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YBOA

Macrep paf je nocBeheH H30MeTpPUjCKUM TpaHCPopMaLjaMa U KbUXOBUM rpynama.

U3oMmeTpujcke TpaHcdopMmaluje MJA TeOMeTPUjCKa KpeTama Cy I0CeOHO
VHTepecaHTaH /ileo reoMeTpHje jep ce ca IPUMEHOM OBe TeopHje cpeheMo CBaKOHEBHO
y npoctopy oko Hac. OHe cy cajpxkaj rpaZiiBa OCHOBHE LIKOJIe, a 3Hame O BhUMa ce
npoay6/byje  Kpo3 CpelHOIIKOJICKO M (aKyJTeTCKO ob6pa3oBame W OJjlacliuMa Ha
TaKMUYeHa.

[Tojam rpymne je jeman ox yHAAMEHTAJTHUX MAaTEMAaTHYKHUX MOjMOBA KOjU MPOXKUMA
MHOre 06J1aCTH MaTeMaTUKe, caBpeMeHe Ppu3rKe U Kpuctajaorpaduje.

Y npBoM mnorJaB/by AeduHucahy u3oMeTpujcke TpaHchopMaluje U HAaBECTH HeKa
OILITA CBOjCTBA U30METPHUjCKUX TpaHCcopManmja nmpocropa E™.

Y apyrom norsas/by 6aBuhy ce BpcTaMa M30METPHjCKUX TpaHcdopManmja paBau E 2.

Y TpeheM norsiaBby 6aBuhy ce BpcTamMa M30METPUjCKUX TpaHchopManuja mpocTopa
E3.

Y 4eTBpTOM IOr/1aB/by 6aBrhy ce rpynamMa U30MeTpHjCKUX TpaHchopMalyja.

Y netoMm norJiaB/by 0CBpHyhy ce Ha Be3y My3HKe U U30MeTPUjCKUX TpaHCcPopMaLuja.

/b oBor paja je ja ce KaacudpuKyjy usomeTpujcke TpaHcpopmauuje paBHu E? u
npocropa E3 1 Kpo3 npuMepe nokaxy Koje Cy rpyne U30MeTPHjCKUX TpaHcPopMalmja
Y KOjUM rpynama cy usomopoHe.



1. U3oMmeTpujcKe TpaHchopmanmje

Oko 300. roguHe I.H.e. HacTaJoO je HajCUCTeMaTU4HHUje [JieJl0 U3 TeoMeTpuje TOor
BpeMeHa mnoJj, HacioBoM ,EnemeHTu", koje je Hanucao Eyknua. VY ceamoj akcuomu
,EJleMeHaTa", Koja ryacu: ,0He Koje ce MOTy JJOBECTH |0 NOKJ/Iallama, jelHaKe cy Mehy
co6oM.“, mpBU nyT npehyTHo ce ynoTpeb/baBa KpeTamwa reoMeTpujckux ¢urypa. Ty Beh
BUJUMO Ja he wu3oMeTpujcke TpaHchopmauuje omoryhutu pga pgeduHULIEMO
NoAyAAapHOCT 6UJI0 KOjux GUrypa y npocTopy.

1.1. /lepuHMIMja ¥ ONIITA CBOjCTBAa U30METPHjCKUX
TpaHcpopmanuja npocropa E™

Jedununujal.1: U3omeTpujckoM TpaHchopMaIMjoM HUJIU TEOMETPHjCKUM KpeTamheM
npoctopa E™ (n=1,2,3) Ha3uBaMo 6UjeKTUBHY TpaHcopmalyjy J: E* = E™ TakBy na 3a
cBake zBe Tauyke X, Y € E™ u wuxoBe cnuke X', Y' € E™ Baxu penanuja (X,Y) = (X, Y').

Byayhu na 3a cBake aBe Tauke X, Y € E™ Baxu penanyja (XY) = (X, Y), uaeHTHYHA
TpaHcpopManuja £, Tj. KOMHLKUAEHIMja KOja CBaKy TayKy mpoctopa E™ mpeBoau y Ty
UCTY Ta4Ky, Ipe/iCTaB/ba U30METPHjCKy TpaHCchOpMaLujy TOr IPOCTOpa.

Teopemal.l: Kommo3uiiyja ABejy M30MeTPHjCKHUX TpaHchopMmanuja mpoctopa E™
npejicTaB/ba TaKohe U30METPUjCKY TpaHchopMaIHjy.

Jloka3s: Heka cy J; u J, 6uso Koje JiBe H30MeTpHjcKe TpaHchopMaluje npoctopa E™.
Ako obGeniexxumo ca X ¥ Y NMpou3BoJ/bHE TayKe TOT MPOCTOpa, ca X; U Y; Tauke Koje y
M30MeTpHjckoj TpaHchopMalyju J; oarorapajy Taukama X 1 Y, a ca X, u Y, Tauke Koje y
M30MeTpHjcKoj TpaHchopManuju I, oaroBapajy Taukama X; U Y;, TaZla y KOMIO3UIUjU
J,°7, Taukama X u Y oaroBapajy tauke X, u Y,. [Ipu Tome je (X, Y) = (X, Y1) u

(X1, Y1) = (X5, Y,), maje (X, Y) = (X,, Y2). Crora komnosunuja J,°J; npeacraBba Takohe
HM30MeTpHjCcKy TpaHchopManujy npoctopa E™. m

Teopemal.2: HMuBep3Ha TpaHchopMalMja U30MeTpHjcKe TpaHcdopMaliyje mpocTopa
E™ npeactaB/ba Takohe M30MeTPHjCKy TpaHCPOopMalHjy TOT MPOCTOPA.

Jloka3: Heka je J 6usio Koja u3oMeTpHjcka TpaHcdopmalyja mpoctopa E™. Ako
o6esiexxumMo ca X U Y MpoM3BOJbHE TayKe TOr mpocTopa, a ca X' u Y' Tauke Koje y
n3oMeTpHjckoj TpaHchopmanuju J oarosapajy taykama X u Y, 6uhe (X, Y) = (X,Y'). C
063MpoM /ia je peslaliyja oAy JAapHOCTH apoBa Tayaka CUMeTpHU4Ha, 6uhe

(X,Y)= (X,Y), ma je wuHBep3Ha TpaHcpopmanuja J~! Takohe wusoMeTpujcka
TpaHchopMmaluja. [

Teopemal.3: CKyn CBHUX M30METPHjCKUX TpaHcpopmanuja mpocropa E™ (n=1,2,3)
npeAcTaB/ba IpyImy.



Jokas: Byayhu na cy usomeTrpujcke TpaHcopmalje npocropa E™ eneMeHTH rpyme
CBUX OUjeKTUBHHUX TpaHcdopMaluja TOr mpocTtopa, U u3s teopemel.l u teopemel.2
cleayd Ja CKynm CBUX H30METPHjCKMX TpaHchopManuja mpoctopa E™ mpejcraB/ba
MO/IFPyIy MOMEHYTE rPyIIe. [

Jdedununmjal.2: I'pyna koja ce cacToju U3 CBUX H30METPHUjCKUX TpaHchopmaluja
npocropa E™ Ha3uMBaMoO TpynoM HM30METPHjCKUX TpaHcopManuja TOr NMPOCTOpa U
cUMO0JIMYKHU 06esiexkaBamo ca G (7).

Teopemal.4: Ako cy A, B iBe pa3nuuuTe Tauke Heke npaBe p U A’, B’ Tauke npaBe p
TakBe Jia je (A, B) = (A’, B’), Tafga nocToju jeJTMHCTBEHA U30MeTpHjCcKa TpaHchopMaluja
J:p > prakBagajeJ(A) =A'u J(B) =B'.

[ocnepuna: Ako usomeTpujcka TpaHchopmanuja J mpaBe p mnoceqyje JiBe pasHe
VHBapHUjaHTHe TayKe OHA [pecTaB/ba KOMHLUEHIIH]Y.

Teopemal.5: Ako cy A, B, C Tpu HekosuHeapHe Tauyke paBHU E? u A', B’, C’ Tauke Te
vcTe paBHU TakBe Ja je (A,B,C) = (A, B, ('), Tajia mocToju jeJUHCTBEHA U30METPHjCKA
tpaHcdopmanuja J: E? - E? takBa saje J(A) = A',3(B) =B'u 7(C) = C'.

lMocneguua: Axko wu3oMeTpujcka TpaHcdopmanmja J:E2 - E2  moceayje  Tpu
HeKOJIMHeapHe UHBAapUjaHTHe TauyKe, OHa IpecTaB/ba KOMHLUEHIIH]Y.

Teopemal.6: Ako cy A, B, C, D 4yeTupu HekoMIJIaHapHe Tayke MPOCTOpa E3u A, B, C,
D’ Tauke Tor ucror mpocropa Takse za je (A, B, C, D)= (A, B’, C', D’), Taza nocroju
jenMHcTBeHa u3oMeTpujcka TpaHcpopmanuja J:E3 —» E3 TtakBa ga je J(4) =4 ,
J(B) =B', 3(C) =C',3(D) = D".

Mocneguna: Ako wu3oMeTpujcka TpaHcdopmanujaJ:E3 - E>  moceayje uetupu
HEeKOMIlJIaHapHe MHBapHjaHTHE TayKe, OHA IPeCTaB/ba KOMHLUAEHIIH]Y.

Jdedununmjal.3: Kaxemo aa je y mpocropy E™(n=1,2,3) ¢urypa & noaymapHa uiu
KOHrpyeHTHa ca ¢urypom @', u cuMGOIMYKU obesexkaBamo ca @ = @', ako mocroju
u3oMeTpHjcKa TpaHchopmanuja J Tor mpocropa Taksa jaje J(d) = @'

Teopemal.7: Pesanuja mnoAyJapHOCTH TeOMETPUjCKUX GUTYypa Y EyKIUJCKOM
npoctopy E™(n=1,2,3) je pesnaiiyja eKBUBaJIEHLIH]E.

Jlokas: C 063upoM Ja je upeHTUYHa TpaHcpopmanuja € nmpocropa E™ usomeTpujcka u
J1a 3a cBaky ¢urypy @ Tor npocropa Baxku pesanuja E(P)= ®, umamo ja je ¢ = P, na je
pesanuja noAyAapHocTH ¢urypa y npocropy E" pedaekcuBHa.

Axo cy ® u @' nBe durype y npocropy E™ Takse ja je ® = &', npema aepununujul.3
II0CTOjU U30MeTpHjcka TpaHcdopmaruja J mpocTopa E™ Takea ja je J(®) = @',

Byayhu ga uHBepsHa  Tpancdopmanmja J~! usomerpujcke TpaHcopmanmje J
npe/icTaB/ba Takohe M30MeTPUjcKy TpaHcpopMmanujy, u3 penanuje J-1(P")= @ ciaeau
Jaje @' = @, na je penanuja nogysapHoctu purypa y npocropy E™ cuMeTpU4YHa.

Ako cy @, ®'u @"' Tpu durype y npoctopy E™ TakBe ga je ® = &' u &' = ®”, npema
nedununujul.3 nocroje usometpujcke Tpancpopmanuje I’ u I’ npocropa E™ TakBe Ja



je (@) =d" u 7"(P") = &". C 063upom aga kommno3zunuja J =J" oJ" npencrassba
HU30MeTpPHjCKy TpaHchopMalujy npocrtopa E™, uz penanuje J(P) = 7" 0 7' (P) = "
ciegn ga je @ = @', ma je penauuja noAyaapHoctd ¢urypa y mnpoctopy E™
TPAaH3UTHBHA. N

OBa TeopemMa HaM oMmoryhyje nga ckyn cBux ¢urypa eykiaujckor mpocropa E™
pa3BpCTaMo Ha T3B. KJlace eKBUBaJIeHLIUje, KOjUX UMa HEM3MePHO MHOTo. TakBe cy HIP.
KJ1ace NMOJYAAPHUX JyKH, KJace NOAYJApHUX YIJIOBa, Kjace MOAYAAapHUX TPOYIJIOBA,
UTA.



2. BpcTe n3oMeTpujcKkux TpaHcdpopmanuja pasHu E?

2.1. lupeKkTHe U UHAUPEKTHE U30OMETPHUjCKHUX
tpaHcdopmanuja paBHu E?

TlocToje Be BpCTe H30MeTPHUjCKUX TpaHchopMmanuja papHu E2:
1. /AupeKkTHe n3oMeTpHjcKe TpaHcopMallMje Koje He MeHajy opjeHTallljy paBHU
EZ.
2. UHaUpeKTHe 130oMeTpHjcKe TpaHchopMallyje Koje MeHajy OpjeHTalhjy paBHU
EZ.

Jla 6MCMO yCTaHOBWJIM Jia JIM je HeKa M30MEeTPHjCKMX TpaHcdopManuja paBHM EZ
JAUpPEeKTHa WJIM WHAUPEKTHa, JOBOJLHO je YTBPAWTH Jla JIU HeKe JBe oAroBapajyhe
TPOjKe HeKOJIMHeapHUX Tayaka oJpebyjy HcTOocMepHe WM CyHpPOTHOCMEpPHe
TPOYTJIOBE.

JlvupeKTHa U30MeTpHjCcKa WUHaupeKTHa U3oMeTpHjcKa
TpaHcopmanuja TpaHcdopMalja

Wpentuuna TtpaHcopManuja paBHM E? mnpejacTaB/ba JUPEKTHY H30METPHjCKY
TpaHchOpMaIHjy Te paBHHU.

Kao cneumwjasman caydaj Teopemel.5 Hajsa3zuMo Jila JUpeKTHA U30MeTPHUjCKa
TpaHcdopmanuja pasHu E2 ca [Be pasJuuuTe WHBapUjaHTHE TadyKe yBeK NpejCTaB/ba
KOUHLUJIEHLH]Y.

Komnosunuja JBe AUPEKTHe WU JBE UHJUPEKTHE U30METPHUjcKe TpaHcopmaluje
paBuu E? yBek npezicTaB/ba AUPEKTHY H30METPHUjCKY TpaHCHOPMMAIHUjy T€ PaBHHU.
Kommosuiyja je/lHe AUpPEKTHEe U jelHe UHJUPEKTHEe HM30MeTpHjcKe TpaHchopmaluje
paBHu E? yBek npe/icTaB/ba MHAUPEKTHY M30METPHUjCKY TpaHchopMaliujy.

CKyn CBUX JMPEKTHUX HW30METPHjCKMX TpaHchopManuja paBHu E? mpejcrasba
HEKOMYyTaTUBHY noArpyny rpyne G(J) cBUX U30MeTPHUjCKUX TpaHcdopMalyja paBHU
E%. Ty noArpyny HasuBaMO IPYNOM JMPEKTHUX HM30METPHUjCKMX TpaHcpopMaluja
paBuu E? u cumGonmuky o3Havasamo ca G (7).



2.2. OcHa ped.iekcuja pasau E?

Jedunnnuja2.2.1: OcHoM pedsIeKCHjOM MM OCHOM CHMeTpHjoM paBHM E? ca ocom
p C E? HasuBaMO HEH/JIEHTUYHY MU30METPUjCKY TpaHcpopMaLujy Sp: E? > E? kojoj je
CBaKa TayKa IIpaBe p MHBapHjaHTHa.

Ocna peduiekcuja S, paBHU E? BaH npaBe p HeMa MHBapUjaHTHHX Tadaka.
Ocna peduiekcuja S, paBHH E? jenno3HauHo je ozpeheHa CBOjOM OCOM MJIM jeJJHUM
napoM o/roBapajyhux HeMCTOBETHUX Tayaka.

Teopema2.2.1: OcHa pedsiekcuja S, paBHH E? je WHAMpeKTHa HW30MeTpHjCcKa
TpaHchopmaiuja.
Jlokas:
Ako ca A v B obenexxuMo JiBe pa3iMuuTe TayKe Ooce P U ca
C 6ua0 Kojy Tauky paBHM EZ BaH oce p, 6uhe npasa p
a meaujatpuca ayxu CC', rae je C'=8,(C).
5 ._.--""-F ™ Crora cy Tauke C u C' ca pa3/IMYMTHUX CTpaHa NpaBe p, na
' e >.' cy oarosapajyhu tpoyryioBu ABC u ABC' cynpoTHOCMepHU
' ) oflaksie ciaeqd Ja je TpaHcpopmauuja S, UHIUPEKTHA.
i |

WHBoMyniMoHa TpaHcdopmanuja je cBaka HeuJieHTHYHa TpaHchopmanuja f Kojoj
KBa/ipaT Npe/CcTaB/ba KOUHIMAEHLHU)Y, Tj. f2 = E.

Teopema2.2.2: OcHa pedJsekcuja S, eyKIUJCKEe paBHU E? je uHBOJIyLMOHA
TpaHchopMmaluja.

Jlokas: O6esiexxuMo ca X Ipou3BoJbHY TadKy paBHU E2 1 ca X', X' Tauke TakBe /Ja je
X)) =X"nu §,X")=X".

Akoje Xe€p, tajaje X=X u X' =X" maje X=X".Ako X &p, tagaje X+ X u

X' # X", naje oca p oce pediiekcuje S, MequjaTpuca ceake of Ayxu XX' u X'X", na je

X = X". OBuUM cMoO Ji0Ka3a/iy [la Y CBAKOM CJly4yajy Baskd peJanuja 55 = &, na je ocHa

pedJiekcuja S, UHBO/IylMOHA TpaHCpopManuja. M

Teopema2.2.2: AKo MHAMpEKTHa U30MeTpHjcKa TpaHchopmanuja J paBuu E? nocepyje
6ap jejHy MHBapUjaHTHY Ta4yKy A, OHa NpeJ/iCTaB/ba HEKY OCHy pedJieKcujy S, K0joj oca
p CaZip>u Tauky A.

Joka3z: C o63upom ga je J UHJUpPeKTHAa a £ [AUpPEKTHa
7 ", u3oMeTpujcka TpaHchopmanuja 6uhe J # . lla y paBuu E?

# Y nocroju Tadyka P takBa ga je J(P) = P'u P # P'. Illpu ToMe je
= (P,A) = (P',A), na ce Tauka A Haja3d Ha MeAMHjaTPUCU P
Ayxu PP'. Byayhu fga cy S, u J UHAUpEKTHe M30MeTpHjcKe
TpaHchopMaluje, KOMNo3uuja $,° J npejcTaB/ba AUPEKTHY
M30METpPHUjCcKy TpaHcpopMmanujy paBuu E?. Ta TpaHcdopManuja Imocefyje [Be

8



pas3MuUTe MHBAapHjaHTHe Tauke A u P ma mpe/icTaB/ba KoWHIUJIeHIUjy. CTora je
$,°J =EumnpemaTome J =5, m

Teopema2.2.3: Axocy S, u S, aABe ocHe pedJieKcHje paBHU E? capasHuMM ocaMa p U q,
a X Tauka Te ucTe paBHM EZ, Taja je $°S,X)=X eX=pnq.

Jlokas: IIpeTnocraBuMo Hajnpe fa je $;°S,(X) = X. Ako obesexumMo ca X' TauKy TaKBy
najeS,(X) = X', 6uhe u §;(X') = X. UHAMPEKTHUM MOCTYIKOM JOKakHUMo Ja je X = X'.
Ako 6u, HampoTHB, Baxkusa pesanuja X # X', Taja 6u mocrojasie JBe pasUIUTE
MeaujaTpuce p ¥ q ayxu XX', mto je Hemoryhe. Ctora je X = X', na je S,X)=Xmn
Sq(X) = X. 3 oBux jegHakoctu ciiegu gaje X €p uX € q,najeX =pngq.

06paTHO, aKo MPEeTIONCTABUMO /ia je 33/I0BOJbeHa pesanyjaX =p Nq, Tafaje X Ep u
X€q,najeS,(X) =Xus,(X) =X, unpematome §,°5,(X) =X. =

TpaHcMyTanuja WIKM TmpeobpakaBameM Heke TpaHcpopmanuje f  HeKoM
TpaHcdopMaLujoM g HazuBaMmo TpaHchopmanujy f' = go fo g L.

Teopema2.2.4: Ako je S, ocHa pedJieKcHja eyKIHJCKEe PpaBHU E? u J 6uno koja

U30MeTpHjcKa TpaHcpopMaliija Te UCTe paBHHM, 3aTUM p' MpaBa Koja y u3oMeTpuju J
o/iroBapa npasoj p, TafjajeJ o, o Jt = Spr

B

B

X Jlokas: Ilpema gedunHunUju ocHe pediekcuje, 3a CBaKy TadKy
X' € p' koja y usometpuju J oAroBapa HeKoj TaykKu X € p, UMaMo
\ Aaje S, o I71(X') = 371 (X1). Axo 0Ge OBe CTpaHe IOMHOXHMO Cca
JieBa ca usoMmerpujoM J, no6ujamo Ja je 7°S,° I H(X') =
Y g0 1(X") = £(X)=X'. Ha Taj HauMH, KoMmo3zuumja J ° SpoJt
MPEBOJM CBaKy TayKy Mpase p’ y TY UCTY TauyKy.
Byayhu pa Ta Kommo3uuuja TMpeAcTaB/ba HWHAUPEKTHY, Jakjie HeUAEHTUYKY,
M30METpPHUjCcKy TpaHcpopManujy paBHu E? Kojoj je cBaka Tauyka TmpaBe p'
WHBapHjaHTHA, OHa Npe/iCTaB/ba OCHy pedJieKcujy S, HauMe 6uhe J o S, o J7t = Spi- |
Teopema2.2.5: /[ge ocHe pediieKkcuje S, U §; €YKIUJICKE PaBHU E?, ca pasHMM ocaMa

p 4 q, Cy KOMyTaTHBHe TpaHcpopMalje ako U caMo ako je p L g, HauMe 6uhe
S$qodp=8,°8;, plaq.

Nlokas: [IpeTnocTaBUMO IPBO Jlaje S5 0 &, = 8,08, Tj. Sgo 8,08, = &, @]
Ako oGenexxumo ca p' mnpasy ogpebeny penanmjom S,(p) =p’, npema 3axoHy
TpaHCMyTaluje OCHe pediieKcHje S, 0CHOM pedIEKCHjOM S4, HaJla3uMO Jia je

$godp oSy = Sp (**
Y3 jegnakoctu (¥) u (**) cinepu ga je S, = Sy, naje p =p’, 1j. S;(p) = p. OTyna u us
peJsanyje p # q 3ak/bydyjeMo jajep L q.
OGpaTHo, IPeTNoCTaBUMO caji ja je p L q. U3 ose penanuje crefu ja je Sq,(p) = p, Te
npeMa 3aKOHy TpaHCMyTaluje ocHe pedJiekcuje S, 0CHOM pedJIeKCHjoM S, HaJla3uMOo
fajedgod,ed, = 8, T Sg08, = )08, [ |



OcHa peduekcuja paBHu E? omoryhyje ma y reomMeTpuju Te paBHM yCTaHOBHUMO
cnenupuUUHy pesanujy NoAyAapHOCTU T3B. peJalidjy OCHOCUMeTpUYHe NOAYAAapHOCTH
JIMKOBA.

Jedpununuja2.2.2: Kaxe ce ja je y paBuu E? uk ® ocHOocMMeTpUYaH ca JUKOM @'y
OJIHOCY Ha HEeKy IpaBy s ako je Sq(P) = @'. [IpaBy s Ha3MBaMO 0COM CUMETPHje JIMKOBa
® u ®'. CnenujanHo, ako je S;(P) = P, Taja ce Kaxke Jja je mpaBa S 0ca CUMETpPHje JIMKa
.

Jly>x AB y paBuu E? vMa /iBe U caMo JiBe oce CUMeTpHuje. JejHa o/
BbUX CaipKU AyXK AB, a apyra npeictaB/ba lbeHy MeJjijaTPUCY.

- 3 Vrao y paBau E? uMa caMo jejHy ocy cMMeTpHje, TO je npaBa Koja
CaZipKU HeroBy OUCEKTPUCY.

3agarakl: Y sazatu kpyr | paBuu E? ynucatu AABC xojem cy crpanune BC, CA, AB
napaJieJiHe peClleKTMBHO ca 33JlaTUM IlpaBama a, b, c.

Pemewe: IlpernoctaBuMo pga mnoctoju AABC koju
3a/10B0OJbaBa [10CTaBJ/bEHE YCJIOBE.

Mepujatpuce p,q,r crpanuna BC, CA, AB cagpxe
cpeauuite O kpyra | u ynpaBHe cy Ha mpaBama a, b, c.
Komnosunuja &,08,°8, mnpeicraB/ba HWHIAMPEKTHY
M30METPUjcKy  TpaHchopmaumjy paBHu E?  ca
VHBapHjaHTHUM TadyKaMma O u B, npeMa ToMe npe3eHTHpa
ocHy pedJieKcHjy S Kojoj oca s caapku Tauke O u B.
[Ipuctynajyhu koHcTpykuuju AABC, ycTaHOBUMO Hajupe noJsiokaj npase s. Crora
KOHCTPYMIIMMO NpaBe p, q, T Koje cafipKe Ta4yKy, a yIpaBHE Cy Ha NpaBama a, b, c. Ako je
X’ TayKa Koja y KOMIO3ULHUjU S, © Sg o S, 0/iIroBapa NpoU3BOJbHOj Ta4KU X Pa3/IMIMTO]
on tauke O, 6uhe §;(X) = X'. llpu penauuju X # X' npasa s je meaujatpuca gyxu XX',
a npu pesanuju X = X' npaBa s je oapehena taukama O u X. Y o6a ciay4aja mpasa S
caJip>u Taduky O, mpeMa TOMe cede Kpyr | y ABeMa TauykaMa; HeKa je B 610 Koja of
BbUX. AKO o6esiexxumo ca C v A Tauke TakBe fa je $,(B) = C u §,(C) = A, 6uhe A4, B, C
TP pa3JUyUTe Tayke Kpyra [, mpema ToMme oHe oapebyjy AABC ynucan y kpyr . U3
penanuje S, o S, 0 &, = 8 ciein aje S, = §g 0 8, © 8y, na je S,.(A) = B. Ha Taj HauuH,
npaBe p,q,T mpejcTaB/bajy MeaujaTpuce ctpanuna BC, CA, AB, na je BC |l a, CA |l b,
AB |l c. C 063upoM Jia mpaBa s cevye KpyT | y ABeMa TaukKaMa, 3a/laTak UMa J[Ba pellemmba.

Teopema2.2.6: CBaka usomeTpujcka Tpancpopmanuja J eykaujcke paBHu E? Moxe ce
npeACTaBUTH Kao KOMIIO3UI[Mja KOHAYHOT 6poja ocHUX pedJieKcuja; MUHMMaJaH 6poj
ocHUx pedJieKkcHja 3acTyIJbeHUX ¥ TAKBOj KOMITO3UIMjU HUje Behu o1 TpHu.

Jokas: [I[peMa MakcMMa/HOM 6pOjy WHBapHjaHTHUX JIMHEApHO HE3aBHUCHUX Tadaka
“3oMeTpHjcKe TpaHchopmanuje J, pa3iukyjeMo ciejieha yeTUpu ciaydaja:
1. HsomeTtpujcka TpaHcdopmMmalnja J Moxke J[Aa TMoceAyje HajBUILE TpU
WHBAapHjaHTHE, TMHEeAPHO He3aBUCHE TauyKe.
To cy HekonMHeapHe Tauke paBHH E2. [la TakBa u3oMeTpHjcka TpaHcdopMaLuja
npeJicTaB/ba KOMHIM/EHIM]y, 1A C 003UPOM Ha MHBOJIYTUBHOCT OMJIO KOje OCHe
pediexcuje S, paBuu EZ umamo faje 7 =S, 0 S,
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2. Hzometpwujcka TpaHcdopmMmaryja J mocejyje HajBuIlle JBe WHBapUjaHTHe
| JINHEapHO He3aBUCHe Ta4yke (HOp. 4, B).

1 [Tomto je A+ B Te aBe Tauke ozapehyjy mpaBy p. C

x TN x 003MpOM /Jia BaH IpaBe p U30MeTpHjCcKa TpaHCcPopMalHja
| J HeMa VMHBApUjaHTHUX Tadaka, UMaMo Ja je J + &, Te
nocroju Tayka X € EZ takpa ga je 7(X) =X wu X # X'. llpu Tome je (4,X) =
(A,X)Yu (B,X) = (B,X") na je npaBa p Mmeaujatpuca ayxu XX'. Komnosunuja
Sp °J mpesATaB/ba M30METPUJCKY TpaHCPOpMalHUjy paBHU E?, koja umMa TpHu
HEKOJIMHeapHe UHBapHujaHTHe Tauke A, B, X ,maje s, =& = T =§),.
3. H3omeTpujcka TpaHcdopManuja J nocesyje caMo jeJHy MHBApPHUjaHTHY TauKy
(=mp. 4).

Ha C o63upoM jga je 7 # &, nocroju Tayka X € E? TakBa ja je
J(X) =X uX # X'.llpu tome je (4,X) = (4,X"), na je Tauka A
Ha MeaujaTpuck p ayxu XX'. Komnosunuja Sp o J mpexaTaBsba
M30MeTpHUjcKy TpaHcbopManujy paBHM E?, Koja uMa [Be
HeKOoJIMHeapHe WHBapujaHTHe Tauke 4,X. Ban mnpaBe AX
KoMnosunuja S, oJ HeMa WHBapHUjaHTHUX Tayaka, jep OW y NPOTUBHOM Ta
KOMITI03UIIHja NpeJcTaB/bajsa KOUHIUAEHIU]Y. Y TOM OU C/y4ajy U3 jeJHAKOCTH
Sped=& = J =35, na 6u usomerpuja J mocejoBaja BUllle WHBAPHjaH THUX
Tayaka IITO je cynpoTHO npernocraBuu. [la mpema 2. , M30MeTpHjcKa
TpaHcdopmanuja &, o J npejcraB/ba OCHy pediieKcHjy S, Kojoj oca q cagpxu
MHBapujaHTHe Tauke A, X. U3 penanuje Sp 0 =38, = J=35,0° §,.
4. HW3ometpujcka TpaHchopmalmja J Henoceayje MHBapUjaHTHE TayKe
Y oBoM cayuyajy u3doMeTpujcka TpaHchopmanuja J MoxKe ce NMpeJCTaBUTH Kao
KOMIIO3UIMja cacTaB/beHa M3 JIBE WM TPU ocHe pedJiekcuje. [Ja 6ucMo 0BO
Jl0Kasanu o6eJexMMo ca X TpPOU3BOJbHY Tauky paBHM E2, ca X' meHy
ofarosapajyhy Tauky u ca p Meaujatpucy ayxu XX'. Kommnosunuja Spold
npe/CcTaB/ba M30METPHUjCKy TpaHchopManmjy paBHM E? ca WMHBapUjaHTHOM
TaykoM X. Ta koMIo3unyja He MOXe JjJa UMa TPU HeKOJIMHeapHe UHBAapHjaHTHe
Tayke, jep 6M OHA Tajia NpeJCTaB/baja KOUHIUJEHIUjY. ¥ TOM 06U ciaydajy
Speol =& = J =&, nabuusomerpuja J MMaJa HHBapUjaHTHUX Ta4YaKa, ITO
je CympoTHO MpeTnocTaBLU. AKO 61 KoMIo3unMja S, o J nocesioBaja HajBuUIle
JlBe MHBapHWjaHTHe JIMHeapHO He3aBHCHE TaykKe, OHA OW mpeMa cayyajy 2.
I[lpeacTaBbania HeKy ocHy pedJieKcujy S, Ko0joj oca q cafpKu MOMEHyTe
VWHBapHWjaHTHE TaykKe. Y TOM caydajy 6u S;oJ =8, = J =8, §,. JacHo je
Ipy TOMe Jla MpaBe p U g HEMajy 3ajeJHUYKUX Tayaka, jep 6U y MPOTUBHOM
HM30MeTpHjcKa TpaHchopMaliyja J uMasia 3aje JHUYKUX Tayaka, IITO je CYMPOTHO
npernocraBuy. Hajsaz, ako je X jequHa nHBapujaTHa Tauka KOMIo3uuje Sy o J,
npeMa cJay4ajy 3. Ta KOMIIO3UIIMja MpeJcTaB/ba NPOU3BOJ, [IBEjy OCHHUX
pediiekcuja, ob6enexxuMo ux ca Sy U Sy, llaje S, 0I =850 8§ = T =8,0 S0
Sy. N

Kf——bx

a¢

Jedununuja2.2.3: CBaky KOMIO3UIUjy KOHAYHOT 6poja ocHUX pedJiekcrja
eyKauzicKe paBHU E2 K0joM je mpe/icTaB/beHa HeKa U30MeTpHUjcKa TpaHcdopManuja J
Te paBHU Ha3UBaMO OCHOpPe(dIeKCUBHOM HUJIM CUMETPHjCKOM penpe3eHTalujoM Te
usoMeTpuje. CUMETpHjCKy penpeseHTanujy usomerpuje J paBau E2 cacTaB/beHy U3
HajMamer Moryher 6poja ocHUX pedJiekcHja HA3MBaMO MUHUMAJIHOM UJIM ONTHMa/IHOM
CHUMETPUjCKOM perpe3eHTalujoM Te U30METpHje.
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2.3. NlpameHoBM npaBux y pasuau E?

Jedpununuja2.3.1: Ckyn X cBuMX mpaBHMX paBHU EZ Koje ce ceKy y jefHO] Tauyku O
HAa3MBaMO I[pPaMeHOM KOHKYpPeTHUX MpaBuUxX ca cpegumiteM O U CUMOOJUYKH
ob6esexxaBamo ca X,. Ckyn X cBUX npaBuX paBHU E? Koje cy mapasesiHe ca HEKOM
npaBoM s C EZ, u npema ToMe Mehy co60M, HazMBaMO MPaMeHOM NapasieJHUX MpaBUX
Y CUMOOJIMYKHU obesiexkaBaMo ca X.

Wako cy mpaMeHOBM mpaBuX y paBHM E? speduHHMCaHM He3aBHUCHO 0/ TojMa
U30METpUjCKe TpaHcPopMaldje, OHM Ce MOry JIOBECTM y TeCHy Be3y ca THUM
TpaHcpopMalujaMa, moce6GHO ca OCHUM pediieKcHjama.

Teopema2.3.1: Axo Tpu npaBe a,b,c paBuu E? npunajajy HekoM npameHny X, Taja
KOMIIO3UIHja S, © §), © S, pe/icTaB/ba HEKY OCHY pedJieKcHjy S, Kojoj oca d Takobhe

npunaja npameny X.

Jlokas:

1. [IpeTnocTaBUMO Hajnpe Jia je X mpaMeH KOHKYPEHTHUX NpaBux (MpBa cJUKa).
Heka je O weroBo cpeauinTte. C 063upom Jia Tadyka O npumnaja cBakoj oj npaBux a, b, c,
uMaMo jga je S.o Spo §,(0)=0. Ha Taj HayuH, HHAUPEKTHA H30METPHUjCKa
TpaHcopmanuja S, o S, o S, paBuu EZ mocesyje nHBapujaHTHY Tauky O, ma mpema
TOMe MpeJiCTaB/ba HEKY OCHY peduiekcHjy Sy. [Ipu Tome je O € d, u npema Tome d € X.
2. llpeTnocTaBuMO caf Jia je X mpamMeH napapaJjieJTHUX NpaBux (Apyra cauka).
Heka je s mpousBoJ/bHa NpaBa Koja npunaza pasHu E2, a ynpaBHa je Ha npaBaMa a, b, c.
U3 penauuje s L a, b, c cieiu 1a cBaka oJ; OCHUX pedJiekcdja Sy, Sy, S, IPEBOAU IIPaABY S
y Ty UCTY NIpaBy Mewajyhu weHy opjeHTanujy. CTora komnosuiuja S, o §, o S, Takohe
NpeBOJIM TpaBy S Y Ty UCTY NpaBy, Mewajyhu mweHy opjeHTauujy. OTyaa ciefu Aa Ha
MpaBoOj S MOCTOjU MHBapHWjaHTHaA Tayka D. Ha Taj HauyWH, UHAYMpPEKTHA U30MeTpPHjCKa
TpaHchopManuja S, o S, o S, paBHu E2 noceiyje vHBapujaHTHy Tadky D, ma mpema
TOMe Npe/iCTaB/ba HEKY OCHY pedJiekcHjy S;. [Ipu Tome je D Edud L s,majed € X.

[ ]

Teopema2.3.2: Ako KoMIIo3ULIHja S, © &), © S, cacTaB/beHa U3 TPUjy OCHUX pedieKcHja
paBuu E? npejcraB/ba HeKy ocHy pedJiekcujy Sz, Taga oce a,b,c,d THX OCHHX
pediekcuja npunaaajy jeJHOM NpaMeHy.

Joxkas: 1. [I[peTnocTaBUMO Hajmpe Ja ce npaBe a U b ceky y HeKOj Tauku O.

U3 penanuje anb =0 cinequ aa je O jeirHa WHBApHjaHTHA TadyKa KOMIIO3UIUje
Spo S,. bynyhu pa je Sc.o0 Spo ;=84 Tj. Spo §5=5.°8,; Ouhe O jeauna
MHBapUjaHTHA TauykKa U KoMmIo3uije S, o §,;. CTora ce npase ¢ U d Takohe ceky y Tauyku
0 .1la npaBe a, b, ¢, d npunajajy jeAHOM MpamMeHy.
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2. llpeTnocraBuMO caj fja cy mpaBe a U b Mehy co6oM napaJiesiHe.

AKoO 06es1e;XMMO ca s 6UJI0 Kojy paBy paBHM E? ynpaBHy Ha npaBama a u b, uMaMo Ja
je Spo Su(s)=s. byayhu gaje S, o0 Spo S; =384, Tj. Sp 0 =8, 0 Sy, 6uhe u S, o S;(s)=s.
Crorajec,d L s, Te cBe mpasBe a, b, ¢, d npumnajajy jeJHOM npamMeHy. [ ]

Jedpununuja2.3.2: Kaxe ce jaje y paBuu E? nap npaBux ¢ U d M30rOHa/JHO CIPETHYT
WIM CUMETPUYHO pacrnopeheH ca mapoM MpaBUX aUb ako je Spo Sc.o S, =84 Tj.
SCO SaOSd =5b.

W3oronanue npase a, b, c paBau E? npunazajy jefHOM npaMeHy IpaBHX.
Teopema2.3.3: Heka cy a, b, ¢, d 4eTupu npase Hekor npameHa X C E2. Jla 6u naposu

npaBux a, b, ¢, d 6UIM U30TOHATHO CIIPeTHYTH Mehy co6oM, MOTPe6HO je U AOBOJLHO Jia
Ce 0Ce CUMeTpHje NMpaBUX a U b MoKJanajy ca ocama npaBux ¢ 4 d.

Jlokas: [lokakuMo NpBO Jja je yCJI0B NoTpedaH.
Y TOM LW/bY NPETINOCTAaBMMO /Jia Cy MAapOBH NMPABUX a, b U ¢, d U30rOHAHO CHPETHYTH,
Tj. ,E[aje ‘Sb o ‘SC o Sa = ‘Sd'
Heka je s oca mpaBux aub. Ako o6enexumo ca d mpaBy ojpeheHy pesanujom
S,(c) = d',umamo naje d = d'. 3 yBeieHUX MPETIOCTaBKH CJIe/H Jia je
Ss0 8,08, =81 S50 Sg,0 85 =8,.
[I[prMeHOM OBHUX jeJHAKOCTH HaJ1a3uMOo Ja je
Sa=8po8c08= (850 Sgo 8s)o (S0 Sgre Ss) 0 8q :5505a°(5d' 0 §g08,) =
Ssodg° (Sa o Sgo Sd’) = Sar-
U3 jegnakoctu Sy = S, caenu ga je d =d' . Crora je S¢(c) = d, na je mpaBa s oca
CUMeTpHje NPaBUx Cc U d.
O6paTHO, MPETNOCTaBUMO CaJ, la Ce 0Ce CUMEeTpPHje NpaBUX a U b mokjamnajy ca ocama
CUMeTpHUje NMpaBux C U d.
Y ToM ciy4ajy Baxke pesanyje Sgo Sg 0 Sg =8y U Sg0 Sz0 5 = S.. [I[puMmeHOM 0BUX
jelTHaKOCTU UMaMo Jia je
SpoSco8y=(Ss0 Sgo 8)0(Ss0850° 85) o8, =8508,0(Sg0 Ss°8,)
= 8508,0(Sg° S5084) = Sq-
]
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2.4. lleaTpanHa poranuja pasau E?

W3pauyHaBame CI0KEHUjUX BPCTA U30METPHjCKUX TpaHchopMaLHja eyKINJCKe PaBHU
E? MOXeMO NPUCTYIUTH pa3MaTpambeM CleqUpUIHUX BU0BA HbUXOBUX MUHUMAIHUX
CUMeTpUjCKUX penpeseHTanyja. [IpugpxkaBajyhu ce Tor Hayesa ycTaHOBUNY MOCTYIHO
cBe nocrojehe BpcTe H30MeTpHjCKUX TpaHCcpopMalKja eyKIUACKe paBHu E2 u u3Bectu
IbUX0Ba HajBaXkHUja cBojcTBa. O TUX BpcTa pa3MaTpahy NpBo LieHTpaJIHe poTalyje.

Aedpununuja2.4.1: Heka cy $, u S, 1Be ocHe pedJieKcHje eyKIn/ICKe paBHU E? xojuma
ce oce p M q ceKy y Hekoj Tauku 0. CpejUILIIbUM 0OPTajeM MJIU LLEHTPAJIHOM POTaLUjOM
paBHu E? oko Tauke O 3a yrao w HasuMBaMO TpaHcdopMaLujy Ro oapeheny
penauujom Ry, =8,°8, (0=pNgq, w =24(p,q) ). Tauaky O Ha3uBaMO CpeAULITEM
WJIY LIEHTPOM, a OPjeHTUCaHU yrao @ Ha3uBaMo yIJIOM LieHTpa/iHe poTanuje Ry ,,.

llenTpanHa porauuja paBHu E?  1mpeacraB/ba  JAMPEKTHY  M30METPHjCKY
TpaHchopMalMjy jep je KOMIO3UIMja JBe OCHe pedJiekcHje (Koje Cy UHINPEKTHE
HM30MeTpHjCKe TpaHchopManuje).

llenTpanHa poranuja paBHM E? mocejyje camMo jeJjHy WHBapUjaHTHY TauyKy, TO je
CpeJMIITe Te eHTpaJHe poTanyje.

TeopemaZ2.4.1: /[se uenTpaate porauuje Ry, U Ry, o, UCTE PaBHU E? meby co6oM cy
jenHake ako U caMo ako cy Tayke O u O’ UCTOBETHE, a YIJIOBH w U @' MOAyJapHHU U
HCTOMEPHHU.

Jlokas: O6enexxuMo ca a,bua’,b’ npaBe momohy Kojux cy geduHHCcaHe IOMEHyTe
LleHTpaJIHe poTaliyje; TO Cy IpaBe Koje 3aZ,0B0/baBajy peJaLuje

:Ro‘w = Sb o Sa )5 :ROI,(UI = Sbl S} Sa,.
Ako npeTnoctaBuMo Jaje Ry , = Rp, o UMAMO Jlaje Sy, © S; = Sy, © 8y, Tj.

SpoSgoSy =8y (*)

U3 penaumje (*) caeau ga npase a,b,a’,b’ npunazajy jefHoM npaMeHy, a ce Tadyka
O =anb noknana ca tadkom O’ = a’' N b’. Cem Tora, us penanuje (*) caeau ga cy
npaBe a ¥ b’ U30TOHAIHO CIIperHyTe ca npaBaMa a' U b , Ma Cy OpjeHTHCAHHU YIJIOBU
(a,b) u (a',b"), npemMa TOME U yIJIOBU W U @' TOLYJapHU U HCTOCMEPHH.
OpaTHO, aKo TmpeTnocTaBuMo Ja cy Tadyke O u O’ HCTOBETHE, a YIVIOBU w M '
NoAyJAapHU M HCTOCMepHH, 6uhe mpaBe a,b,a’,b’ KOHKypeHTHe, a OpjeHTHUCAHU
yryioBu (a,b) u (a',b") mogynapuu u uicrocmepHu. Ctora cy npaBe a u b’ U30roHaHO
criperHyTe ca npaBama a' U b, na je S, 08, 0 Sq, = Spy, Tj. S 0 Sy = S, © Sy, U IIpeEMa
ToMe Ry o, = Ror i ]

Teopema2.4.2: Y ueHTpaJHOj poTauuju Ry, paBHu E? Taukama X,Y # O oxrosapajy
tauke X' u Y’ TakBe ga cy ucrocmepuu yriosu X0X' u YOY' mehy co6om nomymapHu.
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Jlokas: Heka je X; Tauka paBHu E? TakBa /ia je opjeHTHcanu yrao X0X; mojyzaapaH u
UCTOCMepaH ca yrioM w u 0X = 0X;. Ako Taj yrao o6GeqexuMo ca ', mpema
TeopeMu2.4.1 umamo Aa je Ry, = Rp . 360r TOra je X; = Ry o, (X) = Rp ,(X) = X.
Ha Taj nHaumH, uctrocMepHH yrioBu w u XO0X' mehy cobom cy mnoayaapuu. Uctum
MOCTYIIKOM /IOKa3yje ce Jja Cy ¥ uCTocMepHHU yrjioBu YOY' u ' Mmehy cob6om noayaapHu.
Ila cy ucrocMepHu u yriioBu X0X' u YOY' mehy co6om moaymapHu. u

W3 Teopeme2.4.1 u Teopeme2.4.2 cleiM Ja je LeHTpajHa poTauMja paBHU E?
jeAHO3HAayHO oApebheHa ueHTpoM O U joll jeJHUM MapoM o/ ropapajyhux tayaka.
AKo y neHTpaHoj porauuju Ry ,, paBHU E? Taukama A, B, C, ... pas/JM4YMTHM O] Ta4Ke
O oxrosapajy pecrniektuBHo A',B’,C’, ... u ako yrioBe AOA',BOB',COC’, ... uctocMepHe
ca YyrJIoM w 06eJIeXKMMO PesioM Ca W1, Wy, W3, ..., OMhe

:Ro,w = RO,wl = :Ro,wz = RO,(J)g =

Teopema2.4.3: AKo JUpeKTHa M3oMeTpujcka TpaHcdopmanuja J paBHu E2 nocepnyje
jeANHCTBEHY UHBapUjaHTHY Tadyky O, OHa NpeJACcTaB/ba IleHTPaJIHY pPOTallHjy.

Jlokas: O6esnexumo ca P u P’ iBe pasimuuTe Tauke paBHu EZ Takse ja je J(P) = P/, ca
p npaBy ojpeheHy Taukama O u P, a ca q MeaujaTpucy ayxxu PP'. U3 penanuje
OP = OP' cnepu fa je O €q ma je O =pngq. C o63upom Ja je J auMpeKTHa a S
WH/JMPEKTHa W30MeTpHjcKa TpaHcdopManuja, 6uhe komMnosuuuja S, o J UHAMPEKTHA
M30MeTpHjcKa TpaHchopmanuja. OHa moce/yje ABe pa3He UHBapHjaHTHe Tayke O u P,
na npejcraB/ba OCHy pediekcujy S,. Ila je ;07 =3, na je I =58,0°8, U3 ose
jenHakocTu W pesanyje O =pNgq, ciead Aa usoMeTpujcka TpaHcopmanuja T
IpeCcTaB/ba LEeHTPaJHy pOTaLHjy. ]

Teopema2.4.4: Cxkyn R, KOju ce cacToju U3 UJEHTUYHe TpaHcopMalyje U CBUX
IleHTPaJHUX poTanuja paBHu E?, Koje uMajy 3aje JHMYKH LleHTap O, Npe/cTaB/ba rpymy.

Noxkas: O6enexumo ca Ry, ¥ Ry g 6UIJI0 Koje /iBe LleHTpa/IHe poTanuje u3 ckyna Ry, a
ca p MpOM3BOJ/bHY NpaBy Koja cajip>ku Tauky O M mpunazga paBHu EZ u ca m,n npase
oapebene penauujama Rp o = Sy 0S8y U Rpp = Sy © Sy, . MHOKeeM oarosapajyhux
CTpaHa OBHX je/JHAKOCTH Hala3uMo Jlaje Rp g o Rpq = Sy 08y 08y 08y, =3, © Sy,
C 063upoM Jla mpaBe M U N MoceAyjy 3ajeJHUUYKY TauykKy O, OHe Cy UCTOBETHE WJIHU Ce
CEKy y TOj Ta4KH, Na je S, o &y = € WU Sy 0 Sy = Ry, Thie je ¥y = 24(m, n). OBUM cMO
[l0Ka3a/iu 1a y CBaKOM cJly4ajy Baxku pesanuja Rp g © Rp o € Rp.
Axo obesexxumo ca Ry, 6110 KOjy LleHTpa/IHy poTauujy U3 ckyna Ry U ca p, q paBse
paBuu E? TakBe jaje Rp, = Sq o Sp, Guhe

Rg}w =(Sq° Sp)‘1 =38,°8; =Rp-w € Ro.
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C 063upoM aa TpaHcpopMaLuje u3 ckyna Ry npeacTaB/bajy eseMeHTe rpyne G (J) cBux
M30MeTPHUjCKUX TpaHchopManmja paBHHU E2, U3 J0Ka3aHUX CBOjCTBA Cleflyje Aa CKyH
R, npefcTaB/ba Takohe rpymy. ]

Jdebununuja2.4.2: I'pyny Koja ce cacToju U3 UJeHTUYHE TpaHcopMaluje U CBUX
IleHTPaJHUX poTanyja paBHM E? Koje MMajy 3ajeJHUYKH LleHTap 0, Ha3MBaMo IPyIOM
[leHTpaJIHMX poTalyja Te paBHU OKo Tauke O, U CUMOOJUYKH o6esiexkaBaMo ca G (Ry).

Teopema2.4.5: 'pyna G(R,) eHTpasHuX poTanuja paBau EZ oko Tauke O je
KOMYTaTHBHA; [PyTUM peurMa, 3a CBaKe /iBe LieHTpaJiHe poTanuje Ry g U Ry o U3
rpyne G(Ry) Baxu penanuja Rpp o Rpq = Roa © Rop-

Jlokas: 06e/1ex1Mo ca p IPOM3BOJLHY NPaBy Koja npunazja pasHu E2 u cagpxu Tauky O
¥ ca m, n npaBe paBHU E? TakBe ja je Roa= Spodm U Rop= S 035
MHoxemweM oAroBapajyhux cTpaHa OBUX jeJHAKOCTH, HaJla3uMo [Jia je
RopoRoa= SpoSpoSp oS, =3 °Sp,
Roa°Rop = Spodm oSy °Sp
C 063upoM zia mpaBe p, m,n y paBHM E? cazspse ucty Tauky 0, oHe NIpunazajy je JHoM
npaMeHy NpaBuX, [1a KOMIO3uLuja Sy, © Sy, © Sy NMpeJicTaB/ba HEKY OCHy pediieKcHjy,
JlakJie MHBOJIYLIMOHY TpaHcpopMaLHujy. [la kBaapaT Te KOMIO3HULHje MpeJcTaB/ba
KOWHIUIEHIIY]y, HauMe 6uhe
Spodmody o8podmody =& Tj. Spodymody ©8p =3, © S
W3 oBe 1 MpeTXOAHUX jeJHAKOCTH HaMasuMo flaje Rp g o Rpq = Rpa°oRpp. ™

Teopema2.4.6: Axo je R,, LeHTpaJHa poTauuja U J GUJIO0 KOja M30MeTpHjCcKa

TpaHchopMaluja eyKauAcKe paBHU E2, 3aTuM 0’ Tauka Koja y usoMeTpuju J ogrosapa

Tayku 0 ¥ @' yrao Koju y TOj K30METPHUjH 0 roBapa yrjy w, TaZia BaXKy peJalnuja
JoRpw°I ™t = Rotr

Jlokas: Ako o6esie>xuMo ca m U n npase paBHu E2 Takse ja je Row = Sn © Sy, Tazja ce
npaBe mun cexky y tauku O moj yriom A(m,n) = %a). Axo 3aTuM 06eJsieXKUMO ca
m'un’ npaBe Koje y u3oMeTpHju J OAroBapajy peclieKTUBHO MpaBaMa Mm U n, Taja ce
npaBe m'un’ ceky y tTauku O’ nox yriaom Z(m',n') = %a)’. [IpumeHom Teopeme2.4.5

HaJIa3uMo Ja je
JoRpw oI ' =T0(Sp o8p) eIt =T0(Sy 0T 0T08y)0T = (ToS, 0T o
(T8I )=8y oS =Rorr- W

Teopema2.4.7: [IBe ueHTpaiHe poTtauuje R,, U Rpp paBHH E? cy KOMyTaTHMBHe
TpaHchopMalije ako U caMo aKo ce cpeauliTa A U B TUX poTaliyja NoKIanajy; Apyruam
pednMa, uMaMo iaje RppoRyq =Ry Rpp & A=B.

Joxkas: [IpetnoctaBumo Hajupe faje Rgpo Ry = Ryq© Rpp Tj.

RB,B ° RA,a ° REIB = RA,a-

AKo y LeHTpasIHOj poTaluju Rpp Tauku A o/iroBapa HeKa Tayka A', ayraiy a oaroBapa
HEKH yrao a', npema TeopeMu2.4.6 uMaMo zia je RppoRaqc° :R;_lﬁ = Rarar
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13 oBe U npeTxo/He je[HAKOCTHU CleAU Aa je Ry, = Ry, 4. 1a cy Tauke A u A’ ucte, a
YIJIOBUM @ U &' TIOAYZJAPHH U UCTOCMEDPHH.

O6bpaTHO TBphewe Ha jeJaH HauuH Beh cMO /[0Kasajsid NPUIUKOM H3BOhema
TeopeMe2.4.5. OHO ce MOXKe joKa3aTH U Ha ciaeAehu HavyKH.

I[IpernocraBumo fja je A = B. Ako y ocHoOj poTauuju Rp g Tauku A oAroBapa Heka Tauka
A', ayray a ogrosapa HekH yrao a', 6uhe Tauke A u A’ vicTe a yrJioBU a ¥ &’ IOy JapHU
¥ UCTOCMEPHH, Na je Ry q = Ry q- llpema Teopemu2.4.6 Rppgo Ryq © RE}; = Rpq Tj.
RB,B °Raa =Rpa e RB,B- u

llenTpasHa poTanuja omoryhyje ga y pasuu E? ycTaHOBUMO crendpUYHy peJanujy
NOoAyAAapHOCTU reOMEeTPHUjCKUX JIMKOBA; TO je peJialjdja OOpTHE MOAYapHOCTH JHUKOBA.
Kaxe ce ga je y paBuu E? nuk ® o6pTHO mnogyjapaH ca JukoM ®' ako mocroju
LeHTpasHa potauuja Ry , paBHu E? TakBa faje Ry ,(P) = @'.

[loce6HO je 3HayajaH caydaj Kajga je ® = ®'. OH m0BoAM [0 MOjMa T3B. IieHTpasHe
CUMeETpHUje peaa n.

Jebununuja2.4.3: Kaxe ce ga y paBHu E? jguk & pacrnosaxke LeHTpaJHOM
CUMETpPHUjOM pejila N aKO NMOCTOjM LieHTpa/iHa poTauuja R sr Te paBHU TaKBa Ja je
'n

R, +r(®P) = @', re je O Tauka paBHu £, R OpjeHTHCAHU NIPaB yTao U N 11e0 MO3UTUBAH

n

Opoj WaM payuoHaJaH 6poj 06JMKa S IpU YeMy CY P M q y3ajaMHO IPOCTH GpojeBH.

Tauky O Ha3MBaMO CpeUIITEM LieHTPaJHE CUMETpPHUje pesa n.

Y Teopuju cUMeTpHja paBHUX JIMKOBA [TOCEOHO je 3HAYajHa LeHTpaJiHa CUMETpH]ja peJia
n.
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2.5. llenTpanHa pediekcuja pasam E2

llenTpanHe poTauuje paBHM E? y onmTeM cly4ajy HHUCYy HWHBOJYLHAOHE
TpaHcdopManje. OHe Cy UHBOJIYLIMOHE CaMoO Y C/Iy4yajy KaZia Cy UM YIJIOBU poTalLHje
onpykeHU. TakBe LeHTpa/lHe pOTaldje Ha3WBaMO LEHTpPaJHUM CUMeTpHUjaMa WJIH
IleHTpaJHUM pedieKcrjaMa paBHU E2,

Nedunnnuja2.5.1: llentpannoM pedsekcujoM S, paBHU EZ Ha3uBaMoO KOMIIO3UIH]Y
AiBejy OCHUX peduiekcuja S, U S, paBHU E? kojuMa cy oce p u q ynpaBHe Mehy co6oM y
tayku 0. Ha Taj HauuH, 6uhe: o =S58, =8, 08, (pNgq=0). Tauky O Ha3uBamo
LIeHTPOM WJIM CpeJUIITEM IleHTpaJHe pedJieKcuje Sp.

LlenTpanna pedaekcuja S, pasuu EZ npescraB/ba LegHTpalHy POTalMjy Te paBHU OKO
Tayke 0 3a OIPY>KeH yrao.

llenTpanHa pedrekcuja S, npejcTaB/ba AUPEKTHY H30METPUjCKY TpaHchopManujy
paBHu E? ca jeJMHCTBEHOM MHBapHjaHTHOM TaukoM 0. CBaky Apyry Tauky X € E? oHa
npeBoaM y TauKy X' € E? TakBy /ia je Tauka O cpeuuITe fy»u XX'.

llenTpanna pedsekcuja S, paBuu E? jeHO3HAYHO je ogpehena Taukom O.

Teopema2.5.1: llenTpanna peduaekcuja S, paBHu E? je WHBOJyIMOHA
TpaHchopMaluja.

Jlokas: AKo 06eJIeKUMO ca p U g [Be NpaBe Koje punazajy pasuu E2 u Koje cy ynpasHe
Mebhy co6om y Tauku O, MMaMo Ja je Sp = 8, o &, 11a je

Sa = (Sgo8p)o(Sg08,) =(85°8p)°(Spe8,;) =E.
Crora je neHTpasHa pedJiekcuja So UHBOJIYIMOHA TpaHchopMaIldja. W

Teopema2.5.2: Y nieHTpaiHoj pedsieKkcuju S, paBau E? npaBoj x Koja cafpxu Tauky O
0/iroBapa Ta MCTa IpaBa, IpaBoj X Koja He caAp>u TayKy O ojAroBapa npasa x' TakBa Jja
jexnx' = @.

Joxkas: 1. [IpeTriocTaBMMO NpPBO Aa INpaBa X cCaZpXKu Tadky O.

AKo 06e/iexxuMo ca y npaBy paBHu E2 TakBy flaje O € y 1 x, 6uhe S, = Sy oSy, maje
So(x) =8, 08,(x) =8,(x) = x.

2. IlpeTnocTaBMMO Jla NpaBa X He CaAp>u Tauyky 0.

AKO 06€J1eXXMMO ca p ¥ q JBe NpaBe paBHU EZ TakBe laje 0 Ep Lx u 0 € q L p, 6uhe

Sop=8g08,,majeSy(x) =8;08,(x) =8,(x) =x'.

C 063MpoM Jia Cy nipaBe g ¥ X paBHU E? ynpaBHe Ha NpaBoj p y AiBe pasJMYUTe TaykKe,

npaBe x U x' cy qucjyHkTHe. OfaTJ/ie cied Jja Cy mpaBe X U X' ca pa3JIMYUTHX CTpaHa

npaBe g, majexNx' =@. m

Teopem2.5.3: llenTpanna pedJsiekcuja S U ocHa peduiekcuja S, pasHH E? cy paBe

KOMyTaTHUBHe TpaHcopMalMje aKoO M caMO ako Tayka O mpumaja nmpaBoj p, HauMe
6uhe §,08y =8908, & 0E€Ep.
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Mokas: [IpeTnocTaBuMO Hajpe Aaje §,°89 =Sp° S, Tj. SpodpeS, =89 (*)

Ako oGenexxumo ca O’ Tauky ogpeheny penanujom §,(0) =0', npema 3akoHy

TpaHCMyTalMje LieHTpasiHe pedJieKcuje S ocHoM pediiekchjoM §p, UMaMo Ja je

Sp 08y oSp =S (**)

U3 jegnakoctu (*) U (**) cieam ga je Sg = Sp,, u npema Tome Aa je O = 0', mto je moryhe

caMo y ciy4ajy Kaja je Taduka O Ha mpaBoj p.

O6paTHO, npeTnocTaBUMO caj Aa je 0 € p.

W3 nBe penauuje ciean aa je $,(0) = 0, na npeMa 3aKOHy TpaHCMyTalHje LeHTpalHe

pedJiekcuje Sy ocHoM pediiekcujoM S, UMaMo laje S, 0 Sp 0 Sy =8 Tj. S0 8p = S ° S,
[

Teopema2.5.4: Komnosunuja Tpu neHTpanHe peduekcuje paBHu E? mpejcTaB/ba
Takohe L eHTpaJHy peQJIeKCHUjy Te paBHHU.

£y i

Jlokas: Heka cy gaTe Tpu LeHTpajHe pedekcuje Sy, Sp,S¢ eyknuacke pasuu E2. [lpu
TOME, aKo je A=Bunu B=C, Tafa HemocpeHO 3aK/by4yjeMO Jla KOMIO3ULUja S¢c © Sp oSy
npezicTaB/ba Takohe LieHTpanHy pedJieKcH]y.
PasmoTpumMmo cnyyajkagajed # BuB # C.
Heka je p nmpaBa oapeheHa TaukamMa A u B, a q npaBa TakBa Jia je C € q u p || q. Ako
3aTUM 00€eJIeXKHMMO ca a, b, ¢ IpaBe Koje ca/ip>Ke peCclieKTUBHO Tauyke 4, B, C a ynpaBHe cy
Ha npaBoj p, 6uhe ¢ L g, maje

Scodpedy = (5q°5c) O(Sb °5p) ° (Sp °8g) :5q° (SceSpody)
C 063upoM Jia cy npase a, b, ¢ paBuu E? ynpaBHe Ha NpaBoj p, OHe NPUIAZAjy jeZiHOM
MpaMeHy NapaJjieJHUX NpaBUX, Na KoMno3unuja S, o Sp © S, NpeAcTaB/ba HEKY OCHY
pediekcujy S; Kojoj oca d Takohe mpumnaja ToM npaMmeHy npaBux. U3 yera ciaequ ja je
d 1 p. U3 Te penanyje u p |l q cnenu ga je d L q. Ako obesiexxumo ca D TayKy y Kojoj ce
cexy Mehy co6oM ynpaBHe npaBe d ¥ ¢, HaJa3uMo Jla je Sc o Spo Sy = 8,08, = Sp.

]

Teopema2.5.5: Komnosunuja HemapHor 6poj LieHTpasHUX pedJieKchja eyKJIUJCKe
paBHu E? npejcraB/ba Takohe neHTpaaHy pedieKcujy Te paBHH.

Jlokas: Heka je naT HenapaH 6poj LeHTpaaHUX pediiekcuja S , -+, Sp, EYKIHJCKe
paBuM E2. Ako je n = 3, TBpheme je gokasano Teopemom 2.5.4.
Ako jen > 3, Taga npuMmeHoM TeopeMe 2.5.4 Hasa3uMo Ja je
S0, ©S0p4 ° 2 S0, = S0, °S0,_, © " S0, © So;
= SOn o 50n—1 0.r0 506 o SO;
= :5011 © Son—l ° Sor*l—zz 50:1
[
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Teopema2.5.6: Ako cy S, U Sp Be pasHe LeHTpanHe pedJekcuje paBHu E? U S, oCHa
pedsiekcuja Te HWCTe paBHM, Tajla KoMIo3uluja SpoS.° S, mpeiacraB/ba HEKYy OCHY
peduiekcujy S; aKo U caMo ako je AB L ¢, HauMe 6uhe Spo S, 085, =S, & AB L c.

Jlokas: [lpeTnocTaBUMO OpBO Ja KOMIO3ULMja SpoS.oS, mpeicTaB/ba HEKY OCHY
peduekcujy 4. Ako o6esiexxumMo ca p mpaBy ojipeheHy Taukama A u B u ca a, b npaBe paBHU
E? ynpaBHe Ha IpaBoj p y Taukama A u B, 6uhe Sgo S, 085, = Spodpodcod,eS,=8,.
W3 mocienbe jeJHAKOCTU U CTaBa O TPAHCMYTAIUjU OCHe pedJieKcrje HEKOM U30METPHUjCKOM
TpaHcpOpMaInujoM, Hala3uMo Jlaje Sp o Sc 084 =8, 0530 5,=8y,raejed = 5,(d).
36or Tora npaBe a, b, c npunajajy jeHoM npameHy. U3 penauuje a # b u a,b L p cnenu aa je
TO IIpaMeH NapaJleJIHUX IpaBux, najeuc L p, Tj. AB 1 c.
O6pHYTO, IPeTIOCTaBUMO /ia je MpaBa P Koja caZp>u Tauke A U B yipaBHa Ha paBoj c. Ako
o6esiexuMo ca a u b mpase paBuu E? ynpaBHe Ha NpaBoj p y Taukama A U B, Taja npase
a, b, c mpunajajy jeHOM MpaMeHy MpaBUX, Te KOMIO3HIHja Sp © S © S, NMpeJCcTaB/ba HEKY
ocHy pedJiekcHjy Sy, K0joj oca d Takohe nprmajia TOM nNpaMeHy. 3aTo je

SpoScody=8,08p08.08,0°8,=84.

[ |

Teopema2.5.7: Ako cy S, u S}, ocHe pediiekcuje paBHU E2 U S nenTpanHa pediekcuja Te
MCTe paBHH, TaJja KoMIosunuja Sy, © S¢ © S, NMpecTaB/ba HEKY LieHTpaIHy pedJieKcHjy Sp
aKo U caMo aKo cy npase a u b Mehy co6oM napaJsiesHe, HauMe 6uhe Sp 0o Sc o S, = Sp & a |l b.

Joxkas: IlpeTnocTaBUMO MpPBO JAa KoMmo3uluja S, o S¢ o S, NpeACcTaB/ba HEKY LeHTPaJHY
pediiekcujy Sp. Y ToMm caydajy umamo Sp 0 Sc oS, = Sp Tj. Sp 0 Sy 0S¢ = Sy,
na je npema Teopemu 2.5.6 cBaka oJ] mpaBUX au b ymnpaBHa Ha mpaBoj CD, U mpeMa ToMe
allb.
O6paTHo, npeTnocTaBUMO caj fa je a || b. Ako obesexxumMo ca p NMpaBy Koja 3aJ0BOJbaBa
penanuje CEpu p La, 6Guhe u p L b. Heka je ¢ mpaBa koja npunaza paBuu E2 u koja je y
TayKU C ympaBHA Ha MpaBoj p. Y TOM cJiy4dajy mpaBe a,b,c npumnajajy jeiHoM MpaMeHy
IpaBHX, Nla KOMIo3uIkja Sy © S, © S, MpeJicTaB/ba HeKy OCHY pedJieKcujy S; Kojoj oca
Takohe MpuUIaZa TOM MpaMeHy NpaBuX. 360r Tora je U d L p. Ako obenexumo ca D
IpeceyHy TaukKy nNpaBux d u p, 6uhe

Spodcedy =8podc08,08, =8p08.08,0°8, =33°3, =Jp.

|

Nedpununuja2.5.2: Kaxe ce ja je y paBuu E? map npaBux c u d M30TOMMYKH CIPErHyT
WIM CUMETPUYHO pacnopeheH ca mapom Tayaka AW B , u o6paTHO, /ia je nap Tayaka Au B
M30TOMHYKH CIIPETHYT WJIM CUMETPUYHO pacropeheH ca mapoM npaBux ¢ u d aKo je

‘SB OSCOSA :Sd,Tj. SCOSAOSd =‘SB'

Teopema2.5.8: Hexa cy Au B jBe pasHe Tauke u c u d jBe npase y paBuu EZ TakBe ja je
AB L c¢,d. Jla 6u map Tadyaka GMO H30METPUYKU CHPErHyT ca MapoM MNpaBux c,d
noTpe6HO je ¥ J0BOJBHO JIa MeAujaTpuca Ayu AB 6yzie oca cMHMeTpHja NpaBUX ¢ u d.
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Jlokas: [loka>kuMo IpBo /A je YCJI0B MoTpe6aH.
[IpeTniocTaBuMO Jia Cy map Tadaka A, B ¥ map nmpaBUXx ¢, d U30TOMUYKH CIPETHYTH Tj. /A je
Sg oS, 08, =38, Heka je s MeaujaTpuca ayxu AB. Ako o6enexumo ca d' npaBy ogpeheny
penanujom S;(c) = d', 6uhe d = d'. 3ancra U3 yBeJeHUX NPETIIOCTABKYU CJIEAU Ja je
Ss08408, =8guds084 08, =3,.
[[pyMeHOM OBHX je JHAKOCTH UMaMO Ja je

Sqg=38p°S8c08y = (Ss084°85)°(Ss083 ©85)08p=(Ss0840°8y)0Sse0 'SA:(Sd’ °
SA o 55) o 55 o SA:SdI.
U3 jepnakoctu S; =Sy caeau ga je d = d'. 36or Tora je Sg(c) = d,najemnpasas oca
CUMeTpHje NpaBuX ¢ U d.

OGpaTHO, MPeTIOCTaBHUMO JIa je MeJjaTpuca s ayxu AB oca cuMeTpHje NpaBuX c U d.
[Ipu ToMe je Sgo0 5408, =Sp U Sg 08,4 05,=3,.
[[pyMeHOM OBHX je IHAKOCTU HaJa3uMo Ja je
SpoScoSy=(Ss0840°85)0(Ss084°85)0S4=(S5084°8g)°S5°8,
=(8§g084085)08,08,=8,.
[ |

Teopema2.5.9: Cpenuinra Ay>4 Koje cnajajy oaroBapajyhe Tauke MHAUPEKTHE
u3oMeTpujcke TpaHchopManuje I paBHu E2 npunazajy jeHoj npasoj.

Jlokas: Heka je P € E?, P' € 3(P) u O cpeguwte ayxxu PP'.C 063upom zaje J
WH/JUPEKTHA U S, JUPEKTHA H30MeTpHjcKa TpaHcdopManuja paBHu E2, koMnosunuja
Sp ° J npeAcTaB/ba UHAMPEKTHY U30METPUjCKY TpaHCcPopMalUjy Te paBHU. Y TOj
VHAUPEKTHOj U30METPHjCKOj TpaHCPOpPMaLUjU TauKa P je MHBapUjaHTHA, Te peMa
MI03HATOj TEOPEMH Npe/iCTaB/ba HEKY OCHY pedJieKkcujy S, npu yemy je P € p. Heka je s
npasa pauu E? ogpehena penanujama O € su s L p . Ako o6esiexumo ca X 6110 KOjy
TauKy paBHU E?, pasnnuuTy oz Tauke P, v ca X' Tauky TakBy gaje J(X) = X', 6uhe
cpepuiite Y ayxu XX' Ha mpaBoj s. 3aucTa, CTaBUMO Jid Jia je Sy (X") = X/, 6uhe
§,(X) = 8 o I(X) = X", naje npaBa p MesujaTpuca Ayxxu XX'', u Ipu ToMe ynpaBHa
Ha npaBoj OY koja je ogpehena cpeaumtuma crpanuna X' X' u X'X Tpoyrana XX'X".
360r Tora cy npaBe s 1 OY uctoBeTHe, naje Y € s.

[

Jedununuja2.5.3: [IpaBy s Koja caapKu CpeJuIlTa Jy>KH oapeheHnx oaropapajyhum

TayKaMa HHAMPEKTHE U30MeTpHjcKe TpaHcpopmanuje J paBHu E? Ha3MBaMo 0COM Te
HH/JMpPEKTHE U30MeTpHUjcKe TpaHcdopmaluje.
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2.6. Tpancianyja paBau EZ

CeM 1ieHTpaIHUX POTAIMja MIOCTOjH joOIll je;THA BPCTA U30METPHUjCKUX TpaHcpopMaliyja
paBHM E? Koje ce MOTY IpeICTAaBUTH Kao KOMIIO3MLUja ABejy OCHUX pedJIeKCHja; TO Cy
T3B. TpaHCJanyje paBHu E2.

Aedunnnuja2.6.1: Heka cy §, u S, nse ocne pediexcuje npocropa E? kojuma cy oce

P Y q yIpaBHe Ha HeKy IIpaBy Sy JiBeMa pa3HUM TadykKaMma P u @, ¥ Heka je P = Sq(P).
lloMepameM WM TpaHcaanujoM paBHy E2 110 npaBoj s 3a opjeHTHCaHy Ayx PP’ C s
Ha3WBaMo TpaHchopManujy Tﬁ" . E? — E* oapeheny penanuyjom Tﬁ =8,08,.

C 0631poM zia je ocHa pedJiekcuja paBaM E2 HHAMpEKTHAa U30MeTpHjcKa TpaHcopMaLyja,

KOMIIO3UI|Mja cacTaB/beHa 0/ iBe OCHe pedJieKCHje, 1a [peMa TOMe U TpaHcaanuja

paBHu E?, npejcTaB/ba AUPEKTHY U30MeTPHjcKy TpaHcopmanujy. Tpancaanuja T,
PP’

paBHu E? HeMa MHBapHUjaHTHUX TadyakKa, ajlM Noce/yje 6€CKOHaYHO MHOTO
WHBapHUjaHTHHUX NpaBuX (TO Cy nmpaBe napaJjesHe ca PP').

Teopema2.6.1: /lse Tpancaauuje T_, u T_, ucTe paBHu E2 Mehy co6oM cy jeHake ako
PP’ RR'

¥ caMo ako cy ayu PP’ u RR' Mehy co6om mosyapHe U KCTOCMEpPHE.

2]

Jlokas: Heka cy Q u S cpeauiuTta ayxu PP’ u RR'. AKo 06eJIeXMMO ca p U g TpaBe Koje Cy
y Taukama P v Q ynpaBHe Ha nipaBoj PQ, a r ¥ s npaBe Koje cy y TadukaMa R U S ynpaBHe
Ha npaBoj RS, 6uhe T_, =8, 05, nT_, =85085,.

PP RR
Ako npeTnocTaBUMO Ja je Tp_p" = Tﬁ , AIMaMo Jlaje S, 08, = 5 ° S, naje

S§qo08p08,=8; ™

W3 oBe pesauuje cienyje Aa npase p, ¢, 7, S IpUNazajy jeZJHOM NpaMeHy, 00eJIeXXUMO ra ca
X.Co63upom gajep #qu pll g, X je npameH napaJjieJJHUX NpaBux. U3 penanuje (*)
Takohe cjie[iy a Cy paBe P U S U30TOHAJIHO CIIperHyTe ca npaBama q u r. Ogatiie ciaenu
Ja cy ayxud PQ w RS, npema tome u ayxu PP’ u RR' mehy co6om moaymapHe u
HCTOCMEpHE.
O6paTHO, aKo MPeTNoCTaBUMO fAa cy ayku PP’ u RR' mebhy co6om mnoaymapHe u
uctocMepHe, 6uhe npaBe p,q,r,s Mehy co6oM mapasiesiHe, a oca CUMETPHje MPaBUX
P Y S UCTOBETHA Ca 0COM CUMeTpHUje NpaBUX q U r. 360r Tora je S, o 8y, 0 &, = S, Tj.

Sqodp=58seS,unpematome I, =T _,.
PP RR
||
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Teopema2.6.2: Axo y TpaHcaaumju T_, paBHu E? Taukama X u Y oArosapajy Tauke
PP’

X'mnY', taga cy nyxu XX' u YY' Mmehy co6oMm mosymapHe U KCTOCMEpPHE.

Jloka3: YcraHoBuMo Hajnpe ga cy ayxu PP’ u XX' meby co6om noayaapHe u
ucrocMmepHe. AKo o6esiexkuMo ca X'y Tauyky TakBy fa cy ayxku PP’ u XX'; noaynapHe u

ucTocMepHe, npeMa Teopemu2.6.1 umamo aa je T_, = T__,. Kopucrehu oBy jegHakocT
PP’ XX'q

Hanmasumo gaje X1 =T _,(X)=T_, (X) =X".
Xx'; PP’
360r Tora cy aAy>ku PP’ u XX' noayaapHe u uctocMepHe. UCTUM OCTYIIKOM ce I0Kasyje
nacy v ayxu XX uYY' nomymapHe U ucTocMepHe.
[

VI3 npeTXo/HUX TeopeMa CJleJM Ja je TpaHclaLuja paBHu E? jenqHo3HayHo ofpebheHa
61JI0 KOjUM NAapoM o/iroBapajyhux tavyaka.

Teopema2.6.3: AKo JupeKTHa M30MeTpHjcka TpaHcdopManuja J paBHu E? HeMa
VHBapHjaTHUX TadyakKa, OHa [Ipe/iCTaB/ba TPAHC/IALU]y Te PABHU.

Jlokas: C 063upoM Ja je J AMpeKTHA U30MeTpHjcKa TpaHcdopManuja paBuu E2, oHa ce

MOXKe NpeJICTaBUTH Kao KOMIIO3UIIUja /iBe ocHe pedieKcUje Te paBHH; HEKa je HIIp.
J=840°9, (D).

Ilo npernocraBuu TpaHcopmanuja I HEMa UHBapUjaHTHUX Ta4yaka, na je p N q = @. Ako

o6esiexuMo ca P 6110 Kojy TauKy npase p U ca P’ Tauky TakBy Aa je S,(P) = P’ 6uhe
T_,=84°95, (2)

PP
U3 jegnakoctu (1) u (2) cnegu najeJ = J_,.
PPI

Teopema2.6.4: M3omeTpujcka TpancdopManuja J paBHu E? npesicTaB/ba TpaHCAALM)y
Te pPaBHM aKO M CaMO aKO Ce MO)e NpeJCTaBUTH Kao KOMIIO3WIlMja JBejy pasHUX
LleHTpa/JIHUX pedieKcuja Te UCTe PaBHHU.

Jlokas: [lpeTmoctaBuMO Hajnpe Ja HU30MeTpHjcka TpacdopManuja J paBHu EZ
Ipe/icTaB/ba HEKY TpaHcaauujy I, Te paBHU.
pp'

Axo o6esiesxumo ca Q cpeauinte ayxu PP’, ca s npaBy oapeheny taukama P u P’, a ca
P U g IpaBe Koje cy y TauykaMma P v () yipaBHe Ha IpaBoj S, UMaMo Jia je

Tﬁ =8508p= (8g08s5)° (S50 8p)=5g°Sp.
06paTHO, MPETIOCTaBUMO CaJi /ia H30MeTpHjcka TpaHchopmanuja J paBHM E? mpejcraBiba
KOMIIO3ULH]y /IBejy PasHMX LeHTPaJIHUX pedJieKcuja; Heka je Hp. J = Sg o Sp.
Ako oGeJiexxuMo ca S IpaBy oApeheHy Taukama P u Q, a ca p 4 g npaBe Koje cy y TauKaMma
P u Q ynpaBHe Ha IpaBoj s U ca P’ TauKy TakBy Ja je S$q(P) = P', 6uhe
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Sqo Sp= (Sg°85) 0 (S50 8)=8g08,=T_,
| |

Teopema2.6.5: Kommosunuja JBe LeHTpaJHe poTauuje paBHM E? mpejcTaB/ba
LleHTpaJIHy pOTaLHjy, TPAHCAALUjY UJIN KOUHIIUEHLIH]Y.

£

o

Nloxas: Hekacy Ry, U Rpp /iBE LeHTpaIHe poTalije paBHH E? . Axo je A= B, npema
paHuje [l0Ka3aHOj TeopeMH Komnosuuuja RppgoR,, MNpeAcTaB/ba LUEHTPATHY
poTaLujy UM KOUHLUAeHIMjy. PasMmoTpruMo cay4vaj kaza je A + B.

O6enexxumo ca ¢ mnpaBy ojpeheHy TaukamaAu B, a ca aub mnpaBe oxapehene
penanujamMma Ry q = S0 Sq u Rpp = ) o S.. MHOKemeM oAroapajyhux cTpana HaJasuMo
naje RppoRyq=3p08;08.°38,.

Y 3aBHCHOCTH 0/] TOra Ja Jii ce mpaBe @ U b ceKy y Hekoj Tauku C uad cy Mehy cobom
napaJjiejiHe, pa3MaTpaHa KOMIIO3ULMja TNpeAcTaB/ba LEHTpaJHy poTaunujy ca
cpeauuiteM C u yryoM y = 24(a,b) uiu HeKy TpaHC/AALHUjy 32 HEKY OpjeHTHUCAHY AYXK
MN, naume 6uhe RppoRyq = Rcy i RppgoRyq = .‘Tm.

Teopema2.6.6: Ckyn T Koju ce cacToju U3 HJEHTUYKe TpaHcopMaldje U CBUX
TpaHcaanMja paBHM E? npejcraB/ba moarpyny rpymne G(J') CBUX JUPEKTHHX
HM30MeTPHjCKUX TpaHcpopMalyja Te UCTe PaBHHU.

Jlokas: HekacyJ_, u J_, 610 Koje ABe TpaHcaanuje U3 ckyna J. Ako je E Tayka Koja y
AB CD

TpaHcaanuju J_, orosapa Tauyku B, mpeMa nmo3HaToj TeopeMu umamo gaje J_, = T_,.

CD CD BE

Axo 3aTtuMm o6esiexxumo ca M u N cpeaumita ayxu AB v BE, v ca M' Tadky TakBy Ja je
Sy(M) = M', 6uhe
T_,OT_> =T_)°:T:4_) =5NOSB°SB°SM=SNOSM =T_) eT.
B

CD AB BE MM/
Ha Taj HauwH, KOMIO3UIMja CBake ABe TpaHcdpopmanuje u3 ckyna J mnpejcTaB/ba

Takobe TpaHcdopMalMjy U3 TOT CKyTma.
Ako je J_, mpousBosbHA TpaHchopmanuja us ckyna J u R cpeguiite nyxu PQ, nMaMo
PQ

j -1 o -1 o =

36or Tora WHBep3Ha TpaHchopMmanuja 6us0 Koje TpaHchopmauuje U3 ckyna T
npejcTaB/ba Takohe TpaHcpopmalyjy U3 TOT CKyma.
C 063upoM Ja TpaHcopMalje U3 ckyna I mpejcTaB/ba esieMeHTe U3 rpyne G(J7), us
Jl0Ka3aHUX CBOjCTaBa caeu Aa ckyn J” npejcTaBba NOArPYIY Te TpyIle.

]

Jdedununuja2.6.2: 'pyny ycTaHOBJ/bEHY MPEAXOJHOM TEOPEMOM Ha3HMBaMO IPymoM
TpaHcaanmja pasuu E2, u cuMm6oM4ky o6esiexxaBamo ca G (7).
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Teopema2.6.7: I'pyna Tpancaanuja G(7) paBuu E? je KOMyTaTMBHA; APYTMM pedyuMa,
3a CBaKe JiBe TpaHCcJaluje 7:4_3, 5| TC_D, paBuM E? Baxku pesanyja

T 0T =7 ,07T,.
cD 4B AB  CD

Jloka3: Heka je E Tauka Koja y TpaHcaaumju J._, paBau E? oarosapa Tauku B. [Ipema
cD

paHuje u3BeJleHOj TeopemMu HMMamo Ja je I, =T _,. Ako obGenexxumo ca MuN
CD BE

cpepuiuTe AyKU AB v BE, npuMeHOM TeopeMeZ2.6.4 Hasla3uMo Ja je
T_>°T_> :T_)OT_) :SNOSBOSB OSM :SNOSMI
AB

CD AB BE
T_)OT_> :T_>°T_> :SBOSMOSNOSB.
AB CD AB BE
[IpeMa paHUje fOKa3aHOj TeOpEMH, KOMNO3UILUja S © Sy © Sy NpeCcTaB/ba LIeHTPAIHY
pedsekcujy, fakjie UHBOJNYLHUOHY TpaHchopMmalujy. CTora KBaJpaT Te KOMIO3ULUje
npeJicTaB/ba UHBOJYLIHUjY, HauMe 6uhe
SBOSMOSNOSBOSMOSN = (9, Tj. SBOSMOSNOSB :SNOSM.

W13 oBe u nmpeTxoHe ABe jenHakocTU ciieau aajed o T _ =T o T .
CD AB AB CD

Teopema2.6.8: Ako je T_, TpaHcianuja 1 J 6110 Koja U30MeTpPUjcKa TpaHchopmaLuja
MN

eykauJcke paBHM E? , satuMm M’ u N’ Tauke Koje y u30MeTpHuju J OAroBapajy
pecneKTUBHO TaykaMa M U N, TaZja BaXKu peJsialuja
JoT o t=T_,.
MN

M'N'

Jloka3: Ako o6eJsieXXMMO ca m NpaBy Koja je y Tadkd M ynpaBHa Ha npaBy MN u can
MeaujaTpucy ayxu MN, 6uhe TWV =8,°8,-

Axo 3aTuM o6esieskuMo ca m' U n' mpaee Koje y U30MeTpHju J oAroBapajy pecrieKTUBHO
npaBama mun, 6uhe nmpaBa m' y tauku M' ynpaBHa Ha npaBy M'N’, a mpaBa n’'

mMeaujatpuca ayxku M'N' najeT__, = Sp, © Sy
MIN/

[IpumeHOM TeopeMe2.1.5 Hasla3uMo Ja je
ﬂof]‘moﬂ_l =J0(85,08,)0T 1 1=T0(§,0910708,)077"
= (josnoj_l)o(gosmoj]_l) = Sn'ofsm' =T__..
M'N’
[ ]

Teopema2.6.9: Tpanciaanuja J_, u ocHa pedJiekcuja Sp eyKauzcKe paBHu EZ cy zaBe
MN

KOMyTaTHBHe TpaHchopMallyje ako U caMo aKo je mpaBa MN napaJiesiHa ca paBoOM p,
Haume 6uhe §,°T_, =T _,o8, < MN | p.

MN MN

Jokas: IlpeTrnocTaBuMoO NPBO Aa je Sp o _,=T_,o0 Sp Tj. Sp o _, o Sp =7, .
MN MN MN MN

Ako o6enexxumo ca M’ u N’ Tauke Koje y ocHOj pedJiekcuju S, oroBapajy pecrneKTHBHO

Taykama M u N, npema npeTxo/{HOj TEOPEMH UMaMO Jia je S, © Tm °S, = TW'

M3 oBe u npeTxoAHe jelHAaKOCTH cieau Aaje J_, = T __,, na cy opjeHTHCaHe ayxu MN
MN M'N’

u M'N' nogynapHe v KCTOCMepHE, ITO je Moryhe camo y ciydajy kazaa je MN || p.
O6paTHo, npeTnoctaBuMo ja je MN || p.
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! ! . . . .
Ako o6esiexxumo ca M’ u N’ Tauke Koje y 0CHOj pedieKCHjU ), 0Ir0Bapajy PeCeKTUBHO

Taykama M u N, 6uhe opjeHTHCaHe AYyXHU MN u M'N’ noJAyJapHe U UCTOCMEpPHE, Ma je
J_, =T __,.TlanpuMeHOM IpeTXOHE TeOpeMe UMaMo /ia je

MN M'N'
SpoT =80T ©08,08,=T__08,=T_05,

MN M'N MN
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2.7. Kniusajyha pediekcuja pasau E?

llpoyyaBameM M30MeTPUjCKUX TpaHchopMalnuja paBHH E? KojuMa ce MMHHUMaJHa
CUMETpHjCKa penpe3eHTallkja CacTOju U3 TPU OCHUX pedJieKcHja MPeaxo/ Ui YBoheme
HapO4YMTe BPCTe NU30METPHjCKUX TpaHcopMaliyja; To cy T3B. Kiinzajyhe pediekcuje.

Aepununuja2.7.1: KnusajyhoM uau TpaHciaTopHoM pediiekcujoM G_, paBHU EZ
PP/
Ha3uBaMO KOMIIO3UIMjy cacTaB/beHY M3 TpaHciaauuje I, u ocHe pediiekcuje Spp, Te
PP/
ucTe paBHU Tj. G__, = Spp, o T_, . [lpaBy s oapeheHy Taukama P u P' HasuBaMo 0coM
PP/ PPI

kJn3ajyhe pedaekcuje gﬁ :

Kinuszajyha pedsiekcuja gﬁ, paBHu E? je jesHo3HauHO ofpeheHa nmapom ojrosapajyhux

tTayaka P u P'. OHa mnpejcTaB/ba WHJUPEKTHY HM30METPUjCKY TpaHchOpMalHjy Kao

KOMIIO3ULMja IUPEKTHE U UHJMPEKTHP U30MeTpHUjcKe TpaHCchopMaLyje.

byayhu pa Tpanciaanuvja 7, ¥ ocHa pedJiekcdja Sppr MOMohy Kojux je JedpuHHUCaHA
pPP1

kJn3ajyha pedJiekcuja gﬁ) uMajy 3ajefHHUYKy ocy PP’, npema TeopeMn2.6.9 Te jBe

TpaHchopManuje cy KoMyTaTuBHe maje G__, = Spp, o T_, = T_, o Spp,.
PPI pPPI PPI

360r Tora NMpUJHMKOM H3BOhema KOHCTPYKIMje JIMKa KOju y KJau3ajyhoj peduiekcuju
paBuu E? oparosapa HekoM JMKy ® C E? Huje BaXHO Ja JIM Ce INPBO H3BOJU
TpaHcJalyja na ocHa pedJiekcuja uau 06paTHO.

Teopema2.7.1: Kiusajyha pedsiekcuja G_, paBHu E? HeMa MHBapMjaHTHMX Ta4aKa;
PPI

OHa Toce/iyje jeJMHCTBEHY MHBapHjaHTHY MpaBy, To je oca PP’ Te ped.iekcuje.

Jloka3s: [IpBU feo TeopeMe JOKAKUMO UHAUPEKTHUM MOCTYMKOM.
AKo mpeTnocTaBUMO JAa KJjausajyha pedsiekcuja G_, moceayje HeKy HWHBapUjaHTHY
PPI

Tayky X wumamo fga je SppeJ_(X) =X. CraBumo ym ja je J_(X) =X, ouhe
PP pp’
Spp(X’) = X. C 063upom za TpaHciauuja Spp paBHU E? Hema MHBapHjaHTHMX Tadaka

6uhe X # X'. U3 penauuja §,,(X) =X n X # X' cnean ga cy X u X' ca pasHux cTpaHa

npaBe PP’ mrto je Hemoryhe jep u3 penaunmje T, (X) = X’ cneau ga je XX' || PP'. 36or
pp’

Tora Kiu3ajyha pedJiekcuja gﬁ paBHu E? HeMa MHBapHjaHTHUX TavyaKa.

Byayhu za je mpaBa s Ha K0joj ce Hasa3e Tayke P u P’ MHBapHWjaHTHa y CBaKOj O[] TUX
TpaHchopmauuja J_, u Spp,, IpaBa S je UHBApPHjaHTHA U y Kiu3ajyhoj peduekcuju G__,.
PP/ PPI
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WHIWpPEeKTHUM MOCTYNKOM [JOKa)XUMMO [Ja je s jeJMHCTBeHA HWHBAapHjaHTHaA IpaBa
TpaHchopMaLuje gm.

Ako 6u TpaHcdopmanuje gm ceM IpaBe S N0CeZ0BaJla jOll HEKY WHBApHjaHTHY IIpaBy
t, Baxkusia 6u pesanuja SpproT_,(t) =t. Heka je T Tayka takBa jaje T€tu T € s,
3atuM T' Tauka ogpehena penaul:]{)OM g;; (T) = T'.Tlpu Tome cy Tauke T u T' ca pa3Hux

CTpaHa mpage S, N1a MpaBa t cedye MpaBy S y HEKOj Ta4yku S. C 063UpoM Jia cy y Kau3ajyhoj
pedsaekcuju G__, npaBe S U t WHBAapHjaHTHe, UHBAapHjaHTHA je W HUXOBA IpecedyHa
pp’

TaykKa S, IITO je MpeMa IPBOM JieJly OBe TeopeMe HeMoryhe.
]

Teopema2.7.2: AKO MHJMpEKTHa HM30MeTpHjcKa TpaHcdopManuja J paBHu E? HeMa
VHBapUjaHTHUX Tayaka, OHa NpeJicTaB/ba Kau3ajyhy pedJiekcujy.

Jlokas: Heka je X npousBo/bHa Tayka paBHM EZ M X' meHa ogrosapajyha tauka. C
063MpoM Jla u3oMeTpHuja J HeMa WHBAapUjaHTHHMX Tadaka, uMamo ga je X # X'. Ako
o6esnexxumo ca O cpeauinte ayxu XX', 6uhe X vHBapujaHTHa Tayka KOMIIO3WIIHje
Sp°J. Bynyhu na je J uHAuMpeKTHA U S, JAUPEKTHA U30MeTpUjcka TpaHchopMmaluja
paBuu E?, kommosuuMja SpoJ NOpeAcTaB/ba  UHAUPEKTHY  H30METPHjCKY
TpaHcdopmalujy Te paBHU. 360r TOra OHa NpeJcTaB/ba HEKY OCHY pedJieKCHjy S, K0joj
oca p caJpXku HEKy UHBapHjaHTHY Ta4uKy X. U3 jeaHakoctu Sy o J = §,, Hasa3umo ja je
J = 8p °© S,. llo npernocraBiy, usomeTpuja J HeMa UHBaApHjaHTHUX Ta4yaka, na O & p.
AKo 06eJ1eXXMMO ca T TIpaBy Koja npunaza pasHu E?, cagpu Tauky O, a ylpaBHa je Ha
paBoj p, ca q NpaBy Koja Npunaza paBHM EZ 1 ynpaBHa je Ha npaBoj r y Tayku 0, a ca
P u P’ Tauke oapebene penanujamap Nr = Pu §,(P) = P', umamo fa je
IT=38p08p=38,08;08,=8ppoT _,=G_,.
PP PP
]

Teopema2.7.3: KoMnosunuja cacTaB/beHa 0J, TPU OCHUX pedJieKcHja Heke paBHM EZ,
KOjuMa oce He MPUNAZAjy UCTOM MpaMeHy NpaBUX, Npe/icTaB/ba Kanu3ajyhy pedJiekcujy
Te PaBHU.

Jlokas: Heka cy S,,S),,S. Tpu ocHe peduekcuje ucte pasuu E? kojuma oce a, b, ¢, He
NpUNazZajy jefHOM npaMeHy npaBux. KomnosunujaJ = S, o §p o S, cacTaB/beHa OJ TUX
ocHUX pedJiekcuja NpejcTaB/ba UHAUPEKTHY H30METPHUjCKYy TpaHchopManujy Koja
HeMa HWHBapWjaHTHUX Tayaka. 3auCTa, akKo OW MHAUPEKTHAa U30MeTpPHjcKa
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TpaHchopMaumja J nmocejoBajsia UHBapUjaHTHY Tauky O, npeMa TeopeMu2.1.3 oHa 6u
npejcTaB/bajla HEKY OCHY pedJieKcHjy, a 6U npage a, b, c npunajase jeJHOM paMeHy
NpaBUX, UITO je CyMpOoTHO npeTnocTaBLu. C 063upoM Ja je I MHAMPEKTHA U30METPHU]jCKa
TpaHcdopManuja paBHu E? 6e3 MHBapHMjaHTHMX Tayaka, IIpeMa NpPeTXO0JHO] TeOpeMH
OHa NpeJcTaBJ/ba KaU3ajyhy pediekcujy Te paBHHU.

[

Teopema2.7.4: Ako cy P u P’ iBe pa3He Tauke paBHM EZ U s mpaBa Te MCTe paBHH, Taja
je G_,=80°8 <S§(/P)=P.
pp’

Jokas: IlpernocrtaBuMo npBo gaje G_, = S, 0 Sp.
pp’

AKko obesnexxuMo ca s’ MegujaTpucy Ayxu PP’ v ca p mpaBy Koja npunaga paBHu EZ u
3a/10BoJbaBa peJanyje P € pu p L PP', umamo ja je

g—; = T—; °Sppr = S5 © Sp °Sppr = S5 © Sp.

PP PP

36or Toraje S, = Sy, majes = s', unpema tome S;(P) = P’
O6paTHO, HeKa je S;(P) = P'.
AKO 06esIeXHMO ca p TpaBy Koja npunaza paBHu EZ u Koja je y Tauku P ynpaBHa Ha
npaBoj PP’, umamo ja je

G— =T oSpp, =S85 °3, ©Spp, = S5 © Sp.

pp’ pp’
| ]
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2.8. Knacudukanuja u3oMeTpHjCKUX TpaHchopmanuja
eyKJIHuACKe paBHu E?

Y npeTxoHUM IOT/IaB/bUMa Pa3MaTpPaJH CMO BHILE PA3/UIUTUX BPCTA U30METPUjCKUX
TpaHchopMalyja eyKauacKe paBHU E2. [IpUPOHO ce MOCTaB/ba MUTakbE Ja JIM Cy BbHUMa
obyxBaheHe cBe noctojehe BpcTe U30MeTPUjCKUX TpaHCcPopMalja Te paBHU. OAroBop
Ha To nuTame Jahy y HapejHe /ABe TeopeMe KoOjuMa ce M3BoJe KJacudukanuje
PECHEKTHUBHO JUPEKTHUX U UHJUPEKTHUX U30METPHjCKUX TpaHCcPopManuja moMeHyTe
paBHHU.

Teopema2.8.1: CBaka /[upeKTHa HU30MeTpHjcKa TpaHcdopManuja J paBHM EZ
Ipe/iCTaB/ba KOUHLMAEHLIU]Y, TPAHCIALM]Y UM LeHTPaJHy pOTaLHjy.

Jlokas: C 063upoM ja je J JUpeKTHa U30MeTpHjcka TpaHcdopManuja pasHu E2, npema
paHUje HaBe/leHO] TEOPEMU OHA Ce MOXKe MPEJCTABUTH Y OBJMKY KOMIIO3ULIMje ABejy
ocHux pedJiekcuja. Heka je Hp. I = 8, 0 &y, «

Y 3aBUCHOCTHM Ha MeByco6aH moJsioxaj oca m u n Te JBe ocHe pedJiekcuje paBHu E?,
pasJiKyjeMo Tpu MoryhHocTH:

1. Ako cy oce m u n ucroBeTHe. TaZja U3 UHBOJYTUBHOCTU OCHe pediiekcuje
paBuu E? HemocpesHO 3aK/bydyjeMO Ja M30MeTpujcka TpaHcpopmanuja J
paBHM E? npe/cTaB/ba KOMHLUAECHLHU)Y, Tj. jajeJ = S, 0 S,y = €.

2. Ako cy oce m u n pABe pasHe Mehy cob6om mnapasenHe mnpaBe. Taza
KoMMHo3uInyja S, © §,, IpeAcTaB/ba HEKY TpPaHCAALU]jy TW paBHu E?, rze je

HOp.M Em u M = S,(M).Y Tom cay4ajy umamo fajed = S, 0 Sy, = TW .

3. Ako ce oce m u n ocHUX pedJiekcuja S,, U S, ceKy y Hekoj Tauku O. Taza
KOMIo3uluja &, o 8, npejicTaB/ba LeHTpaaHy poTtauujy Ry, paBHU E?, rpe
je w opjeHTHCaHM yrao usMehy wTo ra YMHU ypeheHU nap npaBux m u n. ¥
TOM ci1y4ajy umamo J = 8, o8, =Ry, .

]

Teopema2.8.2: CBaka MHAMpEKTHa M30METpHjcKa TpaHcpopmanuja J paBHu E?
npejcTaB/ba OCHY WM Kan3ajyhy pedsiekcujy Te paBHHU.

Jlokas: IlpemMa ToMe Ja i M30MeTpHUjcka TpaHchopmanuja J paBuu E? mocesyje uan
He [0Ce/lyje MHBApUjaHTHUX TavyaKa, pa3/IMKyjeMo ABa caydaja:

1. Ako MHJMpeKTHa H30MeTpHujcKa TpaHchopManuja J paBHu E? mocepyje
VHBapvjaHTHe Tayke. Taza mno Teopemuz.1.4 oHa mnpejcTaB/ba OCHY
pedJieKcHjy Te paBHU.

2. AKo MHJMpeKTHa u3oMeTpHjcka TpaHcpopmanuja J paBuu E? He mocepyje
MHBapujaHTHe Tadyke. Tajga mo TeopeMu2.7.3 oHa mNpejcTaB/ba K/auzajyhy
pedJieKcHjy Te paBHH.

[
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U3oMeTpujcke TpaHCchOpMaLHje eyKINACKe paBHU E-

4 N\

JlvupekTHe HUHpupekTHe
M30MeTpUjcKe TpaHchopMalyje M30MeTpHjcKe TpaHcpopMaliyje
Kounnnupenuuja TpaHcnanyja LlenTpasHa OcHna Kinusajyha

poTaiyja pedJiekcuja pedekcuja
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3.BpcTe nu3oMeTpHjCKUX TpaHcpopmanuja
npocropa E3

3.1. lupeKkTHe U UHAUPEKTHE U30METPHUjCKHUX
Tpancpopmanmja npocropa E3

TlocToje fBe BpCTe H30MeTPHUjcKUX TpaHchopMmanuja mpocTopa E3:
1. /lupeKkTHe H30MeTpHUjcKe TpaHchopMalMje Koje He Memwajy OpjeHTanujy
npocropa E3.
2. UHAMpeKTHe uH30MeTpHjcKke TpaHchopMalLUje Koje MeHajy OpjeHTalujy
npocropa E3.

" Y-
’K\\\ _,-""' ~t Lf-?r
o Yol
e \_} / _;-I-"— ——
Na
N
JlupeKTHa U30MeTpHjCKa WHavpeKTHa U30MeTpHjCKa
TpaHcdopmaiiyja TpaHchopmanuja

Jla 6MCMO YCTAaHOBMJIM Ja JIM je HeKa M30MeTpHjcka TpaHcpopmanuja mpoctopa E3
JUpeKTHa WM UHJAWPEKTHA, J0OBO/bHO je YCTAHOBUTHU Ja JIU HeKe JiBe oJArosapajyhe
YeTBOpKE HEKOMIJIAaHapHUX Tadaka oJpeDhyjy HCTOCMepHe WM CyNpPOTHOCMEpHe
TeTpaejpe.

JacHo je ma ugeHTHuHa TpaHchopmanuja npoctopa E3 mpejcTaBba AUpeKTHY
M30MEeTpPHjCKy TpaHchopMalLHjy .

[To3uBajyhu ce Ha Teopemyl.6 HemocpeJHO ce YCTAaHOBJbyje Jla je JUPEKTHa
(uHAMpeKTHa) M30MeTpHjcka TpaHcopManuja npoctopa E3 jesqnosnayno ogpehena
aKo cy 3ajaTa TPU mnapa oAromapajyhux HeKoJIMHeapHUX Tadaka. Kao cnenujanan
cly4aj TOr TBphewa HaJjJla3uMO Jla je JUpeKTHa H30MeTpujcka TpaHcdopmanuja
npoctopa E3 ca Tpu HekoMHeapHe HHBapHjaHTHe TauKe Ipe/iCTaB/ba KOMHIUAEHLHU]Y.
KoMnosunuja cacraB/beHa U3 [Bejy [JUPEKTHUX WM /[Bejy HWHAUPEKTHUX
M30MeTPUjCKMX TpaHcpopManuja npoctopa E3 yBek mnpejcTaB/ba /JUPEKTHY
H30MeTpHjcKy TpaHcdopmanujy Tor mpocropa. Kommosunuja cacrtaB/beHa U3 jefiHe
JMpEeKTHe W jeJHe MHAUPEKTHe TpaHcopManuje mpoctopa E3 yBek mnpezcTab/ba
VMHAUPEKTHY U30MeTPUjCKy TpaHCcdOpMaliyjy TOT IPoCcTopa.

CKyn CBUX JUPEKTHHUX U30MeTPHjcKUX TpaHcdopmanuja npocropa E3 mnpeacrassba
HEKOMyTaTUBHY mnoAarpyny rpyne G(J) cBUX H30MeTpUjcKUX TpaHchopmalja
npoctopa E3. Ty nmoarpyny HasuBaMo TIpynoM /JUPEKTHHX H30METPHjCKHUX
TpaHcpopmanuja npoctopa E3 u cumbonuuku o6enexanamo ca G (7).
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3.2. PaBancka pediekcuja npocropa E3

PasBpcTaBamy M30MeTpHjcKUX TpaHcdopMmanuja npocTopa E3 MoxeMo npucTynuTtu u
Ha Jpyrd Ha4yuH; HOpP. 0[O TOME KOje Ccy TO HeUJeHTHYHe H30MeTpHUjCKe
TpaHchopMalUje Koje noceyjy TPU HEKOJIMHeapHe UHBapHUjaHTHE TaukKe, 0JJHOCHO [IBE,
jeqHY WK HyJla UHBapUjaHTHUX Tayaka.

HeuseHTuuKe u3oMeTpujcke TpaHcdopMmanuje npoctopa E3 koje moceayjy mo Tpu
HeKOoJIMHeapHe MHBapHjaHTHe TadyKe, U IpeMa TOMe M0 jeJHy paBaH K0joj Cy cBe Tayke
MHBapUjaHTHe Ha3BaheMo paBaHCKHUM pedJiekcrjama.

Jdedununuja3.2.1: PaBanckoM pedJieKCHjOM WM PaBAaHCKOM CUMETPHjOM MpocTopa
E3 ca ocHoom m c E3 HasuBaMo HeW/JEHTHYHY M30MeTPHUjCKy TpaHcpopMauujy
Sit E3 > E3 K0jOj je CBaka TayKa paBHHU T UHBapUjaHTHaA.

U3 oBe nedpuHULIMje U TeopeMe JoKa3aHe Y IPBOM MOTJIaB/by HENOCPETHO 3aK/bydyjeMOo
Jla paBaHCKa peduiekcHja S, npoctopa E3 BaH paBHM m HeMa UHBapUjaHTHUX Tayaka.
PaBaHcka pedJiekcHja je jeqHO3HAYHO ofpeheHa CBOjOM OCHOBOM 7T WM NaK jeJJHUM
MapoM o/iroBapajyhux HeMCTOBETHUX TayaKa.

Teopema3.2.1: PaBancka pedsiekcuja S, npoctopa E3 je uHAMpeKkTHa U30oMeTpHjcKa
TpaHchopmaluja.

o
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Jlokas: Ako ob6enexxuMo ca A, B,C Tpu HeKOJIMHeapHe TayKe paBHU T, ca D GUJIO KOjy
Ta4yKy BaH paBHH T U ca D' Tauyky TakBy ja je D' = S;(D), 6uhe D # D' u mw meujasinHa
paBaH ayxu DD'. 36or Tora cy Tauke D u D' ca pasHMX CTpaHa paBHMU T Ma Cy
oaroeapajyhu terpaegpu ABCD u ABCD' cynpoTHOCMEpHH, U TpeMa TOMe paBaHCKa
pediekcuja S, UHAUPEKTHA TpaHchopMaluja.

[ ]

Teopema3.2.2: PapaHcka pedsekcuja S, mnpocropa E3 je wuHBosynMoHa
TpaHchopmaluja.

Jlokas: O6GesexxuMo ca X Mpou3BoJbHY Tauky npoctopa E3, u ca X', X" Tauke TakBe a
jies;(X)=X"u §;(X)=X".
Akoje X emragaje X=X nuX' =X"najeX=X".Ako X¢mn, tagaje X+ X wu
X' # X", na je ocHoBa T paBaHcKe pedJieKcHje S, MeujasHa paBaH cBake of Ayxu XX’
1 X'X", maje X = X". OBUM cMO /j0Ka3aJIH a y CBAKOM C/Iy4ajy BaXH peJialuja S= = &,
na je paBaHcka pedJekcuja S, HHBOJyIIMOHA TpaHchopMalyja.

[
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Teopema3.2.3: AKo MHAMpPEKTHa M30MeTpHjcka TpaHcdopmanuja J mpocrtopa E3
nocesyje /iBe pasHe HWHBapujaHTHe Tauke A U B, oHa mpejicTaB/ba HEKY pPaBaHCKY
pednekcujy S, npocropa E3 kojoj ocHoBa 1 casipxu o6e Tauke A u B.

Jlokas: C 063upoM fa je I MHAUMPEKTHA U € AUPEKTHA U30MeTpUjcKa TpaHchopMaIuja,
6uhe 7 # £. 360r Tora y npoctopy E3 nocroju Tauka P TakBa ga je J(P) = P'u P # P'.
IIpu Tome je (P,A) = (P',A) u (P,B) = (P',B), na ce cBaka oJ Tayaka A u B Hanasu y
MeaMjaaHoj paBHM T ayxu PP'. Byayhu gma cy S, v J UHAMPEKTHE H30METPHjCKe
TpaHchopMalMje, Kommo3sundja S,oJ mpejcTaB/ba JUPEKTHY H30METPHjCKY
TpaHcdopmanujy npoctopa E3. Ta Tpancpopmanuja mnocefyje TP HMHBapHjaHTHe
HeKoJIMHeapHe Tauyke A,B,P, mna nmnpema TeopemMu3.2.1, oOHa IpeAcTaB/ba
KOWHIUAEHIY]y. 360or Toraje S, o J = £ nunpematome J = S, .
]

Teopema3.2.4: Axo je S, paBaHcka pedJsiekcuja npoctopa E3 u p npaBa koja ce Hanasu
y TOM IPOCTOPY, a He MpUNajZia paBHU 7T, Tajaje S (p) =p & p Ll m

Joxkas: Ako je S, (p) = p, Tajaje T N p # @. 3aucta ako 6U Bakusia pejanyjat Np = 0,
TaZjla 6M UCTOBETHE MpaBe S, U p OWJe ca pa3sHUX CTPaHa paBHU T WITO je HeMoryhe.
360r Tora je T N p # @. U3 Te penanuje u penanuje p € m caeau Aa IpaBa p Npoaupe
paBaH 7 y Hekoj Tauyku 0. Ako je P Tauyka npaBe p pasauuuta of, O u P' mweHa
ojrosapajyha Tauka y paBaHckoj pedJiekcHju S, , uMamMo fiaje P# P'u P ' €p,najen
Me/iMjaJiHa paBaH ay»u PP’ v npema Tome p L 7.
06paTHO, ako je p L m y HeKoj Tauku O, Tagaje S (p) =p.
3aucra, ako je P Tayka mpaBe p pasauudTa of, O u P’ weHa oarosapajyha tauka y
paBaHCKOj pedJieKcHju S, , uMaMo Ja je P # P', na je m MeaujanHa paBad ayxu PP’ Te je
p L m.360or Toraje P' € p, nakne u S,(p) =p.

[

Teopema3.2.5: Ako cy §, u Sy ABe paBaHCKe peduieKcuje mpocTopa E3 ca pasuum
OCHOBaMa a U f3, a X Ta4yka TOT IpocTopa, Tajaje Spo §,(X) =X & X €anp.

Jlokas: [IpeTnocTaBMMO NpBO fa je Sg © S, (X) = X.

Ako o6enexumo ca X' Tauky TakBy Ja je S,(X) = X' 6uhe Sp(X') = X. UnAupeKTHUM
IOCTYNKOM JJOKaXXMMO Jia je X'= X. Ako 61 BaxuJa penanyja X # X', Tajja 61 nocrojase
JIBe pa3He Me/ihjajiHe paBHU a U § ayku XX’ wto je HeMoryhe. 36or Tora je X = X’, na
je $4(X) =X u §5(X) =X. U3 oBux jeanakoctu cieau fAa je X €Ea u X € f§, na je
X€eEanp.

06paTHO, aKo NMPEeTIOCTaBUMO /ia je 3aJ/l0BoJbeHa pesanvja X E a N f, Tagaje X Ea u
X€eEpB nmajesS,(X)=Xusp(X)=X. =
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Teopema3.2.6: Ako je S, paBaHcka peduekcuja mpocropa E3 u J 6uno koja
HU30MeTpHjCKa TpaHcpopMalMja TOr MPOCTOpPa, 3aTUM 7' paBaH Koja y usoMmeTpuju J
O/IroBapa paBHU T, TaJa Baxku peanuja Jo S, 01 = S, .

X X

. 32
Jlokas: IlpemMa gebuHMIMju paBaHCKe pedJsiekcuje, 3a cBaky Tayky X' € m' Koja y
M30MeTpHju J 04roBapa HEKOj TauKK X €  UMaMo A3 je S, o I 1(X") = 771(X"). Ako oGe
CTpaHe OBe je/ITHAKOCTH IIOMHOXKUMO ca JieBa ca usomeTtpujom J, jo6ujamo fa je

Jo08S, 071 (X) =907 X)=EX) =X

Ha Taj HauMH, koMnosunuja J o S, o 7-! npeBoAyu cBaKy TayKy paBHU 1T’ Y Ty UCTy TayKy.
C o063upoM Ja Ta KOMIIO3MLMja MNpeJCTaB/ba HWHAWPEKTHY, JaKje HeUJeHTUYHY,
M30MeTpHjcKy TpaHcdopMauujy mnpoctopa E3 kojoj je cBaka Tauka paBHM T

MHBapUjaHTHA, OHA NIPe/iCTaB/ba PABAHCKY pedJieKcHjy S, , HauMe 6uhe
JoS, 09 t=§,,.

e

Teopema3.2.7: /[se paBaHcKe pediiekcuje S, U S IpocTopa E3, ca pasHuM ocHoBaMa

a U 8, cy KoMmyTaTHUBHe TpaHchopMallMje ako M caMo ako je a L B, Haume 6uhe
SpoSy =808 & alfp.

Jlokas: IlpeTnoctaBUMO NPBO A je Sp 0 Sy = Sq © Sp, Tj.

SpoSgo8p =3, ™
Ako ob6enexumo ca «' paBaH ogpeheny penaunujom Sgz(a)=a’' , mpema 3aKoHy
TpaHCMyTallMje paBaHCKe pedJieKcuje S, paBaHCKOM pedJIeKCHjoM S, Halla3uMo Jia je

Sﬁ’ OSaOSﬁ’ =Sy ")
W3 jeanakoctu (*) u (**) ciequ fa je S, = Sy, maje a =da, 1j. a = Sg(a). OTyna u us
penauuje a # f 3ak/bydyyjeMo najea L 5.
O6paTHoO, npeTnocTaBuMo Jjajea L .
W3 oBe penanuje cneau ja je Sg(a) = @, na npeMa 3aKoHy TpaHCMyTalluje paBaHCKe
pediiekcuje S, paBaHCKOM pedJIEKCHJOM Sp, Haa3UMO Jla je Sg © 8, 0 Sp = Sy, TJ.

Slg ° Sa = Sa ° 5[;
]
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3.3. IlpeacraB/bambe U30METPHU)jCKUX
tpancdopmanmja npocropa E3 nomohy
paBaHCKUX pediekcuja

Y oBoM ope/bKy Ouhe npejcTaB/beHO CBOjCTBO HM30METPUjCKUX TpaHcPopMaluja
eykauzckor npocropa E3 mpema kojeM ce cBaka nsoMmeTpujcka TpaHcdopMaluja TOr
IpocTopa MOXe NPeACTaBUTH y OOJMKY KOMIO3UIlMja KOHAYHOr 6poja paBaHCKHUX
pedJiekcuja.

[lokazahy fga MuHHMMasiaH O6poj paBaHCKUX pedJieKcHja NMOMONY KOjUX Cce MOXKe
Tpe/CTaBUTH GUJI0 Koja yHampe/| 3a/jaTa M30MeTpHjcka TpaHcdopmanuja npocropa E3
HUuje Behu oj yetupu. lllTo Ham omoryhyje ma momohy paBaHCKuUX pedJiekcuja
M3TPaZiuMo U LieJly TeOpUjy U30MeTpHjcka TpaHchopMaltja eykauackor npoctopa E3.

Teopema3.3.1: CBaka u3oMeTpHjcka TpaHcdopManuja J mnpoctopa E3 moxe ce
NpeJICTaBUTU Kao KOMIIO3UIMja KOHAYHOI 6poja paBaHCKUX pedJieKcHja, MUHKMMaJIaH
6poj paBaHCKHX pedJieKcHja 3aCTyIJbeHUX y TaKBOj KOMIIO3WIIMjU HHUje Behu of
YeTHPH.

Jokas: [IpeMa MakcMMa/HOM 6pOjy WHBapHUjaHTHUX JIMHEApHO HE3aBUCHUX Tadaka
HM30MeTpHjcKe TpaHchopMalHje J, pa3yiuKyjeMo ciejiehux net caydaja:
1) U3omeTpujcka TpaHcdopmanuja J Moxke Ja 1moceAyje UYeTHPH
HeKOMIJIAHApHe UHBAapHUjaHTHE TadyKe.
O6enexxumo ux ca A,B,C,D. IllpeMa no3HaToj TeopeMH, TaKBa M30MeTpHjcKa
TpaHcdopManyja mpeAcTaB/ba KOUHUWJAEHLHjy, Nma ¢ 063UpoM Ha
MHBOJYTHBHOCT GUJIO Koje paBaHcKe pedsiekcuje S, npocropa E3 umamo za je
J=8,°8,.
2) H3omeTpujcka TpaHncpopMmanuja J moceayje HajBUllle TPU MHBApPHjaHTHe
JIMHEapHO He3aBUCHe TauKe.

O6enexxumo ux ca A,B,C . Te Tauke cy
2N HeKoJIMHeapHe, ma ojipehyjy Heky paBaH m. C
et AN 063UpOM [Jla BaH paBHU T HW30MeTpHjCcKa
& IR TpaHcopManuja I HeMa MHBaapUjaHTHUX Tadyaka,
—] uMaMo ja je 7 # £. Crora nocroju Tauka X € E3
? takBa Ja je J(X)=X' u X # X'. lIpu Tome Baxke
penanuje (4,X)= (4,X"), (B,X)= (B, X"),

(C,X)= (C,X"), na je m meaujasina paBaH ayxu XX'. Kommnozunuja S;oJ
npeJcTaB/ba U30METPUjCKY TpaHChOpPMaIMjy KOja MMa YeTUPU HEKOMILJIAHApHE
MHBapujaHTHe Tauke A, B, C, X na je npema 1) §, o J = £, na npema Tome J = §,.

3) HU3zomerpujcka TpaHcpopmanuja J moceAyje HajBHllle JABe HHBAapHjaHTHe
JIMHEeapHO He3aBHCHe TauKe.
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4)

5)

O6enexxnmo ux ca A,B. Te Tauke cy pasivuuTe na
ozapebyjy Heky mpaBy p. C 063upoM Ja BaH NpaBe p
HU30MeTpHjCKa TpaHchopMmaiuja J HeMa
A%~ VHBAapUjaHTHUX Tayaka, UMaMo Aa je je J # £. Crora -
i ' nocroju tauka X € E3 taksa ga je J(X)=X'u X # X'
T [lpu Tome Bake penanuje (4,X)= (4,X"), (B, X)=
' (B,X'), nma je cBaka oj Tayaka Au B caapxaHa y
MeAMjanHoj paBHM T; JAyxu XX'. Kommosunmmja S, °J mnpejcrasba
M30MeTpHUjCKy TpaHcdOpMalujy Koja MUMa TPU HMHBApHjaHTHe HEKOJIMHeapHe
Ttauke A, B, X. Te Tauke ofpebyjy Heky paBaH m,. BaH Te paBHU KOMIO3UIH]ja
Sy, ©J HeMa WHBApHWjaHTHUX Ta4aka jep 6UM y NMPOTHBHOM Ba)KWja peJialuja
Sp, oI =¢, 1. I =38, Te 6u usoMerpuja J mocezoBaja TPU WHBApUjaHTHE
HeKOJIMHeapHe TayKe, LITO je CYNPOTHO IpeTHocTaBud. 360r Tora npeMa 2)
UMaMo Jlaje Sy, o J =8y, najed = Sy o Sp,.

HU3zomeTpujcka TpaHcdopManmja J noceayje jeAMHCTBEHY HHBApHjaHTHY TAuKYy.
O6enexumo je ca A. C o63upom pga je J # €&,
— noctoju Tauka X € E3 TakBa ga je I(X)=X' u
X # X'. llpu tome Baxu (4,X)= (4,X"), na je
Tayka A y MeZijasiHO] paBHU 11 Ayxu XX'. Ban
npaBe AX  KoMmmosuuuja S °J  Hema
MHBAapUjaHTHUX Tayaka. 3aucTa, ako 6U Ta
TTe—m KOMIIO3ULHja nocezioBaJja YyeTUpHU
HEKOMIlJIaHapHe MHBapHjaHTHe TadyKe, BaXKUJa
6u penanuja S, oJ =¢&, 1j. I =8, , na 6u usomerpuja J mocepoBasa BUIlEe
VHBAapHjaHTHUX Ta4yaKa, LITO je CYIPOTHO MPETIOCTABLIU.
Ako 6M mHoOMeHyTa KOMIIO3WIlMja IOCeJoBajia HajBUIIE TPU HHBApPHUjaHTHE
JINHEapHO He3aBHCHe TayKe, OHa 6U npema 2) NpejcTaB/baja HEKY paBaHCKY
pebsekcujy §,, na 6u U3 penauguje S, oJ =§,, caeguna penauuja J = Sy o
Sr,- Kako je J(A) = A, 1j. §;, ©S,,(A) = A, npema paHuje [0Ka3aHO] TeopeMu
“MaMmo Ja je A = my; N 1,. Byayhu ja paBHU 1 U T, OCENyjy 3ajeIHUUKY Ta4Ky
A, OHe moceAyjy HajMame joll jelHy 3ajeJHUYKY TauyKy B. Y ToM ciydajy ©UMaMo
naje Sy oS, (B) =B, Tj.7(B) = B na6u usometpuja J ceM Tauke A nocezonana
jolI MHBapHjaHTHUX Ta4yaKa, IITO je CYNPOTHO NpeTnocTaBLu. OBUM je J0Ka3aHO
Ja BaH mpaBe AX KoMmnosuuuja S, o J HeMa HHBapUjaHTHHUX Tayaka. 360r Tora
npeMa 3) u30MeTpujcka TpaHcdopmanuja S, oJ mpeAcTaB/ba KOMIO3HUIH]Y
/iBejy paBaHCKUX pedJieKcHja Sy, U Sy, KOjUMa ce OCHOBE T, U TT3 CEKY 110 MPaBoj
AX. W3 penanuje Sy, 0 = Sy, 0 Sy, cnepu fajed = Sy 0 Sy, 0 Sy

HU3zomeTtpujcka TpaHpopmanyja I HeMa HHBapHjaHTHUX Ta4vakKa.

YTom cay4dajy usoMmetpuja J MOxe ce NpeACTaBUTH Kao KOMIO3UIHja
cacTaBJ/beHa U3 /iBe, TPU UJIM YeTUPU paBaHCKe pedJieKcuje.

O6enexuMo ca X Npou3BOJ/bHY Tauky npoctopa E3, ca X' meny ogrosapajyhy
Ta4yKy W ca T; MeJujajHy paBaH Ayxu XX'. Komnosuuuja S, o J npejcras/ba
u3oMeTpHjcKy TpaHcopManujy mpocropa E3, koja mocesyje mHBapujaHTHY
Tayky X. Ta kommo3sunyja He MOKe MMAaTH YeTUPU HEKOMIIAaHapHe TadkKe, jep
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6u Tajga Baxku/a penauuja Sy oJ =&, 1j. I = 8§, na 6u usomerpuja J umasa
VHBAapHjaHTHUX Ta4aKa, LITO je CYIPOTHO MPETIOCTABLIU.

AKo 61 KoMIO3ULHja Sy, o J mocejoBasa HajBHILIE TPU MHBAPHjaHTHE JIMHEAPHO
He3aBHUCHe TauKe, OHa OU mpema 2) mpejcTaB/bajla HEKY paBaHCKY pedekcujy
Sy, Ma 61 U3 penanuje Sy, o J = S, cnenuna penaguja J = Sy, o &y,. [lpu Tome
6u BaxkuJia pesanuja my N m, = @, jep 6U y IPOTUBHOM CBakKa 3ajeJHUYKA TaykKa
paBHU T U T, 6UJIA WHBApUjaHTHA TadykKa H30MeTpuje J, IITO je CYympoOTHO
IPETIOCTaBLH.

AKo 61 KOMNo3uIKja S, o J moceioBasia HajBuILE JBe HMHBapHUjaHTHE JIMHEapHO
He3aBHUCHe TayKe, OHAa OW mnpema 3) IMpejcTaB/bajsia KOMIO3ULUjY [Bejy
paBaHCKUX pedJiekcuja S, ¥ Sy, KOjUMa ce OCHOBE T, U T3 CEKy IO MpaBoj X
Koja je oJpebeHa MOMEHYTHM WHBapWjaHTHUM TaukaMa. W3 pesanuje
Sy eI =38y, 08, cnegupajed = Sy, © Sy, © Sp,. [Ipu TOMe, mpaBa x He npoAupe
paBaH 1, jep 6U4 Taja NpoJOpHa Tayka NpesAcTaB/baja 3ajeJHUYKY TauKy PaBHU
1, Ty Y T3 U IIpeMa TOMe WHBapUjaHTHY TauyKy U3oMeTpHje J, IITO je CyIpOTHO
NpPEeTNOCTaBLH.

AKo 61 KoMNo3uIuja Sy, o J mocejioBasia jeIMHO UHBAPUjaHTHY Ta4yKy X, oHa 6U
ce mpema cJjy4ajy 4) MorJia npeAcTaBUTH Kao KOMIIO3MLMja TPHUjy paBaHCKUX
pediiekcuja, 06e1eKUMO UX €a Sy, Sy, Sy, - U3 jeaHaKOCTH
Spy0d=38,,08,,08,, creaupaje J =38y 03y, © Sy, © Sy

2 4"

Jdedununmja3.3.1: CBaky KOMINO3MLHM]y KOHAayHOr Opoja paBaHCKHUX
pedsexcuja eykaujckor mnpoctopa E3 Kkojom je mnpejcTaB/beHa Heka
M30MEeTPHjCKa TpaHchopmanuja J TOT rnpocrtopa Ha3uBaMo
paBaHCKOpedIeKCUBHOM WJIM CHMETPUjCKOM pelrpe3eHTalljoM Te U30METpHje.
CUMeTpHjCcKy pemnpeseHTaunujy usoMepuje J npoctopa E3 cacTaBmeny u3
HajMamwer Moryher 6poja paBaHCKUX pedJieKCHja Ha3MBaMO MUHHUMAJIHOM WUJIU
ONTUMAaJIHOM CUMETPHjCKOM penpe3eHTaldjoM. bpoj paBaHckux pedJiekcuja U3
KOjUX Ce CaCTOju MHHHMMaJHa CHMeTpPHjCKa penpe3eHTanuja usoMmetpuje 7
Ha3MBaMoO peJiloM Te U3oMeTpHje.
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3.4. [IpameHOBH paBHHU y npocTopy E3

C 063MpoM Ha ys3ajaMHM M0JI0Kaj paBHM, y TreoMeTpuju npocropa E3
pasJ/MKyjeMOo paBHM KOje ce CeKy IO je/JHOj IpaBoj U paBHU Koje cy Mehy cobom
napaJsiesiHe. TUM y3ajaMHUM I10JIOKajMa OAroBapajy ABa IpaMeHa paBHU; TO je
npaMeH KOaKCHjaJIHUX U IPaMeH MapaJieJ;IHUX paBHHU.

JNedununmja3.4.1: Ckyn X cBux paBHu mpoctopa E3 koje ce cexy mo jesHoj
[paBoOj S Ha3UBaMO NpPaMeHOM KOAaKCHjaJIHUX PaBHHU Ca OCOM S U CUMOOJMYKHU
o6enexxaBaMo ca X. Ckyn X cBux paBHu npoctopa E3 koje cy mapasesne ca
HEKOM paBHHU 0, U npeMa ToMe Melhy co60M, Ha3MBaMO NpaMeHOM MNapaJseJHUX
pPaBHU U CUMOOJIMYKHU 06esiexxaBaMo ca X ;.

[Ilpamen X, je jeqHo3HayHo ojpeheH ocoMm s, a mpameH X, je je/lHO3HAYHO
ozpeheH 6110 KOjOM CBOjOM paBHHU 0.

Teopema3.4.1: Ako Tpu paBHHM «, 8,y npocTopa E3 npunajajy Hekom npameHy
X, Taja KoMIosuuuja S, o S o &, NpeJCTaB/ba HEKYy paBaHCKy pedJieKcujy Ss
K0joj ocHOBa § Takobe npunaza npamMmeHny X.
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Jokas: [IpeTnnocTaBuMO NpBO Ja je X mpaMeH KOaKCHjaJTHUX PaBHHU.

Heka je s weroBa oca. C 063upoM Ja nnpaBa s Npunaja CBakoj oJf paBHU a, 3,7,
CBaKa TayKa IpaBe S MHBApHjaHTHA je y KOMIO3ULU]U S, © Sp © S,. Ha Taj HauuH,
VH/JMPEKTHa M30MeTpHUjcKa TpaHchopManuja S, o Sg o §, noceayje ABe pasHe
MHBapUjaTHe TauKe, 1a Ipe/icTaB/ba HEKY paBaHCKY pedJiekcHjy Ss. [Ipu Tome je
s € § unpema Tome § € X.

[IpernocTaBuUMO caf Aa je X mpaMeH napajieJTHUX paBHHU.

Heka cy s u s’ 1Be pa3He npaBe ynpaBHe Ha paBHUMa «, 3, Y. C 0631poM /ia CBakKa
paBaHcKa peduiekcuja Sg, Sp, Sy NpPEeBOJM CBAaKy OJf MPaBUXS U S y Ty UCTY
npaBy, Mewajyhu reHy opjeHTauujy, U Kommosunuja §,oS8geS, Takobe
NPEBO/IM CBAKY O/ IPaBUX S U S' y Ty UCTY MpaBy, Mewajyhin leHy opjeHTalujy.
360r Tora Kommnosuuuja S, o Sp o S, moce/yje Ha CBaKoj O/ NPaBUX S U s’ no
jelHY WHBapujaHTHY Tauky. bByayhu pa Ta kommosuuuja npejcaB/ba
MH/MPEKTHY M30MeTPHjCcKy TpaHcpopManujy mnpoctopa E3 ca gBe pasHe
VMHBapHUjaHTHe TayKe OHa NpeJiCTaB/ba HEKY paBaHCKY pediiekcujy Ss. [Ipyu Tome
jed LsunpematoMed EX. =
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Teopema3.4.2: Ako KoMIo3ULKja Sy © Sp © S, CACTAB/bEHA U3 TPHUjy PaBAHCKUX
pedsexcuja mpocropa E3 mpescraB/ba HeKy paBaHCKy pedueKkcujy Ss, Taja
OCHOBe @, ,Y, 6 TUX paBaHCKUX pedJieKcHja MPUIIAIAjy jeTHOM TpaMeHy.

Jlokas: [IpeTmocTaBUMO HAjIpe /1a Ce PaBHU & U [§ CEKY N0 HeKOj MpPaBoj S.
[lpema no3HaToj TeopeMH, y KOMIO3HULHjHU Sp oS, CBaKa TavyKa MpaBe s je
vHBapujaHTHa. byayhu na je §,08508,=385, Tj. SgeS,=8,085 , u 'y
KOMIIO3UIIMjU &), °© §5 Ouhe cBaka Tayka IpaBe S MHBapWjaHTHA. 360T Tora ce u
paBHU y M § ceKy IO MpaBoj S, Te CBe paBHU «,f,y,d Npunajajy jeaHoMm
npaMeHy.
[IpetnoctaBumo caj Aa je « || B. Ako obesiekMMO ca S HEKY NpaBy yIpaBHY Ha
paBHMMa « U f§, UMaMo Jia je Sp o S,(s) = s. Byayhu na je S, 0Sp08, =S5, Tj.
Spo8y,=8,08s 6uhe u S, oSs(s) =s. Crora je y,6 L s, Te cBe paBHu a,f,¥,0
NpUNazAajy jeJHOM IIpaMeHy.

[
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3.5. OcHa poTanuja y npocropy E3

Aedununuja3.5.1: Heka cy S, uSpg ABe paBaHCKe pedJieKcuje eyKIUACKOr
npoctopa E3 kojuma ce ocHoBe a u B ceKky o Hekoj npaBoj s. OCHUM 06pTameM
WJIM OCHOM poTanujom npocropa E3 oko npaBe s 3a yrao w HasMBaMo
TpaHchopmaumjy R, oapeheny pesanujom

Rsw=8p°8, (s=anp,w=24(a,p)).
I[IpaBy s Ha3uBaMO 0COM, a OPjeHTHCaHHU yTao w Ha3UBaMo YoM poTauuje R, .

C 0631poM ia je paBaHcKa peduekcuja npoctopa E3 unaMpexkTHa H30MeTpHjcKa
TpaHchopMalmja, KOMIO3UIMja /iBejy paBaHCKux pedJiekcuja, mpemMa TOMeE U

ocHa poranMja npoctopa E3 , mpejcraB/ba JUPEKTHY HM30MeETpPHUjCKY
TpaHchopManujy.
Teopema3.5.1:(/latamb6ep, 1743) CBaka JUpeKTHa HM30MeTpHjCcKa

tpaHchopmanuja J mpoctopa E3, koja mocesyje HajMame jefiHY MHBapHjaHTHY
Tayky O , npeJicTaB/ba KOMHIMAEHIW]Yy UJIM HEKY OCHY poTauujy R, Kojoj oca s
cajpxu Tauky 0.

Jlokas: Ako je J = &, TBpheme ciie/id HENoCpeiHO.
PasmoTpumo cay4daj kaga je J # €.
Y ToM cayuajy noctoju Tauka P € E3 Taksa ga je J(P)=P' u P # P' . Heka je m;
MeMjaJiHa paBaH ay»ku PP’. C 063MpoM Jjla y UB0OMETPHjCKOj TpaHCchopManuju J
Taykama O u P oparoBapajy pecrneKTUBHO Tayke O uP’, Baxu pesanuja
OP = OP', na je tauka O y MejAMja/iHOj paBHU 7y Ay>ku PP’. 36or Tora
KoMIo3sunuja S, © J noceayje Be pasHe uHBapujaHTHe Tayke O u P. Byayhu na
je J nupeKkTHa, a paBaHCKa pedJieKchja S, HWHAMPEKTHa H30MEeTpHjCcKa
TpaHcpopmaluja, KoMmmosuuMja Sp oJ je HHAMPEKTHAa HM30METpHjCKa
TpaHcdopmanja. Ha Taj HauMH, MHAUPEKTHA M30MeTpHjcKa TpaHcdopMaluja
Sr, ©J nocenyje nBe pasHe Tauke O u P, ma npeMa paHHje [[0Ka3aHOj TEOpeMH
npejcTaB/ba HEKY PaBaHCKy pedJieKcujy S, K0joj OCHOBa T, CaJpKH TauykKe
OwuP. 36or Tora je §;, oJ =8, u npema ToMe J =&, °S, . U3 penanuje
P¢&mn, u PEm, cneqn na je my # m,. C 063UpoM Ja JABe pas3/MYWTe PaBHU
T U T, UMAjy 3ajeJHUUYKY TauyKy O, OHe Cce CeKy II0 HEeKOj MpaBoj S Koja caZp>Ku
Tayky 0. 360r Tora KOMNosuuuja S, © Sy, Tj. Usomerpujcka Tpancpopmanuja J
npejicTaB/ba HEKY OCHY poTauujy R, mpocropa E3.

]
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Teopema3.5.2: Ckyn R Koju ce cacToju U3 UJIeHTUYHE TpaHCcPopMalHje U CBUX
ocHMX poTanuja npoctopa E3, koje uMajy 3ajefHMuKy ocy s, Ipe/cTaBJ/ba IpyImy.

Mlokas: O6esnexknmo ca R, U R,z 6MII0 Koje [iBe OCHe poTanuje u3 cKkyna R, a ca
7T TPOW3BOJ/AHY paBaH Koja CaApXKH HpaBy S U ca U,V paBHU ojpeheHe
penauujaMma Ry, =808, U Rep=35,°5,; . Kopucrehu oBe jesHaKOCTH,
HasmasuMo Jaje Rgpo Rey =8, 08,08, 08, =5,°35,.
C 063vMpoM Ja paBHU [ UV CeKy paBaH T IO NpaBOj S, paBHU U UV UMAjy
3ajeJHUYKY MpaBy S, IpeMa TOMe OHe Cy UCTOBETHEe WJIH Ce CeKy IO MpaBoj S.
Ako je u=v, Taja je S,05,=E&; ako je uNv=s, KOMOoO3ulHja S, 038,
NpeJ/ICTaB/ba HEKY OCHY poTalujy R, . OBUM CMO /[0Ka3a/u /ja y CBAKOM CJIy4ajy
Baxku pesianuja Rgp o R, € R,.
Axo obesnexumo ca R, 6MJI0 KOjy OCHY poTauujy U3 cKyna Rg U ca [,V paBHU
npocTopa E® TaxBe ga jeRgy =8, 038, 6uhe

Rop=(S,08,) 1 =8,°8,=R;_, €R;.
C o63upomM jga TpaHchopmMmalyje U3 ckyna R, NpejCcTaB/bajy ejieMeHTe rpylle
G(J) cBUX H30METPHUjCKUX TpaHchopManyja MpocTopa E®, U3 pokasaHHX
CBOjCTaBa C/eJy Ja CKynl R, npejcTaB/ba Takohe rpymy.

]

Jdedununmjaj3.5.2: pyny Koja ce cacToju U3 UAeHTUUHe TpaHchopMmaluje U
CBHUX OCHUX poOTali¥ja IpocTopa E3, KOje UMajy 3ajeJHUYKy OCy S, Ha3huBaMoO
rpyIoM OCHHX poTaluja mpoctopa E° 0Ko mpaBe S, ¥ CHMBOJIHYKH 0GeJieskaBaMo
ca G(Rs).

Teopema3.5.3: I'pynma G(R,) ocHMX poTanuja mpocTopa E° OKO mpaBe S je
KoMyTaTHBHa. [IpyruM pevnMa, 3a CBaKe JiBe OCHe poTtanuje R, , u R;p U3 cKyna
R, Baku penanuja Rgpo Ry = Ry 0 Ryp -

Jloka3: O6esekMMO ca 7 NPOM3BOJ/bHY paBaH Koja Cap>KU MpaBy S U ca W,V
paBHU MpoOCTOpa E® Takse ga je Rsq =808, u Ryp=3,0°8,.Kopecruhe ose
jelHaKOCTH, HaJIa3uMo Ja je
RspoRsq=8,0808,08,=8,°06,, RegoRsp=0608,0° &,°8;

C 063UpoM JAa paBHU U UV CEKY paBaH T IO HCTOj MPaBOj S, paBHU T, U
NpUNazajy KOAaKCaJHOM MpaMeHy paBHM X, , a KOMIO3HIHjA SpoS,° &,
npeJicTaB/ba HEKY paBaHCKY pedJieKCHjy AaK/ie UHBONYLUOHY TpaHCcPopMaLHjy
npoctopa E>. 360r Tora KBaJpaT Te KOMNO3MIHje pe/CTaB/ba KOMHIMAEHLH]Y,
HauMe 6uhe ;08,0 §,0 §,08,0 §, = ET.§ 08,0 §,08,=8,08,.
W3 oBe 1 MpeTX0HUX je/JHAKOCTH HaJla3uMo Jlaje Rgpo Ry o = Ry, 0 Rep .

]

Teopema3.5.4: Axo je R;, ocHa poTauMja U J OWJI0 KOja HM30MeTpHjcKa
TpaHchopMalija eyKJIUACKOT MpocTopa E3 3atum s’ NpaBa Koja y usoMeTpuju J
oJroBapa IpaBoj S U w' yrao Koju y usoMeTpuju J oArosapa yriy w, Taja je
Jo Rs,w 0]t = Rs/,w/ .
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Jlokas: Ako obGeJsie’kMMo ca W,V paBHHU NMPOCTopa E® Takse Aaje Ry, =38,°98,,
TaJla Ce paBHU U UV CEKy MO MpaBoj S moj yrjaom A(u,v) = %a). Axko 3aTtuMm
o6esiexuMo ca p' U V' paBHH Koje Yy H30MeTpUju J 0AroBapajy pecrneKTHBHO
paBHUMa [ U V, Tajia ce paBHU u' ¥ V' ceKy mo npasoj s’ nog yriaom 4 (u',v') = %w’
, Te IpUMeHOM TeopeMe3.2.6 HaJla3uMo Ja je
JoRgpol ™t =1790(8,08,)0d =70(S,0T077105,)07?
=(T08,07)0(708,0771)=8,,08, = R -
]

Teopema3.5.5: OcHa poranuja R, ¥ paBaHCKa pedJekcuja S, eyKIUJCKOT

npoctopa E> cy ABe KoMyTaTHBHe TpaHchOpMalHje ako U caMo aKo je Tpasa s
ylpaBHa Ha PaBHHU 7T, HauMe 6uhe S, o R, , = R, 08, © s Ll m.

Hoxkas: IIpeTnnoctaBuMoO NpBO Ja je ;o Ry = R, 08, Tj. S0 R, 08, = Ry
Axo o6esiexuMo ca s’ mpaBy Koja y paBaHCKO] pedJieKCHju oAroBapa npaBoj S U
ca w' yrao Koju y TOj MCTOj pedJieKCHju OoArosapa yriay , NPHUMEHOM
Teopeme3.5.4 HajnasumMo Ja je SpoR;,°8;=Ry,. U3 oBe M mnperxojHe
jenHakocTH ciaefu Ja je R, = Ry ,. 360r TOra cy oce s U S' UCTOBETHe, a
OpjeHTHCaHM YIJIOBH W M @' MOJyJapHU U UCTOCMEPHH, WITO je Moryhe camo y
cJyyajy ako jes L m.

O6paTHO, MPEeTNoCTaBMMO Ja je s L m . Ako o6esiexuMo ca s’ mpaBy Koja y
paBaHCKoOj pedJieKcUju S, oArosapa mpaBoj S U ca w' yrao KOjd y TOj HCTO]
pediekcuju ojrosapa yriay w, 6uhe mpaBe s U S' MCTOBETHE, a OpjeHTHCAHU
YIJIOBH W U w' NOJAYAApHU M UCTOCMepHH, na je Ry, = Ry ,. 360r Tora je
npumMeHoM Teopeme3.5.4

SpoRsw =S R5p 08708, =Ry 08 = Ry © i
[

Teopema3.5.6: /[se ocHe porauuje R,, U R,z EYKIUACKOr MpocTOpa E3,

KojuMa YIJIOBU a U HHUCYy ONPYXEHW, TMPEeACTaB/bajy KOMyTaTHUBHE
TpaHcpopManuje ako U CaMO aKo ce OCe THUX pOTalMja MOKJIANajy; APyruM
peunMa, 6uhe Roa°Rpp=RppoReya & a=hb

Jokas: [IpeTnocTaBuUMO NpBO Ja je
— ; -1 _
:Ra,a ° :Rb,ﬁ - :Rb,[i ° :Ra,a T). :Ra,a ° Rb,ﬂ ° Rb,ﬁ - :Ra,a-
Axko y ocHoj poTauuju R, g 1paBoj a oAroBapa Heka nmpasa a', a yrjay a usBectaH
yrao a' , mpeMa NI0O3HaTOj TEOPEMH MMaMo Ja je Ry, © Ryp° R;}; =Ry q - U3
OBe Y NPETXO0/JHe jeAHAKOCTH cleAu ja je R, , = Ry o . 360r TOra cy npaBe a u a’'
UCTOBETHE a YIJIOBU @ U @' MOAYJapHU M MCTOCMEPHH, WITO je Moryhe camo y
caydajynajea =>b.
O6paTHo TBphewe cmo Beh mokasaiu npuinkom u3Bohewa Teopeme3.5.3 .
]
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3.6. OcHa pedekcuja npocropa E3

OcHe poTtanuje npocropa E3 y onmreMm c/y4ajy HUCy MHBOJIyLIHOHE TpaHchopMalyje.
OHe cy MHBOJIYLLMOHE caMO KaJa Cy MM YIJIOBHM poTauuje onpyxeHU. TakBe OCHe
poTanuje Ha3UBaMoO OCHUM pedJieKkcujama.

JNedununuja3.6.1: OcHom pedaekcujom S npoctopa E3 HasMBaMo KOMIIO3UIH]y ABe
paBaHCKe pediiekchje S, U Sg mpocTopa E3® kojuma OCHOBe a U [ 3aJ0BOJbaBajy
penanyjy ¢ L S ua N = s. Ha Taj Ha4YuH uMaMo Ja je:

§s=8p08,=8,0°8 (anp =s).
[IpaBy s Ha3uBaMo ocoM OocHe pedJiekcuje S, .

U3 peduHunMje HemocpeHO clefy Jja OCHa pedJekcuja MpeAcTaB/ba OCHY poTalujy
K0joj je yrao potauuje jeaHak 180°. OHa mnpejcTaB/ba AUPEKTHY H30METPUjCKY
TpaHcdopmanujy npoctopa E3 K0joj cy MHBapHMjaHTHe jeJMHO TayKe oce s .

Teopema3.6.1: OcHa peduiekcuja S npoctopa E3 je uHBoIyniMoHa TpaHcdopManuja.

Jlokas: Ako o6esiexHMo ca a U § ABe paBHu npocTopa E3 Koje 3a0B0/baBajy penanyje
a l fuanp =so6uheds =358, Kopucrehu penauujy a L f, Hanasumo ja je
55= (8508 (Spo8,)=(Spo8) o (Sao Sp) =€
[

Teopema3.6.2: PaBaHcka pedJiekcuja S, 1 ocHa pedJiekcuja &, mpocTtopa E3, xojuma
oca p He NpUIaJia OCHOBHU T, IPe/ICTaB/bajy /ijBe KOMyTaTUBHe TpaHcpopMaluje ako 1
caMo akKo je IpaBa p ylpaBHa Ha paBaH 1, HauMe 6uhe

Spod,=8,°8, & plm.

Mloxas: [IpeTnocTaBuMo NpBo faje Sy 08, =8, 08, Tj. 808,08, =8, (¥
Ako o6enexxumo ca p’ mpaBy oapeheny penanmjom S,(p) =p' , npema 3akoHy 3a
TpaHCMyTalujy ocHe pedJieKcuje S, paBaHCKOM pedJieKCHjoM &, UMaMo Ja je

Sy o Sp °Sy = Sp’ ()
U3 jennaxoctu (*) u (**) cneau paje ), = S,y , v mpema Tome fia je p = p’. C 063upom Ja
npaBa p He MPUIaJja paBHU T jeJHAKOCT p = p' BayKH caMo y CJIy4ajy Kaja jep L m.
O6paTHO, NpeTnocTaBUMoO Aajep L m.
U3 Te penanuje caeau aa je S,(p) = p, ma npema 3aKoHy 3a TpPaHCMyTall{jy OCHE
pediekcuje §, paBaHCKOM pedJIeKCHjOM S, UMaMO Jiaje Sy o8, o8, =8, Tj.

Spo8,=8,°8,
]
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3.7. OcHOpoTanuoHa pedaexkcuja npocropa E3

Y oBoM oJie/bKy npoy4yaBaheMo HHJVpPEKTHe M30MeTpHjcKe TpaHchopManuje Koje
noceyjy caMo IO jeAHy WHBapHWjaHTHY TayKy. IbMX0BOM mNpoydyaBamwy MNpeTX0Au
yBohewe HOBe BpCTe HWHJAMPEKTHUX HW30METPUjCKUX TpaHcpopMaluja; TO Cy T3B.
oCHoOpoTaloHe pedsiekcuje npocropa E3.

Aepununuja3.7.1: Komnosunuja cactaB/beHa U3 jeJjHe OCHe poTtauuje R, U jefHe
paBaHcke peduiekcuje npoctopa E3, nmpu yeMy je s L 7, Ha3MBaMO OCHOPOTAI[MOHOM
WJIM CaMO pOTalMoHOM peduiekcujoM npoctopa E3 kojy cumMb0/1n4km o6esiexasamo ca
Ry - HaTaj Haunn umamo aje Ry = Spo R, =R o Sp.

PaBaH m Ha3WBaMO OCHOBOM, IIpaBy S Ha3MBaMoO OCOM, TauKy O = s N m Ha3WBaMo
CpeAyLITEM WJIM LIeHTPOM, a OpjeHTUCaHH Yyrao w Ha3WBaMoO YIJIOM OCHOpPOTALMOHe
pediexcuje Ry, ¢

U3 neduHunMje HemocpeHO caeAu Jia je oCHopoTanuoHa pedJuiekcuja Ry 5, IpOCTOpA
E3 jepHo3Ha4yHO ofpeheHa OCHOBOM T, OCOM S M OpjeHTMCaHUM yrJjoM . Tadka
0 = s N je MHBapHjaHTHA TayKa, aKO yrao w HHUje OIpyKeH, oca S je jeMHCTBEHA
VHBapHWjaHTHA IpaBa, a 0CHOBA TT je jelUHCTBEHA UHBAapHUjaHTHA paBaH.

Teopema3.7.1: CBaka MHAMPEKTHa M30MeTpHjcKa TpaHcpopmanuja J mpocropa E3
KOja HMMa jeJUHCTBeHYy Tauyky O mnpeJcTaB/ba OCHOPOTALMOHY pedJeKkcujy ca
cpepumiteM 0.

Jlokas: Heka je X € E3 Takpa ga je 7(X)=X' u X # X'. Us penanuje (0,X) = (0,X")
cneAu fAa Tayka O mpunaja MejujasHoj paBHU 71 Ayxu XX'. Kommosunuja S, oJ
npeJcraB/ba JUPEKTHY H30METPUjCKy TpaHchopMmauMjy ca JBeMa pasHUM
MHBapujaHTHUM Tadykama O u X, na npema teopeMu3.5.1 (/lasjam6epoBoj) npeacTaB/ba
KOWHLU/JEHLIM]y WIK HEKy OCHy poTauujy R, Kojoj oca s cagpxu Tayke O u X. He
MOe Npe/CTaB/baTh KOUHLUU/EHIIH]Y, jep 61 y TOM ciy4ajy u3 pesnauuje S, oJ =&
ciepuia penauuja J =8, ma 6u TpaHcpopManuja J cem Tayke O umasa joul
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MHBAapHjaHTHUX Ta4aKa, LITO je CyMPOTHO MPeTnocTaBuy. 360r Tora je S, oJ = R, ,
v npema tome J = Sy, o Ry, -

C 063upoM Ja npaBa s cafpku Tauky O Koja ce HaJla3u y paBHU T U TauyKy X Koja ce
Ha/la3u BaH paBHU Ty, NIpaBa S NpoJAupe paBaH m; y Tadku O. Ako je s L m ,
obesiexKMMO ca T, paBaH Koja caZp>Ku paBy S a yIpaBHA je Ha paBaH 71 U ca 3 paBaH
TaKBy /a je R, = Sy, © Sy, C 063MpOM Jja Cy paBHU 71 U T, yIpaBHE Mehy cob6oM, oHe
ce CeKy 1o HeKoj mpaBoj S;. AKo je §; paBaH Koja caJp>kKu IpaBy S; a yIpaBHa je Ha
paBaH 73 , 3aTHM ca §, paBaH TaKBa Jia je Sy, © Sy, = 85, © S5, , KOMIIO3ULHja S5, © S,
npeJcTaB/ba HEKy OCHY poTauujy R, g K0joj je oca t ynpaBHa Ha paBHHU §; na je

J=8p, 087,08, =85, °35,°85, = S5, °Reg = Rs; 10 -
[

Teopema3.7.2: CBaka AMpeKTHa U30MeTpHjcKa TpaHcpopmanuja J mpocropa E3 Moxe
ce NMpeACTaBUTH Kao KOMIO3UIH]ja [iBejy OCHUX pedJieKcHja TOT MpocTopa.

Jlokas: Ako je J = £, Tajja 360r UHBOJIYTUBHOCTU OCHe pedJieKcHje 3a CBAaKy NpaBy
p € E3 umamo saje J =S, 08, . Ako je J # &, Taja nocroju Tauka X € E3 Taksa ja je
J(X)=X"u X # X'. Hexa je m; MeaujanHa paBan Ayxu XX'. Kako je J fupeKTHa U Sy,
VH/JUPEKTHAa HM30MeTpHjcka TpaHcdopManuja npocropa E3, komnosunuja Spy0d
npeJicTaB/ba MHAUPEKTHY U30METPUjCKY TpaHchopMalLujy Tor npocropa. U3 penanuje
IX)=X"nu S, (X’) =X cieau Ja je y KOMIO3UIMjU S, ©J Tauka X WHBapujaHTHa.
Axko koMmmo3suiHja S, oJ mocedyje ceM Tayke X joll HEKYy WHBAapUjaHTHY Ta4Ky Y,
npeMa TeopeMu 3.2.3 OHa MpeJCcTaB/ba HEKy paBaHCKy pedsiekcujy .. VY ToM
cayvajy, U3 penauuje S, oJ = 8, cieau gaje J =8, o S, . Ako obesnexxumo ca
paBaH ymnpaBHY Ha o6eMa paBHMMA T U Ty, @ Ca M U N NpaBe KOjUMa OHA cedye Te
paBHH, 6uhe I = Sy 0 Sy, = (Sp, © Sp) o (Spo Sp,) = S © Sy

Axko kommosunuja Sy, ©J ceM Tauke X HeMa ApPYrdx WHBApUjaHTHUX Ta4yaka, Mpema
NPEeTX0/HOj TEOPEMH, OHa MPeJCTaB/ba HEKY OCHOPOTALMOHY peduieKCH]y Ry,;s ., KOjOj
je cpepuiuTe Tauka X. O6esexXMMO ca 1T, paBaH Koja caZip>Ku IIpaBy S U Koja je ynpaBHa
Ha paBHU Ty, a Ca T3 paBaH TakKBy Ja je R, =8y, °S,. ¥ ToM ciaydajy, buhe
Spyod= 8p,08,08,, T). I =35, © Sy, © Sy, © Sy, - U3 penanmja my Ly, m3 L4 U
jelHaKOCTU Ty N T, = M, T3 N Ty, = N HaJla3uMo AajeJ = Sy, o 5.

]
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3.8. llenTpasina ped.iekcuja npocropa E3

OcHopoTanuoHa pedJekcuja npoctopa E3 y ommrTeM ciydajy HHje WHBOJYLIHMOHA
TpaHchopMalMja; OHA je WMHBOJIYIMOHA jeJJUHO y CJAy4ajy Kaja je yrao poTaiuje
onpyxeH. TakBy OCHOpOTanuOHy pedJiekcHjy 3BaheMo LEeHTPA/JHOM pedieKCHjoM
npocropa E3. 360r cBoje MHBOJYTHBHOCTHM OHAa pacloJiaXke HU30M CIelUpUIHUX
CBOjCTaBa Koja Mpe/iCTaB/bajy MpeMeT pa3MaTpama OBOT o/ie/bKa.

Jepunnnuja3.8.1: IllentpasHoMm pedsekcujom S, mnpocropa E3 Hasusamo
KOMITIO3UIIU]Y jeHe ocHe pedJiekcuje Sg U jeiHe paBaHCKe pedJiekcuje §, mpocTopa
E3, npu uemy je s L w y Tauku O. Ha Taj Ha4MH, aKo je npaBa S ynpaBHa Ha paBaH T y
Tayku 0, buhe Sg =S, 08, =8,°5,.
Tauky O Ha3UBaMO LIEHTPOM WJIM CPEUIITEM IleHTpasHe pediieKcHje S.

VU3 jeduHHMIMje HENOCpeAHO CJleJd Ja LeHTpanHa peduekcuja npocropa E3
npeAcTaB/ba OCHOPOTALMOHY pedJieKCH)y Kojoj je yrao poTanuje 180°. Kao TakBa, oHa
Tnpe/ICTaB/ba MHAUPEKTHY U30METPHUjCKy TpaHcpopManujy npoctopa E3 Koja uMa camMo
jeqHy WMHBapWjaHTHY Tadky, To je cpeauinte O Te neHTpasHe pediekcuje. CBaKoj
Apyroj Tauku X € E3 oarosapa Tauka X' € E3 TakBa ja je Tauka O cpeauuiTe gy»xu XX'.

Teopema 3.8.1: llenTpanna peduekcuja Sy npocropa E3 jeaHosnauno je ozpebena
cBojuM cpeauiitem O.

Jokas: Jla 6ucMo U3BeJM Jj0Ka3 OBOT TBphewa J0BOJbHO je 0Ka3aTH /ia 3a CBAKe JiBe
IpaBe m U h Koje ce ceKy y Tauku O ¥ paBHU [ U V KOje Cy
y Tauku O ynpaBHe Ha IpaBaMa M M N BaXKU peJianyja
§,08n=8,0°8,.
Ako o6esiexkMMO ca 7T paBaH oJipeheHy mpaBaMa m U n, a
ca S mpaBy I10 K0joj ce CeKy paBHU U u v, 6uhe s L m. Ako
3aTUM 06eJsiekuMo ca i’ u v' paBHH ozpeheHe mapoBuMa
IpaBUX M, S ¥ h, S UMaMoO Ja je
Suodm =808, 08, =808, =8,08085,=8,°86,

]

Teopema 3.8.2: llenTpanda peduekcuja S, npocropa E3 je wuHBOyLHOHA
TpaHchopMalmja.

Jloka3: Ako o6eJsiexKMMO ca 7T paBaH Koja caJip>ku Tadyky 0 U ca s npaBy Koja je Tauku O
ylpaBHa Ha paBaH 7, 6uhe S = 5, o S, n1a je
56= (87080 (Sx08,)=(Sx08x)(Ss0 8)=€.
]

Teopema 3.8.3: Y uenTtpanHoj pedsekcuju S, npocrtopa E3 npaBoj x koja cagpu

tauky O oJroBapa Ta KCTa IpaBa, IpaBoj x Koja He cajpxu Tauky O oArosapa npasa x’
takBaZajex | x'u x Nx' = Q.
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Jokas: [IpeTnocTaBuMoO npBo ja je O € x.
AKo o6esiexxuMO ca T paBaH Koja je Taykd O ynpaBHa Ha MpaBy X, MMaMo Ja je
So=8,°8,majeSp(x) =8,°8, =8,(x)=x.
[IpernocraBuMo caf aa O € x.
AKko obGesiexxMMo ca 7T paBaH ofipeheny pesanyjaMma 0 E tum L x, M ca p NpaBy Koja je
y Tauku O ynpaBHa Ha paBaH 1, 6uhe So(x) = 8§, 0 8, =5, (x) = x'.
Bynyhu na y ocHoj pedsiekcuju S, npaBoj x Koja sa/j0Bo/baBa peJianuje X'l pu
x'Np=0,umamo gajex ll x'u x Nx' = Q.

[

Teopema 3.8.4: Y uenrtpa/nnoj pedsexcuju Sy npocropa E3 paBHM T Koja cazpu
TayKy O oJ[roBapa Ta MCTa paBaH, PaBHH 7T Koja He caJp»u Tayky O oAroapa paBaH T’
TakBaZajerm || m'u m N’ = @.

Joka3s: IlpernoctaBuMo npBo Aaje O € m.

AKo 06eJsieKMMO ca p TpaBy Koja je y Tauyku O ynpaBHa Ha paBaH 7, 6uhe §g = S, 0 5,
naje §o(m) = 8, 0 Sy(n) = S,(m) = x.

[IpernocraBumo cag aa O € m.

AKo 06esiexKMMO ca p npaBy oJpeheny penanuvjama O E pup L m,uca § paBaH Koja je
y Tauku O ynpaBHa Ha 1IpaBy p, 6uhe So(n) = S50 8, () = Ss(n) =n".

W3 penanuje Ss(m)=n' u mNS =@ cieau fAa cy paBHU T W 7' ca pasHUX CTpaHa
paBuu §,majew | 7t’'u TN’ = Q.

[

Teopema 3.8.5: Ako je Sp LieHTpasiHa pedJiekcuja U J OWJIO KOja U30METPHjCKa
Tpa"cdopManuja npocropa E3, 3atum 0’ Ta4yka Taksa jaje J(0) = 0', Taza je
J 0500(7_1 :50,_

Jlokas: 06esiexKMMO ca p MPOU3BOJbHY MPaBy Koja caApku Tauky O U ca T paBaH Koja je
y Tauku O ynpaBHA Ha MpaBoj p. Ako y TpaHchopManuju J npaBoj p oArosapa npasa p,
a paBHM T oroBapa paBaHn ', 6uhe p’ L ' y Hekoj Tauku O'. 360r Tora je
JoSood =g 08;08,09 1 =(J 08Spod o (J 08y 0T 1) =Sp oSy = S0,

[

Teopema 3.8.6: llenTpanna peduekcuja Sy U paBaHcKa peduiekcuja S, npocropa E3
Cy ZiBe KOMyTaTHBHe TpaHcdopMalydje ako U CMO aKo Tauyka O mpumnaja paBHHU T,
HauMe 6uhe S;085=8p°S5, < 0 €.

Jokas: [IpeTnocraBUMO npBo Jjaje  S,°80=8p° S, (%)

Tj. 51[ 050 ° Sn = 50.

Ako o6enexxumo ca O’ Tauky ompeheHy pesnanujom §.(0) = 0’, mnpema 3aKoHy

TpaHCMyTaldje [leHTpaJiHe pedieKkcrje Sg paBaHCKOM pedJieKCHjoM S, UMaMo /ia je
SpodpoSy =3y (**)

U3 jegnakoctu (%) u (x*) ciequ gaje Sg = S, v npema tome je 0 = 0', mrro je Mmoryhe

caMo y c/Iy4ajy Kajia ce Tayka O HaJla3u y paBHU TT.

O6paTHo, mpeTnocTaBuMo caj ja je O € m.
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U3 oBe penanuje cieau gaa je §,(0) =0, ma mpemMa 3aKOHy 3a TpaHCMyTalHjy
LeHTpasiHe pedJieKcHje So paBaHCKOM pedJieKCHjoM S, HaJla3uMo Ja je
57-[050057-[:50 Tj. ST[OSO:SOOSTI .

|

Teopema 3.8.7: llenTpasina pedJiekcrja o 1 0CHa pedJiekcHja S, IpocTopa E3 cy nBe

KOMYTaTHUBHE TpaHC(bopMaque aKo M cMO ako Tauka 0 IpUvIiaaa HpaBOj p, HauMe ouhe
‘SPOSO:SOOSP@OEP'

Mlokas: : [lpernocraBuMo mpBo gaje 8,089 =8p° 8, (*)

Tj. $p°8g 08y, = So.

Ako oGenexxumo ca O’ Tauky ojpebeny penanujom §,(0) = 0', npeMa 3aKoHy

TpaHCMyTaluje LeHTpasHe pedJieKcuje Sy 0CHOM pedJieKCHjoM S, UMaMo Ja je
§p080°8, =38y (**)

U3z jegnakoctu (x) u (xx) cequ aaje Sg = Sy, v npema Tome je 0 = 0', mrto je Mmoryhe

caMo y cJ1y4ajy Kaja ce Tauka O HaJa3u Ha paBoj p.

O6paTHo, mpeTnocTaBuMoO caf jaa je O € p.
W3 ose penaunmje cieaum ga je §,(0) =0, na npeMa 3aKOHy 3a TpaHCMyTalujy
ueHTpasHe pediieKchje So 0CHOM pedJIeKCHjoM &, HaJla3uMo Jia je
SPOSOOSP :SO Tj. 517050 :500517 .
[

Teopema 3.8.8: Komnosuiuja TpHjy LeHTpadHMX peduekcuja mnpocropa E3
npeJcTaB/ba Takohe LeHTpaHy pedJieKCHjy TOT IpoCcTopa.

|
i
|
i
|
i
|
T
I
.’ﬁl‘l

7/

Jloka3: Hexka cy gaTe Tpu LeHTpasiHe pediieKcuje Sy, Sg, S eyKauAcKor npocropa E3.
Axo je npu Tome A=B uiu B=C, Tagja HenocpeaHo caeay Ja KOMIo3uLuja Sg o Sg o Sy
npeJicTaB/ba Takohe LeHTpalHy pedJieKcH]y.

PasmoTpumo cayyaj kagaje A # Buau B + C.

Ako o6eJsiekMMO ca T paBaH Koja caZipku Tauke A, B, C v ca a, b, c mpaBe Koje cy y TUM
TayKaMa yIpaBHe Ha paBHU 77, HaJIa3UMO /Jia je

ScodpoSy=(SpoS)e(Spody)o(SpoSa)= Spo(ScoSpesa)
C 063upoM fa cy npaBe a, b, c ylipaBHe Ha paBHHU T, IpeMa paHHUje J0Ka3aHOj TEOpeMH,
KoMIo3uIlja S, o §}, o §, pe/icTaB/ba HeKy OCHY pedJiekcHjy Sy K0joj je oca d ynpaBHa
Ha paBHHU 7. AKO POJIOPHY TA4YKy Te 0Ce ca paBHM 1T 03Ha4MMo ca D, 6uhe
ScoSpoSpA=8,0°(508,08,) =87°8:=8p.
]

Teopema 3.8.9: CpejjuinTa Jy>KH Koje ciiajajy ogropapajyhe Tauke HHAWPEKTHE
u3oMeTpujcke TpaHcpopManuje I npocropa E3 npunazajy jesHoj paBHu.
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Jlokas: Hekaje P € E3, P = J(P) u O cpepuiute ay»xu PP'.
C o63upom aa cy I U Sy MHAUPEKTHE U30METPHjCKe

X'a, TpaHcdopmanuje npocropa E3, komnosunuja S o J
[N | npejcTaB/ba JUPEKTHY U30METPUjCKY TpaHCcHopMaLyjy.
- " T N —{:.— ____ Y TOj AMpEKTHOj U30MEeTPHjCKOj TpaHCHOPMALHjH TaYKa
L v gl /P je uHBapujaHTHa, na npeMa /laaM6epoBoj TeopeMu
T ';:5-"%{—“-1\‘_ __/ Npe/icTaB/ba HEKY OCHY poTanujy Ry, ., IpH yemy je
g NN P ep.
H""—-—|-___\_‘*_a¥l\__ Heka je m paBaH ojpeheHa penauujama O Er u m L p.

Ako o6enexxuMo ca X 6MJ0 Kojy Tadky npocTtopa E3,
pa3IM4YUTy oJ TauKe P, u ca X’ Tauky TakBy aa je J(X) = X',6uhe cpegumite Y ayxu X X’
y PaBHM 7. 3auCTa, CTAaBUMO JiU Ja je Sp(X') = X” 6uhe R, ,(X) = X". 36or Tora
MeaMjasHa paBaH & ayxu X X” caapxu npaBy p. [IpaBa oapehena cpeaumtuma O u Y
ayxu X'’X” u X'X napasessa je ca ayxxu XX”, 1 mpeMa ToMe yrpaBHa Ha paBaH §, aKje
Y Ha npaBoj p C 6. 0xatie cieau pesauuja Y € m.
[

Jdedununmja3.8.2: PaBaH 7 Kojoj mNpumnagajy cpeauinTa AyXU oapeheHux

oArosapajyhvM TaukaMa MHMPEKTHE U30MeTpHjcKe TpaHcpopmanuje J nmpocropa E3
Ha3WBaMO OCHOBOM Te U30MeTpHjcKe TpaHcpopManuje.
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3.9. Tpancaanmja npoctopa E3

CeM ocCHUX poTalyja IOCTOjU joll jeAHA BpPCTA H30METHUjCKUX TpaHchopMaliyja
npocrtopa E3 koje ce Mory npeZicTBUTH Kao KOMIO3HIUja IBejy PaBaHCKUX pedJieKCcHja;
TO Cy T3B. TpaHcJaanuje npocropa E3.

Aedununmja3.9.1: Heka cy S, u Sy Be paBaHCKe pediiekcuje mpocTopa E3 xojuma cy

OCHOBE ¢ U [ ylpaBHe Ha HEKOj MpPaBoj S y ABeMa pa3HUM TaukaMa A U B u Heka je

A'=Sg(A). TlapasiesHMM NoMeparbeM WJIM TPaHC/IALMjOM IO MPaBoj S 3a OpjeHTHCaHy

ayx PP' c s wasuBamo TpaHcdopMaiujy IT_;: E3 — E3, opapebeny penanujom
PP

T = 808,.

pp’

U3 peduHHIMje MOXeMO H3BECTH Nap CBOjCTBA KOjUMa pacloJiaXy TpaHC/aluje
npocTtopa E3. C 003MpOM Ja je paBaHCKa pedJiekchja mpocTopa E? WHAWPEKTHA
M30MeTpHjcKka TpaHchopMalvja, KOMIO3UIMja /ABejy paBaHCKUX pedJiekcuja, mpema
TOMe U TpaHCJalMja TOT TMPOCTOpa, INpeAcTaB/ba [JUPEKTHY H30METPHjCKY
TpaHcpopmanujy. bynyhu npa je anp =0, komnosuuuja Sgo S, mnpeMa ToMe U
TpaHciaauuja J_, , mpocropa E® uema MHBapUjaHTHUX Ta4yaka. TpaHciaanuja T,

PP PP
npocTopa E? npeBoJu cBaky mnpaBy x || PP’ y Ty ucTy mpaBy, He Memajyhu meHy
opjeHTaLu;jy.

Teopema3.9.1: HsomeTrpujcka TpaHchopmanuja J mpocTopa E® npe/iCTaB/ba
TpaHCAaLUjy TOT IPOCTOPa aKKO Ce MOKe MPeJICTABUTH Kao KOMIIO3ULHja ABEjy pa3HUX
LeHTpa/JHUX pedJieKcHja TOr UCTOT MPOCTOpa.

Jokas: IlpeTnocTraBMMO Hajnpe Ja HM30MeTpujcka TpaHcdopMalyja mpocTopa E?

npejcTaB/ba HEKY TpaHcaauujy I, Tor npocTropa.
pp’
Ako obenexxumo ca Q cpexpuinte ayxu PP’, ca s npaBy oapeheny Tadykama P u P’, a ca

a U  paBHM yIpaBHe Ha NpaBoj s y Taukama P u Q, npumMeHoM Teopeme 3.6.1 Hasazumo
Aajeﬂ;_P; = 8g o8, =(Spo8s)0(S508,) =8p°Sp.
0O6paTHO, MPeTNOCTaBUMO Cajila Ja HU30MeTpHujcka TpaHchopmaiyja J mpoctopa E?
npejacTaB/ba KOMIIO3UIU]Y ABEjY Pa3HUX LieHTPaTHUX pedieKcHja; HeKa je HIIp.

J=5q°Sp.
Ako obeJsiexxuMo ca s npaBy ogpeheHy Taukama P u Q, ca a v f paBHH Koje cy y Taykama
P u Q ynpaBHe Ha mpaBoj s U ca P’ Tauky TakBy jAa je Sz(P) = P’, npuMeHOM Teopeme
3.6.1 HanasuMo laje Sy o Sp = (Spo8;) 0 (S;08,) = Spode=T_,.

PP

[ ]
Teopema3.9.2: Ckyn T KOju ce cacTOju W3 UJIeHTUYHe TpaHchopMalidje U CBUX

TpaHCAaluja HpocTtopa E® npejcraB/ba noAarpyny rpyne G(I*) cBuUX JUPEKTHHX
HM30METPHUjCKUX TpaHcopMaliyja TOT UCTOT MPOCTOpa.
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Jlokas: O6esnexxumo ca J_, u J_, 6uso Koje Be TpaHcaanuje u3 ckyna J'. Ako je E
AB cD

TaykKa Koja y TpaHcaauuju J_, oaroBapa Tayku B, umamo faje I, = J, . Ako cy M u
CD CD BE

N cpeaumita ayxu AB u BE, a M’ Tauka cumeTpudHa Taykd M y oHOCY Ha Tauky N,
o6uhe

T 0 , =T 0T ,=8yoSgoSgoSy=8SyeSy=T_€T.
CD AB BE AB N B B M N M MM’
Ha Taj HauuH KoMmmo3ulMja cBake JiBe TpaHcpopmauuje u3 ckyna J mnpejcraB/ba

Takobhe TpaHcpopMayujy u3 ckyna 7.

Axo je ﬂ;_é Npou3BOJ/bHA TpaHcPopManuja U3 ckyna I u R cpeauurte gyxu PQ, nmamo
ﬂajeT;_; = (SQ OSR)_l = SROSQ = TQ_P) eET.
36or Tora MHBep3Ha TpaHchopMmauMja 6uU0 Koje TpaHchopmauuje u3 ckynaJ
npejcTaB/ba Takohe TpaHcpopMalujy U3 TOT CKyTa.
C 063upoM Ja TpaHchopMaluje U3 ckyna I npejcTaB/ba ejeMeHTe u3 rpyne G(I1), us
Jl0Ka3aHUX CBOjCTaBa cJeAu Aa ckyn J npefcTaB/ba NOATPYIY Te FpyIe.

[

Jdedununuja3.9.2: [pyny ycTaHOB/bEHY OBOM TeOpPEMOM HAa3HWBAMO TIpynoM
TpaHcaanuja npocropa EX u cumboanuky o6enesxxasamo ca G (7).

Teopema3.9.3: 'pyny TpaHciaauuja G(J) mnpocropa E? je KOMyTaTHBHA; APYyrUM
peyrMa, 3a cBake iBe TpaHcaanuje I_, u J_, mpocTtopa E® Baxu penanuja
AB CD

J 0T =T _,07_,.
CD 4B AB  CD

Jlokas: Heka je E Tauka Koja y TpaHciaauuju J., paBau E3 oxrosapa Tauku B. [lpema
CD

paHuje u3BeZieHOj TeopeMH uUMaMo Jga je J_, =T ,. Ako oGenexxumo ca M uN
CD BE

cpepuiuTe Ayku AB v BE, npuMeHoM TeopeMe3.9.1 HasaszuMo Ja je
T_>°T_> =T_,°T_, =5N°SB°SB OSM :‘SNO‘SMI
AB

CD AB BE

T_)OT_>=T_>°T_>=SB°5M°5NOSB.
BE

AB CD AB
[Ipema paHUje J0Ka3aHOj TEOPEMH, KOMIIO3ULMja Sp © Sy © Sy NpecTaB/ba LEHTPAJIHY
pedJiiekcujy, AakJe UHBOJYIMOHY TpaHchopmanujy. CTora KBajpaT Te KOMIIO3UIUje
npesicTaB/ba KOUHIW/IEHIIH]y, HAUMe Guhe
SBOSMOSNOSBOSMOSN = E, Tj. SBOSMOSNOSB =5N05M'

M3 oBe 1 npeTxoiHe /Be jegHAKOCTH ceau najed _ o T _ =T o T .
CD AB AB CD

Teopema3.9.4: Ako je 7_, TpaHcaanuja u J 6uJ10 Koja usomeTpujcka TpaHchopmaiuja
MN

npocropa E3 , 3atuMm M’ u N' Tauke Koje y M30oMeTpHju J 0AroBapajy peclneKTHUBHO
Taykama M u N, TaJia Baxku peJianyja
JoT ,od ' =T_,.
MN

M'N'

Jloka3: Ako obesiexxMMO ca [ paBaH Koja je y Taykd M ynpaBHa Ha npaBy MN u ca v
Me/idjaJIHy paBaH ayxu MN, 6uhe Tm =8y,°98,.
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AKo 3aTUM 06eJIeKUMO ca (' ¥ v’ paBHHU Koje y U30MeTpHju J oAroBapajy pecrneKTHBHO
paBHHMMa uuv, 6uhe paBan u' y Tauku M’ ynpaBHa Ha npaBy M'N’, a paBan v’
Me/iMjajiHa paBaH ayxu M'N’, na je
JoT o7 =00(8,08,)01 =T0(S, 07 0T08,)or
=Jo8,09o(JoS,0T)=8 08, =T__.
M'N’
[ |

Teopema3.9.5 : Tpancianuja T, u paBaHcka pedusiekcuja S, nmpoctopa E3 cy gse
MN

KOMyTaTHBHe TpaHcdopMalMje ako U caMo ako je npaBa MN mnapaJjiesiHa ca paBHU T,
HauMe buhe S, 0T _, =T _,0o§5, & MN | m.
MN MN

Jokas: [IpeTnocTaBUMO NpPBO Aa je S, © TWV = Tm oS, Tj. Spo TM_,N oS, = TWV

Axo o6enexxumMo ca M'u N' Tauyke Koje y paBaHCKOj pedJieKCHjU S, oJroBapajy
pecneKTUBHO TaykaMa M U N, npeMa NpeTxo[4HOj TEOpeEMH UMaMo Ja je
SpoT o8, =T __,.
MN

M'N’

W3 oBe W mpeTxo/He jefIHaKOCTH ciaeau faje T, =T __,, maje MN = M'N’, mto je
MN MN

Moryhe camo y ciay4ajy kaja je MN || m.
0O6paTHo, npeTnocTaBuMo Jia je MN | .
Axko o6enexxumMo ca M'u N' Tauke Koje y paBaHCKOj pedJieKCHju S, oJroBapajy

pecnieKTUBHO Tadykama M u N, 6uhe opjeHTHcaHe AyXKH MN u M'N’ nojyJlapHe

rucrtocMepHe, naje J_, = I __,. [la npuMeHOM IPETXOJHE TEOpPEME UMaMO Jia je
N o

SpoT =8,0T o808, =T oS =T_ 08,

MN MN

Teopema3.9.5 : Tpancnauuja J_, U ocHa potaunuja R, mpocTopa E3cy pnBe
MN

KOMyTaTHBHe TpaHcopMaluje ako U caMo ako cy mpaBe s U MN meby cobom

napasiesiHe, Haume 6uhe R; , o T _, =T __oR., © MN | s.
’ MN MN ’

Jokas: [IpeTnocTaBuMO Hajope Ja je
: -1
RewoTl =T oR;(yTj.RspoT LoR( =T
S,W m m S, ] S,W m S, m
Axo oGesexxuMo ca M' u N' Tauke Koje y ocHOj poTanuju R, OAr0oBapajy peceKTHBHO

. . -1
TaykaMa M u N, npema 1no3HaToj TeopeMu uMamo aje Ry, 0T _, o R, =T _,.
MN MN
. - - -
M3 oBe u npeTxoaHe jenHakocTH cieau gaje J_, = J_, ma cy opjeHTHCaHe ay»xu MN
MN N7
i I . 1\/{ N
1 M'N' jeqHake U UCTOBeTHe, IITO je Moryhe camo ako je MN || s .
O6paTHo, npeTnocTaBUMoO caj Aaje MN || s.
Ako o6enexxumo ca M' v N' Tauke Koje y ocHOj poTanuju R, 0AroBapajy pecneKTUBHO

Taukama M u N, 6uhe opjeHTHCaHe AYyXHU MN u M'N’ Meby coboMm noaynapHe u

HCTOCMEPHE, I1Ia je T_> = T_> Crtora INPUMEHOM II03HATE TeopeMe HaJIa3NMMO JJa je
MN M'N'
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3.10. Kimm3ajyha pedaekcuja npocropa E3

Y mnpeTXoAHUM H3JaratbhMa IpoydyaBaHe Cy C€aMO HWHJIWPEKTHE U30MeTpHjCKe
Tpa"cdopManuje npocropa E3 Koje noceyjy jejHy WM BUIIEe HHBAPUjaHTHHUX TadaKa.
llpoyyaBamy HWHIUPEKTHMX H30METPHjCKMX TpaHcopmanuja mnpocropa E3 koje
YONILITE HeMajy HWHBAapHWjaHTHUX Tayaka NPeTXoAu YyBobhewe crnenudryHe BpCTe
M30MeTpHUjCKUX TpaHcPopMallMja TOr INPOCTOpPa; TO Cy T3B. Kau3ajyhe pediekcuje
npocropa E3.

Aedununuja3.10.1: Kmusajyhom win TpaHciaTopHoM pedaekcujom ..,

pp’

npocropa E3 Ha3MBaMO KOMIO3HWIMjOM CacTaB/beHy M3 TpaHcaanuje J_, U paBaHCKe
pp’

peduekcuje S, K0joj ocHOBa T cajp:ku npasBy PP’. C o63upoM Ha pesauujy PP' cm

MOXeMO nucaTu faje  Gp_, =8, oJ_, =T ,o&,
pp’ pp’ pp’
PaBaH m Ha3uBaMoO OCHOBOM, OpjeHTHCAaHy npaBy PP’ Haz3uBaMo ocoM, a OpjeHTHCaHy
Ayx PP’ HasuBaMo TpaHc/1aLlMOHOM Ay>Ku Kau3ajyhe pedaekcuje G, .
pp’

W3 nedunuuuje cnenu ja je xkausajyha pedaexcuja G, mpocropa E3 jeqHO3HA4HO
pp’

oapebeHa ako je 3amaTta ocHoBa m W TpaHciaanuoHna ayx PP’. C o63upom jga je

TpaHcaanMja mnpocropa E3  gupexkTHa, a paBaHcka pedJeKcHja MHMpPEeKTHa

HM30MeTpHjCKa TpaHchopMallyja, OHJA je U Kiau3ajyha pedJiekcHja, Kao KOMITO3UIHja

NpeTXOoAHUX, UHAUPEKTHA U30METPHjCKa TpaHchopmalyja.

Knuszajyha pedaekcuja gm_; HeMa MHBapUjaHTHUX Ta4yaKa, aju mnocejiyje 6eCKOHaA4YHO
PP

MHOrO MHBapHjaHTHUX MpaBux (TO Ccy T1npaBe Koje NpUNaAAjy paBHHU
T a napaJiesiHe cy ca ocoM PP’); nocezyje camo ABe MHBapujaTHe paBHU (TO je OCHOBA T
Y T3B. IPOTHBOCHOBA 0 KOja caJip>ky npaBy PP’ a ynpaBHa je Ha paBaH 7).

Teopema3.10.1 : Ako MHJMpEKTHa M30MeTpujcka TpaHcdopmanuja J npocropa E3
HeMa MHBapHjaHTHUX TavyakKa, OHa Npe/cTaB/ba Kausajyhy pediekcujy.

Jlokas: Heka je X npousBo/bHa Tauka npocropa E3 u X' = 7(X). Ako o6esnexumo ca m;
MeJWjaJiHy paBaH Ayxxku XX', Tajza KoMmo3uLuja S,TI oJ nmpeacTaB/ba AUPEKTHY
H30MeTpHjcKy TpaHcdopManujy ca MHBapujaHTHOM TaukoM X. [Ipema [lasam6epoBoj
TeOpeMHU TaKBa TpaHCPOpMalyja NpeJCcTaB/ba KOMHLIM/EHLU)Y UK OCHY poTauujy R,
KO0joj oca s cajpxu Tauky X. He Moxke mpejcTaB/baTH KOUHIUJEHIH]y, jep OU U3
penanyje Sp oJ =& cnenuna penaumja J =38, Te 6u usomerpuja J umana
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MHBAapUJaHTHUX Tayaka, WITO je CympoTHO mpetnocraByu. Ctora je 8, °oJ =R, , , u
npematoMe J = &y ° Ry, .
[Ipy ToMe je sNm; =@, jep 6U y MNPOTUBHOM wu3oMeTpHja J mocenoBasa
VHBAapUjaHTHUX Tadaka, LITO je MPeTINOCTaBKOM HCK/bydeHo. ObesieXXUMO ca 7, U
T3 paBHU ofipebene penauujama R, = 87,08, U M, LT3, a ca m; U T, paBHU
. _ i . ! l
oxpebene penauujamMa Sy, © Sy, = 571'1 ° 571'2 U 1y L w3 [lpu ToMe je my,m3 Ly U
Ty, N T3 = @, Te KOMIO3HUIUje Sﬂrz °o Sn; npe/CTaB/bajy HEKY TpaHcaauujy J_, Kojoj je
pp’
oca PP’ mapasiesiHa ca paBHH 17. 360T TOra je
J=06r,°Rs4 =3x, ©Sz, °Sn, =5ﬂ'1 0511’2 057_['3 :577,1 °oT_, =gn'1;_z .
PP PP
[

Teopema3.10.2 : Ako je G, kau3ajyha peduiekcuja npocropa E3 u q npaBa koja je y
pp’

cpeauiuty Q ngyxu PP’ ynpaBHa Ha paBaH 7, Tafaje G, = Sq08p = Spr o §,.
pp'

Jlokas: Kopucrehu gedununujy kausajyhe pedaexcuje npocropa E3, Hanasumo ja je
gﬂ-';—,) :57_[ oT_; = ,ST[OSQ OSP =Sq OSP;
PP PP
Gr,—, = T 08 =8pro8y08, =8pr0§,.

pp’ pp’
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3.11. 3aBojHO KpeTame npocropa E3

Y mpeTxXoAHUM H3JlarakbvMa pasMaTpaHe Cy TPU BPCTe AUPEKTHUX HU30METPHUjCKHUX
TpaHcopManuja npoctopa E3 (KOMHIM/JEHIMja, OCHA poTalyja ¥ TpaHC/Ialuja).
MuHuMaJiHa CUMeTpPUjCKa pelpe3eHTalUja CBaKe O, BbUX cacTojasia ce U3 caMo JBejy
paBaHCKHMX pediiekcuja. [JUpeKTHe H30MeTpujcKe TpaHcdopManuje mnpocropa E3
KOjUMa Ce MHUHHMaJIHe CHMEeTpPHjCKe pellpe3eHTalHje CcacTOje U3 YeTUPU paBaHCKe
pediaekcuje o caja HuUCY pa3MaTpaHe. [IpoyyaBalkby TaKBUX H30METPUjCKUX
TpaHcdopMalyja NpeTXoAHu yBohewe cnequPHUIHUX BpCTa U30METpHja T3B. 3aBOJHUX
KpeTama npocropa E3.

Aepununuja3.11.1: 3aBojHMM WM XEJUKOWJHHUM KpeTamweMm Z_,, mnpocropa E3
pp"

Ha3MBaMO KOMIIO3UILHjy cacTaB/beHY U3 TpaHcaauuje J_, U ocHe poTauuje Rppr,,
pp’ ’

Tor npoctopa. Ha taj HaunH umamo paje 2, , = Rppr,, o T, =T _, 0 Rppr,

pp" ’ pp’ pp’ ’
OpjenTucany mnpaBy PP’ HaszuBamMo ocoM, a opjeHTHcaHy nayx PP’ HasuBamo
TPAHCJALMOHOM Jy:KH, a OPjeHTHCAaHU yrao w Ha3MBaMO YIJIOM 3aBOjHOI KpeTama

Z_;,w. CnenyjasHo, ako je yrao w ONpy»KeH, 3aBOjHO KpeTakwe Ha3MBaMO 3aBOjHUM
PP

M0JIyOOpPTAEM.

U3 neduHunMje HemocpeJHO cJejlyje /a je 3aBOjHO KpeTambe Z_;,w npocropa E3
PP

jenHo3HayHO ojapeheHo TpaHcaauuoHoMm Ayxu PP’ u yriom w. Byayhu pga cy
TpaHcJ/Ialja ¥ OCHa poTaiuja npoctopa E3 aupekTHe nu3oMeTpujcke TpaHchopMmaruje,
Y bUX0BAa KOMIIO3UIlMja, IpeMa TOMe M 3aBOjHO KpeTawe INpescTaB/ba AUPEKTHY
M30MeTpUjCcKy TpaHchopManujy npoctopa E3.

Teopema3.11.1: 3aBojHO KpeTame Z_;,w npocropa E3 Moxe ce mpeacTaBUTH Kao
PP
KOMII03UI[H]ja JIBejy OCHUX pedJieKcHja TOT NpocTopa; oce TUX pedJiekcuja Mehy cobom

Cy MUMOHUJIa3HE.

Jlokas: Ako o6eJsiexkMMO ca npaBy ojpeheHy Taukama P u P’, a ca my,m, ¥ 04,0, paBHUH

TaKBe /ia je f];_P; =85,°8, u Rg, =3850°8, 6uheny,m, Ls no; No, =s,naje
oy L m v oy L my.CTaBuUMO /14 A je 04 N Ty = Sq U 0 N Ty = Sy, HAJIA3MMO Ja je

Z =T 0R =S, 080, 084,085 = 81,085,087 054, = S, 05, ®

pp’ PP
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Teopema3.11.2: Komnosunuja J cacraB/beHa U3 [JBejy OcHUX pediekcuja
Sp U 84 npocTopa E3, KojuMa Ccy oce p ¥ ¢ MUMOUJIa3He, IIpe/ICTaB/ba 3aBOjHO KpeTame.

Y
il

Joxka3: C 063MpoM Jia cy IpaBe p U ¢ MUMOUJIa3He MOCTOjU je JUHCTBEHA [IpaBa S Koja ux
cedye noJ, npaBuM yrjioM. Heka je P=pNs u Q = g N's. Ako ob6enexuMo ca mq U T,
paBHU yNnpaBHe Ha NMpaBoj S y Taukama P u Q, a ca 0; 1 0, paBHU O] KOjUX je IpBa
oApebheHa nmpaBaMa p u S, a Apyra ojpebeHa npaBaMa q u s, UMaMo J4a je o, NT; =P

,0, N, =q,U0y N0, =SHU 0q,0, L my,m,.Crora je
1=8p08=385,°8, °S5,°Sn =S5,°S4,°Sn,°Sm,

Byayhu ga cy paBHM 7, U T, yIpaBHe Ha MpaBoj S y JiBeMa pa3HUM Taykama P u Q,
KOMINO3UlHja Sy, © Sp, TpeAcTaB/ba Tpaucaauujy J_, rae je P’ = S, (P). Kako je
pp’

1
oy N0y, =S, AMaMo Ja je 502 0501 = Rs, ,» TA€ je w OpjeHTHCaHU yrao ojpehen
paBHMMaA 0; U 0,. [Ipu ToM ce oca TpaHcaauuje J_, mokJjamna ca 0OCOM OCHe poTauuje
pp’

Rspmnaje I =Rs,0T ,=2_,,.
pp’ pp’
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3.12. Knacudpukanuja u3oMeTpUjCKUX TpaHCPopManHja
npocropa E3

Y npeTxoHUM IOT/IaB/bUMa Pa3MaTpPaJH CMO BHILE PA3/UIUTUX BPCTA U30METPUjCKUX
TpaHchopmanuja npocrtopa E3. TIpupojgHO ce MOCTaB/ba NMUTAKE Ja JU Cy HbHUMa
obyxBaheHe cBe mocTojehe BpcTe HM30MeTpHUjCKUX TpaHcpopMalyja TOr MPOCTOPA.
OproBop Ha TO mUTawe Jahy y HapeJHe JBe TeOopeMe KOjuUMa ce U3BOJe
KilacuduKanyje pPeCcneKTUBHO JUPEKTHUX W HHJUPEKTHUX  H30METPHjCKUX
Tpanchopmaiuja.

Teopema3.12.1: (M. Lllan, 1830) CBaka aupeKkTHa U30MeTpHUjcKa TpaHchopmaruja J
npocropa E3 npezcraB/ba KOMHIM/AEHIIM]Y, TPAaHCIALH]y, OCHY POTaliKjy WK 3aBOjHO
KpeTame.

Jlokas: C 063upoM fga je J AMpeKTHa M30MeTpMjcKa TpaHcdopManuja mpocrtopa E3,
npeMa paHHje JJ0Ka3aHOj TEOPEMHU OHA Ce MOXKe IMPeACTaBUTH Y 06JIMKY KOMIIO3UI[Hje
JB€jy OCHUX CUMEeTpHja TOT MPOCTOpa: HeKa je HOp. J = 8§, o §p.
Y 3aBuUCHOCTU 0J, TOra KaKaB je y3ajaMHU II0JIOKA] O0Ca M KU NTUX CUMETPH]a,
pasJinKyjeMo cieziehe 4eTUPU MOTYhHOCTH
1. Axko cy oce m u n ucroBeTHe. Tajla U3 NHBOJYTUBHOCTU OCHe pedJieKcHje
npoctopa E3 HenmocpesiHo 3aKk/bydyjeMo sia M30MeTpujcka TpaHcdopMaruja J
npocropa E3 npescras/ba KOMHIMAEHIH]Y, Tj. faje J = 8, 0 S, = E.

2. Ako cy oce m u n aBe pa3He Mehy coboMm mapasjiesiHe NpaBe, OHE CY
KOMILJIaHapHe Tj. cajip>kaHe Y HeKoj paBHU 1. O6GesieXXMMO ca [ UV PaBHU
oapebeHe penauvjaMma mculm u ncuv Llmw. Byayhu ga paBHM puv
yIpaBHe Ha paBHU CEKY paBaH T 0 paBaMa m U n, 6uhe

J=8,08m=(Sy°8)0(8;08,)=8,°8,
Kako cy paBHY y MV ynpaBHe HapaBaH T,allpaBem = UNT U N =V NT
Mehy co6oM pasaMunTe U napaJiesiHe, 6uhe yu u v aBe pa3dHe mehy co6om
napasieJiHe paBHH, Te€ KOMIO3HUIHja &, © S, NPe/iCTaB/ba HEKY TPaHCIALHU]Y

T_, npoctopa E3, naume 6uhe 7 = 7, .
MN MN

3. Axo cy oce m u n ocHuxX pedJiekcuja S,, US, CeKy y HEKOj Tayku S, oHe
oapebyjy Heky paBaH m. 06esiexKMMO ca [ UV paBHU ojipeheHe pesanujama
mculm uncvln Bynyhu ga paBHU p M v UylipaBHe HA PaBHU T CEKY
paBaH 1o npaBamMa m u n, 6uhe

J=8,08m=(Sy°8)0(8;08,)=8,°8,
Kako paBHU y MV ceKy paBaH T 110 iBeMa pa3HUM [paBaMa m U n, OHe Cy
passnuuTe Mehy coboM. Tauka S mpumnaza cBakoj oJf NIpaBUX m U n Koje ce
HaJla3e pecleKTUBHO Yy paBHUMa UV, naje S € u u S € v. Ha Taj HauwuH,
JiIBe pa3He paBHU U UV UMAjy 3ajeJHUUYKY TAauKy S, IpeMa ToMe CeKy ce IO
HEeKoj MpaBoj s Koja caapxu Ta4dkyS. (CrTora KoMmmosuuuja S,°35,
npe/cTaB/ba HEKY OCHY poTanujy R, ,, npocTtopa E3, naume 6uhe J = Rsw -
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4. llpernocraBUMO caja Ja Cy NpaBe m U n MuUMouaasHe. [Ipema nosHaroj
TeopeMHU, IIOCTOjH jeJUHCTBEHA IpaBa S Koja ceye MUMOUJIA3He NIpaBe m U n
noj, npaBuM yrioBuMa. Hekaje M =snNmu N = s Nn.Ako obesnexumo ca
T, U T, paBHU yIpaBHE Ha MpaBoj S y Taukama M u N, a ca 0; Y 0, paBHH O],
KOjux je mpBa oJipeheHa mpaBamMa mu s, a Jpyra ojJipeheHa npaBama n u s,
UMaMo Jaje oy, Nmy =m,0, N, =N, U 0, N0, =SU 04,0, L my,m,. CTora
je

I=8,08, =38, OSRZ 08508y, =85,°85 °8,,°8y,
Bynyhu fa cy paBHU T4 ¥ T, yIpPaBHE HA PABOj S y IBEMA pa3HUM Taykama M
u N, koMIosuiuja Snz ° Snl npe/cTaB/ba TpaHCAALU]Y TW r/e je

M' = §,,(M). Kaxko je 0, N 0, = s, uMaMo Aa je S,, © S, = R, , TAeje
OpjeHTHCaHH yrao oJpeheH paBHUMa d; U d,. [Ipu Tome ce oca MM’

TpaHcaanyje J__, MoKJana ca oCcoM S OCHe poTauuje R ), T€ KOMIIO3UIHja
MM’

THUX ZiBejy TpaHcpopMalHja y 610 KojeM peay MpecTaB/ba 3aBOjHO KpeTamhe

Z__,,,Haume 6buhe J=R;,0T_,=2_, , .
MM’ MM’ MM’
]

Teopema3.12.2: CBaka MHAMpEKTHa M30MeTpHjcka TpaHcdopManuja J mpocropa E3
npeJicTaB/ba paBaHCKY, OCHOPOTALMOHY WJIH K/au3ajyhy pediiekcujy.

Jlokas: C 063upoM ja je J uHAMpPeKTHA U € JUPEKTHA U30MeTPHUjCKa TpaHchopMallnja,
uMamo a je J # &, Te nocroju Tauka X € E3 takamajeI(X) =X'u X = X'.
Axo obenexumo ca 1; MeaujaJHy paBaH Ayxu XX', Taja KoOMIO3HIHja Sp, 07
npeJicTaB/ba AUPEKTHY U30METPUjCKY TpaHCcHopMalUjy ca MHBAPUjaHTHOM TayKoM X.
[Ipema panuje noka3zaHoj /lajjaMm6epoBoj TeopeMHu, TakBa TpaHcpopMaliyja nmpeJcTaB/ba
KOMHLUJEHLHjy € WIM HEKY OCHy poTauujy R, K0joj oca s caJpxW HHBapHjaHTHY
Tayky X.
Ako je Sy ©J = & HenocpeAHO 3akbydyjeMo Ja je J =S, Tj. Ja U30MeTpHUjcKa
TpaHcdopMalivja npescTaB/ba paBaHCKY pedJieKcHjy.
Ako je Snl °©J =R, , uMamo Ja je J =38, oR,,. Obenexumo ca T, ¥ T3 PaBHU
onpebene penanujama R, =Sy, °8y, U T, L7y, a ca m; U T, paBHU oapehene
pesanujama Sy © Sy, = Sn'l o Sﬂrz Uy L mg. Y TOM ciydajy Hasla3uMo Jia je
J=38z, 2R =87,°87,°3, = Sn'l o ‘Sn'z ° S,

PaBaH 1, U TT3 pa3Ju4yuTe cy Mehy co60M U ynpaBHe Ha paBaH 7y , T€ KOMIIO3HUI[Hja
Sn'z ° 8, IPeJiCTaB/ba HEKY OCHY poTanujy R; g K0joj je oca t ynpaBHa Ha paBHU ] WA
HEeKy TpaHCcaauujy Tﬁfv K0joj je oca MN mapasiesiHa ca paBHH ;. CTora je

J= 5n'1 oRig = ‘ar'l;t,G

J= SﬁlOTME::g

nin

Ta;—
3 uN
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U3oMeTpujcke TpaHchopMaLvje eyKInACKe npocTopa E>

4 N

JlvupekTHe WUHpupekTHe
M30MeTpUjcKe TpaHchopMalyje M30MeTpHUjcKe TpaHcpopMaliyje
Kounu - Tpancna- OcHe 3aBojHa PaBancka OcHopoTta- Kiuzajyha
JeHLiMja L[uja poTainuje KpeTamwa pedJiekcrdja 1HMOHA pedJiiekcuja

pediekcuja

OcHe cuMeTpHje peJla n CBPCTaHe CY Y 0BOj Kiacupukanuju mehy ocHe poTaiiyje.
OcHopoTanuoHe cumeTpuje pejia n (Mehy Kojuma cy Hasa3u U HeHTpaJiHa pedeKcyja
NpoCTOpa) CBpPCTaHe cy y 0Boj kiaacudukauuju meby ocHoporamuoHe pedJiekcuje
npocTtopa.
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3.13. CumeTpHuje 1uKoBa y npocropy E3

HsomeTpujcke TpaHcdopManuje mnpocrtopa E3 omoryhyjy ga y ToM mpocTopy
MU3rpaluMo reOMeTpPHUjCKy TEOPH]Yy CUMeTpHja.

Jebununuja3.13.1: Cumerpujom samxa @ y npocropy E3 HasuBamMo cBaky
HU30MeTPHUjCKy TpaHchopmalujy J y mpocTopy TakBy Aaje J(P) = &.

Ckyn cBuMxX cuMmeTpuja quka ® c E3  o6pasyje rpyny. Ty rpyny HasuBaMo TpyIom
cumeTrpuja suka ® U cumbosnuku obesiexkaBamo ca G(Jp) . Bpoj enemenara rpymne
G (J9) HA3UBAMO peJIOM Te IpyIIe.

WUjenTryHa TpancdopMalyja Kao cnenrduiHa u3oMeTpuja npocropa E3 mpejcrasiba
CUMETPHUjy CBAKOTI JIMKa P y TOM npocTopy.

Axo je peg rpyne G (Jg) jeAHAK jeIMHUIY, TUK @ HA3WUBAMO aCUMETPUYHHUM; aKo je pe/
rpyne Behu of jenaH, 1Mk @ Ha3MBaMO CUMETPUYHH.

C o063upoM Ha OpjeHTaAlHjy, pa3UKyjeMO JOUPEKTHE CHUMETpPHje KOje He Meajy
OpjeHTalMjy NpoCTOpa U UHAUPEKTHE KOje MeHajy lberoBy OpjeHTaLujy.

CKyn JMpeKTHUX CUMeTpHja HeKor iuka ® C E3 mpejcrassba noarpyny rpymne G(Jq);
Ty NOATPYINy Ha3WBaMO IpynoM AUPEKTHUX cUMeTpHja Jivnka @, U CUMOOJUYKU je
o3Ha4aBaMmo ca G (J3).

C 063upoM Ja pas/iuKyjeMO ceJlaM BpCTa U30MeTpHUjCKUX TpaHcdopMaluja npoctopa
E3, pasiMKyjeMOo M ceZlaM BpCTa CUMeTpHja JIMKOBa y TOM MpPOCTOPY, TO Cy:
KOUHLUJIEHI[W]ja, paBaHCKa CUMeTpHja, OCHA CUMeETpHja pela n, OCHOPOTALUOHA
CMMeTpHja pejla n, TpaHCJIAIlMOHA CUMeTpuja, kiu3ajyha cuMeTpuja, 3aBojHA
cuMeTpHja.

Teopema3.13.1: YkynaH 6poj cuMmeTpuja mpaBHJIHOT moauenpa ® y npocropy E3
jelHaK je ABOCTPYKOM OpOjy HeroBHX MBUYHHUX YIJI0BAa OJHOCHO 4YE€TBOPOCTPYKOM
Opojy mWeroBuUx HMBMIA. JeJIHY INOJIOBUHY TUX CHMeTpHja 4YMHE JUPEKTHe, a ApPYry
MOJIOBMHY YMHE UHAUPEKTHE U30MeTpHjcKe TpaHchopMalyje.

Jokas: Ako o6enexxumo ca A,B,C u A’,B’,C’ 1Be Tpojke y3aCTONHUX TE€MeEHA jeJlHE UCTe
WJIHU JBejy pa3HUX M/bOCHU mnoJsuegpa ® u ca O cpeguuite Tor noJsuenpa, 6uhe
yeTBopKe Tayaka 0,A,B,C u 0,A’,B’,C’ HekoMmITaHapHe. llITa BUllle Baxke peJialiyje
(0,A,B,C) =(0,A,B,C)u(0,AB,C) =(0,C,B,A)
Crora mocroje ABe U30MeTpujcke TpaHchopManuje npocropa E3, obenexumo ux ca J; u
J,, on kojux npeBoau Tauke 0, A, B, C pecnekTuBHO y Tauke O, A, B’, C’, a fipyra npeBoju
tauke 0, A, B, C pecniektuBHO y Tauke O,C’, B, A’
Byayhu pa cy Terpaeapu OAB'C u  OCBA cynpoTHO OpjeHTHCaHH, jefjHA Of
M30MeTpHUjcKUX TpaHcopManja J; u J, je AMpeKTHaA a Apyra MHAUpeKTHA. Huje Tewko
Jl0Ka3aTH Jja CBaKa 0Ji U30MeTPHUjCKUX TpaHcPopMauuja J; u J, npeAcTaB/ba CHMETPU]Y
nosueznpa ® 1j. gaje J,(®) = dul,(d) = o.
3aucra y Tpancpopmanuju J; mbocHu (ABC...H) oarosapa nsbocan (A'B’C’...H’). Uctum
pacybuBamweM 3ak/bydyyjeMO Ja y HM30MeTpUju J; HapeJHUM CyCeJHUM IJ/bOCHaMa
o/iroBapajy HapeJiHe cycefHe IJbocHU. HacTtaBsbajyhu oBaj mocTymnak, Hajga3uMo Jia je
J,(®) = ®. Ha uctu HayuH go6ujama ga je J,(®) = & . OBUM CMO JOKasaiu jaa y
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CBAaKOM MBUYHOM yTJy noJyvespa ® ofaroeapajy /iBe pasHe CUMeTpHje TOT NMOJUeAPaA OF,
KOjUX je jefHa AUPEKTHa a Apyra uHaupekTHa. CTora je yKynaH 6poj CBUX CUMeTpHja
nosvespa ¢ jeaHak [JBOCTPYKOM OpoOjy HeroBUX HBHUYHHUX YIJIOB3, OJHOCHO
4YeTBOPOCTPYKOM 6pojy meroBux uBuna. CeM Tora, jeJlHy MOJIOBUHY THX CHUMeTpHja
YUHe JIUPEKTHeE a J[PpyTy N0JIOBUHY YMHE UH/MPEKTHE U30METPHjCcKe TpaHchopMalyje.

[ ]
Ako npaBuisiaH nosavenap @ vMat TeMeHa, | UBHLA, p IJbOCHU U aKO CBaKa IJbOCaH MMa
m CTpaHMULA a CBAaKW porab N MBULA, U3 Jj0Ka3aHe TeopeMe HeloCpeJHO 3aK/by4yjeMo
Ja ce pef rpyne Gq(P) cumerpuja u pep rpyne Gy+(P) poranuja TOr mpaBUJIHOT
noJiMe/ipa MOT'y U3pa3uTH ciefiehuM jeiHaKOCTUMa:
pen G;(P)=2 pen G4+ (P) =2mp =2nt = 4i.

H3BegeHa cBojcTBa oMoryhyjy fAa ¢ o063upoM Ha MocTtojehe BpCTe MNpPaBUJIHUX
nosiMeziapa caiuHuMo ciaefehy Tabesy

Bpcra nosiuegpa ® pex pea G4+ (P)
G1(P)
| 1 | [IpaBuJIaH TeTpaesap 24 12
| 2 | [lpaBuJ1aH xekcaejap 48 24
| 3 | [IpaBu1aH oKTaejap 48 24
| 4 | ITpaBuJiad gojeKaeap 120 60
5 | [lpaBuJiaH ukocaeznap 120 60

A
@@@

OBHM CMO caMO YCTaHOBWJIM KOJIMKH je peJl Tpyle CUMeTpUja U pej rpyle poranuja
cBakor oJ; nocrojehux met BpcTa MpaBUJHUX MoJsuefapa. [IpupoJHO je MOCTaBUTHU
NHUTakbe KOjUM BpCTaMa CUMeTpHja pacIioyiaxy rpyre.
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4. 'pyne u3oMeTpHUjCKUX TpaHCPopMaLmja

4.1. Kperamwe NpaBU/IHUX NMOJIMTOHA Y PAaBHU

BesivKy ¥ BeoMa 3HauyajHy KJacy pa3HOBPCHHUX KOHAYHUX U OECKOHAYHUX Trpyla YuHe
rpyie ,KpeTamwa“ (rpyne KOHIpyeHIMja) reoMeTpHjCKUX GUrypa.

Jdedununuja4.1.1: KperameM U/IM KOHIPYETHHUM  [peciMKaBalmbeM JaTe
reomeTtpujcke purype ® Has3uBa ce TAaKBO NpeMelITawewe purype @ (y npoctopy uiu
paBHHU) KojoM ce ¢urypa P npeBoau y camy cebe, Tj. Ta ¢puUrypa npecjivukaBa Ha camy
cebe.

HajnpocTuje rpyne kpeTtamwa Cy rpylie poTanyja NpaBUJIHUX [ToJMeapa.

IIpumep1: IlocmaTpajmMo cBe Moryhe poTaiuje TPaBUJIHOT TPOYTJa OKO H€roBOT
neHtpa O. I[Ipu Tome hemMo cMaTpaTu Jia ce ABe poTalyje MOKJANajy ako ce jefHa OZ,
Jpyre pasyuKyje 3a 11eo 6poj ob6pTaja Tj. 3a 2km, k=0, +1,+2, ....

C

Jlako ce BUAM Ja ce of cBUX Moryhux poTanuja camo ca TpuMa

poTalMjamMa NMpaBUJIaH TPOYrao MpeBOoAH Y cebe a TO Cy poTaldje

21T 41 . ..
3a ?, ? M TaKO3BaHa HYyJla pOoTalid]a, IIPpHU KO]JO] CBA TEME€HA U CBe

CTpaHMIle TOr TpOyrJa OCTajy Ha cBOM Mecty. [IpBa poranuja
npeBoau TeMe A y Teme B, Teme B y Teme C, Teme C y Teme A (Ta
potauuja npemeimita tTemeHa A,B,C nukiuvHo). [lpyra portanuja
npeBoau TeMme A y teMme C, TeMme B y Teme A, Teme C y Teme B (Ta
poTtauuja npemenita TeMeHa A,C,B IUKIHWYHO).

Jdedununuja4.1.2: [loMHOXKUTHU JiBe poTalldje 3HA4YU Jia ce Te JiBe poTalije U3Bo/je
je[lHa 3a Jpyrom.

. . 2 . . 4T
Ha Taj HayuH poTanuja 3a — TOMHOXeHa caMoM coboM faje poTauujy 3a 5 A
. 4T . . . . .
MOMHOXeHa POTalUjoM 33 —= /laje poTalujy 3a 21, Tj. HyJ1a poTauyjy. /IBe porauuje 3a
41 . . 8’ 2 . . . 21
— Adjy poTanujy 3a — = —+ 2m, Tj. buxoB npousBo/ je poTanuja 3a <
. . 2 . 41
AKO HyJla poTayujy 03HAa4UMO ca d,y, POTalUjy 3a — Ca a; ¥ poTauujy 3a — ca d,

nobuhemo ciesehe jeHaKOCTHU:

Qp Qg = a4y, Qg Q1 = 41 °Ap = aq
a; " ag; = dy, Qo 0z = A" 0y = Ay
a-a; =4a, a;°0a; = 4z a1 = Qg

JlakJiie, 3a cBake /iBe poTaluje JedUHUCAH je BUXO0B NPoU3BoJ. JIako je yBepUTH ce Ja
3a TO MHO>KE€H€ BaXKY 3aKOH acolyjanuje, OUMIaeHO je Ja BaXKU U 3aKOH KoMyTalyje.
3atuM Meby mocMaTpaHMM poTanjama MOCTOjU M HyJia poTamuja Koja 3a/l0BoJbaBa
YCJIOB a'ay = Qg*a = a3alpoUu3BOJbHY POTALU]Y A .

64



CBaka o poTaldja uMa CBOjy UHBEP3HY POTAIl{jy, KOja IOMHOX€EHA AAaTOM POTALUjOM
Jiaje HyJ1a poTalujy; OYMI/eHy Hy/la poTalMja je ”HBep3Ha caMoj cebu ay 't = a, jep je
ap-agl =ag pokjea;l = a,ua;! =a, momroje a;-a, = a,-a; = a,.

MHoxemwe poTalMja NpaBUJHOI TpOyrJa 3aZ0BO/baBa CBe I0OpojaHe aKCcUOMe
MHOK€eHa U YUHHU jeJHY IpyIly.

OBo mpaBU/IO MHOXeWa poTanMja MNPaBUJIHOT TpOyrJa MOXEMO HalucaTH
KOMIaKTHHUje y 061Ky Tabsule ([luTaroprHa Tabinia MHOXeHA)

a; a, Qo a

[IpousBoA, ABajy eseMeHTa y TOj TAabGJUIM HAJIA3UMO Yy MpPeceKy BPCTe KO0joj mpumaja
IIPBU €JIEMEHT U KOJIOHE K0joj Ipunaja Jpyry eJeMeHT.

IIpumep2: Heka je gaT y paBHU NOJUTOH AgA; ..A,_q, HOp. IpaBUJaH 0CMOYTrao
ApgA 1A, A3A4A5AgA; (cBa TeMeHa Cy HyMepucaHa peJoM Yy jeAHOM CMepy, HIp.
CyIpPOTHO KpeTamwy Kasa/bKe Ha caTy). Tpeba Hahu oHa KpeTama MOJIMIOHA Y HeTroBOj
paBHU KOjMMa ce Taj MOJMUIOH J0BOJAM JI0 NpeKJanama ca caMuM coboM. [Ipu Tome
KpeTamwy CBaKO TeMe IIOJIUTOHA NPeBOJU Ce y TeMe, CBaKa CTPaHHUIA y CTpPaHULY, a
LleHTap [0JIMI'OHA y caMor cebe.

Heka usBecHo ojpeheHO kpeTamwe NnpeBOoAU TeMe Ay y peLyUMO
TeMe Ay (Ha ciuni je k=4). Taga ce ctpanuna AygA; NpeBoAu WU Y
cTpaHuly AygAyy1 Win y crpanuny ApAi_, . Mebytum ako 6u ce
cTpanuna AyA, npeBesay crpanuny A, Ay_,, Tpoyrao AyA;0 6u ce
npeseo y Tpoyrao ApA,_,0; oBaj Tpoyrao 6HCMO MOTJIH,
noMepajyhu ra y ;eroBoj paBHH, peBecTH y mosioxaj AyA,0’, a To
je cuMeTpu4yHa caukKa Tpoyriaa AgA;0 y ofHOCY Ha mpaBy KOjoj
npunaza crpanuna ApA;, na 64 ce, Ha Taj HA4YMH, JOOKJIH A CMO
Tpoyrao AyA;0 momepajyhu ra y meroBoj paBHU, NpeBed Yy
HEroBy OCOM TeTpaejpa NpaBy Koja MpoJsa3u Kpo3 jefHO TeMe A; Te HEMOTyhHOCTH
KOja je jeiHa OJi OCHOBHUX YMHEHUIIA FeOMeTpUje paBHU.

[Ipema ToMe, cTpanuna AyA; Mopa ce npeBecTd y cTpaHuny ApA;,,- Ha nctu HayuH
ctpaHuna A{A, npeBoau Y Agi1Akso, cTpaHula A,As v ArisArss, UTA. Jpyraduje
pedyeHo, TOCMaTpaHO KpeTamwe je poTanyja noauroHa AgA; ... A,_1 y ’beroBoj paBHH 3a

21
raok - —.
y n
Jlaksie fjoKa3aiu CMo:
1. CBako mpecjuKaBame Ha cebe MPaBUJIHOT N-TOYrJa Y HeroBoj paBHU
. . 21
jecTe poTaluja TOT OJMroHa 3a yrao k - — (keZz)

2. TakBux npecivKaBama AATOT N-TOYIJa UMa N
3. TanpecnukaBamwa 06pasyjy rpyimy.
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4.2. Kperame NpaBUJIHUX NOJIMTOHA Y IPOCTOPY

[IpeTxoaHO pacybuBame je moJa3ujio oJi GMUTHE MPETHOCTABKe Jla MOCMATpaMo CaMo
KpeTame [0JIMT0HA Y FbeTOBOj PaBHU.
Ao 6 ce mocMaTrpaJsio NpeciuKaBawke N-TOyrJja Ha cebe y HNpoCTOpy, Taja 6u ce
nmo6pojaHUM poTalidjaMa Jo/iajie jolll U T3B. pedJieKCHje MoJUT0Ha, TO jeCT poTalitje 3a
yrao 7 OKO 0Ca CUMeTpHUje IOJUTOHA.
[IpaBuiaH n-Toyrao uMa n oca CMMeTpHje: ako je n mapaH 6poj Tajia cy oce CUMeTpHje

n . n .
- TpaBHX Koje MpoJiase KPo3 M0 JiBa CyNPOTHA TeMeHa U - NpaBHX Koje MpoJiase Kpo3

CpeAiMHe CYNPOTHHUX CTPaHMIA, a aKO je N HeMmapaH 6poj Tajja Cy oce CUMeTpHje NpaBe
KOje IpoJia3e Kpo3 CpeJiMHY 10 je/jHe CTPaHUIle U HACIPaMHO TeMe MOJUTOHa.

Jlokas fa ce ca n poTauuja U n OCHUX CUMeTpHja NPaBUJHOT N-TOYTJIa UCLPIL/bYjY CBa
IberoBa KpeTawa y NPOCTOPY KOjuMa ce Taj MOJIMIOH NpeBoAu y cebe nokasahemo
npyMMepyMMa poTaljdje NpaBUJIHE NHUPaMUJie, POTALMjU MpPaBUIHE OUNUpPAMUZE U
poTanujama Ay>Ku U poM6a.

4.3. Onwra gepuHULMja rpyne KpeTawa gaTe
durype y npocTopy ujiu y paBHHU

Heka je y mpocTopy uiu y paBHU Aata ¢urypa @. PasMoTpuMO cBa NMpecivKaBakbha Te
durype Ha By camy, Tj. CBa KpeTamwa KojuMa ce Ta purypa npeBojiu y cebe.

Kao mpousBoj g;-g, [ABajy KpeTtawa g4 g, AebpuHrucaheMo KpeTawme Koje je
pes3yJiTaT y3aCTONHO M3BeJleHUX Hajlipe KpeTawa g, a 3aTUM KpeTawa g,. Ounrie Ho,
KpeTamwe ¢, - g, je Takohe npeBohemwe durype @ y by camy, MoJ, NpeTHOCTaBKOM Jia Cy
Y KpeTama g1 U g,, CBAaKO 3a cebe, TaKBa.

Ckyn cBHUX TakKBUX KpeTamwa ¢urype P ca Masoyac gedUHHCAHOM OlNepaLyjoM
MHOXeHa (MM KOMII03UIlFje) ob6pasyje rpymy.

Y cTBapy, MHOXeHWe KpeTawa 3aJ0BO/baBa YCJOB acOLUjaTUBHOCTU. Y CKyNy THX
KpeTama I0CTOjU HeyTpaJHO WJIM UAEeHTUYHO KpeTamwe. Ha Kpajy, 3a cBako KpeTame g
TI0CTOjU €My HHBEP3HO KpeTame g~ 1 (Koje CBaKy TauyKy, M3 I0JI0aja KOjH je 3ay3esa
1ocJie KpeTawa g, Bpaha y noJsia3HU M0JI0Ka;j).
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4.4. I'pyne KpeTamwa npase U Kpyra

[pyne KpeTawma NpaBUJIHHUX NOJMIOHA Cy KOHadyHe. Y OBOM MOrJIaB/by HaBeluhy
HEKOJIMKO NpUMepa 6eCKOHAYHUX I'Pylla KpeTamwa.

IIpumep1: KpeTame npaBe y 6UJI0 KOjOj paBHU KO0jOj Ta MpaBa NpUNIaja.

Ta ce rpymna cacTtoju oj: K/au3ama MpaBe Mo ce6U (KpeTara NMpBe BPCTe) U poTalHja
npaBe y ©3a6paHoj paBHHU 3a yrao 7 0KO OMJIO KOje IbeHe TauKe (KpeTawe Apyre BPCTe).
I'pyna kpeTawa npaBe je HEKOMyTaTUBHa.

Jla 6rcMo ce y TO yBepUJIH, JOBOJbHO je Jla IOMHOXXUMO [IBa KpeTamwa 0/, KOjUX je jeJHO
npBe a Jipyro Jipyre BpPCTe; pe3yJTaT Te ollepalldje U3MeHUhe ce aKo ce MPOMEHH
nopeJlak MHOXUJIala.

OuursesiHo, cBa MoTryha KpeTama Jipyre BpCcTe MOXeMo J06UTH MHOKehu cBa MoryhHa
K/IM3akha MpaBe 10 HbOj caMoj U HEKY NMPOU3BOJbHY POTalUjy 3a yrao m (Tj. 32 yrao
OKO HeKe o/ipeheHe, ajiu MPOU3BOJbHO U3abpaHe TauKe Te MpaBe).

Kinusamwe npaBe 1no cebu YMHU MOArPyNy CBUX KpeTawa NpaBe y paBHU. Ta Kjiu3ama cy
jeArHa moMepamwa IpaBe AyX e caMme. CBaKOM KJM3aky MpaBe Mo ceb6u 060CTpaHO
jeZlHO3HAYHO OJIrOBapa HEKH peaJiaH GPOj KOju MOKa3yje 3a KOojy CMO AYXXKHHY U Y KojeM
of, Ba Moryha cMepa MoMepu/Iv paBy AyXK me came. OfaTie ca JJako 3aK/bydyje Ja je
rpyna CBUX KJM3ama NpaBe mo cebu H3oMopdHA Trpynu peasHux OpojeBa (ca
omnepanyjoM OGUYHOT APUTMETHYKOT cabupama Kao oNepanujoM y rpyiu)

IIpumep2: [TocMaTpajMo rpyiy CBUX NpecjrKaBamba Kpyra Ha cebe y 1beroBOj paBHHU.
Ta ce rpyna cacTtoju oj, cBUX MOTyhux poTalyja Kpyra y CBojoj paBHU OKO CBOT LIEHTPa,
Ipy 4eMy ce, Kao U YBeK, poTaluje 3a yrjoBe k- 2m (k € Z) cMaTpajy UJeHTUYHUM
npecivkaBambuMa. CBakOM eJleMEeHTY Halle TCpyle oJroBapa, Ha Taj HaA4yHH, IO
oapehenu yrao ¢. U3pakaBajyhu Mepy Tor yrJia y pagvjaHuMa, fo6uhemMmo peasiad 6poj
x. MehyTuM, Kako yIJIOBH KOjU ce passuKyjy 3a k - 2m (k € Z) oxpebyjy jenHy Te ucty
poTanujy Kpyra, To he cBakoM ejieMeHTy rpyle poTalija Kpyra oAroBapaTH He caMo
JlaTH 6pO0j X HETO U CBU 6pojeBU 06JIMKa X + k - 27, r/ie je kK mMpoX3BOJbaH 1Lieo 6poj.

Ca fpyre cTpaHe, CBAaKOM peaJlHOM 6pojy X oAroBapa je/iHa jelMHa MOTHOYHO oApeheHa
poTanuja Kpyra, ¥ TO poTaluja 3a yrao oJ, x pajaujaHa. Ha Taj HauuH je usmebhy
paTaiiyja Kpyra u peaJHUX 6pojeBa ycrocTaB/beHa ciefieha KkopecnoieH1iyja:

CBakoM peasHOM 6pojy x ojArosapa o jeAHa W caMmMo jeaHa oxapebeHa poTanuja-
poTanuja 3a yrao x, aJu Ip¥ TOM je CBakKa poTalidja KOpeCIHOHJUpaHA He jeIHOM
peasiHOM 6pojy Beh 6eCKOHAaYHOM MHOIITBY peajHUX OpojeBa KOjU Ce CBU PAa3JIMKYjy
jelaH o Apyror 3a MyJATUNIYM oA 27 (Tj.3a k - 2m, k € Z).

['pyne y npumepyl u npumepy2 umajy cieseha cBojcTBa: cBe Te rpylne cacToje ce o,
KpeTamwa purype mno camoj ce6u. J[pyruM peurmma, TOKOM CBAaKOT KpeTama Lieia GUrypa,
KpyT WY MPaBa, MoKJama ce ca caMmoM coboM. TUM CBOjcTBOM He OJJIUKYjy ce poTaljdje
NPAaBUJIHUX [IOJIMTOHA ¥ FbUXOBOj PaBHU: TaJja Ce 3aBPIUHU I10JI0Xa] I0JIMIOHA NOKJ/Iamna
ca MOYeTHUM II0JI0O¥KajeM, ajJii MeDYIoJI0¥XKaju Koje MOJMIOH 3ay3uMa y TOKY mpolieca
KpeTama pa3JjMKyjy Ce ¥ 0Ji MOYETHOT U 0/ 3aBPUIHOT KEr0BOT MoJioXkaja. cTo Tako je
Y ca KpeTameM IoJveaapa.
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4.5. I'pyne poranMja npaBu/iHe NMpaMuje v
IpaBUJIHE OUNIUpAMUJE

[pyne poranuja npaBuJiHE N-TOCTpaHe NMUPaMHUJE OKO HeHe oce
OUYUIJIEJHO je u30MopdHa rpynu poTaluja NpaBUJIHOT N-TOYrJaa y
OCHOBH Te NUpaMHJe; NpeMa TOMe, Ta Ipyla je LUKJIUYHA Ipyna
pejan.

Jlako ce MOKeMO YBEPUTH Jia Cy poTalyjaMa nupamu/e (3a yriose

2 2T .
0, e (2n—1)7) HCIPIJbEHA CBAa KpeTama KojuMa ce MUpaMu/ia

MpeBO/IU y cebe.

Oapenumo caji rpyny KpeTama KojuMa ce NpaBWJIHA N-TOCTPaHe
6unupamuza npesoju y cede. To Teso je cacTaB/beHO O/ MPaBUJIHE
N-TOCTpaHe NUpPaMHJie U HEeHe CUMEeTPUYHEe CJHUKE Yy OJHOCYy Ha
paBaH OCHOBE.
Jokazahy fa ce rpyna HaBeJleHUX KpeTarba IpaBUJIHE GUIIMpaMU/ie
CacToOju OJi:

a) Poranuja oko oce 6unupamuze (3a yrJose 0, Zf -

2T

(Zn-l)T)

6) Tako3BaHUX OCHUX pedJieKCHja, Tj. poTaluja 3a yrao m

OKO CBaKe 0/] 0ca CUMeTpHje OCHOBe bunupamuzie (TUx oca

CHMeTpHje UMa n, Te KpeTawa Jpyre BpcTe Takohe n)
[Ipema ToMe, CBUX HAaBeJEHUX KpeTamka UMa 2n.
Ja 6ucMo ce yBepu/au Aa (u3y3eB y ciay4dajyn =4 ) HeMma BHUllle
HUKAKBUX JIpYTMX KpeTama KOjuUMa Cce n-ToCTpaHa OuNUpaMuja NpeBoAu y cebe,
HalNOMEHHUO, Npe CBera Ja y cJay4ajy n # 4 cBako TaKBO KpeTame GUIMpaMujie Mopa
OCTaBUTH HeloKpeTHe (MHBapHjaHTHe) BpxoBe S u S’ (KpeTarbe NpBe BPCTE) WM Ja
TUM TauykaMa 3aMeHU MecTa (KpeTawe Apyre BpcTe). TakBUM KpeTawmUMa OCHOBA
nvpamu/ie npeBou ce y cebe. [IpousBoj (Tj. y3acTonHo H3Bohemwe) JBa KpeTamwa MNpBe
BPCTE je KpeTawe Jipyre BpPCTe, MPOU3BOJ, jelHOT KpeTaka MpBE BPCTe U jeJHOT
KpeTamwa Jpyre BPCTe je KpeTarbe Apyre BPCTe, a MPOU3BO/, /iBa KpeTamba Apyre BPCTe
je KpeTame npBe BpCTe.
[Ipu ToMe NpoU3BOJA ABa KpeTamwa OJi KOjUX je jeJHO MPBe BPCTe U jeHO Jpyre BpPCTe
3aBHCH OJi IOpPeTKa MHOXHWJAlA: aKo je a KpeTawe NpBe BpCTe a b KpeTamwe Jipyre
BpCTe, OHza je ab = ba™l.
PazMoTpuMo npBo KpeTame npBe BpcTe. [[pUIMKOM TaKBUX KpeTamha OCHOBA INpeJsa3u

y cebe, ocTajyhu y cB0joj paBHH; OHA BPIIIM POTallYjy 3a jefiaH of yrJoBa 0, 2711’ s
(n-l)%ﬂ . llpema ToMe W cBako KpeTawe IpBe BpCcTe OUIMpaMHUe je poTaluja

ounupaMuie oko oce SS’ 3a uctu yrao. To 3Ha4M Jja KpeTarba IpBe BPCTe GUIIMpaMu/e,
paudyHajyhu ¥ uJIeHTUYHO KpeTarbe, Tj. ,MUpOBakbe”, UMa Ta4yHO N.

Heka je saTo KpeTame Jpyre BpcTe GUNHMpaMu/ie, Tj. TaKBO NpeBoheme OUnupamuze y
cebe 1a BpXxoBU S U S’ y3ajaMHO Memajy MecTa. U3BpIIKMMO, [Toc/Ie aTor KpeTatba Jpyre
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BpCTe, HeKy oJipeheHy ocHy pedJieKcHjy OMnUpaMHuje, Tj. poTalnujy bunupamMmuje 3a
yrao m OKo jeiHe oJpeheHe oce cuMeTpuje ocHoBe. Pe3systaT ABa KpeTamwa (Apyre
BpCTe) je jelHO KpeTame [IpBe BpCTe — poTalyja 6urupaMuie 0Ko CBoje oce.

To 3Hauu fja CBaKo KpeTame Jpyre BpcTe 6UNIMpaMu/e npesasy, nocje jeJHe UCTe OCHE
pednekcuje(poTanujy 3a yrao m oko jeHe oApeheHe oce cCUMeTpHje OCHOBE), y HEKO
KpeTame npBe BpcTe. OfaT/ie JIako J0JIa3UMO [0 3aK/bydKa [la CBAKO KpeTambe JApyre
BpCTe MOeMO J00MTH M3Bozehu (Ipe UM NOC/e HEKOT KpeTawa MpBe BPCTe) jeSHY
UCTy ocHy pedaekcujy. OfaTie 3ak/byyyjeMo Ja je 6poj KpeTawa Jjpyre BpCTe jeJJHaK
Opojy KpeTawa pBe BPCTe, JaKJe N.

Jaxksie foka3zanu cMo (y caydajy n # 4):

['pyna kpeTamwa n-TocTpaHe NpaBUJHE OUNMpPaMU/ie je HEKOMyTaTUBHA Ipyla peja 2n
KOja ce cacToju oJf n poTalja oKo oce SS' 6unupamujie U o n OCHUX pedJiekcuja(Tj.
poTanuja 3a yrao m OKO oca CHMeTpHje OCHOBe GUNIMpaMu/ie); CBUX N OCHUX poTaluja
Jlo6ujaMo, peJjoM, MHOKEHEM jeJIHE 0/l ’bUX Ca n poTalkja OMNIUpPaMU/ie OKO lbeHe oce
Ss'.

Kako ce cBe poTanuje bunupaMu/ie OKO lbeHe oce 106Ujajy Tako WITO jelHA POTALH]ja, U
TO poTayyja 3a yrao 27” MHOXM CaMOM CcO60M, TO Ipyna CBHUX KpeTamwa OUIHpaMUje

. 2T .
MMa CHCTEeM reHepaTopa o/ ABa €JIeMeHTa: TO Cy poTalHje 3a yrao 7 U jeqHa, ouJI0

KOja, ocHa pedJiekcuja.

Cnyyaj n = 4 je u3y3eTaH 110 TOMe ILITO je YeTBOPOCTpPaHa GUNIMPaMHU/ia Taja OKTaezap,
4uja rpymna KpeTamwa UMa He 8 NojeIMHUX KpeTaka Hero, Kao 1To hy KacHuje noKasaTH,
MOXXe UMaTu 24 TakBa KpeTamwa. To je OTyja IITO Ce NMPUJIMKOM KpeTawa HEKHX
4eTBOPOCTPAHUX OUIIMPaMU/A, HAaMMe NPaBUIHUX OKTaeZapa, BpX S Moxe PEBECTU He
caMo y Bpx S’ HEro u y 6uJio Koje TeMe OCHOBE. Je/iaH 0[] 3a TO HEONXOJHHUX YC/I0Ba- Aa
ce y CBaKOM TeMeHy cacTaje UCTH 6poj cTpaHa(a Takobe M MBHLA)- OYUIJIEHO je
HCNYHeH KoJ 6UJI0 Koje MpaBUJIHE YEeTBOPOCTpPaHE OUNUpaMH/eE, a KOJ MPaBUIHOT
OKTaeJipa Cy, IopeJi TOra, y CBUM TeMeHHUMa CBU YIJIOBY, U CBU JUe/IpY U CBU POI/bEeBU
noJiyilapHu Mehy cob6omMm, cBe CTpaHe cy Takohe Mo/iy/lapHe ¥ CBe UBHIIE je/HAKE.
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4.6. T'pyne poTrauuja Ay>KM M1 poM6a

HajmMamwu 6poj TeMeHa Koje MOXe HWMaTH MOJHUIOH je 3; Y HU3BECHOM CMHCJIY Ce,
MehyTUM, Ay MOXe cMaTpaTH Kao ,JereHepucaHu” NOJUIOH WM, aKO HaM TO
oJroBapa, kao ,II0OJIMTOH" ca /jBa TeMeHa.

MoryhHocT TakBOTI IocMaTpama je, NocebHo, NoTBpheHa TUMe IUTO je Ipyna KpeTamwa
KOjOM Ce, y HEKOj CBOjOj paBHH, [Iy>K IPeBOJIU Y cebe UUKIMYHA rpyna peja 2; Ta rpymna
ce cacTOjH O UAeHTUYHOT NpecJuKaBamwa U poTalyje Ay>KHA OKO lbeHe CpeJiJuHe 3a yrao
.

CavyHO TOMe, jeJHAKOKpaKW Tpoyrao he mpejcTaB/baTH ,JereHepucaHy” MpaBUJHY
NYMpaMU/ly U Tpyna KpeTama je/JHAaKOKpaKor TpoyrJia y IpoCcTopy je Takohe rpyna peza
2.

3aTum, ,JereHeprucaHu” 06/IMK 6unupamuzie 6uhe pom6. 'pyna kperamwa (Tj. potanuja)
poM6ba y NpoCTOpPy cacTojUu ce oJ, YeTUPH ejieMeHTa. To Cy: UIEHTUYHO NpecArMKaBambe
ay, poTalyje a; U a, OKO CBaKe AujaroHaJie 3a yrao 7 U poTaluja a; poMba y Herosoj
PaBHU OKO HeTroBOT LieHTpa 3a yrao 1 (0Ba poTaluja je NporU3BOJ, IPETX0JHUX).
TabauLa MHOXema 3a Ty IpyIly IJ1acu:

Ao a a; as

Qo Qo a, a, as

a; a; Qo as a;

a; a, as Qo a

as as a; a; o

OBa TabJsMna noayaapa ce ca TabJaMIloM MHOXKema 3a KiajHoBy rpyny pega 4. Y To ce
JIAaKO MO>KeMO YBEPUTH, a jollI MPOCTHje aKo yMeCTO I'pylie poTanuyja pomoa
nocMaTpamo U3oMopdHY joj rpymy nepmyTaiuja kbeHa yeTupu TemeHa A,B,C,D.
PoTanujama ay, a,, a,, a; oAroBapajy, peJom, ciesehe nepmyTaiyje TeMeHa(3a a,
y3MMaMo poTalujy oko jujaroHase CD a 3a a, potanujy oko jujaronase AB):

(izen) » (saco) » CGiane) » (sae

70



4.7. T'pyna poranuyja npaBUJIHOT TeTpaeapa

Jla 6ucMo ofpeauiu cBa moryha kpetamwa TeTpaegpa Ay,A,4,A; pasamotpuhemo Hajnpe
OHa O] THX KpeTawa Koja jeaHo Teme, penumo A,  OCTaBJbajy
HEHOerTHI/IM(I/IHBapI/I]aHTHI/IM)

TakBUM KpeTawuMa ce U Tpoyrao A;A,As l'[pEBOL[I/I y cebe
21w AT

3
N Opaxsie cnefy fa MMa Ta4HO TPHU KpeTama KojuMa ce TeTpaeaap
o= '1::?/\0 AyA1A,A; npeBoay y cebe Tako Jla TeMe A, oCTaje Ha CBOM
MecTy. To cy: UEHTUYHO NpeciuKaBamwe ay(Koje ocTaB/ba Ha
\L— MeCTy CBe eJleMeHTe TeTpae/ipa) U /iBe poTaliije a; U a, 0KO oce
2

\ o6phyhu ce oko cBor nieHTpa By 3a jefian o/ yrioBa 0, —

AyBy 3a yraoz?n, OZJHOCHO %’T.
O3HauuMo ca x; 6Us10 Koje opeheHOo KpeTamwe TeTpaezpa Koje NpeBoiU TeMe Ay y TeMe
A; (i = 1,2,3). x, he 03HaYaBaTH UIEHTUYHO NMPeECIUKaBakbe.
JloKa>XHMMO /la ce CBAaKO KpeTame b TeTpaeapa MOXe NPeJCTaBUTH y 00JIUKY

b=a;-xx (1)
raecyi=1,2,3uk =0,1,2,3 jesHo3HayHO oJipeheHH (a TO 3HAUU [J1a,aK0 je b = a; - Xy,
b' = a; - x;» ¥ IpU TOM Baxku Gap jesHa of penauuja i #i', k # k' , Taga Mopa 6uTH
b+#b")
Heka je, naksie, aTO U3BECHO KpeTamwe b; 0HO IpeBoAUu TeMe A, Y HeKo oZpeheHo TeMe
Ay (k =1,2,3). MebyTtum Taga Kpetame b - x;; ' ocTaB/ba TeMe A, Ha MecTy W, IpeMa
TOMe, MOCTOjU HEKO CacBMM oJipeheHo a; TakBo jajeb-x;' =a;ub = a; - X, A€ Cy i
U k ogpebenu jegHo3zHayHo. Kako u, 06pHyTO, cBakoMm napy (i, k) oxrosapa, mpema (1),
[0 HEKO KpeTawe TeTpaejpa, TO MOCTOjU 0060CTpPaHO jeJlHO3HAYHA KOpecnoJeHlHja
u3Mehy cBUX KpeTawa TeTpaejipa, Ha je/lHOj cTpaHH, U cBuUx mapoBa (i, k) ruae cy
i=123u k=0,1,23 Ha apyroj crpadHd. OjiaTjie mpousuja3yd Aa UMa TadyHO 12
KpeTama KOjuMa ce TeTpaesap peBoJiU y cebe.
CBakKo TaKBO KpeTambe TeTpaejpa 3Ha4M HeKy NepMyTallkjy HeroBUX TEMeHa Tj. HEKYy
nepMyTaluyjy muxoBux uHjaekca 0,1,2,3. Mebhyrtum, 6poj mnepmyTrainuja UYeTHUPHU
eJleMeHTa je 24; of WUX ce, Kao 1WITO heMo BUAEeTH, caMo 12 ocTBapyje KpeTawmbuMa
TeTpaeZpa y NpoCTopy.
Jla BUAMMO KOja Cy TO KpeTaa U Koje lepMyTanuje.
Pagu kpaher uspakaBamwa, HA30BUMO TEMEHOM OCOM TeTpaejpa NpaBy Koja IpoJsasu
Kpo3 jelHO TeMe A; U LieHTap B; HacnpaMHe CTpaHMlle, a UBUYHOM OCOM IIpaBy Koja
npoJia3y Kpo3 CpeJMHE /iBejy OMJI0 KOjUX HaCIPpaMHUX MBHLA.
CBaKoj TEMeHOj OCH 0/IroBapajy 1o JiBa HEWJEHTUYHA KpeTatha TeTpaejpa (poTainuje

21 4T . . . .
OKO Te ocCe 3a yrjioBe — 1 —). Ha Taj HauMH f06ujaMo yKyIHO ocaM poTauuja, Koje

npejcTaB/bajy ciefiehe nepMmyTrainuje HHAEKCA TEMEHA:

4 = 0123 a4 = 0123 (0123 . = 0123
17 \0231/)” 2 7 \0312 a3 = 2130/ 44 = 3102
(2)
__ (0123 __ (0123 (0123 (0123
a5_(1320)' A6 = \3021/)°27 = 1203/’ 48 = 2013
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Oko cBake UBHYHE OCe MMaMoO 10 jeHY (HEUAEHTUUHY) POTALU]jy 3a yrao 7 , IITO HAM
Jaje jou1 Tpu poTanuje (jep TeTpaenap uMa 3 UBUYHE OCe), Koje NpeACcTaB/bajy ciaesehe
nepMyTanuje:
(0123 (0123 (0123
a9_(1032'a10_(2301 » @11 = 3210 ()

OBuX jefaHaecT poTalMja 3ajeJHO ca UJLEHTUYHOM POTALUjOM jeCcy CBUX JBaHaeCT
KpeTama TeTpaezpa. CBaka o/ HUX je poTaidja OKO jeJlHe O]l ceJlaM 0Ca CUMETpHje
TeTpaezpa; 3aTO Ce Ta rpyma KpeTama TeTpae/jpa v 30Be rpyna poTranuyja TeTpaejpa.
Jlako ce nmpoBepaBa Jia cy cBe nepmyTanuje (2) v (3) napHe; KaKo MapHUX llepMyTaIyja
O/l YeTUpU ejieMeHaTa (4 TeMeHa TeTpaejpa) MMa YKymHo 12, To ce, OUUTIJIeJHO, Y
MOCMATPaHOM C/Iy4ajy pajd o u3oMopdHOj KopecnoeHMju usmehy rpyne porarnuja
TeTpaejipa v aJiTepHATUBHE IPyIe NepMyTaliyja YeTUPH eJieMeHTa.

PasmoTpuMo caf noArpyne rpyne poranyja TeTpaezpa.

Kao u cBaka jgpyra rpyma, W rpymna poTalMja TeTpaejpa HUMa JBe TaKO3BaHe
HECBOjCTBEHe MO/rpyIe: TO je NPBO ILieJa MocMaTpaHa rpyna U pyra je noArpyna Kojy
YMHU CcaMO HeyTpaJiHu ejieMeHT. Hac WHTepecyjy ocTaje, T3B. CBOjCTBEHE MOArpYyIIe
poTauuja TeTpaeapa. Tux noarpyna uMa ocam.

HanoMmeHunMo, npe cBera, Aa Npou3BOJ poTalyja 3a yraom OKO [JBejy PasJUYUTHUX
VMBUYHUX OCa Jlaje poTanujy Takohe 3a yrao m oko Tpehe nBo4He oce (y TO ce MOXXeMO
YBEPUTU KaKO TeOMeTpPUjCKH TaKO M HeNOCpeJHUM MHOXeHeM OWJIO0 Koje JBe
nepmyTanuje (3)). Ogatsie npousunaasu Ja poTanuja 3a yrao T OKO CBe TPU UBHUYHE OcCe
06pasyjy, 3ajeHO ca UJEHTUYHOM POTALUjoM, Tpyly peza 4; Ta rpyna je usomopdpHa
KinajHoBoj rpynu Tj. rpynu portauuje pom6a. O3HauuMo Ty rpyny ca H. Meby cBum
no/rpynaMa rpyne potauyje TeTpaeApa OHa UMa HajBUILU pef. Y 10j Cy caZip>kaHe TpU
NoArpyIne pejaa 2, Koje ce cacToje o porayuja 3a yrjoBe 0 U T OKO CBaKe JlaTe UBUYHE
oce. OBe noarpyne o3HayuMo ca Hyq, Hy,, Hpz. OCUM HaBeJleHUX NIOCTOje joll YeTUpHU
noarpyne pega 3, Haume H;, i = 0,1,2,3, o4 KOjuxX ce cBaka CacCTOju OJ] poTalnyja 3a
yrjioBe 0, %’T U 4?” OKO oZiroBapajyhe TemMeHe oce.

Ja 6ucMo Aokasasd Ja, OCUM NMOOpojaHUX MOArpymna, y Tpynyd poTaluja TeTpaezapa
HeMa BHUILle HUjeJlHe Apyre NOATPYIle, JOBOJbHO je A MOKaXKeMo Jila 61JIo Koja JiBa Of
HeyTpaJIHOT pa3/iMydTa ejieMeHTa y3eTa M3 [iBejy Pa3jIMUMTUX rpyna H; uiu ysera
jenHa u3 OuwJo Koje rpyme H; a jgpyra u3 6uio kKoje rpyne Hy, Beh pgajy
CUCTeMIeHepaTopa Liejie rpyle poTanuja TeTpaezapa. 3a TO je JJOBOJbHO YOUUTH OUJIO
KOoja JiBa 0/] ejJieMeHaTa a,, dz, s, Ay, HOP. a; U d3z, U Takobhe jeAaH GUJIO KOjU OF
eJleMeHaTa Ay, A4, Ag, Ag W jelaH OWJIO KOjU OJf eJeMeHaTa dg, A9, Aq1. O UCTOT
pe3yaTaTa [J0Jla3U Ce M HeNoCpeJHMM MU3payyHaBaweM. Ha mnpumep, cienehe
jelHaKOCTU [ 0Ka3yjy [ia eJleMeHTHU a,; U a3 YAHe CUCTEeM reHepaTopa rpyne poranuje
TeTpaejpa:

_ -1 — 2 _ 2 _ -1
aO_al'allf ) a, = ay, a, = as, . as = asg 2"11"13'
g = az” * 4y = 4z, a; =a;-az-a;-, ag = aj - ds,
ag=a;"'a; a3, ap =ai'-a ajp =az- o

He Tpe6a MHCIMTH Ja Ce CBAKH eJeMEeHT caMO Ha jejJaH Ha4yMH IpeJCTaB/ba Kao
NIPOM3BO/, TeHepaTopa; HIIp. d; = d, * A3 * 47 ' U y UCTO BpeMe jea; = a3 -aj’-az-a, -
as.

['pyna porauuja TeTpaespa je HekomyTtaTuBHa. Ha npumep a, - az = ajpaas - a; = aqq
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4.8. I'pyna poranuyja Kouke

Jla 6ucMo yTBpJU/IM CBa KpeTamwa KOLiKe, IOCTyNHuheMo UCTO OHAKO Kao U y cayyajy
TeTpaejipa. PaamaTrpaheMo npBo camo oHa KpeTamwa Koike ABCDA’B’C’'D’ kojuma ce
jeZlHO TeMe, pelluMo A, TpeBoM y cebe.

[IpuIMKOM CBaKOT KpeTama KOIKe TeMe ce NMPEBOJAU Y TeMe,
WBUIIA Y WBHIY, CTpaHA y CTpPaHy, a U J[HjaroHaja KOIIKe
NpeBOJU Ce y AujaroHasy. AKO JAaTO KpeTame 0CTaB/ba TauKy A
HENMoKpeTHOM (MHBapWjaHTHOM), TaJla he OHO OCTaBUTH
HernokKpeTHOM (MHBapHjaHTHOM) W AujaroHany AC’, jep mocrtoju
caMo jefjHa AvjaroHaJjia KoljKe Koja noJia3u u3 treMeHa A. /lakiJe,
IIOCMaTpaHO KpeTame je poTalija Kolike oko aujaroHase AC’.

. 21
TakBux poTanuja, nopea WAeHTUYHE, UMa [iBe: 3a yrao ? " 3a
4T . .
yrao ? . HpEMa TOME, IIOCTOjJe CaMO TPpHU KpeTama KOIIKe KOJMMa Cce TeMe A npeBoaun y

cebe. MehyTum, To TeMe A MOXKeMO MO/IeCHO U3a6paHOM POTAI[MjOM MPEBECTHU y CBAKO
oJi ocaM TeMeHa koike. OTy/a, pacyhyjyhu Kao y ciy4dajy TeTpaejpa Jiako 3aK/bydyjeMo
Jla CBMX KpeTama KoIke HMMa YKymHo 3-8 = 24. OapenuheMo cajja cBako o THUX
KpeTama.

[IpuMeTHMO Jia KoIlKa UMa cienehux 13 oca cuMeTpHUje: YeTUPH AWjaroHasle, TPH IpaBe
KOje IpoJia3e KpoO3 LieHTpe CYNpPOTHUX CTpaHa, LIeCT IpaBUX Koje IpoJia3de Kpo3
CcpeAvHe CYIPOTHUX UBUIA KOILIKE T3B. UBUUHE OCe.

OKo cBake oJj YeTHUPH JAMjaroHa/ie UMaMO MO JABE HEeUJIEHTUYHE poTalluje KojuMa ce
KOI[Ka MPeBOo/IU y cebe, TAaKO Jla UMaMo YKYNHO 8 poTaljyja OKo JidjaroHasna.

OKo cBake MmpaBe KoOja Claja LEHTpPe CYNPOTHUX CTpaHa KOLKE HMMaMo MO TpHU
HeuJIeHTHU4YHe poTanyje. [I[pema ToMe, TaKBUX poTaliyja UMa YKYIHO 9.

Ha kpajy, uMaMo 1o jeqHy HeWJIeHTUYHY pOTanujy (3a yrao m) OKO CBakKe O] IIeCT
MBUYHUX Oca. [I[peMa ToMe, TUX poTalyja UMa yKYIHO 6.

Jlakise, uMmamo 8+9+6=23 HeuIeHTHYHE POTaIMje KojuMa ce KoI[Ka NpeBo/i1 y cebe. AKO
MM Cce Ji0/ia jolll U1 WAEHTUYHA poTaluja Aobuja ce 24 KpeTamwa, a TO cy cBa mMoryha
KpeTaa KOLKe.

Ha ocHOBYy Tora 3ak/byuyyjeMo: PoTanuja KOKe OKO HbeHHUX 0Ca CUMETpHje Cy jeJUHA U
CBa KpeTama KojruMa ce KoliKa peBoJH Y cebe.

3aTo ce, Kao U y cCJay4yajy TeTpaejpa, rpyna KpeTawa KOLKe 30Be rpyma poTanuja
KOILIKe.

Teopema4.8.1: JequHa poTanyja KOLKe KOjOM Ce CBaKa 0[] lbbeHe YeTUPU JiUjaroHasie
NpeBO/iU y cebe jecTe UJeHTHYHA poTaliyja.

Jloka3s: 3anma3uMo NpBo Ja CBaka poTaliyja KOjoM ce IPOM3BOKbHE [IBE JUjaroHalle,
periumo AC’ u DB’, mpeBo/ie cBaka y ceGe npeBo/jie U AujaroHasny paBad ABC'B’y wy
camy. CBaka HeMJleHTHYHa poTalMja KOjoM ce HeKa paBaH NpeBo/M y cebe UMa Kao
CBOjy OCy WJIM IpaBy y TOj paBHH (Tajia je yrao poTaiidje 1) UM IPaBy OPTOrOHAJIHY Ha
Ty paBaH. MehyTuM, ocuM oBe 0ce, pOTalMjoM PaBHH 3a yrao T OKO Oce Koja npunaza
TOj paBHHU IIpeJsia3e y caMmy cebe jolll caMo MpaBe Koje Cy OpTOroHasiHe Ha Ty ocy. Kako
npaBoyraoHuk ADC’'B’ Huje KBaJipaT, TO lberoBe JidjaroHase, Koje HUCy y3ajaMHO
OpTOroHaJiHe, He MoTy npehu y cebe MpUIMKOM poTaljdje OKO OUJIO KOje oce Y paBHU
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npaBoyraonuka. [Ipema Tome, AC’ u DB’ mory npehu cBaka y cebe jeZJuHO MPUJIUKOM
poTaluje Koljke 0Ko oce opToroHasHe Ha paBad ADC’'B’. TakBa oca je mpaBa MN, koja
cnaja cpeaune uBuna A’D’ u BC Tj. uBnuHa oca MN . JesluHa HeuieHTUYHA poTaIyja
KoLKe oko npaBe MN je poranuja 3a yrao 7. To 3Ha4u Jia ce je fJUHO TOM POTALUjOM
cBaka of, fujaroHasa AC’ u DB’ npeBoau y cebe. MehyTrM, NpuUIMKOM Te poTaluje JBe
Apyre aujaroHase, B D’ u C A’, y3ajeMHO Memajy MecTa, Tako /a He IOCTOjU HUjeHa
HeHJieHTHYHA poTalyja poTaluja KOjoM Cce CBe YeTUPU AujaroHalie KoLKe [peBoJe y
cebe.

[

U3 TeopeMe cieau Jla NPUJIMKOM CBaKe HEWJEHTUYHEe pPoTalyje KOLKe HbeHe YeTHPU
JUjaroHajie 0CTBapyjy HEKy HeWJEeHTHUYHY nepMmyTtauujy. Ogatie ciefy fa NPUIUKOM
JIBe pa3JIMuuTe poTalyje a U b ujaroHase ocTBapyjy pasIMuuTe NepMyTallyje jep, ako
Ou NpUJMKOM paTalyja a u b oo o jejHe UCTe epMyTaliyje AUjaroHasaa, oHAa 61
NpUIKMKOM a-b~! cBe AmjaroHase octaje cBaka Ha CBOM MecCTy, ma 6u a-b~! 6una
WAeHTHUYHA poTallyja, Te 61 a U b 6uJie Be HCTOBETHE poTallyje.

CeBuM moryhum poranujama konke(24) oaroBapajy pas/iMuyuTe NepMmyTalydje 4eTHUPHU
JMjaroHaljie Koje HAcTajy MPUJMKOM THUX POTalHja, a Kao IITO 3HAMO, GpoOj CBUX
nepMyTalidja YeTUPHU efeMeHTa je 1+ 2 - 3 - 4=24,

W3meby rpyne cBux poTalyja KOLiKe U rpylne NepMyTalikja leHe YeTUpHU JAUjaroHasie
MOCTOjU 060CTpPaHO jeAHO3HAYHa KopecnoJeHnHja. Kako, y oBOj KopecnoJeHLMUjH,
NpOU3BOJAY poOTaluje OAroBapa, OYMUIJIeAHO, NPOWU3BOJ INepMyTaludja, TO HMaMo
cnenehy Teopemy:

Teopema4.8.2: ['pyna poTauuja Kolke u3oMopdHa je rpynu CBUX NepMyTalyja YeTHUPU
eJIeMeHTa.

Meby noarpynaMa poTanuje kolke uctahuhemo, npe cBera, HUKJIUYHE NMOArPYIe peja
2, 3 U 4, Koje ce cacToje peJjoM O/ poTaliMja OKO IO jegHe of 13 oca cUMeTpHje KOILKeE.
[ukavyHe moArpyne pejaa 2 uma uiect (mpeMa 6pojy MBUYHUX OCa), IIUKJIUYHE
no/rpyne pejga 3 uMa 4yeTUpd (mpema 6pojy JMjaroHasza KoOIKe), a IUKJIAYHUX
noJrpyna peja 4 uma Tpu (mpema 6pojy oca Koje MpoJiaze Kpo3 ILiEHTpe IO JiBe
CYNPOTHE CTpPaHe).
[Toce6aH 3Ha4aj uMajy cienehe noarpymne:

3 —» a) llogrpyna pepa 12, koja ce cacToju oJf poTalMja KojuMa ce
/' (uctoBpemeHO) cBaku of gBa Terpaeipa ACB'D’ u BDA'C

# /
;,f’ \ YyIHCAaHUX ¥ KOLKY IPeBOJH V cebe.
A A Ta ce moarpyma cactoju: of 2 - 4=8 HeWJeHTUYHUX pOTalLMja OKO
L\ |J JyjaroHaJsia KolKe, of 3 poTaliyja 3a yrao T OKO UBUYHHUX 0Ca U OJ
S\ W eHTUYHe poTaluje.

6) Tpu noarpyne pega 8, usomopdHe rpyny MNpaBUIHe YeTBOPOCTPaHe OUIHpaMU/e.
CBaka o 0OBHUX NOArpyla CacToOjU Ce OJ, OHHUX pOTalyja KOLlKe KOjuMa ce jeiHa Of,
NpaBHMX ILITO Claja LEHTPe JiBe CYyNpPOTHUX CTpaHa, penumo S uS', mpesoau y cebe
(okTaejap ynucaH y KOLKY je moceb6aH cJy4yaj NpaBUJIHE YETBOPOCTPaHe GUIUPaAMU/E;
rpyrna mberoBux poTaluja Koja 0CTBapyjy /iBa meroBa TeMeHa S U S’ HEITOKPETHUM HJIH
¥M y3ajaMHO3aMembyje MecTa 6uhe rpyna npaBu/iHe 4eTBOPOCTpPaHe GUNIMpaMU/IE).

OBy moarpyny pezga 8 uuHe ciaefehux ocam poTaruja: YeTHpPH poTanuje oko oce SS’
(3ajegHO ca UAEHTUYHOM pOTAILMjoM), IB€ pOTallMje 3a yrao 7 OKO /jBe UBUYHE OCe Koje
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npoJiaze kpo3 cpeaune uBuna AA’ v CC’ ognocHo BB’ u DD’, iBe poTauuje 3a yrao m oko
JIBe 0Ce Koje MpoJia3de Kpo3 LieHTpe cynpoTHUX ctpaHa ABB’A’ u CDD’C’ omHocHO
ADD’A’ u BCC'B'.

1) [loarpyna pejsia 4, Koja ce cacToju oJ] UAEHTUYHE pOTallMje U TPU poTalldje 32 yrao
OKO CBakKe 0J, TpU OCe Koje IpoJia3e Kpo3 IleHTpe CYNpPOTHUX CTpaHa. Ta ce rpymna
CacToju 0Jf OHUX pOTallvja Koje yja3e y CBaKy o No6pojaHUX Tpu noArpymna pesa 8. Osa
noJrpyna peaa 4 je KoMyTaTuBHa U uM30Mop¢Ha rpynu potandja pomba (KsajHoBOj
rpynu peja 4).

OcyvM noMeHyTHX NOCTOje joul U MOArpyne peaa 4 koje cy Takohe n3omopdHe rpynu
KpeTama poMba.
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4.9. I'pyna Kpetama oOKTaejpa

['pyna KkpeTamwa NpaBUJIHOT OKTaeJpa u30Mop¢Ha je rpynu poTalja Kolke.

Jla 6ucMo TO JIoKa3asiu JJOBOJLHO je Jla OMUIIEMO KOIIKY OKO MPaBUJIHOT OKTaeApa WJu
Jla YIIUIIEeMO KOIIKy y paBuJiaH okTaezap. CBako KpeTawe OKTaeJ[pa 0/iroBapa HEKOM
KpeTamwy KOI[Ke U 06pHYTO.

o |

OBa yumeHUIA je je/IHA 0/ T0jaBa AYAJHOCTH Koja MocToju usmehy Koike u okTaepa
v Kojy hy cag fedrHucaru.

Jdedununuja4.9.1: 3a aBa eneMeHTa (TeMe, MBHUIA, CTpaHa) GUJIO KOjer mnoJiveapa
rOBOPHMO Jia Cy MHIMAEGHTHHM aKo jeJlaH 0Jf TUX JiBa eJleMeHaTa Ipuiaja OHOM JpyroM
(ka0 HEroB eJieMeHT).

Ha Taj HayuH, MapoBU HHIUMAEHTHUX eJIeMeHaTa Cy: TEME U CTpPaHa KO0jOj TO TeMe
npunaja, Takohe crpaHa W je/lHa keHa UBUIA W, HA KPajy, TEME U UBHUIA KOjOj OHO
npumnaza.

Jebununmja4.9.2: /IBa mnosuveApa Ha3MBaMO JAyaJIHUM MOJIMeJpUMA aKo Ce
eJleMeHTH jeJHOI MOIy JO0BecTH y 000CTpaHO jeJJHO3HAYHy KOpecloJeHLHjy ca
eJleMeHTHMMa Jpyror Tako Ja IpU TOM I[apOBUM HHIUJEHTHHUX eJleMeHaTa jeJHOT
noJieJipa o0AroBapajy napoBuMa HHIUJEeHTHUX eJleMeHaTa Apyror, Ipyh 4eMy:

e TeMeHa npBOT NOJIMEZPA OAr0OBAPAjy CTpaHaMa JApyror

e lBuue npsor nosve pa oAroBapajy uBrM,amMa Apyror

e (TpaHe npBOT NnoJiMe pa oA4roBapajy TeMeHUuMa Apyror.

Huje Telmko NpUMeTHUTH Jja Cy ¥ TOM CMHUCJIY KOL[Ka U OKTae/iap y3ajaMHO AyasHH, 0K
je TeTpaefap fyasaH caMOM Ce6U.
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4.10. I'pynia poranyja uKocaeJpa 4 Jojekaeapa

Opn cBUX IeT NpaBUJIHUX NOJIMe/japa OCTAJIOMH je Jla UCIUTaM jolll KpeTakwe UKocaeapa
U fofekaepa. Ty nosveapu cy AyalHHU jeJaH APYTOM U IpyIe lbUXOBUX KpeTarba Cy
nsomMopoHe.

/

%

Jla 6ucMo ce y TO yBepuJIH, LOBOJ/BHO je Ja yNuUIeMO UKocaejap y JoJeKaedap WM
JoJleKaezap y MKocaezap.
ﬁ \ ‘II/ /III s
Wi, 0} - =
vﬁ // ’l,/// Jﬂ;ﬁi ) |
7). {0 \\\\
\ '/ W/ k/// 4
// //// / N4
3aTo je OBOJbHO Jia YIO3HAMO Ipyny KpeTamwa MKocaejpa. /Jla 6ucMo oApeAusan 6poj
HErOBUX eJIeMeHaTa, MoCcTynnheMo UCTO Kao y ciy4yajy TeTpaeapa u Kolke. [IpBo hemo
ocMaTpaTH OHa KpeTaka MKocae/ipa Koja 0CTaBJbajy HENMOKPEeTHUM (MHBapHUjaHTHUM)
jeaHO 6Us0 Koje TeMe. TakBUX KpeTawa MMa 5 M TO Cy NeT poTalyja OKO oce Koja
MpoJia3u Kpo3 3a/aTO TeME U beMY CynpoTHO TeMe. Kako ukocaenap uma 12 temeHa,
TO je 6poj KpeTamwa ukocaezapa 5 - 12 = 60.
CBa Ta KpeTama Cy poTaluje UKocaeJpa OKO HberoBux oca cuMerpuje. Mkocaemap nma
cnenehe oce cumeTpuje:
e 6 oca Koje Clajajy 1o JABa CyNpoTHa TEMEHA; OKO CBaKe O0Ce MMaMO IO YeTUPU
HeuJleHTU4YHe poTauuje (3a yriose 2?” ,4?” ,6: i
npeBo M y cebe. Jlakiie, ;06MjaMo YKymHO 4 - 6 = 24 pOTaLU/I]e
e 10 oca koje npoJiase Kpo3 LeHTpe M0 [iBejy CYIPOTHUX CTPaHa; OKO CBaKe oce

—) KojuMa ce wuKocaezaap

. 21 41T
HMaMO IIO JB€ HEeHWAEHTHUYHE poTaluje (3a yrijiose ? u ?) = YKYIIHO 20

poranuja.

e 15 uBHYHHX oca (Tj. 0ca Koje mpoJia3e Kpo3 cpeJIUHe Bejy HacCllpaMHHUX UBUIIA);
OKO CBaKe 0Ji TUX 0Ca UMaMo IO jeJHYy HeMJEeHTHUUYHY poTauujy (3a yrao m) —
yKynHo15 poTaryja.

Jakne , ykynHo uMaMo 24+20+15=59 HeWAeHTHYHUX poTaLHja U jeJHy UJEHTUYHY
poTauujy Tj. iMaMo yKynHo 60 poTaluja uKocaeapa.
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Opatse cienu fAa ukocaenap uMma 31 ocy cuMeTpuje.
['pyna porauuja ukocaeapa je NPUJIMYHO CJOXeHAa M U30MOp(dHA je ajTepHATUBHO]
rpynu nepMmyTanuja 5 ejieMeHarTa.

4.11. OnwTa HallOMeHa O rpynaMa poTanuja

NpaBWIHMX MoJIMeapa

['pyne poTanuja noJMroHa u noavezapa JepruHucaau CMO Kao Ipylie KpeTamwa.
3aMHMCJIMMO CajJla HeKaKBa JiBa IIprMepa pocTopa 0/ KOjUX Ce jelaH HaJla3! y ApyroM.
Jenan nmpocrtop 3amucanheMo Kao 6€CKOHAYHO YBPCTO TeJso UM 3BaheMo ra YBpCTUM
NPOCTOPOM. /|pyru npocTop 3aMucanheMo Kao npa3aH npocTop.

YBpcTH NpoCTOp CMELITAaMO y IpasaH MPOCTOp, y KOjeM OH MOKe Jia ce noMmepa. Ham
noJiMeJiap 3aMUI/baMO Kao Je0 YBPCTOr NPOCTOpPA, HEIIOKPETaH y OBOM IIPOCTOPY U
crnoco6aH Jia ce noMepa caMo 3ajeZjHo ¢ TUM npocTopoM. Ca TaKBOT CTaHOBUIITA MOTY
ce MocMaTpaTH poTalyje LeJIOKYITHOT ,YBPCTOr" IpoCTOopa y ,Ipa3HOM" pocTopy (0Ko
OBUX MJIM OHMX Oca), KOjUMa ce JaTH Nojuvejap npeBoau y cebe. Kako cBako paHuje
II0OCMaTpaHO KpeTame MoJiMesApa 6UJI0 poTalija OKO OBe UJIM OHEe 0Ce U KaKO MOXXeMO
3aMUCJUTH Ja je CBaKa poTalyjanojvespa IpOYy3pOKOBaHA pOTALUjOM LieJor
IIpOCTOpPa OKO Te UCTe OCe, TO je Irpyla KpeTamwa JAaTor HoJjuezpa udoMopdHa rpymnu
poTaluja npocTopa Kojuma ce Taj noJivejiap npeBo/iu y cebe. O6MYHO ce OBa Nocjae/bha
rpyna MMa y BUJYy KaJila Ce TOBOPHU O TpyIlM poTauyja JAaTOr NPaBUJHOT IMOJHenApa.
YecTo je yak ¥ Ha3UBajy IPYNOM IIPaBUJIHOT N1OJMepa.

[pyne npaBuiHux nupamuza (Tj. KoHayHe NUKJIW4YHE Tpyne), rpyne MOpaBUJTHUX
ounvpamMu/ia U rpylne nNpaBUJIHUX MOJMe/apa jecy jeiUHe KOHAYHE MOArpyIe y rpynu
CBUX KpeTamwa IpocTopa.
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5. Be3a My3uKe U U3OMETPHjCKUX
TpaHcdopMaLmja

MaTeMaTHKa U My3HKa Cy IOBe3aHH KpPO3 UCTOPH]Y.

MaTtemaTHyapu cy, Kao U Apyru byaH, ocehanu aduHUTET, YaK U aKO HUCY OUJIU Y
CTamy [a Kaxy LITa UX TO TAa4HO BeXe 3ajeJHO. Joul je [luTaropa onucao XapMOHHUYHE
TOHOBE MPeKO Npomnopuuja. U MHOrU Apyru MaTeMaTU4apu U ¢uio30du cy ce 6aBUIIH,
aJIu HEKHU Ce MaTeMaTH4yapH U Aa/be OaBe, ONMCUBAaKHEM MY3UUKHUX Jlejla MaTeMaTUKOM.
[TocToje KOMIIO3UTOPU KOjU KOPUCTE HEKE N30METPHUjCKe TpaHCcopMalivje Ha yHaNpes
CMULI/bEHOM JieJly KOMIIO3MIlMje Kako OW HalpaBWJM KOMIO3ULHMjy Koja he
CIyIIaonyMa Jiako ,,yhu y yBo“.

Heke mMy3uuke ¢popme cy:

Tpogenna necma : ABA

[Tecma y dopmu ctpoda, pedpen : CPCPCPC... (6us10 koju 6poj cTrpoda)

CoHaTHa ¢dopma: YB0O/, pa3Boj, peKkanuTyaaluja

Poupgo dopma: ABACABA

Bapujaunona ¢opma: noHaB/ba Ce OCHOBHU 06pasal] ajd Cce Mela Ha CBAaKOM
[IOHABJ/bakby

ABA dopma HaM Jaje ocehaj paBHOTeXe Jiesia IPH CAyIIakby M HEe YHUHU HaM ce 1a HaM
Ha Kpajy HellTo ¢asiu y KOMIIO3UIH]H.

H3oMeTpujcke TpaHcPopMalyje KOMIO3UTOPH MOTY Ja NPHUMeHe JIOKAJIHO Ha JIeJsIo
WJIY YaK rJ100asHo.
BapokHa My3HKa He caJ[p>Ki HUKaKBe U30MeTpHUjCcKe TpaHchopMalyje.

CumeTpHje Koje ce Hajuelnrhe KOPUCTe Yy MY3WIM Cy TpaHCJaldja, OCHA CUMeTpHja U
poTranuja.

[IpeBohewe K3 BUOJMHUjCKOT Ksbydya(uaud [-k/pyda) y 6ac kmbyd(uaum ¢-kmbyd) je
NoKa3aTe/b TPaHCJALOHEe CUMETpH]e.

Janey

v e ¥
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OxkTaBe cy caMe 110 ce6U TpaHC/IalHje
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Y My3uunu ce yBOAM DpeJsaljdja eKBUBaJeHLMje TakKo LUTO JBa TOHA CMaTpamo
eKBHBaJIEHTHHUM YKOJIMKO Ce pa3J/IMKYyjy 3a Lieo 6poj OKTaBa.
/lBe HOTe MpUNaAAjy UCTOj KJIaCKM TOHOBA aKo Ce pa3JiMKajy 3a 1ieo 6poj OKTaBa.

[TocToje u TpaHcIaLMje Y CMUC/IY TeMIA Y My3ULY HIIp.

E

C

I[IpuMepu TpaHc/JanUje Ha JIOKAaJHOM HHUBOY je HOp. ,Tokata u dyra y a-moay“ -
J.C.bax

[IpyuMepu OCHe CUMeTpHje Cy Ha JIOKAaJIHOM HUBOY HIp. ,lleTu ryjadyku kBapTeT” -
Baprtor besa

_LU
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