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Glava 1

UVOD

U ovom master radu obra�eni su ciklotomiqni polinomi i pojmovi neop-
hodni za �ihovo uvo�e�e i razumeva�e. Osnovna namera bila je da se osim
samih definicija, tvr�e�a i �ihovih dokaza, obradi i zadovo	avaju�i broj
primera, kako bi se ova tema pribli�ila ci	anom auditorijumu - sred�o-
xkolcima i �ihovim profesorima. Naime, redak je sluqaj da se pomenuta
tematika obra�uje na dodatnoj nastavi, a jox re�e redovnoj, van specijali-
zovanih gimnazija. Stoga na ovaj master rad, u sluqaju realnog ostvariva�a
�e	enog ci	a, mo�emo gledati i kao na ozbi	an pokuxaj oboga�iva�a li-
terature za pripremu sred�oxkolskih takmiqe�a i motivacije sred�oxko-
laca da uqe i prime�uju matematiku.

Druga glava sadr�i osnovne pojmove vezane za multiplikativne funk-
cije, primitivne korene iz jedinice, osnovne stavove i brojne primere, koji
uvode qitaoca u materijal, obra�en u tre�oj glavi. Odabir primera je pr-
venstveno okrenut ilustrova�u definisanih pojmova, a potom i dokaziva�u
nekih ozbi	nijih tvr�e�a koje ih povezuju. Ovo i jeste razlog zaxto najpre
navodimo primere sa vrlo konkretnim vrednostima odgovaraju�ih parame-
tara, a tek onda xirimo sliku o dub	oj vezi pojmova koje obra�ujemo.

Tre�a glava je nexto konkretnija, jer obra�ujemo najve�i broj tvr�e�a
koja kasnije koristimo i koja i predstav	aju sr� ovog rada. Ipak, da osta-
nemo pri primarnoj svrsi, uvod u temu zapoqi�emo obnav	a�em neophodnog
standardnog gradiva iz sred�oxkolske nastave, koji se pri ovome koristi.
Pri tom, oqekuju�i poznava�e potrebne materije, ovu rekapitulaciju vrximo
kroz primere, omogu�avaju�i uvid qitaoca u direktnu primenu.

Qetvrta glava donosi ve�i broj slo�enijih primera, koji neposredno ko-
riste tvr�e�a deta	no obra�ena u prethodnom poglav	u. Sa osnovom pri-
prem	enom teorijskim razmatra�ima u ovom radu, ova prilika je, prema
nada�ima autora, i iskorix�ena pa je obra�en znatan broj primera kakvi
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4 Ciklotomiqni polinomi

se pojav	uju na sred�oxkolskim takmiqe�ima. Jox ve�i znaqaj le�i u qi-
�enici da se argumentacija iz ovih primera vrlo qesto bez ve�ih problema
prenosi i na opxtije algebarske strukture i da se �enim razumeva�em, kod
uqenika mo�e motivisati da	i napredak i �e	a za stica�em novih zna�a
na obra�enu temu.

Veliki broj tv�e�a je dokazan, pa materijal mo�e biti koristan za uqe�e
osnovnih stvari na ovu temu. Me�utim, za zainteresovanog qitaoca, rad je,
pre svega, prilika za upoznava�e sa ovom tematikom i mogu�nostima ove teh-
nike. Ni u kom sluqaju nisu postojale pretenzije za iscrpnim obra�iva�em
ovako ozbi	ne i duboke matematike. Za da	e produb	iva�e zna�a, qitaoca
mo�emo uputiti na navedenu literaturu.

Ovaj rad, naravno nije samo delo autora, ozbi	nu ulogu odigrao je i men-
tor dr �or�e Krtini�, korisnim sugestijama koje su sigurno uticale da rad
dobije estetski prihvat	iviji oblik i formu primerenu ci	anoj publici.
Na ovom mestu mu se autor i srdaqno zahva	uje. Konaqno, mogu�e i sigurno
prisutne grexke pripadaju odgovornosti samo autora i nikog drugog.



Glava 2

Primitivni koreni i

ciklotomiqni polinomi

Ovo poglav	e je uvodnog karaktera. U �emu �emo definisati osnovne
pojmove koje koristimo u radu, navesti formulacije i dokaze stavova koji
ove pojmove povezuju i tako dati osnovu za prouqava�e ciklotomiqnih po-
linoma. Ispostavi�e se da ovim dobijamo vrlo va�nu tehniku, qesto vrlo
malo, a ponekad nimalo obra�ivanu na redovnoj i dodatnoj nastavi u sred-
�oj xkoli. Ovde se ma�e-vixe deta	no uvode i kroz primere obra�uju neke
najva�nije multiplikativne funkcije, zatim centralni pojmovi primitiv-
nog korena i ciklotomiqnog polinoma i osnovna tvr�e�a. Ovim dobijamo
neophodnu osnovu za razmatra�a u narednom poglav	u. Krenu�emo od pri-
mitivnog korena, budu�i da se i sam pojav	uje u definiciji ciklotomiqnog
polinoma, koji je predmet izuqava�a.

2.1 Primitivni koren i multiplikativne funk-

cije

U �e	i da se xto br�e pripremimo za vrlo konkretna razmatra�a, na-
vodimo uvodnu definiciju n-tog korena.

Definicija 2.1.1. Neka je n ∈ N. Kompleksan broj ω nazivamo n-tim
korenom iz jedinice ako zadovo	ava jednakost

ωn = 1.

Da stvar bude jasnija, izraquna�emo n-te korene za dati n ∈ N.

Primer 2.1. Rexe�a jednaqine xn − 1 = 0 su

xk = cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
, k = 0, 1, . . . , n− 1.
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6 Ciklotomiqni polinomi

Rexe�e. Naime, xk i raqunamo, primenom Muavrove formule kao:

xnk =
(
cos

2kπ

n
+i sin

2kπ

n

)n
= cos

n · 2kπ
n

+i sin
n · 2kπ

n
= cos 2kπ+i sin 2kπ = 1,

a kako, prema Osnovnoj teoremi algebre, polinom n-tog stepena ima taqno
n kompleksnih nula, raqunaju�i i �ihovu vixestrukost, to su xk-ovi i sve
nule polinoma xn − 1.

Zanim	ivo je primetiti i kako skup n-tih korena izgleda predstav	en u
kompleksnoj ravni.

Primer 2.2. Na�i geometrijsku interpretaciju skupa nula polinoma xn−1.

Rexe�e. Videli smo da su koreni polinoma xn − 1 dati sa

xk = cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
.

Budu�i da su svi n navedenih brojeva oblika cos θ+i sin θ, θ ∈ R, �ihov moduo
je

√
cos2 θ + sin2 θ = 1. Stoga se svi nalaze na jediniqnom krugu. Precizniju

informaciju o �ihovom rasporedu na jediniqnom krugu dobijamo iz qi�e-
nice da je rastoja�e susednih elemenata u nizu x0, x1, . . . , xn−1 konstantno.

Naime, za 1 6 k 6 n

|xk − xk−1| =
∣∣∣ cos 2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
− cos

2(k − 1)π

n
− i sin

2(k − 1)π

n

∣∣∣ =√(
cos

2kπ

n
− cos

2(k − 1)π

n

)2
+

(
sin

2kπ

n
− sin

2(k − 1)π

n

)2
=√(

− 2 sin
π

n
sin

(2k − 1)π

n

)2
+

(
2 sin

π

n
cos

(2k − 1)π

n

)2
=

2 sin
π

n

√
sin2

(2k − 1)π

n
+ cos2

(2k − 1)π

n
=

2 sin
π

n
.

Znaju�i i da je x0 = 1, dobijamo da su xk-ovi taqke na jediniqnoj kru�nici
takve da su susedne me�u �ima me�usobno podjednako uda	ene me�u kojima je
x0 = 1 prva u nizu, pa navedeni koreni jesu temena pravilnog n-tougla.
Za konkretne vrednosti, slika 2.1 ilustruje pomenute skupove n-tih korena.
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Slika 2.1: Slika uz primer 2.2

Obojene taqke na kru�nici su koreni polinoma xn − 1.

A sad, jox jedan neophodan pojam.

Definicija 2.1.2. Neka je ω n-ti koren iz jedinice, za proizvo	no n ∈
N. Tada najma�i broj k takav da va�i ωk = 1 nazivamo redom broja ω i
oznaqavamo sa r(ω).

Jedna oqekivana veza reda broja ω i n, data je slede�om lemom.

Lema 2.1.1. Neka je n prirodan broj i ω proizvo	an n-ti koren iz jedinice.
Tada za neki ceo broj k va�i ωk = 1 ako i samo ako r(ω) | k. Specijalno
r(ω) | n.

Dokaz. Neka je t = r(ω). Ako t | k, tada va�i ωk = (ωt)
k
t = 1. Za drugi smer

neka va�i ωk = 1, i neka je k = at+ b, gde je 0 6 b 6 t− 1. Odavde imamo da
je 1 = ωat+b = (ωt)aωb = ωb, odakle dobijamo ωb = 1, pa poxto je b < t = r(ω),
to je b = 0, to jest k = at xto je i trebalo dobiti.

Posledica. Lako se vidi i da je ωk = ωl ako i samo ako k ≡ l (mod t).
Specijalno za 1 6 k, l 6 t va�i i k = l.

Me�u n-tim korenima od posebnog interesa za nas su ve� najav	ivani
primitivni koreni. Sada smo u mogu�nosti i da ih uvedemo.

Definicija 2.1.3. Neka je ω n-ti koren iz jedinice, za neko n ∈ N. Ukoliko
va�i r(ω) = n, onda ω nazivamo primitivnim n-tim korenom iz jedinice.

Ovi koreni imaju "generixu�e" svojstvo. Taqan smisao ovog svojstva daje
slede�a lema.

Lema 2.1.2. Neka je ω primitivni n-ti koren iz jedinice, za neko n ∈ N.
Tada je skup {ω, ω2, . . . , ωn}, skup svih n-tih korena iz jedinice.

Dokaz. Kako je (ωk)n = (ωn)k = 1 to je i ωk n-ti koren iz jedinice. Kako
su brojevi ω, ω2, . . . , ωn me�usobno razliqiti (xto se vidi iz posledice leme
2.1.1 i definicije 2.1.3) i ima ih n, to oni predstav	aju sve n-te korene.
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Primitivni koreni iz jedinice imaju vrlo specifiqan oblik i mogu biti
generisani poznava�em jednog takvog. Naime, va�i slede�a lema.

Lema 2.1.3. Ako je ω primitivan koren iz jedinice reda n, tada je svaki
primitivni koren iz jedinice oblika ωa, gde je (a, n) = 1.

Dokaz. Neka je (a, n) = 1. Tada je (ωa)b = 1 ako i samo ako n | ab, jer je ω
koren reda n. No, kako je (a, n) = 1, to mora n | b, pa je b = 0 ili b > n.
To znaqi da je red elementa ωa jednak n, pa ωa jeste primitivan koren.

Za dokaz drugog smera leme, uzmimo primitivni koren ωa, 1 < a < n.
Oznaqimo (a, n) = d i pretpostavimo da je d > 1. Kako je d > 1, postoje a1 i
n1 takvi da je

a = da1, n = dn1 i (a1, n1) = 1.

Tada imamo
(ωa)n1 = ωda1n1 = ωna1 = (ωn)a1 = 1a1 = 1,

i n1 = n
d < n, pa je ωa reda najvixe n1 i n1 < n, pa ωa nije primitivni

koren, suprotno pretpostavci. Zato je d = 1, to jest (a, n) = 1.

Teorija kojom trenutno raspola�emo omogu�ava i dokaziva�e prvih du-
b	ih teorema.

Teorema 2.1.1. Ako su ε1 i ε2 primitivni koreni iz jedinice respektivno
m-tog i n-tog reda, pri qemu su m i n uzajamno prosti, tada je ε = ε1ε2
primitivan koren mn-tog reda iz jedinice.

Dokaz. Neka su ε1 i ε2, redom, primitivni koreni iz jedinice, m-tog i n-tog
reda. Tada je, prema lemi 2.1.3,

ε1 = ωk
1 , (k,m) = 1,

gde je ω1 = cos 2π
m + i sin 2π

m , i

ε2 = ωl
2, (l, n) = 1,

gde je ω2 = cos 2π
n + i sin 2π

n .
Da ε1ε2 jeste koren iz jedinice reda mn, sledi jednostavno iz:

(ε1ε2)
mn = εmn

1 εmn
2 = (εm1 )n(εn2 )

m = 1n1m = 1.

Kako je ω1 = ωn, a ω2 = ωm, za ω = cos 2π
mn + i sin 2π

mn , to je

ε1ε2 = ωk
1ω

l
2 = (ωn)k(ωm)l = ωnk+ml,

pa da doka�emo da je ε1ε2 primitivan koren reda mn, prema lemi 2.1.3 je
dovo	no pokazati da je

(nk +ml,mn) = 1.
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Me�utim, ovo jednostavno sledi na osnovu niza implikacija:

(k,m) = 1
(n,m) = 1

}
⇒ (kn,m) = 1 ⇒ (kn+ml,m) = 1

(l, n) = 1
(m,n) = 1

}
⇒ (lm, n) = 1 ⇒ (lm+ kn, n) = 1

Najzad, iz
(kn+ml,m) = 1 i
(kn+ml, n) = 1

}
⇒ (kn+ml,mn) = 1

xto je i trebalo dokazati.

Definicija 2.1.4. Broj prirodnih brojeva koji nisu ve�i od datog prirod-
nog brojam i relativno su prosti sa �im, to jest broj elemenata proizvo	nog
svedenog sistema ostataka po modulu m oznaqava se sa φ(m). Funkcija φ zove
se Ojlerova funkcija.

U narednom primeru izraquna�emo vrednost Ojlerove φ funkcije za neke
prirodne brojeve. Koristi�emo pri tom formulu

φ(n) = n
(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· . . . ·

(
1− 1

pk

)
,

za n = pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαk
k , qiji dokaz �emo posredno sprovesti kroz naredne

teoreme.

Primer 2.3. Izraqunati φ(21), φ(50), φ(342), φ(57), φ(1002), φ(1024).

Rexe�e.

φ(21) = φ(3 · 7) = 21 · (1− 1
3) · (1−

1
7) = 3 · (1− 1

3) · 7 · (1−
1
7) = 2 · 6 = 12,

φ(50) = φ(2 · 52) = 2 · (1− 1
2) · 25 · (1−

1
5) = 1 · 20 = 20,

φ(342) = φ(2 · 32 · 19) = 2 · (1− 1
2) · 9 · (1−

1
3) · 19 · (1−

1
19) = 1 · 6 · 18 = 108,

φ(57) = φ(3 · 19) = 3 · (1− 1
3) · 19 · (1−

1
19) = 2 · 18 = 36,

φ(1002) = φ(2 ·3 ·167) = 2 ·(1− 1
2) ·3 ·(1−

1
3) ·167 ·(1−

1
167) = 1 ·2 ·166 = 332,

φ(1024) = φ(210) = 210 · (1− 1
2) = 29 = 512.

Primitivni koren je znatno opxtiji pojam. Mi �emo raditi sa komplek-
snim primitivnim korenima iz jedinice, a ovde navodimo i definiciju i
primer raquna�a primitivnog korena po modulu prirodnog broja.
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Definicija 2.1.5. Ako je red broja ω po modulu m jednak φ(m), broj ω se
naziva primitivnim korenom po modulu m.

Razmotrimo i jedan jednostavan primer sa
”
malom\ proverom, u ci	u ilu-

stracije i bo	eg razumeva�a.

Primer 2.4. Odrediti primitivne korene po modulu 19 i 8.

Rexe�e. Za prost broj 19 imamo 18 uzajamno prostih brojeva ne ve�ih od
19, kako je 18 = 2 · 32 treba da odredimo elemente reda 2 i reda 32 u grupi
1, 2, . . . , 18.
Kako za prvi element mora va�iti

x2 ≡ 1 (mod 19), x ̸≡ 1 (mod 19)

xto zbog x2− 1 = (x+1)(x− 1) daje x+1 ≡ 0 (mod 19), dobijamo da je to broj
18. Slede�i broj x2 mora imati red 9, to jest mora biti rexe�e kongruencije

x9 ≡ 1 (mod 19).

Proverom dobijamo da su rexe�a jednaqine 1, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 16, 17. Svako ovo
rexe�e ima red 1, 3 ili 9, pa samim tim ispadaju brojevi 1, 7 i 11. Mno-
�e�em preostalih vrednosti sa prvim elementom 18 dobijamo slede�ih xest
primitivnih korena po modulu 19, a to su 2, 3, 10, 13, 14 i 15.

Za slo�en broj 8 imamo 4 uzajamno prosta broja 1, 3, 5 i 7. Kako mora
va�iti

x2 ≡ 1 (mod 8), x ̸≡ 1 (mod 8),

i imamo da

32 ≡ 1 (mod 8),

52 ≡ 1 (mod 8),

72 ≡ 1 (mod 8),

sledi da 3, 5 i 7 nisu primitivni koreni po modulu 8, jer je φ(8) = 4, i
2 < 4.

Pokazuje se da po modulu prirodnog broja primitivan koren postoji ako
i samo ako je on oblika pα, 2pα, α > 1, p > 2 ili n = 2 i n = 4, a dokaz istog
izostav	amo. Sada je jasnije zaxto u sluqaju n = 8 nismo imali primitivan
koren. No ovo je bilo samo informativnog karaktera. Nastav	amo rad sa
kompleksnim korenima iz jedinice.

Teorema 2.1.2. Ako je (m,n) = 1, tada se svaki koren jednaqine xmn = 1
mo�e jednoznaqno prikazati kao ε = ε1ε2, gde je ε1 koren jednaqine xm = 1, a
ε2 koren jednaqine xn = 1.
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Dokaz. Ako je ε posmatrani koren jednaqine xmn = 1, tada je ε = ωk za neko
k ∈ {0, 1, 2, . . . ,mn− 1} i ω = cos 2π

mn + i sin 2π
mn .

Predstavimo k na jedinstven naqin po modulu mn kao

k ≡ na+mb (mod mn),

gde
a ∈ {0, 1, 2, . . . ,m− 1},
b ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1}.

Ovo je zaista mogu�e, a i predstav	a�e mora biti jedinstveno, jer je zbog
(m,n) = 1, k ≡ na + mb (mod mn) ekvivalentno konjunkciji k ≡ na + mb
(mod m) i k ≡ na+mb (mod n) to jest k ≡ na (mod m) i k ≡ mb (mod n), a
posled�e kongruencije imaju rexe�e, zbog (m,n) = 1 i ono je jedinstveno.

Naime, an ≡ k (mod m) ima rexe�e po a, jer (m,n) = 1 povlaqi postoja�e
x, y ∈ Z takvih da je mx + ny = 1, xto daje ny ≡ 1 (mod m), pa a = ky ima
�e	eno svojstvo:

an ≡ kyn ≡ k · 1 = k (mod m).

Ako bi i a1 bilo rexe�e gor�e kongruencije imali bismo

a1n ≡ k ≡ an (mod m)

to jest
(a1 − a)n ≡ 0 (mod m)

xto zbog (m,n) = 1 daje
a1 ≡ a (mod m)

xto je i trebalo dokazati.
Potpuno sliqno razmatra se i kongruencija bm ≡ k (mod n).
Sada, na osnovu gor�e reprezentacije k po modulu mn imamo:

ε = ωk = ωna+mb = (ωn)a(ωm)b = ωa
1ω

b
2 = ε1ε2,

za ε1 = ωa
1 , a ∈ {0, 1, 2, . . . ,m− 1}, ε2 = ωb

2, b ∈ {0, 1, 2, . . . , n− 1}.

Jedinstvenost a i b, u odgovaraju�im skupovima povlaqi jedinstvenost
tra�enih ε1 i ε2.

Primetimo da korix�e�e svojstava Ojlerove funkcije φ, qiju multipi-
likativnost posredno dokazuju teoreme 2.1.1 i 2.1.2 i naredna teorema 2.1.3,
direktno daje rexe�e kongruencije

an ≡ k (mod m)

kao
a ≡ knφ(m)−1 (mod m)
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Naime,

na ≡ nφ(m)k ≡ 1 · k = k (mod m),

jer je na osnovu Ojlerove teoreme

nφ(m) ≡ 1 (mod m), (m,n) = 1.

Teorema 2.1.3. Ako su m i n uzajamno prosti brojevi, tada je proizvod
primitivnog korena m-tog stepena iz jedinice i primitivnog korena n-tog
stepena iz jedinice primitivan koren mn-tog stepena iz jedinice i obratno.

Dokaz. Prvo, ε1ε2 je primitivni koren iz jedinice reda mn, va�i na osnovu
teoreme 2.1.1, jer je ε1 primitivni koren iz jedinice redam, a ε2 primitivni
koren iz jedinice reda n.

Obratno, ako je ε primitivni koren reda mn iz jedinice, tada prema
teoremi 2.1.2 ε = ε1ε2, ε

m
1 = 1, εn2 = 1. Ako ε1 ne bi bio primitivni koren

reda m iz jedinice, tada bi za neko l < m bilo εl1 = 1. Tako bi va�ilo

εnl = (ε1ε2)
nl = (εl1)

n(εn2 )
l = 1n · 1l = 1

i nl < mn, xto je nemogu�e, jer je ε primitivan koren reda mn iz jedinice.
Sliqno, i ako ε2 ne bi bio primitivan koren reda n iz jedinice, za k < n bi
bilo εk2 = 1 i

εmk = (ε1ε2)
mk = (εm1 )k(εk2)

m = 1k · 1m = 1,

xto je nemogu�e, jer je mk < mn.

Teorema 2.1.4. Broj primitivnih korena n-tog reda iz jedinice je paran za
svako n > 2.

Dokaz. Broj primitivnih korena iz jedinice reda n, je na osnovu teorema
2.1.1, 2.1.2, 2.1.3:

1◦ broj brojeva ma�ih od n i uzajamno prostih sa n,

2◦ multiplikativna funkcija:

(m,n) = 1 ⇒ φ(mn) = φ(m)φ(n),

3◦ za stepene prostih se, prema 1◦, lako raquna kao:

φ(pα) = pα−1(p− 1) = pα − pα−1.
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Prema 2◦ i 3◦, za n = pα1
1 · . . . · pαk

k va�i φ(n) = φ(pα1
1 ) · . . . · φ(pαk

k ), to jest

φ(n) = pα1−1
1 (p1 − 1) · . . . · pαk−1

k (pk − 1).

Za n > 2, broj sa bar jednim neparnim deliocem p ima za qinilac p− 1, koji
je paran, pa 2 | φ(n). Ako je n = 2k, k > 1 (jer je n > 2), tada, prema 3◦,
φ(n) = 2k−1, xto je za k > 1 paran broj.

2.2 Mebijusova funkcija

Definicija 2.2.1. Mebijusova funkcija µ(n) je funkcija definisana za
sve prirodne brojeve na slede�i naqin:

µ(n) =


1, ako je n = 1
0, ako je broj n de	iv kvadratom prostog broja
(−1)ν , inaqe, gde je ν broj razliqitih prostih delite	a broja n.

Teorema 2.2.1. Ako su a i b uzajamno prosti brojevi, tada va�i jednakost
µ(ab) = µ(a)µ(b) (multiplikativnost Mebijusove funkcije).

Dokaz. Ako za neki prost p, p2 | ab, tada p2 | a ili p2 | b, jer ne mo�e p | a,
p | b, zbog pretpostavke da su a i b uzajamno prosti. Tada µ(ab) = 0 povlaqi
µ(a) = 0 ili µ(b) = 0, zavisno da li p2 | a ili p2 | b, pa gor�a jednakost
va�i.

Ako je ab = p1p2 · . . . · pk, tada je a = pi1 · . . . · pij i b = pij+1 · . . . · pik , gde je
(i1, i2, . . . , ij , ij+1, . . . , ik) neka permutacija (1, 2, . . . , k) i va�i µ(ab) = (−1)k,
µ(a) = (−1)j , µ(b) = (−1)k−j i µ(ab) = µ(a)µ(b) va�i. Za a = 1 tvr�e�e va�i
jer je µ(1) = 1.

Teorema 2.2.2. Za svaki prirodan broj n > 1 va�i da je∑
d|n

µ(d) = 0,

gde je µ(n) Mebijusova funkcija.

Dokaz. Neka je n = pα1
1 pα2

2 ·. . .·pαk
k , pi-prosti, αi > 0, αi ∈ N. U zbiru

∑
d|n µ(d)

ne-nula vrednosti dolaze samo od delilaca d | n oblika d = pβ1
1 pβ2

2 · . . . · pβk
k ,

0 6 βi 6 1, jer ako je za neko j, βj > 2, tada p2j | d i µ(d) = 0.

Iz multiplikativnosti µ je

µ(d) = µ(pβ1
1 pβ2

2 · . . . · pβk
k ) = µ(pβ1

1 ) · . . . · µ(pβk
k ),

a µ(1) = 1 i µ(pi) = (−1)1 = −1 za svaki prost pi.
Tako je, koriste�i opet multiplikativnost imamo∑

d|n

µ(d) =
∑

0≤βi≤1

µ(pβ1
1 ) · . . . · µ(pβk

k )
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a iz

µ(pβi
i ) = µ(pi)

βi za pi − prost, 0 ≤ βi ≤ 1

je da	e∑
0≤βi≤1

µ(pβ1
1 ) · . . . · µ(pβk

k ) = (µ(1) + µ(p1)) · . . . · (µ(1) + µ(pk)) = 0 · . . . · 0 = 0

Izraqunajmo i vrednost µ u nekim prirodnim brojevima.

Primer 2.5. Izraqunati µ(1001), µ(1036), µ(10), µ(625), µ(14).

Rexe�e. Broj 1001 je proizvod tri razliqita prosta broja 7, 11 i 13, pa je
po definiciji Mebijusove funkcije,

µ(1001) = µ(7 · 11 · 13) = (−1)3 = −1.

Broj 1036 je de	iv sa 4 = 22, pa je

µ(1036) = 0.

Za n = 10 je

µ(10) = µ(2 · 5) = (−1)2 = 1.

Broj 625 je qetvrti stepen broja 5, pa

µ(625) = 0.

Sliqno sluqajevima 1001 i 10, i broj 14 je proizvod razliqitih prostih
brojeva 2 i 7, pa je

µ(14) = µ(2 · 7) = (−1)2 = 1.

Teorema 2.2.3. Neka je funkcija f definisana na skupu N prirodnih bro-
jeva i neka je

F (n) =
∑
d|n

f(d) za svako n ∈ N.

Tada je

f(n) =
∑
d|n

µ(d)F
(n
d

)
,

(ova furmula poznata je i pod nazivom Mebijusova formula inverzije).
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Dokaz. Sraqunajmo gor�i zbir uzimaju�i u obzir ve� dokazano
∑

d|n µ(d) = 0
za n > 1:∑

d|n

µ(d)F
(n
d

)
=

∑
n=d1d2

µ(d1)F (d2)
(def. F )

=
∑

n=d1d2

µ(d1)(
∑
d3|d2

f(d3)) =

∑
n=d1d2, d3|d2

µ(d1)f(d3)
(zamena poretka u zbiru)

=
∑
d3|n

f(d3)(
∑
d1| n

d3

µ(d1))
(1)
=

∑
d3|n

f(d3)δ
( n

d3

) (nenula je samo za n=d3)
= f(n),

xto je i trebalo dokazati.

(1)∑
d|n µ(d) = 0, n > 1

δ(n) = 0, n > 1
δ(1) = 1
δ(n) =

∑
d|n µ(d) (ima ove vrednosti prema teoremi 2.2.2)

Teorema 2.2.4. Zbir svih primitivnih korena n-tog stepena iz jedinice
jednak je µ(n).

Dokaz. Oznaqimo zbir svih primitivnih n-tih korena iz jedinice sa f(n).
Da doka�emo da se µ(n) poklapa sa f(n), pokaza�emo da je i f multipli-
kativna (za µ smo to ve� pokazali), kao i da se poklapaju na jedinici i
stepenima prostih. Na osnovu ranijih razmatra�a je

f(n) =
∑

1<k6n, (k,n)=1

e
2πik
n .

Kao prvo, svih φ(mn) sabiraka u f(m)f(n) su razliqiti. Naime, pretposta-
vimo li da su neka dva jednaka, to jest

e
2πip
n · e

2πiq
m = e

2πir
n · e

2πis
m

dobijamo

pm+ qn ≡ rm+ sn (mod mn) ⇔ m(p− r) + n(q − s) ≡ 0 (mod mn)

xto daje

m | n(q − s), n | m(p− r),

odnosno zbog

(m,n) = 1, m | q − s, n | p− r,
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xto je nemogu�e, jer q i s, odnosno p i r biramo kao razliqite po modulima,
redom, m i n i koji su, redom, sa istima i uzajamno prosti.
Jasno, svaki od navedenih sabiraka se pojav	uje u f(mn), jer je

e
2πip
n · e

2πiq
m = e

2πi(pm+qn)
mn

i (pm+ qn,mn) = 1 zbog (p, n) = (q,m) = 1

(p, n) = 1, (m,n) = 1 ⇒ (mp, n) = 1 ⇒ (mp+ nq, n) = 1
(q,m) = 1, (n,m) = 1 ⇒ (nq,m) = 1 ⇒ (nq +mp,m) = 1

}
(m,n)=1⇒

(pm+ qn,mn) = 1.

Dakle,

f(m)f(n) =
∑

(p,n)=1, (q,m)=1, 16p<n, 16q<m

e
2πi(pm+qn)

mn =

∑
(k,n)=1, 16k<n

e
2πik
n = f(mn).

Ali,

f(pk) =
∑

16l<pk, p-l

e
2πil

pk =
∑

16l<pk

e
2πil

pk −
∑

l′∈{1,2,...,pk−2}

e
2πipl′

pk =

−1− (
∑

16l
′6pk−2

e
2πil′
pk−1 ) = (−1)− (−1) = 0.

f(p) = e
2πi
p + . . .+ e

2πi(p−1)
p + 1− 1 =

1− (e
2πi
p )p

1− e
2πi
p

− 1 = 0− 1 = −1

i
f(1) = µ(1) = 1, pa je f(n) ≡ µ(n).

Za neke brojeve n ∈ N, koriste�i gor�i rezultat, dobijamo i netrivijalne
trigonometrijske identitete.

Uzimaju�i da je n = 10, u formuli koju smo dobili kao rezultat prethodne
teoreme dobijamo:

cos
2 · 1
10

π + i sin
2 · 1
10

π + cos
2 · 3
10

π + i sin
2 · 3
10

π + cos
2 · 7
10

π + i sin
2 · 7
10

π+

cos
2 · 9
10

π + i sin
2 · 9
10

π = µ(10) = 1

Tako imamo, uzimaju�i realni deo gor�eg izraza:

cos
π

5
+ cos

3π

5
+ cos

7π

5
+ cos

9π

5
= 1,
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pa imaju�i u vidu da je

cos
9π

5
= cos(2π − π

5
) = cos

π

5

i sliqno,

cos
7π

5
= cos

3π

5
.

Imamo da je

cos
π

5
+ cos

3π

5
=

1

2
.

Sliqno, za n = 14, izdvajaju�i kao i gore realni deo izraza dobijenog
direktnom primenom teoreme 2.2.4:

cos
2 · 1
14

π + cos
2 · 3
14

π + cos
2 · 5
14

π + cos
2 · 9
14

π + cos
2 · 11
14

π + cos
2 · 13
14

π = 1

to jest poxto su

cos
π

7
i cos

13π

7
, cos

3π

7
i cos

11π

7
, cos

5π

7
i cos

9π

7

jednaki, imamo da je

cos
π

7
+ cos

3π

7
+ cos

5π

7
=

1

2
.

Zanim	iv identitet dobijamo i za n = 30 = 2 · 3 · 5:

cos
π

15
+ cos

7π

15
+ cos

11π

15
+ cos

13π

15
=

µ(30)

2
= −1

2
.

Primer 2.6. Odrediti vrednost sume

S =

φ(n)∑
i,j=1

εiεj ,

gde su εi, i = 1, 2, ..., φ(n), primitivni koreni n-tog stepena iz jedinice.

Rexe�e. Na osnovu teoreme 2.2.4 je

φ(n)∑
i,j=1

εiεj = (

φ(n)∑
i=1

εi)(

φ(n)∑
j=1

εj) = µ(n) · µ(n) =

µ2(n) =

{
1, n = 1 ili n = p1 · p2 · . . . · pk
0, inaqe



18 Ciklotomiqni polinomi

Teorema 2.2.5. Neka su k i n me�usobno prosti prirodni brojevi. Oznaqimo
sa Pn skup svih primitivnih korena n-tog reda iz jedinice, a sa P k

n = {εk |
ε ∈ Pn}. Tada je

(a) Pn = P k
n ,

(b)
n−1∑
k=0

εkm = 0 za svako m ∈ Z (n - m) i svako ε ∈ Pn (ako n | m, zbir je n).

Dokaz. a) Ako je θ ∈ Pn, to jest θ neki od primitivnih korena iz jedinice
n-tog reda, tada je

θ = e
2πil
n ,

gde je (l, n) = 1.

No, θk = e
2πilk

n , a kako je (l, n) = 1, i prema uslovu teoreme (k, n) = 1, imamo
(kl, n) = 1, pa i θk ∈ Pn. Dakle, stepenova�em svih elemenata iz Pn sa
k, (k, n) = 1 i da	e dobijamo elemente iz Pn. Ali, da poka�emo i da svaki
element iz Pn jeste dobijen na ovaj naqin, dovo	no je dokazati da za razliqite
l, m, (l, n) = 1, (m,n) = 1, ne mo�e va�iti

(e
2πil
n )k = (e

2πim
n )k.

Ovo povlaqi
e

2πi(lk−mk)
n = 1,

to jest
(l −m)k

n
= r ∈ Z

odnosno
n | k(l −m).

Me�utim, (k, n) = 1 pa n | (l −m), ali ovo je nemogu�e, po izboru l i m, koji
su razliqiti i uzajamno prosti sa n, i 6 n− 1, i ve�i od 0.
Dakle, svi θk su razliqiti i jesu primitivni koreni iz jedinice n-tog reda.

b) Napiximo m = rs, gde je r = (m,n) i (s, n) = 1.
Tada je, prema delu pod a) za r < n:

n−1∑
k=0

εkm =

n−1∑
k=0

εkrs =

n−1∑
k=0

(εs)rk
a)
=

n−1∑
k=0

θrk = 1 + θr + . . .+ θr(n−1) =
1− θrn

1− θr
(θn=1)
=

1− (θn)r

1− θr
= 0,
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a) εs = θ ∈ Pn

θr ̸= 1, jer 1 6 (m,n) 6 n.
Ali, ako je r = (m,n) = n, onda n | m, i tada je

n−1∑
k=0

εkm =

n−1∑
k=0

1 = n.



Glava 3

Osnovne osobine

ciklotomiqnih polinoma

3.1 Rastav	ivost i primene na ciklotomiqne po-

linome

Prethodna glava daje nam i vixe nego zadovo	avaju�u podlogu za da	e ob-
ra�iva�e materije. Pre samih tvr�e�a, rekapitulirajmo osnovne pojmove iz
de	ivosti polinoma, kao pripremu za teoriju koja sledi. Naime, skra�ujemo
nepotrebno uvo�e�e poznatih pojmova i stavova, koje �emo br�e obnoviti na
konkretnim primerima.

Navex�emo par primera vezanih za rastav	a�e polinoma u Z[x].

Primer 3.1. Rastaviti polinom p(x) = x4 + 5x3 + 3x2 − 19x− 30 u Z[x].

Rexe�e. Celobrojne nule potra�i�emo me�u deliocima broja 30, a to su:

±1,±2,±3,±5,±6,±10,±15,±30.

Jednostavnim raqunom dobijamo:

p(1) = −40 ̸= 0,

p(−1) = −12 ̸= 0,

p(2) = 0.

Nakon dobija�a prve nule, delimo p(x) sa (x− 2) xto daje

(x4 + 5x3 + 3x2 − 19x− 30) : (x− 2) = x3 + 7x2 + 17x+ 15.

Celobrojne nule novodobijenog polinoma tra�imo me�u brojevima±1,±3,±5,±15:

p(1) = 40 ̸= 0,

20
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p(−1) = 4 ̸= 0,

p(3) = 156 ̸= 0,

p(−3) = 0.

Odavde je
(x3 + 7x2 + 17x+ 15) : (x+ 3) = x2 + 4x+ 5,

a iz predstav	a�a
x2 + 4x+ 5 = (x+ 2)2 + 1

vidimo da posled�i kvadratni trinom nema realnih korena, pa se on ne mo�e
da	e rastaviti u Z[x].
Dakle,

x4 + 5x3 + 3x2 − 19x− 30 = (x− 2)(x+ 3)(x2 + 4x+ 5).

Gor�a tehnika nekad mo�e biti od koristi i u dokaziva�u nerastav	i-
vosti polinoma ni�eg stepena.

Primer 3.2. Ispitati rastav	ivost polinoma p(x) = x4 + 4x3 + 4x2 + 1 u
Z[x].

Rexe�e. Budu�i da je slobodan qlan jednak 1, a vode�i koeficijent polinoma
1, jedine mogu�e celobrojne nule su 1 i −1. Kako je

p(1) = 10 i p(−1) = 2,

to p(x) nema faktora stepena 1, a samim tim ni stepena 3 pri rastav	a�u u
Z[x].
Neka je, zato,

x4 + 4x3 + 4x2 + 1 = (x2 + ax+ b) · (x2 + cx+ d) =

x4 + (a+ c) · x3 + (b+ d+ ac) · x2 + (ad+ bc) · x+ bd

gde su a, b, c, d ∈ Z.
Tada je

a+ c = 4,

b+ d+ ac = 4,

ad+ bc = 0, i

bd = 1,

b, d ∈ Z. Iz posled�e jednaqine dobijamo da je b = d = ±1. Iz prvog i tre�eg
reda, za b = d = 1 sledi

4 = a+ c = 0
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pa ovaj sluqaj ne dovodi do rexe�a.
Iz prvog i tre�eg reda, za b = d = −1 sledi

4 = a+ c = 0

pa opet nema rexe�a u Z.
Zato se dati polinom ne mo�e rastaviti u Z[x].

Naredni kriterijum je nexto ubojitije i tipiqno sred�oxkolsko oru�e
u zadacima ovog tipa, za qiji dokaz je potrebna Gausova Lema.

Teorema 3.1.1. (Gausova Lema) Pretpostavimo da f(x) ∈ Z[x] ima uzajamno
proste koeficijente, tako da

f(x) = cnx
n + . . .+ c1x+ c0.

Pretpostavimo da se f(x) mo�e svesti na Q[x], tako da je

f(x) = A(x)B(x)

gde A(x), B(x) ∈ Q[x] imaju pozitivne stepene. Tada je f(x) rastav	iv u Z[x],
zapravo

f(x) = a(x)b(x)

gde je a(x) = µA(x), b(x) = µ−1B(x), µ ∈ Q i a(x), b(x) ∈ Z[x].

Dokaz. Neka je m zajedniqki sadr�alac imenioca koeficijenata A(x), tako
da je m1A(x) ∈ Z[x]. Neka je l najve�i zajedniqki delilac koeficijenata
m1A(x), tako da je m1A(x) = l1a(x), gde su koeficijenti a(x) relativno pro-
sti.

Sliqno nalazimo cele brojeve razliqite od nulem2, l2 tako da jem2B(x) =
l2b(x), gde su koeficijenti b(x) relativno prosti.
Neka je µ = m1/l1 i ν = m2/l2. Tada je

f(x) = µνa(x)b(x)

gde su a(x)b(x) ∈ Z[x] dati kao

a(x) = arx
r + . . .+ a1x+ a0, b(x) = bsx

s + . . .+ b1x+ b0,

za (a0, a1, . . . , ar) = (b0, b1, . . . , bs) = 1 i n = r + s.
Zamenimo b(x) i ν sa −b(x) i −ν ako je potrebno, pa mo�emo pretpostaviti
da je µν > 0. Tada moramo pokazati da je µν = 1.
Napiximo da je µν = l/m, gde su m, l ∈ Z, m, l > 0, i (m, l) = 1. Tada je

mf(x) = la(x)b(x).
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Sada l | mck za k = 0, 1, . . . , n i (m, l) = 1, pa l | ck za k = 0, 1, . . . , n. Kako
su c0, c1, . . . , cn uzajamno prosti imamo da je l = 1.

Pretpostavimo da je m > 1. Izaberimo prost p koji deli m. Kako je
(a0, a1, . . . , ar) = 1, p ne mo�e deliti sve koeficijente u a(x). Stoga mora
postojati ceo broj i, gde je 0 6 i < r, tako da p deli svaki a0, a1, . . . , ai−1 i p
ne deli ai. Sliqno, mora postojati ceo broj j, gde je 0 6 j < s tako da p deli
svaki od b0, b1, . . . , bj−1 i p ne deli bj . Ali

mci+j = · · ·+ ai−1bj+1 + aibj + ai+1bj−1 + · · · .

Sada p deli qlanove sa leve strane aibj (to jest p | a0, p | a1, . . . , p | ai−1), p
deli qlanove sa desne strane aibj (to jest p | b0, p | b1, . . . , p | bj−1), i p deli
mci+j (to jest p | m). Prema tome p | aibj je kontradikcija sa qi�enicom da
p - ai i p - bj .

Teorema koja sledi daje najpoznatiji i najav	eni kriterijum rastav	i-
vosti.

Teorema 3.1.2. (Ajzenxtajnov kriterijum) Pretpostavimo da je f(x) ∈ Z[x]
dato kao

f(x) = cnx
n + . . .+ c1x+ c0

i neka je p prost, koji zadovo	ava slede�e

(1) p ne deli cn,

(2) p deli cn−1, . . . , c1, c0,

(3) p2 ne deli c0.

Tada je f(x) nerastav	iv u Q[x].

Dokaz. Pretpostavimo da koeficijenti c0 , c1, . . . , cn nemaju zajedniqkih pro-
stih qinilaca. Tada na osnovu Gausove Leme i pretpostavke da je f(x) rasta-
v	iv u Q[x] imamo da je

f(x) = a(x)b(x)

gde su a(x), b(x) ∈ Z[x] i oba imaju pozitivne stepene. Zapisa�emo da je

a(x) = arx
r + . . .+ a1x+ a0, b(x) = bsx

s + . . .+ b1x+ b0.

Na osnovu (2) p | c0, c0 = a0b0, kao i p | a0 ili p | b0. Dok iz (3) imamo da
p2 - c0. Sada

ck = a0bk + a1bk−1 + . . .+ akb0

i p | ak za k = 0 , 1, . . . , r (u ovom koraku smo koristili da je r < n). Kako
p deli sve koeficijente a(x) dobijamo da p deli i sve koeficijente od f(x)
xto je kontradikcija sa (1).
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Mo� gor�eg kriterijuma proveri�emo i kroz par primera.

Primer 3.3. Dokazati da su polinomi x7+48x− 24, xp+ px+(p− 1), p ≥ 3,
p− prost, x5 + 4x4 + 2x+ 2 nerastav	ivi u Z[x].

Rexe�e. Za polinom

f(x) = x7 + 48x− 24

uzmimo p = 3, tada 3 | −24, 3 | 48, ali 32 - −24, pa je ovaj polinom nerastav	iv
u Z[x].
Za polinom

f(x) = x5 + 4x4 + 2x+ 2

uzmimo p = 2, tada 2 | 2, 2 | 2, 2 | 4, ali 22 - a0 = 2, pa je ovaj polinom
nerastav	iv u Z[x].
Za polinom

f(x) = xp + px+ (p− 1)

uzmimo p > 3, p-prost.
Imamo da je

f(x+ 1) = (x+ 1)p + p · (x+ 1) + p− 1 =

p∑
k=1

xk + 1 + px+ p+ p− 1 =

p∑
k=1

(
p

k

)
xk + px+ 2p = xp +

p−1∑
k=2

(
p

k

)
xk + 2px+ 2p.

Kako je (
p

k

)
=

p!

k! · (p− k)!
=

1 · 2 · . . . · p
1 · 2 · . . . · k · (p− k) · (p− k − 1) · . . . · 1

de	iv sa p, jer brojilac ima qinilac p, a u imeniocu su brojevi ma�i od p,
pa ih p ne deli, to p |

(
p
k

)
. Zato je p | 2p, p | p, p |

(
p
k

)
, 2 6 k 6 p − 1, ali

p2 - 2p za p > 3. Primena Ajzenxtajnovog kriterijuma omogu�ava zak	uqak
da je f(x) nerastav	iv.

Konaqno, u prilici smo i da vidimo korist od ovog kriterijuma u ciklo-
tomiqnom

”
okru�e�u\.

Teorema 3.1.3. Neka je p prost broj i ε = cos 2π
p +i sin 2π

p . Ako su a0, a1, . . . , ap−1

celi brojevi razliqiti od nule, tada �e jednakost

a0 + a1ε+ . . .+ ap−1ε
p−1 = 0

va�iti onda i samo onda ako je a0 = a1 = . . . = ap−1.
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Dokaz. Ako je
a0 + a1ε+ . . .+ ap−1ε

p−1 = 0,

iz
εp − 1

ε− 1
= 1 + ε+ . . .+ εp−1 = 0

sledi
a0 + a1ε+ . . .+ ap−1ε

p−1 − a0(1 + ε+ . . .+ εp−1) = 0

to jest

(a1 − a0)ε+ . . .+ (ap−1 − a0)ε
p−1 = 0 ⇔ (a1 − a0) · 1 + . . .+ (ap−1 − a0)ε

p−2 = 0

odnosno ε anulira polinom stepena p− 2, xto je nemogu�e, pa je

a1 − a0 = . . . = ap−1 − a0 = 0

to jest
a0 = a1 = . . . = ap−1.

Ako bi ε bilo nula polinoma stepena 6 p− 2, tada bi taj polinom delio

F (x) = 1 + x+ . . .+ xp−1.

No, F (x) je nerastav	iv po Ajzenxtajnovom kriterijumu, jer

F (x+ 1) =
(x+ 1)p − 1

x
=

∑p
k=1

(
p
k

)
xk

x
=

p∑
k=1

(
p

k

)
xk−1 =

p+

(
p

2

)
x1 + . . .+

(
p

p

)
xp−1

i p | p, p |
(
p
2

)
, . . . , p |

(
p

p−1

)
, ali p2 - p. Kako je(

p

k

)
=

p(p− 1) · . . . · (p− k + 1)

1 · 2 · . . . · k
.

de	iv sa p, jer brojilac ima qinilac p, a u imeniocu su brojevi ma�i od p,
pa ih p ne deli, to p |

(
p
k

)
.

Primer 3.4. Ako su m i n uzajamno prosti, dokazati da polinomi xm − 1 i
xn − 1 imaju jedinstven zajedniqki koren.

Rexe�e. Skup rexe�a xn−1 je skup korena iz jedinice n-tog reda, koji jeste
jedna cikliqna grupa, pa je presek rexe�a xm − 1 = 0 i xn − 1 = 0 podgrupa
obe cikliqne grupem-tog i n-tog reda, te �en red r deli, prema Lagran�ovoj
teoremi, redove obe grupe, to jest r | m, r | n. Kako je

r | m, r | n ⇔ r | (m,n) = 1

to je r = 1, pa je tra�eni koren jedinstven.
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Pojam od centralne va�nosti, sada mo�emo i korektno definisati.

Definicija 3.1.1. Neka je n proizvo	an prirodan broj. Tada n-tim ciklo-
tomiqnim polinomom nazivamo moniqan polinom qiji su koreni primitivni
n-ti koreni iz jedinice (i pri tome nema dvostrukih nula):

Φn(x) =
∏

r(θ)=n, θn=1

(x− θ).

Teorema 3.1.4. Neka je Φn(x) ciklotomiqni polinom, tada va�i jednakost

xn − 1 =
∏
d|n

Φd(x).

Dokaz. Sve nule polinoma xn − 1 su koreni n-tog reda iz jedinice. Neka je
θ jedan od tih korena, i neka je r(θ) = d. Tada je θ primitivni koren d-tog
reda iz jedinice, pa je samim tim i nula polinoma Φd(x), a tako�e, poxto
d | n, to je θ nula i polinoma

∏
d|nΦd(x), pa poxto su polinomi xn − 1 i∏

d|nΦd(x) moniqni, i imaju sve jednake nule, to su i oni sami jednaki, pa je
jednakost zadovo	ena. Upore�iva�em stepena najstarijih qlanova dobijamo
da je n =

∑
d|n φ(d).

Navedimo i prvih dvadeset ciklotomiqnih polinoma:

Φ1(x) = x− 1,

Φ2(x) = x+ 1,

Φ3(x) = x2 + x+ 1,

Φ4(x) = x2 + 1,

Φ5(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1,

Φ6(x) = x2 − x+ 1,

Φ7(x) = x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1,

Φ8(x) = x4 + 1,

Φ9(x) = x6 + x3 + 1,

Φ10(x) = x4 − x3 + x2 − x+ 1,

Φ11(x) = x10 + x9 + x8 + x7 + x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1,

Φ12(x) = x4 − x2 + 1,

Φ13(x) = x12 + x11 + x10 + x9 + x8 + x7 + x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1,
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Φ14(x) = x6 − x5 + x4 − x3 + x2 − x+ 1,

Φ15(x) = x8 − x7 + x5 − x4 + x3 − x+ 1,

Φ16(x) = x8 + 1,

Φ17(x) = x16 + x15 + x14 + x13 + x12 + x11 + x10 + x9 + x8 + x7 + x6 + x5 +
x4 + x3 + x2 + x+ 1,

Φ18(x) = x6 − x3 + 1,

Φ19(x) = x18+x17+x16+x15+x14+x13+x12+x11+x10+x9+x8+x7+
x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1,

Φ20(x) = x8 − x6 + x4 − x2 + 1.

Primenom gore navedenog kriterijuma dokaza�emo nerastav	ivost poli-
noma Φn(x) za prosto n.

Teorema 3.1.5. Ako je p prost broj, onda je

Φp(x) = xp−1 + xp−2 + . . .+ x+ 1.

Dokaz. Prema teoremi 3.1.4 je

xp − 1 =
∏
d|p

Φd(x) = Φ1(x)Φp(x),

jer je p prost.
Ali, Φ1(x) = x− 1, pa je

Φp(x) =
xp − 1

x− 1
= 1 + x+ . . .+ xp−1.

Sluqaj opxteg n ∈ N tretira se nexto slo�enijom tehnikom i izlazi iz
okvira teme ovog rada. Zato �emo dokaz istog ovde izostaviti.

Teorema 3.1.6. Polinom Φn(x), n > 2, je nerastav	iv u po	u racionalnih
brojeva.

Intuitivno oqekivana, i gor�im rezultatima
”
potvr�ena\ va�i i slede�a

teorema.

Teorema 3.1.7. Koeficijenti polinoma Φn(x) su celi brojevi.
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Dokaz. Za dokaz ove teoreme neophodno je najpre dokazati slede�u teoremu:

Teorema Neka su f i g dva moniqna polinoma sa racionalnim koefici-
jentima. Ako su svi koeficijenti polinoma f · g celi brojevi, onda su to i
svi koeficijenti polinoma f i g.

Dokaz. Neka su f(x) = xm+am−1x
m−1+. . .+a0 i g(x) = xn+bn−1x

n−1+. . .+b0
dati polinomi. Neka suM i N najma�i prirodni brojevi takvi da suMf(x)
i Ng(x) polinomi sa celobrojnim koeficijentima (oqigledno je da takvi
M i N postoje, to su najma�i zajedniqki sadr�aoci od imenioca brojeva
am, am−1, . . . , a0, to jest bn, bn−1, . . . , b0, u skra�enom obliku). Neka je da	e
Ai = Mai, za 0 6 i 6 m− 1, i Bj = Mbj , za 0 6 j 6 n− 1, i neka je Am = M ,
to jest Bn = N . Tada je

MNf(x)g(x) = AmBnx
m+n + . . .+A0B0.

Kako je po pretpostavci f(x)g(x) ∈ Z[x], to su svi koeficijenti polinoma
MNf(x)g(x) de	ivi sa MN .
Pretpostavimo da je MN > 1 (u suprotnom bi bilo M = 1, N = 1, qime bi
tvr�e�e bilo dokazano). Neka je p prost broj takav da p | MN . Poka�imo da
tada postoji i ∈ 0, 1, . . . ,m takav da p - Ai. Zaista, ako p - M , tada i p - Am.
U suprotnom, ako p | M , opet ne mo�e da va�i p | Ai, za sve i ∈ 0, 1, . . . ,m

jer bi tada va�ilo da je
(
M
p

)
ai = Ai

p ∈ Z, pa bismo imali kontradikciju

sa minimalnosti broja M. Analognim postupkom pokazuje se i da postoji
j ∈ 0, 1, . . . , n, takvo da p - Bj . Neka su I, J najve�i od svih brojeva i, j,
za koje je zadovo	eno p - Ai, p - Bj . Tada je koeficijent uz qlan xI+J , u
polinomu MNf(x)g(x), broj oblika AIBJ + S, i pritom �emo pokazati da
p | S. Zaista, kako je

S =
∑

k+l=I+J, k ̸=I, l ̸=J

AkBl

to mora za svaki sabirak u toj sumi da va�i ili k > I, ili l > J , pa tada
va�i p | Ak, to jest p | Bl, odnosno svaki sabirak je de	iv sa p, pa p | S. Dakle,
dobili smo da koeficijnet uz xI+J nije de	iv sa MN . Iz te kontradikcije
sledi da ne mo�e va�iti MN > 1, iz qega sledi tvr�e�e.

Doka�imo tvr�e�e indukcijom.

Za n = 1 je oqigledno taqno, jer je Φ1(x) = x− 1.
Pretpostavimo da je tvr�e�e taqno za sve brojeve ma�e od n. Tada je prime-
nom teoreme 3.1.4

Φn(x) =
xn − 1∏

d|n, d̸=nΦd(x)

pa su koeficijenti polinoma Φn(x) racionalni brojevi, a prema prethodno
dokazanoj teoremi, samim tim i celi.



Glava 4

Da	a svojstva

ciklotomiqnih polinoma

4.1 Korisni identiteti i slo�eniji primeri

Razvijena teorija omogu�ava odre�iva�e ciklotomiqnih polinoma vixeg
stepena pomo�u odgovaraju�ih polinoma ni�eg stepena, po pravilima koje
utvr�ujemo narednim teoremama. Prva takva svodi�e n = pα na sluqaj samog
prostog broja p.

Teorema 4.1.1. Ako je n = pλ stepen prostog broja p, onda je

Φn(x) = Φp(x
pλ−1

).

Dokaz. Za λ = 1, oqigledno va�i. Za λ > 1 je, na osnovu teoreme 3.1.4

Φpλ+1(x) =
xp

λ+1 − 1∏
d|pλ Φd(x)

=
xp

λ+1 − 1

xpλ − 1
,

prema ((xp
λ − 1) =

∏
d|pλ Φd(x)), pa je ovo

=
(xp

λ
)p − 1

xpλ − 1
= 1 + xp

λ
+ . . .+ (xp

λ
)p−1 = Φp(x

pλ),

prema teoremi 3.1.5.

Vidimo i kako to funkcionixe za konkretne stepene prostih.

Primer 4.1. Izraqunati Φ16(x), Φ625(x), Φ27(x), Φ49(x), Φ1331(x).

Rexe�e. Koriste�i zak	uqak prethodne teoreme dobijamo:

Φ16(x) = Φ2(x
8) = x8 + 1,

Φ625(x) = Φ5(x
125) = x500 + x375 + x250 + x125 + 1,

29
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Φ27(x) = Φ3(x
9) = x18 + x9 + 1,

Φ49(x) = Φ7(x
7) = x42 + x35 + x21 + x14 + x7 + 1,

Φ1331(x) = Φ11(x
121) = x1210 + x1089 + x968 + x847 + x726 + x605 + x484 +

x363 + x242 + x121 + 1.

Zanim	iva veza postoji i izme�u Φn i Φ2n. Upravo ona je u sadr�aju
naredne teoreme.

Teorema 4.1.2. Za svaki neparan broj n ve�i od 1 jednakost Φ2n(x) = Φn(−x)
je zadovo	ena.

Dokaz. Prema teoremi 3.1.4 je:

x2n − 1 =
∏
d|2n

Φd(x) =
∏
d|n

Φd(x)
∏
d|n

Φ2d(x)
teorema 3.1.4

=

(xn − 1)
∏
d|n

Φ2d(x) = (xn − 1)(x+ 1)
∏

d|n, d>1

Φ2d(x),

pa je

∏
d|n, d>1

Φ2d(x) =
x2n − 1

(xn − 1)(x+ 1)
=

xn + 1

x+ 1
= xn−1 − xn−2 + . . .+ 1 (∗)

Tvr�e�e dokazujemo potpunom indukcijom.

Za Φ6(x) imamo, prema teoremi 3.1.4,

x6 − 1 = Φ1(x)Φ2(x)Φ3(x)Φ6(x) = (x− 1)(x+ 1)(x2 − x+ 1)Φ6(x) =

(x− 1)(x3 + 1)Φ6(x)

⇒ Φ6(x) =
x6 − 1

(x− 1)(x3 + 1)
=

x3 − 1

x− 1
= x2 + x+ 1 = Φ3(−x).

Pretpostavimo da tvr�e�e va�i za neparne brojeve izme�u 1 i datog broja n;
tada (∗) daje ∏

d|n, d>1

Φ2d(x) =
xn + 1

x+ 1

to jest

Φ2n(x) ·
∏

d|n, 1<d<n

Φd(−x) =
xn + 1

x+ 1
=

−(−x)n + 1

−(−x) + 1
=

(−x)n − 1

(−x)− 1
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dok iz

xn − 1 =
∏
d|n

Φd(x)

imamo

(−x)n − 1 =
∏
d|n

Φd(−x) = Φ1(−x)Φn(−x)
∏
d|n

Φd(−x) =

((−x)− 1)Φn(−x)
∏

d|n, 1<d<n

Φd(−x)

odakle je
(−x)n − 1

(−x)− 1
= Φn(−x)

∏
d|n, 1<d<n

Φd(−x)

xto konaqno daje

Φ2n(x) = Φn(−x).

Funkcionisa�e gor�eg pravila vide�emo u primeru koji sledi.

Primer 4.2. Izraqunati Φ10(x), Φ14(x), Φ6(x), Φ18(x).

Rexe�e. Koriste�i teoremu 4.1.2, prethodne rezultate dobijamo:

Φ10(x) = Φ5(−x) = x4 − x3 + x2 − x+ 1,

Φ14(x) = Φ7(−x) = x6 − x5 + x4 − x3 + x2 − x+ 1,

Φ6(x) = Φ3(−x) = x2 − x+ 1.

Primenom teorema 4.1.1 i 4.1.2 dobijamo i

Φ18(x) = Φ9(−x) = Φ3(−x3) = x6 − x3 + 1.

Setimo se Mebijusove formule inverzije. �en analogon me�u cikloto-
miqnim polinomima je naredna teorema.

Teorema 4.1.3. Za prirodan broj n va�i

Φn(x) =
∏
d|n

(xd − 1)µ(
n
d
).
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Dokaz. Uoqimo sliqnost ove teoreme sa teoremama 2.2.3 i 3.1.4, zapravo je ovo
inverzija formule u teoremi 3.1.4 samo multiplikativnog oblika za razliku
od onog u teoremi 2.2.3. Sraqunajmo desnu stranu to jest proizvod

∏
d|n

(xd − 1)µ(
n
d
) =

∏
d|n

(∏
l|d

Φl(x)
)µ(n

d
)
=

∏
d|n, n=dk

( ∏
s| d

l
, d=ls

Φl(x)
)µ(k)

=

∏
l|n

(Φl(x))
∑

k|n
l
µ(k)

=
∏
l|n

Φl(x)
δ(n

l
) = Φn(x)

jer je δ(n) =
∑

d|n µ(d) = 0, za n > 0 i δ(1) = 1.

Navedeno, konaqno, omogu�ava i sukcesivno spuxta�e stepena kod odre-
�iva�a ciklotomiqnih polinoma, te u teoremi dajemo postupak kojim se ovo
i sprovodi za ma koje n.

Teorema 4.1.4. Ako je n = pα1
1 pα2

2 · . . . · pαk
k , gde su p1, p2, . . . , pk razliqiti

prosti brojevi, tada je Φn(x) = Φn′(xn
′′
), gde je n′ = p1p2 · . . . · pk, a n′′ = n/n′.

Dokaz. Delioci od n′ su brojevi d =
∏k

j=1 p
εj
j , εj ∈ {0, 1}. Oznaqimo skup

ovih delite	a sa D. Tada je, prema teoremi 4.1.3

Φn′(x) =
∏
d∈D

(xd − 1)µ(
n′
d
).

Delioci s od n za koje je µ(ns ) ̸= 0 su brojevi s =
∏k

j=1 p
βj

j gde je βj > αj − 1

za svako j, a to su taqno brojevi n′′d, d ∈ D, i n
n′′d = n′

d .
Otuda

Φn(x) =
∏
d∈D

(xn
′′d − 1)µ(

n′
d
) = Φn′(xn

′′
).

Alat kojim se slu�imo, omogu�ava uvi�a�e slede�e veze Φn(x) i Φpn(x),
n ∈ N, p-prost.

Teorema 4.1.5. Ako je p prost broj, tada je

Φpn(x) =

{
Φn(x

p), ako je (n, p) = p,
Φn(x

p)/Φn(x), ako je (n, p) = 1.
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Dokaz. Razmotrimo prvo sluqaj kada p | n.
Primena (teorema 4.1.3) daje:

Φpn(x) =
∏
d|pn

(x
pn
d − 1)µ(d) =

(∏
d|n

(x
pn
d − 1)µ(d)

)( ∏
d|pn, d-n

(x
pn
d − 1)µ(d)

)
=

Φn(x
p)

∏
d|pn, d-n

(x
pn
d − 1)µ(d).

U posled�oj zagradi va�i d | pn, i d - n, pa odatle sledi p | d, ali poxto
p | n to va�i i p2 | d. Zaista, ako bi bilo d = pd0, gde p - d0, tada bi iz d | pn
sledilo d0 | n, to jest zbog (d0, p) = 1 je d0 | n

p , odakle sledi d0p | n to jest

d | n, xto je nemogu�e. Dakle, p2 | d, i samim tim po definiciji Mebijusove
funkcije je µ(d) = 0, pa je ∏

d|pn, d-n

(x
pn
d − 1)µ(d) = 1

odakle je Φpn(x) = Φn(x
p), xto se tvrdilo.

Drugi sluqaj teoreme se mo�e pokazati analogno prvom:

Φpn(x) =
∏
d|pn

(x
pn
d − 1)µ(d) =

(∏
d|n

(x
pn
d − 1)µ(d)

)(∏
d|n

(x
pn
d − 1)µ(pd)

)
=

(∏
d|n

(x
pn
d − 1)µ(d)

)(∏
d|n

(x
n
d − 1)−µ(d)

)
=

Φn(x
p)

Φn(x)
.

Kao ilustraciju primene dokazanih tvr�e�a, uradi�emo slede�a tri za-
nim	iva primera.

Primer 4.3. Izraqunati Φ15(x).

Rexe�e.

Φ15(x) =
Φ3(x

5)

Φ3(x)
=

x10 + x5 + 1

x2 + x+ 1
= x8 − x7 + x5 − x4 + x3 − x+ 1.

Primer 4.4. Izraqunati Φn(1).

Rexe�e. Primena (teorema 4.1.4) daje

Φn(1) = Φn′(1) = Φp1p2·...·pk(1), n > 1.
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Me�utim, (teorema 3.1.4) va�i∏
d|n, d>1

Φd(x) =
xn − 1

x− 1
= 1 + x+ . . .+ xn−1,

pa u sluqaju n′ = p1p2 · . . . · pk imamo∏
d|n′, d>1

Φd(x) = 1 + x+ . . .+ xp1p2·...·pk−1,

xto daje ∏
d|n′=p1p2·...·pk, d>n

Φd(1) = p1p2 · . . . · pk.

No, (teorema 3.1.5)

Φpi(1) = 1 + 11 + 12 + . . .+ 1pi−1 = pi,

pa je ∏
∅({i1,...,il}⊆{1,2,...,k}

Φpi1 ·...·pil (1) = p1p2 · . . . · pk

i
k∏

i=1

Φpi(1) =
k∏

i=1

pi = p1p2 · . . . · pk

pa je, zbog teoreme 3.1.7,

Φpi1 ·...·pil (1) = ±1

za svako l > 1.
Ali, prema teoremi 4.1.5 za (pi1 , pi2 · . . . · pil) = 1, x = 1

Φpi1pi2 ·...·pil (1) =
Φpi2 ·...·pil (1)

Φpi2 ·...·pil (1)
= 1.

Dakle, ako je n = pα1
1 · . . . · pαk

k , tada je

Φn(1) =


1, za k ≥ 2
p, n = pα

0, n = 1.

Primer 4.5. Izraqunati Φn(−1).

Rexe�e. Korix�e�e teoreme 4.1.2 daje

Φn(−1) = Φ2n(1),
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pa da	i raqun Φn(−1) nastav	amo korix�e�em rezultata dobijenih u pri-
meru 4.4.
Za n = 1 se trivijalno dobija

Φ1(−1) = (−1)− 1 = −2.

Za n > 1 razlikujemo sluqajeve:

1◦ n = 2α, α > 0

2◦ n = 2αpα1
1 · . . . · pαk

k , α1, α2, . . . , αk > 0, α > 0.

U prvom sluqaju je
Φn(−1) = Φ2α+1(1) = 2,

dok u drugom sluqaju imamo

Φn(−1) = Φ2n(1) = 1,

jer 2n ima vixe od jednog prostog delioca, prema primeru 4.4.
Dakle,

Φn(−1) =


−2, za n = 1
2, za n = 2α

1, za n = 2αpα1
1 · . . . · pαk

k , α > 0, α1, . . . , αk > 0.

Tehnika raquna sa korenima iz jedinice mo�e biti korisna i u nekim
zadacima enumerativne kombinatorike. Takav je i naredni primer.

Primer 4.6. Za konaqan skup A oznaqimo sa |A| kardinalan broj skupa A,
a sa s(A) sumu �egovih elemenata. Neka je p prost broj a A = {1, 2, . . . , 2p}.
Odrediti broj svih podskupova B ⊂ A takvih da je |B| = p i da p | s(B).

Rexe�e. Sluqaj p = 2 razmatra se jednostavno jer su jedine mogu�nosti oda-
bira dva broja iz skupa {1, 2, 3, 4} sa zbirom de	ivim sa 2 podskupovi {1, 3}
i {2, 4}. Dakle, u ovom sluqaju imamo dve mogu�nosti.
Za p > 2 oznaqimo ε = cos 2π

p + i sin 2π
p . Neka xj predstav	a broj podskupova

X od A koji imaju p elemenata i s(X) ≡ j (mod p). Tada va�i relacija

p−1∑
j=0

xjε
j =

∑
X⊂A, |X|=p

εs(X) =

∑
16c1<c2<...<cp62p

εc1+c2+...+cp =
∑

16c1<c2<...<cp62p

εc1 · εc2 · . . . · εcp .

Posled�i zbir je me�utim jednak koeficijentu uz xp u polinomu

(x+ ε) · (x+ ε2) · . . . · (x+ ε2p).
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Naime, razvijaju�i naznaqeni polinom dobijamo sabirke u kojima se poja-
v	uju kao qinioci x ili neki od εj , j = 1, 2, . . . , 2p. Tako �e uz xp biti zbir
svih mogu�ih proizvoda qinilaca oblika εj , j = 1, 2, . . . , 2p, xto je kruci-
jalna primedba koja �e nas odvesti do rexe�a.
No, kako je

xp − 1 = (x− 1)(x− ε) · . . . · (x− εp−1),

jednostavno nalazimo da je

(x+ε) ·(x+ε2) · . . . ·(x+ε2p) = −(−x−ε) ·(−1) ·(−x−ε2) · . . . ·(−1) ·(−x−ε2p) =

(−1)2p(−x− ε) · . . . · (−x− 1) · (−x− ε) · . . . · (−x− 1) =

((−x− 1) · (−x− ε) · . . . · (−x− εp−1))2 = ((−xp)− 1)2 =

(−xp − 1)2 = (xp + 1)2 = x2p + 2xp + 1,

xto daje
p−1∑
j=0

xjε
j = 2

to jest

x0 − 2 + x1ε+ x2ε
2 + . . .+ xp−1ε

p−1 = 0

pa je na osnovu teoreme 3.1.3

x0 − 2 = x1 = . . . = xp−1.

Sa druge strane, ukupan broj podskupova sa p elemenata skupa A je
(
2p
p

)
, te

konaqno dobijamo

x0 =

(
2p
p

)
− 2

p
+ 2,

xto je tra�eni broj.
Svih ostalih podskupova sa p elemenata qiji zbir elemenata pri de	e�u sa
p daje ostatak j, j ∈ {1, 2, . . . , p− 1} ima

x0 =

(
2p
p

)
− 2

p
.



Literatura

[1] Andreescu T., Dospinescu G., Problems from the Book

[2] Kadelburg Z., Mi�i� V., Uvod u teoriju brojeva, Beograd 1989.

[3] Kalaj
i� G., Algebra, Beograd 1998.

[4] Yves Gallot, Cyclotomic Polynomials and Prime Numbers

[5] Yimin Ge, Elementary Properties of Cyclotomic Polynomials

[6] http : //srb.imomath.com/dodatne/ciklotomicni brkovic.pdf

[7] https : //www2.bc.edu/reederma/cyclosummary.pdf

37


