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IIpearosop

Eaunrtuuke kprBe mpeacTaBibajy jeaH OJl HAj3HAUAJHUX W Haju3ydaBanujux objexara,
KakKo y Teopuju OpojeBa, TAKO U y MOAEPHO] MaTeMaTui| yorrrre. Lum oBor pajga je ma ce
NPUKaXKe jeJaH IMPUCTYN U3ydaBarby HEKMX 3HAYAJHUX (APUTMETHIKO-AJITreBAPCKUX) 0CO-
O6uHa Koje mocejyjy esmnTudke kKpuBe. OCHOBHO CpEJICTBO ¥y TAKBOM H3ydaBamy he Outu
Teopema Yebomapesa o eycmunu, OMHOCHO mpernu3nuje, epeKTUBHE BEP3Hje TE TEOPEME.
Cama Teopema HeboTapesa mpy»xka BeoMa MOhaH ajlaT KOjU Ce MOYXKE KOPUCTUTH Yy MHOTUM
KOHTEKCTUMA: 0JT OPOjEBHUX T0Jba, TPEKO SJIMMITUIKAX KPUBUX, CBE JI0 MOJYJIAPHUX (DOPMH.
Hapasmo, kao mro To obuaro 6uBa, mohan ajar ce ne moxke crehu 6e3 ompeheror mamopa
¥ U3y4aBamba OMINTHje TeOpHje KOja M3a hera JieXkKu. I00T TOora je y OBOM pajy BEJTUKH
npoctop mocBehen Temama Kako m3 anrebapcke, TAKO W U3 aHAJUTHIKE Teopuje OpojeBa,
KOJU Ha TPBU MOIJIEJ, MOXKJIa HUje jaCHO Ja 3aciyxkyjy. llpukasama ommrra (asrebapcka
U AHAJMTHYKA) TEOPHja MMA BEJUKH 3HAYA] W cama 1o cebm, ma ce MOXKEe NOCMaTPATH H
HE3aBUCHO 0/1 Bell IOMEHyTe CBPXE KOjy MMa, Y OBOM paJjly. YIPAaBO y TO] UMHEHUITH JIEKH
objammeme HEYyOOMYajeHO BEMKOT OOMMa KOju caM paj, uMa- HOPEeJ, IJIABHOT IH/ba, IITO
je npukasuBawme Teopeme HeborapeBa 0 I'yCTUHHU U HeHE IIPUMEHE HA APUTMETHUKY €JIMII-
TUYIKNX KpuBux, obpabene cy u TeMme Koje 3ay3mMajy 3HAYAjHA MECTa KAKO y aJrebapckoj,
TaKO U y aHAJUTHIKO] Teopuju Opojesa, nmpyxKajyhu jomr jeaHy 3HaYajHy AUMEH3H]y IMOPET
TJIABHOT TOKA M3JIATarba.

Pajt je koHUIUIpaH y cejlaM MOTJIaBJba U jeJaH JT0/IATaK:

e IIpBO moryaBbe je YBOTHOT KapaKTepa W CIYXKH IPYyXKamkby MOTHBAIFje 3a MpPaBall
M3JIarama KojuM NeMo ce KperaTn.

e JIpyro mormassbe je majsehum mesrom mocseheno teopuju mosba Kjaca, Kao jeTHO] O
IIEHTPAJHAX TeMa y ajarebapckoj Teopuju OpojeBa u OKBUPY Koju medununire TeopeMmy
YebGoTapesa 0 IyCTHHH.

e Tpelie mormasibe ce 6apu yommrenuM Jlupuxiaeosum u AprunopuMm L-dyHKinmjama
KOje NPy2Kajy OCHOBHO CPEJCTBO 3a jokasmBame Teopeme UeborapeBa o rycruHum.
Ilopen Tora, jemam geo m3jarama y OBOj IJIaBh je mocBeheH perpeseHTamujaMa KO-
HAYHUX CPYyIa, IITO je IojaM HeomxomaH 3a aedunucame Aprunosux L-dyHKIimja.



e YerBpTo moriapibe ce 6aBU JOKA3WBameM TeopeMa o ryctuau lupuxiea m Yebora-
peBa, Kao u IPUKa30M HEKuX nmpumMena Teopeme Yeborapera.

e IleTo moraasibe ce HajBehum gemom GaBu MpUKa3ameM HEKOJIUKO e(PeKTUBHIX BEP3Uja
Teopeme UeboTapesa, y3 pa3auduTe TPETIOCTABKE.

e VY II1eCTOM TIOTJIABIBY JIAT jeé KPATAK MPUKA3 OCHOBUX MTOjMOBA M3 TEOPHUjE SNUITUIKAX
KPUBUX.

e CemMo TIOTIABIbE TIPEICTABHA KYJIMUHAIA]Y Paja W Y HEMY je JeTajbHO TPHUKA3aH
MexaHu3zaMm mpuMmene Teopeme HeboTapeBa Ha APUTMETUKY €JIUITUIKUX KPUBUX.

e Y NMONATKY je JaT KpaTaK IMpuKa3 XUIoTe3e O KOpeJaluju mapoBa Ha npuMepy Pu-
MaHOBe 3eTa (QyHKIH]eE.

3a Kpaj OBOI' MPEJrOBOPa, Kejeo OMX Jia ce 3aXBajuM CBOM MeHTOpYy, ap lopany Dan-
KOBUNy, Ha M3y3eTHOj MOMONY KOjy MM je Mpy>KMUo TOKOM cBUX ha3a n3paje OBOT Pajia, Ha
MOTHBAIM]HU JIa UCTAXKUM U J0JAM T€Me KOje MU Ha MPBU MOTJIET HUCY JIEJIOBAJIE TIPETEPAHO
3HavajHe, Ha MOACTUIEA]Y A3 OAeM KOPaK Jajhbe TaMO rAe 6mX cTao, Ka0 W Ha, MEJOKYITHOM
MIO3UTHUBHOM YTHUIAJY KOJH je JOMPHUHEO JIa OBaj Pajl JOCTUIHE CBOj OOMM U CBOjy dOpMY.



rJIABA 1

MoruBanuja— Yonmrewe /lupuxiieoBux L-dyHKIja

1.1 JupuxJjieoBa TeopeMa 0 MPOCTUM OpojeBmMa

Jort je Ojnep mpuMeTwo a CBAKW ApUTMETUYIKU HU3 KOJU TOUHEbe ca 1 canpxu Gecko-
HaIHO MHOTO mpoctux OpojeBa. Ilomro Huje ymeo ma mokaxke To TBpheme OHO je ocTaso
camo Kao xumoreza. Kacuuje, pasehu Ha 3aKOHY KBaJpaTHOT penmiponurera, Jlexanip
je mocMaTpao apuTMETHIKA HU3:

a,a+q,a+2q,a+ 3q,a+4q,... (1.1)

IpU 9€My Cy G W ¢ y3ajamMHO mpocTu OpOjeBu W JIOMIA0 110 XUIIOTE3€ Jia Y HheMy uMma, bec-
KOHAYHO MHOI'0 WIAHOBA KOjU Cy IpocTu OpojeBu, npuposHo yourrrupinu OjjiepoBy mpeT-
noctaBky. Ha mokas oBor TBphema ce dekamo mo dwpuxiea m OHO je JaHAC MO3HATO KAO
JlupuxjeoBa TeopeMa 0 MPOCTUM OPOjeBUMA.

Teopema 1.1.1 (/lupuxireoBa 0 mpocTuM OGpojeBUMA Y apUTMETHUKOj porpecuju). Hexa
cy a u q Y3ajamno npocmu npupoduy bpojesu. Tada nocmoju beCKOHAUHO MHO20 NPOCUL
bpojesa p maksuzx da je p = a (mod q).

Zoxas. Kommaeran moka3 JlupuxsieoBe TeopeMe 0 MpOCTHM OpOjeBHMa, y apUTMETHUKO]
uporpecuju Moxe ce nponahu y [5]. O

JupuxeoB m0Ka3 HABEIEHE TEOPEMe je CBOjOM HEeeJeMEHTAPHOIINY a0 BUIIECTPYKE
JOTPHUHOCE MATEMATHIIM KOjH 3HAaJajeM JaJIeKO TIpeBasuiase 3Hadaj caMe Teopeme. Ilpe
cBera Ty ce mucywm Ha, Jupuxaeose kapakrepe u Jlupuxieose L-dyHKIinje, Ka0 v HE 3aT€TAK
MIOTIIYHO HOBE TEOPHje— aHAAUMUYKE meopuje bpojesa U HEHO MPBO BEJIUKO TOCTUTHYheE.

Jemna o ocHoBHEX 0cOOMHA TTpocTHX OpPOjeBa je 1a ce, Mako uxX WMa DECKOHAYMHO MHOTO,
ouu mpopehyjy v ckymy npupoanux 6pojeBa. Hedopmasamo roBopehn, To 3HaYHM 13 KaKO
nocMaTpanu upupogHu O6poj pacre, 6poj mpocrux OpojeBa KOju Cy Mamu O FHEra pacre
cBe cropuje. Kako /lpupuxyieoBa TeopeMa yCTaHOB/haBA €I3UCTEHITH]Y OECKOHAYHO MHOTO
npoctux Gpojesa y ausy (1.1), mpupoaso ce Hamehe nmuTame BHUXOBE IYCTHHE Y TOM HU3Y.



Yipaso je peliaBarme TOI' IUTaka Ipapall y koMme he uhu jame uznarame. [lpu Tome,
pazmarpahemo cuTyarmjy yournreHy y KOHTEKCTY OPOjeBHOT 1M0OJba M MPOCTUX WCAJA, HHe-
COBOT IIPCTEHA, [EJINX.

1.2 Hopwma ngeana

Hagemumo ipBO HEke cTaHIap/IHE O3HAKE KOje NeMO KOPUCTUTH Y TEKCTY:
o K— mpowusBosbHO OPOjEBHO TIOJHE
e Ux— upcred 1eanx OpojeBHOr moba K
e J— CcKyIl CBUX ujeaJia npcreHa O
e My— CKymI CBUX HEHYJIa MPOCTHUX WJIEATa MPCTeHa Ok

o [x— rpyma CBUX HEHYJIA MJEaJia Pa3JioMaka npcreHa nejux O OpojesHor nosba K.
IToncerumo ce ga je Ix caobomna AGesora rpymna 4uju Cy TeHepaTOPY TTPOCTH WA
npcrena Ok

® YKOJIMKO Ce Jipyraduje He HalJIaCH, S je 110 IIPaBUJ/y O3HAKA 33 KOMIIEKCHY ITPOMEH-
JbUBY, Y3 CTAHJIAP/THO, AJIU IIOMAJIO HEyOoOHUdajeHo s = o + it

e ((s) = Zl #— Pumanosa 3era dyHnkimja
n=

e [',— KOHAYHO MOJBE Ca ¢ eJieMeHaTa,
e S'— jeqmmmana kpyxknuna y kommiexrcroj pasmn, St = {2z € C | |z| = 1}

[lozuaro je na je Ok Hemeknumos moMeH, INTO 3HAYH 13 MAKO He MOpa OUTH IPCTEH
ca jesiHCTBEHOM (haKTOPU3aLMUJOM, HA CKYILy HeroBux ujeaJlia oHa nocroju. llpenusnuje,
BaXkm cienehe TBpheme:

Tephewe 1.2.1. Hexa je R domen ueauzr. Tada je R Jedexundos domen axo u camo axo
ce cearu udean npcmena R pagaunum 0d 0 mooice 1a jeduncmeen HAUUH NPEOCABUMU
Kao Npou3sod npocmur uleand.

oxas. 3a nornyHy Kapaktepusanujy lenekuHI0BUX JIOMEHA, TITO YKIbydyje U JI0Ka3 OBe
Teopeme morJe aT [5). O

W3 mperxoaHe Teopeme je jacHo 360r dera ce MPUJIAKOM PaJja ¢a MPCTEHOM Ieanx Opo-
JEBHOI' 110JbA TEXKUIITE WHTEPECOBAA IIPEMENITA CA €JeMEeHATa TOI' IIPCTeHA HAa HEroBe
uyease. OJ HAPOYUTOI MHTEPECOBAIHA Cy IPOCTH UJIEATU KOJU IPEJICTABIBA]JY YOIIITEHE
mpocTux HpojeBa. Ympapo 300T TOTa ¢e MUTAkA O TYCTUHHU TPOCTUX O6pOjeBa y HEKOM CKYITy



IpUPOJTHUX OPOjeBa ¥ KOHTEKCTY IPCTEHA MEeJuX OpPOJeBHOT 10Jba MHTEPIIPETUPA]Y KAO UC-
IUTUBAKBE TYCTHHE CKYIIQ IIPDOCTUX HeaJia Y HEKOM CKYILy HUJieaJia TOT IPCTEHA. I/IaKO OBO
[IATAakE MOXKJA HA IPBU IIOTJIe)] U3IJIe]a HAWBHO, OHO je BeoMa KOMILIEKCHO; Tpeba jedu-
HUCATU HYMEPUYKY BEJIMYMHY KOja HA Jjio0ap HauuH KBAHTUMUKYje KOJIUKO ,1pocropa’y
HEKOM CKYTIY UJIeasia 3ay3uMajy TTPOCTH HICAJTH.

IIyr ka meHom sedunucamwy ciesm uiaejy koja ce kpuje usa nojma Jlupuxseose L-
dyHKIHje 1 3aTO0 je 01 3HAYAja JATH YOIIIITEHE TOT I0jMa 33 IPOU3BObHA OPOjeBHa MI0JbA.
[Toncerumo ce na je Hupuxseoa L-dyuknuja npunapyxkena J[upuxiieoBoMm KapakTepy X
JIaTa ca
-~ Xx(n)

nS

L(*SaX) = ) (12)

n=1

OJIAKJIE Ce 33 IHEHO YOIIITAaBabe JaCHO HaMehe moTpeba MpeTXOgHOr yommTema mojMa -
puxusieoBor Kapakrepa. [lopern oBe ounrsienme, jaBba Ce U IPYra Mame OUuIJIe Ha ToTpeda
3a JedMHUCAHEM JOIII jeHor nmojMa. Hawume, momTo je, Kao mrro cMo Beh Harmacuiu, pokyc
WHTEPECOBamba mpebaveH ca eJieMeHaTa MPCTeHA IeJinX OPOjeBHOT MOJha, HA HErOBe WIealie,
OTPEOHO je UMATHU CBAKOM OJI, BbUX IPUJIPYKEHY BPEJIHOCT KOja TOBOPH HEIITO O HHET'OBO]
»,BEJIMYMHN’ — HHEroBYy HOPMy. Y1IpaBo TO je 1mojam koju hemo ciejiehu gedunncary.

Heka je a # 0 mpousBosban mjaean mpcrena Ok . llpumernmo na ¢y Ok w a caobogau
Z-voynu, Kao U Ja je @ KOHAUHOT uHiekca y Ok . Ilpema tome, [0k : a] je KoHaUHO, Ta je
crneneha nedpwaunmja KopexTHA.

Hedunurnmja 1.2.1. Hexa je a # 0 udean npemena yeaux Ok 6pojesnoz nowa K. Hhezosy
nopmy N(a) dedunuwemo xao N(a) = [Ok : a]. Hdodammo, nopma wysa udeana je dama ca
2N(0) = 0.

OcHoBHa ¥ Beoma 3Ha4YajHA OCOOMHA HOpPME je meHa MyJTuisukarusHocT. llopem Te
ocobuue 0J1 3HAYAjA je W KAPAKTEPHU3aIKja HOPME MPOCTUX WACAJIA JaTa cjaeaehum TBphe-

IHLEM.

Tephewe 1.2.2. Hexa je a # 0 npoussonan udeas npcmena uesuxr Ok 6pojesnoz nona
K cmenena n nad Q. Tada sasice cacdeha mephera:

1. Axo je MN(a) npocm payuonarar 6poj, onda je a npocm udean.

2. Axo je a npocm udean, oHda NOCMOJU MAYHO jedaH NPOCT PAUUOHAAGH OPOJ D MaAKaA8
da je N(a) = p/ sa newu npupodan 6poj f < n.

Joxas. 3a noka3 MyJTHIUIMKATHBHOCTU HOPME, JOKa3 OBE TEOPEME U Jpyre KapaKTepu3a-
IEje HOpMe HOIVIEJATH [5]. O



1.3 HajjeaunocraBHuje yoninrewme lupuxaeosux L-dyHKInja

Caenelin 3anarak kome hiemo ce okpenyTu je Beh HajaB/beHO yournreme upuxiieoBor
KapakTepa. Y CB0jOj MOTIMYHOCTH Ta] 33aTaK je TPUJIMIHO JYrOTPajaH W 3aXTEBAH, T4
hemo 3aT0, 3a moYeTaK, KPEHYTH OJI, HajjeJHOCTABHUJET CJIydUaja.

Tlomcernmo ce jga je mojaM AE/HUBOCTU y CKYIY HIEAJA MPOU3BOJHHOT KOMYTATHBHOT
MIPCTEHA Ca JeJUHUIIOM Ae(pHMHUCAH aHAJIOTHO Kao MITO ¢e JepUHUIIe AeJbUBOCT IMEJIuX Opo-
jera. Jlakuie, Heka cy a m b aBa mieasa KOMyTaTHUBHOT TpcTeHa ca jemmaunom K. Tama
KaxkeMo Ja a deau b u mumemo a | b ako mocroju uigean ¢ npereHa R Takas jga je b= a- c.
HomatHo, ma 3a aBa upeasna a u b npcrena R kaxke ma cy y3ajaMHO IPOCTH aKo je a+b = R.

AKko je a mpow3BOJBAH WIEAJ TIPCTEHA MeauX Ok OpojesHOT Toba K, MoArpymy rpyie
I remepucany CBUM TPOCTHMM WICAJIMMA KOjHU Cy y3ajaMHO IIPOCTH Ca 0 heMo 03HAYABATH
ca J% Youumo mpou3BosbaH KapakTep X rpyie J% 0JlHOCHO IpOM3BOJbAH XOMOMOpdU3aM

x:J*— St

Taj kapakTep MOXKEMO TPOMUPUTH JI0 CKymna J cBUX wieana upcrena Ok cTaBibajyhn
x(b) = 0 3a cBe b KOju HECY y3ajaMHO TPOCTH ca d. OBAKBAM NPOIIUPHBAHEM J00HjaMO
npecaukapame Y : J — C xoje fiemo HazuBaTH Kaparxmepom ckyna ceur udeara J.

Y ciyuajy HajjeqHOCTaBHUjEr GPOjEBHON 110Jba, OJHOCHO T10Jba paruoHaaHux 6pojesa Q,
MMaMO JIa je TPCTEH MeJuX 7, TJIABHOWIEAJCKU. 300r TOra MMAaMO Jia je y OBOM CJIydajy
J = Z. llpema Tome, KapaKTep CKyIla CBUX HujeaJia J IpeJcTaBba aHAJIOraH objekar
Jlupuxjie0BOM KapakTepy.

CrakoM KapakTepy X CKyTa CBUX njeasa J MOKeMo IpUIpY KUTH reHeparopun Jupuxiieon
PeJ, KOjU je OIMUCAH HAPEIHOM Je(DUHUIIL]OM.

Hedununmja 1.3.1. Hexa je K 6pojesro nowe u X kapaxmep ckyna J ceur udeara np-
cmerna ueaur Ok moz nona. L-dynxuuje npudpyorcena xapaxmepy X deuruie ce xao
cyma Hupuzaeosoe peda

L(SaX) - Z

acJ\{0}

x(a)
N(a)s

Hapemna teopema mpukasyje ocHoBHa cBOjcTBa L-dyHKIuje narte mperxomuom medu-
ounpjoM. Kao Majy HamoMeHy, IPEMETHMO I3, jé KapakTep X MYJATHILIMKATHBAH, I8, Ud-
menna g L(s, x) mvma Ojnepos nponsson Huje HuMaso usnenaljyjyha.

Tephemwe 1.3.1. L-gynruuja L(s, x) npudpyscena xapaxmepy X ckyna J xoneepzupa an-
coaymno u yrugpopmmno na domeny R(s) > 1+ 6 3a cee 6 > 0 u npu mome ce mogce Ha
mom domeny nanucomu y obaury Ojaeposoz npouseoda

1
How = 11 = Gmer -



Joxas. Osnaaumo ca E(s) mecny crpany jemnakocru (1.3). @opmasno sorapurmyjyhu u
passujajyhu y Tejuiopos pej sobujamo Jia je

oe k) = Y 370
peEMK n=1
[Tpumernmo aa 3a nponssosban uieas p saxu |x(p)| < 1, kao u jJa BaxKu oreHa:
R(p)*| = [R(p)|” = p/ ) > piHo

rie je p oapehen Teopemom 1.2.2. Kopwucrehu ocroBme ocobube paclerbuBama MPOCTHX
uneasa, umamo na je #{p | p} < d = [K : Q], ma log E(s) MOXKeMO ca TOpHme CTpaHe
OTPAHUYUTH KOHBEPTCHTHUM DEIOM KOjI/I HE 3aBUCHU OJ] TPOMEIHUBE S:

> Z 1+5> = dlog((1+6)
peEMy n= 1

Onatie ciemu na je dyukimja log E(s) yaHrMOPMHO H alCOIyTHO KOHBEPrUpa Ha 00JIaCTh

R(s) > 146 3a ce § > 0, ma ucro Baxku u 3a Gyskmujy F(s) = H —.
oo L X(P)N(p)
K
Ja 6ucmo 3aBprmian J0Ka3 TBphema moTpebHO je jomr ma mokaxkemo ja je L(s,x) =
E(s). ®urcupajmo npupogan 6poj N. Taja mocToju camo KOHAYHO MHOTO TIPOCTUX UIEAJIA
P1, P2, ..., pr TakBux g2 je N(p;) < N,1 < i <r. Ba cBaKOr 0J] BHUX UMAMO PA3BO]

1 i i)?
_oq g X)L xi)”

—xP)Np)~ N(pi)s  N(pi)?

MHoxemeM CBUX TaKBUX jeHAKOCTH J100KMjaMO

T ! S ) _ x x(@
il_[1 1—x(p)N(pi)~ Z o (p) . Npr)7r) - Z N(a)* (1.4)

VlyeeyUp= aEJ\{O}

. ! .
Opu 9eMy je » ' O3HAKa 33 CYMY y3€Ty MO CBUM HJICAJUMA ( JIEJbUBUM HAjJBHUINE TTPOCTHM
upeasuMa Pi,Po,...,P,. llomTo ce y TOj cymu mojaBsby]y CBE WwiaHOBHU 33 kKoje je 0 <
MN(a) < N moxkeMmo Takobhe mucaTu

r

1 — x(a) x(a)
il;[l L= x(pi)0(ps)~ @) Z N(a)

0<N(a

OsHaunmo ca Jy, CKyn cBHX Hzeasta a € J 3a Koje je ‘ﬂ(a) > N u p; 1 a3a 6ap jemgno
1 <4 <r. Yuopehyjyhu cana jenmakocr (1.4) ca L(s,x) mobujamo

1
< Y Ra) i (1.5)

N(a)>N

r

1
1} L= x(p)M(p) ’

*T(

(XGJNT



[IpumeTnmo ja je cyma ca JecHe cTpaHe HejeqHakocTd (1.5) ocTaTak pema KOju ce MOKE

U3Pa3UTH KA0 IPAHUYHA BPEJAHOCT HU3a Iapiujassux cyma (- ». W) NeN- Taj aus
0<N(a)<N
je OYMTIIETHO MOHOTOH, & HerOBa, OTPAHWYEHOCT CJICIN W3

1 ,1
Z m(a)H—ES Z N (a)l+o

0<MN(a)<N aeJ\{0}
= [ =m0
i=1

U OIIeHa,

p=1n=1
= dlog(¢(1 + 6)).

Opatiie 3aKksbydyjeMo Jia je necHa crpana mejegnakoctn (1.5) ocratak KOHBEPreHTHOT Peja,
ma rexku Ka 0 kaga N — oo. llpumerumo na tagia u r — co. 36or tora, nymrajyhu N — oo

y (1.5) mobujamo konauno L(s,x) = E(s), uume je j10Ka3 3aBPINEH.
O

ITocmarpajyhu camunocr L-dyuknmja npuapyennx kapakrepy x ckyna J ca Jlupu-
xJyieoBuM L-yHKIIMjaMa IpUPOIHO ce HaMmehe MUTamke HUXOBOT AHAJIUTUIKOT TPOITUDPEHA
¥ YCIOCTaB/bama oarosapajyhux GbyHKIuoHAIHUX jenuadwHa. l[IpmMernMo 1a je y ciy-
qajy (,00manux”) upuxmeoBux L-dbyHKIHja 32 TaKap MOAYXBAT BEOMa 3HAUAJHA OCOOMHA
MEPUOIMTHOCTH KOjy mocenyjy Jlmpumxmeom kapaktepu. 36or tora ce mamehe morpeba
JIa, BUJUMO KAKO Ce IEePUOJIUIHOCT MOXKe U3PA3UTH Yy KOHTEKCTY ITPOU3BOJLHOT HpPOjeBHOT
nosba, (KOju HAC 3aHUMA) W @ Jid yonmnreme JIMpuxJieoBor Kapakrepa Koje CMO JIaau y
OBOM OJIeJbKY MOCejiyje Ty ocobuHy. 3a TakBe morpebe buhe HEONXOJHO JI0ATHO 0bora-
tutn (anrebapcku) mpocTop KojuMm ce kpehemo. Ympaso Toj Temu mocselieHe cy HapeHe
CTPAHUTIE.



TJIABA 2

Anrebapcka OpojeBHa 1oJba

2.1 Kowmmniaerupame nmosba

IlocMmaTpajMo HHUIM]AJIHO CATYAIM]y V HAJOIINTHjeM KOHTEKCTY, OmakJje hemo mocie
jgonern cueruduvdHe 3aKbYIKe 01 mHTEpeca 3a O6pojena mosma. Heka je F' npom3BosbHO
nobe. Lusb je mga 3a mera geUHHUIIEMO MOCTYIAK aHAJOTAH TOCTYIKY KOJUM C€ OJ1 IOJba
Q nobuja mome R, omrocHO f1a Ta KOMILTeTHpaMO. Jla 6u ce yorrrre pa3MuIbago 0 KOM-
IUIETHOCTH I0Jba, MOTPEOHO je Ha mheMy MMaTH AepuHuCAaHy KoHpepreummjy. Ha momy F
oua he 6uTw WHIYKOBAaHA BAJyalujoM u Hapeane nedunumnmje nocsehene cy ympaBo mHeHOM
JedbrHACABY .

Hedunuanumja 2.1.1. Hexa je F npoussonno nowe. Illpecaukasare || : F' — R nasusa ce
saayayujom na ' axo uma caedefie ocobune:

1. || >0 3a cee x € F u|z| =0 ako u camo axo je x = 0.
2. |z|ly| = |zy| 8a cse x,y € F.
3. Ba cee x,y € F sascu nejednarocm mpoyena

lz +y| < |z + [yl (2.1)

Basyanujy Hasusamo TpuBmjasnom ako je |z| = 13a cse z # 0. Ona Huje o4 nperepasor
HHTepeca U HajJasbe heMo 3a CBe Bajyalmje ca KojuMa OyJeMO paJuiy CMAaTpPaTH Ja CY
HETPUBUjaJTHE.

Hedbunnmmja 2.1.2. Baayauuja || na F' ce nasusa neaprumedosom axo sasrcu |x+y| <
max {|z|, |y|} sa cée z,y € F. ¥ cynpommnom, saryayuja ce nasusa aprumedosom.

3a ape Baayanuje || u ||" kaxemo ja cy eksuBaJsienTHe ako 3a cge x € F Baxu: |z| < 1
ako m camo ako je |r|" < 1. Osako gedunucana pesanuja Ha CKyIly CBUX BaJlyalldja
je penanudja eKBHBAaJIEHITHje, YMje Cy KJace OJ BEJUKOT 3HAa4aja W ONUCAHE CYy HapeTHOM
JebuHATIjOM.



Hedbunannmja 2.1.3. Kaace exsusansenuuje peaayuje ex6usaiseHmMHoCY deunucane ma
CKYNY COUT BAAYAGUUJA HA3UBAJY ce mpocmum bpojesuma y nowvy F. Axo je npocm
6poj noma F xaaca exsusasenyuje aprumedose aiyauuje on ce Ha3uea HECKOHAUYHUM,
JdoK ce KAace eKBUBANEHUUY HEAPTUMEDIOSUL BAAYAUUIQ HA3UBATY KOHAYHUM NPOCTIVUM
bpojesuma y F.

IIomohy Bastyaruje ce Moke AedUHUCATA KOHBEPTEHIHja Ha MOJby I’ Ha MOTIIyHO aHAa-
JIOTAH HAYWH HA KOju ce jeduHullie KOHBEPreHIuja NHIYKOBAHA HOPMOM HA, HOPMHUPAHOM
BeKTOpcKOM pocTopy. Mmajyhu To y Bumy mapesmane ase geduHuImje Cy TTOTIYHO MPUPOIHE
¥ HUMAJIO HEOUEKUBAHE.

Hedbunnnmmja 2.1.4. Hexa je F' npoussonno nome ca saryavyujom |'|. Huz {a,} eseme-
HaMa Moz NoKa Koneepaupa ka esemenmy a € F axo je ucnyreno

lim |a, —a|=0.
n—oo

Hedbunanmmja 2.1.5. Hus {a,} eaemenama noswa F nasusa ce Kowujesum nusom aro
je ucnyreno da 3a ceaxo € > 0 nocmoju npupodan 6poj N maxas da 3a ceaxo m,n > N
B8ANHCU

lam — an| < €.

Kao u y cayuajy mopMupanmx BEKTOPCKUX ITPOCTOPA, Mpou3BO/baH KomwjeB HU3 He
MOpa GUTH KOHBEPreHTaH. 3a MoJbe Ca BAJIyanujoM || y Kome cBaku Korujep HU3 KOHBEP-
THPA KaXKe Ce /I3 je KOMNAEMHO Yy OJHOCY Ha Ty Bajgyarujy. 1lo/ha KOMILIETHA y OTHOCY HA
APXUMEJIOBY BAJIVAIIA]Y MOT'Y Ce PEJIATHBHO jETHOCTABHO OJPEIUTH Y MOTIIYHOCTH W OIIUCAHA
cy caenehom dyHmaMerTaTHOM TeopeMoM OCTPOBCKOT.

Teopema 2.1.1 (Ocrposcku). Hexra je F' nome xomnaemno y 00Hocy Ha aprumedosy 6a-
ayauyugy ||. Tada je F usomopdro uau nosry peasnux 6pojesa R usu nowy xomnaercnu
bpojesa C ca yobuuajenum 6aiyauujama.

Hanowmena. Yobuuajena saayauuja no R je odpehena ca

2| x, axo je x > 0
Tl =
—z, axo jex <0.

dox je yobuuajena saayavuja na C odpehena ca
|s| = Vo2 + 2.

Aoxas. Tornemaru [8]. O
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[ocmaTpajyhu nmpoussosbHO mosbe F' (Koje HUje KOMILUIETHO y OJHOCY Ha BaJyanujy | |)
mamehe ce muTame HETOBOT KOMILIETHPAha, OJHOCHO MPOHANAKEHa pamupema Fy Tor
0Jha, HA KOMe je JiehMHUCAHO TIPOIIHUpEne Bajlyanyje || u Koje je KOMILIETHO y OJIHOCY Ha
Ty Bastyanujy. llocrynak koncrpykiuje nospa Fy je aHasiorad KOMIUIETUPaby HOPMUPAHOL
BEKTOPCKOT TpocTopa (mym kommiernpamwy nosba Q mo moma R) m ommcan je coemehom
TEOPEMOM.

Teopema 2.1.2. Hexa je F nowe ca saryayujom |'|. Osnauumo ca Fy pawupere nowa F
Koje je jednaxo npcmeny ceur Kowujesur nusosa eaemenama nosa F nocevenum marcu-
maanum udeaaom ceur Kowujesur nusosa koju meoice xa wyau. Tada je Fy womnaemmo
y odnocy na sasyavyujy | lo damy ca

|[Znllo = lim |z,
n—00

Koja npedcmasma npowuperve saayayuje |'|. Apyeum pewuma, Fy je xomnaemuparse nowa
F.
Joxas. Komiuteran mocTynak KOMILIETHDamkba 1mosba F' Moxke ce mponahu y [8]. 0

Kama je mokazaHa ersucTeHImja KOMIIETHPAha [I0Jba, ONTHO je HCIIMTATH U IheHy jeTuH-
CTBCHOCT, OAHOCHO UCIIUTATU OJHOC KOMILJICTHUPAbhA UCTOT ITOJba ,Z[O6I/IjeHI/IX Ha pa3jJaunydyuTe
naunnae. Hapenmo Tepheme je nmocBehera ynpapo ToMe W TOBOPH JIa jé KOMILIETHPAHE HOJba
npukazano y Teopemu 2.1.2 CyIITHHCKH jeJIMHCTBEHO.

Tephewe 2.1.1. Komnaemupare Fy nona F dedpunucano Teopemom 2.1.2 je jeduncmeero
do Ha uzomopdusam Koju “Yysa sasyauufy Ha nosy F.

Jlokas. Tloraenaru [8]. O

Heka cy || w || nBe exBuBasmenTHe Basyammje mas nosmem F. N3 nedwaunmja penamnuje
eKBHBAJICHTHOCTH BaJjyaluja u KommujeBor HA3a HEMOCPETHO CJIeiu Ja cy cKymou Komm-
jeBUX HmM30Ba y ofHOCY Ha Bux jeanaku. Osmaummo ca Fy n F xommrerupama noma F
y omHocy Ha oaromapajyhe Basyamumje. Mmajyhu y suay Teopemy 2.1.2 m Tepheme 2.1.1
Baxku z1a ¢y nosba Fy u Fjj usomopdua. 3ato je KOpekTHO jJedrHICAH I0jaM KOMILIETUPAbA
1I0Jba, Y HEroBoM IpocToM Opojy maT caemehom medunuimjom.

Hedbununumja 2.1.6. Hexa je F' npousdsonno nowe u p uexu npocm 6poj y wemy. Kom-

naemuparse nowa F y p depunuwe ce kao xomnaemuparve nowa F y odnocy wa 6uso xojy
6aAyayUy u3 P u o3nanasa ce ca Fy.
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2.1.1 Komnaerupame nossa panuoHasrHunx 0pojesa

WaycTpyjMo Teopurjy TpHKa3aHy y OBOM OIE/bKY Ha TIPUMEpPY HajjedHOCTaBHHUjer Hpo-
jeBHOI TIoJba— TIOJba parmoHaiuux 6pojea Q. Takas ckpoman omabup OPOjEeBHOT MOJBA
HaIOMeCTHheMO aMOUIIMO3HUM IUJFeM HAMEH-EHIUM 33 IH>Era, KOju he ce oryieaTn y IpuKa-
3uBamwy ¢BUX MOTyhnx KoMmrerupama nojba Q. Hapasao, 1a 6u ce yorirre MOTJIO 3am09eTH
MKAKBO PA3MUIIJbAKHE O KOMILIETHPAY T0Jba MOTPEOHO je TPBO UMATH MMO3HATY BAJIYAIH]Y
y OJHOCY HA KOjy Ce OHO MOKe m3BpmmTH. [Ipema ToMe, IpBU 33/1aTak Ha wyTy ojapehusa-
b3, CBUX KOMILIETHpamha moba Q 6mhe onpehuBame cBUX HEeeKBHBAJEHTHUX BAJyalyja HA
TOM HOJBY.

OnucuBame cBux Basyalyja Ha mosby (Q 3amo4umbeMo onucoM jeJiHe jeITHOCTaBHe U J00Po
HO3HATE BAJIyalMje HA, TOM IOJby. 110CMATPajMO CTaHIAPIHY AICOayTHY BpeaHocT || na Q
ompeheny ca
2] x, ako jex > 0

€Tl =
—z, ako je x <0,
neduaucany 3a cBaku panumoHasan 0poj x. Beoma Jsako ce moka3dyje ja npeTxXoHO Ie-
duHICcaHA CTAHIAPIHA ATICOJYTHA BPEIHOCT HA MOJbY PAIMOHAJIHUX OpojeBa mMma cieaehe
ocobumne:

1. || >03acBe z € Qu |z| =0 ako u camo ako je z = 0.
2. |z||ly| = |zy| 3a cBe z,y € Q.
3. |z +y| < |z|+ |y| 3a cBe z,y € Q.

Oparre, oamax 1o gedununuju 3akbydyjemMo ja || upegcrasma jenny Basyarujy Ha Q.
Hanasme hemo je HazuBaTu saayayujom y beckonaunocmu ua noby Q u o3HauaBaTh Ca || so.
Nmajyhn y Buay na #ejeqnaxkoct

|$ + y|oo < maX{’ﬂom ‘y|oo}

He 6a2tCcu 33 CBE paloHasHe 6pojese T, Y, IPUMETUMO HA OBOM MECTY JOII JIa | |~ MOXKEMO
OKApaKTEPUCATH KA0 aprumedosy Bajyanujy mosba Q.

HacraBak onmca CBUX BaJIyalldja Ha HOJbY PAIMOHATIHUX GpPOjeBa HACTAB/HAMO Y MIPABILY
BEOMA, WHTEPECAHTHOM €& CTAHOBHIITA APUTMETHKE. YOYMMO TPOU3BOJbAH DPANUOHAJAH
npoct 6poj p. Tama ce cBaku 1meo 6poj n € Z \ {0} Moxke Ha JeJUHCTBEH HAYUH 3AIUCATH Y
00JInKy

n=p'n’ (2.2)

3a Heke v € NU {0} u n' € Z rakse ga p 1 n/. U3 sanmca (2.2) 3akibydyjemMo Ja je
6poj v ompeljen camo ca p u n, na uMa cMucIa AebUHACATH IPECTUKABAILE Uy €A Up(N) = .

12



IIpecnukaBame v, ce MoXKe ca ckyna 7\ {0} mpomupuTn /10 npeciankapamba Vj, gedurucanor
Ha ckyny Q* = Q\ {0}, crasmajyhin

() = o) - ), 2.3

3a mpousBosban § € Q. Ocmosme ocobune TOr MpecaUKaBamba OTNMCAHE Cy HAPEJIHUM TBD-
bemem.

Tepbemwme 2.1.2. Hexa je p payuonanan npocm 6poj u V), npecauxasare depurucaro na
Q* gpopmyaom (2.8). Tada savcu:

1. Ilpecauwasarse V), je xopexmno deunucaro, odnocno ne sasucu od usbopa sanuca
npoussonnoz 6poja x € QF y obauky passomka.

2. Vp(zy) = Vp(z) + Vp(y) 3a cee x,y € Q*.
3. Vp(x +y) > min(Vy(z), Vp(y)) sa cee z,y € Q*.

Joxas. Tlpe nokaza camMmx CTABKY M3 MCKA3a TBPHEma MOKAKKUMO JeIHO 3HATAJHO ITOMONHO
TBpheme Be3aHO 3a ImpecInKaBambe vy, gedunucano Ha Z\ {0}. Youumo npousBosHe m,n €
Z\ {0}. Ilo gedununmjn npeciukaBamba v, BaXu

m = pvp(m)m/

n = pvp(n)n/’

npu wemy p{m’,n’. Oparae nobujano

i = P ()t — o) ()t (2.4)
kao u pf m'n’ 36or Tora nrro je 6poj p npocr. 13 (2.4) onga, nmajyhn y suny nedwnwnmmjy
[PECIUKABAA U, CIEIN

vp(mn) = vp(m) + vp(n). (2.5)

[Tomohuo TBpheme mobujeno y (2.5) 6Guhe kipyuHO y HaCTaBKy J0Ka3a TBphema, mro he
OJIMaxX MOCTATH JACHO M3 JIOKA3a HheHe MPBEe CTaBKe Ha KOJU MPeJIa3uMo.

1. N3 pecdununyje npeciukasama V) I Ja je JOBOBHO MOKA3aTh Ja 3a cBe a,b,c,d €
Z \ {0} Takse ga je

BazKH1



36or Tora, mocMaTpajMo npousBosbHE a, b, ¢, d € 7\ {0} TakBe ma je

U IpuMeTuMO 113 je Taga ad = be. Opatiie Ha ocHoBy dopmyite (2.5) mobujamo vp(a) +
vp(d) = vp(b) + vp(c), MWTO je eKBUBATIEHTHO €A TPAXKEHUM

vp(a) = vp(b) = vp(c) — vp(d).

2. Youumo mpousBosbhe X,y € QF. V3 mokazanor mema 1. caeau ja je JTOBOJHHO TMTOKA3ATH

Ja Baxku
a c¢ a c
4(ia) = (3) ()

3a mpousBosbHe a,b,c,d € Z\ {0} rakpe ja je x = ¢ my = 3.

Paaynamo
a c ac
4 (5) = (i)

= vp(ac) —vp(bd)  ( u3 medununuje V)
— (@) + 0p(0) — 1pB) — vpld) (3 (25))
= up(a) — upl®) + uple) — uy(d)

= V,,(Z) + V},(;) ( m3 nedurunEje V,),

ojfaksie j10bmjamo TpaxkeHo Tepheme.
8. Yoummo mpomspobaH r € QF m mammmmMo Ta y oONMKY pasioMKa T = ' 3a Heke
a,b € Z\ {0}. Taga no nedunnnuju IpecIUKaBAILA V) BaKH

m = p ", p o

n=p""n, pin'

Onarie cienu
/
p =2 = prelm-upm
n n
upu uemy p{ m'n’. Kopucrehn nedununumjy (2.3) npecsiukasama V,, 100njamo KOHATHO Ja
ce IPOM3BOJBAH I = ' MOKE 3aIMCATH y OOJIHKY

z =p"r@ (2.6)



3a Heke a,b € Z \ {0} Takse ma je p { ab.
ITomohy cBojcrra, (2.6) pesaruBHO 6p30 JI0Ka3yjeMo 3. YOuuMo mMpousBoJbHE T,y € QF
uy ckaay ca (2.6) sanumumo ux y obamky

€ :pvp(m)%7 p,fab

OIHOCHO
C
Yy = pvp(y)g’ P ,f Cd.

Tama je

b
= ‘/}) <pmin(vp(1)yvp(y)) <pr(:E)min (Vp(ﬂf)yvp(y)) . % 4 pr(y)fmin (Vp(x),Vp(y)> . 2))

Vi(z+y) =V, <pvp<x>a N pvp(m;)

> min(Vp(2), Vo (y))
qUMe je JIOKA3aHO &. O

Ynopebhyjyhu ocobune npecimkasama V), ycranosmene Tephemem 2.1.2 ca ocobmmama
KOja HEKO IpecjuKaBaimbe Tpeba ja mMa ja 6m 6mimo Baayanuja Ha Q mosazummo ga WH-
repecanTHe camuHocru. Haumme, ocobune npeciukasama V), Cy HA HEKM HAYMH MHBEP3HE
ocobuHAMA, BAJIyaIldja;

o Bawu Vy(zy) = V() + Vy(y) yyecero Vy(ay) = Vy(2)Vp(y)
e B Vy(x +y) > min(Vy(x), Vp(y)) yvecto Vy(z +y) < max(Vy(a), Vp(y)).

36or Tora cieay a TpeciauKaBambe V), MOXKeMo ,HOIPaBUTH JI0 Bajdyanuje momba Q KoM-
TO3UTIMjOM Ca, TIPECINKABATHhEM & — —I W €KCIIOHEeHIIMjaJTHUM TTPecanKaBameM. HapasHo,
Ha 0Ba] HaYMH JOOMjaMO BaJIyalldjy Koja je nedwmaucana mHa QF, ma je mopamo jorn mpo-
mmputu 10 Q wa jemmum moryhu maumn— mymom. Popmasamje ropopehinm mmamo ciemehy
JedbuHUA]Y.

Hedbununuja 2.1.7. Hexa je p € Z npocm bpoj u V, npecaurasare dedunucaro na Q*
popmysom (2.3) . Ilpecaurasare ||, : Q = R dedpunucano ca

p~ V@) akojex £0
2|y = .
0, axo je x = 0.

ce naszusa p-aduvrna saayauuja na Q.

W3 Tephema 2.1.2 onMax ciiem HapeIHa TEOPeMa.
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Teopema 2.1.3. 3a ceaxu npocm 6poj p € Z p-aduuna sanryayuja | |, npedcmassnsa jedny
neaprumedosy sasyouufy nosa Q.

Hexka je | |, npousBosbHa p-aau4ana Baiayanuja na Q u o IpoM3BosbaH panuoHasan 6poj.
Tasa HHTYUTUBHY IPEJCTaBY O CMUCIY | |, MOXKeMO nobutn u3 came aedUHUI]E TOT TIpe-
C/IMKABaIba: Ha HEKU Ha4uMH (KOjU je MOXK/Ja Ha IIPBU HOIJIE] HeoOUdaH)|x|, MepH , KOJIUKO
je 6poj = mempuB mpocTumM Opojem p”.

QopmaJsHu 3Ha4Ya] mpeciukaBamy ||, mpyxka Teopema 2.1.3, Koja ra mpemno3naje Kao
HeapxumeioBy Basyarmjy mosba Q. Ilpm Tome cy oumrsenno 3a jiBa pa3iMaMTa MPOCTA
O6poja p n g oarosapajyha p-agmuHa W ¢-aAuvHa BaJyallMja HEeeKBUBAJIEHTHe. 300T TOra,
umajyhu y Bugy m apxumenoBy Bajdyanujy ||eo KOjy ¢MO jgeduHHCATM HA MOYETKY OBOT
OJ0/IEJbKA MOXKEMO youuTn ja wMmamo Beh mpuamgaan 6poj melycobmo HeekmBaJieHTHUX
BaJiyanuja gedunucannx Ha Q. Takpum nmocMarpameM MPUPOIHO J0JA3UMO JI0 MHATAHA
JIa JTU CMO HABEJIEHUM IIPUMEPUMa, MCIIPIEN CBe MOTYNHOCTH 33 jedrHUCAkE BaJIyalTnja
na Q, omHocHO 7a Jik je Moryhe Ha HO/bY palnuOHAJIHUX OpojeBa AedUHUCATH JOII HEKY
BaJIyallnjy KOja HUje eKBUBAJIEHTHA HUjEIHO] 01 Basjyarmja Ha QQ Koje cMo 110 cajia BUEIH.
OjiroBop Ha TO TUTAKE Jiaje HAPEJIHA U3Yy3ETHO 1Mo3HaTa Teopema OcTpoBCKOr.

Teopema 2.1.4 (Ocrposckn). IIpoussomna nempusujaina easyayuje || na nowy paguo-
Haanux 6pojesa Q exsusasrenmma je

o p-aduunoj saayauuju 3a Hexu npocm 6poj p € 7 axo je |'| neaprumedosa.
o saayauuju y beckonaunocmuy || ako je || aprumedosa.

Jloxas. Ioka3 Teopeme Moxe ce npoHahu y [8]. O

Teopema, 2.1.4 noka3zyje aa Ha mosby Q ocuM p-aauuHUX U BaJyaluje y GECKOHATHOCTH
Hne nocmoju Apyrux Basyanuja. Oparie jpobujaMo U peniemne 3aJaTKa KOJUM CMO 3aII0UYesn
0Baj TOMOE/hAK, & TO je ompehuBame CBUX KOMILIETHPAhA MMOJ/HA PAIMOHAJIHUX OpOjeBa.
Pememe Tor 3agaTka hemMo mpuka3aTu pa3aBOjeHO Y IBa KapAKTEPUCTHIHA CJIydaja- Heap-
XUMEITOBOM M HEAPXUMETOBOM.

e Hexa je ||, p-amuana Bamxyanuja na Q 3a neku npoct 6poj p € Z. Komiuterupame mo-
sa Q y omHOCY HA TY HEAPXWMEJIOBY BAJIYAIIA]y HA3UBAMO NObeM P-adudhur 6pojesa
u obesexkaBamo ca Q.

e Kommiernpame nosba Q y o/iHOCY Ha apXUMEIOBY BALyannjy | |so 130MOPdHO je nosby
peannux 6pojesa R.

Haxkite, nobujaMo ma ce mopej yobudajenor Kominerupama R mopa panuonaannx 6po-
jeBa, OHO MOXKe KOMILICTHPATH jOII JI0 ToJba p-aIudHux Opojesa Q) 3a cBakm mpocT 6poj
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p € Z. lloma p-ajmaaux GpojeBa UMajy BeOMa MHTEPECAHTHA CBOJCTBA (APUTMETHYKA, Ieo-
METPHJCKA, TOTOJOMKA), KOja Cy TIOMAaJO HEOOMYHA M HEOYEKMBAHA IIOCMATPAHA €a yobu-
9ajeHOT CTAHOBUIITA [10JbA PEAJHAX WJIH KOMILIEKCHUX OpojeBa. Benukwm jgeo Tux cBojcTaBa
noTu4de o/1 yJTpaMeTpuike Heje‘ILHaKOCTI/I

|z + ylp < max(|zlp, |ylp)

KOja BaykU 32 CBE T W Y IPOU3BOJLHOM TIO/bY p-aaudnux 6pojesa Q. Nmax, muxoso mpu-
Ka3WBale HUje Wb HAIIEr u3Jjiarama u mwume ce Hehemo 6aBuTu. 3a Kpaj 0BOT MOJIOIEIHKA
npukazaheMo camo gepwHUII]Y p-aaudHuX ejnx OpojeBa koju he Ourtu o BESMKOT 3HA-
Jaja KacHUje, Ipu JeduHucamy ['aayaoBux penpesenTanuja. Bure o p-agnaauM 6pojeBrMa
Moxe ce nporahu y [6].

Hedununumja 2.1.8. 3a npoussoman npocm 6poj p € 7. depunuusemo npcmen p-a0udHUT
ueaur bpojeca Kao npcmen 6aayayuje

ZP:{meQPH‘T‘Pgl}'

Hanomena. Jledunuvyuja npcmena p-adudnus uesur 6pojesa je camo 00pas onumuje xom-
cmpyryuje eeaane 3a bpojesna nosa. Hewa je K npoussomro 6pojesro nose ca Heaprume-
dosom sanyayujom ||. dedurnuwumo

R={zeK||z|<1}

p={zeK ||z <1}

Mooice ce noxasamu da je R aokasnu npemen wuju je MOKCUMAANY UOEGA P U NOLE PA3-
aomaxa K. Hasusamo za npcmenom saayayuje 6pojesrnoz noma K y oduocy wa meap-
zumedosy sanyayugy |'|. Hawae, xao wmo u defunvyuja 2.1.8 cyeepuwe, Z, je npcmen
saayayuje nowva Q,. Us wpamxoz npurasa onwme meopuje 0amoz Y 060j HANOMEHU 00MAT
dobujamo u jedny ocobuny npcmena p-aduunuT yeaus bpojesa- Z, je A0KAAHU NPCMer YUuju
ce MAKCUMAARY UJEas MOJICE USPASUIU KAO

p={zeQ||zl, <1}.

2.2 upuxjgeoBa TeopeMa 0 MHBEPTUOUIHUM €JIEMEHTUMA

[Ipe mpesacka Ha TPUMEHY OIIITE TEOPHUje TPUKAZAHE Y MPETXOJHOM OJIEJbKY Ha HAMA
HAHTEPECAHTaH KOHTEKCT OpOjeBHUX II0Jba, MPUKAXKUAMO JeJIHY TeopeMy ajrebapcke Teopuje
OpojeBa, O3HATY Ka0 Jlupurieo6a meopema 0 UHEEPMUDUAHUM EAEMEHMUMG. JHAYUA] HA-
BeJIeHE TeOPeMe Ce OIJIea y TOME IITO OHA IPYKa YBUI Y CTPYKTYPY I'PyIlle HHBEPTUOUIHIX
eJIeMeHATa, HeKOI' OPOJeBHOT MOJba.
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[TocmaTpajmo pon3BosbHO OpOjeBHO ToJbe F', uuju je mperen nenux Op. JacHo je na
CKyn O, CBUX MHBEPTUOMIIHUX €JIEMEHATa OPCTeHa O IPEJCTaBba, jeHy IPYIy y OIHOCY
HA OIEPAIN]y MHOXKEHA, KOJy HA3UBAMO 2DYNOM UHBEPTNUOUAHUL enemenama OpOjeBHOT
nosba F'. OHO M0 HUje ouuryieHo je KakBa je crpykrypa Te rpyue. [locmarpajyhu up-
CTEHE IeJINX HEKUX jeIHOCTABHUX OPOjEeBHUX TOJbA, TIOMYT MPCTEHA Z 1ejmx OpojeBa wian
npcrena Z[i] Taycosux menux, morao 6u ce crehm yrucak ja je Tpyna WHBEPTUOUITHUX
ejieMeHaTa OPOjeBHOr 1MOJba TPUJINYHO jeJHOCTaBHE cTpyKType. Hawmme, y npBoM ciyuajy
umamo Z* = {1,—1}, a y apyrom Z[i]* = {1,—1,i,—i}. Vnak, oBakBH NpHUMepH HE Ta-
PaHTYjy jeJJHOCTABHOCT I'pyIlie MHBEPTUOMIIHUX eJieMeHaTa IIPOU3BOJLHOI BPOjeBHOr 1MOJbA.
[l raBure, ucrioctapsba ce Jia 6u TaKaB 3aKJby9YaK JJOHECEH HA OCHOBY HABEJEHHUX ITPUMEPA
6mo morpernran— mocToje OPOjeBHA TI0JHA UHje Cy IPyIe WHBEPTUOMITHUX €JIeMEHATA BEJIUKOT
panra. 360r Tora ce IOCTaB/ba MUTAKE UMA JIU UKAKBE PABUJIHOCTU Be3aHe 33 PAHT I'pyIe
MHBEPTUOUIHUX €JIEMEHATA U, Y CJIYy4ajy HO3UTUBHOI OJI'OBOPA, JA JIM CE Ta IPABUIIHOCT
MOKE M3PA3UTHU ¥ TEPMUHUMA KOJU 3aBUCE MCKJbYUIUBO 0J1 ojiroBapajyher 6pojeBHOT 10ba.
[ToTpebue ofroBope mpy»Ka HApeIHA KIACHIHA JUpurieo6q meopema 0 uH8epmubUAHUM
EAEMERMUMG.

Teopema 2.2.1 (/IupuxieoBa Teopema o uHBepTUOMTHUM ejeMeHTHMA). Heka je F 6po-
JE6HO MOME 30 K02a4 NOCMOJU T PA3AUNUMUL YManars Yy nowe peasnur bpojesa R u s
MelYCcobHO KOHJY208GHUT NAPOSA YManara y nose xomnackcnux 6pojesa C. Tada je epyna
uneepmubusnur eaemenama O 6pojesnoz nowa F' usomoppna dupexmrom npoussody xo-
HauHe YuKIUNHE 2pyne u caobodne AbGeaose 2pyne parea v+ s — 1.

Hanomena. Osnawumo ca iy epyny xopena u3 jedunuye Koju ce naaade y nonvy F. Jlpy-
2UM PEYUME,
purp={£ € F| & =1, 3a neko m € N}.

Mooice ce nokasamu da je mopauonu deo epyne uHGEPMUOUANUL eaemeHama Opojesroe
nowa F jednax epynu pr. Odamae dobujamo

* r4+s—1
Op = HF X Z )
wmo je cmandaponu uckas Tupuricose meopeme 0 UHGEPMUGUNHUM eNCMEHTMUMA.
Jlokas. 3a jioka3 TeopeMe U BUIIE JIeTa/ba O PEYEHOM Y HANIOMEHH, roryeaarn [5). O

VY mapeaaoM npumMepy, upumeHom lupuxjieose reopemMe 0 MHBEPTUOUIHUM €JIEMEHTUMA,
JobmjamMo jeary ocoOMHY KBaIPATHUX MMATMHAPHUX OPOjeBHUX T0Jha Koja he Outu o 3Ha-
qaja y HallleM KacHUjeM U3JIaramy.

IIpumep 2.1. Hexka je K npom3Bo/pHO KBaJAPATHO MMArvHAPHO OpojeBHO mosme. Tasa
nocroju GeckBajpaTan 1meo 6poj D > 0 takaB ga je K = Q(iv D). Opmatme ciemu ma
He TIOCTOjU HUjedHO yTamaimhe OpojeBHOT mosba K y mosbe peannnx OpojeBa R. JlomarHo,

18



IIOCTOje caMo JiBa, MehycoBHO KOHjyroBaHa yTalama 1mosba K y 1mojbe KOMIUIEKCHEX OpojeBa
C xoja cy ogpeljena npeciimkaBambuMa

ivVD —ivVD w ivVD — —iVD.

[Ipema Tome, Ha ocHoBy JlupmxyieoBe TeopeMe 0 MHBEPTHOMIHUM €JIeMEHTHMA, 3aKJbydy-
jeMo ma je panr c0b60HOT Aesa Tpyne HHBePTUOMIHEX ejeMenata O, 6pojesHor moma K
jemnak 0 +1—1=0. Hpyrum peunma, rpyia UHBePTUOUIHUX ejleMeHaTa OPOJEBHOT M0Jba
K cacroju ce camM0 01 TOP3UOHOT JieJia, IITO 3HAYM JIa, je€ T4 rpya KOHAYHA.

O

2.3 Moayna. I'pyna Knaca 3paka y OJHOCY MOIYJI

Ilormemajmo cajga Kako ce OMINTa Teopuja jgedrHHcaHa y oaebKy 2.1 pediekryje Ha
Hama mHTepecanTHa OpojeBHa moma. Heka je K 6pojesro mome. Tlomcernmo ce fma je mpocT
6poj p v K GeckoHadaH aKo CaIpXKH apxXUMeIOBY BaJyaldjy, Ia je Ha ocHOBY leopeme
2.1.1 Ocrposckor xommieTrpame Ky y ognocy Ha Takas npoct 6poj msomopduo ca R mmm
C. Oga ocobuna jiaje jeiHOCTABAH HAYUH 33 10Jey GeckoHaYHUX TpocTux Opojesa y K Ha
peaare, 3a Koje je Ky = R u xomnaexcre, 3a xoje je K, = C. IIpumernmo jomr na peasnum
npoctuM OpojeBuMa O6pojeBHOr mo/ba K oarosapajy pasiamumTa yTamnama moba K y R, ok
KOMIIJIEKCHUM OJIrOBapajy jBa MehycoOHO KoHjyroBaHa yranama nosba Ky C. Ilpapehn
AHAJIOTH]y Ca OCHOBHOM TEOPEMOM apuUTMeTHuKe, Ha OpojeBHOM moby K meduHUIeMO MOy
koju he 6Ty K/by4uaH o6jeKaT MPUIUKOM Je(PUHHUIHjE YOIIITEeHOT IupruxIeoBor KapaKTepa
¥ OTHUCAH je HapegHoM AeduHuIIjoM.

Hedbunumuja 2.3.1. Modys 6pojesroe nowa K je opmarnu npoussod
m= H p"(®)
p

y3em no ceuM KOHAYHUM U beckonawnum npocmum bpojesuma y K, npu uemy je n(p)
nenezamusan yeo 6poj u n(p) > 0 3a camo Konauno mrozo npocmux 6pojesa p. lodammo,
axo je p peanan beckonauar npocm 6poj onda je n(p) =0 wau n(p) =1, xao u n(p) =0 3a
KOMNAEKCAH 6ecKonadan 6poj p.

Hanowmena. Pasaoe 3002 k020 Npusukom deurunuje mMooysa He yaumamo y 003up Kom-
naexcHe beckonaune npocme 6pojese AEHCU YMHO20ME Y PAMUPUKAUUIU npocmuL 6pojesa.
3602 moza y ee3u bomez pasymesara oge deunuyuje, KOO U UNMYUYUJE KOJG ce U3Q 1be
Kpuje, nozaedamu wanomeny wa kpajy nododeswra 2.5.1.

IIpowsBosban MOIYTT M MOXKEMO M3PA3UTU KAa0 MPOU3BOI M = MoMyo, TJE j€

my = H pn(P), Moo = H pn(p)

P KOHaYaH p peanaH
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[IpumeTnMo 12 je mg naeas IpcTeHa Neaux Ok, KOJU ce YecTO HAa3UBa, KOHAYUHUM JIEJIOM O
m. Ca jgpyre crpaHe, My je IPOU3BOJ, €JIEMEHATA HEKOD TOJCKYIA PeajiHnX HeCKOHAUHUX
npoctux 6pojera y K u Ha3uBa ce 4ecTO OECKOHAYHUM JIEJIOM OJT M.

ITpumep 2.2. [locmarpajmo nosse panuonasaux opojesa Q. Y reopemu Octposckor 2.1.4
BUJIEJI CMO JI3, je POU3BOJbHA Bajyarmja |-| Ha QQ ekBuBasIeHTHA

e p-aJMYHOj BAJIyauuju |-|, 3a HeKH HpocT 6Poj p ako je |-| Heapxumes0Ba.
e Basyanuju y 6€CKOHATHOCTH |-|oo aKO je |-| apxumenona.

36or Tora, KoHaYHE TIpocTe OGpPOjeBe, OMHOCHO KJIaCe EKBUBAJIEHIIM]E HEAPXUMEIOBUX BaJIy-
anuja Ha Q, Moxkemo umaentuduKamjoM |-|, — p BumeTH Kao (yobudajeHe) paruoHasHe
npocte Gpojese. Takolje, y Q mocroju camo jegan GeckoHaYaH TPOCT OPO], MOMITO je CBAKa
apXUMeJIOBA BAJIyallija eKBUBAJICHTHA € |-|oo. Taj mpocT 6poj hemo o3nauapaTu ckpalieno
ca 0o0. Ha taj mauwn mobujaMo jga je mpoms3BobaH MOIAYI M mosba Q obiauka

m= H pn(p).ooe7

P IpPOCT

rae ¢y n(p) nenerarusHu nesm 6pojesn u n(p) > 0 3a caMO KOHAYHO MHOTO MPOCTHX OPOjeBa
p, a € € {0,1}. Tako, Ha mpumep, UMaMo J1a je

m=2%-17%-19 - 00
vomya y Q. 3a mero KoHauaH u OECKOHAYAH JI€0, My U Meo, BAKHU

mo=2%-17%-19

Moo = 0O.

O

Penanwmja mesmuBoctu m3mely nBa momysa OpojesHor mosba K medunuime ce Ha 0UEKU-
BAaHM HAYHMH M OIHCAHA je HAPEIHOM Je(DUHHUITAJOM.

Hedununuja 2.3.2. Hexa cy m =[], p™®) yn = I, p"®) dea modyaa y Gpojesnom nowy
K. Kaocemo da modys m deau modys 1 U NUWeMo

axo je UCNYrbeHo

3a cee npocme bpojese p y K.
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Oznauyumo ca K* MmyaTuiummkaTupHy rpyny OpojeBHOr mosba K u ca m MOJyJI y TOM
nospy. Ilpomwupyjyhu mojam pesianuje KOHIpPyeHIHje Yy OMHOCY HA HIEAJE MPCTEHA IMEJIUX
Ok, medunucahemo KoHrpyeHnmjy ejemenara K* mo y ommocy Ha Momya m. TakBy KoH-
rpyeHnujy hemo Ha3uBaTu MyJITHIJIMKATUBHOM. Y CaM LIOCTYIIAK HbeHOI jeduHucama hemo
uhin nocreneno, pedunnnryhin TpBo KOHTpyeHIUjy y omgHOCY Ha, (CTErnen) mpocTux Gpojesa
y K.

Hexa je p peananm mpoct 6poj y K u Heka je x — T, o3Haka 3a yTramame v € Ky
kKoMmiuterupame K, = R. 3a npoussomsne a,b € K* KaxkeMo Ja Cy KOHTDYEHTHH Yy OJHOCY
Ha P 1 IHUIIEMO

a="b (mod p)

aKo cy ap u by ucror sHaka y R, 1j. ako je Z—s > 0.

Heka caja p ozHavaBa KOHaYaH IPoOCT Opoj. 360r BHEroBe KOHAYHOCTH, TPOCTOM OPOJjy
p oArOBapa MPOCT Waeasl y TPCTeHy Tenaux Ok, Kora heMo, jeTHOCTABHOCTH Pajid, TaKohe
O3HAYABATH Ca P. YOUMMO MPOM3BObaH ¢ € K* w 03HAYMMO ca (C) TJIABHH HJEAJ Pa3yio-
Maka y Ok rerepucan ca c. [logcernmo ce ma je O Jlenekuua0B TOMEH, KA0O TPCTEH TEJTNX
6pojesHor mosba K. 360r Tora ce wiaeas pazjioMaka (¢) MO¥XKe Ha jeIHHCTBEH HAYUH (haKTO-
pucaTu Ha HPOU3BOJ, MPOCTHX uaeana y Ok. O3nauumo ca v(c) cTenen mpocTor maeasa p
y TakBoj daxropuzanmju 3a (c). [lokasyje ce ma je Ha oBaj HauWH, y3 00aBE3HO CTABIHAIHE
v(0) = 0, medpunncana jeana Banyaruja va K. Fby HazuBaMo HOPMAAU306aHA 6aAYAUUIG
y p u Hajuemhe je oznagaBaMo ca ordy .

Kopucrehu mojam mHOpManm3oBaHe Basiyalinje y KOHATHOM TPOCTOM Opojy p meduHu-
MeMO KOHTPYEHITH]y vy OfHoCy Ha P 3a 11e0 6poj n > 0. 3a mpomssosbhe a,b € K* Raxemo
JIa, CY KOHI'DYEHTHHU Yy OJIHOCY Ha P” U MUIIEMO

a="b (mod p")

aKo je

ordy (% — 1) >n.

Nmajyhn y Busy merosy jedunuimjy, kopucrehn nperxoiHo KoHa9HO MOXKeMO jiedu-
HUCATH KOHTI'DYEHIUjY y OJIHOCY Ha MOJYJI Ha cjejiehu HavIuH.

Hedununmja 2.3.3. 3a npoussonne a,b € K* xascemo da cy xonepyenmuu y odnocy wa
MOdYyA M = Hp p"®) u nuwemo
a="b (mod m)

axro eaxcu

a="b (mod p"®)
3a cee npocme bpojese p y K 3a xoje je n(p) > 0.

W3 nperxoane meduHuAlAje JTAKO CAeaM 1a 33 TPOU3BOJbHE a,b, a1,b; € K*, ako je

a="b (modm)ma; =*b (modm)
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OHJIA BAXKH
aa; =" bby (mod m).

Oryna mocTaje jacaH W paHHUje TOMEHYTH HA3UB MYMMUNAUKGmMusHa konzpyenyuja. Ca
JIpyTe CTpaHe, Pealiyja KOHTPYEHITHje ¥ OJTHOCY Ha MOJIYJI ce He IyBa cabupameM, Kao IITO
TIOKa3yje HAPeIHU TTPUMeEp.

ITpumep 2.3. Heka je m = 0o MOAYT jeAHAK jeMHOM OECKOHAYTHOM ITPOCTOM OpOjy ¥
mosby Q. Tama cy no medwrummjn a,b € Q" KOHIPyeHTHH y OTHOCY HA M aKO M CAMO aKO
cy ucTor 3uaka. Tako, Ha MpUMED, BAXKH

5="3 (mod m)

—4="-11 (mod m).

MebhyTum, mpuMeTrMo 13, je

1#* -8 (mod m),

IIITO MOKAa3yje JIa Ce PeJiaInja KOHI'PYEHIIMje Y OJHOCY Ha MOJYJ y OMIITEM CJIydajy He 4yBa
cabuparmeM.

d

Y Be3u ca TPOU3BOJLHUM MOJIyJIOM M jiebUHUIIIEMO JiBe 3HAUAjHE TIOArpyIe oj K* onu-
came ciegehom geduHUTIjOM.

Hedbununuja 2.3.4. Hexa je m modya y 6pojesnom nowy K ca wonawnum desom my u
beckonaunum deaom Meo. deduruwemo nodepyne Ky v K1 myamunaiukamusne epyne
K* xao

Kn={a/bla,be Og ualk,bOk ysajamno npocmu ca mp} C K*

Kni={a€Kn|a="1 (modm)} C Ky

IIpumernmo ma Ky, 3aBucw caMo O KOHAYHUX MPOCTHX OpojeBa Koju jesie m, a He
U BUXOBHUX €KCHOHeHaTa. l'pyma Ky 1 3aBUCH M 0J] KOHAYHUX 1 OECKOHAYHUX HPOCTUX
O6pojeBa KoOju mese M, Ka0 W OJ €KCIOHEHATA KOHAYHWX MPOCTUX OpOjeBa W HA3WBAMO je
3pax 1O MOJIYJIy M.

Ozmagumo ca J™ moarpymny rpyne [x CBUX HEHyJIA Weasia pas3ioMaKa MPCTEHA TeJTIX
O’k 6pojesHOr moJba, K, TeHepHCAHY CBUM IIPOCTHM HAEAJAMa KOJU He Hejie KOHAYHM 0
mg Momaysia m. OHa 3aBUCH OJI KOHAYHUX MPOCTUX OpPOjeBa KOju Jiejie M, aju HE U OJf
BUXOBUX ekcroHneHara. Heka je ¢ mpecsimkaBame Koje ejqeMeHT o € K™ civka y riaBHI
uneast pasnomaka s(a) = aOk. Taga ¢ cniuka Ky u K1y J™.

22



Hedbunumumja 2.3.5. Koauunuyra epyna
/(K1)

nA3U6A Ce 2PYNG KAGCAE 3PAKa NO Modyay m, a xocemu 00 ¢(Kyn1) y moj epynu ce
HA3U6AJY KAGCE 3PAKA 10 MOJYAY M.

ITpumep 2.4. llpernocrapumo ga je K = Q. Hexka je m > 2 dukcupanu 1meo 6poj u m
mosyn y Q koju je jeqaak ruiasHoMm upeasy (m) y Z = Ok. Oppeaumo rpyly Kiaca 3paka
o Mojyay m. Kako je Z rnapaoujeasicku, rpyna J™ je reHepucaHa rJIaBHUM HJIEAJIAMA
(a), npu 4wemy je a mpousBosbaH Ieo 6poj Koju je y3ajamuo mpocrt ca m. I[locmarpajmo
XOMOMOp(hu3aM

®: J™ 5 (Z/mZ)*

JecdbuHUCAH ca
((a)) =,

rre je r octarak 6poja a npu fespemy ca m. IIpecaukasame P je ounrireano ennmopduzam,
a BEroBo jesrpo umHe cBU uiaeann (a), Takpu aa je a = 1 (mod m). Ca apyre crpane, u3
m = (m) cjeau Ja ce MyJTHILNIMKATHBHA KOHIPYEHIMjA ¥ OJHOCY HA MOJYJI M HOKJIANA Ca
KOHI'DYEHIIHJOM 10 Moayay m y npcreny Z. llo nedbununujn noarpyne Ky 1 U yTanama §
OHJIa TMaMO

¢(Kmp)={(a) |la=1 (mod m)}.

Bakspyayjemo ja je jesrpo xomomopdusma @ jenmaxo ¢(Ky 1). Omarie u3 upse Teopeme o
A30MOP(MUZMY TPYIIA CIIETH
I )¢(Km1) = (Z/mZ)".

Hakie, nobuam cMo ja je rpyna kKiaca 3paka no mouayiay (m) y Q msomopdwua rpynm
(Z/mZ)*. TlpumeTnmo Ja TuM B30MOPMOUIMOM JT0OUjaMO TIOTIYHO YBUJL Y CTPYKTYPY TPYIIe

KJlaca 3paka 0 MOAYJIy (m): OHa ce cactoju of tadno |(Z/mZ)*| = ¢(m) pasnuantux
KJIaca 10 3paKy (m) u CBakKa OJ BbUX je o0JuKa a + mZ, rjie je a y3ajaMHO HIPOCT Ca M.
O

I'pyma kmaca 3paka mo mosmysay 6uhe menTpasna y ma/bem pasmarpamy. l[Iperusmnuje,
nocmaTpahemo Kapakrtepe neduHUcaHe HA TOj rpymnu. 360r Tora he o BEJMKOT 3HAYAjA
6utu cneneha dbyHIaMenTa Ha TEOPEMa O KOHATHOCTH IPYIe KJIaca 3PakKa.

Teopema 2.3.1. Hexa je m npoussoman modys bpojeenoz nowa K. Onda je epyna xiaca
apaxa J" /(K 1) Konauna.

Zoxas. Ilpukazahemo KpaTKy CKUILy J0Ka3a.
Ilpsu kopak je ma ce JoKaxke caabuja Bep3mja TeopeMe 10 KOjoj je rpyma Ky/Km 1
KoHaYHA. Ta caabuja Bep3wja CYIITHHCKH MOYUBA Ha ciaegehem TBphemy:
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e Hexa cy my,mo, ..., m; y33jMHO IPOCTH MOJIYJIN Y MAPOBUMA U

BUX0B Tpou3Bo. Taja je

Km ~ Kml Km2 Km

= X X -+ X .
Km,l Kml,l ng,l Km7.,1

3aruM TOCMATPAMO MPOW3BOJBAH KOHAYAH cKym S mpoctux Opojea y K. Ozmadumo ca
I TPyIy CBHX HEHyJIa Heaja pa3jioMaka IpcTeHa neimx Ok OpojeHor moba K u ca I°
MOJTPYIYy T€ TPYIe P€HEPUCAHY CBUM MPOCTUM HICAJIUMA IPCTeHA, O KOjU He MPUAIAjy
ckymy S. Ilokasyje ce jia Baxu

I [s(K*) = I° /19 N g(K™).
W3 pedbunnimje npecankaBama ¢ J0OHjaMO 13 je
I /s(K*) = CI(K),
rue je CI(K) rpyna kaaca uaeana 6pojesror mosba K. 360or Tora mmamo u uzomopdusam
CIK) = I%/I° Ng(K*). (2.7)
[Mocmarpajmo cana rpymy kiaaca 3paka J™/¢(Ky 1). CBakako Baxu
™ ()] = ™ (K)o (Km) ¢ <(Kim)]. (2.8)

U3 nedununugje rpyne J™ u npeciauraBama ¢ caeaun ga je J™ N ¢(K*) cKym ¢BUX IMIaBHUX
MJIEAJIa TIPCTEHa O KOJU CY Y3ajaMHO TIPOCTHU €& KOHATHUM JISJIOM My MOJTYJIa M, 118 KMaMO

JTNG(K*) = ¢(Kp).
36or Tora, kopumliemem uzomopdusma yrephenor y (2.7) 3a S = m mobujamo aa je
[T (K] = [J™: J"Ne(K™)] = |CI(K).

Kako je rpyma kiaca wmeasa konagna, 6poj |Cl(K)|, na camum tum u [J™ @ ¢(Kn)] je
KOHAYAH.

Ca gpyre crpane, [¢(Kn) : ¢(Km1)] memun pexn [Kn : K1) rpyne Kun/Kn 1 3a K0jy je
y cnabujoj Bep3uju Teopeme yTBpheno ma je komauma. 36or Tora je u [¢(Kw) : (Km1)]
KOHa4aH O6poj.

Haxute, oba 6poja daxropa ca gecHe crpane jeaTHAKOCTH (2.8) Cy KOHAYHH, M 3aKJbY-
gayjemo ga je u [J™ 1 ¢(Kpn 1)) konagan 6poj. Jpyrum pedmma, 3aK/bydyjeMo Ja je rpyma
kiaca 3paka J™ /(K 1) KonadHa. O
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Hanomena. Ilpumemumo da je 3a dokas KxoMauHOCTIU 2PYNe KAACA 3PAKaA Y 00HOCY Ha NPO-
UBBOLHU MOOYA KAOYUHA KOHQYHOCT 2pyne kaace udeana Gpojesnoz nowa. Ta eesa uamehy
2pyne KAACA 3PAKa U 2PYNEe KAACA Udeara, yYycmarosmena cruyom doxasa Teopeme 2.3.1,
dodammo je 06jawrbena HAPEJHUM NPUMEPOM.

IIpumep 2.5. Iloucernmo ce sa je Moyt 6pojesuor nosma K 1o pebunuiuju hopmasau

m = [¢"®
p

Y3€T 10 CBUM KOHAYHUM ¥ OeCKOHAauHUM 1pocTuM 6pojesuma y K, upu uemy je n(p) nene-
ratupan 1eo 6poj u n(p) > 0 3a camo KoHauHO MHOrO Tpoctux Gpojesa p. Ilocmarpajmo
MOJTyJT M = Hp p™®) 3a kora je n(p) = 0 3a ceak; mpocT 6poj p y K. Hbera mazmpamo
mpusujasny modys y K n obenexkapamo m = 1. [lpumernmo f1a je y 0BOM Ciydajy rpyma
J™ jennaka 1es0j rpynu [ cBUX HEHyJa ujeasa paziomaka y K, 36or Tora mTo Huje aH
TMPOCT MIEAT He Aesn KOHATHu jeo oa m. Cawmdano, 360T TPUBUjATHOCTH MOIYJIa M, CBAKO

TIPOU3BOJT

a € K* ce panazu y K 1. Kako no neduanmuju npecankaBame ¢ CJIMKa eJeMeHT o u3 K™
y INIaBHM Uzeat pasiioMaka ol , nobujamo na je rpyny ¢(Ky 1) 4uHe CBY [VIABHU UACAJIH
pasioMaka y Ok. llpema Tome, 10 gedHHHIMjT UMAMO I3 je IPyIa KJIaca 3paka

I/ (Km,1)

y OOHOCY Ha TPHUBHjAJHH MOAYJ M = 1 HUIITA APyro OO Ipyla Kjaca uaeasa 6GpojeBHOr
nmosba K. Tlpema Tome, rpyiy Kjaca 3paka MO HEKOM MOJYIY MOXKEMO BUIETH W Kao
VOIIIIITEILE TPYIe KJIAca Haeala.

g

2.4 KougykTopm rpyma maeaJa

Y nedurunmju 2.3.4 Bumeau cMo Kako ce momohy Mofysia m MHIAYKYjY JBE 3HAYAJHE
noJrpyne MyaTtuiinkatusae rpyme K 6pojeBror mosa K koje cmo obesexxuim ca Ky u
Ky,1. Nvajyhm y Buny meropy jeduHunujy, Jako je HACIYTHTH Jia HOPeEJ] OBE Be3e, MOIYJI
MMa, TECHY Be3y W ca muieajuma OpojeBHOr 10sba O . OKPEHHMO ce pajiy Ha, JI0 CaJa
[POIIYIITEHOM, JETAJbHUjEM UCIUTHBAKY T€ BE3E.

Kao u o cama, 3a mpomsposban mogayn m y K ca J™ hemo o3HauaBaTu TOATPYILY
rpyne [x TeHepucaHy CBUM TPOCTUM waeajuMa y O KOJjU HE Jejie KOHAYHU Je0 Mg OJf
m. Crnenehu ciauuny wyejy kao y pedbunurnuju 2.3.4, neduHumneMo 3Ha9YajHE TOTPYyIE Te
rpyue Ha cueyehn HaunH.

Hedbununuja 2.4.1. [lodepyna H™ 2pyne Ik ce nazusa KoHzpyenmua nodzpyna axo
nocmoju modys m y K maxas da je

§(Km1) C H™ C J™ C Iy

Tada xascemo da je H™ depunucana no modyay m.
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Y nperxoiHO] NedUHUIMJH CMO KOHIDYEHTHY HOAIrPYIy JedWHHCAHY IO MOJYJIYy m
o3madaBaam ca H™, ca mm/beM 11a HATJIACHMO MOJYJI TTO KOME je Ta MOTpyTma Je(UHUCAHA.
MeljytuMm, cama medpuwHHNE]a He TApaHTyje Ja je MOAyJ m 1mo Kome je nedpwaucama H™
jeswmucrsed. TakBo UTaE jJeMHCTBEHOCTH j€ BEOMa 3HAYAJHO U ylPaso heMo ce merosum
ACTIUTHBATHEM DABUTH Y OBOM OJI€JHKY .

Heka je m monyn y K uw H™ onroBapajyha KOHrpyeHTHA TOATPYIa. YOUUMO TPOU3BObAH
MOJLysT o takas Jga n | m. Ono mro Hac uHTEpecyje je ja HaheMo HAYMH Ja UCIUTAMO J1a JIn
Cy KOHI'DYEeHTHe TOJIMPYIE y OJIHOCY HA N y Be3W ca KOHrpyeHTHuM mnojarpynom H™. Ilpe
cBera, puMeTuMo Ja u3 n | m caeau J™ C J. 36or Tora, umajyhin y Bugy gedunnnmjy
2.4.1, mobujamo GapeM MHTYHTHBHO CXBATaIb€ I3 33 KOHIPYEHTHE MOArPYyIE Y OIHOCY Ha
n mMa Buie ,,mpocTopa”’. TakBUM Pa3MUNLBAKEM JIOJA3UMO [0 MHUTAMA 13 JU MOCTOjH
KOHrpyeHTHa nojrpyna G" nedwunucana mo momyiny n takea ja je H™ = J*" NG Y
CJIydajy MO3UTHBHOT OJIPOBOPa HA TO MHUTame Kaxkemo jia je H™ pecmpuryuje G ma J™.
[IpumeTnmo s1a oBako JieWHUCAH [I0jaM PECTPUKIIAje KOHI'PYEHTHHUX MOJAIPYIIa UMa, UCTH
CMHCA0 Kao yoOWYAjeHW IMOjaM PeCTpHKIHje (mpecinkaBama): H™ MOXKEMO BHIETH Kao
yhpuiarohasame” KOHTpyeHTHE TToArpyne G Momayy m.

HapounTo 3HaYajaH caydaj Kaja JiBe Pa3JIMUUTe KOHTPYEHTHE IOATryIle UMAajy HUCTY
PECTPHKIIHMjy ONHMCAH je HAPEIHOM JAeDUHUIIAJOM.

Hedunnmmuja 2.4.2. 3a dse xonepyenmne nodepyne H'™ C J™ u Hy'? C J™ deghunucane
pedom y odnocy wa mModyse M u My KAHCEMO 06 UMY 3GJedHUNKY PECMPUKUUJY U
nuwemo H™ ~ HY? axo nocmoju modya m y K maxas da eadicu

HM"NJ™=Hy?nJ"m (2.9)

Hapeaso tBpheme mokasyje a je pealyja 3ajeJHIIKe PECTPUKIIN]E OMUCAHA, IPETX0I-
HOM JIe(DUHHAIIUJOM KOPEKTHO JACPUHUCAHA.

Tephemwe 2.4.1. Heka cy m u n modyau maxsu da n | m. IIpemnocmasumo da nocmoje
ronepyenmmue nodepyne H™ C J™ u G™ C J" depunucane no odzosapajyhum modysuma
maxse da je H™ pecmpuruyuja G* na J™, odnocno maxse da je H™ = J*"NG". Tada saorcu

LoJm Y = e
2. G" = H"¢(Ky1).
Jloxas. Tloraenaru [8]. O

[Tpumernmo ma ako (2.9) BaxKu 3a MOJIYJI M, Ta PeJIaldja OHJIA BAXKU U 33 CBAKU MOJLYJT
m’ kora m geuan, jep je maga JW C J™ Mmajyliu Ty 0coBuHY y BHy, BEOMA JIAKO CE
MOKa3yje HapeIHO TBpheme.

Tephemwe 2.4.2. Peaauuja ~ je peaguujo ek6uBaACHUUIE Ha CKYNY CEUL KOH2PYEHIMHUL
nodepyna 0d Ii.
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Penanuyja ~ uMa 1 HEIITO CYUTHIHU]Y OCOOMHY, KOja he ce 3HaYajHO OAPA3UTH HA HEHE
KJIaCe EKBUBAJICHIIM]E U 1aTa, je caemehnm TBphemem.

Tephemwe 2.4.3. Hexa cy H™ C J™ u HY? C J™ dee xonzpyenmmue nodzpyne xoje cy
depuriucare pedom no modyay My, o0HoCHO My U uMajy 3ajednuvky pecmpuryujy Hs'® =
HM N J", i = 1,2 dedpunucany no modysy msz. Osnanwumo ca m wajeehiu sajednuyru
deaunay, 3a my u My, Tada nocmoju xonepyenmua nodepyna H™ C J™ dedpunucana no
MOOyAYy M maxea da je H™ N J™ = H;, i =1,2.

Jlokas. Tloraenaru [8]. O

Kiaca ekBupasieHIIMje pejialije ~ ce HA3WBa 2pyna udeanq. YOUUMO TPYIY WA,
OJIHOCHO jejiHy KJacy ekpuBajieHruje H pesaruje ~ u mpowsBo/baH MOJYJI M. Ako mo-
CTOjU KOHI'DYEHTHA TOArpyla JeduHUCAHA IO MOAYJIy M Koja mnpunaja kiacu H, ona je
jemmucTBeHa W o3Havaahemo je ca H™. Jlakme, H™ muje mumrra aApyro a0 jeTWHCTBEHH
OpEJICTABHUK Kilace ekpupaJsieHnuje H koju je medburucan no momyny m (101 yCIOBOM Jia
TAKAB MPEJICTABHUK MOCTOjH ).

[IpeTmocTaBuMo fga ¢y m u N Ba MOJYJIA TAKBHU JIa MOCTOje oAroBapajyhe KoHrpyeHTHE
noarpyne H™ u H" y rpynu maeana H. Osmaumvo ca m’ najselin 3ajefHUuKK Je/Iuiall
3a m u n. U3 Tephewa 2.4.3 ouma cienu ja y rpynu uieasa H mocToju jewHCTBEHA
KOHT'PYEHTHA, TIOATPY A H™ Koje je medunucana y oguocy Ha m’. Ogatie 3akibydyjemMo Ja
3a rpyny ujaeasa H mocToju jeuHCTBEHN MOIYJI | 38 KOTA je UCIIYHeHO

e IlocToju jenmucreena kourpyentHa noarpyna Hf C JT koja je medunmcana y ogmocy
Ha f ¥ TpHUIIaa TPy WIeasa OJiHOCHO Kiacu ekBuBaJsiennuje H penamuje ~.

e AKO 3a IPOM3BOJEHU MOJIYJT M TIOCTOjU KOHTpyeHTHa noarpyna H™ C J™ nedunncana
y opHOCY Ha M Koja npunaja H, onga f | m.

(Jacho je ma ce f mozke u3pasutu kao Hajelin 3ajeIHIYKM JeJTUIAT CBUX MOJIYJIa M 33 KOje
H caapxwu kourpyenrny mogrpymny H™ medunucany y omrocy Ha m). Moays f ce Hasua
KOHAYKTOD 3a H.

2.5 IIpoctu 6pojeBu u l'asryaoBa pamnupema OpojeBHUX II0/HA

o caza je 1esiokymHo pa3Marpare 6mito y OKBupPy jeaHor (hukcupaHor 6pojeBHOT 10Jba,
OJTHOCHO KOHATHOT pammpemna mosba Q. Mehyrum, paznuaure morpede paga decto mamehy
norpedy 3a M3JIACKOM U3 TAKBOT (PEJATUBHO CKPOMHOr) OKBUpa u GoraliemeMm BujmKa y
cMepy [anyaosux pammpema 6pojeBnmx mossa'. Ympapo 1o je Tema Kojoj je mocselien Ha-
CTABAaK HAIMEr W3Jiarama. YKpaTko rosopehm, maeja je ja moriegaMo Kako ce JI0 cala

1je,lHO CBeJI0YaHCTBO OBe TBpAmhe Guhe npukaszano y [masu 3. 3a morpebe jokaza dyHmameHTaHEe
Teopeme 3.1.1 mopahemo ma mpehemo n3 KOHTEKCTA MOCMATPAHA CAMO jeJHOT GPOjEBHOT MOJhA HA KOHTEKCT
pa3marpama ['agyaoBux pammperma OPOjeBHUX TOHA
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Jecdraucann 1ojMoBHU pediiekTyjy Ha l'ajgyaosa pamupema OpOjeBHAX 10/ba, OTKPUBaAjyhu
TaKO Heke (pyHIAMEHTaJHe KOHCTPYKIHje ajrebapcke Teopuje Opojesa, momyT Apmurnogoz
npecaukasarpa. O3HAYUMO CTAHJIAPIHO KAao U Ji0 caja ca K mpon3BosbHO HPOjEBHO 110JbE,
JIoK he L upejcTaB/baTu CTAHAPAPIAHY O3HAKY 34 Bmeropo lamyaoBo pamumpeme. O uaTe-
peca he nam butn Abesosa pawupera, OJHOCHO OHA PaIUpemna 3a Koje je [ajyaosa rpyma
G = G(L/K) komyrarusHa. Harmacumo na he meka tBphema u medunumnmje xoje Oymemo
dbopMyrcaay BaXKUTU U y CJIy4dajy HeabeJOBUX PaIMupemna, M4 9aK W 33 Pallupema Koja
mucy lagyaosa. Pazmor y orpannuasamy Ha AGemoBa pamnmmperha JIKU y TOME TIITO Cy OHA
JIOBOJbHA 3a (HOPMYITUCAIEE APTHHOBOT MPECIUKABAA, & PAJL, C4 HBUMA, je T0CTa JIAKITH O]
paja ca Tpou3BObHUM ajyaoBUM pAIUPEhUMA.

[TpumeTrMo fa cy pecypcu 3a HAIM TOAYXBAT KOJUMA 3a CaJ1a PACIOIAKEMO TPUITATHO
CKPOMHHM: JEJIMHO IIITO MOYKEMO HOY3JaHO CMATPATH HO3HATUM 071 pamupena L/ K je omro-
Bapajyha lasyaosa rpyna G. Ca jgpyre cTpase, yOunMO KOJHKO je 1MojaM TpocTor 6poja y
OpojeBHOM 1I0Jby 6HO NEHTPAJIAH Y JOCAJAIIH0] IPUIU— TPOCTH OPOjEBU T'€HEPHUIITY MOJTYJIE
y OZIHOCY Ha KOje cMO JiepuHACA M CBE HAJBAKHKjE I0jMOBE oIy T yorurnrenor Jlupuxjieosor
KapakTepa miau rpymne uaeasna. Hapasmo, kKao O6pojeBHa mospa, K n L mmajy omrosapajyhe
npocte 6pojese?. 360r Tora ce oBoljeme y Be3y mpocTux 6pojesa y K u L IPEPOIHO UCTHYIE
Kao 3HAYajaH 337aTak. Ha Tpary meroBor permaBama he ce HACTABUTHU HAIIE W3JIarame.

2.5.1 Pamudukanuja npoctux 6pojena

Heka je p mpomssosman mpoct 6poj y K. Ako je p KOHAYAH, OHJIA Ta MOYXKEMO BHJIETH
Kao wmjeas mpcreHa 1enaux O OpojesHor mosba K. Kopucrelin oBo 3amaxkatme, 3agaTak
KOra CMO Ce TPUXBATWINA MOXKEMO IpedOpMYJIMCATH Y 3aJIaTaK JOBOhema y BE3y uieasia
npcrena Heux O v O 0pojepnanx mojka K m L. OBakBo pasMarparme je 3ToJHO, jep
pehOpMyIUCAHT 33/IaTaK pelraBa 100po MO3HATA TeOPHja paMupUKAIUje UIeaIa Y Pac-
XupemnuMa npcrena renux. V3 meHe nesokynHoctu hemo mcrahu camo jesgHy 3HaYajHY
[IOCJIEIUILY 10 KOjO] 33 CBAKK CBAKU MAeas P upcrena Ok MOCTOJH KOHAYHO MHOTO IIPOCTUX
njieasta P; Koju CBU JieKe U3HAJ, P U 38 KOje BaxKu

PO = PELPSE . Per (2.10)

. r o

rie cy e; = e(PB; | p) omrosapajyhu unnekcn pamuduranmje, 3a 1 < ¢ < r. Jlomarno, momro
je pammupeme L/K koje mocmarpamo [asyaoBo, Baxkm sa cy cBu uHJeKkcn pamudukanuje
e; = e(P; | p) jennaru. pyrum peunma, BaxKu

0L = (PB1P2- .. Br)°,

IJe je e MHAEKC paMuKallije CBaKOr oJ uaeaJsa 3; m3Ha  uaeasa p. Joir jeanoM Kopucrehn
HACHTH(DUKAII]Y KOHAYHUX TPOCTUX OpojeBa y OPOJEBHOM IOJBY €A HICAJIUMA HEroBOT
MIPCTEHa, IMenX, TPEeTXOMHO TBPheme 3amucyjeMo y obsuky cienehe Teopeme.

2momcehiarpa paju, O TPOCTEM GpOjeM y GPOjeBHOM ITO/bY TIOAPA3yMeBAMO KJIACY eKBHBAJICHII]E BATy-
anuja 1ebUHUCAHNX HA TOM TIOJBY
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Teopema 2.5.1. Hexa je p xonauan npocm 6poj y 6pojesrom nosy K u L/K womyma-
musno Taayaoso pauwuperse. Tada nocmoju KOHAUHO MHO20 KORAWHUL Npocmur bpojesq
B, vy L 3a xoje sasicu

p=(PBPa2... B,

20e je e odzosapajyhu undexc pamudurayuje (nomexao 00 udenmugurayuje p ca UCaAOM
npemena yeaur O u udenmudurayuje P; ca udearom npecmena yeaux Op, , 31 < i <r).
3a npocme bpojese PB; Kasicemo da cy pawuperba npocmoz 6poja Pp.

IIpeocrasio je jomr ma ce mozabasumo beckoHawHMM mpocTuM OpojeBuma. Pazmorpumo
IIPBO CJAyYaj Kaja je p xominiekcad mpoct 6poj y K. Heka je 7 : K — C yramame mospa
K y C rakso ga je sanyanuja © — |7(x)| y p. Tlome C je amrebapcku 3aTBOpEHO, 1A
kopucrelin reopujy lasya MoxkeMo 3aKbyunTH Ja nocroju tadno r = [L : K| pasiuanTux
yramawa 7; : L — C rmakBux jga je 7;(x) = 7(x) 3a cBe z € K. V3 unmenune Ja umajy
UCTY pecTpuKimjy Ha K, 1Ba pazjimyuTa IpecauKaBamba 7; U 7; He Mory butu melhycobno
KOHjYTOBaHAa, OJIAKJIE 3aK/BYIyjeMO /1 CY T1, T3 . . . Ty TMPEJCTABHUIM 7 PA3JIHIATHX TPOCTHX
6pojesa P1,Pa, ..., R, v L. Tlo yzopy ma Teopemy 2.5.1 nucahemo

p=P1P2... B

JIa, HATJIAcuMO Jia, ¢y mpoctu 6pojeu LP1,Po, ..., P, v L pammupema npoctor 6poja p y K.
Taxobe, dhopmanno gedurumemo na cy nagekcn pamudukanuje e; = e(P; | p) cBu jeanaxm
1. 3aro Baxu ¥ Jia ce KOMILIEKCAH TpocT O6poj p He pamudukyje y L.

Konauno, mpernocraBumo ma je p peasan mpoct 6poj y K u 0o3HAYMMO ca T HEMy
onrosapajyhe yramname nosba K y R. Ilocmarpajmo 7 kao npeciaukapamwe moba K y C ja
Ha ocHoBy [asiyaoBe Teopwuje JoHeceMO 3akibydak J@a nocroju r = [L : K| upomupusatmba
TOT IIpECJUKaBaka Ha jiomeH L. Heka oj TUX mpecukaBamba MOTY UMATH CJUKY CAIPKAHY
y R, na hemo ux 3aro obesiexxurnu ca

Tly++yTasTat+1y--- )Ta+bv7_—a+17 cee 77_—a-|—ba

upu 4demy je 73(L) C R3a 1 < ¢ < a, a npeocrasux b mapoBa Tg4j,7a+j,1 < j < b
npejcraBbajy mehycobno konjyrosana yranamwa L y C (y3 oBakBy HOTaImjy je, HApaBHO,
a+ 2b=r). Tama ceakom of 74, 1 < i < a onroBapa pa3audauT peasaH Ipoct 6poj B v L,
JIOK CBAKOM 0Off, b 1apoBa, Ta4j, Tatj, 1 < j < b oArosapa pas3/m4uT KOMILIEKCAH IPOCT 6POj
PBatj y L. Ipoctu 6pojesu 7;,1 < i < a+ by momy L npeicrasibajy pammmpemhe PeaHor
npoctor 6poja p y momy K. @opmasno medunnimyhn muxose nugekce paMupuKaImje ca

1, ako je *PB3; peasan

2, ako je PB; KOMILIEKCaH

6(331'\13):{

1o y3opy ua Teopemy 2.5.1 ToO MoXkemMO 3anucaTv U Kao

p="P1P2.. ~‘Ba‘13§+1’133+2 - -m2+b~
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Hanowmena. Ilojam pamudurayuje npocmux 6pojesa ce 3HaMajHo 0CAUKA8a Ha dedunuyuly
MOOYAG U COMY UHMYUUUTY Koja ce u3a we xpuje. IIpumemumo da cmo y 060m nododenky
yemanosuau da ce KomMnaekcuu npocmu 6pojesu nukada ne mozy pamugurosamu (y pa-
wupery L/K). Ca dpyze cmpane, udeja 3a deunucarvem nojma mo0yaa je ucmopujeru
nomexaa 0d nompebe da ce depunuwe objexam xKoju ,mepu pamugpurayujy”. 3602 moaa
ce y deunuyuju Modyaa 3aGHEMADYTY CEU OECKOHANHU KOMNACKCHYU Opojesu— onu Hukada
»He donpunoce pamudurauyuju’.

2.5.2 TI'pynma gekoMnosmumuje

Caza mounmeMo 00MMHI]je eKCIUIOATHCAKe THHEHHUITE J1a je pammmpene L/ K lanxyaoso.
[IpBo 1mrro hemo ypajuru je npoHajaxkeme Be3a u3Mely mperxo/Ho moKa3aHe pamuduka-
muje mpoctux OpojeBa u noarpyuna ogarosapajyhe Lamyaose rpyne G = G(L/K). Heka je p
npoct 6poj y K u Heka cy P, Po, ..., B, ompoctu 6pojepu y L koju ra npomupyjy. ledu-
HUITAMO JIEJCTBO TPOU3BOJEHOT ayToMopdusma o € (G Ha npocT 6poj PB;, Koje o3HATABAMO
ca 0(*B;) Ha crnenehin HavnH:

e Y ciyuajy Jia je p KoHauaH mpocT O6poj, P; Moxkemo uAeHTU(DUKOBATHA €A HJIEATIOM
npcrena neaux Op, na je o(PB;) naean mobujeH AejCTBOM 0 Ha CBAKH €JIEMEHT O ;.

e Beckonawanom mpocrom 6pojy B; vy L oxrosapa yraname 7; momba Ly R mim C, ma
1

o (*B;) mpeacraiba mpoct 6poj y L KoMe oJroBapa yTamame 7,0 .
IIpumernmo ma je mperxoaHo AeUHUCAHO IEJCTBO MPAH3UMUGHO. Y OIHOCY HA HEra
MPUPOJIHO ce UHyKYyje 3HaYajHa MoArpyna rpymne (G, omucana Hape THOM AepUHUIHJOM.

Hedbununuja 2.5.1. Hexa je p npocm 6poj y K u B npocm 6poj y L xoju 2a npowupyje.
I'pyna

G(P) = {0 € GIL/K) | o(P) =¥} € G(L/K)

ce Ha3usa epynom dexommnoauuyuje 3a L.

IIpumernmo ma cvo mperxomuom gedununujom ybdbammin Beh mpummaan 6poj paziu-
YUTUX KOHIENATA W KOHCTPYKIMja y WHTepakiujy. MehyTtum, on mocMaTpama TaKBe WH-
Tepakiinje HeMa HUKaKBe KOPHUCTH aKO OHA HEMa, CMHCJIA, OJITHOCHO aKO HE yCIIEeBA Ja O4YyBa
MIPUPOJTHE OJIHOCE W XapMOHHjy m3Mely objekara Ha Koje jeiyje. 3aTO MOPEJ, U3IPAJIHE
noBux objekara Tpeba BUIETH W ONMPABIAme 33 HUXOBY eraucrenurujy. Hapemgna Teopema
Jiaje ONpaB/akhe 33 HACTABAK WM3JIATAkA Y HPABIY KOJUM CMO Ce JIO CAJIa KPEeTaJid, HIIy-
crpyjyhu cappiieny xapMoHujy uaMeDhy rpyie JeKOMIO3UIFje U KOMIUIETHPAHhA 10/ba Y
omropapajyhum mpoctum 6pojeBuma.

Teopema 2.5.2. Hexa je p npocm 6poj y bpojesnom nowy K u P rwezoeo npowuperve y
nony L xoje je Taayaoso nad K. Osznauumo ca G(B) epyny dexomnosuyuje 3a PB. Tada je
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womnaemuparoe Loy nowa L y B Laryaoso pawupere nad somnaemuparsem Ky nowva K y
p ca Taayaosom epynom G(P),

G(Lyp/Ky) = G(P).

Joxas. Tlpukazahemo BeoMa KpaTKy CKUILY KOja MIIyCTPYj€ TJIABHY WJC]y J0Ka3a OBE TEO-
peme.
Oznaaumo ca PB;, 1 < ¢ < r cBa pammmpema upoctor bpoja p y 6pojesno nosbe L. [Ipsu geo
JIOKA3a, TeopeMe je OIIITHje MPUPOJIE, W CACTOJU CE y TIOKA3UBALY J1a BAXKK M30MOPQU3AM
oJba,

Ky ®g L= Ly, ®---® Ly, . (2.11)

Hejcrso Tanyaose rpyne G = G(L/K), unenrndukosano kao gejcreo 1 ® G, taja nepmy-
Tyje cyMaHze Ha JIecHO] cTpaHd penarnyje (2.11) u HA CBAKOM OJ] THX CyMAaHAJa WHJIYKYje
ayromopdusme. O mHTEpECA je menuTaT JejcTBO cBake o rpymna uneprmje G(B;) C G.
Jlaxo ce Buiu na nejerso rpyne G(;) duxcupa neso nose Ly, (HocMaTpaHo Kao CKyIl, He
TAYKy 1O TauKy), ma tpeba mcrmrarn ocraBmba au G(P;) dukcanm jomr Heku ckyn moper
Ly,. Cepxa TakBOI HCIUTUBAKA je ¥ NoKazuBamwy Ja je G(*P;) lanyaosa rpyna 3a Ly, Has
K,. Tlocaenma ummennna, y3 ycraHoBbern momopdusam (2.11) onga mako 3aspimasa
JIOKa3.

O

2.5.3 TI'pyna umepmuje

[IpernocraBumo cajia jia je p koHada mnpoct 6poj y K. O3rauumo ca & npcTeH BaJly-
alpje Koju oArosapa P, WaeHTuGUKYjMO P Ka0 MAKCUMAJHA UAeaJl TPCTEH, & W O3HATUMO
ca O maTerpaJHo 3aTBopembe on O v L. Heka je B mpoct mmeas nperena ¢ KOjU CaIApPKK
p. Kako 3a npoussosmuo o € G(P) Baxu o(P) = P, jennakomhiy

Gx+P)=o0o(x)+P, z€0

je nedunucan ayromopduzam & kosmuHuKa Op = O/P. Ako ozmaummo O, = O/p, onja
je 0 enement lamyaose rpynme Oy man Oy. Ilpema Tome, IpuapyKuBambe

G(B) — G(Op/6y), 00

je xomomopduzam u3 rpyune G(B) y Tamyaosy rpyny G(Op/0,). Iberoso jesrpo mpes-
craBiba 3HauUajHy noarpyny rpymne G(B) (ma camum Tum u Tanyaose rpyne G(L/K)) koja
ce Ha3WBa rpyma mHepuuje 3a ‘P u obemexasa ca [(). Ta rpyma je ycko Besana ca
unjekcom pamudukammje e(P | p), mro npukasyje caegeha repheme.

Trpheme 2.5.1. Hexa je p npocm udeas y O u P npocm udean y € usnad p. Tada eascu:

1. IHpudpyoscusare o — G je cypjekmueHo.
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2. Ped epyne unepyuge 1(P) jednax je undexcy pamudurayuje e(P | p).

Jlokas. Tloraenaru [8]. O

Tephemem 2.5.1 ycranoBsbeHO je jia je xomomopcduzam o — ¢ cypjekrusan. Onatie,
Ha OCHOBY IpBe Teopeme 0 n3oMopduzMy rpyna u neduHHAIEje TPye uHepnuje 100mjamo

G(B)/I(B) = G<ZT)- (2.12)

Nzomopdmsam ycranoBmben pemammjom (2.12) mpeacrasspalie jesHo 041 mosasmmra mpu-
JuKoM jgedunucama ApruHoBux L-dyHKIMja, KojuM heMo ce, Kako je Beh mHamomMeHyTo,
6aBUTH MAJIO KacHUje.

2.6 ®pobenujycoB ayromopduszam u ApTUHOBO NPECINKABAHKE

2.6.1 ®Ppobenujycos ayromopduszam

Heka je p konauan npoct 6poj y K, unju je npcren neaux Ox n L/K Tanyaoso pa-
mupeme OpojeBHUX TMosba. llocMaTpajMo pammpere B mpoctor 6poja p v mome L. Axro
ozraunmo ¢ = N(p), nmamo aa je

Ok/p =T,

OL/B=Fy,

3a HEKW TpUpojaH 6poj f.
Curyanujy Kojy pa3MaTpaMo OCJIMKABA HAPETHHU JUjarpaM.

/
B < 0L

‘ Ul on uHTepeca je 'amyaoBa rpymna OBOT palIupema
p C Ok

I

3a cBako o € G(P) Baxu o(P) = P, na je HA MOTIYHO WCTH HAYUH KAO Y TOJOIEIHKY
2.5.3, dbopmymaom

ﬁL/‘B =~ qu

ﬁK/p = Fq

gz+P)=0(z)+P, z€ 0,
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nedbuHUCAH jefaH ayToMopdusam ¢ KoauaHuka Or /B. JoaaTHo, & MOKEMO BUIETH U KAO

m/‘n).

Ok /p
: : OL/B
Opatne 3akmydyjemo ma je rpyma G Gy ]y ) TWIKJIMYHA U TeHepUCana

enevent lamyaose rpyrne G (

y—yl, ye oL/,
na nocroju jeauucreern kocer ol (P) C G(*P) unju cBU eNeMEHTH UCIYHaBajy
ox)=x? mod*P, x € Of. (2.13)
Craku ejieMeHT T TOT KoceTa Ha3uBa ce @PpobeHujycoBum ayromopdu3Mom mpuiapy-

>keHoM 3 m o3HadaBa ce ca
(%)
T =
B

Jia 61 ce HAIVIACHIIA BerOBa 3aBUCHOCT Oj1 mpoctor 6poja P u pammpema L/K. Ako ce p
He pamudukyje y L, npema Teopemnu 2.5.1 je [I(B)| = e(P | p) = 1, mrro 3naum ja je kocer
ol (P) jemnownan. Omarie mobujamo Ja 3a MPOIMIUPEHe HEPaMU(PUKOBAHOT Uaeana py L
LIOCTOjU jeMHCTBEHM heMy npuipyxkenn Ppobennjycos ayromopduzam.

TBpheme Koje cieau mokasyje HesapucHocT Ppobderujycopor ayToMopduaMa o aejcTBa
Tanyaose rpyne G(L/K) u omoryhasa jia JIOJATHO M30MITPUMO OBaj MOjAM.

Tephemwe 2.6.1. Hexa je 7 € G(L/K), p npocm 6poj y K xoju ce ne pamugpuryje y L u
B nexo wez060 npowuperve y L. ITpemnocmasumo da je epyna G(L/K) Ab6enaosa. Tada je

G(r(F)) = G(P) u L/K\ _(L/K
(Tcm) - (‘48)'

Joxas. Ceaxu efeMenT TipcTera mesmx O, ce MOKe 3amacaTti Kao 7 1 (z) 3a nexko x € 0.
U3 jeqnaxoctn (2.13) umamo

(Lg{>7—1(x) =7 Yz)? modP.

[Tpumenom 7T mobujamo

4

oflakJe U3 dumeHure Ja je lamyaosa rpyma G(L/K) Abenosa ciemu

(1:5{) () =27 mod ().

N3 mocnemme pesnanuje mo gebununuju PpobenujycoBor ayromMopdusMa OAMaX CJeau
TparkKeHo TBpheme. O

>7'_1(:E) =27 mod 7(P), (2.14)
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Hanowmena. 3a neabenosa pawupersa 6aici
L/K L/K
()
(%) B

G(r(P) = rG(P)7~"

wmo caedu dupexmmo ua (2.14). Taxobe, noped yemaroswernoz 00noca epyna 0CKOMNO3U-
yuge 3a T(P) u P, u 3a wuzose 2pyne unepyuje savicu da cy T-Konjyzosane,

I(r(B)) = TI(P)7~".

Zoxasz moz mephera je y seauroj mepu nonym oede npurasanoe doxasa Tephera 2.6.1,
caedehu depunuyujy epyne unepyuje.

Kao u

Tspheme 2.6.1 mokazyje 1a 3a Hepamupukopanu npoct 6poj p y K, onrosapajyhu @po-
Gennjycos ayromopdwuszam je uctu 3a cBaku P koju npomwupyje p y L. YV ckiany ca Tom
IUHEHUTIOM YBOJAMO O3HAKY

L/K
RY

3a 6mio Koju mpoct 6poj P Koju mpommpyje p y mobe L. Ilopen maBemene o3Hake, KOpH-
cruhemo u jom kpahy osmaxy Fr, ymecro (L/K,p), kaga je jacHo o Kojum ce 6GpojeBHAM
nospuma L u K pamgu. 3a (L/K,p) xaxemo Ja je Ppobernjycos ayromopdusaM KOju 0/ro-
Bapa p. Ha taj mauun mobujamo Bely mamelhy mpoctux ujgeana y K koju ce He paMuduKyjy
y L u enemenara komyrarusne lanyaose rpyne G(L/K).

L/ = (F) e o)

2.6.2 ApTuUHOBO npec/nKaBame

IIperxoano ycranosmeny Bely uamely mpoctux wuieasna y K koju cy mepamudpukoBaHu
y L u enemenara xomytarupne [amyaose rpyne G(L/K) mpomupyjemMo u Ha wjease KOju
HUCY TIpOCcTH Ha caemehn naamn. O3HawuMo ca S konauaH CKYI TPOCTuX uneana y K, mpm
JeMy 3aXTeBaMO JIa Taj CKYII CAJIPKU CBe OHE IpOCTe Hjease KOju ce pamMudukyjy v L u
nocMmarpajMo noarpyny J° rpyne Ix reHepucaHy CBHM HEHYJIA IIPOCTHM HJICAJHMa KOJU Cy
uszean ckyma S. CBaku esemenT rpyme J° je obiuka

a= [ »®, (2.15)

upu demy cy a(p) meau 6pojeBr KOJUX je caMO KOHAYHO MHOTO Pa3auduTo of Hyaa. OBa Ka-
PaKTEepU3AIMja IPOU3BOJBHOI esleMenTa rpyne J° nam omoryhasa ja Ha 80 geduHnIEMO
[IPECIUKABAE

erJ° = G(L/K)
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penanyjom

or/r(A) = H (L/K,p)*®,
p mpoct
pgs
rie cy a(p) meau 6pojen onpehenu pernpesentanujom (2.15) emementa 2A. V3 peh marma-
NIEHEe YUIHEHUIE /1A j€ CAMO KOHAYHO MHOTO OpojeBa a(P) pasamuauTo of Hyse, Kao u 300rT
komyTatusHOCTH rpymie G(L/K) ciepn ma je IpecimkaBaibe ©r,/ g KOPEKTHO JeduHuCAHO.
Ono mpejcTaBiba U3Yy36HTHO 3HAYajaH objekar ajrebapcke Teopuje OpojeBa W HA3ZWBA CE
ApTHUHOBO HpeEcCINKaBaibe.

Mozxke ce mokaszatu na je AprwHOBO mpeciaukaBame cypjektuBHO. O Tome he Owrm
peun KacHuje. TpeHyTHO HAM je OJI MHTEpeca JIa KaXXeMO HEIITO BUIIE O HerOBOM je3rpy,
OJTHOCHO JIa Ta JIOBEJIEMO Yy Be3y ca 3PaKoM 10 HEeKOM Moayiay. Heka je m mpous3BoshaH
Moy y 6pojesHoM mosby K. ApTuHOBO mpecimkaBatbe je nedununcano Ha J™ mos ycaoBom
JIa, je m JIeJbUB CBAKUM KOHAYHUM mpocTuM 0pojeM y K koju ce pamudukyje y L. Tama uma
CMUCJIA PA3MATPATH Y KAKBOM je OIHOCY HEeroBO je3rpo ca noarpynama rpyme J™. Ciydaj
KOjU C€ MOXKe JIOTOJWTH W OJI HAPOIUTOT je 3HAYA]a MCTAKHYT je HAPEIHOM JIeDUHUII]OM.

Hedbuanmmuja 2.6.1. 3a mpojry (L, K,m) sascu 3axon peuunpouumema axo je L
romymamuerno Taryaoso pawupere nowa K u m je modys y K 3a xoza je ucnyroerno
S(Km,1) C kerop k.

Hanomena. 3a suuwie 0 pa3dao3uma 3awmo ce 34KOH YCMAHOB/HEH NPEMTOOHOM dedPuru-
YUJOM HA3UBG 30KOHOM Deyunpoyumema, nozasedamu Hanomeny nocae Teopeme 2.6.1.

KombuHOBame 3aKOHA PEIUIIPOIUTETA Ca, II0JMOBUMA I'PYIIE UJIEAJA U BEHOT KOJIyKTOPa
JIOBOJIE JI0 3aHUMJ/bUBOI' PE3YJITATa KOJU HIPEJCTABIbA JOII jejiHy 3HAYAJHY KAPAKTEPUCTUKY
AbesoBor pamupema L/K. Hawnme, npernocrasumo ma je nosbe L lamyaoso man K, upu
geMy je omroeapajyha [amyaoBa rpyma KOMyTaTHBHA W HeKa je m Moayna y K TakaB ja
BaXku 3aKOH permnpormreTa 3a (L, K, m). Taza je jearpo ApTuHOBOr mpecimKaBama ¢, /K
nedbunucanor Ha J™ KOHrpyeHTHa moarpyna kojy hemo osmauasaru ca H™(L/K). Axo je
m’ gpyru momayn y K takas na Baxkm 3akon permunponurera 3a (L, K, m') onga je

ker(ppic|J™) N T™ =ker(op x| J™) = ker(pp ] J™) N T,

onaxie caequ ma H™(L/K) uw H™ (L/K) umajy 3ajequnuky pecruxnujy ma J™ . 3akmy-
gyjemo ga cBe KoHrpyentre moarpyne H™(L/K) takse na 3aKOH PEIMIPOIATETA BAXKK
3a (L, K,m) jexe y jeaHoj rpynu uieasa Kojy osmadasamo ca H(L/K). 36or meHOr
M3y3€THOr 3HAYAja UCTAKHUMO je u hopMmasno ciegehom geduaunmjom.

Hedununmja 2.6.2. Heka je L Abenoso pawupere nomsa 6pojesnoz nowa K. I'pyna ude-
ara H(L/K) wuju cy eaemenmu cee xonepyenmue nodepyne H™(L/K) = ker(pr/|J™),
npu uemy je m modya y K maxae da eastcu saxon peyunpoyumema sa (L, K, m), ce nasusa
epyna xkaaca pawuperwa L/ K. Iowe L ce nasusa nowem xaaca epyne H(L/K), dox ce
rwen Kondyrmop osnavasa ca f(L/K) u nasusa xondykmopom pawupera LK.
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IIperxonna geduHUIM]a IPEICTAB/BA MOYETAK TEOPHje M0Jba, KJIaca, KOja je IeHTPAJHA
y asrebapckoj Teopuju 6pojesa. Mehyrum, mparehy HaYWMH HAIIET TOCAIAITHET U3JIATAbHA,
HUje y NOTIYHOCTH JaCHO Ja je Ta TeOpHja KOPEeKTHO 3acHoBaHa. Hamme, MOXKeMO IpuMe-
TUTH 13y AedpuHUNMjM 10/ha KJIACA KJBYYHY YJIOTY MIDA HPETIOCTABKA BAaXKEHA, 3aKOHA
penmmpormreTa 3a Tpojky (L, K,m). IIpobisem Hacrtaje y Tome mITo 70 €aJia HHCMO JAJIH
HUKAKBE yCJIOBE KA/l Taj 3aKOH BaXKU. 3aTO HE MOXKEMO Y MOTIIYHOCTH UCKJBYUIUTH CIYIAaj]
Jia 3a pammpee L/K He MOCTOjU HETPUBHMjAJHU MOJYJI M TAKAB /1A 3aKOH PEIUIPOIUTETa
Baxku 3a (L, K,m). Takobe, uak u y ciydajy Jia MOCTOje TAKBH HETPUBHJAJHU MOJLYJIH,
IbUX0OBA €BEHTYAJHA MAJ00POjHOCT bu mMpou3Besia CHPOMAITHOCT TEOPHje MoJba Kiaca. Ha-
BesieHe pobiieMe permasa Apmunosa meopema o peyunpoyumemy, Kojy MHOTH (C TIPABOM)
CMaTpajy OCHOBHOM TEOPEMOM TeopHje moJha Kjaca. | pybo rosopehwu, ona mokazyje na 3a
(L, K, m) BaXu 3aKOH PEIUIPOIUTETA YKOIUKO CY €KCIOHEHTH IPOCTUX OpojeBa KOju Jeiie
momysn m'y K moBosbaO Besuku. Fben dpopmasian ucka3 Ham oBJie Huje o 3Ha49aja u nehemo
ra HaBoauTH, Beh hemo matu opMmysanujy je/He meHe IUPEKTHE mocjeaure Koja he mam
O6uTy 0J1 3HA4YAja KaCHUje.

Teopema 2.6.1. Oznauumo ca f kondyrmop pawupersa L/ K u ca H' wezo6y 2pyny waaca.
Tada je J'/H' = G(L/K) u usomopdusam ce ocmeapyje npeciukacaroem

()

Hapemao TBpheme je moMasio TeXHHYKE HPHUPOIE, X je KapaKTepH3allnja KOjy Iaje
BEOMa 3r'0/iHA, HAPOYMTO y KOHjykiuju ca Tephewem 2.5.1.

Tephemwe 2.6.2. Hexa je L/K Abeaoso pawuperne u f rwezoe xondyxmop. Tada je 3a
npocm 6poj p y K ucnyreno

p ce pamugpuryje y L ako u camo axo plf.

Jloxas. Bunern [14]. O

3aBpIIUMO OBO TIOTJIABJHE JETHOM MCTOPU]CKOM JHUTPECUJOM Ca ITUJHEM JIa, JIOIATHO 00ja-
CHUMO 3aKOH PEIUIPOIUTETA, KA0 U YJIOTY KOjy jé OH UMao y pa3BOjy TeopHje M0Jba KJACa.

Hurpecuja (Kparka uctopuja 3aKOHA PEIUIPOIATETA).
VY 0BOj murpecuju yKpaTko heMO TPHUKA3aTH WCTOPHU]Y 3aKOHA PEIUIIPOIUTETa CA IH/HEM
pasjallimbaBamba 3allTo 3aKOH onucaH Jedununujom 2.6.1 jpyryje cedbu 6arn Taj HA3UB.
3aKOH KBaAPATHOT PEMUITPOIIATETA, AYTO je haCIuHIPAO YMOBE MATEMATHYIAPA, KA0 TTPBH
CYIITHHCKH JIyOOK W HETPHUBHUjAJIAH PE3YJITAT y Be3W ca mpocTuM Opojesuma. llomcehama
pasum, Taj 3aKoH je moka3ao [ayc mouerkom X I X Beka m Of TOT IEPUO/IA TOUUEHE TOTPATA 33
IeropuM popMyIamjaMa y CBe OIIIATHjUM KOHTeKcTuMa. KoJmke je pa3Mepe Ta moTpara
Jobusia Hajbosbe onucyje YnmbeHuIa J1a je moj buio moceehen jeman o gayBena 23 npobiaema
Koja je mocraBuo Jlasug Xuibepr na MehyHapoamom Kourpecy maremarndapa y Ilapusy
1900. roguue. HaBemen Kao JieBeTH 10 pefy, Taj TPobIeM IiIacu:

36



Hahwu onmitu 3akoH perunpornurera KOju reHepain3yje KBaJAPATHA 3aKOH
PEUHUIIPOIUTETa Y KOHTEKCT HIPOU3BOJHAHOT OPOjEBHOTr MOJbA.

YumeHuily Jia je HAjyTUIAjHAjU MATEMATHYAD TOI' BDEMEHA CBPCTA0 3aKOH PEIUIIPOIUTETA
MeDy HajBaxKHHje 3a7aTKe KOju OcTajy mareMaruid X X BeKa IOBOPH O TOME KOJIHKO je
cam 1pobsiem eBosiympao oj spemena [ayca. Takobhe, Basmnamnuja Kojy je 3aKOH permipo-
nuTeTta 106mo o crpane lapuga Xumbepra MHOTO je TOMOTJIA PA3BOjy TEOPH]je MOJba KJIAca.
Hauwme, Heku o yTUTIAJHUX MaTeMaTu4Iapa Tor joba, mehy muma ncrakaytu Kporekep u
Be6ep?, Teopujy mospa Kiaca HHUCY BUIEJM KAO HUIITA JPYTO JIO CPEACTBO 33 YOIIITEHE
JupuxjeoBe TeopeMe 0 TpOCTUM OpOjeBUMa, y ApHTMETHYIKO] IPOrpecruju. XujIbepT je uMao
MHOTO IITUPE BUJIUKE W OH je TEOPHjy MOJba KJIACA BHIE0 Ka0 Teopujy ABeJOBUX parmmpemna
OpojeBHUX T0Jba. YUPABO 101 XWIOGEPTOBUM yTHIAjeM, TOJCTAKHYTA Wmeropum Jleperum
(n JIpanaectum) npobiieMoM, Pa3Brjaa Ce TEOPHUja T0Jba, KJACA J0 3HAYAjA U CTATYCA KOju
UMa, JAHAC.

OnummrmMo caia Ipernu3Huje Ha [ITa ce MUCIU O/ OIIIITHM 3aKOHOM penunporuteTa. 1lo-
cMaTpajMo MOHHYAH ¥ upeyrubuaan noauaoM f(X) € Z[X] n o3naummo ca Ky KOPEeHCKO
nosbe nosmaoMa f Has Q. Tana je Kr/Q komauno [anmyaoBo pammpeme.

YounuMo TIpou3BOJbAaH PAITMOHAJTAH MPOCT OPOj p U PEyKyjMo cBe KoepullnjenTe mou-
wHoma f(X) mo momyny p. Ha Taj maunn mobujamo mosmuoMm f,(X) Hall KOHAUHAM IIOHEM
Fp. Ykomuko ce f, MoKe pacTaBUTH Ha pas3JInuuTe JinHeapHe (akTope HaJ ), Kaxkemo na
ce f mormyno tena mo Moxyay p. Hedwunumemo

Spl(f) = {p mpoct | f ce moTmyHO TIENmA IO MOJYIY D} .

Ono miTo je ox 3Havaja je muTame ommca darropusanumje momuHoMa fp(X) y dyHxumjn
on, mpoctor Opoja p. IloHekan MoXkKeMO HMOCTABUTH U JEIHOCTABHEjE HMUTaIbe oapehuBama
npaBusia Ha OCHOBY KOTa C€ MOXKE 3HATH KOju 1pocTu 6pojesu npunagajy ckymy Spl(f).
MebhyTum, y ciaydajy oba muTama Kpuje ce ompehena mHempernu3moct. Ha mra ce tauno
MUCJIH IO/, TIOjMOM ,,pYHKIM]e” OIHOCHO ,, TipaBuiia”’ 7 YIIpaBo je TO mUTame KOjuM ce Dape
OIIIIITU 3aKOHU PEIUIIPOIUTETA.

IIpernocraBumo Jia je pamupeme Kr/Q Abenoso, onnocuo ja je l'aryaosa rpyna G Tor
pammpeme KoMmyTaTuBHa. Taja ce decro Kaxke u 3a nosmaoM f ja je Abesios, a rpyna G
ce nazusa [amyaosom rpynom 3a f(X). Kao mro Mo Buzesm y npeTxoiHom mnacycy, jejan
0J1 33,/10BOJbaBajyhux HavIMHAa AepUHICAHA 3AKOHA PEITUITPOIIUTETA, ¥ OBAaKBOM, ABesoBOM
cilyuajy, je JlaBabe yCJoBa Ha OCHOBY KOjUX ce Moxe onmcaT cKyt Spl(f). ApTuHOB 3aK0H
PEIUIIPOIIATETA C& OHJI Y TPAKEHOM KOHTEKCTY pedOpMYJIHIIe :

3y anrebapckoj Teopuju 6pojena Beoma je mosuara Teopema Kpomekep-Bebepa mo kx0joj je cBako AGeIoBo
pamrupese mospa Q campKaHO y HEKOM TTUKIOTOMUYIHOM pamupeny ox (Q
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Tephemwe 2.6.3. Ako je nosmuoMm f(X) Abenos, onma ce Spl(f) moxke omucaru nomohy
KOHI'DYEHIIMja, y OJHOCY Ha MOyJsie Koju 3asuce camo ox f(X).

Tspheme 2.6.3 ce MoxKe JOIT JOJATHO TPOAYOUTH TOKA3UBATHEM JIa OHO BAXKK U y 00paT-
mom cmepy. Ha Taj mauwmn mosazmmo no mozuare Teopeme o AGeI0BOM HOJIMHOMY.

Teopema 2.6.2 (0 AbesoBom nmogmaomy). Crym Spl(f) ce moxke onucarm nomohy Kos-
IpYeHIja y OJHOCY Ha MOyJse Koju 3asuce camo onx f(X) ako u camMo ako je MOJMHOM
f(X) A6euos.

W3 mpeTxogHe TeopeMe 3aKbydIyjeMo Ja APTHHOB 3aKOH PEIUIPOIATETA TPEJICTABIhA
omropop ua Jlesetn Xunbepror mpobisem y cayuajy AbesoBux pamwpema. Harmacumo
Ja je y ommrreM caydajy Jepern mpobiaeM 0cTao HEpeIeH.
3a MHOTO BHUITIE O 3aKOHY PEIUIPOIATETa Y jeTHOCTABHUjUM CIyUajeBUMa, KA0 W MHOTO
BuIe 0 APTHHOBOM 3aKOHY PEIUIpOInuTeTa u Teopemu 0 ABETOBOM TIOJIUHOMY, MOTTIEIATH

[19] u [4].
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TJIABA 3

L-dynkiuje

3.1 YVYommrene /Iupuxiaeose L-dyuknuje. Tegekuagosa 3era pyHKIHIja

Y oBom ojespKy Gasuhemo ce nmedunucameMm yonwmenur JJupuraeosur L-pynruyuja
koje he mpeacTaB/pbaTH 3HAUAJAH UCKOPAK y oxuocy Ha L-dyukmuuje nedurucane y oaembKy
1.3.

Heka je m mpowsBosban Momyn y OpojesnoMm mosby K. O3HaumMo CTaHIADIHO KAO W
Jo caga ca J™ moarpymy rpyne Ix CBUX HEHyJa Pa3sMOJFeHMX HAEAJIa MPCTeHa meaux O
TEHEPUCAHY MPOCTUM HICAJUME, KOjU HE Jiejie KOHATHH 1e0 Momysia m. Takohe, mox

I/ (K1)

hemMo Kao W y JOCATAIIHEM HM3JIATamy MOJAPA3YyMEBATH TPYIy Kjaca 3Paka y OJHOCY Ha
momysa m. Hedunummja yomrmrene lupuxiieoBe L-dyuknuje ociamahe ce Ha KOHATHOCT
rpyne J™/¢(Kn,1), ycranosmene Teopemonm 2.3.1. 360T Te dnmbeHAIE MOKEMO OCMATPATH
kapakrep 1) konaune AGesnose rpyne J™/¢(Ky 1) Kora Hazusamo yonwmenum JJupuxie-
06uM Kaparmepom no modyay m. Hbera MoxkeMo BUJETH W Kao KapakTep rpymne J™ koju
uva (K1) y jesrpy u osmauasati ca (a) meroBy Bpensoct y kocery a ¢(Kpy1). 3ato
AMa, CMUCJIA, YOTIIITeHOM JInpuxieoBoM KapakTepy 1o MOYITy M NpuaApyRUTA L-pyHRIN]y
Koja je pedunucana anajoruo L-dyskimjn naroj pedunurmjom 1.3.1,

¥(a)
L(s, ) = .
ag“ m(a)

¥ KOJy Ha3uBamMo yonwmena Jupurieosa L-@dynruyujo TpuapyReHa KapakTepy U U MOy
m.

JeHO 0J1 OCHOBUX IWTamka Be3aHO 3a yourrreHe JlupuxisieoBe L-dyHKIHMje je muTame
obsactu (y C) Ha k0joj cy one nedunucane. IIpumernmo ja anagorno kao y Teopemn 1.3.1
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UMAaMO J13 je Ipou3BosbHa yormmreHa Jupuxieosa L-byurnuja L(s,1)) KopekTHO jJedbuHu-
caHa M aHAJUTHYKa Ha joMeny R(s) > 1. Tlocrassba ce nurame ja jau ce ta 00J1acT MOXKe
IPOIMAPUTU. ¥ CJIYYajy Ja je OATOBOP HA TO MHUTarhe MOTBPIAH, MHTEPeCyje HAC U KOja je
najseha obsacr y C na xojy ce L(s, x) moxe anasmruuku npoumpuru. OAroBope Ha 0Ba
MUTAKHA TIPYKA GHAAUMUYKO Npowuperve yorumrenunx Jupuxaeosux L-dyHKIM]a.

Y cB0joj TOTOYHOCTH, N3BOhEHmHE AHAJTUTHYIKOT IPOIMHUpEeHa yormnrenux JlupuxiaeoBux
L-dyuknmja je npriMdHO JYyTroTPajaH ¥ TEXHUYKN BEOMA 3aXTEBAH IMOCTYNAK KOjU IIPEBa-
3WJIA3W OKBUpE HAIIET U3JIarama. 300r Tora heMo oBJie MPUKA3ATH CAMO U3Y3€THO KPATKY
CKUILy Ca IUJ/bEM WIYCTPAIHje KAKO Ce Taj MOCTYyHaK MOXKe m3BecTw. JleTasrHO m3BOheme
AHAJIMTHIKOT IPOIIHpeha yormrrenux Jupuxiaeosux L-dyHkimja Moxe ce mponahu y [14].

[Tocmarpajmo yommnreny /lupuxieoBy L-dyHKImjy

L) = 3 g

acJm

LHPHJIPYKEHY KapakTepy ¢ u mojyity m y 6pojesaom nossy K. IIpBu Kopak aHaamrudkor
nporupemba yommrere Jupuxieose L-dyukuuje L(s, 1)) je IPUIATHO jeHOCTABAH U CBOJH
Ce HA HEHY JIEeKOMIIO3UIU]y HA Tako3BaHne mnapuujajne L-dynknuje. Pasbujamem rpyne
KJIaca 3paKa y OJHOCY Ha MOJLYJI M HAa MojeJuHavHe Kiace gobujamo jia ce dynkumja L(s, )
MOKE 3AIUCATH y OOJIUKY CyMe

L(s, ) = Y L(t,5,9),
¢
y3ere 1o cuM knacama £y J"/¢(Ky 1), upu demy je

Lt s,9) = 2 $(<§;S.

Oyuknmje L(8, s, 1) HazuBamo napyujasnum L-Pynryujama. CBpxa OBaKBe JEKOMIIO3UIIL]E
yonurrene Jlupuxseose L-byunknuje L(s, 1)) na cymy napuujanaux L-byuakuuja L(, s, 1) ce
orJie/Ia y TOMe INTO Ce Ha Taj HAYMH NpobJieM aHaauTHIKOr npormmperne Gynkuuje L(s, )
peslyKyje Ha mpobyieM aHAJUTHIKOTr Tporupea dyukimja L(€, s, ). [Ipema Tome, cBe 1mro
je jour moTpebHO ypaauTy je W3BECTH AHAJUTUIKO TPOIMupemne 3a napuujaany L-byuxmmjy
L(¢,s,7). Takap mocrymak y cebu caJpku KOMOMHOBambe BEIHKOr 6poja (dbyHIaMeHTAJ-
nux objekara Kako ajgrebapcke Tako m aHajuTwdke teopuje 6pojesa. Mwm hemo camo y
HajkpahuM 1pTaMa HABECTU KJbYUHE KOpaKe.

e IIpso o Tpeba ypaaurw je 3anucarn napuujanny L-dyukmajy L(E, s, 1) y moroaan-
jeM obJIMKY 33 aHAJMTHIKE MAHUITYJIAIKje. ¥ Ty CBPXY KODHUCTE Ce BayKHU 00jEKTH aJi-
rebapcke Teopuje 6pojeBa MO3HATH O, HAZUBOM udeasnu 6pojesu. I'pybo roBopehu,
ueannu 6pojeBu cy aaredbapcku 1esu OpojeBr KOjU Ha IOTOJAH HAYUH IIPEACTAB/HA]Y
ueasie MpCTeHa MeJinX OPOjeBHOT TOJba.
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e K/byYHHM U TEXHWYKH HAaj3aXTEBHUJU JE0 JTOKA3a Ce CACTOJU ¥ MMOKA3UBamky Jia je map-
nujasaa L-bynakumja L(E, s, 1) Meaunosa rpancdopmanmja Heke aHaauTuake QyHK-
muje f(t). Y cBpxy nmedunucama dyukmuje f(t) ce kopuctu 0-pyHkimja BesaHa 3a
6pojesHo nosbe K, ka0 u ojroeapajyha 0-rpaacdopmarmona (popmylia.

e Kana je mobujena Besa ca dyHruujoMm f(t), aHAJIATAYIKO MPOIIUPEHE maprmjaine L-
dbyaxmmje L(E, s,1)) cnemn Ha ocHOBY ummbenune ja ce Memmnose Tpancdopmanyje
MOI'Y AHAJUTHYKY TPOIMTUPUTH (OBO YHEHEHUIIA Ce 9ecTO Ha3uBa Meaunos npunyun).

Hanowmena. [Ipemxodnu nocmynak GHAAUMUYKOZ TPOUUDPEISA UMNAULUTIHO NPETMNOCG-
850 da je ModyA M uAU Kapaxmep 1 HemPUueUjasat. Y cayuajy 0a mu ycaosu Hucy ucny-
eHU, GHAAUMUNKO npowuperve odzosapajyfie L-pynryuje nocmoju u udsodu ce nomnyno
AMAN0ZHO, Y3 Pasauky da npowupena Pynryuja uma npocm noa y mauku s = 1. Buwe o
MOM CNEYUJAAHOM CAYYUATY NPUKA3AHO je HAPEOHUM NPUMEPOM.

IIpumep 3.1. TlocmaTpajmMo TpuBmjasman ciay4aj Kama je m = 1 w ) = g TpuBumjasian
KapakTep. Yorrrrena Jlupuxieosa L-dyHKInja npuipyKeHa BUMA U3PaXkKaBa ce Kao CyMa

pena .
L(37¢0) = Z m(a)s
acJ\{0}

WJIM €eKBUBAJIEHTHO y 06simky OjiaepoBor mponus3Boia

1
L(s,¢) = H W

pEMK

u Hasusa ce Jledexundosa sema Pynryuja 6pojesror moswa K. Oznagasahemo je ca (i ($).
Ipumernmo ma je (o(s) = ((s) 1j. ga Jenekunnosa sera dyukuuja nmomba Q Huje HumTa
apyro g0 Pumanosa 3era dynkmuja. lakie, denexkunnosa 3era pynkiumja nekor 6pojes-
HOT' TI0Jba, je IPUPOJIHO yommTeme PuvanoBe 3eta GbyHKIHMje Ha TOM TOJbY .

Haseaumo ase ocobune lenexkummose 3eTa hpyHKIMje Koje he HaM OUTH 0, 3HATA]a, TPUIIN-
KoM gedunucama nojma Jlupuxsieose rycrure.

o Jlenekun/oBa 3eta GyHKIMja MMA AaHATUTUYKO Hpormpere Ha 1eo ckyn C\ {1}, mok
y Tadku § = 1 mMma mpocT noJs. Kopucrehu KoHBeHIInjy 1Mo K0joj ce 3a, ABe KOMILIEKCHE
dbyrkmje f u g mume f(s) ~ g(s) ako je f(s) — g(s) ananuruuka GyHKIMja y TAUKE
s =1, Ty YMILEHUILy MOXKEMO 3aIUCATU U KAO

1
s—1

Ck(s) ~

3a nperusan onuc pesuayyma dbyuknuje (k(s) y tauku s = 1 norsenaru [14].

!npumeTnMo Kako je u paszmMaTparme HajTpuBHjaTHEje L-byHKIHje JOHET0 JO0CTa HETPHBI]ATHOT
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e U3 OjuiepoBor npoussoma enekunjose 3era dyHKIHUje jorapuTMmyjyhu u pa3Bu-
jajyhu y Tejnopos pen mobujano

= 1 1 1
log(k(s) = > ZW: > W+ > ZW

peEMpK m=1 pEMg PEMK m>2

Kako cyma

1
2 ™

pEMp m>2

OUUrIeaHO JebUHAUIIE AHAJUTHIKY (DYHKIHU]Y y TaYKd s = 1, mobmjamo
log Ci(s) ~ 3

K(s) ~ el

N(p)®

peEMp

[Tpumernmo jorr ja komOuHYjyhu sBe mperxoaHne ocobume a00mjaMo

Z 1 o 1
Mp)yF s 1

peEMk

d

AnanmuTuaro mpomuperme yommrenux Jupuxiaeosux L-(yHKIHja ce MOXKE CXBATHTH
Ka0 reHepajm3anyja aHAJIUTHIKOT Tpomuperma (,00marnx”) JIupuxaeosux L-dyHKnumja.
WNmajyhu To y By, o1 HHTEpECa je Ja HCIMTAMO 1A Jii yorumnTene Jlupuxiieose L-pyHKimje
WMajy joIr HeKy OCOOWHY y AHAJIOTH]U Ca KJIACHIHUM.

IMoacernmo ce na y cayuajy knacmaanx Jupuxmeosnx L-dbyukmuja saxn L(1,y) # 0.
V1ipaBo je TO CBOjCTBO €CEHIMJAJIHO y JI0Ka3y lupuxiieoBe TeopeMe 0 mpocTuM OpOjeBUMA.
Hapenma Teopema mokasyje ja ce u yomrrrene upuxieose L-dynkiumje ve amynupajy y
Tayky s = 1, mro he 6uTH KIby9IHO f0Ka3y Jlupuxseoee Teopeme O I'yCTHHU.

Teopema 3.1.1. Hexa je ¢ nempusujarak kapaxmep no modysy m, o0HOCHO HEMPUCUJa-
aan Kapaxmep epyne kaaca 3para J© /(K 1). Tada sascu

L(1,4) # 0.

Ha oBom mecTy, kopucTehn camo Texauke yommrennx Aupuxaeosux L-dyHKIH]a HACMO
y cTamy ja npukaxkemo goka3 Teopeme 3.1.1. Unaxk, ox moka3a nehemo omycrarn, sBeh hemo
HeMOryNHOCT IPHKa3UBaba JOKa3a je/He TaKO 3HAaYajHe TeopeMe CXBATHTH Kao 3HAK Ja je
oTpebHO /13 KOHTEKCT KOju pa3Marpamo oboratumo soaarauM objekruma. M3 Tor passora,
kpehemo myreMm geduHHCama jour jemne Bpcre L-dyHKnmja, mosHare Kao Apmunose L-

dymryuje.
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3.2 PempeseHTaiuje KOHaAYHE TPyIIe

WNmajyhu y Buity 1imib HajaB/EH y HPETXOHOM OJIEJHKY, OHO NEMY TE€KHMMO Y HACTABKY
Hamer majarama je jgeduHucame HOBE BpcTe L-dyHKIMja, KOje Cy KOMILIEKCHHUje O IO
caJia mocMaTpanux yommrennx JlupuxieoBux L-dyHKIMja. 3HAUAJHO CBOjCTBO KOj€ KAPaK-
tepurie yommrerne wpuxseose L-dyHKuje je BUX0OBA BE3aHOCT 3a (HUKCUPAHO OPOjeBHO
nome K. Ilpema ToMe, OHO IIITO MOKEMO YPAIUTH y by moTpebHor Gorahema KOHTEKCTA
y KOMe pajauMo je j1a ymecto hukcupanor dOpojesaor noskba K mocmarpamo lagyaoso pamm-
pewe L/K. Tpaxene kommiunkoBanuje L-yakmuje onma nedunumemo kao L-dyHKImje
Koje cy Besane 3a camo pamupeme L/K. OcroBHe mHMOPMAIZjEe O TOM DANIMPERY HOCH
lamyaosa rpyna G(L/K). Crora je npupogao na L-dbyHKnuja Kojy keaumo Jja JdeduHu-
IIIeMO 3aBUCH OJI IbeHUX ejieMenara Tj. o K-ayromopdmuzama moma L. Mehyrum, yrupaso
y TOj IPHUPOAHO] IPETIOCTABI Ce Kpuje U jemaH He bamn 3ameMapspuB mpobsem. Hamme,
3nayaj L-dyHkiuja je y ToMe 1ITO Ce aHAJUTUYKU MOI'Y MCLUTATH HBUXOBE 0COOMHE, KOje
ce oHa UMIpecHBHO pedIeKTyjy Ha pemasame mpobsema Teopuje Gpojera’. 36or Tora
je mupekTan paj ca rpynom G = G(L/K) npumukom nedunncama L-byHKIUje TPUTTIHO
HEMOXKeJbaH; ¥ MAh0j MEPH 34TO IIITO ¥ T4, CAMA IPYIIa MOYXKe OMTH KOMILIMKOBAHA, a y Behoj
MEepH 3aTO IITO je JUPEKTAH Paj Ca BEeHUM eJeMEeHTHMA paJl ca ayToMopduaMuMa mosmba,
IIITO BUIIECTPYKO OTEXKABA NMpUMeHy aHasu3e. Perreme Tor mpobsema je y TpeCcTaBbarby
lastyaose rpymie G y 00/IMKY HOTOJHUJEM 33 AHAJUTHIKO pazMaTpatbe. CMepHHIE KaKo Ja
TO YPAIMMO HAJA3UMO ¥ HAPETHOM TTPUMEDY .

IIpumep 3.2. Heka je m npupoman 6poj, x Aupuxseos kapakTep MOAYIO M U
o
x(n) 1
L(s,x) = =11

= S l=x(p

weMy npuapyxena L-ynknuja. ITocmarpajmo mmknoromuano pammpeme Q(uy,)/Q. 3a
cBaku Q-ayromopduzam noma Q(u,,) Baxu ma je obsuKa

iz —at Bax €,
upu demy je t € (Z/mZ)*. 360r Tora mpecauKaBame
©:(Z/mZ)" — G, O(t) =

npegcrabba uzomopdusam Famyaose rpyne G = G(Q(un)/Q) u rpyne (Z/mZ)*. 3ax-
Bbajyhim ToM m30MOpdhU3My, KapaKTep X MOXKEMO WHTEPIPETUPATH U KAo KapakTep [airy-
aose rpyne G OHOCHO Kao xoMOMOpdu3am

x:G— C* =GL(C).

2ynp.  JupuxiieoBa TeopeMa O LPOCTUM OpOjEBMMA je eCEHIMjaJHO HOC/IEIUIA dYdueHune ua ce L-

dyHKIMje TpuapyKeHe HeTPpUBUjaIHOM JIMpUXJIE0BOM KapaKTepy He aHyaupajy y 1, mTo je ocobmHa Koja
ce MpoBepaBa aHAJTUTUYKA
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Kopucrehu Ty warepnepranujy, L-dyHKuja mpuapyKeHa KapaKTepy X MOXKe Ce HAITHCATH
y 0DJIuKy

e =11 e (3.1

KOjU y TIOTTIyHOCTH M3PaskeH Mpeko ejemenara [amyaose rpyne G. Jakne, popmymom (3.1)
nedbunucana je L-dyHurnuja Besana 3a [anyaoso pammupeme Q(un,)/Q.
O

Kako nperxoano onucany L-dyHKIimjy Be3aHy 3a je/IHO KOHKPETHO paliupeme Opojes-
HUX 10Jb3, MOYKEMO MCKOPHUCTUTH 33 MPOIIUpHUBaibe mpude y omnmrru KouTekcT? [Ipe ceera,
YOUMMO KOJIMKO j& 3H&YAjHA UWHEHUI, /13 CMO MOTJIA 13 KOHCTPYHUITEMO XOMOMOpdu3am
usmely lasmyaose rpyne G u rpyme GL;(C). pyrum peunmma, CBAKOM, 3a aHAJIU3Y He-
npucTynadHom ejiementy rpyune G, ogpocHo Q-ayromopdusmy moma Q(py,) cMo ycmenu
JIa, IPUAPYKUMO KOMILTEKCHY MaTpuity 1 X 1, oJfHOCHO KOMILIEKcaH Opoj, mTo je objekar
BEOMA LIPUCTYlIa4aH 3a upuMeny anaause. Ersucrennuja L-dyHnkiyje y HaBe ieHOM 00JIUKY
o/laTiIe OHJIA CJEAN TTPUIINIHO jeTHOCTABHO.

Wnejy npumapyxuBama KOMILUIEKCHUX OpojeBa ejiemenTuma lajiyaoBe rpyme hemo mo-
KyIIaTu Ja TPUMEHNMO W Y MHOT'O OIIIITHjOj CHTYAITUju OJT OHE pa3MaTpaHe y IPUMEPY Tj.
y cayuajy npoussossHOTr [asyaosor pammpema L/ K 6pojesanx nosba. Mehyrum, y Taksoj,
3HAYAJHO KOMILIMKOBAHM]O] CUTyaInju ayToMopdmsMumMa hemo npuapyXuBaTu KBaIpaTHE
KOMILJIEKCHE MATPHIE YUja AuMeH3uja Moxke Outu Beha o 1, a He HCKIBYYMBO KOMILIEKCHE
6pojese. Tako gomasumo Ja mojma penpesenmauyuje Lanyaose rpyne G pammpema L/ K.
OBaj omespak mocsehien je ynpaso peduHuCAky TOT TOjMa, KA0 U TPUKAZUBAMKY HEKUX Hhe-
roBUX OCHOBHHMX ocobuHa. llpu Tome hemo y mesoKymHOM M3jaraky pa3MaTpaTH OIIITH
cJIydaj NPOU3BOJbHE KOHaUHE rpyne G, uMajyhu y BULy Jia HAM je OJi HMHTEPeCa CUTYAIH]ja
KaJia je Ta rpyma 6am lamyaosa rpymna lamyaosor pammpema L/K 6pojeBHEX MOJba.

Hedbunnnuja 3.2.1. Penpeszenmauvuja xonaune zpyne G je dejemeo me epyne wa xo-
HAYHO QUMEHIUOHYU KOMNAEKCHU 6EKMOPCKY npocmop V, 00HOCHO TOMOMOPHUIaAM

p:G— GL(V) = Autc(V).

ITo kouBenmuju hemo pernpesenTanujy rpyme G osuauasatu ca (p, V'), e cy p XoMo-
Mopduzam u V' KOMILUIEKCHE BEKTOPCKYU IMTPOCTOP AT TpeTxoaHoM aedununujom. Takohe,
ako je (p, V) penpesenrtamuja rpyme G, aejctBo enementa o € G Ha BekTop v € V hemo
oznavasatu ckpaheno ca ov, ymecro myne norammje p(o)v. Hekosmko 0CHOBHIX KapakTe-
PUCTHKA, pelpe3eHTaIrje TPYIe YBOJIUMO HApPEIHUM JiebHHUITTjAMA.

Hedbunanumja 3.2.2. Cmenen penpesenmavuge (p, V') wonaune epyne G je dumensuja
eexmopcroz npocmopa V. nad C.
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Hedbunummja 3.2.3. Hexa cy (p, V) u (p', V') dee penpesenmanyuje xonaune epyne G. 3a
auneapro npecaukacare T : V — V' xascemo da npesodu p y p' yroauxo sa ceaxo g € G
6aHCU

p'(g)oT =T o p(g).

IIpumernmo ja mperxosinaa AedUHUII]a, 3HAYN HUIITA, JAPYTrO J0 KOMYTATUBHOCT HAPE/I-
HOT' Jizjarpama 3a cBako g € G.

V T V/

p(g)l lp’(g)

V T V/

Hedbunummja 3.2.4. 3a dse penpesenmavuge (p, V) u (p', V') xonaune epyne G xagicemo
da cy exeusasenmHe ako nocmoju bujexmueno suneapro npecauxasare T : V — V' xoje
npeeodu p y p'.

Hedbunnmmja 3.2.5. Penpesenmanuja (p, V') xonaune epyne G je upedyyubuana axo V
nema Hujedar npasu G-uHSAPUIAHMAT NOMNPOCMOP.

Hedbunummja 3.2.6. Axo cy (p,V) u (p/, V') dse penpesenmauuje xonaune epyne G ru-
zosa dupexmmua cyma (p & p',V & V') je maxohe penpesenmavuja zpyne G dedunucana
ca

p&p G GLV @&V, (p&p)(9)(v,v) = (p(9)(v), p'(9)(v)),
3a npoussonne g € Gov eV uv e V',

SHauaj upey UOMIHIX PEIPE3EHTAIM]A je Y TOME IITO Ce CBAKA, JIPYTra PEIPE3eHTAIN]A
MOJKe U3PA3NTH KA0 IUXOBA KOHAYTHA JUPEKTHA cyMma. Jlakie, ako je (p, V) penpesenramnuja
rpyne G, OHJIa MOCTOjU KOHAYHO MHOTO UPEIYUOMIHAX PEIPEe3eHTAIH]a, (po, Vi) TE TPyIIe,
mehy kojuma moxke 6utn 1 MeycoOHO eKBUBAJIEHTHUX W 3& KOje BaxKu

(P, V) = (@apav@oava)' (32)

3a Heky (UKCHpaHy HpeyIHOUIHY Penpe3eHTaH]y (Pag, Va,) TPyIE G KaxkeMo Jia UMa
sUWECMPYKOCT JeIHAKY To, ¥ (p, V), aKO je eKBUBAJIEHTHA Ca TAYHO T, WPELYIUONIHIX
pernpeseHTaldja Koje ydaecTByjy y gexommosunuju (3.2). Pemanujy (3.2) oHma mozxkemo
3amncaTh u cKpaheHo Kao

P~ Z TaPa,

rje ce cyma y3uma 1o cBuM Melyco6HO HeeKBUBaJICHTHUM MpeayIMOUIHAM pelpe3eHTallu-
jama (pq, Vo) rpyne G Bumecrpykrocta 7o y (p, V).

Axo je (p, V) penpesenranuja rpyne G, 3a npousospao o € G je oupa p(o) enement
rpyne GL(V), na uma xopekrno medunucan Tpar. 36or Tora je m Hapenna JgeduHUNTjA
KapaKTepa pelpe3eHTalnje KOPEKTHA.
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Hedbunannmja 3.2.7. Kapaxmep penpesenmauvuje (p, V) xonaune epyne G je npecauka-
sare

Xp:G—C

depurucaro ca
Yo() = Tr p(0).
Cneyujaano, axo je penpesenmavuja (p, V) upedyyubuana, onda ce u Kapaxmep X na3uea

upedyuubusHuM.

HapemamM mpumMepoM ONMMCAHO je HEKOJMKO OCHOBHHUX IPHUMEpa pelpe3eHTalyja Ko-
HAaYHE TPYIe, KA0 U HUXOBU KAPAKTEPH.

IMpumep 3.3. Heka je G konauna rpyma.

e Penpesenrammja (p, V) rpyme G, tie je dimV = 1wu p : G — GL(V), p(o) =1
3a c¢Be 0 € (G HasmBa ce mpusujosnom. KapakTep TpUBHjaJiHE PeElpe3eHTallje je
KOHCTAHTHO npecymkaBame 1g: G — C, 1g(o) = 13a cBe 0 € G.

e YOUrMO KOMILJIEKCHU BEKTOPCKH ITPOCTOP

V =C[G] = {Z%T%EC}

TEG

1 O3HAYMMO Ca P JIEjCTBO MHOXKemeM ciesa rpyne G ua V. Tana je (p, V') penpesenra-
nuja rpyre G Kojy Ha3uBaMo pez2ysaprom peripeseHTanujoMm. Kapakrep npujpyxKeH
perysapHo] pemnpe3eHTaInju 03HATABAMO Ca& I'G-

o KoMmjekcHE BEKTOPCKHU TPOCTOP

W:{Zxaa\xge((:,z:z:g:()}

oeG oeG

3ajeHO ca JEejCTBOM MHOXemeM cjea rpyne G Ha mera JeQUHUILY ayeMeHmo-
gany penpeseHTanyjy rpyne I'. Kapakrep npuapy:KeH ayrMeHTOBAHO] pelpe3eHTa-
MU 03HAYABAMO €A UG.

e OJiHOC TpM TPETXOJHO HaBeJieHe pernpe3enTalyje rpyne G je NPUINIHO WHTEPECAH-

tan. Hawmme, Baxku j1a je perysiapHa perpe3eHTanuja, JUPEKTHA CyMa TPUBHjAJIHE U
ayrmernToBame. Crora m 3a mBUMa IPUIPYKEHEe KapakKTepe BaXHd rg = ug + lg-
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Kapakrep mnpermusmo oapelyje pemnpeseHTaldjy y CMHCIY Ja Cy JBE PEIpPe3eHTAIM]e
€KBUBAJIEHTHE aKO M CAMO aKO Cy HBbHUMa O/rosapajyhu kapakrepu jeanaku. Takobhe, ako je
X, Kapakrep perpesenranuje (p, V) komaume rpyne G, omna Baxu X,(1) = dimV, kao u
Xp(oTo™ 1) = x,(7) 3a cse 0,7 € G. Hocsembe Haseiena 0cobuna KapakTepe pelpeseHTa-
[Hje CBPCTaBa y MUPy TPYILY NMPECIUKABAHA OMUCAHUX HAPETHOM AepuHUIIIjOM.

Hedbunumumja 3.2.8. IIpecauxasarve
f:G—=C
je yenmpaamro uau KaacHo y G axo sadicu
floro™) = f(7)
sa cee 0, T € G.

W3 uperxosue srepununimje je jacHo /1 Cy KApPaKTEPH PEIPE3CHTAIN]a [IEHTPAJIHA, TIPe-
CIMKABAHA, KOjU Y3UMAjy BPEIHOCT jeITHAKY CTEeHy pelpe3enTaruje y Heytpaay rpyme G.
360T TAaKBOT MCTAKHYTOT MECTa KOju Y MPOCTOPY CBUX MEHTPATHUX (DYHKIHjA 3ay3UMA]y
KapakTepn, MOYKE Ce HACIYTUTH /I3 T'a OHU HA HEKW HAYWH TeHEPUITy. 1TaKBO PA3MUIILbA-
b€ BOJU y A0OPOM IPABILy; CBAKO IEHTPAJTHO MPECIUKABAE (0 €€ HA JeJUHCTEH HATUH
Moke HamucaTu Kao C-auHeapHa KOMOWHAIM]a UpeayubWITHIX KapakTepa. [lpu Tome ce
KapaKTepH OJI POU3BOJHPHUX IEHTPATHUX MPECIUKABAKHA UCTUIY [0 TOME IIITO Cy CBU KO-
eUIIjeHTH y HUXOBO] JEKOMIIO3WIUjU HA CYMY HMPEAyIuOUIHUX KAPAKTEPa TO3UTUBHU
nenn 6pojesu. Ilocienme Tpheme MOXKeMO 1M eKCILIMIUTHO BUJAETH, jep 3a KapaKTep X,
upuapykeH penpesentaiyju (p, V) xonaune rpyne G, p ~ Y Topq, BaXKU

Xp = Z TaXpa>s

rJIe ce CyMa, y3uMa II0 CBUM KapaKakTepuMma MelycOOHO HeEeKBUBAJIEHTHUX MPe Ly THOUTHIX
pernpesenTaruja (pq, Vo) rpyne G BUIMIECTPYKOCTH 7o ¥ (p, V).

Beoma mnTepecanTHa u 3nauajHa ocobwHa TPOCTOPA NEHTPAJHUX (DYHKIHM]ja je mITo ce
Taj TPOCTOP MOYKEe CHAOAETH €PMUTCKUM CKAJAPHUM MPOm3BOIOM. lleHTpasHuM Tpeciiv-
KaBambuMa @ U 1) y G IpUIPYKUMO KOMILIEKCaH 6poj (p, 1)) Ha caenehn naqwmn:

1 _
(i) = = D plo)ilo), (3:3)

ceG

r7e je 1) KOMILIeKCHO KOHjyrosaHa ¢dbyHKIHja dbyHKIuje v u g pex rpyre G. Tana 3a asa
upeyubuina Kapakrepa x 1 X' BaxKu

o) = 1, akojex =X
’ 0, axoje x # X/,

47



IITO 3HAYH J1a jeHaKoCT (3.3) JeduHuUIe epMUTCKE CKAJIAPHY TPOM3BO/] HA MPOCTOPY TIeH-
TPAJHUX IPECJUKABAIHA, IIPU 9€My jeJHy OPTOHOPpMUpPaHy 0a3y y OJHOCY HA Taj CKAJAPHU
[IPOU3BOJL, UNHU YIIPABO CKYII UPEIYIUOMIHUX KapaKTEPa.

OBako Gorara CTPyKTypa MPOCTOPA CBUX IMEHTPAJHUX TPECHUKABAA UMA, OJ[JEKa W 3HA-
Jemha, y KOHTEKCTY penpeseHTalrja KoHaure rpyrne G. YOunMO TPOW3BOJHHY Perpe3eHTa-
mjy (p, V') Te Tpyre U HAIMITUMO je KAo JUPEKTHY CyMy UPEIYITUOMIHAX PElPe3eHTAI]ja
(plv Vl)v <p27 VQ)ﬂ SRR (p87 V@)y

(P, V) = (p1, V1) @ (p2, V2) @ - - - @ (ps, V).

OsHaunmo ca Y KapakTep npuiapy»keH penpesenrtanuju (p, V) u ca y; KapakTep IpUAPYKeH
upesentayju (p;, Vi), 1 < i < s. Tama Baxu

X=X1+X2t+ -+ Xs-

Axo je (p/, V') jom jeama npoussosbHa npesenTamuja rpyme G ca kapakrepom X omatie
IMaMO 13, je

06X = (s x) + e, XD+ (s X
Kaxko cy penpesenranmje (p1, V1), (p2, V2), ..., (ps, Vs) upenynnbunne, uMamMo jia je 3a cBe
1<1<s

)1, axocy V; m V' msomopbum

b X) = 0, ako V; m V' mucy mzomopdun.

Bak/bydyjemMo J1a BPEJHOCT CKAJAPHOT mpou3eoa (Y, X') HHje HUINTa JPyTO J0 BUIIECTPY-
koct penpesenraraje (', V') y (p, V).

[MorsieajMo y KakBOM je OJHOCY CKaJapHu Tpousso, jgedwnucan pensammjom (3.3) ca
xoMmoMopduzmuma kouaune rpyne (G. Heka je H neka xonauna rpyna u h : H — G
xomomopduzam. Tasza je jepnakorihy

h*(g) =woh

3a TpOM3BOJLHY HenTpainy Gyskmujy ¢ y G nedunucana nearpanna gyuxmmja h*(p) y
H. 3anumsbupo je jia xomomopduzam h MHIyKYyje U IpeciukaBame h, uzmelhy meHTpas-
vux Gysknuja y H v onnx y G. llpeciukaBama h* u hy cy y W3y3eTHO] XapMOHMjHU Ca
CKaJIAHUM MPOu3BOIoM oipehennm jemuakomihy (3.3). Ouma Beoma nomaceha na oxHOC TrHe-
APHOT OMEPATOPa W FHEMY aJIJyHTOBAHOT OMEPATOPa Ha XUIAOGEPTOBOT MPOCTOPY M OMHUCAHA
je caemehom Teopemom.

Teopema 3.2.1 (Dpobenujycos perunporurer). Hexa je h : H — G zomomopdusam
wonaunux epyna G u H. Tada 3a csaxo uenmpaano npecauxasarse v y H nocmoju jedun-
cmeeno yenmpanno npecaurasarse hy() y G maxso da eascu

(0, he(9)) = (B (), ),

30 C8AKO YERMPAAHO npeciurasare p Y G.
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Aoxas. 1lorneparu [17]. O

Ocnorre jBe curyaruje npuMene OpobEHUjyCOBOT PEIUNIPOIUTETA, TPUKA3AHE CY Ha-
PEeJIHUM [IPUMEPOM.

IIpumep 3.4.
e H je nodepyna 0d G u h je unxaysuja

Y oBoMm cayuajy numemo @|H wim wak camo ¢ ymecto h*(p) m 1, ymecro hy (). Tlpecan-
KaBambe 1, HA3UBAMO UHOYKOGAHUM MPECIUKaBABeM (IEHTPAJHOT mpecinkaBama ¢y H).
Axo je ¢ kapakTep penpesentanuje (p, V) rpyne G, ouga je ¢|H KapaxTep pernpe3eHTaImje
(p|H, V') noarpyne X. ¥3 penpesenranpjy (p, V) rpyne H nocMarpamo u pernpe3eHTanujy
(Ind(p), IndZ V) rpyne G kojy mazmpamo undyrosarom pempesentarmjom. edburumremo
je Ha caenehu nauma: C-BEKTOPCKHU MPOCTOP Indg V' je ompebemn ca

md2V ={f:G - V| f(rz) =7f(z), 3acse T € H,z € G},
a Ind(p) je mejerso rpyne G Ha Taj npocrop jedunncaHo ca

(0f)(z) = f(zo),

zacBe 0,k € G, f € IndgV.

WuykoBaHO MEHTPAJHO NpECIHKaBambe 1, KapakTepa 1) penpesenranygje (p, V) rpyme H
NPUPOJHO jé BE3AHO €A WHJIYKOBAHOM PEIPE3CHTAIIN]OM (Ind(p),Indg V) rpyne G tuwme
IITO TIPEJICTABIbA KAPAKTED T€ Pelpe3eHTalH]e.

o G ce mooice uspasumu £ao wexu xoauwnur H/N epyne H u h je npojexyuja
Y oBOM ciiy4ajy mummemMo vy ymecto hy (1) n Baxu
1
Yy(o) = W Z ¥(T)
T+N=0o

3a ce 0 € GG. Takobe, ako je ¢ kapakrep penpesenranuje (p, V) rpyne G, h*(y) npencra-
BJba KapakTep penpesentaryje (po h, V) rpyme H.
Il

[oacernmo ce nma je crenen pempesentarmje (p, V) koraune rpyne G jaumensuja C-
BEKTOPCKOT mpoctopa V. OBy geduHUIM]y TPOITUPYjEMO U HA KapaKTepe, 14 KaXKEeMO
CTEIeH KapakTepa X MHCIehu HA CTEmeH mbeMy OpHUIpYKeHe perpesentarmje (p, V). Ilpu-
METUMO J1a Kapakrep Y creneda | rpyne G HEje HAIITA, JAPYro JIO XOMOMOpduU3am

x:G— C.

Vzumajyhu y 063up ;uX0OBY jeIHOCTABHOCT, 34 OYEKHUBATH j€ Ja KapaKTepu cTerneHa 1 umajy
HEKaKBY reHeparopry/6a3ny ysory melly ocrajmM KapakTepuma. ¥ OIPaBIAHOCT TAKBOT
OYEKMBarha YBEPaBa HAC HAPEIHA TeopeMa Bpayepa.
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Teopema 3.2.2 (Bpayep). Hexa cy Hi, Ha, ..., Hs cee nodepyne xonaune epyne G u x;
ruma npudpyorceny xapaxmepu cmenena 1. Tada ce ceaxu xapaxmep X npudpysrcen Hexoj
penpesenmauuju Konaune 2pyne G moorce npedcmasumu ka0 Z-Auneapra Komburayuja
UHOYKOBAHUT KAPAKMEPQ X, -

Joxas. Tlpukazahemo kpaTky ckuily mokaza Bpayepose Teopeme. IIpso miTo je morpebro
je pasMaTpaimbe HeKOJUNKO YMIHEeHNIA U3 TeOpHje rpyma, Koje hemo caga HaBecTH.

EnemenT x koHaune rpymne G ce HA3WBA P-YHUNOMEHMUM KO je 1erosB peay G crenen
npoctor 6poja p. Ca jipyre crpane, ejeMeHT * KOHadHe rpyie G ce HA3UBA P-Pe2ysaprum
aKo mpocT Opoj p He jiesim ®werop pei. JlomaTHo, MOXKe ce mokaszaTu jia ce cBaku © € G
MOZKE BAIMUCATU Y OOJIUKY

T = Ty,
TJe je &, P-YHUIIOTEHTaH, a L, P-PETYJIAPAH U Ty U T, KOMYTHDPA]Y.

Caenelie mrro je moTpebHO je TPETXOIHO pa3MaTpame ca HUBOA ejieMeHaTa rpymne G mpe-
banuTu Ha HEBO norpyna o1 G. Tako 3a noarpyiy H rpyne G KaxkeMo J1a je p-e4eMeRmapha
aKO € MOXKE 3aIUCATH KA0 TUPEKTAH MTPOU3BO/T

H=CXxP,

rie je p npoct 6poj, C NUKIMYHA TPyNa pelia y3ajaMHO HpocTor ca p u P p-rpyma Tj.
rpyma y K0joj je pex cBakor ejeMenTa Heku cremen Opoja p. I[lokasyje ce ma je cBaka p-
eJIEMEHTAPHA OJrpyla HUIIOTeHTa, Kao u 13 je komnozunuja H = C X P jenuncreena; C
je CKym cBUX p-perysapHux ejeMenara rpymne H, a P cKyll CBUX p-YHUIIOTEHTUX €JIEMEHATA,
Te I'pylle.

Hapegau kopak je sedunncame KOHKPETHE I'PYIE HA KOjy €€ MOI'Yy IPUMEHUTH IIPET-
XO/THO TpHUKa3aHa ominta TBphema Teopuje rpyna. Heka je G komadna rpyma (u3 mckasa
reopeme). Ca R(G) hemo oznauaBatu cno6oaay AGEIOBY IpyIly reHepUCaHy CBUM UPETYIIH-
OmIHUM KapaKTepuMa IPUAPYKEHUM mojarpynamMa te rpyme. Jlakie, ako ¢y X1, X2, - - - Xs
CBU TAKBU KAPAKTEPH, BAXKH

R(G)=Zx1®ZLx1 D - D Lxs.

3a mpoct 6poj p o3maummo ca V), morpymy ox R(G) renepucany KapakTepuUMa WHJYKOBa-
HUM KapaKTePUMa, IPUJIPYKEHUM p-eJIeMeHTapHuM norpynama o, G. Kipyanu neo nokasza
teopeme Bpayepa je y gokasmBamy na je uagekc noarpyme V, y rpymu R(G) koHadaHn u
y3ajaMHO mpocT ca p. Ojatie ce oHIa TTOKa3yje Jia je

P v, =R©G).

P IpocT

Jpyrum peunma, pobujamo 71a je CBaKu KapakTep MPUAPYKEH HEKOj PEIPE3CHTAIM]U TPYIIE
G ce MOXKe TIPEJICTABUTHU KA0 Z-IWHeApHA KOMOWHAIM]a KAPAKTepa UHIYKOBAHUX KapaK-

TEPUMa LPUJIPYKEHUM eJeMeHTapHuM noarpyunama rpyue G.3 Opasne onja Jjaxo cieuu
TBpheme Koje Tpeba JoKa3aTH. ]

3gecro ce u oBo TBpljeme HABOAM Kao Teopema Bpayepa
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3.3 AprunoBe L-dyHKIHTje

Ilojam pempesenTamuje KoHa4YHEe rpyme omMoryhapa ma ce emeMmenTH lajgyaose rpyme
G = G(L/K) Tanyaosor pamupema L/K 6pojeBHUX 10Jba NPEJCTABE KAO CUMETPH]e KO-
HAYHO JIMMEH3UOHOT KOMILIEKCHOT BEKTOPCKOI mpocTopa. Ha Taj HauuH ce yecTo Hempu-
CTyTIAYaH AUPEKTaH paj ca K-ayToMmopdusmMuma mossa L 3aMemyje pajgoM ca KBAJIPATHUM
MaTpHUIlAMa, 33 KOIa IIOCTOje pa3BHjeHe TexHuke JguHeapHe ajarebpe. Tako je ompehen m
TepeH Ha Kome hemo nedunncaru Apmunose L-gynxuyuje— taj nojam uehe Outn Be3an mau-
pekTHO 3a [asmyaoBy rpyny G pammpema L/K, Beh 3a Heky meny penpesentanujy (p, V).
[Topen pempesenTaryje (p, V') rpyne G mocMaTpajMo TIPOCT UEAT P IPCTeHa 1eux Ok 3a-
jeaHo ca mpoctuM ujgeasom Py O xoju je msHa  mwera. O3HAUAMO CTAHIAPIHO Ka0 U J0
caya ca G(°B) rpymy gekommosurmje 3a P u ca I(P) rpyny ureprmje 3a P. YV moaomemKy
2.5.3 ycramoBmim cMO M30MOPQU3aAM

Gom/1m) = (7).

Ok /p

Kao U unmbeHuIly ga je rpyna G()/1(P) nukindna, reHepucaHa KOCETOM UHjU CY eJie-
mentu Ppobennjycosu ayromopdusmu npujpyxenn 3. @ukcupajmo jegan Ppobennjycos
ayTomopduzam g npuipyxen B. Taja je KapaKTEPUCTUYHH HOJTHMHOM

det(In - P(@m)t)

KOpekTHO Aedunncan (I, je jennHudHA KBAJIpATHA MATPHUIA JUMEH3UjE jeJJHAKE CTEIEeHY
penpesenraimje (p,V')). Takobe, Taj mosmaOM 3aBUCK caMo 0j] U300pa LIPOCTOr WALANIA P,
ma je caeneha meduHUIMT]a KOPEKTHA.

Hedbunnummja 3.3.1. Hexa je L/K Taayaoso pawupere 6pojesrur nosa u (p, V) penpe-
senmauuja odeosapajyhie Laayaose epyne. Apmunosa L-dynruuja npudpyscena moj
penpesenmayuju depunucana je xao Ojaepos npouseod

1
(In = ppp)Np) ™)

SL/K,p,s)= ][] Tot
pEM K

ysem no cxyny My ceux npocmuzr udeasra npecmena uesux O bpojesroz nona K.

Crnenehu anasioran myT Kao y jsiokady Teopeme 1.3.1 mokasyje ce jia IpoOM3BOJL KOjUM
ce nedunnme AprunoBa L-yHKIMja KOHBEPIUPa AIlCOJYTHO W YHUMOPMHO y 0bmacTw
R(s) > 149, 3a cBe § > 0. Omarie 3akmbyayjemo na je Aprunosa L-yHKIMja aHAJTATAIKA
y moaypasau R(s) > 1. Ilpumernmo ga y cay4qajy na je penpesenramuja (p, V) Tamyaose
rpyne G TpuBHjaJHA, HOj TpuApyxkeHa Aprunosa L-gyukmuja jemnaka je JlemekunaoBoj
sera dyuruuju (i (s) 6pojepnor moma K.
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Y IpeTX0oJHOM OJIEJbKY BHJIEJM CMO JIa €KBUBAJIEHTHE DEIPe3eHTalrje KOHATHE I'PYyIIe
nMajy jemHake kapaktepe. 360r Tora MoxkeMO ApTuHOBY L-DYHKIM]Y TPHAPYKUTH Ka-
pakTepy X pempesentarmje (p, V'), na hemo Hagame ymecro £(L/K, p, s) nucaru

1
LL/K, X, s) = peng det (I, — p(pp)N(p) =)

OcuosHe ocobune AptuHoBuX L-pyHKIM]a MOKA3aHE Cy HAPETHOM TEOPEMOM.
Teopema 3.3.1. 3a npoussonno [aryaoso pawuperve L/ K 6pojesnux nowa je ucnyrbeno:

1. Axo cy x u X wapaxmepu npudpyscenu deema penpesenmanujama laryaose zpyne

G(L/K) mada je
S(L/K,x+X,s) = L(L/K,x,s)L(L/K,X,s).

2. Hexa je L' T'nayaoso pawupere nova K maxso da je L' O L DO K u x wapaxmep
npudpyoicen nexoj penpesenmayuju Ianyaose epyne G(L/K). Tada ce x moonce no-
CMAMPamU 4 Kao Kapaxmep npudpyoicen penpesenmavuju Taayaose epyne G(L'/K)
U 8UHCU

S(L'/K,x,s) = £(L/K,x,s).

3. Ba mehynowe M, L O M O K u xapaxmep X npudpysicen wexoj penpe3eHmauuju
Tanyaose epyne G(L/M) eascu

L(L/M,x,s) = L(L/K,Xxx,5),
2de je Xx UHJIYKO0BAH Kaparmep Kapaxmeps X.

Aoxasz 3a 1. u 2.

1.Hekacy (p,V)u (p/, V') penpesenranuje Tanyaose rpyne G(L/K) crenena n u n’ kojuma
cy penom npuapyxkenn kapakrepu x u X'. Tama je qupekrnoj cymu (p @ p/, V & V') tux
penpe3eHTaIrja IPUIPYKEH KapakTep X + X' 1 Baxkn

det(Lnns — (p @ o) (pp)t) = det(T, — pliop)t) det(L — p' (o)1),

W3 Te penanuje Ha ocuoBy nedununuje Aprunope L-pyHKIMje oaMax CJIeIN TPAXKEHO TBP-
heme.

2. Youumo TpocT uieas p npcrena neaux Ok GpojeBHor nossa K, Kao u npocte uiease P u
P’ koju cy y O, onpocuo O u 3a xoje Baxku 13 je P'|B|p (apyrum pedunma, npeas nperena
neaux Beher mosba ce HAJNA3U M3HAJ WJEaJa UPCTeHa IEJINX Mamber 1mosba). O3HauuMo ca
(p, V') penpesentanujy Tanyaose rpyne G(L/K) xojoj oaroapa xapakrep Y. Kommnosn-
muja npojeknuje G(L'/K) — G(L/K) lasyaoBux rpyma ca OpecJUKaBambeM p MPeJICTaBba
nejerso p rpyne G(L'/K) na Bektopcku npocrop V. To sejerBo unaykyje enumopdusme

G(P) = G(R), I(F) = I(B), GB)/I(P) — G(R)/1(P)
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oaropapajyhumx rpyma meKOMIO3WIHje W HHEpIHje, KA0 W IUXOBUX KoaWdHHKA. llociemn-
me Hapejenn emumopdusam camka Ppobennjycos ayromopdusam gy npugapyxes Py
®pobennjycos ayromMopdusam g IpuApy3eH ‘B, IpU 4eMy BaxKu

det(I, — p'(py)t) = det(I, — p(op)t).

Ha ocHoBy nocsienme pesarje y3 kopuiiheme fAedununmje Aprunoee L-dyHKIHje ommax
CJIeIA TPAXKEHO TBpherbe.

O]

Hoxkaz Tpeher gena nperxomme Teopeme hemo, 360r merope KOMILUIMKOBAHOCTH, H3BECTH
MIOCTEIIEHO y HEKOJIMKO €Tara. ¥ BeIWMO TPBO HEKE KOHBEHIH]e KOje NeMO KOPHUCTUTH, a
Koje omoryhasajy pacrepeheme yobudajere HoTalmje.

Ba penpesenramujy (p, V) crenena n Heke konaune rpyne G u npousBosbHO € G
nucahemo

det(Id — pX; V) ymecro det(I, — p(¢)X).

. ’
Axo je G' nopmastaa oarpyma rpyne G ca VE' fiemo o3nauaBaTy HOTIPOCTOP KOMILIEKCHOT
BEKTOPCKOT IpocTopa V koju je G'-uHBapujanTan y omHOCY Ha aejcTBo p. O3Hauumo ca, p
npecJaukasame jieduaucano Ha koouaauky G/G ca

pGIG = VY p(gG) = plg),g € G.

Tagma (p/, VE') mpencrasma penpesentamujy Koamdammdke rpyne G/G'. Y 0BakBOM crery-
jasHOM ciiydajy penpe3enTaruje NeMo y CKJady Ca MPEeTXOAHO YBEIEHWM 3AMUCOM ITHUCATH
Kao

det(Id — o X; VE).

Hoxas deaa 3. Teopeme 3.5.1.

1.xopak— Opgabup o3HaKa
Heka je G = G(L/K) w H = G(L/M). 3a upoct uiaean p y Ok YOUUMO CBE IPOCTE
upeane qi,q2,...,q, y Oy KOjU Cy WM3HAJM BHEra, Kao W 10 jeJaH mpocT uuaeat *P; y O
n3HAT (;, 1 <1 <7, Ka0 HAa HapPEJIHOM JIHjarPaMy.

L > 0, > %%

‘ Ul | manan

M > Oy > qu
‘ Ul % H3HAT
K 2 0k 2 p

Oznauumo ca G; rpyIy AeKOMIIO3uIgje, a ca I; rpyiy uHepnuje ujieana J3; mocMarpaHor
Kao TPOITUPEHE MPOCTOT UAEAA P ¥ TIPCTEH Teaux . ['pyme JeKOMIIO3uInje U WHEPIIK]je
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uaeasa P; HOCMATPAHOr Kao IPOINUPEH-e IMPOCTOr Hieasa (; y HpCTeH meaumx O hemo
o3Hauasaru peaom ca H; u I :

- Gi

JIEKOMIL.

o, > B G

\ ¢
Ul I \_ mwep. /

\ &
Ul I \_ wHep. /

Ow 2 q 1

Y cKyamy ca HaBeJIEHNM O3HAKaMAa, UCIYIHLEHO je

2.xkopak— YcroocrasJspaibe Be3a usmely oarosapajyhux rpyna gekommosuiuje
U MHEepIuje
[Toncermmo ce Ha KpaTKO Teopuje paMHpUKaIje naeasa, MpeMa Kojoj ce CTelleH HHePIHje
fi mieana q; HaJT MIEAJIOM P 110 AeDUHUTIAU U3PAKABA, KAO CTEIEH PAITHPEHa, PE3UIYAJTHOT
nosba, O)r/q; HaJL PE3UIyaJHUM ToJbeM Ok /P,

fi=10m/ai: Ok /p].

Kako je pammupeme O)r/q; momba O /p LamyaoBo, ogarie cieny aa ce f; MOXKe U3Pa3HTH

1 KA0 fiI#G<§Z//?;>' (3.4)

[MosuBajyhu ce ma mzomopduzam (2.12) ycranosmen y nogomesbky 2.5.3 mobujamo ga Baxmn

OM/% _ 1Gan) : Ia
#6( 2% ) = 60 - 160)

U3 jemmakoctw (3.4), y ckaIay ca O3HAKaMa KOje CMO yBeJHd, OHJa UMAMO I je
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[Tornemajmo Kako ce TPETXOJIHO YCTAHOBJbeHE Be3e peduiekTyjy v lanyaoBoj rpynu G.
I[Tpe cBera, 3a cBaku npoct uiaean PB; y Oy, nocroju enement 7; € G rakas na je 7;(P;) = Pi.
36or Torat je G; = Ti_lGlTi ul; = Tl-_llln. Heka je ¢ € G TakaB jia My y KOJIMYIHUKY
G1/11 onrosapa @poberujycos ayromopdusam pq, npuapyxes uaeaiay Pi. Osnaummo ca
p; pecaukaBama y G; KOja Cy T;-KOHjyTOBaHA MPECIUKABAY (O,

-1
$i =T; PTi.

Ceakom oz ¢; Tana y kommanuky G;/I; onrosapa ®pobennjycos ayromopduzam g, IpH-
apyxen B; (u3nan npocror uaeana p). IMopen rora, @pobenujycosom ayromopdusmy y
H;/I Z’ , KOjU je MpuapykeH 3; mocMaTpaHoM Kao WIeall W3HAI ITPOCTOT HILAJIa (|;, OJIrOBapa
IPECITAKABARE golf L

3.xkopak— Ilocmarpame penpeseHTanuje K0joj 0AroBapa MHAYKOBAaHU KapakK-
Tep X+ U JEKOMMO3UIHja KOMILIEKCHOT BEKTOPCKOT MPOCTOPAa HA KoMme je nedu-
HUCAHA HBeMy oJ/rosapajyha pemnpesenraiuja
Younmo caza penpesenrtanujy (p, W) Tanyaose rpyne H k0joj je IpuipyKeH KapakTep X.
WunykoBaHu KapaKTep X je OHJA KapakTep MHIyKoBaHe pernpesertanyje (Ind(p), V),V =
Indg W tpyme G. Wwmajyhim y Buay o3make Koje CMO JI0 CaJia yBEJH, OHO MMTO Tpeba 1a
JOKaKeMO je Ja BaXKh

det(Id — pX; V1) = [ [ det(1d — /X7 wh).
i=1
JoBosbpHO je mocmarpary Taj mpobsieM y pefyKoBaHOM ciay4ajy Kaja je G = Gy. Kon-

jyryjyhu ca 7; mobmjamo na je

det(Id — o XT; W) = det(Id — o XF; (W) hOmHT

fi= [Gl : (Gl ﬁTiHTZ»_l)Il].

Younmo 1a 3a cako i rpyna Gy N 7H7~! yunw jenny maprumujy rpyne G Ha KoceTe, Kao
mera morpyna. O3HAYHMO 3a CBAaKO i eJleMEeHTe TPaHCBep3aJse TaKBe HADPTHIWje ca {oj;}.
Tama ckym {0;;7;} aunm jeany Tpancepsaiy mapruiuje rpyne G Ha KoceTe mheHe MOArpye
H. 36or Tora 3a BekTOpcKe mpoctope V u W Baxn®

V = EB oy i W.
i,J

Crapmajyhu V; = @j 07 W nobujamMo JEeKOMIIO3UIUjy KOMILIEKCHOI BEKTOPCKOI' IIPO-
cropa V Ha norupocrope V; Ha Koje cBe nenyje Gi.

* morslemaTu HamoMery mocse mokasa Tephema 2.6.1
5y Besu ca osum TBphemeM BuzerH ommupHmje y [14]
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4.xopak— Peaykuuja npobiaema
N3 mexkommoswniinje KOMILUIEKCHOT BEKTOPCKOT V' yCTAHOBJHEHE Y TPETXOIHOM KOPaKy, 3a-
KJBydyjeMo Jia je

det(Id — pX; V1) = [ det(Id — o X; ;).
=1

Ognatre crequ fa je JOBOJBHO JOKA3aTH 1A je
det(Id — X V1) = det(Id — /i X 55 () iO0m AT,

YopocTuMo caja 03HaKe Tako mro iemo Hajame tmcatu G ymecro Gy, I ymecro I,
H ymecro Gy N7 H 7'[1, f ymecro f;, V ymecro V; u W ymecro 7;W. llpumerumo jna je
IpU OBUM O3HAKaMa u Jajse V = Indg W. Hapenmo mro hemo mokazaTtu je ga MOXKEMO
cMaTpard Aa je rpymna I TpuBHjasHa, mTo he HaAM yBEJIMKO OJIAKIIATH IIOCAO. B

Ozmaunmo ca G = G/l wca H = H/INH. Axko nokaxemo ga je VI = Indg WinH,
KOPEKTHO je peaykyjemo curyarnujy (mod I) wim paau jeIHOCTABHOCTH 3aIUCA /14 CMa-
TpaMo Ja je rpyma I rpusujasna. Ilocmarpajmo xomopduzam f: G — W. Tana je comka
npecimkaBama f cagpxkana y V! ako u camo axo je mCmymeno

flxr) = f(z), 3acBe T € I,

OJTHOCHO aKO U CaMO aKo je f KoHCTaHTHa Ha KoceruMa rpyme G /I caecua. Tana je oHa KOH-
CTAHTHA W CJIEBA HA KOCETMMA UCTE TPYIe, IITO 3HAYH J1a je [ NPeC/nKaBambe KOJMIHUIKE
rpyne G = G/I. Kaxko je ncnymeno

7f(z) = f(rx) = f(x), 3acBe T € INH,

3aKJbydyjemMo jia je f ysuMa BpeaHocTH y BekTopckoM mpocropy WM, Oparie na ocroBy
neduHUIE]e HHIYKOBAHE pelpeseHTanuje ciaeau Tpaxeno VI = Indg WinH,

5.Kkopak— 3aBpIIeTak goKas3a
Kana cMmo ce yBepmsim y ompaBJaHOCT TAKBOT KOpaKa, CMAaTpajMoO HaJjaJke Ja je rpymna [
rpusnjanna. Taja je rpyna G renepucana npecinkapaweM @, f = [G : H] u Baxn

f—1
V=W
i=0
®urcupajmo Heky 6azy {wi,ws,...,ws} Bekropckor npocropa W. Osuauumo ca A ma-

TpHIy TpeciuKaBamba ! y Toj 6asm m ca F jeqummany marpuny gmvensmje d. Taia
MaTPHUILA

0 E 0 ... 0
00 E ... 0
0 0 0 E
A 0 0 0]
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IpeJICTaB/ba MATPUIy IpeciuKaBama ¢ y 6asu ¢'w; BeKTOpckor mpoctopa V. Oparie
HAJIA3UMO J1a, je

E -XFE 0 0
0 E -XE ... 0
det(Id — X; V) = det : : : . (3.5)
0 0 0 ... —XFE
-XA4 0 0o ... E |

Muozxehu npsy konony marpune y dopmynn (3.5) ca X u nonajyhin apyroj kosonu, 3atum
mHoxkehu npyry xosomy ca X u momajyhu Tpehoj u Tako Hajgabe 3aKJ/bYIHO € MHOKEHHEM
[IPETIIOCIIE e KOJIOHE ca X | JIONABAEM IIOCIIE/ 0] J100ujamo

det(Id — o X; V) = det(Id — ¢/ XT; W),

YuMEe C€ KOHAYIHO 3aBpIIaBa JOKa3 TEOPEMeE.

O]

Heka je L/K TlamyaoBo pammpeme 6pojeBrux mosba. llocmarpajMo TpuBHjasHy IO-
npymy lanyaose rpyme G(L/K). Ouurienno je jenuHu KapakTep KOJU Ce MOXKe MPUJIPY-
KUTH PENpPe3eHTalNju TaKBe TPUBHUjaJIHE TOATPYIe TpuBHjajan kapakrep Y = 1. Hbemy
HHIYKOBAHU KapakTep l, je Taja jeTHaK KapaKTepy TG peryiapHe pernpe3eHTalyje TpyTe
G(L/K). Ha ocuoBy Teopewme 3.3.1 (nesiosu 1. u 3.), onja HenocpeaHo jpobujamo cuenehy
3HAYAJHY TOCTIETUILY.

Teopema 3.3.2. Hexa je L/K ILaayaoso pawuperse 6pojesnur nosa. Tada sasrcu

CL(S) = CK(S) H S(L/Ka X S)X(l)a
X#1

npu uemy ce mpouseod Y3uma Nno CeUM HEMPUSUIIAHUM UPEOYUUOUAHUM KAPAKMEPUM
X npudpystcenum penpesenmavujama Ianyaose epyne G(L/K), a x(1) npedecmasna eped-
nocm kapaxmepa X y weympasy epyne G(L/K).

IIperxoaH0 puKa3aHa TeopemMa MPeCTaB/ba IIPBU €CEHIIMJAJIHA CACTOjaK 33 UCITYH>Ehe
HAaIer MUJba, & TO je JOKas3uBambe Ja ce yournrene upuxieose L-dyHKIMje HE aHYIAPA]Y
y Tauku § = 1. [Tyt ka mporasacky apyror (u mocmesmer) cactojka 3amouehiemo jemnum
MaJIUM UCTOPHjCKUM OCBPTOM.

3.3.1 Aprunosa xunoresa (AHC)

Aycrpujcko-amepuuku MareMaTrdap Emun Aprun 3amodeo je cBoje ncrpakupame L-
dbyukmmja nurajyhu ce ma sim 3a npoussosbHO [amyaoBo pammpeme L/K GpojeBHUX MOIba
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KOIMIHUK Buxopux [legekunmosux 3era dyukumja Cr(s)/C(x(s) nedunume neny dyHK-
mujy y C. Pemapamem Tor mpobiema go1mao je 10 Hoe Bpere L-yHKIIja, & TO Cy YIPaBO
L-dyuknuje Ha3BaHE [0 HEMY KOje CMO MOCMATPAJU y OBOM 0Jie/bKy. OTKpUBAWKEM TBP-
hewma npukazanum y Teopemu 3.3.2, ApTHUH je 3aK/by4rO Jia €€ Ha IUTAKHE Ja U je PYHK-
mja (r(s)/Ck(s) mesa oAroBOop MoXKe JATH y TEPMUHWMA HOBOOTKPHMBEHWX APTHHOBMX
L-pyuknuja. Ilpenmsnauje, HaBemenn KOJMUIHUK he gedunucaTu meay QyHKIINA]Y aKO BaXKU

AprusoBa xunoresa. Apmunosa L-gynruuja £(L/K, x,s) npudpyscena upedyyubua-
HOM HEMPUBUJAAHOM Kapaxmepy X neke penpesenmanufe Laayaose epyne G(L/K) laaya-
0s02 pawupera L/ K 6pojesnux nowa je ueaa dynryuja y C.

W3 came uummenurie [ je OMPeTXOAHO TBPhEme MO HA3WBOM , XWUIIOTE3d MOYKEMO 3a-
KJLYYATH Ja ApTun Huje ycueo aa ra gokaxke. IllTapuine, oHO je y IYHO] OIIIITOCTH OCTAJIO
reokazano 1o ganac. Osme fie 6uTn mpuKa3aH A0Ka3 BAJTUTHOCTH XATIOTE3€ Y CIETIN]aJTHOM
ciydajy Kajia je pammpewe L/ K AbGenoso. Ilpu Tome, BaxXHUjU 011 caMe dumbeHuIe ga Ap-
THHOBA XHUIIOTE3a BAXKW y CJIy4ajy KOMyTaTuBHUX lajyaoBux pamwupema, buhe HAM HAYUH
Ha Koju hemo To mokasaru. Passior TaKBOr cTaBa KpHje ce y IUbeHMITH 1 heMo IpuiImKoM
Jokaza ApruaoBe xunorese 3a AbGesoBa pammpena JoBecTr y Besy Aprunose L-pyHKIH]je
ca yommrenuMm JupuxisieoBum L-dyHKNEjama. YupaBo Ta Be3a he mpejcrapB/baTh Apyru
€CEHIIMjaJTHU CACTOjaK 3a joka3 Teopeme 3.1.1.

[MocmaTpajmo AGenoso pamupeme L/ K 6pojeBHUX 10/ba U O3HAYUMO Ca, f BETOB KOHJLy K-
top. IIpema Teopevm 2.6.1 Baxku JI/H' = G(L/K), upn qemy ce mzomopdusaM ocTBapyje

IpeC/IMKaBabeM
L/K
v (F00): (3.6)

[TocmaTpajmo upeaynubwinn kKapakrep Y Ab6emose rpyne G(L/K), koju je momceharma
paau, xomomopduzam
x:G(L/K)— C*.

Tama KoMmmosuimja KapakTepa Y ca m3omopduszmom (3.6) mpejcraBba KapakTep TpyIe
KJlaca 3paka 1o Mojynay f rj. yomurrenu JIupuxJieoB KapakTep 110 MOJLYJy KOHJIYKTOpa
f. O3HaUMMO Taj MHJYKOBAaHU KapakTep ca X. VICKOpUCTHMO joIl MCTy O3HAKY KOjy CMO
KOPUCTHIN TIpe (popMyIucarma gedpunnnmje Aptunose L-pyHKIM]E: 3a TPON3BOHAH MTPOCT
ujeas p y npcreny nemmx Ok o3Haxa g he mpeacrasmarn Ppobennjycos ayTomopdusam
MPUIPYKEH MPOCTOM uaeasy 8 y npcreny mnenwx O Koju je u3Hasm p. Takobe, 3a TakBo
B rpyne gekomnosunumje u nuepnuje iemo oznagasaru crangapiauao ca G(PB) u 1(P). Ipu
oBako mepUWHUCAHNM O3HAKaMa Baxku ciegeha teopema.

Teopema 3.3.3. Hexa je L/ K Ab6enoso pawupere 6pojesrux nona, f kowdykmop moe pac-
zupera, X upedyuubuaan xaparmep Lanryaose epyne G(L/K) u X 1wume undykosar yonui-
menu upuxaeos kapaxmep no modyay f. Tada cy Apmunosa L-dpynkyuja npudpysicena
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rKapaxmepy X u yonwmena Jupuzaeosa L-dpynruyuja npudpystcena xapaxmepy X nosesame

PEAGUUJOM
1

X (o) N (p)—*”

ede je R(s) > 1 u S ={p|p je npocm udear y O u saocu p | §, x(Ip) = 1}.

S(L/K,x8) = Lis: ) [ ] 1=
pesS

Zoxas. Pagu mro nperjeanujer 3amnca, yBeIUMO W OBIe KOHBEHIIN]Y KOpuinrheny mpuin-
KOM JsioKa3a Teopeme 3.3.1, neod.
Pemnpesenranuja lamyaose rpyme G(L/K) k0joj je IpuapyKeH UPeIyIUOWIAH HETPUBH-
janan kapakrep X oxapehena je sekropckum mpocropom V = C na kora G(L/K) nenyje
MHOKEIHEM €3, X,
ov = x(o)v, 3acse 0 € G(L/K),v V.
[Mocmarpajmo npousBosban NpoOCT upea p y Ok . 300r ynmenune Ja je f KouayrTop AbGe-
nosor parmmpera L/K ;| ua ocaoBy Tephema 2.6.2 ciiesm ga axo p|f, oHzia je wjean p pamu-
durosan y Or. Oparie na ocaoBy Teopeme 2.5.1 ciemn na rpyna waeprimje I() mpocror
nmeasia P koju je m3Ham p y O He MOXKe OMTH TpuBHjaIHA. 300T TOTA MMAMO PA3/IBajame
Ha JIBa caydaja:
o x(Ip) # {1}
Taza je VI® = {0}, na ogrosapajyhu wian 3a p me nocroju y Ojneposom mpoussosy
koju neduanme Aprunosy L-byukimjy £(L/K, X, s).

o x(Ip) = {1}
YV oBom cayuajy je VI® = C, na axmu

det(Id — oM (p) ™% V) = 1 — x(op)N(p) >

CymupamemM Kako ce OBa JBa CJydaja 3ajeJlHO ca ciydajeM Kaja p 1 § oapakasajy Ha
Aprunosy L-dyHKIM]y DpHAPYKEHY KapaKTepy X J006HjaMo

1 1
s === Li—eme 0

Ca mpyre cTpame, 3a yormreny JupuxieoBy L-byHKImjy TpuapykeHy KapakTepy X Je-
¢urEICAnOM IO MOTYITY | BaxKu

1

L(s,%) = . . 3.8
w0 =l =mme 55

pif
Konauno, 3a p { f Baxn

(L/K) _

p »
ma umamo X(p) = x(pp), omakne Ha ocHOBy jejmuakoctu (3.7) m (3.8) cieu TpaskeHo
TBpheme. O
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W3 yumenutie 1a ce yomrrede dupuxiaeose L-pyHKIEje MOI'y aHAJIATHIKH TPOITHPUTH
Ha TeJIy KOMILUIEKCHY paBaH, Ha ocHOBY Teopeme 3.3.3 ciienm j1a ce MCTO MOXKE YPaJUTH
u 33 Aprunose L-dyHKIMje TpuapyReHe KapaKTepuMa pernpe3enTaryja lagyaose rpyie
Abenosoz pamupema 6pojesaux nosba L/ K. JIpyrum peunma, ApTuHOBa XMIOTE3a j& TauHA
3a KOMyTaTuBHA pammpena L /K 6pojesaux nosba. Meljyrum, jearo je ycranoButn ja ana-
JIMTHYKO TPOITHpEHe HeKe PYHKIMje uin (pammirrje (PyHKIEja TOCTOJU, a CACBAM JIPYTO je
Hah¥W eKCIIMIITaH HAUWH Kako Ja ce ono u3sese. lllto ce Tuue Aprunoux L-yHKIH]ja,
YCIOCTABIbATHE EKCIUTUIUTUTHAX JeJIHAUMHA KOJUMA Ce OHE MIPOIIUPY]Yy XOJOMOPGhHO 10
reJjie KOMILIEKCHEe DABHU BOJM MyTEM KOjU 3axTeBa JedUWHHUCAkE TojMa Apmunosoz KoH-
dyxmopa. Vnak, U mopeJ, U3y3eTHE MHTPUTAHTHOCTH KOJy HYJIH, HAIEe JAJbe H3JIATAbE Ce
nehe kperatum TEM TpaBieM. YMeCTO TOra, m3BenheMo Iyro OYEeKWBAHW JIOKA3 leopeme
3.1.1 3a Kora KOHAYHO UMAMO CAB MOoTpebaH aJjiar.

3.3.2 Joxka3z Teopeme 3.1.1

IIpe m3Bohema camor J0Ka3a HAJABIHEHOT Y HACJIOBY MOIOAEIHKE TIOICETUMO C& YKPATKO
KOHTEKCTa y Kome je oHa ¢opmynucana. Heka je K 06pojepHo mosbe mw m momyin y K.
Kapakrep 1o mMomyiy m, OJHOCHO KapakrTep rpyie kiace 3paka J™/¢(Ky 1) nasusa ce
yonrrenuM /JlupuxsieoBum KapakTepom. Ibemy mpuapy:keru reHeparopHu JIupuxieos

pea,
L<$7 X) = Z

aeJl’ﬂ

x(a)
N(a)*
Ha3uBaMoO youmrreHoM JlupuxisieoBoM L-(byHKIUjOM IPUIPYKEHO] KapakTepy X. llpehumo

casa na moka3 Teopeme 3.1.1 xoja TBpam ma ce yommrena Jlupuxmieosa L-dynrimja mpu-
JIPYKEHa HETPUBHJAJHOM KapakKTepy X II0 MOJYJy M He aHyJupa y Tadku s = 1.

Hoxas Teopeme 3.1.1. Heka je 6Gpojesno nosbe L AGenoo parmupeme 6pojesHOr mosba K
TAKBO Ja je Tpyla KJaca 3paka 1o mMoayiay m msomopdua [anyaosoj rpymu G(L/K) (3a
OBaKBO MoJbe L ce Kaxke J1a je nose kaaca no modysy m). Tama MokeMO X MHTEpPIpPETHPATH
Kao KapakTep [asmyaose rpyne G(L/K), ma na ocaoBy Teopeme 3.3.3 nobujamo Besy mamely
yonurrene Jlupuxseose L-bynknuje L(s,x) u Aprunose L-dyuxuuje £(L/K, x,s). U3 e
Bese, 300or ummenure jga dynakmmje L(s,x) u £(L/K,x,s) Hemajy mon y taukm s = 1
3aKJbydyjeMO Jia je J0BoJbHO nokasatu aa Baxu L(L/K, x,1) # 0.
IIpema Teopemu 3.3.2 Baxm

Cu(s) = Cr(s) [T £L/K, x, 8, (3.9)
x#1

[IPU Y€MYy j€ IIPOW3BOJ, Y3€T IO CBUM HETPUBUjAJTHUM WPELyITUOUIHUM KAPAKTEPUMa, IIPH-
JIpyKeHnM pernpeserTanujama Lamxyaose rpyme G(L/K) u x(1) BpemHOCT KOjy y3uMa Ka-
pakTep x y meyrpany rpymne G(L/K).
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Y npumepy 3.1 ycranoemwiu cmo ja legekungopa 3era (pyHKIUja TPUJIPYKEHA TIPOU-
3BOJEHOM OPOJEBHOM IIOJBY WM& TPOCT ToJ y Tadku § = 1. 360r Tora ¢yHKIHja Cca JieBe
crpare jemHakoctd (3.9) mMa mpoCT MON y TadkM § = 1, ma je TakaB U 1oJ QYHKIHjE ca
JiecHe cTpate te jepnakoctu. Oa1iie ceau Jia, je UCIyBbeHO

[T /K, x, s £o0,
x7#1

mrro 3uaun ja je L(L/K,x,1) # 0, 3a cBe HeTpuBHjajiHe KapakTepe X. Tume je jnoka3s
3aBpIIICH. ]

Hanowmena. Ilpumemunro da je npurasanu doxad Teopeme 8.1.1 Ha Koju cmo dy20 uexasu
HG Kpajy ucnao eeoma jednocmaesan. Passoe me jednocmasnocmu noped ynompebe mohnoe
anama Apmunosux L-dynkuuja nepconudurosanoz y npumenama Teopeme 3.3.2 u Teo-
peme 3.3.3 mpeba nompasicumu u Yy camum dokazuma mur meopema. Haume, npuasuxom
u3soherva Hasedenur doKasa, 4ecmo CMO Ce NO3UBAAU HA PASAUNUME MeoPeMe U KAHOHCKE
usomopPusme Koju Yy 00pehero] MEPU YURE CAMY CPHC 6EOMA BEAUKE U 3HAYAJHE MeEopujfe
noma Kaaca. Haxae, y doxasy Teopeme 3.1.1 caxpueeno je mMno20, MH020 u3ysemmo yaoy-
Onpuse U HEMPUBUJAAHE MAMEMAMUKE.
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rJIABA 4

Teopeme o rycrunu— /Inpuxisea u Heborapena

4.1 Tlojam JIupuxjeose ryctune. /lupuxjieoBa TeopeMa O I'yCTUHUI

I'/taBHE 1MJb OBOT TIOTJIABJBA j€ Ja ce JepHHHUINE MOojaM T'YCTHHE, Ka0 U Ja Ce TOKAXKY
TeopeMme 0 eHO] ersucTentmju. Kao mro cMo Beh PeKJIH, WHTYUTHUBHO TYCTUHY MOYKEMO
BHJETH KaO ,,MEPY MpOCTOpa”’KOjU y HEKOM CKYIy HJeajia 3ay3uMajy MpOCTH wieaaud. Y
CKJIaJy €& TOM WHTYHTUBHOM IPEJCTABOM, IMPUPOIHO C€ jaB/ba HMIALja 33 MOCMATPAMmHEM

dyuKIHje 06 IHKA,
> N(p)*

pes
Kks(s) =

Y

peM

(4.1)

rae je s € C,R(s) > 1, M ckyn ¢BUX NPOCTHX M/eaJa IPCTEHa neaux O GPOjeBHOT MoJba
K, a§ C M Heku ckyIl IpOCTUX UJIeaJIa YKja HAC rycTuHa 3aHuMa. 1lpu Tome, oj uaTEpeca
HaM je noHamame PYHKIMe kg KaJl ce IpoMemuBa s npubimkasa Bpegaoctu 1. TakBum
pasMaTpameM Ja0a3uMo 110 caeaehe nedwnunmje JIupuxieose rycTuHe.

Hedbunummja 4.1.1. Hexa je K 6pojesro nomwe, M cryn céux npocmur udeaia rwee0602
npcmena yeauxr u S C M nexu ckyn npocmuz udeana. I'paruuny epednocm

N(p) S
d(S) = lim+ w}
s—1 ZPGM N(p)

nod ycaosom da nocmoju, nasueamo Jupuraeosom sycmuHom ckyna S.

(4.2)

ITpumernmo na 360r p;w ﬁ ~ log ﬁ nokazanor y mpumepy 3.1, lupuxieoBy ry-

CTUHY MOXKEMO 3aIUCATH U y OOJINKY



l'enepasino roeopehwu, Teopeme rycrune ce GaBe MOKA3UBAKEM €I3UCTEHIH)jE T'yCTHUHE
pa3IMuuTUX CKyIoBa mpocTux uieasna. Kopucrehm yonmrene upuxseose L-dynkimje,
nokazahemo yommreny JlupuxiieoBy Teopemy o IyCTHHHE, KOja pa3MaTpa (IPUTUIHO OMIIITH)
KOHTEKCT I'PylIa KJIaca 3PaKa 110 HEKOM MOJLYJLy.

Teopema 4.1.1 (Yonmrrena /lupuxsieosa reopema o rycrunu). Hexa je K 6pojesto noswe,
m modys y K u H™ epyna udeara maxea da je

S(Km1) € H™ C J™

Tada sa ceaxy xaacy € € J™/H™ cxyn P() npocmux udeasa y € uma Jupuzascosy eycmuny

1

APE) = o gy

Jlokas. Heka je x yonmrrenu Jlupuxseos kapakrep 1o moyay m u L(s,x) oxrosapajy-
ha yommrena dupuxisieosa L-dyuknuja. Jlorapurmyjyhu u paseujajyhu y Tejiaopos pen
bynkumjy L(s, x) mobujamo couvnao kao y npumepy 3.1

log L(s, x) = ZZ E st

peEM m= 1 peEM

peM m>2

Kako je dyukimja jedunncana cymom

OYUTJICAHO AHAJUTUYIKA Y TAYKU S = 1, UMaMO Jad. BazKH

, 1
log L(s, x) ~ Z‘ﬁ:j Z X(E)ZW

peM geJm/Hm pet’

Muosxkehn ca x(¢€7!) u cymupajyhn mo cuM KapakTepuma Y J106ujaMo

log Cx (s) + Z X(¢ 1) log L(s, x) ~ Z ZX (e Z sﬁ

XFXO0 veJm/H™ X pet’

Ba cBe x # xo Baxu L(1,x) # 0, na je log L(s, x) anasmurnuka y Tauku s = 1. Kaxko je

UCITY Bb€HO
Z (Wet) = 0, ako je ' £ ¢
X [J™: H™], akojet =¢,
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J006rjaMO KOHAYIHO

1 1
log —— ~ o s)~[J": H™ =

quUMe je TeopeMa JIOKa3aHa.

O

Hanowmena. Ipumemumo da je y npemzodrom dokasy od xamyunoz 3HAUATA YUEHUYG 0

je L(1,x) # 0 8a cee x # xo yemanoswena Teopemom 3.1.1. Bes we ce mooce doxasamu,

caabuja eepauja meopeme, no Kojoj ycmuna nujedue od xaaca € € J™/H™ ne moorce bumu
1

eeha o0 T H] 3a doxas moe mephera nozaedamu [8].

Yommrrena JlupuxiieoBa TeopeMa O TYCTUHH MOKAa3yje Jia je TYCTHHA MPOCTUX HIeaJIa
jennaka y csum kjacama ox J™/H™. Jlpyrum pedmma, IPOCTU HIEAJU Cy PABHOMEDHO
pacnopelhenu 1o ceum kKjacama. CuerujajgHu ciiy4yaj mpuMeHe TeOpPEME Y jeJIHOCTABHOM,
aJIM WMAK 3HAYAJHOM KOHTEKCTY TPUKA3aH je cieqehuM KPATKUM MTPUMEDPOM.

IIpumep 4.1. HckopucTHMO HCTe O3HaKe Kao y mcka3y Teopeme 4.1.1 m mpuMeHIMO je
y cuenmjannor ciydajy kaga je H™ = ¢(Kp1). Tana je J™/H™ nmumra gpyro Jo rpyna
KJIACa 3paKa Mo MOJYJIy M ¥ CBAKA KJACA Te IPYIe MPEeJCTaB/ha KIACY 3PAaKa 0 MOJYJIy M.
Omnya u3 Teopeme 4.1.1 gobujamo 13 je TyCTHHA MPOCTHX WEAJIa y CBAKO] OJ1 KJIAca 3paKa
10 MOJIYJIy M jeTHAKA U U3HOCHU m

d

Y HapenHoM npumepy BujieheMo jeiHy edeKTuBHY IPUMEHY TeopeMe y KOHTeKcTy Beh
pa3marpatnom Ilpumepom 2.4 ja 6ucMo OTKpWIJIM YeMy OHA JIyryje CBOj HA3WB YOIIIITEHA
JupuxjeoBa TeopeMa O I'yCTHHH, (poKycupajyhu ce mpe cBera Ha aTpubOyT ,, yOOIuTeHa .

IIpumep 4.2. Ilocmarpajmo Gpojesno mosme K = Q u raBuu wieasn (m) merosor Ip-
creHa nenux O = 7, 33 HeKU TO3UTHBAH 110 6poj m. ¥ npumepy 2.4 yCTAHOBUIUA CMO
Jla je Tpymna Kjaca 3paka 1mo mMoyiay (m) uzomopdua ca (Z/m7Z)*, kao u jga Kiace 3paka
no Moaysny (m) MOMKEMO BHJIETH Kao apuTMeTwdKe mporpecuje a + mZ,(a,m) = 1. Ca
Jpyre crpane, Ha OCHOBY mpumepa 4.1 3HAMO je 73 y CBAKOj O KJaca 3PAKa MO MOJYIY
(m) rycTHHA MPOCTHX WJEAa UCTA U M3HOCH . Kopnu-

1 1 1
[T (K my )] &M~ o(m)
crehu ynmenumy ga je mpceren neaux Z mnosba QQ Koje mocMaTpaMo MIIaBHOUIEAICKH, IIPOCTE
ugeasie nmpcrena Z uaeHTuduKyjeMo ca HerOBUM MPOCTHM ejieMeHTuMa. Jlakie, y cBaKoj
KJIACH 3PaKa [0 MOJYIY (M), OMHOCHO APTUMETHHIKO] nporpecuju a + mZ, (a, m) = 1 uma
GEeCKOHAYHO MHOTO TIPOCTHAX WEAJIa, OJHOCHO PAIMOHAJHUX TPOCTUX OPOjeBa u mHUXOBA T'y-
CTHUHA je ﬁ. 3akJbydyjemMo Jia MO ITpUMEHOM YorrinreHe JupuxiieoBe TeopemMe 0 IyCTUHA
nobunn wpuxsmeoBy Teopemy o mpoctuM OpojeBEMMA y apUTMETHUYKO] HMPOTPECUjH, AU U
BHIIIE HEro ITo KjacudHa JlupuxieoBa TeopemMa TBpP/H, a TO je uHOpMAIKja O TYCTHHI

mpoctux O6pojeBa y oaroapajyhoj apuTMETHYKOj TPOTPECHjU. YTIPABO TO je pasyior 360r
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gera Teopema 4.1.1 mpeacras/ba yommmreme JlupuxisieoBe Teopeme o IpoCTUM OpojeBUMa 1
objanimbemne OTKY/Ia BEHO UME.

O

4.2 Teopema YeborapeBa O r'yCTHHH

Cajia mipesia3mMo Ha, JIOKA3WBAHE jOIN jeJIHE TeOopeMe O T'YCTHHHU, HAPOUUTO WHTEpPe-
canTHe 360T TOra ITo ce 6aBu Mpou3BobHUM [ajtyaBuM parmmpemuMa 6pOjeBHUX T10/ba. (He
obase3no Abesosum). TIpe came dopmymnanumje Teopeme, HaBEIMMO HEKOJIMKO JieMa Koje he
HaM OUTH MoTpebHE 3a HEHO JTOKA3HBAILE.

Jlema 4.2.1. Axo je S wonauan cxyn npocmur udeasa y npcmeny veaur Ok 6pojesroz
nosa K mada S uma Jupuraeosy 2ycmuny jednary nyau.

Zoxas. Tepheme cireny ogMax w3 IMIHEHAIIE 1A j€

Z L ~ 0

o Np)

3a KOHAYaH CKyM MPOCTUX uieaia S u nedunuryje Jlupuxseose rycrune. O

Jlema 4.2.2. Osuauumo ca S1 cxyn ceur npocmux udeanra npemena ueauxr O 6pojesroz
nowa K xoju umajy peaamusny cmenen 1 wad Q. Ilpemnocmasumo da cxyn S npocmuz
udeana y Ok uma Qupuzacosy eycmuny d(S). Tada je d(S) = d(S N Sy).

Aoxas. 3a mokas oBe jieme norsenaTa (8. O

Jlema 4.2.3. Hexa cy S1 u So dea ducjynkmua Cxyna npocmux udeaas npcmena Uesus
Ok 6pojesnoe noma K u nexa je

S=515,.

Tada, axo nocmoju JJupuxaeosa eycmuna bapem od dea ckynosa S, S1,Sa, nocmoju u Ju-
PUTACOBA 2ycmuna mpefiee ckyna U 64y

d(S) = d(S1) + d(Ss).

Hoxas. Kako je S = 51 11 59, Baxku

peSs peST pESa

[Ipernocrasumo ma nocroje Iupuxseose rycture ckymoBa S u S1. Tana je

1 1
> T d(S)log —

pesS
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> T~ d(S51)log

o5 ) s—1
[Mocnenme y3 dbopmyry (4.3) maje
1 1 1
d(S) IOg s_1 ~ d(Sl)log ; + Z W,
pES?2
OJTAKJIE je
1 1
—— ~ (d(S) —d(S51))]1
> S ~ (dlS) — (1) log .

pESa

IITO TIpeMa JedprHUNKju noBaavu Ja je JupuxiieoBa rycTuHa cKyma So jeHAKA,
d(Ss) = d(S) — d(S1):
Tume je m0Ka3 3aBPIIEH y jEIHOM CJIy4ajy, IPEOCTAJIA JIBA CE MOKA3Y]y aHAJIOTHO. O

Jlema 4.2.4. Hexa je L/K xonauno pawupere 6pojesrur nowva u O O Ok Hwurosu
npemeny yeaur. OHda nocmoju camo KOHANHO MH020 NPOCTUL Udeasa P NPCMeHa YeAus
Ok xoju ce epanajy y npcmeny Of,.

Joxas. Tloraenaru [5]. O

Bparumo ce caga majaBmenoj dpopmysnauju u IOKA3WBAIGY JOII jeHE TeopeMe O ry-
cruau. Heka je L/K Tlamyaoso pammpeme OpojeBHEX mosba ca lamyaoBom rpymom G =
G(L/K). 3a cBako 0 € G nocMarpajmMo CKyIn

Prk(o)

cBux HepaMuUKOBAHUX MpocTuX maeasa p y K 3a koje mocroju mpoct uaean P y L rakas
na P | p v Baxku
(L/K )
= 0"
Ry
L/K

rie je (T) ®pobennjycos ayromopbusam 3a P man K. O=mrmemo je ga ckyn Pr (o)
3aBUCH CaMO OJI KJiace KoHjyrammje [o] ayromopdusma o y rpynu (. Ha nurame Kosmka
je ImeroBa rycTuHa OATOBOP Jiaje Hapeana teopema JeboTapesa.

Teopema 4.2.1 (Yeborapes). Hexa je L/K T'aayaoso pawuperwe Gpojesnux nowa ca la-
ayaosom epynom G = G(L/K). Onda 3a cearu aymomoppuszam o € G cxyn

Pr k(o)
uma JTupuzacosy 2ycmuny xoja je odpehena ca
#lo
Pxio)) = 22
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oxas. IlpernocraBumo npBo Jia je rpyna G IUKJWYHA U reHepucaHa ca o. Heka je f
komykTop pammpemna L/K w H' merosa rpyna xnaca. Omnma npema Teopemu 2.6.1 Baxu
JI/HT = G(L/K). O3naammo ca € knacy y J1/HT koja ofarosapa ¢ Ipi ToM H30MOPQH3MY.
Taga ckyn Prg (o) umne tauno npocru wieamm p xoju cy y €. Kopucrehu Jupuxieosy
TEOPEMH O TYCTHUHU, TYCTHHY TOT CKYIa PAYIyHAMO KaO

11 #[d]
[Ji:HI]  #G  #G°

d(PL/K(U)) =

[MocmaTpajmo cama ommmTu cay4aj. O3Haummo ca Y (pukcHO mosbe ayromopduzma o. Taga
MMaMO CHUTYAIM]y Kao Ha cjejehem aujarpamy.

L

)

K

Axko je | pen on o y G, oHJIa U3 TIPETXOTHO TIOKA3AHOT UMAMO & j€

A(PLs(o)) = 7.

Hedunummmo s1Ba cKyta uaeata koja hemo mocmarparu:

e Osmaummo ca P npoct uearn y L 3a Kora mocToju HpocT wiean p us ckyna Pr i (o)
. L/K
TaKaB Jla je ucnymeHo Plp u (T) = 0. CKyn cBuxX TaKBUX LPOCTHUX HeaJsa L3

ozHauMMO ca P(o).

e OzHawmmo ca q TPOCT Wjeas KOju mpumaja cKymy Pps(o) u 3a Kora je ncmymeno
Jla Cy KOMILIETHpama Yq U K) moba X, ogHocHo K, jegHaka, OIpH YeMy je P IPOCT
njeas u3 ckyma Pr / k(o) m qlp. Ckyn cBUX TaKBUX TPOCTHUX WJEAJA ( O3HAYUMO Ca

Pi/z (o).

[TpumMeTuMo Jia Cy TPETXOHO JiedUHUCAHT CKYTIOBH TIPOCTHX maeana P(o) m Pl /Z(U) y
0BOCTPAHO JeTHO3HAYHO] KOPECIIOHICHITH]H.

Hampasumo jeamy kparky maurpecujy y Bumy mozacehama Ha TeOpHjy pamMuUKaIje
uneasa. Heka je L/K koHauHO pammpeme GpojeBHUX mosba. llpoct wimean py O ce
MOTIYHO TIeTa y mpceTery meaunx O, 6pojeBnor moska L ako je

PO, =P1Po, ..., B,

rae ¢y Bi, 1 < i < r MelycobHO pasynauTi IPOCTH HAeaan y O, Thju Cy CTEIIeHN HHEPIIM]je
fi=1[0L/PBi: Ok /p] nan p ceu jennaku 1l u 1 <r < [L: K]|.
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Bparumo ce caja gokasy. Ckyn Pp /5 (o) je ounrsesno mojAcKyn ckyna Pr s (0) u ca-
JIPKU CBE MJieajie TOT CKYIIa KOJU Ce MOTIIYHO MEenajy. 300r Tora 3a ujeaJje KOju IpUIaiajy
cryny Prs(o)\ Py, /s (0), YKOJIMKO TAKBUX HJICAJIA UMA, BAXKK JIa ce WId paMupUKY]y WK
umajy crenen unepruje sehu oy 1. Mehyrum, umajyhu y Bujy derupu Jjieme Kojuma MO
3all04esIn OBaj 0JIeJbaK, TAKBH WJIEAJN HEe yTUYY Ha TYCTHHY, YnMe J100ujamo

A(P} (o)) = d(PLys(0)) = 7.

[TocmarpajMo cajia CypjeKTUBHO IIPECTUKABAIHE
p: Pi/z(g) = Prk(o), p(q) =qN K.
Kako je Pi/z(o) =~ P(0), nobujamo jia 3a cBako p € Pk (o) Baxu
p~H(p) = {PB € P(o) | Blp} = Z(0)/(0),

rue je Z(o) = {0 € G | o = 00} uenrpamusarop 3a o y G. Konauno, ogarie pobujamo

1P (O) = Gy o AP = 5771 = %

#G’

4UMe je JIOKA3 3aBPIIIEH. O

4.3 IIpumepu npumena teopeme Heborapesa

4.3.1 IIpuponua rycTuHa u H€H OJHOC ca /lupuxJjieO0BOM I'yCTHHOM

Y oBOM 071e/bKy OaBHheMO ce MPUKA3WBAHEM HEKHX MHTEPECAHTHHUX IMPUMEHA TEOPEeMe
YeboTapesa 0 ryCTHHM JOKA3aHE y MPETXOAHOM One/bKy. HWmak, mpe mpesacka HA Came
[IpHUMepe, HOrJIEJA]MO IPBO AJTEPHATUBHY Ae(OUHULN]Y TYCTHHE U Y KAKBOM j& OHA, OTHOCY
ca Jlupuxsie0BOM T'yCTHHOM.

Hedbununuja 4.3.1. Hexa je S nexu ckyn npocmux udeasa y npemeny ueaur O 6po-
jeenoz nowa K. I'panuuna epedrocm

#{p € S|Np) <n}

o) = e T () <n)

100 YcA08oM da NOCMOoju, HA3UBG ce NPUPOOHOM 2YCTMUHOM CKYna S.

N3 came jedunmmje nperxo/iHe IyCTUHE, jJaCHO je Jia je OHA, IOCMATPAHO y JIyXY Te-
opuje BepoBaTHohe, Beoma npupomHa. Otyma noruve u meH HasuB. (a Jipyre crpase,
nocToju u JlupuxjieoBa rycTuHa, Koja je jeduHucaHa y MPEeTXOJMHOM 0/1esbKy. (OCHOBHA
MUTalka KOje ce OHJA jaBJbajy y Be3W Te JIBE TYCTHHE CYy MUTAKka HBUXOBOT OJHOCA, WA
Ipenu3Huje:
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e /la jii ersucCTEeHHIUja jeIHe F'yCTUHE MIOBJIAYM €r3UCTEHIIN]y Apyre?
e V cay4ajy ma moctoje obe BpCTe TYCTHHE, /1A JIW Cy HUXOBE BPEIHOCTH jeaHaKe?

IIpBe oaroBope Ha Ta JiBa BaXKHa NUTaka NPyxKa cieleha TeopeMa, 4nju hemo J10Ka3
TMPYRUTH Y ¥ TOTIYHOCTH y cay4ajy kama je K = Q, majBumre Kao MiIycTparmjy mHTEpe-
caaTHe npumene Teopeme o mpoctum 6pojeBuMa.

Teopema 4.3.1. Hexa je S cxyn npocmux udeana y npcmeny ueaur Ok OpojesHoz nona
K. Axo nocmoju npupodua eycmumna §(S) moe cxyna, onda nocmoju u rwezosa Jupuzieosa
eyemuna d(S) u eascu

Zoxas Teopeme 4.5.1 3a nowe payuonaanux bpojesa. Kako pazmarpamMo 1mosbe pamuoHal-
nux OpojeBa, MpoCTe m/ieasie mHEeroBor MPCTeHa MeInX 7 MOXKeMO HAeHTH(UKOBATU CA Pa-
IMUOHAJIHUM IpocTUM OpojeBuMa. O3HAYMMO CKYI CBHX IMPOCTHX PAIMOHAJIHHX OpojeBa ca
P. Taga ckym S MoxkeMO BUIETH Ka0 HEKW TOJACKYT ckyma P. YBeaumo o3nake

S(x) =#{peS|p<a},
m(z) = #{p e P[p <},

1, akonelS
Pn = ,n € N.
0, akon¢lS

[Tpumerumo npBo 12 3a cBaku 6poj n € N Baxku
pn=S(n)—S(n—1).

YumeHuIa, 13 MOCTOjU TPUPOIHA I'YCTHHA, CKya S 3HAYU €r3UCTEHIN]Y TPAHUYHE BPEJIHO-
CcTH! g
. x
lim ()

200 7T(.’L‘)

= (4.4)

Ha ocuosy Teopeme o mpoctum 6pojeBuma BaxKu

m(x)

~ —logm, T — 00,

na ce pejanuja (4.4) Moxe 3anmcaru Kao

lim S(z)logx

T—00 T

=9

NJIN €KBUBAJICHTHO

T — 00 (4.5)



Ca jgpyre crpane je

Z*— > =

ns
pGS 1<n<z
p<z

S(n)—Sn—-1
_ 3 S-Sty

nS
1<n<z
- Sn) _ > _S)
1<n<z n 1<n<az—1 (n+1)°
-
1<n<z—1 ns  (n+1)
St ntl g
Z Stsﬁdt
1<n<z—-1
Z / t5+1 t,( jep je S(x) xoucranTHa HA [N, + 1))
1<n<g—1“"

L / 5(7:);+1 dt
1

Oparie cienn ja ce Jlupuxjeosa TycTuHa CKya S MOXKe M3paUyHATH KA0

& . 1
peS . hmx%oo x + fl te+1 dt
— =
+ 1 + —
s—1* log — s—1 log -2 po

U3 penarmje (4.5) npumMermene Ha 6pojusal] HOCTeIHe rPAHIIHE BPEIHOCTH JT00MjaMO

d(S) _ lim llmxﬁoo s logx + s f t5+1 dt ~ lim hmxaoo 75— 110g:13 + Sf ts+1 dt (4 6)
s—1+ —log(s — 1) 1+ “log(s — 1) . .

Kaxo je npu s — 17 ncnymeno s — 1 > 0 Baxu

im ——— =0,
z—oc0 5 1log

na ce Ha OCHOBY jepnakoctw (4.6) Jlmpuxseosa rycruHa cKyna S m3pakaBa Kao

S(t) 0 S(t)
d(S) = lim S pErdt — lim M
s—1+t —log(s —1)  s—1+ —log(s — 1)

[Tonoso Kopuctehn (4.5) pobujamo jga npu s — 17 Baxku

St ot > 1
[ [* e [ L
1t 1 t?logt 1 tlogt
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INTO 3HAYM Ja je MOCHeha IPaHudHa BpequocT y (4.7) ofimka 2, ma ce Ha by MOXKe

npumenntu Jlonurasosa Teopema. Ilocse npumene Jlonmranose TeopeMe HA MOCJIEEbY
rpanngHy BpeanocT y (4.7) mobujamo

L ° S(t)logt

Jom jeprom npumenom (4.5) oparie coeau

> dtlogt
d(S) = i -1 ———dt
(%) S_l)nﬁ(s )/1 tstllogt

> 1
= lim 5(3—1)/ —dt
s—1+ 1 ts
1 1
= lim §(s — 1)(———
Jm 0(s = D=y

= lim —6(0 —1°71)

s—1+

=,

o0

)
1

IITO 3HAYM HE caMmo Jia nocroju Jlupuxseosa rycruda ckyna S, Beh u jia je oHja jeHaxa
HErOBOj TIPUPOJIHOj TYCTUHU, YNME je JO0Ka3 TeopeMe 3aBPIIeH. O

Teopemom 4.3.1 ycTaHOBI/BEHO je Jia CBAKHU CKYI IIPOCTUX UJIEAJIA [PCTEHA IMeaux 6po-
JEBHOI' 110J/ba KOjU MMAa HPUPOJHY I'YyCTUHY MOpa uMaTu u JIupuxJieoBy rycruny, IIpu 4eMmy
cy oHne 06aBe3HO jejiHaKe. Y KOJIUKO OU BaXKujia U OOPHYTa Be3a, Tj. YKOJIUKO OW CBAKH CKYII
LIPOCTUX UJIeaJIa KOju uma JIupuxJ/ieoBy ryCTuHy MMao U jejiHAKY LIPUPOJIHY I'yCTUHY, U3ME-
by mojmosa mpupogae u Jlupuxseose rycrune He Ou 6uio cymruncke pasauke. Mehyrwm,
TO HHje CIydaj— MOCTOje CKYIOBM IPOCTHX KIEAJIa MPCTEHA IEJIUX OPOJeBHMX IMOJba KOJU
nMajy JlnpuxJjeoBy rycTuHy, aJim Yuja NPUPOIHA TYCTUHA HE TIOCTOju. Jemaan of Hajno3Ha-
THJUX IPHUMEPA TAKBOT CKYIIA je CKyI P; CBUX pPaIMOHAIHAX IPOCTHX OpOjeBa Ydja je IpBa
mudpa y gekaanom 3anucy jemnaka 1. Bombujepu je mokazao ma ckyn P; mema npupoaHy
TCYCTHHY, Ka0 U Jia je merosa JlupuxieoBa rycruna jegHaka log ;2. 3a JeTajbHHje O OBOM
npuMepy, Kao u objammene 1y0/bUX apUTMETHIKUX (PEHOMEHA KOjU Ce M3a Hera Kpujy
norsegaru [1].

4.3.2 ApPTUHOBO IPECIIUKABAKE j& CypPjeKTUBHO

[IpunukoMm pajia Ha nedpuHUCAHY APTHHOBOT MPECTAKABAHA, CTIOMEHYIIH CMO J13, TO TIpe-
CJMKaBamwe uMa ocoduny cypjekruBHocTu. Ha oBoMm mecty nozabasuheMo ce jl0Ka3uBambeM
Te 3HAYAJHE OCOOWHE APTWHOBOT TIpeCIUKaBama. lIpw ToMe, OCHOBHO CPEJCTBO Yy JIOKA3y
nehe 6urn mupexkTHo Teopema Yeborapena, Beh jenna meHA JUPEKTHA TOCJIEIUIA TOZHATA
u Kao Ppoberujycosa meopema 0 2ycmuny. 3a HEHO (POPMYJINCAhe HEOIXOJIHA CY HEKH
IIOjMOBH U3 OIIIIITE TeOPHje IPyla KOjEMa je MmocBehieHo HApeaIHNX HEKOJIUKO Je(pUHUAIH]A.

71



Hedbununuja 4.3.2. 3a dsa eaemenenma a u b epyne G xasicemo da cy K8a3U-KOH-
JY208aHU YKOAUKO CY KOHJY208aHE UUKAUNHE 2PYNE UM 2eHepUCcIHe.

Hedbununuja 4.3.3. Pasdop esemenma a epyne G je ckyn ceuxr esemenama me zpyne
KOJU CY K8a3U-KOHJY208aNHYU CG G.

[IpernocraBumo jma je a ememenT pena n y rpymu G. Yoummo meku b € G koju je
KBa3u-KOHJyroBaH ca a. 1o jedununuju, raja nocroju Heku esemerT 7 € G Takas Jia je

by = 7 Ha)r.

[Tocienme je eKBUBAJIEHTHO Ca, UWIHEHUIIOM J3 IIOCTOJU HEKH IpUpOAaH 6poj m Koju je
y3ajaMHO IIPOCT €& M U 33 KOI'a, je UCILYHEeHO

[Ipema Tome, pazsiop ejiemenTa a peja n 'y rpyiu G MOXKeEMO BUJIETH U KAO CKYIl CBUX eJie-
MEeHATa Te I'PyIe KOju Cy KOHjyroBaHU ca HEKMM a'", IIPU YeMy je M IIPOU3BOJbaH IPUPOJIAH
6poj Koju je y3ajaMHO IpOCT Ca n.

[Tocsie oBor KpaTKOT M3IETa y JedUHICAHE HEKOJIUKO MMOjMOBA U3 OIIIITE TEOPHUje TPYIIa
MozkeMo 1pehm Ha popmynucame PpobeHujycoBe TeopeMe O I'yCTHHH.

Teopema 4.3.2 (Ppobenujyc). Hexa je L/ K Taayaoso pawuperve 6pojesnux nowa u G =
G(L/K) odzosapajyha Taayaosa epyna. Youumo npouseomar aymomopdusam o € G xoju
uMa mauno t eaemenama y ceéom pazdopy. Osuavwumo ca S(0) ckyn c6uxr HEPAMUPUKOSAHUT
npocmux udeana p npecmena ueaur Ok 3a Koje nocmoju npocm udeas P npemena yeaux

01, maxas da Blp u odeosapajyhu Ppobenujycos aymomoppusam (L/TK) npunada pasdopy
eaemenma o. Tada cxyn S(o) uma Jupurseosy eycmuny u ona je jedHara
A(S(0)) = .
o)) =—.
#G

Hamnowmena. Ilpumemumo da je @pobenujycosa meopema o 2ycmunu udenmuuna Teopemu
Yebomapesa y K0joj je ycros ,Koujyzosan’samerven ca ,keasu-konjyzosan”. Ipema mome,
meopema Ppobenujyca je dupexmna nocaeduua meopeme Hebomapesa. Mehymum, navun
UBNAQ2ATHE KO2Q CMO Ce IPHCANU HUjfe Y CRAGIY Ca UCTNOPUJCKUM MOKOBUMA PA3E0Ja Meopuje-
meopema Ppobenujyca 6una je nosnama mHozo epemena npe meopeme debomapesa. Hlma-
suwe, nuje nozpewno pehu da je doxas meopeme Hebomapesa npedcmasnao c80je6pCMaK
UCTMOPUJCKYU TOMAK, jep je xopucmuo do mada Heno3wame merHuke, npe céeza Apmunos
saxon peyunpoyumema.’

Lobap npukas dupexmmnoz doxasa meopeme Ppobenujyca ce mooice nahu y [8].

Kopucrehu Teopemy @pobennjyca 0 TyCTHHN TPUIUTIHO jeTHOCTABHO 1 6P30 M0Ka3yjeMO
CYPjJeKTHBHOCT ApPTHHOBOT MPECTHKABAA.

'y opurumammHoM moka3sy cBoje Teopeme UYeGoTapes Huje KOPHCTHO OBIE MIPUKA3aHe TexHuKe L-byHKmja
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Teopema 4.3.3. Hexa je L/K A6esaoso pawuperve 6pojesnur nowa u S npoussonsar Ko-
Havan cryn npocmux udeana npecmena ueaur Ok Koju cadpocu cee npocme udease Koju
cy pamugurosanu y L. Osnawumo ca I° nodepyny epyne I ceux pasromerus ude-
asa npemena yeaux O, 2eHepucany ceuM HeHYAQ NPOCMUM UICGAUMAE KOJu CY U3BAH
ckyna S. Tada Apmunoso npecaurasarve pr /i caura I% cypjexmueno y Taayaosy 2pyny
G=G(L/K).

Jlokas. Yoummo npousBosban enemenT o € G. Kako je pamupeme L/K AbenoBo, Taksa je
u ogroBapajyha Lasyaosa rpyna G, 11a ce pa3jiop eJeMEHTa 0 CACTOJU TATHO OJ FEHEPATOPA
muksnane rpyne (o). [Tpema @pobennjycoBoj TeOpeMn O TYCTHHY CJIEJHM JIa CKYTI CBUX ITPO-
CTUX UIEAJIa P TPCTEHA MesnX Ok 3a Koje MOCTOjU TPOCT ueaJt 3 mpcrena neanx O Takas
1a Blp u onrosapajyhin @pobenujycos ayromopduzam (L/TK) [PHTIAJA PA3/I0Py eJieMeHTa
o uMma rycruny. CHoenujagHo, TO 3HAYH Jia MOCTOJH OECKOHAYHO MHOTO MPOCTHX Hieasa
y Or, auju npuapyxeuau Ppobennjycos ayromopdusam reneputie (o). 360r Tora, Kako je
cKy1 S KoHAaYaH, MOXkeMo Hahu nipoct uneasi 3 npcrena nenux O takas ja OpobeHujycos
ayromopdunsam (L{fK) renepunie (o) u waeaqa p = PN Ok we npunana ckymy S. IIpema
neduHUIIjT APTHHOBOT TIpeC/MKaBamba, OHIA CIeH Ja ©r, /i (p) renepumte (o) Wia apy-
TUM pedrMa o TIPUIAJIA CIIATH @7,/ ¢ (1 %) rpyne I° npu Aprunosom npeciukasamy. [Ipema
TOME, 33 TIPOU3BOLHO 0 € (G CMO TIOKA3AJIN JIa je Y CJUIM APTHHOBOT MPECTUKABAHA, TIITO
JIOKa3yje CYPjEKTUBHOCT TOT MPECIUKABAHA.

O

4.3.3 Kapakrepuzanuja l'amyaoBux pammpema 0pojeBHuXx mojpba momohy mpo-
CTUX HJEajia KOju Ce y humMa Ienajy

Y oBOM 10/I0JIesbKY IpuKa3alieMO NPUIMYHO JUPEKTHY W BEOMa 3HAYAJHY IPUMEHY
Teopeme YeboTapesa Koja he ce oremaru y AaBamy jefdHe KapakTepusalmje [amyaoBmx
pamupema 6pojeanx mosba. llocTymak mpumene hemo M3BOAWTH MOCTYIHO, Y HEKOJIUKO
Pa3aBOjEHUX TEOPEMA U 3ATIOUUELEMO I'a €A HEKUM O3HAaKaMa Koje hemo KopucTuTu.

1. 3a apa ckyma mpoctux umeasa S u T mpcrena memux Opojesmor moskba K mmcaliemo
ST

YKOJIIKO je CBaKH, OCUM €BEeHYTaJIHO KOHAYHO MHOTO eJleMeHaTa CKyla S caJpXKaH y
ckymy 1. Monatmo, yrommko je S < T n T < S mucahiemo S ~ T.

2. Ckyn cBUX TPOCTUX HEAJa MPCTeHa neaux O GpojeBHOT moba K o3HagaBaMo ca
Mp.

3. Heka je L/K konauHO parmmupere 6POjeBHUX 0/ba W P TPOU3BOHAH MPOCT WA Y
npcreny neanx Ok OpojeBHor mosba K. IlpocT naeas p ce MOTIYHO Iena y IPCTEHY
nenux O GpojeBHOT OB L ako je

pﬁL :ml&p%"'a;’pra
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rae cy P, 1 < i < r mehycobuo pasinuuTu OpocTd Haeaau y Or, YUjU Cy CTEOeHH
unepiyje f; = [OL/Bi : Ok /p] van p ceu jennaku 1. Oznaunmo ca P(L/K) ckyn
CBHX IIPOCTHX HJeasa p y Ok TAKBUX Ja IOCTOjH IpOCT uaeas B y O, Koju je cremneHa
1 max p. [pumernmo na y cayuajy ga je pamupewe L/K Tanyaoso, P(L/K) uuje
HUTIITA JPYro J0 CKYT CBUX MPOCTUX Heaia y Ok KOjU ce MOTIyHO nenajy y Oy,

4. Tlogcernmo ce jomr m o3uake Beh kopumthene y mcka3dy Teopeme Yeborapesa o ry-
cruan. Heka je L/K TamyaoBo pammpeme GpojeBHEX 1O/ba ca ['ayaoBoM rpymom
G = G(L/K) u 0 € G upoussospan ayromopduszam. Tama ckyn csux mepamuduko-
BAaHUX MPOCTUX Hieasta P y Ok 3a Koje MOCTOju MpocT uaeas Py O takas ma ‘P | p

1 BazKH
()

rae je (L/TK) Opobennjycos ayromopdusam za P Haga K oberexasamo ca P (o) C
M.

TBpheme Koje caean je TEXHHYKE IPUPOJIE U Jaje 3HAYAjHY Be3y u3Mely ckymoBa mieasia
yBegenux y 1. u 2. npu lanyaosum pammpemumva N/L/K 6pojeBHUX HOBA.

Tephemwe 4.3.1. Hexa je N/K laayaoso pawuperve 6pojesnux nosa u L mehynome, K C
L C N. Osuauumo ca G = G(N/K) uw H= G(N/L) od2osapajyhe Taayaose zpyne. Tada
je, npu 03HAKAMA YBEJEHUM NPE UCKA3A MEOPEME,

P(L/K) ~ H Py (o),
oceG
[o|NH#£D
npu uemy je || osnaxa za ducjynxmmuy ynujy, o [o] npedcmasma xaacy xonjyzayuje aymo-
mopdusma o y epynu G.

Jlokas. Yoummo Tpou3BOJbAH TIPOCT uaeasl y Ok Koju je Hepamupukoan y L. Tama je
p € P(L/K) ako u camMo akO 1mocToju 1upoct ujgeas ‘B y upcreny neaux Oy takas ja P|p
¥ KJiaca KoHjyranmje ogrosapajyher ®@pobenunjycosor ayromopduzma, (%) y G canpxu
HEKH eJIeMeHT Koju npunasa rpynu H. JIpyrum peanma, p npunaga ckyny P(L/K) ako u
camo aKo je p € Py k(o) 3a mexo 0 € G takpo jga je [0] N H # (). Onatye, y3 Jlemy 4.2.4,

omMax cienu TBpheme koje Tpeba mokaszaTu. ]

Kopucrehu Tepheme 4.3.1 y kombunamuju ca Teopemom HeboTapeBa MOKeMO q00UTH
NPUJIMYIHO TPENu3Hy onenHy o rycrunn ckyna P(L/K), kao mro nokasyje HapeHo TBphermbe.

Tephemwe 4.3.2. Hexka je L/K wonauno pawupere 6pojesnur nosa cmenena n. Tada 3a
Aupuzaeosy eycmuny ckyna P(L/K) sascu

d(P(L/K)) =

S |-
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Lodammo, sasicu exeusaseHUUja
1 .
d(P(L/K)) = — ako u camo axo je pawuperwe L/K Taayaoso.
n

Joxas. Heka je N/K Tanyaopo pammpeme Gpojepror mosba K Ttakso ma je K C L C N
u veka cy G = G(N/K), H = G(N/L) onrosapajyhe Iasyaose rpyne. Ilpema Tsplhemwy
4.3.1 paxwu
P(L/K)~ ] Pkl
oceG
[o]NH#0

Oparie, mpema Teopemu 4.2.1 Yeborapesa, y3 kopureheme Jleme 4.2.1 u Jleme 4.2.3,
Jobujamo

d(P(L/K)) Z #G —#( [T ) (48)

oeG
[U]ﬂH#@ [e]NH#£D
360r YumeHUIE 13 je
HC H [o]
oeG
[o]NH£D
cienu’
#H 1
d(P(L/K)) > — =~
(PUL/E) 222 ==,

quMe je JOKa3aH MPBU Je0 TBphema.

Ja 6ucmo mokazanu apyru jeo Tphema younmo ja je pammpeme L/K Tanyaoso ako
u camo ako je H mopmasnua noarpymna rpyne G. Humenwuna ga je H < G eKBUBAJEHTHA je
ca 3aTBOPEHOININY Te Tpyle 3a KOHjyroBame wiu Jpyrauuje roBopehu H < G ako u camo
aKo 3a CBaKy KJjacy koujyramuje [o] y G taksy na je [o] N H # () Baxu [o] C H. 360r Tora
3aksbydyjeMo u ja je H <G ako m camMo ce MOYKe HAIMMCATH KAo JINCjYHKTHA YHUjA

H= [ o]

oeG
[c]NH#D

[IpaTehu HKU3 eKBUBAJEHIM]a KOJH CMO H3BEJIM J0OHjaMO 13 BasKH

L/K je TanyaoBo ako u camo ako je H = H [o],

ceG
[c]NH#0

mTo y3 jemHakoct (4.8) 3aBpimaBa J0Ka3 Apyror geia Tephema. O

?HapaBHO, BaxKn oumTIeqHO: aKo je A = B tama je d(A) < d(B).
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Umajyhu y Buny nedunnnujy ckyma P(L/K), Tepheme 4.3.2 MOKeMO MCKOPUCTHTH
JIa [IOKAKEMO /I3 He [10CTOje KOHAYHA pAlMpPEma OPOjEBHUX 110Jba Yy KOJUMA, CE CKOPO CBH
IPOCTHU UJIEAJTH HOTIIYHO IETajy.

Tephewe 4.3.3. Axo ce L/K ronauno pawuperse 6pojesnus nosba, makeo da ce crKopo
cearu npocm udean us Ok nomnyro uena y O, onda je L = K.

Jlokas. O3maammo ca N HOpMAJHO 3aTBOpeme Tokha L Tj. Hajumame [amgyaoso pammperme
moba K Koje cagpxku L. Y TakBOj CHUTyaIuju, ocjamajyhu ce Ha ocobuHe paMuuKaImje
njeasa, BaXKu Ja ce IUpPOCT ujaeas p y Ok nornyHo nena y pammupewy L/K ako u camo
aKo ce Taj HaeaJ IOTIYHO Tlena y pammpewny N/K.3 Opatie 3akbydyjemMo da 3a TyCTHHE
ckynosa P(L/K) u P(N/K) Baxu

d(P(L/K)) = d(P(N/K)).

Kako ce mo mpermocTtasiiz TBphema CKOpO CBAaKM MPOCT Hjaeas u3 Ok TWOTIYHO Iena y Of,

nobujamo ma je d(P(L/K)) = 1. Ca apyre crpane, 36or tora mro je pamupeme N/K

lasyaoro, Ha ocHoBy TBphema 4.3.2 nobujamo na sBaxu d(P(N/K)) = [N}K}. Konaumo, u3

jennakocru rycruna ckynosa P(L/K) u P(N/K) ouna ciemu ja je
[N: K] =1,
mrro 3ua4n 13 je K = L = N, unme je TBpheme moka3aHo. O

Hpyrauujom nmpumenom Tephema 4.3.2 nobujamo kapakrTepusaiujy lasyaoBor pamu-
pewa L/K nomohy ckyna P(L/K). Ona je onucana HapeJHOM TE€OPEMOM.

Tephewe 4.3.4. Konauno pawuperwe L/K 6pojesnux nowa je Laayaoso axo u camo axo
ce ceaxu npocm udeas y ckyny P(L/K) nomnyno yena y L.

Jloxas. Ako je pamupeme L/K TamyaoBo oHZa e, KAO IITO CMO HPUMETHUJIN Yy IPUITUKOM
nebununmje ckyna P(L/K) y meny 2. Ha TOYETKY OBOT MOJOJEJbKA, CBAKH MIPOCT HJIEAJ
y P(L/K) norunyno nena y L. Jlakie, jesina uMILIMKAnuja eKBUBAJEHIUjE KOjy Tpeba
MOKa3aTH BaXkKH, camMo Tpeba jornr JoKa3aTh JIpyry.

[Tpermocrasumo fa ce cBaku mpoct uuean y ckymny P(L/K) normyuo rena y L u o3Ha-
qumo ca N HOPMaJHO 3aTBOpeme mosba L. U3 mormyno mcTux passiora Kao y J0Kasy
Tephewa 4.3.3, umamo ma ce ckyn P(N/K) cacroju TadHO OJI IPOCTHX HEAJIA MPCTEHA
neaux O Koju ce nornyHo nenajy y L. U3 mpernocraske o wieanuma ckyna P(L/K)
KOJOM CMO 3aIodve]d Hallle pasMarpame oHga ciaemd jga je P(N/K) = P(L/K), na cy
CTIENMjAJTHO W TYCTHHE Ta 1Ba ckyma jemmake. W3 Tephema 4.3.2, momrro je pammperne
N/K TamyaoBo umamo

d(P(N/K)) = m;

3ymyrerBo Kako mokasaTu TO TBpheme moxe ce mahn y [14]
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JIOK TIPAMEHOM HCTOT TBphema 3a KoHauHO parmmpemne L/K 3akmbydyjemo ja je

1
[L: K]

d(P(L/K)) =
Tasa, 360r ycranoBibeHe jemHakocTu rycruna ckynosa P(L/K) u P(N/K) nobujamo ja je
[N:K]<|[L:K],

OJIaKJIe 3aKJbydyjeMo 1a je L = N, mrro 3uaun no jgedunuimjn noka N ga je L Famyaoso
nay K. Tuwme je jjoka3ana u gpyra nMILIMKAIMja €eKBUBAJIEHIM]E KO]Y je TpebaJio JI0Ka3aTH.

O]

Hapemao Tepheme mpukasyje KapaKTepU3aIldjy OIHOCA IPOU3BOLHOI KOHAYHOT U [a-
JIyAOBOI' paInmpema OpPOjeBHOr 10Jhba y TEPMMHUMA, OJrOBapajyhnx CKyIOBa mjieaja Koje
cMo JiebUHUCAIN Y JIeSly 2. HA MOYETKY OBOI' II0/I0/Ie/hKA.

Tephemwe 4.3.5. Hexa je L/K Taayaoso, a M/K xonauno pawupere 6pojesnoz nosa K.
Tada easrcu exsusascHyUja

P(L/K) = (M/K) axo u camo axo je L C M.

Joxas. Axo je L C M, ouna ux gedununuje ckynosa P(L/K) ognocno P(M/K), onmax
ciemu P(L/K) = P(M/K). Ilpema Tome, IOTpeGHO je JIOKA3aTH caMO OOPATHY MMILTAKA-
nmjy ga 6u ce 3aBpmMO 10Ka3 TBphema.

IIpernocrasumo ga je P(L/K) = P(M/K). Younmo laiyaoso pammpeme N/K koje
caapxu nosba L u M u osnaunmo ca G = G(N/K),H = G(N/L) u ca H = G(N/M)
oxrosapajyhe Tanyaose rpyne. ITomro cy pamupema N/K w L/K Tanyaosa, 36or L C N
Baxu 1a je H < G. Takobe je

P(M/K) ~ ]_[ Py(0) 2 P(L/K)~ [[ Pwx(o
oceG
[a]mH’;«é(i) [U]ﬂ€H7$®

Younmo npomssosbuo o € H'. Tana je mpema Teopemu 4.2.1 Heborapesa ckynm Py/k (o)
Geckonadam, ma noctoju p € Py (o) Takso na je p € Py/k(7), 32 7 € G Taxso ja je
[T]N H # . Tana je eneMenT o KOHjyroBaH ca T, I1a KaKo je H HOpMaJiHa NOArpyNa rpyie
G, manasumo na je [o] = [r] € H. Oparne je H C H, ma je u L C M, unme je nokas
3aBPIIEH. [

Cse 110 caJia MMOKA3aHO Y OBOM IIOJIONE/bKY CYMUPAHO je y OOJIMKY HApeJIHE TeOpeMe.

Teopema 4.3.4. laayaoso pawupere bpojesnur nowa L/K jeduncmeeno odpehyje cryn
P(L/K) npocmux udeasra koju ce y wemy nomnyno uenajy.
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Teopema 4.3.4 npencrapba movYeTHO TBphemwe 3HaTHO Beher mporpama uuju je 1usb Ka-
pakrepusarmja [amyaosux pamupema npon3BossHOT OpojeBHOT TIoba K, 3ajenno ca cBuUM
aJiredapCKuM U ApUTMETUIKHUM CBOJCTBHMA KOja OHA, MMA]y, IPEKO IPOCTUX UJI€AJIa ITPCTEHA
neyinx Ok . Hapenaum Kopak Ha pa3BUjamy OBOT mporpama 6miio 6u JaBatme KapaKTepusa-
muje ckyna npocrux uipeasna P(L/K) wcKby9rBO y TEePMUHMMA WJ€Asa MPCTEHA MEeJInX
6azuor mosba K. V¥ ciydajy na je pamupeme L/K AGeroBo, TpajKeHy KapaKTEPH3AIUjy
npy»a Teopuja 1mosba Kiaca. Mebhyrum, 3a neabenosa pammupema L/K oHa eceHIMjaIHO
Huje mosuara. Pememe Tor mpobieM caMo 1o cebu mpeacTas/ba gearh maoro maybsber u 3a
Teopujy GpojeBa BEOMa, 3HAUAJHOT TPOTPAMa KOjU ce Ha3uBa, JIaH2AaHICKY Npozpam.

4.3.4 Jlexxkauapos cuMmboa u /lupuxjieoBa rycTuHa

Heka je p npoct Henapan panuonaJsian 6poj u a € Z neo 6poj. Tana ce Jlescandpos

cumbon 33 a ¥ p, y O3HAIH (@), HedwuruUIe y 3aBUCHOCTH O TOTA, 3 JIn KOHI'PYEHTIIH]a,

P
z?=a (mod p) (4.9)
uMa pemema y nosby Z/pZ, ua caenehu vadun
1, ako p 1 a u KoHrpyeHrmja (4.9) uma periema y nosmwy Z/pZ
a
<p> =4 —1, axro pfa u kourpyennumja (4.9) vema pemema y nowy Z/pZ
0, ako p | a.

Tlopen medununmje Jlexxaugposor cumb0Ia TOICETUMO Ce Y KAKBO] jé OH BE3W Ca pa-
MHUPUKAITAJOM PAIMOHAJIHAX TPOCTUX OpojeBa y KBAApaTHUM OpojeBHUM moJbuMa. llocma-
TPajMo TOJbe panuoHa auX Opojesa Q m meropo kBaapaTHO pamnmpemne K = Q(\/E), re je
D € 7Z 6ecksagparan 1ieo 6poj. Tama 3a npoussossan mpoct 6poj p € Q, 36or [K : Q] = 2,
moctoje camo Tpu cieaehe moryhuocTn:

L. pﬁK = pplv
rje Cy p u p’ pasNImuuTH IPOCTH UACAJIU y IPCTeHy Heaux O . Y OBOM CIydajy ce p
(mpeasr pZ) noTnyHo 1ena y npcreny nennx O .

2. pOk je mpoct upean y npcreny nennx Ok . Y oBoM ciay4dajy je p (upean pZ) uaepran
y OpcTeHy neanx Ok .

3. pOk = p?,
3a HEKHW TIPOCT meaJ p npcerena neanx Ok . Y oBoM cayuajy ce p (mmean pZ) pamum-
dukyje y npcreny nennx O .

Tpu npeTxoHO HABEJEHA CIydaja MOTY ce OKapakTepucaTu momohy JlexanmgpoBor cum-
6osa 33 D w p m TO Ha ciegeny HAUWH:

D 1, aKO M caMoO ako je cay4daj 1.
<p> =< —1, akKo W caMo ako je caydaj 2.
0, aKO W CaMO aKo je caydaj 3.
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Nmajyhu y Buay 1mrra je eKCILIUIATHO ciay4daj 1. mobujamo oaMax Hapeano TBpheme.

Tephewe 4.3.6. Hexa je K xeadpamno 6pojesno nowe, K = Q(\/T)), ede je D € Z
becksadpaman ueo 6poj. Tada, 3a ceaxu pavuonasan npocm 6poj p, npocm udeas pZ, ce
NOMNYHO UENa Y npcmeny ueasur Ok KO U CaMO aKO je UCnYHrero

)

[Iperxoaa Teopema nma y KoHjyKiuju ca Tephemem 4.3.2 u3 nperxomHor moio/iesbKa
jeNHy IPUINYIHO MHTEPECAHTHY JUPEKTHY mocaenuity. IlocMaTpajMo KBaapaTHO 6POjeBHO
nome K = Q(v/D). Tama je ounrmemno K Tamyaoso max Q.4 36or tora ce ckyn P(K/Q)
CACTOJU TAYHO OJ IPOCTUX WJIEAJIa y MPCTEeHy Z KOjU Ce MOTIYHO nenajy y Ok . Kopucrehnu
Tephemwe 4.3.6, 360r unmennrne na je K/Q Tanyaoso nobujamo

APK/Q) = s = 5

Ca apyre crpane, Tephemwe 4.3.6 enemenre ckyna P(K/Q), ogaocHo upocre uupeade y
NPCTEeHy 7 KOju ce MOTIYHO Nenajy v Ok, uaeHTuuKyje Kao parnnoHaJHe TpocTe OPojere

P 3a Koje je
()
— ) =1
D

Oparne nupekTHO nmobujamo ciejsiehe TBphembe.

Tepbhewe 4.3.7. Hexa je D 6ecxsadpaman yeo 6poj. Tada cxyn ceuxr npocmux 6pojesa p

maxeux da je
()
)1 =1
p

uma Jupuzaeosy eycmuny jednaxy %

4 pammperse mosba crerena 2 je [alyaoBo, OCHM €BEHTYAJIHO y CIydajy Tosba Kapakrepuctuke 2. Ha-
pasuo, K je kao 6pojeBHO moJbe KapakTepucTuke (
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TJIABA D

AcumMmnTorckmu morJieg Ha Teopemy YeborapeBa

Ha caMom TOYeTKYy TOTJIAB/bA YBEJWMO CTAHIAP/HE O3HAKE 33 HEKOJIUKO PAZTHINTHX
ACUMTITOTCKUX peJialiija Koje ieMo KOPUCTUTH KAKO y OBOM TOTJIABJBY, TAKO U ¥ TOKY HaIIer
JIaJber U3JIaramba.

Heka cy f u g nBe peanne dpyHKIMje npoMenbuee &, gedunncane Ha ckymy D C R,
KOJU CAJIPKU HEKY OKOJIMHY TadKe —+00.

Mumemo f(z) = O (g(x)), min eksupasentHo, f(z) < g(x), omaocHo g(z) > f(x),
aKO TIOCTOj¥ TIO3UTUBAH peasian 6poj M takas ma je

[f(@)| < Mg(x),

3a cee x € D. Jdonarno, mucahemo f(x) = O¢ (g(x)), nnm eksuBanentro, f(z) <c¢
g(x), omHocHo g(z) >¢ f(z), ykouuko je M dyHKIMja KOja 3aBUCH OJ1 HEKE BEJIMIHHE

C.

[Mumemo f(x) < g(x) yrosuko je
flz) < glx) m g(z) < f(x).

Mumemo f(x) = o(g(z)) ako je

A )
umemo f(x) ~ g(x) ako je

tim 22 _ 4

z—o0 g(x) '




Kama cy yBemene mpeTxo/iHe 3HAYAJHE O3HAKE, MOKEMO KPEHYTH HA YT MOCMATPAHA
?
Teopeme HeborapeBa 0 ryCTUHM JIPYTavujuM, , aCUMIITOTCKUM ounmMa. llogceTumo ce mpBo
KOHTEKCTa, ¥ KOME je Ta TeopeMa Je(DUHUCAHA.

5.1 EdexkTuBna Bep3uja Teopeme HeboTapeBa 0 ryCTUHU

[MocmaTpajmo Tamyaoso pammpeme L/k Gpojesnux mossa ca lamyaosom rpymom G.
Heka je 0 € G npoussoman k—ayromopdusam nosba L. O3HaUUMO ca

Pr (o)

CKyTI CBUX HepaMmuUKOBAHUX ITPOCTHX Ujieasta p y k 3a Koje mocroju npoct mjean Py L
TakaB Ja ‘P | p u Baxku
o= Fry.

Teopema 4.2.1 nokasyje na ckym Prp, (o) uma JIupuxJieoBy TyCTHHY, KOja je jeJHAKa %,

rie je [o] o3Haka 3a Kiacy KoHjyrammje ayromopdusma o y Lamyaosoj rpymu G. Hapagho,
YMECTO CaMO jejiHe KJIace KOHjyralmje, MoXKeMo nmocMaTpaTu mpoussosban ckyn C' C G koju
jeé MHBApHjaHTAH 3a KOHjyroBaibe, W T3 je oAropapajyha upuxjeoBa rycTHHA jedHAKA
IC]

! Tume je mpukazan Kiacudan obauk Teopeme YeboTapepa, Ha HAYHH U3BEIEH y IIPET-
x07H0] TitaBu. OHO IITO HAM je OJi MHTEPeca, y OBOM TIOIJIABJBY je Ja TEOPeMy TJIeJaMO y
JIpyradurjeM CBeTJy, Ka0 aCUMIITOTCKY PeJalyjy HeKe 33 Ty CBpxXy jedunucane QyHKIHjE
(orymm u HajaBa ,acuMmnTorckor’ morsena). 3aapxumo C' 3a 03HAKY TOACKYNa ox G Koju

je crabuiian y OIHOCY HA KOHjyTanujy u jeUHUIITIMO 33, CBE PEAJHE T
mo(z, Lk) =#{p|p € Py(o) 3amexo 0 € CmN(p) < x}.

Cwmucao dyukuuje mo(z, L/k) je y caenehem: y mwenoj gedunrunumju ocrajy cajap:kaHa csa
anrebapcko/apuTMeTHIKa cBojcTBa cKyma Pr /(o) Ha koju ce mpumemyje Teopema Yebo-
tapesa (ynpaso Ta g006pO CJI0XKEHa CBOjCTBA J1ajy 3HAUA] Teopemu UebGoTapesa u O lbux He
OJTyCTajeMo), aJli 33 Pa3JImKy ojl cKyma Pp (o) BulTe He MOCMATPaMoO CBe TIPOCTE HeaJie
ca HABEJIEHWM CBOjCTBHMMA, HETO CAMO OHE YHja HOPMA He npesasu x. Ha taj Hauwn, peaany
OPOMEHJBUBY X OJT KOje 3aBucH peasHa dbyukuja o (x, L/k) MoxkeMO BHIETH U Ka0 Hapa-
MATEP YMjUM BAPUPAEBEM MOKEMO Ha TI0CPenan HauwH, ucnutyjyhu dbyukuujy o (x, L/k),
JTa OTKPUBAMO OCOOMHE MHAYE He JTAKO TPUCTYTIAYHOT CKyTa uieana, oyt Pr /(o). Jemra
o/, Haj3HauajHujux ocobuna pyukuje 7o (z, L/k) je mena acuMIroTuka, OJHOCHO IIOHAIIA-
me Te PYyHKIHje KaJIa T T0CTaje HeOTPAHWYIEHO BeJINKY peasian O6poj. Ymupaso je To ocobwHa
0 K0joj HaM TeopeMa UeboTapeBa MOKe JATH HHMOPMAIHA]Y B KOja IPEICTaB/ba, , ACHMIITOT-
cku’ rioruie i Ha camy Teopemy. Hamwme, nmajyhu y Buny nedwnnnmjy JInpuxieose rycrume,
kao u gedbunnnujy dyukmuje o (z, L/k), na ocaoBy Teopeme YeboTapeBa mMaMo Ja KaJjia
T — OO BaXKH

wo(x, L/k) ~ :g}lix. (5.1)
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[Tocnenma pesranuja omoryhasa jia 3a JJOBOJbHO BEJIUKE BPEIHOCTH IPOMEH/bUBE T BPEJI-
nocru dyukmuje 7o (x, L/k) koje je Temko padyHaTH, anmpOKCHMUPAMO BpeJHOIINY MHTE-
rpasa liz (cKaJupaHOr KOHCTAHTOM %) Hapapmo, mpuiankoM TakBe almpOKCHMAIAje UU-
HUMO ojipeljeHy TperKy, 1a ce CacBUM TpUpoaHO HamMehie muTame JaBamha OIEHEe Te TPEITKe.
Jpyrum pednma, 3arHTEpECOBAHM CMO 33 Bep3ujy pesanyje (5.1) Koja mopes came anpoKcH-
manuje byukmpmje mo(z, L/k) npy»a n omeHy rperike IpUJIMKOM Te anpokcuMaimje. Takpy
Bep3ujy HaguBaMo edexmusnom. Umajyhu y Buny na penanumja (5.1) Huje HUIITA APYTO 110
Teopema deborapesa, ono unMe fieMo ce GaBUTH je HaBame efermusHe sepauje meopeme
Yebomapesa. BuTHO je HAIIACHTH J3 HOCTOJU BHUINE PA3INIUTHX e(peKTHBHUX BEp3uUja
Teopeme Ueborapesa y 3aBUCHOCTH OJ1 TOTa KOj€ JA0JAaTHE Xunore3e npermoctaBumo. [Iper-
[IOCTaBKe KOje heMo MU KOPHUCTHUTHU CY:

e TlenepasmzoBana Pumanosa xunoresa (GRH)
e Aprunosa Xwumoreza (AHC)
e Xwumoresa o kopesnanuju naposa (PCC)

O ApTHHOBO] XUTIOTE3W PEUEHO je HEIITO y TOI0Ae/bKY 3.3.1; 3a Bullle Be3aHO 33 XUIOTE3Y
0 KopeJalgju maposa mnorienaTn JlogaTak Koju ce HaJIa3W HA Kpajy OBOI paJjia, IOCJIe
HEJIOKYITHOT TJIABHOT TOKA M3Jarama, J0K ce Buile o l'enepasn3zoBanoj PumManoBoj xuoresun
Moxke npoHahn y [7].

5.1.1 Omena auckpuMunHauTe 6pPOjeBHOT HOJbA

IIpe mpukasuBama mpBor 0b6JMKa edeKTHBHE Bep3uje TeopeMe UeborapeBa, HABEINMO
HEKOJIMKO OITEeHA, BE3AHUX 33 AUCKPUMHUHAHTE OpojeBHMX moJba Koje hemo kopuctutu. llpe
caMoT TIOYeTKa, M3JIaraiba, HATJIACHMO Jia Cy OleHe Koje hemo ussectu esobaane. Ilopen
BUX, [IOCTOje U A0KAAHE OleHe, YUju ce JeTalbaH Ipuka3 Moxke nponahin y [16].

Ozragumo ca di, OAHOCHO df, ATICOJIyTHE BPETHOCTH AUCKPUMUHAHTH OPOjeBHUX 110Jha K
u L. Crenene k u L vag Q oznaunmo pejom ca ng u ny,. Llox P(L/k) hemo mogpasymeparu
CKYIl CBAX PAIMOHAJHHUX IPOCTUX OpojeBa P 3a Koje mocroju mpoct Opoj p y k Takas ma
p | p up je pamudukosan y pammupewy L/k. IIlpumerumo na je ckyun P(L/k) konagan. Y3
MPETXO/THO HaBeJeHe O3HAKe JMepUHUIIIMO

MLk = el T »
peP(L/k)

Haswe, osnauumo ca Jr,j, pelaTuBHy JUCKPUMUHAHTY painuperha L /k. Tana u3 anrebapcke
Teopuje 6pojeBa 3HAMO Jia je J, /), jeslan HeHyJla ujeasl NpCTeHa ueaux O, Kao U Jia Baku

dr, = (di)"N(OL k), (5.2)
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npu gemy je n = [L : k] = ng/ng. Ono aume hemo ce 6aBury je JaBame ONEHE BPETHO-
ctu nopme N(Jy /) penaTusne juckpuMunanTe Jr,/, pamupema L/k, kao u ancomyTHEX
BPEIHOCTH JIUCKPUMUHAHTH df U dj, camux OpojeBHEX mosba L u k.

Y Ty ¢BpXY, npuMeTumo npso ja jgorapurmyjyhin dopmyny (5.2) pobujamo penaimjy

log dy, = nlogdy + log M(I, k), (5.3)

KOja Ha je/JHOCTaBaH, CTOTa U BeOMa 3HaYajaH HAYWH, OBe3yje BPeAHOCTH di, dr u Of /-
V3 naBejeHe O3HAKE BaXKHW cjeneha Teopema.

Teopema 5.1.1. Umajyhu y eudy npemrodne 03HAKE BAHCU OUECHE

1
log N(Ir/x) < nr <1 - ) Z logp + nr |P(L/E)|logn.
" pep(in)

Zoxas. Ilpukazahemo KpaTKy cKuily joka3a Teopeme. Harsacmmo mpBO 7@ ce cam J0Ka3
y BEJIUKO] MEPH OCJIAtha HA A0KGAHE OTEHE TUCKPUMUHAHTUA OPOjEBHUX MOBA.

Younmo Hekm KOHAYaH mpocT Opoj p y 6pojeBnom momy k. Ilomcehama pamm, p je Tama
KJIACA eKBUBAJIEHIIU]E PeJIallije eKBUBAJEHTHOCTH HA CKYIy CBUX BaJIyalldja Ha k; 03HAYUMO
jemHOTr TpescTaBHUKA Te Kisace ca v. llpmmermmo ma je, 36or Tora mTo je mpoct 6poj p
KOHAYaH, v jeJIHa HeapxXuMeJioBa, BaJsiyanuja Ha k. Ca jpyre crpane, mpoct 6poj p MOXKEMO
BUJIETH W KAO jeJIaH mjeaj mpcrena reanx Oy 6pojesHor noska K. Pesmmyasno moswe

Or/p

jé KOHAYHO; 03HAYMMO HErOBY KAPAKTEPUCTUKY Ca, P, U 0poj ememenara ca ,. Taga Baxu

N, = N(p) = (po)",

rme je f, 6poj Koju ce Ha3uBa pes3udyasnu cmenen Bajyardje v. omarHo, medUHUAIITAMO
nHAEKC pamudukarmje e, 3a v ca
€y = U(pv)'

Hajsehn meo moxasa Teopeme ce cacToju y IpUMEHH jeIHE O JIOKAJHUX OIEHA, JUCKPHUMME-
HauTu OPOjeBHUX TOJBA JIa ce jobuje oreHa

lOg m(aL/k) < Z ((n - 1)f’u Ingv + nfvev IOg n) ’ (54)
veV(L/k)

rie je V(L/k) ckyn cBux mMehycoOHO HECKBUBAJICHTHUX, HEAPXUMEJOBUX Bajyanuja Ha k
sa koje je v(dr ;) > 0. lame, 3a cBe mpocre 6pojese p Baxm Jia

Z fvev = Nk,

Pv=p

83



Kao "

Z fo < ng.

Pv=p

Kopumhemem nocaenme qse aumennne y komObuHamuju ca dpopmysnom (5.4) mobujamo

log M(dr k) < ng (0 — 1) Z log p + nny, |[P(L/k)|logn,
PEP(L/k)

oJlaKJIe 300T Ny, = NN CJIEIH TParXKEHO TBphembe. O
Jmpekraum kopumehemem dopmyste (5.3) nperxomnaa Teopema nobuja caenehin 06wk,

Ilocaepguna 5.1.1. ¥3 ucme osnaxe xao y Teopemu 5.1.1 sascu ouena

1
logdy < nlogdy +np, (1 - ) Z logp+ nr |P(L/k)|logn.
"/ pep(ip)

IMopen mpukazanor ommrer ciaydaja Kaaa je pammpeme L/k KOHAYHO, MOXKEMO pas-
MaTpaTH W CJIy4daj Kaja je To parmupeme LanyaoBo. Oprosapajyha ormena y uHapeieHoj
CUTYAIMjU je ONMUCAHA HAPEIHOM TEOPEMOM.

Teopema 5.1.2. V3 ucme osnake xao y Teopemu 5.1.1, axo je pawuperwe L/k Laayaoso,
BAMHCU OUEHA

1
1 - — .
og N(Ir/k) < nr (1 n) Z logp + nyplogn
pEP(L/k)

Zoxas. loka3 oBe TeopeMe je y BeJIMKO] MEPH aHAJOTaH JI0Ka3y Teopeme 5.1.1 m m3Bomm
ce kopuihiemem ojrosapajyhe sokasne onene. Jlerasmu ce mory nponahn y [16]. O

JorI jemaa cTBap KOjy MOXKEMO MIPUMETHUTH je JIa Ce Te0 KOHTEKCT y KOMe je TTOCMAaTpaHa
Teopema 5.1.1 Moxke JaKO CYy3UTH HA jeAHOCTABHUjU KOHTEKCT jeIHOT OPOjeBHOT TO/ba. Y
Ty CBPXY JOBOJAHO je mocMarpaTh ciayda] Kama je k = Q. Tama cBaka o1 IMpeTXOIHHX
TeopeMa J00uja CBOjy BEP3Ujy Y KOHTEKCTY CamoO jeHOr GPOJEBHOT MoJba (OHO MOXKe, ajiu
He Mopa 6uru amyaoso masg Q), om kojux hemo camo mMu HaBecTH caMo Bep3mjy Koja he
OuTu o7 3HAYAja KacHUje, TPMIMKOM pasia Ha PpobeHujycoBOM MOy €UNTHINX KPUBUX.

ITocaenuna 5.1.2. Hexa je L 6pojesro nowe cmenena ny, wad Q maxso da je L/Q Taaya-
0eo. Hexa je di, ancoaymmna epednocm duckpumunarnme od L u P(L/Q) ckyn payuonasnuz
bpojesa xoju ce pamuduryjy y L/Q. Tada je

logdr, < (np — 1) Z logp + nplogng.
PEP(L/Q)
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3a Kpaj OBOI TIOJI0/Ie/bKA, TOTJIeAAjMO JOIII jeJaH 3aHUMIbUB IPUMED Y KOME je TTPUKA3AH
cay4aj kaa ce y nejemuakoctu oapehenoj [locaemumom 5.1.2 mocruxke jeanakoct.

IIpumep 5.1. Heka je p mpoct parmonasian 6poj u m meo 6poj, m > 1. Heka je m TakBo
ma je ™?" = pu L = Q(r). Tama saxu (y o3Hakama mcTuM Kao ko Teopeme 5.1.1) ma
je np, = p™ u P(L/Q) = {p}. 360or rora, ako 03HAYUMO CTAHJADAHO Ca d], ANCOJYTHY
BPETHOCT TUCKpUMHUHAHTE o1 L, Ha ocHoBy Teopeme 5.1.1 mmamo ma je

logdy, < (p™ —1)logp+ p™ log p™,

IIITO je €KBUBAJEHTHO Ca,
logdr < (p™(m+1) —1)logp. (5.5)

Ca npyre crpane, kpahu pauyH mokasyje na 3a JuCKpuMUHAHTY dj 6pojeBHOr mospa L

BazKu
mp™+p™—1 — ppm(m+1)71

dr, =p
Jlorapurmyjyhu nocsuesmy jejiHakocT 100ujamo Ja je
logdy, = (p"(m +1) —1)logp,

To moKaayje aa ce dpopmynu 5.5, moreksoj ox Teopeme 5.1.1, mocTuxke jeHAKOCT.

5.1.2 Ilpumka3 HEeKOJUKO e(PEKTUBHUX Bep3uja Teopeme YeborapeBa 0 rycTuHU

IIpBu obsimk edexkrunHe BEp3uje Teopeme Heborapesa, jahemo 1o MPETIIOCTABKOM
GRH. Om je ommcan HApeIHOM TEOPEMOM.

Teopema 5.1.3. Illpemnocmasumo da 3a edexundosy sema Ppynxuyujy 6pojeenoz nosa L
saostcyy GRH. Tada, npu x — oo eascu

wol(a, Lk) = }g; liz+0 (\cym% (bgnf” +log x)) .

IIpumom je ancoaymua O-Koucmanma ancorymmua.
Aoxas. 1lorneparu [16]. O

Axko y3 GRH npernocrasumo u AHC, Moxkemo n3BecTn 60Jby OIEHY 3a TPEIKY ¥ edek-
THUBHO] Bep3uju Teopeme Heborapesa HETO MITO je OHA JATA MPETXOIHOM TeopeMOM. TakBa,
Jpyradunja epekTuBHA Bep3uja TeopeMe UeborapeBa ce cymmTHHCKN Ha3upa Ha JeIHOM TBP-
Demwy unje je bopmysnucame 1 JOKA3NBAKE Y HEKUM CEIMEHTHMA U3BAH IPAHUIA OBOT' PAJIA.
Nnak, 360r meroBor u3y3eTHOr 3Ha4aja, mpukasahemo (hopMyalmjy u CKUIly J0Ka3a Ha-
BeJHEHOT TBphema.

KpennMo mpBo ca HEKHM 03HaKaMa Koje €y 0J1 3Hauaja, a HUICMO X KOPUCTWIIH JIO CAA.
Heka je x kapakTep lamyaose rpyne G = G(L/k) u x(1) BpeaHOCT KOjy Taj KapaxTep y3uMma
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y HeyTpasy rpyne G. Osnagumo ca §(x) BHUIIECTPYKOCT KOjy UMa TPHBH]AJHU KAPAKTED Y
X- Kapakrepy x MOXKeMO HPHIPYXKUTH jeJIaH WIeajl KOju ce Ha3uBa Apmunos Kordykmop
u obesrexxaBa ca f. Jeramuo o ApTHHOBOM KOHIyKTOPY MOXKe ce nponahu y [14]; oo mTo
je oBJie OJ1 3HAYAjA je BPEIHOCT
1
Ay = ANy,

¥3 A, nocmarpamo u dbyHKIujy m(x,X) HE3ABHCHO IPOMEUBE T, AeDUHUCAHY KA0 CyMy
7T($, X) = Z X(Frp)>
N(p)<z

y3eTry mo cBuM npoctuM 6pojeBuma p y k, HopMme mame o ¢. Kopucrehu mperxoano ysemene
O3HAKE MMAaMO HapeJHO TBpheme.

Tephewe 5.1.1. IIpemnocmasumo da je Apmunosa L-@dynruuja npudpysrcena Kapaxmepy
X anaaumuuxa sa cee s # 1 u nenyaa sa R(s) # 3,0 < R(s) < 1. Tada je

m(x,x) =0(x)liz + O (x% (log Ay + x(1)ny logzv)> + O (x(1)nglog M(L/k)) .

Joxas. Tlpukaxumo nerajbHy CKUIy M0Ka3a. VIHWIuWjasHa moCTaBKa Ce CACTOjU y MOCMa-
Tpamy QYHKIH]jE

A(s,x) = AZ(s)£(s, x)
KOMILJIEKCHO TIPOMemUBe s, npu deMy je y(s) onpehena dbyHKImja Koja ce n3pakasa Kao

npouseoj cremrena m u I'—dyukumja. Kipydme 3a m0ka3 TBphema cy ocobune Koje moceayje
dyukimja A(s, x). IIpsa o wux je dyHKImOHANHA jeHAYMHA KOJy je 1oKa3ao ApTuH:

Als, x) = WAL = s,X), (5.6)

rie je W(x) € C,|W(x)| =1 u X KOMIZICKCHH KOHjyraT O X.
IIpumernrmo na u3 npermnocraBke TBphema cieu A3 je hyHKIwm]a

(s(s = 1)°™ A(s, v)

nesia. 3axBasbyjyhu T0j unmernnn g06mjamo 3uadajuy ocobuny dyukmuje A(s, x) mo3Hary
kao Agamapopa ¢akTopusalmja;

S S

As, x) = e®CTHO T (1 - p> er - (s(s — 1)) (5.7)

npu gemy cy a(x),b(x) € C, a mpoussox je y3er mo ceum Hysaama p bysrmmje A(s, x).
Tpeha ocobuna dbynximje A(s, x) Koja je o 3HaUaja je jeIHOCTABHO CBOjCTBO

A(s, x) = A(5,X), (5.8)
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H3 KOTA OJMAX CJIETA
N N
—(s,x) = —(5,%)- 5.9
1 (80 =5 (5.%) (5.9)
Cana, kopucrehn dbynknuonanny jequauuny (5.6) mobujamo ma Baxku u

N N _
X(Sa)() = _X<1 - 87X)'

[Mocnemma penanmja, y komOunammju ca (5.9), omoryhiasa ja jloHECEMO 3aK/by9aK JIa BAXKK

(2o

Hasmwe, kombunyjyhu (5.6) u (5.8) sakspyuyjemo jia 3a cBaky wyay p dbynkuuje A(s, x) u
1 — p jecre nyna re dyuknuje. Ongatie ciaenn jaa je

() )

p

Yaumajyhu smorapuramcku u3Boz y Amamaposoj dakropusanuju (5.7) U IpOHAIAKEHEM
peasHOT fenay s = %, nobujamMo u

R (b(x) JrZ;) =0.
P

Kopucrehu mocnenme nse penanuje, gobujanvo caenehy suauajuoy GopmMysay 3a peasiau jie0
JIOrapuTaMcKOr m3Boja dbyurmmje A(s, ),

&e(i (s,x)) :%j%( ! >—5(X)9% <;+511> (5.10)

s—p

Ocrarak mokasa Tephema ce 6a3upa Ha JgaBamby oneHa 3a (akrope y dopmymnu (5.10). Y
CBPXy JlaBama TUX ONeHa, yBoaumo o3uaky N (t,x) 3a 6poj myna p = f + iy dyrkumje
£(s,x) y peruony 0 < 8 < 1,|y —t| <1 . Ilpumerumo mpBO 1A BayXKU jeJHOCTABHA, OTIEHA

§R< 1 >_ 2—-p >0, 3a cBe p
2+it—p 2-B)2+({t—7)?%|>1% akoje|t—6] <1

U3 te onene, craBmajyhn s = 2 4 it y (5.10), 3akmydyjemo 1a je

!/

N(t,x) < R (i (2 + it, X)) )
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36or rora mro £(s,Y) KOHBeprupa y 2 + it, IeCHA CTpaHa MOCJIEHEe pesallfje ce peJia-
THBHO JIAKO onemyje. [Ipm Tome, rmasnu gonpunoc gonasu of log A, u 6poja I'—daxropa.
[Ipenusnuje, Baxu

N(t,x) <log Ay + x(1)nglog(|t| + 5). (5.11)
@opmysnom (5.11) je eceHnujasiHO 3aBPIIEH JOIPUHOC KOJU Jaje MPETIOCTABKA O AHAJIM-
rranoctn dyukmmje £(s, x). Jloka3 Teopeme ce MpuUBOAM Kpajy 100MjameM eKCITHINTHE
dopmyite

S (Fr) g ) = 6007 — 3 =+ O(x(M)melog M(L/R)+
N(p)<z lv|<z
+ O(x%(log z) (log Ay + x(1)ng log z)),

npu ueMy » | | 03HaUYABA Ja je CyMa y3eTa N0 CBUM HepaMupUKOBAHUM MPOCTUM GpojeBuMa
y L. Konaano, kopurmhemeM jeTHOCTABHE OTEHE

1 N(j
Z S« Z (.7.7 X)7
h<z ¥ i<a Y
dbopmyne (5.11) u meroga napmjaane cymanmje, 106mja ce TBpheme Koje Tpeba JoKa3aTH.
O
Jlema Koja cirlenu je IMPEKTHA MOCJIEINIA, MPETXOIHO TPUKA3AHOT TBphema, aan y Je-
Tajhe UCIUCUBAKHA HEHOT MoKa3a Hehemo 3amazuru. Ouu ce mory mponahu y [13].

Jlema 5.1.1. Hexa je L/k Taayaoso pawupere bpojesnux nosma wuja je Iaayaosa epyna
G. Hexa je C C G nodckyn xoju je cmabusan y oduocy na xonjyeauujy. Ilpemnocma-
eumo da easice AHC u GRH sa Apmunose L-dynxuuje npudpyoscene upedyuyubuitum
rapaxmepuma 2pyne G. Tada je, npu x — oo

1 2
> o — (W (z,L/k) — wlix) < zni(log M(L/k)x)?,
2= Tl G

2de je cyma ysema no ceum rKaacama xonjyeauuje (o] y C.

Ha ocHOBy mperTxomme Jjeme, JIaKO ce a0bmja TparKeHa e(peKTHBHA Bep3Hja TeopeMe
Yeborapesa o rycrunu, y3 npernoctaky GRH.

Teopema 5.1.4. Hexa je L/k T'aayaoso pawupere bpojesrur nosa wuja je Iaayaosa epyna
G. Hexa je C' C G nodexyn xoju je cmabunan y odnocy wa xonjyeauujy. Ilpemnocmasumo
da saoice AHC u GRH sa Apmunose L-ynrxuuje npudpyscene upedyuubusrnum xapaxme-
puma 2pyne G. Tada je, npu x — o0

mo(z, L/k) = :g liz+0 (!Cﬁx%nk log(M(L/k)x)> .

Hmnarvyumnua O-xoncmanma je ancoiymma.
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Zloxas. TlocmaTpajMo pa3uKy

wo(x, L/k) — ;g} liz

¥ IPUMETUMO J13, j€ MOXKEMO TIPEJACTABATH y OOJIUKY CyMe
> <7TM(;U,L/1¢) - whx>, (5.12)
[ocleC

y3eTy mo cBuM Kiacama koHjyrammje [o] y C. Cana, npumeHoMm HejeqHakocTr Kormu-
[MTBapua wa (5.12) mobujamo

2

[oleC

2

W[U](l',L/k‘) - Mlix

— M iz
o) (@, L/k) 1 el

|Gl

<[ i Z[i”

[oleC [oleC

Ha ocuosy Jleme 5.1.1 cieam ma 3a JIecHy CTpaHy HOCIEIbE peslalidje BaXKu Ja je jeTHaKa
1
0 (|C|% (xn?(log M(L/k)z)?) 2) =0 (|C\%x%nk log(M(L/k:)x)) :
OJIAKJIE OJIMAX CJIEU TPAXKEHO TBpheme. O

Hapemsom teopemom ommcana je edeKTwBHA Bep3uja Teopeme UeborapeBa y3 mpert-
nocrake GRH, AHC u PCC, pmakJje y3 jour jejHy J0JaTHY IPETHOCTABKY Y OJHOCY HA
Bep3ujy onucany Teopemom 5.1.4.

Teopema 5.1.5. Hexa je L/k Taayaoso pawuperse 6pojestus nowa wuja je Taryaosa epyna
G. Hexa je C' C G nodckyn xoju je cmabuaan y odnocy wa xonjyeauujy. Ipemnocmasumo
da eance AHC, PCC u GRH sa Apmunose L-gynxyuje npudpyoscere upedyuubustum
rapaxmepuma epyne G. Tada je, npu x — 00

.. 1 (1G]
7Tc($,L//€>:@hl’+O |C|2z2 Gl ng log(M(L/k)x) |,

2de je \é[ o3naxa 3a 6poj xKaaca xonjyeauuje y G. Umnavuumna O-xoncmanma je anco-
AYTHA.

Joxas. llornenarn [12]. O

Hanowmena. Ilpumemumo da ouenu epewre damoj Teopemom 5.1.5 Pueypuwe dparxmop
N

(%) ! Koju my oueny pasauryje 0od one dame Teopemom 5.1.4. HUmajyhu y eudy da |G|

npedcmasna 6poj kaaca Korjyeauuje y G, umamo da je

G\
— 1.
<|G| =
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To snavu da je ouena epewke kojy daje Teopema 5.1.5 6owa 0d one xojy daje Teopema 5.1.4.
Haxae, dobuaty cmo ouekusary ucrod no xome dodamua npemnocmaska daje npeuusHujy
OUEHY 2peuLKe.

Suaquaj Teopema 5.1.4 u 5.1.5 je y ToMe TITO ce TIOHEKA L, MOTY TTpUMeHUTH ¥ Abeaogum
pamupemnuMa OPOjeBHUX T0Jba, TOMITO je mo3Hatro Ja y muMma Baxu AHC. VYopaso je
TO JeJaH OJf BAXKHUX MEXAHM3aMa, KOje NEMO KOPUCTATH y KACHUJEM U3JIATarby, HPUIMKOM
pama mHa PpoOEHUjyCOBOM TOJbY EJUNTUYKUX KpuBux. llpurom hemo kopuctuTy 6J1aro
momudrkoane Bepauje Teopema 5.1.4 u 5.1.5, Koje omucyje HApeIHA TEOPEMA.

Teopema 5.1.6. IIpemnocmasumo da sascu GRH 3a Apmunose L-pynxyuje. Hexa je D
HENPA3AH CKYN KOju ce cacmoju 0d kaaca kKonjyzayuje y G u nexa je H nopmaana nodepyna
0d G maxea da je HD C H.

1. IIpemnocmasumo da sascu AHC sa Apmunose L-dynxuuje npudpyscene upedyuu-
buanum xapaxmepuma 2pyne G/H. Tada je

Dl Dl

mo(z, L/k) = g lie+0 <<’H|> " b 1og(M(L/k):1;)> .

2. Ilpemnocmasumo da easice AHC u PCC sa Apmunose L-pynxuyuje npudpyorcene
upedyyubusrum xaparmepuma 2pyne G/H. Tada je

WD(x,L/k):alix+O (:Zszé (;g:) ni log(M(L/k)z) | ,

2de je \é[ 03HAKG 30 Opoj Kaaca KoHjyeauuje y G.
Umnavyummne O-xoncmanme cy ancoaymme.

Jlokas. 1. TIpukazahemo kpaTKy ckuIly joKa3a oBOT jesa Teopeme. O3naunmo ca D ciuky
ckyna Dy G/H, a ca k' dukcno mome mogrpyne H ox G. Tana npumenom Teopeme 5.1.4
na D mobujamo ma BaXxu

D||H _
WD(x,L/k‘):| |g| 'hx+o(|D|%x%nk10g(M(k'/k)x)). (5.13)
Kaxo je mo mpernocrasmu HD C D, cremm ma je |D||H| = |D|. omartro, moxe ce

HOK&?‘)&.TI/I1 Ja BazKH

wo(@, LK) = 7p(x, LK) + O <log dL) ,

|G|

'y Besu ca msnohersem manenenux Tphema normenaTu [13], a memTo sumre fie GuTH pevweno u wa Kpajy
OBOT' IIOTJIABJhA
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Kao "

M(K'/k) < M(L/k).

[Mocnemmwe nse penanmje, y3 (5.13) oamax majy TpakeHo TBpheme.
2. OBaj meo Teopeme ciiem aupekTHO u3 jena 1. u Teopeme 5.1.5. ]

5.2 Hekoauko 3Hauajunx TBhemwa ommTujer kKapakrtepa y3 edeKTuBHE
Bep3uje Teopeme HeborapeBa

VY oBom ozespKy nmpukaszahemo jorm HekoMKO TBpheme ONmITrujer Kapakrepa Koja uMajy
3Ha4aj y3 epeKTUBHE Bepauje Teopeme HYeboTapesa. Fbuxos 3Hadaj je y Tome mTo oMmoryha-
Bajy pejykuujy nocmarpama dynkiuje m.(x, L/Q) na nocmarpame dbyukuumje wp(x, L/k)
3a HeKo 6pojeBno nosbe k, Q C k C L takso ja je L/k Abenoso. Ilpumernmo na je ynpaso y
TakBuM, AbesioBuM parmmpemuma Baxu AHC, mrto oTBapa mpoctop 3a ynorpeby Teopeme
5.1.6.

Tlounmo ox mekonmKO 3HAYAjHUX O3HAKA u gedunumuja. Kopuctmhemo yobuuajeme
ozrake G(P) u I(*P) 3a rpymy JeKOMOO3HUIHje, OJHOCHO WHepIwmje npocror 6poja Py L.
Osnaunmo ca p npocr 6poj p y k rakas ja P | p. Heka je ¢ xuacna dynknuja . 3a neo
6poj m > 1 neduHHUIIIEMO

_ R
7T¢(l‘) = Z %@(Frp )a
Te(z) = ¢ (Fryp)
N(p)<z

Kao u panuje, ca C hemo o3nauaBatu ckyn C' C (G Koju je MHBapUjaHTAH Yy OJHOCY HA
KOHJyTaImjy, & Cajia YBOJMMO O3HAKY 0¢ 33 KapPaKTEpUCTHUIHY (DYHKIHjy TOT CKyma. 3a
erement s € G hemo ca Cg(s) oznagaBarn onrosapajyhy kiacy konjyrammje y G, a ca
CH(s) onroapajyhy xoujyramuje y moarpynu H C G, ako je s € H.

Teopema 5.2.1. V3 nomauujy onucany y 06om odesnky umamo ciedehe:

)

ede je |||l = supeqlo(s)|. Ipu mome je umnauyummua O-Koncmanwma ancoaymma.

1. Axo je ¢ waacua pynuxuuja na G, eascu

() = mo() + O (w {Kl;, logdy, + [k : Qla

N
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2. Axo je s € H depunuwumo

7‘:‘-CIL](S)(‘,E’ L/LH) = 7:I-(SCH(S) (.’IT)

u
Tog(s) (@, L/ k) = 75 ) (@)
Tada je
7~TC'H(5) (.’IJ, L/LH) =A- 7}6’0(5) (:L" L/k)a
2de je
a1
[Ca(s)l/1G]

Jloxas. 3a joKa3 oBe TeopeMe W BUIIE JETajba O PEUYCHOM Y OBOM OJIeJbKY morsenaTu [16],
kao u [13].
O
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TJIABA O

Enuntuyke KpuBe

Y HaieMm J0ocaJiallbeM HU3JIaramby MPUKA3aH je BeJWKH Opoj pa3iimauTux MONHUX Teo-
peMa u objekara Kako ajarebapcke, TAKO M aHAJUTHIKE TeopHuje 6pojeBa, KyaMuHUpajyhn
y TIPeTXOIHO] TJIaBU MpuKa3uBameM edekTuBHMX Bep3nja Teopeme Ueborapesa O IyCTUHHA.
[Ipu Tome, mpuKa3aHa TeOpHja UMa 3HAYA] B caMa 10 cebH, aJjIu ce heHa IyHa MOh B cMHCcao
OrJIe[3 Y TOME IIITO C€ MOXK€ MPUMEHUBATH y PAJIUUATAM KOHTEKCTAMA, Aajynu mpUTOM
MHTEepEeCaHTHE U 3HAa4ajHe pe3ysirare. 3060r Tora ce (hoKyc Jlaber n3jiarama okpehe Ka Jie-
duHECAY jeTHOT TAKBOT, HAMA, 3HaYajHOr KOHTeKkcTa. OH je omapelen mojMoM eaunmuuie
Kpuee, IMTO je yupapo objekaT Kome je mocBehena oBa miasa. Harmacumo jga je Hamm musb
JTa TIOPe, JaBarba JIeDUHAIN]E eJINITUIKNX KPUBUX, ITPUKAXKEMO U HEKE FHhUXOBE 3HATA]HE
ocobume. Ilpu Tome, mokasu TBphema Koja 6yaemo ¢gpopmynncaan Hehe 6UTH TPUKA3UBAHMI.
BaunTepecoBanyu duTajgal ux cse Moxke nponahu y [18].

6.1 Hdedununmja eauntmike KpuBe

Wzyuasamwe Juopanmosur jednavuna jparupa jomn u3 nepuoga Crape ['puke. /[dwo-
daHnToBe jeqHATNHE Cy MOJNHOMUJATIHE jeTHATHHE 34 KOje TPAXKUMO IIEIa WA PAIHOHAJHA
pemema. HajjemmocraBauja TakBa jeaHavunHa je JuHEAPHA,

aX +bY =¢, a,b,c€Z,ab#0. (6.1)

OBakBa jeTHAYMHA, YBEK UMAa PAIIMOHAJHA pertema. omaTHo, ona nMa 1ieo6pojHa pelemna
ako u camo ako ged(a,b) | ¢ my Tom cayuajy ce cBa pemiewma jepHaunHe Mory nponahu
kopucrehu Eykaunop amropuram. Ha taj mauwn, kopucrehu ospebena apurmermdko-
anrebapcka CBOjCTBA MOXKeMO J06uTn nocra mHbopmanmja o jexnaumau (6.1). Ca apyre
cTpaHe, IPUMETHMO [1a je jemmadmnoMm (6.1) ompehema mpasa y R2. Tako mobujamo m
TEOMETPHUjCKH IOIVIE HA CAMYy jEJHAYMHY. YIPABO OBAKBA JIYAJHOCT T€OMETPHUjCKOT U
ApPUTMETHIKO-aJrebapCcKor Horjie a Ha ajarebapcky jeJIHauYuHy IpPeJICTaBha 00jeKaT ucTpa-
xuBamwa Juoganmere zeomempuge. 360r jemHocraprocTu jeauadnne (6.1) moh oBe cmpere
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ce He MOXe JI0OpO BUJIETH, AJIM je OHA BEOMA jaKa— apUTMETHKA KpHuBe JedrHUCAHE ajre-
0apCcKOM jeTHAYMHOM yTHYE HA HEHE reoMeTpHujcke ocobmue m 00paTHO, M3y9IaBaAmHEM I'e€0-
METPHUjCKUX OCOOMHA KPUBE MOXKE C€ CA3HATHU BHUIIE O HEHUM APUTMETHIKUM CBOjCTBUMA.
Nmajyhu y Bujy 1y unsbenuiyy, mu hemo upucryuuru jiepuHucamy eJMITHYKe KpuBe y 00a
JIyXa ¥ TIOKa3aTh 13 ce Takse JBe jeduHuIMje okjaamajy. Hapasno, amrebapcka jemna-
YUHA KOja JedbUHUINE eJUNTHIKY KPUBY je KOMILIUKOBaHUja o7 jenunaqwnne (6.1), ma hie u
jeJlaH W JIPYTH MOTJIE/L IPYKATH CBOje MPEIHOCTH, Y CMUCIY Beh TIOMEHYTe reoMeTpPHjCKO-
apUTMETHIKO-arebapcke cupere. Takobe, yunnuhemMo u jour jeJaH KOpaK BHIIE Y OITHOCY
Ha jemnagmny (6.1) Tako mTo HEheMo mOCMATPATH CAMO €JTUNTHYKE KpuBe Ha mojbem (Q,
Beh he xomTekcT 6mTH Onpehen mpousBoBLHUM MObeM K U HErOBHM aareDapCKUM 3aTBO-
pemem K.

6.1.1 Ajrebapcka JedUMHHUOHjA €IUNITUIKE KPUBE

[Ipukaxkumo npBo anrebapcku MorJies Ha mojaM eaunTudke kKpube. OH ce orjena y
TOME [13, je CBaKa eJIMIITHYKA KPUBa OfpeheHa jefHauInHOM Koja ce HasmBa Bajepwimpacosa
jednawuna. Cienehom jiepununujom onucane cy Bajepurrpacose jeqnadnne Hajl aiarebap-
ckuM 3aTBOpemeM K mospa K.

Hdedbununuja 6.1.1. Hexa je K nowe, wuje je aszebapcro samsopere K u ay,as, ..., a5 €
K. (Xomozena) jeonauuna obauxa
Y2Z 4+ a1 XYZ +a3YZ? = X3+ axX?Z + ay X Z* + ag Z* (6.2)

Hnasusa ce Bajewwmpacosom jednavurom.

Hapemaom npecdununujom, kopucrehn mojam Bajeprmrrpacose jemHadwie jgedUHUIIE CE
mmojaM eJINITHYIKE KPUBE.

Hedbunumuja 6.1.2. Faiunmuuxa xpusa E je xpusa odpehena Bajepumpacosom jednawu-
nom (6.2) ca durcuparnom basrnom maukom O = [0,1,0]. Jdodammo, yrosuro y jednauunu
(6.2) xoja depunuwe xpusy E eaorcu ai,as, ..., as € K xascemo da je kpusa E dedunucana
nad nowvem K u nuwemo E/K.

[Ipumernmo na cy Bajeprirpacose jejgnaunte, 1ma caMuM TUM W ojiroBapajyhe esui-
THYKe KPUBE 33/]]aTe XOMOTeHUM TojimHomMuMa. OHe ce, HApaBHO, MOT'Y JIEXOMOT'€HIU30BATH,
kopucrehn y jennaumnn (6.2) nexomorene koopauuare © = X/Z ny =Y /Z. Ha taj nauun
eJINITHIKE KpuBe a00ujajy jeaHadumne

V2 + a1y + asy = 23 + apz® + auz + ag, (6.3)

npu yemy Gazna rauka O = [0, 1, 0] nocraje tauka ,y 6eckoHaunoctTu”.
YKOJIHKO je mosbe K KapaKTEepPUCTHKE PA3JInInTe Of 2, jesHaqnna (6.3) ce Moxe J0IATHO
YIOPOCTUTH JIOMYHOM JI0 KBAaApaTa. JIOBOJBHO je M3BPIIUTH CMEHY

1
y—>§(y—a13«“—a3),
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nocie Koje jemnaqduna (6.3) mobuja obuk

y? = 4a® + boa® + 2byx + bg, (6.4)
re je
by = a? + 4ay,
b4 = 2a4 + ajas
n

b = CL% + 4ag.

JeduHAIIMMO JOIT U BPEeTHOCTH

bg = a%aﬁ + 4asag — ajazay + agag — ai

A = —bibg — 8b3 — 27b3 + Ybabybg. (6.5)
36or 3HaYaja BpeIHOCTH A U3IBOJUMO je ¥ TIOCeOHY JTeDUHUIIH]Y .

Hedbunnnmmja 6.1.3. Bpeduocm A odpebhena dopmyasom (6.5) nazusa ce duckpumu-
Hanma eaunmuske kpuee F.

Koju je Tauno 3Ha49aj MUCKPpUMUHAHTE €IUNTHYKE KPUBE BuaeheMo yCKOPO, & 3a KpPaj
aJIredapCcKOr YBOJIHOT Ppa3MaTpama Be3aHOT 33 €JUNTHIKE KPUBE, IPUMETHMO 13 YKOJIUKO
je kapakTepucTuka 6pojesnor mospa K pazsmuaura u of, 3, jeaaunna, (6.4) ce MOKe JI0JATHO
VIPOCTUTH JI0 00JIUKA,

y? =23+ Az + B,

e cy A, B € K. llocnenme napeanun 06wk Bajeprmrpacose jeqHatuHe je 3HATAJHO NMATH
Ha yMY, jep mera, m3Mely OCTaJjor, Ma]y eJIMITHIKE KPUBe HaT OPOjeBHUM MOJbUMA, JTAKJIIE,
HAJ[ U3y3€THO MUPOKOM U 3HAYUAJHOM KJIACOM IOJhA.

6.1.2 Teomerpujcka AeduHUINKjA EIUNTUIKE KPUBE

Tlorserajmo caia Kako mM3rJeia reOMETPHUjCKY TOTJIe L Ha mojaM ejunruydke kpuse. [Ipe
cBera, jia OMCMO YOIIIITe Pa3MaTPAJIU EJUITHIKE KPUBE TOTPEOHO je 3HATH IITa je YOIIIITe
kpuBa. Taj mojam ommcan je HAPEIHOM JeDUHUAIIjOM.

Hedununuja 6.1.4. Kpusa je npojexmusHu sapujemem dumenduje jedan.

Kao u oy ocranux Bapujerera, u Mehy KpuBaMma ce NCTHYE KJIACA OHUX KOJje CY IJIaTKe,
IITO 3HAYHU Ja UMAjy TAHTEHTHH [IPOCTODP y CBAKOj Tauku. TakBe KpUBe Ce MOpeJ, MIIaTKuX
HA3WBAJy U Hecurneyaaprum. Jlpyrm 3Hada] mojaMm Be3aH 3a Kpuse je mojam poda. On
je ycTaHOBJ/beH (DYHIAMEHTAJHOr TEOpeMOM aJirebapcke reoMeTpHje Koja je IO3HATa Kao
Teopema Puman-Poxa. ¥V cam mckas Teopeme, Kao U 00jalllibeme CBUX MOjMOBA BE3aHUX 34
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wy HeheMo 3aJ1a3uTH, ma crora ynyhyjeMo 3amHTEepECOBAHOT YUTAOIA JA JIETAJbe BE3AHE 34
reopemy Puman-Poxa, ykiyuyjyhu u mwen jioka3, norpaxu na [18], onnocuo [10]. Jemuuo
rro heMo W3BOJUTH BE3aHO 3a II0jaM POJIa KPHUBE je TaKO3BaHA (POPMYAG CMeneHna Koja
omMoryhaBa EBeroBo PeJIATUBHO jeJHOCTABHO PAYyHAIE M ONUCAHA j€ HAPEIHOM TEOPEMOM.

Teopema 6.1.1. Hexa je F(X,Y,Z) € K[X,Y, Z] xomozeru noaunom cmenena d,d > 1.
IIpemnocmasumo da je xpusa C defunucana jeonauwurnom F(X,Y,Z) = 0 necuneyrapna.
Tada je pod xpuse C jednar
(d—1)(d—2)
5 .

Crenelia kibyuHa CTBAp Be3aHA 34 IMOjaM POJA CACTOJU C€ y MOKA3WBALY /1A 38 CBAKH
meo 6poj m > 1 mocroju KpwBa poma m. Kopucrehu TO CBOJCTBO, MOXKEMO H3BPIIMTH
KJacupuraImjy KpuBuX mpemMa mBuxoBoM pojy. Crernujanano, HaMma hie o maTepeca Gutu
(HecuHryIApHE) KpHBE Poja jejaH, Koje hemo HasuBarw eaunmuukum kpusama. llpern-
3Huje, umamo cjejiehy jiebununujy.

Hedbunanumja 6.1.5. Eaunmuuka xpusa je ypehenu nap (E,O) 2de je E necuneysapra
kpusa poda 1 u O € E basna mayxa.

CaJia »MaMO ¥ T€OMETPHjCKY, 3HATHO AICTPAKTHU]Y JEMUHANM]Y ETUITUIKE KPUBE O/1
one oapehene Bajepmrpacosom jemmaumaoMm. Kakas je oaHoc oBux ge(pUHHIM]A TOKA3Yje
HaPEIHU TTOH0/IEIHAK.

6.1.3 Ogxansoc reomerpujcke u ajrebapcke gedpuHUIAje

IIpumeTrMo TPBO Jla ce KOJ reOMeTpHjcKe NedUMHUINje eJIUITHYKE KPUBe 3aXTeBa J1a
ona Oy/je HecwHrysapHa, JoK jedunuimja nomohy BajepurrpacoBux jejHauuHa HE 1OCTa-
BJba TAaKaB 3aXTeB. 300r' TOTa, 3a IMOYEeTAaK, IOIVIeIajMO KAaKaB je YCJIOB HECHHIYIADHOCTH
3a Bajepurrpacose jejnaunue. Y memy he KibydHy yJIOry MMaTH 110jaM JIMCKPUMHHAHTE
eJIMITHYKe Kpue, onucan jedunurjom 6.1.3. Kako npernusHo usriesa Ta yJjiora OLUUCYyje
HaPeJIHA TeOPEMA.

Teopema 6.1.2. Hexa je E esunmuuxa xpusa odpehena Bajepuwmpacosom jednadurom
(6.3), wuja je duckpumunanma A. Tada je E necuneyrapna axo u camo axo je A # 0.}

WMako moctoju pa3Bujena Teopuja KpWBUX Poaa 1 Koje HHUCY TyIaTKe, Haahe hemo ce
OTPAHUYUTH CAMO HA, PAJI, €3 OHUM KPUBAMa, KOje Cy HECUHTYJIapHE, OHUIIO Ja UX TOCMATPAMO
reoMmeTpujcku min gedunncane nomohy BajeprirpacoBux jegHaunna.

!pumervo ma ce Beh Ha 0BOM MeCTy MoO¥Ke OGP0 BHIETH jefaH TpHUMep apUTMETHIKO-aJreGapcke u
reoMeTpujcke mHTEepaknuje. JucKpuMuHAHTA je MojaM KOjU je y IMOTIIyHOCTH aJirebapCKy U 3aBUCH CaMO Of
koedbunujenara oarosapajyhe Bajepmrpacose jemmadmie, a Ha OCHOBY b€ MOXKEMO H00KUTH MHGOPMAI]Y
0 YUHICTO TeOMETPHjCKOM IOjMy KaKaB je II0jaM TJIATKOCTH, OJHOCHO €T3UCTEHITHjeé TAHTe€HTHOI IPOCTODPA
e/IUITUYKEe KPUBE Yy CBAKO] FbEHO] TAYUKH.
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Hapeuo nrro hemo npukaszaTu je Jia cy JBa pa3IuduTa [IOIJIE)A, OJHOCHO JIBA PA3JIUIUTA
HPUCTYIIA LIOJMY €JIMIITHYKUX KPUBUX KOj€ CMO BUJEJH Y JIOCA/IAIIHEM U3JIaraiby CarjIacHa,
OJTHOCHO 73 ojipel)yjy uctu objekar. TakBa IHbEHUITA [aje OMPABIAHOCT U JeTHOM H JIPYTOM
LIO1JIE/Ly, 1ITO je BeoMa 3HauajHo y Beh Buine myra 1moMmenyrom kopuuihewy aJiredapcko-
reOMeTPHUjCKE CIIpere.

Teopema 6.1.3. 1. Hexa je E necuneynapna xpuea odpehena Bajepwmpacosom jed-
nawunom (6.2). Tada je E zenyca jedan, wmo je y3 odabup mawke O = [0,1,0] sa
OA3HY HUHY EAUNMUNKOM KPUBOM Y cMmucay depunuyugfe 6.1.5.

2. Obpammno, axo je E necunzyrapua xpusa 2enyca jedan ca basznom maqxom O, mada
nocmoju Bajepwmpacosa jednavwuna (6.2) xoja odpehyje xpusy E, maxea da mauka
O npu maxeom usbopy jednavune uma xromozene xoopduname [0,1,0], wmo snawu
da je B eaunmuuka xpusa y cmucay dedunuyuje 6.1.2.

6.2 I'pynmHum 3aKOH HA €JUIITUYKOj KPUBO] U M30TEHIjE

IlopceTnMo ce Jia je mHCOHpal@ja 33 MOCMATPale EJUNTHYKHX KPUBUX TOTEKJA Of,
JlnodaHTOBUX jeAHAYMHA W PA3MOTPUMO KAKO Ce moryes y TakBoMm, J/lmodanTtoBoM mayxy,
MOXKe OCITHKATH Ha caMe eJIMNTHYKe KpuBe. Heka je B enunTrdka KpuBa HaJ MobeM K
oxpehena BajeprrrpacoBoM jeqHadnHOM

y2 + a1y + aszy = x° + a2x2 + aqx + ag.

[Iperxonny jeanadumy, MOpe/ TOTa INTO je jeaHavnHa Koja medwuruine kpuBy F, MoxkeMO
IOCMATPATH U JeTHOCTABHUjE, KAO MOJHHOMM]AJIHY jeTHaunHy Hag momeMm K. Wmajyhu y
BUJLY TAKaB MOIJesN, npupogHo ce, y JlnodantoBoMm myxy, mocraBsba nutame K-parpmonal-
HHUX pellierba Te jeJHadmHe, OJHOCHO OHEX ypehennx maposa (z,y) € K? Koju je 3a10B0ba-
Bajy. ITonoso ce spahajyhin Ha reomerpujckn norsies, takse ypehere napose (z,y) MOXKEMO
BHJETH KA0 TAUKE eJUNTHYKe KpuBe F umje cy obe koopauuare y nosby K. 36or Tora ux
HasuBamo K -payuonasnum maukama. CKyn cBux K-panyoHAJHUX TAUaKa HA €JIUIITHIKO]
kpuBoj E oznauasamo ca E(K).

OHO 1IT0 KeJUMO je J1a 0J1eMO KOpakK jiasbe u jia ckyn E(K) e BuammMo caMo Kao CKyTl,
Beh jia HA WweMy JedWHUIEMO W TTPABUIIHY ajarebapcKy CTPYKTypy, KakKBa je CTPYKTypa
rpyne. YOpaBo y TY CBpXy hieMo ce jOIIl jeTHOM OCJIOHUTH Ha IeOMEeTPUjCKU Torjes, jep he,
JmedbuHAUNEja TPYTHOT 3aKOHA Ha cKymy F(K) OGuTH HHIyKOBaHA TEOMETPHjOM CaMe KPUBE
E. Ilpu ToMm, reoMeTpujcKa ocobMHA eJUOTHYKe KpuBe F Ha Kojy hemo ce ocnamaru je
MPUJNIHO jeTHOCTABHA, &JTU U JaJbe O (DYyHIAMEHTAIHOT 3HATAjA:

IIpasa xoja nposasu kpo3 dse mavke Ha eAUNMUYKO] KPUBGO] CEYE MY KPUBY Y MaANHO Joul
jeonoj mauxu (pauynajyliv npumom u euwecmpyrocm,).

[Iperxonna qumEHUIA TAPAHTYje KOPEKTHOCT HAapejiHe JedUHUIMje IPYIHOr 3aKOHA HA

eJINTITUYIKO] KPpUBoj F.
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Hedbununuja 6.2.1. Hexa je E eaunmuuka xpusa wuja je 6asna maykae O u Hexa cy P
u @ dse maure na E. Osnavwumo ca L npasy xoja npoaasu kpoz P u Q, a ca R mpehy
mawky npecexa npase L ca xpusom E (y cayuajy da je P = Q, L je manzenma na xpuey
E y mauxu P). Hexa je L' npasa xoja nposrasu xpos R u O. Tpehy mauky npecexa npase
L’ ca eaunmuurom xpusom E nazusamo womnosuyujom uau séupom mauaxa P u Q u
osnauasamo ca P+ Q).

Pamuje cmo Beh mHamomenysu, a w3 mperxogHe AedUHHUIEjE TOCTAaje TOTIYHO jaCHO 2
jé TpyIHHU 3aKOH HA €JIUNTUYIKOj KPpWBOj JepMHUCAH TeoMeTPHjcKu. HapaBHo, OH MOXKe
JIOOUTH ¥ CBOJY aJiredapcKy pernpe3eHTANN]Y, Y BUAY €KCIUIMITUTHUX (POPMyJa 33 KOMIIO-
3UIKjy JIBE TAYKe Ha eJIUIITUIKO] KPUBO] K0joj je dumrcupana Bajeprnrpacosa jemmaanHa.
Came dopMmyiie ce u3BOJIE y3 PEJIATUBHO JyT PAUYH U €JIeMEHTAPHO O3HABAHE AHAJTUTUYIKE
reoMeTpuje, aJiM HAM OBJIE HUCY OJ MHTepeca, 11a, Hehe OMTH HABEEHE.

OHO 1ITO jecTe 0Ji UHTEPECA, je JABAIHE ONPABJAKA YIIOTPeOU M0jMa ,,TPYIIHU 3aKOH Y
Be3u ca Jie(PUHUIM]OM Olepalmje KOMIIO3UINAje TaUaKa Ha €JUITUYKO] KpuBoj. T parkeHo
OIIPABJAME IIPY2KA HAPEJIHA TEOpeMa.

Teopema 6.2.1. Hexa je E eaunmuura xpusa wuja je basna mawka O. Tada xpuea E y o0-
HOCY HA ONEPAUUJY KOMNOULUIE MANAKG uMa cmpykmypy Abesose 2pyne wuju je Heympas
mauxae O. Jodammno, axo je eaunmuura xpusae E depunucana nad nowem K, cxyn

E(K)u{0}
wuny jedny nodepyny od E.

[IperxoHa Teopema, JIaKJe, YCIOCTABJbA CTPYKTYPY I'PYIE KAKO HA IEeJI0] €JIUITUIKO]
kpuBoj F, tako u cuenujasno Ha ckyny E(K). Beh ta uumenHuna 9uHU BeJUKHM 1OMaK
OPUINKOM HcTuTHBama cKyna F(K) y ogHocy Ha MyKO Bubeme TOT CKyma Kao KOJIEKITHje
cBuX K-palmoHaJHUX pellema oaropapajyhe momunoMmujaitne jeauaunne. Jlampn momax 6u
UIao IyTeM CTHlama yBuaa y crpykrypy F(K) mocmarpanor kao rpymne. Taj myT Boam
JIO jeJTHe OJ1 Haj3HAYAJHHX TeOpeMa Y TEOPHUjU eJUNTHIKHX KPHUBUX, MO3HATE Kao Mopaen-
BejsioBa Teopema. HaxxajocT, momgyxBaT NpUKAa3WBambHa TE€ TEOPEME TIPEBA3UIA3W OKBUDE
OBOT pajJia U MH heMo W3jarame HACTABATH HAPETHOM IeUHHUIMJOM KOja YBOIU IIOjaM
uaoz2eHuje.

Hedunaunmja 6.2.2. Hexa cy (E1,O01) u (E2, O2) easunmuure xpuse. H3aozenuja usmely
Ey u Es je moppusam xpusux
gb : E1 — E2

Koju 3adosomasa ¢(01) = Oa.

Ckyn cBux msorenuja uzmely esunTuakux Kpusux F u Ey o3nadmmo ca Hom(Fy, Ea).
Ha Tom ckymy moxkemo 3aj1aTu onepanujy cabupama HA CTAHIAPIAH HAUWH,

(¢ +¥)(P) = ¢(P) +(P), (6.6)

98



3a cBe usorenuje ¢, € Hom(E), Fy) u tauke P Ha kpueoj E. HonatHo, kama je B = Eo
MOXKEMO BPIATH M KOMIIO3uIHjy w3orenuja. llperu3uuje, 3a esmnrtudky KpuBy F o3Ha-
9HUMO Ca,

End(E) = Hom(E, E)

npcren Ha KOMe je cabupame jedunncano momohy (6.6), a MHOXKeme Ka0 KOMIIO3UIH)jA
W30TeHMja,

(@Y)(P) = & (¥(P)),

3a cBe usorenuje ¢, € Hom(F1, E2) u tauke P na kpusoj E. Ilpcren End(F) ce Hasusa
npemenom endomoppusama emunruake kpuse E. Tlpe namer ncnmrusama nperena End(F)
MOTJIEIaJMO OCHOBHU IIPHMED M30T€HHUja KOje TOCTOoje Ha CBAKOj ETMITHYIKOj KPUBO].

IIpumep 6.1. Heka je (F, O) npon3BosbHA €JIMOTHYKA KPUBA. 3a CBAKO M € Z neduHu-
IIEMO TIPECIMKABAE MHOXKEha ca m, y o3Haiu [m] Ha cuaeqnelin Hauny:

1. Ako je m = 0, umamo 3a cse tauke P kpuse E, [0](P) = O.

2. Axo je m > 0, nedunnmenmo 3a cse tauke P kpuse E, [m](P)=P+P+---+P (m
myTa).

3. Ako je m < 0, jedunumemo 3a ce rauke P kpuse E, [m](P) = [-m](—P).

Nmajyhu y Buay na omeparmja cabupama Tadaka HA eJIUIITUYK0j KPUBOj jecte Mopduzam
Te KpHBE, JIAKO Ce WHJYKIMjOM II0Ka3yje Ja je 3a ceako m € Z, [m] jeman mopduszam
esmnTrdke kpuse F. Takohe, ounrsiesino je ga 3a cee m € Z Baxu

[m)(0) = 0,

OJIaKJIe CJIeJM Jia Cy TIpecinKaBama [m| esementu npcerena enjomopdusama End(E) ennn-
THIKe KpuBe F/. Buile o BUXOBOj yJIO3W MOKa3yje HAPEIHA TeopeMa.

O

Teopema 6.2.2. 1. Hexa je E eaunmuuka kpusa. Ipemen endomopgpusama End(E)
me xpuee je (ne obasesno xomymamuenu) npemen xapaxmepucmure 0, 6e3 deaume-
M0 HYAE.

2. Hexa je E/K eaunmuuka xpusa u m € Z, ys3 m # 0. Tada je usozenuja mmodicerva
ca m,

[m] EF— F
HEKOHCTMARHG.

[Ipermocrasumo Ja je KapakrepucTuka mosba K jemnaka 0 (Ha npumep, Heka je K 6po-
jesuo nosbe) u E/K emunruuka kpusa. [Iperxoana Teopema OHIa nOKa3yje j1a yobuaajeHo
BaXKu

End(E) 2 7,
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OJTHOCHO Jia 3a KpuBY F He HOCTOjU APYIHUX U30TEHHja OCHM OHUX MHOXKEma ca m, m € Z.
3a TakBe KpHUBE CE KaxKe JIa Cy 0€3 KOMNACKCHO2 MHOdCEa. Y cynporHOoM, ako je End(FE)
crporo Behu of Z, 3a KpuBy F KaxKeMO Jia je €& KOMNACKCHUM MHodcerem. Baunruake
KPHBE C& KOMIIEKCHIM MHOKEHEM [TOCE/yjy MHOra oce0Ha CBOjCTBA; cieaeNuM mpuMepoM
npukazahemo jeJiHy TakBy KPWBY.

IIpumep 6.2. Heka je K mo/be KapaKT€PUCTHKE pa3jmduTe o 2 U ¢ € K IpUMUTUBHE
9eTBPTH KOPEH jeIMHUIT]E,

[Tpumernmo ga je npcrern End(E) crporo Behu o1 Z, TIOMITO BeMy MPUIAIA TPECTUKABAE
koje fiemo ozHaumTH ca [i], a koje je nedunncano ca

[7“] (J"7 y) = (_xv 13/)

3a cBe Tauke (x,y) kpuse E. To 3naun sa je E jenan upumep esmnTudke KPUBE Ca KOM-
MJIEKCHAM MHOMKEHHEM.

d

6.3 Eauntuuyke KpuBe HAA KOHAYHHM IO/bUMA U PEAYKIHja €JIUNTUIKE
KpUuBe

Heka je p mpoct panuonasan 6poj u g Heku creneH 6poja p. O3HAUUMO CTAHIAP/IHO
Kao u Jio cazia ca F, konauno nosme ca ¢ enemenara, a ca [, anre6apcko 3aTBOpeme TOT
nosba. llocmarpajmo enunruuky kpusy E/F, nedunucany nan konaunum nosseM Fy. Omno
IITO HAM je OJ MHTepeca je JaBaibe mporene 3a 6poj enemenenara ckyna F(F,) mwiu eksu-
BaJICHTHO, pukcupajyhu Bajeprirpacosy jemnadnny 3a KkpuBy F, 6poj pelema jeTHAINHE

E: 9?4+ a1zy + asy = 2° + aga? + auz + ag

y ]Fg. IIpe cBera, momnrro cBaka BPEJHOCT 3a T MOXKE JATH HAJBWINE JIBE BPEIHOCTH 33 Y,
oIMax JOOMjaMO TPHUBHUjAJIHY TOPIHY OIEHY

#E(Fg) <2¢+1.

. . ” .
MebyTum, momro je ,ciaydajuo mzabpana’KBajpaTHa jegHadnua pemusa zax F, y 50%
cilydajesa, OHO IITO MHTYHTUBHO O4eKyjeMo je aa je kapauuanunoct ckyuna E(F,) pena g,
a He 2¢ KaKO TBPJM TPHUBHjaTHA OneHa. VICIpaBHOCT TAKBOT WHTYUTHBHOT OYEKUBAIHA
MoKa3yje HapeJaHa 3HAYajHa TeopeMa Xacea.
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Teopema 6.3.1 (Xace). Hexa je E/F, eaunmuuka xpusa depunucana nad KoHauHUM NO-
mvem Fy. Tada je

#E(F,) —q—1] < 24

[IpeTxojHy TEOpEMY MOXKEMO IOCMATPATH U KAO WIYCTPAILM]Y UHIBEHUIE Ja Pajl ca
CJUIITHYIKUM KpUBaMa HAJ KOHAYUM ITOJbUMA HI/Ije npeTepaHO KOMIIJIMKOBAH. Ha,I/IMe, Te-
opema Xacea npyza ysuza y Kapaunannoct ckyna E(F,) 3a cee esunruuke kpuse E nHag,
IIPOU3BO/LHIM KOHauUnM 1nosbeM Iy, mTo je madopmanmja Kojy HeMaMo 3a eJIUITHIKe KPUBEe
HaJI, Ipou3BosbHUM nosbeM K. 36or Tora ce jacno Hamehe moTpebda 3a IOCTOjaEM MEXAHU-
3Ma Koju oMoryhaBa mpea3ak ca MOCMATpPakha eUNTHYIKE KPUBE HAJ KOMILTHKOBAHU]UM,
ANCTPAKTHUJUM TMOJFEM HA MOCMATPamhe KPUBE HAJI jeIHOCTABHUjUM, MO MOTYNHOCTH KO-
HAYHUM TI0Jh€M. TaKaB MEXaHU3aM MOCTOjU W HA3UBA Ce pedykyuje eIUNTUIKEe Kpuse. Y
HACTABKY M3JIarama NeMO TPUWKA3aTh KAKO WM3TJIEAA PEIyKIW]d CJUITUIKUX KPUBUX HA
II0JbeM panuoHaIHuX Opojesa Q.

Hexka je E/Q emunruuka kpusa Haj nosbem Q umja je Bajepmrpacosa jennauwnna

Vv + a1y + asy = 23 + apx® + sz + ag. (6.7)

Kaxko je xpuBa gecdunaucana nam nosem Q, Baxku ga ¢y aq,as, . . ., 0 PAIMOHATIHNA OPOjeBH.
VBohemem cmene

(z,y) = (u%z,u"’y)

nperxoana BajepmrpacoBa jegHaunHa 1006mja 00K
y2 + uairy + u3a3y =23+ u2a2:p2 + u4a4:c + u6a6.

Oparie cieny 12 MOXKeMO W3adpaTh JOBOJHHO BEJMKU OPOj U TAKO Ja CBU KOeduIlmjeHTH
y Bajepmrpacooj jemuauunu (6.7) 6yay mesm 6pojesu. 36or Tora hemo Hajasme TpeTHo-
craBbaTy 1 y jennaunnan (6.7) Baxu ai,as,...,a € Z.

Youumo cajia TPOU3BOJbAH MPOCT paluoHaj aH 6poj p u nocmaTpajMo cee Bajeprrrpa-
coBe jemHaumne ejunTudke Kpuse F ca koedunmjentuma y npcreny meaux Opojesa. Mebhy
CBUM TaKBUM jeJHAYMHAMA TOCTOju (6ap jefHa) jeJHAYMHA KOja MMa MUHMMAJIHY JIHC-
KPUMHUHAHTY, 0 MOysy p. HaszuBamo je munumasnom Bajepusmpacosom jedHauuroM.
PukcupajMo jeJIJHy MUHUMAJIHY BajepmTpacoBy jefHaAUYNHY €JUNTHIKE KpuBe F,

y2 +ai1xy + azy = x> + a2:1:2 + a4 + ag

U PeayKyjMO cBe KoedunmjenTe Te jegHaunHe N0 Moayiay p. Ha raj maumn nobujamo (He
obaBe3Ho MIATKY ) KpuBy L), nedunucany maj konadnm noseM ) kojy Hazusamo pedykuyuja
eaunmuyke kpuse F no modyay p. Y Besu ca xpusoM E, uMaMo apa 3HauUajHA NUTABA:
[IATAkE hEHE JeJUHCTBEHOCTH U MUTAE IheHE CUHIYJIAPHOCTH.

Jemunrcrsenoct pepyknuje Ey, kpuse F 110 MOJIyITy p Peryaucana je jemacTseHomhy Mu-
HUMaJiHe Bajepmrrpacose jeaaunbe. HanMe, MoxKe ce moKa3aTw Ja je MUHEMAaJIHA, Bajep-
TpacoBa jeHa4NHA, 11a CAMUM THM U KpHBa I, jemmHCTBeHA J0 Ha onpeheHy cTanmapamy
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[IPOMEHY KOOPJIMHATA KOja He yTHUYe HA IIPUPOJy KpuBe oipeheHe jeHAYUHOM. Y TOM
CMHCJTY, HUje IPeBeJUKHA I'yOnTak ONIITOCTH ako cMaTpaMo Jia je kpusa L, jenuncrsena.

Ca gpyre crpane, nuTame CHHTYJApHOCTH Kpuse F), je jocra Kommaukosanuje. [a
O6ucMO ra pa3mMoTpusu, HOTPEGHO je TPBO pehr HEIITO OIINTE O CHHIYJAPHUAM €JIAITHIKUM
kpuBaMma. lIpe cBera, yKOJIMKO je eJTUTITUIKS KPUBA, CUHTYJIAPHA, OH/IA UMa, CHHTYJIAPUTET Y
caMo jemHoj Tadku. Ha ocHoBy Opoja TAHTEHTHHMX MPABAIA ¥ TOj TAYKKA CHHTYJIAPHA TATKA
Moxe butn

® YBOP: 4KO MOCTOje TAYHO JBA PAJIUUUTA TAHTEHTA IPABIE ¥ TO] TAYKH.
® KACII: KO IIOCTOjU CaMO jeJIaH TAHTEHTH IIPABAI y TOj TAUKH.

Kao mTo camo Beh manomenymm, penaykumja F, kKpuse F 10 MOLyldy p MoXKe OHTH
CUHTYJIAPHA KpuBa. 300 TOTA, TPETXOMHY KIACU(PUKAII]Y CHHTYIAPHUX TAIAKA MOXKEMO
HCKOPUCTHUTH 13, JAMO Ipenn3aH OonMuc MOryhux peaykinja Kpuse F KOju je JaT HapeIHOM
JeduHUITIjOM.

Hedununuja 6.3.1. Heka je E/Q eaunmuuka xpusa u E, pedyrkuyuja me kpuse no mo-
oyay p. Kaosrcemo da E uma

1. dobpy uau cmabuany pedyxyujy axo je I, necuneyrapna.
2. MYAMUNAUKGMUBHY UAU Noaycmabuany pedyxuyujy axo E, uma ysop.
3. adumusny uau necmabuany pedyruyujy axo I, uma xacn.

Y cayuajesuma 1. u 2. xascemo da kpusa E uma aowy pedyxuujy.

Y Be3u npocTux OpojeBa 3a Koje eJIMITUIKA KPUBA UMA, JIOILY PEJIYKIU]Y, AehUuHUIIE Ce
o0jekaT KOju MX CBE KOIMUpa Ha ejieranTad HaunH. OH je MO3HAT 110JI, HA3UBOM KOHJIYKMOP
eJINTIITUIKE KPUBE U OMHUCAH je HAPEIHOM JIe(DUHUIII]OM.

Hedunaunuja 6.3.2. Hexa je E/Q eaunmuura xpusa nad novem Q. Kondyxmop eaun-
muuke kpuse F, y osnayu Ng, je npoussod

NE — H pfp(E) ,
p-npocm

2de je
0, axo E uma dobpy pedyxuyujy y p,
p(E) =<1, axo E uma mysmunauxamueny pedyxuujy y p,

2, axo E uma adumueny pedyxuujy y p.
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TJIABA (

®pobeHujycoBa mo/ba €JUITUYKAX KPUBUX

7.1 VYBomHO pa3MaTpame

IMocmaTpajmo emmmrnaky kpuBy E/Q mag nomem panmonaiaux Gpojesa Q 6e3 kom-
IJIEKCHOT MHOXKema, Yrju je Kouaykrop N. 3a pamnmonasnan npoct 6poj p Takas ga pt N,
osHaunmo ca E, penyknumjy kpuse E mo monyny p. Kpusa E), je nedunucana HaJ KoHAY-
M nosbeM I, ma uma cmucia nocmarparu ckyn E(F,) cBux Fp—panuponannnx tadaka re
kpuse. Ha ocHoBy Teopeme Xacea BaxKu

#E,(F,) —p—1] <2V

OpaTie, ako 03HAYUMO €A
ap(E) =p+ 1 — #E,(Fp), (7.1)
oIMaxX UMaMO U peJIalyjy
ap(E)] < 2. (7.2)
Penykmuja E, ennnTudke kpuse I je necdurucana va nokeM [y, Koje je KapakTepucTuke
p. 306or Tora je 3a KpuBy [, KopekTHO nmedunucan Ppobenujycos endomoppusam Py,
oxpehed ca
O, (z,y) = (2P, y?), 3a ce (z,y) € E,.

[Tocmarpahemo moamHOM
Ppp(X) = X? —ap(E)X +p, (7.3)

KOjH je 3Ha9ajaH 300T Tora MITO IPeJCTaB/ba KAPAKTEPUCTHIHH IOJIMHOM IIpecInKaBama, Py,
3 nejemmakocru (7.2) caegm ma Ppp(X) mvma JBa KOMIIEKCHO-KOHjyrOBaHA KOPEHA KOja

hiemo oznauasaru ca m,(E) u m,(E), na ®pobenujycos ayromopduzam ®, Moxemo uaenru-
¢dbukosaru ca KoMmIekcHIM 6pojem 7, (E). OBaksa nienrudukanuja je Beoma 3roua, 36or
Tora mTo oMoryhasa Ja ce uaTepaknuja @pobenujycosor ayromopdusma ), pepyknuje F,
u nosba Q nedununuje kpuse E m3pasm eneranTHo Kao parmupene moba Q. Ilpenusnnje,
nMmamo ciaenehy medunnmmjy.
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Hedbunummja 7.1.1. Hexra je E eaunmuuka xpuea nad Q 6es xomnaerxcrnoe mmooicerva
wuju je xondyxkmop N. Ilocmampajmo payuonanan npocm 6poj p maxas da p {1 N u o3na-
wumo ca By, pedyxyujy xpuse E no modyay p. Hexa je a,(E) =p+1—#E,(Fp) u my(E)
jedan Kopewn Kaparmepucmuunoz nosunoma oopehenoe gopmyasom (7.3). Tada pawuperse
Q(mp(E)) nosa payuonarrux 6pojesa Q nasusamo Ppobenujycosum nobem no mooyiy
P 36 eaunmuuxry kpusy E.

IIperxonno nedunncanu mojam @pobeHn]ycoBOr Moba IPUAPYKEHOT EIUNTAIKO] KPH-
BOj 6uhe jeman on merTpasnux ofjekara koje hemo mocmarparu y oBoj rasu. llpenmsnauje
objarimeme KaKo he u3rje ar To NOCMaTpame JATO je HAPEIHUM PeIOBUMA.

Heka je m,(F) xopen nmonmuoma (7.3) u Q(m,(E)) oarosapajyhe ®@pobenujycoso mosse
o Mofyiy p emunrudke kpuse E. Ilpumerumo ma cmo panumje ycranosuwu na je mp(E)
KOMILJIEKCAH 6poj, Ia M3 YHHeHHIE 13 je moguHoM (7.3) cremeHa 2, 0Max MOXKEMO HOJbe
Q(mp(F)) okapakTepucaTi Kao KBaJIPaTHO UMATHHAPHO GPOjeBHO IOJbe.

IToncernmo ce ga cMO TPETIOCTABUIIN J13, je KpuBa F 6e3 KOMIJIEKCHOT MHOXKEmha. 300T
TOra, KaKO p MPOJIA3W CBe pallMoHAJHe TpocTe OpojeBe TakBe Jia He jiejie KOHJAyKTop N
esmnTrdke Kpuse F, mely oarosapajyhum kBagpataonm uMaruHapHUM OPOjeBHUM MTOJBUMA,
Q(mp(E)) mocrojahe Geckonauno muoro Mehycobno paznmaurnx. Ha oBom mecry ce onma
MPUPOJIHO jaB/ba NMHUTaHE KBAHTH(MHUKOBAKHA Opoja parmoHasHuX mpocTtux OpojeBa p Ta-
kBux Ja je Q(m,(E)) = K 3a Heko PUKCHPAHO KB3PATHO HMATXHAPHO GpOjeBHO mosbe K.
Nmajyhu y Busy uHTYUIM]y KOjy CMO Beh HEKOJIMKO I1yTa BUJIEN Y JIOCA/IAIIHEM U3JIAramY,
HAaBEJIEHO KBAHTH(DHUKOBAIHE U3BPIMTHheMO IoCMaTpameM (PyHKIHje

HE(K;x) :#{pgl‘ ’pJ(N,Q(TI'p(E)) :K}7

nedurucane 3a ceaku peasan 6poj x. Hapasuo, om warepeca he 6utu nonamarme GhyHKIH]e
IIg(K; z) kako 6poj = pacTe WK APYTAM pednMa, 6aBuiieMO ce HCIUTHBAKEM ACHMIITOTHKE
Te DYHKIMjE IPU T — OO.

Kao nocusiejimne Mehy yBojiHMM pa3marpambuMa OBE [VIaBe HaBEAMMO joll xuuoresy Jlewnr-
Tporepa o acummrorunu dbyurnuje 115 (K;x). Hapemena xumoresa IpeTHOCTABIbA JIOCTA
Upenu3Hujy OueHy O acumuTorckoM nonamawy dbyuknuje g (K;xz) upu x — oo og oHe
Koje heMo MU TOKa3aTh U MPEJACTAB/HA JOIT YBEK OTBOPEHO MUTAHE ¥ TEOPUJU eJIUTMTUIKIX
KPUBUX.

Xumnoresa (Jlear-Tporep). Heka je E/Q eaunmuuka kpusa 63 KOMNAECKCHO2 MHOHCETILA
ca xondyxmopom N u K xeadpamno umazunapno b6pojesno nowe. Tada nocmoju nosu-
musna konemanma ¢(E, K) xoja 3asucu 0d xpuse E u nowa K maxea da je

T
g (K;z) NC(E,K)l(;gr,

xada T — 00.

104



7.2 KowmbunoBaue l'ajyaoBe pemnpeseHTaliuje

Y oBoMm osesbKy OaBuhemo ce m3Bohemem KOMOwmHOBaHuMX [ajiyaoBux pemnpeseHranuja
IPUIAPYKEHUX WCTOBPEMEHO EJIMMTUIKO] KPUBOj W (PUKCHPAHOM MMATHHAPHOM KBAIPAT-
HOM GpojeBHOM MmoJby. IlpuMeTnMo ja 3a MPOM3BOJHHY €JNWNTHUKY KpuBy F jnedpunucany
HaJ| 6pojesnuM moseMm L, unmje je asnrebapcko 3arsopeme L, mmamo LaayaoBy (-ajuamy
penpeseHTarijy aedpUHICAHY Ka0 XOMOMOP(hHU3aM

pe: Grp, — GLa(Zy),

MHAYKOBaH AejcTBoM l'asmyaose rpyme G /1, Ha {"-TOp3HOHE TaUKe T€ KPUBE, 3a cBaKO 1 € N
v HeKW pUKCHpaHU parmoHaaau mpoct 6poj L. [Ipema Tome, 0HO TITO je MOTPeOHO Ha ypa-
JIUMO je 73, Ty PeIpe3eHTAlN]y Be3aHy 33 eTUITHIKY KPHUBY JIOIePUHAIIIEMO U TPOITHPUAMO
TaKO Ja MOYKe Jia 00yXBaTH M PEIPEe3eHTAIN]Y HEKOD (DUKCHPAHOT KBAJIPATHOT MMATHHAD-
nor 6pojeBHor nospa K.

Heka je E/Q esmnrtuuka KprBa 6e3 KOMIUJIEKCHOT MHOXKeha, 9uju je KoHjykTop N u
K kBagpaTHO MMArnHapHO OpOjEBHO MOJbe, YHWjH je KJiacHu Opoj jemmak h. Ha ocmoBy
npumepa 2.1 umMamMo 118 je rpyna mHBepTUOMIIHUX ejemMenaTa OpojeBHOT mosba K KOHATHA.
Ozuaummo 6poj ejgemMeHaTa Te TpyIe ca w.

Heka je £ panmonasan npoct 6poj Koju ce MOTIyHO 1ena y K Tj. paruoHajaH mpocT
6poj Takas 1a je
O =288,

3a HEKa JIBa pasnmduta, MeljycobHo Konjyroeana wieata £ u £ npcrena meaux Ok 6pojes-
HOr osba K.

7.2.1 Penpesenranmja Be3ana 3a equntuyiky kpusy F/Q

Ca jese crpane, nocmarpamo Tasyaosy (-ajpuuy penpesenTaiujy IpujpyKeHy ejiui-
Tuukoj Kpusoj E, nedunucany xao gejcrso Lanyaose rpyne Gal(Q/Q) ma rpyny E[{] ca-
YHmbeHy Off /-TOP3MOHMX Tadaka Kpube [

pr.p : Gal(Q/Q) — Aut(E[f) = GLy(Z/(2).

Mozkemo cmarparu J1a je £ 10BOJbHO BEJIMKO, TAKO Ja je PeIpe3eHTalluja py f CyPJeKTUBHA, 1
naje Q(E)NK = Q, upu uemy je Q(E[{]) 6pojeBHO 0B (-~-TOP3UOHUX TATAKA €TUITHIKE
kpuse E. ITlomcernmo ce ma je pammupeme Q(E[(])/Q pamuduroBaHO caMo y TPOCTHM
nesmresbumMa o LN, Kao u ja 3a pocre 6pojese p takse ja p{ (N Baxun

Tr pr.p(Frp) = ap(E)  (mod ¢) (7.4)

det pg g(Frp) =p  (mod ¢), (7.5)
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upu deMy je Fr, ckpahenn 3anuc 3a @®pobennjycos ayromopduszam (@/ Q, p) KOjHU OJIrOBapa
p y Tanyaosoj rpynu Gal(Q/Q), a a, je 6poj onpehen dopmymnom (7.1).

VY3 perpesenTanujy p¢ p HocMaTpaMo u mweny mapojexiujy y PGLo(Z/lZ) na 6bucmo na
Taj HA4YMUH JI0OWJIM PelIPE3eHTAIN]Y:

por : Gal(Q/Q) — PGLy(Z/(Z).

Youumo 3 penpe3eHTaldja p Huje OMjeKTUBHA, aJIu CEYelmeM 10 BEeHOM je3rpy Jjobujamo
OMjeKTUBHY PEnpe3eHTaIln]y, KOjy NeM0O MCTO O3HAYABATH U 34 KOjy BaXKn

pe.e : Gal(Fyp/Q) — PGLa(Z/IZ),

npu demy je Fy g pammpeme nosba Q HacTasmo cedemeM 10 oArosapajyheM je3rpy, Tako na
je rapaHTOBaHA MH]EKTUBHOCT IIPECINKABATA Py .

7.2.2 PenpeseHranuja Be3aHa 3a KBAa/[PATHO MMarnHapHo O6pojeBHo mospe K

Hapemna ctBap kojy medunumeMmo je penpe3eHTainja mpuapyKeHa KBaIPATHOM WMa-
rUHAPHOM O6pojeBHOM T0JbY K. YouuMo MpomM3BOHHU HEHYJIA WJIEAJ P MpPCTeHa nenux O
6pojesror mossa K, mamamumo p = aO 3a mexo o € K* u nedurnmmmo

mp(K) = a®,

rie je w (KOHAYHA) KAPAMHAJIHOCT TPyTe HHBepTUOMIHAX efnemenaTa y K. Ilpumerumo na
YKOJIMKO yOuInmMo Heko apyro 3 € K* raxso ma je p = B0k, Baxu na je

a=jp,

[pu 9YeMy j UPUIaIa, rpyiiu nHBepTuOmIHNX ejiemenara y K. 300r Tora, npema, JeduHAIm]u
6poja w Baxw ;a je

a’UJ — /B’UJ
[Mocneama aumennIa nokasyje a1a je my (/) KopeKTHO AeUHICAHO, y CMECIY A3 He 3aBUCK

on, m3bopa .
ITocmarpajmo npecinkaBame

xe = (xg,Xz) : Gal(K,K) = (O /£)* x (ﬁK/E)* >~ (Z/ZL)" x (Z)eZ7)*,
JedbrHICAHO Ca, B
xe(Fry) = (mp(K)(mod ), my (K)(mod&)) ,

rye je Frp ckpahenn zammc 3a ®pobenujycos ayTomopdusam (l_( /K ,p) KOJU OJroBapa P
y Tanyaosoj rpymn Gal(K, K). Hejcrso xommonente xg ca rpyne Gal(K, K) y rpymy
Gal(Q/Q) unaykyje penpesenTanujy Be3any 3a 6pojepno nobe K kojy xkemumo na geduHu-
IIEMO.
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IIpe cpera, npumerumo Jjia je 36or [K : Q] = 2, noarpyna Gal(K, K) mugexca 2 y rpynn
Gal(Q/Q). 36or Tora, ako younmo merpusmjasan Q-ayromopdusam 0 noma K mmamo ga
je

Cal(Q/Q) = Gal(K, K) @ Gal(K?, KY).

Baxsamyjyhn oBoj ocobmnn Nasyaose rpyme Gal(Q/Q) moxemo neduruCATE HHIYKOBARY
penpe3eHTaIn]y
pex s Gal(Q,Q) — GLo(Z/(Z)

Kao r ]
¢ 0 >
XS(U) , aKO je o € Gal(K, K)
| 0 xe(000)]
prr(o) =9 ]
) _
0 XS(U ) aKo je o ¢ Gal(K,K),
[ xe(0o) 0|

3a ce 0 € Gal(Q,Q). 3a oBako JedHHHCAHY pPeHpe3eHTAIHA]Y pe, Kk KazxKeMo Ja je npu-
dpyoicena weadpammom umazuparom 6pojesnom nowy K.' Cimuno xao u y ciydajy pe-
Ipe3eHTaluje py p Be3aHe 33 eJUINTHIKY KPUBY [ U 3a PEIPEe3eHTAIH]y p¢  IPUAPYKEHY
KBAJIPATHOM MMaruHapHoM GpojesHOM mosby K mocmarpamo npojeruujy y PGLe(Z/(Z) na
OucMO A00MIIM PenpPe3eHTAIH]Y

pox : Gal(Q/Q) — PGLy(Z/¢Z).

Hapenna Teopema mpy»ka IIOTIIyH YBHJ y CTPYKTYyDy CJIMKE Delpe3eHTanuje py k, Kao n
penpesenTanyje Py k.

Teopema 7.2.1. Osnauumo ca Ny cauky penpesenmanuje pg ¢ u ca PNy caury penpesen-
mavuge pe i y GLo(Z/LZ). Tada je

(v

1 0 0 1
(s ALk ]

! IpEMeTIMO KOMKO je IpecimKaBambe po ¢ CYNTHIHO AedbHCano; u3 merose came gedunummje Huje ma
[IPBU TIOTJIE jaCHO y KaKBOj je Be3u ca mosseM K. 360r Tora KOHCTPYKIMja IIPECINKAaBabha p¢, Kk MOXKE J1e-
JIOBATHU IIOMAJIO HEIIPHPOJHO, OJHOCHO He TOJIMKO O/mcka camoM mosby K. Takse cyMme pyIIn IoCMaTpambe
noMOhHUX IIpec/IMKaBama Koja ce Kopucre y aeduHANNjI Perpe3eHTalje py k; y BUXOBUM aejcrBuMa du-
rypuiry, u3mehy ocrasor, KjacHu 6poj, KapAUHAIHOCT IPyIle MHBEPTUOWIHUX eleMeHATa M ayToMOopdu3am
6pojeBHor nosba K, mak/ie HEKe 0/ OCHOBHUX KaPaKTEPUCTHKA TOT I10Jba.

ahw“

0

0 0
bhw ’ bhw

Ny

a,be (Z/EZ)*}

be (Z/EZ)*},
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npu wemy cy h u w pedom waacnu 6poj, 00HOCHO KAPIUHGAHOCT 2DYNE UHBEPTHUOUAHUL
eAEMEHAMNG KEaIPaMHO02 UMaUHaPHOo2 bpojesnoe nowa K. Cnevyujaano, 3a xapdunasmocmu
cauka Ny uw PNy saosicu

(-1 2 200 —1)
’N“_2<gcd(£—1,hw)) u 1PNl = =T

Joxas. Osnaaumo ca S(¢) rpymy kiaca 3paka 1o moayiy {0 y 6pojesHom mospy K. 3a
cBakm 3pak C' € S(¢) mocroju GECKOHAYHO MHOTO NMPOCTHX WJEAJA P npcTeHa neinx Ok
Koju cy xoujyrosanu ca C'y rpymu S(¢), mro hemo ckpaheno mucaru ca p ~ C. 360r Tora,
AKO YOUMMO TPOU3BOJBHO Y € (Ok /0K )*, mocToju GECKOHAYHO MHOTO TPOCTUX WJIEATa, P
npcrena neanx O TakBux Ja je p ~ (y). Nmajyhn y sugy pedunnunjy m,(K) mobujamo
Jla 33 CBe TaKBe IIPOCTe HJeaie P BaXku

mp(K) =~ (mod (Ok). (7.6)

Ha ocrnoBy Kunecke Teopeme o ocramuma umamo jia y(mod/) omrosapa map («, §) mo mo-
aymuva £ u £ pepom. 3axsasbyjyhu oBakBoj Besm, pemamnmjy (7.6) moxkemo 3ammcaru y
e€KBUBAJICHTHOM OOJIMKY

Tp(K) = o™ (mod £) u mp(K) = " (mod £). (7.7)

Hexka je cama p panmonasan mpoct 6poj Koju ce moToyHO 1ena y OpojeBnom momy K,
Kao
p=p-p
Osnauumo ca Fr, ®pobennjycos ayromopduzam (@/ Q,p) Koju oxrosapa p y lasyaosoj
rpynu Gal(Q/Q). Kopucrehn ocobune @pobenujycosor ayromopdusma, Kao u AehuHUIA]Y
penpesenTanuje py g UMaMo 12, BaXKu

|7 (K)(mod £) 0(mod £)
Pk (F) = |70 nod) (R (mods)]

Opatie, Ha ocHOBY pesanmja marux y (7.7), mobujamo ja je 3a paruonasHe mpocre 6pojese
p koju ce menajy y K cmuxa pg g (Fry) aumjaronansa maTpurna €wju cy ejgemenTH hw-Tu
crenenn y (Z/0Z)*.

Tpeba jour norsreaTn KakBa je cianka Ppoberunjycosux ayromopdnzama npuiapyKEeHuX
PAIMOHATIHAM MPOCTHM OpOjeBUMa KOjU ¢y MHEPTHH ¥ K, OJHOCHO PAIHOHAJIHAM TPOCTAM
Opojesuma p 3a Koje je pOx upoct uneas y K. Heka je 0 merpusujanan Q-ayromopduzam
noma K. IlpuMernMo nma, Ha ocHOBY JeduHUIHje permpe3eHTaIdje Py i, ayToMopdusmy ¢
y rpymu GLo(Z/lZ) onroBapa MaTpuia,

0 1
il
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Takobe, 3a cBe a,b € (Z/VZ)* ounrienno Baxu,

Lol o= o)

MITO je, IOHOBO y CarJIACHOCTHU ca JepUHUIMjOM pelpe3eHTalluje Py i, JOBOBHO A yTBP-
Juvo 13 je camka PpobeHujycoBor ayToMOp(U3MaA MPUAPYKEHOT MPOU3BOJHHOM PAIHAO-
HAJTHOM IIpOCTOM Opojy Koju je nHepTaH y K IIpH IpeciukaBamy p¢ x KBaJpaTHa MaTPHIA

00JIIKa
0 ahw
phw o |

3a Heke a,b € (Z/0Z)*. Tume je 3aBpuien mokas 3a Ny; U3 mera JUPEKTHO CJIEIU U TBpheme
Be3aHo 3a PN, . Cawmu pejsioBu rpyna Ny u PNy nobujajy ce npebpojaBameM ejeMeHATa
koju cy hw-tu crenenn y (Z/0Z)*. O

CianyHO Ka0 W 3a UPOJEKTUBHY PEIPE3EHTAIN]Y BE3aHY 3a €JUNTHIKY KpuBy F, u 3a
penpesenTanujy Py g IpUApykery OpojeBHOM mojby K MOXKEMO yPaJUTH CedeHhe IO OJro-
Bapajyhem jesrpy, mobujajyhu Tako O6HjeKTHBHY pelpe3eHTAIM]Y

pAg,K : Ga,l(F&K/Q) — PN(,

npu demy je Fy i pammpeme mojpa palnuoHaJIHHX OpojeBa TakBO Ja je rapaHTOBaHA WH-
JEKTUBHOCT IPECIUKABabLa, Py K -

7.2.3 Hedunumnuja kombunosaue 'asyaoBe penpesenramuje

Y nocajallitbeM TOKY HW3JIaramka OBOT OJieJbKa BHAETH CMO JIa C€ EeJUNITHIKO] KPHUBO]
F v dukcupanoMm KBajapaTHOM mMarmHapaoM OpojeBHOoM mosry K mory mpuapyxutn 6m-
JEKTHBHE IIPOjeKTUBHE pelpe3eHTalldje Koje CMO PeJIOM O3HaudaBajd ca ppp U Py . llpn
TOME, PEHPE3CHTANje Py U Py f¢ Cy JedbrHICaHe Ha pamupemnuMa nojba (, koja ¢cMo o3Ha-
gapaJu pesioM ca Fy p u Fy g 1 kKoja cy ojabpaHa TakKo Jia je rapaHTOBaHa, HHjeKTHBHOCT
omrosapajyhmx pemnpesenrtamuja. [lomcernmo ce ma je 1mub METOKYIHOT OBOT OJEJbKa IPO-
HaJIaKemhe HaYWHa, Ja Ce JIBe Penpe3eHTalnyje- py g U Py K, CHOje y jeJIHy perpe3eHTalujy
Koja he y cebu mHocmTH ocobmme 0Oe CBOje KOMIOHEHTE, JaKJe Koja he OMTH Be3aHa u 3a
esmnTraKy KpuBy F u 6pojesno mosme K. Tlpema Tome, oanrsieHo je 1a paj, Ha OCTBAPEY
TOT IUJba U3UCKYje HCTOBPEMEHO IIOCMaTpalkhe Pepe3eHTanuja O g U Py K, 11a je TOTpebHO
3HATH HEMITO O BhUX0BOM omHOocy. Heomxommy madopMamjy o meMy mpy»ka TeopeMa Koja
CJIeJId, ¥ TO He U3pazkKeHy JUPEKTHO, Hero IpeKo ojiHoca nosba Iy p n Fy i na Kojuma cy pe-
npeseHTanyje Py g U Py Aedunucane. Ilpe came dopmysanuje Teopeme, yBeaEMO O3HAKE
Koje heMo KOPUCTUTH y Fh€HOM KCKA3y:

e (y je mMpuUMHUTUBHYU {-TH KOPEH W3 jETMHUIIE

e Q(¢r) je ¢-To MURIOTOMUIHO parmupene mosba Q
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o Q(\/¢*) je xBagpaTHO pamupeme moma Q campxano y Q(¢y)

Teopema 7.2.2. Hewa cy Fyp u Fy g noma na xojuma cy depurucane penpesenmanuje
Pe.E U Pric- Tada eavicu:

1. FopNFyx CQ(VEX).
2. FrpNQ(¢) = Q(Vex).

Zoxas. 1. llogcerumo ce n360pa pam@oOHAIHOT IPOCTOT Opoja £ ca caMor MOYeTKa OdebKa,
KOTa, C€ JPKUMO ¥ TOKY HEJTOKYITHOT n3Jarama: £ ce moTmyHo nena y K m 0BOJLHO je BeJnK
6poj, Tako ma Baxu Q(E[(]) N K = Q, upu uemy je Q(E[{]) 6pojeBHO TOBE {-TOP3UOHUX
TavaKa eMOTHYKe Kpuse F. 36or Taxsor mzbopa O6poja £ Baxku K N Iy p = Q, npu gemy
jomr u pammupeme KFyp/K uma lanyaosy rpyny PGLy(Z/(Z). Kako je pammperse Fy
Abenoso, nome KFy g N Fy i npeacrasiba jenno Aberoso pammpeme noma K. Mehyrum,
npumMeTnmo Jia rpyna PGLg(Z/07) uva camo npa KOTMIHUKA Koju ¢y AGesoBe rpye, jegan
pena 1 u gpyru pema 2. 36or Tora je

[KF,pNF: K] <2.
U3 nocsienme HejeiHAKOCTH MMaMO oaMax, 36or [K : Q] = 2 u nejegHakoct
[KFypNFyi:Q] <4,
KOja, JIMPEKTHO MOBJIAYH HEjeTHAKOCT
[FreNFrr:Q <2 (7.8)

Konauno, 36or npernocraske fa Baxu Q(E[(]) N K = Q cnequ na ce Fy g N Fy i /Q pa-
mudukyje camo y £. Onmarne, y3 nejemuakoct (7.8), caeqm Fyp N Fy e C Q(Ve*), amwme je
JTIOKA3aH TIPBU JIE0 TEOPEME.

2. Tlo cBojoj medunurmju nome Fyp je jenno nornosme moma Q(E[(]) koje je dukcrO
y OJIHOCY Ha JIEJCTBO CBUX CKaJIAPHUX MaTpula. IIpuMeruMo Ja je JejcTBO MpPOU3BOJHHE

a 0 ~
[O a} , a€Q
Ha MPUMUTHBHEU {-TV KopeH jemaunauie (p oapeheno ca

0 a2
[3 a] ="

U3 e nmperxomHo HAaBEIEHE Ynbenule, nmajyhu y suny pedbunumnumjy nomsa Q(vI*), ommax
cIrle Ty J1a, je

CKaJlapHe MaTpHUIE

FopNQ(¢) = Q(VeEr),

qUMe je 3aBpIIeH J0Ka3 JIPYTOT JIeJIa TeopeMe. ]
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Teopema 7.2.2 umahe 3Ha9ajHy yJI0ry HPUIIMKOM JIOKA3WBAKA IOCTOjalba, jeJIHE OCOOUHE
koMOuHOBaHWX ['ayaoBux penpe3eHTalnja, KOja je 01 BeJMKOr OnepaTuBHOT 3ua4aja. 1lpe
caMor u3BOhema MOMEHYTOT JIOKA3a, IIPUKAKUMO KOHAYHO JiepuHunujy kxomburnosarux la-
AYAOBUT PENPEIEHMAYUUIG.

Hedbunumumja 7.2.1. Hexa je E esunmuura kpusa u K xeadpamno umazunapho 6poje6Ho
nome, Kojuma cy npudpyoicene bujexmuene npojexmuete pPenpesenmanuje P E, 00HOCHO
pe.i depunucane pedom na nosuma Fyp u Fy . Kombunosana I'aayaosa penpesen-
mayuja npudpyicena UCTospemMeno eaunmuukoj kpusoj E u 6pojesrom nowy K, y osnayu
De, depunucana je £Kao npoudsod-penpesenmayuja:

ﬁg : Gal(F&EFg,K/Q) — PGLQ(Z/EZ) X PN@,

pe(0) = (pe,e(0), pe.k(0)),
npu wemy je PNy cauxa penpesenmauuje py i, demanno onucana Teopemom 7.2.1, u o €
Gal(FypFrk/Q) npouseoman aymomoppusam.

Hamomernumo ga hemo gecro mucaru ckpaheno Fy/Q ymecro Fy pFy i /Q.

Hexka je py kombunorana [asyaoBa pempesenTariuja Be3aHa KCTOBPEMEHO 38 eJTUIITUIKY
kpuBy F u kBajipaTHO mMarupHo 6pojeBro nosbe K. Ozmauumo ca Gy CIUKy Te perpe-
zenrarje. Harmacumo jorr jegrom jra cMaTpamo aa je £ panuoHasaH mpocT 6poj Koju ce
nena y K u joBosbHO je Benwk , Tako ja Baxu Q(E[Y]) N K = Q, upu yemy je Q(E[(])
OpojeBHO T0Jbe (-TOP3UOHUX Tauaka ejuntudke Kpuse F. [IpumernmMo j1a ako y3 HaBejeHe
IpeTHocTaBKe mpernoctasuMo u Fy g N Fy g = Q, nMamMo j1a BaxKu

Gy = PGLy(Z/(Z) x PN;.

Ha oBoMm MecTy ce IpHpOAHO jJaB/ba MUTAIbE €r3UCTEHIje 1 OPOJHOCTH PAITMOHAJIHUX IIPO-
crux OpojeBa f ca TpaXKeHWM CBOjCTBUMA. Teopema KoOja cjemu HpyKa OJArOBOpP HA TO
[IUTaEe, ¥ BUJAY TAapAHTOBAIba E€r3WCTEHIMje DECKOHAYHO MHOTO mpocTtux OpojeBa f Koju
MMajy HaBeJEHa CBOJCTBA U KOJU C€ jaBsbajy y ApUTMETHYKHUX IIPOIDECHjaMa 110 MOJYJLy
y 3aBUCHOCTH OJ KBaJpaTHOr mMmarmHapuor Opojesnor mosma K. ITlpe came dopmynarmje
¥ JIOKA3a TeopeMe, HATIOMEHMMO Jia O3HAaKe Koje NeMOo Mpu TOM KOPUCTUTH HUMAjy HCTO
3HAUEHHe KOje Cy MMaJie 0 caJa.

Teopema 7.2.3. 1. Hexa je K = Q(i). Axo je £ = 5(mod 8), payuonansan npocm 6poj ¢
ce yena y K u easicu Fyp N Fp i = Q.

2. Hexa je K = Q(v/—D), 2de je D > 1 6eckeadpaman ueo 6poj. 3anuwumo D y obauky
D = 2FD’ sa nenapan 6poj D' u k € {0,1}. Tada:

a) Axo je D' = 1(mod 4), 3a ceaxu payuonaaar npocm 6poj { maxrae da je

¢="7(mod 8) u <;,> = -1,

sastcu da ce £ uena y K u Fyp N Fp g = Q.
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6) Axo je D' = 3(mod 4), sa ceaxu payuonaran npocm 6poj £ maxas da je

¢="7(mod 8) u <D€’> =1,

saotcu da ce £ yena y K u Fyp N Fp g = Q.

Zoxas. TlogceTrmo ce ma cMo ca h 0O3HAYABAJIM KJAACHH OpOj, & Ca w KApAUHAJIHOCT TPYIIE
VHBEPTUOUIHAX €JIEMEeHATa, KBAIPATHOT UMArnHAPHOT OpojeBHOr mosha K.

1. Ako je K = Q(i), tama je hw = 4. Ilpermocrasumo ja je £ = 5(mod 8), Kao y uckazy
teopeme. Kopucrehu Teopemy 7.2.1 omna mobujamo ma BaXxu

|PNy|  ¢—1
2 4

[Frx: K] = (7.9)

[Tpumernmo ma je [TTI HemapaH 1eo 6poj, ma Ha ocHoBy (7.9) 3aksmydyjemo nma Fy /K
HeMa nornoske pega 2. 36or tora je Q(vVI*) € Fy k. Kako je ma ocnoBy Teopeme 7.2.2
rapaHTOBAHO

Fy N Fr e CQWE)

u 360r Tora mTo je mo Aedurnnuju nobe Q(v£*) crenena 2 way Q, U3 moCTEAHE INHEHATIE
3aKJbY Iy jeMO

FrpnFrg=Q

quMe je JOKa3aH IPBU Je0 TeOPeEME,
2. 3a npou3BOJLHO KBAIPATHO MMAIMHAPHO OpojeBHO 10sbe Baxu 2 | hw. Oparie, Kopu-
crehu Teopemy 7.2.1, nobujamo ja je

|PINy| (-1 2 (—1\?
Fix: K| = - _
o Kl == ged(hw, £ —1) ) > MO T

[IpumeTnmo fa ce u y caydajy a) u y ciaydajy 6) y HMCKa3y TeopeMe HpeTHocTaBba { =

. ) P)
7(mod 8). 3a rakse { je 6poj (6_71) HemapaH, ma ciaenu a3 ga Fy g /K Hema moTmosbe

pexa 2. 36or Tora je Q(V{*) € Fy -, onakie nHa ocuoBy Teopeme 7.2.2, Ha IIOTIYHO HCTH
HAYMH KA0 y JIOKA3y Jjiesia 1. 3aK/bydyjemo

FrenNFpr=Q.

Ja 6ucmo 3aBpinuiim JI0Ka3 TeopeMe moTpebHO je joIrn J1a MOKAXKEeMO J1a, Ce PAIMOHAIAH
upoct 6poj £ nena y K = Q(v/—D) mopn npernocrasibeanm yeaosuMma. Kopucrehu Teopemy
4.3.6 nobujamo 11a je uumeHunna Kojy rpeda JI0Kka3aTu eKBUBAJICHTHA, CA

<€D> _1 (7.10)
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Kopucrehin octosie ocobume JIeKaHIPOBOr CHMBO0IA HMAMO
-2
e
()%
)(5)
()(5)o
o) (o

nrro 3uaun 13 ce dpopmysa (7.10) Moxke 3anmMcaTH y eKBUBAJEHTHOM 00JUKY

(_1)<§>k<£,>(_1)£);1 —1. (7.11)

Ako je D' = 1(mod 4), ka0 y cayuajy a), umamo ga mehy csum £ = 7(mod 8), Gpojesu 3a

KOje je
l
(n) - b

3a0BosbaBajy Gopmymny (7.11). Vmajyhu y Buy HU3 €KBUBAJICHIHM]a KOJU je TIPETXOIMO
dbopmymu (7.11) 3akibyuyjemo na ce TakBu panuoHajHu npoctu 6pojesu ¢ nemajy y K.
Ca apyre crpame, ako je D' = 3(mod 4), kao y cuayuajy 6), umamo jga mehy cBum
¢ = 7(mod 8), 6pojesu 3a koje je
L
()=

3a10B0sbaBajy dopmyay (7.11). WmenTndno Kao y ciydajy a), 3aK/bydyjeMo Ja ¢e TaAKBH
parmonajau ipoctu Opojesu £ mernajy y K. Ha maj mauwn cy nokasana oba ciydaja jesa
2. TeopeMe, UNMe je HEH JOKA3 3aBPIIEH. [

l—

_1)
= (-7
= (-1)

Teopema 7.2.3 omoryhasa mpuMemHBOCT KOMOMHOBAHWX [AJIyAOBUX PENPE3CHTAIN]A,
Koje heMo KOpuCTHTH TPUITHKOM u3BOhema acumnrorcke penarmje 3a [Ig(K;x) y onembky
KOju cienn. 3a parmonajaH npoct 6poj ¢ hemo Haja/be MPeTHOCTAB/BATH JIa UCIYHABA
ycsoBe HeKor o ciydajeBa Teopeme 7.2.3 (0Bo je moryhie jep HaBe/eHa Teopema rapaHTyje
ersucTeHnujy 6eckonauno mnozo Taksux 6pojesa). Tana je

Gz = Gal(Fg,EFg’K/Q) = PGLQ(Z/EZ) X PN[
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Crenujasiao, BaxXu

2000 —1)%(0+1) _

= |PGLy(Z/7)| - |PN,| = = 0t 12
|G| = |[PGLo(Z/UZ)| - | PNyl acd(0 — 1, hw) K, (7.12)

[Py YeMy KOHCTAHTA ¥ <j 3aBUCH O] KBa[PATHOI UMAarnHapHOr OpojeBHOr 1mosba K.

7.3 Acumnrorcka dopmyiia 3a [lg(K;x)

Heka je E/Q enunrryka kpuba ca KOHpyKTOpoM N n 6€3 KOMIUIEKCHOI MHOXKEHa. Y3
kpuBy F mocMaTpaMo U (hHKCHPaHO KBaIPATHO HMATHHAPHO 6pojeBHo mobe K = Q(v/—D)
(D > 0— GeckBaaparan 1eo 6poj) umju je kmacau 6poj h, a KAPIUHAJHOCT TPYTIe HHBEPTHU-
6umaux esemenara w. Y Oxemnky 7.1 nebunucamu cvmo dyukmujy g (K;x) kao

He(K;z)=4#{p <z |ptN,Q(mp(E)) = K},

npu demy je m,(E) ompehen kao kopen kapakrepucruanor mnogmuoma (7.3). Ilnmm osor
o7ieJbKa, je m3Boheme acummrorcke dopmyste 3a byukimjy g (K;x), kaga x — +00.

Kao mpeu kopak ma myT Ka n3Boljemy MOMEHyTe aCUMIITOTCKE (POPMYyJIe, IPUMETHMO 1,
je moBosbHO Ja mocMaTpamo mpocte 6pojese p { N 3a koje je a, # 0. Haume, y ciiydajy na
je ap = 0, kapakTepucTuaHn HosuHOM (7.3) je

Pp,(X) = X2 +p,

na je ounrnenuo m,(E) = /—p. 360r rora je Q(m,(E)) = Q(y/—p), mro 3Ha9u 13 mocMa-
TpaHu npocTu 6pojeBn Tj. oHHM IpocTu OpojeBm p 3a Koje je a, = 0, JIOIpHHOCE BPEIHOCTH
dyunkiyje g (K; ) ca najsuie 1 u o ako je 6am K = Q(\/—p).

Jenno oy ocHOBHUX CpejicTaBa Koje heMO KOPHCTUTH IPUJIMKOM W3BOhEma aCHMIITOTCKE
dbopmyse 3a bynrunjy g (K;x) 6uhe ederkrusne Bepsuje Teopeme Yeborapepa, mpuka-
zane y [lormasmy 5. Jlema koja ciieu je esieMeHTapHA O CBOjOj IPUpPOaH, anau hie 6utu o
BEJIMKOT 3HAUAja TPUIMKOM JIerHUCAa KOHTEKCTa y Koje fiemMo mpuMemuBaTH HABEICHE
TeopeMe, guMe heMo ce geTasbHO GABUTH HOCJIE HeHOr JTOKA3a.

Jlema 7.3.1. Heka cy a u b mehycobro nezasucte npomensuse U n no3umusar 4eo 6poj.
Tada nocmoju noaunom Py (X) € Z[X] makas da je

(a" + b")? (a+b)?
——— =P, | — .

(ab)™ ab
Zloxas. TlpuMmeTmMo TIPBO 13 BaXXu

b)?2 24 2ab+ b2 b
(a+0)" a”+2ab+ 09y
ab ab b a
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Kao "

(an+bn)2 - a2n+2anbn+b2n _£+2+bi
(ab)™ (ab)™ B an’

36or Tora, ako ysejemo cMeHy t = ¢, jgobujamo sa ce J0Ka3 Jeme CBOJM Ha JIOKA3UBAme
ersucrennuje noauHoma P, (X) € Z[X] rakeor jga je

t"+2+tin:Pn (t+2+1>.
[Tpumernmo na je 3a gokas Tor TBphema MOBOBHO JOKAZATH 13 BAXKK
<t+2+1>n=t”+2+é+Qn(t+2+1> (7.13)
3a Heku TosmHOM (X)) € Z[X], jep Taga moxemo peduHuCcATH

Po(X) = X" — Qu(X).

Hakue, cBe mro Tpeba J1a ypajuMo je Jia JloKaxkeMo TadHocT dopmyste (7.13), mro hemo
YPaJIUTH MHYKIMJOM 110 TIPUPO/IHOM Opojy n.

ITpumernmo na 3a n = 1 u n = 2 umamo ounreaao Q1 (X) = 0 Q2(X) = 4X — 4.
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[IpermocraBumo ga Tepheme Baxu 3a ¢Be k < n — 1. Taga 3a k = n umamo:
1\" 1" 1
<t+2+> —<t+2+> <t+2+>
t t t
1 1 1
_ —1
_<t" +2+tn_1+Qn1<t+2+t>><t+2+t>
1 1 1
:<t+2—|—t>Qn1<t+2+t>+2<t+2+t>
1 1 1
Tt 24 )+ — ([t+24+ -
+ <+ +t>+t"—1<+ +t>
1 1 1
=024 ) Quoa (EF24 5 ) 2 (824
1 1 1
+(t"+2+tn)+2<t” +tn1>+t” tinz 2
= t”+2+i + t+2+} Q zt+2+1 +2 t+2+1
- tn ¢) et t t
TP TS T SR Y (IS U S S
tn—l tn—2
" 1 1 1 1
= t+2+t7n + t+2+¥ anl t—l—2—|—¥ + 2 t—|—2+z
1 n—1 1 1 n—2
+2<<t+2+t> —Qn—1<t+2+t>>+<t+2+t>
1
—Qn—2<t+2+t>—8
= 1t”+2+i + t+2+} Q t+2+1 +2 t+2+1
- tn ¢) ot t t
1 n—1 1 1 n—2
+2<t+2+t> —QQn_1<t+2+t>+<t+2+t>

1
— Qn—2 <t+2+t> - 8.

U3 nocneae jepHakocT oaMax ciaeau aa noauaoM @, (X) € Z[X], nedunucan ca
Qn(X) = XQn1(X) +2X +2X" 1 —2Q, 1(X)+ X"? -~ Qpn2(X) -8

3a10BosbaBa dopmyry (7.13), aume je 3aBpIICH HHIYKIKjCKA KOPAK, & THME H JI0KA3 JIeMe.

O
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Okeup koju hemo mocmarpatu y najbem m3isaramy onpeben je kombuuopanum [amy-
aoBUM penpe3eHTarmjama, geduaucannM y omebKy 7.2. Harpacmmo ma 3a pamumonasian
npoct 6poj ¢ 3aap:KaBaMO MPETIOCTABKE KOJUX CMO Ce JApXKAJId y HABEJECHOM OJe/bKy. Ta-
kobe, y momenyToM 0se/bKy MOry ce npounahwu jiecdunuimje objekara koje hemo kopuctuTu
y HACTABKY HAIET W3JIarama, a He OyIy eKCIUIUIIUTHO MOHOBJHEHE.

[Ipehumo caga wa neduancame ckyma Cp y rpymu Gy, koju hie 6uTn jean o MEHTPAJTHIX
objekaTa y HAIlEM JaJbeM H3jaramy. 3Hauaj ckyna Cp je y ToMe IITO IpyrKa KapaKTepu-
3arjy npocrtux 6pojesa p Taksux ga je Q(m,(E)) = K.

Hedbunnumja 7.3.1. Os3nauumo 3a npoussowny mampuyy g € GLo(Z/VZ),

(Trg)®
detg ~

t(g) =

Hedpunuuwemo Cy C Gy ca

Cr={ () € G 1o = Pratita)on = [ o] v (FLEA00) o

Y koHTEKCTY TperxojHe aedununmje npumerumo na cy t(g), Kao m ycJiOB Be3aH 3a
Jlexxanapos cumbon y nedununuju Cy kopekTHo nedunucanu 3a marpure y PGLo(Z /(7).

Teopema 7.3.1. Hexa je £ npocm 6poj xoju ce nomnyno uena y xeadpammuom 6pojecHom
nowy K u nexa je Cy C Gy ckyn odpehen dedpunuyujom 7.3.1. Tada je

Np(K;z) <Tl¢,(x, F/Q).

Jlokas. Heka je p npocr 6poj koju je nepamudukosan y pammpemy Fy/Q u takas aa je
ap(E) # 0 u Q(mp(F)) = K. Ca jenue crpane, p ce nornyno nena y Q(m,(E)) = K u 1o
Ka0

pOx = (mp(E))(mp(E)) =:p - p.

Ca spyre crpane, Heka je m,(K) jeman ox mp(K) mwm 75(K). U3 nedbununuje 7,(K) onna
UMaMO

p" O = (myp(E))(my(E))
. _|mp(K)  (mod £) 0 (mod £)
PED) =170 (mod £ mp(K) (mod £)|°

KomMmbrunanujom nIpeTxXoaHnX 3al1aKama, Y3 eBEHTYAJHO IPETX0IHO IPEeNMEHOBAHE KOPEHa,
Jobujamo
Tp(E)™ = 7, (K). (7.14)
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Kopumihemem Jleme 7.3.1, u3 dbopmyne (7.14) mobujamo

(oK) + ()" (mpB) + (B (7o) + 7 (B))

o (K )mp (K BB\ m(E)m(E)

Cana peykumjom 110 Momyty £ JIeBe W JIECHE CTPaHE MOCJEIhe jeTHAKOCTH (KOoja je Ko-
PeKTHa 360r TOra MTO Cy 00e cTpame eleMeHTH Io/ba Q ca IMEeHHOIUMa, y3ajaMHO IIPOCTUM
ca ¢ ) u xopumhemem nedunuimje Py i (Fry) 3a mpocre 6pojese p Koju ce TOTIYHO Ienajy
y K nobujamo

e, (i) = Prao(t(e,p(Fry)))  (mod £).

Konaumno, npumernmo j1a npernocraska Ja ce £ noriyno nena y K = Q(m,(E)) nMmmunupa
J1a ce Kapakrepucruanu nosmnoM Pg, = X2 —a,(E)X +p 3a mp( E) normyno nena y Fo[X].
Opnarie cienn ja je

<(T1" P (Frp))? — 4det ﬁe,K(Ffp)> _1q
B - )

4UMe je JIOKa3 3aBPIIIEH. O

Y3 ckyn Cy, uuju 3Ha4Ua] TOKa3yje TPETXOTHA TeopeMa, JeUHUIIEMO JOIII HEKOJIUKO
3HAYAJHUX CKYMOBa Ha ciemehn maawn:

e By = {(éfl,gb) eGr|lg = [%1 Zi] U gy = [%2 Z?J } IIpumernmo ma By HEje camo

cKyII, Beh je u rpyma y oamHocy Ha yoOHYajeHy OIEpAIld]y MHOXKEHA MATPHUIIA.

o Jledunumenmo I' C By N Cp ka0 MAKCUMAJIHU CKyn ejieMenara 7y = (1,7Y2) KOju HUCY
mehycobuo konjyuropanu y Gy.
[Tpumernmo na 3a g = (g1, g2) € Cp Baxku

<(Trgl)2 — 4detg1) _
g - M

IIITO 3HAYM /I3 je g KOHjyraT Hekor ejeMenTa u3 By. 36or tora, ako ca Cg,() o3Ha-
YMMO KJIACy KOHjyramuje ejeMenTa vy y rpynu Gy, uMamMo Jia je

CE = U'yEFCG’z (7)

e O3HAYMMO CJIMYHO KAO y uperxoanoj rauku ca Cp,(7y) KIacy KOHjyrauuje egeMeHTa
vy rpymu By. Ouga nedunumemo ckym Dy Kao

Dy = UyerCp, (7).
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Hapemna TeopeMa mokasyje HEKa OCHOBHA CBOjJCTBA IMPETXOTHO Je(PUHUCAHUX CKYIIOBA.
Teopema 7.3.2. Hexa cy By, Dy u ' npemxodno depunucaru cxynosu. Tada eascu

_ o Ae=1)2  _3
LBl = geatermy <K £

2. T < 4.

3. Hexa je v € I'. Tada je
G, (7)| = 2

u
Cs,(7)| < L.
4. Baoicu
|Cg‘ XKS
u
|Dg’ X£2.
5. Hexa je v € TI'. Tada je
1CB,(V)I/|Bel
—————— =1+ 0(1).
Caificd = e

Hoxas. 1. Cnequ nupekTHO OpojameM MaTpuna y By.
2. Heka je (g1, 4g2) € Cy. Y3 nedununuje ckyna Cy umamo Ja je

<(Trgl)2 — 4detgl> _

14

IIToO 3Ha4M 112 je g1 Koujyroana y rpynu GLgo(Z/(Z) nujaronaiiHoj MaTpuim

" = {cg g] , Y3 ycaoB o #£ 3. (7.15)

Taxkobe, 6uto Koje gBe aujaronasne mMarpure ¢y koujyrosane y GLo(Z/07) ako 1 camo ako
nMajy ucTe ejemMenTe Ha jgujaroHasgm. Oparie mobujamo ja 3a 6poj KJtaca KOHjyraimje 3a
g1 Baxu na je < {. Kako je uz nedununuje Cy MaTpuia g JUjaroHAJHA U §o e MOTIYHO
onpebena ca g1, mobujamo ja je |I'| < 2.

3. Ha 6ucmo uponennnu [Cg, ()|, IpEMeTHMO IPBO Ja ce KJIaca KOHjyralyje JAujaroHaJIHe
marpune obsnka (7.15) y GLo(Z/lZ) cacroju o cBUX MaTpUIa Yuju je Tpar jeJHak o+ [3,
a JeTepMuHAHTA 3. 3a 6p0j TAKBAX MATPHIA BaxKu JIa je acuMIToTcKu < (2. JlomarHo,
HUKOje JiBe TakBe marpune Hucy ekpupasienre y PGLo(Z /(7). Oparne, nmajyhin y Buny na
3a v = (71,72), nae je 1 AujaronasiHa Marpuia obsmka (7.15), Kiaca KoHjyramuje 3a vy y
PN, uma najsuie 2 egemMenTa, 1o6ujamo tpaxeny mporery 3a |Cg,(7)].
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o ce tuue nporene 3a |Cg,(7)|, OHA ce M3BOAM MOTIYHO AHAJOTHO, KaJa 3HAMO JIa
KOHjyropame MarpunaMa u3 By ce u3Bogm Kao

11 0] 1 0][d —b] _[1 %2
dlo d/ 0o g0 1] o 8 |
4. Cmemm ogMax U3 f1eyoBa 2. u 3.
5. Cneqm ommax u3 (7.12) m nenosa 1. u 3. d

Teopema 7.3.1 rapanTyje na je 3a n3Boheme acumurorcke hopmyane 3a g (K; x), mro je,
HOJICETHMO C€, ITUJb OBOTI' OfIe/bKa, JOBOJFHO HAIIPABUTH IIporeny 3a m¢, (¢, Fy/Q). Ha 6ucmo
TO ypaauiau, KopuctuheMo MeTon peaykmuje, Koju omoryhasa mga mpuMeHuMO eheKTUBHE
Bepauje Teopeme HeborapeBa o TycTuHu y Abesosom pammupeny OPOjeBHUX MOJba, TAKIIE
yIpaBo y oHOM partuperse rie Baxu AHC.

IIpBu KOpak Ka HajaBJbEHOM IWJBY je peliyKirja ['agyaoBe Ipyre Kojy IOCMaTpPaMo Ca
Gy va By. To hemo yuwmauTn y HeKOJMKO eramna. lIpBo, Kopuinehemem Teopeme 5.2.1 u
Teopeme 7.3.2, neod. 3akipydyjeMo ga 3a cBe v € ' Baxku

e, () (@ Fe/Q) = (1+ o(1)) T, () (2, Fo/ Fe*).

Opatie ciremu j1a je

e, (z, Fy/Q) = ZWCG (x, Fp/Q) < ZT(CG 7) x, Fy/Q)

yel verl

Y Ty, ()@, Fo/FP) = 7y(x), (7.16)
vyel’

rae je ¢ : By — {0,1} xapakrepuctnana dbynakmuja ckyna Dy = U,erCp, (7).
Hame, kopucrehu npeu geo Teopeme 5.2.1 3a L = Fy, k = FZB‘ n G = Gal(F@/FeBZ)
zajeano ca Ilocmemaumom 5.1.2 mobujamo 1a je

7io(x) = mo() + O (e log(£dg N) + ex%) . (7.17)

[Tpu Tome je mmmmuinTaa O-KOHCTAHTA alCOIyTHA. 360T TOra, CBE IIITO OCTaje Jia Ce ypaiu
y Imsby nponemusama ¢, (x, Fy/Q) je ma ce nponenu my(x), rae je ¢ KapakTepHCTUYHA
dyukumja ckyna Dy. Y cBpxy Te nporiese jaeduHuIIeMo

A b 0
Hy = {(91,92) €Bi|lg1= [%1 aj 92 = [%2 GQ]} (7.18)

Ouwursiesno je na je Hy moarpymna o By, a eHa j1a/ba, CBOjCTBA MOKA3yje HAPEIHA TeOpeMa.

Teopema 7.3.3. Hexa je Hy nodeyna dedpurucana ca (7.18). Tada easrcu:
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1. Hy je nopmaana nodepyna 0d By u xosuwnuyura epyna Be/Hy je Abenosa.
2. HeDy C Dy.
3. |He| = .

Hoxas. 1. OBaj neo Teopeme ciiein 0AMax ako TpuMeTuMo 13 je Hy jearpo xomoMopdusma,
rpyua
©:By— (Z)l2)" x (Z)lZ)*

ap bi| |az O —1 1
@<[o dl}’[o dJ’)é(al b0z da),

rae cy al,bl,dl,dg € Z/EZ.
2. Hexka je (g1, 4d2) € Gy. Kako je g jenmauaHa MATPHIIA, JTOBOJBHO jé BUJACTH KAKO Ce IPBa
KOMIIOHEHTa, y Dy nonarma npu MHOXKEmY ca ¢g1. Mmamo na je

b 806 50"

IIITO je ¥ Jajbe MATPUIA Y UCTOj Kyacy KoHjyrammje y Dy kao u

onpehenor ca

a b
0 B’
quMe je JI0Ka3 OBOT JIeJia, TeopeMe 3aBPITeH.
3. OBaj meo cienu ofMax TPUBHJAJHUM MPeOPOjaBAIHEM. O

ITperxonna Teopema omoryhasa namy peaykiwmjy Ha rpyny By/Hy. 1lrasume, umamo
TapaHIA]y Jia je TIOMeHyTa Ipyna Abeso6a U yIpaBo Ta YHIHEHUI j& KbYUHA 33 HACTABAK
myTa Ka HaIlleM [UJby, a TO je u3soheme acumurorcke dhopmyde 3a [Ip(K;x). Hanme, kako
je rpyna By/Hy A6enoa, AHC Baxku 3a ApruHoBe L-byHKIHje MPUAPYKEHE Hpe Iy TuOuII-
HUM KapakTepuma Te rpyme. 360r Tora je oupapjana npumena Teopeme 5.1.6, Ha ocHOBY
Koje, y3 mpernoctaBky GRH nobujamo

1
D Dyl 2
Te(x) = ﬂDz(x;F@/FeBZ) < |\Cj|’ liz+ <;Hj‘> [FZBE : Q} 23 log M<F€/F£Bé)
< ged(d — 1, hw) =«

l ‘ log x

+ 0222 log(ldx Nx)

hwx
llog x

< + 0222 log(fdx Nz), (7.19)
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IIpU 9eMy CMO jOImn y oreHama Kopuctuian Teopeme 7.3.2, 7.3.3, Ilocneaumy 5.1.2, xao n
dbopmyny (7.12). Konauno, kombunyjyhn nobujeno y dopmynama (7.16), (7.17) u (7.19),
y3 npernocraBky GRH mmamo j1a Baxu

wx
llog x

e, (z, Fr/Q) < + 022 log(¢dg Nx) + £log(¢di N). (7.20)
Harsracumo j1a je umiiunuTaa < -KOHCTAHTA arcosiyTHa. Takohe, npumernmo jja je w < 4 u
Jla MOKeMo cMarparu ja je di < 4x, jep je unade I (K;z) = 0. Kopucrehu Te Hanomene,
dbopmyna (7.20) mobuja 06smk

hw

3 1
gz + (222 log(¢{Nx) + £1log(¢N) (7.21)

7o, (x, Fr/Q) K

ca aICOJIyTHOM << -KOHCTAHTOM.

Hapemau b Koju uMaMo je 13 1o1arHo mobosbmamo dopmyry (7.21). To hemo yaunnta
Ha BEOMa CYNTWIAH HAYWH, KOju je Beh HajaB/beH HA MOYETKY OBOT OJIEJHKA ITPUJIMKOM
dopmMynncama yeaoBa 3a mpoct 6poj £. Tana je pedeno na he £ mmaTn mapaMeTapcKy yJaory
u jia he y moroHoM TPeHyTKy Outn n3abpaH OnTHUMAJHO Y OfHOCY HA x. Taj TpeHyTak je
yIIpaBo Jomao u 6upamo ¢ TaKBO 14 je

2 1
hizs
0= T (7.22)
(log z)5

Y3 Takas u36op mapamerpa ¢ dopmyna (7.21) mobuja obsuk

3 4 3 4
hsx5s hsx5 log (hNx
WCg(xaFﬁ/Q) < 1 g(g )
(log z)5 (log z)s
36or Tora je u
4
HE(K; x) <Nk Ll, (7.23)
(log z)5

Py YeMy MMIUIMIMTHA < -KOHCTaHTa 3aBucu og N u h.

Hapagno, acummrorcka dhopmyna (7.23) je y HOTIIYHO] 32BUCHOCTH O] €T3UCTEHIIH]Ee TPO-
cror 6poja ¢ koju 3a0B0sbaBa ycaose Teopeme 7.2.3 (IO je eceHNUjaaHo 33 €r3UCTEHITH]Y
KOoMOVMHOBaHUX l'ajyaBux perpeseHTAIdja U CMATPAMO Ja { WCIYHaBa TOKOM IEJIOKYITHOT
u3jlarama) 1 uMa Besmauny oapeheny ca (7.22). 36or Tora je 3HAYAJHO MOKA3ATH JIa TAKAB
npoct 6poj mocroju, mrro he cinemur u3 Teopeme o npocmum bpojesuma 3a npocme bpojese
Y apummemuurum npozpecujama, mom npermnoctapkom GRH.

Hawnme, ako o3HaIIMO



ouga GRH rapanryje ma mocroju npoct 6poj ¢ koju 3aji0B0/paBa yciaoee Teopeme 7.2.3 u
JIeXKM y CeIMEHTY [y, Yy + u| 3a CBAKO u TakBO Ja je

y2(logy)*te <u <y.

Tama, jesmuo mITO je jorn 0cTa o j1a ypaauMo je 18 oxabepemMo 10BOBHO BEJUKO T TAKBO JIa
je penpesenranyja pp ¢ cypjekrusaa u ga Baxku Q(E[(]) N K = Q (mro je 6uo mocientbu
0/, ECEHIMJAJHUX 3aXTEBA 3a HPOCT Opoj £ ca moverka OBOI OJIE/bKA), YMME j€ MOKA3AHA
ersucrennmja npoctor 6poja £, a TuMe n acumnTorTcke dopmyie (7.23).2

Topma acumirorcka onena (7.23) gobujena je y3 nomoh onene 3a my(2) Ha OCHOBY IIPBOT
nena Teopeme 5.1.6. Ako y3 GRH mpernocrasumo u PCC, MoxkeMo TpUMEHUTH JPYTH JT€0
T€ TEOPEME U TAKO JOOUTH TPEIU3HU]Y OIEHY.

Samncra, mpumena gapyror geja Teopeme 5.1.6 y3 mpermocraske GRH u PCC ysomm
JOJATHH (DAKTOP % y TPENKy, IITO JOBOIH 110 (popMye
hx

llog x

e, (x, Fi/Q) < + 022 log(¢Nz) + Llog(¢N), (7.24)

[IpU YeMY je MMILIAIUTHA <-KOHCTaHTa ancojayTHa. Caga 6HpaMo ONTHMAIHO TapaMeTap
{ Tako na BaXKWU

N
NI

h
logx

x

=

OmnpaBIaHOCT OBAKBOT U360pa ¢ BayK¥ MOTIIYHO aHAJIOTHO KA0 ONpaBHAAHOCT u3bopa (7.22).
Dopwmyna (7.24) osum u3bopom nobuja 06K

‘ log(hINV
rey(@, Fof/Q) < hiat 4 hbat 280N
log x
OJTAKJIE je U
g (K;z) <N x%, (7.25)

Py YeMy UMIUIMINTHA < -KOHCTaHTa 3aBucu og N n h.

%fa OBOM MeCTy HHje JIOITe TPUMETHTH KOJIHKO j€ 3HAUAJAH ¥ MHTEePECAHTAH MEXAHM3AM KOjH j€ TPIMEeH,eH
y mocsemmem ey uBohema acumnrorcke dbopmyse (7.23). ['py6o rosopehn, om ce cactoju w3 mBa mena
0/l KOjUX CBaKU UMa CBOjy 1ocebHy BUPTYO3HOCT. IIpBO, TOKOM Ie/OKymHOr u3Bohema, ¢ ce dyBa Kao
cJ10601aH TapamMeTap, 0cTaB/bajyhn Tako ,,mpocTopa cro6ome” , Koju ce OH/IA, ,, ICKOPUCTUTH Y HAJTIOTOTHIjEM
TpenyTKy. /Jlpyro, 6apeM MHUIMjAJHO M3TJIEAa OYWIJIEAHO ma ce (Cro0oman) mapamerap MOXKe m3adparwm
Ha oaroBapajyhm HauWH, aju MaJIO AeTa/pbHUja AHAIN3A MOKA3yje [a TO YOIINITe HUje TAKO jeIHOCTABHO
(mpuMeTIMO KOJIMKO ce 030M/bHA TeOpHja KpHje W3a OMpaBaama eraucrennmje n3bopa (7.22) mpocror 6poja
£).
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Konauno, acumnrorcke dopmyse (7.23) u (7.25) usBeseHe y OBOM OI€JbKY CYMHUPAjMO y
obsimKy HApEHE TeopeMe.

Teopema 7.3.4. Hexa je E/Q easunmuura xpusa ca kondyxmopom N u 6e3 Komnaexcnoz
muoocerwa. Hexa je K weadpamno umazunapro 6pojeeno nose kaackoz 6poja h.

1. Hpemnocmasumo da sascu GRH. Tada je

4

Hp(K;z) <np 2
(log )

=

2. Ilpemnocmasumo da saxce GRH u PCC. Tada je
3
4

HE(K; ac) <N T

Hmnaruyumne <K N p-konemanme sasuce 00 N u h.

124



Honarak: Xunore3a o kopeJsianuju naposa (PCC)

Y oBom momarky maliemo Kparak mpuka3 xuiorese o koperanmju naposa (PCC), do-
kycupajyhu ce mpurom Ha PumanoBy 3zera dbyurmmjy ((s). Ilounumo mpso ca yBOmHUM
onvcuBameM pazmaka uamely wyna dynkuumje ((s).

O pasmamuma n3mehy mynaa Pumanose 3eTta pyHKIHjE

IIpernmocraBumo ma Baxkw PumanoBa xummoresa, IITO je IPETIOCTaBKA kKoje hemo ce
JIpXKATH JI0 Kpaja oBor Jojmarka. Taja ce cse merpupmjasne myie dbyurnuje ((s) Hamaze
Ha KpuTn4aHoj ocu RN(s) = %, 113, IbUXOBE MMArMHAPHE JEeJI0Be MOKeMO opeharu y pacryhu
HU3

<y o<y <0<y <.,

OpU 9eMy BaXKH Ja je Y—_, = —7,. O3uaunmo ca N(T') byukiumjy 6pojama nyina Pumanose
3era dynkimje,
NT)=#{neN|0<n~,<T},

nedunucany 3a cse T > 0. VY Besu ca dynkmujom N (T') ce nokasyje na Baxu

_T

N(T) = 27

T
log — log T
0g2m+0(0g )

3a T > 2. Opatse cienn fa je XeypUCTHIKH

Yn ~ 2mn(logn) !, kama n — oo,

114, Ce HOPMAJIM30BAHE BPEIHOCTH

1
G =57 og | Vn| (7.26)

TIOHAIIA]Y Kao
Cn ~m, Kaga [n| — oo.

MebhyTum, mopes 3HaYaja KOjI MMa IOCJE A PeIallija, MePCOHM(PUKOBAHOr Y OIUCY II0-
Halmama 6pojeBa (,, OHA He MPYXKA YBUI Y CYITWINHHU]E ACTIEKTE OMWCa, HYJIA Y, PUMaHOBe
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3era (byHKIHje, MucjIehn Ty mpe cBera Ha onuc pasmMaka m3Mmely gpe ysacromnne nysae. Pu-
MAaHOBa XHUIOTE3a, caMa 1Mo ce0u, jeTHOCTABHO HE TPYKa, OJTrOBOP HA TO IMHTAHE.

Wnax, neka madopmarmja o pazmMaky wamely y3acTtonaunx Hysaa Pumamose 3eta (yHK-
Hje MOXKe ce JTOOMTH aHAJIM3UpAheM CTATHCTHKE Hu3a OpojeBa (,. llutame Koje ce Moxe
MOCTABUTH j& Ja JIU HU3 y3aCTOIMHUX Pa3MaKa

571 = Cn—i—l - Cn

qHHE MOTHOYHO caydajud OpojeBu miau Mehy muma mocroju oapehena mpapuianoct. Ha mrra
ce TavyHO MHCJIM 110J] TOM IpaBusHoIihy onucyje HapejHa ouita Jedunuiyja.

Hedbununuja. 3a nus bpojesa
0<G<@<...

kaoicemo da uma Taycoe® ynumapru noaoorcaj axo je ucnyroeno

¥ X 6~ [ epes

1<n<N
3a ceaxy 006010 aeny”dynruuy’
f:RT = C,

npu wemy je Op = Cur1 — Cn,y a P(s) je epanuyna eycmuna pacnodeae y3acmonnus pasmara
CONCMEBHUL BPEIHOCTIU CAYUATHUL YHUMAPHUL MAMPULQ.

Fomma u MexTa cy mokasasau ja Hu3 (, oapebhen dopmymom (7.26), Koju je HaMa o1
uHTEepeca, mMa ['aycoB yHUTApHU N0J0kKa]. [Ipu Tome je bynkmuja P(s) oapebena ca

P(s) = det(I — Qs),
e je Qs marerpammu omeparop Ha L2 ([—1,1]), 4mje je jesrpo mato ca

sin 5 (z — y)
)

[Toce6HO, TparxkeHa ryCTHUHA Ce MOXKE U3PA3UTH y OOJIUKY OECKOHAYTHOT TIPOU3BO/IA

(@, y) = 7T(2$

P(s) = [T (@ =),

Jj=0

o)

3enr. Gaussian unitary ensemble

4Hajuemtie ce 3axTena ma je f IIsapuose kiace na RT, mrro 3maun na je GeckomawHo myTa qudepeHm-
jabuina u 712 3a cse nese 6pojese m,n > 0 BaxkH sup, cp+ |z f™ (2)| < 0.
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IpH 9eMy Cy
1> )\0(3) > /\1(8) > )\2(3) > ...

COTICTBEHE BPEIHOCTH MHTEIPAJHOT omeparopa (.

Y cayuajy ja pazmarpamo L-dyHKIujy Koja je KOMIUIMKOBaHUja o) PumaHoBe 3eTa
¢dyHKIHje, BEOMa je TEITKO YTBPIAUTH Ja Jiu oarosapajyhu uu3 (,, KOHCTPYUCAH aHAJIOTHO
ka0 Hu3 ozapehen dhopmystom (7.26) Koju cMo mocMaTpasu, Ma ['aycoB yHUTAPHHU TOIOXKA).
Pa3zjor Tome Jiexku y GMmEHUIMA 13 XAPMOHU]CKA, AHAJIN3A, KAO OCHOBHO CPEACTBO 33 PaJl
ca L-dyukiumjama, He MOXKe J1a KOHTPOJIWAIIE y3acTOmHE Tadke Hu3a (,. Mehyrtum, ono
mrro je moryhe pamuTu moMohy XapMOHHjCKE aHAJJIU3E je AETEKTOBATH TAYKE HA MAJIUM
CKyTOBUMa (jloMeHmMMa). Ympaso 360r Tora cy mpobJieMu KOpeJanuje CKyMmoBa Tavaka
JIOCTa MPUCTYIAYNHUJUA U HA, BBUX CY JIATH MHOTO TIOTIIYHUJU OJICOBOPU. Y HAPEIHOM OJEJbKY
mahemo kparak mpmka3 Kopesjarmje naposa nyiaa Pumanose 3eta yHKImje.

Kopenamnuja nmaposa Hyna PumanoBe 3eta yHKIUje

OCHOBHO CPeJICTBO KOje Ce KOPHUCTH 33 peliaBatme TpobjeMa Kopesaliije mapoBa HyJia
Pumanose 3eta dyuknuje je Pumanosa ekciumunurHa hopMyia (MM €BEHTYAJIHO HEKE Ba-
pujanTe Te dhopmysie) koja nosesyje oapeheny cymy ysery ceum Hysnama dyrakmmje ((s) ca
HEKOM CYMOM y3€eTOM II0 CBHM PAITHOHAJHHM IpocTuM OpojeBuMa. KOHKpeTHH]e, HEKa je
Ir(s) = W_%F(%), rie je I'(s) rama dyskimja n jom 3a dyuruujy g € C2°(R) o3naunmo
ca o

h(r) :/ g(u)e du
—00
omrosapajyhy ®@ypujeory Tpamcdopmaiujy.
Tasa je ncnymeHo

)= (£) (-5 vk [ o0 (5 (o) i (1))
- nil A\%) (9(logn) + g(—logn)),

TPU 9€My je CyMa Ca JIEBE CTPAHEe y3€eTa 10 CBUM MMATHHADHUM JIEJIOBUMA HYJIA P = % + iy
Pumanose 3era dyukmuje, a A(n) je gpon Maneoamosa pynryuja, onpehena ca

A(n) = {logp, ako jen =p%, 3aa>1

0, ako n HHje cTeneH npocTor 6poja.

Crpareruja ncnuTUBaba KOpeJalje maposa HyJa Pumanose 3era pyHKIMjE je OHIA Y
crenehem. IlpBo ce smokanmusyjy y-wranosu m36opoM noroHe tect dyukmmje h(r) = h(r,t),
rje je t mapamerap KOju IMaMo Ha pacrosarawy. [lpurom, h(r) Mmopa 6utu 1esna dhyHKIHja.
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36or npunyunae neodpehernocmu XapMOHHM]CKE aHAJM3e, HABEJAEHA JIOKAJIU3AIUja HE MOXKe
OuTH HOTIYHO TAa4yHA, OJIHOCHO KaJia Ce T HaJja3u y Oju3uHu {, OHO Ce HE MOXKE BUJIETH
Ha pacTojalmy MameM O] ngt, IJle je ¢ HeKa ITO3WTHBHA KOHCTaHTa. KaJia je u3BpIIeHa
JIOKAJIN3aIMja, TAaK/BUBUM BAPUPAmEM IapaMeTpa t mobuja ce cyma IO IapoBHMa v,
mysia Pumanose 3eta pynkmmje, npu gemy je v —' magno. Oparie, kopumhemenm onpehennx
AIIPOKCUMAIIH]a WX yBOhemEM jOII jeTHOT TapaMeTpa y JeOUHUIN]Y TeCT DYHKIIH]e CTUKE
ce JI0 CyMe YMju Cy YJIAHOBM TpaykeHa (PYHKIHMja O passuka v — 7 .

[IpBu KOju je HPETXOAHO HABEJEHU ILUIAH YCIIEIIHO CIIPOBEO j€ aMEPUUYKH MAaTEMaTHYaP
Xjy Mourromepn. On je kopuctro Beoma npupojny rect dhyukuujy F(a,T), xkoja npes-
craBba OypujeoBy Tpanchopmarmjy pazmaka usmely myna dyukmuje ((s) u onpehena je

ca
F(o,T) Twl(“f v')
0T = 72 Y -
0<y,y'<T

3a cBe peasiHe 6pojese a, T > 2, npu uemy je w(u) byHKIMja JoOKaIM3anKje, JaTa Ca,
w(u) = 4(4 +u?)~
Hagenumo nekosimko ocuoBaux ocobmua tect dyukuuje F(o, T).
o F(a,T) je peasiHa v HEHETATUBHA.
e Baceea € Rucse T >2Baxu F(a,T) = F(—a,T).
e Baac€RwuceeT >2saxu F(a,T) < F(0,T) < logT.

[Topen Hasepenux ocobmna, 3a ¢Gyukmujy F(«,T) je kibyuna omrosapajyhia acummrorcka
dopmyma, mpu T — o0, koja je yuudopmua 3a Bpegmocty 0 < a < 1. Ty dopmyry
OIIACYje HAPEIHA TeOPEMa.

Teopema (Montromepn). 3a c6e 0 < a <1 u cee T > 2 saorcu
F(a,T)=a+T **1logT + O (aT* ' + T *log2T* + (log T) ') . (7.27)
Hmnavyumna O-xoncmanma je ancosymna.

IIperxonua Teopema mma Besuku Opoj 3nauajumx mnociaemauiia. Mu hemo oBie mHasectu
caMo jeJHy O IbUX, KOja Ce UCTHIe CBOjOM 3aHMMJHLHBOIINY.
Ozmaummo ca Ni(T) yrkmmjy Koja 6poju mpocre myste Puvanose 3eta dbyukmmje’,

1
Ni(T) =# {0 <y<T|p= B + 47y je mpocTa Hysma PyHKIHjE C(s)} .

Acumnroruka dyukumje Ni(T') kaga T — 00 uMa M3y3eTHO UHTEPECAHTHY MMILIUKAIHA]Y,
Kao IITO MOKa3yje HaPEeJHA TEOPEMA.

Smozceliama pamu, U Jame je Ha CHA3M IPETIOCTABKA BaxKerha PUMaHOBE XWIOTE3e ca MOYeTKA J0JATKA
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Teopema. Ilpu T — 0o, y3 Pumanosy runomesy, 6aicu oUueHa

Ny(T) > @ + 0(1)> %logT.

pyeum pewuma, bapem % nyaa Pumanose sema dynkuyuje cy npocme.

Bparumo ce caja jomr KpaTKO Ha mocMaTpame acuMmnTorcke gopmyse (7.27). Jacuo je
J1a ta dopmysna Baxku yaudopmuo 3a € < a <1 — ¢, e je € > 0 goBospbHO Masu Opoj. Y3
onpehenr HATIOp TPETXOHN 3aKJ/by9aK CE MOMPABUTH, NOKasuBameM aa (opmyma (7.27)
Baku yancopmao 3a € < a < 1. MehyTtum, oHo 111TO 0CTaje HEjACHO je KAKBO je MOHAIIAKE
dbyukimje F(a,T) 3a o > 1. MonTromepu je okasao ja y ToM cjydajy He Baxu dhopmysia
(7.27). Taxobe, o je nmpyxkuo onpehene xeypucrudake aprymMenTe KOju Cyrepuriy Ja je

F(a,T) ~ 1, mpu T — o0, (7.28)

yHUGDOPMHO Ha OrpaHmdeHuM cermerTumMa obmka 1 < o < A. JlajbuMm pasMuIiubabuMa,
MoHTroMepu je JIolrao Ji0 Mo3HaTe Xunomese 0 Kopeaauuju naposa.

Xunoresza (O xopenamuju naposa (PCC)). 3a nosumuene 6pojese o u 3 maxse da je
a < B depunuwurso

2T 273
N(a,B:T) = 0< W < T <y — Y < b
(o, 3;T) #{m%n\ Yo Yo < T g0 < Am = logT}

Tada, npu T — 0o umamo

N(a, 8;T) ~ N(T) /j (1 - (SH;Z“>2> du. (7.29)

Hamnomena. Monmezopujesa excnauvyummua gopmyaa (7.27) 36 0 < o < 1 u npemnocmasxa
(7.28) cywmuncru cy exsusanenme gopmyau (7.29) xojy npedsuba PCC. IIpema mowme,
PCC daje acumnmomexy dopmyay, npu T — 00, xoja je ynugopmua s3a epednocmu o > 0.
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JIlucta cumbo0J1a 1 03HaAKA

PL/K

G(B)
G(L/K), Gal(L/K)
I(B)

Ik

I (Km,1)
Km,l

liz

L(s, )
L(L/K, X, s)
A(n)

[m]

p-agudHa Bajgyamnuja ma Q

Basgyanmja y 6eckonauanoctn ma

[I0Jb€ KOMILIEKCHUX OpojeBa

npocTop cBux OeckoHawHO qudpepenimjabuinnx GyHKIHja HA
R ca KOMIIAKTHUM HOCAYEM

JupuxjieoBa rycrusa CKyia, S

aICoJIyTHA BPEJIHOCT JAUCKpUMUHAHTE OpojeBHOT mosba K
JUCKPUMUHAHTA, JTUTITHIKE KPUBE

OPUPOJHA TYCTHHA, CKYyTIa, S

rpyna m-TOp3uOHUX TAYaKa eJIUNTHIKe Kpuse F
peaykimja eaunTuyke Kpuse F mo mosyny mpoctor 6poja p
MYJTUILUIMKATUBHA TPYIa 10Jba F

OpobennjycoB ayToMopdu3aM Koju 0roBapa mpocToMm 6pojy LB

KOMILIETUPame 1moJba F'y mpocrom 6pojy p

KOHAYHO II0JhE CA ¢ €JIEMEHATA

aarebapcKo 3aTBOPEHE Moba F'

ApruHoBO pecsmkaBame Koje oaropapa pamupewmy L/K 6po-
JEBHUX TI0JbA,

rpyma AeKoMIo3uimje 3a mpoct 6poj P

lanyaosa rpyna pammpemna moba L/ K

rpyma mHepmje 3a mpoct 6poj P

Irpyla CBUX HEHYJIA MJIEAJa PA3JIOMAaKa IPCTeHa nejinx 6pojes-
HOr TIoJba K

rpyna KJaca 3paka 10 MOJLyJly m

3paK o MOIYIy m

JIOTAPUTAMCKYU MHTEIPAJI

yommrena Jupuxieosa L-dyHKImja

Aprunora L-dyHrnmja

¢don MauroaroBa QyHKIHI]jA

M30TeHKja MHOXKEMa, ca M € Z
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My
mo

UE
Ng
N(a)
Ok
ord,

(5)

PeL,E
Pe.K

CKYI CBUX HEHYJIA IPOCTUX UJIEAJIA MPCTEHA MejinX O6pojeBHOT
mosba, K

KOHAYHU JE0 MOJIyJIa m

GecKoHAYHHM JI€0 MOJLyJIa M

rpyIia KOPeHa u3 jeWHuIe KOju ce Hajga3e y mompy F
KOHJIYKTOp €JUIITHYIKe KpuBe F

HOpMa, UIeaJta o

[IPCTEH IeanX OpojeBHOT Hmo/ba K

HOPMAaJIM30BaHA, BAJIYAIlKja y KOHAIHOM IIPOCTOM OPOjy P

JlexkanpoB cumbour

[I0Jb€ pAIHOHAJIHIX OpojeBa

oJbe p-aJinaHux OpojeBa

moJbe peajnux 6pojera

KoMOmHOBaHA (-ann4aHa [agyaoBa pempeseHTaIm)ja,
(-amaHa, perpe3eHTAlMja Be3aHa, 38 eJTUNTUYKY KpuBy F
(-auaHa PENPE3eHTAIN]a Be3aHA 33 KBAJIPATHO MMATHHAPHO
6pojesno mome K

JeTWHUYIHA KPYKHUIA ¥ KOMILTEKCHO] PaBHU

npcTen mesanx Opojesa

IPCTeH p-aJUIHUX 1ejnx 6pojeBa

Pumanosa 3era dpymrkimja

Henexkunmona 3erta dyHKIHja OpojeBHOTr mo/ba K
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KapaxTep

penpesenTaruje, 46

yormtenn [lupuxieos, 39
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KonaykTop

eJmITUIKe Kpuse, 102

rpyre ujgeasa, 27

parmmpema 6pOjeBHUX T0ha, 3D
Konrpyenrua nogrpyna, 25
Kpwusa, 95

Jlexxaumapos cumboJI, 78
Momym, 19
Hopwma wnpeamna, 5

[Tome
p-agmaamx 6pojesa Qp, 16
KJaca, 39
ITpoct 6poj y mosmy, 10
IIpcren p-aguaanx nesux 6pojesa Z,, 17

PemnpezenTamuja
ayrMeHTOBaHa, 46
rpyme, 44
UHAYKOBaHa, 49
kombunosana lasyaosa, 111
MIPUJIPY 2KEHA KBAIPATHOM UMATHHAPHOM
O6pojesrom mosby, 107
perynapua, 46
TpuBHMjasHa, 46
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Be3aHa 3a eJUNTHIKY KpuBy, 105
Pox, kpuse, 95

Teopema

Bpayepa, 50

Yeborapesa o rycrunu, 66

Hupwxnea o rycrunm, 63

Jupuxnea o *HBEPTUOUIHUM €JIEMEHTHUMA,

18

Hupuxnea o npocrum 6pojeBuma, 3, 64

Opobennjyca o rycrunu, 72

Xacea, 101

Mowntromepuja, 128

Ocrposckor o Bagyanujama Ha Q, 16
Tpusujasnu Moy, 25

Bajepmrrpacosa jennauvna, 94
Bamyaruja
p-aguana #a Q, 15
apxumejoBa, 9
Ha TOJBY, 9
HeapxmMeioBa, 9
y 6eckoraarocTu Ha Q, 12

3akoH peruiporurera, 395, 36
3pak 1o Moayiy m, 22
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