
Univerzitet u Beogradu

Matematiqki fakultet

MASTER RAD

Teorema Qebotareva o gustini i �ene

primene na aritmetiku eliptiqkih

krivih

Nikola Lelas

mentor
dr Goran �ankovi�

Beograd, 2015.





Sadr�aj

Predgovor 1

1 Motivacija{ Uopxte�e Dirihleovih L-funkcija 3

1.1 Dirihleova teorema o prostim brojevima . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2 Norma ideala . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

1.3 Najjednostavnije uopxte�e Dirihleovih L-funkcija . . . . . . . . . . . 6

2 Algebarska brojevna po	a 9

2.1 Kompletira�e po	a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.1.1 Kompletira�e po	a racionalnih brojeva Q . . . . . . . . . . . . 12

2.2 Dirihleova teorema o invertibilnim elementima . . . . . . . . . . . . . 17

2.3 Modul. Grupa klasa zraka u odnosu modul . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.4 Konduktori grupa ideala . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.5 Prosti brojevi i Galuaova raxire�a brojevnih po	a . . . . . . . . . . 27

2.5.1 Ramifikacija prostih brojeva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.5.2 Grupa dekompozicije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.5.3 Grupa inercije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.6 Frobenijusov automorfizam i Artinovo preslikava�e . . . . . . . . . . 32

2.6.1 Frobenijusov automorfizam . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.6.2 Artinovo preslikava�e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3 L-funkcije 39

3.1 Uopxtene Dirihleove L-funkcije. Dedekindova zeta funkcija . . . . . 39

3.2 Reprezentacije konaqne grupe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.3 Artinove L-funkcije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.3.1 Artinova hipoteza (AHC) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.3.2 Dokaz Teoreme 3.1.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4 Teoreme o gustini{ Dirihlea i Qebotareva 62

4.1 Pojam Dirihleove gustine. Dirihleova teorema o gustini . . . . . . . . 62

4.2 Teorema Qebotareva o gustini . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65



4.3 Primeri primena teoreme Qebotareva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
4.3.1 Prirodna gustina i �en odnos sa Dirihleovom gustinom . . . . 68
4.3.2 Artinovo preslikava�e je surjektivno . . . . . . . . . . . . . . . 71
4.3.3 Karakterizacija Galuaovih raxire�a brojevnih po	a pomo�u

prostih ideala koji se u �ima cepaju . . . . . . . . . . . . . . . . 73
4.3.4 Le�androv simbol i Dirihleova gustina . . . . . . . . . . . . . . 78

5 Asimptotski pogled na teoremu Qebotareva 80

5.1 Efektivna verzija teoreme Qebotareva o gustini . . . . . . . . . . . . . 81
5.1.1 Ocena diskriminante brojevnog po	a . . . . . . . . . . . . . . . . 82
5.1.2 Prikaz nekoliko efektivnih verzija teoreme Qebotareva o gustini 85

5.2 Nekoliko znaqajnih tv�e�a opxtijeg karaktera uz efektivne verzije
teoreme Qebotareva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

6 Eliptiqke krive 93

6.1 Definicija eliptiqke krive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
6.1.1 Algebarska definicija eliptiqke krive . . . . . . . . . . . . . . 94
6.1.2 Geometrijska definicija eliptiqke krive . . . . . . . . . . . . . 95
6.1.3 Odnos geometrijske i algebarske definicije . . . . . . . . . . . . 96

6.2 Grupni zakon na eliptiqkoj krivoj i izogenije . . . . . . . . . . . . . . . 97
6.3 Eliptiqke krive nad konaqnim po	ima i redukcija eliptiqke krive . 100

7 Frobenijusova po	a eliptiqkih krivih 103

7.1 Uvodno razmatra�e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
7.2 Kombinovane Galuaove reprezentacije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

7.2.1 Reprezentacija vezana za eliptiqku krivu E/Q . . . . . . . . . . 105
7.2.2 Reprezentacija vezana za kvadratno imaginarno brojevno po	e K 106
7.2.3 Definicija kombinovane Galuaove reprezentacije . . . . . . . . . 109

7.3 Asimptotska formula za ΠE(K;x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

Dodatak: Hipoteza o korelaciji parova (PCC) 125

Literatura 130

Lista simbola i oznaka 132

Indeks 134



Predgovor

Eliptiqke krive predstav	aju jedan od najznaqajnih i najizuqavanijih objekata,
kako u teoriji brojeva, tako i u modernoj matematici uopxte. Ci	 ovog rada je da se
prika�e jedan pristup izuqava�u nekih znaqajnih (aritmetiqko-algebarskih) oso-
bina koje poseduju eliptiqke krive. Osnovno sredstvo u takvom izuqava�u �e biti
Teorema Qebotareva o gustini, odnosno preciznije, efektivne verzije te teoreme.
Sama Teorema Qebotareva pru�a veoma mo�an alat koji se mo�e koristiti u mnogim
kontekstima: od brojevnih po	a, preko eliptiqkih krivih, sve do modularnih formi.
Naravno, kao xto to obiqno biva, mo�an alat se ne mo�e ste�i bez odre�enog napora
i izuqava�a opxtije teorije koja iza �ega le�i. Zbog toga je u ovom radu veliki
prostor posve�en temama kako iz algebarske, tako i iz analitiqke teorije brojeva,
koji na prvi pogled mo�da nije jasno da zaslu�uju. Prikazana opxta (algebarska
i analitiqka) teorija ima veliki znaqaj i sama po sebi, pa se mo�e posmatrati i
nezavisno od ve� pomenute svrhe koju ima u ovom radu. Upravo u toj qi�enici le�i
objax�e�e neuobiqajeno velikog obima koji sam rad ima- pored glavnog ci	a, xto
je prikaziva�e Teoreme Qebotareva o gustini i �ene primene na aritmetiku elip-
tiqkih krivih, obra�ene su i teme koje zauzimaju znaqajna mesta kako u algebarskoj,
tako i u analitiqkoj teoriji brojeva, pru�aju�i jox jednu znaqajnu dimenziju pored
glavnog toka izlaga�a.

Rad je koncipiran u sedam poglav	a i jedan dodatak:

• Prvo poglav	e je uvodnog karaktera i slu�i pru�a�u motivacije za pravac
izlaga�a kojim �emo se kretati.

• Drugo poglav	e je najve�im delom posve�eno teoriji po	a klasa, kao jednoj od
centralnih tema u algebarskoj teoriji brojeva i okviru koji definixe Teoremu
Qebotareva o gustini.

• Tre�e poglav	e se bavi uopxtenim Dirihleovim i Artinovim L-funkcijama
koje pru�aju osnovno sredstvo za dokaziva�e Teoreme Qebotareva o gustini.
Pored toga, jedan deo izlaga�a u ovoj glavi je posve�en reprezentacijama ko-
naqnih grupa, xto je pojam neophodan za definisa�e Artinovih L-funkcija.
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• Qetvrto poglav	e se bavi dokaziva�em teorema o gustini Dirihlea i Qebota-
reva, kao i prikazom nekih primena Teoreme Qebotareva.

• Peto poglav	e se najve�im delom bavi prikaza�em nekoliko efektivnih verzija
Teoreme Qebotareva, uz razliqite pretpostavke.

• U xestom poglav	u dat je kratak prikaz osnovih pojmova iz teorije eliptiqkih
krivih.

• Sedmo poglav	e predstav	a kulminaciju rada i u �emu je deta	no prikazan
mehanizam primene Teoreme Qebotareva na aritmetiku eliptiqkih krivih.

• U dodatku je dat kratak prikaz Hipoteze o korelaciji parova na primeru Ri-
manove zeta funkcije.

Za kraj ovog predgovora, �eleo bih da se zahvalim svom mentoru, dr Goranu �an-
kovi�u, na izuzetnoj pomo�i koju mi je pru�io tokom svih faza izrade ovog rada, na
motivaciji da ista�im i dodam teme koje mi na prvi pogled nisu delovale preterano
znaqajne, na podsticaju da odem korak da	e tamo gde bih stao, kao i na celokupnom
pozitivnom uticaju koji je doprineo da ovaj rad dostigne svoj obim i svoju formu.
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GLAVA 1

Motivacija{ Uopxte�e Dirihleovih L-funkcija

1.1 Dirihleova teorema o prostim brojevima

Jox je Ojler primetio da svaki aritmetiqki niz koji poqi�e sa 1 sadr�i besko-
naqno mnogo prostih brojeva. Poxto nije umeo da doka�e to tvr�e�e ono je ostalo
samo kao hipoteza. Kasnije, rade�i na zakonu kvadratnog reciprociteta, Le�andr
je posmatrao aritmetiqki niz:

a, a+ q, a+ 2q, a+ 3q, a+ 4q, . . . (1.1)

pri qemu su a i q uzajamno prosti brojevi i doxao do hipoteze da u �emu ima bes-
konaqno mnogo qlanova koji su prosti brojevi, prirodno uopxtivxi Ojlerovu pret-
postavku. Na dokaz ovog tvr�e�a se qekalo do Dirihlea i ono je danas poznato kao
Dirihleova teorema o prostim brojevima.

Teorema 1.1.1 (Dirihleova o prostim brojevima u aritmetiqkoj progresiji). Neka
su a i q uzajamno prosti prirodni brojevi. Tada postoji beskonaqno mnogo prostih
brojeva p takvih da je p ≡ a (mod q).

Dokaz. Kompletan dokaz Dirihleove teoreme o prostim brojevima u aritmetiqkoj
progresiji mo�e se prona�i u [5].

Dirihleov dokaz navedene teoreme je svojom neelementarnox�u dao vixestruke
doprinose matematici koji znaqajem daleko prevazilaze znaqaj same teoreme. Pre
svega tu se misli na Dirihleove karaktere i Dirihleove L-funkcije, kao i na zaqetak
potpuno nove teorije{ analitiqke teorije brojeva i �eno prvo veliko dostignu�e.

Jedna od osnovnih osobina prostih brojeva je da se, iako ih ima beskonaqno mnogo,
oni prore�uju u skupu prirodnih brojeva. Neformalno govore�i, to znaqi da kako
posmatrani prirodni broj raste, broj prostih brojeva koji su ma�i od �ega raste
sve sporije. Kako Dirihleova teorema ustanov	ava egzistenciju beskonaqno mnogo
prostih brojeva u nizu (1.1), prirodno se name�e pita�e �ihove gustine u tom nizu.
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Upravo je rexava�e tog pita�a pravac u kome �e i�i da	e izlaga�e. Pri tome,
razmatra�emo situaciju uopxtenu u kontekstu brojevnog po	a i prostih ideala �e-
govog prstena celih.

1.2 Norma ideala

Navedimo prvo neke standardne oznake koje �emo koristiti u tekstu:

• K{ proizvo	no brojevno po	e

• OK{ prsten celih brojevnog po	a K

• J{ skup svih ideala prstena OK

• MK{ skup svih nenula prostih ideala prstena OK

• IK{ grupa svih nenula ideala razlomaka prstena celih OK brojevnog po	a K.
Podsetimo se da je IK slobodna Abelova grupa qiji su generatori prosti ideali
prstena OK

• ukoliko se drugaqije ne naglasi, s je po pravilu oznaka za kompleksnu promen-
	ivu, uz standardno, ali pomalo neuobiqajeno s = σ + it

• ζ(s) =
∞∑
n=1

1
ns{ Rimanova zeta funkcija

• Fq{ konaqno po	e sa q elemenata

• S1{ jediniqna kru�nica u kompleksnoj ravni, S1 = {z ∈ C | |z| = 1}

Poznato je da je OK Dedekindov domen, xto znaqi da iako ne mora biti prsten
sa jedinstvenom faktorizacijom, na skupu �egovih ideala ona postoji. Preciznije,
va�i slede�e tvr�e�e:

Tvr�e�e 1.2.1. Neka je R domen celih. Tada je R Dedekindov domen ako i samo ako
se svaki ideal prstena R razliqit od 0 mo�e na jedinstven naqin predstaviti
kao proizvod prostih ideala.

Dokaz. Za potpunu karakterizaciju Dedekindovih domena, xto uk	uquje i dokaz ove
teoreme pogledati [5].

Iz prethodne teoreme je jasno zbog qega se prilikom rada sa prstenom celih bro-
jevnog po	a te�ixte interesova�a premexta sa elemenata tog prstena na �egove
ideale. Od naroqitog interesova�a su prosti ideali koji predstav	aju uopxte�e
prostih brojeva. Upravo zbog toga se pita�a o gustini prostih brojeva u nekom skupu
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prirodnih brojeva u kontekstu prstena celih brojevnog po	a interpretiraju kao is-
pitiva�e gustine skupa prostih ideala u nekom skupu ideala tog prstena. Iako ovo
pita�e mo�da na prvi pogled izgleda naivno, ono je veoma kompleksno; treba defi-
nisati numeriqku veliqinu koja na dobar naqin kvantifikuje koliko

”
prostora"u

nekom skupu ideala zauzimaju prosti ideali.

Put ka �enom definisa�u sledi ideju koja se krije iza pojma Dirihleove L-
funkcije i zato je od znaqaja dati uopxte�e tog pojma za proizvo	na brojevna po	a.
Podsetimo se da je Dirihleova L-funkcija pridru�ena Dirihleovom karakteru χ
data sa

L(s, χ) =

∞∑
n=1

χ(n)

ns
, (1.2)

odakle se za �eno uopxtava�e jasno name�e potreba prethodnog uopxte�a pojma Di-
rihleovog karaktera. Pored ove oqigledne, jav	a se i druga ma�e oqigledna potreba
za definisa�em jox jednog pojma. Naime, poxto je, kao xto smo ve� naglasili, fokus
interesova�a prebaqen sa elemenata prstena celih brojevnog po	a na �egove ideale,
potrebno je imati svakom od �ih pridru�enu vrednost koja govori nexto o �egovoj

”
veliqini"{ �egovu normu. Upravo to je pojam koji �emo slede�i definisati.

Neka je a 6= 0 proizvo	an ideal prstena OK . Primetimo da su OK i a slobodni
Z-moduli, kao i da je a konaqnog indeksa u OK . Prema tome, [OK : a] je konaqno, pa je
slede�a definicija korektna.

Definicija 1.2.1. Neka je a 6= 0 ideal prstena celih OK brojevnog po	a K. �egovu
normu N(a) definixemo kao N(a) = [OK : a]. Dodatno, norma nula ideala je data sa
N(0) = 0.

Osnovna i veoma znaqajna osobina norme je �ena multiplikativnost. Pored te
osobine od znaqaja je i karakterizacija norme prostih ideala data slede�im tvr�e-
�em.

Tvr�e�e 1.2.2. Neka je a 6= 0 proizvo	an ideal prstena celih OK brojevnog po	a
K stepena n nad Q. Tada va�e slede�a tvr�e�a:

1. Ako je N(a) prost racionalan broj, onda je a prost ideal.

2. Ako je a prost ideal, onda postoji taqno jedan prost racionalan broj p takav
da je N(a) = pf za neki prirodan broj f ≤ n.

Dokaz. Za dokaz multiplikativnosti norme, dokaz ove teoreme i druge karakteriza-
cije norme pogledati [5].
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1.3 Najjednostavnije uopxte�e Dirihleovih L-funkcija

Slede�i zadatak kome �emo se okrenuti je ve� najav	eno uopxte�e Dirihleovog
karaktera. U svojoj potpunosti taj zadatak je priliqno dugotrajan i zahtevan, pa
�emo zato, za poqetak, krenuti od najjednostavnijeg sluqaja.

Podsetimo se da je pojam de	ivosti u skupu ideala proizvo	nog komutativnog
prstena sa jedinicom definisan analogno kao xto se definixe de	ivost celih bro-
jeva. Dakle, neka su a i b dva ideala komutativnog prstena sa jedinicom R. Tada
ka�emo da a deli b i pixemo a | b ako postoji ideal c prstena R takav da je b = a · c.
Dodatno, da za dva ideala a i b prstena R ka�e da su uzajamno prosti ako je a+b = R.

Ako je a proizvo	an ideal prstena celih OK brojevnog po	a K, podgrupu grupe
IK generisanu svim prostim idealima koji su uzajamno prosti sa a �emo oznaqavati
sa Ja. Uoqimo proizvo	an karakter χ grupe Ja, odnosno proizvo	an homomorfizam

χ : Ja → S1.

Taj karakter mo�emo proxiriti do skupa J svih ideala prstena OK stav	aju�i
χ(b) = 0 za sve b koji nisu uzajamno prosti sa a. Ovakvim proxiriva�em dobijamo
preslikava�e χ : J → C koje �emo nazivati karakterom skupa svih ideala J .

U sluqaju najjednostavnijeg brojevnog po	a, odnosno po	a racionalnih brojeva Q,
imamo da je prsten celih Z glavnoidealski. Zbog toga imamo da je u ovom sluqaju
J = Z. Prema tome, karakter skupa svih ideala J predstav	a analogan objekat
Dirihleovom karakteru.
Svakom karakteru χ skupa svih ideala J mo�emo pridru�iti generatorni Dirihleov
red koji je opisan narednom definicijom.

Definicija 1.3.1. Neka je K brojevno po	e i χ karakter skupa J svih ideala pr-
stena celih OK tog po	a. L-funkcija pridru�ena karakteru χ definixe se kao
suma Dirihleovog reda

L(s, χ) =
∑

a∈J\{0}

χ(a)

N(a)s
.

Naredna teorema prikazuje osnovna svojstva L-funkcije date prethodnom defi-
nicijom. Kao malu napomenu, primetimo da je karakter χ multiplikativan, pa qi-
�enica da L(s, χ) ima Ojlerov proizvod nije nimalo iznena�uju�a.

Tvr�e�e 1.3.1. L-funkcija L(s, χ) pridru�ena karakteru χ skupa J konvergira ap-
solutno i uniformno na domenu <(s) ≥ 1 + δ za sve δ > 0 i pri tome se mo�e na
tom domenu napisati u obliku Ojlerovog proizvoda

L(s, χ) =
∏

p∈MK

1

1− χ(p)N(p)−s
. (1.3)
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Dokaz. Oznaqimo sa E(s) desnu stranu jednakosti (1.3). Formalno logaritmuju�i i
razvijaju�i u Tejlorov red dobijamo da je

logE(s) =
∑

p∈MK

∞∑
n=1

χ(p)n

nN(p)ns

Primetimo da za proizvo	an ideal p va�i |χ(p)| ≤ 1, kao i da va�i ocena:

|N(p)s| = |N(p)|σ ≥ pf(1+δ) ≥ p1+δ,

gde je p odre�en Teoremom 1.2.2. Koriste�i osnovne osobine rascep	iva�a prostih
ideala, imamo da je #{p | p} ≤ d = [K : Q], pa logE(s) mo�emo sa gor�e strane
ograniqiti konvergentnim redom koji ne zavisi od prome�ive s:∑

p∈MK

∞∑
n=1

d

npn(1+δ)
= d log ζ(1 + δ)

Odatle sledi da je funkcija logE(s) uniformno i apsolutno konvergira na oblasti

<(s) ≥ 1 + δ za sve δ > 0, pa isto va�i i za funkciju E(s) =
∏

p∈MK

1

1− χ(p)N(p)−s
.

Da bismo zavrxili dokaz tvr�e�a potrebno je jox da poka�emo da je L(s, χ) =
E(s). Fiksirajmo prirodan broj N . Tada postoji samo konaqno mnogo prostih ideala
p1, p2, . . . , pr takvih da je N(pi) ≤ N, 1 ≤ i ≤ r. Za svakog od �ih imamo razvoj

1

1− χ(pi)N(pi)−s
= 1 +

χ(pi)

N(pi)s
+

χ(pi)
2

N(pi)2s
+ . . .

Mno�e�em svih takvih jednakosti dobijamo

r∏
i=1

1

1− χ(pi)N(pi)−s
=

∞∑
ν1,...,νr=0

χ(p1)ν1 . . . χ(pr)
νr

(N(p1)ν1 . . . N(pr)νr)s
=

∑
a∈J\{0}

′ χ(a)

N(a)s
(1.4)

pri qemu je
∑′ oznaka za sumu uzetu po svim idealima a de	ivim najvixe prostim

idealima p1, p2, . . . , pr. Poxto se u toj sumi pojav	uju svi qlanovi za koje je 0 <
N(a) ≤ N mo�emo tako�e pisati

r∏
i=1

1

1− χ(pi)N(pi)−s
=

∑
0<N(a)≤N

χ(a)

N(a)s
+

∑
N(a)>N

′ χ(a)

N(a)s
.

Oznaqimo sa JN,r skup svih ideala a ∈ J za koje je N(a) > N i pi - a za bar jedno
1 ≤ i ≤ r. Upore�uju�i sada jednakost (1.4) sa L(s, χ) dobijamo∣∣∣∣ r∏

i=1

1

1− χ(pi)N(pi)−s
− L(s, χ)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ ∑
a∈JN,r

χ(a)

N(a)s

∣∣∣∣ ≤ ∑
N(a)>N

1

N(a)1+δ
(1.5)
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Primetimo da je suma sa desne strane nejednakosti (1.5) ostatak reda koji se mo�e
izraziti kao graniqna vrednost niza parcijalnih suma (

∑
0<N(a)≤N

1
N(a)1+δ

)N∈N. Taj niz

je oqigledno monoton, a �egova ograniqenost sledi iz∑
0<N(a)≤N

1

N(a)1+δ
≤

∑
a∈J\{0}

′ 1

N(a)1+δ

=

r∏
i=1

(1−N(pi)
−(1+δ))−1

i ocena

log(

r∏
i=1

(1−N(pi)
−(1+δ))−1) =

r∑
i=1

log((1−N(pi)
−(1+δ))−1)

=

r∑
i=1

∞∑
n=1

1

nN(pi)(1+δ)n

≤
∑

p∈MK

∞∑
n=1

1

nN(p)(1+δ)n

≤
∞∑
p=1

∞∑
n=1

d
1

npn(1+δ)

= d log(ζ(1 + δ)).

Odatle zak	uqujemo da je desna strana nejednakosti (1.5) ostatak konvergentnog reda,
pa te�i ka 0 kada N →∞. Primetimo da tada i r →∞. Zbog toga, puxtaju�i N →∞
u (1.5) dobijamo konaqno L(s, χ) = E(s), qime je dokaz zavrxen.

Posmatraju�i sliqnost L-funkcija pridru�enih karakteru χ skupa J sa Diri-
hleovim L-funkcijama prirodno se name�e pita�e �ihovog analitiqkog proxire�a
i uspostav	a�a odgovaraju�ih funkcionalnih jednaqina. Primetimo da je u slu-
qaju (

”
obiqnih") Dirihleovih L-funkcija za takav poduhvat veoma znaqajna osobina

periodiqnosti koju poseduju Dirihleovi karakteri. Zbog toga se name�e potreba
da vidimo kako se periodiqnost mo�e izraziti u kontekstu proizvo	nog brojevnog
po	a (koji nas zanima) i da li uopxte�e Dirihleovog karaktera koje smo dali u
ovom ode	ku poseduje tu osobinu. Za takve potrebe bi�e neophodno dodatno oboga-
titi (algebarski) prostor kojim se kre�emo. Upravo toj temi posve�ene su naredne
stranice.
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GLAVA 2

Algebarska brojevna po	a

2.1 Kompletira�e po	a

Posmatrajmo inicijalno situaciju u najopxtijem kontekstu, odakle �emo posle
doneti specifiqne zak	uqke od interesa za brojevna po	a. Neka je F proizvo	no
po	e. Ci	 je da za �ega definixemo postupak analogan postupku kojim se od po	a
Q dobija po	e R, odnosno da ga kompletiramo. Da bi se uopxte razmix	alo o kom-
pletnosti po	a, potrebno je na �emu imati definisanu konvergenciju. Na po	u F
ona �e biti indukovana valuacijom i naredne definicije posve�ene su upravo �enom
definisa�u.

Definicija 2.1.1. Neka je F proizvo	no po	e. Preslikava�e |.| : F → R naziva se
valuacijom na F ako ima slede�e osobine:

1. |x| ≥ 0 za sve x ∈ F i |x| = 0 ako i samo ako je x = 0.

2. |x||y| = |xy| za sve x, y ∈ F .

3. Za sve x, y ∈ F va�i nejednakost trougla

|x+ y| ≤ |x|+ |y|. (2.1)

Valuaciju nazivamo trivijalnom ako je |x| = 1 za sve x 6= 0. Ona nije od preteranog
interesa i nada	e �emo za sve valuacije sa kojima budemo radili smatrati da su
netrivijalne.

Definicija 2.1.2. Valuacija |.| na F se naziva nearhimedovom ako va�i |x+y| ≤
max {|x|, |y|} za sve x, y ∈ F . U suprotnom, valuacija se naziva arhimedovom.

Za dve valuacije |.| i |.|′ ka�emo da su ekvivalentne ako za sve x ∈ F va�i: |x| < 1
ako i samo ako je |x|′ < 1. Ovako definisana relacija na skupu svih valuacija
je relacija ekvivalencije, qije su klase od velikog znaqaja i opisane su narednom
definicijom.
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Definicija 2.1.3. Klase ekvivalencije relacije ekvivalentnosti definisane na
skupu svih valuacija nazivaju se prostim brojevima u po	u F . Ako je prost
broj po	a F klasa ekvivalencije arhimedove valuacije on se naziva beskonaqnim,
dok se klase ekvivalencija nearhimedovih valuacija nazivaju konaqnim prostim
brojevima u F .

Pomo�u valuacije se mo�e definisati konvergencija na po	u F na potpuno ana-
logan naqin na koji se definixe konvergencija indukovana normom na normiranom
vektorskom prostoru. Imaju�i to u vidu naredne dve definicije su potpuno prirodne
i nimalo neoqekivane.

Definicija 2.1.4. Neka je F proizvo	no po	e sa valuacijom |.|. Niz {an} eleme-
nata tog po	a konvergira ka elementu a ∈ F ako je ispu�eno

lim
n→∞

|an − a| = 0.

Definicija 2.1.5. Niz {an} elemenata po	a F naziva se Koxijevim nizom ako
je ispu�eno da za svako ε > 0 postoji prirodan broj N takav da za svako m,n > N
va�i

|am − an| < ε.

Kao i u sluqaju normiranih vektorskih prostora, proizvo	an Koxijev niz ne
mora biti konvergentan. Za po	e sa valuacijom |.| u kome svaki Koxijev niz konver-
gira ka�e se da je kompletno u odnosu na tu valuaciju. Po	a kompletna u odnosu na
arhimedovu valuaciju mogu se relativno jednostavno odrediti u potpunosti i opisana
su slede�om fundamentalnom teoremom Ostrovskog.

Teorema 2.1.1 (Ostrovski). Neka je F po	e kompletno u odnosu na arhimedovu va-
luaciju |.|. Tada je F izomorfno ili po	u realnih brojeva R ili po	u kompleksnih
brojeva C sa uobiqajenim valuacijama.

Napomena. Uobiqajena valuacija na R je odre�ena sa

|x| =

{
x, ako je x ≥ 0

−x, ako je x < 0.

dok je uobiqajena valuacija na C odre�ena sa

|s| =
√
σ2 + t2.

Dokaz. Pogledati [8].
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Posmatraju�i proizvo	no po	e F (koje nije kompletno u odnosu na valuaciju |.|)
name�e se pita�e �egovog kompletira�a, odnosno pronala�e�a raxire�a F0 tog
po	a na kome je definisano proxire�e valuacije |.| i koje je kompletno u odnosu na
tu valuaciju. Postupak konstrukcije po	a F0 je analogan kompletira�u normiranog
vektorskog prostora (ili kompletira�u po	a Q do po	a R) i opisan je slede�om
teoremom.

Teorema 2.1.2. Neka je F po	e sa valuacijom |.|. Oznaqimo sa F0 raxire�e po	a F
koje je jednako prstenu svih Koxijevih nizova elemenata po	a F poseqenim maksi-
malnim idealom svih Koxijevih nizova koji te�e ka nuli. Tada je F0 kompletno
u odnosu na valuaciju |.|0 datu sa

|[xn]|0 = lim
n→∞

|xn|

koja predstav	a proxire�e valuacije |.|. Drugim reqima, F0 je kompletira�e po	a
F .

Dokaz. Kompletan postupak kompletira�a po	a F mo�e se prona�i u [8].

Kada je pokazana egzistencija kompletira�a po	a, bitno je ispitati i �enu jedin-
stvenost, odnosno ispitati odnos kompletira�a istog po	a dobijenih na razliqite
naqine. Naredno tvr�e�e je posve�ena upravo tome i govori da je kompletira�e po	a
prikazano u Teoremi 2.1.2 suxtinski jedinstveno.

Tvr�e�e 2.1.1. Kompletira�e F0 po	a F definisano Teoremom 2.1.2 je jedinstveno
do na izomorfizam koji quva valuaciju na po	u F .

Dokaz. Pogledati [8].

Neka su |.| i |.|′ dve ekvivalentne valuacije nad po	em F . Iz definicija relacije
ekvivalentnosti valuacija i Koxijevog niza neposredno sledi da su skupovi Koxi-
jevih nizova u odnosu na �ih jednaki. Oznaqimo sa F0 i F ′0 kompletira�a po	a F
u odnosu na odgovaraju�e valuacije. Imaju�i u vidu Teoremu 2.1.2 i Tvr�e�e 2.1.1
va�i da su po	a F0 i F

′
0 izomorfna. Zato je korektno definisan pojam kompletira�a

po	a u �egovom prostom broju dat slede�om definicijom.

Definicija 2.1.6. Neka je F proizvo	no po	e i p neki prost broj u �emu. Kom-
pletira�e po	a F u p definixe se kao kompletira�e po	a F u odnosu na bilo koju
valuaciju iz p i oznaqava se sa Fp.
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2.1.1 Kompletira�e po	a racionalnih brojeva Q

Ilustrujmo teoriju prikazanu u ovom ode	ku na primeru najjednostavnijeg bro-
jevnog po	a{ po	a racionalnih brojeva Q. Takav skroman odabir brojevnog po	a
nadomesti�emo ambicioznim ci	em name�enim za �ega, koji �e se ogledati u prika-
ziva�u svih mogu�ih kompletira�a po	a Q. Naravno, da bi se uopxte moglo zapoqeti
ikakvo razmix	a�e o kompletira�u po	a potrebno je prvo imati poznatu valuaciju
u odnosu na koju se ono mo�e izvrxiti. Prema tome, prvi zadatak na putu odre�iva-
�a svih kompletira�a po	a Q bi�e odre�iva�e svih neekvivalentnih valuacija na
tom po	u.

Opisiva�e svih valuacija na po	u Q zapoqi�emo opisom jedne jednostavne i dobro
poznate valuacije na tom po	u. Posmatrajmo standardnu apsolutnu vrednost |.| na Q
odre�enu sa

|x| =

{
x, ako je x ≥ 0

−x, ako je x < 0,

definisanu za svaki racionalan broj x. Veoma lako se pokazuje da prethodno de-
finisana standardna apsolutna vrednost na po	u racionalnih brojeva ima slede�e
osobine:

1. |x| ≥ 0 za sve x ∈ Q i |x| = 0 ako i samo ako je x = 0.

2. |x||y| = |xy| za sve x, y ∈ Q.

3. |x+ y| ≤ |x|+ |y| za sve x, y ∈ Q.

Odatle, odmah po definiciji zak	uqujemo da |.| predstav	a jednu valuaciju na Q.
Nada	e �emo je nazivati valuacijom u beskonaqnosti na po	u Q i oznaqavati sa |.|∞.
Imaju�i u vidu da nejednakost

|x+ y|∞ ≤ max {|x|∞, |y|∞}

ne va�i za sve racionalne brojeve x, y, primetimo na ovom mestu jox da |.|∞ mo�emo
okarakterisati kao arhimedovu valuaciju po	a Q.

Nastavak opisa svih valuacija na po	u racionalnih brojeva nastav	amo u pravcu
veoma interesantnom sa stanovixta aritmetike. Uoqimo proizvo	an racionalan
prost broj p. Tada se svaki ceo broj n ∈ Z \ {0} mo�e na jedinstven naqin zapisati u
obliku

n = pvn′ (2.2)

za neke v ∈ N ∪ {0} i n′ ∈ Z takve da p - n′. Iz zapisa (2.2) zak	uqujemo da je
broj v odre�en samo sa p i n, pa ima smisla definisati preslikava�e vp sa vp(n) = v.
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Preslikava�e vp se mo�e sa skupa Z\{0} proxiriti do preslikava�a Vp definisanog
na skupu Q∗ = Q \ {0}, stav	aju�i

Vp

(
a

b

)
= vp(a)− vp(b), (2.3)

za proizvo	an a
b ∈ Q∗. Osnovne osobine tog preslikava�a opisane su narednim tvr-

�e�em.

Tvr�e�e 2.1.2. Neka je p racionalan prost broj i Vp preslikava�e definisano na
Q∗ formulom (2.3). Tada va�i:

1. Preslikava�e Vp je korektno definisano, odnosno ne zavisi od izbora zapisa
proizvo	nog broja x ∈ Q∗ u obliku razlomka.

2. Vp(xy) = Vp(x) + Vp(y) za sve x, y ∈ Q∗.

3. Vp(x+ y) ≥ min(Vp(x), Vp(y)) za sve x, y ∈ Q∗.

Dokaz. Pre dokaza samih stavki iz iskaza tvr�e�a poka�imo jedno znaqajno pomo�no
tvr�e�e vezano za preslikava�e vp definisano na Z\{0}. Uoqimo proizvo	ne m,n ∈
Z \ {0}. Po definiciji preslikava�a vp va�i

m = pvp(m)m′

i

n = pvp(n)n′,

pri qemu p - m′, n′. Odatle dobijamo

mn = pvp(m)m′pvp(n)n′ = pvp(m)+vp(n)m′n′, (2.4)

kao i p - m′n′ zbog toga xto je broj p prost. Iz (2.4) onda, imaju�i u vidu definiciju
preslikava�a vp, sledi

vp(mn) = vp(m) + vp(n). (2.5)

Pomo�no tvr�e�e dobijeno u (2.5) bi�e k	uqno u nastavku dokaza tvr�e�a, xto �e
odmah postati jasno iz dokaza �ene prve stavke na koji prelazimo.
1. Iz definicije preslikava�a Vp sledi da je dovo	no pokazati da za sve a, b, c, d ∈
Z \ {0} takve da je

a

b
=
c

d

va�i

vp(a)− vp(b) = vp(c)− vp(d).
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Zbog toga, posmatrajmo proizvo	ne a, b, c, d ∈ Z \ {0} takve da je

a

b
=
c

d

i primetimo da je tada ad = bc. Odatle na osnovu formule (2.5) dobijamo vp(a) +
vp(d) = vp(b) + vp(c), xto je ekvivalentno sa tra�enim

vp(a)− vp(b) = vp(c)− vp(d).

2. Uoqimo proizvo	ne x, y ∈ Q∗. Iz dokazanog dela 1. sledi da je dovo	no pokazati
da va�i

Vp

(
a

b
· c
d

)
= Vp

(
a

b

)
+ Vp

(
c

d

)
za proizvo	ne a, b, c, d ∈ Z \ {0} takve da je x = a

b i y = c
d .

Raqunamo

Vp

(
a

b
· c
d

)
= Vp

(
ac

bd

)
= vp(ac)− vp(bd) ( iz definicije Vp)

= vp(a) + vp(c)− vp(b)− vp(d) ( iz (2.5))

= vp(a)− vp(b) + vp(c)− vp(d)

= Vp

(
a

b

)
+ Vp

(
c

d

)
( iz definicije Vp),

odakle dobijamo tra�eno tvr�e�e.
3. Uoqimo proizvo	an x ∈ Q∗ i napiximo ga u obliku razlomka x = m

n za neke
a, b ∈ Z \ {0}. Tada po definiciji preslikava�a vp va�i

m = pvp(m)m′, p - m′

i

n = pvp(n)n′, p - n′.

Odatle sledi

x =
m

n
= pvp(m)−vp(n)m

′

n′
,

pri qemu p - m′n′. Koriste�i definiciju (2.3) preslikava�a Vp dobijamo konaqno da
se proizvo	an x = m

n mo�e zapisati u obliku

x = pVp(x)a

b
(2.6)
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za neke a, b ∈ Z \ {0} takve da je p - ab.
Pomo�u svojstva (2.6) relativno brzo dokazujemo 3. Uoqimo proizvo	ne x, y ∈ Q∗

i u skladu sa (2.6) zapiximo ih u obliku

x = pVp(x)a

b
, p - ab

odnosno

y = pVp(y) c

d
, p - cd.

Tada je

Vp(x+ y) = Vp

(
pVp(x)a

b
+ pVp(y) c

d

)
= Vp

(
pmin(Vp(x),Vp(y))

(
pVp(x)−min

(
Vp(x),Vp(y)

)
· a
b

+ pVp(y)−min
(
Vp(x),Vp(y)

)
· c
d

))
≥ min(Vp(x), Vp(y))

qime je dokazano 3.

Upore�uju�i osobine preslikava�a Vp ustanov	ene Tvr�e�em 2.1.2 sa osobinama
koja neko preslikava�e treba da ima da bi bilo valuacija na Q dolazimo da in-
teresantne sliqnosti. Naime, osobine preslikava�a Vp su na neki naqin inverzne
osobinama valuacija:

• Va�i Vp(xy) = Vp(x) + Vp(y) umesto Vp(xy) = Vp(x)Vp(y)

• Va�i Vp(x+ y) ≥ min(Vp(x), Vp(y)) umesto Vp(x+ y) ≤ max(Vp(x), Vp(y)).

Zbog toga sledi da preslikava�e Vp mo�emo ”
popraviti"do valuacije po	a Q kom-

pozicijom sa preslikava�em x → −x i eksponencijalnim preslikava�em. Naravno,
na ovaj naqin dobijamo valuaciju koja je definisana na Q∗, pa je moramo jox pro-
xiriti do Q na jedini mogu�i naqin{ nulom. Formalnije govore�i imamo slede�u
definiciju.

Definicija 2.1.7. Neka je p ∈ Z prost broj i Vp preslikava�e definisano na Q∗
formulom (2.3) . Preslikava�e |.|p : Q→ R definisano sa

|x|p =

{
p−Vp(x), ako je x 6= 0

0, ako je x = 0.

se naziva p-adiqna valuacija na Q.

Iz Tvr�e�a 2.1.2 odmah sledi naredna teorema.
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Teorema 2.1.3. Za svaki prost broj p ∈ Z p-adiqna valuacija |.|p predstav	a jednu
nearhimedovu valuaciju po	a Q.

Neka je |.|p proizvo	na p-adiqna valuacija na Q i x proizvo	an racionalan broj.
Tada intuitivnu predstavu o smislu |.|p mo�emo dobiti iz same definicije tog pre-
slikava�a: na neki naqin (koji je mo�da na prvi pogled neobiqan)|x|p meri ”

koliko
je broj x de	iv prostim brojem p".

Formalni znaqaj preslikava�u |.|p pru�a Teorema 2.1.3, koja ga prepoznaje kao
nearhimedovu valuaciju po	a Q. Pri tome su oqigledno za dva razliqita prosta
broja p i q odgovaraju�a p-adiqna i q-adiqna valuacija neekvivalentne. Zbog toga,
imaju�i u vidu i arhimedovu valuaciju |.|∞ koju smo definisali na poqetku ovog
podode	ka mo�emo uoqiti da imamo ve� priliqan broj me�usobno neekivalentnih
valuacija definisanih na Q. Takvim posmatra�em prirodno dolazimo do pita�a
da li smo navedenim primerima iscrpeli sve mogu�nosti za definisa�e valuacija
na Q, odnosno da li je mogu�e na po	u racionalnih brojeva definisati jox neku
valuaciju koja nije ekvivalentna nijednoj od valuacija na Q koje smo do sada videli.
Odgovor na to pita�e daje naredna izuzetno poznata teorema Ostrovskog.

Teorema 2.1.4 (Ostrovski). Proizvo	na netrivijalna valuacija |.| na po	u racio-
nalnih brojeva Q ekvivalentna je

• p-adiqnoj valuaciji za neki prost broj p ∈ Z ako je |.| nearhimedova.

• valuaciji u beskonaqnosti |.|∞ ako je |.| arhimedova.

Dokaz. Dokaz teoreme mo�e se prona�i u [8].

Teorema 2.1.4 pokazuje da na po	u Q osim p-adiqnih i valuacije u beskonaqnosti
ne postoji drugih valuacija. Odatle dobijamo i rexe�e zadatka kojim smo zapoqeli
ovaj podode	ak, a to je odre�iva�e svih kompletira�a po	a racionalnih brojeva.
Rexe�e tog zadatka �emo prikazati razdvojeno u dva karakteristiqna sluqaja- near-
himedovom i nearhimedovom.

• Neka je |.|p p-adiqna valuacija na Q za neki prost broj p ∈ Z. Kompletira�e po-
	a Q u odnosu na tu nearhimedovu valuaciju nazivamo po	em p-adiqnih brojeva
i obele�avamo sa Qp.

• Kompletira�e po	a Q u odnosu na arhimedovu valuaciju |.|∞ izomorfno je po	u
realnih brojeva R.

Dakle, dobijamo da se pored uobiqajenog kompletira�a R po	a racionalnih bro-
jeva, ono mo�e kompletirati jox do po	a p-adiqnih brojeva Qp za svaki prost broj
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p ∈ Z. Po	a p-adiqnih brojeva imaju veoma interesantna svojstva (aritmetiqka, geo-
metrijska, topoloxka), koja su pomalo neobiqna i neoqekivana posmatrana sa uobi-
qajenog stanovixta po	a realnih ili kompleksnih brojeva. Veliki deo tih svojstava
potiqe od ultrametriqke nejednakosti

|x+ y|p ≤ max(|x|p, |y|p)

koja va�i za sve x i y u proizvo	nom po	u p-adiqnih brojeva Qp. Ipak, �ihovo pri-
kaziva�e nije ci	 naxeg izlaga�a i �ime se ne�emo baviti. Za kraj ovog podode	ka
prikaza�emo samo definiciju p-adiqnih celih brojeva koji �e biti od velikog zna-
qaja kasnije, pri definisa�u Galuaovih reprezentacija. Vixe o p-adiqnim brojevima
mo�e se prona�i u [6].

Definicija 2.1.8. Za proizvo	an prost broj p ∈ Z definixemo prsten p-adiqnih
celih brojeva kao prsten valuacije

Zp = {x ∈ Qp

∣∣ |x|p ≤ 1}.

Napomena. Definicija prstena p-adiqnih celih brojeva je samo odraz opxtije kon-
strukcije vezane za brojevna po	a. Neka je K proizvo	no brojevno po	e sa nearhime-
dovom valuacijom |.|. Definiximo

R = {x ∈ K
∣∣ |x| ≤ 1}

i

p = {x ∈ K
∣∣ |x| < 1}.

Mo�e se pokazati da je R lokalni prsten qiji je maksimalni ideal p i po	e raz-
lomaka K. Nazivamo ga prstenom valuacije brojevnog po	a K u odnosu na near-
himedovu valuaciju |.|. Dakle, kao xto i definicija 2.1.8 sugerixe, Zp je prsten
valuacije po	a Qp. Iz kratkog prikaza opxte teorije datog u ovoj napomeni odmah
dobijamo i jednu osobinu prstena p-adiqnih celih brojeva- Zp je lokalni prsten qiji
se maksimalni ideal mo�e izraziti kao

p = {x ∈ Qp

∣∣ |x|p < 1}.

2.2 Dirihleova teorema o invertibilnim elementima

Pre prelaska na primenu opxte teorije prikazane u prethodnom ode	ku na nama
interesantan kontekst brojevnih po	a, prika�imo jednu teoremu algebarske teorije
brojeva, poznatu kao Dirihleova teorema o invertibilnim elementima. Znaqaj na-
vedene teoreme se ogleda u tome xto ona pru�a uvid u strukturu grupe invertibilnih
elemenata nekog brojevnog po	a.
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Posmatrajmo proizvo	no brojevno po	e F , qiji je prsten celih OF . Jasno je da
skup O∗F svih invertibilnih elemenata prstena OF predstav	a jednu grupu u odnosu
na operaciju mno�e�a, koju nazivamo grupom invertibilnih elemenata brojevnog
po	a F . Ono xto nije oqigledno je kakva je struktura te grupe. Posmatraju�i pr-
stene celih nekih jednostavnih brojevnih po	a, poput prstena Z celih brojeva ili
prstena Z[i] Gausovih celih, mogao bi se ste�i utisak da je grupa invertibilnih
elemenata brojevnog po	a priliqno jednostavne strukture. Naime, u prvom sluqaju
imamo Z∗ = {1,−1}, a u drugom Z[i]∗ = {1,−1, i,−i}. Ipak, ovakvi primeri ne ga-
rantuju jednostavnost grupe invertibilnih elemenata proizvo	nog brojevnog po	a.
Xtavixe, ispostav	a se da bi takav zak	uqak donesen na osnovu navedenih primera
bio pogrexan{ postoje brojevna po	a qije su grupe invertibilnih elemenata velikog
ranga. Zbog toga se postav	a pita�e ima li ikakve pravilnosti vezane za rang grupe
invertibilnih elemenata i, u sluqaju pozitivnog odgovora, da li se ta pravilnost
mo�e izraziti u terminima koji zavise isk	uqivo od odgovaraju�eg brojevnog po	a.
Potrebne odgovore pru�a naredna klasiqna Dirihleova teorema o invertibilnim
elementima.

Teorema 2.2.1 (Dirihleova teorema o invertibilnim elementima). Neka je F bro-
jevno po	e za koga postoji r razliqitih utapa�a u po	e realnih brojeva R i s
me�usobno konjugovanih parova utapa�a u po	e kompleksnih brojeva C. Tada je grupa
invertibilnih elemenata O∗F brojevnog po	a F izomorfna direktnom proizvodu ko-
naqne cikliqne grupe i slobodne Abelove grupe ranga r + s− 1.

Napomena. Oznaqimo sa µF grupu korena iz jedinice koji se nalaze u po	u F . Dru-
gim reqima,

µF = {ξ ∈ F | ξm = 1, za neko m ∈ N}.

Mo�e se pokazati da je torzioni deo grupe invertibilnih elemenata brojevnog
po	a F jednak grupi µF . Odatle dobijamo

O∗F
∼= µF × Zr+s−1,

xto je standardni iskaz Dirihleove teoreme o invertibilnim elementima.

Dokaz. Za dokaz teoreme i vixe deta	a o reqenom u napomeni, pogledati [5].

U narednom primeru, primenom Dirihleove teoreme o invertibilnim elementima
dobijamo jednu osobinu kvadratnih imaginarnih brojevnih po	a koja �e biti od zna-
qaja u naxem kasnijem izlaga�u.

Primer 2.1. Neka je K proizvo	no kvadratno imaginarno brojevno po	e. Tada
postoji beskvadratan ceo broj D > 0 takav da je K = Q(i

√
D). Odatle sledi da

ne postoji nijedno utapa�e brojevnog po	a K u po	e realnih brojeva R. Dodatno,
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postoje samo dva, me�usobno konjugovana utapa�a po	a K u po	e kompleksnih brojeva
C koja su odre�ena preslikava�ima

i
√
D → i

√
D i i

√
D → −i

√
D.

Prema tome, na osnovu Dirihleove teoreme o invertibilnim elementima, zak	uqu-
jemo da je rang slobodnog dela grupe invertibilnih elemenata O∗K brojevnog po	a K
jednak 0 + 1− 1 = 0. Drugim reqima, grupa invertibilnih elemenata brojevnog po	a
K sastoji se samo od torzionog dela, xto znaqi da je ta grupa konaqna.
�

2.3 Modul. Grupa klasa zraka u odnosu modul

Pogledajmo sada kako se opxta teorija definisana u ode	ku 2.1 reflektuje na
nama interesantna brojevna po	a. Neka je K brojevno po	e. Podsetimo se da je prost
broj p u K beskonaqan ako sadr�i arhimedovu valuaciju, pa je na osnovu Teoreme
2.1.1 Ostrovskog kompletira�e Kp u odnosu na takav prost broj izomorfno sa R ili
C. Ova osobina daje jednostavan naqin za podelu beskonaqnih prostih brojeva u K na
realne, za koje je Kp = R i kompleksne, za koje je Kp = C. Primetimo jox da realnim
prostim brojevima brojevnog po	a K odgovaraju razliqita utapa�a po	a K u R, dok
kompleksnim odgovaraju dva me�usobno konjugovana utapa�a po	a K u C. Prave�i
analogiju sa osnovnom teoremom aritmetike, na brojevnom po	uK definixemo modul
koji �e biti k	uqan objekat prilikom definicije uopxtenog Dirihleovog karaktera
i opisan je narednom definicijom.

Definicija 2.3.1. Modul brojevnog po	a K je formalni proizvod

m =
∏
p

pn(p)

uzet po svim konaqnim i beskonaqnim prostim brojevima u K, pri qemu je n(p)
nenegativan ceo broj i n(p) > 0 za samo konaqno mnogo prostih brojeva p. Dodatno,
ako je p realan beskonaqan prost broj onda je n(p) = 0 ili n(p) = 1, kao i n(p) = 0 za
kompleksan beskonaqan broj p.

Napomena. Razlog zbog koga prilikom definicije modula ne uzimamo u obzir kom-
pleksne beskonaqne proste brojeve le�i umnogome u ramifikaciji prostih brojeva.
Zbog toga u vezi bo	eg razumeva�a ove definicije, kao i intuicije koja se iza �e
krije, pogledati napomenu na kraju podode	ka 2.5.1.

Proizvo	an modul m mo�emo izraziti kao proizvod m = m0m∞, gde je

m0 =
∏

p konaqan

pn(p), m∞ =
∏

p realan

pn(p).
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Primetimo da je m0 ideal prstena celih OK , koji se qesto naziva konaqnim delom od
m. Sa druge strane, m∞ je proizvod elemenata nekog podskupa realnih beskonaqnih
prostih brojeva u K i naziva se qesto beskonaqnim delom od m.

Primer 2.2. Posmatrajmo po	e racionalnih brojeva Q. U teoremi Ostrovskog 2.1.4
videli smo da je proizvo	na valuacija |·| na Q ekvivalentna

• p-adiqnoj valuaciji |·|p za neki prost broj p ako je |·| nearhimedova.

• valuaciji u beskonaqnosti |·|∞ ako je |·| arhimedova.

Zbog toga, konaqne proste brojeve, odnosno klase ekvivalencije nearhimedovih valu-
acija na Q, mo�emo identifikacijom |·|p → p videti kao (uobiqajene) racionalne
proste brojeve. Tako�e, u Q postoji samo jedan beskonaqan prost broj, poxto je svaka
arhimedova valuacija ekvivalentna sa |·|∞. Taj prost broj �emo oznaqavati skra�eno
sa ∞. Na taj naqin dobijamo da je proizvo	an modul m po	a Q oblika

m =
∏

p prost

pn(p) · ∞ε,

gde su n(p) nenegativni celi brojevi i n(p) > 0 za samo konaqno mnogo prostih brojeva
p, a ε ∈ {0, 1}. Tako, na primer, imamo da je

m = 23 · 172 · 19 · ∞

modul u Q. Za �egov konaqan i beskonaqan deo, m0 i m∞, va�i

m0 = 23 · 172 · 19

i
m∞ =∞.

�

Relacija de	ivosti izme�u dva modula brojevnog po	a K definixe se na oqeki-
vani naqin i opisana je narednom definicijom.

Definicija 2.3.2. Neka su m =
∏

p p
m(p) i n =

∏
p p

n(p) dva modula u brojevnom po	u
K. Ka�emo da modul m deli modul n i pixemo

m | n

ako je ispu�eno
m(p) ≤ n(p)

za sve proste brojeve p u K.
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Oznaqimo sa K∗ multiplikativnu grupu brojevnog po	a K i sa m modul u tom
po	u. Proxiruju�i pojam relacije kongruencije u odnosu na ideale prstena celih
OK , definisa�emo kongruenciju elemenata K∗ po u odnosu na modul m. Takvu kon-
gruenciju �emo nazivati multiplikativnom. U sam postupak �enog definisa�a �emo
i�i postepeno, definixu�i prvo kongruenciju u odnosu na (stepen) prostih brojeva
u K.

Neka je p realan prost broj u K i neka je x → xp oznaka za utapa�e x ∈ K u
kompletira�e Kp = R. Za proizvo	ne a, b ∈ K∗ ka�emo da su kongruentni u odnosu
na p i pixemo

a ≡∗ b (mod p)

ako su ap i bp istog znaka u R, tj. ako je ap
bp
> 0.

Neka sada p oznaqava konaqan prost broj. Zbog �egove konaqnosti, prostom broju
p odgovara prost ideal u prstenu celih OK , koga �emo, jednostavnosti radi, tako�e
oznaqavati sa p. Uoqimo proizvo	an c ∈ K∗ i oznaqimo sa 〈c〉 glavni ideal razlo-
maka u OK generisan sa c. Podsetimo se da je OK Dedekindov domen, kao prsten celih
brojevnog po	a K. Zbog toga se ideal razlomaka 〈c〉 mo�e na jedinstven naqin fakto-
risati na proizvod prostih ideala u OK . Oznaqimo sa v(c) stepen prostog ideala p
u takvoj faktorizaciji za 〈c〉. Pokazuje se da je na ovaj naqin, uz obavezno stav	a�e
v(0) = 0, definisana jedna valuacija na K. �u nazivamo normalizovana valuacija
u p i najqex�e je oznaqavamo sa ordp .

Koriste�i pojam normalizovane valuacije u konaqnom prostom broju p defini-
xemo kongruenciju u odnosu na pn za ceo broj n > 0. Za proizvo	ne a, b ∈ K∗ ka�emo
da su kongruentni u odnosu na pn i pixemo

a ≡∗ b (mod pn)

ako je

ordp

(a
b
− 1
)
≥ n.

Imaju�i u vidu �egovu definiciju, koriste�i prethodno konaqno mo�emo defi-
nisati kongruenciju u odnosu na modul na slede�i naqin.

Definicija 2.3.3. Za proizvo	ne a, b ∈ K∗ ka�emo da su kongruentni u odnosu na
modul m =

∏
p p

n(p) i pixemo
a ≡∗ b (mod m)

ako va�i
a ≡∗ b (mod pn(p))

za sve proste brojeve p u K za koje je n(p) > 0.

Iz prethodne definicije lako sledi da za proizvo	ne a, b, a1, b1 ∈ K∗, ako je

a ≡∗ b (mod m) i a1 ≡∗ b1 (mod m)

21



onda va�i

aa1 ≡∗ bb1 (mod m).

Otuda postaje jasan i ranije pomenuti naziv multiplikativna kongruencija. Sa
druge strane, relacija kongruencije u odnosu na modul se ne quva sabira�em, kao xto
pokazuje naredni primer.

Primer 2.3. Neka je m = ∞ modul jednak jedinom beskonaqnom prostom broju u
po	u Q. Tada su po definiciji a, b ∈ Q∗ kongruentni u odnosu na m ako i samo ako
su istog znaka. Tako, na primer, va�i

5 ≡∗ 3 (mod m)

i

−4 ≡∗ −11 (mod m).

Me�utim, primetimo da je

1 6≡∗ −8 (mod m),

xto pokazuje da se relacija kongruencije u odnosu na modul u opxtem sluqaju ne quva
sabira�em.
�

U vezi sa proizvo	nim modulom m definixemo dve znaqajne podgrupe od K∗ opi-
sane slede�om definicijom.

Definicija 2.3.4. Neka je m modul u brojevnom po	u K sa konaqnim delom m0 i
beskonaqnim delom m∞. Definixemo podgrupe Km i Km,1 multiplikativne grupe
K∗ kao

Km = {a/b | a, b ∈ OK i aOK , bOK uzajamno prosti sa m0} ⊆ K∗

Km,1 = {α ∈ Km | α ≡∗ 1 (mod m)} ⊆ Km

Primetimo da Km zavisi samo od konaqnih prostih brojeva koji dele m, a ne
i �ihovih eksponenata. Grupa Km,1 zavisi i od konaqnih i beskonaqnih prostih
brojeva koji dele m, kao i od eksponenata konaqnih prostih brojeva i nazivamo je
zrak po modulu m.

Oznaqimo sa Jm podgrupu grupe IK svih nenula ideala razlomaka prstena celih
OK brojevnog po	a K, generisanu svim prostim idealima koji ne dele konaqni deo
m0 modula m. Ona zavisi od konaqnih prostih brojeva koji dele m, ali ne i od
�ihovih eksponenata. Neka je ς preslikava�e koje element α ∈ K∗ slika u glavni
ideal razlomaka ς(α) = αOK . Tada ς slika Km i Km,1 u J

m.
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Definicija 2.3.5. Koliqniqka grupa

Jm/ς(Km,1)

naziva se grupa klasa zraka po modulu m, a koseti od ς(Km,1) u toj grupi se
nazivaju klase zraka po modulu m.

Primer 2.4. Pretpostavimo da je K = Q. Neka je m ≥ 2 fiksirani ceo broj i m
modul u Q koji je jednak glavnom idealu 〈m〉 u Z = OK . Odredimo grupu klasa zraka
po modulu m. Kako je Z glavnoidealski, grupa Jm je generisana glavnim idealima
〈a〉, pri qemu je a proizvo	an ceo broj koji je uzajamno prost sa m. Posmatrajmo
homomorfizam

Φ : Jm → (Z/mZ)∗

definisan sa

Φ(〈a〉) = r,

gde je r ostatak broja a pri de	e�u sa m. Preslikava�e Φ je oqigledno epimorfizam,
a �egovo jezgro qine svi ideali 〈a〉, takvi da je a ≡ 1 (mod m). Sa druge strane, iz
m = 〈m〉 sledi da se multiplikativna kongruencija u odnosu na modul m poklapa sa
kongruencijom po modulu m u prstenu Z. Po definiciji podgrupe Km,1 i utapa�a ς
onda imamo

ς(Km,1) = {〈a〉 | a ≡ 1 (mod m)}.

Zak	uqujemo da je jezgro homomorfizma Φ jednako ς(Km,1). Odatle iz prve teoreme o
izomorfizmu grupa sledi

Jm/ς(Km,1) ∼= (Z/mZ)∗.

Dakle, dobili smo da je grupa klasa zraka po modulu 〈m〉 u Q izomorfna grupi
(Z/mZ)∗. Primetimo da tim izomorfizmom dobijamo potpuno uvid u strukturu grupe
klasa zraka po modulu 〈m〉: ona se sastoji od taqno |(Z/mZ)∗| = ϕ(m) razliqitih
klasa po zraku 〈m〉 i svaka od �ih je oblika a+mZ, gde je a uzajamno prost sa m.
�

Grupa klasa zraka po modulu bi�e centralna u da	em razmatra�u. Preciznije,
posmatra�emo karaktere definisane na toj grupi. Zbog toga �e od velikog znaqaja
biti slede�a fundamentalna teorema o konaqnosti grupe klasa zraka.

Teorema 2.3.1. Neka je m proizvo	an modul brojevnog po	a K. Onda je grupa klasa
zraka Jm/ς(Km,1) konaqna.

Dokaz. Prikaza�emo kratku skicu dokaza.

Prvi korak je da se doka�e slabija verzija teoreme po kojoj je grupa Km/Km,1

konaqna. Ta slabija verzija suxtinski poqiva na slede�em tvr�e�u:
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• Neka su m1,m2, . . . ,mr uzajmno prosti moduli u parovima i

m = m1 ·m2 · · · · ·mr

�ihov proizvod. Tada je

Km

Km,1

∼=
Km1

Km1,1
× Km2

Km2,1
× · · · × Kmr

Kmr,1
.

Zatim posmatramo proizvo	an konaqan skup S prostih brojeva u K. Oznaqimo sa
IK grupu svih nenula ideala razlomaka prstena celih OK brojevnog po	a K i sa IS

podgrupu te grupe generisanu svim prostim idealima prstena OK koji ne pripadaju
skupu S. Pokazuje se da va�i

IK/ς(K
∗) ∼= IS/IS ∩ ς(K∗).

Iz definicije preslikava�a ς dobijamo da je

IK/ς(K
∗) = Cl(K),

gde je Cl(K) grupa klasa ideala brojevnog po	a K. Zbog toga imamo i izomorfizam

Cl(K) ∼= IS/IS ∩ ς(K∗). (2.7)

Posmatrajmo sada grupu klasa zraka Jm/ς(Km,1). Svakako va�i

[Jm : ς(Km,1)] = [Jm : ς(Km)][ς(Km) : ς(Km,1)]. (2.8)

Iz definicije grupe Jm i preslikava�a ς sledi da je Jm ∩ ς(K∗) skup svih glavnih
ideala prstena OK koji su uzajamno prosti sa konaqnim delom m0 modula m, pa imamo

Jm ∩ ς(K∗) = ς(Km).

Zbog toga, korix�e�em izomorfizma utvr�enog u (2.7) za S = m dobijamo da je

[Jm : ς(Km)] = [Jm : Jm ∩ ς(K∗)] = |Cl(K)|.

Kako je grupa klasa ideala konaqna, broj |Cl(K)|, pa samim tim i [Jm : ς(Km)] je
konaqan.

Sa druge strane, [ς(Km) : ς(Km,1)] deli red [Km : Km,1] grupe Km/Km,1 za koju je
u slabijoj verziji teoreme utvr�eno da je konaqna. Zbog toga je i [ς(Km) : ς(Km,1)]
konaqan broj.

Dakle, oba broja faktora sa desne strane jednakosti (2.8) su konaqni, pa zak	u-
qujemo da je i [Jm : ς(Km,1)] konaqan broj. Drugim reqima, zak	uqujemo da je grupa
klasa zraka Jm/ς(Km,1) konaqna.

24



Napomena. Primetimo da je za dokaz konaqnosti grupe klasa zraka u odnosu na pro-
izvo	ni modul k	uqna konaqnost grupe klase ideala brojevnog po	a. Ta veza izme�u
grupe klasa zraka i grupe klasa ideala, ustanov	ena skicom dokaza Teoreme 2.3.1,
dodatno je objax�ena narednim primerom.

Primer 2.5. Podsetimo se da je modul brojevnog po	a K po definiciji formalni
proizvod

m =
∏
p

pn(p)

uzet po svim konaqnim i beskonaqnim prostim brojevima u K, pri qemu je n(p) nene-
gativan ceo broj i n(p) > 0 za samo konaqno mnogo prostih brojeva p. Posmatrajmo
modul m =

∏
p p

n(p) za koga je n(p) = 0 za svaki prost broj p u K. �ega nazivamo
trivijalni modul u K i obele�avamo m = 1. Primetimo da je u ovom sluqaju grupa
Jm jednaka celoj grupi IK svih nenula ideala razlomaka u K, zbog toga xto nijedan
prost ideal ne deli konaqni deo od m. Sliqno, zbog trivijalnosti modula m, svako
α ∈ K∗ se nalazi u Km,1. Kako po definiciji preslikava�e ς slika element α iz K∗

u glavni ideal razlomaka αOK , dobijamo da je grupu ς(Km,1) qine svi glavni ideali
razlomaka u OK . Prema tome, po definiciji imamo da je grupa klasa zraka

Jm/ς(Km,1)

u odnosu na trivijalni modul m = 1 nixta drugo do grupa klasa ideala brojevnog
po	a K. Prema tome, grupu klasa zraka po nekom modulu mo�emo videti i kao
uopxte�e grupe klasa ideala.
�

2.4 Konduktori grupa ideala

U definiciji 2.3.4 videli smo kako se pomo�u modula m indukuju dve znaqajne
podgrupe multiplikativne grupe K∗ brojevnog po	a K koje smo obele�ili sa Km i
Km,1. Imaju�i u vidu �egovu definiciju, lako je naslutiti da pored ove veze, modul
ima tesnu vezu i sa idealima brojevnog po	a OK . Okrenimo se radu na, do sada
propuxtenom, deta	nijem ispitiva�u te veze.

Kao i do sada, za proizvo	an modul m u K sa Jm �emo oznaqavati podgrupu
grupe IK generisanu svim prostim idealima u OK koji ne dele konaqni deo m0 od
m. Slede�i sliqnu ideju kao u definiciji 2.3.4, definixemo znaqajne pogrupe te
grupe na slede�i naqin.

Definicija 2.4.1. Podgrupa Hm grupe IK se naziva kongruentna podgrupa ako
postoji modul m u K takav da je

ς(Km,1) ⊆ Hm ⊆ Jm ⊆ IK .

Tada ka�emo da je Hm definisana po modulu m.
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U prethodnoj definiciji smo kongruentnu podgrupu definisanu po modulu m
oznaqavali sa Hm, sa ci	em da naglasimo modul po kome je ta pogrupa definisana.
Me�utim, sama definicija ne garantuje da je modul m po kome je definisana Hm

jedinstven. Takvo pita�e jedinstvenosti je veoma znaqajno i upravo �emo se �egovim
ispitiva�em baviti u ovom ode	ku.

Neka je m modul u K i Hm odgovaraju�a kongruentna podgrupa. Uoqimo proizvo	an
modul n takav da n | m. Ono xto nas interesuje je da na�emo naqin da ispitamo da li
su kongruentne podgrupe u odnosu na n u vezi sa kongruentnim podgrupom Hm. Pre
svega, primetimo da iz n | m sledi Jm ⊆ Jn. Zbog toga, imaju�i u vidu definiciju
2.4.1, dobijamo barem intuitivno shvata�e da za kongruentne podgrupe u odnosu na
n ima vixe

”
prostora". Takvim razmix	a�em dolazimo do pita�a da li postoji

kongruentna podgrupa Gn definisana po modulu n takva da je Hm = Jm ∩ Gn. U
sluqaju pozitivnog odgovora na to pita�e ka�emo da je Hm restrikcija Gn na Jm.
Primetimo da ovako definisan pojam restrikcije kongruentnih podgrupa ima isti
smisao kao uobiqajeni pojam restrikcije (preslikava�a): Hm mo�emo videti kao

”
prilago�ava�e"kongruentne podgrupe Gn modulu m.
Naroqito znaqajan sluqaj kada dve razliqite kongruentne podgupe imaju istu

restrikciju opisan je narednom definicijom.

Definicija 2.4.2. Za dve kongruentne podgrupe Hm1
1 ⊆ Jm1 i Hm2

2 ⊆ Jm2 definisane
redom u odnosu na module m1 i m2 ka�emo da imaju zajedniqku restrikciju i
pixemo Hm1

1 ∼ Hm2
2 ako postoji modul m u K takav da va�i

Hm1
1 ∩ J

m = Hm2
2 ∩ J

m. (2.9)

Naredno tvr�e�e pokazuje da je relacija zajedniqke restrikcije opisana prethod-
nom definicijom korektno definisana.

Tvr�e�e 2.4.1. Neka su m i n moduli takvi da n | m. Pretpostavimo da postoje
kongruentne podgrupe Hm ⊆ Jm i Gn ⊆ Jn definisane po odgovaraju�im modulima
takve da je Hm restrikcija Gn na Jm, odnosno takve da je Hm = Jm∩Gn. Tada va�i

1. Jm/Hm ∼= Jn/Gn

2. Gn = Hmς(Kn,1).

Dokaz. Pogledati [8].

Primetimo da ako (2.9) va�i za modul m, ta relacija onda va�i i za svaki modul
m′ koga m deli, jer je tada Jm′ ⊆ Jm. Imaju�i tu osobinu u vidu, veoma lako se
pokazuje naredno tvr�e�e.

Tvr�e�e 2.4.2. Relacija ∼ je relacija ekvivalencije na skupu svih kongruentnih
podgrupa od IK .
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Relacija ∼ ima i nexto suptilniju osobinu, koja �e se znaqajno odraziti na �ene
klase ekvivalencije i data je slede�im tvr�e�em.

Tvr�e�e 2.4.3. Neka su Hm1
1 ⊆ Jm1 i Hm2

2 ⊆ Jm2 dve kongruentne podgrupe koje su
definisane redom po modulu m1, odnosno m2 i imaju zajedniqku restrikciju Hm3

3 =
Hmi
i ∩ Jm3 , i = 1, 2 definisanu po modulu m3. Oznaqimo sa m najve�i zajedniqki

delilac za m1 i m2. Tada postoji kongruentna podgrupa Hm ⊆ Jm definisana po
modulu m takva da je Hm ∩ Jmi = Hi, i = 1, 2.

Dokaz. Pogledati [8].

Klasa ekvivalencije relacije ∼ se naziva grupa ideala. Uoqimo grupu ideala,
odnosno jednu klasu ekvivalencije H relacije ∼ i proizvo	an modul m. Ako po-
stoji kongruentna podgrupa definisana po modulu m koja pripada klasi H, ona je
jedinstvena i oznaqava�emo je sa Hm. Dakle, Hm nije nixta drugo do jedinstveni
predstavnik klase ekvivalencije H koji je definisan po modulu m (pod uslovom da
takav predstavnik postoji).

Pretpostavimo da su m i n dva modula takvi da postoje odgovaraju�e kongruentne
podgrupe Hm i Hn u grupi ideala H. Oznaqimo sa m′ najve�i zajedniqki delilac
za m i n. Iz Tvr�e�a 2.4.3 onda sledi da u grupi ideala H postoji jedinstvena
kongruentna podgrupa Hm′ koje je definisana u odnosu na m′. Odatle zak	uqujemo da
za grupu ideala H postoji jedinstveni modul f za koga je ispu�eno

• Postoji jedinstvena kongruentna podgrupa Hf ⊆ J f koja je definisana u odnosu
na f i pripada grupi ideala odnosno klasi ekvivalencije H relacije ∼.

• Ako za proizvo	ni modul m postoji kongruentna podgrupa Hm ⊆ Jm definisana
u odnosu na m koja pripada H, onda f | m.

(Jasno je da se f mo�e izraziti kao najve�i zajedniqki delilac svih modula m za koje
H sadr�i kongruentnu podgrupu Hm definisanu u odnosu na m). Modul f se naziva
konduktor za H.

2.5 Prosti brojevi i Galuaova raxire�a brojevnih po	a

Do sada je celokupno razmatra�e bilo u okviru jednog fiksiranog brojevnog po	a,
odnosno konaqnog raxire�a po	a Q. Me�utim, razliqite potrebe rada qesto name�u
potrebu za izlaskom iz takvog (relativno skromnog) okvira i boga�e�em vidika u
smeru Galuaovih raxire�a brojevnih po	a1. Upravo to je tema kojoj je posve�en na-
stavak naxeg izlaga�a. Ukratko govore�i, ideja je da pogledamo kako se do sada

1jedno svedoqanstvo ove tvrd�e bi�e prikazano u Glavi 3. Za potrebe dokaza fundamentalne
Teoreme 3.1.1 mora�emo da pre�emo iz konteksta posmatra�a samo jednog brojevnog po	a na kontekst
razmatra�a Galuaovih raxire�a brojevnih po	a
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definisani pojmovi reflektuju na Galuaova raxire�a brojevnih po	a, otkrivaju�i
tako neke fundamentalne konstrukcije algebarske teorije brojeva, poput Artinovog
preslikava�a. Oznaqimo standardno kao i do sada sa K proizvo	no brojevno po	e,
dok �e L predstav	ati standrardnu oznaku za �egovo Galuaovo raxire�e. Od inte-
resa �e nam biti Abelova raxire�a, odnosno ona raxire�a za koje je Galuaova grupa
G = G(L/K) komutativna. Naglasimo da �e neka tvr�e�a i definicije koje budemo
formulisali va�iti i u sluqaju neabelovih raxire�a, pa qak i za raxire�a koja
nisu Galuaova. Razlog u ograniqava�u na Abelova raxire�a le�i u tome xto su ona
dovo	na za formulisa�e Artinovog preslikava�a, a rad sa �ima je dosta lakxi od
rada sa proizvo	nim Galuaovim raxire�ima.

Primetimo da su resursi za nax poduhvat kojima za sada raspola�emo priliqno
skromni: jedino xto mo�emo pouzdano smatrati poznatim od raxire�a L/K je odgo-
varaju�a Galuaova grupa G. Sa druge strane, uoqimo koliko je pojam prostog broja u
brojevnom po	u bio centralan u dosadax�oj priqi{ prosti brojevi generixu module
u odnosu na koje smo definisali sve najva�nije pojmove poput uopxtenog Dirihleovog
karaktera ili grupe ideala. Naravno, kao brojevna po	a, K i L imaju odgovaraju�e
proste brojeve2. Zbog toga se dovo�e�e u vezu prostih brojeva uK i L prirodno istiqe
kao znaqajan zadatak. Na tragu �egovog rexava�a �e se nastaviti naxe izlaga�e.

2.5.1 Ramifikacija prostih brojeva

Neka je p proizvo	an prost broj u K. Ako je p konaqan, onda ga mo�emo videti
kao ideal prstena celih OK brojevnog po	a K. Koriste�i ovo zapa�a�e, zadatak
koga smo se prihvatili mo�emo preformulisati u zadatak dovo�e�a u vezu ideala
prstena celih OK i OL brojevnih po	a K i L. Ovakvo razmatra�e je zgodno, jer
preformulisani zadatak rexava dobro poznata teorija ramifikacije ideala u ras-
hire�ima prstena celih. Iz �ene celokupnosti �emo ista�i samo jednu znaqajnu
posledicu po kojoj za svaki svaki ideal p prstena OK postoji konaqno mnogo prostih
ideala Pi koji svi le�e iznad p i za koje va�i

pOL = Pe1
1 Pe2

2 . . .Per
r , (2.10)

gde su ei = e(Pi | p) odgovaraju�i indeksi ramifikacije, za 1 ≤ i ≤ r. Dodatno, poxto
je raxire�e L/K koje posmatramo Galuaovo, va�i da su svi indeksi ramifikacije
ei = e(Pi | p) jednaki. Drugim reqima, va�i

pOL = (P1P2 . . .Pr)
e ,

gde je e indeks ramikacije svakog od ideala Pi iznad ideala p. Jox jednom koriste�i
identifikaciju konaqnih prostih brojeva u brojevnom po	u sa idealima �egovog
prstena celih, prethodno tvr�e�e zapisujemo u obliku slede�e teoreme.

2podse�a�a radi, pod prostim brojem u brojevnom po	u podrazumevamo klasu ekvivalencije valu-
acija definisanih na tom po	u
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Teorema 2.5.1. Neka je p konaqan prost broj u brojevnom po	u K i L/K komuta-
tivno Galuaovo raxire�e. Tada postoji konaqno mnogo konaqnih prostih brojeva
Pi u L za koje va�i

p = (P1P2 . . .Pr)
e ,

gde je e odgovaraju�i indeks ramifikacije (potekao od identifikacije p sa idealom
prstena celih OK i identifikacije Pi sa idealom prstena celih OL , za 1 ≤ i ≤ r).
Za proste brojeve Pi ka�emo da su raxire�a prostog broja p.

Preostalo je jox da se pozabavimo beskonaqnim prostim brojevima. Razmotrimo
prvo sluqaj kada je p kompleksan prost broj u K. Neka je τ : K → C utapa�e po	a
K u C takvo da je valuacija x → |τ(x)| u p. Po	e C je algebarski zatvoreno, pa
koriste�i teoriju Galua mo�emo zak	uqiti da postoji taqno r = [L : K] razliqitih
utapa�a τi : L → C takvih da je τi(x) = τ(x) za sve x ∈ K. Iz qi�enice da imaju
istu restrikciju na K, dva razliqita preslikava�a τi i τj ne mogu biti me�usobno
konjugovana, odakle zak	uqujemo da su τ1, τ2 . . . τr predstavnici r razliqitih prostih
brojeva P1,P2, . . . ,Pr u L. Po uzoru na Teoremu 2.5.1 pisa�emo

p = P1P2 . . .Pr

da naglasimo da su prosti brojevi P1,P2, . . . ,Pr u L raxire�a prostog broja p u K.
Tako�e, formalno definixemo da su indeksi ramifikacije ei = e(Pi | p) svi jednaki
1. Zato va�i i da se kompleksan prost broj p ne ramifikuje u L.

Konaqno, pretpostavimo da je p realan prost broj u K i oznaqimo sa τ �emu
odgovaraju�e utapa�e po	a K u R. Posmatrajmo τ kao preslikava�e po	a K u C da
na osnovu Galuaove teorije donesemo zak	uqak da postoji r = [L : K] proxiriva�a
tog preslikava�a na domen L. Neka od tih preslikava�a mogu imati sliku sadr�anu
u R, pa �emo ih zato obele�iti sa

τ1, . . . , τa, τa+1, . . . , τa+b, τ̄a+1, . . . , τ̄a+b,

pri qemu je τi(L) ⊂ R za 1 ≤ i ≤ a, a preostalih b parova τa+j , τ̄a+j , 1 ≤ j ≤ b
predstav	aju me�usobno konjugovana utapa�a L u C (uz ovakvu notaciju je, naravno,
a+ 2b = r). Tada svakom od τi, 1 ≤ i ≤ a odgovara razliqit realan prost broj Pi u L,
dok svakom od b parova τa+j , τ̄a+j , 1 ≤ j ≤ b odgovara razliqit kompleksan prost broj
Pa+j u L. Prosti brojevi τi, 1 ≤ i ≤ a + b u po	u L predstav	aju raxire�e realnog
prostog broja p u po	u K. Formalno definixu�i �ihove indekse ramifikacije sa

e(Pi | p) =

{
1, ako je Pi realan

2, ako je Pi kompleksan

po uzoru na Teoremu 2.5.1 to mo�emo zapisati i kao

p = P1P2 . . .PaP
2
a+1P

2
a+2 . . .P

2
a+b.
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Napomena. Pojam ramifikacije prostih brojeva se znaqajno oslikava na definiciju
modula i samu intuiciju koja se iza �e krije. Primetimo da smo u ovom podode	ku
ustanovili da se kompleksni prosti brojevi nikada ne mogu ramifikovati (u ra-
xire�u L/K). Sa druge strane, ideja za definisa�em pojma modula je istorijski
potekla od potrebe da se definixe objekat koji

”
meri ramifikaciju". Zbog toga

se u definiciji modula zanemaruju svi beskonaqni kompleksni brojevi{ oni nikada

”
ne doprinose ramifikaciji".

2.5.2 Grupa dekompozicije

Sada poqi�emo obimnije eksploatisa�e qi�enice da je raxire�e L/K Galuaovo.
Prvo xto �emo uraditi je pronala�e�e veza izme�u prethodno pokazane ramifika-
cije prostih brojeva i podgrupa odgovaraju�e Galuaove grupe G = G(L/K). Neka je p
prost broj u K i neka su P1,P2, . . . ,Pr prosti brojevi u L koji ga proxiruju. Defi-
niximo dejstvo proizvo	nog automorfizma σ ∈ G na prost broj Pi, koje oznaqavamo
sa σ(Pi) na slede�i naqin:

• U sluqaju da je p konaqan prost broj, Pi mo�emo identifikovati sa idealom
prstena celih OL, pa je σ(Pi) ideal dobijen dejstvom σ na svaki element od Pi.

• Beskonaqnom prostom broju Pi u L odgovara utapa�e τi po	a L u R ili C, pa
σ(Pi) predstav	a prost broj u L kome odgovara utapa�e τiσ

−1.

Primetimo da je prethodno definisano dejstvo tranzitivno. U odnosu na �ega
prirodno se indukuje znaqajna podgrupa grupe G, opisana narednom definicijom.

Definicija 2.5.1. Neka je p prost broj u K i P prost broj u L koji ga proxiruje.
Grupa

G(P) = {σ ∈ G(L/K) | σ(P) = P} ⊆ G(L/K)

se naziva grupom dekompozicije za P.

Primetimo da smo prethodnom definicijom ubacili ve� priliqan broj razli-
qitih koncepata i konstrukcija u interakciju. Me�utim, od posmatra�a takve in-
terakcije nema nikakve koristi ako ona nema smisla, odnosno ako ne uspeva da oquva
prirodne odnose i harmoniju izme�u objekata na koje deluje. Zato pored izgrad�e
novih objekata treba videti i opravda�e za �ihovu egzisteniciju. Naredna teorema
daje opravda�e za nastavak izlaga�a u pravcu kojim smo se do sada kretali, ilu-
struju�i savrxenu harmoniju izme�u grupe dekompozicije i kompletira�a po	a u
odgovaraju�im prostim brojevima.

Teorema 2.5.2. Neka je p prost broj u brojevnom po	u K i P �egovo proxire�e u
po	u L koje je Galuaovo nad K. Oznaqimo sa G(P) grupu dekompozicije za P. Tada je
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kompletira�e LP po	a L u P Galuaovo raxire�e nad kompletira�em Kp po	a K u
p sa Galuaovom grupom G(P),

G(LP/Kp) ∼= G(P).

Dokaz. Prikaza�emo veoma kratku skicu koja ilustruje glavnu ideju dokaza ove teo-
reme.
Oznaqimo sa Pi, 1 ≤ i ≤ r sva raxire�a prostog broja p u brojevno po	e L. Prvi deo
dokaza teoreme je opxtije prirode, i sastoji se u pokaziva�u da va�i izomorfizam
po	a

Kp ⊗K L ∼= LP1 ⊕ · · · ⊕ LPr . (2.11)

Dejstvo Galuaove grupe G = G(L/K), identifikovano kao dejstvo 1⊗G, tada permu-
tuje sumande na desnoj strani relacije (2.11) i na svakom od tih sumanada indukuje
automorfizme. Od interesa je ispitati dejstvo svake od grupa inercije G(Pi) ⊆ G.
Lako se vidi da dejstvo grupe G(Pi) fiksira celo po	e LPi (posmatrano kao skup, ne
taqku po taqku), pa treba ispitati ostav	a li G(Pi) fiksnim jox neki skup pored
LPi . Svrha takvog ispitiva�a je u pokaziva�u da je G(Pi) Galuaova grupa za LPi nad
Kp. Posled�a qi�enica, uz ustanov	eni izomorfizam (2.11) onda lako zavrxava
dokaz.

2.5.3 Grupa inercije

Pretpostavimo sada da je p konaqan prost broj u K. Oznaqimo sa O prsten valu-
acije koji odgovara p, identifikujmo p kao maksimalni ideal prstena O i oznaqimo
sa O integralno zatvore�e od O u L. Neka je P prost ideal prstena O koji sadr�i
p. Kako za proizvo	no σ ∈ G(P) va�i σ(P) = P, jednakox�u

σ̄(x+ P) = σ(x) + P, x ∈ O

je definisan automorfizam σ̄ koliqnika OP = O/P. Ako oznaqimo Op = O/p, onda
je σ̄ element Galuaove grupe OP nad Op. Prema tome, pridru�iva�e

G(P)→ G(OP/Op), σ → σ̄

je homomorfizam iz grupe G(P) u Galuaovu grupu G(OP/Op). �egovo jezgro pred-
stav	a znaqajnu podgrupu grupe G(P) (pa samim tim i Galuaove grupe G(L/K)) koja
se naziva grupa inercije za P i obele�ava sa I(P). Ta grupa je usko vezana sa
indeksom ramifikacije e(P | p), xto prikazuje slede�a tvr�e�e.

Tvr�e�e 2.5.1. Neka je p prost ideal u O i P prost ideal u O iznad p. Tada va�i:

1. Pridru�iva�e σ → σ̄ je surjektivno.
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2. Red grupe inercije I(P) jednak je indeksu ramifikacije e(P | p).

Dokaz. Pogledati [8].

Tvr�e�em 2.5.1 ustanov	eno je da je homomorfizam σ → σ̄ surjektivan. Odatle,
na osnovu prve teoreme o izomorfizmu grupa i definicije grupe inercije dobijamo

G(P)/I(P) ∼= G

(
OP

Op

)
. (2.12)

Izomorfizam ustanov	en relacijom (2.12) predstav	a�e jedno od polazixta pri-
likom definisa�a Artinovih L-funkcija, kojim �emo se, kako je ve� napomenuto,
baviti malo kasnije.

2.6 Frobenijusov automorfizam i Artinovo preslikava�e

2.6.1 Frobenijusov automorfizam

Neka je p konaqan prost broj u K, qiji je prsten celih OK i L/K Galuaovo ra-
xire�e brojevnih po	a. Posmatrajmo raxire�e P prostog broja p u po	e L. Ako
oznaqimo q = N(p), imamo da je

OK/p ∼= Fq

i

OL/P ∼= Fqf ,

za neki prirodan broj f .
Situaciju koju razmatramo oslikava naredni dijagram.

OL/P Fqf

P OL

p OK

OK/p Fq

od interesa je Galuaova grupa ovog raxire�a

∼=

⊆

⊆

⊆

∼=

Za svako σ ∈ G(P) va�i σ(P) = P, pa je na potpuno isti naqin kao u podode	ku
2.5.3, formulom

σ̄(x+ P) = σ(x) + P, x ∈ OL
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definisan jedan automorfizam σ̄ koliqnika OL/P. Dodatno, σ̄ mo�emo videti i kao

element Galuaove grupe G
(

OL/P
OK/p

)
.

Odatle zak	uqujemo da je grupa G
(

OL/P
OK/p

)
cikliqna i generisana

y → yq, y ∈ OL/P,

pa postoji jedinstveni koset σI(P) ⊂ G(P) qiji svi elementi ispu�avaju

σ(x) ≡ xq mod P, x ∈ OL. (2.13)

Svaki element τ tog koseta naziva se Frobenijusovim automorfizmom pridru-
�enom P i oznaqava se sa

τ =

(
L/K

P

)
da bi se naglasila �egova zavisnost od prostog broja P i raxire�a L/K. Ako se p
ne ramifikuje u L, prema Teoremi 2.5.1 je |I(P)| = e(P | p) = 1, xto znaqi da je koset
σI(P) jednoqlan. Odatle dobijamo da za proxire�e neramifikovanog ideala p u L
postoji jedinstveni �emu pridru�eni Frobenijusov automorfizam.

Tvr�e�e koje sledi pokazuje nezavisnost Frobenijusovog automorfizma od dejstva
Galuaove grupe G(L/K) i omogu�ava da dodatno izoxtrimo ovaj pojam.

Tvr�e�e 2.6.1. Neka je τ ∈ G(L/K), p prost broj u K koji se ne ramifikuje u L i
P neko �egovo proxire�e u L. Pretpostavimo da je grupa G(L/K) Abelova. Tada je
G(τ(P)) = G(P) i (

L/K

τ(P)

)
=

(
L/K

P

)
.

Dokaz. Svaki element prstena celih OL se mo�e zapisati kao τ−1(x) za neko x ∈ OL.
Iz jednakosti (2.13) imamo(

L/K

P

)
τ−1(x) ≡ τ−1(x)q mod P.

Primenom τ dobijamo

τ

(
L/K

P

)
τ−1(x) ≡ xq mod τ(P), (2.14)

odakle iz qi�enice da je Galuaova grupa G(L/K) Abelova sledi(
L/K

P

)
(x) ≡ xq mod τ(P).

Iz posled�e relacije po definiciji Frobenijusovog automorfizma odmah sledi
tra�eno tvr�e�e.
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Napomena. Za neabelova raxire�a va�i(
L/K

τ(P)

)
= τ

(
L/K

P

)
τ−1,

kao i
G(τ(P)) = τG(P)τ−1

xto sledi direktno iz (2.14). Tako�e, pored ustanov	enog odnosa grupa dekompozi-
cije za τ(P) i P, i za �ihove grupe inercije va�i da su τ -konjugovane,

I(τ(P)) = τI(P)τ−1.

Dokaz tog tvr�e�a je u velikoj meri poput ovde prikazanog dokaza Tvr�e�a 2.6.1,
slede�i definiciju grupe inercije.

Tvr�e�e 2.6.1 pokazuje da za neramifikovani prost broj p u K, odgovaraju�i Fro-
benijusov automorfizam je isti za svaki P koji proxiruje p u L. U skladu sa tom
qi�enicom uvodimo oznaku

(L/K, p) =

(
L/K

P

)
∈ G(P)

za bilo koji prost broj P koji proxiruje p u po	e L. Pored navedene oznake, kori-
sti�emo i jox kra�u oznaku Frp umesto (L/K, p), kada je jasno o kojim se brojevnim
po	ima L i K radi. Za (L/K, p) ka�emo da je Frobenijusov automorfizam koji odgo-
vara p. Na taj naqin dobijamo vezu izme�u prostih ideala u K koji se ne ramifikuju
u L i elemenata komutativne Galuaove grupe G(L/K).

2.6.2 Artinovo preslikava�e

Prethodno ustanov	enu vezu izme�u prostih ideala u K koji su neramifikovani
u L i elemenata komutativne Galuaove grupe G(L/K) proxirujemo i na ideale koji
nisu prosti na slede�i naqin. Oznaqimo sa S konaqan skup prostih ideala u K, pri
qemu zahtevamo da taj skup sadr�i sve one proste ideale koji se ramifikuju u L i
posmatrajmo podgrupu JS grupe IK generisanu svim nenula prostim idealima koji su
izvan skupa S. Svaki element grupe JS je oblika

A =
∏

p prost
p6∈S

pa(p), (2.15)

pri qemu su a(p) celi brojevi kojih je samo konaqno mnogo razliqito od nula. Ova ka-
rakterizacija proizvo	nog elementa grupe JS nam omogu�ava da na �oj definixemo
preslikava�e

ϕL/K : JS → G(L/K)
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relacijom

ϕL/K(A) =
∏

p prost
p6∈S

(L/K, p)a(p),

gde su a(p) celi brojevi odre�eni reprezentacijom (2.15) elementa A. Iz ve� nagla-
xene qi�enice da je samo konaqno mnogo brojeva a(p) razliqito od nule, kao i zbog
komutativnosti grupe G(L/K) sledi da je preslikava�e ϕL/K korektno definisano.
Ono predstav	a izuzentno znaqajan objekat algebarske teorije brojeva i naziva se
Artinovo preslikava�e.

Mo�e se pokazati da je Artinovo preslikava�e surjektivno. O tome �e biti
reqi kasnije. Trenutno nam je od interesa da ka�emo nexto vixe o �egovom jezgru,
odnosno da ga dovedemo u vezu sa zrakom po nekom modulu. Neka je m proizvo	an
modul u brojevnom po	u K. Artinovo preslikava�e je definisano na Jm pod uslovom
da je m de	iv svakim konaqnim prostim brojem u K koji se ramifikuje u L. Tada ima
smisla razmatrati u kakvom je odnosu �egovo jezgro sa podgrupama grupe Jm. Sluqaj
koji se mo�e dogoditi i od naroqitog je znaqaja istaknut je narednom definicijom.

Definicija 2.6.1. Za trojku (L,K,m) va�i zakon reciprociteta ako je L
komutativno Galuaovo raxire�e po	a K i m je modul u K za koga je ispu�eno
ς(Km,1) ⊆ kerϕL/K .

Napomena. Za vixe o razlozima zaxto se zakon ustanov	en prethodnom defini-
cijom naziva zakonom reciprociteta, pogledati napomenu posle Teoreme 2.6.1.

Kombinova�e zakona reciprociteta sa pojmovima grupe ideala i �enog koduktora
dovode do zanim	ivog rezultata koji predstav	a jox jednu znaqajnu karakteristiku
Abelovog raxire�a L/K. Naime, pretpostavimo da je po	e L Galuaovo nad K, pri
qemu je odgovaraju�a Galuaova grupa komutativna i neka je m modul u K takav da
va�i zakon reciprociteta za (L,K,m). Tada je jezgro Artinovog preslikava�a ϕL/K
definisanog na Jm kongruentna podgrupa koju �emo oznaqavati sa Hm(L/K). Ako je
m′ drugi modul u K takav da va�i zakon reciprociteta za (L,K,m′) onda je

ker(ϕL/K |Jm) ∩ Jmm′ = ker(ϕL/K |Jmm′) = ker(ϕL/K |Jm′) ∩ Jmm′ ,

odakle sledi da Hm(L/K) i Hm′(L/K) imaju zajedniqku restikciju na Jmm′ . Zak	u-
qujemo da sve kongruentne podgrupe Hm(L/K) takve da zakon reciprociteta va�i
za (L,K,m) le�e u jednoj grupi ideala koju oznaqavamo sa H(L/K). Zbog �enog
izuzetnog znaqaja istaknimo je i formalno slede�om definicijom.

Definicija 2.6.2. Neka je L Abelovo raxire�e po	a brojevnog po	a K. Grupa ide-
ala H(L/K) qiji su elementi sve kongruentne podgrupe Hm(L/K) = ker(ϕL/K |Jm),
pri qemu je m modul u K takav da va�i zakon reciprociteta za (L,K,m), se naziva
grupa klasa raxire�a L/K. Po	e L se naziva po	em klasa grupe H(L/K), dok se
�en konduktor oznaqava sa f(L/K) i naziva konduktorom raxire�a L/K.
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Prethodna definicija predstav	a poqetak teorije po	a klasa, koja je centralna
u algebarskoj teoriji brojeva. Me�utim, prate�i naqin naxeg dosadax�eg izlaga�a,
nije u potpunosti jasno da je ta teorija korektno zasnovana. Naime, mo�emo prime-
titi da u definiciji po	a klasa k	uqnu ulogu igra pretpostavka va�e�a zakona
reciprociteta za trojku (L,K,m). Problem nastaje u tome xto do sada nismo dali
nikakve uslove kada taj zakon va�i. Zato ne mo�emo u potpunosti isk	uqiti sluqaj
da za raxire�e L/K ne postoji netrivijalni modul m takav da zakon reciprociteta
va�i za (L,K,m). Tako�e, qak i u sluqaju da postoje takvi netrivijalni moduli,
�ihova eventualna malobrojnost bi proizvela siromaxnost teorije po	a klasa. Na-
vedene probleme rexava Artinova teorema o reciprocitetu, koju mnogi (s pravom)
smatraju osnovnom teoremom teorije po	a klasa. Grubo govore�i, ona pokazuje da za
(L,K,m) va�i zakon reciprociteta ukoliko su eksponenti prostih brojeva koji dele
modul m u K dovo	no veliki. �en formalan iskaz nam ovde nije od znaqaja i ne�emo
ga navoditi, ve� �emo dati formulaciju jedne �ene direktne posledice koja �e nam
biti od znaqaja kasnije.

Teorema 2.6.1. Oznaqimo sa f konduktor raxire�a L/K i sa H f �egovu grupu klasa.
Tada je J f/H f ∼= G(L/K) i izomorfizam se ostvaruje preslikava�em

p→
(
L/K

p

)
.

Naredno tvr�e�e je pomalo tehniqke prirode, ali je karakterizacija koju daje
veoma zgodna, naroqito u konjukciji sa Tvr�e�em 2.5.1.

Tvr�e�e 2.6.2. Neka je L/K Abelovo raxire�e i f �egov konduktor. Tada je za
prost broj p u K ispu�eno

p se ramifikuje u L ako i samo ako p|f.

Dokaz. Videti [14].

Zavrximo ovo poglav	e jednom istorijskom digresijom sa ci	em da dodatno obja-
snimo zakon reciprociteta, kao i ulogu koju je on imao u razvoju teorije po	a klasa.

Digresija (Kratka istorija zakona reciprociteta).
U ovoj digresiji ukratko �emo prikazati istoriju zakona reciprociteta sa ci	em
razjax�ava�a zaxto zakon opisan definicijom 2.6.1 duguje sebi bax taj naziv.

Zakon kvadratnog reciprociteta dugo je fascinirao umove matematiqara kao prvi
suxtinski dubok i netrivijalan rezultat u vezi sa prostim brojevima. Podse�a�a
radi, taj zakon je dokazao Gaus poqetkomXIX veka i od tog perioda poqi�e potraga za
�egovim formulacijama u sve opxitijim kontekstima. Kolike je razmere ta potraga
dobila najbo	e opisuje qi�enica da je �oj bilo posve�en jedan od quvena 23 problema
koja je postavio David Hilbert na Me�unarodnom kongresu matematiqara u Parizu
1900. godine. Naveden kao deveti po redu, taj problem glasi:
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Na�i opxti zakon reciprociteta koji generalizuje kvadratni zakon

reciprociteta u kontekst proizvo	nog brojevnog po	a.

Qi�enicu da je najuticajniji matematiqar tog vremena svrstao zakon reciprociteta
me�u najva�nije zadatke koji ostaju matematici XX veka govori o tome koliko je
sam problem evoluirao od vremena Gausa. Tako�e, validacija koju je zakon recipro-
citeta dobio od strane Davida Hilberta mnogo je pomogla razvoju teorije po	a klasa.
Naime, neki od uticajnih matematiqara tog doba, me�u �ima istaknuti Kroneker i
Veber3, teoriju po	a klasa nisu videli kao nixta drugo do sredstvo za uopxte�e
Dirihleove teoreme o prostim brojevima u aritmetiqkoj progresiji. Hilbert je imao
mnogo xire vidike i on je teoriju po	a klasa video kao teoriju Abelovih raxire�a
brojevnih po	a. Upravo pod Hilbertovim uticajem, podstaknuta �egovim Devetim
(i Dvanaestim) problemom, razvijala se teorija po	a klasa do znaqaja i statusa koji
ima danas.

Opiximo sada preciznije na xta se misli pod opxtim zakonom reciprociteta. Po-
smatrajmo moniqan i ireducibilan polinom f(X) ∈ Z[X] i oznaqimo sa Kf korensko
po	e polinoma f nad Q. Tada je Kf/Q konaqno Galuaovo raxire�e.

Uoqimo proizvo	an racionalan prost broj p i redukujmo sve koeficijente poli-
noma f(X) po modulu p. Na taj naqin dobijamo polinom fp(X) nad konaqnim po	em
Fp. Ukoliko se fp mo�e rastaviti na razliqite linearne faktore nad Fp ka�emo da
se f potpuno cepa po modulu p. Definixemo

Spl(f) = {p prost | f se potpuno cepa po modulu p} .

Ono xto je od znaqaja je pita�e opisa faktorizacije polinoma fp(X) u funkciji
od prostog broja p. Ponekad mo�emo postaviti i jednostavnije pita�e odre�iva�a
pravila na osnovu koga se mo�e znati koji prosti brojevi pripadaju skupu Spl(f).
Me�utim, u sluqaju oba pita�a krije se odre�ena nepreciznost. Na xta se taqno
misli pod pojmom

”
funkcije"odnosno

”
pravila"? Upravo je to pita�e kojim se bave

opxti zakoni reciprociteta.

Pretpostavimo da je raxire�e Kf/Q Abelovo, odnosno da je Galuaova grupa G tog
raxire�e komutativna. Tada se qesto ka�e i za polinom f da je Abelov, a grupa G
se naziva Galuaovom grupom za f(X). Kao xto smo videli u prethodnom pasusu, jedan
od zadovo	avaju�ih naqina definisa�a zakona reciprociteta, u ovakvom,Abelovom
sluqaju, je dava�e uslova na osnovu kojih se mo�e opisati skup Spl(f). Artinov zakon
reciprociteta se onda u tra�enom kontekstu reformulixe u:

3u algebarskoj teoriji brojeva veoma je poznata Teorema Kroneker-Vebera po kojoj je svako Abelovo
raxire�e po	a Q sadr�ano u nekom ciklotomiqnom raxire�u od Q
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Tvr�e�e 2.6.3. Ako je polinom f(X) Abelov, onda se Spl(f) mo�e opisati pomo�u
kongruencija u odnosu na module koji zavise samo od f(X).

Tvr�e�e 2.6.3 se mo�e jox dodatno produbiti pokaziva�em da ono va�i i u obrat-
nom smeru. Na taj naqin dolazimo do poznate Teoreme o Abelovom polinomu.

Teorema 2.6.2 (o Abelovom polinomu). Skup Spl(f) se mo�e opisati pomo�u kon-
gruencija u odnosu na module koji zavise samo od f(X) ako i samo ako je polinom
f(X) Abelov.

Iz prethodne teoreme zak	uqujemo da Artinov zakon reciprociteta predstav	a
odgovor na Deveti Hilbertov problem u sluqaju Abelovih raxire�a. Naglasimo
da je u opxtem sluqaju Deveti problem ostao nerexen.
Za mnogo vixe o zakonu reciprociteta u jednostavnijim sluqajevima, kao i mnogo
vixe o Artinovom zakonu reciprociteta i Teoremi o Abelovom polinomu, pogledati
[19] i [4].
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GLAVA 3

L-funkcije

3.1 Uopxtene Dirihleove L-funkcije. Dedekindova zeta funkcija

U ovom ode	ku bavi�emo se definisa�em uopxtenih Dirihleovih L-funkcija
koje �e predstav	ati znaqajan iskorak u odnosu na L-funkcije definisane u ode	ku
1.3.

Neka je m proizvo	an modul u brojevnom po	u K. Oznaqimo standardno kao i
do sada sa Jm podgrupu grupe IK svih nenula razmo	enih ideala prstena celih OK

generisanu prostim idealima koji ne dele konaqni deo modula m. Tako�e, pod

Jm/ς(Km,1)

�emo kao i u dosadax�em izlaga�u podrazumevati grupu klasa zraka u odnosu na
modul m. Definicija uopxtene Dirihleove L-funkcije osla�a�e se na konaqnost
grupe Jm/ς(Km,1), ustanov	ene Teoremom 2.3.1. Zbog te qi�enice mo�emo posmatrati
karakter ψ konaqne Abelove grupe Jm/ς(Km,1) koga nazivamo uopxtenim Dirihle-
ovim karakterom po modulu m. �ega mo�emo videti i kao karakter grupe Jm koji
ima ς(Km,1) u jezgru i oznaqavati sa ψ(a) �egovu vrednost u kosetu a ς(Km,1). Zato
ima smisla uopxtenom Dirihleovom karakteru po modulu m pridru�iti L-funkciju
koja je definisana analogno L-funkciji datoj definicijom 1.3.1,

L(s, ψ) =
∑
a∈Jm

ψ(a)

N(a)s

i koju nazivamo uopxtena Dirihleova L-funkcija pridru�ena karakteru ψ i modulu
m.

Jedno od osnovih pita�a vezano za uopxtene Dirihleove L-funkcije je pita�e
oblasti (u C) na kojoj su one definisane. Primetimo da analogno kao u Teoremi 1.3.1
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imamo da je proizvo	na uopxtena Dirihleova L-funkcija L(s, ψ) korektno defini-
sana i analitiqka na domenu <(s) > 1. Postav	a se pita�e da li se ta oblast mo�e
proxiriti. U sluqaju da je odgovor na to pita�e potvrdan, interesuje nas i koja je
najve�a oblast u C na koju se L(s, χ) mo�e analitiqki proxiriti. Odgovore na ova
pita�a pru�a analitiqko proxire�e uopxtenih Dirihleovih L-funkcija.

U svojoj potpunosti, izvo�e�e analitiqkog proxire�a uopxtenih Dirihleovih
L-funkcija je priliqno dugotrajan i tehniqki veoma zahtevan postupak koji preva-
zilazi okvire naxeg izlaga�a. Zbog toga �emo ovde prikazati samo izuzetno kratku
skicu sa ci	em ilustracije kako se taj postupak mo�e izvesti. Deta	no izvo�e�e
analitiqkog proxire�a uopxtenih Dirihleovih L-funkcija mo�e se prona�i u [14].

Posmatrajmo uopxtenu Dirihleovu L-funkciju

L(s, ψ) =
∑
a∈Jm

ψ(a)

N(a)s

pridru�enu karakteru ψ i modulu m u brojevnom po	u K. Prvi korak analitiqkog
proxire�a uopxtene Dirihleove L-funkcije L(s, ψ) je priliqno jednostavan i svodi
se na �enu dekompoziciju na takozvane parcijalne L-funkcije. Razbija�em grupe
klasa zraka u odnosu na modul m na pojedinaqne klase dobijamo da se funkcija L(s, ψ)
mo�e zapisati u obliku sume

L(s, ψ) =
∑
k

L(k, s, ψ),

uzete po svim klasama k u Jm/ς(Km,1), pri qemu je

L(k, s, ψ) =
∑
a∈k

ψ(a)

N(a)s
.

Funkcije L(k, s, ψ) nazivamo parcijalnim L-funkcijama. Svrha ovakve dekompozicije
uopxtene Dirihleove L-funkcije L(s, ψ) na sumu parcijalnih L-funkcija L(k, s, ψ) se
ogleda u tome xto se na taj naqin problem analitiqkog proxire�e funkcije L(s, ψ)
redukuje na problem analitiqkog proxire�a funkcija L(k, s, ψ). Prema tome, sve xto
je jox potrebno uraditi je izvesti analitiqko proxire�e za parcijalnu L-funkciju
L(k, s, ψ). Takav postupak u sebi sadr�i kombinova�e velikog broja fundamental-
nih objekata kako algebarske tako i analitiqke teorije brojeva. Mi �emo samo u
najkra�im crtama navesti k	uqne korake.

• Prvo xto treba uraditi je zapisati parcijalnu L-funkciju L(k, s, ψ) u pogodni-
jem obliku za analitiqke manipulacije. U tu svrhu koriste se va�ni objekti al-
gebarske teorije brojeva poznati pod nazivom idealni brojevi. Grubo govore�i,
idealni brojevi su algebarski celi brojevi koji na pogodan naqin predstav	aju
ideale prstena celih brojevnog po	a.
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• K	uqni i tehniqki najzahtevniji deo dokaza se sastoji u pokaziva�u da je par-
cijalna L-funkcija L(k, s, ψ) Melinova transformacija neke analitiqke funk-
cije f(t). U svrhu definisa�a funkcije f(t) se koristi θ-funkcija vezana za
brojevno po	e K, kao i odgovaraju�a θ-transformaciona formula.

• Kada je dobijena veza sa funkcijom f(t), analitiqko proxire�e parcijalne L-
funkcije L(k, s, ψ) sledi na osnovu qi�enice da se Melinove transformacije
mogu analitiqki proxiriti (ovo qi�enica se qesto naziva Melinov princip).

Napomena. Prethodni postupak analitiqkog proxire�a implicitno pretposta-
v	a da je modul m ili karakter ψ netrivijalan. U sluqaju da ti uslovi nisu ispu-
�eni, analitiqko proxire�e odgovaraju�e L-funkcije postoji i izvodi se potpuno
analogno, uz razliku da proxirena funkcija ima prost pol u taqki s = 1. Vixe o
tom specijalnom sluqaju prikazano je narednim primerom.

Primer 3.1. Posmatrajmo trivijalan sluqaj kada je m = 1 i ψ = ψ0 trivijalan
karakter. Uopxtena Dirihleova L-funkcija pridru�ena �ima izra�ava se kao suma
reda

L(s, ψ0) =
∑

a∈J\{0}

1

N(a)s

ili ekvivalentno u obliku Ojlerovog proizvoda

L(s, ψ) =
∏

p∈MK

1

1−N(p)−s

i naziva se Dedekindova zeta funkcija brojevnog po	a K. Oznaqava�emo je sa ζK(s).
Primetimo da je ζQ(s) = ζ(s) tj. da Dedekindova zeta funkcija po	a Q nije nixta
drugo do Rimanova zeta funkcija. Dakle, Dedekindova zeta funkcija nekog brojev-
nog po	a je prirodno uopxte�e Rimanove zeta funkcije na tom po	u1.
Navedimo dve osobine Dedekindove zeta funkcije koje �e nam biti od znaqaja prili-
kom definisa�a pojma Dirihleove gustine.

• Dedekindova zeta funkcija ima analitiqko proxire�e na ceo skup C\{1}, dok
u taqki s = 1 ima prost pol. Koriste�i konvenciju po kojoj se za dve kompleksne
funkcije f i g pixe f(s) ∼ g(s) ako je f(s)− g(s) analitiqka funkcija u taqki
s = 1, tu qi�enicu mo�emo zapisati i kao

ζK(s) ∼ 1

s− 1
.

Za precizan opis reziduuma funkcije ζK(s) u taqki s = 1 pogledati [14].

1primetimo kako je i razmatra�e najtrivijalnije L-funkcije donelo dosta netrivijalnog
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• Iz Ojlerovog proizvoda Dedekindove zeta funkcije logaritmuju�i i razvi-
jaju�i u Tejlorov red dobijamo

log ζK(s) =
∑

p∈MK

∞∑
m=1

1

mN(p)ms
=
∑

p∈MK

1

N(p)s
+
∑

p∈MK

∑
m≥2

1

mN(p)ms
.

Kako suma ∑
p∈MK

∑
m≥2

1

mN(p)ms

oqigledno definixe analitiqku funkciju u taqki s = 1, dobijamo

log ζK(s) ∼
∑

p∈MK

1

N(p)s
.

Primetimo jox da kombinuju�i dve prethodne osobine dobijamo∑
p∈MK

1

N(p)s
∼ log

1

s− 1

�

Analitiqko proxire�e uopxtenih Dirihleovih L-funkcija se mo�e shvatiti
kao generalizacija analitiqkog proxire�a (

”
obiqnih") Dirihleovih L-funkcija.

Imaju�i to u vidu, od interesa je da ispitamo da li uopxtene Dirihleove L-funkcije
imaju jox neku osobinu u analogiji sa klasiqnim.

Podsetimo se da u sluqaju klasiqnih Dirihleovih L-funkcija va�i L(1, χ) 6= 0.
Upravo je to svojstvo esencijalno u dokazu Dirihleove teoreme o prostim brojevima.
Naredna teorema pokazuje da se i uopxtene Dirihleove L-funkcije ne anuliraju u
taqki s = 1, xto �e biti k	uqno dokazu Dirihleove teoreme o gustini.

Teorema 3.1.1. Neka je ψ netrivijalan karakter po modulu m, odnosno netrivija-
lan karakter grupe klasa zraka Jm/ς(Km,1). Tada va�i

L(1, ψ) 6= 0.

Na ovom mestu, koriste�i samo tehnike uopxtenih Dirihleovih L-funkcija nismo
u sta�u da prika�emo dokaz Teoreme 3.1.1. Ipak, od dokaza ne�emo odustati, ve� �emo
nemogu�nost prikaziva�a dokaza jedne tako znaqajne teoreme shvatiti kao znak da je
potrebno da kontekst koji razmatramo obogatimo dodatnim objektima. Iz tog razloga,
kre�emo putem definisa�a jox jedne vrste L-funkcija, poznate kao Artinove L-
funkcije.
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3.2 Reprezentacije konaqne grupe

Imaju�i u vidu ci	 najav	en u prethodnom ode	ku, ono �emu te�imo u nastavku
naxeg izlaga�a je definisa�e nove vrste L-funkcija, koje su kompleksnije od do
sada posmatranih uopxtenih Dirihleovih L-funkcija. Znaqajno svojstvo koje karak-
terixe uopxtene Dirihleove L-funkcije je �ihova vezanost za fiksirano brojevno
po	e K. Prema tome, ono xto mo�emo uraditi u ci	u potrebnog boga�e�a konteksta
u kome radimo je da umesto fiksiranog brojevnog po	a K posmatramo Galuaovo raxi-
re�e L/K. Tra�ene komplikovanije L-funkcije onda definixemo kao L-funkcije
koje su vezane za samo raxire�e L/K. Osnovne informacije o tom raxire�u nosi
Galuaova grupa G(L/K). Stoga je prirodno da L-funkcija koju �elimo da defini-
xemo zavisi od �enih elemenata tj. od K-automorfizama po	a L. Me�utim, upravo
u toj prirodnoj pretpostavci se krije i jedan ne bax zanemar	iv problem. Naime,
znaqaj L-funkcija je u tome xto se analitiqki mogu ispitati �ihove osobine, koje
se onda impresivno reflektuju na rexava�e problema teorije brojeva2. Zbog toga
je direktan rad sa grupom G = G(L/K) prilikom definisa�a L-funkcije priliqno
nepo�e	an; u ma�oj meri zato xto i ta sama grupa mo�e biti komplikovana, a u ve�oj
meri zato xto je direktan rad sa �enim elementima rad sa automorfizmima po	a,
xto vixestruko ote�ava primenu analize. Rexe�e tog problema je u predstav	a�u
Galuaove grupe G u obliku pogodnijem za analitiqko razmatra�e. Smernice kako da
to uradimo nalazimo u narednom primeru.

Primer 3.2. Neka je m prirodan broj, χ Dirihleov karakter modulo m i

L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)

ns
=
∏
p

1

1− χ(p)p−s

�emu pridru�ena L-funkcija. Posmatrajmo ciklotomiqno raxire�e Q(µm)/Q. Za
svaki Q-automorfizam po	a Q(µm) va�i da je oblika

αt : x→ xt, za x ∈ µm,

pri qemu je t ∈ (Z/mZ)∗. Zbog toga preslikava�e

Θ : (Z/mZ)∗ → G, Θ(t) = αt

predstav	a izomorfizam Galuaove grupe G = G(Q(µm)/Q) i grupe (Z/mZ)∗. Zah-
v	aju�i tom izomorfizmu, karakter χ mo�emo interpretirati i kao karakter Galu-
aove grupe G odnosno kao homomorfizam

χ : G→ C∗ = GL1(C).

2npr. Dirihleova teorema o prostim brojevima je esencijalno posledica qi�enice da se L-
funkcije pridru�ene netrivijalnom Dirihleovom karakteru ne anuliraju u 1, xto je osobina koja
se proverava analitiqki
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Koriste�i tu interpertaciju, L-funkcija pridru�ena karakteru χ mo�e se napisati
u obliku

L(s, χ) =
∏
p-m

1

1− χ(αp)p−s
, (3.1)

koji u potpunosti izra�en preko elemenata Galuaove grupe G. Dakle, formulom (3.1)
definisana je L-funkcija vezana za Galuaovo raxire�e Q(µm)/Q.
�

Kako prethodno opisanu L-funkciju vezanu za jedno konkretno raxire�e brojev-
nih po	a mo�emo iskoristiti za proxiriva�e priqe u opxti kontekst? Pre svega,
uoqimo koliko je znaqajna qi�enica da smo mogli da konstruixemo homomorfizam
izme�u Galuaove grupe G i grupe GL1(C). Drugim reqima, svakom, za analizu ne-
pristupaqnom elementu grupe G, odnosno Q-automorfizmu po	a Q(µm) smo uspeli
da pridru�imo kompleksnu matricu 1 × 1, odnosno kompleksan broj, xto je objekat
veoma pristupaqan za primenu analize. Egzistencija L-funkcije u navedenom obliku
odatle onda sledi priliqno jednostavno.

Ideju pridru�iva�a kompleksnih brojeva elementima Galuaove grupe �emo po-
kuxati da primenimo i u mnogo opxtijoj situaciji od one razmatrane u primeru tj.
u sluqaju proizvo	nog Galuaovog raxire�a L/K brojevnih po	a. Me�utim, u takvoj,
znaqajno komplikovanijoj situaciji automorfizmima �emo pridru�ivati kvadratne
kompleksne matrice qija dimenzija mo�e biti ve�a od 1, a ne isk	uqivo kompleksne
brojeve. Tako dolazimo da pojma reprezentacije Galuaove grupe G raxire�a L/K.
Ovaj ode	ak posve�en je upravo definisa�u tog pojma, kao i prikaziva�u nekih �e-
govih osnovnih osobina. Pri tome �emo u celokupnom izlaga�u razmatrati opxti
sluqaj proizvo	ne konaqne grupe G, imaju�i u vidu da nam je od interesa situacija
kada je ta grupa bax Galuaova grupa Galuaovog raxire�a L/K brojevnih po	a.

Definicija 3.2.1. Reprezentacija konaqne grupe G je dejstvo te grupe na ko-
naqno dimenzioni kompleksni vektorski prostor V , odnosno homomorfizam

ρ : G→ GL(V ) = AutC(V ).

Po konvenciji �emo reprezentaciju grupe G oznaqavati sa (ρ, V ), gde su ρ homo-
morfizam i V kompleksni vektorski prostor dati prethodnom definicijom. Tako�e,
ako je (ρ, V ) reprezentacija grupe G, dejstvo elementa σ ∈ G na vektor v ∈ V �emo
oznaqavati skra�eno sa σv, umesto pune notacije ρ(σ)v. Nekoliko osnovnih karakte-
ristika reprezentacije grupe uvodimo narednim definicijama.

Definicija 3.2.2. Stepen reprezentacije (ρ, V ) konaqne grupe G je dimenzija
vektorskog prostora V nad C.
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Definicija 3.2.3. Neka su (ρ, V ) i (ρ′, V ′) dve reprezentacije konaqne grupe G. Za
linearno preslikava�e T : V → V ′ ka�emo da prevodi ρ u ρ′ ukoliko za svako g ∈ G
va�i

ρ′(g) ◦ T = T ◦ ρ(g).

Primetimo da prethodna definicija znaqi nixta drugo do komutativnost nared-
nog dijagrama za svako g ∈ G.

V V ′

V V ′

T

ρ(g) ρ′(g)

T

Definicija 3.2.4. Za dve reprezentacije (ρ, V ) i (ρ′, V ′) konaqne grupe G ka�emo
da su ekvivalentne ako postoji bijektivno linearno preslikava�e T : V → V ′ koje
prevodi ρ u ρ′.

Definicija 3.2.5. Reprezentacija (ρ, V ) konaqne grupe G je ireducibilna ako V
nema nijedan pravi G-invarijantan potprostor.

Definicija 3.2.6. Ako su (ρ, V ) i (ρ′, V ′) dve reprezentacije konaqne grupe G �i-
hova direktna suma (ρ⊕ ρ′, V ⊕ V ′) je tako�e reprezentacija grupe G definisana
sa

ρ⊕ ρ′ : G→ GL(V ⊕ V ′), (ρ⊕ ρ′)(g)(v, v′) = (ρ(g)(v), ρ′(g)(v′)),

za proizvo	ne g ∈ G, v ∈ V i v′ ∈ V ′.

Znaqaj ireducibilnih reprezentacija je u tome xto se svaka druga reprezentacija
mo�e izraziti kao �ihova konaqna direktna suma. Dakle, ako je (ρ, V ) reprezentacija
grupe G, onda postoji konaqno mnogo ireducibilnih reprezentacija (ρα, Vα) te grupe,
me�u kojima mo�e biti i me�usobno ekvivalentnih i za koje va�i

(ρ, V ) = (⊕αρα,⊕αVα). (3.2)

Za neku fiksiranu ireducibilnu reprezentaciju (ρα0 , Vα0) grupe G ka�emo da ima
vixestrukost jednaku rα0 u (ρ, V ), ako je ekvivalentna sa taqno rα0 ireducibilnih
reprezentacija koje uqestvuju u dekompoziciji (3.2). Relaciju (3.2) onda mo�emo
zapisati i skra�eno kao

ρ ∼
∑

rαρα,

gde se suma uzima po svim me�usobno neekvivalentnim ireducibilnim reprezentaci-
jama (ρα, Vα) grupe G vixestrukosti rα u (ρ, V ).

Ako je (ρ, V ) reprezentacija grupe G, za proizvo	no σ ∈ G je onda ρ(σ) element
grupe GL(V ), pa ima korektno definisan trag. Zbog toga je i naredna definicija
karaktera reprezentacije korektna.
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Definicija 3.2.7. Karakter reprezentacije (ρ, V ) konaqne grupe G je preslika-
va�e

χρ : G→ C

definisano sa

χρ(σ) = Tr ρ(σ).

Specijalno, ako je reprezentacija (ρ, V ) ireducibilna, onda se i karakter χ naziva
ireducibilnim.

Narednim primerom opisano je nekoliko osnovnih primera reprezentacija ko-
naqne grupe, kao i �ihovi karakteri.

Primer 3.3. Neka je G konaqna grupa.

• Reprezentacija (ρ, V ) grupe G, gde je dimV = 1 i ρ : G → GL(V ), ρ(σ) = 1
za sve σ ∈ G naziva se trivijalnom. Karakter trivijalne reprezentacije je
konstantno preslikava�e 1G : G→ C, 1G(σ) = 1 za sve σ ∈ G.

• Uoqimo kompleksni vektorski prostor

V = C[G] =

{∑
τ∈G

xττ | xτ ∈ C

}

i oznaqimo sa ρ dejstvo mno�e�em sleva grupe G na V . Tada je (ρ, V ) reprezenta-
cija grupe G koju nazivamo regularnom reprezentacijom. Karakter pridru�en
regularnoj reprezentaciji oznaqavamo sa rG.

• Kompleksni vektorski prostor

W =

{∑
σ∈G

xσσ | xσ ∈ C,
∑
σ∈G

xσ = 0

}

zajedno sa dejstvom mno�e�em sleva grupe G na �ega definixu augmento-
vanu reprezentaciju grupe G. Karakter pridru�en augmentovanoj reprezenta-
ciji oznaqavamo sa uG.

• Odnos tri prethodno navedene reprezentacije grupe G je priliqno interesan-
tan. Naime, va�i da je regularna reprezentacija direktna suma trivijalne i
augmentovane. Stoga i za �ima pridru�ene karaktere va�i rG = uG + 1G.

�
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Karakter precizno odre�uje reprezentaciju u smislu da su dve reprezentacije
ekvivalentne ako i samo ako su �ima odgovaraju�i karakteri jednaki. Tako�e, ako je
χρ karakter reprezentacije (ρ, V ) konaqne grupe G, onda va�i χρ(1) = dimV , kao i
χρ(στσ

−1) = χρ(τ) za sve σ, τ ∈ G. Posled�e navedena osobina karaktere reprezenta-
cije svrstava u xiru grupu preslikava�a opisanih narednom definicijom.

Definicija 3.2.8. Preslikava�e

f : G→ C

je centralno ili klasno u G ako va�i

f(στσ−1) = f(τ)

za sve σ, τ ∈ G.

Iz prethodne definicije je jasno da su karakteri reprezentacija centralna pre-
slikava�a koji uzimaju vrednost jednaku stepenu reprezentacije u neutralu grupe G.
Zbog takvog istaknutog mesta koji u prostoru svih centralnih funkcija zauzimaju
karakteri, mo�e se naslutiti da ga oni na neki naqin generixu. Takvo razmix	a-
�e vodi u dobrom pravcu; svako centralno preslikava�e ϕ se na jedinsten naqin
mo�e napisati kao C-linearna kombinacija ireducibilnih karaktera. Pri tome se
karakteri od proizvo	nih centralnih preslikava�a istiqu po tome xto su svi ko-
eficijenti u �ihovoj dekompoziciji na sumu ireducibilnih karaktera pozitivni
celi brojevi. Posled�e tvr�e�e mo�emo i eksplicitno videti, jer za karakter χρ
pridru�en reprezentaciji (ρ, V ) konaqne grupe G, ρ ∼

∑
rαρα, va�i

χρ =
∑

rαχρα ,

gde se suma uzima po svim karakakterima me�usobno neekvivalentnih ireducibilnih
reprezentacija (ρα, Vα) grupe G vixestrukosti rα u (ρ, V ).

Veoma interesantna i znaqajna osobina prostora centralnih funkcija je xto se
taj prostor mo�e snabdeti ermitskim skalarnim proizvodom. Centralnim presli-
kava�ima ϕ i ψ u G pridru�imo kompleksan broj 〈ϕ,ψ〉 na slede�i naqin:

〈ϕ,ψ〉 =
1

g

∑
σ∈G

ϕ(σ)ψ̄(σ), (3.3)

gde je ψ̄ kompleksno konjugovana funkcija funkcije ψ i g red grupe G. Tada za dva
ireducibilna karaktera χ i χ′ va�i

〈χ, χ′〉 =

{
1, ako je χ = χ′

0, ako je χ 6= χ′,
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xto znaqi da jednakost (3.3) definixe ermitski skalarni proizvod na prostoru cen-
tralnih preslikava�a, pri qemu jednu ortonormiranu bazu u odnosu na taj skalarni
proizvod qini upravo skup ireducibilnih karaktera.

Ovako bogata struktura prostora svih centralnih preslikava�a ima odjeka i zna-
qe�a u kontekstu reprezentacija konaqne grupe G. Uoqimo proizvo	nu reprezenta-
ciju (ρ, V ) te grupe i napiximo je kao direktnu sumu ireducibilnih reprezentacija
(ρ1, V1), (ρ2, V2), . . . , (ρs, Vs),

(ρ, V ) = (ρ1, V1)⊕ (ρ2, V2)⊕ · · · ⊕ (ρs, Vs).

Oznaqimo sa χ karakter pridru�en reprezentaciji (ρ, V ) i sa χi karakter pridru�en
prezentaciji (ρi, Vi), 1 ≤ i ≤ s. Tada va�i

χ = χ1 + χ2 + · · ·+ χs.

Ako je (ρ′, V ′) jox jedna proizvo	na prezentacija grupe G sa karakterom χ′ odatle
imamo da je

〈χ, χ′〉 = 〈χ1, χ
′〉+ 〈χ2, χ

′〉+ · · ·+ 〈χs, χ′〉.
Kako su reprezentacije (ρ1, V1), (ρ2, V2), . . . , (ρs, Vs) ireducibilne, imamo da je za sve
1 ≤ i ≤ s

〈χi, χ′〉 =

{
1, ako su Vi i V

′ izomorfni

0, ako Vi i V
′ nisu izomorfni.

Zak	uqujemo da vrednost skalarnog proizvoda 〈χ, χ′〉 nije nixta drugo do vixestru-
kost reprezentacije (ρ′, V ′) u (ρ, V ).

Pogledajmo u kakvom je odnosu skalarni proizvod definisan relacijom (3.3) sa
homomorfizmima konaqne grupe G. Neka je H neka konaqna grupa i h : H → G
homomorfizam. Tada je jednakox�u

h∗(ϕ) = ϕ ◦ h

za proizvo	nu centralnu funkciju ϕ u G definisana centralna funkcija h∗(ϕ) u
H. Zanim	ivo je da homomorfizam h indukuje i preslikava�e h∗ izme�u central-
nih funkcija u H i onih u G. Preslikava�a h∗ i h∗ su u izuzetnoj harmoniji sa
skalanim proizvodom odre�enim jednakox�u (3.3). Ona veoma podse�a na odnos line-
arnog operatora i �emu adjungovanog operatora na Hilbertovog prostoru i opisana
je slede�om teoremom.

Teorema 3.2.1 (Frobenijusov reciprocitet). Neka je h : H → G homomorfizam
konaqnih grupa G i H. Tada za svako centralno preslikava�e ψ u H postoji jedin-
stveno centralno preslikava�e h∗(ψ) u G takvo da va�i

〈ϕ, h∗(ψ)〉 = 〈h∗(ϕ), ψ〉,

za svako centralno preslikava�e ϕ u G.
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Dokaz. Pogledati [17].

Osnovne dve situacije primene Frobenijusovog reciprociteta prikazane su na-
rednim primerom.

Primer 3.4.

• H je podgrupa od G i h je inkluzija

U ovom sluqaju pixemo ϕ|H ili qak samo ϕ umesto h∗(ϕ) i ψ∗ umesto h∗(ψ). Presli-
kava�e ψ∗ nazivamo indukovanim preslikava�em (centralnog preslikava�a ψ u H).
Ako je ϕ karakter reprezentacije (ρ, V ) grupe G, onda je ϕ|H karakter reprezentacije
(ρ|H,V ) podgrupe H. Uz reprezentaciju (ρ, V ) grupe H posmatramo i reprezentaciju
(Ind(ρ), IndHG V ) grupe G koju nazivamo indukovanom reprezentacijom. Definixemo
je na slede�i naqin: C-vektorski prostor IndHG V je odre�en sa

IndHG V = {f : G→ V | f(τx) = τf(x), za sve τ ∈ H,x ∈ G},

a Ind(ρ) je dejstvo grupe G na taj prostor definisano sa

(σf)(x) = f(xσ),

za sve σ, x ∈ G, f ∈ IndHG V.
Indukovano centralno preslikava�e ψ∗ karaktera ψ reprezentacije (ρ, V ) grupe H
prirodno je vezano sa indukovanom reprezentacijom (Ind(ρ), IndHG V ) grupe G time
xto predstav	a karakter te reprezentacije.

• G se mo�e izraziti kao neki koliqnik H/N grupe H i h je projekcija

U ovom sluqaju pixemo ψ\ umesto h∗(ψ) i va�i

ψ\(σ) =
1

|N |
∑

τ+N=σ

ψ(τ)

za sve σ ∈ G. Tako�e, ako je ϕ karakter reprezentacije (ρ, V ) grupe G, h∗(ϕ) predsta-
v	a karakter reprezentacije (ρ ◦ h, V ) grupe H.
�

Podsetimo se da je stepen reprezentacije (ρ, V ) konaqne grupe G dimenzija C-
vektorskog prostora V . Ovu definiciju proxirujemo i na karaktere, pa ka�emo
stepen karaktera χ misle�i na stepen �emu pridru�ene reprezentacije (ρ, V ). Pri-
metimo da karakter χ stepena 1 grupe G nije nixta drugo do homomorfizam

χ : G→ C∗.

Uzimaju�i u obzir �ihovu jednostavnost, za oqekivati je da karakteri stepena 1 imaju
nekakvu generatornu/baznu ulogu me�u ostalim karakterima. U opravdanost takvog
oqekiva�a uverava nas naredna teorema Brauera.
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Teorema 3.2.2 (Brauer). Neka su H1, H2, . . . ,Hs sve podgrupe konaqne grupe G i χi
�ima pridru�eni karakteri stepena 1. Tada se svaki karakter χ pridru�en nekoj
reprezentaciji konaqne grupe G mo�e predstaviti kao Z-linearna kombinacija
indukovanih karaktera χi∗.

Dokaz. Prikaza�emo kratku skicu dokaza Brauerove teoreme. Prvo xto je potrebno
je razmatra�e nekoliko qi�enica iz teorije grupa, koje �emo sada navesti.

Element x konaqne grupe G se naziva p-unipotentim ako je �egov red u G stepen
prostog broja p. Sa druge strane, element x konaqne grupe G se naziva p-regularnim
ako prost broj p ne deli �egov red. Dodatno, mo�e se pokazati da se svaki x ∈ G
mo�e zapisati u obliku

x = xuxr,

gde je xu p-unipotentan, a xr p-regularan i xu i xr komutiraju.
Slede�e xto je potrebno je prethodno razmatra�e sa nivoa elemenata grupe G pre-

baciti na nivo pogrupa odG. Tako za podgrupuH grupeG ka�emo da je p-elementarna
ako se mo�e zapisati kao direktan proizvod

H = C × P,

gde je p prost broj, C cikliqna grupa reda uzajamno prostog sa p i P p-grupa tj.
grupa u kojoj je red svakog elementa neki stepen broja p. Pokazuje se da je svaka p-
elementarna podgrupa nilpotenta, kao i da je kompozicija H = C×P jedinstvena; C
je skup svih p-regularnih elemenata grupe H, a P skup svih p-unipotentih elemenata
te grupe.

Naredni korak je definisa�e konkretne grupe na koju se mogu primeniti pret-
hodno prikazana opxta tvr�e�a teorije grupa. Neka je G konaqna grupa (iz iskaza
teoreme). SaR(G) �emo oznaqavati slobodnu Abelovu grupu generisanu svim ireduci-
bilnim karakterima pridru�enim podgrupama te grupe. Dakle, ako su χ1, χ2, . . . , χs
svi takvi karakteri, va�i

R(G) = Zχ1 ⊕ Zχ1 ⊕ · · · ⊕ Zχs.

Za prost broj p oznaqimo sa Vp pogrupu od R(G) generisanu karakterima indukova-
nim karakterima pridru�enim p-elementarnim pogrupama od G. K	uqni deo dokaza
teoreme Brauera je u dokaziva�u da je indeks podgrupe Vp u grupi R(G) konaqan i
uzajamno prost sa p. Odatle se onda pokazuje da je⊕

p prost

Vp = R(G).

Drugim reqima, dobijamo da je svaki karakter pridru�en nekoj reprezentaciji grupe
G se mo�e predstaviti kao Z-linearna kombinacija karaktera indukovanih karak-
terima pridru�enim elementarnim podgrupama grupe G.3 Odavde onda lako sledi
tvr�e�e koje treba dokazati.

3qesto se i ovo tvr�e�e navodi kao teorema Brauera
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3.3 Artinove L-funkcije

Pojam reprezentacije konaqne grupe omogu�ava da se elementi Galuaove grupe
G = G(L/K) Galuaovog raxire�a L/K brojevnih po	a predstave kao simetrije ko-
naqno dimenzionog kompleksnog vektorskog prostora. Na taj naqin se qesto nepri-
stupaqan direktan rad sa K-automorfizmima po	a L zame�uje radom sa kvadratnim
matricama, za koga postoje razvijene tehnike linearne algebre. Tako je odre�en i
teren na kome �emo definisati Artinove L-funkcije{ taj pojam ne�e biti vezan di-
rektno za Galuaovu grupu G raxire�a L/K, ve� za neku �enu reprezentaciju (ρ, V ).
Pored reprezentacije (ρ, V ) grupe G posmatrajmo prost ideal p prstena celih OK za-
jedno sa prostim idealom P u OL koji je iznad �ega. Oznaqimo standardno kao i do
sada sa G(P) grupu dekompozicije za P i sa I(P) grupu inercije za P. U podode	ku
2.5.3 ustanovili smo izomorfizam

G(P)/I(P) ∼= G

(
OL/P

OK/p

)
,

kao i qi�enicu da je grupa G(P)/I(P) cikliqna, generisana kosetom qiji su ele-
menti Frobenijusovi automorfizmi pridru�eni P. Fiksirajmo jedan Frobenijusov
automorfizam ϕP pridru�en P. Tada je karakteristiqni polinom

det(In − ρ(ϕP)t)

korektno definisan (In je jediniqna kvadratna matrica dimenzije jednake stepenu
reprezentacije (ρ, V )). Tako�e, taj polinom zavisi samo od izbora prostog ideala p,
pa je slede�a definicija korektna.

Definicija 3.3.1. Neka je L/K Galuaovo raxire�e brojevnih po	a i (ρ, V ) repre-
zentacija odgovaraju�e Galuaove grupe. Artinova L-funkcija pridru�ena toj
reprezentaciji definisana je kao Ojlerov proizvod

L(L/K, ρ, s) =
∏

p∈MK

1

det(In − ρ(ϕP)N(p)−s)

uzet po skupu MK svih prostih ideala prstena celih OK brojevnog po	a K.

Slede�i analogan put kao u dokazu Teoreme 1.3.1 pokazuje se da proizvod kojim
se definixe Artinova L-funkcija konvergira apsolutno i uniformno u oblasti
<(s) ≥ 1+δ, za sve δ > 0. Odatle zak	uqujemo da je Artinova L-funkcija analitiqka
u poluravni <(s) > 1. Primetimo da u sluqaju da je reprezentacija (ρ, V ) Galuaove
grupe G trivijalna, �oj pridru�ena Artinova L-funkcija jednaka je Dedekindovoj
zeta funkciji ζK(s) brojevnog po	a K.
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U prethodnom ode	ku videli smo da ekvivalentne reprezentacije konaqne grupe
imaju jednake karaktere. Zbog toga mo�emo Artinovu L-funkciju pridru�iti ka-
rakteru χ reprezentacije (ρ, V ), pa �emo nada	e umesto L(L/K, ρ, s) pisati

L(L/K,χ, s) =
∏

p∈MK

1

det(In − ρ(ϕP)N(p)−s)
.

Osnovne osobine Artinovih L-funkcija pokazane su narednom teoremom.

Teorema 3.3.1. Za proizvo	no Galuaovo raxire�e L/K brojevnih po	a je ispu�eno:

1. Ako su χ i χ′ karakteri pridru�eni dvema reprezentacijama Galuaove grupe
G(L/K) tada je

L(L/K,χ+ χ′, s) = L(L/K,χ, s)L(L/K,χ′, s).

2. Neka je L′ Galuaovo raxire�e po	a K takvo da je L′ ⊇ L ⊇ K i χ karakter
pridru�en nekoj reprezentaciji Galuaove grupe G(L/K). Tada se χ mo�e po-
smatrati i kao karakter pridru�en reprezentaciji Galuaove grupe G(L′/K)
i va�i

L(L′/K, χ, s) = L(L/K,χ, s).

3. Za me�upo	e M , L ⊇ M ⊇ K i karakter χ pridru�en nekoj reprezentaciji
Galuaove grupe G(L/M) va�i

L(L/M,χ, s) = L(L/K,χ∗, s),

gde je χ∗ indukovan karakter karaktera χ.

Dokaz za 1. i 2.
1 . Neka su (ρ, V ) i (ρ′, V ′) reprezentacije Galuaove grupe G(L/K) stepena n i n′ kojima
su redom pridru�eni karakteri χ i χ′. Tada je direktnoj sumi (ρ ⊕ ρ′, V ⊕ V ′) tih
reprezentacija pridru�en karakter χ+ χ′ i va�i

det(In+n′ − (ρ⊕ ρ′)(ϕP)t) = det(In − ρ(ϕP)t) det(In′ − ρ′(ϕP)t).

Iz te relacije na osnovu definicije Artinove L-funkcije odmah sledi tra�eno tvr-
�e�e.
2 . Uoqimo prost ideal p prstena celih OK brojevnog po	a K, kao i proste ideale P i
P′ koji su u OL odnosno O ′L i za koje va�i da je P

′|P|p (drugim reqima, ideal prstena
celih ve�eg po	a se nalazi iznad ideala prstena celih ma�eg po	a). Oznaqimo sa
(ρ, V ) reprezentaciju Galuaove grupe G(L/K) kojoj odgovara karakter χ. Kompozi-
cija projekcije G(L′/K)→ G(L/K) Galuaovih grupa sa preslikava�em ρ predstav	a
dejstvo ρ′ grupe G(L′/K) na vektorski prostor V . To dejstvo indukuje epimorfizme

G(P′)→ G(P), I(P′)→ I(P), G(P′)/I(P′)→ G(P)/I(P)
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odgovaraju�ih grupa dekompozicije i inercije, kao i �ihovih koliqnika. Posled-
�e navedeni epimorfizam slika Frobenijusov automorfizam ϕP′ pridru�en P′ u
Frobenijusov automorfizam ϕP pridružen P, pri qemu va�i

det(In − ρ′(ϕP′)t) = det(In − ρ(ϕP)t).

Na osnovu posled�e relacije uz korix�e�e definicije Artinove L-funkcije odmah
sledi tra�eno tvr�e�e.

Dokaz tre�eg dela prethodne teoreme �emo, zbog �egove komplikovanosti, izvesti
postepeno u nekoliko etapa. Uvedimo prvo neke konvencije koje �emo koristiti, a
koje omogu�avaju rastere�e�e uobiqajene notacije.

Za reprezentaciju (ρ, V ) stepena n neke konaqne grupe G i proizvo	no ϕ ∈ G
pisa�emo

det(Id− ϕX;V ) umesto det(In − ρ(ϕ)X).

Ako je G′ normalna podgrupa grupe G sa V G′ �emo oznaqavati potprostor kompleksnog
vektorskog prostora V koji je G′-invarijantan u odnosu na dejstvo ρ. Oznaqimo sa ρ′

preslikava�e definisano na koliqniku G/G′ sa

ρ′ : G/G′ → V G′ , ρ′(gG′) = ρ(g), g ∈ G.

Tada (ρ′, V G′) predstav	a reprezentaciju koliqniqke grupe G/G′. U ovakvom speci-
jalnom sluqaju reprezentacije �emo u skladu sa prethodno uvedenim zapisom pisati
kao

det(Id− ϕX;V G′).

Dokaz dela 3. Teoreme 3.3.1.
1.korak{ Odabir oznaka

Neka je G = G(L/K) i H = G(L/M). Za prost ideal p u OK uoqimo sve proste
ideale q1, q2, . . . , qr u OM koji su iznad �ega, kao i po jedan prost ideal Pi u OL

iznad qi, 1 ≤ i ≤ r, kao na narednom dijagramu.

L OL Pi

M OM qi

K OK p

⊇

⊆

⊇

iznad

⊇

⊆

⊇

iznad

⊇ ⊇

Oznaqimo sa Gi grupu dekompozicije, a sa Ii grupu inercije idealaPi posmatranog
kao proxire�e prostog ideala p u prsten celih OL. Grupe dekompozicije i inercije
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ideala Pi posmatranog kao proxire�e prostog ideala qi u prsten celih OL �emo
oznaqavati redom sa Hi i I

′
i :

Gi

OL Pi G

OK p Ii

⊆

⊇

⊆ iner.

dekomp.

⊇

⊆

Hi

OL Pi H

OM qi I ′i

⊆

⊇

⊆ iner.

dekomp.

⊇

⊆

U skladu sa navedenim oznakama, ispu�eno je

Hi = Gi ∩H i I ′i = Ii ∩H.

2.korak{ Uspostav	a�e veza izme�u odgovaraju�ih grupa dekompozicije

i inercije

Podsetimo se na kratko teorije ramifikacije ideala, prema kojoj se stepen inercije
fi ideala qi nad idealom p po definiciji izra�ava kao stepen raxire�a rezidualnog
po	a OM/qi nad rezidualnim po	em OK/p,

fi = [OM/qi : OK/p].

Kako je raxire�e OM/qi po	a OK/p Galuaovo, odatle sledi da se fi mo�e izraziti
i kao

fi = #G

(
OM/qi
OK/p

)
. (3.4)

Pozivaju�i se na izomorfizam (2.12) ustanov	en u podode	ku 2.5.3 dobijamo da va�i

#G

(
OM/qi
OK/p

)
= [G(qi) : I(qi)].

Iz jednakosti (3.4), u skladu sa oznakama koje smo uveli, onda imamo da je

fi = [Gi : HiIi].

54



Pogledajmo kako se prethodno ustanov	ene veze reflektuju u Galuaovoj grupi G.
Pre svega, za svaki prost idealPi u OL postoji element τi ∈ G takav da je τi(Pi) = P1.
Zbog toga4 je Gi = τ−1

i G1τi i Ii = τ−1
i I1τi. Neka je ϕ ∈ G1 takav da mu u koliqniku

G1/I1 odgovara Frobenijusov automorfizam ϕP1 pridru�en idealu P1. Oznaqimo sa
ϕi preslikava�a u Gi koja su τi-konjugovana preslikava�u ϕ,

ϕi = τ−1
i ϕτi.

Svakom od ϕi tada u koliqniku Gi/Ii odgovara Frobenijusov automorfizam ϕPi pri-
dru�en Pi (iznad prostog ideala p). Pored toga, Frobenijusovom automorfizmu u
Hi/I

′
i, koji je pridru�en Pi posmatranom kao ideal iznad prostog ideala qi, odgovara

preslikava�e ϕfii .
3.korak{ Posmatra�e reprezentacije kojoj odgovara indukovani karak-

ter χ∗ i dekompozicija kompleksnog vektorskog prostora na kome je defi-
nisana �emu odgovaraju�a reprezentacija

Uoqimo sada reprezentaciju (ρ,W ) Galuaove grupe H kojoj je pridru�en karakter χ.
Indukovani karakter χ∗ je onda karakter indukovane reprezentacije (Ind(ρ), V ), V =
IndHG W grupe G. Imaju�i u vidu oznake koje smo do sada uveli, ono xto treba da
doka�emo je da va�i

det(Id− ϕX;V I1) =

r∏
i=1

det(Id− ϕfii X
fi ;W I′i).

Dovo	no je posmatrati taj problem u redukovanom sluqaju kada je G = G1. Kon-
juguju�i sa τi dobijamo da je

det(Id− ϕfii X
fi ;W I′i) = det(Id− ϕfiXfi ; (τiW )I1∩τiHτ

−1
i )

i
fi = [G1 : (G1 ∩ τiHτ−1

i )I1].

Uoqimo da za svako i grupa G1 ∩ τHτ−1 qini jednu particiju grupe G1 na kosete, kao
�ega pogrupa. Oznaqimo za svako i elemente transverzale takve particije sa {σij}.
Tada skup {σijτi} qini jednu transverzalu particije grupe G na kosete �ene podgrupe
H. Zbog toga za vektorske prostore V i W va�i5

V =
⊕
i,j

σijτiW.

Stav	aju�i Vi =
⊕

j σijτiW dobijamo dekompoziciju kompleksnog vektorskog pro-
stora V na potprostore Vi na koje sve deluje G1.

4pogledati napomenu posle dokaza Tvr�e�a 2.6.1
5u vezi sa ovim tvr�e�em videti opxirnije u [14]
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4.korak{ Redukcija problema

Iz dekompozicije kompleksnog vektorskog V ustanov	ene u prethodnom koraku, za-
k	uqujemo da je

det(Id− ϕX;V I1) =

r∏
i=1

det(Id− ϕX;V I1
i ).

Odatle sledi da je dovo	no dokazati da je

det(Id− ϕX;V I1
i ) = det(Id− ϕfiXfi ; (τiW )I1∩τiHτ

−1
i ).

Uprostimo sada oznake tako xto �emo nada	e pisati G umesto G1, I umesto I1,
H umesto G1 ∩ τiHτ−1

i , f umesto fi, V umesto Vi i W umesto τiW . Primetimo da je
pri ovim oznakama i da	e V = IndHG W . Naredno xto �emo pokazati je da mo�emo
smatrati da je grupa I trivijalna, xto �e nam uveliko olakxati posao.

Oznaqimo sa Ḡ = G/I i sa H̄ = H/I ∩H. Ako poka�emo da je V I = IndH̄Ḡ W
I∩H ,

korektno je redukujemo situaciju (mod I) ili radi jednostavnosti zapisa da sma-
tramo da je grupa I trivijalna. Posmatrajmo homorfizam f : G→ W . Tada je slika
preslikava�a f sadr�ana u V I ako i samo ako je ispu�eno

f(xτ) = f(x), za sve τ ∈ I,

odnosno ako i samo ako je f konstantna na kosetima grupe G/I sdesna. Tada je ona kon-
stantna i sleva na kosetima iste grupe, xto znaqi da je f preslikava�e koliqniqke
grupe Ḡ = G/I. Kako je ispu�eno

τf(x) = f(τx) = f(x), za sve τ ∈ I ∩H,

zak	uqujemo da je f uzima vrednosti u vektorskom prostoru W I∩H . Odatle na osnovu
definicije indukovane reprezentacije sledi tra�eno V I = IndH̄Ḡ W

I∩H .
5.korak{ Zavrxetak dokaza

Kada smo se uverili u opravdanost takvog koraka, smatrajmo nada	e da je grupa I
trivijalna. Tada je grupa G generisana preslikava�em ϕ, f = [G : H] i va�i

V =

f−1⊕
i=0

ϕiW.

Fiksirajmo neku bazu {w1, w2, . . . , wd} vektorskog prostora W . Oznaqimo sa A ma-
tricu preslikava�a ϕf u toj bazi i sa E jediniqnu matricu dimenzije d. Tada
matrica 

0 E 0 . . . 0
0 0 E . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . E
A 0 0 . . . 0
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predstav	a matricu preslikava�a ϕ u bazi ϕiwj vektorskog prostora V . Odatle
nalazimo da je

det(Id− ϕX;V ) = det


E −XE 0 . . . 0
0 E −XE . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . −XE
−XA 0 0 . . . E

. (3.5)

Mno�e�i prvu kolonu matrice u formuli (3.5) sa X i dodaju�i drugoj koloni, zatim
mno�e�i drugu kolonu sa X i dodaju�i tre�oj i tako nada	e zak	uqno sa mno�e�em
pretposled�e kolone sa X i dodava�em posled�oj dobijamo

det(Id− ϕX;V ) = det(Id− ϕfXf ;W ),

qime se konaqno zavrxava dokaz teoreme.

Neka je L/K Galuaovo raxire�e brojevnih po	a. Posmatrajmo trivijalnu po-
drupu Galuaove grupe G(L/K). Oqigledno je jedini karakter koji se mo�e pridru-
�iti reprezentaciji takve trivijalne podgrupe trivijalan karakter χ = 1. �emu
indukovani karakter 1∗ je tada jednak karakteru rG regularne reprezentacije grupe
G(L/K). Na osnovu Teoreme 3.3.1 (delovi 1. i 3.), onda neposredno dobijamo slede�u
znaqajnu posledicu.

Teorema 3.3.2. Neka je L/K Galuaovo raxire�e brojevnih po	a. Tada va�i

ζL(s) = ζK(s)
∏
χ 6=1

L(L/K,χ, s)χ(1),

pri qemu se proizvod uzima po svim netrivijalnim ireducibilnim karakterima
χ pridru�enim reprezentacijama Galuaove grupe G(L/K), a χ(1) predstav	a vred-
nost karaktera χ u neutralu grupe G(L/K).

Prethodno prikazana teorema predstav	a prvi esencijalni sastojak za ispu�e�e
naxeg ci	a, a to je dokaziva�e da se uopxtene Dirihleove L-funkcije ne anuliraju
u taqki s = 1. Put ka pronalasku drugog (i posled�eg) sastojka zapoqe�emo jednim
malim istorijskim osvrtom.

3.3.1 Artinova hipoteza (AHC)

Austrijsko-ameriqki matematiqar Emil Artin zapoqeo je svoje istra�iva�e L-
funkcija pitaju�i se da li za proizvo	no Galuaovo raxire�e L/K brojevnih po	a

57



koliqnik �ihovih Dedekindovih zeta funkcija ζL(s)/ζK(s) definixe celu funk-
ciju u C. Rexava�em tog problema doxao je do nove vrste L-funkcija, a to su upravo
L-funkcije nazvane po �emu koje smo posmatrali u ovom ode	ku. Otkriva�em tvr-
�e�a prikazanim u Teoremi 3.3.2, Artin je zak	uqio da se na pita�e da li je funk-
cija ζL(s)/ζK(s) cela odgovor mo�e dati u terminima novootkrivenih Artinovih
L-funkcija. Preciznije, navedeni koliqnik �e definisati celu funkciju ako va�i

Artinova hipoteza. Artinova L-funkcija L(L/K,χ, s) pridru�ena ireducibil-
nom netrivijalnom karakteru χ neke reprezentacije Galuaove grupe G(L/K) Galua-
ovog raxire�a L/K brojevnih po	a je cela funkcija u C.

Iz same qi�enice da je prethodno tvr�e�e pod nazivom
”
hipoteza"mo�emo za-

k	uqiti da Artin nije uspeo da ga doka�e. Xtavixe, ono je u punoj opxtosti ostalo
nedokazano do danas. Ovde �e biti prikazan dokaz validnosti hipoteze u specijalnom
sluqaju kada je raxire�e L/K Abelovo. Pri tome, va�niji od same qi�enice da Ar-
tinova hipoteza va�i u sluqaju komutativnih Galuaovih raxire�a, bi�e nam naqin
na koji �emo to dokazati. Razlog takvog stava krije se u qi�enici da �emo prilikom
dokaza Artinove hipoteze za Abelova raxire�a dovesti u vezu Artinove L-funkcije
sa uopxtenim Dirihleovim L-funkcijama. Upravo ta veza �e predstav	ati drugi
esencijalni sastojak za dokaz Teoreme 3.1.1.

Posmatrajmo Abelovo raxire�e L/K brojevnih po	a i oznaqimo sa f �egov konduk-
tor. Prema Teoremi 2.6.1 va�i J f/H f ∼= G(L/K), pri qemu se izomorfizam ostvaruje
preslikava�em

p→
(
L/K

p

)
. (3.6)

Posmatrajmo ireducibilni karakter χ Abelove grupe G(L/K), koji je podse�a�a
radi, homomorfizam

χ : G(L/K)→ C∗.

Tada kompozicija karaktera χ sa izomorfizmom (3.6) predstav	a karakter grupe
klasa zraka po modulu f tj. uopxteni Dirihleov karakter po modulu konduktora
f. Oznaqimo taj indukovani karakter sa χ̃. Iskoristimo jox istu oznaku koju smo
koristili pre formulisa�a definicije Artinove L-funkcije: za proizvo	an prost
ideal p u prstenu celih OK oznaka ϕP �e predstav	ati Frobenijusov automorfizam
pridru�en prostom idealu P u prstenu celih OL koji je iznad p. Tako�e, za takvo
P grupe dekompozicije i inercije �emo oznaqavati standardno sa G(P) i I(P). Pri
ovako definisanim oznakama va�i slede�a teorema.

Teorema 3.3.3. Neka je L/K Abelovo raxire�e brojevnih po	a, f konduktor tog ras-
hire�a, χ ireducibilan karakter Galuaove grupe G(L/K) i χ̃ �ime indukovan uopx-
teni Dirihleov karakter po modulu f. Tada su Artinova L-funkcija pridru�ena
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karakteru χ i uopxtena Dirihleova L-funkcija pridru�ena karakteru χ̄ povezane
relacijom

L(L/K,χ, s) = L(s, χ̃)
∏
p∈S

1

1− χ(ϕP)N(p)−s
,

gde je <(s) > 1 i S = {p | p je prost ideal u OK i va�i p | f, χ(IP) = 1}.

Dokaz. Radi xto preglednijeg zapisa, uvedimo i ovde konvenciju korix�enu prili-
kom dokaza Teoreme 3.3.1, deo3.
Reprezentacija Galuaove grupe G(L/K) kojoj je pridru�en ireducibilan netrivi-
jalan karakter χ odre�ena je vektorskim prostorom V = C na koga G(L/K) deluje
mno�e�em sa χ,

σv = χ(σ)v, za sve σ ∈ G(L/K), v ∈ V.
Posmatrajmo proizvo	an prost ideal p u OK . Zbog qi�enice da je f konduktor Abe-
lovog raxire�a L/K, na osnovu Tvr�e�a 2.6.2 sledi da ako p|f, onda je ideal p rami-
fikovan u OL. Odatle na osnovu Teoreme 2.5.1 sledi da grupa inercije I(P) prostog
ideala P koji je iznad p u OL ne mo�e biti trivijalna. Zbog toga imamo razdvaja�e
na dva sluqaja:

• χ(IP) 6= {1}
Tada je V IP = {0}, pa odgovaraju�i qlan za p ne postoji u Ojlerovom proizvodu
koji definixe Artinovu L-funkciju L(L/K,χ, s).

• χ(IP) = {1}
U ovom sluqaju je V IP = C, pa va�i

det(Id− ϕPN(p)−s;V IP) = 1− χ(ϕP)N(p)−s.

Sumira�em kako se ova dva sluqaja zajedno sa sluqajem kada p - f odra�avaju na
Artinovu L-funkciju pridru�enu karakteru χ dobijamo

L(L/K,χ, s) =
∏
p-f

1

1− χ(ϕP)N(p)−s

∏
p∈S

1

1− χ(ϕP)N(p)−s
. (3.7)

Sa druge strane, za uopxtenu Dirihleovu L-funkciju pridru�enu karakteru χ̃ de-
finisanom po modulu f va�i

L(s, χ̃) =
∏
p-f

1

1− χ̃(p)N(p)−s
. (3.8)

Konaqno, za p - f va�i (
L/K

p

)
= ϕP,

pa imamo χ̃(p) = χ(ϕP), odakle na osnovu jednakosti (3.7) i (3.8) sledi tra�eno
tvr�e�e.
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Iz qi�enice da se uopxtene Dirihleove L-funkcije mogu analitiqki proxiriti
na celu kompleksnu ravan, na osnovu Teoreme 3.3.3 sledi da se isto mo�e uraditi
i za Artinove L-funkcije pridru�ene karakterima reprezentacija Galuaove grupe
Abelovog raxire�a brojevnih po	a L/K. Drugim reqima, Artinova hipoteza je taqna
za komutativna raxire�a L/K brojevnih po	a. Me�utim, jedno je ustanoviti da ana-
litiqko proxire�e neke funkcije ili familije funkcija postoji, a sasvim drugo je
na�i eksplicitan naqin kako da se ono izvede. Xto se tiqe Artinovih L-funkcija,
uspostav	a�e eksplicititnih jednaqina kojima se one proxiruju holomorfno do
cele kompleksne ravni vodi putem koji zahteva definisa�e pojma Artinovog kon-
duktora. Ipak, i pored izuzetne intrigantnosti koju nudi, naxe da	e izlaga�e se
ne�e kretati tim pravcem. Umesto toga, izvex�emo dugo oqekivani dokaz Teoreme
3.1.1 za koga konaqno imamo sav potreban alat.

3.3.2 Dokaz Teoreme 3.1.1

Pre izvo�e�a samog dokaza najav	enog u naslovu podode	ka podsetimo se ukratko
konteksta u kome je ona formulisana. Neka je K brojevno po	e i m modul u K.
Karakter po modulu m, odnosno karakter grupe klase zraka Jm/ς(Km,1) naziva se
uopxtenim Dirihleovim karakterom. �emu pridru�eni generatorni Dirihleov
red

L(s, χ) =
∑
a∈Jm

χ(a)

N(a)s

nazivamo uopxtenom Dirihleovom L-funkcijom pridru�enoj karakteru χ. Pre�imo
sada na dokaz Teoreme 3.1.1 koja tvrdi da se uopxtena Dirihleova L-funkcija pri-
dru�ena netrivijalnom karakteru χ po modulu m ne anulira u taqki s = 1.

Dokaz Teoreme 3.1.1. Neka je brojevno po	e L Abelovo raxire�e brojevnog po	a K
takvo da je grupa klasa zraka po modulu m izomorfna Galuaovoj grupi G(L/K) (za
ovakvo po	e L se ka�e da je po	e klasa po modulu m). Tada mo�emo χ interpretirati
kao karakter Galuaove grupe G(L/K), pa na osnovu Teoreme 3.3.3 dobijamo vezu izme�u
uopxtene Dirihleove L-funkcije L(s, χ) i Artinove L-funkcije L(L/K,χ, s). Iz te
veze, zbog qi�enice da funkcije L(s, χ) i L(L/K,χ, s) nemaju pol u taqki s = 1
zak	uqujemo da je dovo	no pokazati da va�i L(L/K,χ, 1) 6= 0.

Prema Teoremi 3.3.2 va�i

ζL(s) = ζK(s)
∏
χ 6=1

L(L/K,χ, s)χ(1), (3.9)

pri qemu je proizvod uzet po svim netrivijalnim ireducibilnim karakterima pri-
dru�enim reprezentacijama Galuaove grupe G(L/K) i χ(1) vrednost koju uzima ka-
rakter χ u neutralu grupe G(L/K).
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U primeru 3.1 ustanovili smo da Dedekindova zeta funkcija pridru�ena proi-
zvo	nom brojevnom po	u ima prost pol u taqki s = 1. Zbog toga funkcija sa leve
strane jednakosti (3.9) ima prost pol u taqki s = 1, pa je takav i pol funkcije sa
desne strane te jednakosti. Odatle sledi da je ispu�eno∏

χ 6=1

L(L/K,χ, s)χ(1) 6= 0,

xto znaqi da je L(L/K,χ, 1) 6= 0, za sve netrivijalne karaktere χ. Time je dokaz
zavrxen.

Napomena. Primetimo da je prikazani dokaz Teoreme 3.1.1 na koji smo dugo qekali
na kraju ispao veoma jednostavan. Razlog te jednostavnosti pored upotrebe mo�nog
alata Artinovih L-funkcija personifikovanog u primenama Teoreme 3.3.2 i Teo-
reme 3.3.3 treba potra�iti i u samim dokazima tih teorema. Naime, prilikom
izvo�e�a navedenih dokaza, qesto smo se pozivali na razliqite teoreme i kanonske
izomorfizme koji u odre�enoj meri qine samu sr� veoma velike i znaqajne teorije
po	a klasa. Dakle, u dokazu Teoreme 3.1.1 sakriveno je mnogo, mnogo izuzetno uzbu-
d	ive i netrivijalne matematike.
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GLAVA 4

Teoreme o gustini{ Dirihlea i Qebotareva

4.1 Pojam Dirihleove gustine. Dirihleova teorema o gustini

Glavni ci	 ovog poglav	a je da se definixe pojam gustine, kao i da se doka�u
teoreme o �enoj egzistenciji. Kao xto smo ve� rekli, intuitivno gustinu mo�emo
videti kao

”
meru prostora"koji u nekom skupu ideala zauzimaju prosti ideali. U

skladu sa tom intuitivnom predstavom, prirodno se jav	a ideja za posmatra�em
funkcije oblika

κS(s) =

∑
p∈S

N(p)−s∑
p∈M

N(p)−s
, (4.1)

gde je s ∈ C,<(s) > 1, M skup svih prostih ideala prstena celih OK brojevnog po	a
K, a S ⊂M neki skup prostih ideala qija nas gustina zanima. Pri tome, od interesa
nam je ponaxa�e funkcije κS kad se prome�iva s pribli�ava vrednosti 1. Takvim
razmatra�em dolazimo do slede�e definicije Dirihleove gustine.

Definicija 4.1.1. Neka je K brojevno po	e, M skup svih prostih ideala �egovog
prstena celih i S ⊂M neki skup prostih ideala. Graniqnu vrednost

d(S) = lim
s→1+

∑
p∈S

N(p)−s∑
p∈M

N(p)−s
, (4.2)

pod uslovom da postoji, nazivamo Dirihleovom gustinom skupa S.

Primetimo da zbog
∑
p∈M

1
N(p)s

∼ log 1
s−1 pokazanog u primeru 3.1, Dirihleovu gu-

stinu mo�emo zapisati i u obliku

d(S) = lim
s→1+

∑
p∈S

N(p)−s

log 1
s−1

.
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Generalno govore�i, teoreme gustine se bave dokaziva�em egzistencije gustine
razliqitih skupova prostih ideala. Koriste�i uopxtene Dirihleove L-funkcije,
dokaza�emo uopxtenu Dirihleovu teoremu o gustini, koja razmatra (priliqno opxti)
kontekst grupa klasa zraka po nekom modulu.

Teorema 4.1.1 (Uopxtena Dirihleova teorema o gustini). Neka je K brojevno po	e,
m modul u K i Hm grupa ideala takva da je

ς(Km,1) ⊆ Hm ⊆ Jm.

Tada za svaku klasu k ∈ Jm/Hm skup P (k) prostih ideala u k ima Dirihleovu gustinu

d(P (k)) =
1

[Jm : Hm]
.

Dokaz. Neka je χ uopxteni Dirihleov karakter po modulu m i L(s, χ) odgovaraju-
�a uopxtena Dirihleova L-funkcija. Logaritmuju�i i razvijaju�i u Tejlorov red
funkciju L(s, χ) dobijamo sliqno kao u primeru 3.1

logL(s, χ) =
∑
p∈M

∞∑
m=1

χ(p)

mN(p)ms
=
∑
p∈M

χ(p)

N(p)s
+
∑
p∈M

∑
m≥2

χ(p)

mN(p)ms
.

Kako je funkcija definisana sumom

∑
p∈M

∑
m≥2

χ(p)

mN(p)ms

oqigledno analitiqka u taqki s = 1, imamo da va�i

logL(s, χ) ∼
∑
p∈M

χ(p)

N(p)s
=

∑
k′∈Jm/Hm

χ(k′)
∑
p∈k′

1

N(p)s
.

Mno�e�i sa χ(k−1) i sumiraju�i po svim karakterima χ dobijamo

log ζK(s) +
∑
χ 6=χ0

χ(k−1) logL(s, χ) ∼
∑

k′∈Jm/Hm

∑
χ

χ(k′k−1)
∑
p∈k′

1

N(p)s
.

Za sve χ 6= χ0 va�i L(1, χ) 6= 0, pa je logL(s, χ) analitiqka u taqki s = 1. Kako je
ispu�eno ∑

χ

χ(k′k−1) =

{
0, ako je k′ 6= k

[Jm : Hm], ako je k′ = k,
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dobijamo konaqno

log
1

s− 1
∼ log ζK(s) ∼ [Jm : Hm]

∑
p∈k

1

N(p)s
,

qime je teorema dokazana.

Napomena. Primetimo da je u prethodnom dokazu od k	uqnog znaqaja qi�enica da
je L(1, χ) 6= 0 za sve χ 6= χ0 ustanov	ena Teoremom 3.1.1. Bez �e se mo�e dokazati
slabija verzija teoreme, po kojoj gustina nijedne od klasa k ∈ Jm/Hm ne mo�e biti
ve�a od 1

[Jm:Hm] . Za dokaz tog tvr�e�a pogledati [8].

Uopxtena Dirihleova teorema o gustini pokazuje da je gustina prostih ideala
jednaka u svim klasama od Jm/Hm. Drugim reqima, prosti ideali su ravnomerno
raspore�eni po svim klasama. Specijalni sluqaj primene teoreme u jednostavnom,
ali ipak znaqajnom kontekstu prikazan je slede�im kratkim primerom.

Primer 4.1. Iskoristimo iste oznake kao u iskazu Teoreme 4.1.1 i primenimo je
u specijalnog sluqaju kada je Hm = ς(Km,1). Tada je Jm/Hm nixta drugo do grupa
klasa zraka po modulu m i svaka klasa te grupe predstav	a klasu zraka po modulu m.
Onda iz Teoreme 4.1.1 dobijamo da je gustina prostih ideala u svakoj od klasa zraka
po modulu m jednaka i iznosi 1

|Jm/ς(Km,1)| .
�

U narednom primeru vide�emo jednu efektivnu primenu teoreme u kontekstu ve�
razmatranom Primerom 2.4 da bismo otkrili qemu ona duguje svoj naziv Uopxtena
Dirihleova teorema o gustini, fokusiraju�i se pre svega na atribut

”
uopxtena".

Primer 4.2. Posmatrajmo brojevno po	e K = Q i glavni ideal 〈m〉 �egovog pr-
stena celih OK = Z za neki pozitivan ceo broj m. U primeru 2.4 ustanovili smo
da je grupa klasa zraka po modulu 〈m〉 izomorfna sa (Z/mZ)∗, kao i da klase zraka
po modulu 〈m〉 mo�emo videti kao aritmetiqke progresije a + mZ, (a,m) = 1. Sa
druge strane, na osnovu primera 4.1 znamo je da u svakoj od klasa zraka po modulu
〈m〉 gustina prostih ideala ista i iznosi 1

|J〈m〉/ς(K〈m〉,1)| = 1
|(Z/mZ)∗| = 1

ϕ(m) . Kori-

ste�i qi�enicu da je prsten celih Z po	a Q koje posmatramo glavnoidealski, proste
ideale prstena Z identifikujemo sa �egovim prostim elementima. Dakle, u svakoj
klasi zraka po modulu 〈m〉, odnosno artimetniqkoj progresiji a+mZ, (a,m) = 1 ima
beskonaqno mnogo prostih ideala, odnosno racionalnih prostih brojeva i �ihova gu-
stina je 1

ϕ(m) . Zak	uqujemo da smo primenom Uopxtene Dirihleove teoreme o gustini
dobili Dirihleovu teoremu o prostim brojevima u aritmetiqkoj progresiji, ali i
vixe nego xto klasiqna Dirihleova teorema tvrdi, a to je informacija o gustini
prostih brojeva u odgovaraju�oj aritmetiqkoj progresiji. Upravo to je razlog zbog
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qega Teorema 4.1.1 predstav	a uopxte�e Dirihleove teoreme o prostim brojevima i
objax�e�e otkuda �eno ime.
�

4.2 Teorema Qebotareva o gustini

Sada prelazimo na dokaziva�e jox jedne teoreme o gustini, naroqito intere-
santne zbog toga xto se bavi proizvo	nim Galuavim raxire�ima brojevnih po	a (ne
obavezno Abelovim). Pre same formulacije teoreme, navedimo nekoliko lema koje �e
nam biti potrebne za �eno dokaziva�e.

Lema 4.2.1. Ako je S konaqan skup prostih ideala u prstenu celih OK brojevnog
po	a K tada S ima Dirihleovu gustinu jednaku nuli.

Dokaz. Tvr�e�e sledi odmah iz qi�enice da je∑
p∈S

1

N(p)s
∼ 0

za konaqan skup prostih ideala S i definicije Dirihleove gustine.

Lema 4.2.2. Oznaqimo sa S1 skup svih prostih ideala prstena celih OK brojevnog
po	a K koji imaju relativni stepen 1 nad Q. Pretpostavimo da skup S prostih
ideala u OK ima Dirihleovu gustinu d(S). Tada je d(S) = d(S ∩ S1).

Dokaz. Za dokaz ove leme pogledati [8].

Lema 4.2.3. Neka su S1 i S2 dva disjunktna skupa prostih ideala prstena celih
OK brojevnog po	a K i neka je

S = S1 q S2.

Tada, ako postoji Dirihleova gustina barem od dva skupova S, S1, S2, postoji i Di-
rihleova gustina tre�eg skupa i va�i

d(S) = d(S1) + d(S2).

Dokaz. Kako je S = S1 q S2, va�i∑
p∈S

1

N(p)s
=
∑
p∈S1

1

N(p)s
+
∑
p∈S2

1

N(p)s
. (4.3)

Pretpostavimo da postoje Dirihleove gustine skupova S i S1. Tada je∑
p∈S

1

N(p)s
∼ d(S) log

1

s− 1
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i ∑
p∈S1

1

N(p)s
∼ d(S1) log

1

s− 1
.

Posled�e uz formulu (4.3) daje

d(S) log
1

s− 1
∼ d(S1) log

1

s− 1
+
∑
p∈S2

1

N(p)s
,

odakle je ∑
p∈S2

1

N(p)s
∼ (d(S)− d(S1)) log

1

s− 1
,

xto prema definiciji povlaqi da je Dirihleova gustina skupa S2 jednaka

d(S2) = d(S)− d(S1).

Time je dokaz zavrxen u jednom sluqaju, preostala dva se pokazuju analogno.

Lema 4.2.4. Neka je L/K konaqno raxire�e brojevnih po	a i OL ⊇ OK �ihovi
prsteni celih. Onda postoji samo konaqno mnogo prostih ideala p prstena celih
OK koji se granaju u prstenu OL.

Dokaz. Pogledati [5].

Vratimo se sada najav	enoj formulaciji i dokaziva�u jox jedne teoreme o gu-
stini. Neka je L/K Galuaovo raxire�e brojevnih po	a sa Galuaovom grupom G =
G(L/K). Za svako σ ∈ G posmatrajmo skup

PL/K(σ)

svih neramifikovanih prostih ideala p u K za koje postoji prost ideal P u L takav
da P | p i va�i (

L/K

P

)
= σ,

gde je
(L/K

P

)
Frobenijusov automorfizam za P nad K. Oqigledno je da skup PL/K(σ)

zavisi samo od klase konjugacije [σ] automorfizma σ u grupi G. Na pita�e kolika
je �egova gustina odgovor daje naredna teorema Qebotareva.

Teorema 4.2.1 (Qebotarev). Neka je L/K Galuaovo raxire�e brojevnih po	a sa Ga-
luaovom grupom G = G(L/K). Onda za svaki automorfizam σ ∈ G skup

PL/K(σ)

ima Dirihleovu gustinu koja je odre�ena sa

d(PL/K(σ)) =
#[σ]

#G
.
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Dokaz. Pretpostavimo prvo da je grupa G cikliqna i generisana sa σ. Neka je f
konduktor raxire�a L/K i H f �egova grupa klasa. Onda prema Teoremi 2.6.1 va�i
J f/H f ∼= G(L/K). Oznaqimo sa k klasu u J f/H f koja odgovara σ pri tom izomorfizmu.
Tada skup PL/K(σ) qine taqno prosti ideali p koji su u k. Koriste�i Dirihleovu
teoremi o gustini, gustinu tog skupa raqunamo kao

d(PL/K(σ)) =
1

[J f : H f]
=

1

#G
=

#[σ]

#G
.

Posmatrajmo sada opxti sluqaj. Oznaqimo sa Σ fiksno po	e automorfizma σ. Tada
imamo situaciju kao na slede�em dijagramu.

L

Σ

K
Ako je l red od σ u G, onda iz prethodno pokazanog imamo da je

d(PL/Σ(σ)) =
1

l
.

Definiximo dva skupa ideala koja �emo posmatrati:

• Oznaqimo sa P prost ideal u L za koga postoji prost ideal p iz skupa PL/K(σ)

takav da je ispu�eno P|p i
(L/K

P

)
= σ. Skup svih takvih prostih ideala P

oznaqimo sa P̄ (σ).

• Oznaqimo sa q prost ideal koji pripada skupu PL/Σ(σ) i za koga je ispu�eno
da su kompletira�a Σq i Kp po	a Σ, odnosno K, jednaka, pri qemu je p prost
ideal iz skupa PL/K(σ) i q|p. Skup svih takvih prostih ideala q oznaqimo sa
P ′L/Σ(σ).

Primetimo da su prethodno definisani skupovi prostih ideala P̄ (σ) i P ′L/Σ(σ) u
obostrano jednoznaqnoj korespondenciji.

Napravimo jednu kratku digresiju u vidu podse�a�a na teoriju ramifikacije
ideala. Neka je L/K konaqno raxire�e brojevnih po	a. Prost ideal p u OK se
potpuno cepa u prstenu celih OL brojevnog po	a L ako je

pOL = P1P2, . . . ,Pr,

gde su Pi, 1 ≤ i ≤ r me�usobno razliqiti prosti ideali u OL, qiji su stepeni inercije
fi = [OL/Pi : OK/p] nad p svi jednaki 1 i 1 ≤ r ≤ [L : K].
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Vratimo se sada dokazu. Skup P ′L/Σ(σ) je oqigledno podskup skupa PL/Σ(σ) i sa-
dr�i sve ideale tog skupa koji se potpuno cepaju. Zbog toga za ideale koji pripadaju
skupu PL/Σ(σ) \P ′L/Σ(σ), ukoliko takvih ideala ima, va�i da se ili ramifikuju ili
imaju stepen inercije ve�i od 1. Me�utim, imaju�i u vidu qetiri leme kojima smo
zapoqeli ovaj ode	ak, takvi ideali ne utiqu na gustinu, qime dobijamo

d(P ′L/Σ(σ)) = d(PL/Σ(σ)) =
1

l
.

Posmatrajmo sada surjektivno preslikava�e

ρ : P ′L/Σ(σ)→ PL/K(σ), ρ(q) = q ∩K.

Kako je P ′L/Σ(σ) ∼= P̄ (σ), dobijamo da za svako p ∈ PL/K(σ) va�i

ρ−1(p) = {P ∈ P̄ (σ) | P|p} ∼= Z(σ)/〈σ〉,

gde je Z(σ) = {θ ∈ G | θσ = σθ} centralizator za σ u G. Konaqno, odatle dobijamo

d(PL/K(σ)) =
1

[Z(σ) : (σ)]
d(P ′L/Σ(σ)) =

l

#Z(σ)

1

l
=

#[σ]

#G
,

qime je dokaz zavrxen.

4.3 Primeri primena teoreme Qebotareva

4.3.1 Prirodna gustina i �en odnos sa Dirihleovom gustinom

U ovom ode	ku bavi�emo se prikaziva�em nekih interesantnih primena teoreme
Qebotareva o gustini dokazane u prethodnom ode	ku. Ipak, pre prelaska na same
primere, pogledajmo prvo alternativnu definiciju gustine i u kakvom je ona odnosu
sa Dirihleovom gustinom.

Definicija 4.3.1. Neka je S neki skup prostih ideala u prstenu celih OK bro-
jevnog po	a K. Graniqna vrednost

δ(S) = lim
n→∞

#{p ∈ S | N(p) ≤ n}
#{p ∈M | N(p) ≤ n}

,

pod uslovom da postoji, naziva se prirodnom gustinom skupa S.

Iz same definicije prethodne gustine, jasno je da je ona, posmatrano u duhu te-
orije verovatno�e, veoma prirodna. Otuda potiqe i �en naziv. Sa druge strane,
postoji i Dirihleova gustina, koja je definisana u prethodnom ode	ku. Osnovna
pita�a koje se onda jav	aju u vezi te dve gustine su pita�a �ihovog odnosa, ili
preciznije:
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• Da li egzistenicija jedne gustine povlaqi egzistenciju druge?

• U sluqaju da postoje obe vrste gustine, da li su �ihove vrednosti jednake?

Prve odgovore na ta dva va�na pita�a pru�a slede�a teorema, qiji �emo dokaz
pru�iti u u potpunosti u sluqaju kada je K = Q, najvixe kao ilustraciju intere-
santne primene Teoreme o prostim brojevima.

Teorema 4.3.1. Neka je S skup prostih ideala u prstenu celih OK brojevnog po	a
K. Ako postoji prirodna gustina δ(S) tog skupa, onda postoji i �egova Dirihleova
gustina d(S) i va�i

δ(S) = d(S).

Dokaz Teoreme 4.3.1 za po	e racionalnih brojeva. Kako razmatramo po	e racional-
nih brojeva, proste ideale �egovog prstena celih Z mo�emo identifikovati sa ra-
cionalnim prostim brojevima. Oznaqimo skup svih prostih racionalnih brojeva sa
P. Tada skup S mo�emo videti kao neki podskup skupa P. Uvedimo oznake

S(x) = #{p ∈ S | p ≤ x},
π(x) = #{p ∈ P | p ≤ x},

pn =

{
1, ako n ∈ S
0, ako n 6∈ S

, n ∈ N.

Primetimo prvo da za svaki broj n ∈ N va�i

pn = S(n)− S(n− 1).

Qi�enica da postoji prirodna gustina skupa S znaqi egzistenciju graniqne vredno-
sti

lim
x→∞

S(x)

π(x)
= δ. (4.4)

Na osnovu Teoreme o prostim brojevima va�i

π(x) ∼ x

log x
, x→∞,

pa se relacija (4.4) mo�e zapisati kao

lim
x→∞

S(x) log x

x
= δ

ili ekvivalentno

S(x) ∼ δx

log x
, x→∞ (4.5)
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Sa druge strane je∑
p∈S
p≤x

1

ps
=

∑
1≤n≤x

pn
ns

=
∑

1≤n≤x

S(n)− S(n− 1)

ns

=
∑

1≤n≤x

S(n)

ns
−

∑
1≤n≤x−1

S(n)

(n+ 1)s

=
S(x)

xs
+

∑
1≤n≤x−1

S(n)(
1

ns
− 1

(n+ 1)s
)

=
S(x)

xs
+

∑
1≤n≤x−1

S(n)

∫ n+1

n
s

1

ts+1
dt

=
S(x)

xs
+ s

∑
1≤n≤x−1

∫ n+1

n
S(t)

1

ts+1
dt, ( jer je S(x) konstantna na [n, n+ 1))

=
S(x)

xs
+ s

∫ x

1
S(t)

1

ts+1
dt.

Odatle sledi da se Dirihleova gustina skupa S mo�e izraqunati kao

d(S) = lim
s→1+

∑
p∈S

1
ps

log 1
s−1

= lim
s→1+

limx→∞(S(x)
xs + s

∫ x
1 S(t) 1

ts+1dt)

log 1
s−1

.

Iz relacije (4.5) prime�ene na brojilac posled�e graniqne vrednosti dobijamo

d(S) = lim
s→1+

limx→∞
δx

xs log x + s
∫∞

1
S(t)
ts+1dt

− log(s− 1)
= lim

s→1+

limx→∞
δ

xs−1 log x
+ s

∫∞
1

S(t)
ts+1dt

− log(s− 1)
. (4.6)

Kako je pri s→ 1+ ispu�eno s− 1 ≥ 0 va�i

lim
x→∞

δ

xs−1 log x
= 0,

pa se na osnovu jednakosti (4.6) Dirihleova gustina skupa S izra�ava kao

d(S) = lim
s→1+

s
∫∞

1
S(t)
ts+1dt

− log(s− 1)
= lim

s→1+

∫∞
1

S(t)
ts+1dt

− log(s− 1)
. (4.7)

Ponovo koriste�i (4.5) dobijamo da pri s→ 1+ va�i∫ ∞
1

S(t)

ts+1
dt ∼

∫ ∞
1

δt

t2 log t
dt ∼

∫ ∞
1

1

t log t
dt =∞,
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xto znaqi da je posled�a graniqna vrednost u (4.7) oblika ∞∞ , pa se na �u mo�e
primeniti Lopitalova teorema. Posle primene Lopitalove teoreme na posled�u
graniqnu vrednost u (4.7) dobijamo

d(S) = lim
s→1+

(s− 1)

∫ ∞
1

S(t) log t

ts+1
dt.

Jox jednom primenom (4.5) odatle sledi

d(S) = lim
s→1+

(s− 1)

∫ ∞
1

δt log t

ts+1 log t
dt

= lim
s→1+

δ(s− 1)

∫ ∞
1

1

ts
dt

= lim
s→1+

δ(s− 1)(− 1

s− 1

1

ts−1
)

∣∣∣∣∞
1

= lim
s→1+

−δ(0− 1s−1)

= δ,

xto znaqi ne samo da postoji Dirihleova gustina skupa S, ve� i da je onda jednaka
�egovoj prirodnoj gustini, qime je dokaz teoreme zavrxen.

Teoremom 4.3.1 ustanov	eno je da svaki skup prostih ideala prstena celih bro-
jevnog po	a koji ima prirodnu gustinu mora imati i Dirihleovu gustinu, pri qemu
su one obavezno jednake. Ukoliko bi va�ila i obrnuta veza tj. ukoliko bi svaki skup
prostih ideala koji ima Dirihleovu gustinu imao i jednaku prirodnu gustinu, izme-
�u pojmova prirodne i Dirihleove gustine ne bi bilo suxtinske razlike. Me�utim,
to nije sluqaj{ postoje skupovi prostih ideala prstena celih brojevnih po	a koji
imaju Dirihleovu gustinu, ali qija prirodna gustina ne postoji. Jedan od najpozna-
tijih primera takvog skupa je skup P1 svih racionalnih prostih brojeva qija je prva
cifra u dekadnom zapisu jednaka 1. Bombijeri je pokazao da skup P1 nema prirodnu
gustinu, kao i da je �egova Dirihleova gustina jednaka log10 2. Za deta	nije o ovom
primeru, kao i objax�e�e dub	ih aritmetiqkih fenomena koji se iza �ega kriju
pogledati [1].

4.3.2 Artinovo preslikava�e je surjektivno

Prilikom rada na definisa�u Artinovog preslikava�a spomenuli smo da to pre-
slikava�e ima osobinu surjektivnosti. Na ovom mestu pozabavi�emo se dokaziva�em
te znaqajne osobine Artinovog preslikava�a. Pri tome, osnovno sredstvo u dokazu
ne�e biti direktno Teorema Qebotareva, ve� jedna �ena direktna posledica poznata
i kao Frobenijusova teorema o gustini. Za �eno formulisa�e neophodni su neki
pojmovi iz opxte teorije grupa kojima je posve�eno narednih nekoliko definicija.
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Definicija 4.3.2. Za dva elemenenta a i b grupe G ka�emo da su kvazi-kon-
jugovani ukoliko su konjugovane cikliqne grupe �ima generisane.

Definicija 4.3.3. Razdor elementa a grupe G je skup svih elemenata te grupe
koji su kvazi-konjugovani sa a.

Pretpostavimo da je a element reda n u grupi G. Uoqimo neki b ∈ G koji je
kvazi-konjugovan sa a. Po definiciji, tada postoji neki element τ ∈ G takav da je

〈b〉 = τ−1〈a〉τ.

Posled�e je ekvivalentno sa qi�enicom da postoji neki prirodan broj m koji je
uzajamno prost sa n i za koga je ispu�eno

b = τ−1amτ.

Prema tome, razdor elementa a reda n u grupi G mo�emo videti i kao skup svih ele-
menata te grupe koji su konjugovani sa nekim am, pri qemu je m proizvo	an prirodan
broj koji je uzajamno prost sa n.

Posle ovog kratkog izleta u definisa�e nekoliko pojmova iz opxte teorije grupa
mo�emo pre�i na formulisa�e Frobenijusove teoreme o gustini.

Teorema 4.3.2 (Frobenijus). Neka je L/K Galuaovo raxire�e brojevnih po	a i G =
G(L/K) odgovaraju�a Galuaova grupa. Uoqimo proizvo	an automorfizam σ ∈ G koji
ima taqno t elemenata u svom razdoru. Oznaqimo sa S(σ) skup svih neramifikovanih
prostih ideala p prstena celih OK za koje postoji prost ideal P prstena celih
OL takav da P|p i odgovaraju�i Frobenijusov automorfizam

(L/K
P

)
pripada razdoru

elementa σ. Tada skup S(σ) ima Dirihleovu gustinu i ona je jednaka

d(S(σ)) =
t

#G
.

Napomena. Primetimo da je Frobenijusova teorema o gustini identiqna Teoremi
Qebotareva u kojoj je uslov

”
konjugovan"zame�en sa

”
kvazi-konjugovan". Prema tome,

teorema Frobenijusa je direktna posledica teoreme Qebotareva. Me�utim, naqin
izlaga�a koga smo se dr�ali nije u skladu sa istorijskim tokovima razvoja teorije-
teorema Frobenijusa bila je poznata mnogo vremena pre teoreme Qebotareva. Xta-
vixe, nije pogrexno re�i da je dokaz teoreme Qebotareva predstav	ao svojevrstan
istorijski pomak, jer je koristio do tada nepoznate tehnike, pre svega Artinov
zakon reciprociteta.1

Dobar prikaz direktnog dokaza teoreme Frobenijusa se mo�e na�i u [8].

Koriste�i Teoremu Frobenijusa o gustini priliqno jednostavno i brzo dokazujemo
surjektivnost Artinovog preslikava�a.

1u originalnom dokazu svoje teoreme Qebotarev nije koristio ovde prikazane tehnike L-funkcija
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Teorema 4.3.3. Neka je L/K Abelovo raxire�e brojevnih po	a i S proizvo	an ko-
naqan skup prostih ideala prstena celih OK koji sadr�i sve proste ideale koji
su ramifikovani u L. Oznaqimo sa IS podgrupu grupe IK svih razlome�ih ide-
ala prstena celih OK , generisanu svim nenula prostim idealima koji su izvan
skupa S. Tada Artinovo preslikava�e ϕL/K slika IS surjektivno u Galuaovu grupu
G = G(L/K).

Dokaz. Uoqimo proizvo	an element σ ∈ G. Kako je raxire�e L/K Abelovo, takva je
i odgovaraju�a Galuaova grupa G, pa se razdor elementa σ sastoji taqno od generatora
cikliqne grupe 〈σ〉. Prema Frobenijusovoj teoremi o gustini sledi da skup svih pro-
stih ideala p prstena celih OK za koje postoji prost ideal P prstena celih OL takav
da P|p i odgovaraju�i Frobenijusov automorfizam

(L/K
P

)
pripada razdoru elementa

σ ima gustinu. Specijalno, to znaqi da postoji beskonaqno mnogo prostih ideala
u OL qiji pridru�eni Frobenijusov automorfizam generixe 〈σ〉. Zbog toga, kako je
skup S konaqan, mo�emo na�i prost ideal P prstena celih OL takav da Frobenijusov
automorfizam

(L/K
σ

)
generixe 〈σ〉 i ideal p = P ∩ OK ne pripada skupu S. Prema

definiciji Artinovog preslikava�a, onda sledi da ϕL/K(p) generixe 〈σ〉 ili dru-

gim reqima σ pripada slici ϕL/K(IS) grupe IS pri Artinovom preslikava�u. Prema
tome, za proizvo	no σ ∈ G smo pokazali da je u slici Artinovog preslikava�a, xto
dokazuje surjektivnost tog preslikava�a.

4.3.3 Karakterizacija Galuaovih raxire�a brojevnih po	a pomo�u pro-

stih ideala koji se u �ima cepaju

U ovom podode	ku prikaza�emo priliqno direktnu i veoma znaqajnu primenu
teoreme Qebotareva koja �e se ogledati u dava�u jedne karakterizacije Galuaovih
raxire�a brojevnih po	a. Postupak primene �emo izvoditi postupno, u nekoliko
razdvojenih teorema i zapoqi�emo ga sa nekim oznakama koje �emo koristiti.

1. Za dva skupa prostih ideala S i T prstena celih brojevnog po	a K pisa�emo

S � T

ukoliko je svaki, osim evenutalno konaqno mnogo elemenata skupa S sadr�an u
skupu T . Dodatno, ukoliko je S � T i T � S pisa�emo S ≈ T .

2. Skup svih prostih ideala prstena celih OK brojevnog po	a K oznaqavamo sa
MK .

3. Neka je L/K konaqno raxire�e brojevnih po	a i p proizvo	an prost ideal u
prstenu celih OK brojevnog po	a K. Prost ideal p se potpuno cepa u prstenu
celih OL brojevnog po	a L ako je

pOL = P1P2, . . . ,Pr,
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gde su Pi, 1 ≤ i ≤ r me�usobno razliqiti prosti ideali u OL, qiji su stepeni
inercije fi = [OL/Pi : OK/p] nad p svi jednaki 1. Oznaqimo sa P (L/K) skup
svih prostih ideala p u OK takvih da postoji prost ideal P u OL koji je stepena
1 nad p. Primetimo da u sluqaju da je raxire�e L/K Galuaovo, P (L/K) nije
nixta drugo do skup svih prostih ideala u OK koji se potpuno cepaju u OL.

4. Podsetimo se jox i oznake ve� korix�ene u iskazu Teoreme Qebotareva o gu-
stini. Neka je L/K Galuaovo raxire�e brojevnih po	a sa Galuaovom grupom
G = G(L/K) i σ ∈ G proizvo	an automorfizam. Tada skup svih neramifiko-
vanih prostih ideala p u OK za koje postoji prost ideal P u OL takav da P | p
i va�i (

L/K

P

)
= σ,

gde je
(L/K

P

)
Frobenijusov automorfizam za P nad K obele�avamo sa PL/K(σ) ⊆

MK .

Tvr�e�e koje sledi je tehniqke prirode i daje znaqajnu vezu izme�u skupova ideala
uvedenih u 1. i 2. pri Galuaovim raxire�ima N/L/K brojevnih po	a.

Tvr�e�e 4.3.1. Neka je N/K Galuaovo raxire�e brojevnih po	a i L me�upo	e, K ⊆
L ⊆ N . Oznaqimo sa G = G(N/K) i H = G(N/L) odgovaraju�e Galuaove grupe. Tada
je, pri oznakama uvedenim pre iskaza teoreme,

P (L/K) ≈
∐
σ∈G

[σ]∩H 6=∅

PN/K(σ),

pri qemu je
∐

oznaka za disjunktnu uniju, a [σ] predstav	a klasu konjugacije auto-
morfizma σ u grupi G.

Dokaz. Uoqimo proizvo	an prost ideal u OK koji je neramifikovan u L. Tada je
p ∈ P (L/K) ako i samo ako postoji prost ideal P u prstenu celih ON takav da P|p
i klasa konjugacije odgovaraju�eg Frobenijusovog automorfizma

(N/K
P

)
u G sadr�i

neki element koji pripada grupi H. Drugim reqima, p pripada skupu P (L/K) ako i
samo ako je p ∈ PN/K(σ) za neko σ ∈ G takvo da je [σ] ∩H 6= ∅. Odatle, uz Lemu 4.2.4,
odmah sledi tvr�e�e koje treba dokazati.

Koriste�i Tvr�e�e 4.3.1 u kombinaciji sa Teoremom Qebotareva mo�emo dobiti
priliqno preciznu ocenu o gustini skupa P (L/K), kao xto pokazuje naredno tvr�e�e.

Tvr�e�e 4.3.2. Neka je L/K konaqno raxire�e brojevnih po	a stepena n. Tada za
Dirihleovu gustinu skupa P (L/K) va�i

d(P (L/K)) ≥ 1

n
.
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Dodatno, va�i ekvivalencija

d(P (L/K)) =
1

n
ako i samo ako je raxire�e L/K Galuaovo.

Dokaz. Neka je N/K Galuaovo raxire�e brojevnog po	a K takvo da je K ⊆ L ⊆ N
i neka su G = G(N/K), H = G(N/L) odgovaraju�e Galuaove grupe. Prema Tvr�e�u
4.3.1 va�i

P (L/K) ≈
∐
σ∈G

[σ]∩H 6=∅

PN/K(σ),

Odatle, prema Teoremi 4.2.1 Qebotareva, uz korixe�e�e Leme 4.2.1 i Leme 4.2.3,
dobijamo

d(P (L/K)) =
∑
σ∈G

[σ]∩H 6=∅

#[σ]

#G
=

1

#G
#
( ∐

σ∈G
[σ]∩H 6=∅

[σ]
)
. (4.8)

Zbog qi�enice da je

H ⊆
∐
σ∈G

[σ]∩H 6=∅

[σ]

sledi2

d(P (L/K)) ≥ #H

#G
=

1

n
,

qime je dokazan prvi deo tvr�e�a.

Da bismo dokazali drugi deo tvr�e�a uoqimo da je raxire�e L/K Galuaovo ako
i samo ako je H normalna podgrupa grupe G. Qi�enica da je H / G ekvivalentna je
sa zatvorenox�u te grupe za konjugova�e ili drugaqije govore�i H / G ako i samo
ako za svaku klasu konjugacije [σ] u G takvu da je [σ]∩H 6= ∅ va�i [σ] ⊆ H. Zbog toga
zak	uqujemo i da je H / G ako i samo se mo�e napisati kao disjunktna unija

H =
∐
σ∈G

[σ]∩H 6=∅

[σ].

Prate�i niz ekvivalencija koji smo izveli dobijamo da va�i

L/K je Galuaovo ako i samo ako je H =
∐
σ∈G

[σ]∩H 6=∅

[σ],

xto uz jednakost (4.8) zavrxava dokaz drugog dela tvr�e�a.

2naravno, va�i oqigledno: ako je A � B tada je d(A) ≤ d(B).
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Imaju�i u vidu definiciju skupa P (L/K), Tvr�e�e 4.3.2 mo�emo iskoristiti
da poka�emo da ne postoje konaqna raxire�a brojevnih po	a u kojima se skoro svi
prosti ideali potpuno cepaju.

Tvr�e�e 4.3.3. Ako se L/K konaqno raxire�e brojevnih po	a, takvo da se skoro
svaki prost ideal iz OK potpuno cepa u OL, onda je L = K.

Dokaz. Oznaqimo sa N normalno zatvore�e po	a L tj. najma�e Galuaovo raxire�e
po	a K koje sadr�i L. U takvoj situaciji, osla�aju�i se na osobine ramifikacije
ideala, va�i da se prost ideal p u OK potpuno cepa u raxire�u L/K ako i samo
ako se taj ideal potpuno cepa u raxire�u N/K.3 Odatle zak	uqujemo da za gustine
skupova P (L/K) i P (N/K) va�i

d(P (L/K)) = d(P (N/K)).

Kako se po pretpostavci tvr�e�a skoro svaki prost ideal iz OK potpuno cepa u OL,
dobijamo da je d(P (L/K)) = 1. Sa druge strane, zbog toga xto je raxire�e N/K
Galuaovo, na osnovu Tvr�e�a 4.3.2 dobijamo da va�i d(P (N/K)) = 1

[N :K] . Konaqno, iz

jednakosti gustina skupova P (L/K) i P (N/K) onda sledi da je

[N : K] = 1,

xto znaqi da je K = L = N, qime je tvr�e�e dokazano.

Drugaqijom primenom Tvr�e�a 4.3.2 dobijamo karakterizaciju Galuaovog raxi-
re�a L/K pomo�u skupa P (L/K). Ona je opisana narednom teoremom.

Tvr�e�e 4.3.4. Konaqno raxire�e L/K brojevnih po	a je Galuaovo ako i samo ako
se svaki prost ideal u skupu P (L/K) potpuno cepa u L.

Dokaz. Ako je raxire�e L/K Galuaovo onda se, kao xto smo primetili u prilikom
definicije skupa P (L/K) u delu 2. na poqetku ovog podode	ka, svaki prost ideal
u P (L/K) potpuno cepa u L. Dakle, jedna implikacija ekvivalencije koju treba
pokazati va�i, samo treba jox dokazati drugu.

Pretpostavimo da se svaki prost ideal u skupu P (L/K) potpuno cepa u L i ozna-
qimo sa N normalno zatvore�e po	a L. Iz potpuno istih razloga kao u dokazu
Tvr�e�a 4.3.3, imamo da se skup P (N/K) sastoji taqno od prostih ideala prstena
celih OK koji se potpuno cepaju u L. Iz pretpostavke o idealima skupa P (L/K)
kojom smo zapoqeli naxe razmatra�e onda sledi da je P (N/K) = P (L/K), pa su
specijalno i gustine ta dva skupa jednake. Iz Tvr�e�a 4.3.2, poxto je raxire�e
N/K Galuaovo imamo

d(P (N/K)) =
1

[N : K]
,

3uputstvo kako dokazati to tvr�e�e mo�e se na�i u [14]
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dok primenom istog tvr�e�a za konaqno raxire�e L/K zak	uqujemo da je

d(P (L/K)) ≥ 1

[L : K]
.

Tada, zbog ustanov	ene jednakosti gustina skupova P (L/K) i P (N/K) dobijamo da je

[N : K] ≤ [L : K],

odakle zak	uqujemo da je L = N , xto znaqi po definiciji po	a N da je L Galuaovo
nad K. Time je dokazana i druga implikacija ekvivalencije koju je trebalo dokazati.

Naredno tvr�e�e prikazuje karakterizaciju odnosa proizvo	nog konaqnog i Ga-
luaovog raxire�a brojevnog po	a u terminima odgovaraju�ih skupova ideala koje
smo definisali u delu 2. na poqetku ovog podode	ka.

Tvr�e�e 4.3.5. Neka je L/K Galuaovo, a M/K konaqno raxire�e brojevnog po	a K.
Tada va�i ekvivalencija

P (L/K) � (M/K) ako i samo ako je L ⊆M.

Dokaz. Ako je L ⊆ M , onda ih definicije skupova P (L/K) odnosno P (M/K), odmah
sledi P (L/K) � P (M/K). Prema tome, potrebno je dokazati samo obratnu implika-
ciju da bi se zavrxio dokaz tvr�e�a.

Pretpostavimo da je P (L/K) � P (M/K). Uoqimo Galuaovo raxire�e N/K koje
sadr�i po	a L i M i oznaqimo sa G = G(N/K), H = G(N/L) i sa H ′ = G(N/M)
odgovaraju�e Galuaove grupe. Poxto su raxire�a N/K i L/K Galuaova, zbog L ⊆ N
va�i da je H / G. Tako�e je

P (M/K) ≈
∐
σ∈G

[σ]∩H′ 6=∅

PN/K(σ) � P (L/K) ≈
∐
σ∈G

[σ]∩H 6=∅

PN/K(σ).

Uoqimo proizvo	no σ ∈ H ′. Tada je prema Teoremi 4.2.1 Qebotareva skup PN/K(σ)
beskonaqan, pa postoji p ∈ PN/K(σ) takvo da je p ∈ PN/K(τ), za τ ∈ G takvo da je
[τ ]∩H 6= ∅. Tada je element σ konjugovan sa τ , pa kako je H normalna podgrupa grupe
G, nalazimo da je [σ] = [τ ] ⊆ H. Odatle je H ′ ⊆ H, pa je i L ⊆ M , qime je dokaz
zavrxen.

Sve do sada pokazano u ovom podode	ku sumirano je u obliku naredne teoreme.

Teorema 4.3.4. Galuaovo raxire�e brojevnih po	a L/K jedinstveno odre�uje skup
P (L/K) prostih ideala koji se u �emu potpuno cepaju.
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Teorema 4.3.4 predstav	a poqetno tvr�e�e znatno ve�eg programa qiji je ci	 ka-
rakterizacija Galuaovih raxire�a proizvo	nog brojevnog po	a K, zajedno sa svim
algebarskim i aritmetiqkim svojstvima koja ona imaju, preko prostih ideala prstena
celih OK . Naredni korak na razvija�u ovog programa bilo bi dava�e karakteriza-
cije skupa prostih ideala P (L/K) isk	uqivo u terminima ideala prstena celih
baznog po	a K. U sluqaju da je raxire�e L/K Abelovo, tra�enu karakterizaciju
pru�a teorija po	a klasa. Me�utim, za neabelova raxire�a L/K ona esencijalno
nije poznata. Rexe�e tog problem samo po sebi predstav	a deli� mnogo dub	eg i za
teoriju brojeva veoma znaqajnog programa koji se naziva Langlandski program.

4.3.4 Le�androv simbol i Dirihleova gustina

Neka je p prost neparan racionalan broj i a ∈ Z ceo broj. Tada se Le�androv
simbol za a i p, u oznaci

(
a
p

)
, definixe u zavisnosti od toga da li kongruencija

x2 ≡ a (mod p) (4.9)

ima rexe�a u po	u Z/pZ, na slede�i naqin

(
a

p

)
=


1, ako p - a i kongruencija (4.9) ima rexe�a u po	u Z/pZ
−1, ako p - a i kongruencija (4.9) nema rexe�a u po	u Z/pZ
0, ako p | a.

Pored definicije Le�androvog simbola podsetimo se u kakvoj je on vezi sa ra-
mifikacijom racionalnih prostih brojeva u kvadratnim brojevnim po	ima. Posma-
trajmo po	e racionalnih brojeva Q i �egovo kvadratno raxire�e K = Q(

√
D), gde je

D ∈ Z beskvadratan ceo broj. Tada za proizvo	an prost broj p ∈ Q, zbog [K : Q] = 2,
postoje samo tri slede�e mogu�nosti:

1. pOK = pp′,
gde su p i p′ razliqiti prosti ideali u prstenu celih OK . U ovom sluqaju se p
(ideal pZ) potpuno cepa u prstenu celih OK .

2. pOK je prost ideal u prstenu celih OK . U ovom sluqaju je p (ideal pZ) inertan
u prstenu celih OK .

3. pOK = p2,
za neki prost ideal p prstena celih OK . U ovom sluqaju se p (ideal pZ) rami-
fikuje u prstenu celih OK .

Tri prethodno navedena sluqaja mogu se okarakterisati pomo�u Le�androvog sim-
bola za D i p i to na slede�i naqin:(

D

p

)
=


1, ako i samo ako je sluqaj 1.

−1, ako i samo ako je sluqaj 2.

0, ako i samo ako je sluqaj 3.
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Imaju�i u vidu xta je eksplicitno sluqaj 1. dobijamo odmah naredno tvr�e�e.

Tvr�e�e 4.3.6. Neka je K kvadratno brojevno po	e, K = Q(
√
D), gde je D ∈ Z

beskvadratan ceo broj. Tada, za svaki racionalan prost broj p, prost ideal pZ se
potpuno cepa u prstenu celih OK ako i samo ako je ispu�eno(

D

p

)
= 1.

Prethodna teorema ima u konjukciji sa Tvr�e�em 4.3.2 iz prethodnog podode	ka
jednu priliqno interesantnu direktnu posledicu. Posmatrajmo kvadratno brojevno
po	e K = Q(

√
D). Tada je oqigledno K Galuaovo nad Q.4 Zbog toga se skup P (K/Q)

sastoji taqno od prostih ideala u prstenu Z koji se potpuno cepaju u OK . Koriste�i
Tvr�e�e 4.3.6, zbog qi�enice da je K/Q Galuaovo dobijamo

d(P (K/Q)) =
1

[K : Q]
=

1

2
.

Sa druge strane, Tvr�e�e 4.3.6 elemente skupa P (K/Q), odnosno proste ideale u
prstenu Z koji se potpuno cepaju u OK , identifikuje kao racionalne proste brojeve
p za koje je (

D

p

)
= 1.

Odatle direktno dobijamo slede�e tvr�e�e.

Tvr�e�e 4.3.7. Neka je D beskvadratan ceo broj. Tada skup svih prostih brojeva p
takvih da je (

D

p

)
= 1

ima Dirihleovu gustinu jednaku 1
2 .

4raxire�e po	a stepena 2 je Galuaovo, osim eventualno u sluqaju po	a karakteristike 2. Na-
ravno, K je kao brojevno po	e karakteristike 0
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GLAVA 5

Asimptotski pogled na teoremu Qebotareva

Na samom poqetku poglav	a uvedimo standardne oznake za nekoliko razliqitih
asimptotskih relacija koje �emo koristiti kako u ovom poglav	u, tako i u toku naxeg
da	eg izlaga�a.

Neka su f i g dve realne funkcije promen	ive x, definisane na skupu D ⊆ R,
koji sadr�i neku okolinu taqke +∞.

• Pixemo f(x) = O (g(x)), ili ekvivalentno, f(x) � g(x), odnosno g(x) � f(x),
ako postoji pozitivan realan broj M takav da je

|f(x)| ≤Mg(x),

za sve x ∈ D. Dodatno, pisa�emo f(x) = OC (g(x)), ili ekvivalentno, f(x) �C

g(x), odnosno g(x)�C f(x), ukoliko jeM funkcija koja zavisi od neke veliqine
C.

• Pixemo f(x) � g(x) ukoliko je

f(x)� g(x) i g(x)� f(x).

• Pixemo f(x) = o (g(x)) ako je

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= 0.

• Pixemo f(x) ∼ g(x) ako je

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= 1.

• Sa lix �emo oznaqavati logaritamski integral,

lix =

∫ x

2

1

log t
dt.
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Kada su uvedene prethodne znaqajne oznake, mo�emo krenuti na put posmatra�a
Teoreme Qebotareva o gustini drugaqijim,

”
asimptotskim"oqima. Podsetimo se prvo

konteksta u kome je ta teorema definisana.

5.1 Efektivna verzija teoreme Qebotareva o gustini

Posmatrajmo Galuaovo raxire�e L/k brojevnih po	a sa Galuaovom grupom G.
Neka je σ ∈ G proizvo	an k−automorfizam po	a L. Oznaqimo sa

PL/k(σ)

skup svih neramifikovanih prostih ideala p u k za koje postoji prost ideal P u L
takav da P | p i va�i

σ = Frp .

Teorema 4.2.1 pokazuje da skup PL/k(σ) ima Dirihleovu gustinu, koja je jednaka |[σ]|
|G| ,

gde je [σ] oznaka za klasu konjugacije automorfizma σ u Galuaovoj grupi G. Naravno,
umesto samo jedne klase konjugacije, mo�emo posmatrati proizvo	an skup C ⊆ G koji
je invarijantan za konjugova�e, i tada je odgovaraju�a Dirihleova gustina jednaka
|C|
|G| .

Time je prikazan klasiqan oblik Teoreme Qebotareva, na naqin izveden u pret-
hodnoj glavi. Ono xto nam je od interesa u ovom poglav	u je da teoremu gledamo u
drugaqijem svetlu, kao asimptotsku relaciju neke za tu svrhu definisane funkcije
(otudi i najava

”
asimptotskog"pogleda). Zadr�imo C za oznaku podskupa od G koji

je stabilan u odnosu na konjugaciju i definiximo za sve realne x

πC(x, L/k) = #
{
p | p ∈ PL/k(σ) za neko σ ∈ C i N(p) ≤ x

}
.

Smisao funkcije πC(x, L/k) je u slede�em: u �enoj definiciji ostaju sadr�ana sva
algebarsko/aritmetiqka svojstva skupa PL/k(σ) na koji se prime�uje Teorema Qebo-
tareva (upravo ta dobro slo�ena svojstva daju znaqaj teoremi Qebotareva i od �ih ne
odustajemo), ali za razliku od skupa PL/k(σ) vixe ne posmatramo sve proste ideale
sa navedenim svojstvima, nego samo one qija norma ne prelazi x. Na taj naqin, realnu
promen	ivu x od koje zavisi realna funkcija πC(x, L/k) mo�emo videti i kao para-
mater qijim varira�em mo�emo na posredan naqin, ispituju�i funkciju πC(x, L/k),
da otkrivamo osobine inaqe ne lako pristupaqnog skupa ideala, poput PL/k(σ). Jedna
od najznaqajnijih osobina funkcije πC(x, L/k) je �ena asimptotika, odnosno ponaxa-
�e te funkcije kada x postaje neograniqeno veliki realan broj. Upravo je to osobina
o kojoj nam teorema Qebotareva mo�e dati informaciju i koja predstav	a

”
asimptot-

ski"pogled na samu teoremu. Naime, imaju�i u vidu definiciju Dirihleove gustine,
kao i definiciju funkcije πC(x, L/k), na osnovu Teoreme Qebotareva imamo da kada
x→∞ va�i

πC(x, L/k) ∼ |C|
|G|

lix. (5.1)
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Posled�a relacija omogu�ava da za dovo	no velike vrednosti promen	ive x vred-
nosti funkcije πC(x, L/k) koje je texko raqunati, aproksimiramo vrednox�u inte-

grala lix (skaliranog konstantom |C|
|G|). Naravno, prilikom takve aproksimacije qi-

nimo odre�enu grexku, pa se sasvim prirodno name�e pita�e dava�a ocene te grexke.
Drugim reqima, zainteresovani smo za verziju relacije (5.1) koja pored same aproksi-
macije funkcije πC(x, L/k) pru�a i ocenu grexke prilikom te aproksimacije. Takvu
verziju nazivamo efektivnom. Imaju�i u vidu da relacija (5.1) nije nixta drugo do
teorema Qebotareva, ono qime �emo se baviti je dava�e efektivne verzije teoreme
Qebotareva. Bitno je naglasiti da postoji vixe razliqitih efektivnih verzija
teoreme Qebotareva u zavisnosti od toga koje dodatne hipoteze pretpostavimo. Pret-
postavke koje �emo mi koristiti su:

• Generalizovana Rimanova hipoteza (GRH)

• Artinova Hipoteza (AHC)

• Hipoteza o korelaciji parova (PCC)

O Artinovoj hipotezi reqeno je nexto u podode	ku 3.3.1; za vixe vezano za Hipotezu
o korelaciji parova pogledati Dodatak koji se nalazi na kraju ovog rada, posle
celokupnog glavnog toka izlaga�a, dok se vixe o Generalizovanoj Rimanovoj hipotezi
mo�e prona�i u [7].

5.1.1 Ocena diskriminante brojevnog po	a

Pre prikaziva�a prvog oblika efektivne verzije teoreme Qebotareva, navedimo
nekoliko ocena vezanih za diskriminante brojevnih po	a koje �emo koristiti. Pre
samog poqetka izlaga�a, naglasimo da su ocene koje �emo izvesti globalne. Pored
�ih, postoje i lokalne ocene, qiji se deta	an prikaz mo�e prona�i u [16].

Oznaqimo sa dk, odnosno dL apsolutne vrednosti diskriminanti brojevnih po	a k
i L. Stepene k i L nad Q oznaqimo redom sa nk i nL. Pod P(L/k) �emo podrazumevati
skup svih racionalnih prostih brojeva p za koje postoji prost broj p u k takav da
p | p i p je ramifikovan u raxire�u L/k. Primetimo da je skup P(L/k) konaqan. Uz
prethodno navedene oznake definiximo

M(L/k) = |G|d1/nk
k

∏
p∈P(L/k)

p.

Da	e, oznaqimo sa ∂L/k relativnu diskriminantu raxire�a L/k. Tada iz algebarske
teorije brojeva znamo da je ∂L/k jedan nenula ideal prstena celih Ok, kao i da va�i

dL = (dk)
nN(∂L/k), (5.2)
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pri qemu je n = [L : k] = nL/nk. Ono qime �emo se baviti je dava�e ocene vredno-
sti norme N(∂L/k) relativne diskriminante ∂L/k raxire�a L/k, kao i apsolutnih
vrednosti diskriminanti dk i dL samih brojevnih po	a L i k.

U tu svrhu, primetimo prvo da logaritmuju�i formulu (5.2) dobijamo relaciju

log dL = n log dk + logN(∂L/k), (5.3)

koja na jednostavan, stoga i veoma znaqajan naqin, povezuje vrednosti dk, dL i ∂L/k.
Uz navedene oznake va�i slede�a teorema.

Teorema 5.1.1. Imaju�i u vidu prethodne oznake va�i ocena

logN(∂L/k) ≤ nL
(

1− 1

n

) ∑
p∈P(L/k)

log p+ nL |P(L/k)| log n.

Dokaz. Prikaza�emo kratku skicu dokaza teoreme. Naglasimo prvo da se sam dokaz
u velikoj meri osla�a na lokalne ocene diskriminanti brojevnih po	a.
Uoqimo neki konaqan prost broj p u brojevnom po	u k. Podse�a�a radi, p je tada
klasa ekvivalencije relacije ekvivalentnosti na skupu svih valuacija na k; oznaqimo
jednog predstavnika te klase sa v. Primetimo da je, zbog toga xto je prost broj p
konaqan, v jedna nearhimedova valuacija na k. Sa druge strane, prost broj p mo�emo
videti i kao jedan ideal prstena celih Ok brojevnog po	a K. Rezidualno po	e

Ok/p

je konaqno; oznaqimo �egovu karakteristiku sa pv i broj elemenata sa Nv. Tada va�i

Nv = N(p) = (pv)
fv ,

gde je fv broj koji se naziva rezidualni stepen valuacije v. Dodatno, definiximo
indeks ramifikacije ev za v sa

ev = v(pv).

Najve�i deo dokaza teoreme se sastoji u primeni jedne od lokalnih ocena diskrimi-
nanti brojevnih po	a da se dobije ocena

logN(∂L/k) ≤
∑

v∈V (L/k)

((n− 1)fv log pv + nfvev log n) , (5.4)

gde je V (L/k) skup svih me�usobno neekvivalentnih, nearhimedovih valuacija na k
za koje je v(∂L/k) > 0. Da	e, za sve proste brojeve p va�i da∑

pv=p

fvev = nk,
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kao i ∑
pv=p

fv ≤ nk.

Korix�e�em posled�e dve qi�enice u kombinaciji sa formulom (5.4) dobijamo

logN(∂L/k) ≤ nk (n− 1)
∑

p∈P(L/k)

log p+ nnk |P(L/k)| log n,

odakle zbog nL = nnk sledi tra�eno tvr�e�e.

Direktnim korixe�e�em formule (5.3) prethodna teorema dobija slede�i oblik.

Posledica 5.1.1. Uz iste oznake kao u Teoremi 5.1.1 va�i ocena

log dL ≤ n log dk + nL

(
1− 1

n

) ∑
p∈P(L/k)

log p+ nL |P(L/k)| log n.

Pored prikazanog opxteg sluqaja kada je raxire�e L/k konaqno, mo�emo raz-
matrati i sluqaj kada je to raxire�e Galuaovo. Odgovaraju�a ocena u navedenoj
situaciji je opisana narednom teoremom.

Teorema 5.1.2. Uz iste oznake kao u Teoremi 5.1.1, ako je raxire�e L/k Galuaovo,
va�i ocena

logN(∂L/k) ≤ nL
(

1− 1

n

) ∑
p∈P(L/k)

log p+ nL log n.

Dokaz. Dokaz ove teoreme je u velikoj meri analogan dokazu Teoreme 5.1.1 i izvodi
se korix�e�em odgovaraju�e lokalne ocene. Deta	i se mogu prona�i u [16].

Jox jedna stvar koju mo�emo primetiti je da se ceo kontekst u kome je posmatrana
Teorema 5.1.1 mo�e lako suziti na jednostavniji kontekst jednog brojevnog po	a. U
tu svrhu dovo	no je posmatrati sluqaj kada je k = Q. Tada svaka od prethodnih
teorema dobija svoju verziju u kontekstu samo jednog brojevnog po	a (ono mo�e, ali
ne mora biti Galuaovo nad Q), od kojih �emo samo mi navesti samo verziju koja �e
biti od znaqaja kasnije, prilikom rada na Frobenijusovom po	u eliptiqih krivih.

Posledica 5.1.2. Neka je L brojevno po	e stepena nL nad Q takvo da je L/Q Galua-
ovo. Neka je dL apsolutna vrednost diskriminante od L i P(L/Q) skup racionalnih
brojeva koji se ramifikuju u L/Q. Tada je

log dL ≤ (nL − 1)
∑

p∈P(L/Q)

log p+ nL log nL.
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Za kraj ovog podode	ka, pogledajmo jox jedan zanim	iv primer u kome je prikazan
sluqaj kada se u nejednakosti odre�enoj Posledicom 5.1.2 dosti�e jednakost.

Primer 5.1. Neka je p prost racionalan broj i m ceo broj, m ≥ 1. Neka je π takvo
da je πp

m
= p i L = Q(π). Tada va�i (u oznakama istim kao kod Teoreme 5.1.1) da

je nL = pm i P(L/Q) = {p}. Zbog toga, ako oznaqimo standardno sa dL apsolutnu
vrednost diskriminante od L, na osnovu Teoreme 5.1.1 imamo da je

log dL ≤ (pm − 1) log p+ pm log pm,

xto je ekvivalentno sa
log dL ≤ (pm(m+ 1)− 1) log p. (5.5)

Sa druge strane, kra�i raqun pokazuje da za diskriminantu dL brojevnog po	a L
va�i

dL = pmp
m+pm−1 = pp

m(m+1)−1.

Logaritmuju�i posled�u jednakost dobijamo da je

log dL = (pm(m+ 1)− 1) log p,

xto pokazuje da se formuli 5.5, potekloj od Teoreme 5.1.1, dosti�e jednakost.

5.1.2 Prikaz nekoliko efektivnih verzija teoreme Qebotareva o gustini

Prvi oblik efektivne verzije teoreme Qebotareva, da�emo pod pretpostavkom
GRH. On je opisan narednom teoremom.

Teorema 5.1.3. Pretpostavimo da za Dedekindovu zeta funkciju brojevnog po	a L
va�i GRH. Tada, pri x→∞ va�i

πC(x, L/k) =
|C|
|G|

lix+O

(
|C|x

1
2

(
log |dL|
nL

+ log x

))
.

Pritom je apsolutna O-konstanta apsolutna.

Dokaz. Pogledati [16].

Ako uz GRH pretpostavimo i AHC, mo�emo izvesti bo	u ocenu za grexku u efek-
tivnoj verziji teoreme Qebotareva nego xto je ona data prethodnom teoremom. Takva,
drugaqija efektivna verzija teoreme Qebotareva se suxtinski bazira na jednom tvr-
�e�u qije je formulisa�e i dokaziva�e u nekim segmentima izvan granica ovog rada.
Ipak, zbog �egovog izuzetnog znaqaja, prikaza�emo formulaciju i skicu dokaza na-
vednenog tvr�e�a.

Krenimo prvo sa nekim oznakama koje su od znaqaja, a nismo ih koristili do sada.
Neka je χ karakter Galuaove grupeG = G(L/k) i χ(1) vrednost koju taj karakter uzima
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u neutralu grupe G. Oznaqimo sa δ(χ) vixestrukost koju ima trivijalni karakter u
χ. Karakteru χ mo�emo pridru�iti jedan ideal koji se naziva Artinov konduktor
i obele�ava sa fχ. Deta	no o Artinovom konduktoru mo�e se prona�i u [14]; ono xto
je ovde od znaqaja je vrednost

Aχ = d
χ(1)
K N(fχ).

Uz Aχ posmatramo i funkciju π(x, χ) nezavisno prome�ive x, definisanu kao sumu

π(x, χ) =
∑

N(p)≤x

χ(Frp),

uzetu po svim prostim brojevima p u k, norme ma�e od x. Koriste�i prethodno uvedene
oznake imamo naredno tvr�e�e.

Tvr�e�e 5.1.1. Pretpostavimo da je Artinova L-funkcija pridru�ena karakteru
χ analitiqka za sve s 6= 1 i nenula za <(s) 6= 1

2 , 0 < <(s) < 1. Tada je

π(x, χ) = δ(χ) lix+O
(
x

1
2 (logAχ + χ(1)nk log x)

)
+O (χ(1)nk logM(L/k)) .

Dokaz. Prika�imo deta	nu skicu dokaza. Inicijalna postavka se sastoji u posma-
tra�u funkcije

Λ(s, χ) = A
s
2
χγ(s)L(s, χ)

kompleksno prome�ive s, pri qemu je γ(s) odre�ena funkcija koja se izra�ava kao
proizvod stepena π i Γ−funkcija. K	uqne za dokaz tvr�e�a su osobine koje poseduje
funkcija Λ(s, χ). Prva od �ih je funkcionalna jednaqina koju je pokazao Artin:

Λ(s, χ) = W (χ)Λ(1− s, χ̄), (5.6)

gde je W (χ) ∈ C, |W (χ)| = 1 i χ̄ kompleksni konjugat od χ.
Primetimo da iz pretpostavke tvr�e�a sledi da je funkcija

(s(s− 1))δ(χ) Λ(s, χ)

cela. Zahva	uju�i toj qi�enici dobijamo znaqajnu osobinu funkcije Λ(s, χ) poznatu
kao Adamarova faktorizacija:

Λ(s, χ) = ea(χ)+b(χ)s
∏
ρ

(
1− s

ρ

)
e
s
ρ · (s(s− 1))−δ(χ) , (5.7)

pri qemu su a(χ), b(χ) ∈ C, a proizvod je uzet po svim nulama ρ funkcije Λ(s, χ).
Tre�a osobina funkcije Λ(s, χ) koja je od znaqaja je jednostavno svojstvo

Λ(s, χ) = Λ(s̄, χ̄), (5.8)
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iz koga odmah sledi
Λ′

Λ
(s, χ) =

Λ′

Λ
(s̄, χ̄). (5.9)

Sada, koriste�i funkcionalnu jednaqinu (5.6) dobijamo da va�i i

Λ′

Λ
(s, χ) = −Λ′

Λ
(1− s, χ̄).

Posled�a relacija, u kombinaciji sa (5.9), omogu�ava da donesemo zak	uqak da va�i

<
(

Λ′

Λ

(
1

2
, χ

))
= 0.

Da	e, kombinuju�i (5.6) i (5.8) zak	uqujemo da za svaku nulu ρ funkcije Λ(s, χ) i
1− ρ̄ jeste nula te funkcije. Odatle sledi da je

<

(∑
ρ

(
1

2
− ρ
)−1

)
= 0.

Uzimaju�i logaritamski izvod u Adamarovoj faktorizaciji (5.7) i pronala�e�em
realnog dela u s = 1

2 , dobijamo i

<

(
b(χ) +

∑
ρ

1

ρ

)
= 0.

Koriste�i posled�e dve relacije, dobijamo slede�u znaqajnu formulu za realni deo
logaritamskog izvoda funkcije Λ(s, χ),

<
(

Λ′

Λ
(s, χ)

)
=
∑
ρ

<
(

1

s− ρ

)
− δ(χ)<

(
1

2
+

1

s− 1

)
. (5.10)

Ostatak dokaza tvr�e�a se bazira na dava�u ocena za faktore u formuli (5.10). U
svrhu dava�a tih ocena, uvodimo oznaku N(t, χ) za broj nula ρ = β + iγ funkcije
L(s, χ) u regionu 0 < β < 1, |γ − t| ≤ 1 . Primetimo prvo da va�i jednostavna ocena

<
(

1

2 + it− ρ

)
=

2− β
(2− β)2 + (t− γ)2

{
≥ 0, za sve ρ

≥ 1
5 , ako je |t− δ| ≤ 1.

Iz te ocene, stav	aju�i s = 2 + it u (5.10), zak	uqujemo da je

N(t, χ)� <
(

Λ′

Λ
(2 + it, χ)

)
.
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Zbog toga xto L(s, χ) konvergira u 2 + it, desna strana posled�e relacije se rela-
tivno lako oce�uje. Pri tome, glavni doprinos dolazi od logAχ i broja Γ−faktora.
Preciznije, va�i

N(t, χ)� logAχ + χ(1)nk log(|t|+ 5). (5.11)

Formulom (5.11) je esencijalno zavrxen doprinos koji daje pretpostavka o anali-
tiqnosti funkcije L(s, χ). Dokaz teoreme se privodi kraju dobija�em eksplicitne
formule ∑

N(p)<x

′χ(Frp) logN(p) = δ(χ)x−
∑
|γ|<x

xρ

ρ
+O(χ(1)nk logM(L/k))+

+O(x
1
2 (log x) (logAχ + χ(1)nk log x)),

pri qemu
∑ ′ oznaqava da je suma uzeta po svim neramifikovanim prostim brojevima

u L. Konaqno, korix�e�em jednostavne ocene∑
|γ|<x

1

ρ
�
∑
j<x

N(j, χ)

j
,

formule (5.11) i metoda parcijalne sumacije, dobija se tvr�e�e koje treba dokazati.

Lema koja sledi je direktna posledica prethodno prikazanog tvr�e�a, ali u de-
ta	e ispisiva�a �enog dokaza ne�emo zalaziti. Oni se mogu prona�i u [13].

Lema 5.1.1. Neka je L/k Galuaovo raxire�e brojevnih po	a qija je Galuaova grupa
G. Neka je C ⊆ G podskup koji je stabilan u odnosu na konjugaciju. Pretposta-
vimo da va�e AHC i GRH za Artinove L-funkcije pridru�ene ireducibilnim
karakterima grupe G. Tada je, pri x→∞∑

[σ]∈C

1

|[σ]|

(
π[σ](x, L/k)− |[σ]|

|G|
lix

)2

� xn2
k(logM(L/k)x)2,

gde je suma uzeta po svim klasama konjugacije [σ] u C.

Na osnovu prethodne leme, lako se dobija tra�ena efektivna verzija teoreme
Qebotareva o gustini, uz pretpostavku GRH.

Teorema 5.1.4. Neka je L/k Galuaovo raxire�e brojevnih po	a qija je Galuaova grupa
G. Neka je C ⊆ G podskup koji je stabilan u odnosu na konjugaciju. Pretpostavimo
da va�e AHC i GRH za Artinove L-funkcije pridru�ene ireducibilnim karakte-
rima grupe G. Tada je, pri x→∞

πC(x, L/k) =
|C|
|G|

lix+O
(
|C|

1
2x

1
2nk log(M(L/k)x)

)
.

Implicitna O-konstanta je apsolutna.
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Dokaz. Posmatrajmo razliku

πC(x, L/k)− |C|
|G|

lix

i primetimo da je mo�emo predstaviti u obliku sume∑
[σ]∈C

(
π[σ](x, L/k)− |[σ]|

|G|
lix

)
, (5.12)

uzetu po svim klasama konjugacije [σ] u C. Sada, primenom nejednakosti Koxi-
Xvarca na (5.12) dobijamo

∑
[σ]∈C

∣∣∣∣π[σ](x, L/k)− |[σ]|
|G|

lix

∣∣∣∣�
∑

[σ]∈C

|[σ]|

 1
2
∑

[σ]∈C

1

|[σ]|

∣∣∣∣π[σ](x, L/k)− |[σ]|
|G|

lix

∣∣∣∣2
 1

2

.

Na osnovu Leme 5.1.1 sledi da za desnu stranu posled�e relacije va�i da je jednaka

O
(
|C|

1
2
(
xn2

k(logM(L/k)x)2
) 1

2

)
= O

(
|C|

1
2x

1
2nk log(M(L/k)x)

)
,

odakle odmah sledi tra�eno tvr�e�e.

Narednom teoremom opisana je efektivna verzija teoreme Qebotareva uz pret-
postavke GRH, AHC i PCC, dakle uz jox jednu dodatnu pretpostavku u odnosu na
verziju opisanu Teoremom 5.1.4.

Teorema 5.1.5. Neka je L/k Galuaovo raxire�e brojevnih po	a qija je Galuaova grupa
G. Neka je C ⊆ G podskup koji je stabilan u odnosu na konjugaciju. Pretpostavimo
da va�e AHC, PCC i GRH za Artinove L-funkcije pridru�ene ireducibilnim
karakterima grupe G. Tada je, pri x→∞

πC(x, L/k) =
|C|
|G|

lix+O

|C| 12x 1
2

(
|G̃|
|G|

) 1
4

nk log(M(L/k)x)

 ,

gde je |G̃| oznaka za broj klasa konjugacije u G. Implicitna O-konstanta je apso-
lutna.

Dokaz. Pogledati [12].

Napomena. Primetimo da oceni grexke datoj Teoremom 5.1.5 figurixe faktor(
|G̃|
|G|

) 1
4
koji tu ocenu razlikuje od one date Teoremom 5.1.4. Imaju�i u vidu da |G̃|

predstav	a broj klasa konjugacije u G, imamo da je(
|G̃|
|G|

) 1
4

< 1.
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To znaqi da je ocena grexke koju daje Teorema 5.1.5 bo	a od one koju daje Teorema 5.1.4.
Dakle, dobili smo oqekivani ishod po kome dodatna pretpostavka daje precizniju
ocenu grexke.

Znaqaj Teorema 5.1.4 i 5.1.5 je u tome xto se ponekad mogu primeniti u Abelovim
raxire�ima brojevnih po	a, poxto je poznato da u �ima va�i AHC. Upravo je
to jedan od va�nih mehanizama koje �emo koristiti u kasnijem izlaga�u, prilikom
rada na Frobenijusovom po	u eliptiqkih krivih. Pritom �emo koristiti blago
modifikovane verzije Teorema 5.1.4 i 5.1.5, koje opisuje naredna teorema.

Teorema 5.1.6. Pretpostavimo da va�i GRH za Artinove L-funkcije. Neka je D
neprazan skup koji se sastoji od klasa konjugacije u G i neka je H normalna podgrupa
od G takva da je HD ⊆ H.

1. Pretpostavimo da va�i AHC za Artinove L-funkcije pridru�ene ireduci-
bilnim karakterima grupe G/H. Tada je

πD(x, L/k) =
|D|
|G|

lix+O

((
|D|
|H|

) 1
2

x
1
2nk log(M(L/k)x)

)
.

2. Pretpostavimo da va�e AHC i PCC za Artinove L-funkcije pridru�ene
ireducibilnim karakterima grupe G/H. Tada je

πD(x, L/k) =
|D|
|G|

lix+O

( |D|
|H|

) 1
2

x
1
2

(
|G̃|
|G|

) 1
4

nk log(M(L/k)x)

 ,

gde je |G̃| oznaka za broj klasa konjugacije u G.

Implicitne O-konstante su apsolutne.

Dokaz. 1. Prikaza�emo kratku skicu dokaza ovog dela teoreme. Oznaqimo sa D̄ sliku
skupa D u G/H, a sa k′ fiksno po	e podgrupe H od G. Tada primenom Teoreme 5.1.4
na D̄ dobijamo da va�i

πD̄(x, L/k) =
|D̄||H|
|G|

lix+O
(
|D̄|

1
2x

1
2nk log(M(k′/k)x)

)
. (5.13)

Kako je po pretpostavci HD ⊆ D, sledi da je |D̄||H| = |D|. Dodatno, mo�e se
pokazati1 da va�i

πD(x, L/k) = πD̄(x, L/k) +O

(
log dL
|G|

)
,

1u vezi sa izvo�e�em navedenih tvr�e�a pogledati [13], a nexto vixe �e biti reqeno i na kraju
ovog poglav	a
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kao i

M(k′/k)�M(L/k).

Posled�e dve relacije, uz (5.13) odmah daju tra�eno tvr�e�e.
2. Ovaj deo teoreme sledi direktno iz dela 1. i Teoreme 5.1.5.

5.2 Nekoliko znaqajnih tv�e�a opxtijeg karaktera uz efektivne

verzije teoreme Qebotareva

U ovom ode	ku prikaza�emo jox nekoliko tvr�e�e opxtijeg karaktera koja imaju
znaqaj uz efektivne verzije teoreme Qebotareva. �ihov znaqaj je u tome xto omogu�a-
vaju redukciju posmatra�a funkcije πc(x, L/Q) na posmatra�e funkcije πD(x, L/k)
za neko brojevno po	e k, Q ⊆ k ⊆ L takvo da je L/k Abelovo. Primetimo da je upravo u
takvim, Abelovim raxire�ima va�i AHC, xto otvara prostor za upotrebu Teoreme
5.1.6.

Poqimo od nekoliko znaqajnih oznaka i definicija. Koristi�emo uobiqajene
oznake G(P) i I(P) za grupu dekompozicije, odnosno inercije prostog broja P u L.
Oznaqimo sa p prost broj p u k takav da P | p. Neka je ϕ klasna funkcija . Za ceo
broj m ≥ 1 definixemo

ϕ(Frmp ) =
1

|I(P)|
∑

g∈G(P)
g∼=Frmp mod I(P)

ϕ(g),

π̃φ(x) =
∑

N(pm)≤x

1

m
ϕ(Frmp ),

πφ(x) =
∑

N(p)≤x

ϕ(Frp).

Kao i ranije, sa C �emo oznaqavati skup C ⊆ G koji je invarijantan u odnosu na
konjugaciju, a sada uvodimo oznaku δC za karakteristiqnu funkciju tog skupa. Za
element s ∈ G �emo sa CG(s) oznaqavati odgovaraju�u klasu konjugacije u G, a sa
CH(s) odgovaraju�u konjugacije u podgrupi H ⊆ G, ako je s ∈ H.

Teorema 5.2.1. Uz notaciju opisanu u ovom ode	ku imamo slede�e:

1. Ako je φ klasna funkcija na G, va�i

π̃φ(x) = πφ(x) +O

(
‖φ‖

{
1

|G|
log dL + [k : Q]x

1
2

})
,

gde je ‖φ‖ = sups∈G|φ(s)|. Pri tome je implicitna O-konstanta apsolutna.
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2. Ako je s ∈ H definiximo

π̃CH(s)(x, L/L
H) = π̃δCH (s)

(x)

i
π̃CG(s)(x, L/k) = π̃δCG(s)

(x).

Tada je
π̃CH(s)(x, L/L

H) = λ · π̃CG(s)(x, L/k),

gde je

λ =
|CH(s)|/|H|
|CG(s)|/|G|

.

Dokaz. Za dokaz ove teoreme i vixe deta	a o reqenom u ovom ode	ku pogledati [16],
kao i [13].
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GLAVA 6

Eliptiqke krive

U naxem dosadax�em izlaga�u prikazan je veliki broj razliqitih mo�nih teo-
rema i objekata kako algebarske, tako i analitiqke teorije brojeva, kulminiraju�i
u prethodnoj glavi prikaziva�em efektivnih verzija teoreme Qebotareva o gustini.
Pri tome, prikazana teorija ima znaqaj i sama po sebi, ali se �ena puna mo� i smisao
ogleda u tome xto se mo�e prime�ivati u razliqitim kontekstima, daju�i pritom
interesantne i znaqajne rezultate. Zbog toga se fokus da	eg izlaga�a okre�e ka de-
finisa�u jednog takvog, nama znaqajnog konteksta. On je odre�en pojmom eliptiqke
krive, xto je upravo objekat kome je posve�ena ova glava. Naglasimo da je nax ci	
da pored dava�a definicije eliptiqkih krivih, prika�emo i neke �ihove znaqajne
osobine. Pri tome, dokazi tvr�e�a koja budemo formulisali ne�e biti prikazivani.
Zainteresovani qitalac ih sve mo�e prona�i u [18].

6.1 Definicija eliptiqke krive

Izuqava�e Diofantovih jednaqina datira jox iz perioda Stare Grqke. Dio-
fantove jednaqine su polinomijalne jednaqine za koje tra�imo cela ili racionalna
rexe�a. Najjednostavnija takva jednaqina je linearna,

aX + bY = c, a, b, c ∈ Z, ab 6= 0. (6.1)

Ovakva jednaqina uvek ima racionalna rexe�a. Dodatno, ona ima celobrojna rexe�a
ako i samo ako gcd(a, b) | c i u tom sluqaju se sva rexe�a jednaqine mogu prona�i
koriste�i Euklidov algoritam. Na taj naqin, koriste�i odre�ena aritmetiqko-
algebarska svojstva mo�emo dobiti dosta informacija o jednaqini (6.1). Sa druge
strane, primetimo da je jednaqinom (6.1) odre�ena prava u R2. Tako dobijamo i
geometrijski pogled na samu jednaqinu. Upravo ovakva dualnost geometrijskog i
aritmetiqko-algebarskog pogleda na algebarsku jednaqinu predstav	a objekat istra-
�iva�a Diofantske geometrije. Zbog jednostavnosti jednaqine (6.1) mo� ove sprege
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se ne mo�e dobro videti, ali je ona veoma jaka{ aritmetika krive definisane alge-
barskom jednaqinom utiqe na �ene geometrijske osobine i obratno, izuqava�em geo-
metrijskih osobina krive mo�e se saznati vixe o �enim aritmetiqkim svojstvima.
Imaju�i u vidu tu qi�enicu, mi �emo pristupiti definisa�u eliptiqke krive u oba
duha i pokazati da se takve dve definicije poklapaju. Naravno, algebarska jedna-
qina koja definixe eliptiqku krivu je komplikovanija od jednaqine (6.1), pa �e i
jedan i drugi pogled pru�ati svoje prednosti, u smislu ve� pomenute geometrijsko-
aritmetiqko-algebarske sprege. Tako�e, uqini�emo i jox jedan korak vixe u odnosu
na jednaqinu (6.1) tako xto ne�emo posmatrati samo eliptiqke krive nad po	em Q,
ve� �e kontekst biti odre�en proizvo	nim po	em K i �egovim algebarskim zatvo-
re�em K̄.

6.1.1 Algebarska definicija eliptiqke krive

Prika�imo prvo algebarski pogled na pojam eliptiqke krive. On se ogleda u
tome da je svaka eliptiqka kriva odre�ena jednaqinom koja se naziva Vajerxtrasova
jednaqina. Slede�om definicijom opisane su Vajerxtrasove jednaqine nad algebar-
skim zatvore�em K̄ po	a K.

Definicija 6.1.1. Neka je K po	e, qije je algebarsko zatvore�e K̄ i a1, a2, . . . , a6 ∈
K̄. (Homogena) jednaqina oblika

Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z
2 = X3 + a2X

2Z + a4XZ
2 + a6Z

3 (6.2)

naziva se Vajextrasovom jednaqinom.

Narednom definicijom, koriste�i pojam Vajerxtrasove jednaqine definixe se
pojam eliptiqke krive.

Definicija 6.1.2. Eliptiqka kriva E je kriva odre�ena Vajerxtrasovom jednaqi-
nom (6.2) sa fiksiranom baznom taqkom O = [0, 1, 0]. Dodatno, ukoliko u jednaqini
(6.2) koja definixe krivu E va�i a1, a2, . . . , a6 ∈ K ka�emo da je kriva E definisana
nad po	em K i pixemo E/K.

Primetimo da su Vajerxtrasove jednaqine, pa samim tim i odgovaraju�e elip-
tiqke krive zadate homogenim polinomima. One se, naravno, mogu dehomogenizovati,
koriste�i u jednaqini (6.2) nehomogene koordinate x = X/Z i y = Y/Z. Na taj naqin
eliptiqke krive dobijaju jednaqine

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6, (6.3)

pri qemu bazna taqka O = [0, 1, 0] postaje taqka
”
u beskonaqnosti".

Ukoliko je po	e K̄ karakteristike razliqite od 2, jednaqina (6.3) se mo�e dodatno
uprostiti dopunom do kvadrata. Dovo	no je izvrxiti smenu

y → 1

2
(y − a1x− a3) ,
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posle koje jednaqina (6.3) dobija oblik

y2 = 4x3 + b2x
2 + 2b4x+ b6, (6.4)

gde je
b2 = a2

1 + 4a4,

b4 = 2a4 + a1a3

i
b6 = a2

3 + 4a6.

Definiximo jox i vrednosti

b8 = a2
1a6 + 4a2a6 − a1a3a4 + a2a

2
3 − a2

4

i
∆ = −b22b8 − 8b34 − 27b26 + 9b2b4b6. (6.5)

Zbog znaqaja vrednosti ∆ izdvojimo je u posebnu definiciju.

Definicija 6.1.3. Vrednost ∆ odre�ena formulom (6.5) naziva se diskrimi-
nanta eliptiqke krive E.

Koji je taqno znaqaj diskriminante eliptiqke krive vide�emo uskoro, a za kraj
algebarskog uvodnog razmatra�a vezanog za eliptiqke krive, primetimo da ukoliko
je karakteristika brojevnog po	a K̄ razliqita i od 3, jednaqina (6.4) se mo�e dodatno
uprostiti do oblika

y2 = x3 +Ax+B,

gde su A,B ∈ K̄. Posled�e navedni oblik Vajerxtrasove jednaqine je znaqajno imati
na umu, jer �ega, izme�u ostalog, imaju eliptiqke krive nad brojevnim po	ima, dakle,
nad izuzetno xirokom i znaqajnom klasom po	a.

6.1.2 Geometrijska definicija eliptiqke krive

Pogledajmo sada kako izgleda geometrijski pogled na pojam eliptiqke krive. Pre
svega, da bismo uopxte razmatrali eliptiqke krive potrebno je znati xta je uopxte
kriva. Taj pojam opisan je narednom definicijom.

Definicija 6.1.4. Kriva je projektivni varijetet dimenzije jedan.

Kao i kod ostalih varijeteta, i me�u krivama se istiqe klasa onih koje su glatke,
xto znaqi da imaju tangentni prostor u svakoj taqki. Takve krive se pored glatkih
nazivaju i nesingularnim. Drugi znaqaj pojam vezan za krive je pojam roda. On
je ustanov	en fundamentalnog teoremom algebarske geometrije koja je poznata kao
teorema Riman-Roha. U sam iskaz teoreme, kao i objax�e�e svih pojmova vezanih za
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�u ne�emo zalaziti, pa stoga upu�ujemo zainteresovanog qitaoca da deta	e vezane za
teoremu Riman-Roha, uk	uquju�i i �en dokaz, potra�i na [18], odnosno [10]. Jedino
xto �emo izdvojiti vezano za pojam roda krive je takozvana formula stepena koja
omogu�ava �egovo relativno jednostavno raquna�e i opisana je narednom teoremom.

Teorema 6.1.1. Neka je F (X,Y, Z) ∈ K[X,Y, Z] homogeni polinom stepena d, d ≥ 1.
Pretpostavimo da je kriva C definisana jednaqinom F (X,Y, Z) = 0 nesingularna.
Tada je rod krive C jednak

(d− 1)(d− 2)

2
.

Slede�a k	uqna stvar vezana za pojam roda sastoji se u pokaziva�u da za svaki
ceo broj m ≥ 1 postoji kriva roda m. Koriste�i to svojstvo, mo�emo izvrxiti
klasifikaciju krivih prema �ihovom rodu. Specijalno, nama �e od interesa biti
(nesingularne) krive roda jedan, koje �emo nazivati eliptiqkim krivama. Preci-
znije, imamo slede�u definiciju.

Definicija 6.1.5. Eliptiqka kriva je ure�eni par (E,O) gde je E nesingularna
kriva roda 1 i O ∈ E bazna taqka.

Sada imamo i geometrijsku, znatno apstraktniju definiciju eliptiqke krive od
one odre�ene Vajerxtrasovom jednaqinom. Kakav je odnos ovih definicija pokazuje
naredni podode	ak.

6.1.3 Odnos geometrijske i algebarske definicije

Primetimo prvo da se kod geometrijske definicije eliptiqke krive zahteva da
ona bude nesingularna, dok definicija pomo�u Vajerxtrasovih jednaqina ne posta-
v	a takav zahtev. Zbog toga, za poqetak, pogledajmo kakav je uslov nesingularnosti
za Vajerxtrasove jednaqine. U �emu �e k	uqnu ulogu imati pojam diskriminante
eliptiqke krive, opisan definicijom 6.1.3. Kako precizno izgleda ta uloga opisuje
naredna teorema.

Teorema 6.1.2. Neka je E eliptiqka kriva odre�ena Vajerxtrasovom jednaqinom
(6.3), qija je diskriminanta ∆. Tada je E nesingularna ako i samo ako je ∆ 6= 0.1

Iako postoji razvijena teorija krivih roda 1 koje nisu glatke, nada	e �emo se
ograniqiti samo na rad sa onim krivama koje su nesingularne, bilo da ih posmatramo
geometrijski ili definisane pomo�u Vajerxtrasovih jednaqina.

1primetimo da se ve� na ovom mestu mo�e dobro videti jedan primer aritmetiqko-algebarske i
geometrijske interakcije. Diskriminanta je pojam koji je u potpunosti algebarski i zavisi samo od
koeficijenata odgovaraju�e Vajerxtrasove jednaqine, a na osnovu �e mo�emo dobiti informaciju
o qisto geometrijskom pojmu kakav je pojam glatkosti, odnosno egzistencije tangentnog prostora
eliptiqke krive u svakoj �enoj taqki.
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Naredno xto �emo prikazati je da su dva razliqita pogleda, odnosno dva razliqita
pristupa pojmu eliptiqkih krivih koje smo videli u dosadax�em izlaga�u saglasna,
odnosno da odre�uju isti objekat. Takva qi�enica daje opravdanost i jednom i drugom
pogledu, xto je veoma znaqajno u ve� vixe puta pomenutom korix�e�u algebarsko-
geometrijske sprege.

Teorema 6.1.3. 1. Neka je E nesingularna kriva odre�ena Vajerxtrasovom jed-
naqinom (6.2). Tada je E genusa jedan, xto je uz odabir taqke O = [0, 1, 0] za
baznu qini eliptiqkom krivom u smislu definicije 6.1.5.

2. Obratno, ako je E nesingularna kriva genusa jedan sa baznom taqkom O, tada
postoji Vajerxtrasova jednaqina (6.2) koja odre�uje krivu E, takva da taqka
O pri takvom izboru jednaqine ima homogene koordinate [0, 1, 0], xto znaqi
da je E eliptiqka kriva u smislu definicije 6.1.2.

6.2 Grupni zakon na eliptiqkoj krivoj i izogenije

Podsetimo se da je inspiracija za posmatra�e eliptiqkih krivih potekla od
Diofantovih jednaqina i razmotrimo kako se pogled u takvom, Diofantovom duhu,
mo�e oslikati na same eliptiqke krive. Neka je E eliptiqka kriva nad po	em K
odre�ena Vajerxtrasovom jednaqinom

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6.

Prethodnu jednaqinu, pored toga xto je jednaqina koja definixe krivu E, mo�emo
posmatrati i jednostavnije, kao polinomijalnu jednaqinu nad po	em K. Imaju�i u
vidu takav pogled, prirodno se, u Diofantovom duhu, postav	a pita�e K-racional-
nih rexe�a te jednaqine, odnosno onih ure�enih parova (x, y) ∈ K2 koji je zadovo	a-
vaju. Ponovo se vra�aju�i na geometrijski pogled, takve ure�ene parove (x, y) mo�emo
videti kao taqke eliptiqke krive E qije su obe koordinate u po	u K. Zbog toga ih
nazivamo K-racionalnim taqkama. Skup svih K-racionalnih taqaka na eliptiqkoj
krivoj E oznaqavamo sa E(K).

Ono xto �elimo je da odemo korak da	e i da skup E(K) ne vidimo samo kao skup,
ve� da na �emu definixemo i pravilnu algebarsku strukturu, kakva je struktura
grupe. Upravo u tu svrhu �emo se jox jednom osloniti na geometrijski pogled, jer �e,
definicija grupnog zakona na skupu E(K) biti indukovana geometrijom same krive
E. Pri tom, geometrijska osobina eliptiqke krive E na koju �emo se osla�ati je
priliqno jednostavna, ali i da	e od fundamentalnog znaqaja:
Prava koja prolazi kroz dve taqke na eliptiqkoj krivoj seqe tu krivu u taqno jox

jednoj taqki (raqunaju�i pritom i vixestrukost).

Prethodna qi�enica garantuje korektnost naredne definicije grupnog zakona na
eliptiqkoj krivoj E.
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Definicija 6.2.1. Neka je E eliptiqka kriva qija je bazna taqka O i neka su P
i Q dve taqke na E. Oznaqimo sa L pravu koja prolazi kroz P i Q, a sa R tre�u
taqku preseka prave L sa krivom E (u sluqaju da je P = Q, L je tangenta na krivu
E u taqki P ). Neka je L′ prava koja prolazi kroz R i O. Tre�u taqku preseka prave
L′ sa eliptiqkom krivom E nazivamo kompozicijom ili zbirom taqaka P i Q i
oznaqavamo sa P +Q.

Ranije smo ve� napomenuli, a iz prethodne definicije postaje potpuno jasno da
je grupni zakon na eliptiqkoj krivoj definisan geometrijski. Naravno, on mo�e
dobiti i svoju algebarsku reprezentaciju, u vidu eksplicitnih formula za kompo-
ziciju dve taqke na eliptiqkoj krivoj kojoj je fiksirana Vajerxtrasova jednaqina.
Same formule se izvode uz relativno dug raqun i elementarno poznava�e analitiqke
geometrije, ali nam ovde nisu od interesa, pa ne�e biti navedene.

Ono xto jeste od interesa je dava�e opravda�a upotrebi pojma
”
grupni zakon"u

vezi sa definicijom operacije kompozicije taqaka na eliptiqkoj krivoj. Tra�eno
opravda�e pru�a naredna teorema.

Teorema 6.2.1. Neka je E eliptiqka kriva qija je bazna taqka O. Tada kriva E u od-
nosu na operaciju kompozicije taqaka ima strukturu Abelove grupe qiji je neutral
taqka O. Dodatno, ako je eliptiqka kriva E definisana nad po	em K, skup

E(K) ∪ {O}

qini jednu podgrupu od E.

Prethodna teorema, dakle, uspostav	a strukturu grupe kako na celoj eliptiqkoj
krivoj E, tako i specijalno na skupu E(K). Ve� ta qi�enica qini veliki pomak
prilikom ispitiva�a skupa E(K) u odnosu na puko vi�e�e tog skupa kao kolekcije
svih K-racionalnih rexe�a odgovaraju�e polinomijalne jednaqine. Da	i pomak bi
ixao putem stica�a uvida u strukturu E(K) posmatranog kao grupe. Taj put vodi
do jedne od najznaqajnih teorema u teoriji eliptiqkih krivih, poznate kao Mordel-
Vejlova teorema. Na�alost, poduhvat prikaziva�a te teoreme prevazilazi okvire
ovog rada i mi �emo izlaga�e nastaviti narednom definicijom koja uvodi pojam
izogenije.

Definicija 6.2.2. Neka su (E1, O1) i (E2, O2) eliptiqke krive. Izogenija izme�u
E1 i E2 je morfizam krivih

φ : E1 → E2

koji zadovo	ava φ(O1) = O2.

Skup svih izogenija izme�u eliptiqkih krivih E1 i E2 oznaqimo sa Hom(E1, E2).
Na tom skupu mo�emo zadati operaciju sabira�a na standardan naqin,

(φ+ ψ)(P ) = φ(P ) + ψ(P ), (6.6)
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za sve izogenije φ, ψ ∈ Hom(E1, E2) i taqke P na krivoj E. Dodatno, kada je E1 = E2

mo�emo vrxiti i kompoziciju izogenija. Preciznije, za eliptiqku krivu E ozna-
qimo sa

End(E) = Hom(E,E)

prsten na kome je sabira�e definisano pomo�u (6.6), a mno�e�e kao kompozicija
izogenija,

(φψ)(P ) = φ (ψ(P )) ,

za sve izogenije φ, ψ ∈ Hom(E1, E2) i taqke P na krivoj E. Prsten End(E) se naziva
prstenom endomorfizama eliptiqke krive E. Pre da	eg ispitiva�a prstena End(E)
pogledajmo osnovni primer izogenija koje postoje na svakoj eliptiqkoj krivoj.

Primer 6.1. Neka je (E,O) proizvo	na eliptiqka kriva. Za svako m ∈ Z defini-
xemo preslikava�e mno�e�a sa m, u oznaci [m] na slede�i naqin:

1. Ako je m = 0, imamo za sve taqke P krive E, [0](P ) = O.

2. Ako je m > 0, definixemo za sve taqke P krive E, [m](P ) = P +P + · · ·+P (m
puta).

3. Ako je m < 0, definixemo za sve taqke P krive E, [m](P ) = [−m](−P ).

Imaju�i u vidu da operacija sabira�a taqaka na eliptiqkoj krivoj jeste morfizam
te krive, lako se indukcijom pokazuje da je za svako m ∈ Z, [m] jedan morfizam
eliptiqke krive E. Tako�e, oqigledno je da za sve m ∈ Z va�i

[m](O) = O,

odakle sledi da su preslikava�a [m] elementi prstena endomorfizama End(E) elip-
tiqke krive E. Vixe o �ihovoj ulozi pokazuje naredna teorema.
�

Teorema 6.2.2. 1. Neka je E eliptiqka kriva. Prsten endomorfizama End(E)
te krive je (ne obavezno komutativni) prsten karakteristike 0, bez delite-
	a nule.

2. Neka je E/K eliptiqka kriva i m ∈ Z, uz m 6= 0. Tada je izogenija mno�e�a
sa m,

[m] : E → E

nekonstantna.

Pretpostavimo da je karakteristika po	a K jednaka 0 (na primer, neka je K bro-
jevno po	e) i E/K eliptiqka kriva. Prethodna teorema onda pokazuje da uobiqajeno
va�i

End(E) ∼= Z,
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odnosno da za krivu E ne postoji drugih izogenija osim onih mno�e�a sa m, m ∈ Z.
Za takve krive se ka�e da su bez kompleksnog mno�e�a. U suprotnom, ako je End(E)
strogo ve�i od Z, za krivu E ka�emo da je sa kompleksnim mno�e�em. Eliptiqke
krive sa kompleksnim mno�e�em poseduju mnoga posebna svojstva; slede�im primerom
prikaza�emo jednu takvu krivu.

Primer 6.2. Neka je K po	e karakteristike razliqite od 2 i i ∈ K̄ primitivni
qetvrti koren jedinicije,

i2 = −1.

Posmatrajmo eliptiqku krivu E/K odre�enu jedniqinom

y2 = x3 − x.

Primetimo da je prsten End(E) strogo ve�i od Z, poxto �emu pripada preslikava�e
koje �emo oznaqiti sa [i], a koje je definisano sa

[i](x, y) = (−x, iy)

za sve taqke (x, y) krive E. To znaqi da je E jedan primer eliptiqke krive sa kom-
pleksnim mno�e�em.
�

6.3 Eliptiqke krive nad konaqnim po	ima i redukcija eliptiqke

krive

Neka je p prost racionalan broj i q neki stepen broja p. Oznaqimo standardno
kao i do sada sa Fq konaqno po	e sa q elemenata, a sa F̄q algebarsko zatvore�e tog
po	a. Posmatrajmo eliptiqku krivu E/Fq definisanu nad konaqnim po	em Fq. Ono
xto nam je od interesa je dava�e procene za broj elemenenata skupa E(Fq) ili ekvi-
valentno, fiksiraju�i Vajerxtrasovu jednaqinu za krivu E, broj rexe�a jednaqine

E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6

u F2
q . Pre svega, poxto svaka vrednost za x mo�e dati najvixe dve vrednosti za y,

odmah dobijamo trivijalnu gor�u ocenu

#E(Fq) ≤ 2q + 1.

Me�utim, poxto je
”
sluqajno izabrana"kvadratna jednaqina rexiva nad Fq u 50%

sluqajeva, ono xto intuitivno oqekujemo je da je kardinalnost skupa E(Fq) reda q,
a ne 2q kako tvrdi trivijalna ocena. Ispravnost takvog intuitivnog oqekiva�a
pokazuje naredna znaqajna teorema Hasea.
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Teorema 6.3.1 (Hase). Neka je E/Fq eliptiqka kriva definisana nad konaqnim po-
	em Fq. Tada je

|#E(Fq)− q − 1| < 2
√
q.

Prethodnu teoremu mo�emo posmatrati i kao ilustraciju qi�enice da rad sa
eliptiqkim krivama nad konaqim po	ima nije preterano komplikovan. Naime, te-
orema Hasea pru�a uvid u kardinalnost skupa E(Fq) za sve eliptiqke krive E nad
proizvo	nim konaqim po	em Fq, xto je informacija koju nemamo za eliptiqke krive
nad proizvo	nim po	em K. Zbog toga se jasno name�e potreba za postoja�em mehani-
zma koji omogu�ava prelazak sa posmatra�a eliptiqke krive nad komplikovanijim,
apstraktnijim po	em na posmatra�e krive nad jednostavnijim, po mogu�nosti ko-
naqnim po	em. Takav mehanizam postoji i naziva se redukcija eliptiqke krive. U
nastavku izlaga�a �emo prikazati kako izgleda redukcija eliptiqkih krivih nad
po	em racionalnih brojeva Q.

Neka je E/Q eliptiqka kriva nad po	em Q qija je Vajerxtrasova jednaqina

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6. (6.7)

Kako je kriva definisana nad po	em Q, va�i da su a1, a2, . . . , a6 racionalni brojevi.
Uvo�e�em smene

(x, y)→ (u−2x, u−3y)

prethodna Vajerxtrasova jednaqina dobija oblik

y2 + ua1xy + u3a3y = x3 + u2a2x
2 + u4a4x+ u6a6.

Odatle sledi da mo�emo izabrati dovo	no veliki broj u tako da svi koeficijenti
u Vajerxtrasovoj jednaqini (6.7) budu celi brojevi. Zbog toga �emo nada	e pretpo-
stav	ati da u jednaqini (6.7) va�i a1, a2, . . . , a6 ∈ Z.

Uoqimo sada proizvo	an prost racionalan broj p i posmatrajmo sve Vajerxtra-
sove jednaqine eliptiqke krive E sa koeficijentima u prstenu celih brojeva. Me�u
svim takvim jednaqinama postoji (bar jedna) jednaqina koja ima minimalnu dis-
kriminantu, po modulu p. Nazivamo je minimalnom Vajerxtrasovom jednaqinom.
Fiksirajmo jednu minimalnu Vajerxtrasovu jednaqinu eliptiqke krive E,

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6

i redukujmo sve koeficijente te jednaqine po modulu p. Na taj naqin dobijamo (ne
obavezno glatku) krivu Ep definisanu nad konaqim po	em Fp koju nazivamo redukcija
eliptiqke krive E po modulu p. U vezi sa krivom Ep imamo dva znaqajna pita�a:
pita�e �ene jedinstvenosti i pita�e �ene singularnosti.

Jedinstvenost redukcije Ep krive E po modulu p regulisana je jedinstvenox�u mi-
nimalne Vajerxtrasove jednaqine. Naime, mo�e se pokazati da je minimalna Vajerx-
trasova jednaqina, pa samim tim i kriva Ep, jedinstvena do na odre�enu standardnu

101



promenu koordinata koja ne utiqe na prirodu krive odre�ene jednaqinom. U tom
smislu, nije preveliki gubitak opxtosti ako smatramo da je kriva Ep jedinstvena.

Sa druge strane, pita�e singularnosti krive Ep je dosta komplikovanije. Da
bismo ga razmotrili, potrebno je prvo re�i nexto opxte o singularnim eliptiqkim
krivama. Pre svega, ukoliko je eliptiqka kriva singularna, onda ima singularitet u
samo jednoj taqki. Na osnovu broja tangentnih pravaca u toj taqki singularna taqka
mo�e biti

• qvor: ako postoje taqno dva razliqita tangenta pravca u toj taqki.

• kasp: ako postoji samo jedan tangenti pravac u toj taqki.

Kao xto samo ve� napomenuli, redukcija Ep krive E po modulu p mo�e biti
singularna kriva. Zbog toga, prethodnu klasifikaciju singularnih taqaka mo�emo
iskoristiti da damo precizan opis mogu�ih redukcija krive E koji je dat narednom
definicijom.

Definicija 6.3.1. Neka je E/Q eliptiqka kriva i Ep redukcija te krive po mo-
dulu p. Ka�emo da E ima

1. dobru ili stabilnu redukciju ako je Ep nesingularna.

2. multiplikativnu ili polustabilnu redukciju ako Ep ima qvor.

3. aditivnu ili nestabilnu redukciju ako Ep ima kasp.

U sluqajevima 1. i 2. ka�emo da kriva E ima loxu redukciju.

U vezi prostih brojeva za koje eliptiqka kriva ima loxu redukciju, definixe se
objekat koji ih sve kodira na elegantan naqin. On je poznat pod nazivom konduktor
eliptiqke krive i opisan je narednom definicijom.

Definicija 6.3.2. Neka je E/Q eliptiqka kriva nad po	em Q. Konduktor elip-
tiqke krive E, u oznaci NE, je proizvod

NE =
∏

p-prost

pfp(E),

gde je

fp(E) =


0, ako E ima dobru redukciju u p,

1, ako E ima multiplikativnu redukciju u p,

2, ako E ima aditivnu redukciju u p.
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GLAVA 7

Frobenijusova po	a eliptiqkih krivih

7.1 Uvodno razmatra�e

Posmatrajmo eliptiqku krivu E/Q nad po	em racionalnih brojeva Q bez kom-
pleksnog mno�e�a, qiji je konduktor N . Za racionalan prost broj p takav da p - N ,
oznaqimo sa Ep redukciju krive E po modulu p. Kriva Ep je definisana nad konaq-
nim po	em Fp, pa ima smisla posmatrati skup E(Fp) svih Fp−racionalnih taqaka te
krive. Na osnovu teoreme Hasea va�i∣∣#Ep(Fp)− p− 1

∣∣ < 2
√
p.

Odatle, ako oznaqimo sa
ap(E) = p+ 1−#Ep(Fp), (7.1)

odmah imamo i relaciju
|ap(E)| < 2

√
p. (7.2)

Redukcija Ep eliptiqke krive E je definisana nad po	em Fp, koje je karakteristike
p. Zbog toga je za krivu Ep korektno definisan Frobenijusov endomorfizam Φp,
odre�en sa

Φp(x, y) = (xp, yp), za sve (x, y) ∈ Ep.

Posmatra�emo polinom
PE,p(X) = X2 − ap(E)X + p, (7.3)

koji je znaqajan zbog toga xto predstav	a karakteristiqni polinom preslikava�a Φp.
Iz nejednakosti (7.2) sledi da PE,p(X) ima dva kompleksno-konjugovana korena koja

�emo oznaqavati sa πp(E) i πp(E), pa Frobenijusov automorfizam Φp mo�emo identi-
fikovati sa kompleksnim brojem πp(E). Ovakva identifikacija je veoma zgodna, zbog
toga xto omogu�ava da se interakcija Frobenijusovog automorfizma Φp redukcije Ep
i po	a Q definicije krive E izrazi elegantno kao raxire�e po	a Q. Preciznije,
imamo slede�u definiciju.
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Definicija 7.1.1. Neka je E eliptiqka kriva nad Q bez kompleksnog mno�e�a
qiji je konduktor N . Posmatrajmo racionalan prost broj p takav da p - N i ozna-
qimo sa Ep redukciju krive E po modulu p. Neka je ap(E) = p+ 1−#Ep(Fp) i πp(E)
jedan koren karakteristiqnog polinoma odre�enog formulom (7.3). Tada raxire�e
Q(πp(E)) po	a racionalnih brojeva Q nazivamo Frobenijusovim po	em po modulu
p za eliptiqku krivu E.

Prethodno definisani pojam Frobenijusovog po	a pridru�enog eliptiqkoj kri-
voj bi�e jedan od centralnih objekata koje �emo posmatrati u ovoj glavi. Preciznije
objax�e�e kako �e izgledati to posmatra�e dato je narednim redovima.

Neka je πp(E) koren polinoma (7.3) i Q(πp(E)) odgovaraju�e Frobenijusovo po	e
po modulu p eliptiqke krive E. Primetimo da smo ranije ustanovili da je πp(E)
kompleksan broj, pa iz qi�enice da je polinom (7.3) stepena 2, odmah mo�emo po	e
Q(πp(E)) okarakterisati kao kvadratno imaginarno brojevno po	e.

Podsetimo se da smo pretpostavili da je kriva E bez kompleksnog mno�e�a. Zbog
toga, kako p prolazi sve racionalne proste brojeve takve da ne dele konduktor N
eliptiqke krive E, me�u odgovaraju�im kvadratnim imaginarnim brojevnim po	ima
Q(πp(E)) postoja�e beskonaqno mnogo me�usobno razliqitih. Na ovom mestu se onda
prirodno jav	a pita�e kvantifikova�a broja racionalnih prostih brojeva p ta-
kvih da je Q(πp(E)) = K za neko fiksirano kvadratno imaginarno brojevno po	e K.
Imaju�i u vidu intuiciju koju smo ve� nekoliko puta videli u dosadax�em izlaga�u,
navedeno kvantifikova�e izvrxi�emo posmatra�em funkcije

ΠE(K;x) = #{p ≤ x | p - N,Q(πp(E)) = K},

definisane za svaki realan broj x. Naravno, od interesa �e biti ponaxa�e funkcije
ΠE(K;x) kako broj x raste ili drugim reqima, bavi�emo se ispitiva�em asimptotike
te funkcije pri x→∞.

Kao posled�e me�u uvodnim razmatra�ima ove glave navedimo jox hipotezu Leng-
Trotera o asimptotici funkcije ΠE(K;x). Navedena hipoteza pretpostav	a dosta
precizniju ocenu o asimptotskom ponaxa�u funkcije ΠE(K;x) pri x → ∞ od one
koje �emo mi pokazati i predstav	a jox uvek otvoreno pita�e u teoriji eliptiqkih
krivih.

Hipoteza (Leng-Troter). Neka je E/Q eliptiqka kriva bez kompleksnog mno�e�a
sa konduktorom N i K kvadratno imaginarno brojevno po	e. Tada postoji pozi-
tivna konstanta c(E,K) koja zavisi od krive E i po	a K takva da je

ΠE(K;x) ∼ c(E,K)

√
x

log x
,

kada x→∞.
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7.2 Kombinovane Galuaove reprezentacije

U ovom ode	ku bavi�emo se izvo�e�em kombinovanih Galuaovih reprezentacija
pridru�enih istovremeno eliptiqkoj krivoj i fiksiranom imaginarnom kvadrat-
nom brojevnom po	u. Primetimo da za proizvo	nu eliptiqku krivu E definisanu
nad brojevnim po	em L, qije je algebarsko zatvore�e L̄, imamo Galuaovu `-adiqnu
reprezentaciju definisanu kao homomorfizam

ρ` : GL̄/L → GL2(Z`),

indukovan dejstvom Galuaove grupe GL̄/L na `
n-torzione taqke te krive, za svako n ∈ N

i neki fiksirani racionalni prost broj `. Prema tome, ono xto je potrebno da ura-
dimo je da tu reprezentaciju vezanu za eliptiqku krivu dodefinixemo i proxirimo
tako da mo�e da obuhvati i reprezentaciju nekog fiksiranog kvadratnog imaginar-
nog brojevnog po	a K.

Neka je E/Q eliptiqka kriva bez kompleksnog mno�e�a, qiji je konduktor N i
K kvadratno imaginarno brojevno po	e, qiji je klasni broj jednak h. Na osnovu
primera 2.1 imamo da je grupa invertibilnih elemenata brojevnog po	a K konaqna.
Oznaqimo broj elemenata te grupe sa w.

Neka je ` racionalan prost broj koji se potpuno cepa u K tj. racionalan prost
broj takav da je

`OK = L · L,

za neka dva razliqita, me�usobno konjugovana ideala L i L prstena celih OK brojev-
nog po	a K.

7.2.1 Reprezentacija vezana za eliptiqku krivu E/Q

Sa jedne strane, posmatramo Galuaovu `-adiqnu reprezentaciju pridru�enu elip-
tiqkoj krivoj E, definisanu kao dejstvo Galuaove grupe Gal(Q/Q) na grupu E[`] sa-
qi�enu od `-torzionih taqaka krive E:

ρ`,E : Gal(Q/Q)→ Aut(E[`]) ∼= GL2(Z/`Z).

Mo�emo smatrati da je ` dovo	no veliko, tako da je reprezentacija ρ`,E surjektivna i
da je Q(E[`])∩K = Q, pri qemu je Q(E[`]) brojevno po	e `-torzionih taqaka eliptiqke
krive E. Podsetimo se da je raxire�e Q(E[`])/Q ramifikovano samo u prostim
delite	ima od `N , kao i da za proste brojeve p takve da p - `N va�i

Tr ρ`,E(Frp) ≡ ap(E) (mod `) (7.4)

i
det ρ`,E(Frp) ≡ p (mod `), (7.5)

105



pri qemu je Frp skra�eni zapis za Frobenijusov automorfizam
(
Q/Q, p

)
koji odgovara

p u Galuaovoj grupi Gal(Q/Q), a ap je broj odre�en formulom (7.1).
Uz reprezentaciju ρ`,E posmatramo i �enu projekciju u PGL2(Z/`Z) da bismo na

taj naqin dobili reprezentaciju:

ρ̂`,E : Gal(Q/Q)→ PGL2(Z/`Z).

Uoqimo da reprezentacija ρ̂ nije bijektivna, ali seqe�em po �enom jezgru dobijamo
bijektivnu reprezentaciju, koju �emo isto oznaqavati i za koju va�i

ρ̂`,E : Gal(F`,E/Q)→ PGL2(Z/`Z),

pri qemu je F`,E raxire�e po	a Q nastalo seqe�em po odgovaraju�em jezgru, tako da
je garantovana injektivnost preslikava�a ρ̂`,E .

7.2.2 Reprezentacija vezana za kvadratno imaginarno brojevno po	e K

Naredna stvar koju definixemo je reprezentacija pridru�ena kvadratnom ima-
ginarnom brojevnom po	u K. Uoqimo proizvo	ni nenula ideal p prstena celih OK

brojevnog po	a K, napiximo ph = αOK za neko α ∈ K∗ i definiximo

πp(K) = αw,

gde je w (konaqna) kardinalnost grupe invertibilnih elemenata u K. Primetimo da
ukoliko uoqimo neko drugo β ∈ K∗ takvo da je ph = βOK , va�i da je

α = jβ,

pri qemu j pripada grupi invertibilnih elemenata uK. Zbog toga, prema definiciji
broja w va�i da je

αw = βw.

Posled�a qi�enica pokazuje da je πp(K) korektno definisano, u smislu da ne zavisi
od izbora α.

Posmatrajmo preslikava�e

χ` = (χL, χL̄) : Gal(K̄,K)→ (OK/L)∗ ×
(
OK/L̄

)∗ ∼= (Z/`Z)∗ × (Z/`Z)∗ ,

definisano sa
χ`(Frp) =

(
πp(K)(modL), πp(K)(modL̄)

)
,

gde je Frp skra�eni zapis za Frobenijusov automorfizam
(
K̄/K, p

)
koji odgovara p

u Galuaovoj grupi Gal(K̄,K). Dejstvo komponente χL sa grupe Gal(K̄,K) u grupu
Gal(Q/Q) indukuje reprezentaciju vezanu za brojevno po	eK koju �elimo da defini-
xemo.
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Pre svega, primetimo da je zbog [K : Q] = 2, podgrupa Gal(K̄,K) indeksa 2 u grupi
Gal(Q/Q). Zbog toga, ako uoqimo netrivijalan Q-automorfizam θ po	a K imamo da
je

Gal(Q/Q) = Gal(K̄,K)⊕Gal(Kθ,Kθ).

Zahva	uju�i ovoj osobini Galuaove grupe Gal(Q/Q) mo�emo definisati indukovanu
reprezentaciju

ρ`,K : Gal(Q,Q)→ GL2(Z/`Z)

kao

ρ`,K(σ) =



[
χL(σ) 0

0 χL(θσθ)

]
, ako je σ ∈ Gal(K̄,K)

[
0 χL(σθ)

χL(θσ) 0

]
ako je σ 6∈ Gal(K̄,K),

za sve σ ∈ Gal(Q,Q). Za ovako definisanu reprezentaciju ρ`,K ka�emo da je pri-
dru�ena kvadratnom imagiranom brojevnom po	u K.1 Sliqno kao i u sluqaju re-
prezentacije ρ`,E vezane za eliptiqku krivu E i za reprezentaciju ρ`,K pridru�enu
kvadratnom imaginarnom brojevnom po	u K posmatramo projekciju u PGL2(Z/`Z) da
bismo dobili reprezentaciju

ρ̂`,K : Gal(Q/Q)→ PGL2(Z/`Z).

Naredna teorema pru�a potpun uvid u strukturu slike reprezentacije ρ`,K , kao i
reprezentacije ρ̂`,K .

Teorema 7.2.1. Oznaqimo sa N` sliku reprezentacije ρ`,K i sa PN` sliku reprezen-
tacije ρ̂`,K u GL2(Z/`Z). Tada je

N` =

{[
ahw 0
0 bhw

]
,

[
0 ahw

bhw 0

]∣∣∣∣a, b ∈ (Z/`Z)∗
}

i

PN` =

{[
1 0
0 bhw

]
,

[
0 1
bhw 0

]∣∣∣∣b ∈ (Z/`Z)∗
}
,

1primetimo koliko je preslikava�e ρ`,K suptilno defisano; iz �egove same definicije nije na
prvi pogled jasno u kakvoj je vezi sa po	em K. Zbog toga konstrukcija preslikava�a ρ`,K mo�e de-
lovati pomalo neprirodno, odnosno ne toliko bliska samom po	u K. Takve sum�e ruxi posmatra�e
pomo�nih preslikava�a koja se koriste u definiciji reprezentacije ρ`,K ; u �ihovim dejstvima fi-
gurixu, izme�u ostalog, klasni broj, kardinalnost grupe invertibilnih elemenata i automorfizam
brojevnog po	a K, dakle neke od osnovnih karakteristika tog po	a.
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pri qemu su h i w redom klasni broj, odnosno kardinalnost grupe invertibilnih
elemenata kvadratnog imaginarnog brojevnog po	a K. Specijalno, za kardinalnosti
slika N` i PN` va�i

|N`| = 2

(
`− 1

gcd(`− 1, hw)

)2

i |PN`| =
2(`− 1)

gcd(`− 1, hw)
.

Dokaz. Oznaqimo sa S(`) grupu klasa zraka po modulu `OK u brojevnom po	u K. Za
svaki zrak C ∈ S(`) postoji beskonaqno mnogo prostih ideala p prstena celih OK

koji su konjugovani sa C u grupi S(`), xto �emo skra�eno pisati sa p ∼ C. Zbog toga,
ako uoqimo proizvo	no γ ∈ (OK/`OK)∗, postoji beskonaqno mnogo prostih ideala p
prstena celih OK takvih da je p ∼ 〈γ〉. Imaju�i u vidu definiciju πp(K) dobijamo
da za sve takve proste ideale p va�i

πp(K) ≡ γhw (mod `OK). (7.6)

Na osnovu Kineske teoreme o ostacima imamo da γ(mod`) odgovara par (α, β) po mo-
dulima L i L̄ redom. Zahva	uju�i ovakvoj vezi, relaciju (7.6) mo�emo zapisati u
ekvivalentnom obliku

πp(K) ≡ αhw(modL) i πp(K) ≡ β̄hw(modL). (7.7)

Neka je sada p racionalan prost broj koji se potpuno cepa u brojevnom po	u K,
kao

p = p · p̄.

Oznaqimo sa Frp Frobenijusov automorfizam
(
Q/Q, p

)
koji odgovara p u Galuaovoj

grupi Gal(Q/Q). Koriste�i osobine Frobenijusovog automorfizma, kao i definiciju
reprezentacije ρ`,K imamo da va�i

ρ`,K(Frp) =

[
πp(K)(modL) 0(modL)

0(modL) πp(K)(modL)

]
.

Odatle, na osnovu relacija datih u (7.7), dobijamo da je za racionalne proste brojeve
p koji se cepaju u K slika ρ`,K(Frp) dijagonalna matrica qiji su elementi hw-ti
stepeni u (Z/`Z)∗.

Treba jox pogledati kakva je slika Frobenijusovih automorfizama pridru�enih
racionalnim prostim brojevima koji su inertni u K, odnosno racionalnim prostim
brojevima p za koje je pOK prost ideal u K. Neka je θ netrivijalan Q-automorfizam
po	a K. Primetimo da, na osnovu definicije reprezentacije ρ`,K , automorfizmu θ
u grupi GL2(Z/`Z) odgovara matrica [

0 1
1 0

]
.
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Tako�e, za sve a, b ∈ (Z/`Z)∗ oqigledno va�i,[
0 1
1 0

] [
a 0
0 b

]
=

[
0 a
b 0

]
,

xto je, ponovo u saglasnosti sa definicijom reprezentacije ρ`,K , dovo	no da utvr-
dimo da je slika Frobenijusovog automorfizma pridru�enog proizvo	nom racio-
nalnom prostom broju koji je inertan u K pri preslikava�u ρ`,K kvadratna matrica
oblika [

0 ahw

bhw 0

]
,

za neke a, b ∈ (Z/`Z)∗. Time je zavrxen dokaz za N`; iz �ega direktno sledi i tvr�e�e
vezano za PN` . Sami redovi grupa N` i PN` dobijaju se prebrojava�em elemenata
koji su hw-ti stepeni u (Z/`Z)∗.

Sliqno kao i za projektivnu reprezentaciju vezanu za eliptiqku krivu E, i za
reprezentaciju ρ̂`,K pridru�enu brojevnom po	u K mo�emo uraditi seqe�e po odgo-
varaju�em jezgru, dobijaju�i tako bijektivnu reprezentaciju

ρ̂`,K : Gal(F`,K/Q)→ PN`,

pri qemu je F`,K raxire�e po	a racionalnih brojeva takvo da je garantovana in-
jektivnost preslikava�a ρ̂`,K .

7.2.3 Definicija kombinovane Galuaove reprezentacije

U dosadax�em toku izlaga�a ovog ode	ka videli smo da se eliptiqkoj krivoj
E i fiksiranom kvadratnom imaginarnom brojevnom po	u K mogu pridru�iti bi-
jektivne projektivne reprezentacije koje smo redom oznaqavali sa ρ̂`,E i ρ̂`,K . Pri
tome, reprezentacije ρ̂`,E i ρ̂`,K su definisane na raxire�ima po	a Q, koja smo ozna-
qavali redom sa F`,E i F`,K i koja su odabrana tako da je garantovana injektivnost
odgovaraju�ih reprezentacija. Podsetimo se da je ci	 celokupnog ovog ode	ka pro-
nala�e�e naqina da se dve reprezentacije- ρ̂`,E i ρ̂`,K , spoje u jednu reprezentaciju
koja �e u sebi nositi osobine obe svoje komponente, dakle koja �e biti vezana i za
eliptiqku krivu E i brojevno po	e K. Prema tome, oqigledno je da rad na ostvare�u
tog ci	a iziskuje istovremeno posmatra�e reprezentacija ρ̂`,E i ρ̂`,K , pa je potrebno
znati nexto o �ihovom odnosu. Neophodnu informaciju o �emu pru�a teorema koja
sledi, i to ne izra�enu direktno, nego preko odnosa po	a F`,E i F`,K na kojima su re-
prezentacije ρ̂`,E i ρ̂`,K definisane. Pre same formulacije teoreme, uvedimo oznake
koje �emo koristiti u �enom iskazu:

• ζ` je primitivni `-ti koren iz jedinice

• Q(ζ`) je `-to ciklotomiqno raxire�e po	a Q
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• Q(
√
`∗) je kvadratno raxire�e po	a Q sadr�ano u Q(ζ`)

Teorema 7.2.2. Neka su F`,E i F`,K po	a na kojima su definisane reprezentacije
ρ̂`,E i ρ̂`,K . Tada va�i:

1. F`,E ∩ F`,K ⊆ Q(
√
`∗).

2. F`,E ∩Q(ζ`) = Q(
√
`∗).

Dokaz. 1. Podsetimo se izbora racionalnog prostog broja ` sa samog poqetka ode	ka,
koga se dr�imo u toku celokupnog izlaga�a: ` se potpuno cepa uK i dovo	no je velik
broj, tako da va�i Q(E[`]) ∩K = Q, pri qemu je Q(E[`]) brojevno po	e `-torzionih
taqaka eliptiqke krive E. Zbog takvog izbora broja ` va�i K ∩ F`,E = Q, pri qemu
jox i raxire�e KF`,E/K ima Galuaovu grupu PGL2(Z/`Z). Kako je raxire�e F`,K
Abelovo, po	e KF`,E ∩ F`,K predstav	a jedno Abelovo raxire�e po	a K. Me�utim,
primetimo da grupa PGL2(Z/`Z) ima samo dva koliqnika koji su Abelove grupe, jedan
reda 1 i drugi reda 2. Zbog toga je

[KF`,E ∩ F`,K : K] ≤ 2.

Iz posled�e nejednakosti imamo odmah, zbog [K : Q] = 2 i nejednakost

[KF`,E ∩ F`,K : Q] ≤ 4,

koja direktno povlaqi nejednakost

[F`,E ∩ F`,K : Q] ≤ 2. (7.8)

Konaqno, zbog pretpostavke da va�i Q(E[`]) ∩ K = Q sledi da se F`,E ∩ F`,K/Q ra-
mifikuje samo u `. Odatle, uz nejednakost (7.8), sledi F`,E ∩ F`,K ⊆ Q(

√
`∗), qime je

dokazan prvi deo teoreme.
2. Po svojoj definiciji po	e F`,E je jedno potpo	e po	a Q(E[`]) koje je fiksno
u odnosu na dejstvo svih skalarnih matrica. Primetimo da je dejstvo proizvo	ne
skalarne matrice [

a 0
0 a

]
, a ∈ Q̄

na primitivni `-ti koren jedinice ζ` odre�eno sa[
a 0
0 a

]
ζ` = ζa

2

` .

Iz dve prethodno navedene qi�enice, imaju�i u vidu definiciju po	a Q(
√
`∗), odmah

sledi da je
F`,E ∩Q(ζ`) = Q(

√
`∗),

qime je zavrxen dokaz drugog dela teoreme.
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Teorema 7.2.2 ima�e znaqajnu ulogu prilikom dokaziva�a postoja�a jedne osobine
kombinovanih Galuaovih reprezentacija, koja je od velikog operativnog znaqaja. Pre
samog izvo�e�a pomenutog dokaza, prika�imo konaqno definiciju kombinovanih Ga-
luaovih reprezentacija.

Definicija 7.2.1. Neka je E eliptiqka kriva i K kvadratno imaginarno brojevno
po	e, kojima su pridru�ene bijektivne projektivne reprezentacije ρ̂`,E, odnosno
ρ̂`,K definisane redom na po	ima F`,E i F`,K . Kombinovana Galuaova reprezen-
tacija pridru�ena istovremeno eliptiqkoj krivoj E i brojevnom po	u K, u oznaci
ρ̂`, definisana je kao proizvod-reprezentacija:

ρ̂` : Gal(F`,EF`,K/Q)→ PGL2(Z/`Z)× PN`,

ρ̂`(σ) = (ρ̂`,E(σ), ρ̂`,K(σ)) ,

pri qemu je PN` slika reprezentacije ρ̂`,K , deta	no opisana Teoremom 7.2.1, i σ ∈
Gal(F`,EF`,K/Q) proizvo	an automorfizam.

Napomenimo da �emo qesto pisati skra�eno F`/Q umesto F`,EF`,K/Q.
Neka je ρ̂` kombinovana Galuaova reprezentacija vezana istovremeno za eliptiqku

krivu E i kvadratno imagirno brojevno po	e K. Oznaqimo sa G` sliku te repre-
zentacije. Naglasimo jox jednom da smatramo da je ` racionalan prost broj koji se
cepa u K i dovo	no je velik , tako da va�i Q(E[`]) ∩ K = Q, pri qemu je Q(E[`])
brojevno po	e `-torzionih taqaka eliptiqke krive E. Primetimo da ako uz navedene
pretpostavke pretpostavimo i F`,E ∩ F`,K = Q, imamo da va�i

G` ∼= PGL2(Z/`Z)× PN`.

Na ovom mestu se prirodno jav	a pita�e egzistencije i brojnosti racionalnih pro-
stih brojeva ` sa tra�enim svojstvima. Teorema koja sledi pru�a odgovor na to
pita�e, u vidu garantova�a egzistencije beskonaqno mnogo prostih brojeva ` koji
imaju navedena svojstva i koji se jav	aju u aritmetiqkih progresijama po modulu
u zavisnosti od kvadratnog imaginarnog brojevnog po	a K. Pre same formulacije
i dokaza teoreme, napomenimo da oznake koje �emo pri tom koristiti imaju isto
znaqe�e koje su imale do sada.

Teorema 7.2.3. 1. Neka je K = Q(i). Ako je ` ≡ 5(mod 8), racionalan prost broj `
se cepa u K i va�i F`,E ∩ F`,K = Q.
2. Neka je K = Q(

√
−D), gde je D > 1 beskvadratan ceo broj. Zapiximo D u obliku

D = 2kD′ za neparan broj D′ i k ∈ {0, 1}. Tada:

a) Ako je D′ ≡ 1(mod 4), za svaki racionalan prost broj ` takav da je

` ≡ 7(mod 8) i

(
`

D′

)
= −1,

va�i da se ` cepa u K i F`,E ∩ F`,K = Q.
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b) Ako je D′ ≡ 3(mod 4), za svaki racionalan prost broj ` takav da je

` ≡ 7(mod 8) i

(
`

D′

)
= 1,

va�i da se ` cepa u K i F`,E ∩ F`,K = Q.

Dokaz. Podsetimo se da smo sa h oznaqavali klasni broj, a sa w kardinalnost grupe
invertibilnih elemenata kvadratnog imaginarnog brojevnog po	a K.
1. Ako je K = Q(i), tada je hw = 4. Pretpostavimo da je ` ≡ 5(mod 8), kao u iskazu
teoreme. Koriste�i Teoremu 7.2.1 onda dobijamo da va�i

[F`,K : K] =
|PN`|

2
=
`− 1

4
. (7.9)

Primetimo da je `−1
4 neparan ceo broj, pa na osnovu (7.9) zak	uqujemo da F`,K/K

nema potpo	e reda 2. Zbog toga je Q(
√
`∗) 6⊆ F`,K . Kako je na osnovu Teoreme 7.2.2

garantovano

F`,E ∩ F`,K ⊆ Q(
√
`∗)

i zbog toga xto je po definiciji po	e Q(
√
`∗) stepena 2 nad Q, iz posled�e qi�enice

zak	uqujemo

F`,E ∩ F`,K = Q,

qime je dokazan prvi deo teoreme.
2. Za proizvo	no kvadratno imaginarno brojevno po	e va�i 2 | hw. Odatle, kori-
ste�i Teoremu 7.2.1, dobijamo da je

[F`,K : K] =
|PN`|

2
=

(
`− 1

gcd(hw, `− 1)

)2

, xto deli

(
`− 1

2

)2

.

Primetimo da se i u sluqaju a) i u sluqaju b) u iskazu teoreme pretpostav	a ` ≡
7(mod 8). Za takve ` je broj

(
`−1

2

)2
neparan, pa sledi da da F`,K/K nema potpo	e

reda 2. Zbog toga je Q(
√
`∗) 6⊆ F`,K , odakle na osnovu Teoreme 7.2.2, na potpuno isti

naqin kao u dokazu dela 1. zak	uqujemo

F`,E ∩ F`,K = Q.

Da bismo zavrxili dokaz teoreme potrebno je jox da poka�emo da se racionalan
prost broj ` cepa u K = Q(

√
−D) pod pretpostav	enim uslovima. Koriste�i Teoremu

4.3.6 dobijamo da je qi�enica koju treba dokazati ekvivalentna sa(
−D
`

)
= 1. (7.10)
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Koriste�i osnovne osobine Le�androvog simbola imamo(
−D
`

)
=

(
−2kD′

`

)
=

(
−1

`

)(
2k

`

)(
D′

`

)
= (−1)

`−1
2

(
2k

`

)(
D′

`

)
= (−1)

`−1
2

(
2k

`

)(
`

D′

)
(−1)

`−1
2

D′−1
2

= (−1)`−1

(
2k

`

)(
`

D′

)
(−1)

D′−1
2

= (−1)

(
2

`

)k( `

D′

)
(−1)

D′−1
2 ,

xto znaqi da se formula (7.10) mo�e zapisati u ekvivalentnom obliku

(−1)

(
2

`

)k( `

D′

)
(−1)

D′−1
2 = 1. (7.11)

Ako je D′ ≡ 1(mod 4), kao u sluqaju a), imamo da me�u svim ` ≡ 7(mod 8), brojevi za
koje je (

`

D′

)
= −1,

zadovo	avaju formulu (7.11). Imaju�i u vidu niz ekvivalencija koji je prethodio
formuli (7.11) zak	uqujemo da se takvi racionalni prosti brojevi ` cepaju u K.

Sa druge strane, ako je D′ ≡ 3(mod 4), kao u sluqaju b), imamo da me�u svim
` ≡ 7(mod 8), brojevi za koje je (

`

D′

)
= 1,

zadovo	avaju formulu (7.11). Identiqno kao u sluqaju a), zak	uqujemo da se takvi
racionalni prosti brojevi ` cepaju u K. Na taj naqin su dokazana oba sluqaja dela
2. teoreme, qime je �en dokaz zavrxen.

Teorema 7.2.3 omogu�ava prime�ivost kombinovanih Galuaovih reprezentacija,
koje �emo koristiti prilikom izvo�e�a asimptotske relacije za ΠE(K;x) u ode	ku
koji sledi. Za racionalan prost broj ` �emo nada	e pretpostav	ati da ispu�ava
uslove nekog od sluqajeva Teoreme 7.2.3 (ovo je mogu�e jer navedena teorema garantuje
egzistenciju beskonaqno mnogo takvih brojeva). Tada je

G` = Gal(F`,EF`,K/Q) ∼= PGL2(Z/`Z)× PN`.
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Specijalno, va�i

|G`| = |PGL2(Z/`Z)| · |PN`| =
2`(`− 1)2(`+ 1)

gcd(`− 1, hw)
�K `4, (7.12)

pri qemu konstanta u �K zavisi od kvadratnog imaginarnog brojevnog po	a K.

7.3 Asimptotska formula za ΠE(K;x)

Neka je E/Q eliptiqka kriva sa konduktorom N i bez kompleksnog mno�e�a. Uz
krivu E posmatramo i fiksirano kvadratno imaginarno brojevno po	e K = Q(

√
−D)

(D > 0− beskvadratan ceo broj) qiji je klasni broj h, a kardinalnost grupe inverti-
bilnih elemenata w. U Ode	ku 7.1 definisali smo funkciju ΠE(K;x) kao

ΠE(K;x) = #{p ≤ x | p - N,Q(πp(E)) = K},

pri qemu je πp(E) odre�en kao koren karakteristiqnog polinoma (7.3). Ci	 ovog
ode	ka je izvo�e�e asimptotske formule za funkciju ΠE(K;x), kada x→ +∞.

Kao prvi korak na put ka izvo�e�u pomenute asimptotske formule, primetimo da
je dovo	no da posmatramo proste brojeve p - N za koje je ap 6= 0. Naime, u sluqaju da
je ap = 0, karakteristiqni polinom (7.3) je

PE,p(X) = X2 + p,

pa je oqigledno πp(E) =
√
−p. Zbog toga je Q(πp(E)) = Q(

√
−p), xto znaqi da posma-

trani prosti brojevi tj. oni prosti brojevi p za koje je ap = 0, doprinose vrednosti
funkcije ΠE(K;x) sa najvixe 1 i to ako je bax K = Q(

√
−p).

Jedno od osnovnih sredstava koje �emo koristiti prilikom izvo�e�a asimptotske
formule za funkciju ΠE(K;x) bi�e efektivne verzije Teoreme Qebotareva, prika-
zane u Poglav	u 5. Lema koja sledi je elementarna po svojoj prirodi, ali �e biti od
velikog znaqaja prilikom definisa�a konteksta u koje �emo prime�ivati navedene
teoreme, qime �emo se deta	no baviti posle �enog dokaza.

Lema 7.3.1. Neka su a i b me�usobno nezavisne promen	ive i n pozitivan ceo broj.
Tada postoji polinom Pn(X) ∈ Z[X] takav da je

(an + bn)2

(ab)n
= Pn

(
(a+ b)2

ab

)
.

Dokaz. Primetimo prvo da va�i

(a+ b)2

ab
=
a2 + 2ab+ b2

ab
=
a

b
+ 2 +

b

a
,
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kao i

(an + bn)2

(ab)n
=
a2n + 2anbn + b2n

(ab)n
=
an

bn
+ 2 +

bn

an
.

Zbog toga, ako uvedemo smenu t = a
b , dobijamo da se dokaz leme svodi na dokaziva�e

egzistencije polinoma Pn(X) ∈ Z[X] takvog da je

tn + 2 +
1

tn
= Pn

(
t+ 2 +

1

t

)
.

Primetimo da je za dokaz tog tvr�e�a dovo	no dokazati da va�i

(
t+ 2 +

1

t

)n
= tn + 2 +

1

tn
+Qn

(
t+ 2 +

1

t

)
(7.13)

za neki polinom Qn(X) ∈ Z[X], jer tada mo�emo definisati

Pn(X) = Xn −Qn(X).

Dakle, sve xto treba da uradimo je da doka�emo taqnost formule (7.13), xto �emo
uraditi indukcijom po prirodnom broju n.

Primetimo da za n = 1 i n = 2 imamo oqigledno Q1(X) = 0 i Q2(X) = 4X − 4.
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Pretpostavimo da tvr�e�e va�i za sve k ≤ n− 1. Tada za k = n imamo:(
t+ 2 +

1

t

)n
=

(
t+ 2 +

1

t

)n−1(
t+ 2 +

1

t

)
=

(
tn−1 + 2 +

1

tn−1
+Qn−1

(
t+ 2 +

1

t

))(
t+ 2 +

1

t

)
=

(
t+ 2 +

1

t

)
Qn−1

(
t+ 2 +

1

t

)
+ 2

(
t+ 2 +

1

t

)
+ tn−1

(
t+ 2 +

1

t

)
+

1

tn−1

(
t+ 2 +

1

t

)
=

(
t+ 2 +

1

t

)
Qn−1

(
t+ 2 +

1

t

)
+ 2

(
t+ 2 +

1

t

)
+

(
tn + 2 +

1

tn

)
+ 2

(
tn−1 +

1

tn−1

)
+ tn−2 +

1

tn−2
− 2

=

(
tn + 2 +

1

tn

)
+

(
t+ 2 +

1

t

)
Qn−1

(
t+ 2 +

1

t

)
+ 2

(
t+ 2 +

1

t

)
+ 2

(
tn−1 + 2 +

1

tn−1

)
+

(
tn−2 + 2 +

1

tn−2

)
− 8

=

(
tn + 2 +

1

tn

)
+

(
t+ 2 +

1

t

)
Qn−1

(
t+ 2 +

1

t

)
+ 2

(
t+ 2 +

1

t

)
+ 2

((
t+ 2 +

1

t

)n−1

−Qn−1

(
t+ 2 +

1

t

))
+

(
t+ 2 +

1

t

)n−2

−Qn−2

(
t+ 2 +

1

t

)
− 8

=

(
tn + 2 +

1

tn

)
+

(
t+ 2 +

1

t

)
Qn−1

(
t+ 2 +

1

t

)
+ 2

(
t+ 2 +

1

t

)
+ 2

(
t+ 2 +

1

t

)n−1

− 2Qn−1

(
t+ 2 +

1

t

)
+

(
t+ 2 +

1

t

)n−2

−Qn−2

(
t+ 2 +

1

t

)
− 8.

Iz posled�e jednakosti odmah sledi da polinom Qn(X) ∈ Z[X], definisan sa

Qn(X) = XQn−1(X) + 2X + 2Xn−1 − 2Qn−1(X) +Xn−2 −Qn−2(X)− 8

zadovo	ava formulu (7.13), qime je zavrxen indukcijski korak, a time i dokaz leme.
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Okvir koji �emo posmatrati u da	em izlaga�u odre�en je kombinovanim Galu-
aovim reprezentacijama, definisanim u ode	ku 7.2. Naglasimo da za racionalan
prost broj ` zadr�avamo pretpostavke kojih smo se dr�ali u navedenom ode	ku. Ta-
ko�e, u pomenutom ode	ku mogu se prona�i definicije objekata koje �emo koristiti
u nastavku naxeg izlaga�a, a ne budu eksplicitno ponov	ene.

Pre�imo sada na definisa�e skupa C` u grupi G`, koji �e biti jedan od centralnih
objekata u naxem da	em izlaga�u. Znaqaj skupa C` je u tome xto pru�a karakteri-
zaciju prostih brojeva p takvih da je Q(πp(E)) = K.

Definicija 7.3.1. Oznaqimo za proizvo	nu matricu g ∈ GL2(Z/`Z),

t(g) =
(Tr g)2

det g
.

Definixemo C` ⊆ G` sa

C` =

{
(ĝ1, ĝ2) ∈ G` | t(g2) = Phw(t(g1)), g2 =

[
1 0
0 bhw

]
i

(
(Tr g1)2 − 4 det g1

`

)
= 1

}
.

U kontekstu prethodne definicije primetimo da su t(g), kao i uslov vezan za
Le�androv simbol u definiciji C` korektno definisani za matrice u PGL2(Z/`Z).

Teorema 7.3.1. Neka je ` prost broj koji se potpuno cepa u kvadratnom brojevnom
po	u K i neka je C` ⊂ G` skup odre�en definicijom 7.3.1. Tada je

ΠE(K;x) ≤ ΠC`(x, F`/Q).

Dokaz. Neka je p prost broj koji je neramifikovan u raxire�u F`/Q i takav da je
ap(E) 6= 0 i Q(πp(E)) = K. Sa jedne strane, p se potpuno cepa u Q(πp(E)) = K i to
kao

pOK = (πp(E))(πp(E)) =: p · p̄.

Sa druge strane, neka je πp(K) jedan od πp(K) ili πp̄(K). Iz definicije πp(K) onda
imamo

phwOK = (πp(E))(πp(E))

i

ρ̂(Frp) =

[
πp(K) (mod L) 0 (mod L)

0 (mod L) πp(K) (mod L)

]
.

Kombinacijom prethodnih zapa�a�a, uz eventualno prethodno preimenova�e korena,
dobijamo

πp(E)hw = πp(K). (7.14)
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Korix�e�em Leme 7.3.1, iz formule (7.14) dobijamo(
πp(K) + πp(K)

)2

πp(K)πp(K)
=

(
πp(E)hw + πp(E)

hw
)2

πp(E)hwπp(E)
hw

= Phw


(
πp(E) + πp(E)

)2

πp(E)πp(E)

 .

Sada redukcijom po modulu ` leve i desne strane posled�e jednakosti (koja je ko-
rektna zbog toga xto su obe strane elementi po	a Q sa imeniocima uzajamno prostim
sa ` ) i korix�e�em definicije ρ̂`,K(Frp) za proste brojeve p koji se potpuno cepaju
u K dobijamo

t(ρ̂`,K(Frp)) ≡ Phw(t(ρ̂`,E(Frp))) (mod `).

Konaqno, primetimo da pretpostavka da se ` potpuno cepa u K = Q(πp(E)) implicira
da se karakteristiqni polinom PE,p = X2−ap(E)X+p za πp(E) potpuno cepa u F`[X].
Odatle sledi da je (

(Tr ρ̂`,K(Frp))
2 − 4 det ρ̂`,K(Frp)

`

)
= 1,

qime je dokaz zavrxen.

Uz skup C`, qiji znaqaj pokazuje prethodna teorema, definixemo jox nekoliko
znaqajnih skupova na slede�i naqin:

• B` =

{
(ĝ1, ĝ2) ∈ G` | g1 =

[
a1 b1
0 d1

]
i g2 =

[
a2 0
0 b2

]}
. Primetimo da B` nije samo

skup, ve� je i grupa u odnosu na uobiqajenu operaciju mno�e�a matrica.

• Definixemo Γ ⊆ B` ∩ C` kao maksimalni skup elemenata γ = (γ̂1, γ̂2) koji nisu
me�usobno konjungovani u G`.

Primetimo da za g = (ĝ1, ĝ2) ∈ C` va�i(
(Tr g1)2 − 4 det g1

`

)
= 1,

xto znaqi da je g konjugat nekog elementa iz B`. Zbog toga, ako sa CG`(γ) ozna-
qimo klasu konjugacije elementa γ u grupi G`, imamo da je

C` = ∪γ∈ΓCG`(γ).

• Oznaqimo sliqno kao u prethodnoj taqki sa CB`(γ) klasu konjugacije elementa
γ u grupi B`. Onda definixemo skup D` kao

D` = ∪γ∈ΓCB`(γ).
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Naredna teorema pokazuje neka osnovna svojstva prethodno definisanih skupova.

Teorema 7.3.2. Neka su B`, D` i Γ prethodno definisani skupovi. Tada va�i

1. |B`| = `(`−1)2

gcd(`−1,hw) �K `3.

2. |Γ| � `.

3. Neka je γ ∈ Γ. Tada je
|CG`(γ)| � `2

i
|CB`(γ)| � `.

4. Va�i
|C`| � `3

i
|D`| � `2.

5. Neka je γ ∈ Γ. Tada je
|CB`(γ)|/|B`|
|CG`(γ)|/|G`|

= 1 + o(1).

Dokaz. 1. Sledi direktno broja�em matrica u B`.
2. Neka je (ĝ1, ĝ2) ∈ C`. Iz definicije skupa C` imamo da je(

(Tr g1)2 − 4 det g1

`

)
= 1,

xto znaqi da je g1 konjugovana u grupi GL2(Z/`Z) dijagonalnoj matrici

γ1 =

[
α 0
0 β

]
, uz uslov α 6= β. (7.15)

Tako�e, bilo koje dve dijagonalne matrice su konjugovane u GL2(Z/`Z) ako i samo ako
imaju iste elemente na dijagonali. Odatle dobijamo da za broj klasa konjugacije za
ĝ1 va�i da je � `. Kako je iz definicije C` matrica g2 dijagonalna i ĝ2 je potpuno
odre�ena sa ĝ1, dobijamo da je |Γ| � `.
3. Da bismo procenili |CG`(γ)|, primetimo prvo da se klasa konjugacije dijagonalne
matrice oblika (7.15) u GL2(Z/`Z) sastoji od svih matrica qiji je trag jednak α+β,
a determinanta αβ. Za broj takvih matrica va�i da je asimptotski � `2. Dodatno,
nikoje dve takve matrice nisu ekvivalente u PGL2(Z/`Z). Odatle, imaju�i u vidu da
za γ = (γ1, γ2), gde je γ1 dijagonalna matrica oblika (7.15), klasa konjugacije za γ2 u
PN` ima najvixe 2 elementa, dobijamo tra�enu procenu za |CG`(γ)|.
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Xto se tiqe procene za |CG`(γ)|, ona se izvodi potpuno analogno, kada znamo da
konjugova�e matricama iz B` se izvodi kao

1

d

[
1 b
0 d

] [
1 0
0 β

] [
d −b
0 1

]
=

[
1 b(β−1)

d
0 β

]
.

4. Sledi odmah iz delova 2. i 3.
5. Sledi odmah iz (7.12) i delova 1. i 3.

Teorema 7.3.1 garantuje da je za izvo�e�e asimptotske formule za ΠE(K;x), xto je,
podsetimo se, ci	 ovog ode	ka, dovo	no napraviti procenu za πC`(x, F`/Q). Da bismo
to uradili, koristi�emo metod redukcije, koji omogu�ava da primenimo efektivne
verzije teoreme Qebotareva o gustini u Abelovom raxire�u brojevnih po	a, dakle
upravo u onom raxire�e gde va�i AHC.

Prvi korak ka najav	enom ci	u je redukcija Galuaove grupe koju posmatramo sa
G` na B`. To �emo uqiniti u nekoliko etapa. Prvo, korixe�e�em Teoreme 5.2.1 i
Teoreme 7.3.2, deo5. zak	uqujemo da za sve γ ∈ Γ va�i

π̃CG` (γ)(x, F`/Q) = (1 + o(1))π̃CB` (γ)(x, F`/F`
B`).

Odatle sledi da je

πC`(x, F`/Q) =
∑
γ∈Γ

πCG` (γ)(x, F`/Q) ≤
∑
γ∈Γ

π̃CG` (γ)(x, F`/Q)

�
∑
γ∈Γ

π̃CB` (γ)(x, F`/F`
B`) = π̃φ(x), (7.16)

gde je φ : B` → {0, 1} karakteristiqna funkcija skupa D` = ∪γ∈ΓCB`(γ).

Da	e, koriste�i prvi deo Teoreme 5.2.1 za L = F`, k = FB`` i G = Gal(F`/F
B`
` )

zajedno sa Posledicom 5.1.2 dobijamo da je

π̃φ(x) = πφ(x) +O
(
` log(`dKN) + `x

1
2

)
. (7.17)

Pri tome je implicitna O-konstanta apsolutna. Zbog toga, sve xto ostaje da se uradi
u ci	u proce�iva�a πC`(x, F`/Q) je da se proceni πφ(x), gde je φ karakteristiqna
funkcija skupa D`. U svrhu te procene definixemo

H` =

{
(ĝ1, ĝ2) ∈ B` | g1 =

[
a1 b1
0 a1

]
, g2 =

[
a2 0
0 a2

]}
(7.18)

Oqigledno je da je H` podgrupa od B`, a �ena da	a svojstva pokazuje naredna teorema.

Teorema 7.3.3. Neka je H` podgupa definisana sa (7.18). Tada va�i:
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1. H` je normalna podgrupa od B` i koliqniqka grupa B`/H` je Abelova.

2. H`D` ⊆ D`.

3. |H`| � l.

Dokaz. 1. Ovaj deo teoreme sledi odmah ako primetimo da je H` jezgro homomorfizma
grupa

Θ : B` → (Z/`Z)∗ × (Z/`Z)∗

odre�enog sa

Θ

(
̂[a1 b1
0 d1

]
,

̂[a2 0
0 d2

]
,

)
→ (a−1

1 d1, a
−1
2 d2),

gde su a1, b1, d1, d2 ∈ Z/`Z.
2. Neka je (ĝ1, ĝ2) ∈ G`. Kako je ĝ2 jediniqna matrica, dovo	no je videti kako se prva
komponenta u D` ponaxa pri mno�e�u sa g1. Imamo da je[

1 b1
0 1

] [
α b
0 β

]
=

[
α b+ βb1
0 β

]
.

xto je i da	e matrica u istoj klasi konjugacije u D` kao i[
α b
0 β

]
,

qime je dokaz ovog dela teoreme zavrxen.
3. Ovaj deo sledi odmah trivijalnim prebrojava�em.

Prethodna teorema omogu�ava da	u redukciju na grupu B`/H`. Xtavixe, imamo
garanciju da je pomenuta grupa Abelova i upravo ta qi�enica je k	uqna za nastavak
puta ka naxem ci	u, a to je izvo�e�e asimptotske formule za ΠE(K;x). Naime, kako
je grupa B`/H` Abelova, AHC va�i za Artinove L-funkcije pridru�ene ireducibil-
nim karakterima te grupe. Zbog toga je opravdana primena Teoreme 5.1.6, na osnovu
koje, uz pretpostavku GRH dobijamo

πφ(x) = πD`(x;F`/F
B`
` )� |D`|

|C`|
lix+

(
|D`|
|H`|

) 1
2 [
FB`` : Q

]
x

1
2 logM(F`/F

B`
` )

� gcd(`− 1, hw)

`
· x

log x
+ `

3
2x

1
2 log(`dKNx)

� hwx

` log x
+ `

3
2x

1
2 log(`dKNx), (7.19)
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pri qemu smo jox u ocenama koristili Teoreme 7.3.2, 7.3.3, Posledicu 5.1.2, kao i
formulu (7.12). Konaqno, kombinuju�i dobijeno u formulama (7.16), (7.17) i (7.19),
uz pretpostavku GRH imamo da va�i

πC`(x, F`/Q)� hwx

` log x
+ `

3
2x

1
2 log(`dKNx) + ` log(`dKN). (7.20)

Naglasimo da je implicitna�-konstanta apsolutna. Tako�e, primetimo da je w ≤ 4 i
da mo�emo smatrati da je dK ≤ 4x, jer je inaqe ΠE(K;x) = 0. Koriste�i te napomene,
formula (7.20) dobija oblik

πC`(x, F`/Q)� hw

` log x
+ `

3
2x

1
2 log(`Nx) + ` log(`N) (7.21)

sa apsolutnom �-konstantom.

Naredni ci	 koji imamo je da dodatno pobo	xamo formulu (7.21). To �emo uqiniti
na veoma suptilan naqin, koji je ve� najav	en na poqetku ovog ode	ka prilikom
formulisa�a uslova za prost broj `. Tada je reqeno da �e ` imati parametarsku ulogu
i da �e u pogodnom trenutku biti izabran optimalno u odnosu na x. Taj trenutak je
upravo doxao i biramo ` takvo da je

` � h
2
5x

1
5

(log x)
4
5

. (7.22)

Uz takav izbor parametra ` formula (7.21) dobija oblik

πC`(x, F`/Q)� h
3
5x

4
5

(log x)
1
5

+
h

3
5x

4
5 log (hNx)

(log x)
6
5

.

Zbog toga je i

ΠE(K;x)�N,h
x

4
5

(log x)
1
5

, (7.23)

pri qemu implicitna �-konstanta zavisi od N i h.
Naravno, asimptotska formula (7.23) je u potpunoj zavisnosti od egzistencije pro-

stog broja ` koji zadovo	ava uslove Teoreme 7.2.3 (xto je esencijalno za egzistenciju
kombinovanih Galuavih reprezentacija i smatramo da ` ispu�ava tokom celokupnog
izlaga�a) i ima veliqinu odre�enu sa (7.22). Zbog toga je znaqajno pokazati da takav
prost broj postoji, xto �e slediti iz Teoreme o prostim brojevima za proste brojeve
u aritmetiqkim progresijama, pod pretpostavkom GRH.

Naime, ako oznaqimo

y =
h

2
5x

1
5

(log x)
4
5
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onda GRH garantuje da postoji prost broj ` koji zadovo	ava uslove Teoreme 7.2.3 i
le�i u segmentu [y, y + u] za svako u takvo da je

y
1
2 (log y)2+ε ≤ u ≤ y.

Tada, jedino xto je jox ostalo da uradimo je da odaberemo dovo	no veliko x takvo da
je reprezentacija ρE,` surjektivna i da va�i Q(E[`]) ∩K = Q (xto je bio posled�i
od esencijalnih zahteva za prost broj ` sa poqetka ovog ode	ka), qime je pokazana
egzistencija prostog broja `, a time i asimptotske formule (7.23).2

Gor�a asimptotska ocena (7.23) dobijena je uz pomo� ocene za πφ(x) na osnovu prvog
dela Teoreme 5.1.6. Ako uz GRH pretpostavimo i PCC, mo�emo primeniti drugi deo
te teoreme i tako dobiti precizniju ocenu.

Zaista, primena drugog dela Teoreme 5.1.6 uz pretpostavke GRH i PCC uvodi
dodatni faktor 1√

`
u grexku, xto dovodi do formule

πC`(x, F`/Q)� hx

` log x
+ `x

1
2 log(`Nx) + ` log(`N), (7.24)

pri qemu je implicitna �-konstanta apsolutna. Sada biramo optimalno parametar
` tako da va�i

` � h
1
2x

1
4

log x
.

Opravdanost ovakvog izbora ` va�i potpuno analogno kao opravndanost izbora (7.22).
Formula (7.24) ovim izborom dobija oblik

πC`(x, F`/Q)� h
1
2x

3
4 + h

1
2x

3
4

log(hNx)

log x
,

odakle je i

ΠE(K;x)�N,h x
3
4 , (7.25)

pri qemu implicitna �-konstanta zavisi od N i h.

2na ovom mestu nije loxe primetiti koliko je znaqajan i interesantan mehanizam koji je prime�en
u posled�em delu izvo�e�a asimptotske formule (7.23). Grubo govore�i, on se sastoji iz dva dela
od kojih svaki ima svoju posebnu virtuoznost. Prvo, tokom celokupnog izvo�e�a, ` se quva kao
slobodan parametar, ostav	aju�i tako

”
prostora slobode", koji se onda

”
iskoristiti"u najpogodnijem

trenutku. Drugo, barem inicijalno izgleda oqigledno da se (slobodan) parametar mo�e izabrati
na odgovaraju�i naqin, ali malo deta	nija analiza pokazuje da to uopxte nije tako jednostavno
(primetimo koliko se ozbi	na teorija krije iza opravda�a egzistencije izbora (7.22) prostog broja
`).
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Konaqno, asimptotske formule (7.23) i (7.25) izvedene u ovom ode	ku sumirajmo u
obliku naredne teoreme.

Teorema 7.3.4. Neka je E/Q eliptiqka kriva sa konduktorom N i bez kompleksnog
mno�e�a. Neka je K kvadratno imaginarno brojevno po	e klasnog broja h.

1. Pretpostavimo da va�i GRH. Tada je

ΠE(K;x)�N,h
x

4
5

(log x)
1
5

.

2. Pretpostavimo da va�e GRH i PCC. Tada je

ΠE(K;x)�N,h x
3
4

Implicitne �N,h-konstante zavise od N i h.
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Dodatak: Hipoteza o korelaciji parova (PCC)

U ovom dodatku da�emo kratak prikaz hipoteze o korelaciji parova (PCC), fo-
kusiraju�i se pritom na Rimanovu zeta funkciju ζ(s). Poqnimo prvo sa uvodnim
opisiva�em razmaka izme�u nula funkcije ζ(s).

O razmacima izme�u nula Rimanove zeta funkcije

Pretpostavimo da va�i Rimanova hipoteza, xto je pretpostavka koje �emo se
dr�ati do kraja ovog dodatka. Tada se sve netrivijalne nule funkcije ζ(s) nalaze
na kritiqnoj osi <(s) = 1

2 , pa �ihove imaginarne delove mo�emo pore�ati u rastu�i
niz

· · · ≤ γ−2 ≤ γ−1 < 0 < γ1 ≤ γ2 ≤ . . . ,

pri qemu va�i da je γ−n = −γn. Oznaqimo sa N(T ) funkciju broja�a nula Rimanove
zeta funkcije,

N(T ) = # {n ∈ N | 0 < γn ≤ T} ,

definisanu za sve T > 0. U vezi sa funkcijom N(T ) se pokazuje da va�i

N(T ) =
T

2π
log

T

2πe
+O(log T )

za T ≥ 2. Odatle sledi da je heuristiqki

γn ∼ 2πn(log n)−1, kada n→∞,

pa se normalizovane vrednosti

ζn =
1

2π
γn log |γn| (7.26)

ponaxaju kao

ζn ∼ n, kada |n| → ∞.

Me�utim, pored znaqaja koji ima posled�a relacija, personifikovanog u opisu po-
naxa�a brojeva ζn, ona ne pru�a uvid u suptilinije aspekte opisa nula γn Rimanove
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zeta funkcije, misle�i tu pre svega na opis razmaka izme�u dve uzastopne nule. Ri-
manova hipoteza, sama po sebi, jednostavno ne pru�a odgovor na to pita�e.

Ipak, neka informacija o razmaku izme�u uzastopnih nula Rimanove zeta funk-
cije mo�e se dobiti analizira�em statistike niza brojeva ζn. Pita�e koje se mo�e
postaviti je da li niz uzastopnih razmaka

δn = ζn+1 − ζn

qine potpuno sluqajni brojevi ili me�u �ima postoji odre�ena pravilnost. Na xta
se taqno misli pod tom pravilnox�u opisuje naredna opxta definicija.

Definicija. Za niz brojeva

0 < ζ1 ≤ ζ2 ≤ . . .

ka�emo da ima Gausov3 unitarni polo�aj ako je ispu�eno

1

N

∑
1≤n≤N

f(δn) ∼
∫ ∞

0
f(s)P (s)ds

za svaku dovo	no
”
lepu"funkciju4

f : R+ → C,

pri qemu je δn = ζn+1− ζn, a P (s) je graniqna gustina raspodele uzastopnih razmaka
sopstevnih vrednosti sluqajnih unitarnih matrica.

Godin i Mehta su pokazali da niz ζn odre�en formulom (7.26), koji je nama od
interesa, ima Gausov unitarni polo�aj. Pri tome je funkcija P (s) odre�ena sa

P (s) = det(I −Qs),

gde je Qs integralni operator na L2 ([−1, 1]), qije je jezgro dato sa

ks(x, y) =
sin πs

2 (x− y)

π(x− y)
.

Posebno, tra�ena gustina se mo�e izraziti u obliku beskonaqnog proizvoda

P (s) =

∞∏
j=0

(1− λj(s)) ,

3eng. Gaussian unitary ensemble
4Najqex�e se zahteva da je f Xvarcove klase na R+, xto znaqi da je beskonaqno puta diferenci-

jabilna i da za sve cele brojeve m,n > 0 va�i supx∈R+ |xmf (n)(x)| <∞.
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pri qemu su
1 ≥ λ0(s) ≥ λ1(s) ≥ λ2(s) ≥ . . .

sopstvene vrednosti integralnog operatora Qs.
U sluqaju da razmatramo L-funkciju koja je komplikovanija od Rimanove zeta

funkcije, veoma je texko utvrditi da li odgovaraju�i niz ζn, konstruisan analogno
kao niz odre�en formulom (7.26) koji smo posmatrali, ima Gausov unitarni polo�aj.
Razlog tome le�i u qi�enici da harmonijska analiza, kao osnovno sredstvo za rad
sa L-funkcijama, ne mo�e da kontrolixe uzastopne taqke niza ζn. Me�utim, ono
xto je mogu�e raditi pomo�u harmonijske analize je detektovati taqke na malim
skupovima (domenima). Upravo zbog toga su problemi korelacije skupova taqaka
dosta pristupaqiniji i na �ih su dati mnogo potpuniji odgovori. U narednom ode	ku
da�emo kratak prikaz korelacije parova nula Rimanove zeta funkcije.

Korelacija parova nula Rimanove zeta funkcije

Osnovno sredstvo koje se koristi za rexava�e problema korelacije parova nula
Rimanove zeta funkcije je Rimanova eksplicitna formula (ili eventualno neke va-
rijante te formule) koja povezuje odre�enu sumu uzetu svim nulama funkcije ζ(s) sa
nekom sumom uzetom po svim racionalnim prostim brojevima. Konkretnije, neka je
ΓR(s) = π−

s
2 Γ( s2), gde je Γ(s) gama funkcija i jox za funkciju g ∈ C∞c (R) oznaqimo

sa

h(r) =

∫ +∞

−∞
g(u)eiurdu

odgovaraju�u Furijeovu transformaciju.
Tada je ispu�eno∑

γ

h(γ) = h

(
i

2

)
+ h

(
− i

2

)
+

1

2π

∫ +∞

−∞
h(r)

(
Γ′R
ΓR

(
1

2
+ ir

)
+

Γ′R
ΓR

(
1

2
− ir

))
dr−

−
∞∑
n=1

Λ(n)√
n

(g(log n) + g(− log n)) ,

pri qemu je suma sa leve strane uzeta po svim imaginarnim delovima nula ρ = 1
2 + iγ

Rimanove zeta funkcije, a Λ(n) je fon Mangoltova funkcija, odre�ena sa

Λ(n) =

{
log p, ako je n = pα, za α ≥ 1

0, ako n nije stepen prostog broja.

Strategija ispitiva�a korelacije parova nula Rimanove zeta funkcije je onda u
slede�em. Prvo se lokalizuju γ-qlanovi izborom pogodne test funkcije h(r) = h(r, t),
gde je t parametar koji imamo na raspolaga�u. Pritom, h(r) mora biti cela funkcija.
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Zbog principa neodre�enosti harmonijske analize, navedena lokalizacija ne mo�e
biti potpuno taqna, odnosno kada se r nalazi u blizini t, ono se ne mo�e videti
na rastoja�u ma�em od c

log t , gde je c neka pozitivna konstanta. Kada je izvrxena

lokalizacija, pa�	ivim varira�em parametra t dobija se suma po parovima γ, γ′

nula Rimanove zeta funkcije, pri qemu je γ−γ′ malo. Odatle, korix�e�em odre�enih
aproksimacija ili uvo�e�em jox jednog parametra u definiciju test funkcije sti�e
se do sume qiji su qlanovi tra�ena funkcija od razlika γ − γ′.

Prvi koji je prethodno navedeni plan uspexno sproveo je ameriqki matematiqar
Hju Montgomeri. On je koristio veoma prirodnu test funkciju F (α, T ), koja pred-
stav	a Furijeovu transformaciju razmaka izme�u nula funkcije ζ(s) i odre�ena je
sa

F (α, T ) =
2π

T log T

∑∑
0<γ,γ′≤T

w(γ − γ′)T iα(γ−γ′)

za sve realne brojeve α, T ≥ 2, pri qemu je w(u) funkcija lokalizacije, data sa

w(u) = 4(4 + u2)−1.

Navedimo nekoliko osnovnih osobina test funkcije F (α, T ).

• F (α, T ) je realna i nenegativna.

• Za sve α ∈ R i sve T ≥ 2 va�i F (α, T ) = F (−α, T ).

• Za α ∈ R i sve T ≥ 2 va�i F (α, T ) ≤ F (0, T )� log T .

Pored navedenih osobina, za funkciju F (α, T ) je k	uqna odgovaraju�a asimptotska
formula, pri T → ∞, koja je uniformna za vrednosti 0 ≤ α ≤ 1 . Tu formulu
opisuje naredna teorema.

Teorema (Montgomeri). Za sve 0 ≤ α ≤ 1 i sve T ≥ 2 va�i

F (α, T ) = α+ T−2α log T +O
(
αTα−1 + T−α log 2Tα + (log T )−1

)
. (7.27)

Implicitna O-konstanta je apsolutna.

Prethodna teorema ima veliki broj znaqajnih posledica. Mi �emo ovde navesti
samo jednu od �ih, koja se istiqe svojom zanim	ivox�u.
Oznaqimo sa N1(T ) funkciju koja broji proste nule Rimanove zeta funkcije5,

N1(T ) = #

{
0 < γ ≤ T | ρ =

1

2
+ iγ je prosta nula funkcije ζ(s)

}
.

Asimptotika funkcije N1(T ) kada T → ∞ ima izuzetno interesantnu implikaciju,
kao xto pokazuje naredna teorema.

5podse�a�a radi, i da	e je na snazi pretpostavka va�e�a Rimanove hipoteze sa poqetka dodatka
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Teorema. Pri T →∞, uz Rimanovu hipotezu, va�i ocena

N1(T ) >

(
2

3
+ o(1)

)
T

2π
log T.

Drugim reqima, barem 2
3 nula Rimanove zeta funkcije su proste.

Vratimo se sada jox kratko na posmatra�e asimptotske formule (7.27). Jasno je
da ta formula va�i uniformno za ε ≤ α ≤ 1− ε, gde je ε > 0 dovo	no mali broj. Uz
odre�eni napor prethodni zak	uqak se popraviti, pokaziva�em da formula (7.27)
va�i uniformno za ε ≤ α ≤ 1. Me�utim, ono xto ostaje nejasno je kakvo je ponaxa�e
funkcije F (α, T ) za α > 1. Montgomeri je pokazao da u tom sluqaju ne va�i formula
(7.27). Tako�e, on je pru�io odre�ene heuristiqke argumente koji sugerixu da je

F (α, T ) ∼ 1, pri T →∞, (7.28)

uniformno na ograniqenim segmentima oblika 1 ≤ α ≤ A. Da	im razmix	a�ima,
Montgomeri je doxao do poznate Hipoteze o korelaciji parova.

Hipoteza (O korelaciji parova (PCC)). Za pozitivne brojeve α i β takve da je
α < β definiximo

N(α, β;T ) = #

{
m 6= n | 0 < γm, γn ≤ T,

2πα

log T
< γm − γn <

2πβ

log T

}
.

Tada, pri T →∞ imamo

N(α, β;T ) ∼ N(T )

∫ β

α

(
1−

(
sinπu

πu

)2
)
du. (7.29)

Napomena. Montgorijeva eksplicitna formula (7.27) za 0 ≤ α ≤ 1 i pretpostavka
(7.28) suxtinski su ekvivalente formuli (7.29) koju predvi�a PCC. Prema tome,
PCC daje asimptotsku formulu, pri T →∞, koja je uniformna za vrednosti α ≥ 0.
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Lista simbola i oznaka

|·|p p-adiqna valuacija na Q
|·|∞ valuacija u beskonaqnosti na Q
C po	e kompleksnih brojeva
C∞c (R) prostor svih beskonaqno diferencijabilnih funkcija na

R sa kompaktnim nosaqem
d(s) Dirihleova gustina skupa S
dK apsolutna vrednost diskriminante brojevnog po	a K
∆ diskriminanta eliptiqke krive
δ(s) prirodna gustina skupa S
E[m] grupa m-torzionih taqaka eliptiqke krive E
Ep redukcija eliptiqke krive E po modulu prostog broja p
F ∗ multiplikativna grupa po	a F

FrP,
(
L/K
P

)
Frobenijusov automorfizam koji odgovara prostom broju P

Fp kompletira�e po	a F u prostom broju p
Fq konaqno po	e sa q elemenata
F̄ algebarsko zatvore�e po	a F
ϕL/K Artinovo preslikava�e koje odgovara raxire�u L/K bro-

jevnih po	a
G(P) grupa dekompozicije za prost broj P
G(L/K), Gal(L/K) Galuaova grupa raxire�a po	a L/K
I(P) grupa inercije za prost broj P
IK grupa svih nenula ideala razlomaka prstena celih brojev-

nog po	a K
Jm/ς(Km,1) grupa klasa zraka po modulu m
Km,1 zrak po modulu m
lix logaritamski integral
L(s, ψ) uopxtena Dirihleova L-funkcija
L(L/K,χ, s) Artinova L-funkcija
Λ(n) fon Mangoltova funkcija
[m] izogenija mno�e�a sa m ∈ Z
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MK skup svih nenula prostih ideala prstena celih brojevnog
po	a K

m0 konaqni deo modula m
m∞ beskonaqni deo modula m
µF grupa korena iz jedinice koji se nalaze u po	u F
NE konduktor eliptiqke krive E
N(a) norma ideala a
OK prsten celih brojevnog po	a K
ordp normalizovana valuacija u konaqnom prostom broju p(
·
p

)
Le�androv simbol

Q po	e racionalnih brojeva
Qp po	e p-adiqnih brojeva
R po	e realnih brojeva
ρ̂` kombinovana `-adiqna Galuaova reprezentacija
ρ`,E `-adiqna reprezentacija vezana za eliptiqku krivu E
ρ`,K `-adiqna reprezentacija vezana za kvadratno imaginarno

brojevno po	e K
S1 jediniqna kru�nica u kompleksnoj ravni
Z prsten celih brojeva
Zp prsten p-adiqnih celih brojeva
ζ(s) Rimanova zeta funkcija
ζK(s) Dedekindova zeta funkcija brojevnog po	a K
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Artinova hipoteza, 58, 60

Artinovo preslikava�e, 35, 73

Diskriminanta eliptiqke krive, 95
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Funkcija
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najjednostavnija uopxtena L-, 6

Rimanova zeta ζ(s), 4

uopxtena Dirihleova L-, 39

Grupa

dekompozicije, 30

ideala, 27

inercije, 31

klasa, 35

klasa zraka po modulu m, 23

Gustina

Dirihleova, 62

prirodna, 68

Hipoteza

Leng-Trotera, 104

o korelaciji parova, 129

Izogenija, 98

Karakter
reprezentacije, 46
uopxteni Dirihleov, 39

Kompletira�e po	a, 11
Konduktor

eliptiqke krive, 102
grupe ideala, 27
raxire�a brojevnih po	a, 35

Kongruentna podgrupa, 25
Kriva, 95

Le�androv simbol, 78

Modul, 19

Norma ideala, 5

Po	e
p-adiqnih brojeva Qp, 16
klasa, 35

Prost broj u po	u, 10
Prsten p-adiqnih celih brojeva Zp, 17

Reprezentacija
augmentovana, 46
grupe, 44
indukovana, 49
kombinovana Galuaova, 111
pridru�ena kvadratnom imaginarnom

brojevnom po	u, 107
regularna, 46
trivijalna, 46
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vezana za eliptiqku krivu, 105
Rod krive, 95

Teorema
Brauera, 50
Qebotareva o gustini, 66
Dirihlea o gustini, 63
Dirihlea o invertibilnim elementima,

18
Dirihlea o prostim brojevima, 3, 64
Frobenijusa o gustini, 72
Hasea, 101
Montgomerija, 128
Ostrovskog o valuacijama na Q, 16

Trivijalni modul, 25

Vajerxtrasova jednaqina, 94
Valuacija

p-adiqna na Q, 15
arhimedova, 9
na po	u, 9
nearhimedova, 9
u beskonaqnosti na Q, 12

Zakon reciprociteta, 35, 36
Zrak po modulu m, 22
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