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ПРЕдговор. 

"G:eome1rica geometrice", 

Последњих деценија, Теорија Вектора игра све 
већУ и већУ улогу у различитим гранэма савремених 
рационалних наука. Има у Анализи, Геометрији, Меха
ници, Теоретској Физици, Техници читав низ так
вих дисциплина, које се у данашње време без Те
орије Вектора не могу проучавати. 

Уместо операција са обичним број~вима, са ска
ларима, који одређују геометријске облике, Теорија 
Вектора поставља и развија операције непосредно 
са са~1ИМ геометријским облицима. Јасно је да ће 
методи ове геометријске дисциплине И'1ати тим већу 
вредност уколико, с j~ДHe стране, што изразитију 
геометријску конкретност буду имале векторске опе
рације и УКОЛИI';О, с друге стране, што више буде 
био ослабљен формалан карактер тих операција. 
У Теорији Вектора, после сабирања и одузимања, 

. .' 
играЈУ капиталну улогу операЦИЈе множења, КОЈИХ 

има више врста; основни производи, то су скаларни, 

векторски и диадички производи. Векторско саби
рање, одузимање, скаларно и векторско множење 

имају већ одавно јасно геометријско тумачење, али 
диадички производ дваЈУ вектора или диада имала 

је формалан карактер, па није 6ило геометријског 
облика, који би њој одговарао; ти би облици, раније, 

• • 
дооивали геомеТјЈИЈСКО тумачење тек после нових 

операЦИЈа. 
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Тежња ми је била да у овој расправи дам прет
ставу диаде, као самосталног геометријског облика. 
Тврдим да свакој диади по самој њеној природи мора . . 
одговарати Један потпуно конкретан геомеТРИЈСКИ 

облик и да тај облик претставља модел елипсоида, . . 
КОНСТРУЈисаног на основу СВОЈИХ кружних пресека, 

али не сам тај елипсоид. Тај геометријски облик 
• 

лежи у основи изложене теОрИЈе рачуна са диадама 

и са афинорима; свакој диади и сваком афинору од
говара један геометријски облик, једна слика,' и то 
независно од тога, макакве операције буду биле 
вршене са том диадом или са ТИ~1 афинором. У том 
смислу Р а ч у н са Д и а Д а м а може бити претстав
љен као Рачун са Моделима нарочитих осо
бина. 

Прва глава бави се диадом, друга афинором. У . . . 
ПРВОЈ r лав и постављен Је основни ПОЈам диаде као 

модела елипсоида. Показао сам да на основу те ге
ометријске дефиниције може бити развијена савре
мена алгебра тог п роизвода. У другој r лави дата је 
геометријска дефиниција афинора као скупа диада; 
даље је показано како из ТОI' основног облика може 
да буде развијена целокупна алгебра афинора, пот
пуна теорија линеарне векторске функције. 

Исте основе могу да пос,'lуже за развијање ди
ференцијалне геометрије диаде и афинора, а исто тако 
могу бити проширене и на анализу означених ге
ометријских облика у вишедимензијоналном прqстору. 

Начин излагања у овој расправи има елемента
ран карактер, пошто се овај рад бави основама 
једне специјалне дисциплине; он треба да буде при
ступачан не само онима који c~ веЋ баве нарочито 
том наУКО,I, него и ономе који хоће да се први пут 
упозна са тим предметом. Овакав начин излагања 

• 
и тежња да се теОрИЈа и са овом новом основом 

прикаже у СВОЈОЈ целини, имали су за послед,ицу, да 

су се овде морала уврстити и она места теорије, , 
која су и при новом схватању очувала свој пре
i)ашњи облик. Скаларни обрасци су овде дати само 
за ОРТОI'ОНi1ЛНС КООРl1инате; I(оиаријантне и контра-



v 
варијантне координате задржавамо за општи случај 
анализе вишедимензијоналног афинора. 

Начин означавања у Теорији Вектора претставља 
још увек једну велику тешкоћу, чак и са чисто тех
ничких разлога. Ознаке у овој расправи не браним 
нарочитим начелним разлозима, али ми се само чи

нило, да је употреба заграда за производе доста . . 
згодна и да она у неКОЈ мери умаЊУје оно, код мно-

гих писаца, често бескрајно шаренило ознака. 
Професор Др. Иван Арновљевић био је преко 

сваке мере добар и љубазан да прочита ову рас

праву у рукопису и да ми саопшти СВОЈе драгоцене 

примедбе не само о форми расправе, него и о суш
тини самог предмета. Ја немам довољно тих речи 
да му се достојно захвалим на његовој предусрет
љивости й неоцењивој стручној помоћи. 

Професор и академик Др. Богдан Гавриловић, 
као Секретар Академије Природних Наука, прочитао 
је ову расправу при њеном објављивању и, са своје 
стране, саопштио ~1И многе важне примедбе; израз 
моје захвалности на овом месту само је слаб знак 
мојих осећања према нашем заСЛУЖНО'l1 Секретару. 

Српској Краљевској Академији Наука, а наро
чито Академији Природних Наука, које су омогућиле 
штампање ове расправе, изјављујем и оном прили-

• 
ком СВОЈУ велику захвалност. 

20. ХI. 1930. Антон БUЛllЛIО8uћ. 

Београд. 
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јом, нарочито у приМена ма на Теорију Релативитета, Детаљаи 
списак те литературе остављам да наведеL\l у ИДУћИМ свескама 

ове расправе. У њима намеравам да изнесем ЭЈЈгебру и анализу 

вишедимензијонэлног афинора са геомеТрИЈске тачке гледишта 

КОЈУ сам овде поставио. 



Таблица ознаkа. 

~ ~ 

А - вектар, А - његов интензитет или модул, Ао-арт 
->-

(вектор јединичне дужине) вектора А. 

i, ј, k - основни ортови триједра Oxyz. 

~ 

А ~ А, i +.4у ј + А, ", где су А" Ау, А, КООр1\tlиате век-
-+ 

тора А. 

-+ -+ 
(А , В) скаларни производ. 

-+ -+ 
[ А, В] векторски производ. 

->- ->-
д ~ ( А , В) - диада или диадски производ. 

Множење диаде сюшаром: 

-+ -+ -)- -+ -+-+ 
n(A,B)-{nА,В}-·{А,пВ}. 

Сабир~ње диада са колинеарним члановима: 

-+ --;.. -+ -+ -+ -+ 
p(A,B}+q{A,B}~(p+q){A,B}, 

-+ -+ -+ -+ -+ -+-+ 
( А, , В ) + { А, , В } ~ { А. + А, , В } , 

-+ ....,.. -+ ., ,о. -+ -+ -+ 
( А , В. ) + ( А , В, ) ~ ( А , В. + В2 ) • 

Координатне диаде: 

Ast~{k,il, 

д'2 ~ { i, ј} , 
Д,,~{j,j}, 

A,,~{k,j), 

А, ~ { i, k } , 

A,,~{j,k}, 

A,,~{k,k). 
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Координате диаде: 

Д = ~ a pQ Apq, где су: а 11 = А\. Вх , а'2 о, .4 х Ву , lItз = Ах Bz , 
р,ц 

Координатна шема: Везе изме!ју координата: 

( а ll , а1 ~, 1'113 а.,<. 
~" а" llt о) = a,,~ . .)- а"Ј " 

а:;!! , 

( арц ) ~ I аО!, a2~1 а~з а l1 а2з =-' а13 {}211 

t а311 al','" азз а:и а31 -=' 0'21 а""1 ,'~ 

а зз а12 = а з '2 (ftg· 

Коњуговане диаде: 

ДС -+ -\о- ""*-+ 
~ { ;1 , 11}' ~ ( В, А Ј; 

Скаларно мно:,!(ење диаде са вектором: 

Д
-+ -+-+-+ -+-+-+ 

( , С) ~ ( i А, В Ј С) ~ А (8, В), (каларни производ с 

десна 

-+Д -+ -+-+ -+-+-+ Д'-+ ( с , ) ~ ( с { А , В } ) ~ 8 ( А , С)е ( , С), скаларни 

производ с лева. 

Векторско множење диаде са вектором: 

-+ -~ -+ -+ -+ -+ 
'[ { А , В} , с Ј ~ (А [ В, С]), скаларно-векторски производ 

-+ -+ --:;. -+ -+ -+ 
,[ { А , В I , с 1 ~ [ А I в , С]], векторско-» » 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ 
"[{A,HI,C]~{A[B,C]J, ДИа;1Cl<О-» " 

Остали су производи наведени 

и 74, 
у таблици. на 'странама 73 

" 

ПеОИЗВОДИ 

84 и •. 
диаде са два вектора су наведени на странама 

Производи 
. .. 

двеЈУ диада. 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+-'> 

( ( ( А , В ' , I С, D Ј ) ) ~ ( А , С) ( в , О), двоструки ска

ларни производ 
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-+...с,. -+ -.. -+ --+ -+-+ 
1 ( 1 А , В ) , 1 С, D ) ) ) ~ ( А , С) [В , D) скаларно-вектореки 

\ ( )} 

( ( , 

производ 

-+ -+ -+-+ 
" »)~(A,C){B,D) скаларно-диадски 

производ 

" 
-+-?- -+-+ р 

»)' ~ (В , С) ( А, D ) ~ исти производ 

друге врсте са особином: « -;, Д, )д2 ) ~ (;, р) 
-+ -+ -+-'ј. 

( [ " , ]) ~ ( [А, С) , [ в , D Ј) векторско-ска-

ларни производ 

-+ -+ -+-:>-

[ [ " , ЈЈ ~ [ [ А , С Ј , [ В, D] ) двоетруко-век-

торски производ 

-+ -+ -+-+ 

1 [ " " ] ) ~ ( [ А, С), [В, D]) векторско-диад-
СКИ производ 

-+ -+ --'>- -+ -+ -+ -+ -+ 
,[ ( " J]~([A,C),{B,D)~D([A,C]B), 

скала рни диадско-веlПОРСКИ производ 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ 
,,[ { " " } ] ~ '[ [ А . С], ( В, D)] с (D [ i А , С] В]), 

скалаРНQ-векторски диэдско-векторски производ 

-+ -+ -+ -'>- -+ -+ -+ -+ 

" , } ] ~ V[ [А, С Ј, ( В, D ) Н D [[ А, С Ј В]Ј, 
векторско-векторски диадско-векторски производ 

-+ -+ --+ -+ -+ ---;.. -+ -+ 

" } ] ~ d[ [ А, С], ( в , D )] ~ ( D [[ А, С ]В]), 
диадско-векторски диадско -векторски производ. 

Афинор. 

АДДД 
~~ ~~ ~~ 

~ ,+- 2+ з ~ { А, , ВЈ } + { А, , В, : + ( А, , В, ). 
КООРДlШате афинора. 

3 
aij --о ~--, А&ј Bsj . 

~ 

s,-,1 

А·· ll" ( i , i ) -'- а12 { i, ј} + а" { i, k } -+
-1- а" и, i } -: а" и, ј ) + а23 (ј , k ) + 
+ а" { k, iI -1- а" ( k, ј ) + а" ( k, k :. 
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, 
КООРАина~ни век~uри афинора -- претходни и идуhи: 

-;. -;. -;. 

А ~ : Ао) , i) + : А(ј) , ј } +- { A(k), k } ~ 
-;. -;. -;. 

{ i, Вп, } +- : ј , В(ј) } -: {k, B(k' ' , 
Ј 

Нормална форма афинора: 

А ~ а, { /, , / } +- а2 {ј, , },' +- а, I К, , К : 

т ~ а, { / , / :-1- а, {} , ј} +- а, { К, /{ Ј 

r ~ (1, , / I +- : Ј, , Л+-{ К, , К} 

афинор 

тензор 

верзор 

П, ~ { /, / } - {Ј, Ј) -1 К, к I 6иквадрантални ворзор са 
осом 1 

к ~ I /, , / ) +- {}, , ј) - 1 к, , к : керверзор 
, 

1 ~ { / , I} --; I Ј , Ј) +- ( К, К) ЈеДИНИ4НИ афинор и тен-

Афинор АС коњу~овани са А: 
зор, 

с --ј. -4- -+ -+ -+---

А ~ { В" .4, " +- { В" А, } +- { 8", А, : са к()ординатном 

f ан! а 2 !, аЗ1 

шемом А' ј а", а", а" 
{а131 а: З1 азз 

ts A~~ (А+А'у 

axA~ I(А_А') 
2 

афиноров ~еIiЗОР 

афиноров аксиатор 

A~tsA -1- ахА 

А' ~tsA - ахА 

разлагање афинора дa~oг 

и коњугованог 

-+...... 1 -+ -+ -+ -+ 
is I А , В } ~ 2 ({ А , В ) +- ( В , А I ) диадин теН30р 

...,.. -+ 1 -+ -+ -+-+ 
ах { А , В : - :2 ([ А , В ) - { В, А } ) диадин аксиатор 
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-+ ry.. -+--4-

.4XB~ts:A,BJ, алге6арски производ дваЈУ вектора 

Т 1 -+-+ 1-+-+1 
и~2 (.4 ХВ)-з (.4 ,В) девиатор 

T~tsA+aI~Td+~511 разлагање тензора 

А ~ cr It-ахА + ts Д ~} 5,1 +ах А -;Td разлага
ње афинора 

А** А* А-1 1 -+ -+ -+-+ 
~ ~ ~SB({[.4·,A,],[B"B,II+ .. + .. )~ 

1 1 1 
~ а, { /" / Ј + а, {}1' 11 + а, { К" К}, реципрочни афинор 

/(0 А ~ 5, А * ~ а, а, {f, , I} + ", а, [Ј, ,)Ј т- а1 а, { К, , К} 
коафинор 

-+ 
-+ -+ -+ 
~!~.4 +.В, ,'де Је .~{=-j- бивектор. 

Инваријанте афинора. 

---)о- -+ -+ -+ -+-+ 
5, ~ ( А, ,8,) + (.42' В2 ) + (.43' В, ) ~ а" -+- а" + а" 

-+ -+ -? -+ -+ -+ -+-+ 
5, ~ ([ А" А, ] , [ В" В, ]Ј + ([.4" .4, ] , 1 В,,, В, ]) + 

-... -+ -+ ....... 

+ ( ( .4, , .4, ], [ 8" В2 ]) ~ 
а:!2Ј а"'ј а:::11 (llЗ а11 ) а12 :, ". , + -~ , , 
а,qЗЈ а3 .1 

, 
а::1Ј а" • аи, а.,,, ' , "- , 

-+ -+ ->- -+ -+ -+ 
5,~(.4,IA" АЗ])(В'[В2,В,])~,а" й" a~" ,; . . ,,, ,.' 

--';- -+ -+ -+ -+ -+-+ 

1/ ~ [ .4, , 8, I + [ .42 , В2 ] + [ .4, , В,] -- (а,з - а" ) i + 
+ (а" - а,,)ј"';- (а" -- а,,) k. 

Потпуни систем инваРИЈаната. 

Т, ~ 1, +!'- -+- V, Т4 ~ (2 + тЕ -+- 11", 

Т, ~!'-V + v). +- ;.!,-, Т. ~ Ц2 + !,-т' +- VIl', 

Т . то '''12 I 0).) .--, 2 
;; = Ч1V ; 8 = A~г I р.~m~ --т V~n . 
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I ), , п, - т, О, о, I о, п, - т, r ), 
АI 1, ахА I 1, --- п 1'-, ts А \ о, 1'-, О, -п о, 

! 
, 

! 
, 

I т, -1 , v, О, О, v, 1 111, -1 , О. 

А 
1 -+ -+ -+ 

ах ~ z( I [ i, V], i ~ + ( [ј, V], ј ) + 1 [k, V], k } ) . 

Скаларно множење афинора са вектором: 

-+ 3-+-+ 
(А, г)~ 1::(1 А;, 8; 

-+ З-+ -+-+ 
} , г) ~ I; А; ( В;, г) . 

i=l 1=1 

-+А С-+ (г, )~(A,г). 

МНQжење верзором одговара ротаЦИЈИ. 

множење керверзором одговара ротаЦИЈИ и 

огледално] трансформацији. 

1 
-+ -+ 

( Ј г) --'- r МНQжење јединичним афинором не мења вектар. 

Обрасци за друге производе су слични обрасцима за про

изводе, где учествује уместо афинора само једна диада. 
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ГЛf\Вf\ 1. 

Диада. 

1. Модел површиие другог. реда. 

Замислимо једну централну површину другога реда, .На 

пример елопсоид. У тој површини можемо посебице да одредимо 

форму и uоложај. Величине, које одређују форму површине, 

зову се uарамешри форме. За елипсоид то 6и биле, на пример, 

три главне полуосе аЈ Ь, С. Друге величине, које одређују поло
жај површине, зову се uара.тнетрn ~оложаја. За такве пара

метре, рецимо у случају елипсоидз, може~о да узмемо: три 

координате центра те површине и три Еu]ег'опз угла, што одре

ђују положај триједра главних централних осовина елипсоида у 

погледу једног Декартовог ортогоналног триједра примљеног за 

основни, за триједар упоређивања. На тај начин видимо да у 

пуној мери површину једног елипсоида можемо да одредимо 

помоnу девет независних параметара. 

Појам форме једне површине другога реда можемо да раш

чланимо, и то на следеtiи начин. Замислимо упоредно, рецимо,. 

са нашим елипсоидом други е.1ИПСОИД сличан првоме, али са 

унапред утврђеном једном димензијом. Форма тог новог елип

саида одређена је помоћу само два параметра; рецимо, то 6 .. 
6или: т ~ а: Ь и п ~ С: Ь. Таква двџ параметра могу бити смат-
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рани као uара."еmри нарочито форме. Са друге стране, мер ни 

број, ШТО претставља КQЛИLlНИК између једне димензије првог 

елипсоида и одговарајУће димензије другог елипсоида, може бити 

сматран као иараметар вели.ЧИllе дате површине у погледу 

друге, примљене за основу упоређивања. 

Параметре положаја такође можемо да поделимо у Две 

ј<атегорије: прво, Еu1ег'ови углови као параметри сами по себи 

одређују само правац оса елипсоида, и зато такве параметре мо

жемо да зовемо параметрима оријентације; друго, координате 

положаја, центра површине, везују ту површину за одређену тач

ку простора, - њих можемо да зовемо параметрима фиксирања. 

На тај начин, у општем случаЈУ централна површина дру

гога реда има: 

Ако једна површина има са датом површином другог реда 

исте вредности параметара нарочито форме, а други параметри 

су исти И,lИ различити, за ту ПОВрШИI-IУ се каже да она прет

ставља модел дате површине. За идснтифицирање модела са 

датом површивом у општем случају потребно је: 1) променити 
димензије модела сразмерно са вредношћу параметра величине, 

2) наперити му осе како та захтевају параметри оријентације 

и 3) пренети центар у тачку простора, одређену параметрима 

фиксирања. 

За објашнење улоге различитих параметара једне цен

тралне површине наведимо једну шему. Озна4ИМО са ј, е, о, р 

све параметре нарочито форме, величине, оријентације и фИК

сирања. Претпоставимо даље да једначинэ, рецимо f = гЈ значи 

да оба параметра нарочито фарме једне површине имају одго

варајуће једнаке вредности истих параметара за другу повр

шину. У таквом случају при упоређивању двеју површина могу 

да буду следећи случајеви: 



Ј * f' 

f = f' 

, 
о" -- о" 
о-о 

f gcFg' 

I 
I 

g=g' 

f о"" о' 

0=0' 

I о"" о' 
ј 0=0' 

о 7'=- о' 

0= о' 

о 7'=- о' 

I 0= о' 

, 
Ј р "" р 

) р = р' 

{ 

{ 

р * р' 

р= р' 

р"" р' 

р =р' 

{ р"" р' 

р = р' 

{ р "" р' 
р = р' 

{ р"" р' 

р = р' 

{ р "" р' 
р= р' 

{ р"" р' 
р ,~ р' 

1) Површине ~y потпуно различите. 

2) Центри различитих површина се поклапају.· 

1) 

2) 

З) 

4) 

5) 

6) 

7) 

8) 

9) 

10) 

11 ) 

12) 

1 З) 

14) 

15) 

16) 

3) Различите површине имају исту оријентацију оса, али 
• 

-су центри различИТОГ положаја у простору. 

4) Осе различИТИХ површина се поклапају. 

5) Различите површине имају различ~ти поло:tКај, али им 
. .' . 

le Једна димеНЗИЈа) по КОЈОЈ меримо величину површинеЈ исте 

.вредности. 

6) Различите површине имају једну исту димензију и цен

'Три ТИХ површина се налазе у истој тачки простора. 

7) Површине имаЈУ једну димензију заЈедничку и њихове 

(Јсе су паралелне, али СУ оне различите форме. 

3 
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8) Главне осе површина се поклапају, 
димензију, али су оне различите форме. 

. . 
о"",, ИМ<IЈУ исту Једну' 

9) Једна површина служи као М{lдел друге површине, зли] 

су оне различите величине и разлицитог положаја. 

10) Центар модела се налази у центру nовршине, али су 

осе различите оријентације и величина модела се разликује од'. 

велицине површине. 

11) Једна површина претставља тако звани' ори.јенmисанк' 
модел друге ПОВРЦЈине; те две ПQвршине имају паралелне осе· 

и једна је слична другој. 

12) Модел и nовршина 
. . 

КОЈУ ОН претставља имаЈУ ИСТИ, 

положаЈ: ЊИХDве главне осе се поклапаЈУ. 

13) Површине су исте, само ЊИхОв положај је' различит. 

14) Исте nовршине имају центар у истој тачки, али су осе· 
разлицитог правца. 

15) Исте nовршине имају паралелне осе" али су центри, 

разлицитог положаЈа. 

1 б) Површине се поклапају, 

у вези са анализом карактера параметара,. ШТО одређују' 

једну површину, наведимо да написати једначину површине У

каноничном оБЛику значи написати такву једначину те повр-

шине, у коју би УШJ;lИ само параметри форме, т. ј. параметри, 

нарочито форме и ВЕ'личине. Дакле, на пример,_ каНОнична јед-

начина елипсоида 

садржи само параметре форме а, Ь, с. За параметре нарочито 
форме те површине могу бити примљена, рецимо, два односа 

т = а: Ь и п = С: Ь. Једначина површине модела нашег елипсоида,. 

може бити написана овако: 

1 (х2 2. _ z2) . 
Ь2 т2 + у ; п2 - l, 

при чему Ь може узимати произвољну вредност; за Ь = /; има:

МО Један од модела са Једначином 

л2 .- Z2 

. т2 + у'о п2 - 1. 
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За површине другога реда без центра такође можемо да 

iI10кажеМQ параметре нарочито форме, величине и положаја 

'оријентације и фиксирања. Тако, на пример, за један или други 

,парабола ИД ·са једначином 

2z 
с 

lканоничну форму јеДН(1Ч'ине можемо да напишеМQ овако: 

х" 2 
-+~ ~2z; 
pt р, 

:величине су Рl И Р2 параметри форме те површине, а КQЛИЧ:

.ник Лl : Р2 може бити сматран као параметар нарочито форме 

'те површине. У СЛУ'4зју произвољног положаја те површине у 

простору, три координате темена су параметри,фиксирања и три 

lEuler' ова угла су параметри оријентације. 
у ИДУћИМ геометријским интерпретацијама највећу важност 

-имају централне површине и то специално елипсоид. Нарочиту 

улогу играју кружни пресеци те површине. Није тешко показати 

.да положај равни КРУЖНИХ пресекз, рецимо за један елипсоид, 

претставља моделну особину површине, т. ј. остаје исти, неза-

;висно од промене параметра величине те површине. У ствари,. 

:за један елипсоид 

'Са 

Једначине равни кружних пресека можемо написати овако: 

х ! ~.,. ". -\,r-u-
а 

z ... 
+ -~ tr-c' 

с 
о· , 

..ако применимо горе наведене параметре нарочито форме т = а : Ь 
и п -"с: Ь, исту једначину пишемо следећИм начином 

nх ,'m2 -1 + mz { ј-~ п' ~ О, 

'" то и потврђује наведенушсобину кружних пресека. 
За конструјисање једног елипсоидног модела можемо да 

iНaBeдeMo само једну елипсу са великом а и малом с полуосом; 

;ако на тој елипси после тега озмач:имо пречник што одговара 
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вредности средње полуосе Ь елипсоида, сам елипсоид тиме је

потпуно одређен. Ако ту елипсу нацртамо у таквој сразмери' 

да буде Ь ~ 1, та елипса сама одређује модел једног елипсоида .. 
• 

2. Дефиниција диаде. 

~ > 

Уочимо два слободна вектора А и В. Са тим веКТОРИi\'!а: 
можемо на различите начине да упоред~мо један облик, који је 

помоћу тих вектора ПОТПУНО и једнозначно одређен. 
-+ -7 --+ ...... 

Тако, скаларнn проnавод (А, В) два вектора А и В прет-

ставља (калар одређени једначином 

-+ -+ >- ---'о-

(А, В) ~ АВ Cos (А, В), 

где су А и В модули, интензитети, одговарајуhих вектора. Ако

са р Qзначимо- производ ,модула тих Bel(TOpa 

'p~ АВ , 
--'>- -+ -+ ---> 

а са Ао и Во ортове, ]единичне векторе, вектора А ОДНОСНО В,. 

скаларни производ можемо претставити онако: 

-+ -+ --7- ---'о.-

( А, В) ~ р Cos ( Ао, Во) 

-+ -+ 

Даље, векторскn ПРОИЗВUД [А, В ј истих вектора прет-

ставља Један вектар, ЧИЈИ а) правац стоји управно на правце 
-+ ~ 

нектора А и В, Ь) смер Је наперен на ону 
, 

страну простора 

одакле ВИДИМО да вектор В! надовеЗЈНИ на -крај вектора А, 
-+ 

вуче таЈ вектар А у смисл-у кретања казаљке на сату и с) мо-

дул је једнак павршини паралелогра1\lа I«()нструјисаног са векто-
-+ -+ 

рима А и В као са странама; то значи да му Је модул једнак 

----;. ....... -> ....... 

А В Sin (А, В) .~ р Sin (Ао> во), 

Али скалар и вектор нису једини облици КОЈИ могу да: 

буду _ образовани са двама векторима. Са двама векторима 1'1'10-

гуће је упоредити и друге геометријске облике, који су ПОМОЂ)' 

тих вектора потпун~ је.цнозначно одређени. Покажимо да за. 
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такав облик може да служи модел одре!јене оријентације јед

ног еЛИlТсоида нарочитим начином претстављен. 

-+ -+ -+ 
Уочимо два вектора А и В. Конструјишимо арт Во другог 

по реду вектора (слика 1) и на крај му н~довежимо арт А{} 

-
РА. 

о 

Слика 1. 

Оса конструкције. 

првог вектора. У правцу тог 

вектара одмеримо дужину Р ~ 

Т ~~ А В Ј дакле I(онструјишимо 

вектор Р Ао. 8екторски збир 

-+ --,..---* 

Во с- Р Ао ~ L 

одређује једну праву ОТ, КОЈУ 

ћемо звати DСОЛl конструкције. 

УзимајУћИ сада тачку О 
за центар, замислимо сферу је

ДИНИЧНОГ ПОflУГlречника. 8еЛИI(И 

КРУГ, ЧИЈа раван СТОЈИ управно-

-+ 
на правац вектора Ви Ј дели ту 

сферу у две IIО.lусфере: полу-

сферу, којој припада крај век-

тора ВО, означимо, рецимо, као 

позитивну, а ону ДРУГУ, СУПРОТ-

ну, као негативну. На слици 

(слика 2) је показана cal'l'\O по-

зитивна полу сфера. На тој сфери 

означимо Један произвољан кружни пресек са равни нормаЛНОl\l -. 
на правац вектора В. Ту кружну линију ГIO!\1ерајмо трансла

-+ 
торно У правцу вектора А тако, да нов положај центра буде 

на ОСОБИНИ О Т наше конструкције. Геометријско место ТИХ круж-
. . ~ . 

них ЛИНИЈа у HOBOl\'1 положаЈУ, ако оудемо I\Iењали таЈ произ-

ВОЉНИ кружни пресек сфере, претставља, као што ћемо видети,. 

једну површину еЛИГЈсоида. Модел ТОГ еЛИП(()Иi·\а исте оријента

ције као што и конструјисани елипсоид претстзв,ъа један наро-
-+ .-

чити геометријски облик потпуно одређени за векторе А и В . 

. Докажимо да у ствари конструјисана површина претставља 
елипсоид и да се конструјисане кружне линије у НОВОМ положају 
. . 
ЈављаЈУ као систем кружних пресека тог елипсоида. 
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Тога ради одредимо прво вредност вектора положаЈа произ-

т 

R' 

Слика 2. 

Граljење модела е.л.ипсоида из сфере. 

----)о- ~ 

вољне тачке површине. Тај вектар ОМ - r може 
као векторски збир дваЈУ вектора: 

--+ 

Н' 

, 
бити сматран 

Први вектар ON претставља вектар положаја тачке на 

сферној површини јединичног полупречника. Ако тај вектор 
-+ --+ 

означимо са Ч, имамо Q ~ 1. Други вектор N М има вредност 
--+ 

вектора FF', померања центра кружне линије. Правац тог век
-+ 

тора одговара правцу вектора А, а модул му може бити лако 

одређен ИЗ сличнос·ти троуглова орр' и OST, при чему је 
-+ -+ 

ор ~ Cos (ч , В). Пошто је 
-+ с-

F F' ~ Р Cos ( Ч, В), 
непосредно имамо 

-+ -+ --)о- -;.- - .. -+ --;.. 
NM ~ AoPCos(Q, В) - А(В, е). 
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На тај начин долазимо ДО следеllе дефинитивне векторске 

једначине за Qдређивање вектора положаја произвољне тачке 

tiзше површине: 

--ј. -+ -+ -+ -+ --;.. -+ -+ -7-

(1 ) r ~ Q + А (В , Q) = Q + Р (Во, е) Ао . 
• 

Ако за општи случај уведемо косоугли систем координата 

.{)"~, тако, да осе О" и ~ стоје управно једна на другу и 06е 
-> 

управно на вектор В, а осу О; наперимо дуж осе О Т кон-
,струкције, добијамо везу измеђУ координата ~ Ј r 1 Ј ~ произвољне 

'тачке наше површине на следеl=iи начин. 

Из сличности троуглова OFF' и OST имамо: 
• 

; : 1 ~ OF: 1 , 

при чему је 1 константна дужина са вредношl;у: 

. [ .. -> ] l' 
1 = О Т = 1 + р2 + 2Р Cos (Ао, Во) 12. 

Пошто је са друге стране 

OF2~ 1 -Fh2~ 1 - PH2~ 1- (". + ~'), 
~можемо написати следеfiу везу између координата: 

• C2~2+' 1 SI1) /2-' 

а та Једначина потврђује да је наша површина елипсоид, при 
. . 

'чему Је ова Једначина написана У погледу централног кружног 

Iпресекз и КОЊУГОВ3НОГ пречникз. 

Једначину те исте површине у Декартовом ортогоналном 
'систему можемо написати пОСле следећих елементарних рачуна. 

Конструјишимо триједар Декартових оса Oxyz на таЈ на-

"' -чин, да се Oz оса поклапа са правцем вектора В, а да Ох оса 
"' -> 

лежи у равни вектора А и В (слика З); Оу оса заузеће онда 

одговарајући положај; нагласимо да ћемо у овој расправи увек 

употребљавати леви систем координатних оса. У том случаЈУ 
-> "' 

.координате вектора А и В имају следеће вредности: 

Ах ~ А Sin а: , вх] = О, 

Ау - О, Ву ~ О, 

Az ,,-, А Cos а:, В, ~ В 
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-+ -+ 

где 
је « угао између вектора А и В. 

Из векторске једна4ине (1) непосредно заКЉУ4Ујемо да 

В, 

Слика 3. 

Положај координатних оса. 

-, 
координаrе Х) у, z вектора положаја r тачке М наше ПОВР
шине имају следеfiе вредности: 

Х = Х + PZ Sin (( , 

у= У, 

z = Z (1 + Р Cos cf. ) , 

при чеl\'\У (M~ са Х, У, Z означили координате вектора Q тачке 

N на сфеРИОј површини. 

где је 

Ако решимо претходне Једначине у погледу Х, У, Z: 

Х = х - cl, Р z Siп Ц} 

У ~ у, 

Z~(',.z, 

..'. - 1 ~ 1 + Р Cos cf. , 
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и уврстимо те вредности у Једначину сферне површине: 

добиhемо Једначину нашег елипсоида у облику 

(х - .; . Р z Sin (()2 + уЗ + L). З. Z2 ~ 1. 

Наведимо понеке, за нас важне, особине ТОГ елипсоида. 

1. Један систем кружних пресека тог елипсоида СТОЈИ 
7 

управно на вектар В. Ова особина непосредно следује из на-

чина КОНСТРУЈисања еЛИllсоида. 

2. За елипсу пресека површине нашег елипсоида са равни 
7 -+ 

вектора А и В можемо да наведемо ОВО: 

а. Она пролази кроз тачке R и R' (слика 2), које се на... 
лазе на правој, управној на вектар ВЈ у јединично.YI отстојању 

-+ -+ 
ОД тачке О - пресека rзектора А и В. 

Ь. Она пролази кроз тачку т, крај neKTopCKOI' збира век--
-+ -, 

тора Во И РАо· 
с. Тангента у тачки Т на елипсу стоји управно на правац 

-+ 
вектора В. То заl(ључујемо из тога ШТО је права О Т коњуго-

RR'. вани пречник са тетивом 

-Јасно је да положај тачака R и R' и таЧI(е Т са позна

тим правцем тангенте у тој тачки потпуно одређује положај 

и форму елипсе нашег пресека. 

у вези са тим особинама елипсе наведимо један поступак 
. . . . 

КОСТРУЈисања елипсе, КОЈИ Је нарочито згодан у нашем случаЈУ-

и који непосредно следује из векторске једначинс ( 1 ) : 
--+ ---+ -+ -+-+ 

r - Q + РАо Cos (Во, Q). 

Поделимо лук SR (слика 4) кружне ЛИНИЈе на произво

љан број једнаких или неједнаких делова. Кроз тачке дељења· 

N 1 , N2 , ... , N, ... , iV'n повуцимо праве пералелне са OR дО 
пресека са OS у тачкама К1 , К2 , •.. ,К, ... , Кп ; даље, кроз 
ове тачке повуцимо праве паралелне са ST, т. ј. У правцу 

-+ 
вектора А, и означимо тачке пресека ТИХ правих са правом 
ат са L 1 , L':!" ... ,L, ... ,Ln . Ако сада кроз ове последње· 
тачке повучемо праве паралелне са OR, а кроз тачке N1 , 

N, , ... , N, ... ,N" праве паралелне са S Т - одговарајуће 
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траве тих двају система секу се у тачкама М1 , М2 , .•. } М, ... , 
·Мо, које припадају елипсИ. 

1 1 М 
1 I 

1 11 / 
1 /1 / 1 11 

/ 11 
/ 11 / -r-

1 
1 1, 1 

/ /' 1 

Т I 1 I ~--- --~ I --- /~~ --- .---- .....-: -----~;:: ~~ 

к 
~-

Слика 4. 

КОНСl'рујисање елипсе. 

• 
Наша конструкција пр естаје да важи за случаЈ када век-
-+ -+ 

'тори А и В имају исте правце. У том случају, за одређивање 
"Положаја тачака L1 ,L2 , ..• , L, ... , Lп на правој О Т (слика 5), 
можемо да конструјишемо произвољну 110моћну праву OQ и 
кроз тацке пресека КI' Е<'2, .•. , }(' Ј ••• ,ј{'п правих Nl( са 
--том правом повучемо праве паралелне са S' Т до пресека са О Т 
У тацкама [1' L2 , • , • Ј [, ... ,Lп • После тога поступамо исто 
као и у претходном случају за Ј<онструјисање тацака М1 Ј 

М, , ... , М, ... ,М. елипсе. Паралелограми KLMN у OSOM слу
'чаЈУ постаЈУ правоугаоници; сам елипсоид постаје обртним 

·елипсоидом. 

Наведимо две важне напомене за модел Једног елипсоида 
-+ -+ 

."ОНСТРУЈисаног са векторима А и В. 
1. У општем случају сваки елипсоид има два система круж-

-+ -+ 
них пресека. За ел ипсо ид конструјисани са векторима А и В, 

·,ОД тих система важан је само један, и то онај који стоји уп-
-+ 

равно на вектор В, који је дакле тим вектором потпуно одре-
ђен. Дакле, ако један модел елипсоида ХОЋемо да ставимо у 

:везу са двама векторима, потре6но је на том елипсоиду оана-



чиmн једаll IIарочиmи КРУЖIIИ uресек; раван тог пресека одре

диће правац другог по реду од вектора, који стоје у вези с'" 

елипсоиДОМ. 

1) 

I I 
I 
I I 

, I 
I I 

м 

Слика S. 

Конструјисање елипсе у спеЦИЈалном случаЈУ. 

т 

2. Један исти елипсоид може да буде до6ивен из једне· 

сфере померањем кружних пресека те сфере на два начина~ 

Прва слика (слика б) показује образовање Једне половине 

елипсоида из половине сфере, која се налази са исте стране 

равни кружног пресека. Друга слика (слика 7) показује 06ра
зовање те исте половине елипсоида из оне половине сфере, која 

се налази са друге стране кружног пресека. У првом и дру-
-+ -+ 

гом случају други вектори В и В, имају исте правце, али разли-
-+ -+ 

чите смерове; што се тиче првих вектора А и А1 Ј ТО има век-
-+ --+ -+ --+ 

тор А правац вектора S т. а век тор А, - правац вектора 5, Т" 
---+ --+ 

дакле њихQви су правци различити. Али вектари ат и ОТ!. 
.. . 

могу да имаЈУ, као што Је то У нашем случаЈУ, исте вредности. ... ..,. 
На тај начи-н, ако 'су дати ·вектори А и В, модел еmt:п.со

ида конструјисаног са тим векторима потпуно је одређен, али" 
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елИnСОИД3, и на ТОМ елипсоиду Означен кружни • 
ако Је дат модел 

-,.. ....... 
пресек, за КОliCтруји.сање праваца вектора 

_навести на какав је од два горе наведена 
А и В неопходно је 
начина тај елиn'СОИД 

т 

слика 6. Слика 7. 

Бели модел еЛИ(lсоида. Црни модел еЛипсоида. 

конструјисан: да ли nолусфера и оДговарајућа јој половина елип-
о со ида леже на истој страни ра.l3НИ ИЛИ На супротној. Поставимо 
као услов да ћемО У првоме случају .модел сматрати белим, у 
другом - црним. Другим речима сем положаја и форме, за 

модел еЛИflСОИД3, КОНСТРУЈисаним са два вектора, морамо да 

вежемо одређену боју - белу или црну. На слици је врло згодно 
модел елипсоида цртати само паМОћУ једне Половине те павр

шине и у случају белог модела кружни пресек остављати белим, 

а у случају црног - црним или шрафираним. 

После тих напомена можемо да поставимо следеliу дефи

ницију. 

Модел елunсоuда офеђене боје со одређеним кружниAl пре
секом, чије су тачке конструјисане прелzа једначини 

-;.":;- ~ -- -+ 
r ~ Q + Ао А В Cos ( в , Q) 

-+ . 
где су r векmор положаЈа тачке nовршине и Q орт произвољно: 

I 

I 
ј 
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правца, преmсmавља један гео.меmријCl(У облик) ко;и се зове 
-+ -+ 

диада консmрујuсана са векmОРU.lИG А u В. 

у ./lIlесmо арта Q .можемо узети векmор ПРОUЗ80љног КОН

стантног .Iиодула, а.lИ у том СЛУ'1ају треба да се рукооtJдu.IИО 

-следећО.ЈИ опшmол'l једначuно.ЈИ: 

-+ -+ -+ -+ --:>-
r~Q+A(B,Q) 

-+ 
за одреljивање векmора положаја r произвољне тачке површu-
не Лlодела елuпсоuда. 

~. -+ 

Диаду вектора А и В ознаЧИМQ са 

-+ -+ 

{ А, В}. 

За 03НаЈ<У диаде без навода оних вскторз, 
. . 

за КОЈе Је 

_КОНСТРУЈисана та диадз, употре6љаВЗЋемо СЛОВО Д, дакле 

На таЈ начин свакоме пару вектора одговара Једна диадз, 

један одређени модел елипсоида. Диада је потпуно одређена, 

.ако су познати: 
• -+ 

1) правац и смер вектора А; за то Је потребно два пара-
метра, 

-+ 
2) правац и смер вектора В; З3 ТО Је потребно да знамо 

ЈОШ два параметра, 

-+ -+ 
3) производ Р модула вектора А и В, • - ЈОШ Један пара-

метар. • 
Дакле за одређива1Ье дцаде потребно је свега пет незавцс

~цх скаларнцх пораЛlетара. Разуме се да се то слаже са тим 

'да је за одређивање модела одређене оријентације једног елип

','(оида такође потребно да познајемо пет параметара: случаЈ 

11) наше шеме (стр. 3), за који је Ј ~ f' (два параметра) и 

<о ~ о' (три параметра). 
-+ -+ 

Јасно је да је улога вектора А и В КОД једне диаде раз-

ЛИчита и зато у бележењу диаде треба да разликујемо ред чла

ћова те диаде. Први цлан ћемо звати још и претходним, а други 

lIдућим или наредним чланом диаде; употре6љују се такође 
називи леви и десни чланови диаде. 
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Идући члан диаде, вектор В, стоји управно на систем круж-

НИХ пресека елипсоида. Централни кружии пресек зваћемо осно-

80.J1ll диаде, а његов центар - ценmРОА1 диаде. На тај начин: 

идућИ члан диаде стоји управно на основу и својим положајем. 

у простору одређује ту основу. -+ 

Претходни члан диаде, вектар А, показује правац помера

ња СВИХ тачака сферне површине. Тај правац neMO звати прав

цем померомо duoiJe. 
Праву ОТ - геометријско место центара кружних пре

сека елипсоида диаде -- зваћемо ОСОЈИ диаде; оса диаде прет

ставља осу конструкције модела елипсоида. Напоменимо да се

оса диаде у општем случају не поклапа ни са једном од оса 

еЛипсоида. То наступа само за случаЈ колинеарности вектора 
~ ~ 

А и В. 
Величина Р -- производ 

ставља коефuцијенат диаде. 

-+ ~. 

модула вектора А и В -- прет-

Коефицијенат диаде показује за 
-+ 

колико се тачке сферне површине померају у правцу вектора А, 

s 

Слика 8. 

Одређивање правца померања 
помоћу диадине осе. 

т. Ј. У правцу померања диаде. , 
Основа, правац померања и" 

коефицијенат диаде претстав

љају диадиllе елементе. У место. 

правца померања за елеменат 

може се узети диадина оса. У 

ствари, тачка Т на тој осовини, 

може бити одређена, ако ИЗ 

тачке S полупречником p~ АВ 
засечемо тачку на правцу диа

дине осе (слика 8). После тога 

тачке S и Т одре\јују правац 
померања диаде. Јасно је да ИЗ

међу две тачке Т и Т, пресек а 

кружне линије полупречника Р 

са осам диаде треба да бирамс> 

ону, КОЈа одговара смеру диадине 

осе. 
-> ~ 

Ако су правци вектора А и в
одређени, за одре~ивање коефицијента диаде може да послуж .. 

-+ -?-

скаларни производ (А, В), јер је 
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Тај производ не можемо да искористимо само у случају, кад 
. . 

он има вредност - нуле, т. Ј. У случаЈУ ортогоналности вектора 

-+ -+ 
А и В, од I(ојих 

. . 
ни Један НИЈе раван нули. 

Анализирајмо сада те специјалне случаЈ све кад Један од 

чланова диаде има вредност нуле. 
-.:;. -+ --+ 

Ако У диади { А) В} претходни вектор А има вредност 

нуле, све тачке' сферне површине остају на своме месту. Диада 
-+ 

{ О, В) дегенерише у модел једне сфере. 
C;;t друге стране, ако идуhи диадин члан има вредност нуле, 

-+ 
диада {А, о} не може да буде конструјисанз, она не постоји. 

-+ -+ 
Претресима још питањс, у каквој мери диада I А Ј В} од-

ређује векторе, са којим. је она конструјисана. 
-+ -+ 

Као што Је познато НИ скаларни производ (А Ј В), НИ 
-+ -+ 

веКТОРСЈ(И производ [А, В] не одређују у довољној мери векторе 
-+ -+ -+ -+ 
А и В. Исто тако диада {А, В} не одређује у потпуности два 

-+ 
своја вектора. Основа диаде одређује правац другог вектора В. 

Смер тог веl<тора МОЈкемо изабрати произвољно. За одређивање 
7 

правца првог вектора А диаде потребно је ПОВУhИ тангенцијалну 

раван на површину модела паралелну са ОСНОВОМ и за бели мо

дел изабрати ону тачку Т додира, која се налази у ОНОМ делу 
-+ 

простора камо је наперен смер_ вектора В. За црни модел ПОТ-

ребно је узети тачку Т1 додира друге тангенцијалне равни. Ако 
спојимо после тога тачку Т ИЛИ Т1 са тачком S пресека ПОЗИТИВ-

ног правца вектора В са сферном површином конструјисаном на 
----+ ----+ 

основи као великом кругу, вектор SТили ST1 одређује правац и 
-+ 

смер вектора А диаде. Ако изаберемо супротни смер вектора 
-+ -+ 
В, вектар А nе добити такође супротни смер. Значи, као што 

у скаларном и векторском производу, тако и код диаде можемо 

да променимо смерове Једног и другог члана Il.иаде, а да се сама 

диада не промени. 

Што се тиче одређивања модула једног и другог вектора 

диаде, они не могу да буду одређени у пуној мери. По датом 
--+ • 

моделу можемо да Оll.редимо вектор S Т, а пошто он има вред-
7 

ност РАо, значи можемо да одредимо коефицијенат диаде Р= 
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~ АВ. Ако из ма КОЈе тачке простора О конструјишемо правце 
-;. -;. 

нектора А и В (слика 9) и узмемо те правце за координатне 

осе система ОХ)" геометријско место тачке М за коју је 

xy~p 

претставља Једну хиперболу. 

На тај начин можемо тврдити да диада одређује два своја 

вектора ПО правцима и смеровимз, при чему могу смерови оба 

вектора бити :'!амењени супротним, а ЊИХОВИ МОДУЛИ треба да 

. 
>. 

Слика 9. 

Хипер60ла чије тачке одређују модуле диадиних вектора. 

буду такви, да се крај геометријског збира тих вектора налази 

на једној одређеној хипер60ЛИ. Чим изаберемо одређену тачку 

на тој хиперболи, нектори диаде су потпуно одређени. За тачку 
-;. -;. 

м имамо једне вредности вектора А и В, за тачку М1 - друге 
-+ ., 

вредности А1 , 81 које одговарају истој диади. 

Забележимо да чим је дата једна диада, могуће је одре· 

ДИТИ како скалаРi-IИ производ вектора, са којим је она констру

јисана, тако и веlПОРСКИ производ истих вектора. За скаларни 
--+ ....;.. --+ ....;.. 

производ (А, В) ~ р Cos (А, В) ТО смо раније видели, а што се 
-+ -+ 

тиче векторског производа [А Ј В 1 Ј његов правац и смер одре
-;. .. 

ђени су познатим правцима и смеровима вектора А и ВЈ при 
.. -+ 

чему заједничка промена смер ова вектора А и В не изазива про-
• 

мене векторског производа; најзад модул тог вектора, једнак 

-+ -+ -+ -+ 
АВ Sin (А, В) ~ Р Sin (А, В) 
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. да одреДИМО по коефицијенту диаде Р и по правцима 
-? -? 

,"А и В. , . 
I крају овог параграфа наведимо још једну слику диаде, 
ј'ма конкретно приказује суштину тог геометријског 06-
-~eгo.y везу са сфером. На првој слици (слика 10) ви-

. Слика 10. 

,Кружни пресеци сфере. 

, угова - пресека сфере саравнима у истим отств

'(другој слици (слика 11) имамо те исте кругове 
NI<,.-

Слика 11 . 

.кружи и пресеци диаде. 

• 
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распоређене дуж осе диаде,' али тако да су сна OTCT~jaњa из

међу кругова повеЋана у истој сразмери. Лако можемо за

мислити једну поврщину, која обухвата све I<ружне линије У' 

- НОВОМ положају и та површина претстављз елипсоид диаде.-

3. ПРflмедбе о литератури. 

Појам који сыо увели има, као што TH~MO даље видети

тесну везу са фОРIi'1QЛНИМ појмом диадеl коју уводи W. G ј Ь Ь s, 
али G i Ь bS'OBa диада нема конкретне претставе .• нема је у то-
лика да сам 'N. О i Ь Ь s (или Е. W i r s о п, који је штампао пре
давања W. О i ћ Ь " а) зове тај формални олератор неодређени"" 
ПРОИЗВОДОМ. О то/не ОН говори овако: «Тl1е rcason for Ље term 
il1determinate is tl1is. ТЬе !\уо produc!s а. Ь and а Х Ь (у 'на-

---;.- -+- -+-+ 
шим 6ележењима (а, Ь) и [а, Ь ]) ћаУе definite meanings. ОПе 
ј, а cer!ajn sca!ar, !!Је other а сег!а;п vectC'Г. Оп the other hand 

-' -' 
Ње produe! аЬ (код нас (а, Ь ,) is neither vee!or пог scalar-
ј! јБ purely 'УI11ЬоlјС and aequires а dеtеrшiпа!е phisical теа

. пiлg опlу when \!sed аБ ал opera!or». (Vector алаЈуsis. New 
Наvел. 1913. р. 272). 

Следећи W. G i Ь Ь s' у, други писци такоljе не дају геОме
тријског тумачења дизди. Она се УВОДИ И,Ш као симбол једног 

оператора, диадског производа, или у в('зи са линеарном век

торском функцијом. Исту формалну таЧI{У гледишта наводе М. 

Abraham и Р. Langevill у чланку «Notions geometrjques. 
fолdmеп!аlеs» француског издања Епеуе!ирЫје des sc;ences. 
l11a!bll11a!;ques (Т. ЈУ. 16). 

1. А. S с 11 О lJ t е п наводи један геОJl1етријски облик за 

девиатор (Orundiagen der Vek,or - und АШпогапаlУБјВ. ]914. 
S, 83), али, ПРВО, појам девиатора се не поклала са појмом ди
аде; друго, S с 11 О 11 te п' о Б а слика претставља само елементе> 

-+ -+ 

вектора А 11 В, који су потребни З3. дсвиатор, али она не даје 

један резултаТI!ВНIf облик и најз<'щ трсАе, S с h о u t е п 'о в а 
геомеТрИЈо::а слика не служи ОСНОВОМ за идуkе операције са 

девиатором, 

С. Ј а 11 ш а п п у својем делу "ОјС GГllпdlаgеп der Bewe
gungsle!1Ce» (1905) на странама 28-29 ""ше: "Ше DуаЈеп ћа
Ьеп ејпе ebenso grosse gеошеtгisеће <lп,1 pllysikaliehe ВеЈеи

tung wie Фе GI'эssmаПl1sсhеn Prc-dttktc, siлd ebenso r е а I е" 



21 

ihrer О r 6 s s е, F о r т und L а g е пасЬ vor5tellbare Oebi1de. 
Xeine5wegs sind sie, wie О i Ь Ь s glaubt, пш 5утЬоliсЬе апа-
1ytische Operatoren. Ејпе Dyade ј5! gegeben durch fйп! Bestim
тuпgssШсkе, und zwar durch die Richtungen der beiden Vekto
,ren а und Ь und durch das Produkt ihrer Or6ssen, Оје Orasse 

, 

der einze1nen Vektoren ist hier wiebei den Orassmannschen 
Produkten gleichgiiltig». Али и тај- писац се зауставља само на 

томе; он јасно осећа гсометријски садржај тог појма, али не 

.даје му конкретног геометријског облика и не став,ъа тај облик 
, . 

за основу СВОЈе теОрИЈе. 

Ј. S р i е 1 r е i п у (воме уu6енику (Lehrbull (Iel' Vektorrech
nung. 2 Aufl. 1926, S. 285) о диади пише: «Мап kапп ејпе Оу

ade пјсЬЈ durch ејпе geometrische Figur unmitte1bar veranschau
,lјсЬеп, wie тап " В. еiпеп Vektor durch ејпе gCl'iclJtete Strecke 
'veranschau1ichen kann, Aber wie ејп Vektor durcl15eine Projek
(јопеп, d. h. dшсh seioc ska1aren Produkte тј! anderen Vekto
ren definiert ,vercten kаlЩ 50 kann аисЬ ејпе Оуасlе durch ihre 
,,,ska1aren Produkte" тјј gegebenen Vektoren definiert werden». 

ИСТО мишљење понављају и други уџ6еници. На пример,. 

у Новом уu6енику М. L а g а 11 у (Vektor-Rechnlln~, Leipzig, 1928) 
,стоји (стр. 46): «Dyadische Produkte und Dуаdеп sind weder 
Skalare посЬ Vektorel1, sondern Orassen 11iil,erer Агј, denen 
еiпе uптit!еlbаrе gеОШС!I'isсhе Bedeutung пјсы beizu1egen ist». 

На тај начин Morytie је ТВРДИТИ као несуЈ\'\ЊИВО, да диада 

-сама по себи до сада није имала непосредног геометријског ту

'мачења. У овој расправи чинимо покушај да дамо диади то 

теометријско тумачење: диада може бити С\штрана као одре

ђени оријентисани модел елипсоида. Таква ПРО!'iЈена у суштини 

·геометријске концепције једне диаде даје могУI1НОСТ да се раз

'Вије рачун са диадамЈ. на новој геометријској ОСНОВИ. Такво 

развијање претставља у главноме предмет 

'те важне области Moд~pHe Теорије Вектора. 

4. једнакост диада. 

Замислимо две диаде 

Д 
-+-+ 

. ~{A,B}, 

Д' -+-+ 
. ~JA',B}. 

, 
наших проучавања 
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Пошто по нашој дефиницији диад-а пveтставља модел елип

саида одређене оријентације и одређене боје са показаним од

ре1)еним кружним пресеком, можемо тврдити: 

Две су оиаое једнаке, као се l/JиХО80 ллооели, КОllсmруји-
.' 

сави са истим ценmрЈ.м lJ са истом вредНDшћу пулуnреl/НUКО· 
основе) поклапајУЈ када 03HalfeHU ХРУ:ЖНU прссеЦЈЈ На тим еЛЦ!l~ 

соuдUЛ1а имају исти положај u кад се люделu цете боје. 
За ознаку једнакости две диаде можемо да употребимо. 

обичан знак једнакости и да напишемо: 

или кратко 

A~Д'. 

Из наведене дефиниције једнакости двеЈУ диада непосредно· 

слеДУЈУ ове особине вектора са који", су конструјисане једнаке' 

диаде: 

1, Ортави претходних нектора ДИад'а треба да ИМајУ ИЛИ, 

ИСте вредности или да буду супротног смера. 

2. Ортови идућих вектора треба да ю'тају или исте вред

НОСТИ} када су ортови претходних вектора Једнаки,. или супротне

вредности, када су смерови претходних вектора супротни. 

З. Коефицијенти диада, т, ј. ПРОИЗВОДИ модула нектора, 

прве и друге диаде, треба да имају ине вредности, 

Могућност да променимо смер ортова у ИС1:0 време код; 

Слика 12 .. 

Промена смерова д:иадиних BCK'FOpa~ 

претходног и идуli.ег члана диаде· слеДУЈе непосредно из. тогљ 

ШТО је увек !iюгуће променити р.ед. у КОНСТРУЈисању ПОЛОВИНat 

I 

I 
I 
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еЛИПСQида (слика 12). Основа при томе остаЈе иста, сами елип

саиди се поклапаЈУ и модели имају исте боје. 

Дакле, као услове једнакосги двеју диада Д и Д'можемо 
да напишемо две векторске Једначине и Једну скаларну: 

(2) 

АВ ~A'B' 

при чему смо, као увек, са нулом доле КОД ознаке вектора оз

начили арт тог вектора; Е има BpeAI:IOCT + 1. Пошто вектор

ској једнакости ортова одговарају само две скаларне једнакости, 

можемо ТВРДИТИ да наши услови (2) једнакости двеју диада 

могу бити ззмењени са пет скаларних услова. 

Ако координате вектора диада у погледу Декартовог три

једра Oxyz 0значимо ПОМОћУ следеnих шема: 
-+ -+ 
А ( А, , Ау , А, ) , А' (А' 4'· А' ) X"}JZ' 

-+ -+ 
В ( В, , В, , В, ) , в' ( В' х , 8' ~ Ј 8' z ), 

скаларни услови Ј еднакости двеЈУ диада могу да се пишу овако: 

Ах Ау А, 
--~ -~ -_.-
А/х А/у A'z' (3) 

В, Ву В, 
- .. -~ 

В'х В'у B'z 
( 4 ) 

( 5 ) Ах Вх = А/х В'х 

последњу Јсдначину можемо да смењимо каквом другом: 

Ау Ву = А'у В' у , .•. , 

или 

А, В, + А, Ву + А, В, = А'х В'х + А'у В',. + А', В', . 
Лако увиђамо да из једначина (2) следују једначине (3) 

(5) и обратно. У ствари, ако су арта ви вектора истих ИЛИ 
супротних смер ова, координате су ТИх вектора пропорционалне. 

Ако коефицијенте пропорционалности за размере (3) и 
( 4) означимо са k и 1, имамо: 
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( 6) 
А, = kA'" 

Вх = 1 8'" 

Ау ~C k А' у, 

Ву=l В'у, 

Az = kA'z, 

Л,=IВ',. 

Пошто поСле квадрирања последњу од једначина (2) мо
жемо да напишемо у облику 

(А2, + А'у + А2, ) (В', + В2,. -г В2, ) ~ 
~ (А'2х -1- А'2у + А'2, ) (В"х + В".' + В'2, ), 

из те Једначине на основу (б) следује k 2 l' ~ 1 или 

( 7) kl= 1. 

-> -> 
Знак смо изабрали само позитивни, Јер нектари А и А' 

-> ~ 

са једне стране и вектори В И В' са друге треба да имају исте 
~ -+ 7 7 

смерове: ако су вс "тор и А и А' истосмерни (k> О), В и В' та-
ко!;е су истосмерни (1 > О), а при услову k < О, исто тако је 
1<0. 

, Сада из једначине (7) на основу (6) следује једначина 
( 5 ). 

Обратно, из једначине (3) - (5) Сlедују једначине (2). 
У ствари, из једнаЧИllа (3) и (4) непосредно следује да ортови 

-+ -+ -+ -+ 

вектора А и А/Ј СЈ једне стране, и вектор:! В и 8' са друге 
имају или иСте вредности или СУПРОТНЕ, Прfl чему једначина (5) 
ДОВОДИ ДО једначине (7), а ова последња тврди да су ИЛИ 06а 

два арта у исто време истосмерни (k > О, 1> О) или супрот
ног смера (k < О, 1 < О). Из те исте једнаЧl1не (7) nOMoliy (3) 
и (4) непосредно долазимо до закључка истинитости' последње 
једначине из (исте:\13 (2). 

Из наведених услова Једнакости ДВСЈУ диада непосредно 

слеДУЈе да су две диаде 

-> l~ 

(mA,-В: 
т 

једнаке независно ОД произвољне вреДНОСТЈ1 с!<злара т, искљу

чујуliи при томе вредност т = О. 

Такву промену вредности чланова диаде можемо да иско

ристимо у намери да Ј едном од вектора диаде дамо унапред 

изабрани модул; сем тога можемо да располажемо и смером 

Једног вектора. 
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-
Ако други вектар диаде има вредност арта, тај облик ди-

аде зваћемо редуковани,и обликом. Редуковани облик једне про

извољне диаде одређује следећа једначина: 

За КОНСТРУЈисање Једне редуковане диаде 

т 

Слика 13. 

:.Конструјисање једне реду
коване диаде. 

~ ~ 

{ А , u } 
~ 

где смо са u 03начили Jei-\3H орт, мо-

жемо да се РУКОВОДИМО следеЋОМ век

торском Једначином: 

-+ -+ -+ _.. о • .,. 

r ~ Q -: А СО' (и, Q). 

Из тачке S (слика 13) у датом 
случају треба да повучемо сам вектар 

-+ ---+-+ 
А, дакле S Т ~ А, други" речима ко-

ефицијенат Р редуковане диаде не 

претставља ништа друго него модул 

првог вектора. За ОСЛi.'lе тачке сфере 

тај вектор А треба да скратимо у 
-+ ~ 

сразмери вредности СО" (и, Q). 

5. \{онгруентност диада. 

Конструјишимо две диаде 

Д' -+ -> 
~{A', В') 

'са ИСТИМ центром и са истом врецношl1у полупречника основе. 

Може бити случај да се тако конструјисани :\'1Одели диада не 

поклапају, али могу да буду доведени ДО поклапuња после 06р

тања једног елипсоида око одређене осе за одређени угао. 

Диоде исте боје, којих елиnсоиди .могу да буду доведени 

до поклапаfbG, зову се Ј(онгру!:нmне диаде. 

'Из непосредно!' геомеТРИЈСКОГ nOCMaTpafu<:l очигледно Је 
.да је за конгруентност двеју диада неопходно и довољно, да 
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1) углови између вектора појединих диада буду исти и д,," 

2) коефицијенти тих диада имају исту вредност. 
Ако узмемо у обзир вредности скаларног производа век

тора диаде и модул векторског производа 

-+ -+ -+ -+ 

[ А , В] ~ АВ Sin ( А , В ) 

услове за кон['руентност двеју диада можемо ,да напишемо овако:_ 

;-+ -+ -+-+ 
( А , В) ~ ( А', В') , 

. 

-+ -+ -+-+ 
[А,В] ~ [А',В']. 

6. Множење диаде са скаларом. 

Уочимо једну диаду 

Д 
-+-+ 

~(A,B) 

и један скалар произвољне вредности 11, изузев П = О. 

ПОЛ1Ножumu диаду са скалаРОЛl значи начuнцmц нову диaдy~,. 

којојје претходни или идућц члан IlОЈИножен са тим скалаРОЛl 

ПРОИЗВОД диаде и скалара ознаЧИМQ са 

Дакле на основу дефиниције 

-+ .+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ 
п A,B}~{nA,B)=(A,nB}-(A,B}n. 

Да у тој дефиницији нема противуречја, слеДУЈе из исти

НИТОСТИ Једначине: 

-+ -+ -+-+ 
{пА,В)={А,пВ:, 

а да Је .та Једначина Тачна, о томе се можемО уверити после 

1 
МНQжења првог Ч.lана прве диэде са - , а другог члана са n. То' 

п 

МНQжење, као ШТО смо видели раније (§ 4), не мења диаду. 
На тај начин производ диаде и скалара можемо такође' 

означити са 

-+ -+ 
(А,В)n, 
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а ТО значи да резултат множења диаде са скаларом не зависи 

од реда МНQжитеља. 
~ ~ 

За упореljивање дате диаде {А, В) са диадом - произво-
~ -+ 

дом те диаде са скаларом П, т. ј. са диадом {п А, В) доведим!)· 
једну и другу диаду до редукованог облика; у том случаЈУ до

бићемо две диаде: 

-+ -+ -+ ~ 

{В А, Во,, и {п ВА , Во ) . 

За те ДB~ диэде можемо ТВРДИТИ, да су им основе исте,. 

да су њихови правци померања такође ИСТИ, при чему та пQ

мерања имају ИСТИ смер, ако је 11> О и супротни смер, ако је 

П < О. Што се тиче коефицијената тих диада, коефицијенат прве-
диаде има вредност 

Р=АВ, 
а коефицијенат друге 

Рl = I п. АВ ~ . п I Р, 

где смо са ,П означили модул скалара П. На тај начин можемо

ТВРДИТИ да коефицијенат диаде производа претсп вља производ. 

t<оефицијента диаде множитеља и модула скаларног множитеља. 

Јасно је да позитивна јединица као множитељ не мења 

диаду. Множење са негативном јединицом мења диаду. Слика 14 

в. / 
/ 

Слика 14. 

Једна диада и њезин ПРОИЗЕОД са негативном Је;{иницом. 

даЈе пример Једне диаде и њезиног производа са негативном 

јединицом. 

Не треба мислити да бела диада после множења са нега

тивном јединицом постане увек црна. Анализирајмо питање о 

промени боје једне диаде. Као што знамо, диада има белу боју,. 

ако две тачке S и Т (слика 6) остану на ИСТОЈ страни ОД основе
диаде, а то је случај при услову 
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- -+-+ 
ST Cos (А, В) > - 1 

или 
-+ -+ 
(А,В)+I>О. 

При услову 
-+ -+ 
(А,В)+I<О 

диада Је црна. 

Најзад при услову 

л~:fIt1 диадина оса у ОСНОВИ, Т. Ј. елипсоид диаД1 дегенерише у 

j;j!fнy равну сли"у. У том случају говорићемо да она губи своју 
6~y. . 

Анализујуhи боју диада 

и Д 
-+-+ 

- ~{-A,BJ 

-+ -+ 
_у вези са вреДНОШћУ производа (А, В) ј\'ожемо ТВРДИТИ: 

1. Бела дизда после промене знака остаје бела, ако је 

-+ -+ 
1>(А,В»-1 

2. Бела постаЈе црна, ако Је 

-+ -+ 

(А,В»I. 

3. Црна постаЈе бела при услову 

-+ -+ 

(А,В)<--1 

и никаД не МО,[(е црна после промене знака да остане црна, 

јер две неједнакости 

-+ -+ 

(А ,В)<-I, 

-+ -+ 
-(А,В)<-Ј 

СТОЈе у nротивуреЧЈУ Једна са другом. 

Горње резултате можемо графички IIретставити следећом 

·<ликом (слика 15). 
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~ ~ 

Ако скалар 1l, којим желимо да помножимО диаду {А, В } 
претставимо у облику, рецимо, 

д 

(џ) ! 

Слика 15. 

Шема боје диада А и - А 

та два МНQжитеља ГlюжеМQ да распоредимо између IIрВОГ и дру

гог члана диаде. дакле 

-+ -+ -+...,. -+-+ 
11, /12 { А , В I ~, : /1, А , /1, В} - { /1, А , /1, В } . 

Зауставимо се још на множењу диаде са нулом, дакле 

претпоставимо да је ll' О. Следеtш општем правилу после мно

жења добиtiемо диаду једног ОД облика: 

~ ~ 

{ О,В}, {А,О}, {О,О}. 

Прву диаду може!\НЈ да КОНСТРУЈишемо - она претставља 

сферу без промене, другим речима белу сферу '); другу и треl;У 
диаду не можемо ни да конструјишемо. Све те случај еве мо

жемо обухватити општим појмом диада - нула. Као што ћемо 

видети даље, таква на први поглед разноликост тог појма не 

смета ОПШТОЈ шеми рачуна са диадама као са гсомеТРИЈСКИМ 

облицима. 

7. Сабирање Дllада са I<олинеарним члановима. 

Замислимо две дизде: 

1) ДИCl.да може да претставља и црну сферу; ТО је, на пр., случаЈ 
~ ~ 

ДИёlде { - 28o, во}, али та диада више не претсташьа Hy.~y. 
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1. Претпоставимо прво, да су вектори прве диаде I<олине
,арни са векторима друге диаде, т. Ј. , 

-.. -+ -+-+ 
А.,· т А, , В2 ~ П В, , 

где су т и п оДређени скалари, 

у таквом случају другу диаду можемо да трансформиwемо 

·tледећим начином: 

Д -+? ......--+ 
• ~ { т А, ,п В, } ~ mn { А, , Р, } . 

Начинимо сада збир од- две наше, диаде са, a~H,aKOM: 

Под ТИМ з6иром У специјалном случају колинеарних .ек

. тора хоћемо, по услову) да разумемо нову диаду} која се до

"<iИ'ва ОД полазне само множењем одређеним скаларом и то на 

,основу следеће једначине: 

-+ -+ -+ i: -+ 
( А, , В, ) -; т п { А, ,Н, ) ~ (1 + тn ) { А,., }. 

Дакле можемо у опште за са6ирање диада са колинеар

:ним члаНОВI:Iма поставити следе1iу једначину: 

~ -+ -+ -;.. -;.. ....... 
(8) p{A,BJ+qIA,BJ~(p+q)iA,BJ, 

где су р и q произвољни скалари. 
2. Претпоставимо сада, да су колинеарни само први век

-тори диада, дакле 

-> -;. 

А, ~ тА" 

а други су .ектори потпуно произвољни. 

у ТОМ случаiу можемо другу диаду тако трансформисати, 

,да она има први члан не само колинеарни, него и једнаки са 

првим члан ОМ прое диаде. После тога треба да саберемо овакве 

,цве ди.де: 
-:.- -+ ....,..-+ 

, А" В, } + , А, , т 82 }. 

Као дефиницију за тај случај са6ирања ставимо једначину; 

(9 ) 
I 

--+ -;.. -+....,.. -+ --->- -+ 

{A,B}+{A,C}~{A,B+C}, 

I 

I 

I 
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.ДРУГИМ речима, збир двеЈУ диада са Једнаким првим члаНовима 

~претставља диаду са истим првим чланом, а другим чланом рав

.ним векторском збиру других чланова датих диадз. 

3. За случај колинеарности само других чланова" диада, 

Једначинз, КОЈа -одређује збир таквих диада, има облик: 

( 1 О ) 

А, 

-+ -;.. -+ -+ -;.. -+ --'>-. 

{ А, С Ј + {В, С) ~ I А + В, С Ј. 

А. 

Слика 16. 

1 .,. 
А. ;LJ,. 

Са6ирање диада са колинеарним члановима. 

То значи, збир двеју диада са једнаким другим члановима 

Jlретставља диаду са ИСТИМ другим чланом, а првим члан ом рав

-ним векторском з6иру првих чланова датих диадз. 

, 
,'/ ~ 

! " В" 
с' 

т 

А, 
• 

-А 
1../1-

в, 

А,' .J,-~.I' 

Слика 17. 

Сабирање диада са колинеарним првим члановима. 

Три слике (СЛИl(е 1 б, 17, 18) дају примере са6ирања диада 
<а колинеарним члановима првог и другог пара вектора, само 

првог и самО другог; на сликама 17 и 18 узели смо з60г упрош
--:.- -~ --:.

комплрнарних вектора: А 1 81' 82, од-ћавања цртања случај ... ... ... 
НОСНО А1 , A~, В . 
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Једначине (8) - ( 1 О) играЈУ улогу дефиниција сабирањ1t 
диада за спеuијалне случајеве: оне обухватају само случајеве 

кад две диаде имају барем један пар колинеарних ~eKTopa. Ако. 

диаде немају коливеарних чланова, горе наведене дефиниције не: 

"\ 
--"---1 

,iL, 

т 

5 А, 

Слика 18. 

• 

Сабираље днада са колинеарним други:>\ члановима. 

дају правила за сабирање таквих диада. Збир произвољни х ди

ада не може бити сматран у Qпштем случају као једна нова 

диада - ОН претставља један сасвим НОВ геометријСКИ облик, 

заједницу од две или више диада. Анализа збирова произвОЉ

них диада 6иће предмет .Друге главе. Овде nемо да гледамо на 

такав збир као на једну' заједницу самоста,lНО постојећих диада. 

Јасно је да' се правила овог параграфа за сабирање диада 

са колинеарним члановима такође ПРШ\lењују на случај сабирања. 

више диада. Тако, на пример, 

, -7 -7 -7 , ~ 
1: {А,В,,} - { А '~H ) , , ~ , 1 -i=l i _----= i 

п -+ -7 п ~ ~ 

)--' { А-..... " 
В} - { "'~AfJ\ ~ 1, Ј. 

ј=l i=1 

8. Диада као производ двају ве!{тора. 

~ -7 

Скалар (А, В) се зове скаларни производ дваЈУ вектора 
-> -+ 
А и· В из тог разлога што се он поко рава следећИМ законима. 

множења обична два броја: 

1. комутативном 
---+ ---+ ---+-+ 
(A,B)~(B,A), 
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2. дистрибутивном 

Асоциативни закон, КОЈИ важи за множење обичних бројева 

( аЬ ) с ~ а ( Ьс ) 

за скаларни производ губи свој смисао. 

-;. ... 
Вектор [А, В ] Ј који се зове векторски ПРОИЗВОД, задово

љава дистрибутивни закон било у погледу распоређивања десног 

члана: 

било У погледу распоређивања левог члана: 

Али таЈ производ се не покорава комутативном закону, Јер 

-+- -+ -;.--+ 
[А,в]",,[В,А]. 

-;. -;. 

Диадэ, састављена ОД два вектора А и В: 

-;. -;. 

(А,В) 

такође се покорава дистрибутивном закону, на име за њу 

важи и Једна и друга Једначина: 

ИСТИНИТОСТ тих једначина непосредно следује из правила 

КОЈа смо постаВИ,lИ у претходном параграфу за сабирање диада 
. . 

са НЭЈмање Једним колинеарним члаНQМ. 

Пошто се диада г!Окорава дистрибутивном закону, она та

кође може бити сматрана као један производ нарочите природе 

двају вектора. Тај производ зваћемо диадСКИА' проuзводоm двају 
вектора. 
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Диадски се производ не покорава комутативном закону, јер 

-+ -+ -+-+ 
{А,В}*{В,А}; 

за њега исто тако не важи atоциативни закон. 

За6ележимо да се СВИ производи двају вектора - ска-• • 
ларни, векторски и диадски - покораваЈУ истом правилу за слу-

чај МНDжења тих производа скаларом, на име: 
• 

-+ -+ -+ -+ -+..,.. 
п(А,В) ~ (пА,В) ~ (А,пВ), 

-+ -+ -+ -+ -..-+ 
II [ А , В Ј ~ [п А , В Ј ~ [ А, п В ] , 

....... -+ -+-+ -+-+ 
п { А , В} ~{n А, В } ~ { А, п В ) . 

Дистрибутивни закон, који важи за диадско множење век

тора, даје могућност да претставимо диадски производ збирова 

више вектора као збир више диада, којих су чланови поједини 

вектори. На пример: 

с> -+ 
+ В'· 2 •. В.,) -

-+ с> -. -+ -+ -+ 
~{Al,Bl) , { А1 , В, ) + { А1 , В, ) + " 

( 11 ) 
, 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ 
{ А, , В1 ) - { А, , В, ) + { А, , В, ) + , 

-+ -+ -+ -+ -+ с> 

{ А, , В1 ) { А, , В,) + {А, , В, ) . 

9. I<оординатне диаде. 

УО4ИМО једну диаду 

Д 
-+-+ 

~{A,B} 

-+ -+ 
састављену од вектора А и В. 

-+ -+ 
Сваки од вектора А и В може бити претстављен као век-

торски збир његових Компонената у правцима координатних 

оса ортогоналног триједра Oxyz. Ако основне ортове тог три-
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~ -+ 
једра ознаЧi1ИD са [", ј, k *), за векторе А и В можемо да на
пишемо следеhе векторске једначине: 

-+ 
А ~ Ах i + Ау ј + Az k, 

где смо са Ах Ј Ау, .. , , Bz означили координате одговарајуhих 

" " . ; " !' " , , , , , , 

гЕ) СЭ; гЕ) о···; 
, &, г0 

А11 ~ А12 ~. А1з ~..; : ;;: 

, , , , . ~ , I 
, 
' I 

" " " " ! I Р , , , , , 
! , , • , , 

гЕ) O~ јЕ2) СЈ! ~ (Э. г-- ... ~ 
---. 

А21 ~.. Ан ... ....... А!з GЭ· : ~ , • i l 

• , , , , , 

'~ 'ј 'ј 

• 

" '" ! " " r\ !-\ , , • , &.; г-\ј јЕ) CJ~ 
, , 
, 

:.-.-.., .... о .... ..-... 
ј • 

АЗ1 сэ·; АЗ2 (Э; . Јзз GЭ····~ , . , 
, , • , , 
, , • 
'ј 'ј , I 

Слика 19. 

Координатне диаде. 

*) Пошто су те ознаке класич.не, изоставили СМО стрелицу HlIA сва
КИМ ,ОД тих слова, независно ОД тога, да свако то слово претставља Ј<ОД 

нас Један вектар. 

, 
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вектора, т, Ј. пројекције тих вектора на осе триједра Oxyz. 
Ако уврстимо добивене вредности вектора у диадски про

ИЗВОД тих вектора, ДОбићемо по ( 11) следећи облик диаде: 

-> -> 
{ А , В ) ~ {Ах i + Ау ј + А, k, В, i + Ву ј + В, k ) ~ 

( 12 ) 

~ Ах ВХ { i, i ј + Ах Ву { i ,ј ј + Ах В, { i ,k } + 
Ау ВХ {ј, i } + Ау Ву {ј,ј } + Ау В, {ј, k } + 
А, ВХ { k, i ) + А, Ву : k ,ј } + А, В, { k, k } . 

у ТОМ облику фигуришу девет диада састављених од ос

НОВНИХ ортова. Те ћемо диаде звати једUnUltНU.м диадама од 

коордZlJюmнuх орmО80 или коордuноmНU,1i диадома и због крат-

КОће означавати са Д 11 = { ј, i }, д ЈЗ = { i ,ј} Ј ••• Ј Д ЗЗ = 

{k,k ј. 
Свакој јединичној диади одговара њен модел, њена повр

шина елипсоида. 

Јасно је да је свака ОД јединичних диада бела. На слици 

(слика 19) претстављени су елипсоиди тих диада помоћу пре

сека тих Ј.10вршина са координатним равнима. На први поглед 

тих диада можемо закључити, да ПОСТОЈе два различита типа 

јединичних диада: први тип -- ТО су диаде ОД МНQжења ИСТИХ 

ортова, дакле дн, А 22 Ј Д 33, а други тип -- резултат ди
.адског множења двају ортогоналних вектора, на пример Д 23 Ј 

дЗ2 И др. Детаљније о особинама тих диада говорићемо доцније. 

10. Координате диаде. 

-> -;. 
Ако производе координата вектора А и В диаде, који фи-

фигуришу у обрасцу (12) означима овако: А Вх = 011, 

Ах. Ву -= а12, ... ) Az Bz = 088 Ј горњи образац за сваку диаду 
можемо да наЈ1ишеМQ у следећем облику: 

Д ->-> д ~ { А , В } ~ а11 11 + а" д'2 + а13 д13 + 
"" д" + О" Д" + а" д" + 
аБ' д" + 0'2 ДЗ2 + О" д'Б , 
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или 

А с ~ap, Ар, 
Р" 

(p,q=1,2,3), 

Пошто јединичне диаде Ар, за сваки одређени координат
ни триједар претстављају потпуно одређене облике, скалари 
ар, (р, q = 1 ,2,3) потпуно одређују сваку диаду у погледу 
тог Координатног триједра и зато _ се зову координате дuаде. 

Раније смо видели да је за одређивање једне диаде пот
требно да знамо само пет скаларних величина, па према томе 
између девет координата ар, (р, q ~ 1 ,2, 3) сваке диаде мо
раЈУ да постоје четири везе. Те везе можемо да напишеМQ 
овако: 

( 13 ) 

азз а12 = а32 G1з . 

У ИСТИНИТОСТ тих веза лако можемо да се убедимо, ако 
уврстимо у место координата ар, (р, q = 1 , 2 , 3) њихове вред
НОСТИ. На пример, у место последње једначине имамо: 

Az Bz Ах Ву = Az Ву Ах Bz , 

а ова једнакост претставља очигледан идентитет. 
Написане четири везе (13) су независне, Јер прва не 

садржи Координата а11 , а22, Овв, а свака ОД остале три садржи 
само ПО једну ОД тих координата. 

Ако је диада дата као геометријски оБЛИI(, одређиnање 
координата диаде не претставља теШКОће: за то прво можемо 

да одредимо векторе диаде ( § 2), разуме се са познатом неодре
ђенаШћу, па ПОСле по векторима и координате диаде. Али је 
потребно забележити да у вредностима координата диаде не ће 
бити никакве неодређености, јер, прво, промена смера код 06а ..,. ..,. 
два вектора А и В не ће утицати на знакове координата диаде ..,. ..,. 
иЈ Apyro, распоред модула вектора А и В при услову. 

А В = Cons!. 
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такође 
, 

не ће утицати на вредноСТИ координата диаде, КОЈе 

зависе од производа координата вектора диаде. 

Реши мо сада обратно питање: на какав начин можемо да 

одредимо једну диаду, кад су дате њезине координате ар" 

(р, q = 1,2, З) и кад те координате задово;ьавају услове (13). 
Пошто су величине 

а11 = А" ВХ , 02! = Ау Вх , а31 = А]; В.\ 

пропорционалне косинусима углова, ЩТО гради правац првог 

ВеКТора ....... са координатним: осама, за одређивање тог правца 

имамо·: ..,. ..,. 
Cos ( А , Х) = + л, ан, Cos ( А , у ) = + л, а21 , 

(14 ) ..,. 
Cos ( А , z) = ± л, а" , 

где СМО са А1 означили: 

На исти начин из }едначина 

ан ~ А:-; Вх I а12 = Ах Ву, 013 = Ах ВХ 

имамо за правац другог вектора: 

..,. ..,. 
Cos ( в , х ) ~ ± л, ан , Cos ( в , у ) ~ ± л, а" , 

( 15 ) ..,. 
Cos ( В , z) ~ ± ло а13 , 

где Је 

Што се тиче двоструких знакова у једначинама (14) и 

(15), то питање се решава овако. Смер једног вектора, рецимо ..,. 
А, може д-а буде изабран произвољно, а ТО значи -и знак може 
бити у једначинама (14) изабран произвољно. Пос)!е тога се 

знак у једначинама (15) одређује по знаку производа 
..,. ..,. 

( А , В) ~ А, Вх + Ау Ву + А• В, - ан + а •• + а .. ~ 
( 16 ) 

~ А В . ( + '" ) . ( + Л2 ) . ( ан" -f а,. а2' + а" а91 ) . 
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Пошто је производ АВ увек позитиван, ова једначина даје 

МОГУћНОСТ да одредимо знак за 12' ако смо изабрали знак за 

А,. Горњу једначину не можемо да искористимо у случају да 
-;. -;. 

су вектори А и В управни Један на други, т. Ј. при услову 

али у том случаЈУ можемо да искористимо векторски производ 
-;. -;. 

[ А , В]. Са једне стране координате тог вектора имаЈУ вред-

ности 

( 17) 

Ау Bz - Az Ву - G2З -- 0зз Ј 

Az Вх - Ах 87. - аЗ1 - 011'1 , 

са друге стране 

Ау В, - А, Ву - АВ. ( + Л, ). ( + А. ) ( а" а" - а .. а" ) , 

А, В, - Ах В, '. АВ. ( + А, ) , ( + А,) а11 ( а" - а,. ), 

А, Ву - Ау В, .с АВ . ( + )., ) . ( + )'2) а11 (а" - а,,). 

-;. -;. 

Пошто за случај управности вектора А и В барем једна од 

наведених координата није равна НУЛИ, из упоређивања горњих 

једначина увек је могуће одредити знак за )." кад је изабран 

знак за А1 . -+ 
На тај начин увек је могуће одредити ортове вектора А .,. 

и В на основу координата дате диаде. 

Остаје још да одредимо коефицијенат диаде, производ Р 
.,. -;. 

модула вектора А и В. Из једначине (1 б) непосредно имамо: 

( 18) Р ~ А в ~ а11 + а,. + а.з 
( + )., ) . ( + 1.2) (а11 ' + al2 а21 + о .. а., ) 

у случају ортогоналности векторз, кад Је 

а" + а22 + а •• ~ О , 
можемо да искористимо координате ( 17 ) векторског производа .,. -;. 

[ А, В]. Пошто је у том случаЈУ 

-;. -;. 

Siп(А,В)~l, 
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модул векторског производа има вредност Р и заТо непосредно 

имамо: 

(19) P'~(a" - а,,)2+(031 -а")2+(о,, - 0,,)2. 

На таЈ смо нач:ин одредили све елементе Једне диаде, ако 

су познате кqординате те диаде. 

3амисщ,'~О сада две диаде Д и ДI са кооrдинатама 
I 

" , 
lIpq и Q pq (р,q~1,2,З) 

и решимо питање, какве услове треба да задовољавају наве

дене координате, да те две диаде буду једнаке. 

Из услова да КОД једнаких диада претходни и идуkи век
тор прве диаде треба да имају правац npeTXO~HOГ односно иду

ћег вектора друге диаде, непосредно следују једначине 

Opq =)... а'рч Ј (р,q~Ј,2,З) 

где је л коефицијенат пропорционалности. 

Пошто код једнаких диада коефицијенти Р и Р' треба да 

имају такође једнаке вредности, било из (18), било из ( 19 ) 
долазимо ДО закључка дз Је 

• 
и на таЈ начин можемо тврдити да Једнаке диаде имаЈУ исте 

вредности координата, т. Ј. 

apo~a'po. (р, q ~ 1,2,3) 

Истинит је и обратии став: ако су координате диада Јед

наке, диаде су TaKo~e једнаке. 

На!јимо још услове за конгруентиост двеју днада. 

Пошто је за I<онгруеитност двеју диада довољно да су ИМ 

једнаки скаларни производи њезиних вектора и модули век

торских производа, имамо следеће услове. конгруентности' двеју 

диада претстављене ПОМОћУ координата: 

(о,,, - о"")" + (о" ~~ а,,)2 + (а,,- а,,)" ~ 

=-(а':.!;ј - а'з?)2 + (а'З1 - а'1З? + (а'12 - ц'21)?" 
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Напишимо још једначину површине елипсоида диаде помоћу 

координата те диаде. 

Пошто једначина T~ површине у векторском облику има 

форму (1 ) : 

( 1 ) 
-+ - -+ -+ ....,.. 
r Q+A(B,Q), 

где је Q = 1, после пројицирања те једначине на координатне 
осе триједра Oxyz до6ићемо: 

(20 ) 

х ~ ( 1 + ан ) Х + а .. У + а" Z, 

у ~ а21 Х + ( 1 + а,,) У + а2з Z , 

z ~ а." Х + а" У + ( 1 + а,,) Z, 

при .чему СМО означили са х, У, z - кординате та4ке елип

соида, а са Х, У, Z координате тачке сферне површине једи

ничног полупречника, - према томе 

( 21 ) 

-> 
Једначину (1 ) можемо да решимо по вектару Q. Помно

-> 
ЖИМQ ту Једначину скаларно са ВЈ тада имамо: 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+-+ 
( в , г) ~ (В , Q ) + ( А , В )( В , Q ), 

одакле 

( 22) 
-+ -+ -+ -+ 
(B,Q)~~.(B,r), 

где Је 

-> ... 
..\. - \ - 1 + ( А , В) ~ 1 + а11 + а22 + 0зз . 

На основу (22) ИЗ једначине (1) имамо 

-+ -7 -+ -+-~ 

Q ~ r - А..\. . (В , r ) 

па према томе после пројицирања на координатне осе до6иfiемо: 

( 23 ) 

Х О' х - ~ . (а11 х + а,2 У + а1 з z) .. 

у - у - ~ . ( а21 х + 022 У + а 23 z) , 

Z ~ z - ~ . ( а.н х + О" У + о" z) . 

-Те исте резултате МОГУЋе је добити решењем система ли-
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неарних Једначина (20) по променљивим Х, У, Z, али је тај 
пут везан са дугачким трансформацијама. 

Ако сада УВРСТИМО координате (23) У једначину (21), до-
6и!;емо следећу једнэчину површине елипсоида диаде изражену 

помо!;у диадиних координата: 

[х ( 1 + а" + а" ) - у а .. - z 013 ]' + 
+ [ - х 021 + У ( l + а11 + а" ) - Z а" Ј2 + 
+ [ - х а31 - У аЗ2 + z ( 1 + а11 + оcn ) Ј2 ~ 

~ ( l + а" + а" + а,,)". 
За 6ележење диаде одређене ПОМО!;У својих координата 

употре6љаваћемо и следе!;е ОЗнаке: 

011 , а12 } а" ј 
Д ~ (арч ) ~ а21 } 022 } а.,., 

-" I 
а 81 1 а32 } азз Ј 

Непосред.но из правила сабирања диада, које имају 6арем 

један колинеарни члан, следује да у случају сзбирања, рецимо 

двеју диада, координате збира имају вредности з6ирова коорди

ната диада сабирака. Дакле, ако упоредно са горе наведеном ди-, 
адом Д имамо још другу диаду Д ~ ( а' Р" ), збир тих диада 
помоtу координата можемо написати овако: 

f 011 + а'НI а12 + а'121 Ој3 + a\;~ ј 
Д + Д' ~1 021 + а'21 1 022 + а'22 Ј а .Ј_ а' 

2:; I 23 

[ ЦЗl + 0'31 , 032 + 0'32 Ј 0з:\ "-' I а 33 

или 

( арч ) + ( а' РЧ ) ~ { арч + а' pq} . (р,q~1,2,З). 

11. Невависне координате диаде. Инварианте диаде. 

Између девет координата арч (р , q- 1 ,2, З) једне диаде 

постоје четири независне везе (13). ПРИРОДIIО је поставити пи

. тање о незавUСНUЛl ICоординаmа.ма једне диаде. 



43 

...... 
Пошто диаду одређују два орта Ао, Во и коефицијенат Р, 

можемо ТВРДИТИ да за независне координате Једне диаде могу 

да буду усвојене следе"е величине: ... 
1) сферне координате 'РА' ~A краја орта Ао у погледу 

триједра Oxyz, при чему је 'РА угао тог орта са Оху равни, а ~A 
угао између Oxz равни и равни тог арта и z осе, ... 

2) сферне координате 'Рв, '\Јв краја орта Во истим начи

НОМ КОНСТРУЈ иеане, 

3) коефицијенат Р ~ АВ циаде. 

Ако са А 0знаЧИМQ један произвољан позитиван број, ко

ординате вектора те диаде могу бити претстављене овако: 

1 

Ах ~ + А Р"2 Cos '1' А Cos ~ А , 

1 

Ау ~ + А РУ Cos 'РА Siп ~ А , 

1 

(24 ) Ао ~ + А РУ Siп ср А ; 

Вх ~ +~p} Cos 'Рв Cos ~ В ' -л 

Ву 
1 1 

= + ), РУ Cos 'Рв Sln ~B' 

В, ~ 
1 1 + с- Р, Siп 'Рв' -л 

при чему ОД двоструких знакова можемо бирати за обе групе 

вредности или горњи или доњи. 

Из написаних вредности координата всктора непосредно 

следују следеће вредности координата саме диаде: 

аl1 =PCos СРА Cos,+,.-\ COSCPB Соs'-!гв Ј 

а21 ~ Р Cos 'РА Siп Х\,,, Cos 'Рв Cos '!св , 

а31 ~. Р Siп '1' А Cos 'Рв Cos >\Ј в , 

а12 ~ Р Cos 'РА Cos ~ л Cos 'Рв Siп 'IrB , 
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а" - р Cos 'РА Sin 'у А COS 'Рв Sin 'Ув , 

а", ~ Р Sin 'РА Cos 'Рв Sin 'I'в ' 

а13 ~ р Cos 'РА Cos 'УА Sin 'Рв, 

а", ,о Р Cos 'Р А Sin 'У,\ Sin 'Рв , 

а зз ~, р Sin 'Р А Sin 'Рв • 

z 

.. 
А. 

о 

Слика ::.0, 

Координате оријентације једне ,:\ИZlде. 

Јасно је да се ПОМОћУ тих израза везе (1 З) идентично 
задовољаваЈУ· 

Независне КQордишпе једне ДИ3iJ,С можемо да изабереМQ 

тако, да Једна група тих координата одређује положај диаде" а 

друга форму. 



Као пример наведимо следеће координате диаде: 

1. Координате оријентације: 
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-+ 
о) '1'в , ,)св - горе споменуте сферне координате арта Во. 

-+ 
Ь) ВА - угао између равни, што пролази кроз В и Oz осу' 

-+ -+ 
и равни, што пролази кроз исти 

2. Координате форме: 

век тор В и вектор А ( Слика 20). 

о) а -
Ь) р-

угао између вектора 

коефицијенат диаде. 

-+ 

-+ -+ 
А и В, 

Координате .е"тора В у овом случаЈУ и"аЈУ исте вред-

ности као и у једначинама (24), а што се тиче координата 
-+ 

вектора А, оне имају следеl1е вредности: 

1 

А, ~ +), P2(SinaCosB A Cos '1'в SintB-

Sin а Sin ВА Sin'VB +- Cos а Cos '1'в COS~!B)' 
1 

Ау - +), Р 2 (Sin а CosBA Sin '1'в Sin ~!B -1-

Sin а Sin В А Cos t в +- Со, « Cos '1'в Sin 'VB)' 
1 

А, ~ + 1, Р i ( -. Sin а Cos ВА Cos '1'в .- СОо (Ј. Sin '1'в ) , 

КОЈе се могу лако добити елементарном анализом сферних тро

углова, нарочито кад уведемо у расуђиваље ЛОМОhНИ триједар 

ONfr 
~~. 

-+ -+ 
На основу вредности координата вектора А и В без икак-

ве теШКОhе МОГЛИ бисмо да наuишемо координате Gpq (р, q= 
1,2 Ј З) диаде, али не ћемо да наводимо ЊИХQве вредности, по
ШТО су оне доста дугачке, а за нас не играЈУ улогу У детаљ

НИМ расмаТРЗlbИМ3. 

Ако xo-nе:\1О једну дату диаду да конструјишемо у произ-
. .. 

вољном положаЈУ У простору, за то КОНСТРУЈисање довољно Је 

да знамо са.мо координате те друге категорије ~ координате 

форме. Из тог разлога те координате можемu да зовемо при

родним коордИllаmаАЈа диаде. 

у нашем случају су п и Р природне координате диаде. 

Координате оријентације једне диаде зависе ОД избора 

координатног система према коме ХОћемо IbeH положај да од

ред"мо. 
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Координате форме се не мењаЈУ, остаЈУ исте за сваку 
. . 

врсту координата Једне диаде; те координате претстављаЈУ ИН-

варианmе диаде. У нашем случају величине а и Р су инвари

анте диаде. Јасно је да свака функција ТИх величина претставља 

такође инварианту. Нарочито важне инварианте диаде то су 

два производа 

р Со> а и р Sin а. 

Први ПРОИЗВОД претставља скаларни производ чланова ди

аце, други има вредност модула векторскor производа ИСТИХ 

чланова. На тај начин можемо ТВРДИТИ да две инварианте диаде 

могу бити претстављене још и у облику: 

-7 + -7 + 
(А, В) и [А,В]. 

Помоhу диадиних координата те се инварианте изражавају 

овако: 
-.. -.. 

( А , В ) ~ О" + 022 + ОЗ" 

Са једном шемом од девет веЛичина 

могуће Је довести у везу три скалара 
• 

s, 011 + 022 + А,., , 

+ + 
(.'210;..'2 

011 ('12 013 

s;~ и~1 и22 02;\ 

0;11 О;Ј2 (/ .1:) 

+ 

И Један нектар 1/ са координатама: 
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V, ~ 023 - 032 I 

Vy - 081 - а1ЗЈ 

V, - 012 - 021' 

Први скалар 5, не претставља ништа друго до инварианту 
->- ->-

( А, В). Што се тиче другог и трећег скалара, они имају иден-
тичне вредности нуле: 

Ss = о Ј 

у ШТО се можемо лако уверити кад уврстимо у место вредно

СТИ координата диаде, ЊИХQве изразе ПОМОћУ координата чла

нова диаде. 

-> 
Вектор V претставља векторски производ вектора диаде, 

дакле 

-> ->--> 
V~rA,BJ. 

Његов модул претставља такође једну инварианту. 

12. Равлагање диаде на диаду истевања и диаду 
смицања. 

Уочимо Једну произвољну диаду 

Д 
->-->

~{A,B} 

-> 
Раставимо први вектар те диаде А у две компоненте: 
-> ->-

једну А" у правцу нектора В, -.,. значи колинеарну са ТИМ векто

-> 
ром, и другу Аn ортогоналну на правац тог ИСТОГ вектора ВЈ 

дакле имамо 

-> 
Ако УВРСТИ!\'!Q ту вредност вектора А у израз за диаду, 

она ће се распасти у две диаде: 

---ј.. -+ --+ -+ -+-+ 
{ А Ј В I = I Ak , В }+ 1 Ан Ј В : 

Прва диада Је састављена ОД колинеарних вектора. Такву 
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Ћемо диаду звати диадОJlll uсmезаfbа и то из тог разлога ШТО *) 
елипсоид модела те диаде претставља обртни елипсоид са осом 

-> 
ротације правом линијом, којој припадају 06а два вектора: В и 
-> 
А,. Пој'ам истезања употребљујемо ОВ;1е у опште м смислу: ту 

т -А ------ ---

----- -----

----------------~--------4------~ -- - ---

Слика 21. 

Бела диада правог истезања. 

спада и право истезање и CKpati,laafue, којем одговара Један 
спљоштени елипсоид. Дајемо три ~Иi'v1ера диаде истезања: прва 
слика (слика 21) даје белу диаду пр';вог истезања; друга (слика 
22) показује белу диаду скраћивања и најзад трећа слика (сли
ка 23) даје пример црне диаде истеЗ",L,а. 

Обратимu пажњу на Један специалан случај када је 

-> ~ 

и при то>!е коефицијенат диаде { А , , В \ има вредност Јединице, 
т. Ј. 

А, В ~ р- 1. 

у овом случаЈУ диаду овако; можемо Ilрстставити , 
-> -, 

{ - ВО, Во ), 

*) Сфера ОД изотропног матерl1Јала, истезана у правцу вектора 
-> ~ 

Ak, пр~лази у оортни елипсоид са осам В. ЕЛI1ПСОИД је и з дуж е Н Ј ако 
-+ -> 
Ak Ј В Ю1ају И(ТИ смер (истезање), с п љ о ш т е Н, ако су смерови супротни 
(са6ијање). 
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-+ -+ 
где Је Во арт вектора В. Површини елипсоида диаде у ТОМ слу-

чају одговара једначина: 

--+ -+ -+ -+ -+ 
r ~ Q - Во ( ВО , Q ) . 

. -- ----

Слика 22. 

Бела диада скраПивања. 

-----

• 

Во 

• 
А 

- --

т 

Слика 23. 

Црна диада истезања. 
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Она показује да еЛИПСQИД диаде у ОВОМ случаЈУ дегене
рише у круг, у један ОКРУ2ЛU диск Јединичног полупречника 
(слика 24). 

Сваку диаду ИСтезања МОГУће је претставити у облику 
производа једног (l<о..'lара, било ПОЗИТИВНОГ, било негативно,Г, и 

~ -+ 
диаде од два једнак;) арта. Заиста, ако су В и Ak два колине-

.арна вектора, Можемо ставити: 

-+ -+ 
н ~ т ВО, 

-+ -+ 
А. .- п Во , 

,де су т 11 п (калари, при чему СI(алар 11 мо,ке да буде негати-
-+ -+ 

ван, ако је смер ве\<тора Ak супротан смеру вектора В . 

• 

т А. 

Слика 24. 

Диада у облику округлог диска. 

КО те вредности ставимо у нашу диаду, до6Ићемо: 

--)оо- -+ --)оо- -+ -+--+ 

{ А• , В} ~ I п ВО, т Во} ~ mп I ВО, ВО } , 

а то и потврђује наш став. 

Диада 
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!се зове једuнuч.ча диада цсmезаlbа. Та се диада раЗЛИКУЈе ОД 

,следеf1их координатних Јединичних диада истезања 

,. .) 
\ l ,1 Ј [ј,ј), ( k , k) 

-само СВОЈИМ поло:жаЈСМ у простору; форма свих тих диада Је 

:иста. 

скаларни МН(Јжитељ mп = k1 КОД произвољне диаде исте

·:аања зове се коефuцuјенаm uсmезаfbа те диаде. Јасно је да за 

,сваку диаду и :тезэњЈ. апсолутна вредност коефицијента исте

-зања има вредност коефицијента те диаде. дакле 

Iгде Је Pk коефицијенат диаде истезањD.. 

Напоменимо да МНQжење диаде иСтеззњЈ. са скаларним 

;МНDжитељем не одузима ротациони карактер модела елипсоида 

т 

з 

т 

а 
Слика 25. 

,а. Диада ( ј, i) Ь. Диада ( - ј, ј) 

:диаде l али оно мења карактер истезања - меру истезањз, а 

;може променити и смисао. Тако две диаде: 

Al1~{i,i) 

- Д" ~ - (ј, i ) ~ ( - i, i) 

~сасвим су ,раЗЛИ\.Iите форме: прву nретставља ротациони еяип-
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саид (слика 25) а) са великом ОСОI\1 ДВЈ IЈута веnом ОД мале, а 

другу (слика 25, Ь) претставља ОКРУ!'.lИ диск са основом прет

ходне диаде. 

Друга диада 

-+ -+ 
{ Ап Ј В : 

саСтављенЈ. Је ОД вектора управних међу собом. Ту диаду мо-

жеМQ да З0ве,\1) дuадо.ФZ СЛ!llщшьа. Правац померања такве диаде

паралелан је са ОСНОВОМ диаде: сваки кружни пресек сфере~ 

управни на Bel(TOp В Ј помакнут је у равни паралелној са асно-

ВОМ диаде и то тако, да се центри ([ЗИХ тих кругова налазе на 

једној праве ј О Т (слика 26 ); читав се елипсоид смести између.' 

т 

у/ 
/' 

• -- ___ ~-~ ____ ~ ____ < _____ _L_! ~ _______________ _ 

Слика 26. 

Диада смицања. 

две паралелне равни, што додирују сферу у краЈевима пречник3! 
-+ 

правца вектора В. 
-+ 

Угао, шТО I'ради вектор В са ПР..1БЈ.vl О т, осам диаде, зове 
се угао СЛllfl{ШЫl дате диаде смицања. T~lj угао 0значимо са ОЈ 1. 

а његов ТёНГС!!С са k 2 I дакле 

k 2 _ .. tgш. 

Број k~ .ЈВЈЋемо коефuцuјенmо./l'l С.'l1l1цшьа диаде. Тај кое

фицијенат се одређује из јеДН:lчи.не: 
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'Где Је P n I<оефицијенат диаде смицања. 

На тај начин сваку диаду истезања можемо да напишемо 

у облику: 

Д 
->-> 

k ~ k, { Во , Во } , 

.а сваку диаду смицањз овако: 

Д 
->-+ 

о ~ k2 { N o , Во} , 

-+ -+ 
где СМО са No означили арт нормални на ВСК10Р В, а у равни 

и у страну вектора А. 

Дакле за сваку произвољну диаду можемо да напишеМQ 

Једначину : 

---;.- .--;. -+ -+ -+---). 

{ А, В Ј"·" k1 { Во , Во 1 + k2 { iVII I Во 

ИзрачунајLilО СЈДЈ вредности коефицијената k1 и k2 за Једну 

flРОИЗВОЉНУ диаду, 

Пошто је 

-+ -+ -+ -+ 
Ак .- А Cos (f. • Но Ј An ... А Sin п . ЈУО , 

-+ -+ 
.где је п угао између вет{тора А и В Ј И;-l1амо 

-?- -+ -+ -+ ..,...-+ 
{ А , В ј - ( А" , В ) + { Ао , В } 

-+ -+ --1>- ---7-

- (ACosCL.Bo , Вј + {ASina .No, Вј -

..,... -+ -+ ..,... 
~ А В Cos ех { Вл , Во ј + А В Sin а (N", Во ј 

или дефинитивно 

-+ -+ -;.. -+ -+.-+ ---+- -+ -;.. -+ 
( 25 ) {А,В (А, В) { Во , Во I + [ А, В Ј { No , во I , 

значи 

-> -> -> -+ 

k, - (А, В), k2 - [А, В] . 
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Једначину (25) можемо да изразимо у облику следеће

теореме : 
Ако једну прои380ЉНУ диоду разложиЛIО на диаду исmе

ЗОНЈО и диаду СЈИuцаюа, 1<оеФuцuјенаm uсmезdЊQ прве дuаде има' 

вредност скаларноz производа векmора ЧАШ/ОВй диаде, а l<оефu-

цијенат СЛluцаюа друге једнак је Лlодулу вшmорског производа

тих истих веlCПlОРО. . 
Из једначине (25) непосредно следују услови да се наш", 

диада реДУКУЈе или само на диаду истеззња или само на диаду. 

смицања. 

Неопходан и довољан Је услов за диаду истезања да ј,е 

-+ -> 
[А,В]-О, 

а за диаду смицања, да Је 

Од !{оординатних диада три диодс 

{i,i), {ј,ј} ( k, k) 

претстављају /еОШJUчне диаде uсmеза;-ь'1; Те се- диад-е раЗЛИКУЈУ' 

једна ОД друге само праыtем У Kojei'r1 Ю'laМО и(тезања. Коефи

цијенти ТИХ диада су јединице. Оне су конгруен:тне. 

Остале ОД координатних диада су једuнuчне диаде С.!Иuцаюа" 

јер општи облик такве диаде има Ф()Р"'1У; 

Угао смицања за те диаде има вредност 450~ Пошто се те· 
. . .. 

диаде раЗЛИКУЈУ Једна од друге само ОрИЈентаЦИЈОМ у прсстору, 

свака од тих диада може да буде д.06ивена од какве друге пу-
• 

тем ротације око једне осовине. Ако желимо да вршимо рота-

ције само око координатних оса, jeiJ,HY диаду можемо да дове-· 
демо до поклапања са другом путем jeiJ,HOr или двоструког обр
тања 01<0 тих оса за 900 или 1800. AI<o узмемо за диаду упо

реt;ивања, рецимо, диаду {i, ј} , остале пет диада могу да буду 
добивене, на пример, следећим начином; 

диаду {i, k) 

» !J,iJ 
д06ићемо после ротаЦИЈе 01,0 1 осе за угао 900, 

» » ), » k » » ) 900 и' 

око i осе з.а 1.8001 
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диаду (ј, k) добићемо после ротаЦИЈе око I осе за угао 900 И 
око k осе за 900 

» ( k, i) " 

» {k ,ј} " 

" 

" » 

}) k осе за угао 900 и 

око i осе за ~ 900 

}) ј осе за угао - 900, 

Разлагање сваке диаде на диаду истезања и /\иаду смицања 

очИ'го покаЗУЈе врло важну улогу тог геомеТРИЈСКОГ облика, 

КОЈУ он игра у ]\lнагим научним ДИСЦИПЛИi-IаМЈ 

Скаларни производ двају вектора има широ)(у примену у 

теорији пројекција, он претставља рад силе на датом померању 

и др.; он се сада ОДОl'l1аtiио у механици, у матсматској физици, 

у електротехници и другим суседним ди(циrтлинама. 

Векторски произнод двају вектора добио је нарочиту важ

НОСТ, пошто он ИЈра улогу момента, рецимо силе, КDличине 

кретања и др. у погледу ОДРЕђене тачке. Тај гt"Dметријски 

облик такође је добио потпуно уважењt! у горе наведеним 

наукама. 

Диадски производ двају вектора такође /"IlОже бити смат

ран као потпуно конкретни геометријски облик и то такве при

роде, да његово увођење у MHOI'a питања 1\'1схаНИI(е, нарочито 

променљивих среЈИНа, и математске физике мора да у великој 

мери скрати и олакша расуђивање у 1ИМ облаСТИl\13. Раније је он 

фигурисао као jf!JlaH више формэлан оператор и у ТОМ облику 

је добио уважење; сада, кад у вези са њим стоји јасна КО Н-
. . . . 

кретна геомеТрИЈска слика, он може само да ПОЈЭЧЭ СВОЈ значаЈ, 

да дубље продре у Beh заузете гране науке. 

Решимо још питање о томе како треба да напишемо ко-
"+ "+ 

ординате диаде истезања и диаде смицања, ако је диада { А, В} 
дата помоћу својих координата a pQ (р, q ~ 1,2,3) У погледу 
јеДНОЈ' ортогоналног триједра Oxyz. 

За одређИВЭI-bС координата диаде 

-+ -+ -+ -+ 

д k = ( А , В) I Во , Во Ј 

7 

узмимо у обзир координате ( 15) ве[пора Во; 

где Је 



56 

Ако уврстимо те координате и узмемо ЈОШ у обзир да је 

~ -,> 

( А , В) = 011 + А" + О" , 
• , 

добиhемо следеhу вредност диаде Ak: 
I 011 

2 
011 012 , 011 [{1В , . 

Ak= кј 012 011 , 012 
2 

012015 , , 

l G1B 011 , 01В 012 , 01з2 

где Је 

к= 

Координате друге диаде Дп после ТОГ можемо да доби
Јемо ИЗ Једначине 

Дп = Д .... Д, 

и то, рецимо, у следеliем облику: 

I о" - Ка11 2 
012 - КО11 al~' 013 --- Кан 013 

дn~1 (!21 -" КО12011 1 К " 022- 012- , 02.3 - К 012013 

I 031 - Ко1з ан,' О" - КО1"Ј (/12' 0,,-К2з 2 
Ј 

Не би тешко било видети да ћемо, ако пођемо од других 
~ 

координата Дl1аде за одређивање координата вектора ВО, добити 

исте бројне вре,LI.НССТИ координата једне и друге диаде; при томе 

треба да се РУКОВОДИ МО везама (1 з) између коо~ината диаде. 

13. I{оњуговане диаде. 

Замислимо Једну произвољну диаду 

(26 ) 
-,> ~ 

Д={А,Вј. 

Тој диади одговара Један модел еЛИilL:оида КОНСТРУЈисаног 
-,> ~ 

одре'гјеним начином са векторима А И В: основа те диаде СТОЈИ 



57 

~ 

'управно на вектар В, а правац померања одређен је вектором 
-> 
А. Коефицијенат те диаде има вредност произuода АВ. 

Упоредно са нашом диадом КОНСТРУИШИ:VIO нову диаду 

Д' ->-> 
( 27) с. (В, А ) , 

КОЈУ смо добили из претходне променом реда Ј\'1Ножитеља таг 

Диадскаг производа. Код те диаде је основа управна на нектар 
-> ~ 

А 1 а правац померања одређен је вектором В. 

Две диаде, које се разликују редом вектора са КОЈИМ су 

оне конструјисане, зову се КОНЈуговане. 

Диада (26) је коњугована диади (27) и обратно. 

Коњуговану диаду обележили смо додавање!\l слова с горе. 

Јасно је да је 

(д')'=д. 

За лакше упоређивање двеју коњугованих диада транс

формишимо једну и другу диаду тако, да претходни и идуfiи 

чланови тих диаДЈ IН1ЈјУ исте модуле. То је увек могуће. У § 4 
видели (МО да су две диаде 

~ 1-> 
I А, В Ј и ( тА "-В' , т , 

Једнаке. На таЈ начин, ако Је 

kFB, 

можемо 6ирати за 111 вредност 

'в m~\I--· 
~ А ' 

са том вредношtiу скалара Пl нашу диаду можемо претставити 

овако: 

а то и потврђује наш став. 

Дакле сада, 6ез ограничења потпуне произвољности и оп- ... 
шности дате диаде {А, В }, можемо рачунати. да су модули ...... 
вектора А и В једнаки. 
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За две коњуговане диаде МОЖС:\1O ТВРДИТИ ца су оне КОН
-+ -+ 

груентне. Ако а6рнема диаду { А , В ) , око осе што полови угао 

ј 

1 

т 
1~~~ 

// \ . , // . \ / 

Х
"/ ' , iJ I 

" ј 
!Су 

/
/ ~\\ 

, \ . 
, \ \ 

1 , 

! 
i 

I I " \ 
I I \." 
I -----;>---. '1 ' ! " . S 1 ,.,'/" 

\ t:~ \\ 
" I / 1 -_ 
"ј' '·\1 
\ . \' 

I \/'\ "- " .-
"'" \ r I _.r--- \ " " /----- \ \ 

" 

С 0-
ПИl<а .... 1. 

I ' .- " 
,-,-у 

,< 

Коњуговане диаде. 

! 

-+ -, 
између А и В за 180", одговарајуfiи 

елипсоиди Ће се поклопити (слика 27). 
За упоређивзње јединичних коњуw' 

гованих диада КОНСТРУЈисаних са коор

динатним ортовим<.l, можемо да искори

СТИМО слику ,[ 9. Из те слике непосред-
. . 

НО слеДУЈе да Је за коњуговане диаде 

Д 1" I 12o-"-(1,} 

оса ротаЦИЈе симеТР<Јла угла Оху; за 

диаде 

A .. ~{i,k) и Asl~{k.iJ 
• 

осу претставља симетрала угла Oxz; 
• 

наЈЗад за ДИНДЕ' 

је оса симетрала угла Oyz, 

Анализујмо вредности скалара S1 Ј S2' Sn за дату и коњу
говану диаду, Пошто је .... 

S,~(A,B) 
-+ -+ 

а тај производ се не мења са пр()меном улоге век тора А и В Ј 

можемо ТВРДИТИ да први скалар диаде зздржава СВОЈУ вредност 

и за коњуговану диаду. То исто важи за други и трећи ,скалаРI 

Јер за сваку диаду ОНИ имаЈУ вредности нуле. 

Што Се тиче ве!пора диаде 

... -+-> 
V~[A,BJ, 

ОН мења СВОј смер, али правац и модул остаЈУ МУ ИСТИ. 

За даље упоређивање дате диаде са коњугованом КОНСТРУ-

I 
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-+ -> 
ЈИШИ МО у равни вектора А и В два 

између тих вектора (слика 28), а 
-> 

тралу - и растави.У\ о векторе А 

правца 

други 

Један симетралу 

управан на ту симе--

-> А, 
и В у компоненте дуж тих пра- А -------- -----

ваца. Тада за (ваки вектар можемо 

да напишемо следеће векторске 

Једначине: 

СIика 28. 

Ако уврстимо те вредности 
-> -, 

вектора А и В у изразе за Једну 

и другу диаду, до6ићемо: 

Специја:IНО разлагање век тора 
-> -;. 
А и В 

-+ -~ 

-IА,В) д 

Д' -
-+ ., 

{ в , А ) 

• 
--;. -+ -+ -+ -~ --)о. -+--+ 

- 1 А" А,} ___ о јА2 , А2 Н- IА2 , А,} - i А" А •. }, 

--'> --;. -+ -+ -)- -+ -+-+ 
: А, , А, )- {А2 , А, } - 1 А2 , А, } + {А, , А2 ,'_ 

-+ -+ 

Означимо арт вектора А1 , Т. ј. симетра,1е са SO, а орт век-

тора А 2 , Т. ј. нормале одређеног смера са Лf(); са таквим озна

кама горње једначине могу бити написане овако: 

(28 ) 

д' 
-+ -+ 

{В, А } 
-+ ---;1: -,).-+ 

- А,' ( so, So )- А,2 : N o , No } -
-:\. -+ -+-+ 

- А, А2 ( :No , So ) - ( SO, No Ј Ј-

Ти обрасци покаЗУЈУ да коњуговане диаде МОГУ да буду 

увек претстављене као збир двају делова: први део) који се 

саСТОЈИ из диада истезања, ИСТИ је за једну И другу диаду) а 

други део, који се састоји из диэда смицања, раЗЛИКУЈе се само 

знаком. 

Горња посматрања дају МОГУЋНОСТ да анализујемо УСЛОВ

када ће једна диада бити саЛ40КОНЈугОВGl-Ја, т. ј. коњугована сама. 

себи. У том случају морамо имати једначи НУ: 
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-> -7 -7 ->-
(29 ) I А,В)- (В,А), 

Једначине (28) пока.зУЈУ да ће једначина (29) бити задо
вољена само ПОiJ, условом да Је 

А,А2 ~ О, 

а Ја може да буде, ако диада у опште ПОСТОЈИ, само у случаЈе

вима 

А, -- о или А2 ~ о. 

Сваки ОД тих услова тврди да вектори А и В мораЈУ бити 

колинеарни, а сама диада се своди на диаJl.У IIстезања. На тај 

начин доказали смо тсорему' 

Самокоњугована диада претставља једну циаду истезања. 

ИСТИНИТ је и реципрочни став: свака диа;Џl истезања коњу

гована је сама себи. 

На тај начин једну самокоf-ьуговану диаду можемо да прет

·ставимо овако: 

А 
, - ->-- А = I .4, рА } 

_ (-1' {. .)..L A'I· . I _1" Ј k k} 1_ - Р . -, 1 Ј 1 I ј' Ј, Ј Ј ' .4/ \' ---т 

-т- Ау А, ( {ј, k } -Н k, ј ) ) + 
+ А, Ах ( ( k, i) + : i, "} ) + 
+- Ах Ау ( ( i, ј ) + { ј , i } ) ) , 

.где Је р Један СКЈ.лар. 

Упоредно са коњуговаНИ,'1 диадама МОЈ!{СМО да обратимо 
~ " . 

пажњу на Две КОМОIНШЦИЈе о)]. Једне диа,l~ и ЊОЈ коњуговане. 

Прва, то је половина збира коњугованих ДИ<Јда: 

(30 ) 
1 1 -+ -~ ---'>- ---'>-

i (А + А') -- {( (А, В ).- : В, А }). 

Пошто 110 (28) тај fбир има вредност 

---'>- -+ ---,>----+ 

, '1 S S \ А 2'" "1 "1 О, ОЈ- 2 <,;vu"vuj, 

:можеl\Ш тврдити да се он састоји само из L\иада истезања. 

Друга, ТО Је паЛQБина разлике коњугованих диада: 

1 ( , ) 1 -+ -~ -+---'>-
(31) "2 А -А =2 ( ( А , R : - ( В, А) ); 
I 
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по (28) она се еВО;јИ на 

--Јо. --'о. -+-+ 

А,.42 ( i No , 5" ) - { 50' N" : ) 

и на то.Ј начин зависи само од јединичних Ј\иада смицања. 

Детаљније о изразима (30) и (31 ) говорИћемо у другој 

глави. 

Услов (29) за C1MOKO:byroBaHOCT Једне диаде можемо да 

напишема овако: 

-+ -+ -+-+ 

:A,B}~(B,AJ,~O. 

ПРI1РО;:Ј.НО се сада H3:v1ehe ПиТаље да ЈИ П1ЈСТОЈИ диада l КОЈа 

би заДD80љаВ<l.'lа ЈС'дначину: 

-+ -+ -+-+ 
IA,B}+(B,A} 

или би имала особину, да мења свој знак, ако променимо ред 

чланова те диаде: 

-+ -+ -+ -+ 
(A,B)~-(A,B). 

Пошто збир диаде и њој коњуговане има вредност 

,-+-+ ')-+-+ 

2( Ai[ 50' 5": ~A:{ No , N" Ј), 
-+ -+ -+-+ 

а две диаде истезања {5", 5") и {No , Но } не могу множењем 
• • 

са скаларом да оуду свеДене Једна на ДРУГУ, таЈ израз може да 

буде једнак нули само под условима 

А, ~ О, А2 ~ о 

а то значи да се наша диада реДУКУЈе на НУЛУ, она не ПОСТОЈИ. 

Ако једну диаду претставимо шеМQМ ње:зиних координата~ 

f 011 , 012 ' а" I 

Д~I 02.1 , 022, 02З 1 
I 

031 , а32 , 0з" Ј .. , 
шема, КОЈа одговара коњуговаНОЈ диади, Ю1а облик: 

I 011' 02.1 , a~1 I 
Д'= ј 012, 022. (1:,"]. 

I 
I 

1 а1з ' а2а , (l .. з Ј , 



Ако је диада коњугована сама себи, те две шеме морају 

.Да се поклапаЈУ, (i то значи за тај случаЈ 

Другим речима шема је постала симеТРИЧ1lа. Из тог разлога 

.диада коњугована сама себи често пута се зове сuлzеmрuчно. У 

'векторском облику услов симетричности једне диаде изгледао 

·-6и овако: 
-> ->-> 
V=[A,Bj=O. 

14. Сt<аларно множење диаде са ве,(тором. 

-> -> 
Помоl;у једне диаде Д~ {А, В}, као одређеног модела 

-> 
'елипсоида и Једног вектора С можемо да ~IЗБРШИМО следећу 

. . 
геомеТрИЈСI<У КОНСТРУКЦИЈУ. 

Конструјишимо модел елипсоида дате диаде са полу преч-
-> 

·ником основе Једнаким модулу вектора С ( слика 29) ИЈ узима-

јући центар тог модела за почетак, конструјишимо тај вектор 
-> 
С. Јасно је да крај тог вектора, тачка N, припада диадиној 
сферној површини. Из те 'тачке конструјИШИМD век тор са прав-

-> 
:цем И смером вектора А диаде и са крајем М на конструји-

саНОЈ ПQВРШИНИ елипсоида модела. Дакле као резултат КОНСТРУ-, 
јисања до6иfiемо један вектор 

-> -> 
таЈ вектор дефинишимо као скаларнu ПРGUЗ60д диаде {А , В } 

--.и векmора С и то скаларни ПРЈИЗ30Д с десна, подвлачећи тиме, 
да је за конструјисање основе диаде употребљен десни диадин 

--',Еектор В. 

Скаларни производ диаде и вектора с десна 6ележићемо 

'ова КО 

Из дефи. 

та елипсоиду 

-7 -7 --;>- --;>-

(Д, С)=( (А, ВЈ С), 

'''Ј' диаде знамо да нектор положаЈа тачке М 
вредност 



БЗ 

-+-+ ....... -+-+ 
Г~ Q+A(B,Q), 

а у нашем случаЈУ, када Је 

-+ -+ 
~ ~ С, 

--+ ~ 

вектор NM~D има вред.ност 

-... ....... --:>- -+ 
O~A(B,C), 

-+ -. 
јер улогу полупречника ~ сфере игра сада вектар С 

т 

"\ 

о 

Слика 29. 

Днада са ОСНОВОМ датог произвољног ПОЛУfJречника. 

На тај на4ИН можемо да поставимо следећу основну једна

чину за одређивање скаларног производа диаде и нектора 

'с десна: 

I 
ј 
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-)- -+ -+ -+ -+ --:>-

( 32) (: A,B}C)~A( В, С). 

Написана једначина служи веЂИни IН1Саца као полазна 

та4ка за дефиницију диаде. У нашем излагш-ьу та једначина 

ОТСТУllа на други ппан; она служи за одређивање једне опера

ције са већ познатим објектима - диадом и вектором. 

Што се Т\I,че другог скаларног проu,юодtl диаде u eeK1hopa 
с лева) који ћемо 0значавати са 

~ -+ ~ 

(С:А,Вј), 

ПОД ТИМ ПРОИЗВО;Ј,ОМ таКОђе ћемо да pa3YёYH~[\1O Један вектар. 

За КОСТРујисзн)'С тог вектора послужиl\е нам следеtlи по-
-+ 

ступак: узимајуtiи ПОНОВО С за полупречник диадине сфере, 
-+ -+ 

КОНЈуговану са диадом {А, В ), па 
-+ -+ 

КОСТРУЈишемо диаду {В, А) 
даље радимо на исти начин) као што (МО радили у првоме 

-+ 
множењу: из краја вектора С, као почетка) конструјишемо век-

-+ 
тор у правцу и смеру вектора В са краје1.1 на површини елип-

саида те коњуговане диаде, - тај вектор !!ретставља скаларни 

производ диаде и вектора с лева, 

На тај начин за други прои-звод ииаJl.IO следећу основну 

Јед"очину 
-;. -+ -;. -;. -;. ->-

( 33 ) 
• 

(С{А,В}) - В(А, С). 

Једначине (32) и (33) можемо спојити у Једно исто пра-
вила: 

Скаларни производ диаде и веl(П10ра, било с десна. било 

с лева, једнак је ономе векmору диаде, lсојu пије суседан са век

mоро.м ЈМножumС.lbем, по.множенu.м СО сколарнuЛ1 ПРОllзводОЛ1 

тог ЛIНОJICumе.фа са другим диадини.м векmОРОJlll. 

у том правилу фугуришу вектори диаде '- појединци -
један или други. Важно Је обратити nажњу на то, да за израчу

навање скаларног производа диаде и вектора у ствари НИЈе 

потребно знати :\'lOдуле појединих векторй диаде. На пример за 

производ с деснй имамо 

-+-+ ..... -+-+-+ -+ -;.-" 
({ А, В} C),~ А (В, С) ~ А, А f3 С Cos ( в, С) . 

Послсдњи израз за тај производ показује да је за његов{} 
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израчунавање потребно само да знамо правце B~KTopa диаде и 

производ ЊИХQВИХ модула. 

• 
Претходна анализа показује да између два скаларна про-

извода диаде и вектора, десног и левог, ПОСТОЈИ следећа веза: 

-+....,.. -+ -+ -+ ....,. 
({A,B}C)~(C{B,A}) 

или у скраћеном обли~у: 

• ----?> -). С 

(34) (Д, С) = (С, Д ), 

другим речима, десни производ се претвара у леви са коњуго

ваном диадом и обратно. 

Скаларно МНDжење диаде и вектора покорава се дистри

бутивном закону, т. Ј. 

( 35 ) 
->- ->-

- (д' С,)+(Д, С,) 

и тако ИСТО за леви производ 

(35' ) 

За доказ прве Једна чине имамо 

-+ -;!> ....,. -+ -+ ...,.. --7- ->- -+ -+ 
( Д, С, + С2 ) ~ ( { А, В } , С, + С2 ) ~ А (В', С, + С, ) 

-+....,..-+ -+-+-+ 
- А (В, С, ) + А ( В, С,) ... 

-+ -+ -+ -+ -+ -;. 
. ({А,В}С,)+({А,ВјС2 )-

- (Д, С, ) + ( Д, С,). 
Исто тако може бити проверена и друга Једначина (35'). 
Што се тиче скаларног множитеља скаларног производа 

диаде и вектора, можемо ТВРДИТИ да таЈ скаларни множитељ 

може да буде изнесен испред ознаке производа, другим речима, 

треба да ПОМНОЖИ.V!О резултат, КОЈИ Је вектор, тим скаларним 

МНQжитељем. 

Дакле, рецимо, 

--+ --+ --+ --+ --+ --+ 

(nz: А, В), С) ~ т ({ А, В ј, С), 
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--+ ---'о- --+ -;.. -+ -.ј.-

( ( А, В) , т С) ~ т ( ( А , 11 ) , С) . 

у ствари, 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ --,~ ...,.. -+ 
(т(А,В), С) ~ ({тА, В}, С) - nzА(В, С) ~ 

-7 -7 -7 

~т({A,B},C) 

и 

• --+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ --+ -+ 
({ А, В) , nz С) ~ А (В, т С) ~ п1 А (В, С) ~ 

-+ -+ -+ 
~т({A,B},C). 

За различите с,lYчајеве множења јединичних координатних 

диада можемо да на!lишемо следе'ће обрасце: 
1. Три орта су Једнака: 

({i,i}i) ~ (i{i,i})~" i; 

таквих образаца је свега шест. 

2. Два арта су само једнака: 

(i{j,jJ)~O, 

(j{i,jj)~O, 

(ј (ј , ; Ј) ~ i , 
, 

таквих образаца Иi\ЫМО свега 36. 
3. Сва три арта су различита: 

и{j,Jc})~O, 

• 

(:i,j.i)~O, 

({;,j)j)~i, 

({ј, i)j) ~ О; 

({j,kJi)~O, 

једначина такве природе имамо свега 12. На тај начин добили 

(МО свега 54 образаца и ТО због тога НПО сваку Јединичну 

координатну диад\', а њих има свега AeBtT, можемо да помно

жима лево и Десно са једним ОД трију арта. 

Изведимо још неколико особина скаларног производа диаде 

и вектора. • 

Производ 
-+ -+ -+ 

«(А,В)С) 

можемо да ТР,:iНсформишемо овако: 

• 
--+ -+ ---ј.. --;.. -+ -+ -+ -+ ---+ -+ -+ -+ 

((А,В}С)о А(В,С) ~ А(С,В) ~ ((А, С)В). 
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Одавде ИЗВОДИМО закључак: скаларни IIРОИЗВОД диаде и 

вектора се .не мења, al(O векторски множитељ мења своје место 
са суседним векторо.'VI диаде. 

Иста. особина важи и за производ диаде и вектора с лева. 
-> -+ 

УЗМИМО сада једну диаду Д = {А I В }, ПОМНОЖИМО је 
-+ 

с десна и с лева са вектором С и начиНИМа разлику тих произ· 

вода; у том случаЈУ имамо: 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ 
(Д, С)-(С, Д)~({A,B}C) -(С{А,В}) 

-+ --;.. -+ -+ -+ -,.. 

~ А(В, С)-В( С, А) ~ 

-+ -+ -+ 
~[C[A,B]j. 

Тај резултат можемо да забележимо «ратко овако: 

(36 ) 
--;.. -+ -+ -+ 

(Д, С)-( с,Д) ~ [С, Vj, 

-+ 
где СМО, као и раНИЈе, означили са V - векторски производ 

чланова диаде: 

-+ -+-+ 
V~[A,Bj. 

Образац (36) даје МОГУћНОСТ да претставимо производ век
тора и коњуговз!!е диаде као функцију ПРОИ:ЈВQда тог истог 

вектора и дате диаде. 

у ствари из (34) и (36) непосредно имамо: 

-+ --;. -+ --+ -+ -+ 
(Д', С) ~ (С, Д) ~ (A,C)-[СlА,В]ј. 

Тако исто: 

-+ 
( С, ДС) -

-+ -+ -О- _о. -+ 

(Д, С) ~ (С, Д)+[с [А,В] ј. 

Скаларни прои-звод диаде и вектора претст~шља један век

Координате тог Ber.:Topa разликују се ОД Ј<оордината Јед-

ног вектора диаде само множитељем; дакле, ако Је 

--* ~ ~ ~ 

D ~ ( { А, В } С), 

-+ 
;;}а координате вектора D имамо вредности; 
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-+ -+ -+ -+ -+ -+ 
Dx ~ Ах (В, С), Dy ~ Ау(В,С), D, ~ А, ( В, С). 

Ако је диада одређена својим координатама 

Р, q ~ 1, 2, 3 , 

-+ 
а координате вектора С 0знаЧИМQ са ех Ј Су, Cz Ј вредности 

координата скаларног производа диаде и вектора узимају сле

деће вредности: 

Dx ~ а" СХ + а'2 Су + а13 С, , 

Dy ~ а" СХ + а" Су + а2 " С, , 

D, ~ а81 СХ + а •• Су + а" С, . 

15. Диада као оператор линеарне векторске фун
кције специјалне природе. 

-+ 
Означимо са Х један произвољан вектар ; у општем случају 

ОН може да буде и променљив. ПОМНОЖИМО тај вектар скаларно 
-+ -+ . --;.. 

диадом Д = {А, В} ; ставимо, рецимо, вектар х с десне стране. 
-+ 

у резултату ћемо добити Један вектар, КОЈИ ознаЧИМа са у; 

дакле имамо: 

-,> -+ -+ -+ ---Јо. 

(Д, х) ~ ({ А , В} х) (37) у ~ 

Ова векторска Једначина поставља везу између вредности 
-+ -+ -+ 

вектора х и у, она дефинише вектор у као векmорску ФУНК-

ЦИЈУ вектора Х. Могли бисмо да напишемо : 

-+ -+ 
у ~ fonct. ( х ) 

или скраћено 
-+ -+ 
у ~ ф(х). 

Векторска функција се зове линеарна, ако она задовољава 
векторску Једначину: 

-+ -+ -+ - .. 
ф (r, + '.) ~ ф (',) + ф (',) 
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... ... 
за све могуће вредности BekTopa Г, и Г2 . 3а ту функцију та-

кође важи једначина ... ... 
ф(1-Г) ~ 1-ф(Г), 

-+ 
где су А произвољни (калар, а r произвољни Beraop. 

Векторска функција одређена једна чин ом (37) претставља 
линеарну функцију пошто по (35) имамо: 

-;.. -;.. -;.. -;.. 

(Д, г,+(2 ) ~ (Д, Гј)+(Д, Г,) 

...... 
Ако координате вектора Х и у означимо са 

... 
у(у"у"у.), 

у место векторске једначине 

КОЈа замењује једначину (37), можемо да напишемо следеће 
три скаларне Једначине : 

(38 ) 

у1 = ан X1 + С12Х2 + й1В ХЗ 1 

У2 - а21 Х1 + а2!1 Х2 + а23 ХВ Ј 

Уа сс, 031 Х1 + GЗ2 Х2 + азз ХВ , 

где смо са Gpq (р Ј q = 1 ) 2, З) означили ПОНОВО координате 
диаде. 

Ако су величине Орч {Р, q = 1; 2, З) потпуно ПРОИЗВО,ЈЬне, 

једначине (38) одређују једну линеарну векторску функцију 

општег карактера. Ако те величине задовољавају услове (13), 
горње једначине одређују једну линеарну векторску функцију 

специјалне природе, која одговара једној диади. У идућој глави 

говориfiемо о линеарној векторској функцији општег типа у 

вези са збиром више произвољних диадз, а овде наводимо само 

неколико особина те функције нашег специјалног типа. 

Ако хоћемо величине Х1Ј Х2Ј ХЗ да сматрамо као коорди

нате једне тачке простора, тачке Х, у погледу одређеног три-
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Једра, а У1, У21 Љ као координате .пруге тачке, тачке У, у по
гледу истог триједра, једначине (З8) одређује једну трансфор

мацију простора. Ilокажимо геометријску природу те трансфор

маЦИЈе; ПРВО, можемо ТВРДИТИ да се независно ОД ПОЛОЖаја 

тачке Х све таЧI(е У налазе на правој ,1!1НИЈИ, ШТО пролази 
-... 

кроз почетак координатних оса и има правац Be~Topa А диаде, 

при чему Је 

у ~ Const. 

за све тачке, за КОЈе 

-... -> 
( В, Х) ~ Const., 

а то значи за (ве тачке, које припадају равни, што СТОЈИ 
-... • 

управно на правац вектора В; другим реЧИЈ\.13, свима тачкама .х 

те равни одговара само једна тачка У на тој правој. ДРУГО, 

између отстојања Јх горе наведене равни ОД почетка координата 

и отстојања dy одговарају11.е тачке У ОД тог истог почетка 

(слика зо) постоји веза: 

~ 

В, 

СЛИКil ЗА. 

Трансформација простора 
ДИ.'ЏI1. 

што одговара 

Ту везу добијамо из 

ЈеДНЈ.чине 

-.. -:>-..;;.--+ 

У"А(В,х), 

када у њу уврстимо, 

Х
, 

при чему смо у место тач

ке Х узели директно тачку 

Х. - ПОДНОЖlе нормале на раван тачке 

На тај начин једној диади одговара таква трансформација 

простора, да се читав простор (тачке Х) трансформише у једну 

праву линију (тачке У) и да свакој таЧI<И У одговара раван у, 

простору Х управна на идуtiи вектар диаде, при чему количник 

измеђУ отстајања тачке У од почетка I<ООр,,,ината и ОТСТОЈања 

равни Х од тог истог почетка има сталну вредност за све тачке, 

једнаку коефицијенту диаде. 
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-> -> 
Ако почетак вектора у (меСТИМD у краЈ пектора Х, краЈ 

-+ 
вектора УЈ тачка Z (слика зо), такође може бити сматрана као 
тачка простора, KOjl1 се добива од трансформације простора 

-+ 
тачака Х. Вектор положаја z тачке Z се одреЬује из Једна-
чине 

- -+ -+ -+ -+ -+ ---)- -+ -+ 
oz ~ z ~ х + у ~ х + ( { А , В } х ) . 

Свака диада може бити сматрана као оператор и те тран

сформације. Наведена геометријска конструкција може бити 

искоришtiена упоредно са конструјисањем тачке УЈ али доцније 
-+ 

употре6љаваћемо вектор у. са почетком само у тачки О (упо-

реди § 42). 

16. Bel<TOpCI<O множење диаде и Bel<TOpa. 

у § 14 поставили смо дефиницију скаларног производа 

диаде и вектора полззећИ ОД једне геометријске !<онструкције, 

али до те исте дефиниције могли бисмо доћи и на други, фор

мални начин и ТО овако. 

Д 
-+-+ -+ 

Ако уочимо једну диаду ~ { А, В} и Један вектор С, 

имамо могућност да уз.'\о1емо у комбинацију три вектора: 

-+ ..,. -+ 
(39 ) А,В,С. 

Од та три вектора можемо да нацинима више ком6ина~ 

ција, али треба да искључимо оне, када се ОД диадиних вектора 
-+ ..,. 
А и В прави скаларни или веl<ТОРСКИ ПРОИ:1ВОД, јер би у том 

. . 
случаЈУ У место диаде имали директно таЈ ПРОИ:;ВОД, а то искљу-

чујемо. На тај начин потребно је да комбинујемо векторе диаде 
-+ 

са вектором С. 

Прва комбинација, КОЈа долази на ред, то Је скаларни 
-.). 

производ из Једног диадиног вектора и вектора с. Дакле имамо 

у том смислу две комбинације вектора (39): 

-+ -+ -+ 
( 40) А и (В,С), 



72 

->- ... ~ 
( 41 ) В и (А,Сј. 

Пошто даље од вектора и скалара можемо да направимо 

само једну комбинацију - производ скалара 11 вектора - ИЗ 

( 40) и (41 ) можемо да добијемо само две комбинације: 

->- ->- ->-
А (В, С) и В(А, С). 

Природно је да и са те формалне тачке гледишта сваку ОД тих 

комбинација зовемо скалаРНUfi'l nроизвода.и диаде u векmора и 
да само РЗЗЛИI(ујемо један ОД другог. Реч «скаларни» наглашује 

да смо за ствараље тих производа употре6или скаларни произ

ВОД Једног диадиног вектора и вектора МНQжитељз. 

На тај СЈ\'1О начин ДОШЛИ другим путем до ранијих ПОЈмова 

десног и лепог производа диаде и вектора и ТО: 

• 
-7 ...... --'>- -+ -+ -+ 

«(А,ВјС) ~ А(В,С), 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ 

(C{A,B})~ Е;(А,Сј. 

Јасно Је да горње комбиновање вектора (39) може бити 
проширено у ТОМ смислу, да ОД једног диадиног вектора и век-

->-
тора МНGжитеља С направимо векторски производ и ПОШТО век-

торски производ зависи од реда у којем узимамо векторе до

би!;емо следе!;е комбинације: 

->- -+ ->-
( 42 ) А, [В, С}, 

->- ->- ->-
( 43 ) А, [С,В}, 

... ->- ->-
( 44 ) В, [С,А}, 

-+ ... ->-
( 45) В, [А,С}. 

Пошто смо начинили «векторски}} производ из диадиног 

вектора и вектора множитеља, све идуnе I(омбинације горе на

писаних вектора треба да зовемо веЮ710РСКU.м nроизводИ.IИа 

диаде u векmора, при чему би комбинацијама (42) и (43). од
говарала једна ознака - десног векторског производа, а комби

нацијама (44) и (45) друга - левог векторског производа. 

Дакле И!\'lали БИСi\Ю ознаке 
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~ ~ ~ ~ ->- ~ 

[{А,В)С] и [С{А,В]]. 

Али треба још да 

и комбинацију (44) од 
ознаку 

разликујемо комбинацију (42) од (43) 
( 45). За прву комбинациiу оставимо 

-> ~ -> 
[{А,В}С], 

а за ДРУГУ, где Је на прво место у векторском производу став
~ 

љен други вектар ПО реду - вектар С, можемо да употребимо 

ознаку: 

-> -> -> 
[{А,В}СЈ 

~ 

са подвученим вектором С; црта треба да нагласи да у вектор-
-;. -> 

СКОМ производу из вектора В и С треба да ставимо на прво 
-;. 

место вектор С. И сто тако за комбинације (44) и (45) упо
тре6ИЋемо две ознаке: 

-;. -;. -;. 

[С{А,В}], 

->- -> -;. 
[С{А,В}]. 

Пошто смо направили комбинације (42) - ( 45) ваља 

нам навести какву операцију треба да извршим о са векторима, 

ДОбивеним у тим комбинацијама. Таквих операција може бити 

три: скаларно множењс, векторско множење и диадско множе

ње, ври чему у двема последњим операцијама треба да разли

кујемо ред у којем узимамо члаНQве производа. Да бисмо оз

начили сваку од тих операЦИЈа, можемо да ставимо пред озна

ком векторског производа ознаке: S, V, d за скаларни, вектор
ски и диадски производ, при чему у веКТОРСКО1\'1 и диадском 

производу, кад треба да на прво место ставимо векторски про

извод диадиног вектора и множитеља, та два вектора можемо 

да подвучемо. 

На тај начин имамо следеЋе BeKTopr:Ke производе: 

скаllарне природе: 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ 
( 46) '[{А,В}С] ~ (А[В, С]), 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ 
( 47 ) '[{А, В}С] ~(A[C, ВЈ), 
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-+ -+ -+ -+ -+ ---'> 

( 48) , [ С { А, В i ] ~ (В [ С, А] ), 
-+ --;.. -+ -+ -,. -+ 

( 49) , [ С { А, В i ] ~ (В [ А , С 1) ; 

векторске природе: 

-+ -+ -+ -+ -+ -----
( 50) , [ : А , В } С] ~ [А [ В, С ј ] , 

-+ -+ -+ -+ -+ ---->-

(51) '[{A,}1J.~] ~ [[В, СЈА], 

-+ -+ -+ ,-+ -+ -,. 

(52) , [ { А, В } С] ~ [А [ С, R Ј ] , 

-+ -+ -+ -+ -)- -+ 
( 53 ) '[ { А , В } С] ~ [ [ С, R ] А ] , 

-+ -+ -+ -+ -7- -+ 

(54) '[C{A,B}]~[B[C,A]l, , 
-+ -+ -+ -+ . .;.. .;;.-

(55) , [ с { А, В } ] ~ [[ с , А] В ] , 
-+ -+ -ој. ....,. -+ -,~ 

(56) '[C{A,Bi]~[B[A,C]], 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ 
(57) '[ С { А , В ) ] ~ [ [ А, С] В] ; 

диадске природе: 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ 
(58) d [ 1 А, В) С] ~ I А [ В, С] i, 

-+ -+ -+ -+ -+ -;о-

( 59) ,ј [ I А, В ) С] ~ { [ В, С 1 А i , --
• 

-+ -;.- -+ -+ -+ ->-

(БО) d[{A,B)C]o"(A[C,Bli, 

-+ -+ -+ -+ -.. -+ 
(61) "[{A,BIC]~{[C,B]AI, 

-+ -+ -+ -+ -.. -.,.. 

.( 62)1 [ С { А, В i I ~ { в [ С, А] ) , 
-+ -,)оо -+ -+ -+ -+ 

( б3 ) d 1 с { А, В ) ] ~ ( [ С, А I В ) , 
---

-+ -+ -+ -+ ->- -+ 
(64) "IC{A,BI]~{B[A,C]), 

-+ -+ -+ -+ -;. -+ 
(65) "IC{A,B)]~I[A,C]B). 
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На тај начин доБИ,1И СМО свега двадесет ВСКТОРСКИХ про

извода (46) - (65). Анализујмо сада те производе. 

1. Производ ( 46 ) 

-4- --;.. -+ -+ -;. ...,.. 
'[rA,B}C]~(A[B, С]) 

и остале из групе ( 46) - (49) можемо да зовемо скаларно
векmорски производ диаде u векmора и да разликујемо један ОД 

->
другог по томе дали ОН с десна или с лева садржи J\lНQжитељ С 

и дали Је у правом или 06ратном (са подвученим вектором) 

реду. 

За доказ да је такав производ могућан, неопходно је по

казати да за њеГОБО израчунавање није потребно знати посебице 
->- ->-

векторе А и В, него је ДОВОЉНО искористити само елементе диаде 
->- ->-

r А, В }. Пошто производ 

->- ... ... 
(А[В, С]) 

можемо трансформисати овако 

... ... ... 
(С[А,В]) 

непосредно заКЉУЧУЈемо да Је од диаде неопходно да знамо 

само векторски производ 

->-... ... 
[A,B]-V, 

а таЈ вектор, као ШТО Је познато, потпуно Је одређен само 

елементима диаде. 

Производ (А [В, С]) претставља ПОЗllату комбинацију 
. . . 

ТРИЈУ вектора; његово геомеТрИЈСКО тумачењс основано Је на 
... -+ ->

запремини паралелепипеда конструјисаног са векторима А, В, С 
као ивицама. Ако ту запремину са одговарајући.\, знаком озна

чима са v имамо: 
-.. ~ --.јо. --.јо. --.јо. -+ 

"[IA,B}C] - (A[B,C])~v 

Сви остали производи те природе имаЈУ исту апсолутну 

вредност и могу да се разликују само знаком, на ИМе произ

вод (47) има вредност - V, производ (48) - вредност v и 
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наЈЗад производ ( 49) вредност - V. Тиме је постављена и веза 

између четири производа те врсте. 

Из тих особина скалаРНQ-векторског производа диаде и 

вектора непосредно слеДУЈе, да ОД производа састављених из 

ортова ортогоналног триједра само ОНИ нису једнаки нули, ЧИЈИ 

су СВИ ертови различити, дакле, на пример, 

'[{i,j:k]~l, 

'[ii,j)j]~O, 

11. Производ (50) 

'[{i,j)k]~-l, 

-;. -+ --;.. -+ -+ -+ 
( 50 ) , [ { А , В) С] ~ (А [ В , С ] ] 

и остале из групе (50) - (57) можемо да зовемо векmорско
векmорски производ дuаде u векmора, при чему тај производ 

може да буде 06ратног реда како у погледу првог векторског 

множењз, тако и у [lOгледу другог. 

Пошто производ (50) може да буде написан овако: 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ 
'({ А, В)С] ~ (А(В, С]] ~B(C,A)-C(A,B)~ 

-+ -+-+ -+-+-+ 
~ Во АВС Cos ( С, А) ~ С (А , В) 

можемо ТВРДИТИ, да је ОН такође потпуно одређен вектором 
-+ -+ -+ 
с и елементима диаде { А, В}. У ствари, у горе наведени израз 

-+ -+ 
улазе само правци вектора А и В и производ ЊИХОВОг модула. 

Да поставимо сада везу између осам веl<торско-векторских 

производа (50) - (57). Јасно је да прва четири производа
десни производи - ИЛИ су једнаЮ1 међу собом или се разли

кују само по знаку. У истој се међусобној вези налазе и остала 

четири производа - леви производи. Значи треба само да по

ставимо везу између једног десног производа и Једног левог. 

Пошто први од десних производа има вредност 

-+ -+ -+ 4- -+ _.ј. -+ ---+ -+ 4- -+ -+ 

'[{А, В:СI - [А[В,СJI ~ В(С,А)-С(А,В), 

а први од левих 

-+ 4- 4 -+....,. -? ....,. ---+ _____ -+- -+- -;.. 

'[С(А,В)] (В[С,А]] - C(A,B)-А(Н,с), 

можемо написати 
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-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -+-+ 
( 66) '[ { А, В } С 1 + ' [ с { А, В} Н [ А , В Ј с 1 ~ [ V, с 1 , 

Т. ј. збир ТИХ векторско~векторских производа - Једног десног 

и Једног левог - има вредност векторског производа вектора 

-- -- --диаде [А, В 1 и ве"тора множитеља С. 
Из једначине (66) лако можемо да добије",о везу између 

произвољног десног производа (50) - (53) н произвољног 

nевог производа (54) - (57). 
У случају МНQжења координатних ортова можемо да напи

шема следеће основне l<ом6инације: 

'[{i,j)k] ~ [i[j,kl] ~ О, 

'[{i,j}j] ~ [i[j,j]] ~ О, 

'[{i,j) i] ~ [i[j,iJ] ~j, 

'[{i,i)j] ~ [i[i,j]] ~ -ј, 

V[:i,i)i]~[i[i,i]]~O. 

111. Производ (58) 

-+ -+ -7 -+ --+ ---)о-

d [ { А, В) С] ~ { А [В, С] ) 

и остале из групе (58) - (65) можемо звати диадско-век

mорскu.!И проuзводо/И диаде u векmора. Прва четири производа 

су десни, а остали су ,1еви. У -свакој ОД тих група векторско и 

диаДСКQ МНQжење МОГУ да имају супротни ред. 

ПРВО, природно је ставити питање, каква веза постоји 

између дате диаде 

Д ----~{A,B} 

и диаде, што одговара, рецимо, диаДСКQ-векторском производу 

( 58 ) : 
-+ -+ -+ -+ 

d [ А, С] ~ l А [В', С] } . 

--Први нектар тих диада Је ИСТИ - вектор А; можемо да-

кле ТВРДИТИ да Је правац померања кружних прссека сфере у 

случаЈУ прве и друге диаде исти. 

-+ -+ -+ 
Други вектор се мења: био је вектор Н, постао је [ В ,С]. 

->
Значи да је основа диаде прешла из положаја управног на В у 



78 

-7-7 

положаЈ управни на [В, С], то значи у положаЈ равни пара-
-7 -7 

лелне са векторима В и. С. Можемо тврдити (слика 31 ) да се 

А 

Слика 31. 

Веза између дате диаде и ДИ<lд,е производа. 

основа диаде обрнула за 900 ОКО осе, КОЈа лежи у равни век-
-+ -+ ---'.-

тора В и С и СТОЈе управно на вектар В. Та оса 06ртања по

клапа се са правцем вектора 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ -+ 
[B[B.C]]~B(B,C) СВ', 

Што се тиче коефицијента прве диаде 

(ЈН се мења у вредност 

-+ -+ -+ ---* 
Р, ~A[B, C]~ АВСSiп(В, С) 

за другу диаду, Дакле 

-+ -_\о-

Р, ~ PCSin (В, С), 
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а то значи коефицијензт диаде производа једнак је коефици

јенту диаде множитеља помноженом пројекцијо:,1'l всктора мно

житеља на раван основе диаде множитеља. 

На тај начин (МО показали, како треба да I,онструјишемо 

диаду производа. Из предходног је очигледно, да за то констру

јисање треба да знамо само елементе дате диаде и вектар мно
-> 

житељ С. 
Елементе свих диада (58) - (65) може,1О да упоредимо 

ПОМОЂу следеЂе таблице: 

l(оефициј енат Ј I основа стоји управно 1 

број правац померања на векторе 

--.. - -~~=i===~~~.- ·=~~I 
-> 

( 58 ) А 
-> -+ 

( 59 ) [ В, С] 
-+ 

( 60) I А 
-+ -> 

( 61 ) I-[В, С] 
-+ 

( 62 ) В 
-> -+ 

( 63 ) [С,А] 
-> 

( 64 ) lJ 
-> -> 

(65 ) -[С, А] 

-+ -> ! \ 
I . [В, С] 

-> 
А ~ f РС Siп (В, С) 

, Ј 
-[В,С] 
-> 
А 

-> -> 1 
[С,А!, 1 . 

В'I -+ -> _ [С -+ .! РС Siп (А, С) 
, А] . 

в 11 
I I 

Ова таблица показује да свака ОД диада - производа има 

своју нарочиту индивидуалност; на тај начин операцију ди ад

CKQ-веIПОРCl(ОГ множења диаде са вектором можемо да искQ

ришl1авамо са циљем да на одређени начин трансформишемо 

дату диаду. 

Анализујмо још диадско-веКТОРСI(е ПРОИЗI:!ОДС састављене 

ОД координатних ОРТОПЈ; заустављамо се само на следећИМ ТИ

повима: 

d [ ( i, ј) k ] I i [ј, k Ј } ~ { i, i} ~ Аl1 , 

"[{i,j}}] ii[i,iJ} ~ {i,O} ~O, 

"[(i,j}i] (i[j,i]}~-{i,k}~-A 

"[ i i, i) ј] ~ : i[ i, ј] } ~ (i, k) оо А,1 , 

<'[(i,i}iJ ~ :i[i,i]} ~ {j,O}~O 

", 
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Израчунајмо сада вредности различ.итих векторских про

извода кад су диада Д и вектар С дате СВОЈИМ координатама: 

р,q~I,2,З. 

+ 
е ( с, , С, , С, ) . 

1. За скаларно-векторске производе имамо: 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ 
'[Д,e]~-'[Д,e]~s[e,Д]~-'[e{A,B}]-

Ах , Ау , А, 

~ В" , Ву , 13, 

ех, Су, е, 

11. За координате beKTOPCKQ-векторских производа редом 

ћемо добити следеtiе вредности: 

за (50): 

( 67) 

С, (011-S, ) + с2а" -1- сза", 
Сј 012+С2 (а22 - S1) + С;: а:!2 , 

С, аи + с, а" + с, (а"" - S, ), 

где S1' као и раНИЈе, има вредност: 

S, ~ ан + а" + а,,, ; 
за (51 ) добијамо исте величине са супротним знацима, за 

(52) исто Tal<O са супротним знацима, и за (53) исте вели
чине; 

за (54 ) : 

- [ С, ( а" -- S,) + с, а" -,- с, а,,] , 

(08 ) - [с, а21 + с,(а" - S,) т с, а,,] , 

- r с, а" + С, а" + с, ( аз, - S, ) ] . 

Ова се ше.~'1a разликује од шеме (67) осим ПО знацима 

ЈОШ и тиме ШТО су координате диаде из врста __ прве шеме пре
шле у сту6це шеме (68). 

Даље, за (55) имамо координате (68) са супротним зна-
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ком; за (56) исто тако са супротним знаком и најзад за 

(57) имамо координате са вредностима (68), јер је тај произ
вод једнак ( 54 ). 

111. Саставимо још координате диада, што IјретсгављаЈУ 

диаДСКQ-векторске производе диаде и вектора. 

За диаду (58) имамо следећу шему координата: 

( 69) 02' с. - О" С, , 

за диаду (59 ) : 

т. Ј· шема (69) обрнута око главне диагонале. 

за диаду ( 60) имамо шему (69) са супротним знацима; 
за диаду (61) имамо шему (70) са супротним знацима; 
за диаду (62) шема изгледа овако: 

031 С2 - 021 С3 , 011 С3 - ОВ1 С1 , 021 С 1 - 011 С 2 • 

( 71 ) 032 С2 - 022 СЗ , 012 С3 - 032 С1 , 022 Ct -- 012 С2 , 

0зз С2 - а2з Сз , 013 С3 - 0зз С1 , 023 С ј - 013 С2 ; 

за диаду (63) потребно је претходну шему обрнути ок() 

главне диагонале, 

за диаду (64) треба узети шему (71 ) са супротним зна
цима, наЈзад 

за диаду (65) потребно је шему (71 ) обрнути око главне 
диагонале и променити знаке чланова. 

у вези са векторским множењем диаде и вектора наве

димо једну примедбу о литератури. G. Ј а и m а 11 п у књизи 

Dје Grundlagen der Be\vcgungslehre анализу је две диаде: једну 

skalare или Нпеаге Dyade и другу rotorische или рlапаге D yade_ 
Ни једна, ни друга диада код њега немају самостална конкретна 

. . 
значења; он раЗЛЮ':::УЈе те диаде само по резултату КОЈИ до-

бијамо множењем диаде са вектором. Он означава скаларну 
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диаду са As , а роторску са Ar и затим даЈе следеhа правила 
за I\1ножење тих диада са векторима: 

---'>- -+ -+ ---:>-

(A",г)~A(B,г), 

-+ -+ -+ -+ 
(А', г) ~ [А [В , г] ] , 

и сем тога: 

-+ -+ -+ ---
(г,А') ~ (г,А)lЗ, 

-+ -+ -+ -+ 

( г, А') ~ [ [г , А ] LJ I . 

Ту СМО употребили наша 6ележења за скаларно и вектор

еко множење. 

Наше је дубоко у6еђење, да је увођсње планарне диаде 

ма и само у погледу формалних операцији) сасвим сувишно и 

без икакве потре6е. Стварањем нових КОТlI!)инација трију век

тора могу бити до6ивени ИСТИ резултати помоћу само једног 

појма диаде -- појма, који Иi"IЗ потпуно I,OHKperaH карактер. 

Потребно је само проширити појам прои]вода даиде са векто

ром, 1':: ао ШТО је то извршено у овом Г1араграфу. Теорија не 

само да не губи ништа тиме, него добија у својој конкретно

СТИ и систематичности. 

17. Проиаводи четирију вектора. 

Уочимо четири вектора 

....,. -+ -+ ---;.. 
A,B,C,D. 

Од та четири вектора можемо да начинимо више комби

нација. Сваку ОД тих комбинације QзнаЧИМQ привремено са 

-Јо. -+ -+ -+ 
«А, ВЈ С, D». 

Ако таква f{о,'V\6инација у погледу сваког ОД четири век

,ора задовољава дистри6утивни закон, КОЈИ, на пример, за први 

_нектар изгледа овако: 

-+ -;.. ....,. -+ -+ -+ -+ -7- --->- -+ -+ -+ -+ 
({ А1 -/- Ла ) В Ј С Ј D» = ({ А1 , в Ј С, D» + «А2 Ј В, С, D)}, 



'Она се зове производ цеmирщу ве](mора. 

Тако, на пример, 
• 

-+ -+ -+-+ 
(A,B)(C,D) 

• 
Iпретставља производ чеТИрИЈУ вектора, на име производ дваЈУ 

,скаларних произиода, а 

-+ --?- -+-+ 
(JA,B],[C,D]) 

:и 

-+ -+ -+-+ 
[[A,B],[C,D]] 

НОВИ производи пшође четирију вектора. 

Овде неЋемо да се заустављамо на анализи таквих про

производа, -- то спада у абичну елементарну теорију вектора. 

у теорији диада хоЋЕ.е.ю да се бавимо само таквим производима, 

у којим фигурише6арем једна диада, т. ј. барем два вектора 

улазе у облику диадског производа. Пошто од четири вектора 

можемо да саставимо или једну диаду (треtи и четврти век

тор у лазе при томе у каквој другој комбинацији) или две ди

;аде) треба да разликујемо два случаја: производе са једном 

.диадом и производе двеЈУ диада. 

18. ПРОИ3БОДИ диаде са два вектора. 

-+ -+ ....... --ј. 

Од прва два од четири вектора А, В, С, D образујемо 
.диаду 

-+ -+ 
IA,B} 

Даље можемо да поступимо на два различита начина: по 

првом начину треба да 06разујемо производ двају осталих век-
-+ -+ 

тора С и D, па са тим производом да помножюrtо диаду; по 

.другом начину можемо Ilиаду да ИЗМНОЖИМD прво са једним век

ТОРОМ, па JlQсле до6ивени резултат да ПОМНQЖИМО са четвртим 

вектором. Да видимо Ј(акве производе 'liемо добити у првом и 

другом случаЈУ. 



84 

1. Множење диаде са производом дваЈУ век-

т о р а. 

-7 -7 

Пошто ОД два вектора С и D можемо да формирамо два 
...,.. ...,.. -+ -+ -+ -+ 

производа: скаларни (С, D) и векторски I С , D] или [D, С ј: 
множењем диа де са тим производима добијамо следеl1е типове,. 

производа чеТИРИЈУ вектора: 

---)о- ---Јо. - -.. -+ 

а. (A,B)(C,D) 

-+ -+ -)--+ 
Ь. ((A,B},[C,D]) 

.+ -> -> -> 
С1 . '~(A,B},rC,D]1 

-+ -+ + -+ 
С,. [(A,B},[C,D]] 

-> -+ -+ -+ 
Са . d[{A,B),[C,Dj] 

множење .:]Ј!а,lе са (кала ром ; 
резултат Је диада. 

скаларно ;\ll-южење диаде са 

веКТОРО1\], рецимо с десна; 

резултат Је вектор. 

I 
' ::s:: I ~ 

скалаРНQ- о =u 
Х '" _<UC!) о. 

""'o:::rQ.~:E 

векторско- i ol't! 50 
:L ~ -<1) f-
U ~<:{~ 
~ ~ ~ 

O<u°u'::: 

Ј 
f-:E1- >. 
:L v ::<:: '" 

диэдско- J.)~<lJoQ.J 
~ ~;::;:o.. 

f скалар~_ 
нектар, 

диада. 

ГеометријСI(О конструјисање 

њихових вредности, кад су дате 

~ 

тих оолика и израчунавање· 

КООРДИI!ате диаде и веl<тора 
-+ -+ , 
с и D, не претставља никакве тешкоће. 

11. М н о ж е њ е Д и а Д е п р в о с а Ј е Д н и м в е к т о р о М', 
п а п о с л е с а Д р у r и М. 

-;. -;. -;. 

Ако ПОМНОЖИ'1О диаду {А, В Ј прво са .ектором С, доби

Јамо следеtiе типавс резултата: 

---'>- -.~ -.,.. 

а. ((А,В),с) нектар. 

-:>- --+ -).-

'[{А,В:,С] скзлар. 

-;. -;. -;. 

'[{А,В),С1 вектор. 

диада. 

Сваки ОД тих резултата можемо да rIОјЧН;ЈЖИМQ са послед-. 
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~ 

IЊИМ вектором D и ГОТОВО у свима случаЈевима на више начина. 
После тог множења доБИhемо следеће типове производа: 

~ ->- ->- ->-la, ( ( ( А, В ), С), D) 

-> ->- -> ->-
.( ~ [((A,B},C),D] ,а, 

скалар, 

нектар, 

l а, -> ->- -> ->-

i ( [ А, В i , С), D} диада ; 

I ->- -> ->- -+ 
~1 - {З11 '[:A,B},C]D вектор; 

I 
r 

->- ->- ->- ->-

{З" ('liA,B},C],D) скалар Ј 

I ->- ->- ->- -+ 
{32 ~22 ['[[A,B},C],D] I 

I -. -+ ->- -+ 

I ~'" {'I[A,B}, CJ,D,} 
iJ I -+ ->- -+ -+ 

{3" , (d[i А,Вј,С], D,) 

вектор Ј 

диада; 

вектор, 

I 
-> -+ -+ ->-

I {3.'21 " [" [' А В t С] DI 1 , 1, , 
~, 

I I ->- -+ -> -+ 

I 11:;2 " '[О['А В' СЈ DJ I (Ј" .... , .> -- 1 , 1, , 
I 

l l I 
-;. -+ ->- ->-

{3"", d [ d [ { А, В : , С Ј, D Ј 

скалар , 

вектор, 

диада. 

Геометријск() конструјисање горе набројених облика не 
ilpeTCTaBJba TeIlH.:ot1e. Лако је такође написати вредности коор
-дината ТИх облика, ако су Дате координате диаде и вскторэ, 

-КОЈе улазе у те производе. 

Тако., на fIРИМСР, производ под (['1 мо:+:емо израчунати на 
")0- -+ 

.следећи начин. Означимо координате диаде ·1 А, В } са арч 
-+ -+ 

(р Ј q -~ 1, 2, З), а kоординате вектора С и D са С1 , С2 Ј СЗ од

,f-JOCHO d1J d?J (Iз . 

-+ -+ -+ 
Пошто вектор (l А Ј Јј } , С) има за ]{оординате: 

3 

~ а!јСј,. 
i= ј 

3 

~ a:\i Сј Ј 
i "-" I . 

-;скалар., што претставља наш ПРОИЗВОД, има вредност; 
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-4- -+ -+ -+ 3 3'. 
« ( А , В }, С) D) ~:E 2: ај! Сј d,. 

]"=1 јс-,-,1 

Обратимо пажњу на један специјалан случаЈ тог прои:зводд. 

Претпоставимо да је 

-;. -;. 

C~D 

-;. 

-;. 

~ r , 

при чему вектар r има за координате х, у, Z. Тада Ћ.:ешо до-

0ИТИ: 
-+ -;. -4--+ 

( ( { А, Н }, г) г) = 11,1 х' + а22 у2 +- а., Z2 + 
+ (а2з + аО2) yz + (а .. + а13) zx t- (а'2 + а21) ху. 

у случају симеrРИ4не диаде тај прои:шод добија вредност 

следеће квадратичне форме: 

ан х' + а22 у' + а" z' + 2 а.. yz ~I- 2 а" zx + 2 а12 ху. 

Учинимо сада неколико примедаба о наведеним произво

дима категорија 1 н Н. 
-;. ~ 

1. За образовање диаде узимали Ci\'1O векторе А и В, Са 
Ј1(ТИМ правом можемо диаду да образујеI\1О из макоја друга два 

вектора; остала два вектора ИI'рају, и ТО у КОМ xolieMO реду,. 
-;. -> 

улогу вектора С и D. Другим речима lНожеј\10 да мењамо ред 

вектора у сваКОме производу; у резултату ћсмо добити произ

ВОД нове вредности~ али и-сти природе. 

2. Сваки од наведених производа не претставља нешто. 

несводљиво: веhина од производа може да 6уде претстављена 

у простијем 06лИl(У~ где не учествује диада. 

Тако, ((1 мОжемо написати овако: 

~ ~ ~ 7 7 ~ - ~ 

« { А , В } , С) , D) ~ (А , D) ( В, О; 

за ((2 имамо: 

----ј. 7 7 7 ----->- -+ -+----ј. 

[( ( А, В ) С) D] ~ ( В, С)[ А, D Ј.. 

Производ ((3 претставља диаду, али та диада може да 6уде

написана једноставније овако: 

-.>- 7 7 ~ -+ -... --,.. 
{({A,B},C)D} ~ (B,C){.~,D) .. 
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З. За сваки ОД написаних производа ДОВОЉНО је да поз

најемо само елементе диаде, а не поједине векторе, који обра

ЗУЈУ ТУ диаду. 

4. Горе наведене обрасце лако можемо да ПРl1менимо и на 

случај јединичних ве!пора - ортова; на тај начин можемо без 

теШКQRе да напишемо за сваки производ основне обрасце, по

MOl1y којих онда налаэимо ТИМ производима QArOBapajylie (I<a
парне изразе. 

5. Множили СМО диаду с десна; са истим правом можемо 

да анализујемо леве производе; ИСТО тако са једним Bel(TOpOM 

можемо да ПQМНQЖИМО диаду с лева, а са ДРУГНЈ\l с десна. 

УЗМИМО, на пример, производ 

-4- -;о.. -+ -+ 
((C{A,B))D); 

ОН има вредност 

---.. -;.. --... -+ --;.. -+ -+--'>-

(B(A,C),D) (A,C)(B,D) 

ИСТО тако бисмо имали З3 други пример: 

-+ ....... -+ -). ........ -+....,.. -+ -+ -,. -+-+ 
[(С{ А,ВЈ)[)) ~ [B(C,A),Dj ~ (А,С)! B,Dj. 

19. Производ двеју дilада. 

Уочимо две диаде 

Д 
...... 

,~ (А,В), 

Од четири вектора, што образују те диаде, J'lюгу'tiе Је са

ставити више комбинација) које би играле улогу сваки пут на

рочито дефинисаног производа две;)' дuада. Овде се заустављамо 

на комбиновању [lpeT;":O .. ~HOГ члана прве диаде са претходним 

члан ом друге и идуl1ег члана прве диаде са ИДУћИМ чланом 

друге. Али са истим праном можемо да комбинујемо претходни 

члан прве диаде са идуhим друге; често пута за понеке про

изводе таквn комбиновање игра већу улогу него ЛИ прво. 
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1. Двоструки скалаРНЈЈ nроцзвод са ознаком 

( (д" А2 » ~ « [ Х. В) , [ с, D ) » 

дефинишимо ЈЕ'дначином: 

«д,.д» 
~ -+ -'---+ 

~ (А, С)(ВЈЈ). 

Ако су диаде дате ПОМОћУ својИх координата: 

(ј) apQ , p.q~J.2.3 

таЈ производ има вредност: 

су 

«д"А,» 

2. Скаларнv-вектОРСКlI производ у 06Л11КУ: 

-4- --4.- ---"- - Ј.-

нд"А,») ~ (А. С)[В, D]. 

То је вектор са координатама: 

3 
'" ( (1) ('ј (1) "') ~ ар' ав - а(:1 aj~ f 

ј=1 

3. С!ШАарно-дuаdСКU nрйUЗ80д са вредношhу: 

Координате диаде, ШТО претстаВЉ<1 таЈ ПРОИЗВОД, 

следећом шемом: 

3 :1 З 

'у' ...... а(1} a~2) 
L 1 11, 1; а(l) а(2) 11 ј2 1 

}: а(1) а(2) 
11 lЗ, 

i_- _1 ј,,-, 1 i--' 1 

:1 1 • 
" 

,-, <l) (2) 
~ ај2 ан I 

)~ (1) 012) 
ај2 јг I ~ аН) аИЈ, 

i о-~ 1 ј=1 kcl 

.. :t , .. ,-, 
а(Р а(2) 1; {1! '2) )-' (1) (2) 

"- ј.. 11 ~ Ој;-) а/г , ...0....1 ai:1 ав . 
1='1 ј=1 i=·1 

одре!јене 

I 
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Образујмо таЈ производ и у ДРУГОЈ комбинацији, узима

јући претходни вектор прве диаде са идућим вепором друге; 

тако добијамо производ 

{ (Д ,д2»)' 
...,. --+ --+"-!'-

(B,C)(A,D) 

<а следе'ћом координатном шемом; 

3 
~ (1) (21 .L.. аlј ai1 , 
i=1 

з 

у' а(1) а\2) 
~ 21111 
ј=1 

3 

1: alP 
i=1 

3 

(2) 
ај2 , 

у' a(~) а(2) 
~ 2113, 
k=1 

3 

1: 
i=1 

3 
у' 11) (2) 
~ аЗi ai2 , 
i=-1 

3 
,-, (1) (2) 
.;;;... азi аЈЗ , 
ј- _1 

• 

Покажимо понеке особине тог производа, КОЈИ 0значимо 

краће са 

Р=(Д Д Ј)'· , , 2 

-> 
УЗМИМО један произвољан вектар r 11 ПОМНОЖИМQ га ск а-

парио са првом диаДUi\\ А1 ; резултат множења Qзначимо са ~, 
AaK.le имамо: 

-+ -+ --+ -+---'0-

" - (', д, ) - в (А, '). 

Добивени резултат помножимо на ИСТИ начин скаларно са 
-> 

cAPYfu:\-l диадом; резултат 0зна4ИМО са '2.1 ~акле имамо: 

-~ -+ -+ -+ -+ -+ -+ -. -+-+ 
'2 ~ ('" Д,) " ('" ( С , D ) ) -. «', А) В, : с , D ) -

-+ -+ -+ -+ -+ 

-о (г, А) ( В, С) D ~ 

-+ -+ -+ -+-+ 

- (B,C)(r,(A,D). 

Али последњи резултат можемо претставити овако: 

-.. -+ -+ -+ -+ -+ ---'>-

Г2 ·0 (г, (В, С)( А, D} ) ~ (г, Р) 
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или следеЋИМ начином: 

Тај реЗУ,lтат показује да је узастопно скаларно множење-
. . 
Једног вектора прво са Једном диадом, а после са другом 

еквивалентна СI{зларном множењу тог ИСТОГ вектора са горе 

наведеним скаларно~дюiдским ПРОИЗВОДОi\1, НОВОМ диадом Р. 
Јасно је да такво множење може ПИТИ продужено I\1НО

жењем са треЋОМ, четвртом и Т. д. диадам., на пример, за три 

диаде можемо саставити производ: 

Ако су множитељи једнаки, производ једнаких диада може 

бити дефинисан као степен диаде и МQЖСi\'lQ да уведемо, на при

меу, следећу ознаку: 

{(Д,Д)}'~Д2 

Следеliе групе ПРО:-lзвода претстављаЈУ векторске произ-· 

воде и то у таквим врстама: 

• 
4. BekmOPCJ(o-скаларнu производ са следеЋОМ 0знаком И· 

вредношhу: 

-+ -+ -+ 4-

([ дl ' Д, ]) ~ ([ А , С ] ,[ н , D Ј ). 

5. Двосmру/(о векmорски производ: 

б. Векmорско-диадски производ: 

-+-+ -+ ....... 

иД,Д,]} ~ ([А, C],[H,D]). 

Најзад треба да узмемо у обзир још оне комбинације кад_ 

ОД претходних вектора образујемо векторски ПРОИЗВОД, а ОД 

иду1iих диадски; ОД Tor векторског производа и диаде могућНО 
је саставити различите производе и на тај начин можемо да 

наведемо још следеhе врсте производа двеју диада: 
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7. Скаларнu дuадско-векmорски производ са вредношћу: 

-јо -+ -+ -јо ..... -+ --+ -+ 
'[ { А, ' А2 } ] = ([ А, С Ј , { в , D } ) = D ( В [ А , С]) 

8. Векmорских диадско-векmорских производа СВОЈИМ редом. 
имамо три врсте: 

8а. Скаларно-векmорскu диадско-векmорски производ: 

-+ -+ -+ -+ ---+ -+ -+ -+ "[ { д. , да ) ] ~ ,[ [ .4 , С] , { В, D ) ] ~ (D, [ r А , С] , в ] ) , 

8Ь. Векmореко-векmорски диaдCKO~8o(mop(Kи производ: 

-+ -+ -+ -+ .....,.. ---... -)оо -+ "[ { А, ' А, ) ] " ' [[.4, С] , { В, D} ] ~ [ D ,[ [ .4 , С] , В]] , 

8с ДuадСКD-векmорскц диадско-векmорскu производ: 

-+ -+ -+ --?- --+ ---'>- -+ -+ 
"'[{А"А,)] ~ "[[А, C],{B,D}] ~ {D,[[A,C],B]}. 

• Карактер (вих тих производа потпуно је очигледан. ОЮf' 

могу бити сматрани као примери различитих производа двеЈУ 

диада. у случају потребе лако је увести и друге производе" 

узимајући векторе у другом реду и комбинују!;и их на други 

начин. 

Израчунавање вредности сваког производа помоfiу коор

дината датих диада не претставља никакве тешкоће. Лако је· 

такође образовати вредности тих производа :за основне ортове. 

Могуће би било претрести све МОГУће производе са разли-

читим редом вектора, што образују те производе, али та ана

лиза носи сувише формалан карактер и више спада у проблем 

комбинаторике. 

у вези са појмом 

примедбу. 

. . 
производа треба да наведемо ЈОШ Једну. 

Узмимо, рецимо, два производа два, три Њ1И више век

тора. Претпоставимо да је сваки ОД тих производа истог карак

тера, Т. ј. ИЛИ су оба два скалари или вектори IIЛИ диаде. Са

ставимо од тих производа линеарну функцију са одређеним 

бројним коефицијеНТИJ\ilа. Тада можемо тврдити да та комбина

ција од вектора таКОђе претставља Један производ, :-:роизвод-. 

Једне нарочите природе. 
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Тако, на пример, ако узмемо два векторска производа век-
-? -? 

тора А и В: 

-? -? -? -? 

[А, В] и [В,А] 

тада вектар 

-+ -+ 4- -+ 4-

а[А,В]+Ј3[В,А] - F 

тако1)е претставља Ј едан производ векторскс природе и то из 

'таг разлога, да под условима 

---'>- -+ -+ -+ -~ -+ 
F ( А, ј ~ (( [ А" В ] + Ј3 r В , .4, ] , 

....... ---+ -4- -+ -.. - .. 
F (А,) ~ ,,[ А, , В ] + Ј3 [ в , А, ] , , 
-+ -+ -+ -+ -+,. ---'>- -+ -+ 

F ( А, + А, ) ~ l( [ А, -1- А, , R ] + Ј3 [ В, А, ,+ Ао] 
'имамо непосредно 

-+ ---'>- -+ -+ -+ -+, '~ 

г ( А, + А, ) ~ F ( А, ) + г' ( А, ) . 
ИСТО т3I'::о израз 

1\10же бити 

спеЦИЈалне 

-+ -+ ---'>- -+ 

а{А,ВЈ+Ј3[В,А! 

сматран као нарочити производ дшiдске природе. За 
Q 1 , , 

вредности се = t-' = --- таЈ послеДf-Ы\ IlРОИ3ВОД, о КОЈем 
2 

-tle:vlo говорити ГI'1<.lла детаљније у ДРУГОЈ глави, упатре6љује се 

адге6арског производа -у теорији диада у облику тако званог 

два вектора. 

Ова ПРИl\'lед6а покаЗУЈе да сем овде Ilротумачених произ

вода два или више вектора може бити још више других произ

,'Ћода, I'::ОЈИ могу често да служе ВР,10 КОРИС:-:IО У применама те

-арије вектора и нарочито теорије диада. 



Г л А В А 11. 

Афинор. 

20. <Збир диада. Афииор. 

Уочи мо П произвољних диада, где Је П коначан број: 

-+ -+ 
-(А,в,). i ~ 1 , 2 , ... , п 

Скуп тих диада, заједно посматраних, претставља ЊИХОВ_ 

збир. Са6ирање диада 0значимо и у том Qпштем случаЈУ зна-

КОМ +, дакле 
--;.. -7- --;.. -+ --;.. -+ 
(А"В,Ј+{А"В,)+ ... +{А.,В,)-

Покажимо сада да збир произвољног броја произвољних 

диада увек 1\1Оже да буде сведен на збир најlЈИше само ТрИЈУ 

диада. 

у ствари, сваки, рецимо, идуt-.и вектор )~иаде можемо да 

разложимо у три Ј.;љ,,\поненте у три произвољна правца, -

само та три правца !Је смеју бити компланарна. ,i'\акле за сваки 

вектар МОжемо да напишем(" 



-+ -+ ' -+ 1/ --'>- 111 

Вј- Вј + Вј + Вј . 

После тога наш збир диада можемо да трансформишемо 

.овако: 
п п -+ -+ п --'>- -+ , 

1:: Д ~ 1:: { Ај ,Вј } -- 1:: { А; , Вј } + 
ј:...=l 1=1 i =-"1 

п -+ -+" П -+ --+{fI 

-: 1:: { А ј ,В; } + 1:: (А, Н ј ). 

ј=l ј=1 

Пошто сви вектори В/ (i = 1, 2, ... , ll) имају исти пра
Ћац, можемо ставити 

-+ 
·где Је и1 орт првог правца, а Вј скалар, КОЈИ лретставља интен-
зитет вектора, ако се смер тог век тора поклапа са смером орта 

-+ 
-и1 , а негативну вредност тог интензитета, ако му Је смер суп-

ротан смеру орта И 1 О 

-+' 
Ако уврстимо добиЈену вредност вектора В у први збир, 

добиhемо: 
п -+ -+' п -+ 

1:: (А; ,Вј ) ~ 1:: ( Ај 
ј---! ј=l 

Пошто сваки члан тог збира можеi'lЮ да трансформишемо 

овако: 

-+'-+ 1-+-+ 

l А; ,Вј и. ) ~ { Вј Ај , ". } , 

,сам збир узима вредност: 

п -+ -+' п I --'>- _:>-

1::{Љ, Вј}- { 1:: Вј А ј , "ј } . 
i=--c I ј=l 

Ако сада уведем о ознаку 

п '-+ -+ 
~ Вј А ј - A'(I , 
"'=1 

:наш збир се претвара у диаду 
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-+ 
Помножимо (эда други вектор, арт UtJ са ПрОИ3ВОЉНИМ 

'скаларом т, а први веl(тОр подеЛЮАО са тим истим скаларом; 

услед те операције диада остаје непромењена (§ 4). Ако озна- • 

чима 

нашу диаду можемо написати овако: 

-+ 
Пошто је арт И! изабран произвољно, а скалар т Је та-

кође ПРОИЭВОЉ1Н, м )же:vtО тврди.ти да је у тој диади вектар 

Вт произвољан. 
На исти начин :vшгу два друга збира бити доведена до 

,Диада : 

~~ -+-+ 
1 A(~) , 8(2)} и \ Ар) , В("1) } , 

-+ -+ 
при чему су веlПОРИ 8(2) и В(3) такође произвољни и огра-

....... -+ -+ 
ничени су само ТИ!i1 УСЛОВОМ, да три вектора 8(11,8(2), В(3 
не смеју бити компланарни. 

На тај начин можемо да напишеМQ следеflу основну једна

чину за збир произвољних диада у ПРОИ3ВОЉНОМ броју: 

п ....,.. -+ -+ -;. -+--+ --,~ -+ 
L { A i ) Bi } = { Ал , 8(1) } -+ { Ас!) , В('!) : +- { А(3) , Е(3) ). 
i_~ 1 

Та једначина потврђује горе наведени став, да произвољни 

зб.ир произвољних диада може да буде сведен на збир трију 

диада. 

ИЗ ОВОГ става закључујемо да у теОРИЈИ диада нарочиту 

улогу игра збир трију диада. 

Збир трију проиэвољних диада има нарочити назив, - ОН 

се зове диадuк ИЛИ афllНОР. Први назив је увео у науку W. 
Gibbs (цитирам по Vector analysis Ј. W. Gibbs'a и Е. В. Wilson'a. 
1913. р. 265). Код Gibbs'a је диадик симбол једне нарочите опе

рације - линеарне функције. Реч афинор увео је F. Jung 
(Einige vektoranalytische Bezeichnungs und Benennungsfragen. 

Jahresber. Deutsch. Math. Уег. 17. S. 388). Тај последњи назив 



Стоји у вези са такозваном афином трансформацијом простора, 

о којој ћемо говорити доцније. Пошто та реч има више смисла" 

Него реч диадик, и јасније разликује тај појам од диаде, задр

Жа\iемо у иду\iим излаГањима реч афИнор. 

Афинор можемо краће да означимо са А, дакле 

-+ -+ -+ -+ -+-+ 

- { Ај , в, I + { А" В2 } + ( А, , В, }; 

афинор можемо обележавати и каквим другим словом кад уна

пред установимо да је то један афинор. 

Пошто смо у претходној глави навели конкретно геомет-

T~---~- -----<;>------ --.------~(, 

I 
I , , , 

I 
I 

-------+-------------(. 

с 

Слика 32. 

I 
I 

---~1 
Афинор. а, Ь, с. _. ПОЈедине афинорове ДИ311.е. Ј. - Релативни положај 

основа тих диа.д.1. 
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. . 
ријека тумачење Једне диаде, Јасно Је да таКПЈ КОН,,<ретно ту-

мачење има и један афинор. Афинор претставља скуп трију 

модела елипсоида Ј ОД којих сваки претставља одговарајУћУ ди

аду. Три претходна вектора одређују правце II0мерања диада, 

три идуhа стоје управно на основе диада. Слика 32 претставља 
један афинор. Афинорове диаде су претстављене у редукова-

-> -> -> 
нам облику: веl<ТОРИ су В1 } В2 ! Вз ортови; основе диада су 

диаметралне равни јеД!-Iе сфере; те равни стоје управно на век-
-+-+-+ . 

торе В1 Ј В2 ,ВЗ • Афинор дакле у ТОМ тумачењу IIретставља је-

дан троструки геометријски облик и У својој потпуности има 

три засебно постојеЋС геометријске слике - диаде. Ако једну 

диаду упоредимо Са оделом, онда би афинор могли упоредити 

са гардеробом, која се састоји из летњег, ЗИМСКОГ и полусезон

ског одела. 

у трансформацији збира произвољних диада на један афи-
-> -> -+ 

нор видели смо да идуhи вектори В1 , В2 , В:; могу да буду иза-

брани потпуно произвољно, само да нису компланарни. То значи 

основе наших трију елипсоида могу бити изабране произвољно, 

само равни тих основа не могу У општем случаЈУ да се секу дуж 

једне исте праве линије. Кад иза6еремо те ОСlIове на Један од-
~ 4 ~ 

ређени начин, правци претходних вектора А1 ) 112, Аз узимају 

потпуно одређене положаје. 

Обратно, можемо да на један произвољан начин изаберемо 
-> -+ -+ 

правце померања афинора, векторе А" A~, А:; и у том случају 
-> -> ~ 

6иће потпуно одређени вектори В1 , В2 , Вз . 

За доказ уочимо један афинор: 

А = { A~ ,Ё, } + ( 1" В, ) + { Х, , В., } 
и три произвољна некомпланарна вектора 

-+ ~ -+ 
А О> А·'· А·'· "оо 000 "" 

1, 2 I 3. 

-+ 
Сваки ОД вектора Ај (i = 1 , 2 I З) можемо да претстави-

мо у облику 

~ ~ 

А, = 1, А 1"}-111; 
-+ 
А ·,· , :;0 -/._ ПО 

• I , 1 = 1, 2, З, 

7 
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где су li} тј , Пј (i = 1} 2 Ј З) скалари, КОЈИ, као ШТО је поз-
• 

нато, имаЈУ вредности: 

-+ -+ -+ 
( А; [ м, Ат 

-+ -+ -+ 

(М[М,А!]) 

Ако уврстимо добијене вредности у наш афинор, до6и

ћемо следећу вредност тог афинора: 

з -+ -+ З-+ -+ З-+--7 

- ~(M,!, В, ) + ~( М, т, В, ) + ~ ( М, П, В, ). 
ј=l ј=l ј= 1 

Ако сада унедемо ознаке 

3 --;.. -+ з -+ -+ 3 -+ 
~!, В, = ЕТ, ~т; в. = B~, )' Пi В! -ј=1 ј= 1 

можемо афинор дефинитивно написати овако: 

-+ 
В* = 3, 

А 
-+ -7 -+ -+ -+--7 

- I А* В*)+{ А* В" , 'А* В*) - l 1, 1 2, 21 -, l 3, 3 . 

Та једначина потврђује горе наведени став. У том су изразу 
-+ -+ -+. 

вектори А t Ј А: Ј А ј произвољно изабрани, а вектори В 1 

-+ -+ 

В,*, B~ за дати афинор потпуно су одређени. 
На тај начин за одређивање једног афинорэ, рецимо, са 

датим основама, једанпут засвагда изабраним, ДОВОЉНО је да 

познајемо три вектора. Један афинор можемо дакле да одредимо 

са три вектора. Пошто је за одређивање сваког вектора по

требно да познајемо три скалара, можемо ТВРДИТИ да за одре

ђивање једног афинора треба да ПОЗНајемо девет скалара. То 

могу да буду или девет координата трију вектора Ј што одре
ђују један афинор, или какве функције тих координата, помоћу 

којих могу да 6yiJ.Y одређене те координате. 

21. Трансформација афинора. 

у претходном параграфу видели смо да Један афинор 
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можемо да напишема у различитим 06лицима. Претставимо да 

је тај исти афинор написан у облику: 

---.......,." -+ --;. ""'--\.-

: А;, Вј} + { A~, B~' + { А;, ВЈ I , 
-> -> 

где су А'ј ) В'I (i == 1, 2 Ј З) НОВИ вектори. Решимо питање, как-

ве везе постоје између старих и НОВИХ векторз, кад СМО ДО 

новог афинора ДОШЛИ трансформацијом ПDЛЗЗНОГ афинора. 
-+ -+ -+ -О- -7 -+ 

Прелаз ОД вектора В] ,82' Вз на векторе В/ ,В./ ,Вз ' мо
жемо да извршимо помоћу следеnих векторских једна чин а ~ 

-." -+ -+ -+ 

Вј 1" B,+I"B2 +1" В" 

(72 ) --'>. -+ -+ -+ 

в; ~ 1" В, + I"B, + 1" В" 

-+ -+ --;.. -+ 

в; ~ 1'1 В, + 132 В, + 1зз В, . 
-> ~ 

Ако су вектори В, и В·, (i ~ 1, 2, З) дати, скалари 1,; 
(i, ј ~ 1, 2, З) се одређују из једначина: 

->- -+ -+ 

( 73) 
( В: [В;+1, В;+2]) 

~ -> -> , 
( В 1 [ В2 , В,] ) 

при чему треба да рачунамо: 

-+ -+ -+ -+ 
В, ~ В" Вб ~ В2 

Ако nочнемо СЈда облик А' нашег афинора поново вра

hати на облик А сменом вектора 8-ј (i ~ 1, 2, З) из (72), 
добиhемо следеhу форму нашег афинора: 

-+ -+ -+ -+ -+-+ + I" А'" В,) -:- {I" А', +1" А', + /.,' .{,', в, }. 

Olia ће бити идентична са формом А, ако ставимо 
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""""* --;.. -;.. ...,. 

А1 = '11 А'l + I'2.Ј А' 2 + /31 А' з! 

---;.. -+ -)- -+ 
( 74 ) А2=112А'Ј+/~2А'2+132А'з, 

-+ --;.. --+ ' -+ 
Аз~/"А', +/23.4', +/"A',. 

Ако У те једначине уврстимо вреДIIОСТИ скалара 'Јј ИЗ (73), 
долаЗ/1МО ДО следеhих векторских веза 

-+ -;.. -;.. --;.. з...,. -+ -+ ...,. 

(75) (В,[В2 ,Вз ј)Љ ~ ~А;(в;rВit-l' В,+,Ј), i~l, 2, 3. 
ј=l 

-;.. ...,. ...,. ---;.. 

које треба да задовољавају вектори .Љ Ј Вј И А/ј Ј В/ј и=l, 2,3), 
ако ОНИ претстављају један исти афИI-IОР. 

Са друге стране, ако желимо да трансформишеЈVIO афинор 

А у ка!{ви други облик, вредности СЈ{Јлара 'јј (ј, ј = 1, 2, З) 
У једначинаi\Нl (72) можемо да узмеЈ\10 произвољне; ТИ су ска

ла ри ограничени само тиме, да деТСР,\'lИнанта 

~ = ј':' 111 '22 !'Ј3 '! 

не сме да буде једнака нули. 
~ ~ -+ 

За нови 06,lИI< афинора векторе А'l' А'2, А/з можемо за-

тим да одредимо из једнач"на (74); тако добијамо: 

-+ -+ -+ -+ 
А'! = L" А, + L" .4, -1- L" А. , 
-+ -> -> -+ 

(76 ) А'2 = L12 А, + Е." А 2 -1 L32 Ан, 

7 -+ - -;. 
А/в = L" А, , L2З /1, Lзз Аз , , 

где су Lij џ, ј -- Ј, 2, З) алге6арски ю)Г,rnлементи (минори са 

одговарају:liим знацима) детерминанте ...l, који припадају елемен

тима !Ij (ј , ј = 1 , 2 I З), подељени самом Д етерминантом. Дакле, 

на пример, 

Једначине (72) и (76) показују "а"ве вре~ности имају 

идући и претходни вектори једног афино!,а када га из форме 



101 

А трансформише!'lЮ IIOMO~Y система произвољних скалара lц 
( i, ј ~ 1 , 2, З) У нову форму. 

8еличине IЈјј ({! ј = 1, 2 Ј З) су фУНlщије пеличина [јј 

(i Ј ј =~ 1 Ј 2 Ј З). Девет линеарних веза ИЗ1\'lеђу тих величина 

МОГУ бити написане овако: 

3 
(77 ) 1: l'k Ljk 

k=1 

_Ilзаi~ј, 
- \ О за i *}. 

l,j-l,2,З. 

Обратимо пажњу на једну нарочиту трансформацију афи

нора. Претставимо да су за нове идуће векторе узети вектори 

коњуговани прво6ИТНЊVl ИДУhИМ векторима, дакле ставимо: 

где је 

-+ -+ 
В, - В* . 1 - 1 --

1 -+ --;.. -+ -+ 1 -+ -~ 

D [В2 , в,], В; ~ В! ~ D [ В, , В, ], 

-;. -;. -;. 

D ~ (В, [ В2 , В, ] ) . 

Пошто у овом случају једначине (73) даЈУ: 

-;. -;. 

/,ј ~ (в7, вn, 

лако можемо да одредимо нове вредности претходних вектора из 

једначина (76). 
У вези са конструјисањем КDњугованих sеf..:ТОРЭ, рецимо, 

са иду!1им векторима AaTor афинора наведимо следећу при

медбу. 

Замислимо један афинор 

А 
->- -;..- -;......,.. -+ -;.-

~ { А, , в, } + { А2 , В,} + { А, , В" : . 
Том афинору одговарају два триједра вектора: ТрИЈедар 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ 
А1 Ј А а ,Аз и триједар 81' В2 Ј Вз · 3а сваки ТрИЈедар можемо да 
КОНСТРУЈишемо коњуговани триједар, чије ћеЈ\1О векторе озна

чити са: 
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На тај начин у вези са сваким афинором можемо да ана..; 

ЛИЗУЈемо још три афинора: 

А"'" ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

( А, , Sf) + { А, ,вn 
, ( А, , ВјЈ .. , 

А''" 
~ -. ~ ~ + -. 

Ј А* В, Ј , { А!, B~: ]- { А* В,,} , 1 1 , З , 

А*'" -. ~ -+ ~ -+ -. 
( А' ЩЈ ( A~:· B·~1 { А* В*} 1 , 2, ~ ј з , ,~ . 

Сваки од тих афинора одређује основни афинор А; јер 
за сваки систем коњугованих вектора моЖемо да одредимо ос

новне векторе на основу познате дефИllиције коњугованости; 

дакле, на пример, ако су ДаТИ вектори 

веЈ<ТОРИ се одређују из образаца: 

1 ~ ~ 
[В '" В*Ј fj*Z,з, .. 

где Је 

~ ~ ~ 

-+ ~ ~ 

13 Ј' ·в * В * ј-- Ј 2 Ј 3 Ј ОСНОВНИ 

, , , . . , 

D* ~ ( щ [ щ, Вј' Ј) , 
али то одређивање за све те афиноре не ДОВОДИ увек ДО ИСТОГ 

резултата, јер ако, на пр., у афинору 

трансформишемо диаде, из којих је образован тај афинор, И 

после тога успоставимо полазни афинор узимајУhИ у обзир у 
~ 

место Ај* нове претходне векторе, нећемо добити тај исти 

афинор А. 
На анализу тих афинора враТИћемо се у Једноме од иду

ћих параграфа (§ 39). 

22. Једнакост. афинора. 

Из претходног Је очигледно да као услов једнакости дваЈУ 

афинора не можемо да поставимо једнакост оних диада, које 

стварају тај афинор: диаде могу да буду различите, али после 
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трансформације афинори МОГУ да nocraHY идентични; дакле за 

упоређИRање двају афИliора морамо да их доведемо на збир 

таквих, највише трију диада, чији су ИДУћИ (или претходни) 
чланови упоредно Једнаки. 

На тај начин дефиницију једнакости двају афинора можемо 

да поставимо овако: 

Два афинора су једнака кад, трансформисана на исте ИДУЂе 

(или претходне) чланове својих диадз, они имају исте одговара

јуће претходне (или идусе) чпанове тих диада. 

Дакле за дв, афинора 

3 -+ -> 
А ~ ~ { А, , в, }, 

ј=1 

/3 --+-+ 
А ~ ~ { А;, Вј} 

ј=l 

можемо ТВРДИТИ да су Једнаки: 

A~A' 

ако после трансформације тих афинорз, рецимо, на исте идуf1.е 
-+ -> -+ 

чланове 81" Ј В2{/ Ј 8з11: 

з ->-+ 
А ~ ~ {Ај',Вј'} , 

ј=l 

'3-+-+ 
А ~. ~ { А;", Вј' } 

1=1 

имаЈУ исте претходне векторе, т. Ј. 

-+ .... 
~I = :" ~ А А 1'.1,",3. , , 

-+-4- ....... 4 

Непосредно помоhу вектора А • Ј Вј ; А/ј, В'ј (ј = 1, 2, З) 
услови једнакости двају афинора претстављеНI1 су једначинама 

( 75 ): 

-+ -+ -+ -~ :1 -+ -+ -+ -+ 
(В, [ В" в, ] ) А, ~ А; ( ВН Bt+1, В'+2])' i ~ 1 , 2 , 3. 

_1 
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23. ИнварiIЈаiiте афинора. 

Ако Један афинор 

3 -ј.. -+ 
А ~ 1:: ( А;, ,В; ) 

ј=1 

траНСфОРМИШЕЈ\1О на други облик 

А 
з -+-+ 

=1:{Ај,В;I, 
ј=I 

Moryne је навести више скалара и Један вектар, КОЈИ задржа

ваЈУ своје вредности независно ОД тога да ли су ОНИ образо

вани на основу вектора прве форме афинора или друге. 

Такви ска,;ари и тај вектар зову се инваријанmе датог 
афuнора. 

Наведимо вредности ПQнеких инварИЈаНТНИХ скалара и ИН

варИЈЭНТНОГ вектора. 

Покажемо да нектар 

..,.. -+ -+ -+ -+ . :.. -ј.. 

V ~ r А, , с, Ј + r А, , в, Ј -Н А, , в, Ј , 
образован ОД векторских производа диадиних вектора и скалари 

-+..,.. -+ -+ -~-+ 

S, --- (А, , В, ) + ( А, , В2 ) + ( Аз , В.1 ) , 

-ј.. -+ -;,.. -+ -+ -;.. -+-+ 
S, ~ ([ А, ,А, Ј[ В2 , В,]) + (r А, , А, Ј [ВЗ , в, Ј) + 

....,.. -+ -?--+ 

-1- ( [ А, , А, Ј , [ В, , В2 Ј) -
1-+-+ -+-+1 

(А" 8,),( А" В,) 1 

-1-+-+ -+-+1+ 

(.4" В,), (А" Вз ), 
I I 

-+ -+ -+-ј.. 

( А, , В, ) , ( А., , В1 ) 

--;.. -+ -+-ј.. 

(.41,8,), (.4,,81) 

-ј.....,.. -+-ј.. 

+ 
( А, , В, ) , ( А, , В,) I 

-+ -+ -+-+ 1, ' 

( А" В, ), ( А" В,) I 
I 

-+ -+....,.. -+ -+ -->-

S, -- (.4" [ А2 , А, Ј) ( В, , [8,,8, Ј) -

! г 



105 

I -... -+ --'). -+ -->--+ 

I (АЈ ,Вј), (А, ,В,), (Ај , 8.,) 
! • 
• 

....... --+ -+ -+ -+-+ 
.- (А, , В,) ,( А" В,), (А2 , В., ) 

-.. --+ -+ --+ -+--+ 
(/I j , В,), (Аз , В,), (Аз , Вј ) 

образовани ОД скаларних производа тих векторз) претстављају 

инваријанте афинора. 
~ 

Образујмо вектор V' за другу форму афинора: 

~ ~ - ~ ~ ~-
V' ~ [А', , В'ј Ј + [А'2 , В'2] + [А'" , li'" Ј . 

Узимајући у обзир једначине (72) и ( 76), таЈ вектор мо

жемо претставити овако: 

---)о- ;:; з -+ : \ --+ 
V' ~ I: [ 1; Ljj Ај , 1; ljj Вј ] , 

j~1 ј=1 ј=1 

али после извршеног множења непосредно на основу Једначина 

(77) долазимо до израза 

дакле Је 

-+ 3-+-+ 
V' ~ 1; [А ј , В, ] ; 

ј=1 

~ -> 
V' ~ V, 

-+ 
а ТО потврђује инварИЈантност вектора V, 

Сасвим на ИСТИ начин можемо да се у6еди1'l'1О у Ј.1нваријант

нОСТ скалара 81 Ј 521 S3; И ту треба да се ПОСЛУЖИМQ једначи
нама (77). 

Пошто скалари S1! 82' Sз играју врло велику улогу у ана
лИЗИ природе Једног афинорз, ОНИ се зову први) други) mрећи 

аФUНОРО8U сноларu, 
-+ 

Инваријантни вектор V зваћемо кратко афllноров вентор. 

24. Различите форме афинора. I{оординате афи
нора. 

Сваки афинор 



106 

МОЖР.МО, као ШТО смо видели, да претставимо у различитим 

облицима. Дакле у претстави афинора ПО)\10ЋУ диада има про

ИЗВОЉНОСТИ и ту произвољност можемо да искористимо тако, 

да диадама, које стварају тај афинор, дадеЈ\'ЈО неке унапред од

ређене ос06ине, 

Прво се зауставимо на оној форми афИ1-l0ра, у којој уче

ствују само ортови координатних оса i, ј, k, другим речима да 

наш афинор буде претстављен само помоhу координатних диада. 
, 

Пошто (§ 9--12) свака диада мо)ке бити претстављена 
, 

као скуп од девет КQординатних диада ПО;VIlЈ(1жених СВaI<а СВОЈИМ 

скаларом, 3 ~< 9 "-' 1 7 чланова афонора своде се сабирањем на 

девет чланова, тако да афинор д06ија следећу форму: 

А "'}+ {"}' "k}+ ,= а1 1 \ l Ј l а11а 1 Ј Ј I а1з 1 1 Ј 

( 78) а21 { ј, ["} + а'2 { ј, ј} + "23 [ј, k } + 
а31 { k, i } + а,,1 k ,ј} + "33 : k , k } , 

Скалари ајј (i, ј - 1 , 2, З) зову се координате афu

нора, а форму (78) можемо да зовемо f(l)ординатнолл формом 

афинора, 

Координате једног афинора ајј и, ј ~ 1, 2, З) морамо 

писати у Једном одређеном реду; УСВОЈИМО I<ао услов да их пи

шемо уз ознаку афинора овако: 

r ан , al~ , а13 

А ["21' а22 , а23 

ааl Ј аВ2 Ј ав !3 . 

"' -+ 
Ако координате вектора А; ,Вј (i с, 1, 2, З) У погледу 

основног ТрИЈедра са ортовима i, ј, k 03Н3ЧИl\'lO са 

"' Ај ( Љl I Ај2 Ј Ај3 ) Ј 

-. (i-1,2,З) 

Вј (В '1 , ВЈ2 , ВiЗ ) Ј 

координате афинора имају вредности: 



(79 ) ајј -~ ~ А,:ј д.ј' , 
1:- _1 

или, на пример, у развијеном облику: 

а11 = А" В11 + А21 В" + А" В" , 

а1 2 --о /111 Ви + А 21 В22 -~ A31 В::?. 

10? 

Величине са ИСТИМ ознакама ајј (i, ј ,со 1 Ј 2, З) увели 

СМО као координате једне диаде, али измеђУ девет координата 

једне диаде имали СМО четири везе, - измеђУ координата јед

НОг афинора у општем случају нИ!(акве везе I!~ постоје, те ве

личине МОГУ узимати потпуно произвољне вредности. 

у случају анаЛИТИЧКQГ проучавања једног афинора његова 

координатна форма игра врло велику улогу; јасно је да свака 

операција са афиноро!V\ може бити претстављена помоћу одго

варајућих операција са његовим координатама. 

Ако је афинор дат у својој координатној форми, његаве 

горе наведене (§ 23) инваријанте можемо прстставити овако: 

-> 
v ~ (а,,, - а", )i-+- (а31 - а13 )ј+ (а" - a21)k. 

5, ~ а" + а" + а" , 

5, 
а:! 2 , l

' . а2•1 . + : азз , ан I + 
азз . а 18 ,а11 \ , 

а'.!. 1 , 

а 11 , а12 , a t :!! 

25. I{оординатни вектори афинора, претходни и идуlш. 

Раније смо видели да у једноме афинору за идуnе или 

претходне векторе :VlОжемо да бирамо произвuљне векторе. 

Бирајмо прво за идуliе векторе орто"е i, ј, k једног ор
тогоналног ТрИЈедра. Означи МО претходне векторе афинора, 

-+ -> -+ 
трансформисано]' lIa такве идуnе векторе са Ащ, А(ј), A(I;)' У 
ТОм случају наш афИllОР узима форму: 
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-; -+ 
(80 ) {Ащ, i)+{A(j),j)-1 

-; -; -; 

Векторе А (i), А (ј) Ј А (1\) можемо звати претходни.м коор

динаmнцм векmОРU.лла афuнора. 

Ако таЈ исти афинор претставимо у облику: 

( 81 ) 
А -+ + -+ 

~ { i, В," ) + { ј, в (ј) ) + { k, В (,ј) , 
-; -; -; 

уведени вектори Н (ј) Ј В (ј), в (1\) претстав,ъају тада идуће коор

динаmне векmоре афuнора. 

Диаде, које улазе у форме (80) или (81 ), зову се коор

динаmне диаде афuнора из претходних, било из идућих коорди

наmних векmора тог афuнора. 

<r---~~--~------y----

а 

-- '-~--. ---

d с 

Слика 33. 

Афинор са преТХОДНI-1Ј'>1 ]{оординатним веКТОРИ.\1i1. й, Ь, с. - ПОЈедине 
афинорове ДИtlде. d. - РелаТИБНИ положај основа тих диада. 

r 
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Две слике (слике 33 и 34) дају претставу Једног истог 

афинора помоћу једних и других КООРДl1натних диада. 

а 

d с 

6--------- .-----"~--

Слика 34. 

Афинор са идуi1И:'il [(оординатним векторима. О, Ь, с. - Поједине афино
рове диаде. (1. -- Релативни положај основа ТНХ диада, 

Јасно је да између претходних и щућих координатних 

вектора ПОСТОЈе везе, КОЈе можемо на[]исати ОВ,1!(О: 

-+ 

в (ј) -'-- А (i) I i + А (ј) 1 ј -1- А (1;) 1 k, 

(82 ) 
-;-

в (ј) •• А", i + А (ј} 2 ј + А 1") , k , 
-+ 

в 1", ~ А ,i, .1 i + А (ј) 3 ј + А 1") 3 k. 

Скала ри афинора S1' S" S, за Једну и другу специЈ3ЛНУ 
форму афинора узимају облик: 
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--+ --.. -+ -+ --+-+ 
S. ~ [АiJ), .4(,1] ,+- [ А(,,) , Ао) ] 2 + [ Ао), А(ј)]' ~ 

--+ --+ -+ -+ -+-+ 
~ [В(jI, B1,,) ], + [ B1,,) , В((,] 2 + [ Н(I) , В(ј) ] 3 , 

-+ -.. --+ -+ -+ -+ 
S, ~ (А«() [ Аш, А 1") ] ) ~ (В (1) [ В iJ) , В ("1 Ј ) . 

8екторска инваријант.а има вредност: 

-+ -+ -+ -)-
v ~ [А(I), i ] + [ Ат, ј] + [ .4 ("1 , k] ~ 

-+ -+ - .. 
~ [i, ВО)] + [ј, В(ј) ] + [ k, В(,) ] . 

->- ->-
Везе, које можемо да поставимо између вектора Ао), А(ј) I 

-+ -+ -+ --+ 
A(I;) И вектора В о), В (ј) Ј В (1;) на основу двеју вредности за 
сваку инваријанту, лако се проверавају JIObloiiy једначина (82). 

26. Нормални облик афинора. 

УЗМИМО један произвољан афинор А и трансформишимо 
га тако, да ;НУ ИДУћИ вектори буду ортопи једног одређеног 

ортогоналноl' триједра Oxyz; тај афинор' ,'>10жема тада да напи
шема у облику: 

->- ->- ->-
(80 ) { A(i),i}+iA(j),j] г i .4и, k} , 

при чему мткемо претходне координатне векторе да ПQвежемо 

са координатама самог афинора помоfiу (лсдеiiих Једначина: 

., 
Ащ = ан i " а21Ј + a~H {(, 

~ 

(83 ) А(ј) ,= а1 :! i + а2з ј l- a::~ k, 

.4(,) ~ а" i -1- а"ј + а", k . 

Са проме"ом оријентације триједра Oxyz У простору ме-
~ " ->-

ЊаЈУ се вектори Ащ, А(ј), А(Н) за дати а.финор. Поставимо сада 

питање, да ли је МОГУће изабрати у место триједра Oxyz такав 
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ТРИЈедар О XYZ са артовима 1, Ј, К, да одговарајУћИ му прет
ХОДНИ вектори такође буду узајамно ортогонални И да својим 

правцима одреде нови ортогонални триједар OX,Y,Z, са ор ТО
вима 1" Ј" К,. 

Ако је таква претстава афинора МОГУћЗ, претходни BeK~ 

тори добијају вредности: 

где су аl! ~, аз - три скаларз, а сам афИ!-IОР узима облик: 

( 84 ) А ~ а, : 1, , I} ~ а, {}, , Ј} : а., ; К, , К} . 

Покажимо СЗ;:Ј,З како можемо да одреди."\Ю r:оложај три

једара OXYZ и ОХ, Y,Z, и вредности скалара а" а" а,. 
Означимо координате ортова триједара О.л YZ и ОХ, Y,Z, 

у погледу триједра Oxyz ПОМОћУ следећИХ IlIe,ta: 

1 ~ ((11 l u21 ј+Ц31 k , 1, i;l1i+~21j -1- ~" k , 

(85 ) Ј 
• 

(1;22 ј + С(З2 k , Ј, ЈЈ 1 ~ i г ~"j + 13 32 k, - й12 1 -

l< _. 1"1:1 i +. Сf.'јзј + UЗ3 k, К, ~!3 i :- ~" ј + ~" k . 

Ако афинор, "рстстављен у облику (~4), трансформишемо 

на старе идуhе вскторе i, ј, k и изједначиlYЮ претходне нек

торе из (84) и (80) доБИћемо следеnе једнач ине, које одређују 
-+ -+ -+ 

векторе А(ј) , AiI.', ,-111,; У функцији нових 1(Qн(таllзта афинора; 

-+ 
Лi} = П1 аl1!! --t- а'! (f.lZJ1 --t- П:Ј UI~ !-(1 , 

-+ 

(86) А", " О, '1" 1, + а, "2' Ј, -1- а., ",,, {{, , 
-+ 

A\I" (!l({~н/l+а2а;!2Јl-t-а:Ја::~!Nl' 

Ако затим YHe((:~MO вредности вектора у ТИМ једначинама 

као функције координата х, У, z из (83) и (HS), до6ИЋемо сле
деће скаларне једначине зи координате наше]' афинора: 

a pQ ~ Gl l3PI CCql -f- а 2 РР2 C(q2 -1--- а:: ~(:\ СС qз 
, 
.' 

- L а:; ~ps aqs 
;>-- ! 

(Р,'Ј~1,2,З), 



112 

Ове једначине заЈедно са једначинама, што постављаЈУ везе 

између косинуса U qS 1 ~PB I на Име: 

~ "' _ ( 1 за q ~ q' ~ Q О, 
~ и.qs I-'ч s - О q " ~ tJps tJP s -=о 
8=1 за *" q I 8=1 

даЈУ могућност да одредимо двадесет и једну константу: три 

скалара a1J а21 аа и осамнаест косинуса Ин, С'1: 12Ј ..• ~вз. 

То одређивањс можемо да вршимо на следеtш начин: 

Образујмо три скаларна производа: 

-+ -+ 

(A!i] , A(i]), 
-+ -+ 

( Ащ , Ат) , 
-+ -+ 

( Ащ , А(,ј) 

један пут nомоћу израза (83), а други пут искоришћавајући јед
начине (86). Ако изједначимо две доби вене форме, до6ићемо 
следеће три једначине: 

-;. -+ 

( А(о , Ат) - ! " -г а 21 + а'., ~ 
/21 + а22и.212 Ј'2! + a2~ и2в К' , , 

-+ -+ 
( А(о, А(ј)) - а11 а1 2 - ;- Щl а2:! + аВ1 а32 = 

'-'- а21 а 11 ((21 Г\ + а22 аЈ2 (r·~"!.J'21 + а:!з П1:~ и· 2:1 f{21 , 

-;. -;. 

(АО) Ј АСЧ) - а11 а1з + а21 азв + аВ1 Gзэ ~ 
"""""' а21 ан (.(31]21 + а22 al~ !IS '2.J:1t + а2з [(18 Cf. S3 f{2t . 

Помножимо сада те производе са ((11) u21J a~J1 

саберимо; тада ћемо дОбити следеhу једначину: 

и резултате 

--+ -+ -+ --+ -+---+-
( A(i! ,Ао) ) "н ~. ,A!i) , Ал ) "21 + (A(i) ,.4:,] ) а31 .-

На ИСТИ начин добијамо још' две једна чине: 

--+ --+ --+ -+ --+ 
( А (ј) , А ОЈ ) "11 с ( А (ј) , А (ј) ) а2' + (А (]) , А (,] ) ()." 

--+ --+ --+ --+ --+ --+ " 
(A(I<),A1ij )Й11 +(A(I~)I А и )) (1;21 +(AI1<1, А11:))с!,и = al~(l.31 

На тај наЧ:ИII за Qдређивање трију косинуса ((11, (('21 Ј (1;31 

можемо да поставимо следеће три хомогене линеарне једначине: 



(87 ) 

(а21Ј + а22Ј + а231 - а21 ) ан + 
+ ( а"а" + а21а22 tG31G" ) <1, + 

+ ( alla13 + а2lа2з + a~l 0зз) С(Ј1 = О , 

(аI2а" f- а"а21 + а"а31 ) И-Н + 
( а:.Ј 12 + а222 + а232 - а21 ) а21 + 

+ ( а12а1з + а22а2з + ан/IЗi ) аз , = О , 

( ацаll -1 аШР21 + aQja31 ) ({н + 
+ ( а1зG12 + а2за2~ а8з а32 ) ((21 -1-

( 2 2 2 2) О + а lf1 + а 2З + а 33 - а 1 ((Вl = . 
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За одређивање других КQсинуса ИЗ r рупе а треба да сме
НИМО у тим једначинама прво ((21 са а22 , а после са ((2з Да би 

написани систем једначина имао решење, неопходно је да је 

детерминанта: 

i а211 + а221 + а281 _ а' 

') ~ 2 2 
aW

12 + а 22 + а 32 - а • а 12 а1з + aZ2 a2;'! + аз2 а:Ј:ј 

а 1за l2 + а2за22 + а8за32 а\Ј + а22 :1 + а23'Ј - а2 

Једнака Н) -ИЈ Пр_1 чему СМО са а означили Једну ОД величина 

ај , 02 Ј аз· 

Горњу lу6И4Н) једна4ИНУ у погледу а 2 може~о краће напн
сати овако: 

'" "' -+ ->- "' ->-
i (Ао), A\i!)-а"Ј., (А (i) , А JI ) , ( А (1) , А (k) ) 

(88 ) 
! -+ -+ ->- ->- -+ ->-
I (A(j),A(i) ( А (ј) , Ат) _ а2 (Ат, Ащ) , , 

"' -+ -+ -+ • ->-
(A(k), Ащ) ( Ащ, А i1I ) ( A(kj, А щ) - а' 

Ова једначина Ј\Юјке бити сматрана као секуларна јед'на

чина) јер је детерминанта те једначине симетрична. Корени а21 , 

a'l2' а2з те једначине увек су реални. Покажи мо да су у нашем 

случају они увек ПОЗИТИВНИ, а то значи да су Нt'"личине а1 , а2 
аз такође увек реалне. За доказ Ilрименимо познати став из 

теорија квадратичне форме и секуларне једначине *) ПО коме 

*) В'Ј на пример, О. К о w а 1 е w s k i "Еil1Нihrllпg јп die Determi
nantel1tileorie". Leipzig. 1909. S. 238. 

~ 0_ 
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су сви корени те Једнаl{ине позитивни и одговарајућа квадра

тична форма одређена позитивна форма, ако су величине 

I ~ ~ ~ --\о- , 

-> 7 I (Ащ, A(iJ) , (A,'I, r1(!I) \ 
1,(A(]),A(i)),!...,....,. --\O-.~ !, 

I (А(јЈ, А('Ј) , (А()) , Аш ) 

:1 --+ 0)- -+ -+ -+...,. 1: 
I ( А(iI , А ('Ј), ( Ат, А(ј), ), ( A,"I, A("I) ( 

све позитивне. А ти су услови овде испуњени, јер друга вели
-> 

чина претставља квадрат модула вектора Ащ Ј трећа претста-

Бља квадрат интензитета векторског производа! Јер има вред-

~ -+ ~ 

ност A(iJ АЉ Sin2 ( АоЈ , ~jJ) и најзад четврта је jeДHaK~ квадрату 
-> -> -> 

производа (А ('Ј [ А (]Ј , A(kJ Ј) , што је непосредно очигледно, ако 
напишемо тај производ помоћу координата нектора у облику 

детерминанте и дигнемо ту детерминанту на квадрат. 

На тај начин можемо ТВРДИТИ, да У случају различитих 

корена наше ку6ичне једначине (88) Ј можемо увек одредити 

три правца 1, ), К, који задовољавају постављене услове. Тога 
ради имамо да решимо могући линеарни систем једначина (87). 
Одређивање вектора 11, 11' К1 после тога не претставља теш
коће, јер из (86) имамо: 

-> -> 7 

01 11 -~ А(ј) ан + АО) СЈ: 21 + .4 (k) U З1 , 

(80 ) -+ -+ ->-

о?Јl ---' Ащ П1 :?: + А(ј) П 22 -t Ащ 0:;12 , 

....". -+ --)-
Q:-з f{l ~ Ао) Ц15 + А ,ј) U'2.3 -+- А(I() {(,13 , 

Дакле решеl~Је питања о довоЈ)ењу једног афинора на 

облик (84) заниси од кубичне Једначине ( 88 ) и од природе 

корена те Једначине. 

Форма афинора (84) 

зове се НОРА/одна форма или нормални об~IUlс. l'риједри OXYZ 
и OX1Y.Z. зову се гладни mриједри Glјuнора, идући ОдНОСНО 
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претходни. Осе тих ТрИЈедара одређују главне правце афИl/ора, 

идуће u претходне. 

Слика 35 Ilретставља Један афинор у свом нормалном 

облику. 

L1 

j-~------<?-------{ 
! 

d с 

I>-----------"----~. ----.-. 

Слика 35. 

Афинор У нормаЈIНОМ облику. й, Ь, С. - Поједннl' ilфинорове диаде. 

d. - Ре.-ЈЗТИВНИ положаЈ основа тих /lИilда. 

За потпуност решења проблема потребно је на тај начин 

анаЛИЗQвати основну ку6ичну једначину у погледу а2 , 

у вези са анализом корена те једначине решимо прво 

питање о СВОДЉИВОСТИ једног афинора на )IBe или само на 

Једну диаду. 

-
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27. СВОДЉИВОСТ афинора. 

Корени једначине (88) могу да буду једнаки нули или 
различити од нуле. Кад су ОНИ различити од нуле, нормални 

облик афинора садржи три диаде, сам афинор се зове потпуни 

афUНОР. 

Претпоставимо сада да нису СВИ корени-различити ОД нуле. 

1. Ако је један корен једнак нули, афинор се редукује на 

збир само двеЈУ диада, рецимо: 

• 
A~a, (/"I)+{J, ,]]. 

Такав се афинор зове nланарнu афlIllОР. 

На\јимо критеријум за такав афинор. Неопходан је услов 

тај, да је слободни члан ку6ичне једначине једнак нули, а ТО 

значи 

-+ -+ -+ -7- -)00-+ 

]I( Aii ), Ащ), (Ат, А(ј}), ( A ik), Ащ) 11 ~ о, 

а то доводи до услова: 

......... 
(90 ) ( А(1) [ Аш, Ащ ] ) ~ о 

и захтева компланарност координатних вектора афинора. Јасно 

је да је тај услов у исто време и довољан јер, ако је вектор 
-+ -+ --+ 

A(k) компланаран са векторима Ао) и А(ј), тај вектор можемо да ... 
разложимо у две компоненте колинеарне са векторима Ао) и ... 
Ат и на тај начин можемо трећу диаду афинора претставити 

у облику збира двеју диадз, од којих сваку можемо да додамо 

првој односно другој диади нашег афинора. 

Ако је афинор дат помоћу својих координата apQ (р , q ~ 
~ 1, 2, 3), услов да он дегенерише у п.laнарни афинор може 

бити претстављен овако: 

Ако су два корена једнака нули, афИНОр се редукује само 

на Једну диаду 
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и зове се лuнеаРliU афUНОР или једноставно диада. 

2. Ако I<убична једначина (88) има два корена једнака нули, 
осим услова (90), постоји још други услов, да коефицијенат 

код а2 у тој једначини мора бити једнак нули. Пошто тај кое

фицијенат може бити претстављен у облику 

-:>- -+ -+ -+ .......-+ 
[ А (ј) ,А (k) Ј2 + [А (k) , А Щ Ј' + [А (;1 ,А (ј) Ј2 , 

, . 
ВИДИМО да он може аити Једнак нули само ПОД условима: 

-+ -+ -7- -+ --;.--)-
( 91 ) [А т , А (k) Ј ~ о , [ А (k) , А О) Ј ~ О, [,/ (i), А (ј) ] ~ о , 

-. -. -+ 
а ти услови показују колинеарност трију BeKTojla Ао), Ат, A(k). 

Јасно је да у случају колинеарности претходних чланова 

можемо да саберемо три афинорове диаде у једну диаду и наш 

афинор постаје еквивзлентан само једној диади. 

Ако је афинор дат помоliу својих координата, услов лине

арности афинора може бити изражен следеtlим једначинама: 

3. Најзад, ако су три корена једнака нули, афинор се 

своди на нулу. У овом случају ранијим УСЛОВИ.~а (90) и (91 ) 
треба да додамо услов 

-+ -+ -+ -+ -+-+ 
(А,,( , А(ј)) _!- ( А(ј) , А(ј)) + (A(k), Ащ ) с. О, 

а таЈ УСПОВ може да буде заДОВDљен само ако је интензите1' 

сваког од координатних вектора једнак нули. Дакле имамо: 

-+ 
А (ј) = О, 

Ако је афинор дат ПОМОћу својих девет координата, услови 

еквиваленције тог афинора равног нули УЗИМаЈу Једноставни 

облик: 

ар" ~ О, (р, q = 1, 2. З) 

т. Ј. све координате афинора мораЈУ да буду једнаке нули. 

Ако је афинор дат у општем облику 
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А 
4 -+ -+ -+ -...)-

~ {А " В, }+ {А 2 'В2 }+{ А" В,,), 

а вектори, рецимо, иду-nи, нису компланарни, услови дегенера

ције тог афинора имају форму: 

у планарни афинор --

-> -> -> 
(.41 [ А2 , А,] ) ~ о , 

у линеарни афинор: 

-+.+ -+ -+ -+-+ 
[ А, , А, I ~ l А, , А, ] ~ [ А, , А, ] ~ О, 

у нулу: 

~ ~ -> 
А , ~ А 2 ~ А, ~ О . 

28. I1риродне координате афинора. Потпуни систем 
инваријаната. 

у § 36 показалисмо да сваки афинор може да буде карак
териеан ПОМОIiУ свој е нормалне форме. Са том нормалном фор

мом стоје у вези два триједра OXYZ и ОХ, Y,Z , И тра ска
пара а1, а2Ј аз · Та три скалара заiедно са три независна пара

метра, који одређују редативни положај триједра ОХ, Y,Z, у 

погледу триједра О Х У Z зваliемо nриродниЛl координатама афи
нора. За потпуно одређивање положаја афинора у простору по

требно је да знамо још три независна параметра, који одре

ђују положај једног од главних триједара у погледу триједра 

Oxyz, триједра референције. 
Јасно је да су природне координате афи!-!ора инваријантне 

у погледу промене триједра референције. Пошто је природних 

координата шест, сваки афинор у општем случају има шест 

независних инваријаната. Свака функција тих координата прет~ 

,тавља ТaI(ође једну инваријанту. Шест независних скаларних 

инваријаната једног афинора претстављају потпуни сuсmелt тих 

инваријанаmа. 

Наведимо један пример МОГУћег ПОТПУНОГ систеМа инвари· 

јаната једног афинора. 

Пошто су а" а" а. ин варијанте, коефицијенти кубичне 
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једначине (80) У lIогледу а2 такође су инваРИЈанте. Напишимо 
ту Једначину у облику: 

а" - НI а' + Н2 а2 . Нз ~ О, 

где су 

--;.. -.;. ....,.. ->-- -)--+ 

НI ~ (А(!) , Ао)) + (А(ј), Am)-I- ( Ащ . АIk)), 

-+ -+ -+ -+ -)----... 
(92 ) На ~ I Ат, Ас",], + I A(k), Ат Ј2 -1- I A(i', '~(j)]" 

_;.- -4- -+ 
На ~ (A(iJ I А(Ј) ,Ащ])2 . 

8еличине Н1 , Н..г.Ј Нз МОГУ бити усвојене за прве три не

зависне инваријанте једног афинора. Те се три инваријанте на

лазе у тесној вези са инваријантама, које (мо имали раније -
-+ 

са скаларима S11 S2, Sз И интензитетом вектора V, али инва-
ријанта Н2 не може бити претстављена као фУНlщија само ТИХ 
инваРИЈаната. Што се тиче H1 и На оне могу бити претстав

љене овако: 

(93 ) 

(94 ) 

HI~ V'-I-51'-25" 

Н, ~ 5,'. 

За НI ИЗ (92) имамо 

Н1 = а211 + а221 + a 2
3t -;- а212 + а222 + а2З2 -t- а\з + а22з + а2зз "",: 

~ (а" - а,,)2 . г (а31 - а13)2+ (а 12 - а21)' -1- (а Ј 1 о i- а" + а,.,)2_ 
-2[(а"азз-а"",,) l-(аззаll-аЗ1аl3)-I-(а1lа" оо а12 а21 )] ~ 

~ V' + 5'1 - 252 , 

ако унесемо вредности инваРИЈаната из § 24. 
ТреЋа инварИЈ3I-IТ3 са ПQлазном вредношtiУ детерминанте 

I '---'о- ---'о- -+ ---'о- ---'о- - ,.. I ; 

Н" ~ i (.4о , A(i)), ( АО) ,Ат) , ( /1,k\, .~(\, ) l' 

на основу правила I\lНQжења детерминаната !\-!О)ке бити смат'"' 

рана Као квадрат детерминанте, ЧИја вредност у векторском 

облику може бити прстстављена овако: 

7 -> -> 
(А(\) [ А(ј) , Ащ]) ~ 5, 
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и на тај начин можемо тврдИТИ исТинитост једна чине (94). 
Осим инвариј<шата Н1Ј Н2Ј НЗ ) које одређују веЮ1чине .' . ан а21 а31 треоа да уведемо ЈОШ три неЗ3Вl1(не величине, КОЈе 

одређују положај оса OXYZ у погледу оса OX1 Y1Z1• За такве 

величине можеlV,Q да узмемо, на пример, три Euler'OBa угла и 1И 
три независна скаларна производа ОД слсдеtlих производа: 

( 1 , 11 ) ~ "11 ~JI + "" Ј32! + (е" fЗЗ1' 
(1,), ) ~ "11 Ј3Ј2 + а" ~2" + "" (3", 

(Ј, !(,) - Ин (3" + ((21 Ј323 + а" Ј3",; 
(),1, ) ~ "Ј2 Ј3" + а" 1321 + а" Ј3" , 
(), ),) ~ а" Ј3" + а" Ј3" + а" ~22 , 

(), ({,) ~ ((12 Ј3!В+ «'22 Ј3" + и" i3 З1; 

(К,I,) ~ «" Ј3 11 + «23 Ј3" + "63 ,3" , 
( /(, Ј1 ) = ct1з 1312 + l{2З {ј22 + С(;)зl~32, 
(К, К,) ~ (( 19 Ј3" + а" Ј3" + и." R." , 

при чему тада треба да буде дат допунски услов, како да иза

беремо једнозначни положај једног триједра у поглеuу другог. 

у једноме од идуЂИХ параграфа навеш"емо један нарочито 

jeДHOCTaB~H систем ОД шест инваријаната једног произвољног 

афинора и показа1iемо како могу бити инваријанте ОВОГ пара

графа и природне афинорове координате изражене ПОМОЂУ тих 

нових инваРИЈзнатэ. 

29. случај једнаких корена. 

До сада (МО претпостављаnи да основна ку6ична једначина 

( 88) У општем случају потпуног афинора и~а три различита 
корена. Овде ХОћемо да анализујемо оне случајеве, када та jeд~ 

начина има два или три Једнака корена. 

Претпоставимо прво да она има два -једнака корена, т. ј. 

у тоМ случаЈУ за ту вредност а детермин,нта (88) губи 
СВОЈ други ранг и постаје детерминанта првог ранга. Пошто 
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свака субдетерминанта другог реда те детерминанте има вред

ност нуле, коефицијенти су друге и Tpelle једначине система 

( 87) пропорционални, а то значи од тих трију једначина остаје 

само Једна, рецимо, прва: 

(а'l1 + а'21 + а'31- a't) "и -!-
( 95) + ( а" а" -!- а2, а •• + а" а32 ) а21 + 

+(а" а"+а21а"+а,,а,,)п,, ~O. 

Та једначина има два независна решења. 

За трећи корен а', кубичне једначине (88) систем Једна
чина (87) има једно llOТПУНО одређено решење, КОЈе увек мо

жемо нормализовати. У ствари, прво можемо, рецимо, ставити: 

'+'+' , 01201.1 + a2~ 0:12 + 032 0зз 
* 

i а 12 Q 22 а 92 - а в , 
(tЈЗ = , 

.013 012 + а~з 022 + Gзз a.~2 Ј '+2+2 2 а 13 а 2з а 93 - Q 3 

* 
al~ ан -+- a2~ 021 + аВ2 GЗ1 , 012013 + 022.028 + GS:l Gз :! , 

, 
П2:~ --= - I , 

013 011 + 023 а:Ј1 + ПаЗ аВ1 Ј • ...L'+'-!-' , , 
Q ]:1 I Q ~.1 а 3:1 а з I 

* 
1012011 + a2~ a~l + 032 аЗ1 , '+"22 а12 Q22т Q З2- Q :1 

UјЗ -= , 
ОјЗ 011 Т a~:1 021 +азз Gз1 , 013 а1'1 + (/23 022 +азз ПЗ% 

па после З3 вредности и131 U 2З , U зз узети вредности: 

, ({:ЈЕ = ---
• 

_с:са:,,== 

Покажимо сада да је увек МОГУЋе изабрати таква два не

зависна решења једначине (95), да она буду нормална и орто
гонална како међусобно, тако и у погледу на решење ан) ((23' ((33' 

Претпоставимо да смо узели једно произвољно решење 

једнаЧl1не (95) и то у нормалном облику, дакле са условом 

а211 + а221 + а2В1 = 1. 
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Узмимо сада друго 
( 95) и означима га са 

, 
независно реШЕlье те исте једначине 

I , , , 

Ct.:!2J (1;221 (1;32· 

Ако оно није ортогонално са ПРВИ1l1 решењем, поставимо 

НОВО решење uf2, ai2, a!z nOMoJ:iy образаца: 

а12 = (1;21 +- ). и! 22 ) 

где је А произвољни број и бирајмо тај број тако, да ново ре

шење буде ортогонално на прво решење: то значи морамо 

ставити: 

или 

одакле 

2 + 2 + 2 , а 11 Q 21 а;11 
1 ~~ - ---- - ----. '+ '1 ,. ПЈ1U 22 u21 а 2з---U:а (f_ З2 

Са ТОМ вреднош!iу А решење пi2, ('-љ, uј2 6иfiе ортого

нално на прво решење и на таЈ начин можемо дефинитивно 

добити следеllе друго ортогонално И НОРNI3ЛНО решење: 

u·iз 
({.,.) = -- , 

-- ј. 
(r ,," ,,-

где Је 

, 
~ = v (I'1~2 + H2~2 + и;? 

Остаје да ПОЮЈ.жемо да ће добијена два решења 

бити ортогонална у погледу решења 
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да би смо ту ортогонаЈ1НОСТ УТВРДИЛИ, напишимо оне ли
неарне системе једначина, које задовољавају всличине, рецимо, 

и то у следећем облику: 

( , ... ) а11 + ( .... ) "" + ( .... ) и" ~ 021 ({" , 

( .... ) а " + ( .... ) "'21 + ( .... ) а" ~ 021 а" , 

( .... ) а Ј , + ( .... ) "21 + ( .. .) "" ~ 021 аЈ1 , 

( .... )"13+(.· . )а2,+(···· )(('J~a2,({13' 

( .... ) "IЈ + (. ..) "" + ( .... ) ((" ~ 02, а" , 

( .... )",,+( .. )а,,+( .... )азз~а2,а.13' 

Ако једна чине ПРВОГ од тог система ПОJ\lНОЖИМО са П1S, 

(1-231 ({ВЗЈ а другог са ((11) а21 • иЗ1 и саберемо одговарајУће ре

зултате, са леве стране до6иnемо исте резултате због симет

ричности основне детерминанте; на основу тога З3КЉУЧУЈемо о 

Једнакости десних страна: 

Пошто ПО услову 

горња Једначина ДОВОДИ ДО закључка 

који потврljује ОРТОГQналност првог и треnег решења. Иста ра

суtjивања доводе до доказа ортогоналности другог и трећег ре

шења. 

Сада треба да се зауставимо на анализи услова, које треба 
~ -+ -+ 

да задовољавају вектори афинора Ат, А(јј Ј А{I{) па да кубична 

једначина има два јеДНаЈ(а корена и да одговарајУhа нормална 

форма зфинора има облик: 

( 96 ) а, ( : 1, , 1 ) + : )1 , ) ) ) + а, ( /(1 , !() . 

Пошто пробле" решења једначине (88) стоји и вези са 

одре~ивањем главних оса Једне nовршине другога peдa~ услов 



двострукости корена поклапа се са условом да наша површина 

буде ротациона lIовршина. Тај услов за нашу Једначину може 

бити написан у облику *) : 

Не би било тешко написати услове, 

вољавају координате нашег афинора У TO!'l'1 
. . 
Једнакости дваЈУ корена. 

lще треба да задо-
. . 

спеЦИЈалном случаЈУ 

у случају када кубична Једначина има три Једнака корена, 

сам афинор узима облик: 

A~a, (( 1" !)+{ Ј" Ј) + (К,. !(!). 
" Решење OДГOB~ajyl1eг система линеарних једначина може 

бити потпуно произвољно. Од тих произвољних решења мо

жемо да КОНСТРУЈишемо три независна решсља нормална и ор

тогон,лна. Другим речима триједар OXYZ '1Оже бити изабран 
произвољно. Триједар са ортовима /1! Ј1 ! /{1 после тога може 

бити одређен једначинама (89). 

Што се тиче услова! које треба да заДОDољавају вектори 

-> -> --
Ат, Ат, Ащ, да наша кубична једначина има три једнака ко-
рена, они лако могу бити написани по анаЛО/'ИЈИ са условима 

. . 
под .КОЈима Једна централна површина другога реда претставља 

једну сферну површину. 

*) В. напр., G. Sаlшоп. AnaIytische Oeometrle (ics RаUП1еs 1. ТћеН. 
Leipzig. 1879. S. 136. 
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30. Релативни положај главних афllНОРОВИХ три
једара. 

у § 26 видели смо да сваки афинор можемо да доведемо 

ДО нормалног облика: 

А ~ а, { 1] , 1} + а2 (Ј, , Ј ) + аз { [{, , /() , 

где су I,ј, f{ ортови идућег главног афиноровог триједра OXYZ, 
а су 1" ј" /(1 - претходног ОХ, Y,Z" 

Анализујмо сада релативни положај главних афинорових 

триједара једног преЈ\.'la другоме и афинорове особине, што стоје 

у вези са тим ПОЛОЖЗЈем. 

Означимо I<осинусе углова ШТО граде осе триједра ОХ1 YI Z1 

са осама триједра OXYZ помоћу следеће шеме: 

1 Ј f{ 
-,_ .. --"--

11 С(, ~, у, 

Ј, Ц 2 р, У2 

[{, ив 13, у, 

За одређивање тих косинуса служе нам једначине (89):' 

-+ -7 ->-

аЈ 11 - А(ј)иl1 + А(ј) ({21 + гlщ 11-:)1, 

-> -> ~ 

(89 ) 02 ./1 ~ А(ј) ((12 + Ат ({22 + A(IO ({:Ј2 , 

-> -> ~ 

0:1 {(1 = Ао) UH~ +. Ат ([23 + Al ,) ((;-)3' 

у ТИМ се јсдначинама величине а1 Ј 02) a~ одређују. реша

вањем у погледу ,,' "убичне једначине (88), а "р, (р, q ~ 1,2,3) 
решавањем систеN13 линеарних једначина (87) и двају аналог
них СИСТема. За одређilВање CaMf1X. косинуса, рецимо и 1 , по

МНОЖИМО прву од В~f(ТОРСКИХ једначина (89) скаларно са 

тада ћемо, узимајуtiи у обзир вредности координатних вектора 
-> -> -> 
Ао), Аш , Ащ из (83), добити: 
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или 

ОЈ (I Ј 11) ,-, а1 0;1 = ((н (({11 011 +- U Z1 (Ј12 + ((31 01:Ј) + 
+ "21 (а11 021 + <Ј" 022 + "31 О") + 
+аЗ1 (аl1 ОВl + и~j 0;:2 + а,Jl 0з'3) 

з з 

a2al=~L Орч((рIИЧЈ. 
р=l q-J 

Тако исто за два остала косинуса имамо: 

з з 

01 151 = ).: 1: ора о:.Р2 С(,_ll, 
р=l Ч=2 

з з 

а1 У 1 = ~ 2: арч ({РЗ U ;јl ; 
р=l Ч=l 

на исти начин можемо одредити косинусе других група, значи 

дефинитивно имамо: 

3 З 

([i и.ј = ~ ~ Gpq ({рЈ ('-уј Ј 
р=1 ч=l 

з з 

Ој i3i = )~ ~ Прq ((р2 uчi ! 

р=-1 q=1 

з 3 

Ој Уј = ~ ~ Орч UрЗ a!~j . 
р=l q=l 

3а6ележимо ~a ако за координатни триједар референције 

узмемо главни афиноров триједар, рецимо, OXYZ, /{оординате 
афинора узимају вредности: 

КОЈе heMo краће озна.чити са 

IЛрq , (p,q~J,/,3) 

rj?кле, на пример, 

m21 = аl 131 Ј 
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Девет величина тrч (р, q = 1 , 2, З) МОГУ бити сматране 
као природне афинорове координате, али оне нису независне, 

него између њих постаје следеfiе три везе: 

-+ 

з 3 3 

}~ mј2 Пliз = (), ~ mј3 mн = 01 >~ т]! mЈ 2 = О. 
i=l ј=l 1=1 

Инваријанте у таквом случају могу бити образоване овако: 

51 = 01 "-1 -:- 02 ~2 + Оз У З, 
S2=02 0з ('-1 +aBal~2 +~ 01 02 Уч, 

51 =- 010"2. а:з . 

-+ 
Инваријантни Бектар V има за координате: 

V~(аз~з -02 )"2)1 I-(o,~, - а, u.з)ј+(а2"·2-0,~,) К, 

Инваријанте Н1Ј Н;г,Ј На имају вредности: 

Н1 - 021 + (Ј2:2 + (Ј2а , 
Н2 -- (Ј2:,Ј a2;~ i u2з (Ј2 1 

H.~ (.21 (Ј22 (ј2з . 

Ако уведемо ЈОШ једну инваријанту, реци,lO, у облику 

S~U'+{32+)"3' 

ТО систем инваРИЈанат<Э., 

( 97) 

може бити сматран као потпуни систем инваРИЈаната. У ствари, 

на основу величина 

можемо одредити величине 01, а2! аз , при чему морамо знаке 

тих величина бирати из допунских услова. После тога решењем 

линеарних једначина 
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можемо одредити косинусе аll /321 Уз- Познавање тих косинуса 

даје МОГУћНОСТ да одредимо положај триједра ОХ. Y,ZI у по
гледу триједра OXYZ. Ако уведемо Euler'oBe углове 'Р, '1', е 
ПОМОћУ слике (слика 36), доБИћемо следе!;е вредности косинуса 

0:11 ~2, У з: 

z 

• 

N 

Слика 36. 

Еulес'ови уrлови. 

U, ~ - Sin е Sin '1' + Cos е СО' -.]1 cos,p , 

13' ~ Cos е Cos \v - Sin е Sin + Cos 'Р, 

)', ~ Cos ср. 

Последња једначина даЈе МОГУћНОСТ да одредимо угао ср, 

при чему за Једнозначност решења, као увек, морамо навести 

ош допунски услов. После тога две Једначине: 

Cos (е , ,],) ~ (3, : ("ј 
1, уз 

е ]. 13, - ('1 
Cos( -,,) ~ ----" 

Ј -' уз 

одређују углове + и е са истом претпоставком о Једнозначно
(ТИ решења. 

МОГУћНОСТ одређивања релативног положаја главних три-
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једара афинора и констаната а1 , а" аз потврђује потпуност 

система инваријаната (97). 
Анализујмо сада специјалне случајеве када се једна ИЛИ 

две осе (а то значи барем правац и треће осе) Једног главног 
триједра поклапају са осама ДРугог триједра. 

Ако се осе, реци:'v1О 11' поклапа са о СО:\'1 Ј, прва од Једна
чин а (89) даје: 

~ ~ -, 
а, 1-- Ао) а11 + А(ј) а21+ Ащ ('". 

Ова векторска једначина ДОВОДИ до следеhИХ ТрИЈУ ска
ларних Једначина: 

а1 ('11 = а11 ((11 + а12 0:21 + G1З аЗЈ Ј 

а1 U~l ~ a21 ан + а22 «21 + a2f! «,11 Ј 

а1 ((З1 - tlsl аЈ1 + аЗ 2 а21 + а з:! а.н . 

Из ових једначина следује, да аl мора да буде не само ко

рен једначине (88) Hero и корен једначине: 

аЈ1- а1 , , 

(98) 

а31 , 

у том случаЈУ афинор може бити претстављен помоћу 

израза: 

Слика 37 претставља пример TaKBOr афинора. 

Анализујмо сада услове, које треба да задовољава афинор7' 

па да му се једна главна оса поклапа са одговарајућом осом. 

Apyror главног ТрИЈедра. 
Величина а'Ј мора да буде корен једначине (88), коју см<> 

написали у облику 

(99) аО - Н1 а' + Н, а' - Н. ~ О 

са вредностима: 
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а што се 

---0.'-- __ 

11 

d 

тиче коефицијента Н" 

022 1 
'2 

а2В , 
Н2 0 

02В! ' !+ 
а,12 , аsз , 

llЭ2, азз12 + + 
а 12 , а" 

012, а ,2 
1, 

+ , ' + 
a~:! , 

___ '1""'
/ , 

I ' 

а2З 

{ 
i "1:-----\ 
~. I --- , , \ -~--1- / 

\ : / 
"'-----:.- -----

I 088, 

0зз, 

ан , 

' й1В , 

G2з , 

• , 

он има форму: 

а" 
2 

021 1 022 
2 

, 
+ т 

а,јЈ , аЗ1 , а32 

а" 
'2 

аз ! , ОЗ2 
2 

~- а12 1 + , 
01 Ј _ а11 Ј 

аl1 
2 а 11 , а" 

2 

+ -
• 

а21 ' (121 Ј а 22 

Ii 1 

к 

, 
!(::----------,-----------,/ 

Слика 37. 

Афинор са једном паром главних оса, које се поклапају. аЈ Ь, с. - По
једине афинорове диаде. d. - Релативни положај основа тих диада. 

Једначину (98) можемо написати у о 6лику: 

(100) 
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06разујМ0 сада из те једначине нову једначину. чији су 

'корени квадрати корена претходне једначине. Узимајуhи у 06-
:зир познате особине симетричних функција, ту )ЈОВУ једначину 

.можемо написати овако: 

( 101 ) 

.где Је 

аб -- М, а' + М, а2 - Мз ~ О • 

М, ~ 5', - 2 5, • 

Мо ~ 5'2 - 2 5, 5,. 

Мз~52з, 

Једначине (99) и (101) морају да имаЈУ исти корен а',. 
:За таЈ корен треба Да И!i'1аМQ два идентитета: 

Пошто Је 

аб1 - - Н1 а1 4 + Н'}. u 1:.i! - Н:>; =-оо О , 

аБ, - М, а,' + Мз а,. - Мз - О. 

Hs = МЗ, 

спретпостављајући да Је 0.1 *- О, Dдузимањеl\'1 добиtiемо следећу 

Јвредност за а21 : 

(102) 
2 Н2 - М2 Н,-М, 
a,--·--·~ 

Н, - М, V2 

Ако уврстимо ту вредност, рецимо, у lедначину (101), до
.би-nемо следеliи неопходни услов 

(103 ) 
.( н, - М,)" - ( Н, - Мз)'!VI, ~'2 + 

+(ff'-М2 )М2 V'-M, V6~O. 

lкоји треба да задовољавају КО0рдинате афинора, па да му се 

.Два одговарајућа главна правца поклапају. Обратимо пажњу да 

је тај услов претстављен само ПОМОћУ афинорових инваријаната 

,и на тај начин одговара једној природној особености афинора. 

За ту вредност ај систем линеарних једначина (87) мора 
{имати исто решење са системом наведених линеарних Једна

'чина : 
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(104 ) 

а13 IX;ј] = О, 

023 а31 = О, 

а" "21 + (а" - а, ) "" ~ о. 

Ако ПОМНОЖИМО те једначине узастопно прво са аЈ:!, а211 
а811 а после са а12 , а221 а~12 и најзад са ам, 023' ааз и сваки пут 

саберемо одговарајуће резултате, доБИRемо следеRИ систем јед

начина: 

( а'" + а'21 + а'" - а,р) "" + (ан а12 + а21 О" + а" а,,) а" + 
+ (а" а13 + а21 а" + "" а" ) ((" ~ О, 

( а12 а" + а" а" + а" а31 ) а" + ( а' Ј2 + а' 22 + а' 32 - а, q) "21 + 
+ (а:l2 а1з + а22 а2з -11 а32 азз ) аЗ1 = О, 

(а" а" + а" а" + азз а31 ) а" + ( а" а12 + 023 а22 + а", а",) "21 + 
+ ( а'" + а' 2з + а',.! а - а, r ) ех" ~ О, 

при .... ему се р, q, r одређују ИЗ једначина: 

(105 ) 

Ако упоредимо добивене једначине са Једначинама (87 
видећемо да се оне идентично поклапаЈУ ПОД условима ~ 

а, ~p~q~r. 

у том случаЈУ систем једначина (105) прелази у с'\стем 

и њихово упоређивање са. (104) доводи до заl<ључка: 

(а" - а12 ) "21 + (а81 - 0,з) "31 ~ О , 

(а,,- а,,) "" + (а" -о,,) "", ~ О, 

(а" - а .. ) ан + (а,,, - а",,) а21 ~ О • 
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Решење тог система даје: 

(106 ) "',,: а21 : "" ~ (а .. - а32 ): (а" - а,,): (а12 -а21 )· 

Геометријско је тумачење ТОГ услова у томе, да је .орт 1 
-> 

паралелан са инваријантним вектором V афинора. 
Ако добивена решења (1 U6) уврстимо, рецимо, у једначине 

(104 ), добићемо следеће услове за наш афинор: 

(а., - а,,) а11 + (а,. - а,,)а12 +(а12 -а21 ) а,з ~ а1 (а23 - а32 ), 

( 1 07) (а" - а" ) а" + (а31 - а" ) а" + (а" - а21 ) а,,, О" а1 (а31 - а18 ), 

(а" -а,,) а31 +( а31 -а,,) а32 +(а12 - а" ) а", "" 01 (а,,- а,,). 

Из тих једнаЧИНа имамо следеli.з Два дефинитивна услова 

за координате афинора ако му се две главне осе поклапаЈУ: 

Покажимо сада, да су ова два услова нс само неопходна 

за такво ПDклапање осз, него су и довољна. Услов (103) при 
томе се јавља као закључак услова (108). 

Означи мо заједничку вредност величина у Једначинама 

(108) са k, дакле ставимо 

Ако уврстимо ту вредност k у кубичну Јсдначину: 

а: Ј 
- SI a2 +S2G-Sз = О, 

добићемо, узимајуlјИ у обзир {1 08), идентитет. Значи та за

једничка вредност k је корен те кубичне jei\tI'-tчине. 

ИСТО тако, ако уврстимо заједничку вредност k у једна

'чину (99), она доводи до идентитета; CTora можемо тврдити 
.да k претставља Један од корена те ЈеднаЧИIIС И можемо ста

ВИТИ, рецимо, 

k о, 01' 

После тога услови (108) доводе до Једначина (107), а те 
лоследње доводе до решења (106). Та решења задовољаваЈУ 
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како систем Једначина (104), тако и систем једначина (871,. 
што се потврђује непосредно кад узмемо у обзир једначине (108). 
На тај начин долазимо до закључка да се са прав Ц ем 

ан : ((21 : ((Зl = (023 - 032) : (0';1 - й1;.Ј: (Оl2с- 021 ) 

поклапају две главне афинорове осе. То можемо да ПОТВРДИМО, 

такође и тиме !>.:ад проверимо Једначине: 

", ~ 1 , ~, ~ У 1 ~ о. 

Пошто се [Ј, одређује из једна чин": 

3 З 

01 ~l = 1: ~ apQ ap~ ((ц1, 
р=l q=l 

имамо на основу (106) 

3 

01 [31 = L ((р2 (ар! ((11 +аР2 (.(21 + Ор3 O:Sl ) = 

р=l 

~ 

јер ако је веЈ"::ТОР V у датом случаЈУ Јrаралелан са ортом Ј, он! 

стоји управно на орт ј, а ТИМ СМО потврдили ЈеДf-laЧИНУ 

[31 ~ о. 

Тако исто МОГJlИ бисмо ПОТВРДИТИ Једначину 

У1 = О, 

а из те две једначине слеДУЈе Једначина 

0:1 = 1 . 

Пређимо сад на анализу случаЈа када се два пара одгава

рајуhих главних оса афинора поклапају. 

у анализи претходног сJТfчаја ПQклапања само једног пара 

оса дошли смо до закључка да ортови ТИХ поклОПљениХ. оса" 
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рецимо 1 и 111 мораЈУ да буду паралелни са ИНtJаријантним век
-+ 

тарам !/ афинара. Ако сада тражимо да се и други арт ј по-

клапа са ортом 11, ДСћићемо до закључка да орт Ј мора та
-+ 

кође бити паралеЛС:'1-I са вектором V. ПUШТО 1 стоји управно -На 
-+ 

арт ј, а вектор V мора да буде паралелан једном и другом ОД 
тих вектора, долазимо до Једног Јединог и:-),:]аза из тог про-

тивуреЧЈа, да вектар 1/ мора имати вредност Ilуnе, дакле је 

(109) 

а то значи 

( 11 О ) 

другим речима шеј\i13 афинорових координата: 

постаЈе симеТрI1ЧНL!. 

Афинор, чији Је инваРИЈантни вектар Једнак нули, или, 

другим речима, чија је координатна шема симетричнз, зове Се 

СUЈИеmрuчнu афuнор И,lИ mеНЗ0Р. 

у случају симе'I"РИЧНОГ афинора инваријанте Ht , Н2 ) Нз 
имаЈУ вредност: 

Н, ~ 51' - 252 + V2 ~ 521 - 25, - М" 
Н2 ~ (а"а" - а'" )' -1- (а" ан - а2,,)' + (а" (1" - а,2')2 + 

+ 2(а" а31 -а" аз ,)' + 2(а21 а"-а,, a~)2 +2(а" а,2 - а11 а,,)' ~ 

~ [(а"а,,- а',,)+ (а" а,,- а2,,) + (а11 П" - а2,,)]'_ 

- 2 (а11 + 02:1 _.)- а:;з) (ан а22 G з :! - а 11 а2 2з + а21 а1 з а 32 -

- а22 а2З1 + GЗ1 а12 а зз - ава 11 22 1 ) = S22 - 2S1 S:J = М21 

и стога можемо ТВРДИТИ да се у ТОМ случаЈУ Једначина 

аН .. Н, а' + Н2 а2 - Н" - () , 
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• 
КОЈа служи за Qдреl)ивање количина а21 , а221 Q2Й1 поклапа са Јед-
начином 

а'-М,а'+ М,а" - М, ~ О, 

1(0)3 Је постала ОД Једначине 

, 
ан-а, 

(111 ) ~O , 

када смо тражили Јсдначину за квадрате корена последње Јед

начине. 

Кубична једначина (111 ) У случају симетричног афинора 

има три стварна корена. Свакоме од тих различитих корена 

одговара један правац, са којим се поклапају два одговарајућа 

главна афинорова правца. На тај начин нормална форма сваког 

тензора може бити претстављена овако: 

другим речима, тснзор може бити лретстављен у 66лику збира 
. . 

ТрИЈУ диада fC езања са трима УЗајамно ортогоналним осама. 

ДетаЉНИfе ЋеМI о теН30РУ говорити у једног.'lе ОД идућих пара

графа. 

31. I<лаСИфllнација афинора. 

Један афинор можемо да раЗЛИКУЈемо ОД другог по томе, 

на какву НОр!'.IaЛНУ форму могу да буду редуковани ти афино

ри. у вези са тим можемо за сада поставити следеtiе типове 

афинора. 

1. По броју диада, на КОЈе се своди афинор, он може да 

Qуд-е потпуни) планарнц и лцнеарни ИЛИ диада. Њихови су нор

мални облици следеfiи: 

за потпуни афинор: 

а, { 11 , 1 ) + а, {Ј. , Ј) + а, { К1 , НЈ , 
за планарнц афинор: 

а, { 1" 1} + а, {ј, , Ј) , 
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за линеарни афинор или диаду: 

о,(/"/}. 

11. По вредностима величина а11 а21 О:; афинор МОже да се 

l1рикаЗУЈе овако: 

mроосни афинор у случају о, "'" 02 "'" Ов са нормалном фор-

-МОМ: 

О, (/, , 1) + О, (Ј, ,л + а, ( К, , К) , 
роmациони афинор при условима О, ~ а2, 0,,;'00, са фор-

МОМ: 

О, ( {I" 1} + (Ј, , Л ) + О, { К, , К i , 
сфернu афинор у случају о, ~ О, ~ а,; ње"ова нормална фор

-ма изгледа овако: 

О, ( { 1" I} + (Ј" Јј + ( К, , К 1) . 
Између сферних афинора можемо да нарочито разлику

Јемо један специјалан сферни афинор за КОЈИ Је 

Такав се афинор зове верзор; 0значаВЈћИМО га са r дак
_ле имамо: 

r ~ (1, , II + {}, , Л + { К" К I . 
у вези са верзоро:vl можемо да наведеfl.'1Q ЈОШ Један, у ПО~ 

rледу вредности 01Ј {[';!Ј 0з специјалан афинор из катеГОРИЈе ро

-таци оних афинора, на име афинор за који 

Афинор такве природе зове се керверзор; 0значаВЗЋемо га 

К, дакле Је 

к ~ ( 1, , !} + {}, , Л - { К, , К}. 

Ако бисмо У исто време узимали у обзир координатне три

једре различите природе, леви и десни, ШТО дО сада нисмо ра

_ДИЛ И, онда при упоређивању верзора са керверзором можемо 

.казати да верзор прелази у керверзор ако му променимо смер 
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једне осе КОД Једног ОД главних ТрИЈ€дара; у таквом случаЈУ 

могли бисмо ставити и за керверзор 

али му би један глгвни триједар био десни, а други леви. 

111. По релативном положају главних триједара афинор 

може да буде један ОД следећих типова: 

прави афинор, кад су главне осе ТрИЈедара различите и 

афинор има нормалну форму: 

полу афuнор, кад се једна оса једног главног ТрИЈедра по

клапа са одварајућОМ осам другог главног триједра; његова Је 

нормална форма овака: 

01 {/, 1 ) -1- а2 (Ј, , )} -1- о, { {{, , К) . 
. . 

mензор, [(ад се главни ТрИЈедри поклаП<:lЈУ, а нормална му 

Је форма следе!;а: 

11, { 1, 1} -1- о, (Ј, )} -1- о, { I{, I{ : . 

Јасно је да јед,ш афинор може да БУill: једног специјалног 

облика и у погледу једне категорије и у погледу друге. Тако, 

на пример, афинор са нормалном формом 

претставља планарни ротациони (или kpy.JfCHU) афuнор, а са 

формом 

а, ( {I , 1 Ј -1- {ј, ј} ) 

он прелази у планаРI1И ротациони (или КРУЖIlU) mензор. 

32. Тенвор и његова површина. 

Као што смо раније видели, тензор ЈЈретставља Један на

рочити облик афинора са идентичним глаВНИЈ\1 триједрима. Тен--

зор nемо означавати са Т; даКlJе је 

т ~ О, ( 1, !) + а2 {ј, ј} + а з { f{, f{) . 
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у општем случајУ, када је афинор дат у облику 

-+ -+ -;. -+ -+-+ 
А ~ { А, , В, ) + { А 2 , В2 } + : А" , в, I , 

он дегенерише у Један тензор при услову 

( 112 ) 

или 

....... -;. -+ -+ -+---).-

( 113 ) [ .4, В,] + [.42 , В,] + [ А, , В, ] ~ о . 
Тај услов је !-!еопходан, јер (МО видели да :.::а један теНЗ0Р 

инваријантни вектар има вредност нуле, 3Ј1И у исто време је 

таЈ услов и довољан, Јер ако напишемо вредност тог вектора У. 

координатама 

-+ 
v ~ (а" - а,,) i + (0.з, - о!З)ј + (а" - а" ) k 

услов (112) доводи до јеДначина 

(i,j-l,2,3). 

КОЈе потврђују теНЗОРИЈЈЛНИ карактер нашег афинора. 

Пошто сваки теНЗ0р може бити претст,шљен као збир 

трију диада истезања, којих су осовине узаја:VIНО управне, сва

КОМ тензору одговара један геометријски 06,lИК ОД три ратаци

она еЛИПСQнда са узајамно управним осама (слика 38). 
Али са једним теН30РОМ обично се B('~jyje један геомет

'ријски облик 11 на други начин. На име: свакоме тензору од

говара један триједар ортогоналних оса и три СI<алара П1 • а2, Gз 
везана појединце за те осе. На основу тих података можемо 

да КОНСТРУЈишемо Једну централну ПОВРШИ!1У .1ругога реда са 

Једначином 

(114 ) 

Та се површина зове mеНЗ0рска ПОВРШUIlП. Она може да 

буде елипсоид, један или други хиперболоид. 

Ако је тензор дат ПОМОћУ својих координата ајј (i, ј = 

= 1, 2, З) при ајј = ајј, једначина тензорскс површине узима 

облик: 
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Јгде су Х1 ' Х2Ј ХЗ координате произвољне тачке те површине у 

.погледу основног триједра референције. У ствари, пошто фор

'муле трансформације координата имају облик: 

а 

0-----------''----. '- Ii 
. / I /. 

! f 
i ' . 
,1,' f1 , 

~,.·'T--~ 

d 
,.:.-~ ------------~'.----

Слика 38. 

'ТеНЗ0Р. аЈ Ь, С. - Поједине тензорове диаде истезања. d. - Релативни 
положај тих диада. 

Х=аl1 Х1 + П21 Х2+иВIХ:Ј Ј 

у ~ ((12 Х1 + а22 Х2 + ({В2 Хј ! 

·онда, ако уврстимо те вредности у једначину (114) и узмемо у 
.Qбзир вредности координата тензора 

3 

ајј = ~ as U:ј" Ujs 
5=--01 

(i, j~ 1,2,3) 
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до6ићемо једначиву (115). 
Јасно је да тензорс!<а површина потпуно карактеризује

један тензор *). За одређивање једног тензора потребно је да 

знамо шест скалара; за те скаларе можемо да узмемо: три: 

Euler'OB3 угла, што одређују положај главних оса тензорске: 

површине и три параметра 01Ј а2Ј Gз , који одређују форму и' 

величину те површине. Последње три величине Г>1Огу бити смат

ране као природне координате mензора. Оне дају потпуни си

стем инваријаната ТfH:Jopa. Пошто се три величине ај ) а2Ј 0з

одређују из једначине 

а' - 5, 02 + 5, а - 5, ~ О, 

три инваријанте S1' S2J Sз једног тензора сачињавају такође 
потпуни систем инварuјанаmа ТОГ mензо(lа. 

За6ележимо да ако за осе триједра референције узмем() 

главне осе теН30рове површине, координатна шема тензора за 

такав ТрИЈедар изгледа овако: 

f а" О , О 

Т Ј, 00 " а" О 
О Ј Оз 

у теорији афинора игра нарочиту улогу Је;щн специјалан 

теНЗ0Р, за који имамо 

Тај ћемо тензор означавати са 1, дакле у нормалном об
лику: 

I~(I,/J+{],J)+{K,K}. 

Он се зове једuнuчнu mеНЗ0Р, а у ИСТО време и јединицни 

афuнор, Његова координатна шема за нормални облик има 

форму: 

*) Претпостављамо да Је та површина НОРМ<lлюованз, Т. ј. да у 
једначини 
• 

константа са десне стране има вредност Јединице. 
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1, О, О, 

10,1,0, 

\0,0,1. 

33. Претходна п пдуна афинорова површпна. 

Нормални облик сваког афинора 

'lпокаЗУЈе, да са сваким афинором стоје у вези два триједра: 

претходни глаВIIИ триједар ОХ1 YtZl са ортовима 111 ЈIЈ К1 И 
идући главни тријеi1ар OXYZ са ортовима 1, ј, К и сем тога 

-три скалара 01, а:Ј1 а з < 

Ако узмемо у обзир претходни триједар ОХ1 Y,Z1 и три 

скалара 011 а2Ј ааЈ MO,I,eMO да конструјишемо једну централну пQ
вршину са ЈеДIЫЧИНО!\'I: 

( 11 6 ) О, Х'1 + а, У21 + аз 2'1 - 1. 

Ту ћемо површину звати претходНОЛl аФUНОРО80.IИ ПОВР

.ШllfiО.IИ. Та ПОВРШИН3 заједно са ИДУhИМ главним триједром 

OXYZ потпуно одређује један афинор. Заједница од такве по
.вршине и триједра може дакле бити сматрана као један геомет

ријСIШ облик, који претставља један афинор. 

На ИСТИ начин :'I'lOrylie је конструјисати идућу афuнорову 

_површuну на ИДУhем главном триједру са једначином : 

( 117 ) а, Х2 + а, Ј72 + ав Z' ~ 1. 

Она заЈедно са триједром О X1 Уl Zl тсшође претставља 
таЈ исти афинор. 

у погледу основног триједра референције Oxyz Једначине 
површина (11 б) и (117) можемо написати опако: 

а" Х2 'а" х., r " 2' 2а" , 2 " . + 2 " 1 - 11 1-'- 22 ~2-:-a 3.9.\ ВТ 2ВХ2ХЗГ а 31X:-:IХl . а :Ј2 ХI Х2= , 

.а'н Х21 + а'22 Х22+ а' 33 Х2з + 2а'23 Х2 ХЗ + 2а' 31 ХЈ -""1 -f- 2а'12 Х1 Хз = 1, 

,где су 

3 

а'јј = ~ a s (~is lЧs, 
5=1 

(i,ј~1,2,З). 
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" а"јј = >~ aS ~,S p,s. (i, ј" 1, 2, З). 
8=,1 

Ако потпуни афинор дегенерише у плакарни 

његова афинорова ПОВрШИН3, рецимо ИJI,ућа, претвара се у ци

_линдар са Једначином ; 

a,X'+a2Y'~1. 

Тај цилиндар зај~дно са осама 11 , 11 ' К1 потпуно одре
ђује планарни афинор. 

Најзад. ако афинор дегенерише у диаду 

а,{/,,/) 

-одговарајућа површина дегенерише у две паралелне равни са 

Једначином: 

О, Х' ~ 1 . 

Те две паралелне равни *) одређеног ПО,10жаја у простору 

заједно са осам 1, потпуно одређују диаду и на тај начин две 

паралелне равни са је;Ј,НОМ оСам МОГУ 6ити такође сматране као 

хеометријски облик, који потпуно одређује једну диаду. 

34. I{оњуговани афннори. 

Узм ИМQ један произвољан афинор 

А 
->----;. -- --;.-+ 

(A"~)+(A,,B,)~-(A.,B.) 

и конструјишимо нов афинор из диада, коњугованих (§ 13) са , 
диадама датог афинора; тај афинор DзнаЧИМQ са А, дакле 

Тај се афинор зове афUНОР }(OfbYl08G1ll1 са датим афино-

*) Те две парале;1не равни одређују стварно у нашем случају један 
вектор, наиме идуhи нектор диаде. Такво одређивање једног вектора по· 
r.:t0tiy две nарэ;лелне равни искоришћава на са(вим АРУ1 и начин О. Вои-
11gand у (ВОЈОЈ КIbИЗИ: Lc\ons de geometrie vectorielJ~ (Paris; 1924) р. 153. 
У облику тако ЗВtl.НОI' dLIblet'a. 
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ром. Јасно је да је та коњугованост узајамног карактера, дру_ 

гИм речима да Је 

(AT~A. 

Ако је афинор А дат ПОМОћу својих координатних век
тора у облику 

А
-.. -.. -.. 

~ { Ащ, п+{ А(ј), јЈ+{ A(k) , k), 

коњуговани афинор може бити претстављен у форми: 

где су 

~ ~ ~ ~ 

А()) ~ (Ащ , i )i+( А(ј), i)j+( A(k) , i) k, 

----? --+ -+ -+ 
А1п ~ (Ащ, ј) i+( А(ј), 1)ј+( A(k) , ј) k, 

-~ -+ -+ -+ 
A~k) ~ (Ащ, k) i+( А(ј), k)j+( Ащ" k)k. 

Из претходног непосредно следује да координатне шеме, 

Једног и другог афинора имају следеће облике: 

ан, 012 , а1З 011 , а21 , °:11 

А 0211 022 , а .. АО 01'.1 , 022 , а" 

0111 , аз~ , а" 013 , ащ~ , а" 

и да могу да буду добивене једна из друге ротацијом ТИХ шемаl 

око линије диагоналних чланова. 

Ако дат афинор претставимо у нормалном облику 

A~a, {/l'Ј)+а, fJ, ,Ј)+а, {К" К} 

коњуговани афинор узима вредност: 

и на таЈ начин можемо ТВРДИТИ да код коњугованих афИНорat 
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главни триједри мењају своју улогу: претходни главни триједар 

првог афинора постаје идућим главним триједром другог и об

ратно. Ако са триједрима ПQвежема афиноровс површине, за 

коњуговани афинор афинорова површина треба да се премести 

са једног главног триједра на други, а да остане исте природе, 

дакле да 6уце, на пример, претходна. 

Разгледајмо сада инваријанте датог и коњугованог афи

нора. Инваријанте S1 Ј S!., SЗ се не мењају, јер Је 

51 = 011 + 022 + 0зз = S~, 

I 0'2.2 , 

52 ~ i 
032 ' 

-+ 
Што се тиче инваријантног вектора V, таЈ вектар са про-

меном улоге претходних и идућИХ вектора г.Iења СВОЈ знак и 
• 

на Тај начин можемо написати да Је 

-+ -+ 
V'=-V. 

Најзад, пошто инваријанте Н1 , Н2 , Нз зависе само од 

а1 , 02' 031 те величине остају без промене, можемо написати: 

H~= Н.,., 

35. ТеНЗ0Р и аксиатор афинорв_ 

УЗМИМО један произвољан афинор А и љему коњуговани: 

А'- Конструјишимо сада два афинора 

( 118) ~. (А+А'), 

~ (А-А'), (119) 

Т. ј. половину збира датог аф'1'юра VI к}љугоиаиоr и половину 

разлике. 

Анализујмо сваки од тих (јфИН') 'а. 
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1. Ако инваРИЈЗНТНИ нектар афинора А ознэчимо са V, 
-+ 

за коњуговани афинор он има вредност - V, а то значи инвари-

јантни вектор афинора (118) има вредност нуле и на тај на

ЧИН можемо ТВРДИТИ да тај афинор претставља Један тензор. 

Тај ћемо тензор звати афUНОРО8U./lll mеНЗОРОДl и означзвати га 

са ts А, дакле 

Он има своју површину, коју liемо звати mензоровоJU nо

вРШUНОА1 афuнора и своје главн~ осе: mензорuјалне осе афuнора. 

Јасно је да ако афинор дегенерише у тензор, његов тензор 

претставља сам таЈ тензор, дакле 

За Qдређивање теНЗОРИЈЗЛНИХ оса Једног произвољног афи

нора можемо да поступимо ОВ31<0. 

Координате ts А можемо да наrЈИшемо ПОМОћУ следеће 
шеме: 

I 1 1 
2(а12 +а,,), 2 (а,.+а,,), 

А Ј 21 (а21 +0,,), 
ts I 

1 
2 ( а" + а" ), 

12
1 1 
(а" + а'8), 2 (а" + а,,), 

I 
ИЛИ кратко 

r о" 0(12) а \ В) 

ts A~ Щ21) О" 0(2:11 

I 0(3t) О(З2} 0з" ,,~ 

где Је, на пример, 



147 

1(онструјисање оса зависи од решеЊа ку6ичне једначине 

а11 - t ! 0(12) , 0(13) 
I 

а22 - t 
, 

0(21) , G(2З) ~O 
I ' 

а(31) , 0(32) азз - t 

IКOJY nемо кратко написати овако: 

(120) /3 _ Т,!2 + Т,! - Т, ~ О , 

~дe су 

7i ~ а" + а" + а" ~ S, , 

a'2~ , а(23) а зз ! G(ЗI) 1+ а Ј 1 , а (12) i Т9 =' + ' ~ . , 
, ЩЗ2) , a.~:! 0(13) , а11 " Щ21) , а22 

а" а" + а" ан + аЈ Ј а" - 1(023 + а82 )2 -l~ (о" + а13 )2-

- : (а1 2 + а21 )2 = а2Ј a;I:: - 023 GЗ2 + азз ан - 031 013 + а11 а211:-

- а.12 {]21 -: [( а" - аЈ2)" + (о" - а,з )2 - ( а12 - а., )2 ] ~ 

1 
~S,_~V2. 

~ 4 

т.~ =;ј аl1 , 
.1 

а(21), 

0(31), 

G(12), Щ13) 

а 2'l , а(23) 

ЩЗ2), авз ' . 

Корене те ку6ичне ЈеднаЧl1не означимо са )'Ј р., УЈ а три

]едар главних оса површине 

·411 X~l + а22 х22 + (lsз). :2:1 + 2ЩZЗ)Х2 Ха + 2а(31) Х3 Х1 + 2а(21) Х1 Х::= 1 

са Og11~_ Ако косинусе углова ТИх оса са осама ОСНОВНОГ три

једра референције Oxyz означимо помоhу шеме: 

х у z 
-~_.-~ 

, 
)'1 )., Ј., , , 

1] )11 )1, р., 

• V, У:.! V, , 
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онда за одређивање, рецимо величина , 
рају корену ј, једнач~не (120), имамо 

Ј' ћ )'2-' АЗЈ што одгова
следеhи систем линеар-

• 
них Једначина 

а'21) ј'l +( а22 -), ) 1.2 + 0"'1) 

• 

ј"~ ~ О, 

1.3 = О, 

сличне Једначине имамо и за друге две групе косинуса. 

2. Други афинор (119) 

~ (А-А') 

има за координате: 

О, 
1 1 2 (а12 - а21 ), 2 (а" ._- а".), 

1 
2 (а" - а,,), О, 

1 
-(а,--а"), 2 w:l 3w ,. 

1 1 
2 (°'1- (/,,), 2 (а32 - а" ), и. 

Вредности тих координата показују да овај афинор СТОЈ" 
-+ 

У теСНОЈ вези са вектором V афинора, јер таЈ вектар има за. 

координате: 

(121 ) 

О, 

1 --v 2 3, 

1 1 
2 vз , - 2 V2 , 

О, 

1 1 
2 V2, - 2 V1 , О. 

Тај се афинор зове афuноров OKCиalТlOp или анmumензор,-

Означаваћемо га са ОХ А, дакле 

axA~ ~CA-A'} 



Аксиатор '.стоји У тесној вези са претставом ротације 

једног триједра помоћу угаоне брзине. Ако замислимо да један 

.-риједар оса са ортовима i, ј, k ротира и има угаону брзину 

Iбрзине краЈева тих ортова, које ћемо редом означити са 
-+ -+ 
V, V· , Ј, 

-+ • 
;Vk , имају, као што Је познато, следеће вредности: 

О, 
1 l' 
2 V3'-2 V2 )' 

V' -' V, ..,..( 1 
Ј 2' О, ~ V, ), 

.ДРУГИМ речима, свака од тих брзина може бити сматрана као 

Ћекторски производ угаоне брзине и одговарајУЋег вектора по-
. . 

.лОЖЗЈа, т. -Ј. 

..,. 1-+ 
Vj = [-V,j], 

2 

:а ТО -значи идући f..:оордина'Гни вектори могу бити претстављени 

:као ТИ производи, Т. Ј· 

..,. -> . ..,. ..,. ..,. -, 
ВО) = ];'ј , Вщ ~ V j , Вщ ~ l/k , 

:а ca~'1 аксиатор узима ФОРl\<1У: 

14 --'}- --'}-
ах А ~ 2 ({ i, [ ,', ЈЈ) +]ј, [ V,jJ }-\- { k, [ V, k] } ) 

ИЛИ, ако узмемо У обзир да'координате претходних координат

!НИХ вектора имаЈУ вредности еЛ-ffМеыата стубаца шеме (121), а 

'Т-О значи 
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-+ -+ -+ -+ 
А(;) ~, - Vi , А(ј) = - Vj 

можемо да напишеМD такође у облику: 

ахА ~ ~ ( I [i, V] ,i н I [ј, v ј, i 1+ r [ k , V] ,kJ}I-

Из два обрасца 

непосредно слеДУЈе: 

( 122) 

tsA~ ~(A+A') 

axA~ ~ (А-А') 
2 . 

А ~ tsA+axA , 

A'~ts А-ахА. 

Образац (122) исказује врло важан став о разлагању· 

сваког афинора на збир његовог тензора и аксиатора. 

Пошто један тензор може бити претстављен ПОМОЋу једне· 

своје површине, а аксиатор помоhу једног вектора, можемо· 
. . . . 

ТВРДИТИ да Је Једна ОД геомеТРИЈСКИХ слика, КОЈе могу прет-

стављати један афинор, једна централна површина (није модел} 

са једним вектором. 

Из ове претстзее афинора излази нова природна форма 

афинора и у вези са њоме НОВ систем природних координата. 

Независно од положаја У простору афинор може да буде од

ређен ПОМОћУ трију главних оса 1., 11, v своје тензоријалне по .... 
вршине и nOMoJ:iy координата L, М, N- СВОГ инваријантног век-

тора у погледу на главне осе те тензоријаШlе површине. Шест 

независних величина 1, р., v, L, М, jV ГЈрестављају потпуни 

систем независних инваријаната једног афинора. Ако за КООР

динатне осе бирамо главне осе тензорове површине~ афинорови 

тензор и аксиатор имају следеtiе шеме: 

О, О, 

О, 1t" 



151 

1 1 
О , 2 N, -2 М, 

f О, п, -т 

ахА 
1 1 axAI- О, / --N О , 2 L , или п, 
2 ' 1 

I т, -/ , О 
1 1 
2 М, - 2 L, О, 

где смо ставили 

L -, 2/, М ~ 2т, N ~ 2п. 

Самом афинору у таквом случају одговара слецеhа шема: 

(_ А, 
А 1 п, 1', 

т, -/ , 

п, -т, 

/ , 

V 

или, другим речима, за сваки афинор могуће је изабрати такве 
~ ~ ... 

ортогоналне осе са ортовима ,~, 11, ~, да он има форму следеl1ег 

збира 

--+ --+ -+ -+ -+ --+ --+ --+ 
+/({~,c;I- {с, ~})+m({"SI-{5,С;}Н 

--+ .-+ -+ -+ + Il ( { ,; , ~ I - { '1 , ,; } ) . 

у вези са природним координатама афИllOра такве врсте 

можемо навести следећИ ПОТПУИf1 систем независних инварИЈа

ната једног произвољног афинора: 

T,~A+I'+V, 

Т2 ~ I'V + VA + }.I', 

Т, ~ AI'V , 

74 ~ Ј2+ m'+п', 

т, ~ },/' + I'm' + vn 2 
, 

То ~ Ј, '[' + l' 'т' + v2n2 
. 
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Ако упоредимо те инваријанте са раније уведеним, можемо 

да поставимо следеtiе везе: 

S, "" Т" 

S,~ Т,+ т" 

S, ~ Т. + Т., 
V' ~ 4 Т,. 

Н, ~ V'+S', - 2S, ~ 2Т.+ Т2,_ 2Т" 

H,~( Т,+ 7.)'-27;( Т.+ 75)+2Т" 

Нз~S2з ~(T. + Т,)'. 
Наведена форма инваријанте Н" КОЈУ можемо да пр епи

шемо у облику 

Н, ~SЗ, -2S, S, + 2 ТВ 

потврђује раније наведену особину те инваријанте да она не 

може да буде изражена само помоhу инваријаната S1' S'JI Ss И V9. 

35. Тенаор н аl(сиатор диаде. АлгебаРСI(И проиа-
• 

вод дваЈУ Bel(TOpa. 

у § 13 

вољне диаде 

на име: 

смо навели два израза образована од једне произ-

А ->-> А ->~ 
~ { А , В) и коњуговане са њом '~ { В, А), 

~(A+A'), 

~ (А-А')' 
Сада ВИДИМО да први израз претстаВЉ<1 mеНЗ0Р диаде, а 

други аКС[Јаmор дцаде, дакле 

~ ~ 1 7 ~ ~ ~ 

ts { А, li Ј ~ 2 ( ( А , В ) + ( В, А ) ) , 
-+ -;.. 1 -+ -+ -+-+ 

ах f А , В ) ~ 2 ( ( А , В Ј - f В, А ) ). 
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7 7 ~ 

Ако орт So (§ 13) симетрале угла између вектора А и В 
~ 

·ознаЧИМD са Ј, а арт N o нормале на ту СИЈ\:lетралу у равни тих 

вектора са }, 1:а диа афинора, као ШТО СМО видели, могу бити 

написани овако: 

7 7 

ts ( А, Н ) ~ А21 (1, 1) - А'2 (Ј, л , 
7 -> 

ах ( А , Н ) ~ А1 А, ( (Ј, 1) - ( 1 , Л ), 
-> 

где су А, и А2 модули компонената вектора А у правцима 1 
и ј, при чему се претпоставља, да Је 

Из тих образаца непосредно слеДУЈе да тензор диаде увек 

претставља један планарни тензор и да сваку диаду можемо 

да претставимо помоћу следеtiе координатне шеме: 

А21 Ј - А1 А 2 , О, 

Д А, А" - А'2' О, 

о о О. 

Покажимо сада да сваки произвољни ТСН30р може бити 

Тlретстэвљеи као збир тензора једне диаде и Јединичног тен

зара помноженог одређеним скаларом, дакле 

( 123 ) т ~ ts Д+а 1. 
где смо са () означили Тај скалар. 

Напишимо теНЗ0р у облику 

и преПlOставимо, ШТО Је увек МОГУће, да Је 

( 124 ) 

Ставимо после тога у једначину ( 123) ту вредност тен

зора т и 
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Ie (/, IЈ+(Ј,ЈЈ+( к, К), 
у ТОМ случаЈУ после изједначења коефицијената КОД јединичних 

диада до6иhемо следеhе услове -за Qдређивање А 11 А 2Ј а: 

а1 = А21 +о, 

( 125 ) a2~-A22+a, 

одакле 

где СУ под условима (124) величине А, и А, увек реалне. 

На тај начин увек је могуће наhИ такву диаду, да она 

помоћу СВОГ тензора заједно са јединичним теНЗОрОJl!1 даде је

дан произвољан тензор. 

Тензор једне диаде зове се такође алгебарскu nрОUЗ80U 
+ + 

двају векmора; ознаЧИМQ тај производ са А Х В. Дакле имамо: 

-+ -+ -+ -+ 1 -+ -+ -"..-+ 

А Х В ~ ts I А , Н } ~ 2 «( А , В ) + I в , А } ) . 
Из те дефиниције алге6арског производа непосредно сле-

ду]е: 

другим речима за таЈ производ важи не само дистрибутивнИ' 

закон, него и комутативни. 

37. Девиатор. 

Из ПРОИ3ВОЉНИХ тензора 

т ~ а, : 1 , 1) + а, (Ј, Ј) + а, ( [(, К) 
треба да издвојимо такав, чији је први (калар Једнак нули, 

т. ј. такав, да задовољава услов 

( 126 ) 
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Т"ензор те осо6ине зове се дtвuаmор. Означаваћемо га Т d

Пошто за одређивање тензора треба да знамо шест КОН

станата, ТО за одређивање девиатuра треба да знамо само пет. 

Искористимо сада разлагање једног ПРОИЗВОЈЬНОГ тензора 

по обрасцу (123) на један диадин тензор и на јединични афи

нор, т. ј. ставимо 

т ~tsA..LaI d , 

и одредимо вредност с5 за тај специални тензор. 

Пошто се а, А, И А, одређују из једначина (125) У на
шем СЛУЧ8ју са6ирање.\1 тих једнаЧИН3 Ј узимамајуhи у обзир. 

услове (126), д06ићемо 

( 127 ) о ~ А', - А", + За. 
Али пошто за Једну диаду 

и 

-> -> 
А, _1 А" 

можемо ТВРДИТИ да 

и за то из (127) 

1 -> -> 
а- - - (А В) 3 ' , 

а то значи за дивиатор имамо следеnи образац: 

( 128 ) 
1 4 -+ -+ -+ 1 -+-. 

Тd~2(IА,IЗ)+IВ,А ))-3 (А,В) 1 

у тај израз улаз(' само два вект\)ра А и 8 и према томе-
-> -> 

он не зависи ОД интензитета појединих вектора А и В (као ни. 

диада) него само ОД праваца ТИХ вектора и ОД производа њи

хових интензитета. 

Наведени образац (128) разлагања једног девиатора по .... · 
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-каЗУЈе да сваКОЈ диади одговара Један девиатор И свакоме де

виатору одговара Једна диада. Ово дозвољава да појам деви

,атора поставимо као један од главних појмова у теорији диада 

и афинора и да ПОi\юfiу њега објаснимо многе ставове у тој 

теорији, На таквој тачки гледишта стоји 1. А. Schouten, али 
:нама се чини да је природније ставити у ОСIIОВ излагања појам 

.диаде, нарочито ако она има конкретно геОlнсгријско тумачење. 

Слика 39 претставља један девиатор Гlомопу трију специ-

','---------------у--------

а 

I 
I , 

с 

Слика зg. 

Девиатор претстављсн по.\10Ђу диада. а, Ь, с. - Поједине девиаторове 
диаде. d. - Релативни положај основа тих диада. 

јалних диада истеззња. Слика 40 даје тензорску површину ТОГ 

·ИСТОГ девиатора са Два пут смањеним димеНЗИЈама. 

Наведимо још I1рстставу једног произвољног тензора пQ-
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МОЋУ девиатора и -јединичног афинора. Пошто за Једин произ--

вољан тензор имамо: 

при чему са6ирањем из (125) 
имамо: 

~ -> 
+A2,-A2,~3a+(A, В), 

а за Један девиатор 

Т 1 -> ~ 1 
d ~ ts Д -:3 ( А , В) , 

онда после елиминисања теНЗQ

ра диаде из тих образаца мо

жемо да напишемо: 

( 129) 

Слика 40. 

Деви~тор преТ(Тl1вљен помоt.у 
СВОЈе теНЗ0рске површине. 

38. Раалагање афииора у три спеЦIIЈалиа члаиа. 

Ако У образан (122) У место ts А ставимо његову вред
ност из (123), д06иliе.>10 следе!;и израз за произвољан афинор: 

( 130) 

а у случаЈУ примене обрасца (129) можемо написати: 

( 131 ) 

Први од тих образаца показује да сваки афинор може 

бити растављен у три члана: први је ПОТlIУНО одређен само· 

помоћу једн'ЈГ CIClJHlpa, други одговара једноме вектору и 

тре!;и одговара Једному диадином тензору. Други образац уноси 

ту модификацију, ;ја у место диадиног теllзора фигурише деви

атар, а у вези са ТИ\l се мења и вредност скалара првог члана. 

Пошто разла""bl! (130) и (131) за сваки одређени афи-
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"ор могу да буду извршена (амо у једној јединој форми, ти 

06расци могу таКОђе да послуже за класификацију афинора: 

један афинор можемо да разликујемо од другог вредИОШћу, ре

ЦИМО, скалара (), карактером' диадиног тензора и положаЈем 

:вектора аксиатора у погледу оса тог тензора. Нећемо да ула

·зимо у детаље те класификације. 

39. Реципрочни афннор, Ј<оафинор . 

• 
у § 21 смо видели да у вези са конструјисањем ТрИЈедара 

'вектора 

-+ -;. -+ 

в* в* В* ј, 2, З 

:реЦИПрО4НИХ са веl(торима датих ТрИЈедара 

-+-+-+-+-+---;'>
Ај Ј А2 , As ; В1Ј В2Ј fЗ з 

iMorylie је анализовати четири афинора: 
• 

(132 ) А 
з -+ --'>-

_ I; { А, , fi, ~ , 
ј=l 

( 133 ) 

(134 ) АО* 
з -;. 

- I; { А, 
, 
В*1 

, I , 

i=1 

( 135 ) 
:1 -+ ->-

А** * *1 ~ I; { А, , В, , . 
ј-=--'I 

Афинори (133) и (134) немају нарочитог интереса З60Г 

<QС0t)ине, наведене на крају § 21, на име: ако пођемо од друге 

<форме афинора А, на пример од форме: 

3 -+ -+ 
А' ~ I; { А', , В' i } 

ј=l 

11 КОНСТРУЈишемо, рецимо, афинор 

3 -+ -+ 
А'О* ~ I; {А', ,В't}, 

ј'---l 
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А
О* ,ОН неће бити једнак афинору , дакле 

A'O*~AO* ( 1З6 ) ~ 

Да та особина афинора (13З) и (134) ПОСТОЈИ, о томе 

·можемо да се уверимо из каквог конкретног примера. УЗМИМО 

један произвољан афинuр: 

3 -* -+ 
А ~. 1:; (Ај , Вј ) 

~1 

-+ 

б Ф тако, да 1108И вектори В', и npeo разимо га на нову орму . 
. имају вредности: 

-+ -+ -+ -+ 
Н', ~ В, + В,+ В" 

~-+ -+-+ 

( 137 ) 
В', - В, ,- 2В, + В" 

---... -+ -+ --;.. 
[ј'зН, + B,-зВ,. 

Тада за векторе А ' i треба да узмемо: 

-+ 1 -+ --;)- -+ 
/1', ~ 12 ( 5А, + 4А, + ЗА, ) , 
"-'>-1 1 -+ -+ 
А " з ( А, - А 2 ) , 

Конструјишимо сада афинор АО*; 
-+ 

торе Ај (; ~ 1, 2, З), а иду!;е: 

-+* -+-+ 
iЗ:J ~k[B"B2J, 

.где Је 

он има претходне век-



1 БО 

1 
k= -7- -+ -7 

(В1 [ В, , в, 1) 
'о, 

Са друге стране, афинор А конструјисан Је са векто
-+ 

рима А', (i ~ 1, 2, З), а за идуfiе векторе му служе: 

-+ -+-+ 
В" - k' [ В' в' I 1 2 , 3, 

'--+ -+-+ 
В'* ~ k' [B i В' ] 2 3 , 1, 

-+ -+-;. 

В,, ~ k' [В' В' ] 3 1, ~, 

где Је 

1 
!(= -+ -+ -+ 

(В',[В',,8',]) 

-+ 
Ако сада уврстимо вредности (137) за В'" рецимо у из-

-;. 

раз за B't, добиhемо следеtiу вредност: 
-+ 1 -+ -+ -+ --+ -.-;..-+ 

B't ~ 12 k ( 5 [ В, , Вз ] + 4 [В" в, 1+ 3 [В, , В, ] ). 

Ако сада хоћемо да докажемо неједнакост (136), довољ
но је да ПOlшжеМD неједнакост, рецимо, првих идуtiих вектора: 

под условом да су 06а два афинора трансформисани на исте-

претходне векторе. 

А
О* -;. 

Трансформишимо афинор на претходне векторе А' <, 
(i ~ 1, 2, З); тада први идуfiи вектор има вредност 

значи треба да ПОТВРДИМО неЈеднакост: 

"""** -+* -7-* --+,* 
В,+В2 +Вз *В" 

а она стварно постоји јер је можемо да напишемо овако: 

--+ -+ ""* -+ -+-+ 
k ( [ В, , ВЗ ] + [ В, , В, ] + [ В, , В2 ] * 

1 -+ -+ -+ --+ -+-+ * 12 k (5 [ В, , В. ] + 4 [ В, , В1 Ј-ј- 3 [ В, , в, 1). 

• 
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На тај начин можемо тврдити да афинори (133) и (134 ) 
не остаЈУ исти, кад узимамо различите полазне форме афинора 

( 132 ). 
Покажимо сада да, напротив, афинор (135) 

3 "* .. 
А ** ~ ~ { Ai', В,*} . 

ј=l 

задржава СВОЈУ вредност независно од тога од К3Ј(ВИХ ПQЛ3ЗНИХ 

вектора афинора А конструјишимо реципрочне триједре. За

мислимо афИНОр А у двема формама: 
3 .. -+ 

А о ~ {А, , В, } 
ј=1 

3 -> .. 
А' ~ ~ { А', , В', } , 

i=l 

где по (72) и (76) ставимо: 

( 72 ) 

(76) 

.. 3 -> 
В' i = ~ ljj Вј Ј 

ј=l 

-> 3 -> 
А'ј= ~LjiAj; 

ј=l 

од те форме конструјишимо афиноре са реципрочним векторима: 

3 -+ -> 
А '* ~ ~{At, в,*}, 

ј=l 

3 -> -+ 

А'** ~ ~ {A'i', в'n, 
ј=l 

где значи, на пример, 

~ 1 --'0---+ 

В': ~ ь в' [ Н, , В,] , 

где СМО означили са 

-+ -+ -+ 
ПА ~(A,lA2,A,]) 
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и аналогО D A ', 

Покажимо сада, да Је 

A**~ А'** 

За то је .. I(ao ШТО знамо, потребно да трансформишемо 06а 

два афинора на исте, рецимо, претходне БСlпоре и да покажемо 

једнакост одговарајућИХ идућИХ вектора. Ако за први претход-
~ ->-

ни вектор хоЋеJi.Ю да узмемо вектар [А'з Ј А';1], једнакост одго-
варајућих првих иду1iих одговарала би једначини: 

-> ~ 

Пошто на основу (72) вектор [В'" В' 3] има вредност из-
раза ШТО СТОЈИ У загради са леве странс, а производ DA DB 

не претставља ништа друго него треnи скалар, т. Ј. 

можемо ТВРДИТИ да је наша једначина истинита. Тако исто мо
+ -> 

гуliе је ПОТВРДИТИ једнакост идућИХ вектора за векторе [А/з Ј А'l] 

-+ -+ ** и [А/ј' А'2 Ј И на тај начин цоказати Једнакост афинора А 
и А'**. 

АфИJlОР А"'*КQји ћемо сада кратко обележавати са А *1 , 

зове се афU!iОР рсцuпрочнu афuнору А. Дакле имамо: 

А* 

~ -~ ~ ~ ~ ~ 

где узимамо А4. = /'-11 1 АБ = А 2 И тако исто за векторе В4 и В5 . 

Афинор, који се раЗЛИКУје од претходног само тиме, да 

нема деЛитеља S1l1 Т. ј. има вредност 

:1 ---;.. ---;.. ---;.. ~ 

~ { [ А;+1, А'+2] , [ В'+1 , 8'72 Ј } , 
i=-l 



1 БЗ 

:зове се коафuнор. Означаваћемо коафинор за афинор А са 

Јсо А, дакле 

ko А ~s,A*· 

Ако Је афинор А ~aT помо"у својих координата 

:координате коафинора не претстављаЈУ ништа друго него алге

'барске допуне елеменаТ(l претходне шеме; дакле за Ј<оафинор 

.имамо шему 

А 11 I А12 , А1з I 

А.Ј 1 . , А 22 , А 2 :1 Ј 

.431 , А 32 , А sз Ј 

;где Је на пример 

.412 - -( а21 а зз - а2з аз1 ) . 

Координате реЦИiIрОЧНОГ афинора А * можемо да добијемо 
ИЗ координата коафинора, ако координате ТО!' последњег поде

лима вредношhу С31'1'1е детерминанте SЗЈ дакле ИЈ\.13Ј\1О: 

* 1 aij = s-- rl ij . 
• .. 

Џ,j~1,2,3). 

Нарочито јасно могућс је показати в~зу из:неђу датог афи

нора А, реципрочног афинора А * и коафинора ko А, ако дати 
афинор напишемо у НОРi\lалном облику: 

за коафинор тада имarно израз 

ko А ~ а2 а, ( 11, 1 Ј-: а, а1 {}1 , Ј) + а1 02 { /(1' /(} , 

" за реципрочни афI1НUР: 
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Јасно је да се у случају 

а1 = а2"" аз = 1 

афинор, коафинор и реципрочни афинор поклапајУ. 

40. Имагинарне диаде. 

Теорија диада и афинора ни у СВОЈОЈ геометријској, ни у.. 

својој аналитичкој форми не би била потпуна, ако не бисмо. 

показали какву улогу могу да играју у тој теорији диаде и афи

нори конструјисани са -имагинарним векторима. 

Пошто СМО са i у току овог рада означавали један век-

ТОР, на име арт једне ОД координатних осз, не би било ЗГОДНО, 

да ту исту ознаку употребимо З3 06ележавање једног скалара

- имагинарне јединице како је то обично примљено; зато· 

ћемо означавати ту Јединицу са ВЈ дакле 

B~+y-1 . 
Комплекснu векmор (по Gibbs'y 6uвекПlОР) претставља Је-· 

дан формалан збир 

-> -> 
где су А и В два 06ична вектора. 

За ознаку комплексних вектора употре6љавзtiемо двостру-

ку стрелицу горе; дакле имамо: 

КО./llJПЛе!ССНU скаларu (по Gibbs'y 6uскаларu) 

А, + s В" 

Ау + s Ву, 

А, + s В, 

претстављаЈУ координате датог комплексног вектора. 
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.Ако два комплексна вектора ознаЧИМQ са 

->-
->- ->- ->-
V2 ~.4, + е 8" 

једначине, КОЈе одреЬују једнакост и операције са комплексним 

Iвекторимз, можемо да поставимо овако: 

једнакости 

'оДговараЈУ две Једнакости: 

->- ->-
8, ~ 8,. 

->-
->-

3а з6ирV тих вектора 

..,. ->- ->-

..,. ->- ..,. 

V ~ V, + V" 

ј'можемо написати: 

--,)о- -ј.- ...... ->- ->- ..,. 
)1 ~ .4, + .42' 8 ~ 8, + В,. 

За случаЈ МНQжеЊа са скаларом, рецимо т, имамо: из 

'следује 

---;.. 4- -+-+ 
А:? ~ т А1 Ј В2 = т В 1 Ј 

;где тај скалар може да буде и КQмплексни број. 

Дефиницијама производа: скаларног, векторског и диад

'ског дваЈУ комплексних -вектора можемо применом дистри6утив

ног закона, КОЈИ важи за сваки ОД тих производа, да дамо сле

,деliу форму: 

а) за скаларни производ -

..,. ..,. 
....,.. -+ ..,.. -+ --+ -+ -+ -)0- -+-+ 

,( 1-':, , V,) ~ (А , ,А, ) - (В" в,) + е ( ( .41 , В,) Н А, , В,)) . 
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То је у Qпштем случају један КОЈ\1плексни број; он може

да постане Један реалан број, ако је 

~ -+ ...,.-+ 

( А, , Н,) + ( А, , В,) - о . 
Ь) за векторски производ --

-> -+ 
...,. -+ - >- -+ ...,. --?- -+ -+ -+-+ 

[ V" V Ј с [ 11, , А,] -- [В, , В2 ] + 8 ( [ ,1, , Н, 1 + [.4, , Н,]) > 

с) за диадички производ 

-> -> 
-+ -+ ->- -+ -+ -+ -,.. -+ -+-+ 

{ v" V2 1 ~ {.4, ,А2 Ј -- (В" В2 ) + 8 ({ 11" в, )+( А" в, Ј). 

Овај послеДIbИ образац показује да се диада, образована 

од комплексних вектора, саСТОЈИ у Оllште:\1 случаЈУ из два дела, 

као што Је на пример даида· ИЗ обичних, реалних диада, 

-> -> 
( А, , Н,) и диада друге природе, као ШТО Је на пример диада 

Таква се ДИада зове lJ.lИагuнарна дlюда. Мнажитељ S мо-· 

жема повезати било са претходним векп,ром, било са идућим,. 

Т. Ј. Једну имагинарну диаду можемо претставити овако.; 

-+ -+ -+ -+ -,>.-+ 

8{A,B)~{EA,B )~: А,оВ). 

ЗабелеЖИ:'\10 још да се l/нmензumеm комплексног векmора: 
-> 
-> 
V, који ће1'l10 означити са V, одређује из Једначине 

-> -> 
~ ~ 

V2~( ~/, V)~A2 
-)- -+-

B2-+-Z E (A,B); 

тај интензитет може би~и реалан само у случају I{ада су век-
~ -> 

тори А и Н управни један на други (СЈучој В ~ О је искључен). 

и при томе А > В. 
Ако ставимо у општем случаЈУ имзгинарну вредност ин-

тензитета 

-+ 
за таЈ вектор 1-/ l\'lOжемо да напишемо 



( 138) 
~ 

~ 
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~ ~ ~ 

~ ~ ~ 

,'~ ,,'u~(m+nв)и, 

где смо са u означили l(о./иплек(нu арт, Т. Ј. B~KTOP КОЈИ за-

довољава услов 

или у раЗВИЈеном облИ!<у при 

услове 

~ ~ 

(и., (3)~ О. 

Из једначине ("138) непосредно следује да (!јаки l(Qмплексни 

вектар може да спада само у Једну ОД следећИХ категорија: 

1. интензитет Је I<омплексан, арт Је комплексан, 

2. интензитет Је КОЈ\1П~ексан, арт Је реалан, 

3. интензитет Је реЭ,13Н, арт Је комплексан, 

4. интензитет Је реалан, арт Је Рt~алан, - то Је обичан век-

тор. 

Покажимо сада какви геометријски 0611ИI< можемо да упо

редимо са Једном имагинарном диадом. 

УЗМИМО једну Иl\'lагинарну диаду 

~ ~ 

в(А,В). 

~ 

Конструјишимо арт Во и у вези са ТИj\iј ортом констру

ЈИШИМО просторну слику ОД Два обртна хиперболоида - једно-

граног и двограНОl' - са осам ротације В II и са углом од 9011 
између супротних производиља асимптотског !«()нуса (слика 41), 

~ 

Из краја вектора ВН I,,:онструјишимо сада арт llретходног век-
~ 

тора - веl<ТОр А и на том правцу одмеримо вредност про из-
~ 

вода р= АВ од краја вектора Во до тачке 7~ па СПОЈИМО ту 

тачку Т са таЧI<ОМ О - почетком вектора ВО> И овде права О Т 

одређује осу UЛIaгuнйрне диаде. Ако сада центре свих кружних 

пресека наше слике од дваЈУ хипер60лоида ПОl\lаr.:немо у правцу 
~ 

вектора А и то тако, да сви центри падну на осовину имаги-
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нарне диаде, сами ти кружни пресеци припадају поново повр

шинама Једнограног и двограног хипер60лоида (слика 42). Мо-

, 
------+------
'------ ' \ 

~~\ 

Слика 41. 

Два обрт на раВНОСТРЈ.на коњугована хиперболоида, једногр,ши и Двограни . 

• 
• • 
/ 

• • 

• • • 

Слика 42. 

Имагинарна ДИЭД<l. 
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_дел тих површина може бити сматран као геометријски облик 

,'имагинарне диаде. - Не би било тешко поставити правила за 

операције са имагинарним диадама полазеfiи од горе наведене 

геомеТрИЈске слике, али овде неЋемо да улазимо у детаље тих 

·операЦИЈа. 

Збир комплексних диада у произвољном КQнаЧНQМ броју 

претставља један комплекснu афUНОР. Јасно је да сваки КОМ

плексии афинор може бити претстављен у облику формалног 

.збира 

А, +.А" 
Т. Ј. ИЗ реалног и имагинарног афинора. 

41. Скаларно множење афинора са скаларом. 

Уочимо један афинор 

А 
--'>- -~ -+ -+ ---'Ј,.-+ 

~ { А, , В, ) + ј А" , В, ) + { .4, , Вв) 

7 

-и Један вектар г. 

СКGларнu nРОUЗ8сд тог афuнора било сдеснаЈ било слева 
7 

·са векmороЛ1 r дефИНИIJJИМО као векторски :Ј6ир Qдrоварајуfiих 

производа (вих афинорових диада са датим вектором. Дакле 

по дефиницији 

3 ... -+ з --+ --+ ... 
- 1::(1 А; Ј r)~1:: А; (ЈЈ; , г) , 

ј- 1 ј=l 

] --+ -+ -+ 
))~~Bi(A;,r). 

i"--' 1 

7 

Пошто множен,е вектора r са сваком диадом одговара КО н-
'струјисању новог вектора ПОМОЋу модела те диаде, множење 

вектора --; са једним афинором А захтева конструјисање то
лико вектора, колико има диада у афинору и тада векторски 

-збир свих конструјисаних вектора претставља резултат скалар

·ног МНQжења афинора са вектором. 
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Јасно је да су правила те операЦИЈе иста као ШТО су 

правила множења са диадом; на пример 

Ако је афинор дат помоhу својих 1\1;ордината ајј (i Ј ј = 

-> 
= 1, 2, 3), а вектар r координатама Г" I r y , Tz У ПОГ леду на 

исти координатни ТрИЈедар, вектар десног производа 

има за координат(' следеtiе вредности: 

а левог производа 

следеhе: 

Јасно Је да Је 

Ако је афинор претстављен ПОМОћУ СВОЈИХ претходних 

координатних веЈпора у облику 

или ПОМDhУ својих ИД) ћих координатних веЈ<тора 

за скаларно 

~ 

:нножr.:ње са вектором r ( '-, ) Гу , f z ) афинора А 
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у случаЈу десног ПРОИ:iвода згодније Је узети прву форму тог 

афигlOРЗ, а за леви ПРОИЗВОД, - другу форму. Јер тада имамо: 

---'>. .....,.. -+ - .. 

(А, г) ~ г, А(;)+ гу А(ј)+Г' A(kl, 

-+ -)о- -+ -). 

( г, А) ~ Гх 8(1) + Гу 8(ј) + Г, B,kl' 

у случају нормалног облика афинора 

А ~ аl { 1, 1, Ј + о, {Ј, ./, ) + аз { [{, [(1 ) 

за Десни производ можемо да одредимо веl(ТОГЈ r ПОМОћУ коор
дината у погледу триједра 11 Јl К1 , дакле ставимо: 

и тада имамо 

за леви производ Сl'ЗНI1МО: 

и тада heMO доб ИЛ! : 

Ако афинор дегенерише у један тензор 

Т'7 аl :i,l) + а, {},Ј) + а,: [{. I{: , 

скаларни производ тог тензора са вектором 

даЈе и за десни и -:щ леви производ исти реЗУ.l'тат: 

Помоhу тог производа једначину теllЗОрИЈзлне ловршине· 

можемо сада да НZlI1ишемо овако: 

( 139 ) 
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-> 
,где СМО са Q означили променљиви вектар произвољне тачке 

-+ 
на тој поВрШИНИ. Јер ако вектар Q претставимо ПОМОНУ коор-

_дината Једначином 

'за производ тензора и тог вектора добићемо: 

'3 скаларним множењем последњих дваЈУ израза можемо јеДна

чину (139) да наllишемо овако 

а 10' + а п' + G ,2 ~ 1 1':' 2·. З~ ) 

а та форма упоређена са једначином ( 114) потврђује да горе 

наведена једначина (139) претставља тензоријалну површину. 
Обратно, ПОМОЋУ тензоријалне Гlовршине (139) можемо 

да КОНСТРУЈИШИМО скаларни производ тензора Т са вектором, 
-+ -> 

:рецимо Г, т. Ј вектар R на следећи начин: 

Тога ради упоредно са површином (139) замислимо поро
-диuу површина са Једначином: 

-+ Т-+ 
( Q ( ,Q) ~ Сопst. ~ с 

- . JtI оираЈМО константу с тако, да та површина пролази кроз краЈ 

-+ 
_датог вектора " дакле ставимо 

-> Т-+ 
c~(г( ,г)). 

-> 
Конструјиwимо сада (слика 43) на крају вектора г танген-

ЦИЈалну раван на теНЗОРИЈалну површину 

Пошто једначина те тангенцијалне равни има облик 

П, Х(х - Х) +а, У(у- У)+а, Z(z -Z) ~ о 
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или скраћено: 

Слика 43. 

ТензоријаЛliа површина са тангеНЦИЈаЛНО~1 равни. 

где Је вектар s 
јалне равни са 

вектар положаЈа .
координатама: 

произвољне тачке тангенци-

-> 
s(x,y,z), 

-> 
можемо ТВРДИТИ да вектар R стоји управно на ту тангенци-

Јалну раван и да Је интензитет тог вектора 

обратно проnорционалан раСТОЈ3ЊУ d центра теНЗОРИЈалне по-
, , 

вршине ОД тангеНЦИЈалне равни, Јер Је 

,ј ~ С: уа,2 );"+ а2' У2+ а,,' Z', 

Дакл е имамо: 

-> 
Пошто познаЈемо правац, смер и интензитет вектора R 

можемо да конструјишемо тај векгар непосредно ПОМОЋУ да
-> 

тога вектора r и дате тензоријалне површинс. 
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Лређимо сада на случаЈ скаларног 1\'lножења афинора када 

таЈ афинор дегенерише у један аксиатор. 

УЗМИМО један аксиатор у облику (§ 35): 

-;. 

где је V инваријантни вектар афинора, - у општем случаЈУ 

један одређени дати вектар, ОД којег, и (<:1:\110 ОД КОЈег, зависи 

аксиатор. 

Ако извршим о скаларно МНQжење, рецимо сдесна, са век

тором 

добиhемо: 

1 --+ -.. --7 --+ -+--+ 
~ 2 [(: i, [ V, i] I , r) + ({ ј, [ V,J] ) , ') -1- ( : k , [ V, k ] ) , ') ] ~ 

1 -+ -+ -+ -+ -+ 7-

~ z[i([ k',i],r)-'-j([ V,j],r)+k([ f',k],r)]~ 

1 -;. --+ -+ -;.. -+ -+ 
~ Z[i(i[r, ~'])+j(j[r, VJ)+k(k[r, I/])]~ 

1 -+ -+ -+ --+ --+ -+ 
2 [ i [ " V], + ј I " V Ју + k [ " V],] ~ 

1 -+ -;. 
- 2[r, V]. 

Дакле дефинитивно имамо Једначину 

А
-+ 1----;"-+ 

( аХ , ') ~ 2 [ " V Ј , 

КОЈа покаЗУЈе да се скаларни производ акси:атора и вектора 

-своди на половину векторског производа датог вектора и инва

риантног вектора аксиатора. 

Наведимо још производе понеких важних специјалних афи

_нора са вектором. 
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Ако афинор претставља верзор: 

·љегов скаларни пrоизвод са вектором 

( 140 ) 

,има вредност 

-7 

Тај резултат покаЗУЈе да вектар Т1 има исте координате у 
-+ 

логледу триједра ! Ј N, I<ao што вектор r [1:\1а i~оординате у по-

гледу триједра /1 Ј1 N t ; другим речима, ако рот<щијом један 

главни ТрИЈедар AOBt:Aei\'1O до ПQклапања са ДРУГИl\1 главним три-

једром, нектар '1 поклопиће се са вектором г. 

АI{О афинор претставља керверзор 

к { 11 ' 1} + (), , Ј ) - ( К, , к: 

љегов десни ПРОИЗБО11 са вектором (140) и:на вредност 

До6ивени резултат !iIOжемо прет

став~IТИ овако: 

-, -7 

'2'--' Гј - 2Z]K; 

први део десне стране претставља 

-+ -+ 
нектар '1 до6ивеIJИ И;ј вектора r ро-
тацијом триједра OIJ,K, у положај 
ТрИЈедра OI}K; други део - 2Z,K 
одговара правцу осе К Ј супротног 

смера, а вредност му Је двострука ве-

->-
личина пројеlщије вС'!<тора'1 на К 

осу. На слици (слика 44) дајемо кон-
-, 

струкцију ве"тора (,. Пошто краЈ 
-+ 

вектора '-;; - тачка М2 - леЖI1 на 

СЛИl{il 44. 

Констrујис3.ње Ql'ледалне 

СJlИ](~ једне тачке. 
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ИСТDЈ нормали на раван ортова 1 и Ј {(ао ШТО и тачка М\ и' 

те две тачке су у истом раСТОЈању од те равни, тачка М2 прет
-+ 

ставља огледалну слику тачке М1 и Cal'lI вектор Га претставља 
-+ 

огледалну слику вектора '1. 
На тај начин резултат скаларног МНQжења вектора са 

керверзором можемо конструјисати ПОМОhУ два узастопна чина: 

први се чин састоји у ротацији једног главног триједра са да

тим вектором до ПQклзпања са другим главним ТрИЈедром, а 

други се чин састоји у конструјисању огледалне слике, узимају

ћи за раван огледала раван, ШТО стоји управно на орт, који 

фигурише у диади са негативним знаком. 

Најзад конструјишимо скаларни производ јединичног афи--

нора 

I~{/,/J+{),j)+(J{,K} 

са вектором Т. 

Пошто имамо 

можемо ТВРДИТИ да скаларно множење вектора са јединичним. 

афинором не мења тај вектор; у том смислу Јединични афинор 

игра улогу 06ичне скаларне јединице. 

42. Афинор као оператор линеарне векторске фун-
• 

КЦnЈе. 

-+ 
Следећи § 15 означимо са х (х" Х2 хз) један вектор, а са 

-+ 
у (у" у" Уз) други. У том параграфу било је наведено да у слу-
чају једначин а: 

-+ 
вектор у претставља линеарну векторску функцију, а у случају 

произвољних величина ајј (i, ј = 1, 2 Ј З), које нису везане-
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никаквим ве-зама, претстзвља лuнеарну векmорску функцију оп

шmu;ег типа. 

у претходном пар,.tI'рафу СМО видели да горње једначине

могу бити сматране као резултат скаларног !уl!tожења афинора 

са координатама alj ( i ~ ј = 1, 2, 3) вектороl\'1 Х) дакле можем() 

написати: 

-> А ~ 
у ~ ( , х) , 

Пошто КООРДИНате ајј (i, ј = 1 Ј 2, 3) је;Ј,НОј' ПРОИЗВОЉНОГ' 

афинора МОГУ узимати ([је Moryl1e вреДfИСТИ, НЈ:lисана вектор

ска једначина ОДГI)вuра једној линеарној BeKTOjlCKoj _ функцији

ОПШТИЈег типа. 

На тај начин афинор можемо сматрати QНЮ1 геометријСКЮ(f 

обликом чијом ПРЮ'lен().\\ на одређени начин М0;·,{е:-'10, полазеliи 
.+ -7 

ОД датог вектора х, I{онструјисати НОВ вектор у - линеарну 

векторску функцију општијег типа; у томе СJl.1Ислу афинор игра 

улогу операmора те ФУlн\ције. 

Покажимо сада на примерима како ПОМОliУ једног афинора 

можемо да пр ет ставимо и оне линеарне BeKTopo~e функцијеt' 

КОЈе на први поглед немају ничега заједничког са једним афи

нором. 

Узмимо следеђи пример једне линеарне векторске функције: 

тде Је l1l један скалар, 

Јасно је да увођење афинора 

А ~ т1 ~ т({i,i}+{јЛ+{k,k}) 

са координатном шеl\10l\1: 

т, О, О, 

О, О, т 

-7 -> 1 ~ ( А , х) ~~ ( т 1, х ) = l1l ( , Х ) 

За други пример узмимо 

.... 
=I1lХ, 

12. 



~ ~ ~ 

у ~[R,xJ, 

~ 

ГАе Је R дати вектор. 
-+ 

Да бисмо и У том случају извршили конструјисање вектора у 

nOJ\lOtiy једног афинорз, замислимо један специјалан афинор, на 
име зксиатор, ЧИЈИ инваРИЈЗНТНИ нектар има вредност 

-+ 
То знаwи, ако је нектар R дат nOMoJly координата R-,; Ј Ry 

Rz, наш афинор-аксиатор има З3 координате: 

о -R, , , R} , . I ах А ., R" о - R, , 

- Ry Ј о . 

Скаларним МНОЖЕњем вектора х са тим аксиатором на 

основу претходног параграфа добиl1емо: 

На исти начин могу!;е је на!;и одговарајУћУ форму афинора 

и за сваку другу спеLlијалну форму линеарне векторске ФУНК

ЦИЈе. 

43. Афина трансформација простора. 

Замислимо један простор. УЗМИi\1О У ТОМ простору фикси

рану тачку О и ПРОИЗВОЈЬну тачку Х; вектор положаЈа тачке 
-+ 

Х У погледу О 0знаЧИМQ са х Ј дакле Је 

----+ -+ 

ох ~ Х. 

Тај простор нека се зове простор Х. 

Упоредно са тим np~CTopOM заi\lИСIИМО други простор, про

стор У, чију ПРОИ3ВОЈЬнv тачку означимо са У, а вектор поло
-+ 

жаlа те тачке у I10rледу тачке О' означимо са у, дакле је 
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-> -> 
Ако између вектора Х и у поставимо линеарну векторску 

!Везу: 

( 141 ) 
-+ А-+ 
у=( ,х), 

(где је А један о,::\ређени афинор, можемо ТВРДИТИ, да свакој 
тачки простора Х одговара одређена тачка простора У; дру

гим речима, једначи!!а (141 ) трансформише простор Х у про

стор У. ТраНСфОР>Јациј" простора одређена јС!lначином (141 ) 
зове се афllна тnраНСфОРАшцuiа простора. 

Основна је осо6НIIЈ те трансформације у томе што се (вака 
'рав"н у "РОСТОРУ Х трансформише у једну рава" у .простору У 
,и, при томе две паралелне равни простора Х IIре,lззе такође у 

,паралелне равни у простор у У. Докажимо те две особине . 
. Напишимо Једначину равни У ПРQСТОРУ Х У облику: 

(142) 

-+ -+ -> 
где су А, В, С дати стални вектори, а 11 и V променљиви ска-

.ларни параметри. 

Лосле трансфор"ације (141) једначина (142) узима форму: 

IИЛИ 

--~...". -+ -+ 
( 143 ) у = А' + u В' -1- vC' . 

-+ -> -+ 
тде су .,4', 81, С такође стални вектори, Пошто Је;\начина (143). 
·претставља TaKoi)e .једну раван, прва особина афине тран сфор

маЦИЈе Је тим ДокаэанD.. 

Ако сада упорею!О са раВНI1 (142) f{онструјIIшемо у про
стору Х другу раван паралелну са прво·м, једначину те равни 

увек можемо да наnИIШ.:I'IlО у облику: 

(144 ) 
-+ -;. ~ 04-

x="~, +иВ+" С, 

где само први веlПОР десне стране узима нову HP~ДHOCT. После 

трансформације та раван одтовара равни 
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(145 ) у =" 

где Је 

.,. 
А' 1 

~ 

"С' , 

Јасно је да је раван (145) паралелна са равни (143); а "'1(}' 
nOTBpljyje и другу наведену особину аф""с трансф)рмације. 

Из те особине непосредно следује да се две паралелне· 

праве трансф )Р_VIИШУ у праве, које су такође паралелне међу· 

собом. 

Код многих писаца афина траНСфОРi\lацијЈ. простора служи· 

за основу теорије афинора и ИЗ особина те ТР3llсформације раз

вијају се (ве особине афинора као једног оператора линеарн е

векторске функције. Таква теорија је добро разраljена и зато 

је овде нећемо ПОНQвљати у свима детаљима; _ наведимо само 

ОНО, ШТО нам се ЧИНИ главним као и ОНО, ШТО У нашем систему

излагања може бити ОД интереса. 

у опште" случају једначину (141 ) можемо да решимо у 

погледу вектора х; резултат тог решења ћ-!Ожемо написати )". 
облику: 

где је А * афинор реципрочни афинору А, То непосредне 
следује из дефиниције реципрочног афинора наведене у § 39. 

Јасно је да је 

од те особине потиче назив «реЦИПРОЧ1Ш'> И б ележење' тог афР!--

нора са А - 1 Ј дакле је 

ИСТО тако истинита је једначина' 

(А I А ~) -, 
( ,х) =х, 

..,. 
ЗаМИС1ИМО сада у простору Х променљиви арт х. ХОД6-

графска површина ТОГ арта је сфера са jeДHa4~1HOM: 
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-+ -+ 
i 147) (х, Х)=1 

Ако трансформишемо сваки вектор х ПОМОЂУ афинора 

_А, до6иhемо, на основу (141) нектар у и 31(0 желимо да ви
.ДИМО У какву се површину трансформише сфера (147), потребно 

је да у ту једначину ставимо вредност веюора х из (146); 
~ilо(ле :те смене ДООИћемо скаларну једначину 

( 148) 

~KOla одговара једном елипсоиду. Тај се елипсоид зове индикаin

.риса афuне mраНСФОРЛlGцuје или афuнорова индllкоmрисо. 

Ако афинор А напишемо у нормално,,] О(ЈЛИКУ 

;реципрочни афинор добија форму: 

"А *~ 1 { 1, , 1 Ј + 01 {}, ,11 + 01 : /{, о f{ } 
о" ·аЈ ~ 3 

-+ 
'И његов 'скаларни 'производ са веКТОРОЈ\1 У, КОЈИ XOheMO да 
:,лретстаВItМО у погледу триједра f, Ј, f{ једначино!'l1 

> 

у~у,/+У2Ј+Уз/{, 

:има -вредност: 

у, 1 ~I-Y" Ј -' уа /{ . 
а "а "а " , ., . 

- '0 

ако ту вредност уврстимо у једначину (148) ДО.,а]"мо до Јед
·начине: 

[која·, -претставља једначину афинорове индикз'трисе

'На осе идућег главног триједра. Форма те јеДII<1чине 

у погледу 

потврђује .. 
,еЛИПСОИ!1ални карактер те поврruине. Главне осе тог елипсоида 

~nО!{.lапају се са осама _ !'лавног идуhе[' триједра. Из овог се види 
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да се питање Qдређивања главних оса СВОДИ на Qдређивање

главних оса афинорове инДикатрисе, 

Ако бисмо сада поставили питање: трансформацијом којих: 

полупречника сферне површине (147) 6ис,,0 м6или главне п"" 
луосе афинорове индикатрисе са вредностима: 

онда 6и нам Једначина (146) дала одговор: 

11' Јј, КЈ Ј 

т. ј. трансформацијом праваца претходног ТрИЈедрв. 

Из овИх особина афинорове индикатрисе непосредно сле

дује да за геометријску kapakte-ристИI(у: је)\нО1' афинора можемо

узети ту индикатрису (са шест скаларних параметара), али то. 

није ДОВОЉНО - потребно је још да наведе.\10 ОД којих су век- , 
тора постали главни правци те индикатрисе, другим реЧИ1\1.а, да 

одредимо положај триједра 1" 1" к, у 1101".1еду гриједра 1, Ј, К. 
а то захтева ЈОШ три параметра. 

Ако желимо да анализујемо [(ако се :\tења дужина једног' 
-> 

произвољног вектора х услед траНСфОРii'taLlије, можемо да уве-

дем о појам коефtllfuјенmа елонzоцuје k; ОН Иi''/Ш вредност: 

у-х 
k ~ -. 

х 

Јасно је да таЈ коефици:јенат не заВИСI! од· полазне д-ужине-

вектора х и зато можемо да ставимо x~" 1:, а за у може~1О да 

узмемо дужину одговарајуllег потега афиноро,ве индикатрисе.:: 

тада имамо' 

Ако сада -уврстимо у из једн,чине (НI Ј, дефинитивно Пемо. - . }\О<»lТИ Једн,чину 

.. КОЈа да)е МОГУЋНОСТ да одредимо коеФИl1рјенат елонгације за 

сваки произвољни правац. АЈ.':О је афИН{~1" д.ат у нормалном 06'
-> 

лю<у, а орт х је одређен ПОМОћу СВО1ИХ I"::ООRД·~·1Ната C~J "*1 У у' 
погледу на триједар 1, 1, к, т. ј. 
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горња једначина узима форму: 

( 149) 

.и Даје вредност k за све МСГУће правце. Ако коефицијенте е.')ои
гаЦИЈе за главне правце '11 ј., КI QзнаЧИМD са k11 k'!.J !(ВЈ ОНИ 
имаЈУ вредности: 

. 1 о .0 l - , .... , <Ј. 

Из обрасца (149) непосредно следује да једини 'финор, 

који не M~њa дужиt!е ПРОИЗ80ЉНОГ вектара, то Је верзор. Јер 

за случај k = О имамо 
.-... ' ,.. - . 

и та једначина l"Iюра да постоји за све МОГУће Bpe,iJ,HOCT11 (/., t1, УЈ 
. . 

КОЈе задовољаваЈУ Јсдначину 

а ТО може да буде саJl.Ю у случају а1 ~ а2 ос- а;> ~ 1, што о.дrО13ара 
Једноме верзору са нор",алном формом: 

Г ~ 11, , 1 i + (Ј" ј} + I /(" f( I . 
Анализујмо сада како се мења ПОВРШИ1-13 парале,lОгрuма 

-.. -.. 
конструјисаног са Rекторима Х и х' као странама. Ту површину 

-.. с-

можемо сматрати као модул вектора [ х , х' ]. После трансфор-
~ -+ 

формације стране УЗИ,\,lају вредности у , у', а 1108a ПО8ршина има 
-+ -+ 

вредност модула вектора [у , у' 1. Значи, треба да упоредимо 

мО"дуле дваЈУ вектор. 

--;.. --
[ х , х' Ј и 

-+ А ~ [(А,х), ( ,х')) 

Јасно је да Ђе анализа бити потпунија, ако анализујемо не само 

модуле ТИХ вектора него и саме векторе, т. ј. ако узмемо у 

обзир и оријентацију тих површина у ПРОСТОРУ. 

Узмимо афинор А у нормалном 06ЛИI-::У 

->- -;. 
а векторе Х и х' одредимо у погледу триједра Ј, 1, к једначина.'I1а: 
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-+ 
Х, •• х1 /+х2Ј+хз К, 

( 150) 
-+ 
, '1+' Ј' 'К Х=Х 1 X~ -гХз' 

-+ 
Тада вектори у и 

, ' 
у имаЈУ вредности: 

, 

i 151 ) 

-а ЊИХQВ векторCl(И производ изгледа овако: 

-+ -+ 

1 у, у' ] = а2. ([,7 ( х.'! .'(':; - х' 2 Х,1 ) 11 + а:1 а l ( Х" х' 1 - х' 3 Х! ) ЈI -f-
+ а1 а 2 (х 1 х' 2. - х' 1 Х 2) }(1 . 

Ако сада YBe1leMo коафИнор 

ko А ~ о, о" : 11 , 1 ) + а, а1 {Ј1 ,Ј ) -+ а1 а2 : К1 , Ј() , 
• 
• 
ВИДИМО да наш веl{ТОРСКИ производ можемо претставити овако: 

-Ј>. --;.. -+ ---'о-

[ У, у' ] ~ ( ko А, [ х, х' ј). 
-+ -+ 

На тај СМО НаЧИН дошли ДО закључка да се нектар l х Ј х' Ј 
-+ -+ 

после афине трансформације претвара у веl<ТОр (koA,[x, х'ј) 
и тиме н:арактерише промену ловршине паралелограма констру-

јисаног са веКТОРИ.IV1а х и х' као СТРЗН31\:lЗ. 
-+ -+ 

Ако координате вектора [Х Ј х'] у погледу 1, Ј, /{ означ~мо 
~ -+ 

са L1 1 , .1.2., Ј.ВЈ I{оординате вектора [у Ј у' Ј у погледу 11' Jl' !(ј 
добијају Bpe,lHocTH 

-+ -+ 

АЈ<О са ...i uзнаЧИМD интензитет вектора I х, х'], а са .1' 
-+ -+ 

интензитет всктора r У, у'] за коефuцuјеноm промене површuне 

треба да УЗI\-lемо КОЛИЧНИК 

-"-.,, 
------ -

..l 
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Тај ,I(оефицијенат можемо да одредимо из ЈЕдначине 

Ако ставимо 

"'~, [с I ~. - , 

• 
та Једначина даЈе: 

{р+ 1)2 = ([2'1. а} н2 + аз2 а/Ј {32 + ај :.! а/ 1'2 

'и на таЈ начин одре1)ује вредност. коефицијента р са променом 

оријентације равни у којој се налази наша површинэ. И ту 

it\Оже:\'IО ТВРДИТИ да коефицијенат р има вредност нуле за сваку 

површину само у том С1учају, када је 01 = а з ~ а,1 - 1, а то значи 

када се афинор претвара у Bepqop. 
Најзад узмимо запремину V паралелепипеда образованог 

-+ -+ -+ 

од Х Х, х" !:·ектора ", , I значи са вреДНОШЋУ 

-+ -+ -+ 
v '0 (х [ х' , х" ] ); 

-'> ---;.. --'>-

УСlед трансформацйје, . х ' " I\ZlAa се вектори ,Х Ј Х трансформишу 
-+ -+ -+ , ., 

у векторе у Ј У ,у Ј запремина· узима вредност: 

-+ -+ -+ 
"' ~ (у [ у' , у" ] ) . 

Ако једначинама (150) и (151) додамо ЈОШ Једначине 

-+ 
х" -"'- );1" Ј - t-X2" ј + Хз" Ј{, 

if иэрачу нама запремину 
, . 

v Ј лако долазимо до рсзултата: 

Пошто произвоц а1 а:,>. 0з претставља трсnу афинорову 

I1нваРИЈанту S31 претходну Једначину можемо наГIисати овако: 

"' оо ~ s. v .. , 

,другим речима услед афине трансформације сваI<З се запремина 
. . . . 

мења у констаНТНОЈ СРЗЗ.\'\ери према СВОЈОЈ полазно] вредности. 
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Коефuцuјенаm запремuнске продене можемо да претста

вима овако: 

"' - v q ~ ·~S,-1 
v " 

За случај S,1 = 1 запремина не мења СВОЈУ вре.в.ност. 
Сада пређИМО на анализу промене праваца услед афине

трансформације. у тој анализи најважнију улогу игра питање, 

дали постоје такви правци, који и после _фине трансформације 

задржаваЈУ свој положај у простору, За такав правац треба да 

'дмамо : 

~ ~ 

у '--оо Ј,Х, 

где је 1. одре1]ени (калар. Значи ИМ3i'i'1!): 

Та вектори;:а Једначина ДОВОДИ ДО следеhих скаnарних Јед

начина: 

+ о , 
( 152 ) ~O , 

, , , ) о 
--~ \, а.1 :: - Ј. Х:1 = . 

За МОГУћНОСТ решења написаНј1Х линеарних јеДI-щчltн.а ска-

лар 1. треба да задовољава ку6ичну Једначину: 

, 
1 

( 153 ) 

а'31 , 

КОЈУ можемо написати овако: 

(154 ) '3 S"'<" S (" л - 1 ј, Т Џ2 1. - :-: - -', 

~O , 

где су S., S2, Sз вредности познатих афинорових инваРИЈаната, 
Написана кубична једначина (153 или 154) зове се Hamil

ton'ooa једна'lина, 
За писце, који у основу учења о афинорима стављају по

јам афинора као оператора линеарне векторске функције l На

miltоп'ова једнаЧИ!lа служи као полазна тачка за класифика-
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ЦИЈУ афинора. Према карактеру корена те Једначине могуће је 

разликовати следеhе случuјеве: 

1. Сви су корени реални. 

Н. Један корен је реалан, два остала имагинарна. 

у случају реалних корена можемо да раЈ,lИКУЈемо следећ~ 

ПОД(ЛУЧЗЈеве: 

'1- Сви су корени различити. НаmiltОП'ОВi1 једначина за тај 

случај може да буде доведена ДО облика: 

r)le Је 

, , } 
"-1 'fZ':: 1. 2:ј:::. • 3 . 

у том случаЈУ постоје три правца, који C~ не мењају услед; 

афине тра.нсформације, али -у општем случају та три правца не 
. .. . 

чине један ОРТОГОНЗ.1НИ ТрИЈедар, него Један косоугли ТрИједар~ 

О косоуглости тог триједра можемо да се уверимо из к.аквас

конкретног примера. УЗМИМО, на пример, афш!ор: 

f 2, О, 1, 

А ј 4, -18, 4, 

1-1, 5,0 

Натiltоп'ова јt:дначина за таЈ афинор 

2- ј.'Ј О 1 

4 , -18 - ј'ј 4 I ~ о 
-1 5 • I , , - 1'1 

,може бити написана овако: 

( f_ - 1 )( f. - 2 )( }. + 19 ) ~ О. 

3а први корен ј., ~1, линеарне једначине (152) дOlУ ре

шење: 

за други корен i.'З -- 2 решење изгледа овако: 

Пошто је 

X "X"X'-S'1'O 1·2·B~··· 
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~ожемО ТВРДИТИ да та два правца. нису ортогонална. 

Ако један афинор дегенерише у теН30р дакле има нор

.малну форму: 

т ~a, {f, 1)+а21J,Л+а,: К, К), 

правци вектора 1, }, f( остају после трансформације непроме-
" . 

љени и на таЈ начин чине Један ортогонаЛЈ-1И ТрИЈедар. 

За анализу афинора са КОСОУГЛИI\1 триједром непроменљи-
-+ -+ -+ 

БИХ праваца увеДИl\ЈО три вектора А, В, С тих непроменљивих 

праваца. УЗ;i1ИМО та три .вектора за претходне векторе диадз, 

чији збир претставља наш афинор, дакле ставимо: 

(155 ) 

--+ - "Оо-

'Где' су А1 'В11 С! три одређена вектора, који одговарају датом 
аф}lНОРУ· 

Али, ако правац вектора А одговара корену )'11 после 
-+ 

МН ожења (155) десно са А морамо добити 

-значи 

-.. -4- --->-.....,.. ....... --'>- -4- -+- -+ -+ 

ј.! . .Ј •. 4(.'1" .'1)+В(В" А 1-,- С( с, ,А), 

а та векторска Је;..(начина доводи ДО СЛЕ;Јећих скаларних Јед

начина: 

~ ~ ~ ~ ~ ~ 

( 156 ) (А, ,A)~j." (B".'1)~O, (C;I'.4)~[). 

-+ -+ 
На исти начин МНQжењем са ВЈ ОД!!ОСНО са С једначине 

(155) доБИћСјVIО ЈОШ следеhе скаларне јеДНZiчине: 

-- - - - , -+ 
( 157 ) I .4, , [j'!'~OJ ( В 1 ,8)=-ј'2, I С, ,В) ~ [) 

~. -~ - -+ - -+ 

( 158) ( А, , С ) .~ [) . , ( В, , С) .- о , ( С" C)~ 1., • 

Једначине (151», (157), (158) ПО"аЈују да се вектори 
-+ -+ 

А 1 ~ В1 Ј C1 разликују од вектора коњугованих триједру А , В, 
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-+ ~ -+ ~ 

с само МНQжитељима 1'1> Ј' 2Ј А з · Дакле, ако са r-I' Ј 81, С'. 03-
---'Јо. --+ -:,. , . , 

начима векторе коњугопане веl<торима А Ј В ,С, ШТО значи, ако 
-+ 

на приыер за А' имз;-,ю 

-+ _.. ...,....,. ---'Јо.-----

(А' , А ) ~ 1, (А' , Н) ~ О, (.4' , С) -- О, 

можемо ставити: 

-+ ~ 

.4 - l' 1'-1'1-' 

-+ -+ 
Н, ~ Ј_з Н', 

На таЈ начиН у нашем случаЈУ афинор (155) може бин, 
претстављен овака: 

• -+ 

( 159 ) с с' \ , , , 
-+ --+ -+ --+ - >- -+ 

где А, В, С и А' , ВЈ, С претстављају коњуговане триједре. 
Афинор облика (159) зове W. Gibbs ПI()НII'lКИЛZ (ton;c). 

ТОНИЧКИ афинор одговара таквој трансформацији простора, у 

којој је тај простор I1стегнут (скраћен) у три различита прав
ца. Ако су та три правца ортогонални, афИI-IОР дегенерише у 

тензор, а одговарајућа трансформација простора зове се чuсmй 

дефОРЛ1Gцuја, 
11" Из случајева кад су сва три корена рз]личита можеrrю 

да издвојимо тај специјалан случај кад један од корена има 

јединичну вредност (Е. Budde). Ако ставимо, реЦIIМО, ).'1 = 1, мо-
-+ 

жемО тврдити да је у "равцу одговарајућег вектора А простор 
остао без промене. Афинор за тај случај може l)ИТИ претстзв

љен овако: 

(160 ) 

'2' Претпоставимо сада да су од три реална корена ДВ:i 

једнака, рецимо, 

Кубична једнач"на (153) У том случаЈУ може бити прет

стављена овако: 

(161 ) (л - ,-,)(}. _).,)2 ~ О, 

За анализу таквог афинора П,ЈСТУПИhеIllU 'lf!aKO. Упоредно 



-са афинором А, коме одговара ку6ична једначина у облику 
'(161), замислимо други афинор А1 са ку6ичном Једначином 

( i - ј'Ј ) (1. - ј., ) р. - ј.,,) .0 О, 

Афинор А. можемо написати у оuлику (159) овако: 

-... ~ ~ 

За векторе А I , В1 , С1 имамо: 

""7- ~ -\.- -+ 
,( 1 б4 ) ( А. , с. )= ј." С, ~ ј, СЈ + д}, С •. 

Из јеДl!ачине (163) и (164) долазимо одузимањем до сле

.деhе векторске једна4ине: 

. { 165 ) 

Вратимо се сад на случаЈ Једнаких к()рена, стављајућИ да 

дј'2 -+ О. 

Афинор.А. се враЂа на СВОЈУ вредност А, вектори 
-> -> 

узимају одређене вредности А и В. Што се тиче једначине (165) 
.за .6.).'2 ~ О, она Ј\1Qже да доведе ДО закључака: 

а. 
-> - -> 

lim(C.-В.)~С, 
L; j'2--i1> О 

-> 
Т. Ј. та разлика тежи одређеној граНИЧНОЈ вредности С. РOiзли-

ЧИТО) ОД нуле. 

Ь. 
-> -> 

Iim ( С. - В. ) = о , 
~ i 2 --i>-{) 
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~ли 

~ -> 

( 166 ) Z· с, - Вј ->с 
tПl - 70 , 

д)," 

-> 
где је С одређени веl':ТОР. 

Друге случајеве искључујемо, јер ОНИ не одговараЈУ линеар

НО] веКТОрСКОЈ функцији. 

у случају а. једначина (165) даје 

А 
-> ~ 

( , С) ~ )2 С, 

~ 

а то значи корену 1'2 сем правца В ОДГОНiJjl<l ЈОШ и други пра-
--... -~ 

вац С, различит ОД правца В. Јасно је да 1'0,\1 корену одговз-
-> .• 

ра тада безбројно много праваца т В + II С, 
произвољни скалари; :-ЈНэчи у том случаЈУ ~Ba 
-> ~ 

в и С можемо да бирамо на бескрајно Ј\'\НОГО 

{)дређеној равни. Из једначина тог случаја: 

непосредно слеДУЈе следеt.а форма афинора: 

-> -> 

где су т и п 

одређена правца 

. . 
начина у ЈеДНОЈ 

• -+ 
( 167 ) :+Џ{В,Н' \ ' , I -;- I С,СЈ), 

-+ -+ -).. 
,О' ", (" где Сi\Ю са п Ј и, 'означили векторе ТрИЈедра _ коњугованог 

~ ~ -+ 
триједру вектора А, Н, С. 

За афинор (1 (Ј7ј, који w. Gibbs зове spcl-ia] tonic, предла

жемо назив кружно mонuчког аФUliора, јер, I.:ао ШТО ћемо даље 

видети, постоји још и други speciaJ tonic код \\1. Gibbs'a, који 

се разликује од претходног. Кружно тоничю! афинор одређује 

таl(вУ траНСфОР1'l'lацију простора, за коју постојli сем једног одре

ђеног изолованог правца, у коме је истеl'НУТ i,cKpal1eH) простор, 
ЈОШ И читава раван таквих праваца, 

СТОР подједнако истсгнут (скраnен). 

. ' 

за сваки ОД КОЈИХ Је про-



Као ПРЮi1ер кружно ТОНИ4КОГ афИl-fора 

(1, 

А Ј о, 

НатiJtоn'ова једначина 

прима облик 

; 1 - Ј" 

о 

о 

1 о, 
за 

о 

1 , 

2, 

О, 

таЈ 

о, 

О, 

2. 

афинор 

о 

о 

и зато има корене ј·l"" 1, ).'2 = ).'3 = 2, 

наведимо афинор; 

Одговарајући систем линеарних Једначина за први корен 

Х2 = Х2 = О, Ха = О 

-> 
даЈе решење у облику вектора А (1 , О, О). За корен 

. . 
систем се своди С31\1О на Једну Једначину 

- х, + х, ~ о, 
која одговара равни, ШТО пролази кроз z осу и полови угзо 
између координатних оса Ох и Оу. у тој равни можемо да 

изаберемо два произвољна правца један, рецимо, који у ист· 

време припа)(а Оху равни са координатама: 

и други дуж Ог осе: 

-> 
С( О, О, 1). 

Сада можемо наш афинор да претставимо овако ~ 

-> -> ~ 

гце вектори .4',81, с' имају вреДfiости: 
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-> 
А' (1, - 1, О), 

-> 
В' (О, {2, О), 

-> 
с (о, О, 1) . 

Пређимо сада на случаЈ Ь. При услову (166) за дА,..,. () 
једначина (165) даЈе: 

На таЈ начин у ОВОМ случају имамо следеhе три векторске 

Једна чине: 

Из тих једначина непосредно излази следеliа форма нашег 

афинора: 

при чему цртица пОНОво означава векторе коњугованог триједра . ..,. 
Треба обратити пажњу да вектор С више не одређује правац, 

који се не мења услед трансформације. 

Афинор (168) w. Gibbs зове simple shearer; то је афUНОР ... 
простог с.мuцаюо. Тај афинор у правцу вектора А истегне 

-;. 

(скрати) простор према вредности А" а у равни вектора В и 
-;. 

С (и у паралелним равнима) он врши са сваким вектором у ТОЈ 

равни трансформа цију, коју можемо анаЛИЗQвати овако. Нека. 

је дат један вектор 

-;. -;. ..,. 
v ~ рВ + qC, 

где су р и q два дата скалара. Услед трансформације тај век

тор узима вредност 

13 
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и на таЈ начин до6ија елонгаЦИЈУ према вредносТИ Л2 и сем то
-> 

га један векторски ПРl1раштај у сталном правцу вектора В, а 
ееличина тог прираштаја пропорционална је вредности КQМПQ-

-+ -+ 
ненте вектора [/ у правцу вектора С; тај прираштај одговара 

смицању. На слици (слика 45) показана је трансформација век-
-+ --+ 

тора V: вектору V додата је елонгаЦИЈа - вектор PQ и (МИ-
-+ 

цање нектар QR. Са једне стране за тачке, ШТО припадају 

({' 

Р" .... .' .' /v.-
,... .. I 

• 

-
v .... . 

,.-_ .. - / 

./ Р ./ 
,/ / 

Р' , 
, .. . :' 

о 
Слика 45. 

Елонгација и смицање једног всктора. 

правој, која пролази кроз тачку О, нектар смицања пропорцио

налан је растојању тачке ОД тачке О. са друге стране за све 
-+ 

тачке праве, паралелне са В, нектар смицања је ИСТИ. За тачку 
--+ 

Р, рецимо средину вектора ОР Ј вектар смицања има вредност 
-+ -~ .... 

половине вектора ,QR; за тачку Р' вектор смицања Q" К' има 
- .... 

.,СТУ вредност са вектором QR. 
Као пример афинора простог смицања наведимо афинор: 



• 
1 , 1 , 1, 

А о, 2, 1 , 

1 о, О, 2. 

-Наmiltоп'ова једначина узима форму 

. 
1 - Ј., 

о 

о 

1 

о 

јИ ДОВОДИ поново ДО Једначине: 

, 

1 

1 

2-л 

~o 

(1 -л) (2 _р.)2 ~ О. 

За Л1 _. 1 систем линеарних Једначина 

О . Х, + Х2 + Х3 ОО о, 
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:даЈе решење, рецимо: ХЈ = 1) Х2 = О, Х3 = О) што одговара век..,. 
.тору А (1, О, о). 

За 1'2 ~ 2 систем јсдначина 

\ ( 169 ) о . Х, + О . Х2 + Х, О, 

о . Х, + О . Х, + О .Х, ~ О 

'одређује само један правац: Х1 = Х2 Ј ХЗ - О Ј рецимо са векто-

..,. (]!2 VZ ) .ром В 2' . 2 о; други 
• 

правац претходни систем не од-

реljује. Али у том случају можемо да нађемо решење таквог 

система Једначинз, који (е ДОбива из претходног када на десној 

<трани сменимо нуле решењем тог ИСТО!' система (169)'; НОВИ 
.систем изгледа овако: 

-Х, +X2+X3~ l' 2 
2 

Vz 
-- , 

2 
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о . Х, + О . Х, + О . Х, ~ О ; 
-

таЈ систем даЈе 
1 \2 

решење: Х1 = ХЗ =-= 2' хз = -2-) а ОНО одговар'" 

треЋем вектору 
-+ (1 1 .ј2) . 
с 2-' 2' 2 . На таЈ начин имамо два коњуго-

вана ТрИЈедра 
-+ -+ 
А( 1 , О, О ), А' ( 1, -1 , о) , 

В( ~~, {ј о ), --, 
2 

-+ 
В' ( о, \ 2, - 1 ), 

-+ ( 1 ~,~2), С . 
2' 

-+ 
с' (о, о, {2), 

и афинор простог смицања у обпику: 

А 
-;1-...,. -+ ....,.. -+ ...,. -+ -+ 

~(A, А' ј+2( (В,В' 1+( С, С': )+(В, С'ј. 

1з. Претпоставимо најзад да су три корена Натiltоп'ове.· 

једначине једнака, т. ј. 

Кубична једначина (153) за тај спучаЈ имапа би овака", 

обпик: 

(170 ) 

За анализу афинора А са ку6ичном једначином (170) уз

мимо НОВ афинор A Z1 чија Hamilton'OB3 једначина има самО> 
два Једнака корена; означимо корене те нове једначине са 

А, + ДА" А, ~ А" ~ )". 

Сагласно претходном случају афинор А2 може бити прет"-
стављен у једној од следеhих форми: по (167) 

А 
-+ -+ -+ -+ -+...,. 

(171) 2~(Ј'I+ДАI)(АI,А")+Лl«(В"В',ј+(С"С',ј} 

и по (168) 

-+ -+ + { В, , С', ј. 
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На ОСНОВУ раСУђивања СЛИЧНИХ претходном случаЈУ за гра

:t-IИЧНУ вредност L'Й"1~ кад 

LlAl -+ О, 

;мз афинора (171) долазимо до следећих афИlJора: 

{173 ) А 
-+-+ -+-+ -+-+ 

~ Ј' ј ( I А, А' ) + ( В, В' 1+ ( С, С' ) ) 
-+ -+ -+ -+ -+ -.. -+-+ 

A~Jj (IА,А' )+( В, В')+! с, с' ))+( В, А'}. 
-7 -7 

.Ако променимо наслове вектора А и В Ј последњу форму мо-

:жемо написати ЈОШ и овако: 

А 
-+-+ --;.--+ --"'--+ -+-+ 

.( 174) ~j., (: А ,А' )+(В, В') +: с, С'))+ (А,В'). 
Из афинора (172) добијамо таКОђе две форме: прва је 

.Јасно је да је приро"а тог афинора иста са природом афинора 

.{174). Друга форма може бити написана ова "о: 

-+ -+ -.. -->-+ { А , В' } + I в , с' ). 

Анализујмо сваки од афинора (173), (1/4) и (175). 
л. Афинор (173) 

А 
-+ -+ -+ -+ ---'>- -+ 

оо) (' А А') + (В В') -f- 'С С')) '1 l ,Ј , 1) 

'.можемо да ЗQвеl\1О сферно mонuчкцЛ4 афUНОРОЛ!Ј (други special 
<!опјс код W. Gibbs·a). Пошто у овом случају сваки правац прет
,стављен вектором 

--+ -+ -+ -+ 
V~IА-I-mВ+nС, 

'где су 1, 111, П произвољни скалари, остаје )'С.i1ед трансформа

щије без промене, сферио ТОНИЧКИ афинор !\10ЖСМQ претставити 

-овако: 

А .~ ;, ( : i, i) + {ј , ј) + I k, k: ) ~ ).,1, 
!где Је 1 јединични афинор. Сферно тоничк" афинор одговара 
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таквој трансформацији простора, у КОЈОЈ СВИ зраци из почеткю 

координата добијају исту елонгацију (или скраћивање). У слу_· 

чају }" ~'1, т. ј. У случају јединичног афинора, простор· се не· 

мења услед трансформације. 

Ь. Афинор (174) 

A~),I+{A,B'} 
може бити Dзначен као спецuалан афUНОР nросmoz СЈИИЦОЈ-Ьа: 

(special simple schearer Gibbs'a). Он се разликује од аф"нора' 

простог смицања општег типа само тиме, што му је елонгација' 
~ ~ 

у правцу вектора А иста са ~лонгацијом у равни вектора В и· 
-+ 
С; трансформација простора састоји се из проширења. (скра-

fiивања) простора у истој мери у (вима правцима и из Једног' 
смицања. 

С. Најзад афинор (175) може бити прентављен овако: 

~ -+ --4---4-

А ~ ),1 + ( А, Н' ) + { в , с' }. 

Тај се афинор зове афUНОР сложеНОl СЛ1UЦШЬfJ (сотрЈек 

schearer код Gibbs'a). 
Сваки произвољни вектар претстаВЉСJ-I векторском jeДHa~ 

ЧИНОМ 

-Јо. "* ...,.. --+ 
V~aA+ ~B+y С, 

где су а, 13, у произвољни скалари, после трансформације ОВИМ: 
афинором узима вредност: 

~ 

Први члан тог израза одговара еЛОНПЩИЈИ вектораl V У. 
-+ 

своме правцу, члан :3А одговара смицању простора и то TaK~-

вом, при коме краЈ вектора 

"' в (~~1,(L~Y~O) 
"' ~ 

добија nOMepaIbe Једнако вектору А; члан уН одговаnа смицаЊуt 

кад се краЈ вектора 
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... 
C(y~1, a~IJ~O) 

-
о А 

-
в 

Слика 46. 

Два смицања. 

-+ ... 
помакне у правцу нектора В за В. Слика (СlIика 46) 06јашњује 
та два смицањз. 

Н. Пређимо сад .на анализу тог СПС:ЦИ3.ЛIlОГ случаЈа кад 

НаrnШоп'ова јеДНачина има само Један реаЛЗII корен, а два ос· 

тала су имагинаРI!а. 

Означимо реалан 
. 

корен са 1"1, а два Иi\'\агинарна претста-

ВИМО овако: 

)'2 = р (cos w + е sin ([' ), 

Ј"з = Р ( cos tLJ + е si п (1; ). 

Основне једначине (152) за реални корен 1., даЈу Један од
-+ 

ређени реалан правЈ.Ц, ЧИЈИ веј<ТОР означнмо ПОНОВО са А, дакле 

имамо 

За имагинарни корен, рецимо ј'2! Једначина 

(176) 

даје имагинарно решење; 0знаЧИМQ ТО рсшење овако: 

-+... -+ 
X~ С + .В, 
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.,. 
где су В и 

узима тада 

.,. 
С два реална вектора 

форму: 

.--

и s = \/-1. Једначина 

.,. А->- ->- -> 
(.А, С) +е( , B)~p( Ccosco-Bsin ш)+ 

->- ->-+ ер( Bcos со + Csin ш) 

и доводи до следеhе две реалне једначине ; 

->- ->- -> 
(А, C)~p( Ссоsш-Вsiп«,). 

Ове две једнаЧИllе заједно са једнаЧИНOi'il 

(176 ) 

--)- --?- ....,. 

дају МОГУћНОСТ ~ ~н~рујисањем триједра А', В' , с,"' коњуго-

ваног триједру А, В, С претстаВИМQ афинор, који у нашем слу
·чају има само један реалан корен, на следе-nи начин: 

--)- -+ -+ --)-+ р sin со (( С, В' ) - ( В, С' )). 

Афинор таквог облика зове се цuклоmОНli'iКU (cyc]otonic). 
Произвољни вектар 

после мнажења ТИМ афинором узима вредност: 

->- ->-+ ур( Ccos"'-В sin со). 

Први члан десне стране одговара истеЗаЊУ простора у 
-> ->-

правцу вектора А ; јасно је да у вези са ТИм чланом вектар А 
не мења свој правац. Величина истеззња (или скраhивања) од

говара вредности Kop~'Ba .1.1' 
Два друга члана 
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-* -+ 
( 177) ~p (В cOs ш + С sin w ), 

-+ -+ 
( 178 ) ур ( С cos ш - В sin w ) 

,одговараЈУ с Једне стране радиалном истезању простора у рав-
-+ -;. 

нима паралелним векторима В и С, при чему неличина ТОг ис-

теззња зависи од llеЛl-1чине р; с друге стране они претстав

љају тако 3Бану елuпmuчку роmацију. Ту ротаЦИЈУ можемо да 
-;. -;. 

карактеришемо на следећИ начин. У равни вектора В и С КОН

струјишимо круг ПQЛУl1речника В, У ТОМ кругу 0значимо полу-
-* -;. -+ 

пречник нормалан на вектор В (према страни С) са С,. Ако са-
-* -;. 

да (слика 47) осе Бектора В и С, 06рнемо за угао ОЈ у пока-
-;. -+ 

ззном смеру, вектори В1 и С'! У НОВОМ положаЈУ можемо прет
-ставити овако: 

-;. -;. -+ 
В' = В cos ОЈ + С1 sin (L', 

.. -+ -+ -+ 
С'1 = С1 CQS Ш - Bsin (L~. 

Q О 
у-.--+--

LI 

СI 
Слика 47. 

!::липтичка ротација. 

Десне стране тих једначина одговарају обичној ротаЦИЈИ 

-за угао ([); остављајуllи сада члаНDве што зависе ОД вектора 
-;. -;. 

в без промене, трансформишимо два остала члана С1 Sln w и 
-+ -;.-;. 
С1 COS (L' у вези са заменом вектора С1 са Bel<TopOM С. 3а тај 

-+ -;. 
.циљ спојимо крајеве вектора С1 и С и кроз тачке К1 и L1, чији 
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је положај oдpe~CH једначинама ОК! - С1 sin ш, OL1 = С1 CDS 0), 

ПОВУЦИМО праве паралелне са доби веном правом, а ДО пресека 
....,.. --- -+ --+ 

У тачкама L и К са ве"тором С. Вектори ОК и OL тада имају 
вредности 

- -+ -+ ----)о- ---\о-

ок = Csin lL\, OL = С cos (L'. 

Та два вектора са векторима 

- ---\о- --)о- - --)- ___ 

OP~ в cos Ш, OQ ~ - в ,јп "-' 

даЈУ векторе 

--+ -+ - -+ ->. -:>-

OM~OP+OK~Bcos,,' + Csinw, 

- ---\о- - - ....,.. - -+ -+ -+ 

ON ~ OL + OQ ~ с са, '" - В ,јп ,е, 

КОЈИ се разликују од вектора (177) и (178) само мнuжитељима 
-+ -+-+ 

Ј3р и ур. Ако дати вектор V има компоненте Ј3В И уС у по-
-+ -+ 

гледу вектора В 11 С, после елиптичке ротације тај вектар има 

компоненте 

--+ -+ _.).-
[, ОМ ~ f3 (В cos ш + С sin (" ), 

--+ -+ -+ 

у ON ~ у ( С cos '" - В sin ,о ) 

--+ --: .. 

у погледу веrпора ОМ и ON. Радиално I1стсзање ДОВОДИ те век-
торе множ{~њем љихОвих величина са р I~O вредности (177) и 
(Ј7Н). Споменута трансформација има назив елиптичке ротаЦИЈе 

због тога ШТО са променом угла (t1 тачке Atl и N ОПИСУЈУ Једну 

елипсу. 

Тиме завршавамо анализу промене праваца простора ПОД 

утицајем једног афинора. На завршетку да набројимо том анали

зом до6ивене типове афинора: 

А 
-+-+ -+-+ -+-+ 

(159) ~i,,:.4,.4')+} .• {В,В')+ј.з: С,С), тонич"и. 

А 
-+-+ -+-+-+-+ 

( 167 ) ~ )., [ .4 , .4' ) + ј. 2 ( ( В , В' Ј-Н С, С') ), 

кружно-тонички. 
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-;. -+ -+ -;. ---+ -+ 

( 168) А ~ ,,' ( А ,А' ) + "2 ( (В, В' ) + ( (С, С' )) + 
-+ -+ 

+(В,С'), IlpOCTor смицања. 

А 
-+ -+ -;. -+ -+ -.. 

(173) ~),( (А, А')+ (В,В' ј + (С, С'}), 
сферно-танички. 

-~ -+ -;. -;. -:>- -+ 

( 174) А ~ )" ( : А , А' Ј + ( В , В' ] + ( с , С' ) ) + 
-+ -+ + (В, С'), спец"ал"н простог смицања, 

---+ .....,.. -;. -+ --;. -.. --;. -+ 

(175) A~ ),,«( А, А'Ј +(В,В')+ i с, С'IН (А, В')+ 
-+ -+ 

+(В,С'), сложеног смицања. 

( 179) А ~ '1, :4, ,4' ) + р cos w ( ( В, В' Jf-- : С, С' ) ) +-
-+ -+ -+ -+ 

р sјп '" (( С, В'; - (В, С')), ЦНКJlОТОНИЧКИ, 

Не би било тешко читаоцу да за (ЫIКИ 0;( ТИХ афинора, 

нацрта диаде, чији скуп одговара том афИНЈРУ. 

44. Векторско множење афинора са вектором. 

у § 1 б анаЛИЗQвали СМО векторско мнт],:ејье диаде са век-

тором и поставили С1\'10 три типа векторских производа диаде

и вектора: 

скаларно-веr<торски 

ве кторско-ве 1<1' о Р ск и 

диаДСКQ-векторски 

Д 
-.,. -+ -;. --;.. -+ -+ -:.-

d , С Ј- d[ { А , В } , С] ~ ( А [ В , С] ) , 

при чему смо упоредно са сваким ОД горе наведених производа. 
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анализовали друге, који се разликују од њИх редом вектора 

'(леви или десни), "оји бирамо из диаде и затим редом групи
сања добијених вектора за последња два производа, векторско

векторски и диэдско-векторски. 

Слично ТИМ производима могуће је поставити векторске 

.-производе афинора и вектора. 

Ако ставимо за Један произвољан афинор: 

'можемо на следећИ начин дефинисати векторске производе афи

,нора и вектора: 

скаларно-векmорскu производ афuнора и 8екmора 

А 
-+ з -+ -+ -+ з -).- -)оо 4 

'[ , С Ј ~ ~ ,[ r А" В,) , С Ј ~ ~ ( А, [8" С Ј ) , 
i~l j~l 

·векmорско-векmорски nРОИЗ80д I1фuuора u aelCmopa 

у[ А, с Ј о :i: у[ i А" В, Ј , с Ј ~ ± r ,~Y, [ Н" С] Ј 
ј-=1 ј=l 

,диадско-оекmорски производ афuнора и 6СЈ(mора 

А 
-+ 3 -+ -+ -+ :\ ---,.. -+-+ 

"[ ,СЈ~Ld[{А,.в,},С]~L{А,[В,.С]). 
ј=l ј=l 

у ТИМ дефиницијама се претставља да важи дистрибупшни 

:закон, т. Ј. да за сваки производ можемо написати: 

-+ -+ -+ 
[А, +А2 , снА" С] + [А2 , С]. 

Ако су афинор и вектор дати СВОЈИlv1 I{оординатама 

Ar а,ј}, 
изрази за координате горе наведених' IIроизвода поклапаЈУ се 

'формално у потпуности са изразима за координате производа 

диаде и вектора, ah'o под ајј разумемо координате само једне 

.. диаде. То непосредно следује из тога, што сви ти изрази зависе 
линеарно од координата ајј; дакле при са6ирању одговарајуhих 

координата трију )..\иада БИће увек код сваког С 1 , С2 , Cs као МНQ
:житељ збир координата aij за поједине диаде, а тај збир не 



претставља ништа друго него одговарајућу координату афино

ра. Дакле, на пример, координате производа d[ А, С] имаЈУ вред
ности (69): 

45. Производи двају и више афинора. 

у § 19 прве глане показали СМО како је МОГУће образовати' 
различите производе двеју диада. Појмови тих производа лако 

могу бити проширени и На производе афинора, ако узмемо у

обзир взжење дистрибутивног закона. Не понављајућИ разне 

МОГУће ТИПОВе производа, зауставимо ~e само на ОНОМ произ-
• 

воду, који игра највећу улогу у општој теорији афинора. Тај 

производ афинора стоји у вези са оним производом диада, КОЈИ-: 

СМО увели помоhу једначине: 

Р Д Д 
-+ ---:-- -+ -+ -+ -+ -+-+ 

1,2 ~ {( 1, ,) l' - { ( { А, В) , { С, D) ) }' . (8, С) { А, D 1. 

Узимајући у обзир дистрибутивни закон можемо поста

вити следећи образац за производ исте природе двају афи

нора: 

А 3 3 ОЈ А(2) , { ( " А, ) 1 ~ .1; Р"ј ~ . ~ {( д, ј) 1 , 
I,Ј=1 I,Ј=1 

при чему СМО ставили 

Карактер TOI' производа врло се DЧИТD испољава, кад уз-

мемо афиноре А, А, у једној наРОЧИТОЈ форми. Први афи

НОР А1 узмимо У произвољном облику: 
....... -+ -+-+ -+-+ 

А, ~ : А" 8, ) + {А" В, )+ ( А з , Вз 1 ; 
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ПОШТО У другом афинору за претходне ИЛl1 идуfiе векторе ди

·ада можемо да иза6еремо произвољне векторе, 6ирајмо за прет

ходне векторе тог афинора векторе С'lЈ C'z, СЗ чији Је систем 
->- ->- ->-

коњугован систеi\lУ 81' 82, Вз идуkих вектора првог афинора. 
->

Пошто у ТОМ случају ОД скаларних производа вектора ВЈ и 
->-
С/ј нису Једнаки нули само три производа: 

-с>- --+ -+...,. --+ _____ 

(B"C',)~(B2, C'2)~(B" С'з)~1, 

'производ {( А" А,»), где је сада 

А,- i 
--+ ---,!оо --ОЈ- -+ --;. -+ 
С' 1, п! ) + ј С' 2, п2 1 -т- r С':1 Ds }, 

,до6иће 06лик 

--+ --+ -+ --+ -+--+ 
{( А" A2)1~{A"D,)+{ A2 ,D,) ~IАз,DзЈ, 

Т. ј. за тај специалан избор вектора у дефинитивном произ

:ВОДУ фигуришу само претходни вектори првог афинора и иду

ЋИ вектори другог. Горе наведени облик тог производа наро

'чита је згодан за анализу QПШТИХ осоБЈ1на тог производа. 

Ако су афинори дати помоћу својих I(оордината 

А, { а\)lI, А (а!2)\ 
2 L] Ј, 

lкоординате производа имаЈУ вредности: 

другим реЧИЈ\1а, оне су образоване на основу познатог правила 

.МНОЖ ења цетерминаната. 

И овде, као и у случају множења двеју диада, узастопно 
->-

,скаларно множење једног вектора г прво са првим афинором 

->- ->- А 
г,~ (г, ,), 

-+ 
·,а затим множење резултата '1 са другим афинором 
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еквивалентНа Је Ј\1ножењу полазнаг вектора r са Ј'оре наведе

НИМ ПРОИ3ВОДОМ афинора, т. Ј. 

~ ~ 

( ( Г, А1 ) , А, ) ~ (г , ( ( А" А,) : ). 
Језиком афине трансформације простора Tai резултат мо

жемо да формулишемо овако: 

две узастопне Ј.фине трансформације простора одговарају 

једној новој афиној трансформацији, чији афи!-!ор претставља 

.производ афинора двеју' полазних траНСфОРЈ\1ација. 

Тај став може БИ1"И проширен и на случај производа више 

афинора; тако за случај производа трију афинора можемо на

писати: 

при чему за производ више афv. нора важи асоциативни закон; 

-тако за производ ОД трију афинора имамо': 

На тај начин за производ више афинора можемо да упо

требимо ознаку 

.али ред афинора у ТОМ прои-зводу не смемо да мењамо Јер Је 

уопште 

(( дl' Д,))' '" ( (д, , Д,) Ј'; 
то непосредно следује из упоређивања раЗВИЈених вредности 

тих производа: 

( (д" Д,))' ~ : ( (,4 , в ) , { с, D } ) )' ~ ( 7з , -СI ( А, i5 ) , 
Д Д 

--'> -". --;.. -+ ---;.. -i>- -i>--i>-

[( 2, l))'~{({C,D},{A,B))}'~(D,.4):C,H}. 

Другим речима за наш производ не важи комутативни закон, 

Кад су множитељи производа једнаl{И, производ претста

вља степен афинора, за који ћемо употре6д,авати једноставну 

.ознаку: 

{(A,A))~N, (А,А,А))-А3 , ••• 
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46. Афинор као ПРОИдВОД верзора и тенаора. 

у § 26 смо видели да сваки афинор можемо да претста

вима у следеfiем нормалном облику: 

А ~ а, (1" I) + а2IJ, ,л а, -L ( К" К), 

где су 1, 1, К и 1" 1" К, ортови ортогоналних триједара. 
Први члан десне стране можемо да претставимо у облику 

следећег производа двеју диада: 

а, {I, , !) ~ а, { ( {I, , !) , (/, 1) ) ) , 

при чему скаларни множитељ а1 моЖемо да вежемо са ДИЭАОМ: 

(Г, 1). На ОСНОВУ дефиниције производа имамо: 

{( (/" !), ( 1, !)) ) ~ (l , 1) {I" !} ~ (/" 1 ) . 

Слично можемо трансформисати и остале члаНGве афи

нора; узимајУћИ даље у обзир да производ, рецимо, диада 

{(:/"п, (Ј,Л)) 

има вредност нуле, јер је 

(1, Ј) {I" Л ~ о . { 1, , Л ~ О, 

можемо претставити наш афинор у облику производа следе.ћа 

два МНQжитеља: 

А ~ {({ I,,/) +IJ, ,Л +( К" К), а, {/,!} +а.(Ј,Ј) +а, (К, К})}. 

Пошто први МНQжитељ претставља верзор 

r ~ {I, , I) + и" Ј) + ( К" К) , 
а други теНЗ0р 

т ~ а 1 ( 1 ,1 ) + а, () , Ј } + а, ( К , К) , 

горњи образац можемо написати овако: 

ШТО покаЗУЈе да сваки афинор може бити пр~тстављен у O(}~ 

лику производа верзора и тензора. 
• • 
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47. Проучавање вервора. 

Као што смо видели (179), сваки циклотониуки афинор 
може бити претстављен овако: 

А 
--i>- -4. -+ -+ -+-+ 

~Л, {А, A')cpcosw({ В, В')+{ с, С'ј),. 

-+ --i>- -- -+ 
.Lp s;n w ({ С, В') - ( В, С'). 

Ако У том афинору ставимо 

он се претвара у верзор: 

(180)[ ~ {i, i) + СО5иЈ( U,ј) + {k, k) )+5;11 «:(: k,j) - (ј, k Ј), 

_ Јер, ако уведемо нове ортове nOMoJ:iy образаца 

f1=i')1=јсоsш I-ksinw, f{t=-јsiПСl\--1-kсоsш, 

претходни афинор претвориће се у афинор : 

( 181 ) [ ~ ( 1, , 1) + : Ј, , Ј) + { К, , К : , 
а ТО је нормални об,lИК верзора. 

Обратно, за сваки произвољни верзор са произвољним ре

лативним положајем триједара 1, Ј, К и 1"Ј" к, И3 облика (181) 
можемо да до6ијеr.ю ООЛИК (180). Јер, пошто инваријанте 81, 

5" 5, за форму (1 S 1 ) имају вредности: 

HamiJton'OBa једначина узима 06лИl(: 
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она има реални корен ј'1 = 1, а два остала корена су имагинар
ни, јер из шеме стране 125 имамо 

S, ~ ((,+{3,+у, < 3 

и само за случаЈ «, ~ {3, ~ у, ~ 1 (јединични афинор) S, ~ 3 
пошто је ).2)-3 = 1, можемо ТВРДИТИ да модуо тих имагинарних 

корена има вредност Јединице, дакле имамо 

Пошто у нормалном облику (181 ) ТрИЈедар 1" 1" к, мо
жемо да иза6еремо произвољно, иза6еримо га тако да се нови 

орт i триједра ј, ј, k поклопи са оним непроменљивим правцем, 
што одговара корену 1.1 ~ 1. Афинор (181 ) мора тада да узме 

форму: 

Г { " .}. ( * ') , {К'" k ' =- 11, 1 -t- ЈI, 1 -ј 1, i· 

Пошто арт i одређује непроменљиви правац ТОГ афинорз, 

нектар 1]* мора ИI\ЫТИ вредност тог истог арта, дакле 11*= ј, јер 

После тога претходни образац даје: 

г ~ (i, i) + (Ји ) + ( К;', k) . 

Пошто се ортови Ј'! И Ј<? налазе у равни ортова Ј и k, 
ОНИ увек МОГУ бити претстављени овако 

* Ј1 = ј COS ш + k si п (l) Ј 

К* '. I k 1 ~ -Ј SIП ш -, COS (1:, 

а такве вредности тих ортова доводе наш афинор до облика 

( 180). Да угао 11' стварно одговара ИlнаГИI-IJРНИМ коренима 

)'2 = cos ш+isiп ш, 

ј-·з = cos ш-i sin ш 

НатШоп'ове једначине, то непосредно Сједује из тога што за 

афинор (180) та једначина узима форму: 

(1 - ј,) [( cos (\) - Ј. )'- sill'''' i ~ о. 
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Дакле у облику (180) орт i претставља осу ротаЦИЈе вер

зара, а угао U) претстанља угао обртања, при чему један исти 

верзор одговара ротацији за угао (+ш) И за угао (-ш) И то 

према томе, дали у скаларном производу верзора и вектора по-
. . 

ложаЈа тачке простора стављамо таЈ вектор C<:l. десне ИЛИ са 

леве стране верзора_ Тако, на пример, производу (Г ,ј) одго
вара једна ротација (слика 48), а производу (ј, [) супротна 
ротација (слика 49). 

Слика 48. 

• , 

, 

• • , 

, , , 

Ј" 

• • 

ft" __ --
" '\ . \ 

• 
" \ -(Ј 

Слика 49, 

" 

L 

Ротација од множења верзора с десна. Ротација ОД множења верзора с лева 

Облик (180) верзора лако можемо да напишемо у таквој 
форми да она буде зависна само ОД једног арта осе ротације и 

од угла те ротације. Јер из вредности јединичног афинора 

непосредно имамо: 

( 182 ) ,. "+{k k' 1 {"., lJ~jJ 'Ј" - l,liJ 

с друге стране, диаДСКl)-rзекторски производ ЈеДИН~IЧНОГ афинора 
. . 

и арта 1 даЈе: 

( 183) "[ 1 , i Ј ~ : i[ i,i 11 + Ij [ј ,i ] Н- ( k [ k, i Ј : ~. 
f'k) 'k"j ~-IJ! '1 ,1Ј 

и на таЈ начин искоришhапајуliи (182) и (183), можемо из (180) 
написати следећи образац; 
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( 184 ) r ~. 1 i, iJ + cos (u 0- { i, п) + sin ш d[ 1, i] . 
Зауставимо се сада на једноме специјалном верзору, чији 

угао обртања има вредност я. Он се зове 6цквадранталнu вер

зор. Такав верзор потпуно је одређен само помоћу једног арта; 
-> 

за арт u тај специјални верзор ОЗ!Jiiчаваће,,!О са п;. Из (184) 
за UJ = П непосредно следује: 

( 185 ) 

Операција скаларног множења верзора Пi са ПРОИЗВОЉ-
-> -> 

ним вектором r одговара 06ртању вектора r за 1800 око осе [". 
За ту операцију важи Једначина: 

-> -> ( пi , г) ~ ( г, пi ). 

Покажимо сада да сваки произвољни верзор може бити 

претстављен у облику производа двају биквадранталних верзора; 

другим речима, покаЖИМQ да је увек МОГУће одредити таква два 
-> -> 

арта и1 и ИЗ за Један произвољан верзор r да буде 
( 186 ) 

у ствари, сваки произвољни верзор можемо да претставимо 

у облику (180). Ако сада ставимо 

~ -> 
и1 = ј, ИЗ = ј COS и; + k sin (~, 

множитеље П~ и П~ можемо да претставимо овако: 

П~"'2 = Пј COS <'. + k siп u = 

~ 21 ј cos а + k sin а, ј cos се -1- k ,јп" ) - 1 
или у следеће.)ј облику: 
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п-- ~ - { i, i} + СО' 2" ( ј,ј: - { k, k})+ sin 2" С k.j } + (ј, k Ј), 
"2 

а горе наведени производ тих верзора дао би слсдеЋИ резул

тат: 

{ ( п --, п -;.): ~ i i, i} + cos 2(( ( {ј,ј} -' r k , k () + 
~ ., . 

+ sin 2а ( { k ,ј} - IJ, k 1). 

Ако сада ставимо 

2а = Ш, 

ВИДИМО да се десна страrш претходне Једначине поклапа са дес

ном страном једначине (180) и на тај начин долазимо до исти

НИТОСТИ једначине (186). 
Тај исти резултат J\lожемо да ПОТВРДИМО и чисто геометриј

(КИМ путем. Покажи мо да су два узастопна обртања простора за 

1800 еквивалентни 06ртању око осе ШТО стоји управно на ор

тове првих 06ртања и угао тог 06ртања је раван двострукој 

вредности угла између тих ортова. Ако обрне:\'\О простор за 

1800 прво ОКО и, ~ Ј осе (слика 50), сваки арт у равни управ-

Слика 50. 

Произвољни верзор као производ двају 6иквадраНТЈЛНИХ верзора. 

нај на ј заузе11е СУПРОТНИ положај; ако обрнеЈ\'1О затим про

--СТОР такође за 1800 01<0 112 осе, сваки арт у равни управној 

на тај арт обрнуће се тако\је за 1800. Орт i правца, који при-
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пада првој и АруТОЈ равни, после два уззстопна обртања за 

180(), враТИће се у свој првобитни положај, а то значи пос~е та 

два обртања остаће непромењен. То значи орт ј, управни на 
-> -> 
и, и и 2 , oдpe~yjc осу ротације резултујуt.ег 06ртања. Покажимо 

сада да угао ротације има вредност 2({, (1КО је и~ угао између 
~ ~ -~ 

вектора и! и И~. После првог обртања орт иl зз.цржава СВОЈ 

положаЈ, а 
-> 

осе и 2 орт 

-> -> 
орт И 2 узима положај и' 2' После другог обртања ОКО 
-> -> 
и1 заузима положај и{ ЧИЈИ 

-> -> 
правац гради угао 2а 

-> 
са полазним правцем и1Ј а правац u'z узима положz.ј " и2', ЧИЈИ 

правац поново ззклапа угао 2([ са CBoj~1M полазним положаЈем 
-> 
и2. На тај начин се сваки од тих праваца обрнуо З3 угао 2а 

ОКО i осе; угао И:iмеђу тих НОВИХ 
са вреднош1iу (1 .. 

ортова II { И 
-> * . и2 остао Је исти 

Да бисмо што ПрОСТИЈе претставили верзор уведимо Је

дан нарочити вектор, који се зове ве!(тор ротације једнога ве{Ј

зара и који има вредност производа орта осе ротације и величи-

". 
не tg 2-' где је (1' угао ротације, ПрИ чеЈ\1У бирамо смер орта 

. . 
осе ротаЦИЈе тако, да он одговара ОНОЈ ротацији, која настаје 

услед множења верзора са десне стране. Пектор ротације вер-

зара Г 0значиЈ\'1О са R
r

. 

Пошто у случају претставе Једне ротаЦИЈе око осе i по-

П-> П-> -> 
МОћУ два биквадрантална верзора и1' и2 са осама и1 
имамо 

-:'>- -:'>- I : ' 

f llt, и 2 ] = i sin и: ~ i Si11 ;2' 

,-;.. -). о: 

( 111 , и2) = cos а = cos i 1 

-> 
и и2 

можемо претстзнити вектор ротације Rr Једног произвољног 

верзора на следеhи начин: 

( 187 ) 
. ш 

~ 1 tg ~ 
2 

-> -> 
[и"и21 

-> -> 
(и"u,) 
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-+ -+ 
Јасно је да пар ортова Иј ,и 2 за претставу Једне ротаЦИЈе 

. .. 
може имати произво.ъни положаЈ у равни Y-!1раВНОЈ на 1 \ по-

требно је само да ред тих ортова буде такав да смер вектора 
-+ -+ r Иt ,и21 одговара cl\lepy осе ротације у случају [\'lНQжења вер-

зара са десне стране и да угао између тих ортова за изабрани 

ред има вредност ПQ.lОЕ!1Не угла ротаЦИЈе. 
-+ -+ 

Упоредимо сада Бре~ност вектора Rr са яеl--:ТОРОМ V једног 

афинора, у датом случају верзора Г. 
ИЗ обрасца (180), који можемо да напишемо у облику 

r ={ i, ["} ј {jcoso' ksiпш,}}+{kсоsш-јsi!lШ, k}, 

непосредно добијамо следеtiу вредност за Иl!варијантни вектор 

тог верзора: 

" 

(188) L7~ [i, i]+[jcos o+ksino' ,jJ+[kcos«(' - јsiпш, k]~ 

" = - i sin (L1 - i sin (1..' = - 2i sin ОЈ = - 4i sill 
2 

"' cos -
2' 

с друге сгране IIРВЭ инваријанта ТОГ истог верзора има 

вредност: 

S1 ~ (i, iH(j cos!c',ksin '", j)+(kcos ". -ј sin ш, k) ~ 

с- 1'~ cos (1)+ CQS (О = 1 ~!-2 cos (t', 

Из ПQследње ЈЕ';Ј,llйчине непосредно З3.К;L'УЧУЈемо да Је 

(188*) , 2 (О S-I 1 LQS 2 = 1 - 1 . 

На тај начин упоређивањем (188) и (188"') ",,"ијамо следеhу 

Једначину 

-+ 
~/ . (lJ 

s,::j ~ -1 fg Z' 

из КОЈе на основу (187) дефинитивно имамо следећу везу из· 
-+ 

међу вектора ротације Rr једног верзора и његовог инваријант~ 
-+ 

ног вектора V: 
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..,. 
..,. v 

(189 ) Rr --S-'1 

" 
Ако бисмо вектор ротације изабрали у супротном смеру! 

ШТО одговара множењу верзора Г с леве стране, за таЈ вектар 

R' г имали бисмо вредност 
..,. ..,. v 

R'r ~ S, +1 

Раније смо навели образац (184) за један верзор nOMohy 
арта осе ротације i и угла ротације ([). Пошто сваки верзор ..,. 
може бити претстанљен само помоћу једног вектора Rr Ј стави

МО уместо арта i у ТОМ обрасцу одговарајупу вредност помоћу ..,. 
вредности ( 187) за вектар Rr . Тога ради ПОМНQЖИМQ Једначи

ну (184), коју можемо да напишемо овако 

са 

) {
. ., , 

.--- COS ш 1 Ј l Ј _.' -Sln u.;. 

1 w ---'0.--'>-

,<О ~ 1 + tg 2 2 ~ 1 + ( Rг , Rr ) . 
(OS2 --

2 

у ТОМ случају ДОбиhемо: 

--+ ....,. tt! ( I ~ ОЈ 

( 1 + ( Rr , Rr )) г ~ ( 1 - tg' 2 ) 1+ 2 tg2 :2 : i. i) + 2 tg 2' '[ 1, i] 

одакле дефинитивно имамо: 

( 190 ) 
г ~ (1 =Ј R" R,)) 1+ 21 R" [~,} +2 d[ 1, ~_] . 

..,. -, 
1 + (R, , R.·) 

То је врло важан образац, који одређује произвољни вер
зар помоћу само једног векторз, његовог веlпара ротю!ије. 

Из тог обрасца лако можемо да цобијеЈ\lО класичне обрасце 
за трансформацију координата помоhу нарочитих EuZer'oBUx 

паралиmара. 
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-;;.- -;.. - -~ -4-

Означимо координате вектора R" r и г' О. (Г, г) помоћу 
следеllс шеме: 

~ 

R, ~ ai + Ьј + ck, 

-+ 
r ~ x'iTy'j + z'k; 

после тога можемо написати: 

( 191 ) 

-+ -+ 

{ R" R,) а' {i, i } + аЬ { i, ј Ј + ас : i, lс } + 
+ а/Ј: ј, i ) + Ь' {ј ,ј} + [Је {ј, lс } + 
-,-ас {K,il+bc{lC,il+e' 'Ј{,1С); 

-с{ i,J)+b {i, /{ I 
l с Ј ;" {I 
Т 1 , Ј -а{ј,IС) 

- ь : к, i } + а { 1С, ј), 
-+ 

а после множења (190) десно са r имамо: 

"'* -+ -->. -+ -+ -+ -,>. -+ -+ 
( 1 + ( R, , R, » г' ~ (1 - ( R" R,» r + 2 ( { R" R, } ,Т)+ 

+ 2 (d[ 1, R,l , ;) , 
при чему смо именитељ десне стране ставили: на леву страну. 

Ако сада стави,iO вредности (191) У IIретходну једначину 

и напишемо три одговарајУће СЈ<зларне једначине, дефинитивно 

ћСМО добити следеfiс једначине: 

(1 + а" + Ь' + с' ) х' ~ ( 1 + а' - Ь' - с' ) х -- 2 (аЬ - с) у + 
+ 2 (ас + ь )z, 

(1 + а' + Ь' + с' ) у' .0 2 ( аЬ + с) х -1- ( 1 - а', Ь' - с') у + 
+ 2 (Ьс - а) г, 

( 1 + а' + Ь' -ј- с') z' ~ 2 (ас - Ь) х + 2 ( /Је -: а) у -)

+ (1 - а' _. Ь'+ с') z. 
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То су траженн обрасци. Они одређују једну линеарну транс

формацију, која даје вредности декартових координата х', у', z' 
једне тачке .Nl' простора, која је дошла у тај свој положај из 

палазНОГ положаја М са координатама х, Ј', z после једне ко

начне ротације, [[ри чему су коефицијеНПI те трансформације 

рационалне фУНТЩllје само трију неза8uоmх Euler'o6ux пара
Јиеmарг] а, Ь, с. 

На крају овог параграфа покажимо, како је могуће прет

ставити резултат двају узастопних 06ртања. Замислимо да су 

нам дата два верзора Г! и Г 2 И треба да конструјишемо верзор 

Г што претстав,ъа производ тих верзора, т. Ј. 

г ~ { ( Г2 ' Г, ) : . 

Јасно је (§ 45) да тај производ није I{омутативан и зато 

на његову Bpe~HOCT утиче ред Ml-IожитеЉ<1, ред узастопних ро

таЦИја. 

Сваки ОД верзора, као што смо раније видели, можемо да 

претставимо ПОI\IОhУ два орта биквадрантаЛIIИХ верзора. Озна

чимо те ортове са 

Г, 
-+ -+ 

. • • • и, W" 

Г, 
-+ -+ 

. W2J V . 

Положај тих ортова у ЊИХОВИЈ\l раВНИМ9, КОЈе означимо 

са Е1 и Е2 И које ыожемо да зовемо екваmОРUЛ1G вер.юра, може 
да буде у Hel(oj мери произвољан; ту ПРОИЗВОЉНОСТ можемо 

да искористимо тако, да једCl.Н од ортова (в,iI(ОГ пара има поло

жај дуж праRе ЛИllије пресеl(а равни Е1 II Е,! И да при томе 

ЊИХОвИ смерови буду исти. ПретпостаВИi\lО ;1.а смо изабрали 

тада можемо написати 

Г, ~ { ( п;, п;) : , 

Г, ~ { ( п;, п;) : . 
-+ 

Пошто резултујуl;а ротација доводи вектор /1 у 
• 

положаЈ 
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-,> 

v (слика 51), МОЖСi\1О ТВРДИТИ, да Је верзор r [lретстављен ТlO-

моћу ортова и, v. Нормала на раван екватора Е тог верзора 

одређује осу ротације. 

/ 
'( 

-[) 
н,' ., 

" 

С;tиI<З 51. 

Са6ирање двеју коначних ротаЦ)1ја. 

На таЈ начин i\lОжеМQ ТВРДИТИ да Ј\'1ножењу дваЈУ верзора 
-+....,.. -+-+ 

одговара нарочито гсометријско саБИРаЈLе Лј/КQва U W и WV ве-
-Н--

ЛИКИх кругов;] на сферној површини. РезултујУ\1И лук u v прет

ставља резултујућу ротацију. НапомеНИ.'\10 да такво сабирање 

лукова на сФсrној IЈОВРШИНИ није комутйтивна операција. 

Јасно је да одговарајући поларни сферни троугао СВОЈИМ 

теменима одређује огтове оса ротаЦИЈа. 
->

Што се тиче геометријског конструјисања вектора Rr ре-
-,> ->-

зуптујуће ротације на основу вектора ротације ЯГl и ЯГ2 поје

ДИНИХ верзора, ОНО .'vlOже да '5уде извршено на основу следеЋИХ 

расуђивања. 

Означени вектори ротације имају слеДt'Ће вредности: 
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-+ -+ -> -+ -. -+ 
-+R'_I U , w] 

Гl - -....,.. --+ ' 

--, Ilv,v] 
- -- - - . 

-> -+ с 192) 
[u,v] 

Си, џ) с и, W) с w, v) 

Израчунајмо сада векторски производ двају паследњих век-

тора: 

с 193 ) 
............ 1 --.. -+-+ 

[ Rr1 ' Rr2] ~ -+ ->- ->- -+ [[ U , 1<' ] , [w, v ] ] . 
Cu,w)Cw,v) 

8екторски производ десне стране можемо да трансформи

шема овако: 

-+ .,+ -С>- -+ --;.. -+ ...,. --+ --+ --+ -+ ---+ 

с 194) [1 U , w ] , [IV, v] ] ос W С и [ w , V Ј) и С '" [ 'У, V Ј) ~ 

- ....... - -+ 
~ - '" ( u [ V, '" Ј ). 

Разложимо сада таЈ последњи вектар помоtiу следеfiе век

торске Једначине: 

- -+ .---. -+ -+ -+ - - -+ -+ -)-
( 1 95) - w ( U [ V , w П ~ S1 [ U , w ] + s, [ 11' , V ] + s [ u , V] , 

где су SI, S2, S три скаларз, које треба да одредимо. 

Ако претходну једначину ПОМНОЖИМО скаларно узастопце 
-+ -+ .,. 

са v, и, w, добиј:;е:v1O спедеliе вредности за скзлзре SI, S2J S: 

-+ .,. 
SI = ( w , v), 

-+ -+ 
S, ~ ( и, w), 

s ~-1. 

На таЈ начин уместо (195) можемо !ЈЗГЈИсати: 

-+....,..--;.. -+-+ -+-+ ....... - -;..-+ -+-+ 

- W ( и [ v , IV ] ) -- ( '" , у) [ и , w] -+- ( u , 11' ) [ w, V ] - [ u , v Ј-

Искоришћавајући затим једначину (1 ~4) и (193) на основу 
(192) можемо написати: 

( 196 ) 
--'.- -+ -4- -+ (U,v) 
Rr2] ~ Rrl + Љ-2 + Rr' .+- -+ -+ -+ -. 

( и , 11' ) 1. 11' , у) 

3а израчунавање коефицијента код пос.,едњег чдаНа обра-
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ЗУЈМО скаларни производ вектора Rrl и Rr'l.: 

--+ --+ 1 --+ --+ -+.....ј.-

(I<r, , I<r2) О' 'се =,.----+--+- ([ 11, Jvj, [ЈЈ', v]). 
(u,w)(w,v) 

На основу ПОзНатог обрасца 

-+ --+ --+ -о-- -+ --+ --+ --+ --+....... --+--+ 
([ А, В], [С, D ]) ~ ( А , С) ( В , D) - (А , D)( В, С) 
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можемо десну страну претходне Једначине трансформисати 

овако: 

-)- -+ 

( 197) 
-+ -+ (u,v) 

(Rrj' I<r2) ~ 1 - -..; -+-=-_.' 

(u,w)(w,v) 

, . 
Јер Је 

--+ --;. -.. -+ --+ -+ --+ --+ --+..... --+--+ 
([и, w], [јЏ, v]) ~(и, w)(w, v)-(u, v)(w, w)~ 

--+ -+ -+ --+ --+ -,~ 

(u,w)(w,v)-(u,V). 

ИСI{орИШЋавајуЋи једначину (197) МО'I{е"о једначину (196) 
написати овако: 

--+ _>- • -О- --+ --+..--+ 

[I<r" I<r2] .С Rrj + I<r2- ( 1 - (Rг" !('2» 1<1'. 
-+ 

Ако ту Једначину реши мо у погледу вектора Rr, дефини-
тивно ћемо ДОбити: 

--+ --+ --+--+ 

{(
-+ {(гј +I<Г2-[I<Гј' {(Г2Ј 
г=- --_.- ----

-+ -+ 
1-(RГј, RГ2) 

Овај резултат одређује вектор ротације резултујуЋег вер-
. . 

зара на основу uреДности вектора ротаЦИЈе QI-IИХ дваЈУ верзора, 

чији је производ еквивалентан резултујуnем ВСРЗОРУ. 



222 

48. Cayley-НатШоп'ова једначина. 

у вези са ПОЈlнам степена једног афинора изведимо једну 

треЋег степена, коју задовољава сваки врло важну 

афинор. На 

( 198 ) 

Једначину 

основу те једначине, која има об,1ИК 

3 2 1 А -s,А+s,А-sз ~O, 

где су S11 S2J S:f познате инваријанте афинора и КОЈа се зове 
Cayley-НаmiltОI1'OfШ једначцна, сваки степеЈI афинора веnи ОД 

другог можемо да претставимо као линеарну функцију само сле

дећих афинора; 

Једначина (19S) може бити изведена на Iшше начина. Иза-
6еримо један природни начин, КОЈИ се састоји у Qдређивању 

коефицијената 1, т, п у Једначини 

(199) А3 ~IA2 +mА+п 1 
са ТОМ погодбом, да IIpeTXOAHa Једначина постане идентитет за 

СБаки афинор. 

ПОМНОЖИМО претходну Једначину десно са Г1Ј где Је '1 век

ТОР, КОЈИ има правац једног од непроменл.,иних праваца датоr 

афинора, рецимо ОНОГ, који одговара корену I_ ј HamiJton'oBe јед
наl.fине 

(200 ) ... S' 2+S' S о J_~)- 1}' 21-..- s=-- . 

Пошто за таЈ вектор имамо 

и даље 

после тог Njножеl-Pа до6иnемо једначину: 
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-> 
Ако скратимо ту једначину са Г1 до6ИhСl\'JIJ следеtiу скалар-

ну Једначину: 

На ИСТИ ћемо начин ДОбити још две јсдначнне за два оста

ла, било реална, 6и;1O И:vJэгинарна корена НатјНоп'ове једначине; 

дакле разумевајуhи ПОД 1. један ОД корена 1-1, Ј.'"ј, }·в можемо 

написати Једначнну 

( 201 ) 

коју треба да заДОIЗОi),авају 1, тЈ п, ако је 1. корен HamiJton'OBe 
једначине (200). 

Ако сада јеn,начину (201) напишеМD у облику 

j_:J~H.'J~mj._~n=O 

и упоредимо са јсдначином (200), морамо зак,ъучити да ако те 

две једначине имају исте корене, а коефицијенти су КОД}.3 

ИСТИ, остали коефицијенти мораЈУ имати такође исте вредно

сти; на таЈ начин ДО,lйЗИМО ДО Једначина 

1 ~ S., 

т ~~S2' 

/l ~ S,. 

Ако сада те вреј\НОСТИ ставимо у једнаЧI1Ну (199), доби
Ђемо Caylcy-Наmilt<Јn'ову једначину у облик)' ( 198). 

Имајмо на уму да наведене једначине Iзаже и за случаЈ 

једнаких корена. За случај, рецимо, 

МОГЛИ бисмо Д<Ј. ДОI1УШП10 Доказ слеДеЋИМ расуђивањем. Узели 

6исмо у обзир !-ЈОu афинор, чија Наmiltоп'ова једначина има 

неједнаке корене 

За такве корене јСД!!<-lчина је доказана; ПОС1С' 11релаза на гра

НИЧНИ случај, кал. јс: ~J_ -+ О, она прелази у C(jy!ey-Наmi!tоп'ову 
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Једначину и за случај једнаких корена. То исто важи и за слу

чај трију једнаких корена. 

ПОШТО је Hamilton'OB3 једначина служила З3 одређену кла
сификацију афинора (§ 43), том истом циљу може да послужи 
и Cayley-Наmiltоп'ов, Једначин,· 



РЕГИСТАР 

Бројеви означавају стране КЊИI'С. 

Аксиатор диаде 151. 
Алге6арски производ двају нек-
тора 154. 

АнтитеНЗ0Р 148. 
Афина трансформација простора 179. 
Афинор 95. 

" простог смицања ]93. 
" сложеног смицања 198. 

Афиноров аксиатор 148. 
}) вектор 105. 
» тензор 141;, 

Афинорова инДикатриса 18]. 

Бели модел 14. 
Бивектор 164. 
GИКВi.lДрантални вер:;ор 212. 
Ј:)щкалар 164. 

Вектор ротаЦИЈе Једнога l3ерзора 214. 
В~!порска функција б8. 

8екторски производ 4, 
Векторски производ ;:IИ<1;:Је .1 B~K" 
тора 72. 

Векторско-векторск и диа,Гје I,() -век
ТОРСКИ производ ДВt'ју ~И.Џ,а 91. 

Bektopcko-векторС!<и ПРОЮНОД 
афинора и BeKTop<t 204. 

Век'Горско-векторс [{ и про [1::: вод 
диа-де и веюора 7б. 

Веlпорско-диадски производ ;Џiеју 
диада 90. 

8ektopC!<o-скаларни IlРОIЛВО;.\ 
двеју диада 90. 

Верзор 137. 

Главни правци афинора 114. 
Главни трије;~ри афинора 114. 

Двоструки (каларни производ 
двеју диаД<l 88. 

Двоструко·вектор(ки производ 

двеју диада 90. 
Девиатор 155. 
Десни члан диадс 15. 
Диада 15. 
Диада -_ .. исте;·)С1.ња 48. 
Диада -- нула :Ш. 

Диада ~ смицања 53. 
Диадик 95. 
Диадини елементи 16. 
Диадски [lpO~j3HOД :33. 
Диадско-веКТОРСI,11 диадско-век-

ТОРСКИ производ двеју диада 91. 
Диадско-веl,ТОРО:И ПР.ОИЗВОД афи
нора и веЈ,тора 204. 

ДиаДско,неКТОРСКI1 производ диаде 

и вектора 77. 
Други афиноров скалар 105. 
ДР)ТИ члан диа,:\~ ] 5. 

Екватор верЈора 218. 
ЕЛИПТИLllШ ротација 201. 
Euler'oBH параметри 216. 

Идућа афинорона 110вршина 142. 
Идући координатни вектори афи· 
нора 108. 

Идући члан диаД<2 ] 5. 



226 

Имагинарна ДИЈ.,1З lА6. 
ИнварИјанте афннора 104. 

» диаде -16. 

Модел 2. 
» одређене оријентације Јед-
НОГ елппсоида 7. 

Индикатриса афине трансфор
мације 18]. 

Интензитет I\ОМП.'IСI«НОГ вектора 166. ! 
Наредни члан диаде 15. 
Независне координате диаде 42. 
Неодређени производ 20. 

Јединична диада и(те~)::tња 51. 
» » с.\1иц3.ња 54. 

Јединичне диаде ОД I\оординат
них ОРТОВЗ Зli. 

Јединични афин()р 141. 
» теНЗ0Р 141. 

Једнакост Д~laдa 22. 

I<ананични 06Л1Ш 4. 

Сауlеу-Наmiltоп'ова јеДН<tчина 222. 
Керверзор 137. 
Коафинор 163. 
Коефицијенат диаде ](Ј. 

елонгаЦflЈе 182. 
запремннске про

мене 18С. 

» истеЗiiЊЗ 51. 
» npO.'IleHt 110вршине 184. 
), Сi'r1ицања 52. 

Комплексни афинор 169. 
» вектор 164. 
» скапар 164. 

Конгруентност диада 25. 
КОЊУГО8ане диаде 57. 
Коњуговани афинори 143. 
Координате афинора 101), 

}) диадс 37. 
Коордннатна фор.\1:1 афllнора 106. 
Координатне диадt:: ЗtJ. 

» »афИllора 108. 
Кружни афинuр 138. 

» тензор 138. 
КРУЖНО-ТОНИ'IIШ афl!!ЮР 19Ј. 

Леви с!лан ;щаде 15. 
Линеарна вс!пор(к.;t фУI1К!јl1ја 68, 177. 
Линеарни афИI-IОР СlfЩ'I,~l) 117. 

Нормална Ф()Р:\lа (облик) афинора 114. 

Округли ДИ(I{ 50. 
ОријеНТИСalil1 ~lОдел 4. 
Оса диа~е Ј (ј. 

Оса имагинарне диаде 167. 
Оса КОНСТРУIЩf1је 7. 
Основа диа,:1~ 16. 

Пара метар ь-.:личине 2. 
Параметри нарочито форме 2. 

), ОР~lјентације 2. 
» положаја 1. 
» фИЈ\сирања 2. 
» фОР-Је 1. 

Планарни афинор 116. 
Положај 1. 
Полу-афинор 138. 
Потпуни афrнюр 116. 

>Ј LI1(Te:'\! ИliваРИјаната 

афинора 118. 
Потпуни снстсм инваријаната 
тензора 1-11. 

Правац ПО.\lерања диаде 16. 
Прави афинор 138. 
Први афИIIОРОВ шалар 105. 
Први '1.:10.1-1 ~\lЫ,:1e 15. 
Претходна афllнорова површина Ј42. 

Прс'Гходни I\О()Р.lИНо.тни вектори 
афинора 10;>-;. 

Претходни 'j)!OiН диаде 15. 

ПРffrоднс r.:СЮР;Џ!Н.Ј.те афинора 118. 
» ,_ диаде 45. 
» тензора 141. 

ПРОИЗВОД ;\8\.'.1:' ,!иада 87. 
» LI~тирнју вектора 83. 

Pec~ СI;IЮIOЬ:l .lи,џе 15. 
РСДУI':Оt:J:!iI!i ,,6.НIК· Дl!адс 15. 



РСЦИТ1РUЧ1НI афl1НО!-, lА2 
Ротациони афинор 1]7. 

Самокоњугована Дllа;\:Ј 5~1. 

Симетрична днада б2. 

Симетрични nфннор 135. 
Скаларни ,1иаДСКО-Вl;I(Т'\ГСIZI' про-

и:,;ВО,'\ двеју диа;\а ~II. 

Скаларни производ (ј. 

Скаларни производ афi!нора са 
веКТОРОl\l Iб9. 

Скаларни ПРОИЗНОД ДИЈ.,l,С И век
тора 62~ 64. 

СкалаГНО-.:\И~lД(1(И ПРОI1ЗСО,,\ двеју 

Аи~ща 88. 
СК")] ар но-вектар ШИ ДИ :Ц,:ј«)-ве!(
ТОРШИ производ дьеју ,111C1.Aa ~11. 

Скаларно-веlПОРСКИ ПРОI!ЛЮл. 
афинора и вектора :~I)i-. 

Скаllар но-вектор СI,И п ра Il~;~()Д 

двеју диада &'3. 
СкаЛ<-tрно-векторски прОi13ВОi--\ 
диаде и вектора 75. 

Специјалан афинор простог сми
цања 198. 

Степен диаде 90. 
Сферни афинор 137. 

СфеРI]" TUJ.H1'11,'j·1 а,\'ННОР ]~!7, 

Тензор ] 35. 

Тензор Д'Ц1L· 151. 

227 

ТеНЗОРJ.lјалне ос<.: афинора 146. 
Тензорова I1UВрШllна афинора 146. 
ТензорскЈ. [ЮВРIl!ина ]39. 
ТОНИЧЮI а![)ннор IЫЈ. 

Трећи афЈ!НОРОГ; о;алар 105. 
Троосни афl11!ОР 137. 

Угао смицања ,')2. 

Фор~щ 1. 

XaM-I1Јl'ОIl'она I НашiJtоп) једна
Чl1на С l8јј . 

Центар ДИЈ.,'\С \1), 

i ЦИКЛОТОНИЧl\И афинор 200. 
, Црни модел 14. 

Чиста деформ:щија 189. 



Страна 

39 
42 
43 

59 
60 

61 

61 

70 
106 

104 

113 
116 

128 

128 

132 

146 

150 

160 
162 
169 
176 
192 
198 
205 

206 

207 

208 

.. ,О' 1f ' 

Штампарсkе 
, 

Ред 

10 одозго 

12 " 
16 
9 

" 
" 

з одоздо 

11 ОД031'0 

14 " 
5 одоздо 

12 одозго 

14 
" 

11 одоздо 

9 одозго 

5 одоздо 

4 

1 1 

1 

" 

" 

" 

з одозго 

2 одоздо 

5 " 
12 ОДОЗI'О 
8 ОДОЗДО 

8 " 
6 " 
3 

" 
11 ОДОЗI'О 

10 одоздо 

4 одозго 

грешkе. 

Стоји 

(23 
Sln 

+ 
можема 

---+ --+ ~-+ 

(rJ,H)+IB,A) 

Треба 

, 

-
",ожемо 

.---.:.. ---+ -4--+ 

(A,B)+(B,AJ~O 
---+ • -+ --+ -+ -+ ---+ -+ -+ 

: .4 , В Ј ~ - : А, В 1. ( А, В) ~ - I В, rJ). 
на крају реда треба укинути ззпет)'. 

17 27 
~ 

С1 
~ 

А) 

+ {}1,}} 
От 

1'2 + 0.1 
1 +у, 
(87 

([j,VJ,i) 

"" 
i,,-,З 

са скаларом. 

Х'Ј 
" 

ист 

веlПО а 

А , А2 
-;. ~ 

)А;ј,Dз } 

"" (дl' Д,) Ј' 
0:1 + 

~ 

В1 
-;. 

Ат 

+а,иl,ЈI 

1 

ЈОШ 

Р2 +"1 
1 I ~. 
т ':1 
(87) 

, 

:1 ( "'2 + ·2') 
-;. 

([ј, VJ,J) 
)"" 
j"-~l 

са eel,TopOM. 

Х2' 
исто 

вектора 

А , и А2 -, -;. 

I А, , D, Ј 

"'" I (д2 , Д,) }' 
+ аа 



Fondements geom~triques de lа 
theorie des diades. 

1. 

Diade et Affineur. 

Par М. А. ВШПlОvi!сГl. 

Resumc. 

Le prodtlit diar!iql1e ои diatie, [lvec les рГlЈdlЈits sсаlаiге et 
vectoriel, jOl1e le г61е fondamelltal l1al1s Ја tlH:\)rk шоdегпе des 
vес1ешs. Mais tandis lltle les prcduits sсаlаiп: е! vectoriel оп! 

depuis Iongtemps r'et.;LI Јеш il1terpretatiol1 gt'OJnr~trique сlајге, 

паtшеЈ1е et аutОПОl11е, Је diaLte п'а ра:) јUSЧl1',l present ЬепеПсје 
d'une рагејllе interp[·etc1tion. D'аЬогЈ les fОI1Lјаtсшs ,је lа (Ыогје 
des vecteurs (GгаSSIШII1П, Hamilton, ОЉЬэ), аiп~i цие Ics savants 
qlli оп! etlldie е! Је\·еlорре сеtlе Нн'огје, t<ll1t dans lе domaine 
de lа Љеогје abstraite 'I"е dans cellli des applications pratiques, 
puis епјјп les аlltешs des manllels пюdеl'nеs - !OllS Lltilisent lе 

diade сошmе ип орегаtеl1Г sans еп liОПlН::'I' llnC interpretation 
geomMrique allt0l10me. Quelques aut€t1fs 111ell1eS soulignent tout 
sресiаlеП1епt que lе dinde п'а ,"e,ll епсоге allCllne interpretation 
geometriql1e (§ :1). Lc Ьи! de се travail cst cle proposer нпе 

interpretation gСОП1еtгiцuе du diade qui eIl С!ОIlпе lIпе image 
geomettoiql1e, tOLlt а fait claire, СОl11рlеtеmепt aotoI1ome, naturelle, 
etroiternent Нее а Ја ваtше rnеmе du diadc et ЭlIХ ргiпсiреs 

fOildamentallx (lн cakll! (les diades et lles аПitН:ШS ail1si цие de 
developper l'algetJГc Clll diade е! ,је l'affinellf сп rnе basant Sllr 
cettc illtel·pretatiol1. 

La notian fondal11entale de lа јl1eо["је cst /с modete d'ul1e 
surface de seco11lj ,Iеgге (§ 1). Сопsidегоl1s, раг ехетрlе, ип 

еlliрsоИе. ОП реи! ,Iist[·ibller lе, 9 pat·arnetl·es cle сеНе sшfасе 
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еп cJasses sијvап!сs: 1) б рагатЊее cte posj!;ol1 qll'on рео! 
par!ager: а) еп З parametres Је fixa!ion (раг ех, З соонlОппееБ 

du cen!re) е! Ь) el1 3 parametres d'огiеп!аtЈоп (раг ех, 3 angJes 
d' Еоlег); рнјБ, 2) 3 parametres de forme чн'оп рен! а Још (оиг 
partager: а) еп 2 parametres de forme ргорге (раг ех,: т - а: Ь 

е! п .- с :'ь, а, О, [' elan! ЈеБ demjaxes d'eJJip,o'icles) е! Ь) 1 ра
таmНге de gгапс1еllГ. Оп peut СОl1\'спјг Чll'l1l1 еШрsоi'dс est 
le I1lot!l'le (РНl1 аll!ге еШрsо'idе et ~'ice veгsu, qLlRnti ces deux 
e1lipso\des оn! PO!I!' рагате!геБ de forl1lc ргорге 1es memes 
valeurs. Si ces dt:>ux surfaces Ol1t РОI1Г parC1metres de {огте 
ргорге е! POIlI" рмшпеtгеs Ј'огјеп!а!јоп ega1ement 1еБ l1lemes 
vа1еш's, оп d;! чне Ј'нпе de ееБ surfaces СБ! Је modele de тете 
о,'јеп!а!јоп de I'aulre sшfасе, 11 faut rel1larqller чне, роиг don
пег ип то(ЈеЈе d'ог;еl1tа!iоп de!e,'minee, [l fau! соппаНге einq 
parame!res indepen(!al1!s, 

Avec Ја no!ion Је mode1e, оп реи! euns!ruire 1е diade de 
~ ... 

1а тапјеге БаЈ val1te (§ 2), Prenons (!еих vec!eurs А е! В; 
-> ~. 

designons Јешs \'ec!eurs-unite раг Ао е! !Јо е! 1eurs gгапdешs 
рЗI' А е! В е! effec!uons 1а cons!ruc!ion suivan!e, Сопs!п,isрпs 
ипе dешi-sрhе,'с (1е cen!re а е! сЈ'ипј!е de ,'ауоп "иг Је сегсЈе du 

-> 
plan П perpelldieu1aire аи vec!eur Во' Ос J'extremi!e S de се ... ... 
vee!eur Во tra,ons 1е уес!еиг Ао е! sш се!!с (Јј,'ес!јоп шаrquопs 

1а longueur ST= р= АВ, La droite ат ,'арреJlе ['ахе Ји diade, 
Transposons alors Је systerne des БеСНОПБ сiгсulаiгеs normales 

-+ -> 
au vecteur Во Је 1а splJere dans 1а с1јгес!јоп Ји vec!eur Ао de 
te1le шапiеге que Jes cen!res de !ou!es се' sectJons se !rouvel1! 
5111' }'ахе liLl (iialie. NOllS obtiendrons СQШI1lС H~_sultat ttn dешi

ellipso'ide; 1, l'aott'e тоЈ1ј" Је 1а sphere Lопсsроп(ј Ul1 аи!ге 

demi-еJliрsоldе, JI fau! distinguer deux па1шеs (!Jfferen!es d'elIJp~ 
SQide: раг ех, Ыаl1С е! појг; Је шоdеЈс cJ'eJlipso\de s'appeJlera 
blапс, si 1а (iemi-'рlJi;ге е! 1е demi~ellipsoide сопеsропdап! se 
trollvent du теmе cOte dLl plan П; dans llC саБ сопtгаiге il s'ap
реЈ1ега појг, Lc 1110(Ше d'ellipsoide de Ја C'}l1s!rtlction sosdi!e 
d'une сонlеиг dеtеt'miпее, avec Је systeme lleterll1ine des sections 

- -+ 
circu1ai,'es repr(sentc 1е ЈјаЈе des уес!е",', ,'1, В (Ј'оге!ге garde) 

-+ -+ 
ауее 1а sJgl1if;ca!Jon [А, 8), А chaqlle ctiat!e соггеsроnc1еп! allssj 

-+ -+ 
сiпq раГЯl11еtГt:'5: 4 рагаш(:,tгеs de (Ieux vt..:сtеlJГS-lIпitе Ан) Во et 
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ип scala;.re Р=А8, 11 es! necessa;re de гетагч"ег Чll'аи d;ade 
пе correspond pas lIП ellipso1de, ша;s IIП modele d'ellipsoIde 
cons!rl1;! par scs ekl1len!s na!urels -les sec!;ans c;rcula;res, Се 
modele d'orien!a!;on donnee, de соиlеllf de!erm;nee, avec lе 

sys!eme cte!erm;ne ЈеБ sec!;ons cjrcula;re, (ј~ј;п;! !ous les "'lе

шеп!s (lи t1;ade. С' cs! par се!!е ra;son чне lе саlснl des d;ades 
реl1! e!re cons;derc сотте са\с111 des шоdсles des surfaces de 
second degre. 

L'iшаgе geol1letriq[(e iodiqu!!e dll dia(!t реlте! de ctevelop
рег сотрШетсп! l'algebre du diade еп se bas"nt seulemen! sur 
lеБ propr;e!es ;n!r;nseql1es де се!!е ;mage. ОО е!"Ыј! l'egalite des 
modelcs (§ 4); оп in!rodui! lа по!јоп де lа сопgгнепсе des то
deles (§ 5); се!!е по!;оп еБ! Ые а l'e;;alit" des рагатЊеБ 
de !orme ргорге, Ц('; son! еп тете !стРБ lcs iпvаг;ап!s ди 
diade (§ 11), Viеопепt ensu;!e les regles de la mHl!;plication dll 
d;ade ра,· ип scala;,·e pos;tif 0([ negat;! (§ (,), (l'addi!;on des di
ades а ип 0[( de([x membres colineaires [~ 7). L'applica!ioo 
de lа 10; d;st,·;ulItive donne la poss;bilitc ,le prenclre lе d;ade 
сотте ([п pr()(lll;t (le nature speciale: lJl·odL1;t diad;qLle (§ 8). 
Оп реи! constrLli,.c lе, ;тзgеs des diades со""lоппееБ. (§§ 9, 10) 
et !ај,.е la dесошроs;t;оп d'un d;ade еп lIјаЈе de dilata(ion 
е! (l;ade dL1 gli"ement (§ 12), ;nt,.odL1i,·c lа l1ut;on de5 diades 
conjugues (§ 13). Еп!јп оп peut е!аЫј,· le, regles (Iе la шиlti

рliсаt;оп scalaire (§§ 14, 15) е! vector;elle (~ lб) Иll madeJe par 
1111 vecteur, ainsi Ч\lе celles d'alltres орt'("аtiопs ауес les ~jades 
е! јеБ vес!ешs (§§ 17-19). 

L'algi!bre de l'''ffineur est I'objet (111 ,есопd cllapilre dLl 
t1·ava;l. 011 pel1! cleјјпј,. l'аЉпеl1l· соште ја sоmше дб d;ades 
arbitraires; 011 PCtlt toujoLlfs reduire сеНе ~ОП1tnl: (\ llпе SОl1lше 
de5 1'·0;5 d;a(les, ,Iе, !rois то(јi:lе5 (§ 20" ct ар,·е, ql1elqucs 
!,.апs!uппаt;ОIlS (§§ 21-25) ,.ер,·е5еп!е,. сеl1е sоште SOLlS lIпе 

fOfl11e l10rmale ql1JJH.i les tl"Ois П1ОdElеs Ol1t Lше certaine position 
,рес;"lе (§ 26). 100 prenant рош ЬаБе сс!!е јогте погпшlе, оп 

реLl! discute,· ЈеБ affillel1rs et еп lа;ге la classi I;cation (§§ 27-31), 
Puis ОП petlt llc\..'eJoppeг l'аЈgеЬге ties аffiПl:lIГS et fогшег les 
iП1аgеs geo111~trillt!es сопеsропdаl1t аих аffiIН:ШS (tc gеl1ГС sp(\
сјаl: tеПSСLlГ (§§ 32, 33), ах;а!еlll· (§ 35), Ic pro']l1it algebr;ql1e 
de (]СLlХ vecl"",., (§ 36), dеviаtеш (§§ 37, 38); оп pel1t etabl;,· 
1<1 liuisоп l'пtГё ks аffiпеш'S det'ivatifs, р;н ~X., епtt"е coaffil1eurs 
(§ 39), а[fiпе"г, СОllјщ;иеs (§ 34) с! l'аП;I1Сl1Г donne, Еп gene-
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raJisan! Jes opel'a!iol1s, оп peut cons!rllire J'lllJage gеошеtгiquе 

du diade iшаgiпаiге (§ 40), Quan! aux operations fопdашепtаЈеs 
асес Jes аffiпеuгs е! les vec!eur5, оп pell! les cieveloppel' de lа 

ш€:mе шапi~'ге qtlt: lians le cas d'LIП tiiaLle) restant toujours 
[(апs lе dошаiпе (Је5 i шаgе5 gеошetriq ues concre!es (§§ 41-48). 
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