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I

Óâîä

Íåâåðîâàòíà êîìáèíàöèjà òåøêî ñõâàò§èâå ïðèðîäå è îïøòå ïîçíàòå,
áàð åëåìåíòàðíå, ïðèìåíå jåäíîã àïñòðàêòíîã ïîjìà âå£ õè§àäàìà ãîäèíà
÷èíè áðîj óâåê èíòåðåñàíòíîì òåìîì çà ïðîó÷àâà»å. Îñòàâ§àjó£è ïî
ñòðàíè ïîêóøàjå äåôèíèñà»à ïîjìà áðîjà, êîjè ñó ïðè÷à çà ñåáå, ñàìî
ïðîó÷àâà»å »åãîâèõ îñîáèíà jå êîìïëåêñíà èãðà ÷èjè ñå êðàj íå âèäè. Ó
»îj ðàâíîïðàâíî ìîãó ó÷åñòâîâàòè ñêîðî ñâè êîjèìà ñó ïîçíàòå îñíîâíå
îñîáèíå è îïåðàöèjå, à àêî ïðè òîìå èìàjó è èäåjó, îíäà ñó äîáðè
ðåçóëòàòè óâåê ìîãó£è. Îíî øòî jå íàjèíòåðåñàíòíèjå jåñòå äà âå£èíà
ðåøå»à ïðîáëåìà êîjè ñå òè÷ó áðîjåâà èçãëåäàjó jåäíîñòàâíî, àëè äî
»èõ íàj÷åø£å íèjå ëàêî ñòè£è.

Îâàj ðàä èìà çà öè§ äà ïðåäñòàâè âåëèêè áðîj èäåjà êîjå £å áèòè îä
ïîìî£è ñâèìà êîjè ñå ÷åñòî, ñà íàìåðîì èëè íå, ñóñðå£ó ñà çàäàöèìà
çà ÷èjå jå ðåøàâà»å ïîòðåáíî äåòà§íèjå ïîçíàâà»å îñîáèíà áðîjåâà è
»èõîâèõ ìå¢óñîáíèõ îäíîñà.

Ðàä jå ïðå ñâåãà íàìå»åí íàäàðåíèì ó÷åíèöèìà ñðåä»èõ øêîëà,
êîjè âîëå ìàòåìàòèêó è ïðèïðåìàjó ñå çà íàöèîíàëíà è ìå¢óíàðîäíà
òàêìè÷å»à. Ìå¢óòèì, îíà ñàäðæè è îñíîâíå ïîjìîâå, òâð¢å»à è
jåäíîñòàâíèjå çàäàòêå, òàêî äà ìîãó äà jå êîðèñòå è ÷èòàîöè êîjè ñå ïðâè
ïóò ñðå£ó ñà òåîðèjîì áðîjåâà. Ñìàòðà ñå äà ìîæå áèòè îä âåëèêå êîðèñòè
è ïðîôåñîðèìà êîjè ïðèïðåìàjó ó÷åíèêå êàêî ñðåä»èõ, òàêî è îñíîâíèõ
øêîëà çà ìàòåìàòè÷êà òàêìè÷å»à. Âåëèêè áðîj çàäàòàêà jå ïðåóçåò ñà
ðàçíèõ íàöèîíàëíèõ è ìå¢óíàðîäíèõ òàêìè÷å»à.

Èìàjó£è ó âèäó äà ñó áðîjåâè ãëàâíè èçâîð íàñòàíêà ìíîãèõ
ìàòåìàòè÷êèõ òåîðèjà âåðójåìî äà îâàj ðàä ìîæå áèòè êîðèñòàí
ñòóäåíòèìà ó ðàçíèì êóðñåâèìà, íà ïðèìåð ó çàñíèâà»ó ìàòåìàòè÷êå
àíàëèçå, çàòèì ó ðà÷óíàðñòâó è äèñêðåòíîj ìàòåìàòèöè, íàðàâíî ó
àëãåáðè èòä.
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II

Ðåàëàí áðîj

Jåäàí îä íàjâàæíèjèõ ïîjìîâà ó ìàòåìàòèöè jå ïîjàì ðåàëíîã áðîjà.
Èñòîðèjñêè ðàçâîj ïîjìà ðåàëíîã áðîjà èäå îä ïðèðîäíèõ, ïðåêî öåëèõ è
ðàöèîíàëíèõ äî èðàöèîíàëíèõ áðîjåâà.

1 Àêñèîìå ñêóïà ðåàëíèõ áðîjåâà

Êîðèñòå£è ñâå ðåçóëòàòå î ñâîjñòâèìà ðåàëíèõ áðîjåâà äî êîjèõ
ñó äîøëè ìàòåìàòè÷àðè, ìîãó£å jå òåîðèjó ðåàëíèõ áðîjåâà çàñíîâàòè
àêñèîìàòñêè, òj. ïî£è îä îñíîâíèõ ïîjìîâà è ïîëàçíèõ òâð¢å»à
(àêñèîìà), à çàòèì äåôèíèñàòè íîâå ïîjìîâå è èçâîäèòè ðàçíà ñâîjñòâà
íà îñíîâó ïîëàçíèõ è âå£ äîêàçàíèõ òâð¢å»à.

Äåôèíèöèjà: Ñêóï ðåàëíèõ áðîjåâà jå íåïðàçàí ñêóï R ó êîìå
ñó äåôèíèñàíå äâå áèíàðíå îïåðàöèjå: ñàáèðà»å (+) è ìíîæå»å (·) è
áèíàðíà ðåëàöèjà 6 (ìà»å èëè jåäíàêî), òàêî äà ñó èñïó»åíà ñëåäå£à
ñâîjñòâà:

1. ñâîjñòâà ñàáèðà»à:

(à) (∀x, y ∈ R)x+ y = y + x,

(á) (∀x, y, z ∈ R)(x+ y) + z = x+ (y + z),

(â) ïîñòîjè åëåìåíò 0 ∈ R, òàêàâ äà jå x+ 0 = x çà ñâå x ∈ R,
(ã) çà ñâàêè åëåìåíò x ∈ R ïîñòîjè åëåìåíò −x ∈ R, òàêî äà jå

x+ (−x) = 0;
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2. ñâîjñòâà ìíîæå»à:

(à) (∀x, y ∈ R) x · y = y · x,
(á) (∀x, y, z ∈ R) (x · y) · z = x · (y · z),

(â) ïîñòîjè åëåìåíò 1 ∈ R \ {0}, òàêo äà jå x · 1 = x çà ñâå x ∈ R,
(ã) çà ñâàêè åëåìåíò x ∈ R \ {0} ïîñòîjè åëåìåíò x−1 ∈ R, òàêî äà

jå x · x−1 = 1,

(ä) (∀x, y, z ∈ R) x · (y + z) = x · y + x · z;

3. ñâîjñòâà ðåëàöèjå 6;

(à) (∀x ∈ R) x 6 x,

(á) (∀x, y ∈ R) (x 6 y, y 6 x⇒ x = y),

(â) (∀x, y, z ∈ R) (x 6 y, y 6 z ⇒ x 6 z),

(ã) çà ñâàêà äâà åëåìåíòà (∀x, y ∈ R) âàæè x 6 y,

(ä) àêî jå x 6 y è z ïðîèçâî§àí åëåìåíò èç R âàæè x+ z 6 y + z,

(¢) àêî jå 0 6 x è 0 6 y, îíäà jå è 0 6 x · y;

4. àêî ñó A è B íåïðàçíè ïîäñêóïîâè ñêóïà R, òàêâè äà jå x 6 y çà
ñâe x ∈ A, y ∈ B, òàäà ïîñòîjè åëåìåíò z ∈ R, òàêàâ äà jå x 6 z 6 y
çà ñâå x ∈ A, y ∈ B.

Ñ îáçèðîì íà íàâåäåíà ñâîjñòâà, êàæå ñå äà jå ñêóï ðåàëíèõ áðîjåâà
ïîòïóíî óðå¢åíî ïî§å. Ñâà îñòàëà ñâîjñòâà ðåàëíèõ áðîjåâà ìîãó ñå
èçâåñòè èç íàâåäåíèõ àêñèîìà. Äåôèíèøó ñå îïåðàöèjå îäóçèìà»à è
äå§å»à à îíî øòî jå íàìà ïîñåáíî èíòåðåñàíòíî jåñòå îñîáèíà î ãóñòèíè
ñêóïà.

Òâð¢å»å: Ñêóï ðåàëíèõ áðîjåâà jå ñâóäà ãóñò, òj. èçìå¢ó ñâàêà äâà
ðåàëíà áðîjà x è y ïîñòîjè áåñêîíà÷íî ìíîãî ðåàëíèõ áðîjåâà.

Äîêàç. Íåêà jå x, y ∈ R è íåêà jå x < y. Íà îñíîâó àêñèîìå

àêî jå x 6 y è z ïðîèçâî§àí åëåìåíò èç R âàæè x+ z 6 y + z

ñëåäè äà jå x + x < x + y è x + y < y + y, òj. 2x < x + y è x + y < 2y,
îäíîñíî 2x < x+ y < 2y.

4



Íà îñíîâó òâð¢å»à

(x > 0)⇒ (x−1 > 0) (x 6 y ∧ z > 0)⇒ xz 6 yz,

äà§å ñëåäè äà jå 2−1(2x) < 2−1(x+y) < 2−1(2y), òj. x <
x+ y

2
< y. Íà òàj

íà÷èí ñìî äîáèëè äà jå áðîj z =
x+ y

2
èçìå¢ó áðîjåâà x è y, òj. x < z < y.

íà èñòè íà÷èí ñå äîáèjàjó áðîjåâè z1 è z2 òàêî äà jå x < z1 < z < z2 < y.
Îâàj ïîñòóïàê ñå ìîæå íàñòàâèòè è ïî ñâîjîj ïðèðîäè jå òàêàâ äà ìó
íåìà êðàjà, øòî óïðàâî è çíà÷è äà èçìå¢ó ðåàëíèõ áðîjåâà x è y ïîñòîjè
áåñêîíà÷íî ìíîãî ðåàëíèõ áðîjåâà.

2 Áðîjåâè

Ó îâîì äåëó ïîêàçà£åìî êàêî ñå ó îêâèðó àêñèîìàòñêè óâåäåíîã ñêóïà
R ðåàëíèõ áðîjåâà ìîãó óâåñòè óîáè÷àjíè ïîäñêóïîâè ïðèðîäíèõ, öåëèõ,
ðàöèîíàëíèõ è èðàöèîíàëíèõ áðîjåâà.

2.1 Ïðèðîäíè áðîjåâè

Èíòóèòèâíî, ïðèðîäíè áðîjåâè ïðåäñòàâ§àjó ñêóï êîjè ñå äîáèjà
ïîëàçå£è îä jåäèíè÷íîã åëåìåíòà ñêóïà R, äîäàâà»åì òå jåäèíèöå
íåîãðàíè÷åíî ìíîãî ïóòà ñàìîj ñåáè. Äà áèñìî òó êîíñòðóêöèjó
ïðåöèçèðàëè, óâîäè ñå ïîjàì èíäóêòèâíîã ñêóïà.

Äåôèíèöèjà: Ïîäñêóï A ñêóïà R íàçèâà ñå èíäóêòèâíèì àêî
âàæè:

(∀x)(x ∈ A⇒ x+ 1 ∈ A).

Äåôèíèöèjà: Ñêóï N ïðèðîäíèõ áðîjåâà jåñòå íàjìà»è èíäóêòèâíè
ïîäñêóï ñêóïà R êîjè ñàäðæè 1.

Òåîðåìà: Àêî ïîäñêóï A ñêóïà N èìà ñëåäå£å îñîáèíå:
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1. 1 ∈ A,

2. (∀x)(x ∈ A⇒ x+ 1 ∈ A)

òàäà ñå A ïîêëàïà ñà ñêóïîì N. �
Îâà òåîðåìà ïðåäñòàâ§à îñíîâ çà ïðèíöèï ìàòåìàòè÷êå èíäóêöèjå, êîjà
ñå âåçójå èñê»ó÷èâî çà ïðèðîäíå áðîjåâå.

2.2 Öåëè áðîjåâè

Ó ñêóïó N îäóçèìà»å íèjå óâåê ìîãó£å òj. ðàçëèêà äâà ïðèðîäíà
áðîjà íå ìîðà áèòè ïðèðîäàí áðîj. Çáîã òîãà óâîäèìî 0 è íåãàòèâíå
ïðèðîäíå áðîjåâå: −1,−2,−3....

Îçíà÷èìî ñà −N ñêóï ñâèõ ñóïðîòíèõ åëåìåíàòà ïðèðîäíèõ áðîjåâà:
−N = {−n|n ∈ N}.

Äåôèíèöèjà: Ïîä ñêóïîì öåëèõ áðîjåâà ïîäðàçóìåâàìî ñêóï Z =
N ∪ {0} ∪ (−N).

2.3 Ðàöèîíàëíè è èðàöèîíàëíè áðîjåâè

Äåôèíèöèjà: Ïîä ðàöèîíàëíèì áðîjåì ïîäðàçóìåâà ñå ñâàêè áðîj
îáëèêà p/q, p ∈ Z, q ∈ N. Ñêóï ñâèõ ðàöèîíàëíèõ áðîjåâà îçíà÷àâà ñå ñà
Q.

Çà îïåðèñà»å ñà ðàöèîíàëíèì áðîjåâèìà âàæå ïîçíàòà ïðàâèëà
ðà÷óíà»à ñà ðàçëîìöèìà. Ïîñåáíî, âàæè pk/qk = p/q, k ∈ Z \ {0}, çáîã
÷åãà ñå êàî ïðåäñòàâíèê ñâèõ áðîjåâà îáëèêà p/q óçèìà îíàj êîä êîãà ñó
p è q óçàjàìíî ïðîñòè (p, q) = 1. Âàæè:

Ñòàâ: (Q,+, ·,6) jå óðå¢åíî ïî§å.
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Äàêëå, ñêóï Q çàäîâî§àâà àêñèîìå (1.à)-(3.¢). Ìå¢óòèì, Q íå
çàäîâî§àâà àêñèîìó íåïðåêèäíîñòè (4) è ó òîìå jå îñíîâíà ðàçëèêà
èçìå¢ó ïî§à Q è R. Ó ñêóïó R ìîðàjó ïîñòîjàòè áðîjåâè êîjè
íèñó ðàöèîíàëíè. Òàêâå áðîjåâå íàçèâàìî èðàöèîíàëíèì, à »èõîâî
îòêðè£å ïðåïèñójå ñå Ïèòàãîðè èëè »åãîâèì ó÷åíèöèìà. Ñêóï ñâèõ
èðàöèîíàëíèõ áðîjåâà îçíà÷àâàìî ñà I.

Òåîðåìà: Íåêà jå f(x) = xn + c1x
n−1 + ... + cn−1x + cn ïîëèíîì

ñà öåëîáðîjíèì êîåôèöèjåíòèìà è ðåàëàí áðîj α êîðåí òîã ïîëèíîìà.
Òàäà, èëè jå α öåî áðîj èëè jå èðàöèîíàëàí.

Äîêàç. Ïîøòî jå 0 öåî áðîj, ïîñìàòðà£åìî ñàìî ñëó÷àj α 6= 0.
Ïðåòïîñòàâèìî äà jå α ðàöèîíàëàí áðîj, òj. α = p/q, p ∈ Z, q ∈ N, (p, q) =
1. Çàìå»ójó£è α = p/q ó jåäíà÷èíó f(x) = 0 äîáèjàìî

pn

qn
+ c1

pn−1

qn−1
+ ...+ cn−1

p

q
+ cn = 0

îäíîñíî
pn = −q(c1p

n−1 + ...+ cnq
n−1).

Îäàòëå ñëåäè q|pn. Ìå¢óòèì, çáîã (p, q) = 1 âàæè (pn, q) = 1, ïà jå q|pn
ìîãó£å ñàìî çà q = 1 òj. α = p/q = p jå öåî áðîj. �

Òåîðåìà: Àêî jå α ∈ Q, îíäà ïîñòîjè ðåàëàí áðîj c > 0, òàêàâ äà jå
çà ñâàêè ðàöèîíàëàí áðîj a

b
6= α èñïó»àâà jåäíàêîñò

|α− a

b
| > c

b

Äîêàç. Íåêà jå α = p/q, q > 1. Àêî jå a/b ïðîèçâî§àí ðàöèîíàëàí áðîj,
a
b
6= p

q
, îíäà jå pb− aq 6= 0, ïà jå öåî áðîj |pb− aq| > 1. Çáîã òîãà jå

|α− a

b
| = |p

q
− a

b
| = |pb− aq|

bq
>

1

bq
=

1/q

b

Äàêëå, çà c ñå ìîæå óçåòè 1/q. �
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3 Ïîñëåäèöà àêñèîìå íåïðåêèäíîñòè

Çà Àðõèìåäîâî1 ñâîjñòâî óðå¢åíîã ïî§à R ìîæå ñå ïîêàçàòè äà îíî
íå ñëåäè èç àëãåáàðñêèõ àêñèîìà, âå£ jå çà »åãîâî èçâî¢å»å íåîïõîäíà
àêñèîìà íåïðåêèäíîñòè.

Òåîðåìà: Çà ïðîèçâî§íå ïîçèòèâíå ðåàëíå áðîjåâå a, b ïîñòîjè (è
jåäèíñòâåíî jå îäðå¢åí) ïðèðîäàí áðîj n, òàêàâ äà jå (n− 1)a 6 b < na.

Äîêàç. Ïðåòïîñòàâèìî äà áðîj n ∈ N, òàêàâ äà jå b < na, íå ïîñòîjè.
Òàäà âàæè na 6 b çà ñâàêî n ∈ N, ïà jå ñêóï A = {na|n ∈ N} îãðàíè÷åí
îäîçãî. Íà îñíîâó òåîðåìå î ñóïðåìóìó ïîñòîjè supA = c. Êàêî jå
a > 0, òî jå c− a < c, øòî ïîêàçójå äà áðîj c− a íå ìîæå áèòè ìàjîðàíòà
ñêóïà A. Äàêëå, ïîñòîjè áðîj n0 ∈ N, òàêàâ äà jå n0a > c− a. Íî, îíäà jå
(n0 + 1)a > c, øòî jå êîíòðàäèêöèjà ñà c = supA.

Äàêëå, ìîðà ïîñòîjàòè áðîj n ∈ N çà êîjè jå b < na. Ìå¢ó ñâèì
òàêâèì áðîjåâèìà n ïîñòîjè íàjìà»è - î÷èãëåäíî jå äà îí çàäîâî§àâà
(n− 1)a 6 b < na. Jåäèíñòâåíîñò òîã áðîjà jå jàñíà. �

Ëàêî jå âèäåòè äà íàâåäåíî òâð¢å»å îñòàjå íà ñíàçè è àêî äîçâîëèìî
äà b ∈ R áóäå ïðîèçâî§íîã çíàêà, ñ òèì äà áðîj n ó òîì ñëó÷àjó áèðàìî
èç Z óìåñòî èç N. Ó òîì ñëó÷àjó çà a = 1 äîáèjàìî jåäíîñòàâíó ÷è»åíèöó

(∀b ∈ R)(∃!n ∈ Z)n− 1 6 b < n.

Òàêàâ áðîj n − 1 çâà£åìî öåëèì äåëîì áðîjà b è îçíà÷è£åìî ñà [b]. Åâî
íåêîëèêî âàæíèõ ïîñëåäèöà Àðõèìåäîâîã ñâîjñòâà.

Ïîñëåäèöà:

1. Çà ñâàêè ïîçèòèâàí áðîj ε ïîñòîjè ïðèðîäàí áðîj n, òàêàâ äà jå
0 < 1/n < ε.

2. Àêî jå x íåíåãàòèâàí ðåàëàí áðîj è çà ñâàêî n ∈ N âàæè x < 1/n
îíäà jå x = 0.

1Àðõèìåä (287.-212.ïíå.) ãð÷êè ôèçè÷àð, àñòðîíîì è ìàòåìàòè÷àð

8



Ïîñëåäèöà: Ìà êàêâè áèëè ðåàëíè áðîjåâè a è b çà êîjå jå a < b,
ïîñòîjè ðàöèîíàëàí áðîj x, òàêàâ äà jå a < x < b.

Çáîã ñâîjñòâà ðàöèîíàëíèõ áðîjåâà èçðàæåíîã îâîì ïîñëåäèöîì êàæå
ñå äà jå ñêóï Q ãóñò ó ñêóïó R.

4 Äåöèìàëíà ðåïðåçåíòàöèjà áðîjà

Ñâàêè ïîçèòèâàí ðåàëàí áðîj α ìîæå ñå íà jåäèíñòâåí íà÷èí
ïðèêàçàòè ó äåöèìàëíîì çàïèñó

α = a0, a1a2...an...,

ãäå jå a0 íåíåãàòèâàí öåî áðîj, a1, a2, ... ñó öèôðå, òj. åëåìåíòè ñêóïà
{0, 1, 2, ..., 9} è íèñó ñâè an ïî÷åâ îä íåêîã jåäíàêè 9. Óî÷èìî ìå¢ó ñâèì
òàêâèì çàïèñèìà îíå êîjè ñó ïåðèîäè÷íè, òj. îíå êîä êîjèõ ñå ïî÷åâ îä
èçâåñíîã ìåñòà, jåäíà öèôðà èëè ãðóïà öèôàðà ïåðèîäè÷íî ïîíàâ§à.

Òåîðåìà: Ðåàëàí áðîj α jå ðàöèîíàëàí àêî è ñàìî àêî jå »åãîâ
äåöèìàëíè çàïèñ ïî÷åâøè îä íåêîã ìåñòà ïåðèîäè÷àí.

Äîêàç. Ïîñìàòðàjìî ðàöèîíàëàí áðîj α = p/q. Ïðè äå§å»ó
ïðèðîäíèõ áðîjåâà ïðèðîäíèì áðîjåì q ìîãó ñå ïîjàâèòè îñòàöè
0, 1, 2, ..., q − 1. Àêî ñå íà íåêîì êîðàêó ïðè äå§å»ó ñà p è q ïîjàâè
îñòàòàê 0, îíäà ñå ïîñòóïàê äå§å»à çàâðøàâà è áðîj α èìà êîíà÷àí
äåöèìàëíè çàïèñ. Àêî ñå ïðè äå§å»ó ñà p è q îñòàòàê 0 íå ïîjàâè, îíäà ñå
íàêîí èçâåñíîã áðîjà êîðàêà, è òî íàjâèøå íàêîí q êîðàêà, ìîðà ïîíîâèòè
îñòàòàê êîjè ñå äîáèjà. Ñàìèì òèì äî£è £å äî ïîíàâ§à»à îäðå¢åíîã
áðîjà öèôàðà è îâèì £å ñå ïîñòóïêîì äîáèòè áåñêîíà÷àí ïåðèîäè÷àí
äåöèìàëíè çàïèñ áðîjà α.

Îáðàòíî, ïîñìàòðàjìî ðåàëàí áðîj α êîjè èìà ïåðèîäè÷àí äåöèìàëíè
çàïèñ

α = A0, a1a2...at(at+1at+2...at+s).

Îíäà jå

α(10t+s − 10t) = (10s − 1)(10ta0 + a1a2...at) + at+1at+2...at+s,
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îäàêëå äîáèjàìî

α = 0 +
1

10t
a1a2...at +

1

10t(10s − 1)
at+1at+2...at+s

øòî çíà÷è äà jå α ðàöèîíàëàí áðîj. �
Çàíèì§èâî jå èñïèòàòè êàäà ñå äàòè ðàöèîíàëàí áðîj ïðåäñòàâ§à ó

îáëèêó êîíà÷íîã äåöèìàëíîã áðîjà, êàäà ó îáëèêó ïðîñòî-ïåðîäè÷íîã, à
êàäà ó îáëèêó ìåøîâèòî-ïåðèîäè÷íîã áðîjà, êîä êîãà jå t > 0. Ñëåäå£à
òåîðåìà äàjå îäãîâîð íà òî ïèòà»å.

Òåîðåìà:Íåêà jå α = p/q ðàöîíàëàí áðîj, (p, q) = 1.

1. Áðîj α èìà êîíà÷àí äåöèìàëíè çàïèñ àêî è ñàìî àêî jå q = 2a ·

5b, (a, b ∈ N ∪ {0}).

2. Áðîj α èìà áåñêîíà÷àí ïðîñòî-ïåðèîäè÷àí çàïèñ àêî è ñàìî àêî jå

(q, 10) = 1, q > 1.

Äîêàç.

1. Ïðåòïîñòàâèìî íàjïðå äà áðîj α èìà êîíà÷àí äåöèìàëíè çàïèñ

p

q
= a0, a1a2...an

øòî çíà÷è äà jå

p

q
= a0 + a1 · 10−1 + a2 · 10−2 + ...+ an · 10−n.

Ñâî¢å»åì íà çàjåäíè÷êè èìåíèëàö äîáèjàìî äà jå
p

q
=

c

10n
, îäàêëå,

ïîñëå åâåíòóàëíîã ñêðà£èâà»à, äîáèjàìî äà jå q = 2a · 5b.

Íåêà jå, îáðàòíî, q = 2a · 5b. Ïðîøèðèâà»åì ðàçëîìêà
p

2a · 5b
ñà

5a−b èëè 2b−a äîáèjàìî
p

q
=

r

10m
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ãäå ñó r è m ïðèðîäíè áðîjåâè. Ïðèðîäàí áðîj r èìà ñâîj äåêàäíè
çàïèñ

r = ckck−1...c1c0 = ck · 10k + ck−1 · 10k−1 + ...+ c1 · 10 + c0,

ïà äîáèjàìî äà jå

p

q
=

r

10m
= ck · 10k−m + ck−1 · 10k−1−m + ...+ c1 · 101−m + c010−m

øòî çíà÷è äà jå áðîj p/q çàïèñójå ó äåöèìàëíîì çàïèñó ïîìî£ó
èñòèõ öèôàðà êàî è áðîj r è, åâåíòóàëíî, èçâåñíîã áðîjà íóëà èñïðåä
»èõ, ó ñëó÷àjó äà jå k < m. Äàêëå, áðîj p/q èìà êîíà÷àí äåöèìàëíè
çàïèñ.

2. Îâàj äåî òâð¢å»à äîêàçà£åìî íà îñíîâó ñëåäå£å òåîðåìå ó êîjîj ñå
îäðå¢ójå äóæèíà ïåðèîäå ïðîñòî-ïåðèîäè÷íîã äåöèìàëíîã áðîjà.

Òåîðåìà: Íåêà jå (q, 10) = 1, 1 6 p < q, (p, q) = 1. Òàäà áðîj p/q èìà
áåñêîíà÷àí ïðîñòî-ïåðèîäè÷àí äåöèìàëíè çàïèñ ñà s öèôàðà ó ïåðèîäè,
ãäå jå s ïîðåäàê áðîjà 10.

Äîêàç. Íåêà jå s ïîðåäàê áðîjà 10 òj. 10s ≡ 1 (mod q). Äå§å»å 10p
ñà q äàjå 10p = qc1 + r1, ãäå 0 6 r1 < q è (r1, q) = (10p, q) = 1; ñïåöèjàëíî,
r1 6= 0 òj. 1 6 r1 < q, ïà ïàð r1, q çàäîâî§àâà èñòå óñëîâå êàî p, q è
ïîñòóïàê ñå ìîæå íàñòàâèòè. Äîáèjà ñå

10p = qc1 + r1, 10r1 = qc2 + r2, ..., 10rs−1 = qcs + rs, ...

ãäå jå 1 6 ri < q, 0 6 ci =
10ri−1 − ri

q
. Îäàòëå jå

p

q
=
c1

10
+

r1

10q
=
c1

10
+

c2

102
+

r2

102q
= ... =

c1

10
+

c2

102
+ ...+

cs
10s

+
rs

10sq

Ñëåäè p · 10s = (...)q + rs è rs ≡ p · 10s ≡ p (mod q), òj. rs = p. Íà òàj
íà÷èí äîáèjàìî

p

q
=
c1

10
+ ...+

cs
10s

+
c1

10s+1
+ ...+

cs
102s

+ ... = 0, (c1....cs).

Ïðè òîì jå äîáèjåíà äóæèíà ïåðèîäå s íàjìà»à ìîãó£à, jåð áè p/q =
0, (c1....cs) èìàëî çà ïîñëåäèöó

p

q
=
c1

10
+ ...+

ct
10t

+
1

10t

p

q
,
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îäíîñíî p · 10t = (...)q + p ≡ p (mod q), øòî áè, çáîã (p, q) = 1 ïîâëà÷èëî
10t ≡ 1 (mod q), ïà áè çáîã òîãà øòî jå s ïîðåäàê áðîjà 10, ñëåäèëî
s 6 t.�

III

Öåî äåî ðåàëíîã áðîjà

Íåêà ñó a è b 6= 0 öåëè áðîjåâè. Ïðåòïîñòàâèìî äà b íå äåëè a.
Íà îñíîâó òåîðåìå î äå§å»ó ñà îñòàòêîì ïîñòîjå jåäíîçíà÷íî îäðå¢åíè
áðîjåâè q è r òàêâè äà jå:

a = bq + r, 0 < r <| b |,

îäàòëå jå çà b > 0

a

b
= q +

r

b
, 0 <

r

b
< 1. (1)

Ça b < 0 çàìåíèòè b ñà −b, ïà òàêî èìàìî ïðåäõîäíè ñëó÷àj. Ïðåìà

òîìå
a

b
je ðåàëàí áðîj jåäíàê çáèðó öåëîã áðîjà q è ïðàâîã ðàçëîìêà r

b
.

Èç ðåëàöèjå (1) äîáèjàìî äà jå:

q <
a

b
< q + 1,

îäàêëå âèäèìî äà jå q íàjâå£è öåî áðîj êîjè íèjå âå£è îä áðîjà a
b
. Áðîj q

ñå íàçèâà öåî äåî ðåàëíîã áðîjà a
b
è îçíà÷àâà ñå [a

b
].

Jîø îïøòèjå: öåî äåî ðåàëíîã áðîjà x jå íàjâå£è öåî áðîj êîjè íèjå
âå£è îä x. Îáåëåæàâà ñå ñà [x]. Èç äåôèíèöèjå ñëåäè äà jå:

[x] 6 x < [x] + 1,

à ako je x öåî áðîj, òàäà è ñàìî òàäà jå [x] = x. Èç äåôèíèöèjå öåëîã
äåëà ðåàëíîã áðîjà ñëåäè ðåëàöèjà
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x = [x] + {x}, 0 6 {x} < 1.

Áðoj {x} ñå íàçèâà ðàçëîì§åíè äåî ðåàëíîã áðîjà X.

Òåîðåìà: Íåêà ñó x è y ðåàëíè áðîjåâè, à m öåî áðîj. Òàäà jå:

1. [x] 6 x < [x] + 1, x− 1 < [x] 6 x, 0 6 x− [x] < 1;

2. [x+m] = [x] +m;

3. [x] + [y] 6 +y] 6 [x] + [y] + 1,

èëè, ïîøòî ñó [x] + [y], [x+ y], [x] + [y] + 1 öåëè,

[x+ y] = [x] + [y] ∨ [x+ y] = [x] + [y] + 1;

4. [x− y] 6 [x]− [y] 6 [x− y] + 1;

5. [x][y] 6 [xy] 6 [x][y] + [x] + [y], àêî ñó x, y > 0;

6. [ [x]
m

] = [ x
m

],m > 0

7. [
√

[x]] = [
√
x], àêî jå x > 0.

Äîêàç.

1. Ñâàêè äåî òâð¢å»à ïîä (1) jå àëãåáàðñêè çàïèñàíà äåôèíèöèjà áðîjà
[x].

2. Íåêà jå x = [x] + {x}. Ïîøòî jå x+m = [x] + {x}+m , 0 6 {x} < 1,
à [x] +m jå öåî áðîj, ñëåäè äà jå [x+m] = [x] +m.

3. Ïî¢èìî îä èçðàçà [x+y] = [x+{x}+y = {y}] è ïðèìåíèìî ñâîjñòâî
öåëîã äåëà êîjå ñìî äîêàçàëè ïîä (1):

[[x] + [y] + {x}+ {y}] = [x] + [y] + [{x}+ {y}].
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Òàäà jå [x+ y] = [x] + [y] + [{x}+ {y}]. Êàêî jå 0 6 [{x}+ {y}] < 2,
òàäà jå öåî áðîj [{x}+ {y}] jåäíàê 0 èëè 1. Ñòîãà jå

[x+ y] = [x] + [y] ∨ [x+ y] = [x] + [y] + 1,

÷èìå ñìî äîêàçàëè äà jå

[x] + [y] 6 +y] < [x] + [y] + 1.

4. Èç [x] = [(x− y) + y] è (3) ñëåäè äîêàç.

5. Èç (1) ñëåäè:
[x][y] 6 xy < ([x] + 1)([y] + 1).

Îíäà jå
[x][y] 6 [xy] < ([x] + 1)([y] + 1),

òj.
[x][y] 6 [xy] 6 ([x] + 1)([y] + 1)− 1.

6. Íà îñíîâó òåîðåìå î äå§å»ó ñà îñòàòêîì çà öåëå áðîjåâå [x] è
m 6= 0 ïîñòîjå öåëè áðîjåâè q è r òàêâè äà jå

[x] = mq + r, 0 6 r < m.

Êàêî jå [x] = x− {x} òàäà jå x = mq + r + {x}, ïà jå

x

m
= q +

r + {x}
m

.

Èç óñëîâà êîjå çàäîâî§àâàjó áðîjåâè r è {x} òàêî¢å jå

0 6
r + {x}
m

< 1,

îäàêëå ñëåäè: [
x

m

]
= q.

Êako je

[x]

m
= q +

r

m
, ãäå jå 0 6

r

m
< 1
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òaäa je [
[x]

m

]
= q.

Ñaäà èç jåäíàêîñòè ñëåäè òðàæåíà jåäíàêîñò.

7. Êàêî jå x > 0, òî x ìîæå äà ñå íàïèøå ó îáëèêó x = n2 + r + {x};
n è r ñó íåãàòèâíè öåëè áðîjåâè, 0 6 r 6 2n. Îíäà jå

[
√

[x]] = n+ φ+ [
√
n2 + r − n] = n

ãäå jå φ = {n} è

[
√
x] = n+ [

√
n2 + r + {x} − n] = n,

jåð jå 0 6
√
n2 + r − n < 1 è 0 6

√
n2 + r + {x} − n < 1.

Ïîñëåäèöà:(1) Àêî jå a > 0 öåî áðîj è [ax] = b, òàäà jå:

[x] =

[
b

a

]
;

(2) Çà ñâàêè ðåàëàí áðîj âàæè jåäíà îä jåäíàêîñòè

[x] + [−x] = 0 ∨ [x] + [−x] = −1,

ïðåìà òîìå äà ëè jå x öåî áðîj èëè íå;
(3) Çà ðåàëíå áðîjåâå x1, x2, ..., xn âàæè jåäíàêîñò

[x1] + [x2] + ...+ [xn] 6 [x1 + x2 + ...+ xn] = [x1] + [x2] + ...+ [xn] + n− 1.

Äîêàç.

(1) Êàêî jå [ax] = b è a öåî áðîj ðàòëè÷èò îä íóëå, òàäà jå ïðåìà
ñâîjñòâó (3) êîjå ñìî äîêàçàëè ó ïðåäõîäíîj òåîðåìè:[

b

a

]
=

[
[ax]

a

]
=
[ax
a

]
= [x].

(2) Çàìåíîì y = −x ó (2) ïðåäõîäíå òåîðåìå îäìàõ äîáèjàìî äà jå
[x] + [−x] = [x+ (−x)] = 0 èëè [x] + [−x] + 1 = [x+ (−x)] = 0, âe£ ïðåìà
òîìå äà ëè jå x öåî áðîj èëè íå.

15



(3) Äîêàç ñå èçâîäè èíäóêöèjîì. Çà n = 2 jåäíàêîñò âàæè íà
îñíîâó íåjåäíàêîñòè (2) äîêàçàíîj ó ïðåäõîäíîj òåîðåìè. Ïðåòïîñòàâèìî
äà jå òâð¢å»å òà÷íî çà n = m, òj. íåêà jå

[x1] + [x2] + ...+ [xm] 6 [x1] + [x2] + ...+ [xm]

6 [x1] + [x2] + ...+ [xm] +m− 1.
Êako je

[x1] + [x2] + ...+ [xm] + [xm+1] 6 [x1] + [x2] + ...+ [xm+1]

6 [x1] + [x2] + ...+ [xm] + [xm+1] + 1,

ñàáèðà»åì ïîñëåä»èõ äâåjó äâîñòðóêèõ íåjåäíàêîñòè èìàìî äà jå

[x1] + [x2] + ...+ [xm+1] 6 [x1] + [x2] + ...+ [xm+1]

6 [x1] + [x2] + ...+ [xm+1] +m,

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè.

Ç à ä à ö è:

Ó ïðåòõîäíîì äåëó ðàäà ñìî äåôèíèñàëè öåî è ðàçëîì§åíè äåî
ðåàëíîã áðîjà è äîêàçàëè íåêå »åãîâå îñîáèíå. Îâàj äåî ðàäà èìà çà öè§
äà íà ïðàêòè÷íèì ïðèìåðèìà ïîêàæå ïðèìåíó òèõ îñîáèíà è ïðåäñòàâè
íåêå îä çàäàòàêà êîjè ñå jàâ§àjó ó ãðàäèâó çà ñðåä»ó øêîëó êàî è íà
òàêìè÷å»èìà.

1. Äîêàçàòè: [
x+

1

2

]
= [2x]− [x]

Ðåøå»å: Ðàçëèêójåìî äâà ñëó÷àjà:

Ïðâè ñëó÷àj: Àêî jå 0 6 {x} < 1

2
, òàäà jå[

x+ 1
2

]
=
[
[x] + {x}+

1

2

]
= [x]

[2x] =
[
2([x] + {x})

]
= 2[x]

ïà jå
[
x+ 1

2

]
= 2[x]− [x];
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Äðóãè ñëó÷àj: Àêî jå
1

2
6 {x} < 1, òàäà jå [x] =

[
[x] +α+

1

2

]
, ãäå jå

α = {x} − 1

2
è 0 6 α <

1

2
, ïà jå[

x+ 1
2

]
=
[
[x] + α +

1

2
+

1

2

]
=
[
[x] + 1 + α

]
= [x] + 1

è
[2x] =

[
2
(

[x] + α + 1
2

)]
= [2[x] + 1 + 2α] = 2[x] + 1

îäàâäå ñëåäè äà jå
[
x+

1

2

]
= [2x]− [x].

2. Äîêàçàòè:
[2x+ 2y] > [x] + [y] + [x+ y]

Ðåøå»å:
[x]+[y]+[x+y] > [x+y]+[x+y] = 2[x+y] > [2(x+y)] = [2x+2y] �

3. Íåêà ñó x, y, z ïðîèçâî§íè ðåàëíè áðîjåâè. Äîêàçàòè äà jå

x+ [y + z] = y + [x+ z] = z + [x+ y]

àêî è ñàìî àêî jå
{x} = {y} = {z}.

Ðåøå»å: Íèjå òåøêî äîêàçàòè äà jåäíàêîñòè x+[y+z] = y+[x+z] =
z + [x+ y] âàæå àêî è ñàìî àêî jå èñïó»åíî

(∗) {x}+ [{y}+ {z}] = {y}+ [{x}+ {z}] = {z}+ [{x}+ {y}].

Î÷èãëåäíî, àêî jå {x} = {y} = {z}, âàæè è (∗). Ñ äðóãå ñòðàíå, àêî
âàæè (∗), èìàìî äà jå, íà ïðèìåð,

{x} − {y} = [{x}+ {z}]− [{y} − {z}] ∈ Z

ïà ïîøòî {x}, {y} ∈ [0, 1), áè£å {x} = {y}. Ñëè÷íî ñå äîêàçójå äà
jå {y} = {z}, ïà jå òèìå äîêàçàíî {x} = {y} = {z}.

4. Îäðåäèòè êîëèêî èìà áðîjåâà íå âå£èõ îä 1000 êîjè ñó äå§èâè áàð
jåäíèì îä áðîjåâà 2, 3, 5 èëè 7.

Ðåøå»å: Îçíà÷è£åìî ñà Ak ñêóï ïðèðîäíèõ áðîjåâà íå âå£èõ îä n

êîjè ñó äå§èâè ñà k. �èõ èìà

[
n

k

]
. Ó ïðåñåêó Ai ∩ Aj ñå íàëàçå

òà÷íî îíè áðîjåâè êîjè ñó äå§èâè è ñà i è ñà j, ïà jå çàòî òàj ïðåñåê
jåäíàê ñêóïó ANZS(i,j). Êàäà ïðèìåíèìî ôîðìóëó óê§ó÷å»à è
èñê§ó÷å»à äîáèjàìî äà ïðèðîäíèõ áðîjåâà íå âå£èõ îä 1000 êîjè
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ñó äå§èâè áàð jåäíèì îä áðîjåâà 2, 3, 5 èëè 7 èìà:

|A2 ∪A3 ∪A5 ∪A7| = |A2|+ |A3|+ |A5|+ |A7| − |A2 ∩A3| − |A2 ∩A5|

−|A3∩A5|−|A2∩A7|−|A3∩A7|−|A5∩A7|+|A2∩A3∩A5|+|A2∩A3∩A7|

+|A2∩A5∩A7|+|A3∩A5∩A7|−|A2∩A3∩A5∩A7| =

[
1000

2

]
+

[
1000

3

]
+

[
1000

5

]
+

[
1000

7

]
−

[
1000

6

]
−

[
1000

10

]
−

[
1000

15

]
−

[
1000

14

]
−

[
1000

21

]

−

[
1000

35

]
+

[
1000

30

]
+

[
1000

42

]
+

[
1000

70

]
+

[
1000

105

]
−

[
1000

210

]
= 500+333

+200+ 142−166−100−66−71−47−28+ 33+23 +14+9−4 = 772.

5. Ðåøè jåäíà÷èíó x2 − 2[x] + {x} = 0

Ðåøå»å: Àêî ïðåòïîñòàâèìî äà äàòà jåäíà÷èíà èìà ðåøå»à è äà
jå x jåäíî »åíî ðåøå»å, ïîøòî jå {x} > 0 è x2 > 0, èìàìî äà jå
[x] > 0. Íåêà jå [x] = k è {x} = α. Tàäà jå (k + α)2 − 2k + α = 0, tj.
α2 + (2k + 1)α + k2 − 2k = 0.
Èç ïîñëåä»å jåäíà÷èíå è ÷è»åíèöå äà jå α > 0 äîáèjàìî äà jå

α =
−(2k + 1) +

√
(2k + 1)2 − 4(k2 − 2k)

2
,

òj.

α =
−(2k + 1) +

√
12k + 1

2

∧
12k + 1 ≥ (2k + 1)2.

Ó ñêóïó öåëèõ áðîjåâà k ∈ Z íåjåäíà÷èíà 12k + 1 > (2k + 1)2, òj.
4k(k − 2) 6 0, èìà òðè ðåøå»à; k ∈ {0, 1, 2}.
Àêî jå k = 0, jåäíà÷èíà ïîñòàjå α2+α = 0, ïà jå çáîã α ∈ [0, 1), α = 0.
Äàêëå, x = k + α.
Àêî jå k = 1, jåäíà÷èíà ïîñòàjå α2 + 3α − 1 = 0 , ïà jå îïåò çáîã

α ∈ [0, 1), α =
−3 +

√
13

2
. Äàêëå,

x = 1 +
−3 +

√
13

2
=

√
13− 1

2
.
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Ðàçìîòðèìî è ïîñëåä»è ñëó÷àj, òj. êàäà jå k = 2. Èç α2 + 5α = 0
è α ∈ [0, 1), äîáèjàìî äà jå α = 0 ïà jå x = 2. Äàêëå ðåøå»à äàòå

jåäíà÷èíå ñó 0,

√
13− 1

2
.

6. Ðåøè jåäíà÷èíó {x}+ {2x}+ {3x} = x.

Ðåøå»å: Íåêà jå x ðåøå»å äàòå jåäíà÷èíå, k = [x] è α = {x}.
Ïîñòîjå ñëåäå£å ìîãó£íîñòè:
I ìîãó£íîñò: àêî jå α ∈

[
0, 1

3

)
, òàäà jå 6α = k + α, tj. 5α = k;

ïîøòî jå 0 6 α <
1

3
, áè£å 0 6 k <

5

3
òj. k = 0 èëè k = 1, ïà jå ó

îâîì ñëó÷àjó x = k + α = 0 èëè x = k + α = 11
5

= 11
5
;

II ìîãó£íîñò: àêî jå α ∈
[

1
3
, 1

2

)
, òàäà jå α+ 2α+ 3α− 1 = k + α, òj.

5α = k + 1; ïîøòî jå 0 6 α <
1

3
, áè£å

2

3
6 k <

2

3
, òj. k = 1 ïà jå

x = k + α = 1 +
2

5
= 1

2

5
;

III ìîãó£íîñò: àêî jå α ∈
[1
2
,
2

3

)
, òàäà jå α + 2α − 1 + 3α = k + α,

òj. 5α = k + 2; ïîøòî jå
1

2
6 α < 2

3
, áè£å

1

2
6 k <

4

3
, òj. k = 1, ïà jå

x = k + α = 1 +
3

5
= 1

3

5
.

IV ìîãó£íîñò: àêî jå α ∈
[2
3
, 1
)
, òàäà jå α+2α−1+3α−2 = k+α,òj.

5α = k + 3; ïîøòî jå
2

3
6 α < 1, áè£å

1

3
6 k < 2, òj. k = 1, ïà jå

x = k + α = 1 +
4

5
= 1

4

5
.

Äàêëå, ðåøå»à äàòå jåäíà÷èíå ñó
{

0, 1
1

5
, 1

2

5
, 1

3

5
, 1

4

5

}
.

7. Ðåøèòè jåäíà÷èíó
1

{x}
= [x] + 2003

Ðåøå»å: Àêî jå x ðåøå»å jåäíà÷èíå, èç x > 0 ñëåäè äà jå [x]+2003 >
0, òj. [x] > −2003. Heka je [x] = k è {x} = α. Ïðèìåòèìî íàjïðå

äà jå α ðàöèîíàëàí áðîj, òj. äà jå α =
p

q
, çà íåêè öåî áðîj p è íåêè

ïðèðîäàí áðîj q > 1 òàêî äà jå NZD(p, q) = 1. Äàêëå èìàìî:

q

p
= k + 2003, k, p, q ∈ Z, q > 1,NZD(p, q) = 1.

îäàòëå çáîã q > 1 äîáèjàìî äà jå
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p = 1, q = k + 2003, k > −2002.

Íèjå òåøêî ïðåäïîñòàâèòè äà çà ñâàêî k > −2001, áðîj

x = k +
1

k + 2003
çàäîâî§àâà äàòó jåäíà÷èíó, ïà jåäíà÷èíà

èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî ðåøå»à.

8. Íåêà ñó a ,b, n ∈ N , x ∈ R. Äîêàçàòè:

(à) ako je {x} = {8x}, òàäà jå {26x} = {75x};
(á) áðîjåâè {10n ·

√
2} ñó ðàçëè÷èòè;

(â) {
√

4n2 + n} < 1
4
;

(ã) jåäíà÷èíà {x}+ { 1
x
} = 1 èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî ðåøå»à;

(ä) jåäíà÷èíà èç (d) íåìà ðàöèîíàëíèõ ðåøå»à;

(¢) àêî jå n > 1, (a, n) = 1 òàäà je

n−1∑
k=0

{
ak + b

n

}
=

1

2
(n− 1);

(å) ako je n > 1, (a, n) = 1 òàäà jå∑
k∈Φ

{
ak

n

}
=

1

2
ϕ(n),

ãäå jå Φ = {k | 1 ≤ k 6 n, (k, n) = 1};
(æ) Íåêà ñó α1, α2, ..., αn ∈ Q, òàêâè äà çà ñâàêî ïðèðîäíî k âàæè

n∑
i=1

{kαi} <
n

2
.

Òàäà jå áàð jåäàí îä áðîjåâà αi, i ∈ {1, 2, 3, ..., n} öåî;

(ç) Äà ëè òâð¢å»å (æ) âàæè àêî ñå
n

2
çàìåíè ïðîèçâî§íèì âå£èì

áðîjåì?

Ðåøå»å:

20



(à) Óêîëèêî jå áðîj x − y öåî, îíäà âàæè äà jå {x} = {y}. Èç
jåäíàêîñòè {x} = {8x} ñëåäè äà jå 7x öåî áðîj, ïà jå öåî áðîj
è 49x. Êàêî jå 75x − 26x = 49x, ïî ïðåäõîäíîì ñëåäè äà jå
{26x} = {75x}.

(á) Ïðåòïîñòàâèìî ñóïðîòíî, òj. {10n ·
√

2} = {10m ·
√

2}, çà m 6= n,
äà§å ñëåäè äà jå áðîj 10n ·

√
2 − 10m ·

√
2 = z ∈ Z, ïà jå

√
2 =

z

10n − 10m
∈ Q, øòî jå êîíòðàäèêöèjà.

(â) Ïðèìåòèìî íåjåäíàêîñò 4n2 < 4n2 + n < 4n2 + n + 1, òj. 2n <√
4n2 + n < 2n + 1, îäíîñíî [

√
4n2 + n] = 2n. Äà§å ñëåäè

{
√

4n2 + n} =
√

4n2 + n− 2n =
n√

4n2 + n
+ 2n <

n

2n+ 2n
=

1

4
.

(ã) Àêî jå x+ y ∈ Z òàäà jå {x}+{t} ∈ {0, 1}, è jåäíàê jå 0 aêêo ñó

ñó áðîjåâè x è y öåëè. Êàêî çà x > 1 áðîj
1

x
íå ìîæå áèòè öåî,

äîâî§íî jå ïîêàçàòè äà ôóíêöèjà f(x) = x+
1

x
èìà áåñêîíà÷íî

ìíîãî öåëèõ âðåäíîñòè, øòî jå òà÷íî, jåð jå f(1) = 2,

lim
x→∞

f(x) =∞,

è ôóíêöèjà f jå íåïðåêèäíà íà [1,∞).

(ä) Jàñíî jå äà äàòà jåäíà÷èíà íåìà öåëîáðîjíèõ ðåøå»à. Ðåøå»à
íèñó íè áðîjåâè îáëèêà 1

k
, k ∈ Z. Àêî jåäíà÷èíà èìà íåãàòèâíî

ðåøå»å, òj. x < 0, òàäà jå

{−x}+ {1

x
} = 1− {x}+ 1− {1

x
} = 1,

òj. è −x jå ðåøå»å. Àêî jå ðåøå»å x, òàäà jå ðåøå»å è 1
x
.

Äàêëå, äîâî§íî jå ïîêàçàòè äà íåìà ðàöèíàëíèõ ðåøå»à çà
x > 1. Çà x > 1 jå è [x] > 1, ïà jå jåäíà÷èíà åêâèëàíòíà ñà

{x}+
1

[x] + {x}
= 1, îäíîñíî {x}2 + {x}· ([x]− 1)− ([x]− 1) = 0.

Êàêî jå 0 6 {x} < 1, jåäèíî ðåøå»å íàøå jåäíà÷èíå je

{x} =
−([x]− 1) +

√
([x]− 1)2 + +4([x]− 1)

2

è ðàöèîíàëíî jå àêêî jå ([x]−1)2 +4([x]−1) êâàäðàò ïðèðîäíîã
áðîjà, øòî íèjå ñëó÷àj, jåð çà [x] > 1 âàæè [x]2 < ([x] − 1)2 +
4([x] − 1) < ([x] + 1)2. (çà [x] = 1, ñëåäè x = 1, øòî íèjå
ðåøå»å).
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(¢) Êàêî jå (a, n) = 1, ñëåäè äà áðîjåâè ak + b 6 k 6 n − 1
÷èíå ïîòïóí ñèñòåì îñòàòàêà ïî ìîäóëó n, ïà ñó áðîjåâè{
ak + b

n

}
, 0 6 k 6 n− 1 ïåðìóòàöèjà áðîjåâà

k

n
, 0 6 k 6 n− 1,

îäàêëå ñëåäè

n−1∑
k=0

{
ak + b

n

}
=

n−1∑
k=0

k

n
=

1

2
(n− 1).

(å) Êàêî jå (a, n) = 1, ñëåäè äà áðîjåâè ak, k ∈ Φ ÷èíå ñâåäåí

ñèñòåì îñòàòàêà ïî ìîäóëó n, ïà ñó áðîjåâè

{
ak

n

}
, k ∈ Φ

ïåðìóòàöèjà áðîjåâà
k

n
,∈ Φ. Àêî jå k ∈ Φ, âàæè è n − k ∈ Φ,

îäàêëå

2 ·
∑
k∈Φ

{
ak

n

}
=
∑
k∈Φ

(
k

n
+
n− k
n

)
= |Φ| = ϕ(n).

(æ) Íåêà jå α1 =
pi
qi

çà 1 6 i 6 n è íåêà jå m = NZS(q1, q2, ..., qn).

Òàäà jåmαi ∈ Z, ïà jå {αi}+{(m−1)αi} ∈ {0, 1} è jåäíàê jå íóëè
àêêî jå αi ∈ Z. Àêî ìå¢ó äàòèì áðîjåâèìà íåìà ïðîðîäíèõ,
ñëåäè

n >
n∑

i=1

{αi}+
n∑

i=1

{(m− 1)αi} =

=
n∑

i=1

({αi}+ {(m− 1)αi}) =
n∑

i=1

1 = n,

øòî jå êîíòðàäèêöèjà.

(ç) Àêî jå α1 = α2 = ... = αn =
1

2
, ñëåäè

∑n
i=1{kαi} ∈ {0,

n

2
}, òj.∑n

i=1{kαi} 6 n
2
, ïà òâð¢å»å íå âàæè àêî ñå

n

2
ïîâå£à.

9. (Îïøòèíñêî òàêìè÷å»å. Ïðâè ðàçðåä)
Ðåøèòè ñèñòåì jåäíà÷èíà:

x− y = 2001
[x] + [y] = 2003
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Ðåøå»å: Íåêà jå ïàð (x, y) ðåøå»å äàòîã ñèñòåìà. Ïðâó jåäíà÷èíó
äàòîã ñèñòåìà ìîæåìî çàïèñàòè ó îáëèêó:
[x] + {x} − [y]− {y} = 2001
îäàòëå ñëåäè {x} − {y} ∈ Z òj. {x} = {y}, çáîã 0 6 {x}, {y} < 1, ïà
jå:

[x]− [y] = 2001

[x] + [y] = 2003

tj. [x] = 2002 è [y] = 1. Äàêëå äàòè ñèñòåì jåäíà÷èíà èìà
áåñêîíà÷íî ìíîãî ðåøå»à. Ñêóï ðåøå»à jå:
χ = {(2002 + ϕ, 1 + ϕ) | 0 6 ϕ < 1}.

10. (Îïøòèíñêî òàêìè÷å»å. Ïðâè ðàçðåä)
Äà ëè ïîñòîjè ïðèðîäàí áðîj n òàêàâ äà äåêàäíè çàïèñ áðîjà n!
èìà îáëèê

n! = ....2012 0....0︸︷︷︸
k

,

çà íåêè ïðèðîäàí áðîj k.

Ðåøå»å:Äîêàæèìî äà òàêàâ ïðèðîäàí áðîj n íå ïîñòîjè.
Ïðåòïîñòàâèìî ñóïðîòíî. Íåêà jå a ∈ N íàjâå£è ñòåïåí áðîjà 2
êîjè äåëè n!, òj. 2a|n!, 2a+1 - n!, à b íàjâå£è ñòåïåí áðîjà 5 êîjè äåëè
n!, òj. 5b|n!, 5b+1 - n!. Íà îñíîâó Ëeæàíäðîâå ôîðìóëå èìàìî

a = [
n

21
] + [

n

22
] + .... ∧ b = [

n

51
] + [

n

52
] + ....,

ãäå jå ñà [x] îçíà÷åí öåî äåî áðîjà x. Êàêî ïî óñëîâó çàäàòêà 10k|n!
è 10k+1 - n! òî jå k = min(a, b) = b.

Äåêàäíè çàïèñ áðîjà
n!

10k
çàâðøàâà ñå íèçîì öèôàðà 2012, òå jå îí

äå§èâ ñà 22, à íèjå äå§èâ ñà 23. Îòóäà ìîðà áèòè a− b = 2. Ñàäà jå

2 = a− b > [
n

2
]− [

n

5
] >

n− 1

2
− n

5
, ïà jå n 6 8. Ñà äðóãå ñòðàíå, áðîj

n! èìà áàð 5 öèôàðà, ïà jå n > 8. Îâèì ñìî äîáèëè äà jå n = 8.
Må¢óòèì, êàêî jå 8! = 40320 äîëàçèìî äî êîíòðàäèêöèjå.
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11. (Îïøòèíñêî òàêìè÷å»å. Òðå£è ðàçðåä)
Êîëèêî ðåøå»à ó ñêóïó ïðèðîäíèõ áðîjåâà èìà jåäíà÷èíà

[
100n

199n
] + [

100n

201n
] = n.

Ðåøå»å: Íåêà ñó a è b ðåäîì îñòàöè ïðè äå§å»ó 100n ñà 199 è 201.
Çàäàòà jåäíà÷èíà ïîñòàjå

100n− a
199

+
100n− b

201
= n,

øòî ñå íàêîí ñâî¢å»à íà çàjåäíè÷êè èìåíèëàö ñâîäè íà n = 201a+
199b.
Ñ äðóãå ñòðàíå, çà ñâå a = 0, 1, ...., 198 è b = 0, 1, ...., 201,

n = 201a+ 199b

jå ðåøå»å jåäíà÷èíå. Çàèñòà, îñòàöè ïðè äå§å»ó

100n = 20100a+ 19900b

ñà 199 è 201 ñó ðåäîì a è b, ïà ñàä ëàêî ïðîâåðàâàìî äà jå

[
100n

199
] + [

100n

201
] = n.

Êàêî ñå çà ðàçëè÷èòå âðåäíîñòè áðîjåâà a è b äîáèjàjó ðàçëè÷èòå
âðåäíîñòè çà n, ðåøå»å èìà îíîëèêî êîëèêî èìà ïàðîâà (a, b), à
îâèõ èìà òà÷íî 199 · 201 = 39999.

12. (Îïøòèíñêî òàêìè÷å»å. Òðå£è ðàçðåä)
Íà£è ñâå ïðèðîäíå áðîjåâå x çà êîjå

x|[(x− 1)
√
x]

Ðåøå»å: Íåêà ñó n è m jåäèíñòâåíè ïðèðîäíè áðîjåâè òàêâè äà jå
x = n2 + m è 0 6 m 6 2n. Çà x 6 3 ðåøå»à çàäàòêà ñó x = 1 è
x = 3, ïà ìîæåìî ïðåäïîñòàâèòè äà jå x > 3.
Ïðåòïîñòàâèìî äà âàæè

(n− 1)x+ 1 < (x− 1)
√
x,

jåð jå òî íàêîí êâàäðèðà»à è ñðå¢èâà»à åêâèâàëåíòíî ñà

1 < (2n− 3)x(x− 1) +mx2.
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Ñà äðóãå ñòðàíå jå
(x− 1)

√
x < (n+ 1)x

(jåð jå
√
x < n+ 1 è x− 1 < x), ïà jå

n− 1 <
[(x− 1)

√
x]

x
< n+ 1.

Êàêî jå ïî óñëîâó çàäàòêà [(x− 1)
√
x] äå§èâî ñà x, òî jå

[(x− 1)
√
x] = nx,

òj.
nx 6 (x− 1)

√
x < nx+ 1.

Êâàäðèðà»åì è ñðå¢èâà»åì äîáèjàìî 0 6 (m− 2)x+ 1 < 2n+ 1/x.
Ëåâà íåjåäíàêîñò äàjå m > 2, à äåñíà (m − 2)x 6 2n − 1. Êàêî jå
n > 2, òî jå x > n2 > 2n− 1, ïà jå m = 2. Ïðåìà òîìå, ñâà ðåøå»à
ñó x = 1 è x = n2 + 2 çà n ∈ N .

5 Ãðàôèê ôóíêöèja y = [x], y = {x}

Ó ÷åòâðòîì ðàçðåäó ñðåä»å øêîëå îáðà¢ójå ñå è ôóíêöèjà [x], êàî
ïðèìåð ôóíêöèjå êîjà jå äåî ïî äåî ëèíåàðíà. Íàâîäèìî îñíîâíà ñâîjñòâà
òå ôóíêöèjå; »èìà ñå ìîæåìî êîðèñòèòè ïðè ðåøàâà»ó çàäàòàêà êîjè
ñëåäå. ×åñòî ñå êîðèñòè îçíàêà [x] = E(x), øòî ïîòè÷å îä ïî÷åòíîã
ñëîâà ôóíêöèjå ðå÷è entier (öåî) è [x] ÷èòà êàî "öåî äåî îä x".

Äîìåí ôóíêöèjå [x] jå öåî ñêóï R. Îíà ïðåñëèêàâà R íà ñêóï
Z öåëèõ áðîjåâà; ïðè òîìå jå ñâàêè öåî áðîj k ñëèêà áåñêîíà÷íî ìíîãî
ðåàëíèõ áðîjåâà çà ñâàêî x ∈ [k, k + 1) âàæè [x] = k.

Íà îñíîâó äåôèíèöèjå ëàêî öðòàìî ãðàôèê ôóíêöèjå y = [x].
Ñà ãðàôèêà ñå jåäíîñòàâíî "÷èòàjó"ìíîãà ñâîjñòâà ôóíêöèjå:

1. ôóíêöèjà jå ðàñòó£à, àëè íå ñòðîãî ðàñòó£à,

2. íåïðåêèäíà jå çà ñâå x ∈ R\Z,
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3. ó öåëîáðîjíèì òà÷êàìà èìà ïðåêèäå ïðâå âðñòå (ó »èìà jå
íåïðåêèäíà çäåñíà, èìà è ëåâè ëèìåñ, àëè ñå ëåâè è äåñíè ëèìåñ
ðàçëèêójó çà 1).

Ñëèêà 1. Ãðàôèê ôóíêöèjå y = [x]

Ïîìî£ó ôóíêöèjå [x] äåôèíèøå ñå ôóíêöèjà {x}:

{x} = x− [x]

(÷èòàìî "ðàçëîì§åíè äåî îä x"). Çà »ó âàæè:
Äîìåí ôóíêöèjå {x} jå öåî ñêóï R. Îíà ïðåñëèêàâà R íà ñêóï [0.1).

Íà îñíîâó äåôèíèöèjå ëàêî öðòàìî è ãðàôèê ôóíêöèjå y = {x}. Ñà
ãðàôèêà jåäíîñòàâíî "÷èòàìî"äà§à ñâîjñòâà ôóíêöèjå:

1. çà ñâå x ∈ R jå 0 6 {x} < 1;

2. èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî íóëà çà ñâå x ∈ Z jå {x} = 0;

3. íåïðåêèäíà jå çà ñâàêî x ∈ R\Z;

4. ó ñâèì öåëîáðîjíèì òà÷êàìà èìà ïðåêèäå ïðâå âðñòå (ó »èìà jå
ôóíêöèjà íåïðåêèäíà çäåñíà,èìà è ëåâè ëèìåñ, àëè ñå ëåâè è äåñíè
ëèìåñ ðàçëèêójó çà ïî 1);
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5. ïåðèîäè÷íà jå è îñíîâíè ïåðèîä jîj jå 1.

Ñëèêà 2. Ãðàôèê ôóíêöèjå y = {x}

Ç à ä à ö è:

1. Ãðàôè÷êè ïðåäñòàâèòè ôóíêöèjó f(x) =
x

[x]
è àíàëèçèðàòè »åíà

ñâîjñòâà?
Ðåøå»å: Ôóíêöèjà íèjå äåôèíèñàíà ó èíòåðâàëó 0 6 x < 1. Íåìà
íóëó ôóíêöèjå. Ôóíêöèjà jå ïîçèòèâíà çà ñâàêî x ∈ Df . Ãðàôèê ñå
ñàñòîjè îä ïîëóçàòâîðåíèõ îäñå÷àêà. Îíè ïðèïàäàjó ïðàâàìà êîjå
ïðîëàçå êðîç êîîðäèíàòíè ïî÷åòàê. Êðàjåâè îäñå÷àêà (ó êîjèìà ñó
îíè çàòâîðåíè) ïðèïàäàjó ïðàâîj f(x) = 1. Ðåñòðèêöèjà ôóíêöèjå

f(x) íà èíòåðâàëó (k, k + 1) jå ïðàâà f(x) =
x

k
. Ñëåäè ãðàôèê:

Ñëèêà 3. Ãðàôèê ôóíêöèjå y = x
[x]
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2. Íàöðòàòè ãðàôèê ôóíêöèjå f(x) = [sinx].
Ðåøå»å: Êîðèñòå£è ñå ÷è»åíèöîì äà jå:

[sinx] =


0, x ∈ [2kπ,

π

2
+ 2kπ),

1, x ∈ π
2

+ 2kπ,

0, x ∈ [
π

2
+ 2kπ, (2k + 1)π), k ∈ Z

−1, x ∈ (π + 2kπ, 2(k + 1)π)

äîáèjàìî ãðàôèê ôóíêöèjå y = f(x) íà ñëåäå£îj ñëèöè:

Ñëèêà 4. Ãðàôèê ôóíêöèjå y = [sinx]

IV

Òåîðåìå î àïðîêñèìàöèjàìà

Ó îâîj ãëàâè £åìî ðàçìàòðàòè î àïðîêñèìèðà»ó ðåàëíèõ áðîjåâà
ðàöèîíàëíèì. Íàðàâíî, êàî øòî jå äîáðî ïîçíàòî, ñâàêè ðåàëàí áðîj ñå
ìîæå ïðîèçâî§íî äîáðî àïðîêñèìèðàòè ðàöèîíàëíèì; ìå¢óòèì, àêî ñå
ïðè òîì çà áðîjåâå êîjèìà ñå âðøè àïðîêñèìàöèjà çàõòåâàjó íåêè äîäàòíè
óñëîâè, íà ïðèìåð, îãðàíè÷àâà èì ñå íà îäðå¢åíè íà÷èí èìåíèëàö,
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òàäà ñå çàõòåâàíà òà÷íîñò íå ìîæå óâåê ïîñòè£è. Ó îâîì ïîãëàâ§ó
ìè £åìî äîêàçàòè êëàñè÷íå òåîðåìå Äèðèõëåà2, Êðîíåêåðà3 è Áåòèjà4

è ïðèêàçàòè íåêå çàíèì§èâå ïðèìåíå èñòèõ.

6 Äèðèõëåîâà òåîðåìà î àïðîêñèìàöèjè

Jåäàí îä èíòðèãàíòíèjèõ ïðîáëåìà 19-òîã âåêà, áèî jå àïðîêñèìàöèjà
ðåàëíèõ áðîjåâà ðàöèîíàëíèì, ïðå ñâåãà àïðîêñèìàöèjà (è áðçèíà)
àïðîêñèìàöèjå èðàöèîíàëíèõ áðîjåâà. Ðàöèîíàëíå áðîjåâå jå ìîãó£å
àïðîêñèìèðàòè êîíà÷íèì àïðîêñèìàöèjàìà, äîê jå êîä èðàöèîíàëíèõ
áðîjåâà ñèòóàöèjà äðóã÷èjà, øòî £åìî è ïîêàçàòè. Ñëåäè jåäíà îä
îñíîâíèõ òåîðåìà î àïðîêñèìàöèjè.

Ó 1842. Äèðèõëå jå äîêàçàî:
Òåîðåìà: Íåêî jå α èðàöèîíàëàí áðîj. Òàäà ïîñòîjè áåñêîíà÷íî ìíîãî

ðàöèîíàëíèõ áðîjåâà
p

q
òàêâèõ äà âàæè:∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

q2
, p ∈ Z, q ∈ N.

Çàê§ó÷ójåìî äà ñå èðàöèîíàëíè áðîjåâè ìîãó "áî§å"àïðîêñèìèðàòè
ðàöèîíàëíèì áðîjåâèìà íåãî ñàìè ðàöèîíàëíè áðîjåâè.
Ïðàòå£è îðèãèíàëàí äîêàç òåîðåìå Äèðèõëåîâ ïðèíöèï êîjà ãëàñè: Àêî
n + 1 îájåêàò õî£åìî äà ðàñïîðåäèìî ó n êóòèjà, îíäà íàjìà»å jåäíà
êóòèjà ñàäðæè 2 îájåêòà; îâî ëàêî ìîæåìî äà äîêàæåìî êîðèñòå£è
àðãóìåíò êîíòðàäèêöèjå èëè èíäóêöèjîì.

Äîêàç. Íåêà jà Q ïîçèòèâàí öåî áðîj. Áðîjåâè:

0, {α}, {2α}, ..., {Qα}

äåôèíèøó Q+ 1 òà÷àêà ðàñïîðå¢åíèõ ó Q äèñjóíêòíèõ èíòåðâàëà[
j − 1

Q
,
j

Q

)
, j = 1, ..., Q.

2Jîõàí Ïåòåð Ãóñòàâ Ëåæåí Äèðèõëå (1805 - 1859) íåìà÷êè ìàòåìàòè÷àð
3Ëåîïîëä Êðîíåêåð (1823 - 1891) íåìà÷êè ìàòåìàòè÷àð è ëîãè÷àð
4Ñåìjóåë Áåòè (1881 - 1970) àìåðè÷êè ìàòåìàòè÷àð
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Ïî Äèðèõëåîâîì ïðèíöèïó ïîñòîjè íàjìà»å jåäàí èíòåðâàë êîjè ñàäðæè
íàjìà»å äâà áðîjà {kα} > {tα}, òàêî äà 0 6 k, t 6 Q è k 6= t. Äà§å ñëåäè:

{kα} − {tα} = kα− [kα]− tα + [tα]

= {(k − t)α}+ [(k − t)α] + [tα]− [kα]︸ ︷︷ ︸
∈Z

Îçíà÷èìî q = k − t, òàäà äîáèjàìî:

{qα} = {kα} − {tα} < 1

Q

ñà p := [qα] ñëåäè äà:∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ =
|qα− p|

q
=
{qα}
q

<
1

qQ
.

Ïðåòïîñòàâèìî ñàäà äà jå, ñïåöèjàëíî, α èðàöèîíàëàí áðîj. Äîêàæèìî
ñàäà äà ó òîì ñëó÷àjó èìåíèîöè q ðàçëîìàêà êîjè àïðîêñèìèðàjó áðîj α
ó Äèðèõëåîâîj òåîðåìè ìîãó áèòè ïðîèçâî§íî âåëèêè, àêî äîçâîëèìî äà
áðîj Q ðàñòå. Çàèñòà ïðåòïîñòàâèìî ñóïðîòíî äà ïîñòîjè êîíà÷íî ìíîãî

ðåøå»à
p1

q1

, ...,
pn
qn
. Çà α /∈ Q âàæè

∣∣∣∣α− pj
qj

∣∣∣∣ > 1

Q
, j = 1, ..., n,

øòî jå êîíòðàäèêöèjà.

Êîíà÷íî ïðåòïîñòàâèìî äà jå α ðàöèîíàëàí, êàæåìî α =
a

b
, a ∈ Z, b ∈ N.

Àêî jå α =
a

b
6= p

q
, îíäà âàæè:

∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ =
|qα− bp|

bq
>

1

bQ
,

è óê§ó÷èjå q < b. Îâà jåäíàêîñò çà äîâî§íî âåëèêî Q ïðîòèâðå÷è
íåjåäíàêîñòè Äèðèõëåîâå òåîðåìå.
Ïðèìåòèìî äà§å äà èç jåäíàêîñòè òåîðåìå ñëåäè äà jå, çáîã 0 < q 6 Q,∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

q2

÷èìå ñìî äîêàçàëè òåîðåìó.
Íàïîìåíà: Íà ïðèìåð, çà α− π è n− 150, ñèãóðíî ïîñòîjè ðàçëîìàê

p/q ÷èjè jå èìåíèëàö q ìà»è îä 150 è |π − p/q| < 1/150q. Ó ïåòîì âåêó

30



jå êèíåñêè ìàòåìàòè÷àð Çó ×îíãçè5 àïðîêñèìèðàî π ñà 335/113. Îâàj
ðàçëîìàê àïðîêñèìèðà áðîj π ñà òà÷íîø£ó âå£îì îä 10−6. Ïðèìåòèìî äà
Äèðèõëåîâà òåîðåìà ïðîöå»ójå îâó ðàçëèêó ñà |π−355/113| < 1/16950 <
0.0000589971.
Ñëåäå£è ðàçëîìàê êîjè ïðåöèçíèjå àïðîêñèìèðà π jå 52163/16604, êîjè
jîø óâåê äàjå òà÷íîñò íà 6 äåöèìàëíèõ ìåñòà. Ñåäàì äåöèìàëíèõ ìåñòà
áðîjà π äàjå 86953/27678, à îñàì 102928/32763.

7 Êðîíåêåðîâà òåîðåìà î àïðîêñèìàöèjè

Çà ñâàêè äàòè ðåàëàí áðîj α ìîæåìî íà£è öåî áðîj q òàêî äà ñå
qα ðàçëèêójå îä öåëîã áðîjà äîâî§íî ìàëî. Êðîíåêåðîâà òåîðåìà î
àïðîêñèìàöèjè èç 1891. íàì îïèñójå áàø òàêàâ ñëó÷àj.

Òåîðåìà: Àêî jå α èðàöèîíàëàí, η ∈ R ïðîèçâî§àí, îíäà çà íåêî
N ∈ N ïîñòîjè Q ∈ N òàêî äà jå Q > N è P ∈ Z òàêî äà jå∣∣Qα− P − η∣∣ < 3

Q
.

Äîêàç. Êîðèñòå£è Äèðèõëåîâó òåîðåìó î àïðîêñèìàöèjè ãäå ñó öåëè
áðîjåâè q > 2N è p òàêàâ äà âàæè:∣∣qα− p∣∣ < 1

q
.

Ïðåòïîñòàâèìî äà jå m öåî áðîj çà êîjè âàæè:∣∣qη −m∣∣ 6 1

2
.

Ìîæåìî çàïèñàòè m = px − qy, ãäå ñó x è y öåëè áðîjåâè è |x| 6 1

2
q.

Äîêëå ãîä jå
q(xα− y − η) = x(qα− p)− (qη −m),

òðàæèìî

|q(xα− y − η)| < 1

2
q · 1

q
+

1

2
= 1.

5Çó ×îíãçè (429�500) êèíåñêè ìàòåìàòè÷àð è àñòðîíîì
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Ïîäåñèìî Q = q + x è P = p+ y äîáèjàìî

N <
1

2
q 6 Q 6

3

2
q,

ïðåìà òîìå∣∣Qα− P − η∣∣ 6 |xα− y − η|+ |qα− p| < 1

q
+

1

q
=

2

q
6

3

Q
.

Îâî jå òðàæåíà íåjåäíà÷èíà äàòå òåîðåìå.

Êðîíåêåðîâà òåîðåìà î àïðîêñèìàöèjè äàjå èíôîðìàöèjå î
òîïîëîøêèì ñâîjñòâèìà ñêóïîâà. Ïî÷è»åìî ñà ãóñòèì ñêóïîâèìà.
Çà íèç ðåàëíèõ áðîjåâà αn êàæåìî äà jå ãóñò ñêóï ó èíòåðâàëó [a, b) àêî
çà áèëî êîjó îòâîðåíó îêîëèíó ε áèëî êîjå òà÷êå [a, b), ïîñòîjè αn ∈ ε.
Íà îñíîâó Êðîíåêåðîâå òåîðåìå î àïðîêñèìàöèjè, íèç, äåôèíèñàí ñà
αn = {nα} ÷èíè ãóñò ñêóï ó [0, 1) àêî è ñàìî àêî jå α èðàöèîíàëàí áðîj.
Îâî äàjå jîø jåäíó êàðàêòåðèçàöèjó èðàöèîíàëíèõ áðîjåâà.

8 Áåòèjåâà òåîðåìà

Òåîðåìà: Ïîçèòèâàí èðàöèîíàëàí áðîj r ãåíåðèøå Áåòèjåâ ñêóï:

Br = [r], [2r], [3r], ... = ([nr])n>1

Àêî jå r > 1, îíäà jå s =
r

r − 1
òàêî¢å ïîçèòèâàí èðàöèîíàëàí áðîj. Îíè

çàäîâî§àâàjó:

1

r
+

1

s
= 1

è ñêóïîâè

Br = ([nr])n>1
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Bs = ([ns])n>1

ôîðìèðàjó ïàð êîìïëåìåíòàðíèõ Áåòèjåâèõ ñêóïîâà, òj. ôîðìèðàjó

ðàçëàãà»å ñêóïà N íà äèñjóíêòíå ïîäñêóïîâå. Îïøòè Áåòèjåâè ñêóïîâè

èìàjó ôîðìó:

Br = {[r + p], [2r + p], [3r + p], ...([nr + p])n>1}

ãäå jå p ðåàëàí áðîj. Çà p = 1 êîìïëåìåíòàðíè Áåòèjåâè ñêóïîâè ìîãó

áèòè ïðîíà¢åíè àêî ñòàâèìî t =
1

r
òàêî äà

Br = ([n(r + 1)])n>1

Bt = ([n(t+ 1)])n>1

ôîðìèðàjó ïàð êîìïëåìåíòàðíèõ Áåòèjåâèõ ñêóïîâà.

Äîêàç. Äà áè ñìî äîêàçàëè òåîðåìó, íàjïðå ïðåòïîñòàâèìî ñóïðîòíî,
äà ïîñòîjå ïðèðîäíè áðîjåâè j > 0 , k è m, òàêâè äà:

j = [k · r] = [m · s].

Èç äåôèíèöèjå öåëîã äåëà ðåàëíîã áðîjà ñëåäè

j 6 k · r < j + 1 ∧ j 6 m · s < j + 1.

Êàêî ñó r è s èðàöèîíàëíè áðîjåâè, äà§å ñëåäè

j < k · r < j + 1 ∧ j < m · s < j + 1.

Äå§å»åì ñà r îäíîñíî s ãîð»å íåjåäíàêîñòè äîáèjàìî

j

r
< k <

j + 1

r
∧ j

s
< m <

j + 1

s

Ñàáèðà»åì äâåjó íåjåäíàêîñòè è êîðèø£å»åì ÷è»åíèöå
1

r
+

1

s
= 1

äîáèjàìî
j < k +m < j + 1
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øòî jå êîíòðàäèêöèjà, jåð íå ìîæå ïðèðîäàí áðîj äà ñå íà¢å èçìå¢ó äâà
óçàñòîïíà ïðèðîäíà áðîjà. Îâèì ñìî äîêàçàëè äà ñó ñêóïîâè

Br = ([nr])n>1

Bs = ([ns])n>1

ìå¢óñîáíî äèñjóíêòíè.

Òðåáà jîø äîêàçàòè äà ñâàêè ïðèðîäàí áðîj ìîðà ïðèïàäàòè jåäíîì
îä Áåòèjåâèõ ñêóïîâà. Ïðåòïîñòàâèìî ñóïðîòíî äà ïîñòîjè ïðèðîäàí
áðîjåâè j > 0 òàêî äà íå ïðèïàäà íè jåäíîì îä ñêóïîâà Br,Bs , òj. äà
âàæè

k · r < j ∧ j + 1 6 (k + 1) · r

øòî ñëåäè èç ÷è»åíèöå [kr] 6= j è [(k + 1)r] 6= j .
Àíàëîãíî âàæè

m · s < j ∧ j + 1 6 (m+ 1) · r

Êàêî ñó r è s èðàöèîíàëíè áðîjåâè, äà§å ñëåäè

k·r < j ∧ j+1 < (k+1)·r ∧ m·s < j ∧ j+1 < (m+1).

Äå§å»åì ñà r îäíîñíî s ãîð»èõ íåjåäíàêîñòè, äà§å ñëåäè

k <
j

r
∧ j + 1

r
< k + 1 ∧ m <

j

s
∧ j + 1

s
< m+ 1

Ñàáèðà»åì îäãîâàðàjó£èõ íåjåäíàêîñòè è êîðèø£å»åì ÷è»åíèöå
1

r
+

1

s
= 1 äîáèjàìî

k +m < j ∧ j + 1 < k +m+ 2

òj.
k +m < j < k +m+ 1

øòî jå êîíòðàäèêöèjà. Îâèì ñìî ïîòïóíî äîêàçàëè òåîðåìó.

Çàê§ó÷àê: ñâàêè ïîçèòèâàí öåî áðîj (øòî jå ñâàêà ïîçèöèjà ó ñêóïó)
jå ïðåòñòàâ§åí ó ôîðìè [nr] èëè ó ôîðìè [ns], àëè íå ó îáå. Îáðíóòà
òâðä»à jå òàêî¢å òà÷íà: Àêî ñó p è q ðåàëíè áðîjåâè òàêâè äà âàæè äà
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jå ïîçèòèâàí öåî áðîj ñàäðæàí ó ãîðå íàâåäåíèì ñêóïîâèìà, îíäà ñó p è
q èðàöèîíàëíè è ñóìà »èõîâèõ ðåöèïðî÷íèõ âðåäíîñòè jå 1.

Ï ð è ì å ð è:

• Çà r =
1 +
√

5

2
è s = r + 1 âàæè äà jå ñêóï ([nr])

� {1, 3, 4, 6, 8, 9, 11, 12, 14, 16, 17, 19, 21, 22, 24, 25, 27, 29, ...}
è äèñjóíêòíè ñêóï ([ns]) jå

� {2, 5, 7, 10, 13, 15, 18, 20, 23, 26, 28, 31, 34, 36, 39, 41, 44, 47,...}

• Çà r =
√

2 è s = 2 +
√

2 ñêóïîâè ñó:

� {1, 2, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 12, 14, 15, 16, 18, 19, 21, 22, 24,...}

� {3, 6, 10, 13, 17, 20, 23, 27, 30, 34, 37, 40, 44, 47, 51, 54, 58,...}

• Çà r = π è s =
π

(π − 1)
ñêóïîâè ñó:

� {3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 25, 28, 31, 34, 37, 40, 43, 47, 50, 53,...}

� {1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 11, 13, 14, 16, 17, 19, 20, 22, 23, 24, 26,...}

Ïðèìå£ójåìî äà ñâàêè áðîj èç ïðâîã íèçà íå ìîæå áèòè ñàäðæàí ó
äðóãîì è îáðíóòî.

Íà ñàìîì êðàjó äàjåìî íèç çàäàòàêà çà ÷èjå ðåøàâà»å jå ïîòðåáíî
ñâî ãðàäèâî êîjå ñìî îáðàäèëè ó îâîì ðàäó. Òó £å ñå íà£è çàäàöè êîjè
ñó áèëè íà ðàçíèì ìàòåìàòè÷êèì òàêìè÷å»èìà è îëèìïèjàäàìà, êàî
è çàäàöè êîjè ñó ó ñâîjå âðåìå ïðåäñòàâ§àëè îòâîðåíå ìàòåìàòè÷êå
ïðîáëåìå. Çàäàöè ñó òåøêè è ÷åñòî ñëîæåíè, òàêî äà èõ ïðåïîðó÷ójåìî
îíèì ó÷åíèöèìà êîjè èìàjó àìáèöèjå, è æåëå äà íàó÷å íåøòî âèøå.
Çà ðåøàâà»å ñâàêîã çàäàòêà ïîòðåáíà jå äîáðà èäåjà, êàî è ïîçíàâà»å
òåõíè÷êèõ ðóòèíà, òj. ñâèõ ïîòðåáíèõ òåîðèñêèõ çíà»à è »èõîâà
ïðèìåíà. Íàäàìî ñå äà £å ñâàêè ÷èòàëàö íà£è íåøòî ïî ñâîì óêóñó.
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Ç à ä à ö è:

1. Äîêàçàòè:

(à) Àêî jå x èðàöèîíàëàí áðîj, òàäà jå ñêóï Xn = {{nx}|n ∈ N}
ñâóäà ãóñò ó [0, 1];

(á) Íåêó ñó a, b ∈ N, a 6= 10k, çà ñâàêî k ∈ N. Òàäà ïîñòîjè l ∈ N
òàêâî äà jå al ïî÷è»å ñà b ó äåöèìàëíîì çàïèñó.

Ðåøå»å:

(à) Äîâî§íî jå äîêàçàòè äà çà äàòî ôèêñèðàíî q ∈ N è p ∈ N
òàêî äà jå 0 < p < q, äà £å çà íåêî n,Xn ïðèïàñòè èíòåðâàëó(
p

q
,
p+ 1

q

)
. Òàêî ôèêñèðàíî q îäðå¢ójå ïîäåëó èíòåðâàëà

(0, 1) íà

[
0,

1

q

)
,

[
1

q
,
2

q

)
, ... äóæèíå

1

q
. Ïîñòîjå n, n′ òàêî äà

Xn, Xn′ ïðèïàäàjó èñòîì èíòåðâàëó. òî çíà÷è äà {(n′ − n)x}
ìà»å îä

1

q
.

Àêî èçäâîjèìî ïîäíèç Xkm,m = (n′−n) äàòîã íèçà, òàj ïîäíèç

£å ïðîëàçèòè êðîç èíòåðâàëå äîê íå óïàäíå ó

[
p

q
,
p+ 1

q

]
.

Óçèìàìî òàêâî q äîâî§íî âåëèêî äà

[
p

q
,
p+ 1

q

]
⊂ r ± ε.

(á) Äà al ïî÷è»å ñà b, øòî çíà÷è

∃j ∈ N, b10j 6 al 6 (b+ 1)10j | log

j + log b 6 l log a 6 j + log(b+ 1)

⇒ log a jå èðàöèîíàëàí áðîj jåð jå a 6= 10k.

⇒
(
{log b}, {log(b+ 1)}

)
⊂ [0, 1], ïî Êðîíåêåðó

({lα} ∈ N jå ãóñò ó [0, 1]) ïà ∃l òàêî äà

{lα} ∈
(
{log b}, {log(b+ 1)}

)
.

Ñà äðóãå ñòðàíå [lα] ∈ N è èíòåðâàë

(
[log b], [log(b + 1)]

)
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ìîæåìî ïðîøèðèòè

(
[log b]+ j, [log(b+1)]+ j

)
òàêî äà ñàäðæè

[lα].

2. Äîêàçàòè äà ñêóï {[n
√

2] |n ∈ N} ñàäðæè áåñêîíà÷íî ìíîãî
åëåìåíàòà êîjè ñó ïðèðîäíè ñòåïåíè áðîjà 2.

Ðåøå»å:

Ïî Êðîíåêåðó ïîñòîjè áåñêîíà÷íî ìíîãî n, òàêî äà jå {2n
√

2 6 1
2
}.

Èçàáåðåìî òàêâî n. Àêî jå m = [2n
√

2], ñëåäè 2n

√
2 − 1 < m <

2n

√
2− 1

2
, ïà jå 2n+1 < (m+1)

√
2 < 2n+1+1 èëèòè [(m+1)

√
2] = 2n+1.

3. Äîêàçàòè äà ñêóï {[n
√

2] |n ∈ N} ñàäðæè áåñêîíà÷íî ìíîãî
åëåìåíàòà êîjè ñó ïîòïóíè êâàäðàòè.

Ðåøå»å:

Íåêà ñó íèçîâè (an)n≥1, (bn)n≥1 äåôèíèñàíè ñà a1 = b1 = 1, an+1 =
3an + 2bn, bn+1 = 4an + 3bn. Òàäà âàæè (∀n), 2a2

n − b2
n = 1 . Jàñíî jå

äà âàæè 2a2
1 − b2

1 = 1. Íåêà jå òâð¢å»å òà÷íî çà n. Òàäà jå

2a2
n+1 − b2

n+1 = 2(3an + 2bn)2 + (4an + 3bn)2 = 2a2
n − b2

n = 1.

Òèìå jå òâð¢å»å äîêàçàíî èíäóêöèjîì è ñëåäè äà ãîð»à jåäíà÷èíà
èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî ðåøå»à. Äà§å ñëåäè 2(anbn)2 = b4

n + b2
n,

îäàêëå jå b2
n <
√

2(anbn) < bn + 1, îäíîñíî [anbn
√

2] = b2
n. Îâèì jå

äîêàçàíî òâð¢å»å çàäàòêà.

4. Íåêà ñó m è n èçàjàìíî ïðîñòè áðîjåâè, m,n ≥ 2.

Äîêàçàòè äà çà ñêóïîâå A =

[
k(m+ n)

m

]
, 1 6 k 6 m− 1

è B =

[
k(m+ n)

n

]
, 1 6 k 6 n− 1 âàæè A ∩ B = ∅,

A ∪B = {1, 2, ...,m+ n− 2}.

Ðåøå»å:

Êàêî âàæè
m+ n

m
> 1,

m+ n

n
> 1, ñëåäè

1 6

[
m+ n

m

]
<

[
(m− 1)(m+ n)

m

]
= [m+ n− m+ n

m
] < m+ n− 1

37



è

1 6 [
m+ n

n
] < [

(n− 1)(m+ n)

n
] = [m+ n− m+ n

n
] < m+ n− 1

ïà jå A∪B = {1, 2, ...,m+n−2}. Êàêî jå |A|+|B| = m+n−2, äîâî§íî
jå äîêàçàòè äà jå A ∩ B = ∅. Ó ñóïðîòíîì áè ïîñòîjàî ïðèðîäàí

áðîj x, òàêàâ äà âàæè x 6
k(m+ n)

n
< x+ 1, x 6

l(m+ n)

m
< x+ 1,

çà íåêî k, l ∈ N. Äå§å»åì ïðåäõîäíèõ íåjåäíàêîñòè ñà
m+ n

m

è
m+ n

n
, ðåäîì, è ñàáèðà»åì, äîáèjà ñå x 6 k + l < x + 1, ïà

êàêî jå k = l ∈ N , ñëåäè k + l = x. Äàêëå, âàæè
mx

m+ n
< k è

x−k > nx

m+ n
= x− mx

m+ n
, îäàêëå jå k =

mx

m+ n
, òj. kn = m(x−k),

øòî jå íåìîãó£å, jåð ñó m è n óçàjàìíî ïðîñòè.

5. Íåêà ñó p è q óçàjàìíî ïðîñòè ïðèðîäíè áðîjåâè. Íà£è ñâå c, d ∈ R,

òàêî äà çà ñêóïîâå A =

[
np

q

]
|n ∈ N è B =

[
cn+ d

]
|n ∈ N âàæè

A ∩B = ∅ , A ∪B = N.

Ðåøå»å:

Ìîðà áèòè p > q. Èíà÷å jå
p

q
< 1, ïà jå 0 =

[
p

q

]
∈ A, øòî jå

êîíòðàäèêöèjà. Ïðåäïîñòàâèìî äà ïîñòîjå òðàæåíè c è d. Òàäà

âàæè |A ∩ {1, 2, ..., kp}| = kp, jåð jå

[
np

q

]
ðàñòó£à ôóíêöèjà ïî n è[

kq · p
q

]
= kp. Ñëåäè äà jå |B∩1, 2, ..., kp| = k(p− q). Êàêî jå p

q
> 1,

âàæè kp−1 /∈ A, òj. kp−1 ∈ B, ïà ñå äîáèjà
[
ck(p−q)+d

]
= kp−1,

îäíîñíî kp − 1 6 ck(p − q) + d < kp, øòî jå åêâèâàëåíòíî ñà

p − 1

k
6 c(p − q) +

d

k
< p. Êàäà k òåæè áåñêîíà÷íî, äðóãè ÷ëàí ó

ïîñëåä»îj íåjåäíàêîñòè òåæè êà c(p − q), à ïðâè è òðå£è êà p, ïà

ïî ëåìè î äâà ïîëèöàjöà, âàæè c =
p

p− q
. Èç ãîð»å âåçå, çà k = 1,

ñëåäè −1 ≤ d < 0. Íåêà jå d = − 1

p− q
è íåêà m ∈ A ∩ B. Òàäà
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âàæè m 6
kp

q
< m + 1, m 6

lp− 1

p− q
< m + 1, øòî jå åêâèâàëåíòíî

ñà
q

p
m 6 k < (m + 1)

q

p
∧ (p− q)

p
m 6 l − p− q

p
< (m + 1)

p− q
p

,

îäêëå ñå ñàáèðà»åì äîáèjà m 6 k + l − p− q
p

< m + 1, ïà êàêî

jå 0 <
p− q
p

< 1, k + l,m,m + 1 ∈ N, ñëåäè k + l = m + 1. Òî

çíà÷è äà âàæè
kp

q
< m + 1 ∧ (m+ 1− k)p− 1

p− q
< m + 1, îäíîñíî

q(m + 1) − 1 < kp < q(m + 1), òj. öåî áðîj kp ñå íàëàçè èçìå¢ó
äâà óçàñòîïíà öåëà áðîjà, øòî jå êîíòðàäèêöèjà. Ñëåäè äà ïàð

(c, d) = (
p

p− q
), (− 1

p− q
) çàäîâî§àâà òðàæåíó îñîáèíó.

Êàêî jå (p, q) = 1, ñëåäè (p, p − q) = 1, ïà ïîñòîjè
l ∈ N, 1 6 l 6 p − q − 1, òàêâo äà âàæè lp ≡ 1(mod(p − q))

ïà jå
lp

p− q
+ d =

lp− 1

p− q
+ (d+

1

p− q
). Òàäà jå

lp− 1

p− q
öåî áðîj. Êàêî

jå −1 6 d < 1 è
p

p− q
> 1 +

1

p− q
, ñëåäè

lp− 1

p− q
− 1 ∈ A, ïà ìîðà

áèòè d 6 − 1

p− q
. Êàêî jå

np

p− q
>

1

p− q
çà n ∈ {1, 2, ..., p − q − 1},

ñëåäè äà jå òðàæåíè óñëîâ èñïó»åí àêêî c =
p

p− q
, d ∈ [− 1

p− q
, 0).

6. Íåêà jå f(x) = [n+
√
n+

1

2
]. Äîêàçàòè äà ñêóïîâå A = {f(x)|n ∈ N}

è B = {n2|n ∈ N} âàæè A ∩B = ∅ ïðàçàí ñêóï , A ∪B = N.

Ðåøå»å:

Ôóíêöèjà f jå ðàñòó£à. Íåêà jå k /∈ A. Òàäà ïîñòîjè n ∈ N, òàêî äà
âàæè n+

√
n+

1

2
< k è k+ 1 6 n+ 1 +

√
n+ 1 +

1

2
, îäàêëå ñå äîáèjà

√
n < (k − n)− 1

2
6
√
n+ 1.

Àêî jå l = k − n, ñëåäè n < l2 − l +
1

4
6 n+ 1, ïà êàêî jå l2 − l ∈ N,

ñëåäè n = l2 − l è k = n+ l = l2.
Îáðíóòî, àêî jå k = l2, òàäà çà n = l2 − l âàæè

n+
√
n+

1

2
= l2 − l +

√
l2 − l +

1

2
=
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l2 − l +

√
(l − 1

2
)2 − 1

4
+

1

2
< l2 − l + l − 1

2
+

1

2
= l2

è

n+ 1 +
√
n+ 1 +

1

2
=

l2 − l + 1
√
l2 − l + 1 +

1

2
=

l2 − l + 1 +

√
(l − 1

2
)2 +

3

4
+

1

2
> l2 − l + 1 + l − 1

2
+

1

2
= l2 + 1,

ïà k = l2 /∈ A.
Îâèì jå äîáèjåíî òâð¢å»å çàäàòêà.

7. Íåêà jå f(n) = [n +

√
n

3
+

1

2
]. Äîêàçàòè äà çà ñêóïîâå

A = {f(n)|n ∈ N} è B = {n2|n ∈ N} âàæè A ∩B = ∅, A ∪B = N.

Ðåøå»å:

Ôóíêöèjà f jå ðàñòó£à. Íåêà k /∈ N. Òàäà ïîñòîjè n ∈ N , òàêâî

äà âàæè n +

√
n

3
+

1

2
< k è k + 1 6 n + 1 +

√
n+ 1

3
+

1

2
, îäàêëå

ñå äîáèjà
√
n <
√

3(k − n) −
√

3

2
6
√
n+ 1. Àêî jå l = k − n, ñëåäè

n < 3l2 − 3l +
3

4
6 n + 1, ïà êàêî jå 3l2 − 3l ∈ N, ñëåäè n = 3l2 − 3l

è k = n+ l = 3l2 − 2l.

Îáðíóòî, àêî jå k = 3l2−2l, òàäà çà n = 3l2−3l âàæè n+

√
n

3
+

1

2
=

3l2−3l+

√
3l2 − 3l

3
+

1

2
= 3l2−3l+

√
(l − 1

2

2

)− 1

4
+

1

2
< 3l2−3l+l−1

2
+

1

2
= 3l2−2l è n+1+

√
n+ 1

3
+

1

2
= 3l2−3l+1+

√
3l2 − 3l + 1

3
+

1

2
=

3l2−3l+1+

√
(l − 1

2

2

) +
1

12
+

1

2
> 3l2−3l+1+ l− 1

2
+

1

2
= 3l2−2l+1,

ïà k = 3l2 − 2l /∈ A.
Îâèì jå äîáèjåíî òâð¢å»å çàäàòêà.
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