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YBoa

HesepoBaTha koMOMHAIM]a TEIKO CXBAT/bUBE MIPUPOJIE U OIITIITE MO3HATE,
Oap ejeMeHTapHe, IPUMeHe jeTHOT allCTPAKTHOT ojMa Beh XusbaaMa ro/InHa
YUHU OpOj YBEK WHTEPECAHTHOM TeMOM 3a mpoydaBame. Octapspajyhu mo
CTpaHH MOKYyIaje meduHUCAHA MOjMa Opoja, KOJU ¢y HmpHUa 3a cebe, camo
poyYaBaibe IheroBUX 0COOMHA je KOMILIEKCHA UI'Pa YMjU Ce Kpaj He Buju. Y
0] PABHOIIPABHO MOTY YYeCTBOBATH CKOPO CBU KOjUMa Cy MO3HATE OCHOBHE
ocobWHe W olepalyje, a akKo MpH TOMe HMajy H Hjejy, OHJa cy J00pu
pesyaTatu yBek Moryhu. OHO MMITO je HajUHTepecaHTHUje jecTe 1a BehmHa
pelema mpodbaeMa Koju ce THUYy OpojeBa M3TIeaajy jeIHOCTAaBHO, aad JI0
IbUX Hajuerthe HUje JJIAaKO cTuhu.

OBaj paJi Ma 3a IMUJb Jia IPEeJICTaBU BeJUKU OpOoj ujeja Koje he 6utu of
noMohM cBHMa KOjH ce YecTo, ca HaMepoM WJIH He, cycpeliy ca 3agammma
3a 4uje je perraBame 1MOTpPebHO jeTasbHUje 103HaBame ocobuHa OpojeBa u
ILUXOBUX MehycoOHUX O/IHOCA.

Pan je mpe cBera HaMemeH HaJapeHUM YUYEHUIIUMA CPEIHUX TITKOTA,
KOJU BOJIe MaTeMarTuky M LPUIIPEMajy ce 3a HallMoHa/Ha u MehyHapojHa
TakMuuema.  Mehyrum, OHa cajJpKu W OCHOBHE IIOjMOBe, TBphema wu
je/IHOCTaBHHU]jE 3aJIaTKe, TAKO Jla MOTY JIa jeé KOPUCTE U YUTAOI! KOjU Ce TTPBH
nyT cpehy ca Teopujom OpojeBa. Cmarpa ce jga MozKe OUTH 0] BeJIUKEe KOPUCTH
u mpodecopuMa KOju TPUIPEMAjy VIeHHKe KaKO CPelIbiX, TAKO U OCHOBHUX
ITKOJIa, 332 MaTeMaTH4dkKa TakKMudera. Beaukn Opoj 3ajaTaka je mpeyser ca
PA3HUX HAIMOHAIHUX W MeD)YyHAPOIHUX TAKMUYICHHA.

Nmajyhu y Buay na cy OpojeBH TJIaBHU W3BOP HACTAHKA MHOIUX
MaTeMaTUIKUX TeOpHja BeEpyjeMO Ja OBaj paJi MOxkKe OUTH KOPHCTAH
CTYIIEHTHMa y PA3HUM KypceBHMa, Ha MPHMep V 3aCHUBAKBY MaTeMaTHUKe
aHa M3e, 3aTHM Y PAYYHAPCTBY W JIUCKPETHO] MaTeMATHIU, HAPABHO Y
aJiredpu U/,



IT

Peanan 6poj

Jejlan 071 HAajBAKHMjUX MOjMOBA Y MATEMATHUIH je mojam peajHor Gpoja.
Vcropujcku pa3Boj nojMa peasiHor Opoja uje o1 IPUPOJTHUX, IPEKO MeJTUX U
PAIMOHAJHHAX JI0 HPAIMOHAJIHUX Opojena.

1 Akcumome ckyna peajiHux O0pojeBa

Kopucrehu cse pesynarare o cBojcTBUMa peajHuUX OpojeBa JI0 KOjUX
cy JOILIM MaTeMaTwdapu, Moryhe je Teopujy peaanux OpojeBa 3aCHOBATH
AKCMOMATCKU, Tj. TONW Ol OCHOBHUX TIOjJMOBA W MOJA3HUX TBphema
(akcmoMma), a 3aTuM JlebUHUCATH HOBE MOJMOBE U M3BOJUTH Pa3HA CBOjCTBA
Ha OCHOBY I10JIa3HUX M Beh joKa3aHux TBphema.

Hedbununmja: Ckyn peasnux 6Opojesa je wnenpasan cxyn R y xome
cy dedunucane dse bunapne onepauuje: cabupare (+) u mmoocerve () u
bunapra pesayuja < (marve uan jedunaro), mako da cy ucnyrena caedehia
cBOJCMBa:

1. cBojcTBa cabupama:

(a) (Vo,y e R)x +y=y+u,

6) Vo,y,zeR)(z+y)+z=2+ (y + 2),

(B) mocroju enement 0 € R, takas fa je x + 0 = x 3a cBe x € R,
(r)

r) 3a cBaku eqeMmeHT Tz € R mocroju erement —x € R, Tako na je

r+ (—x) = 0;



2. CBOjCTBA MHOYKema:

0

(a) (Vo,yeR)z-y=y-u,

6) (

(B) mocroju exement 1 € R\ {0}, tako na je z- 1 = x 3a cBe = € R,
()

Ve,y,2€R) (z-y)-z=x-(y- 2),

r) 3a ceaku esement x € R\ {0} nocroju enement ! € R, Tako 1a
jex- oz t=1,

(m) (Vz,y,2€R)z-(y+2)=x-y+z- 2
3. cBOjCcTBa pesanpje <;
(a) (Vz eR)z <z,
6) Vz,yeR) (z<y,y<zx=1x=y),
(B) (Vo,y,2 €R) (v <y,y <z= 1< 2),
(

J1) aKo je v < y M Z Mpou3BOJbaH ejeMenT u3 R Baxn o + 2z <y + 2,

b

4. ako cy A m B Hempa3HH MOACKYIOBH cKymla R, TakpBu 1a je r < ¥y 3a
cBe x € A, y € B, taga nocroju ejement z € R, rakap ga je v < 2 < y
3acBe x € A,y € B.

)
)
r) 3a cBaka jiBa eixementa (Vr,y € R) Baxn x < v,
)
Jakoje 0 <xzu0<y, onnajeun 0<x-y;

(
(

C o03mpoM Ha HaBeJeHAa CBOjCTBA, KaxKe ce Ja je CKyI peaJHUX OpojeBa
notnyHo ypebeno mosbe. (CBa ocTajla CBOjCTBa peaTHUX OpojeBa MOTY ce
U3BECTH W3 HaBeIeHHUX akcuoma. Jledbuwnunry ce omeparuje omgy3uMama u
JleJberba a OHO TITO je HaMa MoceOHO MHTEePEeCAHTHO jecTe OCOOUHA O TYCTHHU
CKyTIA.

TBphemwe: Cryn peasrux bpojesa je ceyda 2ycm, mj. udmehy ceaxa dea
peaana 6poja T u Yy nocmoju 6eckoHaUHO MHO20 PEAAHUT OPOJESa.

Hoxka3z. Heka je z,y € R n Heka je z < y. Ha ocHOBY akcuome
axo je x < Y u 2 npoussowan eaemenm ud R saorcu x + 2 < y+ 2

ciemummajer+r<zcz+yunzr+y<y+y 1. 22 <zct+tyunz+y <y,
OJIHOCHO 27 < x +y < 2y.



Ha ocuoBy TBphema

(z>0)= (z7'>0) (x<yANz>=0)=2z<yz,

nambe caean ga je 271 (2z) < 27Nz +y) < 271 (2y), 1j. x < IT—i_y < y. Ha Taj

. . rT+y . .
HAYMH CMO JTOOWIH 12 je Opoj z = n3Mmehy 6pojeBa x n y, 1j. © < z < ¥.
Ha UCTH HA4YHH ce 00Hjajy OpOjeBH 21 U 23 TaKO jga je © < 21 < 2 < 29 < U.
OBaj mocTynak ce MOxKe HACTABUTH U MO CBOjOj MPHUPOJM je TaKaB JIa MY
HeMa Kpaja, IMTO YIPaBO U 3HAUHN J1a u3Mely peaJHuX OpojeBa * U Y MOCTOjH

OeCKOHAYHO MHOTO peaiHuX Opojena.

2 DbpojeBn

Y oBoM ety mokazaheMo Kako ce y OKBUPY aKCHOMATCKHU YBeJEHOT CKyIa
R peaxnux 6pojeBa MOTY yBeCTH yOOMYAjHU TOJACKYTIOBU TTPUPOTHUX, METUX,
paIMOHAJIHUX U UPAIMOHAIHUX OpOjeBa.

2.1 Ilpupoauu 6pojeBu

Nurynrusao, nupupojinu OpojeBu LpeJCTaB/bajy CKyll Koju ce Jjjobuja
nosiazehn oJ1 je TMHUYHOT eJjieMeHTa CKymna R, j0jaBameM Te jeTuHUTIe
HEOTPAHUYEHO MHOro myta camoj cebu. Jla OmcMo Ty KOHCTPYKIIH]Y
Iperu3upasin, YBOIU ce MojaM WHIYKTUBHOL CKYIA.

Hedbununuja: Ilodckyn A ckyna R nasuea ce undyxmusnum axo
BAHCU:

Vx)(zre A=z+1€A).

Hedbununuja: Crxyn N npupodnux 6pojesa jecme najmarou undykmueH
nodckyn ckyna R xoju cadporcu 1.

Teopema: Axo nodckyn A ckyna N uma caedehe ocobune:



1. 1€ A,

2. (Vx)(zre A=a+1€ A

Ttasa ce A noknama ca ckynom N. H
OBa TeopeMa mpeacTaB/ba OCHOB 33 IPUHIMI MaTeMaTHIKe HHIAYKI]e, KOja
ce Be3yje UCKIbyUIUBO 3a MPUpOJIHe Opojese.

2.2 Ileau 6pojeBu;

Y ckyny N ony3umame Huje yBeK moryhe Tj. pasJjimka JiBa IIPUPOJIHA
O6poja He Mopa OuTm mpupomaH Opoj. 36or Tora ypoanmo () W HeraTMBHE
npupojne 6pojese: —1, —2, —3....

Osnaunmo ca —N cKyll CBUX CYIPOTHHX eJeMeHaTa IPUPOJIHUX Opojena:

—N = {-n|n € N}.

Hedbuaunuja: I1od ckynom ueaux 6pojesa nodpasymesamo cxkyn 7 =
NuU{0} U (—N).

2.3 PamnuoHaJiHu 1 MpanMOHAJIHU OpPOjeBu

Hedbuaunuja: [lod payuonasnum bdpojem nodpasymesa ce ceaku 6poj
obaura p/q,p € Z,q € N. Cryn ceuzr payuonaisnur 6pojesa 03na4a6a ce ca
Q.

3a omepucame ca palMOHAJHUM OpOjeBHMa BazKe MMO3HATA MPABUIA
padyHama ca paziomiuMma. [locebHo, Baxu pk/qk = p/q,k € Z\ {0}, 360r
gera ce Kao MpeJICTABHUK CBUX OpojeBa oOJUMKa p/q y3uMa OHAj KOJ Kora cy
p U q y3ajamuo upoctu (p,q) = 1. Baxu:

Cras: (Q,+,-, <) je ypeheno noswve.



Hakine, ckyn Q 3amoBomasa axcmome (l.a)-(3.5). Mehyrum, Q me
33JI0BOJbABA AKCHOMY HENPeKUJIHOCTH (4) W y TOME je OCHOBHA DPa3/IUKa
mmehy mopa Q mw R. ¥V ckynmy R wmopajy moctojatu 6pojeBu Koju
Hucy panuoHaanu. TakBe OpojeBe Ha3MBAMO WPAINMOHATHUM, a IHUXOBO
orkpuhe mpenmcyje ce Iluraropm mim merosum yuenumuma. CKyII CBHX
npanroHaJHUX OpojeBa o3HavyaBamo ca I.

Teopema: Hexa je f(x) = a™ + 12! + ... + o1 + ¢, noaurom
ca UeA0OPOJHUM KOEPUUUJEHMUMG U PearaH Opoj o Koper moe NOAUHOMA.
Tada, uaru je o yeo 6Poj uAU je UPAGUUOHAAGH.

Hoxka3z. llomro je 0 meo 6poj, mocmarpahemo camo caydaj o # 0.
[IpernocraBumo sa je o panuonasan 6poj, tj. a = p/q,p € Z,q € N, (p,q) =
1. Bamemyjyhu a = p/q y jeanaauny f(z) = 0 mobujamo

n n—1

p

n—1

p—n+01
q

+...+cn_1§+cn =0

OJIHOCHO
Pt = —q(clp"’1 4+ ...+ cnq”’l).

Onarne caenu g|p™. Mebhyrum, 360r (p,q) = 1 Baxku (p",q) = 1, na je q|p”
moryhe camo 3a ¢ = 1 1j. @ = p/q = p je neo 6poj. B

Teopema: Axo je a € Q, onda nocmoju pearan 6poj ¢ > 0, maxas da je
34 c6axu panuonanan 6poj § # o ucnyrasa jednaxocm
a—71>7
a —_ p—
b' T b
Hoxka3z. Heka je a = p/q,q > 1. Axko je a/b npousBospan paiuonasan 6poj,
& # %, oHza je pb — aq # 0, na je neo 6poj [pb — ag| > 1. 36or Tora je

lpb—aal 1 _ Vg

bg bq b

P a
q b

a
o= 51 =1

Hakie, 3a ¢ ce moxke yzeru 1/q. B



3 Ilocaeamuiia akcmoMe HempeKUTHOCTU

Ba Apxumenoso! csojerso ypehemor moba R MoxkKe ce HOKa3aTH /18 OHO
He cjean u3 ajarebapckux akCHoMma, Behl je 3a IeroBo mM3BOheme Heomxo Ha
AKCHOMa, HEIIPEeKUTHOCTH.

Teopema: 3a npoussonne nosumushe peaane Opojese a,b nocmoju (u
jeduncmeeno je odpehen) npupodan 6poj n, maxas da je (n — 1)a < b < na.

Hoxka3. lIpernocraBumo na 6poj n € N, Takas ja je b < na, He MOCTOjH.
Tana Baxu na < b 3a ceako n € N, na je ckyn A = {na|n € N} orpanmyen
omo3ro. Ha ocuHoBy Teopeme o cympemymy moctoju sup A = c¢. Kako je
a >0, T0o je ¢ — a < ¢, MTO TTOKa3yje ja 6poj ¢ — a He MoyKe OUTH MajopaHTa
ckyna A. [lakie, moctoju 6poj ng € N, rakas j1a je nga > ¢ — a. Ho, onma je
(ng + 1)a > ¢, mTo je KOHTpaIUKIHja ca ¢ = sup A.

Hakme, mopa nocrojatu 6poj n € N 3a koju je b < na. Mehy cBum
TaKBUM OpOjeBUMa 7 MMOCTOjJH HAJMAbU - OYMIVIEJHO je Jia OH 3aJ10BOJhaBa
(n — 1)a < b < na. Jeguucreenoct Tor 6poja je jacua. M

Jlako je BHIETH Ja HaBeJIeHO TBpherme ocTaje Ha CHA3H U aKO JIO3BOJIUMO
sna b € R Oyjie mpou3BoO/bHOT 3HaKa, ¢ THM J1a OpP0Oj n y TOM cjydajy Oupamo
u3 Z ymecto u3 N. V Tom ciaydajy 3a a = 1 1001jaMo jeJHOCTABHY YUIHEHUILY

(VbeR)(FAmeZn—-1<b<n.

Takas 6poj n — 1 3Bahemo nenum gesom 6poja b u oznaunhemo ca [b]. Eso
HEKOJIMKO BazkKHUX HOCJTICIUNa ApPXHMeI0BOr CBOjCTBA.

Ilocnenuiia:

1. 3a cBakm mosuTuBaH OpOj € MOCTOjU NMPHUPOJAH OPOj M, TaKaB ja je
0<1l/n<e.

2. Ako je x HeHeraTmBaH peasiaH Opoj u 3a cBako n € N Baxu r < 1/n
ouga je x = 0.

' Apxmme, (287.-212.1me.) rpuku dbuzuyap, aCTPOHOM U MATEMATHYAP



ITocnenuita: Ma xkaksu Omsm peasuu OpojeBu a u b 3a Koje je a < b,
MOCTOjH panuoHaJaH Opoj x, Takas Ja je a < x < b.

3601 cBOjcTBA PAIMOHATHIX OPOjeBa U3PAZKEHOT OBOM MOCIEIUIIOM KazKe
ce na je ckyn Q rycr y ckymy R.

4 JlemmMaJjiHa penpe3eHTaliija opoja

CBakum TO3UTHBAH peajiaH OpOj « MOxKe ce Ha jeJIWHCTBEH HAYUH
IPUKA3aTH Yy JIETTUMAJTHOM 3aIHACY

a = Aap, A142...0y...,

rjie je aop HeHeraTuBaH 1e€o Opoj, aj,as,... cy nudpe, Tj. €JIeMEeHTU CKyla
{0,1,2,...,9} u HuCYy cBHU a, moYeB OJ HeKOT jegHakn 9. Younmo mely cBum
TaKBUM 3aITUCUMa OHe KOJU Cy MePUOJANYHH, Tj. OHe KOJ KOjUuX Ce MOYeB O]
U3BECHOT MecTa, jeJHa nmudpa mwin rpyna mudapa IepruoImIHo TOHAB/bA.

Teopema: Peanar 6poj o je payuoHaaaH axo U CaMO GKO je 1e208
0eUUMANHY, 3ANUC NOYESUIL 00 HEKO2 MECTNG NEPUOIUYAH.

Hoxkaz. Ilocmarpajmo paruonanan 6poj o = p/q. Ilpu mememy
OPUPOIHUX OpojeBa NPUPOJHUM OpoOjeM ¢ MOI'Y ce II0jJaBUTH OCTAIlH
0,1,2,...,g — 1. Ako ce HAa HEKOM KOpaKy HpH Je/belmy ca p U ¢ TOjaBU
ocrarak 0, oHJIa ce TOCTYIAK Je/beiba 3aBpliiaBa U OpOj o MMa KOHAYAH
JENUMAJIHE 3auc. AKO ce IIpH Jie/berby ca p u q octatak () He MojaBH, OHIA Ce
HAKOH U3BECHOI Opoja KOpaKa, ¥ TO HajBHUIIE HAKOH ¢ KOpaKa, MOPa IIOHOBUTH
octatak Koju ce jpodbmja. Camum TuMm gohu he g0 monapsbama ojapehenor
opoja mudapa m oBuM he ce MOCTYNKOM J00UTH OeCKOHAYAH HMEPUOTHIAH
JIEIIMMAJIHY 3a1uc 6poja a.

O6patHo, mocMaTpajMo peaad OPoj v KOjUu UMa, MePHOANIaH TeIMUMATHI
3AITUC

a = Ag, a1az...a;(A1 11012 -Qprs)-

Onpa je

a(10t+s — 10t) = (108 — 1)(10t(10 + alag...at) + At 10442...Apt g,y

9



oJTaKJie 100ujamMo

1
o =g+ 1—Ota1a2...at + mat+1at+2...at+s

IITO 3HAYW Ja je « paruonasan 6poj. M

SaHUM/BUBO je MCIHTATH KaJa Ce JaTh paruoHaJaH Opoj mpeacTaBba y
00JINKY KOHAYHOT JICIUMAIHOT Opoja, Kaja y OOJUKY MPOCTO-IEPOJIUIHOL, a
KaJla y OOJUKY MeNIOBUTO-IIEPUOINIHOT Opoja, Ko kora je t > (. Ciemeha
TeopeMa, Jaje OArOBOp Ha TO MUTAIbE.

Teopema: Heka je o = p/q payonanan 6poj, (p,q) = 1.

1. Bpoj o uma xonauwar OeyumasHy 3anuc ako u camo ako je q = 2% -

5% (a,b € NU{0}).

2. Bpoj a uma beckonauar npocmo-nepuodusat 36nuUc aKO U CaM0 aKO je

(q,10) =1, > 1.
Jlokas.

1. TlpernocraBumo Hajrpe ja Opoj o ©Ma KOHAYAH JICTIUMAIHU 3aIUC
p_
— = ap,0102...0p
MMTO 3HAYW JIa je
P et a1-10 +ay- 102+ . +a, 107"
q

. . . D c
CsohemeM Ha 3aje IHTIKN UMEHUIAIL J0OUjaMo Jia je — = ——, oJaKJe,

10m
1ocJie eBeHTyaIHOT cKpahupama, 1obujamo ja je ¢ = 2% - 50

Hexka je, obparno, ¢ = 2% - 5°. IlpomupuBameM pasgoMKa ca

p
205
5970 i 2°7% nobujamo

p_ T
qg 10m

10



rje cy r u m upupoanu o6pojesu. llpupogan 6poj r uma CBOj JE€KaTHI
3aIHUC

7 = CxCr_1...C1Co = Ci, 10% + Cr_1 " 10+ . 4 - 10+ Co,

ma jgobujamo Jia je

r
D 105 M g 105 e 108 4 10
qg 10m
IITO 3HAYW Ja je Opoj p/q 3amucyje y JENUMATHOM 3aMuCy HOMONy
ncTux nudapa Kao u 6poj r U, eBEHTYAJTHO, U3BECHOT Opoja HyJIa UCIIPe]]
BUX, Yy ciaydajy ja je k < m. Jlakie, 6poj p/q uma KoHAYAH JIeIUMA/THE
3AITHC.

2. OBaj neo tBphema gokaszahemo Ha ocHOBY caejiehe Teopeme y K0joj ce
ofpehyje jykuHa nmepuoje npocTo-nepruoAHIHOT JEIUMATHOr OPOja.

Teopema: Hexa je (¢,10) = 1,1 < p < q,(p,q) = 1. Tada 6poj p/q uma
beckonayuan npocmo-nepuodusan JeUUMaIHY 3anuc ca S yudapa y nepuoou,
2de je s nopedax 6poja 10.

Hoxkaz. Hexka je s nopemax 6poja 10 1j. 10° =1 (mod ¢q). Jdememe 10p
ca q maje 10p = qe; + 11, rme 0 <y < q u (r1,q) = (10p, ¢) = 1; cnennjasso,
r1 # 01). 1 <r < q, ma map ry,q 3a70B0/baBa HCTE YCJIOBE Kao p,q U
IOCTYIAK ce MOxKe HacTapuTh. obuja ce

10p = qc1 4+ 11,10 = qco + 719, ..., 10,1 = qcs + 75, ...

107”1', —T; .
meje 1l <r; <q,0< ¢ = =l Onatie je
b 1 ™ C1 Ca ) C1 C2 Cs T's
S= =4+ — 4 == F 4.+
g 10 10¢ 10 102  10%¢ 10 102 105 10%¢q

Cremu p-10° = (...)g+rsurys = p-10° = p (mod q), 1j. rs = p. Ha Taj
HAYMH JT00HjaMO
p Cs &1 Cs

_a
g 10 Tt s T g Tt 1o

+...=0,(c1....c5).
[Ipu Tom je mobujena JyKuHa nepuoie s Hajmarma Moryha, jep 6u p/q =
0, (¢q....C5) UMAJIO 3a MOCIIEUILY

p_a a  Lp
Pl R TR

11



onrocHO p - 10" = (...)g + p = p (mod q), mrro 6u, 360r (p,q) = 1 noBraunIO
10 = 1 (mod ¢), ma 6u 36or Tora mro je s mopegak 6poja 10, ciaemuao
s<tl

IT1

Ileo geo peasnor o6poja

Heka cy a mw b # 0 menu 6pojesu. I[Ipernocrasumo ga b we menu a.
Ha ocnoBy Teopeme o jiesbeiby Ca OCTATKOM IIOCTOj€ jeHO3HAYHO ojipehenn
OpojeBU ¢ U T TAKBHU Ja je:

a=bq+r, 0<r<|bl,

omatrie je 3a b > 0

L g+s 0<_ <1 (1)
S b

3a b < 0 3amenutu b ca —b, na Tako ©UMaMo Ipeaxoauu ciaydaj. Ilpema

a
TOMe - je peatan Opoj jeaHak 30upy mesnor 6poja ¢ W IPABOr Pa3IOMKa .

I3 penamuje (1) nobujamo ja je:

a
q<g<q+1,

oJlaK/Ie BUIUMO Ja je ¢ Hajsehu meo 6poj xoju muje Behim ox 6poja ¢. Bpoj ¢
ce HasWBa I€0 JIe0 peaiHor 6poja § m o3Hadapa ce [f].
Jomr ommTuje: 1meo jeo peaJsiHOr Opoja x je HajBehm meo O6poj Koju HUje

Behu o z. Obenexkaba ce ca [x]. V13 nedunuruje cieau na je:

7] S @ < [2]+ 1,

a ako je x meo 6poj, Taga u camo taja je [r] = x. U3 medununmje memor
Jiesia peaJiHor Opoja cJieju pesianumja
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r = [z] + {z}, 0< {z} <1

Bpoj {x} ce nazuBa paszmomspenu meo peasnor 6poja X.

Teopema: Hexa cy r u y peasnu 6pojesu, a m ueo bpoj. Tada je:

1L [g)]<z<[a]+1l, z—1<[z]<z, 0<z—[z]<1;

2. [x+m]=[z]+my

3. [+l <+yl < [2]+ [y + 1,

wa, nowmo cy [z +[y], [z + 9], [z] + [y] + 1 uean,

[ty =la]+ ] Vie+yl=[z]+ Y + L

dfz—yl <l -l <lz-y+1

5. [x]ly] < [xy] < [2]ly] + [z] + [y], axo ¢y z,y > 0;

6. (5] =[z].m>0

7. [/Iz]] = [\/7], ako je x > 0.

Jlokas.

1. Csakmu neo tBphema o (1) je anrebapcku 3anucana gedpununmja 6poja
[z].

2. Heka je x = [z] + {z}. ITomro je x +m = [z] + {z}+m , 0 < {z} < 1,
a [z] + m je neo 6poj, ciaeau na je [z +m| = [x] + m.

3. Ilohumo ox m3pasa [z +y| = [z +{z} +y = {y}] u npumennmo cBojcTBO
EJIOT Jiesia Koje Mo jiokaszanu mof (1):

=] + [y] +{z} +{y}] = [o] + [yl + [z} + {y}].
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Tana je [z +y] = [2] + [y] + {2} + {y}]. Karo je 0 < [{z} +{y}] <2,
taza je meo 6poj [{z} + {y}] jenmax 0 uwaum 1. Crora je
[z +yl = [a] + ]V [z +y] = 2] + [yl + 1,

quMe CMO J0Ka3aJu J1a je

2]+ [y] < +yl < [z] +[y] + 1.
. N3 [z] = [(z —y) + y] n (3) crenn nokas.

. N3 (1) caenn:

[2][y] < 2y < ([z] + D)([y] + 1)
Onpga je

[2][y] < [wy] < ([2] + D)([y] + 1),
Tj.

[2][y] < [zy] < ([2] + D([y] +1) — 1.

. Ha ocnoBy teopeme o jesbersy ca ocraTkoM 3a mese Gpojese [x]| u
m # 0 mocToje neu OPOjeBU ¢ U T TAKBU J1a je

[z] =mg+7r,0<r <m.

Kaxo je [x] = x — {z} Tana je x = mq + r + {z}, na je

z T+
e rile)
13 ycoBa Koje 3a710BoJbaBajy 6pojeu r u {x} takobe je

O<T+{JJ}<1>

OJTAKJIe CJIeJIN:

Kako je

[]

m

r ) r
=q+ —,tmeje0< —<1
m m

14



Taja je

[z]
- — q
m
Caza m3 jeJHAKOCTH CJeIH TPayKeHa jeTHAKOCT.

7. Kako je x > 0, To x MoxKe ja ce Hanumie y obauky x = n? +1r + {z};
n | r cy HeraTuBHU Heau Opojeu, 0 < r < 2n. Onpa je

Wil =n+¢+ V2 +r—n]=n
rae je ¢ = {n} n

V] =n+ [V +r+ {2} —n]=n,
jepje 0K Vi +r—n<1u0</n2+r+{z}—n<Ll

IMocaenuna:(1) Ako je a > 0 neo 6poj u [ax] = b, Tana je:

(2) Ba cBaku peasan 6poj BayKu jeJHA O jeJHAKOCTH
[z]+[-2]=0 Vv fa]4[-2] = -1,

IpeMa ToMe Ja JIX je T 1eo Opoj uiu He;
(3) 3a peasne O6pojeBe Xy, T, ..., T, BAKH JeTHAKOCT

(1] + [z2] + oo+ ] < [xr+ 22+ oo+ 2] = [21] 4+ [22) + .o+ 0] + 10— 1

oka3s.

(1) Kaxko je [ax] = b n a neo 6poj paraudaur oj HyJe, Taja je mpemMa
cBojcTBy (3) KOje ¢MO JOKa3aJu y MPeJJIXOHOj TeOPEMHE:

b lax] ax
H - [—] =[] =
(2) Bamenom y = —zx y (2) mpeaxoaHe TeopeMe oiMax J00HjaMO 1A je

[z] + [—z] = [+ (—2)] = 0 wmn [z] + [—x] + 1 = [z + (—z)] = 0, Beh mpema
TOMeE JIa JIX je T I1eo Opoj Wiad He.
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(3) Jokaz ce m3BOAM WHAYKIKjOM. 3a n = 2 jeJHAKOCT BayKH Ha
OCHOBY HejeTHAKoCTH (2) JI0KAa3aHOj Y HPeJX0HO0] TeopeMu. lIpermocTaBuMo
J1a je TBpheme TavHo 3a N = m, Tj. HeKa je
<[] + 2] 4 o+ [2]
< [m1] + [xo] + oo+ [2] +m — 1.
Kako je

[21] + (o] + o 4[] + [Bn] < [21] + [22] + o+ [2044]

<[]+ [wo] + o+ [om] + [Emp] + 1,

cabupameM MOCJeAbUX JIBEjy JTBOCTPYKUX HEjEIHAKOCTH UMAMO [1a je

[21] + [wo] + o+ [T ] <[] + [22] + o+ (204

< o] + [zo] + o+ [T +m,

ITO je n Tpebajo JOKa3aTH.

3adauyu:

Y nperxomHOM ey pajia cMO jiedpwHHcAIN 1e0 W Pa3IOMJBEHU J1e0
peaJstHOr Opoja ¥ J0Ka3a/Iu HeKe merose ocobune. OBaj /1eo paJia uMa 3a Iusb
Jla Ha TPAKTHIHUM HPUMEPHUMa IMOKazKe MPUMEHY TUX OCOOMHA H IPeICTABU
HeKe O] 33/laTaka KOJH ce jaB/bajy V TPaJIMBY 3a CPEIIby TMIKOTY Kao W Ha
TaKMIYEHUMa.

1. Jlokazaru:
[+ 5] = 2] — [

Pewere: Paznukyjemo IBa cirydaja:

Hpsn coyaj: Ako je 0 < {2} < % raa je
w4 3] = [+ o} + 5] =)

20] = [2([a] + {o})] = 2[x]

na je [+ 1| = 2[a] - [o);
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1 1
Hpyru ciay4aj: Axo je ) < A{x} <1, rana je [z] = [[:U] +a+ 5}, e je

1 1
a:{x}—§H0<a<§,naje

[m—l—%] = [[x]+a+%+%] = [[x]+1+a] =[z] +1

FQx] = [Q(M +a+ %)} = [2[z] + 1+ 2a] = 2[z] + 1

OZaBJe CJean aa je [x + 5] = [2z] — [z].

. Jlokazaru:
22+ 2y] = [a] + [y] + [z + o]

Pewerve:
[+ [y +[r+y] = [v+yl+[r+y] = 2[z+y] > 2(z+y)] = 22+2y] A

. Heka cy x,y, z npousBosbun peajinu 6pojesu. Jlokazaru 1a je

rtlyt+z]=y+lrt+z=2+[r+y
aKO M caMo ako je
{z} = {y} = {z}.
Pewere: Huje Temko nokasarn ja jequakoctn v+ [y+z| = y+[z+z] =
z 4 [x + y] BaxKe ako U caMO aKO je HCIIYEEHO

(%) {zy +{yt + {1 = {y} + U} + {2} = {z} + [{z} + {y}].

Ounrnesno, ako je {x} = {y} = {2}, Baxku u (x). C apyre crpane, ako
BaXKM (), IMaMo Jia je, Ha TIpUMep,

{z} —{y} =Ha} +{zH - Hy} — {2} € Z
na nomro {z},{y} € [0,1), 6ulie {z} = {y}. Camuno ce nokazyje na
je {y} = {z}, na je tume mokazano {zx} = {y} = {z}.

. Onpennru kosmko numa 6pojesa we Behux ox 1000 xoju cy mespuBu Hap
jeanuMm oj 6pojesa 2, 3,5 uan 7.

Pewewe: Osznaunhemo ca Ay ckyn mpupogaux GpojeBa me Behux omg n
. n
Koju cy nebuBu ca k. Fbux mma ik Y mpeceky A; N A; ce Hanaze

TaYHO OHU OPOjeBH KOJU Cy JIeJbUBH U €A ¢ U Ca j, 1A je 3aTO Taj Ipecek
jennax ckymy Anzs;)- Kaga mpumennmvo dbopMmyry yKbydema H
HCKJbydera jgo0ujamo jia npupojaHux opojesa e Behux ox 1000 koju

17



cy ne/buBH Oap jeaHuM 01 OpojeBa 2,3,5 mim 7 uma:

|As U A3 U A5 U A7| = |As| + | As| + |As] + |A7| — A2 N As| — | A N As|

—|A3ﬂA5|—|A2ﬂA7|—|A3ﬁA7|—|A5ﬂA7|—|—|A2ﬂA3ﬂA5|+IA2ﬂA3ﬂA7|

1000] [1000
+

+|A20A5ﬂA7|—|—|A3ﬂA5ﬂA7|—|A2ﬂAgﬂA5ﬂA7| = 2 3

1000 1000 | {1000 1000 {1000 [1000| {1000
5 7 6 10 15 14 21
1000 1000 1000 1000 1000 1000

_[ 35 ]+[ 30 ]+[ 42 ]+[ 70 ]+[105 ~ |21 | 700333

4200+ 142 -166 — 100 =66 — 71 —47 —28+334+23+14+9—-4 = 772.

. Pemu jennaunny x? — 2[x] + {z} =0

Pewerve: AKO TpeTnocTaBUMO 118 1aTa jeJHAYMHA WMa PeIlermha U Ja
je x jemHo meno pemerbe, nomro je {x} > 0 u 2% > 0, umamo z1a je
[#] > 0. Heka je [z] = k u {z} = a. Tanaje (k+a)* —2k+a =0, tj.
o+ (2k + Do + k* — 2k = 0.

N3 nociienme jeqHadnbe u dnmbenune ja je « > 0 podujamo ja je

L @k + 1)+ 2k + 1)? — 4(k — 2K)
== 2 7

Tj.

—(2k+1)+V12k +1
o= =t +>; i N 12k+1>(2k+1)%

Y ckyny nenmx GpojeBa k € Z mejemmaunna 12k + 1 > (2k + 1)%) 1.
4k(k — 2) < 0, uma tpu pemema; k € {0, 1,2}.

Axko je k = 0, jeaqnaumna nocraje o’ +a = 0, na je 36or a € [0,1),a = 0.
Haxne, v =k + «.

Ako je k = 1, jemnaunna moctaje o + 3a — 1 = 0 , 1a je omer 360r

—3++13
9

acl0,1),a= . Haxure,
L34V VB

1
v 2 2
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PasMoTpnMo 1 TocIeqmn caydaj, Tj. kaga je k = 2. 1z a? + 50 = 0
u o € [0,1), nobujamo na je o = 0 na je x = 2. JlakJe pelerma jare

v13—-1
5

. Pemn jennauuny {x} + {22} + {3z} = x.

jeanauanne cy 0,

Pewewe: Heka je x pememe nare jegnaumbe, k = [r] u o = {z}.
[TocToje ciaenehe moryhnocTu:
I moeyhnocm: ako je a € [O,%), tajga je 6a = k + «, tj. ba = k;
1 5
HOLHTOjeO<CY<5,6Hh€0</€<§Tj. k=0wmk=1,najey
oBoM cydajy r = k+a=0mwmr =k +a = 1% = 1% ;
1l mozyhrocm: ako je o € [%, %), Taga je « +2a+3a —1 =k + a, Tj.
1 2 2
5a:k+1;nomTojeO<a<§,6Hhe§<k<§,Tj. k =1 ma je
2 2
r=k+a=14+-=1-;
« + 5 5
1 2

1T moeyhnocm: axo je a € [5, 5)’ Tama je a +2a — 1+ 3a =k + a,

1 1 4
Tj. 5a:k+2;nomToje§<a<§,6nhe§<k<§,ﬁ. k=1, ma je
3 3
—kta=1+2=12.
T a —1—5 5

2
1V mozyhrnocm: axo je o € [g, 1), Taga je a+2a—1+3a—2 = k+a,Tj.

2 1
5a:k‘+3;HOHJT0je§<a<1,6uhe§<k;<2,Tj. k=1, na je

4 4
=k =14+-=1-.
z + « + 5 5
. 1 2 3 4
Jlakie, periema jgaTe jeHaInHe Cy {0, 15, 15, 15, 15}
1

[z] + 2003

. Pemuru jenaunny — =
e |
Pewere: Ako je x pememe jennadune, u3z x > 0 ciaenu na je [x]42003 >
0, Tj. [x] > —2003. Heka je [z] = k u {x} = . Ilpumernmo majupe
Jla je o pamnmonaJsan 0poj, Tj. Ja je a = =, 3a HeKHu 1eo Opoj p U HEeKHU

mpupogan 6poj ¢ > 1 raxko na je NZD(p, q) = 1. Jakae umamo:
T — k42003, k,p,q € Z,q > 1,NZD(p, q) = 1.
p

osatse 30or g > 1 jpobujamo jia je
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p=1, q =k + 2003, k > —2002.

Huje temxko mnpeamocraBuTn ga 3a cBako k > —2001, 6poj
1
r = k + ———— 3aj0Bo/baBa JaTy jeJIHAYNHY, Ta jeJHAUNHA
&+ 2003 I AaTy el Y, JeX

“Ma OECKOHAYMHO MHOIO PeIllermha.

8. Heka cy a ,b, n € N, x € R. llokazartu:

(a) ako je {z} = {8z}, Tana je {26z} = {75z };

(6) 6pojesu {10™ - v/2} cy paziuunTiy;

(v) (VI ) < L

(0

(1) jemmadwna u3 (d) HeMa PAIMOHATHUX DeIllerha,;
(h)

h) ako jen > 1, (a,n) =1 raza je

n—1
k+b 1
{a - } (n—=1);
2
k=0

(e) ako je n > 1, (a,n) =1 Taxa je

> {%} = %s@(n),

ked

rneje®={k | 1<k<n,(kn)=1}

jenmaumna {z} 4+ {1} = 1 numa GecKOHAUHO MHOTO permema;

(k) Heka cy aq,as, ...,a, € ), TAKBI Ja 3a CBAKO MPUPOIHO k BayKu

g{mi} < g

Tana je 6ap jegan ox 6pojera oy, i € {1,2,3,...,n} 1eo;

n
(3) da nm TBpheme (k) BayKu ako ce 5 3AMEHI TPOM3BO/BHIM Behnm

opojem?

Pewere:
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(a)

YKoamko je 6poj © — y 1eo, oHga Baxku Ja je {r} = {y}. U3
jemmakocru {x} = {8z} cuenu na je Tz neo 6poj, ma je meo O6pO;
n 49z. Kaxko je 7ox — 26x = 49z, mo npeaxoHOM CJIeIu Ta je
{262} = {75z}.

[pernocrasumo cynporno, Tj. {107-y/2} = {10™-/2}, 3a m # n,
,ZLaJBeZCJIe,ZLI/I 1a je 6poj 10" - v/2 — 10" - V2 = 2 € Z, na je /2 =

10" — 10™ € (), mTO je KOHTPAJNKIH]a.

[Ipumernmo HejemnakocT 4n? < 4n? +n < 4n? +n+ 1, 1. 2n <

Vian? +n < 2n + 1, ogrocuo [v4n?+n] = 2n. dame ciaean
n 1
VAn? 4+ nt =vV4An2 +n —-2n = — + 2
{ ! VAan?2 +n

.
n<———=-.
2n+2n 4
Axo je v +y € Z tana je {z} +{t} € {0,1}, u jennax je 0 akko cy

cy Opojesu x u y 1eu. Kako 3a x > 1 6poj — He Moxke OUTH T1€0,
x

JOBOJBHO je moka3aru jga dyuknuja f(z) = r+ — nma 6ecKOHAYHO
x
MHOTO II€JIUX BPEJIHOCTH, IITO je TadHo, jep je f(1) =2,

lim f(x) = o0,

T—00
u dyuknuja f je HenpekuaHa Ha [1,00).

JacHo je ma mara jegHavunHa HeMa IeJJOOPOjHUX pelnerba. Perrera
Hucy uu 6pojeBu obJIMKa %, k € 7Z. Axo jeHa"unHA MM HETATUBHO
pememe, Tj. T < 0, Taja je

1 1
{-ot+{=-t=1-A{ap+1-{=}=1,
x x
Tj. W —x je pememe. AKO je pelieme T, Taja je pelieme u %
Jlakse, T0OBO/LHO je MOKa3aTH Ja HeMa PaIMHAJHUX Periema 3a
x>21. Bax > 1jen [z] > 1, na je jeqnaunHa eKBUJIAHTHA €A

o+ m = 1, onnocno {a}* +{z}- ([z] - 1) — ([2] - 1) = 0.

Kaxko je 0 < {z} < 1, jenuno peueme natie jeganadute je

([2] = 1) + V(=] = 1)* + +4([2] — 1)
2

{z} = —

1 panronasno je akko je ([z] —1)2+4([z] — 1) kBagpaT npupogror
Opoja, mTo Huje caydaj, jep 3a [r] > 1 Bawu [x]? < ([z] — 1)* +
4(Jxz] = 1) < ([z] + )% (3a [z] = 1, cieam = 1, mro nuje
pelierse).
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(h) Kako je (a,n) = 1, cmenm ga 6pojesu ak +b < k < n —1
YUHE IIOTIYH CHCTEM OCTaTaKa [0 MOAYJIY N, Ia Cy OpojeBd
ak +b

n
onaKJe CaeIn

: .k
,0 < k <n—1nepmyramnuja 6pojeBa —, 0 < k < n—1,
n

n—1 n—1
ak +b k
M O
—0 —0
(e) Kako je (a,n) = 1, ciequ ga 6pojesu ak,k € & qune cBejeH

ak
CHCTEM OCTaTaka II0 MOJYJIY n, Ia cy OpojeBH {—} ke @
n

k
nepMmyTannja opojeBa —, € . Axko je k € ¢, Baxku un — k € O,
n

ore
Q.Z{jl_k}:z@ﬂ;’“)=|<1>|:so<n>-

ke® ked

(k) Hexka je ag = Pi ca 1 <i<nwumnekajem= NZS(q,q2, ..., qn)-

di
Tana je ma; € Z, naje {o; }+{(m—1)a;} € {0,1} n jennax je vyan
aKKo je a; € Z. Axko mehy garum OpojeBHMa HeMa MPOPOIHHUX,

cJ1e
n>Z{o¢z}+Z{ — Doy}

= ZHO@} +{m-Da}) =Y 1=n,

IMTO je KOHTPAJIUKIIH]a.
) 1 n
(3) Akoje ay = ag = ... = a, = 5 coten Yo {kas} € {0,5}, T
Y oii{ka;} < %, ma TBpljeme He BazKu axo ce g noselia.

9. (Onwmuncko makmuvere. Ipeu pasped)
Permutu cucrem jeanadnna:

x —1y = 2001
[x] + [y] = 2003
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10.

Pewewe: Heka je map (z,y) perieme garor cucreMa. [IpBy jeqHaqnHy
JATOI CHCTEMA MOKEMO 3aIMCATH Y OOJIUKY:

[z] +{=} — [y] — {y} = 2001

omatne crequ {x} — {y} € Z 1j. {x} = {y}, 300r 0 < {z},{y} <1, na
jer

[#] = [y] = 2001
(2] + [y] = 2003
tj. [¢] = 2002 u [y] = 1. daxjie maTu cUCTeM jeTHAYMHA WMA

OeckoHadHO MHOrO periema. CKym periema je:
X ={(2002+¢,1+¢) | 0<p <1}

(Onwmuncko makmuere. Ilpeu pasped)
Jla sm mocrtoju mpupogan O6poj n TakaB Ja JgekaaHuW 3amuc opoja n!
nMa 00JIuK

n! = ...20120....0,
k

3a HeKN MpHPOJaH Opoj k.

Pewerve:JlTokakumo  Jla  Takas HpUpOJaH Opoj M He [OCTOjH.
[Iperocrapumo cynporhno. Heka je a € N najsehu cremen 6poja 2
koju gemu n!, tj. 2¢n! 2%t ¥ nl a b najsehu crenen Gpoja 5 koju jgesu
n!, 7j. 5°|n!, 5*71 { nl. Ha ocnosy Jlexamapose dbopmyse nMaMo

n n n n

a=[gl+igl+t A b=+

= |+

e je ca [z o3maden meo jgeo 6poja z. Kaxo mo yeosy sagarka 10%|n!
u 10" { n! 1o je k = min(a,b) = b.
n!

Hekannu 3amuc 6poja 10 3aBpiaBa ce nu3oM nudapa 2012, e je on
nempus ca 22, a auje mxespub ca 22, Oryna mopa 6utn a — b = 2. Cana je
n n—1

2=a-b>[5]-[z]>
n! uma 6ap 5 mudapa, ua je n > 8. Opum cMo p00uau ja je n = 8.

MebhyTum, kako je 8! = 40320 moa3sumo 10 KOHTPAIUKIIH]E.

n
—% na je n < 8. Ca apyre crpane, 6poj
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11.

12.

(Onwmuncko makmuuere. Tpehu pasped)
Kosnuko pemera y cKyny IpupojgHUX OpojeBa mMa jeTHauYnHA,
[IOOn] n [100n]

=n
199n 201n

Pewewe: Heka cy a u b pejom ocraru npu jae/betby 100n ca 199 n 201.
Baara jeHAYNHA TTOCTAje

100n—a+ 100n —b
199 201
IITO Ceé HAKOH CBOherha Ha 3ajeHuYKH uMeHmIal cBogu Ha n = 201a +

199b.
C apyre crpane, 3a cBe a = 0,1,....,198 u b= 0,1, ...., 201,

n,

n = 201a + 199b
je pereme jeqHadnHe. 3aucTa, OCTAIld IPH Je/hemby
100n = 20100a + 1990056

ca 199 u 201 cy peaom a u b, ma caji JaKO IIPOBEPaBaMoO Ja je

[100n] n [100n
199 201
Kako ce 3a pasymmunre BpejHOCTH OpojeBa a u b j100ujajy pa3audute

BPEHOCTH 3a N, pellielhe MMa OHOJMKO KOJIMKO MMa maposa (a,b), a
oBux uma tauuo 199 - 201 = 39999.

| =n.

(Onwmuncko makmuuere. Tpehu pasped)
Hahwu cBe npupojine OpojeBe x 3a Koje

z|[(z — 1)v/x]
Pewerve: Heka cy n u m jequHCTBEHH IPHUPOIHU OPOjeBU TaKBH Ja je
r=n>4+mu0<m<2n 3az < 3 pemema 331aTKa ¢y © = 1 1
T = 3, 1la MOYKEMO IPEJIIOCTaBUTH J1a je T > 3.
[IpermiocTaBuMo j1a BazKu

(n—Dz+1<(z—1)x,
jep je To HaKOH KBaJpupama u cpehuBamba eKBHBAJIECHTHO Ca,

1< (2n —3)x(r — 1) + ma?,
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Ca apyre cTpane je
(z—1)Vz < (n+1)z
(jepje vVr<n+lux—1<uz), naje

[(z — 1)v/7]

X

n—1< <n+ 1.

Kako je mo ycsioBy 3anarka [(z — 1)v/x] nemuso ca z, o je
[(z = 1)v/a] = na,

Tj.

nr < (z — 1)vr <nz + 1.
Ksanpupamwem u cpeljuBamem gobujavo 0 < (m —2)x +1 < 2n+1/x.
JleBa HejemnakocT gaje m > 2, a jgecua (m — 2)z < 2n — 1. Kako je
n>2,710je x =n?>>2n—1, maje m = 2. IIpema ToMe, cBa penrema
cyr=1lux=n*>+23anecN.

5 I'pacdwuk bdyukmnumja y = [z], y={z}

Y 4eTBPTOM paspeiy cpeibe IKojge obpaljyje ce u dynkuuja [z, Kao
npumep byHKIHje Koja je deo 1o j1eo JuHeapHa. HaBoanMo ocHOBHa CBOjCTBA
Te (yHKIHje; HUMa Ce MOKEMO KOPHCTHUTHU IIPH PellaBaiby 3aJaraka Koju
caege. Hecro ce kopucru osmaka [r] = E(x), mTO mOTHYE O HOYETHOT
cnoBa dyukmuje pean entier (1meo) u [x] unra kao "uyeo deo 0d z".

Homen dbyuknuje [z] je meo ckyn R. Omna mpecamkaBa R ma ckym
7, nenux GpojeBa; pu TOME je CBaKH 1eo O6poj k cimka OECKOHAYHO MHOI'O

peaHux Opojesa 3a cBako z € [k, k + 1) Baxnu [z] = k.

Ha ocuoBy nedwununuje nako upramo rpabuk dyHknuje y = |[x].
Ca rpaduka ce jeaunoctaBuo "durajy'mMHora cBojcTBa DyHKIH]E:

1. ¢dyuknuja je pacryha, aau He cTporo pacryha,

2. menpekuHa je 3a cBe T € R\Z,
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3. y 1esobpojHMM TadKaMa WMa Mpekuae TpBe Bpcre (y mHuMa je
HeIpeKNJHa 3/IeCHA, UMa W JIeBU JIUMeC, ajJu ce JIeBH U JeCHH JUMeC
pasukyjy 3a 1).

Cauka 1. Ipadur pynryuje y = [x]

[Tomohy dyukimje [x] aedunumie ce bynxnuja {x}:

{z} =2 — 7]

(amramo "pazsomibern meo o x'"). 3a my BaxKu:
Howmen dynknnje {z} je meo ckyn R. Ona npecimkasa R na ckym [0.1).

Ha ocuoBy pedbununuje jtako nupramo u rpaduk dyunkuuje y = {x}. Ca
rpaduka jegaoctaBao "anramo' jasba cBojecrBa DyHKIH]jE:

l.3acBez € Rje0< {2} <1;
2. uMa GeCKOHATHO MHOTO HyJa 3a cBe = € Z je {x} = 0;

3. HempekujaHa je 3a cBako r € R\Z;

4. y cBuM 1ejg00pOjHIM Tadkama MMa HPeKuJe npse Bpere (y muMa je
dyHKIMja HEPEKHTHA 3/IeCHA,UMAa U JICBU JTUMEC, aJu Ce JIEBU U JECHU
JIMMEC PasJInKyjy 3a mo 1);
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D. TIepUOJMIHA je W OCHOBHU mepuos, joj je 1.

LSS L

Cauxa 2. Ipagdur pynxuyuje y = {x}
3adauyu:

T
1. T'paduukn npencraputun byurnujy f(x) = m 7 aHaAJIM3UpaTd HeHa
T

cBojcTBa’?

Pewere: @yuknyja Huje nedbwnncana y uatepsany 0 < x < 1. Hewma
nysy dynknuje. Pynxnuja je nosurusHa 3a csako x € Dy. I'paduxk ce
CacTOju OJ1 TMOJIy3aTBOPEHUX o/cevaka. OHM NPUNAJIAjJy nmpaBaMa Koje
npoJiasze Kpo3 KOOpJAWHATHY movderak. KpajeBn oicedaka (y Kojuma cy
OHM 3aTBOpeHH) mpunaaajy upasoj f(r) = 1. Pecrpuknuja dbyHkimje

f(z) na warepBany (k,k+ 1) je mpasa f(z) = % Cureqn rpadux:
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Caura 3. I'padur dpynryuje y = &
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2. Hanpraru rpaduk dyukmnuje f(z) = [sinz].
Pewerve: Kopuctehu ce auimbeHUIIOM Ja je:

(

0, € [2n, g + 2k,

1, =xe€ T + 2km,

0, =z¢€ [5 + 2km, (2k + 1)7), kel
| —1, z € (m+2km2(k+1)7)

nobujamo rpacduk byukuuje y = f(r) wa caenehoj coaunu:

[sinx] =

T T
-Zm -3mi2 - -T2 8] ™2 ™ iz

Cauxa 4. Ipadur pynryuje y = [sin x]

v

Teopeme 0 anpokcuMalizjama

Y oBoj wraBu heMo pas3maTpaTH O anpPOKCHUMHUPAILY peaHux OpojeBa
parmonajinuM. HapaBHo, Kao 1mTo je jg00po MO3HATO, CBAKHU peajian Opoj ce
MOZKe TTPOM3BOJHHO JI0OPO AITPOKCUMUPATH DPAIMOHATHUM; Mel)yTuM, ako ce
Ipu TOM 3a 6pojeBe KOjuMa, ce BPIITU aIIPOKCUMAIIN]ja 3aXTeBajy HEKU J0JaTHH
yCJIOBM, HA ILpUMEpP, OI'PaHMYaBa MM ce Ha ojpeljeHn HauMH UMEHUJIAIL,
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Taja Ce 3axTeBaHa TAYHOCT HE MOYKe YBeK TocTuhu. Y OBOM IIOIJIABJbY
vu hemo mokazarn Kiacwane Teopeme Jmpmxiea?, Kponekepa® n Bermjal
U IPUKA3ATH HEKe 3aHUM/bUBE IIPUMEHE UCTHX.

6 /IupuxjeoBa TeopeMa O aIIPOKCUMAIII)I

JeJan ol HHTPUTAHTHUjUX ITpobaeMa 19-Tor Beka, OHO je allpoKCUMAaIln]ja,
peasiHuX OpojeBa pPAIMOHAJHEM, Mpe CBera ampokcumanuja (m Op3nHA)
alrpoKcuMaliije HupalumoHaJ HuX OpojeBa. Parumonasne OpojeBe je moryhe
ATPOKCUMUPATH KOHAYHUM aITPOKCUMaIijaMa, AOK je KOJ MPAIMOHAJTHUX
OpojeBa curyanmja Apyrduja, mTo hemMo m mokazaru. Cieaum jemgHa of
OCHOBHHX TEOpeMa O allPOKCUMAIIH]H.

Y 1842. /TupuxJie je j10Ka3ao:
Teopema: Hexo je o upayuonarar 6poj. Tada nocmoju 6eckoHauHO MHO20

PAYUOHANHUT OPOjesa — MaK8UT 06 8aNHCU:
q

D
a__

q
Bak/pydyjeMo Ja ce HpanumoHagHu OpojeBr Mory "Gosbe'ampoxkcummpaTn
paluoHa/JiHUM OpOjeBMMA HEro caMu PAIMOHAJHUA OPOjeBu.

[Iparehn opurunnasan noka3 Teopeme Jlupuxjeos npuHnun Koja raacu: Axo
n + 1 objexam xohemo da pacnopedumo y n wymuja, oHda Hajmaree jeoHa
Kymuja cadpotcu 2 objexma; OBO JAKO MOXKEMO Ja JIOKaykeMo Kopuctehn
APTYMEHT KOHTPAIUKITHje W WHJLYKITHjOM.

< p € Z,q € N.

?a

Joxka3z. Heka ja () mo3utuBan 1eo 6poj. Bpojesu:

0,{a},{2a},....{Qa}

gedunninry () + 1 Tavaka pacnopehenux y () JuCjyHKTHUX WHTEDPBAJIA

{%7%) ) .]: 17"‘7@‘

2Joxan Ilerep ycras Jlexxen dupuxse (1805 - 1859) Hemauku maremarudap

3 JTeononn Kpomnekep (1823 - 1891) HemMauKn MaTeMaTHdap W JOTHYIAD

1Cemjyen Bern (1881 - 1970) amepwdku MaTeMaTHdap
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[To /Tupux/1e0BOM MPUHIUITY MOCTOJH HAJMAIHE jeJJaH UHTEPBA KOjU CAJIpPKU
HajMame 1Ba 6poja {ka} > {ta}, rako na 0 < k,t < Q u k # t. lamwe cienu:

{ka} — {ta} = ka — [ka] — ta + [ta]

={(k = t)a} + [(k = t)a] + [ta] — [ka]

(. J
-~

EZ

Oznaunmo q¢ = k — t, Taga nmobujamo:
1
{ga} = {ka} —{ta} < 0

ca p = [ga] cnequ na:

— 1
‘a_g‘zlqa pl_ e} _ 1
q q q qQ

[IpermocTaBuMoO cajia Jia je, cHelujaJiHo, v HpalmoHaaa 6poj. lokazkumo
caJIa Ja y TOM CIy4ajy IMEHHOIN ¢ pa3ioMaka KOju allpOKCUMUPA]y Opoj «
y JupuxjieoBoj TeopemMu MOry OUTH HPOU3BOJ/bHO BEJIUKHU, aKO JI03BOJUMO 1A
6poj () pacre. 3ancra NPETIOCTABAMO CYIMPOTHO Ja ITOCTOjH KOHATHO MHOIO

peliema, ]2, ey Pr 54 a ¢  Baxu
1 dn
Dj 1 ‘
a——|> A J = ]-7 , 1L,
G| Q@

IMTO je KOHTPAJIUKIIH]a.

i a
KonauHo mpermoctaBuMo J1a je o parmoHaIaH, KaykKeMo o = 7 a € Z,beN.

a
Ako je a = 7 # ]3, OH/JIa BaYKH:
q

q by T bQ’

n yrbyunje ¢ < b. OBa jeIHAKOCT 3a JOBOJBHO BelMWKO () MPOTHBDEYN
HejeaHakocTn /lupuxieoBe Teopeme.
[Ipumernmo gajbe Aa U3 jeJHaAKOCTH Teopeme ciaenn 1a je, 30or 0 < g < @),

’a_fz‘:w> L

YHUMe CMO JOKa3aJH TeOPEMY.
Hamomena: Ha mpumep, 3a o — m u n — 150, cUrypHO TOCTOjH pa3/ioMaK
p/q auju je umenwmian ¢ Mabu o 150 u |7 — p/q| < 1/150g. Y uerom Bexy
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je kumecku maremarudap 3y Yoursu® anpokcumupao 7 ca 335/113. Onaj

Pa3IOMaK alpOKCHMEpa 6poj 7 ca Tadnomhy sehiom o 1076, IIpumermvo 1a
HupuxiieoBa Teopema mporemyje 0By pasauky ca |m—355/113| < 1/16950 <
0.0000589971.

Caenehu pazimoMak Koju npenusHuje ampokcumupa 7 je 52163/16604, koju
jOIII yBeK maje TadHoCT Ha 6 memumananux mMecta. CemaM JTeNUMATHUX MECTaA

6poja m maje 86953/27678, a ocam 102928 /32763.

7 KpoHekepoBa TeopeMa O aIIpOKCUMAIIN)NI

3a cBaku jgaru peasan O6poj a moxkemo mahu 1eo Opoj ¢ Tako ga ce
go paznaukyje of meaor Opoja 0BOBHO Majo. KpoHekepoBa Teopema o
anpoxkcumManuju u3 1891. mam ommcyje dGair Takap Cay4aj.

Teopema: Axo je o upayuonanan, n € R npouseomwan, onda 3a nexo
N € N nocmoju Q € N maxo da je Q > N u P € 7Z maxo da je

‘Qa—P—n|<%.

Hoxaz. Kopucrehu IupuxjieoBy TeopeMy O alpOKCUMAIUjUA T CYy IeJTU
opojeBu ¢ > 2N u p TakaB Jia BayKu:

1
‘qoz — p‘ < -
q
[IpermiocTaBuMO 112 je m 11e0 Opoj 3a KOjU BaXKU:
lgn —m| < L
2
i 1
Mozxkemo 3anucaru m = pr — qy, vjae ¢y T u y uejm 6pojeBu u |z < 54

Hoxme ros je
q(ra—y—n) = z(qa — p) — (qgn —m),

TpaKUMO
1 1 1

=) <-q-=+==1.
lq(za —y — 1) 54 q+2

53y Yonrau (429-500) KuHeCKH MaTeMaTHIap W acTPOHOM
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[Momecumo Q = ¢+ x u P = p + y nobujamo

1 3

npemMa ToMe

1 1 2
}Qa—P—n\<\wa—y—n|+\qa—pl<5+—=5<

3
q Q

OBo je TpakeHa HejeHAUNHA JaTe TEOPEME.

KponekepoBa TeopeMa o0 alpoKcUMaluju Jaje wuHbOpMaIyje o
TOIOJIOIIKKM CBOJCTBHMA CKYIOBa.  lloummeMo ca T'yCTHM CKYIOBHMA.
3a Hu3 peasnux 6pojeBa a;, KaxKeMo Ja je TYCT CKyIl y HHTepBay [a,b) ako
3a OHJIO KOjy OTBODEHY OKOJIMHY € OHJIo Koje Tadke [a,b), mocroju a, € €.
Ha ocnoBy Kponekepose Teopeme o0 anpokcuMmalivju, HHU3, jJedUHUCAH Ca

a, = {na} aunu rycr ckyn y [0,1) ako u caMo ako je o upanuoHagaH 6poj.
OBo maje jorr jeaHy KapaKTepHU3aIlWjy WPAIMOHATHUX OpOjeBa.

8 DberujeBa Teopema

Teopema: [lozumusan upayuonarar 6poj r eenepuwe Bemujes cryn:
B, = [r], [2r], [3r], ... = ([nr])nz1

. . r .
Ako jer > 1, onda je s = 1 maxohe nosumusar upayuorasat 6poj. Onu
r

300080.606a47Y:

U Crynoeu



B = ([ns])n1

dopmupajy nap romnaemenmapruxr Bemujesur crxynosa, mj.  dopmupasy
pasaazaroe ckyna N na ducjynrmmue nodckynose. Onwmu Bemujesu ckynosu

umajy dopmy:
B, ={[r+pl, [2r +p],[3r + p|,...([n7 + p])nz1}

2de je p peaaawr 6poj. 3a p = 1 Komnaemenmapru Bemujesu ckynosu mozy

1
bumu nponabenu ako cmasumo t = — mako da
r
B, = ([n(r + 1)])n>1

B = ([n(t + 1)])n=1

dopmupajy nap xomnsemenmaprux Bemujesur cxynosa.

Joxka3z. /la Ou cMo j1oKa3ajiu TeopemMy, Hajipe IIPeTIoCTaBUMO CYIIPOTHO,
Jia ocToje npupoauau opojesu 7 > 0, k u m, TakBu ja:

j=1k-r]=[m-s].
N3 nedpununumje nesor geaa peajHor Opoja ciean
j<kr<j+l A j<m-s<j+l
Kako cy r u s uparuonajau OpojeBH, Aajbe CJIe/H
j<k-r<j+1 A j<m-s<j+1.
Jle/bemeM ca 7 OJTHOCHO S TOPHbe HejeIHAaKOCTH JI00HjaMo
J Jj+1 J Jj+1

S <k< A S<m<
T T S S

1 1
p—1
s

CabupameM 1Bejy HejeqHAKOCTH W KOPHUIINEemeM UHIbeHUuIe — +
r

J10OMjaMo
j<k+m<j+1
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IIITO je KOHTPaAnuKIMja, jep He MOyKe nmpupogan 6poj na ce nahe uzamely aBa
y3acTOIHa TpupoaHa 6poja. OBUM CMO JOKa3aJId Jia Cy CKYIOBU

B, = ([nr])n=1
B, = ([ns])n>1

MehycoOHO JUCjYHKTHH.

Tpeba jormn gokazaTu jga cBaku HpHpojaaH Opoj Mopa NMPUNAJATH jeTHOM
o bermjeBnx ckymnosa. IlpeTmocTaBuMO CYympOTHO Jia TOCTOjH IPUPOIAH
opojeBu 7 > 0 Tako ja He MpHUNAJa HU jeJHOM OJ cKymosa B, Bs , Tj. 1a
BasKH
k-r<j A JH1I<(k+1)-r

o caeau w3 quwbenune [kr] # ju [(k+ 1)r] # 5 .
AHaorHO Baykn

m-s<j A j+H1<(m+1)-r
Kako cy r u s upanuonaJinu OpojeBH, jlasbe caean
kr <y AN gL < (BH+D)r A mes < A gL < (mA1).
JememeM ca 7 OTHOCHO S TOPHUX HEjeTHAKOCTH, JaJbe CJIeIN
J J+1

. 1
k<= A <k+1 A m<l A It
T

r S S

<m+1

CabupameM oaroBapajyhux HejeIHAKOCTH ¥ KOPUIMNEHeM YHHHCHUIIE

1 .
— + — =1 nobujamo
ros

k4+m<j A J+Hl1<k+m+42
Tj.
Ek+m<j<k+m+1

IITO je KOHTpaauKiuja. OBUM CMO MOTIIYHO JOKA3aId TEOPEMY.

Bak/bydak: CBaKH IIO3UTHBAH €0 OPoj (IITO je cBaKa MO3UIHja Y CKYILY)
je mpercraBber y dopmu [nr] win y dopmu [ns|, aau we y obe. O6pHyTa
TBp/ha je Takohe TadHa: AKO Cy p W ¢ peajHU OPOjeBH TAaKBH Ja BAXKM /1A
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je To3UTHBAH 11e0 OPOj CajprKaH y rope HaBeJeHUM CKYIOBHMA, OHJIA Cy P W
¢ MPAIIMOHAJHUA U CyMa IbUXOBHUX PEIUIPOYHHX BpegHoCTH je 1.

II'puwmepu:

S

1+
2

—{1,3,4,6,8,9,11, 12, 14, 16, 17, 19, 21, 22, 24, 25, 27, 29, ...}
u AucjyHKTHE cKym ([ns]) je

- {2,5, 7,10, 13, 15, 18, 20, 23, 26, 28, 31, 34, 36, 39, 41, 44, 47,...}

e Bar— us=r+ 1 Baxu na je ckyn ([nr])

e Bar=+2us=2+ 2 ckynosu cy:
- {1,2,4,5,7,8,9, 11, 12, 14, 15, 16, 18, 19, 21, 22, 24,...}
- {3, 6, 10, 13, 17, 20, 23, 27, 30, 34, 37, 40, 44, 47, 51, 54, 58,...}
T
(mr—1)
- {3,6,9, 12, 15, 18, 21, 25, 28, 31, 34, 37, 40, 43, 47, 50, 53,...}
- {1,2,4,5,7,8,10, 11, 13, 14, 16, 17, 19, 20, 22, 23, 24, 26,...}

e Bar=nrus= CKYTIOBH CY:

[Ipumehyjemo j1a cBaku Opoj M3 MPBOI HU3a HE MOxKe OUTH cajpKaH y
JIPYTOM U OOPHYTO.

Ha camom Kpajy jajeMo HHM3 3ajaTaka 3a 4uje perraBarmbe je morpebHo
CBO I'paJuBO Koje cMO obpajuiu y oBoM pajy. Ty he ce mahm 3amanu Koju
cy OmwiM Ha pasHUM MaTeMATHIKNM TaKMHUYEHHMa W OJHUMIIHjaIaMa, Kao
7 337al KOJU Cy Y CBOje BpeMe IIPeCTaB/ball OTBOPEeHe MaTeMaTHJKe
npobsieme. 3a/lali Cy TENIKU M 9e€CTO CJIOXKEHU, TAKO Jia UX MPErnopydyjeMo
OHMM YYEHUIIUMa KOjU WMAajy amMOuIuje, W Keje Jia Hayde HEeNITO BHUIIE.
3a peraBame CBAKOT 33/1aTKa MOTpeOHA je J00pa uaeja, Kao W MO3HABAE
TeXHUIKAX PYTUHA, Tj. CBUX MOTPEOHUX TEOPHCKHX 3HaWba W FHUXOBA
npuMena. Hamamo ce na he cBakm unranan Hahu HEIITO MO CBOM YKYCY.
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3adauyu:

1. Jlokazaru:
(a) Axko je x mpammonasnan 6poj, taga je ckyn X, = {{nz}|ln € N}
cyna ryer y [0,1];
(6) Hexy cy a,b € N,a # 10*, 3a cBako k € N. Tazma nocroju | € N

TaKBo 712 je a' moumme ca by AeruMaTHOM 3aInCy.

Pewere:

(a) Hoso/bHO je mokazatu Ja 3a naro ¢ukcupano ¢ € Nu p € N
Tako ja je 0 < p < ¢, na he 3a Heko n, X,, IPUIACTU UHTEPBAJLY

(p p+ 1) .
—,—— |. Tako ¢dukcupano ¢ oapebyje nomeny unHTepBasia
qa g
1\ [1 2 1 o
(0,1) ma |0,= |, |=,=|,... ayxxkuue —. llocroje n,n’ tako ma
q q q q
X, X,y mpunajajy ucroM wHTEpBaTy. TO 3Ha4YHM jga {(n’ — n)r}
Marmbe o —.

Axo uznBojumo noauu3 Xy, m = (n' —n) garor Hu3a, Taj MOTHUS

he mposiazuT Kpo3 wWHTEpBaJe 0K He yrnajaHe y |—,——|.
q
+1
YV3uMaMo TakBO ¢ JIOBOJHHO BEJIUKO Jia F, p_} Crxe
9 q

(6) /Ta a' moumme ca b, mrTo 3HAUN
JjeN, b10Y <ad < (b+1)107 |log

Jj+logh<lloga < j+log(b+1)
= log a je mparuonanan 6poj jep je a # 10F.
= | {log b}, {log(b+ 1)}) C [0,1], mo Kponekepy
({la} € N je rycr y [0,1]) ma 3l Tako ga

{la} € ({log b}, {log(b+ 1)})

Ca gpyre crpane [la] € N um mrTepsat <[logb],[log(b + 1)])
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MOZKEMO TPOITUPUTH ([log b+ 7, [log(b+1)] —|—j) TAKO A CATPIKK
[la.

2. Jloxazaru maa ckyn {[nv2] |n € N} caapkum GeckoHATHO MHOTO
eJleMeHaTa KOju Cy NMPUPOJIHU cTerneHu Opoja 2.

Pewere:

ITo Kpomexepy mocroji GecKOHauHO MHOTO 7, Tako ja je {272 < =}
N3abepemo TakBo n. Ako je m = [2”\/5}, caenn 2,V/2 —1 < m <
2,V2—1 naje 2" < (m+1)v2 < 2"+ 1 wmru [(m+1)v/2] = 27

3. Hoxasarn ma cxyn {[nv2] |n € N} campxu GeckoHAIHO MHOTO
eJIeMeHaTa KOjU Cy MOTIYHH KBaJIPaTH.

Pewerve:

Heka cy nuszoBu (a,)n>1, (by)n>1 mebunncanu ca ap = by = 1,a,11 =
3an + 2b,, byi1 = 4a, + 3b,. Tama Baxwu (Vn),2a2 — b2 =1 . Jacno je
na Baxkn 2a? — b? = 1. Heka je Tpheme Tauno 3a n. Taza je

20254 — b2 = 2(3a, + 2b,)* + (4a,, + 3b,)* = 2a2 — b2 = 1.

Tuwme je TBpheme m0Ka3aHO WHIAYKIIAJOM U CJAEIN 1A FOPiha jeTHAUNHA
uMa GeckoHadHO MHOTO periema. Jlame caequ 2(a,b,)? = b} + b2,
omakie je b2 < v2(anb,) < b, + 1, oamocno [a,b,v/2] = b2. Opum je
JIOKa3aHO TBpheme 3a1aTKa.

4. Heka ¢y m wm n wuzajamno upocru OpojeBu, m,n > 2.

k
Jlokazarm ma 3a ckymoBe A = [M],lgkgm—l
m

k

u B = M},lgkgn—l paku A N B = 0,
n

AUuB=1{1,2,...m+n—2}.
Pewerve:
KaKOBa}I(Hm+n>1,m+n>1,CJIe,ZLI/I

m n

-1
1<[m+n}<[(m )(m+n)]=[m+n—m+n]<m+n—l
m m
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1<[m;—n] _ [(n—l)ém—l—n)]:[m_l_n_mn

+n

|]<m+n-—1

na je AUB = {1,2,...,m+n—2}. Kaxko je |A|+|B| = m+n—2, 10BosbHO

je nokazatu ga je AN B = (. Y cynporHOM OM MOCTOja0 TPUPOIAH

k(m + n) I(m+n)
n

Opoj x, TakaB Ja Bakn T < <z+1l,z< <z+1,

m-+n

3a Heko k,l € N. JlesbemeMm UpeIXOHUX HejeJHAKOCTH Ca
m+n

m

u , peroM, u cabupamem, jgobuja ce r < k+ 1 < x + 1, na
kako je k = [ € N, cniequ k + [ = x. [lakyie, Baxn <kmn
nw max mn
x—k> =x— , oaKIe je k = , Tj. kn =m(x—k),
m—+n m—+n m—+n

Iro je Hemoryhe, jep cy m u n y3ajamHO IPOCTH.

. Heka cy p u q y3ajamuo npocru npupogau 6pojesu. Hahu cse ¢, d € R,
n

TaKo 1a 3a ckymoe A = I IneNwu B = |en+d||n €N Baxn
q

ANB=(,AUB=N.

Pewerve:

Mopa outu p > q. Unade je b < 1, maje 0 = [E] € A, mro je
q q
KOHTpagukiuja. llpeamocraBumo ja nmocrtoje tpaxkenu ¢ u d. Tana

Baxu |[AN{L,2,....kp} = kp, jep je [@} pacryha dynkuuja nmo n u
q
kq -
{Ml = kp. Caemn na je |[BN1,2,....kp| = k(p—q). Kako je LS 1,
q q

Baxu kp—1 ¢ A, 1j. kp—1 € B, na ce nobuja {ck(p—q)%—d} =kp—1,
omrocuo kp — 1 < ck(p — q) + d < kp, mITo je eKBHBAJIEHTHO ca

1 d
P <clp—q) + % < p. Kana k texxn GecKOHAYHO, IPYTH WIAH Y

[OCJIe/[Ib0] HejeHAKOCTH Texku Ka ¢(p — ¢), a npsu u tpehu xa p, na
o JIeMH O JIBa MOJUNAjIA, BaxKu ¢ = ——. U3 ropme Bese, 3a k = 1,
pP—q
) 1
ciem —1 < d < 0. Heka je d = —

nueka m € AN B. Tana
p—q
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k lp—1
B&H{ng—p<m+1,mgp
pP—q
q p—q p—q

ca -m < k < (m+1)g/\um<l—— < (m+1)——,
p p p p p
OJIKJIe ce cabuparmeM ja00Hja m < k—i—l—u < m + 1, ma Kaxko
p
je0 <29 1 kalmm+1eN, crem k+1=m+1. To
p

k 1—kp—1
3HAYU Ja BaxKu ~p <m+1A (m + )p < m + 1, omHOCHO

< m + 1, mTO je €eKBUBAJEHTHO

q pP—q
gim+1) —1 < kp < g(m + 1), 1j. meo 6poj kp ce manasum uzmehy
JIBa y3aCTOIHa Ieja Opoja, mro je kKoHTpaaukmnuja. Creau ma map

(c,d) = ( P ), (— ) 3aJ10BOJbABA TPAYKEHY OCOOHHY.
- —4q
1

| =3

Kako je (p,q) , caemn (p,p — q) = 1, ma mnocroju
[l € N;J1 <1 < p—gq—1, rakso ga Baxku Ip = 1(mod(p — q))
l Ip—1 1 . Ilp—1
P +d=——+(d+——). Tanaje P
pP—q P—q pl_q l pl_q
je—1<d<1lm P > 1+ ,CJIG,ZI;I/Ip
p—q pP—q pP—q
outn d < ———. Kako je np > san € {1,2,...p—q— 1},
pP—q p—q p—(q
p

CJIeNIN JIa je TParXKeHH YCJOB HCIMYHeH akKKo ¢ = ——, d € [———,0).
pP—q pP—q

ma je

1eo 6poj. Kako

—1 € A, na mopa

1
. Heka je f(z) = [n+/n+ 5] Hoxkazaru ga ckynose A = {f(z)|n € N}
u B = {n%n € N} Bazxkn AN B = & npasan ckyn , AU B = N.

Pewerve:

®ynkuuja f je pacryha. Heka je k ¢ A. Tana nocroju n € N, rako na
1 1
BasyKu n+\/ﬁ+§ <knk+1<n+1++v/n+ 1+§, oJaKJe ce nobuja

Vn<(k—n)—=<vVn+1

S = DN

Akojel=k—n,cremun <[> -1+~ <n+1, maxkako je [? — [ € N,

ctemn=02-Iluk=n+1=1[
O6puyTo, axo je k = [, Taga 3a n = [*> — | Baxu

1 1
n+\/ﬁ+§:l2—l+\/l2—l+§=
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1 1 1 1 1
Pl <P—lHl—+=-=0

2 4 2 2 2
! 1
n+l+ V14 o=
1
l2—l—|—1\/l2—l+1—|—§:
1 3 1 11
P—l+1 \/l——2 —+ o> P-4+l +l— -+ =P+1
+14+4/( 2)+4+2> tl+l—o+ g + 1,
na k =1%¢ A.
OBuwMm je mobujeno TBpheme 3a1aTKA.
. n 1
. Heka je f(n) = [n + 3 + 5] Jlokazaru ga 3a CKymose

A={f(n)JneN} u B={n?*lne N} paku ANB=0),AUB=N.
Pewerve:

®ynkuuja f je pacryha. Heka k ¢ N. Tana mocroju n € N | takso

1 1 1
ga3amnn+\/g+§<knk+1<n+l+ n;— —1—5, onaKJIe

ce nobuja /n < V3(k —n) — \/73 < vn+1. Ako je | = k —n, cienn

3
n<3l2—3l—|—z<n—|—1,HaKaKOje3l2—3lEN,CJIG,ZLHTL:3Z2—3Z
nk=n+1=3>-2l

1
2

/312 -31 1 [ 12 1 1 1

12-31 — =313l [ — =)= 4= <32-3l+I—=
31731+ 5 3 312=3l4+4/( 2) 4+2<3 31+ 5+
1 1 [312 -3l +1 1
—312—21Hn+1+1/n—3’— +§:3l2—3l+1+ ¥+§—

2

1 11 11

2_31+1 — )+ =+= 2 3l+1+1—=+==312-2l+1

307 =3l+1+4/( 2)+12+2>31 3l+1+1 513 37 —20+1,
na k=31> -2l ¢ A.

OBuMm je mobujeHo TBpheme 3a1aTKA.

O6puyTo, aKo je k = 31*> — 21, Tana 3a n = 31> — 31 Baxku n+ g—i-

N[ —
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