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1 Sa�etak

Tema ovog rada jeste matematika u Mesopotamiji i naqin rexava�a
matematiqkih problema iz oblasti aritmetike, algebre, geometrije i
teorije brojeva tokom drugog i tre�eg milenijuma pre nove ere. Rad je
pode	en u 8 poglav	a.

U poglav	u 2 dat je kratak sadr�aj rada i postav	ena su k	uqna
pita�a u vezi sa vavilonskom matematikom na koja �e se na�i odgovor
nada	e u radu.

U poglav	u 3 je deta	no opisan heksagezimalni brojevni sistem koji
su koristili Vavilo�ani, kao i naqin predstav	a�a celih brojeva i
razlomaka u ovom sistemu. Osim toga, opisan je i naqin nastanka po-
menutog brojevnog sistema sa osnovom 60.

U poglav	u 4 su opisane tehnike raquna�a kojih su se pridr�avali
Vavilo�ani i primena numeriqkih tablica. Dati su primeri tablica
mno�e�a, potom inverznih i mexovitih, kao i tablica kvadrata i ku-
bova brojeva.

U poglav	u 5 je opisana takozvana retoriqka algebra uz deta	no
objax�enih devet primera koji su preuzeti iz starovavilonskih tek-
stova. Primeri ilustruju rexava�e kvadratnih i kubnih jednaqina
i sistema jednaqina. U poglav	u su kratko pomenuti i geometrijski
dokazi pojedinih algebarskih formula.

U poglav	u 6 je opisana geometrija u Mesopotamiji, uz navedene
obrasce za izraqunava�e povrxina i zapremina geometrijskih tela i
ravnih figura, kao i pretpostavke na koji naqin su Vavilo�ani doxli
do �ih. Nakon toga, dat je primer koji pokazuje korix�e�e Pitagorine
teoreme.

U poglav	u 7 se posebno pokazuje spretnost Vavilo�ana u primeni
brojeva za izgrad�u dve familije nizova. Osim toga, daje se deta	no
tumaqe�e starovavilonskog teksta ,,Plimpton 322", na osnovu kojeg je
otkriveno da su Vavilo�ani znali za mnoxtvo takozvanih Pitagori-
nih trojki.

U poglav	u 8 dat je kratak osvrt na to koliko su civilizacije ve-
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kovima zaista zadr�ale vavilonski duh razmix	a�a i da li se takav
naqin rasu�iva�a nexto bitno razlikuje od danax�eg. Razmatrano je
jox xta nam je ova izvanredna civilizacija ostavila u amanet iz obla-
sti matematike, a xta smo, ipak, rexili da promenimo.
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2 Uvod

Najstarija poznata urbana i pismena kultura u svetu razvijena je u
ravnici izme�u dveju reka, Eufrata i Tigra, u dr�avi Mesopotamiji
(xto bi doslovno prevedeno sa grqkog jezika znaqilo ,,zem	a izme�u
dveju reka") poqetkom qetvrtog milenijuma pre nove ere. Ovde su pro-
na�ena najstarija arheoloxka otkri�a i tragovi gradova, pa je Meso-
potamija sa pravom nazvana ,,kolevkom qoveqanstva".

Od prvih poqetaka kultura Mesopotamije poseduje znatna zna�a iz
razliqitih oblasti, kao xto su astronomija, filozofija, religija, po-
	oprivreda, stoqarstvo, navod�ava�e... Me�utim, veliqanstven dopri-
nos ove civilizacije razvoju matematiqkog rezonova�a, qija se snaga
ogleda u raquna�u i aritmetici, kao i u geometriji, podstakao je iz-
radu ovog rada.

Slika 1: Mesopotamija i Vavilon

4



U poglav	ima koja predstoje bi�e priliqno deta	no opisana ma-
tematika stare Mesopotamije, ona koja je zapisana klinastim pismom,
bez obzira na to potiqe li od Sumeraca, Vavilo�ana, Asiraca, Aka-
�ana ili kojeg drugog naroda koji je u pojedinim razdob	ima obitavao
na delovima tog podruqja. Zbog istorijskog znaqaja koji je postigao
grad Vavilon, termini ,,Vavilo�ani"i ,,vavilonska matematika" ko-
risti�e se u ovom radu vrlo qesto da oznaqe sve navedene narode Meso-
potamije i �ihova dostignu�a u razliqitim matematiqkim oblastima.

Da bi se razumela visoka numeriqka tehnika, me�u poqetnim po-
glav	ima rada bi�e objax�en nastanak klinastog pisma i numeriqkih
oznaka koje su bitne za da	e razmatra�e, kao i naqin na koji je iz-
gra�en heksagezimalni brojevni sistem sa osnovom xezdeset, kojim su
se Vavilo�ani vekovima slu�ili. Posebna pa��a bi�e posve�ena na-
qinu zapisiva�a brojeva propra�ena ilustracijama, tablicama i od-
govaraju�im primerima. Osim veliqa�a ovakvog naqina zapisiva�a
brojeva i navo�e�a svih �egovih prednosti, bi�e dat i kritiqki osvrt
u vidu pronala�e�a nedostataka u pomenutom brojevnom sistemu.

Nada	e, pa��a �e biti posve�ena dobro izgra�enoj algebri koja
se razvila iz aritmetike, u vreme kada je u Vaviloniji vladao car
Hamurabi. Egip�ani su u to vreme bili u sta�u da rexavaju samo
jednostavnije linearne jednaqine, dok su Vavilo�ani potpuno vladali
tehnikom rexava�a kvadratnih jednaqina. Oni su rexavali linearne
i kvadratne jednaqine sa dve nepoznate, kao i zadatke koji se svode na
kubne i bikvadratne jednaqine. U tim zadacima nalaze se samo odre�ene
vrednosti koeficijenata, ali se na osnovu metoda koji su prime�ivali
vavilonski matematiqari mo�e zak	uqiti da su znali i za opxta pra-
vila.

Aritmetiqko-algebarski karakter vavilonske matematike, koji je
bio naroqito naglaxen, dolazio je do izra�aja i u geometriji. I ovde,
kao i u Egiptu, geometrija se razvijala na osnovu praktiqnih zadataka
mere�a, a geometrijska forma zadataka obiqno je bio samo povod da
se postavi algebarsko pita�e. U radu se, na primer, mo�e prona�i
zadatak koji se odnosi na povrxinu kvadrata, a zapravo se svodi na ne-
trivijalan algebarski problem. U vavilonskoj geometriji su jox bile
poznate formule za izraqunava�e povrxina jednostavnijih ravnih fi-
gura i zapremina tela. Takozvana Pitagorina teorema je, tako�e, bila
poznata, i to ne samo prime�ena na konkretne sluqajeve, ve� i u opxtem
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obliku, a priqa o tome �e zauzeti posebno mesto u radu.

Ono xto posebno iznena�uje jeste qi�enica da su Vavilo�ani bara-
tali pojmovima kojima nisu mogli ovladati ni najumniji 	udi starog
doba. To je pojam konaqnog zbira beskonaqnog broja sabiraka. Opxti
oblici takvih zbirova su koncizno izra�avali svojstva geometrijskih
likova jedne, dveju i triju dimenzija. Naime, dve familije nizova koje
su bile poznate Vavilo�anima oko 2000. godine p.n.e. ilustruju to ve-
oma uver	ivo. Jedna od �ih obuhvata trougaone i tetraedarske brojeve,
druga kvadratne i piramidalne brojeve. Na koji naqin su ih koristili
i za xta su im slu�ili takvi nizovi bi�e deta	no objax�eno u radu.
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3 Heksagezimalni brojevni sistem

Semitski Vavilo�ani su heksagezimalni (seksagezimalni ili xe-
zdesetiqni) brojevni sistem nasledili od svojih prethodnika Sume-
raca. Sumerci, izvanredna kulturna grupa, koja je i izmislila klina-
sto pismo, vladali su ju�nom Mesopotamijom tokom tre�eg milenijuma
pre nove ere. �ihovi najstariji tekstovi datiraju iz prve dinastije
Ura, koja je cvetala oko 3000. godine p.n.e.

Sumerska civilizacija bila je nadvladana od strane semitskog na-
roda, Aka�ana, koji su nase	avali daleki sever. Vremenom su Semiti
postajali dominantniji i oko 1792. godine p.n.e. Hamurabi, veliki za-
konodavac i vladar prve vavilonske dinastije, mogao je sebe da nazove
kra	em Sumeraca.

Slika 2: Brojevi od 1 do 59 ispisani klinastim pismom

Heksagezimalni sistem nasle�en od Sumeraca predstav	a pozici-
oni brojevni sistem sa osnovom 60. Ako se brojevi pixu u pozicionom
sistemu sa osnovom 60, jasno je da treba imati oznake za brojeve do 59
(kao xto u naxem dekadnom sistemu treba imati oznake za brojeve do 9).
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Me�utim, Vavilo�ani nisu bili toliko nespretni da bi izmix	ali
xezdeset razliqitih znakova (od 0 do 59), ve� su postupili drugaqije.
Svaki od tih brojeva ispisali bi samo pomo�u dve vrste znakova: jednog
uspravnog, uskog otiska klina za svaku jedinicu i jednog tupog otiska
klina sa dva kraja za svaku deseticu (slika 2). Oba znaka nastala su
pritiskom gvozdenog klina na sve�u glinenu ploqu. Veruje se da su
kasnije gvozdeni klinovi zame�eni klinovima od trske radi lakxeg
korix�e�a (slika 3).

Na taj naqin, simbol ≺≺≺
ggg
gg predstav	a broj 35, a simbol gg

predstav	a broj 2.

Slika 3: Glinena ploqica i klin za pisa�e

Drugim reqima, oni su pojedine brojeve heksagezimalnog sistema is-
pisivali aditivno u dekadnom sistemu. Objasnimo to malo bli�e na
jednom primeru. Na slici vidimo niz otisaka klinova, uskih verti-
kalnih i tupih horizontalnih (slika 4).

Slika 4: Klinastim pismom ispisan broj 424000

Posled�i skup (sleva na desno) takvih otisaka sadr�i qetiri tupa
otiska; dakle, predstav	a broj 40 i daje toliko jedinica. Levo uz
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�ega je skup od qetiri tupa i xest oxtrih otisaka, odnosno oznaka
za broj 46. Me�utim, s obzirom na poziciju tog skupa, on predsta-
v	a 46 xezdesetica, to jest broj 46 · 60 = 2760. Slede�i skup simbola
ka levo sastoji se od pet tupih i sedam oxtrih otisaka i predstav	a
broj 57. No, s obzirom na poziciju tog skupa, on zapravo predstav	a
57 · 602 = 205200. Konaqno, posled�i, tj. prvi skup sleva sadr�i
samo jedan oxtar otisak. No, opet, s obzirom na svoju poziciju, pred-
stav	a broj 1 · 603 = 216000. Nacrtani niz oznaka oznaqava, dakle,
broj 40 + 2760 + 205200 + 216000 = 424000. Ne treba uqiniti grexku
i pomisliti da je takvo predstav	a�e bitno ,,nespretnije"od naxeg.
Vavilo�ani su radili sa heksagezimalnim sistemom i �ima je zapis
prikazan na slici bio isto tako qitak i sugestivan kao nama zapis
broja 424000.

Na osnovu prethodnog primera vidimo da vrednost simbola zavisi,
kao i u naxem savremenom sistemu, od pozicije simbola u broju; ve�i
stepeni broja 60 smexteni su na poqetku, ma�i na kraju zapisa broja.
Otuda naziv pozicioni sistem brojeva.

Po dogovoru, heksagezimalne brojeve ne�emo zapisivati kao xto je
to praksa u dekadnom sistemu, ve� �emo razliqite stepene broja 60
razdvajati zapetama. Na primer, sa 1, 24 oznaqava�emo broj 1 · 60 + 24,
odnosno 84, dok 424000 iz prethodnog primera mo�emo zapisati kao
1, 57, 46, 40.

U vreme kada je prvi put upotreb	en heksagezimalni sistem, pa i
dosta kasnije, oznaqava�e brojeva imalo je znaqajni nedostatak - nije
postojala posebna oznaka za nulu. To je moglo dovesti do nesporazuma
jer se, na primer, niz od tri oxtra otiska klina i dva tupa mogao
qitati kao 3 · 60 + 20, no, mogao se u naqelu qitati i kao 3 · 602 + 20
ili 3 · 602 + 20 · 60 itd. Tek se iz konteksta qitavog raquna videlo koje
je qita�e ispravno (kada vidimo broj 2000 na majici u izlogu, znamo
da ne koxta 2000 para), ali u teoriji taj problem mo�e biti vrlo ne-
prijatan. Ta qi�enica je tim pre taqna jer nam zapis ne dozvo	ava
da razlikujemo 3, 0, 20 i 3, 20. Kasnije su Vavilo�ani taj nedostatak
donekle ubla�ili time xto bi na mestu izme�u grupa otisaka, gde bi
trebalo da stoji nula, ostavili ve�i razmak. Tek mnogo kasnije, u vreme
persijske epohe (6. vek p.n.e.), zamenili su ga posebnim znakom za nulu
(slika 5). Takozvano ,,otkri�e nule" doxlo je kao logiqka posledica
uvo�e�a pozicionog sistema, ali na �ega se moralo qekati sve dok se
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tehnika raquna�a nije dovo	no usavrxila.

Va	alo bi naglasiti da poreklo naxe nule nije u Mesopotamiji, ve�
u staroj Indiji. To xto su se bax Indijci dosetili potrebi posebnog
znaka za "nixta" mo�da je u vezi sa �ihovom filozofijom u kojoj
"nixta", iako u mnogo xirem i dub	em znaqe�u, ima izuzetno znaqajnu
ulogu.

Slika 5: Poseban znak za nulu upotreb	en tek u 6. veku p.n.e.

Zanim	ivo je i ovo: uz matematiqko aditivno pisa�e brojeva, Va-
vilo�ani su upotreb	avali i poseban znak za req ,,lal", sa znaqe�em
,,oduzeti", koji je imao sliqnu ulogu kao, na primer, kod rimskih bro-
jeva stav	a�e znaka za ma�i broj ispred znaka za ve�i. Naime, ako bi
se taj znak naxao izme�u dva tupa i jednog oxtrog otiska, skup takvih
oznaka bi znaqio ,,dvadeset minus jedan", tj. devetnaest. Oqigledno,
bilo je lakxe i br�e napisati broj 19 na takav naqin, pomo�u ukupno
pet otisaka klina, nego qisto aditivno, s jednim tupim i devet oxtrih.
No, na primer, broj 16 se nije pisao kao 20 − 4, nego qisto aditivno,
xto je i razum	ivo, jer se koristi ma�e otisaka. Okolnosti su, posve,
analogne kao kod rimskih brojeva, gde se, na primer, pixe IV, ne IIII,
ali se ne pixe IIV, nego III.

3.1 Heksagezimalni razlomci

Vavilo�ani su i razlomke pisali u heksagezimalnom zapisu. Na-
ime, kako su se grupe klinastih simbola mno�ile brojem 60, tako su
se istima i delile. Tako je simbol za jedinicu mogao da ima vrednost
1 · 600, 1 · 601, 1 · 602 i sliqno, ali je tako�e mogao znaqiti 1 · 60−1, od-

nosno
1

60
ili 1 · 60−2, tj.

1

602
. Razlomci

1

2
=

30

60
,

1

3
=

20

60
i

1

5
=

12

60
su se

onda predstav	ali simbolima za 30, 20 i 12, respektivno. Po dogovoru,
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u zapisu �emo koristiti taqku-zarez (;) u svrhu danax�eg decimalnog
zareza, na primer

1, 3; 30 = 1 · 601 + 3 · 600 + 30 · 60−1 = 63
1

2

ili

1; 3, 30 = 1 · 600 + 3 · 60−1 + 30 · 60−2 = 1 +
3

60
+

3

602
= 1

7

120
.

Interesantno je naglasiti da je grqki astronom Ptolomej za svoje
proraqune koristio simbol 0 za nulu i time kompletirao heksagezi-
malni pozicioni sistem. U ovom smislu postao je gotovo ekvivalentan
naxem dekadnom sistemu. Taqno je da je Ptolomej cele brojeve pisao u
dekadnom, a samo razlomke u heksagezimalnom sistemu, ali je to ma�e
va�no jer jedva da su mu bili potrebni veliki celi brojevi.

3.2 Kako je nastao heksagezimalni sistem

Sumerci prvobitno nisu imali sistematiqan pozicioni sistem za
sve stepene broja 60 i �egove umnoxke. Posedovali su slede�e simbole
(slika 6):

Slika 6: Simboli za brojeve 1, 10, 60, 600, 3600 i 36000, redom (rani
sumerski period, 3000 god. p.n.e)

Simboli za 1, 10 i 60 naprav	eni su ma�im cilindriqnim krajem
klina; za jedinicu klin se dr�ao koso, dok se za izradu simbola broja
10 dr�ao uspravno. Simbol za broj 600 je kombinacija simbola za 10
i 60. Brojevni sistem se zavrxavao simbolom za 36000, koji se dobijao
kao kombinacija simbola za 10 i 3600. Tek kasnije simboli su liqili
na klinove i nastali su utiskiva�em oxtrih xila u glinu (slika 7).

Simbol za 60 bio je isti kao za jedinicu, ali neznatno ve�i. Oqi-
gledno se na 60 gledalo kao na neku ,,ve�u jedinicu". Qi�enica da su
1 i 60 predstav	eni istim simbolom osnovni je princip pozicionog
zapisa.
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Slika 7: Simboli za brojeve 1, 10, 60, 600, 3600 i 36000, redom (kasni
sumerski period, 2000 god. p.n.e)

Ovo nas vodi na razmix	a�e o tome xta je dovelo do toga da se
bax 60 odabere za osnovu sistema i zaxto se broj 60 predstav	ao kao
,,velika jedinica". Mo�da veliqina osnove nije veliki problem, ko-
liko je to princip u zapisiva�u brojeva heksagezimalnog sistema, kako
kod celih, tako i kod razlomaka. Postoje opravdani razlozi za pret-
postavku da je broj 60 izabran za osnovu sistema jer se mo�e izraziti
pomo�u stepena tri prosta faktora 2, 3 i 5, odnosno jer ima qak deset
pravih delilaca: 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20 i 30.

Sa priliqnom se sigurnox�u mo�e tvrditi da je glavni razlog xto
su Vavilo�ani prihvatili heksagezimalni sistem bio u �ihovim vrlo
razvijenim astronomskim motre�ima. Godina ima blizu 360 dana; to
je 6 puta 60. I kru�nicu je lako podeliti na xest jednakih delova,
pa ako svaki od �ih podelimo na xezdeset (kako bismo mi to rekli)
stepeni, time �e kru�nica biti pode	ena na onoliko delova koliko
ima dana u godini. Ovoj teoriji bi moglo biti prigovoreno da je qudno
xto su se tako vexti posmatraqi neba zadovo	ili grubom aproksima-
cijom godine od 360 dana, koja zapravo ima 365 i jednu qetvrtinu dana.
Me�utim, ovaj prigovor i nema neku te�inu ako se zna da je jox za
vreme kra	evstva Ur (druga polovina 3. milenijuma p.n.e.) vavilon-
ski kalendar delio godinu na 12 meseci po 30 dana; potrebne korekcije
uvodile su se uklapa�em trinaestog meseca u ,,prestupnim" godinama.
Ostaje, dakle, gotovo sigurno da je astronomija ta zbog koje se u Meso-
potamiji razvio heksagezimalni sistem.

Bez obzira na naqin postanka, heksagezimalni sistem i pozicioni
brojevni sistem postali su trajna svojina qoveqanstva. Naxa savremena
podela qasa na 60 minuta, odnosno 3600 sekundi, potiqe od Sumeraca,
isto kao i naxa podela kruga na 60 stepeni, stepena na 60 minuta i
minuta na 60 sekundi.

Nakon zaokru�ene celine o heksagezimalnom sistemu i pretpostavke
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da je dekadni brojevni sistem nastao i razvio se zbog broja�a i raqu-
na�a na prste ruku, mo�emo jox samo da se zapitamo: da li bi nam
za praktiqne potrebe pisa�a bila pogodnija neka druga osnova umesto
broja 10? Mo�da ona ne bi smela biti premala, jer bi tada za ispisiva-
�e i relativno malih brojeva trebalo i previxe cifara. Primer za to
je binarni sistem sa osnovom 2 u kom se, na primer, broj 1024 zapisuje
kao jedinica i iza �e deset nula. Sa druge strane, mo�da bi osnova 12
bila bo	a od osnove 10, jer je 12 de	ivo sa 2, 3, 4 i 6 (a 10 samo sa 2 i
5), pa bi to u praktiqnom raquna�u imalo znaqajnih prednosti. Ipak,
dekadni brojevni sistem je toliko raxiren i ima toliku tradiciju da
nema izgleda da se stvarno i zameni.

Za izradu ovog poglav	a korix�ena je literatura [2], [3] i [5].
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4 Aritmetika u Mesopotamiji

4.1 Tehnike raquna�a starih Sumeraca

Najve�i broj tekstova drevnih Sumeraca, na osnovu kojih je i ot-
kriven �ihov brojevni sistem, koji datira iz vremena vladara Xulgi
(oko 2000 godina p.n.e.), bile su tablice inverznih brojeva i tablice
mno�e�a. Tablice sa pismom su se pojav	ivale odvojeno ili u kom-
binaciji sa navedenim. Jedna od osnovnih tablica starih Vavilo�ana
bila je tablica za heksagezimalni ,,jedan puta jedan" (proizvodi od 1 ·1
do 59 · 59). Kada uzmemo u obzir da su raqunali u sistemu sa osnovom
60, taj mali ,,jedan puta jedan" i nije bio tako malen. Naime, nama je
za mno�e�e i de	e�e u dekadnom sistemu dovo	no da znamo umnoxke
brojeva do devet puta devet, a to nije texko nauqiti napamet. Me�utim,
trebalo je da onda Vavilo�ani znaju sve umnoxke brojeva do 59·59, svega
�ih 1770 (ako znamo da je A · B = B · A), a to bi bilo previxe texko
nauqiti napamet. Zato su Vavilo�ani i upotreb	avali tablice.

Slika 8: Primer xkolske tablice ,,jedan puta jedan"iz 18. veka p.n.e.
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Saquvane glinene ploqice sa klinastim pismom pokazale su nam,
me�utim, da se Vavilo�ani nipoxto nisu zadovo	avali tablicama za
mali ,,jedan puta jedan". Upotreb	avali su, recimo, one u kojima su
bili ispisani umnoxci samo jednog broja. Takva su slede�a dva pri-
mera u tabeli 1 (oqigledno, ,,a-ra" znaqi ,,puta"):

7 a-ra 1 7 16, 40 a-ra 1 16, 40
7 a-ra 2 14 16, 40 a-ra 2 33, 20
7 a-ra 3 21 16, 40 a-ra 3 50

. . . . . .
7 a-ra 19 2, 13 16, 40 a-ra 19 5, 16, 40
7 a-ra 20 2, 20 16, 40 a-ra 20 5, 33, 20
7 a-ra 30 3, 30 16, 40 a-ra 30 8, 20
7 a-ra 40 4, 40 16, 40 a-ra 40 11, 6, 40
7 a-ra 50 5, 50 16, 40 a-ra 50 13, 53, 20

Tabela 1: Umnox ci brojeva 7 i 16, 40

Qesto se dexavalo da se nekoliko ovakvih malih tabli kombino-
valo sa tablicama inverznih brojeva i tablicama kvadrata, u formi
velikih tabli. Da bismo razumeli ure�e�e takozvanih ,,kombinovanih
tablica", trebalo bi prvo da obratimo pa��u na jednu sa inverznim
brojevima.

Sledi jedan primer takve tablice iz doba Seleukida1, verovatno
ure�ene od strane astronoma. Jedna od �ih je ure�ena na slede�i naqin:

1 : 1 = 1

1 : 1, 0, 16, 53, 53, 20 = 59, 43, 10, 50, 52, 48

1 : 1, 0, 40, 53, 20 = 59, 19, 34, 13, 7, 30

1 : 1, 0, 45 = 59, 15, 33, 20

1 : 1, 1, 2, 6, 33, 45 = 58, 58, 56, 38, 24.

1Seleukidsko carstvo (323 - 60. god. p.n.e.) je jedno od tri velika helenistiqka
carstva stvorena posle smrti Aleksandra Makedonskog
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Na ovaj naqin tablica se nastav	a na sedam strana u Nojgebauero-
vim2 prevodima matematiqkih tekstova na klinastom pismu , sve do

1 : 3 = 20.

Starije tablice inverznih brojeva nisu toliko obimne. One obi-
qno sadr�e reciproqne vrednosti brojeva izme�u 1 i 81, a koji sadr�e
samo faktore 2, 3 i 5 i koji, stoga, mogu biti zapisani kao konaqni
heksagezimalni razlomci kao u tabeli 2.

1 : 2 = 30 1 : 16 = 3, 45 1 : 45 = 1, 20
1 : 3 = 20 1 : 18 = 3, 20 1 : 48 = 1, 15
1 : 4 = 15 1 : 20 = 3 1 : 50 = 1, 12
1 : 5 = 12 1 : 24 = 2, 30 1 : 54 = 1, 6, 40
1 : 6 = 10 1 : 25 = 2, 24 1 : 1 = 1
1 : 8 = 7, 30 1 : 27 = 2, 13, 20 1 : 1, 4 = 56, 15
1 : 9 = 6, 40 1 : 30 = 2 1 : 1, 12 = 50
1 : 10 = 6 1 : 32 = 1, 52, 30 1 : 1, 15 = 48
1 : 12 = 5 1 : 36 = 1, 40 1 : 1, 20 = 45
1 : 15 = 4 1 : 40 = 1, 30 1 : 1, 21 = 44, 26, 40

Tabela 2: Tablica inverznih brojeva

Odgovaraju�e tablice mno�e�a ne sadr�e samo umnoxke brojeva 2,
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 20, 30, 40, 50, kao xto se i oqekuje u obiqnim tabli-
cama mno�e�a, ve� i umnoxke nekoliko drugih brojeva koji se zapisuju
pomo�u dve ili tri cifre. Takva je, na primer, tablica data tabelom 3.

Xta odre�uje izbor ovih brojeva? Mnogi od �ih se ve� jav	aju u
prethodnoj tablici inverza, a drugi su, osim broja 7, inverzi nekih
prostih brojeva. Ako obratimo pa��u na organizaciju ovih brojeva
i postepeno sma�e�e �ihovih vrednosti, primeti�emo da je takav za-
pravo i redosled reciproqnih brojeva u tablici inverza. Stoga vidimo
da tablice mno�e�a ne daju samo rezultate proizvoda a · b, ve�i proi-
zvoda oblika a · b−1, tj. de	e�a a : b.

Problem mo�e biti definisan na slede�i naqin: kombinovane ta-
blice inverznih brojeva i umno�aka koristile su se za mno�e�e bro-

2 Otto Eduard Neugebauer, (1899-1990), austrijsko-ameriqki matematiqar i isto-
riqar
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50 24 12 6, 40 2, 30
48 22, 30 10 6 2, 24
45 20 9 5 2, 24
44, 26, 40 18 8, 20 4, 30 2
40 16, 40 8 4 1, 40
36 16 7, 30 3, 45 1, 30
30 15 7, 12 3, 20 1, 20
25 12, 30 7 3 1, 15

Tabela 3: Tablica umno�aka nekih brojeva

jeva, ali i da predstave obiqne razlomke kao heksagezimalne. Na pri-

mer, da bismo napisali
3

8
u heksagezimalnom zapisu, najpre iz tablice

inverza treba da uoqimo da je
1

8
= 0; 7, 30, a potom iz tablice mno�e�a

uoqimo da taj rezultat pomno�en sa 3 daje 0; 22, 30.

Matematiqki tekstovi u potpunosti potvr�uju ovu konstataciju.
Kad god je u ovakvim tekstovima izvrxeno de	e�e a : b, uvek je dato
uputstvo (ne kao uopxtena formula, ve� uvek za konkretne brojevne
vrednosti): izraqunaj reciproqnu vrednost b−1 i pomno�i je sa a.

Qini se, dakle, da su sumersko-vavilonske tablice ure�ene na veoma
koristan naqin. Teme	na upotreba pozicionog zapisa dovela je do toga
da se vexto izbegnu sve nedoumice oko razlomaka; qetiri raqunske ope-
racije mogle su da se izvrxe brzo i bez mnogo razmix	a�a.

Kad god de	e�e nije moglo da se izvrxi bez ostatka, koristila se
aproksimacija. Jedan drevni vavilonski tekst daje aproksimativne
vrednosti za reciproqne vrednosti svih brojeva od 40 ili 50 do 80 na
slede�i naqin:

1 : 59 = 1, 1, 1

1 : 1 = 1

1 : 1, 1 = 59, 0, 59

1 : 1, 2 = 58, 3, 52

...
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4.2 Kvadrati, kvadratni i kubni koreni

Osim pomenutih tablica, Vavilo�ani su imali tablice za kvadrat
i kub broja, te i za drugi i tre�i koren. Na�ene su i �ihove tablice
za vrednosti n3 + n2 u rasponu od n = 1 do n = 30, pomo�u kojih su, na
primer, mogli rexavati kubne jednaqine oblika n3 +n2 = a, za poznato
a i nepoznato n. O rexava�ima kubnih jednaqina bi�e vixe reqi u
poglav	u o algebri u Mesopotamiji.

Iz kratke tablice kvadrata brojeva koja dopu�uje mnoge tablice
mno�e�a

1 a-ra 1 1
2 a-ra 2 4

. . .
59 a-ra 59 58, 1

mo�e se, naravno, odmah izvesti tablica kvadratnih korena:

1-e 1 ib-si (tj. od 1 je 1 koren)
4-e 2 ib-si

. . .
58, 1-e 59 ib-si .

U vavilonskoj matematici ove tablice su korix�ene prilikom re-
xava�a kvadratnih jednaqina. Na sliqan naqin, tablica kubnih ko-
rena

1-e 1 ba-si
8-e 2 ba-si

27-e 3 ba-si itd.

korix�ena je pri rexava�u qistih kubnih jednaqina oblika

x3 = a.

Req ,,ba-si" ne znaqi samo kubni koren, ve� i koren jednaqine. Za-
ista, postoje tablice korix�ene za rexava�e jednaqina oblika

x2(x+ 1) = a

u kojima se ova req koristi na slede�i naqin:

18



2-e 1 ba-si (tj. 1 je koren jednaqine za a = 2)
12-e 2 ba-si
36-e 3 ba-si itd.

I vixe od toga, ta ista req prona�ena je na odre�enim tablicama,
pra�ena reqju ,,1-lal", odnosno ,,minus", sa znaqe�em koren jednaqine

x2(x− 1) = a.

Vavilonski matematiqari su morali u tegobnom procesu izraquna-
va�a tablica kvadrata zapaziti da samo neki celi brojevi imaju kva-
dratne korene koji su i sami celi. Stoga su imali vixe vrsta aprok-
simacija za iracionalne brojeve. Da bi izraqunali kvadratni koren
broja koji nije potpuni kvadrat koristili su pribli�ne vrednosti.
Jedan primer od velikog interesa je aproksimacija kvadratnog korena
broja 2

√
2 = 1

5

12
.

Metod kojim je ona dobijena qesto je bio korix�en i kod Grka: pret-
postavimo da je a prva aproksimacija

√
2. Onda, ako je a previxe malo,

2

a
�e biti preveliko, i obratno. Bo	a aproksimacija od ove je ona

dobijena aritmetiqkom sredinom

a+
2

a
2

.

Na primer, ako je a = 1
1

2
, onda je

2

a
=

4

3
, pa je bo	a aproksimacija

1
1

2
+

4

3
2

= 1
5

12
= 1; 25.

Ova pribli�na vrednost se qesto pomi�e u vavilonskim teksto-
vima. Ponav	a�e ovog procesa daje, kao aritmetiqku sredinu brojeva

a = 1; 25 i
2

a
= 1; 24, 42, 21... , veoma blisku aproksimaciju

√
2 = 1; 24, 51, 10

tj. 1, 4142155...
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U vavilonskoj matematici nalazimo jox u jednom primeru kako
se izraqunava kvadratni koren broja uz pomo� uopxtene formule za
aproksimaciju √

a2 + b ≈ a+
b

2a
.

Po tom obrascu, na primer, imamo da je

√
1700 =

√
1600 + 100 =

√
402 + 100 ≈ 40 +

100

80
= 41

1

4
.

Zaista, (
41

1

4

)2

=

(
41 +

1

4

)2

= 412 +
41

2
+

1

16
= 1701

9

16
,

xto je pribli�no vrednosti 1700.

Za izradu ovog poglav	a korix�ena je literatura [1], [2], [3] i [5]
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5 Algebra u Mesopotamiji

Slede�a grupa tekstova pisanih klinastim pismom pripada periodu
prve vavilonske dinastije, kada je u Vaviloniji vladao car Hamurabi
i kada je semitsko stanovnixtvo pokorilo starosedeoce Sumerce. Iz
tih tekstova se saznaje da se aritmetika razvila u dobro izgra�enu al-
gebru, koja se smatra vrhuncem vavilonske matematike. Vavilo�ani su
u vreme Hamurabija potpuno vladali tehnikom rexava�a kvadratnih
jednaqina. Oni su rexavali linearne i kvadratne jednaqine sa dve
nepoznate, kao i zadatke koji se svode na kubne i bikvadratne jedna-
qine. U tim zadacima se nalaze samo odre�ene numeriqke vrednosti
koeficijenata, ali se na osnovu metoda koje su prime�ivali vavilon-
ski matematiqari mo�e zak	uqiti da su znali i za opxta pravila.

Izgleda da je najbo	e razmatrati konkretne primere i zadatke iz
starovavilonskih tekstova na klinastom pismu kako bismo razumeli
algebru kojom su se Vavilo�ani bavili. Jedino xto znamo o tome kako
su razmix	ale naxe kolege matematiqari iz perioda Hamurabija, jesu
stvari koje mo�emo iskopati sa glinenih ploqica.

Svi primeri i �ihova tumaqe�a koji �e biti navedeni preuzeti su
iz k�ige [2], a ogroman opus prevoda takvih tekstova mo�e se na�i u
,,Matematiqkim tekstovima na klinastom pismu"3, O. Nojgebauera.

Primer 1. Du�ina. Xirina. Pomno�io sam du�inu i xirinu i

dobio povrxinu. Potom sam povrxini dodao vixak du�ine preko xi-

rine: 3,3. Xtavixe, du�ini sam dodao xirinu: 27. Na�i du�inu,

xirinu i povrxinu.

Dato: 27, 3,3, zbir

Rezultat: du�ina 15, xirina 12, povrxina 3,0

Prati slede�i postupak:

27 + 3, 3 = 3,30
2 + 27 = 29 .

Uzmi polovinu od 29, odnosno 14;30.

3 O.Neugebauer, Mathematische Keilschrifttexte (Quellen und Studien, A3, Berlin,
1935)
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14;30 · 14;30 = 3,30;15

3,30;15 - 3,30 = 0;15 .

Kvadratni koren iz 0; 15 je 0;30.

14;30 + 0;30 =15 dužina
14;30 - 0;30 = 14 širina.

Od 14 oduzmi 2 koji su dodati na 27. Dobi�ex pravu xirinu: 12.

15 · 12 = 3, 0 povrxia,

15 - 12 = 3,

3,0 + 3 = 3,3.

Tumaqe�e

Problem se u prvoj liniji teksta uvodi predstav	a�em dve nepo-
znate, du�ine i xirine. Takvi simboli promen	ivih analogni su
naxim algebarskim simbolima x i y. Dakle, bez ikakvog problema
mo�emo predstaviti problem pomo�u dve algebarske jednaqine:

xy + x− y = 183 (1)

x+ y = 27 .

Dakle, du�ina (x = 15) i xirina (y = 12) zaista zadovo	avaju jed-
naqine (1).

Me�utim, autor ovog matematiqkog problema najpre za xirinu do-
bija vrednost 14, xto ukazuje na qi�enicu da je svesno uveo novu pro-
men	ivu y′ na mesto prave xirine y, u �e	i da pojednostavi problem:

y′ = y + 2,

to jest
y = y′ − 2.

Ova smena zaista pojednostav	uje problem. Sistem jednaqina s pro-
men	ivama x i y′ bi u tom sluqaju glasio

xy′ = 183 + 27 = 210 (2)

x+ y′ = 27 + 2 = 29.
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Prva od jednaqina u sistemu (2) dobijena je sabira�em jednaqina si-
stema (1). Zaista, sabira�em levih strana dobija se xy+x−y+x+y =
xy + 2x = x(y + 2) = xy′.

Posled�e dve jednakosti jasno ukazuju na deo teksta

27 + 3, 3 = 3, 30
2 + 27 = 29 ,

nakon kojeg brzo i sledi rexe�e zadatog sistema. Takav postupak rexa-
va�a sadr�i metod koji se iznova i iznova pojav	ivao u matematiqkim
tekstovima toga doba. U savremenom algebarskom zapisu problem bi bio
zapisan na slede�i naqin:

Rexe�e sistema jednaqina

xy′ = P (3)

x+ y′ = a

je

x =
1

2
a+ ω (4)

y′ =
1

2
a− ω,

gde je ω =

√(
1

2
a

)2

− P .

Uz malu proveru mo�e se videti da ono xto su Vavilo�ani, ko-
rak po korak, radili u ovom problemu, zaista odgovara formulama (4).
Me�utim, oni nisu koristili gotove formule, ve� su samo davali pri-
mere, jedan za drugim, kako bi opisali jedan isti metod u raquna�u
iznova i iznova.

Primer 2.

Drugi starovavilonski tekst, pak, sadr�i sistem analogan sistemu
(3), s tim xto druga jednakost predstav	a razliku, a ne zbir promen-
	ivih:

xy′ = P (5)
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x− y′ = d .

Rexe�e je dato slede�im jednakostima:

x = ω +
1

2
d (6)

y′ = ω − 1

2
d,

gde je ω =

√(
1

2
d

)2

+ P .

Kako su Vavilo�ani doxli do ovog rexe�a mo�emo samo da naga�amo,
ali mo�emo re�i xta sigurno nisu radili: nisu koristili arapski me-
tod zamene jedne jednaqine sistema u drugu. Arab	ani su ixli na to
da svaki algebarski problem svedu na jednu jednaqinu sa jednom nepo-
znatom. U da	em tekstu �emo videti da su i Vavilo�ani na neki naqin
znali kako da eliminixu jednu promen	ivu, ali u prethodna dva pri-
mera oni to nikako nisu radili. Da jesu, y bi nalazili iz a − x ili
x− d, nakon nala�e�a x, rexava�em kvadratne jednaqine.

Diofant4 je qesto rexavao probleme na isti naqin. Xtavixe, �e-
gove metode su imale mnogo vixe sliqnosti sa vavilonskom algebrom,
nego sa onom kojom su se bavili klasiqni grqki stvaraoci. Kada bi
Diofant �eleo da izraquna vrednosti promen	ivih x i y, ukoliko je
dat zbir a ili razlika d, problem bi sveo na slede�e jednakosti:


x =

1

2
a+ z

y =
1

2
a− z

ili


x = z +

1

2
d

y = z − 1

2
d

gde je sa z izra�avao sve uslove koje zadovo	avaju x i y.

Primer 3. Po buru5. Po��eo sam 4 gura6 �itarica. Sa drugog po	a

po��eo sam 3 gura �itarica. Prinos s prvog po	a bio je za 8,20

4Diofant iz Aleksandrije (�iveo oko 250. god. n. e), grqki matematiqar
5jedinica za povrxinu
6jedinica za zapreminu
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ve�i nego sa drugog. Povrxine oba po	a zajedno iznose 30,0. Koliko su

velika bila po	a?

Tumaqe�e

Za potpuno razumeva�e raquna koji sledi, treba naglasiti da je
zbir povrxina (30, 0) dat u sarima (1 sar = 10 metara kvadratnih), a
prinos se merio jedinicom koja se zvala sila. Dakle, odnosi su bili
slede�i:

1 bur = 30, 0 sari
1 gur = 5, 0 sila.

Sa prvog po	a prinos je bio 4 gura = 20, 0 sila po 1 buru = 30, 0
sari, a sa drugog 3 gura = 15, 0 sila po 30, 0 sari. Nepoznate su nam
povrxine (izra�ene u sarima), x i y. Dakle, trebalo bi da reximo dve
jednaqine sa dve nepoznate:

20, 0

30, 0
x− 15, 0

30, 0
y = 8, 20

x+ y = 30, 0 .

Vavilo�ani su u potpunosti bili sposobni da rexe drugu jednaqinu
po x, zamene u prvu, koju potom rexe po y. Isto bi uradili u zadacima
u kojima je data razlika x−y umesto zbira x+y. Me�utim, u problemu
koji je ovde prezentovan, do rexe�a su dolazili drugim putem. Najpre
su qitavu povrxinu po	a podelili na dva jednaka dela:

Podeli 30,0, povrxinu oba po	a, na dva dela od po 15,0.

Potom su raqunali koliki bi prinos sa svakog po	a od po 15,0 sari
mogao da bude. Sve je bogato razra�eno u fantastiqnim deta	ima. Re-
ciproqna vrednost od 30, 0 je pomno�ena sa 20, 0 i dobio se ,,pogrexan
prinos sa po	a"- 0; 40, to jest prinos sa prvog po	a po 1 saru. Otuda
je prinos sa po	a od 15 sari

0; 40 · 15, 0 = 10, 0.

,,Zapamti ovo", navodi se u tekstu. Na isti naqin prona�en je ,,po-
grexan prinos sa drugog po	a" od 0; 30 po 1 saru, to jest

0; 30 · 15, 0 = 7, 30.
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Izraqunato je da, ako bi svako od po	a imalo povrxinu od 15 sari,
razlika u prinosu bi bila

10, 0− 7, 30 = 2, 30,

ali je u zadatku dato da je razlika 8, 20.

,,Oduzmi", navodi se da	e u tekstu:

8, 20− 2, 30 = 5, 50.

Potom se sabiraju prinosi po 1 saru:

0; 40 + 0; 30 = 1; 10.

Ne znam reciproqnu vrednost od 1;10. Qime moram da pomno�im

1;10 da bi dobio 5,50? Uzmi 5,0, jer je 5,0 · 1;50 = 5,50. Oduzmi 5,0 od

povrxine 15,0 i isto to dodaj povrxini drugog po	a. Dobi�ex 20,0

kao povrxinu prvog i 10,0 kao povrxinu drugog po	a. Dakle, rexe�a

su 20,0 i 10,0.

Nastavnik u xkoli bi rexe�e problema uqenicima objasnio na slede�i
naqin:

Ako bi svako od po	a imalo povrxinu 15, 0 sari, razlika u prinosu
bi bila 2, 30. Trebalo bi da bude 8, 20. Razlika izme�u te dve vrednosti
je 5, 50. Za svaku jedinicu povrxine dodatu jednom po	u, a oduzetu od
drugog po	a, prvo �e proizvesti 0; 40 vixe, a drugo 0; 30 ma�e prinosa,
pa �e razlika u prinosima svaki put rasti za 0; 40 + 0; 30 = 1; 10. Ovo
�e biti ponov	eno pet puta da bi se dobilo taqno 5, 50. Otuda, prvo
po	e mora imati povrxinu 15, 0 + 5, 0 = 20, 0, a drugo 15, 0− 5, 0 = 10, 0
sari.

Ne znamo da li su Vavilo�ani razmix	ali kao danax�i matema-
tiqari, ali u najma�u ruku znamo da, kada bi im bila data jednaqina

x+ y = 2h,

nepoznate x i y bi odre�ivali kao

x = h+ ω, y = h− ω,

a potom bi pokuxavali da izraqunaju ω.
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Ako bi, na primer, pored sume bio dat i proizvod, onda bi se vred-
nost ω raqunala iz jednaqine

xy = (h+ ω)(h− ω) = h2 − ω2 = P,

odnosno
ω2 = h2 − P.

Na ovaj naqin mogli su izvesti formule (4), qim im je jednakost

(h+ ω)(h− ω) = h2 − ω2 (7)

bila poznata.

Izvo�e�e formula (6) bilo bi analogno.

Primer 4.

I iz drugih tekstova je postalo jasno da je specijalan oblik jedna-
kosti (7) Vavilo�anima bio poznat. Na primer, prona�ena je glinena
ploqica na kojoj je bio objax�en zahtev da se izgradi nasip u obliku

jednakokrakog trapeza poznate osnovice a, nagiba β =
a− b
2h

i povrxine

S =
a+ b

2
h.

Nakon mno�e�a 2β sa 2S dobija se

4βS = (a− b)(a+ b) = a2 − b2,

xto rexeno po b2 daje
b2 = a2 − 4βS. (8)

Na taj naqin se iz jednakosti (8) izraqunava osnovica b. Sliqno bi
bilo da je poznata du�ina b. Osnovicu a bi raqunali iz jednakosti

a2 = b2 + 4βS.

Dakle, sve bi ovo bilo nerexivo da Vavilo�ani nisu znali za spe-
cijalni proizvod dat jednakox�u (7).
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Primer 5.

Formule
(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 (9)

i
(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2 (10)

mora da su, tako�e, bile poznate Vavilo�anima.

Jedan stari vavilonski tekst sadr�i slede�i problem:

Sabrao sam povrxine dva svoja kvadrata: 25,25. Stranica drugog

kvadrata je
2

3
stranice prvog plus 5.

Reqeno je slede�e:

x2 + y2 = 25, 25 (11)

y =
2

3
x+ 5 .

Da bi se vrednost y iz druge jednaqine sistema (11) zamenila u prvu,
mora se iskoristiti formula (9):

(0; 40x+ 5)2 = 0; 402x2 + 2 · 0; 40 · 5x+ 52.

Ovo vodi do kvadratne jednaqine oblika

ax2 + 2bx = c, (12)

u kojoj je

a = 1 + 0; 402 = 1; 26, 40, b = 5 · 0; 40 = 6; 40, c = 25, 25− 52 = 25, 0.

U tekstu se prvo izraqunavaju koeficijenti a, b i c, a potom se
rexava kvadratna jednaqina (12) korix�e�em ispravne formule

x = a−1(
√
ac+ b2 − b),

nakon qega se najzad izraqunava i y =
2

3
x+ 5.

Ovaj primer nam govori da su Vavilo�ani vrlo uspexno koristili
metod zamene i eliminacije u rexava�u sistema jednaqina, kao i for-
mulu za kvadrat binoma.
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5.1 Kvadratne i kubne jednaqine

Mo�da bi bilo pogrexno zak	uqiti da su rani vavilonski mate-
matiqari razmatrali ono xto bismo mi danas nazvali opxtim rexe-
�em kvadratne jednaqine. Da bismo osetili duh �ihovog vremena, ra-
zlikova�emo nekoliko tipova jednaqina ilustrovanih slede�im prime-
rima:

(1) x2 + 6 = 5x, dva rexe�a, oba pozitivna;

(2) x2 − x = 14, 30, dva rexe�a, jedno pozitivno, drugo negativno;

(3) x2 + 4x+ 3 = 0, dva rexe�a, oba negativna;

(4) x2 + 3x+ 4 = 0, bez realnih rexe�a.

Ako bi se Vavilo�anin naxao pred ovakvim problemima, primeri
(3) i (4) bili bi mu podjednako misteriozni. Me�utim, ostale tipove
kvadratnih jednaqina bi rexavao ili opisno ili pomo�u tablica. Bilo
bi mogu�e rexiti jednaqinu (1) tabelixu�i x2 + N za pozitivne cele
brojeve x i N kao u tabeli 4.

x\N 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 7

2 5 6 7 8 9 10

3 10 11 12 13 14 15

4 17 18 19 20 21 22

5 26 27 28 29 30 31

Tabela 4: Tablica brojeva oblika x2 +N

Iz tabele 4 vidimo da je x2 + 6 = 5x ako je x = 2 ili x = 3.

Rexe�e jednaqine (2) prona�eno je, pak, na jednoj tablici u vidu
navo�e�a pravila kako rexiti datu jednaqinu:

Uzmi 1 (koeficijent uz x). Podeli 1 na dva dela. Proizvod 0;30 ·
0;30 = 0;15, dodaj na 14,30. Kvadratni koren iz 14,30;15 je 29;30. Na

29;30 dodaj 0;30. 30 je (stranica) kvadrata.
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Dakle, pitamo se kako su Vavilo�ani mogli da do�u do rexe�a
kvadratne jednaqine oblika

x2 ± ax = b.

Mo�emo verovati da su do rexe�a dolazili kao xto su to radili
Arab	ani ili kako mi to danas radimo, tako xto se leva strana jedna-
kosti dopu�uje do potpunog kvadrata:(

x± 1

2
a

)2

= b+

(
1

2
a

)2

.

Druga mogu�nost, mo�da ma�e verovatna, bila bi uvo�e�e nove pro-
men	ive y = x± a koja bi kvadratnu jednaqinu svela na proizvod

x · y = x(x± a) = b

xto se rexava kao sistem (5).

Preostala mogu�nost za rexava�e je qita�e iz tablica koje su da-
vale rexe�a samo za odre�ene tipove kvadratnih jednaqina.

Tablice zbirova kubova i kvadrata celih brojeva (na primer, 33 +
22 = 31) bile su pomo�no sredstvo za nala�e�e pozitivnog rexe�a pro-
blema koji bismo mi izrazili kao kubnu jednaqinu tipa x3 + 5x2 = 72.
Postoji, me�utim, verova�e da su neki matematiqari mogli rexavati
opxtiji sluqaj koji ilustruje jednaqina x3 + 5x2 + 10x = 102. Proce-
duru rexava�a opxte kubne jednaqine (x3 + ax2 + bx + c = 0) mo�emo
rekonstruisati na slede�i naqin, slu�e�i se svojim simbolima. Naj-
pre, zamenimo x sa X + d i primenimo pravilo

(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3.

Ima�emo

(X + d)3 + a(X + d)2 + b(X + d) + c = 0 ⇔

X3 + 3X2d+ 3Xd2 + d3 + aX2 + 2aXd+ ad2 + bX + bd+ c = 0 ⇔

X3 + (3d+ a)X2 + (3d2 + 2ad+ b)X + (d3 + ad2 + bd+ c) = 0.

Mo�emo anulirati qlan koji sadr�i X ako stavimo da je

3d2 + 2ad+ b = 0,
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tako da je

d =
−2a±

√
4a2 − 12b

6
.

Poxto na�emo tra�enu vrednost d, mo�emo izraqunati 3d + a = A
i d3 + ad2 + bd+ c = −B. Odatle imamo

X3 +AX2 = B.

Tablica brojeva X3 + AX2 za razliqite vrednosti A i X daje tra-
�eno rexe�e, ako ono postoji.

Izme�u 2000. godine p.n.e. i 1500. godine n.e. nije uqi�en nikakav
napredak u rexava�u kubne jednaqine, a kada se pojavilo formalno
rexe�e u 16. veku naxe ere, podse�alo je na fundamentalni korak va-
vilonske procedure. Moderno rexe�e je komplikovanije i zahteva da
se opxta kubna jednaqina svede na jednaqinu bez qlana koji sadr�i X
ili X2. Bax taj korak svo�e�a jedne kubne jednaqine na drugu zaslu-
�uje komentar, poxto daje korisno upustvo za grafiqka rexava�a.

U prethodnom argumentu izabrana je takva vrednost d da se kubna
jednaqina transformixe u oblik koji ne sadr�i qlan X. Umesto toga,

moglo se eliminisati X2 stav	aju�i da je 3d+a = 0, tako da je d =
−a
3
.

Jednaqina se tada svodi na oblik

X3 + pX = B,

gde je p = 3d2 + 2ad+ b i −B = d3 + ad2 + bd+ c.

Za grafiqko rexava�e, najbo	e je svesti jednaqinu na taj oblik,
tako da je X3 = B − pX. Ako tada skiciramo y1 = X3 i y2 = B − pX,
preseci (y1 = y2) �e dati dobru aproksimaciju realnih korena.

Primer 6.

Starovavilonski tekstovi tako�e sadr�e sisteme od tri i vixe jed-
naqina, kao xto je na primer

x2 + y2 + z2 = 23, 20
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x− y = 10

y − z = 10.

Metod rexava�a je slede�i: x i y se izraze u funkciji od z, a potom
se kvadratna jednaqina dobija za z. Takve eliminacije su bile maqji
kaxa	 za stare algebriste.

U nekim drugim sluqajevima, nisu korix�ene eliminacije. Evo
jednog sistema

x2 + y2 = S = 21, 40 (13)

x+ y = a = 50

qija su rexe�a data u obliku

x =
1

2
a+ ω

y =
1

2
a− ω ,

gde je ω =

√
1

2
S −

(
1

2
a

)2

.

Sliqnu ideju smo imali ranije, u primeru 2, gde je bio dat zbir

x+ y = a, a x i y se raqunalo kao
1

2
a ± grexka. Grexka se potom nala-

zila iz drugog uslova kojeg zadovo	avaju x i y.

Ukoliko bi druga jednaqina sistema (13) bila zame�ena razlikom
x−y = d, rexe�e bi bilo potpuno analogno i bilo bi dato jednakostima

x = ω +
1

2
d

y = ω − 1

2
d ,

gde je ω =

√
1

2
S −

(
1

2
d

)2

.
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Primer 7.

Ponekad je put do samog rexe�a Vavilo�anima bio daleko od lakog.
Pogledajmo problem prona�en na jednoj od ploqica:

1

3
(x+ y)− 0; 1(x− y)2 = 15 (14)

xy = 10, 0 .

Nojgebauer je prvo mislio da se sistem (14) mo�e svesti na kubnu
jednaqinu po x ili y. Me�utim, ako po�emo od ideje da su nepoznate
jednake polovini sume ± grexka, to jest ako imamo da je

x = u+ v, y = u− v

onda se sistem (14) svodi na

0; 40u− 0; 40v2 = 15

u2 − v2 = 10, 0.

Iz ovog sistema se mo�e eliminisati v2, nakon qega ostaje kvadratna
jednaqina po u.

Primer 8.

Qak ni ,,qiste" kubne jednaqine nisu plaxile Vavilo�ane. Pogle-
dajmo sada primer novijeg datuma (po mix	e�u Nojgebauera) u odnosu
na prethodno navedene. Problem se sastoji iz kubne jednaqine

12x3 = 1; 30

i rexen je korix�e�em tablice kubova u kojoj je prona�eno da je kubni

koren od
1

12
· 1; 30 = 0; 7, 30 zapravo 0; 30. Dakle, korix�e�e tablica

kubova bilo im je podjednako jednostavno kao i korix�e�e tablica kva-
drata.

Slede�i problem nas vodi, pak, do kubne jednaqine koja sadr�i i
kvadratni qlan

x2(12x+ 1) = 1; 45.
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Mno�e�em obe strane sa 122 autor teksta dobija

(12x)2(12x+ 1) = 4, 12,

a odavde, bez imalo texko�e, dobija da je 12x = 6. Odakle mu taj rezul-
tat? Iz tablice, naravno.

Ovo nam tek postaje jasno ako znamo da su Vavilo�ani pravili ta-
blice brojeva oblika n2(n+1) iz kojih su qitali vrednost n. Dakle, uz
pomo� tablica, Vavilo�ani su bili u sta�u da rexe mexovite kubne
jednaqine oblika

x2(µx+ 1) = V

isto tako dobro kao i ,,qiste" kvadratne i kubne jednaqine.

5.2 Geometrijski dokazi algebarskih formula

Kako su Vavilo�ani dolazili do formula kao xto su

(a− b)(a+ b) = a2 − b2

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2 ?

Mo�emo da pretpostavimo da su koristili skice nalik onima koje
su na�ene kod Euklida ili kod nekih arapskih matematiqara, poput
figura na slici 9.

Slika 9: Geometrijski dokazi formula (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 (levo) i
(a− b)(a+ b) = a2 − b2 (desno)
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Skoro je sigurno da su proizvod dva broja interpretirali kao po-
vrxinu pravougaonika, a kvadrat broja kao povrxinu kvadrata. Ovo
je postalo jasno iz �ihove sopstvene terminologije. Me�utim, moramo
biti oprezni sa terminologijom u geometriji. Razmix	a�a starih
Vavilo�ana su bila prvenstveno algebarskog tipa. Istina je da su
nepoznate veliqine predstav	ali du�ima i povrxinama, ali su uvek
mislili bax na brojeve. Ovo je pokazano jox u prvom primeru ovog
rada, u kom su povrxina xy i du� x− y sabrani, geometrijski neosno-
vano. Vavilo�ani, qak, nisu oklevali ni da mno�e dve povrxine.

Qak i u problemima koji su formulisani na geometrijski naqin,
pita�e na koje Vavilo�ani tra�e odgovor se uvek svede na to da se
nexto izraquna, a ne da se konstruixe ili doka�e. Mo�e se re�i da
je algebarsko jezgro uvek vid	ivo kroz geometrijski eksterijer. Neka
nas u to uveri slede�i primer.

Primer 9.

U jednom starovavilonskom tekstu prona�en je slede�i problem:

Trougao, qija je osnovica b data i iznosi 30, pode	en je na dva dela
pravom koja je paralelna osnovici, to jest na trapez visine y1 i trougao
visine y2. Dato je da je

F1 − F2 = ∆ = 7, 0

y1 − y2 = δ = 20.
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Dakle, imamo tri nepoznate: du� x i visine y1 i y2. Izme�u �ih
postoje slede�e relacije:

1

2
y1(x+ b)− 1

2
y2x = ∆ (15)

i jox
y2 − y1 = δ. (16)

Xtavixe, sa skice uoqavamo i relaciju

y2 : y1 = x : (b− x) (17)

Najpre raqunamo x:

x =

√√√√1

2

[(
∆

δ
+ b

)2

+

(
∆

δ

)2
]
− ∆

δ
, (18)

a potom nalazimo y1 i y2 iz

y1 = (b− x)
∆

1

2
b2 − x2

(19)

i

y2 = y1 + δ.

Sve ove formule su taqne. Na primer, formula (19) je dobijena re-
xava�em jednaqine (17) po y2, a potom zamenom iste u (15) koja je najzad
rexena po y1. Kada se i jednaqina (16) ubaci u igru dobija se kvadratna
jednaqina koja rexena po x daje jednakost (18).

Najpre va	a naglasiti da nam prethodni primer govori da su Vavi-
lo�ani znali za proporciju, bez koje rexe�e ovog problema ne bi bilo
mogu�e. I vixe od toga, ovakvo sjajno rexe�e prepoznato je kao veliki
uspeh, posebno ako se uzme u obzir da im je nedostajao nax algebarski
zapis, koji znatno sve olakxava.
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Jasno je da je u ovom tipu matematiqkog teksta algebra glavna briga,
ali i najte�a. Geometrija je ovde vrlo jednostavna; nixta nije neop-
hodno osim povrxina trougla i trapeza i proporcionalnosti koje se
odnose na paralelne prave.

Ne bi bilo zgoreg pomenuti da je u jednom tekstu prona�ena izvan-
redna formula za du�inu du�i x koja je paralelna osnovicama a i b
trapeza, a koja ga deli na dva trapeza jednakih povrxina, to jest bila
im je poznata formula

x2 =
1

2
(a2 + b2).

Za veliqinu x mo�emo jox re�i da predstav	a kvadratnu sredinu
du�ina osnovica trapeza.

Jox jedno dostignu�e vavilonske verbalne algebre vredno je pomena.
U tekstovima na klinastom pismu ima i zadataka slo�enog interesnog
raquna. Svextenici-matematiqari imali su i o tome uputstvo za svoje
uqenike. Na primer, postav	a se pita�e za koje vreme �e se udvostru-
qiti neki iznos novca koji je dat u zajam uz 20 procenata (godix�e).
Taj zadatak se svodi na jednaqinu(

1
1

5

)x

= 2,

za proteklo vreme x.

Ovo se danas rexava tako xto se najpre uoqi da je 3 < x < 4, a
zatim se prime�uje linearna interpolacija. U naxoj simbolici to bi
izgledalo ovako:

4− x
4− 3

=
1, 24 − 2

1, 24 − 1, 23
,

xto daje za x vrednost pribli�no 3, 79.

Nema sum�e da su postojale tablice konstruisane za rexava�e ova-
kvih problema.

Za izradu ovog poglav	a korix�ena je literatura [2], [3] i [4].
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6 Geometrija u Mesopotamiji

Aritmetiqko-algebarski karakter vavilonske matematike, koji je
bio naroqito naglaxen, dolazio je do izra�aja i u geometriji. I ovde,
kao i u Egiptu, geometrija se razvijala na osnovu praktiqnih zadataka
mere�a, a geometrijska forma zadataka obiqno je bila samo povod da
se postavi algebarsko pita�e. Deveti primer u poglav	u o algebri po-
kazuje kako se zadatak koji se odnosi na povrxine trougla i trapeza i
proporcionalne veliqine svodi na netrivijalni algebarski problem.
Pride, taj primer ne predstav	a izuzetak i mnogo ih je sliqnih pro-
na�eno na glinenim ploqicama.

6.1 Zapremine i povrxine

Ve� je pomenuto kako su Vavilo�ani bili u sta�u da izraqunaju
povrxinu trougla i trapeza.

Povrxinu kruga polupreqnika r raqunali su formulom 3r2, a obim
formulom 6r. Dakle, koristili su aproksimaciju 3 za broj π. Egip�ani
su svakako koristili bli�u vrednost broja π od Vavilo�ana, no, kako
se to navodi u k�izi [3], kasnije su Vavilo�ani upotreb	avali i mnogo

bo	u ocenu π = 3
1

8
= 3, 125, sa grexkom od oko 0.5% .

Zapremine prizmi i va	ka raqunali su bez grexke, kao proizvod
baze i visine.

6.2 Zarub	ene kupe i piramide

U jednom starovavilonskom tekstu zapremina zarub	ene kupe raqu-
nala se korix�e�em pogrexne formule:

1

2
visine × zbir povrxina osnova .

Isti tekst se bavio zarub	enom piramidom, qija je visina data, a
osnove su kvadrati stranica du�ina a = 10 i b = 7. Prvi korak u
rexava�u svodio se na izraz(

a+ b

2

)2

= 1, 12; 15
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i jox je dato da je a− b = 3. Odavde, nekim izraqunava�ima koja nisu
potpuno jasna, sti�e se do neqitkog broja ..., 45, koji se mo�da mo�e
interpretirati kao 0; 45.

Ispostav	a se da 0; 45 predstav	a vrednost izraza
1

3
·
(
a− b

2

)2

(po

Nojgebaueru), odnosno
1

4
· (a− b) ( po Tjuru-Don�inu 7).

Ako se 0; 45 doda na 1, 12; 15, dobija se 1, 13. Ovaj rezultat pomno�en
je visinom koja iznosi 18. Ispostav	a se da je mno�e�e pogrexno: ume-
sto proizvoda 21, 54, u tekstu se navodi 22, 30. Zaokrug	iva�e poput
ovog neretko se jav	alo u vavilonskim matematiqkim tekstovima.

Dakle, prva mogu�nost formule za izraqunava�e zapremine zaru-
b	ene piramide, po Nojgebaueru, data je interpretacijom

V =

[(
a+ b

2

)2

+
1

3
·
(
a− b

2

)2
]
· h,

xto jeste taqna formula za izraqunava�e zapremine ovog tela.

Druga mogu�nost, po Tjuru-Don�inu, data je formulom

V =

[(
a+ b

2

)2

+
a− b

4

]
· h.

Me�utim, postoji zamerka na Nojgebauerov raqun i prvu formulu.
Naime, tekst koji prethodi broju 45 sadr�i svega par neqitkih sim-

bola, xto je premalo za raquna�e izraza
1

3
·
(
a− b

2

)2

. Sum�a u prvu

formulu dolazi i iz qi�enice da se u sliqnim tekstovima koristila
formula

V =
1

2
(a2 + b2) · h (20)

koja je svakako pogrexna.

7 Franois Thureau-Dangin, (1872-1944), francuski arheolog
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Potexko�e nestaju ako pretpostavimo da je 0; 45 grexka u raqunu i
trebalo bi je zameniti sa (

a− b
2

)2

= 2; 15.

To bi znaqilo da je qitav posao zasnovan na formuli

V =

[(
a+ b

2

)2

+

(
a− b

2

)2
]
· h,

koja je zapravo pogrexna, ali i ekvivalentna formuli (20) .

6.3 Pitagorina teorema

Jedan starovavilonsi tekst sadr�i slede�i zadatak:

Greda du�ine 0;30 stoji naslo�ena na zid. Gor�i kraj je skliznuo

za du�inu 0;6. Za koliko se pomerio do�i kraj?

Problem se svodi na razmatra�e pravouglog trougla, qija je du�ina
hipotenuze poznata, d = 0; 30 i jedna kateta 0; 30−0; 6 = 0; 24. Druga ka-
teta je izraqunata onako kako treba, korix�e�em Pitagorine teoreme:

b =
√
d2 − h2.
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Verodostojnost Pitagorine teoreme, koju su Vavilo�ani saquvali
tokom perioda dugog 1500 godina, prikazana je u tekstu iz vremena Se-
leukida, u kojem se me�u mnogobrojnim drugim malim problemima o
du�ini, xirini i dijaonalama pravougaonika nalazi i slede�i pro-
blem:

Trska je naslo�ena na zid. Ako se vrh trske spusti za du�inu 3,

do�i deo se uda	i od zida za du�inu 9. Koliko je dugaqka trska? Ko-

liko je visok zid?

Skica bi bila potpuno ista kao za prethodni problem. Ovoga puta
je dato da je b = 9 i d− h = 3, a h i d se tra�e. Rexe�a su

d =

1

2
(92 + 32)

3
= 15,

h =
√
d2 − b2 = 12.

Prona�eni su qak i problemi sa istim tekstom, a u kojima je dato d
i h ili d+h i b ili, pak, d+h i d+b itd. Najkomplikovaniji problem
je onaj u kojem je dato d + h + b i dh. Kao i uvek, najve�i problem u
ovim zadacima je algebarski zapis, a jedino geometrijsko pravilo koje
se iznova i iznova koristi je Pitagorina teorema.

Jox jedna glinena tablica, iz perioda oko 1800 godina p.n.e, sve-
doqi o tome da su Vvilo�ani zaista koristili teoremu, kasnije nazvanu
Pitagorinom. Ova poznata tablica (slika 10) jedna je od nekolicine
na kojoj je isk	uqivo neka geometrijska figura. Mo�emo je smatrati
grafiqkim svedokom qi�enice da su Vavilo�ani posedovali precizan
naqin izraqunava�a kvadratnih korena. Na glinenoj ploqici pisar je
nacrtao kvadrat sa svojim dijagonalama.

Prema Pitagorinoj teoremi, du�ina dijagonale je zapravo du�ina
stranice pomno�ena kvadratnim korenom broja 2. Aproksimacija broja√

2 i du�ina dijagonale ispisane su du�dijagonale datog kvadrata,
to jest ispisani su brojevi 1; 24, 51, 10 = 1, 414213562 i 42; 25, 35 =
42, 426389. Na stranici kvadrata sa slike utisnut je broj 30.
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Slika 10: Glinena ploqica na kojoj je izraqunata dijagonala kvadrata
stranice 30

Mo�da bismo jox mogli da se zapitamo da li su Vavilo�ani znali
za takozvane ,,Pitagorine trojke" i koliko razliqitih vrednosti su
uzimali za odnos izme�u visine, xirine i dijagonale pravougaonika.
Me�u tekstovima se nalaze razmere kao xto su 3 : 4 : 5, 5 : 12 : 13,
8 : 15 : 17, 20 : 21 : 29, a koje se odnose na pomenute tri du�ine. Od-
govor na to kako su stizali do ovih vrednosti qeka nas u slede�em
poglav	u.

Za izradu ovog poglav	a korix�ena je literatura [2] i [3].
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7 Teorija brojeva u Mesopotamiji

Vavilo�ani nisu bili samo virtouzi u algebri i aritmetici, ve�
su daleko dogurali i u izraqunava�u svojstava nekih brojeva. Na kraju
svog ,,Matematiqkog teksta na klinastom pismu" Nojgebauer je izrazio
nadu da bismo tek mogli saznati bitne stvari o vavilonskoj elementar-
noj teoriji brojeva. On navodi da �e mnoge stvari koje nam je grqka tra-
dicija donela pod ,,pitagorejskim" imenom biti nazvane vavilonskim.
Ova pretpostavka potvr�ena je kasnije pronalaskom teksta ,,Plimpton
322", o kojem �e biti reqi u da	em radu. Hajde prvo da vidimo xta nam
to starovavilonski tekstovi otkrivaju o tadax�oj teoriji brojeva.

7.1 Progresije

Razmatraju�i matematiqke tekstove koje su sastav	ali Vavilo�ani,
dolazilo se do pojmova kojima nisu mogli ovladati ni najumniji 	udi
starog doba. Jedan od �ih je, posebno, pojam konaqnog zbira beskona-
qnog broja saviraka.

Naime, dve familije nizova su bile poznate Vavilo�anima oko
2000. godine p.n.e. i najbo	e ilustruju vezu izme�u vavilonske al-
gebre i egipatske geometrije. Jedna od �ih obuhvata trougaone (1, 3, 6,
10, 15, ...) i tetraedarske (1, 4, 10, 20, 35, ...) brojeve. Druga familija
nizova obuhvata kvadratne (1, 4, 9, 16, 25, ...) i piramidalne (1, 5, 14,
30, 55, ...) brojeve.

Ovakvi brojevi daju nam prost primer prodira�a geometrijske ter-
minologije u algebarski kontekst. Slede�e nizove mo�emo vizualizo-
vati, respektivno, kao taqke (nula dimenzija), linije (jedna dimenzija),
trouglove (dve dimenzije) i tetraedre (tri dimenzije):

1 1 1 1 1 1 1 ...
1 2 3 4 5 6 7 ...
1 3 6 10 15 21 28 ...
1 4 10 20 35 56 84 ...

Ovi nizovi su izgra�eni na slede�i naqin:
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1 1 1 1 1 1 ...

1 (1 + 1) = 2 (2 + 1) = 3 (3 + 1) = 4 (4 + 1) = 5 (5 + 1) = 6 ...

1 (1 + 2) = 3 (3 + 3) = 6 (6 + 4) = 10 (10 + 5) = 15 (15 + 6) = 21 ...

1 (1 + 3) = 4 (4 + 6) = 10 (10 + 10) = 20 (20 + 15) = 35 (35 + 21) = 56 ...

r-ti qlan svakog od niza dobija se dodava�em �egovog prethodnika
(odnosno (r− 1)-vog qlana) r-tom qlanu prethodnog niza, xto se sliko-
vito mo�e prikazati kao na slici 11.

Slika 11: Izgra�iva�e familije nizova koja uk	uquje trougaone i
tetraedarske brojeve
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Ukoliko se ovaj proces nastavi, dobi�e se takozvani ,,vixedimenzi-
onalni" figuralni brojevi:

1 5 15 35 70 126...
1 6 21 56 126 252 ...
1 7 28 84 210 462...

Metodom probe, lako mo�emo do�i do prihvat	ivih formula:

1 =
2 · 1
2 · 1

, 3 =
3 · 2
2 · 1

, 6 =
4 · 3
2 · 1

, 10 =
5 · 4
2 · 1

, ...

1 =
3 · 2 · 1
3 · 2 · 1

, 4 =
4 · 3 · 2
3 · 2 · 1

, 10 =
5 · 4 · 3
3 · 2 · 1

, 20 =
6 · 5 · 4
3 · 2 · 1

, ...

Primetimo da se n-ti qlan prvog niza izraqunava formulom
n(n+ 1)

2 · 1
,

a n-ti qlan drugog niza formulom
n(n+ 1)(n+ 2)

3 · 2 · 1
.

Sa druge strane, ove formule predstav	aju sume prvih n qlanova
nekih prirodnih brojeva, koje su, uz objax�e�e, date ispod:

Linije:
n∑

r=1

1 = n; (Saberi qlanove niza qiji su qlanovi je-

dinice, od vrednosti 1 do vrednosti n, zak	uqno);

Trouglovi:
n∑

r=1

r =
n(n+ 1)

2 · 1
; (Saberi qlanove niza prirodnih

brojeva, od vrednosti 1 do vrednosti n, zak	uqno);

Tetraedri:
n∑

r=1

r(r + 1)

1 · 2
=
n(n+ 1)(n+ 2)

3 · 2 · 1
; (Saberi qlanove niza

trougaonih brojeva, od vrednosti 1 do vrednosti n, zak	uqno).

Sliqno se i formula za ono xto bismo mogli nazvati qetvorodi-
menzionalnim nizom (1, 5, 15, 35, itd.) pokorava istom zakonu, budu�i
da je n-ti qlan niza

n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)

4 · 3 · 2 · 1
.
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Qitava ova priqa se odnosila na prvu od dve familije nizova, koje
su bile poznate Vavilo�anima. Sliqne primedbe se odnose i na drugu
familiju. Ni�e su dati slede�i nizovi: jednodimenzionalni niz je
niz neparnih brojeva, dvodimenzionalni je niz kvadrata prirodnih
brojeva, a trodimenzionalni niz se mo�e predstaviti kao niz pira-
mida sa kvadratnom bazom, budu�i da je to niz zbirova kvadrata.

1 3 5 7 9 11 ...
1 4 9 16 25 36 ...
1 5 14 30 55 91 ...

Metodom probe i grexke lako je ustanoviti slede�u pravilnost za
elemente trodimenzionalnog niza:

1 =
3 · 2 · 1
3 · 2 · 1

, 5 =
5 · 3 · 2
3 · 2 · 1

, 14 =
7 · 4 · 3
3 · 2 · 1

, 30 =
9 · 5 · 4
3 · 2 · 1

, 55 =
11 · 6 · 5
3 · 2 · 1

, ...

Primetimo da se n-ti qlan niza ovih brojeva raquna formulom

n(n+ 1)(2n+ 2)

3 · 2 · 1

koja zapravo predstav	a sumu prvih n kvadrata, odnosno

n∑
r=0

r2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

3 · 2 · 1
.

Po sebi se razume da tablice sa klinastim pismom ne navode ovo
pravilo u obliku u kojem je ovde navedeno. �ihov tekst bi glasio ot-
prilike ovako:

Da se dobije ukupna povrxina svih kvadrata brojeva od 1 do nekog

drugog, najpre pomno�i taj posled�i broj slede�im brojem, pa �ihov

proizvod pomno�i brojem koji je za jedan ve�i od dvostruke vrednosti

pomenutog broja, pa podeli rezultat sa 6.
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Na sliqan naqin bi i pravilo za dobija�e n-tog trougaonog broja
bilo verbalno i glasilo bi:

Da se dobije trougaoni broj qije mesto u nizu odgovara odre�enom

prirodnom broju, pomno�i ovaj broj slede�im brojem i podeli sa 2.

Dakle, sumira�e nizova bilo je maqiji kaxa	 za Vavilo�ane. U
jednom od matematiqkih tekstova prona�ena je suma geometrijske pro-
gresije qiji je koliqnik 2:

1 + 2 + ...+ 29 = 29 + (29 − 1).

U istom tekstu raqunala se suma kvadrata brojeva od 1 do 10 na malo
drugaqiji naqin od prethodno navedenog:

12 + 22 + ...+ n2 = (1 · 1

3
+ n · 2

3
)(1 + 2 + ...+ n).

7.2 Plimpton 322: Pravougli trougao sa celobrojnim

stranicama

Dolazimo sada do ve� najav	enog izvanrednog starovavilonskog tek-
sta ,,Plimpton 322"(slika 12), otkrivenog i publikovanog od strane
Nojgebauera u svom ,,Matematiqkom tekstu na klinastom pismu" (1945).

Ovaj tekst predstav	a veliku tabelu sa nekoliko kolona, a neke od
�ih predstav	ene su u tabeli 5. Posled�a kolona ne sadr�i nixta
do brojeve od 1 do 15. Dve kolone pre te se odnose, prema oznakama u
zaglav	u, na ,,xirinu" i ,,dijagonalu". Prouqavaju�i tablicu doxlo
se do zak	uqka da ovi brojevi zadovo	avaju relaciju

d2 − b2 = h2,

u kojoj je h uvek ceo broj, qiji su faktori samo 2, 3 i 5.
Kako su Vavilo�ani dolazili do ovih brojeva i kako su ih odre�i-

vali? Kolone koje prethode slabo osvet	avaju ovo pita�e, jer sadr�e

vrednosti kvadrata
d2

h2
koje postepeno opadaju od skoro 2 do nexto preko

4

3
. Oduzimaju�u 1 dobijamo

d2

h2
− 1 =

d2 − h2

h2
=
b2

h2
.
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Slika 12: Originalna glinena ploqica nazvana Plimpton 322

Prihvat	iva je qi�enica da kolone pre pomenute sadr�e odnose

β =
b

h
i δ =

d

h
.

Za h je najpre uzimana vrednost 1. Me�utim, problem bi tada nastao
u konstrukciji pravouglog trougla qije su stranice 1, β i δ racionalni
brojevi takvi da zadovo	avaju relaciju

δ2 − β2 = 1.

Ovaj uslov mo�e biti napisan i u obliku

(δ − β)(δ + β) = 1,

a to znaqi da su zbir δ + β i razlika δ − β reciproqni brojevi. Sta-
v	aju�i da je

δ + β = α =
p

q
,
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h b d broj

2, 0 1,59 2,49 1
57,36 56, 7 1,20,25 2
1,20, 0 1,16,41 1,50,49 3
3,45, 0 3,31,49 5, 9, 1 4
1,12 1, 5 1, 37 5
6, 0 5,19 8, 1 6
45, 0 38,11 59, 1 7
16, 0 13,19 20,49 8
10, 0 8, 1 12,49 9
1,48, 0 1,22,41 2,16, 1 10
1, 0 45 1,15 11
40, 0 27,59 48,49 12
4, 0 2,41 4,49 13
45, 0 29,31 53,49 14
1,30 56 1,46 15

Tabela 5: Nekoliko redova tablice Plimpton 322

dobijamo da je

δ − β = α−1 =
q

p
,

pa je

δ =
α+ α−1

2
=
p2 + q2

2pq
,

β =
α− α−1

2
=
p2 − q2

2pq
.

Ako sada stavimo da je
h = 2pq,

tako da se dobiju celi brojevi, odmah dobijamo da je

b = p2 − q2, d = p2 + q2.

Ove formule za izraqunava�e celih du�ina stranica pravouglog
trougla qesto su korix�ene od strane Diofanta.
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Naqin na koji su izvedene formule za β i δ tipiqan je za Vavilo-
�ane. Svodi se na problem konstrukcije pravouglog trougla, qija je
jedna kateta du�ine 1, a zbir du�ina druge dve stranice je β + δ = α.
Ako je, na primer, 2pq = 4, dobija se da je h = 4, b = 3 i d = 5.

Nojgebauer naglaxava da brojevi α i α−1 nisu tek tako uzeti iz
tabele reciproqnih brojeva, ve� su, verovatno, dati u obliku

α = p · q−1, α−1 = q · p−1,

gde su p i q uzajamno prosti brojevi, a koji su, zajedno sa svojim inver-
zima p−1 i q−1 preuzeti iz tablice inverza.

Za izradu ovog poglav	a korix�ena je literatura [4] i [6].
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8 Zak	uqak

Kada se osvrnemo na to xta se milenijumima stvaralo i razvijalo u
Mesopotamiji iz oblasti matematike, ostaje nam da se zapitamo koliko
su kasnije civilizacije zaista zadr�ale vavilonski duh razmix	a�a
i da li se takav naqin rasu�iva�a nexto bitno razlikuje od danax�eg.
Nesum�ivo, prva stvar koju su nam ostavili u amanet jeste pozicioni
zapis brojeva. I danas, kao i kod starih Vavilo�ana, jedna te ista
cifra mo�e oznaqavati razliqite brojeve, na osnovu pozicije koju za-
uzima u broju. Me�utim, zbog broja�a i raquna�a na prste ruku, za
potrebe pisa�a smo se ipak odluqili za nesto drugaqiji brojevni si-
stem od heksagezimalnog. S druge strane, u potpunosti smo zadr�ali
koncept podele dana, sata i minuta, koji se, eto, oquvao vixe od 4000
godina.

Zbog naqina zapisiva�a u glinene ploqe, imamo bo	i uvid u pisanu
zaostavxtinu Mesopotamije, nego xto je to sluqaj sa drevnim Egip-
tom, Kinom ili Indijom, na primer. Do sada je otkriveno preko pola
miliona oquvanih tablica, mada od toga samo oko 500 �ih sa matema-
tiqkim zapisima. One su nam omogu�ile da se uverimo da su matema-
tiqari Mesopotamije bili izvanredno umesne raqun
ije i algebristi
xirokog interesa, ali da su dobro baratali i geometrijom. Oqigledno,
geometrija je tu imala ipak sekundarnu ulogu, uglavnom kao baza za
nove algebarske probleme. Odsustvo apstrakcije je naroqito, kako u
celokupnoj matematici Mesopotamije, tako i u geometriji. Na primer,
iako danax�a podela ugla vodi poreklo od Vavilo�ana, oni sami nisu
imali jasan pojam mere ugla.

Xto se tiqe algebre, jasno nam je da nema razgraniqe�a izme�u ta-
qnog i pribli�nog rexe�a, ali to ne uma�uje neke od sjajnih rezultata
do kojih su Vavilo�ani doxli, kao xto je, na primer, vrednost korena
iz dva.

Za razliku od savremene matematike, u celokupnoj matematici Me-
sopotamije nema pokuxaja da se pojedini stavovi doka�u, ve� se daju
samo uputstva u vidu pravila: uradi to i to, uradi tako i tako. Ne
znamo kako se doxlo do teorema, na primer, kako su Vavilo�ani ot-
krili Pitagorinu teoremu. Ne postoje formulacije bilo kakvih te-
orema, ve� samo zasebni sluqajevi, na koje prime�ujemo iste skupove
pravila. Otuda ni pojam dokaza nije prisutan. Stoga mo�emo pretpo-
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staviti da je metod probe i grexke bio k	uqan za dobija�e nekih od
pomenutih pravila.

Mo�emo konstatovati da je odsustvo deduktivnog mis	e�a jedna od
glavnih odlika tadax�e matematike, dok su mnogi rezultati dobijani
zak	uqcima po analogiji, pa su neretko i bili netaqni. Nama, iz da-
nax�e perspektive, takav naqin rasu�iva�a mo�e izgledati na prvi
pogled qudan i nezadovo	avaju�i. Me�utim, obratimo pa��u na qi�e-
nicu da se veliki deo matematike koji danas predajemo jox uvek zasniva
na principu uradi to i to, uradi tako i tako, qesto bez nekih naroqi-
tih nastoja�a da damo iole strog dokaz, posebno u radu sa najmla�ima.
Na�alost, u mnogim xkolama se algebra jox uvek predstav	a ne kao
deduktivna nauka, ve� kao skup pravila.
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