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GENERALJSATIONS DE DEUX THEOREMES 
DE ZYGMUND - В. SZ.-NAGY 

DUSAN ADAMOVIC (Belgrade) 

SOMMAIRE - Оп donne des condltlons necessllres et sufflsantes pour 
l'lntegrabillte de 1а somme d'une serle trigonometrlque (des sinus ou des со
slnus), ceHe-СI etant supposee monotone е! bornee Inferleurement. 

1. Dans lа suite les fonctiol1s g (х) et f (х) sont поп :croissantes et 
inteгieuгement borпees dans l'interval1e (0,1t) et 

xg (х) Е ЦО, я), f (х) Е L (О, 1t). 

Soient ЬN (п =- О, 1,2, ... ) les coefficients de lа serie des sinus de g (х) et 
аn (п = О, 1, 2, .•. ) les coefficients de lа serie des cosinus de t (х), c'est-a-dire 

п 

bl1 = ~ Ј g (х) sin nх dx, п == 1, 2, ... , 

о 

1с 

аn = :ff(X) cosnx dx, n=0,1,2, .... 

о 

Ici les Ь:! пе sont pas necessairement les coefficients de Fourier de g (х). 

Alors оп а: 

(А) Роиг que lа seгie 

~n-y Ьn , 0< у < 1 , 

soit absolument convergente il faut et il suffit que 

xY- 1 с(х).Е L(O,1t). 

Pub11ications de l'Institut MatMmatique 
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82 D\lSan Adamovlc 

(В) Роиг que lа serie 

soit absolument convergente il faut et il suffit que 

ои 

xY- 1! (х) в L (О, 1t) 

{(х) 10gx Е L(O, п) 

suivant que l'on а О < У < 1 ои "(-1. 

(1) 

(2) 

(3) 

Ces resultats pour у = 1 sont dus а z у g т u п d [1] et dans lе cas ge
neral а В. S z.-N а g у [2]. De plus, В. Sz.-Nagy а demontre que deja lа 

sommabilite - Cel ) de lа serie (1) entrafne (2) ои (3) selon lе cas. 

Soit dans се qui suit L (х) ипе {опспоп а croissance lente de К а r а
т а t а [8], c.-a-d. positive et сопНпие pour х > О et telle que pour 
tout t>O 

1im L их) = 1. 
х-.+оо L (х) 

Dans cette note nous al10ns montrer qце l'оп peut remplacer dans les епоп
ces (А) et (В), ainsi que dans lа remarque supplementaire de В. Sz. - Nagy, 
les facteurs п-У, xY- 1 et log х par п-у L (п), xY- 1 L (l/х) et L (l/х) log х 
respectivement. Plus precisement, nous allons genera1iser ces resultats par 
les theoremes sui vants: 

ТНЕОRl~:МЕ 11). Soit О < У < 2. La serie 

~ п-у L (п) ЬN 

converge absolument si et seulement si 

xY- 1 L ( ~ )g (х) € L (О, 1t). 

ТНЕОЮ::МЕ 21). Soit О < У < 1. La serie 

~ п-у L (п) аn 

converge absolument si et seulement si 

xY- 1 L ( ~ ) {(х) Е L (О, 1t) • 

1) Volr 14 remarque а 1а Пп de cet 4rtlcl~ (р. 98). 

(4) 

(5) 

9



Generalisations је deux fheoremes de Zygmund"';;" В. Sz.-Nagy 83 

THEOREME 3. Soit О < У < 1. 

Si 
х-1- У L (х) 

пе rroit ра:;; роuг х suffisamment grand, de lа convergence de /а serie{ 4) 
resiille (5). 

Si х-у L (х) 

пе 'сгои pas роuг х suffisamment grand, de /а sоmmаЬШfе - С(l) de /а serie 
(4) resulte (5). 

THEOREME 4. Soit 
х 

0< AL (х) log х < Ј t- 1 L (t) dt < 8L (х) 10g х, х> 1 (6) 

1 

(А et 8 constants). Alors lа serie 

converge absolument si et seulement si 

Alors 

L ( ~) 10g ~ f (х) Е L (О, тt). 

ТНЕОКЕМЕ 5. Soit 

х 

Jt- I L (t) df > AL (х) 10g х >0, х> 1. 

1 

L (~ )10g ~ f(x) € L(O,~) 

(7) 

resulte de lа convergence ои de lа sommabifiM - С(1) de lа serie (7) suivant 
que, роuг х suffisamment grand, lа ,опспоп х-2 L (х) seulement ои dejiz lа 

fonction х-1 L (х) est поп croissante. 
Pour L (х):: 1 (ипе constante positive est evidemment ипе fonction 

а croissance lente) lе theoreme 1 se reduit а (А), 011 l'interval1e О < У ~ 1 
est remplace par l'intervalle plus large О < У < 2, les theoremes 2et . 'i 
se reduisent а (8) et les theoremes 3 е! 5 а lа remarque supplementaire 

10



84 Dusап Adamovlc 

de В. Sz.-Nagy. Les theoremes 1-5 ont un sens ana10gue а celui des 
gel1era1isations des resultats de В о а s, Н е у w о о d et У о u п g [3, 4, 5], 
donnees par А 1 ј а п с i С, В о ј а п i с et Т о m i с dans [6]. Nos resu1tats, avec 
ceux de A1jancic, BojaniC et Tomic, montrent que 1а поНоп de fопсtiоп 
а croi~sa[lCe lente, introduite d'abord dапs les theoremes . abe1iens et tau
beriens, еБ! aussi feconde dans 1а theorie des series trigonometriques. 

Notons que 1а condition (6) du theoreme 4 est par ех. satisfaite par 
lеБ fonctions 

L (х) = (logk х)а, k> 2, pour х suffisamment grand, 
et 

L(x)=(logx)«, а>-1, pour х suШsаmmепt grand; 

еllе n'est pas satisfaite par les fonctions 

L (х) = (log х)«, а<-1, pour х suffisamment grand. 

Nous ајоutопs aux resultats precedents lе theoreme suivant, qui еп 
est proche Ыеп qu'il пе generalise aucun des resu1tats cites de Zyg
mund - В. Sz.-Nagy: 

THEOREME 6.2) Soit L (х) convexe et tel que 

ао 

~ п-1 L (п) < + оо • 
n=1 

А lors lа serie 
. ~bn L (п) 

cOТlverge absolument si et seulement si 

х- 1 L ( ~ )е (x)€ L (О, ~) . 

Pour les demonstrations des theoremes ci-dessus nous avons besoin:du 

LEMME. Soit lа {опсиоп ср (х) поп croissante et inferieurement Ьоrnее 
dans l'intervalle (О, а), а> О, et soit s> О. Alors l'existence de l'uпе des 
inMgrales 

« « 

f XS L ( ~ ) d ср (х) et f xs
-

1 L ( ~ ) q> (х) dx 
о о . 

(8) 

') LOj: •. cit. 1). .' 
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Genera1!satlons de deuxtheoremes de Zygmund - В. Sz.-Nagy 85 

entralne J'existence de J'autre et que 

х 

q»(X)Jt5-1L(+)dt~0, x~+o. 
о 

Pour L (х) == 1 се lеmrnе se reduit au cas particulier du lеmmе de 
В. Sz.-N а g у [2]. 

2. L'expose qui suit est fonde sur quelques proprietes des fonctions 
а croissance lente, а sa voir: 

(1) L (tx) ~ 1, x~+ оо uniformement роиг О < а <, t<, ь < +00. 
L (х) 

(II) Si [а {опсиоп ср (х) est роsШvе et сопппuе роиг х'> о et ср (х)""'" 
,,-,L (х), х ... + ОО, ср (х) est uпе fonction а croissance [еп/е. 

(Ш) Роuг tout а> О 

ха L (х) ~ + оо et х-а L (х) ... О, х ~ + оо. 

(IV) 8ј а> О et si Ј'оп pose 

[1 (х) = х-а Мах {f« L (ђ}, Е. (х) = ха Мах {t-a L (t)}, 
O~t~x х~t<+Ф 

Lt(x)=x« Min{PL(t)}, L,(x)=x-a Min {taL(t)}, 
- O~t~x - Х~I<+Ф 

оп а 

!:k (х) /"-' L (х), х-;+оо, k= 1, 2, 

de sorte que, d'apres (lI), les foncfions ~k (х), k= 1,2, continues роиг х:> О, 
sont а croissance lente. 

3. D е m о п s t r а t i о п du lеmmе. Оп demontre d'abord que, pour 
О<х<,а, s> О, 

х 

. 0< Рх' L (~ ) <, f t5
-

1 L (+) dt < Q XS L (~ ) (9) 

о 

(Р et Q constants), оu l'existence de l'integrale епvisзgее est assuree 
рзr (Ш). 
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86 Du§an Adamovic 

Si l'on pose s = s' + s", 0< .r;' < 1, s"> О et t = l/и, оп зurа, 
d'apres (JV), 

х " 

Ј ts
-

1 L (+)dl = Ј /"-1 u- S
" L (и) dt< 

о о 

ЈХ ( 1 )-SI# - (1) xS' ~ Мах {и-З" L (и'} /з'-1 dt = - L2 - - <: 
1/х~u<+Ф х х s' 

о 

et aussi 
х х 

Jt5- 1 L(1..) dt> Min {и1- з' L (u)}JtSI# dt== 
t 1/x~ u<+ ао 

о О 

== - .L2 - --;>-хsL - ==PxsL - ,Р>О. ( 1 )1-З' (1) х511+ 1 р' ( 1 ) ( 1 ) 
х - х s"+1 s"+1 х х 

De (9) оп deduit d'une part l'equiconvergence des integrales 

ех 

Ј XS L ( ~ ) d ~ (х) et 
о . 

D'autre part (О < 6 < а), 

ех 8 ех 

-ср (а) Jxs
-

1 L( ~) dx + ~(6) Jxs
-

1 L (~) dx+ ЈХЗ - 1 L(~) ~(x)dx<: 
о о 8 

ех а 

. <: Ј xs
-
1 L( ~,) " (х) dx - ~ (а) Ј х,-l L ( ~) dx; 

о о 

13
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оп endeduit l'equiconvergence des integrales 

ех 

е! f XS
-

1 L ( : ) ср (х) dx, 
о 

donc, еп vertu du resulta,t precedent, l'equiconvergence des integrales (8) 
11 s'ensuit enfin que de l'existence de l'ипе de ces deux integrales resulte 

8 е 

О < ср (6) f xs
-

1 L (~ ) dx <: f xs- 1 L ( ~ ) ср (х) dx ... О, 6 ... + О. 
о о 

4. D е m о п s t r а t i о п du theoreme 1. Оп peut supposer sans re-
striction que 

C(~-O) =0. 

Dans le cas contraire il suffit de considerer lа fonction g(x)--g(1t-O), 
car ипе constante additive пе peut rien changer, les deux conditions dont 
le theoreme 1 etablit l'equivalence etant automatiquement satisfaites pour 
g (х) = const. Оп а a10rs 

11 

. 2 f ьп =-- (1-cosnx)dg(x);>0. 
пп 

о 

Еп effet, d'apres 1е lеmmе (ауес L (х) == 1), 

хс(х) 6 L (О, 1t) 

entraine 1'existence de l'integra1e 

et que 
х2 g (х) -+ О, х -+ + О, 

et par consequent 1'existence de 

е! que 

11 

!(1- cos пх) dg (х) 
о 

(1-cosnx)g(x)-t0, х-+ + О. 

(10) 

14



88 Du~an Аdзmоviс 

Donc, еп tenant compte de g (п -О) = О, ипе integration par parties donne 

п ~ 

ьn =~Jg(.() sin nxdx = ~[-limg(x) (l-cos пх)-Ј(1--сОSПХ)dg(Х)] ::::; 
п . ~n x~+O 

о о 

11 

2 Ј . = - - (1 - cos пх) dg (х) .. 
!tn 

о 

D'apres (10), ·lа serie 
п 

оо 2 оо Ј ~l п-У L (п) ЬN = --; ~l L (п) n-1- Y (1- cosnx) dg (х) = 

о 

11 П 

2ЈОО 2Ј """ -- ~ n-1- Y (1 -:-C9S пх) L (п) dg(x) = -- А (х) dg(x) 
п n~ ~ 

О О 

converge si et seulement si сеНе derniere integrale existe. Cependant, 
соmmе nous a11011s 1е montrer, 

О < м' хУ L ( : ) < А (х) < MNxY L ( ~ ) , (11) 

de sorte que l'i11tegrale mепНоппее existe en теmе temps que l'integrale 

:r 

f хУ L ( : ) dg (х) , 
о 

d'ou, d'apres Је lеmmе, resu1te le theoreme 1. 

Nous n'avons donc qu'a prouver les inega1ites (11). Si l'оп pose 
оо 

А (х)= ~ n- 1 -У(1-сОsТlх)L(п)= ~ + ~ = А(l) (х) + А(:!) (х) 
n=l n.;;;l/x n>l/x 

et si }'оп а 

Мах {О, l-у}<Ь<2-у,у=у'+у", у'>О,у">о; 

оп obtient, еп vertu de l'inegalite 

1 - cos и < Min {2, и; } 

15



Generallsatlons de deux theoremes de Zygmund - В. Sz -Nagy 89 

et d'apres (ЈУ), рош х suffisamment реШ, 

А (2)(х) <2 k n-1- Y' n-Y'L сп) < 2 Мах {t-YII L (t)} ~ n-1- Y' < 
n>lјх l/x~t<+oo n>lјх 

donc 

D'autre part, соmmе 

1 - cos и > 2 ( : )2 pour I и 1 < 'It, 
оп а, si l'on prend 

В> Мах {О, у -1}, 

pour х suffisamment реШ, 

16



90 Du§an Adamovlc 

5. D е m о п s t r а t i о п des theoremes 2 et 3. De lа mеmе fa<;on 
qu'au debut du § 3, оп peut deduire, еп uti1isant lе lеmmе, lа formule 

valable sans restriction. 

:rt 

аn = -~ jSin пх d/(x) , 
1Сп 

(12) 

Nous a110ns montrer d'abord que (5) entraine lа convergence absolue 
de lа serie (4). Nous demontrerons ensuite lа seconde, puis lа premiere 
assertion du Љеоrеmе 3 et, епПп, que lа convergel1ce absolue de lа serie 
(4) entrail1e (5). 

D'apres (12), lа serie 
тl 

~l п-у L (п) I аn ! -< ~ f ~l n-1
- Y L (п) I sin пх I d [- f (х)] = 

о 

:rt 

= : !B(X)d[-f(Х)] 
о 

converge .si lа fonction 
оо 

В (х)= ~ n-1- Y L (п) I sin пх I 
п=l 

est integrable par rapport а f (х) dans i'il1tervalle (0,1С). Соmmе оп а, еп 
posant 

у< у + в < 1, у = у' + у", у' > О, у" > О., 
pour Х suffisamment реШ, 

В (х) <. х ~ п-У L (п) + L n-1- Y L (п) = В(1)(х) + В(2)(х) , 
II",;;;,l/x n>l/x 

В(1)(х) = х L п-У-о по L (п) -< х Мах {to L (t)} L п-У-о -< 
п",;;;, l/X О",;;;, t",;;;, l/x п"';;;' l/x 

1/х 

-< Х (~)o [\ ( :) Ј t-Y- o dt< М1 х'( L ( ~), 
о 

В(2)(х) = L n- l - Y' n-'('~ L (п) -< Мах {t-Y" L (ђ} ~ п-1-'('-< 
n>lJx 1/x",;;;,t<+co n>l/x 

17



Generalisat!ons de deux theoremes de Zygmund - В. Sz.-Nagy 91 

оп obtient 

В(Х)4МзХУL(~). 

Оп еп conclut, d'apres le lemme, que (5) entraine laconvergence absolue 
de la serie (4). 

Supposons que la serie soit sommable - с(1 ), c.-a-d. que lа suite 

п 

f (1-~)У-УL(у)аv= _.!Ј f (1-~)у-I-УL(У)SiПУХdt(х)= 
v=l п 11: v=l П 

О 

п 

= - ~ Ј р п (х) df(x) 

о 

tende vers une limite finie lorsque ll-+ оо, et que х-У L (х) пе croisse pas 
pour х"> т, т entier positif. Soit 

1- cos (2 '1+ l)хј2 
sv(x)!{e[ 2' /2 ' 

slП х 
'1= 1, 2, .... 

Alors 

РП (х) = f (1 -~) у-1-У L (У) sin У х = 
v=1 П 

"-1[( У) ( '1+1) ] = v~ 1 1 --; y-l-YL (У) - 1 --п- ('1+ l)-l-У L ('1+ 1) [s'v (x)-so (х)] = 

n-1 [( у) ( '1+ 1) ] = ~l 1 - -;; v-1- Y L (У) - l--п- (У + 1)-1-Y L ('1+ 1) sv (х) -

( 
1 ) n-1 I m-1 ] 

- 1 - -;; L (1) So (х)"> ~m + l ~l - L (1) So (х) =Рп (1)(х)+Р(1)(х). 

La suite 

wn•v .... ( 1 - : )y-I-Y L (У) -( 1 - '1: 1)('1+ 1)-l-Y L ('1+ 1)= 

= [у-l-У L (У) - ('1+ 1)-l-Y L ('1+ 1)]

-~[v-УL(v)-(v+l)-УL(У+l)], у<п--l, 
п 

(13) 

18
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est positive pour v > т, et, pour ип у;> т Нхе, поп decroissante par 
rapport а 11; de plus, 

Шп.у ~ Wџ=·г1 -"( L (У) - (У + 1)-1-"( L (У+ 1),; п -+ оо. 

Еп uti1isant le fait que 

оп еп conclut que les fonctions de lа suite p~z (х) sont поп negatives 
et que cette suite' tend vers 

n-l со 

р (х):=: lim ~ wn.~,Sy(x)= L wysl,·(x). 
n-+оо у=m у=m 

Оп obtient de (13) 
п п п 

f p~) (х) d [ - f (х)] < ) f Рn (Х) d '(Х)! + } Ј P(l)(x)df (х) /. (14) 
о о о . 

Сотте, d'apres l'hypothese, 

Нт f р п (х) d f (Х) 
n-+ао 

О 

est fini et que lа fonction Р(l)(х) est, d'apres lе lетте, integrab!e par rap
port а f (х) dans (О, rr), оп deduit de (14), tenant compte de lа non-nega
tivite des fonctions p(~(x), que lа fonction Р (х) est integrable par rap
port а f (х) dans (О, я). 

Or, сотте nous allons 1е demontrer tout de suite, 

р (х);>Мх"( L( ~) '>0, (15) 

се qui entrafne l'existence de l'integrale 

п 

f х"( L ( ~ ) df (х) , 
о 

donc, d'apres lе lетте, 

х"(-1 L ( ~ ) f (х) Е L (О, 1t). 

19
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п- restea- d~montrer (15), Pour v+ 1/2<, те/х оп а 

Sv (х) >- ------ х = -х v+-2 (2 v + 1 )2 2 ( 1 )2 
х 21t 1t2 2 

et, pour х suffisammenf реШ, d'apres (1) е! (IV), 

оо 

р (х)= ~ Sv (х) [v-1- Y L (v) - (v + 1)-1-У L (v+ 1)] > 
v=rn 

n/~-1 2 - z -
> 1t

Z 
Х Ј (t-l/2) d[ - t-1~Y L (t)]= 

т 

т п/х-1 

=- :s х [ (t-:-l/2/t-1
- Y L (ђ I + 2 Ј (t- 1/2) t-1

- Y L (t) dt]> 

nlx-1 т 

2 [ 2 . (1t 3 )2 ( 1t )-1-1 (1t ) > 1t2X (m-l/2) m-l-~ L(m)- -;-2 -;-1 L -;-1 + 

n!zc-l 

+ 2 M~ Min {t-Y/2 L(m)} Ј t-Y/2 dt] > 
o~t,,;;;n/x ) 

111 

( 
тt 3 )2 ( 11: )- 1 -у ( Я \ } - -;-2" -х- 1 L -; - 1) > 

>2( 2 МВ -М7 )я-1-У хУ L (~) =М хУ L(~), М> О. 
1- у/2 х х 

20
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Ici lеБ constantes М4 , М5 et Ме sont positives et p1us petites· que 1 et 
1а constante М7 est plus grande que 1; elles peuvent toutes etre aussi 
proches de l'unite que 1'on veut. 

Si l'on suppose que 1а serie (4) converge, .c.-a-d. que lа suite 

п 

п 2 f 11 
~1 у-у L ('1) a~ = - -; fd1 '1-1-)" L ('1) sinv х df(x) 

о 

tende vers une limite finie 10rsque п ~ оо et чие '1-1-'( L ('1) пе croisse 
pas pour '1 > 1, 1 entier positif, оп obtient, d'une maniere ana10gue que 
ci-dessus, que 

п 

Qn (х) !Ш~ ,,-1-'( L (v) sin у х = 
v-::l 

п 

= ~ [v-1-'( L ('1) - ('1+ 1)-1-'( L ('1+ 1)] Sv (х) - L (1) so(x) + п-1-)" L (п) sn (х» __ 1 

0\1 Q<A> (х) est ипе suite de fonctions поп negatives, et 1'оп еп deduit 
l'integrabilite de 1а fonction Р (х) par rapport а ((х) dans (0,1t). Оп еп 
obtient de nouveau (5). 

Soit enfin 
ао 

~ п-'(L(п)lаnl=К<+оо. 
n=1 

A10rs 
п п 

К> ~ v-УL(v)lаv '>~ Min {t-УL(t)}lаvl= 
v=1 v=1 o.s;;to:::: v 

п 

= t V-Yi.1 ('1) I av I = t Y-YL1 (У) I ~ fSinY xd [- {(х)] 1> 
__ 1 v=1 1tY . 

О 

п 

> ~ I f [ј; у-,(-1 L1 (У) sin v х] d [~f (х)] 1= 
'It I v=1 

О 

п 

= ~ IJRn(X)d[-/(Х)]/. 
о 
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Ici lа fonction х-у L1 (х) пе cro1t pas рош х> О. Or, 

11 , 

Rn (х) = L ;'-1-1' L1 (у) sin у х:> 
v = 1 

n-l > ~ ['Г 1-У L 1 (у) - (у + 1 )-1-У ~ 1 (у + 1)] Sv (х) - ~ (1) S о (х) = 
v= 1 

= R~I)(X)-Ll (1) So (х), 

011 R~')(X) est ипе suite de fonctions 11011 negatives et lа fonction So (х) 
est integrable par rapport а t (х) dans (0,7t). Par ип procede semblable а 

celui етрl0уе ci-dеssL1s оп obtient 

R (Х):> М8 хУ L 1 (~) > О, R (х) == Нт R~l) (х), 
- Х n~OO 

d'ou, d'apres (IV), 

R(x) >М9 хУ L (:) > О., 
Оп еп obtient (5) еп utilisапt lе lетте. 

6. D е m о п s t r а t i о п des theoremes 4 et 5. Le рlап general de 
сеНе dеmопstгаtiоп еtапt 1е тете que celui de lа ргесеdепtе, nous 
п'еп donnerons qu'une esquisse, еп soulignant quelques points caracteris-
tiques. . 

1 о Оп majore 1'ехргеssiоп 

В (х) == В(l)(х) + В(1)(х),. 

ои ces trois fопсtiопs sопt dtШпiеs (ауес у = 1) de 1а тете fa<;on qu'au
paravant, сотте il suit: 

В(l)(Х)=х :2: n-1 L(n)<x- ~ n-1/2 Мах {t-l/2L(t)}< 
п",;; l/х 11 ",;; l/х 11"';; t < + ао 

1/х 

"х :2: n-1 [2 (п) <: х [I2 (1) +ft- 1 L; џ) dtJ < 
п",;; l/х 

1 

l/х 

< x[I2 (1)+mlOJt- 1 L (t) dtJ < х [I2 (l)+МI1 L (:) 10g :] < 
1 

<: М1 ~ Х L (.!.-) 10g .!.- , 
х х 
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ои l'оп а uti1ise lа сопdШоп (6) et sa consequence immediate: il existe 
ип т .> О tel que, pour х suffisamment grand, 

L2 (1) < 1L (х) 10g х. 

20 Оп deduit de l'inegalite оЫепие, еп appliquant lе lеmmе, 011 le 
rбlе de L (х) est јоие par lа fonction а croissance lente L (х) 10g х, que 

L ( ~ ) log : t (х) Е L (О, 1t) (16) 

entraine lа сопvеrgепсе absolue de lа serie (7). 

З8 Si lа condition 

% 

f t-1 L (t) dt > А 10g х > О, х> 1 
1 

est satisfaite, de mеmе que les conditions que 

х-!I L (х) пе croH pas pour х suffisamment grand, ои que 

х-1 L (х) пе croit pas pour х suffisamment grand 

respectivement, еп partant des hypotheses correspodantes sur lа serie (7), 
оп aboutira, de lа mеmе fa~on que dans lа demonstration precedente, 
а l'expression 

> [(т - ~)'m-'L (m)-(: - ~ )'(: -1) -~ (: -1)+ ;Jt~, L (1) dl ]о (17) 
т 
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que 1'011 реи! miпоrеr mаiпtепапt par (М16 > О, М17 > О) 

= - 2 М16 - Х L - og - > 2 ( М17 ) ( 1 ) 1 1 
1t2 10g lЈх х х 

(18) 

40 Еп supposant 1а convergence abso1ue de 1а serie (7), оп obtient 
!'expression (17) ои L (х) est remp1ace par .!'-.Ј (х). Cette expression petlt 
etre a10rs de поиvеаи minoree par l'expression (18). 

50 L'application du lеmmе, de 1а mеmе fa<;on qu'a 20, d'apres les 
resultats 30 et 40, prouve alors que l'hypothese correspondante sur 1а serie 
(7) entrafne (16). 

7. D е т о п s t r а t i о п du theoreme 6. Nous remarquons que des I 
proprietes supposees de lа fonction 1. (х) resulte que L (х) пе cro1t pas ~ri~еdbQ.Т':!.-1 
pour Х sиШsаmmепt grand et tend vers zero 10rsque х .... + оо et aussi que --; , 

\Ја s у\ е. ne!co('~ki1 
1 . ~ 

х-1 L ( -; ) 6 L (0,_ rt). )'\osti O.YO~ do .. ! 

Оп еп сопс1и! que 1es deux сопditiопs dont lе theoreme 6 etablit l'equi
va1ence sont satisfaites pour' g (х) = const, et l'оп peut, соmmе dans 1а 
demonstration du theoreme 1, supposer, sans restreindre lа genera1ite, que 
g (rt-O)=O, d'ou, d'apres (10), 1а non-negativite des coefficients Ьn ' Par 
consequent, pour que 1а serie 

п 

i L (п) Ьn = ~ Ј [! L (п) sin nх] dx 
о 

converge (аЬsо1umепt), il faut et i1 suffit que l'integrale ecrite existe. 

Or, А 1 ј а п с i С, В о ј а п i с et TomiC. [7] ont demontre que, si L (х) 

kQ.~CL 1.5 ?fCiJ/

i~e'l\e. S;V (Ј ,. , 
vklJ~ Ој l\J~~O":'J 

vе'r%i .. )i)dи-i~Ј 
v ёiq~ku '1 (j€}\e.:. 

rl.1,...eiSQ.:tiD~S & I 
CLfJe.e2ve.S. '~€ - ј 
o1'e't{\e~ d е А .. 
~:.t9'tЛ!ЈУЈсl Ђ I I 

>.~,-.Ј/CL~:t .,;t 1!.'Р'&-
~\.S щ);1 ~ tf. 1>/- '1-'(&10-1 

est convexe et L(x) .... O, Х-++оо, оп а 

f L (п) sin nх ~ х-1 L (~), Х-+ + О. 
n=1 Х 

Publlications de l'Institut Mathematique 7 Ka.~ 1е6 tе'!i~1;г,.!lr). 
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Donc, d'apres 1а conc1usion precedente et 1es proprietes de rlOtre fonction 
L (х), 1е Љеогеmе 6 est vrai. 

(Reru lе 18 јuln 1958) 

Remarque !aite pendant !'epreuve de lа presente nofe - Recemment 
Chen-Yung-Ming ([10], р. 110) а demontre que 

(е) f I оп I < +00 si et seu1ement si {«хх) Е L (О, п), 
n=l П t (п -1) '1' 

(D) f I Ьn I <+00 si et seulement si g_(x) 6 L(O, 1t), 
n=l nt(n-1

) t(x) 

ои 1а fonction '1r (х) est definie dans (0,11:) et tel1e que 

I 
1 о Чt (х) I рош О < х < 11:, 

20 Чt (х) сгоН strictement роиг О < х < п, 

30 t (х) decroit strictement роиг О < х < п, si & > О est suffi
х l-3 

samment реШ. 

Еп posant 

les theoremes (е) е! (D) se reduisent respectivement а (В) et (А), ауес 
0< r < 1. Nous aIlons montrer que 1es theoremes (е) et (D) пе conti· 
еl1пеп! pas nos theoremes 2 et 1 respectivement, ауес О < У < 1. Еп 

effet, рош qu'ils 1es contiennent, i1 faut (et i1 suffit) que lа fonction 

, 0< у < 1, 

satisfasse аих conditions 10-30 des que L (х) est ипе fonction а crois
sance lente. Се n'est pas cependant 1е cas, соmmе 1е montre 1'ехеmрlе 
de 1а fonction а croissal1ce 1ente 

L (x)=10g x+sin х, роиг х suffisamment grand. 
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Еп effet, si х est suffisamment grand, еп posant, 

i 1 
(О (х) "! h ( ~) = xl

- Y (sin х+ log х), 

оп а 

. [ l+(1-У)(Siпх+lоg Х)] 
(1)' (х) =x1-) cos Х + Х =x1- Y [cos х+о (1»), 

et, par consequent, Ii (х) n'est monotone dans аисип intervalle cl.e Јо, 
fo~~ (~)')" J~o. . 

Ое тёте, notre theoreme 6 n'est pas contenu dans (О). Еп effet, lа 

fonction а croissance lente 

1 
L (х)= --, pour х suffisamment grand, 

log2 х 

satisfait аих conditions que lui impose 1е theoreme 6, tandis que 

х 

h (х) = -L-('--::~'---)- =х log
2 
х 

пе satisfait pas а lа condition 3fJ• 
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(Recu le 13 тиз 1963) 

1. Soit т, п Е N, ои N designe l'enseтble de tous les noтbres naturels. 
Un theoreтe Ыеп connu conduit а l'identite suivante 

(*) 
1 _ ~ Ak ~ В, 

----L..-+L.. 
хт(l-х)n k=1 x k 1=1 (l-х)1 

(х =1= О 1\ х =1= 1), 

ои les Ak (k=I,2, ... ,m) et les B1 (l=1,2, ... ,n) sont des constants а 
deterтiner. 

Nous allons deтontrer les forтules suivantes 

(1) A,,=(т+:=~-k) (k=I,2, ... ,m), 

( т+n-l-1) (2) В1 = т-l (l = 1, 2, . . . , п) , 

c'est-a-dire que lа decoтposition 

1 т (m+n-l-k) п (m+n-l-1) 
---= L: ~_1 - + L: m-l 
хт (1-х)n k=l x k /=1 (l-х)1 

(3) (x=l=Ol\x=l=l) 

est valable pour tous les noтbres naturels т et n. 
L'identite (*)peut etre ecrite SoUS lа forтe 

1 т п В 
----= L: Архт-р + хт L: q. 
(l-х)n р=1 q=1 (l-x)q 

Оп еn deduit, pour·k = 1, 2, ... , т, 

ou lа fonction ({Jk (х) prend une valeur 
dans l'egalite precedente, оп obtient 

1 1 (m-k) 

A k - { } - (m-k)! (l-х)n . 

= (n+m-k-l) = (т+n-k-l) 
m-k n-l 

2 Publikacije 

finie pour х = О. Еn posant х = О 

n(n+ 1).· .(n+т-k-l) 

(m-k) I 

(k = 1, 2, ... , т) . 
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Nous avons donc demontre les formules (1). Оп еп deduit immediate
ment la validite des formllles (2) en remarquant que les constants В1 jouent 
lе rбlе des constants A k dans l'identite obtenue de (*) par lа substitution 
х= 1-1. 

Notons une autre demonstration de la formule (3). Designons рат (Pv ) 

l'assertion que les forrnules (1) sont vrajes pour la valeur v du nombre п et 
pour toute valeur du nombre т. D'apres la remarque par laquel1e s'acheve 
la premiere demonstration, il suffit de demontrer 

(Pv ) (Vv Е N). 

Соmmе l' оп а, pour tout т Е N, 

1 
т-l т 

_1_ 1-хт + _1_ = _1_ 2: x k + _1_ = 2: _1_ + _1_ 
хт l-х 1-х хт k=O l-х k=1 x k l-х 

т (т+l-1-k) 1 (т+l-l-1) 
= 2: 1-1 + 2: т-l 

k=1 x k , 1=1 1-х 
(х=#:О Л х=#: 1), 

(Р1 ) est vrai. Si l'on suppose lа validite de (Pv ), c'est-a.-dire de l'identite 
sJJivante 

1 
т (m+V-l-k) v 

--- = 2: v-l + 2: В1 
xт (l-x)v . k=1 x k 1=1 (l-x)l 

pour tout т Е N, оп aura, pour tout т Е N, 

1 
т+l (т+v-k) v (n+v-l-1) L cx: m+1- k v-l + сх:т+1 2: т-l 
k= 1 x k 1=1 (l-сх:х)1 

(х=#:О Л осх=#: 1). 

Apres lа derivation par rapport au parametre ос, оп obtient 

(4) 
т (m+v-k) 

v = 2: (т+ 1-k)cx:m-k v-l + ... 
x m(I-cx:x)v+l k=l x k 

Etant donne que 

т+ l-k(т+V-k)=(т+~-k), 
v 'Ј-l v 

l'identite (4) pour ос = 1 devient 

1 
т (m+(v+l)-I-k) 

----- = 2 (v+1)-1 + ... 
x m(1-x)v+1 k=1 x k . 

(х=#:О Л х=#: 1), 

ои les trois pointsremplacent Ја partie de l'expression necontenant pas les 

[
. 1 

ractlOns x
k 

(k=,1,2, ... , п). 
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d'ou 

(5) 

Formule de decomposition d'une fraction rationnelle еn blements simples . . . 19 

Nous avons donc demontre 

(Р1) I\Е Pv ) => (Pv+1) 
] 

(VVEN)j, 

(Pv ) ('v'v EiN) , с. q. [. d. 

х-а 

2. En rеmрlш;апt dans (З) х par - (а =1= Ь), оп obtient 
Ь-а 

(х=l=а,ЬЛ a=l=b). 

En faisant х = О, оп en tire lа formule sommatoire que voici: 

i (1-~) k (т+n-1-k)+ i (1-~) I (т+n-1-1) = (-l)т .:...-(Ь_а....:...)_т+_n 
k=1 а 1l-1 1=1 \ Ь. m-l ат Ьn 

(аЬ:;60). 

3. L'identite (З) peut servir сотте une source de formules sommatoires 
et autres. 

3.1. En posant х= 1/2, l'identite (З) prend la forme simple suivante 

~ (т+n-1-k) ~ (т+n-1-1) I / 2 k + L. 2= 2т+n . 
k-;;:1 n-l 1=1 m~l 

Pour х = -1, оп obtient 

т (т+n-1-k) п (т+n-J-l) \ L (-I)k + L . 2-1=(-1)т2-~ .. 
k=l n-l 1=1 m-1 , 

3.2. Оп а 

1 
(6) 

хт (l-х)n 

{1-( 1--;)} т+n 
( l_-;)n 

mi
n 
(-1)џ. (т+ll) (1-~) џ.-n 

џ.=0 IL х 

m+n (т + П) џ.-n (IL-n) 1 
= 2: (-1)џ. 2: (-1)\1 -'.1 + ... , 

џ.=n+l IL '.1=0 V Х 

ои les trois points designent la partie de l'expression qш ne contient pas les 

fractions :k (k = 1,2, ... ,т). 
En confrontant les idep.tites (6)et (З), оп arrlve а 
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3.3. Partons maintenant de lа form111e suivante 
i 

+ (CX+l-[3) 

Ј"" хСХ m+ 1 m~1 
----dx=(-l) 1t" ___ _ 

( 1 + х[3 ) т . ~ sin 1t" сх+ 1 
О [3 

сх+l 
(~ > 01\ -1 < ех < ~ т -1; [3 ЕЕ N 1\ т Е N), 

que . l'on peut obtenir, apres lе changement de variable х = (1/[3 , аи moyen 
d'integration соmрlехе. 

(7) . 

En mettant а profit lа formule (5), оп obtient lе resultat que voici 

+"" 

Ј (-х-"'[3-+-а-) :-СХ-(х-'[3"--+-'Ь--'-)-n dx 

о 

? (а, Ь, ~ > о А а =F Ь А -1 < (х. < ~-1; т, п Е N). 

La formule (1'i.) conduit immediatement аи resultat suivant 

+"" 

(8) Ј 
______ 1 _____ dx 

(ах2 + 2Ьх + с)m (ах2 + 2Ьх + d)n 

= (-l)n+
l

1t" {Vac- b2 ~ (m+n-1-k)(-~)(a(d-C))k 
а (c-d) m+n kL.. n-1 ас-Ь2 

=1 k-l 

.-- ~ .(m+n-1-1)(-~)(а(С-d))/} + Vad- b2 L.. 2 ---
1=1 m-l 1-1 ad-b2 

(а> о Аас-Ь2 > О А ad-b2 >0 А C=Fd; т, п, Е N). 

Les integrales figurant dans (7) et (8) ne se trouvent pas indiquees 
dans lе recueil d'integrales suivant: 

W. G r б Ь п е r und N. Н о fr е i t е r, Integraltafel, II ТеН, Bestimmte 
Integrale, dritte, verbesserte Auflage, Wien 1961. 

4. Si l'on prend сотте point de depart lа fonction 

1 

оп peut obtenir des resultats semblables а сеих indiques plus haut, malS ils 
seront plus compliques. 
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.N!! 149 (1965) 

SUR UNE INEGALlтE ELEMENTAIRE 0-0 INTERVIENNENT 
DES FONCTI0NS TRIGONOMETRIQUES 

D. S. Mitrinovic et D. D. Adaтovic 

1. Nous apons ргоиуег tout d'abord le resultat suivant, геlабf а l'inegalite 

( 
sin х )а 

cosx< -х- (о<х< ;). 

Propusition 1. L'inegaltte (1) est vraie роu, а.;;;;: 3. 

La vtlleur а == 3 est lа тeilleure possible; plus precisement, роuу tout а> 3 

il existe un nотЬуе Х1 Е (о, ;) (qui depend de а) telque l' оп ait 

(
Sin Х)а cos х> --;- (О<Х<Хl), (

Sin Х1 )а 
cos хl = ---;-1 ' 

(2) 

(3 ) 

Deтonstration. Pour а> О l'inega1ite· (1) est equivalente а 1а suivante: 

1 
а 

x-sinx(cosx) <О (о<х<;). 

Considerons la fonction Ј d6finie par 
1 
а 

ј (х) = x-sjnx (cosx) (а> 1) 

et ses deux derivees premieres: 

(4) 

(5) 

1-~ 1 
-1--

а 1 а 
-о sjn2 х (cos х) Ј' (х) = 1-(cos х) 

_2_2. 
а 

ј" (х) = (а-!)2 sin х (cos х) [СО':;2 х- а+ 1 Ј. 
. а (а-1)2 

7t Dans le cas ои а = 3 оп а, pour О<х<-, 
2 

Ј" (х) < О => f' (х) < ј' (О) = О 

=> ј (х) <ј(О) = о. 

L'jnegalite (2), c'est-a-dire l'inegalite (1), est donc угюе pour а = 3. 
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х \ 2/ 
et par сопsеquепt 

оп еп deduit que l'inegalite (1) est vraie роиг а.;;;: 3. 

Soit maintenant а> 3. Оп а alors 

а+1 =_1_+ 2 <1 
(а-1)2 а-1 (а-1? ' 

d'Oll, d'apres (5), il resulte l'existence d'un nombre ~ Е (о, ;) tel que l'on а 

/"(х»О (O<x<~), /"(~)=O, /"(х)<о (~<x< ;). 

Cette conclusion-Ia, сотЫпее ауес Је fait que l'on а dans се cas-:la, d'apres 
(3) et (4), 

/(0)=0, /(;-0)=-00, /'(+0)=0, 

conduit а la seconde assertion de Ја proposition 1. 
Notons que la courbe у = /(х) а dans les cas ои О < а < 3 et ои а> 3 

les formes presentees par les figures 1 et 2, respectivement. Le petit сегсЈе 
sur la figure 2 designe Је point d'inflexion. 

у у 

о х о х 

x=~ 

Fig. 1 et 2 

Оп peut remarqueI encore que l'on а aussi 

( 
sin х)а 

cosx< ~ (а<3; О<lх l <;). 
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Sur нве inegalite elеmепtаiге ouinterviennent d(,s fonctions tгigопоmеtгiquеs 25 , 

D. Dokovic а demontre l'inegaIite (1) роиг а = 2 еп suivant ипе autIe 
УОlе (voir: D. S. MjtIinovic, Elementary Inequalities, GIoningen 1964, 
р. 66-67). 

1.1. Etant donne que O<sinx<l (о<х< ~), оп а, pour а<Ь, 

(sin х)а (Sin Х)Ь ---'-- >- --
хЬ Х 

D'apres cette remarque-Ja, оп а la generalisation suivante de la premiere 
assertion de la proposition 1: 

Proposition 2. L'inegalite 

(sin х)а 
cosx<--

хЬ 

est vraie pour а <: Ь < з. 

(6) 

2. L'etude de I'inegaIite plus geneIale que (1), а saVOIf 

(sjn х)а 
(cosxy<--

хЬ 
(а, Ь, с nombres reels; Ь =F о), 

dans l'intervaIle (о, ~), se l'eduit а сеНе du signe de Ја fonction ј d6finie раг 

(7) ј(х) = x-(sin Х)Р (cos x)q (р, q nombres reels). 

Еп effet, l'inegalite (6) роит х Е (о, ~) est equivalente а 

G С 

x-(sin х)Ь (cos х) Ь <о 
ои а 

G С 

x-(sin х)Ь (cos Х)-У >0 

suivant que Ь>О ои Ь<О. 

Оп doit noter que pour Ь = О l'etude de l'jnegalite (6) est Ыеп plus 
simple (еН е se reduit parei1lement а l'etude du signe de la fonction 

l-(sin х)Р (cos x)q; 

сеНе etude s'acheve assez facilement). 

L'enonce suivant contient nos resultats concernant le signe de la fonction I 
dans (о, ;). Les nombres Х1 et Х2 qui у figurent dependent de р et de q. 

Proposition 3. 1 о Pour р> 1, q>- о, оnа 

63



26 D. S. Mitrinovic - D. D. Adamovic 

20 Il existe unе jonction л (р), (lefinie, continue et strictement decroissante 

de 'а valeur О jusqu' d la valeur -~ dans l'intervale (- оо, 1), telle que l' оп а, 
з 

- , 1 
pour р< 1, q<л (р), de mеmе que pour р = 1, q< -3' 

ј(х)<О (о<х<;). 
ЗА Рои1" р< 1, q> О, оп а 

ј(х)<О (0<Х<Х1), ј (хl) =0, ј(х»О (х1 <х< ;). 

40 Pour р< 1, л (p)<q<O, оп а 

ј(Х)<0(0<Х<Х1 ои х2 <х<;), ј (х1) =ј{х2) =0, ј(х»О (х1 <х<х2). 
50 Pour р< 1, q=л (р), оп а 

ј(х)<О . (о<х<; et х#х1 ), ј(х1)=0. 

60 Pour р>l, q<O оu pour р= 1, -~<q<О, оп а 
3 

!(х»О (0<x<x1), ј(х1) = О, ј(х)<О ( Х1 <х< ;) . 

q 

1- 0+1 

1- о -1-----t-~~;JL~=-J р 

q = ,чр) q=-fI8 

1+ 0-1 
р=l 

Fig. 3 

СеНе proposition est rendue visueHe par la figure З, ои sont presentes Ies 
domaines du plan Opq correspondant) аих cas differents que l'on viel1t de 
distinguer. Les cas 10,2", З=>, ... sont respectivement desigl1es par I±I, 1-1, 
i":'o+l, etc. Les hachures marquent l'appart~nance des points de la ligne-limite 
de deux doma1nes, е! les fleches сеIIе de Ја lign~ grasse е! de deux points 
particuliers. 
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Sur ипе inega lite еЊ11епtаiге ои interviennent des fonctions tгigопошеtгiquеs 27 

Оп peHt completer l'asscItion 30 раг la remarqHe que, роиг О <р < 1, 
q>O, p2+ q2>0, оп а х1 Е(0, 1) et les assertions 40 et 50 раг la remarque 

чие l'on у а Х1 Е(1, ~) sip<0.Eneffet,sip,q>0,p2+ q2>0, оп ај(х» 

>1-1=0(1<X<~), et lorsque р, q<O, оп а ј(х)<1-1=0(0<х<:1). 

Demonstration. RemaIquons tOHt d'abord qHe, 'ронт tout х Е (о, ~) [јхе, 
la fonction ј (х) = x-(sin Х)Р (cos x)q est strictement croissante раг rappoIt. а 
р et par rapport а q (separement). 

Соmmе оп а, рОШ' р = 1, q = О, 

j(x)=x-sinх>О (о<х< ~), 
оп еn deduit l'assertion 10. 

D'autre part, d'apres le § 1 (l'inegalite (2) ауес а = 3), оп conclut que 
. 1 

!(х)<О pour р<l, q<.--. 
3 

La seconde assertion de За proposition 1 et le fait qHe l'on а 

-+ < q < О=>( q = с- ~ et а> 3 ) 
entrainent la partie de l'assertion 60 concernant le cas р = 1, _2-< q <О. 

3 
Pour се qui suit nous avons besoin des deux derivees premieres de la 

fonction ј (х): 

(8) ј' (х) = 1-р (sin х)р-l (cos X)q+l + q (sin х)Р+l (cos X)Q-l, 

(9) 1" (х) = -(sin х)р-2 (cos X)Q+2 [q (q-1) tg4 х-(р + q + 2 pq) tg2 Х + Р (р -1)] 

.= -(sin х)р-2 (cos X)Q+2 [q (q-l) t2_(p + q + 2 pq) t + Р (р-1)], 
ои 

t=tg2 x; ХЕ(О, ~) ~ tE(O, +00). 

Soit р = О, q> О. La seconde derivee, donnee раг (9), s'annul1e alors lше 

fois ан plus dans (о, ~) et l'on' а ј" (х) > О dans Ш1 voisinage droit de 

х=о. Соmmе ј'оn а, d'autre part, j(O)~O, j(~»O, оп obtient dans се cas 

- lа le comportement du sjgne de ј(х) precise dans 30. 

Soit maintenant р< 1, q = О. Si О<р< 1, оп а, d'apres (7), (8) et (9), 

ј" (X»O(O<x<~), l' (+0)=-00, ј (О) =0, j(~»O; sip<O, оп а/" (х)<О 

( О < х < ~ ), ј ( + О) = - оо, ј ( ~ ) > О; еп у ajoHtant le cas trivial р ~ q ~ О, 
оп abouti.t de поиуеаи аи comportement 30 du signe de 1 (х). 

Soit р<l, q=l. Si р<О, alors, d'apres (7), j(X)t(O<x<-~), 

1(+0)= -оо, . j(~»O; si О<р<l, оп а, d'apres (7), (8) et (9), 
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г'(x»o(o<x<.~), 1'(+0)=-00, 1(0)=0, I(~»O; dans ces dellX 

cas оп obtient, donc, епсоге ипе fois le comportement 30, 

Soit Р (р-1) q (q-1) =F О. Alors l'equation 

(10) q (q-1) t2 _(p+ q+ 2pq) t+ Р (р-1) = О 

peut Нге mlse sous la forme suivante 

ОО') 

ауес 

(11) А =Р+ q+2pq , 
q (q-1) 

о- Р (р-1) 
В=--, 

q (q-1) 

Роиг que cette' equation possede exactement ипе racine positive, il faut et 
suffit que В<О, се qui э. lieu dans les cas que vo;ci: 

р Е (О, 1), q Е (-оо Ј О) u (1, + оо); р Е (-оо, О) U (l~ + оо), q Е (О, 1)' 

Laissant а part les cas deja etudies, оп peut se borner аuх trois cas suivants: 

(1) Р Е (О, 1), q Е (l, + оо ); 

(П) Р Е ( - оо , О), q Е (О, 1); 

(ЈП) р Е (О, 1 ) , q Е ( - ~ , о). 

Dans le cas (Ј) р (р-1) < О, d'ou, d'apres (9), la conclllsion que l'on а 
alors 1" (х) > О dans ип voisinage droit de х == О. Соmmе l'оп а 6galement 

1 (О) = О, 1 ( ~ ) > О, Ј' ( + О) = - оо, оп а de поиуеаи etabli Је соmрогtеmепt 
30. II еп est de mеmе dапs Је cas (ЈП, puisque l'on а mаiпtепапt, d'apres (7) 

et(8),I'(x»0(0<X<~), 1(+0)=-00, I(~»O. 

Laissons de сбtе le cas (ЈП) et раssопs а celui ои В> О. Cette iпеgаlitе 
est remplje das Jes cas suivапts: 

РЕ(0,1), qE(O,1); Р, qE(1, +00); р, qE(-оо, О); 

р Е ( - оо, О), q Е (1, + оо ) ; Р Е (1, + оо ), q Е (-оо, О). 

Тепапt compte de се qu'on а deja ,6tabli, оп peut se ЬОlЋег аих cas 
suivants: 

(l У) Р Е (О, 1), q Е (О, 1); 

(У) р Е (- оо, О), q Е (1, + оо); 

(УЈ) Р Е ( - оо, О) , q Е (-f, о); 
(VП) р Е (1, :.r оо), Z-E (-оо, О). 

Dans le cas (IУ), оп а 

р (р-l)<О, q(q-l)<О, p+q+2pq>0, 
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d'oll, d'apres (9), ј" (х»О (о<х< ~). Еп observant que l'on а ј(О)=О, 

ј (~) >0, f' (О) = -ос, оп obtient le comportement 30. Il еп est de mеmе 
sous les conditions (У), 1а derivee prem:ere etant, d'apres (8), positive dans се 

cas et puisque 1'оп а j(+O)=-ос, j(~»O. 

Considerons ensuite les cas (ПI) et (VI). Сопimе оп а, pour le premier 
d'entre' их, р (р-1) < о et par consequent ј" (х) > О dans ип voisinage droit de 

х = О (оп а deja etabli que ј" (х) а alors exactement ип zero dans (о, ~) ) , 
Ј (О) = о, ј( ~ - о) = - ос, dans се cas-Ia пе sont possibles que 1es compor

tements du signe de j(flJ precises dans 20, 40 et 50. Il еп est de тете 
dans le second cas. Еп effet, оп parvient a10rsa 

-[q (q-l) t2_(p+ q + 2pq) t+ Р (р-1)] 

= -(qt-p)2+ qt2 + (р + q) t+ р<О (t> О), 

et par consequent а ј" (х)<О (o<x<.~). Оп а aussi Ј( + О) = J(~ - 0)= - оо 
d'ou notre assertion. 

1 
Les memes possibilites se presentent si р=О, -з<q<О, cas чие nous 

avons mis а part. En effet, оп а alors 

ј(О) = -1, ј(; -0)= -ос, ј" (х)<О (о<х< ~). 

Pour preciser се qu'on vient d'etablir, remarquons que les inegalites 
Ј(х) < О et ј(х) > О sont respectivement equivalentes аих inegalites 

х 
log-

(sin Х)Р 
q<---'--

log cos х 
et 

х 
log-

(sinx)p 
q> 
. log cos х 

de mете que l'egalite ј (х) = О est equivalente а сеllе-сј 

(12) 

q= 

х 
log-

(sin х)Р 

log cos х 

Pour р< 1 la fonction gp, definie par 

х 
log---

. () (sinx)P g х = -
р log cos х 

tend vers + ос lorsque х -+ + О et vers О par les valeurs negatives lorsque 

х -+ ; -о. Il s'ensuit que gp (х) atteint son minimum dans Yintervalle (о, ~) , 

67



30 D. S. Mitril1oyj6 - D. D. Adal11ovi6 

се l11Шll11um etant negatif, et cela pour tout р< 1. Се lшшmнm est ]'llnique 
point extremal de 1а сонгЬе situe аи dessous de 1а droite у =f:'}, pllisque, s'il 
п'еп Hait pas ainsi, Ја fonction f aurait, pour certaines valellrs negatives de q, 

plus de deux zeros dans (о, -~), contrairement а се qu'on а deja etabli. Оп 

remarque ensHite que р?иг tOHt х Е (о, ~) Лхе la valeur де ~(~) decIoit ауес 
Ја croissance de р. Or, оп peut еп dire de mеmе, evidemment, pOHr le mјПЈmиm 
еп question. ,Еп designant par Р. (р) 1а valeur de се тЈпјmиm-Ја, оп vient 
d'etablir que la fonctiol1 л (р) est ш~gаtivе et strictement decroissante pour 
рЕ (--оо, 1). Еllе est aussi continHe, се qui est evident. Soit е:>0 arbitraire
ment choisi. Etant donne qHe 

lim 
Х->-+О 

х 

log-.-
sшх 1 

log cos х = - 3 ' 

оп а, pour ип ~ Е (о, ;) Пхе, 

Pour le тете ~ 1'оп а 

1; 
log--

sin 1; 1 
----<-,-+е:. 
logcos 1; 3 

1; 1; 
log log--

Ет (sin I;)~ _ sin 1; 
р--+ 1-0 Iog cos 1; lQg 1; 

de maniere qu'on aura, pour ип р< 1 et suffjsamment proche de 1, 

. 1; 
- log-"---

(sin ~)P 1 
л (р) <. '" < --+ 2 е: ; 

log cos 1; 3 

donc, 
- 1 
lim Л(р)<. --о 

Р-'> 1-0 3 

1 D'apres le resultat deja obtenu relatif аи cas р <; 1, 

d'autre part, 

q<. -3' оп а, 

1 
л(р»--

3 
(р< 1), 

de sorte que l'on а etabli l'egalite suivante 

Нт л (р) = - ~ . 
р->-I-0 ' 3 

Оп peut ecrire 

(lЗ) gp (х) = (Ј.. (х)-р ~ (х), ( ') log х 
(Ј.. х = , 

log cos х 
~ (х) = log sin х . 

log cos х 
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L'abscisse хг du l11Шll11Ul11 negatif de gp (х) dans (о, ~) satisfait а l'iпе-

galite suivante 
gp' (:ј = <1.' (Xp)-p~' (Хр) = О, 

c'est-a-dire а l'egalite (оп а ~'(x)*O роиг О<Х< ~) 

1 
I - log cos Хр + tg Хр log Хр 

Р = а (Хр ) = Хр = h (х) 
~' (Хр) cotg Хр log cos Хр + tg Хр log sil1 Хр Р , 

(14) 

ои 
1 

- log cos х + tg х log х 

(15) , h (х) = __ х ________ _ 
cotg х log cos х + tg х log sil1 Х 

1t 
La fonction h, definie раг (15), est continue роиг О<Х<- et l'оп а 

2 

h ( + О) = 1, h (~ ~ о) = - ОО. ОП еп conclut que 

l ' 1t lm Хр =-, 
р-+-оо 2 

d'ou, d'apres (13) et (14), 

lim л (р) = 1im [<1. (Хр) - а: (Хр) ~ (Хр)] 
р-+-оо х -+~-o ~ (Хр) 

. р, 2 

lim а (х) ~' (х)-а' (х) ~ (х) 

Х-+!:. -о' ~' (х) 
2 

(cotg xlog cosx + tgx lo~.sil1x) 10gx-( ~ log cosx + tgxlog х) log sil1 Х 
lim 

~: Јаа qos r + tg ]og-·4) log cos х 
=0. 

La combinaison de tous les resultats concernant les cas 
1 

р< 1, q< --; 
з 

(III) ; (VI) ; 

que nous venons d'obtenir conduit а toutes les assertions 2°, 4° et 5°. 
Considerons епйп, lе cas (VП). Роиг toutes les valeurs de р et de q il 

reste еп vigueur се qu'on а dit а lа page 29 sur lа coincidence dcs signes de 
ј (х) et de q-gp (х), lа fonction gp etant definie раг (12). Ро'иг р> 1, l'оп а 

gp (+ О) = -"ОО ,gp (; -о) = О . 

Nous a110ns prouver que gp (х), роиг р> 1, croit strictement dans (о, ~) ~ 
сее Р?-~s,que l'оп а, d'apres (13), 

g/(X)=<I./(X)_p~/(X»O (о<х<;; р>1) . 

JI!i 
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Or, оп а deja demontre qпе la fonction Ј ne репt avoir рlпs d'un zero dans 

(о, ~) si р= 1, q<O. En outre, оп а 
х 

Jog-.-

gl (х) = - sш х <о (о<х< п2 ); gl (п2 - о) = о. 
log cos х 

Оп en deduit que 

gl'(X)~O (o<x<~). 

Partant de се resultat et d'apres (13) et le fait que l'on а 

~' (х) < О ( О <х < ~ ) , 
pour р> 1, l'on агпvе а 

gp' (х) = а' (х)-р ~' (х) > а' (x)-~' (х) = gr' (x)~O (о <х< ~) . 

Nопs avons, donc, demontre que gp (х) croH strictement de -00 jusqu'a О 

lorsque х уаГЈе de О jusqu'a ~. Il s'ensuit que le signe de Ј(х) а le сотрог-
2 

tement 60 dans се dernier cas considere. 

2.1. Observons que la discussjon exposee, comp]etee раг quelques consi
derations et calculs simples, fournit des donnees assez precises sur les герге
sentationsgraphiques de la fonction Ј ~ys tous les cas а distinguer. 

Оп а, раг exemple, роиг le cas. (ои р> 1, q < О; се cas est le plus 
interessant) les resu1tats que voici: 

(16) Ј(О)=О, J(~-O)=-oo, Ј'(+О)=I; 

Ј" (х) est negatiJ dans (о, -~) si 

(17) q<fL ср) (р> 1); 
dans lе cas оu 
(18) q = fL (р) (р> 1) 

Ј" (х) est aussi migatiJ dans (о, ~) sauJ pour иnе ~eule valeur de х qui l' annule; 

pour 
(19) fL (р) < q<O (р> 1) 

Ј" (х) а deux zeros dans (о, ~), entre lesquels il est positiJ; аШеurs il est de 

nouveau negatiJ; lа Jonction fL est definie par 

1 
fL (р) = --'-- -- (р> 1) 

~-4-4 11-~ р \ј р 
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et еllе croft strictement de -~ d -~ !огsquе р varie dans l'intегvаllе (1, + оо); 
3 8 

dans les cas (17) et (18) I (х) а иn seul point extremal dans (о, ;) et dans le 

cas (19) I (х) peut еn avoiI' un оu troi's. 

Demonstration. Оп peut verifier (16) immediatement. 

Dans le cas considere оп а q(q-1»0, В>О (voiI' (11», de sorte que 
l'equation (10) est aloIs equivalente а (10') et еllе peut пе pas avoiI de 
racines reelles ои еп avoir deux de mеmе signe (differents ои поп) suivant 
q ие son discriminant 

(20) 6. = (1 + 8 р) q2 -- 2 Р (1 - 4 р) q + р2 

est поп negatif ои negatif. Or, оп а maintenant 1 + 8 р> О ,et c'est pOllrquoi 
l'on aura, d'apres (20), 

suivant que l'on а respectivement: 

(ех) V-2(Р)<q<[.Ll(Р); (~) Q=[.Ll(P) ои q= [.L2 (р); су) q<[.L2(P) ои q>[.Ll(P), 

ои [.Ll (р) et [.L2 (р) designent les zeros du tгiпбmе du second degre еп q 
donnes par 

(21) (
") __ 1-4p±4YP(p~1) 

[.Ll,2 р-р 1 +8 р (р> 1). 

Еп effet, pour р> 1, l' оп а 

р(р-1»0, 1-4р<0, р2>0, 

d'ou lа conclusion, d'apres (20) et (21), que ces racines sont reelles, djfferentes 
et negatives, et 1'оп а, evidemment, [.L2 (Р) < [.Ll (р). 

D'autre part, lе signe соmmип des racines de l'equation (1 О), еп suppo
sant leur realite, est, d'apres (10'), positif ои negatif suivant qui l'оп а А> О 
ои А<О (si А =0, alors (10) пе peut pas avoir de racines reelles), c'est-a-dire, 
d'apres (11), suivant que l'on а 

аУес 

q>[.LЗ(Р) ои q<[.LЗ(Р), 

[.Lз (р) = - р 
1+2р 

(р> 1). 

Or, оп а, pour р> 1, 

_1 ___ 1_ = (~-4 + 4 11-~)-(-.~- 2) 
112 (р) Ilз (р) р -V р р" 

3 Publikacije 

71



34 

~(1)=0, 

D. s. Mitrinovi6 - D. D. Adamovi6 

~'(t)= 1--! <О 
V1- t 

=>~(t»O (O<t< 1) 

(O<t< 1) 

1 1 
=>----->0 

Џ2 (р) џЗ (р) 
(р> 1). 

Donc, les fonctions (1.2 (р) et (1.3 (р) etant negatives pour р> 1, оп а 

(22) (р> 1). 

Оп conclut immediatement que Ја fonction 

1 
(1.1 (р) = 1 I 1 

---4-4\ 1--
р р 

croit ~trictement de -~ а 
3 

1 
lorsque q vari~ dans l'intervalle (1, + оо) et 

8 

que (1.з-(р) decroit strictell1ent еп mеmе temps, et сеЈа partant de lа valeur 
1 

Оп а, par consequent, 
3 

(23) (1.3 (р) < (1.1 (р) (р> 1). 

Si l'on pose (1. (р) = (1.1 (р), alors les inegalites (22) et (23), de mеmе que 
les rбlеs precedemment etablis des fonctions (1.г (р) (r = 1, 2, 3), conduisent а 

. Ја .. partie de notre enonce concernant Ја seconde derivee de Ј (х). 

Il est clair que, dans le cas considere, Ј (х) а toujours un maximum аи 
. moins. Оп conclut sans difficulte, d'apres les resultats deja obtenus, que сеНе 
fonction ne peut pas avoir d'autres points extremaux si q <. (1. (р) et que, pour 
(1. (p)<q<O, ellepeut ои n'avoir que le maximum mentionne, ои bien avoir 
encore un minimum et un mахјmum. Toutes les deux pos1ibiJites se realisent 
effectivement, Ја premiere par raison de continuite et la seconde d'apres queJ
ques essais numer:ques, effectues sur la machine eIectronique par S. ЈоуапоујС. 

Notre enonce est ainsi completement demontre. 

Observons que S. Jovanovic а fait un nombre considerable de ca1culs 
utiles reIatifs аи cas р> 1, q<O, аи moyen desqueJs il а obtenu ипе image 

plus precise de l'aIlure de Ја courbe у = Ј (х) (О<Х< ;). Еп particulier,' il а 

determin6; approximativement, le domaine du рЈап О pq оu Ј (х) а trois points 
extremaux. Pour plus de details, voir l'article suivant dans ces Publications. 

2.2. Aussi pourait-on se proposer de determiner de pJus pres Ја [опс

tion л. 
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ПРОБЛЕМИ 

Својим проблемима, који треба да буду 
оригинални, пожељно је да предлагачи 
прикључе решење и друга обавештења, на
рочито о литератури. Решења се објављујј 
шест месеци после објављивања проблема. 

PROBLEMES 

11 est desirabIe d' adjoindre аих prob!emes 
qui doivent etre originaux. leurs solutions 
ainsi que d' autres informations, surtout sur 
lа literature. Les solutions seront publices 
dans six mois apres leurs parutions. 

54. Propose раг А. Sode, Pertuis, Ргаnсе 
Q = Е ( ) etant un quasigroupe sur l' ensemble Е, lе transpose de Q. 

R = QP123 = Е (.) est dlШпi par lа condition 

V х, у, zEE, xy=z<:c>z. х=у. 

Un qua~igroupe est demi-symetrique s' јl coincide avec son transpose. 
Soit un quaslgroupe Q = Е ( ) isotope de son transpose, QP123 = R = Е ( . ), 
par la distorsion (1, 1, Р), F d'ordre Зт dans lе groupe symetrique :/Е; soit 
Sj l' ensembIe des elements de Е constituant les cycles de 10ngueur 31 de Р, 
et gj lе nombre de ces cycles. Alors, оп montre que 

(ј) Chaque sous-епsеmbIе Еј = So + SI + ... + S/ est un sous-quasigroupe 
de Q, isotope de son transpose раг lа distorsion (1, 1, Р1) 0\1 Р/ est lа рег
mutation induite par F dans Е/. 

(јј) Si Q est fini, l' ordre de Q est divisible par 3, ou Ыеп tous les g/ 
sont muJtipJes de 3. 

(јјј) Tout quasigroupe isotope de son transpose, dont l' ordre est premier 
avec 3 est isotope d' un quasigroupe demi-symetrique. sauf peut etre si Q est 
isotope d' un quasigroupe admettant une autotopie distorsive (1, 1, F), d' ordre 
зт, pour laquelle Је nombre des cycles поп mопбmеs de тете longueur 
dans F est divisible par 3, quel1e que soit cette longueur. 

C'est Ја une reponse partielle а lа question posee dans Matematicka 
Biblioteka, 25 (1963), 71-72, Problem~ N° 1 et dans Rendiconti del Сјгсоlо 
d; Palermo, 12 (1963), р. 363, reciproque du Theoreme 7 (јјј). 

Оп а pu construire des quasigroupes, Н, isotopes de leur transpose par 
une distorsion (1, 1, F) et qui пе sont isotopes d' aucun quas;groupe demi
symetrique. Оп demande une condition necessaire et suffisante pour l'existence 
de tels quasigroupes, Н. Il suffira d'examiner lе cas 0\1 Е est d' ordre зт • 

55. Propose раг W. Sierpiflski, Universite de Warszawa 
Trouver cent nombres naturels consecutifs parmi lesquels il п' у а aucun 

qui soit divisibIe раг 11 ou par 13, mais пе soit pas divisible par aucun 
des nombres 2. 3, 5 et 7 et demontrer qu' il existe une infinite de telles 
centaines. 

56. Propose рог W. Sierpiftski, Universite de Warszawa 
Soit "" (п = 1, 2, ... ) lа suite determinee par les conditions: " 1 = 2 et 

и"+I=и,,"" pour n=l, 2, ... 
а) СотЫеп de termes d~ cette suite nous savons effectivement ecrire 

еп chiffres du systeme decimal'? 
Ь) Trouver un nombre naturel п pour lequel le nombre "" +) soit 

compose. 
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57. Propose раг п. п. Adamovic, Universite de Belgrade 

. В-А 
So;t а<Ь, А<В, ос<--- <~. 

Ь-а 

1 о Est-c~-qu'il existe unc fonction rceHe Ј partout infin;ment differenci
able et satisfaisant aux conditions 

ЛХ) t (хЕ [а,Ь]); Лх)=А (х<а), Лх)=В (х>Ь)? 
20 Existe-t-il un~ fonction reelle g partollt infinim~nt differenciable est 

remplissant les conditions: 
g (х) est. convexe dans [а, Ь]; 

g(x)=A+oc (х-а) (х<а), g(x)=B+~ (х-Ь) (х>Ь)? 

58. Propose раг п. п. Adamovic, Universite de Belgrade 

Existe-t-il une fonction reelle Jpartout infiniment differenciable et 
possCdant lа propriete: pour tout h> О fixe оп а Ј(х+ h) - Ј (х) > о si х est 
suffisamment grand, mais Ј(х) n'est pas monoton~ pour х suffisamment grand? 

RESENI PROBLEMI 

29. Propose раг W. Sierpiftski, Warszawa 

Demontrer que tout nombre rationl1el positif r est, pour tout 110mbre 
l1aturel т, une somme finie 

г= l/m1 + l/т2 + ... + l/т .. 

ои т; (; = 1,2 .... , s) sont des nombres naturels tels que т<т1 <т2 < ... <ms• 

Solution de п. Вlanusa, Unirersite de Zagreb 
Le nombre т etant choisi, considerons lа serie harmonique 1/(т + 1) + 

,1/(т+ 2)+ l/m+ 3)+ .. '. Cette serie etant divergente, јl existe un 110mbre 
k 1 - k+l 1 

naturel k~m tel qu'on а 2: - <y~ 2: -. (Pour k=m lа somme а 
_=m+l S _=m+l S 

gauche est zero.) Лu cas d'egaEte il п'у а plus rien а demol1trer. Лutrеmепt, 
оп aura 

k 1 
г= L -+г1 , 

_=m+l S 

Еп appliquant lе procede Р du probleme 30 au 110mbre rationel ' 1, оп obtient 
lа decomp:>sition voulue. 

Le probleme est aussi resolu par l'auteur. 
Problems 29 and 30. Solution Ьу п. С. В. Marsh, Colorado School о! 

п 

Mines. For every pair n'ltural numbers, т and п (т <.n), define S (п, т) = 2: l/ј. 
ј=m+l 

For т fixed and n=т+ 1, т+2, ... , the sequenc~ {S(n, т)} is monotone 
increasing а d unbounded. Thus for апу positive rational number r there 
exists ап п for which S(n*,m)~r<S(n*+I,m). With O~r-S(n*,m)< 
< 1/(n* + 1 ),sht:. uld th:: equality оп the left hold, the solution of Problem 29 
ist complete; otherwise, Problem 29 has Ьееп reduced to Problem 30. For 
'1 = P./Q1 < 1 / (n* + 1) < 1 with Рр Q1 positive and relativeJy prime, n1 = [QlIPi] + 
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+1>n*+I. Letting P2/q2=P1!q1-1/n1='(РlnЈ-q,)/q1n1 with P2.Q2 positive 
апд relativcly prim~, оп~ finds о«р, n1 - q1) / Q, п, ~P1 / qt n1 with equal:ty 
(whieh would terminate the proeedure) if and опlу if Pl ј Q1 = Щn1 - 1) < 1 /n*. 
Otherwise, letg=(p1n1-qp QJn1) whenee Р2~gр2=Р1nl-q1<Р1 and n2=[q2/P;) 
+ 1 = [ql n1 / (Р1 n Ј - q1)] + 1 ~[Q, n! / Р1] + 1 ~n12 - n Ј + 1 >n1. Thus Ље sequenee 
of Р; is strictly d~ereas!ng and, eonsisting of positive integers, must terminate 
the Proeedure Р after по more tha!1 Р; steps. Tћ~ sueeessive П/ eonstitute 
а strietly inereasing sequenee so that the dceomp:>sition of r eonsists of distinct 
terms of the form l/n;. 

30. Propose par W. Sierp;nski, Warszawa 
Demontrer que si r cst ип nombrc ration;1 t,,1 qu~ o<r< 1, 1.; proeede 

Р suivant e011duit а lа deeomposition du nombre r еп ипе somm~ d'un nombre 
f пј de termes distinets d Jnt ећасип est de lа form ~ l/n, 0\1 п est ип e11tier> 1. 

Proeede Р. r eta11t ип nombr~ rаtiопш.l O<r< 1, soit n1 k plus petit 
nombre naturel t~l qu~ r~ lјn. Si r> l/n1, soit r1 = r - l/n ! et proeedons ауее 
lе nombre Г1 еотте nous avons procede ауес 1~ nombre r, <:t ainsi d~ suite. 

Solution de D. ВlanиJa, Universite de Zagreb. 

Posons O<p<q, (р, Q) = 1 Оп aura 

donc 
0<Р-Р2<Р 

et 
р 1 . р- Р2 1 

r=-=--+---- =-+Г1 
q Р1+ 1 q(pl+ 1) n1 

0\1 110US avons pose 
Р-Р2 

2;;;;;РЈ+ 1 =n 1 , r1 >0. 
q (Р1 + 1) 

n1 = Рl + 1 est, еп effet, lе plus petit nombre naturel tel que г~ l/n1• car 

I/P1=-P-<L =г. Оп а aussi 
q-P2 q 

r1 = Р-Р2 < Р <_1_=~. 
q (РЈ + 1) q (РЈ + 1) РЈ + 1 nЈ 

Si р - РЈ. = 1 (eventuellement apres simplifieation de lа fraetion 

proeede est aeheve. Sinon, оп aura . 

рЈ 
ГЈ =- avec pt <р 

ql 
et 

Г1=~+ РЈ-Р4 ~+P2 
n2 q1 (Рз+ 1) n2 q2 

р- Р2 ) le 
q(PJ + 1) 

1 1 
ои р <р et - < ГЈ < -, d011e n2 > n1• Сотте les numerateurs vont еп 

2 1 n2 nЈ 
deeroissant, lе proeede doit finir, et les fraetions ljn/obtenues sont differentes 
entre el1es. . 

Le probleme est aussi resolu par l'auteur. 
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31. Propose раг W. Sierpiftski, Warszawa 

Donner un exemple d'un nombre rationnel г, ои О<г< 1, qui est une 
somme de s nombres distincts de lа forme lln (оu п est un nombre naturel) 
rnais pour lequel lе procede Р (voir lе probleme precedent) conduit а une 
decomposition ayant plus de s termes. 

Solution de D. Вlanusa, Universite de Zagreb. 
Nous donnons plusieurs exemples, lа decomposition а droite etant сеНе 

qui est fournie par lе procede Р. 

1 1 9 1 1 1 
4+5= 20 =-з+"9-+ 180' 

1 1 11 1 1 1 
-- + -- =-=-- + -+---, 
4 7 28 3 17 1428 

1 1 13 1 1 1 
--+-=-=-+-+-', 
5 8 40 4 14 280 

1 1 14 1 1 1 1 
--+-=-=-+-+-+----
5 9 45 4 17 438 223380 

1 1 16 1 1 1 
-+-=-=-+-+--, 
5 11 55 4 25 11 ОО 

1 1 18 1 1 1 1 -- + - = - = - + - + --+ -_.- , 
5 13 65 4 38 1647 8136180 

1 1 19 1 1 1 
-+-=-=-+-+--, 
5 14 70 4 47 6580 

1 1 22 1 1 1 
-+-=-=-+-+---
5 17 85 4 114 19380 

1 1 1 61 1 1 1 1 
-+-+-=-=-+-+-+--. 
3 4 7 84 2 5 39 1820 

31. Solution Ьу D. С. В. Marsh, Colorado School о! Mines. 
Тће simplest ехетрlе is г= 9/20 = 1/4 + 115, which Ьу Procedure Р is decom
posed into 1/3 + 1/9 + 1/180. , 

Also solved Ьу the author. 

32. Propose раг D. S. Mitrinovic, Universite de Belgrade. 
Determiner les costantes а et Ь les meilleurs possibles telles que 

a~sink х + cosk x~b (k entier) 

pGur tout Х pour lequel sink х + cosk Х est defini. 

Solution Ьу D. С. В. Marsh, Colorado School о! Mines. Тће statement 
does not specify whether а and Ь are to depend оп k or not. 

If k is а negative odd integer, then sink х + cosk Х is unbounded both аЬоуе 
and below џ. е., neither а nor Ь exists); 
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Jf k is а negative еуen integer, then sink х + cosk Х has по maximum, but 
I 

has а тјпјтит of 2"2 k+1 

if k = О, the expression is identically 2 whenever defined; 
if k= 1, sin x+cos х=4Т sin (х+п/4) has extrema of -{2 and+V 2; 

I 
if k is а positive еуеп integer, the expression varies from 21-"2 k to 1; 
if k is а positive odd integer (~3), the extrema are - 1 and + 1. 
Тће procedure used was the examination of Dx (sink х + cosk х) = 

ksin х cos х (sink - 2 x-С6Sk-2 х) for critical values; these are limited to integral 
multiples of 1t/4; the function is readily evaluated at these few points and 
the minima and тахјта determined. 

Otherconclusions, as desired, are readily obtained; е. g., the best possible 
а und Ь for which а ~ sink х + cosk Х ~ Ь for аН positive integral k and аН х 
are а= -V2 and Ь= +V2. 

33. Досшавuл Хр. КараНU1<олов, Унuверсuшеш Софuя 

п n. 
Пустъ Ј(х)=аохn - L а xn-k И rp(x)=anxn- 2: an_k Xn - k где ak~O 

k=1 k=1 

(k=O, 1,2 ... , п; aoani=O), x1>0, xz>O. 

Доказатъ, что если J(x1) = rp (Xz) = О и ао i= аn, то Х1 + Х2 >2. 
Solution Ьу D. С. В. Marsh, Co!orado School о! Mines 

Under Ље given conditions that ak~ О, Х1 > О, and Х2 > О, ЛхI) = О 

п 

implies that ао х1 n = L akXln-k~аn and rp(xz)=O implies that аn х2n = 
k=1 

п 

= L an-k X2n-k~ao' 
k=l 

For aoani=O, Х1 +xz~(an/ao)l/n+(ao/an)l/n=t+(I/l) јп form >2 for 1>0, 
t i= 1 as is the case when ао i= аn. (Тће latter inequality is presumed to Ье well 
known). 

Also solved Ьу the author. 

34. Досшавuл Т. Т. ТОН1<ов, Унuверсuшеш Софuя 

Пустъ Рl' pz И Рз примитивпые корпи по простому модулю р. Дока· 
затъ, что сравнепие Рl =рzрз (mod р) - невозможпо! 

Solutions Ьу D. С. В. Marsh. 
• 

No 1. Since ргimЊvе roots are quadratic non-residues, and since the 
product of two quadratic non-residues Is а quadratic residue, the congruence 
Рl =ћРз (mod р) is impossible for Рl' Pz' Рз primitive roots modul0 the 
prime р. 

No 2. Тће prime 2 тау Ье quickly dismissed, after which Рl =РzРз 
1 1 1 
2"(p-l) 2"(р-l) 2(р-l) • •• 

(mod Р) would јтрlу that pt ==ћ Рз (mod Р)· For pnmltlve 
roots Рl' Pz Рз the preceding becomes - 1 == + 1 (mod Р), which is impossible. 
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34. Ptщенuе коmорое gал А. Makowski, WагszQ\-~'а 

Teop~'" а неверна для р=- 2: единственним первообразным корнем в 
этом случа(; являетс.я 1 и, конечно, 1 == 1· 1 (mod 2). 
Вели преДПОJIогатъ, что р -::ј::. 2, имеет место более сбща.я теорема: 

Если п = 4, p'l. или 2 p'l., где р - нечётное просто:: число и IX - целое 
неотрицателънос: число, РЈ, Р2' Рз-перво05разные корни по модулю п, то 
сравнение Рl ~''=."1~ Г'3 (м од п) невозможно. 

ДоказатеЈ _. гво. Так как Рl первообразный корень, существуют целые 

положителъные ЧИ~'ла Х, у такие что Р2==РI (mod п), P3==P~ (mod п). Та
,~им образом рЈ=:'Р1Х+ У (mod п), откуда 1=P1x+Y-1 (mod п) и х+у-l 
делитс.я на <р (п) (-р (п) обазначаем известную Функцию ЭЙлера). Так как 
для п < 2 <р (п) - чие :IOчетное, х + у - 1 - четное и одн о из чисел х и у - четное. 
Претположим, что х-четно~: x=2t (t-целое). Тогда P/fi(n)/2==(p'{)~(n)/2= 

= (p~ )';>(11) == 1 (mod п) (Тl:OpeMa Эйлера) и получаем противоречие с опре

деЛ~Н~iем первообразного ),орня. 

Тоже решил автор. 
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МАТЕМА ТИЧКИ ВЕСНИК 

З (18), 1966 стр. 123-136 

Dusan D. Adamovic 
SUR QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS 
А CROISSAKCE LENTE DE KARAMATA 1 

(Communique Је 25 mars 1966) 

о. Une fonction reelle L (х) est dite а croissance lente SI еНе est definie 
et positive pour x~O et si 

(1) lјm !: (л х) =~ 1 
Х--->+ оо L (х) 

pour tout Л>О. 
Les fonctions suivantes sont par exemple а croissance lente: 

L (х) = log (х + 2) (x~O); 

L (х) = (log log ... log х)'" (х suffisamment grand; ос reel); 
'---.---

k fois 

L (х) = log (х + 2) + sin х + 1 (x~O); 

L (х) pour x~O fonction positive qui tend vers ипе limite positive [јпје 
lorsque х -+ + оо ; 

х 

L(x)=~ Ј dt 
х 1 + Ilog t I 

о 

(х >0); 

( sin х) L(x)= 2+-:;- log(x+2)+cos[x] (x~O). 

Ces exemples montrent qu'une fonction а croissance lente peut etre mais 
n'est pas necessairement monotone pour х suffisamment grand et qu'elle peut 
tendre vers l'infini positif, vers zero ои vers ипе limite positive et [јпје, lors
que х -+ + оо. Dans se qui sui:, nous allons montrer, еппе autre. qu'elle peut 
aussi osciller pour х -+ + оо, mеmе ауес ип intervalle d'oscillation infini. 

La notion de fonction а croissance lente а ete introduite par Ј. Karamata 
еп 1930 [7] а lа suite des tra,'aux de Е. Landau [9], G. Роlуа [11, 12] et 
R. Schmidt [13]. Les fonctions а croissance lente ont ete appliquees depuis 
dans les generalisations des theoremes ateliens et tauberiens. de mеmе que 
dans lа theorie des series trigonomeLriques et dans quelques autres questions 
particulieres. Оп а obtenu aussi Ьеаисоир de resultats concernant ]es fonctions 
а croissance lente el1es-meme. 

84



124 Dusan D. Аdашоviс 

Citons tout d'abord les resultats fondamentaux suivants: 
0.1. Soit L (х) иnе fonction positive paur х:;;' О е! mesurable sur (О, + ао ). 

Si l'egalite (1) est va/able pour tout л Е Е, l'ensemble Е С (О, + ао) etant д 
L(лх) 

mesure positive, a/ors (1) est valable роUl' (ои! л>О et l' оп а ~- -.1 (х->+ ао) 
L (х) 

иnјјогmеmеn! pour л Е [а, Ь], ои О<а<Ь< + ао. 
Се tМогеmе-Ја, fondamental роиг Ја tMorie et les applications des [опс

tions а croissance lente, а ete demontre par Ј. Karamata [7, 8], mais seule
теп' pour le cas speciaJ ои la fonction L (х) est continue et l'ensembIe Е est 
ип intervalle. Ј. Karamata а deduit се resultat de Ја representation de fonction 
а croissance lente (0.2, cas particuJier ou [а fonction L (х) est continue). Le 
tMoreme а ete demontre directement et pour Је cas general de fonction те
surabIe par Т. van Aarden - Ehrenfest, N. G. de Bruijn et Ј. Kore~'ar [1], 
qui ont cependant conserve l'hypothese restrictive sur Е. Н. Delange [6] et 
W. М atuscewska [l О] ont dOl1l1e des demonstrations directes de 0.1 sans аисипе 
restriction. 

0.1.1. Corollaire. Иnе fonction д C/'oissance lente qui est mesurable sur 
[О, + ао) est Ьоrnее, роиг иn а >0 suffisamment grand, sur (ои! intervalle лnј 
[а, Ь] (Ь >а) et par suite еПе est integrable dans le sens (Је Lebesgue sur chacun 
de tt;ls intervalles. 

0.2. (Theoreme de representation). Иnе јоnсјоn L (х) mesurable sur 
[О, + ао) est д croissance lente si et seulement si ['оп а 

(2) L (х) = с (х) е 

х 

Ј '.S!2 dt 
I I 

(х:;;' О), 

ои с (х) est иnе fonction positive е! mesurable sur [О, + ао) qui tend vers иnе 
limite Лnје е! positive lorsque х ~ + ао е! /а jonction е (х) est continue рои/' 
х:;;' О et tend vers zero lorsque х ~ + ао . 

0.3. Si la fonction L (х) eSj д croissance lente е! [а fonction L + (х) est 
positive pour х:;;,О е! telle que L + (x)"'-'L (х) (х ~ + ао), alors [а fonctions L (х) 
est д croissance lente. 

0.4. Si /а јоnсаоn L (х) est а croissance Jente е! тesurable sur [О, + ао ) 
е! si rJ. > О, a/ors 

х<х L (х) ~ + ао , г<х L(x) ~O (x~ + оо). 

0.5. 1 о Soit Ја fonction L (х) а croissance Jente е! тesurable sur [О, + ао ) 
е! soit, роиг rJ.>O, 

L 1 (х) = г<х sup {t<x L (t)}, L 2 (х) = х<х sup {t-<x L (t)}, 
O~t~x x~t<+oo 

(3) (х:;;' О), 
L 1 (х) = х<Х inf {t-<x L (t)}, 

O~t~x 

L 2 (х) = х-<х inf {t<x L (t)} 
x~t<+QO 

ои l'оn ашЉие а chacune de ces fonctions Ја vaJeur 1 pour х = О. A/ors toutes 
Jes fonctions Lу (х) (У = 1, 2) sont а croissance lente et тesurabJes sur [О, + оо ) 
et l'on а 

L y (x)"-'L (х) (x~ao; у= 1,2). 
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2° Soit lа fonction L (х) positive et mesurable sur [О, + оо). Alors les re
lations 

L 1 (x)"-'L (х), L2 (x),....,L (х) 

ои Ыеn les relations 

L 1 = (x)"-'L (х), L2 (x)"-'L (х) 

(х __ + оо ), 

(х __ +оо), 

les fonctions Lv (х) (v = 1, 2) etant definies par (3), entrainent que 1а јоnсаоn 
L (х) est а croissance lente. 

0.5.1. Soit Ја foncfion L (х) mesurabJe et positive sur [О, + оо). Pour qu'
elle soit а croissance lente il faut et il suffit que pour tout ot>О existent deux 
fonctions СР! (х), СР2 (х) telles que l'оn аи 

СР! (х)Ј1' , СР2 (x)~ (x~O), 

х'" L (Х)"""'Р! (х), г'" L (Х)"""'Р2 (х) (х--+ оо). 

Dans les applications оп emploie toujours les fontions а croissance lente 
mesurables (et par consequent, d'apres 0.1, integrables sur des interval1es finis 
et suffisamment eloignes de zero). Outre сеlа, dans toutes les applications соп
nues пе sont essentielles que les proprietes des fonctions а croissance lente 
pour les valeurs de х suffisamment grandes. C'est pourquoi nous acceptons la 
convention suivante. 

Convention. Dans се qui suit оп va sous-entendre (sans l'enoncer explici
tement) que toute fonction а croissance lente est mesurabJa sur [О, + оо ) et Ьоrnее 
sur tout intervalle [О, а] (а>О). 

Оп pourra facilement voir lesquels des resultats а suivre sont valables 
sans ces hypotheses restrictives, c'est-a-dire pour le cas general de fonction а 
croissance lente. 

Notons јсј le fait suivant. Аи sujet de 0.4 оп pourrait etre tente de 
poser la question si les conditions 

(4) х'" f(x)-+ + оо, х-'" f(x) __ О (х __ + оо; ot>О) 
sont suffisantes pour que lа fonction L (х), positive (et, par exemple, соnаnие) 
pour x~O, soit а croissance lente. La reponse est negative, соmmе le montre 
l'exemple de la fonction 

f(x) = 2 + sin х (x~O), 

qui est positive et continue (infiniment differenciable) pour x~O et statisfait 
а (4) et qui n'est pas cependant а croissance lente, puisque 

f(2 х) = 2 + sin 2 х 

f(x) 2 + sinx 

ne tend pas vers 1 lorsque х __ + оо . 
Outre les propositions 0.1--0.5.1, оп а obtenu Ьеаисоир d'autres resul

tats relatifs аих fonctions а croissance lente. Dans les paragraphes suivants 
nous allous demontrer quelque resultats qui, а notre conuaissance, etaient 
jusqu'a present inconnus, completement ои partiellement, ои etaient connues 
sous des hypotheset plus restrictives. Les resultats sur les fonctions а croissance 
lente seront groupes en theoremes I-VП et les enonces auxiliares en lemmes 
I-V. 

1. Dans quelques demonstrations nous aurons besoin des variantes sui
vantes des theoremes de L' Hospital-Stolz, analogues а quelques propositions 
dans le paragraphe 8 du chapitre 1 de [14]. 
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LEMME 1. Soient les fonctions лх) et g (х) definies et integrables dans Је 
sens de Lebesque sur (ои! intervalle Лn!' [а, х] (х>а) et soit g(x»O (х;:? а). 
Оп а alors 

х 

Ј f(t) dt 
а 

lјm -х---
X~+OO 

Ј g (t) dt 
а 

lјm [(х) 
х-++оо g (х) , 

pourvu que la limite аи second membre existe, соmmе nombre fini оп соmmе 
х 

±ОО, et que Ј g(t) dt-++ оо (х-++оо). 
а 

DEMONSTRATION. Soit lјm Лх) =L [јпј et soit е>О. 11 existe alors 
х->+оо g (х) 

ип хо (;:?а) tel que l'оп а 
t 

Ј f(t) 
g(u) du>O,L-е<---<L+ е 

а g (t) 

L'inegalite double peut etre ecrite sous lа forme 

(L - е) g (t)<f(t)< (L + е) g (t) 
d'ou 

х х х 

(L - е) Ј g (t) dt< Ј f(t) dt«L + е) Ј g (t) dt, 
ХО хо 

Оп еп deduit 

(L - ,ј [! g ('ј Ј, -Г• ('ј d'J + Г Л'ј d'';;! Ј('ј Ј,';; 

(L+,j [1 .иј d,-J.(t) dt Ј 'ГЛ'ј '", 
х 

c'est - а - dire, puisque Ј g (t) dt > О 
а 

ХО ХО х 

l 
Ј g (t) dt 1 Ј f(t) dt Ј f(t) dt 

(L-e) 1_ а +а ~a ~ 
х х х 

Ј g (t) dt Ј g (t) dt Ј g (t) dt 
а а а 

ХО хо 

l 
Ј g (t) dt 1 Ј g (t) dt 

(L+e) 1_ а +а __ _ 
х х 

Ј g (t) dt Ј g (t) dt 
а а 
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Si х _ + оо, оп en obtient 
х 

f f(t) dt 

L-e~ lјm а ~---~ 'јm 
x--->-+~ -oo~ х х -----+-+ оо 

f g (Г) dt 
а 

et puis, faisant tendre е vers zero, 

х 

f f(t) dt 

х 

f f(t) dt 

~--~L+e, 
х 

f g (t) dt 
а 

lim _u ___ =L. 
Х-""+ОО х 

f g (t) dt 
u 

127 

La demonstration est semblable pour L = - оо et pour L = + оо . 

LEMME 11. Supposons que les fonctions ЈСх) е! g (х) soient definies et јn
tegrables dans lе sens de Lebesque sur tout intervalle лnј [а, х] (х>а), que l'оn 

ait h (t) > О (! ~a) е! que les integrales f f(t) dt et f g (t) dt soient finis. Alors 
u а 

+00 

f f(t) dt 
ЈСх) 

lјm 
х 

lјm ----= 
х---++оо +00 х---++оо g (х) 

f g (t) dt 
х 

sous lа condition que Ја limite аи second membre existe, соmmе valeur јјnје ои 
соmmе ±оо. 

DEMONSTRATION. Supposons que lјm ЈСх) = L soit fini et soit е>О. 
Х-->+ОО g (х) 

11 existe alors un xo~a tel que 1'0n а 

L-e< f(t)_<L + е, 
g (t) 

d'ou l'on obtient successivement: 

(L - е) g (t)<f(t) < (L + е) g (t), 

+00 +00 +00 

(L - е) f g (t) dt< f f(t) dt< (L + е) f g (t) dt 
х х х 

+00 

f f(t) dt 
L-e< _x ____ <L+e 

+00 

f g (t) dt 
х 
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Donc, 

lјm 
х-++оо 

+00 

Ј f(t) dt 
~x __ ~_=L 
+00 

Ј g (t) dt 
Х 

La demonstration est analogue pour L = ~ оо et роиг L = + оо . 
LEMVlE ш. Soit Ьn > О (п = 1, 2 ... ) е! soient les series :Е аn е! :Е Ьn соn

vergents. Оп а alors 
оо 

L ау 
1'· у=n l' аn lm ---= lm-
n-->ОО ; ь n-->оо Ьn 

L у 
v=n 

sous lа condition que /а limite аu second mеmЬге existe, соmmе valeur јјnје оu 
соmmе ±оо. 

La demonstration est analogue а сеНе du lеmmе 11. 
2. 

2.1. Quelques assertions du theoreme suivant sont connues, mais elles 
ont ete demontrees sous des hypotheses restrictives ои par des methodes dif
ferentes de lа пбtге. Plus presisement, les premieres relations des assertions 
1 о et 2° sont citees sans demonstration et sous ипе forme differente dans [5]. 
Les assertions 3°_6° sont demontrees dans [14], mais seulement pour lа сlа
sse de Zygmund des fonctions а croissance lente (voir 2.5) et par une methode 
qui depend essentiellement de lа monotonie. Nous allons demontrer јсј toutes 
les assertions par une methode basee sur les lemmes I-ПI. 

TНl~OREME 1. Soit L (х) unе јоnсаоn д croissance lente. 
1 о Si сх< 1, оп а 

Х 

_1_ х1-0< L (х)""" Ј (-О< L (t) dt,...., L 'гО< L (\1) 
сх-l 1 ~x 

(х_ + оо). 

et раг consequent 
Х 

L (х) =0 ( ! (-О< L (t) dt ) (х_+оо). 

2° Si сх> 1, оп а 
+00 

_1_ х1-ot L (х)""" Ј t-o< L (t) dt,...., L \1-0< L (\1) 
сх- 1 х У";;;х 

(х_ + оо) 

et раг consequent 
+00 
Ј t-о<L(t)dt=о (L(x» 
х 

+00 
оо 

(х_ + оо). 

3° La serie L n-1 L (п) е! l'integrale Ј (-1 L (t) dt sont equiconvergentes. 
n=1 1 
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х 

L Сх) = о ([t- 1 L (t) dt ) (х-+- + оо). 

50 Soit 
х 

def "'" -1 ' L = l п L (п) = --> оо , S (х) def It-1 L (t) dt, S* (х) def L v- 1 L (v). 
n=1 1 \I~X 

Alors 
S (х) "-' S* (х) (х-+- + оо). 

+00 
оо 

L= 'L n-1 L(n)< +00, 
def Ј def R (х) =-= (- 1 L (t) dt, R* (х) =L v- 1 L (v). 

n=1 х Y~X 

Alors 
L (х) = () (R (х), R (х) "-' R* (х), (х-+- + оо). 

+00 
DЕМСNSТRАТЮN. 10 D'apres 0.3, pour а< 1 l'integrale I (-(1. L (t) dt et 

1 
оо 

la serie L n-ГЈ. L сп) divergent. C'est pourquoi оп obtient tout d'abord, met-
по: 1 

tant а profit 0.2 et le lemme 1, 
х 

1 J~~ ---- х1 -ГЈ. L (х) 1 t 
1-1)( С .:\1-rJ.е 

---------------- - -- lim --------
х 1- rJ.. Х-++OQ f t-(1. L (t) dt 

х 

Ј (-ГЈ. L (t) dt 
1 1 

х х 

J~ dt Ј=-СР dr 
1 t 1 

lim (~I)()_ГГJ. е ____ + o:J.x-)Г_rJ._е __ с 

х 

J~dr 
1 - 1)( Х--'>+ОО 

1 t 
х-а С (х) е 

=_1_ lim [1-I)(+о:(х)]=I, 
1 -- 1)( Х-.+ОО 

et puis, а l'aide du theoreme de Stolz рош les suites, 

п п 

Ј га L (t) dt f t- a L (t) dt 

(5) lim 1 lim n-1 
= -----

п 
n-.оо L V- a L (v) 

n-+ОО 

п-а L (п) 
y~1 

l'existence de la limite аи second membre etant supposee. Si l'on pose 

А (п) = inf L (t), в сп) = sup L (t), 
n-l~t~n n-l~t~n 

9 Matematicki vesnik 
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оп а 
п 

(6) 

Ј (-<1. L (t) dt 
А (п) n1-<1._(n_l)1-<1. n-I в (п) n1-<1._(n_l)1-<1. 
__ n<1. ~-------~---n<1. • 
L (п) 1 - ос n-<1. L (п) L (п) 1 -ос 

Puisque, d'apres 0.1, 

lim А (п) = lim в (п) = 1, 
n-+ОО L (п) n--->оо L (п) 

оп deduit de (6) (n-+ оо) 
п 

Ј Г<1. L (t) dt 

(7) lim n-I = 1. 
n-+ОО n-<1. L (п) 

D'apres (5) et (7), 
п 

Ј (-<1. L (t) dt 

lim 1 = 1. 
п 

n--->оо '> v-<1. L (v) 
...... 
v~1 

Il reste а demontrer la relation asymptotique 

х ~xJ 

Ј t-<1. L (t) dt"-' Ј га. L и) dt (х-+ + оо). 
1 

Cette relation resu1te de 

х [х] х 

Ј га. L (t) dt = Ј га. L (t) dt + Ј г<1. L (t) dt 
1 1 [х] 

et du fait que l'on а, d'apres 0.1 et le lemme 1, 

х х 

Ј (-а. L (t) dt .r га. L и) dt 
lim ---'[х-'-] _____ ~ 1 im х-I 

X~+ оо х, х---++ со х 

Ј (-<1. L (t) dt Ј (-<1. L (t) dt 
1 I 

х-I х-1 l Ј Г<1. L (/) dl ј Ј t-a. L (t) dt 
= Нт 1 - 1 = 1 - lim -1-----

х---++ ос Х х-+-+ оо Х 

Ј Г<1. L (t) dt Ј t-<1. L (t) dt 
1 1 

= 1 _ lim (х - 1 )-<1. L (х - 1) = о. 
х--->+ оо х-а L (х) 
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+~ ~ 

20 D'apres 0.3, pour ос> 1 l'integrale Ј t-a. L (t) dt et lа serie L v-O< L (v) 
1 v~l 

convergent. C'est pourquoi 1'0n а, d'apres 0.2 et lе lетте II, 

+~ +~ 

Ј t-o< L (t) dt Ј t-o< L (t) dt 
lim Х =(oc-l)~ lim _Х ____ _ 

x ...... +~ 1 1 ex ...... +~ /X.(I) 
--х -О<L(х) -dl 

1 1 1 
ос- х1-О< е 

= (oc-l)~ Нт -гО<L(х) 

х 

/~dt 
I 

е Х ...... +оо 

[(1-ос) ГО< + го< е: (х)] е 1 

=(l-oc)~ lim _e_~= 1. 
е X ...... +~ l-ос+е:(х) 

D'apres lе lете III, 

+~ 

Ј t-o< L (t) bt 

Нт п lim 
~ L v-а.L(v) 
у=n 

n+l 

Ј t-а.L(t)dt 

оо '1+1 

L Ј t-о<L (/) dt 
v=n v 

~ 

') v-о<L(v) -'Ј=n 
= Нт п ---=1, 

n ...... ~ п-о< L (п) 

ои lа derniere egalite peut etre demontree de lа тете maniere que l'egalite (7). 
Enfin, 

+~ +~ Х 

Ј t-o< L (t) dt= Ј t-o< L (/) dt- Ј t-a. L (t) dt 
Х [х) [Х) 

et, d'apres 0.1 еl lе lетте 11, 

Х Х 

Ј t-a. L (1) dt Ј t-o< L (/) dt 

lim [х) < Нт х-1 

X ...... +~+~ Х ...... + ~ +00 
Ј t-o< L (t) dt Ј t-o< L (t) dt 
Х Х 

- +~ 

Ј t-o< L (t) dt 

= Нт 
X~+OO 

х-1 1 = Нт (х-l)-О< L (х-l) 
Х-->+ ~ х-о< L (х) 

1 =0; 
+00 
Ј t-о<L (t) dt 

_х 

9* 
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donc, 
+00 

Ј t-" L (t) dt,...., Ј г" L (t) dt (х-+ + оо). 
х [х] 

30 Posons 
1 

С (х) = sup {! -т L (t)}. 
x:s;t< +00 

1 + оо 1 

Оп а С (x)'>L (х>О) et, par suite, la serie In-ТС(n) et l'integrale Ј t-2 C(t)dt 
n~1 1 

sont equiconvergentes. Puisque, d'apres 0.5, 

I 

С (х) ,,-,х -2 L (х) (х-+ оо), 

оп peut dire le тете des series 

оо 1 оо 

Z п-Т С (п) et Z n- 1 L (п) 
n=1 n=1 

et aussi des integrales 
1 

+00 -т +00 
Ј t С (t) dt е! Ј (- 1 L (t) dt, 
1 1 

d'ou notre assertion. 

оо 

40 Si 2: = 2 n-1 L (п) = + оо, оп а, d'apres le lemme 1, 
n~1 

х 

J~dt 
1 t 

lim L (х) = с lim е 

х 

х-Н-оо Ј t- 1 L (t) dt 
1 

х 

Ј ~dt 
1 t 

=с lim х- 1 е:(х)е =lime:(x)=O. 
x~+ao х-Ј L (х) x~+oo 

Si 2: < + оо, l'assertion resulte immediatement de 60. 
La demonstration de 50 est sembIabIe а celle de 1 о et сеНе de 60 а 

сеНе de 20. 
2.2. уојсј quelques resultats elementaires sur les fonctions а croissance 

lente, поп contenus dans la litterature qui nous est соппие et que nous groupons 
dans le theoreme suivant. 

ТНЕОКЕМЕ П. 10 Si les fonctions L v (х) (v = 1, 2, ... , п) sont д crois
sance lente et R (х!, x z, ... , хn) est unе fonctions rationnelle д coefficients positifs, 
alors Ја fonction 

est д croissance lente. 
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20 Si L (х) est иnе foncfion а croissance lente et r (х) иnе fonction ration
nelZe qui tend vers + оо lorsque х-+ + оо, alors lа fonction L] (х), dejinie роиг х 
suffisamment grand раг 

L] (х) = L (г (х», 

devient а croissance lente si ['оп lа dejinie роиг les autres valeurs de х;;:::'О d'une 
mаnјеге convenable. 

30 Soient L 1 (х) et L 2 (х) deux fonctions а croissance lente et soit L) (х) соn
(јnие е! lim L 2 (х) = + оо. Alors lа fonction L (х) = L] (L 2 ( :» est а croissance 

х----++оо 

lente. Donc, l'ensembZe de toutes les fonctions а croissance lente et continues qui 
tendent vers + оо avec х est јегmе раг гаррог! аих operations d'additivn, de 
mu/tiplication е! de substitution de fonctions. 

40 Иnе fonction а croissance lente peut lorsque х-+ + оо osciller et cela 
avec иn intervalle d'oscilZation лnј ои јnЛnј. 

50 Si lа fonction L (х) est а croissance lente, alors les јоnсаоm. L) (х) 
е! L 2 (х), positives е! mesurables sur [О, + оо) et dejinies роиг х suffisamment 
grand раг 

х 

L] (х) = х-1 Ј L (t) dt, 
1 

х 

L 2 (х) = Ј t-1 L (t) dt, 
1 

sont а croisance lente, de mеmе que [а fonction Lз (х) positive et mesurable 
sur [О, оо) et dejinie, sous l'hypothese lim L (\)< + ОО, роиг х suffisamment 

х-+ оо 

grand раг 
+00 

Lз (х) = Jt-1 L (t) dt 
х 

60 Si [а fonction L (х) est а croissance lente, alors les fonctions К1 (х) 
et К2 (х) dejinies роиг х suf.fisamment grand раг 

х 

К] (х) = Ј L (t) dt, К2 (х = L' (х) 
] 

nе peuvent pas etre а croissance Zente. 

DEMONSTRATION. 10 Il est evident que le produit et le quotient de deux 
fonctions а croissar.ce lente sont fonctions а croissance lente. Or, оп peut dire 
le тете de la somme. Soient, eneffet, L) (х) et L 2 (х) deux fonctions а crois
sance lente et soit L(x)=L] (x)+L2 (x). Оп а alors, pour ип л>О fixe, 

L v (л х) = L v (х) + Еу (х) Lv (х) (х;;:::'О), lim Еу (х) = О (v = 1, 2). 
X~+OO 

Еп posant Ез (х) = тах { I Е] (х) 1, I <:2 (х) I }, оп obtient 

L (л~ = 1 + Е] (х) L 2 (х) + Е2 (х) L 2 (х) = 1 + Е (х), 
L (х) L) (х + L 2 (х) 

ауес 

I ) I I Е) (х) I L] (х) + I Е2 (х) I L 2 (х) - () О ( ). 
Е(Х ~------ -Ез Х -+ х-++оо, 

L] (х) + L 2 (х) 
donc, 

. L (л х) 
llт ----- -= 1. 

;--++00 L (х) 
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20 Sous les hypotbl:ses, оп а r (х)""ах" (х _ + оо; а> О, п nombre na
turel), се qui veut dire 

r (х) = с (х) ах", lim с (х) = 1. 
x~+ao 

Nous avons donc, d'apres 0.1, pour un л >0 fixe et pour х suffisamment 
grand, 

L 1 (л х) =~ (г (л х)] = L (с (л х) ал" х") 

L 1 (x) L(r(x» L(c(x) ах") 

L (с (л х) л". а с (х) х'') 
с (х) _ 1 ( ) 

L (ас (х) Х") ,х - + оо , 

puisque, pour х suffisamment grand, 

1 с(лх) 
-л"<--л"<2 л". 
2 с (х) 

30 Sous les conditions formuJees, la fonction L (х) est d6finie, positive 
et mesurable sur [О, + оо). Soit л>О fix6. 11 existe alors un xo~O tel que l'on 
а pour х;?::хо 

Оп а alors, d'apres 0.1 et d'apres L 2 (х) _ + оо (х _ + оо), 

1. L (л х) 
lm -::--'--:--:-

X~+OO L (х) 

L 1 (L2 (л х) . L2 (х») 
lim L 2 (х) = 1. 

X~+OO L 1 (L2 (х» 

40 L'assertion qu'une fonction а croissance lente peut osciller (пе pas 
tendre vers une limite finie оп infinite) peut etre prouvee par l'exemple de la 
fonction L (х) d6finie pour x~O par 

avec 

L (х)=е 

х 

Ј Е (1) 

1 t 

о: (х) = 1) (х) , 
1 + logx 

оп la fonction 1) (х) est d6finie соmmе il suit. Soit 

х1 =3, X"+1=ee-l(х,,+IУ+l(n=I,2, ... ); 

оп а Х">Х1 = 3 et par suite 

(8) Х"+l-Х"=Х" (Х:: 1 -1 »3' (ее-l-1»3 (n= 1,2, ... ). 
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Posons 

(X2V - 1-l <X<X2v- 1 + 1), r X-~2V-l 
"1) (х) = ~ 

(0~x~2 et X ZV - 1 + 1 ~x~x2v-l), 

(xzv-l<x<xzv + 1), 

(v= 1,2,3) 

l-х--хZV + 1 

l -1 (x2v + l~x~x2v+l-1). 
Cette definition est, d'apres (8), поп contradictoire. La partie de lа сошЬе 
z ="1) (х) сопе pondante а l'intervale [x2v - 1-1, X 2v+1 + 1] est pre"entee par 'а 
Гigure 1. Evidemment, lа fonction "t) (х) est continue. La suite 

Xk+l Xk+1 

i JE(t) dt= i (-I)k-lЈ_I:'1У)_1 dt 
k~1 t k~l 1(1+1ogt) 

п 

= L (_I)k-1 (1 + ak) 
k~l 

oscille: еllе а deux points d'accumulation, а savoir а et 1 + а, ауес а = 
оо 

= 2: (-I)k- 1 ak (>0). Il s'ensuit que lа fonction L(x) oscille aussi, ауес un 
k=l 

intervalle fini d'oscillation. C'est par quelques modifications de cet exemple-Ia 
que l'on peut former une fonction а croissanae lente qui oscille ауес un 
intervalle d'oscillation infini. 

Fig. 1 

50 Les fonctions L v (х) (v = 1, 2) sont positives sur [О, + оо). Оп а, 
d'apres le lemme 1 et Је tbloreme 1, 

АХ х 

Ј L (t) dt Ј L (л t) dt 

lim L 1 (л х) = ~ lјm _1 ____ _ lim :..1 __ 

Х ..... + оо L 1 (х) Л Х ..... + '" Х х ..... + оо х 
Ј L (t) dt Ј L (t) dt 
1 1 

= lim L(лх) = 1 
х ..... + '" L (х) 

+00 
et pareillement, sous l'hypothese Ј L (1) dt = + оо, 

1 
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АХ х 

Ј t- 1 L (1) dt 
lim L 2 р,х) = lim ~ ___ _ lim 

Ј (-1 L (/..t) dt 
I lim L(/..x) =1. 

Х--->+ оо L 2 (х) Х--->+ оо х Х--->+ оо х 
Ј (-1 L (1) dt Jt- 1 L (f) dt 

X~+OO L (х) 

1 I 

Dans le cas contraire, lim L2 (х) est nombre positif et fini, de sorte que L2 (х) 
.x~+oo 

est de nouveau а croisance lente. 
Оп demontre de maniere analogue, а l'aide du lemme 11, que la fonc

tion Lз (х) est а croisance lente. 
60 Оп а, selon 50, 

I I 
-2 2 

х К) (х) =х L 1 (x)~ + оо (х_ + оо) 

et par consequent la fonction К1 (х), d'apres 0.4, ne peut pas etre а croissance 
lente. 

Si la fonction К2 (х) etait а croissance lente, еllе serait pour tout х;:?:О 
finie et integrable sur tout intetvalle fini contenu dans [О, + оо). Оп aurait alors 

х 

L(x)= Ј K2 (t)dl+L(1), 
I 

х 

ои, d'apres le resultat precedent, la fonction Ј К2 (t) dt, positive pour х> 1, пе 
I 

х 

serait pas а croissance lente et l'on aurait par consequent Нт Ј К2 (t) dt = + оо. 
Х--->+ оо I 

11 en resulterait alors que lа fonction L (х) ne soit pas а croissance ]ente. 
Centre contradiction prouve ]'assertion sur К2 • 

2.2.1. Оп peut remarquer que l'assertion 40 du theoreme entraine lе 
corollaire suivant: иnе fonction а croissance Јеn(е n'а pas necessairement Је 
comporlement asymptotique d'une јоnсаоn monotone. Се fait а ete demontre 
dans [7] p.1r un exemple patriculier. 

(А suivre.) 
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2.3. Le tbloreme suivant trouve des applications dans les demonstrations 
de quelques tbloremes sur les series trigonometriques (уојг [2] et [3]). Pour 
L (х)= 1 јl se reduit аи lemme de В. Sz.-Nagy dans [4]. Son assertion 1 о (sous 
titre de lеmmе) а ete РllЬЫе, аусс unc demonstration ип реи plus longue, 
dans l'article [2] de l'auteur. 

THEOREME III. Soit 'а Jonction Ј(х) поп croissante et injerieurement bor
псе dans l' intervalle (О, а) (;) > О), е! soit L (х) иnе Jonction а croissance lente е! 
сх>О. Alors: 

l' La cOI1\'ergence (I'CI'S Ul1С limitc Jinie) (/е /'lll1е (Ies intcgrales 

(9) I х" L ( .~ ) cif (х) et Ј х" 1 L (;)Ј(Х) dx 
+0 -ј о 

еl1tгаinе lа comocgence de J'autre сl que 

(10) 

х 

лх) Ј 1" -1 L (.~ ) dt--* О 
-+0 

20 Sous Z'hypotblse 

-1-_ оо 

Ј /--1 L џ) (It< -i- ОО, 
1 

(х--*О). 

lа cOl1vergel1ce (Iе l'иnе des inlcgrales 

6 6 

(11 ) Ј R (l) dJ(x) Ј' , 1 ) 
et х- 1 L (-.;- Ј (х) ах 

+0 +0 

* La premiere partie de cet article, sous lе тете titre, а ete риЫјее dans се Bulletin, 
t. 3 (18) 1966, рр. 123-136. 
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162 D. D. Adamovic 

entraine lа convergence de l'autre et que 

Nous rappelons que R (х) est defini dans 2.1. 

DEMONSTRATION. 10 Оп peut supposel que f(x)?;O (O<x:;(S), les 
deux integrales (9) etant automatiquement finies et la condition (1 О) satisfaite 
pour f (х) constant. Оп а, d'apres l'assertion 20 du theoreme 1, 

х 

(х-+ + О). 

Il en resulte l'equiconvergence des integrales 

11 

Ј x~ L ( ~ ) cif (х) et 

+0 

D'autre part, pour О < Е < S оп obtient, en integrant par parties, 

11 

d [-f (х)] = - /(S) Ј ха- 1 L (-~ ) dx 

+0 

е 11 

+ /(Е) Ј x~--I L ( ~) dx + Ј x~-l L (~-)J (х) dx 

+0 

8 8 

:;(Ј x~-l L (~ )/(х) dx- /(0) Ј x~-l L ( ~ ) dx. 

+0 +0 

Оп en deduit l'equiconvergence des integrales 

8 

et Ј ~-lL (~ )/(х) dx 

+0 

100



Sur quelques proprietees des fonctions ... 163 

et puis, d'apres lе resultat precedent, l'equiconvergence des integrales (9). Il еn 
resulte enfin que lа convergence de l'иnе de ces deux integrales entraine 

• • 
О~ЛЕ) I х,,-1 L (.~) dX~I х"-1 L (.~ )Лх) dx-+O (Е-+ + О.) 

+0 +0 

2° Оп peut supposer, par lа mеmе raison que sous 1 о, que l'оn а dans 
се cas f (x)~O (O<x~O). Alors, pour O<E<IJ, 

8 

I R (~) d [- ЈСх)] = R (+ )ЈСЕ) - R (+) ЈСо) 
8 8 

(12) + IX-1L(~)f(Х)dх~IХ-IL (~)f(Х)dХ-R (-~ )ло). 

Оп еn deduit que lа convergence de lа premiere des integrales (11) entraine 
lа convergence de lа seconde. La convergence de lа seconde integrale (11) 
entraine, cependant, 

+= • 

O~R(+)f(E)=f(E) Јl-1 L(1)dt=f(E) I г l L H-)dt 

1 +0 
---

• 
• 

~j' 1-1 L С-)Лt)dt-+О (Е-+ + О). 
+0 

et par suite, d'a pres (12), lа convergence de lа premiere des integrales (11). 

2.4. Le theoreme suivant, entre autre, implique que dans toutes les 
considerations concernant les propositions dans lа theorie des series trigo
nometriques ои interviennent les fonctions а croissance lente оп peut supposer, 
sans restreindre lа generalite, que toute fonction а croissance lente L (х) еn 
question а pour x~O autant de derivees que I'оn veut et de mеmе que, des 
que I'оn introduit иnе condition de monotonie ои de convexite relative а 
L (х), јl n'importe si I'оn у soumet L (х) ои seulement lа suite correspon
dante L (п) (п = О, 1, 2, ... ). 

THEOREME IY. Рои' toufe fonction а croissance lente L (х) il existe иnе 
fonction а croissance /ente et infiniment differenciable Lo (х) 1elle que ['оn ај1: 

1 о Lo (x)"-'L (х) (х- + оо). 
20 Lo (п) = L (п) (п = О, 1, 2, ... ). 

30 Si [а fonction L (х) est monotone, роиг x~O ои роиг х suffisamment 
grand, a/ors Lo (х) а /а mеmе propriete. 

40 La proposition correspondante concernant lа convexite est aus$i vraie, 
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164 . D. D. Adamovic . 

Pour la demonstration nous avons besoin de deux lemmes: 

LEMME IV. Soit а<Ь, А<В. Il existe a/ors иnе fonction F (х) qui est: 

1 о partout infiniment diJferenciabJe; 

20 strictement monotone dans [а, Ь]; 

20 aves /а propriete 

F (х)=А 

(Уојс la figure 2.) 

у 

(x~a), 

а 

Fig.2 

F (х)=В 

i(b,B) 
· · ! 
• · · · : 
i 
ь 

(х,?Ь). 

DEMONSTRATION. Les proprietes enumerees appartiennent а la fonction 

ауес 

(13) 

(х<а) 

(a~x~b) 

(х>Ь), 

LEMME У. 

Soit 

х 

Је (I-a) (Ь -1) dt 

G (х) = (В-А) a=-b---t

Ј e-(t-a)(b-I)dt 

а 

В-А 
а<Ь, oc<--<~. 

Ь-а 

Il existe иne fonction Н (х) qui est: 

1 о partout infiniment diJferenciabJe; 

20 convexe dans l'interva/le [а, Ь]; 

30 avec lа propriete 

+А. 

н (х) =А + ос (х-а) 

(Voir Ја figure 3.) 

(x~a), H(x)=B+~(x-b) (x~b). 
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Sur quelques proprietes des fonctions ... 

а 

DЕМОNSТRAТЮN. Posons 

рјЈ·3 

(а<х<а) 

(х=а, х=Ь), 

х р (и) 

ЛХ)=У! dt Jg(u)e du+8(x-a)+e: 
а а 

165 

(a~x~b), 

оп la fonction р (и) est infiniment differenciable. Cette fonction-la et les соn
stantes у, d et е peuvent etre determinees de maniere que l'on ait 

ь t Р (u) 

(15) Ла)=е:=А, ЛЬ)=у Ј dt Jg(u)e du+8(b-а)+е:=В, 
а а 

ь р(џ.) 
ј'(а)=8=ос, ј'(Ь)=у Jg(u)e du+8=~. 

а 

Ces equations-la se reduisent а 

е=А, 8=ос, 

ь t Р (и) 
у! dt Jg(u)e du=B-А-ос(Ь-а)(=М), 

(16) а а 

ь ь (и) 
У (b-a)!g(u)e du=(~-oc)(b-a) (=N). 

а 

D'apres (13), оп а 

М>О, M~N=B-A-~ (b-а)<Ој 

donc, 
O<M<N, 
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166 D. D. Adamovic 

D'apres (16), оп а alors 
ь I Р (и) 

Ј dt Ј g(u)e du 

(17) ( ) def о о М 
6>р= 

Ь Ь 
=-Е(О, 1). 

Р (и) N 
Ј dt Jg(u)e du 
о " 

La fonctionnelle 6>: P~(O, 1) (Р espace de toutes les fonctions reelles infiniment 
differenciables dans [а, Ь]) prend toutes les valeurs de l'intervalle (О, 1). Еn 
effet, soit tоцt d'abord р (и) иnе fonction infiniment differenciable dans [а, Ь] 
et avec lа propriete (О<(Ј.<Ь-а, O<1j<b-а-(Ј., m>О) 

{ 
1 (a~и~a+(J.), 

р(и)= monotone pour a+(J.~и~a+(J.+'YJ 
е-т (a+(J.+v~u~b). 

L'existence d'une telle fonction est assuree par lе lеmmе IV. Оп а alors 

о+џ. t о+џ.+"I) t Р (и) Ь 

Ј dte Ј g (и) du + Ј dt Ј g (и) е du + е-т Ј 
t 

dt Ј g(u) du 

6> (р) о~ ___ о _______ о~+~џ. ____ ~о _____________ о~+~џ.~+~"I) ___ О ______ _ 

Ь Ь р (и) Ь 

џ Ј g(u) dU+1j Ј g(u)e du+e-m(b-a-(J.-'YJ) Ј g(u) du 
о о о 

Еn faisant tendre d'abord 'УЈ vers zero et puis т vers + оо, оп etablit que 6> (р) 
peut etre aussi proche que l'оn veut de 

0+11 

Ј dt Ј g(u)du 
о о 

Ь 
(0< (Ј.<Ь-а), 

(Ј. Ј g(u) du 
о 

c'est-a-dire, puisque 
0+11 0+11 

Ј dt Ј g(u)du Ј g(u) du 

lim а ___ 0_, _____ = Нт _О ----- = О, 
ь 11 ___ +0 Ь 

(l. Ј g (и) du Ј g (и) du 
а о 

que 6> (р) peut etre aussi proche que l'оn veut de О. Оп demontre pareillement 
lе mеmе fait pour lа va1eur 1. Donc, l'espace Р etant соnnехе et lа fonction
nеllе оо continue, оп conclut que 6> (р) prend toute valeur entre О et 1. 

П resulte du fait qu'on vient de demontrer que (17) est satisfait pour иnе 
fonction р (и). Оп obtient alors de lа premiere equation (16) lа va1eur positive 
pour у. La fonction f (х) donnee par (14), avec les constantes у, ~, е et lа 
Соnфоn р (и) ainsi determinees, remplit alors toutes les conditions (15) et 

f" (х) = у g (х) еР(Х) >0 
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Оп еп conclut immediatement que lа fonction 

{ 
cx(x-а)+А 

Н(х)= ЛХ) 

~(x-b)+B 

possede toutes les proprietes demandees. 

(х<а) 

(a~x~b) 

(х>Ь) 

167 

DЕМОNSТRAПОN DU THEOREME IV. Designons par G п (х) la fonction G(x) 
de la d6monstration du lетте IY, ауес а=n, Ь=n +1, А=тјп {L(n),L(n+ 1)}, 
В = Мах {L (п), L (п + 1)}, sous lа condition L (п) =1= L (п + 1), et posons 

{
Gn(x) , 

Lo(x)= L(n) , 
Gn (2n+ l-х) , . 

si L (n)<L (п + 1) 
si L(n)=L(n+ 1) 

si L(n»L(n+l) 
(n~x~n+l; n=l, 2, ... ). 

La fonction L o (х) remplit evidemment la condition 2° et croit strictement, reste 
constante ou d6croit strictement dans l'intervalle [п, п, 1] suivant que 1'0n а 
L (n)<L (п + 1), L (п) = L (п + 1) оп L (n»L (п + 1). Il еп resulte que Lo (х) rem
plit lа condition 3° et que l'оп а, pour x~O, 

c'est-a-dire 

dcf dcf 
А (х) = Inf L(t)~Lo(x)~Sup L(t) = В(х), 

(x]";I";(X] + 1 (x]",r..;(X]+ 1 

А (х) ~ Lo (х) ~B(x) . 
L(x) L(x) L(x) 

II s'ensuit, d'apres 0.1, que Lo (x),.....,L (х) (х- + оо). Enfin, d'apres le lетте IY, 
lа fonction L o (х) est infiniment differenciable. 

Si lа fonction L(x) est сопуехе et monotone (lа coovexite pour х suffisamment 
grand entraine lа monotonie pour х эuffisаmmепt grand) pour x~т (т nombre 
naturel ou zero), alors lа fonction Lo(x) sera convexe pour x~т et possedera 
toutes les autres propri6tes demandees si оп lа construit, pour x~т, соте јl suit 
(voir lа figure 4). Supposons qu'il s'agit de la convexite stricte de L (х) pour 
x~т. Posons Му = (v, L (v» (v = 1, 2, ... ) et tra~ons lа droite Рт situee а 
droite de х = т au dessous de la droite Мт М"'+1 et montant ou descendant 
ауес cette droite-lа.Si l'on fixe un point Р m sur Рт' entre les droites х = т 
et х=т+ 1 et suffisamment proche du point Рт, alors lеэ segments Мт Мт+ 1 
et Мт+! Мт+2 sont situes du т8те сбtе de lа droite Р", Мт+ 1 et montent ou 
descendent ауес еНе. En choisissant sur lа derniere droite, entre les droites х = т + 1 
et х = т + 2, un point Р т+1 suffisamment proche de М т+l ОП obtient la droite 
Рт+ 1 Мт+2 telle que les segments Мт+ 1 Мт+2 et М"'+2 Мт+з sont situes du т8те 
сбtе de cette droite et montent oudescendent ауес еНе. Continuant ainsi, оп obtient 
une lignepolygona1e С: Мт Р т Р т+l' •• qui а pour x~т l'equation у = 1 (х) 
ауес la fonclion 1 (х) possedant les proprietes 1°-4°.En "arroodissaot" 1а 
ligne С aux ,voisinages des points Р т' Р т+l' ••• , рас lеэ parties curvilignes 
suffisamment petites, dans 10 sens du lomme У, оп obtiendra lа ligae courbe 
у = Lo (х) (x~m). оп 1а сonшјоn Lo (х} est infinimont diffe.ronoiaЫe et рOS8Wo 
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168 D. D. Adamovic 

toutes les proprietes 1 о - 4 О. ОП peut proceder pareillement dans le cas ои la 
convexite n'est pas stricte. 

у 

т m+l m+2 m+3 m+4 Х 

Fig.4 

2.5. Designons par ех la classe de toutes les fonctions а croissance lente. 
C'est а lа classe suivante de fonctions reelles, definie et appliquee par А. Zygmund 
dans [14] (page 299 et plus loin), que nous donnons, de тете que R. В о ј а п i (: 
et Ј. К а r а т а t а dans [5], le пот de classe de Zygmund de fonctions а 
croissance lente. 

DEFINIТlON. Оп dit qu'une јоnсаоn к (х), positive е! mesurabZe sur [О + оо ] 
е! Ьоrnее sur tout intervalle лnј d droite de х = О, appartient d lа classe de 
Zygmund de fonctions а croissance lente si, роиг tout 8> О, 

хВ К (х) 7', х-д К (х) ~ (х suffisamment grand). 

Nous designons cette classe par ехо. 

2.5.1. Оп peut demontrer sans difficulte l'inclusion ехо с ех, се qui justifie 
le пот de lа .classe ехо. Оп а demontre aussi dans [5], par un ехетрlе, que 
ехо est иn vrai sous-ensemble de ех. Nous allons demontrer cependant les 
assertions suivantes plus pre~ises: 

rnEOREMB У. 1 о II existe иnе јоnсаоn d croissance lente L (х) te/le 
que роигаисun 8>0 оп n'а nј 

(18) х8 L (х) 7' (х suffisamment grand), 

nј 

(19) х-В L (х) ~ (х suffisamment grand). 

2° II existe иnе fonction а croissance lente et decroissante telJe quе (18) 
n'e~! ЈаlаЫе роиг аисun ~>O. 

3° fI у а des fonctions а croissance lente telles quе (18) ои (19) est 
valable роuг quelques valeurs de d et роuг quelque'unes nе l'est pas. 

106



Sur quelques proprietes des fonctions ... 169 

D:EMONSTRATION. 10 Toutes les fonctions de la forme 

х 

J~dt 

( sin Х2 ) 1 1 
L(x)= 1 +-~ е (х>О), 

ои е: (х) est ипе fonction continue et tendant vers zero quand х -+ + оо , 
possedent la propriete еп question. Еп effet, pour аисип tl:f= О la derivee 

ј с ~t) dtJ' 
sin х2) е 1 

х 

Ј' ~') dt 

=xot- 1 [tl+2xcosx2 +0 (l)]e 1 

п'а ип signe constant pour х suffisamment grand. 

20 Posons 
1 

{ nz 
"УЈ (х) = о 

(n2 <х<n2 + 1) 

(n2+ 1<х«n+ 1)2) 

х 

Ј 11 ~Q dt 

(n=1,2, ... ), 

с(х)=е 1 (x~I), L(x)=c(x) logx (х> 1). 

La fonction L (х) est evidemment positive et strictement croissante pour х> 1 
et сотте l'оп а 

у2+1 оо 

2: гv Ј ~ 2: VV- 10g (1+ d-) 
() у2";х-l у2 <е у=1 ( ....... 1) с х =е < + оо х,? , 

се qui entraine que lа limite Нт с (х) est positive et finie, оп oonclut que lа 
Х-4+ ОО 

fonction L (х) est а croissance lente. D'autre part, avec tout а>О fixe, 

[х-8 L (х)]' = -а х-д- 1 L (х) + х-д "УЈ (х) L (х) + х-8- 1 С (х) 
Х 

= х-д-1 L (х) ["УЈ (х)-а + __ I_Ј 
logx 

prend lesdeux signes pour les valeurs de х arbitrairement grandes. 

30 L'assertion peut etre prouvee par lа fonction а croissance lent~ 

х 

Ј! :1) dt 

L (х)'" (а + х- 1 sin х) е 1 (х suffisamment grand; а>О). 
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Si 8>а-1 , оп а pour х suffisamment grand 

х-8 L (х) ~ et хв L (х) /' . 

Si8<a-1, aucune des deux relations precedentes n'est valable pour х suffisamment 
grand. 

2.5.2. Citons lа caracterisation suivante de lа classe L:ffec, demontree dans [5]: 
2.5.2.1. Une fonction L (х), definie, positive et mesurable sur [О, + оо] et 

finie sur tout intervalle fini, appartient а L:ffec si et seulement si 

-оо <D+ L (x)~D+ L (х) < + оо (х suffisamment grand) 

et 
х D+ L (х) = о (L (х», х D+ L (х) = о (L (х» (х- + оо). 

Iсј D+ L (х) et D+ (х) designent respectivement lа derivee droite interieure et 
lа derivee droite superieure de L (х). 

Еп s'appuyant sur се resultat-la, оп va demontrer lе theoreme suivant. 
2.5.2.2. THEOREМE УЈ. Toute fonction а croissance Јеntе et convexe оu 

concave (поп necessairement dans lе sens strict) pour х suffisamment grand арр
artient д lа classe L:ffec de Zygmund. 

DEMONSTRATION. Soit L (х) une fonction а croisance lente qui est convexe 
pour х>хо . Оп а alors (L' + (х) designe lа derivee droite de L (х» 

(20) 

- oo<L'+(x)<oo (х>хо)' 

L'+(x)~L (x+h)-L (х) ~L' +(х+ћ) 
h 

се qui· entraine еп particulier que L' + (х) est а signe constant pour х suffi
samment grand. 

D'autre part, si ;.> 1 est fixe, јl existe, pour un е>О arbitraire, un 
Xc~Xo tel que l'оп ait -

(21) 1 L (лх)-L (х) I<e L (х) (х > хс). 

Si L' +(x)~O pour х suffisamment grand, alors (21), d'apres (20), entraine 
'"' 

::::::: х > хс et su lsamment gran , 1 L '+ (х) 1;;:;:: I L (лх)-L (х) ,<_е-. L (х) ( ff· d) 
лх-х ;,-1 х 

с' est-a-dire 

х 1 L' + (х) 1 <-е _ (х> хс et suffisamment grand). 
L(x) ;'-1 

Si L' +(х)<О pour х suffisamment grand, оп obtient, d'apres (20) et (21), 

'L' (~_)I·,-I.L(;'X)-L(X)I е L(x) ( ff· d) I + I\Л ::::::: <--.-- х>хс et su lsamment gran , 
. лх-х ;'-1 х 
.!..'~ , ::" , 

c'est-a-dlre 

лхIL'+(лх) ;. L(x) 
-"------'~<&:--.-- (х>х. et suffisamment grand). 

L(f.ж). 1.-1 L(h.x') 
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Оп obtient dans le premier cas 

et dans le second cas 

lim х IL~ (х) I ::;:::_Е:_ 
х-++со L (х) "'" л-l 

lim xIL~(x)l= lim лХIL~(ЛХ)~Е:~' 
х-+ +.. L (х) Х--+ +.. L (лх) л-l 

En faisant tendre Е: vers zero, оп aboutit, dans les deux cas, аи resultat 

lim х I L' + (х)1 = о. 
х--++оо L(x) 

Donc, d'apres 2. 5.2. 1, оп а 
лх) Е g{,o. 

La demonstration est semblable si la fonction L (х) est concave. 

171 

2.6. Dans les enonces de quelques theоrещes de notre travail [2] figurait 
la condition suivante concernant une fonction а croissance lente 

х 

(22) А L (х) log x~ Ј t-1 L (t) dt~ BL (х) log х 
1 

(х> 1; А, В constantes positives et finies), 
de тете que les conditions qui ne comprenaient que l'une ои l'autre des 
inegalites (22), c'est-a-dire les conditions 

et 

(23) 

et 

(24) 

х 

L (х) log х = О ( Ј /-1 L (t) dt) 
1 

х 

Ј (- 1 L (t) dt = О (L (х) log х) 
1 

C'est а propos des conditions pr6cedentes et des conditions 

х 

L (х) log х = о ( Ј t-1 L (t) dt) 
1 

х 

Ј t- 1 L(t)dt=о(L(х)lоgх) 
1 

que l'on peut enoncer le theoreme suivant: 

(х ~+ QO) 

(x~+ QO) 

ТНЕОRБМЕ УП. Soient g{,v (v = 1, ... ,5) respectivement les classes des јоnс
tions а croissance lente qui: remplissent lа condition (22); nе satisfont que lа 
premiere inegalzte (22); nе satisfont que lа seconde inegalite (22); rempJissent 
lа condition (23); remplissent lа condition (24). Аисunе des classes g{" 
(v= 1, 2, ... ;5) n'est vide. Еn particulier: toutes les fonctions а croissance lente 
dejinies роиу х suffisamment grand рау 

(25) L (х) = (log log ... log х)<х (k~ 2; ot гееТ) ----k Со!а 

ои раг 

(26) L<x (х) = (lo~ х)<х (ot> -1) 
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appartiennent а ~1; toutes les fonctions а croissance lente definies роu, х suffi
samment grand ра, 

L(x) = е (1011 Х)" (0< 11..<1) 

appartiennent а ~4 (с ~2) et toutes ce//es definies роu, х suffisamment grand ра, 

L (х) = (logk х)" 
10g х .. . 10gk- r х 

(logk х def 10g 10g ... 10g х; k ~ 2; 11.. ,е/) ------' Kfois 

д lа classe ~s (с~з). 

Les assertions generales resulteot immediatemeot de celles particulieres. 
Les deroieres peuveot etre demontrees saos difficulte а l'aide du lеmmе 1. 

Оо peut ajouter que 1'00 а pour les fooctioos (25), plus precisemeot, 

Х 

Ј t- 1 L (/) dt,...., L (х) 10g х 
1 

et pour les fooctioos (26) 
Х 

Ј t-l L" (t) dt,....,_I_ L" (х) 10g х 
11..+1 

1 
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OU INTERVIENNENT DES FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES" 

D. S. Mitrinovic et D. D. Adamovic 

о. Dans l'article [1], попs avons еtпdiе la validite de l'inegalite 

(1) 
(sin х)а 

(cos хУ < '--';ь (а, Ь" с nombres reels) 

ропг х Е (о, ~). Partant de la геmагqпе qпе: 

(R) pour Ь =1= О [' inegalite (1) equivaut а 

j(x)=x-(siпх)Р(соsх)Q<О (р=:, q= - ;) 

ои а ј(х»О suivant que l'оn а Ь>О оu Ь<О, оп у а etabli une proposlt1on 

sur le signe de ј (х) (о < х < ~) dans tопs les cas possibles (proposition 3 

dans [1]). Оп а cependant omis, dans l'article [1], de formuler exp]icitement 
ппе proposition qпi геsпmегаit, d'ппе maniere directe, la disспssiоп complete 
de l'inega1ite (1), c'est-a-dire la disспssiоп complete dп signe de la fonction 

(sinx)a 
g(x) = (cosxY-~~ 

хЬ 

у compris le cas Ь = О (d'ai1leurs facile а еtпdiег). C'est cet enonce final qпе 
попs donnons dans cette note. 

Designons, dans се qui sпit, par 1-1 le fait qпе ]'on а g(x)<O 

(o<x<~), par 1-0+1 le fait qlle ]'on а g(x)<O (0<x<x1), g(x1)=0, 

g (х) > О (x1 < Х < ;), et employons les sуmЬбlеs correspondants pour les 

autres cas qui апгопt liеп. 

0.1. En се qlli concerne le signe de 

g (х) = (cos ху - (sin х)а 

c'est-a-dire le cas Ь = О, оп reniarque tопt d'abord qпе l'on а, sопs l'hypothese 
а2 + с2 >0, 1-1 et 1+1 dans les cas c~O, a~O et c~O, a~O recpectivement. Dans 

le cas а>О, С>О, оп а: g(X)t(O<x<;), g(O)=I, g(~)=-1 et par 
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consequent 1 +0-1. Enfin, dans 1е cas а<О, С<О, оп а: g (х) t (О<х< ;), 

g ( + О) = - оо , g ( ; - о) = + оо et par consequent 1-0;.1. 

1. Soit л (р) Ја fonction reel1e mentionnee dans Ј'епопсе de Ја 
proposition 3 dans [1]. Rappelons qu'elle est definie, continue et strictement 

decroissante de Ја va1eur О jusqu'a 1а valeur - ~ dans l'interval1e (- оо, 1). 
. 3 

La proposition 3 de [1], соmЫпее а Ia remarque (R), et 1е resultat 0.1 
conduisent immediatement а 1а proposition suivante sur Је signe de g (х): 

Proposition. Оп а: 

Н si et seulement si: ех) а:::;;;'Ь:::;;;'О:::;;;'с, а2 +Ь2 +с2 >0, оu (1) а>Ь, 

с> -;:-(: Ј Ь>О, ои у) О<а< Ь< 3с; 
1+1 si et seulement si: ех) a~b~O~c, а2 +Ь2 +с2 >0, ои (1) а>Ь, 

с<-л(:)ь<о,оu у) 3с<а<Ь<0; 

ои 

ои 

1-0+ 1 si et seulement si: ех) а<Ь:::;;;'О, с<О, ои (1) Ь>mах {а, О}, 
у) а=Ь<3с<0; 

1 +0-1 si et seulement si: ех) a>b~O, С>О, ои (1) b<min {а, О}, 
у) 0<3с<а=Ь; 

1-0+0-1 si et senlement si: а<Ь, o<c<-л(:)Ь; 

1+0-0+1 si et seuleтent si: а>Ь, o>c>-л(:)Ь; 

I-O-~ si et seulement si: b<min {а, О}, с = -л (:) Ь; 

1+0+1 si et seulement si: Ь>mах{а, О}, с= -л(:)Ь; 

101 (g (х) = О pour О<х< ;) si et seuleтent si: а = Ь= с= о. 
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О. Tous les resultats de cet article sont lies а la notion de fonction d 
croissance lente dans le sens de Karamata (1. Karamata, 1930 [12, 13]), c'est
a-dire d'une foncii)n reei1e L (х) definie et positive pour х;;;, О et possedant 
la propriete 

(л>о). 

Оп demontre qu'une fonction а croissance lente et mesurable sur [О, т оо ) 
est bornee, pour un а suffisammant grand, sur tout intervalle fini [а, Ь] (Ь>а) 
et par suite integrable dans le sens de Lebesque sur chacun de tels intervalles. 
C'est pourquoi, dans les applications connues n'etant essentielles que les 
proprietes des fonctions а croissance lente pour les valeurs de х suffisamment 
grandes, nous allons supposer (sans l'enoncer explicitement) que toute fonction 
d croissance lente qu'on mentionne est mesurable sur [О, + оо) et bornee sur tout 
intervalle lO, а] (а>О). 

Dans le present article nous donnons, аи moyen de fonctions а croissance 
lente, les generalisations et les complements d'un groupe de tbloremes de 
А. Zygmund, В. Sz.-Nagy et R. Р. Boas [7-9, 14] concernant lе comportement 
asymptotique et lа connexion entre integrabilite et convergence des series 
trigonometriques. Quelques unes de ces generalisations, ne ~e limitant pas а 
l'introduction des fonctions а croissance lente, sont faites dans d'autres directions 
aussi. Nos resultats sont contenus dans les tbloremes I-XIII, ауес un Јетmе 
auxiliaire. Notons que les tbloremes III-V et УIII ont ete demontres dans 
notre article [1] (ои ils sont nommes tbloremes 1-3 et 6, respectivement). 
Nous les citons јсј pour completer notre expose et pour corriger ои simplifier 
quelques details de leurs demonstrations. 

0.1. Dans les demonstrations de nos tbloremes nous allons profiter des 
resultats suivants q иј se rapportent tous sauf (VI) аих proprietes des fonctions 
а crois~.ance lente. Les propositions (I)-(V) et (Х) sont bien connues, les 
propositions (VI)-(IX) ~ont demontrees dans notre travail [2] et Ја proposition 
(Xl) dans l'article [4] de Аиаnйс, Bojanic et ТоmјС. 

(1) Si L (х) est иnе fonction d croissance lente, оп а 

L (л х) --'> 1 (х --+ -1 оо ) 
L(x) 

uniformement pour л Е [а, Ь], ои О<а<Ь< + оо. 
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(11) Si Ја Jonction L (х) est а croissance lente е! si pour Ја Jonction L + (х), 
positive et mesurab!e sur [О, + оо) е! borm!e sur (ои! intervalle лnј, оп а 
L + (x),-....,L (х) (х --> + оо), alors lа Jonction L + (х) est а croissance lente. 

(Ш) (Theoreme de representation.) Иnе Jonction L (х) mesurab!e sur [О, + оо ) 
est а croissance lente si et seulement si l'оn а 

х 

f • t(t) dt 

L (х) = с (х) е I (х> О), 

ои с (х) est иnе Jonction positive е! mesurab!e sur [О, + оо) qui tend vers иnе 
limite Лnје е! positive lorsque х --> + оо е! lа Jonction Е (х) est continue pour 
Х> О е! tend vers zero lorsque Х--> + оо . 

(lV) Si Ја Jonction L (х) est а croissance lente et si а> О, alors 

(х-->+оо). 

(У) Soit Ја Jonction L (х) а croissance lente е! soit, pour ot>O, 

L, (х) = гО( sup {tO( L (t)}, 
O~t~x 

L,(x)=xO( inf {t-О(L(t)}, 
- O~t~x 

L2 (х) = хО( sup {t-O( L (f)} ,} 
t~x (х> О), 

L z (х) = х-О( inf {tO( L (t)} 
- (;;::'х 

ои l' оп attribue а сћасиnе de ces Jonctions lа valeur 1 pour х = о. Alors toutes 
les Jonctions Lv (х) (v = 1,2) sont а croissance lente (les deux dernieres pour х 
suffisamment grand) е! l'оn а L v (x)'-""'L (х)(х--> + оо; v = 1,2). 

(VI) 10 Supposons que les Jonctions J(t) е! g (t) soient definies et integrables 
dans le sens de Lebesgue sur {ои! intervalle jini[a, х] (х>а), quel'on ait g(t»O 

(! > а) е! que les integrales Ј f(t) dt е! Ј g (t) dt soient jinies. Alors 
а 

+00 

Ј f(t)dt 
lim _Х __ _ 

+00 
х--+ +00 

Ј g(t)dt 
х 

а 

lim Лх), 
х--> + оо g (х) 

sous la condition que Ја limite аи second membre existe, соmmе valeur finie 
ои соmmе ± оо . 

20 Supposons que les Jonctions J(t) et g (t) soient integrables dans lе sens 
de Lebesgue sur (ои! intervalle fini [а, х] (х>а) е! que l'оn ait g(t»O 
(t> а) е! 

х 

Ј g(t)dt-->+oo (х-->+оо). 
а 

Alors 
х 

Ј f(t)dt 

lim '7-- lim Лх), 
х-->+оо x-t+ оо g (х) 

Ј g(t) dt 
а 
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sous l'hypothese que lа limite аи second mеmЬге existe, соmmе valeur лnј оu 
соmmе ± оо. 

(УП) Soit L (х) иnе fonction а croissance lente. Alors: 

+со 

1 о La serie .L n-1 L (п) е! l'integrale Ј г 1 L (t) dt sont equiconvergentes. 
n~1 1 

L (х) = о (/ (- I L (t) dt) (х--++оо). 

30 Soit 
ОО Х 

.L def L n-1 L (п), S (х) def Ј (- 1 L (t) dt, S* (х) def L v-1 L (v). 
n=l 1 v~x 

Si L = + оо, оп а S (x),,-,S* (х) (х --+ + оо ) е! ces deux fonctions sont а croissance lente. 

4° Soit 

R (х) def јОО (- I L (t) dt, R* (х) ~ L v- 1 L (v). 
v~x 

х 

Si .L<+oo, оп а L(x)=o(R(x», R*(x),,-,R(x)(x--++oo)etcesdeuxfonctions 
sont а croissance lente. 

Dans се qui suit оп уа employer les sуmЬбlеs L' S (х), S* (х), R (х) et 
R* (х) ауес les significations definies par (D1) et (D2). 

(УПI) Soit la fonction Ј(х) поп croissante е! јnјегјеигеmеn! Ьоrnее dans 
l'intervalle (О, а) (а > О) et soit L (х) иnе fonction а croissance lente. Alors: 

1 о La convergence (vers иnе limite Лnје) de l'иnе des integrales 

а '" 
Ј x~ L ( ~ ) dЛх) et Ј x~-1 L (~ )лх) dx 

+0 ~O 

entrafne 'а convergence de l'autre et que 

х 

20 Sous /'hypothese 
+00 

Ј (- I L(t)dt< + ОО, 
1 

Ја convergence de l'иnе des integrales 

а а 

(х--> + О). 

Ј R(~-)dЛХ) et Ј г1 L(+)лх) dx 

+0 +0 

(ос> О) 
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entraine lа convergence de l' autre е! que 

(х-+ + О). 

(IX) Роиг toute fonction а croissance lente L (х) il existe иnе fonctiOll а 
croissance lente et infiniment differentiable L o (х) telle que l'оn ait: 

10 Lo (x)"-'L (х) (х-+оо). 

20 L o (п) = L (п) (п = О, 1,2, ... ). 

30 Si la fonction L (х) est monotone, роиг х;> О ои роиг х suffisamment 
grand, alors L o (х) а la mеmе ргоргИtе. 

40 L'enonce correspondant аи precedent qui соnсеrnе la convexite est aussi vrai. 
Le tbloreme precedent implique que dans les enonces de nos theoremes 

I-ХlII, de mеmе que dans сеих des autres theoremes abeliens et tauberiens ои 
de la (Могје trigonometrique ои interviennent les fonctions а croissance lente 
(exemples: les resulats dans [3], [4], [5] et [6]) onpeut supposer, sans restreindre 
[а generalite, que toute fonction а croissance lente L (х) еn question а роиг х;> О 
autant de derivees que l'оn veut et de mеmе que, des que l'оn introduit иnе 
condition de monotonie ои de convexite relative а L (х), il n'importe si l'on у 
soumet L (х) ои seulement la suite correspondante L (п) (п = О, 1,2, ... ). 

(Х) Soit СЈ( la classe de toutes les fonctions а croissance lente et СЈ(о [ст 
classe de Zygmund ([15], tome Ј, р. 299) de toutes les fonctiol1s К (х) positives 
et mesurables Јиг [О, + оо) е! bornees sur (ои! intervalle лnј [О, а] (а>О) pour 
lesquelles 

х8 К(х);", x-ок(х)""I)(х suffisamment grand; S>O). 

Alors СЈ(о est иn vrai sous-ensemble de СЈ(. 

(ХЈ) Si L (х) est /е produit de deux fonctions а croissance lente monotones 
L(1) (х) е! L(2) (х) (ои Ыеn de deux fonctions а croissance lente telles que 
L(1) (п),?" , L(2) (п) "") е! о: > О, alors 

~ I'ГО( L (v)-(v + 1)-:< L (v + 1) <:: М (о:) п-о( L (n)( = 1,2, ... ), 
ОЈ=n 

м (о:) etant independant de n. 

0.2. Dans Ја demonstration du tbloreme I .оп уа profiter du lemme
suivant. 

Lemme. Soit 'а fonction h (х) integrable dans lе sens de Lebesgue sur tout 
intervalle [Е,л](О<Е<Л) et soit L(x) иnе fonction а croissance lente et у>О. 
Alors la relation asymptotique 

(1) h (х),,-,ху - I L (~ ) (Х--> + О) 
entraine 

х 

(х-+ + О). 

1) Le sуmЬбlе [(х»)" designe que Ј'оп а [(х);> [(у) роиг х> у. Оп admet lа signification 
correspandante de [(х)'" et des mеmе symb:Jles роиг les suites, 
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Еn particulier, pour у>О 

х 

(Х-> + О). 

Demonstration. (1) entraine 

h (х) = rJ. (х) ху- 1 L ( ~ ) , 

ои 1јm rJ. (х) = 1 et 1а fonction а(х) est integrable sur [Е,п](О<Е<п). Оп 
х--> +0 

obtient аlоп, d'apres (II1) et (VI) (assertion 1 О), 

х 

Ј ty
-

1 
rJ. (t) L (+ ) dt 

1јm _О ----с--

~ хУ L (~ ) X~+O 

1 

1јm _X~~~~~~~~ = 1јm y.~~~~~~~~-

Х-->+О ~ XYL(~) у-->+ос ~ y-УL(у) 

- у-У-l а (~ ) L (у) 
= 1јm -~~~~--~~~~._------- -----

у 

у->+ оо _ у-у-l L (у) -+ ~ у-У-l С (у) Е (у) ехр (Ј ~ ;0 dt) 

1 

= 1јm rJ. (~) = 1. 
у-->+"" У 

1. Le comportement asymptotique des series trigonometriques de sinus et 
de cosinus pour х -> + О. 

А partir д'јсј, оп уа sous-entendre que toute fonction designee par L (х) 
est а croissance 1ente sans l'enoncer explicitement. Соmmе nous l'avons деја 
dit, оп peut supposer partout que L (х) а autant де derivees que l'on veut. 
L'integrabilite де 1а fonction лх) sur l'intervale (О, п) sera partout designee 
par ЛХ) Е :I: (О, п). 

Les considerations dans се paragraphe se rapportent аu comportement 
asymptotique des series 

(2). g (х) = L Ьn sin nх 
n~l 

119



128 Dusan Adamovic 

et 

(3) 
1 оо 

ЛХ)=-а +.L ancosnx, 
2 о n~1 

pour Х->- + О, sous l'hypotbl:se que аn '" О, Ьn '" О (n->-оо), ои sous quelque autre 
hypotblse qui assure la convergence de ces series pour х Е (О, л). 

Сотте resultat initial dans се domaine, оп peut considerer les formules 

п - I 2 1) (4) - (х->-+О; О<у< . { 
2: п-у cos nх",-,ху - 1 Г (l-у) sin лу} 

оо лу 
~ п-у sin nx",-,ху - 1 Г (l-у) cos-
n~1 2 

Pour la demonstration voir, par exemple, [15](1, рр. 298-299). 

Quant аuх ser;es de sinus (2), НагЈу [10] а demontre en 1928 que, 
sous l'hypotblse Ьn '" О (n->-оо), la relation 

(5) 

entraine 

(6) 

En 1931 НагЈу а etabli que, inversement, sous la тете condition, (6) 
entraine (5). Plus tard се resultat-Ia а ete etendu а l'intervalle 0<у<2 tout 
entier [11]. Оп а obtenu des resultats analogues pour la serie de cosinus. 

Dans [4] et [6] AljanCic, Bojanic et Tomic ont generalise le resultat cite 
relatif а la serie de sinus, par la proposition suivante: 

Soit 0<у<2, Ьn'" О. Alors 

(7) (n->-оо ) 

entraine 

(8) g (х),,-, ху - 1 L ( ~ ) г (1 -у) cos л2
у 

(х->- + О) 

е! inversement, (8) entraine (7). Роиг 1 <у<2 (8) est valable des que 

(9) Ьn = п-у L (п), 

sans 'а соnЈщоn Ьn '4., е! роиг О<у <: 1 (8) est aussi valable si {'оп а (9) ои 
L (х) est ргоЈии Је Јеих fonctions monotones а croissance lente. 

Јсј nous пе nous interessons qu'a la partie directe de се theoreme-Ia, 
c'est-a-dire а l'enonce des conditions suffisantes pour (8). 

Оп а des propositions analogues sur la serie de cosinus (3) ауес 
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Dans [4] et [6] AljanCic, Bojanic et Tomic ont aussi etendu, аи moyen de 
fonctions а croissance lente, l'enonce direct et l'enonce inverse de leur 
tbloreme cite аи cas de la serie de sinus avec у = О. La partie directe de се 
resultat est formulee соmmе il suit: 

Soit L (х) иnе Jonction d croissance Zente е! convexe qui tend vers zero 
lorsque x~ + оо. Alors 

оо 1 (' 1 ) L L (п) sin nх", ~- L ---:-
n~( Х Х 

(x~ +0). 

Dans sa monographie [15], А. Zygmund, employant la notion plus etroite 
de fonction а croissance lente, а savoir la notion de fonction appartenant а 
la classe 1](,0 de Zygmund «Х) dans 0.1), etend les propositions de type 
considere pour les series de sinus et pour celles de cosinus аих cas у = О et 
у = 1 et puis, par "l'integration", qu'il omet d'expliquer de plus pres, а 
quelques autres intervalles et valeurs entiers de у ([15], tome 1, рр. 298-305 
et page 366, problemes 11 et 12). Nous remarquons cependant que l'on peut, 
еп modifiant et completant les demonstrations correspondantes contenues daIis 
les travaux des auteurs cites, formuler tous les resultats de Zygmund avec la 
notion generale de fonction а croissance lente et aussi avec les variantes de 
conditions dans les resultats de AljanCic, Bojanic et Tomic. Еп outre, оп peut 
donner, а l'aide de l'induction matblmatique, ипе forme fermee а l'extension 
des enonces а toutes les valeurs entieres поп nega'tives de у et а tous les 
intervaIles entre ces valeurs - Њ. 

1.1. Tous les resultats et toutes les remarques qui precedent (concernant 
les enonces directs) sont contenus dans le 

Theoreme 1. Avec les designations 

(10) Ју (х) = ~ п-у L (п) cos nХ, gy (х) = I п-у L (п) sin nх, 
n~( n~( 

les assertions suivantes sont valables: 
1 о Si Ја Jonction L (х) est convexe е! tend vers zero lorsque x~ + оо , alors 

(х-+ + О); 

si еn outre 'а Jonction x[L(x)-L(х+ 1)] est d croissance lente, alors 

(x~ +0) 

[ "'- ; х-2 L' ( ~ ) (x~ + О), si 'а Jonction -хL' (х) est d croissance lente]. 

20 Роиг YE(2k, 2k+l)U(2k+l, 2k+2) (k=0,1,2, ... ) оп а 

k (_I)Г 1 

gy(x)- L 2 _1),X2V-IJY+1-2V(0) 
v ~1 (v . 

(11) ",х у-1 L ( ~ ) г (l-y) со!) ~ у (х->+О), 

9 Publications de ('Institut Matblmatique 
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оu l' оп п' ecrit pas lа somme si k = О; роиг у Е (0,1) 

(12) Ју (х),,-,х у- 1 L ( ~ ) г (1-у) sin ~ у 

роиг YE(2k-l, 2k)U(2k2k+l) (k=I,2,3, ... ) 

(х--+ + О); 

(13) 
k-I(_I)V 2" 

Ју (х)- 2: .. _-- х ЈУ-2" (О) 
"~O (2 '1)! 

~хУ-IL(~)Г(1-У)Sin~ у 

les relations (11) avec yE(2k+l, 2k+2)(k=0, 1,2, ... ) et les relations (13) 
avec 'у Е (2 k, 2 k + 1) (k = 1, 2, 3, ... ) ont lјеи des que L (х) est иnе Jonction а 
croissance lente et les relations (11) avec у Е (2 k, 2 k + 1) (k = О, 1,2, ... ), les 
relations (12) et les relations (13) avec у Е (2 k-l, 2k) (k = 1, 2,3, ... ) si иnе 
des conditions suivantes est еnсоге remplie 

(С1) х[у]-у L (х) "'" ; 

(С2) L (х) est produit de deux Jonctions а croissance lente monotones. 
30 Еn supposant иnе des conditions (С2) ои 

(С;) х-I L (х)"'" 
remplie, оп а 

(14) 

(15) 

(16)g2k (х)- 2: - X 2v- 1 Ј2НЈ-2' (O)~( _1)k-1 S - , k-I ( I)V-1 X
2k

-
1 

( 1) 1 
"~ I (2'1- 1)! (2 k - 1)! х 

("=+00) 
k-2( 1)" X

2k
-

2 (1)1 L.. 
(17) J2k-1 (х) - 2: -=- х2 " f2k-1-2V (0)"-'( -1)k-1 S - Ј 

"~O (2'1)! (2 k-2)! х 

(Х--+ + О; k = 1,2,3, ... ). 

Si 2: < + оо, 

(18) 
k (_I)v-1 X 2k- 1 ( 1) 

g2k (х)- 2: X
2v

-
1 Ј2НI-2" (0),,-,( -1)k --- R - , 

"~ 1(2'I-l)! (2 k-l)! х 

(19) k~1 (-1)" 2 k X
2k

-
2 (1) 

f2k-1 (х)- .г. х v ЈН-I-2" (0)"-'( -1) R -
"~O (2'1)! (2k-2)! х 

(х--+ + О; k = 1,2,3, ... ) 

Pour k= 1 оп n'есги pas les sommes (14), (16) et (17). 
40 Sous lа condition (С2) les series (2) et (3) avec О<У <: 1 convergent 

uniformement pour х Е [а, 2 п-а] (о<а<n). 

122



Generalisations de qllelqlles theoremes de А Zygmllnd, ... 131 

Notons que lа condition particuliere de lа seconde assertion sous 10 est 
remplie si lа fonction -хL' (х) est а croissance lente. 

Dans les resultats precedemment cites de AljanCic-Војаniс-Тоmiс sont 
'contenus lа premiere assertion 10, lа relation (11) pour УЕ(О, I)U(1, 2) et 
Ја relation (14) pour k = 1, tout сеlа sous Jes conditions correspondantes citees 
dans l'епопсе de notre tbeoreme. La seconde assertion 1 о et les relations: (12); 
(13) ауес у Е (1, 2); (15)-(19) pour k = 1 sont demontrees dans Је livre de 
Zygmund, mais sous des hypotheses pJus restrictives que dans notre tbeoreme. 
11 faut remarquer que les hypotheses de lа seconde assertion 1 О chez Zygmund 
пе sont pas plus restrictives еп raison de lа plus large notion de fonction а 
croissance Jente dans notre епопсе, lа convexite de lа fonction L (х) а croissance 
lente entrainant L (х) Е 9(,0 (tbeoreme VI dans notre travail [2]), mais parce 
que lа fonction -хL' (х) est remplacee dans lе theoreme I par Ја fonction 
х [L (х) - L t х + 1)], supposee а croissance Jente (dans lе sens plus Jarge) et 
que, d'autre part, si lа fonction -хL' (х) est а croissance lente dans Је sens 
de Zygmund, Ја fonction L (х) est сопуехе: еп effet, alors - L' (х) = 

= х- 1 [-хL' (x)]~. 

Demonstration. Се que nous avons а prouver encore, nous allons Је 
faire dans J'orde suivant: 

а) l'assertion 40; 
Ь) lа seconde assertion 1 О; 
с) lа relation (12); 
d) Ја relation (11) ауес k = 1,2, 3, ... et les relations (13); 
е) les relations (17) et (19) ауес k = 1; 
[) Jes autres cas des relations (14) - (19).·-

а) Еп supposant Ја condition (Cz) rempJie et ауес ип у Е (0,1) fixe, оп 
{}btient, d'apres (XI), pour х Е [а, 2 п-а] (о<а<n), 

р-1 

L: 
"~m+1 

I р I 
1

1 L 'ГУ L (\1) sin 'ЈХ 
"~m+1 

cos ( m + f) x-cos ( \1 + f) х 
[\I-Y L (\1)-(\1 + l)]-Y L (\1 + Ј)]· - ----.----

2
. х 

slll2 

1 [Р-1 Ј <: -.х L I 'Ј-У L (\1)-(\1 + 1)-У L (\1 + 1)! + р-а L (р) 
юп- "~m+1 

2 

1 
<:.а [М (у) (т + l)-У L (т + 1) + р-У L (р)]. 

9' 

Slll-
2 
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Оп obtient la тете majorante, d'une maniere tout-a-fait semblable, dans le 
cas de la serie des cosinus. Cette majorante-la пе depend pas de х et tend 
vers zero lorsque т, Р--->ОО • 

Ь) Il resulte des hypotheses sur L (х) que cette fonction est поп croissante 
pour х suffisamment grand et tend vers zero quand х---> + оо . Par consequent, 
pour un nombre naturel по оп а 

(20) I !L(n)--L(n+l)l= I [L(n)-L(n+l)]<+oo. 
п = ПО п = ПО 

Оп obtient alors, еп appliquant lа sommation partielle (О < х< п), 

~ т 

L: L (п) cos nх = lim .2 L (п) cos nх 
п = 1 m-+оо п = 1 

sш n+- х-sш - sш т+- х-sш-

{ 
. ( 1) . х . ( 1) . х} 

т-I 2 2 2 2 
= lim L: [L(n)-L(n+ 1)] ---------+L(m)---------
т~ I 2· Х 2· Х 

n~ sш- sш-

2 2 

sш nх cos -- -t cos nх sш -
оо 2 2 1 

( 

. х . х ] 

L: [L(n)-L(n+ 1)] ---- -
n~l 2 sin~- 2 

2 

( Х )-1 ао 1 ао 
= 2tg- L [L(n)-L(n+ 1)] sinnx+--- 2: [L (n)-L (п + 1)](cosnx-l) 

2 n~l 2n~1 

(21) ( Х )-1 ао 
= 2tg- .2 n-1 п [L(n)-L(n+ 1)]sinnx+0(1), 

2 n~ I 

puisque, d'apres (20), 

1

1 оо I ~ 2: n2:1 [L(n)-L(n+ 1)](cosnx-l) <; n~lIL(n)-L(n+ 1)1< -+- оо . 

D'apres l'hypothese, x[L(x)-L(х+ 1)] est ипе fonction а croissance lente et 

n-1 n[L(n)-L(n+ 1)]=L(n)-L(n+ 1)"-, 

de sorte que, d'apres (14) ауес k= 1, lа derniere somme dans (21) а lе 

comportement asymptotique de lа fonction х-1 [L ( ~ )-L (~ + 1)] ~ . (21) 

entraine alors l'assertion en question. 
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с) La premiere des formules (4) peut etre ecrite sous la forme 

~ п .L n-Ycos nх =ху-1 Г (l-у) sin-y + о (xY- 1) (х->- + О; О<у< 1), 
n~1 2 

d'ou, pour О<у< 1, 

хl -у оо • П ---- .L L (п) п-у cos nх-Г (l-у) Slll- У 

L(~)n~1 2 

=xl-Y.L ---1 n-Усоsnх+о(l)=Т(х)+о(1) (х-->+О). оо [ L (п) ] -
n~ 1 L (х- I) 

Il suffit, donc, d'etablir que Т (х)-->О (х--+ -+ О). 

(22) 

Оп а, ауес о<а< 1 <Ll< + оо, 

1 т (х) 1 = I хl-у ( .L + .L +.L) [~i'!L-l] п-у cos nх I 
1 /) /) Ll Ll L (х- I ) I 

n~- -<n~- П>-
х х х х 

х1-у : I I I -< ----=-11 .L L (п) п-у cos nх + х l-у I L n-" cos nх 
L (х) о о 1 

n~- n~-
х х 

I [ L (п)] I хl-у I '1 + х1-у I L ---1 п-у cos nх I + --- .L L (п) п-у cos nх 
о Ll L (х-I ) L (х-1 ) Ll 

, -<n~- n>--
х х х 

+ х1-у I.L Ll п-у cos nх I = Т1 + Tz + Тз + Т4 + Ts· 

n>
х 

133 

Оп а ensuite, ауес y<~< 1 et еп designant par Мр M z , Мз, М4 , М5 
Л1;, M~ des constantes positives, d'apres (У), 

(23) 

х1-у 
Т1 -< --- .L L (п) nг(,-у· п-г(, Icos nхl 

L (х-Ј) о 
n~

х 

, х1-у (а) Г(,-у (а ) Ј81Х -<М 1 -- - L - t-13 dt 
L(x- l

) х х 
о 
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et, сотте cas particulier, 

(24) 

Оп obtient 

Т.;;;х1-у " I~(n) -1!n-Yicosnxl 
3 L I L ( -1) I , 

8 Ll I Х 
-~n~-
х х 

D'apres la majoration que nous avons deja fait dans а) (le cas des cosinus, 
сотте nous l'avons dit, est tout-a-fait analogue а celui des sinus) et d'apres 
(1), nous avons 

х1 -у I I м' х1-у 
Т4 = L L (п) п-У cos nх 1.;;; __ 4_ ·L---l) L ([Ll х-1 ] -1- 1) ([Ll х-1 ] + 1)-У 

L(x- 1) Ll • Х (х 
'n>-х sшт 

(26) 
х х-У -У Х L (Ll х-1) 

';;;М4 -----. ---. L (Ll х- 1 ) (Ll х-1 ) = М4 --Ll-Y ---"---'-
. х L (х-1 ) • Х L (х-1) 
sш- sш-

2 2 

et, сотте cas particulier, 

(27) 

D'apres les inegalites (23)-(27) et les proprietes correspondantes des 
fonctions а croissance lente, оп obtient, faisant dans (22) Х--+ -1- О, 

llffi I Т(х) 1.;;; (М1 -1-м2) а1-у -1- (М4 -1- M s) Ll-Y, 
Х-++О 

lim Т (х) =0. 
Х--++О 

d) D'apres le resultat de AljanCic, Bojanic et Tomic, la relation (11) 
est valable pour k = О et cela sous une des conditions (С;) (i = 1, 2) si у Е (0,1) 
et sans condition particuliere si у Е (1,2). Оп en deduit, pour у Е (О, 1) u (1,2) 
et sous les memes conditions pour chacun des deux interval1es, par l'integration 
de О а х Е (О, 27t'), се procede etant justifie par le lemme de 0.2, 

јУ+l (х)-јУ+1 (0),,-, -- L - Г (1-у) cos - у хУ (1) 7t' 
у х 2 

(х-+ +0), 
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c'est-a-dire, pour у Е (1,2) U (2,3), 

ју (х)-ју (0)'"'-' - - - г (1 + l-у) cos -(у-l).L -х
у

- 1 
1t ( 1 ) 

у-l 2 х 

= _ .x
Y

-

1 

(l-у) Г (l-у) sin.2:.. у . L (~) 
у-l 2 х 

=XY-l r(l-Y)L(-~)Sin ~ у, 

cette egalite etant valable sous сЬасипе des conditions (С;) (i = 1,2) si у Е (1,2) 
et sans elles si у Е (2, 3). Les assertions (11) et (13) sont donc valables pour 
k = О et pour k = 2 respectivement. Si оп les suppose valables pour ип nombre 
naturel k, оп etablit, de la тете maniere que la-dessus, еп integrant de О 
а х et еп profitant du lemme, leur validite pour le nombre naturel k + 1 et 
cela sous les conditions correspondantes. C'est donc par induction mathematique 
que l'on vient d'achever la demonstration de toutes les assertions 20. 

е) Supposons ипе des conditions (С;) (i = 1,2) remplie. Si 2: = + оо, оп 
а, d'apres (IV) et VЩ, 

оо 

јl (х) = L n-1 L (п) cos nх 
n=1 

= 2: n-1 L (n)- 2: n-1 L (п) (l-cos nх) 
1 1 

n ~- n~-
х х 

(28) 

Сотmе (Рр Р2 constantes positives), d'apres (У) et (VЩ, 

1 1 2: 1 1 = 1 2: n-1 L In)(l-cos nх) 1 < --2 х2 2: п L (п) 
1 1 

n~- n~-
х х 

et, d'apres la majoration dans а), 

12:21< si:\ (~ )-1 L(~ ) = O(L(~) ) = o(s(~)), 
2 

оп deduit de (28) l'assertion (17) pour k = 1. 
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Si I'оп а 2: < -1- оо (sans autre condition) la serie Ј; (х) est convergente et 

Ј; (0)-Ј; (х) n~1 n-1 L (n)(l-cos nх) 2:, n-! L(n)(l-cosnx) + R* (» 
n~

х 

(29) 2:1 n-1L(n)СОsnх=R(~)+О(R(~)) 2:з-2:4' 
n>

х 

Оп obtient de nouveau, de Ја тете maniere que plus haut, 

12:з1 O(L(+)), 12:4! O(L(~)) 
et par suite, d'apres (VП), 

(30) i2: з l=О(R(-;)), 12:4! O(R(~)). 
Les egalit€s (29) е! (30) entrainent I'assertion (19) avec k = 1. 

f) D'apres се qui precede, les relations (14), (17) е! (19) sont valabJes 
pour k = 1 sous les conditions correspondantes. Еп integrant, dans Је sens du 
lетте, Ја relation (14) de О а х, оп aboutit а 

/2 (х)·- /2 (О) = ; xL (~ ) (х-- + О), 

c'est-a-dire а Ја relation (15) рош k = 1. Еп integrant les relations (17) е! 
(19), sous les conditions correspondantes, оп aboutit respectivement аих 
relations 

(х-+ + О; 2: + оо ), 

(Х-> + О; 2: < + оо ), 

c'est-a-dire аих relations (16) е! (18) рощ k ~O 1. Оп а ainsi prouvees toutes 
les relations (14)-(19) pour k= 1. Pareillement, еп integrant de О а х seIon 
le Јетте, de l'hypothese que toutes les assertions (14)-(19) sont vraies роит 
le потЬте naturel k оп dCduit Јеит validite роит k + 1. C'est donc рат 
induction math6matique que l'on prouve toutes les assertions (14)-(19). 

1.2. Аих resultats precCdents sur Је comportement asymptotique des 
series (2) et (3) nous ajoutons l'estimation suivante de la serie des modules 
des termes de Ја serie gy (х). 

ТЬеотете п. Sous иnе des conditions (с2) et (с;) (геnоncе Ји theo
reme l) оп а 

оо оо 

2: n-2 L (п) I sin nxi--- г: n-2 L (п) sin nх 
n=l п I 

(х->-+О). 

Si 2: < + оо, cette relation est valahle sans conditions supplemenfaires. 
Demonstration. Soit d'abord 2: = + оо. Оп а alors 

.,. 
L n-ZL(n)lsiпnхl= 2: + I 
п 1 I t 

n~- n>-
х х 
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3 I 

<; Х L n-1 L (п) + L п - 2 . п -2 L (п) 
I I 

n<,- n>~ 
х х 

= xS* ( ~ ) (1 + О (1)) = xS ( ~ ) (1 + О (1)) 

et, d'autre part, d'apres le theoreme 1, 

(х---> + О); 

dOIlC, 

(х--+ + О). 

Si L < + ОО, оп а 
оо "" 

L n-2 L(n)[sinnxj<x L n-1L(n)=ХL; 
n~1 n~1 

d'autre part, d'apres Је tbloreme 1, 

'" '" 
L n-2 L (п) ! sin nх 1;> L n-2 L (п) sin nх"-'х L (х-++О); 
n~1 n~1 

donc, 
'" L n-2 L (п) [sinnxl"-'x 2"-' 2 n-2 L(n)sinnx (х-> + О). 
n~1 n~1 

1.2.1. De la mеmе fщ:оп que les inegalites dans la demonstration pre
c6dente, оп peut deduire les deux estimations suivantes: 

'" . У+Е (1) (31) L п-у L (п) Isш nх[ <;-- ху-I L --
n~1 У-Е Х 

(О<Е<У; х>о et suffisamment petit; 1 <у<2); 

'" '" L п-у L (п) [sin nх! <; х L n'-У L (п) 
n~1 n~1 

valables sans аисипе restl·iction pour L (х). 
(а suivre) 
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GENERALISATIONS DE QUELQUES THEOR:EMES DE А, ZYGMUND, 
в, SZ,-NAGY ЕТ R, р, BOAS (11) 

(Suite)* 

Dusan Adamovic 

(Communique Је 17 јијп 1966) 

2. Generalisations des tbeoremes de Zygmund et В. Sz.-Nagy 
Оп suppose dans се paragraphe que les fonctions g (х) et лх) soient 

поп croissantes et inferieurement bornees pour х Е (О, п) et que l'on ait 

xg (х) Е :l (О, п), Лх) Е :l (О, п). 
Оп designe par Ьn (п = 1,2,3, ... ) les coefficients de la serie de sinus de lа 
fonction g (х) et par аn (п = 0,1,2, ... ) les coefficients de la serie de cosinus 
de la fonction ЛХ), c'est-a-dire 

1t 

Ьn = ~ Ј g (х) sin nх (п = 1,2,3, ... ), 

о 

1< 

an=~ Ј f(x)cosnxdx (n=0,1,2, ... ). 

о 

Ici les nombres a~ sont les coefficients de Fourier de la fonction ј'(х) et les 
nombres Ьn ne le sont pas necessairement pour lа fonction g (х). 

Les deux theoremes suivants sont dfis а А. Zygmund [14] et а 
В. Sz.-Nagy [7]: 

(А) Soit O<y~ 1. La serie 

converge absolument si et seulement si 

ху- I g (х) Е :l (О, п). 
(В) La serie 

(32) 

* La ргетјеге partie de cet article, sous Је тете titre, а ete риЫјее dans ces 
"PubIications", t. 7 (21), 1967. 
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converge absolument si et seulement si 

(33) ху- I ЛХ) Е Х (О, л) 

оu Ыеn si et seulement si 

(34) ЛХ) 10g х Е Х (О, л), 

suivant que l'оn а О<у< 1 оu у= 1. 

Zygmund а obtenu ces resultats pour 1е cas у=1 et В. Sz.-Nagy dans 
le cas general. 

De plus, В. Sz.-Nagy а demontre que dejcl la sommabilite (е, 1) de 
'а serie (32) entraine (33) оu (34), selon le cas. 

Les resultats precedents peuvent etre generalises par les theoremes suivants, 
ои intervient la fonction а croissance lente L (х): 

TMoreme ЈП. Soit O<y~ 1. La serie 

оо 2: п-у L (п) Ь,. 
n~l 

converge absolument si et seulement si 

Theoreme ЈУ. Soit О<у< 1. La serie 

(35) 

converge absolument si et seulement si 

(36) xY -
1 L ( ~ )лх) Е Х (О, л). 

TMoreme У. Soit О<у< 1. 

Si x- 1- y L(x) ">1. pour х suffisamment grand, de la convergence de 'а serie 
(35) resulte (36). 

Si х-у L (х) ">1. pour х suffisamment grand, de 'а sommabilite (е, 1) de 
la serie (35) resulte (36). 

TMoreme УЈ. La ser је 

оо 

2: n - 1L (n)a,. 
n-I 

converge absolument si et seulemmt si 

(37) S ( ~ ) Лх) Е :.t (О, л). 

TMoreme vп. La relation (37) resulte de 'а convergence оu de 'а 
sommabilite (е, 1) de la serie (35) suivant que l'on а, pour х suffisamment grand, 
seulement х-2 L (х) ">1. оu dejd х-Ј L (х) ">1. . 
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Pour L (х),= 1 le tbloreme 1II se reduit а (А), les tbloremes IV et УЈ 
se reduisent а (В) et les tbloremes V et VП i la remarque supplementaire 
de В. Sz.-Nagy. 

Оп peut ajouter аих tbloremes precedents le tbloreme suivant, relatif 
аи cas de la serie de sinus et de у = О, поп compris dans les resultats de 
Zygmund - В. Sz.-Nagy. 

Theoreme VПI. Soit L (х) convexe е! {еl que ~< + оо. Alors 'а serie 

converge absolument si ef seulement si 

х-1 L ( ~ ) g (х) Е 2' (О, 7t). 

Еп 1958 nous avons donne dans [1] ипе generalisation des tbloremes 
(А) et (В) differente de la precedente. А savoir, cette generalisation-la соп
tenaient les memes enonces des tbloremes ЈУ, V et VIII et l'enonce du 
tbloreme ПI ауес l'intervalle plus large (0,2) pour у; les enonces suivants у 
figuraient аи lieu des tbloremes VI et VПI, respectivement: 

(У!') Soit 
х 

(38) O<AL(x)logx> Ј t-1 L(t)dt<ВL(х)lоgх (x>l) 
о 

(А et В constantes). Alors lа serie 

(39) 

converge absolument si et seulement si 

(40) ЈСх) L ( ~ ) log ~ Е 2' (О, 7t). 

(VП') Soit 

х 

(41) Ј t-1 L (t) dt > А L (х) Jog х (х> 1). 
1 

Alors (40) resulte de lа convergence ои de lа sommabilite (С, 1) de lа 
serie (39) suivant que, pour х suffisamment grand, lа fonction х-2 L (х) seulement 
ои dejd lа fonction х-1 L (х) est поп croissante. 

Јсј, dans le tbloreme ПI nous nous limitons а l'intervalle (0,1] роиг у, 
еп vertu du resultat concernant l'interval1e (1,2) obtenu еп 1962 par R. Р. Boas 
(tMoremes (С) et (D) dans 3), qui est, pour L (х) == 1,1 < у< 2, plus generale 
que l'ancienne variante de notre tbloreme 111 et que nous avons, d'ai1leurs, 
reussi а generaliser аи moyen de fonctions а croissance lente (tbloremes ЈХ 
et Х). - Les tbloremes УI et VП sont plus generaux que les tbloremes (VI') 
et (VП'), puisque les premiers ne contiennent pas les conditions restrictives 
(38) et (41) et puisqu'on а (37) ~ (40) sous la condition (38) et (37) => (40) 
sous Ја condition (41). . 
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Pour compJeter J'expose sur notre sujet, nous avons cites tous Jes 
theoremes III - VПI. Les demonstrations des theoremes ПЈ - V etant 
contenues dans [1], nous nous limitons јсј а exposer Jes demonstrations des 
theoremes УЈ - VПЈ, сеНе du dernier puisque sa demonstration dans [1] 
n'etait pas correcte. 

2.1 Demonstrations des tbloremes VЈ-VПЈ 

2.1.1 Demonstration des theoremes УI е! vп. D'apres J'assertion 1 о de 
(Уlll), ауес L (х) = 1, ј(х) E:Z (О, л) entraine l'existence de l'integraJe 
7t 

Ј х d f (х) et que х Лх) -+ О (х -+ + О) et, раг consequent, J'existence de 
о 
7t 

Ј sin п х· dj(x) et que ј(х) sin nх -+ О (х -+ -:-- О). de sorte qu'une integration 
о 

par parties donne 

1t 1t 

аn =}- Јлх) cos nх dx = 2 [- Јјт ЛХ) sin nх-Ј' sin nх· df(X)] 
л лn Х-++О 

о о 

7t 

= --~Јsinnх.df(Х); 
лn 

о 

donc, 
7t 

(42) 2Ј· аn = -- sш nх· df(x) 
лn 

(п =с 1.2,3, ... ). 

о 

Nous aIlons demontrer d'abord que (37) entraine Ја convergence absolue 
de Ја serie (39). Nous demontrerons ensuite Ја seconde, puis Ја ргеmјеге 
assertion du theoreme VП et, enfin, que Ја convergence absoJue de Ја serie 
(39) entraine (37). Toutes Jes assertions des theoremes УЈ et VП etant triviaJes 
si ~< + оо, nous aIlons supposer jusqu'a Ја [јn de Ја demonstration que Ј'оn 
ait ~= -:-- оо. 

D'apres (42) et Ја majoration effectuee dans Ја demonstration du theoreme 
1I, оп а, ауес иnе constante positive М, 

7t 

~M Ј х S (~ )d[-f(Х)]. 
о 

Оп еn concJut, d'apres (VПI), que (37) entraine Ја convergence absoJue 
de Ја serie (39). 
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Supposons que la serie (39) soit somm"lble (е, 1), c'est-a-dire que 
lа suitc 

1t 

= -~- Ј Рn (Х) df(x) 

О 

tende vers ипс limite finie lorsque п -+00 et que l'оп ait х-1 L (Х) ~ роиг 
Х '?;т (т потЬге naturel). Soit 

Alors 

Х 
l--cos (2 '1+ 1)-

def 2 
sv(x)= -------

2sin~ 
2 

('1 = 1,2,3, ... ). 

Рn (Х) = ~I ( 1--;) '1-2 L ('1) sin '1 Х 

= ~~:[(1- : )v-2L(V)-( 1- '1: 1)('1+ 1)-2L(v+ 1)] Sv (Х) 

(43) -( 1- ~) L(I)So(X)'?;vn~. +[~11 -L(l)SО(Х)]=р~I)(Х)+Р(l)(Х). 
La suite 

(J)n,v~f (1- ~ )v-2L(V)-( 1- '1: 1)('1+ 1)-2L(v+ 1) 

1 
= ['1-2 J~ ('1)-('1 + 1)-2 L ('1 + 1)]--- ['1-1 L ('1)-('1 -1- 1)-1 L ('1 + 1)] 

п 

('I~n-l) 

est positive роиг '1;> т et, роиг ип '1;> т [јхе, поп decroissante par rapport 
а п; еп outre, 

(n-+оо). 

Еп profitant du fait que Sv (Х) '?; О (О~х~л), оп еп conclut que les 

fonctions de la suite p~!) (Х) sont поп negatives et que cette suite tend vers 

n-l оо 

Р (Х) = lim 2: (Ј)n. v Sv (Х) = 2: (Ј), Sv (х). 
n----+оо 'Ј=m 'Ј=т 

(La derniere egalite, d'apres се qui precede, se justifie раг le fait suivant, 
aise а demontrer: si O~Q(n.v/"'Q(v (n-+оо; 'I=т, т+ 1, ... ), alors 
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Оп obt:ent de (43) 

1< 1< 1t 

(44) Ј p~1) (х) d [ - ЛХ)] ~! I Рn (х) df(x) I + I Ј рО) (х) df(x) ! . 
о о о 

1t 

Сотте, d'apres l'hypothese, lјт I Рn (х) df(x) est [јпј et que lа fonction P(I) (х) 
n~OO О 

est, selon (УШ), integrable par rapport а ЛХ) dans (О, п), оп deduit de (44), 
tenant compte de lа поп negativite des fonctions P~!) (х), que la fonction Р(х) 
est integrable par rapport а ЛХ) dans (О, п). 

Or, сотте nous allons lе montrer tout de suite, 

(45) (МЈ constante positive), 

" 1 ) d'ou resulte que l'integrale [ х S (--; df(x) est finie; donc, d'apres (УШ), 

s ( ~ )ЛХ) Е:! (О, п). 

Pour achever cette partie de lа demonstration, јl suffit, donc, de demontrer (45). 

1 7t 
Pour v+-~- оп а 

2 х 

sv(a.:);:?----x =--х v+-2 (2 v + 1 )2 2 ( 1 )2 
х 2п п2 2 

et, pour х suffissamment petit, d'apres (1) et (У), 

оо 

Р(х)= L sv(x)[v-2L (v)-(v+ 1)-2L(v+ 1)] 
\1="' 

L (v + ~)2 [v-2 L (v)-(v + 1)-2 L (v + 1)] 
1 1 1t 2 

m+-~v+-:::;;·--
2 2 х 

m 

1t 
--1 
х 

= ~2x[(t- ~)\-2L(t)I';_1 +2 Ј (t-+) t-2 L (t)dt) Ј 
т 
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2-1 
х 

+Mz Jt-1L(t)(dt)]~ ~2Х[МЗ s(~ )-M4L(~ )]~MsXS(~), 
m 

ауес les constantes positives М2 , МЗ, М4 , M s. Ici оп а mis а p,ofit lа [еlа
tion 20 de (УII). 

Si l'оп suppose que la serie (39) converge, c'est-a-dire que la suite 

1t 

n. 2 Ј п 
"~I у-1 L (У) а" = --; "~I у-2 L (У) sin vxdf(x) 

о 

tende vers ипе limite finie lorsque п --+ схЈ, et que у-2 L (У) "'-. pour v ~ 1 (1 nombre 
naturel), оп obtient, d'une maniere analogue que ci-dessus, 

def п 

Qn(x)= 2: v- 2L (v)sinvx 
"=1 

n-l 

= 2: [у-2 L (у)-(у + 1)-2 L (У + 1)] SV (x)-L (1) So (х) + n-2 L (п) sn (х) 
"~I 

~ ~; + [~: -L (1) so(X)l = Q~I) (х) + Q(l) (х), 

оu Q~I) (х) est ипе suite de fonctions поп negatives, et l'on еп deduit l'inte
grabilite de la fonction Р (х) par rapport а Лх) dans (О, п). Оп еп obtient 
de поиуеаи (37). 

Soit enfin 
оо 

2: n-1 L (п) I аn i = к < + ОО. 
n=1 

Alors, d'apres (У), 
п п 

K~2: v-1L(v)lаvl~L Inf {t- 1 L(t)}lav l 

v=l v=l O~t~v 

1< 

= "~I у- 1 
L 1 (У) lavl = vtl у- 1 

L 1 (у) I :у Ј sin vx.d[-f(x)] I 
, о ' 

1t 

~ ~ IJC~I v-
2

L I (v)sinvx ] d[-Лх)] I 
о 

1t 

= ~ IJ Rn(X)d[-f(Х)][. 
о 
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Оп а х-1 L J (x)~ (х>О) ct раг su:tc 

п 

Rn(x)= 2: у-2 L 1 (У) sin ух 
v~1 

n-! 

L [y-2~~'I(Y)-(Y+ 1)-2L1(v+ l)]sv(x)-~(l)Sо(Х) 
v~1 

(1) ( ( =R n x)-LЈ(l)sО х), 

оu R~I) (х) cst ипе suite де fonctions поп nt~gatives et Ја fonction So (х) est 
integrable раг rapport а ЛХ) dans (О, п). Раг ип ргоседе semblable а сеlиј 
еmрЈоуе pJus haut, оп obtient 

Ro (x)~M6 xS1 (~), Ro (х) = l~~ R~I) (х) (М6 constante positive), ауес 
def х 

SI (х) = ј (- 1 L I (t) dt. 
- 1--

Etant доппе que, d'apres J'assertion 30 дс (УЈ), Sl (~--),"",-,S (-;) (x~ + О), оп 
еп deduit 

Ro (x)~M7 xS (~ ) (М constante positive). 

Оп сп obticnt (37) еп s'appuyant sur (УПI). 

2.1.2. Demonstration du theoreme VIII. 

Il resulte des proprietes supposees де Ја fonction L (х) que L (х) ~O 
(х ~ + '00) et aussi quc, d'apres (УЩ; 

c'est-a-dire quc 

+00 

Ј (-1 L (t) dt< + ОО, 
I 

Оп еп concJut que Jes деих conditions dont Је th60reme УIII etablit J'equiva
lепсе sont роиг g(x)=const automatiquement satisfaites, et Ј'оп peut supposer, 
sans restreindre Ја generalite, que g (п-О) = О. Les coefCcients Ьn sont alors 
donnes раг 

1t 

bn=-~ J(l-СОSnХ)dg(Х)~О. 
о 

Еп effet, d'apres J'assertion 1 о де (YIII) (ауес L (х) == 1), xg (х) Е (О, п) 
1t 

entraine J'existence де J'integralej x 2dg(x) et que x2g(X)~0(x~+0), et 
о 
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1t 

раг consequent l'existence de Ј (l-cos пх) dg (х) et que (l-cos 11Х) . g(x)-+O 
о 

(х-+ -+- О). Оопс, еп tenant compte de g (п-о), ипе integration раг parties 
donne 

1t 1t 

Ьn = ~ Ј g (х) sin пх d х =~ [- 'јт g (х) (l-cos пх)]- Ј (l-cos пх) dg (х) 
п п п Х-++О 

О О 

1t 

~ -- (l-cos пх) dg (х). 2 [' 
пп, 

о 

Раг consequent, bn~O(n= 1, 2, 3, ... ) et, d'apres 'е tbloreme de Верро
-Levi, 'а serie 

1t 

nil L (п) Ьn ~ -; I [n~l n-1 [_ (п) (l-cos 11Х) Ј clg (х) 
о 

converge (absolument) si et seulement si l'integrale аи second тетыlеe est 
Гпј. Or, d'apres 'е 1Ыогете 1, 

(х-+ -1 О), 

de тапјеге que l'application de (VIП) conduit а l'assertion du tbloreme VПI. 

3, Generalisation des tMoremes de Boas 
Dans ses travaux [8] et [9], R. Р. Boas а demontre les tbloremes (C)-(G), 

qui etendent le tbloreme (А) а l'intervalle [1, 2], еп affaiblissant les conditions 
pour 1 < У:'( 2 et роиг l'assertion dans ипе direction dans le cas у ~ 1, et 
donnent ип analogue du tbloreme (В) роиг lа serie de cosinus generalisee, 
definie par Boas, sous l'hypotMse 

сотте lа serie de соsшus аих coefficients 

(46) 

1t 

аn = --2n-1 Ј (l-cosnx)f(x) dx 
о 

(п=I,2,3, ... ) 

(pour l'explication voir [8, 9]). Оп n'y suppose pas lа monotonie des fonctions 
g (х) et ЈСх). 

(47) 

Alors 

(48) 

(С) Soit 1<у<2 е! 

1t 

Ьn = ~ Ј g (х) sin nх dx 

о 

(n= 1, 2, 3, ... ). 

ху- 1 g (х) Е Х (О, п) 
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entrafne lа convergence absolue de lа serie 

(49) 

(О) Soit l<у<2, g(x)~O роиг хЕ:: (О, п) et (47). Alors lа convergence 
de (49) entraine (48). 

(Е) Soit g(x)~O роиг хЕ:: (О, п) е! (47). Alors lа convergence de la serie 
оо 

L: п-Ј Ьn entraine g (х) E::t (О, п). 
n~J 

(50) 

(F) Avec lа formule (47): 
10 

1 
xg (х) log -- E::::t (О, п) 

х 

entraine lа convergence absolue de lа serie 

(51) 

20 Si g(x)~O (О<х<n), lа convergence de (51) entraine (50). 

(G) Soit 1 <у<3, х2 f(x) Е::Х(О, п), Лх)~О (О<х<n) et les coefficients 
оо 

аn soient donnes раг (46). Alors lа serie L: п-у a~ converge absolument si et 
n~1 

seulement si ху- 1 f(x) Е::Х (О, п). 

Nous generalisons ici les tbloremcs (C)-(G) par les tbloremes suivants, 
dont le dernier est pour (G) generalisa1 јоп dans деих dircctions: introduction 
де fonction а croissance lente et eIarg'ssement де l'intervalle pour у: 

Tbeoreme IХ. Soit l<у<2 е! (47). Alors 

(52) ху- 1 L ( ~ ) g (х) ЕД' (О, п) 

entraine Ја convagence absolue de lа serie 

оо 

(53) L: п-у L (п) Ьn • 
n~l 

Tbeoreme Х. Soit l<у<2, g(x)~O (О<х<n), xg(x)E::::t (О, п), (47) 
е! х1 -у L (х)"-. Alors lа convergence de lа serie (53) entraine (52). 

Theoreme ХI. Soit g(x)~O (О<х<n), (47) е! L(x)"-. Alors Ја conver

gence de lа serie n~1 n-! L (п) entraine L ( ~ ) g (х) E::::t (О, п). 

(54) 

Tbeoreme ХII. Ауес 'а formule (47): 
10 
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entraine la convergence absolue de Ја serie 

"" (55) L n-2 L (п) Ьn • 
n~1 

2° Si g(x);;;,O (O<x<7t), х-1 L(x)"'-. е! L= + оо, lа convergence de (55) 
entraine (54). 

Theoreme XIII. Soit х2 ЛХ)ЕЗ; (0,7t), ј(х);;;'О (O<x<7t) е! (46). 
Alors: 

1°Pour 1<y<31a serie 

converge absolument si et seulement si 

ху-1 L (~)ЛХ) Ез; (О, 7t). 
х! 

2° Sous unе des conditions (С2) е! (С/) (!'еnоnсе du tMoreme 1) е! sous 
l'hypothese ~ = + оо, lа serie 

"" (56) ') п-з L (п) аn 
~1 

converge absolument si et seulement si 

х2 S (~ )ЛХ) Ез; (О, 7t). 

3° Sous l'hypothese L< оо: lа serie (56) converge absolument, е! lа serie 

"" (57) L n-1 L (n)аn 
n~l 

converge absolument si е! seulement si 

3.1. Demonstration des theoremes IX-XIII 

3.1.1. Demonstration du tMoreme IX. D'apres 1е theoreme de Beppo-Levi 
et l'estimation (31), 

1t 

1 "" "" r 27t~ln-УL(n)[Ьnl~n~ln-УL(n) L [g(x)[[sinnx[dx 

о 

1t 1t 

= J[g(x)[gln-УL(n)[sinnх[dх~м Ј XY-IL(~)[g(х)ldХ, 
о о 

ауес М constant, d'ou le theoreme. 
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3.1.2. Demonstration du theoreme Х. Mettant а profit Је fait que toutes 
"" Jes sommes partielles de Ја serie L п-Ј sinnx sont positiyes pour О<х<т; 

n~1 

(pour lа demonstration УО1Г, раг ехеmрlе, [35], 1, р. 106) et l'hypothese 
х1-у L (х)"', оп obtient, аи moyen d'une sommation par parties, 

р 

(58) L п-у L (п) sin nх>О (О<х<п; р= 1,2,3, ... ). 
n~~ 1 

Соmmе 
1t 1t 

Ј g(x) n~1 п-у L(n)sinnxdx= nt1 п-у L(n) Ј g(x)sinnxdx 

о u 

7t Р 
=- L п-у L (n)Ьn , 

2 n~1 

оп obtient, d'apres Је lеmmе de Fatou et (58), 

1t 

Jg (х) [i п-у L (п) sin nх] dx~ liш. --~ 7t i п-у L (п) Ьn < + ОО. 
n~l 1'--->00 2 n~1 

О 

Cette integralite-la et Ја relation (theoreme 1) 

i n-УL(n)Siпnх......,СХу-ЈL(-~) (х-++О; С constante pos:tiye) 
n~1 Х 

entrainent le theoreme, 

3.1.3. Demonstration du theoreme ХI. D'apres l'hypothesc L (х)"', оп 
а (58) ауес у = 1. Оп en deduit, de Ја mеmе maniere que dans Ја demonstra
t;on precedente, 

1t 

Ј g (х) C~1 n-
1 
L (п) sin nх ] dx:C ;~: -~- 7t n~1 п-Ј L (п) Ь,,< + оо. 

о 

Cette iпеgаЈitе-lа et Ја reJation (theoreme 1) 

i n-1 L (п) sin nx,,",~ L (~) 
n~J 2 х 

(х-+ + О) 

entrainent Је theoreme. 

3.1.4. Demonstration du theoreme ХlI. 10 D'apres le theoreme de Верро
-Levi et les theoremes 1 et П, 

1t 

-~ 7t i n-2 L (п) I ЬN I ~~ 7t Ј ig (х) I [i n-2 L (п): sin nх! Ј dx 
2 n~1 2 n~1 

О 

1< 

~M Ј xS(~)lg(x)ldX (М constante), 

о 

се qui entraine l'assertion 1 о. 
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20 Оп а, d'apres l'hypothese sur L (х), 

р 

2: n-2 L (п) sin nх>О (О<х<n; р = 1, 2, 3, ... ). 
n~1 

Par conseq uent, de 

1t 

I g (х) C~I n-2 L (п) sin nх Jdx = -} п ntl n-
2 

L (п) Ьn 
о 

оп deduit, d'apres le lemme de Fatou, 

1t 

(59) I g (х) [~I n-2 L (п) sin nх ] dx~ ;~: . ~ п n~1 n-2 L (п) Ьn • 
о 

Рщsquе 2: = + ОО, оп а (theoreme 1) 

(60) i n-2L(n)Siпnх""хs(~) 
n~1 Х 

(х-++О). 

De (59) et (60) resulte l'assertion 20. 

3.1.5. Deтonstration du theoreтe XIII. 1 о Оп а, еп vertu de 1 - cos nх ~ О 
et d'apres le theoreme de Beppo-Levi, 

1t 

-}n n~1 п-у L(n) I anl = J[~I п-у L (п) (1-соsnХ)]f(Х)dХ. 
о 

L'assertion 1 о resulte de cette egalite et de l'inegalite double 

Аху-1 L (~)~ i п-у L (п) (l-cos nx)~Bxy-l L (~) 
х n~1 Х 

(1 <у< 3; А, В constantes positives), 

demontree dans notre article [1] (р. 88, double inegalite (11». 

20 De тете que dans le cas precedent, 

1t 

(61) ~ nn~ln-3L(n)lanl= I[n~ln-ЗL(n)(l-СОSnХ)]f(Х)dХ. 
о 

Sous les hypotheses correspondantes, оп а, d'apres le theoreme 1, 

i n-ЗL(n)(I-СОSnх)",,~Х2S(~) (х-++О), 
n~1 2 х 

d'ou l'assertion. 

3 о La partie de l' assertion relative а la serie (56) resulte de (61) et de 
la relation (theoreme 1), valable si ~< + ОО, 

оо 1 2: п-з L (n)(l--cosnx)"-'- х2 2: (х-++ О), 
n~1 2 
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et сеНе concernant Ја serie (57) de l'egalite 

1< 

-} 7t n~1 n-I L (п) I аn I = Ј [~I n-1 L (n)(l-cos nх)]лх) dx 

о 

et de Ја relation (theoreme 1) 

n~1 n- 1 L (n)(l-cos nx)""""R ( ~ ) (х-++О). 

3.2. Оп peut remarquer, d'apres les demonstrations correspondantes ехро
sees, que Ја convergence des series dans les enonces dcs theoremes Х et ХI 
et de l'assertion 20 du theoreme ХII peut etre remplacee par lа condition 
que les limites inferieures de leurs suites de sommes partieHes sont < + оо . 
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SUR UNE CLASSE D'EQUA ТIONS FONCTIONNELLES LINEAIRES 

Dusan D. Adamovic 

(Communique Је 23 јuјп 1967) 

Le but principa1 de cet article est lа discussion complete des solutions 
de l'equation fonctionnelle de lа forme 

(1) 2: аuЈСХј, Хј) = О (n~ 2), 
1 ~ i , j :s;;. n 

ои 1а fonction ј: :7 x,,~ -+ 2 (:7 ensemble поп vide, 2 espace lineaire 
sur lе corps commutatif Ј dont lа caracteristique n'est pas 2) est inconnue 
et аиЕЈ (1 ~ j, j~ n) sont constantes donnees. Еп particulier, 2 peut coinci
der ауес Ј. 

Notons que ces resultats пе sont pas comparables, du point de уие de 
lа generalite, а сеих de S. РгеЈјс contenus dans [1], lesquels se rapportent аи 
cas de l'equation fonctionnelle lineaire homogene, ои ј est fonction d'un nombre 
arbitraire de variables independantes et ои les coefficients sont fonctions don
nees des memes variables, mais sont soumis а certaines conditions qu'ils пе 
$atisfont automatiquement s'ils sont constants. 

Avant de passer а Ја discussion de l'equation (1) sous forme generale, 
nous allons exposer ип resultat supplementaire, а savoir 

О. Etude de ћ~quаtiоп fonctionnelle 

(2) аЈСх, у) + ЬЈСу, х) + сЈСх, х) + df(y, у) = g (х, у) 

(ј: :7 х:7 -+ 2 fonction јпсоnnое; g: :7 х:7 -+ 2 fonction donnee; а, Ь, с, d 
(ЕЈГ") constantes donnees) 

Dans се qui suit jusqu'a lа [јп de l'article nous ctesignerons partout par 
F une fonction arbitraire de deux variables independantes (Р: :7 х :7 -+ 2 ), 
par G et Н des fonctions arbitraires d'une variable independante (G, Н: 
3 -+ 2) et par С une constante arbitraire (С Е 2 ), sans lе noter explicitement. 

En posant dans (2) у = х, оп obtient 

(3) (а +Ь + с + d)f(x, х) = g (х, х). 

0.1. Soit 

Alors (3) entraine 
1 

ЈСх, x)=----g(x, х), 
a+b+c+d 
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de maniere que (2) devient 

(4) аЛх, у) + ЬЛу, х) = h (х, у), 
ауес 

(5) h ( ) 
_ ( ) cg (х, х) + dg (у, у) 

х,у -g х,у . 
a+b + c+d 

Nous allons distinguer quatre cas possibles: 

0.1.1. (6) 

L'equation (4) et l'equation obtenue par la permutation des lettres х et у 

ЬЛХ, у)+аЛу, x)=h(y, х) 

forment ип systeme lineaire par rapport а ЛХ, у) et Лу, х). D 'apres (6), јl 
еп resulte 

ј(х ) = ah (х, y)-bh (у, х) . 
, у 2 Ь2 

а-

Etant donne que cette expression pour ј(х, у) satisfait identiquement l'equation 
(2), се qu'on verifie immediatement, dans се cas lа solution generale est donnee 
раг l'egalite precMente, ои Ыеn, d'apres (5), раг 

ј(х, у) = (а + Ь + с + d) [ag (х, y)-bg (у, х)] + (bd-ac) g (х, х) + (bc-ad) g (у, у) . 
(а2 -Ь2) (а + Ь + с + d) 

0.1.2. a=b =l= O. 

(4) devient 

(7) а [Лх, у) + лу, х)] = h (х, у). 

Il en resulte 

(8) h (х, у) = h (у, х), 

ои Ыеп, d 'apres (5), 

(8') ( ) ( ) 
(c-d) [g (х, x)-g (у, у)] 

g х, у -g у, х = .- . 
2a + c + d 

Cette condition-la est necessaire pour que l'equation (2) possede ипе 
solution dans се cas. Еп supposant (8'), c'est-a-dire (8), apres la substitution 

1 
(9) ј(х, y)=-h(x, y)+q> (х, у) (q> поиуеllе fonction јпсоппие), 

2а 

(7) se reduit а 
q>(x, у) +q> (у, х)=О; 

d'ou 
q> (х, у) =Р(х, y)-F(y, х). 

D'apres tout се qui preced~ et ипе verification facile: dans lе cas considere, 
(8') represente lа condition necessaire et sujfisante роиг que l'equation (2) ait 
иnе solution et sous cette condition-ld lа solution de (2) est donnee раг 

ј( ) = (2a+c+d)g(x, y)-cg(x, x)-dg(y, у) Р( )-Р( ) 
х, у + х, у у, х . 
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0.1.3. (10) а= -Ь =F О. 

(4) prend lа forme 

а [f(x, y)-f(y, х)] = h (х, у). 
Il еп resulte 

(11) h (х, у) = -h (у, х), 

c'est-a-dire, d'apres (5) et (10), 

(12) g(x, y)+g(y, x)=g(x, x)+g(y, у), 

ипе condition necessaire pour que (2) ait ипе soIution dans се cas. En 
supposant (12), c'est-a-dire (11), la substitution (9) conduit а 

ср (х, у)-ср (у, х) = О, 

d'ou 
ср (х, у)=Ф(х, у)+Ф(у, х), 

et puis, d'apres (9) et (5), 

Ј( )
_(c+d)g(x,y)-cg(x,x)-dg(y, у) Ф( ) _Ф( ) 

х, у - + х, у -ј у, х . 
2a(c+d) 

Еп posant у = х, iI vient 
f(x, х) = 2 Ф (х, х), 

c'est-a-dire, d'apres (3), 

Donc, 

Ф( )
_ g(x, х) 

х,х - . 
2 (с+ d) 

Ф (х, у) = F(x, y)-F(x, х) + g (х, х) , 
2 (c+d) 

de maniere que l'expression precedente pour Ј(х, у) devient 

Ј( ) 
(c+d)g(x, у) + (a-c)g(x, x)+(a-d)g(y, у) 

Х,у = + 
2a(c+d) 

+F(x, у) +F(y, x)-F(x, x)-F(y, у). 

Une verification immediate montre que (12) represente la condition 
necessaire et suJfisante et que la solution generale est donnee раг la derniere 
egalite. 

0.1.4. а=Ь=О. 

Оп voit sans difficulte que la condition necessaire et suJfisante роиг que 
(2) аи иnе solution peut etre ехргјтее сотте il suit 

g(x, у)=ст(х) +dm (у) 

et que si m (х) figure dans /'equation precedente, la solution generale de (2) 
est donnee раг 

ј(х, у) =т (х) +F(x, y)-F(x, х). 
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0.2. (13) 

En posant у = х dans (2), оп obtient une condition necessaire pour qu'on 
ait une solution dans се cas: 

(14) g(x, х) =0. 

Considerons le systeme lineaire forme par (2) et l'equation obtenue ра 
Ја permutation de х et у: 

(15) 

0.2.1. 

{ 
аЛх, у) + ЬЛу, х) + сЛх, х) + df(y, у) = g (х, у) 

ЬЛх, у) +аЛу, х) +df(x, х) + сЛу, y) = g(y, х). 

а2-Ь2 =1= О. 

Оп obtient de (15) 

(a2-Ь2)Лх, у) = (bd-ac)f(x, х) + (bc-ad) лу, у) + ag (х, y)-bg (у, х), 

ои bien, etant donne que l'on а, d'apres (13), 

(16) 

bd-ac = -(а +Ь) (Ь + с), bc-ad=(a+b) (а+с), 

ј(х, у) = ag (х, y)-bg (у, х) + (Ь + с) G (х)-(а + с) G (у). 
а2-Ь2 

L'equation (2) etant, sous Ја condition (14), identiquement satisfaite par 
Ја fonction f donnee par (16), ауес une fonction arbitraire G, оп conclut que 
la condition (14) est necessaire et suffisante роиг qu'on ait иnе solution et que, 
sous cette condition-la, lа solution generale est donnee раг (16). 

(17) 

d'ou 
(18) 

(19) 

0.2.2. 
a=b =l= O. 

(15) devient 

{ а [ЈСх, у) + Лу, х)] + сЈСх, х) + df(y, у) = g (х, у) 

а [ЈСу, х) + ЈСх, у)] + df(x, х) + сЈСу, у) = g (у, х), 

(c-d) [Ј(х, х)-Лу, у)] = g (х, y)-g (у, х). 

0.2.2.1. c=d( = -а). 

(18) donne 
g (х, у) = g (у, х) , 

се qui represente Ја seconde condition necessaire. En supposant les conditions 
(14) et (19) remplies, apres Ја substitution 

(20) 

l'equation (2) devient 

1 
Лх, у) =-g (х, у) +ср (х, у), 

2а 

ср (х, у) + ср (у, х)-ср (х , х)-ср (у, у) = О, 
d'ou 

ср (х, у) = F(x, y)-F(y, х) + G (х), 
et puis, d'apres (20), 

1 
(21) ј(х, y)=-g(x, y)+F(x, y)-F(y, x)+G(x). 

2а 
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Apres verification, оп etablit que dans се cas Ја condition necessaire е! 
suffisante est (14) 1\ (19) et que Ја soZution generaZe est donnee раг (21). 

0.2.2.2. с i= d. 

Оп а, d'apres (18), 

(22) g (х, y)-g (у, х) = (c-d) [~(x)-()( (у)] 

(Ја seconde condition necessaire dans се cas), ауес 

(23) ~ (х) = f(x, х). 

En posant dans (22) у = Уо (Уо element [јхе de :/, arbitrairement choisi) , оп 
obtient 

(24) ~ (х) = g ех, yo) - g (уо, х) + С, 
c-d 

ауес С ( = ~ (Уо» constant. La condition (22), d'apres (24), prend la forme 

(25) g (х, y)-g (у , х) = g (х , yo)-g (уо, x) - g (у, Уо) + g (уо, у) (Уо Е :/). 

Apres la substitution (20), (2) devient, d'apres (14) , (22) et (23), 

d- c 
g (х, у) + -- [~(x)-~ (у)] + а [rp (х, у) + ср (у, х)] + с ~ (х) + d ~ (у) = g (х, у) , 

2 

c'est-a-dire, d'apres (13) et (I7), 

rp (х, y)-~ (х) + ср (у, х) -~ (у) = о . 
Il en resulte 

ср (х , у) = ~ (х) + Р(х, у)-Е(у, х) 

et puis, d'apres (20) et (24), 

(26) ј(х, у)=_1 g(x, y) + g(x, yo)-g(yo, х) +Е(х, у)-Е(у, х) + С. 
2а c-d 

En supposant les conditions (14) et (25) remplies, la substitution montre que 
la fonction f(x, у) donnee par (26) satisfait (2) pour С et Е(х, у) arbitraires. 
Donc, 'а condition (14) 1\ (25) est necessaire е! suffisante роиг que гequation 
ај! иnе soZution dans се cas et, sous cette condition-lд, Ја solution generale est 
donnee раг (26). 

0.2.3. а= -Ь ор о. 

Оп а, d'apres (13), 
d = -c, 

de maniere que (2) devient 

(27) а [f(x, y)-f(y, х)] + с [f(x, x)-f(y, у)] = g (х, у). 

Etant donnee que }'on а aussi 

а [лу, x)-f(x, у)] + с [лу, у)-Лх, х)] = g (у, х) , 

оп obtient, соmmе condition necessaire , 

(28) g (х , у) + g (у, х) = О 

(cette condition implique (14». 
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En supposant (28), apres lа substitution (20) l'equation (27) devient 

а [<р (х, у)-<р (у, х)Ј + с [<р (х, Х)-<р (у, у)] = О, 
c'est-a-dire 

d'ou 
(29) 
avec 

а <р (х, у) + с <р (х, х)-[а <р (у, х) + С<р (у, у)] = О, 

а <р (х, у) = - с ос (х) + Ф (х, у) + ф (у, х), 

(а+с)ос(х) = 2ф(х, х), 

puisque ос (х) = <р (х, х). Donc, 
а+с 

Ф (х, у) = Р(х, у)-Р(х, х) + -ос (х), 
2 

се qui donne, d'apres (29), 
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с а+с а+с 
<р (х, у) = --ос (х) + Р(х, у) + Р(у,х)-Р(х, х)-Р(у, у) + -ос(х) +-ос (у) 

а 2а 2а 

а-с а+с 
=Р(х, у)+Р(у, х)-Р(х, х)-Р(у, у)+- ос (х) +-ос(у), 

2а 2а 
ои 

<р (х, у) = Р(х, у) + Р(у, х)-Р(х, х)-Р(у, у)+ (а-с) G (х) + (а + с) G (у) 

et puis, d 'apres (20), 

1 
(30) ј(х, у) =-g(x, у)+Р(х, у) + Р(у, х)-Р(х, х)-Р(у, у)+ 

2а 

+ (а-с) G (х) + (а + с) G (у). 

L'equation (27) etant satisfaite par (30), sous lа condition (28), оп conclut 
que (28) est lа condition necessaire et suffisante роuг се cas et que lа solution 
generale et donnee раг (30). 

0.2.4. а = Ь=О. 

Оп а de nouveau d = -с, de maniere que l'equation (2) se reduit а 

0.2.4.1. 

с [Лх, х)-Лу, у)] = g (х, у). 

с=О. 

Evidemment: Za condition necessaire et suffisante est 

g(x, у) = О 

et lа solution generale est donnee раг 

(31) 

d'ou 

0.2.4.2. 

Лх, у)=Р(х, у). 

с =1= О. 

Une condition necessaire est 

g (х, у) = с [ос (х)-ос (у)], 

1 
ос (х) = - g (х, уо) + с (С = const, Уо Е с7), 

с 
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de sorte que (31) devient 

(32) g(x, y)=g(x, yo)-g(y, Уо). 

Оп en conclut que Za condition (32) est necessaire et suffisante et que 
Ја solution generale est donnee раг 

1 
ј(х, у) =-g(x, Уо)+Р(Х, у)-Р(х, х) + с. 

с 

О'. La discussion que nous venons d'achever montre que, si en particulier 

g (х, у) = о (х, у Е S), 

}'equation (2) а toujours des solutions. 
Се cas particulier (que l'on peut considerer aussi сотте cas particulier 

de l'equation (1» possede les formes suivantes des solutions generales, corres
pondantes аих cas precedemment traites, respectivement: 

О'. a+b + c + d=l= о. 

0'.1'.1'. а2_Ь2 =1= О: 

f(x, у) = О. 

0'.1'.2'. a = b =l= O: 

f(x, у) = F(x, y)-F(y, х). 

0'.1'.3'. а = -Ь =1= О: 

f(X, y)=F(x, y)+F(y, x)-F(x, x)-F(y, у). 

0'.1'.4'. а = Ь = О: 

f(x, y)=F(x, y)-F(x, х). 

0'.2'. a+b + c +d= O. 

0'.2'.1'. а2 _ Ь2 =1= О: 

0'.2' .2'. 

0'.2'.2'.1'. 

0'.2'.2'.2'. 

f(x, у) = (Ь + с) G (х)-(а + с) G (у). 

a = b =l= O: 

c = d : 

f(x, у) = F (х, у)-F (у, х) + G (х). 

с =1= d : 

f(x , у) = Р(х, у)-Р(у, х) + с. 

0'.2'.3'. а = -Ь =1= О: 

f(x, у) = F(x, у) + Р(у, х)-·Р(х, х)-Р(у, у) + (а-с) G (х) + (а + с) G (у). 

0'.2'.4'. 

0'.2'.4'.1'. 

0'.2'.4'.2'. 

а = Ь = О. 

с = О: 

f(x, у) = Р(х, у). 

c=l=O. 

Лх, у) = Р(х, у)-Р(х, х) + С. 
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1. Discussion de l'equation 

(1) 2: aj,f(xj, Хј)=О (п> 2). 
l~i, j~n 

Dans се qui suit оп va employer les designations: 

t1 iJ 
= I ајј ад I "- " а . kl , L. - L. 'Ј' 

ан otk 1';; ј, ј';;n 

Supposons que l'on ait 

t1%1=0 (1 <.ј<ј<.n, l<.ki=Z<.n) 

et que tous les coefficients aij (1 <. ii= ј <. п) пе soient pas nuls. Si, par exemple, 
apqi=O(pi=q), оп а alors, pour 1 <.ј<ј<.n, аij=Лi}арq , аji=Лijаqр et соmmе, 
d'autre part, 

t1~~ = a;q -a~p= О, d'ou aqp = ларq (л Е {-1, 1}), оп obtient 

аji=Лijларq=ла,Ј (l<.i<j<.n; ЛЕ{-I, 1}). 

Оп peut donc distinguer les quatre possibilites 1.1 - 1.4 suivantes, 
s'excluant mutuel1ement. 

1.1. Un des determinants t1Z1 (ј<ј, ki=Z) est different de zero. Soit, par 
exemple, avec (p<q, ri=s), 

(33) Mii=O. 

La permutation des lettres Хј (1 <. i <. п) 

( 

•• 'Хр ' •• x q ' •• ) 

•• 'X r ' •• X s ' •• 

conduit аи systeme d'equations 

... +apqf(xp, Xq)+" . +aqpf(xq, Хр)+'" =0 

... + ars!(xp , Xq) + ... + asr!(xq, Хр) + ... = О. 

En у posant Хр=Х, xq=y, Xk=xO=const pour kEE{p, q}, оп obtient 

d'ou, d'apres (33), 

(34) 

apqf(x, у) + aqpf(x, у) = ех (Х) + ~ (у) 

arsf(x, у) + as;f(y, Х) = 'у (Х) + а (у), 

Лх, у) = u (Х) + V (у). 

La substitution (34) dans (1) donne 

(35) 

1.1.1. 

8 Publicatios de l'Institut Mathematique 

154



114 Dusan D. Adamovic 

Оп а, evidemment, lа solution generale 

ј(х, y)=G(x)+H(y). 

1.1.2. Pour ип k Е {1, ... , п} аи moins toutes les deux constantes Pk 

et Qk пе sont pas egales а zero. Soit, par exemple, 

Оп obtient de (35), еп у posant Х;=Х, Xk=XO=const pour k-=l=-r, 

Р, и (х) + Qr v (х) = const, 
d'ou 

(36) v(x)= _Pr и(х)+ СО (Co=const). 
Qr 

La substitution (36) dans (35) donne 

(37) 2: (Pk Qr-Pr Qk) и (Xk) + С1 L = о (С1 = const), 
l:s::;;;k~n 

puisque 

(39) 

1.1.2.1. (38) 

(37) devient 

1.1.2.1.1. 

La solution generale, d'apres (34), (36), (37) et (38), est 

ј(х, у) = Qr G (х)-Р, G (у) + с. 

1.1.2.1.2. L -=1=- о. 

D'apres (39), С1 = о. Donc, Ia soIution generale est donnee par 

ј(х, у)=QгG(х)-РгG(у). 

Еп posant dans (1) Xk =х (l~k:(;n), оп obtient 

Lj(X, х)=О, d'ou ј(х, х)=о. 

D'apres cette remarque, [а solution generale роиг се cas реи! etre mise 
sous lа јогmе 

ј(х, y)=G(x)-G(у). 

1.1.2.2. Pour ип k Е {1, ... , п} оп а 

I
Pk Qkl-=l=- о. 
Р, Qr 

Оп obtient alors, еп posant dans (37) xk = Х, х/ = хо = const pour i -=1=- k, 
и (х) = const et puis, d'apres (34) et (36), ј (х, у) = const. 

1.1.2.2.1. 

155



Sur une classe d'equations fonctionneJ1es lineaires 

La solution generale est 

1.1.2.2.2. 
Solution generale: 

ј(х, у)=С. 

2: * О. 
ј(х, у)=О. 
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11 est clair que l'hypothese Рг * О au Heu de Q. * О conduirait aux 
memes resultats. 

1.2. aij=aji (1~i<j~n) et pour une paire и,ј) и<ј) au moins ао*О. 
Soit donc, avec p<q, 

(40) apq * О. 
L'equation (1) devient 

(41) 2: aи~(Xj'Xj)+ 2: akkj(xk,Xk)=O, 
l:$ј<}:$n l:$k:$n 

ои l'on а ecrit 
(42) ~(x, у)=ј(х, у)+ј(у, х). 

En posant dans (40) Хр = х, xq = у, Xk = ХО = const pour k ЕЕ {р, q}, оп obtient, 
d'apres (41), 
(43) ~(x, Y)=Ot(x)+~(y). 

Etant donne que l'on а ~ (х, у) = ~ (у, х), ou ot (х) + ~ (у) = ot (у) + ~ (х), et 
par suite 

(43) devient 
ot (x)-~ (х) = const, 

~ (х, у) = у (х) + у (у), 
c'est-a-dire, d'apres (42), 

d'ou 
(44) 

ј(х, у)-у (х) +ј(у, x)-у(у)=О, 

ј(х, y)=y(x)+F(x, y)-F(y, х). 

Avec cette expression-ia рощ ј(х, у), (41) devient 

(45) 

1.2.1. (l~k~n). 

Оп conclut, d'apres се qui precede, que lа solution generale est 

ј(х, y)=F(x, y)-F(y, x)+G(x). 

1.2.2. La condition precedente n'est pas remplie. 
Оп а, d'apres (45), en procedant соmmе ci-dessus, 

у (х) = const, 
de maniere que (44) devient 

ј(х, y)=F(x, y)-F(y, Х)+С2 (C2 =const). 

1.2.2.1. 2:=0. 
Solution generale: 

ј(х, y)=F(x, y)-F(y, х)+С. 

8· 
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1.2.2.2. 
Solution generale: 

f(x, y)=F(x, y)-F(y, х). 

1.3. (46) (1~j<j~n) 

et pour une paire и, ј) (i <ј) аи moins aij =F О. 
L'equation (1) devient 

(47) 

avec 
8 (х, у) = ј(х, у)-ј(у, х). 

En procedant сотте dans les cas precedents, оп conclut que l'on а 

ј(х, у)-ј(у, х)=8(х, y)=u(x)+v(y). 

11 en resulte, puisque 8 (х, х) = О, 

Donc, 

оu 

се qui entraine 
(48) 

v (х) = -и (х). 

ј(х, у)-ј(у, х) = и (х)-u (у), 

ј(х, у)-u (х) = f(y, х)-и (у), 

ј(х, у)=u(х)+Ф(х, у)+Ф(у, х). 

La substitution dans (47) donne, d'apres (46), 

(49) 2: Aku(Xk)+ 2: аkk[2Ф(Хk' Xk)+U(Xk)]=O. 
I~k~n I~k~n 

1.3.1. (1 ~k~n). 

(49) se reduit а 

1.3.1.1. ац=О (1~k~n). 

Solution generale: 
ј(х, у) = F(x, y)+F(y, х)+С(х). 

1.3.1.2. La condition рпSсеdеntе n'est pas remplie. Оп а alors 

u(х)=-2Ф(х, у)+ез 
c'est-a-dire, d'apres (48), 

(ез =const), 

ј(х, у) = ф (х, у) + ф (у, х)-2ф (х, х) + ез . 

Avec cette representation-la роur ј(х, у), (47) devient 

ез 2: akk=O, 
I~k~n 

c'est-a-dire, puisque dans се cas 

(50) 

ез 2: =0. 
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1.3.1.2.1. 2:=0. 
Solution gem!rale: 

ј(х, у)=Р(х, у)+Р(у, х)-2Р(х, х)+С. 

1.3.1.2.2. 2: *0. 
Solution generale: 

f(x, у)=Р(х, у)+Р(у, х)-2Р(х, х). 

1.3.2. Pour un k Е {1, ... , п} аи moins Ak * О. 
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Soit Ар * О. En posant dans (47) Хр = Х, Xk = У pour k * р, оп obtient 

(51) 
оu 

(52) 

1.3.2.1. 

ај(х, у)+Ьј(у, х)+сј(х, x)+dj(y, у)=О, 

a+b+c+d= 2:. 
2:=0. 

D'apres 0.'2.'3,' (51) donne 

(53) ј(х, у)=Ф(х, у)+Ф(у, х)-Ф(х, х)-Ф(у, у) 

+ (Ар-арр) и (х) + (Ар + арр) и (у). 
Etant donne que l'on а alors 

ј(х, у)-ј(у, х) = 2арр [и (у)-и (х)], ј(х, х)=2Ар и(х), 

ауес lа representation (53) de ј(х, у) (47) devient, d'apres (46), 

(54) 2 2: (Apakk-АkарР) и (Xk) = О. 
l~k~n 

1.3.2.1.1. (55) 

La solution generale est 

f(x, у) =Р(х, у) +Р(у, х)-Р(х, х)-Р(у, у)+ (Ар-арр) G (х) + (Ар +арр) G (у). 

Notons que lа condition (55) est remplie si, еn particu!ier, akk = О (1 < k < п) 
et que dans се cas-liJ lа solution generale peut etre есгие sous lа јогmе 

ЛХ, у)=Р(х, у)+Р(у, х)-Р(х, х)-Р(у, у)+ G(x) + G(y). 

1.3.2.1.2. La condition precedente n'est pas remplie. 
Оп а alors, d'apres (54), 

и (х) = С4 = const, 

de maniere que (53) devient 

f(x, у) = ф (х, у) + ф (у, х)-ф (х, х)-ф (у, у) + С4 • 

Etant donne que l'on а alors 

ЛХ, у)-Лу, х) = О, ЛХ, х) = С4 
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et que, d'apres (46), 

lа solution generale est 

Лх, y)=F(x, y)+F(y, x)-F(x, x)-F(y, у)+С. 

1.3.2.2. 2: -=!=- О. 

Оп а, d'apres (52) et 0'.1'.3', 

(55) ј(х, y)=F(x, y)+F(y, x)-F(x, x)-F(y, у), 

et puisqu'on а alors 
Лх, у) = ј(у, х), f(x, х) = О, 

par cette expression рощ f(x, у) l'equation (47) est satisfaite. La solution 
generale est, donc, donnee par (55). 

1.4. 

1.4.1. 

1.4.1.1. 

аи = О (i-=!=-Л. 

2: (= 2: akk) = О. 
l~k~n 

Solution generale: 
Лх, y)=F(x, у). 

1.4.1.2. La condition precedente n'est pas remplie. 
Оп obtient ј(х, х) = const, d'ou la conclusion que lа solution generale est 

Лх, y)=F(x, y)-F(x, х)+С. 

1.4.2. 2: (= 2: akk)-=!=-O. 
l~k~n 

Оп а maintenant ј(х, х) = О et par consequent lа solution generale est 

ј(х, y)=F(x, y)-F(x, х).-

А la fin de cette discussion, nous notons que, роиг n;;:::З, toutes les cas 
que ['оn у vient de distinguer, c'est-a-dire tous les ensembles de conditions 
correspondant а ces cas, sont ejjectivement possibles et cela dans tout corps 
commutatif ~ dont lа caracteristique n'est pas 2. 

En effet, voici un aperyu des cas поп trivials et des valeurs des coefficients 
qui realisent les conditions correspondantes: 

1.1.1. 

1.1.2.1.1. 

аI2 =а2з = -а13= -а11 =а-=!=-О, les autres аи=О. 

1.1.2.1.2. 

а12 = а2з = -а13 = а-=!=-О, les autres аи = О. 
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1.1.2.2.1. 

а12 = -аЗl = а =1= О, les autres ајј = О. 

1.1.2.2.2. ( ~И=l=О, 1;: ~: 1=1=0) 

1.2.1. 

а12 = а21 = -ан = -а22 = а =1= О, les autres ајј = О. 

1.2.2.1. 

а12 = а21 = -а22 = -азз = а =1= О, les autres аџ = О. 

1.2.2.2. 

а12 = а21 = -а22 = а *- О, les autres ајј = О 

1.3.1. 

а12 = -а21 = аЗl = -а1з = а2з = -аЗ2 = а =1= О, les autres ајј = О. 

Оп etablit sans difficulte que pour п = 2 les cas 1.1.1, 1.1.2.1.2, 1.1.2.2.1 
et 1.3.1 ne sont pas possibles. Се fait s'accorde ауес le fait que les represen
tations des solutions generales qui correspondent а ces cas-la ne se trouvent 
pas parmi les solutions generales enumerees dans О'. 

(56) 

2. Quelques remarques supplementaires 

2.1. En се qui concerne l'equation fonctionnelle 

L aijf(x/, xj)=ao (O=l=aoE2, ao=const), 
l~i,j~n 

оп etablit, en у posant Xk = Х (1 <. k <. п), que (56) possede иnе solution si et 
seulement si 
(57) 

et que sous lа condition (57), раг lа substitution 

f(x, у) = ~ + ср (Х, у) , 

(56) se rMuit а иnе equation de lа јогmе (1). 
Le resultat precedent est valable aussi dans le cas general d'equation 

lineaire а coefficients constants 

2.2. Supposons que ;? soit иn espace topologique, 2 иn espace lineaire 
topologique sur :т- et g (:;? х ;? -*:Ј:) иnе fonction continue donnee. Alors 
chacune des solutions generales, obtenues dans О et 1, ои F(:;? х;? -* :/), 

G (: С:Т -* 2) et Н (:;? -* 2) sont des fonctions continues arbitraires, represente 
lа solution соnиnие generale роиг lе cas correspondant. (Bien entendu, оп 
suppose l'ensemble ;? х;? muni de la topologie de l'espace-produit.) 

160



120 Dusan D. Adamovic 

Еп effet, dans Ie cas 0'.1'.2', par exemple, la solution generale est donnee 
par (*) Лх, у) = F (х, у)-F (у, х) (F fonction arbitraire). Ауес ипе fonction 
continue F quelconque, Ia fonction ј(х, у) donnee par (*) est continue et 
satisfait l'equation (2); d'autre part, si Лх, у) est ипе solution continue de 
(2), оп а Лх, у) = -ЛУ, х) et par suite 

1 1 
Лх, у)=-Лх, у)--Лу, x)=F(x, y)-F(y, х), 

2 2 

ои la fonction F(x, у)=~Лх, у) est continue. 
2 

Un autre exemple: dans le cas 1.1.1 оп а la solution generale 

(58) ј(х, у) = G (х) + Н (у). 
Si les fonctions G et Н sont continues, alors la fonction ј(х, у) donnee par 
(58) est continue et satisfait l'equation (1); si, d'autre part, Лх, у) est la 
solution continue de (1), alors Лх, у) а la representation (58) ауес les fonc
tions continues F et G, се qu'on etablit еп posant dans (58) у = Уо = const. 

Еп procedant semblablement, оп peut prouver la validite de notre 
assertion pour tous les cas dans О et 1. 

2.3. D. S. Mitrinovic et Р. М. Vasic ont etudie dans [2] l'equation 
fonctionnelle 

(59) аЛх, у, z) + ЬЛу, z, х) + cf(z, х, у) = а.Лх, х, у) + ~Лу, у, z) + у f(z, z, х), 

ои Ies constantes sont des nombres reeIs et l'inconnue ј est ипе fonction 
reeIIe de variables reelles. Sans entrer dans Ies details, nous remarquons que 
l'on pourrait abreger et simplifier ~eur discussion а I'aide des resultats contenus 
dans 1. Еп outre, leurs resultats concernant Ia soIution generale de (59) restent 
valables sous Ia forme correspondante des hypotheses plus generales relatives 
аих coefficients et а Ia fonction ј(: r:/З -+ 2) que nous avons formulees аи 
commencement de cet article. 
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Д А ћ 
11 

О ПОЈМУ ЕКСПОНЕНТА КОНВЕРГЕНЦИЈЕ 
Душан . gaMoBU КОД МИХАИЛА ПЕТРОВИЋА 

о. У раду [1], објављеном 1931. године, Михаило Петровић на по
четку указује на од раније познати појам експонента (изложиоца) конвер
генције ([2], [3], [4]), који се дефинише на следећи начин: 

Дефиниција 1. Нека је 
(1) 

бројни низ са особина~/а 

(2) Аn > О за свако п; Нт Аn=О. 
n--+ оо 

За реални број л каже се ga је ексйоненш конверјенције низа (1) ако за свако 
Е>О peg 2: A~+E конверјира, а peg 2: A~-E gUBepiupa. Ако за свако et>O 
peg L: A~ gUBepiupa, каже се ga низ (1) има ексйоненш конверјенције л = + оо. 

На основу ове дефиниције, јасно је да сваки низ (1) са особинама 
(2) има један и само један експонент конвергенције и да је то увек елемент 
интервала [О, + оо]. При томе је л = О ако и само ако ред L: А: конвер
гира за свако е>О. 

На пример: низ облика 

(L ~n)) (et>O), 

где је L (х) споро променљива функција у смислу Карамате ([5]), има експо
. 1 

нент конвергеНЦИЈе -, низови 
et 

имају експонент конвергенције О, дОК је + оо експонент конвергенције низова 
облика 

(L (п)) (L (х) споро променљива фУНКllија и L (х) --+ О, х--+ + оо). 
Пошто је напоменуо да "кадгод број л није једнак нули ни бескрајан, 

он у довољној мери прецизира аналитичку природу низа (1) у погледу 
начина на који чланови овог низа прилази нули код п бескрајно расте" и 
да ,,' . . међутим, кад се има посла са једним од поменута два гранична 
случаја (л = о и л = + ос), тада се јавља много већа разноврсност у горљем 
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погледу, ТЈ. У начину опадања низа (1)", као и да ,,'" из претпоставке 
да Аn ---+ О и према горњим примерима изгледа да је разноврсност низова 

за л = + оо у горњем погледу мања од оне за /, = О," - Петровић, у циљу 
већег "разликовања нијанси у начину на који одговарајући низови теже 
нули", на првом месту за случајеве л = О и л = + :ю, уводи нов појам 
променљивог експонента конвергенције, щ.финицијом која се може (само 
небитно, терминолошки нешто друкчије него у Петровићевом тексту) иска
зати овако: 

Дефиниција 2. Низ йозий1ивних Бројева (Ј,n) назива се низом ексйоне
нmuа KOHвepjeНtџye, или, краће,еl<.сЙонеНtUом конверiеmџ,tjе, низа (1) са осоБинама • 
(2) ако се свако е>О peg LA~n(1+E) конверјира, а peg LА~~(l-Е) guBepiupa. 

Ако би се у предходнвј дефиницији речи "позитивних бројева" заме
ниле речима ."реалних бројева", не би се добио суштински општији појам 
експоиента конвергенције, јер би чланови сваког низа - експонента конвер
ге!щије у смислу тако измељене ДLфиниције 2 очигледно морали' бити;' 
позитивни за довољно велико n. 

Од овог места надаље претпостављамо, удобности ради и очигледно 
без битног ограничеља општости даљег расуђиваља, да низ (1) са особинама 
(2) испуљава и услов " . 

(3) Аn < 1 за свако n. 

Одмах се може уочити,; што Петровић у чланку нешто даље и чини~ 
да сваки низ (1) са особинама (2) има бар један експонент конвергенције 

у/смислу дефиниције 2. То је, на:џме, низ (Лn) хоји испуљава усЛ,ов . 

ТЈ; низ са општим чланом 

- .:. 

A~n = n-1 за свако п, 

'n п 
Лn =---' 

ТnАn 

(е обзиром на претпоставку (3), лn>О за свако п.) 

Овај низ (л п) назваћемо сй1анgарgним ексйоненiliом KOHвepjeHц~ye низа (Аn). 

Наглашавамо да је експонент конвергенције у смислу дефиниције 1 
ненегативан реалан број или симбол + оо, а у смислу дефиниције 2 низ 
позитивних бројева (који, као што ћемо видети, ни за један низ (1) са 
особинама (2) није једнозначно одређен, чак ни до на асимптотско пона
шање). Одавде надаље термину "експонент конвергенције" придаваћемо 
значеље из дефИНИIIије 2, а експонент конвергенције у смислу дефиниције 
1 називаћемо Бројним ексйоненшом конверјенције. Термине "стандардни екс
понент конвергенције" и "бројни експонент конвергенције" Петровић није 
употребио. 

Ако низ (Аn) има као бројни експонент конвергенције број лЕ(О, + оо), 
тада је низ чији су сви чланови једнаки л очигледно експонент конверген
ције низа (Аn). Јасно је да у случајевима л = О и л = + оо ово никад не 
важи. У извесном смислу, стога, појам експонента конвергенције представља 
уопштеље појма Бројног експонента конвергенције уколико је овој последњи· 
позитиван број, док се то не може рећи за случајеве кад је он О или 
+00. У вези са тим, Петровић каже: ,.У iранuчнuм случајевuма, Kag је· 
л = О или л = + оо, lШЗ uзложилаца конверiенчије шежиће нули или Бескрајносiliи 
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и брзина 'Опадаља, 'ОДН'ОСН'О рашћења, члан'Ова т'Ог низа чини м'Огућним 
разлик'Овање нијанса у Брзини 'Опадања сам 'Ог низа (1)" (курзив наш, Д. А.). 

М'Оже зе к'Онстат'Овати да курзив'Ом написан'О тврђење није корекШно. 
Наиме, УКЛИК'О се усв'Оји Баш Петр'Овићева дефиниција експ'Онента к'Онвер
генције (дефиниција 2), 'Онда, ка'О ШТ'О ћем'О показати ('Одељак 1, тврђење 
40), сваки низ (1) са 'Ос'ОБинама (2) има 'Осцилат'Орни експ'Онент к'Онвергенције. 
Петр'Овићев'О тврђење није тачн'О ни за стандардни експ'Онент к'Онвергенције, 
јер ('Одељак 1, тврђење 90) п'Ост'Оје низ'Ови чији су бр'Ојни експ'Оненти к'Он
вергенције О 'ОДН'ОСН'О + оо, а чији стандардни експ'Оненти к'Онвергенције 
'Осцилирају. Сем т'Ога, м'Оже се чак п'Оставити питање ('Одељак 2) да ли 
сваки низ чији је бр'Ојни експ'Онент к'Онвергенције О, 'ОДН'ОСН'О + оо, има 
бар један експ'Онент к'Онвергенције к'Оји тежи ка О, 'ОДН'ОСН'О ка + оо. 

Петр'Овићев чланак садржи ј'Ош нек'Олик'О тврђења к'Оја нису сасвим 
к'Оректн'О ф'Ормулисана, заправ'О, к'Оја захтевају прецизирање усл'Ова п'Од 
к'Ојима важе. У вt.ћини 'Ових тврђења, изледа, ИМПЛИЦИТН'О се претпоставља 
да термин "експ'Онент к'Онвергенције" има, уствари, уже значење нашег термина 
"стандардни експ'Онент КОНВlрп.нције", или да, нешт'О шире, 'Означава екс
п'Онент к'Онвергенције асимпт'Отски једнак стандардн'Ом. Ак'О се так'О схвате, 
већи де'О тих тврђења био би углавн'Ом тачан. 

На пример, Петр'Овићев'О тврђење да за сваки експ'Онент к'Онвергенције 
(Ј,n) важи 

1· ЛN О lm --= 
n--+ оо /n п 

тачн'О је кад је у питању стандардни или стандарн'Ом асимпт'Отски једнак 
експ'Онент к'Онвергенције. Међутим, тврђење' да се "експ'Онент к'Онвергенције 
целе функције ... не мења ни деривациј'Ом ни интеграциј'Ом функције" 
није тачн'О ни у 'Општем случају, ни за случаЈ стандарн'Ог експ'Онента к'Он
вергенције, нег'О сам'О за бр'Ојни експ'Онент к'Онвергенције. При т'Оме се 
ексйоненшом конверјенције, 'ОДН'ОСН'О Бројним ексйоненшом кенверјенције, целе 
функције 

оо 

j(z) = 2: аn Zn, 
n=о 

где Је (аn) низ к'Омплексних бр'Ојева са 'Ос'Обин'Ом 

(4) (n=О, 1,2, ... ), 

назива експ'Онент к'Онвергенције, 'ОДН'ОСН'О бр'Ојни експ'Онент кнвергенције, 
низа са 'Општим члан 'Ом 

1 

An=lan /n. 
Тада је, наиме, О<Аn<l (n=,О, 1,2, ... ) и према Hadamard-'Oв'Oј ф'Ормули 

1 

lim Аn = lјт / аn /n = О. у Петр'Овићев'Ом чланку усл'Ов (4) није експли-
п --+ оо и--+ оо 

ЦИТН'О претп'Остављен. Извесну нек'Оректн'Ост преставља 'Ок'Олн'Ост ШТ'О 
није бар претп'Остаљен'О да је an=FO за Д'ОВ'ОЉН'О велик'О n. (Усл'Ов /аn / < 1 
није битан.) 

Сва 'Остала 'Од п'Оменутих тврђења у чланку Михаила Петр'Овића 
'Одн'Осе се на експ'Оненте к'Онвергенције целих функција и за њих се м'Оже 
рећи да су тачна у случају стандардн'Ог експ'Онента к'Онвергенције, а нису 
тачна у 'Општем случају. ОВ'О се сасвим лак'О м'Оже пр'Оверити. 

29 Математички весник 
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и поред свих претходних примедби, сматрамо да Је Петровићев 
појам експонента конвергенције интересантан и да пружа могућности за 
даљу и специфичну разраду, нијансирање одговарајуће проблематике, за 
уочавање нових односа и постављање нових проблема. Сви р~зултати 
које смо у овом правцу добили, а од којих су неки у претходном излагању 
већ поменути или наговештени, обухваћени ст групом тврђења у одељку 
1. Одељак 2 садржи неколико занимљивих питања на која досада нисмо 
успели да одговоримо. 

Математичко (као и филозсфско) наслеђе Михаила Петровића обимно 
је и многим својим деловима и данас инспиративно, често после ближег 
испитивања далеко више него што на први поглед изгеда. Међутим, по нашем 
мишљењу, да би се из њега извукла права и пуна корист, треба му - уз 
известан слух за специфичнос стила Петровићевог математичког мишљења 
и његове математичке интуиције - прилазити у исти мах 5рижљиво и 
критички. Чини нам се да предходна разматрања и резултати који следе 
бар унеколико на конкретном примеру ово гледиште потврђују. 

Напоменимо да је у Петровићевом чланку [1] био најављен љег о 
наставак, до чијег публиковања, међутим, није дошло. 

1. Важе слеgећа шврђења: 
1 о Сваки низ (1) Са особином (2) има ексйоненш конверверiеllције (лn) 

са оuиlшим чланом 

[пп 
л = ---СЈ) 
п /n Аn п, 

ige је (CUn) ОСЦllлашоран низ реалних бројева, или, йрецизније, ige (CUn) има 
као скуu шачака наiомилавања било који YHaapeg gal,uu зашворени geo Е скуuа 
[1, +00] који саgржи шачку 1. Такође, rJ..= lim<.Un може биши било која 

шачка из [О, 1], а ~ = 1im CUn било која шачка из [1, + оо]. 

20 ПОЙlребни услови за низ (CUn ) из uреgхоgl-юi шврђења су 

(5) 
п -+ со п--+- со 

шако ga низ (CUn ) може конверiираши само ка јеgиmщи. Услови (5) нису 
gовољни. 

30 Ако Н~IЗ (Аn) има бројни ет<.сUоненШ конверјенције Л, шаgа је за сваки 
ексйоненш конверiеНЩfје (I\n) низа (Аn) 

Према шоме, ако низ ()'n) конверјuра, мора бuz,uи 

liтЛn =Л. 
n-+ .,. 

40 Сваки низ (1) са особинама (2) иМа осцuлашоран ексuонеmи конвер
јенције. Ако је 

Аn = О (n- 8), n-џ. = О (Аn) (n-+ оо), 

са неким О < 0< tJ., uосшоји ексйоненш конверјенција који ОСl~uлира измеђ у О 
и + оо. 
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50 Да би низ йозuiUивних бројева (I\n) био ексйоненш т(онверЈенције некој 
низа. йmuребно је ва буgе 

Услов 

lim - лn = О 
n-+«) ln п 

1· ЛN О 
Јт --= 

n->-«) ln п 

вовољан је, а није ЙоШребан. Прецизније, сваки ттз (1) са особинама (2) 
за свако IX с (О, + ос] има ексйоненш конверЈенције (лn) шакав ва 

-1' - ЛN 
Јт--=IX. 

n-+оо ln п 

60 Ако је (лn) ексйоненш конверЈенције низа (Аn) и (~n) је низ йозишuвних 
бројева са особином ~nr--JЛn (n-+оо), шаgа је и низ (~n) ексйоненш конверЈен
ције низа (Аn) 

70 Ако је (лn) ексйоненш конверЈенције низа (Аn) и (ВnЈ је низ йозишив
/-lUХ бројева са особином Вn,......"Аn (п -+ оо), шаgаје (лn) ексйоненш конверјенције 

u низа (Вn)' 

80 Цела функција /(z) gаша йошенцuјалним pegoM чији су сви коефи
цијенши различиши og нуле и њена извоgна функција /' (z) имају увек исШи 
бројни ексйоне/-lШ конверЈенције. Ако је бројни ексйонеmu конверЈенције функ
ције /(z) нула, скуйовu ексйоненаша конверiенције функција /(z) и /' (z) моЈу 
бuiuu gисјункШни. Ако је бројни екcUоненш конверјенције йозишиван број, ова 
вва скуйа ексйоненаша конверЈенције моЈу биши различиШи. 

90 За свако л Е [О, + оо] сш:шgарg:m ексйоненш KOHвepJem~uje низа 
чији је бројни ексйоненш конверЈенције л може осцилираШи. 

Потпуности ради, у претходном списку наведено је и тврђење 60, 
које иначе и Петровић у раду [1] формулише и доказује. Из истог разлога, 
у доказу који следи налази се и доказ овог тврђења. 

Доказ. 1 о Нека је (r п) један низ образован од свих рационалних 
бројева из [1, + оо). За сваки природан број п постоји хЕЕ такво да је 

I rn-x I = Min{1 rn-y I :УЕЕ}. 
Ако ПОСТОЈИ само један такав број х, ставимо rn=x, а ако ПОСТОЈе два 
таква броја, онај већи означимо за r n . Нека се низ (Рn) или подудара са 
претходно одређеним низом (rn), уколико + оо ЕЕ Е, или има за непарне 
чланове редом чланове низа (r п) а за парне редом природне бројеве, уколико 
+ оо Е Е. Лако се проверава да је у оба случаја Е скуп тачака нагомило
вања низа (Рn)' 

Ставимо 

(J.}2k.-J = 1, (J.}2k=Pk (k=I,2, ... ). 

Ј асно је да овако oдp~ђ~H низ «(Ј.}n) има такође Е као скуп тачака наго
миловања. С друге стране, у овом случају је, за било које е: > О, 

А'·n(1+<:) -ыn(1+<:) -(1+<:) 
п =n <ОП , 

29* 
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"'" 1./1 ( 1 +Е) што значи да ред L Аn конвергира, и сем тога 

АЛ2k- 1 (1-Е) (2k 1)-(l-E) 
2k-l = - , 

што значи да ред L A~n (1-Е) дивергира. 
Остаје да се ДОI<аже последња реченица тврђења. Нека је 

аЕ(О,I], [3Е[1, + оо). 
Ставимо 

(k= 1,2, ... ). 
Ако је 

U)Pk=ct.(k= 1,2, З, ... ), Шn=[3 за остале вредности п, 

тада lim <.t)n = ct., lim <.t)n = [3 И сем тога 
n-+ОО n-+оо 

1 

A;fk ==P;ot={2k~[I+o(I)]}-ot=k-l. 2-ot [l+о(I)]-ot (k=1,2, ... ), 

A~/1 = П - [3 за остале вредности n. 

Одавде излази да је (лn) са овако одређеним (шn) експонент конвергенције 
низа (Аn). 

Ако ct.>0, [3 = + оо, треба претходну КОНСТРУКЦИЈУ изменити утолико 
што се за вредности п различите од Pk ставља <.t)n = n. 

Ако је cl = О, треба ставити 

(k=1,2, ... ), 

.а за остале вредности п, сиn = [3 ОДНОСТНО сиn = п, према томе да ли је 
,[3 < + оо или [3 = + оо. 

20 Ако Би било 

lim <.t)n < О, 
П-+ОО 

'за бескрајно много вредности п имало би се 

[пп 
л =---ш <О 
п [п Аn п , 

,супротно претпоставци да Је (лn) експонент конвергенције. 
Ако би било 

lim <.t)n> 1, 
П-+ОО 

за довољно велико п имало Би се 

и одатле, са О <е:< 1, 

АЛп(l-Е) -wn(l-e) -В(1-е) 
11 =n <.n , 

.па Би за а (1-Е) > 1 ред .2 A~I! (l-е) конвергирао. 
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Ако би било 

lim ыn< 1, 
n-+ОО 

за довољно велико п имало би се 

ыn <: fL< 1 
и одатле 

АЛll(l+е) -cull(l+e)....... -џ.(1+е:) 
п =n ,?n , 

тако да би 1а fL (1 + е:)< 1 ред 2: A~lI(l+e:) дивергирао. 
Да услови (5) нису довољни доказује пример низа (ыn) код кога 

1 3 
bl2 k-l =-, bl2k=- (k= 1,2,3, ... ). 

2 2 
у овом .' 

случаЈУ 

Л2k-1 1 3 
A 2k- 1 = (2 k-l) -Т,А Л2k = (2 k)-T 

2k 

па р..n) не може бити експонент конвергенције. 

30 Нека је л Е (О, + оо). Ако би било 

lim лn<л, 
n-+оо 

(k= 1, 2, ... ), 

имало би се за п довољно велико Лn<(Ј..<л и одатле, са е:>0, 

АЛn (l +е) > А<Х (1 +е) 
п п, 

109 

па би са довољно малим е: ред 2: A~n (1 +е) дивергирао, јер је (Ј.. (1 + е:) < л за 
е: довољно мало. Слично се доказује да не може бити 

lim лn>л 
n-+оо 

кад Је лЕ [О, + оо). Ако Је 

lim лn< + оо, 
n-+оо 

тада ЛN <: ~ < + оо за довољно релико п, па 

A~(1+e) <: A~n(1+e:) за довољно велико п, 

што значи да тада не може бити л = + оо. Најзад, неЈеднакости 

lim лn<О и lim лn > + оо 
n-+оо 

очигледно нису уопште могуће. Тако је у свим случаЈевима доказана не
могућност неједнакости 

n-+оо n-+ оо 

4° Ако је ЛЕ(О, + оо) бројни експонет конвергеНЦИЈе низа (Аn), тада 

је бар један од редова 2:A~~1'::::-f) и 2:A~il-e) за свако е:>0 дивергентан. 
Нека је, на пример, дивергентан први ред. Тада је низ (лn) одређен са 

Л2 k-l =Л, л2k=л+ 1 (k= 1,2, ... ) 

експонент конвергенције низа (Аn). Аналогно се поступа у случаЈУ диверген
ције другог реда. 
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Ако је ), = о, бројни експонент конвергенције низа (A2k) очигледно 
такође је О. Нека је (!Lk) стандардни експонент конвергенције низа (Ан). 
Јасно је да је тада низ (лn) дефинисан са 

Л2 k-l = 1, Л2 k=!Lk (k= 1,2, ... ) 

експонент конвергеНЦИЈе низа (Аn). Низ (лn) је осцилаторан, јер, према зр • 
не може бити 

Нт Л2 k = lim !Lk = 1. 
k~CXI k~co 

Нека је л= + оо. Свакако постоји строго растући низ природних 

бројева (Pk) такав да је реДL Apk конвергентан. Нека је (qk) строго растући 
низ образован од преосталих природних бројева. Јасно је да низ (Aqk) 

има + оо Ka~ бројни експонент конвергенције и нека је (!Lk) његов стан
дардни експонент конвергенције. Лако се увиђа да је низ (Лn) дефинисан са 

Лрk =l, Лqk=!Lk (k=l, 2, З, ... ) 

експонент конвергенције. Он је, поново на основу З О, осцилаторан. 

Ако је Аn =0(n-8 ) и n-IL=О(Аn), са O<!L<O, онда је 

/n п = О (Јn ~J и /n ~n = О (ln п) (п -+ оо) 
и одатле 

Јnn 
---= 

ЈnАn 
'n п = 0(1), 

1 
Јn-
Аn 

ЈnАn ---= 
[пп 

1 
Јn-

Аn =0 (1) 
[пп 

па ако се узме да је (тврђење 1 О) 

li т <.un = О И lim <.un = + ~, 
11-+ оо n~co 

добија се експонент конвергенције (лn) код кога 

за довољно велико п Је 

liш ЛN = О, 1im /..n= + оо 

lim ~>O, 
n~ Јnn 

лn > а[n п, 

где Је а неки позитиван број, и одатле 

I 

АЛn < Аа. /n п _ -rxlll А-- , 
п п -п п 

ТЈ., са О<е:< 1, 
1 

АЛn(l-<:) -a.(l-<:)ln-
п <п Аn , 

(n-- оо), 
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. """АЛn(l-~). (1' 1 1 ) тако да у том случаЈУ ред L..t п конвергира lт п -- = + оо ) што 
n->-ОО Аn 

значи да О'n) не може бити експонент конвергенције низа (Аn) са осо
бинама (2). 

Ако је за низ позитивних бројева (лn) 

1· /...N О lffi --= , 
ђ-7 оо /nn 

тада низ (Аn) дефинисан са 

ln п 

Аn=е-т,; (n= 1, 2 .... ) 

има особине (2). Како је 

п = 1, 2, ... ), 

{/...n) је експонент конвергенције низа (Аn), 
Ако је (Аn) низ са особинама (2), лако се проверава да Је низ (Л.n ) 

дефинисан са 

где Је, са IXЕ{О, + оо), 

/nn 
/...n= ---6)n 

/nАn 
(n= 1,2, ... ), 

1 
(џН = IX /n --

Ан 
(k= 1, 2, З, ... ), 

Један његов експонент конвергенције. Међутим, тада 

1 
---- .-..0, 
/nAa - I 

k-7oo; =IX (k= 1, 2, З, ... ), 
/n (2 k) 

Л1КО да Је 1im /...n = IX. У случају кад IX = + ос треба ставити 

1 
(Џ2lc = /n2 -

А2lc 

60 Имамо, за свако 0<~<1, 

(k = 1,' 2, ... ). 

уколико Је п довољно велико, и одатле, са О<е:< 1, 

за довољно велико 7., па како је са довољно малим ~ 

(1. + ~)(I-e:)< 1 и (1-~) (1 + е:) > 1, 

ред L: A~n(l-~) дивергира, а ред L: A~n(1+~) конвергира. 

171



112 

70 Имамо 

па за О<е< 1 

Д. Д. Адамовић 

lim Ьn = 1, 
n-+оо 

Влn О±е) (l±s:)лn(ln An+lnbn) 
п =е 

( 
lnьn) (1±s:)лn 1nАn 1 +-1-

=е nАn 

= A~nO+e)[1+0(1)] . 

ln Аn · ЛN (1 ±е) [1 + О(I)Ј 
=е 

Одавде је јасно да је (л.n) експонент конвергенције и низа (Вn). 

80 Нека цела функција 
со 

!(z) = 2.. аn zn 
n=О 

испуњава услов (4). ~eH (бројни) експонент конвергенције је сваки (бројни) 
експонент конвергеНЦИЈе низа са општим чланом 

1 

Аn =! аn!n, 

а (бројни) експонент конвергеНЦИЈе њене изводне функције 

оо 

!'(z)=2.. (n+1) an+lzn 
n=1 

Је сваки (бројни) експонент конвергенције низа са општим qланом 

1 1 

Вn = (п + 1)n I аn+1 ,n. 
Део тврђења КОЈа се односи на бројне експоненте конзергеНЦИје лако 

се проверава. 

Део тврђења који се односи на случај кад је бројни експонент кон
вергеНЦИЈе нула доказује пример целе функције f (z) са 

(n=О, 1,2, .. ). 
Тада имамо 

(n= 1,2, ... ) 
и 

~ -(1+~) e
n

+
1 -(l+~) en+l+~:n(n+l) 

Вn = (п + 1)n е п = е п п 

= e-еn + 1 [l+О(1)]. 

Нека је (л.n) експонент конвергенције низа (Аn). Онца Је, за О<е< 1, 
о < а < 1 и п довољно велико, 

уколико су е И а изабрани тако да бу де е (1 - а) (1 - Е) > 2. Дакле, у том 

Ј случају ред 2.. в;nо-Е) за свако е довољно мало конвсргира. због чега (л.n) 
не може бити експонент конвергенције низа (Вn)· 
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Последњи момент тврђења доказује случај кад је 

1 
аа-l = (2k-l)2k-l ' 

1 
а2 k = -(2-k )-4-k 

А __ 1_ 
2k - (2 k)2 

(k = 1, 2, 3, ... ). 

(k= 1,2, ... ), 

тако да Је низ (лn) да т са 

1 
л2k=-

2 
(k= 1,2, 3, ... ) 

Један експонент конвергенције низа (Аn). Међутим, сада је 

ВЛt/=[(2k+l)21kа2~ ]~=(2k+l)41k.(' 1 )2;;1, 
2 2k+l 2k+ 1 

па (лn) не може бити експонент конвергенције низа (Вn). 

113 

90 Тврђење доказује пример низа (Аn) датог: за случај лЕ(О, + оо) са 
1 

AZk- 1 = (2 k-l)-):, A2k = e-k ; 

за случај л = О са 

A
2
k = k-1 (k = 1, 2, 3, ... ), Аn = 2-n за остале вредности п; 

за случај л = + оо са 

АН-1 = (/n 2 k)-l, Ан = e-k (k= 1, 2, 3, ... ). 

2. Неколико отворених питања 
Да бисмо лакше изложили оно што следи, означимо за C!JI скуп свих 

низова (1) са особином (2), а са ({; скуп свих експонената конвергенције 
(у смислу дефиниције 2) елемената скупа c!JI. Затим, нека су функције 

(3 ознака партитивног скупа) дефинисане на следећи начин: за свако 
А = (Аn) Е C!JI . је F (А) скуп свих експонената конвергенције низа А, а за 
свако л = (лn) Е ({; је G (л) скуп свих низова чији је експонент конвергенција 
л. Даље, бинарне релације р и е дефинисане су у C!JI редом са 

А р B~F(A)nF(B)=F еЈ, AeB~P(A) =Р(В), 

а бинарне релације ~ и L1 дефинисане су у ({; редом са 

Овде је реч о следећим питањима: 

1 о Може ли се наћи аgеквашна каракшеризацuја елеменаша скуйа ({;? 

у вези са овим, подсећамо да смо у 1 (тврђење 50) установили да је 
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где Је 

&1 = {(лn): 

&2 = {(л,n): 

Ј\n>О (п = 1, 2, 3, ' , .) 1\ lim л7t = о}, 
11~,CO [пп 

Ј,n > О (п = 1, 2, 3, . . .) 1\ Ет лn = О}, 
~Znn 

при чему Је прва инклузија сигурно права. 

20 Да ли сваки низ из с1' чији је Бројни ексuоненш конверјенције О 
или + оо има ексuоненш конверјенције који шежи ка бројном ексйоненшу 
конверјенције исшоi низа? 

30 Да Ли за gBa низа А и В из c;f са раЗЛUЧULUUМ бројним ексйонеll
шима конверЈенције може биши А р В? 

40, Да ли је р релација еквиваленције у скуйу с1'? 
(У питањ у је само транзитивност; рефлексивност и симетричност су 

очигледне.) 

50 Да ли је ~ релација еквиваленција у скуйу ~? 
(Поново је само транзитивност у питању.) 

60 е је очuiлеgно релација еквиваленције у of. Може ли се она Ближе 
окаракшерисаши; йосебно, ga ли се она uogygapa са асимuшошском jegHaKo
шћу низова из с1'? 

Овде се има у виду резултат 70 из 1. 
70 АнаЛОiНО йишање за релаL~ију L1. 
Има се у виду резултат 60 из 1. 
Негативан одговор на питање 30 изгледа нам вероватан. 
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SUR LA NOTION D'EXPOSANT DE CONVERGENCE 
DE MICHEL PETROVITCH 

D. D. Adamovic 

Resume 

Pour ипе suite (1) ауес les proprietes (2) оп definit l'exposant de соп

vergencecomme ип nombre лЕ[О, +00) tel que роит е:>О, la serie .LA~n+E 
converge et la serie .L A~n-E diverge. Si la serie .L A~ diverge pour tout 
а.>О, оп dit que l'exposant de convergence est + оо. Cette notion est Ыеп 
соппие. Еп 1931, dans [1], Michel Petrovitch а propose ипе поиуеllе notion 
d'exposant de convergence: pour ипе suite (1) ауес les propri6tes (2), il а 
appele exposant de convergence toute suite (лn) de nombres positifs telle qlle 
pour tout е:>О Ја serie .LA~n(l+E) converge et Ја serie .LА~I1(l-е) diverge. 
Quelques resultats relatifs а cette notion - Ia sont donnes. Quelqlles questions, 
dont оп пе sait pas encore les reponses, sont formulees а lа fin de l'article. 
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DUSAN ADAMOVIC 

MODERNE MATEMATICKE DISCIPLINE I 

PO~EBNO TEORIJA SKUPOVA, U RADOVIMA 
MIHAILA PETROVICA 

Postoji i iша sta vise izvesnu rasirenost, mеаи matematicarima 
i ostalima, u razlicitim stepenima i varijantama, misljenjeda mate
maticki rad Mihai1a Petrovica, njegov sti1 i metode pripada:j1i isklju
civo tzv. klasicnoj (ustvari, devetnaestovekovnoj) matematici. Qvo-
те se pokatkad, pridaje pozitivan, а cesce suprotan smisao. Uprko.3 
izvesnoj, delimicnoj osnovanosti - ovo misljenje u sustini је ро,

gresno, nesaglasno sa nekim glavnim, najmarkantnijim i пајргisпi
јјт crtama Petrovicevog' duha i stvaranja. Jedan od uzroka javljanja i 
prilicne tvrdokornosti ovakvog shvatanja lezi u nedovoljnom pozI1a
vanju celine Petrovicevog opusa, do.brim delom uslovljenom перо
stojanjem, bilo u kom vidu, izdanja njegovih celokupnih ili sabranih 
dela. Та praznina, kao sto је па ovom Simpozijumu veC istaknuto, i 
inate је umnogome odgovorna za cinjenicu da Petrovicevo matema
ticko i ostalo duhovno naslede sve do danas ПЈје ni pribliZno onoliko 
prouceno i adekvatno procenjeno, ра usled toga u nasoj nauci i kul
turi nijeni prib1izno onoliko zivo i inspirativno koliko Ы moglo i 
trebalo da bude. Drugi llzrok pomenutog misljenja sastojao Ы se, 
kako se autoru ovih redova cini, u tome sto se obelezja moder.o.e mа
tematike i prisustvo modernih matematickih disciplina u Petrovice
vomd~lu cestotraie i vide samo u odredenim detaljima, и eksplicit
nim i bukvalnim vidovima, а пе, sto Ы и оуоm slucaju bilo mnogo 
adekvatnije i pravednije, i и i.mplicitnim, аН sustinskim momentima, 
u celini naucne orijentacije, и strukturi misljenja, и glavnim, рою:е
ta,ckim idejama i inspiracijama, u trajnim ргеоkирасiјаmз. Petrovi
cevog stvaralastva. м еаитт , sa pravom ist.inonl пе Ы bilo saglasno 
ni tvrdenje da moderna matematika - naravno ona iz perioda pokri
venog Petrovicevim zivotom, tacnije, njegovom pl.lnom паиCnоm ak
tivnoscu - nije и njegovim radovima zastupljena i direktno. 

Qvo saopStenje пета ambiciju da iole iscrpno obradi оdgоvага
јuсu temu. Njegov cilj је samo da па пји ukaZe i иједпо Ьаг donekle 
!obrazlozi napred formulisane teze, navodenjem i analizom nekoliko 
mезtа iz Petrovicevih гаdоvа i nekim opstim primedbama koje se па 
to mogu nadovezati. 
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Godine 1927, u Glasu Srpske akademije nauka, izasao је Petro
vicev clanak »Brojni spektri pojava.;~. Objavljen izmedu dva opsezna 
i celovita dela о matematickim spektrima »Les spectres numeriques· .. 
(1919) u »Lec;ons sur les spectres mathematiques.;.; (1928), оуај rad bavi 
se onim sto bi se moglo smatrati osnovnom idejom teorije spektara. 
U пјети autor, пе UPu.~tajuci se u razradu algoritama i specificnih 
ргiшепа ove teorije, u zamenu za to podrobnije izlaze пјепи princi
pijelnu, skupovno-teoretsku podlogu i prelazi potom, preko razma
tranja и vezi sa Baire-ovom klasifikacijom funkcija i drugim rezulta
tima о ana1itiCkoj reprezentaciji, u sirem smislu, realnih i kompleks
nih funkcija, па lizvlacenje dalekoseZnih opstih, filozofskih zakljuca
ka о principijelnoj mogucnosti, u grankama izvesnih pretpostavki, 
prikazivanja, odredivanja svakog - i najkompleksnijeg - Ыса Пј 

procesa, iz prirode ili sveta matematickih konstrukcija, jednim је
dinim brojem iz intervala (O~ 1). Na kraju autor ukazuje па dugacak 
put, па sve stepene koje је пе sama )Ћаtетаtikа, nego i citava pri
rodna nauka, morala u milenijumskom razvitku ргесј da bi se stiglo 
do tog preciznog saznanja, dovodeci и veZl1 i l1jedno suocavajuCi QVO 

saznanje sa davnim idejama antickill mislilaca о ,;.broju kao sustini 
stvari<:.; : 

»Za Pitagorino se ime naroCito vezuje teznja za izraZavanjem 
stvari i fakata brojevima i jedna njegova famozna formula glasi 
:-~stvari (bica) su brojevi~.;. Dok је Platon stavljao brojeve, kao atri
bute, pored stvari koje se mogu culno opazati, Pitagorejci su tvroili 
da su brojevi Бате stvari. Uzajamnost izmedu fakata i brojnih spek
tara daje pravi i tacan smisao takvim neodredeniln, mistickim reflek
sijama. Niti stvari тогаји biti brojevi, niti brojevi biti atributi stvari, 
ра da ipak vaZi tvrdenje da izmedu fakata i brojeva postoji uzajam
nost takve vrste, da se svet fakata moze па jedan potpuno utvrden 
naCin ilustrovati svetom bгojeya~.;. 

Zavrsni paslls ovog Clanka karakteristican је za 'njegov opSti ton 
i smisao. 

» ••• Sve је to, medutim, ЬНо potpuno skriveno tamom u vreme 
grckih filozofa. Njihove refleksije о uzajamnosti izmedu fakata ј 

brojeva, izrazene и stavovima toHko puta ponavljanim utoku ve
kova, mogle su se samo svoditi па fi1ozofske vizije i generalnosti. 
Platon је, ost..ajuci и generalnostima, mogao tvrditi da нЂгојеvi uprav
ljaju svetom~~, аН to је II njegovo угете ЬПо nemoguce konkretno 
precizira1Ji i dati ти naucni smisao. U to угете ЬПо Ы neshvatljivo 
tvrdenje da svakoj оо pojava, sto pripadaju jednoj klasi, odgovara 
jedan tacno odreden decj.malni Ьгој sto se nalazi izmedu О i 1, ili, ako 
se hoce, jedna tacno оdгепепа nepomicna tacka u kvadratu сјје sи 
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strane jednake је(Цпiсi, i to, tako da se posmatranjem tog Ьгоја, ili 
te nepomicne tack~, mogu saznati sve pojedinosti pojave. Za takvu 
jednu tacku vezane su, naprimer, sve pojedinosti kretanja jednog 
materijalnog sistema, па primerkretanje п nebeskih tela koja se medu 
воЬот privlace ро Ne\vton-ovom zakonu. Мепјапјет konstanata. 
problema (тава, poCetnih· polozaja i drugih) роmега ве и kvadratu 
i ta tacka, ili se тепја odgovarajuci decimalni Ьгој, ali kad su te
konstante utvrdene, tj. kad se posmatra jedan odreden konkretan 
slucaj, tacka ostaje nepomicna i decimalni Ьгој nepromenljiv, ра ipak 
oni II sebi sadrze sve 8to tl'eba za vecito predvidanje ргоmепа u ko
jima se pojava sastoji. :ty.Iedutim, za razumevanje toga, danas elemen
tarnog i potpuno shvatljivog fakta, тога se u mislima preci sva do
sadasnja evolucija matematickeanalize i prirodne filozofije, па cijim 
је rezultatima takvo tvrdenj~ osnovano. 1 tek tada је mogucno shvatiti 
tacan; naucni smisao filozofske vizije velikih grckih matematicara 
i filozofa и pogledu LLzajamnosti izmeau fakata i brojeva.-<-< 

Qve геБ, kao ic~tav clanak, pokazuju пе вато dobro, sustinsko 
poznavanje i razumevanje. ~ekih bitnih rezultata Cantorove teorije 
skupova i kardinalnih brojeva, nego i izvesnu dubokll impresiomra
nost njima, neku vrstu njima inspirisanog matematickog i filozofskog 
entuzijazma. 

Inace, ovde је, sumarno govoreci, гес о cinjenici da su matema
ticki objekti i sistemi prividno daleko veceg ekstenziteta i unutrasnje 
raznovrsnosti, kad se shvate kao skupovi, u pogledu kardinalnog Ьгоја 
jednaki, ра time '.1 odredenom smislu ekvivalentni, izvesnim, ponovo 
Ьаг privi,dno, jednostavnijim: preglednijim, obicnijim objektima i si
stemima, kao 8tO ви konacni ili beskonacni skupovi ce1ih brojeva, рц
jedinacni realni brojevi (и decimalnoj reprezentaciji) i1i prebrojivi 
skupovi i skupovi п:оCi kontinuuma realnih brojeva, do intervala 
(0,1) _kao najopseznijeg od tih entiteta. 1Ј clankll se ргуо izlaZu sve 
etape redukcij~'~· н to~ smislu, skupa svih realnih iH ko~pleksnih ni
zova, sa bi10 kojim konacnim Ьгојеm iIldeksa, ili jednog dela tog 
skllpa, па i'nter,val (0~1)1 ili па jedan njegov deo. Ро sredi su, nailne, 
rezultati teorije kardinalnih brojeva kojli se kratko m.ogu izraziti 
ј ednakostima 

~ _ ~m (meN), R.::=. (0,1) = 
..,- о 

~o 
С, С = С = (0,11 . 

lz ovoga i iz konstatacije da su, па osnovu Baire-ovih i drugih re
zultata, za matematicku analizu u pravom smislu i za пјепе primene 
od inter:esa saтo tzv. Baire-ove realne i· kOnlpleksne funkc1je i da se 
svaka od njih jednoznacnood.reduje visestrukim nizom realnih Ьго-
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jeva, izvodi se zakljucak о postojanju biunivoke korespondencije iz
теои skupa. svih takvih funkcija i dela intervala (0,1). Najzad, uka
zivanjem па Cinjenicu da se Ьilо koji odredeni prirodni proces ili 
kompleks procesa, moze prikazati - u bitnom - jednom funkcijom 
pomenute vrste ЈН najvi8e prebrojivim skupom takvih funkcija (ovde 
interveni8e i Petroviceva fenomenoloska ideja analoskog jezgra), do
]azi se do vec navedenih krajnjih konsekvenciclanka. 

Redukcija koja se u clanku izlaze, kao 8to smo vec rekli, osnovna 
је ideja, Ьаг sa fzvesnog stanovista, Petroviceve teorije matematickill 
spektara. Мога se, medutim, konstatovati da dalji razvoj ove teorije 
do danas nije imao опај zamah ni doneo опе rezultate koje је Petro
vic, Ьаг u pocetku, ро svoj prilici ocekivao. Ovo se moze оЬјаВпја
vati razlicitim, ра i spoljasnjim i slucajnim okolnostima. Вјсе ipak 
da је jedan od glavnih razloga опо 8to је Е. Вш'еl, u predgovoru prvoj 
Petrovicevoj knjizi о spektrin1a, 1919. godine primetio. Нес је, па
ime, о vеШkim teskocama Ба kojima se тога sukobiti nastojanje 
da se - posle pocetnog, teorijski ispravnog, uvidanja ргiпсiрiјеlпе 
mogucnosti svodenja, па osnovu pomenutih ekvivalencija u pogledu 
kardinalnosti, гасипа i algoritama sa raznim, takoreci i najkomplek
snijim matematickim objektima па гасипе i algoritme sa realnim Ьго
jevima - i efektivIfo izgrade takvi postupci оуе redukcije koji Ьј 
imali znacajniji stepen opstosti i kojima bi se, н dovoljno sirokoj klasi 
slucajeva, postizala veca efikasnost nego drugim metodama, koji, 
ргеmа Borel-ovim гесјmа jz pomenutog predgovora, пе bi Ьilј samo 
>-,.le plus souvent, ипе complication inutile«. Воге] , s druge strane, 
naglasava da Ьј stvarni uspeh ovakve redukcije bio dragocen. Ро 
nasem misljenju, ima GShove za postavljanje pitanja da li је оп u 
vecoj meri udpste mоgш~. Teskoce SB, ргеmа Borel-ll, 11 vezi sa »·sa
тот sus1Jino~' naseg du1'n\,. sa njegovom nesposobnoscu da jasno 
shvati beskonacnost..:..:. Sem t-oga, moze se izneti jedna opsta primedba, 
пе toliko samoj Petrovicevoj. ideji о spektrima, koliko njegovoj паф 
da се se, skoro iskljuCivo па bazi te јоопе ideje, izgraditi efikasna i 
takoreci univerzalna metoda resavanja ana!itickih ргоЫеmа. Опа Ы 
se sastojala и оусте: principijelna osnova ideje о spektrima i spek
traJnoj metodi, tacnije о njihovom univerzalnom zahvatH, predstavlja 
зато jedan fragment, dodHse znacajan, teorije kardinalnih brojeva. 
Ти SU, dakle, vec u polaznoj ideji i metodoloskoj orijentaciji ispu
stene, odnosno bitno zanemarene, druge vazne i fuпdюnепtalпе kom
ponente matematickih struktHra (algebarske itopoloske strukture, 
njihove kombinacije i slicno), сјте је, rnozda-, ispustena prava mо
gucnost пе samo za realizaciju паргед pomen1М€ ambicije, nego i za 
postizanje skromnijeg сНја izgradnje jedne mat-ematicke teorije, di-
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scipline и pravom smislu. Poz.nato је da matematicke strи:kture,ekvi
valentne, tj. identicne и pogledu kardinalnosti, mogu и drugom ро
gledu biti duboko, nepremostivo razlicite .. Jasno је da је redukcija 
jedne strukture na.drugu, kaoi postllpakasa jednom па postupke sa 
dr:ugom - u takvomslucaju :bezsireg-()slonca'u strukturalnom рага
le1izmu i vezana Sarr1.0 zatank:u,' cest6;-iluiог~lU nit korespondencije 
jedan - jedan izmеdйеlеmепаtа -.~adf(·te9rijski II izvesnom smislu 
moguca, popravi1u· i1i prakticno sasvim~iieostvarljiva, Н! veoma ne-· 
adekvatna i ri~elishOdna, ~~une сопiрИ~аtiоn iпЏtilе-« . 

. o'vo је ијеапо i ~PstарГi~ed~а-:k~ја:-Ъi~е, uz priznavanje zna
саја ulozenog truda .! pokazane ingenioznosti, kao i izvesnih dosa
daSnjih rezultata; mogla"uputiti .1last-av;lja.crma rada Mihaila Petro
vica па teoriji sреktaIЋ. Nju zapravo t,reba shvatiti kao konstruktivnu 
sugestiju da se, и daljoj izgradnji, ova disciplina suocava i dovodi 
и vezu sa vec uveliko sazrelim i iskristalisanim, provereno efikasnim 
tokovima sliCnih nastojanja u savremenoj matematici i da јој se, pre 
svega, da bitno Мга, kompletnija i eksplicitnija strukturalno - teo
rijska osnova. Ovaj posao пеСе biti lak, аН и svakom slucaju manj а 
је opasnost da, -usled prosirenja novim elementima i aspektima, rria
tematicki spektri izgube svoju individualnost, nego opasnost da 'Бе 
oni, _ izolovani od svihtih sirokih i plodnih tokova, definitivno svedll 
па u~ku matematic.ku vestinu, па ne narocito' bogatu zbirku pojedi
nacni~ rezu1tata i kurioziteta. AutentiCna, un-utrasnja potencijalna 
vrednost specificne Petroviceve koncepcije spektara i spektralne те-· 
tode mogla Ы, ustva(i, и adekvatnoj kombinaciji sa dragim postignu.,. 
cima samo da dobij е. 

No, bez obzira па dosadagnju i buducu fakticku sudbinu disci
pline zщшоvапе naovoj zamis1i lVIihai1a Petrovica, treba istaci da ta 
zamisao и svakom slucaju zadrzava, и osnovi, vrednost anticipacije 
i analogona dva znacajna metodoloska principa siroko i presudno 
primenjivana u matematici perioda koji priblizno pocinje u poslednjoj 
deceniji Petrovicevog Z1vota. Prvi od njih је 1inearizacija 'Podataka 
(elemenata) jednog problema pri1ikom njegove obrade od strane га
cunskih masina, а drugi tzv. postupak Godel-izacije, kojim se svi 
simboli, formule, teoreme i dokazi jedne fогmа1izоvапе matematicke 
teorije izrazavaju poтo~и pogodno izabranih ргiгоdnih brojeva. Ova.j 
drugi postupak primenjen је и dokazu Godel-ovih i drugih teorema 
od esencijalne vaznosti za savremene poglede па zasnivanje i su
stinu matematike. 

Isti ovaj smisao anticipacije, nagovestavanja, i to- ne samo роје:" 
dinih rezultata i discip1ina, nego рге svega opst~ orijentacije, opSteg 
duha i stila citave savremene, ра i buduce matematike, sta vise i 
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jedne od savremene matematike jos nmogo sire duhovne tendencije 
moderne epohe ka slobodnoj, spoljasnjim, predmetnim okvirima ne
sputanoj kombinatortci i sinteZi'svih oblasti iskustya i stvaranja ра
тоси apstraktnih, formalnih strukturalnih sema, а koja danas pre
liva sve domene, pocev оо matematike i filozofije, ра preko drugih 
nauka i operativnih tehnik,:a do poezije i umetnosti, - ima i dп.igа 
glavna Petroviceva originalna kreacija u matematicko-filozofskoj 
sferi - njegova matematicka fenomenologija. Nароmепutо је vec u 
prethodnom izlaganju da: pored skupovnosti i kardinalnosti, ostale 
komponente apstraktnih matematickih strџktura, posebno algebarske 
i topoloske strukture, ne ulaze dovoljno, u eksplicitnoj i specificnoj 
formi, u vidokrug Petrovicevih, inace moderno inspirisanih, gene
ralnih metodoloskih matematickih ko~cepcija. MQze se, medutim, reci 
da Petrovicu izvesno, cak i dosta dbbro, poznavanje principa ovih 
oblasti;nije nedostajalo, recimo па osnovu pojedinih mesta iz >->-Fen-o
menoloskog preslikavanja-<-< '(па РГШlег, па' 128." strani). S druge stra
ne, ovaj nedostatak umnogome је kompenzovan pomenutim opstim 
smislom, kako filozofskim, tako i matematickim, osnovnih ideja Ре
troviceve fenomenologije i njihovih konsekvenci. Pored brojnih dru
gih momen!1ta i mesta iz odgovarajucih Petrovice~тih dela koja se pod 
оуо mogu podvesti, istaknimo pre svega да је u пјiша, narocito u 
~)-Fenomenoloskom preslikavanju-<-:, jasno i nedvosmisleno fогmulisarш 
sasvim moderna koncepcija matematike kao najsireg, najuniverzal
nijeg, najslobodnijeg bavljenja apstraktnim strukturama, uz једјпе 
obaveze logicke konsekventnosti i izvesne racionalne organizovano
sti - da1eko preko granica >->-nauke о kolicinskim i prostornim odno
sima-<-<. N avodim sledece karakteristiCno mesto: 

>->- ... Moderna se matematika sve vise razvija ЬаБ u pravcu i 
smislu toga да, poredbroja, velicine i poretka, obuhvati i dr(Ug'e 
apstraktne odlike u svetu fakC\.ta, u kojima .ti ројтоуј пе. moraju 
igrati kakvunarocitu ulogu. T~kve teznje i takvi pravci razvijanja 
daju povod i opravdanost .цаslЏСivсщјu да се se Matematika buduc
nosti rasprostrti па sve stoima.,gore navedenu odliku, tj. тoguCnost 
potpunog арstгdЈюvаnја odkonkretriih nosilaca i sadrzinu koja је, 

tako арstгаhovа:rш ао krajnjih granica тogucnosti, ipak pristupaCna 
pozitivniт lоgiСkiтdеdukсiј'УУЩ.~ Matematika brojeva, veliCina i ро-

~.'" <~' " • • 

retka ЬПа Ы tada sащо' јщп~ prostrana oblast tako pгosirene Mate-
таiШе-<-<. 

Qva opsta vizija >->-Prosirene matematike-<-<' (sto је jedan od род
naslova >->-Fenomenoloskog preslikavanja-<-<) sadrzi i viziju takvih novih 
disciplina neocekivanih teorijskih i praktiCnih sinteza najudaljenijih, 

* Petrcvicev kurziv. 
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najdisparatnijih fenomena, mi.r;n? ,korLvencionalnih podela ',' паuспih 
дотепа i nadleznosti - kakye danasnos,e nGizive kibernetike, teorije 
modela itd. i njihove zadivljlljuce, spektakularne efikasnosti, а takOdE 
i Petrovicevo cvrsto uverenje da uspon u pra:vcu apstrakcije i етап
cipacija od vezan6sti 'za konkretne, sadrzaje ne saтo da пе dovode 
do gubljenja kontakta" izmedu .mа.tеmаtlk'е~Фгеаlriоsti, nego baS uve
cavaju' podrucje i"prodornostptimena matematike. 

. Sto se tice Cisto .fi1ozQIske,: ptincipijelne strane matematiCke fe
nomenologije,pada u oCi frapant~n parale1iz ат , ako ne identicnost, 
iz,medu njenih osnovnih kOrlcepei'ja.. i preokupacija i najsavremenije, 
besumnje veoma znacajne, fi1ozofske skole struktura1izma (Levy
-Stross i ostali), izmedu »analoskog jezgra-<-< s jedne i »strukture-<-< s dru
ge strane. Vise је nego upadljivo odluCno insistiranje i kOd Petru
vica i kod stгuktuгаЦ.stа па verovatnom postojanju ne saтo konac
nog, nego i пе suvise ve1ikog broja »fenomenoloskih reduktivnih ele
menata-<-<, odnosno >~osnovnih struktura·«. Interesantno bi bilo blize 
poredenje argumentacija za ovo tvrdenje u jednom i u drugom 
slucaju. 

Treba podsetiti да ovaj duh vizionar~kog elana i kombinatorne 
smelosti ne prozima samo filozofsko-ma.tematicke i filozofske radove 
Mihaila Petrovica, nego је prisutan u citavoj njegovoj matematickoj 
aktivnosti. Njime se па prvom mestu, naime obiljem ideja i nestrplji
чот stvaralackom hi tr~nom, mnogo pre nego nekom neso1idnoocu, 
mogu objasniti mestimicne Petroviceve nemarnosti, nekorektnosti i 

• 1. 

greske. 

Pomenimo da је jos jedna znacajna oblast savremene nauke; teo
rija relativnosti, koja skoro isto toliko pripada modernoj matematici 
koliko i 'nlodernoj teorijskoj Џ~ici, ЬЦа predmet пе samo vrlo solid
nog Реtгоviсечоg poznavanja,' nego i njegovog trajnog interesovanja. 
То pokazuju ne saтo njegovi pojedini radovi iz ove oblasti, kao па 
primer clanak »Fizicke konstante u teoriji relativiteta-<~ (1927), koji је 
postavljenim problemom izazvao zive naucne diskus'ije па meduna
rodnom kongresu па kome је bio saopsten, nego i zavrsno poglavlje 
Petrovicevog »Fenomenoloskog pI'eslikavanjа-«, u kome оп upravo 
opstoj teoriji relativnosti, posle јеdrюg izvanredno zaokrugljenog i 
plasticnog izlaganja njene sustine, daje pocasno mesto vrha svoje 
skale takozvanih »шitоlоgiја fakata-«, cak iznad svoje Fenomenolo
gije, па ovom mestu nazvane >->fепошепоlоskа mitologija-«. 

Vide1i smo da је шоdегпа matematika u mnogim svojim vidovi
та siroko i, sto је jos vaznije, Ыtпо pl'isutna u stvaralastvu i intere
sovanjima Mihaila Petrovica, ekplicitno па nekim mestima, pokatkad 
preko svojih odreёlenih rezultata u prisnoj vezi за genezom nekih 
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Pet.rovicevih пајогigiпalпiјih ideja,"kao sto је slucaj. sa teorijom sku-· 
pova i пјепот veZom-·sа"цщ.tеmаtiС,kiщ spektrima, i1i sa teorijom re
lativnosti, - a1i n~jcesce kap.::opstj: :Podtekst,: podloga, unutrasnja 
komponenta skoro svih Petrovicevih ma;tematickih, ра i ostalih inte-

, lektualnih aktivnosti, naprvqm mestu njegovih poletnih, nadahnutih 
I anticipacija buducnosti;, blJduGih_ m9gиcn~ti matematike i nauke 
lюрstе, koje su danas uvelikou ostvarivanju. Mozda bi se moglo reci, 
ponavljajuCi samog, PetroviCa,. uz . jedno znacajno mutatis rnutandis 
pozitivnog smisla, da se to umnogome svodi1o -»па fi1ozofske vizije 
i generalnosti-<-<. АН treba odmah dodati da S1.1 to vizije krajnjih, сu
desnih mogucnosti realnih i bitnih tokova razvitka Ciji smo svi ml 
danas svedoci. 
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DUSAN АDАМО\ПС 

DISCIPLINES MATHEIVIATIQLJES MODERN~S, 
EN Р АRТIСПLIЕR LA THEORIE DES ENSEMBLES) 

DANS I.ES ТНА V AUX DE MICHEL PETROVIC 

RESUME 

L'auteur s'oppose а l'opinion assez repandue, selon laquelle l'activite 
ma:thematique de Michel Petrovic appartiendrait toute entiere аих mathemati
ques classiques, c'est-a-dire аих mathematiques du dix-neuvieme siecle. 11 
trouve чне, tout аи contraire, 1а сгеаtiюп et 1а pensee mathematique et philo
sophique de Petrovic, prises dans leur ensemble, .soat profondement et intime
теп! penetrees de 1'esprit е! des tendences des mathematiques modernes, bie.rJ 
que souvent се fait пе se presente pas .d'une maniere tout-a-fa.it explicite. Les 
anticipations du developpement contemporain et futur des mathematiques et 
des aJUtres sciences, contenues dans 1es oeuvres de Petrovic, SiUlrtout Id,ans 
celles consacrees аих spectr-es matheтatiques et а 1а phenoтenoLogie тathe
тauique (noms. donees par М. Petrov.ic 1ui-meme а deux disc,tplines mathe
matiques nouvelles, d~)fit il proposa et initia 1'tИificаtiоп); puis le rOle essentieJ 
de quelques resu1tats et tendences des mathematiques et de la physique theo
rique modernes (theorie des ensembles, re1a:tivite) da:ns 1а genese des idees 
et ,inventions philosophico-mathematiques les p.1us im.portantes et 1es p1us 
originales de .PetroviC; enfin, une analogie .i!nteressante entre 1es notion.s et 1es 
theses de 1а phenoтenoLogie тathematique et celles de l'есо1е phi1osophique 
contemporaine du structuraLisтe - .sont partict.llierement soulignees. 
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252. MONOTONY AND ТНЕ BEST POSSIBLE BOUNDS 
OF SOME SEQUENCES OF SUMS* 

Dusan D. Adamovic arid мааn R. Taskovic 

о. Prof. D. S. MIТRINOVIC has proposed јп [1] the fol1owing problem: 

"Deterтine soтe sharp enough bounds 01 

1 1 1 
--+--+ ... +-
рn + 1 рn + 2 qn + 1 

(n=I,2, ... ), 

where р and q are /ixed naturaZ numbers, and if possibZe, the best ones." 

Ву using CAUChy-SСНWАRZ'S and SCHWEIZER'S inequalities, А. LUPAS, јп his solution 
of this problem [2], gives for the expression 

def qn+l 1 
(1) Sn (р, q) =2 - (р < q; р, q, п паtшаl numbers) 

k~pn+l k 
the fol1owing estimate 

.. def (q-p) п + 1 [(q-p) n'+ 1] [(q +р) п + 2] def -
(2) L n (р, q) = 2 ( ) 2 < Sn (р, q) < 2 ( 1) ( 1) = L n (р, q) - q+p n+ рn+ qn+ . . 

(р < q; р, q, п natural numbers), 

which follows from his more general estimate 

t s+t lt . 
---< 2 -< . 
А (~, s + t) k=s+ 1 k Н (s, s + () 

(s, t natural numbers), (3) 

where А (а, Ь) and Н (а, Ь) denote arithmetic and harmonic means of numbers' а and Ь 
respectively. 

In LUPAS' solution the question of the best possible bounds was not treated. In fact, 
јп the case when the bounds depend of р, q and п, as јп LUPAS' estimate, the problem of 
the best possible bounds does not Ьауе а real meaning, because the unique solution for the 
bounds (for both of them) is the expression Sn (р, q). 

Оп the other hand, if Sn (р, q) is regarded as а sequence determined Ьу parameters. 
р and q, and the bounds are given as the functions of р and q опlу, the mentioned question 
has а поп trivial meaning and is without апу ambiguity; the lower bound В (р, q) and the 

upper bound В (р, q) are the best possible if and only if the fol1owing conditions hold: 

В (р, q) = Inf Sn (р, q), в (р, q) = Sup Sn (р, q). 
- n~l n~l 

• Presented January25, 1969 Ьу D. S. Mitrinovic. 
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42 D. D. Adamovic and М. R. Taskovic 

1. The best possible bounds of the sum (2), in the previous sense, for 
аН natural п:иmЬегs pandq (withp < q), save foт а fixed set ·of pairs,are 
given in Proposition 2. Paralelly with sums (1), we also considered the 
following sums 

(4) 
def qn 1 

(Јп (р, q)= ~. -k' 
k=pn+l 

(р < q; р, q, п natural numbers). 

/ 

Тће best possible .bounds 7Ј (р, q) and 7Ј (р, q) of sums (4), and in the same 
sense, gives Proposition 1. 

In Propositions 1 and 2 the mbnotony of sequences (Јп (р, q) and Sn (р, ,q) 
is examined too. This monotony is applied in the determination of the best 
possible bounds, and is interesting Ьу itself. 

We note that а solution of this problem of Prof. D. S. MIТRINOVIC, 
given Ьу us in [2], contains ап error that we ћауе made carrying over the result 
obtained for Sn (р, р + 1) to аН sequences of sums (1). 

Proposition 1. For аnу fixed natural numbers р and q (>р), the sequence 
(Јп (р, q) is strictly increasing, in symbols: 

(5) 

ТћегеЈоге, 

(Јп (р, q) t (п = 1, 2, ... ). 

def q def_ 
7Ј (р, q) = (Јl (р, q) < (Јп (р, q) < 1п - = 7Ј (р, q) 
- р 

(р < q; р, q natural numbers; п = Ј, 2, ... ), 

and these bounds аге the best· possible јог аnу two fixed natural numbers 
р and q (>р). 

РгооЈ. For р < q, we ћауе 

q-l 

(Јп (р, q) = ~ (Јп (s, S + 1): 
s=p 

Непсе,. to prove (5), it suffices toprove that for р = 1, 2, ... 

(6) (Јп (р, Р+ 1) t (n= 1,2, ... ), 

l.e. def; ':' 

аn (р) = (J~+l(P, р+ 1)-(Јn(Р, Р+ 1»0 (n,р=I,2, .•. ). 
Since 

, . 

n+ 1 . 1 1 k 
--.----- -------->О? 

npn+p+k pn+k n(pn+p+k) (pn-;t-k) 
or 

1 n+ 1 1 --<-- , 
рn + k п рn+ р + k 
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Monotony and the best possible bounds of SОП1е sеЧllепсеs of Sllms 43 

we get 
(р+1)(n+!) 1 (р+Оn 1 1 

аn(р)= :2 --:2 -=---
k=p(n+l)+l k k=pn+l k р(n+ 1)+ 1 (

Р+1)n 1 (р+1)(n+!) . 1 ) :2 -- :2 -
k=pn+l k k=p(n+1)+2 k 

1. п р+l 

= рn+р+ l-k~l (pn+k)(pn+p+k+ 1) 

1 n+l n--. р+l 

> рn+ Р+ 1 -n- k""!:l (рn+ Р + k) (рn + Р+ k + 1) 

1 (п + 1) (р + 1) п (1 1) 
рn + р + 1 п k~l рn + р + k - рn + р + k + 1 . 

1 (n+l)(р+l) п 
=0 

(рn + р + 1) (рn + р + п + 1) рn+р+ 1 п 

for р, n=l, 2, .... 

. ТЬе second part of the proposition follows immediate1y from the first опе 
and from the fact that 

1im (Јп (р, q) = 1n L. 
n-+ "" р 

Proposition 2. Let р and q (>р) Ье two [ixed natural numbers. 

5 . 
10 Ј[ q<.-p,not being р=2а+l, q = 5а+{З (а= 2,3, .,. (з = 1,2) 

2 

('!speCially , if q< 151 Р)' then 

Sn (р, q) t (n= 1,2, ... ). 
Јп this case 

q -
в (р, q) = ln-<Sn (р, q) <. Sl (р, q) = в (р, q) 

р 

with the best possible bounds. 
'2,.0 If q;> 3 р, then 

S п (р, q) t (п = 1, 2, ... ). 
Јп this case 

q -
в (р, q)=Sl(P, q)<.Sn(p, q)<1n-=B(p, q) 

р 

with the best possible bounds again. 

(п = 1, 2, ... ), 

(n= 1, 2, ... ), 

30 Рог a/l other values о/ р and q (>Р), the sequence Sn (р, q) is strictly 
decreasing [ог п large enough. 

ProoJ. То prove the parts of 10 and 20 concerning monotony, we use 
the f<:>llowing 
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44 D. D. Adamovic and М. R. Taskovic 

Lemma. For each fixed natural number п; the ехргеssiоn 

def 

{ЗN (р, q) = Sn+l (р, q)-Sn (р, q) 

is а strictly' increasing function оЈ q and а strictly decreasing Junction оЈ р. 
(7) {Јп (р, q) = ~ -k - 2- -k = Уп ~Ч) -т- иn ~P) 

k=qn+2 k=pn+l ' 

and 
q (n+ 1) 1 1 1 1 1 

'Yn(q)= L -+--- ... =aq(n, n+ 1)+----
k=qn+l k q(n+l)+1 qn+l ' . q(n+l)+1 qn+l 

So, in virtue of (6) and using 

[х (n+\) + 1 -xn~ 1Ј ~ (xn: 1)2 
n+l 

[х(n+l)+ 1]2 

n(n+ l)х2-1 >0 

(хn + 1)2 [х (п + 1)2 + 1)2 
, ' 

(х;.. 1), 

we find that 'Уп (q) 1S а strictly increasing function of q. Оп the -other hand, 
and again Ьу (6), 

р (n+1) l' .' 
Ьn (р) = - L: -= -ар (п, n+ 1) 
'. k=pn+l k 

is а strictly decreasing Iunction of р, whict proves Lerilma.. 
Now, we continue ,with the proof ofp'ropos.ition 2~ Ву (7), 

(8) 
1 1 1 1 

{ЗN (1, 3) = + + 
3n+4 3n+2 3n+3 n+l 

6(n+l) , 2 2 . 9(n+l)2-(3n+2)(3n+4) 
=-. 

(3 п + 2) (3 п + 4) 3(n+ 1) 3 (3 п + 2) (3 п + 4) (п + 1) 

2 1 
=-. >0 

3 (3 п + 2) (3 п + 4)(n + 1) 
(n=I,2, ... ). 

After some calculation, we find 

(9) (ЗN (2,5) = _ 625n4+ 1625n2+ 3550n2+ 604n+ 72< О 
, 10 (5n+ 1}(5n+ 2) (5,n + 3) (5n + 4) (5n + 6) (n+l) 

(n=I,2, ... ). 
Ву (8) and (9), 

Sn (1, З) t, Sn (2, 5) -1- (п = 1, 2, ... ) 

and this implies, for each р = 1, 2, ... , 

(10) ,Sn(P, 3р) 7= Sn12 (1, 3) t, Sn(2p, 5p)=Snp(2, 5) -1- (n=l, 2~ ... ). 
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Monotony and the best possible bounds of some sequences of sums 45 

Ву (10) and Lemma, for q> Зр we ћауе 

fЗn(р,q»fЗn(Р,ЗР»О (n=l, 2, ... ). 

5 
Let р< q <; -р. If р= 1, q must Ье equal to 2, and Ље first part of 10 

2 
is valid in this case, being 

{Ј (1 2) _ 1 + 1 1 1 
п , -2n+2 2n+З n+l .2n+З 

1 
--<О 
2n+2 

(п = 1, 2, ... ). 

5 
]f р= 2а (а natural number), then q -< -. 2а= 5а, and Ьу Lemma and (10), 

2 
(п = 1, 2, ... ). 

]f р = 2 а + 1 (а natural nUmbel") and q =1=- 5 а + 1, q =1=- 5 а + 2, then the inequality 
q > 5 а + З is impossible, for it would imply 

q=(q_2. р) +2.р > [5а+ з-2.(2а+ I)Ј+2. р =~+2.p > 2.р . 2 2 2 2 22 2' 

hence, q -< 5 а, i.e. Ьу Lemma, 

(Јп (р, q) -< (Јп (2а+ 1,5а) < {Јп (2а, 5а)< О (п = 1~ 2, .... ). 

Finally, if р = 2 . 1 + 1 = З and q = 5 . 1 + 2 = 7, then, fol1owing а somewhet 
10nger calculation, the expression {Јп (р, q) can Ье reduced to the form of а rational 
.function of п having аН coefficients of numerator negative and аН those of 
denominator positive,which means that 

fЗn(З, 6)-<{Јn(3, 7)<0 (n=I,2, ... ). 

So, we ћауе proved both first statements under 10 and 20. 
Тће last two statements in 1 о a.nd 20 fol1ow from the first ones and the 

fact that Јот р <:. q 

lim Sn (р, q) = ln _CL . 
n-roo р 

Let the numbers р and q, with р < q < з р, Ье fixed. For П, > 2, we Ьауе 
q+l 1 р 1 

fЗn(р, q)= 2 ---L-
k=2 qn + k k= 1 рn + k 

= qi1 ~(1 +~)~1 ~ i ~ (1 +~)-1 
k=2qn qn k=lpn рn 

= qi1 

~[1 -~+ О (~)]- i ~[1-~+ О (2.)Ј 
k=2 qn· qn n2 k=lpn рn n2 

~(q .2._р . ~)l+(~ i k~~ qi1 

k)~+o(l.) 
q р п . р2 k= 1 q2 k= 1 n2 n3 

=q-Зр.~+о ('~) <О 
2pq n2 n3 

for п large enough. This proves З О • 
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46 D; D.Adamovi6 and М. R. TasJ,covi6 

2. One of the advantages of Ље bounds 

'13 (р, q)~ '13 (р, q), в (р, q) and . В (р, q), 

that we have obtained in this paper, is that they do not depend оп п and that 
they are the best possible in the sense given in О, although for some values 
of р, q and/'n, опе of both of the corresponding bounds of LUPAS [2] 1l,n (р, q), 
1l,n (р, q), L n (р, q) and L n (р, q) might Ье sharper, and ours being sharper/or 
other values of р, q and n. Namely, we have 

Proposition3. With already.introduced symbols: 

1 о For п large enough: 

'13 (р, q)<1l,n (р, q), if p<q; 

В (р, q)<Ln (р; q), if q> 3 р; 

.. ~. 
Ln(p, q)<B(p, q), if p<q<~p, 

and not being 
-. - 2 

р=2а+l, q=5a+{J (а= 2,3, ... ; (Ј= 1,2)., 

Here the lower bound for ndepends оп р and q. 

20 Еn(р, 3р)<В(р, 3р), В(р, 3p)<Ln (p, 3р) (р, n= 1,2, ... ). 

30 There are values for р, q шrd п far which 

'13 (р, q)<1l,n (р, q), '13 (р, q»1l,n (р, q), в (р, q}<Ln (р, q), 

в (р, q»Ln (р, q). 
Namely: 

30.1. '13 (р, q)<1l,n (р, q) for п large enough, if p<q <.р +2 (the 10wer 
bound for п depends оп р and q); 

30.2. '13(1, 2»1l,n(l, 2) (n=1, 2,3), '13(1, 3»1l,n(1, 3) (n=1, 2); 

30.3. Е(3, 5)<L1 (3, 5); 

30.4. if т (= 1, 2, ... ) is fixed, then јог, р large enough 

B(p,p+m»Ln(p, р+m), 

provided п is large enough (the lower bound јог р depends оп т and the 10wer 
bound јОЈ: п 01l т.дn.d р); јn special cases: 

В (р, Р + 1) > L n (р, р + 1) !ог each р with п large enough, 
- -
в (р, р + 2) > L n (р,р + 2) јог, р = 2, З, ... with п large enough. 

Руоој. According' to Ље LUPAS' estimate (3), the corresponding bounds 
for the sum (Јп (р, q) are 

(11) 1l,n(P, q)=2 (q-p) п and 1l,n(P, q)=(q-P)[(q+p)n+1]. 
- (q+p)n+ 1 2q(pn+ 1) 
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Monotony and Ље best possibIe bounds оЕ some sequences of sums .47 

Ву (2) and (11), for p<q we Ьауе 

Ет };'n(Р, q)= limLn (p,q)=q2_
p

2 =~[!L_(!L)-1], 
П-НО n-+ОО 2qp 2 р р 

q 
--1 

q-p р 
lim Ln(p, q)=2.--= 2·--

n-+ОО q+ р !L+ 1 
р 

Statement 1 о, according to the corresponding parts of Propositions 1 and 2, 
follows from (12) and this double inequality 

t-l 1( 1) 2 -- <ln t<-- t~-
t+l· 2 t 

(t> 1), 

which can easily Ье proved in the usual manner. 
Further, for р, n= 1, 2, ... , we Ьауе: 

2рn + 1 13 1 1 1 
L n (p,3p)=2· =1<-=-+-+-
- 4 рn + 2 12 2 3 4 

=S1(1, 3)<Sp(1, 3)=S1(P, 3р)=В(р, 3р); 

- 9 - - -
В(р, 3p)=ln3<-=L1(1, 3)<Lpn (1, 3)=Ln (p, 3р), 

8 
since: 

е: =е. e~ >27. (1 +_1) = 2,7· 9 =~4,З >24 = 3 :::> ln З<~· 
, 8 8 8 8 8' 

(2рn + 1)2 
Ln(p, 3p)=Lpn (1, 3) = , 

(рn+ 1) (3рn + 1) 

[ 
(2Х+l)2]' 2х(2х+l) О 

(х+l)(3х+l) =(х+l)2(3х+l)2> (х>О). 

So we Ьауе proved statement 20. 

From p<q <р + 2 it follows 
1 2 

--<--
p+l-q+p 

and so, Ьу Proposition 1 and (11), 

iJ3(p, q)=C11(p, q)=_I_+ ... +~~q-p 
- Р+ 1 q Р+ 1 

_ 2 (q-p) . 
< . = 11ffi };,N (р, q), 

q+p n-+оо 

which proves 30.1. 
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48 D. D. Adamovic and М. R. Taslrovic 

Since 

~ 5 1 (5)2 1 (5)3 13 25 125 
e~ < 1 +8+2:" 8 +6· 8 .3=8+ 128 + 1024 

13 1 1 7 1 5 
<-+-+-=-+-<2 => ln2>-, 

8 5 8 4 5 8 

!l,n(1. 2)= 3n+1 t, 1:n (1, 3)= 4n+1 t (n=1,2, ... ), 
, 4(n+ 1) 3(n+ 1) 

we get 
- 5 - -
CВ(l, 2)=ln2 > -=!l,з(1, 2) > !l,n(l, 2) 

8 

св (1, 3) = ln 3> 1 = !l,2 (1, 3) > !l,n (1, 3) 

and inequalities 30.2 are so proved. 

30. 3. follows from: 
5 

В(3, 5) = ln-, 
- 3 

3 . 
L 1 (3,5)=-, 
- 5 

(n= 1, 2, 3), 

(n= 1, 2) 

~ 3 1 9 89 5 5 3 
е 5 

>1+5+2·25=50>3 => ln З <5· 

If т (= 1, 2, ... ) i& fixed, then for р > т 

р+m=(1 + m)р < 2р 
. . р 

and so (Proposition2 and (2» 
- 1 1 
В(р, p+m)=Sl (р, р+m) =--+ ... +---

- р+1 . р+m+l 

т +- 1 т + 1 т (2 р + т) т (2 р + т) > --- = + ---''---''----
.р+m+ 1 р+m+ 1· 2р(р + т) 2р(р + т) 
2р2_рm2-m2 (т + 1) т (2р + т)' m(2р + т) 

= + >----
2 р (р + т + 1) (т + р) 2 р (р + т) 2 р (р +Jn) 

= lim Ln (р, р+m) 
р-+оо 

for р large enough. This immediately implies the general statement in 30.4. 
In special cases: 

В(р, Р+ 1)=_1_+_1_;= 2р+ 3 2р+ 1 + 2р+ 1 
. р+l р+2 (р+1)(р+2) 2р(р+l) 2р(р+l) 

2 (р2-1) +Р . 
= . + 1im L n (р, р + 1) 
2р(р+ 1)(р+2) n-+оо . 

> 1im L n (р, р + 1) (р = 1, 2, ... ), 
n-+ оо 

202



Monotony and the best possible bounds of some sequences of sums 49 

- ( 2) 1 . 1 1 2 (р + 1) 2 (р + 1) 
В р,р+ =--+--+--- +---

Р + 1 р + 2 р + 3 р (р + 2) р (р + 2) 

р2-3 . 
= + ћт L n (р, р + 2) 
р (р + l)(р + 2) (р + 3) n~ оо 

> Нт L n (р, р + 2) (р = 2, 3, ... ), 
n~oo 

which proves last two statements in 30. 4. 

3. Some remarks 

3.1. Pr~position 2 doesnot solve the problem of monotony and the best 
possible bounds of the sequence Sn (р, q) (п = 1, 2, ... ) for arbitrary fixed р 
and q, since ,the cases w hen . 

(13) 
5 
-р< q< 3р, or р=2а+ 1, q=5а+{З 
2 

(а=2,3, ... ; {З=1,2) 

remain ореп. 
Nevertheless, 1ll virtue of statement 30 of Proposition 2, as well as' 

in virtue of some examined special cases, we conjecture that also in the cases 
(13) sequence (1) is strictly decreasing and so has the best possible bounds 

В(р, q) =ln~ and В(р, q) =S1 (р, q). 
Р 

3.2. The bounds of (Јп (р, q) and Sn (р, q) (р < q; п = 1, 2, ... ) which 
do not depend оп п and which do not involve complicated expressions, but not 
being, of course, аН the best possible, сап Ье determined in the following way. 
For р < q, п = 1, 2, ... : 

qn+l 

(Јп (р, q)= 2 - > -=lп =lп -- ;> ln--; ,,-'n 1 Ј dt qn + 1 [ q q - р] q + 1 
k=pn+l k t рn+ 1 р р(рn+ 1) р+ 1 

рn+l 

qn 

Ј 
dt q 

(Јп (р, q) < - = ln - ; 
t Р 

рn 

qn+2 

qn+l 1 Ј dt qn+2 
Sn(P, q)= 2 - > -=ln--

k=pn+l k t рn+ 1 
рn+l 

{

;>ln!L (q.;;;; 2р) 
1 [q 2P-

q ] р 
= п р + р (рn + 1) ;> ln q + 2 (q > 2 р); 

р+l 

qn+l 

Ј dt qn + 1 ( q 1 ) q + 1 Sn(P, q)< . -=lп =lп -+- .;;;;lп--. 
t рn р рn р 

рn 

4 Publikacije 
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50 D. D. Adamovi6 and М. R. Taskovi6 

Therefore, for р< q and п = 1, 2, ... , 

(14) lпЯ+ 1 <(јп (р, q)<ln~; 
р+l р 

(15) min {ln ~, ln q + 2}<Sn (р, q)<ln q + 1 . 
р p+l р 

Of аН these bounds, Ље best possible ones are the upper bOlllld in (14) and 
the lower bound in (15) when q < 2р. 

Note that from (14) and (15), and according to 

lim (јп (р, q) = Нт Sn (р, q) = ln JL (p<q) , 
п -->- оо п -->- оо р 

it follows that ln JL is the best possible lower bound of the sequence (јп (р, q) 
р 

for P<Q and of the sequence Sn(p,q) for p<q<2p. This does not depend 
оп the results previously obtained. 

3.3. Finally, we remark that S. BARNARD and Ј. М. СЮLD in [3] have 
1 2 

given the bounds - and - for Sn (3, 5) (п = 1, 2, ... ). Both of them аге 
2 3 

weaker than the bounds given in Proposition 2, which follows from the fact 
that the bounds found in this paper are the best possible, and this can Ье 
directly verified: 

е<2,77<-= - => -<ln-=B(3, 5), 25 (5)2 1 5 
9 3 23-

- 1 1 1 37 40 2 
В(3, 5)=Sl(3' 5)=-+-+-=-<-=-. 

4 5' 6 60 60 3 
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The aim of this paper is to gene:ialize both statements of the following 
theorem [1]: 

ТИЕОRЕМ А. Let C(~) Ье the set оЈ liтit points оЈ the Ьоиnаеа complex seqиence 
~. Then C(~) is connected iJ аnа оnЈу iJ there exists а sиbseqиence 1] = (уп) оЈ ~ sиch 
that_ С(1]) = C(~) аnа Уn+l -Yn~O (n~ Ф). 
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The "if part" of this theorem is due to Н. G. Barone [2], and the "опlу if 
part" to Paul Schaeffer [1]. 

А gепеrаlizаtiоп of the first stаtеmепt is 

ТИЕОRЕМ 1. Let Х Ье а coтpact тetric space, ~ = (Хn) а sequence оЈ its .points, 
аnЈ C(~) the set ој liтit points ој ~. Assuтe 

(1) lim d(xn , Хn+1) = о. 
n-+ со 

Then C(~) is а connected set. 

Руоој. Suppose that C(~) is not соппесtеd, i.e., that 

(2) C(~) = А U В and А П В = fZJ, 

with А and В nonempty closed sets. Put 

(З) Е = Inf{d(t, u):t Е А, и Е В}. 

Since the space Х is compact, there exist аЕА and ЬЕВ sllch that Ј(а, Ь) = Е. 
In view of the second cOl1ditiOl1 of (2), we have Е>О. 

The sets 

(4) 01 = U К(t,4З) and 02 = U K(t, Е/З), 
еЕА еЕВ 

where K(t, й) is the ореп sphere whose сепtеr is tEX and radius is й, are then 
disjoint. Owing to the compactness of Х, the set 01U02 contains аН members of 
the sequence ~ with large enough indices. This last fact together with (1) implies 
that there јБ а natural number по sucl1 that 

(5) 

and 

(б) (п ~ по). 

Since А and В are nonempty sets of limit points of the sequence ~, ироп taking 
into account (4) and (5), we see there exists а natural number т ~ По, such that 
xmEOl and Хт+1ЕО2, and so there exist tEA and uЕв, such tЬat 

(7) 

Then, Ьу (6) and (7), 

d(t, и) :::;; d(t, Хт) + d(xm, Хт+1) + d(Xm+1, и) < Е, 

which contradicts the choice of Е, and thus proves the theorem. 
For the proof of our second theorem, which generalizes the second statement 

of Theorem А, we shall need the following lеmmа (see [3], рр. 169-170, Т, (а), 
where the supposition of compactness of Х is not necessary). 

207
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LE:MMA. Let Е Ье а connected рау! оЈ а тetric space. Then Јоу аnу two eleтents 
t and и оЈ Е and јоу every € > О Љеуе is а finite nитЬеу оЈ eleтents to, t1, ... , tk оЈ 
Е, suclt that to=t, tk=U and d(t.-1, [.)<€ (р=1, .. " k). 

THEOREM 2. Let Х Ье а rnetric space and ~ = (Хn) а sequence оЈ its points, Јоу 
which C(~) is non-eтpty a1,td connected. Then Љеуе exists а subsequence 7] = (уп) оЈ 
Ље sequence l; with the properties limn-+ oo d(y", Уn+1) = О and С(7]) = сео. 

РуооЈ. For each о> О, tllere exists ап (at most) countable cover ~ of the 
set С(!;) which consists of spheres of diameter о wllOse intersections witll С(О are 
not empty. Namely, ~ сап Ье formed from аН tllOse splleres with сепtегs in 
х,. (n= 1, 2, 3, ... ) and vvith diameter о vvllich havenonempty iпtегsесtiопs vvith 
С(!;). If ~. denotes such а collection of spheres for 0= р- 1 (Р = 1, 2, 3, ... ), the 
соllесtiоп of splleres ~o = Uv:1 ~p is соuпtаblе, so that ,уе сап vvrite ~o 
= {K1 , К2 , КЗ, ... }. Besides, for eacll t iп C(~) tllere exists а sphere from ~o 
witll ап arbitrary small diameter which contains t. Let tiEKinC(O (i = 1, 2, 
3, ... ). According to Ње lemma, there exist posi tive integers 1 = k1 < k2 < .. 
<k i <··· апdроiпtsиnЕС(~)(n=1,2,3,·· ·)suchthat 

Uk, = ti(i = 1,2,3, ... ); d(Un-l, иn) < i-1(k i _ 1 < П ~ ki ; i = 2,3, ... ). 

1 t is clear that 

(8) lim d(un , иn+l) = О. 
n-... 

Furthermore, let Рl Ье tllе smallest positive integer such that X P1 ЕК1 
and d(xPl , Ul) < 1; if the паtuгаl numbers Р. (Р = 1, ... , п -1) are determined, 
then let Рn Ье the smaHest natural number with tlle properties: 

Рn > Рn-l; d(xpn , 'ltn) < n-1; if п = ki, then Хр,. Е К •. 

According to the construction of the sequence (иn), ап infinite and strictly mопо
tопiс sequence of natural пuтЬегs (Рn) has Ьееп defined Ьу the above procedure. 
The sequence 7] = (у,,), where Ут. =хPn (п = 1,2,3, ... ), has, therefore, members 
with arbi trary large indices in еасЬ sphere К i (i = 1, 2, 3, . . . ). Therefol"e, 
C(7])~C(!;), and since the opposite inclusion clearly holds, we have С(7]) = C(~). 
Оп the other hand, according to (8), 

d(yn, Уn+l) = d(xP1l ' ХРnН) ~ d(xp ,., иn) + а(иn, иn+1) + а(иn+l, ХРnН) 

< n-1 + а(иn, иn+l) + (п + 1)-1 --7 О (п --7 оо). 

А few additiona1 remarks concerning Theorem 1. 
1. Compactness of the space Х cannot Ье simply omitted from Tlleorem 1. 

This сап Ье proved Ьу choosing а suitable sequence !; in the two-dimensional 
Euclidean space Х = R2 (for ехаm ple, such that С(!;) Ье the union of а curve апd 
its asymptote). 

2. Оп the other hand, compactness of the space Х is not necessary for the 
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holding of the ill1plication 

(9) Ет d(xn , хn+l) = О => C(~) is а connected set, 
1.-+00 

\vhich is proved Ьу the example of Ње one-dill1ensional Euclidean space Х = R. 
3. Another example for the same statement is а metric space Х with а поп

denumerable amount of points in which d(x, у) = 1 (x~y). 
4. In view of the above, we сап raise the question of replacing the compact

ness of Х in 1Ъеогеll1 1 Ьу а weaker condition. Such а condition certainly cOllld 
not Ье ~-compactness (the property of а space to Ье represented as а denu
тегаЫе union of compact parts). Moreover, according to Remarks 1 and 3, 
~-compactness of the space Х is neither а necessary nor suffi.cient condition for 
implicatio.n (9) to hold. 
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МАТЕМАТИЧКИ ВЕСНИК 

9 (24) 1972. стр. 19-22 

RJ~SOLUTIONS DE DEUX 
Dusan D. Adamovic EQUAТIONS FONCТIONNELLES 

PROCHES DE L'EQUATION DE CAUCHY 

(Communique lе 26. Juin 1970.) 

о. Dans cette Note, оп уа determiner lа solution generale de chacune 
des equations fonctionneJles suivantes: 

(1) 

(2) 

/(Лх + у») = ЛХ) + лу), 

ЛХ + у) = /(ЛХ») + /и(у») , 

ои, dans les deux cas, la fonction inconnue / peut etre гееllе (/: R -+- R; 
R ensemble des nombres reels), ои complexe (/: С -+- С; С ensemble des nom
bres comp1exes). 

(3) 

Cette determination sera fondee sur lе resultat auxiliaire suivant. 

Lemme 1. La solиtion generale du systeme d'equations /onctionnelles 

{
g (х+у) =g(x) + g(y), 

g (g (х») = g (х) 
(g : R -+- R, ои g: С -+- С) 

est donnee раг 

(5) 

(Н base d'Hamelde R, ои de С, de
(егmјnее; Но partie поп vide de Н аг
bitraire; ::t (Но) variere lineaire sur 
Но; (J.h (h Е Н) nombres rationnels). 

Dans 1а demonstra'cion de се lemme оп уа s'appuyer sur lе 

Lemme 2. La solution generale de l'equation /оnсаоnnеllе 

g (g(x») =g (х) (g : Е -+- Е; Е ensemble поп vide donne) 

peиt etre ехргјmее раг 

g(X){=x, ХЕР 
ЕР, хЕЕ\Р 

(Р sous-ensemble поп vide de Е arbitraire). 

Pour sa demonstration, voir, par ехеmрlе, [1]. (Notons que les so1utions 
de (5) joueni des гбles importants dans diverses qиеstiош; ип tel гбlе est 
mlS еп evidence dans [2].) 

2· 
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Demonstration dn lетте 1. Soit g ипе solution de (3). Alors, d'apres lа 
premiere equation (3) (equation de Cauchy), оп а 

(6) g(x)= L: rJ.hg(h) (Х= L: rJ.hh, rJ.h nombres rationnels), 
hEH hEH 

Н etant ипе base d'Наmеl de R, ои de С, determinee, et les valeurs g (h) 
(hElf) pouvant etre arbitraires. D'autre part, d'apres lе lemme 2, lа seconde 
equation (3) donne 

(7) g(X){=x, xEL, . 
EL, xER\L, ои xEC\L, 

avec L=g(R), ои L=g(C). Сотте оп sait, L est ип sous-espace de l'espace 
lineaire R, ои ·С, sur le corps des nombres rationnels, et l'ensemble 

(8) Ho=LnH 

est ипе base d'Наmеl de L: L = :? (Но). Оп а donc лх) = х (х Е Но) et, d'apres 
(7), g (х) Е:? (Но) (хЕН\Но)· 

ОП а etabli ainsi que g doit satisfaire а (4), avec Но donne par (8). 
D'autre part, si g satisfait а (4), avec Но arbitraire, alors оп а (6), 

et par suite g satisfait а lа premiere equation (3). ОП а aussi, pour tout 
xE!7(Ho)=L, c'est-a-dire pour х= L: rJ.hh, ои les rJ.h(hEHo) sont des пот

hEHo 
bres rationnels, 

et encore, pour х = 2: rJ.h h, 
hEH 

g(x)= L: rJ.h g(h)E2(Ho)=L; 
hEH 

donc, g satisfait а (7), et par consequent, d'apres lе lетmе 1, а lа seconde 
equation (3). 

1. Notre resultat concernant l'eq1:1ation (1) est exprime par lе 

Theoreme 1. La solution generale de l' equation Јоnсаоnnеllе (1) est donne ра, 

(9) f(х)=g(х)+л (g иnе Jonction decrite ра, (4); л 
иn еleтгnt de g (R), ои de g (С»), 

g et л etant arbitraires. 

Demonstration. Soit Ј ипе solution de (1). Оп а аiлs Ј(ЛО») = 2/(0), 
c'est-a-dire 

(10) /(л)= 2 л, 

avec 
л =/(0). 

Еп posant у=О, оп obtient de (1) 

(11) Ј(/(х»)=/(х)+л, 

de maniere que (1) devient 
Ј(х + у) + л = /(х) + /(у), 

ои 

(12) g(x + у) =g(x) + g(y), 
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avec 
(13) - g(x) = лх)- л. 

D'apres (13) et (10), л=g(л) (Eg(R), ou Eg(C»). D'apres (13), (12) et (11), 
оп а alors 

g (g (х») = g (лх) - л) = g (лх») - g (л) = ј(Лх») - л - g (л) 

= (лх) +л) - л- g (л) = (лх) - л) + л- g(л) 

=g(x). 

Donc, g est une solution de (3), de sorte que l'on а, d'apres lе lemme 1, 
l'expression (9) pour Лх). 

D'autre part, si лх) est donne par (9), alors оп а, d'apres lе lemme 1, 

Ј(Лх + у») =g (g(x + у) + л) + л= g (g(x+ у») + g(л) + л 

=g(x + у) + 2 л= (g(x) + л) + (g(y) + л) 

=ЛХ) + ЛУ); 
donc, l'equation (1) est satisfaite, се qui termine notre demonstration. 

1.1. Corollaire du tbeoreme 1. Toutes les solutions continues de l'equatioll 
(1) sont donnees раг: 

лх) = х + л (л constante гееllе, ои complexe, arbitraire), 

Лх)=О. 

2. Notre resultat relatif а l'equation fonctionnelle (2) est contenu dans lе 

Theoreme 2. La solution generale de l'equation fonctionnelle (2) est don
nее раг 

(14) лх) =g(x) (g иnе fonction decrite раг (4», 

g etant arbitrairг. 

DemoDstratioD. Soit f une solution de (2). En posant . 

џ.=ЛО), 

оп obtient de (2) џ. = 2Лџ.), ou 

(15) 

Par consequent, pour у = о (2) devient 

(16) ј(Лх»)=Лх)-~џ.. 
2 

D'apres (16), (2) prend la forme 

ЛХ + у) = лх) + лу) - џ., 
c'est-a-dire lа forme 

(17) g(x + у) = g(x) + g(y), 

ауес 

(18) g(х)=f(х)-џ.. 
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D'apres (18), (17), (16) et (15), оп а 

g(g(x» =g(f(x) -!Ј.) =g (лх» -g (!Ј.)=Ј(Лх» - !J.-g(!Ј.) 
1 1 

= ЛХ) - -!Ј. -!Ј. - g (!Ј.) = (ЛХ) -!Ј.) - g (!Ј.) - -!Ј. 
2 2 

=g(x)-(f(!Ј.)-!Ј.)- ~ !J.=g(x)-(л!Ј.)- ~ !Ј.) 
=g(x). 

Donc, g est une solution de (3), се qui veut dire, еп raison du lетте 1, 
que g satisfai~ а (4). D'apres (18) et (15), оп а 

1 1 
g(!J.)=f(!J.)-!Ј.=2 !Ј.-!Ј.= -2!Ј.; 

il еп resillte, d'apres (17), 

g(g(!J.»=g(-~ !Ј.)= - ~g(!J.) =~!J.' 
2 2 4 

et ausF.i 

par consequent, !Ј. = О. 
ОП а obtenu ainsi l'expr,~ssion (14) pour ЛХ). 
D'autre part, оп verifie immediatement, en s'appuyant sur le lетте 1, 

que toute fonction f donnee par (14) satisfait а (2), се qui acheve notre 
demonstration. 

2.1. Corollaire du tbloreme 2. L'equation (2) n'а que deux soZutions соn
tinue$, donnees рог ЛХ) = х et par ЛХ) = О. 

2.2. Remarque. Оп voit, d'apres lе lетте 1 et Је theoreme 2, que 
l'equation fonctionneZZe (2) et Ze systeтe (3) d'equations fonctionnelles sont 
equivalents. 
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9 (24) 1972. стр. 9-18 

DuSan D. 4damovic SUR UNE CLASSE D'EQUATIONS 
FONCТIO-DIFFERENТIELLES 

(Communique lе 26. Јuјn 1970.) 

О. Inspires par lа methode аи mоуеп de laquelle РI. Каппаррап et D. 
Z. Dokovic [1] ont resolu l'equation fonctio-differentielle 

!' (х + у) =!' (х)Лу) + Лх)!, Су) 

(j:R~R, R ensemble des nombres reels;!, (х) = ~ЛХ)), 

nous nous proposons de donner ici lа di~cussion compIete de l'equation 

(1) А!, (х+ у) + ВЛх + у) = а!, (х)Лу) + ЬЛх)!, су) + с!, (х)!, (у) + 
+ df(x)f(y) + (1.!' (х) +~!' (у) + у лх) + i3f(y) + е, 

ои А, В, а, Ь, с, d, (1., ~, у, i3 et е sont des constantes reelles ои complexes 
et lа fonc1ion ј: R~R, ои ј: R~C, оu ј: C~C, est inconnue, lа premiere 
possibilite n'ayant lieu que lorsque les constantes sont reelles; ici С designe 
l'ensemble des nombres complexes. 

Le cas ои toutes les constan"tes sont reelles et Ј: R ~ R sera appele 
cas гееl dans la suite, et les cas ouj:R~C etj:C~C seront appelespremier 
et second cas comple1Ce, respectivement. 

1. Les solutions generales pour quelques cas particuliers de l'equation 
(1) sont donnees par lе 

Tht'ioreme 1. Dans les cas suivants: 

(2) А=а= b=c=d= (1.= ~ = О ЛВ=у = i3i=-0; 

.fl . 1 
(3.1) M=-[у(В-у)+dе]i=-О,-, 

В2 4 
V 

(3) А=а=Ь=С=(1.=~=у-i3=ОЛВdi=-ОЛ (3.2) M=~, 
4 

V 
(3.3) М= О; 

1(4.1) Bi=-O, 
(4) a=b=c=d=A-(1.=А-~=В-у=В-i3=ОЛАi=-ОЛ V 

(4.2) В= О; 
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def 1 1 
(5.1)P=-[ос(А-ос)+се:]*0, -, 

А2 4 
V 

(5) В= a=b=d=oc-~=y=8= О ЛАс*О Л _ 1 (5.2) р--, 
4 

V 
(5.3) Р = О; 

(6) В - 6)А =а- 6) c=d- 6)а= у- 6)ОС = а-Ь= ос - ~ = у- 8= 
1 

(6.1) Р*О, -
4 

V 
=ОЛАа6)*Ол (6.2) p=J.-, 

4 
v 

(6.3) р=о 

toutes les solutions de l'equation (1) sont donnees respectivement раг: 

(2 bis) лх)= Сх- ~; 
В 

(3.1 bis) лх)= ~ (BD1-y),f(x)= ~ (вп2 -у), avec п1• 2 = ~ (1 ±VI-4M); 

(3.2 bis) лх)=_1 (В-2у); 
2d 

(3.3 bis) ЛХ) = Ј.- (ВеАХ - У), лх) = _..L; 
d d 

(4.2 bis) лх)= Clx2_~X+C2; 
А 

(5.1 bis) лх)=Ј.-(АЕI-ОС)Х+С,} 
: ,avec ЕЈ • 2 = ~ (1 ± VI-4P); 

Лх)=-(АЕ2 - ос)х+С, 
с 

(5.2 bis) лх)=Ј.-(А-2ос)х+С; 
2с 

• ос 1 1 ос 
(5.3 blS) лх)= --х+-еАХ+С, Лх)=-(А-ос)х+С, лх)= --х+С; 

с сл с с 

(6.1 t>is) лх) = Се -7 Х + Ј.- (АЕ1 - ОС), лх) = Се -7Х + Ј.- (АЕ2 - ос); 
а а 
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(6.2 Ы3) Лх)=Се--"с х +~(A-2<x); 
2а 

(6.3 bis) Лх)=Се--"с х +_А_елх_~, 
а+сл а 

Ј() (С А ) --"-х <х ~() с --"-х <х х = +-х е с --, Ј'Х = е с --, 
с а а 

11 

les constantes С, Ср С2 et л etant arbitraires (Л=FО da'ls (5.3 bis) е! л=F - : 

dans (6.3 bis») , reelles dans lе cas гееl е! complexes dans les deux cas complexes. 

Corollaire. S'il s' agit du cas reel, l'equation (1) п' а pas de solution dans 
1 1 

le cas (3) ауес М>- et dans Zes cas (5) е! (6) avec Р>-. 
4 4 

Demonstration. Nous aHons considerer d'ab;:>rd lе cas reel e·t le premier 
cas сотрlехе. 

Dans le cas (2), l'equation (1) se reduit а 

е 
ЈСх+ у) =ЈСх) + ј(у) +-. 

В 

Or, оп doit se limiter аих solutions partout differen:iables de cette equa
tion-Ja, puisqu'on la considere сотmе cas particulier de (1). (Оп peut dire le 
тете de chaque cas ои (1) se reduit а une equation qui ne contient pas de 
derivees). Donc, d'apres les resultats connus concernant l'equation fonction
пеНе de Cauchy, dans се cas toutes les solutions de (1) sont donnees par (2 bis). 

Dans le cas (3), (1) devient 

ВЈСх + у) = df(x)f(y) + у [ЈСх) + ЈСу)] + е, 
ои 

1 1 1 1 
- [df(x + у) +у] =-[df(x) +у] ·-[df(y) +у] +-(dе- у2+Ву); 
В В В В2 

1 
en у posant M=-[у(В-у)+dе] et 

В2 

1 
(7) g (х) = - [df(x) + у], 

в 
оп obtient 
(8) g(x+ y)=g(x)g(y) +М. 

Soit М =F О. Pour у = О, (8) devient g (х) [1 - g (О)] = М. Il en resulte d'abord 
que l-g(О)=FО et ensuiIe que g(x)=D=const, ои D2_D+M=0. ОП en 
deduit, d'apres (7), les assertioris concernant ]es cas (3.1) et (З.2). 

Soit М = О (cas (З.3». Alors (8) se reduit а 

(9) . g(x+y)=g(x)g(y). 
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Оп sait que dans lе cas reel toutes les solutions mesurables de l'equation 
fonctionnelle (9) sont donnees par 

g(x)=O ои g(х)=еЛХ (л constante arbitraire). 

М. Ghermiinescu а montre dans [2] que се resu1tat peut s'etendre аи premier 
cas complexe. ОП еп deduit, d'apres (7), que dans lе cas (3.3) toutes les solu
tions de (1) sont donnees par (3.3 bis). 

Dans les cas (4), (5) et (6) l'equation (1) peut etre ecrite respectivement 
sous les formes suivantes: 

(4') 

(5') 

(6') 

ауес 

(10) 

h(x + у) =h(x) +h (у) + Е, 

k(x+y)=k(x)·k(y)+P (Рс= ~2[~(A-~)+CE])' 

/(х+ у) =/ (х) ./(у) + Р, 

h (х) = Ај' (х) + Вј(х), 

1 
k (х) = - [сј' (х) + ~], 

А 

1 
1 (х) = - [сј' (х) + ај (х) + ~]. 

А 

D'apl'es (10), les fonctions h, k et / sont mesurables sur R. Раг conse
quent, еп appliquant d'abord nos remarques е! considera'tions precedentes аих 
resolutions des equations (4'), (5') e·t (6'), et еп integrant ensui"te, dans сЬасип 
des trois cas, les equations differentielles pour ј que Гоп obtient d'apl"es (10), 
оп aboutit, pour сhэсип des cas а distinguer, а celles des representations 
(4.1 bis) - (6.3) des solutions de (1) qui lиј correspondent. 

Nous avons demontre ainsi toutes les assertions du tbloreme concernant 
lе cas reel et lе premier cas complexe. Dans lе second cas сотрlехе, toute 
fonction ј satisfaisant а (1) est necessairement analytique dans tout Је рlап 
complexe, c'est-a-dire en~iere, et satisfaH а (1) pour tout х et у reel; par соп
sequent, d'apres les assertions du tbloreme concernant le premier eas сотрlехе, 
рош х reel ј(х) а, selon lе eas, necessairement ипе des repl"esentations que 
lui prescrit notre tbloreme. D.one, ј(х) et lа specification eorrespondante de 
sa representation precisee par lе tbloreme eoineident рош tout х reeJ dans 
сЬасип des eas еп question. Etant donne qu'elles sont toutes deux fonctions 
entieres, elles coincident pour tout х еотрlехе aussi. Сеlа veut dire que ј(х) 
est neeessairement donne par ипе des expressions еп question. D'autre par"t, 
сЬасипе de ces expressions satisfait а (1), dans lе cas correspondant, рош tous 
les х et у reels et pour toutes les valeurs complexes des constantes arbitraires. 
Il еп resulte, les deux membres de (1) etant fonctions entieres (par rapport а 
х et у separement) pour ј(х) remplace par ипе de ces expressions, que (1) 
est satisfait sous les memes conditions pour х et у сотрlехе aussi. Donc, les 
assertions du theoreme peuvent s'etendre аи second cas сотрlехе. 

2. Nos resultats concernant les formes possibles des solutions de l'equa· 
tion (1) dans tous les autres cas sont contenus dans lе 
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Sur ,une classe d'equations fonctio-differentielles 13 

Tbeoreme 2. Sирроsоns qи'аисиnе des conditions (2) - (6) nе soit rempli(' 
е! qи'il nе s'agisse pas dи cas trivial оu А = В= ... = ~ = о. 

10 Si 

(11) ( Ь d) (Ь d у - В) а = с = а - А = О Л rang ~ ~ < rang ~ ~ <: ' 

ои 

(12) ( а d) (а d ~ - В) Ь = с = ~ - А = О Л rang < rang , 
ау ау <: 

ои 

(13) а - Ь = а - ~ = о л у - ~ =F О, 

ои 

(14) А=В=а=Ь=с=а= ~ =y-~= о л I dl + I у 1>0, 
l'equation (1) nе possede que des sоlиtiоns constantes: 

(15) Лх)=С. 

20 Dans lе cas оu les conditions (11)-(14) nе sont pas remplies, si 

(16) la-bl+la-~I>O, 
ои 

(17) а - Ь = а - ~ = у-/) = о л rang [: :] < rang [: ~ ~ =~] , 
ау а у <: 

ои 

(18) а - Ь = а - ~ = у - ~ = А = В = О Л I а I + I с I + la 1> О, 

toute solution de l'equation (1) а necessairement иnе des jormes 

(19) 
ои 

(20) 

С1 , С2 е! " etant des constantes, re,?lles dans lе cas reel е! complexes dans les 
deux cas complexes. 

30 Si аисиnе des condition (11)-(14) е! (16)-(18) n'est remplie, toute 
sоlиtiоn de (1) а necessairement иnе des jormes sиivаntеs: 

(21 ) 

(22) 
(23) 

(24) 

ј(х) = С1 e"lX + С2 еЛ2Х + СЗ ' 

лх) = (С1 + С2 х) еЛХ + Сз 
ј(х) = С1 еЛХ + С2 х + СЗ ' 

лх) = С1 х2 + С2 х+ СЗ ' 

ср С2 , СЗ ' "1' "2 е! " etant des constantes, reelles dans le cas reel е! complexes 
dans les dеих cas complexes; иnе eJCception реиt se presenter dans Је cas reel, 
ои les constantes "1 е! "2 dans (21) реиvеn! etre dеих nombres complexes соnји
gие,s, sоиs lа condition qие les constantes С1 е! С2 correspondantes soient ('п 
mеmе temps reelles е! egales ои Ыеn ригеmеnt imaginaires е! opposees. 

Еn рагtiсиliег, si /'оn а, dans le cas 30, 

А=а=у= оу а=у= <:= О, 
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14 Du~an D. Adamovic 

les expressions (21 )-(24) se reduisent а 

(21') 

(22') 

Ј(х) = С, еЛtХ + С2 еЛ2Х• 

Лх)=(С, + С2 х) еЛХ• 

Demonstration. Etant donne que toutes les expressions (15), (19), (20) 
et (21)-(24) derinissent des fonctions entieres, c'est d'apres la ргеmЊге partie 
de la consideration раг laquelle s'acheve la demonstration du theoreme 1 que 
nous pouvons nous borner au cas reel et au ргеmјег cas complexe. 

1 о Posons у = О dans (1). L'equation obtenue peut etre есгНе sous 
'а forme 

(25) l' "(х) [сГ (О) + аЛО) + ех - А] + лх) [ЬГ (О) + df(O) + у - ВЈ 

+ ~Г (О) + ,~ЛО) + Е: = О. 

Еп posant dans (1) х=О, оп obtient semblablement 

(26) l' (у) [сГ (О) + ЬЛО) + ~ - АЈ + Ј(у) [аГ (О) + df(O) + ~ - ВЈ 

+ ех!, (О) +у ЛО)+Е:= О. 

Dans le cas (11), lе multiplicateur de l' (х) dans (25) s'annule et lе 
rnultiplicateur de Ј(х) е! le terme constant пе peuvent pas s'annuler а lа fois, 
d'ou la conclusion que toute solution de (1) est necessairernent constante dans 
се cas-la. ОП obtient la mеmе conclusion, de la rnеmе maniere, dans le саз 
(12), еп utilisant (26). ' 

Si Ј'оп perrnute dans (1) les lettres х et у et l'on soustrait l'equation 
obtenue de l'equation (1), il vient 

(27) 0= (а-Ь) [1' (х)Лу)-Лх)Г (у)] +(ex-~) [1' (х)-l' (у)] 
+(у- ~)[ЛХ)-Ј(у)Ј· 

Sous la condition (13), il еп resulte, ауес un у fixe, 

лх) = лу) = const. 

Supposons la condition, (14) remplie. L'equation (1) зе reduit а 

(28) [dJ(y) + у]Лх) + у Ј(у) + Е: = О. 

А10ГЗ, si Ј'оп а identiquernent dJ(Y)+y=O, оп а d=l=0 et раг suiteJ(y)=const, 
et si dJ(y) + y=l=O pour au moins un у, la rnете conclusion resulte de (28). 

20 Supposons tout d'abord lа condition (16) гетрJiе et ecrivons (27) 
sous lа forrne 

(29) О = [(а - Ь)Ј(у) + ех - ~]Г (х) 

+ [у- 3 - (а- Ь)Г (у)]Лх)- (ех- ЮГ(у)- (у-3)Ј(у)· 

Si l'on, а, pour un у au rnoins, 

(а- Ь)Ј(у) + ех - ~=I=O" 

оп deduit de (29) que toute' solution лх) de (1) satisfait а une equation 
differentielle de lа forme 

(30) f' (x)+pf(x)+q= О (р et q constantes), 
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Sur ипе classe d'equations fonctio-differentielles 

et par consequent лх) а ипе des formes (19) Ои (20). Si 

(а-Ь)ј(у) + ос- ~= О 

IS 

pour tout у, alors оп а necessairement, d'apres (16), а - Ь 0:/= О, et par suite 
/ (у) = const. 

Sous lа condi1ion (17), les multiplicateurs de /' (х) et de лх) et lе terme 
constant dans (25) пе peuvent pas s'annuler а lа fois; i1 еп resulte чие лх) 
11ans се cas doit aussi satisfaire а ипе equation de lа forme (30) ои Ыеп 
e~ce constant. 

Soit maintenant lа condition (18) remplie. Alors (1) c1evient 

(31) [е/, (у) + а/(у) + ос]/, (х) + [а/, (у) + dj(y) + у]Лх) + ос/, (у) + у ј(у) + е= О. 
Si 
(32) е/, (у) + ај(у) + ос = а/, (у) + df(y) + у = О, pour tout у, 

оп а aussi, d'apres (31), 

ос/' (у) + у /(у) + е = О, рош tout у; 

рас sui~e, еп raison de I а I + I е I + I ос 1> О, dans се cas лх) doit satisfait'e а 
ипе equation de lа forme (30). Si (32) n'est pas vrai, оп conclut, d'apres (31), 
чие лх) doit satisfaire а ипе equaiion de la forme (30) ои Ыеп etre constant. 

30 Si аисипе des conditions (11)-(14) е! (16)-(18) n'est remplie, оп 
а necessairement 

а - Ь = ос - ~ = у - 8 = О Л (1 А I + 1 в 1) . (1 а I + I е I + 1 ос 1) > О, 
е! (1) devient 

(ЗЗ) А/, (х + у) +ВЛх + у) = а[/' (х)ј(у) + Лх)/' (у)] + е/, (х)/, (у) +df(x)/, (у) 

+ ос[/, (х) + /' (у)] + у[Лх) + ј(у)] + е. 

ЗО .l. Si А=ОлIВI(lаl+lеl+lосl»О, ecrivons (33) sous la forme 

(34) ВЛх + у) = [е/, (у) + аЛу) + ос]/, (х) + [ај' су) + dj(y) + у]Лх) 

Lorsque 
(35) 

+ ос/, (у) + у ј(у) + е. 

с/, (у) + а/(у) + ос = О, pour tout у, 

оп а necessairement le 1 + 1 аl >0, de sorte чие лх) est alors donne par (19) 
Ои par (20), cas particuliers de (21) et de (22). Si l'on а 

(36) с/, (у) + ај(у) + ос 0:/= О, pour иП у аи moins, 

оп conclut, d'apres (34), чие лх) а partout sa seconde derivee. Еп differen
tiant (34) d'abord par rapport а х et puis par rapport а у, оп obtient 

В/' (х + у) = [е/, (у) + ај(у) + ос]/" (х) + [а/,(у) + df(y) + у]/' (х), 

в/' (х + у) = [е/" (у) + ај' (у)]/' (х) + [ај" (у) + dj' (у)]ј(х) 

+ ос!" (у) + у/' (у). 
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16 Dusan D. Adamovic 

Apres soustraction, оп а 

[с/, (у) + аЛу) + IX]Ј" (х) + [ -. сЈ" (у) + df(y) + у]/' (х) 
(37) - [аЈ" (у) + d/' (У)]ЛХ) - IXЈ" (у) - У l' (у) = о. 

Il s'ensuit, d'apres (36), que ЛХ) satisfait а ипе equation differentielle de Ја forme 

(38) Ј" х + р/, (х) +qf(x)+r= О (р, q, r constantes). 

Par consequent, Ј(х) est necessairement donne par ипе des expressions 
(21)-(24). 

30.2. Soi~ 

Si Ј'оп remplace dans (33) d'abord х par х + у et у par z, et ensui~e у par 
у +- z, les premiers membres des deux equations ainsi obtenues coincideront, 
de sorte que Ј'оп aura, аргез soustraction, 

(39) а [1' (х + y)f(z) + ЛХ + у)/, (z) -1' (Х)ЛУ + z) - Лх)/' (у + z)] 

+ с [1' (х + у)/' (z) -/' (х)/, (у + z)] + d [f(х + y)f(z) - Лх)Лу + z)] 

+ IX [1' (х + у) + /' (z) - /' (х) - /' (у + z)] + у[f(х + у) + f(z) -f(х) - f(у + z)] = о. 

L'elimination de /' (х + у) е! de /' (у + z) de (39), аи тоуеп de (33) е! de 
l'equation qu'on еп obtient еп remplacant х par у et у par z, donne l'equation 
que Ј'оп peut me~tre sous Ја forme suivante 

(Аа- Вс)Лх+ у) + (cd - а2)Лх)Лу) + (су- а IX) [ЛХ) + ЛУ)] + 

+ се+ IX (A-IX)}/'(z) 

-{(Аа - Вс)Лу + z) + (cd - a2)f(y)f(z) + (с у - а IX) [Лу) + f(z)] + 

+ с е +IX (A-IX)}/, (х) 

+ (Ad - Ва) [лх + y)f(z) - Лх)Лу + z)] + (А у - В IX) [ЛХ + у) - Лу + z)] 

(40) + [f(z) - ЛХ)] [(ау- d IX)Лу) +(А - IX)У + а е] = о. 

(41) 

30.2.1. Supposons tout d'abord que Ја condition suivante 

Аа-Вс= cd -.02= су- а IX = С е+ IX (A-IX) = О 

пе soit pas remplie. Alors, si lе muJtiplicateur de /'(z) dans (40) s'annule 
pour toutes les valeurs de х et de у, оп conclut, d'apres nos resultats prece
dents concernant les cas (3) et (14), que ЛХ) est partout deux fois differen
tiable. Еп cas contraire, Ја тете conclusion resulte de (40). 

30.2.2. Considerons maintenant lе саэ ои 1а condition (41) est remplie. 
Alors (40) se reduit а 

(42) 

(Ad - Ва) [лх + y)f(z) - Лх)Лу + z)] + (Ау - В IX) [Лх + у) - Лу + z)] 

+ [f(z)-ЛХ)] [(ау- d IX)Ј(у) + (А -IX) у+а е] = о. 

30.2.2.1. Soit d'abord d=f.O. 
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Sur une classe d'equations fonctio-differentielles 17 

30.2.2.1.1. Si а=#=О, оп а, d'apres (41), с=#=О et puis 

а а а 
В - - А = d - - а = у - - ос = О, 

с с с 

de maniere que се cas coincide ауес lе cas (6), mentionne рат l'enonce du 
th60reme 1. 

30.2.2.1.2. Soit а=О. En differentiant (42) рат rapport а у, оп obtient 

Ad[f' (х + y)f(z) - Лх)ј' (у +z)] +(Ау-В ос) [/'(х+ у)-/'(у + z)] 
+ [f(z) - лх)] (а у - d ос)/' (у) = О. 

Pour i = О, lа derniere equation devient 

/' (х) [Adf(z) +Ау- Ва] - [Adf(x) +Ау-В a]/,(z) 

+ [f(z)-лх)] (ау- d а)/, (0)= О, 

d'ou lа conclusion (Ad=#=O) que лх) est partout deux fois differentiable. 

30.2.2.2. Si d = О, оп а, d'apres (41), а = О. 

30.2.2.2.1. Le cas с=а=О serait en contradiction ауес lа condition 
!А!· (!а! + !с! + !ос!»О. 

30.2.2.2.2. Soit с= О 1\ ос =#=0. Alors, d'apres (41), оп а A-ос=О. Si 
у-В=#=О, оп est dans lе cas (11), et lе cas ои у-В=О coincide ауес lе cas (4). 

30.2.2.2.3. Si с=#=О, оп а, d'apres (41), В=у=О, de maniere que се cas 
coincide ауес lе cas (5). 

Donc, si lе cas 30.2 ne se reduit pas а. un des cas precedents, ј(х) а 
partout sa seconde derivee. Рат consequent, оп peut differentier (33) par rap
port а у. En posant у = О ensuite, оп obtient 

(43) Ај" (х) + [В - а/, (О) - сј" (О)]/, (х) - [ај" (О) + d/, (О)]Лх)-

- [ај" (О) + у/, (О) + е:] = О, 

c'est-a-dire une equation de lа forme (38). Donc, dans се cas aussi лх) est 
donne рат une des expressions (21)-(24). 

La derniere assertion du th60reme resulte des equations (37) et (43). 

3. Apres ces reultats, роит toute equation determinee de lа forme (1) 
оп а, d'apres lе th60reme 1, immediatement sa solution generale s'i1 s'agit 
d'un des cas auxquels се th60reme se rapporte, et dans lе cas contraire, i1 
suffit de voir tout d'abord auquel des cas mentionnes рат l'enonce du th6o
тете 2 еl1е appartient, et puis de сћетсћет ses solutions sous une ои plusieurs 
formes correspondantes. En геmрlщ:апt ј(х) рат chacune de ces formes et en 
egalant les coefficients des termes semblables des membres de l'equation obte
nue ainsi, оп determine sans difficulte, partiel1ement ои compIetement .suivant 
lе cas, les constantes contenues dans ces formes, се qui donne une ои plusieurs 
expressions роит lа solution generale correspondant аи cas concret considere. 
Се ptocMe-lа conduit dans certains cas а. lа conclusion que l'equation (1) 
n'a pas de solution. Le ртоblете d'etablir роит chaque cas possible si l'equa
tion (1) possede ои ne possede раэ de solution et de trouver sa solution 
generale . toujours qu'elle existe est resolu ainsi en principe. 

Les deux exemples suivants il1ustrent l'application du procede que nous 
venons de decrire. 

2 МатематИЧЈ<И весник 
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18 Du~an D. Adamovic 

10 Equation resolu ра, Kannappan-Dokovic [1]: 

(44) l' (х + у) = l' (х)!(у) + !(х)1' (у). 
оп voit qu'el1e appartient аи cas 30 du theoreme 2 et que la remarque 

finale de се theoreme peut s'y appliquer. 11 faut donc chercher toutes ses 
solutions sous les formes (21') et (22'). Si l'on applique lе procede en question, 
supposant dans (21') С1 С2 (1.1 - 1.2) =1= О, puisque еп cas contraire (21') se redui
rait а (22'), оп obtient les systemes d'equations suivants: 

(21') С] Лt = 2 СЈ2 1.1' С2 1.2 = 2 С22 1.2' 0= С1 С2 (1.1 + 1.2) (С1 С2 (1.1 - 1.2)=1=0), 

(22') 0=2С/л, С2 л=2С1 С2 л+С22, С2 +С1 Л=2С/Л+2С1 С2 • 

Les solutions' de ces systemes sont respectivement donnees par: 

1 ) 1 О Ь' . (2 " С1 = С2 = -, 1.1 = - 1.2 = 1.=1= ar ltralre; 
2 

(22") С1 = С arbitraire, С2 = л = О; ои С1 = С2 = О, Л arbitraire; 

1 О Ь" ои С1 =-, С2 = , Л ar ltralre. 
2 

Donc, toutes les solutions de (44) sont donnees par 

1 1 
лх) = С, !(х) = - еЛХ, !(х) = - (еЛХ + е-ЛХ), 

2 2 

011 les constantes С et л sont complexes et arbitraires dans les cas complexes; 
dans le cas reel, С et л dans les deux premieres expressions sont reels et 
arbitraires et л dans la troisieme expression est reel ои purement imaginaire, 
d'ai1leurs arbitraire. 

20 L'equation 

(45) l' (х + у) + 2!(х + у) = 21' (х)Лу) + Лх)1' (у) +1' (х)1' (у) + 

+1' (х) + l' (у) + лх)+ !(у)+ 1 

appartient аи cas (16) et par consequent toute solution de (45) doit avoir 
une des formes (19) ои (20). En substituant (20) dans (45) et en egalant 
les coefficients de х et de у et les termes absolus des deux membres, оп 
obtient les equa'~ions 

С1 (С1 -1)=0, СЈ (2С1 -1)=0, 3С! С2 +СЈ2+С! + 1=0, 

dont les deux premieres impliquent С] = О, се qui contredit la troisieme. Si 
l'on substitue dans (45) l'expression (19), avec 1.=1=0, lе terme absolu du pre
mier membre est 2 С2 et du 'second 2 С2 + 1. 

Donc, l'equation (45) п'а pas de solution. 
4. ОП pourrait traiter de la тете maniere le cas general et aboutir, 

apres ип travai1 assez long mais tout-a-fait technique, а. une table de toutes 
les solutions generales de tous les cas ауес solutions а. distinguer. Pour evi
ter d'e'tre trop long, nous omettons тете de citer се resultat final. 
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РUВLIСАТЮNS DE L'INSПТUТ MATHEMAТIQUE 
Nouvelle serie, tome 15 (29), рр. 5-20 

SUR LA CONVERGENCE DES RAPPORTS DE LA SOMME PARTIELLE 
AU TERME GENERAL ЕТ DU RESTE OU TERME GENERAL D'UNE 

SERIE REELLE OU COMPLEXE 

Dusan D. Adamovic 

(Communique le 2. Fevrier 1973.) 

Soit dans се qui suit ап (п = О, 1, 2, ... ) ипе suite de nombres complexes 
ои reels differents de zero pour п suffisamment grand. Posons 

п 

Sn = L ak (п = О, 1, 2, ... ). 
k=O 

et, dans le cas оп lа serie 

(1) 

converge (ауес ипе somme finie), 

+00 +00 
s= 2: ak , Rn = 2: ak (n=О, 1,2, ... ). 

k=O k=n 

Dans сене Note, nous allons nous occuper des conditions de validite 
pour сЬасипе des relations asymptotiques 

et aussi, plus generalement, pour сЬасипе des egalit6s suivantes 

(1) 1
. S 
lm ~=w; (п) 

П->-+"" ап 

w etant ип nombre сотрlехе donne. Appelons cas complexe lе cas оп ап Е С 
(п = О, 1,2, ... ) et w Е С, С designant l'ensemble des nombres complexes, et 
cas rcel le CaS оп ап ER (п = О, 1,2, ... ) et w Е R, R designant l'ensemble 
des nombres reels. Dans le cas reel nous allons considerer aussi (1) et (П) 
ауес les valeurs w = + оо et w = - оо. 

Par le symbole ап t + оо nous designons јсј lе fait que lа suite de 
nombres reels ап (п = О, 1, 2, ... ) croH strictement pour п suffisamment grand 
et tend vers + оо, et par!Xn t о le fait qu'elle decroH strictement pour п suffi
samment grand et tend vers О. 

227



6 Dusan D. Adamovic 

1. Dans les considerations qui suivent nous nous appuyons, entre autre, 
sur les resultats connus suivants: 

Theoreme А (theoreme de Stolz). Soit аn ER (n=О, 1,2, ... ) et ~n t + оо. 
Alors оп а 

r/.. -а 
Еn particu!ier, de lil11 п n-l 1 (l nотЬге reel, + оо оu - оо) 

n-,+оо ~n - ~."-1 

resulte lim аn = 1, l'assertion inverse n'etant pas vraie. 
n~+oo ~n 

Theoreme в (voir, par exemple, [1], р. 127-128). Sous les conditions 
аn Е R (п = О, 1, 2, ... ), lim аn = О е! ~n t О, toиtes les assertions du theoreme 
А sont valables. n--+ + оо 

Le theoreme suivant ([5], partie premiere, chapitre IV, probIeme N\й 78) 
g6n6ralise ипе partie des assertions de notre th60reme 2. 

Th60reme С. Supposons que: 10 аn, ЬnЕС (n=0,1,2, ... ); 20 аn=т'=О 
+00 

роuг п suffisamment grand; 30 lа serie J(z) = L bkzk ait lе гауоn de conver
k=O 

gence г>О. Alors 

lim ~=~ЛI ~ I<r 
n--->+оо аn + 1 

entraine 
. 1 п 
lIт - L ak bn - k = Л~)· 

n--->+оо аn k=O 

Passant а nos r6sultats, nous al10ns d6montrer tout d'abord l'analogue sui
vant du th60reme С, lequel generalise aussi une partie des assertions du th6o
reme 2. 

т h 6 о r е m е ]. Sous les conditions ]0 - 30 du theoreme С, 

lim аn+! = ~ л 1 ~ 1 < r 
n-++оо аn 

entraine 

D6monstration. Sous les conditions 10_30, soit 1~I<p<r. Il ех
iste alors ип nombre naturel по tel que l'on а 

et par suite 

I а:: 1 !<Р (п > по) 

! 
an+k I<pk (n>nо ; k>O). 
аn I 

Par consequent, pour ип nombre naturel m arbitrairement choisi, оп а 
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!J..n=l~ У akbk_n-f(~) 1=1 ~ an
+

k 
bk - у bk~k I 

аn k=n k=O аn k=O 

< ! ~ bk (a
n
+

k 
- ~k) \ + у 1 bk 1 r an+k I + ~ 1 bk 11 ~ Ik 

k=O аn k=m+l а,. k=m+l 

(2) <1 ~ bk(a
n

+
k _~k)1 +2 У Ibklpk (п > по)· 

k=O ~ k=m+l 
Уи que 

lim _an+k = ~k (k = О, 1, 2, ... ), 

оп obtient de (2), en у faisant tendre п vers + оо, 
_ +00 
Нт !Ј..n<2 L 1 bk 1 pk, 

n-++оо k=m+l 
et puis, en faisant m-'?- + оо, 

c'est-a-dire Нт !Ј..n = О, c.q.f.d. 
n-++оо 

2. Nos resultats concernant les conditions sous lesquelles se realise (1) ои 
(П) sont contenus dans les theoremes 2 - 4. Notons qu'ils generalisent et сот
pIetent plusieurs resultats d'autres auteurs, par exemple la premiere assertion 
du theoreme 33 (page 48) dans [4]. 

Т h е о r е m е 2. Dans lе cas complexe et pour Re (w):;i:~: 
2 

1 о оп а (1) si et seulement si 

(1') Нт а"+l =_w_I\S=O dans lе cas ои Ја serie (1) converge, 
n-->+ОО аn w-1 

ои lа premiere egalite doit etre interpretee соmmе lim I аn + 1 1= + оо si w= 1; 
n--->+ОО а" 

20 оп а (П) si et seulement si 

(П') 1· аn+l w-J l' (1 lm -- = --1\ а serie ) CQnverge. 
n-++оо аn w 

Remarque. Etant donne que 

[_W_[<1 {=? Re(w)<+, [_W_[>1 {=? Re(w»~, 
w-J ~ w-l 2 

lа seconde рагае de lа condition (1') (le second terme de cette conjonction) peut 
etre remplacee par 

"S=O si Re(w)<~", 
2 

et lа seconde partie de (П') par 
Ј 

"Re (w»- ". 
2 
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8 Dusan D. Adamovic 

А vant de passer а Ја demonstration du theoreme, remarquons qu'on а 
immediatement, d'apres се qui precede, 1е 

С о r о 11 а i r е 1. Si Re (w)< ~ , l'igalite (п) n'est pas possible. 

Nous formulons а part, sous titre de corollaires, deux cas particuliers du 
theoreme 2 qui nous semblent d'interet particulier, 

Coro11aire 2. Dans 'е caS complexe: 

1 о Snf"'o,.)an (п---+ + оо) {=? lјт ~ = О; 
n--+ +00 аn + 1 

2° Rnf"'o,.)an (п---+ + оо) {=? lјт аn + 1 = О. 
n--++оо аn 

С о r о 11 а i r е 3. Dans 1е cas complexe: 

1° ISnl=o(lan !) (п---++ оо) {:} lini аn + 1 =O/\S=O; 
n--++ оо аn 

2° I Rn I = о (1 аn 1) (п ---+ + оо) п' est pas possible. 

D е m о п s t r а t i о п d u t h е о r е m е 2. 

Sn = аn + Sn--l = 1 + Sn-l аn_ 1 ; 

аn аn аn_ 1 аn 

par consequent, (1) avec w# 1 entraine 

lim аn + 1 = 1јт ~= 1јт w 

n--++оо аn_ 1 n--++оо SN _ 1 w-l 

аn 
et aVec w= 1 

= + оо. 

La premiere partie de 1а condition (1') est donc necessaire. La necessite de sa 
seconde partie est evidente. 

(3) 

1 
Supposons que l'оп ait, avec Re (w»-, 

2 

Нт аn + 1 =_w_. 
n--++"" аn w-l 
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Alol"S 

lim 
ап w-1 -- --- et 

Par consequent, еn appliquant le theoreme с аи cas оп ЬN = 1 (п = О, 1, 2, ... ), 

. 1 Ь' c'est-a-dlre оп Ј (z) = --, оп о tlent 
1-z 

"~n;. ~:-JГ:l)-J(l- ~)~ 1-(1-~) -w. 

1 
Enfin, si l'on а (3), Re (w) < - et S = О, alors, d'apres l'assertion 20 (qu'on 

2 
va demontrer tout de suite), 

lim Sn = _ lim S-Sn= _ lim R n+ 1 = 1- lim R n= 1 ____ 1 __ =w. 
1 __ w_ 

w-1 

20 Il est evident que la seconde partie de la condition (П') est necessaire 
pour (Щ. La necessite de la premiere partie resulte de 

Rn = 1 +!! .. +1. ап + 1 • 

ап аП + 1 ап 

Supposons la condition (П') remplie. Alors l'application du theoreme 1 аи 
1 

cas оп J(z) =-- donne 
1-z 

, (4) 

,C'est аи cas "singulier" оп Re (w) = ~ que se rapporte le 
2 

Theoreme 3. Dans lе cas complexe, роиг tout wEC satisJaisant а 

1 
Re(w)=-: 

2 

1 о lа condition (1') est necessaire et п' est pas suffisante роиг (1); 

20 lа condition (П') est necessaire et n'est pas suJfisante роиг (П). 

1 
Еn particulier, s'il s' agit du cas гееl avec w = - : 

2 
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3 о lа condition 

(1") 
ll'm аП+l -- -1 (-- ~ Ј л ап +аП + 1 

1\ converge (vers - 1) 
п->-+оо ап ~-1 ап + 1 +аП + 2 

2 

А [1 ап I t + оо V (1 ап I t О А S = О)] 

est suffisante роиг (1); 

4 о lа condition 

(11") lim _ап_+_1 = - 1 [ - _~--_I_J А _а-,п,-+_а-,п,-,-+-,,-l_ converge (vers - 1) А I ап I t О 
п->-+оо ап ~ аП + 1 +аП + 2 

est suffisante роиг (11). 

R е m а r q и е. Les mots "vers - 1" dans (1") et (11") sont mis entre 
parentheses puisque, d'apres les autres partie!' de chacune des conditions 
(1") et (11"), - 1 est, dans les deux cas, la seule possible valeur de 

1im ап + а,'+l ; оп etab1it aisement се fait аи шоуеn des theoremes 
п->-+оо аП + 1 + аП + 2 
А et В. 

D е m о п s t r а t i оп. La necessite des conditions (1') et (11') pour (1) 
et (11), respectivement, resulte des parties correspondantes da la demonstration 
du theoreme 1. 

Etant donne que 

1 w О' е Re(w) =-{:} --=е 1 avec Е (0,2п), 
2 w-l 

l'exemple de la suite 

(5) 

montre que pour аисиn w satisfaisant а (4) la condition (1') n'est ·suffisante 
pour (1). Еn effet, dans le cas de la suite (5) оп а 

et la suite 

Sn ___ 1_ е(п+l)бi - 1 1 О' О' 
-----=--(е '_е-;-П ') (n=О, 1,2, ... ) 

ап еПОј еОј - 1 ебi - 1 ' 
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пе converge pas. Afin de prouver que pour аисип w satisfaisant а (4) lа соп
dition (П') n'est suffisante pour (П), remarquons que, pour tout е Е (О, 2 п), 
lа suite епы (п = О, 1, 2, ... ) а 1 сотте point d'accumulation. Soit е Е (О, 2 п) 
donne et posons 

ai<=_I_ ek6i (pn<k<Pn+l; n=О, 1,2, ... ), 
n+l 

les nombres 0= Ро <РЈ <Р2 < . . . etant choisis de maniere que l'оп ait 

I РП~-lеk6i!=!6i~ )' !е(РП+1- рп)6i_ 1 [< 1 2(n=0' 1,2, ... ), 
k=pn е 1 Ј (п + 1) 

+00 
се qui est possible, d'apres lа remarque precedente. La serie 2: ak est conver

k~O 

gente (critere de Dirichlet) et, evidemment, 

1· аП+l 6'( w-l) lт --=е' =-- . 
п->-+оо ап w 

Cependant, 

! 

+00 Pk+l-l I +00 . 2: (k+ 1)-1 2: ev6i 2: (k+ 1)-1. (k + 1)-2 

!

Rpn I k=n v =Pk k=n 
--= <---------
арп I (n+ lГ 1 (n+ lГ1 

et 

ОС2) 
---~O(n~+ оо), 
(п + 1)-1 

R pn-l = аРп-1 +Rpn 
= 1 + Rpn

• 
арп 

>1 (n~ + оо), 
аРп-1 аРп-1 арп аРп-l 

de sorte que le rapport 
R n 

пе converge pas dans се cas. 
ап 

Passons а lа demonstration de l'assertion relative аи cas reel. 

30 Les conditions (П") peuvent etre exprimees autrement de lа maniere 
suivante: оп а 

lјт (хп + 1 = 1; (хп - (хп+ 1 converge (vers 1); (хп t + оо, ои Ыеп (хп t О et S = О. 
п ->-+ оо ,СХП (хп + 1 - (ХП + 2 

Sans diminuer lа generalite, оп peut se borner а la premiere des possibilites (6). 
Si (хп t + оо, оп а, d'apres le theoreme А, 

п 

(хо + 2: (C'lZk - C'l2k-l) 
lim Sm = lim ___ k_=_l ____ _ 

п--->-+ оо а2П П--->- + оо (Х2П 

= lim 

lim (Х2П - (Х2П-l 

п--->-+оо (Х2::-СХП_2 

п--->-+оо (Х2П - (Х2п-l + (Х2П-l - (Х2П-2 

= lim 
1 

п->-+оо 1 + (Х2п-l - (Х2П-2 

(Х2П - (Х2П_l 

1 1 
--=-, 
1 + 1 2 
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12 Dusan D. Adamovic 

et par suite 

Il resultera de 40 que Ја condition (Г) est aussi suffisante si схп t О et S = О. 

4 о Sous Ја condition (П") et еп choisi~sant Ја premiere des possibiJites (6), 
оп а, d'apres lе theoreme В, 

+00 
2: (сх kk - (X2k +1) 

lim lјm _k_=_n ______ = lim 
n--++оо а2n n--++со п---+ +00 (Х2П - (Х2П+ L 

= lim 
п---++ оо 1 + (Х2П +1 - (Х2', + 2 

1 1 
-------=--=-

1 + 1 2 

сх2п - (Х2П + 1 

lim R2n - 1 = 1 + lim R2n • ~ = 1 _ ~ = ~. _ 
п---++оо а2П- 1 п---++оо а2П а2п- 1 2 2 

Le theoreme suivant traite, dans lе cas reel, les egalites (1) et (II) avec 
w = + оо et w = - оо. 

Theoreme 4. Dans lе cas Гfiel: 

1 о chacune des conditions suivantes 

а" > О pour п suffisamment grand 1\ (1) converge avec S> О; 

ап < О pour п suffisamment grand 1\ (1) converge avec S < О; 

{
ап est de signe constant pour п suffisamment grand 

-.- аП + 1 1 1\ (1) diverge 1\ 11m -- = 
n-++ оо а;; 

est suffisante pour 

lјm Sll = + оо; 
п---++оо ап 

20 chacune des conditions 

ап>О pour п sufJisamment grand 1\ (1) converge avec S<O; 

ап<О pour п suffisamment grand 1\ (1) converge avec S>O; 

(1) converge avec S = О 1\ lјm аП + 1 = 1 
п---++ оо ап 

est suffisante pour 

lim Sn = _ ОО' , 

3 о l'inegalite 

lim ап + 1 < 1 
n-'?+ оо аn 

est unе condition necessaire pour (1+00)' de теmе que pour (е оо); 
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4 о lа condition 

(1) converge Л lјт аn + 1 = 1 
n-++ оо аn 

est suffisante роиг 

lјт R n = + оо; 
n->-+оо аn 

5° l'egalite 

1· Rn lm -= - оо 

n->-+оо аn 
n'est pas possible. 

(7) 

Avant lа demonstration, citons une conclusions de 1 о, 2°, et 4°. 

Corollaire 4. L'egalite 

lјт аn + 1 = 1 
n->-+оо аn 

entrafne (1+00)' ои (1-00)' suivant qu'il s'agit des cas оц (1) diverge оu converge 
avec anS>O роuг п suffisamment grand, d'une part, оu du cas ои (1) converge 
avec аn S <; О роuг п suffisamment grand, d'aиtre part. L'egalite (7) et lа соn
vergence de (1) entrafnent (II+ оо ). 

Demonstration du theoreme 4. 

1° Il est evident que chacune des conditions (1~oo) et (1~00) esl suffi
sante pour (1+ 0о ). La condition 0';00) entraine, d'apres lе theoreme А, 

= 1- lјт аn_ 1 = 1 ____ 1 __ = 1-1 =0, 
- аn 
lјт ~-

n->-+оо аn _ 1 

d'ou, etant donne que, sous cette condition, аn > О pour п suffisamment grand, 
Sn 

lјт Sn = + оо, c'est-a-dire lim Sn = + оо. 

2° La suffisance de chacune des conditions (1~00) et (1~00) pour (1-00) 
est evidente. La condition ((~oo) entraine, d'apres le theoreme В, 

lim ~<; lim 
n-++оо Rn + 1 n-++оо 

lim ~--1 =0 , 
n-.+оо аn + 1 
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et par consequent, puisque 
а 

~_n_ > О pour п suffisamment grand, 

c'est-a-dire 

Rn + 1 

lim R n + 1 = + оо, 
п->+оо ап 

lјт sn= lјт S-Rn + 1 = __ lim Rn + 1 =_00. 

3 о L'inegalite 

(8) lјт ап + 1 > 1 
n~+OQ аn 

entraine lа divergence de (1) et lа constance du signe de ап pour п suffisamment 

grand. Јl еn resuIte S" >0 pour п suffisament grand, d'ou l'impossibIite de (Ј-оо). 
ап 

L'egalite (Ј+ оо ) est aussi impossible dans le cas (8), puisqu'on а alors, d'apres 
lе theoreme А, 

= 1- lјт аП_ 1 = 1--~~~~->0, 
п->+ оо ап lјт ~ 

п->+оо аП_ 1 
c'est-a-dire 

-s 
lјт ~< + ос. 

п->+оо ап 

40 La condition (п~оо) entraine lа constance du signe de ап pour п suШ
samment grand, et l'оn а, d'apres lе theoreme В, 

d'ou, puisque ап > О pour п suffisamment grand, 
Rn 

50 L'egalite 

l' Rn 
lm ~=-oo 

п->+оо ап 
entraine 

R n _
1 

(9) ап -tl = .~ > о pour п suffisamment grand, 
ап Rn + 1 

ап + 1 

mais (9) est evidemment incompatible ауес (Је оо), 
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3. Аиtгеs corollaires et applications 

3.1. Mettant а profit 1es re1ations 

оп реиt, роиг Zes egaZites 

1im Sn_l = W et 1im 

JormuZer Zes enonces correspondant аих theoremes 2 - 4. 

3.2. En се qui concerne 1а question p1us genera1e de 1а convergence et 
des 1imites des rapports 

Sn+'11 Sn_т R n +m et R n _ m 

ап ап ап ал 

ауес un nombre nature1 т fixe, c'est аu moyen des ega1ites 

Sn_m _ Sn m~l ап_• 
---~- ~ --, 
ап ап "~O ап 

Rn +m _ Rn m~l ап +" ----- ~--, 

ап ап "~O ап 

qu'on deduit des theoremes 2 - 4 1а p:oposition suivante: 

с о r о 11 а i r е 5. Soit т иn nombre nаtигеZ Лхе. AZors: 

1 о (1) avec w Е С""{I} entraine 

(10) S ( w )m 1im ~=W -- ; 
П---7-+ОО ап , w-l 

20 (1) avec w Е С""{О} entraine 

1. Sn_m (W-l )т. lm --=W -- , 
п ..... +оо ап w 

30 (П) (avec Re (w) :> +) entraine 

1. Rn+m (W-l)m. lm --=w -- , 
П---7-+ОО ап w 

40 (п) avec w:p 1 (et Re (w):> ~) entraine 

(11) 1• п-т W lm --=W -- . 
R I)т 

П---7-+ОО ап ~w-l 
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50 Dans lе cas reel avec ап de signe constant pour п suffisamment grand, 
les formules (1 О) et (11) sont valables mеmе pour w = 1, si l' оп attribue a.10rs а 

w 
-- lа valeur 
w-l 

+ ОО, Dans Је cas reel avec lјт оп а aussi: 
n-++ оо 

lim Sn+m = + оо si lim Sn = + оо, et lim Rn_ m = + oosi lim Rn = + оо 
n->-+оо ап п->-+оо ап 

(voir le corollaire 4). 

3,2.1. ОП а immediatement lа consequence suivante: 

Corollaire. 6, 10 (1) avec wE С""{I} entrafne, 

dans lе cas complexe: 

f -= оо, si Re(w» ~ , 

lim lim Sn+m Ј=о, si Re(w)<~, 
m->-+ оо n->-+ оо ап 1 2 

dans [е cas reeZ: 

Нт l' Sn+m 
Iт --

ln'existe pas, si Re (w) = +; 

= + оо, si w> 1, 

О , 1 
= SI w<--, 2 ' 

, ' , 1 1 
п eXlste pas, SI - <: w< . 

2 

20 (1) avec w Е С"" {О} entraine, 

dans lе cas compZexe: 

f =0, si Re (w»+, 

Iт Iт ~ = оо, SI Re(w)<-l ' l' SN 1 ' 1 
m-++ оо п->- + оо ап 2 ' 

l n'existe pas, si Re (w) = +; 
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dans · [е cas reeZ: 
. 1 

=0, si w>-, 
2 

= - оо, si w< o, 

1 
n'existe pas, si o<w <: -; 

2 

30 (II) (avec Re (w);;;. +) entrafne, dans Zes аеих cas (complexe et гееЈ) , 

lЈт lЈт n +т 2 
R {=О, si Re(w»~- , 

т-Ч оо n--ч оо --;;:-- n'exist"e pas, si Re(w) =....!...... 
2 ' 

40 (п) avec W=F 1 (е! Re (w) ;;;. +) entrafne, 

dans Је cas complexe: 

{ 

1 
R . = оо, si Re (w» - , 

lЈт ljт ~.!!!.... 2 
m->+оо n-> + оо аn n'existe pas, si Re (w) = ....!.....; 

. 2 
dans Је cas УееЈ: 

lјт lјт 
m-++оо n->+оо { 

= + оо si \11 > 1 R ,. , 
--.-!!=!!! . . 1 
а n'existe pas, si -<: w< 1. 
п 2 

R е m а r q u е. Il faut tenir compte du fait que lе sens de lа notion 
d'existence de limite varie quelque рен sHivant qu'il s'agit du cas сотрЈехе ои 

du cas reel. Par · exeЦlple, оп а lј111 (- 2)" = оо si I'оn considere lа suite 
n-;1>- + ОО 

(~2)" (п = о, 1, 2, ... ) сотте suite сотрlехе (dans lе cas complexe), et Ја тете 

suite n'а pas de limite si еllе est consid6ree сотте suite reelle (dans lе cas r6el) 

3.3. Series ае puissances 

L'application du th60reme 2 а Ја serie de puissances 

оо 

(12) J(z) = L anzn, ауес an =F O pour п suffisamment grand, 
11 = 0 

conduit аи resultat suivant: 

Corollaire 7. Soit f(z) иnе sel·ie ае puissances satisJaisant а (12). 

PubIications de l'Institut Mathematique 
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1 о Pour que la suite 
п 

.г; (;zk Zk 
k = O . 

anZn 
(п = О, 1, 2, .. . ) 

converge Ve1"S uп nombre 'complexe pour иn Z=FO аи moins; јl jaut que l'оn оп аи 

(13) lim аn + 1 = ~, avec ~ Е Cu{ оо}. 
11~+OO a~l 

S i la· condition (13) est remplie, оп а 

lim 

ои 

~z 1 
pour lz l>-= r et pour O< lzl < r tel quej(z)=O, 

~z - I ' ~' 
п 

L ak ik 
Нт _k'-.=,-O - - = 1 pour z =F О, 

allzn 

suivant que ~ Е С ои ~ = оо, respectivement. 

20 Pour que la suite 

k = n --'--- (п = О, 1, 2, ... ) 
аn z" 

converge vers иn nombre complexe pour иn Z=F O аи moins, il jaut que l'оn аи 

(14) lim all + l = ~ E C. 
n ---)о+оо аn 

Si 'а condition (14) est remplie, оп а 

(15) 

+00 
L ak zk 

1 1 
lim k=n 

pour O <l zl <rц =r. 
n-+ +. оо anzn 1 - ~z 

3.3.1. ОП а, еп particulier, la proposition suivante: 

Corrol1aire 8. Soit an=FO pour п suffisamment grand. 

10 Pour qu'on аи 

(n~ + оо) 

pour иn Z=F0 аu moins il jaut, et pour que (15) soit valable pour tout Z=FO Ёl 

sиffit, que l'on аи 

lјт ~=O. 
"---++ 00 аn + 1 
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20 Pour qu'on ait .. 

+00 
(16) L akzk <""-lапZП • (n-,-+ + оо) 

k~n 

pour иn Z=FO аи moins i/ јаut, et pour que (16) soit valable pour tout Z=FO il 
suffit, que l' оп ait 

3.3.2. D'apres 3.3.1, si lе nombre еп (о<еп< 1) jigure dans lа jormule de 
Mac-Laurin appliquee d lа jonction еХ; 

п xk еОПХ 
еХ = L -+. . хП+ 1 , 
. k~ok! (n+l)! 

alors, pour tout х Е R"'-{O} Лхе, lim е" = о. 

ОП а les propositions analogues pour Ја formule de Mac-Laurin appliquee 
аuх fonctions sin х et cos х. 

3.3.3. ОП а aussi Је resu1tat suivant concernant les series de puissances 
lacunaires; 

с о r о 11 а i r е 9. Soit ап =F О pour п suffisamment grand et soit rp (п) 
(n=О, 1,2, ... ) иnе suite strictement croissante d'e!ements de No={O}UN telle 
que rp (п + 1) ~ rp (n)-+ + оо (n-+ + оо). Alors: 

1° si Јјт 1 аП + 1 1>0, оп а 
п -++00 ап 

п 2: ak zЧ>(k) <""-l ап zч>(п) pour I z i> 1, 
k~O 

2° si Јјт I ан! 1< + оо, оп а 
п-++оо I ап 

+00 2: аkzЧ>(k) ""' апzЧ>(П) pour I z 1<1. 
k~n 

3.4. Le resultat suivant est un cas particulier de Ја partie du theoreme 3 
relatjye аu cas reel: 

Soit 0<6)< 1 et soient 

р 

(17) а, ~,Ћ (v=I, ... ,p) des nomlres reeZs teZs que lal+I~I+ L ],,(,1>0. 

Si lе premier des nomlres (17) difјелпts de zero est positif, оп а 

п р 

L (- 1)" eexk'" k~ Г1 (log,k)Y, 
k~m ,~1 

( - I)П р 1 
-- еехп'" n~ П (log, n)У, = - ап (n-+ + оо ) 

2 ,~1 2 

2* 
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(logv х def log log ... log х; т иn nombre naturel suffisamment grand). Si le - ~ , 

v fois 

premier des nombres (17) difjerents de zero est negatif, alors 

(18) 

+00 1 2: ak f"-' - аn (n-+ + -оо ). 
k~n 2 

Еп effet, оп verifie sans difficulte que аn donne par 

р 

аn = ( - l)n erxn nГ'> П (logv n)Yv 
v~l 

satisfait, selon le cas, а la condition (1"), ои а la condition (11"). 
Notons чие l'expression (18) pour аn dans l'enonce precedent pourrait 

etre Ыеп plus generale: par exemple, оп peut remplacer nr; par [R (n)]r;, оп 
R (х) est ипе fonction rationnelIe tendant vers + оо ауес х. 

3.5. Les resultats de се travai1 peuvent etre app1iques а Ьеаисоир de 
probIemes relatifs аих Iimites des suites de nombres complexes ои reeIs. Par 
exemple, le probleme suivant [3]: 

»Determiner la limite de la suite 

n+ 1 п 2k 

-- 2: - (n= 1, 2, ... )« 
2n+1 k~O k 

- а ete resolu dans [2] sous ипе forme plus generale: 
»Determiner le comportement asymptotique de la suite 

п 

(19) 2: akrx k f3 (logk)Y (n=2,3, ... ; а>l; <х;;;' 1; ~;y nombres reels).« 
k~2 

D'apres nos resultats correspondants, оп peut determiner immediatement le 
<:omportement asymptotique de la suite (19) оп а est ип nombre complexe 
satisfaisant а i а [> 1, et l'on peut generaliser cette consideration encore plus, 
dans diverses directions. 
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572. AN IDENTITY AND ASYMPTOTIC BEHAVIOUR 
OF SOME SEQUENCES* 

пиЈаn по Adamovic 

1. We shall first deduce the following result: 
Proposition 1. The equality 

(1) 
, п zk (11) п 1 k1 1 km- 1 1 
'" - = '" -- '" - о ОО )' - [(z + 1)km - 1] 
~ km k .L k L k ......, k k=1 "'1=1 1 k2 =1 2 km=1 т 

hoZds for еасћ compZex number z and aZZ naturaZ numbers т and по 

Proof. This equality is true for т= 1, since for аН complex z and allpositive 
integers п we have 

z z 

i zk ( 11 ) = i (11) Ј t k - 1 dt = Ј i (П) t k- 1 dt 
k=1 k k n=1 k k=1 k 

О о 

z z 

=J~[(t+ l)n-l]dt= Ј (t+1)-1 i (t+l)k- 1 dt 
t t k=l 

О О 

z 

(2) = i !(t+ 1)k- 1 dt= i (Z+1~k_1 О 
k=1 k=1 

О 

If (1) is supposed to Ье true for а fixed value of т, then, using the identity 

z 

(3) 

which is contained in (2), we obtain, for z complex and п natural, 

z z 

~ zk (П) _ ~ 1 (П) J~ k-l d _ Ј 1 п 1 (11) k d 
k~[ km+ 1 k -kL;[km k t t- ---;k~lkm k t t 

о о 

k m _ t 1 
") - [(t + 1 )km - 1] dt 
L.. k 

km=l т 

* Presented September 5, 1976 Ьу Do So МПRINОVIСо 
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kY1 _1 Ј (t+ 1)km-l dt 
km =1 km t 

О 

This completes the inductive proof of our proposition. 

REMARKS. 10 Por z = -1 (1) Ьесошеs 

п (_1)k-1 (п) п 1 k1 1 km - 11 

2: km k = 2: k 2: k'" 2: k 
k= 1 k l =1 1 k l =1 2 km =1 m 

(4) (nEN, mEN), 

N denoting the set of аН n1.tural пuшЬегs; јп particular,if т = 1, 

(5) 
п ( -1)k - 1 ( П ) п 1 2: = 2: -

k= 1 k k k=1 k 
(nEN). 

Опе сап consider (4) as а foгшulа serving to "condense" the т tiшеs iterated sum оп 
its right hand side. The equality (5) is known and there are several шаппегs to ргоуе it; see, 
for ехашрlе, [4] (р. 77, ех. 13) and [3]. 

20 Putting јп (1) z = еХј and z = е- Хј, and adding and substracting the obtained equall
ties, опе gets the identities 

i (П) cos:x 
k=1 k k 

k m _
1 

2: 
"т=1 

( 
X)km kmx 

2 cos 2 cos -2--1 

k m 

(
2COS 2Х )km 

sin k m2 X i (n)SinkX= i ~ ~ ~: .. kYI _____ _ 

k=1 ,k k m k l =1 k l k 2 =1 k 2 km =1 k m 

va/id for each complex х. 

If we replace х Ьу х + п јп the previous identities, we get the identities 

[km - 21 +1 ] 

+ 2: 
km =1 

( 
X)2km_1 } (-1)km-12siпт siп(2km-l)Х-l. 

2 k m-l 

п (п sin kx п 1 " 1 1 {[kl1~_I] 
2: ( _1)k k ) --;:;;,- = 2: k 2: Т'" 2: 

k=1 \ 1.1=1 1 "2=1 2 '-т=1 

[km~l+l] 

+ 2: 
'-т =1 

(-I)km ( 2 sin -i-у km 
sin k m х 

2km 
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30 The identity (3) сап Ье written јп the fоrш 

(6) (z сошрlех, п natural), 

where 

(7) In (z) = (z + 1)11-1. 

This шеапs that the sequence of functjons (7) is а particular solution of the infinite sуstеш 
(6) ot" integral equations. 

2. Our second resu1t (Proposition 2) gives the asymptotic behaviour of the 
left hand side of (1) when n---++оо. In order to prove it, we use the preceding pro
position and the following statements А and В. Statement А is а combination of 
some parts of Theorem 1 in [1] and Theorem 3 in [2]. Statement В сап Ье imme-

diately deduced from Theorem (8.4) in [5] (page 32), Ьу applying it to J(x)=Joga х 
х 

and adding а simple consideration. Both statements are foгпшlаtеd in more general 
form than it is necessary for the followwing proof, the first опе in order to point 
out more clearly its connection with the mentioned theorems in [1] and [2], and the 
second опе because this more general form could Ье of some interest Ьу itself. 

А. Let 

( ср») d ( ср») 
и n nEN аn vn nEN (pEN) 

Ье sequences о! complex numbers satisJying 

u(р) у(р) 

1· n+l l' n+l 1 
lт --= lт --= 

n~+ оо u(р) n~+oo у(р) 
п п 

(pEN) 

and let the sequences ((j'~P»)nEN (pEN) Ье deJined as Jollows: 

(nEN), 

(an)nEN being а given sequence о! complex numbers difJerent Jroiп zero Jor п suffi
cient [у large; 

1 
Then Jor Re (w»- : 

2 

(nEN; pEN). 

lјm ~~~=_w_ 
n~+oo аn w-l 

р 

implies (j'~P) I"oIWP + 1 a/l Т1 u~v) v ~v) (n---+ + оо). 
v=1 

В. Рог а#- - 1 and real, 

(nEN), 
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'rvlzere ср (а) does по! depend оЈ п, tlle sequence (~n (a))nEN is decrea.sing Jor п large 
enough and 

~n (а) = О co~a П) (п---'>- + оо). 

ТЬе announced determination of asymptotic behaviour is given Ьу 
Proposition 2. For еасll complex пuтЬег z and all natural numbers т, 

(п---,>-+оо), if Iz+ll>l, 
(8) 

(п -'?- + оо), if I z + 1 I ~ 1 ;\ z# О. 
/' /1 Ik-cd.. ) 

{Ј / /c:1;1 ",~ / 
I v Ј 

тоге precisely, 

(9) ~ zk ( п ) _ Iogm П [1 ( ) С] Iogm-
I П '), ( \ __ ~gl!'...::..t...ll) 

L..., - - - - og -z + +~т-;-z-J "i="' ----
k=l k m k т! (т-1)! П 

(п---'>-+оо; z complex number, mEN), wlzere С denotes Euler's constant, л (т, z) 
do not depend оЈп and tIze determination oJthe complex logarithm is such that log 1 =0. 

We point out as an interesting fact that the considered complex sequence has 
for \ z+ 1 \ ~ 1;\ Z=FO the asymptotic behaviour of а [еаl sequence, independently 
of values of z. 

W 

. z+l 
Proof. Let \ z+I\>l. Then the cDmplex number w=-- satisfies z+l= 

z 

and so I-W-I> 1, i. е. Re (w»~. In this case also 
w-l w-l 2 

(z+l)n+ l -l 

n+l П . 
----=(z+ 1)-[1 +o(1)]---,>-z+ 1 

(z+l)n-l n+l . 
(п---'>- + оо). 

П 

Непсе, using (1) and applying А with u~p)= 1, v~Р)=~(IlЕN,рЕN)апdр=m-l, 
П 

опе deduces the first asymptotic estimate in (8). 

Let 

(10) 

For this case we shall prove the estimate (9), which obviously implies the second 
asymptotic behaviour. in (8). ТЬе condition (10) implies the convergence of the 

+ оо (z + l)k 1 . ) . h h d .. series 2: --- to the sum -log [1 - (z+ 1)]= - og ( - z, Wlt t е еtегmшаtlOП 
k=l k 

chosen as аЬоуе. Непсе and in view of (1) and В, we Ьауе 

~ zk(n) .:i:: (z+l)k_l ~ 1 ~(z+l)k 2: - = L..., = - L..., -+ L..., 
k=l k k k=l k k=l k k=l k 

I ( 1 ) ] + оо (z + l)k ( 1 ) 
= -llog п + С + О -;; + k~l k + О -;; 

= - log п - [log ( - z) + С] + О ( ~ ) (п---,>- + оо). 
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ThllS, (9) is true for т = 1 (\-vith л (1, z) = О). Supposing Ње validity of (9) for а fixed 
vallle of т, we оЫајп, using (1) and В, 

",,' - '" ~ '" '> • '" - [( z + 1 )k lil 
--- 1] 

п, zk (п) II 1 (k 1 !'Ј 1 km - 1 1 _} 

k::l k m + 1 k - ,-::, k lk:::' k 1 '-~' k 2 • k~l k m 

п 1 k zl ( k) 
= 2: k L [т z 

'-= 1 1= 1 

) 
(:\.<; .. -,:. 

where (C<n)nEN is а bOllnded sequence. This completes ош inductive proof. 

2.1. The first asymptotic estimate in (8) 1101ds also if т is а negative integer. 
In other words and тоге precisely, we have Ње following complementary result. 

Proposition 3. For all complex z difJerent Јгоm О and - 1 and all паtш'аl numbers т, 

i (п) k m Zkf"',.)(Zn)m (z+ lу-т 
'-=1 k 

(п-+- + оо ). 

This statement is ап immediate consequence of the following fact: 

Proposition 3'. For z complex and т and п natural 

~ (n)km zk=nz(z+l)ll-m p (z) .:- k т, п , 
k=1 

wflere Р т, п (z) are polynomials јn z о! tlle Jorm 
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tlle exponents оЈ all рmџе,.Ј оЈ п contained In· the expressiol1 denotedy Ьу 
being less tlIGI1 т - 1. These polynomials satisJy the recursi~)e Jormulae 

" ... " 

(10) Р1 ,n(z) = 1; Pm+1'Il(z)=[z(n-m+ 1)+ I]Pm,n(z)+z (z+ l)Р;п,n (z) 

(nЈ and 11 natural; z complex). 

Proof. We have, for 11 natural and z complex, 

i (n)kzk=z[i (~)zk]' =z[(z+ l)n]'=nz(z+ 1)1l-1, 
k=1 k /(=0 k 

i (п) k 2 Zk = z[ i (п) kZk]' = z[nz (z + 1)11-1]' = n2 (z + 1)11-2 (nz + 1), 
k=1 k /(=1 k 

which means that the first statement and the second fvrmula (10) are trllc for т= 1, 
and a1so that the first formllla (10) holds. If we suppose the validity о!' the first 
statement for а fixed т and a1so the va1idity of the sес:шd formllla (10) for т-! 
instead of т, then,. [от п l1atural and z complex, 

i (п )km+ 1 zk = Z [i (п) km zk]' = z[nz (z + ] )n-т Рm, п (z)]', 
k=1 k k=1 k 

= nz r (п - т) (z + ] )n-m-l ZPm, п (z) + (z + l)'l-m Рm , п (z) + (z + l)'l-m Zp~, п (z)] 

=nz(z+ ly-(m+l){[Z(n-m+ 1)+ I]Рm,n (z)+z(z+ I)P:n,n(Z)}. 

This completes the inductive proof of our. proposition, since 

[z (п - т + 1) + 1] (nm -1 2 т - 1 + . . . + 1) + z (z + 1)( nm -1 zm - 1 + . . . + 1)' 

= z (п -- т + 1) nm -1 zm - 1 + Z2 (т - 1) nm -1 zm - 2 + . . . + 1 = nm zm + . . . + 1, 

where the last two app:aranc~s of " ... " denote exprcssions with powers of п 
inferior to the т-Њ, and its other appearances expressions with powers of п 
infcrior to the (т - 1)-st. 
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НАУЧНЕ ИНФОРМАЦИЈЕ INFORMATIONS SCIENТIFIQUES 
---------- ----------------------------------------------------------------------

Душан Аgамовuћ u 
ДраЈОМИр Лойанguћ 

I1 

11 

I1 

11 

ДР МИЛОШ РАДОЈЧИЋ (1903-1975) 

Четрнаестог маја 1975. године преминуо 
је у Женеви др. Милош Радојчић, дописни 
ч.лан Српске академије наука, дугогодишњи 
професор Филозофског и Природно-мате
матич.ког факултета у Београду, истакнути 
наш математич.ар, интелектуалац ретко ши

роке, многостране културе, интересовања и 

креативног деловања. 

Милош Радојч.ић рођен је у Земуну 
31. августа 1903. године. Основну школу за
вршио је у Земуну, где је ООч.ео и гимназију, 
коју је за време Првог светског рата наставио 
у Швајцарској и Фрапцуској, да би је завршио 
у Земуну 1921. године. Студије технике, за
поч.ете у Грацу, наставио је у Београду, а у 
току 1922-1923. школске године прешао је 
на Математичку групу Филозофског факул
тета у Београду, на којој је дипломирао 1925. 
године. На истом факултету одбранио је 1928. 
године дисертацију под насловом "Аналитич
ке функције представљене конвергентним ни
зовима алгебарских функција." По студијама 
и првим годинама свог каснијег математич.ког 
формирања, Радојчић, као и Јован Карамата, 
припада средњој генерацији ученика Михаll.'1а 
Петровића, али само донекле, и у мањој 
мери него Карамата, јер је скоро од самог по
четка -- и у науци и у матемаТИ'lкој настави-
ишао својим путем, различитим и од Петровићевог и од Караматиног. По завршетку студија, 
1926. године, почиње да ради као асистент на Катедри за теоријску математику, у прво вре
ме К10 волонтер. Године 1938. изабран је за доцента, 1950. за ванредног, а 1954. за редовног 
професора. Дописни члан Српске академије наука постао је 1959. године. Од 1959. до 1964. 
године радио је, по позиву и уговору, као професор на Универзитету у Картуму (Судан). 
ОД 1964. до смрти, уз један прекид ПО'iетком седамдесетих година, када је извесно време про
вео у Коломбу на Цејлону, борави у Француској у месту Тонон-ле-Бен, где ради као сарад
ник француског "Centre national des recherches scientifiques". 

Као математичар, професор Радој'iић има значајних, суштинских постигнућа и оставио 
јс: трајне бразде како на пољу научног истраживања, тако и у области универзитетске матема
тичке наставе, њеног унапређивања и обогаћивања новим садржајима и дисциnлинама. Ра
дојчићеви доприноси историји математике и популарни чланци о различитим математич
ким темама, ма да 'iине мањи и мање значајан део његовог математичког стваралаштва, 
такође се одликују озбиљношћу, одговорношћу односа према предмету и солидношћу у ње
говој обради. 

HaY'iHa делатност професора Радојчића посвећена је већим делом теорији аналитич
ких комплексних функuија, а мањим делом теорији релативности. Од 33 јединице списка 
његових научних радова, њих 25 однос,", се на теорију аналитичких функција, а преосталих 8 
припада. теорији релаТIIВНОСТИ. Радој'iићева научна активност у области теорије ан али
тичкихфункција, уједно 11 научна активност уопште, почела је једном НСТОМ објављеном 

, . . 
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1927. године у Comptes I'endus, у КОЈОЈ су најављени и делимично изложени главни резултати 
касније дисертације, а наставља се самом дисертацијом, одбрањеном 1928. године, и низом 
радова који су јој, у предратном и послератном периоду, уследили - све до пре неколико 
година, када је, како изгледа, код њега преовладало интересовање за проблематику теорије 
релативности. Кратко и уопштено речено, предмет свих његових радова из теорије анали
тичких функција су мултиформа1r~е аналитичке функције и њихове Риманове површи. У 
њима се, међутим, јасно разликују и издвајају три тематска круга. 

Први од њих сам Радој'1ић је окарактерисао као "развијање општих мултиформних 
аналитичких функција, у ма каквим областима њихове егзистенције, у конвергентне низове 
аналитичких функција". Реч је о проширивању и употпуњавању познатих ставова Вајерштра
са и Митаг-Лефлера о приказивању целих односно мероморфних функција у комплексној 
равни (униФормно) конвергентним производима односно редовима једноставних аналитич. 
ких елемената, полинома и рационалних функција, као и аналогних резултата Рунгеа који се 
односе на произвољне области равни уместо на читаву раван. Сви ови и њима слични резул
TaII!, уз изузетак једног Апеловог става специјалног карактера, односили су се, међутим, 
на случај Уl;fиформне аналитичке функције и на области обичне комплексне равни. На са
мом почетку своје научне каријере, Радојчић је у наведеној дисертацији дао своје уопштење 
поменутих ставова за случај аналитичке функције на произвољној области одговарајуће Ри
манове површи. Овај свој резултат Радојчић је, у самој дисертацији и у низу каснијих радова 
објављених пре и после рата, допунио и усаврши о у више погледа. Може се сматрати да су 
његовим завршним обликом, који, поред осталог, садржи и тврђење да се низом алгебарских 
функција може униформно апроксимирати било која аналитичка функција у било којој об
ласти њене Риманове површи, уопштени до крајњих могућних граница поменути ставови 
Вајерштраса и Рунгеа. Јасан је и несумњив фундаменталан, принципијелан значај резултата 
оваквог типа. Наиме, познато је да су ставови Вајерштраса и Митаг-Лефлера били полазна 
тачка простране и значајне теорије целих и мероморфних функција, па стога њихова адекват
на уопштења имају све услове да буду у истом смислу база сличних проучавања општих 
мултиформних аналитичких функција на Римановим поврu.:инама. Важно је констатовати 
да су ти Радојчићеви резултати у једном дужем периоду били једина значај на постигнућа 
у области којој припадају. Тек пуних двадесет година после обављивања Радојчићеве тезе, 
немачка математичарка Хелена Флорак добила је резултате по значају и тежини упоредиве 
са Радојчићевим; ти њени резултати се, међутим, са Радојчићевим само складно допуњују и 
ниуколико се не могу сматрати заменом за њих. Треба напоменути да је у тези добијено и 
уопштење познатог Кошијевог интегралног обрасца за случај аналитичке функције на Рима
новој површи. 

Други тематски круг односио се на задатак деобе Риманове површи на листове, један 
од основних задатака геометријске теорије функција у једном периоду њеног развитка. Ра
дојчић је доказао више централних ставова у вези са овим комплексом проблема и дао један 
општи поступак поделе ма које Риманове површи на листове, за случај еве неограничених 
Риманових површи, када се једино о таквој подели у обичном смислу речи може говорити. 
Према компетентном мишљењу немачког математичара Е. Улриха, тим ставовима постиг
нуто је највише што се у оквиру примењене методе могло ;Јостићи. Ови (као и други, уоста
лом) Радојчићеви резултати, објављивани највећим делом у часописима н'аше Академије 
и Универзитета, нису одмах добијали потребан публицитет, па се тако могло догодити да 
је неколико месеци после Радојчића до врло слични;( резултата, скоро истом методом, дошао 
јапански математичар Шимицу, чији су радови, публиковани у светски познатом часопису, 
одмах наишли на оДговараући одјек у међународној математичкој јавности. Ближим увидом 
у радове о којима је реч стиче се, међутим, утисак да професору Радојчићу припада и вре
менски и суштински приоритет. И Радојчићу и Шимицуу ови ставови послужили су касније 
као основа за даљи рад на проучавању општих аутоморфних функција. Према једном од 
главних Радојчићевих резултата добијеном у оквиру тих истраживања, свака мероморфна 
функција у извесном смислу је аутоморфна. 

Трећа група радова посвећена је геометријским, односно тополошким, особинама ана
литичких функција у близини есенцијалних сингуларитета, нарочито с обзиром на такозвани 
проблем типа Риманове површи. Реч је о давању критеријума, тј. потребних и довољних, 
или само довољних, услова да Риманова површ буде елиптичног, параболичног или хипер
боличног типа. Овим проблемом бавио се, у последњој деценији пред Други светски рат и 
једно време после њега, низ истакнутих математичара (Неванлина, Улрих, Алфорс, Коба
јаши и други). Радојчић је о овој области, поред осталог, дао две варијанте довољних услова 
да Риманова површ буде параболичног односно хиперболичког типа; ови случајеви су много 
важнији и интересаНТiшји од случаја припадања елиптичном типу. 

За читав научни рад про-Ресора Радојчића, а посебно за његов рад у области теорије 
аналитичких функција, карактеристичне су изузетна темељност и озбиљност, усредсређеност 
на значајне и тешке проблеме, уз упорно, деценијама продужавано, настојање да се они суш
тински, у основама, обухватно и исцрпно третирају и решавају. Треба истаћи - као карак-
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теристичну и присну црту његове интелектуалне и моралне научне физиономије - аутен
тичну унутрашњу мотивисаност и тог његовог делања у целини и сваког рада посебно, пот
пуно одсуство коњуктуризма и каријеризма, оног "прављења" радова ради постизања спо
љашњих и утилитарних ефеката једне или друге врсте. Такође и одсуство онога што би се 
могло назвати техничким и занатским у негативном смислу речи; наравно, само у негатив

ном смислу, јер сви његови радови, почев од најранијих, показују солидно и ефикасно влада
дање математичким занатом и техником; оно, међутим, није никада избијало у први план, 
него је увек било адекватно подређено проблему и идеји. Нека од тих Радојчићевих насто
јања довела су до пуног успеха, до задовољавајућих решења, којима је постигнута макси
мална мера могућег унутар одређеног тематског и методолошког подручја, и до зрелих, 
заокругљених теоријских градњи и обухвата, а значајне доприносе проблематици и теорији 
постигао је и у осталим правцима свог интересовања и активности на овом научном пољу. 

Сви ови Радојчићеви радови припадају геометријској теорији аналитичких функција. 
С тим у вези, он се објективно може сматрати самосталним зачетником извесних модерних 
методолошких концепција у теорији аналитичких функција. Може се, сем тога, рећи да је 
битна компонента и дубинска димензија како унутрашњег јединства и континуитета главне 
линије његовог математичког научног рада, тако и читаве фигуре професора Радојчића као 
математичара, оно што прожима целокупну његову математичку делатност - известан гео

метризам, суптилан и флуидан геометријски дух и стил мишљења. Тај дух представља у ствари 
оно животворно средиште чије се плодоносно и инспиративно зрачење осећа у свом домени
ма његовог математичког дела, укључујући његове непроцењиве заслуге за увођење, засни
вање и уобличавање свих видова савремене наставе геометрије на Београдском универзи
тету. Покушавајући овом приликом да дамо летимичан и сумаран опис тог Радојчићевог 
геометризма, рећи ћемо да је по среди једна полетна и еластична покретљивост апстрактног 
мишљења, уз истовремену изванредну развијеност просторне интуиције и перцепције, пер
цептивног, такорећи визуелног сагледавања просторних односа и целина. Те способности 
су се код њега будиле, развијале и култивисале баш кроз бављење Римановим површима, 
кроз мисаоно кретање и деловање у том свету комплексних, замршених и флуидних прос
торних облика, релација и структура, са значајним унутрашњим правилностима и повеза
ностима, чијем је откривању и потпунијем упознавању у великој мери и сам допринео. 

у смераване ка фундаменталним питањима и филозофским хоризонтима, ове спо
собности и склоности уздигле су се до једне фине, продубљене и далекосежне концепције -
може се рећи, филозофије - простора и геометрије, која је, с једне стране, садржала, сасвим 
у духу модерне математике, потпуну отвореност ка апстракцији и слободу креирања и ком
биновања апстрактних математичких појмова, а с друге стране је, у занимљивој и складној 
комбинацији, носила у себи чврсто уверење да геометрија треба и мора, бар једним својим 
делом, да буде и наука о йросшору, нашем, реалном, физичком простору. Тај простор је, ме
ђутим, у тој филозофској визији (наравно, у вези са извесним научно-Филозофским идејама 
и тенденцијама епохе, али у оригиналној артикулацији и са посебном консеквентношћу) 
схваћен далеко шире и дубље, садржај није, него у обичним концептима: као реални медијум, 
оквир, што више и живи, активни праоснов, супстрат, не само у обичном смислу просторних 
аспеката и димензија космоса, него и времена, материје, кретања, збивања и догађаја у њи
ховој свеукупности - у смислу релативистичког четвородимензионалног континуума, али 
и уз превазилажење те концепције. Ову своју доктрину професор Радојчић је експлицитније 
излагао, ма да углавном узгред и више у популарној форми, у неколико пригодних чланака, 

а развијао је и примењивао у радовима посвећеним теорији релативности и њеној аксиома
тици, на првом месту у монографији "Une construction axiomatique de Ја Theorie de J"espace
-temps de Ја ReJativite restreinte", коју је 1973. године издала Српска академија наука и умет
ности. Није лако рећи до које је мере успео да је у њима прецизира и систематизује. Одговор 
на то питање захтевао би студиозно проучавање поменутих радова, и то не само у њиховим 

ужим, математичко-физичким, него и у принципијелним, концепцијским, филозофским ас

пектима. Не може се, међутим, оспорити да је овим својим залажењем у основе специјалне 
теорије релативности Радојчић помогао да се расветле многе у њој прикривене претпоставке. 
Радојчићев активан рад у овој области, ма да по обиму мањи него рад на теорији аналитич
ких функција, показује такође дуг и истрајан континуитет: почео је доста рано, 1933. године, 
и настављен је са неколико чланака објављених пре и после рата, да би му се последњих го
дина, као што је већ речено, професор Радојчић скоро сасвим посветио 

------у- периоду између два светска рата, на катедри за теоријску математику ондашњег 
Филозофског факултета било је неколико истакнутих математичара који су своју делатност 
у науци и настави углавном усмеравали ка алгебри' и математичкој анализи. Геометрија је 

у сваком погледу била запостављена. у настави је била заступљена једино аналитичка гео
метрија, коју је предавао професор Николај Салтиков, а у оквиру течаја диференцијалног и 
интегралног рачуна професор Тадија Пејовић излагао је елементе диференцијалне геометрије" 
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Године 1938, по избору за доцента на поменутој Катедри, Радојчић се прихватио обавезе да 
поред предавања из теорије аналитичких функција зачне и први течај синтетичке геометрије, 
под називом Елементарна геометрија. Када је 1945. године састављен нов наставни план, 
Радојчић је предложио увођење две нове геометријске дисциплине: нацртне и више геометри

i е. Та i Lв~е.R.~'щ.аЬ.1911lLИ q~m,"l',1}9J),", HtllY .. W1l.ct l1~lf.9ARCa IW~Cf.f ,Jgt1 '1i!.Ј'.Ш· ПД~?€М'ЈYn~n~k" blbYIJa В
ском универзитету у јесен 1945. године, као двосеместрални курс на првој години студија. 
Увођење нацртне геометрије није значило новину на овом универзитету, јер је настава из 
тог предмета већ имала дужу традицију на његовим техничким факултетима. Програм на
цртне геометрије за студенте математик~ није се у почетку у већој мери разликовао од про
грама истоименог предмета за студенте техничких факултета. МеђУ1ИМ, излагање градива 
од самог почетка имало је својих специфичности. Приликом извођења геометријских конс
трукција и представљања просторних ликова у разним пројекцијама, професор Радојчић је 
нарочито инсистирао на теоријским образложењима која оправдавају употребљени посту
пак и на известан начин доказују тачност изведене конструкције. Из тих разлога, у течају 
нацртне геометрије за студенте математике професор Радојчић је овај предмет од самог 
почетка излагао пре свега као математичку, па тек онда као у техници примењену дисцип

лину. 

Искуствима из првих година предавања нацртне геометрије по првобитном програму 
професор Радојчић није био задовољан. Он је стекао уверење да се представљање геометриј. 
ских објеката у две или више пројекција. којим су почињала предавања из нацртне геометрије, 
код многих студената своди на шаблонско извођење геометријских конструкција, без јасних 
просторних представа. За разумевање градива то је било веома штетно. Да би отклонио уз
роке томе и подстакао студенте да у пројекцији сагледавају просторне односе, Радојчић се 
одлучио да предавања из нацртне геометрије почне управним пројектовањем на једну ра
ван, уз посматрање одстојања, и котираном пројекцијом, па тек потом да приступи излагању 
управног пројектовања на две и више равни. У методском погледу, настојао је да своја пре
давања учини што јаснијим, приступачнијим и кориснијим. Опште је мишљење да је у томе 
потпуно успео. 

Професор Радојчић располагао је изузетним смислом за извођење наставе нацртне 
геометрије. Подаци од којих је полазио да би извео конструкцију извесног објекта у некој 
пројекцији увек су били најбоље изабрани. Премда се често служио само једним лењиром, 
слике које је добијао на табли за време предавања увек су биле узорно нацртане. Врхунац 
је достизао када је неком од метода у перспективи представљао степениште или фасаду неке 
зграде и одређивао њену сопствену и бачену сенку при централном или паралелном освет
љењу. У извођењу и најсложенијих геометријских конструкција Радојчић је испољавао од
лике правог виртуоза. Прецизношћу, јасноћом и брзином у излагању гради~а пленио је паж
њу свих слушалаца. Стога није чудо што је слушати његове предавања из нацртне геометрије 
представљало право задовољство. 

Своју концепцију заснивања нацртне геометрије професор Радојчић је изложио у књи
зи "Нацртна геометрија", која је као редован уџбепик истоименог предмета за студенте ма
тематике први пут штампана 1955. године, и за протеклих двадесет година доживела шест 
издања. 

Течај елементарне геометрије професора Радојчића био је не само први систематски 
курс синтетичке геометрије, већ и први аксиоматски курс који се предавао студентима мате
матике на Београдском универзитету. Беспрекорно строг начин заснивања ове дисциплине 
на јеДНОЈ\1 непротивречном, потпуном и независном систему основних појмова и аксиома раз
вијао је код слушаоuа смисао не само за ЛОГИ'iКО и егзактно расуђивање у оБласти геометрије, 
већ и уопште за заснивање једне дедуктивне научне теорије. У овим својим предавањима про
фесор Радојчић почео је да развија онакав дух строгости у дефинисању појмова и докази
вању теореме какав до тада није биc:r:rаступљен у математичкој настави на Београдском уни
верзитету, а који је захтевао доказивање и најочигледнијих тврђења која се нису налазила 
на списку аксиома. Нема сумње, тај дух строгости постепено је продирао и у наставу других 
математичких дисциплина, свакако не само заслугом професора Радојчића, али не мало под 
непосредним илн посредним утицајем овог његовог пионирског подухвата у области наставе 
математике. Посматрана са тог становишта, Радојчићева предавања из елементарне геоме
трије имала су далекосежнији значај но што се у први мах могло претпоставити. 

Будући да је у овом течају, на известан начин, дат сопствени аксиоматски приступ у 
синтетичку еуклидску геометрију, прилика је да о том приступу кажемо нешто више. Да би 
се објасниле његове најважние особености и извело поређење са другим концепцијама, по
менимо две основне алтернативе које су до тада постојале у аксиоматизацији еуклидске гео
метрије. У једној од њих, кретање се узима за један од основних појмова, из којих се изводи 
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релација подударности ликова; у другој алтернативи, подударност ликова је један од основних 
појмова, из којих се изводи појам кретања. Прву алтернативу заступали су Хелмхолц, Мереј, 
Пеано, Пиери, Каган, Борел и Шур, а другу Паш, Веронезе, ХилБерт и Веблен. Различите кон
цепције У свакој од тих алтернатива водиле су различитим путевима ка реализанији метричке 
структуре еуклидског простора, при чему је свака од њих имала и предности и недостатака. 
Стога је проБлем налажења непротивречне и потпуне аксиоматике еуклидске геометрије, по 
могућности с минималним Бројем основних појмова и аксиома, остајао и даље отворен. У 
оквиру прве алтернативе развиле су се у новије време концепције код којих се, уместо кретања у 
најширем смислу, за основни појам узима појам симетрије. Такве интенције редуковања разних 
система основних појмова руководиле су Вилерса, Томсена, Бахмана и друге. У оквиру друге 
алтернативе, већ је ХилБерт установио да подударност ликова у најширем смислу не треБа 
сматрати основним појмом. У своме заснивању геометрије, Хилберт је пошао од основних 
пој:vюва: тачка, права, раван, лежи, између и подударно. При томе се релација подударности 
узима за основну само уколико је реч о сегментима и угловима. ВеБлен је покушао да реду
кује ХилБертов систем основних појмова полазећи само од три појма: тачка, између и поду
дарно. При томе се релација подударности и његовом систему односи искључиво на парове 

тачака. 

у своме течају елементарне геометрије, Радојчић полази од истог система оснонних 
појмова као ВеБлен. Међутим, Радојчићев систем аксиома различит је од Вебленовог. да би 
извео појмове праве, равни и простора, Радојчић је, као Веблен, најпре увео аксиоме поретка. 
Тих аксиома код Веблена има осам, а код Радојчића пет. Из њих је изведена геометрија на 
правој, у равни и у простору. Другу групу аксиома код Радојчића чине аксиоме везе; код 
Веблена оне посебне нису заступљене. На тај начин, аксиоме поретка и инциденције изло
жене су код Радојчића обрнутим редом него код ХилБерта. Следе потом аксиоме подудар
дарности, непрекидности и паралелности. У складу са савременим тенденцијама, изграђена 
је најпре апсолутна геометрија у Бсљаијевом смислу, па тек онда еуклидска п:ометрија. 

Ову своју концепцију заснивањаеуклидске геометрије Радојчић је објавио најпре у 
облику литографисаних скрипата под насловом "Елементарна геометрија", у два дела. Први 
део, објављен 1948. године, односио се на планиметрију, а други, објављен 1950, на стерео
метрију. Године 1961. штампана је у нешто измењеном облику књига "Елементарна геомет
рија", у којој су упоредо изложене планиметрија и стереометрија. 

Течај више геометрије први пут је предаван студентима математике на Београдском 
универзитету 1947-1948. школске године. Био је то једногодишњи течај који се предавао 
у петом и шестом семестру студија. Састојао се из два дела: нееуклидске геометрије Лоба
чевског, која је предавана у зимском, и пројективне геометрије, предаване у летњем семестру. 
Тако је, 120 и више година после открића нееуклидске геометрије Лобачевског и формирања 
пројективне геометрије као посебно математичке дисциплине, и у нашем поднебљу на Бео
градском универзитету почела настава из тих модерних геометријских теорија. Искључиве 
заслуге за то припадају професору Милошу Радојчићу. 

Предавања из више геометрије била су, уз незнатне одступања, прилагођене књизи 
"Виша геометрија" од ]ефимова. Највећим делом градиво је излагано синтетичком методом. 
у геометрији Лобачевског само је указивано на могућност увођења тзв. Белтрамијевих ко
ордината и изграђивања аналитичке и диференцијалне хиперболичке геометрије, док је у 
пројектованој геометрији једно поглавље било посвећено увођењу пројектованих координата 
на правој, у равни и у простору. Аналитичком методом излагана је и геометрија пројек
тивних трансФормација. Професор Радојчић се у својим предавањима радо освртао на везу 
која постоји између геометрије Лобачевског и еуклидске геометрије, као и на примену коју 
геометрија Лобачевског налази у другим областима науке, посебно у физици, наиме, у Ајн
штајновој теорији релативности. Када би говорио о Клајновој "ерланrенској" концепцији 
излагања геометрије са становишта теорије група, тј. о геометрији као теорији инварија
ната одређене групе трансформација, помињао би Ајнштајнову специјалну теорију релатив
ности као формалну теорију инваријаната ЛОl?енцове групе трансФормација, истичући при 
томе да се тродимензионални еуклидски простор и време могу разматрати као четвороди

мензионални римански простор коме је кривина већа тамо где је већа густина материје. 

f10ред ових геометријских предмета, професор Радојичић предавао је на матичном 
факултету алгебру и теорију аналитичких (комплексних) функција, а сем тога водио је од 
1947. до 1952. године курс Опште математике за студенте Филозофске групе Филозофског 
факултета. 

Ма да теорији аналитичких функција припада највећи део његовог научног рада, тако 
да се она може сматрати његовом главном и ужом струком, предавања на одговарајућем 
курсу, стицајем прилика, држао је само у току неколико ШКОЛСКИХ година. На ТИМ предава
њима он је нешто мање него што је уоБИ'iајено инсистирао на техничким, оперативним еле
ментима материје, а више, и пре свега, на принципијелним, појмовним моментима; наравно, 
уз давање значајног места геометријској методи, истицање геометријских аспеката ове дис
циплине. 
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Ј~дој'lићев курс Опште MaTeM\.IJ'#N: .за студенте филозофије садржао је, поред оста
лог материјала, излагања о основама, Филозофији и историји математике. У периоду док је 
предаван (1947-1952.), а такође и пре и извесно време после њега, ови наставни садржаји 
код нас су значајније место и систематску обраду добили једино у овом универзитетском кур
су. Један део тих пре.u.авања, онај посвећен историји анти'!ке математике, публикован је у 
облику литографисаних скрипаI-~...::Била је то прва, истина некомплетна, историја математике 
публикована на нашем језику. Начин на који се у њој из лаже материја не представља вер
бално препричавање и хронолошко ређање чињеница о настанку математичких појмова и 
откривању математи'lКИХ законитости, већ суптилну анализу најважнијих дела епохе о којој 
је реч. Радојчић је највећу пажњу обраћао на генезу појединих математичких појмова, идеја 
и ставова и на третирање ових од стране разних аутора кроз векове, дајући на крају њихово 
савремено тумачење. Највише простора у овим скрипта ма посветио је Еуклидовим "Елемен
тима", том најпотпунием и најсистематичнијем делу старогрчке математике. Само прву 
књигу "Елемената', која садржи настарији аксиоматски приступ заснивању геометрије, раз
матрао је на пуних '27 страница текста, расветљавајући са савременог стаНОвишта хеленистич
ко схва:гање аксиома тике геометрије опаж~ј~ог простор~1)ва скри~та у сваком ~лучају пред
стављаЈУ занимљив и вредан прилог наШОЈ ЈОШ увек Be<Th1a ОСКУДНОЈ оригинаЛНОЈ литератури 
из историје м3.тематике, па свакако заслужују да буду поново објављена у облику шмампане 
књиге су одговарајућој редакцији и, евентуално, допуњена одговарајућим непубликованим 
Радојчићевим текстовима). Нема сумње да би та књига и обогатила и освежила поменуту 
домаћу литературу. 

Треба напоменути и даје професор Радојчић озбиљно радио на утврђивању наше струч
не математичке терминологије. 

Излагање о Милошу Радојчићу, као интелектуалцу, духовном посленику и човеку, 
било 5и врло непотпуно без осврта на његову пространу и многоструку активност изван 
граница математике, теоријске физике и филозофије наука су ужем смислу речи). Спектар 
ових његових делатности веома је широк: простире се од аматерског бављења музиком и 
скоро професионалног сликарством, преко поезије, других видова литературе, књижевне и 
уметничке критике и историје, филозофије, до есејистичког и публицистичког писања о раз
ним културним и друштвеним темама. У нашим и страним часописима, као и у неколико 
посебних публикација, ~објавио је преко 80 чланака, студија и других радова из поменутих 
области, чему треба прикључити велики број необјављених рукописа, читаву једну обимну 
рукописну заоставштину. Иако бројне и разноврсне, све ове његове активности биле су са
држајне, из аутентичне духовне потребе истекле и интензивним духовним ангажовањем но
шене - и ниуколико се не могу сматрати дилетантским. Ово се у сваком случају може рећи, 
без обзира на евентуалну каснију прецизну и стручну процену коначне вредности њихових 
домета. Ограничавамо се на краће напомене о само неколико аспеката овог дела Радојчи
ћевог стваралаштва. 

Радојчић је годинама сликао и за собом је оставио неколико успелих и оригиналних 
сликарских радова на платну. Његово широко и присно познавање ове уметности нашло је 
израза у једној обимној и запаженој студији о нашем средњевековном сликарству. - Ори
гинална Радојчићева поезија у својим најуспелијим тренуцима дочарава неку врсту озареног 
доживљаја мистичних дубина човековог постојања. - И све остале његове литерарне и есе
јистичке творевине изражавају и заступају својеврстан спиритуализам, који пре свега значи 
залагање за есенцијалне, дубинске духоВне вредности и реалности, интелектуално-сазнајне, 
естетске, етичке и емотивне. У време кад наш велики песник Вла~~зв Петковић-дис још 
увек најчешће није био ни довољно ни адекватно цењен, Радојчић је, у посебно објављеној 
студији о једној од најзначајнијих и најчудеснијих Дисових песама (О Дисовој "Тамftицu", 
1929.), писао о његовој поезији"Указујући - у перспективи својих метафизичких преокупација, 
али са несумњивим унутрашњим афинитетом и уз веома луцидна запажања - на оно по
НОРН0, исконско и судбинско У њој. - Више Радојчићевих радова инспирисано је нашом на
родном и средњевековном књижевношћу (Haxog Симеун - .qpaMa човечансй1ва, О злай1ној 
јабуцu и gевеш йаунuца, Бајка о сунчевој ceciйpu, Слово йохвале Свей10М Лазару и други). Они 
у већини случај ева представљају истовремено презентирање неких мање познатих творевина 
из ових литерарних ризница (ОДНОGНО извесних њихових скоро незнаних верзија), њихову 
естетску анализу, песничко-мисаону прераду и филозофску интерпретацију. При томе је, у 
прикупљању и одабирању грађе, њеном редиговању И, у случају наведеног средњевековног 
спева, давању своје верзије превода на савремени наш језик, унеколико обављен и оДговара
јући посао научника-истраживача у оБласти књижевне и културне историје. - Филозофијом 
је, као што се из претходног излагања види, прожето и филозофску димензију има све што је 
Радојчић на овим подручјима писао, а такође, често у латентном облику, и добар део њего
вог рада у официјелној струци. Неколико његових радова посвећено је и експлицитно фило
зофским темама. Занимљива је подела досадашњег развитка светске филозофије на четири 
главне етапе, коју је изложио и подробно образложио у једном чланку, а такође и његово 
аргументовано указивање на принципијелну ограниченост Кантовог гносеолошког учења 
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чистоту, свежину и изражајност језика и стила. Научна, рационалистичка компонента његове 
духовне културе огледа се у систематичности и прегледности излагања, у јасним и елегантно 
сажетим формулацијама главних мисли, чак и кад је реч о најфлуиднијGј материји песничке 
и уметничке интуиције, имагинације, сновиђења. Његово излагање, међутим, никада није 
научнички сувопарно или монотоно: нису у њему ретка места поетских узлета или имnресивне 

сликовитости, а ритам казивања покаткад је убрзан, узбуђен. У поменутом фабулирању у 
стилу народне приповетке понекад чак, помало, подсећа на Настасијевићев искидан, загрц
нут и бизаранјезич:ко-стилски идиом: инверзијама, елипсама, архаизмима (фолклорним и ме
дијевалним), још неким језичким особеностима. (Напоменимо узгред да су Милош Радојчић 
и Момчило Настасијевић годинама били блиски пријатељи; није тешко уочити суштинску 
духовну сродност између њих, а и известан узајамни утицај веома је вероватан). 

Читава ова простр?-на сфера стваралаштва професора Радојчића, изван граница ма
тематике и суседних дисциплина, тек треба да добије одговарајућу КО).1петентну, струч:ну 
анализу и процену', која ће, свакако, допунити, конкретизовати, прецизираТЂ, а вероватно 
у нечем и кориговати, претходне кратке напомене; изгледа нам ипак да судови у њима садр

жани - у најбитнијим - њоме неће бити оповргнути. У сваком случају, ова сфера употпу
њује посебном и знач:ајном димензијом и иначе упечатљиву слику јединствено комплексне 
и ОРИГИЮlЛне личности интелектуалца и духовног ствараоца - која би се о професору Милошу 
Радојчићу имала већ на основу укупности осталих његових постигнућа. 
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PUBLICATIONS DE L'INSТITUT MATHEMAТIQUE 
NouveIle ser;e, tome 20 (34), 1976, рр. 9-27 

QUELQUES COMPLEMENTS AUX R1~SULTATS DU TRAVAIL 
"SUR LA CONVERGENCE DES RAPPORTS DE LA SOMME 

PARТIELLE Аи TERME GENERAL ЕТ DU RESTE AU TERME 
GENERAL D'UNE SERIE REELLE ои COMPLEXE" 

Dusan D. Adamovic 

(Communique Је 29. aout 1975.) 

о. Soit dans се qui suit: 
С l'ensemble des nombers complexes, R celui des nombres reels, N сеlиј 

des nombres naturels, No = N U {О}, Со = С U { оо }; 

(an)nENo ипе suite de nombres compJexes ои reels, differents de zero 
pour п suffisamment grand, 

dans Је cas ои Ја serie 

(1) 

converge (avec ипе somme finie), 

Par lе symboJe ап t + оо nous designons Је fait que Ја suite de nombre~ reeJs 
(r:t..n)nENo croH strictement рош п suffisamment grand et tend vers + оо, et 
par an·~ О lе fait qu'elle decroit strictement pour п suffisamment grand et 
tend vers О. 

Dans cette Note, nous alIons donner plusieurs complements а notre 
travail [1], dans lequel nous avons traite lа question suivante: sous quelIes 
conditions оп а, роиг ип nombre сотрlехе w donne, 

ои Ыеп (IIw) lјт Rn = w? 
n~+oo аn 

Nous у avons distingue lе cas сотрlехе, c'est-a-dire lе cas general ои 
апЕС (nENo) et wEC, du cas reel, ои anER (nENo) et wcR. Dans lе cas 
[ееl nous avons considere aussi (Iw) et (IIw) avec les valeurs w = - оо et w = + оо, 
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D'autre part, dans lе cas complexe lа convergence d'une suite (zn) vers оо, 

designee par lјт zn = оо, signifiait, сотте d'habitude, que lјт 1 zn 1 = + ОО. 
n~+oo n~+oo 

Cette denomination et 'а designation correspondante etaient evitees dans lе cas 
reel, оп јl s'agissait, d'autre part, de lа convergence vers - оо et vers + оо. 
Dans lе texte qui suit nous allons garder les memes significations de termes et 
de symboles, еп у ajoutant Је terme cas compZexe аи sens Zarge pour designer 
lе cas оп dans (Iw) et (Ilw) w prend les valeurs de Соо , (an)nENo restant toujours 
uпе suite de nombres complexes. 

Entre autre, nous avons demontre dans [1] les tbloremes suivants: 

т h е о r е m е А (thCoreme 2 dans [1]). Dans le cas compZexe et pour 
1 

Re (w) i=-: 
2 

1 о оп а (Iw) si et seulement si 

1· аП+l w S О lт --- = -- л = pourvu que la serie (1) converge; 
п-..+оо ап w-l 

2 о оп а (lIw) si et seuZement si 

, 1· аП + 1 w-l Z ' (1) (IJw) Iт --=--л а serie converge. 
п-..+ оо ап w 

Theoreme 3 dans [1]). Dans Ze cas compZexe, роиг tout 

wEC satisfaisant а 

в (thCoreme 
1 

Re (w) =-: 
2 

(1') 

1 о la condition (I~) est necessaire е! п' est pas suffisante pour (Iw); 

20 la condition (II~) est necessaire е! п' est pas suffisante pour (IIw). 

1 
Еn particulier, s' il s' agit du cas гееl avec w = - : 

2 
3 о la condition 

converge (vers - 1) 

est suffisante pour (11/2); 

4 о Za condition 

(11') 'јт ~~"!:l=-1 (= l/~_~_)л ап +аП + 1 converge (vers -l)лlапl~О 
п-->-оо ап /2 аП + 1 + аП + 2 

est suffisante pour (1I1/Ј. 
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Quelques complements аuх resuItats du travail ... 

т h е о r е m е С (thCoreme 3 dans [l]). Dans le LaS reel: 

1 о chacune des conditions suivantes 

ап>О pour п suffisamment grand Л (1) converge avec S>O; 

ап < О pour п suffisamment grand 1\ (1) converge avec S < о ; 

! 
ап est de signe constant роuг п 

Л (1) diverge 1\ lјт ~~~ = 1 
n---?+оо аn 

suffisament grand 

est suffisante pour (1+00); 

(1'-00) 

(I~ оо) 

(I~oo) 

20 chacune des conditions 

ап > О pour п suffisamment grand 1\ (1) converge avec S < О; 
ап<О pour п suffisamment grand 1\ (1) converge avec S>O; 

(1) converge avec S = О Л lјт ~nj" Ј_ = 1 

est suffisante pour (1-00); 

30 l'inegalite 

lјт ап +! ~ 1 
"'" 

est unе condition necessaire pour (1+00)' de тете que роuг (1- оо); 

40 la condition 

(1) com'erge 1\ lјm ап + 1 = 1 

est suffisante pour (I1+ 00 ); 

50 !'egalite (н-оо) n'еН pas possible. 

с о r о 11 а i r е d е С. L' egalite 

(2) lјт ~n-±-l_ = 1 
n-++ оо аn 

11 

entrafne (1+ оо) оu (1- оо), suivant qu' il s' agit des cas оu (1) diverge оu converge 
avec anS>O pour п suffisamment grand, d'une part, ои du cas оu (1) converge 
avec ап S~O pour п suffisamment grand, d'аиtге part. L'egalite (2) et la conver
gence de (1) entrafnent (II+ оо ). 

1. Оп peut dire que lе theoreme А et lа premiere partie du theoreme В 
se rapportent а lа liaison entre 1'6galite (Iw) et lа condition (I~), de тете 
qu'entre l'egalite (IIw) et lа condition (I1~). Si I'on pose 
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cette limite dans (I~) est 1јее а w де (Iw) par lа relation 

(3) ~=_w_ (<=> w=-~-), 
w-1 ~-1 

et lа тете limite dans (II~) et w де (IIw) sont 1ies par 

(4) ~=~-1 (<=> w=_l_). 
w 1-~ 

D' а prf: s А, pour Re (w) * ~ оп а (Iw) <~ (I~) et (IIw) <с::> (I~). D' apres 1а pre 
2 

miere partie де В, ces liaisons entre (Iw) et (I~), etentre (I1w) et (II~), sont 

moins etroites pour tout w Е С satisfaisant а Re (w) = ~: еНе se reduisent pour 
2 

ces valeurs а (Iw) => (I~) et а (Ilw) => (I1~). Or, lа droite "singuliere" 

Re (w) =~ dans Је рlап des w correspond, selon (3), де тете que selon (4) 
2 

аи cercle unite поп comp1et 
I ~ I = 1 /\ ~* 1 

dans lе рЈап des ~ (voir les figures 1 et 2). D'apres chacune des re1ations 

Fig.2 

(3) et (4), les valeurs w= оо et ~= 1 sont mutuellement correspondantes. C'est 
а се cas particulier, qui п'а pas ete traite dans [1], que se rapporte l'епопсе 
suivant. 

(I~) 

т h е о r е m е 1. Dans lе cas complexe аи sens large: 

1 о lа condition 
а 

lјт --"-±l. = 1 /\ S = о pourvu que (1) converge 
n---++ оо аn 

n'est nј necessaire nј suffisante роиг 
s 

lјт --.!' = оо ; 
n...,.+"" аn 
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20 lа condition 

1јт аn + 1 = 1 t\ (1) converge 
n-++ оо аn 

п' est nј necessaire nј suffisante pour 

(Н .. ) 
R 

1јт ---'.'. = оо; 
n ..... + .. аn 

30 sous Z'lzypothese 

(5) lт(::)=О(1) (n--+ + оо), 

Ја condition (I~) est suffisante pour (1 .. ), plus precisement, pour qu'on ај! 

lim Re (Sn) = - оо V lim Re ( Sn) = + оо; 
n-)о+ оо аn 'I~+ OO аn 

4 о sous l' Izypothese 

(6) Iт (~j = О (1) (п --+ + оо), 

la condition (I~) est suffisante pour (1 .. ), plus precisement, pour qu'on ait 

lim Re (R n
) = - оо V lim Re (Rn

) = + оо; 
n--++ оо аn n~+ oo an 

13 

R е m а r q и е. Il resulte immediatement des assertions 30 et 40 du tbloreme 
precedent que dans lе cas reel (I~) entraine 

l ' Sn l' Sn lm - = - оо V lт - = + оо 

et (H~) entraine 

l' Rn l' Rn lm - = - оо V lm - = + оо, 

Cependant, cette conclusion est contenue dans le corol1aire cite du theoreme С 
(en realite, се corollaire est plus precis que cette conclusion), 

Dans lа demonstration du th60reme 1 оп va s'appuyer sur les deux 
lemmes suivants. 

L е m m е 1, Pour deux suites de nombres complexes 

(Zn)n C: No et (cn)nENo' 
la conjonction 

(7) ј
lСnl=l (nENo)t\ lim cn= lt\ zo=1 

11--++ 00 

t\ zn+1 = 1 + cnzn (n E No) 

п' entraine pas lim zn = оо . 
n --++ оо 

262



14 

(8) 

Dusan D. Adamovic 

D е m о п s t r а t i о n. Soit: 
21<. -, 

Еn = е
n (nEN); 

Dans се cas-la оп а evidemment I сп I = 1 (п Е No), lim сп = 1, et aussi: 
n~+oo 

zo=l, Zl o=I+E2 =0, Z2=I+Ез ·0=1, Zз=I+Ез , 

Z4=I+Ез +Е/=0, zs=I+E4 ·O=I, z6=I+E4 , 

Z7 = 1 + Е4 + Е42 , Z8 = 1 + Е4 + Е24 + Е/ = О, Z9 = 1 + Es ' 0= 1, 

Donc, ces suites (Zn)nENo et (Cn)nC=No satisfont а (7) et lа premiere d'elles ne 
tend pas vers оо, prenant une infinite de fois 1а valeur О (et une infinite de 
fois 1а уа1еш 1). 

(9) 

(10) 

L е m m е 2. La conjonction des conditions 

zn+l =dn+cnzn (nENo)' 

1јт сn = 1, 
n-)О+ оо 

lјт Re (dn) = у#О et Im (zn) = О (1) (п -';>- + оо) 
n---++оо 

entraine 
lјт Re(zn) = - оо V lim Re (zn) = + оо. 
n~+~ n~+oo 

Еn particulier, роиг Је !Jsuites de nombres reeJs (сn)nЕ No , (dn)nENo et (Zn)nENo Ја 
conjonctions des conditions (9), (10) et 1јт dn = у#О entraine 

n-)О+ оо 

(11) lјт zn = - оо V lјт zn = + оо. 
n-)о+оо n-7+00 

D е m о п s t r а t i о n. Considerons tout d'abord 1е cas particu1ier, оu ј1 
s'agit de trois suites de nombres ree1s. Soit у> О. L'hypothese (--, symbole 
de negation) 

--, ( lјт zn = - оо ) 
n-)о+оо 

entraine l'existence d'un point d'accumulation Z> - оо de 1а suite (zn)' 
D'apres (9), 1es vаЬuгs 

z+ky (kEN) 

sont aussi points d'accumulation, d'ou 1а conc1usion que lа suite (zn) n'est pas 
bornee de droite. Donc, ауес un р Е (О, 1) arbitrairement choisi, оп а, pour 
un noEN, 
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et par consequent 
Zno+l >уо + р 

Zno+2>Yo + уо Р + р2 

Il еп resulte 

lјт Z >-:-1L. 
nУ' , 

n-..+оо 1- р 

faisant р -+ 1- О, оп obtient 

lјт Zn?;; + ОО, c.a.d. lјт zn = + ОО. 
n-++оо n~+oo 

Soit у<о. Ecrivant (9) sous lа forme 

et appliquant le resultat precedent, оп conclut qu'on а aussi necessairement (11) 
dans се cas. 

Dans lе cas general, si l'on pose 

et l'оп egale les parties reelles des membres de (9), оп obtient 

(12) 

Etant donne que les hypotbl~ses du lетте entrainent 

lim (Yn-~nYn)= lim Уn- lim (~nYn)=y-O=y#O, lim IXn= 1, 
n---++ оо n~+ оо n-++ оо n---++ оо 

јl resulte de (12), d'apres се qui precMe, qu'on а 

c.q.f.d. 

D е m о п s t r а t i о п du theoreme 1. Il resulte de l'assertion 1 о (оu 20) 
du theoreme С que (I~) n'est pas uпе condition necessaire pour (100)' et 
l'assertion 40 du тете theoreme implique que lа condition (II~) n'est pas 
necessaire pour (1100). 

Soit (Cn)nENo uпе suite de nombres complexes qui, ауес la suite corres
pondante de nombres complexes (zn)nENo' remplit lа condition (7) sans qu'on 
ait 1im zn = оо (lетте 1; оп peut par ехетрlе definir lа suite (Сп) сотте 

n-++оо 
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dans Ја demonstration de се Јетте). Si Гоп pose 

(nEN), 

оп а: 

I аn I = 1 (nENo)' се qui entraine Ја divergence de Ја serie (1); 

Donc, dans се cas Ја condition (I~) est rempJie et Ја suite zn= Sn (nENo) п'а 
аn 

pas Ја propriete lјт zn = оо. Par suite, Ја condition (J~) n'est pas suffisante 
n~-oo 

Avec Еn (nEN) donne par (8), Ја suite (an)nENo definie сотте suit: 

1 а=2 1 Ез Е 2 
а=- а2 =-, а=- a=~ 
о 23' 1 23 33 3 33' 4 33' 

1 1::4 1:: 2 1:: 3 1 
а=- а6=- а=---±- а=--±- а9 =-, 5 43' 43 ' 7 43' 8 43' 53 

satisfait а (II~), се qu'on etablit sans difficulte. Оп а pourtant, pour Ја 
тете suite, 

R n(n+I)_l 
2 

----=0 

de maniere que (11",,) n'est pas valable. 

(nEN), 

Les assertions 3 о et 40 du theoreme resuJtent du lетте 2, etant donne 
qu'on а, аи moins рош п suffisamment grand (се qui, evidemment, n'est pas 
ипе restriction essentieIIe de Ја possibilite d'app1iquer 1е 1етте 2): 

Sn+1 = 1 +~. Sn et Rn+1 =(-1 + Rn)~. 
аn + 1 аn + 1 аn аn + 1 ail аn + 1 

1.1. C'est de 1а maniere suivante que I'on peut resumer toutes les 
assertions des theoremes А, В et 1 relatives аи cas сотр1ехе et аи cas сотрlехе 
аи sens 1arge: 

1 
Dans lе cas complexe, si Re (W):f:-: (I~) est иnе condition necessaire е! 

2 
suffisante роиг (lw) е! (П~) est иnе соndШоn necessaire е! suffisante роиг (lIw)' 
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1 
Dans le cas cO:llplexe, роиг (ои! w ауес la propriete Re (w) = -: la 

2 
condition (I~) est necessaire et п' est pas suffisante роиг (Iw)' et la condition (П~) 
est necessaire е! п' est pas suffisante роиг (lIw)' 

Dans le cas complexe аи sens large: la condition (I~) n'est nј necessaire nј 
suffisante pour (1",,), е! Ја condition (п~) п' est nј necessaire nј suffisante pour (П ",,). 

Si l'on veut donner а СЈЗ assertions-la lа [огте d'un спо псе ctablissant 
Је rapport logique entre les conditions 

lim .'l"-='=-L = ~ I\S= О pourvu que (1) converge 
n----++ оо аn 

et 

de тете qu'entre les conditio:1s 

(Y~') lјт ап +!... = ~ 1\ (1) convergc 
n~+oo аn 

et 

оп peut les formuler de lа maniere suivante: 

Theoreme 1'. 1° Pour tout ~EC"" satisfaisant а 1~1*1: (U~') est 
иnе condition necessaire е! suffisante pour (U~), е! (Y~') est иnе condition nесеЈ
saire et suffisante роиг (Y~). 

2° Pour tout ~ Е С satisfaisant а I ~ I = 1 1\ ~ * 1: Ја condition (U~') est 
necessaire est п' est pas suffisante pour (U~), et Ја condition (У ~') еЈ! necessaire 
et n'est pas suffisante pour (Y~). 

3° La condition (U/) n'est nј necessaire nј suffisante роиг (U
J
), е! Ја 

condition (У/) n'est nј necessaire nј suffisante pour (Уј ). 

Les figures 1 et 2 representent visuej]ement les enonc~s dans 1.1, 
c'est-a-dire lа variation de lа соппехјоп logique entre les condi(ons correspon
dantes dans lе рlап des w et dans сеlиј des ~: sur chacune de ces figllres, les 
hachures marquent les regions оu les conditions sont necessaires et suffi:ОЋпtеs, 

lа gr,)sse ligne l'ensemble des points оu les conditions ne sont que necessaires 
et Је petit cercle Је point оu јl п'у а ni necessite ni suffisance de conditions. 

1.2. Ajoutons аих considerations precedentes ипе remarque supplementaire 
concernant Је th60reme С (c'est-a-dire Је th60reme 4 de [1 Ј). А savoir. оп 

peut se demander, аи sujet de се tbloremc-la, si, en supposant lа constance 

2 PubIications de !'Institut Mathematique 
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18 Dusan D. Adamovic 

de signe de аn , de mеmе que toutcs les autres conditions correspondantes 
remplies, Ја condition 

Јјт аn :+- I_=I, ои јјm lln+L= ] , 
n----'?+-оо аn п--++ оо аn 

est necessaire pour (1+00)' (1-00) ои (I1+ 00 ), selon је cas. La reponse est nega
tive dans сћасип des trois cas. Plus precisement, оп а "епопсе suivant: 

Soit, dans lе cas reel, аn de signe constant pour п suffisament grand. Alors: 
(Х) si (1) diverge, la condition 

Јјт аn+I= 1 
n----++ оо аn 

п' est pas necessaire pour 

,. Sn 
Iт -- = + оо; 

n----++оо аn 

~) Јј (Ј) converge avec S = О, la condition 

Јјm !!n_± 1_ = 1 
n---++оо аn 

п' est pas necessaire pour 

Јјm Sn= - оо· , 

у) si (1) com'erge, la condition (*) n'est pas neceJsaire pour 

Јјm Rn = + оо. 

Il est aise de voir que Је contre-exemple suivant: 

(k=O, 1, ... ) 

prouve l'assertion (Х) et que Је contre-exemple: 

ртоиуе les assertions ~) et у). 

1 
а --
2k- k3 (k= 1,2,3, ... ) 

2. D'apres Ја seconde partie du tbloreme В, les egalites (џ et (Пw) 

sont possibles pour w =}; еп realite, ces assertions indiquent les classes assez 
2 

larges de suites (an)nE:No pour lesquelles оп а (11/,) оu (П,!,). Cependant, dans [1] 
оп а omIS d'ctablir Ја possibilite effective de (Iw) et de (I1w ) pour tout wEC 

1 
satisfaisant а Re (w) = -. C'est се que nous faisont maintenant par Је 

2 
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1 
Т h е о r е т е 2. Pour tout wE С satisfaisant а Re (W) = -les egalites 

2 
(Iw) е! (IIw) sont effectivement possibles; а savoir, avec tout wE С satisfaisant а 

1 
Re(w)=-: 

(13) 

(14) 

2 

1 о оп а (Iw) pour 

I 
о (п = О) 

аn = --;;1 (W w 1 )n (nEN). 

D е т о п s t r а t i о п. 1 о Soit, pour Re (w) = ~, Ја suite (an)nENo definie 
2 

par (13). Alors I-w-I= 1, de maniere que Ј'оп peut poser 
w-l 

(15) _w_=e6i аусс 6E(0,27t). 
w-l ' 

Apres Ја differentiation des membres de l'identite 

п е(n+l)6ј_l 2: ek6i = ____ _ 
k~O е 6ј_ 1 

оп obtient 

п . е(n+ 1)6ј 

2: kiek6 ,=(n+ l)i--.-
k~O е6'-1 

е(n+l)6ј_l ie 6i ____ _ 

(e 6i _l)2 

d'ou, d'apres (15), 

20 Soit maintenant, pour Re(W)=+, Ја suite (an)nENo dSfinie par (14). 

Оп peut poser 

w-J 6· 6 02) --=е', ауес Е(, 7t . 
W 

2* 
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20 Dusan D. Adamovic 

PourtE(0,21t), n=2,3, ... , опа 

n-l. 1 n-l . 1 1 enti -- 1 1 L ekt'= __ + L ekt , ___ = --+---
K~l 2 k~O 2 2 e ti -l 2 

1 enti eti + 1 1 e(n-~)и 1 t 
= --+-- --------- cotg--. 

2 2i . t 2i 2 
=--+---

2 eti-l 
sш-

2 

L'integration de 1t а 6 Е (0,2п) donne 

n-I ekei_(_l)k 1 1 Ј . 6 1 Је e(n-~)Ii L = -(п-6)-- - пslП-+--- dt 
k~1 ki 2 i 2 2i . t 

sш-

2 

(n=2,3, ... ), 

п 

d'ou 

n-l ekei i . 6 , 1 Jee(n-~)a n-I(_I)k 
Sn-l = L -=--(1t-6)-lпsш-----г-- --------dt+ L ---

k~1 k 2 2 2 . t k~1 k 
sш-

п 2 

(n=2, 3, ... ). 
11 еп resulte que 

i .6 +oo(-l)k 
S=-(1t-6)-ln sш--+ L-~ 

2 2 k~1 k 
(п = 2, 3, ... ) 

(d'apres le tbloreme de Rieman-Lebesque). Par consequent, 

+ оо ( _ l)k 1 Је) n--} ) (; 
R =S-S = L -~--- ----~dt 

п n-, k=-n k 2 . t 
sш ----

п 2 

(п = 2, 3, ... ). 

Uti1isant Је fait quc, d'apres l'assertion 40 du tbloreme В, оп а 

+ оо ( _ 1)" ( _ l)n 1 L ----"'-'----. - (п -'>- + оо); 
"~n k 2 п 

effectuant l'integration par parties et appliquant dc nouveau Је tbloreme de 
Riemann-Lebesgue, оп obtient 

(-оn 1 e(n-~)Ы 
R n =-2- -.~-[1 +0(1)]--. (--1-)-. -6-

21 n-2- sш 2-
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Ј
е (n-~) (; t 

1 е 2 cOST 
~~~-:-- ~~~~- dt 

4i (n-~) sin2_~ 
2 то 2 

=~O(1)+(-ll:(_I_- 1 ]+ 
п 2 п 1 

п-т 

~J_. _ __1 _. еnО; + о (_~) 
1 J-еОI п 

n-- -
2 

=_~~ ~_1~. enЫ+o(~) (n-7 + оо), 
1 J-е ОI п 

п-т 

d'ou 
Rn п 1 Ј 
-=---~_·~~--+o(1)--+~--=}V (n-7 + оо). 
аn 1 l-еО; J-е О; 

n-2,-

2.1. L'enonce suivant, generalisant а lа fois les assertions 3° et 4° du 
theoreme В et lе theoreme 2, nous semble vrai, bien que nous n'ayons pas 
reussi а lе demontrer: c'est pourquoi nous luј donnons јсј lа forme d'une 

Н у Р о t h е s е. 1 о Si 

схn t + оо et lјт 1, 

alors оп а роиг tout 6 Е (0,2 7t) 

схn t + о et lim 

alors роиг tout 6E(0,27t) 

+00 1 
" ekei сх "'"'~~-- еnе; сх (п -7 + оо). 
L, k 1- Oi п 
k~n е 

уојсј maintenant deux enonces simplement demontrables, mais completant 
aussi utilement les resultats de [1]. 

2.2. La proposition suivante determine, dans lе cas reel, deux classes de 
suites (an)nENo remplissant les conditions suffisantes (1') et (В') des assertions 
3° et 4° du theогеmе В, [espectivement. Ces classes-la sont bien plus larges 
que les classes dont il s'agit dans l'enonce analogue 3.4 de [1]. Dans cette 
proposition iпtегviеппепt les fonctions logarithmico-exponentielles, appelees aussi 
fonctions L (voir, par ехетрlе, Ја section 3.2 dans L2], !aquelle conticnt Ја 
definition de cette classe de fonctions reelles, de тете qu'un theoreme qui en 
etablit les proprietes fondamentales). 
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р r о р о s i t i о п 1. Soit х ~ ос (х) иnе fonction L reeZle, de!inie роиг 

х:;;,О et differente de zero роиг х suffisamment grand, et supposons que ос (х) nе 

tende pas verS иn nоmЬге гее! different de zero lorsque х -Ј> + оо et que l' оп ait 

1im ос(х+ 1) = 1. 
n--->+оо ос (х) 

Alors 

ои 

suivant que Гоn а 

1im ос (х) = О, ои Jim I ос (х) ј = + ОО. 
n---++ оо n---++ оо 

Оп deduit cette proposition immediatement des assertions 30 et 40 du 
theoreme В, tenant compte des proprietes fondamenta1es des fonctions loga
rithmico-cxponentielles ([2], theoreme 13, page 17). 

2.3. L'enonce suivant etablit ипе connection etroite entre (Jw) et (IIw); 
Ыеп sur, Ја convergence de (1) ауес S= О etant supposee. 

р r о р о s i t i о п 2. Soit [а serie (1) convergente et soit S = О. Alors роиг 

tout w Е С (с' est-a-dire роиг tout w Е С satisfaisant 

convergence de (1) n'est pas possible si Re (w» ~) 

1· Sn lm --=w 
n---++ оо аn 

si et seulement si 

1· Rn 1 lm -= -w. 
n---++ оо аn 

La conjonction (Iw) 1\ (lIw)' c'est-a-dire l'Cgalite 

(16) 

а' R 1 l е (w)<;;-, puisque а 
2 

оп а 

1 
п' est possible que роиг w = -- et роиг w = оо; роиг ces deux valeurs de w (16) 

2 . 

se realise effectivement. 
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D е т о п s t r а t i о п. Soit Ја serie (1) convergente ауес S = о. Оп а alors, 
pour п suffisamment grand, 

Sn S-Rn+ 1 _Rn+l=_Rn-аn=I __ Rn, 

d'ou lа premiere assertion. La seconde resulte immediatement de lа premiere et 
des assertions correspondantes des theoremes В et С. 

3. Cette section traite, entre autre, lа question du comportement des suites 

(17) (mEN), 

ои S~m) designe Ја т-јете iteration de lа n-ieme somme et R~m) Ја т-јете 
iteration du n-јете reste, c'est-a-dire: 

S(O) def S 
п п' 

R(O)def R 
п п' 

Le theoreme 3.1 se rapporte directement а cette question. Уојсј d'abord ип 
resultat Ьјеп plus general: 

т h е о r е т е 3. Soient 

( т)) 
иn nENo (mEN) 

des suites de nomhres complexes qui remplissent les conditions suivantes: 

(m)--I-o (m)_./-о 
иn ' , vn , 

(18) 
(т) (т) 

lјт и~+~= lјт ~n+~= 1 (mEN), 
n--++ оо и~m) n--++ оо v~") 

et soient les suites ((j~m))nENo et (,,~m))n(CNo (т (~N) definies сотmе suit: 

(О) def S ( Е N ) 
(јп п П о ' 

(т) d_ei R ( с N ) 
"п п n,= О' 

1 
Alors, dans le cas complexe е! рои, Re (w» 

2 

entraine 
т 

(19) (j~т) r-.I wm + 1 аn П U~V) v~V) (т Е N); 
n--++ оо "~ 1 
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n-7+ ос) 

entrafne 

(20) T~m) '" wm + 1 аn fi u~v) v~v) (т Е N) . 
n-7+00 '11=1 

1 
D е т о п s t r а t i о п 1 о Soit remplie lа condition (Iw) ауес Re (w) >- . 

2 
Alors оп а, d'apres lе tbloreme А, 

et 'а relation 

(21) 

lјт аn + 1 =-~
n--++оо аn w- 1 ' 

а lјеи роиг m=О (оп attribue pour m=О lа valeur 1 аи produit dans (21». 
Supposons (21) valable роиг ип т Е No fixe. Alors a~m) =F О роиг п suffisam
ment grand, d.; sorte qu'on а, d'apres (21) et (I~), 

т 

1 Т1 (v) (v) wm
+ аn + 1 иn+l Vn+l m (v) (v) 

lјт _____ v_~_l _____ = lјт аn + 1 П иn+~. _11'l+!=~_ 
n--+-ј-' оо т () () n--++ оо аn v ~ 1 u(v) v(v) w - 1 ' 

wm+lаПuVvV п п 
п п п 

"~1 

et puis 

w 

w-l 

Раг suite, appliquant lе tbloreme А, оп obtient 

d'ou 

Nous venons ainsi d'etablir, раг induction matMmatiquc, que (1".) ауес 
1 

Re(w»-· cntrainc (19). 
2 

1 
20 Soit remplie 'а condition (JIw) ауес Re (w»-·. Оп а alors, d'apres 

2 
'е theoremc А, 

(I1~) lјт а.n+ 1 =w--:J. 
n~+oo аn w 
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et lа [ation 

(22) 

а lјеи pour т = О. Supposons (22) уаlаЫе pour un т Е No [јхе. Alors ,,~т) -=1- О 

pour п suffisamment grand, de maniere que l'on а, d'apres (22) et (II~), 

et puis 

(т) 1 
lјm 2,:±-,. = w-

n---"+ оо ,,(т) w' 
п 

lјm 
n~+oo 

(т+l) (т) 
Vn+l "n+l 
(т+l) (т) 

VN "п 

w-l 

w 

Оп en conclut d'abord que lа serie 

converge, puisque [ w: 1 [< Ј. Оп etablit ensuite, en appJiquant Је theoreme А, que 

1 
Ainsi, nous avons МаЫј, par induction mathematique, que (I1w) ауес Re (w»-

2 
entraine (20). 

3.1. En posant dans lе theoreme precedent, d'abord 

и(т) = v(m) = 1 (N N п п nЕ о; тЕ ), 

et ensuite, ауес un nombre reel IX-=l-O [јхе, 

и~т)=(n+ 1)-", V~m)=IX(n+ 1)"-1 (nENo; mEN), 

оп en obtient deux cas particuliers, que nous exprimons par les deux theoremes 
suivants. Le premier, deja mentionne, se rapporte аих sommes et restes iteres, 
et lа premiere partie du second аих moyennes de Riesz iterees, dont lе cas 
special, pour IX = 1, sont les moyennes de Cesaro iterees. 

1 
Theoreme 3.1. Dans lе cas complexe et роиг Re(w»-: 

2 

n~+oo 

entrafne 
S(m) m+l 
п ,......, W аn (mEN); 

n---"+оо 
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26 Dusan D. Adamovic 

2° (IJw) (c'est-a-dire R n "-' wan) 

п-----++оо 

entraine 

R(m) "-' wm + 1 а ('-N) п п m-:= . 
п-++оо 

Th60reme 3.2. Soit, avec иn nombre reel 1)(*0 Лхе: 

(О) def S 
СРп ~ п' cP~m+])<!~_f I)((n+ 1)-" i (k+ 1)"-lcpkm); 

k~O 

6(0)def R 
п п' 

+оо 

6~m-f])def I)((n+ 1)-<> .L (k+ 1)<>-16km) 

k~n 

1 
Dans le cas complexe, pour Re (w) > -- : 

2 

10 (lw) (c'est-a-dire Sn "-' wan) 
n-----+-f- оо 

entraine 

cp~m) "-' п-т I)(nZ wm+ 1 аn (тЕ N); 
п---++ оо 

entraine 

6~m) "-' п-т I)(m wm+ 1 аn (mEN). 
П-++ оо 

R е m а r q u е s. 1. La formuJe 

est bien connue. C'est en appliquant Ја [огтиЈе sommatoire d' АЬеЈ ct en 

utiJisant Је fait que (IIw) /\ Re (w) > ~ entraine Ја convergence des suites (аn ) et (Rn) 
2 

vers z6ro а une vitesse exponentielle (th6oreme А) que J'on ргоuуе sans 
difficuJt6 la validite de la formule 

sous l' Izypotlzese (пw) /\ Re (w) > Ј_. Donc, оп peut donner аu th60reme 3.1 Ја 
2 

[огте suivante: 
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Quelques compIements аих resultats du travail ... 

1 
Dans lе cas complexe, роиг Re (w) >-: 

2 
1 о (Iw) entraine 

i (n+m-k)ak = i (n+m-k-l)Sk ,......, wm + 1 a
n 

k~O т k~O m- 1 n--->+оо 

27 

(mEN); 

(mEN). 

2. Par d'autres specifications de и~m) et V~I11), оп peut obtenir des resultats 
analogues pour plusieиrs autres procedes de sommation. 

Nous notons que c'est ипе јМе de М г. М. А s i с qui nous а ајМ а 
donner а la demonstration du tbloreme 1 ипе forme plus simple. 
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572. AN IDENTITY AND ASYMPTOTIC BEHAVIOUR 
OF SOME SEQUENCES* 

пиЈаn по Adamovic 

1. We shall first deduce the following result: 
Proposition 1. The equality 

(1) 
, п zk (11) п 1 k1 1 km- 1 1 
'" - = '" -- '" - о ОО )' - [(z + 1)km - 1] 
~ km k .L k L k ......, k k=1 "'1=1 1 k2 =1 2 km=1 т 

hoZds for еасћ compZex number z and aZZ naturaZ numbers т and по 

Proof. This equality is true for т= 1, since for аН complex z and allpositive 
integers п we have 

z z 

i zk ( 11 ) = i (11) Ј t k - 1 dt = Ј i (П) t k- 1 dt 
k=1 k k n=1 k k=1 k 

О о 

z z 

=J~[(t+ l)n-l]dt= Ј (t+1)-1 i (t+l)k- 1 dt 
t t k=l 

О О 

z 

(2) = i !(t+ 1)k- 1 dt= i (Z+1~k_1 О 
k=1 k=1 

О 

If (1) is supposed to Ье true for а fixed value of т, then, using the identity 

z 

(3) 

which is contained in (2), we obtain, for z complex and п natural, 

z z 

~ zk (П) _ ~ 1 (П) J~ k-l d _ Ј 1 п 1 (11) k d 
k~[ km+ 1 k -kL;[km k t t- ---;k~lkm k t t 

о о 

k m _ t 1 
") - [(t + 1 )km - 1] dt 
L.. k 

km=l т 

* Presented September 5, 1976 Ьу Do So МПRINОVIСо 
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150 D. D. Аdашоviс 

kY1 _1 Ј (t+ 1)km-l dt 
km =1 km t 

О 

This completes the inductive proof of our proposition. 

REMARKS. 10 Por z = -1 (1) Ьесошеs 

п (_1)k-1 (п) п 1 k1 1 km - 11 

2: km k = 2: k 2: k'" 2: k 
k= 1 k l =1 1 k l =1 2 km =1 m 

(4) (nEN, mEN), 

N denoting the set of аН n1.tural пuшЬегs; јп particular,if т = 1, 

(5) 
п ( -1)k - 1 ( П ) п 1 2: = 2: -

k= 1 k k k=1 k 
(nEN). 

Опе сап consider (4) as а foгшulа serving to "condense" the т tiшеs iterated sum оп 
its right hand side. The equality (5) is known and there are several шаппегs to ргоуе it; see, 
for ехашрlе, [4] (р. 77, ех. 13) and [3]. 

20 Putting јп (1) z = еХј and z = е- Хј, and adding and substracting the obtained equall
ties, опе gets the identities 

i (П) cos:x 
k=1 k k 

k m _
1 

2: 
"т=1 

( 
X)km kmx 

2 cos 2 cos -2--1 

k m 

(
2COS 2Х )km 

sin k m2 X i (n)SinkX= i ~ ~ ~: .. kYI _____ _ 

k=1 ,k k m k l =1 k l k 2 =1 k 2 km =1 k m 

va/id for each complex х. 

If we replace х Ьу х + п јп the previous identities, we get the identities 

[km - 21 +1 ] 

+ 2: 
km =1 

( 
X)2km_1 } (-1)km-12siпт siп(2km-l)Х-l. 

2 k m-l 

п (п sin kx п 1 " 1 1 {[kl1~_I] 
2: ( _1)k k ) --;:;;,- = 2: k 2: Т'" 2: 

k=1 \ 1.1=1 1 "2=1 2 '-т=1 

[km~l+l] 

+ 2: 
'-т =1 

(-I)km ( 2 sin -i-у km 
sin k m х 

2km 
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Ап identity and аsушрtоtiс behaviour о! sоше sequences 151 

30 The identity (3) сап Ье written јп the fоrш 

(6) (z сошрlех, п natural), 

where 

(7) In (z) = (z + 1)11-1. 

This шеапs that the sequence of functjons (7) is а particular solution of the infinite sуstеш 
(6) ot" integral equations. 

2. Our second resu1t (Proposition 2) gives the asymptotic behaviour of the 
left hand side of (1) when n---++оо. In order to prove it, we use the preceding pro
position and the following statements А and В. Statement А is а combination of 
some parts of Theorem 1 in [1] and Theorem 3 in [2]. Statement В сап Ье imme-

diately deduced from Theorem (8.4) in [5] (page 32), Ьу applying it to J(x)=Joga х 
х 

and adding а simple consideration. Both statements are foгпшlаtеd in more general 
form than it is necessary for the followwing proof, the first опе in order to point 
out more clearly its connection with the mentioned theorems in [1] and [2], and the 
second опе because this more general form could Ье of some interest Ьу itself. 

А. Let 

( ср») d ( ср») 
и n nEN аn vn nEN (pEN) 

Ье sequences о! complex numbers satisJying 

u(р) у(р) 

1· n+l l' n+l 1 
lт --= lт --= 

n~+ оо u(р) n~+oo у(р) 
п п 

(pEN) 

and let the sequences ((j'~P»)nEN (pEN) Ье deJined as Jollows: 

(nEN), 

(an)nEN being а given sequence о! complex numbers difJerent Jroiп zero Jor п suffi
cient [у large; 

1 
Then Jor Re (w»- : 

2 

(nEN; pEN). 

lјm ~~~=_w_ 
n~+oo аn w-l 

р 

implies (j'~P) I"oIWP + 1 a/l Т1 u~v) v ~v) (n---+ + оо). 
v=1 

В. Рог а#- - 1 and real, 

(nEN), 
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152 D. D. Adamovic 
---------------------- --------------

'rvlzere ср (а) does по! depend оЈ п, tlle sequence (~n (a))nEN is decrea.sing Jor п large 
enough and 

~n (а) = О co~a П) (п---'>- + оо). 

ТЬе announced determination of asymptotic behaviour is given Ьу 
Proposition 2. For еасll complex пuтЬег z and all natural numbers т, 

(п---,>-+оо), if Iz+ll>l, 
(8) 

(п -'?- + оо), if I z + 1 I ~ 1 ;\ z# О. 
/' /1 Ik-cd.. ) 

{Ј / /c:1;1 ",~ / 
I v Ј 

тоге precisely, 

(9) ~ zk ( п ) _ Iogm П [1 ( ) С] Iogm-
I П '), ( \ __ ~gl!'...::..t...ll) 

L..., - - - - og -z + +~т-;-z-J "i="' ----
k=l k m k т! (т-1)! П 

(п---'>-+оо; z complex number, mEN), wlzere С denotes Euler's constant, л (т, z) 
do not depend оЈп and tIze determination oJthe complex logarithm is such that log 1 =0. 

We point out as an interesting fact that the considered complex sequence has 
for \ z+ 1 \ ~ 1;\ Z=FO the asymptotic behaviour of а [еаl sequence, independently 
of values of z. 

W 

. z+l 
Proof. Let \ z+I\>l. Then the cDmplex number w=-- satisfies z+l= 

z 

and so I-W-I> 1, i. е. Re (w»~. In this case also 
w-l w-l 2 

(z+l)n+ l -l 

n+l П . 
----=(z+ 1)-[1 +o(1)]---,>-z+ 1 

(z+l)n-l n+l . 
(п---'>- + оо). 

П 

Непсе, using (1) and applying А with u~p)= 1, v~Р)=~(IlЕN,рЕN)апdр=m-l, 
П 

опе deduces the first asymptotic estimate in (8). 

Let 

(10) 

For this case we shall prove the estimate (9), which obviously implies the second 
asymptotic behaviour. in (8). ТЬе condition (10) implies the convergence of the 

+ оо (z + l)k 1 . ) . h h d .. series 2: --- to the sum -log [1 - (z+ 1)]= - og ( - z, Wlt t е еtегmшаtlOП 
k=l k 

chosen as аЬоуе. Непсе and in view of (1) and В, we Ьауе 

~ zk(n) .:i:: (z+l)k_l ~ 1 ~(z+l)k 2: - = L..., = - L..., -+ L..., 
k=l k k k=l k k=l k k=l k 

I ( 1 ) ] + оо (z + l)k ( 1 ) 
= -llog п + С + О -;; + k~l k + О -;; 

= - log п - [log ( - z) + С] + О ( ~ ) (п---,>- + оо). 
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An identity and asymptotic behavioнr of some sequences 153 

ThllS, (9) is true for т = 1 (\-vith л (1, z) = О). Supposing Ње validity of (9) for а fixed 
vallle of т, we оЫајп, using (1) and В, 

",,' - '" ~ '" '> • '" - [( z + 1 )k lil 
--- 1] 

п, zk (п) II 1 (k 1 !'Ј 1 km - 1 1 _} 

k::l k m + 1 k - ,-::, k lk:::' k 1 '-~' k 2 • k~l k m 

п 1 k zl ( k) 
= 2: k L [т z 

'-= 1 1= 1 

) 
(:\.<; .. -,:. 

where (C<n)nEN is а bOllnded sequence. This completes ош inductive proof. 

2.1. The first asymptotic estimate in (8) 1101ds also if т is а negative integer. 
In other words and тоге precisely, we have Ње following complementary result. 

Proposition 3. For all complex z difJerent Јгоm О and - 1 and all паtш'аl numbers т, 

i (п) k m Zkf"',.)(Zn)m (z+ lу-т 
'-=1 k 

(п-+- + оо ). 

This statement is ап immediate consequence of the following fact: 

Proposition 3'. For z complex and т and п natural 

~ (n)km zk=nz(z+l)ll-m p (z) .:- k т, п , 
k=1 

wflere Р т, п (z) are polynomials јn z о! tlle Jorm 
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154 D. О. Аdашоviс 

tlle exponents оЈ all рmџе,.Ј оЈ п contained In· the expressiol1 denotedy Ьу 
being less tlIGI1 т - 1. These polynomials satisJy the recursi~)e Jormulae 

" ... " 

(10) Р1 ,n(z) = 1; Pm+1'Il(z)=[z(n-m+ 1)+ I]Pm,n(z)+z (z+ l)Р;п,n (z) 

(nЈ and 11 natural; z complex). 

Proof. We have, for 11 natural and z complex, 

i (n)kzk=z[i (~)zk]' =z[(z+ l)n]'=nz(z+ 1)1l-1, 
k=1 k /(=0 k 

i (п) k 2 Zk = z[ i (п) kZk]' = z[nz (z + 1)11-1]' = n2 (z + 1)11-2 (nz + 1), 
k=1 k /(=1 k 

which means that the first statement and the second fvrmula (10) are trllc for т= 1, 
and a1so that the first formllla (10) holds. If we suppose the validity о!' the first 
statement for а fixed т and a1so the va1idity of the sес:шd formllla (10) for т-! 
instead of т, then,. [от п l1atural and z complex, 

i (п )km+ 1 zk = Z [i (п) km zk]' = z[nz (z + ] )n-т Рm, п (z)]', 
k=1 k k=1 k 

= nz r (п - т) (z + ] )n-m-l ZPm, п (z) + (z + l)'l-m Рm , п (z) + (z + l)'l-m Zp~, п (z)] 

=nz(z+ ly-(m+l){[Z(n-m+ 1)+ I]Рm,n (z)+z(z+ I)P:n,n(Z)}. 

This completes the inductive proof of our. proposition, since 

[z (п - т + 1) + 1] (nm -1 2 т - 1 + . . . + 1) + z (z + 1)( nm -1 zm - 1 + . . . + 1)' 

= z (п -- т + 1) nm -1 zm - 1 + Z2 (т - 1) nm -1 zm - 2 + . . . + 1 = nm zm + . . . + 1, 

where the last two app:aranc~s of " ... " denote exprcssions with powers of п 
inferior to the т-Њ, and its other appearances expressions with powers of п 
infcrior to the (т - 1)-st. 
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Pt1BLICA110NS DE L'INSl1TUT MATHEMAl1QUE 
Nouveile s"rie, tome 27 (41) 1980, рр. S-12 

ON RELATIONS BETWEEN LOCAL AND GLOBAL MONOTONY 
OF MAPPINGS OF ORDERED SETS 

Dusan D. Adaтovic 

О. Let (S, <) and (Т, <Ј) Ье odered sets (partially or totally) and let f 
Ье а тapping of S into Т. As usuaHy, we say that the тapping f is increasing 
оп S if for аН х, yES 

х-<:у ~ ј(х)<Ј(у), 

and that it is strictly increasing оп S if for х, yES 

and we accept also the corresponding definitions of decreasing and strictly decreasing 
тapping. The increasing and decreasing тappings are called тonotonic and 
strictly increasing or decreasing strictly тonotonic mappings (functions). The 
iтportance of тonotonic functions јп certain doтains јз well-known; for 
exaтple, јп the cases of real functions and real sequences. However, јп last 
decades the тore general types of such functions have Ьееп studied very тисћ; 
јп particular, after the well-known fundaтental result of А. Tarski [1] concerning 
fixed points of increasing тappings. Nuтerous papers are dedicated to various 
generalizations of this result and to other applications of increasing and decreasing 
тappings of ordered sets. 

The subject of this paper јз the question under which conditions the 
"Јосаl monotony", or the "lосаl strict тonotony", i. е. the (strict) тonotony 
оп at least опе interval containing х, for апу xES, or soтe analoguous 
property, iтplies the "global (strict) тonotony", i. е. the (strict) monotony оп 
the whole set S. In soтe siтple and faтiliar cases, as in the cases of real 
sequence and real function defined оп ап interval, this iтplication is intuitively 
evident and сап easily Ье rigorously proved; but it is iтpossible to extend this 
intuition to зоте more coтplicate cases, as it јз not difficult to show Ьу 
exaтples. Our results contained јп Theoreтs 1 - 3 and јп supplementary 
stateтents give different conditions under which а property apparently weaker 
iтplies the тonotony, resp. the strict monotony, оп the whole domain of the 
consiredred function, and establishes that апу of these c,onditions cannot Ье 
oтitted or weakened, in а definite sense, and moreover (Theorems 1 and 3) 
that а characteristic condition is also necessary for the validity of the iтplication 
јп question, аН other conditions being unchanged. We add to these general 
results а characterization of monotony and of strict тonotony of а real function 
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6 D. D. Adamovic 

defined оп ап interval (without апу other suppositions) јп terms of upper and 
lower, lef t and right derivative (Theorem 4), which we deduce from Theorem 1. 

We point out that every of Theorems 1- 3 and l' is realIy twoJold: 
патеlу, it contains two statements condensed јп опе statement; the first of them 
consists of the text and the symbols out of parentheses and јп the second опе 
the text and the symbols јп parentheses everywhere [ерlасе the corresponding 
elements out of them. We note also that, for х, yES and х«у, the set [х, у [ 
is defined Ьу 

def 
[х,у [= {t: tES;\ x<t«y}, 

and similarly the sets ] х, у], ] х, у [ and [х, у] are defined. 

1. Тће following results, as formulated, refer to (strictly) increasing 
mappings. From every of them опе сап obviously, Ьу suitable changes, obtain 
the corresponding statement concerning (strictly) decreasing Љпсбоп, and also 
the statement јп which the increasing function is retained, but otherwise the 
left and right sides change their roles. 

We start from а characterization of conditional completness of ordered 
sets, јп some sense ccmparable to the characterization of complete lattice given 
Ьу Аппе Devis јп [2] (as а supplementary result to the cited paper of Tarski). 

Theorem 1. Let us suppose that 

(1) (S, <) is а chain (totally ordered set). 

Then the condition 

(2) { 
(S, <) is conditional!y complete (tIlat is, every nonempty 
subset о! S with иррег bound has its supremum) 

is necessary and sufficient Јог the validity, wIlenever 

(3) (Т, <1) is аn ordered set 

and Ј: S -+ Т, о! (ће implication: 

(4) (У xES) {(У YES) (у«х => (3 (Е [у, х [)J(t)<J (х);\ 
(х is nо! maxS => (3yES) (х«у;\ (У (Е] х, y])f(x)<J(t»)) 

=> (<(1) 

(5) Ј increases (strictly increases) оп S. 

р r о о [. 1 о Sufficiency. Under the suppositions (1), (2) апд (3), let (4) 
Ье satisfied. Suppose that (5) is not true, ј. е. that there exist xES and yES 
such that 

х«у;\ lJ(x) <Ј(у) 
(<(1) 

(l denotting the negation). Тћеп obviously х is not the тахјтит of S. This 
and (4) јтрlу that the set 

def 
(6) Px={t:tESAx·<..tA(Y uЕ]х, t])J(x)<J(u)} 

(<(1) 
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is nonempty. Ву (1), у is ап upper bound of РХ and so, Ьу (2), there exists 

(7) z= sUPPx ' 

ОП account of (6), x«z. We have further 

(8) (У tE] х, z [)j(x)<J(t). 
(<(1) 

Jndeed, if (Е]х, z[, then, Ьу (7), there exists иЕ] (, z]nPx , which implies, 
accordingly to (6), f(x)<J(t). Jf] х, z [= е5, then we conclude, using (6), (7) 

(<(1) 
and the fact Px=l= е5, that 

(9) 

Jf ] х, z [=1= 10, Iet иЕ] х, z [. Тћеп [и, z [С] х, z [ and, Ьу (4), there exists 
(Е [и, z [ such that j(t)=<'J(z). So 

(10) (3 tE] х, z [)f(t)<J(z). 

From (8) and (10) 
ј (х) <J(z) 

(<(1) 

foIIows, which togheter with (8) implies (9) again. 
Тће proved relation (9) and the fact that у is ап upper bound of РХ 

which does not belong to РХ јmрlу z«y, and so z is not mах S. Непсе, Ьу 
(4), there is а uE:;S such that z«uЛ (У vE] z, u])j(z)<J(v). Тћеп, ас

(<(1) 
cordingly to (9), иЕРх , and .t«u, јп contradiction with (7). Тће proof of 
sufficiency is over. 

20 Necessity. Suppose that the сћајп (S, <) is not conditionally complete. 
Тћеп there exists а nonempty part И of S which is bounded from above and 
has not its supremum. Let us denote Ьу В the set of аН upper bounds of И 
and put А = S\B. Тће sets А and В are nonempty, А is without тахјтит 
and В without тјпјmит and we also have 

(У хЕА) (У уЕВ) х«у. 

Let us put T~S and 

(YX,YET)!X<IY;: х<у, if х,УЕА 
X«IY' if хЕВ and УЕА. 

or х, уЕВ, 

Н is easy to see that this defines the ordering relation <1 јп Т. 

Тћеп the mapping j:S~ Т defined Ьу j(x)=x(xES) satisfies Ље 
condition (4), with symbols « and «1 (and even а stronger condition), and 
does not insrease оп S. This completes the proof of necessity. 

It is clear that Theorem 1 contains the foHowing statement: 

Theorem 1'. Under conditions (1), (2), (3) and (4), јог every f:S~ Т, 
(5) holds. 
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Апу of conditions (1), (2) and (4) cannot Ье omitted or replaced Ьу а 
definite weaker condition, even if some other conditions are simultaneously, in 
а definite manner, strenghtened. More precisely, we have the foIJowing sup
plementary. 

р r о р о s i t i о п 1. Јп Theorem l' оnе cannot: 

10 оmи condition (1) и. е. replace I! Ьу the supposition that (S, <) is оnlу 
аn ordered set), еуеn if (3) is simultaneously replaced Ьу the соnditюn 

(11) (Т, =<1) is а chain 

and, eventually, the condition (4) Ьу the Jollowing 

(12) (V xES) (3YES) (3zES) (y-<x-<z ЛЈ strictly increases оп [у, z]); 

20 omit condition (2), еуеn if at the same time оnе requires the total 
ordering о! (Т, <1) and оnе replaces (4) Ьу (12); 

30 replace (4) Ьу the condition јn which the conjunction contained јn (4) 
is reduced to the first or to the second о! its parts, еуеn if the retained part is 
simultaneously replaced Ьу а stronger condition, namely the first оnе Ьу 

(3 YES) (у<х /\Ј stictly increases оп [у, х]). 

and the second оnе Ьу 

(3 YES) (х-<у /\Ј strictly increases оп [х, у]), 

adding simultaneously the condition (11); 

40 replace (4) Ьу 

(V х, у, zES)«(Y-<х => (3 tE[y, х[) Ј (t)-<l Ј (х»/\ (x-<z => 

~ (3 иЕ] х, z]) Ј (Х)-<1 Ј (и»). 

р r о о f. 1 о Let the set S Ье formed of the foHowed two chains: 

0-< ... -< - 3-< -2-<1-<3-< ... and .. , -< - 4-< - 2-<0-<2-< 4-< ... , 
еасЬ element different from zero of the first сЬајп being поп comparable to 
апу element >0 of the second с~ајп. Let fиrther (Т, -<1) = (Z, ~), where Z 
denotes the set or аН integers; Ј (k) = k (k ES = Z). Јп this case the conditions 
of Theorem l' with аН changes mentionned јп 10 (and also with the condition (4) 
unchanged) hold, but (5) does not hold, because 0-< -1, Ј(О)=О> -1 =Ј( -1). 

20 ТЬе assertion is proved Ьу the foIlowing example: 

1 
S= T=R\{O}, < ==<1 =~. Ј (х) = --(хЕS) 

х 

(R denotes the set of аН real numbers). 

30 ос) Reduction to the Jirst part о! the соnјиnсаоn. this part being 
strenghtened. Example: 

{ 

х, x~O 

(S, <) = (Т, <l)=(R, ~), лх)= _ ~ • х>О. 
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~) Reduction to the second part ој the conjunction, this conjunction being 
strengthened. Ехаmрlе: 

--, х<О 
{ 

1 

(S, <) = (Т, <1) = (R, ~), f(x) = х 

х, x~O. 
40 Ехаmрlе: (S, <) = (Т, <1) = (R, ~), 

О, if х is irrational or х = О, 

f(x)= 
q, if x=L, pEZ",,-{О}, qEN, the fraction Ipl/q being irredu

q 
сјЫе, and q is еуеn, 

-q, if .......................... , and q is odd. 

(We remark that this functionjhas the properties D- f(x) = D+ f(x) = + oo(xER) 
and D_f(x)=D+f(x)= - оо (xER).)-

However, there are some other and to Theorem 1 incomparabIe state
ments which also give sufficient conditions for the monotony, resp. the strict 
monotony, of the mapping j:S--+Т. First, we formulate the folowing result, 
јn which the total ordering ој (S, ~,) is not supposed. 

Т h е о r е m 2. Let the jollowing conditions Ье sati~fied: 

(13) every nonempty subset ој S bounded јгот below has а тјnјта/ element 

and 

(14) (У xES)(YYES) (у-(х => (::3 tE[y, х [)f(t)<J(x». 
(-(1) 

Then the mapping ј is increasing (stictly increasing) оп S. 

р r о о f. Let the conditions (13) and (14) Ье satisfied and suppoc;e that ј 
is not increasing (strictJy increasing) оп S. Тћеn there exist xES and yES 
such that 

(15) х-(у Л lf(x)<J(y). 
(-(1) 

For such а fixed х, Jet us denote Ьу Qx the set of аН у satisfying (15). Тће 
set Qx is bounded from below and consequently has а mјnјmаl element z. We 
ћауе x-(z; Ьу (14), there exists tE[x, z[ such that 

(16) 

We also ћауе 

(17) 

f(t)<J(z). 
(-(1) 

f(x)<J(t). 

Indeed, (17) holds if х = t; otherwise, x-(t-(z and ћеnсе f(x)<J(t), since z 
(-(1) 

is а mјnјmаl element of Qx. Ву (16) and (17), f(X)<If(Z), what contradicts 
(-(1) 
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10 D. D. Adamovic 

the supposition that z is а mјпјmаl element of QJ<' Тhis contradiction proves 
the theorem.-

Опе сап адд the following supplementary 

Р r о р о s i t i о п 2. Јп Тћеогеm 2: 

1 о condition (13) саnnо! Ье omitted, even if оnе supposes simultаnеОШ'lу the 
ЈоЈаl ordering оЈ (S, <) and (Т, <1)' and оnе replaces (14) Ьу (ће condition (12); 

20 condition (13) саnnо! Ье replaced Ьу (ће condition (2), even if оnе 
supposes simultaneously the total ordering оЈ (S, <) and (Т, <1) and оnе гер
laces (14) Ьу 

(18) (\:1 xES) (х is nо! minS => (::Ју«х) (\:1 tE[y, х[) J(t)<J(x». 
(<(1) 

This statement follows immediately from Proposition 1. 

Using the previous theorem апд adding а supplementary consideration, 
опе easily proves the 

Т h е о r е m 3. The condition 

(13') every nonempty subset оЈ S bouned Јгоm be!ow has а mјn'mum 

is necessary and sufficient Јог the validity, whenever (S, <) is а chain, оЈ the 
implication 

(18) => (5). 

Р r о о [. ТЬе sufficiency follows immediately from Theorem: 2, since (13') 
implies (13) апд јп the case when (S, <) is а сЬајп (18) implies (14). 

Јп order to prove the necessity, let us suppose that (S, <) is а сЬајп 
апд that the set CCS is Ьоuпдед from below апд has not its mјпјmum. Let 
us denote the set of аН lower bounds of С Ьу А апд let B=S",,-A. If T=S, 
апд <1 is defined as јп the second part of the proof of Theorem 1 апд 
j(x)=x(xES), then (18) holds апд (5) does not.-

А r е m а r k с о п с е r п i п g Т h е о r е m 1 а п d Т h е о r е m l' . It is 
easy to see that these theorems remain true if опе displaces јп (4) the symbol 
(<(1) оп the corresponding place under the first row. 

2. Оп the basis of Theorem 1, we shall prove the following statement 
characterizing, јп the general case, the strict increase of а real function defi
пед оп ап interval. 

Theorem 4. Let J:J-+R, where R denotes /he Је! оЈ al/ геаl numbers 
and l( CR) а nonempty interval. 

(19') 

1 о For the increase оЈ Ј оп Ј it is necessary that 

{ 

D_f(х)?;;ОЛD+f(х)?;;О оп Ј, 

excluding the requirement that D_Ла)?;;О if 
D+f(b)?;;O if b=supJEJ, 

а = infI Е Ј, and that 
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and is sufficient that 

(19) {D-f(Х)?;:-ОЛD+f(Х)?;:-О оп Ј, 
with а restriction similar (о that included јn (19'). 

ThereJore аnу о! conditions (19') and (19) ј" necessary and suJficient Jor the 
increase о! Ј оп I (and so (19') q (19)). 

where 

20 А necessary and sufficient condition Jor the strict increase о! Ј оп I is 

(19) Л (20) (or (19') Л (20)), 

(20) (У xES) (D- f(x»OV D+ лх» О), the set SCJ being dense оп Ј. 

R е m а r k 1. Опе сап formulate the corresponding similar theorem 
concerning strict decrease. AIso, јп the condition (19) of Theorem 4 опе сап 
replace D-f(x)?;:-O Л D +Лх)?;:-О Ьу D _Лх)?;:-О Л D+ лх)?;:- о. Both facts are clear 
with respect to the following proof and to the remarks at the beginning of 1. 

R е m а r k 2. Another statement containing sufficient condition, expressed 
partially Ьу unilateral upper derivative, for the increase of а real function оп 
ап interval is well-know (see, for instance, [3], рр. 354-355, Example IV). 
This condition is the conjunction of the nonnegativity of D+ Ј, or of D- Ј, оп 
the interval and the continuity of Ј оп the same iпtеrvаl. It is evident that 
this condition is essentially stronger thап the corresponding condition (19) јn 
Theorem 4. 

р r о о f о f Т h е о r е m 4. 10 It is evident that the condition (19') is 
песеssаrу for the iпсrеаsе of Ј оп 1. Let us suppose the condition (19) Ье 
satisfied. Тhеп, for each е> О, the foпсtiоп g.: I -+ R defined Ьу 

g. (х) = лх) + е х (хЕт) 
has the property 

(У хЕЈ) (D- g.(x)=D-f(х)+е>ОЛD+ g.(x)=D+f(x)+e>O). 

This implies that the fuпсtiоп g. satisfies the сопditiопs of Theorem 1', with 
symbols јп parentheses. Непсе, for each е> О, g. increases strictly оп Ј, and 
consequently we have, for fixed х, уЕЈ such that х<у, 

лх) +е х <лу) + еу (е>О). 

Making е-+ + О, опе gets Лх)~Лу) (х, уЕЈ, х<у). Therefore, the сопditiоп 
(19) is suffiсiепt. 

20 If the сопditiоп (19) Л (20) is satified, then јп the first рlасе Ј increses 
оп Ј. Further, for х, уЕЈ and х<у, there exists zE] х, у [ such that D-ј(z»О 
or D+J(z»O. Let, for instance, the first iпеquаlitу hold. Then we have, for 
а [Е]х, z[, (f(t)-f(z))ј(t-z»О, ј.е. f(t)<f(z); so we get f(x)~f(t)< 
f(z)~f(y) апd consequoJ.tly Лх)<Лу). lf D+f(z»O,we similarly obtain the 
same conclusion. So the соnjuпсtiоп (19) Л (20) iz suffiсiепt for the strict iп
crease of Ј оп Ј. It is also necessary, since (19) is already песеssаrу for the 
increase of Ј оп Ј, and if (19) is satisfied апd (20) is поt, thеп Ј increases 
оп I and there exists ап interval (<Х, ~)CJ such that 

(У хЕ(<х, ~)) D-f(х)=D_f(х)=D+f(х)=D.f(х)=О, 
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12 D. D. Adamovi~ 

which implies (for instance, Ьу 1 о and Ьу the corresponding statement concer
ning decrease of Ј оп 1; see Remark 1) лх) = const оп (О(, ~). 

Ап immediate corollary (special case) of the preceding statement is 

т h е о r е m 4'. Let the геа! Junction Ј have its derivative оп the interval 
1, understanding Ьу the existence о! the derivative at а = mјп 1 the existence о! 
Ј+' (а) and similarly Јог Ь = mах 1. (The derivative саn Ье finite ог infinite аnЈ 
the continuity о! Ј оп 1 i:, not supposed.) Then: 

1 о the condition 

(21) f' (х);;, О оп 1 

is necessary and :,uJficient Јог the increase о! Ј оп 1; 

20 Ј increases strictly оп 1 if and only if (21) 1\ (22) hold:', where 

(22) (V х ES)f' (х»О, SCI being dense оп 1.-

At the end, let us remark that јп textbooks exposing foundations of 
mathematical analysis the сопnехјоп between monotony and sign of derivative 
јэ usually established јп the form of а statement which supposes the continui
nuity of the fиnction and the existence of its derivative (finite or infinite) оп 
the considered interval. Its proof is usually based оп Lagrange's or Rol1e's 
mеап value theorem, whose proof uses Weierstrass' theorem оп extrema of а 
continuous fиnction оп а segment. Theorem 4' gives ап alternative possibility 
јп this way. Namely: Theorem 4' is more general than the usual theorem, and 
its direct proof (that is the appropiate form of the combination of the proofs 
of Theorems l' and Theorem 4) uses neither properties of continuous functions 
nor mеап value theorems, and even not the notion of continuous fиnction (it 
really uses only the conditional completness of (R, ~», and finaIly it is not 
longer than the proof of the usual theorem, taking into consideration аН 
auxiliary results preceding this second proof. 
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The aim of this paper is to show, Ьу concrete results of par

ticular or more ge,peral kind, the possibili ties of applications of 

эоте simple ide~s'concerningdeductions or proofs of inequalities. 

These ideas аЈје.: ех) coming to the conclusion about the monotonicity 

of а real fUnftion Ьу 'Фэсотроsiпg, in а эи! table manner, the expre~

sion Ьу Wh.ц;:h_it is defined in simple expressionswhose monotonicl

ty can eas.ily Ье estabilished, and deducing then some inequa1.ities 

from эо proved monotonicity, directly or Ьу using convenient trans

formations; В) deducing from the monotonicity of а real function, 

estabilishea in the described fashion, the conclusion concerning 

the sign of its deriva'tive, which then gives а пеw ine'quality; у) if 

the validity of an inequality, for disc~ete values ofparameters 

contained in it, has yet been estabiliphed Ьу эоте of the described 

or other elementary methods, the extension of its validity~ Ьу appl~ 

cation of эоте different procedure, to'the values of parameters 

forming whole inte~vals. 

'l'he starting point and ini tial inspira tion of these conside.

ration was the ~imple manner in which has been proved in [IЈ (рр •. 

353-354; or in [2ј, рр. 344-345), Ьу the firstly signed euthor,the 

strict increaseness оп [о, +00) of the function 

( i ) f(x) l+х+ ••• +хт 

1+х+ ... +xn 

with m > п, and deduced the inequalities 

(2) т+1 m-n т+l т+l т+l т-п 
n+l х <f(x)< 'п+I (О<х<I), 1:1+1 <f(x) <ri+l х (х>l) 

from it. Afterwards, О.Аси, inspired Ьу the idea of this method, 
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220 D.D.Adamovi6 and J.E.Pe~ari6 

arrived 1n [3Ј to вате more genera1 resu1ts, Ьу considerations in

cluding the momenta o)and в). Our considerations in this paper 

pro10ng in воте sense the mentioned paper of D.Acu. They а1во in

clude the momentum у), and the results which we got contain, ав 

.pecia1 саеее, а11 resu1ts of D.Acu, and а1во severa1 other parti

cu1ar inequa1ities. 

1. Let the funct10ns Р and О Ье def1ned оп [о, +00) Ьу 
"" 

(3) Р(х) "" О(х) = 

wher,: О о: (10<01 < ••• Ч"р' 
........ ,р) a·nd Ь1 (1":0,· ••• ,q) 

ао> О, ар> о, .bq > о. 

о = в < ••• <в; p,qeN; and а 1 (1=0, .•. 
о q 

are nonnegat1ve coeffic1ents such that 

а +k 

fj(:LO, +00) .... [о, +00), 
= Р(х)+х Р ,а(х) 

Р(х) 

where k ј $. 

::1iЈЩREМ 1. 
lncreasJ.t\tJ.on [о, 
оп ;(O~ +~) .. ' ." '.\ ;' 

1$ +k 
'х q Р(Х)+О(Х) 

gk(x) "" в +k 
х q Р(х) 

For every k ~ о, the funot10n f k 1в str1ct1y 

~oo) a~ the function g~ 1В str1ct1y decreasing 

1 + xk о(х) 
-а 

х рр(х) 

x k Р (х) 
"" 1 + --~--.~._-----

Р о -(1 
Еах i р 

1-0 1 

(х>о) , 
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Saтe 1nequa11t1es obta1ned Ьу elemetary methods 221 

the funct10n f k 1в str1ctly 1no~as1ng оП (О, +00), and, Ьу reason 

of continu1ty, оп [о, +00), too. Further, from 

-13 
х qQ(x) 

= 1+ 
x k р(х) 

р 13 -В 
1 + ( Е Ь1х 1 q)/(xkp{x», ХЕ;(О,+оо), 

1=0 

follows that the function gk decreases str1ctly оп (о, +(0). 

COROLLARY 1. For evElry k ~ О, we have 

(4) 
Q(1) (1 +13 +k k Q(1) 

1 + ---- х р q < fk(x) < 1 + х 
Р(l) Р(l)' 

НХЕ(О,l), 

and 1f х > 1, the reverse 1nequa11 t1es hold. 

PROOl". Ву Theorem 1, we have 

(5) 

and the reverse 1nequa11t1es for х>l. Taking 1nto account that, 

for еасћ k ~ О, 

-(1 ":13 -k 
go(x) = (fk(x)-l)x р q 

(х> О) , 

we obta1n (4) from .5) fb:t ХЕ.{О, 1),_ and for х>1 we get (4) with 

~everse 1nequalit1es from:the rever.e 1nequa11t1es 1n (5). 

REМARКS. 10 The second 1nequa11cy in (4) 1s obv10usly more 

precise than the inequh11ty 

( 4"') ХЕ.(О,l), 

which directly. follows from Tbeo~ 1. 'rhe эате 1э true for the 

reverse second 1nequa11ty (4) w1th rеьресt to the reverse 1nequa

l1ty in (4"'). 

20 Let ив a1so remark that the special саэе of Corollary 1 
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when Р and Q are polynomia1s of degree р and q, respective1y, repre-

8ent8 а genera1ization and more precise form of the corresponding 

result in [3]. 

~. Now, let 

CI +k 
Н(х) = Р(х) + х р О(Х), т = а +Е! +k, 

р q 

the expressions Р and Q being given Ьу (3). 

If the identities 

а Bq 
Р(х) = х р Р(I/х), О(Х) = х О(I/Х), Н(х) 

h01d, then for еасЬ k ~O the equality 

(6) 
ОО) т-а 

f k (х) > (1 + P1I'f) х р, х ~( О , 1) , 

is valid and a1so the reversed inequa1ity for х>l. 

Indeed, as ",е have in this case 

а -т 

gk(x) = х р fk(x), 

хт Н О/х) 

(6) and the reverse inequa1i~for х>1 fo110w from the inequa1ities 

(Theorem 1) 

т m+n-l Especia11~, for k=I., Р(х) = l+х+ •.• +х , О(х) = l+х+ ••• +х , 

",е get(2). 8ut app1ying corol1,ary 1 ",е obtain the fol1owing more 

precise form of (2). 

(7 ) ~ xm- n 1 + хт т-п ' т-п т+l 
n+l < n+r<.f(xH 1 + х n+l ~n+l ' хе(О,I), 

(8) 11\+1. < 1'+ х m-n+n1, '<f (х) < min{ 1 + хт т-п т+l хт-Ј}} 
n+l n+т ' n+r ' х>l, 

wbere f 18 def1ned.by (l)with т> n. 
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We only have to prove the f1rst 1nequa11ty 1n (7), that 1s 

that 

А(Х) Хт т-п т+1 т-п 
1 + n+1 - n+1 Х > о, x€.(0,1) . 

Because of 

е'(х) =~xm-n-1(mxm_ (т+1» < О, Х6(0,1), 
n+1 

1f follows €I(x) > ео) = О, хе(О, 1), q.e.d. 

~. The follow1ng cons1derat10ns are natural genera,11zat10n 

of the cons1derat10ns and results in 1. 

Let h: [о, +(0) .... R and so, ... ,Sq:[o, +(0) .... [о, +(0) Ье 

increas1ng and ао, ••• ,ар: [о, +(0) .... [о, +(0) decreasing functions, 

at least one of the functions s1 (i=1, ... ,p) and at least one of 

the funct10ns а ! (1=0, ... ,q) ta~ing оп (о, +(0) positive values 

only, and let o~ ао < ••• < ар, o~ Во < ••• < Bq and k~O. Let the 

function Фk Ье def1ned оп (О, +(0) (or оп [о, +(0) if, especially, 

ао = О and ао(О) > о) Ьу 

р а ! а +k q 8 ! 
h(x) I: ai(x)x + Х Р I: s1(x)x 

(9) Фk (Х) 
1=0 i=o 

Р а ! 
I: а! (Х) Х 

i=o 

THEOREМ 2. The function Фk defined Ьу (9) 15 5trictly 1n

creas1ng оп (О, +00) (or оп [о, +(0) 1f Фk i9 defined and right 

continuous at Х = О). 

PRQQf,. For every Х е.( о , +(0), we have 

k q В ! 
Х I: si(x)x 

i=o 
ф k (х) == h (х) + -p-=--"---a-i---a-" 

I: ai(x)x р 
1=0 

297



22'. D.D .. Adaaџovi6 and Ј .E.Pe~ari6 

wberefrom the a88ert10n immediately follow8. 

COROLLARY 2. Under the hypotheses of.Theorem 2, for ХЕ(О,l) 

the 1nequa11t1es 

q 

(10) 

Е S1 (1) 

Фk (Х) <Ь (Х) + x k (h(I)-h(x) + 1=0 ) , 
Р 
Е а 1 (1) 

1=0 

q 

(Н ) 

Е 81 О) 
Фk(Х)<h(l) + 1=0 

< Фk( .! 
р Х 

Е а 1 (1) 
1=0 

hold, and for х>1 the reverse 1nequa11t1e8 are tL·ue. 

For ХЕ(О,l) the 1nequa11ty 

q q 

(12) 

Е 81 {l) Е s1 (1) 
1=0 ___ ) < h ( 1 ) + _1_=....;.0 __ 

~ a~{l) ~ (1) 
t.. .. .. а1 

1=0 1=0 

1а а180 true. 

~. We Ьауе, Ьу Theorem 2, 

фо(Х)< фо(I), хе(0,1), 

Atnd' thls":implie8 (10), ЬеСёЩ8е ,of 

' .. ВOtb lnequalltle8 (11) folow· lmmed1ately from Theorem 2. тце' 1.1).е.-
! 

qu.l1ty (12), wrltten ln the form 

q 
Е 81(1) 

1=0 
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1f for ХЕ.(0,1) equ1valent to 
q 
1: 81(1) 

h(x)-h(1) (~O)< .;;1;...;..;;0 __ _ 

1: а1 (1) 
1=0 

wh1ch 18 obv10u81y true 1f x~(0,1). 

4. Ву Theorem 2, the funet10n ~:(O, +00)+ R 18 8tr1ctly 1n-
= 

creas1ng оп (О, +00) 1f 

(9 ') СР(х) x~(O,+oo) , 

п m 
where a1~0 (1=0,1, ••• ,т, т>О), 1: а 1 >0, Е а1>0, and the fun-

1=0 1=n+1 

ct10n h: (0,+00)+ R and 8:(0,+00)+ (0,+00) are 1ncreas1ng оп (0,+00). 

APPLlCATION. We now suppose that the func~10~a h and 8 are, 

1n add1t10n, d1fferent1able оп (0,+00). Then we have ~'(x)~O, х>О, 

wh1ch imp11es the follow1ng inequa11ty 

(13) 

For 

(14 ) 

h' (х) ( 

+ S (х) 

~ в(х) 

п 

1: 
1"0 

m 
1: 

1-n+1 

п 

а 1 2 m а 1 
а х ) + в' (х) Е а х 

i 1=n+1 1 

(11-1 п а 1 
а1а1х 1: а1х 

1=0 

m а1- 1 а1 
I ~1a1X 1: а1Х , ~>O, 

1=0 1-n+1 

h(x) !! 1, е(х) !! 1 (13) becanes 

а 

а х 1 
1 
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,,i\ " 

Acld1ltq 

(15) 

, 1; D.D.Adamov16 and J.E.Peaar16 

п 

t 
1=0 

о 

а Х 1 tO'both s1des of (14), we get 
1 

m 
'1'his 1nequa11ty obv10us1y h01ds w1thout suppos1t10ns t а1>0, 

1=0 

п 

t а 1>0. For 01 == 1 (1,==0,1, ••• ,m) 1t reduces to the correspon-
1-m+l 

d1ng re8ult 1n [з]. 

We а1во remark that after the subst1tut10n 

(1=1, ••• ,m), 

where Р1 and Х1 (1=1, ••• ,т) I!re nonnegat1ve numbers., the numbers Х1 

form1ng an increas1ng sequence, (15) Ьесоmев 

п m 
(16) 1: Р1Х1 1: Р1 

1=1 1=1 
(m>n) • 

п 

If, 1n add1t10n, t Р1> О, w~obta1n the known 1nequa11ty 
1=1 

п m 
t Р1Х1 " 1: Р1Х1 

1-1 ~ ..;;1,:::=.;;;;1 __ _ 
п m 

1=Е 1Р1 Е.. Р1 
1=.1. 

> (m>n, Р1 =Ој 
п 

1==1, ••• ,m, t Р1>О' 
1=1 

(О ~ Х 
1 

< 
== 

"е remark'here that one can еа811у prove (15) starting from 

(16). If .11 number8 Р1 1n (16) are pos1t1ve, then (16) w1th 

. ,,,,1Ц;1С~,,11\equalЈ,t.у 18 va11cl-. '1'Ь1а means t.hat. (15) Ьесоmев а str1ct 

:J~~iity,:1f ' 
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FURTHER REМARKS 

з0 Generally, according to the fact that the function ~ 1n

creases str1ctly оп (0,+00), the inequality (13), i.e. the in~ua-
> -

lity " (х) = О (х>О), under воте aditional conditions, is reallya 

str1ct inequality except for а finite number of values of х, or е

ven for each х>о. ТЫв is, for instance, the саве of the 1nequa11ty 

(15) under the condition (15'), which we just estabilished оп the 

basis of the connection between the inequalities (15) and (16). 

40 Theorem 2, which is а generalization of Theorem 1, also 

can Ье generalized, for example, replacing in the express10n (9) 

for the function Фk the powers ха! and х в! Ьу the funct10ns ui(x) 

and Vi(X) respectively such that the functions ui/un are str1ctly 

decreasing and the functions v i stricly increasing. Thus и! can 

Ье the functions л~ and v i the functions ~~, where positive numbers 

~! and Л i form two strictly increasing sequences. 

(17 ) 

~. The function f defined Ьу (1) can Ье given Ьу 

1 т+1 
f(x) = ~-- (О<х ; 1), f(1) = ~:~ • 

1_xn+1 

This enables usto generalize the results (2) in another direction, 

extending it to the саве when т and п are arbitrary real numbers 

greater than -1. 

We shall prove the follow1ng 

THEOREМ 3. Let the real numbers т and п Ье d1fferent fram -1 

and let m>n. If 

(т > -1Л п >-1) v (т < -1Лц_~ -1) , 

then the function f is strictly increas1ng and (2) is true. If 

т>-1Лn<-1, 

then the -funct10n f 1в str1cUydecreas:i.ng аnd (2) ,-v:i.th reversei.: 

1nequ&lit1es holds. 
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• 
PROOF. Applying Cauchy's mean value theorem to the interval 

[јС,l] (O<x<l), or to [1,х] (х>1), we get 

(18) 

Let 

f(xl = 1_xm+1 = (т+1);т т+l (т-п, w1th (е(х,1), or 
1_xn+1 (n+l)(n = n+1 

(&(1,х), respect1vely. 

(т > -1 Л п > -1) v (т < -ll\n < -1), 1. е. т+1 
n+l> о. 

Then we deduce from (18) 

~:~ хт-п < f (х) < ~:~ lm-n, О < х < 1, 

and 

т+1 lm-n < f (х) < ~! хт-п n+r n+l' х> 1, 

which meana that 1n thLs саве (2) holds. 

If 

т> -iлn< -1, 1.е. 
т+1 
n+1 < О, 

ме sim11arly obtain (2) with 'reverse inequalities • 

. ла we have 

,ve:cQnclude caailYi Qn theoa.is ох the"previous rеsџlt, that 

f"(x»O (х>О) 1f (т>-!Ап>-1)v(т<-!Лп<-I), 

f"(x)<O ~X>O) 1fт>-lЛп<-1, 

ЈаМ .. ~ .... ert.iotlllconcerning monot.onicity of f are proved, too. 

Let. U8 remark t.ha t 

'ff.) .. lt~+l.,.;. l"':ln+~+,~"H"'xM+l • l+xn+1 l_xm- n (О<х"1). 
l_xn+1 1_Xn+1 1~xn+1 
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This епаЫев ив to obtain,applying Theorem 5 to the factor 

l_xm- n 
=-~n~+71 ' the following more precise form о! (2) (and also о! (7) 
l-x 

and (8»: 

COROLLARY з. Let т and п Ье real numbers such that т>п and 

т,п :f 1. 

10 If 

т>2п+1 Л п> -1, 

then for хе;(0,1) 

(20) 1 + Хт-п!!!.=!! < f (х) п+1 т-п 
п+1 < 1 + х п+1' 

holds, апд for х>1 the reverse inequalities are true. 

(т<2п+1Лп > -1)Vn < -1, 

then the inequalities (20) hold for х>1, апд for ХЕ(0,1) the rever

se inequalities are true. 

PROOF. 10 Let т>2п+1Лп>-1. In this case т-п-1>п>-1. The

refore, applying Theorem З with М = т-п-1 апо. N = п instead о! т 

апд п respectively, we get for хе(0,1) 

(21) 
М+1 M-N 1_хМ+ 1 

. N+1 х < N+1 
l-x 

i.e. 

т-п т-2п-1 1_хт-п т-п 
--1 х < <n+т' п+ 1_хП+1 

( 22) 

апд further, using (19), the inequ~lity (20). For х>1 the reverse 

inequalities in (21) апд (22) hold, and consequently in (20), too. 

т < 2 п+ 1 Л п > -1. 

In this case, for М = п and N = т-п-1, we have М> N > -1, andso (21) 
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holds again if xQ(O,1). Hence we obtain now for хе(О,1) 

n+1 -m+2n+1 -- х 
т-п 

1_xn+1 
< ----

1_xm- n 
n+1 

< --
т-п 

which implies (22) with reverse inequalities. Combining this re

sult with (19), one oЬtains (20) with reverse inequalities. For 

х>1 one obtains, clearly, the inequalities (20). 

Finally, if. п < -1, then we have for М = m-n-1 and N = п 

М>-1ЛN<-1, 

wh1ch imp11es, for x€(0,1), the reverse 1nequalities in (21) and 

(22), and consequently in (20), too. For х>1, we obviously get the 

opposite result, i.e. the inequality (20). 
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~R!AJ. U ovom radu, koris6enjem jednostavnih ideja, usta

novljena је monotonija па skupu pozitivnih brojeva nekoliko klasa 

realnih funkc1ja. Odatle је izvedeno v1se nejednakosti za realne 

funkcije. Time ви u v1se pravaca prosireni i upotpunjeni rezultati 

ј,,7, (1Ј (str. 353-354) i [3Ј. 
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ДРАГАН ТРИФVНОВИfi 
ДVШАН АДАМОВИБ 

О ЈЕДНОЈ СВЕТОГОРСКОЈ МАТЕМАТИЧКОЈ РАСПРАВИ И 
ЊЕНОМ ПРЕВОДУ НА НАШ ЈЕЗИК 

Димитрије Туцовић (1881-1914), истакнути социјалистички и 
раднички првак у Србији на почетку 20. века, успео је да у току 
свог кратког, трагично и херојски окончаног, живота стекне и углед 

снажног, изразитог интелектуалца, и то у време које је у Србији 

било обележено необично интензивним и свестраним културним и 

интелектуалним нолетом. Овај реноме Туцовићу су оправдано до

нели његови бројни чланци и други публицистички И слични радо

ви, писани веома луцидно и садржајно, а не мање темпераментно, 

са жаром енергичног политичког борца.! Познато је, мећутим, и да 
ј е Д. Туцовић већ као сасвим млад човек, па и као ученик У жичке 

реалке, видно испољавао своје разноврсне умне способности и скло

ности. Био је, наравно, одличан ћак, али је већ као гимназијалац 

објављивао озбиљне прилоге у "Радничким новинама" (чији ће глав
ни уредник постати неколико година касније), а живо је деловао 

и у разним ученичким удружењима и групама, тзв. "дружинама", 

литерарним и другим, чији је често био покретач и предводник.2 

Син проте Јеврема Туцовића, Димитрије је био, тада и касније, 
страстан и истрајан читалац, који систематским проучавањем од

говарајуће литературе упорно настоји да, прелазећи увелико гра

нице обичних школских знања, стекне ПОТf11У'нија и подробнија оба
вештења о предметима свог дубљег интересовања. 

Овде ћемо изложити и анализирати један конкретан случај 

овакве Туцовићеве активности у шестом разреду У жичке реалке.3 

Прегледајући сва тодишта часописа HacraBHUIC, наишли смо на чла-

Сабрана дела дtUIIlLlтрuја Туцовuћа у серији Дела СРnСК:UХ соцuјалиста, 
издање "Рада", књ. 1, Београд 1975. 
О успеху ДИМИТрија Туцовића у гимназији видети рад Борћа Митро
вма, Фраzментu за бuоzрафuју Димитрија Туцовића, Димитрије Ту
Цiовић и радН:ИЧ1ки покрет Србије, Титово Ужице 1982, стр. 83-102 
и Н. Поповић, ДUАlLlтрuје Туцовић, Београд 1934. 
Школске 1898:/99. ГОДИIНе Д. Туцовић је УЧlио и завршио VI разред 
nрuвщ:не Ужичке реалке. До оснивања приватне реалке дошло је 
после затварања Ужичке реалке "због јаких социјалистичких упщаја" 
(С. Ди.1\{итријевић из напомене под 1). 
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98 ДРАГАН ТРИФVНОВИfi, ДУШАН АДАМОВИfi 

нак Нова теорија трансинскриnТних сфера.4 Реч је о преводу члан-
1<30 N ouvelle thcorie cles spheres transinscrites} чији је С\!утор "Отац 
Кипријан, светоzорски монах} nрећаUlњ'и Кнез С. Вјаземски, истра
живач", а који је у броју од 15. ·септембра 1898. године објавио па
риски научни часопис Revue geruirale des sciences pures et appli
ljllees.5 у Фуоноти У вези с насловом текста уредништво Наставншса 
дало ј,е следеће обавештење: "Ову НОВIШУ послао нам је Дим. Ј. 
'Iуцовић, ученик VI раз. У жичке Реалке. По препоруци својега на
,ставника математике он је превео овај -Lшанак из Revue generale des 
sciences".6 

би с-е ,могло Сl\йiтраfи'д~<:\If~Љ~аfуvРЛiУ~~2ђИ~Qта и дела Р;имитри
продукцији, била - бар унеколико и бар' у једном периоду његовог 
гимназијског школовања - предмет пажње и интересовања младог 
Туцовића. Заслуга за бућење и такво усмеравање овог његовог ин
тересовања припада, свакако, и његовом тадашњем професору ма

тематике.? 

у сваком случају, из чињенице што је професор математике 

баш Туцовићу, а не неком другом од својих ћака, предложио и по~ 
верио превоћење овог математичког рада, објављеног у угледном 
француском часопису, скоро са сигурношћу може се извести закљу
чак да је он имао високо мишљење о озбиљности Туцовићевог ин
тересовања за математику и његовим одговарајућим предзнањ:има, 
као и да Је сматрао сасвим солидним његово познавање францу

ског језика.8 

Наставник, лист Професорског друштва, Београд, година 1899, 3-4. 
свеска, март и април, књ}гга Х, власник Професорско друштво, одго
ворни уредник проефоор Раюю Петровић. 

Revue generale des sciences рlџеs et appliquees, 9 (1898), 17, !рр. 665-
-666. Захваљујемо поч. Лазару Трифуновићу (1929-1983) К!оји нам је 
из Париза послао фотокопију чланка оца Киприј ана. 

Наставншс 10 (1899), стр. 153. 
Нисмо успели прецизно утврдити име професора математике Vжичке 
реалке који је саветовао младом Димитриј у Туцовићу да преведе рад 
оца Кипријана и објави та у Наставнику. Према Ше:vШПlзмuма Србије 
за 1895-1899. юд:ину, установили смо да су у Ужичкој реалци мате
матику и нацртну геометрију предавали професори Јован Дравић и 
Атанасије Савић. Од ове двојице професора, један је имао жељу да 
Туцовића "вине у свет математике". За Туцовићевог професора мате
матике веома је зна'-liајан податак да је при крају прошлог века 
"у далеК!ом Vж}щу" добијао и читао страни чаоопис Revue generale 
des sciences pures et appliquees! 

8.. Према ШемаПlЗЈ'vlима Србије за 1895~1899. -годину, УСТЩ::Iовили с:м:о да 
је у Vжичкој реалци француОКkI језик предавао профеоорУрош 
Кубуровић. Поред француоког, млади' Туцовић је добро познавао и 
немачки језик.· "ПОД ут}щајем Радована Драг.овића, који му је_~лао 
литературу, д. Туцовић је савладао немаЧЮI језик. у пе110М разреду 
гимназије 1897/98. он је :вreћ толико знаlO немачки да је читао без 
речнпка ... " (С. Димитријевић: наведено IЮД 1). 
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Самом раду оца Кипријана претходио је 'краћи уводни текст 
уредника француског часописа Л~'ја Оливјеа (LOllis Olivier). У њему 
је поменута недавна посета Свет.ој Гори, и тюсебно "РУСКОМ ман а
'стиру РОGИКОНУ" ,9 групе од 350 туриста, чију је еКЈскурзију иначе 
организовао ca..\ll часопис, ка.о и пријатно 'изненаћење ОВИХ посети

лаца Росикона кад iИХ је тамО' дочека.о "монах који пе.рфектн.о г.о
вари фраН!цуоки" и који је отпрве деловао као човек високе кул
TYipe, науЧlНИК и личност "жедна идеала". Даље се, у овом KlpaTKIOM 
али ардачно, топло написаном 'уводу, каже да је то заиста био ве

лики научН!И!К, пре м:онаштва славни истраживач, .који је сада, као 

скроман монах, избегавао да ту своју прошлост макар помене; нај

зад се саО'tIштава да је он, тадашњи отац Кипријан а раније кнез 

Вјазнемски, ЈИ!звесно вгеме после тога Ревији УПУТИО' "један заним
љив рад из геомеТРИlје", коЈи она објављује без измена, "желећи 
да мисли ;руског научника остави сву њену особеност, и начину на 

'Iюји је он њу сам изразио, ову његову арому".10 

ПриметимО' да сама чињеница аваюве ТУ.р1истичке екокурзије ба
ца занимљиву светлост на ВlpeMe - КlPalj 19. века - у коме ое до

годила: није баш феноменО'ргаНiизованог масовнО'г туризма, у овим 
његовим ;видовима, ИСКЉУЧИВО' овО'Јствен нашем добу, OBffi\lI послед

њим деценијама; и ОКОРО ,Пре сто година извоћене су туристичке 
шетње заиста ИМIПозантне маоО'внос'Ги, )и тО' специјализованог, истра

живачк:ог типа, у организацији једног Iнаучно-г часописа, ШТО ни да
нас није сувише чест дагњћај! Сама Revue generale des sciences била 
је у то време светски угледан часО'пис, добрим делО'м информатив

но-популаризаторског карактера, али и са прилО'зима озбиљних науч

них претензија. 

Рад оца Кипријана односи се на правилне полиедре и~а њих 
увО'ди и проучава тзв. трансинскриптне (у Туцовићевом превО'ду 

"крозуписане", могло би се рећи и "надуписане") сфере, тј. сфере 
које додирују све ивице тих полиедара. Ово би била трећа врста 
сфера које се доводе у везу с правилним полиедрима, поред опште

познатих уписаних и описаних сфера. Пошто је на једноставан 
начин установио постојање једне и самО' једне овакве сфере' за 
сваки правилни полиедар и дао формулу која изражава њен полу

пречник помоћу полупречника описане сфере и дужине ивице поли

едра, аутор наводи низ особина трансинскриптних сфера и чињеница 

Руоки манастир Росикон (Стари Русик) у Светој Гори саграћен је 
у 12. век:у и налази се на поља часа 'Од обале у унутрашљости К!ОП!IIa. 
" ... у њему је ДОТаЈД3IЊИ юнез хумски Растко, син Немањин, пришю 
ризу и добио име Сава". Једно време Стари Русик је био у рукама 
срПСiКJих монаха. М,анастир је у поче11КУ 14. века 'изгорео, а заТЊ\оl 
обновљен. - Сви подаци из кљиге А. Дероко: Света Гора, Београд 
1977. 

10 Revue generale des sciences ... } наведен'О, стр. 665. 
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у вези с њима, као и још две формуле за полупречник трансин
скриптне сфере, напомињући да би се могао навести још велики 

број других особина "ових занимљивих сфера". Он, мећутим, кон
статује да је већ оно што је изложио довољно за увићање вюкне 

улоге коју те сфере могу одиграти у проучавању правилних поли

едара, благодарећи на првом месту већој једноставности наведених 

формула, веза и својстава од оних у случајевима уписаних и опи
саних сфера, што трансинскриптне сфере чини погоднијим, нарочито 

за израчунавање метричких елемената правилних полиедара. Ово 
своје тврћење отац Кипријан образлаже и конкретизује с неколико 

посебних примера. После напомене да би сфере у питању такоће 

могле играти значајну улогу у :испиТ'Иваљу двојноz nреламања и 
поларизације светлостu, отац Кипријан на крају истиче још једну 
занимљиву околност: позната ЧlИњеница да оваком метричком или 

десК'рипт:ивном својству једног правилног полиедра одговара ана
ЛОГН'О својство љему кољугованог полиедра, била би, уколико се 
не би разматрале и трансинакриптне сфере, него само уписане и 
описане, нарушена паром коцк:а-ок:таедар: док је однос дужине 
ивице коцке и tПолупречник љене уписане сфере рационалан, са 

коцком кољугован октаедар (а такоће и ниједан дlрули праВIи:лан 
полиедар) нема сличну особину - уколико се не узме у обзир 
и 11рансинскриn:тна сфера. Мећутим, управо је ивица октаедра у 
.рационалном однооу с полупречнико...\1 љегове трансинсК'риптне 

сфере, и тако се, захваљујући 'Овим сферама, уочена пра.вилност, 
симетрија у овету пр.авилних полиедара савршено заок:ругљује. 

Скоро сва тврћења и формуле оца Кипријана дате ,су без 
доказа, али директним проверавањем и ,консултовањем ЛiИтературе 

установили смо тачност ,већине н>их, а нема разлога за претпоставку 
да и 'Остале нису такве.Н Нема озбиљног разлога !ни за сумљу 
у то да је отац Кипријан сасвим са.мостално, ,сопственим мисаоЮiМ 

напором, без репродук:овања туЬих идеј а и сазнања, дошао и до 

појма трансинскриптне сфере и до свих осталих резултата и расу

ћШlвања која његов рад садржи. О овоме сведочи и особеност и 
консеквеН'гност његовог начина размишљања и специфична, лично 

11 У д. Туц'Овићевом прево.ду има неко.лико шт&vшарских грешаКа у 
отиску м.атематичких израза. Тако, у другом изразу на страни 154. 
треба да стоји 

Vз(з+Vs) 
12 

као. у 'Оригиналном тексту, а одмах заТЊ\1 

и 

V5 +1 
4 
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обојена форма његовог излагања и изражавања, што је истакао 
iИ yrредник Ревије горе наведеним 'речима. У том смислу, садржај 

овог рада оца К:ипријана могао би се смаllрати оригиналНtим допри

НОСО,\I. Ј'Лора се, мећутим, рећи да је не cal\1o до појма траноин
СКРИIIтне сфе:ре (под другим Н аэ.АiВОДЈl ,;ПОЛУОГ1исана сфера", у ен

глеској верзији "mеd-sрhеге") него и до скоро читавог његово/г 
садржаја - геомет!ријска наука до времена објављивања овог 
Кипријановог члан ка већ била дошла, превазишавши га чак у 

неким правцима. Наиме, познато је да се правилним полиедрима 
бавила већ античка грчка математика; тако 13. и 14. књига 

Еуклидових Елемената садрже неколико меl'РИЧКИХ особина ових 

полиедара, а посебно у 13. књизи описане су конструкције свих 
њих.12 Каонији ве:к:ови донели су знатно проширење и упот:пуњење 

знања о правилНlЊМ полиедрима. То нарочито важи за 18. и 19. век 
(Ојлерове опште теОРбlе13 и с њима у вези доказ да су Платонова 
тела, тих пет укупно, једини правилни полиедри). Може се сматрати 

да оу отприлике до пред К!рај 19. века откривене и све метричке 
и остале битне особине правилних Г10лиеДаЈра у обичном, тро

димензионалном простору, и Тlиме ј,е пракl'ИЧНО завршено проуча

вање тих полиедара. У ово треба, наравно, укључити и трансин
сюриптне сфере и њихове особине. Према специјалисти за ову 
област геомет:рије, кога смо к:онсултовали, није познато ко је први 
дефинисао ове сфере, али већ у уџбенику геометрије холандског 
аутора Van Swiпdеr-а (за своје време изврсној књиви), чији ј-е 
енглески превод изашао 1834. године, налази се 'Известан број 
,резултата у вези с ЊИ1\Ш. На том подручју у 19. веку истакла се 
Alisёo Scott-Boole \,кћи чувеног маТeL.l\1аТИiЧаЈра и логичара G. Boole-a). 
у њеним радовима и у каснијим радовима других геометара 

тежиште интересовања помера се ка испитивању полиедара и поли

гона у вишедимензионалним просторима. У том правцу до краја 

19. века добијен је низ занимљивих и значајних резултата. Све ово, 
мећутим, не поништава унутрашњу, субјективну - да тако ка

жемо - оригиналност и аутентичност рада оца Кипријана и онога 

што је у њему добијено. Сем тога, поменута истраживања, вршена 
у неколико претходних деценија 19. века, у време о коме је реч, 

још су добрим делом имала уско специјалистички карактер и 

статус и као таква била су ван видокруга шире научне и мате

матичке јавности. Тако се могло десити да не само математичар

-аматер какав је био отац Кипријан у нај бољем уверељу овај /свој 

рад напише и упути часопису, него и да уредник часооиса 

Revue generale des sciences Луј Оливје исти рад :црихвати и 

презентира као Нову теорију трансинск:рunТ1-lИХ сфера. 
Тек у коментару који отац Кипријан прикључује последњем 

разматрању у овом раду - оном о иначе непотпуној а тек тран-

12 Еук:лuдовu Елементи, Тринаеста књиг,а са дoдaТl"OM такозване четрна
есте и петнаесте iкњиге, превео и коментар додао Антон Билимовић, 
Српока академиј,а наука, Класични научни списи, књига XIII, Мате
матичКИ институт, кљига 13, Београд, 1957, стр. 85. 

13 Leonard EtlIer, 1707-1783. 
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синскриптним сфераыа до краја успостављеној симетрији у свету 
правилних полиедара - долази до изражаја Кипријанова тадашља 

"професија", наиме, љегова монашка, духовничка опредељеност и 

усмереност: "Ова једноставна чиљеница већ је била побудила 
радозналост многих геометара, који, не желећи да допусте да од 

Творца потиче нека неправда, поготову према неживим стварима, 

нису могли да схвате зашто је само коцка у овом повлашћена на 

рачун свог коњугованог полиедра. Било је то као неки изазов 

бачен људском духу, та несхватљива неправилност ... "14 Некима 

ће свакако ова размишљања оца Кипријана изгледати наивна, а 

могло би се поставити и питање њихове исправности и умесности 

са строго теолошког становишта (разматрање о "правди" и "не
правди" према "неживим стварима", које су заправо апстракцијС." 
као да пре припада неком религиозном сентиментализму него 

озбиљном теолошком ставу). Чини нам се, ипак, да има духовите 

инвенције у овом Кипријановом эапажању и прикљученој интер

претацији, као и елеганције у начину на који је једно и друго 

исказано. 

* 

Туцовићев превод КнпријаНОВОI' француског текста, 'К!оји 'Овде 
репродукујемо заједно и паралелно с француским оригиналом, у 

Димитрије Туцовић из ГЊ\'JiНази}сКiИХ дана; 
снимљен у Ужицу 1898. године, у време када 
5е преводио математички текст оца Кипри
јана 

14 Revue generale des sciences, .. , rНaЂeдeнo, сТр. 666. 
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великој мери је коректан 11 успео.1S , У великој већинислучајева 
Туцовић је добро схватио тачан смисао реченице и нашао му oдгo~ 
варајућу, прикладну формулацију на нашем језику. Умесно је што 
у неким случајевима није настојао да до ње доће непосредном 
заменом сваке речи нашом речи истог значења, него је (као што 

се то често у добрим преводима иоле комплекснијих, тежих текстова 
чини - и мора да чини), одступајући од буквалности" друкчијим 
речима и комбинацијама речи постизао адекватно преношење cy~ 

штине смисла - уз воћење рачуна о контексту - у наш језички 

медијум. У таквим ситуацијама, наравно, често није једнозначно 

одрећено како треба поступити, па преводилац има већу или мању 

слободу избора, избора у коме могу доћи до изражаја његови 

афинитети и преференције, особености његовог личног става. Тако, 
нека Туцовићева решења одају његову већ тадашњу опредељеност 
за "реални правац" (Светозар МаРIювић и следбеници), чији је утицај 
на омладину, нарочито средњешколску, баш у то време био у јеку: 

и кад није изричито заступао атеистичке или социјалистичке тезе, 

правац ј е веома много инсистирао на агностицизму у односу на 

"последња питања" и на реализму и социјалном утилитаризму у 

животу и литератури. Као јасна манифестација овог става, уз 

ОДУЗИlмање ве.!liИКОГ почетног слова ТВQРцу(Сгеаtенг) IИВ Киприја
новог текста, пада у ОЧIИ ОIЮЛНОСТ да је сам отац Кипријан -
"НП assoiffe d'ideal", дакле, у дословном значењу "човек' жедан 
И,.Ј:еала" (или, можда, нешто другачије али по смислу слично речено, 

"човек страсно привржен идеалу"), из уводног текста Луја Оливј~а 
у Туцовићевом преводу постао само "човек пун идеала": идеале 
реалан правац свакако прихвата и цени- поготову као корисне 

инструменте друштвеног прогреса, али да идеал као такав .. буде 
унутрашња потреба, чак предмет нечије жећи - то је за младог 

Туцовића (као и за његовог наставника, вероватно) представљало 
ипак мало претерано романтичарски и идеалистички став - He~ 

прихватљив макар и у преводилачкој репродукцији! Приметимо 
и то да је извесна непотпуност Туцовићевог тадашњег. владања 
француским језиком, заједно с недостатком искуства у превоћењу 

оваквих, сложенијих текстова, учинила да његов превод на HeKo~ 

лико места не буде адекватан. Тако му се, примера ради, скоро 

на самом почетку превода, десило да уместо коректног "Није 
уопште било потребно бити нарочито учен да би се у њему 
распознао ... "16 - напише "И ако он није био_велики свештеник, 

.0 у наведеној књ. 1 Сабраних дела Димитрија Туцовића (Београд, 
1975) објављене су Жuвотоnuсне белешке (одабрао и реДИl10ваю Сергије 
Дmштријевић, сТр. 589-671) у који.ма се наводи Туцовићев превод. 
,,први превод Д. Туцовића (аа француског језика) објављен је у 
време када је :О!Н био ученик У! разреда ужичке реалке. То је ·био 
чланак Киnријана (с. ВиЈаземски), Нова теорија траНСUНСКРUnП-lих 
сфера, "Наставник" Х, 1899, св. 3 и 4, март и а.прил, стр. 153-1:{6". 
Аутори овог рада су знатно пре ове белешке открили овај Туцов!ИћеЈЗ 
превод истражујући нашу математичку прошлост кроз ча:ОOI1Исе нашег 
19. века. . . 

16 Revue generale des sciences ... , наведено, 'стр. 665. 
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ипак се у њему могао распознати ... "17 У основи ове омашке налази 
се превићање чињенице да реч "clerc" поред значеЊа ".свештеник, 
свештењо лице" :и.ма и значење "учен", што је учинило да Туцовићу 
саСВИ.l\1 измакне прави смисао овог места. Нешто даље, млади 

Туцовић је " ... v0111ant laisser а la pensee du savant rl1sse tout son 
caractere, et а la fщ:оп dont il l'a exprimee tOl1te sa saveur"18 -
превео са " ... хотећи да О'стави у мисЈ])и руског научњика сав његов 
rкapaKTep и метод, којlИIМ је изразиО' пуну .научњост."19 У питању је 
О'чигледнО' промашај услО'вљен ТИl\Ilе што се - због почетњог дела 

sav - речи saveur, која иначе значи УIСУС (или, у ОВО'М случа}у, 
пре арома) , ПО аналогији са savant, дало значење научност. Још 
:неколике некоректнО'сТIИ у преводу знатн.о су маље и мање значајне. 
МладО'м Туцовићу, наравно, не треба замерити што је извесне не
Пlрецизности у математичким формулацијама, к:оје су у .оно време 

биле уоб:И2чајене и углавнО'м толерисане (на пример, писање "тран
СИ'НСК:РIШ1тна сфера" уместо исправнО'г "полупречник трансинскриптне 

сфере" у формулацијама О'ообина под 1 и 2), преузео од аутора
оца Кипријана не коригујући их. 

На .основу уводног Ревијиноz т ек:ста , као lИ CaM,QIГ Кипријановоr 

чланка,СИГУРНО је да се отац Кипријан математиком бавИiО као 
аматер, тако да математика није била она наука у којој се пре 

монаш11ва прославио као истраживач (explO'rateur). Није јасно која 
је то наука БАла, али веО'ма је вероватно да нису у IШтању ни 
физика или хемија, 'које је, као што се види, такоће познавао, 
негО' нека од "теренских" природних наука, као што су географија, 
теолО'гија, ботаника или зоологија, или мО'жда етнологија, јер фран
цуска реч explorateul' баш О'значава теренс:к,ог ,ИСТlраживача, НИКа'IЮ 
само кабинетског или лабораторијског. Нема сумње да он, пре 
замонашења кнез Вјаземски, потиче из високог руског племства, 

а скоро је сигурно да се у световној фази живота више или мање 
кретао у круговима тог племства. Биће да је и касније, као свето

горски калућер, сачувао нешто од манира и префињености тог 

великог света - и то у најбољем значењу речи. Тиме се може 
објаснити онај шарм личности којим је, уз савршено владање 
француским језиком и друге своје квалитете, импресионирао групу 
француских посетилаца Росикона, свакако највећим делом инте
лектуалаца. Та импресионираност и симпатија још трепере у неко

лико месеци касније писаном извештају уредника Л. Оливјеа. 
Радозналост читаоца ових текстова, наравно, побућује разлог њего

вог напуштања световног живота и каријере, а по свој прилици 

и главних научних активности, ради монашке смирености и смер

ности. Лежи ли он, као што то обична, да не кажемо банална, 
читаочева реакција одмах, аутоматски претпоставља, у неком 

17 Наставник 10 (1899), стр. 153. 

18 Revue generale des sciences ... , наведено, стр. 665. 
19 НаставНll1С 10 (1899), стр. 153. 

313



о ЈЕДНОЈ СlЗЕТОГОРСКОЈ јvlАТЕМАТИЧКОЈ РАСПРАВИ И ЊЕНОМ ПРЕВОДУ 105 
НА НАШ ЈЕЗИК 

ударцу судбине, жипотној катастрофи, тешком разочарању у некога 
или у нешто, или је у питању логичан исход постепеног сазревања 

и продубљивања истинске религиозности кнеза и научника Вјазем

ског? Наша настојања да било од Свете Горе (додуше, само преко 
неких наших монаха из Хиландара), било од Института за историју 
АНСССР добијемо било какав податак о оцу Кипријану, односно 

кнезу Вјаземском - нису досад дала никакве резултате.2О Није 
мало тужна чињеница ш'lO се за неког ко је пре мање од 90 
година био славно име у светској науци - данас, и то на местима 

где би првенствено требало да их буде, не могу наћи ни основни 

докази постојања и идентитета, а камоли неки ближи подаци о 

ЖИВОТУ и постигнућима: Si1C tПШSliJt .•. ! Не прихвата:јући коначност 
оваквог закључка, надамо се бар неким плодовима наших даљих 
покушаја у истом правцу. 

И тако, ближи аналитички увид у овај Кипријанов рад, Туцо

вићев превод тог рада и две пропратне уредничке белешке открива 

више занимљивих околности. До неких закључака долази се са 

сигурношћу на основу тих текстова, нешто се са извесном осно

ваношћу може закључити екстраполирањем поузданих чињеница, 
а Ћ'lНOГO остаје да се само, са више или мање разлога и среће, 
претпоставља, нагаћа. На тај начин, њихово испитивање, без доби

јених допунских података - засад, дајући извесне резултате, још 
више делује као подстрек: да се потпуније испита и осветли, у 
неким димензијама које досад нису биле баш у центру пажње, 
рана младост Димитрија Туцов:ића, разни аспекти интелектуалног 
формирања будућег социјалистичког лидера и идеолога; такоће, 

да се сазна више о необично занимљивој, а не мање загонетној, 

личности и животу кн~за Вјаземског, касније оца Кипријанај како 
о његовим научним активностима пре замонашења, о области којој 

су оне припадале и о карактеру и садрљ:ају достигнућа која су 

га прославила у светској научној јавности, тако и о његовом 

каснијем светогорском ЖИВОТУ, о његошп..r математичким, евентуално 

и осталим научним и уопште интелектуалним, духовним - и ду

ХОВНИЧКИМ - делатностима у то доба, на крају прошлог и почетку 
нашег века, у времену које умногоме представља судбоносну гра

ницу, прелаз измећу две различите епохе - за свет, па и за Свету 

Гору! Од посебног интереса било би, наравно, евентуално установ
љавање извесне везе и сарадље овог руског монаха и интелектуалца 

с на~ш, Србима,с нашим Хиландаром. 

Тако су се, у Наставнику од пре скоро деведесет година и 

сада, У овом нашем на:пису, два пута до сада за тренутак УК!РСТI:-rли 

путеви две јединствене личности - руског кнеза, па монаха Кипри

јана и српског социјалисте Туцовића, личности којима је, поред 

свих дубоких мећусобних разлика, било заједничко извесно зани
мање за математику, и наклоност према њој, и које су - на ВРЛО 
различите начине, свакако, али обе истински и суштински - пре 

свега биле "жедне идеала". 

20 Рецимо, ПИСМО Института за историју СССР, АН СССР од 29. јуна 
1981. са ПОТШIСОМ З3..\1еНl-Ека директора Института др В. И. Буганова. 
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CHRONIQUE ЕТ CORRESPONDANCE 

§ i. -- Matblmatiques 

~ou,'elle tllеОl,Је des spJlcl'es tl'RIlS;Шi
егНез,'- QИlIl!d, il уа quclques 171015, la Пеуие соnаиј5ј! 
З50 tоигistеs аи CVUL'Cllt TUSSC аа Rossicolt (lIlonl-A!hos), 
/е,' t'nуаgсш's f.Il!'cnt lа lгts O!/r~able SИТР1'isс а'у ~tTC 
IIc"tlCi/lis /Ю" Шl11,uillС qlli paJ'la;t рm'(аitсmщ! lс f,'ащаis, 
},,,ј11l n'ctai! be"oi11 (/'~t"L' YI'aHd ClCTC рош' di5ce,'net' еn lиi 
l'{lIS qи'иn с,<ргј! 1,','. cul!ivc, Шl assoi(ft! ct'id~al et 11» 
МIl'Й'lt, 1I1ais le рЈге eyp"iell - с'с.! аiщi СЈи'оn l'uppe!ait 
- СОС/Нlј! mоаС5!(mсn! 50и5 ce!le d':siyl1'l110n mOl1aSliqlll: 
!с пот 911'11 а гещfu c"ltb1'C )1агmј les ехр!ога!еиТ5, et 
~'abstcнait nе рт'!с!' с/е sa scicilcc dc prctlileclion, Аијощ'
'nlli, !а Пеуис ,'cf.lIit ае lui le tгеs сиriеuх !1'avIIII dc 
G,'o1/lc!ric I[И'оn I'а [јтс, Elle le раЫје SОИ5 lй ("1'те т,'те 
'}/lC lиј а tlUll1lt!C 1'(/II!еш', voula7tt la~',leT а lа pClIsce du 
.O,'aJl! ГЩ.lе !01lt son caracttre, et а la (lIfon аоn! јl Са 
c,I'J'I'im~c !cmlc 5а sаvеит. L, О, 

Ј"1),рсl!с spblre tГilп,iПSl:гitе а ип роlуЫге celle qui 
,'~I I:lпцепlе а toutes ses ilr~tcs, 
Оп ~~~j! que (ои! pol~'Ыгe ft'i!ulier possi:de ипе 

~I'ht're inscrilc е! ипе spl1erc circ6nscritf' oulre сеlа 
1.' I~tr'<ledre ross~de епсоге quatre spbl!re; exinscrile~ 
:1':15 ,lа,'апlilf!~, саг d;.шs ses сотЫе> јl п'у еn а pas), 
Л"-СНП autre ро1уЫгс ,'e~иljel' пс saurilit еп ndmcllre, 
l·u:~qU,e ses f~ce,; opposees sont toujc'llrs pilralletP.s; 
''':'':', а lа I'lаср (је и:lа, сl1о1'Јис pClI,'~Jг(' regulicr (Iе 
t;i:a",lre)' сотргј<) POS5~OP \ЈП" splierc tГ,\lIsiпsсгitе, 
'1::) [иi est СU'.ССlllri'/ие, tоисl,е tOl/lc" s.:s aJ'~ICS еn lelirs 
".iliеих (~coи!,c tUlItps ses {aces' sиivаnt des cercles qиi 
ICI/I' sont ""'СI'I!,<, 
. \Iili~:tcnant, lе Jecleur реи! cOll1prendre pourq\lCli 

Ј '" Jur~l1l' Је n~П1 de " transil1scrile " ,ронг, се нспгс 
Ое "rlleres, РUlsчuс, lout ен Нап! rnscrrles, eHes 
co"p,'nlle ро1уепге е! еп sOl'lrnt раг aulalJt de caloLtes 
'1,1"''I'i'l\1P'; QU~ lе polyi',lrc il de f"ces, 

", (',;1 [.,.јlе Ое ,1~rnoI1Lrer I'{'xi~tl'!)ce Је pal'eil1es 
',:.IIt:"C5, Еп (,[,'1, soit ив 1'01yi'OI'': l' (!е IJut\lre qutl
''''''Јие, ( S;J. Гасе е! а son аг~tе; 11 lе rayolI Је lа 
~I,lr~l'C qui lиј esL circonscriLe,l.e (гј;Ј.п;,:1е 'qui а son 
~"rllmet аи crnlre еl роиг base l'arNe cst isocele саг 
~~5 drux c6t~s 5(1nt les ra)'ons; раг sui'te, la perp~ndi-

1I1П't:,1 О,t."tRЛLI DIS вацClЗ, 1898, 

снlајге abaissee du centre sur l'ar~le tombe еп son 
milieu et est е"а1е iI la гасјпе саггее de 1а diПегепсе 
cn'tre Је саГI''; J'u гауоп eL celui de Ја ~oitie de I'ar~te 
c'csL-а-diге, ' 

еllе est donc COl1slante; la sl'blre qui Ганга роиг 
гауоп, et de plus, аllга 50П centre au cenlt'e du роl)'едге, 
SCI'a, раг COlJs~quel1t, Inl1gellte а toutes le5 nrt:les du 
роlуе,Јге еп lеиГ5 m,llellx, el еНе sera unique де се 
gel1re, c'est,-a-(Iire inMpendnnle de lа nature du polyi,
dre е! пн~те де son eSl'l'ce, саг ceux d'esp/>ce supe
гјенге РОS;;l'diшL 10\\5 ul1 поуаи соп>ехе, оп pourra 
fili50nner sur се поуаи СОШIllС оп l'а faiL sur 1е 
IJo1yMrc ordillaire, 

Ог, I'cspi'ce ,1'\IП р01У/'дге eLant 5ubordonnee а ~a 
nalure, 011 voit que Jes роlуЫге> d'espece sup~rieU! е 
auronl lе> т,'те> splJcres transinscriles que се-их dont 
ils. Мгј,'еп! (!'nr";'s 'е sуstеП1С de Cauchy, 

1.(:5 s!,lJi'res transillscriles оп! des propri€Les гетаг· 
quabIes, rnais оп, арргссјега surlout l'imРОГliшсе de 
ces n"u\'elles splr('res еп гешагqllапt que tandi$ que tes 
rayons do's .IpM,'cs ill~CI'it8 et c;1'conscI'ile па s'еЗ:РI'iтеnt 
еl1 (oncli!)n dc /'a,'{lc du pO[!I~~ire СЈие d'иnе fa~ont,,~s 
compliquce, [е тауоn (ic lа spIIe,'e lJ'ansinsc1'jte s'exp1'ima 
t,'cs silil)Jlemcnt еl1 fЙl1сtiЫI ае сеНе aT~je. Раг exeтpl~ 
J'apri's Саисћу, еп ргспап! J'a!'~Le de l'icosaedl'e ро\!; 
unite, 1е гауоп de la spblre qui lui est '1Dscrite est 
еааl а 

Vз(з+ Уо) 
12 

et celui де lа ~pЫгe circonscl ite 8. 

V5-j::V5 
2У; 

J)ans Jcs т~тe;; condilions, le rayon de la sphcre \ral1s
illscl'iLe est еаа! i1 

V5+i -,--,--; 
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011 voit сотЫеп celle expression est plus simple que 
1е5 prec';dcnles : еНе пе contient qп'tш seul га(lјсаl et 
qui se calcule rorl :liS('Ш~Пl; lе ~le!1le c'n,S ,se presenle 
cOnCernill1t le5 n.utres polypJres, SI ПС,lls J~SIi;IlUIlS раг 1 
I'incllnaison Је Јеих Љсеs аЈјi1сспtе,;, et раг ? lе 
rayon de In. sphere 1rans~nscrile, п?us ропггопs ,\t;duire 
racilement lа formule g~nerale qш sеПIlЋ роиг le cal
cul de lа 'urfilcee1 du volume Је cel1e sr11i,'re lorsque 
I'arete ,Iu polyblre esl (Ionnee е1 vice t'CI'~a чиапd c'es1 
le гауоп Је 1а Sp!t;'l'e ({иј es1 соппu, .-\ cet еП'еt, J~,j
"Ilons раг k le quuliellt Је 1(\ Jerni-circollfel'cnce, раг ;; 
Је пошЬге qlli ехргiше СОI11Ьјсп 1"5 [<Јееэ ,Ill [J<1lyi'.\!'e 
еll qucs1ion оп1 Је сМе:> et Pn'l' [. Ic Чllоliеl1t Је Ја 
m~l1lе quanti1e раг lе потЬге ехргјт(\п! comlJien јl у 
а J'ar8tes qui ab<)utissen1 IL сЈшquе sошmеt. (De sOl'lc 
que k е! L пе peuven1 ауојг que Ip.s valeurs suivantes : 
36.,45·,60·, comrtant 360· роиг Јп. сјГСОПС~I'епсе,) 

tains crislaux), ainsi que dans lа polarisatinn t!e ц 
lитјеге. 

D'apres des fогm\llез trigonometriques connues, 
'nous obtiendrons ,: 

је tегшiпегаi ce~ arlic!e еп ~ppf:lallt J'~tlenli"n ,1'1 
leeLeur sur иn fal! a.sse7. cur.eux: - с ~st qlle (;'. 
5plleres 1'';tabIi5sent la symetrie Је, роlј'Мге, cOlljl1_ 
/;Iles, d~I'ang~e раг Јеэ spIlf~reg inscriles е! ciгcollscril~ .. 
Оп ;ilit qu'iI chaque ргоргјЫе deseripti\'e оо m~tri'\1;~ 
Ј'ип polyeure геропЈ une propl'it'le ЗIlа.lо;:;и~ ,Iе 5 •• " 

COBjugue. Ог, ра1'тј tous les polyeJr~s, јl п'у а\'ај! јн,
чu'!!. present que lе cul)f~ 5,'ul qui s'ехргiшаit r"li"l1_ 
пеllешеl1t en t·onclioB (Iu гаУОIl Је sa spII~rJ jll~.гj\ ••. 
EI1'ecli\'emr:nt, аllСUП ilutre roly~dre regulier пеr"'щ 
61re ехргјте en fouclioll l'utiОl1пеllе пј du гаУОIl Ј" ~ 
spbl~r(J inscl'ite, пј de la сiГСОШСI'itе, pas nlt!me ">11 
соп,!'ugш!, l'octa.edre пе jouissait Ј'аНСLlпе pr0l'ri{\,1 
ana ogue. Се Сај! siпguliег з\'аi1 Јеја piqu'; 1а сщ'iо~il.; 
de bien des geom~lres, qui, ne voulan1 pas adlllrllre 
qu"il у ait illjus1ice de la раг1 du Crealeur,' SUI'tull~ 
,сопсегпап! lез choses iпашmееs, ne роuvаiепt сОт
prenJre pourquoi 1е cube 5е111 .. t .. it fa\'orise en cela ан!: 
depens de SOIl СОLJјщ;ш!. C'elait C()nlme un d';il jet" а 
J'esprit Ьитајп, ce1te irreguln.rile јпсопсеуаЫе ! ... 

ои bien, en eliminanl 1, nous aurons : 

а со! k 
F=2'·Vsin·k_cos· L; 

се qui veut Јјге que lе га.ј"оп Је lil spll,:re Iransinscrite 
est e~aJ а Ia. moitioi Је l'a.r~te mull.ipIiee раг le гаррог! 
Је la 'colan!?ente ,Ie k аи cosinus Је la moiti6 de Ј'iпоIi
паisоп entre les faces. Соппаissапt donc I'esp~ce е! 1а 
nalure du polyblre, оп peut lоијоог> calculcl' аisешепt 
le rayon ,l~ lа sphi~re qui lui e;t IГПllsillsсгitе, раг 5uite 

Асtuеllещепt, сеНе anomalie n'existe plus, е! Гос
taedre а геСОllчпis l'ayant;Jge que le сиЬе, зоп corljll~ 
~иe, ауај! sur lui, С;ЈГ, а. son lоиг, јl es1le 5еиl p()lyblre 
regulier qui 5'exprime ralionr.ellernent еп fonctioB .111 
гауоп de эа spllere transinscrite; son агНе est e~al\! 
au doubIe de се гауоп, tout jusle соmше сеНе Јо сиЬ" 
es1 egaJe ао ЈоиЫе Ји гауоп de за gpl!~re iпsпitе. 
, Оп реи! el1core COI1Clllre Је liI. que les spheres (га.н..

, inscrites fOn,t le penJun1, des splIi>res i~scri~es, ou, 
сотте оп d1t en Geome1r1e, leur 50П! СОIIЈuguеб. 

S:l. эогСасее! "оп voItlmt'o; ct, l,е.:iРГО'l'lеmепt, I'ar~le, 
la surrace е1 lе \'uluше Јо po1yi',lre, ој се Г:Ј.уоа est 
COIIl\\l. " 

[.а simplicile des formuIes 'IU'ОП t1·0\lVe СОШ[1агаli
уетеа! IL cel\es '1\li ~()lТе,Рt)пЈl'пt n"'Х "rlIi'I'es insc1'iLe 
е! ci1·conscriLc dоппе uu iшmепsе ii\'anlage IL I'emploi 
Је l"es ,рlн"гез sur les (\'111'es, ~l је п,, ,IIJ"I~ 1'llS que 
I,,"r cOUSi\{l'rati·)!! fil~iIiLel'a I,callcollp l'elLlde Је> 
p"ly;'Jrc. е1 sill1pliile1'n' Ьјеп Је" caIculs. Olllre cela, 
Јс> spII~res lransil\scrites оп! bea.ucoup ,lе prop,i,',L.!s 
(0[1 curieuses: 

1. [а sphere t,·ansillscl'ite аа tetrued,'e е,! mО!ЈеШlер,·о
porlion7le/[e entre les spheres qai lui sont illscrilp. et сј,·
conscrite; 

2. La sph~"e tra1lSinscrite а l'octup,ll'e est тО!ЈРnnе РГ9-
portion1lc{[e el1tre les sphel'es lгunsin,\С/'itсs аu сиЬе в! аи 
шгаtdге de т~me а,'8в: 

З. Si /'оn conslruil UlI р'1гаШliрiрi:dе reclan!)le а!'ес les , 
)'О'/ОIl> (Ic$ ~рlLi:геs 1,'allsillsC1'iles lШ lel"'II:tl,·e, й" cube е! 
а {oclu-',I,'e Је lљ'mе a/''<Ie. ооn !'OILlme -'е/'а "fl<ll lШ СllЬе 
dant Carr!te n·est 'l!(8 /а mоШе lle celle des po/ybl,'es 
COlIsi,lt!rcs: ' 

... L" diIfe,'enre епll'е lе )'ауоп 1е /а >рМ)'е I,'аnsinщ'ilе 
(Щ ,/1){/t'<.'U •. Ч,'е сl ri l'i,:osa~(ll'c Је m,:IIIС al·t!le c,~! (!lale ,i lа 
m"itie de celk 41·,'le. 

:). Si l ОП COI1."frllil нн II'iШlq{t> J{jllil ,rt ,!,'rz[ al'ec {1? Ј'О!Јl1n 
(L,: lrt '~I\hL'J'e ;IISC1'itt: а. {it'rJ~'jl'fIJ'e t't 'Јн'/Јn [иј t:i"COtl:';Cl'j,:t: I 

1111 CC/Tk, lс I'U!/UЛ ,le се cel'cle " /'а lе иг,', ,Iu l't!!/QII с/е lа 
"I,llпе Irallsin;C1'il< 11" (lo·.l"ca .. {П' ,Ic 111':1118 '1I'.;le. 

Lil dёшопslгпliоп ,Ie CI~; tЫIJI'ешl.':; n',)I1'I'e (\исипе 
dit'licllltt; е1 CII(\(I"e Б·:оm~ll'е uп reu t"Ч";l'iшепLе duns 
1·.\n(\IY5e Ics ',La.I,lira 5а.пs peillp., 

Је РОllггај; citcr еllсоге d';\Utrcs PI'01'!'i,~I,~s (Је се! 
rarit'lIses ~rbl'l'es: ll1ај,;. ,:с '1'lel'~1I ај ,Iit ""I'IН ,I",jil 
il еп Пlопtгег l'iшрогLаIlС\! е! ;i 1',\јI'С slli,i1' I~ l'!}le 
utile q!l'elI~5 sonlarprl,;,~, il jOIIl'f .Ians 1"9 I]llrslinn~ 
rle {:eom,'lrie, noli\llIl11l'nt ,1;11\-; 1,' <'а !с 11 1 llr:i "!';IJlrllls , 
11t:~ Pt)I!·~",{L·t· ... r,'~\lli"t,,,;. (\tJ, :It!! ... j 11111' .!,. ",Ii ,l,:j:', I:IIL 
\ијг, t:IIL'S fl,~1Ilpl.t"'·I\t \l\'\.1llt.\:..:' .. tl .... • :1I"l1t. k ... ~1'11;·{'t'j 
јП::;\'{'ill~ t~t ,:it·~·tlll~,:I'it,· ;'L ca'I~t.· tle [,~ ~i!llI'lit~i',: ft'!ati,',· 
,\,. Ip\ll':; t'ul'1II111.", 

J'ilj,.HI"l-'li '1'1'.,\1", j"'I"HI \111 .~:'''I' 1 1 :.(" "'1 {)I,li'I'I<' 
.!:i.lI$ 1;1 rL';ra":II'.lJl \i\lIlLJlt: ll'!l t ;I\I.'IH"llt.' ilt"~!.!u;1 P,l1' ~,:!'-

Реге Cyprien, 
J/oil1t а" .Unllt·Alhol. 

Ci-dеl'анt PI'i1lf:/~ С. ''{О i,&SCIIIZlo.y. trpl()r4t~",.. 
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Г.i1АСНИЕ 

НОВИНЕ ИЗ НАСТАВЕ И НАУКЕ 

Нова i.reoplIjn траНСПНt'Ериuтних Сфера. l ) - ))i.aA је, ире неко
..tllШО !Iесеци, lЗесuе gf:ne'}'alc clcs scienr:cs lllЈИПItellШО et~скузпју за 350 
туриста у руски Ћ1С1НС1СТИР РОСЩ(О'Н (Св. Гора), ПЈТlIИЦlI се пријатно 
lIзненадише, што пх тамо дочека један KaJlyl)ep, ""Којп rOBopallle IIОТII}ЋО 
фраНЦУСЮl. И ако он није био ВСДИБ.и свештеНlIК, ипак се у њюrу IIIО
гао распознаТlI одмах један врдо ррзвпјен дух, човек пун идеала 
и наУЧНllК. Али отац f{lшрuјаu, - тако га зваху - CKPO~IНO кријаше 
l10A оним ыонаШКШl ЗШ1ЦЮIa име, које га је учинило славним ~Iel)y lIC
lIИТlIваоцшш, II уздржаваше се да говори о СВШI знању, до Kora је дошао је-

1
) . 

ДИНО ИЗ ШШ.лоности. Данас је ~evue ПРШlшо од њега врло lIнтересант~н 
рад 1I3 Геометрије, који овде износимо. Поменути ЛИСТ донео га је . у 
истоы облику У юшвоме га је писац lIoc.-iао, хотеhи да остави у ~исли 
PYCKor научшша СаВ његов карактер 11 метод, којII1l1 је lIзраЗlIО пун}' 

HaYQHOCT" 
* • * 

трансllнскриптноы (крозуписаНОl1)сфером jeAHor полнедра ја нази
вам ону сферу, која додирује све његове ивице .. 

она се, да сваки правилан полиедар lIMa једну уписану 1I једпу 

.()ппсанУ сферу; осем тога тетраедар има још четирп YlIIIcaHe сфере 
(не впше, јер lIX нема више у њеГОВШI рогљеви:на). Сваки други пр:!
ВIIАан полиедар не може их тодико ШIaТИ, јер су њихове супротне 
стране паралелне; алп у мосто тога, сваки правилан ПОЛlIедар (ту 
спада 1I тетраедар) има једну '1'раНСI1Н~КРШIТНУ сферу, која uл!а зајед
нички центар са uолuсдро;u, додиРУЈе све његове ивuце у средини 

и сече све његове стране ао 'КруговШ!а, 'Који су и,н уuисани. 
Сада чнтад:щ може раЗУ.\lети, зашто ја овој BPCТII сфера дајея 

Ю13ИВ "траНСИНСКРШIТне", јер како су све уписане, оне секу полпедар 
и па површивн се појављује толпко сферних кадота, КОЈШI~О ПОЛllедар 
има страва. 

1) Ову новину посдао нам је Дu.~. Ј. ТУМlJић, уч:енпк УI раз. Ужич:ке 
Р еа.lll'е. По преuоруци својега настаВIшка )I:J.ТЮIатик~ он је превеu овај чданак. 
из Rel'He ge1l/?I'ale ае8 sct'ellces. Уредништво. 
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НА НАШ ЈЕЗИК 

154 l' .1 А () 11 И l~ 

.1r1l\0 је IIОI,азатн, дп. ностоје 'l'fШВО С>[·ерс. У;Иlшrо да. ЈО Р IlО
.• шеД:1Р )Iа каlШО ][1>НРОД\.', (његова страна, а њогоuа Ш3I1IЏL u. R ][0-
.1ј'I1РС'IUПК ОП1!сапс NCPt'. TpoyrrtO, чuјп је врх у цснтр'у, П. ОСПОВllца. 

шшца, P".DHol'pal, је, јер су љегово две страно lIО.lУI!РО'IПII!Ш, пре!lа 
томе, управна снуштена 11:3 центрn. на IIВIШ.)' шџ,;t у љену СРОДlIПУ и 

једпю,(1 је: квадраПIOl! Iщр8НУ ИЗ раЗ.шке квадрата IJО.lупречппковог 11 

квадрата НО.10Вl!пе IlБlЩО, Т. ј. 

она ј е A::tK.1e констаптпа; сфора, чпјu ье ОШL бнти IlО.'lУIIречник а шта, 

ВllIllе IIшthе свој ЦОl1тар у центру UОЛIIОi\ра u IIре~ш толе ДОДlJ})пваhе 

све ЈЈВlще ·IIО.шеДРОВ8 у њпховој средiшн, GJ!!le јОдlJпа овог рода Т. ј. 
независна од прпроде ПО.1lIодра па 'Ја 1. u 0,\ Њ'ОI'ОВО врсте, јер ове 

сфере Вl!ше врсто, којо шшју једну НСПУП'Iену средину, ЫОГАО би се 

раЗШlш.ъаТlI о овој среДllПll, као што је то ),'lIIњепо на llРОСТЮ! ПО.ш

еДРЮЈа. 

Но, ношто је врста IIолпедра заВllсна од његово uрироде, ВИДИ 
се, да ье I10лнедрн САоженпје врсте шштп пете траНСIШСЪ:Рllптне сфере 

као II ОНlI, ОД којих се l1:зводе по систему Cauc7ty-a. 
ТраНСllПСКРlll!тне сфере шшју ваЖЕ!IIХ ос0611па, а.Ш ье се оценити 

нарочIIТО значај ових ПОВПХ сфора UРШlоhујуЬu,како се uолуuречнuк 

ТjJ{lHCUHCh]JltUTHe сфере U3}ЈажCtва прло иросто У ф1јНЈi'Цuјu UОЛll
едрови ut3/1це, J!.()h'.,.-r,c се uолуnречmщн уuuсатuх и оuuсатuх сфера 
UЗјЈ({ж'авај.1ј у фунющјu ове и8ине са.НО НrtЧUНО.Н 1\ОЈШЛUЈ\овQ.Нlt.\!. 
На. нр. по СаПС}lУ-У, узшнајућп пвпцу lIl~оспедга за једшшцу, 1I0.'1упреч

нпк уппсано му сфере једнак је: 

v 3 (3 + У5). 
12 ' 

а полупречнпк описане сфере: 

Под IIСТШl УС.I0ВШ1tl ПО.l)'преЧНllК ТРnНСJlнскрпптне сфере једнак је: 

1/5+1. , 
4 

види се, КО.llШО је оваЈ llзра~! IIростнјп од IIРСТХОДIIЈ[Х: оп С,lДРЖН СЮIO 
један прост корен, !\.ојп се .ншо н:зра'l)'Н:lВiL; III:ТII со c.lYQaj 1I01~<lз}је, 

1;,1;1, се ТIIче дрУГИХ IIо.шедаР:l. Ако 060ЈI0ЖШIО t:a Ј угао иtlгn6а двеју. 
Сј'седнпх страна, а са е 1I0.1Уllре[IНШ~ траllСШIСI~РIIIIТllе сфере, .1ако 

l)e~lO llзвеСТII ОIlIUТУ ФОlJј1у.lУ, JLoja 11e 1l0С.1)'ЖЈ!ТII ;Ја 1I:\рачунu.В}lње 110-
BpUllIue н ;ншрешше ове сфсре, l"aAa је дата l!lJШЏL 1I0.lIIедра 11 обр-

1IУТО, l\flA ја lIозuат 1l0.1УJlре'lUlШ С·Ј·еге. У тој lJa~loIHI оGе.lежю!() CrL 

l\. KO.1ll'111l11;' 1l0.1Уl;руга са броје)l, l'О.1Нl'О (;Tpallr. JlО.lllС',\ро}{с шшју 110-
.1IноиСЫlХ страна II t.:<l L I~О.lI!'1ШШ исте КО.Ш'lllис С<.1 йројеј!, којll нс-
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ГЛАСПЏК 155 

кйзује, I~ОЛ]ШО ЈШНЩ1. ЧИНН СВ,lI\Ј( рогаљ. (Тако д;). К 11 L МОГУ JllIати 
само с.нцеЬе врсдиостн: 360~ 450, 600, рач)'најуhu I~PYl' са 3600). 

IIреш1. IJ03ННТЮI ТРllГОНО:\lСТРJlСI~ЮI ФОIВIУ.Нl1l1L1 добlIhе~IO : 

а cotK 
~=2 Ј; 

cos-
2 

- v "Нl .а. -r. l,V~ .l..J' 

• r: 
то што се xolle да каже, да је IJО..1Уllречuџк траНСННСКРIlIIтне сфере јсд-
ню~ са ПQ.lОВIlНОЛ IIВ1Iце, ЛШОЖСВО~l са ;OAHOCO::lf контангенте Б. Il КОСlI
HYC~ ПОЈ10ВIlне нагибuог угла Il}ме~у страна. Познавајуhн Д:11'.1е врсту 
и ПРИРОДУ ЈЈО,ШСДРП, 110же се YBCI;' .I1ако израчунат!! ПО.lуuреЧНllК С'l.сре, 

која 11У је траПСИНСl_РНlJтна, 110 томе њена НОВРШlIна и запрешша, 11 

обратно: може се одреДИТIl ивпца, IIоврuшна и занре1lIIIпа ПО.llџедра, кад 

је ПОЗШ1.Т !1nЛУIlРСЧПШ;. 

Простота Формула, кој е се налазе, у вези с он и:lf , које одгова

рају уrшсаНllМ и ОlIисаншu сФерама, даје ОГРЫIПУ превагу у употреби 

ОВИХ сфера пад ДРУl'ЮI<l, и ја. не cy~[њaM, да Ъе ЉИХОВО разматраље 
ОЛaItшавати "роуч~~вање r10.llпедара и УПРОСТИТll много израчунавањс. 

ОСШI тога, траВСliвскриптне сфере имају MHoro врло интереса нтнпх 

особина. Тако: 
1, ТраПСИllскрн!!тнасфера У тетраедру средња је ПРОIJорrщонала 

изм~ђу уписаних му II Оlluсанпх сфера; 

2, ТРПRСЈшскриптна сфера у октаедру средња је пропорционада 
између трачс. сфере у коцки II тетраедру исте основе; 

3, Ако се l,онструјlIше један правоуглп парале.llошrпед са полу
uреЧНИЦll:l.lа трансннскриптвих сфера у тетраелру, КОЦКII 1I октаедру 

исте ивице, његова ье заUРЮlIIна (iитп једнака са запрюIИНОМ ItОЦliе, 
'шја је 1ЈВlща ca~lO 110ловпна lIвице од ПОС1\l'lтраних полиедара; 

4, РаЗ.l1I1ка lIз:неђУ ПОЛУllреЧНl!li.l1 трансппскриптпе сфере у доде
каедру исте ИВlще једню~а је с Ј[ОДОВПllО~l ове ивице; 

. 5, .AI\O се КОllструјuше paBlloCTpaH троугао са IIОJlупреЧЮfКОМ ОПН-
сате сфере у икосаедру, II а1\О l\IY се оппше круг, тада Ъе подупреч

ник овог ltpyra БНТlI треьпна по.1УlIре'IПика траНСlIнскриптне сФере у 
додекаедру са пстом ивпцоя. 

Доказ ОВНХ теорејI<L не I1З!IСКGје ШIКl1кве тешltоhе 1I сваки гео.\[е

тар ма.l0 lICt,YCtlH у nна.ШЗ!I УТПРДIIье IIХ 6с:з ЫYI~O. 
Ј а 6нх могао навести још дpyrнx З<luшrЉlIвнјих особина ових 

сфер<t; а.ш 0110, ШТО ca~1 о томе Ю1.зао, ДОВО.ъно је да покаже lЬихову 

важност, И да уч.шш, да УЭ~IУ КОрlIСНУ у.10Г)', коју су 1I0звате да врше 

у питаЉШIU ГеИ}lстрнје, ОСОИНТО у IIзрач}'навањ)' ·e.leMeHaTa прави.lDllХ 
1l0.шедара, где 011(,'. lШКО са)[ ја покаЈао, Ј('шеlЬују КОРПСIlО УПllсано 

11 ОI!llСШI0 С<1>е!)о, з(јог IЬJIXOBIIX РО.штuвно I1POCTUjux ФОIНlу.l<1. 

ДОД:lhу, да оне врше В<.Ј.llШ'у у.10ГУ У ОIlТIIЦII У Двојuом нре.Н1.
~laњy (1I0јап, производе н IIзвеСIllШ I~РlIста.1ЮIa), НСТО тако 'ј IJоларн

:зац!!јн CBeT,locTlI. 
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НА НАШ ЈЕЗИК 

516 г .11. А С Н 11 К 

Ј{\. Ьу ЭilЬРIlIllТlI овај члаНЧIlћ, обр::tћајуlllI llnЖЊУ ЧИТПЛilЩ1. на је
Д:lП доста }ЈПТСl)еС:lПТ~Ш фrшат а то је: !lПо опо сфсре УСUОСТilвише 

CIOleTpl!jy СПРСГIIУТIIХ lIO.lнедара, lIоремећсну УllПС. п опис. сфераш1.. 8н[1. 
се, ра св<.н;ој ДОСI;'РШI'l'пвuој П.Ш JICTPIICI,Oj осоGI1НИ је,щог 1I0.шс,з.рn 

одгова]щ аuаЛOl'а осоCiшш љеговога СIlрогнутот 1I0.'1иедl'п,. Но, Mel»' 
·свн~!п, l!О.1ИеДРll~НL дО СЈ;ЏЈ, је била само l('OL~I;a, КСlја се нзраЖD.В::tше рn

Цll-ОПЙЛНО У <1'УlllщпјJI liОЛУПрGЧНi!ка љено )'lil!CaUO сферс. 3аиста, нн 
јсдан други uраНlIЈ1Л!l 1l0ЛlJодар но може GlПll изражен у рационалној 

Фушщиј!!, ШI I!О:l}"НРОЧUl!Еа своје )'Iшсапе нн ониса.не сфор е, на u љен 
СlIрОПlУТlI ПО.шедп,р, ОЈLТi\,одар не ШI:l.qаше НlIlШl(.ВУ аналогу особнн}' 

Овај осоGllТП ф а1, П'ј' бсше ве!1 Р<lЗЛРЮfilIO радозналост :многих rco~leTapa, 

који, не xOTehu ДОIJУСТllТИ, да 'ЕУ Ю13. пепр:нце са страве ТВОРЦi1, Ha~ 

РUЧUТО кад се тиче мртвих ствари, не могаху разумети, зашто коцка 

јеДlIна беше YAO~TojeHи. у ТОЈlе, на штету њеuоr спреl'uутаг ПОЛllедра. 

Ова llео6јаШЊllва неправилност беше 6ачеuа у дух љyдc~ 1'.ао иека 
l~BO изазиваље. 

Сад ова НСНРЮЗ!lЛlIОСТ не поетојн RИtJlе. 11 октаедар је повратио 
Шl.дмо1пост, коју КОIща, љегов СllРСГНУТИ Ј!О.шедар, шшђ<lше над ЊШI, 
јер, ШТО се Тllче љега, ОН је једипи правпдаlI IIОJlиедар, којн се из

Р,lжава раДlIОПil.ШО у фушщији IJОЛУlfречнП!~а траliСИllCl~Рlluтне С1·ере; 
љегова је IlВlIЦ<l јеДПllка ДnOCTpYKO~I полунречпшч, потпуно, као што 
је IIВlща коцке јеДП;IЮЈ. APOCTPYKO~I по.l)"\!речвuку УПlIсапе сфере. 

Ј ОUl се може отуда извести, да ТРilНСlIНСltРП!1ТСI~е сфере Чl1ПО пар 

са УПUСПШО1 СФGрЮl<l, ИМ!" како се то геО;\lеlрНСlёll l .. аже, ЊШЈа су 
спрегпуте. 

--~ГГ:--

Отац Б.ппрпјан, 

кадуђер cbeto-rорСКff 

IIреl;с l.·nез С. Вјllзе.но:н. 
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ON А MATHEMA.TICAL TREATISE FROM MOUNT ATHOS AND ITS 
TRANSLATION INTO OUR LANGUAGE 

Summal'Y 

Тће ра;рег alnalyses аН the detalHs 011 Вiшitтiје Tucovi<C's first pubblshed 
"\vork. Aliгeady as а sеСО11d,шу school pupil (1898), Tl1covic uraJ11s1ated and 
pLl!bHs,hed а шаthешМiсаl stHdy Ьу а:п At11011ite шопk Cyprian (published 
in Revue generale des Sciences, 9, 1898), which refers to semi.run:scribed 
stpheres 'into the regu.lalr polyhedra (Nastav11.ik, 10, 1898, 3-4). 

»II11 this vvay« (oonollllde the a'LlIthors),i11 Ље rev1ie\v Nastavnik оЕ the 
аlшоs·tt.wеn:tj yeaJГS a,go all1d 110W, ']11 ,this ,РаЈрег оЕ Ol1rs, crossedeach 
other, twice so fGlir, for а шошеnt .roads of two ппiquе personalities - of 
the Rll1ssiGlJl1 prill1ce GlJl1d, after thM, ШОrl1k Cyprial11 and, of the Serbi,al11 
sociailiist Tucovic, personalities who, .iln spite оЕ аН tlie profound ПliLlitнаl 
c1i<fferences, hrud lirl1 сошшоп а certain i:nterest liп шаthешаt,iсs a.ndincli· 
l1aJtion towalI1d lilt, a11d who - i11 very differen.t vvays, certCl']nly, OOt both 
of thеш tnuJy aJnd esseI1Jtially - were, first of аll, »thilrS'ty Еог ,Ље ideCl'ls«.« 
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NEIZE i..JAPOAiENE О FA.IZTORIJELU 

DUSAN ADA1\10VIC, Beograd 
DRAGAN TRIFUNOVIC, Beograd 

1. ·Neka је rz Е N. Faktorijel broja п, ili п faktorij(~J, koji se oZl1acava siшt а1ат 
п!, dеUl1isап је sa 

odnosno sa 

11 

n!:=П k, 
k=l 

п! : :=.:: 1 ·2 . 3 ..... сп - 1) . п, 

i uz to је 01· = Ј).. Recimo, 51 = 1 ·2·3·4·5 = 120. Naziv dolazi 
0(1 reCi factor = n1riOzil~lC, а i'it~ se faktorijcl ili faktOl'ijal (zavisi od jezict· е os
nove). 

Francuski mаtеmаtiсзг Luj Arbogast (Lol1is Fran~ois Antoine Arbogast, 
1759-1803) рГv'i је uvco teImin faktorijel (factoriel1e) sa gcre navedenjm zпн
cenjem. То је оп uradio u S'iojoj poznatoj knjizi о diferencijalnom racunl1 Са1сиl 
des Derivations (1800. g.)l. Nesto docnije, 1808. godine, u\7edcno је оЬеlеzапшје 
faktorijela ротоси zпаkа uzvika !, odnosno u obIikl1 п!. Qvo је ucinio пеm'.Сki 
тatematicar Ктатр (Christian Kramp, 1760-1826). 

SiшЬоl za faktorijel ! preuzet је iz interpunkcije obicnog jezika i pripada klasi 
simbola matematic!zog jezika koji postoje i u opstem fondu knjizevnog jezika, 
аН sa raz1icitiJn znacenjer1l2• Inace, nije narl1 poznato kako је Kramp dosao па 
ideju da upotrebi оЫсап interpllnkcijski znak za simbol faktorijela. 

iVledutim, u 19. veku Krampovo obelezavanje п! nije pri11vaceno. Tako је 
za faktorijel Gaus (Karl Fridrich Gallss, 1777 -1855) koristio oznaku П (п), а 
Jakobi (Carl Gustav ЈасоЫ, 1804-1851) oznaku ПП' U engleskoj literatllri tog 
Vr'emena \nalazilno oznaku Јп. 

\-

Za vreme prvog svetskog rata, tacnije 1916. godine, Savet Londonskog mз
tеШl1tiс!<оg drustvз prec.tlozio је da se faktorijel obelezava' isto onako kako је 
1808. godine predlozio Кгашр, znaCi sa п!. То је ucinjeno .dokumentom Suge-

1 Arbogast је poznat јо;'; ['О tome) sto је u pomenutoj knjizi iz 1800. god. uveo oznaku DxY 
za prvi iZ\'Oli. 0';0 obelezavanje је prihvatio Kosi (Augu..c:;tin Louis CauchYJ 1789 -1857) i afir
misao ga. 

z Isti је slucaj i sa recima. RecimoJ (о su reci: otvoreno) zatvorel1o) sitoJ filter i drugo. Bilo 
Ы zanimlji'V'O sastaviti recnik matematickih reci (termina) koje su preuzete iz obicnog knjizev
nog iezika. 

37 
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stion for Notation ~nd Pri!1!ing, koje је Drustvo izdalo 1916. gOliine. Za
nimlji\'o је ргiшеtiti ја је ОУОПl Sugcstijom ргеdlоzеп i izgov01' znaka п! i to: 
n-usl1icenost. ;ј 

2. Сiоdiпе Ј 952. Б. Киl'ера Је пvео "levi faktorijel" clefinicijom 

n-l 

Јп: = L k!, 
1~=O 

оdпоsпо 

Јп: = О! + 1! + 2! + ... + сп - 1)', 

sto је pl'ilicno obradivano, premda levi faktorij<:?l i Јаlје trazi nove istrazivace 4
• 

Zanimljiv је i sledeCi геzultаt: svaki prirodan broj а moze se jedn~~i1o 
predstav'iti u oblikll 

а = а 1 l! + а 2 2! + а 3 3! + ... + аn п!, 
gde su ak - celi brojevi, О ~ O'_~ lY ar~ =f; 05. Ovakva reprezentacija broja а 
za аТе = 1 (k = 1, 2, 3, ... , п) uzima

8 

oblik Kurepinog levog faktorijela. 

PrimetiIl10 da se ide;a D. Kurepe da se znak prebaci па levu stranu javlja 
уес 1882. godine, kada је Gerlah uveo iterirani stepen obelezavajuCi ga stavljanjern 
izlozioca па levu stranu6 

..... 
а=а n-puta, а Е R+' ... 

3. Kod ZШЈ.kа faktorijela !, pored njegovog prenosenja, prebacivanja па levtl 
stranu, treba na~lesti i sluca; kada se ova; znak udvostrucava., l'есimо 17!!. U 
istrazivan;u matematickog pisma posebno se proucava ova; s1uca; udvostrucavanj~ 
siП1Ьоlа. RеСhЋО, simbol d'iostrukog integrala је slucaj udvostrucavanja sin1boIa 
za integral. Ud\'оstГllСаt.Ћпје simbola moze se, pokatkad, i izbeCi, kao sto se to, 
па primer, Iadi kod konacnill diferencija D.D.y = Д2у Нј kod diferencijala ddy = d2y. 

Ргета us\'ojenoj konvenciji, udvоstгuсепi faktorijel 12!!, ukoliko se u пјеmи 
пе sta\'i п! II zаgгаdu, ima znacenje bitno razlicito od znacenja obicnog faktorijela 
П!. ТО znacenje nije ni u kom smislll iteracija znacenja оЬiспоg, јеdпоstгukоg 
йtktol'ijcla. Nai.ll1е, sLrnbol п!! oznacava proizvod svih parl1ilJ brojeva od 2 do 11 

~ N. У. Aleksa...-:d.roya: Alatematiceskie termini) Nioskva} 1978. 
I О lе\"ош. faktorijelu konsultovati kao prvo Ivlath. Ba1kanica 4 (1974) i tamo dalje. 
S У. Е. Kolosov~ Kyant 1 (1984), str. 42. 
'\ О оуоте pogledati: Branislav Petronijevic" Logicke primedbe о cetvrtoj direktnoj апсmе

U·r.,':IUJj operaci'ji) Glas CLX,XIXJ Beograd 1939" 31-39, Н. Gerlach J Zur vierten Rechnungsstufe, 



ili proizvod svЉ перагпЉ brojeva od 1 do п, ргеmа toПlе da li је broj п parall ili 
перагап. Dakle, 

(2.lz)!! = 2 . 4 . 6 ..... (2k), 

С 2k - 1) !! = 1 .. з . 5 . . . . . (2k - 1). 

U gore паvеdеПОПl prilnerLl imanlo 17!! = ј . 3 . 5 . 7 . 9 . 11· 13 . 15 . 17. 
SiшЬоl (п!) 1, mе(tutiш, oznacava faktorijel broja П!. Tako је, па pIimel", 

4!! = 2·4 = 8, dok је (4!)! = 241. 

4. Ј asno је da se za п ): 5 broj п! u deciтalnom cifarskom ZapiSl.l Za\TSaVa 
bar jednom пulош, za п ;? 10 bar dvema nulama itd., naime, da se ukoliko п raste 
broj п! u decimalnom zapisH zavrsava sve vecim Ьгојет nula. U stvari, faktorijel 
п! in1a. osobinu da se njegov cifal"ski zapis zavrsava velikim Ьгојеm пиlа Cim је п 
nesto veCi broj. Recimo, 188! se zavrsava sa 45 пиlа7 • Ako sa z . .(n) (с N u {О}) 
oznaCimo Ьгој пиlа kojima se 11 decimalnom cifarskom zapisl.l zavrsa\!a Ьгој п! 
(uzimajl1Ci da је z (п) = О kad se п! пе zavrsava nulom), jasno је Ја mozemo 
pisati 

( 1) СП Е N), 

gdje је аn prirodni broj Cija poslednja cifra nije пиlа. "Empirijskim" postupkom, 
tj. izracunavanjem izvesnog Ьгоја vrednosti faktorijela п!, ustanovljava se da se 
оЬа fa..1ztora desne strane п (1), ра i njihove duzine (brojeyi cifara), brzo иуеса\Ћјu 
sa uvecavanjem broja n. Pri tome је, kao sto te probe роkаzuјп, uvTecavan;e dп
zine Ьгоја аn , koju сето obeleziri sa аn , znatno brze оЈ uvecavanja duzine z(n) 
dГl1g0g faktonl u (1). Tako ве, па primer, za vec pomenllti broj 1881 nalazi da је 
a7~ = З03, dok је, kao 5to smo rekli, za isti Ьгој z(n) = 45. Sv'e оуе l.lvide illlstl"uje 
sledeca tablica, ko;a daje izvesne vrednosti za z(n) i ам dobijene izracl1navanjem 
\Tednosti broja п! роmоси racunara. 

z сп) -
;z йN 

I 

10 
I 2 5 

20 4 15 
30 7 26 
40 9 39 
50 12 53 
60 14 68 
70 16 85 
80 19 100 
90 21 118 

100 24 134 
150 37 226 
200 49 326 

--_. 

U ve.zi sa Oyim, od izvesnog је interesa, teorijskog i prakticnog, da se blize 
odrede Ьгоје':! а,р аn i z(n). Nase dalje izlaganje odnosice se uglavnom па brojeve 
z(n) (п Е N) i па neka pital1ja u bliskoj \'ezi sa njihovTim odredivanjem. Ти se najpre 
javljajH sledeca dva zadatka: prvo, da se dobije pogodan postupak, odnosno for-

7 Nlath. B<!lkanica 4 (1974)) рр. 702. 324



. ., . "С """Т\· 1 d ,.. ,--1 •• 
П-'111" '7<"> ог1гр.1Н;'·1 .... 1А h"'("'~ '0'11.1 \ ,') с:. "'>ј)' 1 ("t'HO'·..... ~' ~t'" I1t-Ч-1П1 'је • . no~t .. '.rn'n' 1Z1'~-........... :i., :LJ ...... ...... \.,.\,.4..J..,~.1.1,_ ....... .L'-j"" .. ,...,)\/"'j *''-- ...... :; - ""'---b v , ................. , .... _ ...... ..L ............................... _џ ................... -. ... .. 

zош pr-oceni аsiшрtо!skо ponasanje niza z(n) kad п ---;>- (јЈ, Ovakva dva Iezultata 
dajl.l stav'o\li 2 i 3. Stav 1 so.drzi jelil1u Cinjenicll koja se kOl'isti u dokazu stavova 2 
i 3, ali је i inace od inter~sa i ima dr1.1gih ргimеl1а. 

Stav 1. Neka је, za prost brojp veCi ој 1 i ргiгоdпi Ьгој 11, sa Ьр (п) oznacen 
najveCi celobrojni eksponent stepena broja р kojim је deljiv Ьгој п Ј. Za s\7ako р 
1 П \Ћzi 

(2) 

gde napisani zbir treba izјеdпаCiti sa nulOm ukoliko пета prirodnih brojeva k 
za koje је р" ~ n. 

Dokaz. Ovo tyrdenje dokazacemo matematickom indukcijom. Neka је prost 
Ьгој р > 1 proizvoljno izаЬ1ЋП i potom do kraja raSlldivanja' fiksiIan. Kako је, 
sak, п Е N, 

п [ п Ј р" = р" + [, sa О ~ t < 1, 

i odatle 
• 

п = [;. ]- р' + ср', . ,а О .;;; ср' < р, 

ргј сети је svakako tp' сео broj, to broj [;. ] predstav1ja najveCi od nenegativnih 

сеliћ brojeya Ciji proizvod sa р" nije veCi od п, odnosno, drugacije receno, broj 
pozitivnih celobrojnih umnozaka broja рТс koji nisu veCi od 1'Z (оп је jednak nuli 
kad takvih ulllnozaka пета). 

Za п = 1 tvrdenje vaii, јег је, Ьр (1) = О, а nuli је za п = 1 jednak i zbir па 
desnoj strani u (2), s obzirom па konvenciju и formulaciji stava. 

Pretpostavimo da I\7r(Jenje vazi za prirodan broj n. Ako broj n+1>1 nije deljiv 
sa р, za S\-Ћkо k Е N vaze istovTemeno nejednakosti рТс ~ п i р': ~ П + ], te је, 
prema gore ustanovljenom, tada 

[ П] [П + 11 - - --Ј --
р" рТс 

CkE ~). 

S druge strane, и istom slucaju ie oCig1edno i Ьр СП + 1) = Ьр (п), tako da se и 
tom slucaju, s obzirom па induktivnu pretpostavku, dobija 

Neka је п + 1 deljivo sa р i pri tom је т najveCi celobrojni eksponent stepena 
broia р kojim је deljivo п + 1. Jasno, da је tada 

("'1\ 
lJ) Ьр (п ~ 1) = Ьр (п) + m. 
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s cleuge stгапе, za svako k Е N sa osobin~lIna р'" .~ п i k ~ т Ьгој celobrojnill ро
ziri\ЋЉ Ш11110zаkа Ьгоја рЈ: koji nisll yeci od п + 1 tacno је za jedan veCi od broja 
tаkУЉ шппоzаkа koji nisu \.:cCi od n. 0"1/0, ргета gornjem, znaCi da је 

( 4) r
n +. 11-_ r~,] -L1 ] (k Е N, р"'" ~ п, k ~ т). 

'pk .. iC L Ј LP 

(5) r п р+1с ~] ---- lf :k-] l -.и (k Е N, р1с ~ 11, k > т). 

Ргета (3), (4), (5) i induktivnoj pretpostavci, imamo 

Ьр (п + 1) = :2 [:] + т = 
l~n, pk~n Р 

_ 2: [П + 1Ј 2: [П + ~J = 2: [п + 1]. 
l~k,pic~n р1с + l~k,p1c=n+ 1 р1с l~k,pk~n+ 1 р1с 

u ovim jednakostima treba izjednaCiti sa nulom SYakusumu kojoj odgovara prazan 
skup indeksa. Prva suma u drugom redu formula (6) ima т ili т - 1 clanova рге
та tome da li је рm ~ П ili рm > п, а treCi zbir u istom redu u ta dva slucaja res
pektivno је jednak nuli ili jedinici. U drugom od ova dva slucaja mora biti рm = 

= п + 1, zbog cega је tada 1 = [П ;_~} Ovim su objaSnjeni svi prelazi u (6). 

Dakle, u syakom od slucajeva koji dolaze и obzir t\7rdenje vazi i za prirodan 
broj п + 1. Time је zavrsen induktiYni dokaz stava. 

Primedba 1. Kako Је [~-l = о kad р" > п, fОГffi11lа (2) moze se pisati 1 

р" ј 
11 obliku 

(2') Ьр (п) = ~ [ :Ј . 
k=l Р 

Primedba 2. Kad od jedinice yeCi prost broj р nije veci od п (sto је, oCigledno, 
potreban i dovoljan uslov da п! > 1 bude deljiYo sa р), broj Ьр сп) је, u st\Ћгi, 
eksponent stepena broja})'<l1zanonickoj faktorizaciji (reprezentaciji) Ьгоја п!. 0\'0 

omogucuje da se sгаzтегпо lako <-10Ыје ta taktorizacija, cak i kad је broj п nesto 
veCi. То је, па primer, slucaj sa faktorizacijom broja 1 ОО!, koja izgleda o\'ako 

100! = 297·348. 524·716. 119·13'·194·234·293 . 

. 3р· 372·412 ·432·472·53 . 59 . 61 ·67 . 71 ·73 . 

. 79 . 83 . 91 . 97. 

4ј 
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РтlП1едЬа З. U \:ezi sa prethodnim, ргuпеtimо да iz (2), iJi iz (2'), izlazi 
da zз s\'ako п Е N vazi, sa prostim i od jedinicc уесј111 brojeY'irna р i q, 

DrLlgaCije receno, ako su l.1 kanonickoj гергеzепtасiјi broja п! faktori poredani ро 
~/elicini vгоstЉ Ьгоје\Ћ !~jjj su stcpcni, tada О(lgоvагајuсi eksponenti obrazuju 
пегаstuCi konacni niz, 

Stav 2. Вгој nula z(n) kojima se zаvгsаvЋ decimalni zapls broja п! (1at Је 
fогmulош 

(7) ф) ~ ,,,,t.,,,n [ ;] (~b. (п)). 
Dokaz. Jasno је ја је п! deljivo stepenom broja 10 ako i SaInO ako је deljivo 

stepenom istog eksponenta i Ьгоја 2 i ~roja 5. Odatle izlazi jednakost 

(8) z (п) =-= min {Ь 2 (п), Ь5 (п)}. 

Ргета ргilпеdЫ 3, za S\Ћkо п Е N је Ь 2 (п) ?: Ь5 (п), ра za svako п Е N vazi 

(9) min {Ь 2 (п), Ь5 (п)} = Ь5 (п). 

Ргета (8), (9) i stavu 1, dobijamo 

z (п) = b~ (п) = 2: [ n
k 
Ј . 

1~k,51c~n 5 

Primer. Kako је prema (7) za 1z = 188 
z \188) = '- + -- + - = 37 + 7 + 1 = 45, ( [188Ј ,[188Ј [188Ј 

5 . 52 53 

to sc ±aktorijel Oyog Ьгоја za'lrsava sa 45 nula, tj. 

18Rf =a '1045 '-'. 188 • 

Stav 3. Vaii sledeca dvostruka nejedllakost 

(1 О) 
п 5 ln п 1'Z - 1 

---- - 1 -- --- - -- < z (п) < --
4 4n lп 5 4 

(nEN) 

1 щепа posledica - relacija 

п 
z (п) ,.-....; - СП -7 оо). 

4 

Dokaz. Neka је с{n najyeCi nenegativan сео eksponent stepena broja 5 koji nije 
\'eci od п. Tada је 

( 12) 
• • 1 
10aatJ.e 

(13) 
lnn 

с<n ~ ---:- СП Е N). 
ln) 327



Prema (7), (12) i (13), 

• 1. d 1 taz"o е 

.:;сп / JZ 5" - 1 ) rI." 1 
z (п) ); "" f- - = (п + 1) )' - - аn = . L \ 5Т; 5k k-I 5'с 

k=l k=l. 

п 1 5 1п п 
=- - -----

4 4n lп 5 
СПЕ N). 

Time је dokazana dvostruka nejednakost (10), iz koje neposredno izlazi asimptotska 
rclacija (11). 

Primedba 4. Specijalno, za П = 5т Ст Е N) formula (7) daje 

т [5тЈ т т -1 5m - 1 
z С УП) = 2: 5k = L унс = L 5k 

== - - 4 ... . 
k= 1 k=l k= О 

Оуа jednostavna formula -za izracunavanje broja z сп) u specijalnom slucaju Сопа 
v'azi i za п = 5т + 'Ј, \Ј = 1, 2, 3,4; т Е N) dokazuje da и drugoj nejednakosti 
С 1 О) jednakost moze biti dostignllta. 

S druge strane, za п = 5m - 1 iz (7) izlazi 

"т - 1 п ln~'t '!l ( ) С 5т 1 ) - ~.. " N) z \n = z - 1 . = --- --- - т =:-- - - (т Е . 
4 4 lп 5 

0\'0 pokazuje аа se ni ргуа nejednakost С 1 О) пе moze bitno poostriti. 

Primedba 5. Broj a,~ и (1) рагап је za SvЋkо п > 1. Naime, naj'v'eCi celobrojni 
cksponent stepena broja 2 kojim је deljiv broj аn jednak је 

('Ј n = i [~ Ј - ~ [-~-l 
k= 1 2 k= 1 5 ј 

СПЕ N), 

ра za п ? 5 dоЫјаПlО 

4~ О)"=k~Љ:]-[~]) ~[;]-[;]~; - ~-; =~~- ~ ~ i-~~ =1, 328



dok Ј• '" Z:> 11 00':'--= '1 i 4 
'- ~'.' " - ~ -) " 

Primedba 6. Na isti ПGсiп као u dokazu sta\'a 3 П10zе se llstanoyiti Ја za 
s\'aki pro"t ЬГО ј р::-> 1 yazi 

uz dоstizапјс jec1nakosti u dеsпој пејеdпаkоsti za п = pТn Ст Е N), i пеmоguспоst 
bitnog poostrcnja lc\'c nejednakosti, i da 

п 
Ьр сп) r--.J--

р-l 
СП -7 оо). 

Primedba 7. Nije tcsko llstanov'iti, da јс, za prost bt'oj р > I i ргiгоdпе Ьго
, jeve 1 i 1l, пајуесј сеlоЬгојпi eksponent stepena broja рl kojim је deljiv Ьгој п! dat sa 

[ _Ј_ 2 [" --~Тc]] . 
l k;;k, pk'i(n р 

Na ОБпоуи ovyga, јеdпоstаупо se dolazi do sledece formule za Ьгој Zc сп) пиlа ko
jima se zavrsa"va cifarski zapis broja п! u brojnom sistemu сјја је osnova umesto 
broja 1 О broj с sa kailOnicnom reprezentacijom 

s 

С = Пр~v , 
'Ј= 1 

gde је Р .. ('Ј с= ], ... 5) stгоt;о rastuCi niz prostih Ьгојеуа \тесЉ od 1. Та formula 
glasi 

z сп) = min [~- )' [!!..-]Jl. 
с 'Ј=l, '" ,Ј ау l~k:p~~n p~ 

Akoje: specijalno, rJ.v = 1 (v = ], ... , 5), poslednja formula dobija јеdпоstю.miјi 
oblik 

Primedba 8. Сјпјепјса, koja је gore "empirijski", ггоЬата ustanovljena, 
da se, sa гаsсепјеПl Ьгоја п, a,~ "znatno brze" иуесауа nego Z сп) - moze Бе, u 

obliku odredcnog ћтЈепја Ја kolicnik -~ tezi beskonacnosti kad п -7 оо, 
z(n) 

lako dokazati koriscenjem stava 3 i poznate Stirling-oye fOrmule za t'aktorijelo 
TiJТl postupkom moze sc ј, ргесizпiје, brzina kojom ovaj odnos tezi ka beskonacnosti 
kad п ---7-ЈЈ ргосепiti sledecom asimptotskom loelacijom 

- ""-Ј 

41n п 
'---

lп 10 
СП -7 оо). 

z (п) 

Pojedinosti OYOs izyodenia pIepustamo citaocu. 
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ON GENERAL SOLUTIONS OF LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS

Du�san D. Adamovi�c and Jovan D. Ke�cki�c

Abstract. This paper is concerned with the form of the general solution of the equation
(1), and the Theorem of Section 1 gives an answer which is somewhat di�erent from the classical
Picard result. Not only is the proof elementary, but the requests for the coeÆcients are much
less restrictive; see the assumption (A0). On the other hand, we had to introduce the additional
assumption (A0). Several examples are constructed in order to throw more light on the importance
of those two assumptions.

0. Consider the di�erential equation

(1) y(n) + a1(x)y
(n�1) + � � �+ an(x)y = 0;

where the real functions a1; . . . ; an are de�ned on an open interval I � R. This
supposition regarding the coeÆcients a1; . . . ; an and the interval I will be assumed
throughout this paper.

The well-known theorem (see, for example, [1], [2] or [3]) states that if all the
functions a1; . . . ; an are continuous on I , then there exists a (linearly independent)
system y1; . . . ; yn of solutions of (1) on I such that the general solution of (1) is
given by their linear combination, i.e. by

y(x) =

nX
k�1

Ckyk(x) (x 2 I ; C1; . . . ; Cn arbitrary constants):

The usual (standard) proof of this theorem is based upon the classical Picard's
existence and uniqueness theorem; more precisely, upon its special case for linear
di�erential equations.

This basic question regarding the form of the general solution of (1) is once
again treated in this paper, and we give in the Theorem of Section 1 an answer
which is somewhat di�erent from the classical answer cited above. Namely, our
requests for the coeÆcients a1; . . . ; an are much less restrictive (assumption (A1)),

AMS Subject Classi�cation (1980): Primary 34A30.
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48 Adamovi�c and Ke�cki�c

but we had to introduce the additional assumption (A2). Besides, the proof is
elementary. Sections 2 and 3 are devoted to the investigation of the e�ects of (A1)
and (A2) on the Theorem. Several examples are constructed to show e.g. that the
condition (A1) cannot be omitted from the Theorem, and that the same conclusion
is probably also true for (A2). The facts established by those examples are then
summarized in Propositions 1 and 2.

The Theorem of Section 1, together with its proof, may be used to provide a
theoretical background for the representation (too often taken for granted) of gen-
eral solutions of linear di�erential equations in elementary courses which avoid the
existence and uniqueness theorems. Besides, when a system y1; . . . ; yn of solutions
of (1) with the property (A2) is found (by guesswork, inspection, or some other
ad-hoc method, as it often happens in practice) according to our Theorem it may
safely be concluded that (2) is the general solution of (1), provided that (A1) is
ful�lled.

1. As usual, we say that F is a primitive function of f on I , if F 0(x) = f(x)
for all x 2 I . If a function f has a primitive function on I , we shall say, as in [5], that
it has the PI -property. Similarly. following the usual practice, we say that a system
u1; . . . ; un of real functions de�ned on an open interval I � R is linearly dependent
if there exist constants C1; . . . ; Cn, not all zero, such that

Pn
k=1 Ckuk(x) = 0 for

all x 2 I ; otherwise, it is linearly independent. If we suppose that the functions
u1; . . . ; un have (n � 1)-st derivatives on I then in order that they be linearly
dependent it is necessary, but not suÆcient, that their Wronskian vanishes for all
x 2 I , i.e. that

W (u1; . . . ; un) =

��������

u1(x) u2(x) un(x)
u01(x) u02(x) u0n(x)
...

u
(n�1)
1 (x) u

(n�1)
2 (x) u

(n�1)
n (x)

��������
= 0 (x 2 I);

In the case when all the coeÆcients of the equation (1) are continuous on I , then
by a known result (based on the mentioned existence and uniqueness theorem) the
above condition is also suÆcient for the system u1; . . . ; un of n solutions of (1) to
be linearly dependent.

In the proof of the main theorem and of the propositions which follow we
shall use the following auxiliary results.

Lemma 1. For the equation

(3) y0 + a(x)y = 0;

where the function a is de�ned on I, the following two conditions are equivalent:

(i) the function a has the PI -property.
(ii) the equation (3) has at least one solution y0 such that y0(x) 6= 0 for all

x 2 I. Each of the conditions (i) and (ii) implies that for every nontrivial solution

y of the equation (3) we have y(x) 6= 0 for all x 2 I.
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On general solutions of linear di�erential equations 49

The following condition is e�ectively weaker than the above two:

(iii) there exists a solution y0 of (3) with the property that all solutions of (3)
are given by

y(x) = Cy0(x) (x 2 I ; C arbitrary constant):

Proof. Suppose that A is a primitive function of a on I . Then for each function
y di�erentiable on I , the function u de�ned by

(4) y(x) = e�A(x)u(x) (x 2 I)

is di�erentiable on I . Substituting (4) into (3), we conclude that this function y,
(3) is equivalent to u0(x) = 0 (x 2 I), which in turn is equivalent to u(x) = C
(x 2 I), where C is an arbitrary constant. Hence, y is a solution of (3) if and only
if

(5) y(x) = Ce�A(x) (x 2 I ; C = const);

which can be written in the form y(x) = Cy0(x) (x 2 I ; C arbitrary constant),
where y0(x) = e�A(x) 6= 0 (x 2 I). This proves the implication (i) ) (ii) and also
(i) ) (iii).

If the equation (3) has a solution y0 such that y0(x) 6= 0 (x 2 I), then

a(x) = �y00(x)=y0(x) = �(log jy0(x)j)
0 (x 2 I);

(ii) ) (i).

The next assertion of Lemma 1 follows directly from (5).

Finally, in order to shaw that (iii) is weaker than (i), or (ii), let I = R, and
de�ne the function a on R by:

(6) a(x) = �1=x2 (x > 0); a(x) = 0 (x � 0)

In this case the equation (3) has the solution y0 de�ned by

y0(x) = exp (�1=x) (x > 0); y0(x) = 0 (x � 0);

which is easily veri�ed. If y is any solution of (3), then

y(x) = Cexp (�1=x) (x > 0); y(x) = D (x � 0);

where C, D are constant. But lim
x!0+

y(x) = 0 = D, and hence y(x) = Cy0(x) (x 2

I), where C is an arbitrary constant. The condition (iii) is therefore ful�lled, but
the function a de�ned by (6) does not have PR-property (by Darboux's theorem,
or because y0 vanishes for some x 2 R, but is not identically zero).

Lemma 2. (i) For any system

(7) y1; . . . ; yn

of solutions of (1), we have

d

dx
W (y1; . . . ; yn) + a1(x)W (y1; . . . ; yn) = 0 (x 2 I):
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(ii) If there exists a system (7) of solutions of (1), such that

(8) W (y1; . . . ; yn) 6= 0 for all x 2 I;

then the function a1 has the PI-property. Conversely, if a1 has the PI -property and

if there exists a system (7) such that W (y1; . . . ; yn) 6= 0 for at least one x 2 I, then
this system of solutions satis�es (8).

(iii) If a1 has the PI-property, then the Wronskian of an arbitrary system (7)
of solutions (1) is given by

W (y1; . . . ; yn) = CW (y01 ; . . . ; y
0
n) (x 2 I)

where y01 ; . . . ; y
0
n is one particular system of solutions and C is a constant.

Proof. Statement (i) is proved in the usual manner. Statements (ii) and (iii)
follow from (i) and Lemma 1.

We now formulate and prove the main result of this paper.

Theorem. Suppose that:

(A1) the function a1 has the PI -property;
(A1) there exists a system (7) of solutions of (1) on I such that

W (y1; . . . ; yn) 6= 0

for at least one x 2 I.
Then the general solution of the equation (1) is given by

y(x) =

nX
k=1

Ckyk(x) (x 2 I ; C1; . . .Cn arbitrary constants):

Proof. Suppose that the conditions (A1) and (A2) are satis�ed, and that y is
a solution of the equation (1) on I . We have

0 =

����������

y(x) y1(x) . . . yn(x)
y(x) y1(x) yn(x)
y0(x) y01(x) y0n(x)
...

y(n�1)(x) y
(n�1)
1 (x) y

(n�1)
n (x)

����������
=

= y(x)W (y1; . . . ; yn) +

nX
k=1

(�1)kyk(x)W (y; y1; . . . ; yk�1; yk+1; . . . ; yn) (x 2 I):

Furthermore, in virtue of Lemma 2, (8) is valid and we obtain

y(x) =

nX
k=1

(�1)k
W (y; y1; . . . ; yk�1; yk+1; . . . ; yn)

W (y1; . . . ; yn)
yk(x) (x 2 I):

Again, according to Lemma 2, the coeÆcients of y1; . . . ; yn are constants, and
therefore

y(x) =

nX
k=1

Ckyk(x) (x 2 I ; C1; . . .Cn = const.):
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On general solutions of linear di�erential equations 51

Conversely, it is readily veri�ed that any function y, de�ned by (9) is a solution
of the equation (1) on I .

Remark 1. The above theorem and its proof were given for n = 2, in a
rudimentary form, in [4].

2. Now that the Theorem is established, we see that in the proof given above
we made use of the assumptions (A1) and (A2). The question for each of those
assumptions is, of course, whether it is essential for the validity of the theorem,
and also what happens if it is suppressed. The Proposition 1 given at the end of
this section provides an answer for the assumptions (A1). It is based upon the
following four examples.

Example 1. Consider the equation

(10) y(n) + a(x)y(n�1)(x) = 0 (x 2 R)

where the function a is de�ned on R by (6). As we know (proof of Lemma 1) this
function does not have the PR-property. On the other hand, the equation (10) has
solutions y1; . . . ; yn on R de�ned by

y1(x) =

Z x

0

dx1

Z x1

0

dx2� � �

Z xn�2

0

�(t)dt

y2(x) = 1; y3(x) = x; . . . ; yn(x) = xn�2
(x 2 R)

where �(x) = e�1=x (x > 0), �(x) = 0 (x � 0), which are linearly independent on
R. Indeed, the functions y2; . . . ; yn are clearly independent on R, whereas linear
dependence of the form

C1y1(x) +

nX
k=2

Ckx
k�2 = (x 2 R; C1 6= 0)

would imply, after n� 1 di�erentiations, that y
(n�1)
1 (x)e�1=x = 0 (x > 0), which is

absurd.

The Wronskian of this system vanishes for x = 0, since y1(0) = y01(0) = � � � =

y
(n�1)
1 (0) = 0, but its value di�ers from 0 for x > 0, since all the functions form a
linearly independent system on (0;+1), and the coeÆcients of (10) are continous
for x > 0. Clearly, all the solutions of the equation (10) are given by

y(x) =

nX
k=2

Ckyk(x) (x 2 R; C1; . . . ; Cn = const.):

Example 2. We now consider the equation

(11) y(n) + b(x)y(n�1) = 0 (x 2 R)

where b is de�ned on R by

(12) b(x) = �x�2sgnx (x 6= 0); b(0) = 0;
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and again does not have the PR-property. The functions y1; . . . yn de�ned on R by

(13)
y1(x) =

Z x

0

dx1

Z x1

0

dx2� � �

Z xn�2

0

�(t)dt

y2(x) = 1; y3(x) = x; . . . ; yn(x) = xn�2 (x 2 R)

with �(x) = exp (x�1sgnx) (x 6= 0), �(0) = 0, are linearly independent solutions
of (11). Their Wronskian vanishes at x = 0, and does not vanish for x > 0, but
in this case the general solutions of (11) cannot be written in the form (9), since
there is no choise of constants C1; . . . ; Cn which leads to the following solution:

(14) y0(x) = (sgn x)y1(x)

of (11).

Example 3. We now extend the above example to show tha it is not possible
to construct a linearly independent system Y1; . . . ; Yn of solutions of (11) such that
its general solution is y(x) =

Pn
k=1 CkYk(x) with constants C1; . . . ; Cn. Indeed,

since the general solution of (11) is given by

(15) y(x) =

8>>>><
>>>>:

C
(1)
1 y1(x) +

nX
k=2

Ckyk(x) (x � 0)

C
(2)
1 y1(x) +

nX
k=2

Ckyk(x) (x < 0)

where C
(1)
1 ; C

(2)
1 ; C2; . . . ; Cn are arbitrary constants, anyone of solutions Y� of that

equation must have the form

Y�(x) =

8>>>><
>>>>:

C
(1)
1;�y1(x) +

nX
k=2

Ck;�yk(x) (x � 0)

C
(2)
1;�y1(x) +

nX
k=2

Ck;�yk(x) (x < 0)

(� = 1; . . . ; n)

for some constants C
(1)
1;� ; C

(2)
1;� ; Ck;� (k = 2; . . . ; n; � = 1; . . . ; n). If a linear combi-

nation of those functions, namely if

Y (x) =

nX
�=1

C�Y�(x) =

8>>>><
>>>>:

y1(x)
Pn

�=1 C�C
(1)
1;� +

nX
k=2

yk(x)
nX

�=1

C�Ck;� (x � 0)

y1(x)
Pn

�=1 C�C
(2)
1;� +

nX
k=2

yk(x)

nX
�=1

C�Ck;� (x < 0);

where the general solution of (11), then for any real numbers D
(1)
1 ; D

(2)
1 ; D2; . . . ; Dn

there would have to exist such values of the constants C1; . . . ; Cn to ensure that

Y (x) =

8>>>><
>>>>:

D
(1)
1 y1(x) +

nX
k=2

Dkyk(x) (x > 0);

D
(2)
1 y1(x) +

nX
k=2

Dkyk(x) (x < 0):
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Since the functions y1; . . . ; yn are linearly independent both on (0;+1) and
(�1; 0), this means that there would have to exist C1; . . . ; Cn such that

nX
�=1

C�C
(1)
1;� = D

(1)
1 ;

nX
�=1

C�C
(2)
1;� = D

(2)
1 ;

nX
�=1

C�Ck;� = Dk (k = 2; . . . ; n):

However this system of n + 1 equations in n unknowns C1; . . . ; Cn need not have

solutions for arbitrary given numbers D
(1)
1 ; D

(2)
1 ; D2; . . . ; Dn, no matter how the

numbers C
(1)
1;� ; C

(2)
1;� ; Ck;� (k = 2; . . . ; n; � = 1; . . . ; n) are previously chosen, imply-

ing that the general solution of (11) cannot be written in the form (9).

This example also shows that the assumption (A1) cannot be omitted from

the following slightly weaker form of our Theorem: (T ) Under the conditions (A1)
and (A2) there exists a system of n solutions of (1) such that the general solution

of (1) is the linear combination of functions of this system.

Example 4. We again use the equation (11), with (12), and the solutions
y0; y1; . . . ; yn�1 de�ned by (13) and (14) to establish one more possibility. Namely,
since

(�1)y0(x) + 1 � y1(x) + 0 � y2(x) + � � �+ 0 � yn�1(x) = 0 (x > 0);

1 � y0(x) + 1 � y1(x) + 0 � y2(x) + � � �+ 0 � yn�1(x) = 0 (x < 0)

the Wronskian of this system vanishes for x 6= 0. But we also have y1(0) = y01(0) =

� � � = y
(n�1)
1 (0) = 0, and so it also vanishes for x = 0. In order to show that this

system is linearly independent, suppose that there exist constants C1; . . . ; Cn, not
all zero, such that

(16) C1y0(x) + C2y1(x) + � � �+ Cnyn�1(x) = 0 (x > 0); (x 2 R):

Since y0; y1; . . . ; yn�1 are linearly independent, this would imply that

(17) C2
1 + C2

2 > 0:

On the other hand, (16) can be split into

(C1 + C2)y1(x) + C3y2(x) + � � �+ Cnyn�1(x) (x > 0);

(�C1 + C2)y1(x) + C3y2(x) + � � �+ Cnyn�1(x) (x < 0)

and di�erentiating the last two equalities n� 1 times we get

(C1 + C2)e
�1=x = 0 (x > 0); (�C1 + C2)e

�1=x = 0 (x < 0)

and consequently C1 + C= � C1 + C2 = 0, i.e. C1 = C2 = 0, contradicting (17).

The conclusions established by the preceeding examples are now combined
into the following.

Proposition 1. Suppose that n 2 N and that the function a1 does not have

the PI-property.
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(i) The equation (1) may (Example 1) or may not (Example 3) have a system

of solutions (7) such that its general solution is given by (9).
(ii) There may exist a system of solutions (7) of the equation (1) whose Wron-

skian vanishes at some, and does not vanish at other points of I. Besides, in this

case each of the following two cases is possible:

(a) the general solution of (1) is given by (9) (Example 1);
(b) the general solution cannot be written in the form (9) (Example 2).
(iii) There may exist a linearly independent system of n solutions of the equa-

tion (1) whose Wronskian vanishes for all x 2 X (Example 4)

3. In the preceeding section we have examined various situations which may
arise if the assertion (A1) is dropped. Conversely, we now assume that (A1) is
ful�lled, and we give two examples to illustrate two possibilities which may take
place in this case.

Example 5. Consider the equation

(18) y(n) + d(x)y = 0 (n � 2; x 2 R);

where d is the Dirichlet function, i.e. d(x) = 1 (x rational) and d(x) = 0 (x
irrational). The coeÆcient a1 of y

(n�1) in (18) has the PR-property. We prove that
the unique solution of (18) is given by y0(x) = 0 (x 2 R).

Conversely, suppose that there exists a solution Y of (18) such that Y (x0) > 0,
say, for some x0 2 R. But then there would exist an interval J = (�; �) 3 x0
such that Y (x) > Y (x0)=2 (x 2 J) and hence the set of values which the function
d(x)Y (x) takes when x 2 J would be equal to S[f0g, where ; 6= S � (Y (x0)=2;1).
This would mean that the function d(x)Y (x) = �(Y (n�1)(x))0 does not have the
PR-property, which is absurd. Hence, the unique solution of (18) is y0(x) = 0
(x 2 R), and so any system of solutions of that equation must be linearly dependent.

Example 6. If c(x) = �6=x2 (x 6= 0), c(0) = 0, then for n � 2, the coeÆcient
of y(n�1) in the equation

(19) y(n) + c(x)y(n�2) = 0 (x 2 R)

has the PR-property. This equation has the system of solutions

(20) y1(x) = xn+1; y2(x) = (sgnx)xn+1; y3(x) = 1; yn(x) = xn�3 (x 2 R)

which is linearly independent on R, but whose Wronskian vanishes for all x 2 R.
Indeed, since

1 � y1(x) + (�1)y2(x) + 0 � y3(x) + � � �+ 0 � yn(x) = 0 (x > 0)

1 � y1(x) + 1 � y2(x) + 0 � y3(x) + � � �+ 0 � yn(x) = 0 (x < 0)

we conclude that W (y1; . . . ; yn) = 0 for all x 6= 0. On the other hand, y1(0) =

y01(0) = � � � = y
(n�1)
1 (0) = 0, implying that W (y1; . . . ; yn) = 0 for x = 0. In order
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to show that this system is linearly independent, put
Pn

k=1 Ckyk(x) = 0 (x 2 R)
where C1; . . . ; Cn are constants. This splits into

(C1 + C2)x
n+1 + C3 + � � �+ Cnx

n�3 = 0 (x > 0)

(C1 � C2)x
n+1 + C3 + � � �+ Cnx

n�3 = 0 (x < 0)

and so C1 + C2 = C1 � C2 = C3 = � � � = Cn = 0, i.e. C1 = C2 = � � � = Cn = 0.

We now construct the general solution of (19) using the system (20). Consider
�rst the case when n = 2, i.e. the equation

(21) y00 + c(x)y = 0 (x 2 R):

For x > 0 this equation has linearly independent solutions y1, y2 de�ned by
y1(x) = x3, y2(x) = 1=x2, and so by the standard result (or by our Theorem) all
the solutions on (0;+1) of this equation are given by

(22) y(x) = K1x
3 +K2=x

2 (x > 0);

where K1, K2 are arbitrary constants. This means that the restrictions on (0;+1)
of all the solutions of the equation (21) are among the functions (22). But those
solutions must be continuous at x = 0, and so K2 = 0. Hence, any solution of
(22) for x > 0, and also for � 0, must be given by y(x) = K(1)x3 (x � 0), where
K(1) is a constant. Similarly, the restrictions on (�1; 0) of all the solutions of (21)
must be given by y(x) = K(2)x3 (x < 0), where K(2) is a constant. Therefore, the
general solution of (21) is given by

y(x) =

�
K(1)x3 (x � 0)

K(2)x3 (x < 0)
(K(1);K(2) = const):

Now for any n � 2, if y is a solution of (19), then

y(n�2)(x) = z(x) (x 2 R) ^ z00 + c(x) = 0 (x 2 R);

i.e.

y(n�2)(x) = z(x) (x 2 R) ^ z(x) =

�
K(1)x3 (x � 0)

K(2)x3 (x < 0)

wherefrom we obtain the general solution of (l9):

y(x) =

�
C(1)xn+1 + C3 + C4x+ �+ Cnx

n�3 (x � 0)

C(2)xn+1 + C3 + C4x+ �+ Cnx
n�3 (x < 0)

where C(1); C(2); C3; . . . ; Cn are arbitrary constants. However, it is clear that this
solution can also be written in the form y(x) =

Pn
k=1 Ckyk(x) (x 2 R), where

C1; . . . ; Cn are arbitrary constants and y1; . . . ; yn are de�ned by (20).

As before, we combine the conclusion of the last two examples into the fol-
lowing
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Proposition 2. Suppose that al has the PI-property. For any n � 2 it is

possible that:

(i) any system of n solutions of (1) is linearly dependent;

(ii) there exists a system of n linearly independent solutions of (1) whose

Wronskian vanishes for all x 2 I, but the general solution of (1) is again given by

(9).

The above proposition implies that (A2) is not a consequence of (A1).

It would be interesting to investigate whether it is possible that the function
a1 has the PI -property, and that at the same time there is no system y1; . . . ; yn of
solutions of (1) such that the general solution of (1) is given by (9); in other words
whether (A2) may, or may not be omitted from the statement of the Theorem;
strictly speaking, from the weaker form of this theorem, denoted earlier by (T ).
This question remains open.

Remark 2. The following example shows that for any n � 2, (A2) can be

realized when the condition (A1) is satis�ed and the condition of continuity of all

the coe�cients (i.e. the condition of the classical theorem cited at the beginning) is
not.

Let a1 have PI -propqrty, not being continous on I . Then the equation y(n)+
a1(x)y

(n�1) = 0, for any n � 2, has the following system of n solutionsZ x

x0

dx1

Z x2

x0

dx2� � �

Z xn�2

x0

e�A(t)dt; 1; x; . . . ; xn�2;

whose Wronskian di�ers from 0 on I . Here A is a primitive function of a1 on I and
x0 is a point of I .

4. Needless to say, analogous results hold for the nonhomogeneous equations
of the form

y(n) + a1(x)y
(n�1) + � � �+ an(x)y = F (x)

where the function F is de�ned on I . The Theorem is also carried over to �rst
order linear systems of di�erential equations.
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QUELQUES REMARQUES RELATIVES AUX FONCTIONES 
. PRIMITIVES DES FONCTIONS REELLES 

Dusan Adamovic 

Sommaire. Dal1s Је сас!се de сопsidегаtiопs plus сошрlехеs, оп traite јсј, еп particulier, 
Ја qllestion sllivante: la fonction f possedant ипе fonction ргiшitivе dans J'intervalIe 1, 
qllelJe propriete (quel degre de reguJarite) de la fonction g, dblinie dans 1, assure-t-еIIе 
J'existence de Ја f'onctiol1 рt'iшitivе dans 1 du produit Iz =1- g? Les resultats principaux 
dLt ћ'ауајЈ SOl1t сопtеШIS dans Jes tЫогешеs Р et Р'. 

О. Dans се qlli sl.lit, l'ensemble des nombres naturels sera designe раг N, 
сеЈ ui des пошЬгеs rationnels par Q et сеlпi des nombres reels раг R. 

Соmmе d'hаЬitпdе, 110US appelons !onction primitive de la fonction reelle! 
dans l'intervalle ouvert 1 tOllte fonction reelle F definie dal1s 1 et telle qlle 
р' (х) = ! (х), х Е 1. Ропг ппе fonction possedant ппе fonctioIl primitive dans 1 
nOllS disons qll'elle est ипе Рг!оnсtiоns, ои Ыеп qu'elle а la proprfete P1; s'il 
n'est pas necessaire de mentioner expressement l'intervalle 1, попs disons qп'еllе 
est P-fonction оп qu'eJ1e а la propriete Р. 

Il est сlаЈГ que la sоmше de deux Pcfonctions et aussi ипе Ргfопсtiоп, 
c'est-a-dire qL1e la propriete P r est additi~'e. Веасоир d'autres proprietes des 
fonctions reelles sont aussi additives, раг exemple: integrabilite (dans n'impol·te 
quel sens), continuite, continllite l1niforme, propriete d' etre Ьоmее, 1'ariation bor
nее, derivabilite (propriete d'avoir ипе derivie finie еп tout point), derivabilite 
continue (propriete d'avoir Ја derivee continue) dans ип intervalle (ouvert ои 
ferme selon le cas). D~ ces proprietes-Ia, celles soulignees, de mеmе qlle l'inte
grabilite dans le Sel1S de Riemann dans ип intervalle borne, sont aL1ssi multi
plicati~'es, се qlli vellt dire qlle Је prodllit de deux tOnctions jouissant de l'llne 
de ces propri6tes - еп jouit aussi. C'est раг le theoreme qlli suit qпе nous 
allons etablier, entre autre, qпе la ргоргfete PI п' est pas multiplicative. Dans la 
littегаtпге assez vaste, соmргепапt monographies, manuels et autres pllblica
tions, dans laq llеНе оп tгаitе (largement ои еп passant) les fonctiol1s primi
tives - раг exemple dans la monographie bien connue [2] de Н. Lebesgue, de 
mеmе qlle dans les livres aussi COnnllS [1] et [3] - nous n'avons nlllle part 
tгопvе la constation de се fait assez еlешепtаiге. 

Received Јаl1иасу 29, 1987. 
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Оп pellt, Ыеп entendu, poser la qllestion plus сошрlех.е sLlivallte: lа рго
pri6te Р1 de la fonction f etant supposee, quelle propriete (p1LlS forte чве Ру) 
de 1а fonction g definie dans 1 аSSlпе-t-еllе la propriete РI du prodLlit dcs 
fonctions f et g? Une reponse assez сошрletе а cette question-1a est dOnl1ee 
par notre thеогеше р et par le thеогеше Р' qui lui est ajollte. 

1. Dans la dешопstаtiоп de ces resllltats nOllS al10ns utiliser les deux 
enonces auxiliaires suivants. 

Lemme 1. Soit 1 = (а, Ь), ХоЕI et Ј uпе Јоnсиоn definie dans 1 et juissant а la 
Jois des proprietes Р(а, хо) et Р(Хо. а)· Alol's Ј est иnе PJ-Jonction јј et seulelnent 
јј иnе Jonction primitive Р1 de Ј dans (а, хо) (arbitrainment choisie) а dans le 
point хо la limite а gauche Јјnје et ипе Jonction primitive Р2 de Ј clans (хо , Ь) 
а dans lе point хо la liтite а droite лпие, е! l'egalite suiюntе 

1· РI(Х)-Р1(ХО-О) l' Р2 (Х)-Р2 (хо+О) Ј( ) 
~ = ~ = ~ 

х-+хо-о Х-Хо X-+хо+О Х-Хо 

est )Jalable. 

Deтonstration. Il est evident que toutes ces conditions sont necessaires. 
D'autre part, il est clair que, lorsqu'elles sont toutes гешрliеs et les fonctions 
Р1 i Р2 sont choises йе шапieге que l'on ait Р1 (хо - О) =Р2 (хо + О) = А, alors 
la fonction F definie par 

{
Рl (х), а<х<хо 

Р(х)= А, х=хо 
Р2 (х), хо<х<Ь 

est une fonction primitive de Ј dans 1. La fonction Ј, donc, possede la pro
priete Рр 

Corollaire. Sous lа condition supp!ementaire Је l'integrabilite tlans le sens de 
Riemann de f dans (ои! intervalle Јегmе et Ьоrnе contenu dans (а, хо) U (хо ' Ь) 
(еn particulier, de la continuite de Ј dans (а, хо) U (хо ' Ь», cette Jonction јоuи de 
la propriete РЈ si et seulement јј, aves lеј nоmЬгеј Х1 Е (а, хо) е! Х2 Е (хо ' Ь) 

хо-О Х2 

arbitrairement choisis, les valeurs Ј J(t) dt et Ј Ј (t) dt sont Лnјеј et 
-"'1 Хо+О 

-'" х 

x~~~ox~xo Ј J(t)dt= x:~o x~xo! J(t)dt=J(xo), 
хо-О хо+О 

Si, par surcroit, le graphe de Ј est symetrique раг rapport а la droite х = хо = 

= ~ (а + Ь), ои Ыеn si !'intervalle 1 еј! remplace раг l'iпtећ'аllе [хо , Ь), alO1's 
2 

рОШ' la propl'iete Р] de Ј il Јаи! е! il su!!it que f J(t) dt soit лnј et que I'оn ај! 
хо+О 

;У; 

lim _1_ !f(t)dt=f(Xo). 
Х-+ХО+О х-хо 

Хо+О 
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Lemme 2. La Jonction 

{ 
I х ЈОС sin ~, 

r; ( ) х-
х= ,ОС 

О, х=О 

1ans l'intепаlfе 1 = R: 

1 о рош' l/.. > З est continument derivable; 

20 роur 1 <IX::::; З est (terivabZe et n'est pas continumrml derivable,' 

з о рош' 0< l/.. ::::; 1 est соnаnuе et п' est pas del'ivable,' 

40 рои/' - 2<l/..::::; О а la ргоргiеtе Р est n'est pas continue,' 

50 рои/' (/.,::::; - 2 n'а pas la рl'оргiеtе Р. 

Demonstration, Оп delllontre aisement et d'une mапјеге habituelle les faits 
1 о, 20 et 30. Evidemment, pour IX::::; О la fonction f n'est pas continue dans R, 
Pour tout l/.. Е R еllе а dans (О, + оо) lа fonction primitive 

х х 1 

(1) Goc (х) = Ј j~ (t) dt = f trt. sin t12 dt = Ј и-(а:+2) sin u2 du. 

1 1 1 

Il en resulte que, d'apres lе lemme 1, son corollaire et Ie fait que Ја est ипе 
fonction paire, ропг la propriete PR de cette fonction il sпffit qпе la Iimite 

1 1 

(2) G ОС ( + О) = lim Ј u-(сс+2) sin u2 du = Ј u-(а:+2) sin u2 du 
Х-++О 1 + оо 

х 

soit fiaie et que l'on ait еп plus 

lјm Grt. (x)-Grt. (х+ О) = 0= frt. (О). 
Х-++О х 

Soit - 2 < IX::::; О. Оп а alors (/., + 2> О, et par consequent l'integrale 

Ј u-(ос+2) sin u2 du converge, се qui signifie, d'apres (2), qпе lа limite G ос ( + О) 
I 

existe et qпе sa valeur est finie. Dans la mеmе cas, еn. аррliqпаn.t l'integration. 
par paIties et le theoreme de L'Hospital, оп obtient 

+00 

l ' Са (x)-Grt. (+0) l' 1 Ј (N+") , "d Im = lm - u- - - sш u- u 
X~~+O Х Х-++О Х 

1 

.Х 

+00 

=, ~ lim у Ј u-(а:+3) ·2 и sin u2 du 
2 у->+оо 

у 

+00 

= ~ y~~~cc [у.у-(ос+з) cosy2_(1X+3)Y Ј u-(а:+4) cosu2 dU] 
у 
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38 D, Adan10vic 

+00 

Ј u-(сl.+ 4) COS u 2 du 
у 

et.+3 l' _y-(a+ 4)cosy2 et.+3 l' (?) ? 
= --- lт ------.--= --- 101 у- а+_ cosy-= О. 

2 у-++оо _y-z 2 у-++оо 

Il ell resulte, d'apres се qui precede, que pour - 2 < си:; О la fonction Ја а la 
рIоргiеtе PR et n'est pas continue dans R. 

+00 +00 1 

Si r/. ~ - 3, l'integrale Ј u-(а+ 2) sin u2 du, c-est-a-dire l'integrale Ј v -2 (а+3) 
. 1 1 

51n v d~', diverge, da тапјеге que Ја n'est pas PR - fol1ction dans се cas-la. 
+= +00 I 
{' 1 Ј -- (а+3) 

Enfin, lorsque -3<1X~2, l'integrale Ј u-(a+2)sinu2 du=2- v 2 sinvdv 

1 1 

converge, се qui signifie que Ga ( + О) а llnе valeur fillie, l11ais dans се cas 
1 nOl1S obtenons, ауес у = -, х> О, 
х 

+00 +00 

Ga (x)-Ga ( +0) =у! lг(а+2) sin u 2 dll=~ УЈ u-(а+з). 2 usinu2 du 
х 2 

у у 

+00 

=- у. у-(а+ з) cosy2 - --. - у lГ а+4). u- 1 • 2 и cos u- du 1 ос+3 1 Ј ( ? 

2 2 2 
у 

+С() 

1 ос + 3 , 'СЈ. + 3) (ос + 5) Ј ( , =-2у-(а+2)соsу2+-4-у-(а+4)S1l1у2- \ 4 У lГ а+6) S1l1112 du 

(3) 

ршsql1е 

у 

1 ј111 у_са +4) . siп у2 = О et 
у-++ оо 

+00 

+00 
Ј u- (а + 6) sin u2 du 

lim у Ј lг(а+ 6) sin u2 du = lim -у----;---y-l 
у-++оо у-++оо 

у 

_у-(а+6) Siny2 

------ = lim у-(СI.+4) siпу2 = О, 
у-++оо _y-z у-++оо 
Нт 

11 ' 1 d (3) d Ga(x)-Gа(+О) reSLl te е qlle ans се cas п'а pas de limite 
х 

lorsque 

Х ---+ + О. Donc, Ја n'est pas PR - fonction рош - 3 < IX ~ - 2 поп plus. 
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2. Nos resLlltats ргiпсiраllХ SOl1t contenllS dans l'епопсе suivant. 

ТЬеоrеше Р. Оп suppose les fonctions l'eeZIes .f et g (lefinies dans l'intervalIe ои
l'eI't Ј et .fpossedant lа рrоргИtе Р[, et soit Iz(x)~/(x)·g(x), хЕЈ. AZors: 

1 о La dегivаыlitе continue de g cZans Ј еntгаinе Za рrор,.Иtе Р[ de Iz. 

20 Еа dегivаЫlitе (Те g clans Ј n'еntгаinе pas Za propl'iete РЈ de Iz. 
30 Si lа /onction g possede la ргоргzetе РЈ et аuсunе (les /onctions.f et g 

n'estcontinue clans Ј, la jonction Iz peut avoil' ои nе pas m,ојг la propl'zete РЈ' 

4 о Si lа .fonction .f п' est pas continue dans Ј (possedant toujOUl"S Za Рl'O
Рl'јае РЈ, selon l'ћуроtћеsе preaZable clu tћeol'eme) , аЈогs РОИI' аuсиn nоmЬге nа
tUl'el п ~ 2 lа n-јете puissance de .f nе peut €tre /onction continue dans Ј, et 
роиl' tout tel n011'lbl'e п cette puissance peut avoil" оu nе pas avoi,. Ја propriete РЈ• 

/ 

Dетоnstгаtiоn. 10 SLlPPosons que la derivee de g soit continue dans Ј. 
D'apres la sllpposition prealable, la fonction / а une fonction primitive F 
dans Ј. Alors le produit р(х)· g' (х) est ипе fonction continue dans Ј, et рат 
consequent у possede ипе fonction primitive G. Il s'ensuit 

(F(x). g (х) - G (х))' =/(х)· g (х) +р(х)· g' (х) - G' (х) 

=/(x)·g(x)=Iz(x), хЕЈ. 

Donc, Iz est lIпе PJ-fonction. 

Il est clair que tOllS les exemplcs qlli sllivent (јсј ои plus loin dans cet 
article) et Oll l'on а Ј = R peuvent ett'c simplement appropries а n'importe quel 
al1tre intervalle Ј. 

20 Cette assertion sera ргоиуее раг le cas ои Ј = R, / = / 3 et g =/5 

(voil" le lemme 2), с'еst-а-diге Oll 

з 

{ 

1 х 1 2 siп ~ , 
/ (х) = .'.:-

О, Х = О, 

2 4 

5 

{ 

1 х 14 sin~, 
g(x) = х-

О, х=о. 

Еп effet, dans се cas, d'apres le lemme 2, / est lше PR -fonction et la fonction 
g est derivable dans R. Pl1is оп а 

1 

( 
4. 1 1 

1 х 1 sш.2 ---; = - 1 х 1 

Iz(x)=~ _ х 2 

l. о, х- О, 

4(1-COS_~2)' х#о 

de sorte qu'on а 

(4) ћ (х) = ћ 1 (х) -1z2 (х), xER, 

ауес 

1 

{
J-1X 1 4, Х=ј::О, 

111 (х) = 2 ._ 
О, х - О, 

{ 
~·I х 1-4 cos 22' Х#О 

112 (х) = - х 

О, х= О. 
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La fonction hp d'apre8 lе theoreme de Darboux, n'a pas la propriete PR • 

Etant donne encore que la fonction /12' d'apres une modification legere de 

l'assertion correspondante du lешmе 2 (оп а - ~ Е ( - 2,~0] et le remplacement 

du sinus par le cosinus et le multip1icateur 2 sous le symbole de соsiпиs пе 
changent pas evidemment la validite du lemme), jouit de la proprietePR, оп 
deduit de (4) la conclusion que dans се cas h n'est pas une PR -fonction. 

х<о 

x~O, 

g (х) = {fo (х), х ~ О 
О, х<о, 

les fonctions f et g ne sont pas continues dans R et elles sont toutes les deux 
PR -fonction8, d'apres les lemmes 1 et 2. Lellr produit - la fonction identi
quement nulle - а la propriete PR. D'autre part, si f = g = Јо, les fonctions f 
et g, selon le lemme 2, ont la propriete PR et ne sont pas continues dans R. 
Le produit Il de ces dellx fonctions est donne par 

{ 

sin2 ~ = ~ (1 - cos 2,), XFO 
h (х) = х- 2 \ x~ 

О, х= о, 

c'est-a-dire par h (х) = h1 (х) - h2 (х), хЕ R, ои 

{ 

1 

2 ' h1 (х) = 
о, х=о, 

{ ~cos 2, x=l=O 
h2 (х) = 2 х2 

О, х=о 

La fonction h1 evidemment n'a pas le propriete PR et la fonction h2 , d'apres 
le lеmше 2 et la remarque correspondante dans notre consideration sous 2°, 
jouit de cette propri6te. Par consequent, h n'est pas une PR -fonction. Ainsi оп 
а prouve les deux possibilites en question. 

4° Supposons que la fonction f ne 80it pas continue dans 1 (tout еп јои
issant, d'apres la supposition generale du theoreme, de la propriete Р1) et ро
sons ср (х) = Г1 (х), Х Е 1, le nombre п Е {2, З, ... }- etant fixe. Il existent alors 
хо Е 1 et deux suites (ak ) et (bk ) de points de 1 'intervalle 1 telles que lim ak = 

k->-oo 

= lim bk = хо ' lim f (ak ) = а, lim f (bk ) = Ь et а*-Ь. Si п est iшраiг, ои bien si п 
k->-oo k->-oo k->-oo 

est pair et ! а I *- 1 Ь 1, оп а lim ср (а,Ј = a"*-bll = lim ср (b k ), de maniere que la 
k->-oo k->-oo 

fonction ср n'est pas continue dans le point Хо ' Si п est pair et I а! = I Ь I (> о), 
c'est-a-dire les nombres а et Ь sont de signes opposes, alors les nombres 
f (ak ) et f (bk ) sont aussi, pour k suffisamment grand, de signes opposes, et 
par suite, d'apres le theoreme de Darboux, il existe ипе suite (ck ) de points 
de 1, convergeant vers хо et telle que l' оп а f (ck ) = о pour k suffisamment 
grand. Оп а alors lim ср (ak ) = а"*-О = Нт ср (ck ), се qui signifie que la fonction 

k->-oo k--+oo 

ср n'est pas continue dans point хо . 

Soit ensuite f la fonction dont le graphe est represente par lа figure 1, 
ои l'on а particlllierement mis en reHef la partie du graphe correspondant аи 
k-ieme (k Е N) des segments consecutifs formant Llll ensemb!e denombrable 
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со 

d'intervalles dont l'union est l'intervalle (О, IX], ауес IX = L k- 2 • (Le rapport 
k=l 

des grandeurs horizontales а celles verticales n'est pas presente fideIement Sllr 
la figure). Etant donne que 

у 

I 
I 

I 
__ 1~ _ 

I 

со 

i I 
. -~ 
f..K->: 

Fig. 1 

__ L. 
/ 

/ OQ 

rL=/ к- 2 
;-_. 

k ~ 1 

et que, pour 2 k-2 < x~ L k-2 , оп а 
k=IIX+ 1 "=11;.; 

х 

1 со 

Ј f(t)dt 2 2 k- 3 

0< +0 < k=nx -?>- О, 
со 

х-?>-+О, 
х 

(puisque lim nх = + со), cette fonction Ј, discontintle dans le point х = О, pos-
Х_+О 

sede la propriete PR , d'apl"eS le lemme 1. Сотте оп· а, evidemment, О ~J" (х) ~ 
~J(x), ХЕН, chacune des fonctions ЈП, nEN, а aussi la propriete PR • Si, 
d'autre part, le graphe de la fonction Ј est represente par la figure 2, alors 
cette fonction, discontinue dans le point х = О, а la propriete PR, се qu'on 
peut etablir de maniere semblable que dans le cas precedent, tandis que la 
fonction Ј", ауес 2~nEN, n'a pas la propriete PR, puisque 

(5) 

Ј 
со со со 

/11 (х) dx~ 2: k n k- 3 = 2: k"-3~ 2: k- 1 = + оо. 
"=1 "=1 k=1 

О 

3. Designons, рош Ull inten'alle Лхе 1, раг les symboles 

Ck (!.: = 1, 2, ... , 5) 
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J'especti~'ement les classes (/е toutes les fonctions I'eelles definies clans 1 et qui: 
1) n'ont pas la Pl'opf'iete РЈ, 2) ont la propriete РЈ et nе sont pas continues 
(!ans 1, 3) sont continues et nе sont pas deri~'ables dans 1, 4) sont сteriюЫеs е! 

у 

+ 

\. 

I 
:-2K-~ 
I 

5 

~r --2 К - 4'--_~"1 

Fig. 2 

пе sont pas cvntil1llment cterivables clans 1 е! 5) sont continument (terivables clans 1. 
C'est ell s'appLlyant SLlr le tl1eoreme р et Sl1r ql1elql1es faits elementaires, et еп 
effectllant quelques considerations supplementaires, que l'on peut, pour chaclln 
des cas Olt јЕСј, gECj , ауес les nombres ј, ЈЕ{I, 2, ... , 5} satisfaisallt а j~J 
(cette condition sert а eviter la repetition des са') identiqlles) d6termines, etablir 
exactement allxquelles des classes (5) peut appartenir la produit ј. g, et allssi 
allxq l1elles des classes pel1t appartenir la n-ieme puissance рl de f, ауес 2 ~ п Е 
Е N. Ici il faut considerer ql1e les mots "peut appartenir" signifiellt ql1e cette 

possibllite se realise effectivement pour иnе paire concrete cle fonctions аи moins, 
оu Ыеn pour иnе n-јете puissance concrete d'une fonction, - l'un et l'al1tre 
dans le cadre dl1 cas еп ql1estioll. 

Pour иnе partie поп vide А (Те l' ensemble {1, 2, ... , 5}, soit clesigne par 
lе symbole (ј, ј) -+ А lе fait que, lorsque ЈЕ Ci et g Е Сј, alors А represente 
l'ensemble des indices de toutes les classes (5) auxquelles peut appartenir (dans 
le sens precise ci-dessl1s) lе produit ј. g; aussi, soit designe рш (От ~ А lе fait 
que, si ЈЕ:: Сј , alors А represente l'ensemble des indices de toutes les classes (5) 
auxqueZles peut аррагtеnir lа puissance 1'11. Ауес ces desigllatiolls, le resultat 
plus complexe que nOllS avons аппопсе sera forn1l1le de la maniere sl1ivante: 

Theoreme Р'. N ous ш'опs: 

10 (1, j)~{l, 2,3,4, 5}, l~j~5; 

20 (2, j)~{1, 2,3,4, 5}, 2~j~4; 

30 (2, 5) ~ {2, 3, 4, 5}; 
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4° и, Л-'7·{k:i~k~5}, 3 ~j~j~ 5; 

5° (\1 п EN) (1)21! -+ {l, 2, 3, 4, 51.· 
Ј' 

6° (\1 п EN) (1 )211 + 1 -+ {[, 2}, 

70 (\1 п EN) (2)n+l -+ {l, 2}; 

8° (\1 п Е N) (i)tl+l-+{k:i~k~5}, 3~j~5. 

Remaгque. Le thеогеl11е р' contient tOlltes les assertiol1s du tl1eore111e Р 
(ail1si, раг ехеmрlе, 70 dans р' соiпсidе ауес 4° dans Ј) еl1 les completal1t et 
precisant par plusiellrs novelles assertions. Nous avons q lland-meme епсопсе le 
theoreme Р а part - еп 1"aison de l'iшрогtа11се des faits q Ll' Јl contient (а се 
qu'il nous sешЫе) - et nOllS aV011S dOn11e аи theorel11e р' lа foгше precedel1te 
<1.fill d'obte11ir Шl apeГ~ll complet et 1111iforme d'lln e11semble de faits. 

Demonstratiofl. Сотl11е 110US l'avons deja dit, l'assertion 70 du tl1еогеше Р' 
est l'ееllеше11t idelltique а l'assertion 4° du thеогеше р. Nопs 11'a11011s pas exposer 
сошрlеtеше11t, ауес tOl1S les detai!s, les demol1stratiol1s des assertio11s 1 °_4° dLl 
thеогеше Р, puisqLle сеlа exigerait l'elaboratio11 de ЬеаПСОL1Р de cas а distin
guer, рагшi leque1s рlиsiешs sont sешЫаЫеs et quеlqll'llПS assez siшрlеs; qпаl1t 
а ces assertio11s-1a nous a1l011s dOn11er des illfогшаtiопs sommaires relatives аuх 
points principallx de lепгs demonstratio11s, еп representant раг 1111 пошЬге 
d'exemples seIectionnes l'elaboration des cas particHliers. NOllS a1l0ns exposer, 
cependant, tопs les cas COllS 5°, 6° et 8°, pretal1.t le plus d'attelltio11 ан der
пјег des cas SOllS 6°. 

Ропг abreger 110tre exposition, dans chaque cas considere поus dеsigпе
rons, sans lе dire ехрliсitеl11епt, par А l'епsешblе figпrаllt dans lа relation 
correspondallte de lа forme џ, ј) -+ А оп de 1а [огmе (От -+ А, et le fa~t qпе 
k Е А sега designe рю' 

(6) (i, ј) -+ k, 

ОLl Ыен раг 

(7) 

Il reslllte de l'аssегtiОll 1° dll theoreme Р que 1'011 а АС{2, 3, 4, 5} 
dans lе cas 3°. Le fait qпе les propIietes de continlli~e, de derivabilite et de 
deIivabilite continlle 80nt пшltiрliсаtivеs, dans lе sens precise dans О, entral11e 
рош tOllS les cas sопs 4° 1 'iпсlпsiоп А С {k : i ~ k ~ 5}, 3, ~ i ~ ј ~ 5 et рош tOllS 
les cas SOllS 8° l'incl11sion А L {k: i ~ k ~ 5}, 3 ~ i ~ 5. Etant donne qlle, evi
demment, lа pllissance il11paire d'llne fonction discontinlle est aussi fonction 
discontinlle, оп а AC{l, 2} dans 6°. Il reste donc а etablir que tOlltes ces 
inclusions-la Se remplacent effectivement раг les egalites correspondantes et qlle 
l'оп а А = {l, 2, 3, 4, 5} dans les cas 1 О, 2° et 5°. Оп peut le [ајге еп de-
1110ntrant сЬаСLlП des faits valables (6) et (7) (sallf, Ыеп entendu, lе fait 
(5, 5) -+ 5) раг uп ехешрlе corresponant de fonctions I et g concretes, Оll 
ЬЈеп, роиг quelqlles cas, раг llпе consideration plus Оll moins generale. 

Ainsi, lе fait SOllS 1 О 
(1,1)-->,.-1 
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se prouve раг l'ехешрlе sL1ivant: 

.f (х) = g (х) = { О, 
1, 

Ensl1ite, les Љits SOL1S 1 "': 

(1, 1) ~/" 2, (1, 1) --;,.. 3 et (1, 1) --;,.. 4 

sont рГОllvеs раг les ехешрlеs: 

I(X)={O, 
1, {

l' х<-1 

g(x)= О, -l<х<О 

.frJ. (х), х>О, 

Olt l'on а Ll.E(-2, О], Ll.E(O, 1] et Ll.E(l, 3], respectivemellt, et le fait 

(1, 1) --;,.. 5 

se demontre pal" l'ехешрlе 

.f (х) = { О, 
1, 

х<О 

х>О, 
g (х) = { 1, 

О, 

х<О 

х>о. 

Le plus grand nombre des exemples servant а demontrer les autres faits 
partic111iers SOl1S 10_40, ainsi ql1e 1es exemples precedents, sont сопsitш~s par 
les fonctions .f et g d6finies dans R et tel1es qlle 1el1rs restrictions а quelques 
sOl1s-iпtегvаl1еs de R appartienl1et а des classes (5) determinees, la conservation 
d'l1ne propriete s'effectl1ant par le fait que l'al1tre de ces deux fon~tions prend 
la valeur 1 dans l'intervalle en question, et son annulation par la valeur О 
prise par cette autre fonction dans cette intervalle. Les constructions de telles 
fonctions .f et g s'appuyent sur les lemmes 1 et 2 et lltilisent des restrictions 
des fonctions JrJ.. а (- ОО, О) оu а (О, + оо), de тете que les translations de 
ces restrictions оu des restrictions а des intervalles bornes, et la continuite оu 
la derivabilite continl1e dans un intervalle plus large d'une fonction prenant la 
valeur 1 dans un sous-intel'valle et la valeur О dans lШ alttre sous-iпtегvаНе 
peut evidemment se realiser d'une maniere simple. 

Des exemples оu considerations prouvant le fait du type (6) sous 20_40, 
nous allons citer cependant tous сеuх ql1i different des exemples que nOllS 
venons de decrire. 

(2, 2) --;,.. 1, 2: се fait resulte de l'assertion 40 de Р). 
(2, 2) --;,.. 5: се fait est prouve par l'exemple employe dans la demonstra

tion da la partie positive de l'assertion 30 du theoreme Р. 
(2, 3) --;,.. 4: 

.f (х) = { fo (х), х < О 
l х, х>О, 

() { О, х < О 
gx= 

.f1 (х), х>О. 

(2, 4) --;,.. 1: cela resulte immediatement des assertion 1 о et 20 de Р. 
(2, 4) --;,.. 2: soit ЈЕ С2 ауес le point de desconinuite хо et soit g la fon

ction primitive de I dalls 1 telle que g (xo):;i:O; оп а alors gE С4 et la fon-
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ction 1I = Ј· g а la fопсtiоп ргiшitivе ~ ,g2 dans 1 et l1'est pas СОl1tiПllе dal1s le 

poin.t .\ф clc l11аl1јСI'С qllC 11EC2 • 

(2, 4) -7>- 3: / = Ј-р g=J2' 

(2, 4) ->- 4: Ј= Ј-р а-Ј ь - 3' 

(2, 5) -7>- 3: /=frj' g(x) =х, xER. 

(2, 5) -+ 4: J=j~, g(Х)~-=Х2, xER. 
1 

(3, 3) -7>- 3: f .' () 1 - 12 . (х) = g х = х I ' xER. 

(3, 3) -7>- 4: J=h, g(x) = 1 х 1, xER. 

(3, 3) -7>- 5: /(.x)=g(x)=lxl, xER. 

(4, 4) -7>- 4: Ј=g=јз. 
2 

(4, 4) -7>- 5: /=g=јз· 

NOllS passons аих exemples COl1cerl1ant les assertions 50, 60 et 80. 

50 

ј (х) = {~: x~O 

х>О. 

(l )2n -7>- 2: soit g la fol1ctiol1 dont le grap he est represente Sllf la figure 1 
et soit 

{ 

(g (x»)2~;, хЕ Q 
/ (х) = I 

alors ЈЕС!' /2n=gf:C:!.. 

(l )2n -7>- 3: 

/(х) = 

/(х)= 

- (g (х)У fl, хЕ R'" Q; 

О, x~O 

1 
-

х2n "' , O<xEQ 
1 

-
_х2n, O<xEEQ. 

О, x~O 

јl (х), O<xEQ 
п 

-јl (х), O<xEEQ. 
п 
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( 1) --:>5' - 2n • 

О. D. Ас\ашоviс 

Ј (х) = { 
-1, 

1 , 

x~O 

х>О. 
" 

(1)2n -1- 1 -:> 1: lе шсше ехешрlе qlle рош (1)2/1 -7- 1. 

(1)2Il-l-1 -7- 2: soit, pol1Г lЩ nombre т impair sllperielll" а 1 агЬitгаiге, 
111+2 

cf) -/11+1 
.2: k = r:J., et soit Ј 1а fonction d011t le gIaphe da11s l'interval1e (О, 3 IX] est 

k=l 

represente раг 1а figше 3 et qlli s'аШ1ll1е pour 1es autres va1euIs de xER. Si 

1'011 desig11e'par Pk et раг РЈс 1es aires des tria11g1es isoce1es Sllr 1а figure 3, et 

раг p~:ll) et p~~lI) les aires des figllres correspondantes obtenlles е11 геmрlш;аnt 
1а 1igne у = Ј (х) раг 1а 1ig11e у = Јm (х), nOllS avons d'abord 

у 

Fig. 3 

3а 

ј Ј (х) dx= ~ (р,,-2Р,,)=+ (1_21-~) ~ k- 1 =, + ОО, 
"=! - Јс=! 

О 

d'ou 1а conclusio11 qlle ЈЕ С1 • Eta11t donne que 

2 

Р(IIl) 1 1.-m+l 
,,=--/\, , 

111+1 
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nOllS obtcl1ol1s 
з ех 

r РЈ/ (х) dx -= I 
• 1.:=1 

1 002 2 
(р (lIl) ,.., р(IIl)) ""1 --- ,.., '") 1 k---) () 

1, - L. k. = ~-- ;- (/\ 117 + 1 - L. . ~ - , 11/ + 1. = . 

111+1 k'::.l 
О 

Ay~c 
оо 1Н+2 оо 111 +2 

3 L k ---;;+:1 <х ~ 3 L k--п+-( , 
k=IIX+ 1 1.:=11); 

оп allra ensllite 
х 

оо 

Ј· /111 (t) dt ,,(р (т) -2 рСI1l )) + р(lII) 
L... k 1.: IIХ 

0<+0 < '-=nх 
х оо m+2 

3 L k -~-:;:I 

2 

_1. ___ . 1/ \" 111 + 1 

nн-1 - 1 
-------------~--. 

оо 111+2 3 
3 L k-·~z+1 

1.:=":.;+ 1 

Par conseqllent, Ри Е Со. 
80 

1 

'-=nх+ 1 

2 

----70' 

(3)11+1 -73: 

(3)1l+1-74: 

Ј (х) = I х '~, xER. 

/=Ј2 . 
fl+l 

2 

(3)1l+1 -7 5: /(х)= I xl~, xER. 

х -7 -+ О. 

(4)1l + 1 -74: soit g Е Cz avec le point da discontinl1ite хо et soit Ј la fon
ctiOll primitive dans Ј de la fonction g, tel1e ql1e Ј (хо) # О; alors ЈЕ С4 et 
lJn+l(X))'=(n+l)/Il(x)·g(x), хЕЈ; сеНе fonction-Ia n'est pas cOlltinl1e dalls 
le POillt хо ' de sorte qLle /11+1 ЕС4 • 

(4)1l+1-75: J=fz. 

Је remercie шг SLAVKO SIMI<:; de son aide сопсеrпапt lШ point particl11ier 
dans се travail. 
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NEKOIJIKO PRIMEDlll О PRIMIТI VNIM FUNKCIJAMA 
RЕАLNЖ FUNKCI.JA 

Dusan -П, Адатоујс 

U sklopu sirih razmatranja, ovde se па prvom me.:;tu tretira sledece pitanje: pod pret
postavkom da funkcija Ј ima па intervalu 1 primitivnu funkciju, koje svojstvo (koji stepen 
pravilnosti) funkcije С, definisane па 1, obezbeduje postojanje primitivne fnnkcije па 1 pro
zvoda l! =Ј·с? Glavni rezultati rada sadrzani su u tеогеmаша р i р'. 
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А REMARK CONCERNING SLOWLY VARYING FUNCTIONS 
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ABSTRACT 

In this paper the author gi-ve а complete proof of а 

5 ta tement from the paper l1] . 

In [1] we were concerned with the properties of 

5 1 о w 1 у v а r у i п 9 f u п с t i о п 5 i п Ка r а m а t а 5 5 е п s е i. е. о f r е а 1 

functions L defined and positive for x~O, such that 

xlim Lt(~~ =1 for апу _Л€(О,+оо). 

In paper [3] Ј. Karamata defined this class of 

functions, and established also, using а particular ехаm

ple (р. 46-47), that а slowly varying function need not 

have the asymptotic behaviour of а monotonic function as 

х++оо • In [1Ј we made this fact more precise Ьу assertion 

4 о о f Т h е о r е m 1 1, Ьу w h i с h: а 5 1 о w 1 у v а r у i п 9 f u п с t i о п m а у , 
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as х++оо , osc;llate, with а finite or infinite interval of 

oscillation ([1], р. 133). However, proving this statement, 

we only constructed ([1], р. 134-135) а definite slowly 

v а r у i п 9 f u п с t i о п w h i с h о s с i 1 1 а t е s Ь е t w е е п f ј,n i t е (а п d Р 0-

sitive) limits as х++оо , and noted final1y that " оneс.ап, 

Ьу suitable modifications of this ехатрlе, constru~t а slow

ly varying function with ап infinite interval of oscil1a.-
t i оп 11. 

Here we shall give а camplete proof af the second part 

of the cited statement, which has not Ьееп ma.de in [1], 

and we shall also give а. more precise form of this sta.te-

ment. Namely, we shall герlасе it Ьу the fol1owing: 

Proposition. Far апу two elements а. and Ь of the 
interval [0,+(0) such that а<Ь, there exi·sts а. slowly va.r

ying funct;on L continuous оп [0,+(0) a.nd 5исћ tha.t 

Нт L(x)=a, ТГri1L(x)=b. 
х++оо 

х-++оо 

Proof. In а.ll cases considered, the slowly vary-

in~funct;on L(x) which we shal1 construct for x~1 wil1 Ье 

given Ьу ап equality of the form 

where 

( 1 ) 

х е::' t , 
Ј ...:::L::..L d t . t 

L (х) =е l· 

_Тl(x) 
е:(х)- 1+1nx (x~1 ) 

and the function n(x) is continuous and bounded for x~1; 

for x€[0,1] it ;5 5ufficient to define L(x) а5 а funct;on 

continuous and positive оп that iлtегvаl. According to the 

known result about the representation of а slowly varying 

function (see, for example, [1], р.124, 0.2), the function 

L(x) defined јп this way i5 certainly slowly varying and 
continuous оп [0,+(0). 
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А remark concerning slowly varying funсНоns in Karamata's веnsе 

We shall first consider the case 

О<а<Ь<+оо. 

Let us put 

(2) ( О) eP-1 1(>0) ~= ~ (>0) р=- lnb - lna > ,w=e -. ' \.i '" 

and 

(3) 

Then, 

and hence, 

( 4 ) 
Х п + 1 ( ) ." Х -х (-- - 1» X1W>W=30 n€N. 

"п+1- п- п х 
п 

Let us further pose(see the figure) 

X-Х2k_1(Х2k_1-0~Х<Х2k-1+0) 

( 5 ) Il(x) = 1 (Х2k_1+0~Х<Х2k-О) (k€N). 

,- x+x 2k (x 2k -0~Х<Х2k +0) 

-1(Х2k+О~Х~Х2k+1-0) • 

According to (2), (3) and (4), this definition of Il(x) is 

consistent and obviously Il(x) is defined Ьу it for X~X1-0 

(>1) as а function continuous and bounded оп [0,+(0). For 

1~X~X1-0, we define Il(x) as а function continuous оп 

[1,x 1-o]and such that 
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Х - о Х 1 

j1~~_ dt= 1 па-а.- ј' t -; х . dt 
1 tТТ+9)lt) Х 1 - о t ( 1 + 1 nt ) , 

where the number а. wi1l Ье determined 1ater; evident1y, 

th;s сап Ье done. 

Ву (3), we h~ve 

х ,-о 
.k+1 dt 

Xk{O t(1+1nt) 

= 1п 
1+eP-1+еР1п(0~Хk) 
1+1n(x

k
+o) =р. 

Непсе, 

Х 1 -о' ~ 1 t п Х k+1 
(t) -Х 1 d.U 

(. t (1 + 1 п t) d t + Ј t ( 1 + 1 п t) d t + L f . t d t 
1 Х 1 -О k~1x - k 

п xk+1 
= 1па-а.+ I (_1)k-1 f tn (t)1 dt 

k=1 x
k 

t 1+1nt) 

~ k-1 х k + 1 -б dt xk +6 xk+1 . In(t) I 
= 1па -а.+ I(-1) [Ј t(1+.friТ} + (} + Ј . )t(1+1nt} dt] 

k= 1 xk +0 xk Xk+1-0 

п k-1 
=lna-a.+ L (-1) (p+a k ), 

k=1 . 

where 
Х +6 Х 

d е f п п+ 1 Ј т1 ( t) I 
а. п _ ( f + Ј ) t ( 1 + 1 п t) d t+ О (п+оо ) , 

Х п х п + 1 -б 
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А remark concerning slowly varying funсНоns in Karamata's аеnsе 

and consequently 

оо 

а. def I (_1)k- 1a. 
--k=1 k 

is а finite numb~r. Непсе, 

( б ) 
Х 2n + 1 ~ 2п k-1 
f t dt=lna-a.+ I (-1) a k+lna-a+a.=lna(n+oo ), 

1 k = 1 

Х 2п + 2 
(7) f ~ dt = 

1 t 
2п+1 k-1 

lпа-а+р+ I (-1)· d k+lna-a.+p+a.=lnb(n+oo ). 

k=1 

Ву (1) and (5), we have, for each n€N, 

Х 2п + 1 х ~(T' x 2n 
f ~ dt~f ~ dt<f ~ dt 
1 1 t 1 

wherefrom we obtain 

ух х Zx 
f ~ ·dt~f . .u..u dt~f .u..u dt 
1 t 1 t 1 t 

(х>х 1 ), 

Z ·€{x 2 :v€N}. This implies, according to (б) and (7), 
х v 

а п d t h i s to 9 е t h е r W1 t h (б) а п d (7) i m р 1 ; е s 
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1 i m 
Х++ОО 

х 

Ј ~ dt = ·1 t па, 

1 
lim ЈХ ~ dt = lnb. 

х. +<Xi 1 t 

Therefore, 

ltm L(x)=a, ltm L(x)=b. 
х++оо х++оо 

In the case 

о <а <Ь=+оо, 

let us pose 

Then, we have 

Therefore, ;п th;s case we shall also def;ne n(x) for x~2 

Ьу (5) with 6=1, and for x€(1,2] as а continuous function 

such that 

where 

Х 1 Х 1 
Ј n(t) dt=J ~ dt = lпа-а, 
1 t(1+1nt) 1 t 

def 
а-

оо 

\' k-1 
L (- 1 ) a k , 

k=1 
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А remark conceming slowly узrying functions in Karamata's sense 
with 

(k€N) , 

is а finite number. Similarly as ;п the f;rst case, опе 
сап establish that now 

Х 2п + 1 
I ~ dt = 
1 t 

2п k-1 
lпа-а+ l (-1) a k-+-lna-a+a=lna (п-+-оо ) , 

k=1 

wherefrom опе concludes that 

1 i m 
х-+-+оо 

х 

I ~ dt = 1 t па, 

1 

-- x.u..u , -1" m 'Ј € t dt=+oo, 
х-+-+оо 1 t 

; " е" l;m L(x)=a, lim L(x)=+oo. 
х-+-+оо х-+-+оо 

In the case 

а=О<Ь<+оо, 

;t is suffic;ent to observe that the function L(x)=1/L
o

(x), 

where Lo is а slowly varying funct;on cont;nuous оп [0,+(0) 

and suchthat lim Lo (x)=1/b, lim Lo(x)=+oo (preceding case) 
х-+-+оо х-+-+оо 

93 

- ;s continuous оп [0,+(0) and has the properties lim L(x)=O, 

ТГni L(x)=b. 
х-+-+оо 

Let us final1y consider the case 

а = О, Ь = +00. 
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Putting 

(n€N), 

and defining Тl(x) оп [2,+00) Ьу (5) with 8=1, and оп [1,2 Ј а5 

! cbntlhUoUS function оп that interval, we get in this 
case 

ХјП+~1с-t х п e:(tt) п k 1 п k 1 
V ut = f ~ dt + I (-1) - k+ I (-1) - (Xk' 

1 1 х=1 k=1 

where (Xk has the same meaning as in the proceding case, 

and consequently 

x2n+tft\ Х 1 ~I~\ 2п k-1 
f ~ dt= f .~ dt - п + I (-1) ak~-oo (п~оо), 
1 1 t k=1 

X2fn+2e:lt\ Х 1 ~(t\ 2п+1 k 1 
~ dt= I ~ dt+n+1+ I ' ('-1) - 'ak~+OO(n~OO). 

1 t 1 t k=1 

Непсе, 

that is, 

х 

f Щl dt=_oo, 
1 

lim L(x)=O, 
x~+oo 

х 

iim f ~ dt =+00, 
х-Ноо 1 t 

1 i m L( х ) = +00 . 
х оо +оо 

Remark. А particular -example of а slowly varying 

function L(x) with propertie5 lim L(x)=O and lim L(x)=+oo 
Х++СЈ х++оо 

;5 given in [2] (р.58,ех.3), without detailed proof. Our 
result is evidently more general. 

361



А rеmзrk сопсеrni.ng slow1)' yarying f'unсНопг in Karamaia's аenве 

REFEREN CES 

[1] D. Adamovic: Sur queZques proprietes des fonctions а 

croissance Zente de Karamata (I)~ Matemati~ki vesnik 

3(18)~ sv.2~1966~p.123-136. 

[2] N.C.Bingham. C.M.Goldie and J.L.Teuge1: ReguZar Varia

tion (EncycZopedia о! Mathematics and its AppZications~ 
v. 27)~ Cambridge University PгeBB~ 1987. 

[3] Ј К t S d d · ~ "'1' '\ d • arama а: иг иn то е е CPO~B8ence regu~~ere ев 

fonctions~ CZuj~ 1930~ р. 38-53. 

REZIME 

JEDNA PRIMEDBA КОЈА SE ODNOSI NA SPORO PROMENLJIVE 

U SMISLU KARAMATE 

Dat је kompletan dokaz jednog rezultata iz rada [1Ј. 

Received Ьу the editors Мау 23, ј988. 

9S 

362



MathemaHca 
Balkanica 

N("W sc:nes Vol. 3. 1989. F 1tКo. I 

Оп Nanson's Inequality and оп Some Inequalities 
Related to It 

Dusan D. Adamovic , Josip Е. Pecaric 



Mathematica 
Balkanica 

New Series Vol.3, 1989, FaSC.1 

ОП N anson~s Inequality and оп Some Inequalities 
Related to It 

Dusan D. Adamovic*, Ј osip l!. Pecarict • 

Presented Ау 1>. Kurepa 

1. Тhe following result is due to Е. Ј. Nanson: 
"Ifa real sequence а=(а1 , a1 , ••• , а211'Н) is convex, then 

(1) 
аt+аэ + ..• +a2Jt+t ~.a2+a4+ ..• +а211 . 

n+ 1 - п ' . ; 

, ..... ./ 

• ''').0' • ,.,.'~ " о- : ., c.:.·~ ~': .,Ј', ~ ,>",' ". "~'~' .. :.," 
with equality if arid only if a,i5 ,an arithmetic progfessjo~" ;,.~,:\',., ..... 

Опе can find this result јп [1, р.205], wheteits proof јз аl50 giVelt. ТhiS\proof 
is correct, but it appeared to the author5 rather artificially constrocted. Тhat 
incited them to try to find а different proof, which would Ье, without regard to the 
length, essential1y more natural. Тhe Соnn о! the proof of Nanson's inequality that 
they - tending to this purpose - obtained, conducted them to а more general 
result. Besides that general proposition and it5 corollaries this paper contains 
several other results, related јп а different wayto Nal150n's inequality. 

Before passing to our main results, we shall give some auxiliarly э.SSe'l1iоns. 
. , 

ита 1. 1! afunctionf(x) is convex (strictly convex) оп the intervals [а, Ь] and 
[Ь. с] (а <Ь <с), and.t.(b)~j",+(b), then thisfunction is also convex (strictly convex) оп 
the interval [а, с]. . . , 

Proof. Ву hypothesis, wehave, With a~Yl<::b<Y2SC, 

J(b~-J(yl) S f'-(b)-bl'+(b) S f(Y2)-~(Ь). 
-Уl «)«) .У2-

Hence we get for aSx. <x1 <Ь<хэSс 

Ј(х2)-Ј(х.) s f(b)-f(x1 )" s,f(Хэ)-"-f(Ь) 

Х2 -Х 1 «) Ь-Х2 «) хэ-Ь' 

and further, using the fact that the secortd inequaiity implies 

Ј(Ь)-Ј(х2 ) :!; f(хэ)-ftх2 ) 

b-x1 «) хэ -Х2 ' 
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(2) 
f(x2 )-f(Х 1 ) < f(хз )-f(х2 ) 

X 2 -X1 «) Х З -Х2 

D. D. Adarnovic, Ј. Е. РсёаГЈ 

If a<x 1 <Ь<х2<хз <с, we have 

f(хз)-f(х 2 ) > Лх2)-ЛЬ) > f(b)-f(x t ) 

ХЗ -Х2 (» о ~2-:-b (» Ь-х ! 

and further, since the seeond inequality implies 

Лх2)-ЛЬ) > f(x z)-I(x1 ) 

х2 -Ь (» XZ-X 1 

we eonelude that (2) holds јп this ease, too. Therefore (2) is valid for аН х t ,)l;t 

Хз е[а, с] sueh that x1 <Х2 <хз ' whieh means that the funetionlis eonvex (stri4ly 
eonvex) оп [а, с]. оО 

итта 2. 11 а sequence а" (п Е N) ј.') convex, then the Јunс! јоn 1 whose grap/) js 
фе polygQna{ ljne with corner points (п, а,,)(nе N) is also convex ст [1, оо). 
'Th(!reJore~a CQlIvex sеqцеnсе а,. (п Е N) has the property о 

,; ,~, , : .' I о" • ~ , • " ~" .. ,.1. ,{' 

with strict inequalitYJor fixed р, q and r if аnd only if the sequence (а,,) is not 
arithmetic Јо, р <n< '. 

Similar assertions concerning finite sequence are valid. 
р r о о f. Тће supposition implies the eonvexity of the funetion Ј оп f:4ch 

interval [k, k + Ј] (k Е N) and its property г- (k) ~"'+ (k) (k Е N, k > 2). Непее, usj}'l!;o 
Lemma 1 and applying mathematieal induetion, опе еап easily prove tMi 
eonvexity of 1 оп eaeh interval [Ј, k](keN, k > 2),and that obviously implies ifu 
eonvexity оп [Ј, + оо). 

It folJows from the estabIished, that 

~ Ј(ц) < (r-q)f(p)+(q-r)f(r) = (r-q)ap+(q-r)ar (t <p<q<r). 
q '-р '-р 

Aeeording to а known property of еопуех funetion, this inequality is equality 
and only ifJis linear оп [р, ,], that is ifand опlу јГ(а,,) is arithmetie for p~n 

It is elear that аll we previously estabIished is also valid, јп а eorrespondii1j. 
form, јп the ease оС а finite s~quещ:е. 

Lemma 3. 11 а sequence (аll ) ; .... convex, then the sequences (а2"- t), (а211)' 
generally all sequences (аmll - р) with fixed т Е N аnЈ р Е {О, ... , т -1}, are contl~o, 
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ОП Nanson's Incquality ... 5 

итта 4. иt А аnЈ В Ье real, аnЈ а аnЈ р - positive numbers. Then аnу о! 
the inequalities 

А+В В 
<-

а+Р «)Р 

iтplies remllining two о! them, ј. е. the inequality 

\ ~ ~'" \ ~,' 

Lemma 3 follows immediately Crom Lemma 2. Тће assertion оС Lemma 4 is 
evident and well-known. 

Let us remark that we have, according to Lemma 4,the foHowing coroHary оС 
Nanson's inequality 

11211+ 1 11 , 
• ",:. ~~'(fr 

1: а21: + 1 1: аl: 1: а2А: 
1:=0 > А:= 1 > .c....A:=--,,1_ 

n+ 1 = 2n+ 1= п 

'holding for convex sequence (a1 •.•• , а211+ 1) (а similar result IS glven tn [5, 
рр. 59-60]) . 

• 2. We. pass to а result of а general kind. 
Ј· 

Theorem 1. иt a=(a t , ... , а,,) Ье а convex sequence'and letl" == {t, ';'" n'}:'ut 
Jurther 1, Ј аnЈ М Ье noneтpty subsets о! 1,., the sets 1 аnЈ Ј being non"ol'erlapping. 
иt these three sets have cardinal numbers а, р аnЈ ')'. respectively. аnЈ let 

u=l:ј. Ь=l:ј, w=l:i. 
јЕ I јЕ Ј 'Е М 

Then. иnЈе, the соndШоns 

(4) 

the inequalit у 

(5) 
~ ')'v- {Jw IXW-')'u 
L. ај ~ р 1: ај + 1: ај 

је М av - и је 1 av -:- {Ји јЕ Ј . 

holds. IЈ besides (4) the condition 

(6) 
w и+и 
-=--
у а.+Р 

ј.') satisfied, then 
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6 О. О. Adamovic, Ј. Е. Р 

1:. ај 1: а; 

(7) ~ ~ i&luJ 

"1 ~ а.+јЈ 

holds. Јј, јn addition. М аnd luJ are non-overlapping sets. the inequality 

1: al 1: .а, 1: а, 

(7') је lrI . ~ је,lџЈџМ ~ IЕ/џЈ 

"1 , - а.+/Ј+"I - a.+~ 

;s also true. 
Each o/the inequalities (5). (7) аnd (7') becomes аn equality if and only if а и;аl1 

arithmetic progression оп theset· . . ., 

}; .... S= {min(luJ), min(luJ)+ ., ... , max(luJ)}. 

Without . the supposition 

(4') 

the conditions ; < ~ аnd (6) do not imply the inequality .(7~ 

РсооС. For теМ arbitrarily cbosen, we can find nonnegative пumЬг.rs 
Р and Q such that P+Q>O .and . 

" " . 
Pu+Qv 

т= Pa.+QjJ' 
1. е. 

(a.m-u)Р=(v- јЈmю. 

This is satisfied Сос 

P=v-fJm. Q=am-u, 

these numbers Р and Q being, according to (4), nonnegaive and with positive s_~ 
Using Lешmа 2 and Jensen's inequality applied to the function / mentioned in 
that L~mma, we obtain 

Р 1:./(;) + Q 1:/Џ) 
=:;; јЕ 1 

Pa.+QjJ 
јеЈ 

1. е. 

367



ОП Nanson's Inequality ... 

(8) 
, (v-рm)А+(аm-u)В 

а ... < . Р , av- и 

where А = 1: а" В = 1: аЈ • It follow8 further· from (8) 
{Еl ЈЕЈ 

1 
1: a ... ~ Р {А 1: (v-рm)+В 1: (ат-и)} 

, МЕ 1 av - и _ М. _ м ' .. 
yv-pw: aw-yu' 

= А+ В,' av-pu . а.,,-ри 

that is the inequality (5). . 
If the condition (6) is satisfied,' then we ha'Vt' " 

:'" ~ ~ , ) ~. ,~. , 
yv-pw a.w-yu у 

av-pu = a.v-pu = а+Р' 

80 that (5) Ьесоте8, 1 and Ј being non-overlappingsets, . 

1: а, : "1:, а" 
ёе М ~ ,.,~j ". 
У - а+Р' 

7 

i. е. (7). ЈС, јп addition, М п (1 u Ј) =ф,' this inequaIity irt-1plies': (71,aёcording 'to 
Lemma 4. 

Further, опе can ea8ily 8ее that if the sequence о.а јз not ап arithmetic 
progression (1inear sequence) оп the set S, then any оС the inequalitie8 (8) i8 8triCt, 
and 80 the inequality (7) is strict, too. '-!'. 

FiпаПу, the last assertion is сопfiпned Ьу the example of the 8equence аll = n2 

(n=l, ... , 8), with l=Р, 3, 4}, Ј={5, 6, 8}, М={2, 7}. 'П this case the condition 
(6) is satisfied, but 

~>. ~ 

и 8 . 
-=->2еМ 
а 3 ' 

,and 80 (4') do not hold. Since с 

1: аЈ 2 2 
(ЕМ 2 +7 --= :=-, 

2 
53 

1: а· 
iE1u J I 151159 53 
~~=-<-=-
а+Р 6. 2.3 2 ' у 2' 

the inequality (7) ј8 not satisfied. 
ТЫз completes the proof of Theorem 1. 

Corollary 1. Let а=(а •. оо •• а .. ) Ье а convex sequence. Then Ја, те N аnЈ 
2т < п -1 the ;nequalities 
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1 п -т 1 п 1 m 11 

1: ај < - 1: ај < -2 (1: ај + 1: аЈ 
п - 2m ј = m + 1 П ј = 1 т i = 1 i = п - m + 1 

hold. Both inequalities Ьесоmе equalities if and only if а is аn arithmetic progression. 
3. Using Theorem 1, we зЬаll prove the following generalization оС Nanson's 

inequality. 

Theorem 2. Let the sequence.a=(a1, а2 , ... , а2n+l) Ье convex. Thenfor mEN 
and 2m < п + 1 the following .inequality . 

(9) 
1 .. +1-. 1 .. +1 

---- 1: а21 < --1 1: а21 - 1 
n-2m+2 1=. n+ ј;=1 

holds, with equalityif and only ifa is an(lrithmetic progression. 

р r о о f. We start from the inequa1ity defining а convex sequence 

Adding from k=m to k=n+ l-m опе gets' 

1. е. 

(10) 

.. +1-..+1-. 

21: a21~a2.-~+2 1: a21.-1+a2( .. +~-.)+1 
,,-." 1-.+ 1 

,,-.+2 
:;:::: 21: fl21~.1 т:-(а2 .. -1 +a2(~-")+3) ,,=. 

11+1-. n-2m+2 .. -.+2 
1: а21 ~ 2m З 1: а2" - 1 • ,,=. n- + 1=. 

Here we use "the inequality 

1 .. -.+2 + 1: ~ а2 .. -1 а2( .. -.)+з 
-n---2m-+-з а21 -1 - 2 

1=. 

which follows immediately from Theorem 1. It follows also from Theorem 1 (first 
inequality (7')) the inequality 

. (11) 
1 ,,-.+2 1 .. +1 

---- 1: а21с-l ~ -- 1: а2"-1' 
n-2m+З "=т n+ 1 "=1 

Combining (10) and (11) one gets (9). ТЬе statement concerning equality in (9) јз 
clear, taking into consideration the corresponding assertion of Theorem 1. This 
completes the proof. 
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Оп Nanson's lnequality ... 9 

R е т а r k 1. Usil1g the substitution ai = ЬН 1 опе gets from (9); with п >2 
instead of п + 1. 

1 ,,-т 1"! ' .' . ' 
---- :Е а2Нl< - 1: a21t (тЕ N, 2m <п), 
n-2т+l 1t=m П 1t=1 . 

> • ~ f 

and especial1y,' for т = 1, 

"<':.'" " 

or, according to Lemma 4, 

1 ,,- 1 1 2" 1" 
-- 1.: а21+ 1 ~ 2 1 1:a1t~ -.,1: а21с·' 
n-l 1=1 n- 1=2 П 1t .. t 

4. Аз it ћаз Ьееп established in [1, рр 205-206, 3.2.27], Nanson;s ineq ta1ity 
with a1t = x1t

-
1 Ьесотез the inequality of Ј. М.WП$оri'· . " .. ' , 

2' 4 2,,' '. 
1 +х +х + оо i +х 2: n+l (х >0). 
х + х3 + . оо + х211 1 - п' 

Using Theorem 2 опе сап, clearly, obtain а generali~ation of Walson's јпечиаШу. 
Оп the other hand, starting from Corollary 1 опе сап also deduce the results 
given јп [1, р.198, 3.2.4] (or јп [5, р.139, 2.3.1.4]), in [3, р. 142, 2.3.1.5] and јп 
[3, р. 144, 2.3.1.6]. . 

Тће following statement generalizes тапу resultsof· this kind. 

Theorem 3. Let р and q Ье real numbersand'let p>q. 
10 I[ q>Оv(р>О>qЛр+q<О). then 

(12) 
аР +, - 1, р' + q . , . ' 
.>'-"- (O<a~ 1). 
аР-а' p-q 

20 1[ (р>О>qлр+q>О)vр<О. then (12) with reverse inequality,is'valid. 

р ro ~ f. Аз the substitutions а ........ 'Ја' dO riOt ch,blge ihe leftside6f(12), ј! 
зитсез to consider this inequality for а> 1.' For the function 

we ћауе 

Jf we put 

(ћеп 

Ј'(а) = p+q а,-l «p-q)а'-раР-'+q) , (а> 1). 
p-q " 

g(a) =(p-q)a' - pa"-'+q, 

g'(a)=(p-q)раР -,-I(а'-l). 
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For р>ц>О. we have (Ј'(а»О (а> 1) and cOn8equently о(а»о(I)=О. That 
implies!,(a»O (а> 1) and further Ла»ј(l) =0. and so (12) holds in this case. 
p>O>q and р+ц<О. we have (Ј'(а)<О and consequently (Ј(а)<о(I)=О (а> 1) 
which implies !'(а»О (а> 1) and further ј(а»!(l)=О (а> 1), so that (12) holct1 
again. For p>O>q and p+q>O we have, as in the preceding сше, о(а)<О (а> 1) 
which now implies!,(a)<O(a> 1) and hence!(a) <Лl) = О(а > 1) and so the rever~ 
inequality of (12) holds. Finally, under the conditions O>p>q we have и'(а) > о 
(а> l)and so о(а) > о(1) = О (а> 1), wherefrom it follows г(а) < О (а> 1). 80 that 
Ла)< /(1)=0, ј.е. the reverse inequality in (12) holds again. ТЬе proofis finished. 

R е т а r k 2. Вesides the gen~ra1ization~ of Wilson's inequality and other 
'mentioned results, Theorem З gives improvement of а result of О. Z. D ј о k о v i с 
[З, рр 162-16З, 2.З.2.8] (also see [1, р.276, З.6.26]), and also improves the 
inequality in [1, р.279, З.6.Зl] (or in [З, 2.5.18]). 

, " ' х"-х-" 
Corollary 2. Thefunctiop h(a)= ',,' withfixed х> 1, is strictly increasiпo 

а ' 

Jo~ а>О. 
,', ч 

First proof. Let и~ putJn Тhеоrсщ): (Ј, х>l, p=u+v, q=u-v with 
u>v>O. Then we get 

·Ј 

х211 -1 и 

х"+"-х"-:-U > v" 

which was to, ье proved. . 

Second pro9f. As_,w~ t1ave, 

..... х-" sh(a ln х) ао ln1.+ 1 х 
(IЗ) h(a) = А - = 2 = 21: а111 (a~O, х>О), 

а а .. '"' о (2n + 1)! 

the function h with fixed х> 1 increases strict1y for а> О. 

R е т а r k З. From Corollary 2 immediately follows the mentioned 
iтрrоvетепt.оС3.6.З,\ in [1, р.279]. Оп the other hand, it follows Crom (IЗ) that, 
with а fixed х >1, the function h(a} str.ctly increases together with lal. Ву using 
this fact and writing preliminarily (12) јп the foст 

1'+4 "+1 
, х-Т-- х--Г, р+ц 

1'-4 1'-4 > -- (O<x~ 1), 
х-г ~x---Г р-ц 

one can simply prove јп another way аН assertions of Theorem З. 

Corollary 3. Let х> у> О. Then 
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s...;x-y ГуА у 

(15) х-у > r(X-У) Щ> FY (O<r<I); 
lnx-lnny х'-;У:- ,:_ ' ,': ,,:' 'о",",:,,", '," ,',:~·",t.;:;,';: 

,. :." . I .• '. • "" 1. 

Ја, '= 1/2 the inequality (15) reduces ta the !оi!ОWi"пg re~ul{!r{)m[4] 
х-у > ~(X3/4yl/4+Xl/4y3Џ» FY. 

lnx-lny 2 
I • 

Р r о о f. According to Corollary 2, we bave 

s r ' '. ,'.~ , • 
h( -2) > h( -2) > Нт h(a)=21nx, 

.... +0 

11 

whereftom one deducCs (14) using;'the substiiuti~n- ~4xly~"(l5) iS'i а ~jтple 
consequence of (14). , ' " "':."'" ,,' ,,' ~ "', ".", ' ,', " ,i;.~' ' ','" ,"; 

R е т а r k 4. Fo~ У · i and '= (M~ ~~~ii~eci~iJity (t4);liyes'a'~~~~t~Js 
inequality [1, р.272, 3.6.15]; more precisely, this Karamata's result јп the form of 
а strict inequality. ,One really first obtains~ directly" Кaramata's inequality for 
х>l, and then, Ьу substitution х":+l/х, also Со!' O<x<l~ 'ч~ 

R е т а r k 5. It fol1ows (rom (lз):fћАt h'(а):>О(~'>:о)~"tJsirigihisiпефlаlitу we 
сап easily obtain the inequality 3.6.17 јп [1, р.273]: 

х-у , 'Х+У '-, ',}\",' 
1 l' < -2- (О<у<х). nx- ny 

;.t 

This result enables us to prolong the~sequence (14) оС inequalities Ьу 

2х"-у' 2х'-у' - : 
lnx-lny > - ..... у' > ~..." у' (О <у, <х, ·O<r<s). 

r А + s А + " ' 

where the last inequa1ity follows from the fact that the function th t decreases 
" t 

strictly for t > О. 
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TWO PROPOSITIONS ON SLOWLY VARYING FUNCTIONS 

Dusan D. Adamovic 

Abstract. The рарег contains two statements which both assert that, under certain 
conditions, the function Ј(х) = F(R 1 (x), ... ,Rm(x)), where Р: (R+)m -> R+, R k : R+ -> R+, 
k = 1, ... ,т, is slowly varying. 

1. Ош first theme is the following: 

PROPOSITION 1. Let Lk (k = 1, ... ,т) Ье slowly varying Junctions and let the 
геаl Junction F Ье defined and continuous оп the adherence (closure) D in (R ... )m 
о! the set Е = L 1(R+) х ... х Lm(R+) and with the properties 

м = sup F(t 1 , ... ,tm ) < +00.(1;) 
(tl"" ,tm)EE 

Then the Junction 

f(х) = F(L 1 (x), ... ,Lm(x)) (х > О) 

is slowly varying. 

Here R'" denotes the extended system (space) of real numbers, R + = (О, +00) 
and the continuity оп D means especially that, if (Сђ, ... ,аn ) Е D and +00 Е 
{а1"" ,ат}, then 

exists. 

РгооЈ· Under the conditions of the proposition, the function Ј is obviously 
defined and positive for х > О, and also mемшаЫе оп R + if the measurability 
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оп R+ ofthe functions -Lk (k = 1, ... ,т) is сlашеd (Ьу the accepted definition of 
slo"vly Vё,:гуiпg function) _ Гдогеоует, 

0< m ::; Ј(х) :::; М < +00 (х > О). (1) 

Suppose that f is not slo'Vvly varying. This function саппоТ. Ье regularly 
varying, because that ,<vould iшрlу Нтх-.+оо f( х) = +00 or liшх __ +оо Ј( х) = О, 
contradicting (1)- Besides, (1) impliesthat for по ,\ Е (О, +(0) 

. л>'х) ll'm Ј(лх) = О 
llm Ј() = +00 V Ј( ) х--+со х х-+оо х 

'js possible. 

Непсе, there exists л > о such that Ј('\х)/Ј(х) oscillates as х --+ +00, and 
consequently, for the same '\, there exist numbers А and В such that 

о < А < В < +00 (2) 

and the sequences (хп ) and (уп) of positive numbers, tending +00, for which 

(3) 

But then there exist the elements 0:,/3 Е D, the subsequence (хn ) of (хп ) and the 
suЬsеquепсе (Уп) of (Уп) such that 

(k = 1,. __ ,т), 

where а = (0:1,'" ,ат), /3 = (/31,'" ,/3т). Ву the definition of slowly varying 
function, we have 

(k = 1, _ . _ ,т), 

and further 

similarly, 

and two last conclusions contradict (2) and (3). This proves ош statement. 

We сап remark that simple examples show that попе of the conditions соп
cerning the function F сап Ье omitted_ For ехаmрlе, if m = 1, L 1(x) = ln(x + 1), 
F (х) = 2 + sin х, then the fнnction F is not сопtiпцоus оп D = [О, +00] in the 
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previous sense, and the function Ј( х) = 2 + sin ln( х + 1) is llot slowly varying. Оп 
the other hand, for m = 1, L 1(x) = ln(x + 1) and F(x) = еХ, F is continuour. оп 
D ( Тi' ~an Ь" "O'"~; ~"'TCг1 "S а f" .... rt l· A r1 "'h08"" 'l",llll·es hpln.n rr t" R*\ }.."t (1~ l'~ '"'о" ~ ..t. \...С..:.. ',-, '-,О ..11Џ.iQ, ... '--"~C (...' \... ...... .1""' . ..1 ' ••• ...' ... .1 <11Ј,. ....... ' ...... .! --- ....... .J.' ....... ...L.~O <Ј ....... I ), ...... ц );:) L.:I.' 'Iј 

satisfied; in this case Ј( х) = Х + 1 is not а slowly varying function. 

2. Besides the previous proposition, опе can give the following one, in some 
sense similar, but геаllу incomparable to it. 

PROPOSITION 2. Let Rk(X) (k = 1, ... , т) Ье regularly varying Junctions 
tending to infinity with х, and let the function F : (R +)т -+ R + Ье continuous . . 

and slowly varying, in Кагаmаtа-ВаjSаnski sense [1]. Then the function лх) = 
F(R1(x), ... . , Rm(x)) (х> О) is slошlу varying. 

Ртооf. First, recaH that, Ьу the definition given Ьу Karamata and Bajsanski 
in [1], the function F : (R+)m -+ R+ is slowly varying if 

1 Р(АIХ!"" ,АтХт ) - 1 ~ ћ' - (' ') (R+)ffi im Р( ) - lor еас л - Лl,···, Лт Е 
min{xl"" ,Xтn}-+oo Х1, . " ,Хт . 

and that the theorem оп uniform convergence in [1] implies that, for such а function 
and for О < O'.k < f3k < +00 (k = 1, ... , т), 

I 

lim _Р.....;(_А_l Х_l_,_. _. _. _' А_т_Х_т-,-) = 1 
min{xl, ... ,xтn} .... +oo Р(Хl,"" Хт) 

т 

uniformly for А = (А1, ... ,Ат) Е П [СУ;;, f3k] 
k=l 

Under the hypotheses of the proposition, the function Ј(х) is defined and 
measurable оп R + . 

Let А > О Ье arbitrarly chosen. Ву hypothesis, 

Rk(x) = xPk Lk(X), with Pk 2: О (k = 1, ... ,т), 

where Lk(x) (k = 1, ... ,т) are slowly varying,functions. Тћеп, for Х large enough, 
we have 

(k = 1, ... ,т), 

and hence, оп account of what we ћауе supposed оп Rk and Ьу the just mentioned 
uniform convergence property of Р, 
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So the function Ј( х) is slowly varying. 

Final1y, we note that special cases of Propositions 1 and 2 were given in [2, 
Theorem Н, 10, 20, 30]). 
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CORRECTIONS AND SUPPLEMENTS OF 
SOME DETAILS IN TWO FORMER PAPERS 

пuЛаn п. Adamovic 

This note contains corrections of SОП1е П1iпо'Г П1istаkеs in papers [1] and [2] and 
also suррlеП1епts and iП1рrоvеП1епts of corresponding points in these papers. 

о. In this note we shaH give, as suggested Ьу the title, not only corrections of 
noticed mistakes but also supplements and improvements of corresponding points 
in previously published papers [1] and [2]. Those mistakes, observed Ьу the аи
thor immediately after Ље publications of [1] and [2], have not seriously damaged 
the main results of these papers, so that the corresponding places, after necessary 
corrections, сап Ье replaced Ьу similar propositions, as will Ье seen in what follows. 

The present author is reputed to Ье а rather strict, even pedant.ic reviewer 
and critic of mathematical texts, and so it was completely natural and appropriate 
that he should apply his usual standards to his own papers. 

1. Theorems 1 and 2 in [1] determine general solutions of functional equations 

(1) Ј(Ј(х + у)) = Ј(х) + Ј(у) 
and 

(2) Ј(х + у) = Ј(Ј(х)) + Ј(Ј(у)) 
respectively, where, in both cases, the unknown function Ј сап Ье real (i.e. Ј: R -+ 

R, R desinating the set of аН real numbers), or complex (Ј: С -+ С, С desinating 
the set of аН complex numbers). Let us саН the first possibility real case and the 
second опе complex case. Ву using the system of functional equations 

(3) { 
g(x + у) = g(x) + g(y) 

g(g(x)) = g(x) 
(g:R -+ R, or g:C -+ С), 

1991 Mathernatics Subject Classification: 39В12, 40АО5 
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one can, оп accollnt ofLemma 1 in [1], state the mentioned theorems in the following 
manner, different from that in which they really ћауе been stated in [1]. (Тће 

formulations ofTheorems 1 and 2 given in [1] are directly, without regard to Lemma 
1, more informative than the formulations we give now, but these laвt formulations 

.L. :Г.ll"--5аil~1zk &О'1'Ј.hоЈ~ll';)Il,.ј,н!,.=,~\.t.}aJ'\i.лtЈн;>r_U{L"'t'_ ,ГЦ'I Н1Р ћ~~1~ l)f T.eТ{1ТP~ 1 

(g arbitrary solution оЕ (3), constant ,\ arbitrary element оЕ g(R), respectively 
оЕ g(C». 

II. ТЬе general solution оЕ the fиnctional Equation (2) is given Ьу Ј(х) = g(x) 
(g arbltrary solution оЕ (3)). 

Јп [1], under the titles "Corollary о! Theoreт 1" and "Corollary о! Theoreт 
2" respectively, (without proof) the following sentences were formulated: 

I/. Аll continuoussolutionsoEEquation (1) aregiven Ьу Ј(х) = х+л (л arbitrary 
геаl, ог сотрlех constant), Ј(х) = о. 

III. Equation (2) bas опlу two continuous solutions, given Ьу Ј(х) = х and Ьу 
Ј(х) = О. ' 

However, stateтents l' and 11' ате not true јn the coтplex case, while they 
тетајn true јn the real case. 

This incorrectness resulted from the circumstance that, considering the ques
tion of continuous solutions of (1) and (2), we presumed Ьу mistake that еуеп in the 
complex саве (Ј: С -+ С) the general continuous solution of CAUCHY'S functional 
equation 

(4) g(x + у) = g(x) + g(y) 

is given Ьу 
Ј(х) = Сх (С arЪitrary complex constant). 

.Јп fact, the general continuous solution о! (4) јn the coтplex case саn Ье 

expressed јn the Jollowing таnnет 

(5) g(x) = (а + ј,) ~x + (/3 + iБ) ~x (а, /3, " Б arbitrary real constants) .. 

Using this fact and statements Ј a,nd 11, one arrives at the following correct 
version of corollaries of theorems in [1]. 

Corollary of Theorem 1. All continuous solutions о! Equation (Ј) јn the сот
plex case ате given Ьу: 

Ј(х) = х + л (л arbitrary coтplex constant); 

Ј(х)=О; 

Ј(х) = ~x + л (л arbitrary real constant); 

Ј(х) = i~x + iJ-t (J-t arbitrary real constant); 
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лх) = (1 + i{l- а)/{3) (a3tx + јЗЭх) + А\ 
(а аnа fJ i- о arbitrnry теа! соnstаntз, constant ,,\ arbitrary eleтent о! 

{(1 + i(l- с!)/,fЗ) i:t Е ~}); 

Ј(х) = (1.;... јЈ)/а + i)(a ~x + fJ 9х) + Л 
(а :/; О аnа fJ arbitrnry теа! constants, constani ,\ (J.·rbitrnry еlеmеnј 01 

{(l-fJ)!а+i) t:tER}). 

Јп Ње теа! саве, аН continuous soluiions оЈ (1) ате givел оу: 

Ј(х)=х+>. 

I(х) = о. 
(..\ arbitrary теаl соnзјаnј); 

СоrоПаrу о! Theol"em '2. Аll continuous solutions о! Equation (2) ате g:ve.n 
Ьу: 

/(х) = х; /(х) = О; I(х) = 3tx; f(x)=i~x; 

/(х) = (1 + i(1- а)/,в)(а ~x + ,8~x) 

/(х) = (1 - {Ј)/а + i) (а 3tx + ,8~x) 

(а аnа ,в :f. о arbitrnry теа! constants); 

(a:f. О аnа f3 arbitrary тeal constants). 

Јп the real case а11 continuous solutions оЈ (2) ате given Ьу 

Ј(х) = х; ј(х) = О. 

Proof. We shall restrict ourselves to the proof of the assertions concerning 
the complex саве, because those concerning the real саве can simply Ье verifed. 

Јп view of Theorems 1 and 1I, in order to find аН continuous solutions of (1) 
resp, (2) it is sufficient to :find аН continuous solutions g( х) of the system (3) of 
functional equations and include them into the formulas for the general solution 
given јп 1 and П. Оп the other hand, аН continuous solutions of (3) сап Ье obtained 
if one determines аН values of real constants in (5) for which the second equation 
in (3) 

g(g(x») = g(x) 

it satis:fied. It is еаву to establish that, with designations ~ = ~x, тј = ~x, the last 
is equivalent to 

0'(0''; + fзТј) + /3(,'; + БТј) = O'~ + ,8'1], 

,(а'; + fзТЈ) + б(,~ + БТј) =,~ + б1], 

(~,ryER), 

(~, ТЈ Е R). 

It is clear that this condition is equivalent to the following system of equations for 
real constants: 

(6) а{3 + ,8Б = {3, ,а + О, =" 
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Under the assumption f3 t О, the first Equation (6) becomes 

(7) ,=---f3 

and the second one 

(8) а + Б = 1; 

it follows from (8) а2 - Б2 = (а - Б)(а + Б) = а - Б, that is а2 
- а = Б2 - Б, which 

means that the fourth Equation (6) is satisfied too; (8) also implies that the third 
equation is satisfied. 50, under the assumption f3 t О, (6) is equivalent to 

Б = 1- а, ,=---f3 
(=(l-а);). 

5imilarly, under the assumption , t О, (6) is equivalent to 

а = 1- Б, Б - Б2 ( Б) (3= , =(l-Б):у' 

Further, if f3 = , = О, the second and the third Equation (6) are satisfied, and the 
first and the fourth equation Ьесоmе а2 = а and Б2 = Б and are satisfied if and , . 

only if а = Б = 1, or а = Б = О, or а = 1 and Б = О, or а = О and Б = 1. 
It follows from аН previously said and established that both propositions are 

true. 

2. One of results in [2] was formulated as follows: 

"Proposition 2. For each complex пuтЬег z and all natural numbers т, 

(z + l)т+n 
() (п -+ оо), if 1 z + 11 > 1, zn m 

10gm п 
(п -+ оо), 

т! 
if I z + 11 < 1 Л z t О. 

1Ј Iz + 11 ~ 1 Л z t О, ше have, тоте precisely, 

п zk (п) 10gm п logm
-

1 п 
(9) I: km k = - т! - [log(-z) +с] (т -1)! 

Јс=1 

(
1 т-1 ) 

+л(т,z)+О og п п 

(п -+ оо; z complex пuтЬег, m Е N), where С denotes EULER'S constant, л(т, z) 
does not depend оп ~ and the determination оЈ the coтplex IQgarithm is such that 

10g 1 = О." 
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The part о! this proposition stated Ьу the second sentence (i. е. Ьу the text we 

have designated here Ьу [ is not true. 

More precisely, еуеп this statement would Ье true if the Бит of two last 
mеmЬегв in the right side of (9) were replaced Ьу 0(10gm-2 п) and if everything 
concerning >.(m, z) were omitted from the further text. 

In fact, what we first noticed was the incorret._ ~ББ of the part of the proof 
corresponding to this part of the proposition, and also the fact that this part of 
the proposition, changed as we said, can Ье proved Ьу slight modifications of the 
proof. Afterwards, S. SIMIC in [3], determining the infinite asymptotic exposition 
of the expression оп the left side under the condition Iz + 11 < 1 Л z =1= О, proved 
effectively that (9) is not true. . 

Therefore: 

The stateтent Jorтulated Ьу the second part о! Proposition 2 in [2] need Ье 
replaced Ьу the Jollowing: 

Т. 1Ј Iz + 11 < 1 Л z =1= О, we have, тоте precisely, 

(10) 
п zk (п) logm п logm-l п 

(;km k =- т! -[lоg(-z)+С] (m-1)! 

+ о (logm-2 п) 

(z coтplex nuтЬет, m Е N), where С denotes EULER's con.,stant and the deterтi
nation о! the coтplex logarithт is such that log 1 = о. 

Proof о! Т. Јп this proof, as in that exposed in [2], the following two 
kno'rvn results will Ье used (the second of them is here, as in [2], formulated in а 
somewhat more precise form than necessary for the exposition which follows). 

R 1 . (Proposition 1 јп [21). Тће equality 

holds for еасћ complex number z and for аН natural numbers m and n. 

R 2 . (Immediate Corollary of Theorem (8.4) in [4], р. 32). For а: =1= -1 and real, 

п 1 о: k 1 0:+1 
"" og _ og п () л ( ) LJ k - + <р а: + L.J.n а: 
k=l а: + 1 

(п Е N), 

where <р(а:) does not depend оп п, the sequence (Lln(a:))nEN is decreasing for п 
large enough and 

Lln(a) = 0(10: п) (п __ оо). 
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After these remarks, the further text of our proof will Ье the text of the 
corresponding part of the proof in [2] with necessary changes. 

Let 
Iz + 11 ~ 1 Л z =1 о. 

оо ( 1)" 
This condition implies the convergence of the series EZ~ to the sum 

k=1 
-log[1- (z + 1)] = ~log(-z), with the determination choosen as above. Hence 
and in view of R1 and R2 , we have 

~ zk (п) = ~ (z + 1)k - 1 = _ ~ ! ~ (z + l)k 
(11) ~ k k ~ k . ~ k + ~ k 

k=1 k=l k=1 k=1 

= - [lOgn+C+O(~)] + ~(Z:l)' +ОС) 

= -logn - [log(-z) + с] + o(~) (п -+(Х). 

Thus, (10) is true for т = 1. Supposing the validity of (10) for а fixed value of т, 
we obtain, using R1 and R 2 , 

1 [IOgm+1 п (lOgm п)] = -- + ip(m) + О 
т! т+ 1 п 

_log(-z)+С [lOgm n +ip(ffi_1)+o(lOgm-1 n )] 
(т -1)! т п 

+ O(logm-l п) 
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ПЕТАР ЖИВКОВИЋ 

(1847-1924) 

Душан Адамовић 



у невеликом скупу истаКНУТИЈИХ математичара КОЈИ су у 
последњим децеНИЈ ама деветнаестог и на почетку двадесетог века 

били носиоци математичког научног рада и наставних активности у 

Србији (Димитрије Даниh, Димитрије Нешиh, Љубомир Клериh, 
Ђорђе Петковиh, Богдан Гавриловиh, Петар Вукиhевиh, Михаило 
Петровиh и још неки) одређено место - не баш међУ првима, али ни 
безначајно - свакако припада Пешру Жuвковunу, који је у дугом 
низу година F1a оба ова поља истрајно, вероватно до максимума 
могуhности, деловао. Будуhи да се његово име често преhуткивало 
или помињало само узгред, у набрајању, без улажења у сriецифична 
обележја његовог живота, делатности и достигнуhа, трагова које је 
за собом оставио, одмах ћемо реhи да је он један од првих који су у 
нашој средини бар озбиљно покушавали да систематски научно 
раде· у области математике (спонтано падају на памет песникове 
речи: "Нико неће знати да некад бесмо први, премда мали, ... "),* што 
треба констатовати без обзира на околност што се његови научни 
радови не могу сматрати баш бриљантним, па чак можда ни правим, 

аутентичним доприносима науци, нарочито према неким високим, 

светским, а поготову према данашњим строгим мерилима, - као и да 

је највеhи део своје енергије у току неколико деценија поклањао 
педагошкој делатности у области средњошколске наставе матема

тике и физике, њеног практичног ИЗВОђења и програмског и орга
низаторског уобличавања, делујуhи тиме подстицајно и благотворно 
на све средине у којима је радио. У тексту који следи настојаћемо да, 
уз релативно сажето излагање битних чињеница, дамо одговарајуће 
прецизирање, конкретизацију и образложење претходних конста

таЦИЈа. 

Петар Живковиh РОђен је јула 1847. године у Зајечару, од оца 
Јована и мајке Цоце (или Јоце, према неким папирима у Архиву Срп-

* Милан Ракић: Прелазно Йокољење. 
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ске академије наука и уметности). Главна уписница (Matrikel) Цири
шке политехнике садржи 1845. као годину Живковиhевог РОђења, 
али овај податак вероватно није тачан, будуhи да је сам Живковиh 
приликом уписа на угледну циришку школу ПО свој прилици желео 
да прОђе као нешто старији него што је био. Његов отац Јован сва

како је био прилично имуhан човек, с обзиром на чињеницу да је 
био у стању да искључиво сопственим средствима финансира цело
купно школовање свог сина, у земљи и иностранству; према извес

ним подацима, по занимању је био нека врста предузетника (Mittels, 
према поменутој Главној уписници), или можда занатлија. У родном 
граду Живковиh је учио основну школу од 1854. до 1858. године. 
Определивши се за даље школовање, напушта Зајечар, тада малу 
варошицу без средње школе, и одлази прво у Неготин, где завршава 

полугимназију 1862, па затим у Крагујевац, у коме је у наредне две 
године, од 1862. до 1864, наставио и окончао своје гимназијско обра
зовање, које је, према тадашњем реформисаном плану и програму, 
трај ало шест година. У основној школи први његов сусрет са еле
ментима математике уоквирила је Крашка рачунuца за основне срб
ске школе (1852) од Филипа Христиhа; у неготинској полугимнази
ји, тада већ реномираној школи (основаној 1839), о којој је касНије 
често најлепше говорио, стекао је прва озбиљнија знања из мате
матике и природних наука, док је у крагујевачкој вишој гимназији 
математику учио по Мочниковим уџбеницима алгебре и геометри
је, који су тада и касније били веома цењени и у Србији и у многим 
другим европским земљама. У то време код њега се, по свему суде
hи, јавила и развила љубав према математици и техничким наукама 
и сазрела одлука да студира ове дисциплине. 

То је и учинио, уiIИсавши се одмах по завршетку гимназијског 

школовања, септембра 1864. године, на Технички факултет бео
градске Велике школе. Да је до тога дошло под неодољивим импул
сом поменутих, већ у гимназији артикулисаних склоности, јасно го
вори следеhа његова изјава из нешто каснијег времена (у молби за 
добијање државне службе поднесеној 1872. године): " ... имао сам 
велику склоност за математичке науке, па сам зато ушао у технички 

факултет као јеуини zge се .м.аше.м.ашuчке науке ойшuрно uзуча
вају ... ". Ова последња Живковиhева примедба, коју смо овде репро
дуковали курзивом, одговарала Је реалном стаљу у то и у нешто кас

НИЈе време: тада се заиста настави математичких дисциплина посве

hивало више пажње на Техничком факултету, па чак и на Војној 
академији, него на (матичном) Филозофском факултету! Петар 
Живковиh припадао је другој генерацији наших инжењера lIIКоло
ваних на Великој школи, основаној 1863. године. Технички факул
тет завршио је за три године, јуна 1867, са пристојним успехом, из 
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неколико предмета одличним. У току ових студија слушао је еле
ментарну и вишу математику код Косте Алковиhа, механику код 

Емилијана Јосимовиhа, хемијску технологију код Михаила Рашко
виhа, природњачке предмете (ботанику, зоологију и геологију са 
минералогијом) код Јосифа Панчиhа. У настави математике на 
овом факултету коришhени су тада за то време доста добри уџбени
ци Емилијана Јосимовиhа. 

Жељан даљег усавршавања и проширења видика, попут мно
гих других младих људи у Србији У то време, он после завршетка 
Техничког факултета у Београду одлази у Швајцарску, на Полите
хничку школу у Цириху. То је иста она високошколска установа на 
којој су неких двадесет година касније студирали физику Алберт 
Ајнштајн и његова супруга Милева Мариh. Основана је 1854. године 
и код српске универзитетске омладине тог времена била ј е на гласу 
као школа у којој се могу солидно изучавати како разне гране 
технике, тако и више математичких и природних наука. Тако се у 
време Живковиhевих циришких студија на Политехничкој школи 
или око ње у овом граду налазио веhи број других младиhа из Срби
је приближно истих година и са сличном школском предспремом, 

међу којима су била и таква каснија истакнута имена наше културне 
и политичке историје као што су Никола Пашиh, Светозар Марко
виh, Пера Тодоровиh, Петар Велимировиli, Ђура Љочиh, Владан 
Ђорђевиh, Сима Лозаниh и други. Разним револуционарним и "пре
вратничким" идејама и преокупацијама (социјалистичким, анархи
стичким и сличним) које су овладале веhином поменутих личности, 
па и многим другим омладинцима тада на СТУДИЈама у иностранству, 

и због којих неки од њих никад нису завршили студиј е, - Живковиh 
уопште није био захваhен. Ни касније политиком се никад није 
озбиљније бавио, у сваком случају никад није упадао у вртлоге 
политичких сукоба и превирања. У току своје прве школске године 
у Цириху Живковиh је био на такозваном IП одсеку Политехничке 
школе, који је носио назив Механичко-техничка школа. На њему је 
слушао и положио осам предмета са просечном оценом 4,5, што 
представља више него врло добар успех, будуhи да су могуће оцене 
варирале од 1 до 6. Сем тога, слушао је четири факултативна пред
мета. Ова прва година студија Живковиhаније задовољила, јер је 
настава свих предмета, па и математике, била исувише техничарски 

обојена и усмерена. Стога је 1868. године прешао на прву годину 
VI-A одељења, које је обучавало наставнички кадар за математику, 
механику и физику. Овде је он изгледа "нашао себе", тако да је 
студије на овом одељењу са вољом започео и са успехом завршио 
после три године, јула 1871. На њиховом почетку, обратио се ми
нистру просвете са молбом да му се додели стипендија (према тада-
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шњем називу, "благодејање"). У тој молби поред осталог рекао је: 
"Узрок због кога желим да и даље у Цириху останем, јесте тај, што 
има славни и стручно изображени професора у тој струци и што је ус
тројство истог одељења тј. математичког одељења врло добро." Мо
лба му није усвојена, због чега је наставио школовање о трошку роди
теља. Ове трогодишње студије биле су му успешније од ранијих; про
сечна оцена на њима билаје 5,7 - сасвим близу максимално могуће (б). 

Укупно је положио 31 испит и слушао 12 факултативних предмета. 

После овако успешно завршених студија, враћа се у Србију у 
јесен 1871. године и, понесен еланом од овог успеха, обраћа се ми
нистру просвете Стојану Вељковићу са захтевом за добијање неког 
наставничког места које би одговарало његовим квалификацијама 
и потврђеним квалитетима. Да ј е при том првенствено имао у виду 
неко звање универзитетског (односно великошколског) ранга, 
показује следеће место у овом писму министру: "Моје специјалне 
студије јесу: Математика, Механика и Нацртна геометрија и ако би 
ме г. Министар удостојио свог поверења и поверио ми на научнuм 
завоguма место као учитељ буди које од горе поменуте науке, то би 

се моја највећа жеља испунила и мој труд не би био узалудно потро
шен." Овој Живковићевој молби није се тада изашло у сусрет; шта
више, министар просвете није на његово писмо ни одговорио. Не
што касније, почетком 1872. године, Живковић се поново обраћа 
министру просвете молбом сличне садржине, али уз напомену овог 

пута да би се задовољио било каквим наставничким запослењем, 

сталним или привременим. Ни овог пута по свој прилици није било 
одговора из министарства, али кад је нешто касније у следећем 
писму скренуо пажњу министру просвете на Једно упражњено место .. . 
суплента математике у краГУЈеваЧКОЈ учитељ СКОЈ школи, министар-

ство је најзад реаговало и, 5. фебруара 1872. године, донело одлуку 
да се Живковић постави на ово место. Ускоро потом Петар Живко
в:ић је ступио на дужност суплента у учитељској школи у Крагу

јевцу. У овој школи остао је до августа 1877, предајући математику, 
рачуницу и физичку географију. Своје школске дужности обављао 
је савесно, радећи посебно на оспособљавању будућих учитеља за 
примену метарског система, у Србији уведеног 1. децембра 1873. 
године, при чему је користио књигу о метарском систему од Ди

митрија Нешића (1874. г.) и приручник Мите Петровића (1873. г.); 
такође је разрађивао у практичном смислу извесне елементе наста

ве рачуна. У току боравка у овој школи успоставио је пријатељске 
односе са члановима школског колеГИЈума познатим историчарем 

Љубомuром Ковачевuhем и каснијим истакнутим педагошким пис
цем gp Војиславом Бакuhем. Од августа 1877. до октобра 1878. годи
не Живковић је радио у "завичајној" гимназијској реалци у Зајеча-
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ру, где Је предавао скоро све природно-математичке предмете и, 

заЈедно са осталим члановима малог наставничког колегијума, успе

вао да се, упркос ратним приликама, настава нормално одвија. У 

међувремену, док су трајали први и други српско-турски рат ОУ
ни-октобар 1876. и децембар 1877-фебруар 1878), обављао је савес
но и пожртвовано различите војне дужности, у првом као комесар 

инжењеријског батаљона Шумадијске дивизије, а у другом као 
управник војних складишта у Црноречком округу. 

Од почетка новембра 1878. као професор у Београдској реал
ци предаје аритметику, алгебру, механику, физику и космографију. 
У овој школи остаје до почетка 1888/89. школске године. У том 
периоду почео је да објављује како стручно-педагошке чланке 
(рецензије и ДРУГО), тако и дуже текстове, који су добијали статус 
научних радова а публиковани су у Гласнику Српског ученог друш
тва. Први од њих, под насловом Графичко йреgсшављање йросшоi 
ogHoca шачке у низу и зрака у йрамену, примљен је октобра 1880. 
године на састанку Ученог друштва, на основу реферата Љубомира 
Клериhа и Димитрија Нешиhа, а објављен је у Гласнику 1883. 
године. Живковиhево тврђење, изнесено у пријави рада, да овај при
пада пројективној геометрији - не може се прихватити, будуhи да се . . 
у њему принципи и методе ПрОЈективне геомеТрИЈе заправо не кори-

сте, него само резултати и поступци класичне аналитичке геометри

је, односно претежно метода геометријских места. Други рад, 
објављен 1884. године под насловом Прилоi алiебарскuм влацuма 
вuше2 сшуйња, унеколико је сличан претходном, пре свега у погле
ду коришhених метода, али у опширно м третирању проблема евол
вената и њиховог испитивања користи и елементе диференцијалне 

геометрије. Реч "влаци" (у једнини "влак"), у овом и у неколико дру
гих радова, Живковиh је употребљавао уместо речи "криве линије" 
(односно "крива линија"). Треhи од ових радова О инволушоријској 
сисшеми шачака KOg сферних 02леgала, публикован 1885. године, . .. 
припада математички третираНОЈ геомеТрИЈСКОЈ оптици и у њему се 

геометријски успоставља веза између светлог предмета у кретању и 
његовог лика у огледалу, при чему се третира више различитих 

случајева инволуције. Занимљиво је то што Живковиh у овом тек
сту цитира физичаре Hankel-a и Wolf-a, дајуhи раду смисао развијања 
једне Напkеl-ове узгредне идеје. Један Живковиhев текст упуhен 
Гласнику 1881. године, под насловом Ойшши ЙОСLuанак кружне 
еволвенше, није добио позитивну рецензију, па није штампан. 

Већ први од поменута три у Гласнику објављена рада, заједно 
са учешhем у раду Просветног савета, чији је члан постао на поче
тку овог "београдског периода", као и углед доброг педагога и 
истакнутог професора Београдске реалке, донели су Живковиhу 
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избор за редовног члана Српског ученог друштва, на основу предлога 
који су 8. децембра 1882. године подItели чланови Друштва Јосиф 
Панчиh, Лазар Докип, Љубомир Клериh и Сима Лозаниh. Сам избор 
извршен је 27. фебруара 1883. Своје редовне послове Живковић је 
поново за краће време прекинуо за време српско-бугарског рата, 
вршећи дужност управника војних постројења у Нишу и Крагујевцу. 

у очи школске 1888/89. године Живковиh је постављен за 
директора и професора У жичке реалке. Са искуством стеченим у 
дотадашњим педагошким активностима, од самог почетка настоји и 

умногоме успева да у овој школи реорганизује наставу и формира 
што бољи наставнички кадар. Поред обављања директорских по-: 
слова, у овом периоду, који је потрајао до краја августа 1894. године, 
~ржао ј.е предавања из механике, ф~зике и космографије, наставио 
Је раНИЈе започето писање рецеНЗИЈа и других стручно-методичких 

чланака у Просветном гласнику и Наставнику, а активан је био и 
као члан Просветног савета. Напомињемо да је у једној од тада 
написаних рецензија негативно оценио настојање гимназијског про
фесора Среше Сшојковиhа да се у наставу уведу детерминанте, што 
(та негативна рецензија) можда није био добар потез. Сем тога, про
дужио је објављивање радова научног усмерења. Један од тих радо
ва, под насловом ДРУ2и ЙрUЛО2 влацима вuше2 сшейена, објављен је 
1889. у Гласнику Српског ученог друштва (обиман рад на скоро 60 
страна), а следеhа два, под скоро истим насловима као два претход
на, 1892. и 1898 (овај последњи заправо припада већ следеhем пери
оду Живковиhеве наставничке каријере, али га овде помињемо . . 
стога што се њиме довршава циклус КОЈИ са њим чине три рада КОЈа 

су му претходила) - у Гласу Српске краљевске академије наука. Сви 
ови радови сличног су карактера и садржаЈа као први од њих и у 

њима се уобичајеним методама геометријских места и диференци
јалног рачуна с једне стране формирају једначине, а с друге врши 
конструкција разних класа кривих линија. Треба, међутим, истаhи 
њихову промишљену систематичност, целовиту обраду уочене 
проблематике, у којој се прво даје општи теоријски и методолошки 
облик решења проблема - у неким случајевима, на пример у послед
ња два од ових радова, и одговарајућа основна формула са општим 
(неодређеним) функционалним елементима, а затим се, у његовом 
оквиру, подробно испитују значајни посебни ("особени") случајеви. 
Све ове активности учиниле су да Петар Живковиh буде 25. децем
бра 1893. године изабран за дописног члана Српске краљевске 
академије наука у Академији природних наука. Предлагач је и овог 
пута био Љубомир Клериh. 

На лични захтев, Живковиh почетком 1894/95. школске године 
прелази у Ваљевску гимназију - поново на положај директора. У з 

390



Петар ЖИВКОВИЋ 189 

ту дужност, дp~ao је часове аритметике, алгебре и геометрије. Као 
и у преТХОДНОЈ школи, и овде се на различите начине трудио да 

унапреди наставни процес и оплемени читав живот и рад школе. 

Ово се поред осталог огледа у тадашњим годишњим школским 
извештајима, чију је израду брижљиво надгледао и у њој својим 
прилозима учествовао. Неки од тих његових текстова садржали су 
васпитне поуке и савете ученицима, а неки су представљали лепо 

писане информације о појединим занимљивим научним темама 
(Глоб и ње20ва важносш и уйошреба, 1898; Тома Алва EgUCOH и ње-
20ви йроналасци, 1901). Тако су годишњи извештаји Ваљевске гим
назије док је Живковиh био њен директор, од доста сувопарних и 
штурих преГ-!Iеда школског рада - што они обично јесу, постали 
нека врста школског часописа за популаризацију науке и ширење 
интелектуалних видика ђака. Сасвим је јасно да је Живковиh у сред
њошколском наставничком позиву, у његовом интегралном садр-

. жају, нашао своје пуно самоостварење. Ово потврђује и то што је 
раније, 1885. године, одбио понуду Љ. Клериhа да добије наставни
чко место на Катедри за нижу математику Велике школе. Живко
виh је у току читавог свог боравка у Ваљевској гимназији, тада у . . .. 
ствари полугимнаЗИЈИ, упорно наСТОЈао да издеЈСТВУЈе њено прет-. . . 
варање у потпуну гимнаЗИЈУ, али то му, и поред свег угледа КОЈИ Је 

уживао, није пошло за руком. Поред већ поменутог, последњег из 
циклуса радова о "влацима", у овом периоду објавио је, 1898. у Гласу 
Академије, само још један рад под насловом JegaH мешоg за цршање 
кривих линија, по методама и садржају унеколико сличан чланцима 
о "влацима", али и са извесним новим моментима и идејама. У овој 
школи Живковиhа је затекло и пензионисање, a~ГYCTa 1904. 

Крај Живковиhеве државне службе није, међутим, био и крај 
његове наставничке делатности. Такореhи без прекида, ту делат
ност одмах наставља у тек основаној Вишој женској школи (однос
но, приватној гимназији) у Ваљеву - као њен управник. На овом 
положају остао је све до 1912. године, када су у Србији укинуте при
ватне женске гимназије. За овај последњи период Живковиhевог 
ангажовања на ПОДРУЧЈУ средњошколске наставе важи исто што и за 

раније периоде: мада у више него зрелим годинама, деловао је и тада 
свестрано и са свом ревношhу како би и ова школа у сваком погле
ду дала што више позитивних резултата. Како се почетак рада 
школе подудара са његовим ступањем на дужност управника, нема 

сумње да је основна концепција њене организације, бар великим 
делом, његова заслуга. Сам је држао до шест часова математике . .... 
недељно, а успео Је да за рад у ОВОЈ приваТНОЈ гимнаЗИЈИ ангаЖУЈе 

више најбољих професора из Ваљевске гимназије. Формирао је и 
комплетирао школску збирку математичких учила. Такође је све 
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учинио да школа добије добру библиотеку, редовно снабдевану 
новим и актуелним књигама и другим публикацијама. Годишње 
школске извештаје обогаћивао је и оплемењивао на сличан начин 
као раније у Ваљевској гимназији, а ученицима и гостима школе 
држао је лепе и мудре светосавске беседе. 

Укидање Женске гимназије у Ваљеву представљало је и крај 
Живковићеве четрдесетогодишње наставничке делатности. Живео 
је још дванаест година, које ипак нису биле године без активности. 
Он се тада, после паузе која је потрајала више од двадесет година, 
јавио новим радовима објављеним у Академијином Гласу: Троуглu 
уйисани у круг U оuисани око круга у UерсЙекшuвно.м uоложају -
uерсuекшuвнu, конuолнu и конuоларнu конuчнu uресецu (1922), Ве
за uз.меЬу Паскаловог шесшоугла, Брuјаншоновог шесшосшранuка 
и uола и uоларе (1922), Конйолнu и конфокалнu конuчнu йресецu 
(1924). Ова три рада по методама и стилу размишљања и излагања 
доста су СЛИЧНCI.претходним Живковићевим радовима, мада се те
матски разликују од њих. У њима он проучава такозване конполне 
и конполарне конусне пресеке, тј. фамилије конусних пресека са 
заједничким полом, односно поларом (термини су образовани по 
аналогији са термином "конфокалне линије"). Основни резултати 
ових његових истраживања могу се, у сумарном облику, свести на 

тврђење да се полигони, у ове конусне пресеке уписани и око њих 

описани, добијају као перспективне слике полигона уписаних у круг 
и описаних око њега. Треба напоменути да су ови чланци (као, 
уосталом, и други Живковићеви радови) снабдевени већим бројем 
прецизно и педантно урађених цртежа, који у ауторовом излагању, 
међутим, имају само помоћну, илустративну функцију, будући да је 
његово расуђивање у основи логичко И вербално, и као такво не 

позива се и не наслања битно на визуелне представе. 

Исте, 1924. године, кад је у Гласу публикован последњи његов 
рад, Петар Живковићје умро, у 77. години, 23. септембра. Последње 
године живота, од 1912. до смрти, провео је у Београду, усамљен и у 
доста неповољним материјалним и осталим приликама, добијајући 
скромну помоћ од Академије. 

Као што се из напред изложеног види, оно што се може сма

трати научним опусом Петра Живковића чини укупно девет њего
вих радова, чије смо пуне наслове (уз избегавање непотребног по
нављања на једном месту) навели. У списку свих познатих публико
ваних Живковићевих текстова, који дајемо у прилогу, налазе се ти 

радови са потребним подацима. Уочава се да сви они третирају ре
лативно елементарна питања из класичних, широко проучаваних 

области синтетичке, аналитичке и елементарне диференцијалне 
геометрије, али треба рећи и да је њихов аутор већ од првог рада 
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настојао да проблеме којима се бавио обрађује темељно и обухват-. . 
но, да их варира и шири, и да Је на њима годинама истраЈавао. 

у свом, иначе веома корисном и информативном, прегледу 

развитка математике у Србији у последња два века (одељак под на
словом Машемашuчке науке зборника САНУ и развој наука и уме
~UНОСUШ у Срба, Београд 1989) академик Muogpaz Томuп на неко
лико места се осврће на поменуте радове Петра Живковиhа. Не 
оспоравајуhи оправданост, у доброј мери, карактеризација и оцена 
појединих Живковиhевих текстова у овом Томиhевом прегледу, 

чини нам се да је ипак његов општи закључак о Живковиhу (импли
цитно дат) нешто строжи од оног који би био сасвим адекватан -
кад се узму у обзир све битне околности. По среди су како извесни . . . 
квалитети КОЈе његови радови посеДУЈУ, тако и наше ПрИНЦИПИЈелно 

уверење да пионире научног рада у XIX веку код нас, с обзиром на 
прилике у КОЈима су деловали и на почетно стање од кога су пошли, 

треба оцењивати по посебним мерилима, различитим од оних апсо
лутних и највиших. Наиме, недограђеност и недовршеност у оп
штем стању друштва, ограничавајуhе околности, многи пречи по
слови кој е су императивно налагале потребе државе и народа тада 
су код нас веома отежавали неговање чисте науке у области мате

матике, нарочито оно дужег даха. Ово би, при доношењу крајњег 
суда о значају П вредности доприноса појединих научних посленика 
у тим временима у нашој средини, требало да буде битан корек
тивни и комплементарни моменат у односу на процену вредности и 

оригиналности самих њихових радова, ма колико она иначе била 
егзактна и образложена. Овакву корекцију својих претходно изре
чених релативно неповољних оцена не само Живковиhевих, него 
математичких резултата и осталих чланова Српског ученог друш
тва о којима је било речи, професор Томиh ипак донекле даје сле
дећом завршном формулацијом одговарајућег одељка свог текста: 
"Ако бисмо их оцењивали строго, данашњим мерилима, могли 
бисмо поновити оно што је давно за њих речено, тј. да 'су таворили 
у научном локалитету београдске вароши'. Али, ако се има на уму 
да су они све сами створили, да су се борили са, за данашње време, 

несхватљивим тешкоhама, да су радили не за своју славу и своје име 
већ да будуhим нараштајима обезбеде боље услове и више знања, 
онда се добија права слика о њиховом доприносу стварању наше 
математичке науке и њеним првим корацима, а они нису тако лети 

као што би, по резултатима, на први поглед изгледало." 

у ствари, умесно би било, с обзиром на овакве случајеве, има
ти у виду два могућа критеријума аутентичности и оригиналности 
научних резултата неког аутора. Први би био строжи, а могао би се 
назвати апсолутним, спољашњим или објективистичким, и пред-
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стављао би доношење закључка, после утврђивања коректности 
самих резултата и пута до њих, на основу тога да ли су ти резултати 

у тренутку кад су добијени, односно публиковаНИ.тбили познати (већ 
од стране неког другог добијени) или нису, као и да ли је или није 
сама тема рада тада била значај на и актуелна, и то са неког високог, 
светског становишта. Други критеријум би, задржавајуhи проверу 
тачности резултата и коректности извођења, при доношењу основ

ног закључка пре свега постављао питање: да ли се резултату о 

коме је реч може приписати, да тако кажемо, унутрашња, субјекти
вна аутентичност и оригиналност, наиме, да ли је сам резултат као 
шакав нетривиј алан и занимљив и да ли се са довољно разлога може 
сматрати да је аутор потпуно самостално до њега дошао, док би за . . . 
таЈ критерИЈУМ остале околности из првог критерИЈума имале секун-

дарну, или бар не би имале пресудну важност. Други критеријум је, 
наравно, блажи од првог, а могао би се назвати унутрашњим, суб
јективистичким или релативним критеријумом. Мишљења смо да 

би у случају Петра Живковиhа, као и других зачетника и иницијато
ра научног рада у области математике код нас, примеренија била 
примена овог другог критеријума, или бар његово озбиљно узимање 
у обзир. Према том критеријуму, међутим, Живковиhеви радови не 
би могли добити баш негативну оцену: он је у веhини њих сам нашао 
и одредио тему и проблеме и дошао до резултата коректним и, по 
свему судеhи, самосталним поступком; при томе, за разлику од 
онога што се може реhи за многе друге из тог, па и из каснијих вре
мена код нас, за скоро све његове радове, као што смо већ напоме
нули, карактеристично је настојање да се изабране теме третирају . 
систематски и обухватно, не само као појединачни случајеви, него 
као комплекси проблема, - може се реhи и тежња грађењу неке 
опште теорије. Ово нарочито важи за последњу групу Живковиhе
вих радова, објављених после 1 светског рата. 

Кад се, према томе, све ово узме у обзир, или, кратко речено, . . 
кад се много више него његов допринос свеТСКОЈ матемаТИЧКОЈ 

науци има у виду његова улога у почетном развитку наше, - Петру 

Живковиhу, иначе првом нашем математичару који је то био и по 
свом универзитетском образовању (одсек циришке Политехничке 
школе који је завршио заправо није технички, него нека врста при
родно-математичког факултета, са нагласком на математици), међу 
пионирима научног рада у области математичких наука и њихових 

примена код нас - припада одређено, скромно, али не и безначајно 
и свакако часно место. 

Није мање часно, а свакако је и истакнуто, место које Живко
в:иhу даје друга димензија његових животних активности - његов 
рад у раЗЛИ'-IПТИМ средњим школама у разним крајевима Србије, 
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којим је испунио најбољих четрдесет година живота, читав, како се 
. ".. " .. 

то данас каже, "СВОЈ радни век, и КОЈИМ Је - да се мало сликовито 

изразимо - по Србији повукао свој благотворни "шестостраник" 
Београд-Крагујевац-Зајечар-Београд-Ужице-Ваљево-БеограД 
(ни Паскалов, ни Бријаншонов, него Живковићев). Веома савестан 
наставни рад, од самог почетка у крагујевачкој учитељ ској школи, 
и разне друге допунске школске и педагошке активности у истој и у 

другим срединама донели су Живковићу не мали углед, који је, уз 
остале, допринео његовом избору за члана Просветног савета и 
Српског ученог друштва, а потом и Академије наука. Касније је ре-. . . 
ДОВНО У школама у КОЈе Је долазио постаЈао директор или управи-

тељ. На овим дужностима, не напуштају:hи сасвим основни наставни 
. . 

процес, непосредан контакт са ученицима, развио Је веома живу и 

свестрану делатност на унапређењу наставе и њене организације, и 
то не само наставе математике и сродних предмета, него и укупног 

образовно-васпитног рада у школама. Колико год је могао, својим . . 
ИНИЦИЈативама у свим тим срединама покретао Је ствари напред, 

доприносио је увођењу корисних новина, обога:hењу и оплемењи
вању живота школе. У све то, поред елана и пожртвовања, УНQСИО је 
много топлине и љубави - према свом позиву и својим ђацима. Без 
обзира на пролазне фазе и наносе заборава, * трагови ове његове 
преданости остаће трајно присутни ~ бар преко продуженог дело
вања, преко каснијих и данашњих плодова, на пример у Ваљевској 
гимназији, његових некадашњих импулса и постигну:hа. 

Чини нам се да се симболом и концентрисаним изразом њего
вог доживљавања школе као истинске заједнИце, као и његових гла
вних животних привржености и прегну:hа, ~оже сматрати наслов 
његове светосавске беседе изговорене 1909./године: Школа као ме-
сшо свешлосшиЈ љубави и живоша. .~ 

* 
Претходном тексту прилажемо списак објављених радова Пе

тра Живкови:hа и списак извора података о њему. Први од тих спи-. . 
скова можда НИЈе потпун, а за други нисмо нарочито ни наСТОЈали да 

такав буде. 

* Овај заборав, не само кад је у питању Петар Живковић, него, на пример, и у 
случају истакнутог физичара и ректора Београдског универзитета Ђорђа Сшаноје
вuпа, и више других знаменитих личности из наше научне прошлости, једно време 
био је наизглед потпун и дефинитиван, али недавно је почео да се са њих скида, у 
Живковићевом случају благодарећи монографијама о Ваљевској гимназији и 
Ваљевској вишој женској школи, наведеном чланку академика Томића и, нарочито, 
краlюј монографији О Живковићу коју је 1993. године објавио професор Драган Трu
Фуновllh. 
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РЕТ AR ZIVKOVIC 

(1847-1924) 

Петар ЖИВКОВИћ 

This article pureorts to show Ље main features in Ље life and work of 
mathematician Petar Zivkovic, one of the leading proponents of mathematical, 
scientific and educational activities at the turn of the last century in Serbia. Јп 
the author' s opinion he is entitled to а prominent place in this endeavour, if not 
the top, certainly not an insignificant опе. Zivkovic, according to the author's 
findings, is one of the first in this country to make а serious attempt to deve
lop а systematic scientific work in the field of mathematics, while оп the other 
hand he spent шоst of his energies in the span of а few decades to organize 
pedagogical activity at the secondary level of mathematical and physical edu
cation, spreading а stimulating and benign influence in аll the environments 
where he woгked. In the text that follows, Ље author has laid out some of the 
essential facts concerning him, and has attempted to elucidate and explicate 
his аЬоуе claims. 

Не will begin with the most important facts concerning Petar Zivkovic, 
born in 1847 at Zajecar, а small town at the eastern confines of Serbia. His 
father, most ргоЬаЫу а businessman, was fairly well-to-do, which enabled 
him to finance his son' s education at home and abroad. In the course of his 
schooling, Petar Zivkovic, after completing his primary schooling in his birth
place in 1858, moved to Negotin where he began, then to Kragujevac where 
he completed in 1864 his secondary education. Motivated Ьу his proclivity foг 
mathematical and technical sciences, he enrolled at the recently established 
Technical Faculty of the Belgrade University, graduating after three years, in 
1867. In а desire to further his education, he enrolled at Ље well known School 
of Polytechnics at Zurich, first in its mechanical engineering department from 
which after one уеаг, dissatisfied with Ље insufficient share of mathematics in 
the cuгriculum, he moved to the department of mathematics and physics 
(where twenty years later Albert Einstein and his wife Mileva Maric were stu
dents). Оп his геtшп to Serbia, he first unsuccessful1y tried to obtain а teach
ing post at the university, and then, in 1872, he was appointed teacher of mathe
matics in the Teachers College at Кragujevac, where he taught until 1877. 

After teaching for а year at the real gymnasium in Zajecar, he was рго
fessor of mathematics, physics and mechanics from 1878 to 1888 at the Bel
grade real gymnasium. In this period he began publishing professional and 
pedagogical aIticles as well as larger texts which acquired the status of scien
tific works and were published in the Gazette of the Serbian Learned Society. 
These activities, as well as his acquired renown of а good pedagogue, earned 
him election as а regular mеmЬег of the Serbian Learned Society in 1883. Fol
lowing the subsequent establishment of the Serbian Royal Academy of Sci
ences, in which the Serbian Learned Society merged, Zivkovic Ьесаmе its сог
respondent mеmЬег in 1883. Just prior to the start of the 1888/1889 school 
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уеаг Ье was appointed director of the Uzice real gymnasium. In 1894 Ье took 
the diIectorship of the Valjevo high school, which post he retained until his 
retirement in 1904. Еуеп after his retirement from civil service, Ье continued 
for а time working in education as director of а private girls high school at 
Valjevo until it closed down in 1912. At аН times Ье was extremely success
ful јп his educational practice, which Ье пеуег gave ир, as director and orga
nizer of schools, and as а pedagogical writer. 

То the end of his life, with some iпtепuрtiопs, Ье conti'nued writting sci
entific articles in the Gazette of the Serbian Learned Society and later in the 
уојсе of the Serbian Royal Academy of Sciences. Јп аН he published nine 
such works. Zivkovic's scientific contibutions dealt with elementary questions 
from the classical fields of synthetic, analytical and elementary differential 
geometry which Ье elaborated thoroughly and comprehensively for а long 
number of years. Following а mild polemic which brought out а relatively 
unfavourable assessment of his work voiced а few years ago Ьу academician 
MiodIag Тоmјс, the prevailing opinion insisted оп the аЬоуе stated positive 
quality of his work and оп the idea that the pioneers of scientific work in this 
country in the 19th century, in view of the conditions јп which they worked 
and the point of departure fIom which they started, should Ье assessed Ьу spe
cial criteria, different from the absolute and highest ones. Taking everything 
into consideration, Petar Zivkovic, being опе of the earliest scientific workers 
in the field of mathematics, deserves а modest but Ьу по means insignificant 
place. 

Just as honourable and eminent а place, in the autohor's opinion, рег
tains to Zivkovic ~:Ш account of his work in various secondary schools in the 
various parts of Serbia which filled the best forty years of his life, and where, 
to the utmost of his abilities, Ье endeavoured to mоуе things forward, to intro
duce useful innovations, to enrich educational activities. 

Appended to the text оп the life and work of Petar Zivkovic is а list of 
his published works and а list of sources of data оп his person. 
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SOME PROPERTIES OF INCREASING

FUNCTIONS, ESPECIALLY THOSE RELATED

TO RECURRENTLY DEFINED SEQUENCES

Du�san Adamovi�c

In this paper one studies some properties of increasing real functions de-

�ned on real intervals, especially in connection with sets Sx and Tx, and

also monotony and convergence of sequences de�ned recurrently by such

functions.

This text comprises several results; those forming the �rst group and included

in Theorem 1 refer to di�erent properties of an increasing function f : I ! R,

while the results of the second group, colected in the formulation of Theorem 2,

treat exhaustively the question of convergence and monotony of a sequence (xn)

de�ned recurrently by means of such a function:

x1 = x; xn+1 = f(xn) (n = 1; : : :):

Here and in that which follows, R denotes the set of all real numbers and

I � R an interval which is neither empty nor singleton. As usually,N is the set of

natural numbers and N0 :=N [ f0g.

1. RESULTS

Theorem 1. Let

(1)

�
I � R be an interval which is neither empty nor singleton

and f : I ! R an increasing function (non necessarily strictly).

Under this condition:

1� If x < sup I and f(x) > x, then the set

Sx := fy : x < y 2 R ^ (x; y) � I ^ f(t) > t(x � t < y)g

is not empty and

(x;minff(x); sup Ig) � Sx; (x; supSx) � Sx;

1991 Mathematics Subject Classi�cation: 26A48
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moreover, supSx = maxSx if sup Sx < +1. The corresponding symmetrical as-

sertions are also true. (The exact meaning of the last sentence is : retaining the

supposition that f is increasing-strictly or not, the assertions which di�er from the

previous assertions ony in the fact that right and left sides have changed places, i.e.

all inequalites have been repaced by opposite inequalites, -remain true.- The same

sentence should be repeated at several places; at any of them it will be replaced by

the sign 1.)

2� If z := sup Sx (= maxSx) 2 I, then z � f(z). If moreover z < sup I, we

have

z = f(z) = f(z � 0) = minF+

x
;

where

F+

x
:= ft : x < t ^ f(t) = tg

(so F+
x

is the set of all �xed points of f greater than x): If the set

F�
x

:= ft : t < x ^ f(t) = tg

(i.e. the set of all �xed points of f less than x) is not empty, its maximum need

not exist.

3� A su�cient, but not a necessary, condition for the existence of a �xed point

of f is the existence of numbers x; y 2 I such that x < y, f(x) > x and f(y) < y.

If this condition is satis�ed, at least one �xed point of f lies in the interval (x; y).

4� Again, let

(2)

�
x < sup I; f(x) > x;

and let Tx := ft : x < t 2 R ^ f(t � 0) = tg 6= ;:

Then there exists the minimum y of Tx. This minimum can be an accumulation

point of the set Tx. A necessary, but not a su�cient, condition for this is y 2 F+

x
.

A su�cient, but not a necessary, condition for an x 2 I with properties x < sup I

and f(x) > x to be Tx 6= ; is F+

x
6= ; (i.e. that there exists at least one �xed point

of f greater than x).

Theorem 2. Under the suppositions (1), the folowing assertions hold:

1� If the condition (2) is satis�ed, so that there exists y := minTx (assertion

4� of Theorem 1), and also the condition

(3) f(t) < y (x � t < y) _ y 2 F+

x

then by

(4) x1 = x; xn+1 = f(xn) (n = 1; : : :)
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is de�ned an in�nite sequence (xn),which increases strictly and converges to y if

the �rst part in (3) holds, and if only the second part in (3) is satis�ed, it increases

stricty for n 2 f1; : : : ;mg, with an m 2 N, and for n � m it takes constantly the

value y.

(It is not di�cult to see that the �rst part of disjunction (3) can be formulated

as follows:a left neighbourhood of the point y in which the function f should be

constant-does not exist).

1�:1 If x < sup I, f(x) > x and Tx = ;, then (4) de�nes an in�nite sequence

(xn) which increases strictly and tends to +1, or (4) de�nes only a �nite sequence

which is strictly increasing on its domain-depending on whether sup I = +1 or

sup I < +1.

2� Suppose that (2) is satis�ed and that (3) is not. Then there exists a strictly

increasing sequence

(5) y` (` = 0; 1; : : :);

�nite or in�nite, such that

(6)

�
y0 = x; with y`�1 instead of x condition (2) is satis�ed and

condition (3) is not, and y` = minTy`�1
(` = 1; : : :);

and moreover

xp` = y` (` = 0; 1; : : :); p0 = 1; p`�1 < p` (` = 1; : : :);

where xn(n = 1; : : :) is the sequence de�ned by (4). Further :

2�:1 The sequence (5) is �nite if for some `0 2N :

(7) y`0 = sup I; or

(8) y`0 < sup I ^ Ty`0 = ;, or

(9) with y`0 instead of x both conditions (2) and (3) are satis�ed.

2�:1:1 In the case (7), sequence (4) is de�ned and stricty increasing on the

set f1; : : : ; p`0 + 1g or on the set f1; : : : ; p`0g , {depending on whether sup I 2 I or

sup I 62 I.

2�:1:2 In the case (8), sequence (4) is in�nite and strictly increasingly tends

to +1, or it is �nite and strictly increasing on its domain, {depending on whether

sup I = +1 or sup I < +1.
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2�:1:3 In the case (9), sequence (4) is in�nite and strictly increasingly con-

verges to z := minTy`0 , or for some m (� p`0) is strictly increasing on the set

f1; : : : ;mg and for n � m constantly takes the value z, {depending on whether,

with y`0 , instead of y, the �rst member of the disjunction (3) is satis�ed or only its

second member holds.

2�:2 If for none `0 2 N any of conditions (7), (8) and (9) is satis�ed, then

sequence (5); and consecuently sequence (4); is in�nite, and moreover sequence (4) is

strictly increasing and converges to a number u 2 R with the property f(u�0) = u

(i.e. with the property u 2 Tx), or it is strictly increasing and tends to +1, {

depending on whether sequence (y`) is bounded or unbounded.

All previous cases are e�ectively possible. 1 (This sign refers to the whole

statement, i.e. to all assertions in 2):

3� If x = maxI and f(x) > x, sequence (4) is de�ned and strictly increasing

on the set f1; 2g. 1.

4� In order that a sequence (4), with x 2 I, is strictly increasing and conver-

gent to u 2 R it is nessesary that f(u � 0) = u. If u 2 R; inf I < u � sup I and

f(u � 0) = u, a sequence (xn) de�ned by (4), strictly increasing and tending to u

need not exist.

1.1. In particular, if the function f is strictly increasing, one can omit from previous

formuation any mention of the condition (3), all parts of the text under 1� referring

to this condition and also whole text under 2�. Therefore, in this case Theorem 2

can be repaced by the following simpler statement.

Theorem 2.1. Let the function f : I ! R be strictly increasing. Then, if (2) holds,

(4) de�nes an in�nite sequence (xn) which is strictly increasing and converges to

y = minTx. {If x < sup I, f(x) > x and Tx = ;, then by (4) is de�ned an in�nite

sequence which is strictly increasing and tends to +1, or only a �nite sequence

is de�ned and this sequence is strictly increasing on its domain, {depending on

whether sup I = +1 or sup I < +1. {If x = maxI and f(x) > x, sequence

(4) is de�ned and strictly increasing on the set f1; 2g. {For the convergence to

y 2 R of a sequence (xn) de�ned by (4) and strictly increasing, it is nessesary that

f(y � 0) = y. {If y 2 R, inf I < y � sup I and f(y � 0) = y, then a sequence

(xn) de�ned by (4) which strictly increases and converges to y {need not exist. 1

(Refers to all preceding assertions).

1.2. If the function f : I ! R is continuous, in preceding statements the points

y 2 I with the property f(y � 0) = y or f(y + 0) = y ought to be replaced by �xed

points of f , since then, obviously, any such point is �xed and every �xed point has

both previous properties, excluding one of them at the endpoint of I: Therefore,

the statement which in this case comprises all assertions of Theorems 1 and 2 could

be as follows:
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Theorem 2.2. Let the function f : I ! R be increasing and continuous. Then :

1� For any x 2 I such that f(x) > x; the set F+
x

of all �xed points of f

greater than x, provided that it is not empty, has its minimum, and the set F�
X

of

all �xed points of f less than x, if not empty, has its maximum.

2� Suppose that x < sup I and f(x) > x. Then the sequence xn(n = 1; : : :)

de�ned by (4) : if F+
x
6= ;, increases strictly and converges to y := minF+

x
, or

increases strictly on the set of indices f1; : : : ;mg and for n � m takes constantly

the value y, {depending on whether we have f(t) < y (x < t < y) or this condition

is not satis�ed; if F+

x
= ;, the sequence (4) is strictly increasing and tends to +1,

or increases strictly and converges to sup I, or is �nite and strictly increasing on

its domain, {depending on whether we have sup I = +1 or z := sup I < +1 and

f(x) < z = f(z � 0) or z < +1 and f(x) � z _ z < f(z � 0). 1

3� If x = sup I and f(x) > x, the sequence de�ned by (4) is de�ned and

increases stricty on the set f1; 2g: 1

4� For the existence of a sequence de�ned by (4), strictly monotone and con-

vergent to y 2 I {it is nessesary, but not su�cient, that y be a �xed point of f . 1

1.3. A conclusive comment. Taking into consideration the fact that, if x is

a �xed point of the mapping f , then sequence (4) constantly takes the value x,

all assertions of Theorem 2 (and partially and implicitely of Theorem 1) can be

resumed as follows:

Under the hypothesis that the function f : I ! R is increasing, sequence (4),

with x 2 I; is increasing or decreasing, depending on whether f(x) � x or f(x) � x;

in fact strictly on its whole domain, which can be �nite or in�nite, or strictly up to

a certain index m 2 N and further being constant ; if this sequence is in�nite and

strictly monotone, it can converge to a number y such that f(y�0) = y in the case

of increase and f(y+0) = y in the case of decrease, or tend in the �rst case to +1
and in the second to �1; the conditions of realization of any previous possibilities

are precisely determined by more extensive statements of Theorems 1 and 2:

2. PROOFS

Proof of Theorem 1. 1� Let x < sup I and f(x) > x. Suppose that the inclusion

(x;minff(x); sup Ig) � Sx is not true. Then there exist y 2 (x;minff(x); sup Ig)
and t 2 (x; y) such that f(t) � t, and so f(t) � t < y < f(x) and at

the same time x < t, which contradicts the supposition (1) on the function

f . Hence (x;minff(x); sup Ig) � Sx and consequently Sx 6= ;. Further, if

y 2 (x; supSx), then exists t 2 (y; sup Sx) \ Sx, and because [x; y) � [x; t) we
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have f(u) > u(x � u < y), which implies y 2 Sx. Hence (x; supSx) � Sx. It fol-

lows that f(y) > y(x � y < supSx); therefore, if sup Sx < +1 and consequently

supSx 2 R; we have sup Sx 2 Sx, i.e. sup Sx = maxSx.

2� Let us suppose that

(10) z := sup Sx 2 I:

Then we have, by the last assertion in 1�;

(11) f(t) > t (x � t < z):

Further, in this case f(z) < z would imply, with an u 2 (f(z); z); f(u) > u >

f(z), that is f(u) > f(z) and simultaneously u < z, in contradiction with our

starting supposition. Therefore,

(12) z � f(z):

In particular, if

(13) z < sup I

then f(z) > z would imply, by 10, the existence of some u > z such that f(t) >

t (x � t < u), i.e. such that z < u 2 Sx, in contradiction with (10). Hence and by

(12), f(z) = z. This and (11) imply z = minF+
x
. Finally, taking into consideration

(11), we conclude that z = f(z) � f(z � 0) � z, i.e. f(z � 0) = z.

The last assertion is proved by the example: f(t) = t� 1

4
sin 1(t � �1); f(t) =

t+ 1

4
t2 sin 1

t
(�1 < t < 0); f(t) = t+ 1 (t � 0); I = R and x = 0.

3� One can obtain both assertions, except the detail expressed by the words

\but not a necessary", by a direct application of the known theorem on �xed point

of A. Tarski [1]. Namely, under the accepted conditions, f j[x; y] is an increasing

mapping of the complete lattice [x; y] into [x; y]. The non necessity of this condition

is proved by the example of the function f(t) = 2t (t 2 R = I), or by the function

f(t) = t; (t 2 R = I).

4� Let condition (2) be satis�ed. Then y := inf Tx exists and x � y. If y is

not an accumulation point of the set Tx, we have certainly y = minTx. Let y be

an accumulation point of Tx. Then there exists to y convergent sequence (yn) of

numbers greater than y and such that f(yn � 0) = yn; (n 2N). Therefore,

f(y) � f(yn � 0) = yn ! y (n!1)

and so

(14) f(y) � y:
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This and f(x) > x imply that the equality y = x is not possible, i.e. that

(15) y > x:

The supposition that f(t) � t for some t 2 (x; y) would imply, on account of 2�,

the existence of z := maxSx and the relations z 2 (x; t] � (x; y) and z 2 Tx, in

contradiction with y = inf Tx. Hence

(16) f(t) > t (x � t < y):

It follows that

(17) f(y � 0) = lim
t!y�0

f(t) � lim
t!y�0

t = y:

From (14) and (17) follows y � f(y) � f(y � 0) � y, and so y = f(y � 0)

and f(y) = y. The �rst of these equalites means that in this sedond case we

also have y = minTx, which proves the �rst statement in this point. The second

equality proves the necessity of the condition from the second statement. {The non

su�ciency of this condition is proved by the example: I = R; f(t) = 1

2
t (t 2 R);

in this case we have T�1 = f0g;minT�1 = 0 2 F+

�1
and 0 is not an accumulation

point of the set T�1. {On the other hand, minTx can indeed be an accumulation

point of Tx as proved by the following case (I 2 R): f(t) = 1

2
t (t � 0); f(t) =

t + 1

4
t2 sin 1

t
(0 < t < 1); f(t) = t + 1

4
sin 1 (t � 1); this function is obviously

increasing on the intervals (�1; 0] and [1;+1), and on [0; 1] too, because f
0

(t) =

1 + 1

2
t sin t�1 � 1

4
cos t�1 > 1 � 1

2
� 1

4
> 0 (0 < t < 1); f(+0) = 0; f(1 � 0) =

1 + 1

4
sin 1: In this case minT�1 = 0 and T�1 = f0g [ f 1

k�
: k 2 Ng, which means

that minT�1 is an accumulation point of the set T�1. {Further, when f(x) > x

and x < sup I, the set Sx, by 1�, is not empty and then the supposition F+

x
6= ;

implies the relations x < z := supSx 2 I. Under the same supposition: if we have

z(= maxSx) < sup I, it will be, on account of 2�, f(z � 0) = z, and if z = sup I,

then we have �rst, by (11), f(z) = z, and (11) also implies f(z � 0) � z, so that

we obtain z = f(z) � f(z � 0) � z, that is f(z � 0) = z; therefore, in both cases

z 2 Tx. This means that under the cited conditions F+

x
6= ; implies Tx 6= ;.

{Finally, the example of the function f(t) = 1

2
t (t < 0); f(t) = t + 1 (t � 0),

for which T�1 = f0g and F+

�1
= ;, proves that F+

x
6= ; is not a necessary condition

for Tx 6= ;.

Proof of Theorem 2. 1� Let conditions (2) and (3) be satis�ed. If the �rst

member of the disjunction (3) is satis�ed in this case, then, as can be established

by a simple consideration which uses the inequality (16), sequence (4) is in�nite

and strictly increasing, and we also have x < xn < y(n 2 N). Hence u = lim
n!1

xn

exists and x < u � y. Since

(18) u = lim
n!1

xn = lim
n!1

xn+1 = lim
n!1

f(xn) = f(u � 0);
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i.e. u 2 Tx, the inequality u < y is not possible, and so u = y. Therefore, in this case

sequence (4) is strictly increasing and converges to y = minTx. If only the second

member of the disjunction (3) is satis�ed, then f(t) � f(y) = y (x � t < y) and

consequently sequence (4) is again in�nite, bounded from above by the number y,

and, on account of (16), increasing. Hence u = lim
n!1

xn exists and x < u � y (�rst

inequality is strict because x1 < x2). The inequality u < y is again impossible.

Namely, in the consideration expressed by the statement comprising formula (18)

we have in fact established the following:

(19)

�
if some sequence de�ned by (4) is strictly increasing

and converges to u 2 R then x < u and f(u � 0) = u:

Hence the strict increase of sequence (4) in this case implies u 2 Tx, which excludes

the possibility u < y. If sequence (4) is not strictly increasing, there exists m 2 N
such that xm = xm+1 = f(xm), and this implies xn = xm = u (n � m); it follows

f(u) = f(xm) = xm+1 = u, and this excludes the possibility of the relation u < y.

So we have also in this second case

(20) lim
n!1

xn = y:

However, since now the �rst member of disjunction (3) does not hold, there exists

u 2 [x; y) such that f(t) = y (u < t � y). On account of (20), it is not possible

that xn � u (n 2 N) and consequently there exists k 2N such that u < xk � y,

and this implies that we have, with ` = k + 1; xn = y (n � `). Denoting by

m the smallest of such numbers `, we have m � 2 (because x1 < x2 � y) and

xn < y (n = 1; : : : ;m � 1); xn = y (n � m). It is clear that sequence (xn) is

strictly increasing on the set f1; : : : ;mg.

1�:1 Suppose that x < sup I; f(x) > x and Tx = ;. By the statements 3� and

4� of Theorem 1, we have f(t) > t (x � t 2 I), which implies the strict increase

of sequence (4) on its whole domain. If sup I = +1, sequence (4) is in�nite, as

can simply be established by induction, and the inequality u := lim
n!1

xn < +1

is not possible, because this inequality would imply, by (19), x < u = f(u � 0),

i.e. u 2 Tx. Therefore, in this case lim
n!1

xn = +1. If v := sup I < +1, the

supposition xn � v (n 2 N) would imply w := lim
n!1

xn � v and further, by (19)

again, x < w = f(w � 0), that is w 2 Tx. Consequently, in this case exists an

m 2 N such that m � 2, xn 2 I (n = 1; : : : ;m � 1) and xm 62 I, which means

that sequence (4) is de�ned on the set f1; : : : ;mg only and that it strictly increases

on this set.

2� Suppose that condition (2) is satis�ed and that condition (3) is not. In

this case, on account of f(t) � f(y � 0) = y (x � t < y), there exists u 2 [x; y)

such that f(t) = y (u < t < y). Denoting by v the in�mum of the set of all such

408



Some properties of increasing functions,. . . 43

numbers u, we have x � v < y, f(t) < y (t 2 J) and f(t) = y (t 2 [x; y) n J),
where J denotes the interval [x; v] or the interval [x; v) (this second interval being

empty if v = x), {depending on whether f(v) < y or f(v) = y. Then we cannot

have xn 2 J (n 2 N); for, this supposition would imply, in virtue of (16), the

strict increase of sequence (4) and further x < lim
n!1

xn � v < y, which, by (19),

is impossible. Therefore, there exists m := max(f1g
S
fk : k 2 N ^ xk 2 Jg).

Sequence (4) is obviously strictly increasing on the set f1; : : : ;mg. If J = ;, we
have m = 1, x1 < y, x2 = f(x1) = y, and when J 6= ;, then xm 2 J; xm <

f(xm) = xm+1 2 (x; y) n J; xm+1 < f(xm+1) = xm+2 = y = y1. Hence, if we put

p0 = 1 and in the �rst case p1 = 2 (= m+ 1), and in the second one p1 = m + 2,

it will be p1 > 1 = p0; xp1 = y1 and sequence (4) will increase strictly on the set

f1; : : : ; p1g. It is clear, further, that either one of conditions (7), (8) and (9), with

1 instead of `0, is satis�ed, or, with y1 instead of x, condition (2) is satis�ed and

condition (3) is not. In the case (7) and (8), obviously, the continuation of the

forming of sequence (y`) with demanded properties is not possible. In the case (9)

it is possible to make at most one step yet in this forming, because, if we put in this

case y2 = minTy1 , we will have by the result under 10, xn � y2 (n 2 N). In the

last of mentioned cases, however, we have y1 2 I; f(y1) > y1 and Ty1 6= ;; hence,
putting y2 = minTy1 , one concludes, on the basis of the above analysis concerning

the same situation with the point y0 = x instead of the point y1, that there exists

p2 > p1 such that y2 = xp2 and that sequence (xn) increases strictly on the set

fp1; : : : ; p2g.

-

6

y=x

xp0

y1=xp1

y2=xp2 u
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x

y

-

6

y
y=x

x
xp0

y1=xp1

y2=xp2

y`=xp`

f

f

f

f

f

I=R

Fig. 1 Fig. 2

Continuing in this way, one can establish the correctness of all statements

in 2� concerning the existing possibilities. It is not di�cult to prove by exam-

ples that each of them can e�ectively take place. Namely, the examples respec-
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tively represented by �gures 1 and 2 prove e�ective realizability of both possibili-

ties in the case 2�:2:

[ A concrete aspect of the second example gives the function (see Figure 3) f(t) =

[t]+1 (t 2 R); in this case, we have, for each x 2 R; y` = [x]+ ` (` 2 N); p` =

`+ 1 (` 2N0) and consequently x` = xp`�1
= y`�1 = [x] + ` � 1 (` � 2), which

implies x` " +1 (`!1). ]

3� This statement is obvious.

4� The assertion formulated by the

�rst sentence coincides with the state-

ment (19). The assertion contained in the

second sentence is proved by the exam-

ple of the function cited at the end of the

proof of statement 2� of Theorem 1: in

this case, for u = 0 we have f(u� 0) = u

and �1 = inf I < u < sup I = +1, and

for any real x < u such that f(x) > x

sequence (4) converges (statement 1� of

-

6

y y = x

x
�1 0 1 2 3 4 I=R

Fig. 3

Theorem 2) to the nearest �xed point of f greater then x; this �xed point, however,

is less than u.

Proof of Theorem 2.1. All statements of this theorem follow from Theorem 2,

on account of the fact that when the function f is strictly increasing the condition

(2) cannot hold without the condition (3) (more precisely, (2) cannot hold if the

�rst part of disjunction (3) does not hold simuntanously), and consequently all

assertions concerning the case when (2) ^: (3) can be omitted.

All statements of Theorem 2:2:; excepting the last one, follow from Theorems

1 and 2, with regard to the remarks which precede the formulation of this theorem.

Its last statement is proved by the example of the function f : R! R de�ned by

f(t) = t� 1

4
sin 1 (t � �1); f(t) = t+ 1

4
t2 sin 1

t
(�1 < t < 0), f(t) = t (t � 0) :

number 0 is a �xed point of the mapping f and for each x < 0 we have minF+

x
< 0,

and therefore the corresponding sequence (4) cannot converge to 0.

3. TWO SUPPLEMENTARY REMARKS

3.1. The statement 3� of Theorem 1 can be formulated (interpreted) as follows: If

the function f : I ! R is increasing, then the function g(x) = f(x) � x(x 2 I) has

the following property (of a continous function): it cannot pass from a positive to

a negative value without taking all midvalues between corresponding points.
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Let us remark that the statement which di�ers from the previous one only by

the interchange of the words \positive" and \negative" does not hold.On the other

hand,it is easy to see that in this formulation the words \positive" and \negative"

can be changed by the words, \greater" and \smaller", respectively.

3.2. All assertions in the preceding text, excepting that in 3.1, refer exclusively

to the order structure of the system of real numbers, i.e. to the set Rordered by

the relation �, {directly or through the topology generated in the usual manner

by this order (which includes convergence of sequences and limits and continuity

of functions treated here). On the other hand, it is well known (see, for example,

[2] p.151, or [3] p.217) that: every totally ordered and dense set which is condi-

tionally complete (namely, in which each nonempty set bounded from above has

its supremum), unbounded from both sides and separable (i.e. with a denumerable

everywhere dense part){is isomorphic with the set Rordered by the relation �.
Therefore:

All theorems and other statements in this paper, excepting that in 3.1., hold

for every totally ordered, dense, conditionally complete, unbounded from both sides

and separabile set{provided that convergence of sequences and limit value and con-

tinuity of functions are de�ned in the topology generated by this order.

We remark that this conclusion is in no way a�ected by the fact that the

algebraic structure of the real number system was used in some details of the

given proofs (in constructions of examples and counterexamples for particular and

negative assertions).
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CORECTION D'UNE DEMONSTRi\TION DANS 
UN TRAVAIL ANTERIEUR 

Dusan Adamovic 

Sornmaire. Il s'agit dans cette Note de la correction d'une partie 
de la· demonstration du Lemme 1 dans le travail [1], suivie de quelques 
considerations supplementaires. 

Il s'agit de notre travail "Reso1utions de deux equations fonctionnelles 
proches de l' equation de Cauchy" [1], qui contient deux theoremes, re1atives 
аих solutions des equations fonctionnelles 

(1) Ј(ј(х + у)) = ј(х) + ј(у) 
et 

(2) ј(х + у) = ј(ј(х)) + ј(ј(у)), 
respectivement, 1a fonction inconnue pouvant, dans 1es аеих cas, etre reelle 
(ј : R -+ R; R ensemble des nombres ree1s) ои complexe (ј : С -+ С; 

С ensemble des nombres comp1exes). Ces аеих theoremes, ainsi que 1eurs 
demonstrations, sont, а notre avis, tout-a-fait corrects - mais ils determinent, 
tous 1es аеих, les solutions generales des equatinos (1) et (2) аи mоуеп de la 
solution generale аи systeme d'equations fonctionnelles 

(3) { 
g(x + у) = g(x) + g(y) 
9 (g (х)) = 9 ( х ) 

(g : R -+ R, ои 9 : С -+ С), 

et cette solution generale est donnee (decrite) par l'епопсе suivant (Lemme 
1): "La solution generale clu systeme d'equations fonctionnelles (3) est donnee 
par 

х Е Но 

х Е Н\НО 
х = ~hEHahh 

AMS (MOS) Classification de sujets. Primaire: З9В22, З9ВЗ2. Secondaire: . 
JVlots et рЬтавез cles: equation fonctionnelle, espace lineaire, Ьаве d'Hamel. 

412



2 О. Adamovic 

(Н base ј'Нате1 de R, ou de С, determinee; Но partie поп vide de Н arbi
traire; 12(~lo) variete lineaire sur Но; C'th(h Е Н) nombes rationne1s)" . 

1е mot "determinee" par 1е mot "arbitraire". А vrai dire, lorsqu'on dit seu1e
ment que la base d'Hamel est determinee, sans preciser les conditions qui la 
"determinent", оп п'а pas nie 1а posibilite qu'elle soit arbitrairement choisie, 
c'est-a-dire arbitraire (оп еп а selllement sllggere qll'elle doit etre fixee apres се 
choix, се qui est SOllS entendll d'ailleurs); les dellX enonces sont donc logiqlle
ment eqllva1ents. NOllS pensons tOlltefois que l'епопсе sera p1us convenable 
apres се changment-la: d'abord par се que l' оп pourrait interpreter l'епопсе 
ou 1а base est "dеtеrmiш§е" соmте l'affirmation que tOllte 1es solutions sont 
donnees аll тоуеп d'llne sell1e base d'Hame1, се qll'on пе vOll1ait pas dire, 
et, d'alltre part, puisque l'enonce cite nous avait condllit а 1а demonstration 
dll 1еmmе dont 1а premiere partie contenait llne fallte assez grave, que nOllS 
allons corriger dans se qui sllit. Cette fallte provenait de 1а fallsse sllpposition 
que, еп genera1, dans llП espace lineaire Х l'inersection Но d'une base Н de 
cet espace et de son sous-espace L soit toujollrs поп vide et une base de L. Еп 
effet, si, par exemple, Х est l'espace С des nombres complexes sur 1е champ 
R des nombres ree1s, Н = {1, i} est une base de Х et L = {х + ix I х Е R} 
est un sous-espace de Х, mais оп а Н П L = (/). 

Afin de permettre au lecteur un ареп;u complet du Lemme 1 et de sa 
dernonstration, ainsi que du Lemme 2 qlli У est utilise, nous citerons ici, entre 
guillemets, 1е texte complet de 1а version nOllvelle de 1а partie dll travail situee 
entre son second paragraphe et la fin de 1а section О: 

< < Lernrne 1. La solution generale du systeme d 'equations jonction
nelles 

(3) { 
g(x + у) = g(x) + g(y) 
9 (g ( х )) = 9 ( х ) 

(g : R --+ R, оu 9 : С --+ С) 

est donnee рат 

х Е Но 

(4) х Е Н\НО 
х = ~ћEH C'thh 

(Н base d'Hamel de R J оu de С, arbitraire; НО partie поп vide da Н arbitraire; 
12(Но) variete lineaire sur Но; йћ (h Е Н) nombres rationnels). 

Dans la demonstration de се 1еmте оп va s appllyer Sllr 1е 
Lem.m.e 2.La solution generale de lJequation jonctionnelle 

(5) g(g(x)) = g(x) (g: Е --+ Е; Е ensemble поп vide donne) 
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peut etre exprimee раг 
, , ( = х, х Е F 

9 (х) l Е Р, х Е Е\Р 
(Р sous-ensemble поп vide de Е arbitraire). 

Pour sa demonstration, voir, par exemple, [2]. (Notons que les solutions 
de (5) jouent des r61es importants dans diverses questions; un tel гбlе est mis 
оп evidence dans [3Ј·) 

Demonstration clu Lemme 1. Soit 9 une solution de (3). A10rs, 
d'apres 1е Lemme 2, оп а 

(6) g(x) = х (х Е L), L = g(R), ou L = g(C), et 

(7) g(x) Е L (х Е R\L), ou (х Е C\L). 

Or, L est un sопs-еsрасе de l'espace lineaire R, оп С, sпг 1е champ des nombres 
rationnels. Soit НО ппе base d'Hamel de L et soit Н ::Ј НО ппе base d'Hame1 de 
R, оп de С. Оп а alors g(x) = х (х Е Но) et g(x) Е L = 'с(Но ) (х Е Н\НО ). 
D'apres la premiere еqпаtiоп (3) (equation de Сапсhу), оп а апssi 

(8) g(x) = L ahg(x) (х = I.: аћћ), аћ (ћ Е Н) nombres rationnels). 
ћЕН ћЕН 

Оп а etabli ainsi qпе 9 doit satisfaire а (4), avec les ensembles Н et Но 
mentionnes dans се qпi precede. 

D'апtге part, si 9 satisfait а (4), avec Н et Но arbitraires, alors оп а 
d'abord (8), et par sпitе 9 satisfait а la premiere еqпаtiоп (3). Оп а апssi, 
ропг tопt х Е .с(Но ) = L, c'est-a-dire ропг tопt х = I:..hEHo аћћ, ои les аћ 
(ћ Е Но) sont des поmЬгеs rationnels, 

g(x) = L ahg(h) = I.: аћћ = х, 
ћЕНо 

et епсоте, pour х = I:..hEH аћћ, 

ћЕНо 

g(x) = L ahg(h) Е 'с(Но ) = L; 
ћЕН 

donc, 9 satisfait а (7), et рат сопsеqпепt, d'apres 1е Leme 2, а la seconde 
equation (3). » 

Rernarque. Сотте nous l'avons dit: malgre сеНе correction portant 
sпг l'enonce et (Ја premiere partie de) la demonstration dп Lemme 1, les 
enonces et les demonstrations des Theoremes 1 et 2, ou figure 1а fonction 9 
decrite dans 1е Lemme 1, peuvent rester sans aucun changement. C'est vrai, 
mais les enonces des corollaires de ces deux theoremes (parties dп travail еп 
question sans Ьеапсопрd'imрогtапсе d'аillепгs) n'etaient pas complets еп се 
qui сопсетпе lа cas complexe. Leurs corrections ont с18ја ete donnees clans 
l' article [4]. 
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Слободан Аљанчић, Београђанин по рођењ у и по безмало 
чтиавом животу проведеном у овом граду, дугогодишњи редовни 

професор на Природноматематичком, касније Математичком 
факултету Београдског универзитета и редовни члан Српске 

академије наука од своје 46. године, био је један од најистакнутијих 
математичких научних стваралаца и педагошких делатника у 

нашој средини у другој половини двадесетог века. Он је, свакако, 
био личност која је у читав ој нашој матема:rичкој јавности - не 
само београдској и српској, него и на просторима тадашње 
Југославије - уживао поштовање и симпатију, као ретко савестан, 
озбиљан и успешан научни радник и као темељни познавалац 
пространих ПОДРУЧЈа савремене математичке анализе, а не мање 

као особа изузетних људских особина. Значајну афирмацију 
стекао је резултатима свог научног рада и на међународној мате
маТИЧКОЈ сцени. 

ЖИВОТНИТОК 

Слободан Аљанчић рођен је 12. марта 1922. године у 
Београду. Његов отац Зденко Аљанчић (рођен 1889. године), 
Словенац по оцу а Чех по мајци, више се заправо осећао Чехом и 
боље је у детињству говорио чешки него словеначки језик. 
Завршивши у Аустроугарској војне школе, дочекао је крај Првог 
светског рата као аустроугарски официр, капетан 1 класе. По 
завршетку рата био је неколико година у активној служби у . . .. . . . . 
тадаШЊОЈ ЈугословеНСКОЈ ВОЈСЦИ у КОЈОЈ Је стекао чин маЈора, а 

касније се бавио ЦlIВИЛНИМ пословима. Други светски рат провео је 
у заробљеништву као резервни официр. После рата, радио је на 
Војној енциклопедији. Мати Бисенија, рођена Милошевић, потиче 
из грађанске породице досељене у Београд из унутрашњости 

Србије. Завршила је средњу школу, али се углавном бавила 
Домаћим пословима. Аљанчиh је имао старијег брата Јерка, који је 
био машински инжењер, а изненада је умро у 48. години. 
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Основну школу И тада елитну Трећу мушку гимназију 
Слободан Аљанчиh завршио је у Београду. После матуре, коју је 
као одличан ђак положио 1940. године, уписао је студије 
грађевинске технике на београдском Техничком факултету. Рат и 
окупација фактички су прекинули ове студије. Међутим, то време, 
које је многима било стварни узрок или добар изговор за прекид 
школовања и рада на сопственом образовању, он је искористио да 
уз помоh професора Кашанина, и набављене уџбеничке и друге 
литературе, савлада практично цео програм СТУДИЈа математике, 

за коју се у међувремену загрејао и којој се потпуно предао 
изгубивши интерес за технику. По завршетку рата и формално је 
прешао на Математичку групу Филозофског факултета, на којој је 
дипломирао јуна 1947. године. Пре тога венчао се 1946. године с 
Иванком Јосифовиh, која је студирала економију и касније радила 
као административни и банкарски службеник. Говорила је више 
страних језика. Њихова кhи Ивана сада је професор на Хемијском 
факултету у Београду. 

Као студент, Аљанчиh је испољавао жељу да самостално 

научно ради и већ ј е пре крај а студиј а завршио свој први научни 
текст Sur unе fопnulе sommatoire gen6ralisee (О једној УОUШUlеној 
су.мационој фор.мули), објављен 1948. године у Публикацијама 
Математичког института Српске академије наука. Према . . 
компетентним оценама, таЈ његов први рад НИЈе почетнички и у 

њему је показана одређена зрелост, способност да се постављени 
проблем у потпуности реши и добијено решење адекватно 
интерпретира и искористи. Овај Аљанчиhев упоран и истрајан рад, 
у тешким ратним и можда ЈОШ тежим условима у првим 

послератним годинама, нс само на успешном окончању СТУДИЈа . . 
него И на даљем математичком усавршавању, покаЗУЈе колико Је 

већ тада имао јасно обликоване основне циљеве и опредељења, 
као и чврсту решеност да их остварује. О њему у овом периоду 
завршавања СТУДИЈа и почетка активног научног рада академик 

Миодраг Томиh, касније И кроз цео његов живот његов блиски 
сарадник и пријатељ, написао је: "Негде под јесен 1946. срео сам га, 
док сам био асистент код професора Карамате, на Природно
математичком факултету. :Имао је велико знање и још већу жељу 
за новим сазнањима. И тада, а и доцније кад смо постали 
пријатељи и сарадници, он је показивао ретку особину да сваку 
ствар настоји да проучи до основа, да продре у срж проблема, али 
и да буде обазрив и критичан према своме раду, и то на сваком 
кораку ... Он је био од оних стваралаца код којих жеље нису ишле 
изнад могућности, али који теже сталном напретку и угледањ у на 
добре радове ... Успех у науци дошао је врло брзо. И тај успех је 
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резултат не само љеговог дара, већ и неуморног, напорног рада 
првих поратних година испуљених и свим могуhим тешкоhама." 

После дипломираља, Аљанчиh је радио као професор
приправник у Грађевинској средљетехничкој школи у Београду, а 
истовремено и као хонорарни асистент на Природно-мате
матичком факултету све до 1951. године, када је на истом 
факултету изабран за сталног асистента. Настављајуhи научну 
активност, објавио је неколико радова посвећених темама из 
математичке анализе, оријентишуhи се притом претежно на 
проблематику асимптотских редова, односно развитака. Овој 

области у потпуности припада и љегова докторска дисертациј а под 
насловом' О асu.мЙuюшско.м развuјању А-збuрљuвuх лuнеарнuх 
функцuонела, одбрањена јануара 1952. године у Српској академији 
наука (што је тада, према постојеhем закону, још било могуће) 
пред комисијом коју су чинили академици Милутин Миланковиh, 
Војислав Мишковиh, Јован Карамата и Радивоје Кашанин, као и 
доцент Миодраг Томиh. Његов даљи научни развој и универ
зитетска наставничка карИЈера текли су континуирано, сигурно и 

доста брзо, али не и пребрзо, без спољашље спектакуларности. За 
доцента је изабран марта 1954. године и тада, пошто је неколико 
година пре тога као прво хонорарни па потом стални асистент 

веома успешно водио вежбе из више математичких предмета, 
преузима предавање разних курсева опште математике и 

математичке анализе, за математичаре и за студенте нема

тематичких група на <;Ракултету. Његов научни рад у каснијим 
педесетим годинама претежно се усмеравао ка теорији 

апроксимације с једне и ка од Јована Карамате иницираној и 
утемељеној теорији правилно променљивих функција и њеним 
применама с друге стране, али су значаЈНО место у његовим 

научним активностима, тада и каСНИЈе, заузимали његови радови 

посвеhени збирљивости и Фуријеовим редовима. На самом . . 
почетку свог интересовања за теОрИЈУ апроксимаЦИЈе, успоставио 

је блиску сарадљу и пријатељство с француским математичарем 
ж. Фаваро.м (Ј еап Favard), професором на Сорбони и Поли-. . 
теХНИЧКОЈ школи и у то време Једним од главних ауторитета за ову 

област не само у Француској. Фавар је најпре у летњем семестру 
1957. године у Београду одржао тромесечни курс посвеhен темама 
и проблемима својих истраживања. Ова сарадња касније је 
продубљена и интензивирана у току Аљанчиhевог боравка у 
Паризу 1957-1958. школске године, омогућеног стипендијом 
добијеном од Института Анри Поенкаре (Нешу Poincare). Овај 
боравак донео му је и друге користи, поред осталих и упознаваље и 
сарадњ у са славним руским математичарем Колмогоровом. 
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Сарадња и пријатељство с Фаваром настављени су и у 
наредним годинама, а када је Фавар 1965. године умро, његов 
блиски сарадник Марк 3а.манскu (Матс Zamansky), тада декан 
Факултета наука Сорбоне, замолио је Аљанчиhа да се укључи у 
"одбор за овековечавање сећања на Жана Фавара" низом 
манифестациј а и организовањем и новчаним помагањем подизања 
споменика Фавару у његовом родном месту Пејра ла Номијер 
(Peyrat-la-Nomiere). Кад је Аљанчиh ту молбу прихватио, добио је 
место (друго по реду, због слова "А") у подужем списку веома 
угледних личности француског јавног, интелектуалног и 
културног живота - чланова овог Одбора, а Замански му ј е упутио 
своју захвалност у веома љубазном писму. 

с her ~'i~mi, 

J'ai ete tres heureux d'avoir ип mot de vous et tres heureux 
de savoi r quc уоиз acccptiez de fairc pa.rtie du С omitc d 'Ноnпеиг qui 
s'efforcera de pcrpetuer 1а memoire de notre ami Јеаn .YAVARD. 

J'ai ainsi l'occasion de уоиэ dire чие је пе vous ai pas du 
tout oublic ; је"уоиs assurc·dc ma fidele аmitiб. 

J'espere avotr l'occasion de vous voir un јоиг чие j'espere 
p::-осЬе et је уоиs priede transmettre autour de уоиэ mOIl fidele 
souvenil' . 

.... \ 

I tt1..C 

с·_, / 
( /1 1 11 {I 11;}' I 
! I 

f 
: 

Магс ZAMANSKY. 

Аљанчиh је имао срећу и част да од самог почетка својих 
научних активности буде, заједно с једним старијим и неколицином 
млађих колега (М. Томићем, Р. Бојанићем, В. Вучковићем, В. 
Мариhем, Б. Бајшанским), укључен у (неформални) круг ученика 
и сарадника нашег великог математичара Јована Карамате. Рад у 
овој око Карамате окупљеној и међусобном сарадњом повезаној 
групи био је од непроцењиве користи за све учеснике у њему и за 
раЗВОЈ наше математичке анализе и математике уопште у 

педесетим и шездесетим годинама двадесетог века. У почетку је 
њихова делатност захватала првенствено збирљивост, тригоно':' 
метријске редове и правилно променљиве функције, и била је 
добрим делом наставак дотадашњих Караматиних истраживања и 
резултата, да би се убрзо потом проширила и продубила у разним 
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правцима; захватајуhи и за нашу средину нове области. Неколико 
значајних радова посвеhених применама правилно променљивих 
функција на интеграле и тригонометријске редове заједно су 
написали средином педесетих година Аљанчиh, Бојаниh и Томиh. 
Наравно, и у овом периоду, а нарочито касније, код сваког од 
поменутих аутора било је и радова који се не могу приписати 
делатности у оквиру поменуте групе. Тако је Аљанчиh, 
самостално или скоро самостално, започео успешну научну 

активност на подручјима асимптотских редова и апроксимације. 
Поред поменутог једногодишњег боравка у Паризу, Аљанчиh је 
имао још само један студијски боравак у иностранству - од 
претходног знатно краhи, али веома добро искоришhен. То је био 
његов одлазак у Сједињене Америчке Државе, где је боравио од 
почетка маја до средине јула 1971. године. Први део овог боравка 
провео је на универзитету Колумбус у Охају, где је радио с 
професором Ранком Бојаниhем и одржао два предавања, затим је 
присуствовао математичко-реmоналној конференцији у Еванстону, 
а остатак расположиnог времена посветио је обилажењу неколико 
највеhиx америчких универзитета. 

Поред ових боравака у иностранству, учествовао је у раду 
великог броја научних конгреса, конференција и симпозијума, у 
земљи и у иностранству, међу којима треба поменути Светски 
математички конгрес у Москви (1966) и Математички конгрес у 
Ници (1970). На њимаје имао укупно око 15 саопштења. 

Паралелно са свим овим и неким другим активностима, 
Аљанчиh је продужио своју врло успешну наставну и педагошку 
делатност на матичном Природно-математичком факултету у 
Београду, али и ван њега. Преузимао је нове курсеве, којима је 
иновирао и модернизовао наставу, а предавао Је хонорарно разне 

математичке предмете ван Факултета, на више места у Београду и 
у унутрашњости. Активно је учествовао у различитим видовима 
последипломске наставе, не само за математичаре и не само на 

матичном факултету и у Београду. Све ово, а нарочито квалитети 
његових предавања, донели су му висок углед код свих категорија 
студената и других слушалаца, као и у широком кругу колега. 

Све претходно учинило је да је, као што рекосмо, његова 
научна и академска каријера, и то како на Природно
математичком факултету, тако и у Академији наука, текла доста 
брзо, али не пребрзо. Притом је стицање оба звања академика 
уследило нешто раније него што се то обично догађа, док је 
универзитетске титуле стицао углавном "уобичајеним", тако
званим "добрим обичајима" УСПQстављеним темпом, чак с једним 
краhим застојем који није сасвим лако разумети. Тако је, после 
избора за доцента марта 1954. године, за ванредног професора 
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изабран октобра 1959, а за редовног тек децембра 1968. С друге 
стране, дописни члан Српске академије наука постао је децембра 
1961. године, кад је имао 39 година, а редовни члан већ децембра 
1968. са 46 година. У реферату о Аљанчиhу као кандидату за 
редовног професора, чији су потписници били Ђуро Курепа, 
Константин Орлов и Боривоје Рашајски, писало је: "Закључно 
можемо реhи да кандидат Аљанчиh др Слободан представља 
изграђеног математичара који је посебно у области Фуријеових 
редова дао важних прилога ... У стручно-педагошком погледу 
кандидат се истиче својим излагањем, јасним предавањима, 
педантношhу и својим прилазима уџбеничкој литератури." 

А 'извештај из 1961 године предлагача да се Аљанчиh 
изабере за дописног члана академије, који су потписали академици 
Р, Кашанин, Ј. Карамата и С. Павловиh (до материјала у вези с 
избором за редовног члана нисмо успели да дођемо), садржао 
следеhу оцену: "Види се да је др Аљанчиh научни радник на пољу 
математике чије је име познато и цењено и ван наше земље. Он се . . 
налази у ПУНОЈ стваралаЧКОЈ снази, У сталном раду на ширењу свог 

знања, а исто тако упреношењу свог знања на друге. Његов рад на 
Универзитету и као наставника и педагога био је увек примеран. И 
предлагачи се надају да ће његовиМ избором за дописног члана 
Српске академије наука и уметности Одељење природно-матема
тичких наука добити једног члана нове генерације чији ће даљи 
научни рад оправдати његову веру у успех наше науке у буду
hности." 

Углед који је и на међународној математичкој сцени стекао 
учинио је да професор Аљанчиh, постане сарадник реферативног 
часописа Zentralblat ftir Mathematik, за који је написао преко 200 
приказа радова. 

Домаће признање за успехе у научном и педагошком раду 
била је Седмојулска награда добијена 1971. године. 

у току нешто више од две последње деценије живота, почев 
од краја 1971. године, академик Аљанчиh је био оптереhен 
озбиљним здравственим проблемима. Биле су то теже срчане 
тегобе, које су нагло избиле и доста га мучиле и ометале у раду и 
животу. Он се ипак с њима, упорношhу и стриктно дисци
плиноваНlЊI понашаљем, доста успешно борио, тако да у овом . . 
периоду код њега НИЈедном НИЈе наступила тешка коронарна криза, 

тзв. инфаркт, нити је долазило до праве хоспитализације. 
Благодареhи овој упорној и јуначкој борби с невољама које су га 
задесиле, скоро у читавом овом периоду његов научни рад, а ни 

настава, тиме нису били сувише ометани. У неким дужим 
интервалима, изгледало је (само је, на жалост, изгледало) да је 
болест успео да савлада и да се враћа на сасвим нормалан ритам 
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рада. Због свега овога ипак је на свој захтев нешто раније отишао у 
пензију 1985. године. А после ове, стоичке, истрајне и релативно 
успешне борбе са срчаним обољењем које га је било погодило, 
наишла је једна много гора, опака болест, од које му није било 
спаса ... И у време кад га је она постепено савладавала није 
престајао да бар покушава да нешто ради, да се не предаје. Према 
речима професора Томиhа: " ... чак и у овој болести, свестан свог 
краја, показивао је исти онај мир којим је некад освајао људе ... " 

Преминуо је 19. марта 1993. ГОДШIе. Његовој сахрани, поред 
породице и пријатеља, присуствовао је велики број колега, сарадника 
и студената, из свих генерација. На сахрани су говорили: у име 
Академије' наука академик Миодраг Томиh, у име Математичког 
института при Академији наука академик Богољуб Станковиh, а у 
име Математичког факултета у Београду и Катедре за реалну и 
функционалну анализу професор др Душан Адамовиh. 

ОБЛАСТИ НАУЧНОГ РАДА 

Целина научног опуса академика Слободана Аљанчиhа, у ужем 
смислу речи, импозантна је и то не толико бројем и ДУЖИНОМ тих 
радова (укупно их је било 48) колико оригиналношhу и садржај
ношhу, као и ширином и разноврсношhу захвата више подручја 
савремене математичке анализе, а такође и повољним одјецима и . . . 
утицаЈима КОЈе су многи од њих имали у наШОЈ земљи и у ино-

странству. Уз изузимање само неколико радова који се баве неким 
другим темама, Аљанчиhева научна делатност може се сврстати у 
следеhих пет области: 

1. теорија асимптотских редова, 
П. теорија апроксимације, 
IП. тригонометријски редови, 
IV. збирљивост, 
У. правилно променљиве функције (праВИШlа променљивост). 

Неки од Аљанчиhевих чланака, истина, захватају и по две, па и по 
три поменуте области, али се, водеhи рачуна о главној, 
преовлађујуhој тематској усмерености у конкретним случајевима, 
одговарајућа класификација може доста добро урадити. 

1. ACU.MUUlOZUCKU редови. Поред конвергентних нумеричких и 
функционалних редова, у новијој математичкој анализи и њеним 
применама значајну улогу играју тзв. асu.мUшоzuски редови, 
односно асu.мUшоиlСКU развоји функz~ија, који, било да су 
конвергетни или дивергентни, такође апроксимирају функцију у 
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питањ у' али на други начин и у другом смислу него конвергентни 

редови. Ове редове увели су крајем XIX века француски мате
матичар Поенкаре (Poincare) и холандски СШUЛUlјес (Stieltjes). 
Према дефиницији коју су они дали, за реалну (или комплексну) 
функцију ј(х) , дефинисану у извесној околини бесконачности, ред 

СЈ С2 
Со +-+-2 + ... 

Х Х 

назива се њеним аси.мЙшошскuм редом или асuмЙшошскu.м 
развојем, што се означава са 

Ј( СЈ С2 X)-Co+-+z-+'" 
х х 

ако је, за свако п = о, 1, 2, ... , 

limXn(J(X)-(Со + СЈ + ... +s...JJ=o, 
x~ao х хn 

односно 

Ј СЈ Сп ( 1 Ј (Х)=СО+-+"'+-'I +0 -п ,X~OO. 
Х х х 

Теорију ових редова развио је Поенкаре до задовољавајућег 
обима, а касније се љима бавио већи број математичара. Притом је 
сам ПОЈам асимптотског реда на више начина уопштаван; на 

пример, тако да се тај израз односи на редове облика 

Со (Х) сЈ(х) С2 (Х) ---"-- + + + ... 
qo(X) ql(X) Q2(X) , 

где су CytX) периодичне функ~ије, а функције QytX) , које образују 
тзв. скалу овог реда, испуљаваЈУ услов 

Qy(X) * О, и lim Qy(X) = О за v = 0'1'2' .... 
x~ao Qy+J (х) 

Различита птиања у вези с асимптотским редовима, и после зна

чајних резултата бројних аутора, остала су, међутим, отворена. 
Једно од њих је задатак налажеља што адекватније и што општије 
методе развијања дате функције у асимптотски ред по датој скали. 

Први Аљанчићев научни рад, под насловом Sur unе formu1e 
sommatoire gеnеrаЛsее (О једној уопштеној сумационој формули), 
објављен је 1948. године у Публикацијама Математичког инс
титута Српске академије наука. Овај његов почетни рад није, 
међутим, нимало почетнички. У њему су, најпре, добијене формуле 
које помоћу Бернулијевих полинома изражавају низ такозваних 
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хармонизованих интеграла дате. функције, тј. њених узастопних 
интеграла који узимају једнаке вредности на крајевима дефи
ниционог интервала, а потом је коришhењем тих формула 
показано да уопштени Ојлер-Маклоренов сумациони образац . . 
доводи у општем случаЈУ до асимптотских редова КОЈИ, сем 

у изузетним и тривијалним случајевима, не конвергирају. У 
следеhем раду, написаном с Војиславо.м Аваку.мовипем, једним од 
тада водеhих наших математичара, и објављеном 1950. године, 
коришhењем поменутих формула за хармонијске интеграле и 
неких њихових модификација прецизиран је и далекосежно 
уопштен један резултат Ландауа (Landau), који се односи на 
процену вредности првог извода функције кад су сама функција и 
њен други извод подвргнути извесним ограничењима. Из тог . . 
резултата на краЈУ чланка изведен Је закључак сличан закључку у 

претходном раду, који се односи на асимптотске редове. Тако се 
ова два прва Аљанчиhева рада, мада посвеhена и неким другим 
питањима, у закљ учним деловима дотичу асимптотских редова и 

суштински повезују с њиховом проблематиком. Аљанчиh се овим 
подручјем претежно бавио у првом периоду свог научног рада. 
Асимптотским редовима била је у потпуности посвеhена његова 
докторска дисертација О асu.мЙшошско.м развијању А-збирљивux 
линеарнux функционела, одбрањена јануара 1953. године. У овом 
раду, поред класичних метода реалне и комплексне математичке 

анализе, битно су коришhени неки појмови и резултати функцио
налне анализе, тада код нас ЈОШ скоро непознате математичке 

ДИСIЏ:Шлине. Ти садржај и функционалне анализе били су: нормирани 
простори, линеарне и ограничене Функционеле и њихове ре
презентације, конвергенција низова свих функц:ионела, и још неки. У 
раду су тако, сукцесивном применом класичне теореме Ф. Риса (F. 
Riesz) , која даје потребне и довољне услове конвергенције низа 
ЛШIеарних и ограничених функционела на простору С[ а, Ь], добијени 
потребни и довољни услови за развијање линеарне и ограничене 
Функционеле у асимптотски ред по датој скали функција. Будyhи да 
су ти услови доста ограничавајyhи и стога углавном нису погодни за 
примене, у дисертацији су потом, УВОђењем Абелове збирљивости 
уместо конвергенције функционела, добијене варијанте погодних . . 
довољних услова за овакве раЗВОЈе, и тако се на нов и Јединствен 

начин дошло до више класичних резултата, раније добијених 
различитим методама, као и до неких нових асимптотских раЗВОЈа. 

Проблематици асимптотских редова Аљанчиh је посветио 
још четири рада. У њима је, даљим применама методе из 
дисертације, али и њеним варирањем и прош:иривањем, као и 
допуњавањем неким другим поступцима, добијен низ нових 
асимптотских развоја, посебно функција датих ортогоналним 
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редовима и уопштене Ханкелове (Hankel) функције. 3ахваљујуhи 
извесном угледу КОЈИ су му донели претходни радови с овог 

подручја, Аљанчиh је, на позив Белгијског центра за научна 
истраживања, учествовао на Међународном симпозијуму о низо
вима и редовима у Бриселу, децембра 1957. године, на коме је 
саопштио рад 14 (бројеви уз радове који се помињу односе се на 
списак Аљанчиhевих радова на крају овог чланка). Он је касније 
објављен у Colloque sur la Theorie des suites, Bruxelles, 1957. 

П. АЙроксuмација. Феномен айроксuмације (приближног 
одређивања), у различитим видовима, присутан је и игра значајну 
улогу у. многим областима математике и њеlШX примена, нарочито у 
новијим временима. Већ се инфшmтезимална математика, њене . . 
основне идеЈе и методе, као што су: конвергеНЦИЈа и гранична 

вредност, извод, интеграл, ред и многе друге, могу сматрати облицима 
апроксимације, а каснији и данarшьи бурни развој нумеричких и 
компјутерских метода са свим њиховим спектакуларним MOгyhнO
стима, припада, свакако, овој сфери математике, али је само једна од 
њених :импресивних манифестација. Речи "апроксимација" овде се, 
међутим, придаје једно уже, специ:фично значење. Кратко и сумарно 
речено, реч је о униформној (равномерној), или некој сличној, 
апроксимацији реалних функција из неког од функционалних 
простора, као што је простор на одређеном сегменту непрекидних или 
непрекидних и периодичн:их функција, или из извесних делова таквих 
простора, помоhу алгебарских односно тригонометријских полинома, 
или таквих полинома који припадају извесним ужим класама. Може . . 
се сматрати да Је оно што Је овим истраживањима непосредно 

претходило, а уједно представља њихов почетак, познати Вајер
шшрасов сшав (Weierstrass), заједно с његовом варијантом за 
периодичне непрекидне функције, такозваним дpY2UМ Вајершшра
coвuм сшаво.м. Према овом ставу, свака на датом сегменту непреКИДна 
функција може се произвољно добро апроксимирати неким: 
полиномом, а одговарајуће аналогно тврђење важи за периодичне 
непрекидне функције и тригонометријске ПОЛШIоме. Према другом 
Вајерштрасовом ставу, на пример, кад се за дату 

функцију f из простора C2tr непрекидних и с периодом 2тr 

периодичних функција ненегативан број j~! IIJ - TII ' где је 11 11 норма 
п 

у C2tr , а Нn означава скуп свих тршонометријских полинома реда не 

већег од П, .означи са Еn(Ј) , тада је limEn(J) = О. Еn(Ј) се назива 
/1-)00 

најбољо.м Mo2yhOM аЙроксuмацијо.м функције f полиномима из H/I' 
Следеhи значајан резултат у истом правцу, који се може сматрати 
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. . . . 
првим правим ставом теОрИЈе тригономеТРИЈске апроксимаЦИЈе, Јесте 

комбинација једног БореловО2 (Bore1) и једног резултата Чебишева, 
према којој за свако Ј Е С21! И за свако п Е N постоји један и само 

један полином Тn Е Нn такав да је IIJ - т:, 11 = Еn (Ј) . Овај полином 1;1 
назива се (n-шu.м) йолuномом најбоље аЙрокаLМације. У даљем .. . .. 
раЗВОЈУ теОрИЈе тригономеТРИЈске апроксимаЦИЈе махом Је испитиван 

однос између појединих поступака апроксимације функција из С21!' 

поступака који свакој функцији Ј Е С2Н за свако п Е N координирају 

одређеlШ полином 1',,(Ј) Е Нn ' и појединих делова М простора С2Н ' 

тј. класа функција из С21!' Резултати који се на ово односе могу бити: 

дuрекшнu сшавовu, тј. искази који, за дату позитивну 

функцију (јЈ(n) с особином lim (јЈ(n) = О, тврде да, с позитивном 
n-+оо 

константом К, важи 

1 Е М=> "Ј - т:, (1)11 < KqJ(n); 

инверзни сшавовu, који, под истом претпоставком о (јЈ(n) , 
тврде да 

IIJ - т" (J)II < KqJ(n) => 1 Е М; 

сшавовu еквиваленцuје, према којима важи 

"Ј -1;,(Ј)1' ~ KqJ(n) ~ 1 Е М; 

Код дирекТIШX ставова може се поставити питање одређивања 

најбоље M02yhe консшанше К, а неки поступци т:, (Ј) имају својство 

такозване сашурације (засиhења), која се састоји у постојању 

функције (јЈТ(n) и класе МТ с С2Н (сашурацuје) таквих да: 

10 "Ј - т:,(Ј)1' = O(qJT(n)) <=> Ј Е Мр И 

20 "Ј -Тn(Ј)1I = o(qJT(n)) => 1 = о. 
Искази којима се утврђује сатурација за одређени поступак 

називају се сшавовuма сашурацuје. Ј едан од поступака апро

ксимације је сам n-ти полином најбоље апроксимације, и известан 

број резултата ове теорије су ставови наведених типова који се 

односе на тај поступак. Код тих, а и других ставова, значајну улогу 
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у дефинисању погодних класа М игра .модул нейрекидносиtИ, ТЈ. 

функција m(д;ј) (д > О,ј Е C27l") дефинисана са 

m(5; ј) = sup Ilj(x + h) - j(x)11 (д> О), 
I,ф:;g 

која, могло би се слободније реhи, мери степен униформне 

непреКИДности функције ј Е C27l"' Поред модула непреКИДности, 

користе се у истим улогама и неке друге функције, као што су модули 

непреКИДности вmпег реда и још неке. Од класа које се јављају у . . 
теОрИЈИ апроксимаlЏIЈ е, а користе се и у вези с другим питањима, 

наведимо Лийuащову (Lipschitz) класу Ла (О < а s 1), тј. скуп свих 

функција ј Е С2Ј!" за које важи m(д; ј) < Кда (д > О; О < а <1), И 

класу W дефинисану условом m(д;ј) < KtJllog д' (д > О) . 

Од великог значаја за добијање директних ставова је 
Џексонова (Jackson) шеоре.ма из 1914, према којој у општем . . 
случаЈУ важи неЈ еднакост 

Еn (ј) < 12m(n-1
; ј) 

Из ње непосредно следе следеhи директни ставови: 

ј Е Ла ~ Еn(ј) = о(n-а ) (О < а <1); 

ј Е W ~ Еn(ј) = O(n-1 1ogn). 

Први инверзни ставови, које је добио Берншшајн (Bernstein), гласе: 

E/I(j)=o(n-а)~јЕЛа (О<а<l); 

Еn(ј) = о(n-1 ) ~ ј Е W. 

Комбинацијом ставова изражених првим редовима ових формула 
добија се CluaB еквиваленције 

Поред ових, илустрације ради наведеlШX резултата, теорија о 
којој је реч обога~енаје низом каснијих доприноса већег броја других 
математичара, КОЈима се отишло веома далеко у третирању разlШX 

других поступака веће сложености и веће општости, а такође у 
погледу постизања све веће прецизности и рафинираности процена. 

Поред простора C27l"' разматраШI су и разни други простори реалних 

функција, на пр:имер, простори L~7l"'p ~ 1, а и неки од ОВИХ општији 

простори. 
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Теоријом апроксимација Аљанчиh је почео активно да се бави 
1957. године. Тада, или нешто раније, он је, свакако у вези с овом 
својом активношћу, почео да сарађује и успоставља блиске 
пријатељске везе с професором универзитета и Паризу Ж. Фаваром 
(Јеап Favard), у то време водеhим фршщуским истраживачем у овој 
области. Као што је већ речено, Фавар је на београдском Природно
математичком факултету у летњем семестру 1957. године одржао 
тромесечни курс о апроксимацИЈи И неким са њом повезаним темама. 

Благодареhи Фаваровом заузимању, вероватно, Аљанчиh је школску 
1957-58. годину провео на студијском боравку у Паризу, као 
СТШIендиста Института Анри Поенкаре (Неnry Poincare). Овај 
боравак је добро искористио за темељно упознавање не само с радом 
Фавара и групе његових сарадника, него и са неким другим тада 

актуелним и, може се реh.и, "авангардним" тендеlЩијама у 
француској математичкој науци и настави математике (у то време је, 
на пример, замах активности и утицај групе такозвшПIХ "бурбакиста" 
био на врхущу). Први Аљанчиhев рад посвеhен теорији 
апроксимације, под насловом Classe de sаturаtiоп des procedes de 
sommation de Holder et de Riesz (Класа сатурације Хелдеровог и 
Рисовог поступка сумирања) 15, објављен је у Comptes rendus 
(Саопштењима) Француске академије наука. У овом раду су 
одређене класе сатурације за Хелдерове и Рисове поступке 
апроксимације и установљено да Цезаров (Cezaro) и Хелдеров . . 
поступак имаЈУ исту :класу сатураЦИЈе, али су им редови 

апроксимаЦИЈе различити, као и да ова два поступка, еквивалентна у 

погледу сумирања (збирљивости), нису такви у погледу апро
ксимације. Теорији апроксимације Аљанчиh је посветио још осам 
радова. У њима је наставио своја проучавања разних поступака 
апроксимације, нарочито она која се односе на ставове еквива
ленције, класе сатурације и редове апроксимације код сатурација. У . . 
тим радовима СВОЈе резултате ове врсте неколико пута Је поредио с 

ранијим резултатима других аутора, показујуhи да су у неким 
случајевима његови резултати прецизнији од њихових. Треба 
нарочито истаhи значај, поред поменутог рада 15, радова 16 и 18, који 
се такође односе на сатурацију, као и рад 22 о апроксимацијама 
ТШIичним срединама. Они су подстакли Сунучuја (Sunouchi) и 
Вашарuја (Watari) да добију одговарајуће исказе за опште линеарне 
поступке апроксимације. Овом акт:ивношhу у области теорије апро
ксимације, Аљанчиh се, захваљујуhи како својој тематској усмере
ности тако и вредности СВОЈИХ доприноса, у потпуности укључио у . . . 
круг оних аутора КОЈИ су у његово време и нешто раНИЈе раЗВИЈали 

ову теорију, већ у претходном периоду у основама конституисану. То 
су, поред Фавара, били Заманскu (Zamansky), Алексuh (Alexits), 
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Нина Бари, С~uечкин, Никољски, Нашансон, Дзјадик, Сунучи, 
Вашари, Тељаковски, Бухвалшер и више других. 

Треба додати да је Аљанчиh неке своје најзначајније резултате 
на овом подручју, уз врло повољан пријем, саоIШIТИО у Еванстону, на 
Регионалној конфереНIЏIји посвећеној теорији апроксимације, у току 
већ поменутог студијског боравка у САД 1971. године. Сем тога, већ 
почетком шездесетих годшш 20. века његове радове из теорије 
anpоксимације повољно је оценио професор А. Зи2.мунд (А. Zyg
mund), а цитирали су их и користили Буцер (Р. L. Butzer), Бухвалшер 
(Н. Buchwalter) и више других аутора. 

Веома комплетан и прегледан приказ истраживања и резултата 
у области апроксимације добијених' до 1960. године, међУ којима и 
својих, Аљaнчиh је дао у дужем чланку, заправо краћој монографији, 
под насловом О неким новијим резулшашима из шри20ном.ешријске 
айроксимације (21). 

IП. ТриZоном.ешријски редови. У овој групи радова посматрају 
се збирови косинусног и синусног тригонометријског реда. 

ао ао 

ј(х) = ±ао + :Lan cosnx И g(x) = :Lan sinnx 
n=1 n=1 

и разни проблеми у вези с њима. 
Асимптотско понашање функција ј(х) и g(x) кад х ~ 0+ 

разматрано је најпре у раду 9. Полазеhи од познатог става према 
коме за монотон низ а" и О < а < 2 важи 

а" - п-а, П ~ оо => g(x) - 1r . ха-1 ,х ~ 0+ 
2Г(а)ып а; 

аутори кажу: "Овде ћемо дати два става који проширују класу .. . 
тригонометрИЈСКИХ редова за КОЈе важе сличне асимптотске релацИЈе. 

Та проширења добијају се УВОђењем класе споро променљивих 
функција" (видети У). 

Једно проширење гласи: ако је О < а < 2, L(t) производ две 

монотоне споро променљиве функције и а" = L(n)n-a , онда Је 

функција g(x) дефинисана за свако реално х и 

g(x)- ". xa-lL(~Ј,х~о+ 
2Г(а)ып а; х 

Ова разматрања се настављају у реду 12, где се доказују и инверзна 
тврђења. 
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о интеграбилности функција f и g се расправља у раду (10), 
где се доказује еквиваленција између интеграбилности извесних 

функција и конвергеlЩије одговарајyhиx редова. У општења позна-

ТИХ резултата добијају се заменом функције х-у функцијом х-у L(lj х), 

а низа n-r-1низом n-r-1L(n); при чему L(x) означава споро промен

љиву функцију. Тако, на пример, Теорема 1 гласи: 
Кад је an.t О и 0< r < 2, тада се функција х-у L(1j x)g(x) 

налази у L(O,:r) ако и само ако ред Lnr-1L(n)a
l1 
конвергира. 

с. Аљанчиh се, поред већ поменутог, бавио и интегралним 

модулима непрекидности. Реалном броју 1 <р < оо придружује се 

векторски простор LP свих мерљивих функциј а h с периодом 2:r . . 
КОЈе имаЈУ коначну норму: 

(

" р Jl/P 
Ilhllp = [lh(x)1 dx 

Нека је 'rt транслација реалне праве за реалан број t, тј. 

пресликавање х Н х + t. Модуо непрекидности (првог реда) 

функције h из Lpje број 

W p (б; h) = sup Ilh о 'rt - hll 
1 ф:; о р 

а другог реда број 

W~ (б; h) = sup Ilh о 'rt + h oт -t - 2hll . 
It l.:5:0 р 

у раду (29) се, поред осталих, доказују и следеhа два става. 
Став 3. Ако су Фуријеови коефицијенти а" функције 

ј Е Lp (р > 1) опадајyhи,ондаје n1
-

1
/
p аn < М рОЈр (:rj2n; ј) 

Став 4. Нека низ (ан) задовољава за неко р > 1 услове 

н 

и) аn .,!.. О, (ii) 'Lkl-l/Pak = O(n2- 1/Pa
l1

), 

k=l 

Тада је 

<х) 

(iii) L kP-2а: = O(np-1a:). 
k=n+l 
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Овај став се уопштава у раду 31, где се под претпоставкама a
l1 
t о и 

оо 

Lnp
-

2a: < оо доказује даје 
11=1 

(
11-1 Ј11Р ( ci) Ј11Р co(n-1;j)~Apn-1 '!;k2P-2а: . +Вр !;,kP-2 а: 

Модули непрекидности се посебно посматрају и у граничном 
случају L = L1 као и случају простора непрекидних функција с 
периодом 2п. Томе су посвеhени, на пример, делови радова 29 и 
34. О свему томе, и још нечем другом, говори се опширно у раду 
33. То друго су трансформације Фуријеовог реда добијене 
множењем његовог општег члана општим чланом неког низа па 

сабирањем тих производа: од Фуријеовог реда. 

фукције f Е L и реалног низа Ј.1 = (Ј.1I1)}) > О гради се тригоно
метрИЈСКИ ред 

у вези с овом трансформациј ом постављају се многа питања. 
Одговори на нека од њих налазе се у 23, 25, 30, 32. Наводимо један 
од њих из 32: 

11 

Ако је h Е Р , Ј.1 конвексан, опадајyhи нула-низ и L: Ј.1n = О (п Ј.1n) , 
k=l 

онда је трансформисни ред Фуријеов ред неке функције hf.l Е LP и 

(i)~(n-\hf.l) < ApJ.1n(i)p(n-1;h). 

IV. 3бuрљивоаu. Прво је Коши (А. L. Cauchy) 1821. године 
доказао следеhи став: ако низ с = ~ СI1 )n~O реалних бројева 
конвеР2ира, онда ње20вој 2раничној вредносши конверzира и низ 
ас с ње20в'uх ариUl.меz.uuчкux средина. 

1 п 

(СТС)IJ =-L:ck • 
1 + п k=O 

Но, може низ стс :Ко:нвергирати и кад низ с дивергира. Такав је, на 
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пример, геометријски низ СН = (_1)11 који ОСIЏiлаторно дивергира, док 
низ (јС тежи нули која је гранична вредност низа с у Кошијевом 
смислу. Видњ.~ю да Кошијев поступак УОIШIтава конвергенцију реаЈПrnx 
низова придружујyhи некима из мора дивергенТIШX одређене граничне 
вреднсоти, те тако, на неки начин, контролише дивергеIЩИjу. Овде је 

небитно то што ј е низ с реалан - могао би бити и низ У неком 
Банаховом простору. 

Затим је, 1826. године, дошао Абел (N. Н. Abel) са својим 
оо 

ставом: ако је реалан ред L СП конверiеншан, онда је функција 
n=О 

оо , 

rp(t) = L с,/1 дефинисана за -1 < t < 1 и нейрекидна у шачки 1 
и=О 

слева, шј. њена лева iранична вредносш, (јЈ( -1) , једнака је (јЈ(1). и 

овде се срећемо с уопштењем збира реда. Тако је геометријски ред 

с општим чланом СП = (-lУ дивергентан, али је rp(t) = (1 + t)-1 те Је 

његов збир у Абеловом смислу (јЈ( -1) = 1/2 . 
Крајем века, 1897. године, Таубер (А. Tauber) разматра 

оо 

инверзију Абеловог става па закључује: ако је реалан ред LCn 

конвергира у Абеловом смислу, а низ nСn тежи нули кад п ~ оо, 
онда тај ред конвергира. Особина nСn = 0(1) низа с позната је као 

Тауберов услов. Њега је ослабио Лишлвуд (Ј. Е. Littlewood) 1911. 
године замењујући га условом "низ ПСи је ограничен" да би заједно 

с Хардије.м (G. Н. Hardy) 1929. дошао до коначног "низ ПСи је 

ограничен одоздо". Следеhе године се, као гром из ведра неба, 

појавио чувени Караматин доказ Харди-Литлвудовог става на само 

две стране. 

Почетком двадесетог века, 1907. године, Мерсер (Ј. Mercer) 
доказује: ако је А> -1 реалан број и низ СН + А( (јС)n KOHBepieH
ишн, онда је и низ СН KOHBepieH~uaH. 

Постоје три врсте ставова: Абелови (директни), Тауберови 
(инверзни) и l'vlерсерови. Описаhемо их у прилично општем 
облику. Посматрамо скупове Х и у функција, особине Р и Q на 
првом, а особину R на другом и пресликавање Т: Х ~ У . 

Абелов став је облика: (А)Р(Ј) => R(Tf) 

Тауберов став тврди: ако је (А), онда је (В) Р(Ј) <= R(Tf) л Q(f) . 
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Мерсеров став гласи: ако је (TAJ JleL фамилија с особином (А) 

и Ј1;1 с L, онда је (С) Р(Ј) <;=. R(TJlJ) л А Е М . 
Ако се ради о асимптотским особинама функциј а, онда они 

могу бити слаби (О-ставови) и јаки (о-ставови); сем тога се уместо 

особина могу посматрати бинарне релације, рецимо Ј - g, у ком 

случају (А) постаје P(J,g) => R(Tf,Tg ). 

Посебно, да бисмо били ближи претходним примерима, 

можемо узети да је: Z реалан векторски простор, Cz његов 

потпростор (конвергентних функција), limz линеарна форма на 

Cz с особином (Vh Е Cz)[h?: о=> limz h > о] за Z из {х, У}, Т 

линеарно пресликавање, Р(Ј) особина Ј Е СХ а R(h) особина 

h Е Су, L = R И ТлЈ = Ј + АТЈ . Тада би Абелов став био облика 
Ј Е С х => ТЈ Е Су . 

За Став 1 из 2 аутори кажу да је у суштини Тауберове 
природе. Ту је операција Т диференцирање, па се из особине 
извода изводи особина диференциране функције (што се обично 
чини помоhу теорема о средњој вредности). И поменути став се 
може доказати на тај начин развијањем функције ljJ око тачке х у 

Тејлоров полином првог реда с Лагранжевим остатком, па 

рачунањем вреднсоти (јЈ(0) и (јЈ(1). 

у раду 7, о коме ће још бити речи, посматрају се Абелови 
асимптотски ставови за интегралне трансформације са споро 
променљивим језгром L(t) > u, дефинисаним и непрекидним за 
t > О и с особином 

L(At) - L(A) кад А ~ оо за свако t > О 

(видети У). Изучава се под којима ће условима важити 

ь ь 

f J(t)L(At)dt - L(A) f J(t)dt кад А ~ оо 
а а 

где је О <а < Ь::; оо. Постоји једна фина равнотеж:а између особина 
функција L и f, што је била једна од одлика Караматине школе, 
тако да нађени довољни услови постају и потребни кад претходна 
еквиваленција важи за све L одређене врсте. 

Почетком седамдесетих година хх века с. Аљанчиh 

проучава асимптотске ставове Мерсеровог типа у вези с правилно 

променљивим функцијама и низовима за трансформације облика 
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ТА! = ј + АТј , где је Т линеаран поступак збирљивости. Тиме ће 
се претежно бавити у својим даљим истраживањима. Што се тиче 
правилно променљивих низова, чија је теорија већ била разрађена, 

он једноставно каже да су они сужења правилно променљивих 

функција на скуп природних бројева (рад 55). Та једноставност је 
увод у срж проблема који се разматра. 

Сетимо се Караматиних речи из 1931. године када је говорl':;:О 
о трансформацијам низова: "Поред тога Tauber-ови ставови 
изискују много дубље понирање у саму природу посматраних 

низова, што чини њихове доказе далеко тежим од доказа Mercer
ових ставова" [О уопштењима Mercer-овог става, Глас CXLVI (72) 
Српске краљевске академије, стр. 90]. Један од начина доказивања 
Мерсеровог става је да се покаже да једначина ј + АТј = h има 

решење на које се може применити Абелов став. Аљанчић је то 
радио, у посебним случајевима, филигранском техником. Дуги 
низови једнакости су водили откриhу нових биhа у математичком 

свету. Та биhа би остала непозната ако би се посегло за неким 

општијим Тауберовим ставом, рецимо BиHepoвu.м (N. Wiener). 
Аљанчиh, какав је био, ишао је у својим истраживањима до краја 

краЈева. 

у раду 41 се посматрају интегралне трансформације 

Тј(х) = ах-а Ј: ta-1j(t)dt И Тј(х) = fЗхfЗ ICX) гfJ-1ј(t)dt где су 

а>О fi>Ореални бројеви и j(x)-L(x) кад x~oo. Овде није 
решен само Мерсеров проблем, него ј е за остале А ;;ј:. -1 дат и 
асимптотски развој, са тачношhу L(x) , функције ј(х). Две друге 
интегралне трансформације (средине) јављају се у [42]. 

Радом 46 запо~шње разматрање матричних трансфор-мација 
правилно променљивих низова што се наставља у радовима 47,55 и 
58 где се размарају тежинске средине. Сам облик трансформације 
неодољиво подсеhа на спектар линеарног оператора Т Зато се убрзо 

после рада 47 појавио један спектрални поглед на разматран проблем 
[Pacific Journal of Mathematics 73, 1 (1977) стр. 63-71]. Решавањем 
једначине ТА! = h у 47, Аљанчиh је дошао до једне матричне 
трансфор-мације Щlје коефицијенте детаљније испитује у раду 54 и 
уочава да су они уошптење Цезарових бројева. Ту је и једно 

УОIШIтење Г-функције. 
Последњи објављен научни рад С. Аљанчића, 61, УОПlIIтава 

један Цезаров став помоhу појма квази-монотоног низа који је увео, у 
наведеном раду, његов ~eљ Јован Карамата. 
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У. Правилно Йро.менљиве функције. Као златна lПIт протеже се 
правилна променљивост кроз веhинy Аљанчиhевих радова. Она 
блиста у њима и излази из њих још блиставија. Ти радови спадају 
међУ најзначајније у Аљанчиhевом научном делу. 

Реална функција I(x) > О, дефинисана у некој околини (по
зитивне) бесконачности у R, конвергира кад Х ~ оо неком 
позитивном реалном броју (ознака I Е С) ако и само ако 
задовољава Кошијев услов: 

lim ј(у) = 1. 
X~OO ј(х) 
y~oo 

Слабљењем овог услова, додавањем неке везе измеђУ х и у, 

добијају се проширења скупа конвергентних функција. Та веза код 

ШЈИиша (R. Schmidt) из године 1925. гласи у/х -l(у/х ~ 1), па се, 
сменом у = АХ ,добија 

lim ј(АХ) = 1. 
X~OO ј(х) 
л~l 

Карамата се 1930. године налази измеђУ Кошија и Шмита; 
његова веза, У/Х:::=:: 1 (постоје реални бројеви О < а < Ь < оо такви 
да је ах < у <Ьх почев од неког х и за у > Х) доводи до услова: 

за свако О < а < Ь < оо је lim ј(АХ) = 1 унифорЈИНО йо а <у< Ь 
X~OO ј(х) 

(Теорема у униформној конвергенцији). Карамата је умео да .. . 
напише оваЈ услов, а то Је и учинио, у сасвим Једноставном, свима 

разумљивом, облику што је довело до открића споро, и отуда 
правилно, променљивих функција: 

Споро променљива функција је реална функција L(x) > О, 
дефинисана и нейрекидна у некој околини бесконаЧНОСUlи у R, с 
особиноЈИ 

lim ј(АХ) = 1 за свако А> О. 
X~OO ј(х) 

Функција R(x) је йравuлно ЙРОЈИенљива идекса р Е l{ ако је 
R(X) = х 1-' L(x) за неку сйоро ЙРОЈИенљиву функцију L(x). Сйоро 
ЙРОЈИенљива функција је йравилно ЙРОЈИенљива индекса О. 

Из оне наоко једноставне особине, која то никако није због 
оног квантификатора "за свако А > О", Карамата изводи Теорему 
о униформној конвергенцији и читаву, лепо заокружену, теорију 
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правилно променљивих функциј а. Истакнимо став по коме ј е 
функција L споро променљива ако и само ако је облика 

L(x) = с(х) ехр Ј: c:(t)d log t 

за неко а 2:: О , свако х 2:: а , неко с Е С И неку непрекидну функцију 
с:Џ) која тежи нули кад t ~ оо (Теорема о репрезентацији). Тиме 
је, како ће се касније видети, плодоносно проширен скуп С до 
скупа .с споро променљивих функциј а (функциј а log х се, на 
пример, налази у .с/с). Првобитна имена ових фунција била су 
"споро pqCTyhe" (а croissence lente) и "регуларно растуће" (а 
croissence reguliere); нова имена су уведена у раду 13 јер "више 
одговарају суштини". 

Аљанчић сам, или заједно с другима, није се, сем у радовима 
13, 44 и 51, бавио "чистом" теоријом правилно променљивих 
функција. Превасходне су му биле њихове примене у разним 
областима анализе које су показивале њихову сврсисходност И 
њихов значаЈ; при томе су, у процесу доказивања, откриване 

њихове нове особине којима је допуњавана почетна теорија. 
Правилно променљиве функције су мировале, изузимајући 

Караматине резултате из 1931, скоро двадесет година. Једино се, 
заслугом В. Авакумовића и Ј. Карамате, 1936. године појавио 
њихов слаби облик (О-облик). Крајем четрдесетих година 
прошлог века доказано је да се непрекидност у дефиницији може 
заменити мерљивошl1.у по Лебегу са истим последицама. Али, то 
није било довољно. Прави живот правилно променљивих функција 
је у њиховим применама. Требало је да оне изиђу из себе самих и 
крену у математички свет да би показале своју снагу и, што не 
рећи, своју лепоту. То се ускоро и остварило. Наиме, ова теорија 
правилне.променљивости, од које ни њен оснивач Kap~MaTa у прво 
време НИЈе нарочито много очекивао, после тих СВОЈИХ наизглед 

скромних почетака и Једног предратног и послератног периода .. . 
релативне стагнаЦИЈе, почела Је нагло да се раЗВИЈа, како у земљи 

тако и широм света, И то како сама теОрИЈ а тако и њене 

разноврсне примене. Већ средином осамдесетих година двадесетог 
века број радова посвећених овој области или у блиској вези с њом 
износио је више стотина. То се, на пример, јасно види из обимне 
монографије Rеgulш' Variation, чији су аутори Bingam, Goldi и Tojgel 
(N. Н. BinghЮll, С. М. Goldie, Ј. L. Teugels, Cambridge University 
Press, 1987). Ова књига је иначе један од томова енциклопедије 
савремених математичких наука, и у њој се на великом броју места 
помиње Карамата и одаје му се признање као утемељивачу читаве 
ове области, а такође се доста често наводе његови први 
настављачи Аљанчић, Бојанић и Томић и истиче значај њихових 
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доприноса. И каснији развој теорије и примена "правилне 
променљивости" ниј е, по свему судеhи, био мање успешан и 
динамичан. 

у јесен 1952. године расправљају Аљанчиh, Бојаниh и Томиh 
о асимптотском понашању збирова извесних тригонометријских 
редова и закљ УЧУЈУ да се оно може свести на асимптотско 

понашање одговарајуhих интегралних трансформација са споро 
променљивим језгром. Тако настају радови 7, 9 и 12, којима 
правилно променљиве функције на велика врата улазе у 
математички свет. 

Правилно променљива функција R(x) индекса р могла би се 
сматрати асиптотским уопштењем у бесконачности степена 
функције хР • Природно се поставља питање ставова S који важе 
за хР , а преносе се на R(x), тј. S(xf') => S(K(x)). Одређивање 
таквих Sзахтева дубљу (логичку) анализу особина функције хР од 
којих зависи S(xf') и питања да ли те особине наслеђује R(x). Када 
би се прешао тај пут, имали бисмо Принцип преноса који би нам 
од познатих ставова непосредно производио њихова уопштења, 

који би повезивао прошлост с будућношhу, можда непознатом и 
невиђеном. Аљанчиh у неким својим радовима даје примере 
ставова S за које важи Принцип преноса, а поменуто важно 
питање поставља, на неки начин, у раду 10. 

у раду 13 се посматра Фруланијев интеграл, 

СОО ј(ах) - ј(Ьх) dx 
Јо+ х 

функицје f, локално интеграбилне на отвореном интервалу с 
крајевима О и ОО, с параметрима а > О и Ь > О. Познати услов за 
његову конвергенцију, да је функција С-збирљива у 0+ и ОО, 
еквивалентан је, како је уочено и доказано, тврђењу да је функција 

R(x)=exp fl
Х 

j(t)dlogt 

правилно променљива; при томе је њен индекс једнак С-збиру 
функције f у бесконачности. Доказ се изводи помоhу две нове 
особине еквивалентне правилној променљивости. 

Појавом Фелерове (W. Feller) књиге [An introduction to 
probability theory and its applications, Ј. Wiley, New York, 1966] 
правилно променљиве функције улазе у теорију вероватноће и њој 
сродне области да би доживеле буран развој из кога ће проистеhи 
море радова и неколико запажених њима посвеhених монографија. 
:Игром случаја Карамата и Фелер рођени су почетком хх века у 
Загребу, разишли се на разне стране света да би се срели у тој 
књизи кад је Карамата био при крају свог животног пута. 
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Формула 

L(AX) 
---'---'-. = 1 + 0(1) кад х ~ оо за свако А> О 
L(x) 

461 

из дефиниције споро променљиве функције само Је почетак . .. 
асимптотског раЗВОЈа количника на леВОЈ страни ове Једнакости. 

Шта се дешава после почетка? Један од одговора на ово питаље 

даје монографија, рад 44, у којој се посматра строго растућа 

функција 'Р(х) > О, дефинисана за х ~ О, са својствима (i) 

'Р(оо) = оо и (ii) функција х-о 'Р(х) опада за неко 0< () < оо и довољ

но велико х, па се за функцију L из .с каже да је сйоро Йро.менљива 

С OCluaZUKOM tp кад ј е 

L(AX) = 1 + о (_l_Ј (х ~ оо) 
L(x) 'Р(х) 

за свако А > О, што се записује у облику L Е Ко (tp). Даље се 

развија теориј а оваквих функциј а (Теорема о униформној конвер
генцији, Теорема о репрезентацији ... ), по Караматином свеопштем 
моделу из 1930. године, која се даље примењује на интгралне 
трансформације, тригонометријске редове и интеграле, Тауберове 
теореме. Стари ставови добијају ново, прецизниј е рухо. Тако, на 

пример, став о асимптотском понашању функције g с почетка тачке 

IП сада постаје: ако је О < а < 2, 0< () < 2 - а и функција L(x) из 

Ко (tp) монотона почев од неког х, онда, кад х ~ О + , важи 

оо ( оо . (1 ЈЈ ( 1 Jl-a ( 1 Ј :Ln-a L(n)sinnx = x1-а:Ln-а SlnnX+ О ( ) - L-
n=l n=l tp 1/ х х х 

Аљанчић је своје резултате ИЗ рада 42 о споро променљивим 
функцијама прецизирао у раду 50 за споро променљиве функције 
са остатком. Ту је посматрао и један општи Абелов став за 

матричне трансформације низова које чувају припадност низа 

скупу K{)(tp) (један низ припада том скупу ако је сужење на скуп 

природни.х бројева неке функције из тог скупа). 
Функција К је О-правилно променљива (К Е Ј() ако је 

дефинисана, мерљива и > О У некој околини бесконачности у R, и 
ако Је 
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-К(АХ) 
r(/L):= 1im < оо 

X~CX) К(х) 

за свако /L > О. Ове функције су, као што смо већ поменули, 
открили Авакумовиh и Карамата .. Аљанчиh је написао рад: А 
remark оп the class of functions of Avakumovic-Karamata and that of 
Bari-Steckin да би, како је он то умео, коначно рашчистио однос 
између насловљених кла-са функција. Било је математичара који су 

радили с функцијама извесне врсте не знајуhи одакле оне потичу и 

откривајуhи већ откривено. Рад је, по свом обичају, дао друго

потписаном овога текста да га прочита и прокоментарише. После 

писане и усмене размене мишљења, ствари су кренуле другим 

током те је од поменутог настао рад 51, мала једноставна теорија 
функција из К, који је имао доста успеха, вероватно због своје 

прегледности и систематичности (по рецепту Караматине школе), 
као и због неколико нових резултата. Теорема о униформној 

конвергенцији овде има облик: ако јеК Е К и О < а < Ь < оо , онда је 

- К(АХ) 
1im sup < оо 
X~CX) а:>;А.:>;Ь К (х) 

Аутори су имали мало проблема с индексима. Разматрли су, у 
ствари, само тзв. Караматине индексе, 

(К) 1· log r(/L) (К) l' log r(/L) 
р=р = lт и q=q = lт---

).-,0+ log /L A.~CX) log /L 

а постоје и индекси Машуzuевске (W. Matuszewska). 
Аљанчиh је наставио истраживања у овом правцу, па у раду 

57 доказује за функције из К ставове који одговарају неким 
ставовима из рада 7 и 10; при томе вешто користи поменуте 
индексе. То је још уочљивије у његовом прет-последњем 
објављеном научном раду, 60, где се посматрају регуларни 
оператори А на векторској мрежи Nt свих мерљивих реалних 
функцијаf(х), дефинисаних за х >0. Регуларан оператор на М је 
разлика два позитивна линеарна' оператора на М (такве су на 
пример интегралне транс-формације на неким деловима простора 
М). Истражују се услови под којима ће за неко К из К важити 

(АК)(х) - О(К(х)) (х ~ оо). 

Идеја је да се нађе што мањи скуп функција из К за које важи ова 
релација и да се одатле закључи да она важи и за К. Аљанчиh је, уз 
помоh индекса, пронашао услове, знатно слабиј е од оних који су до 
тада били познати. 
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Сваки рад С. Аљанчића био ј е довршен, али и отворен. 
Дешавало се да се и после двадесет година врати неком од њих и 
да на том добро постављеном темељу гради даље. 

Композицијањеговог рада је мало старинска, "караматска". 
Полази се од изворишта (претходних резулта-та), долази до 
резултата рада, па завршава доказима. Аљанчићев стил је, као 
што му је и говор био - одмерен и кристално јасан. 

Напомињемо да је у поменутој књизи Бингама, Голдија и 
Тојгела од тројице главних настављача Карамате највише истицан 
Аљанчић, чијих ј е неколико радова у њој у целини репродуковано, 
а за Аљанчића је речено да је "једна од водеhих личности у 
Југословенској школи :математичке анализе коју је основао Ј. 
Карамата" . 

На крају овог прегледа области научног рада Слободана 
Аљанчића, напомињемо да су сви његови радови приказани и 
повољно оцењени у главним светским реферативним часописима. 
Сем тога, многи од њих навођени су и битно коришћени у 
радовима других аутора, страних и домаћих, а неки су упућивали и 
подстицали те ауторе на нова и даља истраживања. Најзначајније 

и карактеристичне примере таквих случ~ева поменули смо у 

претходном излагањ у. 

НАСТАВА И ЈОШ НЕКЕ АКТИВНОСТИ 

Може се с доста разлога рећи да је дугогодmnњи рад 

Слободана Аљанчића у разним видовима наставе и њеним пратећим 

делатностима, на мати"t.ПIОМ факултету и ван њега - виђен у целини и 

с ОIШIтег становишта, био за нашу математичку средину од истог или 

скоро истог значаја као његови научни доприноси. (Ова подела на 
област научног рада и област настаВIШХ активности додуше је, у 

. . . 
његовом случаЈУ а и иначе, прилично условна, Јер Је, на пример, рад с 

магистрантима и докторант:има, уколико је озбиљан, с једне стране 

наЈВИШИ, завршни вид наставе, а с друге стране - више или мање 

активно и директно учествовање у унапређењу и развоју саме науке). 

Већ је поменуто да је као асистент водио вежбе из математичких 

предмета и да је после избора за доцента преузимао предавања више 

курсева опште математике (тзв. Математике 1 и 2) и разних 
дисциплина математичке анализе, комплексне, реалне и функцио

налне. Ови курсеви одвијали су се како у оквиру редовних тако и на 

послед:ипломск:им студијама, на матичној групи, односно Институту 

за математику, као и на групама за механику, астрономију и физику 

Ф акултета. Неки ОД ових курсева или циклуса предавања били су 
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факултативни. Приближно потпун списак свих тих курсева обухва

тио би, поред већ поменуте Математике 1 и 2 за нематематичаре: 
Анализу 1, Теорију комплексних функција, Топологију, Теорију мере 
и интеграције, СпеIЏIјалне функције, Теорију реалних функција, 

Функционалну анализу и Анализу 3. Поред свега овога, у Београду је 
више година учествовао у настави на последиплом.ским студиј ама на 

Факултету организаIЏIОНИХ наука и у организаIЏIји Института за 

економска истраживања, а учествовао је такође, годинама, у 

редовној и последипломској настави у Новом Саду, KpaгyjeBЦY~ 
Нишу, Пршuтини и Косовској МитровИIЏI. За скоро све курсеве које 

је држао, Аљанчиh је савесно писао одговарајућа скрипта, која су 
студенти користили, и то како ауторизована тако и неауторизована. 

у два случаја успео је да за своје курсеве публикује одговарајуће врло 

добре уџбенике: Вишу .маше-.машику 2, за студенте Факултета 

организационих наука (1974), и Увод у реалну и функционалну 
анализу (1968), о коме ће још бити речи. Веома добра и успела је, по 
нашој оцени, била и његова Теорија комПлексних функција, у којој је 

одговарајућа материја обрађена потпуније и савременије него у било 

ком дотадашњем Домаћем уџбеничком тексту. Овај уџбеник, 

коришhен у облику ауторизованих скрипата, био је при-премљен за 

објављивање, али баш док су завршна редиговања била у току, грубо 

је oHeMoгyheHo његово штампање, а истовремено је Аљанчиhу 

одузето предавање овог предмета, КОЈе Је он у некоЈШКО претходних 

година успешно обављао. У разлоге, оне персоналне, а и неке друге, 

вероватне, оваквог поступка немамо намеру да улазимо. Довољно је, 

чини нам се, реhи да су, "таква била времена!" - Поменутој 

уџбеничкој литератури треба прикључити неколико Аљaнчиhевих 

чланака намењених продубљивању и усавршавању средњо-школске 

и универзитетске атематичке наставе. Они су били посвеhени: 

увоl)ењу ирационалних бројева у средњOlUКОЛСКУ насшаву (рад 38), 
йрширењу скуuа целих у скуй рационалних бројева (рад 43), UУШУ од 
векшора до векшорскux uросшора (радови 48, 49), uовршини, 
заЙре.мини и мери уоuшше (52, 53) и асuмuшошском uонашањ у 
нuзова који одреl)ено диверiирају (рад 51). 

Већ смо нагласили да је професор Аљaнчи:h од самог почетка 

своје универзитетске каријере СТIщао не мали углед квалитетом 

својих предавања, што је била ОДШIКа и вежби које је држао као 

асистент, као и осталих његових наставних активности. Ово је 

безмало ОIШIте уверење и ОIШIТИ утисак. Њега у потпуности деле 

аутори овог текста, који су били Аљанчиhеви студенти (прво
потписаном је он као асистент држао вежбе), а касније дугогодишњи 
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асистенти и сарадНlЩИ, и као такви слушаоци многобројних његових 

предавања и разних других усмених излагања. Заправо, мало је реhи 

да су његова предавања (и вежбе) била успешна: на њима, а и при 
многим његовим приказивањима својих и туђих резултата којима смо 

имали прилике да ПРИСУСТВУЈемо, његова излагања одликовала су се 

изванредном јасноћом, прегледношhу, елегаIЩИjом и усклађеношhу, 
и то не само у формално-стилском погледу, него и по суштинској 

вредности избора, распореда и уобличавања материјала, што је . . . 
чmmло да се и теже и компликоваНИЈе ствари примаЈУ и схватаЈУ не 

само без већег напора, него и с угодним осећајем лаког и пуног 

разумевања. Тим својим наступом пленио је, а често, верујемо, и 

фасцинирао, генерације и генерације СВОЈИХ слушалаца нај-. . . 
раЗЛИЧИТИЈИХ врста и на наЈраЗЛИЧИТИЈИМ нивоима. 

Као што се то из претходног излагања види, дугогодишње 

наставно-педагошке активности професора Аљанчиhа биле су веома 

бројне и разноврсне. Поред редовне наставе и ВОђења више 

последипломских, специј алних и Факултативних курсева и семинара, 

у тим активностима велики значај имао је веhи број докторских и . .. . 
магистарских дисертаЦИЈа ЧИЈУ Је израду као ментор водио или Је 

учествовао у комисијама за њихову одбрану, пружајуhи притом 

кандидатима, често и кад званично није био ментор, стварну, 

суштинску помоh, скоро увек драгоцену и пресудну. Међутим, пре 

свега треба истаhи изванредне Аљанчиhеве заслуге за УВОђење 

функционалне анализе, тада нове математичке дисциплине, у 

наставу, на више нивоа, а такође и у широку научну делатност у 

нашој средини. Почело је то држањем, у току неколико година и 

углавном на Аљанчиhеву личну иницијативу, Факултативних и 

незваничних курсева у којима су, уз уводне и помоме области, 

обрађивани елементи функционалне анализе, да би се наставило 

УВОђењем овог предмета У редовну и У разне видове последипломске 

наставе. Аљанчиh је затим објавио, после скрипата и једне његове 

скраћене верзије, значајан уџбеник Увод у реалну и функuцuоналну 

анализу, који се и данас користи. У следило је неколико дисертација и 

иницирање наytIНИХ активности У овој области. Тако је, 

Аљанчићевом заслугом, а таКОђе и заслугом професора Бранислава 

Мирковиhа и неколико њихових млађИХ сарадника, функционална 

анализа ситуирана и конституисана као централна област, осовина 

математичке анализе, и на научном и на наставном плану, на 

Математичком факултету и у нашој средини. 
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Сл. 1. Професор Аљанчић с групом последипломаца и асистената у 
библиотеци Математичког института августа 1979. године 

Ниј е могуће не поменути ј ош ј едну веома важну функцију и 

делатност Слободана Аљанчића, од великог значаја за развој и 

унапређивање математичке науке и математике уопште, у нашој 

средини. То је био његов рад у Математичком институту Српске 

академије наука, чији је сарадник званично постао 1950. године и 
остао до краја живота. Нешто касније, од 1958. године, радио је у 
управним и организационим телима Института, Научном савету а 

потом, од 1971, у Научном већу. Такође је од 1959. године, уз један 
краћи прекид, био члан Ред акционог одбора "Publications de 
L '1nstitut mathematiqlle ", по свој прилици и данас нај бољег и 

најугледнијег математичког часописа у Србији, да би 1984. године 
постао главни уредник овог часописа. Чини нам се да је сувишно 

рећи да је и на овим пословима показивао ону исту ревност, 

савесност и ефикасност којима су се одликовале остале његове 

активности. 

444



Слободан Аљанчиh 467 

* * * 

Као човек, колега и сарадник, професор Аљанчиh одликовао 

се посебном љубазношhу, срдачношhу и комуникативношhу, али 
не оном формалном и рутинском, него аутентичном, с тонали

тетом истинске отмености и господствености. Безмало у свим 

односима и ситуацијама поступао је веома прибрано, смирено и 

конструктивно. Према академику М. Томиhу: "Сви они који су 
ближе познавали Слободана Аљанчиhа... запазили су његов увек 

одмерен тон и његово владање собом у свим приликама. Ј а не . ... 
памтим да Је икада рекао неку ОШтрИЈУ реч или да Је показао да Је 

љут." (Првопотписани овог текста ипак памти један изузетак из 
тог правила коме је он лично присуствовао. Догодило се то на 

седници Института, односно, према ранијем називу, Катедре за 
математику, на којој је Аљанчићу категорички и беспризивно 

саопштено да штампање његових "Комплексних функција" не 

долази у обзир и уједно да му се одузима предавање овог предмета. 
Ово га је у тенутку толико погодило да је љутито на сто за којим је 

седео бацио неке списе, материјале за седницу које је држао у 

руци, и одмах потом, одговарајућим гестом и изговоривши нешто 

као "свега ми је доста", дао на знање да одустаје од сваког даљег 
разговора; само неколико тренутака после тога, међутим, сасвим 

се прибрао и вратио своје уобичајено спокојно држање.) 
Као дугогодишњи ученици и потом сарадници професора 

Аљанчића, на основу његовог општег познавања и утисака о њему 

који су се годинама сабирали и слагали, стекли смо уверење да је 

за њега, поред породице, којој је био дубоко привржен, и прија

теља, с којима је неговао блиско дружење већ од гимназијских 

дана и ране младости, у суштини само постој ао рад у науци и за 

науку којој је посветио жипот. Није, међутим, била по среди нека 

скученост и једнодимензионалност: Аљанчиh је живео нормалним 
животом културног чопека, интересовао се за књижевност, 

уметности и позориште, активно се бавио рекреа-тивним спортом 

док му је то здравље дозвољавало, али ни у шта сем у претходно, а 

нарочито не у нешто што би у било ком погледу било инфериорно 

и тривијално, није улагао своју праву енергију и преданост. Имамо 
. . 

утисак да Ј е оваЈ његов став одлучне привржености само ономе за 

шта се определио као за главне вредности у животу, овај његов 

свој еврсни аскетски став, плод његовог рано формираног и . . 
сазрелог увереља да Је то Једини начин да се на овим нашим 

просторима и у овим: временима, у КОЈима има толико оног што 
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спутава и омета, као и оног што збуњује и смућује, псотигне нешто 

значајно на плану интелектуалног стваралаштва. 

Чини нам се прикладним да ово излагање закљ учимо сле

деhим речима које је првопотписани изговорио у једној комемо

ративној прилици: 

"Академик професор Слободан Аљанчиh био је једна од 

најистакнутијих, средишњих личности у ономе што би се могло 

сматрати беочугом, мостом између генерација наших математи

чара које већ припадају прошлости, а чији су водеhи представници 

били Михаило Петровиh, Богдан Гавриловиh, Николај Салтиков, 

Тадија Пејовиh, :ЈОВВtI Карамата, Милош Радојчиh, Радивоје 
Кашанин, Војислав Авакумовиh, Драгољуб Марковиh, с једне и 

дD~ашњег времена, с друге стране. Он, међутим, није био неки 

пасиван, само хронолошки и ситуациони беочуг и мост, него је ту 

своју улогу остваривао на активан и животворан начин, својим 

многобројним, значајним и плодоносним инициј ативама и 

иновацијама. Сада, када је физички и фактички отишао, суш
тинска достигнуhа и резултати његове истрајне научне и наставне 

активности, њихово деЈСТВО и зрачење, као и сећање на 

племенитост и шарм његове личности, остаће у нашој средини 

трајно присутни." 

446



Слободан Аљанчиh 

БИБЛИОГРАФИЈА РАДОВА СЛОБОДАНА 
АЉАНЧИЋА 

4Ь':Ј 

Јединице овог списка уз чије су редне бројеве стављене звездице (*) 
нису математички научни радови у ужем смислу речи, а све остале Јесу. 

Притом су обе верзије истог рада, она на српском и она на неком страном 

језику (обично је у питању превод на тај језик са само мањим 

модификацијама, или без њих) , наведене под истим редним бројем, тј. 

чине једну библиографску јединицу. 

1. Sш unе Iопnи1е sommatoire genera1isee. - Publications de L lnst. math. Acad. 
serbe sci. 2 (1948), стр. 263-269. 

2. ОдреЬивање најбољих lрающа извода када су йознmuе извесне особине 
фУНКl{uје u ОСUШЛllX извода (са В. Г. АвакумовиЬем). - Глас Српске 
академије наука СХCVIП (1950), стр. 197-210. - Sш 1а mеШеше Jimjte de 1а 
d6rivee d/une Ionction assajettio а des condition suррИmепtariеs (са В. Г. 
Авакумовиhем). - Publications йе l'Inst. math. Acad. serbe sci. 3 (1950), стр. 
235-242. 

3. ПрилОl шеорији GеgепЬааеr-ових Йолинома.- Зборник радова Мат. инст. 
САН 2 (1952), стр. 113-128. 

4. О асuмйшошском развuјању А-збирљивш линеарнш функцuонела(теза).
Зборник радова Мат. инст. САН 3 (1953), стр. 157-212. 

5. Deve10ppement asymptotique des Ionctions representables рат 1es series de 
Legendre. -Pllblications de L 'Inst. math. Acad. serbe sci. 6 (1954), стр. 115-124. 

6. О једном йосшуйку за добијање аСUМЙШОUlСКШ развиШака. - Весник 
друштва мат. и физ. HP Македоније 5 (1954), стр. 22-29. 

7. Sш 1а vа1еш asymtotique dUne c1asse des iлt6grаЈеs d6finies (са R. Војаniсеm i 
М. ТошiСеm). - Publcations de lmst. math. Acad. serbe sci. 3 (1950), стр. 235-
242. 

8*. Uvod II teorjju kошр1еksnih Iиnkcjja Т. Ј-IП (ауторизована скрипtа). -
Београд, 1955: Т. I 227 стр. Т. П 172 стр. Т. IП 161 стр. 

9. Два сШава о аСU .. мйШоlUСКО/l·t йонашању шриlОНОJrtешрuјскux редова(са Р. 
Бојанићем и М. То:маћем). - Зборник радова Мат. инст. САН 4 (1955), стр. 
15-26. 

10. Sш L 'inМраь'јЈј[6 de сеrtаiлсs s6ries tzigonometziques (са Р. Бојаm:diсм и М. 
Томићем). - Publications de lillst. mаЉ. Acad. serbe sci. 8 (1955), стр. 67-84. 

11. йЬет SШ1l111iеrЬarkеit vол оrthоgопаЈепелtwiсk1ungеп stetiger Fилktiопеn. -
Publications de lmst. math. Acad. serbe sci.l0 (1956), стр. 121-130. 

12. Sш 1е comportement asymptotique аu vоisiлаgе de zero de senes 
tzigолоmеtziquеs de sinus а соеffiсiелts monotones, (са Т. Бојаm:diем и М. 
Томићем). - Publications de 11nst. math. Acad. serbe sci. 10 (1956), стр. 101-
120. 

447



470 Слободан Аљанчиh 

13. Правшzно Йро.менљuве функције у FruDалiев uншеiрал (са Ј. Караматом).
Зборник радова Мат. инст. САН 5 (1956), стр. 239--248. 

14. Que1ques cas particи1iers de passage а 1а Jiлn'tе dans lе deve10ppements 
asymptotiques. - Centre belge de rech. mаЊ., Colloqlle Тheorie des suites, 
Bruxelles (1957), стр. 96-108. 

15. Oasse de saturation des procedes de SО11Ш1аtiоn de Hдlder et de Riesz. -
Comptes rendus Acad. sci. Paris 246 (1958), стр. 2567-2569. 

16. МеiЛеurе approximation et c1asses de saturation du procede de Hдlder dans 1es 
espaces С et П. - Publcations de lШst. math. Acad. serbe sci. 12 (1958), стр. 109--
124. 

17. ЙЬег den Репоnsсhеn Satz in der 'Пlеоле der Differenzeng1eichungen. -
Pub1cations de lШst. math. Acad. serbe sci. 13 (1959), str. 47-56. 

18. Sur 1а c1asse de saturation de que1ques procedes de sommation. - Atti del VI 
Congresso dell Unione Mat. Italiana, Napoli, 1959; str. 171-172. 

19. C1asse de saturation du procede des moyennes typiques de Riesz. - Publications 
de 1111st. math. Acad. serbe sci. 13 (1959), str. 113-122. 

20. Caractffrisation des c1asses de fonctions de Lipscbltz, Zygmund et В. Sz. Nagy.
Publications de lШst. math. Acad. serbe sci. 14 (1960), str. 123-128. 

21. * О HeKu.м HOвиju.м резулШаШu.ма из Шриiоно.меUlријске аЙроксu.мације. -
Зборник радова Мат. инст. САН 8 (1960), стр. 9--52. 

22. Approximation of continuous fилсtiоns Ьу [урјса1 means of their Роuriег series. -
Proc. Amer. Math. Soc 12 (1961), стр. 681--688. 

23. О модулу нейрекидносши Роuriег-ових редова Шрансфор.мисанux 
конвексни.м .мУЛUluЙЛuкаШорu.ма. - Глас САНУ CCLIV (1963), Одељење 
прир. мат. наука, (НС) 24, C'Ip. 35-53. - Sur lе module de continuite des series de 
Founer trans!01'mees рш' des multiplicateurs convexes. - Bull. Acad. Serbe Sci. Arts 
XXXI (1963) С1. Sci. МаЉ. Natur. 4, стр. 41-51. 

24. Sur 1es senes de Роuпег tпшsfопnееs рш' des muJtiplicatel1IS convexes. - Atti del 
Congresso dellLJl1iol1e :Mat.ltaliana, Genova, 1963, стр. 2. 

25. ЙЬег konvexe MuJtiplikatoren Ьеј Fourier-Reihen. - Math. Zeitschrift 81 (1963), 
стр. 215-222. 

26*. Увод у фующuоналну анализу. - Универзитет у БеоIpаду, БеоIpад, 1963, 
стр. 190+3. 

27. Sur 1е moduJe de соntinшte integraJ des series de Pouпeг а coeffiC1ents convexes, 
(са М. Томићем). - Comptes rendus Acad. sci. Paris 259 (1964), стр. 1609-1611. 

28. О лоZариz,uамскu.м у Ндldег-овuм срединама. - Глас САНУ CCLX (1965), 
Одељење прир. мат. наука (НС) 26 , str. 39-46. - Sur les moyennes 
logarithmiques et celles de Holder. - Bull. Acad, Serbe Sci. Arts :XXXV (1966) 
О. Sci. Math. Natur. (NS) 5, стр. 5-8. 

29. (ТЪег del1 Stetigkej{smodlJJ уоn Fourier-Reihen лrit monotonen Koeffjzzenten 
(са М. ToьmheM). - Mathem. Zeitschrift 88 (1965), стр. 275-284. 

30. О -,иодулу нейреКlUЈ1l0СШU Pouпeг-oвux редова ШраНСфОР.Nluсанuх 
конвексни"н .мулZ:UuЙлuкаmорu.на (П) .. -- Глас САНУ CCLX (1965) Одељење 

448



Слободан Аљанчић 471 

прир. мат. наука, (НС) 26, стр. 99--105. - Sur le module de continuite des series de 
Fourier transforтees par des multiplicateurs conve.xesb (П) . - БнП. Acad. Serbe Sci. 
Arts :xxxv (1966), а. Sci. Math. Nаtш. (NS) 5, стр. 35-38. 

31. Ол the integra1 mоduП 01 continuity јп П (1 < Р < ос) 01 Fошiеr series with 
monotone соеffi6елt~ - Proc. Amer. Math. Soc. 17 (1966), стр. 287-294. 

32. Transfmтationen у'оn Fourier-Reillen durch'monoton abnehmende Multiplikatoren (са 
М. Томиhем). - Acta МаЉ. Acad. Sci. Hungar.17 (1-2) (1966), стр. 23-30. 

33. О доњој граници .модула нейрекидносши uзраженој йо.моЛу Fоuriеr-овuх 
коефицијенаша функције (са М. Томиhем). - Глас САНУ CCLXIX (1967), 
Одељење прир. мат. наука, (НС) 30, стр. 65-77. - Sur Ја Ьоте iлfеriеurе du 
moduJe de continuit6 de Ја lолсtiол exprimee рат Је соеfбсiепts de Роun'ет (са 
М. Томиhем). - Bull. Acad. Serb Sci. Arts XL (1967) а. Sci. Math. Nаtш. (ns) 
стр. 39--51. 

34. О .модулу сПецuјалних Fошiеr-овll.:r, редова и о .модулу Fошiег-ових редова 
Шрансфор.мuсанuх .мулШuzlликаШорu.ма различиших ШuЙова.- Глас САНУ 
CCLXIX (1967) Одељење прир. мат. наука, (НС) 30, стр. 37-64. - Sur Је 
module de cOlltinuite des series de Fошiеr particиheres et sur Је moduJe des series 
de Роunет transf01mees рат des mиltiрЛсаtеurs de types cfjvers. - Bull. Acad. 
Serbe Sci. Arts XL (1967) а. Sci. МаЉ. Nаtш. (NS) 6, стр. 13-38. 

35*. Uvod и rеа1лu i fиnkсiопа1лu analizlJ. - Univerzitet u Beogradu, Beograd, 1968. 
str. 326+(1); 2. izd.: 1974. str. (8)+326+(2); 3. izd.: 1978. str. (6)+326+(1) 
(преведено на албански 1982, друго издање 1986). 

36. Оп the degree od солvеrgелсе 01 Fejer-Lebesgue sums (са Р. Бојaниfiем и М. 
Томиhем). - Enseign. МаЉ. 15 (1969), стр. 21-28. 

37. ЗЙZЈиунд-ова класа фуюсцuја у шеорији айроксш,untuЈе. - Посебна издања 
САНУ CDXXXIV (1970), Спомеюща у част новоизабраних чланова САНУ, 
44, стр. 3-10. 

38*. О uvоdелјu irасiолaJлih Ьтојеуа и srеdлјеskоЈsku лаstаvu. - Savremena nastava 
matematike, Beograd, 1971; стр. 141-153. 

39. Sur Јаррrоximаtiол Јоса1е рат Jes mоуеллеs arithmetiques (са М. Томићем). -
Bull. Acad. Serbe Sci. Arts XL VIП (1972), О. Sci. Math. Nаtш. 5, стр. 17-27. 

40*. И'sа matemati~a Ц (Varija60pj таСип). - FON, Beograd, 1972. 

41. Asymptotic А1еrсеriШЈ thеоr-ешs iлvоlviлg' sЈоп,.]у varyiлg fиnсtiолs. 
Matematicki vesnik (NS) 10 (25) (1973), стр. 331-337. 

42. Asymptotische Меrсегs!;tzе Еи НдЈсlет- uлd Cesaro-Мittel - Publications de 
Пnstitut math6matique (Beograd) (NS) 17 (31) (1974), стр. 5-16. 

43*. О йрmuuрењу скуЙа. целих бројева у скуй рационалних бројева. -
Математика, 1974, 4; стр. 21-32. 

44. SJowJy varyil1g fиnctiollS Jvjth remainder tелn алd their аррНсаtiолs in ana1ysis (са 
Р. Бојаниhем и М. То:м:иhем). -Посебна издања САНУ CDLXVII, Одељење 
npиродноматемаТIIЧКИХ науха, 41, стр. (6)+51. 

45*. И'Sаmаtеmаtikа.ll (Pjfc['.'~fl(.Jj'aJne јеdласinе, еkstrеmUЛ11' fиnkcjja vise 
рrоmел1;iVЛ1, Т/':ЈгјјасЈ(юiгасu_'~) _ .. PON, Beograd,1974; стр. 422. 

449



472 Слободан Аљанчиh 

46. Deux theoremes mеrсеriелs asymptotiques роиr des suites iJ соmроrtеmелt lелt. 
- Publications de lmstitut mathematique (Beograd). - (NS) 18 (32) (1975), стр. 
5-18. 

47. Sur lе theoreme mercerien de CakaJov. - Publications de Ппstitut mathematique 
(Beograd) (NS) 19 (33) (1975), стр. 9-15. 

48*. Od vektora do vektorskih prostora (I). - Matematika 1 (1976), стр. 5-22. 

39*. Od vektora do vektorskih prostor (II). - Matematika 2 (1976), стр. 11-28. 

50. АЬеl- und Mercersiitze mit RеstgЛеd - Труды Международной конференции 
по теоршr приближения фУНКЦИЙ, Калуга; Наука, Москва, 1977, стр. 5-9. 

51. O-regu1arly vагушg frшсtiолs (са д. Аранђеловићем). - Publications de 
11nstitut mathematique (Beograd) (NS) 22 (36) (1977), стр. 5-22. 

52*. РоvrSШа .. zарrеmiла imera uopste (I). - Matematika 2 (1977), стр. 63-71. 

53*. РоvrSша, zарrеmiла i mera uopste (п). - Matematika 4 (1977), стр. 8-18. 

54. Generalized CesMo numЬељ. - Publications de lmstitut mathematique 
(Beograd) (NS) 24 (38) (1978), стр. 13-18. 

55. Ал asymptotic Mercen'an theorem for weighted means of slowJy vaying 
sеquелсеs. - Bull. Acad. Serbe Sci. Arts LXIV (1979), Sciences mathematiques, 
10, стр. 47-52. 

56*. О nizоvimа koji оdrеdело divergiraju i о лјihоvоm asimptotskom ролаSалјu. -
Putevi i dostignuca, Sarajevo, 1979, стр. 77-105. 

57. Some аррЛсаtiолs of O-rеguJarЈу vшying fисtiолs. - Proc. Intemat, Соnf. 
"Approximation and Function Spaces", Gdansk, 1979; North-Holland 
Amsterdam and PWN Warsawa 1981, стр. 1-15. 

58. Mercen'an theorems for weighted means. - Proc. Internat. Соnf. "Functions, 
Series, Operators", Budapest, 1980; стр. 93-99. 

59. ReguJarly vшying fиnсtiолs јп asymptotic Mercerian theorems. - Bull. Acad. 
Serbe Sci. Arts LXXIX (1982), Sciellces mathematiques, 12, стр. 23-30. 

60. Тransi'OImаtiолs of O-rеguJш1у vагу.iлg fuлсtiолs Ьу reguJar operators: - Bull. 
Acad. Serb. Sci. Arts LXXXIV (1984), Sciences mathematiques, 13, стр. 1-6. 

61. Gелеrпlizаtiол of а theorem due to Cesfl.ro. - Bull. Acad. Serbe Sci. Arts ХС! 
(1986), Sci. mathematiques, 15, стр. 1-4. 

62*. RеmеmЬеriлg Jovan Karamata (са М. Томиhем). - Publications de l"1nstitut 
mathematique (Beograd) (NS}68 (62) (1978), стр. 1-6. 

63*. Радивој Каиюнин као .маи.lе.маШичар (са М. Томиhем). - Историја 
математич:ких наука, Књига 4, Математички институт, 1991, сТр. 9-21. 

Према расположивим подацима, С. Аљанчи.fi је написао и студенти су 

користили неауторизована скрипта под следе.fiим насловима: Теорија реалнz-LX, 

функција, Мера и uншеzрација, и још нека. 

450



SLOBODAN ALJANCIC 
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Slobodan Aljancic, professor at the Faculty of Sciences and 
Mathematics јп Belgrade for Ш.апу years, and, from the age of 46. Full 
Member of the Serbian Academy of Sciences and Arts, was опе of the 
most outstanding mathematicians and teachers in Serbia in the sесопз 
half of the 20t11 century, and also а very respected and beloved person. 
Не was born in Belgrade оп March 12, 1922. Нis father, Zdenko 
Aljancic, was of Slovenian origin, and his mother Bisenija belonged to 
а family from Belgrade. 

Не finished primary school and high school in Eelgrade and, in 
1940, he started to study Civil Engineering. After World War II he 
moved to the Faculty of Philosophy - Department of Mathematics, 
where he graduated in 1947. 

Already during his studies he started with research and he 
published his first paper in 1948. After graduation he Ьесате а teacher 
in а secondary school and also а part-time Assistant at the Faculty of 
Natural Sciences, until 1951, when he obtained а regular post as 
Assistant at this faculty. Continuing his research, in 1953 he obtained 
his doctoral degree at the Academy of Sciences with the thesis "Оп 
Asymptotic Expansions о! A-Summable Linear Functiona1s". His 
further scientific development and his university career were rather 
quick. Не Ьесате Assistant Professor in 1954, Associate Professor in 
1959 and Full PIofessor in 1968. Не was elected а Сопеsропdiпg 
Member of the Serbian Academy of Sciences and Arts јп 1961, and а 
Full Member in 1968. 

Almost from tlIe very beginning of his scientitic activities. 
Аlјапбс was included in tlle circle of students and associates of the 
great Serbian mathematician Ј ovan Каrшпаtа, working in particular 
with Мiodrag Tomic and Ranko Bojanic. TogetlleI with this group and 
also аlопе he studied primarily summability of trigonometric series and 
regularly varying functions, and before that he already started 
successful investigations јп the area of asymptotic series and later оп јп 
the area of approximation theory . Dealil1g with these problems, he 
established а close cooperation with the leading expert in thisarea, 
Ј acques Favard, who provided for him а sabbatical stay in Paris during 
1957/58 school year. The friendship with Favard continued in the 
subsequent years. Besides this stay in Paris, Alj апСјс had опlу опе 
longer stay abroad, three months in the United States, in 1971. Не also 
took part in several clOlnestic and foreign conferences and congresses. 
Paral1el to the mentioned activities, AljanCic continued his extremely 
successful teacblllg activity and ?J110ng others, published two successful 
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textbooks; опе of them Introduction to ReaJ and Functional Analysis, 
was used Ьу numerous generations of students. 

During the last two decades of his life. AljanCic had serious heart 
troubles. However, due to his,' persistence and discipline, Ье 
successfully coped with these problems. Later оп, another malignant 
disease сате, from which Ье did not recover. Не died оп МатсЬ 19. 
1993. 

ТЬе work of Aljancic сап Ье classified into the following five 
areas: 

1. The theory о! asymptotic series, 
П. Арргохimабоn theory, 
ПI. Trigonometric series, 
IV. Summability, 
У. ReguJarly varying functions. 

1 Asymptotic series were introduced Ьу Poincare and Stieltjes at 
the end of the 19th century, and later оп this notion was generalized in 
several ways. ТЬе first papers of AljanCic partially belong to this атеа, 
and the dissertation mentioned above was entirely dedicated to 
problems from this атеа. In other articles, Aljancic obtained several 
new asymptotic expansions. 

П Тhe approximation theorywas concerned with approximation 
of the elements of а space of теаl functions Ьу certain classes of 
trigonometric polynomials and the results consist mostly of direct and 
inverse theorems, equiva1ence theorems, and saturation theorems. 
АlјапСјс started to investigate this theory in 1957 and, as already 
mentioned, Ье cooperated with Favard in connection with this theory. 
In his works dedicated to this theory, Ье studied various approximation 
рrосеdшеs, especially in connection with sаtшаtiоп classes and orders 
of approximation for saturations. 

ПI In the атеа о! trigonometn'c series AljanCic, аlопе от together 
with Војаniс and Tomic, used slowly varying functions to genaralize, 
among others, theorems concerned with the asymptotic behavior of 
sine and cosine, series and with the relationship between the 
integrability of some functions and convergence of the corresponding 
series. Не also investigated some problems in connection with Fourier 
series transformed Ьу multiplication of their coefficients Ьу given 
coefficients. 

IV ТЬе study of summability has а 10ng and abundant tradition 
in Serbia. Before апd after W orld War П, Karamata and mапу of his 
followers led intensive investigations concerned with these problems. 
Results in this атеа aIe the so-called direct (Abelian), inverse 
(Tauberian) and Метсегјаn theorems. Aljancic obtained important 
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results in тапу articles dealil1g with summability, mainly concerned 
with the Метсетјап topic. 

V AljanCic"s works that belong to reguJar vanation (regularly 
varying fllnctions) ате among the most important of his works. Slovvly 
(and together with them regularly) varying functions were introduced 
Ьу Karamata in the early thirties of the 20 th century. Karamata gave 
foundation of this theory and found its various app1ications. Later оп, 
several authors, from Serbia and from abroad, contributed. to the 
further deve10pment of this theory and to its various applications. 
Together with Војапјс and Тотјс, with Karamata, or alone, AljanCic 
applied these functions to the investigation of the behavior of sums of 
trigonometric series, to the problem of integrability of these sums and 
to а problem concerned with FruПапi integral. Two of his articles 
belong to tl1e theory of regular variation јп the broad sense. The first 
опе, joint with Bojal1ic and Tomic, cantains а systematic study of the 
so-called slowly уат.ујгџ; fuпсtiО1l8 Jvith а remainder termJ while the 
second опе, joint witlJ D. Arandjelovic, develops the theory of the so
called O-regularly varY1l1g fиnctiol1s. These functions were considered 
Ьу Karamata and А vаkUПlоviс a1ready in the thirties, bllt A1j ancic and 
Arandje10vic \vent muchfllIther in their investigatians and a1so found 
some app1ications. ~ 

There are m~ny reas6ns to assert that the year-1asting teaching 
work of S10bodan Aljancic was almost as important far us as his 
scientific contributions. The quality of his lectures and otl1er forms of 
his teaching merit а specia1 emphasis. Moreover, he wrote severa1 very 
good textbooks, only two of which he managed to publish as books. Не 
was the supervisor for severa1 dactora1 and masters theses, giving to his 
students а rea1 and essentia1 he1p. Опе has to emphasize especially his 
merits, at the teaching, as well as а! the scientific leve1, far introducing 
functiona1 analysis in Serbia. 

As а тап and as а colleague, Professor AljanCic had а specia1 
kindness and v/armth and a1so а very concentrated, calIn and 
constructive behavior in аН circumstances. 

Acadelnician, ProfeSSOI' SlabadanAljancic was опе of the most 
prominent, central 'persons ihvlhat cou1d Ье considered as а 1ink, а 
bridge, between. generations of SerbiaI1 nlatlJematicial1s be10nging 
already to tlJepast, vlllose leading l-epresentatives \vere Mihai10 
Petrovic, ВоgdапGаVгil'm,т.iС, Nikolaj Saltikov, Ta:iija Рејоујс, Jovan 
Karamata, Mi10s RadbjCic, Radivoje Kasanin, \!ojislav Avakumovic 
апd Dragoljl1b l\IIarko\fic, оп the опе side, and the present generation 
of mathematiCians::"" оп tlle othe'r side. 
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ПрuсуСiUво Михаила Пешровића у 
савременој науци 

Ја сам мислио да ово моје излагање треба да пружи летимичну слику целине 

'математичког научног рада Михаила Петровића, мада је о т'оме прошли пут било 
речи. Сада ћу се оријентисати на присуство Михаила Петровића у савременој 
науци, иако његово дело није .. савремено" у најбуквалнијем смислу. Данас Ми
хаило Петровић није непосредно присутан, из његових радова нису директно 

произашли садашњи токови науке, али јесте у једном ширем смислу - у смислу 

антиципације, наговештавња, предвиђања, или опште оријентације у смеру у 

којем је ишао развоЬ~~rAi~~еговом, па и у данашњем времену. Ипак ћу морати 
да се вратим на неке _,...ствари, на главне моменте лика Михаила Петровића 

као научника, посебно као математичара. 

Случајно је испало да се овај програм организује у години јубиларних датума 

- 135 година од Петровићевог рођења и 60 година од његове смрти. И то је можда 
право време да се са ове временске дистанце сагледава Михаило Петровић. Не . 
мислим да смо ми сада овде на HeK~M симпозијуму на коме наши судови треба де

финитивно да поставе ствари на своје место, али ово је повољна прилика: да је та 

дистанца много већа, поглед би био магловитији, поред осталог и стога што се за 

многе ствари из прошлости, нарочито из прошлости наука, губи интерес (осим 

за оне највеће, остало је предмет интересовања ужих и најужих специјалиста); да 

је много мања, ту би било људи који су са њим били у контакту и памте га, који су 

према њему били у неком емотивном односу, и слика би опет била више или мање 

искривљена, али на други начин. Узгред, оних који су били његови ђаци и са њим 

били у непосредном и живом контакту скоро да и нема. Има их ипак још неколико: 

то су професори Ћетковић и Булатовић. али они су толико стари да њихово 
појављивање овде не би било од користи. Имамо ипак једног од нас који није његов 
бивши ђак, него је био дечак у последњим годинама Петровићевог живота; то је 

мој добар пријатељ и школски друг Предраг Ђуричић, син књижевника Младена 

Ђуричића, у чију је кућу Петровић долазио све до пред смрт. Он ће вам говорити 
о свом сећању на то време. 

Наравно, треба свакако ценити наше вредности и Достигнућа. Она Петровићева и 
других истакнутих научника треба истицати и осветљавати, али с правом мером 

и у пуној сагласности са истином и реалним деминзијама њиховог дела. 

Дело Михаила Петровића је за своје време, које није било кратко, представљало 
знатно унапређење наше математике, и то како у сфери научног рада тако и на по

дручју универзитетске наставе, стварања подмлатка и подстицања других. Наиме, 

све до пред крај 19. века код нас је математика била на доста ниском нивоу. Њену 
универзитетску наставу вод~ши су махом аматери, нестручњаци, чији су курсеви 

били непотпуни и несолидни, а о научном раду није се скоро могло ни говорити. 

Нешто касније, крајем овог века, стање је у извесној мери побољшано када је на 
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сцену ступило неколико математичара који су имали комплетно образовање -
дипломе, па и докторате стечене на страним универзитетима. На пример, Петар 

Живковић је завршио исти факултет као неких тридесет година после њега 

Алберт Ајнштајн - Политехнички институт у Цириху, који је имао више одсека, 

од којих се на некима изучавала чиста наука (физика и математика), а неки су 
... &------Ј' Ј , .. # # .... 

активности: међутим, некако прећутно су се унапред мирили са тим да буду 

научници локалног значаја. Михаило Петровић, чије укупно дело представља 

већ знатно значајнији и даљи корак напред, још као студент се, свесно и вољно. 

оријентисао на науку на нивоу тадашњег центра светске математике - Париза. То 
је тамо било време изузетног полета, када су живели и радили велики Поенкаре (за 

кога кажу да је ишао двадесет и више година испред свог времена, не само својим 

наговештајима, већ ефективним радовима), Ермит, Дарбу, Апел, Пикар, Пенлеве 

:и: други. Отишао је тамо, бриљантно завршио студије и већ као ђак написао рад 

о униформним интегралима алгебарских диференцијалних једначина; његови 

резултати одмах су ушли у Пикаров уџбеник, заправо монографију ТгајЫ d'ana
lyse, који је требало да у пречишћеном облику синтетише сва актуелна знања из 
математичке анализе. Не знам да ли би се који наш математичар из каснијих, па и 

данашњег времена могао похвалити таквим врхунским успехом на самом почетку 

своје научне каријере! 

Данас су многи склони да са неком резервом, неким ниподаштавањем и са пози

ције супериорности, веће или мање, посматрају Михаила Петровића. Овоме се 

надмоћно супротставља чињеница да је он објавио дела те врсте усред Париза, 

без икакве подршке и протекције, чак и без државне финансијске помоћи, коју му 

је пружио само његов деда. Те исте године кад је диплимирао он је и докторирао 

- докторат му је од раније био спреман - пред комисијом коју су чинили: већ стар 

али још увек активан Ермит, Пенлеве и Пикар (тим редом по значају) и добио 

одличну оцену. Један од главних резултата у овој докторској дисертацији био је 

потпуно решење питања када алгебарска диференцијална једначина првог реда, 

тј. једначина чија је лева страна алгебарски полином по у И у' са произвољним 

функцијама од х као коефицијентима, има од интеграционих констаната неза

висне све бесконачности, односно све нуле, својих решења. Покушаћу, у оваквој 

ситуацији у којој сам, без табле и креде и служећи се само речима и са нешто мало 

гестикулације рукама, да вам формулишем Петровићеве теореме које решавају ове 

проблеме. Наиме, ако су тј и nј редом степени на којима у i-TOM члану поменутог 

полинома фигуришу функција у и њен извод у', и ако Мј означава збир тј + n ј, 
посматра се прво скуп свих тачака (Мј , п) у правоуглом координатном систему. 
Затим се међу овим тачкама уочава тачка А која има највећу апсцису, и уједно 

највећу ординату уколико таквих тачака са максималном апсцисом има више, а 

са В означена она од тачака са најмањом апсцисом чија је ордината највећа, па се 

у директном сыеру окреће полуправа са почетком у А док она не наиђе на прву од 

тачака ОНј, п) и та тачка, односно од А најудаљенија таква тачка уколико их има 
више, изначена са С, споји помоћу дужи са А, и потом на тачку С примени исто 

окретање полуправе као у случају тачке А, и тај поступак настави. Кад се тако 

добијеној полигоналној линији још додају ординате тачака А и В и дуж која спаја 

подножја тих ордината, добија се конвексан полигон, такозвани фuiураШUБНtl 
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йолuiон посматране диференцијалне једначине. Јасно је да могу посто~ати најв.иш~ 
два највиша темена ОВОГ полигона, лево и десно, при чему се у случаЈУ ПОСТОЈања 

само једног таквог темена по конвенцији оно може на~вати. и левим и десним. 

Према првој Петровићевој теореми, решење дифереНЦИЈалне Једначине има само 
од констаната независне (такозване нейокреLuне) .бесконачнности ако и само ако 
је десно највише теме њеног фигуративног полигона тачка А. Четврта TeopeMl 
тврди да су све нуле решења непокретне ако и само ако је лево највише теме тачка 

В. Непосредна последица ове две теореме је тврђење шесте теореме, да су све нуле 

и све бесконачности решења непокретне ако и саl'YЮ ако је фигуративни полигон 

правоугаоник или вертикална дуж. Овим теоремама прикључено је у дисертацији 

више сличних и допунских резултата, којима је постигнута целовита и исцрпна 

обрада читаве групе проблема и од далекосежног је теоријског значаја. 

Допустићу себи закључак да како наведени Петровићеви елегантни резултати, 

којима су у крајње једноставном облику - условима чију формулацију би лако 

схватила и особа без математичког образовања - постигнута потпуна решења 

одговара.јућих проблема, тако и целина његове дисертације - носе знак и сјај 

истинске генијалности. 

Михаило Петровић враћа се у Србију, постаје редовни професор и академик, 

има велики број радова, у првих десет година првенствено из диференцијалних 

једначина, али и из алгебре, односно теорије полинома, коју третира са стано

вишта анализе, затим из теорије комплексних функција, што је по некима његова 

још најзначајнија област. Према речима академика Томића, "давао је тада своје 

најбриљантније радове које су прихватала многа велика имена и њима се даље ба

вили". Паралелно са овим, бави се и хемијом, физиком, електрохемијом, у вези са 

диференцијалним једначинама и са идејом конструисања аналогних рачунских 

машина. Просто је невероватно, како је говорио професор Томић, да се човек 

истовремено бави са два или три разнородна проблема, а камоли са две или три 

разлиqите науке. Кад је делатност толико обимна и разноврсна, увек се може 

приговорити да је у питању површност. Ово у Петровићевом случају не стоји: 

он је просто био велики радник, прегалщ, имао је обиље идеја које су из њега 

извирале. 

Паралелно са свим тим код њега се рађа и математичка феноменологија, у низу 

радова, прво у једном скромном раду о геометрији масе, па у његовој приступној 

акцемској беседи, и онда у импозантном делу Елеменши .wаLUе.wаШuчке феноме

нолоiuје. Многи би рекли да је то било претакање једног истог, али није тако: свако 

од тих дела имало је специфичне и нове аспекте. Та област и друга, можда мање 

значајна и у коначном исходу не баш успела - теорија спектара, представљају анти

ципацију многих тенденција и идеја савремене математике. Те две области, да и 

не говорим о осталима, ако се и не могу подвести под одређене дисциплине и то

кове модерне математике и уклопити у њих, у суштини предтављају тежњу истог 

усмерења - пре свега својом отвореношћу ка далекосежној и смелој апстрактној 

ком6инаторици, ка превазилажењу конвенционалних граница математике, и 

граница изыеђу математике и других научних. па и ваннаучних сфера. То је теза 

којој се може дати опсежно ближе образложење. 

Понекад се математичка каријера Михаила Петровића дели на две фазе: прва Је 

трајала до Првог светског рата, а друга после њега. Овој подели често се прикључује 

оцена да је у тој другој фази дошло до пада и засићености. Ја се са тим мишљење~1 
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не могу сложити. Тачно је да он тада није објављивао радове истим темпом као 

раније. Професор Томић у својој краткој, али обухватној и иначе изврсној студији 

о Петровићу објашњава то "нашом средином". Склон сам да ово пре објашњавам 

објективним околностима: Србија је много страдала у Првом светском рату, више 

него иједна друга земља (изузимајући, можда, Русију). Београд је био скоро читав 

срушен, као и његов Универзитет. Кад се вратио у земљу, Михаило Петровић је 

имао задатак да обнови и реорганизује наставу математике, а првих десет година 

био је скоро сам. Имао је неке асистенте, али од двојице у које се у почетку највише 

уздао, први, Сима Марковић - и да није као лидер комуниста био прогањан - пре

стао би, што се касније и десило, да се озбиљно бави математиком и сав се посветио 

политици, а други, Младен Берић, напустио је убрзо Факултет због личне афере. 

И земља је била проширена, а његов задатак је био не само да наставу обнови и 

унапреди, већ и да много шире него раније помаже научниподмладак, научни рад. 

У том периоду код њега је одбрањено 12 докторскихдисертација; био је коректан и 
щирокогруд према онима који нису радили докторате из његове области, чинећи 

све да им у вези са њиховим T~MaMa помогне. А што се тиче његових научних 

радова објављених у овом периоду, може се констатовати да, иако су они били 

маље бројни од оних ранијих и мање значајни од већине њих, ниједан од тих ра

дова није био без значаја и вредности. Све ово га није спречило да даље ради на 

својој области - математичкој феноменологији. Написао је тада и једну књигу 

изванредних стилских и других квалитета - Феноменолошко uреслuкавање; она 

се може читати као литерарно штиво. 

Старост га је сустигла, а он је поред свих тих активности у позним годинама кре

нуо у научне експедиције - и то ка Северном полу. Није тамо ишао као обичан 

путник, него са научним инструментима, картама и литературом, са коплетном 

истраживачком опремом. На тим путовањима неуморно истражује све крајеве 

кроз које пролази, посматра све феномене у природи око њега и код живих бића 

на која наилази. Резултате ових путовања записао је у више путописних дела 

изузетне и документарне и литерарне вредности. И тако је он своје суочавање са 

наилазећим позним животним добом - остајући веран свом познатом свестраном 

активизму, може се рећи и авантуризму, у најбољем значењу речи - обележио 

на најлепши и најдостојнији начин. У једном роману, не могу да се сетим чијем, 

прочитао само овакву девизу једне личности: "Са упереним копљем наступам 

насупрот старости, болести и смрти." 

И на крају, зашто бисмо ми њега оцењивали строже него што се највећи светски 

научници оцеtьују. Кад прође, најпродуктивнији, младалачки период, најчешћс 

се не дају истим темпом и у истој мери кључне ствари на главним пољима науке. 

Њутн је, на пример, главне ствари дао до своје 40-45 године, после је радио као 
стручњак за тегове и новац, а у науци се бавио безначајним питањима. И Ајнштајн 

је све важно написао до 35-40 године, а после тога је, без правог успеха, покушао 
да изгради теорију универзалног поља. Расел, који је веома дуго живео, своје 

главне резултате у математичкој логици, математици и филозофији дао је до 45. 
године. Зашто би се од Михаила Петровића више тражило? 

зs 
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Душа н AgaMoBuh 

Проф. др Душан Адамовићј-редовни професор Природно математичког факултета у 
пензији. 

Рођен је 1928. г. у Пећи. Дипломирао је на Природно математичком факултету у Београду 
на Групи за математику 1953.Г. где је и докторирао 1965. (Сйоро йромеНЈЬtlве функције у 
шеорији шриiономешријскuх pegoBa). На истом факултету радио је као наставник у свим 
звањима за предмете: Анализа 1, Анализа 2 и Функционална анализа. 
Аутор је 2 књиге, 31 научног рада, 18 стручних радова. 

Главна дела: Резулшаши из шеорије и йримена йравилно йримењивих функција, Резулшаiйи 
о нејеgнакосшима у нормираним upociuopUMa и резулшаши у вези са йонашањем реалних 
и комйлекснuх низова. 

36 
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ПРОБЛЕМИ PROBLEМES 

Својим проблемима, који треба да буду 
оригинални, пожеЉIfО је да предлагачи 
прикључе решење и друга обавештења, иа~ 
рочито о литератури. Решења се објављују 
шест месеци после објављивања проблема. 

Il est desirabJe d'adjoindre аих prob]emes 
qui doivent etre originaux, leurs solutions 
ainsi que d'autres informations, surtout sur 
lа literature. Les solutions seront pubIiees 
dans' six mois apres leurs parutions. 

117. Propose par W. Sierpiflski. Warszawa 

Тгоиуег toutes les solutions еп nombres naturels х, У. z de l'equation 
xyz = zr, 

(un 

118. Propose par W. Sierpiflski, Warszawa 

Ттоuуег, d'une fш;оп eIementaire, tous les nombres pentagonaux carres 
k(3k-l) 

поmЬге est арреlе pentagol1al, s'i1 est de Ја forme Pk = 

2 

ои k~l, 2, .... ) 

119. Propose РаЈ' W. Sierpinski, Warszawa 

Ттоиуег tous les nombres triangulaires чиј sont еп mеmе temps pentagonaux 

(
, , d' d 1 с Р k(3 k-l) . k .. 'с) с est-d- lfe е а lorme k = -·-2~-' ои est ип entler POSltl . 

and 

120. Propose par W. Sierpi1iski, Warszawa 

Trouver tous les nombres naturels п qui divisent le nombre 2n_l. 

121. Proposed Ьу Joze Vrei'ko, Ljubljana 

Let Ье 

S:~± (-l),(П)vm,m,ПЕN. 
v=t 'IJ 

Prove 

s:= о for m<n 

S~~(-l)"n!, 

т-п 1 ( ) S:~(-l)"m!~,Lkl!k;!., .. k;!: form>n, 
Т- 1 2 r 

where (ће summation is taken over аН permutations of k" k 2' •• k,:;, 2 for 
which ј. k,+k,+'" +k,~m-n+r. 

459



116 

122. Proposed Ьу D. S. Mitrinovii and D. Z. Dokm'ic, University оЈ 
Вelgrade. 

Prove the inequaJity 

where 
п 

xk>O, L: Xk~ Ј, and 1.>0. 
k=1 

123. Преgложuo Момир е. ешанојевuћ, Унuверзuшеш, Нuш 

Са Ts : Е2 -+ Е2 означено је пресликавање које транслира раван Е2 у 
правцу х-осе за величину " тј. Т.: (Х, у) ..... (Х+ " у). 

Нека је једначином y~J(x), ХЕ(О,Г) дефинисана непрекидна крива 
С која спаја тачке (О, О) и (г, О). Доказати следеће тврђfЊ': 

(а) Ако је -'-~n (п природан број), тада је Сп Т.(С)"" еЈ. 
s 

(б) Ако је -'- ~ q (q иије природан број), тада постоји крива С таква 
s 

да је СП T.(e)~ еЈ. 

Да ли се ово тврђење може УОПШТИТИ за произвољну непрекидну 
криву С која спаја тачке (О, О) и (г, О)? 

124. Proposed Ьу R. R. Janic, University оЈ Belgrade 

Let ha• ћь . h.: Ье the altitudes and 'а. 'ь. гс radij of excircles of а 
triangJe Аве. ТЬеп 

Equality hoJds if and onJy if the triangJe is equilateraJ. 
Prove the аЬоуе proposition. 

РЕШЕНИ ПРОБЛЕМИ 

@propose раг S. В. Presic, Universitl! de Belgrade 

Soit k иП nombre natureJ е! soient а е! Ь nombres teJs que Ь > О, a>k. 
Demontrer ]а convergence de lа suite хn satisfaisant а lа condition: 

Х1 • Х2 ' ... , Xk>O; 

k-l ХII +; 
x ll+k=b+ L 2 

;=0 а+Хn+ј 
(n~ Ј, 2, ... Ј. 

Solution de D. D. Adamovii, Universite de Belgrade 

k . 1 
Posons "'~-(E(O, 1»" ~~ Мах I Х'+Ј-х,1 et[(I)----. Etant donne 

а I~v",;,k а+ (2 

8' 
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que }'оп а, роиг tout t rcel, 

. '1 ' Г (/) 1 ~ _1 a_-_I_~ < _a_+_/:-: 
(а + 1')' (а + (2)2 

оп obtient 

1 1 
<-, 

а+ (2 а 

1 xn+k+l-xnc " ~ I:~ [f(Xn+i+l)-лхn+,)] I 
k-I 

<L: 
;=0 

JI еп resulte 

1 X2k+l- X2k 1 < <X~ 

(m~J,2, ... ). 
Оопс, 

(v~l, 2, ... ) 

et par consequent, роиг п = 1, 2, ... , р = 1, 2, ... , 

I Xn+p~x~ 1 = .L [xv+l-х\I] < ~ I xv+1-xv I 
I 
n+р-I I n+р-l 

У=n 1 'Ј=II 

[
n-l] п - ~ k-

<koc k f1 L ОСУ < _~_ock, 
'1=0 l-ос 

117 

(n~ 1,2, ... ). 

се qui signifie que la suite хn est ипе suite de Cauchy, c'est-a-dire convergente. 
Оп peиt remarquer que la suite Х" reste convergente si l'on supprime 

les conditions Ь"> О; Х\, Х2 , .•• , Xk'> О. 

@propose раг D. S. Mitrinovic, Universite de Belgrade 

Determiner Је. constantes rееПеs а (а>О) е! Ь sous 1а condition que 
l'inegalite 

soit valable роиг tout поmЬге complexe z qui verifie Ја condition I z ј <: а. 

SQIUliQn de S. В. Presic et f), Л. AdIlmQvic, Univer~ile de Belgrade 
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(1) 

Оп а lе resultat suivant: 
1 о Si а> 1, l'inegalite 

(z nombre сотр1ехе е! 1 z 1 .;; а) 

n'est satisfaite pour aucun nombre ree1 Ь. 

2" Pour tout а Е (О, 1) 1а mei11eure constante reeHe possible Ь dans (1) est 

b~ е-а +а-1 (>0). 
а(1-а) 

Ауес се!!е ya1eur-1a de Ь, l'egalitё dans (1) n'es! atteinte que роит 
z=O et z-=-a. 

Demonstration. 1" resu1te immediatement du fai! que pour z ~ -1 Је 
premier е! Је second membre de (1) deYiennent е- I е! О, respectivement. 

2" Soit О<а<l. La constante Ь dans (1) пе pourrait pas etre negative 
ou z';ro, puisque pour z>O оп а 1 е" 1 ~ е'> 1 + z ~ 11 + z, е! par consequent, 
ауес z >0 е! suffisamment petit, 1 + bz ~ 11 + bz 1 > 1, d'ou Ь >0. C'est pourquoi 
l'inegaJite (1) реи! etre ecrite sous Ја forme 

(z complexe et : z i <: а). 

Еп роsшll 1 z 1 ~ р (>0), z ~ р е", оп obtient: 

~-------~--:--- -лр, и) (u~cos2t), 

I 
eZ 2 e2pcost ери def 

1 Ј Z , '_р 1 + р2 + 2 р cos t 1 + р' + р u 

de maniere q ue la plus grande des valeurs 

е! 
1-р 1 -, Р 

est le тахјтum de : е" I 
i 1 +z 

pour izl~pE(O, 1).Or, оп demon!re aisement 

J'inegalite 

Donc, 

е-Р еР 

-->--
1-р 1 + Р 

(О<р< 1). 

(2) g(p)d:_e=,-~ max{I~I:IZI~p} (рЕ(О. 1». 
1-р 1 + z 

Нап! donne que l'оп а 

(О<р< 1), 
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Је pJus petit nombre Ь pour Jeque1 g(p)<I+bp~g(O)+bp (О<р<а<l) est 

b~g(a)-1 e~+a-1 

а а(1-а) 

et ауес cette valeur-la de Ь оп а 

g(p)<I+bp (О<р<а). 

Les deux assertions 20 resultent immedjatement des faits qu'on vient 
d'etablir. 

Remarques. 1 о La formule (2) conduit аи resultat suivant plus genera1: 

~<h(p) (р<а<l) => ~ <h(lzl) Clzl<a<I). г' 10'1 
1-р l+z 

2' Оп реи! obtenir, ауес О<а< 1, une valeur pour Ь (qui n'est ра. 1а 
теШеuге possible) сотmе il suit: si jzj<a<l, оп а 

ауес 

1
0"100 001 I 

---I'~ L (-I)"z"· L ,Z"I 
1 + z n=о n=о N. 

I 

ОО " ( 1)' 1 ОО" ( 1)' 
~ 1 + Ј2 (-1)" z" _~O k! < 1 + I z I а "~2 а"-' ,~o k! 

а 
b,~----

2 (l-а) 

(Оп etablit Sans difficu1te directement que Ь,>Ь.). 

(1) 

30 Le procede precedent fournit aussi l'inegalite suivante 

( lzl<a<l; b,~ 1 ). 
2 (l-а) 

Resolu aussi par 1. Lazarevic 

86. Propose par D. S. Mitrinovic, Universitli de Вelgrade 

Determiner tous les cercles 

(х-р)'+ (y-q)'~ r' 

а propriete que lе segment d'une droite joignant 1е. points (а, Ь) е! (с, d) Se 
trouve еп dehors du domaine 

(2) (х-р)'+ (y-q)'< r'. 

Genera1iser се probleme а ипе spMre е! 11 ип segment d'une droite. 
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Resenje 1. Lazarev;,:a, Univerzitet и Вeogradu 

Neka је О, ~'J pravougli koordinatni sistem iste orijentacije kao i sistem Оху, 
gde је 01 srediste duzi АН(А(а,Ь), H(c,d» i neka osa ~ јта pravac kao i 
data duz АН. U оуоm sistemu krajnje tacke date duzi јmаји reprezentaciju 

1 . 
(-s, О), (s, О) gde је s ~ - у(с-а)' + (d-b)'. 

2 
Tacke preseka kruga 

(3) (~-p')' + ('J-q')' ~ г' 

sa ~-osom odredene su sa 
~J,2 ~p' ±Yr'-q". 

Krug (3) песе imati zajednickih taeaka sa duzi АН ako је 

(4) 1 q' 1 >г V ~102>s V ~J,2< -s. 
Kako је 

p'±yr'-q">-s "'" p'<-s-yr2-q" 

(о је uslov (4) ekvivalentan _а 

(5) 1 q' 1 >г V Ip' I>s+ Уг'_ч'2. 
Transformacijom koordinata iz jednog и drugi sistem lmamo 

р'= 

q'~ 

(2р-а-с) (с-а) + (2q-b-d) (d-b) 

2 у(с-а)' + (d-h)' 

-(2р-а-с) (d-b) + (2q-b-d) (с-а) 

2 у(с-а)'+ (d-b)2 

ра se uvrstavanjem оуљ vrednost; и (5) доЫја trazeni uslov: 

ili 

(6) 

-(2р-а-с) (d-b) + (2q-b-d) (с-а) 1 >2г у(с-а)'+ (d-b)' 

i (2р-а-с) (с-а) + (2q-b-d) (d-b) 1 >[(с-а)2 + (d-b)2] + 

+ у4г2 [(с-а)'+ (d-b)2]_[ -2р-а-с) (d-b) + (2q-b-d) (с-а)]2. 

GeneralisuCi ovaj postupak, mozemo za slucaj sfere 

(х-р)'+ (y-q)'+ (z-r)'~ R' 

i duzi АН (А (а, Ь, с), Н(с, d, Л), uvesti поуј koordinatni sistem 01 ~'J~tako 
da је 01 srediste duzi АН а pravac ose ~ odreden pravcem date duzi. U оуот 
sistemu jednaCina sfere (6) glasice 

(7) (~-p')'+ ('J-q')'+ (~-г')'~ Ю. 

Sfera (7) пе _есе duz АН ako је 

(8) 

gde је 

q'2+ r">R' V Ip' I>s+ УЯ2_ч"="г". 
1 .~ 

s ~ - у(с-а)'+ (d-b') + (Ј-е)2. 
2 
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Transformacijom koordinata mogu se velicine р', q', " izraziti preko р, q, г, 
ра 'е posJe smenjivanja istih u (8) dobija traieni usJov. 

Primetimo da poJozaj koordinatnog sistema О, ~1)~ nismo u potpunosti 
precizira1i. Kako је роЈошј njegovih osa 1) i ~ de1imicno proizvoJjan to 'е iste 
mogu uzeti tako da racuni budu jednostavniji. 

@propose рог D. D. Adamovic, Universite de Belgrade 

CalcuJer 1а Jimite 
+~ 

o~r;'~ 1 -1 -(~~-)2 . 
+ а-х+-

о 2х 

Solution de D. Z. Dokovic, Universbl de Belgrade. 

L'integraJe donnee Ј(а) apr.s Ја substituti~n y~a-xc 1ј2х prend Ја 
forme suivante 

+~ 

J(a)~- -- 1+- ~ dу~,,+Ј(а)'-, 1 1 1 ( а-у.) 1 
2 1 + у2 у(а_у)2+ 2 2 

ои 
+~ 

Ј (а) ~ 1
а-у-у(а-У)2+2 

(Ј + у2)у (а-у)' + 2 dy~ 
+~ 

1 f(a, у) dy. 
1 + у2 

-~ 

Nous allons prouver que Ј (а) -+ О, Ј (а) -+" (а -+ + оо). Оп а des inegaJites 
evidentes 

ј(а, у) 1 <-±-; а2 
(2у<а, 0>0), 

!j(a,y)I<2 (-оо <у< + оо). 

Soit <>0 arbitraire. Il existe Ь>О teJ que 

Si а>Ь, оп trouve 
0/2 

1 ј(а, у) d 1 4" < 
У <;;-<-, 

l+у2 а2 2 

+~ 

11 ј(а,у) dyl<2'~~~' l+у2 4 2 
012 

СеЈа imp1ique 
о +~ 

1 1 (а) 1 <;; 1 Ј I+i Ј 1« (а>Ь), 
-~ о 

се qui асЬеуе Ја demonstration, 
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Resen;e М. Taskovica, Beograd 

Ako ,е u integra1u 
+~ 

Ј
' Јх 

1 (а) ~ 1 ' 
1 + (а-х+-) 

о 2х 

izvrsi Smena 

dobija 'е 

(1) 
1 

J(a)~-
2 

+~ 

Ј 
dl 1 ____ о 

1 + 12 2 

+~ 

Ј 
I-а 

dl. 
(1 + 1') -Ј (I-a)' + 2 

Kako 

1 

I-а 1 1 1 I-а 1 1 1 I-а i 
(1+1'»)(t-a)2+2 ~1+12' -J(I-a)2+2<1+1 2 'II-al 1+12 

(-оо<а<+ оо), 

drugi integral u (1) uniformno konvergira za а Е (- оо, 1· оо). Stoga 

·i :п +00 

lјт ------с----о=== dl ~ Ј I-а f 
a~+~ (1 + (2) -Ј (t-a)2 + 2 

1јт I-а dl 
a~+~ (1 + 1') -Ј (l_a)2 + 2 

(2) 

Prema (1) i (2), 

liт Ца) ~ ". 
o-++gc 

РгјmеЈЬа. Iz prethodnog neposredno izlazi da је 

1јт I(a)~O. 
0-+-01> 

,Le probIeme est rs5so1u aussi пат l'auteur. 

@Propose раг D. D. Adamovic, Universittf Је Ве/кгаЈе 

Soit .f(t) ипе fonction л,еl1е mesurabIe et bornee Sur (О, + оо) е! tendant 
vers zero lorsque 1 ~ + О, et ,ој! g (1) Е L (О, + оо). Demontrer qu'on а 

+~ 

liт Ј .f(~)g(U)dU~O. 
Х_+О и 

о 
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Solution de D. L. [)okovic, Universite de Вelgrade. 

O'apres Је, hypotheses оп а 

!!(t)I<M<+ оо (tE (О, + оо)), 

+~ 

Ј I g (t) I dt ~ N < + оо. 
О 

Chosissons d'abord <>0 arbitrairement. Pour О<а<Ь< + оо оп а 

123 

Etant donne que g(t)EL(O. + оо) е! f(t)->O (/->+0) nous pouvons 
choisir а, Ь, с de teHe [а~оп qu 'оп ај! 

" 
.{g(u) I du< з~' 
о 

< IJ(t)I<-
3N 

+~ 

Ј 
ь 

< 
I g(u)Idu<--, 

3М 

(1 Е О, с)). 

Enfin choisissons 8>0 te1 que 8<ас. Pour ХЕ (О, 8) оп obtient 

а 

l.f !(:) g(U)dU!<+, 
о 

ь 

IJ !(~) g(U)dU!<; . 
а 

Еп utilisant (1) се1а imp1ique que 

(0<х<3) , 

се qui [јпј! 1а demostration. 

Resolu aussi раг ['outeur 
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@Dostavio D. D. Adaтovic, Univerzitet и Вeogradu 

1 о Neka је (S, <) totalno ureden skup 'а osobinom da је za svako 
aES skup [а, + оо) relacijom < dobro ureden ([а, + оо) do' (t: a<tESj) i 
neka funkcija f preslikava skпр S u skup Т ureden re lacijom poretka <,. 
Dokazati da tada uslov: 

(С) za svako xES postoji yES takvo da је у-<х ; da funkcija f то
notono (strogo monotono) raste па intervalu [у,х] do' {t: y<t<x, tES}
РОУlасј monotono (strogo monotono) та'Сепје funkcije f па S. 

20 Ispitati da lј Ы prethodno tvrdenje ostalo taeno ako ,е: ос) пе Ы 
zahtevalo da је (S, <) totalno ureden skup; ~) pretpostavka о (S, <) iskaza
па prvom recenicom pod 1 о zamenila pretpostavkom da је (S, <) ,ато totalno 
ureden skup, zamenjujuci istovremeno u uslovu (е) interval [у, х] intervalom 
[у, z] ,а y-<x-<z. 

Resenje autora 

1 о Pretpostavimo da funkcija f koja јорипјауа uslov (С) sa nestrogom 
monotonijom пјје monotono rastuCa па S. Tada posto јј а Е S takvo da skup 
S"~{x:x>-a i пјје f(a)<J(x)j пјје рrзzап. Prema pretpostavci о (S,<), 
postoji Ь ~ Мјп S., а prema (С) postoji onda с-<Ь takvo da је funkcija f 
monotono raste па [с, Ь]. Ne moze biti с-<.а, јег ы Бе и tom slucaju imalo 
f(a) < Ј(Ь). I, а<с-<Ь, medutim, sledilo Ы f(a)<,f(c) i f(c)<,f(b) i 
odatle ропоуо ј(а)<,ј(Ь). ОоЫјепа protivrecnost dokazuje tvrdenje za оуај 
,lиеај. 

Na ,lјеап пасјп dokazuje 'е varijanta tvrdenja koja odgovara uslovu (С) 
Ба strogom monotonijom. 

20 Ni u jednom od 'lисајеуа ос) i ~) пе vazi gornje tvrdenje, пј u 
jednoj od dve varijante. 

Оуо za slueaj ос) dokazuje primer uredenog skupa S~ {О, -1, -2, ... ј 
koji ,е sastoji iz dva lапса 

... -< -2 k-l-<-2 k+ 1-<· .. -< -3-< -1-<0 

... -< -2(k+ 1)-< -2 k-<· .. -< -2-<0, 

ргј сети је svaki еlетеп! * О prvog lапса neuporediv sa Ыlо kojim elementom * О drugog lапса, i funkcije f definisane па S jednakostima 

f(-2k+I)~-k+2 (k~l, 2, ... ), f(-2k)~-k(k~0, 1, ... ). 

Za slueaj ~) паргед гесепо dokazuje funkcija f definisana па skupu 
S~R"{Oj (R skup realnih Ьгојеуа), sa иоЫсајепјт poretkom, jednakoscu 

1 
f(x)~ --о 

х 
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92. Propose раг D. D. Adamovic, Universite de Belgrade 

Soit а<Ь. f ипе fonction гееПе continue е! positiye _иг [а, Ь] е! С[а, Ь] 

I'espace de toutes lе, fonctions гееllе. continues Sur [а, Ь]. Demontrer que 
lа foпсtiоппеПе 

ь 

Ј d/ Ј Ли) еХ(иЈ du 

'" (Х) ~ u ...са---:-___ _ 
Ь 

(b-а)Ј f(u)ti'(UJdu 
u 

appJique С[а, Ь] exactement sur (О, 1). 

(ХЕ С [а, Ь]) 

Solu/ion de D. Z. f)okovic, Universite de Belgrade. 

La transformation 

<р: Х (1) -+ Х(/) ~ Ј Ли) ti'(uJ du 
u 

applique С [а, Ь] sur l'ensembIe Е de toutes lе. fonctions Х (/) satisfaisant аих 
conditions suivantes: 

(а) Х (/) est continue е! strictement croissante sur [а, Ь] е! Х (а) ~ О, 

(Ь) Х(/) а Ја deriyee premiere continue sur [а, Ь]; lа deriyee а droite 
еп а et la derivee а gauche еп Ь sont finis. 

Ауес lа fопсtiоппеПе 

ь 

Ф(Х)~-. - X(/)d/ 1 1 Ј 
Х(Ь) Ь-а 

(ХЕЕ) 

u 

оп реи! ecrire '" (х) ~ Ф<<р (Х)). Donc, il suffit de demontrer que Ф applique Е 
sur (О, 1). 

Le tbloreme de Ја mоуеппе donne Ф (Е)С(О, 1). Pour 

оп Поиуе 

1 
Ф<Х)~-, 

",+1 

се qui асЬеуе Ја dеmопstrаtiоп. 

Resolu aussi par [' auteur. 

Y(/)~(b-a)"-(b-t)' (оо 1) 
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95. Proposed Ьу D. 2. Dokovic. University о! Belgrade 

Let А Ье (Ье matrix 

Оп 

1 n-1 
2 n-2 

n-1 1 
п 

whose аН entries be10w the diagonal and аЬоуе (Ье first super-diagonal are 
zeros. Find (ј, j)-th entry of А' where k is а positive integer. 

Solution Ьу D. С. В. Marsh, Colorado School о! Mines, Golden, Colo., U.S.A. 

ТЬе џ, j)-th entry of А" deduced Ьу inspection and demonstrated Ьу 
induction, is 

j~ (-1)' С (ј-ј, I)P(n+ 1-ј,ј-ј) (j_1_t)k 
L. for i<j 
,~O (j-i)! 

and О for ј<ј. 

(1) 

(Note: 1 use С (п, г) for n!јг! (п-г)! and Р (п, г) [or n!ј(n-г)!) 

Also solved Ьу Ј. Vrecko, Ljubljana. 

@Propose раг D. D. Adaтovic е' В. Moтifilovic, Universile de Belgrade 

Soit а un zero d'ordre р (;;. 2) de 1а fonction 

qui appartient а l'interieur du сете1е de convergence de Ја serie (1). Dc!mont
rer que а est un zc!ro d'ordre p-q de 1а fonction 

~ 

.r. (z) ~ I а. k< z'-1 
>-1 

(q~l, ... ,р-1). 

Dectuire que1ques identites de cette proposition-1A. 

Solution des auteurs. 

Si 1es constantes а... (v~ 1, ... , q; q~ 1, ... , р-1) sont dc!terminc!es de 
mani/:re que l' оп ај! identiquement 

• I а... t(I-1) ... (I-v + 1) ~ 1', 
,-1 
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се чиј est, сотте ОП le sait, toujours possible. оп аига dans l'interieur du 
cercle de convergence de la serie consideree 

q q ~ 

L "џ'-IЈi;Ј~L ot,Z'-1 L ak k(k-1) ... (k-v+1)!'-' 
'01=1 ,,=1 k=l 

q 

~ L ak;!<-l L <x,k(k-1) ... (k-v+ 1) 
k=1 '11=1 

~ 

~ L ak kq ;!<-l ~ Јч (z), 
k=l 

d'ou l'assertion proposee. 
Notons que }'оп pourrait la demontrer aussi еп procedant рат induction, 

а l'aide de J'identite evidente 

[z /'1 (z)Y ~ Јче 1 (z) (q~l, ... ,р-2). 

Nous remarquons епсоте que l'оп peut supposer, dans l'enonce de lа 
РГОРОSltюп demonuee, seuIement que а soit ип zeTo d'ordre р-l de la 
fonction f' (z). 

L'application аu cas ои J(z)~(z-l)" (п nombre naturel >2) et a~ 1 
fournit les identites suivantes 

(q~ 1, ... , n-1; n~2, 3, ... ). 

Il еп resulte immediatement ипе identite de forme generale 

k~l (_I)k (: )Р (k) - Р (О) (Р ро1упоmе arbitraire де degre n-1; п ~ 2, ... ) 

et, соmmе са' particu1ier, l'identite 30 dans 1е probleme 36 риыie dans се 
Bulletin. 
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ПРОБЛЕМИ PROBLEМES 

Qюjим проблемима, који треба да буду 
оригинални, пож:ељво је да предлагачи 
ПРlRЉуче решев.е и друга обавештења, на
рочито о литератури. Решеља се објављују 
шест месеци после објављиваlЬа проблема. 

11 est dCsirable д' adjoindre аих ргоЫетс! 
qui doivent etrc originaux. lеигз solutioils 
ainsi que d' autres informations. surtout sur 
lа litteraturc. Les solutions seront риblјеез 
daos six тојз apres leurs рагutiопs. 

95. Proposed Ьу D. Z. :/Jokovic, University 01 Belgra<k. 

Let А Ье (Ье matTix 

о п 
1 n-1 

2 n-2 

n-1 1 

nЈ 

whose аН entries below (Ье diagona1 and аЬоуе tbe first super-diagonal аге 
zeгos. Find (I,j)-th entry of А' where k is а positive integer. 

(1) 

@Propose раг D. D. Adaтovic е' В. MomCilovic, Universite de Belgrade 

Soit а un zero d'ordre р (;;. 2) de 1а fonction 
~ 

f(z)~ L ak zk 
k=O 

q\!i appartient 11 l'interieur du сегс1е de convergence de 1а serie (1). Demon
(гег que а est un 'его d'ordre p-q de 1а fonction 

~ 

Iq(z)~ L ak k" zk-l (q~l, ... , р-1). 
k=l 

Deduire quelques identites de cette proposition-l11. 

97. Propose раг М. Stojakovic, Universite de Novi Sad 

Trouver (dans lе p1an euclidien) lе plus gTand сегсlе С qui peut .tTe 
couveTt раг п cerc1es С, (ј ~ 1,2, ... , п) de Tadius donne г. (Оп considl:re que 
lе сегсlе С est couveTt раг les cerc1es С, si е! seulement si (оо! point de С, 
interieur ou поп, est aussi le point d'au moins d'un des cercles С;. Considerer 
surtout les cas n~ 5,4,5,6,7,8; les cas n~ 1,2 etant bana1es. 

98. Dostavio Рауlе М. МiliсјС, Univerzitet u Вeogradu. 

Neka је К kocka јујсе а i S sfera po1upTeCnika Ь. Kazacemo da sfera S 
dodiruje kocku К u tacki М kocke, ako па poyг~j kocke postoje Ьаг dve raz1icite 
duzi, koje su па tangentarna sfere koje pTo1aze kTOZ tacku М. Oznacimo sa Е 
skup svih taeaka па sferama i u unutTa~njostima sfeTa S koje dodiruju kocku К. 

Odrediti meTU skupa Е. Prouciti granicni slueaj kad а tezi nu1i. 
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99. Dostavio Pavle м. мшас, Univerzitet и Beogradu. 
Neka је Н теа1ап hilbertov prostor i S:H~H neprekidan hijektivan 

operator takav да је I (Sx, Sy) I ~ I(х, у) I za svako х, у Е Н. Dokazati да је S 
unitaran operator па Н. 

100. РГОРОје раг Р. м. Vasic, Universitt! de Belgrade. 
Trouver 1а solution genera1e де l'equation fonctionnel1e 

/(х) + лу)+ Лах + Ьу) ~ 3 f (а+ 1) х; (Ь+ I)У), 

ои а, b~constE С, f; C~C (С,епоеmblе део поmЬтео comp1exes). 

RESENI PROBLEMI 

27. Predlozio У. VujiCic, Univerzitet, Beograd. 
Pokazati da је osnovni kontravarijantni tenzor tt-t[3 n-dimenzionog konfi

guracionog prostora V п jednak 

a"~~ ~ ~ дq" дq~ (ос, 13~ 1, ... , n<3N) 

;=1 тј дх' дх' (mЗi-2 =mЗi-l =mзд, 

gde su xi Dekartove koordinate polozaja dinamickih tacaka mase тј, а qa. su 
Lagrar.z:Jve generalisane koordinate. 

Resenje Mladena Berkovica, Vazduhoplovnotehnicki institut, Beograd. 
Osnovni kovarijantni tenzor n-dimenzionog konfiguracionog prostora 

~ д-; д;:; 
а[3у= L. тk --

k~1 дq~ дqУ 
(13, y~ 1, ... , n<3N) (1) 

moze se napisati u obliku 

(1') 

gde је 

(2) 

(s,t~I, ... ,3N) 

т" ~ {О 'а s * t 
тзk-2=mЗk-_l=mзk za s=t. 

Analogno lZ predlozene definicione jednacine osnovnog kontravarijantnog 
tenzora 

(3) 

sledi 

(3') 
дq" дq~ 

ttt~=тrs ___ (r,s=1, ... ,3N). 
дх' дх' 

ОУде је 

(4) {
О za '*' 

m"~ 1 1 1 
тЗk-2 = тЗk-l = тЗk za r=s. 
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Na osnovu (2) (4) је oCigledno 

Izvrsimo kompoziciju tenzora (1') i (З'). 

дхS дх! rs дqr:1. Jq~ r дхt Jqf. -Х_ 'Ј: 
m,,--m --=3/---0 -3. 

Jq~ JqY дх' дх' JqY дх' ~ у 

Prema tome је tenzor (3') kontravarijantni osnovni tenzor konf:guraci
onog prostora, iz cega dalje sledi valjanost definiocione jednaCine (З), koju је 
i trebalo pokazati. 

@Propose раг D. S. Mitrinovi<', Universit<' de Belgrade 
Demontrer Гidепtit6 suivante 

т<n 

LI(k-l)Z'-Z2-Z'_" ,-zkl'~k L I Zm-2," 

т.' 

ou la sommation аи ргетјег тетЬге s'etend а toutes les perrnutations cyc1iques 
des indices 1,2, 3, ... , k. 

Solution de D. D. Adamovi<', Universiti de Вelgrade 

Оп а 

LI(k-l)zгz,-zз-" ,--zkl'~ L{(k-l)'!z,I'+lz,I'+lz,2+ ... +Izkl'

-2 (k-l)[R, (z, ;,) + R, (z, ;~) + .. + R, (z, Zk)] + 
- --

~ 2 [R, (z, Z,) + ... + R, (Z2 Zk) + R, (z, Z4) + ... + R, (Zk-, Zk)]} ~ 

k m<п _ 

~[(k-l)2+(k-l)] L Iz.I'+2[(k-2)-2(k-l}] L R,(zmz")~ 
v=l т,п 

тс, т= 

~k L [lzmI2+lz"I'-2R,(zmz")]~k L IZm-z,1 2. 
т., т." 

Resolu aussi раг 1. Lazarevic. 

74. Proposed Ьу М. S. Popadic, University о/ Belgrade 
Let РI' Р2' ... ,Р" Ье п arbitrary different ргјте numbers and х Ье а 

positive number. Prove the asymptot:c formula 

. logn х 
).,(X,Pt,P2'···'P,,)"'-' ---- .. ---

п! log р, log Р2' . ·log Рn 

where л (х; р" Р2" ... , р,) is the number of all (Ье natural numbers of the 
form P~' p~2 . .. p~" (SI' S2' ...• s~ non-negative integers) г.оt exceeding х. 
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Resenje autora 

Л(х; Р" р, . ...• р.ј predstavlja broj re'enja nejednacine 

(1 ј 

tj. broj razliCitih uredenih slogova (sl' "" ... , ".ј za koje је zadovoljena prel
hodna jednaCina. 

Dokaz tvrdenja u zadatku izve§cemo pomocu matematicke indukcije. 

Za п ~ 1 (1 ј postaje Ј>;' « Х, ра је broj re'enja оуе nejednacine 

л (х; p,j~ ~-
[

IOg х Ј 
logp, 

odakle ,lедије 
logx 

л (х; ћ)~ , 
l!logp, 

5to znaci da је s ta v (асап za п = ] . 

Po'to је prema (1) 

dobija $е formula 

(2) л(х; PI,P2' ... ,Рn)= L л ~I; Р2'РЗ' ···,Рn , " ( х ) 
.1'\=0 ~ 

gde је г, ~ [IOg х-Ј (Videti: М. S. Popadic, Jedna re/acija izmedu prostih Ьго-
logp, 

jeva, Godi'en zbornik па filozofskiot fakultet па Univerzitetot уо Skopje, 
Prirodno-matematicki oddel, kniga 3, ,N;, 3 (1950).). Ako 'е pretpostavi да asimp
totska formula vazi za n-l (п> 1), taдa је 

, ( х ) (Iog x-s, log р,)'-' 
л ~; Р2'РЗ""'Рn ~ -, 

Yt' (п - I)! logp, 10gрз' . ·Iogp. 

za SI =0, 1, 2, ... , '1' Posto је 

(log X-S, 10g р,)'-' ~ 'i' (-1)' (п - 1) st 10gk Р, 10g'-'-' х 
k=O k 

iz (2) sleduje 

Л(Х;PI,Р" ... ,p,)-I 'i'(_I).(n-l).~ 10g
k
p,log'-'-'x 

"~O '~O k (n-1)! IOgP2 lоgрз" ·logp, 

Kako је 
logk-+ 1 Х 

(k+ 1) 10gk+' Р, 

prethodna re1acija poslajc 

,-, (1) 1 1 10g' х л(х;р"р", .... р,)-I (_1)' n- -- .. -----с----'-,,--'-----с--
<--о k , k + 1 (n-l)! 10gp, 10gp,· . . 10gp, 
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Najzad, buduci da је 

"i;' (_I)k (n-k) _1_~~ 
k~O k k+l " 

konaean rezultat је 
log"x 

л (х; РР Р2' ... , Рп) '" -
п! logp,logP2" ·logp" 

tj. ako је asimptotska formula tacna za п -1, ona је istinita i za n. Prema 
tome pomenuta formula уа:!ј za svaki prirodan broj. 

Primedba. Iz dobijene formule moZe "е zakljuciti da је niz prostih broje, а 
beskonacan. Doista ako је broj prostih мојеуа п, tada је 

Л(Х~ рр р, • ... , Р,,) ~ [х] 
za svako х;. р". te је 

л (х; Р" р, • ... , p,,)~x (х-оо). 

Medutim оуо је nemoguce jer је па osnovu dobijene formule 
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ПРОБЛЕМИ PROBLEMES 

Својим проблемима, који треба да буду 
оригинални, пожељно је да предлагачи 
прикључе решење и Друга обавеnrrења, на
рочито о литератури. Решеља се објављују 
шест месеци после објављивањапро5лема. 

11 езt desirable d'adjoindre аих problemes 
qui doivent etre originaux leurs so]utions. 
ајnsј que d'autres informations, surtout зиг 
lа literature. Les solutions seront publiees 
dans six mois apres lеигз parutions. 

22S.Proposed Ьу Enes Udov;cic, University 0/ Be/grade 

Let two sequences of rea! numbers х. and у. satisfy Ље following relations 

! 111 111 
Х"+2=- ~~-2 + 2 +- 2 +- ~-2-

4 l+х. 41+у. 8 I+Хn+l 8 I+Уn+l 

11111111 
УП+2=- ~~-2+- ~~-2 +- --2.---- +- ---':"2С--

8 1 + хn 8 1 + У. 4 1 + Уп+! 4 1 + Уn+l 

where Хl' Х2 ' Ур У2ЕЯ ате arbitrarly chosen. 

Prove that: 

10 ТЬе sequences Хп ' Уп converge. 

2°1imxn =limyn=1. 
п-+оо п-+оо 

30 ТЬе limit / is Ље so!ution of Ље equation 

41'+4/-3~0, 
and / Е (О, 1). 

226. ДосШавио В. Вујuчuћ. УниверзиШеш у Беоfpаgу 

Механички објект: Посуда цилиндарског облика (дозвољена одступа
ња) у којој се налази течност; у течности на дну суда (Сл. 1) лежи потоп
љено тешко тело М елипсоидалног облика. 

-----

Слика 1 слика 2 

Динамички процес: Ако тело кроз течност на тело М усмери млаз 
теЧНостlI под одређеиим приmском, тело ће се подићи усупрот дејству млаза. 
IIспливати иа поврmину и задржаm се у положају равнотеже на површини 
под млазом као на сл. 2. 
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Задатак: Поставити динамичке једначине процеса и извршити анализу 
односа механичких и геометријских величина објекта при којим је ова 
појава могућа. 

227. Propose раг Ј. Malesl!Vic, FacuIte de technique de Ваnја Luka 

Demonter l'ega1ite 

i (2n-k)2k~22n (n~O, 1,2, ... ). 
k=O П 

228. Proposed Ьу D. D. AiJamovic, University оГ Belgrade 

Prove (Ье equa1ities 

229. Досшавuо Д. Д. AoaMoвuћ, Унuверщшеш у БеОiраqy 

Констрynсатн низ за хЕ (-оо, + оо) непрекидних реалних фynкција 
Јп (х) (n~ 1,2, ... ) такав да је 

+~ 

Нт Јп (х) ~ + 00(- оо <х< + оо), 1јт ЈЈn (х) dx- - оо. 
n ...... ос _оо 

230. Лосйlавuо Л. Л. Ачамовuћ. УнuверЗUfйеш у Беоlраgу 

Низ у ннтервалу [О, 1] непрекндннх фynкција 

r l-x'l+q n+, 1 

I хР 1-х 2: --k' О<х<1 
k~IX+ 

Jn(X)~1 п 1 (n~I,2, ... ), 
n+q-L; , x~1 l k~1 1 + k 

где су р, q и г дати елементн скупа {О, 1, 2, ... }, за свако хЕ[О, 1) тежн 
негативној бесконачности. Доказати да низ интеграла 

1 

Ј Jn(x)dx (n~ 1,2,3, .... ) 

о 

ипак конвергира ка коначној вредности и одредити ту вредност. 

231. Propose раг D. D. Adamovic, Universite de Belgrade 

Trouver 1а forme genera1e d'une fonction гееНе definie partout е! ауес 
1а Vfopriete que ses accroissements ne dependent que des ассгоissешепts. de 
1а variable independante. Resoudre 1е шеше probleme pour unе fonctiQD 
сошр1ехе. 
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232. Proposed Ьу Z. М. Mitrovic, Ekonomska Skola, Vranje 
Let Ье r inradius, R circumradius ,ћа hb , ћс altitudes and ,~, Гь • 'с exradii 

of а triangle. Prove (Ье inequality 

ha h. ћс 3 -+-+->, 
'а 'ь ГС 

with equality if and опlу if (Ье triangle is equilateral. 

233. Vorgelegt Уоn 1. Paasche, Miinchen 

Ат eberoden Dreieck тј! РlасЬепјпЬаl! .!.... dh ~ Г8 ~ 
2 

1 1 г-
-Vab cd~-Vhah.hch ~Vrar.rcr~VSa8.8,8 
2 2 
Seiten Нбсhеп Вeriihrradien Вeriihrstrecken 

2eige тan 
7' dr'/4<.(d+a) (d+b) (d+c) <. 7' dh'/4' 

7' d'h/3'<.(h+ha) (ћ+ћ.) (ћ+ћ,)<.7' h'/4' 

4'г'<.(Г+Га) (г+г.) (r+rc)<.h' (cf. Aufgabe 174) 

4'r'8<'(S+S.) (8+8.) (8+8Ј<.4'8'/3'. 

234. Досшавuо Ј. В. Малешевuћ, Технuчнu факулшеш у Бања Луu,u 

До:казаm идентитет 

1 (p+q--.k~I) (ь-а)" + ~ (P+q-I-1) (а-ь)' ~Piq (P+Q) (х-а)т-• 
.k~1 Q-1 х-а '~1 р-1 х-Ь т~O т Ь-х 

(р, Q природни бројеви). 

235. ДосШавио Јован Вукмuровић, УнuверзuШеШ у Беоiраgу 

Доказати следеће тврђење: ако је НИЗ (х.) ограничен н има три тачке 
х +х +1 

:иагомилавања, тада низ 11 11 није конвергентан. 
2 

236. Proposed Ьу D.D. Adamovit!, University of Belgrade 

Prove the following proposition: 
Jf Ј is а rnapping of а попуаcnоuз ве! Е into itself and if, foг some 

llаtnгаl nurnber п, (Ье iterate Ј· possesses а unique fixed point, (Ьеп Ј Ьав а 
1I11iqne fixed point, (оо. 

(1) 

237. Досшавuо Р. Дau,uћ, УнuверзиШеШ у Беоipаgу 

1 о Доказати да су сви бројеви 

(k~2, ... , 11-2; 1I~3, 4, ... ) 

.сложени. 

20 Који сложени природни бројеви имају облик (1)1 
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РЕШЕНИ ПРОБЛЕМИ 

183. Propose рог Pavel Driigili1, Tiтisoara, Яоиmаnје. 

Demontrer qu'il existe ппе сопгЬ, plane, definie раг J'equation 

y~j(x) 

de teHe manii:re que l'angJe forme раг Ја tangente а lа courbe ап ројп! х-и 
е! lа tangente ап ројп! х, soit egal еп grandeur а I'angle forme раг lа tangente 
а lа еопrЬе ап ројп! х avec lа tangente ап ројп! х + и. 

Remarque de [' auteuг 

La soJution donnee раг М. А. Makowski (voir t. 7 (22) .N2 З) п'ео! рао 
satisfaisante. Еп dehors du cas trivial des lignes droites, јЈ у а d'autres courbes 
planes qui peuvent .tre determinees. 

L'angle ос forme par lео deux tangentes eonsecutives ео! defini, moyennant 
lа d6rivee у' ~ f' (х), que попs designons <р (х), раг lа reJation 

<р (х)-<р (х-и) 

1 + <р (х) <р (х-и) 
tgot 

Posant lа condition que cette expression soit ind6pendante de х, c'est-a-d;re 

оп obtient 

е! finalement 

~[ <р (х)-<р(х-и) ]-0 
dx 1+<р(х)<р(х-и) - , 

<р (х) +tg ех, 

1 
j(x)~ --tgcosex. 

е 

Remarque de 'а RMaction 

Bien чи'а у ciit inreret а trcuver ипе classe поп triviale d<? courbes 
remplissant Ја eondition donnee, Ја solution de М. А. Makowski, laqueHe пе 
mentionne чие des lignes droites, est, strictement dit, ппе solution correcte du 
probli:me - teJ qu'il а ete роое раг ооп епопее. 

194. ДосШавио ДVшaн д. Аиамовић, Универзишеш у Беоiраgу 

Нека R ОЗШ: .. чава схуп свих реалних, а С скуп СВИХ комплексних бро-

јева. ФУВКЦИјаf:С'-+С(С'=С""-{ - ~ Ј), односно f:R'-+R(R' =R""-{- ~ Ј), 
дата је са 

ЛХ) otx+/I (ХЕС', односно xER'), 
ух+3 

где комплексне, ОДНОСНО реалне, константе IX, (3, У и 3 испуљавају услове 

ot8-~y,",,0 и у ,""о. 

1 о Решити диференцну једначину 

(1) x.t.=f(x.) (n~l, 2, ... ). 
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20 Испитати дефинисаиост, коивергенцију, број и распоред тачака 
нагомилавања низа (хЈ одређеиог рекуреитиом формулом (1) и првим 
члаиом х, (ЕС', одиосно ER'), у зависности од ТОГ првог члаиа и коистаити 
ос, ~, у и 8. 

30 Доказати да, ако низ (хЈ копвергира и пије константан, тада он 

својој граници тежи ИЛИ експоненцијалном брзином ИЛИ брзином којом 

~ тежи ка нули; прецизније, да тада, уколико је 1im ХII = ХО ' или је 
п ~~ 

(п-но; 07"АЕС, односио ER; [л [< 1), 
или 

в 
Хn-Хо""""

П 

(n-+оо; 07"ВЕС, односно ER). 

Прецизирати услове ПОД којима се реализује .прва и оне под којима 
наступа друга могућност и одредити бројеве А, л и В. 

Решење аушора 

Третираћемо најпре општи случај када су (х, [ј, у, а и Х1 комплексни 
бројеви. Дата диференцна једначина може се написати у облику 

тј. у облику 

(2) 

где Је стављено 

(2) постаје 

(3) 

Нова смена 

(4) 

'" (n~ 1, 2, ... ), 
у 

!!. 
у Хn+1 +8~ "'+8---- (n~ 1, 2, ... ), 

ухn +8 

!!. ~ ",8-~y (7"0). После смене 

yxn+8~yn (n~ 1, 2, ... ), 

!!. 
Yn+l=Cl.+8-- (n~ 1, 2, ... ). 

Уп 

ZIl+1 
Уn=-- (n~ 1, 2, ... ), 

Zn 

уз претпоставку zn7"O (n~l, 2, ... ) и услов 

(5) 
претвара (3) у 

(6) (п ~ 1, 2, ... ), 

где је стављено а = ех + 8. Према томе да ли квадрата једначина 

(7) 

има два различита корена t 1 и t2 УЛИ један двоструки :корен 11' тј. према 
томе да ЛИ је 

(8) 
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или 

(9) (r) = О, 

решење диференцне једначине (6) има облик 

(10) 

или 

(11) (п ~ 1, 2, ... ), 

где се константе Р, Q, и и v, с обзиром на (5) и (4), одређују из једначина 

(12) 
{

(Z, ~) PI, +QI,~ 1, 

(z, ~) PI7 + QI~ ~ У,; односио 

Како су, због услова д*О, корени једиачиие (7) у оба случаја различити 
од нуле, решавањем једначииа (I2) добија се 

(13) P~ 
(2-У! 

Q~ 
Yl- t ) 

1, (I,-Iд ' 1,(1,-1,) , 

(14) U~ 
2 t,-y, V=yt-t1 

I~ I~ 

Формуле (I О) и (I 1), с обзиром па (13) и (I4), постају редом 

(15) 
( ) .-1 ( ) .-, 

Zn= t2-Yl 11 + YI-t1 (2 (n= 1, 2, ... ), 
12-/1 

(16) 

Јасно је да датэ. диференцна једначина, тј. диференцна јецначипа (3), де
фини ше бесконачан низ ако и само ако је z.*O (n~ 1,2, ... ), тј. с обзиром 
па (15) и (16), ако и само ако је, према СЛУЧlју, 

(17) 

ОДНОСНО 

(18) (n~ 1, 2, ... ). 

Под условом (17), односно (18), решење диференцне једначине (3) је 

(19) (n~ 1, 2, ... ), 

ОДНОСНО 

(20) (n~ 1, 2, ... ). 
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(19) се може писати и у облику 

(21) 

где је 

Из (21) и (20) изводи се да је у првом случају ииз (уп), па стога и низ 
(хЈ, константан ако и само ако је 

(22) 

а у другом случају ако и само ако је 

(23) у Х, + 8 (~y.)~t,. 

Претпоставимо да услов (22) није испуњен. Ако је 

(24) 

применом једнакости (21), или једнакости 

према томе да ли је 1 1, 1 < 1121 или I 1, 1> 1 12 1. долази се до з""ључка да 
тада НИЗ (уп) конвергира ка ОНОМ од бројева (1 и (2 који има већи MOДYO~ 
При томе је у првом случају 

а у другом 

уп ~ 1, + (,-у' li (12-1,) лn + О лn) 
Yt- 12 

Дакле, под условом (24), ииз (хn) коивергира ка 

(25) 

и важи релација 

(26) 

при томе је 

(27) 

Нека је 

(n-+оо ), 

(n-+ оо). 
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Тада је 

zj~pe"', z2~pe'" (р>О; '1'1' '1', реаЛНО;'I'~'I',-'I',*2k11:; k цело) 

и стога 

(29) 

па (21) постаје 
Z, 

А (I,-y,)e""+y,-Ij 
У ~ '-' 
п (1,_y,)I,en"+(yj-I,)lј 

(n~ 1, 2, ... ). 

Одавде се изводе следећи закључци: у ОВОМ случају се сви чланови низа (у,,) 
налазе на кругу или правој - слици јединичиог круга 1 t , ~ 1 у комплексиој 
равни при пресликавању билинеарном функцијом 

(30) U(I)~Ll (I'-Yj) I+Yj-Iј 
(I,-y,) 1, 1 + (yj-I,) Iј 

(IECe); 

-ова слика је права ако и само ако је 

I(I,-yj) 1,1 ~ l(yj-Ij) I ј 1, 

тј. због 1 1,1 ~: 121, ако и само ако је 

1I,-У11~IУј-Iјl, 

а иначе је круг; даље, ако је '1' рационалан умножак од 211:, НИЗ (уЈ узима 
коначно много вредности - и при томе сваку ОД њих бесконачно много 
пута, тако да су то онда све његове тачке натомилавања; може се додати 

да је, прецизније, у ОВОМ случају низ (уп) периодичан, са периодом jeд~ 
наком броју тих вредности; ако је t:p ирационалан умножак ОД 2 П, све 
тачке поменутог круга односно праве су тачке нагомилавања низа (Уп)' 

у случају (9), када је низ (Уп) дат једнакошћу (20), овај низ конвер
гира ка 11 и при томе, уколико није ПО среди случај (23), 

1, ( 1 ) yn=t1+-;-+o ~ (п-но). 

То значи да у овом случају низ (хn) конвергира ка броју 

(31) 

и да је 

(32) Iј 1 ) хn-хо.-.-· - (п--+- оо . 
у п 

На основу претходног, за посматрани општи случај дошли ,смо до 
-следећих резултата: 

Даша guфереНUfiа јеgначuна зајеgно са йочешном вреgношћу Х, оgређује 
бесконачан низ (хn) ако u само ако је усuуњен услов (17), оиносно услов 
(18), йрема шоме ga ли је йо cpegu случај (8), Kaga кваgрашна јеgначина 
(7) има gBa различиШа кореlШ Iј и 1" или случај (9), Kaga она има jegaH g80-
сшрукu корен t 1 • 
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Поg йрешйосшавком (17), OgHOC/lO (18): низ х. је у ЙР'ОМ случају gаш са 

х ~~[ (1,-yx,-3)1;+(yx, +3-1,)1; ,-з] (n~l, 2, ... ), 
• ", 'Ј' у (I,-yx,-o) 1, +(yx,+o-I,12 

а у gpY/OM случају са 

Овај низ је консшаншан ако и само ако је t.сйуњен у uрвом случају услов 

(22), а у gpyiOM случају услов (23)' 
Поg gойунском йрешйосшавком ga услов (22), OgHOCHO услов (23), није 

исйуњеll: 

1 Низ (Х.) конвер/ира ка броју хо у случајевима (24) и (9). У йрвом og 
њих хо је gашо са (25) и важи асимйшошска арацена (26), уз конвенцију (27), 
а у gpY/OM је хо gашо са (31) и важи асимйшошска йроцена (32). 

Il У случају (28) сви чланови низа (х.) имају вреgносши на кру/у или 
йравој - слици јеgUНUЧНОi Kpyfa са цеIlШРО.м у йочешку комйлексне равни йрu 

йресликавању функцијом 

w~ ~ [и (1)-3, ] 

јие је u (t) gаша са (30); ша слиКа Је ирава ако и само ако се X1 налази 
1 1 

на cuмешрали gужи која сйаја шачке - (1,-3) и - (12- 3). У овом случају 
у у 

низ увек ииверјира,· 011 има коначно .мlюiо шачака нaIомuлавања, које t.y шаgа 
ујеино и све вреgносши које ОН, uерuоguчно, узима, или има за шачке најо
мuлавања све шачке йомеНУШОi Kpyia или uраве - uрема томе иа ли је у 

јеgнакосши (29) број 'р рационалан или ирационалан умножак og 2 ". 

Ако су коефицијенти O[.,~, у, о и почетна вредност X1 реални, први 
случај под I наступа кг.д је ",>0 и а7"О, а случај Il кад је ",<О, или ",>0 и 
а = О. При томе, ако је, у случају II, IP ирационал:ш умножзк од 27t, сваки 
реалан број је тачка нагомилаваља низе (хЈ. 

Прuмеgбе. 1 о У (24) и (28) имплицитно је искоришћен следећи ре
зултат (инспирисан делом расуђивања на стр. 115 у Зборнику маШе.wа
шuчких йроблема IП д. С. МиТРИНСВЈ\ћа): 

Комйлексна кваgрайiна јеgначина йо t 

1 2 _аl + /); ~ О 

има корене са јеgнаким или са разлuчийiuм моgулuма йрема шоме оа ли је 

или 

[а [2+ [а2-4/); [>4[ /); [, 

[а[2+ [а2-4 /); [~4[ /); [. 

Доказ. Како су ови корени 

16 М8темати'IЮI вecиn 2 

1"2~~(a± Уа2-4/);), 
2 
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тако да је 

то увек важи неједнакост 

1 а i 2 + 1 a2-41l1 ~ 2 (1 1, 12 + 1 121"2 ;;. 41 1,1 1 121 ~ 41 1l 1, 
а једнакост у љој еквивалентиа је са једнакошћу 1 1, 1 ~: 12 1. 

20 На основу добијеног потребног и довољпог услова за бесконач
ност низа (хn), тј. услова (17) или услова (18), према случају, лако се до
лази до следећег закључка: guфереНUfiа јеgначuна (1) gефUНlШlе бесконачан 
низ ако u само ако Х} нема вреgносШ нијеино! члана низа (и,,) оиређеНОј ре
куреншном формулом 

јуе је 

(n~ 1,2, ... ), 

g(x)~ ax-~ 
-ух+ос 

а 
uнверзна функција функције [, u йочеШНQМ вреgношћу и1 = --. Заиста мо-

У 
:же се непосредно проверити да су ЧЛ:.НQВИ овег НИЗ? Д:.ТИ са 

t~-I- 12-1 
YUh+a~1l п п (n~ 1,2, ... ), 

(l - 12 

ако је (t) *0, односно са 

ако је (Џ ~ О. 

n-1 
yun+a~--t, 

п 

(n~ 1,2, ... ), 

ДО овог резултата може се, међутим, доћи и једноставним директним 
расуђивањем, без позиваља на услове (17) и (18) 

195. Доставио Момир С. Сшанојевић, Универзишет у НlШlу 

Нека су F1 , F2 , •• " Fk линеарне многострукости (транслације под
простора) n-димензионалног Еуклидског простора Еn са особином да је 

k 

П FioF Ф и сваки F, (1 .;; ј.;; k) не садржи пресек осталих. Доказати: 
;=1 

п 

а) k.;; п: 

б) ако је k = п, тада је П Fj само једна тачка и димензија сваког од 
ј=l 

F i је n-1. 

Решење аушора 

По претпоставци, F1 rt- Р2 И зато је 

dim (F, П F 2).;; mјп dim (F" F2)-I. 

Даље F, П F 2 с[. F" те имамо 

dim (F, П F2 ПF,).;; mјп dim(F, П F2 • F,)-I';; mјп dim (F" F2 , F,)-I-I. 
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Коначном индукцијом доказује се да је 

(1) dim ( ~ Р,) < тјп dim (F,)-k + 1. 

Како је dim ( ~ р,);;. О и dim (Р,) < n-l (1 <ј < k), то из (1) следи 

О<тјп dim(F,)-k+l<n-l-k+l, 
те је k<n. 

Нека је сада k~n и нека је dim( ~ p,)~m. 
Тада је 

и 

m<тјп dim (Р,)-n + 1 

тјп dim(F,);;.m+n-l =:> m~O и dim(F,)~n-l. 

196. Proposed Ьу Zarko М. Mitrovii, Ekonomska skola, V ranje 

Let Ье r inradius, R circumradius, ћј altitude , 1, bisector, тј median 
line, 'Ј ex.radius of а triangle and e1=hi' 11' тј, 'ј. Prove the inequality , 

з 9 
9r< '1e,<-R, 

'~1 2 

with equa1ity if and on1y if (Ье triang1e is equilatera1. 

Solution Ьу R. R. Јаnјс, University 01 Belgrade 

Ву (Ье inequa1ities 6.8, 6.14, 8.20 and 5.41 of (Ье book О. Bottema, 
R. Z. Dordevie, R. R. Јапје, D. S. Mitrinovie and Р. М. Vasie: Geometric 
inequalities, Groningen 1969, we have 

3 3 3 3 9 
9r< '1 h, < '11,< '1 m,< '1,,<-R. 

;=1 i=1 ј=1 ;=1 2 

Equalities јп аН cases ho1d if and on1y if (Ье triang1e is equi1ateral. 

Lбsung durch 1. Paasche, Munchen 

Wir numerieren die Zeichen ;;:; јп der Kette 

9 r;o;:S h,;O;:S 1,;O;:S m,;O;:S ',;О; 9 Щ2. 
1 2 3 4 5 

Die Ung1eichung ;;:; besagt 9 ,;О; 2 '+ (г' + s')/2 R, a1so 14 Rr-r' ;;:;s'. Das ist richtig, 
1 

wie Einschieben des optimalen quadratischen Terms aus [1] zeigt: 14Rr-r';;:; 
;о; 16Rr-5r';;:;s'. Ејп anderer Beweis findet sich in [2]. Ferner gi1t ;о; ;;:; we-

2 3 
gen h,;;:; 1,;0; т,. SchlieBlich ist ;о; 1aut [2] richtig und ;;:; јп der Gestalt 

4 , 

г+ 4 R;O; 9 Щ2 k1ar. Damit ist die Aufgabe gelOst. - Wegen L.m, ~ VЗ:S а,/2 ~ 
~ VЗ:S а, (Seiten а, und Bertihrstrecken а,) ЬаЬеп die beiden 1etzteren Summen 
keinen fes!en P1atz јп obiger Kette. - Ana10ge Aufgaben fUr die beiden ande
ren e1ementarsymmetrischen Funktionen yz + zx + ху und xyz statt х + у + z. 
Auch х' + у' + z' etc. 
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Druckfehler ат EnеЈе der Losung 176: 

statt h 3 VЗ74liеs beidema1 h 3 (3/4; 

statt 3 Vзr liез beidema1 3 Vз г. 

198. Proposed Ьу Alexandru Lupas, Institut Је calcul, Cluj, Roumanie 

Let у: [а, b]~R ье а function with an abso[ute[y continuous derivative 
of order (п+т-1) and such that 

у (а) ~ у' (а) ~ .•. ~ у ( .... г1) (а) ~ О, 

у(') (Ь) ~ у(.+1) (Ь) ~ ... ~ у(.+m- 1) (Ь) ~ О. 

If k= 1, 2, ... , п, m= 1,2, ... , г> 1, rs> 1, prove the inequality 

ь 

Ј 1 у (.-k) (х) у(') (х) 1" Јх <; (b_a),,k-2,+1+2 m,, 

а 

where the constant С (т, г, " k) is given Ьу 

С (1, г, " k) 
(rs-1)''-' (rs) 2" ( .. ")2" S1n-

Г. ' 
2" 

2[(k-1)!]" (rsk-1)" 1 

and jf m=2, 3, ... , then 

с (т, г, " k) 
s ZS (,-1) (sr-s + 1) 2 (.Ј-1) 

[ (
1 г-1 )]2" 2 [(k-1)!]" В rs' -г-

(
. ")2" (m-1) SIn- -

г . 

2" 

Eventually, determine the best constant С (т, г, " k). 

Solution Ьу the author 

According to D. У. Boyd [Pacific Ј. of МаЉ., уоl. 30, 2. 1969] if 
w:[a, b]~R is ап absolute1y continuous function such tbat w(a)==O, then for 
г> 1, rS> 1 hold the inequaHy 

(1) 
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where the best constant С" ј. given Ьу 

(1') с ~(--"-)' ",('-') (8Г-8+ l)~' [в(-'-, гг 1)]-" 
п г-l ~ 

where В (р, q) is Ље "Beta"-function. 
Likewise, I.as а consequence оС the Boyd's inequalities, we Ьауе Ље following: 
јС z: [а, b] ...... R is absolutely continuous оп [а, Ь] and јС х" х, ате numbers 
such that а <; х, <; Х2 <; Ь, Z (х,) ~ z (х,), Љеп foт r> 1 hold Ље inequa1ity 

ь ь 

(2) Ј Iz(x)-z(х,)I' Јх<; тах [(х,-а)', (Ь-х,)', (х, 2 х,)'] D,J Iz'(x)l'dx 

а а 

w here the best D, is defined Ьу 

г' (sin "::')' D---
r- г-l __ r_ . 

1< 

(2') 

ТЬе inequality (2) is а simp1e "variation" оС Boyd's inequality. This new foтт 
is obtained јп а similar way as јп Ј. В. Diaz and F. Т. Metcalf ["Variations 
оС Wirtinger's 1nequality" јп Inequalities (edited Ьу О. Shisha), 1967, Academic 
Press, рр. 79-103]. Therefore јС w: [а, b] ...... R ј. absolutely continuous оп 
[а, Ь] and w(a)~w(b)~O, then 

ь ь 

(2") Ј Iw(x)l' Јх<; (b~,a)' D, Ј Iz'(x)l' Јх. 
а а 

In our conditions we have 

ь ь [ х ]" Ј Iy(~k)(x)y<n)x!"dx< Ј Iy(n) (х) 1" [(X-I)k-' 1 у <п) (1) 1 dt dx<; 
I , (k-1)! 

а а а 

а а 

Since (Ье integral of а symmetric integrand over the triangle а <; t <; х, а <; х <; Ь, 
is equa1 (о half of its integral оует (Ье squaIe а <; t <; Ь, а <; х <; Ь, we obtain 
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where 

(3') ( 
rs-1 )'~' 1 

Q"k~ rsk-l '2[(k-1)!]" 

Let m~2. 3, ... ; Ьу using (1) with у'n)(х) instead of w (х), we Ьауе from (3) 

(4) 1 у 'n-k) (х) јп) (x)l" Јх.;;; (Ь-а) "k+2,,-2H' E"k [1: у(n+1) (х) l' Јх Ј' 
with 

(4') 

According to (2")it follows 

ь 

Ј y 1n+2) (х) l' Јх <. .. .;;; 

а а 

and Ьу (4) we conclude with the inequality of this problem where Ље constant 
С(m, " " k) is given, in the case m;;.2, Ьу (1')-(4'), name1y 

Е .п 2s(m-l) 
C(т,r,s,k)= rsk r • 

22rs (m-l) 

When т ~ 1, app1ying (2) in (3) and then Ьу using HOlder's inequality we get 
Ље constant С (1, " " k). 
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ОП demontre ensuite par induction que 

(n~ 1, 2, '" , m~O, 1, ... ) 

et par suite, d'apres (Ш'), que 

(12) !' (х)";; О (х> О) М' (а) <О. 

Les conditions (12) et ЛО) ~ 1 entrainent, cependant, que l' оп а лх) < 1 pour 
ип х>О, - contrairement а (11). Оп а demontre ainsi que 

(13) !' (х);;' О (х;;' О). 

D'apres (1), (б') et (13), 

!' (х+ у);;'!, (х) (х, у;;'О), 

c'est-a-dire !' (х) croit pour х;;'О. Оп еп deduit, d'apres (II) et (IП"), l'asser
tion (ПI). 

Mettant а profit (III), оп peut ditтerentier (1) par rapport а у, се qui 
donne 

f" (х + у) ~!' (х)!, (у) + лх) f" (у) (х, уЕ R). 

Еп posant у ~ О, оп obtient 

f" (х) ~ лх) f" (О) (хЕ R), 

с' est -a-dire 

(14) f" (х) ~ ± ос' лх) (х Е R; ос constante reeHe). 

Le cas ос ~ О conduit а 

Лх)~Ах+В 

et puis, d'apres (5), а 

лх)~ 1 

(xER; А, B~const) 

(xER). 

Soit ос*О. Pour 1е signe ,,+" dans (14) оп obtient 

лх) ~ Ае'" + Ве-'Х (хЕ R). 
D'apres (5), 

ЛО)~А+В~ 1, !-!' (O)~A-B~O; 
ос 

donc, dans се cas-la 

(15) (х Е R; ос ~ const). 

Оп etablit pareil1ement que, pour 1е signe ,,-" dans (14), лх) а necessaire
ment 1а forme 

(1 б) (х Е R; ос ~ const). 

D'apres tout се qui precCde, toute solution de (1) а une des represen
tations (4), (15), (16) ои 

(17) Лх)~С (xER; C~const). 
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Etant donn" que, роис toutes Јео vaJeurs reeHes des eonstantes ос е! С, Јео 
fonctions (4), (Ј5), (16) е! (17) satisfont identiquement а (1), оп а abouti аи 
resultat final que voici: 

La solution generale de (1) est donпee раг 

f(x)~(I-lsing 81) С+ 

+ 1 si
g

2
n 81 [~ (1 + sign 8) (е'" + 1 sign е 1 .,-ах) + (l-sign 3) соо ос х] 

avec les constantes reelles arbitraires ос, С, а et Е. 

2. Solution Ьу PI. Кannaррan and D. Z. f)okov;c. 
We shaH show (Ьа! аН solutions are given Ьу: 

1) лх) ~ const, 

1 
2) лх) ~ - еЛХ (л real), 

2 

1 
3) лх) ~- (еЛХ + е-Л Х) 

2 
(л reaJ or рше1у imaginary). 

From (1) we get 

f' «х+ у) +z)~ f' (х+ у) f(z)+ Лх+ у) f' (z) 

(хЕ R), 

~ f' (х) лу) f(z)+ Лх)ј' (у) f(z) + Лх+ у) f' (z), 

f' (х+ (у + z» ~ f' (х) ЛУ + z) + ЛХ) f' (у + z) 

~ f' (х) ј(у + z) + ЛХ) f' (у) f(z) + лх) ј(у) f' (z). 
It follows (Ьа! 

(2) f' (z) [Лн У)-Лх) Ј(у)] ~ f' (х)[ј(у + z)-f(y) f(z)]. 

Аооите that ЛХ + у) ~ ЛХ) лу) for аН х and у. ТЬеп 

f' (х + у) ~ f' (х) ј(у) ~ ЛХ) f' (у). 
From (1) we get f' (х + у) ~ О, ј.е. ј(х) ~ const. 

Now 1е! лх+ y)if=f(x) ј(у) for а! Јеао! опе pair (х, у). ТЬе right hand 
side of (2) јо differentiable with respect to z. Therefore (2) јтрliео that Ј" (z) 
exists for аН z. ТЬе <ате argument shows Ља! аll derivatives exist. 

Differentiating (1) with сеорес! (о х and у we get 

Hence, 

(3) 

/" (Н у) ~ /" (х) лу) + f' (х) f' (у), 

/" (х + у) ~ f' (х) f' (у) + лх) /" (у). 

/" (х) Лу)-Лх) /" (у) ~ О. 

We сап аооите that f(x)if=const. Let а Ье such (Ьа! f(a)if=O. ТЬеп (3) gives 

/" (x)-kf(x) ~ О (
k ј" (а»). 

Ла) 
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Jf k ~ О then [(х) ј. а linear function and (1) јтр1је. that [(х) must reduce 
to а constant. Jf k*O Ље solution of the above differentia1 equation ј. 

(4) [(х) ~ АеЛХ + Ве-Л Х 

Substituting into (1) we get Ље conditions 

2A'~A, 2B'~ В. 

So, A~O or A~ 1/2, and B~O or B~ 1/2. Jf A~O or B~~we get а solution 
of the form 2). Otherwise we get а solution of Ље form 3). 

Converse1y, it ј. trivia1 to verify that the functions defined Ьу 1), 2) or 
3) satisfy the functiona1 equation (1). 

106. Propose раг D. s. Mitrinovic, Universiti de Вelgrade 
Determiner 1е. nombres positifs г et s ,ои. Ја condition que l'inegalit6 

1 ) s (1 
(г+1)' <s-1 ,..-1 

soit va1able. 

or 

(1) 

Solution Ьу Alexandrи Lupas, lnstitutul de calcиl, Cluj, Rumania 
After ,оте e1ementary manipuJations, the inequality Ьесоте. 

(,.+ 1)'-I"'>SI"'-1 

( 
1 )' s 1+-;:- >1+-;:-. 

Оп Ље other hand it ј. known that Ље following inequality ho1ds 

Z'-Zз+s-1;?О 

for еасћ з>1 and Z>O, with the equa1ity iff Z~I. 
Jf we take 

we obtain the inequality (1). 
Therefore we conc1ude that inequality from tbls problem ho1ds for ,. а 

positive rea1 number and for s а rea1 number greater than опе. 
Solved also Ьу Z. Mitrovic (Vranje) 

108. Propose раг D. ~ S. Mitrinovic, Univегзitе de Вelgrade 
Determine~ ,оте enough sharp bounds of 

1 1 1 
---'---,-- + + . . . + 
рn+1 рn+2 qn+1 

where р and q are the fixed natural numbers:l and if possible ~ Ље best ~ 

1. Solulion Ьу Alexandrи Lupas, lnstitulul de ca/cul, Cluj, Rиmania.~ 
It ј. known that for O<т~ak~M, k~ 1, 2, ... ,~N, the following 

inequalities ho1d 

(1) 
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(Ье left-hand inequality being (Ье Cauchy's inequality while (Ье right-hand јп
equality ј, (Ье Schweitzer inequality. 

Let ak~np+k, пр>О, k~ 1, 2, ... , Н. Because 

Ьу nsing 

(2) 

~ ak~ Н(2рп+Н+I) , 

k~' 2 

(1) and taking m~np+l, M~np+H, we Ьауе 

2Н N 1 Н(2пр+Н+l) 
---< 2: -<---''---'~. 
2рп+Н+I k~' ak 2(пр+l)(пр+Н) 

ТЬе equality cases јп our hypothesis are по! valid for Н> 2. If we denote 
N~п(q-р)+I, a,~np+l, aN~nq+1, from (2) we conclude with (Ье јпе
quality 

(3) 
N n (q-p)+1 1 N 

----< 2: --<----
A(a"aN) k~' np+k H(a"aN ) 

where А, Н are the arithmetic respectively harmonic means of (Ье specified 
numbers. ТЬе inequality (3) has also (Ье form 

[А (а" aN)]-'<А (~, ~, ... , ~)<[H (а" aN)]-'. 
а1 а2 aN 

2. Solution Ьу М. Taskovic апа D. Adaтovic, Universbl ае Belgrade 

For р fixed we have 

(р+l)n+l 1 
['n~ 2: j.(n~I,2, ... ) 

k=pn+l k 
(1) 

and consequently, for р and q fixed, 
qn+1 1 

(2) OCn~ 2: ј. (n~ 1,2, .. . ). 
k=pn+l k 

Опе can prove (1) Ьу considering (Ье difference i3n+,-f>n and using' (Ье то

notony and (Ье convexity of the function -'-. From (2) and Нт ОСn ~.!L we 
t п_оо Р 

obtain 
q qn+l 1 q+l 1 

In~< 2: -< 2: 
Р k=pn+l k k=p+l k 

(n~I,2, ... ) 

and the conclusion that these bounds are (Ье best possible. Because of 

we have also 

Н' 
<+;, 1 Ј а! q + 1 2: -< -~]п-, 

k~p+' k t Р 
р 

Н'] q+1 2: -<Iп-
k=pn+l 2 р 

(n~I,2, ... ), 

but this upper bound is not (Ье best possible. 

\ 
\ 
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ПРОБЛЕМИ 

Својим проблемима, који треба да буду 

оригинални, пожеЉRО је да предлагачи 

прикључе реn:rење и друга обавеmrев.а, на

рочито о литератури. Решеља се објављују 

шест месеци после објављиваља проблема. 

PROBLEМES 

11 est desirable d'adjoindre aux proЫетев, 
qui doivent etre originaux, lешs solutions 
ainsi que d'autres iпfолnаtiопs, surtour sur 
lа litterature. Les solutions seront publiees 
dans six rnois apres lеurз parutions. 

238. ДосШавио Д. д. Аиамовић, Универзиiiiеiii у Беоiраgу 

Нека је 
(1) (Ј.) 

низ реалних или комплексних фушщионела дефинисаних на непразном скупу 
Е. Доказати следећа тврljења о функцноналним редовима 

~ 

(2) L, /.(х) 
n=l 

И 
~ 

(3) L, 1/.(x)l· 
n=l 

10 Ако ред (3) уииформно конвергира на скупу Е, тада на истом скупу 
униформно конвергира И свака пермутапија реда (2), тј. сваки ред облика 

где је р извесна пермутапија скупа N свих природних бројева. 

20 Ред (2) може бити на скупу Е уииформно конвергентан и уједно 
имати извесну пермутапију која на Е коиверrира, али не унвформно. 

При.томе: 

20.1 Ред (2) може ва Е бити свуда апсопутио контергевтан, свуда 
неапсолутно конвергентан, ИЛИ негде на Е апсолутно а негде неапсолymо 

конвергирати. 

20.2 Уколико је Е тополошки простор И сви чланови низа (1) су ие
прекндне Фуикцнонеле, сума реда (2) може бити непрекидна, а сума извесне 
пермутације овог реда прекидиа фуикпиоиела на Е. 

20.3 У сваком од три случаја који се помиљу под 20.1, скуп Е може 
бити реалан интервал било ког типа. 

239. Proposed Ьу D. D. AdamoviC, University о/ Belgrade 

Let /. (х) Ье а nonnegative and Lebesgue integrable function оп [О, 1] 
and let О<а<l. Prove tbat tbe sequence of functions /.(х) defined Ьу 

/ .. , (х) ~[! /.(t)dt Т (О:О;;х:О;;l; n~O, 1,2, ... ) 

converges to а finite Iimit f(x) for еасћ хЕ[О, 1] and determine tbe function 
f(x). Show that this convergence is uniform. 
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240. Доставио Д. д. Аиамовuћ, Универзuшеш у Беоiраgу 

Нека је реална функција ј(х) дефннисана на интервалу [а, Ь] н нека 
је J;,(x)~ lf(x)lp (a~x<b), где је О<р< 1. Докозати следећа тврђења: 

10 Ако је функција лх) ограничене варијације на [а, Ь] и уз то је 

(1) 

тада је и функццја Ј;, (х) ограничене варијације па [а, Ь]. 

20 Ако је функција лх) апсолутно непрекидна на [а, Ь] и уз то је 

(2) 

тада је и функција Ј;, (х) апсолутно непрекидна на [а, Ь]. 

30 Ни заједно РЕ(О, 1), тврђења 10 н 20 не важе без допунских усло
ва (1) односно (2). 

241. Доставио Д. д. Аиамовић, Универзитет у Беоiраgу 

Нека је функција ј(х) за х> О строго растућа и конвексна. Одредити 

и наћи позитивну вредност независно променљиве х за коју функција 

ј(х) + ј( ~) узима вредност m. 

242. Propose ра, Pavel Dragila, Timi~oara, Roumanie. 

Determiner lео courbes рlапео, definies par l'equation 

у~Лх), 

de telIe maniere que lео mediatrices des cordes ayant lео extremites aux points 
[Х,ЛХ)] [х + и, ЛХ + и)] passent par un point' fiXe. 

243. Propose ра, Pavel Dragita, Тimi~oara, Roumanie 

Soit donne l'ensemble de fonctions СРп = ,-~, ои а est une constante 
а+nx 

et п uп nombre entier, ауес lа lој de composition 

'Р, С 'I'ј ~ 'Р, ['1'1 х]. 

Determiner lа fonction inverse rpn _1. 

Trouver les conditions шSсеsаirеs et suffisantes afin que cet ensemble 
forme uл groupe. 

244. Aujgabe von 1. Paasche, Manchen, BR. Deutschland 

1 ,Ј- 1 ,Ј ,Г:--:С-
Die durch -vabcd =-,.,hahbhch =Vra'b'cr=Y8asbscs'= 

2 Seiten 2 Нбhen Вertihrradien Вeruhrstrecken 
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Fliicheninha1t des еЬепеп Dreiecks 'definierten vierten Stiicke seien wie folgt 
normiert: 

Man zeige, daB die komp!elten Ungleichungsketten aHer Potenzprodukte 
genau bis zum 2. Grad aufsteigen: 

(1) 

(2) 

D;;;R;;;S;;;H 

D2;;; DR;;; Ю;;; DS;,; DH ~ RS;;; RH;;; S2;;; SH;;; Н2; 

ео gibt keine kompletten Ketten der Grade З,4, 5, .... 

245. AuJgabe von 1. Paasche, Mйncћen, BR. Deutschlaпd 

Ат еЬепеп Dreieck mit F1iicheninhalt 

beweise man 

hb h, + ћ, ha + ha ћь ;;; 3 vз ;;; 3 (Sb " +s, 'а +Sa 'ь);'; З (Ьс+ са + аЬ)/4 ;;; ть Т, + Т"а+ Та Ть 

ha ћь h,;;; З vз 'а 'ь ',;;; ~ З(VЗ Р' ~Гa Ть т,;;; 3 vз аЬс/8. 

246. PToposed Ьу A!exandru Lupas, Institut~! de са!си!, Cluj and Mathema
tisches lnstitut А der Universitdt StuttgaTt. 

IЈ ар а2 ате fixed теа! пumbeT' Је! 1Ј3n (а" а2) Ье the class оЈ polynomia!s 
оn!у with теа! тооtз, оЈ the Јотт 

IЈ 

f(x)~xn+a,:x;"-'+a2~+b,:x;"-'+, .. +Ьn ' bkE'R. 

т (Л ~ тјп (х/-х,), f(x,) ~ О, х, ~X2~ " . ~Xn 
1:::;i<k:O:::;n 

then pTove that 

where 

aпd 
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РЕШЕНИ ПРОБЛЕМИ 

150. Proposed Ьу /оan Singer, Re!l Ьу Prag 

If for nonnegative integer п there exist derivatives Р") (х), g(0) х оп (ће 
interval (- оо , + оо), then prove 

(1) 

where 

(2) 

and 

• 
{f(g(x»}<·) ~ 2: I<k) (g (х» g~:~ 

k=O 

.-1 (п -1 )<.-ј) 
g~:~ ~ 2: . . g (х)· g~~I.j for k ~ 1, 

j=k_l Ј 

go.o~l, gO.k~O for k~l. 

Solution Ьу Z. М. Mitrovif, University 01 NiI 

А! first we ћауе 

К1.1 =g', g2,2=g'2 and gk.k=g'gk-l.k-l 
80 (ћа! 

(3) gk.k~g'k. 

Now we sha11 use rnathernatica1 induction and prove the folIowing formu1a 

(4) 

If we ри! k ~ 1 јп (4), we give 

(5) 
, , 

gl,n =gl.n+l-g Ко. n =КI.'I+Ј" 

Since 

we ћауе 
g; .• ~ g<n+1) ~ g,.n+l ј.е. (5). 

For k we sha11 ћауе 

, .-1 (n-1) 
g •.• ~ 2: Ј' (g<n+!.-IJ gk-1.j + g<-IJ g'k-1.j) 

j~k-l 

and ћесаше (4) 

.-1 (n-1) , - (11+1-.1) (-Ј) (II-j) , g <'.-. 2: Ј' (g gk-1.j+g gk-1.j+1-g g gk-2./ 
;=k-I 

.-1 (n-1) • (n-1) 0-1 (п 1) ~ 2: g<.+1-}) g + 2: g<.+l-1J g -' 2: - g<~ g' g 
)=k-l ј k-l.j 1=k ј-l "-l.ј j-k-2 ј "-2.} 

+ (n-k+2) , (
n-1) 
k- 1 g g gk-2.k-2 

.-1 (n-1) • (n-1) .-1 (" 1) ~ 2: . g(.+1-}) g + '" g(.+l-1J g _ '" - g<-IJ g'g 
j~k-l Ј <-1,ј j~f.., ј-! <-1'Ј j-f..z ј К-'.Ј 
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.~. (п) - ~"1 ' (n-l)' .~ (n-I) 
= k, . g(n+l-})gk_t.j+ n-l g'gk-t.,.-. k . g(n.--j)g'gk_2,j 

J=k-l Ј J_k_2 } 

~ i (n.)g<n+'_лgk_"Ј_ 1: (n--:1)g<~лg'gk_2,Ј 
J~k-' Ј J-k:-2 Ј 

~gk,,+1-g·gk-' .• , ј.е. (4). 

Now we shaIl prove the foпnula (1). 
For n~ 1 we Ьауе 

, 
f' ~ 2:f!k) gk .• ~/go., +!,g,., ~!,g'. 

>_0 

For п + 1 we get 
п n+1 п 

1("") ~ 2: (/(k+l)gk •• g' +f!k)g'k .• )~ 2:f!k)g·gk_' .• + 2:f!k) g'k .• +lg'o .• 
k=O k=1 k=l 
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q.e.d. 

199. Proposed Ьу A.lexandru Lupas, [/ljlilul de calcul, Cluj. Roumanie 

Let Р (х) ~ х" + О, ~1 + ... + о. ье а polynoroial with the roots 

х"х2 , ••• , х.' and such that IOkl:O:;k2- : k+ 1, k~ 1, 2, ... , n. Prove that, for 

еасЬ reaI or сотрlех root, holds the ineqnaIity 

IхЈI<З, j~ 1,2, ... , n. 

Solulion wilh generalizotian Ьу D. М. Simeunovic and D. D. Adamovic, 
University 01 Belgrade 

For еуету zero х ~ Р .,.8*0 (р>О, 0:0:;0<2 ,,) of the polynomiaI Р the 
foUowing inequality 

holds. Ву the supposition 
4 

10.lsk2 --k+l (k~I,2, ... , п), 
З 

."е Муе further 

p":o:;i (k2-~k+1)Г', 
'-1 З 

or 

1:0:; i (k2_~k+ l)р-". 
'-1 З 

Тhio means, since the function g(I)- i (k2-'~k+1)1-" decreases for 1>0, that 
'-l . З 

i (k2-~k+1)1-"<1 implies p<l. 
k-l З 
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Putting 

•• (1) ~ i: (k2-~k+l)I-", 
k~1 3 

we obtain, for 1> 1, 
~ ( 4 ) 212+1+3 

1јm '.(1) ~}; k2 --k+ 1 1-" ~s(t). 
~~ k~1 3 3(1-1)' 

Неnсе, 
s.(З)<s(3)~ 1 (n~ 1, 2, ... ); 

ј. е., Ьу the аЬоуе eone1usion, we Ьауе, for еаеЬ zero х of the ро1упоmја1 Р, 

what was to Ье proved. 

We note (Ьа! (Ье upper bound 3 ј. the best possib1e obtainable 
аЬоуе proeedure. Nal1le1y, 3 is the unique root of the equation 

,и)~ ~ (k2-~k+1)1-"~1 (1)1), 
k~1 3 

because '(1) deereases striet1y for 1> 1. 

Ьу the 

Generalization. ТЬе preceding eonsiderations 1ead immediate1y to the 
following proposition: 

Lel ak (k ~ 1, 2, ... ) Ье complex nиmЬег. such Ihat 

lakl,s;"k (k", 1, 2, ... ), 

where (ће series 
~ 

лх) ~ }; "k xk 
k=l 

has Ihe posilive гаЈјu. оЈ convergence .R ам infinilely manу positive coeJficienls. 

Then: if f(R» 1, Ihe equalily J(~) ~ 1 ћа. Јог 1;;::~ Ihe unique гооl 10' аnа 
1 . R 

Јог every zero ~ оЈ Ihe polynomial 
• 

р (z) ~ z' + }; ak zn-J< 
k=J 

holds I~I <10; if f(R)< 1, 
1 

we have I ~ I < - Јог ""егу zero ~. 
R 

Examples. 1 о If 
\ 1 

lakl,s; k! (k ~ 1, 2, ... ), 

(Ьеп I ~ I < _1_, sinee in this ·case 
log2 

for 
1 

1=/0=---· 
Iog2 

<;О, , 

500



2" If 

then 
lakl~ock (k~I,2, ... ; ос> О), 

1<:1<1 + OC+ VOCiOC + 4) , 

Ьесаше now 

f (~) ~oc i kt-k 
t k=1 

oct 

(1 -1)' 

oc+2+Voc(oc+4) 
for I~to~ 2 . 

(ESpeCiaIlY, for IX ~ 1 we ћауе 

1<:1<3+(5 ; 

this result is due to Р. Montel-) 

3" If 

1 (t> 1) 

1 
lak l«2k+l)' (k~ 1, 2, ... ), 

then 

and hence 1<:1<1. 

Solution Ьу the author 

1<' 
-1<1 

8 

If IXjl<1 then IXjl<3; 1et us suppose that IXjl>l. Because 

O~IP(Xj)I~IX/+k~' akXjn-kI2Iхјln-lk~' akXjn-kl 

we observe that 

(1) l<i ћL . 
- "~1 IXjlk 

337 

Taking into account that lakl~k'-~k+1,k~I,2, ... ,n, from (l),опе obtains 
3 

which is the saтe with 

(2) 
t (1 Н) 

(1 - 1)' 

41 1 1 
---+-->1, 1~-<I. 
3(1-1)' 1-1 Ixjl 

1 
It is easy to see that (2) implies (ћа! 1>з, more precise1y Ixjl <3, and (ће 

solution is complete. 
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200. Proposed Ьу А!ехаnЈгу Lupas, Institutиl Је са!си!, С!uј, Roumanie 

If Ј: [а, Ь] -+ R, Ла) ~ О, has а continuous derivative оп [а, Ь] such that 
If' (х) 1<;: 1, хЕ[а,Ь], then prove the inequality 

ь 

Ј If(x) 1 VI-If' (х) 12dx<;:.(b :0)2 , 

а 

the equality case being valid if and only if f(x) 
2(Ь-а) . ,,(х-а) 
---'---'- slll . 

" 2(Ь-а) 

So!ution Ьу the author. 

If 

g(x): 

then we must ртоуе that 

ь 

" 2 (Ь- a)f(X), хЕ [а, Ь], 

(1) Jlg(X)I~1 4(Ь-а)'1 '( >12 d Ь-а ,,2 g Х х<;: 2 

with equality iff 

(1 ') 

We have 

а 

,,(х-а) 
g(x)~sin , хЕ[а,Ь]. 

2(Ь-а) 

ь ь 

(2) Ј Ig(x)1 ~ I-~ (b~a)2Ig' (х) 12 dx<(J Ig(x)i'dx )~. 
а а 

ь 

Х (Ј[ 1 -~(b,,2 a)2 Ig, (x)12] dx)+ 

а 

the equality czse being valid if and only if 

(2') Ig (х) 1 ~ С F 4 (b;,-a)2 Ig, (х) 12, С constant, С>О. 

According to the Wirtinger's inequality [see for instance, Mitrinovic D. S., and 
Yasie Р. М., Univ. Beograd. Риbl. Elektrotehn. Fak. Ser. Mat. Fiz. N! 247 - 273, 
1969, 157-170] we obtain the inequality 

ь 

(3) Ig (х) 12 dx<;: [ Ј 
4 (Ь-а)2 

,,2 
а 

whcre 
ь [. ~ Jlg'(x)12 dx, 

а 
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and the inequality (3) ј •• trictly, unles • 

(3') 
. ,,(х-а) 

g(х)~СlSШ , хЕ[а,Ь], С, an arbitrary con.tant. 
2 (Ь-а) 

Frош (2) and (3), we conclude with 

4(b~a)'lg'(X)I'dx0<:::2(b~a)'[[_ 4(Ь-;-а) [214-. 
~ ~ п Ј-

а 

Because 

(4) [_ 4(Ь-а) ['о<::: ,,' 
'" 16(Ь-а) 

with equality case iff 
ь 

(4') Ј Ig' (х) l' dx 
8 (Ь -а) 

а 

опе obtains (ће inequality (1); taking into account (1'), (2'), (3') and (4') we 
ob.erve (ћа! јп (1) the eqnality саое hold. if and опlу if 

() . ,,(х-а) tha . Ј() 2(Ь-а). "(х-а) 
g х "--= SlП ,t 18 Х =---sш---. 

2~-~ 7t 2~-~ 

204. Посmавuл Жарко М. Мumровuч, Економска школа, Вране 

Доказат, ЧТО если а, Ь, с стороны И ћа , hb • ћс BыcoTы треуголыlиIc,' то 

h.+hb Ьь+ћс hc+h. о<:::~vз. 
а+Ь Ь+с с+а 8 

Знак равенства имеет место толь:к:о ДJIЯ а = Ь = с. 

Solution Ьу Andrzej Makowski, Wybickiego 11 Warszawa 97, Роlаnd 

W ha 
h.+hb 

е уе 

а+Ь 

2F 2F 
й+Т 

а+Ь 

а+Ь 

2FaЬ~2F. 
а+Ь аЬ 

lity ј. equivalent to (ће following 

8 F30<:::~ vз (аЬс)', 
8 

(aЬc)'~( ;Н. 

Тћns the reqnired inequa-

Тhe lао! inequality ј. proved јп (ће book О. Bottema, R. Z. Djordjevie, 
R. R. Јanје, D. S. Mitrinovie, Р. М. Vasie, Geometric inequalities, Groningen, 
1969 (lneqnality 4.14, р. 46). Equality ћоlш if and опlу if а ~ Ь ~ с. 

22· 
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Решење Жарка Мuјајловића, Беоipаg 

Како је 

ћа+ћь ha+h, hb+h, 
а+Ь . а+с .. Ь+с 

2P(~+ ~) 2P(~+~) 
а+Ь а+с 

2Р 2Р 2Р. . А • 
~-. -' - =810 ос· SШ t"'. sш у, 

аЬ ас Ьс 

где је Р површина троугла, ех, ~,y углови троугла, ТО, према познатој не-

. •. А' з!Гз ђ у .. 
Једнакости SШОСSШј-'SIПУ<-8-' твр ење важи. послеДЉОЈ неЈеднакости 

једнакост важи ако и само ако је а = Ь = с. 

биће 

Решење Р. Р. Јанића, УнuверзuшеШ у Беоipаgу 

Како је 

h ~2P 
а ' 

а 

h 2Р 
ь Ь' 

h ~2P, 
с 

с 

ћь+ћ, + h,+ha + ћа+ћь 2P(~+~+~)~ 
Ь+с с+а а+Ь Ьс са аЬ 

2Р а+Ь+с 
~-(a+Ь+c) 
аЬс 2R 

• • А' З ,г,з 
S1П ос + SШ t-' +sш у:::.;;- V.J, 

2 
где су ознаке стандардне. 

Примедба редакције. У претходном решењу није уствари доказана задата 
неједнакост, него неједнакост 

hb+hc h,+ha 'ha+hb з!Гз 
Ь+с -+. с+а + а+Ь <-2-' 

Also solved Ьу 1. Paasche, Р. Driigilii anа the author. 

205. Посmавuл Жарко М. Мumровuч, Економска школа, Вране 

Доказать, что если аl' а2' Qз стороны треуголъника, 2 s периметр, r 
радиуе вписанной а R описанной окружности, ТО 

s2+r2~14Rr. 

Знак равенства имеет место ТОЛЬЛD для 01 = 01 = as · 

Solution Ьу А. Makowski, War.l'zawa 

lп virtue of the inequalities s2>г(16R-5г) and 2r<:;R (inequalities 5.8 
and 5.1 јп the book шепtiопеd аЬоуе), we haye 

,2 +г2~ 16Rr-Sr2 +г2 ~ 14Rr+ 2 Rr-4 г2~ 14Rr. 

Because јп both quoted inequalities the equality sign holds only for equilateral 
triangle, the saше result we haye for the required inequality. 

Also solved Ьу Р. Driigilii аnd the author. 
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212. Досшавuо Р. Дацuћ, УnuверзиШеш, БеОiраg 

Доказати или оповргнути тврђење: За сваки природни број п број 

(2n
n
+ 1) дељив је са 2n+ 1. 

Solиtion Ьу А. Makowski, Warszawa 
(т+n-1)! 

Е. CataIan p,oved that if (т, п) ~ 1 then is ап integer. Непсе, 
m!n! 

for т =n+ 1, 
(2 п)! . • в 

15 ап шtеger. ut 
(п + l)!n! 

(2n+ 1)! 

(п + 1)! п! 
(2n+1)~L, thus (2n+1) is divisib1e Ьу 2n+1. 

(n+ 1)! п! п 

Решење М. Кайешановuћа, Маiiiемaйiичкu Ullсшuйiyill, Беоfpаg 

Непосредно се доказује да важи 

С nn+ 1 )'(n+1) 
2n+1 

То значи да је број С nn+ 1 ).(n+I) дељив бројем 2n+1. Међутим, 
бројеви п + 1 и 2 п + 1 су међусобно прости, јер Диофантова једначнна 

(n+ 1) ·х+(2n+ 1) 'y~ 1 

има целобројна решења (на пример х ~ 2, у ~ - 1). Следи да је број 

С nn+ 1 ) дељив бројем 2n+ 1. 

Решење Жарка Мuјајловuћа, Беоiраg 

Како важи Једнакост -- ~-. 1 (2 п + 1) (2n) (2n) 
2n+1 п п n-1 

за сваки природни 

б · (2n) (2n). б' 2 1 (2n+ 1) рОЈ п и п - п _ 1 Је цео рОЈ, ТО П + дели п за сваки при-

родни број п 

Also solved Ьу Z. М. Mitrovic. 
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