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Uvod

GeoGebra je matematicki softverski paket koji povezuje geometriju, algebru
i analizu. Procenjuje se da preko 100.000 nastavnika (prema [1]) Sirom sveta
vec¢ koristi ovaj softverski paket za kreiranje kako stati¢nih, tako i interaktivnih
materijala koji olakSavaju ucenicima savladavanje matematike. Medutim, iz
iskustva mnogih nastavnika osnovnih skola u Srbiji, moze se zakljuciti da nas
obrazovni sistem nedovoljno koristi potencijal koji navedeni programski paket
poseduje.

Pravac kojim se moze krenuti sa ciljem popularizacije programskog paketa
GeoGebra kao nastavnog sredstva u skolama u Srbiji je koriséenje ovog pro-
gramskog paketa u svrhu kreiranja elektronskih lekcija iz matematike. Dobar
primer kako je to uradjeno moze se naéi u [2] ili [3]. Svrha kreiranje elektro-
nskih lekcija koriséenjem programskog paketa GeoGebra je u omoguéavanju
boljeg razumevanja gradiva od strane ucenika. Na taj nac¢in moze se postiéi i
vece interesovanje ucenika za samo gradivo, Sto dalje moze doprineti poboljsanju
kvaliteta nastave.

Geometrija je tema koja zauzima znacajan deo predvidenog programa na-
stave za osmi razred osnovne gkole. U ovom radu bié¢e prikazano kako se softve-
rski paket GeoGebra moze koristiti u velikom broju aspekata nastave stere-
ometrije. Rad se sastoji od sedam poglavlja. U prvom predstavljen su alati za
rad sa objektima u programskom paketu GeoGebra. U drugom poglavlju defini-
sani su elementi prizme i objasnjen je nacin racunanja povrSine i zapremine
prizme. U treéem poglavlju definisani su elementi piramide, objasnjen je nacin
rac¢unanja povrsine i zapremine, gde je uz poseban aplet omogucéena vizuelizacija
dobijanja formule za zapreminu piramide. U ¢etvrtom delu objasnjen je nasta-
nak cilindri¢ne povrsi, definisan je valjak, kao i njegovi elementi i moguéi preseci
sa ravni. Date su i formule za povrsinu i zapreminu valjka uz adekvatne aplete
koji ih ilustruju. U petom delu objasnjen je nastanak konusne povrsi, kao i
kupe. Definisani su elementi i date formule za ra¢unanje povrsine i zapremine
kupe. U Sestom delu prikazan je nastanak sfere i lopte, elementi lopte, preseci
sfere, odnosno lopte i ravni. Takode su date formule za rac¢unanje povrsine
i zapremine. U sedmom poglavlju predstavljeni su zadaci za sva tri nivoa
postignuca, kojima se ucenicima priblizava oblast obrtnih tela. Pri tome, elektro-
nski materijali kreirani za potrebe ovog master rada javno su dostupni na
adresi http://alas.matf.bg.ac.rs/~m110056/MRad/index.html i namenjeni
ucenicima i nastavnicima kao nastavno sredstvo koje nudi vizuelni prikaz kako
teorijskog dela, tako i dela u kojem su prikazani zadaci.



1 Programski paket GeoGebra

GeoGebra je dinamicki softverski paket za matematiku dizajniran za ucenje
i poducavanje matematickih sadrzaja na svim nivoima obrazovanja. Njegov
tvorac, Markus Hohenvarter, zapoceo je projekat 2001. godine na Univerzitetu
u Salzburgu, a sa timom programera iz celog sveta i dalje radi na njegovom
unapredivanju. Softverski paket GeoGebra dostupan je na mnogim svetskim
jezicima. Povezuje geometriju, algebru i analizu. Program omogucava razli¢ite
prikaze matematickih objekata ¢uvajuéi pritom njihovu dinamicku povezanost.
To znaci da ako se vrsi izmena objekta u jednom od prikaza, njegova reprezenta-
cija u drugim prikazima se automatski prilagodava.

Geogebra ima cetiri razli¢ita prikaza matematickih objekata:
1. algebarski prikaz,
2. graficki prikaz:
(a) u ravni,
(b) u prostoru,
3. CAS (Computer Algebra System) prikaz,
4. tabelarni prikaz.

Prilikom pokretanja GeoGebra programa, najcesc¢e su vidljivi algebarski i
graficki prikaz u ravni. U opciji Prikaz, mogu se dodavati ili uklanjati druge
vrste prikaza matematickih objekata. Jedan od moguéih izbora prikazan je na
slici 1.
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Slika 1: Radno okruzenje GeoGebre



Upravo zbog najcéeséeg koriséenja algebarskog i geometrijskog prikaza pri
radu u GeoGebri, u narednom delu biée predstavljene njihove moguénosti i
povezanost. Bi¢e objasnjeno kako se koristi mis§ prilikom kreiranja i izmene
objekata. Takode, bi¢e dat opis rada sa svakim od objekata, kroz upoznavanje
alata GeoGebra programa.

1.1 Algebarski prikaz

Algebarski (broj¢ani) prikaz nalazi se obitno na levoj strani GeoGebra pro-
zora. UnoSenje jednacina i druga algebarska zadavanja se vrse preko polja za
unos koje se nalazi na dnu prozora. Upotrebom ovakvog nacina unosa objekata
moguce je brzo i jednostavno kreirati i neke komplikovane konstrukeije. U Geo-
Gebri moguce je raditi sa brojevima, vektorima, uglovima, tackama, duzima,
pravama, krivama drugog reda, itd. Sve ove objekte moguée je uneti preko
koordinata i jednacina. Nakon zavrSetka zadavanja komande u polje za unos,
treba pritisnuti Enter, nakon cega Ce se algebarski unos pojaviti u algebarskom
prikazu, a njegova graficka reprezentacija u grafickom prikazu. Prilikom unosa
algebarskog izraza u polje za unos GeoGebra nudi moguce funkcije za kreiranje
zeljenog objekta. Na slici 2 prikazano je kreiranje tacke A u polju za unos, kao
i lista ponudenih funkcija na osnovu otkucanog dela komande.
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Slika 2: Algebarski unos tacke

Osobine kreiranog objekta mogu se menjati u algebarskom prikazu. Klikom
desnim tasterom misa na algebarski prikaz objekta ¢ije osobine treba izmeniti,
pojavljuje se padajuca lista osobina tog objekta, sto je prikazano na slici 3.
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Slika 3: Menjanje osobina objekta u algebarskom prikazu

U zavisnosti od tipa objekta ¢ije osobine se menjaju, razlikuju se i dostupne

opcije.
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Slika 4: Osobine objekta

Na slici 4 prikazane su osobine tacke:

1.
2.

Izbor prikaza Dekartovih ili polarnih koordinata.

U zavisnosti da li je opcija oznacena ili ne, ob-
jekat ée biti prikazan, odnosno neée biti prikazan
u grafickom prikazu.

U zavisnosti da li je opcija oznacena ili ne, oz-
naka objekta ¢e biti prikazana, odnosno nece biti
prikazana u grafickom prikazu.

U zavisnosti da li je opcija oznacena ili ne, bice
prikazan, odnosno nece biti prikazan trag prilikom
pomeranja objekta u grafickom prikazu.

Opcija omoguc¢ava promenu imena objekta.

6. Opcija omogucava brisanje objekta.

Opcija omoguc¢ava pristup dodatnim osobinama
objekta.



U okviru algebarskog prikaza, matematicki objekti mogu biti organizovani
po:

1. zavisnosti,

2. tipu objekta,

3. sloju,

4. redosledu konstrukcije.

Algebarski prikaz po zavisnosti kreirane matematicke objekte grupise kao
nezavisne i zavisne objekte. Nezavisan objekat je objekat koji je napravljen bez
koriséenja bilo kojeg postojeteg objekta, dok je objekat napravljen koriséenjem
bar jednog postojeéeg objekta zavisan objekat.

Algebarski prikaz po tipu objekta grupise kreirane objekte po njihovom tipu.
Npr. sve tacke grupise u jednom delu, sve duzi u drugom, trouglove posebno,
itd. Ova vrsta prikaza se zbog svoje preglednosti i prakti¢nosti najcesée koristi.

Prikaz po redosledu konstrukecije korisno je koristiti prilikom demonstriranja
postupka nastajanja apleta. Medutim, ako je bitno staviti akcenat na redosled
zadavanja komandi prilikom rada, pogodnije je koristiti opis konstrukcije. On se
moze ukljuciti u delu Prikaz. Omogucéava pracenje redosleda zadavanja komandi
tako Sto korake predstavlja po redosledu (pod rednim brojevima), prikazuje
ime objekta kreiranog u tom koraku, kao i definiciju objekta. Ovakav prikaz
omogucava da se ista konstrukcija izvede nekoliko puta, koris¢enjem dugmica
za prethodni, odnosno slede¢i korak. Takode, podeSavanjem izgleda radne
povrsine, moze se izabrati da se vidi traka za korake konstrukcije na dnu prozora.
Ona ima jedan dodatak u odnosu na klasican prikaz opisa konstrukcije, a to je
dugme Kreni. Klikom na njega konstrukcija se prikazuje po redosledu nastanka,
smenjivanjem komandi u zadatom vremenskom intervalu. Taj vremenski inter-
val je moguée promeniti. Prikaz konstrukcije se, po potrebi, moze i pauzirati.
Na slikama 5 i 6 prikazan je redosled konstrukcije na primeru konstruisanja
opisane kruznice trougla.
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Slika 5: Opis konstrukcije opisane kruznice trougla



Konstrukcija trougla ¢ija opisana kruznica se trazi prikazana je na slici 5.
Koraci 1, 2 i 3 opisa predstavljaju konstrukciju temena trougla, a 4, 51 6 stranica
trougla.
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Slika 6: Opis konstrukcije opisane kruznice trougla

Na slici 6 predstavljena je koracima 7 i 8 konstrukcija simetrala dveju stra-
nica trougla, korakom 9 konstrukcija centra opisane kruznice trougla i posle-
dnjim korakom 10, konstrukcija trazene kruznice.

Koracima je moguce zameniti redosled, a moguce je i naknadno ubaciti neki
medukorak u konstrukciji.

1.2 Graficki prikaz

Graficki prikaz je pogodan za pravljenje geometrijskih konstrukcija. Na
traci sa alatima nalaze se ikone koje predstavljaju kutiju sa alatima za konstru-
kciju objekata slicnog tipa. Da bi se videli svi alati dostupni u jednoj kutiji,
neophodno je kliknuti na strelicu u donjem desnom uglu njene ikone.

Korisno je uociti da svi objekti koji se naprave u grafickom prikazu imaju
i svoju algebarsku reprezentaciju u algebarskom prikazu. Zanimljivo je da se
objekti u grafickom prikazu mogu pomerati tako $to se prevlac¢e pomocéu misa.
Prilikom pomeranja odredenog objekta, pomeraju se i svi objekti koji od njega
zavise. Na taj nacin dobija se na dinamicnosti prikaza. Istovremeno, njihova
algebarska reprezentacija se dinamicki azurira.

1.2.1 Graficki prikaz u ravni

Graficki prikaz u ravni uvek prikazuje graficku reprezentaciju ravanskih obje-
kata kreiranih u GeoGebri. Na slici 7 prikazan je izlged GeoGebra prozora sa
grafickim prikazom u ravni uz vidljivost koordinatnog sistema, a mogué je i
prikaz mreze. Alati za rad sa objektima razlikuju se u grafickom prikazu u
ravni i grafickom prikazu u prostoru, a smesteni su u okviru trake sa alatima.
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Slika 7: Grafi¢ki prikaz u ravni

Na traci sa alatima nalazi se dvanaest ikona koje predstavljaju kutije sa ala-
tima za konstrukciju objekata slicnog tipa. Da bi se videli svi alati dostupni
u jednoj kutiji, neophodno je kliknuti na strelicu u donjem desnom uglu njene
ikone. Korisniku je ostavljena mogucénost da sam kreira alat koji mu je potre-
ban izborom izlaznih i ulaznih objekata, kao i imena i ikone novog alata. Na
narednim slikama bic¢e prikazan izgled svake od postojeé¢ih kutija.

1. Q- Pomeranje

2. ‘35% Rotacija oko tacke

Slika 8: Alati za pomeranje objekata

Na slici 8 prikazani su alati za pomeranje objekata:

1. Levim klikom miSa na zZeljeni objekat vrsi se selekcija tog objekta, dok se
pomeranjem misa uz levi klik vr$i pomeranje objekta.

2. Za rotaciju oko tacke, neophodno je prvo izabrati centar rotacije, a zatim
pomerati objekat na zZeljeni nacin.
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Slika 9: Alati za rad sa tackama

Na slici 9 prikazani su alati za rad sa tackama:

1.

Nova tacka kreira se klikom na povr§inu za crtanje. Klikom na pravu,
funkciju ili krivu kreira se tacka na tom objektu.

Nova tacka kreira se klikom unutar postojeceg objekta ili na njegovu
granicu.

Klikom na tacku, pa na objekat, tacka se moze zakaciti/otkaciti.
Presecne tacke dva objekta mogu se dobiti na dva nacina:

- izborom dva objekta (tada se dobijaju sve presetne tacke ta dva
objekta),

- klikom direktno na presek (tada se dobija samo jedna presec¢na tacka).

Klikom na dve tacke dobija se srediste duzi odredene tim tackama. Klikom
na duz dobija se srediste te duzi. Klikom na konusni presek dobija se
njegov centar.

Klikom na graficki prikaz dobija se objekat tipa kompleksan broj.
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Slika 10: Alati za rad sa linijama

Na slici 10 prikazani su alati za rad sa linijama:
1. Izborom dveju tacaka dobija se prava odredena tim tackama.
2. Izborom dveju tacaka dobija se duz odredena tim tackama.

3. Izborom pocetne tacke, otvara se prozor u koji se unosi duzina duzi. Dobija
se duz paralelna x osi.

4. Izborom pocetne tacke poluprave, a zatim i druge tacke kroz koju poluprava
prolazi dobija se poluprava.

5. Izborom svih temena, a zatim klikom na pocetno teme dobija se izlomljena
linija.

6. Izborom pocetne i krajnje tacke dobija se vektor.

7. Izborom tacke A i vektora v, dobija se vektor ¢ija je pocetna tacka A, a
krajnja A + v.
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Slika 11: Alati za rad sa specijalnim linijama

Na slici 11 prikazani su alati za rad sa specijalnim linijama:

1.

Izborom tacke A i prave a dobija se prava koja sadrzi tacku A i normalna
je na pravu a.

. Izborom tacke A i prave a dobija se prava koja sadrzi tacku A i paralelna

je pravoj a.

. Izborom dveju tacaka dobija se simetrala duzi odredene tim tackama.

Izborom duzi dobija se simetrala te duzi.

. Izborom tacaka A, B i C dobija se simetrala ugla <ABC. Izborom dve

prave dobijaju se simetrale uglova koje one odreduju.

Izborom tacke A i konusnog preseka dobijaju se sve tangente konusnog
preseka koje sadrze tacku A. Izborom prave a i konusnog preseka dobijaju
se sve tangente konusnog preseka paralelne pravoj a.

Izborom tacke i konusnog preseka dobija se polara. Izborom prave i
konusnog preseka dobija se konjugovana prava koja sadrzi konjugovani
precnik.

Izborom grupe tacaka dobija se fitovana prava koja im odgovara.

Izborom tacke lokusa, a zatim i tacke na objektu dobija se lokus.
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Mnogougao

Pravilan mnogougao

Kruti mnogougao

Vekiorski mnogougao

Slika 12: Alati za rad sa mnogouglovima

Na slici 12 prikazani su alati za rad sa mnogouglovima:

1.

Izborom tacaka koje ¢ée biti temena mnogougla, a zatim opet pocetnog
temena dobija se mnogougao.

Izborom dveju tacaka pojavljuje se prozor u koji se unosi broj temena
pravilnog mnogougla.

Izborom tacaka koje ée biti temena mnogougla, a zatim opet pocetnog
temena dobija se mnogougao koji zadrzava oblik ako se pomeraju temena.

. Izborom tacaka koje ¢e biti temena mnogougla, a zatim opet pocetnog

temena dobija se mnogougao koji zadrzava oblik ako se pomera prva tacka,
dok se druge mogu slobodno pomerati.

Na slici 13 prikazani su alati za rad sa kruznicama i lukovima:

1.

N v w

Izborom tacke koja ¢e biti centar kruznice i tacke na kruznici, dobija se
kruznica.

Izborom tacke koja ¢e biti centar kruznice, pojavljuje se prozor u koji se
unosi duzina polupreé¢nika, nakon ¢ega se dobija kruznica.

Izborom duzi ili dveju tacaka, a zatim i centra kruznice, dobija se kruznica.
Izborom tri tacke, dobija se kruznica koja ih sadrzi.

Izborom dveju tacaka, dobija se polukruznica odredena tim tackama.
Kruzni luk se dobija izborom centra i pocetne i krajnje tacke kruznog luka.

Kruzni luk se dobija izborom pocetne tacke, zatim tacke koja pripada luku
i konacno, izborom krajnje tacke.
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8. Kruzni isecak se dobija izborom centra i pocetne i krajnje tacke kruznog
luka.

9. Kruzni luk se dobija izborom tri tacke koje ga odreduju.

KruZnica odredena centrom i jednom taékom
KruZnica odredena centrom i polupreénikom
Sestar

Kruznica kroz tri tacke

PolukruZnica odredena dvema taékama
Kruzni luk

Opisani kruzni luk

Kruzni iseéak

SV Rerolclo]

Isecak kruga odredenog trima tackama

Slika 13: Alati za rad sa kruznicama i lukovima

Na slici 14 prikazani su alati za rad sa konusnim prese-
cima:

]

Elipsa 1. Izborom tri tacke, dobija se elipsa, ¢ije su zize prve

dve tacke, a treca tacka pripada toj elipsi.
Hiperbola

. Izborom tri tacke, dobija se hiperbola, ¢ije su zize
prve dve tacke, a treca tacka pripada toj hiperboli.

Parabola

& Aol

Konusni presek kroz pet taaka 3. Izborom tacke i direktrise, dobija se parabola.
4. Izborom pet tacaka, dobija se konusni presek

Slika 14: Alati za rad sa njima odreden.
konusnim presecima
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Ugao

Ugan zadate veligine

Rastojanje
4. Povriina
3. Magib

N RN (2. (2]

&

{1,2} Mapravi listu

Slika 15: Alati za rad sa uglovima i merenje

Na slici 15 prikazani su alati za rad sa uglovima i merenje:

1.
2.

Izborom tri tacke ili dve duzi, dobija se ugao njima odreden.

Izborom tacke na kraku ugla i temena ugla, pojavljuje se prozor u koji se
unosi mera ugla, nakon ¢ega se dobija ugao.

. Izborom dveju tacaka, dobija se dinamicki tekst koji ispisuje njihovo rasto-

janje. Izborom duzi, dobija se dinamicki tekst koji ispisuje duzinu te duzi.
Izborom mnogougla ili kruznice, dobija se dinamicki tekst koji ispisuje
obim.

. Izborom poligona, kruznice ili konusnog preseka, dobija se dinamicki tekst

koji ispisuje povrsinu.

. Izborom prave, dobija se dinamicki tekst koji ispisuje nagib te prave.

. Izborom elemenata liste, dobija se lista. Primenom operacija na liste, kao

rezultat se dobija nova lista.
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1 X Osna simetrija
[ ) . ..
2. o Centralna simetrija
3. .Q Inverzija u cdnosu na kruZnicu
- -
4. /i Fotacija oko Tacke

&
5. -’;. Translacija za vektor

L

5. | Homotetija sa centrom i koeficijentom

Slika 16: Alati za rad sa transformacijama

Na slici 16 prikazani su alati za rad sa transformacijama:

1.

Izborom objekta ¢ija simetri¢na slika se trazi, a zatim prave koja ¢e biti
osa simetrije, dobija se zeljena simetri¢na slika.

Izborom objekta Cija simetricna slika se trazi, a zatim tacke koja ée biti
centar simetrije, dobija se zeljena simetri¢na slika.

Izborom tacke ¢ija inverzna slika se trazi, a zatim i kruznice u odnosu na
koju se vrsi inverzija, dobija se zeljena inverzna slika.

. Izborom objekta koji se rotira, centra rotacije, a zatim i ugla rotacije,

dobija se zeljeni objekat.

Izborom objekta koji se translira, a zatim i vektora translacije, dobija se
zeljeni objekat.

Izborom objekta koji se preslikava homotetijom, zatim centra homotetije
i, kona¢no, unosom koeficijenta homotetije, dobija se zeljeni objekat.
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1.| ABC Ubacivanje teksta
2. W<, Ubacivanje slike
3. / Olovka
o
a. \'./ Oblik slobodnom rukom

5. aib Odnos izmedu objekata

5| =) ispitvat unic
e Ispitivac funkcija

Slika 17: Specijalni alati za rad sa objektima

Na slici 17 prikazani su specijalni alati za rad sa objektima:

1.

.| '/a=[1 Ubaci tekstualno polje

Klikom na povr§inu za crtanje pojavljuje se polje u kome se kuca tekst.

Klikom na povrsinu za crtanje pojavljuje se prozor za odabir slike koja se
ubacuje na povrsinu za crtanje.

Crtanje u grafickom prikazu. Za kraj izabrati drugi alat ili Esc.
Skiciranje funkcije ili geometrijskog objekta.
Izborom dva objekta, dobija se informacija o njihovom odnosu.

Izborom funkcije, dobijaju se informacije o njenim osobinama.

Na slici 18 prikazani su specijalni alati:

1. Klikom na povrsinu za crtanje postavlja
se kliza¢ sa izabranim svojstvima.

——| | Kiizat 2. Klikom na povrsinu za crtanje postavlja

se polje za potvrdu za prikazivanje i skri-
vanje objekta.

Polje za potvrdu za prikazivanje i skrivanje objekata

0K Ubaci dugme
3. Klikom na povrsinu za crtanje postavlja
se dugme sa izabranim svojstvima.

4. Klikom na povrsinu za crtanje postavlja

Slika 18: Specijalni alati
i pecijalni alati se tekstualno polje.
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2]

Pomeranje povrine za crtanje

Povedanje

Smanjenje

o .@Q@%»[

PrikaZi / sakrij objekat
PrikaZi / sakrij oznaku

A
B. é Prenos izgleda
(]

Brisanje

Slika 19: Alati za rad sa povrsinom za crtanje

Na slici 19 prikazani su alati za rad sa povrsinom za crtanje:

1.

2.

Pomeranje povrsine za crtanje ili koordinatne ose vrsi se uz pomo¢ misa.
Izborom ove opcije i klikom na povrSinu za crtanje poveéava se prikaz.
Izborom ove opcije i klikom na povrsinu za crtanje smanjuje se prikaz.

Izborom ove opcije i objekata koje treba sakriti, a zatim promenom alata,
potvrduju se izmene.

Izborom ove opcije i objekta prikazuje se/skriva se njegova oznaka.

Izborom ove opcije i jednog objekta, zeljeni izgled se prenosi na naredni
selektovan objekat.

Izborom ove opcije, a potom i objekta, vrsi se brisanje.

18



1.2.2 Graficki prikaz u prostoru

Graficki prikaz u prostoru omogucava kreiranje geometrijskih tela i rad sa
njima. Izgled prozora je slican kao kod prikaza u ravni, s tim Sto sadrzi nove ku-
tije sa alatima koji omoguéavaju, na primer, rotaciju oko prave. I kod grafickog
prikaza u prostoru mogucde je pracenje opisa konstrukcije.

s B SNNNSC

Datoteka Uredivanje Prikaz Opcije Alati Prozor Pomoé Prijavite se..

- *
AN Plel el 4] < N]] 00

 Algebarski prikaz b Povrsina za crtanje 3D

Unos:

Slika 20: Graficki prikaz u prostoru

Neke od kutija sa alatima su iste ili slicne kao kod ravanskog prikaza, tako
da ¢e ovaj put biti izostavljene. Bic¢e predstavljeni alati za prikazivanje stereo-

metrije.

Na slici 21 prikazan je alat za presek povrsi

é Presek dve povrsi koji pravi krivu presekom dve povrsi.

Slika 21: Alat za presek povrsi
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Na slici 22 prikazani su alati za rad sa ravnima:

1.
2.

Izborom tri nekolinearne tacke, dobija se ravan njima odredena.

Izborom ili kreiranjem tri tacke ili tacke i prave ili dve prave ili mnogougla,
dobija se ravan.

Izborom tacke i prave, dobija se ravan koja sadrzi izabranu tacku i norma-
Ina je na izabranu pravu.

Izborom tacke i ravni, dobija se ravan koja sadrzi izabranu tacku i para-
lelna je izabranoj ravni.

1. &% Ravan odredena s tri nekolinearne tadke

i Ravan

3. \\0 Mormalna ravan

4. | .®  Paralelnaravan

Slika 22: Alati za rad sa ravnima

Na slici 23 prikazani su alati za rad sa telima:

1.

Izborom ili kreiranjem mnogougla za bazu i tacke za vrh, dobija se pira-
mida.

Izborom ili kreiranjem mnogougla za donju bazu i prve tacke za gornju,
dobija se prizma.

Izborom ili prevlacenjem mnogougla ili kruznice za bazu i unosom visine,
dobija se centrirana piramida, odnosno konus.

Izborom ili kreiranjem mnogougla ili kruznice za bazu i unosom visine,
dobija se prizma, odnosno cilindar.

Izborom ili kreiranjem dveju tacaka od kojih je prva centar baze, a druga
vrh i unosom duzine poluprecnika baze, dobija se kupa.

Izborom ili kreiranjem dveju tacaka koje su centri baza i unosom polupre-
¢nika, dobija se valjak.

Izborom ravni, a zatim i dveju tacaka, dobija se tetraedar.
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8. Izborom ravni, a zatim i dveju tacaka, dobija se kocka.

9. Izborom poliedra, dobija se njegova mreza.

Piramida

s

Prizma

Izvuci u piramidu ili konus

lzvuci u prizmu ili cilindar

d &

5. é Kupa
6 | b5 Valjak
7. ./fh- Tetraedar
8. ﬁﬂ Kocka
9. t@f MreZa

Slika 23: Alati za rad sa telima

Na slici 24 prikazani su alati za rad sa sferama:

1. Izborom tacke za centar sfere, a zatim i tacke na sferi, dobija se zeljena
sfera.

2. Izborom tacke za centar sfere i unosom polupreénika, dobija se Zeljena
sfera.

1 @ Sfera sa centrom koz tagku

2. @ Sfera sa centrom i polupreénikom

Slika 24: Alati za rad sa sferama
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]

Rotiraj 30 grafiéki prikaz

Pomeranje povrdine za crtanje

Povecanje

Smanjenje

PrikaZi / sakrij objekat

PrikaZi / sakrij oznaku

Prenos izgleda

Brisanje

& ® -z 0 0P D ]

Posmatraj ispred

Slika 25: Alati za rad sa povrSinom za crtanje

Na slici 25 prikazani su alati za rad sa povrsinom za crtanje koji su sli¢ni
kao kod ravanskog prikaza, tako da ¢e biti objasnjeni alati koji se prvi put
pojavljuju:

1. Povlacenjem 3D grafickog prikaza, kreirani objekti se mogu gledati iz svih
uglova.

9. Izborom objekta, dobija se pogled ispred izabranog objekta.
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2 Prizma

Sadrzaj obraden u poglavlju Prizma realizuje se u nastavnom programu za
osmi razred osnovne skole i prethodi izu¢avanju ostalih geometrijskih tela. U
ovom poglavlju predstavljeni su elementi prizme, povrSina i zapremina. Za
matematicki deo izlaganja koriséena je literatura [4] i [5].

Da bi se definisao pojam prizme, treba se prvo podsetiti pojmova mno-
gougla i poliedra, koji se obraduju u sedmom razredu osnovne skole. Mno-
gougao je unija zatvorene izlomljene linije bez samopreseka i unutrasnje oblasti
koju ona ogranicava. Mnogougao sa n strana naziva se n-tougao. Poliedar je
telo ograni¢eno sa kona¢no mnogo mnogouglova.

Kada su poznati pojmovi mnogougla i poliedra, moze se definisati prizma.

Prizma je poliedar ¢iju povrs éine dva podudarna n-tougla koji se nalaze u
razli¢itim paralelnim ravnima i n paralelograma.

Pri tome, dve n-tougaone strane prizme, koje se nalaze u paralelnim ravnima,
nazivaju se osnovama prizme, a svaki od n paralelograma naziva se boc¢nom
stranom prizme. Sve bocCne strane prizme ¢ine njen omotac. Rastojanje ravni
osnova prizme nagiva se visinag prizme.

Svaka prizma duguje naziv broju strana svojih osnova. Tako je trostrana
prizma ona ¢ije su osnove trouglovi, ¢etvorostrana za osnove ima ¢etvorouglove,
itd. Generalno, n-tostranom prizmom naziva se ona prizma Cije su osnove n-
touglovi. Na slici 26 mogu se videti neke vrste prizmi.

Slika 26: Prizme

Prizme se mogu razlikovati i na osnovu polozaja koji njihove bo¢ne strane
zauzimaju u odnosu na osnove. Prizma ¢ije su bo¢ne strane normalne na ravni
osnova, naziva se pravom prizmom. U suprotnom, prizma je kosa. Ako je prizma
prava, a osnove su joj pravilni mnogouglovi naziva se pravilnom.

U daljem radu, od interesa e biti samo prave prizme i to trostrana, ¢etvoro-
strana i Sestostrana.
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Povrsina prizme

Prizma je telo ograni¢eno sa dva podudarna n-tougla i n paralelograma.
Prema tome, formula za povrsinu P prizme je:

P=2B+ M, (1)
gde je B povr§ina jedne osnove, a M povrsina omotaca te prizme.

Jedan od dobrih nac¢ina da se proveri tacnost prethodne formule jeste da se
posmatra mreza prizme. Figura koju ¢ine obe osnove i sve boc¢ne strane prizme
naziva se mreZa prizme.

Na GeoGebra apletima kreiranim za elektronsku lekciju Prizma predstavlje-
ne su pravilne prizme, koje se pomeranjem klizaca razvijaju u svoju mrezu.
Vracanjem klizaca u prvobitan polozaj, mreza se sklapa u prizmu. Vizuelizacija
procesa transformacije tela iz prostora u ravan znacajna je za razumevanje do-
bijanja formule po kojoj se ra¢una povrsina prizme. Dobijanje mreze pravilne
Sestostrane prizme predstavljeno je na slici 27.

Slika 27: Primer dobijanja mreze pravilne Sestostrane prizme

Moze se videti kako opsta formula (1) izgleda u konkretnim slucajevima:

e Ako je osnova prizme trougao, baza se racuna po formuli:

1 1 1
B_ﬁa.h“_ﬁb.hb_§c'hc’

gde su a, b i ¢ stranice trougla osnove, a hy, hy i h, njima odgovarajuce
visine. Slika 28 prikazuje mrezu prizme ¢ija je osnova trougao.
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Slika 28: Mreza prizme ¢ija je osnova trougao

Sa druge strane, omotac ¢ine tri pravougaonika ¢ija je jedna stranica je-
dnaka visini H prizme, a druga odgovarajucoj stranici trougla, pa je:

M=a-H+b-H+c-H.
Konacno, dobija se da je povrSina prizme:

P=a-hg+a-H+b-H+c-H
=b-hy+a-H+b-H+c-H
=c-he+a-H+b-H+c-H.

Ako je osnova prizme pravougli trougao, formula za bazu je:

1 1
BZEG'bZEC'hC,

gde su a i b katete trougla osnove, ¢ hipotenuza i h. njoj odgovarajuca
visina. I u ovom slucaju omotac ¢ine tri pravougaonika ¢ija je jedna stra-
nica jednaka visini H prizme, a druga odgovarajucoj stranici trougla, pa
je:

M=a-H+b-H+c-H.
Konacno, dobija se da je povrsina prizme:

P=a-b+a-H+b-H+c-H
=c-he+a-H+b-H+c-H.
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e Ako je osnova prizme jednakostranicni trougao, baza se moze izra¢unati
po formuli:
a2\/§

4 K
gde je a stranica trougla osnove. Na slici 29 prikazana je mreza prizme
Cija je osnova jednakostrani¢ni trougao.

B =

Slika 29: Mreza prizme ¢ija je osnova jednakostranicni trougao

Omota¢ ¢ine tri podudarna pravougaonika ¢ija je jedna stranica jednaka
visini H prizme, a druga stranici trougla, pa je:

M =3a-H.
Dobija se da je povrsina prizme:

EVE]

P =
2

+ 3a- H.

e Ako je osnova prizme kvadrat, baza se ra¢una po formuli:
B =d?,

gde je a stranica kvadrata osnove. Omota¢ Cine ¢etiri podudarna pravo-
ugaonika ¢ija je jedna stranica jednaka visini H prizme, a druga stranici
kvadrata, pa je:

M =4a- H.
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Odatle se dobija da je povrsina prizme:

P =2d?+4a- H.

Ako je osnova prizme pravougaonik, formula za bazu je:
B=a-b,

gde su a i b stranice pravougaonika osnove. Na slici 30 prikazana je mreza
prizme ¢ija je osnova pravougaonik na kojoj su oznaceni elementi potrebni
za racnanje povrs§ine.

Slika 30: Mreza prizme ¢ija je osnova pravougaonik

Omota¢ ¢ine dva para medusobno podudarnih pravougaonika ¢ija je jedna
stranica jednaka visini H prizme, a druga odgovarajuéoj stranici pravouga-
onika, pa je:

M =2a-H+2b-H.

Dobija se da je povrsina prizme:

P=2a-b+2a-H-+2b-H.

Ako je osnova prizme paralelogram, baza se ra¢una po formuli:
B=a-hy="0"hy,

gde su a i b stranice paralelograma osnove, a h, i hy njima odgovarajuce
visine. Sa druge strane, omotac¢ ¢ine dva para medusobno podudarnih
pravougaonika ¢ija je jedna stranica jednaka visini H prizme, a druga
odgovarajucoj stranici pravougaonika, pa je:

M=2a-H+2b-H.
Dobija se da je povrsina prizme:

P=2a hy+2a H+2b-H
=2b-hy+2a-H+2b- H.
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e Ako je osnova prizme romb, formula za bazu je:

gde je a stranica, h visina, a dj i ds dijagonale romba osnove. Omotaé
Cine Cetiri podudarna pravougaonika ¢ija je jedna stranica jednaka visini
H prizme, a druga stranici romba, pa je:

M =4a- H.
Dobija se da je povrsina prizme:
P=2a-h+4a-H
=dy-dy+4a- H.

e Ako je osnova prizme pravilni Sestougao, formula za bazu je:

3a? \/3

B =
D) ’

gde je a stranica pravilnog Sestougla osnove. Slika 31 prikazuje mrezu
prizme ¢ija je osnova pravilni Sestougao.

Slika 31: Mreza prizme ¢ija je osnova pravilni Sestougao

Omotag¢ ¢ini Sest podudarnih pravougaonika ¢ija je jedna stranica jednaka
visini H prizme, a druga stranici osnove, pa je:

M =6a- H.
Dobija se da je povrsina prizme:

P =3a’V3+6a- H.
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Zapremina prizme

Neformalno, pod zapreminom tela podrazumeva se broj koji opisuje koliko
prostora to telo zauzima. Formalnije, zapremina se moze definisati kao pozitivan
broj koji ima osobine:

1. Podudarna tela imaju jednake zapremine.

2. Zapremina disjunktne unije dva tela jednaka je zbiru zapremina ta dva
tela.

Najcescée se uz prethodne dve osobine za zapreminu zahteva da bude normi-
rana. Pod normirano$éu podrazumevamo postojanje jedinice za merenje za-
premine, tj. nekog tela za koje je poznato da ima zapreminu 1. Obi¢no se za
jedinicu za merenje zapremine uzima kocka ¢ija je ivica duzine 1. Znacaj takvog
odabira jedinice mere je da se ona moze iskoristiti za lako izracunavanje zapre-
mine nekih tela. Klasi¢no objasnjavanje odabira jedinice mere veéini ucenika
na uzrastu osmog razreda nece privuéi paznju. Zbog toga je kreiran GeoGebra
aplet na kom je predstavljeno popunjavanje kocke, ¢ija je stranica duzine 7, je-
dini¢nim kockama. Na apletu se nalaze tri klizaca, ¢ijim se pomeranjem vidi na
koji nac¢in se postepeno popunjava data kocka. Popunjavanje prizme jedini¢nim
kockama predstavljeno je na slici 32.

Slika 32: Kreiranje prizme jedini¢nim kockama

U slucaju prizme, zapremina V' se moze izrac¢unati po formuli:
V=B-H, (2)
gde je B povrsina baze, a H visina prizme.

U specificnim slu¢ajevima prizmi opsta formula (2) dobija odgovarajuéi
konkretan oblik:

e Ako je osnova prizme trougao:

1 1 1
V:§ahaH:§bhbH:§cth
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Na slici 33 prikazana je mreza prave prizme ¢ija je osnova trougao stranica
a, bic. Odgovarajuce visine su hy, hy 1 he, a visina prizme je H.

Slika 33: Mreza prizme ¢ija je osnova trougao

e Ako je osnova prizme pravougli trougao:

1 1
V= Ja-b-H=gcheH,

gde su a i b katete, ¢ hipotenuza, h. visina koja odgovara hipotenuzi
pravouglog trougla osnove, a H visina prizme.
e Ako je osnova prizme jednakostrani¢ni trougao:

a?V/3
4

V= -H.

Na slici 34 prikazana je mreza prave prizme ¢ija je osnova jednakostranicni
trougao stranice a, a visina prizme je H.
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Slika 34: Mreza prizme ¢ija je osnova jednakostranicni trougao

Ako je osnova prizme kvadrat:
V=a? H,

gde je a stranica kvadrata, a H visina prizme. Specijalno, ako je stranica
kvadrata osnove jednaka visini prizme, ta prizma je kocka, a zapremina V'
ra¢una se po formuli

V =add

Ako je osnova prizme pravougaonik:
V=abH

Na slici 35 prikazana je mreza prave prizme Cija je osnova pravougaonik
stranica a i b, a visina prizme je H.

Slika 35: Mreza prizme ¢ija je osnova pravougaonik
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e Ako je osnova prizme paralelogram:
V=a-hy-H=0b-hy H,

gde su a i b stranice paralelograma, a h, 1 hy odgovarajuce visine, pri cemu
je H visina prizme.

e Ako je osnova prizme romb:

M.H

V=ah H=
a B 5

gde je a stranica romba, h visina koja joj odgovara, d; i do dijagonale
romba, a H visina prizme.

e Ako je osnova prizme pravilni Sestougao:

2
3a 2\/§ .

V =

Na slici 36 prikazana je mreza prave prizme Cija je osnova pravilan Sestougao
stranice a. Visina prizme je H.

Slika 36: Mreza prizme ¢ija je osnova Sestougao

Jedan od karakteristicnih zadataka u ovoj oblasti je sledeéi zadatak.

Zadatak 1. Data je kocka ABCDA,B,1C1Dy1. Duz koja spaja centar O osnove
ABCD sa temenom Ay sece dijagonalu kocke ACy u tacki P. Ako je OP =

%cm, kolika je povrsina i zapremina kocke?

Resenje. Prilikom resavanja ovog zadatka, vazno je nacrtati odgovarajucu sliku.
Medutim, za veéinu ucenika je tesko da prostornu figuru pregledno predstave
u ravni. Upravo zbog toga je kreiran GeoGebra aplet za elektronsku lekciju
Prizma, koji ilustruje zadatak. U apletu je moguca rotacija kocke
ABCDA;B;C1 D, pomeranjem temena A, Sto omogucava uocavanje polozaja
tacke P, koja je nalazi unutar kocke. Na slici 37 predstavljena je data kocka.
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Slika 37: Kocka

Vazno je povezati poznate i nepoznate podatke. Da bi se odredila povrsina,
kao i zapremina kocke, potrebno je odrediti duzinu a stranice kocke. Zadatak
se moze reSiti na vise nacina. Jedna od moguénosti je da se uoc¢i dijagonalni
presek ACC1 A1, jer je u zadatku data tacka P, kao presek duzi A;0 i AC.
S obzirom da se seku, one odreduju jednu ravan, ¢iji je presek sa kockom
pravougaonik ACC7A;. Neka je presek dijagonala tacka O;. Stranice pomenu-

tog pravougaonika, koji je prikazan na slici 38, su A4; = a i AC = aV/2.

Slika 38: Dijagonalni presek kocke

Ideja je da se dalje posmatra trougao ACA;. Tacka O je srediSte stra-
nice AC, a tacka O; je srediste stranice C' Ay, pa su duzi A;0 i AO; teziSne
duzi trougla AC A, koje se seku upravo u tacki P. Dakle, tacka P je teziste
trougla. Teziste trougla deli tezisnu duz u odnosu 2 : 1, na osnovu ¢ega se dobija
jednakost:

AP:PO=2:1.
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Zamenom vrednosti date u zadatku, dobija se da je:

A0 = %cm.

Dalje, na osnovu Pitagorine teoreme, iz pravouglog trougla AOA; sledi da je:

AO* + AA3 = A,0%,

2 2
a2 5 ( 3 )
-y +a*=— ,

2 V2

a = \/gcm.

odakle se dobija:

Konag¢no, povrsina P kocke je:
P=6a2=6-(V3)?=6-3=18m?,

a zapremina V je:

V =a® = (v3)% = 3v3em?.
Zadatak se moze regiti i primenom sli¢nosti na trouglove AOP i A;C;P. A

U prethodnom zadatku prikazan je jedan od mogucih preseka ravni i prizme.
Medutim, presek ravni i prizme, u zavisnosti od toga koja prizma je u pitanju i
od polozaja ravni, moze biti prazan skup, tacka, duz, trougao, ¢etvorougao, itd.
To se moze videti na apletima koji se nalaze u zanimljivostima elektronske lekcije
Prizma (vise se moze videti na [6]). Upravo ova raznovrsnost preseka prizme i
ravni omogucava kreiranje razli¢itih zadataka na svim nivoima postignucéa.
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3 Piramida

Sadrzaj obraden u poglavlju Piramida realizuje se u nastavnom programu
za osmi razred osnovne Skole. U ovom poglavlju predstavljeni su elementi pi-
ramide, povrsina i zapremina. Pitagorina teorema je osnova za uocavanje veza
izmedu elemenata piramide, $to je neophodno za reSavanje veéine zadataka.

Da bi se definisao pojam piramide, treba se prvo podsetiti pojmova mno-
gougla i poliedra. Mnogougao je unija zatvorene izlomljene linije bez samopre-
seka i unutrasnje oblasti koju ona ogranicava. Mnogougao sa n strana naziva se
n-tougao. Poliedar je telo ograni¢eno sa kona¢no mnogo mnogouglova.

Piramida je poliedar ¢iju povrs c¢ine jedan n-tougao i n trouglova koji imaju
jedno zajednicko teme.

Pri tome, n-tougaona strana piramide naziva se osnovom, a trouglovi sa za-
jednickim temenom bocénim stranama piramide. Sve bocCne strane piramide ¢ine
njen omotac. Zajednicko teme svih boé¢nih strana je vrh piramide. Rastojanje
vrha od osnove piramide naziva se visina piramide, a visina bo¢ne strane iz vrha
piramide naziva se bo¢na visina piramide.

Kao kod prizme, piramida dobija naziv prema broju strana svoje osnove.
Tako je trostrana piramida ona ¢ija je osnova trougao, ¢etvorostrana za osnovu
ima Cetvorougao, a, uopsteno, n-tostranom piramidom naziva se ona piramida
¢ija je osnova n-tougao. Neke vrste piramida mogu se videti na slici 39.

Slika 39: Trostrana, Cetvorostrana i Sestostrana piramida

Ako je osnova piramide pravilan mnogougao, onda je ta piramida pravilna.
Ako je podnozje visine pravilne piramide istovremeno i centar kruznice opisane
oko osnove, onda se naziva pravom piramidom. Ako to nije slucaj, piramida je
kosa. Na slici 40 mogu se videti prava i kosa piramida.
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Slika 40: Prava i kosa piramida

Dakle, osnova prave piramide moze biti samo mnogougao oko kog se moze
opisati kruznica. Jedna zanimljiva posledica ovoga je da su, kod prave piramide,
sve boc¢ne ivice jednake. Ta posledica dovodi do jo$ jednog zakljucka - omotac
prave piramide ¢ine iskljucivo jednakokraki trouglovi.

U nastavku, od interesa ¢e biti pravilne prizme i to trostrana, ¢etvorostrana
i Sestostrana.

Za izvodenje formula koje predstavljaju vezu izmedu elemenata piramide,
potrebno je uociti karakteristicne trouglove koji sadrze te elemente. S obzirom
da su u pitanju prave piramide, ti trouglovi su pravougli, pa se primenom
Pitagorine teoreme utvrduju njihovi odnosi. Pomenute trouglove lakse je uociti
posmatranjem tela u prostoru. Zbog toga su kreirani apleti na kojima se
pomeranjem crvenog temena osnove izdvojeni trouglovi mogu posmatrati iz ra-
zlicitih uglova, sto olaksava uocavanje duzina njihovih stranica. Takode, moze
se pomerati i vth V' piramida, ¢ime se menja njihova visina.

Na slici 41 predstavljena trostrana piramida ABCYV uz koju su izdvojeni
njeni karakteristi¢ni trouglovi BOV i MOV

W

B av3d o) O avz M
3 i3

Slika 41: Trostrana piramida
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2
H2+<a\3/§> =52

/3 2
H2+<06> =h?

Na slici 42 predstavljena je Cetvorostrana piramida ABCDV uz koju su
izdvojeni njeni karakteristi¢ni trouglovi BOV i MOV.

Slika 42: Cetvorostrana piramida

2
w (2]

e (§) -

Na slici 43 predstavljena je Sestostrana piramida ABCDEFV uz koju su
izdvojeni njeni karakteristi¢ni trouglovi FOV i MOV.
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Slika 43: Sestostrana piramida

H? 4+ 4=
2
H2+<a\2/§> = h?

Povrsina piramide

Piramida je definisana kao poliedar ¢iju povrs ¢ini jedan n-tougao i n trou-
glova sa zajednickim temenom. Odatle sledi da se povr$ina P piramide moze
racunati po formuli:

P=B+M, (3)

gde je B povrSina osnove, a M povrSina omotaca te piramide.

Sliéno prizmi, piramida ima svoju mrezu. Figura koju ¢ine osnova i sve bo¢ne
strane piramide naziva se mreZa piramide.

Na jednom od apleta kreiranih za elektronsku lekciju Piramida prikazana je
mreza prave piramide. Pomeranjem klizaca moze se menjati veli¢ina baze i broj
temena. Takode, moze se pratiti i postupak sklapanja mreze u piramidu, kao i
obrnut postupak. Na slici 44 predstavljena je pravilna petostrana piramida.
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Slika 44: Primer dobijanja mreze pravilne Sestostrane piramide

Moze se videti kako opsta formula (3) izgleda u slede¢im konkretnim slucajevima:

e Ako je osnova piramide pravilan trougao, povrsina osnove ra¢una se po

formuli:
a2\/§
4 )
gde je a stranica pravilnog trougla osnove. Na slici 45 prikazana je mreza
pravilne trostrane piramide sa oznac¢enim elementima potrebnim za rac¢unanje

B =

povrsine.

Slika 45: Mreza pravilne trostrane piramide

Omotac se sastoji od tri podudarna trougla, kojima je osnovica jednaka
stranici pravilnog trougla osnove, a visina h bo¢na visina piramide, pa je:
a-h

M=3—-:.
2
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Dakle, povrsina piramide racuna se po formuli:

a?V3 a-h
P = —_
4 +3 2

e Ako je osnova piramide pravilan ¢etvorougao, povrsina osnove je:
B= az,

gde je a stranica pravilnog ¢etvorougla, tj. kvadrata osnove. Na slici 46
prikazana je mreza pravilne Cetvorostrane piramide na kojoj su oznaceni
elementi potrebni za ra¢unanje povrsine.

Slika 46: Mreza pravilne ¢etvorostrane piramide

Omotac ¢ine ¢etiri podudarna trougla, kojima je osnovica jednaka stranici
kvadrata osnove, a visina h bo¢na visina piramide, pa je:

M:4%:2a-h.

Povrsina piramide racuna se po formuli:

P=ad>+2a-h.

e Ako je osnova piramide pravilan Sestougao, povrSina osnove piramide
rac¢una se po formuli:
3a2\/§

2 b
gde je a stranica pravilnog Sestougla osnove. Na slici 47 prikazana je mreza
pravilne Sestostrane piramide na kojoj su obelezeni elementi potrebni za
racunanje povrsine.

B =
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Slika 47: Mreza pravilne Sestostrane piramide

U ovom slucaju, omotac¢ se sastoji od Sest podudarnih trouglova, kojima
je osnovica jednaka stranici pravilnog Sestougla osnove, a visina h bo¢na
visina piramide, pa je:

M=6

h
aTz?mL-h.

Konacno, povrsina piramide ra¢una se po formuli:

3a2v/3
2

P =

+ 3a - h.

Zapremina piramide

Uvodna prica o zapremini tela koja se odnosila na prizmu vazi i ovde, tako
da se neée ponavljati, veé¢ ¢e se odmah preéi na rac¢unanje zapremine piramide.
U slucaju piramide, zapremina V' se moze izracunati po formuli:

V:%B~H, (4)

gde je B povrsina baze, a H visina piramide.
Izvodenje ove formule moze se pogledati u [4].

Dobijanje formule za zapreminu piramide preko formule za zapreminu prizme
predstavljeno je na slici 48.
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Kocka o/ Rastavi prizmu

o e Zapremina = 3.07
—.
Zapremina = 3.07
A :
Zapremina = 3.07
o

Slika 48: Veza zapremine piramide i zapremine prizme

Na apletu su predstavljenje tri piramide istih zapremina obojene crvenom,
plavom i zelenom bojom. Pomeranjem kliza¢a Rotiraj tri piramide se skla-
paju u prizmu ¢ija je zapremina jednaka zbiru zapremina crvene, plave i zelene
piramide. S obzirom da te piramide imaju jednake zapremine, sledi da je zapre-
mina jedne jednaka treé¢ini zapremine prizme. Takode se mogu menjati dimenzije
tela pomeranjem klizaca, usled ¢ega se menja i zapremina, $to se moze pratiti
na apletu.

¢ g8\ G

Slika 49: Dobijanje zapremine piramide

Kao i u prethodnim razmatranjima, opsta formula (4) u specificnim sluca-
jevima dobija konkretan oblik. Na osnovu slika 45, 46 i 47 i formula za bazu,
moze se doéi do sledecih formula za zapreminu:

e Ako je osnova piramide pravilan trougao:

_ 1a2\/§

V=
3 4

-H.
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e Ako je osnova piramide pravilan ¢etvorougao:

1
V:gaz'H.

e Ako je osnova piramide pravilan Sestougao:

2
a;/?;'H.

V:

Izracunavanje zapremine tela kori§¢enjem ovih formula prikazano je u slede¢em
zadatku.

Zadatak 2. Pravilna Sestostrana piramida ima osnovicu a = 2dm, a bocna
wica je nagnuta prema ravni osnove pod uglom od 45°. Izracunaj zapreminu i
povrsinu piramide.

Resenje. Prema uslovu, LOF'S = 45°, pa je pravougli trougao FOV jednakokraki.
Sledi da je H = OF = a =2dm i s = VF = 2y/2dm. Zapremina je:

2
aﬁ-H:¥-2:4\/§dm3.

V:

2

Slika 50: Pravilna Sestostrana piramida

Za povrsinu je potrebna bo¢na visina h, koja se nalazi iz pravouglog trougla
MCYV, kao i nepoznata kateta:

h2:CVQ—MCZ232—(%)2:(2\@)2—12:8—1:7.

Dakle, h = v/7dm, pa je povrsina:

2 92
_3:0V3 a2ﬁ+3ah:73 22‘/3

P +3-2-V7=6(V/3+V7)dm>.
A

Na apletu kreiranom u GeoGebri za prikaz zadatka 2 Sestostrana piramida se
moze posmatrati iz razli¢itih uglova, sto olaksava uocavanje veza izmedu datih
i potrebnih elemenata.
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4 Valjak

U osmom razredu osnovne skole realizuje se sadrzaj obraden u poglavlju
Valjak. U ovom poglavlju predstavljen je nastanak valjka, elementi valjka,
povrSina i zapremina.

Kod valjkastih tela postoji karakteristicni deo povrsi koji se naziva cili-
ndricna ili valjkasta povrs. Prvo ¢ée biti objasnjeno kako nastaje cilindri¢na
povTS.

Moze se posmatrati neki pravougaonik ABCD. Neka je o prava odredena
tackama A i B. Kada pravougaonik ABC D rotira oko prave o, dobija se utisak
da se formirala neka cev, po kojoj klizi duz C'D. Zapravo, duz C'D opisuje
deo cilindri¢éne povrsi. Pomeranjem tacke D na GeoGebra apletu moze se videti
nastajanje dela cilindri¢ne povrsi rotacijom pravougaonika oko prave o. Takode,
klikom na belu povrSinu i pomeranjem misa, moze se posmatrati iz razli¢itih
uglova. Na slici 51 je predstavljen deo moguénosti apleta kreiranog koris¢enjem
GeoGebre.

C B c C
0
D
D A A o D

Slika 51: Nastajanje dela cilindri¢ne povrsi rotacijom pravougaonika oko prave

Na slican nacin nastaje i cela cilindri¢na povrs. Jedina razlika je u tome sto
umesto duzi C'D treba posmatrati rotaciju prave s koja je odredena tom duzi.
Rotacijom takve prave s oko ve¢ pomenute prave n, nastaje kruzna cilindriéna
povrs. Naziva se kruinom, jer svaka tacka prave s pri ovoj rotaciji opisuje
kruznicu oko prave n. Na primer, tacka C opisuje kruznicu sa centrom B i
poluprecnikom BC, a tacka D kruznicu sa centrom A i polupre¢nikom AD.
Ovi krugovi su normalni na pravu n. Treba se prisetiti da su krugovi simetri¢ni
u odnosu na svoj centar. Zbog toga je cilindri¢na povrs simetri¢na u odnosu na
pravu n, pa prava n predstavlja osu simetrije cilindri¢ne povrsi. Prava s, koja
svojim kretanjem opisuje cilindriénu povrs, naziva se izvodnicom te povrsi.
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Pomeranjem tacke D na GeoGebra apletu moze se videti nastajanje cili-
ndri¢ne povrsi rotacijom prave s oko prave o. Takode, klikom na belu povrsinu
i pomeranjem miSa, moze se posmatrati iz razli¢itih uglova. Na slici 52 predsta-
vljen je deo mogucnosti apleta.

Slika 52: Nastajanje cilindri¢ne povrsi rotacijom prave oko prave

Telo ograniceno delom cilindricne povrsi i sa dva kruga naziva se valjak.

Deo cilindri¢ne povrsi koji pripada valjku naziva se omotacem, a medusobno
paralelni krugovi koji ga zatvaraju osnovama valjka. Osnove valjka pripadaju
ravnima normalim na osu cilindriéne povrsi. Duz koja spaja centre osnova
naziva se osom valjka. Rastojanje izmedu osnova je visina valjka.

Vazno je uociti preseke ravni i valjka. U tu svrhu kreiran je GeoGebra aplet
uz koji se olaksava vizuelizacija njihovih medusobnih polozaja, kao i preseka koji
pritom nastaju. Na apletu je predstavljen valjak i ravan kojoj se pomeranjem
klizaca PoloZaj ravni i Rotiraj ravan moze menjati polozaj u prostoru. Na slici
53 prikazani su neki preseci ravni i valjka.
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) g)) Polozaj ravni
T Rotiraj ravan
b .
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Slika 53: Preseci ravni i valjka

Rotacijom ravni menja se ugao koji ravan gradi sa osnovom valjka, prilikom
¢ega dolazi do formiranja razli¢itih preseka. Neki od njih su prikazani na slici
54.

Slika 54: Preseci ravni i valjka

Svaka ravan koja je paralelna osnovi, tj. normalna na osu valjka, sece valjak
po krugu podudarnom osnovi. Preseci koji nastaju na taj nacin nazivaju se
paralelni ili poprecni preseci. Treba uociti i preseke koje obrazuju ravni norma-
Ine na ravan osnove. Oni se nazivaju normalnim ili uzduznim presecima. Od
normalnih preseka najbitniji su oni koji sadrze osu, tj. osni preseci. Svi osni
preseci jednog valjka su medusobno podudarni. Ako je osni presek kvadrat, onda
se govori o ravnostranom valjku, kod koga je visina jednaka prec¢niku osnove.
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Povrsina valjka

Valjak je telo ograni¢eno sa dva podudarna kruga i delom cilindri¢ne povrsi.
Zbog toga je formula za povrsinu P valjka:

P=2B+ M, (5)
gde je B povrSina jedna osnove, a M povrSina omotaca tog valjka.

Da bi se proverila ta¢nost formule, moze se posmatrati mreza valjka koju
¢ine oba kruga osnove i pravougaonik koji je predstavljao omotac.

Na GeoGebra apletu kreiranom za elektronsku lekciju Valjak prikazana je
mreza valjka. Pomeranjem klizaca moze se pratiti i postupak razvijanja valjka

u mrezu, kao i obrnut postupak. Na slici 55 prikazano je razvijanje valjka u
mrezu.

Slika 55: Primer dobijanja mreze valjka

.
Q

|

S obzirom da se zna §ta je osnova valjka, kao i $ta je omotac valjka, moze se
transformisati formula (5).
Osnova valjka je krug, pa je:

B =r?r,

gde je r poluprecnik osnove valjka.
Omotac valjka je pravougaonik ¢ija je jedna stranica jednaka obimu osnove,

a druga visini H valjka, pa je:
M = 2rmH.

Konacno, za povrsinu valjka vazi formula:

P=2*r+2rrH ili P=2rn(r+ H).
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Zapremina valjka
Na osnovu definicije valjka, zapremina V tog tela ra¢una se po formuli:
V=B-H,

koja vazi i za prizmu.

Da bi se pokazala ta¢nost prethodnog tvrdenja, moze da se uporedi valjak
koji ima osnovu povr§ine B i visinu H sa kvadrom koji, takode, ima osnovu
povrsine B i visinu H. Za ova dva tela, svaki popre¢ni presek podudaran je
osnovi, pa, prema Kavaljerijevom principu’, ona imaju jednake zapremine, a za
kvadar znamo da ima zapreminu V = B - H.

Buduéi da je osnova valjka krug povrsine B = r
se po formuli:

21, zapremina valjka rac¢una

V =r’rH.

Zadatak 3. Normalni presek M N M, N, valjka ima povrsinu 15cm?. Tetivi
M Ny odgovara periferijski ugao 30°. Izracunaj povrsinu osnog preseka.

Slika 56: Valjak

Resengje. Ako je periferijski ugao nad tetivom M;N; od 30°, LM;PN; = 30°,
onda je centralni ugao £ M10,N; = 2-30° = 60°. Sledi da je trougao Oy M1 N,
jednakostranican, pa je M;N; = r. Onda je povrSina datog normalnog preseka:
M Ny - H = 15¢cm?, odnosno r - H = 15¢cm?. Povrsina P osnog preseka je:

P=2r-H=2-15em? = 30cm?.
A

1Kavaljerijev princip tvrdi da dva tela imaju jednake zapremine ako im svi odgovarajuéi
preseci paralelni sa osnovom, koji su jednako udaljeni od osnova imaju jednake povrsine.
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5 Kupa

Sadrzaj obraden u poglavlju Kupa realizuje se u nastavnom programu za
osmi razred osnovne skole. U ovom poglavlju predstavljen je nastanak kupe,
elementi kupe, povrsina i zapremina.

Da bi se uveo pojam kupe, potrebno je upoznati se sa pojmom konusne
povrsi. Konusnu povrs opisuje jedna prava koju nazivamo izvodnica konusne
povrsi.

U ravni @ moze se posmatrati krug k kroz ¢iji centar O je postavljena prava
n, normalna na ravan «. Dalje, na pravoj n, van ravni «, treba izabrati tacku
S, a potom, kroz S i neku tacku A na kruznoj liniji, povuéi pravu s. Zatim se
prava s kreée tako da stalno sadrzi tacku S, obilaze¢i po krugu. Pomeranjem
tacke A na GeoGebra apletu se moze videti opisani nastanak konusne povrsi.
Pomeranjem radne povrsine moze se posmatrati iz razlic¢itih uglova. Slika 57 to
ukratko predstavlja.

Slika 57: Nastanak konusne povrsi

Povrs, koju pritom opisuje prava s, naziva se konusna povrs sa vrhom S,
osom n i izvodnicom s. Ova povr§ je neograni¢ena i ima dva dela, simetri¢na u
odnosu na tacku S.

Od neogranic¢ene konusne povrsi moze se odseci ograni¢eni deo izmedu vrha S
i kruga k polupreénika OA. Dodavanjem kruga k zatvara se konusno telo. Oblo
telo, koje nastaje na ovaj nac¢in, naziva se prava kupa ili prav konus. Pomeranjem
tacke A na GeoGebra apletu moze se videti nastanak kupe. Takode, moze se
posmatrati iz razlic¢itih uglova. Na slici 58 je to ukratko predstavljeno.
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Slika 58: Nastanak kupe

Prava kupa je oblo telo, koje je ograniceno jednim krugom i delom konusne
poursi izmedu tog kruga i vrha. Pri tome je osa konusne povrsi normalna na
ravan kruga i prolazi kroz centar kruga.

Krug je osnova ili baza kupe, a duz SO je visina kupe i ona se oznacava sa
H. Deo konusne povrsi koji ogranicava kupu naziva se omotacé kupe, dok svaka
duz koja spaja vrh S sa nekom tackom na kruznoj liniji predstavlja izvodnicu
kupe.

Ako se presece konusna povr$ nekom ravni, dobija se neki od konusnih pre-
seka. Pomenuéemo dva najjednostavnija preseka.

Ako se posmatra ravan koja je paralelna osnovi kupe i nalazi se izmedu
osnove i vrha kupe, dobija se paralelni presek. Paralelni preseci su krugovi i ima
ih beskonatno mnogo.

A ako presecna ravan sadrzi osu, dobija se osni presek, normalan na ravan
osnove.

Osni presek kupe je jednakokraki trougao. Kupa ¢iji je osni presek
jednakostranicéni trougao naziva se ravnostrana kupa.

Na osnovu osobina jednakostrani¢nog trougla, za ravnostranu kupu vaze
sledece relacije:

s=2riH=r3,

gde je s izvodnica kupe, H visina, a r polupreénik osnove.

Povrsina kupe

Kupa je, po definiciji, ograni¢ena jednim krugom i delom konusne povrsi.
Dakle, povrsina kupe je zbir povrSina osnove i omotaca:

P=B+ M.

Povrsina osnove ra¢una se po formuli: B = r?r.
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Da bi se izra¢unala povrSina omotaca, moze se posmatrati mreza kupe. Ona
se dobija tako Sto se rasece kupa po kruznoj liniji osnove, a zatim se omotac
rasece po jednoj izvodnici. Na jednom od GeoGebra apleta kreiranih za elektro-
nsku lekciju Kupa prikazana je mreza prave kupe. Pomeranjem klizaca moze
se menjati polupreénik baze i visina kupe. Takode, moze se pratiti i postu-
pak razvijanja kupe u mrezu, kao i obrnut postupak. Na slici 59 prikazano je
razvijanje kupe u mrezu.

Slika 59: Razvijanje mreze kupe

Sve izvodnice su jednake, pa ¢e mreza omotaca biti kruzni isecak sa centrom
S i polupre¢nikom s. Duzina luka ovog isecka jednaka je obimu osnove. Dakle,
s obzirom da luk kruznog isecka [ = 2r7 predstavlja obim osnove, dobija se:
sl s-2rm

szzzi_ s
2 2

odnosno:

M = nrs.

Konacno, formula za povrsinu kupe je:

P=r?r+mrs i P=rr(r+s).

Zapremina kupe
Na osnovu Kavaljerijevog principa, formula za zapreminu kupe je:
1
V = gBH,

tj. kako je osnova kupe krug polupre¢nika r,
1

V= §T27TH.
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6 Lopta

U osmom razredu osnovne skole realizuje se sadrzaj obraden u poglavlju
Lopta. U ovom delu predstavljen je nastanak lopte, elementi lopte, povrsina i
zapremina.

Da bi se objasnilo Sta je to lopta i kako ona nastaje, moze se krenuti od
ve¢ poznatih pojmova. Na proizvoljnom krugu k(O,r), mogu se uociti dva
medusobno normalna preénika AB i CD. Prava o odredena pre¢nikom C'D je
jedna simetrala kruga k. Ako se zarotira polukrug C'AD oko prave o, svaka
njegova tacka opisace kruznicu sa centrom na pravoj o i svaka ta kruznica lezi u
ravni normalnoj na pravu o. Pomeranjem tacke A na GeoGebra apletu se moze
videti opisani nastanak sfere. Pomeranjem radne povrSine moze se posmatrati
iz razlic¢itih uglova. Na slici 60 je to ukratko predstavljeno.

Slika 60: Nastanak sfere

Treba uociti da tacka A opisuje kruznicu polupreénika OA = r, dok proizvo-
ljna tacka M polukruga CAD opisuje kruznicu polupreénika MP = p < r.
Dakle, sve tacke pomenutog polukruga rotacijom oko prave o opisuju kruznice
sa centrom na duzi C'D. Pritom, polukruznica opiSe povrs koja se naziva sfera.
Polupreénik polukruga je i poluprecnik sfere, a srediSte prec¢nika polukruga je
centar sfere.

Nije tesko dokazati da vaze sledeta dva tvrdenja:

- Sve tacke sfere jednako su udaljene od njenog centra.

- Svaka tacka S, takva da je OS = r, pripada sferi sa centrom u O i

polupreénikom 7.

Na osnovu prethodnog, moze se zakljuciti:
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Sfera sa centrom O i poluprecnikom r je skup svih tacaka S prostora, takvih da
je OS =r.

Dakle, sfera je zatvorena povrs, $to znaci da deli prostor na dve oblasti od
kojih je jedna ograniCena, a druga neograni¢ena. Ograni¢enu oblast nazivamo
unutrasnjost sfere.

Lopta sa centrom O i poluprecnikom r je skup svih tacaka L prostora, takvih
da je OL <.

Dakle, lopta je obrtno telo koje predstavlja uniju sfere i unutrasnjosti te sfere.

Krajnje tacke prec¢nika sfere nazivaju se dijametralno suprotne. To su medusobno
najudaljenije tacke na sferi.

Kao kod prethodnih tela o kojima je bilo re¢i, moze se razmatrati odnos
ravni i sfere. Presek ravni i sfere moze biti:

e prazan skup,

e tacka,

e kruznica.

Sli¢no, presek ravni i lopte moze biti:

e prazan skup,

e tacka,

e krug.

Pomeranjem klizaca na GeoGebra apletu kreiranom za elektronsku lekciju
Lopta, moze se videti kruznica koja je presek ravni i sfere, odnosno krug koji je
presek ravni i lopte. Na slici 61 je predstavljen jedan slucaj.

Slika 61: Presek ravni i sfere, odnosno ravni i lopte
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Ako ravan prolazi kroz centar lopte, onda je poluprecnik preseénog kruga
jednak poluprecniku lopte i takav presecni krug se naziva velikim krugom lopte.
Centar velikog kruga lopte je centar lopte. Lopta ima beskona¢no mnogo velikih
krugova.

Presecna ravan deli sferu na dva dela koji se nazivaju kalote. Kalota koju
odseca veliki krug je polusfera. Veliki krug deli loptu na dva odsecka koji se
nazivaju polulopte.

Deo lopte odreden kalotom je loptin odsecak.

Deo sfere izmedu dve paralelne presecne ravni je sferni pojas, a deo lopte
odreden tim pojasom je loptin sloj.

Ravan koja sa sferom ima ta¢no jednu zajednicku tacku naziva se dodirna
ili tangentna ravan. Takvih ravni ima beskona¢no mnogo.

Formula za povrsinu lopte je:

P = 4r%r,
gde je r poluprecnik te lopte.
Formula za zapreminu lopte je:
4
V = —r3r,
3

gde je r poluprecnik te lopte.

Formula za zapreminu lopte moze se izvesti koris¢enjem Kavaljerijevog prin-
cipa.
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7 Primeri

U ovom odeljku moze se videti kako se zadaci iz povrSine i zapremine tela
nastalih rotacijama odredenih figura mogu resavati uz pomo¢ GeoGebra apleta.
Predstavljeno je ukupno devet primera za sva tri nivoa postignuca.

Primer 1. Izracunati povrsinu i zapreminu tela koje nastaje rotacijom pravou-
glog trougla ABC (<C = 90°) éije su katete BC' = 6cm i@ AC' = 8cm oko prave
p koja sadrzi katetu AC.

Slika 62: Rotacija pravouglog trougla

Da bi se lakSe razumelo kakvo telo nastaje rotacijom date figure oko prave
p, a samim tim i lakSe resio zadatak, moze se posmatrati GeoGebra aplet.
Pomeranjem crvene tacke (Sto sporije, da bi bilo potpunije) na apletu, vidi se
formiranje pomenutog tela. Pomeranjem radne povrsine telo se moZe posmatrati
iz razlic¢itih uglova. Na slici 63 je ukratko predstavljeno nastajanje tog tela.

Slika 63: Nastanak tela rotacijom pravouglog trougla
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Moze se uociti da je telo nastalo na ovaj nacin kupa, ¢iji je polupreénik
osnove BC = 6¢m, izvodnica duz AB, a visina AC = 8cm.
Koristeé¢i Pitagorinu teoremu?, izvodnica AB moze se izraéunati na sledeéi
nacin:
AB? = AC* + BC? = 8% + 6% = 64 + 36 = 100,
tj.
AB = 10cm.

Povrsina P tela je:

P=6%27r+6-7-10 = 367 + 607 = 967.

Dakle, povrsina tela iznosi 967 cm?.

Zapremina V tela je:

1 1
V:§627T~8:§367r-8:967r.

Konacno, zapremina tela je 967 cm3.

Primer 2. Izracunati povrsinu i zapreminu tela koje nastaje rotacijom polukruga
poluprecnika 4cm oko prave p koja sadrzi njegov precnik.

Slika 64: Rotacija polukruga

Da bi se lakse razumelo kakvo telo nastaje rotacijom date figure oko prave
p, a samim tim i lakse resio zadatak, moze se posmatrati GeoGebra aplet.

2Pitagorina teorema tvrdi da je povrdina kvadrata nad hipotenuzom pravouglog tougla
jednaka zbiru povrsina kvadrata nad katetama tog trougla.
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Pomeranjem crvene tacke (Sto sporije, da bi bilo potpunije) na apletu, vidi se
formiranje pomenutog tela. Pomeranjem radne povrsine telo se moze posmatrati
iz razli¢itih uglova. Na slici 65 je ukratko predstavljeno nastajanje tog tela.

Slika 65: Nastanak tela rotacijom polukruga

Moze se uociti da je telo nastalo na ovaj nacin lopta, ¢iji je poluprecnik 4cm.
Povrsina P tela je:
P =447 = 4167 = 64r.
2

Dakle, povrsina tela iznosi 647 cm~.
Zapremina V tela je:

4 4 2
V = 5437r = 56471' = ?ﬂ'.

Konaéno, zapremina tela je 23%7 cm?.
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Primer 3. Izracunati povrsinu ¢ zapreminu tela koje nastaje rotacijom pravougaonika
stranica \/3cm i v/5em oko prave p koja sadrzi njegovu dufu stranicu.

Slika 66: Rotacija pravougaonika

Da bi se lakSe razumelo kakvo telo nastaje rotacijom date figure oko prave
p, a samim tim i lakSe resio zadatak, moze se posmatrati GeoGebra aplet.
Pomeranjem crvene tacke (Sto sporije, da bi bilo potpunije) na apletu, vidi se
formiranje pomenutog tela. Pomeranjem radne povrsine telo se moze posmatrati
iz razlic¢itih uglova. Na slici 67 je ukratko predstavljeno nastajanje tog tela.

osnove \/§cm, a visina \/50m.
Povrsina P tela je:

P:2~<\/§>27r+2~\/§7r-\/5:677+2\/ﬁ7r.
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Dakle, povrsina tela iznosi (6 + 2v/ 15) T em?.
Zapremina V tela je:

2
V= (\/g) 75,
Konacno, zapremina tela je 3v/57 cm?.

Primer 4. Izracunati povrsinu tela koje nastaje rotacijom duzi AB = 6cm oko
prave p koja sadrzi tacku B i sa duzi AB zaklapa ugao od 30°.

30°

Slika 68: Rotacija duzi

Da bi se lakSe razumelo kakvo telo nastaje rotacijom date figure oko prave
p, a samim tim i lakSe resio zadatak, moze se posmatrati GeoGebra aplet.
Pomeranjem crvene tacke (Sto sporije, da bi bilo potpunije) na apletu, vidi se
formiranje pomenutog tela. Pomeranjem radne povrsine telo se moze posmatrati
iz razlic¢itih uglova. Na slici 69 je ukratko predstavljeno nastajanje tog tela.
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Slika 69: Nastanak tela rotacijom duzi

Moze se uociti da je telo nastalo na ovaj nacin omotac¢ kupe.
Ono sto nije poznato je poluprec¢nik r baze te kupe. Moze se odrediti dop-
unom do jednakostrani¢nog trougla ABC, kao §to pokazuje slika 70.

Slika 70: Dopuna do jednakostrani¢nog trougla

Moze se primetiti da je trazeni polupre¢nik r osnove kupe jednak polovini
stranice jednakostrani¢nog trougla ABC, §to je upravo duz AB = 6¢cm. Zbog
toga je r = 3cm.

Povrsina P tela je:

P=3-7-6=18m.

Dakle, povrsina tela iznosi 187 cm?.
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Primer 5. Izracunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom kruznog prstena

odredenog krugovima poluprecnika 11cm i Tem oko prave p koja sadrzi njihov
precnik.

\___

Slika 71: Rotacija kruznog prstena

Da bi se lakSe razumelo kakvo telo nastaje rotacijom date figure oko prave
p, a samim tim i lakse resio zadatak, moze se posmatrati GeoGebra aplet. Zbog
bolje preglednosti, na apletu ¢ée rotirati polukrug, ali krajnji efekat ¢e biti isti.
Pomeranjem crvene tacke (Sto sporije, da bi bilo potpunije) na apletu, vidi se
formiranje pomenutog tela. Pomeranjem radne povrsine telo se moze posmatrati
iz razlic¢itih uglova. Na slici 72 je ukratko predstavljeno nastajanje tog tela.

Slika 72: Nastanak tela rotacijom kruznog prstena

Moze se uociti da je telo nastalo na ovaj nacin razlika velike i male lopte, pa

se zapremina tela dobija kada se od zapremine velike lopte oduzme zapremina
male lopte.
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Zapremina V tela je:

4 4 4 4 4
V=_11° — 57% =3 (11° =) 7w = 5 (1331 = 343) m = S0887 =

39527r
3 —.

Dakle, zapremina tela iznosi %w em?.
Primer 6. Izracunti zapreminu tela koje nastagje rotacijom jednakokrako-pravouglog
trougla i mjegove opisane kruznice oko prave p koja sadrzi hipotenuzu duZine
2v/2em tog trougla.

Slika 73: Rotacija trougla i opisane kruznice

Zapravo, treba uociti kakvo telo nastaje rotacijom dela koji je obojen ze-
lenom bojom na slici.

Da bi se lakse razumelo kakvo telo nastaje rotacijom date figure oko prave
p, a samim tim i lakSe resio zadatak, treba posmatrati GeoGebra aplet. Zbog
bolje preglednosti, na apletu ¢e rotirati polukrug, ali krajnji efekat ¢e biti isti.
Pomeranjem crvene tacke (Sto sporije, da bi bilo potpunije) na apletu, vidi se
formiranje pomenutog tela. Pomeranjem radne povrsine telo se moze posmatrati
iz razlic¢itih uglova. Na slici 74 je ukratko predstavljeno nastajanje tog tela.
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Slika 74: Nastanak tela rotacijom trougla i opisane kruznice

Moze se uocimo da je telo nastalo na ovaj nacin razlika lopte i dve kupe
kojima su spojene baze, pa se zapremina tela dobija kada se od zapremine
lopte oduzme zapremina tih kupa. Pomenute kupe su jednake, pa se moze od
zapremine lopte oduzeti dvostruka vrednost zapremine jedne kupe.

Visina kupe i polupreénik njene osnove jednaki su poluprecniku lopte, tj.
V2 em.

Zapremina V tela je:

1
V= .\/5%_25@%@

~2\/§7T—§-2\/§7r
%_%)W
3

3

N W WO

4\/5
= ——T.
3

Dakle, zapremina tela iznosi %iw em?.
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Primer 7. Ako je ¢etvorougao ADCE kvadrat, prema podacima sa slike izracunati
povrsinu i zapreminu tela koje nastaje rotacijom trougla ABC oko prave p.

A rem Bovveeeeeneee E
12cm
Bemee e —————————
D 12cm ¢
p

Slika 75: Rotacija trougla

Da bi se lakse razumelo kakvo telo nastaje rotacijom date figure oko prave
p, a samim tim i lakSe reSio zadatak, moze se posmatrati GeoGebra aplet.
Pomeranjem crvene tacke (Sto sporije, da bi bilo potpunije) na apletu, vidi se
formiranje pomenutog tela. Pomeranjem radne povrsine telo se moze posmatrati
iz razlic¢itih uglova. Na slici 76 je ukratko predstavljeno nastajanje tog tela.

=

Slika 76: Nastanak tela rotacijom trougla

Moze se uociti da je telo ogranic¢eno jednim kruznim prstenom i omotacima
dve kupe, pa je povrsina tela jendaka zbiru povrsina kruznog prstena i omotaca
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kupa, a zapremina je jednaka razlici zapremina veée i manje kupe. Za pocetak,

treba posmatrati kruzni prsten ¢iji je veliki poluprecnik R, a mali r.

-

Slika 77: Kruzni prsten

Povrsina ovakvog kruznog prstena racuna se po formuli
P=(R*—r?)-m.
Za racunanje povrsine omotaca kupa, potrebne su duzine izvodnica.
BE=AFE—-AB=12-T7=5.

Dakle, BE = 5cm.
Iz trougla BC'E, na osnovu Pitagorine teoreme, sledi da je

BC? = BE? + CE? = 5% + 122 = 25 + 144 = 169,

odnosno, BC = 13cm. S obzirom da je AC dijagonala kvadrata ADCE, sledi
da je AC = 124/2cm.

Povrina P tela je:

P= (122 -5%) 7w+ 127 - 122+ 57 - 13
= (144 — 25) 7 + 14472 + 657
= 1197 + 14472 + 657

- (119 +144V2 + 65) ™
- (184 + 144\@) .

Dakle, povrsina tela iznosi 7 (184 + 144+/2) em?.
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Zapremina V tela je:

1 1
V==2122.12—-25%2.12
3 3

12
=3 (12> — 5%)
=4 (144 — 25)
=4-119

= 476.

Konacno, zapremina tela je 476¢m?3.

Primer 8. Izracunati povrsinu i zapreminu tela koje nastaje rotacijom figure
na slici oko prave p.

Tem 1lcm

1em

dcim

em

2em Zom

Slika 78: Rotacija figure

Da bi se lakse razumelo kakvo telo nastaje rotacijom date figure oko prave
p, a samim tim i lakSe reSio zadatak, moze se posmatrati GeoGebra aplet.
Pomeranjem crvene tacke (Sto sporije, da bi bilo potpunije) na apletu, vidi se
formiranje pomenutog tela. Pomeranjem radne povrsine telo se moze posmatrati
iz razlic¢itih uglova. Na slici 79 je ukratko predstavljeno nastajanje tog tela.
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Slika 79: Nastanak tela rotacijom date figure

Moze se uociti da je telo ograniceno sa Cetiri kruzna prstena, omotacima tri
valjka i omota¢ima dve kupe, pa je povrsina tela jendaka zbiru povrs§ina kruznih
prstena, omotaca valjaka i omotaca kupa, a zapremina se dobija kada se od zbira
zapremina valjaka i manje kupe oduzme zapremina vece kupe.

Povrsina kruznog prstena ¢iji je veliki polupreénik R, a mali r raCuna se po
formuli:

P=(R*—r?)-m.

Za racunanje povrSine omotaca kupa, potrebne su duzine izvodnica. Izvo-
dnica s; manje kupe je, prema Pitagorinoj teoremi:

2=124+12=1+1=2,
odnosno s; = v2em. Sliéno, duzina izvodnice sy vece kupe je sg = 2v/2cm.
Povrsina P tela je:

P=1-7-V2+2-7-2V2+ (22 -1 7+ (32 -2+ (4* -39 n+ (42— 2%
+2-2.7-14+2-3-w-14+2-4-7-1
=1V2+4rV2+ (4 - D)+ (9—4) 7+ (16 —9) 7 + (16 — 4) 7 + 47 + 67 + 87
= V24 47V/2 4 37 + 51 + T + 1210 + 47 + 67 + 87
= (\f2+4\f2+3+5+7+12+4+6+8)7r

= (5\/§ + 45) .

Dakle, povrsina tela je 7 (5\/§ + 45) cm?.
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Zapremina V tela je:

1 1
V:4%w1+3%a1+2%~1+§ﬁﬂ-1—gfna

1
:167T+97T+47T—|—§7T—§7T

1 8
= (164+9+4+- —<
( 944+ 3 3)w
80

= .

3

. . . . 80 3
Kona¢no, zapremina tela iznosi Eﬂcm

Primer 9. Izracunati zapreminu tela koje nastaje rotacijom figure na slici oko
prave p.

Slika 80: Rotacija figure oko prave p

Da bi se lakSe razumelo kakvo telo nastaje rotacijom date figure oko prave
p, a samim tim i lakSe reSio zadatak, moze se posmatrati GeoGebra aplet.
Pomeranjem crvene tacke ($to sporije, da bi bilo potpunije) na apletu, vidi se
formiranje pomenutog tela. Pomeranjem radne povrsine telo se moze posmatrati
iz razlicitih uglova. Na slici 81 je ukratko predstavljeno nastajanje tog tela.
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Slika 81: Nastanak tela rotacijom date fiigure oko prave p

Treba uociti da se telo sastoji od jedne kupe (koja je na vrhu) i tri zarubljene
kupe, pa je zapremina tela jednaka zbiru zapremina tih delova. Za pocetak,

gornje baze r i visina H.

Slika 82: Zarubljena kupa

Zapremina ovakve zarubljene kupe racuna se po formuli:

Vzg(Bl-i-BQ-i-\/E)a

odnosno: R
V=5 (B +Rrt07).
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Zapremina V tela je:

2 2 2 2
V:%(524—5-2,54—2,52)—&—%(42+4-2+22)+%(32+3-1+12)+§22
2 2 2 2
:§(25+12,5+6,25)+§(16+8+4)+%(9+3+1)+§~4
2w

27 2T 2
= 43,75+ = 284+ 134 — .4
3 10+ 3 * 3 * 3
2T
:§(43,75+28+13+4)
2
— T 8875

3
T
3

177, 5.

Dakle, zapremina tela iznosi 177, 5gcm3.
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Zakljucak

Na prethodnim stranama je prikazano kako se programski paket GeoGebra
moze koristiti u razli¢itim aspektima nastave stereometrije u osmom razredu
osnove Skole. Predstavljen je nacin izlaganja gradiva predvidenog planom i
programom, uz kreativno i interaktivno resavanje zadataka za sva tri nivoa
postignuca. Upravo zbog toga, elektronske lekcije kreirane za potrebe ovog rada
mogu biti od koristi u redovnoj, dodatnoj i dopunskoj nastavi stereometrije kako
nastavnicima, tako i ucenicima.

Sa jedne strane, koriste¢i prikazano u radu, nastavnici mogu zameniti tradi-
cionalno crtanje geometrijskih tela po tabli njihovim interesantnijim, dinamickim
prikazima. Na taj nacin postize se efikasnije izvodenje ¢asa, ¢ime se nastavniku
otvara moguénost obrade naprednijih sadrzaja, inace najceSée nedostupnim
tradicionalnim metodama nastave. Sa druge strane, ucenici mogu zadatke, koji
su na vizuelno interesantan nacin uradeni, iskoristiti za otklanjanje eventualnih
nedoumica u vezi samog gradiva, kao i za produbljivanje ve¢ naucenih sadrzaja.
Zbog svega navedenog, postoji nada da elektronske lekcije kreirane za potrebe
ovog rada, iskori§éene na pravilan nacin od strane motivisanog nastavnika i mo-
tivisanog ucenika, mogu doneti veoma pozitivne rezultate. Doprinos bi mogao
biti i u unapredivanju i poboljSanju nastave matematike koja bi bila u skladu
sa tehnoloskim moguénostima i svakodnevnim izazovima koje namece moderno
doba.

Primena razli¢itih na¢ina komunikacije izmedu nastavnika i u¢enika poboljsa-
va kvalitet tog odnosa, kako i informisanost nastavnika o u¢enikovom znanju.
Koriséenjem elektronskih lekcija nastavnik moze predstaviti ucenicima apstra-
ktne matematicke pojmove u virtuelnom okruzenju, gde se uc¢enici dobro snalaze.
Razliciti interaktivni delovi nastavnog materijala (materijal za ucenje, za vezba-
nje zadataka) uticu na motivaciju ucenika i zahtevaju njihovu paznju tokom
celokupnog procesa ucenja.

Sistem podrske nastavnicima koji koriste GeoGebru odvija se kroz zvani¢ne
GeoGebra Institute. U Srbiji postoji GeoGebra Centar Beograd, osnovan pri
Matematickom fakultetu Univerziteta u Beogradu, ¢ija je internet adresa http:
//geogebra.matf.bg.ac.rs. Cilj GeoGebra Centra Beograd jeste unaprediva-
nje nastave matematike, stru¢no usavrSavanje nastavnika matematike, kao i
implementacija didaktickog materijala u nastavi koji je napravljen koriséenjem
GeoGebra paketa (Marié i sar., 2012).
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