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1 Uvod
U svakodnevnom �ivotu se susre�emo sa pojavama koje imaju svoj tok u vre-

menu i koje su predmet izuqavaǌa razliqitih nauka. Tako se demografija bavi
prikupǉaǌem podataka o godixǌim stopama nataliteta i mortaliteta, odnosno
prouqavaǌem prirodnog priraxtaja. Ekonomija se bavi analizom promenǉivih
kao xto su cene proizvoda, plate, devizni kurs, zaposlenost, industrijska
proizvodǌa, itd. U meteorologiji se svakog sata registruje brzina vetra,
prati dnevna temperatura, bele�i meseqna ili godixǌa koliqina padavina.
Poǉoprivreda prati godixǌe kretaǌe prinosa pojedinih poǉoprivrednih kul-
tura, kao i ǌihove otkupne i prodajne cene. Sve ove pojave su primeri vremen-
skih serija.

Formalna definicija vremenske serije bi�e data u slede�em poglavǉu. Za
sada je dovoǉno re�i da se vremenska serija mo�e posmatrati kao ure�eni niz
podataka, pri qemu se ure�eǌe najqex�e vrxi u odnosu na vreme i u jednakim
vremenskim intervalima. Izbor jedinice vremena zavisi od posmatrane pojave,
pa to mo�e biti sekunda, minut, sat, dan, mesec, godina, ali i decenija, vek
ili milenijum.

Analiza vremenskih serija predstavǉa jednu od statistiqkih disciplina
koja bele�i najdinamiqniji razvoj posledǌih decenija. Do ovoga je doxlo zbog
razvoja same discipline, ali i zbog jake interakcije sa ostalim disciplinama,
pre svega sa ekonomijom. Razvoj analize vremenskih serija je poqeo tridesetih
godina dvadesetog veka, kada je poqelo izuqavaǌe vremenskih serija zasnovano
na teoriji verovatno�e i matematiqkoj statistici. Principi analize vremen-
skih serija odstupaju od uobiqajenih pretpostavki teorije statistiqkog za-
kǉuqivaǌa pa se vremenske serije ne mogu izuqavati metodama klasiqne teorije
verovatno�e i klasiqne matematiqke statistike. Naime, u klasiqnoj teoriji
verovatno�e i matematiqkoj statistici je osnovni pojam sluqajan uzorak koji
predstavǉa niz nezavisnih sluqajnih veliqina. Nasuprot tome vremenska ser-
ija je niz sluqajnih veliqina koje su najqex�e me�usobno zavisne.

Kao xto �emo videti u narednoj glavi, jedna od osnovnih osobina koju vre-
menska serija mo�e da poseduje je stacionarnost. Slobodno reqeno, serija je
stacionarna ukoliko je ǌeno kretaǌe predvidivo tokom vremena, tj. ukoliko
ǌeno kretaǌe ispuǌava sliqan obrazac ponaxaǌa tokom vremena. Suprotno,
ako su parametri kretaǌa vremenske serije funkcije vremenskog trenutka, tada
je serija nestacionarna. Predmet izuqavaǌa ovog rada je upravo analiza nesta-
cionarnih vremenskih serija.
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2 Vremenske serije
Vremenska serija se obiqno definixe kao niz podataka sa odre�enim hro-

noloxkim ili linijskim redosledom. Me�utim definiciji se mo�e pri�i i sa
stanovixta sluqajnih procesa kao xto �e biti opisano u nastavku.

2.1 Sluqajni procesi
Do pojma sluqajnog procesa dolazi se proxirivaǌem pojma sluqajne promen-

ǉive pa uvodimo slede�ih nekoliko definicija.

Definicija 2.1.1 Ω je skup svih isõoda jednog eksperimenta. Elementi ovog
skupa se oznaqavaju sa ωi, i = 1, 2, 3, ... i nazivaju elementarni doga�aji.

Definicija 2.1.2 Podskup F partitivnog skupa P(Ω) je algebra nad Ω ako va�e
uslovi:

• Ω ∈ F

• A ∈ F ⇒ A ∈ F

• A ∈ F
∧
B ∈ F ⇒ A

⋃
B ∈ F .

Definicija 2.1.3 Podskup F partitivnog skupa P(Ω) je σ-algebra nad Ω ako va-
�e uslovi:

• Ω ∈ F

• A ∈ F ⇒ A ∈ F

• {Ai}i∈N ∈ F ⇒
∞⋃
i=1

Ai ∈ F

Definicija 2.1.4 Ako je K neka familija podskupova prostora isõoda Ω(K se jox
naziva i kolekcija), tada presek svih σ-algebri koje sadr�e familiju K nazivamo
minimalna σ-algebra generisana sa K i oznaqavamo je σ[K].

Analogno se definixe minimalna algebra koja sadr�i sve skupove date kolek-
cije.

Definicija 2.1.5 Neka je prostor isõoda jednak skupu realnih brojeva R i neka
je kolekcija K data sa K = {(a, b] : a, b ∈ R, a < b}. Minimalnu algebru koja
sadr�i kolekciju K oznaqavamo sa B0. Minimalna σ-algebra koja sadr�i kolekciju
K zove se Borelova σ-algebra podskupova realne prave. Oznaqavamo je sa B. ǋeni
elementi zovu se Borelovi skupovi na realnoj pravoj.
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Definicija 2.1.6 Neka je Ω prostor isõoda sluqajnog eksperimenta i F σ-algebra
doga�aja. Ure�eni par (Ω,F) se zove merǉiv prostor.

Definicija 2.1.7 Neka je Ω skup svih elementarnih doga�aja i neka je F σ-algebra
nad Ω. Funkcija P : F → R se zove verovatno�a ili verovatnosna mera na
merǉivom prostoru (Ω,F) ako ima slede�a svojstva:

• svojstvo normiranosti - P (Ω) = 1

• svojstvo nenegativnosti - P (A) ≥ 0, za svaki doga�aj A ∈ F

• svojstvo σ aditivnosti verovatno�e - ako {Ai}i∈N ∈ F , Ai
⋂
Aj = ∅, i 6= j,

i = 1, 2, 3, ..., j = 1, 2, 3, ..., onda P
(
∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

P (Ai)

Prostor verovatno�a je ure�ena trojka (Ω,F , P ).

Definicija 2.1.8 Neka je (Ω,F , P ) prostor verovatno�a. Realno preslikavaǌe
X : Ω→ R se zove sluqajna promenǉiva ako ∀B ∈ B va�i da je X−1(B) ∈ F gde je B
Borelova σ-algebra. Za X ka�emo da je F-merǉivo.

Definicija 2.1.9 Familija sluqajnih promenǉivih {Xt(ω) : t ∈ T, ω ∈ Ω} defini-
sanih nad istim prostorom verovatno�e (Ω,F , P ) se zove sluqajni (stohastiqki)
proces sa indeksnim skupom T .

Prilikom zapisa se qesto izostavǉa promenǉiva ω, pa se umesto toga sluqaj-
ni proces oznaqava sa {Xt, t ∈ T}. Proces oqigledno zavisi od dve promenǉive
t i ω. Za fiksirano t ∈ T sluqajni proces je jedna promenǉiva. Za fiksirano
ω ∈ Ω funkcija Xt(ω), t ∈ T se zove trajektorija sluqajnog procesa. Ako pak
fiksiramo obe promenǉive Xt je realan broj ili jedna realizacija sluqajnog
procesa.

Skup T iz prethodne definicije se jox naziva i parametarski skup. Ako je
T = R = (−∞,∞), T = [0,∞) ili T = [a, b] ⊆ R, onda se parametar t ∈ T obiqno
interpretira kao vreme, a sluqajna funkcija {Xt, t ∈ T} zove se sluqajan proces
sa neprekidnim vremenom. Ako je T ⊆ Z ili T ⊆ N, onda se sluqajna funkcija
{Xt, t ∈ T} zove sluqajan proces sa diskretnim vremenom ili sluqajni niz.

Definicija 2.1.10 Za svaki prirodan broj n i proizvoǉne elemente t1,...,tn ∈ T ,
t1 < t2 < ... < tn, raspodela verovatno�a sluqajnog vektora (Xt1 , Xt2 , ..., Xtn) odre-
�ena je funkcijom raspodele

Ft1,...,tn(x1, ..., xn) = P{Xt1 ≤ x1, ..., Xtn ≤ xn}.

Familija svih ovih raspodela zove se familija konaqnodimenzionih raspodela slu-
qajnog procesa {Xt, t ∈ T}.
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Familija konaqnodimenzionih raspodela zadovoǉava slede�e uslove:

• uslov simetrije - ako je i1, ..., in jedna permutacija brojeva od 1 do n onda
va�i

Fti1 ,...,tin (xi1 , ..., xin) = Ft1,...,tn(x1, ..., xn)

• uslov saglasnosti - ako je m < n za proizvoǉne tm+1, ..., tn ∈ T va�i

Ft1,...,tm,tm+1,...,tn(x1, ..., xm,∞, ...,∞) = Ft1,...,tm(x1, ..., xm)

Neka je {Xt, t ∈ T} sluqajan proces. Tada je:

• sredǌa vrednost sluqajnog procesa

E(Xt) = µt, t ∈ T

• varijansa sluqajnog procesa

D(Xt) = σ2
t , t ∈ T

• autokovarijansa (ili kra�e kovarijansa) sluqajnog procesa

γ(r, s) = cov(Xr, Xs) = E((Xr − E(Xr))(Xs − E(Xs))), r, s ∈ T

• autokorelacija (ili kra�e korelacija) sluqajnog procesa

ρ(r, s) =
cov(Xr, Xs)√
D(Xr)D(Xs)

Definicija 2.1.11 Sluqajan proces je strogo stacionaran ako su ǌegove konaq-
nodimenzione funkcije raspodele invarijantne u odnosu na t, odnosno ako za sve
ti, ti + t ∈ T , i = 1, 2, ... va�i:

Ft1,...,tn(x1, ..., xn) = Ft1+t,...,tn+t(x1, ..., xn).

Definicija 2.1.12 Sluqajan proces {Xt, t ∈ T} je slabo stacionaran ako su ispu-
ǌeni slede�i uslovi:

• E(Xt) = m = const, ∀t ∈ T

• E(X2
t ) <∞, ∀t ∈ T

• γ(r, s) = γ(r + t, s+ t), ∀r, s, t ∈ T .
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Sada mo�emo uvesti i formalnu definiciju vremenskih serija.

Definicija 2.1.13 Vremenska serija je jedna realizacija sluqajnog procesa.

U smislu prethodne definicije odnos vremenske serije i sluqajnog procesa
odgovara odnosu uzorka i osnovnog skupa u standardnoj teoriji statistiqkog
zakǉuqivaǌa. Kao xto uzorak predstavǉa deo osnovnog skupa na osnovu koga
se donose zakǉuqci o samom skupu, tako i vremenska serija predstavǉa deo
sluqajnog procesa koji treba da omogu�i uoqavaǌe karakteristika tog procesa.
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2.2 Komponente vremenske serije
Vremenske serije se, u zavisnosti od pojave, mogu sastojati od razliqitih

komponenti. Tradicionalno se pretpostavǉa da se vremenska serija mo�e raz-
lo�iti na qetiri komponente: trend f(t), cikliqnu komponentu c(t), sezonsku
komponentu s(t) i sluqajnu komponentu ε(t). U sluqaju kada serija sadr�i sve
ove komponente tipovi modela koji se najqeø�e koriste su:

• aditivni model - Xt = f(t) + s(t) + c(t) + ε(t)

• multiplikativni model - Xt = f(t) · s(t) · c(t) · ε(t)

• mexoviti model - Xt = f(t) · s(t) · c(t) + ε(t).

Trend vremenske serije opisuje ǌeno osnovno ponaxaǌe u du�em vremenskom
periodu, ili preciznije u qitavom vremenskom periodu za koji je vremenska se-
rija poznata. U zavisnosti od toga da li vrednosti vremenske serije tokom vre-
mena sistematñki rastu ili opadaju, trend mo�e biti rastu�i ili opadaju�i.
Osim toga, trend mo�e biti deterministiqki ili stohastiqki u zavisnosti od
toga da li se promene serije mogu predvideti ili ne.

Grafik 2.2.1: Primer vremenske serije sa trendom: Potroxǌa energije u Jugoistoqnom
Brazilu od januara 1976. do decembra 2000. (preuzeto sa http : //www.scielo.br)
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U praktiqnim primenama ve�ina vremenskih serija predstavǉa podatke pri-
kupǉene u uzastopnim vremenskim intervalima kao xto su dani, meseci, kvar-
tali, itd. Zbog toga pojedine vremenske serije ispoǉavaju pravilnosti u svom
kretaǌu koje se javǉaju u toku jedne kalendarske godine. Za takve serije ka�emo
da imaju sezonsku komponentu. Prisustvo sezonske komponente utiqe na to da
postoji ve�i stepen korelacije izme�u podataka dobijenih u istim mesecima
razliqitih godina nego izme�u onih dobijenih u susednim mesecima iste go-
dine.

Grafik 2.2.2: Primer vremenske serije sa sezonskom komponentom: Broj turista u Repub-
lici Makedoniji od 2004. do 2010. (preuzeto sa http : //mk.wikipedia.org/wiki)

Cikliqna komponenta predstavǉa sliqno ponaxaǌe koje se javǉa u seriji
tokom nekog perioda vremena, odnosno mo�emo re�i da se u seriji zapa�a peri-
odiqni karakter promene. Ovakve serije imaju svoju periodu, odnosno ciklus.

Prethodne tri komponente se jednim imenom nazivaju nesluqajne komponente.
Nijedna od ovih komponenti nije obavezna u modelu. Jedina komponenta koju
svaki model mora da ima je sluqajna komponenta. Ova komponenta slu�i za
objaxǌavaǌe nepredvidivih fluktuacija.
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2.3 Klasifikacija vremenskih serija
Mo�emo izvrxiti klasifikaciju vremenskih serija koriste�i razliqite

kriterijume. Najjednostavnija je podela na neprekidne i diskretne (prekidne)
vremenske serije. Kao i kod sluqajnih procesa ta podela zavisi od parame-
tarskog skupa. Vremenska serija je neprekidna ako ǌene vrednosti mo�emo
registrovati u svakom vremenskom trenutku. Prekidna vremenska serija je ona
qije vrednosti bele�imo u jednakim vremenskim intervalima (dan, sat, mesec,
godina). Prekidnu vremensku seriju mo�emo dobiti i od neprekidne tako xto
�emo bele�eǌe rezultata posmatrane pojave vrxiti samo u odre�enim vremen-
skim intervalima.

Kǉuqna podela vremenskih serija jeste podela na stacionarne i nestacio-
narne. Slobodno reqeno, serija je stacionarna ukoliko je ǌeno kretaǌe pred-
vidivo tokom vremena, tj. ukoliko ǌeno kretaǌe ispuǌava sliqan obrazac
ponaxaǌa tokom vremena. Suprotno, ako su parametri kretaǌa vremenske se-
rije funkcije vremenskog trenutka, tada je ona nestacionarna. Na slede�im
slikama se mo�e videti kako izgledaju stacionarne a kako nestacionarne vre-
menske serije.

Grafik 2.3.1: Primer stacionarnih vremenskih serija
(preuzeto sa https : //drsifu.wordpress.com/2012/11/27/time− series− econometrics)
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Grafik 2.3.2: Primer nestacionarnih vremenskih serija
(preuzeto sa https : //drsifu.wordpress.com/2012/11/27/time− series− econometrics/)

Kao xto je ve� pomenuto postoje dva vida stacionarnosti. U sluqaju defini-
cije 2.1.11 serija je stacionarna ako se ǌena svojstva ne meǌaju transliraǌem
u vremenu. To znaqi da sluqajne promenǉive koje pripadaju toj seriji imaju
istu oqekivanu vrednost, varijansu i momente vixeg reda. Ako pak uzmemo
definiciju 2.1.12 u obzir onda za stacionarnu seriju va�i da se oqekivana
vrednost i varijansa ne meǌaju tokom vremena dok je kovarijansa izme�u svaka
dva qlana serije samo funkcija vremenskog rastojaǌa izme�u ǌih.

Ve�ina vremenskih serija uopxte, a posebno u ekonomiji ima bar jednu oso-
binu kojom odstupa od karakteristiqnog izgleda stacionarne vremenske serije.
Nestacionarna vremenska serija se mo�e transformisati tako da se dobije sta-
cionarna vremenska serija pomo�u operatora prve diference, odnosno konaqnih
razlika prvog reda, za xta se uobiqajeno, mada nepravilno, koristi termin di-
ferenciraǌe podataka.
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Pretpostavimo da vremenska serija Xt poseduje trend deterministiqkog ti-
pa (a+bt) oko kojeg relativno pravilno oscilira, xto zavisi od ponaxaǌa slu-
qajne grexke et : Xt = a+bt+et. Primenom operatora prve diference eliminixe
se komponenta linearnog trenda na slede�i naqin:

Xt = a+ bt+ et
Xt−1 = a+ b(t− 1) + et−1

}
⇒ ∆Xt = Xt −Xt−1 = b+ ∆et.
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2.4 Neki modeli vremenskih serija
Jedan od naqina za izuqavaǌe nekih pojava koje su dobijene u vidu vremenskih

serija je izgradǌa modela za takve serije. Osnovna motivacija za izgradǌu
modela bila je �eǉa da se prognoziraju budu�e vrednosti serije. U nastavku
�e biti opisani neki od osnovnih modela. Svi modeli u nastavku se odnose na
vremenske serije bez trenda, sezonske i cikliqne komponente.

2.4.1 Beli xum

Neka je dat niz sluqajnih veliqina: X1, X2, X3, ..., Xn za koje va�i:

Xt = f(t) + ξt, t = 1, n

gde je f(t) deterministiqka, nesluqajna komponenta, a ξt, t = 1, n sluqajna kom-
ponenta za koju va�i:

Eξt = 0, t = 1, n
Dξt = σ2, t = 1, n
Cov(ξt, ξs) = Eξtξs = 0, za sve s 6= t.

Niz ξt se naziva beli xum. Da je neki niz beli xum oznaqava�emo sa: ξt⊥(0, σ2).

2.4.2 Modeli pokretnih proseka

Neka je dat niz realnih sluqajnih promenǉivih:

{ξt, t ∈ D}, D = {0,±1,±2, ...}
koji predstavǉa beli xum:

ξt ⊥ (0, σ2).

Definiximo sada niz realnih sluqajnih promenǉivih {Xt, t ∈ D} na slede�i
naqin:

Xt =

q∑
j=0

ajξt−j, a0 6= 0, aq 6= 0.

Ovo je serija pokretnih proseka reda q ili MA(q) serija (engleski: MA-moving
average).

Za MA(q) serije va�i:

EXt = 0

DXt = E

(
q∑
1

ajξt−j

)2

= σ2
q∑
j=0

a2j

KX(t, s) = K(t− s) = K(τ) =

 σ2
q−|τ |∑
j=0

ajaj+|τ |, 0 ≤ |τ | ≤ q

0, |τ | > q

Odakle zakǉuqujemo da je MA(q) stacionarna serija.
Najjednostavniji primer serije pokretnih proseka je MA(1) serija. Ova

serija ima slede�i oblik:
Xt = ξt + aξt−1.

12
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2.4.3 Autoregresioni modeli

Neka je dat niz realnih sluqajnih promenǉivih:

{ξt, t ∈ D}, D = {0,±1,±2, ...}

koji predstavǉa beli xum i neka je serija {Xt} definisana na slede�i naqin:

Xt = h1Xt−1 + h2Xt−2 + ...+ hpXt−p + ξt, t ∈ D,

gde su h1, h2, ..., hp realni koeficijenti. Takve serije �emo zapisivati i u ob-
liku:

Xt + b1Xt−1 + ...+ bpXt−p = ξt

i smatrati da mo�e biti p ≥ 1. Ovo je autoregresiona serija reda p ili AR(p)
serija (engleski: AR-autoregression).

Za sve autoregresione serije va�i da se mogu predstaviti u obliku beskonaqne
serije pokretnih proseka. Tako seriju AR(p) mo�emo predstaviti i na slede�i
naqin:

Xt =
∞∑
j=0

cjξt−j, t ∈ D.

Za ovu seriju onda va�i:

EXt = lim
n→∞

EXt,n = lim
n→∞

n∑
j=0

cjEξt−j = 0

DXt = lim
n→∞

EX2
t,n = lim

n→∞

n∑
j=0

|cj|2Eξ2t−j = σ2
∞∑
j=0

cj2

KX(t, t− τ) = E
∞∑
j=0

cjξt−j ·
∞∑
v=0

cvξt−τ−v =

=
∞∑

j,v=0

cjcvE(ξt−jξt−τ−v) = σ2
∞∑
v=0

cvcτ+v, τ > 0

K(t, t− τ) = K(τ) = K(−τ).

Odavde zakǉuqujemo da parametri cj moraju biti maǌi od 1 po apsolutnoj vred-

nosti kako bi serija bila stacionarna, jer je samo u tom sluqaju suma
∞∑
j=1

c2j

konaqna, odnosno samo tad je DXt <∞.
Najjednostavniji primer autoregresione serije je AR(1) serija. Ova serija

ima slede�i oblik:
Xt = βXt−1 + ξt.

13
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2.4.4 Autoregresioni modeli pokretnih proseka

Serija {Xt, t ∈ D} realnih sluqajnih veliqina definisana sa:

p∑
j=0

bjXt−j =

q∑
k=0

akξt−k, t ∈ D,

u kojoj �emo smatrati da je b0 = 1, bp 6= 0, a0 = 1, aq 6= 0 i gde je:

ξt ⊥ (0, σ2), t ∈ D,

je autoregresiona serija pokretnih proseka reda (p, q) ili ARMA(p, q) serija.
Najjednostavniji oblik ovih serija je ARMA(1, 1) serija. Ova serija ima

slede�i oblik:
Xt + b1Xt−1 = ξt + a1ξt−1.

14
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3 Vremenske serije sa jediniqnim korenom
Autoregresionom modelu reda p:

Xt = h1Xt−1 + h2Xt−2 + ...+ hpXt−p + ξt

mo�e se pridru�iti slede�a jednaqina:

gp − h1gp−1 − h2gp−2 − ...− hp = 0.

Ovakva jednaqina se obiqno naziva karakteristiqna jednaqina AR(p) modela,
gde su g1, g2, ..., gp koreni karakteristiqne jednaqine. Mo�e se pokazati da va�i
slede�e:

• Ukoliko su svi koreni g1, g2, ..., gp po modulu maǌi od 1, onda je serija
stacionarna

• Ukoliko je bar jedan koren gi, i = 1, 2, ..., p po modulu jednak jedan onda je
vremenska serija nestacionarna. Takve vremenske serije se obiqno nazi-
vaju vremenske serije sa jediniqnim korenom.

Posmatrajmo slede�i model:

Xt = β + 1 ·Xt−1 + et.

Ovo je autoregresioni model prvog reda kod koga je autoregresioni parametar
jednak vrednosti 1. Ponaxaǌe ove vremenske serije na dugi rok odre�uje rexe-
ǌe slede�e karakteristiqne jednaqine:

g − 1 = 0⇒ g = 1.

Dakle koren karakteristiqne jednaqine uzima vrednost 1, zbog qega se ovakve
serije i nazivaju vremenske serije sa jediniqnim korenom. Broj jediniqnih
korena odgovara stepenu integrisanosti vremenske serije, odnosno odre�uje
koliko je puta potrebno diferencirati nestacionarnu vremensku seriju da bi
ona postala stacionarna. Pretpostavimo da je broj jediniqnih korena d tada
je serija ∆dXt stacionarna vremenska serija.

Mo�emo dati jox jedan primer vremenske serije sa jediniqnim korenom.
Posmatrajmo model oblika:

Xt = 2Xt−1 −Xt−2 + et.

Ovo je autoregresioni model reda 2. Karakteristiqna jednaqina ovog modela
je:

g2 − 2g + 1 = 0⇔ (g − 1)2 = 0⇒ g1 = g2 = 1.

Dakle, ovaj model ima dva jediniqna korena, xto znaqi da je potrebno dva puta
izvrxiti diferenciraǌe da bi se dobila stacionarna vremenska serija. To se
mo�e uraditi na slede�i naqin:

Xt = 2Xt−1 −Xt−2 + et
Xt −Xt−1︸ ︷︷ ︸ = Xt−1 −Xt−2︸ ︷︷ ︸+et ⇒ ∆Xt = ∆Xt−1︸ ︷︷ ︸+et ⇒ ∆2Xt = et

∆Xt ∆Xt−1 ∆Xt −∆Xt−1 = ∆2Xt

15
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Prvim diferenciraǌem se eliminixe prvi jediniqni koren ali dobijena se-
rija ∆Xt = ∆Xt−1 + et je i daǉe nestacionarna. Drugim diferenciraǌem se
eleminixe i drugi jediniqni koren i dobija se stacionarna vremenska serija
∆2Xt = et.
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3.1 Testovi jediniqnog korena
U praktiqnom modeliraǌu od velikog je znaqaja utvr�ivaǌe broja jediniq-

nih korena koje data vremenska serija poseduje. U tom ciǉu se koriste testovi
jediniqnog korena.

Postoji veliki broj razliqitih testova jediniqnih korena. Prvi test koji
se pojavio definisali su Diki i Fuler. Pored ovog u radu �e biti opisana
jox dva testa jediniqnog korena.

3.1.1 Diki-Fulerov test

Ovaj test je dobio ime po svojim autorima. Jedan je od najqex�e korix�enih
i qesto se kra�e naziva DF test.

Pretpostavimo da je vremenska serija Xt generisana AR(1) modelom:

Xt = φXt−1 + et

i da je ǌena sredǌa vrednost E(Xt) = 0. Kao xto je ve� objaxǌeno u prethodnom
poglavǉu, priroda kretaǌa Xt zavisi od vrednosti parametra φ. Kada je φ < 1
Xt sledi stacionarnu putaǌu, a kada je φ = 1 Xt poseduje jediniqni koren.

Prema ovome se formiraju hipoteze testa koje imaju slede�i oblik:

H0 : φ = 1 (Xt poseduje jedan jediniqni koren)

H1 : φ < 1 (Xt je stacionarna vremenska serija).

Nultu hipotezu proveravamo pomo�u test statistike koja se raquna prema
podacima iz uzorka obima T : X1, X2, ..., XT . Prvi korak je oceǌivaǌe parametra
φ primenom metode najmaǌih kvadrata:

φ̂ =

T∑
t=2

XtXt−1

T∑
t=2

X2
t−1

.

Slede�i korak je izraqunavaǌe standardne grexke ocene φ̂, s(φ̂), na slede�i
naqin:

s(φ̂) =

√√√√√ s2

T∑
t=2

X2
t−1

,

gde je:

s2 =

T∑
t=2

X2
t − φ̂

T∑
t=2

XtXt−1

(T − 1)− 1
.
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Ukoliko se ocena φ̂ ne razlikuje mnogo od jedan logiqno je zakǉuqiti da je nulta
hipoteza taqna. Prema ovome mo�emo obrazovati test statistiku na slede�i
naqin:

φ̂− 1

s(φ̂)
.

Od toga da li serija ima jediniqni koren ili ne zavisi i raspodela ove test
statistike. Naime, pod pretpostavkom da je φ̂ ocena parametra standardnog
linearnog regresionog modela ova test statistika bi imala t-raspodelu. Na-
suprot tome, ako serija ima jediniqni koren, tada ocena φ̂ nema normalnu
raspodelu, pa ni test statistika nema t-raspodelu.

Da test statistika ne pripada klasi poznatih teorijskih raspodela, tj. da
ima nestandardnu raspodelu, prvi su pokazali Diki i Fuler. Prema testu ova
raspodela je nazvana raspodela DF testa jediniqnog korena. Qesto se oznaqava
i kao τ-raspodela, pa se i sama test statistika qesto oznaqava sa τ .

Kritiqna vrednost τ k za τ-raspodelu se mo�e odrediti za svaki obim uzorka
za nivo znaqajnosti 5% pomo�u slede�e formule:

τ k = −1.9393− 0.398

τ
.

Prema poznatim pravilima statistiqkih testova zatim se odre�uje da li se
nulta hipoteza prihvata ili odbija. Naime, ako je izraqunata vrednost test-
statistike ve�a od kritiqne vrednosti hipoteza H0 se odbacuje i zakǉuqujemo
da je serija stacionarna. U suprotnom nultu hipotezu prihvatamo i zakǉuqu-
jemo da serija ima bar jedan jediniqni koren.

Ukoliko se umesto poqetnog modela koristi model:

∆Xt = β0 + βt+ ϕXt−1 + δ1∆Xt−1 + δ2∆Xt−2 + ...+ δk∆Xt−k + et

izraqunata DF statistika iz ovog modela naziva se proxirena Diki-Fulerova
statistika koja se obiqno oznaqava ADF (Augmented Dickey-Fuller).Obe statis-
tike, DF i ADF, poseduju identiqnu asimptotñku raspodelu i u praksi se ko-
riste iste kritiqne vrednosti.

3.1.2 KPSS test

KPSS test jediniqnog korena ime je dobio po poqetnim slovima prezime-
na svojih autora (Kwiatkowski�Phillips�Schmidt�Shin). Zasniva se na potpuno
drugaqijem pristupu od DF testa. Posmatrajmo model:

Xt = X0 + βt+ et, t = 1, 2, ..., T (3.1.1)

i pretpostavimo da et poseduje jedan jediniqni koren:

et = et−1 + vt, e0 = 0 (3.1.2)

tako da je sada vt proces beli xum sa sredǌom vrednox�u 0 i varijansom σ2
v.
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Ako sada zamenimo 3.1.2 u 3.1.1 dobijamo:

Xt = X0 +βt+ et = X0 +βt+ et−1 + vt = X0 +βt+ et−2 + vt + vt−1 = ... = X0 +βt+
t∑

j=1

vj,

gde je t = 1, 2, ....
Ono od qega �e zavisiti da li je serija stacionarna ili ne jeste posledǌi

sabirak, suma sluqajnih grexaka
t∑

j=1

vj. Serija �e biti stacionarna jedino onda

kada je varijansa sluqajne veliqine vt jednaka nuli.
Iz ovih zakǉuqaka formiramo hipoteze:

H0 : σ2
v = 0 (Xt je stacionarna vremenska serija)

H1 : σ2
v > 0 (Xt poseduje jedan jediniqni koren).

Dakle osnovni zadatak ovog testa je zapravo ocena varijanse sluqajne veliqine
vt.

Kada iz relacije 3.1.1 primenom metode najmaǌih kvadrata ocenimo para-
metar β dobijamo prvo reziduale êt, a potom i parcijalne sume reziduala -

St =
t∑
i=1

êi, za t = 1, 2, ..., T . Zatim se formira veliqina
T∑
t=1

S2
t , koja se normira

ocenom dugoroqne varijanse s2∞ sluqajne komponente
t∑

j=1

vj. Odavde izvodimo

KPSS test-statistiku koja je oblika:

KPSS =

1
T 2

T∑
t=1

S2
t

s2∞
.

Veliqina s2∞ predstavǉa ǋui-Vestovu ocenu dugoroqne regresije:

σ2
∞ = lim

T→∞
T−1var(

T∑
t=1

vt),

koja se dobija prema:

s2∞ =
1

T

T∑
t=1

ê2t + 2
L∑
j=1

wj(
1

T

T∑
t=j+1

êtêt−j)

=

T∑
t=1

ê2t

T

1 + 2w1

T∑
t=2

êtêt−1

T∑
t=1

ê2t

+ ...+ 2wL

T∑
t=L+1

êtêt−L

T∑
t=1

ê2t

 .
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Req je o uobiqajenoj oceni varijanse sluqajne grexke modela s2 =
T∑
t=1

ê2t/T, koja

se mno�i datim elementom u zagradi da bi se ukǉuqila informacija o auto-
korelisanosti podataka. Parametar L predstavǉa broj docǌi i bira se na
slede�i naqin : L = [4(T/100)1/4]. Veliqina wj predstavǉa prozor docǌi i
definixe se kao wj = 1 − j/(L + 1), j = 1, ..., L i 0 za ostale docǌe. Na ovaj
naqin se pretpostavǉa da autokorelacija linearno opada tokom vremena i da
ne postoji za docǌe strogo ve�e od L.

3.1.3 PP test

PP (Phillips�Perron) test je definisan za iste hipoteze kao i kod DF testa.
Test statistika je postavǉena tako da predstavǉa modifikaciju DF statistike
sa ciǉem pove�aǌa pouzdanosti testiraǌa kada u regresionom modelu postoji
autokorelacija i kada je potrebno voditi raquna o prisustvu deterministiqke
komponente. PP test statistika se definixe na slede�i naqin:

Zt =
s

s∞
τt − 0.5

(
s2∞ − s2

s2∞

)(
Ts(ϕ̂)

s2

)
.

Sa s2 i s2∞ oznaqene su redom obiqna i dugoroqna ocena varijanse sluqajne
grexke modela, dok s(ϕ̂) predstavǉa standardnu grexku ocene ϕ̂ u modelu:

∆Xt = β0 + βt+ ϕXt−1 + et,

a τT DF statistiku za isti model.
U uslovima va�eǌa nulte hipoteze statistika Zt ima raspodelu koja je as-

imptotski identiqna raspodeli DF testa pa se koristi isti skup kritiqnih
vrednosti.
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4 Regresiona analiza vremenskih serija sa jedi-
niqnim korenom

4.1 Linearna regresija
U svakoj nauqnoj disciplini osnovni problem je utvr�ivaǌe veza izme�u

promenǉivih veliqina. Te veze mogu biti potpuno odre�ene. Na primer, u
fizici se mo�e utvrditi taqna funkcionalna zavisnost izme�u udaǉenosti
objekata od zemǉe i gravitacione sile.

Me�utim, u bioloxkim i druxtvenim naukama suoqavamo se sa mnogo komp-
likovanijim situacijama. Ovde je mnogo te�e odrediti taqnu povezanost pa je
potrebno koristiti statistiqka izuqavaǌa koja mere proseqne promene jedne
veliqine izazvane promenama druge veliqine. Regresiona analiza upravo ima
za ciǉ da utvr�uje i meri veze takvog tipa.

U medicinskim istra�ivaǌima qesto se interes istra�ivaqa usmerava ka
problemu povezanosti me�u sluqajnim promenǉivim. Pritom je od posebnog
interesa mogu�nost prognoziraǌa ili predvi�aǌa vrednosti jedne promenǉive
na osnovu drugih promenǉivih.

Prvi tako formulisani problem potiqe od engleskog antropologa Francisa
Galtona. On je zajedno sa Pirsonom studirao nasle�ivaǌe u biologiji. Tokom
studija je mere�i visine oqeva i sinova ustanovio neku vrstu paradoksa. Naime,
primetio je da visoki oqevi imaju visoke sinove ali u proseku ne tako visoke
kao xto su oni sami, i sliqno, da niski oqevi imaju niske sinove ali opet u
proseku ne tako niske kao xto su oni. Ovu tendenciju proseka neke karakteris-
tike (u ovom sluqaju visine) odabrane grupe da u slede�oj generaciji sinova
te�i ka proseku populacije a ne proseku ǌihovih oqeva, Galton je nazvao regre-
sijom, taqnije, regresijom prema proseku. Da bi dobio informaciju zavisnosti
visine sinova od visine ǌihovih oqeva, Pirson je pretpostavio da se ta zavis-
nost mo�e izraziti kao funkcija, y = f(x), pri qemu je y zavisna promenǉiva,
odnosno promenǉiva koju �elimo da objasnimo ili predvidimo (u Galtonovom
primeru visina sinova), a x nezavisna promenǉiva, odnosno promenǉiva koju
koristimo da objasnimo zavisnu promenǉivu (visina oqeva).

Osnovna svrha primene regresione analize je da se na osnovu jedne, poznate
promenǉive mo�e predvideti vrednost druge, nepoznate promenǉive i to iz
jednaqine koja pokazuje ǌihovu zavisnost. Zavisnost mo�e biti linearna i u
tom sluqaju se izra�ava polinomom prvog stepena ili mo�e biti nelinearna
(logaritamska, eksponencijalna), pa se izra�ava odgovaraju�im matematiqkim
izrazima.
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4.1.1 Linearni regresioni modeli

Regresioni modeli se dele na proste, u kojima postoji samo jedna zavisna
i jedna nezavisna promenǉiva i vixestruke u kojima postoji dve ili vixe
nezavisnih i jedna zavisna promenǉiva. I jedni i drugi se prema prirodi
zavisnosti izme�u promenǉivih dele na linearne i nelinearne.

Prosti linearni regresioni modeli se izra�avaju polinomom prvog stepena,
koja za populaciju glasi:

y = β0 + β1x+ ε.

U ovoj jednaqini su: y - zavisna promenǉiva, x – nezavisna promenǉiva, a ε
– sluqajna grexka, koja predstavǉa razliku izme�u eksperimentalno dobijene
vrednosti y i vrednosti y izraqunate iz polinoma prvog stepena.

Za uzorak jednaqina ima slede�i oblik:

yi = a+ bxi

gde su a i b nepoznati parametri koje treba oceniti. Konstanta a predstavǉa
vrednost y kada je x = 0 (vrednost u kojoj prava linija seqe y osu kada je x = 0)
i naziva se odseqak na y osi, a slu�i za procenu populacionog parametra β0.
Koeficijent regresije b pokazuje koliko se linearno meǌa vrednost zavisne
promenǉive y ako se nezavisna promenǉiva x promeni (pove�a ili smaǌi) za
jedinicu mere. Koeficijent b ima pozitivan predznak kada se sa pove�aǌem
x pove�ava y (zavisnost izme�u x i y je upravo proporcionalna), a negativan
kada se sa pove�aǌem x smaǌuje y (obrnuto proporcionalna zavisnost). Ako
su obe promenǉive izra�ene u istim dimenzijama, b predstavǉa tangens ugla α
koji prava linija zaklapa sa x osom.

Metoda koja se koristi da se odrede parametri modela na osnovu datih
taqaka naziva se metoda najmaǌih kvadrata, a bazira se na tome da se min-
imizuje suma kvadriranih razlika (grexaka = ε) izme�u dobijenih i izraqu-
natih vrednosti y. Suxtina je u tome da kroz grupu taqaka mo�e da se povuqe
vixe pravih linija koje �e na neki naqin opisivati taj skup taqaka, a ”najbo-
ǉa” je ona kod koje je zbir kvadrata odstupaǌa taqaka od odgovaraju�e prave
najmaǌi mogu�i. Takvu pravu nazivamo regresiona prava.

Prava linija koja se prema kriterijumu najmaǌih kvadrata najboǉe uklapa u
grupu taqaka naziva se regresiona linija, a jednaqina koja je definixe naziva
se regresiona jednaqina. Regresiona jednaqina ima slede�e osobine:

• razlika izme�u stvarne vrednosti y i izraqunate vrednosti y je najmaǌa
mogu�a,

• iz sredǌe vrednosti x mo�emo da izraqunamo sredǌu vrednost y,

• kada x odstupa od sredǌe vrednosti, mo�emo da oqekujemo i da y odstupa
od svoje sredǌe vrednosti.

Iz regresione jednaqine mo�e da se izraquna oqekivana vrednost y iz date
vrednosti x, odnosno regresiona jednaqina mo�e da se koristi za ”predvi�aǌe”
vrednosti y.
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Koeficijenti regresione jednaqine izraqunavaju se prema slede�im izrazi-
ma:

b =

∑
xy −Nx̄ȳ∑
x2 −Nx̄2

, a = ȳ − bx̄.

Veliqinu odstupaǌa taqaka od prave linije izra�ava standardna grexka
regresione prave, koja se izraqunava prema izrazu:

Sy,x =

√∑
(yi − y)2

N − 2
=

√∑
y2 − a

∑
y − b

∑
xy

N − 2
.

Jaka linearna zavisnost izme�u promenǉivih x i y znaqi da su taqke vrlo
blizu prave linije, pa je stoga suma kvadrata odstupaǌa dobijenih vrednosti y
od izraqunatih vrednosti y, mala, odnosno mala je i standardna grexka Sy,x. I
obrnuto, kada je linearna zavisnost izme�u promenǉivih x i y slaba, taqke su
rasute oko prave, suma kvadrata odstupaǌa taqaka od prave je velika i velika
je standardna grexka Sy,x.

Razlika izme�u dobijenih vrednosti y i izraqunatih vrednosti y naziva se
ostatak (rezidual), a poxto je standardna grexka Sy,x mera za veliqinu ovih
reziduala, ǌen drugi naziv je rezidualna standardna devijacija.
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4.2 Linearna regresija kod vremenskih serija sa jediniqnim
korenom

Jedna od pretpostavki klasiqnog linearnog regresionog modela odnosi se
na svojstvo objaxǌavaju�ih promenǉivih da uzimaju fiksirane vrednosti iz
ponovǉenih uzoraka. Varijansa objaxǌavaju�ih promenǉivih je nula jer one
i nisu sluqajne promenǉive. U sluqaju da je pomenuta pretpostavka netaqna
ne mo�e se dokazati da se metodom najmaǌih kvadrata dobijaju konzistentne
ocene. Osim toga te ocene nemaju normalnu raspodelu pa se ne mogu koristiti
ni standardne test-statistike sa Studentovom i χ2 raspodelom.

Ako objaxǌavaju�a promenǉiva ima jediniqni koren, nije stacionarna, onda
ǌena varijansa raste tokom vremena i takva promenǉiva ne uzima fiksirane
vrednosti iz ponovǉenih uzoraka. Odavde sledi da se klasiqni linearni re-
gresioni modeli ne mogu koristiti pri izuqavaǌu me�usobne zavisnosti nesta-
cionarnih vremenskih serija.

Jedan od naqina oceǌivaǌa zavisnosti izme�u nestacionarnih vremenskih
serija je ǌihova transformacija tako da se dobiju stacionarne vremenske se-
rije. U tu svrhu se najqex�e koristi ve� pomenuto diferenciraǌe vremenskih
serija. Neka su Yt i Xt vremenske serije sa jednim jediniqnim korenom onda se
klasiqni metod najmaǌih kvadrata mo�e primeniti na model oblika:

∆Yt = β0 + β1∆Xt + εt.

Ono xto predstavǉa problem kod ovakvog oceǌivaǌa je to xto rezultat ne
daje vezu izme�u Yt i Xt koja u ekonomskim istra�ivaǌima mo�e da bude od
velikog znaqaja. Ova veza se kod stacionarnih vremenskih serija dobija jedno-
stavno iz linearnog regresionog modela, dok se u sluqaju serija sa jediniqnim
korenom ona mo�e dobiti iskǉuqivo na osnovu koncepta kointegracije koji �e
biti objaxǌen u nastavku rada.
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5 Kointegracija
Pretpostavimo da postoje dve vremenske serije, od kojih svaka poseduje svoj

stohastiqki trend, ali se ǌihovo kretaǌe odvija tako da se one ne udaǉavaju
mnogo jedna od druge. U izvesnom smislu je ǌihovo zajedniqko kretaǌe sta-
cionarno. Upravo iz ovog primera potiqe pojam kointegracije, koji slobodno
reqeno podrazumeva stacionarnost linearne kombinacije individualno nesta-
cionarnih vremenskih serija.

Uporedimo sada koncept kointegracije sa konceptom linearnog regresionog
modela. Ciǉ regresione analize je da zavisnu promenǉivu predstavi preko ob-
jaxǌavaju�ih promenǉivih tako da neobjaxǌeni deo bude stacionaran, odnosno
proces beli xum. Ciǉ kointegracije je da kretaǌe jedne vremenske serije bude
objaxǌeno kretaǌem nekih drugih vremenskih serija tako da neobjaxǌeni deo
bude stacionaran. Dakle po svojoj suxtini ova dva koncepta se ne razlikuju.

5.1 Model sa korekcijom ravnote�ne grexke
U analizi odnosa ekonomskih vremenskih serija znaqajno mesto zauzima mo-

del korekcije ravnote�ne grexke. Ovaj model predstavili su Engle i Grejn
er
kao naqin opisivaǌa kointegrisane vremenske serije.

Pretpostavimo da su date dve vremenske serije Xt, Yt koje su u relaciji
Yt = β0 + βXt. Model sa korekcijom ravnote�ne grexke je oblika:

∆Yt = γ0(Yt−1 − β0 − βXt−1) + γ11∆Yt−1 + ...+ γ1k∆Yt−k + γ21∆Xt−1 + ...+ γ2k∆Xt−k + δ,

gde su γ0, γ11, ..., γ1k, γ21, ..., γ2k parametri, pri qemu va�i γ0 < 0, a δ sluqajna
grexka. Kǉuqni deo modela je promenǉiva (Yt−1−β0−βXt−1) jer ona predstavǉa
odstupaǌe Yt od ravnote�ne relacije Yt = β0 + βXt do koga je doxlo u periodu
t − 1. Pomenuta promenǉiva se zato naziva ravnote�na grexka. U nastavku
modela se promena Yt, ∆Yt, tokom perioda t modelira na osnovu informacije
kolika ravnote�na grexka je napravǉena u periodu t − 1. Ravnote�na grexka
ima korektivnu ulogu.

Parametar γ0 se naziva parametar prilago�avaǌa jer pokazuje koliki deo
promene Yt se uskla�uje u svakom periodu prema putaǌi dugoroqne ravnote�ne
veze.

Promenǉive ∆Yt−1,∆Yt−2, ...,∆Yt−k,∆Xt−1,∆Xt−2, ...,∆Xt−k se koriste za opisi-
vaǌe takozvane kratkoroqne dinamike. Broj ovih promenǉivih zavisi od struk-
ture korelacije poqetnih vremenskih serija.

Izme�u modela sa korekcijom ravnote�ne grexke i kointegracije postoji
jaka veza pa va�i da ako su vremenske serije kointegrisane onda se uvek mogu
predstaviti pomo�u ovog modela, ali i obrnuto, odnosno ako se jedna od vre-
menskih serija mo�e opisati pomo�u modela sa korekcijom ravnote�ne grexke
onda su one kointegrisane [2]. Ova veza predstavǉa fundamentalni rezultat
Grejn
er-Johansenove teoreme reprenzetacije. Prema ovoj teoremi model sa
korekcijom ravnote�ne grexke sadr�i informacije o nivou vremenskih serija,
qak i ako su one nestacionarne.
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5.2 Test kointegracije
Test kointegracije su osmislili Engl i Grejn
er i on je poznat pod imenom

dvostepena procedura Engla i Grejn
era. Pretpostavka ovog testa je da vre-
menske serije obrazuju samo jednu ravnote�nu relaciju. Ova pretpostavka je
taqna ako su u pitaǌu dve vremenske serije, u suprotnom ne mora da va�i. Ako
se radi o vixe kointegrisanih vremenskih serija one mogu obrazovati i neko-
liko ravnote�nih relacija. U tom sluqaju se postupak testiraǌa razlikuje.

Pretpostavimo da �elimo da proverimo da li su vremenske serije Xt i Yt
kointegrisane. Ove vremenske serije su kointegrisane ako neobjaxǌeni deo
kretaǌa Yt predstavǉa stacionarnu komponentu. Ta komponenta je serija rezi-
duala koju �emo oznaqavati sa rt. Dakle ako je rt stacionarno vremenske serije
Xt i Yt su kointegrisane, dok ako je rt nestacionarno ove vremenske serije nisu
kointegrisane. Odavde zakǉuqujemo da se test kointegracije svodi na test
jediniqnog korena serije reziduala rt.

Testiraǌe mo�emo izvrxiti pomo�u DF testa jediniqnog korena gde su nam
hipoteze date sa:

H0 : rt poseduje jediniqni koren

H1 : rt je stacionarna vremenska serija.

Ovakva verzija DF testa se naziva DF test serije reziduala i izvodi se na
isti naqin kao i DF test, ali ima jednu bitnu razliku a to je drugaqija asimp-
totska raspodela. Ova raspodela zavisi od toga da li kointegraciona jed-
naqina sadr�i kao deterministiqke komponente samo konstantu ili i konstantu
i trend, kao i od broja objaxǌavaju�ih promenǉivih u polaznoj jednaqini.

Ako test dovede do zakǉuqka da su serije kointegrisane analiza se nastavǉa
oceǌivaǌem parametara modela ravnote�ne grexke. Ocene se mogu dobiti stan-
dardnom metodom najmaǌih kvadrata i tako dobijene ocene su pristrasne i
nemaju normalnu raspodelu. Oduzimaǌem stvarnih vrednosti i vrednosti do-
bijenih iz oceǌenog modela dobija se serija reziduala.

Kointegrisane vremenske serije Xt i Yt obrazuju dugoroqnu ravnote�nu vezu
oblika Yt = β0 + βXt + rt, gde je rt stacionarna serija reziduala.
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6 Vektorska vremenska serija

Definicija 6.0.1 Definixemo vektorsku vremensku seriju Xt kao:

Xt =


x1t
x2t
...
xmt


za t = 1, 2, ..., gde su x1t, x2t, ..., xmt vremenske serije.

Definicija 6.0.2 Vektorska vremenska serija Xt je slabo stacionarna ako zado-
voǉava slede�e uslove:

1. E(Xt) = µ = const,gde je µ =


E(x1t)
E(x2t)

...
E(xmt)

 =


µ1

µ2
...
µm


2. cov(xit, xjs) = g(t− s), i, j = 1, 2, ...,m, s = 1, 2, ...

Definicija 6.0.3 Kovarijaciona matrica za docǌu k je:

Γk = E(Xt − µ)(Xt−k − µ)′ =


γ11(k) γ12(k) ... γ1m(k)
γ21(k) γ22(k) ... γ2m(k)

...
γm1(k) γm2(k) ... γmm(k)


gde je:

γij(k) = E(xit − µi)(xjt−k − µj), i, j = 1, 2, ...,m, k = 0, 1, 2, ...

Definicija 6.0.4 Oznaqimo sa D = diag[γ11(0), γ22(0), ..., γmm(0)] dijagonalnu ma-
tricu qiji su elementi varijanse qlanova vektorske vremenske serije Xt. Ma-
trica autokorelacionih koeficijenata na docǌi k je onda definnisana na slede�i
naqin:

ρk = D−1/2ΓkD
−1/2′ .

Ako oznaqimo:

ρk =


ρ11(k) ρ12(k) ... ρ1m(k)
ρ21(k) ρ22(k) ... ρ2m(k)

...
ρm1(k) ρm2(k) ... ρmm(k)


onda je:

ρij(k) =
γij(k)√

γii(0)γjj(0)
.
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Definicija 6.0.5 Neka je dat uzorak obima T vektorske vremenske serije Xt.
Ocena Γ̂k kovarijacione matrice Γk je:

Γ̂k =
1

T

T∑
t=k+1

(Xt −X)(Xt−k −X), k = 0, 1, 2, ...

gde je:

X =
1

T

T∑
t=1

Xt.

Definicija 6.0.6 Ocena ρ̂k matrice ρk je:

ρ̂k = D̂−1/2Γ̂kD̂
−1/2′ ,

gde je D̂ matrica dimenzije m×m qiji elementi na glavnoj dijagonali predstav-
ǉaju ocene varijansi qlanova vektorske vremenske serije Xt.

6.1 VAR model
U modelovaǌu vektorskih vremenskih serija najzastupǉeniji je vektorski

autoregresioni model ili skra�eno VAR model.

Definicija 6.1.1 VAR model vektorske vremenske serije Xt, dimenzije m i reda
k ima slede�i oblik:

Xt = φ1Xt−1 + φ2Xt−2 + ...+ φkXt−k + εt.

U prethodnom modelu parametri φ1, φ2, ..., φk su matrice dimenzije m×m. Slu-
qajna grexka modela je εt koji je vektorski sluqajni proces beli xum dimenzije
m×1 i koji predstavǉa nekorelisane vremenske serije qija je sredǌa vrednost
0, a varijansa konaqna. Va�i slede�e:

E(ε′tεt−k) =

{
Σ, k = 0
0, k 6= 0

gde je sa Σ oznaqena kovarijaciona matrica procesa.
Znaqajnost VAR modela ogleda se u qiǌenici da ǌega mo�emo koristiti

kada se bavimo analizom kointegrisanih vremenskih serija sa jediniqnim ko-
renom, a da ih prethodno ne transformixemo primenom operatora diferenci-
raǌa.

28



Regresiona analiza vremenskih serija sa jediniqnim korenom i kointegracija Dragana Bogunovi�

6.2 Kointegracija u VAR modelu
Posmatrajmo VAR(2) model za dve vremenske serije xt i yt sa jediniqnim

korenom: [
xt
yt

]
=

[
a11 a12
a21 a22

] [
xt−1
yt−1

]
+

[
b11 b12
b21 b22

] [
xt−2
yt−2

]
+

[
ε1t
ε2t

]

Ako od obe strane jednakosti oduzmemo
[
xt−1
yt−1

]
i potom koristimo relaciju[

∆xt−1
∆yt−1

]
=

[
xt−1
yt−1

]
−
[
xt−2
yt−2

]
tada dobijamo vektorsku formu modela sa korek-

cijom ravnote�ne grexke:[
∆xt
∆yt

]
=

[
a11 + b11 − 1 a12 + b12
a21 + b21 a22 + b22 − 1

] [
xt−1
yt−1

]
−
[
b11 b12
b21 b22

] [
∆xt−1
∆yt−1

]
+

[
ε1t
ε2t

]
,

odnosno:
∆Xt = ΠXt−1 + Γ∆Xt−1 + εt,

gde je Π = Φ1 + Φ2 − I, a Γ = −Φ2.
Prema pretpostavci svaka od komponenti vektora Xt, xt i yt ima po jedan

jediniqni koren. U prethodnoj jednaqini na levoj strani se nalazi stacionarna
reprezentacija ovih vremenskih serija (∆Xt), dok se na desnoj strani nalazi
ǌihova nestacionarna forma (Xt−1), kao i stacionarna sa docǌom prvog reda
(∆Xt−1). Postoje dva rexeǌa problema tako da sluqajna grexka i daǉe bude
beli xum.

U prvom sluqaju rang matrice Π je nula. Tada se jednaqina svodi na VAR
model prvih diferenci.

U drugom sluqaju rang matrice Π jednak je jedan i matrica se mo�e pred-
staviti na slede�i naqin Π = γβ′, gde su γ i β vektori parametara dimenzija
2 × 1, tako da je linearna kombinacija β′Xt = β′[xtyt]

′ stacionarna, odnosno da
su komponente xt i yt kointegrisane.

Dakle, da bi postojala korelacija izme�u ∆Xt i Xt−1 neophodno je neutra-
lisati nestacionarnost u vektoru Xt−1. To se mo�e uraditi kointegracijom
komponenti ovog vektora.

Posmatrajmo VAR model reda k i dimenzije m:

Xt = Φ1Xt−1 + Φ2Xt−2 + ...+ ΦkXt−k + εt

ǌemu odgovara ve� uvedena jednaqina oblika:

|Im − Φ1h− Φ2h
2 − ...− Φkh

k| = 0.

Ako su sva rexeǌa ove jednaqine jednaka jedan onda su komponente vremenske
serije integrisane reda jedan.
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Vektorska forma modela sa korekcijom ravnote�ne grexke definixe se kao:

∆Xt = ΠXt−1 + Γ1∆Xt−1 + ...+ Γk−1∆Xt−k+1 + εt,

gde je Π = Φ1 + Φ2 + ...+ Φk − Im, Γj = −
k∑

i=j+1

Φi, j = 1, ..., k − 1.

Kako su komponente u VAR modelu integrisane reda jedan sledi da su sva
rexeǌa prethodne jednaqine jednaka jedan, odnosno da je vrednost determinante
matrice Π jednaka nuli. Matrica Π je singularna:

|Im − Φ1h− Φ2h
2 − ...− Φkh

k| = 0, h1 = ... = hkm = 1⇒

|Im − Φ1 − ...− Φk| = 0⇒ |Π| = 0.

Kada je matrica Π singularna mogu�a su dva zakǉuqka.

1. Matrica Π je nula matrica. U tom sluqaju vektorski model sa korekcijom
ravnote�ne grexke svodi se na VAR model prvih diferenci reda k − 1 i
vremenske serije u vektoru Xt nisu kointegrisane.

2. Rang matrice Π je maǌi od m i ve�i od nule. Neka je rang jednak r, tada je
Π = γβ′, gde su γ i β matrice parametara dimenzije m× r. U ovom sluqaju
vremenske serije u vektoru Xt su kointegrisane.

6.2.1 Testiraǌe kointegracije u VAR modelu i ocene kointegracionih
parametara u VAR modelu

Najqex�e korix�en metod oceǌivaǌa kointegracionih parametara i testi-
raǌa kointegracije u VAR modelu je takozvana Johansenova procedura koja se
zasniva na metodi maksimalne verodostojnosti.

Pretpostavimo da su komponente vektorske vremenske serije dimenzije m
kointegrisane. Model sa korekcijom ravnote�ne grexke tada ima slede�i ob-
lik:

∆Xt = ΠXt−1 + Γ1∆Xt−1 + ...+ Γk−1∆Xt−k+1 + εt

gde je Π = Φ1 + Φ2 + ...+ Φk − I, Γj = −
k∑

i=j+1

Φi, j = 1, ..., k− 1, a rang kointegracije

je 0 < r < m, tako da va�i Π = γβ′.
Kako bismo dobili ocene parametara γ i β eliminixemo parametre kratko-

roqne dinamike Γ1,Γ2, ...,Γk−1. To se ostvaruje na slede�i naqin:

• oceni se zavisnost ∆Xt od ∆Xt−1,∆Xt−2, ...,∆Xt−k+1 primenom metoda naj-
maǌih kvadrata i dobija se vektor reziduala R0t

• oceni se zavisnost Xt−k od ∆Xt−1,∆Xt−2, ...,∆Xt−k+1 primenom metoda naj-
maǌih kvadrata i dobija se vektor reziduala R1t
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Sada se polazni model svodi na:

R0t = γβ′R1t + εt

Ocene parametara modela dobijaju se na slede�i naqin:

• parametri matrice γ oceǌuju se metodom najmaǌih kvadrata uz pretpostavku
da je matrica β poznata

• dobijena ocena γ̂ koristi se u odgovaraju�oj funkciji verodostojnosti kako
bi se dobila ocena za β

• prema oceni β̂ dobija se nova i konaqna ocena γ̂.

Va�i da je:
L
− 2

T
max(β) = |Σ̂(β)|+ const

kao i:

Σ̂ = T−1
T∑
t=1

(R0t − γβ′R1t)(R0t − γβ′R1t)
′

= T−1
(

T∑
t=1

R0tR
′
0t −

T∑
t=1

R0tR
′
1tβγ

′ − γβ′
T∑
t=1

R1tR
′
0t + γβ′

T∑
t=1

R1tR
′
1tβγ

′
)

= S00 − S01βγ
′ − γβ′S10 + γβ′S11βγ

′

gde je:

Sij = T−1
T∑
t=1

RitR
′
jt, i, j = 0, 1.

Dakle kao prvi korak u oceǌivaǌu nalazimo ocenu γ̂ pomo�u metode najmaǌih
kvadrata. ǋu dobijamo kao ocenu nagiba iz regresije u kojoj je R0t vektor
zavisne promenǉive, dok β′R1t predstavǉa vektor objaxǌavaju�ih promenǉivih.
Dobija se slede�a ocena:

γ̂ = γ(β) = S01β(β′S11β)−1.

Zamenom u izraz za Σ̂ dobija se:

Σ̂(β) = S00 − S01β(β′S11β)−1β′S10 − S01β(β′S11β)−1β′S10+
+S01β(β′S11β)−1β′S11β(β′S11β)−1β′S10

odnosno:
Σ̂ = S00 − S01β(β′S11β)−1β′S10.

Sada na red dolazi drugi korak u oceǌivaǌu u kome se oceǌuje matrica β
primenom metode maksimalne verodostojnosti.

Znamo da za nesingularne matrice A, B i H va�i:∣∣∣∣ A B
B′ H

∣∣∣∣ = |A| · |H −B′A−1B| = |H| · |A−BH−1B′|.
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Ako sada uvedemo smene:
S00 = A

β′S11β = H
S01β = B

dobijamo:

|S00| · |β′S11β − β′S10S
−1
00 S01β| = |β′S11β| · |S00 − S01β(β′S11β)−1β′S10|.

Odavde dobijamo slede�u ocenu:

|Σ̂(β)| = |S00|
|β′(S11 − S10S

−1
00 S01)β|

|β′S11β|
.

Neka su sada G i F simetriqne, kvadratne i pozitivno definitne matrice
dimenzije m. Posmatrajmo slede�u funkciju matrice R:

f(R) =
|R′GR|
|R′FR|

.

Maksimalna vrednost funkcije f(R) dobija se odre�ivaǌem m karakteristiq-
nih vrednosti i m karakteristiqnih vektora iz:

|kF −G| = 0.

Mi tra�imo vrednost za koju:

|β′(S11 − S10S
−1
00 S01)β|

|β′S11β|

dosti�e najmaǌu vrednost. Ako uvedemo smene:

G = S11 − S10S
−1
00 S01

F = S11

R = β

u relaciju za odre�ivaǌe maksimalne vrednosti funkcije f(R) dobijamo:

|kS11 − (S11 − S10S
−1
00 S01)| = 0,

odnosno:
|(1− k)S11 − S10S

−1
00 S01| = 0.

Ako sada uvedemo smenu λ = 1− k dobijamo:

|λS11 − S10S
−1
00 S01| = 0.

Rexavaǌem ove jednaqine dobija se m karakteristiqnih vrednosti λ̂1 > λ̂2 >
... > λ̂m ≥ 0. Odgovaraju�i karakteristiqni vektori su v1, v2, ..., vm.
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Tra�ena ocena matrice β je:

β̂ = (v1, v2, ..., vr)

pri qemu va�i:
β̂′S11β̂ = Ir.

Dakle, sada ostaje jox da se na osnovu β̂ dobije konaqna ocena za γ. Iz:

γ̂ = S01β(β′S11β)−1

i ocene β̂ dobija se:
γ̂ = S01β̂.

Maksimalna vrednost funkcije verodostojnosti uzorka se izvodi prema iz-
raqunatim karakteristiqnim vrednostima na slede�i naqin:

L
− 2

T
max = |S00|

|β′(S11 − S10S
−1
00 S01)β̂|

|β̂′S11β̂|
= |S00|

m∏
i=1

(1− λ̂i).

Karakteristiqna vrednost λ̂i, i = 1, 2, ...,m je pokazateǉ korelisanosti iz-
me�u linearne kombinacije nivoa vremenskih serija i diference vremenskih
serija. Xto je λ̂i bli�e jedan to je linearna kombinacija nestacionarnih
vremenskih serija u ve�oj saglasnosti sa stacionarnim delom modela. Ovako
jaka korelacija je mogu�a jedino kada linearna kombinacija nestacionarnih
elemenata postaje stacionarna. U tom sluqaju su posmatrane vremenske ser-
ije kointegrisane. U drugom sluqaju, ako je λ̂i = 0 onda su linearna kombi-
nacija nestacionarnih elemenata i odgovaraju�i stacionarni elementi slabo
korelisani. U ovom sluqaju je linearna kombinacija nestacionarnih eleme-
nata i sama nestacionarna, odnosno kointegrisanost izme�u posmatranih vre-
menskih serija ne postoji.

Sada je potrebno utvrditi taqan statistiqki postupak kojim �e se testi-
rati kointegrisanost vremenskih serija. Neka je r broj stacionarnih linear-
nih kombinacija, a m − r broj nestacionarnih kombinacija. Kao prvi korak u
testiraǌu postavǉaju se slede�e hipoteze:

H0: rang(Π) = r (postoji r stacionarnih relacija)

H1: rang(Π) = m (postoji m stacionarnih relacija).

Ako pretpostavimo da je taqna nulta hipoteza maksimalna vrednost funkcije
verodostojnosti se dobija na osnovu:

L
− 2

T
max[r] = |S00|(1− λ̂1)× (1− λ̂2)× ...× (1− λ̂r).

Ako pak pretpostavimo da je taqna alternativna hipoteza maksimalna vred-
nost funkcije verodostojnosti se dobija na osnovu:

L
− 2

T
max[m] = |S00|(1− λ̂1)× (1− λ̂2)× ...× (1− λ̂r)× (1− λ̂r+1)× ...× (1− λ̂m).
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Kao test statistika koristi se koliqnik verodostojnosti:

−2 lnQ
(
H0

H1

)
= T ln

[
|S00|(1−λ̂1)×...×(1−λ̂r)

|S00|(1−λ̂1)×...×(1−λ̂r)×(1−λ̂r+1)×...×(1−λ̂m)

]
= −T ln

[
(1− λ̂r+1)× ...× (1− λ̂m)

]
= −T

m∑
i=r+1

ln(1− λ̂i)
.

Ovako je definisana Johansenova statistika traga za koju �emo koristiti ozna-
ku τm−r. Dakle:

τm−r = −T
m∑

i=r+1

ln(1− λ̂i).

Pod uslovom da je nulta hipoteza taqna ova test statistika nema χ2 raspodelu
ve� vixedimenzionalnu verziju raspodele DF testa jediniqnog korena koja za-
visi od broja stohastiqkih trendova m − r i deterministiqkih komponenti.
Asimptotska raspodela ne zavisi od broja docǌi k, pa je Johansenovu statis-
tiku mogu�e korigovati tako xto se obim uzorka T zameni sa brojem stepeni
slobode svake jednaqine VAR modela, T − km. Na taj naqin dobija se slede�i
oblik test statistike:

τm−r = −(T − km)
m∑

i=r+1

ln(1− λ̂i).

Neka su dobijene vrednosti test statistika: τm, τm−1, ..., τ1, a Km, Km−1, ..., K1

odgovaraju�e kritiqne vrednosti. Testiraǌe �emo poqeti formulisaǌem odgo-
varaju�ih hipoteza:

H0: r = 0 (nema kointegracije)

H1: r > 0 (postoji bar jedna stacionarna relacija).

Va�i slede�e. Ako je τm < Km onda se nulta hipoteza prihvata i zakǉuqujemo
da nema kointegracije. Ako je pak τm > Km nulta hipoteza se odbacuje i za-
kǉuqujemo da postoji najmaǌe jedan kointegracioni vektor. Da bismo utvrdili
da li je to taqno jedan ili mo�da vixe kointegracionih vektora potrebno je
da nastavimo testiraǌe.

Sada definixemo slede�e hipoteze:

H0: r = 1 (postoji jedna stacionarna kombinacija)

H1: r > 1 (postoje najmaǌe dve stacionarne kombinacije).

Ako je τm−1 < Km−1 prihvatamo nultu hipotezu i zavrxavamo testiraǌe. Ako je
pak τm−1 > Km−1 testiraǌe se nastavǉa sve do prihvataǌa nulte hipoteze kada
�e biti odre�en taqan broj kointegracionih relacija.
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6.3 Deterministiqke komponente u kointegrisanom VAR mo-
delu

Vektorski model sa korekcijom ravnote�ne grexke sadr�i i deterministiqku
komponentu. U ciǉu pojednostavǉivaǌa izlagaǌa ova komponenta je u prethod-
nim poglavǉima bila izostavǉena. Sliqno kao i u standardnom VAR modelu
i ovde se deterministiqka komponenta javǉa u obliku konstante ili konstante
i linearnog trenda.

Kod kointegracionih VAR modela deterministiqke komponente pripadaju
skupu objaxǌavaju�ih promenǉivih. To va�i i za sam model ali i za kointe-
gracione relacije. Zbog ovoga je neophodno objasniti mogu�e kombinacije de-
terministiqkih komponenti u kointegrisanom VAR modelu. Postoji 5 mogu�ih
kombinacija prema Johansenovom pristupu. Ove kombinacije su date u slede�oj
tabeli [2]:

Deterministiqka komponenta u:

polaznom vektoru Xt vektorskoj formi modela sa
korekcijom ravnote�ne
grexke
(modelira se ∆Xt)

kointegracionom
vektoru

1. Ne postoji Ne postoji Ne postoji

2. Konstanta Konstanta
(sa ograniqeǌima)

Konstanta

3. Linearni trend Konstanta
(bez ograniqeǌa)

Ne postoji

4. Linearni trend Konstanta
(bez ograniqeǌa)
i linearni trend
(sa ograniqeǌima)

Linearni trend

5. Kvadratni trend Konstanta i linearni trend
(bez ograniqeǌa)

Ne postoji

Svaka od ovih kombinacija bi�e detaǉnije objaxǌena.

Kombinacija 1:

U modelu sa korekcijom ravnote�ne grexke, kao i u kointegracionim relaci-
jama, ne postoje deterministiqke komponente. Model ima slede�i oblik:

∆Xt = γβ′Xt−1 + Γ1∆Xt−1 + ...+ Γk−1∆Xt−k+1 + εt.

Kombinacija 2:

Model sa korekcijom ravnote�ne grexke sadr�i konstantu. U pitaǌu je m-
dimenzioni vektor c. U kointegracionim relacijama β′Xt−1 tako�e postoji kon-
stanta.

35



Regresiona analiza vremenskih serija sa jediniqnim korenom i kointegracija Dragana Bogunovi�

Ono xto je karakteristiqno je da je konstanta prisutna u modelu sa ograni-
qeǌem pripadaǌa kointegracionoj relaciji, odnosno ona je u funkciji γ pa
je c = γc0, gde c0 oznaqava vektor konstanti u kointegracionim relacijama.
Ukǉuqivaǌem konstante u kointegracionu relaciju dobija se stacionarnost
linearne kombinacije promenǉivih oko nulte sredǌe vrednosti. Na ovaj naqin
kointegracionom kombinacijom neutralixu se ne samo individualni stohas-
tiqki trendovi, ve� i pojedinaqni deterministiqki trendovi. Model je ob-
lika:

∆Xt = γ(β′Xt−1 + c0) + Γ1∆Xt−1 + ...+ Γk−1∆Xt−k+1 + εt.

Kombinacija 3:

U modelu sa korekcijom ravnote�ne grexke postoji konstanta, c. U kointe-
gracionim relacijama β′Xt−1 nema konstante. Konstanta se u modelu javǉa bez
ograniqeǌa. Kointegracioni vektor pokazuje da je linearna kombinacija sta-
cionarna oko ne-nulte sredǌe vrednosti. Model ima slede�i oblik:

∆Xt = c+ γβ′Xt−1 + Γ1∆Xt−1 + ...+ Γk−1∆Xt−k+1 + εt.

Kombinacija 4:

Model sa korekcijom ravnote�ne grexke sadr�i konstantu, c, i linearni trend,
c1t. U kointegracionim relacijama β′Xt−1 postoji samo linearni trend. U mo-
delu je konstanta bez ograniqeǌa pripadaǌa kointegracionoj relaciji, dok je
linearni trend sa ograniqeǌem. Vektor c1 je u funkciji γ, pa je c1 = γc10, gde je
sa c10 oznaqen vektor parametara linearnog trenda u kointegracionim relaci-
jama. Prisustvom lineranog trenda u modelu posti�e se eliminacija i deter-
ministiqkog i stohastiqkog trenda pojedinaqnih vremenskih serija. Model je
oblika:

∆Xt = c+ γ(β′Xt−1 + c10t) + Γ1∆Xt−1 + ...+ Γk−1∆Xt−k+1 + εt.

Kombinacija 5:

U modelu sa korekcijom ravnote�ne grexke postoje i konstanta i linearni
trend. U kointegracionim relacijama β′Xt−1 deterministiqke komponente nisu
prisutne. Obe deterministiqke komponente su u modelu prisutne bez ograni-
qeǌa. Odsustvo linearnog trenda u kointegracionoj relaciji pokazuje da vre-
menske serije formiraju trend-stacionarnu kombinaciju. Model ima slede�i
oblik:

∆Xt = c+ γβ′Xt−1 + Γ1∆Xt−1 + ...+ Γk−1∆Xt−k+1 + εt.
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Dakle, da rezimiramo. U kointegracionoj relaciji mogu biti prisutni
konstanta ili linearni trend kao deterministiqke komponente. Ako polazne
vremenske serije nemaju izra�en deterministiqki rast, onda konstantu treba
uvrstiti kao deterministiqku komponentu u kointegracionu relaciju. Ako pak
takav rast postoji u polaznim serijama onda je konstanta svakako prisutna
u modelu sa korekcijom ravnote�ne grexke kao posebna objaxǌavaju�a pro-
menǉiva, dok kointegraciona relacija mo�e da nema nikakve deterministiqke
komponente ili da se u ǌu ukǉuqi linearni trend u ciǉu modeliraǌa nivoa
promenǉivih kroz ravnote�nu relaciju.

Kod svake od mogu�ih navedenih kombinacija potreban je novi skup kritiq-
nih vrednosti za postupak primene Johanesove statistike traga. Postoje ve�
sastavǉene tabele koje sadr�e ove kritiqne vrednosti.
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6.4 Testiraǌe linearnih ograniqeǌa na kointegracione pa-
rametre

Ponekad se u ekonomskim analizama javǉa potreba da se proveri da li koin-
tegracioni parametar uzima taqno odre�enu vrednost. U takvim sluqajevima
koristi se test koliqnika verodostojnosti.

Nulta hipoteza u ovom testu je da svaki od r kointegracionih vektora β1,
β2,..., βr sledi si ograniqeǌa, i = 1, 2, ..., r, odnosno:

H0 : β = (β1, β2, ...βr) = (H1ν1, H2ν2, ..., Hrνr).

U prethodnom izrazu β je polazna kointegraciona matrica dimenzija m × r,
H1, H2, ..., Hr su matrice poznatih parmetara dimenzija m× si kojima se dizajni-
raju ograniqeǌa i ν1, ν2, ..., νr su redom vektori sa parametrima koji se oceǌuju
dimenzija si × 1.

U nastavku �e biti navedeni kǉuqni principi identifikacije kointegra-
cionog sistema:

1. Svaki kointegracioni vektor treba da poseduje jedinstvenu formu. To
znaqi da kointegracioni vektor ne mo�e da se dobije ni linearnom kom-
binacijom preostalih kointegracionih vektora u datom prostoru, ni al-
gebarskom transformacijom bilo kog drugog vektora.

2. U sluqaju da je broj kointegracionih vektora ve�i od jedan neophodno
je identifikovati kointegracioni prostor, odnosno neophodno je izdvo-
jiti podskupove promenǉivih koje su kointegrisane. To se posti�e prema
rezultatima testiraǌa ograniqeǌa na pojedine parametre pri qemu uslov
identifikovanosti mora biti zadovoǉen.

3. Uslov identifikovanosti sistema ekvivalentan je uslovu identifikova-
nosti u sistemu simultanih jednaqina.

4. Kointegracioni skup je invarijantan na dodatna ukǉuqivaǌa novih pro-
menǉivih. ǋihovim ukǉuqivaǌem mo�e se eventualno promeniti broj
kointegracionih vektora.

Testiraǌe linearnih ograniqeǌa se mo�e obaviti i za parametre matrice
prilago�avaǌa γ. Pretpostavimo da postoji jedan kointegracioni vektor. U
ovom sluqaju nulta hipoteza �e imati slede�i oblik:

H0 : γ′ = (γ1, 0, ..., γm).

Ovim se pretpostavǉa da kointegracioni vektor u modelu prve diference nije
znaqajan za drugu po redu od m vremenskih serija. Za takvu vremensku seriju
ka�emo da je slabo egzogena u odnosu na parametre kointegracione veze. Ona
je izvor nestacionarnosti u celom sistemu pa je ovo testiraǌe izuzetno zna-
qajno u ekonomskoj analizi jer omogu�ava prepoznavaǌe onih promenǉivih qija
dinamika ne zavisi od ravnote�ne putaǌe.
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7 Primena kointegracione analize
U ovom poglavǉu bi�e dat primer kointegrisanih vremenskih serija. Svi

testovi i analiza bi�e obavǉeni u statistiqkom programu R.
Posmatra�emo vezu izme�u gdp indeksa, potroxǌe i zaliha novca u Sjedi-

ǌenim Ameriqkim Dr�avama u periodu od 1959. do kraja 2014. godine. Podaci
su preuzeti sa sajta banke federalnih rezervi:

https://research.stlouisfed.org/fred2/graph/

Podaci su dati kvartalno. Gdp indeks, ili kod nas bdp-bruto doma�i proizvod,
predstavǉa ukupnu proizvodǌu roba i usluga ostvarenoj u nacionalnoj ekonomiji,
bez obzira na vlasnixtvo. U analizi �emo koristiti prirodni logaritam
potroxǌe.

Za poqetak proverimo da li serije zadovoǉavaju uslove, odnosno da li su
one nestacionarne dok su serije ǌihovih prvih diferenci stacionarne. Za ovu
proveru �emo koristiti PP i ADF test jediniqnog korena. Proveri�emo prvo
gdp indeks:

> gdp<−read . x l sx ( "gdp . x l sx " , sheetName="Sheet1 " )
> gdp<−ts ( gdp , start=c (1947 ,1 ) ,end=c (2014 ,10) ,
+ frequency=3)
> pp . t e s t ( gdp )

Ph i l l i p s−Perron Unit Root Test

data : gdp
Dickey−Fu l l e r Z( alpha ) = 1 .782 , Truncation lag parameter = 4 ,
p−value = 0.99
a l t e r n a t i v e hypothes i s : s t a t i ona ry

Warning message :
In pp . t e s t ( gdp ) : p−value g r e a t e r than pr in ted p−value
> adf . t e s t ( gdp )

Augmented Dickey−Fu l l e r Test

data : gdp
Dickey−Fu l l e r = 3 .0273 , Lag order = 5 , p−value = 0.99
a l t e r n a t i v e hypothes i s : s t a t i ona ry

Warning message :
In adf . t e s t ( gdp ) : p−value g r e a t e r than pr in ted p−value
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> pp . t e s t ( d i f f ( gdp ) )

Ph i l l i p s−Perron Unit Root Test

data : d i f f ( gdp )
Dickey−Fu l l e r Z( alpha ) = −128.4288 , Truncation lag parameter = 4 ,
p−value = 0.01
a l t e r n a t i v e hypothes i s : s t a t i ona ry

Warning message :
In pp . t e s t ( d i f f ( gdp ) ) : p−value sma l l e r than pr in ted p−value
> adf . t e s t ( d i f f ( gdp ) )

Augmented Dickey−Fu l l e r Test

data : d i f f ( gdp )
Dickey−Fu l l e r = −3.8537 , Lag order = 5 , p−value = 0.01743
a l t e r n a t i v e hypothes i s : s t a t i ona ry

Kao xto vidimo u prva dva testa dobijamo velike p-vrednosti testa, a kako
je alternativna hipoteza u oba sluqaja stacionarnost, zakǉuqujemo da je serija
nestacionarna. U druga dva testa, u kojima testiramo seriju prve diference,
vidimo da je p-vrednost testa maǌa od 0.05 pa mo�emo zakǉuqiti da se nulta
hipoteza odbacuje, odnosno serija je stacionarna.

Izvrxi�emo iste provere i za potroxǌu i zalihe novca. Dobijamo:

> data<−read . x l sx ( " consumption_q . x l sx " , sheetName="Sheet1 " )
> cons<−ts (data , start=c (1947 ,1 ) ,end=c (2015 ,1 ) ,
+ frequency=3)
> cons<−log ( cons )
>
> pp . t e s t ( cons )

Ph i l l i p s−Perron Unit Root Test

data : cons
Dickey−Fu l l e r Z( alpha ) = −2.5973 , Truncation lag parameter = 4 ,
p−value = 0.9511
a l t e r n a t i v e hypothes i s : s t a t i ona ry
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> adf . t e s t ( cons )

Augmented Dickey−Fu l l e r Test

data : cons
Dickey−Fu l l e r = −1.9142 , Lag order = 5 , p−value = 0.612
a l t e r n a t i v e hypothes i s : s t a t i ona ry

>
> pp . t e s t ( d i f f ( cons ) )

Ph i l l i p s−Perron Unit Root Test

data : d i f f ( cons )
Dickey−Fu l l e r Z( alpha ) = −238.4561 , Truncation lag parameter = 4 ,
p−value = 0.01
a l t e r n a t i v e hypothes i s : s t a t i ona ry

Warning message :
In pp . t e s t ( d i f f ( cons ) ) : p−value sma l l e r than pr in ted p−value
> adf . t e s t ( d i f f ( cons ) )

Augmented Dickey−Fu l l e r Test

data : d i f f ( cons )
Dickey−Fu l l e r = −4.2296 , Lag order = 5 , p−value = 0.01
a l t e r n a t i v e hypothes i s : s t a t i ona ry

Warning message :
In adf . t e s t ( d i f f ( cons ) ) : p−value sma l l e r than pr in ted p−value

> data<−read . x l sx ( "money_q . x l sx " , sheetName="Sheet1 " )
> stock<−ts (data , start=c (1959 ,1 ) ,end=c (2014 ,12) ,
+ frequency=3)
>
> pp . t e s t ( s tock )

Ph i l l i p s−Perron Unit Root Test

data : s tock
Dickey−Fu l l e r Z( alpha ) = −7.8158 , Truncation lag parameter = 4 ,
p−value = 0.6675
a l t e r n a t i v e hypothes i s : s t a t i ona ry
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> adf . t e s t ( s tock )

Augmented Dickey−Fu l l e r Test

data : s tock
Dickey−Fu l l e r = −2.4067 , Lag order = 5 , p−value = 0.4063
a l t e r n a t i v e hypothes i s : s t a t i ona ry

>
> pp . t e s t ( d i f f ( s tock ) )

Ph i l l i p s−Perron Unit Root Test

data : d i f f ( s tock )
Dickey−Fu l l e r Z( alpha ) = −113.1367 , Truncation lag parameter = 4 ,
p−value = 0.01
a l t e r n a t i v e hypothes i s : s t a t i ona ry

Warning message :
In pp . t e s t ( d i f f ( s tock ) ) : p−value sma l l e r than pr in ted p−value
> adf . t e s t ( d i f f ( s tock ) )

Augmented Dickey−Fu l l e r Test

data : d i f f ( s tock )
Dickey−Fu l l e r = −4.2642 , Lag order = 5 , p−value = 0.01
a l t e r n a t i v e hypothes i s : s t a t i ona ry

Warning message :
In adf . t e s t ( d i f f ( s tock ) ) : p−value sma l l e r than pr in ted p−value

Dakle i ove serije zadovoǉavaju potrebne uslove. Sada mo�emo testirati
kointegrisanost ovih serija. Za to �emo koristiti funkciju ca.po iz R-a
koja izvrxava Filips-Ouilaris-ov test kointegracije. Filips i Ouliaris
su predlo�ili dve test statistike za testiraǌe kointegracije vremenskih se-
rija. Prva se oznaqava sa Pu i naziva test statistika koliqnika varijanse,
dok se druga oznaqava sa Pz i naziva vixedimenziona trag statistika. Druga
test statistika je znaqajna i ima prednost jer rezultati testa ne zavise od
normalizacije kointegracione jednaqine. U oba sluqaja nulta hipoteza testa
je da nema kointegracije, a alternativna hipoteza je da kointegracija postoji.
Ovaj test spada u testove koji se zasnivaju na rezidualima.

Za poqetak �emo spojiti ove tri serije u jedan objekat u R-u kako bi nam
bilo jednostavnije za rad i napraviti grafik tog objekta da bismo videli kako
serije zapravo izgledaju.
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usacons<−window(cbind ( stock , gdp , cons ) , start=c (1959 ,1 ) ,
end=c (2014 ,12) , frequency=3)
plot ( usacons )

Grafik 7.0.1: Vremenske serije zaliha novca, gdp indeksa i potroxǌe u SAD u periodu
1959-2014.

Sada mo�emo izvrxiti i sam test:

> summary( ca . po ( usacons , demean=' const ' , type='Pu ' ) )

########################################

# Ph i l l i p s and Ou l i a r i s Unit Root Test #

########################################

Test o f type Pu
detrend ing o f s e r i e s with constant only

Call :
lm( formula = z [ , 1 ] ~ z [ , −1])

Res idua l s :
Min 1Q Median 3Q Max

−0.147580 −0.045189 −0.009311 0.046518 0.166837
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Co e f f i c i e n t s :
Estimate Std . Error t value Pr(>| t | )

( I n t e r c ep t ) 2 .160 e+00 9 .796 e−02 22 .053 < 2e−16 ∗∗∗
z [ , −1]gdp 8 .511 e−05 6 .268 e−06 13 .579 < 2e−16 ∗∗∗
z [ , −1] cons −8.083e−02 1 .625 e−02 −4.974 1 .62 e−06 ∗∗∗
−−−
S i g n i f . codes : 0 ∗∗∗ 0 .001 ∗∗ 0 .01 ∗ 0 .05 . 0 . 1 1

Res idua l standard e r r o r : 0 .06707 on 166 degree s o f freedom
Mult ip l e R−squared : 0 .8259 , Adjusted R−squared : 0 .8238
F−s t a t i s t i c : 393 .6 on 2 and 166 DF, p−value : < 2 .2 e−16

Value o f t e s t−s t a t i s t i c i s : 21 .6962

C r i t i c a l va lue s o f Pu are :
10 pct 5pct 1pct

c r i t i c a l va lue s 33 .6955 40.5252 53.8731

Kao xto vidimo p-vrednost testa je izuzetno mala pa zakǉuqujemo da se nulta
hipoteza odbacuje, odnosno ove seriju su kointegrisane.

Mo�emo ponoviti testiraǌe ali koriste�i drugu test statistiku Pz, vixe-
dimenzionu statistiku traga.

> summary( ca . po ( usacons , demean=' const ' , type='Pz ' ) )

########################################

# Ph i l l i p s and Ou l i a r i s Unit Root Test #

########################################

Test o f type Pz
detrend ing o f s e r i e s with constant only

Response s tock :

Call :
lm( formula = stock ~ zr )
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Res idua l s :
Min 1Q Median 3Q Max

−0.062426 −0.012136 0.001768 0.013892 0.061918

Co e f f i c i e n t s :
Estimate Std . Error t value Pr(>| t | )

( I n t e r c ep t ) 1 .775 e−02 5 .729 e−02 0 .310 0 .757
z r s t o ck 9 .697 e−01 2 .267 e−02 42 .770 <2e−16 ∗∗∗
zrgdp 1 .178 e−07 2 .714 e−06 0 .043 0 .965
zrcons 5 .550 e−03 5 .118 e−03 1 .084 0 .280
−−−
S i g n i f . codes : 0 ∗∗∗ 0 .001 ∗∗ 0 .01 ∗ 0 .05 . 0 . 1 1

Res idua l standard e r r o r : 0 .01928 on 164 degree s o f freedom
Mult ip l e R−squared : 0 .9858 , Adjusted R−squared : 0 .9855
F−s t a t i s t i c : 3786 on 3 and 164 DF, p−value : < 2 .2 e−16

Response gdp :

Call :
lm( formula = gdp ~ zr )

Res idua l s :
Min 1Q Median 3Q Max

−97.085 −9.587 −1.020 8 .590 75 .621

Co e f f i c i e n t s :
Estimate Std . Error t value Pr(>| t | )

( I n t e r c ep t ) −172.89432 70.06477 −2.468 0 .0146 ∗
z r s t o ck 1.07798 27.72784 0 .039 0 .9690
zrgdp 1.00177 0.00332 301.752 < 2e−16 ∗∗∗
zrcons 30.38505 6.25990 4 .854 2 .8 e−06 ∗∗∗
−−−
S i g n i f . codes : 0 ∗∗∗ 0 .001 ∗∗ 0 .01 ∗ 0 .05 . 0 . 1 1

Res idua l standard e r r o r : 23 .58 on 164 degree s o f freedom
Mult ip l e R−squared : 0 .9999 , Adjusted R−squared : 0 .9999
F−s t a t i s t i c : 6 .61 e+05 on 3 and 164 DF, p−value : < 2 .2 e−16
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Response cons :

Call :
lm( formula = cons ~ zr )

Res idua l s :
Min 1Q Median 3Q Max

−0.0215300 −0.0041505 0.0000593 0.0041458 0.0153121

Co e f f i c i e n t s :
Estimate Std . Error t value Pr(>| t | )

( I n t e r c ep t ) −8.685e−02 1 .972 e−02 −4.405 1 .9 e−05 ∗∗∗
z r s t o ck 1 .425 e−02 7 .802 e−03 1 .827 0 .0695 .
zrgdp −6.400e−06 9 .341 e−07 −6.852 1 .4 e−10 ∗∗∗
zrcons 1 .014 e+00 1 .761 e−03 575.560 < 2e−16 ∗∗∗
−−−
S i g n i f . codes : 0 ∗∗∗ 0 .001 ∗∗ 0 .01 ∗ 0 .05 . 0 . 1 1

Res idua l standard e r r o r : 0 .006636 on 164 degree s o f freedom
Mult ip l e R−squared : 1 , Adjusted R−squared : 1
F−s t a t i s t i c : 1 .232 e+06 on 3 and 164 DF, p−value : < 2 .2 e−16

Value o f t e s t−s t a t i s t i c i s : 6 .3699

C r i t i c a l va lue s o f Pz are :
10 pct 5pct 1pct

c r i t i c a l va lue s 80 .2034 89.7619 109.4525

Vidimo da su oceǌene sve tri kointegracione veze kada se normalizacija
vrxi redom u odnosu na zalihe novca, gdp indeks i potroxǌu. U sva tri sluqaja
p-vrednost testa je < 2.2e − 16. Kako test statistika upada u kritiqnu oblast
za prag znaqajnosti 0.1 i ovaj test potvr�uje da kointegracija postoji.
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8 Statistiqke tablice za testove jediniqnog ko-
rena

Model korix�en za generisaǌe podataka: yt = yt−1 + εt
1. Oceǌeni model: Diki-Fuler δyt = a0 + a1yt−1 + a2t+ εt
Filips-Peron yt = ã0 + ã1ỹt−1 + ã2(t− n/2) + ε̃t
Kritiqne vrednosti u testiraǌu hipoteze:

10% 5% 1%
a1 = 0, ã1 = 1 t− test −3.15 −3.45 −4.04
a0 = 0, ã0 = 0 t− test 2.73 3.11 3.78
a2 = 0, ã2 = 0 t− test 2.38 2.79 3.53
a1 = a2 = 0, ã1 = 1, ã2 = 0 F − test 5.47 6.49 8.73
a0 = a1 = a2 = 0, ã0 = ã2 = 0, ã1 = 1 F − test 4.16 4.88 6.50

2. Oceǌeni model: Diki-Fuler δyt = a0 + a1yt−1 + εt
Filips-Peron yt = ã0 + ã1yt−1 + ε̃t
Kritiqne vrednosti u testiraǌu hipoteze:

10% 5% 1%
a1 = 0, ã1 = 1 t− based −2.58 −2.89 −3.51
a0 = 0, ã0 = 0 t− based 2.17 2.54 3.22
a0 = a1 = 0, ã0 = 0, ã1 = 1 F − based 3.86 4.71 6.70

3. Oceǌeni model: Diki-Fuler δyt = a1yt−1 + εt
Filips-Peron yt = ã1yt−1 + ε̃t
Kritiqne vrednosti u testiraǌu hipoteze:

10% 5% 1%
a1 = 0, ã1 = 1 t− test −1.61 −1.95 −2.60
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