YHUBEP3UTET Y BEOI'PAJTY
MATEMATUYKN ®AKVJITET

Bumwana Byjommesuh

rnexc cucrema mpon3Bojia

XII0epToBUX MOTY/Ia

JOKTOPCKa JAUCEpTaIlja

Beorpam, 2015.



ITopanu o MeHTOPY M YJIaHOBUMA KOMUCH]E

Mewurop:

ap Hparowsyo Keukuh, Baupeann nmpodecop

MaremaTnaku daxyarer, YHupep3uter y beorpamty

YnaHoBu KOMUCHjE:

ap Anekcanmap lIBerkoBuh, pejosau mpodecop

Marmmuncku akyarer, YHuBep3uTeT y beorpay

ap dparospyd Keukwuh, Banpeann npodecop

Maremaruuku daxyarer, Yuupepsurer y beorpaiy

ap Bopbe Kptunuh, jonenr

Maremarnuku dhaxyarer, Yuupepsurer y Beorpaay

JlaTym onbpame:



UNIVERSITY OF BELGRADE
FACULTY OF MATHEMATICS

Biljana Vujosevic

The index of product systems
of Hilbert modules

Doctoral Dissertation

Belgrade, 2015



NMHAEKC CUCTEMA IIPOMN3BO/IA
XNJIBEPTOBUX MO/IVJIA

Ancrpakr

Y oBoM paiy aeduHHIIIEMO WHJIEKC CUCTeMa TTpou3Boaa XuibepTopux B—B
Momyna Hag yautagaaom C*-anrebpom B. Haume, nokaszyjemMo ma ce CKym CBUX
yHU(DOPMHO HENPEKMJHUX JEJIMHNIIY, CUCTeMa Tpou3Boia Hayl C*-ajaredbpom B
MOYKe CHABJEeTH CTPYKTYPOM ABOCTpAaHOr XmibeptoBor B — B Momysia HAKOH
nACHTH(PUKOBAH A, JeIMHUTIA, TOMONY o/roBapajyhe pesaiyje eKBUBAJCHIH]E U
TY KOHCTPYKIM]Y KOPUCTUMO 33, ie(PUHNCAHE NHJIEKCA JATOT CUCTEMA, IIPON3BO-
Jga. Jlokazyjemo jia je Tako jedunHucaH MHAEKC KOBapujaHTHH (PYHKTOD M3
KaTeropuje HEMPEKUIHUX CUCTEMa, TIPOU3BOIA Y KATETOPHjy ABocTpannx B—B
momysia. Takohe, m3Bogmmo ocobuny cyGaIUTUBHOCTH WHIEKCA Y OJHOCY HA
CTIOJHAINGYA TEH30PCKU TPOU3BOJ] CHCTEMA TPOU3BOAA Ka0 W JOJATHA CBO-
jCTBa WHIEKCA CUCTEMAa MPOM3BOJIA KOJU Ce MOYKE YTONUTH Y MPOCTOPHU CHC-
TEeM TPOU3BOJAA (CHCTEM HPOU3BOMA KOJU CAJAPIKE IEHTPAJHY YHHUTAJHY je-
quauiy). llokasyjemo ma Tako jeduHHCAH WHAEKC IPEICTAB/hA YOIIITEHE
panuje JedbUHUCAHOr WHIEKCA KOju cy yBesaun Apsecon (3a cayuaj B = C)
n Ckajie (3a ciydaj IpOCTOPHHUX cHCTeMa Mpom3Boja). Takobe, majemo jorr
jenay medUHANM]Y WHIAEKCA CHCTEMA, IMPOM3BOAA M JOKA3YJEMO I3 je €KBH-
BaJieHTHa ca mpBobuTHOM. Ta jmeduHATHja CIeTH OPUTHHAJIHY ApPBECOHOBY

JebuHAIT]y UHOIEKCA.
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THE INDEX OF PRODUCT SYSTEMS
OF HILBERT MODULES

Abstract

In this doctoral dissertation we define the index of product systems of
Hilbert B — B modules over a unital C*-algebra B. In detail, we prove that
the set of all uniformly continuous units on a product system over a C*-algebra
B can be endowed with a structure of left-right Hilbert B — B module after
identifying similar units by the suitable equivalence relation and we use that
construction to define the index of a given product system. We prove that such
defined index is a covariant functor from the category of continuous product
systems to the category of two-sided B — B modules. We prove that the index
is subadditive with respect to the outer tensor product of product systems
and we, also, prove additional properties of the index of product system that
can be embedded into a spatial one (a product system that contains a central
unital unit). We prove that such defined index is a generalization of earlier
defined indices by Arveson (in the case B = C) and Skeide (in the case of
spatial product systems). We, also, define the index of product systems in a
different way and prove that the new definition is equivalent to the previous

one. Actually, it corresponds to Arveson’s original definition of the index.
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YBOT,

Cucrem mpousBojga XuJOepTOBHX IIPOcTopa je dhaMuanja cenapadbuanux Xuabdep-
Topux mpocropa E = {E;, t > 0} cuabueBeHa aconujaTHBHUM MHOXKeeM (z,Yy) €
E, x B, — 2y € F,y koje je bunmueapuo Ha dhudpama u Jeayje Kao TeH30PCKO
Espt (,y)p, (¢, Y) g, 1 Esye = Span (EEy),
s,t > 0. TakBe cucreme nmpousBomaa yeeo je Apsecon 1989. roaune u oHu ce, kpahe,

MHOZKEHe Y CMUCTY 13 Baxu (xx’, yy')

Ha3uBajy ApBecoHoBu cuctemu npoussona. OH je KacHHUje mpoyUuaBao u Be3y n3mely
Eg-nonyrpyna nag B(H) (nmojam yBejen mpe TpujeceTak IOJMHA W OJHOCH CE HA
MOJIYTPYIy YHATATHUX eHaoMopdusama anrebpe B(H) ¢BUX OrpaHHYeHHX JTHHEAD-
HUX OllepaTopa Ha cenapabuaiHoM XuabepToBoM npoctopy H) u cucrema pon3Bojia
XwmibeproBux mnpocropa. llpenusnuje, yTBpAuO je ja ce MOXKE YCHOCTaBUTH Ou-
jeknmja usmelly Eg-nonyrpyna wan B(H) (10 Ha KOIMKIMYHY KOHjYyrOBAHOCT) W
cucremMa mpouspoja XuabeproBux mpocropa (10 Ha u3oMopdusam). Je uHUTA CHC-
Tema nponssona F je dammmuja (uy), uy € Ey (Koja HUje TpHBHjaIHA U 3370BOhABA
onpeheHe ycaoBe Mep/bUBOCTH) 3a KOJY BAXKHU Ugyy = Ugsly, S,t > 0. CKynm cBux
jenuHuIa O3HA4YaBa ce Ugp. 3a jeIMHHUIE ¥ W ¥ HOCTOJU jJeJUHCTBEHU KOMILIEKCHHU
6poj c(u,v) Takap ma Baxu (u;,v) = V)t > 0. Oynxmmja ¢ : Uy x Uy — C
ce 30Be (pyHKIMja KoBapHjamuje cucreMa mpouspojga F. OHa je yCJIOBHO MO3UTHBHO
JedUHATHA A ce IMOMONY e MOKe KOHCTpyucaTu Xuabepros mpocrop Hg. Y
caydajy ga je Ug # (), magexc cucrema nponseona F, y oznamu ind E, nedunnmre
ce Kao auMensuja oarosapajyher Xuabeprosor npocropa Hg, T1j. ind £ = dim Hg,
a ykomuko je Ug = (), ind E = 2%, Appecon je noka3ao U aJUTHBHOCT WHJEKCA, Tj.

Ia 3a cHcTeMe npou3Boaa F m F' Baxn
ind(F® F) =ind F + ind F.

Cucremu npousBojia cy KaacudUKOBAHN MpeMa THITY: CUCTeM Mpou3Boja L je Tuma
1 yKOJIMKO je TeHepucaH CBOJUM jeJIMHUIIAMa Yy U3BECHOM cMUcy, tuna [l ako nuje
tuna I u Ug # (), tuna I11 ako je Ug = ().

[Mub oBe muceprarnuje je jga ce 3a MUPYy U OUTHO PA3/JUYUTY KJAACY CUCTEMA
HPOU3BO/Ia XUJI0EPTOBUX MOJyJa MOxKe jepunucaru mojam umujekca. /Jlo cajga je
MO3HAT CAMO jeJlaH MOKYINaj y TOM cMepy ¥ mera je gao Ckajae (2006. rom) tako
mTo je mpeaedUHICA0 TeH30PCKH MPOU3BOJ MPOCTOPHUX CHCTEMa MPOU3BoIa (CHC-
TeMH TIPOM3BO/IA KOJH MMajy HeHTPaJHY YHUTAIHY JeJUHHILY) Y Uy J00H]amba au-
THBHOCTH MHAEKca. Kao mTo je rope HanoMeHyTo, ApBecoH je, v cay4ajy Xuadep-

TOBHUX IIPOCTOPA, MHJEKC JedHUHHCAO KAao IPUPOJaH OpOj KOjU IpeJcTaB/ba JUMEH-



3Ujy MOTOMHO OJa0PaHOr W Y TY CBPXY KOHCTPYHCAHOT BEKTOPCKOT mpoctopa. C
063UpOM HA TO Jia CY BEKTOPCKH MPOCTOPH (HAJ WCTHM MOJBEM CKajiapa) 10 Ha
nzomMopduszam Kjaacu(UKOBAHH CBOjOM JUMEH3MjOM, Pe3yJTaT KOjU ce 0YeKHBAO U
J100M0 Yy OBOM pajly jecTe Jia je MHJEKC CHCTeMa IPOM3BO/ia XMJIOEPTOBUX MOJLYJIa
KJaca m3oMopdHIX XMIOepTOBUX MOAYJIa KOja Ha oJAroBapajyhm HaYuMH pernpe3eH-
Tyje Konuuuny u Mehycobny Be3sy jeamnuiia. leraspuuje, ped je o ciemehem:
Cucrem nponssoga uajg C*-anredpom B je bavmunuja (K)o Xunbeprosux B—B
moayia, Ey = B ca damunujom (yrurapuux) uzomopduszama g, : B @ By — By,
rje je ® YHYTpalllibu TEH30PCKH ITPOM3BOJL JI00HjeH uIeHTUHUKAIUJOM ub ® v ~
u®bv,u®@vb ~ (uV)bbu@v ~ blu®v), (u € E,v € E;b € B) u norom
KOMILJIETHPAIHEM Y OJHOCY Ha CKaJapHu npoussod (u @ v, u; @ v1) = (v, (u, u1)vy).
Jemununa cucrema npomssona (Ey)i>o je damminja u, € Fyt > 0 TakBa ja je
up = 1 1 @ s(up @ us) = Ups mTo Kpalie MUIIEMO U ® Us = Upys. JETUHATA Up jE
yHUTAIHA aKo je (ug, u;) = 1. OHa je nenTpasina ako 3a cBako b € B u cBako t > 0
Bakn bu; = w;b. 3a cBake JBe jeIUHHUIE ¥ W ¥ HOCTOjU (paMHIMja OrPAHUYCHUX
C-nuneapuux omeparopa K"’ : B — B aedbunucannx K;°'(b) = (uy, bvy) u ona
quan noayrpyny. Ckyn jeamuauna U je HEIPEKUIaH ako je oarosapajyha moayrpyma
(K" )uweu yEIDOPMHEO HepekuHA. 3a AaTh CKyT (YHHMOPMHO) HENPEKHHIX je-
nuanna U dopmupa ce YHIMDOPMHO HEIPeKHIHA MOTIYHO IMO3UTUBHO AehHHHUTHA
noayrpyna K = (K)o u £ = %Iqtzo je meH remepaTop. 3a CHCTEM IPOU3BOJA
E v npousBo/bHY HENPEKUIHY jeJUHUILY W HOCTOjU MAKCUMaJaH HeIPeKuaH CKyIl
jenuauna U xoju cagpxku w. Ha ckymy U nedunminy ce omeparuje cabupama u
MHOKema eaeMenTuMa C*-anrebpe B Koje ra unHe gBocTpaHuM B — B MOIyI0M Kao
n ojarosapajyha penamuja ekBuBajennuje ~ mehy jeqmaunama koja je carjacHa ca

omepanujama. Ha ckyny U nedunuine ce mpecnkaBambe
(,4) = (L7 = L7 = £29 + £2)(1),

Koje Tocse yBohema penanuje ekpuBastennuje r ~y < r —y € N = {z|(z,z) = 0}
caabuesa U/ crpykrypom mpej-Xuiabeprosor B — B monyiaa. Uumgeke napa (E, w)
JgedbuHHTTE ce Ka0 KOMIUIETHPAhe IBOCTPAHOT Npen-XuadbeproBor momyna U/ u
oznagaBa ce ind(E,w). okasyje ce ga ind(F,w) me 3aBucu o n360pa w y UCTOM
HEMPEeKHUTHOM CKYIIY JeJIMHUIA. YKOJIUKO ce [ MOKe YTONUTHU y ITPOCTOPHU CHC-
TeM MPOU3BOJa (CHCTEM MPOU3BOJA KOJU CAAPIKU IEHTPATHY YHUTAJIHY jeJNHHUILY),
KOMILIETHDAE HUje HeOonxoaHo, Tj. U/~ je Xunbepros B — B Mouy/1 u 1OMeHyTe
peJanyje eKBuBajiennmje cy jeanake. Jlokazyjemo ja je Tako peduHUCAH UHIEKC KO-
BapUjaHTHU (PYHKTOP U3 KATErOPHUje HENMPEKUTHUX CUCTEMa, TTPOU3BO/IA Y KATErOPHjy

npoctpanux B — B moayna. Takohe, u3pogumo ocoduny cybaiuTHBHOCTH WHIEKCA, Y



OJTHOCY Ha CIIOJBAIHY TEH30PCKH IIPOU3BO/] CHCTEMa ITPOU3BOA.
Ha xpajy mokasyjemo na jgeduHHImja HHIEKCa Koja je JaTa y OBOj JAUCEPTAIUjH
IpeJICTaB/ba YOIIITehe panuje nedUHHCAHOD MHIEKCA KOju ¢y yBesn ApecoH (3a

cayudaj B = C) u Ckajue (3a ciaydaj mpOCTOPHUX CHCTEMA IPOU3BOJIA).

Y TpBOM U JIpYrOM MOTJIAB/bY HaBOJe ce HeKW O/ Beh MO3HATUX pe3yiaraTta u3
Teopuje Fy-mojyrpyna u reopuje cucreMa npoussoia Xuabepropux npocropa (Apse-
COHOBHUX cucrema npoussoza). llpegcraBbena je gedununuja MHACKCA TOMEHYTHX
o0jekaTa Kao M BayKHO CBOjCTBO aJIMTUBHOCTH MHIeKca. Ha Kpajy je JaTa u mUXOBaA
kiaacudukaruja. Tpehe mnoriapbe je mocBeheHo KpaTKOM OCBPTY Ha MOJMOBE MO3-
UTUBHO Je(PUHUTHUX U TOTHYHO MO3UTUBHO JIe(DUHUTHUX je3rapa Kao U Ha Iojam
MOJIyTPYyIIe je3rapa.

Y 4erBpTOM M IIE€TOM IOIJIAB/bY TOBOPUMO O CHUCTEMHMa IMPOU3BOJA XHJIOEp-
TOBHUX MOJIyJIa HaJl NPOW3BO/pbHOM yHuTaHOM C*-asredpom. HaBomumo neomxosme
JedUHANEje U 1ajeMO HAUMH KOHCTPYKIIA]e HOBUX jeIMHUIA Y IATOM CUCTEMY MPOU3-
Boga. Takohe dpopmysuieMo u jjokasyjeMo Heke momohne Jjieme nmorpebne 3a mnpei-
CTaB/bAIbE IJIABHUX PE3Y/ITaTa JINCePTAIIL]e.

[TormaBma Koja ciese cajapzke OpUTHHATIHE pesyaTare quceprtanuje. [llecto mo-
[JIABJbE CAJIPZKU PEe3YITaTe KOju ce THIY JedUuHUCamha UHIEKCA CHCTeMa TPOU3BOIA
XuwibeproBux Mojysia. KOHCTPpYyHIIEMO JABOCTpaHU XUJAOEPTOB MOIYJ TAKO IITO
KOMILJIeTUPaMO ojiroBapajyhu mpeji-Xua0epToB Moy U IIOTOM I'a KOPUCTUMO 33
Jgedbununujy uHAekca. Takobhe, jpajeMo jorn jegHy AedpUHHUIU]Y HHICKCA CHCTEMA
MPOM3BOJIA U JOKA3yjeMO Ja je eKBWBaJeHTHA Ca MPBOOUTHOM.

Y ceMoM HOIIaB/by HABOAUMO JIe(DUHUIIK]Y HEIPEKHUTHOT CUCTEMa POU3BO/Ia 1
JIOKa3yjeMo Jia je mHAeKC, JeuHucal y OBOj JUCEPTAIUji, KOBapUjaHTHU (PYHKTOP
U3 KaTeropuje HeIpeKuIHUX CHCTeMa Mpou3Boja y Kareropujy B-ommosyria. Ocmo
MOTJIAB/hE CAJIPIKU JIOKA3 JIa je MHJEKC CyOaUTHBAH y OJIHOCY HA CIOJHAIIIHU TEH-
30PCKH TPOU3BOJ, CUCTEMA, TIPOU3BOJIA.

Y J1eBeTOM TOTJIaBJbY JIOKA3yjeMO J0/IaTHA CBOjCTBA MHIEKCA TOTIPOCTOPHOT CHC-
Tema MpoOM3BO/A (CHCTEM MPOU3BOJIA KOJH Ce MOYKe YTOMHUTH y TPOCTOPHHU, Tj. y CHC-
TeM IPOU3BOJA KOJH CaAPXKHU NEHTPAJIHY yHUTAJHY jeaunuity). Konauno, BaxKHa
TeopeMa Kojy J0Ka3yjeMo jecTe Ja KOMILIETHPaIbe OAroBapajyher JBOCTPAHOr IIpe/I-
Xwuabeprosor momysa (momohy Kora gedbuHHUIIEMO WHIEKC) HEje TOTPeOHO.

Jlecero mnorsiaB/be CaJipKU IPUMEpPE CUCTEMa ITPOM3BOJA KOjU IIOKa3yjy Jia je
UHJIEKC, JehpUHUCAH Y 0BOj TUCEPTAINjH, YOIIITEHe IIOjMa UHIEKCA KOJH ¢y deduH-
ucasu Apsecon y caydajy B = C u Ckajie y ciiy4ajy mpocTOPHUX CHCTEMa IIPOU3BO-

na. Takohe, pauyHaMO MHIEKC CHUCTEMa ITPOU3BOJA Oe3 IeHTpaJsHe je TMHHTIE.



VY jemanaecToM MOrJIaB/by yommrraBaMo Beh MO3HATH OjaM CHCTeMa WHKJIY3Uja
Xmwib6epToBUX MPOCTOPA KOjH IpeJcTaB/ba jeIHonapaMeTapcky dhaMuminjy Xuadep-
TOBUX IIPOCTOPA, CJMYHY CHCTEMY IMPOU3BOJA, Ca PA3JIUKOM Y TOME IITO CY YHH-
TapHa Npec/jmKaBama Koja 1moe3yjy ojaroapajyhe Xuabeprose mpocrope 3aMemeHa,
uzomerpujama. [locMarpaMo cuctemMe HHKJIY3Hja IBOCTPAHUX XUJIOEPTOBUX MOIYJIA
Hag C*-anrebpoM KOMIAKTHHX Olleparopa Ha XMJIOEPTBOM IPOCTOPY U JOKA3YjeMO

J1a, y oapeheHnM ciydajeBuMa, HEKH O pe3yJiTaTa OCTajy Ja Barke.

Ha kpajy, xkeJtesia 6ux Ja ce 3axBajauM MeHTOpY, pod. ap Iparomydy Keuknhy,
Ha TOJIPIIIH, CTPIJBEIbY U OPOJHUM CTPYYHHM JIMCKYCHjaMa KOje CMO BOJWINA Y TPO-
necy um3pajie oe Tese. llocebHy 3axBajiHOCT JIyI'yjeM M 4Y/IaHOBUMA KOMUCH)E, JIP
Bophy Kprunuhy n mpod. ap Anekcanapy LlBerkosuhy, Koju ¢y HazK/pbUBO YHTAJH
0Baj PYKOIIMC M CBOJUM CTPYYHUM KOMEHTAPUMAa U CYreCTHjaMa JIONPUHETH HerOBOM

KBaJIMTECTY.



0 IIpersen mame MO3HATUX TOjMOBA

Y 0BOM TOTJIAB/BY HABOJAMMO JIe(DUHUIIKA]E CUMETPUYHOI U AHTUCHUMETPUYHOT TEH-
30PCKOT MPOM3BoOIa XMUJIOEPTOBUX MPOCTOPa Kao U HeKa ocHOBHA cBojcTBa (hon Hoj-

MaHOBHX asrebpu (Bumern [26], [10], [27]).

CumMmeTpuyaH U aHTUCHUMETPUYAH T€H30PCKHU npou3Boia. /ledununuje cu-
METPUYHOI ¥ AHTUCHUMETPUIHOI TEH30PCKOT IIPOU3BOJIA HABOJIUMO y OOJUKY Y KOM

ce nojaBsbyjy vy Ilorsrapimy 1.

Heka je H Xunbepros mnpocrop. 3a cBako n € N nmocmarpamMo ajredapcku TeH-
30PCKHU TTPOU3BO/I
H ®alg e ®alg H (01)

Kao TpeJ-XmjI0epToB MPOoCTOp KOHAYHUX JIMHEAPHUX KOMOMHAIMja ejgeMeHaTta 00-

JMKa T @ -+ @ X, (x; € H) e je ckanapuu upousso JeduHucan

(T1 @ @ T, 1 @+ ®Yn) = (T1,41) (Y1, Yn) -

XujabepToB pocTop
H"=H® ---QH

HacTaje KOMILIETUPAheM aarebapckor Ten3opekor mpoussoa (0.1) y onHocy Ha gatu

CKaJIapHU HMPOU3BO/I.

Hedunaumnuja 0.1. Heka z1,...,x, € H.

a) CuMeTpryYaH TeH30PCKH IPOU3BOJL eJIeMeHaTa T; je

1
$1O"'O$n:ﬁZxa(l)@)"'@xa(”)’

’ UESn

rie je S, rpyna mepmyrtanmja ckyna {1,2,... n}.
BarBopemse (y H®" ) HOTIPOCTOPa KOjU je TeHEePUCAH eJIeMEHTHMA X1 O - -+ - O I, 30Be
ce CHMeTPHUYaH TeH30PCKU MPOU3BOJ N Konuja Xuiabeprosor npocropa H. O3naka

Koja je y ynorpebu je H°" (unm ncro H®" ako Hema OnacHoOCTH o1 3a0yHe).
6) AHTHCUMETpUYAH TEH30PCKH MPOU3BOJL €JIeMEHATa T; je

1
ale.../\xn:Ezs:eaa:g(l)(@...@xg(n),
og€Eon



/e je €, 3HaK NpeMyTaluje o.
BarBopeme (y H®™) mormpocTopa KOju je NeHephcaH eleMeHTuMa 1 A -« - A T, 30Be
ce aHTHCHMETPHYaH TEeH30PCKH IPOM3BOA N Komuja XmiabepTosor mpocropa H u

o3mavaBa ce H ™.

IIpumep 0.2. V cayuajy n =2 BaXKu L1 0Ty = Lo 0T U L1 ATy = —Xog N\ T1.

dou Hojmanose anrebpe. Hapoanmo HEKe OCHOBHE [TOjMOBE Be3aHE 3a TEOPHU]Y

¢don HojmanoBux anrebpu koju he 6UTH MOMHUIAHH ¥ OBOM PaIy.

Heka je B(H) anrebpa cBUX OrpaHUYEHHX OlepaTopa Ha XHJI6epTOBOM MPOCTOPY

H u nexa je M C B(H) neku HenpasaH CKyIIL.

Heduuumnumja 0.3. Komyrant ckyna M je
M ={T € B(H)|VS e M, ST =TS}.

BukomyTanT ckyvna M, v ozmamu M”. je komyTtanT ckyma M.
) )

®on Hojmanosa teopeMa 0 GUKOMYTaHTY:

Teopema 0.4. Hexa je B(H) aneebpa c6ux 02panuverus Onepamopa Ha HekoMm
Xuabepmosom npocmopy H u nexa je M C B(H) wexa rwena *-nodanzebpa wmo
3HAYYU 04 je 3amBopeHa Yy 00HOCY HG AUHEAPHE KOMOUHAUUJE, MHONCEIE U UHBONY-
yugy T — T u cadporcu jedununru onepamop 1.

Caedehu ycrosu cy mehycobHo eKeuBaieHMHU:
a) M =M"’;
6) M je sameopena y odHocy Ha cAabY MONOAORUIY;

8) M je sameopena y 00HOCY HA JaKy MONOAORUFY.

Hedbununuja 0.5. [logamrebpy M anrebpe B(H) nasusamo dbon Hojmanosa aJi-

rebpa aKo HCIyHaBa HEKH O YCJIOBA MPETXO/IHE TeOPEMe.

Hedbunnnuja 0.6. Ilenrap dbon Hojmanose anrebpe M je Z(M) = M N M.
Jlakse, To je ckym omeparopa 3 M Koju komyTupajy ca csum ocraanm u3 M. Oxn
YBEK CapIzKK CKaJapHe YMHOIIKe jeauHudHor omeparopa, CI. Ako mapyrux mema,
OHJA KayKeMO Ja je TleHTap TPUBUjaJIaH.

QaxTop je ®on Hojmanosa ajirebpa 4uju je meHTap TPUBHjAIAH.



[Tpumep dakropa je bon Hojmanosa anrebpa B(H) jep je nosuaro ga je B(H)' =
CI.

3a ¢on Hojmanosy anrebpy M C B(H) nocroju Banaxos npocrop X ca ocobu-
HoM X* = M. 3a X ce MO¥kKe y3eTH CKYN CBHUX ¢ € M* Koju cy HENPEeKUIHU Y

yaTpacaaboj Tonogoruju’.

Hedunrnmnuja 0.7. banaxos npocrop X ce 30Be npepayan ¢pon Hojmanose anredope

M u o3HauaBa ce M,.

ITpumep 0.8. ITpemiyan Qon Hojmanose anrebpe B(H) je Banaxos mpocTop cBHX

HYKJIEAPHUX OMEPATOPA.

Hedunuumuja 0.9. Axo je ¢ : M; — M, xomomopduzam dhon Hojmanosux asre-
opu, onja je & HOpMaJsiaH aKO W CAMO aKO je HEIUPeKWJIaH y OJHOCY Ha yaTpacjade

rouosioruje y My, ogHocuo y Mo.
Hedbunumuja 0.10. 3a nozutuan dhyHnuoHas @ xHa M kakemo 1a je HOpMaJaH
aKo 3a CBaKy orpanmdeny pactyhy mpexy T, € M Baxn

@(supT,) = sup o(Ta).

Cu4HO, MO3UTHBHO IIpecankaBame p : M — N nse dpon Hojmanose aareGpe je

HOPMaJIHO aKO BazKHU

p(sup Ty,) = sup p(Ts).

Varpacnaba Tononoruja wa B(H) je 3amzara cucremom 6asuux oxkomuna nyine {T €
BH)| 32 T (x;),y;) | <e}, xj,05 € H, 305 lws]|* < 400, 325 [lysl* < +oo, € > 0.



1 FEp-nosyrpyne

Y 0BOM TIOIJIaB/by HABOJMMO HEKe 0Jl OCHOBHUX MOjMOBa Teopuje Fg-moayrpyna [2]
KOjH VKJ/bYUYjy HojaMm neprypOruje FEo-mosyrpyie momMohy KOIUMKJ/IA, TPUIAPYKEHY
peJialujy eKBUBAJICHIIH]€ - KOIMUKJIUYHY KOHjyTallijy U OCHOBHE TIpuMepe Fy-mosyrpy-
na - CAR/CCR rokose. Pasmarpamo, Takohe, KOHKpETHE CHCTEME IPOU3BOJA
XmwibepToBUX MPOCTOPA, MOjaM jeJUHUIA ¥ HYMEPHYKOI MHeKca Fo-ToJgyrpyna u
pauayramo ungexkc CC R TokoBa. Ha camom kpajy roBopumo o kiacudpukanuju Fo-

MOJIyTpyIa.

Heka je H Xun6epros npocrop u M C B(H) don Hojmanora aarebpa.

Hebunnnmuja 1.1. Pavunuja HopManaux *—engomopdusama? a = {ay| t > 0}

Hojmanose anrebpe M je E—mnoayrpymna ako
1. ag =idy;
2. agoqp = Qsit, Syt > 0;

3. 3acBako a € M u cBaku HOpMaJIaH JuHeapan pyukiuonas p € M., dyukiuja

t €10,00) — p(au(a)) je HempekumHa.
Ey-nonyrpyna je E-moayrpyna « Koja 3amoBosbaBa (1) = 1 3a cBako t > 0.

Kana je oo E-mosyrpyna koja genyje na M = B(H), yciaos menpekugHoct (3)
ce CBOJM Ha €J1aby HeMpeKuTHOCT: 3a cBako &, € H u caku oneparop A € B(H),

t — (a(A)E,n) je menpexkuana dyuknuja no t € [0, 00).

Y nabeM m3garamy roBopumo o Fy-mosyrpynava koje menyjy wna B(H). Cwa-

TpamMmo Ja ¢y cBu XmibeproBu mpoctopu H Koje MOMUIBEMO celapabu/Inig.

Hedbununmja 1.2. [se Ey-nonyrpymne o u [ Koje aenyjy ua B(H) u B(K), peaom,

cy KOHjyroBaHe ako mocroju x-uzomopdusam 6 : B(H) — B(K) takas na je
Btog:eoab tZO

u 0 je nar nomohy yuurapuor npecsimkaawa U : H — K xao 0(A) = UAU*, A €
B(H).

’Bunern Jedbunumnujy 0.9.
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[Ipema Tome, onpaB/iaHo je, y TOM CMHCJLY, HOUCTOBETUTU KOHjyroBaHe Fg-1oJry-

rpyte.

Hajjennocrauuju npumepu Ey-tionyrpymna cy CCR u C'AR tokosu. To cy aBe
pa3anIuTe KOHCTPYKIHje Fo-TToIyrpyIa Koje KOpucTe pasJniInTe TT0JMOBe: KAaHOHCKE
pejanuje KOMyTaTUBHOCTU W aHTUKOMYyTaTuBHOCTH. VcmocTaBspa ce Jja cy OHe KOH-

jyromame u 3ato ce Hazupajy jennumm umenom C'AR/CCR Tokosu.

CCR TOK.
Hexka je H Xwuabepros npoctop. I[locmarpamo cumerpudaH TEH30PCKHU MPOU3BOJ
H®" 3an>1n H® = C. Cumerpuunu ®okos npoctop uag H je medpunucan Kao

JUPEKTHA cyMa XMJIOEPTOBUX MPOCTOPA
—+00
e =3 " Hom (1.1)
n=0

Excronennujaano mpecankapame exp : H — el je nedunncamo

+oo
1
exp(§) = Y —=¢".
n=0 \/m
IIpoctop ef! je pasamer BexTopuma exp(€) (€ € H) u Bazku

(exp(€), exp(n)) = &7 (1.2)

Ha ocHoBy Tora, mocroju mpupoana uaeHTH(GUKAIT]A,

eHi®H2 — oM g oH2 (1.3)

[MocmaTpajmo Kareropujy S 4uju ¢y 00jeKTH jako HeIpekuHe (1o t) mosyrpymne
U30MeTpHuja

U={U|t >0}

3a koje Baxku Uy = 1. Cpaka noayrpyna U aenyje na cenapabuninom XuiabepToBoMm
npoctopy Hy. Enementu y hom(U, V) cy yuurapuu oneparopu W : Hy — Hy 3a
KOje BayKh

WU, =V,W, t>0.

Y oBoj Kareropuju je Moryhe mocMarparu JUPEKTHY cyMy oOjekara, riae je U &V
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nosryrpyna uzomerpuja na Hy & Hy nedunucana
UeV)y=U®a®V, t>0.

[Monyrpyna U € S je uucra axo je

(U.Hy = {0},

t>0

CBaka umncTa nmoayrpymna n3omerpuja V je msoMopdHa TUPEKTHO] CYMU HAjBUIIIe
1pe6pojuBo MHOTO - d Komuja npocTux mudr-noayrpyna S xoje aeryjy na L*(0, 00)
Ka0

NOES b (1.4
0, O<x<t.

Bpoj komnmja d je jenuHcTBeHO Opelen moyrpynoM V u npeicTaB/ba B-eH UHIEKC
- ind(V). Mudr-noayrpyna Sy nagekca d € N U {Xg} moxke ce Bumern Ha ciaenehn
naunn: Heka je K Xunabepros npocrop jgumensuje d. ITocmarpamo L?(0,00) @ K
Kao MPOCTOP KBAJIPATHO MHTErpaOWIHUX MepPJHbUBHUX (DYHKIHjA ca BPETHOCTHMA Y
K. Tonayrpyna Sy je medunucana ucro kao y (1.4), camo je cana f dyuknuja y
L*(0,00) ® K.

VY [2, Cras 2.1.3] Apsecon® je moka3ao ja 3a CBaKy moJryrpyiy usomerpuja Uy

S koja menyje ma XumbeproBoMm mpoctopy H, mocrtoju jenmuacrBena Fy-moayrpyma

aV koja menyje na B(efl) u 3amoBomasa

o (W(€) =W(U£), t>0, E€H,

e je W (&) yuurapan oneparop na el jemuncrseno ogpehen nomohy & € H, takas
na
W(€)(exp (n) = e 2109 exp (n 4 €), € H.

Jedurnnuja 1.3. Hexka d € NU {Xy}. CCR Tok panra d je FEy-momyrpyma o’

HpUJIPY2KeHa MU T-moayrpynu S, unjaexca d.

CAR roxk.
Heka je H Xunbepros mpoctop. llocmarpajmo Xunbepros npoctop F_(H) nobujen

3William Arveson (1934-2011)
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KOMILJIETHPAmhEM CIIOJballlEhel TeH30PCKOT npon3Boja Haja H. [lpenusnuje, 3a cBako
n € N, Heka je H"" agrucumerpudan normnpocrop oj H®" u A\°H = C. Awnruncn-
Merpudan Pokos npoctop Ha L H je jedunucan Kao JUPEKTHA cyMa XUJI0ePTOBUX

npocropa H ", Tj.

F(H=CoH®HNH)®HNHANH)®....

VY [2, Crap 2.1.7] ApBecon je mokazao Ja 3a cBaky noayrpyiy uzomerpuja Uy S

Koja Jeayje Ha XuiabeprooM npocropy H, mocrojn jenuncrsena Ey-moayrpyma oV

Koja nesyje na B(F_(H)) u 3a10B0shaBa
al(c(2)) =c(Upz), t>0, z€ H,
re je ¢(z) oneparop va F_(H), jenurcrBeno oapehen momohy z € H, takas na
()N GAQAANG)=2NGANGQA NG, GEH n>0.

Jedununuja 1.4. Hexka d € NU {®y}. CAR tok panra d je FEy-momyrpyna o
Koja neqyje na B(F_(H)) u npuapyxkena je mmudr-noayrpynu Sy uHIeKCca d.

ITpumenba 1.5. CCR Tok mpuapyxken moayrpynu Sy ungekca d € N U {Rg} je
koHjyroean C'AR TOKy npuapyKeHOM MOJyTPynu Sy U 3aTO Ce OHU HA3WBAajy Kpahe,

jennum umenom, CAR/CC R rokosu.

1.1 KomukauviHe neprypoOaruje

Heka je a Ep-nosryrpyna koja genyje Ha ¢por Hojmanosoj anredpu M. Mako Hexku o
pe3ysaTaTta Koje oBJie TOMHUILeMO Baxke 3a Fjy-Toyrpyne Koje Jeayjy Ha Mpou3BOJbHO]
dbon HojmanoBoj anre6pu M, yBek cmarpamo ja je M = B(H), rae je H cenapa-

omwtan XujabepTos MpocTop.

Konukn Ey-noyrpyie « je jako HenpeKuIHa (paMUIfja YHUTAPHUX OlepaTopa

U={Uy t >0}y M koja 3amoBo/baBa
U5+t = Usas(Ut)a S,t Z 0. (15)
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U3 (1.5) Bugumo ga je Uy = 1. Takobe, damunnja ennomopduzama 5 = {5 t > 0},
neduHHCAHA Kao

Bi(A) = Uy (AU}, Ae B(H), t>0, (1.6)

3a/I0BOJbaBa MOJIYTPYITHH YCJIOB [Pyt = [s 0 [y

Hedbunnnmja 1.6. Ey-noayrpyna [ obsuka (1.6) ce 30Be KOUUMKINYHA TEPTYP-
banuja mosyrpymne «. e Ep-mogyrpyne cy KONUKJIMIHO KOHjyTOBaHE aKo je jeaHa

0/1 IbUX KOHjyTrOBaHa KOIUKJIMYHO] IepTypOaIuju apyre.

[Tojam Koruk/in4dHe neprypodanuje aeduHmuIIe peainjy eKBUBAJICHINje Ha CKYILY
cBux Fy-nonyrpyma koje menyjy Ha Hekoj don Hojmanosoj aiaredpu. Haumme, meka
cy a u 3 nBe Ep-noayrpyme Koje genyjy Ha ¢orn HomanoBoj anrebpu M, takee ma

je [ xkorukauvHA neprypodaruja o1 o, Tj.
Bi(A) = Uiy (AU, A€ B(H), t>0,

rie je {Uy| t > 0} a-koruk. koju 3amoBosbaBa (1.5). Moxke ce BugeTn 1a yHUTADHE

onepatopu V; = U/, t > 0 mpeacTaBibajy KOIUKI 3a [ 1 1a BaxKn
a(A) = ViB(A)V;.

[Tpema Tome, « je kKommkaM4dHa meprypbdarmja Fo-moayrpyne [. Ako je {U;| t > 0}
a-xonuka u {W| t > 0} KonuKII 38 KOMUKIHIHO TepTypOoBany moayrpymy [i(A) =

Uiy (A)US, Tana je Eg-niomyrpyna
Y(A) = Wi B (AW = WU (A)USWY, t>0, Ae B(H)
KOIMKJIMYIHA, TlepTypdalija moJgayrpymne « jep je dpaMuanja yYHUTaApHUX olepaTropa

{WUy| t > 0} a-konukI.

Konukmuue nmeprypbarije cy o K/byUHOT 3HAaYaja 3a Kaacudukaiujy Fy-mosy-
rpyuna. Hanomenyhemo, Heirro Kacuuje, Jla ce KOIMK/JINYHA KOH]yralja MOXKe pas3-
MaTpaTd W KPO3 CTPYKTYPY OAroBapajyhnx HempeKWTHUX TEH30PCKUX ITPOU3BOIA

XuabepToBux MPoOCTOpa.
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1.2 KoHKpeTHU CcUCTEMU ITPOU3BOIA

CucteMu mponsBOIa CYy OCHOBHE CTPYKTYpe HMpUJpYIKeHe MOJIyrpynama eHIOMOpP-
dbuzama wa B(H). Y 0BOM HOTIONIAB/BY OIKCYjeMO FbUXOBY KOHCTDYKIIHjY M OC-
obuue. Ha xpajy momumemMo ApPBECOHOB pe3y/aTar Koju oMoryhyje fa ce 3aK/by9aK O
TOMe JIa JI cy JiBe Fp-Moayrpymne KOMUKJINIHO KOHjyTOBaHEe MOXKe JTOHETH Ha OCHOBY

JIOBOJHHO MH(OPMAIHja O IbUXOBUM KOHKPETHUM CHCTEeMHUMa IIPOU3BO/IA.

Tokom oBor nornoriasba, « = {a| t > 0} o3nauaBa E-110/yrpyily Koja jeJyje
na B(H).

3a cBako t > (0 mocmarpa ce JuHeapaH MPOCTOP OIepaTopa
Eu(t)={T € B(H)| ,(A)T =TA, A€ B(H)}. (1.7)

Ckyn cBux &,(t), t > 0 MozxkeMO BuJeTH Kao (haMuinjy BEKTOPCKUX IPOCTOPA

p: &y — (0,00) ako medbuHHIITEMO
Eu={(t, )] £ >0, T € E(1)) (1.8)

up(t,T) =t.

Omneparopcka HOpMa Ha cBaKOM mpoctopy &, (t) je, 3ampaso, HOpMa Koja ra 9uHA
XuibepToBuUM IpocTopoM. Jla Ou ce BUIE/I0 KaKo je CKaJapHU IMPOU3BOI AehUHUCAH,

uzabepumo S, T € E,(t) n ueka je A € B(H) npoussosban omneparop. Kako je
T*SA=T"a;(A)S = (a(A")T)*S = (TA*)*S = AT*S,

T*S mopa 6utu obsimka A - 1 3a Heko A € C. Ckanapuu npoussoj oneparopa S u T’

je medMHUCAH TAaKO Ja BaxKu

T*S = (S,T) - 1. (1.9)

Omneparopcka HopMa Ha &, () ce oKIama ca HopMoM epHHICAHOM OBUM CKATAPHUM

npousBoioM jep 3a T € &,(t) Baxu
ITI1* = |1 T"T|| = |I{T.T) - 1| = (T, T) .

Onmax Bugumo na je (T,T) = 0 ako u camo ako T' = 0. Ha ocnosy (1.7) Buaumo na

je E,(t) 3aTBOpeH y HOpMH Tia je, mpeMa ToMe, XUI6epTOB MPOCTOP Ca CKATAPHUM
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npousBojioM aedunucanum y (1.9).

Cana murupamo Apsecoros pesyarar [2, Cras 2.4.1]:

CraB 1.7. Hexa je &, damuaruja Xuabepmosuzr npocmopa npudpyscena E-noay-

epynu . 3a ceaxo s,t > 0 sasicu
1. E,(8)E4(t) C EW(s+1).

2. 3a 5,5 € &E(s) uT, T € E,(1) je

<ST7 S/T/>s+t = <S7 Sl)s <T7 Tl)t .
3. Bameopenu auneapnu omomay ckyna {ST| S € E,(s), T € E,(t)} je Xuabep-
mog npocmop Eq(s +t).

IToped moza, 3a ceaxo t > 0, ay(1) je npojexmop na nomnpocmop [E,(t)H| y H xoju

je pazanem caukama onepamopa u3 Eq(t).

Ha ocuoBy Crasa 1.7(1) Buaumo na ce damuimja &, MOKe HAYHHUTH ACOIMUja-

THBHOM HOJIYIPYIIOM aKO Ce MHOMKeIe JepUHHIIe Kao
(s,8)-(t,T) = (s+1t,ST),

MITO 3HAYH 713 je p xoMoMmopduszaMm m3Mely MyJTHIUIHKATHBHE CTPYKTYpe y &, U
QJIUTUBHE TIOJIYTPYIIe TTO3UTUBHUX PeaHuX OpojeBa.

OBo MHOXKe€IbE je, y CTBapU, TEH30PCKO MHOXKEIbe y CMUCILY Ja 3a CBakKo S,t > 0
IIOCTOj! jeJIMHCTBEHN YHUTAPHU Omepatop E,(s) @ E4(t) = Eu(s + 1), S® T +— ST
(Cras 1.7 (2), (3)).

BHauajaHo je IOMEHYTH Ja y HeTpUBHjaaHoM cay4dajy (kaga o = {oy} Huje nosy-
rpyna ayromopduszama na B(H)) E,(t) je cenapabunan 6eCKOHATHO IUMEH3IHOHH

XuabepToB mpocTop 3a cBako t > (.

Hedbunrumnuja 1.8. Heka je £ Bopesos noackyn nponssoga Bopenosux mpocropa
(0,00) x B(H) uneka je p: & — (0,00), p(t,T) =t cypjeKTUBHO TPECTUKBAIHE.

Cxym € je KOHKpeTaH CHCTeM MPOW3BOJIA aKO BaKU:

1. 3a cako t > 0, ckyn E(t) = p~'(t) je muneapan, 3aTBopeH (y HOPMH) TOT-
npocrop y B(H), rakas na B*A € C- 1 3a cBako A, B € £(t).
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2. 3a cBako s,t > 0, E(s + t) je 3arBOpenn (y HOPMH) JHHEADHH OMOTAY CKyIa

E(s)E(t).

3. MepspuBa davminja XmibeproBux mpocTopa &£ je m3omMopdHa TPUBHjATHO]
dbamunuju (0,00) X Hy, e je Hy cenapabuian 6eCKOHATHO TUMEH3HOHN XU

0epTOB IIPOCTOP.

Hedununuja 1.9. Koukpernu cucremu npoussoga € C (0,00) x B(H) u F C
(0,00) x B(K) cy uzomopduu yKoJIUKO HocToju m3omopdusam 0 : € — F Koju
3amoBosbaBa O(xy) = 0(x)0(y) (z,y € £) u KoOju ce CBOAM HA YHUTAPAH OLEPATOD U3
E(t)y F(t), 3a cBako t > 0.

Hasonumo ApseconoBy teopemy [2, Teopema 2.4.7]:

Teopema 1.10. Hexa je a = {ay| t > 0} E-noayepyna xoja deayje na B(H).

Cmpyxmypa &, xoja je dedpunucana y (1.8) je Konkpemmuu cucmem npoussoda.

3a nmpousBosban KOHKpeTaH cucteM npou3soaa € C (0, 00) x B(H ) nocroju jeaun-
cTBeHa IpHIpYzKeHa moayrpyna o = {ay| t > 0} x-emmomopduzama na B(H). Taj

pesyarar je onmcan y ciaeaehem crasy ([2, Cras 2.4.9)):

Cras 1.11. Hexa je € C (0,00) x B(H) wonkpeman cucmem npouseoda. Tada
nocmoju jedurncmeena E-noayepyna o koja deayje nwa B(H) u wuju endomoppusmu

3adosomasajy caedehe ycaose 3a ceaxo t > 0:
1. 4(A)T =TA 3a ceaxo T € £(t), Ae B(H).
2. ay(1) je npojexmop na [E(t)H].
HImasuwe, £ = &, je kKonkpemuu cucmem npousseoda npudpyoicers E-noayepynu a.
Ha Taj maunn je ycocraBbeHa Oujeknnja £ < a n3Mel)y ckymna ¢BUX KOHKPETHHX
cucTeMa pou3Bo/a Koju jenyjy va B(H) u ckyna cBux E-monyrpyna Koje Jeyjy

Ha B(H). Baxknoct cucrema npousBoja y Teopuju Eg-monyrpyna orsena ce y ([2,
Teopema 2.4.10]):

Teopema 1.12. Jlse Ey-noayepyne o u B xoje deayjy nwa B(H) u B(K), pedom, cy

KOUUKAUYHO %0ij206aH€ aKo U Camo aro CY Hurosu cucmemu TLpOUSGOdCL USOMOpﬁHU.
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1.3 Jemmaune u mHaekc Fjy-moayrpymna

Y [2] Apsecon nedunuiie uHaeke Fo-Toayrpyne u HoKasyje Ja je TO HyMephuuKa

KapaKTepUCTHKA KOja ce He Merba IPHU KOIMUKJIMIHUM Ieprypbarujama.

Hedbununmja 1.13. Jeaununa Fy-noayrpyie o koja jgesyje na B(H) je nosyrpyua
T = {T,| t > 0} orpanuvenux omeparopa Ha H 3a kojy je Top = 1 u Baxu na je T

jaKo HepeKWHA 1O t U 33J0BOHABA

Ckyn cux jemmauna Fo-moayrpyme « o3HadaBa ce U,. Hapasno, mocroje FEo-
noJiyrpyie 3a Koje je U, = (), anu u oHe Koje uMajy obusbe jenuHuna (Kao mro cy

unp. CAR/CC R Tokosn).

Nujpekce Ey-riosyrpyie ce jedpunuiine Kao JuMensuja ojropapajyher XusibeproBor
MpOCTOpa KOJU je MPUJIPYZKeH CKYIY jeauHuna Fy-monyrpyme. Hanmve, Heka je o Ey-
nosiyrpyna koja genyje va B(H) u U, wenpaszan ckyn. 3a csako S,T € U, Heka je
f:10,00) = C dbyuxuja nedunucana f(t) = (S(t), T(t)>£a(t)' Kako cy S u T jako

HelpeKuIHe HoJyTpyIe ca 0COOMHOM
fFOL=T"(t)5(t),
dbyukuuja f je menpexkuana, f(0) = 1 u monyrpynuo csojctso 3a S u T naje
fls+1t) = f(s)f(t), s,t=0.
Haxie, mocroju jemuHcTBeH KOMILTekcan 6poj ¢(S,T) koju 3a10Bo/baBa
(S(t),T(t)) = e ST ¢t > 0. (1.10)

Oyuknuja ¢ : U, X U, — C ce 30Be dbynkumja koBapujanuje 3a «. llpumernmo na,

npema (1.10), Baxu

c(S,T)=¢(T,S), T,S €U,

u cBako 1' € U, 3a710Bo/baBa
T(t)#0 3acse t>0.

Cras [2, Ctas 2.5.2] HABOJUMO KAO:
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Cras 1.14. Qynruyuja Kosapujayuje je Ycaro8Ho no3umueHo 0eunumma 1y cmuciy

da 3a ceaxo n € N, sa cee Ty, T5,..., T, € U, u 3a cee A\, Aa,..., N\, € C xoju
n

sadosonasajy Y, \; = 0 saorcu
j=1

n

> Ty, Ty > 0. (1.11)

Jk=1

IIpumenba 1.15. Kako je (pynknuja kopapujaiuje yCJIOBHO IO3UTUBHO JeHHUTHA,
MOYKe jOj ce MpUAPYKUTH ojroBapajyhu XujabepToB NpocTop u uHIAEKC Fy-moayrpy-
ne « ce gedunuiie Kao mwerosa gumvensuja. [lerasbuuje, nexka je Cold, KOMILIEKCHE
BEKTOPCKH TIPOCTOP 4YHju cy egeMeHTH byauuje [ : U, — C Koje cy pasziamanre of

HyJle Y KOHa9HO MHOTO Tadaka u 3a koje Baxku »  f(x) = 0. IIpecankaBarme
{L’GZ/{Q

(f.9)= > cla,y)f(@)gy)

z,yEUq

je ceckBuamneapHa (opMa (JHHEApHA [0 APYT0j H KOH]YTOBAHO JHHEAPHA IO IPBO]
IPOMEHJBIBO] ), HO3UTUBHO MOy JeUHATHA jep je ¢ YCIOBHO HO3UTHBHO JAeUHATHA
dbyuknuja. [Ipema Tome, oHa Mo)Ke MpeACTAB/HATH CKAJTAPHH Tpou3Box Ha U, /N,
rie je N ckyn csux dyuknuja f € Cold, 3a koje je (f, f) = 0. Kommreruparbe mpe;i-
Xuabeprosor npocropa U, /N y HOPMH MH/YKOBAHO] THM CKAJAPHUM MPOU3BOIOM

je Xunbepros mpocrop H(U,).

Hedpununmja 1.16. Heka je o FEy-moayrpyna. Axo je U, # (), onga
ind(a) = dim H (Uy).

Axo je U, = 0, onna ind(«r) = ¢ (KapANHATHOCT KOHTHHYYMA).

IIpumenba 1.17. YKomuko je 3a Fo-moayrpyny « ckyn jeauanna U, # (), Ha ocHOBY
[2, Crap 2.5.7] Xuabepros npocrop H(U,) je cemapabunan. [Tpema Tome, moryhe
BPEJTHOCTU MHJIEKCA CY

0,1,2,...,00 = Ny, 2%,

LIpH YeMy je MHJEKC jegHak 280 ako M caMo ako 1OJIyIpyla Hema jeaunuie. AKo je

a mosyrpyta ayromopdusama na B(H), onga ind(«) = 0.

Baxkio ¢BojcTBO HHAEKCA naTo je y caeaehiem crasy ([2, Cras 2.5.5)):

19



Cras 1.18. Hexa je o Ey-noayepyna xoja deayje na B(H) u nexa je B xoyuriuuna

nepmypbayuja 00 . Tada je ind (B) = ind (o).

Joxas. Heka je {U;| t > 0} xoruk moayrpyne « 3a xoju je Bi(A) = Uy (A)Uf. 3a
csako 1" € U, aedumumemo dbamminjy oneparopa w(1') = {w(T)(t)| t > 0}, rme je
w(T)(t) = U/T(t). 3a s,t > 0 Baxkn

W(T) (s + 1) = Uyt T(s + t) = Usa (U)T(s)T(t) = U,T(s)U,T(1),

onakse caenn na je w(7T) moayrpyma. Ona je, 3ampaBo, jeaumHuna 3a [ jep 3a cBe
t>0u A€ B(H) Buaumo ja je

Be(A)w(T)(t) = Uy (AU U T (t) = Urar(A)T'(t) = U T (1) A.

ITpema ToMe, w je npeciukasame u3 U, y Ug. Ouuriesno je MHjeKTUBHO, a Cyp-
jekTHBHOCT caeau 360or Tora mro ako je R = {R(t)| t > 0} jeauuuna 3a [, omma
ce Ha CAMYaH HadYWH MoKe Tokasarn ja je T'(t) = USR(t) jeqununa 3a « u 1a je
w(T) = R.

3a t > 0 Baxu

e'es WD = (T () w(S)(t) = (UT (1)) UpS(t) =

=T(t)*S(t) = e'SD,

Tj.
cg(w(9),w(T)) = ca(S,T), S, T €U,. (1.12)

Bujexnuja w : U, — Up nHAYKYje JnHeapHN T30MOPdU3aM BEKTOPCKUX IPOCTOPA
(Coug S f— fowe Cld,

Koju ce, Ha ocHOBY (1.12), MOke HAYMHNTH YHHUTApHEM omeparopom u3 H(Us) y
H(U,) kaa ron cy U, u Uz Henpasnm.
O]

JaxkJie, j1a 6u ce padyHao nHAEKC Fy-1101yrpyiie, HoTpedHO je OJpe/IUTH HeH CKYII
jenunuiia, GYHKIU]Y KoBapHjaluje U JUMEH3U]y TPUAPYKEeHOT XUI0epTOBOT IIPOC-
TOpa. 3a cBe TO, HajOOJbe je JeTa/bHO OMUCATH CUCTEM TTPOU3BOIA KOJU je TTPHUIPY ZKEH

Ey-ionyrpymu.

VY cnenehem mpumepy HaBOAUMO Kako u3rienajy jeaumnune u uugekc C'C'R Toka.
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ITpumep 1.19. Heka je d € NU {Xo} u neka je K XuabeproB mpocrop JuMeH-
suje d. ITocmarpajmo Xuabepros npoctop L2((0,00), K) Kao mIpocTop KBaJIpaTHO-
unTerpabuinux GyHKimja ca peanocruma y K. 3a unrepsan B C (0,00), L*(B, K)
je normpocrop ox L*((0,00), K) koju ce cactoju o cBux (pyHKIHUja jeJHAKEX HY/IH

CKOPO CBY/ZIa BaH cKyma B.

Heka je o CCR 1ok panra d koju jeiayje Ha B (eLZ((O"X’)’K)> (S je mmdr-
nostyrpyua unjekca d koja geayje na L*((0,00), K) kao y (1.4)). Koukperan cucrem

IpOU3BOIA Koju ofarosapa Fy-noxyrpymu o je £,s umje cy dbubpe
E,s(t) = {T eB <eL2<<Ov°°>»K>) | aS(A)T =TA, VA€ B <eL2<<Ov°°>vK>) } >0,
3a ¢durcupano t > 0, OpTOroHaJHa IEKOMIIO3UIIN]a
L*((0,00), K) = L*((0,t), K) @ L*([t, ), K)
J1aje uaeHTuUKAIN]Y
L2 ((0,0),K) _ (L2((0.0),K) ) o L?([t,00),K) (1.13)

u Baxu ([2, Cras 2.6.1]):

Cras 1.20. Heka jet > 0. 3a ceaxo f € e (ODI) nocmoju jeduncmeenu ozpanuue-

2((0700)7K)7

nu onepamop Ty na cumempuunom Poxosom npocmopy el dedhunucar, Ha

sexmopuma {exp (g)| g € L*((0,00), K)} woju 2a pasanurwy xao
Ty(exp(9)) = f ® exp (Sig), t 20, g € L*((0,00), K).

Mpecaurasare f — Ty je ynumapan onepamop uz e (ODE) yq € s(t). O

3a ¢ € K neka cy oneparopu U(t) € B (eLQ((Om)’K)) , t >0 nedunucanu

U(t)(exp (f)) = exp (x(00) ® C + S.f), f € L*((0,00), K), (1.14)

rae je X4 @ ¢ dynxumja y L*((0,00), K) koja je jeanaka ¢ 3a 0 < x < t, 10k je
nyna 3a > t. Ha ocnosy (1.13) amu US(t) = Texp (v 00 1, Tpema Crasy 1.20,
US(t) € E,45(t), t > 0. Ha ocrosy (1.14) sumumo ma je US(t) jako mempexuno 1o t
Kao ¥ Ja Baxkn noayrpynun yeiaos US(s +t) = US(s)US(t), nomro npumerumo ja
je3a s, t >0

X(0,544) @ €= X(0,5) ® ¢ + Ss(X(0,) ® C)-
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IIpema rtome, nosnyrpyte US, ¢ € K cy jequunue CCR Toxa o,

3a jemuammy U CCR ToKa (i KazkeMo 713 je HOpMaJIH30BaHa aKo je
U'()*U(t) =1, t >0,
MTO je eKBuBaJdeHTHO ca TuM fa je c(U, U%) = 0.

Cse jemunune US, ¢ € K cy nopmamuszopane. Hanve, npema Craby 1.20 u (1.2),
3at>0uw,( € K Baxknu

Uw(t>*UC(t) - <T€XP (X(o,t)®<)’T‘3XP (X(o,t)®"-’)> 1=

oS (t)
= <exp (X(O,t) & O: €xXp (X(O,t) ® w)>eL2((0,t),K) 1=

_ e<X(°’”®<’X(°’“®“>L2<<o,t>,K)1 = C9ix ] (1.15)

u, yaumajyhn w = 0, gobujamo U°(¢)*U(t) = 1.

S

Craka jeamauia U FEy-tionyrpyne o mMopa 6uTu 00JIuKa

U(t) =e*V(t), t >0,

rae je V Hopmasnmi3osana jemuauna u a € C. Sawncra, 3a nmpousBosbHY jeauauniny U
BazK1
U°(t)*U(t) = WU, ¢ >0,

omaxye BuauMo na Moxkemo yseru a = c(U,U%) u V(t) = e~ ®U(t) (mTo je mopma-
JIM30BaHA jejIMHUIEA) Tako na Baxku U(t) = e™V (t).
Ha ocnosy [2, Jlema 2.6.8], csaxa nopmasnszosana jegununa U Fy-nogyrpyne o

Mopa 6utu obauka U = US 3a nexo ¢ € K.

Konauno, y [2, Teopema 2.6.4] moxke ce Bugern ja cy cse jequnune CCR Toka

a® 3ampaBo MOTyTpyIe

U9 = {e"US(t)| t > 0}, (a,¢) € Cx K,

1j. npecukaBame (a, () — U@ je 6ujexmmja msmehy Cx K u ckyna jexmanma CCR

toka o”. Taxobe, mokaszano je ga je dbynkmmja Kopapujanmje ¢ : Uys X Uys — C
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aTa Kao
C(U(a,C)’ U(bvw)) =a+b+ <C7 W>K ;

Kao u Jia je XujideproB 1pocTop, IPUAPYzKeH 0BOj PYHKIUjU KOBapUjalluje, n30MOp-
dan ca K, Tj. ind(a”) = d.

1.4 Koaacudwukammja Fy-mosryrpyna

Ey-nonyrpyne cy knacuduxoBane y tpu tuna [, [1, I11. Ey-nonyrpyne tumna I cy
normyro usyderne. Haume, one mopajy 6urn konukandne neprypbamnuje CAR/CCR
TOKOBa M, Ka0 TakBe, KIacCu(UKOBAHE Cy CBOJUM HYMEPHYKWM WHICKCOM JI0 Ha KO-
MUKJINIHY KOHjYTOBAHOCT. YKOJHKO ce M3y3Me CJIydaj MOJIyrpyna ayTomopdusama
(rme je WHIEKC jefHAK HyJAW), HOCTOjH baMUIja PA3IHIATHX KJIACA KOIUKJIHIHE
KoHjyranuje tuina [ mapamerpuszoBanux ca 1,2, ...,00. [IITto ce Tuue Ey-niosyrpyua
tuna 1, 3ua ce jga mocroje mpuMepu HHIeKca 1,2,...,00. Takohe je mosnaro 1a
MOCTOjU KOHTUHYYM Tnipumepa Fy-nosryrpyna tuna 1] xoje Hucy y3ajaMHO KOIUK-

JMYHO KOHjyrosaue [28].

Hedbunummja 1.21. Ej-nonyrpyna « je upocropHa ako je U, # .

Hedunnunuja 1.22. Tlpocropua Ey-nosyrpyna « koja nenyje Ha B(H) je mormyHo
IIPOCTOPHA YKOJIUKO je 3a cBako t > 0 XunGepros mpoctop E,(t) 3aTBOpeme Ju-
HeapHOI OMOTada CKyna KoHauHux npomssoga Ul(ty)---U™(t,), n € N, U € U,,
ti>0wnty+---+t, =t

[lornyso mnpocropHe Ey-moayrpyie cy oHe Koje uUMajy ~’JIOBOJBHO MHOIo” je-

JAVHATIA.

IMpumep 1.23. Ceu C'C'R TOKOBH €y MOTIIYHO TPOCTOPHE Fy-Tioyrpyre.

Cajia HaBOIUMO TI0jaM pA3JI0KUBHUX F-moryrpymna.

Hedunnnuja 1.24. Oneparop T € E,(t) je pasinoxkus ako 3a cee 0 < s < t nocroje
omeparopu A € E,(s), B € E,(t — s) Tako ja T = AB.
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[Ipumepu pazioKUBUX oleparopa y Ea(t) Cy KOHAYHU IIPOU3BOIU ODJINKA
T =U'(ty)---U"(t,),

rnen €N, U €U, t; >0ut, +---+t, =t Hapasno, pa3joKuBu OIePATOPH
He Mopajy jga Oyay oBor obJMKa. 3ampaBo, IMOCTOjalbe Pa3J/IoKUBOI OllepaTopa He
MOIpa3yMeBa Jia jeIMHUIE YOIIITe IMOCTOje.

Cpaku pazozxkuB oneparop T € &,(t) je KOHAYHO PA3I0KHUB y CMHCIY /14 AKO CY
ti,...,t, TIO3UTUBHU OpPOjeBH TaKBH 1a je t| + - - -+ t, = t, OHJA MOCTOje OIMepPaTOPH
Ty € E(t),..., T, € E,(t,) TaxBu ga je T =TTy -+ - T,.

Hedbununuja 1.25. Ey-nonyrpymna « xoja jgenyje Ha B(H) je pasnouba ako 3a
cBako t > 0, D,(t) pazanuwme Xuabepros npocrop &,(t), rme je D, (t) ckyn cux

pazaoKuBHX oneparopa y Eq(t).

Hedbunumnuja 1.26. Ey-noayrpyna « je tuma [ yKOIWKO je pasyoxkusa. OHa je
tuna I1 ako Huje pasznoxkupa u moctoju to > 0 TakBo 1a D, (ty) # {0}, 10k je Tuna

111 ako HemMa Pa3JIOXKUBHUX ONepaTOpa Pa3IUIATHX O HYJIe.

Ha ocuosy [2, Teopema 2.7.7], 3a 6m10 KOjy Eo-10J1yrpyIlly o BazKu €KBUBAJICH-

nuja:
1. « je pazmoxusa.
2. (v je OTIYHO TPOCTOPHA.
3. « je Konjyroana konukanauaoj neprypoanuju CAR/CC R Toka.

[Ipema momenyToj TeopeMu, Tl Fy-moyrpymna ce Moxke jiebuHUCATH U HA JPY-
raunju HaumH: Fy-nogyrpyna « je tuna [ yKoIWKO je motmyHO npoctopra. Owna
je Tuna I yKOJIWKO je MPOCTOpPHA, aJu He W MOTIYHO ITPOCTOPHA, NMOK je Tumna [11

VKOJUKO HEMa, jeIMHUTIA.
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2 CucremMmnu npom3Bojia Xujad0epTOBIUX IIPOCTOPA

Kako je momenyTo y Teopemm 1.12, Knaca KONUKJIWYHE KOHjyTanuje FEo-TIOIyTrpy-
ne je moTmyHO oiapeheHa Ha OCHOBY CTPYKTYpe TPHADY’KEHOT (KOHKDETHOT) CHC-
Tema nupoussoga. IIlpema Tome, kiacudukanuja Fy-moayrpyna mnpeMa KOINUKJIH-
YHOj KOHjYTOBAHOCTH OM MOIVIA JIa ce H3BeJe IMMOMONYy M3ydaBarma TeopHuje CHCTEeMa,
npousBojia XuabeproBux npocropa. llorogna Teopuja 6u 6uiia oHa y KOjOj CBaKoj
Ey-nonyrpynu ojrosapa CUCTEM MPOU3BO/IA KOjU je MHBAPHUjAHTAH Y OIHOCY Ha KO-
MUKJINIHY KOH)YTOBAHOCT TOIYTPYINa U, Takohe, Y TOj Teopuju 6u TpedaIo Ja BaxKu
Jla je CBaKU CHCTeM IPOM3BOjIa NMPUAPYKEH HEKO] Fp-moJayrpynu. Y TOM CIydajy,
KJ1ace nzomMopuszama cucrema npon3Boia XuabdepToBUX MPOCTOPA J1ajy TOTIYH OIMUC
KJlaca KOIWMKJ/JMYHEe KoHjyramuje Fy-rosyrpyna. Jlakie, mpobsem kiacudukanmje
Ey-nonyrpyna npema KOIMMKJIXYHO] KOHjYTOBAHOCTH C€ CBOJM Ha IpoOJeM KJacHu-

dukamnuje ojgroBapajyhux cucreMa mpou3Bo/Ia.

Hedbunumuja 2.1. Cucrem npoussoja je gpamuinja cenapabuaaunx XujabepToBuX

npoctopa p : E — (0,00) max (0,00), rae je
E={(ta)|t>0, z € B}, plt,x) =t

u dutpe cy Xunbeprosu npocropu E; = p~1(t). E je cHabaeBeHo aconmjaTHBHAM
MHOKEHEM

(t,z) - (s,y) = (t+s,2y), € By, ye b

Koje ce Ha dpudpama cBOJIU HA OMJIMHEAPHO TPECTNKABAFHEe
(r,y) € Es X By xy € Egry, s, >0
M JIeJyje Kao TEH30PCKO MHOYKEIhEe Y CMUCIY JIa je
FEqy; =38pan (E.E;), s,t>0,

<Iy, ZL’/y/> = <x7'rl> <y7y/> y L :C/ € ESy 1/7?// S Et~
E uva cTpykTypy crangapaHor BopeoBor npocTtopa u nocToju cenapabuian Xu-
oepros 1pocrop H TakaB ja je
E=(0,00) x H,
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rjae = upejcras/ba nzoMopduzam Mep/buBux (pamuinja XuabepToBUX MPoCTOPA.

Hedbunumuja 2.2. Mopduzam cucrema npoussoga F u F' je
0. FE—F,

O(zy) = 0(z)0(y) (z,y € E) u 6, : E; — F; je orpanndeH JuHeapaH Omeparop 3a
cBako t > 0.
Mopdusam 6 je uzomopduszam ako je #; yuurapan omneparop 3a cBako t > 0.

Mopdmuzam 6 je kommakTan ako je ¢, koMmakTan omeparop 3a c¢Bako t > (.

Ha ocuosy (]2, Teopema 4.10.3]), 3a cBaku (aucrpakrau) cucrem npoussoja E,
noctoju Ey-mosiyrpyna « Tako jia je E m3oMopdHO KOHKPETHOM CHCTEMY IPOU3BOJIA

Ea.

2.1 JeauHuiie u MHIEKC

VY Ilornornasiby 1.3 HaBegeHo je g1a ApBecoH gedHHUIE HHAEKC Fo-MOayrpyne Kao
JUMeH3Hujy oaropapajyher Xua0epToBOr IpoCcTOpa KOju je KOHCTPYHUCAH IMOMONy je-
nuHATA moayrpyne. CiaudaH MOCTYIIAK ce MpUMemyje n 3a JeduHucame HHIEKCA

CucTeMa IMpou3BOIa.

Hedbunumuja 2.3. Heka je E cucrem mpouwsBoja. Jemmnuna y F je Mep/bUBO

ceuemse (0,00) 3t — u(t) € E;, Takso j1a je
u(s +t) = u(s)u(t), s,t>0

u moctoju ty > 0 3a koje je u(tg) # 0. Ckyn jenuuuna cucrema mpouspoja E ce

o3nauaBa Ug.

[Tpema ([2, Cras 3.6.2]), 3a cBake jBe jenuuune u,v € Ug MOCTOjU jeMHCTBEHO

ce(u,v) € C koje 3a70B0o/baBa
(u(t),v(t)) = ete) ¢ >0, (2.1)

Oyukmuja cg : Ug X Up — C je dyHkmja koBapujaruje cucremMa mponssojia F.

Cmmaro kao y Ilotmornasspy 1.3, dyHKIHja cp je YCI0BHO MO3UTUBHO JeUHUTHA
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H MOZKe Ce MCKOPHCTHTH 33 KOHCTPYKIujy Xusbeprosor upocropa H(Ug, cg) (kao
mTo je ypaheHO 3a KOHKpeTHe CHCTeMe TpOu3Bojia BesaHe 3a Fo-moayrpyme). Taj

XuibepToB IPOCTOp je, Takohe, cernapabuiaH.

Hedunaunmnuja 2.4. Nuneke cucrema npoussoja B, y osnanu ind F, je auMensuja
Xunbeprosor npocropa H(Ug, cp) yxomuko je Ug # 0, 1ok je ind B = 2% axo je
U = 0.

Baxmn [2, Cras 3.6.5]:
Cras 2.5. 3a ceaxy Ey-noayepyny a je
ind(a) = ind &,,

2de je E, KOHKDPEMAH CUCmem npoussodd npudpysicen nosyzpyny .

2.2 EKCHOHEHIUjaJITHU CHCTEM ITPOM3BO/IA

HajjennocraBuuju mpumMepun cucreMa MpoW3BoAa XHJIOEPTOBUX ITPOCTOPA Cy OHU

upupyxeaun CAR/CCR tokosuma. OBJie UX yKPATKO OIUCYjEMO.

Heka je N € NU {®g} u neka je K Xuibepros mpoctop aumensuje N. Yoaumo
cumerpraan Pokos npocrop ek’ (0:00):K) (1.1). Bacako t > 0, veka je Ey Xunbepros

MPOCTOP
Et _ 6LZ((O,t),K) C eLQ((O,oo),K).

[Moemarpajmo davuujy Xmidbeprosux npocropa p : Ex — (0, 00), nedunucany

EN = {(t,ZE)‘ t> 07 LS Et}7 p<t7$) =t.

HIudbr-nomyrpyna S = {S;| t > 0} (1.4) xoja pemyje na L?((0,00), K) nunaykyje

HOJIYTPYILY U30METPHja
U, = T(S,) : e (000)K) _y oL2([100)K) 4 >

neduHICAHUX

(S;)(exp(g)) = exp(Sg), g € L*((0,00), K).

27



L2((0,t),K) ((s,5+t),K)

2
Kaxko U, upecinkana e y er 1 Kako, Ha ocHOBy (1.3), Baxmu

L2 ((0s46),K) _ L2((0,5),K) ® o L2 ((5,541),K)

)

MHOXKee Y Fy ce pedunuiine

(s,f)-(t,g) =(s+t, fRUsyg), [E€ eLQ((O’S)’K), gE eL2((0.0).K)

Ha ocuony [2, Cras 3.1.5], Ey je cucrem mpou3Bosa Koju je uzoMophan KOHKpeT-
Hom cucremy npousBoga CCR toka panra N, T1j. Fp-moayrpyne koja Jejyje Ha

B (eLz((O’OO)’K)> (K je XunGepros mpoctop mumensuje N). Hamme, neka je o CCR

Tok panra N koju menyje Ha B <6L2((0’OO)’K)>. Ba ceako t > 0u f € L?((0,t), K),
neka je Ty oneparop y &,(t), aedunucan y Crasy 1.20. IIpeciukasame 6 : Ey — &,,

neduHHCAHO Ca,
0 : (t7f) = (tqu)a

je mzomopduzaM Koju je yHuTapan Ha ¢pubpama
O : Ex(t) = Eu(t), t>0

u 3aj10B0/baBa O(xy) = 0(x)0(y) 3a cBe x,y € Ey. Cse 1o cieau aupekTao n3 Crasa

1.20, kao m Ha OCHOBY JedUHUIIje MHOXKEHA y 00a cucTeMa ITPOU3BOJIA.

Hedbunannuja 2.6. 3a ceako N € NU {Rg}, Ex ce 30Be eKCIOHEHIIUJATHN CHCTEM

npoussoya panra N.

Ilomto je 3a f € B, u g € £, MHOXKembe 1edUHACAHO

f-9=[f®Uy,

BUIMMO 71 je 3a ( € K

exp (X(0,5) ® €) - exp (X(0,6) ® ¢) = exp (X(0,5+) @ )

na je u(t) = exp (x4 ® (), t > 0 jenunnna y Ey.
Kako ce Ey unentudukyje ca KoHKpeTrHuM cucremoMm mpousdsoga CC'R Toka

paura N, Mpou3BOJ/bHA JeMHUIA CUCTEMA HPOU3BOa Ky je obsimka

ul9(t) = e exp (x(0, ® (), t >0,
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meacCulekK.

Ako ce jour uckopucru dopmyaa (1.2), nobujamo
<exp (X(O,t) & C), exp (X(O,t) X w)>Et = et(C,MK’ t>0
na BUIUMO 712 je PYHKIMja KoBapujanuje 3a Ky

ey (09, u)) =@ + b+ ((w) g -

2.3 ADuTUBHOCT MHOIEKCa

Y 0BOM TOTTIONIAB/BY HABOANMO APBECOHOBE PE3y/Tare Be3aHe 3a aTUTUBHOCT MH-
Jekca Fo-1oayrpyna, Kao U MHJEKCa CHCTeMa IPOUu3Bojia XHIGepTOBUX MPOCTOPA
([2, Teopema 3.7.6]):

Teopema 2.7. 3a ceaxa dea cucmema npoussoda E u F sasicu
ind(F ® F) =ind £ + ind F. (2.2)
3a ceaxe dee Ey-noayepyne a u 3 sasicu

ind(a ® ) = ind(«) + ind(B). (2.3)

[Ipe wero mrro jamMo j0Ka3 MOMEHyTe TeopeMe, HaBeJIuMO Heke Tomohne pe3yii-

TaTe U pa3dMaTpaiba.

Heka cy a u 8 Eg-nonyrpyne koje jenyjy peaom va B(H) u B(K). Tensopcku
npou3BoJ a®[ je jenmHcTBena Fy-moayrpyna koja nenayje Ha B(H®K), nedunucana

(a®B): A® B~ ay(A)® B(B), A€ B(H),B € B(K), t>0.

Hexa cy &, u £ KOHKpeTHN CHCTeMH IPOH3BOJa HOIyrpyna o u 3. 3a cBako t > 0

mocMaTpajMo IpoCcTOp

Ea(t) @ Ep(t) =span{A® B| A€ &,(t),B € E5(t)}
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rJe je 3aTBOpembe Y OJHOCY Ha oneparopcky Hopmy. Pamuimja HpocTopa
Ea ® 5@ = {(t, C)| t>0, Ce ga(t) ® gﬁ(lf)}

ce 30Be IPOCTOPHU TEeH30PCKM IPOH3BOJ, KOHKPETHHX cHcTeMa npomssona &, u &a.
Baxu [2, Cras 3.5.2]:

Cras 2.8. Hexa cy a u [ Eg-noayepyne. Cucmem npouseoda Ey-noayepyne a @ [

je npocmopru men30pcKy Npou3sod KOHKPemnus cucmema npouseoda £, @ Eg.

Jlokas. TlpernocraBumo na o u § genyjy na B(H) u B(K), pegom. 3a cBako t > 0,
Ea(t) ® E5(t) je moTpocTop y Eagp(t) Koju je 3aTBOpeH y HOpME HpocTOpa Eagp(l).
ITpema ToMe, TOBOJBHO je Ja ce TToKazKe Ja ako je oneparop R € E,gp(t) oproronanan
Ha cBe SQT (S € Eu(t), T € E3(t)), onga je R =0. 3a rakse R, S, T je

R(S®T)=(S®T,R)s 1=0,

a®p (t)

1j. R* uma BpejnocT HyJa Ha normupocropy v H ® K koju je pasamer cjiuKama CBHX
oneparopa S ® T. Kako cy a u  Eyp-moayrpyne, ou(1) = 1 u 5;(1) = 1 3a cBako
t > 0. Takobe, kako je a;(1) npojekrop Ha nornpocrop [E,(t)H] y H, Buanmo jaa je
[Ea(t)H] = H n, cmmano, [E5(t)K] = K. Haxne, H ® K je pasaner cImkama CBHX
omeparopa S ® T ma ciequ R = 0.

]

Hasonnwmo jorr Bazkan Apseconos pesynrar y Teopemu 2.9 ([2, Teopema 3.7.2])

u y Hocaequmu 2.10 ([2, Hocaequma 3.7.3]):

Teopema 2.9. Heka cy E u F' cucmemu npouseoda u nexa je 0 : E — F xomnaxmmu
moppuzam makas da je 0y # 0 3a nexo to > 0. Tada nocmoje jedunuue v € Ug u

v € Up maxse da je 0 obauxa
Oi(z) = (z,u) vy, x € Eyy t>0.

axae, ceakru xomnaxmmu Mophusam cucmema npouseoda je pamea 1.

Heka cy E' u F' cucremn mpousBoja. Moxke ce ¢popMUpaT HUXOB TEH30PCKH
POU3BO/,
E@F={(t,z)|t>0, z€ B, ® F},
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KOjH je Takohe cucreM NMpou3BOJa U HA eJIeMEHTApHUM TeHzopuMa & ® y € Fy ® Fj,

¥ @y € E; ® F, MHOXKeme je neduHICAHO
(2@y, 2" @Y) — 22’ @yy € Eopy ® Fypy.

3a jenunutie v € Ug 1 v € Up, bopmupa ce jerununa u ® v € Uggr Ha caenehn
HAYHUH:

(uRv) =u v, t>0.

IMocnenuua 2.10. Hekxa cy E u F' cucmemu npoussoda. Csaxa jedunuya cucmema
npouseoda E @ F je obauka u®v 3a nexe u € Ug, v € Ur. 3anpaco, Uper # ) ako
u camo axo Up # 0 u Up # 0.

Jlokas. Heka je F KOHjyroBaHN cucTeM Hpom3Boma 3a F, Tj. F ce cacToju of ncre
dbamunnje XurbepToBUX IpocTopa Kao 1 F, MHOKemwa y F u F ¢y ucra, a CKajJapHO
MHOZKee Ha (bubpama je 1aro kao A\r 3a A € C u x € F,. UaenTnuaxo mpec/anKa-
Bame F' D 2 +— T € F uysa MHOXKeIbe U pecrpukimja ua dubpama F, — F, je

AHTHYHHTAPHO TIPeIHKaBame, Tj. CKaJapHu Ipoussom y F; je
.97, =Y 2)p -
Heka je w = {w| t > 0} jemununa y F ® F. OrpanudeHo npecanKaBambe
(r,y) € By x Fy = (2 Q Y, wi) g op,

MOZKe JIa ce BHJU Kao cecKBUJIMHeapHa ¢dopma Ha E; x F. Ilpema Tome, mocroju

jeIMHCTBeHH OTpaHUYeHH JIMHeapHHu omeparop ¢, : Ey — F; Takas na je

<9t($)7g>ft = <IL' ® yawt>Et®Ft ) VIS Et7 y e Ft- (24)

[IpecmukaBame 6 : E — F je mopduzam. 3aucrta, ¢ upeacraBba (haMuiuj
3
OTPaHWYEHNX JUHEAPHUX OllepaTopa Koja je MYyJITHIINKATHBHA jep ako ¢y r € F,

x’ € Fy, taga 3a cBakn BeKTop obsnka yy' € Foyy (y € Fs, y € F,) Baxu
(Osye(za), yy') = (z2’ @ Yy, wepr) = (2 @ Y) (&' @ Y'), wewr) =

= <.’L’ ® y7w8> <xl ® y/7wt> = <95($),g> <9t<x/)7y> = <95($)9t(95/>7w> .

Tspheme caeau 3aro mro FiF; pazanume Fy,,.
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Cana mokasyjemo 1a je cBako 0; Xunbept-llIMuTos oneparop. YKoauko nzade-
pemo opronopmupane 6aze {z,,| m € N} za E, u {y,| n € N} 3a F,, Buaumo na

je
S 10 @) 12 =D [ O(@m). To) P =D 1 (@ @ g, wi) | = [Jwr]|* < 00

jep je {Tm ®@yn| m,n € N} opronopmupana 6a3za 3a £, ® Fy. lakie, § je KOMIaKTHE

Mopduzam.

Ha ocrosy Teopeme 2.9 n uumenne 1a je csaxa jeannnna y F obamka {v,] t > 0},
rie je v jequauNa y F', 3ak/pydyjemMo fa moctoje jequnuie u € Up m v € Up TakBe

Ja
et(ﬂ?) = <x,ut> Eta T € Et, t > 0.

Samenom y (2.4) mobujamo
<<x7ut>vt7y>:<x®yawt>u QJGEt, yEFt'

JleBa crpana je

<x7ut>Et <Etay>Ft - <.ZU, ut>Et <y7 Ut)Ft = <I’ ® Y, Ut ® Ut> )

OJIAKJIE CJIEIT Wi = Up @ Vt. ]

Ba gpoka3 Teopeme 2.7 morpebHH Cy jOII HEKH ITOMONHH pe3y/Tard Be3aHU 3a
CBOjCTBA YCJIOBHO MO3UTHUBHO JAeMhUHUTHUX (DYHKIHja KOBapUjalnje.
Hedbununuja 2.11. Oyuxnuja koapujanuje je ypehenn map (X, a) rae je X memnpa-

3an ckyn  a : X X X — C je yciaosro nosurubHo gedbuantHa dynknnja (1.11).

3a dyukiuje kopapujanuje (X, a) u (Y, b), mupekrHa cyma je aeduHucaHA KAo
dbyukmuja kopapujanuje (X X Y, a@b), vie je a @ b yca0BHO TO3UTHBHO JedUHATHA

dbyukuuja nedunncana va ckyny (X x Y) x (X xY) kao

(e ®b)((z,y), («',¢)) = alz,2") + b(y, ).

o cama cmo Beh Bujenn HaumH Ha KOju ce cBakoj dyukuju koBapujammje (X, a)
Mozke mpuapyKutn Xuiabepros npocrop H(X, a) (Ilpumenda 1.15). YV Besu ca tum
Baxu [2, Jlema 3.7.5):
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JIema 2.12. Hexa cy (X, a), (Y,b) dynryuje xosapujayuge.

1. Axo mocmoju cypjexkmusna ¢gymnruyuja 0 : X — Y maxea da 3a cee x,y € X

saotcu b(0(x),0(y)) = a(x,y), onda je

dim H (X, a) = dim H(Y, b).

2. Hexa je (X XY, a®b) dupexmna cyma dynruuja xosapujayuje (X, a) u (Y, b).
Tada je
dim H(X x Y,a ®b) = dim H(X,a) + dim H(Y,b).

Jlokas. (1) Iocmarpajmo mo3uTuBHO H0TyAeUHATHA TPECTUKABAIHA, JTHHEAPHA 110

JIPYTOj U KOHjYTOBAaHO JIMHEapHa 110 IPBOj MPOMEH/BUBO], J1epUHUCAHA

(f.9)x= > f@ewalx.y), fgeCTX,

z,yeX

(h,k)y = > h(wk()b(u,v), h,k € CoY
uweY
OBa mpec/imKaBama ¢y CKaJapHU MPOU3BOAM Ha OATOBapajyinM KOJIUIHUIKUM IPO-
cropuma BekTopckux mnpocropa CoX m CyY. Cimuno kao y [pumendu 1.15, mo-
oujajy ce Xmabeprosu mpoctopu H(X,a) u H(Y,b) HAKOH KOMILUIETHPAFha KOJUY-
HUYKKX [IPOCTOPA y OJHOCY HAa HOPMY HHIYKOBaHY OJAroBapajyiuM cKaJdapHHM IPO-

u3BoZioM. Heka je j1aTo TuHeapHO NPEeCTUKABATHE

W(f) = f(@)dow), f€CoX,

zeX

rae je 0,(z) = 13a 2 =y u §y(2) = 0 3a 2z # y. DPynknuja W npecaukasa CoX y
CoY. Takobhe, W je cypjeKTUBHO TpECANKABATHE:

Heka je CoY > g # 0 u nexa je {y1,...,yn} C Y cKyn rauaka y Kojuma je oHa
pasamanta of myJe. Uzabepumo 1, ..., x, € X Tako ga je O(zy) =y, k=1,...,n.

Tana je g = W(f), rae je

Konauno, BUIUMO 12 BaKn

WDW@y= > D F@g)b(b(x),0(") =
" b(a)
()

(.:E/ /

I
SRS
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— Z Z f(@)g(za(z,z") = (f,9)x
P h(a)
0(z")

Y
y/

na je W ynurapan oneparop u3 H (X, a) y H(Y,b).

(2) Heka je V smmeapro npeciukaambe ckyna Co(X X Y) y aupekrny cymy Bek-

topckux npocropa CoX u CyY, medbunucano kao V(f) = (f1, f2) 3a

fl(x):Zf(xvy)v fQ(y):Zf(x?y)'

yey reX

[IpecsimkaBame V' je cypjektuBHO. 3amcra, HeKa cy UKCHpaHe Tadke rg € X,
yo € Y. Tanazacrako f € CoX, g € CoY Baxku V(h) = (f,g), rneje h € Co(X xY)

dyukimja jgedunucana

h(x,y) = g(y)dae () + f(2)dy,(y).

Ako ce uckopucru ckagapuau upoussoq y Co(X X Y), nedunncan nomohy ycaoBao

nosutusHO Aedbunutae byukuje a ® b, Bumaumo ga 3a f, g € Co(X X Y) Baxkn

(f, 9>H(Xxy,a@b) = (fi,91)x + (fo, 92)y = (V(f), V<g)>H(X,a)EBH(Y,b)

na je V yuurapan onepartop u3z H(X x Y, a®b) y H(X,a)® H(Y,b). O

Caza moxkemo Jgokazatu Teopemy 2.7:

Jlokas. Ako ce yamy y ob63up Cras 2.8 u Cra 2.5, BUIUMO Jia je JOBOJHHO Ja
Jokazkemo (2.2). IlpermocraBuMo TpBO Ja je jenaH of cKymnosa Ug, Up TpasaH.
Tayga je jeman ox ind E; ind F' jeqnak KapJWHAJIHOCTH KOHTUHYYMa Ia je TakaB U
ind £ + ind F. Ca apyre crpane, npema [locnequmu 2.10, Uggr je Takohe mpaszan
na je u ind(F ® F) jeqHak KapIUHATHOCTH KOHTHHYYMA.

Haxne, moxkemo npernoctasut Uy # 0w Up # 0. Heka cy cp u cp dynxnuje

koBapujaryje 3a £ u F' u ueka je 0 : Uy X Up — Upgr TIpecankaBaibe nepuHUCAHO
O(u,v) =u®uv, u€lg, vElUp.
ITpecaukasame 6 je cypjekrusno (ITocaenuna 2.10) u Baxkn

ceor(0(u,v),0(u',v")) = cp(u,u’) + cp(v,v'). (2.5)
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Bancra, 3a cBako t > 0 je

tepgr (UQu,u Q')

2 = (U ® vy, uy @ vp) = (uyg, up) vy, vp) =

(cp(uu')+erp(vv'))

teg (u,u') Jtep(vw') et
- )

=€ (&

onaxie caean (2.5). Caza je, mpema Jlemu 2.12,

dim H(UE X Z/[F, CE D CF) = dim H(UE®F, CE®F)

dim H(Z/{E X Z/{F, cg D CF) = dim H(UE, CE) + dim H(Z/{F, CF),

Ha OCHOBY 4era Baxku (2.2).

2.4 Kuaacudukanuja (ApBecoHOBHX) cucTeMa MPOU3BOAA

ApBecoHOBH cHCTeMH TPOU3BOIA CY, IO €aja, KIaCHGHKOBAHH MOMONY CBOjUX je-

JAVHATIA.

HajjenHocTaBHMju puMep ApBEeCOHOBOT CHCTEMA je eKITOHEHIIN]aJTHI CHCTEM IIPO-
u3Boja, onucan y [lormornasspy 2.2. /leTampHuje, TO je cucTeM Ipou3Boja Fy dnje
cy dpubpe Xunbeprosn npocropu F, = (eL2((0’t)’K)>t L e je K mexn Xuabepros

S
npoctop aumensuje N. FEy je reHepucan CBOJUM jeﬂ;IHI/H_[aMa (He moCTOjU TpaBU
IIOJICHCTEM KOJH CAJIPIKHU CBe jeMHUIE). APBECOHOBH CHCTEMH €a TOM OCOOMHOM CY,
o jgebununuju, Tuna I. ApBecoH je mMoKazao jila HPOU3BOJHAH CUCTEM IIPOU3BOJIA
tuma [ Mopa Outn m3omopdan KOHKpeTHOM cucteMmy npomsBoga C'C'R toka paHra
N Koju nmenyje ma B <6L2((O’°°);K)>, rae je K Xunbepros mpoctop auMmensmje N.
Jumensuja XuyibeproBor npocropa K je HHIEKC cucTeMa IPOU3BOJIa U IPE/ICTaB/bha

NOTIYHY WHBApHUjaHTy APBECOHOBUX cucTeMa TUma 1.

ApBeconoB cucrem je tuna Il ako nma 6ap jeqHy jeIuHUILy, agu HUje THOA .
Cucrem mpoussoja tuma 11 caapKu jeMHCTBEHH MAaKCHMAJHK TMOACHCTeM THTa 1.
Nuneke cucrema npouspoja tumna [ je WHIAEKC MAaKCHMaJIHOL IojcucTeMa Tuta, 1.

[Toznato je ga nmocroju ob6ube y3ajaMHO HeU30MOPMHUX cUCTEeMa Mpou3Boia Tuna I/
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Koju mmajy ucrn unjiekc [29], [14]. TIpema Tome, HHIAEKC HEUje HOTIYHA HHBAPUjAHTA

crcTeMa npou3Boja Tuna 1.

ApsecoHoB cuctem npoussosa je tuna [11 ykoanko Hema jeauauia. Y [28], [30]
JIOKA3aHO je Jia MOCTOjU 0ap KOHTUHYYM HEM30MOP(MHUX cHucTeMa MPOM3BOMIA THIIA
II] na ce MOXKe 3aK/bYUYHUTH Jla IIOCTOjH Oap KOHTHHYYM Fy-nosyrpyna tuma [17]

KOje HUCY y3ajaMHO KOTUKJINIHO KOHjyTOBaHE.
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3 Jesrpa

Y 0BOM MOTJIABJBY HABOJAUMO OCHOBHE PE3yITaTe KOjU ce THUY (MOTIYHO) MO3UTUBHO
Je(bUHUTHHEX je3rapa ca BpeanoctuMa y C*-ajiredpu, Moayrpyna TaKBUX je3rapa Kao

I IbIXOBHX TeneparTopa (Bumern Hip. [6] mwin [24]).

Ha noderky naBoaumo geduHUnnjy XuabepTOBOT U JABOCTPAHOI XHUJIOEPTOBOT

C*-Mmonyiia.

Hedbunnnuja 3.1. a) Xunbeprop C*-moayn E wag C*-amrebpom B je necuu B-

MOJIYJT CHab/IeBeH CKaTapHUM Mpou3BogoM (-, ) : B X E — B Koju 3a/10B0/baBa

o (z,ay+ fBz) =alr,y)+p(z,2), x,y,2€E, ap€C;

(z,yb) = (x,y)b, be B, x,y € E;

e (v,7) >0,
(r,x)y =0 1x=0, z€EF;

(r,y) = (y,2)",
onakie cieau (zb,y) = b* (x,y), x,y € E, b € B;

E je komiuteran y oguocy Ha Hopmy || - || = /|| (-, ) |-

6) Xwibepros B — B monyn E je XuibeproB B-MOyJI 3aje/HO ca HeJereHep-
HcaHoM *-penpesenrarnujom C*-anrebpe B momohy esremenara uz B*(E). (Exementu
C*-anrebpe B*(E) cy orpanmdena npeciankapama f @ F — E Taksa J1a 3a cBako f
nocroju f*: E — FE 3a xoje axu (f(x),y) = (x, f*(y)), =,y € E. TIpema Tome,
Ta TMpecuKaBama cy jecHo B-muneapra). Ty pempeseHtaiujy, ocrBapeny momoly
KaHOHCKOT xoMoMopdusma j : B — B%(E), mozxkemo 3Batu ”neBo aejcTBo” anreGpe

B ua E (bx = j(b)(z) 3a b € B,x € E). Oryna Baxu u (x,by) = (b*x,y), =,y € E.

IMpumep 3.2. C*-anredbpa B je rpuBnjasan Xuabepros B — B Mooy ca cKaJgapHEM

npoussogom (b, b') = b*b'.
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3.1 IlosuruBHO AeduHUTHA je3rpa

Hedbunaumnuja 3.3. Jesrpo na ckymy S ca Bpeanoctuma y C*-aarebpu B je mpe-

cmkaBame k @S X S — B. OHO je MO3UTUBHO JeDUHUTHO aKO BAXKU
E by k*"b; > 0
; >
i7j
3a cBaKM m300p KOHAYHO MHOTO x; € S, b; € B.

[6, Cras 3.1.3] nuTupamo oBie Kao

Cras 3.4. Hexa je k nosumuesno depunummo jeszpo na ckyny S ca 8pedHocmuma y
B. Tada nocmoju nped-Xunrbepmos B-modys E u npecauxasarve i : S — E 3a koje

KoY = (i(z),i(y))

u E = span (i(S)B). Lmasuwe, axo je (E',i") jow jedan nap ca osum ceojcmeuma,

onda ce npecaukasare i(x) — i'(x) npowupyje do uzomoppusma E — FE'.

Hedbunrunuja 3.5. [ap (E, i) je Konmoroposibesa nekommosunuja jearpa k u E je

weros KojiMoropoB/beB MoJLyJI.

3.2 TIlornyHo mo3uTUBHO JieDMHUTHA je3rpa

3a pazyiuKy o MPeTXOAHOT MOTHOIIAB/ba, ¥ OBOM MOCMATPAMO je3rpa ca BDPEeJIHOC-
THMa Y CKYIy OTpaHUYeHUX mpecinkaBama Ha C*-anreopu B. Ckyn B(B) je Takobhe

jemna C*-anrebpa y K0joj je MHOYKeHe 3allpaBO KOMIIO3UINja MPeCTNKABAA.

Hedbunumnuja 3.6. Jesrpo Ha ckymny S ca BPeJIHOCTUMA Y CKYIy OTPAHUYEHUX TTPe-
ciukaBama B — B je mpeciukasame K @S x S — B(B). K je mornyHo mo3uTuBHO

J1edUHITHO aKO BaXKu

> BK S afag)by = 0

1,J

3a cBakHM m300p KOHAYHO MHOTO x; € S, a;,b; € B.

Pesyarare npeacrasibene y [6, Teopema 3.2.3] oBjie HOMUEBEMO Ka0
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Teopema 3.7. Hexa je IC nomnyno nosumusto depunummo jezzpo Ha HEKOM CKYNY
S ca epednocmuma y B(B). Tada nocmoju xonwmpaxmusan nped-Xuabepmos B — B
modys E (kanoncra penpesenmayuja C*-anzebpe B wa E je xowmparuyuja, mj. ae6o

dejemso ne nosehasa nopmy) u npecaurasarve i @ S — E maxo da sasrcu

K=Y (b) = (i(x), bi(y))

u B = span (Bi(S)B). HImasuwe, axo je (E',i") jow jedan nap ca osum ocobunama,

onda ce npecaukasare i(x) — i'(x) npowupyje do uzomoppusma E — E'.
Obprymo, axo je E wonmpaxmusear nped-Xuabepmos B — B modys u S cxyn

eaemenama u3 E, mada je K, defpunucaro xao K*Y(b) = (z,by), nomnyno nosu-

muero depunummo jesepo.

TTocaenuua 3.8. Jezepo K je Epmumoso, mj. saorcu K™Y (b*) = KV*(b)*.

Hedununmja 3.9. Ilap (F,i) je Kosmmoroposspesa mexkommnosuinja jesrpa K u E

je meros KoamMoroposmpes Moy

3.3 Iloayrpymne je3rapa

Y 0BOM MOTHOTIABJEY HABOAUMO JIebUHUIN]Y TOJYTPYIe MOTIYHO MMO3UTUBHO Jedu-
HUTHHUX je3rapa, y o3nanm C'PD-nogyrpyna, Kao U pe3yjaTaT O y3ajaMHO jeIHO3-
Ha4YHO] Kopecnouaennuju u3mehy C'PD-nosyrpyna u yCJI0OBHO HOTIYHO MO3UTUBHO

JeUHATHUX je3rapa.

Hedbunumuja 3.10. Heka cy K u £ noriuyno no3utuBHO jpepUWHUTHA je3rpa Ha

ckymy S ca spegnocruma y B(B). Illypos npousson K u L je jearpo
KoL:SxS— B(B), (KoL)(z,y)=(KoL)" € B(B)

rie je

(Ko L)"¥(b) = K™% 0 L2¥(b) = K*¥(L™(D)), be B, x,y € 5.

IIpumenba 3.11. Ha ocnoBy Teopeme 3.7, K o L je Takohe HMOTIYHO MO3UTHBHO

JIe(bUHUTHO je3TPo.
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Hedbunuaunuja 3.12. Qamunnja (K;);>o jesrapa wa S ca speanoctuma y B(B) je
(yuudbopmuo wenpeknana) [Ilypoea moayrpyma jesrapa ako 3a ¢Be x,y € S, mpe-
crukaBama ;Y unne (yHudopmHO Henpekumany) noayrpyny Ha B. (Yaudopmuo
nenpeknana) C'PD-nosyrpyna jesrapa je (yaudopmuo zenpekuina) [1lyposa mosy-

IpyIa MOTIYHO MO3UTUBHO Ne(bUHUTHUX je3rapa.

Hedbununmja 3.13. Jesrpo L na S ca Bpeguoctuma y B(B) je yCJIOBHO HOTIYHO

HO3UTUBHO JePUHUTHO aKO je

> B aiag)b; = 0

i?j

3a cBaKW U360p KOHAYHO MHOTO x; € S, a;,b; € B takBux jga Baxku »  a;b; = 0.
5

Besa uszmely momenyTux nojmosa mara je y [6, Teopema 3.4.7]:

Teopema 3.14. Qopmyaa

ICt = etL

(20e ce 3a epednocm excnonenyujanne gynkyuje kopucmu Ilypos npouseod jeseapa)
ocmeapyje Oujexyujy usmely yrudopmro nenpexudrnuzr CPD-noayepyna (Ky)ier,
NOMNYHO NO3uMuUEHo depunumnux jeseapa na S ca epednocmuma y B(B) u Epmu-
MOBUT YCAOBHO NOMNYHO NO3UMUEBHO JehuHUMHUL jedeapa Ha S ca 6pedHOCMUMG

y B(B). Jesepo L 306emo zenepamopom noayepyne K = (K¢ )ier, -

IIpumenba 3.15. I'eneparop L yaudopmuo nenpekugne CPD-noayrpyme K =
(Kt)ier, je EpMHTOBO yCIOBHO HOTIYHO IO3UTHBHO Ae(DUHUTHO j€3rPO 3a KOje BaKM

L= %K|t:07 Tj'

T,y o
L5Y(b) = lim M

t—0

,z,ye S, beB.

Hedbunumnuja 3.16. I'ermeparop L yaudopmuo nenpexkuane CPD-mosyrpyie Ha
ckymy S ca BpegnoctuMa y B(B) mva Kpucrencen-EsancoBy dopwmy (1j. jecre CE-

IeHEPATOP) aKO Ce MOYXKEe MPEJCTABATH ¥ ODJIUKY

L7(b) = (Ca, bCy) + b5y + B1b, (3.1)

e (, € F, B, € B (x €8) u F je upen-Xundepros B — B Moy
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4 Cwucremu nmpoms3Boga XmJI0ePTOBUX MOIYJIa

Cucremu npon3ssojia XunbeproBux npoctopa (cucremu npoussojaa Hajg C), o kojuma
je 6mno peun y lloraBsby 2, npoydaBajy ce HMOC/IeIbUX HEKOJIHKO JeIeHuja Y Be3’
ca Fy-onyrpymnama koje aenyjy vHa daxropuma tuna I. /lo caga Beh mocroje Hekun
3HAYAJHU PE3Y/ITATU KOjU YOIIITaBajy TeOpHjy APBECOHOBUX CHCTEMa HPOU3BOIA HA
CHUCTeMe MPOM3BoJa HaJ HekoM C*-ajaredpom, Tj. Ha CHUCTEMe MPOU3BOJA XHIOEp-
TOBHUX MOJyJa, 6mito Beszano 3a Fy-moxyrpyne (sBugern [21], [3], [23])) wan kBanTHY

quHaMmuky Beposarnohe (Buzern [9], [6], [22]).

[Tocroju gocta moremkoha y YOHIITekY MOjMa HHIEKCA CHCTeMa TPOU3Boja (Hal
C) yBenenor y [2], Ha cay4aj cucTeMa IPOU3BOAA Haj Npon3BosbHOM C*-anreGpo.

Jlo caja mocToju jefaH MOKYINaj Yy TOM cMepy jgar y [25].

Y oBOM moryIaB/by HaBOAUMO Aedununuje oapeheHuX MOjMOBA KAO TPHUIPEMY
3a IPHUKa3 Pe3y/ITarTa JMCEepPTaiyje Koja ce TUUIy rope IMOMEHYTOI YOIIITeHha I0-
jMa mHIeKca ApBECOHOBHX cucTeMa mpousBoja (pesyiararu he GUTH NpUKA3aHU Y
noryiaBbuMa Koja ciene). JlerasbHuje, Hajupe J0Ka3yjeMo @ ce CKyN CBUX YHH-
GOPMHO HENpPEeKHIHUX jeAMHHIA CUcTeMa npousBoia Hag C*-agredpom B moxke
CcHAOJETH CTPYKTYPOM JIBOCTpAHOr XUabepToBOT B — B Mo/1y/Ia HAaKOH HAeHTHMUKO-
Baiba jeJiuHHIa ToMohy oarosapajyhe penanuje ekpuBajeniuje. Ty KOHCTPYKIH]y,
3aTUM, KOPUCTHMO 32 Jie(DHHUCAbE WHIEKCA CUCTeMa pon3Boaa Haa C*-anrebpom
B m Ha Taj HAYWH YONIIITABAMO TOjaM HMHIEKCA CHCTEeMa MPOW3BOJA KOJU CY YBeJH
Apsecon (y ciyuajy B = C) u Ckajae? (y ciydajy IPOCTOPHHEX CHCTeMa HPOU3BOJIA).
Taxobhe, nokazyjemo na je Tako JehbUHUCAH WHJIEKC KOBAPUjaHTHU (DYHKTOP U3 KaT-
eropuje HEIPEKUJHUX CUCTEeMa IPOU3BOJa y Kareropujy jasocrpanux B — B moj-
yJa, Kao U Ja je cybaJuTUBaH Y OJHOCY HA CHOJbANTHU TEH30PCKHU MPOU3BOJL CHC-
Tema pou3Boja. [lokaszyjemMo ja ce HHIEKC CHCTeMa TPOU3BOIa KOjU Ce MOYKE YTO-
NUTH Yy NPOCTOPHU CUCTEM ITPOU3BOJIA MOZKe IPENU3Huje ONUCATH 1 Jla Ce CKyIl YHU-
dopMHO HENPEKUTHUX jeJMHUTIA MOYKe PEKOHCTPYUCATH Ha OCHOBY MHJIEKCA CUCTEMa

MPON3BOIA.

Tokom uznarama B je yauraana C*-airebpa (YKOJUKO ce He HALJIACH Jpyradnje)
n 1 je mena jequanna. O3HaKa @ ce KOPUCTH 3a TEH30PCKH IIPOU3BOI, aaredapcKu

WIN HeKW JIPYTHU, UAKO je U (O YeCTO y YIOTpeOu.

4Michael Skeide
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Ha noduerky HaBoauMo HeKe OCHOBHe aeduHHIIHT]E.

Hedunnunuja 4.1. a) Cucrem npoussoga najg C*-anrebpom B je bavuiumja (Ey)i>o
Xunbeprosux B — B moayna, Ey = B, 3ajeqno ca dbaMuinjoM JBOCTpaHuX (yHU-
TapHUX) u3oMopduzama

st Bs @ By — Egyy,

re je ® YHyTpallkhi TeH30PCKU MPON3BO/L J00MjeH HAeHTUMUKAIT]aMa,
ub@v ~ubv, uR Vb~ (uv)b, bu@v ~blu®v) (u€ Es,v € Eybe B)
" TTIOTOM KOMILJIETUPAIHEM Y OJHOCY Ha CKAJAPHU TTPOU3BOJ
(u@v,u; @v1) = (v, (u,u) V1), u,u; € Ey, v,v; € Ey.
ITpecamkaBama @, ¢ 3310BO/bABAJY

Spr,s-i-t([Er ® Sas,t) = SOH-S,t(SOT,S ® Ig,).

6) Jenmunna cucrema npoussoga E = (Ei);>o je davmmja u = (us)i>0, U € Ey
TaKBa Ja BazKN

u =1, @si(ts @ up) = Uspy

mro kpahe nuiemMo s @ Uy = Ugyy.
Jemununa u = (ug)i>o je ynuranna ako je (ug,u;) = 1. OHa je meHTpasHa aKo 3a
cBako b € B u cBako t > 0 Baxku buy; = ub. CKym ¢BUX jeAMHUIIA CHCTEMa TTPOM3BOJIA

E o3naudaBa ce Up nam camo U ako je jacHO O KOM Ce CHTeMY ITPOM3BO/Ia PA/IU.

OBako yBesieH 00jeKaT ce MOKe MMOCMATPATH U Kao HEIPEKUIHI TeH30PCKH TPOU3-
BoJ, XMJIOEPTOBHX MOJIyJa, OJHOCHO HeNpeKugaHa Bapujanta POKOBOI IIPOCTOpA.
lTope nomenyra aedunuimja jeaunuiia je ducro ajredbapcka m, Kao TakBa, HE TO-
JIpasyMeBa 0COOMHE Kao IITO Cy HIIP. MEPJbUBOCT MJIM HEIPEKUHOCT, KA0 y CJaydajy
jenuauna ApBecoHOBHX cucTeMa. VcmocTaBiba ce 1a je HMOTOIHMjEe 1a Ce YCJIOB
HEMPEeKNIHOCTU TTOCTAaBU JIMPEKTHO Ha jeIMHUIIE HAKO TTOCTOjU U JedUHUIN]a Helpe-

KHJTHOT CHCTeMa IIPOM3BOJIa KOjy nomumeMo y lloriasipy 7.

IMpumep 4.2. Tox TpuBnjaJHIM CHCTEMOM ITPOU3BOAa HaI 1B moapasymeBaMo dhamu-
mjy (Ei)eso, Tae ¢y By = B Xunbeprosu B — B MoIy/u ca CKaJapHIM ITPOU3BOIOM
(b,b") = b*V'.
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Hedbunuaunuja 4.3. 3a cBake aBe jenuuune r = (Ty)>0 U Y = (Y)r>0 HOCTOJU

dbamunuja orpannaenux C-nuneapuux oneparopa K,V : B — B nedunucanux
Ki(b) = (v, byr).

Ta davwmuja yuam moxyrpyny. Ckyn jenwauna S je HeIpeKHIAH aKO je OAro-
Bapajyha mosyrpymna (Kf’")meg (y ommocy na IIypoBCKO MHOMKEEe) YHUDOPMHO
HenpekuaHa. Kaxemo ja je jeqununa £ yuudopMHO HenpeKuHa win, kpahe, camMo
HEMpeKuaIHa YKOMUKO je ckyn {£} mempexmman, Tj. dbamminja ICf’g HENPEeKuIHa Y

HopMHu Tipoctopa B(B).

3a naru (yaudopmHo) Henpekugan ckyn jeauuuna U dbopmupa ce yHuGOPMHO
Henpekuana nornyno mosutusHo gedbunntHa (CPD) moayrpyna K = (Ki)so (v

onnocy Ha IllypoBcko muOKeme, Bugern Jdedbununujy 3.10). Hamve, Baku
Kfft(b) = <xs+t7 bys+t> = <$s ® T, bys X yt> = <xt7 <:Es> bys> yt> = (IC?y o ,C?y)(b)

u, npema Teopemu 3.7, cBako K; je MOTIIYHO MO3UTUBHO JIe(DUHUTHO je3rPO.

[Ipema Teopemnu 3.14, rerneparop CPD-noayrpyne K je yca0BHO MOTIYHO MO3H-

THBHO JeuHUTHO jesrpo L = LK, o,

£70(b) = lim 20 =D
t

t—0

, T,y €U.

[Ipema Tome, umajyhu y Buay Hedbununujy 3.13, 3a cee zq,...,x, €U, n € Nu 3a

cse aj, b; € B Baxknu

Zajbj =0= Z b;k,cw“x] (afaj)bj > 0. (41)

=1 ij=1
['eneparop L je EpmuroBo je3rpo, Tj.
LYT(b) = LTY(b")". (4.2)

Takobe, K je jequncrseno oapeheno momohy £. Hamme, K = et~ Tj.

KPY(b) = (@, by,) = <7 (b), b€ B. (4.3)
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ITpumenba 4.4. I'eneparop L noayrpyme K oxrosapa ApBecoHoBOj DyHKIHjH KO-
sapujanmje (y cayuaajy B = C).

IIpumenda 4.5. Nmajyhu y Buny Hedbununujy 4.3, pazaukyjemMo CKyIl Herpe-
KUJIHUX jJeJIMHUIA U HENPEKUJAaH CKYIl jJeJIMHUIA. Y IPBOM CJIy4ajy camMo cy le’g
(¢ € S) yuudopMHO HENpeKuIHe NONIYTPYIe 0K CY, ¥ JAPYIOM CJIydajy, CBe IMOJIy-

rpyne K& (€,m € S) yuudopMHO HenmpekuHe.

Heka je S C U. Ckyn S renepuiie nojacucrem npoussoga E° = (EP);sq vy E,
rae je EY =span{b,& @ - @ b1 bo| n €N, b € B, & €S, t,+---+t; =t} 3a
t>0u By =B.

Hedunuaunuja 4.6. Cucrem npoussoga E = (E;);>o je Tuna [ ako je remepucan
HEeKUM HempeKuIHUM CKyrnoM jeaununa S C U (F je Hajmarmu nojcucrem y F koju
caspKu CBe jeuHuIE cKyna S).

E je Tuna I1 ako uma 6ap jeaHy HeIpPeKUIHY jeIUHUILY, aaud Huje Tuna I.

E je tuma [11 ako HeMa HUjeTHY HENPEKUIHY JeINHUILY.

Hedpununmja 4.7. Cucrem Opom3BoAa je IPOCTOPHH aKO HMa HEKYy HeHTPAIHY
yauTaany jeaununy w (Bugern Hedbunurujy 4.1 (6)). OH je mMOTIYHO TPOCTOPHU

aKo je jorr u Tuna I u reHepuiryhu ckym S MoxKe j1a ce n3abepe TaKo Ja CaIpKU W.

ITpumenba 4.8. Ilenrpanna yHuTa IHA jeMHUNA W je HENPEKUAHA ([IPECTUKABAE
(Wi, ewy) = idp 3a cBako t > 0). Ilpema ToMe, TPOCTOPHU CHCTEM MTPOM3BOJA HE

Mozke ouru Tuna I11.
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5 KoHcTpyKkiimja jequHNUIIa Y CUCTEMY ITPOU3BO/IA

V [16] Jlubmep® u Cxajae dopmyauiry u jokasyjy Tephema koja omoryhyjy Kou-
CTPYKIUjy HOBUX JeJMHUIIA y JATOM CUCTEMY POU3BOAA. TH PE3YJTATH Cy HABEICHN

y Jlemu 3.1, CraBy 3.3 u Jlemn 3.4 momenyror paaa. OBie UX NIUTUPAMO KaO

Cras 5.1. a) lIpemnocmasumo da nenpexudar cxyn jedunuya S 2eHepuULe CUCTIEM

npoussoda . Hexa je npecauxasare t — y € By maxso da 3a cee b € B u 3a Hexe

K u K¢ € B(B) (€ € S) saorcu
(Yo, byr) = b+ tK(b) + O(tQ)a

(ye, &) = b+ tK¢(b) + O(t?).

Tada nocmoju cucmem npouseoda F O E u jedunuua ¢ € F makea da je cxyn

S U{(} nenpexudan u sasrcu
LC=K u LY =K.
6) Taxobhe, caedehiu yciosu cy ek6UBAACHMMHY:
1. (e E;

2. G ce mooice dobumu Kao aumec Hu3a (Ye/n)";

3. Jim (G (ym)®™") = (G o)

IMpumen6a 5.2. laxo je y [16] ymecTo limy, o0 (1/n)®" IOCMaTPaH JMMeC O CBUM

naprunujama cermenta [0, ¢], oBme Huje moTpebGaH Taj OMINTUjU KOHIIEIT.

Hagejienu pesy/iraru ce KOpUCTe y MOMEHYTOM paJly 3a KOHCTPYKIIM]Y jeIMHUIA,

noMohy npec/inKaBarba
n n
J —
t— E 7Ty, »x; € C, E nj=1
Jj=1 J=1

t s a2’ (5.1)

roe cy z,2b, ..., 2" € S, 8 € B u gobujene jequnune cy o3HavueHe

s BB, w2’

5Volkmar Liebscher
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Teneparopnu jexunnuue sqx' B - B s,2" cy

b Y FsG LT () m o b Y LT (D). (5.2)
=1

2,j=1

ITpoussox H je aconujaruBan. Haume, BaxKu

- il %) .
szt B s0r® B sr® = (50 + ) ' B 22 ) B rad, s + 60
Al + ) 1 + Mo
U, CJIUYHO,
Y2 3
szt B sor® B rar’ = sqr' B (5 + ) z? B 23 ), sy + 263 £ 0.
o + o3 o + 3

OBo ce MO)Ke BHJETH YKOJHKO Ce yropeje ojrosapajyhu remeparopmu, umajyhum y

By (5.2).

Jesrpa jemunune z° cy

r2ef _ pow + p*idg +idgpg,

5.3
L7 = £78 4 B*idy. (5:3)

OunriaenHo je na ce 106mja UCTA jeIMHANA 27 YKOIIKO e TOCMATPA TIPECTHKABAIE
t = ePlz, ymecto (5.1) jep obe mMmajy mcTe TeHepaTope.

Caza 6u 6u10 3HAYAjHO Ja Ce KOMILIEKCHH OpOjeBH »¢; 3aMeHe ejeMenTuMa C™-

ayrebpe B:

Cras 5.3. IIpemnocmasumo da nenpexudar ckyn jeduruua S 2eHEPUWE CUCMEM

npoussoda E. Hexa cyz’ € S, w; €B,j=1,...,n maxsu da ) »; = 1. Pynxyuje
j=1

n n
J J
t— E wiry  u t— E Ty
j=1 j=1

sadosomasajy cee npemnocmaske Cmasa 5.1 u dobujene jedunuue, 03Havere Kao
st B B u w8 Bals,,

npunadajy E.
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Joxas. Jlokas cjaeanm yKOJMKO HOTJIEIaMO KaKO M3TJie/ajy ojarosapajyha jesrpa. ¥
cayJdajy n = 2, mpecJIuKaBamba
t s xp o0 + 220 n t— L+ ;
t 71 t 202 M1 Ty T Ty

Jlajy jesrpa
1,1 1.2 2 .1 2 .2
K =34 L% 7 500 + 5L " 500 + 55 L7 500 + 26 L7 229,

Ke = 56 L7 4 54L7¢

1'1 1'1 1'1 1'2 1'2 1'1 1'2 1'2
K =[%" LR, 4+ LT LR, 4+ L7 LR, 4+ L7 L.;R,,,
_ pale z? ¢
Ke=L L%if + L L%S,

riae ¢y Ly, R, : B — B omneparopu JIeBOI' U JeCHOI MHOXKeFha eJIeMeHTOM a € B.

]

ITpumenba 5.4. Cras 5.3 je cuernujanan caydaj [lpumepa 3 y [16, [ornasrbe 4.2]:
Hexka je {£°,&Y, ..., "} nenpexunan ckyn jequnnna v a;,b; € B (j=1,...,k+1)

k1
cy TakBu ga je »y a;b; = 0. Caja ce Ha mpecnKaBame
j=1
k+1
t g =&+ a;Elb;
j=1
npuvenn Cras 5.1(a), ysumajyhn &5 = €9 apy = 1, by = —1ma; = 1 wm

bi=1(j=12... k).

JIema 5.5. [12] Hexa je U ckyn ceux yrudopmmo Henpexudnus jedunuuya y 0amom

cucmemy npouszeoda E u nexa x,y € U. Axo 3a cee & € U samcu LY = LY, onda

jexr =1y.

Jlokas. Ha ocuoBy (4.3) je

(z¢,06) = (Y, 0&) , b e B.

Bab=1mu& = x gobujamo (xy,x4) = (Y, 24), 70K 32 b = 1 u & = y gobujamo

(e, Y1) = (Ys, yr). Kombunyjyhu nocsienme upe jeanakocru, 106ujamo

<xt — Y, Ty — yt> =0,

47



Tj. T =Y. O

ITpumenda 5.6. IlpernocraBka "3a cBe £ € U” je cyBuiiHa y mpeTxoHOj JeMU jep

KOPHUCTUMO jeIHaKOCT caMo 3a & =x u £ = .

JIema 5.7. [12] Heka je x nenpexudua jedunuya y nexom cucmemy npoussoda E.

3a B = L5*(1), jedunuuya x75/% je ynumanna. Yroruko je x yenmpaana, maxea je
—B/2
ux )

Jlokas. Kaxko je jesrpo £ Epmuroso, na ocHoBy (4.2) ciequ f = (*. Ha ocHoBy
(5.3) je £2 "% (1) = £==(1) — 8% /2 — B/2 = 0 u, npema (4.3),

B B oB/2 4—B/2
<$t 5/27:% ﬁ/2> :etll (1)

I
=

YKOJUKO je T MeHTpaJHa, OHJIA je

be'’ = (T4, ) = (20", 1) = (w4, 2,D) = 6t6b>

B/2

mro maje b3 = Bb3a cse b € B. Kaxo je x; 7/* = z,e7%/2 saxmyuyjemo ma je 275/,

Takohe, IIeHTpaIHa jeTUHUIIA. ]
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6 Jledbunumuja mugekca cucreMa mpou3BO/Ia

Y O0BOM TIOIIAB/BY IPEJACTAB/HAMO OPUTHHAIHE Pe3yaTaTe AUcepTalnje KOju ce THIY
nedbuHHCAA WHIEKCA cucTeMa mpousoga Xmibepropux moayna [12]. Heka je E
CHCTEM TPOM3BOAA. 3a JAePUHUIN]Y HHIEKCA CHCTEeMa MpOou3Boma F KopucTuMO
ojipeheHn cKyIl HENPeKUHUX jeiuHuia y F, noceden 1o ojropapajyhoj pesanuju ex-
BHBaJICHIUje KOJy AedpuHuUIIIeMO oMoy HOromaHo oJabpaHor cKaJaapHOr IPOU3BO/IA.
VkoJsmKo ce n3abepe HeKa je IMHUIA W, TTPEeMa, HaPeIHOM CTaBy, OCTOjH MaKCHMaJIaH
Henpekuaan ckyn jeqununa U, (y cucremy npoussoga F) koju cagpxu w. IIpema
ToMe, HHJEKC o3HadaBaMo ind(F, w) u J0Ka3yjeMo Ja He 3aBUCH O n300pa je JMHUIIe

W YHYTap HCTOT HENPeKHHOT CKyNa jeTMHUIA.
CraB 6.1. Hexka je U cxyn ceux nenpexudnus jeduruya Yy Hexom cucmemy npouseo-
da E. Jledpunuwemo perayujy ~ wa U:
r~y < {x,y} je nenpexudan cryn.
Peasauuja ~ je peaayuja exsusasenyuje.

Joxas. Penamnuja je ounrnegno peduiekcuBHa u cuMmeTpudHa. (OcTaje jeawmHo ja ce
JOKazKe TPAH3UTHBHOCT, Tj. ako cy {&,n} n {n, (} venpexnann ckynosu, ckym {&,(}
je Takohe HempeKuIaH.

[TocmaTpajmo pasauky & — n:
(& —ms& —m) = K54(1) = K1) = KPS (1) + KP7(1) = 1-1-1+1=0
kaga t — 0+ jep je ckyn {&,n} menpexkunan. Takobe je

(&6, 0C) = (& — ne, 0Ge) + (e, BG) -

Hpyru cabupak, Ha OCHOBY HempekuaHocTu ckyna {n, (}, rexu b (kag t — 0+). 3a

NpBU cabupak BazKu

[ €& = 16, 0Ce) || < N — mell 116G | < C[& — mel| — 0.

]

[Tpema nperxoaHoM, cKyn U ce MOXKe Pa3/IoKUTH HA MAKCHMAJIHE, Y3ajaMHO JTUC-

JYHKTHe, HEIPEeKHUHe CKYIIOBe JeJIMHUIIA.
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Heka je E cucrem mpoussoja uaj yauragnom C*-anredbpom B ca 6ap jemnom
nenpexugaaom jeauautom. (Mmvajyhn y Buny Tedbununujy 4.6, F Huje cucrem npous-
soja Tuna I11.) Hexka je w nponsBo/bHa HenpekuaHa jequauna y F u neka je U = U,
CKYII CBUX YHH(DOPMHO HENPEKUIHUX JeJIMHUIA KOje CY eKBHBAJEHTHE ca w (y CMUCITY

penanuje ~ u3 Crasa 6.1).
Hedunumemo cabuparme u MHOXKebe ejeMeHTOM b € By U, Ha ciaegehn HavduH:
r+y=cByBH-w, bx=bbB(1-bw, z-b=zbBw(l-D>). (6.1)
Jesrpa jeqununa x +y, r-a, a-x (a € B) ¢y

LOXVTTY =[O0 L0 LT LUT LU LU LT L9 | L

(6.2)
Lo = L6 4 L0 — L6 (¢ e U),
ﬁx-a,x-a _ a*ﬁx,xa + (1 _ a)*ﬁw,xa + a*ﬁx,w(l _ Cl) + (1 _ a)*ﬁw,w(l _ a)’ (6 3)
Ex-a,g — a*£$,£ + (1 _ a)*ﬁw,ﬁ (é— e u>’ .
LoTaT ﬁz,xLa* Ra -+ ﬁw’xLlfa* Ra + EI’wLa* lea + waLlfa* leaa (6 4)
LY = L Lge + LYLy 0 (€ €U). |
Jledunuiemo u penarujy &~ Ha cKymy U:
T Ay ako n camo ako « =y’ 3a meko [ € B. (6.5)

Teopema 6.2. a) Cryn U 3ajedno ca onepayujama degpurucanum y (6.1) je deo-
cmpanu B — B modya.
6) Perauyuja == je pesayujo ex6u6aIeHUUTe KOG je CazAGCHa €A CEUM aA2e00PCKUM

onepayujama y U, mj.
rRy=—ux-bxy-b, b-rxb-y,
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o rt iy my =2y R+

Jlokas. a) AconmjaTMBHOCT CJIeIH HAa OCHOBY acolujaTHBHOCTH omeparuje H. 3a-
upaso, jeaunune (r +y) + 2z u z+ (y + z) cy jeanaxke x By H 2 B (—2w).
HeyTpau je w, a unsep3 enementa x je 2w B (—x) mro ce J1ako mposepasa.

KoMyTaTuBHOCT je ovmriena.
Ocrase akcuome jpocrpasor B — B monyna (z-a)-b=x - (ab), a- (b-x) = (ab) - z,
a-(x+y)=a-z4+a-y, (x+y)-a=xz-a+y-anul-x=2x-1=x ce mory

JIAKO TpOBepHuTH yropehjuBamem oarosapajyhux jesrapa na ocaosy (6.2), (6.3), (6.4).
6) PedaekcusrocT ciegu ako ce uzabepe [ = 0.

Ako je z = 9%, onga L™¢ = LY¢ + B*idg na Baxu
LY = L% — Bridg = L7 74
mTo, Ha OCHOBY Jleme 5.5, j1aje CUMETPUYHOCT.

Baz=1v%uy= 2" paxu
L5 = LY 4 Bridg = L2 + (o + B)tidg = £5777¢

3a ce & € Y. Ha ocropy Tora m Jleme 5.5 3akmbyuyjemo ma je x = 278, omaxie

cjaeJn TPaH3UTUBHOCT.

[TokazkKuMO caja 1a pe3yaTar cabupamba I MHOXKEhA eJIeMeHToM b € B ne 3aBucu
on u3bopa 3 € B. Bancra, neka z,y € U 1 v, = 2, y = y* 3a Heke a, B € B. Tazna
je, Ha ocHoBy (6.2) u (5.3),

Lol =gty gt gl = L7584 B*idg L9 + ot idg —L9F =
=L7E L (o + B)*idg = LETVTTE

3a cBako & € U. Cana, kopucrehu Jlemy 5.5, ciaemnn
r1+ 1 = (z+y)*
Batum, neka je 1 = 2° u a € B. Ilpema (6.3) je

Lo05E =g* L7 4 (1 — a)* L = a* (L% + f*idg) + (1 — a)* L =
:Em-a,é‘ + CL*B* ldlg — L(I'a)ﬂaf,
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3a cBako £ € U. Tlonoro kopucrumo Jlemy 5.5 u jgobujamo

ry-a=(x-a)

CymvHO ce Mo¥Ke ToKazaT ja je a - x1 = (a - x)%. O

Caua je moryhe dbopmuparu kosmannaku Moy U/ ==.

ITocToju BuIle cKaJapHUX MPOU3BOIA ca BpemaHoctuma vy B Ha ckyny U. Hanwme,

3a CBaKH 103UTHBaH ejreMeHT b € B mocroju npeciukasame (, ), :U XU — B
(x,y), = (LYY — L5 — LY + L) (D), (6.6)

e je w ucra jeauanna kao y (6.1). CBako o1 OBHX MpeCcJnKaBamba ja MoIy-CKaJapHi
npousBoJ, ca BpegroctuMa y B (y cMuciIy ma MozxKe fa Oyjie AereHepHCaH, Tj. (T, T), =
0 3a Heko x # (), anu UMak UMa CBe ocTaje yobudajeHe ocoOUHe.
Cras 6.3. [Ipecaurasaroe (6.6) uma caedehe ocobure:

1. Baceex,y,z €U ua,P e C sancu (x,ay + fz), = a(z,y), + B (z, 2),.

2. 3a cee x,y €U saocu a € B (v,y-a), = (x,y), a.

8. 3a cee x,y €U je (x,y), = (y,x);.

4. 3a cee x € U saorcu (x,x), > 0.

5. Aro je x =o' uy Ry, onda je (x,y), = (¥, y),

6. 3a cee x,y €U v 0<a€ B sarcu (z,a-y), = (x,y),.

7. Axo je 0 < b(€ B) <1, onda 3a cee x € U saorcu (x,x), < (x,),.

8. Baoscu (v —y,x —y), = tl_i%i (zy — yt,txt — Yr) .

oxas. (1)-(3) ce sako mpoBepaBajy.

(4) Baxku jep je L yCAOBHO MOTIYHO MO3UTHBHO AedHHUTHO je3rpo (mpenusHuje,
MozkeMo craput 1 =2, ' =z, 2> = w, a; = ay = Vb, by = 1, by = —1 y (4.1)).
(5) ciaenn Hakon ckpalimBama [*b u by y passujenoM obiuky 3a (z/,y'),, rae cy

=2 ny =y
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(6) - Nckopucru ce apyra ¢gopmyna y (6.4) y passujenom obiuky 3a (z,a - y),.

(7) - Kako je £ yCJIOBHO MOTIYHO MO3UTUBHO JIE(ODUHUTHO je3rpo, J00UjaMo
LY%(1—=0b) — L%(1—=b) = LY(1—=b)+ LYY(1—b) >0

H, npeMa ToMe, (z,z), < (z,2), .
(8) coenm u3 (6.6) u medbununuje jesrpa L.
[

Bupawmo (-, -), 3a ckaaapuu npon3sox Ha . Ha ocHoBy mperxogaor craBa MOKe
ce m3zpectn Kommu-IIBaprosa nejenunaxoct (Bumeru [13, Cras 1.1] wiun [18, Cras
1.2.4)):

(@, 9)y (o, u)y" < (@ 2)y [y )y |- (6.7)

Ckyn
N = {reU] (r,2), =0}

jeaHaK je CKyIy
{relU|Vyel, (v,y), =0}

u canpxu {w? | B € B} (ceojerso (5) Crasa 6.3). Baxmydyjemo na je N 1moamostyt
y U u na je U/N npen-Xunbepros B — B Moyt

Hedunrnmnuja 6.4. Heka je E cucreMm npoussoja xax C*-aaredbpom B u w HelrpeKu-
naua jenumuuna y F. Unagekc mapa (F,w) je Xunbepros B — B Momy1 106HjeH KOM-
ierupamem upe-Xuubeprosor B — B mogyna U/, tae je U = U, makcumaian
HENPEKHUIAH CKYI jeUHUIIA KOJU CAJAPXKHU W, & ~ je pejallija eKBUBAJICHITje dedu-
HUCAHA:

x ~ 1y aKo u camo ako x —y € N.

Unneke oznauaBamo ind(F,w).

ITpumenda 6.5. Ako ce E MoxKe YTONUTH Yy HPOCTOPHH CHCTEM IPOU3BOAA, KOM-

wierupare Huje morpebuo (Teopema 9.7).

ITpumenba 6.6. Axo je {w,w’'} Henmpekugan cKyn jeauHuIa, taga je
ind(F,w) ¥ ind(F,u").
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Baucra, U, = U, (ma ocaoBy Crasa 6.1) m m3omerpuuku nzomopduszam je nar
TpaHCIANNIJOM

r—rcH-—wB.

6.1 ExkBuBajieHTHA gedUHUINjA WHIEKCA

Y 0BOM TIOTTIOTJIABJBY JIajeMO jOIIl jeJlaH HAUWH JedUHUCAha WHIEKCA CHCTEMA TPOo-
U3BOJA U MOKa3yjeMo Ja je Tako aobujena gedUHUIN]a eKBUBaIeHTHA ca Beh HaBeie-
nom y Jlepunumnuju 6.4. Takohe, uctudemo ja TakBa JiepUHUIIIjA UHIEKCA OJrOBapa

Apgeconoroj (y cayuajy B = C) [32].

Jokazyjemo ga ycmoro nornyso nosutupro nedurutHo (CCPD) jesrpo, kao
reHepaTop moTnyHo no3utusHo gedunntae (CPD) momyrpyne npuiapyzkeHe Hempe-
KUJHOM CKYIY jeJIMHUIA cHcTeMa mpou3Boja Haj C*-aarebpom B, 103Bo/baBa KOH-
crpyknujy Xuabeprosor B — B moayna. Ty KOHCTPYKIHjy KOPpUCTAMO 33, gedpUHHI-

Calb€ WHAECKCa I10JIa3HOI' CUuCTeMa IIPpOU3BOIa.

Heka je E cucrem npousBoja u Heka je 4 HeNpeKujaH CKyI jeaununa y [.
[TocmaTpajmo aBoctpanu B — B moayn BUB, tioe je BUB ckyn cBux (popMaaIHux

cyma » . a;x;b;, x; € U, a;,b; € B ca naenrudukanujama:
(Aa)xb ~ ax(Ab) (A € C), (a1 + az)xb ~ ajxb + asxb, ax(by + by) ~ axby + axbs.
Bace B, (D, awb)c=>,a;x;(bic) mc(d, aix;b;) = .(ca;)x;b;.

[Tocmatpajmo u gsoctpanu B — B noamoayn (BUB),

7

u sedbuHAIIIMO npecaukaBamwe (-, ) @ (BUB)y x (BUB)y — B

<Z a;z;b;, Z a;x;bg> = Z by L7 (a} a). (6.8)
i j i
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IMTpumenba 6.7. [Ipunagnocr enementa momyaa BUB, Tj. Kiace eKBHBaJICHIIHje
0 TOpe MOMEHYTHM peJarujama, moamonyay (BUB)y He 3aBUCH O MpencTaBHUKA

KJjiace.

Jlema 6.8. IIpecaurasarve (6.8) uma caedehie ocobure:

1. Ba cse a;, b, ¢, ¢ did, € B, x,y,y. €U, a,€C

)

a;x;bi, ciyid; + 3 cyd, ) =
OITEURS SRR I

7 % 7 7

2. Ba cse a;,al, b, b, € B, x;, 2 e, ceB

<Z a;z;b;, (Z aﬂ%) C> = <Z a;T;b;, a2$;b;’> G

3. 3a cee a;,al, b, b € B, x;,x, €U

<Z a;x;b;, a2x2b2> = <Z a,zibl, Z aixibi> ;

% 7 % 7

4. 3a cee a;,b; € B, x; €U

Joxas. (1) u (2) je jenmocrasuno nposepuru. 3a (3) ce uckopucru (4.2), gox (4)

caenn jep je L ycaosHo nornyHo nosutusHo gedbunutHo (CCPD) jesrpo (4.1). O

Ha ocnoBy mperxonne Jieme Mozxke ce m3Bectn Kommu-IlIBaposa Heje THAKOCT:

<Z a; z;b;, Za;x;b;> <Z a}ixibi7za;$;b;> <
< <Z a;;bi, aixibi> |'<Z aéxébg,Za;I;b;>H '
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Cajta MOKeMO J1a 3aK/bYIUMO JIa je CKYII

N = {Z a;x;b; € (BUB)| <Z a;x;b;, aixibi> = O}

% )

JeTHAK CKYIy

1

[Ipema Tome, N je nommonyn y (BUB)y u (BUB)/N je npen-Xunbepros B — B

MO/TYI.

Teopema 6.9. Hekxa je E cucmem npoussoda wad yrumansrom C*-anzebpom B.
Hexa je w npoussomna nenpexudna jedunuya y E uld je marxcumanrarn nenpexudar

ckyn jedunuya koju cadporcu w. Ipecaukasare f: U/ — (BUB)o /N, dedpunucarno

fW) =y —w+N,

je usomopgusam nped-Xunrbepmosuxr B — B modyaa U/~ (us Jepunuyuje 6.4) u
(BUB)o /N

Cxamapuu npon3sox y U o3magasamo ca (-,-); ((6.6) 3a b = 1), a ckanapuu
npousson y (BUB), ca (-,-) (6.8).

Aoxas. Heka cy v,y € U muexa je y ~ ', 1j. (y — ',y — '), = 0 (oay3nmame je
yU: y—y =yB(—y)Bw). Exement 1yl + (—1)y'1 € (BUB), kpahe 3amucyjemo
y—y € (BUB)j.

Ha ocnoBy (6.8) je

(y =ty = o) = £29(0) = £99(1) = £99(1) + £ (1)
u Takolje, npema (6.6) u Crany 5.3,
=y y—y) =B (y)BwyB(—y)Bw), =

= L¥Y(1) — L% (1) — £Y¥(1) + LYV (1).

Haxne, y —y' € N na je npeciukasame f 106po gedpuHECAHO.
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Hexka cy [y], [2] € U/~. Taga Baxn

(D, D) susroyn = W —w+ N2 —w+ N) gy v = U —w, 2 —w) =

= L7(1) = L27(1) = LY(1) + L9(1) = (y, z), = (W] [z])y/ s

OJIaKJIe 3aKJ/bydyjeMo a je f m3omerpuja.

3a cypjekTHBHOCT mpeciauKaBama [ Tpeba mokasaTu jga 3a cBe . a;xb; + Ny
(BUB)o/N nocroju [y] € U/ taxo aa Y, ax:b; —y+w € N.
IlpecukaBame t — wy+) ., a;2;,:b; 3an0B0paBa cBe mpernocTaske Crasa 5.1. Jesrpa

HOBOHacTaJe jeaunuie ( cy

LY (b) = L(b +Zb*£w (arb) +Z£M (bai)b; + Y b} L™ (a7baj)b;,
i,

LYE(b) = LD +Zb*£”“ (aXb), €U, beB.

(6.9)
Ha ocuoBy (6.8), (6.9) u (4.2) cremun (3. axib; —(+w, Y, a;x;ib; — +w) = 0.
IIpema tome, Y . a;z:b; — (+w € N uaje f([¢]) =, azib; + N.

Heka [2], [y] € U/ u nexa je ( = x +y € U (cabupame je uz (6.1)).
IIpema (6.8), (6.2), (4.2) Baxkn (( —z —y + w,{ —r —y + w) = 0. Ha ocuoBy Tora,
(—x—y+weNnaje

fl+ ) =fz+y)) =C-wt+N=z—-wty—w+N = f(lz]) + f([v]).

Heka [z] € U/ u b € B. Tlocmarpajmo jenuuune n = z-b e Unpu=>b-x €U
(mHOKeme je u3 (6.1)).
ITpema (6.8), (6.3), (6.4), (4.2) je

(n—w—ab+wbn—w—ab+wb) =0,

(p—w—br +bw, pp —w — bx + bw) = 0.
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Jaxre, n —w —xb+wb € N u p—w—bx +bw € N. Ha ocHoBy Tora BuANMO 113 je
fz]-b) = f([z b)) =n—w+N=ab—wb+ N = f([z])b,

fo-[z)=f(p-z) =p—w+ N =bxr —bw+ N =bf([z]).

ITocneguua 6.10. Hexa je E cucmem npouseoda wad B. Hexa je U maxcumanar
HeNpexudan ckyn jeduHUYa Koju cadpircu npouseosHy Henpekudny jedunuuy w. Hn-
dexc cucmema npoussoda E mooce bumu dedpurucan u xao dsocmparu Xurbepmos
B — B modys (BUB)o /N (nacmao naron xomnaemuparoa y odnocy na odeosapajyhiu

CKAAAPHU NPOU3E0D).

ITpumenba 6.11. Heka je ' Apseconos cucrem npoussoja (E je cucrem npous-
sona Han B = C) u Heka je U ckyn ceux jenmuauna y E. Kao mro je pedeno y
[Mormormaesby 2.1, 3a x,y € U nocToju jeIMHCTBEHN KOMILIEKCHN 6poj c(x,y) Koju
3a/10B0/baBa jeHaKocT (x;,y,) = e Oynkuuja kosapujamuje ¢ : U x U — C je
YCJOBHO MO3UTHUBHO JTe(PUHUTHA V¥ CMUCIY Ja 3a ¢cBe n € N, 3a ¢Be x1,...,x, €U 1

3a CBe a1, ds,...,a, € C Baxn

n

Zaj =0= Z C(C(]Z‘,ZEj)az‘aj > 0. (610)

Jj=1 ,5=1

[Tpumernmo 1a je

_ te(y) _ 1
£ov(l) = pim B9 2L L (6.11)

t—0 t t—0 t

Kako cy cu LY C-ymneapuu, apoctpann B — B moayn BUB ce cBoau Ha KOM-
meKCHE BeKTopcku npoctop CU koju ce cactoju o1 ¢cBEX (GOPMATHIX CyMa ) . a;T;,
a; € C, z; € U, nox ce meros nogmonyn (BUB), csomu ma (CU)y = {>, a;z; €
CU| >, a; = 0}. Kopucrehn (6.11), ciean

<Z a;x;, Z a;x;> = Z L% (@a}) = Z £“i’x§(l)aia; = Z c(wi, x)aa’.

,J ,J 1,J
(6.12)
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Nmajyhu y Buay [ocaeauiy 6.10, ungexce cucrema npoussoja F je XuabepTos npoc-
top (CU)o/N (HacTa0 HAKOH KOMJIeTHparha oaropapajyher npea-Xui6epToBor mpoc-

Topa), TJe je

N = {Zaixi € (CU)o| <Zaimi,2aixi> = 0} .

TaxBa gedununMja MHIEKCA OAroBapa OHOj Kojy je mperxoano jgao Apsecon (ITor-
norsiassbe 2.1). Ipenusauje, Cold je KOMILIEKCHE BEKTOPCKH IPOCTOP CBUX (DYHKITH-
ja f: U — C koje umajy BpeaHOCT PA3IUIUTY OJ HYJE Y KOHATHO MHOTO TadaKa o

3anosospasajy y . f(z) = 0. Jdedurncano je npecnuxasame (-,-) : Cold x Cold — C

(f9) =" clz,y)fx)gy). (6.13)

z,yeU

Akoje N = {f| (f, f)=>_,,c(z,y) f(x)f(y) = 0}, xopucrehn (6.10), Buaumo xa je
npecsnkasambe (6.13) ckarapuu npoussos Ha (Cold)/N. Unaekc cucrema mpou3Boia
E je nedunncan xao aumensuja Xuabeprosor npocropa (Cold)/N (koju je Hacrao
HAKOH KOMILTeTHpama oarosapajylier npea-Xuiabeprosor mpocropa). Basa 3a Cold
je ckym {0, x € U}, rme je 0,(x) =1 m d,(y) = 0 Vy # x. llpeciukaBame x — 0, je
oujeknuja usmely U u ckymna 6asnux Bekropa {d,| © € U} na ce U moxke cmarpaTi
baszom 3a Cold. Ilpema mome, cBako f € Cold ce moxke upejpcraButu y OOJHUKY
[ =>,au;, tne a; = f(z;) € C, z; € U. akie, MOXKeMO, HA HEKH HAYHH,
yenocrasuru jeanakoct ckynosa (CU)g m Cod, N u N n upecnnkasarma (6.12) u
(6.13).

Kpajwn sakmpydak je ma, npema [lociemmmu 6.10, mHIZEKC ApPBECOHOBOI CHCTeMa
nponsBofa E mMoxe fa ce gedunnine kao Xuabepros npocrop U/ (Hactao HakoH

KOMILTIeTHpAaba) T/e je ~ penanuja eksupajenimje n3 ledununuje 6.4.
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7 HenpekuagHau cucTreMu NpouU3BOaA

Y 0oBOM TOTVIAB/BY JOKA3yjeMo Ja je uHaeKc, Aedunncan y aucepranuju y [lormasmy
6, KoBapujaHTHH (PYHKTOP u3Mely KaTeropuje HeMpeKuIHAX CHCTeMa IIPOU3BOIA HAJ

C*-anrebpom B u kareropuje npocrpanux B — B moayaa [12].

Hedununuja nenpexudnoz cucrema npoussoa [22, [ornassbe 7| 103B0/baBa HAM

Jla TOBOPUMO O WHJIEKCY CUCTeMa Tpou3Boja F 0e3 naramaBarba je HHUIE w.

Hedununuja 7.1. Heka je E = (E};);>¢ cucreMm nponssoga u i = (it)i>o je damu-
JMja M30METPUYKHUX yTamamwa iy : Fy — F y yauraman Xuiabepros moaya (F je

yHATAJIHE ako moctoju £ € F tako na je (€,£) = 1). Ckyn
CSi(E) ={z = (xt)i>0 | ¢ € E}, t — 4,24 je HONIPEKHUTHO MPECTUKABAILE

je ckyn HenpekuHUX ceverba y E (y ommocy Ha i). Kaxkemo ja je E Henpekujan

cucTeM Ipou3Boja (y OJHOCY Ha i) aKO BaxKu
1. Ba cBako y; € E; moctoju Henpekuauo ceueibe x € C'S;(F) TakBo 1a je y; = xy;

2. 3a cBaku nap HeunpekuHux cedewa x,y € CS;(F), byuxuuja
(5,8) = dgqi(75 @ yt)

je HelpeKu IHa.

Cajia HABOIMMO HEKe 071 0COOMHA HEMPEKUIHUX CHCTEMa MTPOU3BO/Ia Koje ¢y maTe
y [22, Teopema 7.5 u 7.7] u [7, Teopema 2.4 u 2.5].

Teopema 7.2. 1. 3a cucmem npoussoda E u nenperxudny jedunuyy & nocmoju

najeuwe jedna nenpexudna cmpyxmypa CS;(E) na E maxo da & € CS;(E).

2. Ba cucmem npoussoda E koju je 2enepucan nenpexudnum ckynom jeduruua S

nocmoju mawno jedua nenpexudna cmpykmypa CS;(E) D S.

3. Axo je E menpexudan cucmem npouseoda ca wenpexudnom jedunuvom & €
CS;(E), E je ynupopmno nenperudar cucmem npouseods y cmucay da je
npecaukasare t — (x;, oy Henpekudno xao npecaukasarwe Ry — B(B) 3sa

cee z,y € CS;(E).
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ITpema Teopemu 7.2(1) mocroju HajBuile jenHa HeNpPEKHjHA CTPYKTypa Ha F
TaKBa Jla je HENPeKUJIHA jeIHHHUNA W HEeMPEKUIHO Cedere. 3a ATy HEeINpPeKHIHY
jemunnny w € CS;(E), ckyn U, (MakcuMa an HelpeKuIaH CKyl jequauna y £ koju
CaJpKi W) Ce MOKJAIa Ca CKYMOM CBUX HENPEKHJHUX jeJHMHHUIA KOje MpPHUNaIajy
CS;(E). Bancra, ako Hempexkuana jenuuuna x npunaga C'S;(F), onga je w ~ r Ha
ocaoBy Teopeme 7.2(3) (=~ je penamuja nedunucana y Crasy 6.1). O6pHyTO, aKo je

T HEeNpEeKWTHA, JeTMHUTA 38 KOJY BayKu W =~ T, OHJA
@4 — ]| < |2 @ e — 20 Q|| + || @ we — 2| < [zl (|22 — wel| + [lwe = 1) = 0,

kay € — 0+, 300r Tora mMITO NPBU cabUpaK TEeXKW HYJIU jep je w =~ T, JOK JApyru
rexxu Hym jep w € CS;(F). Ha ocuoBy Tora u ||x;_. — x| — 0, kag € — 0+, jep
[zt = @ell < el (1 — 2]

Jlakse, y ciaydajy HEePeKnIHUX CHCTeMa MPOM3BOJa He HATIANIABAMO jeIMHHILY

w Beh camo numemo ind(E).

Qamunja HENPEKUJTHUX CHCTEMa ITPOM3BO/IA je KaTeropuja ako cy Mopdusmu

nedunncanu Ha caegehn HavwH:

Hedbunaumnuja 7.3. [Ipecaukasame 0 : EF — F usmehy aBa HenpekuaHa cuCTEMa

npou3Boja (ca yranamuma i u j) je Mopdu3aM ako

1. 0|g, = 0, : E;, — F, cy orpanuuena B — BB jiuHeapHa Hpec/iMKaBaba KOja UMajy

aJIJYHTOBaHA | 33J10BOJbaBajy Oy s = 0, ® 0, Oy = idpg;

2. mpecauKaBama f u 0* UyBajy HEIPEKUIHY CTPYKTYDY, Tj. aKO (2¢)i>0 € CSi(E),
ouga (0(z:))i=0 € CS;(F) u ako (yi)i>0 € CS;(F), onma (0*(y:))i=0 € CSi(E);

3. limsup [|6;|| < +oc.
t—0+

ITpumenba 7.4. V [25, Tlornassbe 2] mopdusmu cy geduHICAHE KA0 TIPECTUKABATHA
Koja 3a,10BoJ/baBajy camo ycios (1) (y nperxoanoj nedunnnuju). Taksa nedbunumuja
Mopdu3aMa je IUCTO ajredapcka ma He OGHUCMO MOIVIM Jia TOBOPUMO O HEIPEKHIHO]

CTPYKTYPH CUCTeMa TPOn3Bo/ia 6e3 J0AaTHUX MPEeTIIOCTaBKHI.

Cras 7.5. [12] Undexc je xosapujarnmnu dyrnkmop usmely xamezopuje nenperuod-

HUL cucmema npoussoda wad B u xkamezopuje deocmparnux B — B modyaa.
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Jlokas. Heka je 0 : E — F wmopduszam. Uzabepumo w’ = 6(w) 3a pedepentry
jemuuuiy v Up. 3a npomsBospny jenuuuny x = (xy) € Ug, 0(x) = (0,(x;)) € Ur jep
Oprs(Ti1s) = Oprs(z @ x5) = Oy(x4) @O(x5) 1 Op(x9) = 1. YKOMUKO je & HEMpeKuHA,
onga « € CS;(E) na 0(z) € C'S;(F), onnocuo §(x) je mempexuHa.

Heka z,y € Ug. 3a jemuuuny ( = x4y = e By B —w (cabupame je y Ug) Bazku
G = lm (T + Yi/m — wiyn)®" (Cras 5.1(6)). Kako je 6§ mopduzam (Tedunurmja
7.3(131)_,>OCOJIGILI/I

(O(0))e = 00(G) = Ti0n () + (i) — )" =

= (0(z) BO(y) B —w'): = (0(z) + 0(y)):

(cabupame y nocaeamem uspasy je y Ur). Hakne, 8(x +y) = 6(z) + 0(y). Canano,
O(x-a)=0(z)-aubla-x)=a-0(x), a€B.
[Tpeme Tome, mpeciukaBame Up O = +— O(x) € Up je anrebapCcKu XOMOMOD-

duzam.

Heka je 0* : F — E mopdusam uuje cy dbubpe 0 : Fy — E; u neka je v = (14)
jemunnna y E. Tana je (670,2,) takohe jenununa. Heka je y ~ ¢’ y E u o3Ha4MMO

Yy = 0;0,. Taga 3a cBako x € Up Baxku

(0x,0y), = (Y —Yw,y),,

JTaKJIe,

(0, 0y — 0y), = (Yo —Yw,y —y'), =0,

mro jgaje Oy ~ 6y'. Tlpema Tome, jnobuja ce mobpo aedunucaH XoOMOMOpPQhHU3aM
Ug/~ 3 [z] — ind(0)([z]) = [0z] € Up/~.

Hokazxumo caza na ind(f) mva agjyHroBaHo mpecankaBambe. Ao y € Up, oHIa

0*y € Up n BaxKu

(ind(0)a, y), =L79(1) — L7 (1) — £9(1) + £ (1) =
:Ex,G*y(l) o ﬁm,&*w’ _ Ew,&*y(l) + Ew,e*w’(m _ <$’ e*y _ e*w/>1 '

Onasae Buaumo 1a je (ind(0))*(y) = 0y — 0*w'.

Konauno, noka:kumMo na je mnpeciankapambe ind(f) orpanmdeHo m aa ce, mpema

rome, mozke npormupuru Ha ind(E). Kopucrehun Cras 6.3 (8) u [13, Cras 1.2,
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J1001jamo

<(93] 95L'> = hm <9txt B 9twt7 tht - Qtwt> <
7 ! t—0+4 t ~

H2<xt_wt7‘rt—wt> < (
t =

< limsup |6, timsup |0,P) (2, ), -
t—0+ t—0+4
Jaxie, ind(0) € B4¥(ind(E),ind(F)) je mopdusam y kateropujn gsocrpannx B—B

MOJTYJIA.

Mozxke ce naxo Bugern jaa ind(idg) = idinar) # ind(¥0) = ind(¢))ind(#) 3a cse
mopcuzme 6 mamely cucrema npouszsona E u F' u ¢ u3dmely cucrema npoussoga F
uG. O]

IMpumenba 7.6. [pecinkasame ind(f) aysa perannjy ~. 3aucra, ako je 2’ = a7
B € B, tana je L0 = £0O7€ 3a ¢ € Up ma, ma ocrosy Jleme 5.5, 0(2') = 0(x)P.

ITpumenba 7.7. Axo ce uzocrasu ycios (3) y ledbununuju 7.3, Moxke ce camo
3ak/pyanTH Ja je ind(f) rycro gedunncan (Moryhe u HeorpaHudeH) omeparop Koju

nMa aJjyHTOBaHMU.

ITocaenuua 7.8. Axo cy E u F anzebapcku uzomopdru cucmemu npouszeoda (no-

cmoju yrumapru moppusam 0 : E — F), onda je ind(E,w) = ind(F, 0(w)).

Jokaz. @ubpe mopdusma 6 : F — F cy yHUTapHE OEPATOPH 1A je BUXOBa, HOPMA

jennaka 1 u ycaos (3) y Hdedbununuju 7.3 je ucnymwen. Ha ocnoBy
(Ore, bOyyr) = (24, byr)

3aKJbydyjeMo Ja 6§ IpeBoau HeNpeKuIHe jeJMHUNe Y HeIPeKHIHe jeJUHUIe, Kao 1
na Baxu (0z,0x), = (x,x),. Haxmre, y oBom cayuajy je ind(f) yautapan omeparop
na je ind(F) = ind(F") wiau, npenusnauje, ind(E, w) = ind(F, 0(w)). O
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8 Cyb0aauTuBHOCT MHAEKCA CUCTEMAa MPOM3BOIa

Y 0OBOM TIOTJIaBJBY JIOKa3yjeMO cyDAIUTUBHOCT WHIEKCA Koju je nedWHUCAH Y OBOj

qucepranuju [12].

3a cucreme mpomssoga E man yumramnom C*-amreopom A m F Ham yHHTAT-
HoM C*-aynrebpoM B M0OKEMO MOCMATPATH CIOJBAILIBYE TEH30PCKHU Ipon3Boa K @ F
Kao cucreM npoussoza Hax A ® B rae je crosballimbi TeH30pCKH npoussoin By @ F
Xunbepros momya nax A ® B (mpocroprn Tenzopeku npousson C*-amrebpu). OBo
je IMPEeKTHO YOIIITeHe TeH30PCKOr MPOM3BOIa Y KATEropuju ApBECOHOBUX CHCTEMA

MPON3BOIA.

IMTpumenba 8.1. Crnospamnimu TeH30pCKH MPON3BOA F; ® Fy; HacTaje KOMILIETHPAHEM
oJrosapajyher asrebapckor TeH30pCKOT IPOU3BOIA Y OJHOCY Ha CKAJIAPHU HPOU3BO/
(w0 ® 2l @ 9l = (w0 y) © (), y)) € A® B. (IIpveTnvo pasuky y omocy na

yHyTpamimbi Ter3opekn npoussos (ledburunuja 4.1 (a)).

VKosmko je 1 = ()0 jepununa y E, y = (y;)i>0 jesununa y F, onja je
rTRY = (xt ® yt)tzo

jemuanna y E ® F. Opgrosapajyha mosyrpyna (padyHara Ha eJeMEHTADHUM TeH-
3opuma) je
(20 @21, (a @ b) (3 @ 41)) = (e, aye) ® (21, by)

1 HEMPEeKUTHOCT je odyurieana. Jlakie, mOCTOju Tpec/mKaBamhe
UE X Z/{F — Z/{E®F-

Ako ¢y w u W' pedepentre jenunune y E u F, oHIa je npupogHO y3eTH w @ w' 3a

pedepenTHy jequnnily v F ® F.

Cras 8.2. Hexa cy 1 u 1 jedurnuuye y A u B. Tada 3a cee a € A, b€ B, x,y € Ug

u 'y € Up sancu:
1. LYY (a2 b) = a ® L7V (b) + L™ (a) @ b - Jlajorunoso npacu.no;

2. (x@2,yQy)or = 1@, y), +(z,y), ® 1, 2de cy crarapru npouseodu
pedom y Upsr, Up ulp;
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5. @8 (@®1) = (@ )@ (acA)
woy)  -1ef)=we(y-6) (6€b),
ede - mpedcmas.na mroccerve eaemenmuma odzosapajyhur C*-anzebpu y mo-

dysruma Ugper, Up u Up;
4. 1Qy=2Qw +w®y, 2de je cabupare y mooysry Upgr;

5. (z@W)-(1®P)=(1®p) (z@u) (8€B),
woy) (eel)=(eal) (Woy) («ccd);

6. (1@W, wRY) g =0.

Jlokas. (1) IupextHu padys;
(2) Cnemn wa ocuoBy (1) u medbunnnuje ckamapuor mpoussoaa (6.6);
(3) Kopucrehin (1), (6.3) u (6.4), mocsie qupeKTHOT padyHa 3aK/bydyjeMoO Ja Cy

cBa dyetupu cjieneha m3pasa

E(z@w').(a®1/),(x®w/)~(a®1/)(a ®b), ﬁ(z®w/)~(a®1')vm'a®w/(a ® b),

Lros SO (@), preeeetd (0 @)

jeTHAKA M3paszy

a® L (b) + (0 L5 (a)a+ o L7 (a)(1 — a)+
+ (1 — o)L (a)a+ (1 —a")L(a)(1 — ) ® b.

Ha ocunoBy Tora, Jleme 5.5 u Ilpumende 5.6 pobujamo npsy jegnakocr. /[lpyra ce
JI00Hja CIMTHO.

(4) HakoH HEKOJIMKO KOpaka JA001jaMo

£$®w’+w®y,$®w’+w®y(a ® b) — £x®w/+w®y,x®y(a ® b) — £m®y7x®w/+w®y<a ® b)

= LY (@) = a® LYY(b) + LY (a) @ b;
(5) Ipema (1), (6.3) u (6.4) nobujamo na cy cBa derupu ciaegeha mzpasa

£(@®w)-(188),(20w)-(188) (a®b), E(a:@w’)'(1®B),(1®5)'(w®w/)(a ®b),

E(l@ﬁ)‘(oc®w’),(:c®w’)~(1®,8)(a ® b), E(1®,3)'(x®w’),(l®,3)~(z®w’)(a ® b)
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jeaHaka m3pasy

a® L (b) + L7 (a) ® B0 + L7(a) @ (1" — B*)bB+
L5%(a) @ B76(1" = B) + L2%(a) @ (1 = 57)b(1 — B);
(6) Caemu ma ocuoBy (2). O

IIpumenba 8.3. V ommrem ciydajy, (z®vy) - (@ ® ) # (v - a) ® (y - B) na, mpema

rome, ind(F ® F) ne Mmoxe 6utn Ter3opcku npou3sox ind E u ind F.

CraB 8.4. [Ipecaukasarve
T:(indE®B)® (A®indF) - ind(E® F),

dedpurucarno wa esemenmaprum mensopuma eycmoe nodekyna (Up/. @ B) &
(A®@Ur/.) Kao

T(z]@Ba@ ) =[z@w) 108+ (@) (way),

je xoMOMOPPHU3aM MOOYAG U USOMEMPUYKO YMANAIbE.

Jlokas. TlpBo, Ha ocHoBy Crasa 8.2 (mesoBu (6), (5) u (2)),3a 2= (z®@w')-(1®
B)+ (a®1l) - (w®y) Baxku

<Z>Z>1®1/ = <x7$>1 ®ﬁ*ﬁ + Oé*Oé ® <y>y>1’ =

(8.1)
=((z®B,a®y),(r®8,a®y)).

[IpeciimkaBame T je m00po medpuHUCAHO. 3aucTa, akKo je & ~ Ty, OHIA BaXKH
(z2@wW) - (1®F) ~ (xr;@w) - (1® ) jep ce MOXKe MOKA3ATH JIa je HUXOBA PA3JIUKA,

CKaJAPHO MMOMHOYKEHA cama ca cobom, jerraka Hyan. CImdaHO je u 3a y ~ Y.
AuTUBHOCT je OvurIe Ha.

3a jecuo muokeme, kopucrehn Cras 8.2 (nenosu (3) u (5)), gobujamo

T((Pep a0y -(e@b) =T(lz-a © pb,aa®y-b]) =
=[z®w)- (a®pb) +(w®y) - (aa®b)] =
=T([z]® f,a®[y]) - (a® D)
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u CJIUYIHO 3a JICBO MHOZKCIbLE.

Konauno, va ocuoBy (8.1) caennu ga je T m3omeTpuja, 1akje, yraname. O

ITpumenba 8.5. V ciyuajy Apseconosux cucrema npoussoja (A = B = C), nobu-
jeHo yramame je 3ampaBo m3oMopduszam Ha ocHOBY Teopeme 2.9 u [locrenute 2.10
rje je mokasaHo Jia je oujo Koja jeaununa 2z € Upgrp 00IMKa 2z = * ® Y 3a HEKe
jemunune r € Up n y € Up. Mebhyrum, 1oTOBO cBaku Ouran KOpak y J0Ka3y He
Baykd y omnmreM ciaydajy. Ilpema Tome, Tpebano 6u nahu noTmyHo Apyraduju J10Ka3

WK OJITOBapajyhm KoHTpampumep.
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9 (ITor)mpocTopHU cUCTEMU IIPOU3BOAA

Y 0BOM TIOTJIAB/BY JOKA3YjeMO Ja Ce MHIEKC MPOCTOPHOT WM MOTIPOCTOPHOT CHC-
TeMa IIPOU3BO/Ia MOYKe TpeNu3Huje onucaTu. Hanme, penanuje ~ u ~ ce MOIyIapajy,
U ce moxke pekoncrpyucaru nomoly ind(E) xao U = B @ ind(E) u KoHATHO, KOM-

wierupatbe y Jlebunnnujn 6.4 uuje neonxoano. (Bumeru [12]).

[Moncernmo ce meduHuEje TPocTOpHOT cucTrema mpoussona (/ledbunurmja 4.7)

1 HaBeJIUMO AePUHUIU]Y TOTIPOCTOPHOT CHCTEMA ITPOU3BOIA.

Hedbunumuja 9.1. [Ipocropau cucrem npou3Boaa je CUCTEM TPOU3BOAA KOjU CAJIP-
KU TeHTPaJTHY YHUTAJHY jeauHuily. CucTeM MpoM3BOMIA je MOTIPOCTOPHU aKO ce

MO2K€ YTOIIMTH Yy HEKH IIPOCTOPHU CHUCTEM IIPOU3BOIA.

IIpumenba 9.2. Ckajie je oKapaKTepucao IIPOCTOPHE CHCTeMe IPOU3BOJIA T'eHep-
ncaHe jequHUIAMa Kao Bpemenckn ypehere @okose momyre (ITormasbe 10, n3mely

[Tpumepa 10.1 u TIpumepa 10.2).

IIpumenba 9.3. [lojgcehama paau, jeanHuna w je MeHTPAJTHA aKO W CAMO aKO BarKu
bw; = wib 3a cBako b € B m cBako t > 0. TakBa jeamHuiia He MOpa Ja HOCTOJU
(ITpumep 10.3). MebhyTum, yKOJIUKO je MPUCYTHA, HA OCHOBY H-€HHX OCOOHHA MOKe
ce JIOOUTH MHOT'0 MHTEPECAHTHUX PEe3y/ITaTa.
Ha ocuoBy Jleme 5.7, H0BO/bHO je HPETHOCTABUTH Ja CHUCTEM IPOU3BOJ/A MMAa,
HEeHTPAJIHY HENPEeKUIHY jeIUHUIY YMECTO HeHTPAIHY YHUTAJIHY jeIAHUILY.
[ToTnpocTopHE cUCTEM IIPOU3BO/Ia He Mopa 6uTH u npoctopau (Buzeru [7, [Tormas-

7be 3]). OBpHYTO je TPHUBHjaTHO UCITYHEHO.

TokoM oBor 1orjaB/ba MPETHOCTAB/bA C€ Jia je pedepeHTHa jeJIMHUNA W IeH-
TpaJIHa.

Cuneneha jiema mpejcraB/ba HajBayKHUjE CBOJCTBO IMEHTPATHUAX jeTHHUILA.

Jlema 9.4. Axo je jedunuuye w yenmpaara, onda 3a cee b € B u cee x € U sascu
L59(b) = L5(1)b. (9.1)

Taxohe je L%(b) = bLY"(1).
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Jokas. Ako je w meHTpasHA, BaXKH

(T4, wp) —

- 1
coo(p) = fim e =0 b= L7(1)b.

t—0+ t o t—0+ t

Taxkobe,
L2(b) = (L2(b7))" = (L7(1)b%)" = bL"(1).

]

Cuoreniehu cras omoryhyje jga ce jokazaHe TBPJIbE O IIPOCTOPHUM CHCTEMUMA

IIpou3BOJa MOI'y IPUMEHHUTH U Ha IIOTIPOCTOPHE CUCTEME IIPOU3BOIA.

CraB 9.5. Hexa je E nomnpocmopru cucmem npouseoda ymonmer Yy npocmopru
cucmem npouseoda E ca uenmpasrom jedunuyom 0 u Heka je w 0uao Koja jedurnua

y E. Tada je npecaurasarve
O: Uy v {v—w|rxelg} CUy, Pl)=r—w

ymanarve. Odysumare je y Up, mj. ®(z) =2z —w=cBoH (—w).

pyeum pevuma, Ug je adunu nomnpocmop y Us.

Jlokas. 3aucra,

O(z-a)=P(raBw(l —a))=(raBw(l—0a)BOoHB (—w) =
(zBOH(—w))aBo(l —a) =d(x)-a

(cimuno u 3a $(a - x)). Konauno, gako mobujamo
(®(2), ©(y)), =
— EIEB(I)EB(fw),yEBtZ;Hﬂ(fw)(l) . )C:EEE@BH(fw),LZ)(l) . Eo&,yBﬂcﬁzBﬂ(fw)(l) + EUD,@(l) _

- <ZL‘,y>1-
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Hapenun cras ycmocrassba jegmaxoct pejangja ~ (u3 (6.5)) u ~ (Hedununmnuja
6.4).

CtaB 9.6. Hexa je E nomnpocmopru cucmem npouseoda. 3a pesauujy exeusare-

yuje ~ uz ledpunuyuje 6.4 easrcu:
r~y <= x=1vy" 3amnexo B

Zlokas. llpermocraBumo mpBo Ja je F MpOCTOpHH CHUCTEM IPOM3BOJIA U H3a0epUMO

3a pedpepeHTHY jeIMHUILYy TEHTPAIHY jJeJUHUILY W.

Ha ocuoBy Jleme 5.5 Baxkn
z+w =af (9.2)

jep je Lo = L7798 ¢ e U,
Axo je r = y” 3a mexo € B, onga je na ocrosy (9.2)

(x—y,x—y)y = (W) =0,

1j.  ~ y. (Yupaso qokazan cMep 61 BayKHO U aKO w He Ou OUIa TeHTPATHA je/THUIIA. )
Heka je (z,x), = 0 u b je mosurusan enement y B. Osmaumvo b = b/||b]|.

Estemenr b je nosurusan u saxu 1 — b > 0. ITpema Crasy 6.3 (7),
<I’$>B < <£L‘,l’>1 (93)

na je (z,z); = 0. Ha ocroBy Komm-IIIBaprose nejennaxoctn (6.7), (x,y); = 0 3a
cBako y € U. Heka je f = L“(1) — L*(1) € B. Ha ocuosy (9.1) je

L7Y(B) = L7V (D) + 57D = L7Y(b) + L29(D) — L (D) = (w,y); + L (D),

naxmae, £7Y(D) = L¥(b). Kako je csaku esement y B jumeapua xoMOuzammja
HAJBUITIE YeTHPHU MO3UTWBHA eJeMeHTa, T00ujamo L7V = Lo, Kopucrehu Jlemy
5.5, zakmydyjemo P = w.

Casa je jacuo na ako je x ~ y, 1j. (x —y,x —y); = 0, ojmax caeqn x —y = w’ 3a

neko € B. Kopucrehu (9.2), nobujamo

:z::y—i—wﬁ:yﬁ.
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Ako je E mornpocTOpHE CHCTEM HPOW3BOJA, OH C€ MOYKE YTOIUTH Y HEKH IPO-
CTOPHH CUCTEM IIPOU3BOIAA E KOJU CAJAP:KW MEHTPAJTHY jeIMHUIY W.

AKko je x ~ y, Taja je OYUIJIEIHO T — W ~ Y — W M4 je, IpeMa IPeTXOTHOM ey,
r—w = (y—w)’ 3a mexo B € B. Ha ocrory Teopeme 6.2 je v —w = y’ — w, onake
cremn x = y°.

Vkomuko je v = y?, camuHO Kao y IPeTXomHOM Jiely MOXKe ce IOKa3aTH Ja je

T~ . [

Teopema 9.7. Axo je E nomnpocmopru cucmem npoussoda, onda je U /.. Xuarbep-

moe B — B modya.

Jlokas. Jenuuo 1mro Tpeba Ja mokazxkeMo jecte jaa je U /.. kommteran. [IpermnocraBu-
MO TIPBO Jia je [ mpoCTOpHH CHCTeM IIPOU3BOIA.

Hexka je ([2"]) Komujes nu3 y U/, Tj. 3a cBako 0 < € < 1 moctoju nyg € N Takso

Jda

[z"] = [2™]|]? = || (z" — 2™, 2™ — 2™), || < &* 3a m,n > ny. (9.4)

Xresum 6ucmo 1a nokazkemo Ja je ([z"]) kouseprenran uus. OH je, HAPABHO, OrPAHH-
wen. [IpBo tokasyjemo ma je ((z", 2™);) Komumjes mus, re je b = b/||b|| u b npousso-

JbaH TMO3UTHBAH ejleMeHT y 3. 3a m,n > ng, Ha ocHoBy (9.3) BuamMo Ja je

I G,y — (™, 2™y | <
< =2 = Y (= 2 | ] @t — e | <
< (= 2™ 2" — ™), |+ 24/ e — 2w — ), (/] (@, am), || <

< €242\ /|| (@™, am), || < ¢ const. (9.5)

3a TpefcTaBEWKa Kjace eKBuBajdennuje [17] uzabepnvo jequmumy (z), B, =
—L£%*"(1) € B n ozmaanmo je ca z°". Ha ocuosy (9.1) Basku L&%(b) = L59(1)b.

CxomHo ToMe je
L (B) = (L7 (0)" = (L72(B) + (B)"D)" = (L (1) + (B2)")D)" = 0
3a n € N. Caga 3ak/bydyjemMo 1a je

B ghn 7 Bm pBm T - ' m m o n n m m
Lo <b>_£ 7 (b>:<xﬁ 7$ﬁ >5—<$5 7$B >5—<£C » L >B_<x y L >I~7‘
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(Iocnenma jegnakocr caean u3 Crasa 6.3 (5).)
IIpema (9.5) BaxKu

[(L7757 = L7 7)(b)]| < & const]|b]], (9.6)

3a cBakH mo3uTuBaH ejaeMeHnT b. Kako je cBaku eemenT u3 B inHeapHa KOMOMHAIIN]a
. . . R .
HAJBUIIE YeTHPHU TMO3UTUBHA €JIEMEHTa, 3aK/bydyjemMo ma je (L7% ") Kommujes Hu3
. . B B
y B(B), muoxehn koncraunry y (9.6) 6pojem 4 ako je norpebno. dakme, (L")

KOHBepPTHUPA.

3a cBako y € U,
(y, 2" — ™)y (" — 2™, y); <[ (2" — 2™ 2" — 2" [y, y)5 -

IIpema (9.3) u (9.4) je || (2™ — 2™, y); || < /|l (¥, v), ||. Ha ocxoBy Tora Bumumo na

BaxKu

1= — £= ") B)|| < e/l (s ), 11Dl

. . Bn
3a CBaKM MO3UTHBAH esteMeHT b € B. Kao u masonpe, nobujamo 1a je (L7 ") Komm-
jeB uu3 y B(B) ma, mpema tome, KouBeprupa. Illtasumte, on 3agoBosbaa Korujes

YCJIOB PaBHOMEPHO IIO CBHM Y 3a Koje Baxu || (y,y), || < 1.

Haxkie, nocroje K, K, € B(B) taksu 1a

lim || "™ — K| =0, (9.7)
n—-+o0o
: by _
ngrfoo £ K| =0. (9.8)

Kaxo cy |2 =™ ||, |C="9]| < const, 3a n € N u || {y, ), | < 1, cyve

+00 ,m Bn 2Bn\m +oo ,m xBn m
y e S Y e
— m! — m!

paBHOMepHO KoHBeprupajy mo n € N ma je, mo Jleberosoj TeopeMu 0 JOMHHAHTHO]

KOHBEPTEHITH]H,
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frgbn R m(Lmetmym

lim (z/", ex?") = lim e** = lim — =
n——+oo n—-+oo n——+oo m'
m=0
+oo Bn
B e tmLe )
lim (z;",ey;) = lim e = lim — =
n—-+oo n—-+oo n——+oo 0 m‘
m=

[Ipema Towme,

lim (z0", exl™) = idg + tK + O(t?),

n——+o0o

lim (z)", ey,) = idg + tK, + O(t?).

n—-+o0o

(9.9)

(9.10)

JlaxJje, HAIILIM CMO je3rpa rpanudne Bpeanoctu Hamer KomujeBor nmsa. Caja

oucmo moram omamax ga npuMmeruMo Crtas 5.1 koju 6m Ham 00e30e110 TTOCTOjarkhe

jenmnune u; ca jesrpuva K, K,. Mehyrum, ocraje murame na jm Ta jeguHHIA

3aj0Bo/baBa yciaose CraBa 5.1 u, mpeMa Tome, npunaaa /. 300r Tora MOpamo Ia

Hahemo apyru Ha4MH J1a J00UjeMO Uy.
Bn ..Bn

Heka je ¢ > 0. Kako lim (x;",z;/") u liril (:L’f",yt) nocroje y B (paBHOMEPHO
n—-+00

n—+00

o y, || (y,v), | <1), mocroje ny,ny € N raxsu na

i af) = ) < 50 m 2,
B €
H<xt 7yt> <xt 27yt>H < 57 n = ns.

Heka je ng = max{ni,na} uw m,n > ng. Ha ocuosy (9.11) u (9.12)

|t =)™ |5, = (@™ — a2 — 2|5 =
_”<xt 7xt ") — <xfm xme‘
+ (@) ) — )+ () —xf",xt M <
< B Bro o o Bro o
||<J:t y Tt > <xt y Ly >H+H< > <It y Lt >||+
m m /Bn ,Bn ﬁﬂ Bn B"L
+ 2|, 2y — (@, x 0>||+2||< 0 ") — (",

2|l Y — (@0 2| < e

Bn

(9.11)

(9.12)

18n>||+

Opasue cieau ja je (r)") kouBeprenran Hu3 y Xujbeprosom B — B mojuyiny Ej.

OsHaunMo HEeroBy IrpaiHuvHy BpPeIHOCT
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lim ;" =u; € E}. (9.13)

n——+o0o
Ha ocnoy (9.9) u (9.10) mo6Gujamo

(ug, ouz) = idp + tK + O(t?),
(ug, oy;) = idp + tK, + O(t?).

Jla 6ucMo 3aKJ/bYUWIN 1A je Uu; JeHHHUIA, TOTPpeOHO je caMo Ja HPUMEHHUMO JIIMEC
(kajt n — 00) Ha jeJIHAKOCT

of @t =l

13 (9.7) u (9.8) BUANMO 1A BaKN

lim [[{(z" —u, 2" —u),| =0,
n—-+00
Tj.
lim [z"] = [u]
n—-+4o0o

y U/~. Haxne, U/ je Xunbepros B — B momy.

Vkosimko je E moTnpocTopHM cHCTEM TPOU3BOjIa, MOYKEMO Ta YTOIUTH Y IPO-
CTOPHU CHUCTEM IPOu3B0oJia F ca meHTpasHoM jeIMHUIIOM W, a OH/IA IIPUMEHUTH [PeT-
XOJIHU cJIy4aj. JeauHo ocTaje MUTame Ha JU IpaHWYHA jeuHHNa npunaga F < F.

MebyTim, moTBpiaH oJroBop oJmax cjean Ha ocHOBY (9.13). O

Cras 9.8. Axo je E nomnpocmopnu cucmem npoudsoda, onda je U (anzebapcru)
usomopdro ca ind(E) @ B kao decrnu B-modya. Axo je E, noped moea, npocmopru

cucmem npouseoda, onda je U uzomopgno ca ind(E) & B rao deocmparnu B-modya.

Zloxas. Mozkemo npeTnocTaBuTH Ja je w yHUTa Ha jeanHuna. Ha ocHOBY npeTrxo/iHe

TEoOpeMe U CTaBa, MOXKEMO KOHCTPYHMCATH KpaTakK TadaH HU3 XUJIOEPTOBUX MOJLYyJIa

0= BSUS ind(E) — 0,
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rie je i(3) = w® u 7 je Kanoncka npojexnuja. Ilokasyjemo ga ce HH3 TeHa TaKo IITO

KOHCTpyHuIemMo xomomopdusam j : U — B

J(x) = (L7(1))" = L25(1).

OBo npec/MKaBambe 3aJ10BO/baBa,

e +y) = (L£7(1) + L2(1) = L29(1)" = j (=) + 5 (v),

jlx-a) = (@ L) + (1 —a")£24(1))" = j(z)a

jep je w ynurasHa na je L%(1) = 0.
AKo je w joimn u meHTpasHa jeuHUIA, OHIa je

jla-x) = (L5(a") + L24(1 = a"))" = (L7 (1)a")" = aj(x)

jep Baxku L% (a) = L (1)a (Jlema 9.4).
Ha xpajy, npuMernmo jour ma je j o i(f) = j(w”) = B. O

Creneha nocnequna je gokaszana y [6, Teopema 3.5.2] moj 101aTHOM MPEIIOCTAB-
KoM Ja je B doun Hojmanosa anreGpa u, y nyHoj ommrroctu, y [22, Teopema 5.2].

OBze majemMo IeH jeHOCTaBaH J0Kas3.

Ilocanemuua 9.9. Heka je x nenpexudna jedunuya y nexom cucmemy npouseoda F
nad B. Axo ce E mooce ymonumu Yy HEKU NPOCMOPHU CUCMEM NPOu38oda, mada
2EHEPAMOD NOMNYHO NO3UMUEHO dedunumme nosyepyne (x;, bx,) uma Kpucmencen-

Esancosy dpopmy, odnocro

L57(b) = (Co, o) + Bob+ bBs,

2de je (, eaemenm mexoz deocmparoz Xuabepmosoz B — B modysa u B, € B.

HImasuwe, zernepamop 00 (xy, byy) uma dopmy

L7Y(b) = (G, bCy) + 520+ by,

)



Jlokas. Heka E < E u nexa je w ueHTpasHa yautanna jeananua y . [pema (6.4),
JUPEKTaH padyH Jaje

(@.b-y), = £749(1) = £74(1) = £2PY(1) + £2(1) =

— (L (1)" = £7(1) = (L(1) + £2(1) =
= L%Y(b) — L%(b) — LY(b) + L(b).
Kopucrehu unmenuny ja je w neHTpajHa U yHHTAIHA, 1001jamMo

L£74(b) = L2(1)b = j(2)",

L9Y(b) = bLY(1) = bj(y),
Lo(b) =0,

rje je j npecaukaBaibe u3 Crapa 9.8. [Ipema Tome, BaxKu

L2V(b) = (2, b-y)y +5(x)0+ bj(y) = (], 0ly]); + ()"0 + bj(y).
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10 IIpumepmn, mpumeade

Cnenehn mpumep mokasyje Ja je WHAEKC CHCTeMa TTPOU3BOIA JBOCTPAHUX XuI0ep-
ToBux Moxayaa Hax C*-aarebpom B, xoju je medunucan y Ilorsasmy 6, yommreme
IojMa MHJEKCa CHCTeMa HPOU3BOJa Koju je yBeo Apwecon (y cayuajy B = C).

(Buneru u [Ipumeaby 6.11).

ITpumep 10.1. Heka je £ ApBecoHOB cucTeMm TPOU3BOJA, Tj. CHCTEM IIPOU3BOIA
nay C. Taza je U/ usomopdro BekTOPCKOM npocropy aumensuje ind(F).

Baucra, Kako CBakd ApPBECOHOB CHCTEM IPOM3BOIA CAIPYKHU jEJIMHCTBEHH MAaK-
CUMAJIHU TIOJICUCTEM THIA | HCTOr MHJEKCA (CHCTeM TeHepHCaH CBUM jeMHUIAMA),
MOZKeMO TIPETIIOCTABATH Ja je F reHepucan HeKUM HEeIPEKHIHUM CKYIOM jeJInHHIA.
Apgecon je nokazao ([2, Teopema 6.7.1, Cras 3.1.5] ) 1a je E uzomopdHO KOHKpeT-
HoM cucremy npomssoga CCR Toxa panra n = ind(E) koju genyje ua B(el’(000).K))
rie je K Xunbepros npocrop mumensuje n. [pema [pumepy 1.19, U/ = {[U¢], ¢ €

K}, tae cy US jenuante nedunucarne
Ui (exp(f)) = exp(xion ® C+ 8if), 120, f € L((0,00), K)
u (S;) je mudr-momyrpyna nngexca n xkoja geryje ma L2((0,00), K) kao

flx—1t), x>t
0, O<zx <t

Stf(@ =

Vanmajyhn jequauny U° 3a w, BUinMo fa Baykn
<[U<]7 [Un]>1 - <UC7 Un>1 -
_ EUC,U"<1) i ,CUC’UO(1> . £U07Un<1> _'_ ﬁU()’UO<1) _ <C’ 77>K
jep je, HA MpuUMeDp,

<Uf, Ut’7> -1 pteUSU) _
= hmf = C(UC7U77> = <C777>K7

t—0 t t—0

na ocuoBy (1.10) u (1.15).

[Ipumerumo j1a Baxku
([USH — U+ UM, [U = [US+U"), =0
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([U] = [aU®], [U*] = [aU]), =0, a€C,

onakJie jobujamo [USH] = [US + U u [U*] = [aU¢]. TIpema ToMe, Hpec/MKaBatbe
K 3 (¢~ [US] €U/~ je usomopduzanm.

Kaxko je BekTopcku mpocrop nornyro oapehen cBojom jumensujom (10 Ha u30-
mMopduzam), MoxkeMo cMmarparn Xuabepros B — B moxyn ind(E) oarosapajyhum

yonarremeM HHAEKCA.

Bpemencku ypehenu PokKoOBU MOIYJIA

Bpemencku ypehene @okose mojyse npeu ysoge Bar® u Ckajue y [9], kao oc-
HOBHE MpHUMepe CUCTeMAa MPOU3BOoJa XMIOEPTOBUX MOIYJIA, MITO TMAPAJIEJTHO OITO-
Bapa ToMme jia cy cuMmerpudnu POKOBU MPOCTOPU OCHOBHHU NMPUMEPH APBECOHOBUX
cucTeMa Ipon3Bojia XmibepToBux mnmpocropa. Jlera/pHO M3ydaBame BPEMEHCKH ype-
hennx Pokosux mMojysa ciposoje Jlubmep u Ckajue u pesysarare upukasyjy y [15].
Henpexkuane jenunuiie BpeMencku ypehenor PokoBor MOIy/a Cy YIIPABO €KCIIOHEH-
IUjasIHe JeJITHUIE U IbUX0BE PEHOPMATN3AIIK]je, TIITO 0/Ir0Bapa CJIydajy CAMETPUIHUX
DoKOBHUX TPOCTOpPA, OCHM IITO je Cajia PEeHOpMaJIM3alluja jeJUHUIA 3HATHO KOM-

NJIMKOBaHUja 300r HeKoMyTaTuBHOCTH C*-anrebpe B y ommreM ciaydajy.

Heka je F' Xunbepros B—B momy. Tlpocrop L2(R,, F) uma crpykrypy Xujibep-
tosor B — B momyna. Ilyn ®okos moxyn man L*(R,, F) je nedunncan xao

F(I*Ry, F) = P LRy, F)™",

rie je L2 (R, F)®® = Buw =1 € L*(R,, F)® upexncrapmpa Bakyym. 3an € N je
L*(R,, F)®" = [2(R", F®").

Heka je A, xapakTepucTumdHa (pyHKIHja CKYIIA
{(tn, ... t1) ity >--- >t >0} CRY.

A, nemyje kao npojekrop ma L*(R'}, F®") u A je ugenrurer ma Bakyymy. Heka je

[0.9]
A =@ A,. Bpemencku ypehen QoKoB MO je JBOCTPAHE MOAMOLY.

n=0

IN(F) = AF(L*(Ry, F))

6B. V. Rajarama Bhat
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y F(L2(Ry, F)).
Heka je I';y(F') pecrpukuuja II'(F') na [0,t), j. I'y(F') unne dbyukumje xoje ¢y Ha n-
TOM HUBOY pasaudute o HyJe camo Ha [0,1)". Bpemencku ypehenn @okoBu Mo ysin

Iy (F) amre cucteM Mpom3BO/A, 3aje/HO ca H30MOophu3MUMa
st Dg(F) @I (F) — Dyt (F)
KOju cy fAedpuHUCAHN
(05t (Fs @ G)|(Smy -+ 3 S1,tny ooy t1) = Fs(Sm — b, ..y 51 — 1) @ Gi(tn, ..., 1),

3aS+t> 8, > - >8 >t>t, > >t >0 ([24, Teopema 7.1.3]).

I'*(F) = (INy(F))er, je Bpemencku ypelen cucrem npoussoga Hag F. On uma
IEeHTPAJIHY YHUTATHY jeiuHuIy w = 1 (BakyyMm) ma je, mpema TOMe, ITPOCTODHH
cucrem npomssoga. Melyrum, IT'®(F) uma jomr mMuOro apyrux jeamuuna. Y [15,
Teopema 3 u Teopema 6] nokasyje ce ga cy cBe mempekujane jeaunuie y I (F)
napamMerpusoBaHe ckyrnoMm F' X B. Jemununia koja ogrosapa ypeherom napy (¢, 5) je

u(¢, B) = (ue(C, B))ier, , te je je n-ra xomnonenta uy ox u (¢, f) € I'y(F) nedbunu-
caHa

u?(tn, B ,t1) = e(t_t”)ﬂg (029 e(t”_t””wC R ® e(tz—h)ﬁgehﬁ

u 1) = e je yandopmuo Hempexkuana moayrpyna y B ca remeparopom 3 € B. Ako
ce m3abepy f = 0 u ( € F npousBo/pbHO, 100Mjajy Ce eKCIIOHEHIHjaTHe jeMHUIE
u(¢,0) koje peckanupamenm nomohy noayrpyne e (8 € B npoussosbho), aajy cse
octasie nenpekuae jeaunute u(C, 5).

Oyukruja t — u; € I'(F) u moayrpyna K = (KﬁC’ﬂ)’(C"ﬁ')), e

B3 b KO (b) = (¢, 8), bud( ¢, B)
cy yaudopmuo HenpekugaHe. ['emeparop L moayrpyne K je
LD (b) = (¢, b() + b+ b5 (b€ B), (10.1)

Kao mro Baxku 3a ApBeCOHOB cucTeM Hpou3BoJa Tuila I, BpeMeHCKH ypehen
CUCTEM TIPOU3BO/IA je TeHePUCAH CBOjUM €KCIOHEHIIMjAJTHUM jeIMHUIIaMa.

VY [25, Teopema 6.3] Ckaje mokasyje na 3a CBAKU MPOCTOPHU CUCTEM TTPOU3BOIA
Hasi B nocroju (jeinHCTBEHN 10 Ha JBOCTpaHu u3omopdwuszam) Xuiabepros B — B

Moy F', TakaB 7a je MakCMMaJIaH MOTHYHO NMPOCTOPHH TOJCUCTEM IOJA3HOT CHUC-
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rema npoussoja uzomopdan ca I'®(F). (Cucrem npoussoa je HOTIYHO IPOCTOPHU

aKo je TeHEepHUCaH CKYIIOM jeJIMHUIA KOjU CAJpKU NMEeHTPAJTHY VHUTAIHY JeUHUILY -

sugiern Jledununujy 4.7). 3anpapo, MOTIYHO MPOCTOPHU CHCTEMHU HPOU3BOIA XIJI-

oeprosux B — B momyna cy Bpemencku ypehean. Xmabepros B — B momyn F ce

cMaTpa UHJAEKCOM TMPOCTOPHOT CUCTeMa TTPOU3BO/IA.

Hapeinu npumMep roBopu 0 TOMe J1a MHJEKC CUCTEMa IPOU3BO/Ia KOju je jJeduHu-

can y llorsraBspy 6, yonmmrasa mojaM WHEKCa TPOCTOPHUX CHCTEMa MIPOU3BOJIA KOJU

je yBeo Ckajue [25].

IIpumep 10.2. Heka je F' Xunbepros B — B mounyn. Tana je
ind(T®(F)) = F

kao Xuibepros B — B Moy.

Y3umajyhn y 063up ouepanuje y Ure(p) (1edunncane y Iorsmasmy 6) n ynope-

byjyhu jesrpa, 3ak/bydyjeMo ja je IpecIuKaBarmbe

FxB 3 ((,8) = ul(, B) € Urer)

(anrebapcku) uzomopduzam Moysia, ykoauko uzabepemo w = u(0,0).

Taxkobhe, j1ako ce moka3yje ja je

u(¢, B)" = u(C, B +1).

Hauwme, kopucrehn (5.3) u (10.1) Bupumo ja 3a npoussosbno u(n, ) € Ure(p

LGP e (p) = LHCH ) () 4 4*h = (¢, by) + B*b + ba + 77D,

LUCHENuma) (hY = (¢ bn) + £*b + 7*b + b

u npumena Jleme 5.5 naje jeaqnakocr jemununa y (10.2). Ilpema Tome,

Urer)/~ = {[u(C,0)] | ¢ € F}

na je ind(I'®(F)) & F y anre6apcKoM CMUCITY.

(10.2)

) BaxKu
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Ha ocuosy (10.1) Buaumo ja je

(w(C, B), u(l, 5/»1 — En((ﬁ)m(c’ﬁ’)(l) _ Eu(c,ﬁ),u(ﬂ,o)(l)_
o ﬁu(O,U),u(C’,B’)(l) + £u(0,0),u(0,0)(1) _ <C7 CI> )

Hakite, ind(I"®(F)) je usomopdan ca F' kao apoctpanun XujabeproB MOJIYII.

Caza ciienu mpuMep CHCTEeMa MPOU3BOAa Oe3 MeHTpaJIHe jeTHHUIIE.

ITpumep 10.3. V [6, [Ipumep 4.2.4] gar je mpuMmep cucTeMa MPOU3BOAA KOJH HEMa
HUjeIHY TeHTpajHy jenuuuiyy. OBe HaBOAMMO JeTa/be W PadyHAMO WHIEKC TOT

CUcCTeMa IIpOU3BOIa.

Heka je B = K(G) + C1 (1 = idg) yuurammsanuja C*-anredbpe KOMIAKTHHX
olrepaTopa Ha HEKOM OeCKOHAYHO JUMEH3HOHOM XmjIb6epToBoM HpocTopy G U HeKa
je h € B(G) camoanjynrosanu omeparop. [Tocmarpamo Xuiabeprose 5 — B momyie

B; = B kao gecue Xmiabeprose B-Momy/e, 3ajeHO Ca JJEBHM MHOKEHEM
bz, = ebe "y, be B.

Onn dopmupajy cucrem npoussona (By)i>¢ ca unerrndukanujom

h ith

it -
Ts QY =€ x4 Ye.

Cucrem npoussozna (B;)i>o je renepucan jemmaunom 1; = 1 ma je, mpema Tome, THIIA

I. Takobe, (B;);>0 HEeMa MEHTPATHY jeIUHUIY aKO U caMo ako h & B.

3a cBaky nenTpaany jeaunuiny £ = (&), & € B, Mopa na Baxu
b-& = ebe e, = b, 1j. be ¢ = e D, be B.

Kaxo je nenrtap ajurebpe B rpusujasan, e "¢, je yMHOXKAK MIEHTHYKOD OMepaTopa
na je & ymuoxkak o €. Ako cy & pasimunTu 0j HyJe, OHH MOI'Y Ja e HOPMa-
m3yjy Tako ga oyae & = e, Caga cienn na h = —i%|t:0 npunaga B. [dakie, ako

h ¢ B, onga cucrem npoussoga (B;);>p HeMa IEHTPAJIHY jeIHHUILY.

Uspauynajmo cajia nHjgeke cucreMa npoussona (B;):>o. Heka je & npoussobna

HeIpeKHIHA jeIHHNTA 1 HeKa je £, = e~ "¢, Ounraenno, & je yandbopMHO HelpeKn;i-
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Ha gamumiauja. Buaumo jga Baxkn
§;+t — e—i(s-ﬁ-t)hés ® ft _ e—i(s—i-t)heithé-se—ithé-t _ 5;52

U3 tora ciaemu jga je & = e'B¢ 3a mekn orpaunuen omeparop B na G. Hexa je

A¢ = Be + ih. Cana nobujamo Ja je cBaka Henmpekuana jenununa y (B;);>o ob1uka
ft —_ e’ithet(Agfih), (103)

3a Heko A¢. IllTaBumre, HamasmMo 1a je

ith 6t(Agfih) -1 eithet(Agfih) -1

S 1et(A5’ih) +————| = lim eB
t—0+ t t t—0+ t

jep mocJie ik u pa3aoMak nputana 3 , Kako cy eKCcroHeHnnja e hyHKIMje aHaInTH-

YKe, KOHBEPIeHIja je paBHOMEPHA.

N3zabepumo jenmuniyy w 3a kojy je A, = 0. ITpema (10.3), w;, = 1.

3a npoussosmhe £, € U u b € B Baxnu

(&, b-my) = <€ith6t(A5—ih)7 eithbe—itheithet(An—ih)> _
= (e'thetAemih)yxpithpot(An—ih) — HAgHiIR) pot(An—ih)

Ha ocnoBy Tora mobujamo

o) — PHALHR) (A —ih) _
’ = lim =

t—0 t

t(Ag-i—ih)b t(Ay—ih) _ 1 t(Az-i—ih) -1 b
— Jim & (2 )+ (e )b _ b(A, — ih) + (A% + ih)b.

t—0 t

IIpema Tome je

(€], )y = (€ m)y = L£57(1) — £59(1) = L(1) + L2(1) =0,

3a cee [¢], [n] € U/~. Hakue, U/ = {0}.

ITpumenba 10.4. Ynpaso nmoMeHyTH TpuMep MOKa3yje Ja CUCTeMH TTPOU3BO/1a, YaK
nako cy tuna [, He mory OuTH Kjaacu(pMKOBaHM Ha OCHOBY HuHJieKca. Hauwme, 3a

h € B cucteM mpu3Boja U3 TOT MPUMeEpa UMa IMEeHTPAIHY jeIUHUILY, 10K je 3a h ¢ B
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nema. lIpema ToMe, TaKBU CUCTEMU IIPOU3BOJIA HUCY U30MOPGHU YIPKOC YUIHEHUIN

Jla UMajy MCTH WHIEKC.
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11 Cucremu mHKJIy3uja XUJIOEepTOBUX MOIyJia

Y 0BOM TOIVIAB/BY YOHIITABAMO TI0jaM CUCTEMa MHKJIY3Uja XUIOEPTOBUX MPOCTOPA
Koju je nedbunmcan y [8], Tako MTO MOCMATPAMO CHCTeM WHKJIY3Uja JBOCTPAHHX
XuabepToBux MOJyJa W MOKa3yjeMo ja, y ojpeheHuM ciydajeBuma, HEKe OJI 0CO-

Oumna ocrajy na Baxe [31].

Cuctemn mHKIy3uja XWIOEPTOBUX MPOCTOPA Cy mapamMerapcke damminje Xui-
6epToBUX LPOCTOPA, CJAUYHE CHCTEMHUMAa IIPOU3BOJA, Ca PA3JIUKOM Y TOME IITO CY
VHUTapHAa IIpecauKaBamba Koja MoBe3yjy oarosapajyhe XujabepToBe MPOCTOpe 3aMe-
BbeHa W30MeTpHhjaMa. 3alpaBo, OBU O0jJeKTH €y JOCTa HPUCYTHU Y CAMOj TEOPUjU
cucrema npoussoja. Ipuapyxusame cucrema npoussoga CP-nosyrpynama ce oct-
Bapyje Tako mTo ce IpBo (hopMupa oapeheHn cucTeM HHKIY3Hja, & IOTOM ce, TToMohy
TeXHHUKe WHIYKTUBHUX JIHMeca, JJ0OUja CHCTeM MPOM3BOIA (JIeTa/bu ce MOTY BUJETH
y 19]). ¥V [8] cy nedunncanu cucremn nHKIy3uja XUAGePTOBUX IPOCTOPA U YIMOTPe-
O/beHa je CymITHHA MOMEHYTOr mocrynka (u3 [9]) ma ce gokazke Ja CBAKH CHCTEM
WHKJIY3Hja WHIYKYje CHCTeM ITPOU3BOJIA JIeJOBamkeM WHIYKTUBHUX JuMeca. Takobe
je mCTaKHyTO Ja ce ryIaBHe 0COOMHE CHCTeMa ITPOU3BO/a, Kao MITO Cy HIIP. TOCTOjarhe

jeIMHUIA U CTPYKTYpa Mopdu3ama, MOTY BHIETH HAa HUBOY CUCTEMa MHKJIy3Hja.

O cucreMuMa WHKJY3Hja ce, OTIPHJIAKE Yy WCTO BpeMe, rosopu y [20], anu mox
Ha3UBOM ~cUCTeMHU TOoTHnpon3Boaa”. Pa3zmarpa ce muXoBa OIIIITa TEOpHja U, Takohe,
Besa ca nornyso nosutuBauM (CP) momyrpynama. C o63upoM Ha TO Ja MOCTOjU
OITACHOCT OJ1 3a0yHe Mel)y TepMuHHMA ’CHCTEMHU TOTHPOU3BOAA” M ~IOJCUCTEMHU

npou3Bo/Ia” , KOPUCTUMO TEPMUH ~CUCTEMH MHKJIY3Hja” .

Y 1u/by yomumrema MojMa CUCTeMa WHKIY3HWja XMUJIOepTOBUX TPOCTOpa U J00u-
jama HEKNX CJAWYHUX pe3yaTaTa y TOM OIINTHjeM CJIy4ajy, MOCMATPaMO CHCTEMe
UHKJIY3Wja ABOCTPAHUX XWIOepTOBUX Momayia Haj C*-aarebpoM KOMIAKTHHX OIlle-
paropa Ha HekoM XwuiabeprosoMm mpocropy H, tj. wax B = K(H). Tlosnaro je
Jla CBaKW OrpaHwdeH B-jmHeapan omneparop Ha XuibepToBoM B-MOpyLy uma aj-
jyurosanu oneparop (caemu u3 [17], [11]).

C*-anrebpa B uuje yHHTAJTHA OCHM y CAydajy Kaja je H KoHadHe auMeH3wmje.
Tokowm oBor mornasba, C*-anrebpy B = K(H) 30BeMo MaTpuvHa ajgrebpa yKOJIHKO

je XubeproB npoctop H KoHauHe IuMeH3H]e.
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Hedbunaumnuja 11.1. H*-anrebpa Z je Banaxosa anredpa Z ca HHBOJIYIHJOM & — x*
Koja je yjenno u XmwiOepToB MPOCTOP €a CKAJTAPHUM Tpou3BoaoM (+,+) : Z x T — C
3a KOjU BayKu

(vy,2) = (y,272) = (v, 2y"), w,y,2 €L

IIpumep 11.2. Nneas Xuubepr-ITImuroBux oneparopa Ha Xuja0epToOBOM ITPOCTOPY

H, y ozuanu Co, je H*-anrebpa rje je ckajaapuu npoussos (-, -) — C gedunucan ca

(A,B) = tr(A*B), A,B €.

Hedbununuja Xunbeprosor H*-momuyna wan H*-anrebpom Z (Bujern [4]) y cayuajy
kKaga je Z = C, je

Hedbunanmuja 11.3. Xundbepros Co-momya W je necuan Co-MOIyI cCHADAEBEH CKaJIaAP-
HUM Tpou3BogoM (-,-) : W x W — C; (C; je maeas HyKJeapHHX OlepaTropa Ha

Xuabeproom mpocropy H) 3a Koju BazKu:
1. (z,ay) = alx,y), a € C, x,y € W;
2. (x+y,z)=(x,2)+ (y,2), z,y,2 € W;
3. (x,ya) = (x,y)a, a € Cy, x,y € W,
4 (z,y)" = (y,2), z,yeW;
5. Ve € W (x #0) Ja € Cy (a # 0) Tako na saxu (v, ) = a*a;

6. W je XuabepToB mpocTop ca cKajgapHuM mpoussogoM (x,y) = tr((z,y)).

Y [5], Jamup Bakuh u Bopuc I'yspam onucyjy Xuibeprose C*-momyie nam C*-
ayiredpoOM KOMIIAKTHUX OMEPaTOpa Ha HEKOM XUJI0EePTOBOM IIpOCTOPY. 1Tu pe3yararu
cy HaBemenn y CtaBy 1 MOMEHYTOT pajia U 'y KOMEHTapuMa Koju My mperxoqe. OBe

ux mutupamo y CraBy 11.4 u HemocpeaHo mpe mera.

Heka je E npounsBosban Xuabepro C*-momya Hax C*-aaredbpomM CBUX KOMIIAKT-
HUX olepaTopa Ha HeKoM XuibeproBom mpoctopy H (Bugern dedbununujy 3.1).
Hexka je

EQ, = L(EC,)

muneapuu omorad ckyna ECy = {za, © € E, a € Co}. Ouurnenno, £, je mommoyn

y E u y ucro Bpeme je (mecum) momyn uan H*-anare6pom Co. CKaJapHU MPOU3BOJL
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y E, nupuMemen Ha ejeMeHTe U3 ng uma Bpeanoct y C;. Ha ocuoBy Tora, E82 je
cHABIEBEHO CKAJIAPHAM HPOU3BOJAOM (-, ) = tr((-, -)). O3HAUUMO HOPMY HH/IYKOBaHY

OBHM CKAJIAPHUM IIPOH3BOIOM:
2]z, = tr((z,z)), = € Eg,.
Cana je jacHO ma BaxKh
]l < llzlle., = € Eg,,
rie je || - || mopma y Xusbeproom C*-momyiny E.

Cras 11.4. Hexa je E Xuabepmos C*-modys nad C*-areebpom B = K(H), 3a nexu

Xunbepmos npocmop H. Tada nocmoju Xuabepmos H*-modya
—
Ee,=E,  CE

nad H*-anzebpom Cy C K(H), ca nopmom |||z, = tr((z,z)). 3a ceée x € Eg, 6avcu

||| < ||zllc,. Todmodya Eec, je eyem y E y odnocy wa wopmy || - || us E.

ITpumenba 11.5. Ckamapun npoussof (-, ) = tr((-,-)) cuabuesa Xuabepron H*-

MOy Ee, cTpyKTypoM XmjI0epTOBOT TPOCTOPA.

11.1 CucreMu MHKJ/Iy31ja U T€HEPUCAHU CUCTEMHU ITPOU3BOIA

OBJie HABOAUMO JepUHUTIA]Y CHCTEMa WHKIY31ja JBOCTPAHNX XUJIOEPTOBUX MO/
Ha 1 B 1 10Ka3yjeMo KaKO CBaKM CUCTEM WHKJIY3Wja MeHepulie ojrosapajyhu cucrem
NPOW3BOJa MOMONY WHAYKTUBHHUX JimMeca. Ta TeXHWKa ce He pa3juKyje OMTHO O

oHe mpuKa3zame y [8].

Hedbunnnnuja 11.6. Cucrem nukaysuja (E, ) je damuanja Xunbeprosux B — B
momyna E = {E;,t > 0}, 3ajenno ca davuaujom asocrpanux (B — B janHeapHuXx)
U30MeTpHuja

Bst: Fsyr > Es® By, s, >0, (11.1)

TaKBHX Ja BaXKH
(6r,s X IEt)6r+s,t - (]Er X 65,t>ﬁr,s+t-

Tenzopcku nponsso y (11.1) je yHyTpammu Ten3opeku mpoussos (Bugern deduru-

ugjy 4.1 (a)). (E, ) je cucreM mpom3Bo/Ia aKO €y CBa IPECIUKABAIbA [, YHATADHA.
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Heka je (E, ) cucrem unkaysuja. 3a t > 0, ckyn nogesia unrepsana (0,t), y

o3HaIu Jy, nepuHUCAH je
Jt = {(tn,tnfl,...7t1>| tl > O’ t1+...+tn :t7 n GN}

Ba cBako t = (t,,tph_1,...,t1) € Jy, AykuHa ce gedunume Kao |[t| :=t;+---+t, = t.
Ba 5 = (S, Sm-1,---,51) € Js u t = (tn,tn_1,...t1) € Jy, nedununine ce 3ajes-

HUYKH map § — t € Jg; Kao
s —t= (Smasm—la R TN Z 7R 2 P 7t1) S =]s+t~

(OBy omepanumjy MOKeMO Ha3BaTH Ollepallija HaJoBe3WBama mojena.) Ha ckymy

Jy mocroju mapuujanuo ypeheme: t > § = (S, Sm_1,...,S51) AKO 3a CBaKO i €
{1,2,...,m} nocroju (jequncrBeHo) §; € J,, TakBO Ja je
t=56,, — 85,1 — " — 57.

Bat= (ty, th1,...,t1) € Jy, Aepunuemo
E’t - Etn ®Etn—1 ® ®Et1'

Ba s = (Sm,Sm-1,---,51) <t =86, — §,_1 — -+ — § € Jy, neounurnre ce

Bis : By — E¢ Ha cienehn HaunH:

Bt,s = Bsm,sm X Bsm_l,sm_l K- & /851,817 (112)

rae je B s 1 By = E, nednuHnCcaHO NHAYKTHBHO KA0

ﬁs,s - IEsa

a3as=(Sm,Sm-1,---,51) € Js,

55,8 = </Bsm73m—l ® I) (/85m+5m—175m—2 ® ]) s (/63m+"‘+83752 ® I)/Bsm+~~-+52,81' (11'3)

Jlema 11.7. 3a t > 0 nocmampajmo napuujesno ypehen cxyn Jy xoju je ynpaso
dedpunucan. DPamuavja (Ei)ey,, 3ajedno ca damusujom npecaurasaroa (Bis)s<t, je

undykmuenu cucmem dsocmpanur Xuabepmosuxr B — B modyaa y emucay da sascu
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1. ﬂs,s = [Eﬁa 5 € Jt;'
2. 5’(,565; = 5t,t7 t<s<teJ.

oxas. Jenuuo je (2) moTpebHO TOKA3ATH.
Heka cy t = (1p,...,71), 6§ =t — -+- — vy, e t; = (Tig,,--.,71), 1 < i < n.
Haxue,

t=(top, — - = ta1) = (Camhpy — " = Yne1)1) — -

ety — e e ).

Cana je
ﬁt,sﬂs,t = ﬁt,s (ﬁtn,rn SO 6\?1,7"1) =

= [Btnknﬂ"nkn ® Btnkn_lyrnk"_l - ® Btnlﬂ"nl - ® ﬁtlklyrlkl Q- Bﬁlﬂ‘ll]
(6t7z77’n ® e ® /Btlv'f'l) =

= [ﬁ(fnkn\”--vtm),tn ® B(Y(nﬂ)k — =T 1)1)stn—1 SO B(tlklv---vtn),m]

n—1

(/Btnﬂ“n @ 5t1,r1) =

- B(tnknv"'vtnl)yrn ® /B(t(n—l)kn71V"'Vt(n—l)l)aTnfl ® te ® /B(tlklv"'vtll)vrl -
= B’t,t‘

Teopema 11.8. Hexa je (E, () cucmem unkaysuja (ledunuyuja 11.6), 20e je B

MampuuHa anzebpa. 3a ceaxo t > 0, neka je

& = indlim E;

seJy

undyxmuenu aumec gamuauje (Es)scs, nad Ji. Pamuauja € = {&| t > 0} uwma

CMpYKmMypy cucmema npouseoda Xusbepmosux Mooyaa.

IIpumenba 11.9. Iloacerumo ce OCHOBHHX OCOOMHA KOHCTPYKIIM]€ HHIYKTHBHOI

JILMecCa:

1. Ilocroje xaHOHCKe m30MeTpHje &5 : Ly — & Koje 3a10B0/baBAJY 1sFs: = I 3a

s € J, v <s.

2. Bat >0, & =span{is(a) : a € Es, s € Ji}.
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3. YHuBep3aJIHO CBOJCTBO: 3a AaTu ABOCTpanu XuadeproB B — B momyn J u
usomerpuje j, : By — J TakBe ma Baxku Jsfs ¢ = Jr 3a cBe t < §, HOCTOJH TAYHO

jemna mw3somerpuja j : & — J TakBa ja je js = jis 3a cBe § € J;.

4. Hexka K C J; nma caenehe cBojerso: 3a ce s € J; mocroju t € K TakBo 1a
je s < t. Tama ckyn K mnaciebhyje ypehewe u3z J; u K — J; je kKopuraaHA

dyukimja. Baxu indlim £y = indlim F;.
seJy seK

Jlokas. Ha ocuosy [9, Cras A.10], & je Xwmibepros B — B mozayia. Takobe, npema
[9, TTpumenba A.7|, cBako is : s — &, § € J;, je ABOCTpaHa W30MeTpHja.

3a s,t > 0 pedunume ce ckyn J, — J, = {s — t| s € J,, t € J;}. 3a 6uio
KOju ejieMeHT t € Jgyy, nocToje § € Jy u t € J; TakBu ja je s — t > tv. Kako je

Js — Ji C Jgit, upema cBojerBy (4) KOHCTPYKIMje HHILYKTUBHOD JIMMECA BayKU

sy = indlim F, = indlim F,_( = indlim F, ® E\.

r€Js4t s—teJs—J¢ s—teJs—J¢

Bas € J,, t € J, mocmarpajmMo mpecankaBame iy @ iy ¢ Fy_y — £ ® &, e cy

s By — &, 1y 1 By — & kaHOHCKe m3oMmerpuje. [Ipumernmo ma u3
s —t<s—teJ,—J, cremm §<s t <t
Cagna, Kako je By s v = Bs5 @ Pry, BULUMO 112 BarKn

(s ® i) Bstor v = lsfss @ ifiy = iy @ .

Ha ocHOBY yHuBep3aJHOI CBOjCTBa 3aK/bydyjeMO Jia IOCTOjH jeIHHCTBEHA H30Me-
Tpuja
Bs,t . gs+t — 85 X 51%7 TaKBa Ia Bs,tiSVt = is X Z.f. (114)

Ha ocroBy ocobume (2) KOHCTPYKIMje HHIYKTHBHOT JIUMECa, JaCHO je 1a je By, yHu-

TapHO IIPECINKABAIbE.

Ha xpajy, ga 6ucmo nobuan jour (B, s ® Ig,)Byyst = (Ig, @ Bgyt) By s4t, JOBOJBHO
je ma mocmaTpaMo BeKTOpe OOJHKA ir_s (T R Yy ® 2), x € E., y € E;, z € Ej.

Buaumo na Baku

(Br,s ® I&g>Br+s,titv5vt<x ® ) ® Z) - (Br,s ® Ift)(itvs<x ® y) ® Z{(Z)) -
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= Br,sirvs(l’ 0y y) X Zt(z) = Zt($) ® ZS(Q) ® it('z)?

1, ca JIpyre cTpame,
(Ie, ® BS,t>Br,s+titv5vt($ RY®z)=(lg ® BS,t)(it(‘T) R iy ®2)) =

= 1:(7) ®i5(y) ®i(2).

Hedunrunuja 11.10. Cucrem npoussoja (€, B) KOju je KOHCTPYHCAH Y IPETXOIHO]

TEOPEMH Ce 30Be CHCTEM MTPOM3BOJIA TEHEPUCAH CHCTeMOM MHKIy3Hja (E, ).

ITpumen6a 11.11. Ako je (E, ) Beh cucrem npousBojia, OHJA OH I'€HEDHIIE CaM

cebe.

11.2 JenuHuie cucreMa MHKJTY3HUja

Y 0BOM NOTHOIVIAB/BY TOBOPUMO O MOPMU3IMUMA U3Mely cucTeMa MHKIY3Hja U O je-

JMHATAMA CUCTeMa UHKIY3H)a.

Hedbunnnuja 11.12. Heka cy (E, ) u (F,v) cucremu unkiaysuja. Heka je C' =
(Cy)i>0 dammnumja nBoctpannx npeciankapama Cy © Fy — F}, TakBa na nocroju p € R

3a Koje Baxu ||Cy|| < e, 3a cBako t > 0.

C' je ciab mopduzam (mrm camo Mopduzam) ako

Copt = VJ,t(Cs ® Cy)Bst, s, >0;
C je jak mopduzam ako

Ys,tCsyt = (Cs ® Cy) Bsy, s, > 0.

IMpumenba 11.13. Cpaku jak MopdusaMm je yjemaHo u caad mopdusam, 10K 0OPHYTO
He Mopa Ja Baxku. Taxohe, oBa jiBa 10jMa Cy jejIHAKA Yy CJAydajy CHUCTeMa IIPOU3BO/Ia

jep cy IpeciiiKaBamba 7, ¢ YHUTapHa.
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Hedunnunuja 11.14. Heka je (F, §) cucrem nnkiaysuja. Heka je & = (&)i~0 damu-

JIMja BEKTOPA 3a KOJY BayKW’:
1. Baceet >0, & € Ey
2. Tlocroju p € R Takso na je ||&|| < e 3a cBe ¢ > 0;
3. Bameko t > 0, & # 0.

Kaxkemo na je € caaba jeauauna (Wi camMo jeJIMHUIA) aKO je

Eort = Bi4(& &), s,t>0;

Kazkemo na je € jaka jeaunuiia ako je

Bs,t€s+t = 55 (%9 ft, S,t > 0.

ITpumenba 11.15. Cpaka jaka jeIuHAIA je yjeaHO U caaba, TOK OOPHYTO He MOopa

J1a BayKu. Y cJydajy cHCTeMa MPou3BOja, jake W cjabde jeJuHUIE ce TOKJIalajy.

11.3 UWz3omopdusam namely jeamHuiia cuncreMa MHKJIy3uja 1

jeIMHUIIa TeHEPUCAHOT CHUCTeMa IMPOon3BoIa

Heka je B marpuuna anare6pa. Heka je (€, B) cucrem npon3Bo/ia reHepHCAH CHCTe-
mMoM uHKIy3uja (E, B) u Heka je & = (&) jenununa y (E, f) 3a kojy nocroju p € R
tako za je ||&|| < e 3a cBako t > 0.

Hexka je t > 0. /ledununrmemo
E;2&6 =6, 08, @ - ®&,, 5= (Sm,Sm-1,---,51) € Jp.
3a cBe § < t, na ocuoBy medununuje npecankasama by (11.2), Buaumo na je
& = Biske (11.5)

JIema 11.16. 3a b € B, (i¢b)icy, je voneepeenmua damuruja y &;.

Joxas. 3at>s € J; Baxkn

(€6 &) — (€0 &6) = (€6 &) — (Bisbo BLeb) = (€ &) — (€ BusbBisé) =
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= (& (In, — BusBis)é) = 0

jep je BisBis : By — By mpojextop ([24, Jleburunuja 1.5.4]).

Haxye, suaumo aa je (§¢, &)y, Pactyha davuimja camoayjynrosanux onepa-
topa y B koja je yaudopmuo orparmaena (|| (¢, &) || < €*?) u, npema Tome, jako
KouBeprupa y B, a tume u yandopmuo (B je anrebGpa orpaHHYeHHX OmepaTropa Ha
KOHAYHO JIMMEH3UOHOM XHJIGePTOBOM IIPOCTODY ).

Ba t>s € J;, xopucrehu (11.5) u jenmakoct i, = iyfs, J00HjAMO
Hitftb - isfstQ = H <it£tb — 158sb, 148 — i5€5b> H =

= [ (i€, ie&ib) — (itib, i) — (is&ab, 1ib) + (issb, is&sb) || =
= [0 (i, 1) b = b7 (ia€, is€s) b — b7 (s, 1) b + b7 (is&s, 1) b =
= (16" (€ €0 b = 0" (€6, 6) b = b7 (€5, &) b+ 0" (&, &) b| =
= (16" (€ €0 b — b7 (&5, &) O

Kaxko je b € B komnakran onepatop u damuirja (&, &)teJt KoHBeprupa y B, ciemn
aa (b (&, &) b)iey, xoumeprupa y B. Ha ocnoBy mora je (iib)ics, KOHBEpreHTHa
damvunuja y &. O

Teopema 11.17. Hexa je B mampuuna aneebpa. Hexa je (E, ) cucmem unkaysuja

u (€, B) cucmem npouseoda wume 2eHepucaH.

1. Kanoncko npeaurasare i = (i), iy - £y — &, je usomempuuru jax mophusam

osUT cucmema unnﬂysuja.

2. Ilpecaukasare i* = (if) je usomopdusam usmehy jedunuya y (€, B) u je-
dunuua y (E, B).

Jloxas. 1. Heka je s,t > 0. Taga je (s +1) < (s,t) € Joyy 1a je

U(stt) = U(s,t)B(s,),(s48)5

Ha ocHOBY ocobune (1) komcrpykinuje unaykrusaor jumeca (IIpuvenda 11.9). Ha
ocuoBy (11.3) je

is+t = i(s,t)ﬁs,t
mna je

Bs,tiert = Bs,ti(s,t)ﬁs,t = (Zs ® it)ﬁs,h \V/S,t > 07
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npema (11.4). laxie, i je jak Mopduzam.

2. Hexka je n = (1) jemununa y (€, B). Ilpema Tome, moctoju a € R takso na

Ime]| < €' 3a cBe t > 0. Taxobe, [|ijn;]| < e'. Cana Baxn
oy i Mstt = iZ+tB§,t(ns @ ne) = [Bstistt) (s @mp) = [(is ® 1t) Bst] " (ns @ ) =

= (ﬂit(ll‘ ®1i;))(ns @ my) = 5:,t(i:778 ® ;1)

na je i*n = (ifn;) (cnaba) jequnnna y (E, ).
Kako je i jak mopdusam, oamax ciaean ga je i* (crab) mopduszam.

3a 5= (Sm, Sm-1,---,51) € Ji,
E=E&, RE, Q- RE,,.

Heka je i : B, — & kanoncka m3omerpuja. Comano kao y (11.3) nedununty ce

npecaukasamba By 0 & — & u, ako uckopucrumo (11.4), nobujamo
Bsiis = 15, @ s, @ - D ig,. (11.6)
3a cBaky jemuuumy 1 = (1) y (€, B), nedunurmremo
Ns = Ny @+ @M, € Es.

Taja je
By s = 1. (11.7)

VHjeKTUBHOCT TTpecTnKaBama 1"

Heka cy 0, ( jequnune y (£, B) TakBe na Baxku i1, = i;(;, 3a ce t > 0.

Heka je t > 0. 3a ¢Bako § = (S, Sm—1,--.,51) € Jy, upema (11.7) u (11.6) Baxku
i = Z:Bs*,tns = (Bs,tis)*ns = (i3, ® i:m_l @ @'Z‘l)(ﬁsm ® Ny @+ @ M1) =
= Z:mnsm ® e ® i:1n51 = ?/:mCSm ® e ® /L:1<S1 -

Sm—1

® @5, ) (Com ® Copoy ® - ® (1) =
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= (Bs,tis)*cs = i:B:,tCS = i:Ctv

OJaKJIe CJeNN i5li1y = 1512 € &E;.
3a s <te€ J;, Ha OCHOBY MICHTHTETA i3, = s BaXKU
Usleigly = Ugl,.

Kako je B marpuuna ajirebpa, Baxku B = Cy. IIpumena Crasa 11.4 u [Ipumente
11.5, y oBom caayuajy, obesdehyje aa je & = (&)c, yjeano n XuibeproB mpocTop ca

CKAJIADHUM [IPOU3BOIOM (-, ) = tr((-,-)).

IIpema TOMe, Kako je & = Span{is(a) : a € E;, s € J;} na ocuosy ocobutue (2)
KoHCTpyKImje nHayKTusHOr JuMeca ([Tpumenda 11.9), pacryha damunnja npojex-

Topa (isi) jaKo KOHBeprupa HICHTHIKOM onepaTopy Ha & na aobujamo 1, = (.

CypjeKTUBHOCT Lpec/JnKaBamba i*:

Heka je £ = (&) (cnaba) jenquauna y (E, ) 3a kojy je ||&]] < €' 3a neko a € R.

Heka je t > 0. 3a cBako § = (Sp,...,S1) € Jy, JedDUHAIIIMO

55:€Sn®.'.®§31'
Bas <teJ, Baku
& = Bsée (11.8)

Ha ocnosy Jleme 11.16, ysumajyhu B > b = I (npeHrudku oneparTop), 3aK/by1yjemMo
na damuanja (i), KouBeprupa y Xuabeprosom B — B momyny &. O3naqmmo
HEeHY TPAHNYHY BPEIHOCT
lim & = & 11.9
limig = € & (11.9)

[Mokazkumo ja je n = (n;) jeaununa y (€, B).
3axy,x9,..., 0, €EE T Y1, Y2y, Yp €&y k> 1,

<BS,t778+t> Z @ yl> = Z <778+ta B;,t(xl ® yl>> =
l l

= Z lim <Z.5vt§5vt7 B:,t (xl ® yl)> -
l

s—teJs—Jt
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= Z lim  ((is @) (& ® &), 1 Q) =

s—teJs—Jt

= Z lm (& @ 4&, 1 @ yp) = Z lim (&, (386, 20) Y1) =
]

s—teJs—J¢ s—teJs—J¢

= (e (nes ) ) = Z<ns®m,xz®yz>=<ns®nt,zxz®yz>-
l l

l

Opnasje 3akspydyjemo ja je n jeqununa y (€, B).

Heka je x € E;. Kopucrehu (11.9), ocobuny (1) KOHCTpYKIHUje WHIYKTHBHOT

mumeca (IIpumvenba 11.9), xkao u (11.8), Buanmo na BazKu
(e, @) = (mp, ) = i (i, 4p0) = lim (i7ieds, @) =

= llerﬁ <ﬁ:ti:it£‘f7 37> = 11612 <5Zt€t7 .%’> = 116{2 <£t7 $> = <’St7 CC)

na jobujamo i1 = &;. O]

Ilpumenba 11.18. Jlobujenu pesysrar je Jajgeko OJi OLIITEr jep ce HocMarpajy
caMo aJrebpe orpaHHYeHUX JUHEAPHUX OIEpaTopa HAa KOHAYHO JTUMEH3UOHUM XMJI-

OepTOBUM MPOCTOPUMA, Tj. MATpUUHE ajaredpe.

ITpumenba 11.19. Jeman ox mpobiema KOju HacTaje YKOJIUKO ce TIOCMATpajy XuJi-
Geprosu moyan Han B(H), rie je H 6eCKOHATHO JUMEH3HOHN X HJIGEPTOB MTPOCTOP,
jecre y ToMe IITO, y OLIITEM CJIY4ajy, 3aTBOPEHH MOIMOAYIN Y XUI0EPTOBOM MOIYILY

HHUCY OPTOI'OHaJIHO JOIIYIbUBU.

95



JIutepaTrypa

[1] W. Arveson, Continous analogues of Fock space, Mem. Amer. Math. Soc. 80

(1989) no. 409, iv+66 pp.

[2] W. Arveson, Noncommutative Dynamics and E-Semigroups, (Springer, 2003)

[3]

[4]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

A. Alevras, One Parameter Semigroups Of Endomorphisms Of Factors Of Type
11, J. Oper. Theory 51 (2004) 161-179

D. Baki¢, B. Guljas. Operators on Hilbert H*-modules. J. Operator Theory 46
(2001) 123-137

D. Baki¢, B. Guljas. Hilbert C*-modules over C*-algebras of compact operators,
to appear in Acta Sci. Math. (Szeged) 68 (1-2) (2002) 249-269

S. D. Barreto, B. V. R. Bhat, V. Liebscher, M. Skeide, Type I product systems
of Hilbert modules, J. Funct. Anal. 212 (2004) 121-181

B. V. R. Bhat, V. Liebscher, M. Skeide, Subsystems of Fock need not be Fock:
Spatial CP-semigroups, Proc. Amer. Math. Soc. 138 (2010) 2443-2456

B. V. R. Bhat, M. Mukherjee, Inclusion systems and amalgamated products of
product system, Infin. Dimens. Anal. Quantum Probab. Relat. Top. 13 (2010),
no. 1, 1-26.

B. V. R. Bhat, M. Skeide, Tensor product systems of Hilbert modules and dila-
tions of completely positive semigroups, Infin. Dimens. Anal. Quantum Probab.
Relat. Top. 3 (2000) 519-575

Ola Bratelli, Derek W. Robinson, Operator Algebras and Quantum Statistical

mechanics 1, second ed. Springer 1987

M. Frank, V. I. Paulsen, Injective and projective Hilbert C*-modules and C*-
algebras of compact operators. arXiv:math/0611349v2 [math.OA] 18 Feb 2008

D. J. Kecki¢, B. Vujosevi¢, On the index of product systems of Hilbert mod-
ules, Filomat 29:5 (2015), 1093-1111

E. C. Lance, Hilbert C*-Modules: A toolkit for operator algebraists, (Cambridge
University Press, 1995)

V. Liebscher, Random sets and invariants for (type /1) continuous tensor pro-

duct systems of Hilbert spaces, Preprint 2001.

96



[15]

[16]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[27]

[28]

V. Liebscher, M. Skeide, Units for the time oredered Fock module, Infin. Di-
mens. Anal. Quantum Probab. Relat. Top. 4 (2001) 545-551

V. Liebscher, M. Skeide, Constructing units in product systems, Proc. Amer.
Math. Soc. 136 (2008) 989-997

B. Magajna. Hilbert C*-modules in which all closed submodules are comple-

mented. Proceedings of the American Mathematical Society. Volume 125, Num-
ber 3, March 1997, 849-852

V. M. Manuilov, E. V. Troitsky, Hilbert C*-Modules, (American Mathematical
Society, 2005)

M. Mukherjee, Index computation for amalgamated products of product sys-
tems, Banach J Math. Anal. 5-1 (2011) 148-166

O. Shalit, B. Solel, Subproduct systems, Documenta Mathematica 14 (2009)
801-869

M. Skeide, Dilations, product systems and weak dilations, Math. Notes 71
(2002), 914-923

M. Skeide, Dilation theory and continuous tensor product systems of Hilbert
modules, PQQP: Quantum Probability and White Noise Analysis XV. 2003,
World Scientific

M. Skeide, Classification of FEy-semigroups by product systems, Preprint,
ArXiv: 0901.1798v3 (2009)

M. Skeide, Hilbert modules and application in quantum probability, Habilita-
tionsschrift, Cottbus (2001)

M. Skeide, The index of (white) noises and their product systems, Infin. Di-
mens. Anal. Quantum Probab. Relat. Top. 9 (2006) 617655

Serban Stratila, Laszlo Zsido, Lectures on von Neumann Algebras, Abacus
Press, 1979

Masamichi Takesaki, Theory of Operator Algebras I, (1979) reprint, Springer
2002

B. Tsirelson, From slightly coloured noises to unitless product systems,
ArXiv:math.FA /0006165, 2000

97



[29] B. Tsirelson, From random sets to continuous tensor products: answers to three
questions of W. Arveson. Preprint, ArXiv:math.FA /0001070, 2000.

[30] B. Tsirelson, Non-isomorphic product systems, Advances in Quantum Dy-
namics (eds. G. Price et al), Contemporary Mathematics 335, AMS, 273-328,
arXiv:math/0210457

[31] B. Vujosevi¢, Sistemi inkluzija Hilbertovih modula, FOURTH MATHEMATI-
CAL CONFERENCE OF THE REPUBLIC OF SRPSKA, Trebinje (2014)

[32] B. Vujosevié, The index of product systems of Hilbert modules: Two equivalent
definitions, Publications de | Institut Mathematique 01/2015; 97(111):49-56

98



BNOI'PA®NJA

Bumana Byjomesuh je pohena 19. mosem6pa 1984. y Beorpany. lunnomupana je
2007. romuue Ha Matematnakom dakyarery vy Beorpany, cmep Teopujcka matema-
TuKa u npumene. JlokTopcke cryanje Ha uctoM haxkyaTeTy, cmep AHaanza, ynmucasia
je 2007. roguue. Ox 2007. rogune paau Ha Maremaruakom dakysiarery y Beorpasiy

y 3Balby capaJIHuKa y HacTasd, a o 2009. rojuHe y 3Bamby acUCTEHTA.

99



Mpunor 1.

MoTnucanu-a

MU3jaBa o ayTopcrTBy

bl Dysave puc

6poj nHaekca 2014 [ 200

UsjaBrbyjem

Aa je pokTopcka AvcepTaumja nog Hacrosom

UMK C cucTeug  mroy- PCAL  NUGETOB Uy (o D A TAA-

pesynrar concreeHor ncTpaxusaykor paaa,

Aa NpeanoxeHa auceprauuja Yy uenumHn Hu y penosuma HWje 6una npeanoxeHa sa
Aobujare 6uno Kkoje AMnrome Npeéma cTyamjckum nporpamuma APYruX BUCOKOLUKOMCKUX
yCTaHoBa,

Aa Cy pesynTatn kopekTHo HaBegeHu u
Aa Hicam Kkpuino/na ayTopcka npasa u KOPUCTUO MHTenekTyanHy ceojuny Apyrix nuua.

Motnuc AOKTOpaHaa

Y Beorpagy, {2.6 20(§.

Dot Wy o




Mpunor 2.

UsjaBa 0 ncToBeTHOCTU LWITaMNaHe U eNEeKTPOHCKe Bep3uje
AOKTOPCKOr paga

ViMe v npeanme ayTopa 5 Wds A4 D920 0eBULT

Bpoj uHpekca 2.0 44 ) 2007

CTyavjckv nporpam MATBUATU Eh—

Hacnos paga WHAGLC  QuetetiA Dpoud8oAd Yt 0P TORU S o114
MeHTOp AP CA‘PMUME lf-é‘af_ewf

)

/,7//

»/7\/,
-~ ‘// §
MoTnucanmla (<~ L

/
/

/

W3jaBrbyjem aga je wramnaqa Bepanja Mor 4OKTOPCKOT pafa UCTOBETHA EEeKTPOHCKO] Bep3uju Kojy
cam npegao/na 3a objasrbuBarbe Ha noprany [ururanHor penosutopujyma YHuBep3uterta y
Beorpapy.

HosBorbaBam aa ce objase Moju NUYHK Nofdaum Be3aHu 3a Jobuwjare akaeMcKor 3Baka AoKTopa
Hayka, Kao LITO Cy UMe 1 Npesnme, roamHa u mecto pohera v aatym ogbpaHe paga.

OBv nuuHM nopaum mory ce o6jaBUTM Ha MpeXHUM CTpaHuuama auruTtanHe 6Gubnuoreke, y
€NeKTPOHCKOM KaTanory u y nybnukauvjama Yumepauteta y beorpaay.

Mornuc pokTopaHpa

Y Beorpagy,  12. ©. 1043

o\ erezef f@‘owf@w{l’




Mpwunor 3.

UsjaBa o kopuwhemwy

Oenawhyjem YHusepautetcky GuGnuoteky ,Csetosap Mapkosuh® pa y [Ourutantu
penosutopujym YHuBepauteta y Beorpagy yHece Mojy 4OKTOPCKY AMcepTaLyjy Nog HACNOBOM:

WABUC  CUCTEUA  DROUBBOAA X UAGEPTOBLIY AL AY/ A

KOja je Moje ayTopcko aeno.

AvicepTaumjy ca ceum npunosuma npegao/na cam y enekTPOHCKOM ¢hopmarty norogHom 3a TpajHO
apxuBupatse.

Mojy AokTOpCKY AncepTauujy noxpareHy y OurutanHn penosutopujym YHusep3auteta y beorpagy
Mory a KopucTe CBW Koju nowTyjy oapeabe cagpxaHe y ogabpaHom Ttuny nuueHue KpeatvsHe
3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce ognyuuo/na.

1. AytopcTBo
2. AyTOpCTBO - HEKOMEpLMjanHo
3. AytopcTBo — HekoMepumjanHo — 6e3 npepaae
4. AyTOpCTBO — HEKOMepLMjanHoO — AENUTU Nog UCTUM YCroBUMa
5. AytopctBo — 6e3 npepage
@AyTOpCTBO — [enutu nog UCTUM ycrnosuma

(Monumo aa saokpyxute camo jeHy of WECT NoHyHeHUX NMLEHUM, KpaTak OnuC NLEHUM aaT je
Ha nonefuHu nucra).

MoTnuc gokTropaHga
Y Beorpagy, (L G . 1oAS.
bl tsoug ﬂij

1. AytopcTBo - [lo3BorbaBaTe yMHOXaBatse, AMCTPUBYLMjy W jaBHO caonwwiTaBawe Aena, u
npepage, ako ce HaBede uUMe ayTopa Ha HauvH ogpefleH oA CTpaHe ayTopa unu aasaoua
nuueHue, Yak 1 y komepuujanHe capxe. OBo je Hajcno6oaHuja 04 CBUX NNLEHLM.

2. AytopcTBO — HekomepuwmjanHo. [lo3BorbaBaTte yMHOXaBake, AUCTPUBYLM)y M  jaBHO



ayTopa unu agasaoua nuueHue. OBa nuueHLa He J03BOrbaBa komepLuujanHy ynotpeby aena.

3. AyTtopcTBO - HekomepuujanHo — 6e3 npepape. [lo3BorbaBaTe yMHOXaBawe, AMCTpubyumjy
jaBHO caonwTaBare aena, 6e3 npomeHa, npeobnukoBarsa MK ynotpebe Aena y CBOM aeny, ako
Cce HasBede ume aytopa Ha HaduH oapeheH of cTpaHe ayTopa unu gasaoua nuueHue. Osa
nuueHua He fo3BorbaBa KomepuujanHy ynotpeby aena. Y ogHocy Ha cBe ocTane nuueHue, OBOM
nUUEeHLoM ce orpaHuyaBa Hajsehu o6um npaea kopuwhera aena.

4. AyTopCTBO - HEKOMepLMjanHo — AennUTU Nnog UCTUM ycnosuMma. [lo3BorbaBaTe YMHOXaBak-E,
AUCTPUBYUMjy U jaBHO caonwiTaBake Aena, U npepage, ako ce HaBede UMe ayTopa Ha HauuH
oppefeH oA cTpaHe ayTopa unu aaBaola NULEHLE U ako ce Npepaaa AucTpubyupa noa UCTom
unn cnuyHom nuueHuom. OBa nuueHua He [o3BOrbaBa koMepuujanHy ynoTpeby aena u
npepaga.

5. AyTopcTBo — 6e3 npepape. [lo3BorbaBaTte yMHOXaBake, AMCTPUBYLIMjY 1 jaBHO caonLuTaBaHbe
Aena, 6es npomeHa, npeobnukoBaka Unu ynotpebe gena y cBOM fery, ako ce HaBefe UMe
ayTopa Ha Ha4uH oapeheH o/ cTpaHe ayTopa unu gasaoua nuueHue. OBa nuueHUa Ao3Borbasa
KomepuujanHy ynotpeby gena.

6. AyTopcTBO - AEnUTY Noa UCTUM ycrioBuMa. [lo3BorbaBaTe yMHOXaBaHe, AUCTPUBYLM]Y 1 jaBHO
caonwiTasate Aena, v npepage, ako ce HaBede MMe ayTopa Ha HauMH ogpefeH og cTpaHe
aytopa vwnvm faBaoua nuueHue u ako ce npepaga auvctpubympa nog MCTOM MU CIIMMHOM
nuueHyom. OBa nuueHua Ao3Borbasa komepuwjanHy ynotpeby gena w npepaga. CnuuHa je
CohTBEPCKUM NMULEHLLaMa, OAHOCHO NULIEHLIaMa OTBOPEHOT KoAa.
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