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MpeacTtaBrbawe bynosux dyHkuuja BuHapHUM gnjarpamuma oanyvmBama

MNMpearosop

Y oBom pagy je objawreH koHuenT BDD kao CTpykType mnogaTaka, nmocebGHO kpeupaHe 3a obpagy
Bynosux gyHkuuja.

Yeod papa ykpatko onucyje BDD u gaje npumep bynose dyHkumje. Ha kpajy nornasrba cy HaBegeHe
Heke oa npumeHa BDD.

Mornaerbe BbuHapHu dujazpamu odrny4yusara AedvHuLIEe Teopujcke KOHLENTe Ha KojumMa ce 3acHuBa
BDD: bynoBy dyHkuujy, nepne (eHmn. beads), kaHoHcky dopmy BDD n Besy ca neprama, v KOHUeNT
nMcTe MHCTPYKUMja, Koja onucyje npasBuna npeacrasibaka YBOPOBa U Npasuna rpaHawa y BDD.

HakoH Teopujcke ocHoBe O KoHuenTy BDD, cneam nornaesrbe Asigopummu, Koje NpeacraBrba anroputme
3a KOHCTpykumjy BDD, anroputme 3a obpagy bynoBux dyHkumja n npumep obpage rpacdosa nomohy
BDD.

Y HacTaBky papa crnegu nornaeibe o0 Ymuuyajy pedocneda npomeHsbusux bynoese cpyHKyuje Ha
komrnekcHocm BDD, u nornaBree O npumepuma knaca bynosux ¢pyHkuyuja ca jedHocmasHUM U
crnoxeHum BDD.

O6papa koHuenta BDD ce 3aokpyxyje y nornaerby Peanusayuja, y KOM ce onucyje nmnnemeHtaumja
anroputama 3a KOHCTpYKUWjy n obpaay BDD.
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1. YBop

MpojekToBawe AOurnTanHMxX cuctema U HuxoBa ¢opmanHa Bepudukaunja obyxeaTajy pag ca
dyHKUMjama ca BenukuM Opojem npomeHsrbuBux. EdmkacHa obpapga BynoBux dyHkumja y padyHapy
OVPEKTHO 3aBUCU O CTPYKTYpe nogartaka v NpucTyna Koju ce KOPUCTE 3a hUXOBO NpeacTaBibame. JegHa
of, CTPYKTypa nogataka koja je morogHa 3a npeactaBrbawe bynoBux dyHkuuja je buHapHu Oujazpam
olny4ueara (eHrn. Binary Decision Diagram, BDD). To je aumknu4ykn ycmepenu rpad koju ce gobuja
ynpowhaBawem 6uHapHux crabana oanydmBawa [1-4], a 3acHoBaH je Ha npucTyny ,3aBagu na
Bnagaj“ (eHrn. divide-and-conquer). BDD je 306or cBojux ocobuHa noctao jegaH o OCHOBHMX M3bopa 3a
npeacTtaerbake U 06paay bynosux dyHkumja.

Mokasyje ce ga je Bpeme jeddTuH, a Memopwuja ckyn pecypc y pagy ca BDD. OGMMHM 1 3axTeBHM
npobnemun ce Hajyewhe He pewe ycnen HegocTaTka Memopuvje, a He HenpuxBaT/bMBOI BpeMeHa
n3BplwaBata. 13 Tor pasnora, nocToju 3Ha4vajaH Opoj anroputama 3a KOHCTpyKUMjy n obpany BDD koju
cy npunaroheHn camom koHuenty BDD Tako ga omoryhaBajy noTpebHY BPEMEHCKY M MEeMOPUjCKy
ednKacHOCT.

Mpumep 1. bynoea dyHKkuMja M eehuHckoz odsy4usarba ca n NPOMEHIbUBUX je HemayHa kapa je n/2
UNn BULLIE NPOMEHIBMBUX HETAYHO, Y CYNPOTHOM je TadHa. OBa dhyHKuMja ce 30Be u ornepamop medujaHa
(onepaTtop cpeate BpegHoCcTH), a hopmariHo ce MOXe 3anucaTtn Ha cnegehun HauunH:

M(xq, ... Xp) = F+ (1)

(Z?=1xi)_% N
2 n
Ospge "— %" CNyXv Aa oany4m 0 UCTUHUTOCHO] BPEOHOCTN (DYHKLMjEe y KOPUCT Hyna, Kaga je n napaH 6poj.

AKO ce n3ocTaBu, Taga ce UCTMHUTOCHA BPEOHOCT PYHKUMje ca napHUM OpojeM NPOMEHIBMBUX payyHa Y
KOpUCT jeauHuua.

AKo byHKLMja UMa TpU NPOMEHIbUBE X4, X,, X3, TAAa je BpeAHOCT yHKUMje HeTavyHa Kafa Hajmare ABe
NpoMeHsrbMBe UMajy BpeaHocT 0, a MHaye je BpeQHOCT (PyHKUKje TayHa.

Ha cnvum 1 je npukasaHa cTpykTypa Avjarpama koju ogrosapa BDD dyHkuumje BehHckor ognyynBama ca
TPW NPOMEHIbUBE.

Cnuka 1: BDD penpeseHTaumja pyHKUMje BENMHCKOT oanyyYnBama
ca Tpv NpoMeHrbMBe 13 npumepa 1

BDD penpeseHTaumja Ha civum 1 ce Tymadm Ha cnefehu HauuH:

- bpoj cBakor yBopa npeacTtaBrba MHAEKC NPOMEHIbMBE. JefHa MPOMEHIbMBA MOXE WHOEKCUpaTu
BuLe 4yBopoBa. OBMYHO ce MHOEKC NPOMEHIbMBE nNocmaTtpa 1 kao Hueo BDD crabna.

- [paHa cBakor 4BOpa npeAcTaBiba WCTUHUTOCHY BPEOHOCT MpoMeHrbuBe. [paHa Kkoja je
npeacTaB/ibeHa WCMNPEKMOaHOM JIMHUjOM O3HavaBa WMCTUHWUTOCHY BPEAHOCT HemayHo, a rpaHa
npeAacTaBrbeHa NyHOM JIMHNjOM O3Ha4YaBa UCTUHUTOCHY BPEOHOCT mauyHo.

OetarbaH onuc penpeseHTauunje bynosux dyHkumja nomohy koHuenta BDD je paT y ogerbky 2.4
Ctpyktypa BDD: geduHuumja n onuc.
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BDD umajy WMpOKY NpakTU4Hy NnpumeHy 300r KOMMNakTHe pernpeseHTauuje un edurkacHe obpage Bynosux
dyHKkumja. CTpykTypa BDD je dnekcubunHa - moxe ce mMoanduMKoBaTu y 3aBUCHOCTU OA cneunduyHe
npumeHe. Heke oa 3HadvajHujux mogudmkaumja BDD cy ykpaTko garte y ogerbky 2.5, a Heke og npumeHa

cy:

1) TpumeHa y rpadoBCKMM anropuTMmMma

2) PenpeseHTaumja kona M MaHunynauumja CKynoBMMa CTawa y OKBUPY Bepudurkaumje KOPEKTHOCTU
xapgsepa

3) [peBohewe bynoBux yHKUMja y Kona, TecTupawe M OnTuMmu3auuja cekBeHUujanHux kona, u
onTMMM3aumje NormyKMx Kona

Mpumena BDD y rpacoBckMMm anroputMmma y pagy je unyctpoBaHa Kpo3 Kpeupawe U MaHunynauujy
BDD koju npeacTtaBrbajy HesaBMCHE CKYMNoOBe LMKIyca ca n YBopoBa (BMAETM ogerbak 3.3).
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2. BuHapHu gujarpamu oanyymBama

BuHapHu gunjarpammn ognyumBawa BDD npepnctaBrbajy 3HadajHy CTPYKTYpY Koja omoryhaea edumkacHy
npumeHy bynoBux dyHKuuja, Koje ce KOpUCcTe NpU MOAENOBaky M pellaBaky MHOrOOPOjHUX MPaKTUYHMX
npobnema.

lMpBn geo nornaerba Ce CacToju M3 HEKOMMKO oferbaka Koju OMuCYyjy NnojMoBe Ha Kojuma ce 3acHuBa
koHuenT BDD. Y gpyrom fgeny nornaerba ce HaBoge AeduHuumja BDD, onuc kaHoHcke ¢opme, n

pasnuuute MeTtode npeactasrbakba BDD. [Nocneawun operbak npeactaBrba pasnuyuTe BapujaHTe
ocHoBHe cTpykType BDD.

2.1. bynoBe cdhyHKuuje n KkochakTopun

Y 0BOM OferbKy ce usnaxy OCHOBHW MojmoBu 1 TBphewa o bynosBum uspasnma, NCTMHUMTOCHO] Tabenwu
bynose dyHkuuje, kodakTopuma bynose cdyHkuuje, n nepnama. Kodaktopu bynose dyHkumje u nepne
Cy CTPYKType oA nocebHor 3Hayaja jep ce KopucTe 3a ANPEKTHO Kpenpake 1 maHunynaumjy BDD.

2.1.1. bynoBe dyHKUWje

HedmHununja 1. byros u3pa3s je n3pas Ynja UCTUHNTOCHA BPEQHOCT MOXe BUTM mayHO N HemadyHo, a 3a
Koju Baxxu cnegehe:

- Csaka bynosa npomeHrbumBa x 1 bynosa noruyka koHcTaHTa T 1 L cy bynosu n3pasu;

- Axo cy x n y bynosu nspasu, Taga je csaku og 3anuca lx, x V y, x A y Takofhe bynos nspas.

- EyJ'IOBM n3pasm ce mory [obuTn KOHa4YHOM npuMeHOM rope HaseaeHux npasuna.

OcHoBHM onepaTtopu ce kopucTe 3a geduHucare apyrux bynoesux onepatopa. Ha npumep, ako cy x,y
Ase byrnose npomeHrsuse, Taga ce byrnos onepaTtop nmnnukauvje (=) geduHvle Ha criegehn HaunH:

x=2>y=CxVy) (2)
Y bynosom n3pasy 3arpage ce Mory u3octaBuTu ako ce gedumHue npuoputeT bynosux onepartopa.
HedmHuunja 2. Heka je B = {0,1}. bynoea ¢hyHkyuja npeacTasrba npecnvkasamwe f: B — B, rge:
- (x4, ..,x,) € B™ npeactaBrbajy npomeHsbmee bynose dyHkuuje f, Koje nmajy dmkcupaHo ypeherwe u
NpUApPY>KEHEe UCTUHUTOCHE BPEeOHOCTM U3 ckyna B
- BpegHocT dhyHKUMje je Takohe MCTUHUTOCHA BPpeQHOCT 13 ckyna B.

Bbynoe n3pas jegHo3HauHo ogpenyje bynoBy yHKUMjy; OOPHYTO HE BaXW.

Ypehewe npoMeHrsuBux je of Hajsehe BaxHOCTU 3a geduHUUMjy U 3Hayewe bynose dyHkuunje. Ha
npumep, Heka je nat cnegehu bynos uspas:

xX=Yy 3)
Ako ce usabepe ypehewe x <y, Taga je dyHKumja geduHucaHa m3pas3om f(x,y) = x = y TayHa ako

npBY aprymeHT mmnnuuupa apyrn. Ako ce usabepe ypehewe y < x, oHaa je dyHkumja f(y,x) =x =y
TayHa ako Apyrn aprymeHT nMnnuumpa npsu.
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Ypehewe BynoBrvx NPOMEHILMBUX WUrpa Kiby4HY YMOry Y KOMMAKTHUM penpeseHTauvjama bynosux
n3pasa nomohy BDD, kao n y wuxoBOj crioxxeHocTn. Oagerbak 4 mnsnaxe OCHOBHE MOjMOBE O yTUUajy
ypehewa npoMeHrsusmx Ha komnnekcHoct BDD, a nmnnemeHTaumja npeTtpare npocropa csux ypehera
npomeHrbmBnx objalirbeHa y opereky 6.5 unyctpyje pacnogeny 6poja usoposa y BDD y ogHocy Ha
moryha ypefhema.

2.1.2. Kothaktopu

Kogpakmopu omoryhyjy OuMpeKkTHY pekyp3vBHY OeduHuuunjy Bynose ¢yHKuuje npeko jeaHOCTaBHMjUX
Bynosux dyHkumja ([3] cTp. 4, n [2], cTp. 91 n 98).

DedwmHuumja 3. Heka je f(x,, ..., x,) bynosa cdpyHkumja. Taga cy

fi = F Ot oo Xim, L Xt o )
Frr = F Gt o X1, 0, X1, ) (4)

peaom ro3umusaH n HezamueaH Koghakmop yHkuuje f.

Kodbaktopu ce HasmBajy jow n pecmpukyujama dyHkumje f. AKo je f, # fiy,;, Tada ce Kaxe fda f 3asucu
of x;.

HapegHa nema HenocpegHo cneauv u3 geduHnumje 3.
Newma. Kohaktopu komyTupajy, Tj. BaXu:

(Fdx; = Fedxe = fexy (5)
W carfnacHu cy ca HeraumjoM, KOHjyKUMjOM U ANC)YHKLWjOM:

(g = 1o,
(f/\g)xl = fxi A gxi1
(fv g)xi = fxi V Gx;- (6)

Cneau LleHoHosa meopemMa (eHrn.Shannon), nosHata Kao meopema pa3seoja, Koja YNHU OCHOBY BehuHe
anropuTtama 3a obpagy BDD.

Teopema 1 (LLleHoHOBa Teopema pa3sBoja). Heka je f (x4, ..., x,) Bynosa dyHkumja. Taga je LlleHoHo8
passoj pyHkyuje f rno npomMeHs/buU8oj x;:

fQey, e xn) = (-lxi A f‘lxl) \4 (xi A fxi)- (7)

2.2. UctnHntocHa Tabena bBynoBe cyHKkuuje

UctuHutocHa Tabena bynoese dyHkumje f(xq,...,x,) nNpeactaBba OMHApPHY HUCKY AOyxuHe 2™, Koja
CcafpXwu CBe WCTMHUTOCHe BpegHocTu dyHkumje f ([1], cTp. 204). Tabena noyYnke WUCTUHUTOCHOM
BpeagHowhy dyHkumje f(0,..,0) , HactaBba ce BpegHoctuma f(0,..,0,0,1) , f(0,..,0,1,0) ,
f(o,...,0,1,1), ..., n 3aBpLIaBa ce BpegHownhy f(1,...,1).
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HedmHuumnja 4. Ped nctmHntocHe tabene bynose dyHKUuMje npeacTaBrba 6poj NPOMEHIBUBUX Of KOjUX
OHa 3aBUCH.

HapegHo TBphemne je HenocpeaHa nocneavua geduHuunje 4.

TBphewe 1. VicTuHntocHa Tabena T pega n > 0 je obnuka t = 1,7,, FA€ Cy T, U T; UCTUHUTOCHE Tabene
pepan—1.

WctuHutocHe Tabene 1, 1 7; 13 TBphewa 1 ogroBapajy peaom kogakmopuma f (0, ...,x,) n f(1, ..., x,), @
HMXOBE UCTUHUTOCHE Tabene 1, n T, cy peaom nodmabesie NHCTUHUTOCHe Taberne T.

Tephemwe 2. Ceaka UcTUHUTOCHA Tabena pena n > 0 uma 2* nograbena pena n—k, 3a 0 < k < n, Koje
ogrosapajy nojeAnHUM BpegHOCTUMa NPBUX k NPOMEHIBUBUX (X4, ..., Xi)-

2.3. Nepne
Mepne ycnocTaBrbajy AMpeKTHy Be3dy uamelly UCTMHUTOCHe Tabene bynoee dyHkuuje u heHor BDD.
Cnepne pedvHuumje nojmosa m TBphera Koja geduHuwy oBaj koHuenT ([1], cTp. 204).

Tephewe 3. KeaOpamHa GuHapHa HUCKa AyxuHe 2™ je BMHapHa HMcKa Koja ce MOoXe 3anucaTtu y obnuky
aa, rae je a GuHapHa HUCKa ayxuHe 271,

CneuwjanaH criyyaj kBagpaTHe HUCKE je KOHcmaHmHa HUCKa, Koja je obnuka 111...1 unm 000...0.
HedmHuunja 5. [Nepra pega n je uctnHmTocHa Tabena B peda n koja Huje kBagpaTHa HUCKa.

Mpumep 2. lNMocToje ase nepne pega 0:0 n 1, gBe nepne pega 1: 01 n 10, 3atum 16 — 4 = 12 nepnu
pena 2, peaom:

0001,0010,0011,0100,0110,0111,1000,1001,1011,1100,1101,1110 (8)

Mepne npukasaHe y NnpuMepy 2 cy 3anpaBo UCTUHMTOCHe Tabene cBux bynosux dyHkumja f(x,, x,) Koje
3aBUCe 0Of WCTUHUTOCHE BpPepHOCTM x;, Y cmucny ga f(0,x,) Huje ucto wto u f(1,x,) (BUOETM
aevHunumjy 3).

. . n n—1
YonwTe, nepne pega n cy UCTUHUTOCHE TaGene dyHkumja (x4, ..., x,); NOCTOjM 227 — 22 nepnv peja n
. . n n—-1
3an > 0, jep NocToju 22" BUHAPHUX HUCKN OyxXMHE 27, a 227 HUCKM OyXuHe 2™ cy KBaapaTHe HUCKe.

Teopema 2 (Beza usamehy nepnm n uctTMHMTOoCHMX Tabena): VictuHntocHa tabena t ce Moxe 3anucatu
y 06nuky

T= g~ ©)

roe je B jeovHcTBEHa nepria, a k je cteneH 6poja 2. Taga ce 3a UCTUHUTOCHY Tabeny T kaxe pa je
cmerieH neprie 3, a 3a nepny f na je KopeH UCTUHNTOCHe Tabene t.

[oka3s. Teopema 2 ce fokasyje MHOYKLWOM MO OYXMHU UCTUHUTOCHE Tabene T.
ba3za uHdykyuje: cTuHUTOCHe Tabene ayxuxHe 1 cy nepne, pegom 0 un 1.

MHdykmueHa xuriome3a: Heka Teopema 2 Baxw 3a NPOVN3BOILHY UCTUHWUTOCHY Tabeny T ayxuHe 21 | Tj.
nocToju jeanHcTBeHa nepna f Tako aaje T = 7, r je cTeneH 6poja 2.
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Kopak uHOykyuje: Heka je T uctTuHutocHa Tabena gyxuHe 2™. AKO T HUje nepria HU KOHCTaHTHa Hucka,
Taga oHa Mopa 6MTK KBaapaTHa HIUCKa CBoje noaTabene AyxuHe 2" !, ogHOCHO Taja je Tt =12, raeje t’
Takofhe nctmHutocHa Tabena. Taga nNo MHOYKTUBHO] XMMNOTE3W BaXu Aa je

T=12=p%, (10)

r je cTeneH Bpoja 2, a nepna f je kopeH o6e UCTUHNTOCHE Tabene T T .

Mpumep 3. Heka cy gate uctuHuTocHe Tabene t; = 1011101100001111 mn 7, = 1011101110111011.
OuurnegHo je UCTMHMTOCHA Tabena T, nepna, Tj. He MNocToju noatabena t Takea da je 7, =TT .

MehyTtum, uctuHutocHa tabena t, jecte KBagpaTHa HUCKA; Mpema TeopemMu 2 OHa ce MOoXe 3anucaTtu
Kao:

1011101110111011 = (10111011)% = (1011)* (12)
[akne, nctnHmtocHa Tabena t, NnpeacraBrba cTeneH nepne 1011, a nepna 1011 je HeH KOpPEH.

Mane cdopmanHo, moxe ce pehu ga cy nepne bynose dyHkunje oHe noarabene weHe UCTUHUTOCHE
Tabene koje cy Takohe nepne.

2.4. Ctpyktypa BDD: aedomHuumja n onuc

BvHapHn gunjarpam ognyydmBakba BDD npegctaBrba ycMepeH auuknuyku rpad (GuHapHy mpexy) ca
OerbeHM aumknMykum nogrpacdosuma. HapegHa oBa nornaerba geTarbHO ONUCYjy CTPYKTYPY U 0COBMHe
BDD, kao n koHuenTe ypeheHocTn n pegykosaHocty BDD.

2.4.1. YpeheHa cbopma BDD

DedwmHuumnja 6. BDD Bynose yHkuuje f (x4, ..., x,) je yemepeH auyuknudku epagh (eHrn. Directed Acyclic
Graph, DAG), (V U {0,1},E), roe je:

-V cKkyn yHympawHUx 480posa u Kojuma ce npuapyxyje MHAEKC i NpOMeHIbuBe x;

- {0,1} ckyn 3aspwHuUx 4BOpOBa, rae 0 ogroBapa WUCTUHUMTOCHO] BpeOQHOCTU HemayHo, a 1 ogrosapa
WCTUHWUTOCHOj BpeaAHOCT mayHo (aarbe y pagy [L] u[T], peaom)

- E npepcTaBrba ckyn ycMepeHux rpaHa e = (u, v) koje nosesyjy uBopose u,v € VU{0, 1}, y cmepy oA
yBopa u ka YBopy v. [ocToje ABe BpCTe rpaHa:

o [paHa koja Bogu o YBOpa u A0 4YBOpa v, Kaga NPOMEHSbMBaA Koja je npuapyxeHa 4Bopy u
MMa UCTUHUTOCHY BpeaHocT 0, 3oBe ce 0-gpaHa (UnNu neea rpaHa), a 4YBOP U je /1e8U CUH
yBopa u, v = low(u). O-rpaHa ce npeacTaBrba UCMPEKUOAHOM SIMHWjOM.

o [paHa koja BOOM o4 4BOpa u 4O YBOpa v, kaga NPOMEHIbMBA Koja je MpuapyKeHa YBOpy u
“Ma UCTUHUTOCHY BpeaHocT 1, 3oBe ce l-epaHa (Mnu gecHa rpaHa), a YBop v je OecHU CUH
yBopa u, v = high(u). 1-rpaHa ce npeacTaBrba NyHOM fIMHUOM.

Opyrim peunma, rpaHa Moke NMoBesMBaTi [Ba YHyTpallka YBopa, UMM YHYTPallkW YBOP Ca 3aBpLUHUM
YBOPOM.
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HOedmHunumja 7. Heka je m 3apaTo ypehewe NPOMEHILUBUX X4, ..., X, Bbynose dyHkunje f(xq,...,x,).
Ypehen BDD (enrn. Ordered BDD, OBDD) npema 3agaToMm ypehewy NPOMEHIbUBUX T j€ YCMEPEH
auMKNU4KkKM rpacp ca TayHo jegHUM YBOPOM ca ynasHum cteneHom 0, koju nma HapegHe ocobuHe:

MocToje Ta4yHO ABa 4yBopa 6e3 M3nasHWx rpaHa, OAHOCHO [Ba 4YBOpa KojuMa je U3nasHu cTened
jeaHak 0: TO Ccy 3a6pWHU Y80POBU KOjU Cadpxe UCTUHUTOCHE BpeaHocTn Bynose dyHkumje [L]u [T].

- YBopoBM KOjM HUCY 3aBPLUHW 30BY Ce yHympalwHU 480posuU. TO Cy UBOPOBU KOjuma ce npuapyxyje
odrosapajyha npomeHsbvBa x; (OAHOCHO HEH WHAEKC j). Y onwTtem cry4yajy, nocToju Buwe
YHYTpaLLHMX YBOPOBA Ca UCTUM UHOEKCOM MPOMEHIbLUBE. Yiia3HU cmereH yHyTpallker YBopa MOXe
ouTtn Behn nnu jegHak 1. M3na3Hu cmereH KOpeHa 1 CBaKor YHYTpalUHEr YBOpa je jegHak TayHo Oga,
jep cBaku yHyTpallkM YBOP MMa NEBOT U AEeCHOT CUHA, ca KojuMa je noBe3aH feBoM O4HOCHO OECHOM
rpaHom.

- Pepocnen y KoM ce nojaBrbyjy NMpOMeH/bMBE YBOpOBa Ha GUNo koM nyTy y rpady mopa 6utu
KOH3WUCTEHTaH ca 3aAaTum ypefereM NpPOMeHIbMBUX, . JpyruM pedrma, 3a CBaka ABa YBOpa u M v
Kojuma cy y rpady npuapyxeHe pefoM NPOMEHIbMBE X; U X;, BaXM [a ako MOCTOjM rpaHa oA u Ao v,
Taaa Mopa Aa Baxu x; < X;.

- Mpunukom rpadumykor npeacrasrbawa BDD, y cBaku yHyTpallky YBOP M KOPEH Ce YNUcyje MHOEKC j
NPOMEHIbMBE X; KOja My je MpuapyXeHa, OBW YBOPOBM ce y rpady o3HayaBajy ca @. Y saBpLuHe
4BOpPOBE Ce Ynucyjy oarosapajyhe uctuHuTocHe BpeaHocTn [L]n [T].

CBaku yHyTpaLHn YBop Mmopa butn docmynaH n3 kKopeHa, Tj. Mopa Aa NocToju NyT OA4 KOpeHa [0 CBakor
yHyTpalltber yBopa y BDD. MyT ce HacTaBrba neBoM rpaHom u3 ueopa (D 3a x; = 0, Unn J€CHOM rpaHoM
n3 usopa (D 3a x;=1. Nyt kpo3 BDD ce 3aBpwasa y jedHOM Of [Ba 3aBplLiHa 4Bopa, 3a Aofdeny
WCTMHUTOCHMX BPEAHOCTW MpPOMEHISbMBaMa Koje Oarosapajy msabpaHum rpaHama nyta. Y 3aBpLUHOM
YBOPY Ce Harnasu TpaxeHa UCTUHUTOCHa BpeaHocT bynose dyHKuUMje.

Mpumep 4. Heka je 3agato ypehewe npomeHsmBux ™ = x; < x, < x3. Ha cnuum 2 cy npukasaHa gga
pasnuunta OBDD dyHKkumje f(xq, x5, x3) = x4 A X, V X1 Alx, Alxs, Npema 3agatom ypehemy 7.

3)3)(3)(3) 3)(3
Cnuka 2: [1sa OBDD dyHkumje f(xq, X2, X3) = X1 A X, V X3 ATx, Alxg U3 npumepa 4

UBop v ca o3Hakom x; y OBDD opgroeapa LLleHoHOBOM pasBojy Y OOHOCY Ha MPOMEHIbLUBY x; (BUOETU
ogerbak 2.1.2). Ako je kopeHy OBDD Bbynose dyHkuuje f (x4, ..., x,) NpUapyKeHa npoMeHrouea x;, Taga
Cy neBu n gecHu cuH kopeHa OBDD pegom kopeHu nerosa asa noa-OBDD, npu yemy noa-OBDD uwju je
KOpeH NeBu CvH NpeacTaBrba PyHKUM)Y fry,, @ Apyrn noa-OBDD ca kopeHOM y AeCHOM CUHY NpeAcTaBrba

yHKUMjy fy,. Cnuka 3 npukasyje oBy penauujy.
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Cnuka 3: LeHoHoB pa3soj OBDD dyHkumje [y 4BOpY X;

Buwe getarba nornegatu y kiunsm [2], ctp. 89.
2.4.2. KaHoHcka chopma BDD

KaHoHcka popma BDD omoryhyje ecbmkacHo n3BpLuaBake anroputama 3a obpagy bynosux cdyHkuuja.

AedmHnumja 8. Heka cy yBopoBuma u, v pedom MpuapYyKeHe NPOMEeHMBE X;, X;, TAe CY i,j MHOEKCU
npoMeHremBux. Y cknagy ca geduHuumnjama 6 u 7, Heka cy 4BopoBu low(u) n high(u) pegom nesu u
OECHU CUH 4BOpa u, OO KOjUX Ce Jonasu feBoM, OOHOCHO OEeCHOM rpaHom u3 4yBopa u. BDD je y
kaHoHckoj ¢gphopmu ([1], cTp. 203 n [2], cTp. 92) ako cy ucnyweHa cnegeha gsa ycnosa:

1) PegykoBaHoCT:
a) He nocToju yHyTpawu YBop u Takas aa je low(u) = high(u).
0) He nocToje gBa pasnuunta yHyTpallka YBopa u U v, TakBa gaje i = j, low(u) = low(v),
high(u) = high(v).
2) YpeheHocT - AKo NOCTOju rpaHa U3 4YBopa u Ka 4YBopy v, Taga Mopa fa Baxu gaje i < j.
YcnoB ypeheHocTu 06e36efyje oa HMjeaHa NPoOMeHIbUBA x; HUje MPOBEpeHa ABa nyTa TOKOM eBanyauuje
BpegHocTM yHKUuMje, OOK ycnoB pepykoBaHocTu obesbefyje ga Hema HenoTpebHO YABOCTPYYEHMX

YBOPOEBA.

DedwmHuumja 9. HepedykosaHu 6uHapHuU epad je rpad koju He UcnyHwaBa yCrioB peayKoBaHOCTU, NpemMa
aedvHnumjn 8.

CneuvjanaH cnyyaj HepeaykoBaHor 6uHapHor rpadpa npeactaBrba KoMmnneTHo GuHapHo ctabno bynose
dyHKUMje, Koje je unycTpoBaHo Ha cnuun 4(a) y npumepy 5.

Mpumep 5. Ha cnvum 4 cy npukasaHe pasnuuute penpeseHTauunje bynose dyHkuunje BehuHckor
ognydvBara (Bugetun npumep 1, ogerak 1).

. ,.--"@':L“-u_h‘_h

Oo@EodEe D

(a) HepenykoBaH rpadg (6) HeypeheH rpad (8) PegykoBaH
ypehen BDD

Cnuka 4: Pasnuunte penpeseHtaunje bynose dpyHkumje BEhAMHCKOr oanydnBara n3 npumepa 5
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Usop Ha Bpxy BDD npeactaBrba kopeH gujarpama. KopeHy ce yBek npuapyxyje npomeHrbuBa ca
HajMakUM UMHOEKCOM Yy NMPUPOOHOM ypeherwy NPOMEHIbMBUX, LWITO Ce Mako yodyasa Ha gujarpamy (B)).
Owvjarpam (a) He wchnywaBa YCNoOB pedykoBaHOCTM (Ha npuMmep, Apyrn u Tpehm 4Bop Kojuma je
npuapy>xeHa NpOMEHIbMBA X5 Cy MUCTa, y cMucny Aa mMefycobHO umajy ucte neBe m OecHe CMHOBE), a
avjarpam (6) He wucnywaBa ycnoB ypeheHOCTM y OfgHOCYy Ha npupoaHO ypehewe MNpOMEHIbUBUX
(npomeHrbMBa X5 je y AnjarpamMy npe NpoMeHIbLUBE X,).

Y pagy ce garbe nog nojvom BDD nogpasymeBa GuHapHu agujarpam ognydvBama Koju je ypeheH u
pedykoesaH (eHrn. Reduced Ordered Binary Decision Diagram, ROBDD), ogHoCHO 6uHapHu gujarpam Koju
je y KaHoHCKOj dhopmMun, Npema gedrHnLnjm 8.

2.4.3. Besa kaHoHcke chopme BDD u nepnu

UctuHutocHe nopTtabene dyHkumje f koje cy pepma n+1—k ogroBapajy HeHMM MNoTdyHKUMjama
f(cyy ey Cl—1) Xgy o, X)) TOT pepa, roe je k=1,2,..,n. lNepne dyHkunje f koje cy pega n+1—k
oprosapajy oHUM NoTdyHKUMjama Koje 3aBuce of NPOMEHIbLUBE X, (TO je MpBa NPOMEHIbUBA Y HUBY KOjOj
HVWje JoderbeHa MCTMHWTOCHA BPefHOCT, Ma je 3aTo moryhe rpaHawe). Ctora, cBaka TakBa nepna
oAaroBapa yHyTpawHeM 4YBOpY O3HadeHum ca k y BDD. Ako je k O3Haka yHyTpallHer 4YsBopa Koju
oArosapa UCTUHWUTOCHO] Tabenu ' = t1,7;, HEerosa Nesa 1 AecHa rpaHa AVPEeKTHO BoAe A0 YBOPOBA KOjU
oarosapajy kopeHuma noarabena (Tj. NoTdyHKUMja unn KodakTopa) T, 1 7, ([1], cTp. 205).

M3 rope HaBegeHoOr, MOXe ce 3akibyuyMTu aa ceaku 4Bop BDD bynose cyHkumnje ogrosapa jegHoj nepnm
HEeHe NCTUHUTOCHE Tabene, YuMme ce Jokasyje crniegeha Teopema.

Teopema 3 (JeanHcTBeHocT BDD). CBaka bynoBa cyHKkunja f UMa jeaHy 1 camo jegHy penpeseHTaumjy
nomohy BDD, Tj. nocTtoju TayHo jeaaH BDD 3apgate bynose dyHkuuje f.

HedwvHuumja 10. 3a 3agaty bynosy dyHkumjy f, ykynaH 6poj nepnu ce o3HavaBa ca B(f) u npeacTtasrba
senuyuHy BDD, Tj. ykynaH 6poj 4BopoBa Koje nma heH BDD, ykrbyyyjyhu 1 3aBpLuHE YBOPOBE.

Mpumep 6. Ha cnuvum 5 je npukaszaH BDD Bynose ¢yHkuumje BehunHckor oanydmsama (BMaetu npumep 1,

operbak 1). Cnuka 5(a) npeactaerba onvcaHy kaHoHcKy popMy BDD, a cnuka 5(6) penpeseHTtaunjy BDD
nomohy nepnu.

(00010111)

A
@0) O

(a) PegoykoBaH (6) PepykoBaH ypeheH BDD,
ypeheH BDD npegcTaBibeH nepnamMa

Cnuka 5: BDD ca o3Hakama NpOMEHIbUBUX
Koje ogroBapajy nepnama y cBakom YBOpYy M3 npumepa 6

Moxe ce youuTn fa je nctmHutocHa Tabena gyHKuMje BENMHCKOr ofgnyyvBaka ca Tpy NPOMEHIbMBE
0001011, naeHTMYHa pefocneay 3aBpLUHMX YBOPOBA Yy HEpPEAYKOBaAHOM Aujarpamy Ha cnvuum 4(a), npwu
yemy Baxu npecnukasawe 0 ©[L]1 ~ [T]|. Pasnuuute noatabene uctuHutocHe Tabene BehMHCKOr
oany4vvBana cy pefoMm:

{00010111,0001,0111,00,01,11,0, 1} (12)

10
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o kojux cy cee ocum {00, 11} nepne. OgaTne crneam Aa je ckyn nepnu dyHKumje BehnHCKOr oanyyvBama:
{ooo10111, 0001, 0111, 01, 0, 1} (13)

LWTO unycTpyje anjarpam (6) Ha cnuum 5. PyHkumja BehmnHckor oanyymBana uma ykynHo B(f) = 6 nepnu,
na camum Tum 1 keH BDD mnma ykynHoO 6 yBopoBa.

2.4.4. MNpepgcTaBrbakbe BDD nnuctom MHCTpYKUKja

JenaH HaunH ga ce npegctasu BDD je nomohy nucme uHcmpykuuja ([1], ctp. 206). Jlucta uHCTpyKumja
AVpekTHO onucyje cTpykTypy BDD v npasuna rpaHarsa.

Oedvunumja 11 (Flucta uHcTpykumja). BDD dyHkumje f(xy, ..., X,) MOXe ce 3agaTtn y obnuky saucme
uHcmpykuuja Is_q, Is_5, ..., 1;, Iy, IpM YEMy je cBaka MHCTpyKuuja obnuka I, = (U, 71, : hy), 3a k > 1, rge
v NpeAcTaBiba NHAEKC MPOMEHIbUBE, a | 1 h Cy MHOEKCU MHCTPYKLUMja.

WHcTpykumja (v ?1 : h) ce Tymauu Ha cnegehn HauuH: ako je x, = 0, U3BPLUN UHCTPYKUWjY I;; Y CYNnPOTHOM
N3BPLUN UHCTPYKUN}Y I},.

MHpekcu nHeTpykumja I, n hy, Mopajy ncnyHutu cnegehe ycnose:
lk<k,hk<k,vlk>vk,vhk>vk, 3as>k=>2 (14)
YcnoBsom (14) ce 3axTeBa fa ce CBe rpaHe Kpehy HaHmxke Ka NpoOMeHIbMBama ca BENMM MHOEKCOM.

WHcTpykumje I, I, ce TpeTupajy kao nocebHu crny4vajeBu; TO Cy NPOCTE MHCTPYKUMje KOje NpeacTaBrbajy
3aBpLUHE YBOPOBE, pPeaoM n[L]. 3a wux Baxu aa je [, = h, = k, a MHOEKC NPOMEHIbLMBE V), UMa
Hemoryhy BpegHoOCT, n + 1, k0oja ce MOXe cmartpaty HuBooM BDD Ha koMe ce Hanase camo 3aBpLUHM
YBOPOBMW.

Ako je f(xq,...,x,) = 1 Tako aa je pesyntyjyhm BDD camo 3aepwHu 4Bop [T], Taga je s = 2, jep Tapa
WHCTPYKUMja I; Koja ofrosapa 3aBpLUHOM 4BOpY [T]. Y cynpoTHOM, s npeacTasrba senuuuHy BDD, 1 Taga
Ce KOpPEH yBeK NpeacTaBiba UHCTPYKUNjOM I_;.

Mpumep 7. Heka je pata dpyHkumja yvja je uctuHutTocHa Tabena 1100100100001111. [Be AMpeKTHe
nograbene 11001001 1 00001111 cy nepne, n ogroBapajy pegom fieBoM U AeCHOM YBOPY HYMEpUCaHUM
NPOMEHIbMBOM uHAekca 2. Npouecom KOHTpymMcarwa KaHOHCKe (hOpMe M3 CKyna nepnu 3agate dyHkuuje
nobuja ce BDD Ha cnuum 6:

Cnuka 6: BDD Bynose ¢yHkuMje 13 npumepa 7

BDD npwvikasaH Ha crnmum 6 ce MoXe NpeacTaBUTU TIMCTOM 0f s = 9 MHCTpyKUMja:

18:(177:6): 15=(§?1;0), 12=(Z?0:1)
I;=(275:4), 1,=(373:2), L=(?1:1)

11
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lo=(270:1), L=(4?1:0), I,=(5?0:0) (15)

Fﬂ,ejevs=1, 1827'}18:6:”7:2' l7=5, h7=4, ey v0=5, lozhozl.

2.5. Bapujante BDD

MocToje pasHe mogudmkaumje BDD, pasBujeHe ca umrbem ga ce npesasufly cnaboctm BDD kao
CTPYKTYpe nogartaka, Koje cy yoyeHe Koa npeactaBrbaka U obpage ogpeheHnx bynosux dyHkumja. To ce
Hajnpe ogHocKM Ha dyHKUMje Koje 3a Ma Koju pefocreq NPOMEHSbMBUX NPOM3BOAE EKCMOHEeHLMjanHo
Benukn BDD. OnwTta ctpyktypa BDD ce mogudukyje n ontumusyje Ha pasHe HauvvmHe, na 6u obpaga
TakBux pyHkumja 6una edukacHuja ([1-4]).

Moaudukaumje ce Hajuewhe ogHoce Ha opfycCTajake OA HEKOr oA 3axTeBa koje Tpeba Aa umcnyHu
kaHoHcka ¢opma BDD. Ha npumep, BapujaHta BDD «koja pgossorbaBa pasnuuuTta ypefewa
NPOMEHIBMBUX Ha Pa3nUUNTMM NyTawama, yMecTo (buMKCcMpaHor pegocnena, Hasmea ce c10600HuU BDD
(eHrn. Free BDD, FBDD). 3atum, uHOekcupaHu BDD (eHrn. Indexed BDD, IBDD) gossorbaBa ga ce
NPOMEHIbMBa NPOBEPM BULLE MyTa HA UCTOM MYTY, YAMe Ce ryOun Ha je4MHCTBEHOCTMW.

Heke moandurkaunje ce npumersyjy Ha CTpyKTypHe enemeHTe BDD, y 3aBUCHOCTM 04 camux anroputama
Koju mx kopucte. Ha npumep, y Hekum BDD koju ce kopucTe npu peliaBaky ogpefeHnx npobnema,
BehmHa JecHux rpaHa Boam 0o Ysopa [L]. Y Tom cnydajy ce KOpUCTW CTpYKTypa Hyra-nomucHymux BDD
(eHrn. Zero-Suppressed BDD, ZBDD, [1], cTp. 249), unju ce YBOPOBWN MHTEPNPETMPAjY ApYyraynje Hero Kog
06uyHux BDD - kaga nocToju rpaHa nsmelhy yBopoBa i 1 j, 3aj = i+ 1, TO 3Ha41 Aa je BpeaHocT bynose
dyHKLMje HETa4YHa, OCMM YKOSTMKO HE BaXu Aa je:

Xiy1 = = = x]'_l =0 (16)

OBa CcTpyKTypa KOpUCTU Apyrayunje npaBuno peaykuunje - YBop Ce U30CTaBiba ako HEeroB feBu CUMH BOAU
00 BpeoHOCTU dyHKUMje, a He N30CTaBIba Ce Kafa Cy HeroBu HacnegHuum ngeHtudHn. Ha npumep, BDD
Koju npefcTaBrba He3aBUCHE CKYMOBE LMKMyca ca n YBOpoBa (BUAETU oferbak 3.4) Ma MHOro 4YBOpoBa
Kojuma AecHa rpaHa Boau 4o 4ysopa [L]. ZBDD y Tom cryvajy npeactasrbajy edukacHy 3ameHy 3a
06uyHy ctpykTypy BDD.

Opyrm npumep je cTpykTypa OJducpepeHuyujanHoe BDD (enrn.Differential BDD, 4 -BDD), y kome ce

YBOPOBMMA HE MPUAPYXKYjy MHOEKCU NMPOMEHIBMBUX, HEr0 pas3fnuka y WHOEKCMMa Yy OQHOCY Ha Buy
(npeTxodHy) NpoMeHIbuMBY y ypehemy.

12
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3. Anroputmm

OBo nornasrbe cagpxun getarbaH onvc anroputama 3a KOHCTPyKUMjy U MaHunynauuvjy BDD, n anroputma
3a NpoHanaxeHe He3aBUCHNX CKyMnoBa LuMknyca ca n 4soposa nomohy BDD.

3.1. AnroputMm 3a KOHCTpyKuujy BDD

OBaj ogerbak npeacraBrba pasnnunMTe TEXHUKE KOje Ce KOpUCTe 3a KOHCTpykuujy BDD. Anroputmu ce
pasnuKyjy npeMa npuctyny KoHcTpykumnju BDD n hopmun ynasHux nogataka. Ynas anroputma Mmoxe outu
jeaHa unu Buwe bynosux yHKUKja, KOje ce NpeacTaBsbajy:

- UICTUHUTOCHOM Tabenom y popmu GuHapHe HUCKe (BUAETW ogerbak 2.2), unm
- HepeaykoBaHUM BuHapHUM rpadom (Bnaetn ogerbak 2.4.2, nepmHuunjy 9).

Y 0BOM ogerbKy cy onucaHe cnegehe TexHuke 3a KOHCTpykumnjy BDD:
- KoHcTpykumja pasnarawbem nepnu

- Pepykuwuja ogosno Ha rope

- KoHcTtpykunja BDD nonasehu og kodaktopa

3a cBaku anroputam ce npeTnocTaerba NpupodaH pegocnen npoMeHrbuemx Bynoee dyHkuyje.

MimnnemeHTauuja npea ABa of TPy anroputma rope je onMcaHa y nornaesby 6.
3.1.1. KoHCTpyKUumja pasnaraem nepnu

KoHcTpykuuja BDD pasnarawem nepnu ([1], ctp. 205) rpagn BDD gupekTHUM NpUCTYnom of KopeHa Ka
3aBpLUHMM YBOpOBMMA. [NaBHa uaeja anropuTma je Kpempawe CBUX Nepnv UCTUHUTOCHe Tabene bynose
dyHKUMje, 1 Kpeuparwe oarosapajyher 4Bopa 3a CBaKy nepny, jep YBOpoOBUMA jeJHO3HA4YHO ofroBapajy
nepne (Bugetn ogersak 2.4).

Anroputam KoOpuctu NoMohHK anropytam 4uju je ynas uctmHutocHa tTabena bynose dyHkuuje, y dopmm
OMHapHe HuUcKe. Yrora OBOr anmroputMma je kpeupawe kopeHa BDD wn nosuB rnaBHOr pPeKyp3vBHOT
arnroputma Koju koHcTpyvwe BDD 13 nepnu.

Y cBakom nponasy rnasHoOr anroputMa, nepna TeKyher 4yBoOpa w Cce aenn Ha ase je,qHaKe nogHuUcCkKe, "
CBaKa NoaHuMCKa ce rnposepaBa aa nu je nepna, W1 KBagpar:

- YKkonuko je nepna, anroputam npoBepaBa ga nu je Beh KpeupaH 4BOp u KOMe je Ta nepna
npuapyxeHa (y HEKOM o MPeTX04HMX Nporasa anroputma):

o YKOnuKo Huje, Kpempa ce YBOp v KOMEe ce Ta nepna npuapyxyje.
o YKonuko jecTe, Tekyhu 4BOp w ce cnaja Ha 4BOp u Tako Aa 4BOP w MOCTaje oTal, 4sBopa u
(HOBM 4BOp ce He kpeupa 3a Tekyhy nepny).

- YKonuko je NoAHNUCKa KOHCTaHTHa, ANPEKTHO Cce cnaja Ha 3aBpLUHU 4YBOpP o,u,rosapajyhe NCTUHUTOCHE

BpeaHocTy, Tj. [L] unm [T].
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- YKONuUKO je nogHUCKa KBagpaTHa, a Huje KOHCTaHTHa, OHa ce Oenu Ha ABa jedHaka ferna, u camo
MosnoBMHa NOAHNCKE Ce Aarbe UCMUTYje NCTUM NPOLLECOM, NMPU YEMY Ce 3a HYy He Kpeupa HOBM YBOP.

- Tepna koja je NpuapyXeHa HOBOKpenpaHoM YBOPY v Ce Aarbe Aenv Ha ABe jefHaKke NOoAHWCKe, NeBY
N OecHy, 1 3a CBaKy NOOHUCKY ce MOoHaBrba UCTW npoLec. 3a YBop v ce kpeupajy oarosapajyhv nesu

O[HOCHO AECHM CUH YKOSMKO CYy fneBa OAHOCHO AecHa nogHucka nepne. locTynak ce noHaerba A0OK
He OCTaHy nogHucke AyxuHe 1, KOje Cy KOHCTaHTHE HWCKEe W KOje oaroBapajy jeAHOM of, 3aBpLUHUX

yBopoBa, [T v [L].

CneuujanaH cny4aj npeacTtasrba UCTUHUTOCHA Tabena bynose dyHKUMje Koja je KOHCTaHTHa Hucka. Taga
ce He ynasu y npouec kpeuparwa BDD, Beh ce ANpeKTHO Ncnucyje heHa UCTUHUTOCHa BPeaHOCT.

Osum npuctynom BDD ce rpagun H1BO No HMBO, 6e3 Kpenpara peayHOaHTHUX YBOPOBa.
Y HacTaBKy je gat nceygokod nomMohHor anmropMTMa, Koja uma ynory ga npoBepu YHOC UCTMHUTOCHE
Tabene, kpenpa vHuumjanad BDD, n no3oBe rmaBHU anroputam 3a KOHCTpykuujy BDD u3 nepnu bynose
dyHKUMje.
Mceynokon nomohHor anroputma
Heka je 3agata bynoa dyHkumja f (x4, ..., X,) CBOjOM UCTUHUTOCHOM Tabenom gyxuHe 2™.
Algoritam inicijalizacija_BDD(istinitosna_tabela)
Ynaas: istinitosna_tabela - BUHapHa HYCKa OYyXXMHE n, NPy YeMmy je n cTeneH 6poja Asa
U3na3: Hema; anroputam no3uea pekyp3nBHu anroputam BDD_iz_perli
begin
kreirati prazan bdd

# AKO je nCTMHUTOCHa Taberna KOHCTaHTHa buHapHa Hucka 111...1 unu 000...0, oHa ce npukasyje
# 1 n3nasm ce U3 anropuTma

if length(istinitosna_tabela) == 1 or istinitosna_tabela je konstantna niska then
print istinitosna_tabela
exit

while istinitosna_tabela je kvadratna niska do
istinitosna_tabela = prva polovina niske istinitosna_tabela

kreirati ¢vorove koren,
koren.perla = istinitosna_tabela

[T]perla =1
[L] perla =0

dodati koren,[T|[1]u bdd

leva_podniska = prva polovina niske istinitosna_tabela
desna_podniska = druga polovina niske istinitosna_tabela

BDD _iz_perli(leva_podniska, koren, levo, bdd)
BDD _iz_perli(desna_podniska, koren, desno, bdd)
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end

Mceynokon rnmaBHoOr anropuytma 3a kpeupawe BDD un3 nepnu je gat y pekyp3vBHOM 0OnuKy pagwm
nperneaHocTu.

MNMceynokon rmaBHOr anropuTmMa
Algoritam BDD_iz_perli (istinitosna_tabela,u, grana, bdd)

Ynas:

- istinitosna_tabela - GUHapHa HUCKa OYXUHE n KOja HWje KOHCTaHTHa, Npu Yemy je n cTeneH 6poja ABa

- u - YBOP YuWja ce Nepna nodenuna Ha ABe NOAHWCKE Koje ce UCTIUTYjY

- grana - 03HaKka [a N je HUCKa Koja ce UCITYje neBa (BpeaHoOCT levo) unu aecHa (BpeaHocT desno)
nogHmcka YBopa u

- bdd - "cTatndka" npomeHrL1Ba Koja cagpku TpeHyTHo narpaheH BDD.

WU3nas3: bdd - 3aBpwHu BDD

begin
# basa pekypsuje - n3nasm ce kaga cy buHapHe HUCKe Koje ce npoBepaBajy AyXuHe 1
if length(istinitosna_tabela) == 1 then
if grana == levo then
# 3aBpLUHM YBOP je OHaj Koju oAroBapa UCTUHUTOCHO] BPEAHOCTW KOHCTaHTHe
# Hucke
u.levi_sin = zavr$ni ¢vor # ((T]vnm
else
u.desni_sin = zavr$ni &vor  # ((T|nmm
return bdd

# Wcnutyje ce ga nu je GuHapHa HUcKa kBagpaTHa
while istinitosna_tabela je kvadratna niska do

if istinitosna_tabela je konstantna niska then
if grana == levo then
# MNpecnaja ce Ha 3aBpLUHM YBOP KOju OAroBapa UCTUHUTOCHO]
# BPeOHOCTU KOHCTaHTHE HUCKe
w.levi_sin = zavr$ni ¢vor  # ((T] nm
else
u.desni_sin = zavrsni ¢vor # ((T]wnm [L])
break
else
istinitosna_tabela = prva polovina niske istinitosna_tabela

# Y oBOM Kopaky, OMHapHa HucKa Koja ce NpoBepaBa je nepna; ucnutyje ce ga nvu seh nocroju
# yBop y bdd koMe je Ta nepna NpuapyXeHa, N ako He NOoCTOoju, Kpempa ce HOBM YBOP KOMeE ce
# nepna npuapyxyje, a HOBOKpeupaHu 4YBop ce goaaje y bdd

if postoji ¢vor v u bdd tako da v.perla == istinitosna_tabela then

if grana == levo then
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u.levi_sin = v
else
u.desni_sin = v
else
kreirati novi ¢vor w
w.perla = istinitosna_tabela

if grana == levo then
u.levi_ sin=w
else
u.desni_sin=w

dodati ¢vor w u bdd
u=w

# CBaka nepna ce genuv Ha neBsy U AeCHY NOOHWUCKY, Koje ce MpoBepaBsajy UCTMM NPOLIECOM Y
# pekyp3nMBHOM MO3MBY

leva_podniska = prva polovina niske istinitosna_tabela

desna_podniska = druga polovina niske istinitosna_tabela

BDD_iz_perli(leva_podniska,u, levo, bdd)
BDD_iz_perli(desna_podniska,u, desno, bdd)

end

[oKka3 KOpeKTHOCTH
[Ookas ce ussoam MHAYKLUMjoM no log, k NCTMHUTOCHE Tabene ayxuHe n = 2K,

Basa uHOykuuje: 3a k = 0, nctuHuTocHa Tabena je ayxuHe 2° = 1, WTO ogroeapa neprnama OyxuHe 1,
pegom 1 1 0.

MHOykmueHa xuriomesa: Anroputam aaje Tadad BDD 3a cBe GuHapHe HUCKe OyXuHe Manse of 2X.
Kopak uHdykuuje: Ako je nata 6uHapHa Hucka ayxuHe 2%, k > 0, jaBrbajy ce asa cnyyaja:

1) bBuHapHa Hucka Huje KBagpaTHa HWCKa - Tada je oHa nepna, na ce npema anroputMy oHa Aenu Ha

2k _ . .
ABE MOAHNCKE AYXUHE — = 2k=1 < 2 3a Koje Baxu UHAYKTUBHA xunoTesa. KopeHn BDD gobujeHunx

3a ABe nogHucke noctajy genosu (nog-gujarpamu) pesyntyjyher BDD koju ogroBapa UCTUHUTOCHO]
Tabenw.

2) bBwuHapHa HWCKa je KBagpaTHa HUCKa - Taga je oHa 2™ ymHOXaK nepne, m > 1. lNpema WHOYKTUBHO]
XunoTesu, anroputam 3a Ty nepny gaje BDD, y koM Mera 03HaKy uBopa, nocne 4yera BDD ogrosapa
WCTUHUTOCHOj Tabenu.

[

Mpumep 8. Heka je pata nctMHutocHa Tabena Bynoee dyHkumje, 1100100100001111. Kako oHa Huje
KBagpaTHa HuCKa, kpenpa ce 4Bop Koju je kopeH BDD. O6paga nepre 1100100100001111 je 3aBpLueHa,
na ce npenasu Ha HeHy NeBy 1 AeCHY NMOOHWCKY.

[lBe oupekTHe nogHucke KopeHa (neea: 11001001 n gecHa: 00001111) HMCy kBagpaTHe Hucke. Kako joLwu

yBEK He MOCTOjM YBOP KOjU ofroBapa HeKoj o oBe ABe neprie, 3a CBaky ce Kpeupa Mo jegaH 4Bop, Koju ce
y BDD nocTaBsrbajy Kao nesu ogHOCHO AeCHU CUH KOpeHa.
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Caka nepna ce garbe denu Ha ABe MOOHWCKE jedHaKuX OYXMHa Koje ce NMpoBepaBajy Ha UCTU HaYvH.
Ckyn pesynTyjyhux nogHUcku je:

{1100, 1001, 0000, 1111} a7

M3 ckyna ce u3gBajajy neprne of KBagpaTHUX HUCKM - KOHCTaHTHe Hucke 0000 u 1111ce OgMpeKTHO Be3yjy

Ha 3aBpllHe YBOpOBE Ca WCTUHUTOCHUM BpedHOCTMMAa, pPeaom 7 . MNepne 110011001 ce
npuaPYXyjy YBOpOBMMa — pedoM fieBOM U AEeCHOM CUMHY 4YBOpa 4uja je nepna 1100100. MNMogenom nepnu
1100 1 1001 pobwujajy ce nogHucke pegom 11,00,10,01, rge cy npBe OBe MNOOHWCKE KOHCTAHTHE U
OMPEKTHO ce Besyjy Ha 3aBplLUHe 4YBOpOBe ofroBapajyhe WUCTUHUTOCHe BpeadHocTW, a nepne 10,01 ce
nNpuapyxyjy peaom nesom u aecHom cuHy usBopa 1001, gene ce oo ayxuHe 1, u Besyjy Ha ogrosapajyhe
3aBpLUHEe YBOPOBE.

Cnuka 7 npukasyje pe3yntyjyhm BDD.

Cnuka 7: BDD koHcTpyncaH pasnarakem nepnuv us npumepa 8

UsopoBu Hymepuy ogroBapajyhe nepne: 4Bop ca o3HakoM 1 je nepna 1100100100001111, yBopoBu ca
03Hakom 2 cy pegom, 11001001 n 00001111, ysoposu ca o3Hakom 3 cy nepne 1100 u 1001, n 4BOpOBM
ca o3Hakom 4 ogrosapajy nepnama 10 u 01. Hymepauwnja yBopoBa ogroBapa MHAEKCHMMA NMPOMEHIbUBUX
Koje cy UM npugpyxeHe, a Tume n Hnoy BDD Ha kome ce 4Bop Hanaswu.

CnoxeHocT

CnoxeHoCT HaBefeHOr anropMTmMa ce npouekyje Ha OCHOBY 6poja NPOMEHIbUBUX (QY>KUHE UCTUHUTOCHE
Tabene). AKO je WCTMHUTOCHa Tabena KOHCTAHTHO TayHa WNKU KOHCTAHTHO HeTayHa, anroputam ce
M3BpLUABa Yy KOHCTAHTHOM BpEeMeHy. Y HajropeM crny4ajy, CBakum ferbewem OnHapHe Hucke Ha ABe
NOOHWCKE jedHaKkuX OYyXWHA, MOEHTUPUKYje ce nepna 3a Kojy ce Kpeumpa HOBM 4BOp. AKO je n 6poj
npomeHsemBux bynose dyHKUMje, Taga je AyXKunHa HeHe WUCTMHUTOCHe Tabene jegHaka 2™, na je y
Hajropem criyyajy Bpeme m3sspLuaBama 0(2™M).

3.1.2. Pegykuuja 040300 Ha rope

JedaH HauvH koHcTpymcawa BDD u3 3apate uctmHuTocHe Tabene bBynoee dyHKkunje je npumeHa
pedykuuje ([2], ctp. 92-98) Ha KomnnemHo ypeheHo BuHapHO cTabno oanyymBaka (BUAeTU npumep 5,
crnuky 4(a)), y cMepy of 3aBpLUHMX 4BOpOBa Ka kopeHy. KomnneTHo OuHapHO cTabno yBek cagpxu
pedyHOAaHTHeE YBOPOBE - ako je n Behe of 1, Taga koMNeTHO BUHapHO cTabno uma ykynHo 2™ nMcToBa, a
y 3aBpwHomM BDD ocTajy camo [ABa nmcTa, 04HOCHO 3aBpLUHM YBopoBy [T|u[1]

Heka usopoBumMa u, v peaom oaroeapajy npomensouee x;, x;. PeayHaanTHocT uma asa obnvka:
e JleBu 1 gecHu cvH YBOpa u MOry Aa ogroeapajy yHKkumjama ca ngeHTudHum nograbenama. Y oBOM

cny4ajy, ogfiyka O UCTUHUTOCHO] BPEAHOCTWM Yy YBOPY U HE CaapXu HOBY WHOpMauujy koja 6u
yTuuana Ha UCTUHUTOCHY BPeaHOCT (PyHKLMje, Na je YBOp u peayHOaHTaH.
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e Buwe 4yBOpoOBa MOXe Aa ogroBapa jeaHoj UcToj pyHkumju (ca nctom nograbenom). OBuM je 3anpaso
ncTa nHopmaumja o yHKUMjU NpeacTaBrbeHa HEKOMNUKO NyTa y Avjarpamy, na ce Taksu YBOPOBM
cmarpajy peayHaaHTHUM.

HapegHe geduHnumje npeunsHmje dopmMynuily peayHaaHTHOCT.
DedwmHnumja 12. Heka cy P, n P, pga OBDD. Kaxe ce ga cy P, n P, naomopcHuM ako nocToju 6ujekTMBHO
npecnukaesake ¢ 13 Ckyna 4YBopoBa rpada P; y ckyn 4yBopoBa rpada P,, Tako a 3a cBaku YBOp v rpada

P; BaXxu jeQHO of HapedHux TBpheka:

1) [ea4yBopa v 1 ¢(v) Cy 3aBPLUHX YBOPOBU Ca UAEHTUYHOM O3HAKOM, UK

2) var(v) = var(¢()), $(high(v)) = high(¢p(1)), p(low()) = low(p(v)),

roe var(v) o3HavyaBa NpoMeHbLUBY YBopa v, high(v) ogroBapa 4ecHOM CUMHY YBopa v, a low(v) ogrosapa
NIEBOM CUHY YBOpa v.

HOedwmHnumja 13. OBDD ce cmaTtpa peaykoBaHUM ako:

1) He cagpxu yBop v TakaB aa je high(v) = low(v)
2) He nocTtoju nap YBOpOBa u, v 3a KOje Baxu ga cy kopeHu noarpagosa OBDD koju cy nsomopgHu.

HedumHununja 14. Anroputam pegykumje ogosao Ha rope npumensyje crnegeha asa npasuna Ha OBDD:

1) [lpasuno enumuHayuje - AKO NeBa W fecCHa rpaHa 4YBopa u KOMe je MpuapyXeHa MpOMEHIbUBA Xx;
rnokasyjy Ha MUCTU 4YBOP v KOME je NMpPUApYXeHa MPOMEHIbMBA X;, YBOP u CE efMMUHULIE, a CBe
JonasHe rpaHe YBopa u ce npeycMepaBajy Ha 4Bop v.

2) [lpasurno crigjarba - AKO NOCTOje ABa yHyTpallka YBOpa u M v KOjuMa je npuapyKeHa npoMeHrbunea
X;, HbUXOBE AeCHe rpaHe BoAe [0 YBOpa w, U HUXOBE NEBe rpaHe BoAe A0 YBOpa z, Taja ce jeaaH of

YBOpPOBA U, V ENMMUHULLE, @ HEeroBe onasHe rpaHe ce npeycMepasajy Ha YBOp Koju OCTaje.

Opyrum peduma, anroputam pegykuuje yknawa HenotpebHe n gynnupaHe 4YBOpOBe, M Mpeycmepasa
rpaHe Koje ux Besyjy.

UnycTpauuja npumeHe HaBegeHa ABa npasuna je garta Ha cnvum 8.

(a) MpumeHa npaBuna envMmnHaumje (6) MpumeHa npaBuna cnajaka
Cnuka 8: NpumeHa npasuna pegykuuje

Teopema 4. OBDD P je peaykoBaH akO U CaMO ako Ha Hera He MoXe Aa ce NpUMEHU HUjeaHO npasumno
peaykuuje.

Doka3s. Heka je OBDD peaykoBaH. Taga ce no geuHuLmMjK He MOoXe NPUMEHUTU NPaBUNo enuMuHauuje.
MpaBuno cnajawa Takohe Huje NpMMeHrbLUBO, jep 6u y cynpotHom OBDD capgpxao gBa m3omopdHa
noarpada ([2], cTp.93).

O6pHyTO, Heka je P OBDD Ha Koju ce He MOXe MPUMEHWTU HWjegHO npaBuno peaykuuwje. Taga no
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npasuny enuMmuHauuje us gedwvHuumnje 14, P He cagpxu 4BOp u Takae ga je high(v) = low(v). Heka P
cagpXu nap pasnuuMTuxX 4YBOpOBa u M v, TAKO Aa Cy OHM KOpeHu ABa maomopdHa nogrpacdha y crabny.
Tapa ce jaBreajy ABa cny4aja:

1. cnyyaj: Baxun ga je high(u) = high(v), n low(u) = low(v). OBge ce MOXe NPUMEHUTU MNpPaBUo
cnajarba, LWTO je KOHTpaguKumja, jep je NpeTnocTaBrbeHO a Ce He MOXE MPUMEHUTU HWjedHO NpaBuno
peaykuuje.

2. cnyyaj: Baxun pa je high(u) # high(v), wam low(u) # low(v). N3 peduHnumje 12 cneam ga cy gea
OBDD, uuju cy kopeHu gBa pasnuuuta yBopa high(u) n high(v), Takohe nsomopdHa. MNMoHoBo ce
jaBrbajy oBa pasnuuuta crnydaja 3a 4BopoBe high(u) n high(v). Kako oBa gsa OBDD 3aBuce camo o
NMPOMEHIBMBKX KOje Ce MOojaBIbyjy HAaKOH MPOMEHIbMBE U Yy pedocnedy, Npouec ce 3aycraBiba HaKOH
HajBuLLE n Kopaka, npu 4Yemy je n 6poj NpoMeHrbuBMx y nonasHom OBDD. Ha kpajy, TBphetwe 1) us

aedvHmumje 12 mopa ga 6yme mcnyweHo, 6ygyhu ga noctoju camo jegaH 3aBpLUHM YBOP W jeaaH

3aBpLuHM 4Bop [T].
m

Anroputam pegykuuje jeqHOCTaBHO NpuMersyje rope AeduHucaHa npasuna gokne rog je 1o moryhe.
Caka npvmMeHa npasuna cmawyje BenmdinHy OBDD 3a Hajmane jegaH yBop. Kaga HujegHO npaBwno
BuLe Huje npumermeo, OBDD je TpaxeHu pegykosaH BDD.

Cwmep pegykumje of 3aBpLUHMX YBOPOBA Ka KopeHy obesbehyje Aa HWjegHO NpaBuio HWje MOHOBO
npuMeHMBO y noapydyjy rpada koje je Beh npernegaHo. NpumeHa npaBuna je cuctemMaTudHa jep novnkse
HaZ 4YBOPOBUMA KOjUMa ce Mpuapyxyje nocnefghwa NpoMeHsrLuea y pegocneay (ca Hajpehum MHOekcom),
HacTaBrba ce Haf YBOpOBMUMA KOjMMa ce NPUAPYXKYje heHa NpeTxoaHa NPOMEHIbMBA Y pedocneay, U Tako
penoM O KOpeHa, Koju nMma HajMaky MHOEKC MPOMEHIbLUBE.

Mceynokopn

Heka je 3apgata bynosa dyHkumja f(xy,...,x,) cBojum OBDD (HepegykoBaHuM GuHapHMM rpadom).
MpetnocTaerba ce da je ceakom ysBopy vy OBDD pgogerbeH jeQuHCTBEH LenobpojHn vaeHTudukarop,
v.id. [logaTtHo, npeTnoctasrba ce da cy usabpaHa TayHo ABa 3aBpluHa 4yBopa [T| v [1], koju umajy
Hajmarbn maeHTudukatop id mefly cBum YBOpPOBMMA W CBUM YBOPOBMMA Ha MOCHEeAHEM HUBOY
npocneheHor OBDD.

Algoritam Redukcija_odozdo_na_gore (obdd)

Yna3: obdd - OBDD cyHKkumje f (x4, ..., X,)
WU3anaa: redukovan obdd dyHkumje f(xq, ..., xp)

begin

svi_obdd_c¢vorovi = svi unutrasnji ¢vorovi u obdd
sve_promenljive = sve promenljive u obdd

# 3060r npaBuna cnajaka, HEOMXOAHO je Aa YBOPOBU Y UCTOM HMBOY Byay copTupanu pactyhe,
# npema cBOM jeAMHCTBEHOM uaeHTUuKaTopy

neka su indeksi promenljivih u skupu sve_promenljive sortirani u opadaju¢em poretku
# Nponasak HMBO MO HMBO KPO3 cBe NpomeHrbuee y OBDD, oa 3aBpLuHMX YBOPOBa npema

# KopeHny
for each promenljiva in sve_promenljive do
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¢vorovi_promenljive = svi_obdd_tvorovi[promenljiva]
neka su ¢vorovi u skupu ¢vorovi_promenljive sortirani u rastu¢em poretku prema
jedinstvenom identifikatoru id

# MNpaBuno enumMuHaumje, UCNUTYje ce CBakW YBOP y NOCMaTpaHOM HUBOY
for each ¢vor u in Cvorovi_promenljive do

# NpoBepaBa ce ga nu oba cuHa YBOpa Koju Ce UCMUTYje NoKasyjy Ha
# nctn uBop
if u.levi_sin.id == u.desni_sin. id then

# NpumeHa npasuna enuMuHaLmje
preusmeriti dolazece grane ¢vora u na ¢vor u. levi_sin
izbrisati u iz svi_obdd_Cvorovi

# MNpaBuno cnajaka, NpYMekYje ce Ha NpeocTarne YBOPOBE, HAKOH ennuMuHauuje 3a
# Texkyhu HMBO
Cvorovi_promenljive = azurirati listu preostalih ¢vorova u teku¢em nivou nakon eliminacije

# MNpunpema rnaBHMX YBOPOBA Ha Koje he ce BpLIWTK Cnajawe ocTanmx peayH4aHTHUX
# yBopoBa Ha TekyheM HuBOY

if length (¢vorovi_promenljive) > 0 then

jedinstveni_Cvorovi = []

# [onaje ce npBuM YBOP Yy HMBOY Kao rMaBHW YBOP
v = ¢vorovi_promenljive[0]

dodati glavni ¢vor v u niz jedinstveni_cvorovi

# MNocTaBrba ce nHAMKATOP Aa je YBOP KOju ce npoBepasa CMojeH ca jeqHUM of
# rmaBHUX YBOPOBA W3 HU3A jedinstveni cvorovi
spojeni = False

# MNpoBepaBajy ce ocTanu YBOPOBM HMBOA - Aa N Cy KAaHAMAATMK 3a cnajake ca
# HEeKVMM rmaBHMM YBOPOM, UMK NOCTajy FMaBHM YBOPOBHU
for each preostali ¢vor test_w in ¢vorovi_promenljive[1:] do

# MpoBepa ga nu YBOp test_w MMa ucta oba cMHa Kao rmaBHM YBOP
# v 3 Hu3a jedinstveni_cvorovi
for each v in jedinstveni_cvorovi do

if v.levi_sin.id == test_w.levi_sin.id and
v.desni_sin.id == test_w.desni_sin.id then

# NpumeHa NpaBuna cnajama

preusmeriti sve dolazecée grane ¢vora test_w na ¢vor v
izbrisati ¢vor test_w iz obdd

¢vorovi_promenljive = aZzurirati listu preostalih ¢vorova
spojeni = True

# 3a uBop test_w Koju je BUO kaHAMAAT 3a cnajakbe Huje NnpoHaheH
# oprosapajyhu rmaBHu YBOp v, Na ce YBOP test_w AoAaje Y HU3 rmaBHUX
# uyBopoBa jedinstveni_Cvorovi
if not spojeni then
dodati test_w u niz jedinstveni_cvorovi
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else
spojeni = False

return redukovan obdd

end

Mpumep 9. Heka je gat OBDD Ha cnvum 9, 4njum cy 4BOpoOBMMA v AOAEIbEHU NO3UTUBHN Lenu Bpojesu,
v.id. Y npBOM nponacky, anroputam npenosHaje ga Cy NeBU U AEeCHW CWUH jedMHOr 4Bopa KojeM je
Npuapy>xeHa NpOMEHIbUBA X5 MOEHTMYHW. [lpema npaBuny envMunHauuje, YBop Yujy je naeHTudukaTop
Xx3.id jeaHaKk 3 ce yknawa. Y Apyrom nponacky, npumeryje ce npasuno crajakba Ha 4YBOPOBE KojuMma je
npuapyxeHa NpoMeHIbUBA x,, YNjU CYy MOAEHTUGMKATOPU jeqHaKN pedoMm x,.id = 2 U x,.id = 4. YUBop uunjn
je ngeHTndukaTop jeaHak 2 je 3agpxaH, jep je To Hajmamwu ngeHtudukaTop Mehy cBuM YBOpOBUMA Ha
TOM HMBOY (KOjuMa je npuapyXeHa NpOMeHIbMBA X, ), @ KOjU Cy KaHAMAaTu 3a cnajawe. Mocneawn kopak
anropytMma npuMmerbyje npaBuo ennuMuHaumje Ha YBOp YMju je uaeHTudukatop jegHak 1, n Kojem je
NpuApYy>KeHa NPOMeHIbMBA X;. YoyaBa ce Aa je YKIOoweH 4Bop nNpBobuTHO 61O KopeH 3agator ypeheHor
OuHapHor rpadpa, a ga HakoH peaykumje kopeH TpaxeHor BDD nocTaje 4YBOp MpOMEHIBLUBE X,, YUK je
naeHTudukaTop x,. id = 2.

Cnuka 9 npukasyje onncaHy TpaHcopmauujy.

LR v Mo e v

Cnuka 9: Pegykumja OBDD 13 npumepa 9
CnoxeHocTt

Bpeme u3BpliaBarwa anroputma 3aBUCU Of BpeMeHa noTpebHOr 3a copTvpare NOACKYNoBa YBOPOBA.
Ako ce OBDD cactoju og B(f) 4BopoBa, Taja je ropkwa rpaHuua BpemMeHa M3BplLuaBaka anroputma
peaykuuje O(B(f) = log B(f)). Hajropu cny4aj ce jaBrba kaga ce pegdykyje komnnetHo 6uHapHo ctabno
oany4dvBarsa, LWITO 3axTeBa M3padvyHaBawe CBUX Moryhux BpegHocTu doyHKUMje, OOHOCHO 2™ onepauuja.
M3 Tor pasnora je oBaj npucTyn KOHCTpykumje BDD norogaH camo 3a dyHKUMje ca penatMBHO Manum
OpojeM NPOMEHIBLUBKX.

3.1.3. KoHcTpykumja BDD nonasehu og kodakTopa

KoncTtpykunja BDD 13 kogaktopa bynose dyHkumje ([2], cTp. 98-102 n cTp.112-120) je npuctyn kojum ce
anpektHo koHcTpymwe BDD bynose dyHkuunje f(xy,...,x,) CMEpPOM OAO3ro Ha aone, npumerbyjyhu
LLleHoHOB pa3Boj (BuaeTn ogerbak 2.1.2, Teopemy 1). OBaj npucTyn je edumkacHuju n 6pxu og anroputma
Penykuuvje ogosno Ha rope (Buaetu ogerbak 3.1.2), jep He 3axTeBa KOHCTpykuujy OBDD u pogatHe
obpage 4BOpOBa (ENUMUHALMjY 1 Cnajarse).

Anroputam koju koHcTpyuwe BDD nonasehu og kodaktopa bynose cyHKuUMje NPBO KOHCTpyWLLE KOpeH
BDD, kome ce gogerbyje npBa NPOMeEHSbMBA x; Y 3agaToM pepocrnedy nNpoMeHsbuBux gate bynose
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dyHKUMje.

MNpema LLleHoHOBOM pa3Bojy
fCt ) = (I A frn) V(20 A fry), (18)

KOHCTpyWLWy ce ABe NoTdyHKUmMje (Kodaktopu) fi,, U f,, KO CUHOBU KOpeHa. 3a CBaku Kodaktop ce

ogpefyje npea npomeHrbuBa y pegocnegy. [Npunukom Kpeupara cBakor HOBOI YBOpa, NpoBepasa ce Aa
nn je koakTop Beh NpuapyxeH HeKoM 4Bopy y Ao Taga kpempaHom BDD, na 6u ce nsberno kpevpame
peayHOaHTHUX YBOpOBA (TMMeE je 3a40BOSbEHO MpaBuno enumuHauuje y aeduHuumnjn 13). JdopatHo, 3a
OHe KochakTope 3a koje je Beh KpeupaH 4BOp, HOBM YBOP Ce He Kpeupa (TUMe je 3a40BOSbEHO NPaBUmo
cnajawa y geduHnumjn 13). MNMocTynak ce pekyp3nBHO MOHaBIba, AOK ce He gohe Ao kodgakTopa Koju
npeacTaBrbajy KOHCTaHTe, ogHOCHO 1 un 0.

OBaj noctynak ce npumeryje 3a penatvBHO Marno n, anu je edukacHuju y ogHOCy Ha amnroputam
Penykuwnja ogosao Ha rope (BMagetu ogerbak 3.1.2).

Mpumep 10. Heka je gata bynosa dyHkuumja:
f(.xl, ...,X4) = xz A (X3 \Y -|X4) \Y -|x1 A -|X2 A X4 \ X1 A -|x2 A -|X4, (19)

N Heka je pegocneq NPpoOMeEHIbUBMX 3adat ca m = x; < X, < x3 < X, , @ MPUOPUTET onepartopa je 3agar ca
{1, A, V}, noyeB op onepartopa ca Hajgehum npuoputetoM, y onagajyhem pepocnegy. Cnuka 10
npvkasyje pegocnes y KoM Cy KpevpaH/ YBOPOBU NMPUCTYNOM OAO03r0 Ha Jore.

MocTynak noumke KOHCTpyuMcawem kopeHa BDD kome ce poperbyje npomeHrbymBa x; , kao npBa
npomeHrbyBa y pegocrneay. lNotom ce nspadyHasajy KOPaKTopy y OQHOCY Ha MPOMEHIBUBY X1, fi, U fiy "

fey = Mg ATxg V xy A (23 Vxy), M
ﬁ|x1 = —le A Xy \ Xy A (X3 \ —IX4), (20)

Kako 3a oBa aBa kodaktopa He noctoje uBoposu y BDD, 3a cBaku of HUX Ce Kpeupa YBOp Kojem ce
nNpuApYy>Kyje NpoOMeHIbMBa x,, (jep oba KodhakTopa 3aBuce og Te NPOMeHIbMBE), a To je npBa cregeha
npoMeHSbMBa Y pegocneny. Y HapeaHOM Kopaky, padyHajy ce KodhakTopu Y OOHOCY Ha NMPOMEHIBUBY X'

f‘lx1x2 =x3Vlx, = fxlxz
fxl'lxz = Ixy,
f‘lxl'lxz = X4 (21)

PauyH (21) goBogm go Tpu KochakTopa 3a Koje joLl yBEK He MOCTOje YBOPOBM Yy A0 Taga kpeupaHom BDD,
na ce 3a WX Kpeupajy 4YBOpoBM koju cy Ha cnvumn 10 obenexeHn pegom naeHtudukaropmma 4, 5, u 6.
MpBwW kochakTOp 3aBUCK OA NPOMEHIBUBE X3, Ma Ce padyHajy KogakTopy y OOHOCY Ha NMPOMEHIbUBY X'

fx1x2x3 = f‘lx1x2x3 =1,
fxlxz'lx_a, = f‘lxlxz'lx_v, = fxl'lx2x3 = fx11x21x3 = TIxy,
ﬁlx11xZX3 = ﬁlxl'lxz'lx_a, = Xg. (22)

Y nocnegwem Kopaky, CBUW KO(akTopu Cy KOHCTaHTHe dyHKUuMje, na ce OUPEKTHO npeacTasrbajy
3aBpLUHMM YBOpPOBUMA ca ogrosapajyhoM UCTUHUTOCHOM BpeaHoLUhy.
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Cnuka 10: BDD dyHkumje f(xy, ..., x4) U3 npumepa 10

OBaj anroputam npuxearta NpoM3BorbaH peaocnen NpoMeHrbuBKMX, anu je notpedHo ga bynosa dyHkuunja
Oynoe 3agaTta u3pasoMm. Y TOM CMUCIY, OBaj anropytaM NpeacTaBrba YomnwTewe MNpBOr anropytMa 3a
koHcTpykumjy BDD n3 bynose cyHkuumje (ako ce cmatpa ga je nctuHutocHa Tabena gyHKumje y cTBapu
nm3pas y CaBpLUEHO] AUCjyHKTUBHOj HOpManHoj c¢opmu), 3a npomsBorbaH UKCMpaH pegocnen
NPOMEHISBUBKX.

3.2. AnroputmMmmn 3acHoBaHu Ha BDD

Y OBOM OferbKy Cy npeacTaBibeHW anropuTtMu 3a eukacHO peluaBawe MNpakTUYHUX npobnema
ynotpebom BDD. Cnege anropMTmMm Koju ce ogHoce Ha pellenwa bynose jegHaunHe f (x4, ..., x,) = 1:

- WN3pauyHaBane ykynHor 6poja peluera (Bugetm ogerbak 3.2.1)

- [eHepucame ckyna cBux pellera (Bugetu ogerbak 3.2.2)

- bupame jegHor cnyyajHor pellera Mefly CBUM peLlernuma ca YHUGOPMHOM pacnogenom
BepoBaTHoha (Bugetu ogerbak 3.2.3)

- WspauyHaBame reHepaTpuce ckyna pellena (Bugetu ogerbak 3.2.4)

- WspauyHaBare nonnHoma noysgaHocTtu (BMaeTn ogerbak 3.2.5)

- PewaBane npobnema nuHeapHor bynosor nporpamupara (BMaeth ogerbak 3.2.6).

3a cBaku anropuTam ce npeTnocTaBiba NpUpoAdaH pegocnef npomeHrsusux bynose dyHkumje, 1 ga je
BDD y kaHOHcKoj hopmu (Npema gedpuHuumju 8).

3.2.1. bpoj pelena bynose jegHaunHe

JegHa op wmoryhux npumeHa BDD je wu3padyHaBamwe ykynHor 6Gpoja pewewa bynose jegHadnHe
f(xq,...,xy) =1, KAO M reHepucare CBaKOr TakBor pelwlena. Pewewe jegHaumHe f (x4, ..., x,) = 1y BDD
Byrnose dyHkumje f (xy, ..., x,,) NPEACTaBrba NyT Off KOPeHa 40 3aBPLUHOT YBOpPa [T ], HA KOM NPOMEHIbUBE
X1, -, Xy, Y3UMajy UCTMHUTOCHE BpegHocT O nnm 1, a ykynaH 6poj pellerwa Te jegHaunHe npeacrasiba
6poj jeanHunua y kopeHy BDD ([1], cTp. 207).

Opyrum peuuma, 6poj jegnHuua y nepnuv YBopa v KOMe je npuapyxeHa npoMmeHrsmBa x;, 1 <i <n, y BDD
npeactaerba 6poj pewena jegHadunHe f (x4, ..., x,) = 1, y OAHOCY Ha NpuUpoAaH peaocnes NPOMEHIbUBMX
N prkcmpaHe BpeaHOCTU NPOMEHIBUBUX X1, ..., X;_1.

Anroputam 3a uspadyHaBakbe YKynHor Gpoja pellera ce 3acHMBa Ha NPUCTYMNy 040340 Ha rope, of
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3aBpLUHMX YBOPOBa Npema KopeHy. bpoj pelwera y cBakom 4BOpy ce padyHa kao 36up 6poja peliena
(opHOCHO Opoja jeavHuua y nepnv) y NeBOM M AECHOM CUHY 4BOpa, y3umajyhu y ob3up u pasnuky y
HMBOMMa M3mehy 4YBOpa U HEroBNX CUHOBA.

Mceynokopn

Heka je 3apata bynosa dyHkumja f (x4, ..., x,,) cBojum BDD.

Algoritam Broj_resenja (bdd)

Ynas3: bdd - pegykoBaH un ypeheH BDD dyHkumje f (x4, ..., x5)

M3na3: bdd ca 6pojem peluemna c jegHauuHe f(xy, ..., x,) = 1 3a cBaku 4YBop v y bdd , v.c (c je ueo 6poj
Koju npeacTasba 6poj jeauHnua y nepnu ceakor Ysopa v y BDD).

begin
# VHnumjanHo ce noctasrba 6poj pelera y 3aBpLUHMM YBopoBuMa [L] u
[Llc=0
[Tle=1
# MNponasak Kpo3 cBe yHyTpalke Ysopose y BDD, of 3aBpLUHMX YBOpOBa Npema KOpeHy
for each ¢vor v in bdd do
l = v.levi_sin # neBu cuH Tekyher yBopa v
h = v.desni_sin # gecHu cvH Tekyher 4yBopa v
# l.indeks npegcraBrba MHAEKC NPOMeEHSbUBE YBOpa [, OQHOCHO HMBO Y bdd Ha KOM ce
#4Bop [ Hanaswn; cnM4Ho Baxu 3a h.indeks
# l.c ogHOCHO h.c npefacTaerbajy peaom 6poj pellera y IeBOM OQHOCHO AECHOM CUHY
# Tekyher uBopa v
# bpoj pelletra c y 4Bopy v
v.c = 2*(l.indeks — v.indeks — 1) * l.c + 2"(h.indeks — v.indeks — 1) x h.c
return bdd sa brojem reSenja ¢ u svakom ¢voru v
end

Hdokas KOPEeKTHOCTU

KopekTHOCT anroputma ce fokasyje nHaykumjom yHasag no Husoy BDD, nouyeB o HMBoa n + 1, rae jen
6poj npomeHrbMBUX Bynoee dyHkuuje. MpeTnocTaBka je Aa je pasnuka namehy HMBoOa CBaKor oua 1 cuHa
jenHaka 1, pagm jegHOCTaBHOCTM [oKa3sa.

basa uHdAykyuje: Ha HuBoy n+ 1y BDD nocTtoje TayHO ABa 3aBpLuHa 4BOpa n[T], unje cy nepne
penom 0 u 1. MNepna yBopa |T | Ma jeaHy jeanHuLy, OAHOCHO Y TOM YBOPY MOCTOjU jeaHo pellere bynose
jeaHauvnHe.

UHAykmueHa xuriome3a. 3a cBakm 4BOp v Ha HuBOYy Behem opg k y BDD Baxu ga je 6poj ¢ vemy

NPUAPYXEH jeoHak 6pojy pellena jegHavymMHe y YBOpPY v, OQHOCHO Opojy jeanHuua y nepnu koja ogrosapa
4YBOpY V.
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Kopak uHdykyuje: Heka je paT 4BOp u Ha HUBOY k, U HeKa Cy v,w pedoM feBu M OeCHW CUH 4Bopa Uu.
Mpema operbky 2.3, 6poj jeaMHuua y YBopy u jegHak je 36upy 6poja jeavHuua y nepnama CMHOBA v U w.
Kako je 6poj jeaMHuua y cMHOBUMA v ¥ w NMpemMa MHOYKTUBHO] XMNOTe3n jegHak 6pojy pellera y CBakoM
of Ta ABa 4YBOpa, TO BaXu Aa je 1 HUXoB 30up (0poj jeguHuua y nepnuv 4Bopa oua u) jeaHak YKyrnHOM
Opojy peLuera y 4Bopy u.

]

Mpumep 11. Ha crvmum 5(6) je npukasaH BDD bynoBe dyHKUMje BehMHCKOr oany4dmMBawa ca Tpu
NpoMeHIbMBE M3 NpuMmepa 6.

Anropytam uHMUMjanNHO nocTaBrba OpoOj pellewa y 3aBpLUHMM YBOPOBUMA " Ha 0 u 1. Bpoj
jeavHuua y 4yBopy ca nepriom (01) je jegHak 1, n npeacrtaBrba 30Mp Opoja peluewa y 3aBpLUHUM
YBOPOBMMA KOju Cy HeroBu cuHoBu. OBae ce nepne ysopa nuwy y 3arpagu 30or o3HavaBara YBopa U
npucTynawa heroBnMm atpmbytuma, y cknagy ca nceygokogom. bpoj pelwera y ysopoBumMa ca nepnama
(0001) n (0111) ce n3padvyHasa, pegom:

(0001).c
(0111). c = 2(01).indeks—(0111).indeks—1 % (01). c + 2(1).indeks—(0111).indeks—1 % (1) c =

=23—2—1*1+24’—2_1*1=1+2=3 (23)

2(0).indeks—(0001).indeks—1 % (O)C + 2(01).indeks—(0001).indeks—1 * (Ol)C — 23—2—1 =1.n

Bugun ce pa je m3padyHat 6poj pellera jegHak 6pojy jeanHuua y nepnu 4Ysopa. Y 3aBpLUHOM KOpaky,
padyHa ce 6poj pellera 3a KOpeH, Koju je y oBOM npumepy 4Bop ca nepnom (00010111) (MCTUHUTOCHOM
Tabenom bynose dyHkuwnje). akne, ykynaH 6poj pewena y kopeHy BDD 13 npumepa 6 je:

(00010111).c =
— 2(0001).indeks—(00010111).indeks—1 * (0001)C + 2(0111).indeks—(000101111).indeks—1 % (0111) c=

=22"1"14142271"14x3=1+3=4 (24)
CnoxeHocTt
AnropuTtam mnsspwasa B(f) onepauunja Hag n-6utHMUM GpojeBuma, npu Yyemy je B(f) ykynaH 6poj usopoBa

y BDD. Jakne, y Hajropem cny4ajy crioxkeHocT anroputma je O(n * B(f)).

OBaj anroputam uma MHorobpojHe npumeHe. Ha npumep, ako ce oBaj anroputaM npumeHn Ha BDD koju
npegcTaBiba He3aBWCHE CKYMoBe UMKyca ca n NpoMeHIbuBux C,, Taga je uspadyHat 6poj pelierwa y
kopeHy BDD ynpaBo ykynaH 6poj HezaBMCHMX ckynoBa uuknyca C,, (Buaetu ogerske 3.4 n 6.4).

3.2.2. Cga pelena bynose jegHaunHe

OBaj anroputam Bpaha cBa pewena bynose jegHaunHe f (x4, ..., x,) = 1, N3 cBaKor YBopa OO 3aBPLUHOT
yBopa [T]. Anroputam KOHCTpyuMLle CBa peluerha of Tekyher ysopa v [0 3aBpLUHOr YBOpa nomohy
CBUX pelleHa n3padvyHaTtux y eroeom yieBomMm 1M JecHOM CMHY, Ha OCHOBY HapeaHux npasuna:

1) Ckyn cBuX pellera v. sva_reSenja y Tekyhem 4UBOpy v je MHMUMjanHo npasaH;

2) Cea pelueHa NeBor CMHa YBopa v 4oAajy ce y CKyn v.sva_reSenja, Npu YEMy Ce CBaKOM TaKBOM
pewery gonucyje 0 Ha NoyeTak peLlera, OAHOCHO 0x ... x, aKo je pasnuka HMBoa M3mehy neeor cnHa

n yBopa v Beha of jeaaH. Oge je 6poj "x"-eBa koju ce gonucyje jeaHak pasnuum HuBoa - 1.

3) CBa peluetba AeCHOT CMHA YBOpa v A0AAjY Ce Y CKyn v. sva_reenja, MPU YEMY CE CBaKOM TakBOM
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peluery Aonucyje 1 Ha noveTak pellera, OAHOCHO 1x ...x, aKko je pasnuka HMBoa n3mehy gecHor cuHa
n yBopa v Beha og jeaaH. Osge je 6poj "x"-eBa koju ce gonucyje jeaHak pasnuum HMBoa - 1.

Y npasunuma 2) n 3), pasnuka H1MBoa Tekyher YBopa 1 HEeroBor CMHa o3HavyaBa Aa He NOCTOju YBOP KOMe
je npugpyxeHa npomeHrbMBa ca MHOEKCOM KOju oaroBapa HUBOY M3MeRy WX, OOHOCHO Taj HMBO je
"npeckoyeH". VI3 Tora cneau ga TakBa NPOMEHIbMBA Y peLlery MOXe umatu Buno Kojy MCTUHUTOCHY

BpeaHocT, 0 unun 1. bpoj "npeckoveHunx" HMBOaA je Bpoj kapakTepa "x" Koju ce JONUcyjy, U OH je jegHak
pasnuuu HMBOA TeKyher YBopa 1 HeroBor cuHa - 1.

Cea peuwena bynose jegHaunHe ce Hanase y kopeHy BDD.

Mceynokon

Heka je 3apgata bynosa dyHkumja f (x4, ..., x,,) cBojum BDD. NpetnoctaBrba ce Aa je cBakoM YBOpY v Y
BDD npuagpyxeH 6poj peluera (6poj jeamHnua) y Tom YBopy, v.c.

Algoritam Sva_resenja (bdd)

Ynas: bdd - pegykosaH u ypeheH BDD dyHkumje f (x4, ..., X,)
WU3na3s: bdd ca cBum peluerwmma jegHaduHe f(xy, ..., x,) = 1 of cBaKor YBopa v y bdd [o 3aBpLUHOr YBOpa
[T], npn Yemy ce peluere npeacTasrba y 0bnuKy HUCKe Koja cagpxu 0, 1, uvnu x.

begin

# VMiHMumjanHo ce NocTasrbajy CBa pellerha y 3aBpLUHUM YBopoBMMa [L] v
[L] sva_resenja =[]
[T] sva_resenja = []

# MNponasak kKpo3 cBe yHyTpalukwe Ysopose y BDD, of 3aBpLUHMX YBOpOBa Npema KopeHy
for each ¢vor v in bdd do

v.sva_reSenja = []
l = v.levi_sin # neBu cuH Tekyher ysopa v
h = v.desni_sin # gecHu cuH Tekyher usopa v

# l.indeks npeacTtaBrba NMHOEKC NPOMEHIbUBE YBOpa [, OAHOCHO HUBO Y bdd Ha KOM ce
# Hanasu 4Bop [; CNMYHO Baxu 3a h.indeks

# l. sva_reSenja 0OQHOCHO h.sva_reSenja NpencTaBrbajy pe4oM CBa pellera Yy f1eBoMm
# 0OHOCHO flecHOM CuHy Tekyher YBopa v

# AKo je NeBm Unn aecHu cuH YBop [L], Taga je ckyn peluersa npasaH

if | ==[1]then

l.sva_resenja =[]
if h ==[L1] then

h.sva_reSenja = []

# CBa pellewba sva_reSenja y UBOpY v
v.sva_reSenja = 0 | x"(l.indeks — v.indeks — 1) | (I. sva_reSenja)
unija 1 | x*(h.indeks — v.indeks — 1) | (h.sva_reSenja)

return bdd sa skupom svih reSenja sva_reSenja u svakom ¢voru v
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end

Onepauuja "[" y nceygokoay anroputma npeactaBrba KOHKaTeHauujy pellerwa (HUCKM Kojuma ce peluera
npencTaBrbajy) NeBor U AecHor cuHa, npema npasunuma 1) - 3). U3pas x”(l.indeks — v.indeks — 1)

n3padyHaBa 6poj "npeckoyeHnx" HMBoa uamehy Tekyher yBopa v U HEroBOr CMHA, U HagoBesyje "x" y
pellery Ha MeCTO MPOMEHSBLUBUX YMjU MHOEKC ogroBapa "npeckodeHoM" HuBoy. Onepaumja """ oBgoe

0O3Ha4aBa Konuko nyTta ce "x" noHasrka (Ha npumep, x2 je jegHako xx).

[loKka3s KOpeKTHOCTH

[loka3 KOPEKTHOCTU je aHanoraH goka3y NpeTXo4HOor anropntma n3 ogerska 3.2.1.
]

Mpumep 12. Ha cnuum 5(6) je npukasaH BDD bynoee ¢yHKUMje BehuHCKOr oanydmBawa ca Tpu
NpoMeHIbMBE M3 Npumepa 6.

Anroputam nonasum of 3aBpLUHMX YBOPOBA W nocTtasrba [ L] sva_resenja = [| u[T] sva_resenja = [].
Y yBopy [L] He NOCToju HKjedHO pelLere; 3aTO je CKyn pelletka Tor YBopa npasaH.

Anroputam npenasu Ha HMBO KOju ofaroBapa Hajsehem MHAEKCYy npoMeHsbmBe, HMBO 3. Ha Tom HuMBOY
NnocToju camMo jeaaH 4Bop, Yuja je nepna (01). Cea peluera n3 ysopa (01) go 4sopa [T |cy:

(01).sva_resenja = 0 | x (L] indeks — (01).indeks — 1) | (L] sva_resenja)
unija 1 | x*([T] indeks — (01). indeks — 1)|([T] sva_resenja) =
= [Junijal|x"0 |[] =[1] (25)

Anroputam npenasu Ha YBOpPOBE Ha HMBOY 2. Ha TOM HMBOY ce Hanase 4YBOpPOBU Yuje Cy nepne peaom
(0001) n (0111). Pewera ce payyHajy 3a CBaku 4BOp:

(0001).sva_resenja = 0 | x*([L] indeks — (0001).indeks — 1) | (L] sva_reSenja)
unija 1 | x"((Ol). indeks — (0001). indeks — 1)|((01).sva_re§enja) =
= [Junija 1] x*0 | [1] = [11]

(0111).sva_resenja = 0 | x((01).indeks — (0111).indeks — 1) | ((01).sva_reSenja)
unija 1 | x*([T] indeks — (0111). indeks — 1)|([T] sva_resenja) =
= [01] unija [1x] = [01, 1x] (26)

Anroputam npenasu Ha HMBO 1, roe ce Hanasu KopeH. CBa pellewa u3padyHata y KOpeHy Cy yjeaHo u
cBa pelwena bynose jegHa4vnHe.

(00010111). sva_reSenja = 0 | x*((0001). indeks — (00010111). indeks — 1) | ((0001). sva_reSenja)
unija 1 | x*((0111). indeks — (00010111). indeks — 1)|((0111). sva_resenja) =
=0 [11] unija 1| [01,1x] = [011,101, 11x]. (27)

CnoxeHocTt
Heka je 3apara bynoBa dyHkuuja f(xy,...,x,) cBojum BDD, n Heka je N Opoj pewera jegHa4dnHe

f(xyq, ...,x,) = 1. Tapa je BpemeHcka cnoxeHocT anroputma O(n * N), jep cBaku yHyTpawmu 4ysop BDD vy
Hajropem cny4ajy Boan Ao 6ap jeqHor pelletra, a CBako pellerse ucnucyje n uta.
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3.2.3. CnyyajHn nsbop peluerwa bynose jegHaunHe

OBaj anroputam reHepuwe cnydajHo pewewe bynose jegHauunHe f(xq,..,x,) =1 ca yHUopmMHOM
pacnogenom BepoBaTHohe ([1], cTp. 208).

lMpe nosuBa oBor anropuTma, NOTpebHO je Aa ce npumeHwn anroputam bpoj pelwewa jegHauvHe
f(xq,...,x,) =1 Ha BDD bynose dyHkuuje (Bugetn ogerbak 3.2.1), kako 6u ce 3a cBaku 4Bop y BDD
n3padyHano KOnuko mma jegvHuiua y Tom ysopy. bpoj jeavHuua y csakoM 4BOpYy ce KOpucTu ga 6w ce
06e36eaMno aa cBako peluere 1Ma jeaHaky BepoBaTHohy usbopa.

Heka cy 4BopoBM v, w peaoM NEeBW U ECHU CUH YBOPA U, N HeKa je Opoj jeamHuMLa y NeBOM CUHY jedHaK p,
a Opoj jeauHMLa y AeCHOM CUHY jegHak g. Anroputam nonasu og kopeHa BDD, koju je yBek No4YeTHU YBOp
Cny4ajHor peLluera, U reHepuile cnyyajaH 6poj

rand € [1,p * 2*(u.indeks — v.indeks — 1) + q * 2" (u. indeks — w.indeks — 1)] (28)

roe je u.indeks HMBO YBOpa U, OOHOCHO MHAEKC MPOMEHIbUBE KOja je MpuUApYyXeHa YBOpY u. YKOMUKO je
cny4ajaH 6poj rand mawbn nnu jegHak p * 2 (u. indeks — v.indeks — 1), 6Gupa ce neBu CUH Kao HapegHu
4YBOP Y CNyyajHOM peLuemy; y CynpoTHOM ce bupa gecHu cuH. MNpouec ce HacTaerba of usabpaHor cuHa
[10K ce He f0fje A0 3aBpLuHOr Ysopa [T].

CnyuyajHo pewene nopeg 0 n 1 cagpxn n m "x"-eBa, Koju ce ynucyjy kaga je pasnuka nsmehy HuBoa
YyBopa oua 1 4Ysopa cuHa Beha og 1. lNojaBa kapakTepa "x" y Cry4ajHOM peLueny 3Ha4un Aa NpoMeHIbLUBA,
Umnju MHOEKC oaroBapa HMBOY KOju je "npecko4veH", MoXe umaTtu 6uno kKojy UCTUHUTOCHY BPEeOQHOCT Y TOM
peweny. Ctora ce cBako "x" He3aBUCHO 3ameryje ca 0 unm 1, yume ce gobuja NOTMYHO Cry4ajHO
pewene. Ha npumep, moxe ce gedumHUcaTu da, ako je cnydajaH 6poj mamwu og 1/2, 6upa ce 0, y

CynpoTHOM ce Gupa 1.

MNMceynokon

Heka je 3apata bynosa dyHkuuja f (x4, ..., x,) cBojum BDD, n Heka je ceakom 4Bopy v y BDD npugpyxeH
6poj peluersa, v.c.

Algoritam Uniformno_slucajno_resenje (robdd)
Ynas: bdd - peaykoaH n ypeheH BDD dyHkumje f (x4, ..., X, ), Ca nspadvyHatum 6pojem pellera c y
CBaKOM 4YBOpY v
HWznas: HW3 BpeaHOCTN MPOMEHIBUBUX X, ..., Xy, , KOjU NPEACTaBIbajy pewere jegHadmHe f(xq, ..., x,) =1
n3abpaHo Ha crnyyajaH Ha4uH, ca YyHUOPMHOM pacnogenom BepoBaTHoha

begin

neka je v ¢vor u bdd
v =bdd. koren

while v !=[T]do

rand = slucajan broj u intervalu [1, v.levi_sin.c * 2*(v.levi_sin.indeks — v.indeks — 1) +
v.desni_sin.c * 2"(v.desni_sin. indeks — v.indeks — 1))]

if rand <= v.levi_sin.c then

v.resenje = 0|x"(v.levi_sin.indeks — v.indeks — 1)|(v. levi_sin.resenje)
v =v.levi_sin
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else
v.resenje = 1|x"(v.desni_sin.indeks — v.indeks — 1)|(v. desni_sin.resenje)
v = v.desni_sin

svako x se nezavisno zamenjuje sa 0 ili 1 sa verovatno¢om 1/2 u v.reSenje

return v.resSenje
end

[loka3 KOpeKTHOCTH
KopekTHOCT anropuTma ce gokasyje nHaykumnjom no 6pojy peluera y usopy BDD.
basa uHdykyuje: 3aBpLUHM YBOP | T | MMa jedHy jeanHuLy, na Baxu Aa Taj YBOp MMa jeAHO pelleHse.

UHdykmueHa xurniome3a: Heka je 4BOp v HAa HMBOY MakeM WNW jegHakoMm k, M Heka Mma YKYMHO v.c
jeavHuua (v.c < C, rge je C ykynaH Opoj pellewa jeoHa4YnMHe Koju ce Hanasu y KopeHy). Baxu pa
anropvTam aje cBako Of, OBMX pelleHa ca jegHakoM BepoBaTHohom 1/v.c.

Kopak uHOykyuje: Heka je 4BOp v HA HMBOY MakeMm WX jeAHAaKOM k U Heka Cy MY CUMHOBM u,w Ha
HMBoMMa Behum op k. lNpema WHOYKTMBHOj XMnoTe3n je 3a uuw m3abpaHo Mo jeoHO pellerwe ca
yHucopmHoM pacnogenom BepoatHoha. lMpema anroputmy, NpBo of kux ce bupa ca BepoBaTHOhoM

p = u.c x 2"(u.indeks — v.indeks — 1) /(u.c x 2*(u.indeks — v.indeks — 1) +
+ w.c * 2*(w.indeks — v.indeks — 1)) (29)

Ako je pasnuka HMBoa m3mely 4YBopa v 1 4BOpa koju je m3abpaH mamehy uu w Beha oag 1, BpeaHoCTH
cBake HegedMHUCaAHe NpOMeHIbMBE (03HaveHe ca "x") 3ameryjy ce Ha cny4vajaH HauyuH ca 0 unm 1, ca
jeaHakom BepoBaTtHohom 1/2.

Ha Taj HauuH je NOCTUrHYTO fa je CBaKo peLlere y YBopy v u3abpaHo ca jegHakom BepoBaTHohom 1/v.c.
]

Mpumep 13. Heka je sagatr BDD bynose dyHkuuje BehrMHCKOr oanyymBaka ca Tpy NPOMEHIbUBE, U3
npumepa 6 (Buaetn cnvky 5(0)).

KopeHn BDD je nHuuujanHo npeu YBOp CryyajHor pellewa. Heka je y npBoj utepaumju nsabpaH cny4ajaH
6poj 4 u3 nHtepsana [1,1 + 3]. Kako je cny4yajaH 6poj Behu og Gpoja jeaMHuua y NeBOM CUHY KOpeHa
(4Bop ca nepnom 0001), Gupa ce AgecHU cuH KopeHa (4Bop ca neprnom 0111), ogHocHO x; = 1 jep je

pasfinka HMBoa I/I3M€F]y KOpeHa 1 gecHor cnHa jep,HaKa 1, Na Hema gogaTHUX "x"-eBa.

Heka je y HapegHoj utepaumju nsabpaH cnydajaH 6poj 2 3 uHtepsana [1,2]. Anroputam 6upa gecHor
CWHa 3a cnegehu 4Bop y pellery, OOHOCHO X, = 1. Kako je oBAe AeCHM CMH 3aBpLUHM YBOp [T |, pa3nuka

nameny HUBOa je jegHaka 2>1, Na ce Ha MeCTO NPOMEHSBMBE x5 ynncyje "x", LUTO O3Ha4yaBa ga x; MOXe
6uTtn 0 unn 1 ca jegHakoM BepoBaTHONOM. Peluere KperpaHo Ha OBaj HAYUH je x;x,x; = 11x.

Ha cnvyaH HauuH ce Bupa u cnydajHa uctuHMTocHa BpegHocT O unmu 1 3a nNpomeHsbuBY x;. Heka je

n3abpaH cnydyajaH 6poj 0.3 u3 uHtepsana [0, 1]. Kako je 0.3 < 0.5, 6bupa ce uctnHmutocHa BpegHoct 0, na
je NoTNyHO cny4ajHO pellene ca YHUOPMHOM pacnogesiom BepoBaTtHone x; x,x; = 110.
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CnoxeHocT

CnoxeHocT anropuTMa 3aBucu og 6poja HuBoa y BDD. Y Hajropem cnyuajy, namehy ceaka ABa H1BOa je
pasnuka Hajuiwe 1, na je BpemeHcka crioxxeHocT anroputMa 0(n), rae je n 6poj NpoOMeHIbUBKX 3agaTte
Bynose dyHkuuje.

3.2.4. [eHepaTpuca ckyna peluera bynose jeaHaunHe ca pa3nuyuntum 6pojem peluersa

leHepaTpuca ckyna pewena bynose jegHauuHe f(xy, ...,x,) = 1 Bynose dyHkuuje f je dyHkumja koja
npukasyje KOMUKO uMa pasnuuuTux pellewa ca pasnuumtum 6pojem jeauHuua. Opyrum peumma,
reHepatpuca npuvkasyje KONMKO MMa pasnuuntux pellewa ca k jeguHuua mehy BpegHocTMMa
NPOMEHIBUBUX X, X5, ..., X,, 3@ cBako 0 <k <n . HapegHa pedwuHuuMja paje npeumsHuju onuc
reHepatpuce bynose jegHauunHe f (x4, ..., x,) = 1 ([1], Bexba 25).

DedwmHuumja 15. Heka je 3apgata bynosa cdyHkumja f (x4, ..., x,). [€HepaTpuca ckyna pellera jeaHaunHe
f(xy, ) =1 je dyHKUMa

G(2) = Xy Dxgmo 20725700 f 2y, 1, ) (30)
OAHOCHO, M1O/IUHOM CTENeHa n Ca HeHeraTMBHUM KoeduumjeHTUma a;.
G(z)=ay+az++az", 3a0<j<n (31)
rae je cBakv koeduumjeHT a; 6poj pelera ca j jeaMHnua, O4HOCHO, NOCToju a; pewera f(xq, ., x,) = 1
TakBux ga je
Xy + Xyt x, = (32)
Anroputam 3a Kpewpake reHepaTpuce KOpUCTM MPUCTyn 0do3go Ha rope. [lpu wuspadvyHaBawy
reHepaTpuce oppeheHor yHyTpallkwer 4yBopa, anroputam nonasu og Beh u3padyyHaTux reHeparpuca y
NeBOM W OEeCHOM CuHY Tor 4yBopa. leHepaTpuca y csakoM 4Bopy BDD cagpxu Opoj pewewa ca

pasnuuuTUM Bpojem jeanMHuua o Tor YBopa A0 3aBpluHor Ysopa [T MeHepaTpuca Bynose dyHKumje ce
Hanasu y kopeHy BDD.

YouyaBa ce [a, Kako je 4BOp Onvku 3aBpLUHMM YBOPOBMMA, TO HEroBa reHepartpuca vma Mawe a;
koedmumjeHaTa. CBaka reHepaTpuca yHyTpallker YBopa gaje TadaH 6poj peliewa ca ogrosapajyhum
6pojem jeanHuua, of Tor YBOpa A0 3aBpLUHOT YBopa [T .

Mpe kpeupara reHepaTpuce, HEONXOOHO je Aa ce uspadvyHa 6poj pewena (ogHOCHO 6poj jeanHuua) y
cBakom 4Bopy BDD, [akne, npBo ce no3umBa anroputam Bbpoj pewewa jegHaumHe f(xq,..,x,) =1
(BugeTtun ogerbak 3.2.1), a NOTOM anropyTam Koju kpevpa reHepaTpucy 3a cBaku 4ysop BDD.
MNMceynokon
Heka je 3apata bynosa dyHkumja f (x4, ..., x,,) cBojum BDD.
Algoritam Generatrisa_reSenja (bdd)
Ynas: bdd - peaykosaH n ypeheH BDD dyHkumje f (x4, ..., x,)
Wsnas: bdd ca nuCTOM generatrisa 3a CBaku 4BOP - TO je NiMCTa KoeduumjeHaTa reHepaTpuce a;,
[ag,aq, ..., a,], 3@ 0 < j < n, 3apaTtor BDD bynose dyHKuuje
begin
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# MoyeTHN KoedbULMjeHT reHepaTpurce y 3aBpLUHUM YBOPOBUMA
[Lla = [0]
[T]a=[1]

generatrisa = ||

# MNponasak kKpo3 cBe yHyTpallkwe Yysopose y BDD, of 3aBpLUHMX YBOpOBa Npema KOpeHy
for each ¢vor v in bdd do

[ = v.levi_sin # nesu cuH Tekyher 4ysopa v
h = v.desni_sin # gecHu cuH Tekyher ysopa v

# l.indeks npeacTaBba MHOEKC NPOMeEHbUBE YBOpa | (OQHOCHO HeroB HMBO Y BDD)
# cnnyHo Baxu 3a h. indeks

# l. a npegcTaBrba reHepaTpucy YBopa l; Cnn4HO Baxu 3a h.a

# leHepaTpuca YBOpa v je cagpxaHa y v.a

v.a = (1 + Z)l.indeks—v.indeks—l «La+ (1 + Z)h.indeks—v.indeks—l xz*xh a
dodati v. a u niz generatrisa [v. indeks]

return bdd sa generatrisom v. a za svaki ¢vor v

end

[oka3 KopeKTHOCTH
KopekTHOCT anroputma ce fokasyje MHAYKLMjoOM.
ba3za uHdykyuje: KoeduumjeHTn reHepaTpuce y 3aBpLUHUM YBopoBuma | L|un |[T|cy peaom O n 1.

MHAykmueHa xunome3sa: 3a cBaku YBOp v Ha HUBOY BeheM of k, anropuTaM TayHO U3padyHaBa HEroBy
reHepaTpucy v.a

Kopak uHOykyuje: Heka je w YBOp Ha HMBOY MarweM Unu jeqHakoMm k, Npu Yemy cy HeroBu CUHOBU peaoMm
YBOPOBU u M v Ha HMBOMMa Behem o k. Anroputam n3padvyHasa NnonnmHOM w. a npema uspasy:

w.a = [aO' aj, ..., an—k] — (1 + Z)u.indeks—w.indeks—l xu.a+ (1 + Z)v.indeks—w.indeks—l *xZ*V.a (33)

Uspaz (1+2)™ , roe je m =v.indeks —w.indeks —1 (ogHOCHO m = u.indeks —w.indeks —1 ))
oaroeapa npoMeHSbuBama ca uHaekcmma nsmehy w. indeks v v. indeks, koje Mory ga numajy kao BpeaHoCT

NPOu3BOSbHY KOMOMHaUMjy Hyna u jeanHuua, a o4 TUX kombuHaumja (yKynHo (Zl)) umajy y cebu tayHo k
jeavHunua, k = 0,1, ..., m. V3 Tora cnegm aa je NoNvHOM w. a reHepaTpu1ca pellera 3a YBop w.

Mpumep 14. Heka je sapat BDD bynose dyHKuunje BehMHCKOr oAny4ymBawa ca Tpu NpoMeHr-use, 13
npumepa 6 (Buaetn cnvky 5(0)).

Heka je reHepartpuca 4Bopa npeAcTaB/beHa JIMCTOM CBOjUX koeduumjeHata a;, [ag, a4, ..,a,], 3a
0 < j < n. MHnumjanHo, reHepaTpuce 3aBpLuHMX YsopoBa [L]u[T]cy peaom [L].a = [0] u[T].a = [1].
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PauyHajy ce koedmumnjeHTH reHepaTtpuce 4Bopa ca nepnom (01), (01).a:

(01). a=(1+ Z) [Llindeks—(01).indeks—1 _ a+ (1 + Z).indeks—(Ol).indeks—lz % ﬂ a=
= 1+2)*3 1« [0]+ A+2)* 3 1zx[1] =1 +2)°2=[1] =z =[0,1] (34)

lMpenasu ce Ha HMBO 3a jedaH Gnuxu KOpeHy,  payyHajy ce KoeduunjeHTn reHepaTpmca 3a YBOPOBE ca
neprnama, pegom (0001) n (0111):

(0001). a= (1 + Z) [L]indeks—(0001).indeks—1 . a+ (1 + Z)(01).indeks—(0001).indeks—1Z " (01). a=
=1+ [0]+ (1 +2)3 2 1zx[0,1] =
=1+2)°=+[0,1]=zx(0+2)=22=10,0,1] (35)

(0111). a= (1 + Z) (01).indeks—(0111).indeks—1 * (01). a+ (1 + Z).L'ndeks—(Olll).indeks—lZ * _ a=
=1+z2)7 "+ [01f+ (1 +2)" "z % =1+2z)" #1101+ (1+2z)z=* =
A+2)27 0]+ (1 +2)* 1z [1] = (1 +2)°* [0,1] + (1 +2)'z * [1]
=[01]+(z+2z3)«[1]=z+z+2z2=2z+2*>=]0,2,1] (36)

KoHa4yHo, reHepatpuca KopeHa u 3agate bynose cyHkumje je

(00010111) a= (1 + Z) (0001).indeks—(00010111).indeks—1 , (0001)(1 +
+ (1 + Z)(0111).indeks—(00010111).indeks—1Z % (0111)_ a=
=1+2)?11%[0,0,1]+ (1 +2)*7171z%[0,2,1] =
=1+2)°%[0,0,1]+ (1 +2)%2%*[0,2,1] =
=10,0,1]+z*[0,2,1]=2z2+z+* (2z+z?) =3z2+ 2% = [0,0,3,1]. (37)

leHepatpuca [0, 0,3, 1] y kopeHy 3agator BDD uma cnenehy nHtepnpetaumjy:

- noctoju 0 pelLera ca Hyna jeauHuua,

- nocToju O peluera ca jeqHOM jeanHULOoM,

- NOCTOju 3 pellera ca ABe jequHuue,

- nocToju 1 peluere ca Tpu jeamHue.

CnoxeHocTt

Ako ce reHepaTpuca bynose yHkumje f(xy, ..., x,) NOCMaTpa Kao NOfMHOM cTeneHa n, Taga CroXeHocT
anropyTmMa 3aBUCU O MHOXEeHa NUCTU (ca Hajsuwe n + 1 koedumumnjeHata) ABa NOMMHOMA CTeneHa n
(ogHOCHO MHOXeHa koedumumjeHaTa reHepaTpuca feBor U AecHor cuHa ceakor 4Ysopa y BDD), n 6poja
ysoposa y BDD.

CnoxeHocT jegHocTaBHe umnnemeHTaumvje je 0(B(f) * (n + 1)?), anu ce 3a BENUKO n CNOXEHOCT MOXe

no6orbwatn Ha O(B(f) * (n+ 1) log(n + 1)), nomohy Bbp3e ®ypujeoBe TpaHchopmaLumje 3a MHOXeHE
nonvHoma ([5], ctp. 214).

3.2.5. lNMonuHom noyspaHocTn bynose dyyHKUuje
byrnoeBa dyHKUMja ce MOXe npeacTaBMTM M MNOMONY MNOMUHOMA, KOjU je HeHa MynTunuHeapHa

penpeseHTauuja gaTta y geduHnumjn 16.

HOeduvHunumja 16. MyntunuHeapHa penpeseHTauuja bynose dyHkuuje f(xq, x5, ..., x,) Cce AeduHULE
NONMMHOMOM F (X1, ..., Xp,):

F(xq, o xn) = (1 = x1)Fy =0 (Xg, v, Xn) + X1 Fy =1 (X3, o0, Xp) (38)
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rae cy F(1) =1,F(0) =0, n F, _o 1 Fy -, uenobpojHe myntunnHeapHe penpeseHtaumje f(0,x,, ..., x,) U
(1, x5, ., xp).

Teopema 5. Caka bynoBa dyHkunja f(xy, ..., x,) CE MOXeE jeAMHCTBEHO NpeacTaBuT nomohy monuHoma
ca uenobpojHum koedwmumjeHTuma, F (x4, ..., x,), KOju uma cnegeha ceojcTtea:

- F(xq, ., %) = f(xq,...,%,), KA rof je cBako x; = 0 mumm x; = 1
- F(xq,..,x,) je MynTUnuHeapaH 13pas y Koju cBaka NPOMEHIbMBA X; yrasu ca CTeneHoM Hajsuwe 1,
zacBej=1,2,..,n.

OeduvHunumja 17. lMonuvHom noysgaHoctn F(py,..,p,) bynoese dyHkumje f(x4,..,x,) nNpeacrasrba
BepoBaTHohy ga je f(x,..,x,) =1 ako je pata BepoBaTHoha p; Aa je NpoMeHrbMBa Xx; jegHaka 1,
1<i<n

Tephewe 4. [NonnHom noysgaHoctu F(p,, ..., p,) bynose dyHkunje f(xy, ..., x,) 3a00BOSbaBa PeKypPeHTHY
penauujy (36).

Mocnegnua TBphewa 4 je ga je nonvHOM noysgaHocTu bynoBe yHKUMje UCTO WTO M HeHa
MyNTUNUHeapHa penpeseHTauuja.

Anroputam y HacTaBKy M3padyyHaBa Bpe4HOCT MONMHOMa noy3sgaHoctu bynose dyHkumje Ha ocHoBy BDD
Bbynose dyHKkuMje 1 HM3a BepoBaTHoha p;, 3a4aTnx 3a cBaky NPoMeHsbuBy x;, 1 < i < n. BepoBaTHoha p;
je BepoBaTHoha ga je x; = 1y pewewy dyHkumje f(xq, ..., x,) = 1.

MonvHoM noysgaHocTM ce wu3padyHaBa nomohy pekypsvBHe penaumje (38) 3a csakm uBop BDD,
NPUCTYNOM Of 3aBpLUHUX YBOpOBa npema kopeHy ([1], cTp. 208).

Mceynokopn

Heka je 3apaTta bynosa dyHkuuja f (x4, ..., x,) cBojum BDD.

Algoritam Polinom_pouzdanosti(bdd, P)

Ynas:

- bdd - pegykoBaH u ypeheH BDD dyHkumje f(xy, ..., X,)

- HU3 P - HU3 BepoBaTHoha p[indeks] 0a NPOMEHIbUBA X, 40ks UMa BpeAHOCT 1,1 <i<n
Uznas: bdd, ca BepoBaTHONOM v.p pellera dyHkumje f (x4, ..., x,) = 1 3a cBaku YBop v y bdd.

begin
# VHnumjanHo ce noctasrbajy BepoBaTHohe y 3aBpLUHMM YBopoBUMa [L] v
[Llp=0
[Tlp=1

# MNpona3sak Kpo3 cBe yHyTpalke YyBopoBe y BDD, of 3aBpLUHMX YBOPOBA Npema KOpeHy
for each ¢vor v in bdd do

l = v.levi_sin # neBu cuH Tekyher ysopa v
h = v.desni_sin # gecHu cuH Tekyher usopa v

# 1. p npegcTaBrba BepoBaTHohy Aa YBoOp [ MMa UCTUHUTOCHY BpedHOCT 1
# cnuyHoO Baxun 3a h.p
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# v.p je BepoBaTHOha Aa Tekyhu 4BOp v MMa UCTUHUTOCHY BpeaHOCT 1
v.p = (1 — p[indeks]) = l.p + p[indeks] * h.p

return bdd sa verovatno¢om v.p da ¢vor v ima istinitosnu vrednost 1, za svaki ¢vor v

end

[loKka3s KOpeKTHOCTH
KopekTHOCT anropuTma ce gokasyje MHAYKLWjOM.
basa uHdykyuje: BepoBaTHohe y 3aBpLIHUM YBOopoBuUMa | L|un |[T|cy pegom 0 1 1.

WHAykmueHa xunomes3a: 3a CBaku 4BOp v Ha HMBOY Behem opf k, anropytam TadHO u3padvyHaBa
BepoBaTHONy Aa v UMa UCTUHUTOCHY BPeaHOCT 1.

Kopak uHlykyuje: Heka je w YBOp Ha HMBOY MakeM UMK jedHaKkoMm k, Mpu YeMy Cy HEroBU CUHOBW peaoM
YBOPOBM u U v HA HMBOMMa BehuM of k. AnropuTam uspadvyHaBa BepoBaTHONY Aa w MMa WUCTUHUTOCHY
BpegHocT 1 npema m3pasy:

w.p = (1 — p[indeks]) * u.p + p[indeks] * v.p, (39)

rae je plindeks]| BepoBaTHoOha ga NPOMEHIBUBA Xy ge0ks UMA BpeaHOCT 1,1 < i < n.
Heka je (1 —plindeks])*u.p =a v plindeks] *v.p =b . BpegHocT unspasa a ce payyHa nomohy
BepoBaTHohe u.p, Tj. Aa NeBM CUH u 4YBOpa W UMa WCTUHWTOCHY BpegHocT 1. Taga ce ysuma
BepoBaTHoha ga 4YBop w UMa UCTUHUTOCHY BpeaHocT 0, Tj. 1 — p[indeks].
Ha cnvyaH HaunH Baxv Aa ce BpedHOCT u3pasa b padyHa nomohy BepoBaTHohe v.p, Tj. Aa AECHU CUH v
YBOpa W MMa UCTUHUTOCHY BpedHocT 1. Taga ce ysuma BeposaTHoha ga 4BOp w MMa WCTUHUTOCHY
BpeaHocT 1, Tj. plindeks].
36up BpegHoCTM a + b npegcTaBrba BepoBaTHOhy ga 4BOP W MMa WCTUHUTOCHY BpeaHocT 1y
3aBUCHOCTU O BepoBaTHOha CBOjUX CMHOBa W BepoBaTHOhe p[indeks] NPOMEHIbLUBE KOjOj je 4YBOp w
AoderbeH, Na cnegu Aa Baxu MHOYKTMBHA XMnoTtesa.

]
Mpumep 15. Heka je 3apatr BDD bynose dyHkumje f(xy,...,%x,) BEAMHCKOr ofny4uBara ca Tpu
npomMeHsbmBe, U3 npumepa 6 (BuageTn cnuky 5(6)), M Heka cBe NPOMEHIbMBE X; MMajy BpeaHocT 1 ca
BepoBaTtHohom 0.5, 1 <i < n.
WMHnumjanHo, nocTtaerbajy ce BeposaTHohe 3aBpLuHMX ysoposa [Ll.p =0 u[T]p = 1.

PauyyHa ce BepoBaTtHoha pga 4yBop ca nepnom (01) MMa WCTUHUTOCHY BpedHOCT 1 y pelwemwy
flxq, e xp) =10

0D).p=A—-p[BD *[L]lp+p[3]*[Tlp=(1-05)*0+05%1=0.5 (40)

Harbe, payyHajy ce BpegHOCTM MOSiMHOMa MOy3daHOCTU 3a 4YBopoBe ca nepnama pegom, (0001) wm
(0111):

(0001).p = (1 —p[2]) *[L]lp + p[2] * (01).p = (1 = 0.5) * 0 + 0.5 x 0.5 = 0.2 (41)
(0111).p = (1 —p[2]) * (0D).p +p[2] *[T]}p = (1 = 0.5) * 0.5 + 0.5« 1 = 0.75 (42)
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KonauHo, BepoBaTHoha Aaa je f(xq,x,,x3) = 1 Kaga cBe NPOMEHIbMBE MMajy UCTUHUTOCHY BpeaHocT 1y
peLleny ca BepoBaTtHohom 0.5, nsHocu

(00010111).p = (1 — p[1]) * (0001).p + p[1] * (0111).p
=(1-0.5)%0.25+ 0.5 % 0.75 = 0.5 (43)
CnoxeHocT
Kako ce monuHOM noys3gaHoCTM M3padyHaBa 3a CBaku YBOP, HEOMXOAHO je npohu cBe YBOpoBe AaTor

BDD, uume ce gonasu go cnoxexoctn 0(B(f)), rae je B(f) 6poj usoposa y BDD.

lMocToje pasHe npuMmeHe wu3padvyHaBakwa NonNMHOMa noysgaHocTu ogpefeHe bynose dyHkumje. Ha
npumep, Heka je gat BDD He3aBMCHUX CKymnoBa LMKMyca ca n NPOMEHIbMBUX, C, (BUAETN oderbak 3.4).
BpeaHocT nonuHoma noysgaHocTu y kopeHy BDD je BepoBaTHoha ga je cnydajaH nogckyn TUX YBOpoOBa
He3aBucaH, ako cy 3agaTte BepoBaTHohe yKIby4MBara NnojeauHMX YBOpOoBa LMKIyca y CKyn.

3.2.6. JluHeapHo bynoBo nporpamupane

Mpobnem nuHeapHor bynosor nporpamupatsa ([1], cTp. 209) ce geduHMwe Ha cnegehn HauuH.

OeduHununja 18 (Mpobnem nuHeapHor BynoBor nporpamupana). Heka je 3agata bynosa dyHkuuja
f (x4, ..., Xp) VHU3 KOHCTAHTU W = (W, ..., Wy,). OgpeanTn Hu3 x = (x4, ..., X,) 3a Koju

WXy + -+ WXy (44)
“Ma MakcumarHy BpegHocT, npu ycnosy aa je f(xq, ..., x,) = 1.
OedwmHnumja 19. N3pas wyx; + -+ + w,x,, U3 geduHnumje 18 30Be ce TexnHa Hn3a (xq, ..., X,).
Anroputam 3a pelwaBake npobnema nuHeapHor bynoBor nporpamuparma npoHanasn peluexe
jeaHaymHe f(xy, ..., x,) = 1 HajBehe TexuHe, pa3maTpajyhu cBaku 4BOp y npaBLy Of 3aBpLUHUX 4YBOPOBA
npema kopeHy. Maeja n3a oBor npuctyna je Aa ce ONTUMAariHO TEXWMHCKO peluerwe Moxe Hahu 3a 6uno
kojy nepny (usop y BDD), 3a kojy cy nosHata onTMManHa TeXMUHCKa pellera HeHe neBe U [ecHe
(nog)nepne.

Mceynokopn

Heka je 3aparta bynoBa dyHkumja f (x4, ..., x,) cBojum BDD, 1 Heka je cBakom 4uBopy v y BDD pogerseH
jeaVHCTBEH LienobpojHu naeHTudukartop, v.id.

Anroputam KOpucTM NoMohHe HU30BE m U t, Oy>KUHE jeaHake 6pojy usoposa y BDD, n Hu3 W gyxuHe 3a
jepaH Behe on 6poja nmpomeHrbuBmx. HM3 W cnyxu 3a npenase uamehy HecycegHUX HMBOA, HU3 m 3a
yyBare BeNMX TEXMHA, a HU3 t 3a YyBake UHPOopMaumje Koju CUH Tekyher yBopa v (NeBu UNn AecHW)
nma Beny TeXnHy.
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Algoritam ReSenje_maksimalne_tezine (bdd,w)

Vinas:

- bdd - pegykoBaH v ypeheH BDD dyHkumje f (x4, ..., x,),
- HU3 TeXUHa W = (Wy, ..., W,, ) 3@ CBaKy MPOMEHILUBY (X4, ..., Xy,)

HW3nas: HU3 reSenje = x4, ..., X, - pPellewe jeaHaumHe f(xq, ..., x,) = 1 ca MakCMManHoOM TEXUHOM

begin

# NHnumjanmsaumja nomohHMX HM30Ba

# Hua m ce KOPUCTK 3a 3anncmBawe MmakCMmanHmux BpegHoOCTU TeXnHe y 4HBOpoBMMa
m =[]

# Hu3 t ce KopucTM 3a 3anvcuBarbe BPeAHOCTM NPOMEHIBUBYIX 3a KOje Ce AOCTMXKY MakcumarHe
# BpeOHOCTU TEXMHE Y YBOPOBMMA
t =]

reSenje = []

# Hns W ce kopucTtu 3a npenase V|3meF]y HecyceHNX HUBOa
Wn+1 =0

for j = ndownto 1 do
W; = Wi,q + max(w;, 0)

# NprBpemeHe nokanHe NPoOMEHIbUBE 3a U3padvyHaBake BPeAHOCTU TEXMHE YBOpa Nnomohy
# pegom, neBor u gecHor cMHa

tmp_m_l=0

tmp_m_h =0

# O06pahyjy ce yHyTpallH¥ YBOPOBU, O 3aBPLUHMX YBOPOBA NpeMa KOpeHy
for each ¢vor v in bdd do

l = v.levi_sin # neBu cuH Tekyher ysopa v
h = v.desni_sin # gecHu cuH Tekyher uBopa v

# v.indeks nNpeacTaBrba NHOEKC MPOMEHSBUBE KOja je npuapyxeHa Tekyhem 4yBopy v
# cnnyHo Baxu 3a l.indeks v h.indeks

# Paqua Ce TeXunHa 4Bopa v I'IOMOhy TEXMHE NeBor ChHa

if 1! =[L] then

tmp_m_l = m[L.id] + Wy inaeks+1 — Wiindeks

# PauyHa ce TeXuHa YBopa v NOMOhy TEXWHE AEeCHOr CyHa
if h! =[1] then

tmp_m_h = m[h.id] + Wy inaers+1 — VV,,h + Wy.indeks

# MoppasymeBaH NpuCTyn je ga ce 6upa neBun CuH, U Taga ce nocTaerba BpegHocT 0 y
# HU3y t; 3a AecHOr cnHa ce nocTasrba BpegHocT 1. AHamnorHo, nogpasymeBaHa TexnHa
# Koja HajBULLE AOMPUHOCK TEXUHN Tekyher YBopa v je TeXnHa NeBor cuHa

tmp_m = tmp_m_l

tmp_t=0
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# AKO je AeCHM CUH "Texm", OH ce Bupa y peluene
if | ==[L1]ortmp_m_h > tmp_m_l then

tmp_m = tmp_m_h

tmp_t=1

mlv.id] = tmp_m
t[v.id] = tmp_t

# OppehuBate pellerwa x, kopuctehn HM30Be w U t, nonasehn og kopeHa u kpehyhu ce HaHmwxke
#y BDD

u = bdd.koren
indeks =1

reSenje =™

# Obunasn ce HMBO MO HUBO
while indeks <n + 1:

# Ako je Tekyhu nHOEKC mawn of nHAekca Tekyhe NnpomeHrbuBe, Taga je pasnvka

# nameny HMBoa Beha of 1, 1 Taga ce UCTMHUTOCHA BPEAHOCT NPOMEHIbMBE Bupa Ha
# OCHOBY H-EHE TEXMHE

while indeks < u.indeks — 1 do

indeks += 1
if wlindeks]>0 then reSenje += "1" else reSenje +="0"

# Y Tekyhe pellete ce ynucyje BpeaHOCT NPOMEHIbIBE Koja ce Hanasu y Hu3y t, Uy

# 3aBMCHOCTM O Te BPEAHOCTM UAEe Ce NEBUM, OQHOCHO JECHUM CUHOM, [IOK Ce He
# cTurHe o Ysopa

if u! =[T|then
indeks += 1
reSenje+= t[u.id]
if t[u.id] then
u = u.levi_sin
else
u = u.desni_sin

return resSenje

end

PayyHare TexxuHe YBopa v NoMohy TeXuHe NEBOr U AeCHOr CMHa, peaom [ u h ce cBoAM Ha
m[v.id] = max(m[l.id], m[h.id] + Wy indeks) (45)

kaga cy l.indeks v h.indeks Hajuewhe MCTOBpeMeHO jeaHaku v.indeks + 1 (0QHOCHO, Kafa je pasnuvka
n3mehy HMBOa YBOpa M HErOBUX CUHOBA jefHaka 1).

Hdokas KOPEeKTHOCTU

ba3za uHdykyuje: 3aBpLuHu YBOp | T | MMa jedHy jeauHuULy, Na BaXu Aa Taj YBOPp UMa jeIHO peluerse.

37



MpeacTtaBrbawe bynosux dyHkuuja BuHapHUM gnjarpamuma oanyvmBama

UHdykmusHa xuniomesa: Heka je uBop v Ha HuBOY Behem mnu jegHakom k, n Heka Baxu ga anroputam
npoHanasu peluere MakcumarnHe TexunHe Ao Tor YBopa.

Kopak uHOykuyuje: Heka je 4yBOp v Ha HMBOY MakeM 04 k U Heka Cy My CMHOBWU U,z Ha HMBOUMaA Behem
unu jegHaknm k. 3a cBakv YBOP U U Z CY NPeMa MHOYKTUBHOj XUNOTE3N U3padyHaTta pellera MakcnumanHe
TexuHe. MNpema anroputmy, TEXUHA YBOpa v je jeaHaka

m, = max(my, M, + Wy, indeks) (46)

OBpe m, 03Ha4aBa TEXMHY NEBOr CMHa u 4YBopa v. AKO Ce Y pellerwy MakCcuMarnHe TeXWHe uae NeBum
CMHOM 4BOpa u, TO 3HA4YU [a je TO YyjeAHO WM TeXuHa 4Bopa v, jep MPOMEHIBUBA Xin4exs KOjA j€
npuapyxeHa yBopy v Taga gobwuja spegHoct 0 y peluery (0QHOCHO, YBOP v HUje Oeo pellensa). AKo ce Yy
pellewy MakcumarnHe TEXWHe wuae OeCHMM CMHOM YBopa v, TO 3Ha4u ga MNpOMEHSbMBa Koja je
npuapyxeHa uBopy v aobuja BpegHocT 1 y pellewy (0OHOCHO, YBOP v jecTe Aeo pellena),  Taga ce 3a
YBOP v payvyHa HOBa TeXWHa NOMONYy u3pasa m, + Wy, indeks, TBE j€ TEXNHA Wy ingers 3@0aTa TEXMHA
NPOMEHIbMBE.

Kako ce 3a pe3ynTyjyhy TexuHy YBopa v 6upa MakcUMyMm TeXnHa HeroBMx CMHOBA, a Yy pellere ce Gupa
OHaj CUH YKja je TexMHa usabpaHa, cream Aa je pellere y YBopY v pellete MakcumarHe TeXuHe.

Mpumep 16. Heka je pata bynosa dyHKuuja Ymnje je uctuHuTocHa Tabena 1100100100001111, 3a kojy je
nsrpahexH BDD (BuaeTh npumep 8 1 cnuky 7) ca jeAMHCTBEHUM UOEHTUDUKATOPOM 3a CBAKN YBOP:

Cnuka 11: BDD u3 npumepa 16
W HeKa Ccy fJaTe TeXuHe cBake NpoMeHIbuse (X, x,, X3, X4), peaom w = (1,—2,-3,4).
MpBo ce kpeupa NOMOhHU HU3 W = (W, ..., W) = (5,4,4,4,0), n nHuumjanusyjy ce nomohHW HWU30BU
t=[]mm=1[], a NnOTOM Ce padyHajy TeXuHe CBaKor yHyTpallHher 4ysopa, peAoM Mo HMBOMMA, 04
3aBpPLUHMX YBOPOBA Npema KOpeHYy.
3a cBaku 4YBOp Ce MHMUMjanHo NocTaBiba Aa ce y3vMma feBu CuH: tmp_t = 0.

MpBo ce 06palyjy YBOPOBU Ha HUBY 4 KOju Cy MPUOPYXEHWN NPOMEHIBUBOj X,.

O6paga 4Bopa 4uju je NAEHTUMMKATOP jedHaK 6, vig_s: Kako NeBU CUH BoauM A0 4Bopa [T], padyHa ce
H-eroBa TexvHa nomohy nesor cuHa:

Mig—¢ = tmp_m_l =myq + Wy inaeks+1 — Wiingeks =0+0—-0=0 47)

Kako je gecHu cvH jegHak [L], TexxuHa yBopa Momohy AEecHOr CuvHa Ce He padyHa, na cy KoHayHe
BPEOHOCTN YBOpPA Vijg—¢ PEAOM Miq—¢ = 0, tijg=¢ = 0.
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O6papa YBopa 4mju je MAEeHTUUKATOP jeaHaK 7, vig—,: Kako NeBu CUH BoAM 40 YBopa [L], TexuHa YBopa
nomohy neBor cuHa ce He padyHa. Kako je AecHu cuH jeaHak [T], TexuHa 4Bopa nomohy gecHor cuHa
N3HOCMK:

Mig=7 = tmp_m_h = my ;g + Wy ingeks+1 — Whiindeks + Wo.indeks =

KoHayHe BpeaHOCTUN YBOpaA Vig—; CY PEAOM Mig=7; = 4, tig=; = 1.
lMpenasu ce Ha YBOpPOBE Ha HMBOY 3.

O6papa yBopa unju je ngeHTudukaTop jegHak 4, vig—,: TEXMHA YBOpa Ce payyHa Ha CrMyaH HauYuH Kao
3a YBOP Vjq—¢. KOHAYHE BpeaHoCTH Cy:

Migmg =My + Wy 41— Wy, =M+ Wy —Ws =0+ 4—0 = 4,

O6paga 4Bopa umjmn je naeHTUdMKaTOp jedHak 5, vig_s: KaKo Cy U NIEBU U AECHU CUH pasnuinTy of Ysopa
[L], pauyHajy ce TexuHe nomohy o6a cuHa:

I'IOMOhy neBor CUHa: l_mid:s =m, + Wv.indeks+1 - Wl.indeks = Mjq4=6 + W4_ - W4 =04+4—-4=0 (50)

HOMOhy AeCHOr cuHa: h—midzs =my + Wv.indeks+1 - Wh.indeks + Wy.indeks =
=m1d27+W4_W4+W3=4+4_4_3=1 (51)

max(0,1) = 1, Gupa ce OecHU CUH, U KOHa4YHe BPedHOCTU Cy:

Kako je max(l_m;gs, h_m;gq=s)
Mig=5 = 1, tig=s = 1.

CrMYHMM NOCTYNKOM C€ pauyHajy BPeAHOCT 1 3@ YBOPOBE Vig—p, Vig=s W Vig=; Y HABEAEHOM peaocneay,
Y N3HOCE PefoM:

Mig=2 = 4, tig=2 = 0,

Mig=3 = 2, tig=3 = 1,

Mig=1 = 4, tig=1 =0 (52)

HakoH n3padyHaBawa Hu3oBa t ¥ m, BDD ce obunasm og kopeHa HaHwke, fa 6u ce pekoHCcTpyucarno
pellene ca HajseNoM TeXNHOM, MOMONY BPeAHOCTU Y HU3Y t.

BpegHocTn enemeHata Hu3a t [ tig=1, tig=2> tig=3s tid=4r tid=ss tig=es tia=7 ] CYy peaom [0,0,1,0,1,0,0,1] .
KopeHy oaroesapa BpegHOCT tjq—; = 0, WITO 3HauM Oa ce of KOpeHa uae NeBUM CUHOM Yy peLleky,
O[IHOCHO a npomeHsbuBa x; uMa BpegHocT 0. JleBu CUH KOpeHa je YBOp vj4—,, KOMe ofroapa BpeaHOCT
tig=2 = 0, WITO 3Ha4M Ja ce NOHOBO MAe NeBUM CMHOM [0 YBOPA Vjq—4, @ NPOMEHIBbMBA X, UM BPEOHOCT
0. YBopy vjq-, OAroBapa BpeaHoCT tj—, = 0, Na NpoMeHIbuBa x5 MMa BpegHocT 0, a NeBMM CMHOM ce of
YBOpA Vg4 CTMXKE OO0 3aBpLUHOT YBOpa [T]. Kako je pasnuka HYBoa Mamehy 4BOpa Vi, U Beha og 1,
TO 3Ha4M [a je HMBO KOju ofroBapa NPOMEHIbLUBOj x, "NPeckoyeH", 0AHOCHO He MOCTOoju YBOP U3Mehy Hbux
kojem 61 NpomMeHsbMBa x, OMna nNpuapyxeHa. Y OBOM cny4ajy, O4nyka O BPeAHOCTU MPOMEHILUBE X, Ce
JOHOCKU Ha OCHOBY npocriefleHnx TexnHa cBake NpoMeHIbuBe: ako je w, Behe oa Hyne, NPOMEHIbUBO)j X,
ce goferbyje BpegHocT 1, a y cynpoTHoM ce goaessyje 0. Kako je w, = 4, Taga je x, = 1, na je pewewe
MakcumarnHe TexuHe 0001. TexxmHa pelwlera ogrosapa BpeaHOCTU m;q=, Y KOPEHY, U jeaHaka je 4.

CnoxeHocT

AnropuTtam ce cacToju U3 oBa gena: y npBoM geny ce nponasu Kpo3 ceaku 4sop BDD, na usBpLiaBame
3axteBa O(B(f)) kopaka. ¥ gpyroMm geny ce obpafyje HU3 KOju caapXu 4BOpoBe HajBehux TexuHa -
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YnTajy Ce YBOPOBU KOjU ynase y peLlere MakCuMarnHe TEeXUHE, Kao U HUXOBE UCTUHUTOCHE BPEAHOCTH,
LWTO 3axTeBa goaaTtHux O(n) kopaka. [lakne, cnoxeHocT anroputma je O(n + B(f)).

3.3. HezaBMCHM CKynoBM UMKNyca ca n YBOpoBa

Y oBoM oferbKy ce aemoHcTpupa ynotpeba BDD 3a npeacraBreakbe HE3aBUCHUX CKynoBa uuknyca G, ca
n yoposa nomohy BDD.

OedvHuumja 20. HezasuchHu ckyn rpada G = (V, E) je nogckyn U € V, TakaB ga 3a 6mno Koja asa 4Bopa
u,v € Uy G He nocToju rpanHa (u, v).

Heka C,, 03HayaBa UuKNyc ca n 4yBopoBa. AKO CY Vy, ..., 1, YBOPOBU LMKIyCa, OHAA LMKNYC MMa n rpaHa:
(v1,v2), (v3,03), oo, (Vao1,vn), (vu,v1) . He3agucHu cKymoeu yukiyca Cy CKynoBM 4BOPOBA Y Kojuma He

MocTOju rpaHa Koja noseasyje ABa cyceaHa YBopa.

Mpumep 17. Ha cnvum 12 je npukasaH unknyc Cq:

Cnwuka 12: Uuknyc C4 13 npumepa 17
Hucka x; ... x, = 000000 ogroBapa npasHOM CKymy, HUCKA x; ... Xo = 001010 ogrosapa ckyny {3,5}. Oba
noackyna Cy HeKku oA He3aBUCHMX CKynoBa 4BopoBa Mo geduHuumjn 20, OOK HUCKA X; ... xg = 011010
oprosapa ckyny {2, 3, 5}, anv oBaj CKyn Huje He3aBuncaH CKyrn 4YBOpOBa.
Teopema 6. Heka je Bynosa dyHkumja f (x4, ..., x,) 3agata ycnosom ga je f(xq, ..., x,) = 1 ako n camo
ako je moackyn 4BopoBa uuMknyca C, ca UHOEKCMMa jefHaKUM MHOEeKCUMa i NPOMEHIbUBKX x; , 1 < i < n,
3a koje je x; =1 He3aBucaH ckyn. Taga je Opoj pewewa jegHauuHe f(x,.., x,) =1 jegHak Opojy
He3aBUCHUX ckynosa y C,.
Doka3. [Jokas ce 3acHMBa Ha 4YuMHeHMUM [a MOCTOjU jeQHO3HA4YHO MnpecnukaBakwe U3Meny pellexa
jegHaumHe f(xq, ..., x,) =1 1 cKyna He3aBUCHWX ckynoBa uuknyca C,. lNpecnukasamwe npuapyxyje n-
TOPKM (X, ..., X,) CKYN YBOPOBA Ca OHUM MHAEKCUMMaA k 3a kojeje x, =1, k=1,..,n.

]

Cnegu Teopema 7 Koja je nocrneauua Teopeme 6.

Teopema 7. BDD koju npeacrtasrba bynosy dyHkuujy f (x4, ..., x,) U3 Teopeme 6 ucnywasa crnepehe
yCrnoBe:

1) Myt og kopeHa BDD fo 3aBpluHor YBopa [T]je Takas ga He nocToje Tpy YBopa u, v, w Kojuma
Cy NpuapyXeHe y3acTyrnHe NPOMeHIbUBe, TakBa Aa je

v = high(u), w = high(v) (53)

2) Myt oa kopeHa BDD koju noynte AeCHOM rpaHOM KOpeHa ce He CMe 3aBpLUUTK Y YBOPY
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(jep je Tapa x, = x; = 1, na ogroBapajyhu ckyn Huje He3aBuUCaH).

Opyrvm peunma, y HU3Yy x = (xq, ..., X,) HE NOCTOoje ABe Y3acCTOMHe jeaunHuLEe (Y3acTOMHUM ce cMmaTpajy u
(x4, x,,) ako 1 camo ako je f(xy, ..., x,) = 1).

Onwuc anroputma

Anroputam marpafyje BDD koju npeacrtaerba HesaBWCHE CKynoBe uuknyca €, NoYeB Of KopeHa npema
3aBpLUHMM 4YBOpOBMMA, Npumeryjyhn npasuna n3 teopeme 7. Y HacTaBKy Cy Aarta npasBuna OUPEKTHe
nsrpagme osor BDD, koja 06e36el)yjy oa y cBakoM KOpaKy anroputMma Baxke peagykoBaHOCT U ypeheHocT
BDD, ogHocHo ga je BDD y kaHOHCKOj (hopMKM HakoH M3BpLUaBaka CBakor kopaka anroputma.

1) (MNpasuno kopeHa BDD.) MNpBo ce uarpahyje nesu noarpad KopeHa, Koju ogroeapa cnydajy kaga je
x; = 0, a noToM AecHu nogrpad KopeHa, kaga je x; = 1 (BMaeTn ycnos 2) n3 teopeme 7).

2) (Mpasuno npsux Hueoa.) HoBm 4YBOPOBM Ce A0Aajy Ha HMBO K3 oncera [1,3) y nesu nogrpad, 0O4HOCHO
Ha HMBO 13 oncera [1,4) y aecHu nogrpad npv CBakoM rpaHamy, OCMM Kafia je HOBM 4YBOp AECHU CUH 0oLa;
Taja ce 3a HeroBor AecHOr CMHa He Kpeupa HOBM 4BOp, Beh ce npecnaja Ha 3aBpLUHK YBOp || (B1aetu
ycnoB 1) u3 teopeme 7).

3) (Mpasuno obpacya nesoz cuHa.) 3a CBakum HOBM 4BOP KOjU Ce AoAaje Ha HUBO U3 [3,n — 2]y nesu
nogrpad, OAHOCHO KOju ce AoAaje Ha HMBO K3 [4,n — 3] y AecHu noarpad, Baxku criegehu obpasad;:

- aKo je v AEeCHU CUH YBOpa oua u, Taja je
v.desni_sin =[1], nv.levi_sin = u.levi_sin.levi_sin (54)
- aKo je v nNeBu CUH YBOpa oua u, Taaa Cy NeBn U AeCHU CUH YBOpa v HOBM YBOpoBM y BDD.

4) (lMpasuno nocrnedwux HUBOA.) 3a YBOPOBE KOjU Ce AoAajy Ha nocnedwe HMBoe BDD Baxe nocebHa
npasuna, koja omoryhyjy npeacraBrbame rpaHe (x,,x;) y BDD, Tako oa Baxu Teopema 7, 1 KQHOHUYHOCT
BDD.

(JleBu noarpad, HMBO n — 1.) YBOpPOBYU KOjU Ce AoAajy Y nesu noarpad Ha HUBO n — 1 cy peaom:

- YBOP KOju je NeBu CMH oLa ca HMBoa n — 2

- NIEBU CVH je YBOp

- AECHY CMH je HOBW YBOP KOjW Npunaga HUBOY n
- YBOP KOjM je AECHU CMH OLa ca H1Boa n — 2

- NIEBU CVIH je YBOp

- [ECHY CUH je 4YBOop

(JTeeu nogrpady, HMBO n.) YUBOP KOju ce goAaje Ha Nocneawn HUMBO n (TOKOM JodaBara YBOPOBA Y NEBU
noarpad Ha HMBO n — 1) je jeanHn 4BOpP Ha TOM HMBOY. Ha H-era ce Be3yjy YBOPOBM Ca HMXKMX HMBOA U3
nesor n gecHor nogrpada. Hberosu CMHOBM Cy peaoMm:

- NIEBN CUH je YBOp
- IECHW CVH je YBop

(decHn nogrpad, HMBO n — 2.) YBOpPOBM KOjU Ce Aoaajy Y AeCHM noarpad Ha HUBO n — 2 Cy peaoMm:
- YBOP KOjU1 je neBu CUH oLa ca HMBoa n — 3

- NeBMW CUH je YBOP Ha nocrneaHweM HMBOY n (AoAaT TOKOM m3rpafxe nesor nogrpada)
- JECHU CUWH je HOBW YBOP KOoju Nnpunaga Husoy n — 1
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- YBOP KOju je AeCHM CUH oua ca HuBoa n — 2
- NeBV CUH je YBOp Ha nocreaHweM HUBOY n (4ogaTt TOKOM uarpagrse nesor nogrpada)

- IECHW CUH je 4Bop
(decHu noarpad, HMBO n — 1.) YBOp Koju ce goaaje Ha HMBO n — 1 je jeauHW YBOP Ha TOM HUBOY Y AECHOM

nogrpady. Hberosu cMHOBU Cy PeaoM:
- NeBV CUH je YBOp Ha nocredHreM HMBOY n (4ogaTt TOKOM uarpagre nesor nogrpada)

- IECHU CVH je YBOp

Cnepe peduHnumMje Koje ce ogHoce Ha M3padyHaBawe bpoja pellewa jegHadunHe f (x4, ..., x,) = 1 ako je
nosHat 6poj NPOMEHIBUBUX N.

DedumHnumja 21. ®uboHaqujes 6poj F, je Leo Opoj 3a Koju BaXkn peKkypeHTHa penauuja
Fnan_1+Fn_2,F0=0, F1=1, (55)

®duboHaumjeBn 6pojesu Fy,F;, F,,...,F,_1, F, YyiHe ®nboHauynjeB HMU3, y KOME je CBaKM €EnemMeHT Hu3a
jeqHak 3bmpy npeTxodHa ABa eneMeHTa.

DedwmHunumja 22. Jlykacoe 6poj L,, je Leo Opoj 3a Koju Ban pekypeHTHa penauuja
Ln = Ln_1 + Ln_z, LO = 2, L1 =1 f (56)

JNlykacosu 6pojesu Ly, Ly, ..., Ly_1, L, YiHE JlyKacoB HU3, y KOMe je CBaku efneMeHT HuM3a jegHak 30upy
npeTxogHa ABa enemMeHTa.

JlykacoB 6poj L, moxe uspasutu nomohy dmnboHaumjeBux 6pojesa Fp, , U F,_4:
Ly = Fpya + Fuy (57)

Tabena 1 npukasyje npeux 11 unaHoa ®uboHaunjesor m JlykacoBor HU3a.

n F, L,
0 0 2
1 1 1
2 1 3
3 2 4
4 3 7
5 5 11
6 8 18
7 13 29
8 21 47
9 34 76
10 55 123

Tabena 1: YnaHoBu PuboHaumjeBor u JlykacoBor H13a 3a n = 10
Moxe ce nokasatu ga je 6poj pewewa jegHaumHe f(xq, ..., x,) = 1 jegHak JlykacoBom ©Opojy L, ([1],
Bexxba 15(a)). Y nornaerby 6 je npuka3aHa npoBepa oBe YnkbeHuue 3a n < 30.
Mpumep 18. Ha cnnum 13 je npukaszaH BDD HesaBucHUX ckynosa Luknyca Cg.
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1(1)
2 ©

3(3)
4(4)
5...n-3 (4)
n-2 (4)
n-1 (3)

n (1)

Cnuka 13: BDD HesaBucHux ckynosa umknyca Cqg

Buan ce npumeHa npasuna uarpagwe BDD n obpasay onucaH y npasuny 2) Koju npate YHyTpallkbu
yBopoBu. bpoj usoposa no HueBomma BDD u3 npumepa 18 je npukasaH y 3arpagu nopen 6poja HuBoa
neso og BDD:

- H1BoM [1, 4] umajy pegom 1, 2, 3, n 4 ysopa
- HuBowm [5, n — 3] nmajy no 4 4ysopa

- HUBO n — 2 UMa 4 4Bopa

- HMBo n — 1 nma 3 4Bopa

- HMBO n MMma 1 4BOp.

CnoxeHocTt

CnoxeHocT anroputMma 3a KoHcTpykuunjy BDD koju npeacrtaBrba He3aBUCHE CKynoBe uuknyca C, 3aBucu

op, 6poja uBopoBa n y uuknycy. M3 obpacua no koM ce YBOpPOBM Ao0Aajy (BUAeTn Teopemy 7 1 npasuna y

geny Onuc anzopumma), cBakM HapegHu HMBO Aobuja no 4 4ysopa, noveB o HmBoa 4 (OAHOCHO

NPOMEHIbMBE X,), 3aKIbY4YHO Ca HMBOOM n — 2 (OQHOCHO Ca NPOMEHIBUBOM X,,_,). Husou 1, 2, 3 n 4 umajy

penom 1, 2, 3 1 4 yBopa, JOK Nocneaxa ABa HMBoa UMajy pefoMm yKynHo 3 usopa u 1 4ysop.

YkynaH 6poj usopoBa B(f) y BDD ca 3aBpLuHMM 4YBOpOBMMa 3a n = 3 je jegHak 6, a 3a n > 3 je jegHak
B(f) =10 + 4(n—3-54+1)+8+2=20+4n—28=4n—-8 (58)

M3 HaBegeHor cnegu ga je CnoXeHocT anroputMa fiMHeapHa no n, na je CNoXeHOoCT anroputma 3a

KOHCTpyKuMjy BDD 0O(n). Mehytum, CrnioxeHOCT npumMeHe anroputma 3a Opojame pelwewa (BUaetm
operbak 3.2.1) je ekcnoHeHumjanHa, jep 6poj L, HE3aBUCHUX CKyMoBa y C, pacTe eKCrNOoHEHLMjanHo ca n.
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4. YTnuaj pepocrniega NnpoMeHIbMBUX Ha KoMmnnekcHocT BDD

Y oBOM nornaerby Ce npeacTaBfba yTuuaj pegocrnena npoMeHsbmBux bynose dyHKuMje Ha
komnnekcHocT keHor BDD. Cnepne ase rnaBHe Teopeme ([2], cTp. 123).

Teopema 8. Heka je S; ckyn notdoyHkuuja f Koju ce pnobuja O0OOENIOM UCTUHWUTOCHWX BPEAHOCTU
NpoOMeHIbMBaMa x4, ..., Xj_1 W KOje CyWITUHCKM 3aBuce of x;. BDD bynose dyHkuuje f 3a 3agat pegocnen
MPOMEHIBUBUX Xy, ..., X, UMa TAYHO |S;| YBOPOBA KOje O3Ha4YaBa NPOMEHIbMBA X;.

Doka3 Teopeme 8 moxe ce Hahu y pagy [2], cTp. 95-96 1 123.

Teopema 9 (Mocneguua Teopeme 8). Heka je (iy,...,i,) nepmytaumja ckyna {1,...,n}, n Heka je P
penykoBaH ypeheH BDD Bynose cdyHkuuje f, 3a 3agat pefocnes npOMEHIbUBKMX X; , ..., X;, . [oaaTHo,
Heka je Sl-]. ckyn notdyHkumja dyHkumje f koju ce pobuja [OAENOM UCTUHUTOCHUX BPEOHOCTM
NPOMEHIbUBAMA X, ..., Xi;_, U KOje CYLUTUHCKN 3aBuce 0f X - Taga BDD P uma TayHo |Sl-].| YBOpOBa
O3HaueHNx ca x;; .

4.1. Be3a namelhly pegocrneana npomMmeHusux n sennyimHe BDD

BennunHa BDD, na camum TMM ¥ KOMMANEKCHOCT MaHunynauvje BDD, pagupektHo 3aBucu of
npeTnocTaBrbeHor pegocnega npomeHsneux ([1-4]). Crnegn HEKONMMKO EKCTPEeMHWUX npumepa, rge ce
6poj uBopoBa y BDD 3Ha4ajHO MeHa NpoMeHOM pefocnena NpoOMeHIbUBKX.

Mpumep 19. Heka je pata bynosa cyHkumja:
F(x1, ey Xom) = X125 + X3X4 + +++ + Xop_q1Xon. (59)

MpupopnaH pepocnen. 3a 3agat pegocneql NPOMEHIbUBUX Xy, Xy, ..., Xon_1, X2, , BDD cagpxu TayHo
2n + 2 yBOpOBa, Na KOMMMEKCHOCT fIMHEeapHO pacTe Yy 3aBMCHOCTU oA Opoja mpomeHrbuBux n. Cnvka
14(a) npukasyje BDD kapga je n = 3. OBaj BDD nma koMnakTHy CTPYKTYpyY jep 3a cBako k € {1,2,..n— 1}
HakoH 4uTawa [OOAerbeHWX WCTUHWUTOCHUX BPEAHOCTM NPOMEHIbMBaMa X, Xy, ...,, X, , MOCTOje [OBe
mMoryhHocTu:

a) Ycnen pogene UCTUHUTOCHUX BPEAHOCTW NPOMEHbMBama Xy, X5, -..,, Xok, Beh je no3Hato ga je
NCTUHMTOCHA BpeaHOCT dyHKumje f jeaHaka 1 (0QHOCHO TayHo).

6) MNpeTnocTaBka a) He Baxu (HWje NO3HATO Aa je UCTUHUTOCHa BpeAHOCT yHKuuje f TadyHo). Taga ce
BpeaHoCT PyHKUMje MOXe ogpeanTn Kopuctehm caMmo CTUHUTOCHE BPEAHOCTU NpeocTanmx
X2k+10 X2k+25 =00 Xon -

Opyrum peuymma, 3a CBaKO k M MPOM3BOSbHY [04ENY BPEOHOCTU NMPOMEHIbMBAMA Xq, Xy, ...,, X1, YBEK
MOCTOjM TayHo jegHa noTdyHKumja fi (xy, ..., X2,,) KOja CyLUTUHCKM 3aBUCK Of x;. OBa pyHKUMja je:

X X1 F Xpp2Xkes + o+ Xon_1X2,, Kafda je k HenapHo

; 60
X + Xp41Xg42 + 0+ Xop_1Xon, Kaga je k napHo (60)

el
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'2 vv:

A

&

e
\AL_
(57

\ (6)
H @
(a) Pegocnen npoMeHrsmBmnx (6) Pepocnen npomeH-nBmx
X1, X3, X3, X4, X5, Xg X1,X3, X5, X2, X4, Xg

Cnuka 14: bynoa dyHKUMja [ (Xq, ..., Xy) = X1X5 + X3X4 + XX Y MPUMepY 19
M3 Teopeme 8 crieam ga BDD oBe cyHKLMje Ha CBaKOM HUBOY MMa Ta4yHO jefaH YBop.

"HenapaH-napaH" pepgocnepn. 3a pegocneq NPOMEHIbUBUX Xy, X3, ..., Xap—1, X2, X4, <, X2, BDD j& 3HATHO
KOMMNIIEKCHWjUW, LITO UNycTpyje npumep Ha cnuum 14(6). HapegHa aHanu3a ce ocnawa Ha Teopeme 8 n 9.

Heka je k < n. MocTtoju 2¥~1 pas3nuunTux KOHCTAHTHUX BekTopa (aq,ds,...,dzk—3) € {0,1}" Koju ce mory
ponenutn k — 1 NpOMeHrbMBama Xy, Xs, ..., X, _3. OBM BEKTOPW BoAe A0 NOTyHKUwja:

f(xp ---:xn)|x1:a1,x3:a3,...,x2k_3:a2k_3 =
= a1X; + A3Xy + 0+ App_3Xox-2 T Aop—1 X T
tXok+1X2k+2 T+ Xon-1X2n (61)

U3 (61) cnegu:

a) Csaka op 2¥~1 notdpyHkumja £(x;, s Xn) |y =aq 3=z, X3 =azi_s CYLITUHCKN 38BUCKU Of X5 _1, k- Te
NpoOMeHIbMBeE y pegocneay.
6) CBe oBe NoTdyHKUMje Cy Y NapoBMMa pasnmuunre.

[Oakne, y cnyyajy da je k<n, BDD dyHkunje f mma TauHo 2%~! ysopoBa Koju Cy O3HAYEHM
MPOMEHILMBOM X;, . AHarorHo ce MoXe MpoBEepWUTW Aa, y crydajy Aa je k >n, nocroju TauHo 227k
YBOPOBA KOjU Cy O3HAYEHW NPOMEHIBUBOM Xx;. YKynaH 6poj 4BopoBa je:

B(f)=2%2¥} 21 42=2+(2" = 1) +2 =2"* (62)

Hakne, BennuuHa BDD cyHKumje f pacTe ekcnoHeHUMjanHo 3a 0Baj pacrnopen npomeHsuemx. a 6u ce
[0Ka3ao ekcroHeHuujanaH pact BDD, [OBOSBHO je AokasaTy eKCrnoHeHumjanaH pacTt 6poja 4BopoBa Koje
03HavaBa ofpefeHa NpoMeHbLMBA X;.

Cnean VHTYMTMBHO oOfjallkere pasnora 3a ekcroHeHuujanHu pact 6poja 4BopoBa y npumepy 19.
HacynpoT npupogHoMm pefocnegy, HakoOH YuiTawa BPeOHOCTU Xi,Xs, ..., X, 3@ k HEMapHO y pegocreny
"HenapaH-napaH", jow yBeK Ce He MOXe 3HaTu BpeaHoCT dyHKumje y ogpefheHum cnyyajeBnma. 3a cBaky
JoJeny BpegHOCTM NPBOj MPOMEHIBLUBO]j, BpeAHOCT dhyHKLMje f jow yBek Huje ogpefeHa. Obe BpeaHOCTH
TayHO W HeTauyHo cy jegHako Mmoryhe y3 oaroBapajyhy gogeny Bpe4HOCTU ocTannm npoMeHsbmBama. M3
Tora cregm ga He NocToju rpaHa 13 mMa Koje npeocrtarne NpoOMEHIbUBE Koja ANPEKTHO BOAU OO 3aBpLUHOT
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yBopa. KomnnekcHoctn BDD gogaTtHO AONPUHOCK YMHseHULa U Oa 3a CBaky O ABe [oAene BpegHOCTU
NpBMM MNPOMEHIbMBAMA X, X3, ..., X, , YBEK MOCTOjM Jofena BpPeaHOCTW MpeocTanum npoMeHrbuBama
TakBa [a ce BpegHOCTn pe3ynTyjyhe dyHKumMje pasnukyijy.

4.2. NMpoHanaxeHe onTMManHor pegocrieaa npomeHsbLuBux bynose yHKumnje

MNpe came koHCTpyKuuje ogrosapajyher BDD bynoBe dyHKUMje, pegocneq HeHux NpoOMeHIbMBUX Mopa
o6utn nosHaT. Kako nocrtoje dpamunuvje dyHKumja Kog kojux BenvumHa BDD mMoxe OMTU M nuHeapHe u
€KCMOHeHLMjarnHe KOMMMEKCHOCTW Yy 3aBMCHOCTW O 3adaTtor pefocrnena NpoOMEHIbUBKX, MPOHaNaxewe
ONTUMarnHor pefgocrneaa je of Kiby4yHor 3Havaja 3a edpukacHy manvnynaumnjy BDD.

Kako je npobnem npoHanaxewa Hajborber pegocnena npomeHrbmux NP-komnnetaH ([1], cTp. 240),
pa3Bunu Cy ce pasnuunMTn NpUCTYNu 3a NpoHanaxewe 3agoBorbasajyher pegocnena npomeHrsmsumx ([1],
cTp. 239-249, n [2], cTp. 145-170).

[letarbHa obpaga v vMMNemMeHTauuja anropuTama 3a ONTMMU3auuWjy pegdocriega NPOMeHIbUBKX HUje
Tema OBOr paja.

MpeTpara npocTopa nepmMyTauuja pegocrnena npoMeHILMBUMX U BenuuuHa BDD

lMpeTpara npocTopa nepmyTauuja npeacrasrba NnpumeHy ceux Moryhux n! pegocnega npoMeHrbMBUMX Ha
ncTnHMTOCHY Tabeny bynoBse dyHkuwje, 3a Kojy ce mpeTnocTasiba NpupodaH pegocnen NpoMeHIbUBKX.
Opervak 6.5 npyxa yBua kako ce Mewa BenvunHa BDD Hekonuko npumepa bynosux cdyHkumja kaga ce
npumeHe cBux moryhux n! pegocnena NnpoOMeEHbUBKX.

TBphewe 5. VctnHutocHa Tabena nepmyTaumje npupogHoOr pegocnega MNPOMEHIbUBMX je U cama
nepmyTauuja UICTUHMTOCHe Tabene NpMpoOAHOr pegocnena NPOMeHIbUBMX.

U3 tBphera 5 cneagum onuc anroputma:

- Heka je pata nctmHutocHa Tabena bynose dyHkuuje f(xq, ..., %) fofi - f2n_1 , 38 KOjy Ce
npeTnocTasrba NpUpoaaH pegocnes NPOMEHIbUBKX Xy, ..., X,, U HEKA je AaTa nepmyTaumja
NPUPOAHOT pefocnena NPOMEHIbUBKX, X; , -.., X;,, -

- WspayyHaTu nepmMyToBaHy UCTUHWUTOCHY Tabeny 3a nepMyTOBaH peaocnes NpoOMeHbMBUX, Npema
dhopmynu:

Jo= 20wy A 20 P, b+ 20 ey ek 2Ny X, 0SRS2M -1 (63)

Ospe k npeacTaBrba MHAeKC Y fi, a fj, fj, "'ffzn-1 npegcrasrba NepMyToBaHy UCTUHUTOCHY
Tabeny UCTUHUTOCHe Tabene fyf; ... fon_;.

- 3a nepmyToBaHy UCTUHUTOCHY Tabeny, kpenpatu BDD n nspavyHatv 6poj Herosmx 4YsBopoBa.

- TlocTynak NOHOBUTM 3a CBaKy NepmyTauujy pegocnena NpoOMeHLUBKX, U yNIOPeanT NpomeHy 6poja
ysoposa y BDD 3a pasnuuute pegocnege.

MMnnemeHTaumja oBor anroputMa Hanasu ce y ogerbky 6.5.
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5. Knace ¢yHKuMja ca jeaHOCTaBHUM U cnoxeHum BDD

Y OBOM nornaefby Ce pasmartpajy pasnuunti TMnoBu (yHKUMja, 4YMja npupoda OMPEKTHO yTuye Ha
komnnekcHoct BDD koju ux npegctaBrba. YCNOBHO Ce MOXe FOBOpUTM O OBe nocebHe knace —
npujamersrbcke hyHKyuje, koje nmajy jedHocmasaH BDD, n komnnekcHe ¢byHKyuje, Koje uMmajy CrioxeH
BDD.

5.1. dyHKumje ca jegHocTtaBHuM BDD

lMpujamerscke ¢yHkyuje ([1], ctp. 213, n [2], cTp. 125) ynHe pamunujy dyHKLMja 3a Koje je No3HaTo Aa
umajy BDD npuxsaTtrenmBo mane BennymHe, ogHOCHO jeGHocmasgaH BDD.

5.1.1. CumeTpuyHe dyHKuMje

HOedmunumnja 23. CumempuyHa bynosa ¢hyHkyuja je bynosa yHKUMja Ynja UCTUHUTOCHA BPEOHOCT He
3aBUCK 0f NepmyTaLuje heHUX MPOMEHIbUBMX,

W3 pedunHnunje 23 cnegm ga UCTUHUTOCHA BPeOHOCT cumeTpudHe bynose doyHKLMje 3aBMUCKU of yKynHor
Opoja jeguHuua y ynasy. Opyrum peumma, 3a cumeTpudHe oyHKUMje CBM pegocrean NpOMEHIbUMBUX CY
eKsusasieHmHu y cMucry KkomnnexkcHoctn BDD.

Teopema 10. BennumHa BDD je HesasucHa of pepocnega nNpoMeHsbuBnx bynoBux cCUMETpUYHNX
dyHKUMja.

Doka3s. Heka je f(x,x,,...,x,) bynoBa cumeTpudHa cyHkumja. Ha ocHOBY Teopeme 9 3akrbydyje ce aa
3a cBako k W poAeny UCTUHUTOCHWX BPEAHOCTW k — 1 NpoMeHrsvMBama x; , ..., X;_,, JEAVHO j& BaXHO
KONMMKO MPOMEHIbUBMX Mefly HaBedeHUMa MMa UCTUHUTOCHY BPEAHOCT TavyHo (ogHocHo 1). MowTo 6poj
jeavHuua mehy npsuMm npomeHrbuBama moxe ga 6yge 0,1,..., nnm k — 1, 6poj YBopoBa Ha HUBOY k je
yBeK orpaHuyeH ca k. [lakne, notdyHKuuje cy obnuka:

fxi1= Qg s Xige 4= Qg4 (64)

Kao nocneauua, Baxu Aa cBaka NpOMEHIbUBA X, CUMETpUYHe dyHKUMje y BDD uma HajBuie k yBopoBa

Kojuma je npuapyxeHa, k =1,2,...,n. Cymnpawem no k gobuja ce ga sennumHa BDD cumeTpuydHmx
dyHKuMja y Hajropem cnyyajy gocTmke B(f) = 0(n?).

Mpumep 20. Heka je gaTa Npom3BorbHa CMMETpPUYHa oyHKUMWja NeT NPOMEHIbUBKUX
) = v(x, + -+ xg), (65)
roe je v:{0,1,2,3,4,5} - {1,0} npon3BOrbHO NpecnvkaBam-e.

Cnuka 15 npukasyje npuMeHy TpoyraoHor obpacua usrpaaxe 6uHapHor ctabna ose yHKUMje.
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-

p=u

=1

Cnuka 15: TpoyraoHu obpa3say usrpagme ctabna gyHukuje n3 npumepa 20

y KOMe Cy NUCTOBM NocTaBrbeHn Ha [T] u[1], wTto 3aBucu o BpeaHocTU dyHKUMje v. U3 oBpacua ce Buam
Ja noctoje peayHAaHTHU U eKBMBAaNEHTHW YBOPOBWU KOjU cCe MOry YKNoHuTtu. Opyrum pedmma, BDD
CYMETpPUYHE (PYHKLMje O n MPOMEHIBUBUX UMa HajBULLE (";1) + 2 4BOpoOBa.

MocToju HEKONMKO NO3HaTUX MOTKNAaca Knace CUMETPUYHUX (oyHKLMja:

1) ®yHKyuje npaea - wUxoBa BpegHoCT je 1 3a ynasHe GuHapHe BEKTOpe ca k unu BuLe
jeanHuua, 3a domkcmnpaHo k;

2) ®yHKUuje ¢hukcHUX epedHOoCMU - hXoBa BpeaHOCT je 1 3a ynasHe GMHapHe BeKTope ca TauHo k
jeamHuua, 3a pukcupaHo k;

3) bpojauke hyHKUUje - HXOBa BPeAHOCT je 1 3a ynasHe buHapHe BekTope ca 6pojeM jeamHuua
KOju je KOHrpyeHTaH ca k mod m, 3a doukcupaHo k,m;

4) ®yHKyuje napHoCmMu - HUXoBa BPeOHOCT je 1 ako ynasHun 6uHapHM BEKTOp umMa HenapaH 6poj
jeavHuua.

5.1.2. dyHKumje npara

HedmHunumnja 24. bynosa ¢yHkyuja npaza je cBaka yHKUMja obnuka:

1, akojex;+ ..+x, =k
0, wuHaye

Tty o xy) = { (66)

HakoH dukcuparwa BpeaHOCTU MNPOU3BOSbLHUX i MPOMEHIBUMBUX Koje cagpXe Hajmawe k jeanHuua,
BpeAHOCT doyHKUMje je Beh oapeheHa. Heka je 4BOp v YBOp KOjU je AOCTUIHYT HaKOH fJoaere BpeaHoCTU
NnpBuM i NPOMEHIbMBaMa Koje Umajy Hajsuwe k — 1 jeguHnua. Ysop v cagpxu high rpaHy Koja Bogu Ao
3aBpLUHOr YBopa [T|. M3 HaBedeHor crieay A4a 3a CBako i MOCTOjW HajBulie k YBOpOBa Koje O3HayaBsa
NPOMeHIbMBaA X;.

Mpumep 21. Cnnka 16 y HacTaBKy npukasyje dyHKUMjy BehnHCKor oanyymBara ca 6 NpOMeHIbMBKX 3a

k = 3 (oBa cneuujanHa dyHKUMja 3a KOjy je k = n/2 30Be ce hyHKUMja MeaurjaHe). Y oBom npumepy (no
aeduHuumjn 24), 3a aBe BpeOHOCTU i MOCTOje Ta4HO TPpW YBOpa Koje O3Ha4vaBa x;, U Ta TpU 4YBopa cagpxe
cnegehe nHdopmauuje:

- Ysop neso: [1o cag, TayHo ABe jeauHuLe cy onkcmpaHe.

- Usop y cpeanHn: [lo caf, TayHo jefHa jeavHuua je domkeupaHa.
- Usop gecHo: [lo caa, HWjeaHa jeavHuLa Huje chukcnpaHa.

48



MpeacTtaBrbawe bynosux dyHkuuja BuHapHUM gnjarpamuma oanyvmBama

\_!‘.f' ' oy
Crnuka 16: ®yHkumja BehmHckor oanyunsama Ty 13 npumepa 21

Teopema 11. Heka je pata cumeTtpuyHa QyHkumja f(xq,..,Xx,), N Heka ce QyHKumja g gobuja 3
dyHKUMje f nouctoBehmBameM x,,, Ca Xxi, Tj. Y KOjOj Cy ABe cycefHe MPOMEHIbMBE MOCTaBIbEHE Kao
jeaHake:

GO, e X)) = F(X1) ooy Xj—1y Xiy Xio» Xigpzs +ve» X )« (67)
Tapa 3a pyHKuMjy g (,kOHTpaKumnjy“ dyHKkumje f), Baxkn aa je B(g) < B(f).

Aokas. Heka BDD dyHkuvja f n g umajy a; u b; 4BopoBa ca O3HakoM j, peaom, 3a 1 <j <n. Csaka
nograbena f pegpa n+1—k je obnuka afyd, rae cy a,B,y,ué nograbene pegpa n—1—k.
Opgroeapajyhe nograbene dyHkumje g cy aadd, na cy OHe Meprie ako U caMO ako Baxu a # §. Y TOM
cnyyajy, wnv je afyd nepna, wim je aff =yd§ nepna. Kao nocneguua pobuja ce b, < ap + agyq, U
by+, = 0. Takohe je b; < a;, 3a 1 < j <k, jep je cBaka nepna y g pega seher ogn + 1 —k “ckynibame”
U3 Hajmar-e jedHe Takse neprne u3 f. [lopatHo, Baxu u b; < a; 3a j > k + 1, jep cy noarabene Hap
(Xk42s -» Xp) VOEHTUYHE, MAKO CE MOX/A HE NojaBIbYjy Y g.

Mpumep 22. Heka je gata cumeTpudHa yHkumja f (x4, ..., xXg), N HEKA je MPOLECOM caxumarba [obujeHa
dyHkumja f(xq, xq, x3, X3, X3, %) . OproBapajyha ¢yHkuuja npaea je [2x; +3x; + x, =t] uma BDD
BeNnnuuHe < (6;1) + 2, 3a 6uno Kojy BpedHOCT t, jep je OHa caxeTa Bep3uja Aate cumeTpuuHe yHKUuje
f(x1,.,x6) = [, 4+ x4 > t], unju BDD uma Hajsuwe (°}') + 2 usoposa (Buaetn npumep 20).
MoHaBbawem Moueca caxumara, gobuja ce ga dyHkuMja kao wWwTo je f(xy,xq,Xs3,X3,X3,X5) Ca
NMOHOBILEHMM NpoMeHrbrBama uma manu BDD kapg rog je 6poj B(f) npsobutHe dpyHKUmje manu.

W3 rope HaBeaeHor cnean Tephetse 6.
TeBphewe 6. bruno koja dyHKLMja npara, ca HEHEraTMBHUM LeNTOBPOjHUM TEXMHAMA:
flq, e, xp) = Wiy + -+ wypx, = t] (68)

MOXe ce JoOUTK caxrmarkeM cuMeTpudHe pyHKumje ca wy + w, + - + w,, NPOMEHIBUBUX, TaKOo Aa je
BenuYuHa weHor BDD O (wy + w, + -+ + wy,)? ([1], cTp. 213, u BexGa 170).
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5.2. ®yHKuuMje ca crnoxeHum BDD
OBaj ogerak onucyje gyHkumje koje nmajy cnoxeH BDD u koHUenT kBa3u-npoduna bynose gyHkuuje.
5.2.1. KomnnekcHe gyHKuUMje

lMocTtoje bynoee tyHKUMje 3a Koje je no3HaTo Aa umajy BDD ekcnoHeHuujanHe BennyvHe, 3a Ma Koju
pegocren NpoMeHrbuBMX. 3a NpPoLeHy Hajroper cry4vaja nocmaTpa ce npogun gator BDD ([1], cTp. 233),
Koju npeactasrba HU3 (by, by, ..., b,_1,b,), Kaga nocToju b, yHyTpallwMX YBOPOBA KOjU Ce rpaHajy Ha
NPOMEHIBMBO] X, , U b, 3@BPLUHMX YBOPOBA. Y0O4aBa ce Aa Baxu:
B(f) =b0+b1+"'+bn_1+bn (69)
Takoheje by <1, b; <2, b, <4, b; <8,ay OnNwrem Criyyajy Baxm
b, < 2k (70)
jep cBaku yBop Mma camo age rpaHe. [arve, b, = 2 kag dyHKUMja f HUje KOHCTaHTHa, U b,_; < 2, jep
nocToje camo ABa 403BOrbeHa M3bopa 3a NeBy M AecHy rpaHy YBopa n. [o3HaTo je aa je b, 6poj nepnu

peda n—k y WCTUHUTOCHO] Tabenu dyHKumje f, ogHOCHO ©Opoj pasnNMuUTMX NOTdYHKUMja Hag
NPOMEHIbMBaMa Xy 41, .., X, KOj€ 3aBUCE OO Xjy,.;, HAKOH LUTO Cy BPEOHOCTU MPOMEHIBUBUX X, ..., X

dukcmpaHe. bpoj nepnn pega m je HajBuwe 22" — 22" na 0a Mopa Ja Baxu ga je:
by < 22" —22""" za0<k<n (71)
Mpumep 23. 3an = 11, n3 (70) u (71) cnean pa je (b, by, ..., b11) HajBuLwE
(1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 240, 12, 2, 2) (72)

Crora je ykynaH 6poj uBopoBa BDD B(f) < 1+2+...4128+4+240+...4+42 = 255+ 256 = 511. Osga
ropksa rpaHuua ce gobuja nomohy McTMHMTOCHE Tabene

00000000 00000001 00000010 ... 11111110 11111111, (73)
nnm nomohy 6mno Koje Hucke ayxuHe 211, koja npeacrasrba nepmyTaumjy 256 moryhux 8-6utHux Gajtosa
(lep cy cBe 8-buMTHe nepne ouvrnegHoO NpucyTHe, M 36or Tora LWTO Cy cBe nogTabene AyxXuHa
16,32, ..., 211 ounrneaHo nepne). OBO ce MOXe HenocpeaHO MNPOBEepUTU MoKpeTakem 6ubnuoteke u3
operbka 6.5, rge ce kao ynas dyHkumje npocnefyje nctuHutocHa tabena (73).

HeduHuumja Hajroper cnyyaja je gata Teopemom 12.

Teopema 12. 3a cBaky bynoa dyHkuujy f (x4, ..., x,) Baxu B(f) < U,, roe je

o (n—xn)

U =2+ Zpzimin (2%, 22" = 22" 71) = gnoxom 4 g 1. (74)

LWraBuwe, dyHKumje f, 3a koje je B(f,) = U, nocToje 3a CBako n.

[oka3 Teopeme 12 ce moxe Hahwu y kibum3n [1], cTp. 234 n Bexba 112.

50



MpeacTtaBrbawe bynosux dyHkuuja BuHapHUM gnjarpamuma oanyvmBama

5.2.2. Keasu-npocpun BDD

KoHuenT 3Ha4vajaH 3a pa3maTpatbe npunukom ogpehmBarba komnnekcHoctu BDD je 13B. “kBasu BDD”
(eHrn.QDD). Ceaka dyHkumja nma jegnHctBeH QDD, koju je cnimdad BDD ocvm y TOMe LUTO KOpPEHy yBeK
ofrosapa NpOMEHIbMBA HajMamer nHaekca (x;), U CBakm 4BOp Ca UHOEKCOM NpoMeHruee k, 3a k < n,
ce rpaHa Ha ABa 4Bopa ca MHAEKCOM MpOoMeHIbMBe k + 1; cTora je cBakv MyT of KOpeHa [0 3aBpLUHOr
4YBOpa AYXKUHE n.

[a 6u oBo 6uno moryhe, gossorbaBa ce aa low(v) n high(v) cuHosu YBopa v y QDD 6yay MAEHTUYHW.
QDD mopa 6utn pegykoBaH, y CMUCIY Aa PasnNnyunT YBOPOBMK HE CMEjy MMATN UAEHTUYHE CuHoBe low K
high.

Mpumep 24. QDD 3a bynosy dyHKUMjy BehrHCKOr ognyyYnBara ca Tpu NpomMeHbuBe (gate y npumepy 1)
je:

Cnuka 17: QDD Bbynose dyHkuMje BehUHCKOTr oany4ymnBara y npuvepy 24

Mpukasann QDD vma 2 yBopa BuLE Hero kemy oarosapajyhv BDD Ha cnvum 1.

HOedmHnunja 25. Keasu-npocpun dyHKumnje je HU3 (qo, -, 9n_1, ), TBE qr_1 NpeacTaBba 6poj k
ysoposa y QDD.

TBphewe 7. bpoj g, je 6poj paznnumtux nodmabena peaa n — k y UICTUHUTOCHO] Tabenu.

YouaBa ce aHanoruja ca 6pojem by, koju npeacrtaerba 6poj pasnuuutnx nepnu y BDD. Kako je cBaka
nepna yjegHo v nogradena (ogerbak 2.3), BaXu:

qr = b,,3a0<k<n. (75)

Teopema 13. Baxu cnegeha penauuja nsmehy 6poja pasnuuntux nepnu y BDD n enemeHarta kBasu-
npocduna QDD:

Qe < 14+ bg+ ...+ by, Mqy < by+ ...+ b,,380<k<n (76)

Doka3. Heka je N, = by + ...+ b,_; 6poj uBopoBa y BDD uunja je o3Haka (MHOEKC MPOMEHILUBE) j, 3a
j < k. 36up ynasHux cTeneHa TUX 4YBOpOBa je HajMawe Ni, a 36up m3nasHux creneHa je 2 = N, ca
JogaTtHUM nokasmeadveM Ha kopeH. [lakne, Hajpuwe Ny + 1 rpaHa moxe vhu ca BUWKNX k HUBOA [0 HMXKMX
HMBoa. CBaka nogTtabena pega n — k ogroBapa jegHoj TakBoj rpaHu. CTora je q, < Nj + 1.

HopatHo, Mopa ga Baxu q, < b, + ..+ b,, jep cBaka noarabena pega n — k ogroBapa je4MHCTBEHO)]
nepnu pega <n-—k.

|
Teopema 14 ([Nocneguua Teopeme 13). CBaku enemeHT kBasn-npoduna ogpehyje jegHy oowy rpaHuly

BenuyuHe BDD:
B(f)= 2q,— 1,3a 0<k<n. (77)
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Hokas. Heka je Q(f) = qo + ...+ gn_1 + g, YKynHa BenudnHa QDD dyHkumje f. OunrnegHo je Q(f) =
B(f), npema (76). Ca gpyre ctpaHe, Q(f) He moxe 6utu HU MHoro Behe of B(f), jep (77) umnnuuupa aa
je

Q) <=2 (B(H +1) (78)

5.2.3. DyHKUMja ca CKpMBEHMM agpecmparkeM buta

HapeaHa gedvHuumja gaje onmuc bynoee dyHKUMje KOja ce 30Be ¢byHKUUja ca CKpuseHUM adpecuparbem
6uma, ([1], cTp. 235, 1 [2], cTp. 134). 3a oBy dyHKUM]Y je AoKa3aHO Aa uma Benukn BDD, 6e3 063upa Ha
pegocnea NPOMeEHIbUBKX.

DedmHuumja 26. (PyHKUMja ca CKpUBEHMM agpecupawem 6uTta): bynosa dyHkumja h,: B"™ — B koja
Bpaha WCTUHWUTOCHY BPEOHOCT MPOMEHIbMBE YMjU je MHOEKC jeagHak yKynHoMm ©Opojy jeavHmua mehy
nNpoMeHIbMBaMa HasmBa ce yHKUMja ca CKpMBEeHNM agpecupamwem buta. Heka je vx = x; + -+ x,,.
Tapa je:
(X4t 2y = Xy, AKOjEVX >0

ey ) = { aoje o = 0 (79)
Teopema 15. dyHKUMja ca CKpMBEHMM agpecuparem buTa numa ekcnoHeHuuwjanHo Benvkn BDD, 3a 6uno
KOjy nepmyTaunjy NpOMEHIbUBUX.

Dokas. MNokasyje ce aa je B(h,) acumnToTCKM jegHak cA™ + 0(n?), roe je A ~ 1.32472 ... N03UTUBAH KOPEH

jeaHaumHe A3 = A+ 1, a KoHCTaHTa ¢ je jeaHaka 71— 1+ 14/(3 + 21) =~ 10.75115. (KomnnetaH gokas ce
Hanasu y Bex6u 125 y pagy [1]).

52



MpeacTtaBrbawe bynosux dyHkuuja BuHapHUM gnjarpamuma oanyvmBama

6. Peanusauuja

3a peanusauujy anroputama 3a KOHCTPYKUWjy M Manunynauumjy BDD wn3 normaerba 3 kopuwheH je
nporpamcku jesuk Python, Bepauja 2.7.7 [6], n 0BjekTHO opujeHTUCaHa meTogonorvja. imnnemeHTupaHe
Cy rmaBHe krace Koje peanuayjy BDD. CBaku anroputam je MMNnemMeHTMpaH kao 3acebHa 6ubnuorteka
Koja ce nokpehe He3aBUCHO oA Apyrux OuGnuMoTeka, a KoOja MOXe Oa Mo3uBa rMaBHe krace u (unm)
dyHKumje apyrux 6ubnuoreka.

Operbak 0 MMnNemMeHTaumju CBakor anroputma Cagpxu:

- nme bubnuoTeke,

- npernep wra ce yHyTap 6ubnunoteke KOpMcTu U3 apyrnx bubnumoteka, oqHOCHO HUXOBUX hyHKLMja,
- Mpouec peanusauuje U n3BpLlaBaka anropuTtma,

- npumep u3BpLlaBaka anropuTMa.

Ceaka dyHKkuMja cagpxu cneundukaumnjy ynasHux W M3nasHux nodaTaka, 3ajedHO ca AeTarbHUM
KOMeHTapvma CBaKkor Aefia uMnnemMmeHTauuje.

6.1. CTpykTypa nporpama, rnaBHe Knace u nomohHe cpyHkuunje

OBaj oferbak cagpxu ynyTCcTBO 3a MOKpeTawe MMMNIEMEHTauuje anroputama 13 nornaerba 3, 3aTum
JeTarbaH ONUC Knaca Koje npeactaBrbajy BDD, n Kpatak nperneg nomohHux dyHKuMja Koje BpLie
npoBepy ynasa dyHKUMje Koja X no3mea.

6.1.1. MNMocTtynak nokpetanwa 6ubnuoteka . py
Csaka bubnuorteka ce CaCTOjVI 13 Tpu gena, y pegocrieqy y KOM Cy aenosu HaBeaeHu:

- Baeznasrbe bubnuomeke - ykiby4yje gpyre oubnunorteke n/vunu rnasHe knace, u/unu python 6ubnuoTteke,
Ynme HUuxoBe pyHKUMje NocTajy AOCTYNHe 6MbnmoTeum Koja nx no3mea

- Teno bubnuomeke - cagpXv uMNNemMeHTauujy jeaHe nnu suwe yHkumja notTpebHux 3a peanusauujy
anropuTtma koju bubnuoteka nmnnemeHtmpa. Oe yHKumje Takohe Mory nos3meatm
dyHKUMje u3 apyrmx bubnuorteka

- Tecmupare - nokpehe usspluaBarwe 6ubnroTeke 1 No3vnea yHKUMje n3 apyrux bubnuoreka

MokpeTake u3BpLIaBawa OMONMOTEKA cacToju ce y MawuM u3MeHama pfena [Tecmuparse]. [eo
[Tecmupar-e] y cBuM 6ubnmnotekama uma cnegehm obnuk:

nr

# KKK AK TESZ‘II]g

llozuBH QyHKIH]a (80)

nr

OBpae TpoCTpykM HaBogHWLM "' 03Ha4aBajy 6ok KOMeHTap, O4HOCHO CBE NNHMWjEe Koda Y OKBUPY HMX
nocTajy KomeHTap, a kapaktep "#" npefcrasrba NMHWjCKN KOMeHTap. 3a NoKpeTare N3BpLUaBakba
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B6mbnmoTeke, NOTpPebHO je ynucatu kapaktep "#" ncnpen TpoCcTpykMx HaBogHuKa y aeny [Tecmuparse]
(n3 80), Tako goa Taj 4eo usrnega TavyHo Kako je gato 'y (81):

# nr
# KA KA KKK TeStIHg

[loznBu QyHKIH]a (81)
# nr

OBuM ce nocTuxke ga nuHKWje nNporpamckor Kkoga Koje ce Hanase uamehy TPOCTPyKMX HaBodHMKa BULIE
Hucy koMeHTapu. OBaj NOCTynak BaXu 3a NoKpeTawe CBMX OmbnuoTteka. HakoH 3aBpleTka paga ca
oapeheHom 6nbnmnotekomM, HEOXOAHO je u3bpucaTun kapakTepe "#", Tako ga geo [ Tecmupar-€e] ma obnuk
(80).

Mpumep 25. Cnvka 18 wnycTpyje CTPyKTypy W cagpxaj bubnuoteke random_solutions.py (BMAaeTH
ogerbak 6.3.3) koja vMMMINeMeHTMpa anroputam 3a reHepucawe CrlydajHOr pellewa jegHayvuHe
f(xq, ., xp) =1 (BugeTn operbak 3.2.3). (Heke dyHKUMje Cy M30CTaBIrbeHe pagu jeaHOCTaBHOCTU
unycrtpauuje).

[3acnaerbe 6ubnuomeke]

from bdd_classes import Node, BDD

from bdd_from_beads import robdd_from_beads, call_bdd_beads
from count_solutions_C import count_solutions

import math, random

[Teno 6ubnuomeke]
def rnd_sol(bdd):
def call_random_solutions(k, bdd):

def complete_random_solution(random_solution):
def printRandomSolutions(random_solutions):

[Tecmuparse]

# FRERRRRRRRROR. Testing

bdd_test = call_bdd_beads('1100100100001111")
count_solutions(bdd_test)

one_solution = call_random_solutions(1, bdd_test)
random_solutions = call_random_solutions(1000, bdd_test)

Cnuka 18: CtpykTtypa bubnuoteke random_solutions.py.
MokpeTawe OGUbNMOTEKe random_solutions.py ce BpLIM Tako LITO ce ynuwe Kapaktep "#" vucnpen oba
TpOCTpyka HaBogHwka y geny [Tecmupare], a MOTOM ce MporpaMm MOKpeHe Ha CTaHgapAaH HayuH
(komaHgom Run, Build, v CNNYHO, 3aBMCHO O OKpYXersa y kome ce bubnunoteke Tectnpajy).

HanomeHa. BubnuoTteke Hehe paguTh yKONMKO ce No3uBajy u3 kacHujux Python Bepauja (Bep3uje HakoH
Python 2.7.7), ycnepn ogpeheHnx HekoMnaTMOmUnHoCTH.
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6.1.2. Knaca Node

Knaca Node je knaca koja npeacrtasrba uBop BDD. Cnegu onuc keeHux atpubyta n dyHkumnja 3a obpagy.

ATpubyTtn

OcHoBHU aTpndyTK knace Node cy:

nodeld - naeHTUukKaTop nHcTaHue knace Node, jeagMHCTBEH 3a cBaku YBop y BDD
- varlndex - HOEKC NPOMEHIBbMBE KOja O3Ha4YaBa YBOp

- nodeBead - nepna 4Bopa

- leftBranch - nesu cuH 4YBOpa

- rightBranch - gecHu cuH yBopa.

Mpunukom Kpeupawa 4BOpa, uaeHTUdUkaTop uyBopa nodeld gobuja BpegHOCT o NPOMEHIbMBE
Node.nextldNum knace Node, koOja je 3ajeaHn4Ka 3a CBe HeHe MHCTaHLUe. BpeaHocT naeHtudumkaropa ce
npuapyxyje HOBOj MHCTaHUM knace Node, HAaKOH Yera ce HeroBa BpeaHOCT axypupa (yBehaa ce 3a 1).
OBaj nocTynak je HeonxogaH kako 61 cBakn HOBOKPeMpaH YBOP UMAo jeAMHCTBEH uaeHTudmkaTop.

3a Kkpeupare HoBe uWHCTaHue knace BDD, notpebHo je pecetoBatn wugeHtudukatop nextldNum
crnegehum kogom:
Node.nextldNum = 1, (82)

yYnmMe ce 06e3befyje Aa Hymepucare YBOpOBa Npu U3BpLUaBaky 6UMNo Koje GubnuoTeke yBek kpeHe of 1.
HopatHu atpmbyTn knace Node (Koju onakwasajy umnnemeHTauvjy anroputama y pagy), cy:

- nodelcount - 6poj jeguHnua y nepnun ysopa

- parentsTrue - nucrta 4yBopoBa Kojuma je 4sop Node AeCHM CUH

- parentsFalse - nucta uBopoBa kojuma je uBop Node neBu cuH

- level - HUBO YBOpa (Hajuewwhe je jegHak UHOEKCY NPOMEHIbMBE, 3a NPUPOOHO ypehere NPOMEHIBLUBKX.
HvBO 3aBpLUHMX YBOPOBA je 3a jegaH Behu o O6poja npomeHrbmBux y BynoBoj dyHkumjn)

- varName - vMe NpOMeHSbUBE, KOje je jegHako WHAEKCY NpoMeHsbuBe Yy chopmu HUCKe, OocuM 3a
3aBpLUHe YBOPOBE, A€ je UMe NPOMeHIbMBE 3a 3aBpLUHe YBOpOBe [T ] ogHocHO [L], pegom 'T' 04HOCHO
'F".

dPyHKUMje
Cnepge dyHkuuje 3a Kpempare 1 MaHunynauujy nHctaHuama knace Node.

dyHKUMja KOja NpeacTaBrba KOHCTPYKTOP knace Node je cdyHkumja _init_(self, varindex). OHa kpewnpa
MHCTaHUy knace Node u nocTaBrba MHUUMjanHe BPEQHOCTU HeHUM aTpubyTuma. YBop ce kpeupa Ha
OCHOBY npocrieheHor nHgekca NpPoMeHsrbMBE Koja ra o3HadaBa. AprymeHT self je o3Haka knace 4uju ce
KOHCTPYKTOP Mo3uBa.

(AprymeHT self je aprymeHT cBake hyHKUMjE KOja Ce Hana3u y OKBUPY Krace Kao jedHa oA HeHux Metoaa,
Koje MpUCTynajy heHuM enemMeHTuma u mewajy nx (Bugetu self y pedepeHum [6]). Y HacTaBky, aprymeHT
self ce nsocraerba 13 notnmca n onuca yHkumja knace).

Ocrane dyHkumje ce gene y 3 rpyne; NpBe OBe rpyne cy T3B. 2emep U cemep metoge (eHrn. Getter u

Setter), Koje criyke pegomM 3a nNpucTyn BpegHoCcTMMa aTpubyTta, U Merwakwe hUXOBUX BpegHocTu. Tpeha
rpyna cpyHkumja cy pyHKumje 3a ucnuc nHctaHum knace Node 1 heHMx aTpubyTa.
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1) Netepu - PyHKLMje 3a NPUCTYN CBakoM aTpubyTy MHCTaHLUe knace Node:

getNodeld() - dyHKUMja Bpaha aTpnbyT nodeld
getVarlndex() - dpyHKumja Bpaha atpmbyT varlndex
getNodeBead() - byHKumja Bpaha atpubyt nodeBead
getLeftBranch() - pyHKkumja Bpaha atpubyT leftBranch
getRightBranch() - dyHkumja Bpaha aTtpubyT rightBranch
getNodelCount() - dyHKumMja Bpaha aTtpubyTt nodelcount
getParentsTrue() - dyHKUMja Bpaha aTpmnbyT parentsTrue
getParentsFalse() - dyHKumMja Bpaha aTtpubyT parentsFalse
getLevel() - dyHKuMja Bpaha aTpnbyT level

getVarName() - pyHKumja Bpaha atpnubyT varName

2) CeTepu - PyHKUMje 3a TPOMEHY BPeAHOCTM CBakoM aTpubyTy MHcTaHue knace Node:

setNodeBead(bead) - gogerbyje BpeaHocT bead aTpmbyTy nodeBead
setLeftBranch(leftNode) - gogervyje leftNode atpubyTy leftBranch
setRightBranch(rightNode) - nogervyje rightNode atpmbyTy rightBranch
setNodelCount(ck) - fogervyje BpeaHocT ck atpubyTy nodelcount
setParentsTrue(true_parent) - foAerbyje true_parent atpubyTy parentsTrue
setParentsFalse(false_parent) - nogervyje false_parent atpnbyty parentsFalse
setLevel(level) - nonervyje BpeaHocT level atpmbyTy (knace) level
setVarName(varName) - gogeroyje BpeaHocT varName atpubyTty varName

3) ®yHKuuje 3a npukas aTpubyTa n nHcTaHue knace Node:

_str__() - dpyHKUMja npukasyje nHcTaHuy knace Node y popmu:

(nodeld, varindex, nodeBead) (83)
printNodeBranches() - dyHKuuja npukasyje nesor n gecHor cvHa 4Ysopa Node y popmu:

(leftBranch, rightBranch) (84)

printNodeParents() - pyHKLMja npukasyje nucte naeHTudukatopa oua ysopa Node, ca BpegHoLuhy
TayHO W HETAYHO.

printNodeData() - dpyHKUMja Ucnucyje cBe nogaTke O YBOPY.

6.2.2. Knaca BDD

OcHoBHuM enemeHT (aTpnbyT) knace BDD je cTpykTypa varNodes KOju cagpXu pasnuunte MHCTaHuUe Krnace
Node (Koje npeactaBrbajy cBe 4BopoBe Koju YnHe BDD), a obnuka je:

{ varlndex_1: [node_1],
varindex_2: [node_2, node_3, ..., node k],

varlndex_n: [node_i, node_k, ..., node_j] }, (85)

rae Kbyd peyHuka varlndex_m npegctaBiba MHOEKC NPOMEHIbUBE X, @ HEMY oaroBapajyhu enemMeHT je
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HM3 4YBOpOBa KojMMa ce Ta NpPOMeHSbMBa nNpuapyxyje. MmnnemeHTtauvja nogpasymeBa nNpPUPOLHO
ypehere npomeHrbmBux bynose dpyHkumje f(xy, ..., x,).

YouaBa ce y (85) aa ce jegaH 4Bop Moxe Hahu y BULLIE HU30BA YNjU CY KIbydEBU MHOEKCU NPOMEHIBMBUX -
OBO je 300r Tora WTO jedaH 4BOp MOXE MMaTWM BULUE OYEBA, KOjUMA HUje HYXHO MpuapyxeHa ucta
NpoMeHsIbMBa (O4EeBU Ce Hanase Ha pasnUuuTUM HMBOMMA).

ATpubyTtn
Knaca BDD cagpxu cnegehe atpubyte:

- varNodes (Bungetu (85))

- varList - nUcTa UHAEKCa NPOMEHIBLUBMX (OAHOCHO KrbyyeBa pedHumka varNodes)
- nodeT - 3aBPLUHM YBOP

- nodeF - 3aBpLHM YBOP

3aBplwHN 4YBOPOBM CYy jeanHcTBeHU y BDD, Hemajy CMHOBE, U He npuapyxyje um ce npoMeHIbMBa
dyHKUMje, Beh eHa nctnHuTocHa BpegHocT. OBae npeacTtaBrbajy 3acebHe atpubyTe jep je nporpamcku
KOO jedHocTaBHWjU (3a UMNeMeHTaumjy 1 pasymeBame).

Jlncta mHOekca NpoMeHIbMBUX je 3acebaH aTpuOyT jep onakwasa copTUpakbe MHAEKCA NMPOMEHIbUBUX
(peynuk varNodes He NnoapxaBa jeqHOCTaBHO COPTUPaHE CBOjUX KibydeBa).

PyHKUMNje

Cnepe cyHKUMje 3a Kpenpare u MaHunynauujy nHctaHuama knace BDD.

dyHKUMWja koja NpefcTaBrba KOHCTPYKTOp knace BDD je doyHkumja _init_ (). OHa Kkpevpa MHCTaHuy Knace
BDD 1 nocTtaBrba MHUUMjanHe BpeaHOCTU keHuM atpubytuma. NHuumjanHo, BDD ce kpeuvpa Kao npasHa

MHCTaHua, a aTpubyTn gobujajy BpeAHOCT TOKOM NPUMEHe anroputama 3a KOHCTpyKumjy BDD.

Ocrane cyHkumje ce gene y 4 rpyne: retep n cetep Mmetoae, pyHkumje cneundnyHe HameHe, n yHKLmje
3a Mcnuc MHcTaHum knace BDD u weHnx atpunbyta.

1) leTepu - PyHKUWje 3a NpMCTYn CBakoM aTpubyTy nHcTaHue knace BDD

- getTrueNode() - Bpaha 3aBpLUHU 4YBOP

- getFalseNode() - Bpaha 3aBpLUHM YBOP

- getRoot() - Bpaha uBop koju je kopeH BDD, ogHocHO 4Bop node_1 13 peyHuka (85), enemeHTa
varIindex_1: [node_1]

- getLevelNodes(level) - Bpaha nncTy 4YBopoBa KojuMa je NnpuapyxeHa npoMeHrbuea ca 3agaTtum
nHaekcom level

- getAllNodes() - Bpaha cTpykTypy PeuHuk varNodes (85)

2) Cetepu - PyHKUMje 3@ NPOMEHY BPEAHOCTM CBAKOM aTpubyTy MHCTaHLe krnace BDD

- setTrueNode(nodeT) - noctaBrea npocneheH YyBop nodeT Kao YBOp

- setFalseNode(nodeF) - noctaBrba npocneheH 4yBop nodeF kao uBop

- addNode(node) - goaaje npocneheH uBop peyvHuky varNodes (0gHOCHO, AoAaje 4sop y BDD)

3) dyHKumje cneumndmyHe HameHe - byHKUWMje koje obpafyjy knacy BDD u keHe enemeHTe

- BFSgetNodeBylD(node_id) - Bpaha 4Bop ca 3agatum naeHTudgumnkatopom npetparom BDD y lwmnpuHy
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- getLevel(root) - pekyp3mBHO nspadyHasa HuBO BDD, noyes of KopeHa root

- sortVarNodes() - copTvpa nMCTy MHAEKca NpoMeHrbMBux varlist y onagajyhem pegocnegy. OBo je
notpebHo jep BehnHa MMNNEMeHTUpaHMX anropytama MMa NpUCTYn HMBO NO HWMBO, Of 3aBPLUHUX
YBOPOBA Mpema KOpeHy

- sortALLNodes() - copTMpa cBe 4YBOpOBe y MHCTaHUM knace BDD, Tako ga Cy YBOPOBU KOju ce Hanase
Ha WCTOM HUBOY (OQHOCHO KOjMMa je npuapyXeHa ucta MNpOMEHIbMBA) COpPTMPaHN npema
noeHTndukatopy, y pactyhem pegocneny

- numberOfNodes() - Bpaha ykynaH 6poj usopoBa y BDD, B(f)

4) dyHkumje 3a npukas atpmbyTa u nHcTaHue knace BDD - cnegehe dyHKumMje npukasyjy MHCTaHLy Knace
BDD y pasnnuyuntoj hopmu:

- simplePrintBDD() - dbyHKUMja ucnucyje naeHtudmkatope 4Boposa Ha CBakom H1BoY BDD:

[| m|[:
nodeld_i nodeld_j nodeld_k (86)

rae je m HMBO (OQHOCHO MHAOEKC m NPOMEHIBbUBE X,,,) Y BDD (1< m < n), a nodeld_i, nodeld_j, nodeld_k
Cy MaeHTnduKaTopm YBOPOBU HA TOM HMBOY (O3HakKe i, j, k cy onwTe n Harnaweajy Aa 6poj YBopoBa
Ha ogpefheHoM HUBOY HMje yHanpes no3Hat 1 3aBuncu oa bynoee dyHkumje).

- prettyPrintBDDwithSons() - dpyHKuMja ncnmcyje naeHTndukaTope Ysopa U HEroBor NeBor 1 4eCHor
CuHa, 3a cBaku 4Bop y HMBoy BDD, 3a csaku HuBo y BDD:

[| m[[:
nodeld_i(nodeld_i_leftBranch, nodeld_i_rightBranch) nodeld_j(nodeld_j_leftBranch,
nodeld_j_rightBranch) ... 87)

roe Baxu objawwense kao 3a (86). Oege cy (nodeld_i_leftBranch, nodeld_i_rightBranch)
naeHTudrkaTopm pegom neBor u gecHor cMHa Ysopa nodeld_i.

- prettyPrintBDDwithSonsBeads() - dyHKuuja wucnucyje ungeHTUuKaTop 4Bopa, HErosy nepmny, U
noeHTnurKaTope HeroBor NeBor U 4ecHOr cMHa, 3a CBaku 4Bop Y HUBoOYy BDD, 3a cBaku HMBO y BDD:

[ m|]:
nodeld_i[nodeBead_i](nodeld_i_leftBranch, nodeld_i_rightBranch) nodeld_j[nodeBead_j]
(nodeld_j_leftBranch, nodeld_j_rightBranch) .. (88)

roe Baxu objawwrense kao 3a (87). OBge je nodeBead_i nepna 4Bopa nodeld_i.

Mpumep 26. Heka je gata nctnHmutocHa tabena bynose dyHkumje 1110001011011100. Vicnue BDD koju
oAroBapa AaTtoj hyHkumju je gaT y popmu (88).

120

[1][11001001000011117] (4, 5)

L1211

[4] 110010017 (6, 7) [5]1[00001111] (3, 2)
1311

|61 [1100] (2, 3) | 71110011 (8, 9)

[14l]:

1810101 (2, 3) 1911011 (3, 2)

[ 151
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121 [1] 131 [0]
Wcnue ce Tymaun Ha cnegehn HaumH:

Ha HuBoy ||1||, Hanasm ce KopeH 4mnju je naeHTudmkKaTop jeaHak |1|, n Kkome je NpuapyxeHa NpoOMeHIbMBa
x,. Nepna kopeHa je [1100100100001111] (3apgaTa uctmHuTocHa Tabena). JleBu n gecHU CuH kopeHa cy
peaoM YBOPOBM ca nageHtudmukatopuma (4, 5).

Ha HuBoy ||2||, Hanase ce 4YBOPOBU KOjMMa je foaerbeHa NPOMEHIbMBA X, :

- 4YBOp 4uju je ngeHTudmkatop jegHak |4|, umja je nepna jegHaka [11001001], 1 4mnju cy nesun n gecHn
CVH YBOPOBWU ca naeHTndmkaTopmma peaom (6, 7)

- YBOp 4Mju je naeHTMduKaTop jegHak |5|, uvja je nepna jegHaka [00001111], u unju cy neBu n gecHu
CVH 4YBOPOBYU ca naeHTndmkaTopmma peaom (3, 2)

CnnyHo Tymayere BaXu 1 3a ocTarne HMBoe, OCuM 3a nocnearun H1uBo BDD.

Ha nocneagwem HuBOY ||5||, Hanase ce 3aBpLUHM YBOPOBM Ca UCTUHUTOCHUM BpPEOHOCTUMA, U TO:

- YBOp 4UjM je uaeHTUMMKaTOp jeaHak |2| npeacTasrba 3aBpLUHK YBOp [T], Yvja je nepna jeaHaka [1]

- 4YBOp 4UjM je naeHTUMKaTOp jeaHak |3| npeactasrba 3aBpLUHK YBOp [ L], uvja je nepna jegHaka [0].

HanomeHe

- CopTtupatbe ngeHtudmkatopa YBopoBa y pactyhem nopeTky Ha CBakOM HMBOY je HEOMXOAHO jeanHO Y
anroputmy Pedykuyuja 000300 Ha 2ope (BMaeTn ogervak 3.1.2), anu He npeactasiba Mogmdukaumjy
BDD.

- KopeH, n 3aBpwHM 4BOpPOBHU n [L], wmajy yBek uoeHTudmkaTope pegom 1, 2 u 3, ocum y
nMmnnemeHTaumju anroputma Pegykumja ogosno Ha rope (Bugetun ogerbak 3.1.2) (jep ce npso rpagu
KOMNneTHo BMHapHO cTabrno Ynjum ce YBOPOBUMA PeaoM MPUAPYXYjy MOeHTUdUKaTopK, a NoToM ce
peayHOaHTHU YBOPOBU YKIam:ajy.)

BDD nakeTtun

MocToje pa3Hn goctynHn BDD nakeTu koju cy passujaHu Ha CBETCKUM YHuBep3uTetTuma. Hekn of TakBux
naketa cy ([2], cTp. 119):

1) BDD nakeT unju cy aytopu K.Brace, R.Rudell, R.Bryant
2) NoborblwaHa Bep3uja 1), umju je aytop D.Long
3) BDD naket CUDD, unju je aytop F.Somenzi [7].

OBwu nakeTn cagpxxe MHOrobpojHe hyHKLMOHANHOCTH, MeRy KojumMa cy U MMNeMeHTaumnje moaudukalmja
BDD (Bugetn ogerbak 2.5). imnnemeHTaumja BDD y oBOM pafy He Jocexe HUXOBY M3paKajHOCT U
KOMMNMeKCHOCT, Beh cafapXu MWHWMManHu CKymn OASMKa, ca HarfackoMm Ha npakTuyHe npumeHe BDD vy

pellaBaky pasHux npobrnema (Ha nNpumep, pellaBakwe npobnema nuHeapHor BynoBor nporpamupatsa,
rpacboBCKMN anropuTMun, 1 ocTarne UMNIemMeHTauumje y pagy).

6.1.4. leHepaTop cny4ajHe UCTUHUTOCHe Tabene

BubnvoTeka koja Cnyxu 3a reHepucarse CrydajHMX UCTUHUTOCHUX Tabena 3a 3agaT Gpoj NPOMEeHIbUBKX
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30Be ce random_truth_table.py. Bubnnoteka nosvea python yrpaheHe oubnuoteke math v random.
Ona cagpxu dyHkuujy truth_table_random_gen(var_num), Koja reHepuiie crnyyajaH 6poj n y 3aBMCHOCTU
o4 Herose BpeaHoCTM bupa jegHy og UCTUHMTOCHMX BpeaHocTn O unu 1 3a cny4vajHy UCTUHUTOCHY Tabeny.

6.1.5. ®yHKumWje 3a npoBepy ynasa

bubnunoteka checker functions.py capgpXxu uMmnnemeHTaumje dyHkuMja koje anroputMm y nornaeiby 3
kopucTte npu obpaam BDD, a cnyxe 3a ogpeheHe nposepe nnu nomohHa mspadyHaBawa. OHa cagpxu
YeTnpu yHKLMje npoBepe:

1) dyHKUMjy 3a NpoBepy yHOca UCTUHUTOCHE Tabene, check_truth_table

2) dyHKLUMjy 3a nspavyHaBahe 6poja NpoMeHIbMBuKX, variables_number

3) dbyHKUMjy 3a naeHTUdUKOBaHe KOHCTAHTHE OMHapHe HMCKe, is_constant

4) dyHKUMjy 3a NpoBepPY Oa Nn je BHapHa HUCKa KBaApaTHa, is_square

MpoBepa yHOCa UCTUHUTOCHe Tabene

Motnuc dyHKumje: check_truth_table(truth_table)

®yHKuuWja BpLUKM NpoBepy dhopmarta yHoca BuHapHe HUCKe Koja NpeacTaBrba UCTUHUTOCHY Tabeny Bynose
dyHKuMje. YcnoBu Koje dyHKLMja npoBepasa Cy:

- AyXvnHa buHapHe Hucke truth_table - Mopa 6uTK jegHaka cteneHy 6poja 2,
- bopmaTt GuHapHe Hucke truth_table - Mopa 6UTK HUCKa kapakTepa
- KapakTepy BuHapHe Hucke truth_table - mopajy 6wt nnm 0 nnu 1

HopaTtHa npoBsepa Kkojy dyHKUMja BpLK je npoBepa Aa nu je bynosa dyHKumja koja ogroBapa GUHapHO]
HWCKN KOHCTaHTHO TayHa, Unu KOHCTaHTHO HETa4Ha, MU YKOMKKO jecTe, MCNNCYje pesynTaT nposepe.

Ykonuko BMHapHa HUCKa HWje KOHCTAHTHO TayHa UMM KOHCTAHTHO HeTayHa, yHkumja Bpaha 1, wTo ce
TyMauu Kao curHan ga ce 3a 3agaty UCTUHMTOCHY Tabeny mMoxe KoHcTpyucatu BDD.

U3pauyHaBame Opoja NPpOMEHILUBUX

Motnuc dyHKumje: variables_number(truth_table)

OBa yHkuuja Bpaha ueo 6poj n (ogHocHo log,(2™)), koju NpeacTaBrba 6poj NPoMeHbUBUX NpocrneheHe
nctnHmtocHe Tabene truth_table gyxuHe 2™.

KoHcTaHTHa GMHapHa HUCKa

Motnuc dyHkumje: is_constant(bead_substring)

®yHKkumja npoeBepaBa Aa nu je npocrneheHa GuHapHa Hucka bead_substring koHcTaHTHa (7). obrnuka
111..... 1, nnn 000....0), n Bpaha HapeaHe BPeaHOCTU:

-1, aKko je 6|/|HapHa HUCKa KOHCTAHTHO Ta4Ha

- 0, aKko je GuHapHa HMCKa KOHCTAHTHO HeTa4Ha
- (-1), ako BMHapHa HUCKa HUWje KOHCTaHTHa.
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KBappaTtHa Hucka
Motnuc dyHkuwje: is_square(bead_substring)
dyHKuMja npoBepaBa fa nu je npocrnefleHa GuHapHa HuUcka bead_substring kBagpar, 0QHOCHO Ada nu ce

MOXe 3anucatu 'y obnuky aa, rge je a heHa buHapHa nogHucka. YKONuko jecTe kBagpart, oyHKumja Bpaha
True, a ykonuko Huje Bpaha False.

Cnepe 6ubnuoteke koje peanusyjy anroputme y nornaerby 3. CBaka 6Mbnuoteka no3mBa pecetoBame
noeHTndmrkatopa nextldNum Ha no4YeTHy BpeaHOCT Bpojaya, nosmeom (82).

6.2. KoHcTpykuuja BDD

OBaj ogerbak cagpu onuc MMNeMeHTaumje anroputama us ogerbaka 3.1.1 1 3.1.2.

6.2.1. KoHcTpykuumja BDD nomohy nepnu
Bnbnuoteka koja umnnemeHTnpa anroputam KoHcTpykuumja nomohy nepnu (Buaetv ogerbak 3.1.1) HasmBa
ce bdd_from_beads.py, n cappxu oge yHKuuje:

1) dyHKUMjy 3a NpOBeEpPY yHOCA 3a KOHCTPYKUKWjy nomohy nepnu, call_bdd_beads
2) dyHKuMjy 3a KoHCTpyKunjy BDD nomohy nepnu, robdd_from_beads

lMpoBepa yHoCca 3a KOHCTPYKUMjy nomohy nepnu
Motnuc dyHkuuje: call_bdd_beads(truth_table)
dyHKUMja no3nBa yHKUMje 3a NpoBepy yHoca (BuaeTu ogerbak 6.1.5) 3a:

- MpOBEpY yHOCa UCTUHUTOCHE Tabene, check_truth_table, n
- M3padyHaBawe 6poja npomeHrbMBUX, variables_number

Ykonuko je dopmaT yHoca WUCTMHUTOCHe Tabene BynoBe dyHkumje ogroBapajyh, nosvBa ce rnaeHa
dyHKUMja 3a KOHCTpyKUKWjy BDD robdd_from_beads, koja je onucaHa y HacTaBky.

KoHctpykuuja BDD nomohy nepnu
Motnuc dyHKkumje: robdd_from_beads(truth_table, max_level)

®yHKUMja Kpeupa KOpeH W 3aBpluHE 4YBOPOBE Ca WCTUHUTOCHUM BpegHocTMMa [T| u (jep je
UCTMHMTOCHa Tabena ucnyHuna ycrnoBe 3a kpevpakwe BDD). KopeH ce kao 4BOp cMmellTa y NpYBPEMEHMU
HK13 tmp_level_nodes, ogakne ce goaaje y y nHctaHuy knace BDD, bdd. Y cBakoj ntepauuju netroe, CBaku
NnpBK YBOp Y NPUBPEMEHOM HU3Y ce Opule 13 HM3a 1 goaaje y bdd, a werosa neprna tmp_bead ce genu
Ha NneBYy M AecHy NOOHMWCKY, u3padyyHaBa ce HMBO var_index 3a CMHOBE, U BpLle Ce NMpoBepe Ha OCHOBY
KOjux ce nocTaerbajy oarosapajyhu nesu n AecHN CUH. YKONMKO je TOKOM nposepe naeHTudmkosaHa HoBa
nepna, 3a kwy ce kpeupa ogrosapajyhu uBop, Node(var_index). HakoH gogene oarosapajyhem cuHy, Taj
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YBOp Ce CMeLUTa Ha Kpaj NpMBpeMeHor Hu3a, odakrne ynasu y BDD y Hekoj o HapegHux uTepauuja
(HaKoH LWITO ce 3aBpLUe CBe NpoBepe 3a GMHapHe NOOHWUCKE H-eroBe nepne).

Mpumep 27. Heka je aata uctMHuTocHa Tabena bynose dyHkumnje 1100100100001111 (Bugetn npumep 8,
cnuka 7). MNocTtynak 3a nokpeTtakwe 6MbnNnoTeke je HaBedeH y HacTaBky.

1. YHeTn nctmuHutocHy tabeny y doopmu BuHapHe HUCKe Kao aprymeHT dyHkuuje call_bdd_beads y
peny [Tecmuparse€], nuHuja 199:

bdd_test = call_bdd_beads('1100100100001111")
2. TokpeHyTn 6ubnuoteky bdd._from_beads.py.
PesynTtyjyhu BDD ce npukasyje y cdoopmu (88):

10 1:

[11]
[1][11001001000011117] (4, 5)

L1zl :

|41 [11001001] (6, 7) [51[00001111] (3, 2)
L1311

161[1100] (2, 3) 71010011 (8, 9)

NEIN

1810101 (2, 3) 1910011 (3, 2)

LIS

121[1] 131100]

6.2.2. KomnneTtHo ypeheHo buHapHo ctabno

Brnbnuoteka koja KOHCTpyuLLe KOMNNeTHO ypefieHo BuHapHo cTabno 3agaTte UCTUHUTOCHE Tabene bynose
dyHKUMje Ha3uBa ce full binary tree.py. Bubnuoteka cagpxv Tpu HapegHe yHKuuje:

1) dyHKUMjy 3a MpoBepPY yHOCA UCTUHUTOCHE Tabene 3a KOHCTPYKLUMjy cTabna, call_full_binary_tree

2) dyHKUMjy 3@ KOHCTPYKLMjy KOMMNeTHor ypefheHor 6uHapHor ctabna, full_binary_tree_from_tt

3) dyHKLMjy 3a Npuka3 marpaheHor ctabna y ogpeheHoj bopmu, print_full_binary_tree

MpoBepa yHoca UCTUHUTOCHE Taberne 3a KOHCTPYKUMjy cTabna

Motnuc dyHkuwmje: call_full_binary_tree(truth_table)

dyHKUMja no3nBa yHKUMje 3a NpoBepy yHoca (BuaeTu ogerbak 6.1.5) 3a:

- MpoBepy yHOCca UCTUHWUTOCHe Tabene, check_truth_table, 1
- M3padyHaBare bpoja NnpomMeHrbMBUX, variables_number

Ako je yHoC GumHapHe HuCke y dopmaTy uctuHutocHe Tabene bynoBe dyHkuuje, nosvBa ce rmasHa

dyHkumnja 3a koHcTpykuwjy, full binary_tree_from_tt. ®PyHkumja Bpaha komnnetHo ypeheHo OGuHapHO
cTabno, full_binary_tree, kao pesyntart no3uea dyHkuumje full_binary_tree_from_tt.
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KoHcTpykumja komnneTHor ypehjeHor GuHapHor ctabna

Motnuc dyHkuwje: full_binary_tree_from_tt(truth_table, max_level)

®yHKUMja Kpempa koMnneTHo ypefeHo BuHapHo cTabno npema mnaejy KoHCTpykuunje BDD nomohy nepnu

(Buoetun ogervak 6.2.1). ®dyHkumja kopuctn knacy Node 3a npeacraerbake YBOpa KOMMNNETHOr GuHapHor

ctabna, n knacy BDD 3a npefcraBrbarke KoMnneTHor buHapHor ctabna, y3 cnegehe moandukaumje:

- 3a cBaky nograbeny nHuumjanHe Tabene truth_table Kpempa ce YBOp KOju yrasn y KOMNETHO ypeheHo
OuHapHo cTabno.

- Y npomeHIbnBoj nodeBead 4yBa ce bMHapHa HuUcka koja je noatabena Tabene 4YBopa koju je otal, 4Bopa
Koju ce Kpeupa.

- PesynTyjyhe komnneTHo ypeheHo BuHapHO cTabno nma OHOMMKO 3aBPLUHMX YBOPOBA KOMUKA je AYXMHA
UCTMHMTOCHE Tabene.

®yHkumja Bpaha komnnetHo ypehjeHo 6uHapHo cTabno full binary_tree dyHKUMjM KOja je no3uBa

(call_full_binary_tree).

Mpuka3 komnneTHoOr GuHapHor crtabna

Motnuc dyHkuuje: print_full_binary_tree(full_binary_tree)

dyHKuMja ncnncyje komnnetHo ypeheHo ©OuHapHo ctabno y dopmu (88), y3 mogudumkaumje onucaHe y
aeny KoHcmpykyuja komrnemHoe ypeheHoe buHapHoz cmabrna nsHag.

Mpumep 28. Heka je gata uctuHutocHa tabena bynoee dyHkumje 10110100. NMocTynak 3a nokpeTahe
OmbnunoTeke je HaBedEeH y HacTaBKy.

1. YHETU NCTUHUTOCHY Tabeny y doopMu BMHapHe HUCKEe Kao apryMeHT doyHKUnje
call_full_binary_tree y geny [Tecmupars€], nuHuja 160:

full_binary_tree = call_full_binary_tree('10110100")
2. MokpeHnyTtn 6ubnuoteky full binary tree.py.

PesynTtyjyhe komnneTHo ypeheHo BmMHapHo cTabno oanyymBaka ce npukasyje y gpopmu (88):

FIL]]:

[11[10110100] (2, 3)

L1z2]1:

121 [1011] (4, 5) 31001001 (6, 7)

L1311

141 [10] (8, 9) 51 [11] (10, 11) l6][01] (12, 13) |71 [00] (14, 15)

NEIN

181[1] 19110] 1101 [1] [11][1] 1121 [0] 1131 [1] 1141 [0] 1151 [0]
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6.2.3. NNomohHe dyHKuMje 3a penykumjy buHapHor ctabna

Bubnuoteka koja cagpxu mMmnnemeHTauujy noMOhHMX yHKUMja Koje BpLle u3pavyHaBaha Yy OKBUPY
anroputmMa 3a KoHcTpyucawe BDD pepykumjom opo3go Ha rope (Bugetu ogerbak 3.1.2), 3oBe ce
reduction_helper._functions.py. bubnuoreka cagpxuv Tpn HapeaHe yHKuumje:

1) cbyHKUMjy 3a ogpehuBat-e ABa jeaMHCTBeHa 3aBpluHa ysopa ([T]u [L]), determine_sink_nodes
2) dyHKUMjy 3a envMuHauujy YBopa, node_elimination
3) dyHKUMjy 3a cnajawe YBopoBa, node_merging

dyHkumja nog 1) ce nosmBa camo jegHoM (Npe NpUMeEHe peaykumje Ha BuHapHoO cTabno), a pyHKUMje noa
2) n 3) ce no3uBajy 13 yHKUMje Koja MNIIeMeHTUpa OBaj anropuTam (BMAETU HapeaoHu oderbak 6.2.4).
OppehuBame 3aBpLWIHUX YBOPOBa OMHapHOr ctabna

Motnuc dyHkumje: determine_sink_nodes(full_binary_tree)

OBa yHKUMja BpLUM MpunpemMy nocregwer HMBoa ca 3aBpLUHMM 4BOpoBMMa npocneheHor GuHapHor
crabna. Kako y BDD noctoje camo ABa 3aBpluHa 4Bopa [T]u[L1], dyHkuuja 6upa oBe 4BopoBe Tako Aa
nzabpaH 4Bop [T|vma HajMamy naeHTudukatop mehy cBuM [T]4YBOpOBMMA; CNYHO Baxkn 3a [ L] uysop.
CBuM ocTanu 4YBOPOBU KOjU Cy Ha MOCNeaHeM HUBOY ce Gpuwy 3 npocneheHor kKomnneTHor GuHapHor
ctabna.

EnumunHaumja uBopa

MoTtnuc dyHkumje: node_elimination(binary_tree, node_to_eliminate)

OBa dyHKUMja umnneMeHTUpa npBO npaBwuno anroputma Pegykuvja opo3pno Ha rope, Bpuwehu
enuMmunHauujy npocnefeHor 4yeBopa node_to_eliminate w3 6uHapHor crtabna binary tree. YBop 3a
envMrHaumjy ce yknawa u3 HM3a 4YBopoBa Oua CBakor CBor cuHa (parentsTrue, parentsFalse), a notom ce
BpLUM Npechnajakbe NoKasuBava y CBakoM YBOpPY KOju je oTal, YBopa Koju ce 6pulle, Ha HeroBor cuHa.
Cnajawe yBOpoOBa

Motnuc dyHkumje: node_merging(binary_tree, main_node, node_to_merge)

OBa (hyHKLMja nMNNemMeHTUpa Apyro npasuno anroputma Peaykumja ogo3no Ha rope, Bpwehu cnajawe
npocnefheHnx ysopoBa y GuHapHoM cTabny. Cnajake 4YBOpPOBa Ce BPLUM TaKO LUTO Ce 4yBa 4YBOp ca
MakMM naeHTUMKaTopoM main_node, a o4eBuM Apyror YBopa node_to_merge ce nNpecnajajy Ha cadyBaHu

4YBOp main_node.

OBa (hyHKLMja ce NO3MBa OHOMUKO MyTa KOMWUKO MMa 4YBOPOBaA KOjuU UCNYH-aBajy YCrnoBe crajana.

6.2.4. KoHcTpykuuja BDD npumeHom Pefnykumje oqosgo Ha rope

Bubnuoteka koja mmnnemeHTMpa anroputam KoHCTpykumje BDD Pegykumja ogos3go Ha rope (BMaetu
opervak 3.1.2), 30Be ce bdd reduction_Bottom_Up.py. Bwbnuoteka cagpxu jegoHy yHKUMjy 3a
KOHCTpyKuujy BDD, a nosuBa dyHKuuje n3 gpyrux 6ubnuoteka, koje ce M3BpLaBajy y HaBedeHOM
pepnocneny:
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1) dyHKUMja 3a nsrpagrwy KomnneTHor ypeheHor 6uHapHor ctabna oanyynBama,
call_full_binary_tree (BugetTn ogerbak 6.2.2),

2) cbyHKUMja kOja ogpehyje ABa jeAMHCTBEHA 3aBpLUHa YBopa |T|u|L|3a BDD,
determine_sink_nodes (Bugetn ogerak 6.2.3),

3) maeHa yHKUWja 3a KOHCTPYKUMjy BDD npumeHom pegykuumje Ha KomnnetHo 6uHapHo ctabno,
reduction_bottom_up

4) dyHKumja 3a npuka3 BDD, prettyPrintBDDwithSons (Bugetn ogerak 6.1.3)

KoHcTpykumja BDD peaykuujom KomnneTHor 6MHapHor crabna

Motnuc dyHkumje: reduction_bottom_up(full_binary_tree)

®yHkumja nponasu npocnefeHo 6GuHapHo ctabno full_binary_tree HMBO MO HWMBO, OA 3aBPLUHOI HUBOA

npema kopeHy. TOKOM CBakor nponasa, npoBepasa Cce CBakv YBOP Aa N je KaHAMaaT 3a ennuMyHaumjy, 3a

cnajakbe Ha HEKM 4YBOP y TOM HMBOY, Unu 3a octaHak y BDD. Y 3aBUCHOCTWM of pesynTara nposepe,

u3BpLiaBajy ce cnegehu kopauu:

1) no3mBa ce yHKLMja 3a MMNeMeHTauujy npasuna enMMmmHaumje, node_elimination (BMaeTn ogerak
6.2.3)

2) nosuBa ce hyHKLMja 3a MMNnemMeHTauujy npasuna cnajamwa, node_merging (Bugetvn ogerbak 6.2.3) - 3a
CBaKv 4YBOp Y HMBOY Ce MpoBepaBa Aa Nin OCTaje y HMBOY, UNn je KaHauAaT 3a crnajake ca YBOPOM Koju
je npe wera NpoBepeH 1 3apxaH.

®yHkumja ncnucyje pesyntyjyhmn BDD y doopmu (88).

Mpumep 29. Heka je aata nctuHutocHa tabena bynose dyHkumje 10110100 13 npumepa 28. Kopaum 3a
nsspLLaBake oBe bubnuoreke cy:

1. YHeTU nctmHutocHy Tabeny y doopmu BUHapHe HUCKe Kao apryMeHT yHKLmje
call_full_binary_tree y geny [Tecmupats€], nuHuja 82:

full_binary_tree = call_full_binary_tree("'10110100")
2. MokpeHnyTtn 6ubnuoteky bdd reduction_Bottom_Up.py.

PesynTyjyhe komnnetHo ypeheHo GuHapHo cTabno oanyydnBaksa ce npukasyje y doopmu (88):

FILLT:

111(2, 3)

L1z

121 (4, 8) 131 (6, 9)
F131 ]

141(8, 9) 161(9, 8)
NEN

181 191

KomnneTtHo 6uHapHo cTtabno ns npumepa 28 nma ykynHo 15 4BopoBa, a HakOH NPUMEHEe peaykumje
nobujeHn BDD vma 7 yBopoea.
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6.3. Obpapga BynoBux cdyHkumja nomohy BDD

OBaj operpak onucyje obpagy bynosBux dyHkumnja ynotpebom BDD. O6paga ce oagHocu Ha
nspadvyHaBame pellera bynose jegHaunHe f (x4, ..., x,) = 1, beHe mogndukaumje n npuMeHe.

6.3.1. bpoj pewewa bynose jegHa4ynHe

bubnnoteka koja uspadvyHaBa 6poj pelwera Yy cBakom 4Bopy BDD ce 3oBe count solutions C.py. OHa
uMmnnemeHTnpa anroputam bpoj pewena bynose jegHauvHe f(x4,...,x,) = 1 (ogerpak 3.2.1) nomohy
dyHKumje count_solutions, a nosnsa yHKUMje N3 Apyrnx Bubnuoreka, Koje ce usBpLUaBajy y HaBegeHOM
pegocneny:
1) dyHKUMja 3a n3rpagrwy KomnneTHor ypeheHor OuHapHor ctabna oanyymBama,

call_full_binary_tree (Buoetvn ogerbak 6.2.2),
2) dyHKUMja 3a n3padvyHaBare 6poja pellena, count_solutions
3) cbyHkumja 3a npuka3 BDD ca uspayyHatm 6pojem pellera y CBakom YBOpY,

prettyPrintBDDwithOnes
U3pauyHaBame Opoja pewewa
Motnuc dyHkumje: count_solutions(bdd)
dyHkumja nponasn BDD, bdd, HMBO No HMBO, 1 Ha CBakOM HUBOY (rae NOCToje YBOPOBW) NPosiasu YBop MNo
4yBOp, padvyHajyhu 6poj jeamHuLa y cBakom 4YBOpPY, Ha OCHOBY Opoja jeanHuLa HEeroBor NeBor U 4ecHor
CuHa.
Ucnuc 6poja pewera y cBakom 4Bopy BDD
Motnuc dyHkuwje: prettyPrintBDDwithOnes(bdd)

®yHkumja ncnucyje BDD, bdd, ca nspadyHatum 6pojem peluera y gopmMu:

[l m|]:
nodeld_i[nodeBead_i]{nodelcount}(nodeld_i_leftBranch, nodeld_i_rightBranch) ... (89)

roe Baxu objawrsene kao y (88). Oae je nodeBead_i nepna 4Bopa nodeld_i, a nodelcount 6poj peluera
Y YBOPY, OAHOCHO 6poj jeanHuua y nerosoj nepnu (1 < i < B(f)).

Mpumep 30. Heka je gata mnctuHutocHa Tabena bBynoee dyHkumje 1110001011011100. Kopauu 3a
n3BpLLaBake oBe bnubnunoteke cy:

1. YHeTU nctmHutocHy Tabeny y doopmn BMHapHe HUCKE Kao aprymeHT dyHKuunje
call_bdd_beads y aeny [Tecmupatr-€], nnHuja 68:

bdd_test = call_bdd_beads('1110001011011100")
2. lNokpeHyTn 6rubnuoteky count solutions_C.py.

PesynTyjyhu BDD je gaT y HacTaBky.

66



MpeacTtaBrbawe bynosux dyHkuuja BuHapHUM gnjarpamuma oanyvmBama

FIL]]:

[1/[1110001011011100]1{9} (4, 5)

L1z2ll:

[4]1[11100010]1{4} (6, 7) [51[11011100]1{5} (8, 9)
L1311

161 [1110]1{3} (2, 10) |71 [00101{1} (3, 10) [81[1101]1{3} (2, 11)
[91[1100]{2} (2, 3)

L1441l

1101 [101{1} (2, 3) 1111 [011{1} (3, 2)

[15]1:

121 [11{1} 131 001{0}

6.3.2. Cea peluena bynose jegHaunHe
Bunbnuoteka koja npoHanasu cBa peluewa jegHaunHe f (x4, ..., x,) = 1 30Be ce count solutions Allpy. OHa
CNyXu Kao gofatak NpeTxogHoM oferbky (6.3.1), u cagpxu aABe yHKumje:
1) dyHKUMjy 3a NpoHanaxeke cBUX pellera, count_all_solutions(bdd)
2) dbyHKUMjy KOja ncnucyje cBa pellera y CBakoMm YBOPY Y OONMKY HU3a HUCKW,
prettyPrintBDDwithSolutions(all_solutions)
MpoHanaxewe CBUX pellueHa
Motnuc dyHkuuje: count_all_solutions(bdd)
PyHKUMja NnpoHanasu cBa pellena jeaHavmHe f(xy, ..., x,) = 1 Ha Crnu4aH Ha4MH Kao LWTOo ce pavyHa
yKynaH 6poj peluera y cBakoM 4BOpy. Pasnuka je LWTo ce y 0BOM anropMTtMmy Kpeupa peluerwse nomohy
peLlersa y IEBOM U JECHOM CHHY,TaKO LUITO Ce Ha CBAaKo peLlere U3 CBakor cuHa Hagosesyje 1, 0 unm x
(BugeTtun ogerbak 3.2.2). dyHkumja Bpaha peyHuk

{nodeld_1: ["solution1, solution2,..."], nodeld_2: ....} (90)
Oege je cBakOM YBOPY NpuAPY>KEHa NMCTa CBMX pelleHa of TOr YBopa 40 3aBpLUHOr Ysopa [T |, a cBako
pelLere je H1cka koja ce cactoju u3 1,0, n/ vnun x.
Mo3une cyHKUMje 3a uICNUC CBUX peLlera
Motnuc yHkuuje: prettyPrintBDDwithSolutions(all_solutions)
dyHKUMja npukasyje cBa pelLera y cBakom 4YBopy BDD, y obnuky

®yHkumja ncnucyje BDD, bdd, ca nspadyHatnum 6pojem pelera y popmu:

[| m|[:
nodeld_i['solution_1', 'solution_2', .., 'solution_k'](nodeld_i_leftBranch, nodeld_i_rightBranch) ... 91)

rae Baxu objalmserse kao y (88). Osae je 'solution_k' jeaHo peluerse of YBopa nodeld_i o 4sopa [T].
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Mpumep 31. Heka je gat BDD 13 npumepa 30. Kopauu 3a nsspLuaBane oBe 6ubnuorteke cy:

1. YHeTn nctmuHutocHy tabeny y doopmu BuHapHe HUCKE Kao aprymeHT dyHKuuje
call_bdd_beads y geny [Tecmuparse], nuHuja 108:

bdd_test = call_bdd_beads('1110001011011100")
2. MokpenyTtn 6ubnuoteky count solutions_Allpy.

PesynTtaT usBplwaBaha ce npukasyje y popmum (91):

L1101

/1yr'oo0x', 'ooio', 'o1io', 'i00x', '1011', '110x'] (4, 5)

L1z

[4]['00x', '010', '110'] (6, 7) [5]1['00x"', '011', '10x']1(8, 9)
L1311

lel['0x', '10']1(2, 10) [710'10']1 (3, 10) l181['ox', '11'1(2, 11)
191 ["0x"] (2, 3)

NEN

1101 [0'0"1 (2, 3) [111[0'1']1(3, 2)

[IS]]:

21l 1311]

6.3.3. CnyyajHo peluene bynose jegHaynHe ca yHUopMHOM pacrnofernomMm sepoBaTHohe

bubnnoteka koja umnnemeHTupa anroputam Cny4vajHn m36op pewewa jegHadnHe f(xq,..,x,) =1
(operpak 3.2.3) 30Be ce random_solutions.py. OHa cagp>Xu Tpu yHKuuje:

1) chyHKLMjy 3a NpOHanaxehe CryyajHor pelliera ca yHMopMHOM pacnogenom seposaTtHohe, rnd_sol.
OBa hyHKuUMja no3uea yrpaheH python mogyn random.

2) oyHKUMjy 3a Kpenpare KOMMNIETHOr CnyyajHor pelwlena, complete_random_solution

3) cbyHKUMjy KOja no3uBa yHKUMjy nog 1) 3agaTtu 6poj nyTa, u 6poju Koje pelueHe ce KOnMKo nyTa
nojasuno, call_random_solutions

4) (byHKLMjy 3a NpMKa3 CriyyajHoOr pellera ca yHUOPMHOM pacnogenom BeposaTHohe,
printRandomSolutions

Mpe nosmBa cBojux dyHkumja 1) - 4), Gubnuoteka no3mesa yHKUMje U3 Opyrux Gubnuoreka y HaBeaeHOM
pegocneny:

- cbyHKUMja 3a kpenparwe BDD nomohy nepnu, call_bdd_beads (Bugetn ogerbak 6.2.1),
- (byHKUMja 32 n3payvyHaBame Opoja pewwena, count_solutions (BugeTn ogerak 6.3.1),

a HaKoH Tora noauea yHkuumje 1) - 4).

FeHepucame criyyajHor pelwieta ca yHUPOpMHOM pacnoaenom BepoBaTHohe

Motnuc dyHkumje: rnd_sol(bdd)
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dyHKUMja reHepuLle Cny4vajHO pellere ca YHUpOPMHOM pacnofenom BepoBaTHohe, y cmepy oA KopeHa
Ka 3aBpLUHOM 4BOpY [T, kpehyhu ce uBopoBMMa Koju Cy n3abpaHu ca jeqHakoM BepoBaTHOhOM (BUOETY
opgerbak 3.2.3). CnyvajHo peluene ce cactoju u3 0, 1 nnm kapaktepa "x", Koju ce ynucyje y criyyajHo
pewere kaga je HMBo y BDD "npeckouyeH", oOHOCHO Kaja NpPOMEHSbMBA 4UMjU MHOEKC oproBapa
NMPeckoYeHOM HMBOY MOXe MofjeHako BepoBaTHO buTu jegHaka n 0 n 1 y cnydajHOM peLuemsy.

KomnneTHo cny4ajHo peluerse

MoTtnuc dyHkumje: complete_random_solution(random_solution)

OBa dyHKUMja y3rma Kao ynas cny4dajHo peluene Koje Bpaha yHkumja rnd_sol, ¥ yKOJIMKO OHO caJpiKu

kapakTep "x", Ha criyyajaH Ha4mH 6upa 1 unm 0 ca jegHakom BepoBaTHohoMm 0.5, n ynucyje nsbop ymecto

Kapaktepa "x". Ha Taj HauMH oBa byHKumja "ynoTnywyje" cnyyajHO pellere, jep CBakom pelueny u3
random_solutions koje cagp>u "x" ogroBapa peLlewe KoM je goaerbeHa crny4vajHo nsabpaHa UCTUHUTOCHA
BPEOHOCT YMECTO X.

Bpoj cnyyajHor nojaBroMBaHla CBaKor pelueta

Motnuc dyHkumje: call_random_solutions(k, bdd)

dyHkumja no3mBa dyHKUMjy rnd_sol k nyta u OGpoju KONMMKO ce nyTa CBaKo pellere MojaBUio Kao
cnyyajHo. Peluena ce kpevpajy Ha ABa Ha4ynHa, ynotpebom NpoOMEHIbUBKX:

1) random_solutions, koja nopen 0 u 1 moxe ga cagpxu "x" Ha MECTy OHe NPOMEHIbMBE Ymja
NCTUHMTOCHA BPEeAHOCT Y peLlery Moxe utn n 0 n 1
2) random_solution_complete, cagpxwm peLuerwe koje ce cactoju camo n3 0 n 1. O6e npomeHsbmBe
random_solutions 1 random_solution_complete cy peyHmum obnuka
random_solution: num (92)

roe je random_solution cnyyajHo pewere u3 random_solutions, ogHOCHO random_solution_complete, a
num 6poj NojaBreMBara Tor pelLera TOKOM 3agator 6poja utepaumja k dyHkumje call_random_solutions.

Ako je k=1, Taga ce (pyHKUMja 3a reHepucame Cry4dajHor peLleHa No3msa camo jeJHOM.

Ucnuc yHudcopMHO cnyyajHor peluewa

Motnuc dyHkuuje: printRandomSolutions(random_solutions, complete_random_solutions)

dyHKUMja NpuKasyje jedHO cnyyajHO pellewe M3 pevHuka random_solutions, U HeMy ogrosapajyhe
KOMMMETHO pellere N3 pevHuka complete_random_solutions. YKonuko pelwewe u3 random_solutions He
cagpxu " x ", oBa ABa ucnuca cy jegHaka.

HakoH ucnuca jegHor peluemna, ucnucyje ce pesyntat yHkumje call_random_solutions, y doopmu (92).

Mpumep 32. Heka je gat BDD ca nctuHntocHom tabenom 1100100100001111. Kopauw 3a n3spLuaBame
oBe BubnuoTeke cy:

1. YHeTU nctmHutocHy Tabeny y doopmn BMHapHe HUCKE Kao aprymeHT dyHKuunje
call_bdd_beads y geny [Tecmupatse€], nuHunja 183:

bdd_test = call_bdd_beads('1100100100001111")
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2. YHeTn 6poj ntepaumja (Ha npumep 1000) cpyHkumje call_random_solutions, nnuHuja 199:
random_solutions = call_random_solutions(1000, bdd_test)
3. MokpeHnyTn 6ubnunoteky random_solutions.py.
PesyntaT nokpeTtawa oBe 6ubnunoreke je:
1) Cnyu4ajHo pellere ca yHnOpMHOM pacrnogenomMm BepoBaTHohe
Slucajno resenje sa uniformnom raspodelom verovatnoce: 11xx (93)

Y 0BOM pelueny, NMPOMEHIBUBE X; U X, UMajy UCTUHWUTOCHY BpeaHocT 1, Aok o6e NpoOMeHsbUBE x; U Xy,
MOry nmatun nctuHmTocHe BpegHoctn 1 n 0, ca jegHakom BepoBaTHOhOM - 360r Yera um je gonucax "x".

Kompletno slucajno resenje koje odgovara ispisanom resenju: 1111 (94)

OBo peluerse je pelwene 13 (93) y KOMe Cy Ha cryyajaH HauyMH CBaKoj NPOMEHIBbUBO] X3 U X, AOLAEIbEHE
WUCTMHUTOCHE BpeaHoCTH, pegomM 1 1 1, ca jegHakom BepoBaTHONOM.

2) Bpoj nojaBrbmBara cBakor cny4ajHor pelwena Tokom 1000 ntepaumja:

Sva resenja sa jednakom verovatnocom i brojem pojavljivanija:

0111 : 105
000x : 293
0100 : 110
11xx : 492 (95)

Moctoju ykynHo 8 pelwewa (WTO ce BMAM U U3 UCTMHUTOCHE Tabene dyHkumje). TadaH 6poj
nojaeBrbmBama cBakor pewena je 1000/8 = 125. Kako ce yHUdOpMHO pewene 1lxx "rpaHa" Ha 4
pasnuunTa pewensa: 1100,1101,1110,1111, To je 6poj nojaBrbMBaka cBakor pellewa 517 / 4 ~ 129, wrto
je npmbnukHo oveknsaHoM 6pojy 125. bpoj je nNojaBrbMBara CBaKor pellera koje He cagpxu "x" 6nmay
6pojy 129.

Kaga ce y cBakoM pelueny Koje cagpxu "x" , Ha crny4vajaH Ha4uH n3abepe MCTMHUTOCHa BpeaHocT O nnm
1 Ha mecTo "x", fobuja ce cnegehu pesynTart.

Sva kompletna resenja sa jednakom verovatnocom i brojem pojavljivanja:

0111 : 105
0000 : 143
0001 : 150
0100 : 110
1111 : 126
1110 : 113
1100 : 137
1101 : 116 (96)
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6.3.4. NiapadyHaBahse (pyHKUMje reHepaTpuce pellera bynose jegHaunHe
BubnnoTeka koja umnneMeHTUpa anropmtam 3a Kpeupame reHepartpuce, eHepaTpuca ckyna pellema ca
pasnuunTum Bpojem pelena (BMAeTH ogervak 3.2.4), 30Be ce generatrice.py.

bubnnoteka nosmBa dyHKUMjy 3a kpeuparwe BDD (Bungetu ogerbak 6.2.1), a notomMm nosvBa CBOje OBe
dyHKUMje:

1) dyHKUMjy 3a n3padyHaBake reHepaTpuce, gen_func

2) cbyHKUMjy 3a npuka3 BDD ca reHepaTp1coM y cBakoM 4Bopy, printBDDWithGeneratrise
U3pauyHaBaH-e reHepaTpuce

Motnuc dyHkumje: gen_func(bdd)

dyHKUMja padyHa reHepaTpucy cBakor 4yBopa npocnefeHor bdd y o6nuky nucte weHnx koeduumjeHara,
o[, 3aBpLUHMX 4YBOPOBa npemMa KopeHy. [eHepaTpuca 4YBopa ce padyyHa nomohy nspadyHaTux reHepatpuca
y NEBOM M IECHOM CMHY, LUTO YKIby4yje cabrpare n MHOXeHe koeduumnjeHaTa obe reHepaTtpuce (BUGETU
ogeroak 3.2.4).

Mpukas BDD ca reHepaTpucom y cBakoM 4BOpY

Motnuc dyHkumje: printBDDWithGeneratrise(bdd, gener_func)

dyHKUKja ncnucyje BDD 1 reHepaTpucy y cBakoM 4Bopy, y hopMu:

[l m]:
nodeld_i[gener_func](nodeld_i_leftBranch, nodeld_i_rightBranch) ... (97)

rae Baxu objawtetse kao 3a (86). Osae je gener_func HU3 a; koedmumjeHaTa reHeparpuce.
(HanomeHa. ®yHkumja kopuctu pyHkumoHanHoctn 6ubnuoteke Polynomial.py ([8]), koje cy noTpebHe 3a
npencrtaBrbamwe, cabuparkbe M MHOXewe nonvHoma. Kopuctu ce Beh noctojeha 6ubnuoteka, jep

uMnnemMeHTaumja onepaumja Hag NoNMHOMMMA HuWje Aeo OBOr paaa).

Mpumep 33. Heka je gat BDD ca nctnHmtocHom tabenom 1110001011011100. Kopaum 3a usspLiaBame
oBe BubnuoTteke cy:

1. YHeTu nctmHutocHy Tabeny y doopmu 6rHapHe HUCKe Kao apryMeHT doyHKLmje
call_bdd_beads y geny [Tecmuparse€], nuHunja 142:

bdd_test = call_bdd_beads('1110001011011100")
2. MokpeHyTn BUBNNOTEKY generatrice.py.

BDD ca pe3yntyjyhum reHepaTpucama y cBakoM 4YBopy Aart je y dopmu (97):
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L1311

lel (1, 2, 0](z, 10) 7100, 1, 01(3, 10) l81r1, 1, 11(z, 11) 19111, 1,
0] (z, 3)

NEN

110101, 01(2, 3) 111100, 11(3, 2)

L1511

121[1] 13100]

leHepaTpuca kopeHa BDD je yjegHO u reHepatpuca cBUX pelwlewa bynoee dyHkumnje. OBae je
reHepartpuvca [ay, a4, a,, a3, a,] jeaHaka (1, 3, 3, 2, 01].[Hdakne, nocToju Ta4yHo:

- jeqHo pewense ca 0 jeguHuua,
- Tpu pellera ca 1 jeanHNLOoM,
- TpY peluersa ca 2 jeguHuue,
- OBa peluensa ca 3 jeguHuue,
- Hyrna pewlera ca 4 jeguHuue.

CnnuyHo ce Tymade n koeduUMjeHTM a; reHepaTpuce YHyTpalliker 4Bopa; reHepaTpuca 4sopa ca
naeHTUdUKaTopoM | 6| je [1, 2, 0], na Baxu ga of YBopa | 6| 4O 3aBpLUHOr YBOpa MOCTOjU Ta4HO:

- jeoHo pewwete ca 0 jeauHnua,

- OBa peluera ca 1 jeanHnLomMm,
- Hyna pellensa ca 2 jeguHuue.

6.3.5. NapadyHaBare nonuHoma noysgaHocTtu bynose jegHavnHe
Bubnuoteka koja nmnnemeHTupa anroputam lNonuHom noysgaHocty bynose jegHavvHe (Buaetu ogerbak

3.2.5) 30Be ce reliability polinomial.py.

Brnbnuoteka nosmea yHKUMjy 3a Kpeuparwe BDD (BuaetTu ogerbak 6.2.1) n dyHKUMjy 3a n3padvyHaBabe
6poja pellena y cBakom 4Bopy BDD (Bugetu ogerbak 6.3.1), a NoTom no3uea cBoje ABe PyHKLMje:

1) byHKLMjy 3a n3padyHaBaHe NOMHOMa NOy34aHOCTU, 3a cBaku 4Bop y BDD, reliability_poly

2) dyHKumjy 3a npukas BDD ca BpegHoLwhy nonvHoma noy3gaHocTu y CBakoM YBOpY,
printBDDWithPolyProb

U3payyHaBawe NoIMHOMa NOy3AaHOCTH

MoTtnuc dyHkuwje: reliability_poly(bdd, prob)

AprymeHT yHKUMje prob npeactaBrba nNUCTY BepoBaTHOha pfda je npoMeHrbuBa x; =1 Kkaga je
f (x4, ..., x,) = 1, 32 cBaKy NpoMeHsbmBy Bynose dyHkuUmje.

dyHKuMja padyHa BpeAHOCT NOMMHOMA NOY34aHOCTU 3a CBakM YBOP, Of, 3aBPLUHMX YBOPOBA NPeMa KOPEHY.

OBa BpefHOCT ce 3a CBaky YBOP padyHa Ha OCHOBY BepoBaTHoha y NUCTU prob ¥ BpeAHOCTM MonvHoMa
noy3naHoCTU y NIeBOM U JECHOM CUHY YBOpa (BUAETM oferbak 3.2.5).
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Mpuka3 BDD ca nonuHOMOM NOy34aHOCTU Yy CBaKOM YBOpPY
Motnuc dyHkuuje: printBDDWithPolyProb(bdd, polynomial)
®yHkumja ncnucyje BDD 1 NONMHOM NOYy34aHOCTU Y CBAKOM YBOPY, Y (hOPMMU:

[l m]:
nodeld_i[polynomial](nodeld_i_leftBranch, nodeld_i_rightBranch) ... (98)

roe Baxkm objawwkbense kao 3a (88). OBge je polynomial HA3 BpegHOCTM NoNMHOMAa NOYy34aHOCTU 3a CBaKM
ysop y BDD.

Mpumep 34. Heka je gata ucTMHUTOCHaA Tabena dyHkumje BehuHckor ognyymBara 00010111 (BMaetu
npumep 1, ogerpak 1), n Heka cy BepoBaTHohe Aa je NnpoMeHrbuBa jegHaka 1 3agaTte nUMCTOM 3a CBaky
NPOMEHIBbMBY (X4, X,, X3), pegom: [0.5,0.5,0.5]. Kopauu 3a naspluaBare oBe brubnunoreke cy:

1. YHeTn nctmHutocHy tabeny y doopmu BuHapHe HUCKe Kao aprymeHT dyHKuuje
call_bdd_beads y geny [Tecmupars€], nuHnja 86:

bdd_test = call_bdd_beads('00010111")
2. YHeTu BepoBaTHONhe 3a cBaKy NpoMeHrbmBy x; = 1 kaga je f(xq, ..., x,) = 1, NuHnja 92:
polynomial = reliability_poly(bdd_test, [0.5, 0.5, 0.5])

3. MokpeHyTn Bubnuoteky reliability polinomial.py.

BDD ca pe3ynTyjyhum BpegHOCTUMa MOMMHOMA Noy34aHoCTM Y CBAakOM YBOpY AarT je y chopmu (98):

FIL]]:

111[00.5]1(4, 5)

L1z2]1:

14100.25]1 (3, 6) I51[00.75] (6, 2)
L1311

161[0.51(3, 2)

NEINE

121[1] 131100]

BpegHocT nonuHoma noysaaHoctu y kopeHy BDD oBe dyHKuuje je BepoBaTHoha Aa je bynose jeaHaunHa
jeaHaka 1, ako je BepoBaTHOha UCTMHUTOCHE BpedHOCTN 1 cBake weHe npoMeHrbuee jeaHaka 0.5. OBo
ce Moxe npedopmynucaTi y nutamwe: AKO NPOMEHIbMBA (DYHKLMjE MOXE UMATU UCTUHUTOCHY BpeaHOCT
1 nnn 0 ca jegHakom BepoBaTHohoM (0.5), N ako TO Baxu 3a CBaky NPOMEHIbMBY (PyHKLMje, Koja je
BepoBaTHONa Aa je UICTUHUTOCHA BpeaHOCT (pyHKUMje jeaHaka 17?

Oprosop Ha nuTawe je 0.5 - pgakne, BepoBaTHoha da je dyHKuMja BehuHCKOr oanyuymBakba TadHa je
jeoHaka BepoBaTHONhM Aa je cBaka HeHa NpoOMeHSbUBa jeaHaka 1.
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6.3.6. MapadyHaBah-e pellera MakcumMmanHe TexunHe byrnose jeaHavnHe
Bbubnnorteka koja umnnemeHTMpa pellaBake npobnema nuHeapHor bynosor nporpamupana (Buaetu
opervak 3.2.6) HasuBa ce /inear_boolean_problem.py.

OHa nosuBa dyHKUMjy 3a KOHCTpYKUKMjy BDD, a notom no3nsa cBoje Tpu yHKUMje, Y peaocneny y Kom cy
aare:

1) dbyHKUMjy 3a n3padyHaBare TeXMHE CBAKOr YBOpPA, Y 3aBMCHOCTU Of 3a4aTNX TEXMHA MPOMEHIBUBKX,
compute_weights

2) dyHUKKWjy 3a reHepucare KpajHher pellera MakcumarnHe TeXMHe, Ha OCHOBY M3padvyHaTux TeXxuHa y
dyHKuMjM nog 1), max_weight_solution

3) cbyHKuMjy 3a npukas BDD ca TexuHama y cBakoM YBOpY 1 MHGOpMAaLMjy KOjU CUH je OOMPUHEOD TOj
TEXWHM YBOpA.

U3payyHaBame TeXMHA CBMX YBOPOBa

MoTtnuc dyHkumje: compute_weights(bdd, w_weights)

AprymeHT dyHKumje w_weights npeactaBrba NUCTY 3agatux TeXmHa cBake npomMmeHrbuse. PyHKumja

padyHa TeXWHy CBaKOr 4Bopa MPUCTYNOM O 3aBpLUHMX YBOPOBA Ka KOpPEHY, Tako WTo ce ynopehyjy

TeXuHe neBor n gecHor cvHa. bupa ce Beha TexuHa n ynucyje y noMohHM peyHuK m_t, a y NOMONHM

peyHMK tt ce ynucyjy MHAMKATOPW KOjU CUH je AOMPUMHEO KOHaYyHO] TEXMHW 4YBOpa. TexmHa KopeHa je

MaKkcumarsHa TexuHa pelueka.

FeHepucame pelieba MaKCUManHe TeXuHe

Motnuc dyHkumje: max_weight_solution(bdd, w_weights, t_t)

®yHKUMja Nponasu Kpo3 YBOPOBE KOjU Cy O3HAYEHW y HM3Y t.t, OA KopeHa [0 3aBpLuHor 4sopa [T,

dopmupajyhv KoHaYHO peLLeHse.

Mpuka3s BDD ca TexxuHama y cBakoM 4BopYy

Motnuc dyHkumje: printBDDWithWeights(bdd, m_t, t_t)

®yHkumja ncnucyje BDD 1 NonmMHOM Noy3gaHOCTU Y CBAKOM YBOPY, Y hOpMMU:

[| m|[:
nodeld_i[node_weight, node_branch](nodeld_i_leftBranch, nodeld_i_rightBranch) ... (99)

roe Baxwu objawnere kao 3a (88). OBge je node_weight nspadyHata TexumHa 4Bopa, a node_branch nma
BpeaHocT 0 YyKONUKO je neBw CUH AOMNPUHEO TEXMHU TOr YBOpa, Unu 1 ako je AeCHU CUH JONPUHEOD TEXMHU
TOr 4BOpa.

Mpumep 35. Heka je pgata uctuHuTOocHa Tabena dyHkumje 1100100100001111, N TEXMHE HEHMUX
NPOMEHIBUBUX (X1, X,, X3, X;) pedom [1, -2, -3, 4]. Kopauu 3a nsspluaBare oBe 6nbnunoreke cy:

1. YHETU UCTUHUTOCHY Tabeny y doopmn BMHapHE HUCKE Kao aprymMmeHT dyHKLuje
call_bdd_beads y geny [Tecmuparse], nuHuja 181:
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bdd_test = call_bdd_beads('1100100100001111")
2. YHeTn TexunHe 3a CBaKy NPOMEHIbUBY x;, NuHuja 189:

solution = compute_weights(bdd_test, [1, -2, -3, 4])
3. MNokpeHyTn Bubnuoteky solutions_max weight.py.

BDD ca pe3yntyjyhum TexuHama y CBakOM YBOPY W O3HAKOM KOjU je CUH AOMPUHEO TEXMHW, OaT je y
dopmu (99):

[T1]]

1104, 0] (4, 5)

[12]1

14114, 01(e, 7) 15112, 11(3, 2)
L1311

l6114, 01(2, 3) 7111, 11(8, 9)
[14l]]:

18110, 01(2, 3) 19114, 11(3, 2)
[I5]]:

12111] 131[0]

Resenje maksimalne tezine: 0001

Pelwerwe MakcMmanHe TexuHe ce Tymaunm Ha cnegehu HaumH: kopeH BDD (koju je yBek mpBM 4BOp
pellera), MMa TeXuHy 4 KOjoj je AONPUHEO H-EroB feBu CUH, YBOp ca naeHTudmkatopom |4 |. Ysop |4 |
yrnasu y pellerse MakcumarHe TexuHe. Hberoesa TexuHa nusHocu 4, a w0j je JoMpuUHEeOo HEeroB NeBu CUH,
4YBOp ca maeHTudukatopom |6|. YBop | 6| Takohe nma TexuHy 4 nobujeHy M3 neBor CUHa, a HEroB
NeBu CUH je 3aBpLuHK YyBop [T|. [dakrne,pelwere MakcumarnHe TexuHe je 0001, a herosa TexuHa N3HOCK
4,

6.4. HezaBMCHM cKynoBa UMKnyca ca n YBopoBa

Bubnuoteka koja umnnemeHTMpa anroputam ogpefmBakba HE3aBUCHUX CKynoBa Y Luknycy C, nomohy
BDD (BuaeTtu ogerbak 3.3) 30Be ce independent subsets_Cn.py.

Bunbnuoteka cagpxu crnegehe dyHkuuje:

1) ®dyHKumja 3a obpagy 6asHux yuknyca C,, n = 0,1, 2, call_ind_set. OBa dyHKUMja NO3MBa rmaBHy
yHKUMjY 3a Kpenparwe BDD He3aBMCHUX CKyMnoBa Y LMKIycy, independent_set

2) dyHkumja 3a kpemparwe BDD He3zaBUCHUX CKyMoOBa y Uuknycy, independent_set

3) dyHkupnja 3a npmkas BDD He3aBMCHMX CKynoBa Yy uuknycy, prettyPrintBDD_IndSet

4) dyHkumja 3a Bepudmkaunjy kpemparwa BDD He3aBucHux ckynosa, verify_cn_bdd

Bubnuoteka nosmeBa dyHKuMjy 3a ogpefhumBarwe 6poja pewena bynose jegHauuHe f(xy,..,x,) =1

(Buoetn ogerbak 6.3.1), koja y oBOM cny4ajy oapehyje Konuko uma He3aBUCHUX CKyrnoBa Yy CBakOM YBOpY
BDD HeszaBucHux ckynosa uuknyca C,.
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Brnbnuoteka n3BpLasa gsa ncnuca:
1) 3a ocHoBHM Npuka3 BDD He3aBuCHMX cKkynoBa, bubnvoteka noavnea yHKUKjy
prettyPrintBDDwithSons (Bugetn ogerbak 6.1.3).
2) 3a npuka3 6poja He3aBUCHMX CKynoBa y cBakoM 4Ysopy BDD, 6ubnuoteka nosmea cBojy yHKLMjY
HaseaeHy usHag (3)).
Kpeupawe BDD He3aBUCHMUX CKynoBa Yy LUKNYyCYy
Motnuc dyHkumje: independent_set(n)
®yHkumja npuma 6poj YsopoBa n 'y uMknycy C, 1 obpafyje ABa crnyyaja oaBojeHo:
- Cnyuaj "1" - cnyyaj kaga KopeH ynasu y He3aBucaH ckyn. [logrpac osor cnyyaja ce Mopa 3aBpLUUTY
y uBopy [1], 36or ycrnosa aa He cMmejy NocTojaTk [Ba y3acTornHa YBopa ca UCTUHUTOCHOM BpeaHoLuhy
1.
- Cnyyaj "0" - cnyyaj kaga KOpeH He ynasu y He3aBucaH ckyn. [ogrpad oBor cnydaja ce mMoxe

3aBpLWKTK ¥ 06a 3aBpLUHa YBopa.

Tokom obpage oba cnyyaja, AOBOSBHO je nocmaTpaTh KOjy MCTUHMTOCHY BPEAHOCT MMa oTal, YBopa Koju
ce kpewupa (jep je ycrnos fa He CMejy NocTojaTh ABa y3acTomnHa YBopa ca UCTUHUTOCHOM BpeaHowhy 1).

®yHkumja kpenpa BDD npumemnsyjyhun geduHMUMj)y HE3aBUCHUX CKynoBa LMKIyca, U MMMIemMeHTupa
obpasay (BMaetTn ogerbak 3.3) A4a YBOp 4uvju oTal, MMa UCTMHUTOCHY BpeaHoOCT 1, MeBOM rpaHoMm ce
npecnaja Ha 4YBOp KOju je NeBun CUH NeBor cuHa werosor oua. OBaj obpasaul y cnyyajy "0" Baxu og Tpeher
HMBOa (OAHOCHO, Of 4YBOPOBA KOjuma OArosapa NPOMEHIbMBA X3), A0 HMBOA n — 2, @ y cnyyajy "1" Baxu
0f, YeTBPTOr HMBOA, A0 HMBOa n — 3. HMBOe Koju HUCY NokpmBeHn obpacuem dyHkumnja obpahyje 3acebHo,
y cknagy ca gedvH1MUnjoM He3aBUCHMX CKyMoBa Lukryca (nocebHOo ce Boau padyHa O nocrnegHem 4YBopy
N Kako Ce OH HafoBe3yje Ha KOPEH).

Mpukas BDD ca 6pojem He3aBMCHUX CKyNoBa LMKIyca y CBaKOM YBOpPY

Motnuc dyHkuwje: prettyPrintBDD_IndSet(bdd)

®yHkumja ncnucyje BDD 1 6poj He3aBUCHNX CKYMOBa y CBaKOM YBOPY, ¥ hopmu:

[l m]:
nodeld_i[nodelcount](nodeld_i_leftBranch, nodeld_i_rightBranch) .. (100)

roe Baxu objawrene kao 3a (86). OBae je nodelcount 6poj pellera y CBakOM YBOpY, LUTO Y Npobnemy
He3aBMCHUX cKyrnoBa Taj 6poj o3HavyaBa 6poj He3aBMCHUX CKyMnoBa y cBakoM Ysopy BDD.
Bepudukaumja BDD HezaBUCHMX CKynoBa LuKIyca

Motnuc dyHkuwje: verify_cn_bdd(verify_n)

dyHKuMja npumMa kao aprymeHT Opoj uyBOopoBa uwMknyca verify_n O KOr ce Tpaxu Bepudukaumja.
Bepudmkauuja ce nsspwasa 3a verify_n Behu nnu jegHak 3 (jep cy 1 n 2 6a3Hn cnyyajesn).

Bepudmkauuja ce cactoju ns nposepe BenuuuHe BDD B(f) (Buagetn ogervak 3.3, (55)-(57)).

Mpumep 36. Heka je gat umknyc Cq (BMAaeTr ogervak 3.3, npumep 17, crnvky 12). Kopauu 3a n3spluaBame
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oBe 6ubnnoTteke cy:
1. YHeTn 6poj NpOMEHIBMBUX Y LIMKITYCY Kao BpeOHOCT NPOMEHIbMBE n Yy Aeny [Tecmupamse],
nvHunja 287:
n=3
2. YHeTn 6poj NpOMEHIBMBUX Y LIMKITYCY Kao BpeQHOCT NpOMeHIbMBe verify_n y aeny
[Tecmuparse], nuHnja 315:
verify_n=30
2. MNokpeHyTn BubnunoTeky independent subsets Cn.py.

PesynTtyjyhn BDD He3aBUCHMUX CKynoBa Lumknyca je aat y opmu (87):

[11]]

[11(4, 5)

[12]1

[41 (6, 7) 5] (13, 3)

[1311]:

l6] (8, 9) [71(8, 3) 1131 (14, 15)
[14]]:

18] (10, 11) 191 (10, 3) 141 (12, 16) 1151 (12, 3)
[1S]]:

1101 (2, 12) 1111 (2, 3) 161 (12, 3)
[16]]:

1121 (2, 3)

L1710

|2 ] |3

Ukupan broj cvorova: 16

MpumeHoMm dyHKUMje 3a u3padyHaBawe Opoja pewewa bynoee jegHauvHe f(xy,..,x,) =1 (BUOETH
ogerbak 6.3.1), MOXe ce M3padyyHaTU KOMMKO MMa He3aBWCHWX CKyrnoBa Yy cBakom 4sopy. BDD ca
nspadvyHatum BpojemM He3aBUCHMX CKyNnoBa Y CBakoM 4BopY je aat y hopmu (97):

FILLT:

111 [18] (4, 5)

L1zl :

141[13] (6, 7) 151051 (13, 3)

L1311

161 [8](8, 9) 71051 (8, 3) 131 [5] (14, 15)

NEIN

181[5] (10, 11) 191[3]1(10, 3) 1141 [3] (12, 16) 1151 [2] (12, 3)
LIS

1101031 (2, 12) 1111 [2] (2, 3) 161 [1] (12, 3)
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Pesyntat Bepudumkaumje pesyntyjyher BDD He3aBMCHUX CKynoBa LuKIyca je aaT y HacTaBky.

Velicina ciklusa | Velicina BDD | Broj nezavisnih skupova

31 6| 4

41 8| 7

51 12 | 11

6 | 16 | 18

71 20 | 29

8 | 24 | 47

9 | 28 | 176

10 | 32 | 123

11 | 36 | 199

12 | 40 | 322

13 | 44 | 521

14 | 48 | 843

15 | 52 | 1364

16 | 56 | 2207

17 | 60 | 3571

18 | 64 | 5778

19 | 68 | 9349

20 | 72 | 15127
21 | 76 | 24476
22 | 80 | 39603
23 | 84 | 64079
24 | 88 | 103682
25 | 92 | 167761
26 | 96 | 271443
27 | 100 | 439204
28 | 104 | 710647
29 | 108 | 1149851
30 | 112 | 1860498

6.5. OapehuBame onTumManHor pegocneaa NPOMeHIbUBUX

BnbnuoTteka koja umnnemeHTUpa nperpary npocrtopa cBux ypehewa NpoMeHIbMBUX AaTe UCTUHUTOCHE
Tabene bBynoBe dyHKUMje 30Be ce variables orderpy. OBa OubnvMoteka wnycTpyje npoHanaxewe
onTuUmarnHor pegocnega NPOMEHSbLUBUX MpUCTynom rpybe cwune. Opyrum peuuma, reHepuvwly ce CBU
pegocrneou MPOMEHSbMBMX M 3a CBakvM pegocrnef ce KoHcTpyuwe BDD u mspadyHa 6poj 4BOpoBa.
JegHocTaBHUM ynopehuBarwem yodasa ce HajMawu BDD v nemy ogrosapajyh pegocnen npoMeHbUBmx.

Bbubnnoteka ce cactoju U3 ABa gena:
1) MNpBu geo koHcTpynwe BDD 3a 3agaTy UCTUHWUTOCHY Tabeny u ypehiewe NpoMeHbUBMX (HE HY>KHO
NPUPOAHO).

2) Opyru geo koHcTpymwe BDD 3a 3agaTy MCTUHUTOCHY Tabeny u moryha ypefera NpoMeHIsueumx, a
MOTOM ce n3padyHaBa konunko BDD vma YBOpOBa y CBakoM pefocriesly NPOMEHIBUBMX, U KOMUKO UMa
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BDD ca nctum 6pojem yBopoBa y moryhum ypeherwnma NpoMeHIbUBUX.

MpBu aeo: KoHcTpykumja BDD 3a 3agaTy MICTUHUTOCHY Tabeny 1 ypefjerse NpoMeHIbLUBUX

Motnuc dyHkuwje: for_variable_order(truth_table, var_order)

Osge je truth_table nctmHutocHa tabena 3a Kojy ce nogpasymMeBa NpupodaH pegocnen NpoMeHIbuBmx, a
uenobpojHn HWM3 var_order nNpeAcTaBiba XerbeHo ypeherwe HeHux npomeHrbuBmx. OBa dyHKUWja
nepmMyTyje UCTUHUTOCHY Tabeny truth_table Tako ga oHa ogroBapa 3agatom ypehewy NpOMeEHIbLUBMX
(Buoetn ogerbak 4.3).

3a nepMmyTOBaHy UCTUHUTOCHY Tabeny ce no3ueBa dyHKuMja 3a KOHCTPyKUMjy BDD (BugeTtun ogerbak 6.2.1),
a 3atum ce BDD wncnucyje nosvsom dyHkuuje prettyPrintBDDwithSons() (Bugetv ogersak 6.1.3).

Mpumep 37. Heka je gata nctnHutocHa tabena bynose gyHkumje 1110001011011100, 1 Heka je 3agaT
penocnen MPOMEHSbUBUX (X3 X1, Xy, X, ) WHOEKCMMA NPOMeHrbuBux Yy ypehewy [3,1,2,4]. Kopaum 3a
n3BpLlaBake oBe BUONMOTEKE CY:
1. YHETU NCTUHUTOCHY Tabeny y doopmn BMHapHE HUCKE U MHAEKCE MPOMEHIBUBMX Y XKEIBEHOM
pepocrieny y obnuvky HM3a, kao aprymeHTe dyHkumje for_variable_order y geny [Tecmupamse],
nvHuja 169:
permuted_function = for_variable_order('1110001011011100', [3, 1, 2, 4])
2. MNokpeHyTn BUbnunoTeky variables_order.py.
PesynTtyjyhu BDD ca 3agatum ypeherwem NpoMeHIbuBmx je aat y dopmm (87):

Permutacija istinitosne tabele Bulove funkcije za zadati redosled
promenljivih: 1100111110100100

Broj cvorova u BDD za zadat redosled promenljivih: 9
120

11 (4, 5)

[12] ]

141 (6, 2) 151 (7, 8)
L1310

161(2, 3) 181(9, 3)
[14l]:

[71(2, 3) 191 (3, 2)
[IS1]:

2] 31

Opyru peo: MNpeTtpara npocTopa peaocrnena NpoMeHbUBUX

[eo 3a npetpary npocTtopa pegocnena NpoMeHIbUBUX caapXu ase yHKuuje:
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1) dyHKUMja 3a Kpeunpare CBUX ypeherna NpoMeHIbmBux, all_variable_order
2) cbyHKLMja 3a M3padvyHaBare Opoja uBopoBa BDD 3a cBaku pegocrieq NpOMeEHIbUBUX,
BDDsWithNumberofNodes

OBe aBe dyHKuMje cy objallbeHe y HacTaBKy.

1) Notnuc dpyHkumje: all_variable_order(truth_table)

OBa dyHKLMja Kpeupa cBe nepmyTauuje ypefherwa NpOMEHIBMBIX, U 3a CBaKO ypefere NpOMEHIbUBKX:

- no3uBa yHKumjy for_variable_order n3 ose 6GubnmoTteke koja Kpenpa nepmMmyToBaHy NCTUHUTOCHY
Tabeny npema 3agatom ypehehy NpOMEHIbUBKX;

- no3uBa yHKUMjy 3a KOHCTpyucawe BDD (Bnaetn ogerak 6.2.1) 3a nepMyToBaHy UCTUHUTOCHY Tabeny
ns 1)

- nspadyHasa 6poj ysoposa y BDD nog 2).

2) Notnuc dpyHkumje: BDDsWithNumberofNodes(permutation_nodes_num)

OBa dyHKuMja n3padvyHaBa 6poj BDD ca jegHakmm 6pojeM 4YBopoBa y NpocTopy ypehewa NpoMeHIbUBKX.

Opyrum pednma, dyHKUMja n3padyHaBa KONMUKO MMa nemyTauuvja NPOMEHIbMBUX Koje reHepuwy BDD ca

nctTum Gpojem YBOpOERa.

HakoH npeTpare npocTopa ypehewa nNpoMEHIbMBUX, pe3ynTar ce wucnucyje nomohy dyHKuuje
printPermutationsAndNodes, y hopmu:

permuted_truth_table | permuted_variables | BDD_nodes_num (101)
Mpumep 38. Heka je pata wuctuHmutocHa Tabena w3 npumepa 40, 1110001011011100. Kopaum 3a
n3BpLlaBake oBe BUONMoOTEKE CY:

1. N36pucatu # ncnpeq oba TpocTpyka HaBoAHMKA Y NpBOM Aeny [ Tecmuparse] (Bugetn
ynyTcTBo y 6.1.1)

2. YHeTU NctmHuTocHy Tabeny y dopmy BuHapHe HUCKE U MHAEKCE MPOMEHIBUBMX Y XKEIbEHOM
pemocneny y obnvky Hu3a, kao aprymeHTte pyHkumje all_variable_order y geny [Tecmuparse],
nuHuja 198:

permutation_nodes_num = all_variable_order('1110001011011100")

3. MNMokpeHyTn BUbnunoTeky variables_order.py.

PesynTtat nssplasara oBe 6ubnmoteke AaT je y HacTaBky.

Permutovana istinitosna Permutacija redosleda Velicina BDD
tabela promenljivih
1111010110011000 (3, 2, 4, 1] 9
1110110100101100 (2, 1, 3, 4] 11
1011100011001110 (1, 4, 3, 2] 10
1101110110100100 (3, 4, 2, 1] 8
1011110010001110 (4, 1, 3, 2] 10
1110011011010100 (4, 2, 3, 1] 11
1100101011110100 (1, 3, 2, 4] 9
1110101101001010 (2, 1, 4, 3] 10
1110011010110010 (4, 2, 1, 3] 11

~
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1010110011110010 (1, 3, 4, 2] 8
1011101111000010 (3, 4, 1, 2] 8
1111001110011000 (3, 2, 1, 4] 10
1101101011010100 (4, 3, 2, 1] 9
1111100101011000 (2, 3, 4, 1] 9
1101101010001110 (4, 1, 2, 3] 10
1110110101100100 (2, 4, 3, 1] 11
1111100100111000 (2, 3, 1, 4] 10
1110010010111010 (1, 2, 4, 3] 10
1101100010101110 (1, 4, 2, 3] 10
1011110010110010 (4, 3, 1, 2] 9
1110001011011100 (1, 2, 3, 4] 11
1110101101100010 (2, 4, 1, 3] 11
1010111111000010 (3, 1, 4, 2] 8
1100111110100100 (3, 1, 2, 4] 9

HopaTHo, npeacrasrea ce 6poj BDD ca jegHakMm ©pojeM 4BOpoBa y OOMUKY peyHMKa 4Yuju je cBaku
eneMeHT NpeacTaBribeH y opMu:

BDD_nodes_num : BDD_num (102)
Pesyntat dyHkumje 2) je:

{8: 4, 9: 6, 10: 8, 11: 6}

WTO ce Tymadu Ha cnegehu HadmH: noctoju ykynHo 4 BDD ca 8 4ysoposa, 6 ca 9 uBopoBa, 8 ca 10
yBopoBa u 6 ca 11 uBoposa.

Cnwuka 19 unyctpyje pacnogeny 6poja ysopoBa n 6poja BDD u3 npumepa 38 (ypaheHo y anaty MS
Excel).

Bpoj BDD

—

S B, N W > U1 OO N O O

7 8 9 10 11 12

Cnuka 19: Pacnogena 6poja usopoBa u 6poja BDD n3 npumepa 38
AKO ce y3me KOMMNIMKOBaHWja UCTUHUTOCHA Tabena ca 6 NPOMEHIbUBMX,
1110001011011100101111001001011110111001100111110010010111001101, (103)
Taja je pesynTat yHkuuje 2) jeaHak
Velicina BDD B(f): Broj BDD sa brojem cvorova B(f)

{23: 12, 24: 48, 25: 84, 26: 282, 27: 54, 28: 114, 29: 126}
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YoyaBa ce ga MuHMManaH 6poj uBopoBa y BDD umsHocu 23, n ga oBaj 6poj uBopoBa mma 12 BDD
(ogHoCHO 12 pasnuuntux ypehera NpoMeHrbUBMX) og ykynHo 720 BDD. [pyrum pevmMma, nocTtoju BuLle
pegocrnena NpPoOMEHIbLUBUX Koje goBode A0 MuHuManHor BDD. MakcumanHy BenuuuHy og 29 4sopoBa
uma 126 pasnumuutnx BDD. Odpyrum peumma, noctoju 126 ypeherwa nNpomMeHsbMBUX Koje AOBoAe A0
Hajseher 6poja ysoposa y BDD.

Cnuka 20 nnyctpyje pacnogeny 6poja usopoBa un 6poja BDD uctuHutocHe taberne (103).

Bpoj BDD

250 Iﬂ\
200 // \\

1:2 _— N

23 24 25 26 27 28 29

Cnuka 20: Pacnogena 6poja yBopoBa 1 6poja BDD nctuHutocHe tabene (103)

Cnuka 20 npuka3syje ga Hajsehn 6poj BDD (4ak 282) umajy 26 4BopoBa, LUTO je Ha cpeavHn uHTepeana
MUHMMarnHe 1 MakcumarHe BenuyinHe BDD (TadHuje, (29+23)/2 = 26).

Cnwka 21 npuka3syje pacnogeny 6poja usopoBa v 6poja BDD 3a gBe crnyyajHO reHepucaHe NCTUHUTOCHE
Tabene, 3a pegoMn =7 un = 8:

11100100110000001101100011101101000010001001100110000101111011100111100011101111
100010110100001111000001101110000101110011000111

n

01000110100001010110000001111011101110010011011001011010011101111100011000001100
01000110111110111100001011110000101111001001101100111000001101011100011001100011
01010111100111101101101001010010010100110010101100010010110110100000110000100011
0011110100001010

(104)
3an=7: 3an=8:
Velicina BDD B(f): Broj BDD sa brojem cvorova Velicina BDD B(f): Broj BDD sa brojem cvorova
B(f) B(f)
{41: 156, 42: 540, 43: 702, 44: 936, 45: 1698, {69: 240, 71: 480, 72: 2928, 73: 4440, 74: 6216,
46: 864, 47: 144} 75: 8976, 76: 9408, 77: 5880, 78: 1512, 79: 240}
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1800

1600

1400

1200

1000

Bpoj BDD Bpoj BDD

A 9200 —
7'\ /N

7\ 2R

/ \
/ \ 6200
/ \ 5200 // \\

— A\ Z \

- \ . \

z N\ / \

L 2 » 1200

41 42 43 44 45 46 47 69 71 72 73 74 75 76 77 78 79

Cnuka 21: Pacnogena 6poja uBopoBa u 6poja BDD 3an =7 un = 8.

3a nctuHuTtocHe Tabene us (104) Baxu pa:

3an = 7, MuHumanHu 6poj ysoposa y BDD usHocu 41, n noctoju ykynHo 156 BDD Te BenuumHe.
MakcumanHu 6poj 4YBopoBa je 47, koju uma ykynHo 144 pasnuumta BDD. Hajsuwe BDD (4ak
1698) umajy 45 usoposa (~(47 + 41)/2 = 44).
3an = 8, MuHMManHu 6poj Ysoposa y BDD n3Hocu 69, n noctoju ykynHo 240 BDD Te BenuuumHe.
MakcumanHmn 6poj 4ysopoBa je 79, koju uma ykynHo 240 pasnuynta BDD. Hajsuwe BDD (4ak
9408) umajy 76 usopoBa (~(69 + 79)/2 = 74).
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7. 3aKrby4ak

BDD npencTtaBrba npeu n30op Kao CTpyKTypa nofdaTtaka 3a npefcraBrbamwe U obpagy bynosux dyHkuuja.

lMpukasaHa cy gBa nocTynka 3a KOHCTpykuunjy BDD Bynoee ¢yHKUMje Ha OCHOBY H-€HE WUCTUHUTOCHE
Tabene, Kao M anropMTMu 3a pellaBare HekMx npobnema y Be3n ca bynosum dyHkunjama Kaga ce 3Ha
tbmxoB BDD. KopucHocT BDD 3a peluaBare HEKMX KOHKPETHMUX NpobrieMa unycTtpoBaHa je Ha npobnemy
ogpehuBawa 6Opoja He3aBUCHUX CKyMmoBa LMKIyca O n YBOpOBa. ANropuTMKU Cy peanu3oBaHW Ha
nporpamckoM jesuky Python.

MpumeHrbuBocT BDD Ha aHanu3y bynosux dpyHkumja Hajsule 3asucu og BennyuHe BDD. Y Besu ca Tum,
npukasaHe cy Heke damunuje bynosux dyHkumja ca jegHocTaBHum BDD, cneunjanHO cuMMETpUYHe
bynoee dyHkumnje. C gpyre cTpaHe, UcnocTtaeBiba ce fa nocroje gpamunuvje bynoeux cyHkuMja Koje 3a
npou3BoSbaH pegocref NpoMeHsbuBMX MMajy BDD 4uvja BenumuMHa pacTte eKkcroHeHuumjanHo ca 6pojem
NPOMEHIBbMBKX. Y BE3UN Ca OBMM NpobremMom, peanM3oBaHo je NpoHanaxewe rpybomM cunom ontumasnHor
pegocrneaa npomMeHrbmnBmx bynoee dyHkumnje, ogHOCHO pegocnena 3a koje ce gobuja Hajmansun BDD.

Jako uHTepecaHTHa Tema 3a eBEHTyanHW HacTaBak paga Yy oBOj obnactu csakako 6u morno ga 6yge
npoHanaxere 3agoBorbaBajyher pegocrnena NpOMEHbUBUX NMPUMEHOM HEKE Of, XeYPUCTUYKMX TEXHWMKa.
Mopepn Tora, nocToju HM3 Npobnema koju ce mory pewwmnTtn nomohy BDD, kao wto cy npobnem ocam gama,
WweTHwa BuTE30BAa [9, CTp. 27] v Apyrw.
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