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YBoa

MacTep pag je noceeheH MoAynapHOj apUTMETULN U HEHO] NMPUMEHWN Yy KpunTtorpadpujm
(Hayum Koja ce 6aBM meToaMMa o4yBakba TajHOCTM MHbOPMaLMja ) U Y BU3Ya/THOj YMETHOCTH.

[lTa je To MOynapHa apuTMeTHKa?

MoynapHa apuTMETHKA MPEJICTaBJba APUTMETHYKHA CHCTEM KOJ Kora ce OpojeBu Bpahajy y
KPYT, HAKOH IITO JOCTUTHY ofpeheHy BpeJHOCT — MOIYN0. MoaynapHy apuTMETHKY je YBEO
Kapn ®pugpux Taycy cBom gemy Disquisitiones Arithmeticae (Apummemuura
UCMpaMcuearsa).

Onmireno3Hara npuMeHa MojiyJlapHe apUTMETHKE je y 24-4aCOBHOM Mepewy BpeMEHa: JaH
Tpaje oa monohu no cineaeche monohu, u monesbeH je Ha 24 uaca, ox 0 mo 23. Ako je y
oapehernom Tpenytky 19:00 wacoBa (cemam yBeue), ocaMm caTH KacHH]e BpeMe HE H3HOCU
27:00 (xao kon yobOuuajeHor cabupama: 19 + 8 = 27), Beh je tama 03:00 (HapeaHor naHa).
HUcro, ako je y oapehenom tpenytky noane (12:00), u ox Tor TpeHyTKa je npoTekao 21 yac,
cat he mokasuBaru 09:00 HapegHor naHa, a He 33:00 (kao kox yoOuvajeHor cabupama). Kako
4acoBM MOHOBO nouumy o7 00 HakoH mTo mpoly 24 carta, oBae ce paaud O apUTMETHUIN
o MOy 1y 24 — OpojeBH MMOHOBO MMOYWELY OJ1 HYJIE HAKOH IITO IOCTUTHY 24.

MopaynapHa apuTMETHKa C€ MaTeMaTHYKH MOXKe TocMaTpaTH YBohemeM penaiyje
KOHTPYEHIIM]€ Ha CKYITy IIeJTuX OpojeBa.
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1.1.

1. le;bUBOCT LeJUX OpojeBa

OcHOBHe 0COOMHE

HMepunnumja 1.1. Heka cy a u b nenu O6pojeBru. AKO TOCTOjH 11€0 OpOj m TakaB Ja je
b=m-a, Taga kaxxemo 1a je a aeJauTesb Opoja b u nma je b cagpskaman Opoja a. To
3ammcyjemMo oBako a|b.
Ha mpumep: 39, 5|30, 4/0 .

Axo je alb, ounrneano je u al(-b), (-a)|b, (-a)|(-b). 3aTo ce, mpu mpoydaBamy
JIeJbUBOCTH, Hajuerrhe orpaHM4aBaMo Ha HEHEraTUBHE Lieje OpojeBe.

Hedpunuumja 1.2. bpoj a HazuBamo nmpaBu AejuTeb 01 b, ako je ajb u a#b.
VY cnenehoj TeopeMu naTe Cy HEKe OJ1 HAJBAKHUJUX OCOOMHA peralje 1eJbHBOCTH.

Teopema 1.1. Heka cy a, b, ¢ mpou3BoJpbHI HEHETAaTUBHM 1IeNIA OpojeBH. Tama Baxu:
a) ako je a#0 Taga Baxu cienaehe: ala , aj0 u 1]a;
0) axo je a|b u b|c, Tana je alc ;
B) ako je ajb u b#0, Taraje 0 <a<b;
r) axko je a|b u alc, Taza je, 3a MPOMU3BOJBHE 1ieje Opojese X U Y, a|(b-X+C-Y) ;
1) axko je a|b u bla, Taga je a=b ;
1) axo je a|b u c#0, Tana je ac|bc ;
e) axko je ac|bc u ¢#0, Tana je ajb .

Hoxka3: a) Cnenu u3 cneaehux u3pasa a=a-1, 0=0-a u a=1-a u nedpunummjel.1. .

0) Ako je alb u b|c, Taga mocroje 1enu OpojeBM M U N TakBH Aa j¢ b=m-a u c=n-b.
Tana je, c=n-m-a, a kako je mn 110 O6poj, cieau aa je alc.

B) Ako je a|b, Taza mMocTOju HEHeraTUBaH Ieo Opoj m TakaB 1a je b=m-a. Kako je
b>0, Tana cy 1 a ¥ m mo3uTuBHU OpojeBH, Tj. 1| <au 1 <m. 13 yera cienu aa je
b=am>a1=a>0.

r) Ako je alb u a|c, Tama mocToje e 6pojeBM m M n TakBU Ja je b=mr-a u c=n-a.
Hakie, bx+c'y= max + n-a'y = a(mx + n'y) . Kako je m'x + n'y mieo 6poj, To je
al(b-x+c-y).

n) I[IpernocraBumo aa je alb u bla. Axo je b=0, tana je u a=0. Axo je b>0 Tana u3 0)
ciienu a=b.

) Ako je alb, Tama mocToju HeHeraTUBaH 1eo Opoj m TakaB na je b=mra. Ako gaty
JjeIHauYMHYy IIOMHOXKHUMO ca ¢, c#0 nobujamo b-c=m-(a-c) Tj. ac|bc.

e) Axo je ac|bc, Taga mocToju HEHEraTUBaH 11eo Opoj m TakaB Aa je b-c=m-(a-c).
AKO J1aTy jeTHauMHY IOJEIMMO ca ¢, ¢Z0 mobujamo b=mra 1j. alb. g

Iocaenuua 1.1. a) Ako cy a, b, ¢ Ipon3BO/LHU HEHETAaTUBHU LI€JH OpOjeBH TaKBU
na je alb u ajc u neN\{0}, Tana je a|(b+c), a|(b-c), alb-c u ajb".

0) Axo cy y jemHakoctTd a; +a, + -+ a, =b; +b, + -+ by cBU cabupuu
U3Yy3€B jeTHOT JIeJbUBH ca C, Ta/la je U Taj jelaH JeJbUB ca C.

VY teopuju OpojeBa BaKHY yJIOTY MMa cieneha TeopeMa jeIMHCTBEHOCTH O JEJbehY
ca OCTaTKOM.



1.2.

Teopema 1.2. (Anropuram aesbuBocTH) Heka cy a u b HeHeraruBHu neiu 6pojeBu
u b#0 . Taga cy jeqHO3HaA4HO O/peheHN HEHETaTHBHHM IeNI OPOjeBH ( U I, TAKBU JIa
jea=bgtr,0 <r<b.

Hoxka3: 3ancra, Takas jeJlaH HAYWH TIPEJICTaBbamka Opoja a 100mja ce ako y3MeMo Ja
je bq Hajeehm cagpxunan Opoja b koju HUje Behu ox a.

[IpermocTaBuMO J1a IOCTOjH O je[laH HAYHMH 3a TPEACTaBIbambe Opoja a.

a=bg;tr; ,0<r,<b.

Tana je 0 =b(q-0;) + r—r, , oxgakiue cieau gaje bj(r—r; ).

Kako je |r—r,| <b, cemu na je r —r,=0, 1j r = r,. Kaxo je b#0, cnenm na je q=q:. gy

bpoj q Ha3uBa ce KOJMYHHUK, a OpPOj I OCTATAK TIPHU JeJhEHY a ca b.
AJropuTaM JieJbemha ce KOpUCTH y Kiacudukaiuju opojeBa. Ha mpumep 3a b=2, ako
je r=1 (a=2q+1) Taga kaxxemo J1a je a HemapaH 0poj, a ako je r =0 (a=2q), Tana je a
napas 6poj. CiinuHa knacudukaimja ce ycrnocrtansba 3a b=3.4,..

[To3utuBan meo 6poj p Behu ox 1 je mpocT ako Cy My jeIMHU TIO3UTHUBHHU JCIUTEIbH
OopojeBu 1 u p. 3a mo3uTuBaH 1eo0 Opoj Behu ox 1 Koju HUjE TIPOCT, KaxKeMO Ja je
cjioxkeH. CBaku CJIOXKeH Opoj n, UMa JIeNUTeIhe pa3nuaute o 1 u N,

HajBehu 3ajennnukm aejanian

JMepunuumja 1.3. Heka cy a u b Heneratusuu nenu OpojeBU TakBH Ja je Oap jeaan
Behu ox 0. 3a 6poj kK KakeMo Ja je 3ajeIHUUYKH JenuTesh OpojeBa a U b, ako je kla u

Kib.

Hepununuja 1.4. Hajsehn mo3utuBaH 11eo Opoj KOjU je OEIHTEh M OJ a U 01 b,
Ha3uBa ce HajBehu 3ajeqHuMuYku geauTesb OpojeBa a W b. O3HauaBamo ra ca

H3/1(a,b).
Ha mpumep: H3/1(4,16)=4, H3/1(0,5)=5, H3/1(30,50)=10, H3/1(8,15)=1.

Jla 6ucmo nokazanu na je d=H3/l(a,b), Tpeba nokazaru tayHocT cineaehux TBphema:
1) dlau db
2) Ako k|a u k|b, Tana je k|d.

Teopema 1.3. Hajsehu 3ajeqnuuku nenurtess ABa 1iena 6poja, o4 Kojux je 0ap jemaH
paznuuut ox 0, je jeAMHCTBEH.

JNoxka3: Axo je d=H3](a,b) u d’=H3/I(a,b), Tana je d|d’ u d’|d, ako npumeHHMO
Teopemy 1.1. 1) cneam na je d=d’ . gy

Teopema 1.4. Heka cy a u b HeHeraTuBHM 1ienu OpojeBH, NpU uyemy je Oap jenaH
pasnmuuut ox Hyiae. Tana je H3/I(a,b) jennak HajMameM 1eiaoM Opojy KOju ce MOXkKe
M3pa3uTH Kao JuHeapHa ¢pyHkuuja ox a u b, 1j. H3/I(a,b) je HajMamu MO3UTHBAH 11€0
Opoj KOjH ce MOXe HaIMcaTu y oOJIMKY ax+by, r7ie cy X U 'y 11esi OpojeBH.



Joxa3: Heka je S ckym CBUX MO3UTHBHUX LIEIHUX OpojeBa o0nuka ax+by , rae cy X u'y
uenu OpojeBu. S je Hempasas, jep caapxku 6poj a> + b?. 3aro y S mocroju HajMamu
enemenT d=ax;+by; .
Axo je a=0 unu b=0, TBphee Baxu.
[IpermocraBumo na je a#0 u b#0, 1 HeKa Cy q U r 11eTTu OPOjeBH, TAKBH J1a j&
a=qd+r ,0<r<d
Tana je
r=a-qd = a-q(axythy1) = a(1-q-x1) + b(-q-y1) .
Jakie, r je nuHeapHa ¢pyHkuuja ox a u b. Melyrum, r uuje y ckyny S, jep je 0 <r <d
, a d je Hajmamu Opoj y S. 3aro je r=0 u a=qd, Tj. d|a.
Ha victu HaumH nokasyje ce aa je d|b
IIpernocraBumo 1a je u d’ 3ajenuuuku aenutesb ox a u b. Tama je d’|(axit+by;) mo
teopemu 1.1. 1), 1j. d’|d. IIpema Tome d=H3/I(a,b). g

Ouurneano je H3/(a,a)= H3/1(0,a) = a, 3a a>0. 3a pasauuTe NO3UTUBHE OpOjeBe a U
b, anropuram 3a oapehuBame BHUXOBOT HajBeher 3ajeIHUYKOT JeUTesha 3aCHUBA CE
Ha aJrOpUTMY JeJbewa. To je mo3Hatu EykJmnIoB ajropuram Koju ce cacToju y
cienehem.

Hexka cy a u b mo3utuBHu nenu OpojeBu, a>b.Tama mpema anroputMy aesbemba,
jenHo3HadHo cy oapehenu opojeBu qiu i, 1<1<k+1, TakBu na je

a=qib+r , 0<n<b;

b=0z2ritr2, 0<ra<r;

2= Ok Mkt + Ie 0<ne<rgr;

M1= Qr+1 Nk 0 (rk+1:0) .

Huz 11, 12,13, ..., I'e1, 'k j€ omamajyhu HU3 MpUPOJHUX OpojeBa MamKX 01 b , ITO

3HaYM J]a ce TOPe OMMCAHM MIOCTYIIaK MOpa 3aBPIIMTH TTOCIIe KOHAYHOT Opoja Kopaka.

Teopema 1.5. H3/I(a,b) = r« , rae je rg mociueamu MO3UTHBAH OCTaTak JA00MjeH
npuMeHoM EykimioBor airoputMa Ha nmpupojiHe opojeBe aub,a>b.

Joxka3: Jlokaxumo na Baxe cieneha nsa TBphema:
1) Nda m I‘klb
2) axo je dla u d|b, Tama je d| rx.

W3 EyxmunoBor anroputma ao0ujamo na je r|fk.1 . Ha ocHOBY Tora u mocientse
jeIHAKOCTH, 3aK/bydyjeMo 1a je ry|lfk2 . Hacraspajyhu Taj moctymak nobuja ce aa je
Mrk-3 , Mk|lk-a, ... , Tk[b , @ oHmA U3 pBe jeaHakocTH ciieau ja je rya . Jakie ycios 1) je
3a7I0BOJbEH.

Heka je d mpupoman 6poj takaB na je dla u db . Taza u3 mpBe jeqHaKOCTH
EykmunoBor anroputma nobujamo na je dlri, u3 npyre aa je djrz, ... , ¥ KOHA4HO U3
npetnocneamne aa je d| rq. Tume je mokaszano ma Baxu 2). Jlakie, re= H3/(a,b) . m

Ipumep 1.1. ITo EynunoBom anroputmy oapeautn H3J((2541,588) .

2541 = 4.588 + 189
588 =3-189 + 21
189 = 219
Haxne, H3J1(2541,588)=21.¢



[IpeTxoaHM MOCTYMAaK MOXEMO MU3BECTH U KoprcTehn MaTpuiie. YOUnMo MaTpHIly
[a 1 0]
b
rje cy a u b 6pojeBu unju Hajpehun SaJeI[HI/I‘{KI/I nenuan Tpaxumo. OBy MaTpHILy
MOkeMo TpaHchopmucatu kopucrehu cienehe onepanuje:
1. MHOXEHE BpCTE LIEIUM OpOjeM U JI0JIaBabe JPYroj BPCTH;

2. MHOX€me BpcTe ca -1;
3. 3aMeHa MecTa BpcTama.

Ha taj HauMH moyia3Hy MaTpUIly MOKEMO CBECTH Ha OOJINK
d X y]

rae je d = H3/I(a,b), tienm 6pojeBu X u Y ¢y TakBu aa ax+by = d, mox vam X’,y’€ Z
HUCY OUTHH.
Ha mpumep, Heka cy a = 2541 u b = 588. Tana je

[2541 1 0]~[189 1 —4] [189

—-26 113 21 -3
588 0 1 588 0 ] [

-3 13] [21 -3

omakie Buaumo na je H3/1(2541,588) =21 u 21 = (-3):2541 + 13 -588.

Hedpununmja 1.5. Heka cy aj, ay, ... , a, HEHETaTUBHHU 11eJU OpOjeBH, MpU Yemy je Oap
jenan pazmmuut ox 0. Hajpehm moswtmBaH 1meo Opoj d, koju je OenuTesh CBHX THX
OpojeBa ce Ha3uBa Hajsehm 3ajemHMukM aenuTesb 3a OpojeBe ai, az, ... , ap , U
obenexaamo ra ca d= H3/I(ay, ay, ... , ap).

Ha mpumep H3/1(21, 12, 30) = 3.

Jla 6ucmo nokaszanu ga je d =H3/(ay, a, ... , an) AOBOJBHO j€ Ja JOKaKEMO:
1) djaizai=1,2,...,n
2) akojerlasai=1,2,...,n, Taza je r|d.
Teopema 1.6. Axo cy aj, ay, ... , 3, TO3UTUBHM IIeJIM OpOjeBH, n > 3, Taja je

H3/(ai1, ay, ..., an) = H3A(H3/(ay, az, ... , an-1), an) -

Hoxa3: Heka je d =H3/l(a1, ay, ... , an ) u d’= H3JA(H3/(a1, az, ... , an1), an) . Kako je
dlai , 3a i=1,2, ..., n, nobujamo na je d| H3/(a1, az, ... , an1) u dja, . dakie, d|d’ .
Cmununo, u3 d’| H3(ay, ay, ... , an.1) u d’|ay cnequ d’|ai , 32 1=1,2, ..., n, ma go6ujamo aa
je d’|d. IIpema Tome, o Teopemu 1.1. n) cnequd=d’ . g

Ha ocHoBy Teopeme 1.6. 3akibydyjeMo ja ce BHILECTpPYKOM IpuMeHoM EykimnoBor
aJITOpUTMa MOXe JOOUTH HajBehu 3ajeJHUUKH eNUTesb BUIIE LENUX OpojeBa.

Jepununmja 1.6. Llene OpojeBe a u b, o1 kojux je 6ap jenaH pasIM4yUT OJ HYIE,
Ha3uBaMo y3ajamHo npoctuM ako je H3/1 (a,b)=1.

Ha npumep 6pojesu 11 u 13, 14 u 25, ... cy y3ajaMHO IIPOCTH.

Hepunnumja 1.7. Heka cy aj, ap, ... , ap 1enu OpojeBu, mpu deMy je Oap jenaH
pasnuuut ox Hyne. Axo je H3/(ai, aj)=1, 3a 1<1<j<n, Taga cy 6pojeBu ay, ay, ... , an

6
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o napoBuma y3zajamao npoctu. Axo je H3/l(as, az, ... , an)=1 taga cy 6pojeBu ay, ay,
... » @n y32jaMHO NPOCTH.

Ipumep 1.2. BpojeBu 6, 10 u 15 cy y3ajaMHO TpoCTH, a HUCY 1O MAPOBUMA y3ajaMHO
npoctu. bpojesu 18, 25, 77 cy 1o mapoBuma y3ajaMHO TPOCTH. O

HMepunnumja 1.8. Hajmamu no3utuBad Opoj m KOjU je 3ajeTHUYKHU caapkaial OpojeBa a
u b Ha3MBa cc HajMambW 3ajeHHYKH caJaprKajal OpojeBa a u b U obenexaBamo ra ca
H3C(a,b) .

Jacuo je ma je H3C(a,b)= H3C(-a,b)= H3C(a,-b)= H3C(-a,-b) .
[Tpenmznauje , m= H3C(a,b) ako Baxwu:

1) ajm u bjm

2) ako je ajk u blk, Tama je mlk

CnuuHo Kao 3a HajBehu 3ajeIHUYKH JeluTesb Je(UHUILIE Ce HajMamkU 3ajelHUYKU
caapykanar opojesa ai, ay, ... , ap y o3Hamm H3C(a, ay, ... , a,) Kao HajMarmbu TO3UTUBAH
0poj Koju je caap:kaiall CBakor oj OpojeBa ai, az, ... , an.

1.3. OcHoBHaA TeopeMa apUTMeETHKE

VY oBoMm neny nokazaheMo Ja ce CBakH 11€0 Op0j MOXKE MPEICTABUTH Y OOIHKY
MPOM3BOJIa TPOCTUX (haKTOpa | J1a je TAaKBO MPEJACTABbAE JEIUHCTBEHO JI0 HA MTOPEIaK
(hakTtopa.

Teopema 1.7. Axo je n 11eo 6poj Behu 01 jexaH, OHIA je N MPOU3BOJI MPOCTHX (hakTopa.

Joka3: Ako je n mpocT Opoj TBphEeHme OUUTIICTHO BaXKH.

[IpernocraBuMo 51a TBpherme BaXKU 3a CBaKU CIOXKEHU OpOj MamH O N. AKO je N CIOKEH
Opoj Tama moctoju 1eo 6poj d TakaB aa je 1<d<n m djn. O3HaYMMO ca M HajMamH TaKaB
6poj. Bpoj m He Moske OUTH CIIOKEH jep OM y TOM Cllydajy ImocTojao 1eo 0poj K takas ga
je 1<k<m wu Kk|m, mto mnoBmauu ga je Kk|n. To je mehyTum y KOHTpaguKIMju ca
MIPETIIOCTAaBKOM JIa jeé m HajMamHu 11e0 Opoj Behu o1 jenaH koju je aenuress o n. Jlake,
m je mpocT Opoj. Obenexumo ra ca p;. Cneau na je n=pi-n; , rae je 1< n; < n. Ilo
MHJYKIIA]CKO] MPETIOCTABIM OpOj Ny C€ MOKE MPEACTABUTH Y OOIUKY POCTUX (akTopa,
npema TOMe, OHJIa MOKE U N . gy

I'pynumyhu jennake mpocrte gaktope Opoja n, 3akJbydyjeMo Ja ce cBaku 1eo 0poj Behu
0]l jeJlaH MO>Ke IIPEACTAaBUTH Y OOJIUKY

k
n=] o (1)
i=1

rae je pi< P2<...<px mo0;>0,3a =12, ... , k.

Hedpunnumja 1.9. IlpeacraBpame Opoja n y obnuky (1) Ha3uBaMO KAHOHCKH OOJIHK
Opoja n.



Teopema 1.8. (OcHoBHa Teopema anaredpe) Ceaku 1ieo Opoj Behm on jeman uma
JEIMHCTBEH KAHOHCKH OOJIUK.

Jloka3: KaHoHCkO mpencTaBibambe MOCTOjU Ha OCHOBY Teopeme 1.7. Ilpeocraje na
JOKXEMO /12 je TO MPEICTaBIbabe jeIUHCTBEHO.

[IpermocTaBuMO 12 MOCTOjU MO3UTHBAH CJIOXKEH Opoj Behn of jeiaH Koju ce MOXKe Ha
7IBa pa3IMYMTa HAYMHA TPEACTABUTH y KAaHOHCKOM oOnmKy. Heka je n HajMamu TakaB
Opoj ca mpencTaBbambUMa

N=piP2 ... px=0192 ... dm-

He nocroju mpoct 6poj p kKoju ce mojaBibyje y 00e KaHOHCKE pernpe3eHramnuje opoja n,

jep Ou y ToM ciaydajy u 6poj n' = S , KOJU je MamH O] N, M0 JBE Pa3JINUYUTE KAHOHCKE

penpe3eHTanyje, Mo je y KOHTPAAUKIUU ca IPETIIOCTaBKOM 0 MUHUMAJIHOCTH Opoja n.
Mo3keMo J1a IpeTnocTaBuMO Aa je p1< P2< ... < Pk, 1< 2= ... < Qm.

3a npocte (akTope p1 U (1 BaXKH p17£(J1 , Ma MoxkeMo y3etu p1< (1. Heka je N=piQ2 ... qm -

Kaxo je p1|N u pi|n, cieam na je p1|(n-N) , rae je n-N=(01-pydz ... qm > 1 . Crent na ce

6poj n-N Moxke HanMcatu y 00JuKy

n-N= pits ... tn,
rae cy timpoctu 6pojeBu 3a i=1,2, ... ,h . Ca apyre ctpane, ako je qi1-P1>1, oHma ce qi- p1
MOXKE€ HAIMCATH Kao MPOU3BOJ MPOCTHX (aKkTopa, HAa MpUMEp (i - P1= lil2 ... Is , mMa

no0ujamMo, Ha IPYTH HAYWH, Y OOIMKY MPOU3BO/Ia MPOCTUX (aKTopa:
N-N=rir2 ... 1502 . Qm.

OBa mocnenma dakropuzamnuja He caapku npocT (akrop pi. 3HAMO na je pi#di , 3a
i=1,2,..., m; ca gpyre cTpaHe Pi# fj3a j=1,2,..., s, jep p1 HUje AenuTess of qi- P1 . Haxie ,
O0poj n-N mma aBe paznuuute (paxTopusalje, jep camo jemHa oJ HBHX CaIp)KH MPOCT
¢daktop p1. To Baxku u y ciydajy kana je qi - Pp1=1 . Mehyrum, 1 < n-N < n mro je y
KOHTPAJUKIIMJA Ca TMPETIOCTAaBKOM O MHHHMAJIHOCTHA Opoja n Ja HE MOCTOju 11e0 Opoj
Behu 071 jenan, Koju ce MOKe IIPEACTABUTH HA IBA HAYMHA Y KAHOHCKOM OOJIMKY. gy

Teopema 1.9. Heka cy OpojeBHM m ¥ n JaTH y KAHOHCKOM OOJIMKY

k k
i=1 i=1

Tana m|n ako u camo ako je 0 < o< Pi3zai=1,2,..., k.

Hoxka3: Cnenu Ha OCHOBY Tora 1To je n= md rie je

k
i=1

npu 4emy je 8= Bi-ei . g

Mocaequna 1.9. Axo je

k K
i=1 i=1
Tana je

k k
H3/J(m,n) = 1_[ pimin (ai=B) , H3C(m,n) = 1_[ pimax(ai—ﬁi)
=1 i=1



2.1.

2. MonayjiapHa apuTMeTHKA

Hepununmja pesiaumje KOHrpyeHuuje

Konrpyennuja mo mogyiry m, m € N, m>2 , nenux 6pojeBa Moxe 1a ce qeuHUIIC Ha
cnenehu HauyuH.

HMedpunnumja 2.1. Heka je m npupoau 6poj Behu ox 1. Kaxkemo na cy 6pojeBu a, b € Z
KOHIPYEHTHH 10 MOZyJTy m 1 nuimemo a = b (mod m) wiu a =, b ako je m|(a-b) .

IIpema nedununmjul.l. penanuja a = b (mod m) osnayasa na mj|(a-b), wro 3Ha4u aa
MocToju 1eo 0poj t Takas Aa je a-b=mt, ogHOCHO a = b+ mt.

Ha ocHOBy mperxonHOT u3Narama, penanujy KOHTpyeHIUje MOKeMo JeduHUCAaTH Ha
cienehy HauuH:

Nepununuja 2.2. bpoj a je KOHrpyeHTan 6pojy b mo Moy Ty m ako MmocToju 1eo 6poj t
TakaB Jajea=b+mt,t=0,+1,+2, ....

Teopema 2.1. bpojeBu a u b umajy ucte ocraTke npu JejbeHhy ca M ako U caMo aKo je
a=b(modm).

Hoka3z: Ako je a=Db (mod m), Taga mocroju 1ieo 6poj t takaB najea=b+ mt. 3abu
m # 0 mocroje jeaHo3HauyHo oApehenu renu 6pojeBu ( v r TakBu Aa je b =mq +r,
0 <r <|m|, rme je r ocratak mo0OujeH mpu aesberby b ca m. OnaBae ciaeau aa je
a=m(t+q)+r,0<r<|m|.
Jlakie u Opoj a ©Ma UCTH OCTAaTaK MPH JeJbehY ca M.

OO6parHo, Heka ¢y a 1 b OpojeBH Koju TIpH JIeJbebY ca M MMajy ucTe ocratke. Tama ce
MOJKE 3aIMCaTH 1a je a = MQy + r u b =mqz + r mpu yemy je 0 <r < |m|. OmaBae cienu aa
jea-b=m(gy-0z), majea=b(mod m). gy

C o03upom Ha JOKa3zaHy TEOpeMy pejalujy KOHTpYeHIMje MOKeMO AehUHHCATH Ha
cienehu HauuH:
bpoj a je kourpyenran 6pojy b mo moaymy m ako 6pojeBu a u b umajy rcre ocrarke npu
nesbey ca m (m # 0)

2.2.  OcobOuHe pejianyuje KOHIpyeHIHUje

Teopema 2.2. Penanuja KOHrpyeHIHje o MOAYIyY j€ penalrja eKBUBAICHIIH]E.

Joka3: Penanuja koHrpyeHuuje je pedekcuBHa jep 3a 1eo 6poj a Baxku a = a (mod m)
jep m|(a-a) Tj. m|O.

Penanuja KoHrpyeHuuje je cumMeTpuyHa jep ako a =b (mod m) taga je m|(a-b). A onatie
je u m|-(a-b) 1j. m|(b-a) oxakie cienu aa je b =a (mod m).

Axo je a=b (mod m) u b =c (mod m) Taga nocroje OpojeBH p U q TaKBU Ja je a=b+ mp
u b=c+ mq. Ako cabepemMo OBe JIBe jeJTHAKOCTH 1o0ujamMo a-C= m-(p+q) 1j. a = ¢ (mod m).

Ha ocHOBY 0BoTra 3akjbydyjeMo Jia je peslaliija KOHTPYEeHIM]E TPAaH3UTHBHA. gy
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Teopema 2.3. Heka cy a,b,c,d u m#0 nenu 6pojeBu. Ako je a =b (mod m) u
¢ =d (mod m) Taza je at+c = b+d (mod m) u a-c =b-d (mod m).

Hoxka3: Ilpema nedunHuIMju penamyje KOHTPYCHIIH]E TOCTOje eI OPOJeBU U U V TaKBH
na je a=b+mu u c=d+mv. CabupameM, 0OJTHOCHO OJTy3UMabEM, IIPETXOIHE JIBE jeTHAYNHE
nobujamo:

atc = btd+m-(utv) u a-c= b-d+m:(u-v)
aToje

atc = btd (mod m) u a-c = b-d (mod m) ‘m

IMpeTxoaH0 TBphEeme MOKE J1a ce YOIIIITH.
Teopema 2.4. Axo cy aj, ay, ..., an, b1, by, ..., by 1 m # 0 nenu 6pojesu Tama us penaryje
a;= by, a=by, ..., ap= b, (mod m) cnenu
a;t ayt ... ta,=byt byt ... + by(mod m) .

Hoxka3z: V nokaszy oBe Teopeme kopuctuhemo teopeMy 2.3. M NPUHLMI MaTeMaTU4Ke
uHaykije. TBpheme je TauHo 32 n=2 jep Ha OCHOBY MPETXOHE TEOPEME U pelaiuje

a1= by u ay= by crieam agt a; = by+ by (mod m) .

Heka je TBpheme TauHo 3a n-1, JOKaKUMO J1a BaXXH U 32 N.

[Momrro je TBphewe Tauno 3a n-1 cinean aa U3 a;=by, a,=by, ..., ap1=byg (Mod M)
crean ait agt ... +apg = byt b+ ... + by (Mod m) .

Ako je mopen Tora a= by (mod m) u3 MpeTXoHE ABE pemalyje, Ha OCHOBY Teopeme 2.3. ,
clem 1a je ayt axt ... +an= byt bot ... + by(mod m) g

Teopema 2.5. Axo cy a,b,c 1 m#0 nienu O6pojeBu, Tana U3 penamnuje a =b (mod m) cienu
ac = bc (mod m), a Takohe u ac = bc (mod mc) .

Hoxa3: U3 penanuje a = b (mod m) cieau 1a je mja-b . OgaBae mpousuiasu aa mj(a-b)-c
Tj. mlac-bc , a o je ac = be (mod m) wmTo je u Tpebaio J0Ka3aTH.
U3 mla-b Taxole je mclac-be , a ogaTie ac =be (mod mc) . gy

IMocaeauna 2.5. Axo je a=b (mod m) taga je -a = -b (mod m) .

Teopema 2.6. 3a uene 6pojese a,b,c,d u m#0 u3 penamuje a =b (mod m) u ¢ =d (mod m)
ciean a-c = b-d (mod m) .

Joxa3: Ha ocHOBY mpeTxo/iHe TeopeMe Baku a-¢c = b-c (mod m) u b-c =b-d (mod m) ,
a ozlaBJie 300T TPAH3UTHBHOCTH penalyje KOHrpyeHnuje 1ooujamo a-c =b-d (mod m) . gy

U oBo TBpheme ce MOXKE YOIIITUTH.

AKo cy ai, ap, ..., an, by, by, ..., by ¥ m # 0 wenu O6pojeBu Tama U3 penanuje a;= by,
a,=by, ..., a,=b, (mod m) cneau

ap;r ay ...  an= by bz' - bn (mod m) .

Tephemwe ce Takohe 1oka3yje MaTeMaTHUYKOM MHIYKIHJOM U TeOpeMoM 2.6.

Kao nenocpenny nocnenuiry oBor TBphema no6uja ce 1a u3z a =b (mod m) cneau

a"=b"(mod m) ,

rze je n npupojat 0poj. [ocnenmwa penanuja Baxku u 3a n=0 , jep je 1=1 (mod m) .

Ipumep 2.1. Kopuctehu mnperxonHo TBpheme OapeauTH oOcCTaTak Koju ce Jo0Hja
nessereM opoja 3% Gpojem 13.
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Kako je 3=3 (mod 13) go6uja ce 3°=27 (mod 13).

Kako je 27=1 (mod 13) taxolje je 3°=1 (mod 13)

Onasze je (3°)*-3=1-3 (mod 13) 1. 3'°=3 (mod 13).

oo je 0< 3 <13 3aksbyuyjeMo xa je 3 ocrarak npu aesbemy opoja 3% Gpojem 13 . O

Teopema 2.7. Axo je f(X)= cox" + c1x" ™+ ... + ¢, moIMHOM ca HenuM KoeHIHjeHTHMA Cj
,1=1,2,...,n, Taga u3 penanuje a =b (mod m) cinenu f(a) = f(b) (mod m) .

Jloka3z: U3 a=b (mod m) cremu a' =b' (mod m) u cid' = cib' (mod m) , i=1,2,...,n.
Taxole npema Teopemu 2.4. cemu coa” + cia™+ ... + ¢n= Cob" + c1b™™+ ... + ¢y (mod m),
1j. f{a) = f(b) (mod m) . g

Teopema 2.8. Axo je a=b (mod m) u dm rana je a=b (mod d) .

Hoka3: Ako je a =b (mod m) Taxa je m|(a-b). Kako djm u3 nperxonne penamnuje cneau
najedl(@a-b)tj.a=b(modd). g

Teopema 2.9. Axo je a=b (mod m) u ako clau c|b, Tana je
a_b p m
c c (mo d)

rae je d=H3/(c,m) .

Hoxa3: U3 penamuje a =b (mod m) cnequ mj|(a-b) , a ucto Tako u

m c a—2»>b 5
d'd c 2)

Mehyrum, 360or d=H3/l(c,m) Taga je H3/] (2,%) =1, Ilpema Tome u3 penarmje (2)

m,a-b .. a__b m
clIe 1a ElT Tj. — = - (mod d). m

Axo je H3/I(c,m) =1, Tana u3 a =b (mod m) cnenu % = g (mod m) .
[penusuuje peucno ako je H3/I(c,m) =1 Taga ce u3 c-a = c:-b (mod m) nobuja
a=b (mod m).

VY cnydajy na cjm taga je H3/[(c,m) =c na je . % =2 (mod %) .

W3 npetxonHor ce Buau 1a “‘ckpahuBame’ KOJ KOHTpYEHIMja HE MOXE YBEK Ja ce
HU3BEJIE.

IIpumep 2.2. 13 penauuje 42=84 (mod 6) “ckpahuBamem”™ ca 7 nobuja ce 6=12 (mod 6)
mTo je TayHo. Melyytum, ako 6u ce u3Bpimio “ckpahuBame” ca 14, nobuja ce pezynrar
3=6 (mod 6) mTo je HeTauHO. OBO je mocnenuna ynmwenuie aa je H3/1(14,6)=2, na je
Ta4yHo Aa je 3=6 (mod 3) . ¢

Teopema 2.10. Axo je : a=b (mod m;) , a=b (mod myp), ..., a=b (mod my) Tana je
a=b (mod M) rze je M= H3C(mgy, my, ..., my) .

Hoxka3z: U3 ycnoBa teopeme cieau my|(a-b) , my|(a-b) , ..., m(a-b) , a omatie
H3C(my, my, ..., my) |(a-b) 1j. a =b (mod M) mto je u Tpedano 10Ka3aTH. gy
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2.3. Kuace octaTtaka mo 1aToM MoayJ1y

HMepunnumja 2.3. Ckymn cBUX OpojeBa KOHTPYSHTHUX Opojy a mo Moayiny M # 0 HasuBa
ce KJiaca mo MoayJry m. OBy kiacy obenexaBahemo ca [a]m .

Teopema 2.11. Kitaca [a]m npencrasiba ckyn OpojeBax =a+mt, (t=0,£1,+2,...).

OBa YHHCHHIIA CE MOXKE H3PA3UTH U OBAKO:
[aln=1{...,a—2t,a-t,a,a+t,a+2t,...}.
Kako je pemamuja KOHTpyeHIIMje IO MOIYJIy IM penanuja eKBUBaJCHIHUjE, [a]m
MpeJICTaBJba KJacy eKBHBAJICHIIM]E, KOJY HA3UBaMO KJIaca KOHTPyeHIHje mo MOayJIy M.

Teopema 2.12. Kiace [a]y = [b]m ako u camo ako je a = b (mod m).
3a cBako x€ [a]m Baxu 1a je x = a (mod m), a taga je [X]m = [a]m.

Teopema 2.13. Kiace [a]m u [b]m Cy vt jeqHake uiu TUCjyHKTHE.
VBek Baxku wim a = b (mod m) wim a # b (mod m).

Teopema 2.14. JIBa 1ienra Opoja MMajy UCTH OCTAaTaK MPH JCJbeHY ca M, aKo U caMO aKo
MPUTIaajy UCTO] KJIacu 0 MOIyJTy M.

Hoxa3: IIpema Teopemu 2.1 aBa 1iena 6poja a U b MMajy ucre ocTaTke MpH Ae/bemy ca M
aKko u camo ako je a = b (mod m). Meljyrum, oBa pesanuja Bakd ako U caMo ako a u b
MPHIIaajy UCTOj KJIaCH KOHTPyeHIHje o Moayiny M. Jlakime OpojeBu a u b mmajy mcre
OCTaTKe TIPH JIeJbEeHY ca M aKo W caMO aKo MPHUIIJIajy UCTO] KJIacH. W

Teopema 2.15. Ocrtarak I, 1oOUjeH neJbeHEM a ca M, je HajMambu HEHeraTuBaH Opoj
kiace [a]m .

Hoka3: Kako je r ocrarak 100ujeH aejbemeM a ca M, 1o je a = r (mod m), oxakie criean
na je re [a]m Tj. [r]m = []m.

Jlakine, eneMeHTH Aarte Kiace cy y oonmuky X =r+mt, t=0,+1,+2,...
Kako je m > 0, cnenu x pacte ca t. Kako je 0 < r < m, nako ce youaBa Jja c€ HajMarmba
HEHEeraThBHAa BPEAHOCT O X AoOuja 3a t = 0, Tj. HajMarkbl HEHETaTHBAH EJIEMEHT OBE
Kimacejer. m

Teopema 2.16. Penanuja KOHrpyeHIHje MO0 MOIYTy M eI CKYyI Ienux OpojeBa Ha M
JMCJYHKTHHX KJ1aca 1o MOAYJy m.

Joxa3: Ilomro je penanuja KOHIpyeHIMje 0 MOAYIy M pelalyja eKBUBAICHIU]e, CKYII

nenux OpojeBa je HOM I0/IeJbeH Ha M3BECTaH Opoj MUCjYHKTHUX Kiaca. Kako ocrtaraka
MIpH JIeJbelhy HEKOT Ieor Opoja ca M mma TauHo M, cienu na je Opoj Kiaca TayHO M:

[0]m, [2Im, .., [M-1]sn. -1
Z = U[a]m

a
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Axo je m = 1, TaJia MOCTOjU camo jellHa Kilaca KOHTPYEHIIH]e 0 MOIYIy M, a TO je CKyI
CBUX IIeTNX OpojeBa.

Axo je m = 3, Ta/ia MOCTOjU TPH KJIaca KOHTPYESHIIHM]e 110 MOy Ty M, U OHE CY :

[0]s={..,-6,-3,0,3,6, ..}, [1]s={...,-5,-2,1,4,7,..} [2]z={..,-4,-1,2,5,8,..}.

2.4. MonyjsapHa apuTMeTHKA

Teopema 2.3. u Teopema 2.6. cyrepuinly HaYMH Ha KOju he OuTH moroaHo neuHUCATH
apUTMETUYKE Ollepalyje Ha KOJIMYHUYKOM CKyNy Z/=n, :
e [a]m + [b]m = [a+b]m
* [a]m - [b]m = [a-b]m
e [a]m- [b]m = [a*b]m

Haxne, 3a kiace [a]m 1 [b]m 30up je Kiaca 4nju MPeJCTaBHUK je OCTAaTaK MPH ICJbCHY
a+ b cam. Teopema 2.3. u Teopema 2.6. TapanTyjy Ja 30up Kiaca €eKBUBAJICHIIH]E
([a]m + [b]m) He 3aBuCH 01 HUXOBUX NpPEACTABHUKA, a CIMYHO je W y MpeocTana iBa
cilyvaja, Tako Ja Cy omepallrje KOpeKTHO aedHUCaHe.

Ipumep 2.3. Heka je m=4 , tana je Z/=4 = {[0]. [1], [2], [3]} . [Ipema nipeTx0oaHOM je
[3] + [2] = [5] u xako je 5=4 1 1o je [3] + [2] = [1]. Cnuuno, momrTo je [3] - [2] = [6] u
6=,2,0oumaje [3]-[2]=[2].¢

Nmajyhu y Buay cBEe MPETXOAHO PEUCHO, HA Jajbe hemMo CKymn Z/=p MOUCTOBETUTH ca
ckynom Zn={0,1, ... , m-1}. Huje Temko mpoBepuTH na je anredapcka CTPyKTypa
(Zm, +, - —, 0, 1) KOMyTaTHBHH MIPCTEH Ca jeAUHUIIOM.

AKO m HHje mpocT Opoj, jaCHO je Ja yBEK IMOCTOje MPUPOIHU OpOjeBH X U Y TaKBH Ja
BaXH :

1. 1<x<m,l<y<m
2. X-y=m, OJHOCHO X'y =n 0.

Jlakiie ako m HHje TpocT Opoj, Zm uMa genuone nyne. Tama (Z,,, +, -, — 0, 1) nehe
OUTHU OJbE, jep MPETIOCTaBKA J]a YOUCHHU €JIEMEHT X UMa UHBEP3 x* noBomm 1o cneneher:
X'y Em 0

X_l'(X'y) =n X'l.()
(X'l-x)-y =m 0, 300r acouMjaTUBHOCTH , 1A j€ CYNPOTHO MPETIOCTABIIH
1-y=n 0, omHOCHO y =1 0 .

Mehytum ako je Opoj, OJHOCHO MOAYI, M y OJHOCY Ha Koju ce neduHume
KOHIPYEHIIMja MpOCT Opoj , MPETXOAHO pa3MaTpame He npojiasud u (Z,,, +, -, — 0, 1)
jecte mosbe. Y JOKa3WBamy OBOT TBphema KOpUCTH ce Tako3BaHa Mama depmaona

TeOpCMaA.

Teopema 2.17. (Mana ®epmaoBa TeopemMa) AKO je p IpocT Opoj U a mpupojaH Opoj
onyia p genu a’-a ogHoCHO aP-a = K-p , 3a HEKH 11€0 OPOj K.

[TpumeTrnmo n1a ce Teopema 2.17. Mmoxxe popmynucaT 1 Ha cienehu HauuH 3a 0< a < p:
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at-l1=xp =
aP! v, 1 =

a-a’ =1 .
[Ipema Tome, 3a mpoct Opoj p ¥ MPOU3BOJBAH MPUPOTHU OpOj a, Takas aa je 0<a<p,
a’=,aP”? je unBepz omay (Z,, +, +—,0, 1), na je oBa cTpyKTypa HOJBE.

IIpumep 2.4. VluBep3uu enemeHtTu 3a 2,3 u4 'y Zs Cy peliom :
2'=3,3"=52 nd'=4,
jep je 2°2= 2°=8 m 8=53, 3°?=3°=27 n 27=52 nu4>’=4°=64 u 64=54. ¢

Ipumep 2.5. Cnenehum tabenama

+, | 0 1 * 0 1
001 0[0]0O0
11110 11011

neuHKMCAHE Cy Omepanmje +2 1 ¢ y mosby (Z,, +5, 2, —2,0, 1).

3a ofy3uMame y OBOM I0JbY C€ JIAKO BUIU /1a je X +2y=X -2V .
Axo je Y = 0, oBO Baku TpuBHjaTHO. Ako je y = 1,3a x =1 je ounrneano 1 +, 1 =0 =1-,1.
Axo je x=0,onmaje 1 +2 0 =1, nok je 0 - 1 = -1 (xao omepanuja HaJ IeTUM OpojeBUMa),
a oo je -1€ [1], ,Tojen0-,1 =1
VY oBOM ciy4ajy je JaKko OAPEIUTH W Pe3yaTaT Jesberma: Aebeme ca 0 Huje aedHucaHo,
JIOK JieJbeme ca | He Mema JeJbeHuK. O

[Tocnenuma Teopeme 2.17. je ma MOXEMO OIPEIUTH WHBEP3€ HE-HYJITHX €JIeMEHAaTa
nosba Zp. Mehyrum, y onmrem ciydajy U 3a pasziavky oj npumepa 2.5. oBaj MOCTYHAK,
Kao M M3padyHaBamE€ pPe3yliTara Jejbeha, HUCY TpuBHjaTHU. Hajupe, uzpauyHaBame p-2

. .. X
cTernena 6poja Moxxe 6utu 3axreBHO. Takole, nako je jacno na3ay # 0 Baku — = Z axko u
y

caMo aKo je Z-y =X M Ja NPEeTparoM Kpo3 CKyn Zp yBEK MOXKEMO OJPEIUTH Z, Y
clydyajeBUMa KajJa je p BEJIMKO OBakaB IoCTymak HHje edkacan. [lokasyje ce ma ce
po0JIeM Jiebeha CBOI Ha IPpo0JIeM HalaKeha HHBEep3a:

Heka ce Tpaku BpenHoCT Z =, i . Ako MokeMo Hahu d TakaB ma je y - d =, 1, ). d=y*,

Tana'el= duwz=,2= x-1= x-d
7= =py, =X, =p :

Ilon moceOHUM ycIOBHMa MOXEMO Ja HMCKOpUCHMO EykiumoB anropuram 3a
u3padyyHaBame HajBeher 3ajeJHUYKOr JeiHolla y Hajaxewmy uHBep3a . OH BaXu camo
KaJia je p y3ajaMHo IPOCT ca 'y, IIe je p mpocT 6poj u Y npupoaan 6poj 0 <y <p.

Kako cy p u y y3ajamuo npoctu 1o je H3/I(p, y)=1 u npema EyknunoBom anroputmy 3a
u3padyHaBame HajBeher 3ajeHUYKOr Ierolia MoCcToje e OpojeBH U U V TakBH Ja je
u-y+v-p = 1. Jlpyrum peunma no6uja ce U Tako na je U-y=,1. Kona4yno, nomro He Mopa
na 6yzae U < p, MHBEp3 €JIEeMEHTa Yy je y'lzpu .

Mpumep 2.6. Heka je p= 234527, Wzpauynaru 2™y Zp.
234527=117263-2 + 1
-117263-2 +1- 234527 =1
-117263=43,45,,117264 .
2 =524507117264. 0
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[IpocTta ananoruja 3a Jesbeme, KAKBY CMO NMPUMEHWIM Ha cabupame, OIy3uMarme U
MHOXEHe, Ha CKyll Zny, Huje Moryha. To je mocnenuia 4nmbeHuIe Ja He BaXKH, y OIIITEM
ciydajy, ekBuBaneHyja: a # 0ub #0 = a-b #0.

Axo ToryieiaMmo y Tabeiny 3a MHOXKEHe y Zg

s« | 01|23 ]4]5
ojojo,0|0|0]O
110|123 |4]|5
21012 |4]|10)]2]4
3]0(3 0|3 |0]3
4 1042 |0 |4]2
510543 |2]|1

BuuMo na je 2-3=0 , 3-2=0, 3-4=0 u 4-3=0, nmox cy 2,3,4#0 .

300r Tora ce jaeiberme Opoja b Opojem a, Mo Moaydy M, YBOAM Ha MPUPOJAH HAYUH
MpeKo MHOKema. Hamme, koamunuk OpojeBa b u a y Zny je 11eo 6poj X KOju 3a710BOJbaBa
jennaunny ax = b (mod m).

[Mutamo ce mox KOjUM yCIOBHMA TIOCTOJH pEUIeHE jenHaunHe ax = b (mod m) u
KOJIMKO UX nUMa.

[TocToju pememe jeqHaunae ax = b (mod m) akko m|(ax-b) ; 3a HEKO X
aKko ax-b=m- (-y); 3a HEKO X U y

aKKoO jeTHaYMHa ax+my=Db uma pemieme
akko H3/I(a,m) | b.

Hexka je d= H3/](a,m) . Ako je d | b, ompearmo perreme oBe jeqHaunHe.
Heka je (Xo, Yo) pememe jemnmaunne ax+my= d oxapeheno momohy Eykmumosor

. b . )
anroputMa. Tana je X3 = Xo- ~ JeHo pellierse nonasHe jeHauMHe ax = b (mod m).

Axo je d =1, oHza cy cBa pemierha 00arKa X3 + mt, 3at € Z.
Heka je d > 1. JlokaxxuMo Ja je X peleme jennaunte ax = b (mod m) ako u camo ako je

penieme jequaunne a’'x = b’ (mod m') , rue cy a’:% , b’:Z u m’:% .
Baxwu :
Ako je ax = b (mod m) ounma m|(ax-b)
=> ax-b=m- (-y); 3a Hexo y
=> ax+my=b
=> ax+my=b/.d
=> a'x+m’y=b’
=> a'’x=b’ (mod m’).
C npyre ctpane
Ako je a’x = b’ (mod m") onna m’|(a’x-b")
=> a'x-b’=m’ - (-y); 3a Hexo y
=> a'x+m’y=b’
=> a'x+m’y=b’ /-d
=> ax+my=Db
=> ax=b (mod m) .

Heka je xo HajMam ¥ MO3UTUBAH OPOj KOjH je pelietse jeqnaunne a'x = b’ (mod m').
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Tana cy: X0, Xo+ M’, Xo+2M’, ..., xo+ (d-1)m’

pasIuunTa pemema jeqHauune ax = b (mod m) , jep je m=m’-d .Kako je H3/I(a',b")=1,

npeMa MpEeTXOJHOM JIeNTy CBa pelierha jenHaunte ax = b (mod m) cy xo+ m't ,3at € Z.
Jlakiie cBa pelnema jennaunne ax = b (mod m) cy y; =xo +im’ , 3a i€{0,1, ..., d-1}.

[Tpumerumo na ux uma d. /laxiie, onmre pemieme gate jeaHadunHe je Yi+ mt,

3ai€{0,1,...,d-1}ut € Z.

Mpumep 2.7. Ucnuratu na nmu cnenehe jeqHaunHe UMajy pemiehe U aKo UMajy OApEeIUuTH

ra:
1. 4x =14 9
2. 7x =9 1
3. 8 =28 12
1. Kaxo je H3/1(4,14)=2 u 249 , jenHaunHa HEMa pelIeHa.

2. Kaxo je H3/1(7,9)=1 u 1|1, jenHaunHa uma perema. MokeMo 3aKk/byduTH 11a je 4
JEIMHO pellIewne jeqHaunHe U 0e3 kopuinhema EykimnmoBor anroputMa Tako IITO
hemo 3amenutu OpojeBe on 1 no 8 y jemnaunHy. Tako ma je OmMIITE pelICHE
jennaumne 4+9t, 3at € Z.

3. Jemnaumna uma pemere jep je H3/1(8,28)=4 u 4|12. IIpema mpeTxoaHoM Tpeda
OJIpETUTH peliewke jeqHaunHe 2X =7 3. CBa pemiema jeHauYUHE Cy OpOjeBH
5,12,19u24. ¢

Teopema 2.18.(BusiconoBa Teopema) Axo je p mpocT 6poj Taaa je
(p— D!'= -1 (mod m).

Baxxu u oOpar BuiconoBe Teopeme: AKO 3a HEKHM TpupojmaH Opoj p>1 Baxku na
(p — D! = —1 (mod m) oupga je p mpoct 6poj.

Ogo Bax# jep p|(p-1)!'+1 ma mocroju K € Z tako na je pk=(p-1)!+1, 1j. pk+ (-1)(p-1)!=1.
Tama H3(p, (p-1)!) |1, pa je H3/(p, 1:2-....p-1)=1 . Buaumo n1a je 3a cBaKko

i€{0,1, ..., p-1} 6poj H3/1(i,p)=1, ma je p mpocr.

Teopema 2.19.(Kunecka Teopema o octanuma) CricteM KOHIpyeHIH]a
x=a; (mod my)
x=ap; (mod my)

XE ax (mod my)

uMa pemieme ako H3JI(m;i, m;) | (ai-8j) 3a cBe i#j. Ako je X' HEKO pelIeHhe TOT CHCTEMa,
OHjIa je ommITe penemne obnuka x=x' + H3C(my, mMy,..., my)-t, rnejet € Z.

Joxa3z: Kopucrtuhemo uHIyKnujy nmo 6pojy KOHrpyeHIja K. Ako je k=1 umamo jeaHy
KOHrpyeHIHjy Xx= a; (mod m;). Pemema cy Xx=a;+mt, 3a cBako t € Z .
IIpernocraBuMoO 1a je TBpheme TayHo 3a K KOHrpyeHIuja . Jlokaxkumo a Baxku 3a K+1.
Heka je nat cucrtem KOHrpyeHuuja

x=a; (mod my)

x=ap (mod my)

x=ax (mod my)
X= ak+1 (Mod My4+1)
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Tako na Baxu ycimoB H3J(m;, m;) | (a-g;) 3a cBe i#j. [Ipema MHIYKTHBHO] XHIIOTE3H,
MPBHUX K KOHI'PYEHI[Mja UMa PEIICH-E U OMIITE peliehe je 00IuKa

x=xo + H3C(my, my,..., my)-y , Tae je Xp jemHo uzabpaHo peiewe u y € Z. [IpoBepumo
Jia JIM OBO PELICH:E 3aI0BOJbaBA U MOCIE/BY KOHIPYEHIIH]Y, TO jECT Jia JIU jeIHaYnHA

xo+ H3C(my, my,..., my)y = ax,; (mod my,;) uMma peremne.

Hakne, tpaxumo y € Z tako ma H3C(m, my,..., my)y = a,q — X (mod my,4) .
Pememwe oBe jennauune nocroju ako H3JI(H3C(mi, my,..., my), Myyq) | (Qeer — Xo) -
Kako je H3(H3C(mi, my,..., my), my,q)=H3CH3I(Mi,mMk+1), H3A(Mz,Mks1), ... ,
H31(mMk,Mk+1)) 1oBOJbHO je mokaszatu aa H3(mi, Mys+1)| (agyq — Xo) , 3@ cBako 1E{1, ...,
K} Baxku ayq —xo = (a1 — a;) + (a; — x,). [IpeMa mpeTnocTaBIiy je
H3JI(mi, Mis1)l (g1 — a0)-

Taxobe, Xo=a; (mod m;) , 3a cBako I€{1, ..., K}, Tj. m;| (a; — Xy) , Ma je oHAa U

H3(mi, mgs1)| (@; — xo) - Camum tam H3JI(Mi, Mis1) | (@i — @) + (a; — xg) . Tume
CMO JIOKa3aJIu Ja CUCTEM OJ1 K+1 KOHIpYEHIIHje UMa pelIcHE.

Tpeba oxpeanuTH Kako M3IIIEa OIINTE pelIemhe cucTeMa KOHrpyeHuje. Heka je X' jenHo
pelieme CUcTeMa, a X Mpon3BosbHO. Taza je :

Xx'=a; (mod my) x=a; (mod m;)

X'=ap (mod my) x=a, (mod my)

X'= ak (mod my) X= ak (mod my)
a TUME U X'=x (mod my)

X'=x (mod my)

X'=x (mod my) .
Cnemu ga mi|(x-x') , 3a cako i€{1, ..., k}, To 3nauu xa H3C(m;, my) |[(x-X) , 1j. na je
X-X'=H3C(m;, my) -t, 3a Hexo t €Z . Takohe, cBaku 6poj obnuka X' +H3C(m;, my) - t, 3a
t €Z jecte pelierbe qaTor CucTeMa KoHrpyenija, momto je H3C(m;, my)=0 (mod m;) , 3a
cBako I€E{l, ... ,k}, m

Axo cy OpojeBu M, M; Mel)yCOOHO y3ajaMHO IIPOCTH 32 1], OHJAa Ba)KU J1a HABEICHH
CHCTEM KOHTPYCHIMja UMa PEIICHE 32 CBE a;.

IIpumep 2.8. Pemutu crcteM KOHTpyeHIMja
X=3 2
X=y4 3
X=5 1.

[Tpumernmo na cy 3,4 u 5 mel)ycoOHO y3ajaMHO IIPOCTH Na JJATH CUCTEM MMa PEIICHE.

U3 npBe jeanaunne je 3|(X-2) , na je peuremne obnuka Xx=3y+2 , 3a HeKo YEZ . 3aMeHUMO

TO y ApYyry jemHauuny : 3y+2=, 3, 1j. 3y=4 1 . [Tomrro je H3/1(3,4)=1 u 1|1 mocnenmwa

JeHaYMHa uMa pelewe Koje je oonuka y=3+4z ,3a z€Z . Tana je
x=3y+2=3(3+4z)+2=11+12z .

3aMeHNMO OBY jeZIHaKOCT y Tpehy jeqHauuny aator cucrema: 11+12z=5 1, 1j. 12z=50,

na je 5|12z . Kaxko je H3/1(5,12)=1 cnenu na je 5|z 1j. z=5bt . 3a t €Z. Jlakre,

x=11+12z=11+60t, t €Z je ommre pemewe nona3Hor cucrema. [Ipumerumo aa 11 jecte

JeIHO cIienujaHo perieme cucrtema, kao u aa H3C(3,4,5)=60, na ce noOujenu pe3yarat

nokJana ca TBphemem Teopeme. ¢
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HMepunnumja 2.4. Heka je n>1 npuponan 6poj. Ca @(n) o3HagaBamo Opoj MPHUPOJTHUX
Oopojeea m tako ma 1< m < n u H3J(m,n)=1. ®yakumja ¢ ce HazuBa QOjaepoBa
bynkumja.

Teopema 2.20. Heka cy m,n>1 npupoganu 6pojeBu taksu na H3(m,n)=1. Tana je
@(mn) = @(m) - ¢(n) .

Teopema 2.21.(OjaepoBa Teopema) Heka cy a v N MO3UTUBHH IPUPOTHHE OpOjeBH, TAKBU
na H3JI(a,n)=1. Tana Baxu a®™ = 1 (mod n) .

Mocaequna 2.21. Axo je H3/I(a,n)=1 Tana je
x = ba®™-1 (mod n)
peliewme KoHrpyeHiuje ax=b (mod n) .

Joxas: ITpema Ojepooj Teopemu a®™ = 1 (mod n) omaxie je
a®™p = b (mod n)
Vpcrasajyhu a®(™b ymecto b y jennaunny no6ujamo
ax = ba®™ (mod n)
W3 yera ciieu
x = ba®™~1 (mod n)
je petreme KoHrpyeHmuje ax=b (mod n) . m

Osga mocrieaMiia HaM yKasyje joIl jelaH HauMH 3a peliaBambe KOHrpyeHiuje ax=b (mod n),
a CaMHM THM W HaJTa)Kerha KOJMIHUKA JBa Opoja 1Mo 1aToM MOIyIIy.

Ipumep 2.9. Oapenutu pemiewe jeqnadnte 3x=3s 20.

Kaxo je H3/1(3,35)=1 moxxemo mpumeHuTH nocieauity 2.21.
X =35 20 - 39351
X =55 20323
X =35 30 Y
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3. Kpunrtorpadguja
Fysis kriptesthai filei
(ITpupona Bonu na ce ckpua - Heraklit)

Kpunrorpaduja nma BeIMKH MOTEHIIM]aJl KOJUM MOY€E 00OTaTUTH HACTaBy MaTeMaTHKe.
Moxe joj matu y30yIJbUBOCT, OPaMaTHYHOCT, AWHAMHYHOCT, a KOJ YUEHHKa HpOOYyAuTH
3HATIKEJbY U KPEATUBHOCT. YIIPABO TO TAKO YE€CTO HEIOCTAje Y HACTaBH MaTeMaTHKE Y KOjOj
ce M0 IUIaHy U MporpaMmy CBe cepBupa "31paBo 3a roToBO" ma 300T Tora yYeHUIM MUCIIE Ja ce
y MaTeMaTHI{ BUIIE HUIITa HOBO HE MOXE OTKPUTH. MHOTH mpuMepu U3 Kpunrorpaduje
HaM MOTY TIOCIY)XHUTH Ja ‘“pa30ujeMo’ CTepeOTHI Kao HIp. /a je CBAKM MaTeMaTU4YKU
npobseM pemuB y3 nmomoh mpase dopmyne unu aoOpor pauyHapa. Hamme, curypHoct
mudpoBama JIeXKH YIpaBo y Hamo] HemoryhHoctw na Op30 U eQUKAacHO pPELuMo
oaroBapajyhu mpobreM u3 moapydja anredpe, Teopuje OpojeBa WIM KOMOWHATOPHKE.
3aHuMJbMBE MeTOJ€ MU(pPOBama M MPOHAIAKEHE MeToJa 3a naemudpoBame omoryhyjy
YYEHHIIMMA J]a OCETEe CBY CHAT'Y H JICTIOTY MaTeMaTHKe.

3.1. Onmtu nojMoBHu y Kpunrorpadpuju

Kpunrorpaduja (ox rpukor kryptds (ckpuBen) u grafo (mucarm)) je Hayka Koja ce

0aBM MeToAMMAa OuyBama TajHOCTH MH(opMmanuja. OHa ce 0aBM MPOHATACKOM METOJE 3a
yyBamkhbe HHPOpMaIuja y oHOj GopMu Koja he OWTH UYMTIEMBA caMO OHHMMAa KOjuUMa je
nH(popMalja HaMeeHa JT0K he 3a ocTane OMTH HEYNMOTPEOIHHUBA.
Kana ce nuune, ¢puHaHCHjCKe, BOjHE WK MHPOpPMAIHje Ap)KaBHE 0€30€IHOCTH MPEHOCE ca
MECTa Ha MECTO, OHE IOCTajy pamHBE Ha MPUCITYIIKHBauKe TakTHKe. OBaKBH MPOOJIEMH ce
Mory wu3behm kpuntoBameM (mmdpoBameM) HHPOPMAIUja KOjeé WX YHHH HEIOCTYITHHUM
HEXXEJbEHO] CTPaHH.

HIudpa 1 muruTanHn NMoTHHC Cy Kpunrtorpadcke TEXHHKE KOje ce KopucTe na Ou ce
UMIUIeMeHTUpau 0e30eaHoCHH cepBUcH. OCHOBHHM €JIEMEHT KOjU C€ KOPHCTH Ha3uBa ce
mudapcKy CUCTeM WM anroputaM mudpoBama. CBaku mudapcku cucreM oOyxBara map
TpaHcopMmalija nojaTaka, Koje ce Ha3uBajy mudposame u Aemudponame. [lndpposame je
mpoueaypa Koja TpanchopMHuilie OpUrnHaIHy nHhopMaiujy (OTBOPEHU TEKCT) y HIH(ppoBaHe
noaatke (mudpar). OOpHYT mpoiiec, AemudpoBame, PEKOHCTPYHILIE OTBOPEHU TEKCT Ha
OCHOBY mu(para.

[TpunukoMm mudpoBama, MOpea OTBOPEHOT TEKCTa, KOPHCTH C€ jeJHa He3aBHCHA
BPEIHOCT KOja c€ HazMBa KJbyd mHppoBama. CiudHo, TpaHchopMalmja 3a IemuppoBame
KOPUCTH KJbYyd JlemndpoBama. bpoj cumbona koju mpeacTaBibajy Kibyd (IyXKHHA KJbyya)
3aBUCH O] MM(ApCKOT CHUCTEeMa U TPEACTaBba jeJaH OJ MapaMmerapa CUTYPHOCTH TOT
cucTema.
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| Kmm | s

OTEOpeHH X nmdpar ¥ OPTHHAIHK
Monmupanayy, — || Uudposarme #| Henmbpopare [ Iprmaaman
TEKCT OTEOPEIH
TEKCT
[TpoTrerK

Vmopeno ca passojem kpunrtorpaduje pasBuia ce u Kpunroananusa (o1 rpukor Kryptds
(cxkpuseno) u analyein (pasmpcutn) ). Kpunroananusa je Hayka Koja ce GaBu pazOujamem
mudpu, OJHOCHO OTKPUBAKHEM CajpKaja OTBOPEHOT TEKCTa Ha OCHOBY mudpara, a 0e3
MO3HaBama KJby4a. Y HIMPEM CMUCIY, KpHIITOaHAIM3a o0yxBaTra M MpoydaBame CIadoCTH
KpUnTorpaCKux ejleMeHara, Kao HITO Cy, Ha MHpHuMep, Xeml (PyHKIUje WU MPOTOKOIH
ayreHTHUUKanuje. Paznuunre TeXHUKe KpUNITOAHATIN3€E HA31Bajy Cce Hala/u.

Naxo je misb OyBEK MCTH, METOJIE M TEXHUKE KPHUITOAHAIHM3E Cy C€ TOKOM HCTOpHje
Kpunrtorpaduje ApacTUUHO INpOMeHuse, npuiarohaBajyhu ce moehaHO] KOMIUIEKCHOCTH
Kpurnrorpaduje, movyeB 01 METOIa KOjH Cy MOApa3yMeBaIH Marmup 1 OJOBKY, MMPEKO MallliHA
kao mro je EHurma tokom Jlpyror cBeTckor para, OO padyHApCKH Oa3MpaHUX Hamazaa
JaHammuIe. MeToau 3a pa3Oujame KPUIITOCHCTEMa Cy caja JApyraddje HEro paHuje, u
0OMYHO TOJpa3yMeBajy pellaBamke MNAKJBPUBO KOHCTPYHCAHUX MpoOieMa W3 YUCTe
MaTeMartuke, Mel)y Kojuma je Hajro3HaTHja ¢haKkTopu3aimja mneanx opojena.

3.2. Kparak ucropujcku nperjea kpunrorpaduje

Kana je mucMo mocrano cpeacTBO KOMYyHHUKaIHje, MmojaBuiia ce morpeba Ja ce Heka
nicMa cavyBajy on tyhux moriema. Tama je m kpunrorpadwuja yrienana CBETJIOCT JaHA.
VYpesuBame xujepornuda Ha cnomennima Crapor maperBa y Erunty (mpe Bumie ox 4500
roJdHa) y3uMa Cce 3a  HajpaHMju  J0Ka3  Kpunrorpaduje. On  camor
MOYEeTKA, CHKPHIIIIKja IMoaTaka KOPUCTUIIA Ce MPBEHCTBEHO y BOjHE cBpXe. Y crapoj ['pukoj
Cy CHApTaHCKH BOJHUIIM KOPHCTWJIM HAPOYMT IITAIl 32 OJrOHETAHE, CKUTAJ. XEpPOoJOT jOII
MOMHI-E jaBKE Ha Tabjama, MPEKPUBEHE BOCKOM M IHCambe Ha TjaBaMa poOoBa (IIPBO
TETOBUPAE) MITO OM KacHHje MOKpuiIa Koca. JemaH ol MPBUX BEIMKHUX BOjcKOBoha Kkoju je
Kopuctio mudposaHe nopyke 6uo je Jymuje Llesap. Haume, xana je Llesap cmao mopyke
CBOjUM BOjCKOBOhama, OH je Te Mmopyke mu(ppoBao TaKo IITO Cy CBA WJIM MOjeJMHA CIIOBA Y
TEKCTy Ouiia moMepaHa 3a TpH, YeTpH WM BHIIE MecTa y abenenu. TakBy MOpPYKy MOTJIH CY
na  pemudpyjy caMO  OHM  KOJM Cy TIIO3HAaBaIM  MpPaBWJIO 32  IOMEpame.
[To3nara Lle3apoBa u3jaBa npuiaukoM mpenacka PyOukoHa y mmuppupaHoM JONHCHUBAKY
rnacuina 6ou: fqkf ofhzf kyz. ITomumamem cBakor ciioBa 3a IIeCT MecTa y abelean JTako ce
MOYKe MTPOYUTATH NIpaBu cMucao mopyke: Alea iacta est (kouka je 6adueHa).

[IpBy mo3nHary pacnpaBy o Kpunrtorpaduju Hamucao je Ha 25 cTpaHUIa UTAIHUjaHCKH
apxutekta Jleone batucra AnGeptu 1467. rogune. OH je Takohe TBopal TaKo3BaHOT
1 QapcKor Kpyra 1 HEKUX JIPYTUX pellemha ABOCTPYKOT IMPUKpHBamba TeKeTa Koja cy y XIX
BEKY NPUXBATHIIU M yCaBPILABAIM HEMAUKU, CHIVIECKU U (PpaHIlyCKH MIU(PPAHTCKH OUPOH.
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http://sr.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%9F%D1%80%D0%BE%D1%82%D0%BE%D0%BA%D0%BE%D0%BB%D0%B8_%D0%B0%D1%83%D1%82%D0%B5%D0%BD%D1%82%D0%B8%D1%84%D0%B8%D0%BA%D0%B0%D1%86%D0%B8%D1%98%D0%B5&action=edit&redlink=1
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BD%D0%B8%D0%B3%D0%BC%D0%B0
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D1%80%D1%83%D0%B3%D0%B8_%D1%81%D0%B2%D0%B5%D1%82%D1%81%D0%BA%D0%B8_%D1%80%D0%B0%D1%82
http://sr.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%9A%D1%80%D0%B8%D0%BF%D1%82%D0%BE%D1%81%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B5%D0%BC&action=edit&redlink=1
http://sr.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%A7%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B0_%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0&action=edit&redlink=1
http://sr.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%A7%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B0_%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0&action=edit&redlink=1
http://sr.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%A7%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B0_%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0&action=edit&redlink=1
http://sr.wikipedia.org/wiki/Faktorizacija_celih_brojeva
http://sr.wikipedia.org/wiki/Enkripcija
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%88%D1%83%D0%BB%D0%B8%D1%98%D0%B5_%D0%A6%D0%B5%D0%B7%D0%B0%D1%80
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%A6%D0%B5%D0%B7%D0%B0%D1%80
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%A6%D0%B5%D0%B7%D0%B0%D1%80
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D1%83%D0%B1%D0%B8%D0%BA%D0%BE%D0%BD
http://sr.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%9B%D0%B5%D0%BE%D0%BD%D0%B5_%D0%91%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B0_%D0%90%D0%BB%D0%B1%D0%B5%D1%80%D1%82%D0%B8&action=edit&redlink=1
http://sr.wikipedia.org/wiki/1467

[Tona Beka HaKOH Tora 00jaBJFEHO je y MeT cBe3aka jaeno Joxaneca Tpurxemyca mpBa
KibUra M3 mojpydja kpunrtorpaduje. Y 16. Beky 3HauajaH AONPUHOC Jajy MHJIAHCKH
nokrop Bupomnamo Kapnano, maremarnuap batucro Ilopra u ¢panmycku nurmuiomara bies
ne Buxuep.

Cse mo /pyror cBerckor para mmdpoBaHe MOPYKE MOTJE Cy CE€ KOJIHMKO-TOJIHKO M
nemudposaTu. Ha HemMaukoj cTpaHH 1MOjaBHIIa ce MallMHA Koja je mudpoBalia mopyke Ha JI0
Tajaa jomr HeBuleH HaunH. Hemmm cy mamuny Ha3zBanu Enurma. Melyrum, ma KoJmko je oHa
y TO BpeMme Owuia pPEBOJYIHOHA, CaBE3HUIM Cy Yychmenu Jaa pasdujy Tmopyke
mmdpoBane EHUrMOM.

[Tocne [Ipyror cBeTckor para M IojaBOM IPBHUX padyHapa OTBOpWJIA Cy c€ HOBa Bpara
kpunrtorpadguju. Pauynapu cy BpeMeHOM mocTajaii cBe Opxku M Opxu, pagehu u 1o
HEKOJIMKO CTOTHHA, a KaCHUJe U MUJIMOHA omepanuja y cekyHau. HoBom Op3uHOM pajna je
omoryheHo mpoOujame MmMHU@pPU 3a CBE Mamke BpEMEHa. YIOpPEeIo ¢ TUM, pajujio Ceé M Ha
M3MUIIbaKky HOBUX, CUTYPHUJUX M KOMIUIMKOBAHUJUX aJropuTama 3a mudpoBame.

3.3. Kuaacuuna kpunrorpaguja - CyncTuTyniuoHe ¥ TpaHCIHO3MLMOHE
mudgpe

[Ipe mojaBe pauyHapa, kpunrorpaduja ce cacrojaja oJ ajlropuraMa 3aCHOBAaHHMX Ha
cinoBumMa. Paznuuutu kpuntorpadcku alropuTMU Cy WM 3aMEHHUBAIH CJIOBA JeHO IPYTUM
WM Cy IpeMeITanu cioBa. bosbu anroputmu cy paauin o0e onepaiyje.

Curyanuja je maHac cioxkeHuja anu je ¢unmoszoduja ocrana ucra. OCHOBHA pas3iuka je
HITO JIaHac aJITOPUTMU pajie ca OUTOBHMaA, a HE ca CJIoBHMa. To je y CTBapu camMo MpoMeHa
BEeJIMUMHE alelene; y CHrJeckoMm je3uky ca 26 Ha 2 enemeHTa, a koa Hac ca 30 Ha 2
enemMeHTa. MHoTH J0OpHM aJIrOpUTMHU JOIlI yBEK KOMOWHY]Y €JIEMEHTE CYICTUTYIHje U
TPAHCHO3UIM]j€ U TO je YIPaBO MOCT U3Mel)y KJIaCHYHHUX U CaBpEMEHHUX Iudapa.

3.3.1. Cyncrutyuuoune mudpe

Cyncrurynunona mudpa (mudpa 3aMeHe) CBako CIOBO Y OTBOPEHOM TEKCTY 3aMembyje
apyruMm cioBoMm y mmudpary. llpumanan oOphe cyncturyuujy y mudpary na oOu
PEKOHCTPYHCAO OTBOPEHU TEKCT.

VY knacu4HOj Kpunrorpaduju nocToje YeTUPU BpCTe CYNCTUTYHIMOHUX Mmudapa:

1. OOuyna cynctuTyuumoHa mudpa win MoHoandabercka mudpa, jecre mudppa y
KOJOj je CBaKO CJIOBO OTBOPEHOI TEKCTa 3aMEHEHO OJroBapajyhum cioBoM y
mmmdpary. Kpuntorpamu y HoBuHama cy 0OM4HE CYNCTUTYLIMOHE mudpe.

2. Xomo(oHHYHA CYNCTUTYLHOHa IHdpa CcIUYHA je OOWYHO] CYNCTUTYLHOHO]
mudpy; pa3uKa je caMo y TOME LITO jeJJHO CIIOBO U3 OTBOPEHOT TEKCTa MOXe OUTH
3aMEHBEHO JeIHUM HJIM ca HEKOJIMKO cioBa y mudpary. Ha npumep, "A" moxe na
oxrosapa 6pojy 5, 13, 25 unu 56, "B" moxe oarosapatu 6pojy 7, 19, 31 nnmm 42 u
TaKo Jlajbe.

3. Tonurpamcka cyncturynuoHa mudpa mudpyje 010koBe 3HaKoBa y rpymnama. Ha
npumep, "ABA" moxe oarosapatu "PTM", "ABB" moxe oarosapatu "CJUI", u
TaKo Jlajbe.
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http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%82%D0%B8%D1%80%D0%BE%D0%BB%D0%B0%D0%BC%D0%BE_%D0%9A%D0%B0%D1%80%D0%B4%D0%B0%D0%BD%D0%BE
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%B0%D1%80
http://sr.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%91%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%BE_%D0%9F%D0%BE%D1%80%D1%82%D0%B0&action=edit&redlink=1
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D1%80%D1%83%D0%B3%D0%B8_%D1%81%D0%B2%D0%B5%D1%82%D1%81%D0%BA%D0%B8_%D1%80%D0%B0%D1%82
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BD%D0%B8%D0%B3%D0%BC%D0%B0
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BD%D0%B8%D0%B3%D0%BC%D0%B0
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D1%80%D1%83%D0%B3%D0%B8_%D1%81%D0%B2%D0%B5%D1%82%D1%81%D0%BA%D0%B8_%D1%80%D0%B0%D1%82
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D0%B0%D1%87%D1%83%D0%BD%D0%B0%D1%80
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%A0%D0%B0%D1%87%D1%83%D0%BD%D0%B0%D1%80
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BB%D0%B3%D0%BE%D1%80%D0%B8%D1%82%D0%B0%D0%BC

4. Tlomuandabercka CyncTUTynHoHa MmHUdpa CcacToju ce OJ BHUIIE OOWMYHUX
CYNCTHUTYIMOHUX mmdapa u3 paznuuutux abemnena. Ha mnpumep, moxe ce
YIOTPEOUTH TET PazIM4YUTUX OOMYHMX CYNCTUTYUHOHUX mudapa, a abemena ce
M€Ha Ha IIPOU3BOJbHUM MECTUMA Y OTBOPEHOM TEKCTY.

3.3.2. Tpancno3uuuone mugpe

VY rtpancno3unuoHoj mudpu (mudpu npeMmemTama) €JIEeMEHTH OTBOPEHOI TEKCTa
OCTaJy MCTH Qi UM CE€ Mema pacrnopen. Y jeIHOCTAaBHO] CTYOMYHO] TPaHCIO3UIIMOHO]
muppyu OTBOPEHU TEKCT je HAllMCaH XOPU30HTAJHO Ha MapyeTy namupa ¢ KBajpatuhuma
¢ukcHe mupuHe, a mHPpar ce yuta BepTUKaiHo. [Ipu nemmdpoBamwy ce mudpar nuuiie
BEPTUKAJHO, Ha Manupy ¢ KBajpaTmhuma UCTe IWPHHE, a 3aTHM CE OTBOPEHH TEKCT YUTa
XOPHU30HTAITHO.

[TomrTo cy cnoBa y mudpaTy UCTa Ka0 U Y OTBOPEHOM TEKCTY, aHAJIM30M Y4eCTaIOCTH
mudpara oTkpuhe ce 1a je BepoBaTHOha MojaBe CBAaKOI cJIOBa MPHUOIIKHO jeHAKa Kao y
eHrJieckoMm je3uky. To maje Beoma go0ap Tpar KpUINTOAHAIMTHYAPY, KOJU OHJA MOXE Ja
MCKOPHCTH pa3He TEXHUKE Kako OW OJpenno MpaBu MOpeNak CIoBa U TaKo T0OHO OTBOPEHU
tekcT. OOpaja mudpara IpyroM TPaHCIO3UIMOHOM HIMGPOM Yy BEIUKO] Mepu moBehaBa
curypoct. Ilocroje jomr komIuiMkoBaHHje mudpe, ald je CBE HBUX Moryhe HpoBaTUTH
nomohy pauyHapa.

HNako MHOTH caBpeMEHH aJIrOPUTMH KOPHUCTE TPAHCIIO3MIH]Y, TO jé HE3TOJIHO jep je 3a
BY MOTpeOHO MHOTO MEMOpHje M TOHEKaJ Mopa Aa Oyae orpaHHMYeHa ITy)KWHA TOpPYKE.
CyncruTynmja ce KOpUCTH MHOTO 4ernthe.

3.3.3. IIpuMepu cyncTUTYHHMOHUX U TPAHCIIO3UIUOHUX K dapa

VY oBomMm xeny omnucahy Heke NMpUMEpPE CYNCTUTYLHOHUX W TPaHCHO3UIMOHUX Iudapa
KOj€ KOpUCTE MOJyJapHY apuUTMETHKY. EbMX MOTY KOPUCTUTH U OHHM KOJU HEMajy BEJIHKO
MaTeMaTHYKO MpeI3Hame TaKo Ja Cy jako 3rOJHU 3a MOIyJapu3alujy MaTeMaTHKe KO
y4eHHUKa y BUILIUM pa3peuMa OCHOBHE U YUEHUKA Y CPEAHb0] IIKOJIH.

3.3.3.1. Ile3apoBa mugpa

VY kpunrorpapuju Llezaposa mudpa je jean o HaJIPOCTUJUX U HAJpacIIpOCTPABEHUJUX
HauuHa mugpoBama. To je TUN mHUppe 3aMemUBamba Y KOME CE€ CBAKO CIIOBO OTBOPEHOT
TeKcTa Mema OJrorapajyhum cimoBoMm a30yke, moMepeHHM 3a oapeheHu Opoj mecta. Ha
npuMep, ca nomaxkom 3, A ce 3amemyje cioBoM I, b ca /I uta. OBaj MeTon je 10610 ume 1o
Jynmujy Lle3apy, Koju ra je KOpUCTHO 3a pa3MEHy OpyKa ca CBOJUM T'€HepaIuMa.

[le3zapoBa mmdpa ce 4ecTo KOPUCTH Kao KOpaK y Kpeupamy CIOXKEHHJUX HauyuHa
mmdpoBama, Kao mTo je BikHeposa mudpa, a uMa 1 MoAepHy ynotpedy y cucremy ROT13.

Kao u cBe ocrane mmugpe npocror azdyyHor 3aMmemuBama LlezapoBa mmudpa ce nako
pa3buja 1 y IpakcH He Ipy»a HUKAKBY CUTYPHOCT Y KOMYHHUKAIIU]H.
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http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D1%80%D0%B8%D0%BF%D1%82%D0%BE%D0%B3%D1%80%D0%B0%D1%84%D0%B8%D1%98%D0%B0
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%A8%D0%B8%D1%84%D1%80%D0%B0
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%88%D1%83%D0%BB%D0%B8%D1%98%D0%B5_%D0%A6%D0%B5%D0%B7%D0%B0%D1%80
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%93%D0%B5%D0%BD%D0%B5%D1%80%D0%B0%D0%BB
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%B8%D0%B6%D0%BD%D0%B5%D1%80%D0%BE%D0%B2%D0%B0_%D1%88%D0%B8%D1%84%D1%80%D0%B0
http://sr.wikipedia.org/w/index.php?title=ROT13&action=edit&redlink=1

[TperBapame MOXke Ja ce NPEACTaBH NMOpaBHaBameM JBE a30yKe jelHEe HMCIOJ JpYre;
a30yka 3a mudpoBame je 00nuHa a30yKa poTUpaHa JEBO WU AECHO 3a onpeheru Opoj mecTa.
Ha mpumep, oBme je llesapoBa mmppa koja KOPHCTH JIEBY pOTalUjy OJ TPH MecTa
(mapamerap noMax, y OBOM MpuMepy 3, ce KOPUCTH Kao KJby4):

OTBOPEHO:

a|o6 (B |r|a|bh|e|x|3|n j K|a|wm|M|H|B|Oo|[nm|p|lc|T|h |y |d]|X o |49 |

mudpar:

r{ya|pp|E|K|3 H|J|K|J|b M H/B|O| ODO|P |C|T|h|Y | | X || T |IOD|A|B

3a mudpoBame MOPYyKe jeTHOCTABHO CE€ 3ammcyje clioBo u3 nunMje ,lludpar™ koje ce
Haja3u UCHoJ oarosapajyher cimosa y auHuju ,,OTBOpeHO™. 3a nemudpoBame MOCTyMakK je

0OpHYT.

OtBopeHo: Yuk moro/u 1mra muiie
udpar: AJIM TCECXIJI BOT" TJIIBU

[e3apoBo mudpoBame ce Takohe Moke MpeICTaBUTH KopUlTheleM MoyllapHe
apUTMETHUKE TaKo ILITO Ce MPBO cJIOBa MpeTBope y Opojese, o memu A=0, b=1, ..., [II=29.

OTBOPEHO:

mudpar:

29

udpoBame cioBa X ca MOMaKoM N MOYKE MaTEeMaTHUYKH J1a CE€ OIHUIIIE Kao
E,(x) = (x+n) (mod 30)
Cnunuze ce U3BoAM U AU (pOBabE
D, (x) = (x —n) (mod 30)

[Ipema HaBeneHoM, pe3yaTar je y omncery oa 0 10 29. Ako pesynrar X+Nn wim X-N HHje
y oricery on 0 1o 29, Tpeba nonatu wiu oxy3etu 30.

Hup. i1 y mmdpanty ca nomakom 3 je 28 +3=31,a 31 = 1 (mod 30) naxie 11 je 0.

3aMeHa je McTa 3a LeTy MOPYKYy, Tako Ja je oBO Mmu(poBame KIacU(PUKOBAHO Kao
A MOHOANGadeTcke Mmudpe, HAcynpoT THIy nojmandadeTcke muppe W 3a HEHO
pasOujame je T0BOJbaH caMo IHdpar.

Bumectpyka mudpoBama He omoryhaBajy gonatHy curypHoct. To je 3aTo mro he nBa
mudpoBama ca peuMo nomakom A u nomakom B OuTH ekBUBalIeHTHA jeTHOM MIU(POBABY
ca momakom A + B.

Huje mnosmato kommko je lLlesapoBa mmdpa Omna edukacHa y TO Bpeme, ald je
BEpOBATHO OwWiia pelaTMBHO CUTypHA, HE camo 30or Tora mTo je Mmano lle3apoBux
Hempujaresba 3HAJIO JATHHCKU WM YOTIITe OMJIO YIIO3HATO ca MHUCAHUM je3ukoM, Beh u 3060r
HemoryhHoctu mnpuMeHe kpunrtoaHanuze. [loa mpermocraBkoM JAa je Hamajad Morao na
IIPOYMTa MOPYKY, HE MOCTOje 3alKMCH U3 TOT BpeMeHa O OWJIO KaKBOj TEXHHIIM 32 PellaBame
mudapa npocte 3amene. Hajcrapuju 3anucu ca otkpuhem (pekBeHTHE aHAlU3€e AaTUPajy U3
9. Beka ca aparckor nojpydyja.

VY 19. Beky, TMUHU OIJIacH Y HOBUHaMa cy KopHuIIheHH 3a pa3MeHy Mu(ppoBaHUX NOpYyKa
kopuithemeM mpocTux mema mudposama. [ejpun Kan (1867) y Tajmcy onucyje ciaydajeBe
TajHe KOMYyHUKaluje JbyOaBHUKa mudpoBane LlezapoBom mmudpom. Yak u xacuuje, 1915,
kopumthena je IlesapoBa mmdpa: Pycka Bojcka je KOpUCTHJIA KAao 3aMEHY 3a MHOTO
KOMIUIMKOBaHMje HMIH(pe Koje Cy ce KOJA HHXOBHX TpyMa IMoKa3alle Kao CyBMIIE TEIIKe 3a
caBiafaBame; Hemauku © AyCTpHjCKM KpPUIITOQHAJIUTUYApH HHUCY HMajid MyKe Ja
JEKpUNTY]y BbUXO0BE OPYKE.
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http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D1%99%D1%83%D1%87_(%D0%BF%D1%80%D0%B5%D0%B4%D0%BC%D0%B5%D1%82)
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%BE%D0%B4%D1%83%D0%BB%D0%B0%D1%80%D0%BD%D0%B0_%D0%B0%D1%80%D0%B8%D1%82%D0%BC%D0%B5%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%BE%D0%B4%D1%83%D0%BB%D0%B0%D1%80%D0%BD%D0%B0_%D0%B0%D1%80%D0%B8%D1%82%D0%BC%D0%B5%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%BE%D0%B4%D1%83%D0%BB%D0%B0%D1%80%D0%BD%D0%B0_%D0%B0%D1%80%D0%B8%D1%82%D0%BC%D0%B5%D1%82%D0%B8%D0%BA%D0%B0
http://sr.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%9C%D0%BE%D0%BD%D0%BE%D0%B0%D0%BB%D1%84%D0%B0%D0%B1%D0%B5%D1%82%D1%81%D0%BA%D0%B0_%D1%88%D0%B8%D1%84%D1%80%D0%B0&action=edit&redlink=1
http://sr.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%9F%D0%BE%D0%BB%D0%B8%D0%B0%D0%BB%D1%84%D0%B0%D0%B1%D0%B5%D1%82%D1%81%D0%BA%D0%B0_%D1%88%D0%B8%D1%84%D1%80%D0%B0&action=edit&redlink=1
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D1%80%D0%B8%D0%BF%D1%82%D0%BE%D0%B0%D0%BD%D0%B0%D0%BB%D0%B8%D0%B7%D0%B0
http://sr.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%A4%D1%80%D0%B5%D0%BA%D0%B2%D0%B5%D0%BD%D1%82%D0%BD%D0%B0_%D0%B0%D0%BD%D0%B0%D0%BB%D0%B8%D0%B7%D0%B0_(%D0%BA%D1%80%D0%B8%D0%BF%D1%82%D0%BE%D0%B0%D0%BD%D0%B0%D0%BB%D0%B8%D0%B7%D0%B0)&action=edit&redlink=1
http://sr.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%B0%D1%98%D0%BC%D1%81

Hanac ce LlezapoBa mmdpa moxe Hahu y neunjum urpama. Llesapos momak ox 13 ce
takohe kopuct y ROTI13 anroputMmy, mnpocT METOA Ja CE€ HEKH TEKCT YyYUHU
HEMpPEIO3HATJbUBUM KOjH C€ KOpUCTH Ha HekuM HMHTepHer Qopymuma (ma ce cakpuje
CIIOjJIep), aJld HE Ka0 METOJI MH(POBaba.

Anpuna 2006. wmadwujamku 6oc bepnapmo I[lposenmano je yxBahen Ha Curunmju
JCTUMHYHO 3aXBa/byjyhu KPHIITOAHAIM3HM HErOBUX IMOPYKa MUCAaHKUX y BapujaHTH L{e3apoBe
mmmdpe. [IpoBeHnanora mmdpa je kopuctmia opojeBe, Tako aa je "A'" mucano kao "4", "B"
kao "5" utn.

Pauynap y ¢punmy " Onuceja y ceemupy 2001" ce 30Be HAL mito yormie Huje cirydajHoO.
Ako ce mano 0oJsbe moruyiesia Buau ce aa he llesapopa mmgpa ca moMakoM jeaH MPEeBECTH
HAL y IBM.

3.3.3.2. Bu:kHepona mudpa

BuwxnepoBa mmudpa je Meton mudpoBama a3z0ydHOr TeKcTa KopuinhemeMm cepuje
[le3apoBux mmdapa, 3acCHOBaHMX Ha cloBHMMa Kjbyda. OBO je mpocTH oOIuK Immmdpe
nonurandadeTcke 3ameHe.

BuwxnepoBa mudpa je oTkpuBaHa Buine myra. Merton je mpBu omnucao bHosan batucra
benazo. Mehyrum, kachuje, y 19. Beky je Ta miema mnorpemHo mnpunucana biesy ne
Bwxnepy, Tako aa je cang mo3Hara kao ,,BikHeposa mudpa®.

[Mudpa je mobOpo mMmo3HaTa 3aTO INTO, MAKO j€ JaKa 3a pa3yMEeBamke U IPHUMEHY,
MOYETHUITMMA U3TJIea Kao HEMpoOojHa; TaKko je U Jobuia enuteT HenmpoOojHa mudpa. Crora
Cy MHOTH MOKyIIaBalMu Ja NMpUMEHEe IleMe MH(poBama, Koje ¢y y OCHOBH BukHepoBa
mudpa.

Kon e3apoBe mmdpe, cBako cioBo andabera ce momepa 3a HEKHM Opoj MecTa; Ha
npuMep, ca momakoM 3, cioBo A mocraje D, B mocraje E utn. Bikaeposa mmdpa ce cactoju
on Huza Hekomuko LlezapoBux mmdapa ca paznuuuTuM noManuma. OBAEe KOPUCTUMO
EHTJIECKH andader.

BuwxuepoBa Tabnuila, Takohe mo3Hara u kao tabula recta, moxe ma ce kopuctu 3a
mudpoBame 1 AemudpoBame.
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BmwxkuepoBa Tabnuna win BmkHepoB KBaapar cacToju ce of andadera HamucaHor 26
myta (OBJIE je ped O CHIJIECKO] abere/ i) Yy HOBOM Pey, CBaKH pell pOTHPAH YIIEBO Y OJHOCY
Ha TPETXOJHH, OJroBapa cBuM Moryhum komOmHaiujama lle3apoBe mmdpe. Y mojenuHo]
TauKy npoueca mudposama, mmdpa Kopuctu aApyru andader u3 jensHor ox peaona. Koju he
Ce pell KOPUCTHUTH 3aBUCH OJ1 IIOHaBJbajyher Kibyya.

Ha npumep, perumo 1a je OTBOPEHU TEKCT KOju Tpeda 1a ce mudpyje:

ATTACKATDAWN

Oco0a koja masse TopyKy Opa KJbyd U MOHABJhA T'a OHOJIMKO ITyTa KOJIUKO j& TIOTPEOHO

Jla OJIroBapa JIly’KMHU OTBOPEHOT TeKcTa, HIp, KJbydu LEMON:
LEMONLEMONLE

[IpBo crmoBo oTBOopeHor Tekcra A ce mudpyje kopucrehu andader u3 pena L, xoje je
MPBO CJIOBO KJby4a. TO ce paju Tako IITO C€ Tpaxku cioBo y peay L u xononu A Buxuepose
TalbnuIe, OJJTHOCHO TpakeHo cioBo je L. 3a cienehe ciioBo oTBOpEeHOT TeKCTa ce KOPUCTH
cnenehe cioBo kJbyua, ciaoBo y mpeceky peaa E u xonone T je TpakeHo cioBo X. Ilo Tom
CHCTEMY C€ HAaCTaBJbha JI0 Kpaja OTBOPEHOT TEKCTa!

OtBopenu texct: |[A | T |T |[A |C |[K |A|T |D |A |W|N
Kipyu: L |E M|O|N|L |[E |M|O |N|L |E
HIudpar: L | X|F|O|P |V |E|F |R|N|H|R

JlemmdpoBame ce BpIIM TPAKECHEM MecTa MH(pPOBAHOT ClioBa y peay Tabene, a Kao
CIIOBO OTBOPEHOT TEKCTa CE y3MMa HacioB KosioHe. Ha mpumep, y peay L, mmdposano L ce
HaJIa3W y KOJIOHH ca HACJIOBOM A, KOjU C€ y3MMa Kao IPBO CJIOBO OTBOpeHOT Tekcta. Cienehe
cioBo ce nmemudpyje TpaxkemeMm cioBa X y peny E - oHO ce Hanmasu y komoHu T u TO je
TPa)KEHO CIIOBO OTBOPEHOT TEKCTA.

Bwxneposa mudpa Moxe aa ce mpencTaBu u aredapcku. AkKo ce cimoBuMa azoyke A 10
I (oBme je peu o cprckoj hupununm) moaene BpeaHocTd 0 1o 29 u u3Bpmm cabupame 1o
monyny 30, mmdpoBame Moke jga ce Hamume kao S; =0; +K; (mod30) , a
nemmdpoBame kao 0; = S; — K; (mod 30) rxe je
O - otBOpeHu TekcT, S - mmdpar, a K — kipyu.

[Ipumep mmdpoBama nopyke BrkHepoBoM mudpom Ha CPHICKOM NUPUITHYHOM MHUCMY

nopyka c K p 51 B S H a Il 0 p y K
KOz 20 11 19 9 2 6 15 0 18 17 19 23 11

OpyKe

KIbyd K Jb y q K Jb y q K Jb y q K Jb
KOz 11 13 23 27 11 13 23 27 11 13 23 27 11 13
KIby4a

KOz 1 24 12 6 13 19 8 27 29 0 12 20 22 13
mmdpara

mdpar b D JI E Jb P 3 4 | A JI C 'h Jb

BmxHepoBa mmudpa je epukacHa jep Mackupa KapaKTepCUTHUHY (PpeKBEHIHMjy clioBa
OTBOPEHOT TEKCTa, ai o/ipel)eHn y30pak HUIlaK OcTaje.

Chara Bmxnepose mmdpe, kao 1 cBUX nonuandaderckux mudapa, je lbeHa CHocOOHOCT
oTexaBama (hpekBeHTHe aHanu3e. OpeKBEHTHA aHaIM3a je BELITHHA JACKPUITOBamka MOpYKe
OpojameM (¢pekBeHLUje cioBa MmMdpara u ynopehuBame ca (pPEKBEHIMjOM ClOBa
HopMastHoT Tekcta. Ha mpumep, ako ce cioBo K jaBiba Hajehu O6poj myTa y mudpary 4uju je
OTBOPEHU TEKCT Ha CPIICKOM, MOXe ce npeTnoctaBuTH J1a K oarosapa cioBy A, jep je ci10Bo
A mnajuemthe y cprnckom jesuky. Kopuimhewem BiknepoBe mmdpe, cioBo A he ce
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3aMEBUBATH PAa3JIMYUTHM CIIOBHMaA aidabera Ha Pa3IUUYUTHM MECTHMA y TOPYIH U TaKO
oHeMoryhutu npocty (ppeKBEeHTHY aHAIH3Y.

OcnoBHa cnaboct BrmxHepose mmgpe je \beH pelaTUBHO KpaTak U MoHaBJbajyhu Kibyd. AKO
KpUNTOAHATMTUYAP OTKPHje AYKUHY KJbyda, OHJa MIH(paT MOXKeE J1a ce MocMaTpa Kao cepuja
[ezapoBux mudapa, Koje ce 3aTUM TOjeIMHAYHO jSTHOCTABHO pa30ujajy.

3.4. CaBpeMeHH aJropuTMH 32 MHUPpPOBaAK-€

[lojaBom pauyHapckux Mpexa kpunrorpaduja Harjao noOuja Ha 3Hayajy. Hapouuto je
OuTHO 00€30eIUTH 3AIITUTY BAXHUX TojAaTraka (HMOp. (UHAHCHUJCKUX) KOJU CE€ MpEeHOoce
MPEKOM.

KpunroBame momataka mojapasymeBa KOpUIINeHe pasHUX KPUNTOTpadCKUX alropuTaMa
KOJUMa C€ BPIIU KPUIITOBAE.

AJTOPUTMH 32 KPHUIITOBAKHE CE MOTY TOJISIIUTH Y JIBE TPYIIE:

1. Tajuu anroputmu : 0e30€JHOCT C€ 3aCHMBA Ha TAJHOCTH AJITOpPUTMA (MCTOPH]CKHU
MHTEPECAHTHHU).

2. AJITOpPUTMH 3aCHOBAaHU HA KJbY4Uy : 0€30€HOCT ce 3aCHUBA Ha KJbydeBHMA, a HE HA
JeTajbuMa ajropuTMa Koju ce MOry mnyOnukoBaTM M aHaimusupatu. OBne je
JITOPHUTaM jaBHO TIO3HAT, a KJbYY C€ UyBa Y TajHOCTH.

Jlanac ce HajBHILIE KOPUCTE aJTOPUTMHU 3a KPHUITOBAHk-E€ 3aCHOBAHMU Ha Kibydy. OHHU ce
MOTY KJIacU(UKOBATH y TPH TPpyIeE :

1. CumerpuyHH, KOJ KOJUX CE KOPUCTH jeIaH KIbYHY.
2. AcuMeTpu4HH, KOJ KOJUX ITOCTOj€ JIBa KJbyYa.
3. XubpumHH, KOjU Cy KOMOMHAIM]a TPETXOIHA JIBa.

3.4.1. CumeTpuuHa Kpunrorpagpuja

OcHOBHAa 0OCOOWHA CHMETPUYHHX KPUITOCHCTEMa WM KPHIITOCHCTEMAa Ca TajHUM
kbydeM (Symetric-Key ili Secret-key Criptosystems) je ma ce 3a KpUNITOBarbe/JEKPUIITOBAE
MOPYyKa KOPUCTH UCTH KJbYY.

Ocoda
H
F 3
M
Ocoda E v > E M ] Ocoda
A b — C > B
F J
K K
E"euepnrop T'enepatop
KJbY4a KJBY4Q
| C—

Ha cnumu je mpukasaH NPUHLMI pajga CUMETpUYHOT Kpuntocucrema. Ocoba 4 nma 3a
Wb clamke nopyke M ocobu b mpeko He3amTHheHOr KOMYHUKAIMOHOT kaHana. Ocoba A
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Hajrpe reHepuiie nopyky M (M3BOpHH TEKCT) Koja ce ynmyhyje y 6mok 3a mudposame E. YV
OBOM OJIOKY c€ BpIIM KpUNTOBame nmopyke M y3 kopumheme kbyda K gobujeHor y3 nomoh
reseparopa kjby4a. Ha taj HauuH ce kpenpa kpunrtoBana nopyka C. [Torom ce Tako nobujeHa
MOpyKa KOMYHUKAIIMOHUM KaHaJIOM Miajbe 10 ocobe b .

[Nocrynak nexpunroBama ce 00aB/ba MHBEP3HUM ITOCTYIKOM O] KPHIITOBama y OJI0Ky 3a
nekpunroBame. JlexpuntoBame mopyke C ce Bpmm momohy ucror kbyda K koju je
KopuIIheH MPUIMKOM KpunToBama. HakoH nekpurntoBama ce 1001ja H3BopHa mopyka M.

VYKOIMKO Ha KaHaly 3a MpEeHOC moctoju ocoba H (Hamazad) MOXe Ja IMpecpeTHe
KPUNTOBAaHY TMOPYKY M  YKOJUKO Johe y mocex Kibyda MOXKE NPOYHTATH HIIU
370yMOTPeOUTH M3BOPHY MOPYyKy. Jla Om ce m3berie MaHumynamuje, ode cTpaHe Mopajy
IpKaTh KJbYd Yy TajHOCTH, OJHOCHO KJbYyd C€ HE CMe NPEHOCHUTH He3amTHheHnM
KOMYHHUKAIIHOHUM KaHAJIOM. 3a pa3jMKy O] KJbyda, KpUIITOBaHA MOPYyKa MOXKE J]a ce IIajbe U
10 He3amTHheHOM KaHaly ¢ 003UpOM Ha TO Ja cajprkaj U3BOPHE MOPYKE MOKE Jja MPOoTymMadu
caMo OHaj KOPHCHUK KOjU UMa KJbyd. [Ipumep crama KJbyda pa3iuyuTHM KOMYHHUKAIHOHUM
kaHamoMm je kama ce I[IMH (eng. Personal Identification Number) kox 3a npucryn
samtuhenum WHTepHer cajroBuma (Hrp. baHke 3a yBuj cTama Ha padyHy) JOCTaBJbajy
KOpPHCHHIIMA TIOIITOM, a He MIHTepHeTOM.

Hajno3natuju anroputMyd CHUMETPUYHMX KpPUIITOCHCTEMAa KOJjU CE€ JaHac KOPHUCTE CY:
DES, 3DES, DES-CBC, IDEA, RC5, RC6, AES u apyru.

AJITOPUTMH KOJU KOPHUCTE CHMETPUYHH KJbYY 32 KPHUITOBAKE OJIHKYjy CE BHCOKOM
edukacHomhy, mTO ce orjena y KpaTKOM BpeMeHY KpHIITOBama Mopyka. Pas3mor kparkor
BpEMEHa KpHIITOBama je ymoTrpeba KpaTKux KipydeBa. M3 Tmx pasiora ce oBa BpcTa
aJIrOpUTaMa KOPUCTH 32 KPUTITOBAKE/ ICKPHUIITOBAE MTOPYKA BEITUKE TY)KUHE.

CuMeTpuYHO KpHUNTOBAamkE MMa JBa OCHOBHA Hegoctartka. Ob0a xopucHuka (ocoba 4 u
ocoba h) Mopajy MOCEeNOoBaTH JETUHCTBEHH CHUMETPUYHU KJbyd, T€ CE€ jaBJba MPOOJIeM
mucTpuOyIje kKibydeBa. Hanme, KOpHCHHMIIM KOjU JKelie Ja pa3sMeHEe MOPYKY MPETXOIHO
MOpajy Jia ce JOTOBOPE O KJbY4y. JeInHU MOYy3/aH HAuMH je Ja ce 00a KOPUCHUKA (PU3UUKH
CPETHY W M3BpIIEe pa3MeHy KJbydya. MehyTum, 4ecto cy KOpUCHUIM (PU3UYKK pa3/IBOJCHU U
HE MOTY Ja JIoh)y y HermocpeaaH KOHTaKT, 3aTO MOpajy J1a KOPHCTE HEeKH 3ailTHheH KaHa Jia
Ou curypHo pasMeHWIH Kibydese. [Ipobiem je To mro 3amrrheH KaHail MPaKTUYHO HE MTOCTOjH.
Hpyru npo06ieM Koju ce jaBjba KOJ CHMETPUYHUX KPUIITOCHUCTEMA j€ BEITUKH OpOj MOTPpEeOHUX
KJbyueBa. AKO UMaMo N JbyJM KOJU JKeJe J]a KOPUCTE OBY METOJy KPHUIITOBamba, TO 3aXTeBa
n(n - 1)/2 cumerpuunux kbyuyeBa. Ha mpumep 3a 1 MuinoH Jbyau morpebHo je 500
MWJIHjapId CHUMETPUYHUX KJbydeBa. Pamm noOujama TONMKO BEIUKOT Opoja pa3IMunuTHX
KJbyueBa MOpajy ce KOPUCTUTH KJbydeBH Behe nyxuHe. Tako Ha mpuMep, yKHHA KJbyda O
56 Outa je JaHac Ha TPAHUIM JOBOJHHOT C OO3UPOM Ha TO Ja CaBPEMEHU payyHapU MOTY
penaTHBHO O30 J1a OTKPHU]y KIbYY TE TyXKUHE.
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3.4.2. AcumeTpu4Ha Kpunrorpagpuja

Teopuu acumerpuune kpunrtorpaduje cy Whitefield Diffie u Martin Hellman koju cy
1976. rogunae omwmcanu wjaejy Kpunrtorpaduje Koja ce TeMeJbH Ha J1Ba KJbyda, MPUBATHOM
(WM 4ecTo 3BAaHMM TajHUM) M jaBHOM KJbydy. Y JHTEpaTypu I0jaM aCHMETPHYHOT
KpHIITOBama ce noucroehyje ca repmunom asymmetric-key winu public-key kpunroBamem.

Paznuka wu3mel)y cUMETpHUHMX W aCHMETPHYHMX alropHUTaMa je y TOMEe MITO
CUMETPHYHH aJTOPUTMH KOPHCTE HCTH KJbYyd 3a KpPUIITOBAEkE MW JICKPHUIITOBAKE JOK
ACUMETPUYHH QITOPUTMH KOPUCTE pAa3IMYATe KJbY4eBE 3a KPHUITOBAKE OJHOCHO
nekpunrtoBame. MHPpopMalrje Koje cy KpUITOBaHE JaBHUM KJby4eM MOTY C€ JICKPUITOBATH
camMo TajHUM KJbY4eM OJHOCHO TO MOX€E caMo oco0a Koja je BJIACHUK TajHOT aCUMETPUYHOT
kbyda. Oba kbyya Mopajy OuMTH TOBe3aHa MOMONy jeAMHCTBEHE jeHOCMEpHE (YHKIIH]E.
OnHOCHO HE cMe ce M3padyHaTH TajHH KJbYyd W3 JaBHOT KJbyda WIM ce OapeM He cme
W3pavdyHaTH y pPa3yMHOM BpEMEHY.

AJITOPUTMH aCHMETPUYHUX KPUTITOCHCTEMAa 3aCHMBAjy ce Ha ojpe)eHuM CBOjcTBHMA
OpojeBa. [Ipu KpunToBamwy ce U3BOPHHU TEKCT TPETUpPa Kao HU3 MPHUPOJHUX OpojeBa KOjU ce
omabpaHoM (yHKIHMjoOM KpunToBama W KJbydeM Ke mpepadyHaBajy y KpWUNTOBAaHU HHU3
TekcTa. DyHKIMja KPUNTOBamka MOpa OWUTH TakBa Ja C€ W3 KPHUITOBAHOT TEKCTa HE MOXKE
OJIPEIIUTH W3BOPHU TEKCT, YaK aKo je MO3HAT M KJbYU 3a KpunToBame. MehyTum, yKkomko ce
3Ha KJby4 jAekpunrtoBama Kd Moryhe je mako padyHame M3BOPHOT TEKCTa. ACHUMETPUYHO
KPHUIITOBAmk-E¢ MPEJCTaBJba jaKO CIIOKEH BHJ 3AIITHTE MOJAaTaka. 3a FHErOBY peaH3ainjy
CBaKHM OJI CAarOBOPHHKA MOpPa TMOCEI0BAaTH JBa KJbyda (JaBHH W TajHu). Mako cy pa3nuuutu,
KJbyueBU cy MeljycoOHO moBe3anu ojapehenum tpancdopmanujama. Ha cremnehoj ciuim je
MIPYKa3aH MpUMep aCUMETPUYHOT KPUIITOBAHA.

) Jammn RIEYY
Ju)mx.myu(J (N L u ocobe B
ocofe B
b Kpimropamwe : ‘' Tajmn xmyy
JexpHIToBars e ocofe E

( _) J J o __) O;oﬁa

Ocoda Hsropi TexcT .
% °P KpimroBan TekcT KprmToBaH TekcT

HuTepHer

Hszopiot Texer B

Panu jenqnocTtaBHMje aHanu3e pajaa kopuctuhemo cumbone 4, 5 u H. A je ocoba koja
KEJIH J1a TIoIIaJbe U3BOPHU TEKCT, b mpencTaBiba 0cody Koja Ou Tpebana Jja MpUMH MocaaTu
TeKcT, a H je ocoba koja HeoBamheHo kenu a Aohe 10 CUTYpHUX MojjaTaka Koje ocoba A
masbe ocodbu b.

CueHapuo acCMMETpPUYHOT KpHUITOBama OM m3rienao oBako: Ocoba 4 koaupa HOpPYyKy
panu ciama ocodbu b ynmorpeOom jaBHOT Kibyda ocobe b5 Koju je cBMMa JOCTyHaH (4ak U
ocobu H). Ocoba A je jaBHH KJbydu MorJIa 100UTH myTeM email-a, npey3etu ca Web cajra u
ci. Mehyrum ocob6a H wim Ouiio KO M HOpe] Tora IITO MO3Haje jaBHU KJbYd HE MOXKeE
OTKpUTH capkaj nopyke. [lopyky moxe nemudpoBatu camo ocoba b xopuihemeM cBOT
TajHOT KJby4a. Ha oBaj HaumH nmopyka je 3amtuhena on tpeher auna. OCHOBHU HEIOCTaTaK
OBOI' HAUMHA KPHUNTOBAaKA j€ HEroBa CIOPOCT M HEMPHUKIAJHOCT 32 KPHUIITOBAE BEIUKUX
KOJIMYMHA mojaTaka. Takole, ocraje OTBOPEHO MUTamE AyTEHTHMYHOCTHU TMOPYKE, OIHOCHO
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Kako J1a ocoba b Oyzae curypHa jJa je MOpyKy Kojy je MpUMUWIA YHCTUHY Iociana ocoba A.
Hajuemhe ce xopucre cienehm acumerpuunu anroputvu: RSA (eng. Rivest-Shamir-
Adleman), Diffie-Hellman, EIGamal, Eliptic Curves, Rabin u npyru.

KpunroBame/nekpunroBame ToMohy acHMETpUYHOT KJbyda UMa JiBe npeanoctu: Ilpso,
pemaBa HemOCTaTake JeJbeba KJbyda KOJ CHMETPHYHUX alropuTamMa HpUIHKOM
KomyHukanuje m3mely nBe ocobe (4 m b). Koxg cumeTpudHOT KpHUNTOBama KJbYyd ce
pasMemyje u3mehy 1Be ocode U He MOXKE ce KOPHCTUTH YKOJIMKO jefHA OJ JIBE 0CO0E Keln
KoMyHHUIpaTn ca Tpehom ocobom. Kox acuMeTpuyHHMX KpPUNTOCHCHTEMa CBaka ocoda
Kpeupa 110 J[Ba KJby4a, jeJlaH je TajHH KOju ocoda 4yBa, a IPYTH je jaBHU KOjU CE pasMemyje
ca gpyruMa. CBakd O]l €HTHTETa je HE3aBUCTAaH M CBOj Map KJby4eBa MOKE KOPUCTHTU Y
KOMYHUKAIHjU ca Ouio kume. Jlpyra mpeaHocT ce orjeaa y Beoma BeJIMKOM CMamemy 0poja
YKYITHO TOTPEOHUX KJbydeBa. Y CHUCTEMY Y KOME KOMYHHIMPAa MHIHOH KOPHCHHKA,
noTpeOHO je camMo 2 MMJIMOHA KJbyueBa, JIOK OM y ciydajy Kopuiihewma CHUMETPUYHOT
KpUMNTOBamka 6uso motpedHo 6ap 500 Munmmjapm Kibydena.

CuMerpuunu anropuTMmu, Takohe, mmajy naBa Hexmocrtarka. Hajpehum Hemocratak je
KOMIUIEKCHOCT alropuTaMma KOju c€ KOPUCTE MPUIMKOM KpUIITOBama. AKO Ce XKelll ePeKTHO
KPHUIITOBAak¢ TO TIOBJIAYM Jla alTOpUTaM KOPHCTH OTPOMHE KJbydeBEe TPWIIMKOM paja.
Omnepucame ca OrpOMHUM OpojeBHMa 3aXxTeBa MHOTO BpeMeHa. 300T Tora acHMETPpUYHU
ATOPUTMU HHCY MPETIOPYIbMBY 32 paJl ca BEJIMKIM M3BOPHHUM Tomanuma. Moxke ce pehn ga
Cy aCHMETPHYHH aJTOPHUTMH MHOTO €(pHKACHUJH y paay ca KpaTKuM mopykama. Mcro tako,
OBa BpCTa ainropurama 300T CBOje CJOKEHOCTH HHCY TIOTOJHH 3a XapIBEpPCKY
uMIUIeMeHTanujy. Jpyru Heqocrarak je Taj IITO ce€ KOMYHUKaluja u3mely nBe cTpaHe u
JaBHM KJbYY MoOpajy BepudukroBatu. Kako ocoba 4 maske CBOj jaBHH KJbY4 0coOu b myrem
€JIEKTPOHCKE TOIITe, 0co0a H Ha HEKW HAYMH MOpa OWUTH CHUTypHA Ja je AOOWjeHU KIbyd
yIpaBo mociar oj crpane ocooe 4. OBO je HAPOUUTO BaAKHO YKOJIMKO CE€ PaJH O KOpUITNEHY
aCUMETPUYHOT KPUIITOBakha MPUIMKOM HAECHTU(]UKAIMje KOPUCHUKA HA HEKU CUCTEM.

3.4.3. XuOpuaHu KPUNTOCHCTEMHU

Nmajyhu y Bugy na ynorpeba cUMETpUYHE WJIM acUMETPUYHE KpurnTorpaduje matu of
M3BECHUX HEIOCTaTaka jaBjhba c€ moTpeba 3a cucreMuMa Koju KOMOWHY]y HajooJbe
NojelMHaYHe KapaKTepucTUKe 00a cucrema. Tako Cy HacTanu XMOPHIHH KPHUIITOCHCTEMH.
[MpuHumn paga oBux cucrema ce oryiena y cieaehem: M3BopHHM TEKCT ce MPBO KpUNTYje
ynotpeOoM Kibyda (MTOHEKaJ Ha3BaH W SESSION KJbyd), a 3aTHM C€ Taj KJbyY 3ajeqHO ca
KPUIITOBAHOM MOPYKOM TaKyje ¥ MOHOBO KPUIITYje ca jJaBHUM KJbydeM 0c00e K0joj ce miajbe
nopyka. Iloctynmak nekpumimje 1iele MHOpyKe ce OcTBapyje OOpHYTHM pPEaoCcieaoM
onepauuja: Ocoba koja je mpUMMIA MOPYKY IMPBO JAEKPUITYje HMCTY Ca CBOJUM TajHUM
KJbyYeM, MPOHANA3M 3allaKoBaHU SESSION KJbYY M KOPHUCTH Ta ja OM MpOYHUTana H3BOPHY
HIOPYKY.

3a reHepucame SESSION Kibyda KOPHCTH CE TEHepaTop Mceyao-ciaydajHor Opoja y
KOMOMHAIMjU ca pa3HUM KOPHUCHUKOBMM YHOCHMa y TOKY Ipolleca reHepucama. Ha oBaj
HAuMH ce MOCTWXY 3aBUIHE NepdopMaHce cucTeMa 3a KPUIITOBAMKE, jep C€ aCHUMETPUYHO
KPHIITYyje cCaMO KpaTak CUMETPUYHHU KJbYyY, a HE 11eJ1a, BeINUKa MopyKa. 3HaMO Ja aCUMETPUYHO
KpPUIITOBaHkE HUjEe OTOIHO 32 MOPYKE BEJIHKE TyKHHE.

[Mpumep ycmemuor xubOpugHor kpuntocucrema je PGP (eng. Pretty Good Privacy)
NPOrpaMCKH TaKeT 3a KPUITOBame nojaraka koju je ¢gopmupao Phill Zimmerman 1991.
rogune. [punmun paga PGP anroputMma je npukasan Ha cienehoj ciuim.
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Ocoba A4 npe ciama mopyke M ocobu b TpBO M3BPIIN KOMIIPECU]Y MOMOhy Heke o1
MeToJia 3a KoMmrpecujy noaaraka (amp. ZIP). KomnpecoBamem mopyke ce yOp3aBa Bpeme
cllarba TIOpyKe, a ICTOBPEMEHO M JI00Mja Ha 3alITHTH MOpyKe. Tako KoMIpecoBaHa MopykKa
M' ce xpunrtyje momohy Hekor oj cumerpuunux anropurama (DES, 3DES, IDEA wumu
CITMYHO) M SeSSion kiby4a. Ha Taj HauwH ce no0uja kpunroBaHa mopyka C. 3aTuM ce BpIIH
KPHIITOBamke SESSION kibyda momohy Hekor oa acuMeTpuunux anroputama (RSA, ElGamal
wmu Diffie-Hellman) u jaBHor k/by4a ocobe b. Tako HacTaje kpunroBana mopyka C' Koja ce
masbe ocodu b 3ajeHo ca mopykom C .

[Ipomiec nexpunToBama ce o0aBjba OOPHYTHM pEIOCIECIOM paambHh O] Tpolieca
KpunToBama. Kajga nmpuMu KpunroBaHy Hopyky ocoba b ynorpeOsbaBa CBOj TajHU KJbYyd U
JCKPUIITYje TIOPYKY Koja campxu Session kibyd. Kopurnhemem Session kibyua ocoba b
JIEKPUTITYje KPUIITOBaHY MOPYKY, a KaCHU]je je W JCKOMIIpecyje y Muiby noOujama W3BOPHE
TIOpYKE.

PGP mporpam HyauM HEKOJWKO CTENCHM 3allITUTE. HHUCKH, BUCOKM W BOjHH. [IpBu
Kopuctu 512-0uTHU KJby4, Apyru 768-OutHH, a BojHu KopucTu 1024-O6uTHH KJbyd. Ocum
reHeprucama mnapa kpydeBa, PGP anropuram Hymau join nocta CHTYypHOCHUX Mepa THMA: 3a
reHepucame KJbydeBa C€ HE KOPUCTH TeHepaTop KJbyueBa Beh airopuram Tpakud Of
KOPHUCHHKA J]a YHeCe HeKe IoJIaTKe MoMohy Tacratype, a 3a TO BpeMe MepH pa3make usmehy
BpeMEHa yjapala ¥ Ha OCHOBY mHUX TreHepuile kibydeBe. Mcro tako PGP nynu
MOTHHUCHUBAKE MOCIATUX JOKYMEHATa y IUJbY JOKa3HBamba ayTeHTUYHOCTH.

3.4.4. Ilpumepu caBpeMeHHUX AJIrOpPUTaAMAa 3a HPpoBam-€e

Y oBoMm xeny Hehy ommcuBaTH CBakM O] alropuTtama 3a Imu@poBame Beh hy camo
MOMEHYTH OHE KOjU KOPUCTE MOJYyJapHy apUTMETHKY M KPaTKO OIUCATH TIE je KOPHUCTE.
Paznor ToMe je mTO Cy CaBpeMEHH allTOPUTMU JOCTa CIOKEHUJHU O] KJIACHYHHUX JIrOpUTaMa
(ImTo ce MoKe BUICTH W3 HHUXOBUX YOIIITEHHX IlIeMa) M jep je 3a BUX MOoTpeOHO JocTa
3HaWba KaKo U3 MaTeMaTuKe Tako W U3 UH(popMaTuKe.
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3.4.4.1. RCS aaropuram

RC5 amropuram ¢opmupao je Ronald Rivest ca Massachusetts wuHcTHTyTa 32
texHosorujy 1994. romune. RC5 npunaga cumerpuunuM mudapckuM GJIOKOBHUMA MOTOaH
Kako 3a cOTBEPCKY Tako W 3a XapABepcKy peanusaunujy. RCS5 mpexacraspa anropuram ca
MPOMEHUBOM  BEIMYMHOM OJIOKa yIIa3HMX II0JlaTaka, NPOMEHHBUM OpojeM Kopaka
W3BpIlIaBalba M MPOMEHHBUM Ay)KHHama kibyda. Ha oBaj maumn RC5 o00e30ehyje Benmuky
¢dnexcubmHOCT y iepopmMaHcamMa ¥ HUBOMMA CUTYPHOCTH ITOIaTaKa.

RCS5 anropuram kapakrepumny cieachu mapamerpu RCS - w/r/b. T'ne je w 6poj 6urosa y
peun, I mpeacraBiba Opoj kopaka RCS5 amropurma, a b je aykwHa K/byda H3paXkeHa y
6ajroBuMa. PazmuuutuM n30opom mapamerapa ao0ujajy ce paznuuutd RCS anroputmu.
Crangapany peu uuHu 32 6urta, nok cy moryhe m BpeaHoctu 16 Outa m 64 Oura. RCS
KpUIITOBaKk€ KOPUCTH OJIOKOBE OJ1 B peun (2W) U3BOPHOT WJIM KPUNTOBAHOT Tekcra. Moryhe
BpenHocTH mapametpa I ¢y 0,1,...,255. Bpoj GajroBa koju umte Kby4 b kpehe ce o1 0 1o 255. Tajuu
wbyd K ce gecro npe ynoTpebe npormmpr 1 Ha Taj HaYWH ce (popMmupa Tako3BaHA MPOIIHPEHA
Tabena Kjbydena S .

RCS5 anropuram uynHE TpU KOMIIOHEHTE: alrOpUTaM 3a IPOLIHPEHE Kibyda, alrOpuTam
3a KPUNTOBAKE U aITOPHTAM 3a JCKPHUIITOBAKhE.

Csa Tpu anropuT™Ma Kopucte cienehe jeJHOCTaBHE orepalyje:

. Apur™meTniko cabuparme o moayiy 2W

e @ bur mo 6ur XOR ( UckpyunBa nucjyHknuja (OMHapHa JIOrHMYKa
omepanmja Koja je TayHa CcaMO aKoO C€ ONEepaHaAu pas3uKyjy). Y
MaTeMAaTHIN,NCKJbYIHBO] AUC]YHKIM]HA OAroBapa cabupame 1o Moayay 2. )

e <<< Poramwmja yneBo 3a oapehenu 6poj OuTosa.

300r jenHoctaBHOCTH omeparuja RCS je nmak 3a umruieMeHTamujy. Y3 To U3HOC TTOMakKa y
omepainujama poTupama Hije ¢hukcaH, Beh 3aBUCH 0 yJIa3HOT TOIaTKa.
JlexpunToBame uMajy oapeheHy CIMYHOCT Koja ce orjieia y 0OpHyTOM peaocieay oneparmja.

3.4.42. RC6 anropuram

RC6 anropuram ce nojaBuo kao ynanpehemwe RC5 anropurma 1998. rogune, HapaBHO ca
CTPOKHJUM 3aXTeBUMA 10 MUTaky CUTYPHOCTU U 00sbuM nepdopmancama. Kao u xog RC5
Y 0Baj AITOPUTAM KOPUCTHU POTallKje ca MPOMEHbMBUM NoMakoM. HoBo je jenuHo To 1mto
RC6 kopuctu uetrpu ymecto nBa 6i0ka peuu (paana peructpa). RC6 moapkasa 6mokose
nojartaka oJ1 mo 128 6uroBa u KopucTu KJbydeBe Benuunnae 128, 192 u 256 Oura.

RC6 anropuram kapakrepuriry cieaehu mapamerpu RC6 - W/r/b rae je W BennunHa pedu
y OuTOBHUMa, I TIpecTaBsba Opoj Kopaka anroput™a u b je nyxuHa kjbyda y 0ajTOBUMA.

Oneparyje Koje ce KOpUcTe MPHIMKOM KPUIITOBamba Cy:

e a+b Lleno6pojuo cabupame mo moayiry 2W

e a-—b L1eno6pojHO omy3imaEse 1o mojyry 2W

e a®b bur mo 6ut XOR Hag W-OuT peunma

e axb Lleno6pojro MHOXKEHE 110 MOy Ty 2W

o a<<<b Porarmja W-6utHe peun a yneBo 3a b 6uta
e a>>>)h Poramja W-6utHe peun a yaecHo 3a b 6ura
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3.4.4.3. RSA aaropuram

HajmonynapHuju acMMETpUYHH METOJl 3a KpUITOBame mojartaka je RSA amropuram.
RSA je ckpahenuna o nmouetHux cioBa HayuHuka Rivest, Shamir u Adleman koju cy npBu
jaBHO omucamu amroputam 1977. romune. Clifford Cocks, eHrnmeckn maremartuyap, pasBuoO je
eKBUBaJIEHTAaH cucteM 1973. romuube, amu je oH OMo KinacupukoBaH HajehuMm cremeHoM
TajHoCTH cBe 10 1997. romuHe.

3a reHepHcame jaBHOT M TajHOT KJbyda CE€ KOpUCTE MPOCTH OpojeBu. TajHu KIbyd
npencTtaBiba ypehern map (N,d), a jaBuu kbya ypehenn map (N,e). Tpeda yountn na je 6poj N
3ajemHUYKU 32 00a kipyda. Ocoba Koja miajbe TMOPYKY BPIIHM KpHUINTOBame momohy cienehe
JeqHaYnHE :

C = P¢ (mod N)
rzie je P u3BOpHU TEKCT KOjU je mpHka3aH y o0nuky 6poja; C Opoj Koju MmpeAcTaBiba KPUITOBAH
TEKCT; OpojeBu € U N Cy KOMIIOHEHTE jaBHOT KJbyda. Kama ce mopyka mpumu moTpeOHO je

nemupoBatu oMohy crenehe jenHaunHe: P = C% (mod N)
rae cy P u C ucte xao u y nperxoanoj popmynu, a N u d npeacTaBibajy KOMIOHEHTE TajHOT
KJby4a.

OcnoBHu mpo6seM kox RSA anroputma je xako um3Bpmuta u3bop OpojeBa N, d u e
(Beoma Benuke BpenHocTu ayxuHe ox 1024 mo 2048), a ga yjenHo 3a10BosbaBajy dhopmyie
aIrOpHUTMA.

3anpaBo RSA kopuctu Teopujy npoctux O6pojeBa u cienehy npoueaypy :

e l3abparu nBa mpocta 6pojap u q .

e Izpauynatu N=pXx(.

e U3zabpatu e (Mopa 6utu Mamu o1 N) Tako ma ¢ u mpoussox (P - 1)(q - 1) Oyay
y3ajaMHO TPOCTH .

e Oppemutu 6poj d Tako 1a 3a0BoJbaBa jeaHaunny (e X d) =1
(mod [(p-1)(q-1)]).

OnpehuBame OpUTHHATHE MOPYKE HAa OCHOBY KpPUITOBAaHE TOPYKE M jaBHOT KJbyda
€KBUBAJICHTHO je (haKTOpH3alMju MPOM3BOJIa JBa BEJIMKA MpOocTa Opoja. YKOJIMKO OM HEeka
ocoba ¢akropucana 6poj N u u3 tora nponanuia npousBos (p-1)(q-1)=¢(N) (¢ je Ojneposa
(dbyHKIIM]a) OHAa HE MOJKe JIohH y mocen Opoja € 3aTo MTO OH HeMa 3ajeJHHYKOT JIeIuTesha
ca (p-1)(g-1) . Ako ce mecu Ja Ha HEKM HaYMH ca3Ha Opoj €, aa O J011mao 10 TajHor Kibyda d
Mopa na ¢axropurie 6poj N. ITomrro je 6poj N Beoma Benuku u a0 309 nenumanuux uudapa,
¢dakropuzaimja je ckopo Hemoryha.

Benuku npoctu 6pojeBu koju ce kopucrte y RSA anroputmy Hamehy Buiie npoGiema
npakTuuHe mnpupoze. [la 6u ce MHOXWIM OBU OpOJeBH MOpajy CE€ KOPUCTUTH MOCEOHU
AJITOPUTMU 32 MHOXKECHE, 32 KOje je MOTPEeOHO BUILIE BpeMeHa, caMUM TUM ce roBehaBa Bpeme
M3BpIICHA AITOPUTMA 33 KpUNTOBame. CeM Tora airopuTMu 3a GakTOpHU3alMjy Cy U3 JlaHa y
JaH cBe 00osbM M 00JbH, Na je naHac 512-6utHu RSA anropuram HenoBosbaH 3a 6e30eqHO
KpHUNTOBame nopyka. Mehytum mpernocrasiba ce na he 1024-6utaun RSA Gutu 6e30enan
JOIII MeTHAEeCTaK ro/INHA.
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3.4.4.4. Diffie-Hellman-oB npoTtokos 3a pa3MeHny K/by4eBa

Diffie u Hellman cy 1976. roause npeaioxKuin IPBU aJITOPATAM 33 pa3MeHy KJbydeBa
IPEKO HECUTYPHOT KaHaja, 4Ydja je CHTypHOCT 3aCHOBAaHA Ha HAAXEHY IHUCKPETHOT
noraputMma. OBO je IpakTUYHA METOJA 32 jaBHY pa3MeHy TajHUX KJbyueBa M KopwuiiheH je y
BEIMKOM Opojy KOMepIHjatHuX mMpousBoia. OBaj aaropuram ce HE MOXKE KOPHCTUTH 32
pa3MmeHy mopyka Beh ce KOpHCTH J1a ce YCIIOCTaBH 3ajeJHUYKH TajHH KJbYY KOjJH 3HAjy camo
ydecHUIIM y KomyHuKanuju. [lanac je mo3nato na je James Ellis mpeayioxkuo UCcTy KOHIENT Y
tajuoctu 1970. ronune.

[IpernoctaBumo na ce aBe ocobe (Ana u bane) mopajy AOTOBOPUTH O KJby4y 3a
i dpoBame MPEKO HEKOT HECHT'YPHOT KOMYHHKAIMOHOT KaHaia. Takole, npeTnocraBuMo ia
Cy Te aBe ocobe m3abpaye BEIUKH MpocT Opoj N u Opoj g, Taka ma je G={0, 1, ..., n-1}
[UKJIMYHA MYJITUIUTMKATHBHA Tpyla, a § BeH reHepatop. bpojeBu g u N HUCY TajHA, MITO
3HAYM JIa UX MOKe KOPUCTUTH Behu Opoj ocoda koje MelyycoOHO KOMYHHUITUPA]y.

Diffie-Hellman-oB npotoxoi 3a pasmeHy Kjby4eBa 00yxBaTa cieache Kopake :

e Amna Gupa ciay4ajan Beauku 0poj X (0<x<n-2) u masse Banery X = g* (mod n),
Bane 6upa cayuajan Beanku 6poj y (0<y<n-2) m masse Ann Y =g’ (mod n),
Ana oapehyje k = Y* (mod n),

Bane oxpehyje k' = XY (mod n).

Bpennoctu Kk u k' cy jennake g (mod n) m He Moxke MX HM3pauyHaTH HEKO KO
MpUCITYIIKYje KaHalr To 3HauW Ja Hamagad Moxe gohu 1o Bpeanoctu N, g, X, 1Y, anu ga ou
110010 BpeHOCT K MOpa u3pavyHaTu AMCKpeTHH Joraputam ( x = log,X (mod n)). Jlakre, k

je TajHu KJby4 Koju AHa 1 baHe He3aBUCHO padyHajy.

Ipumep. Ocobe A u b cy moroBopuie mapamerpe N u g 3a pasMeHy kjbydeBa Diffie-
Hellman-oBum nipotokosiom : N =5, g = 3. Ocoba A je 3a CBOj IpUBaTHHU KJbYy4 H3abpaia
X = 3, a ocoba b je uzabpana y = 2. [IpoBeputu aa v ce KJby4yeBH KOJU c€ I00Hjajy OBUM
HAYMHOM pa3MeHe MOoayaapajy, Tj. aa i je k=k'.

Ocoba A: x=3 Ocoba b:y=2
X =g“mod n Y =g’ mod n
X =3>mod 5 Y =3*mod 5
X =27mod5 Y =9mod5
X=2 Y =4
Ocoba A je ocobu b nmocnana X = 2 Ocoba b je ocobu A nmocnana Y =4
OnpehuBame NPUBATHOT KJby4a OnpehuBame NpUBaTHOT K/by4a
k=Y"modn kK'=X’mod n
k=4°mod 5 k'=2°mod 5
k =64 mod 5 k'=4mod5
k=4 k'=4

W3 oBor npumepa ce BUIMU Ja ¢y U ocoba A u ocoba b 1oOunm uaeHTn4YHe KibydeBe Ia
he u mocrynak nemudpoBama OUTH yCTIEIIaH.
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IIpumep. Axo je mo3narto aa je 3" = 81 penaruBHo je jako Aohu 10 pemema n=4. Ako je
3"(mod 7) = 1 kako nohu g0 pemiema?
Hamnpasuhemo tabeny u BumeTu 3a koje n je peynrar 1.

n 1 2 3 4 5 6
3" 3 9 27 81 243 729
3" (mod 7) 3 2 6 4 5 1

OBo je nmoOpo pemiewme 3a Maje OpojeBe anu ITa OM paguid Ja CMO Tpedbaiu na
pauynamo 3a 328" (mod 23713). OBum mytem Ou OWIIO TEMIKO HM3BOJJBHBO. CHTypHOCT
Diffie-Hellman pa3mene kibydeBa JI€KH YIPaBO y YHECHUIM Ja MAKO je PEIaTUBHO JIAKO
Hahy eKCIIOHEHTE M0 MOJIyJy pUMapHOT Opoja, jako je TeIKO Hahu JUCKPETHE JIorapuTMe.

34



4. MoayJJapHOCT Y YMETHOCTH

MoynapHOCT Y yMETHOCTH MOXKEMO CarjielaTH Kao TeHepaIn3alujy CUMETpHje, alld U Kao
MOTyhHOCT CTBapama pa3IMYUTUX CTPYKTypa TIOMONY jemHOT WM BUIIE Oa3MYHUX
eJIeMeHaTa - MOAyJa.

VY Hayny TpUHIUN MOIYJIAPHOCTH j€ Tparame 3a OCHOBHHM €JIEMEHTHUMA Pa3IHuUTHX
TE€OMETPHUJCKUX CTPYKTYpPa, JOK Y YMETHOCTH DPa3IMYUTH MOIYNIW (Ha TpUMep Lurie y
OpHAMEHTAIHOM 3UJAPCTBY) MPEJICTaBIba]y OCHOBY MOAYJIAPHUX CTPYKTYpa.

VY pazmuuutuM oOnacTMMa MaTeMaThKe MpoOJieM je TpPerno3HaTH CKYyll OCHOBHUX
eJIeMeHaTa, paBuja KOHCTPYKIU]jE U U3BOhEHEe pa3IMunuTUX, TAKO U3BEACHUX CTPYKTYpA.

VY BH3YyeNHO] YMETHOCTH MOJyJapHa apUTMETHKAa CE€ MOXE€ KOPHUCTUTH 32 IPABJHEHE
YMETHMUKHUX IIapa 0a3upaHuX Ha TaOnMIilaMa MHOXKEHa U cabupama 1o Moayiay N.

HajennocraBHuju mpumep je kopuirheme Tabiuile 3a cabupame MO0 MOIydy 2 U JIBE
OCHOBHE I[PHO-0€JIe CITUKE.

+]1011
o AW

0 1

3ameHoMm cimka ymecto opojeBa 0 u 1 y rTamHmjem aeny Tabene godujamo cienehy mapy

y

AKko oOMjeHy mapy CTaBUM Yy CBa YETHUPH KBaJipaHTa Tadene 2X2 nobuhy cinenehy mapy

vy
&

V 4




Ogze hy KopuCcTUTH TabIUILy 32 cabuparma 10 MOAYIY S5 U T OCHOBHUX CIIUKA.
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3amenoMm cimka ymecto OpojeBa 0, 1, 2, 3, 4, y Tabnuuu 3a cabupame, y TAMHHUJEM eIy
Tabene nobujamo cienehy mapy

Ako n0OMjeHy mapy CTaBUM y TOPHM JIEBH yrao Ttabene 2X2, a y ocraje KBaJpaHTe
CMECTUM H0j OCHO CUMETPHYHE CIIMKE y OJHOCY Ha YHYTpallllkhe CTpaHuie tadene nobduhy
cnenehy mapy
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CIIMYHO Kao y MPETXOMHOM CIIy4ajy, aKO HCKOPUCTUM TaOJIUIly 32 MHOKEHA 10 MOJYITy 5 Y
MaJio M3MEHEHOM 00IHKY U cienehe ocHOBHE enemeHTe qo0uhy
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5. Johann Carl Friedrich Gaul}

Benuku maremaruuap, ¢usumyap u actpoHoMm Kapn ®puapux ['ayc, Hammcao je mpeko
ocamjieceT OOMMHHUX Hay4dHHUX paclpaBa, Koje MpeAcTaBbajy OCHOBY pa3Boja TEOPUjCKE U
npuMemeHe maremaThke. Kao 4oBek BeluKe MHTYHMIMje ca HEeHaAMallHUM ocehajeM u
CMHCJIOM 3a JIOTMYKY MPELHU3HOCT y MaTeMaTUYKOM pacyhuBamy, CBOj KUBOT je IOCBETHO
UCTpaXMBaKkUMa 3aKOHA IIPUPOJIE, KaKo je caM UCTHLAo: , [Ipuposo, TH cu Moje 00KaHCTBO.
HcTpaxxuBamuma TBOJUX 3aKOHA )KMBOT MO] je ocBeheH .

I'eHnjanHO BEWIT Aa Kao mocMaTpad (peHOMEHa NpUpPOE MOAATKE IMOCMAaTpama MPETBOPH Y
MaTeMaTH4Ka CpeCTBa, CTBApao je METOJe U TeopHje Aa Ou nmomohy HUX OTKPHUBAO 3aKOHE.
JlompuHeo je na ce 3acHyje Teopuja QyHKIM]je KOMIUIEKCHE MPOMEHJBHBE U Y BE3U Ca TUM
TeopHja enunTUYHUX (yHKIMja. ['aycoBa pacrpaBa 0 XHUIEPreOMETPUjCKUM peloBUMa je O
BEJIMKOI 3Hayaja 3a pa3BUTaK TeopHje OECKOHAuHUX peoBa. Y TEOpHjU BepoBaTHohe U
HBEHUM NpUMeHama Mo3Hat je ['aycoB 3akoH pacrojene BepoBaTHoha, ['aycoB anropuram y
JMHEapHO] anreOpu, Kao TEOPUJCKO U MPAKTUYHO CPEJICTBO pelllaBamba CHUCTEMa JIMHEApHHUX
anrebapcKux jenHadnHa, a ['aycoBa MeTola HajMamUX KBaJpaTra TEOPHjCKA je Mojjiora y
MHOTHM MpPaKTUYHUM IpHMeHaMa mareMmaTuke. [1ucao je cmopo M KOHIM3HO 3aTO ILITO je
BOJIEO Jla CBOJUM paJloBUMa Ja TAaKBO CAaBPIICHCTBO Ja UM CE€ HE MOXKE HUILITA JIOJATH U
OJIy3€TH M JIa Ha IITO MambeM IPOCTOPY LITO BUIIIE KaXeE.
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l'ayc je pohen y bpayHcBuikoM BojBojCTBY (manac Hemauka), y ckpoMHOj mopoauiy, 30.
anpuna 1777. rogune. TaneHaT 3a MaTeMaTHKY UCIIOJBHO j€ Y IETUEHCTBY, ATl BETOB OTall 3a
TO HHjEe MMao pa3yMmeBama. Beh kao nmere mocemnoBao je yynecHy moh padyHama. Y IIKOJIH,
Kapny je cBe 6uio nako na ce gocahuao. Yuuress ByTHep je oamydno aa ra yMUpH Ha JTyxe
ma My je 3a1ao na cabepe ce 6pojese ox 1 go 100. Anu, Kapio xoju je Taga umao 7 roauHa,
onmax je oaroopuo jaa je To 5050, 6e3 na je To Hanmcao Ha manwup. [locmarpajyhu vus 1, 2,
3, ..., 98, 99, 100, youno je 3akoHuToCcT: Kama cabepe 1 u 100, 2 u 99, 3 u 98 utn, yBek
no6wuje 30up 101. TakBux mapoBa uma 50 ma je Tpaxenu 30up jeauak 5050. OBaj mocrymak
Ha3BaH je ,, [ aycosé nocmynak *“.

Kao cpenmomkonarn ynrtao je tbyrna, Ojnepa u Jlarpamka. [IpoydaBajyhu muxoBe pamgose
I"ayc je cmaTtpao na je BbytH of cBux Hajsehu. BojBoga meroBor poaHor rpajia, Harpajuo ra
je crunenmujom 3a kosey Carolinum, koju je moxahao ox 1792. no 1795. roamue. Ilo
3aBpIIETKY IIKOJIOBama y bpyHCBHKY, T1e ce Beh y Mumagum naHuMa mmoka3ao Kao HaJapeH
MaTeMaTH4ap OTKPHBIIHM, NCTHHA Beh mo3HaTe, 3aKOHUTOCTH TOIYT OMHOMHE TeOpeMe MU
3aKOoHa KBajApaTHOT pernunpouurtera, ['ayc 1795. npenasu y I'etunren. Y mopen uckazanor
TaJieHTa 32 MaTeMaTuKy, Ayro ce aABoymuo usMehy maremaruxe u unonoruje. XKeneo je na
ce OaBu kimacuyHoMm ¢umosiorujom. CBuhana My ce MoOMHcao Ja Hamuile KOMEHTap
Beprunmja, moce6no cmmazak Eneja y momsemspe. C apyre cTpaHe JKeleo je Ja penru
nmuTame mTa je 6poj. Ox 1795. roqune I'ayc je pasMUILBao Ja HamUIIe paj o OpojeBHMA.
1796. je mokazao Aa ce CBaKU NMPABUJIIHM IOJIUTOH, YHJU CYy HEMapHU (PAKTOPU pPa3IUUUTH
depmaoBu MPOCTH OpPOjeBH, MOXKE KOHCTpyHCATH MoMohy Jiemupa u mecrapa. OBo oTkpuhe
OWJI0 je BeOMa BaXHO Ha T0JbY MaTeMaTHKe: TAKBU KOHCTPYKIIMOHU MPOOJIEMH OKYMUpPATH
cy MareMarnuape jom y Bpeme crape I'puke. 1 cam 'ayc je 6uo TonmKko 3a70BOJbAH MITO je
yCcHeo Ja perd OBa] KOMIUIEKCaH NpoOseMm, Ja je 3aTpakHo Ja My c€ Ha HaArpoOOHH
CIIOMEHHUK yrpaBupa npaBuiHu 17-toyrao. [lorpeOHuK, unak, HUje TPUXBATHO HETOB 3aXTEB
300T joIT HecaBpIIEHE TEXHUKE TPaBUPabA.

[IpekpeTHuiia y \eroBoM ABOYMJbeY M3Mel)y maTemaTuke u ¢usosioruje Hactama je 1797.
rOJMHEe, KaJa TOYUEkE Ja BOIM CBOj MaTeMAaTHYKH [HEBHUK, KOjU JaHac 3a MHOTeE
[pEJACTaB/ba HajBEIMYAaHCTBCHHMjH MaTeMaTHYKH A0KyMmeHT Disquisitiones Arithmeticae
(AputmeTHuKe pacmpaBe), peMek aeno apurmerwke, mrammnaHo 1801. romune. O6uMom
HEBeJIMKa OBa OelieKHUIa caapku 146 Beoma cakeTux OCNENmIKH, OJl KOJUX CBaka
NpeJCTaB/ba jEHO TIOTJIaBJhe Y MaTEeMaTHIM, KOje HHje JIAaKO NPOTYMAayuTH. ToMm
OenexxHurioM [ayc je mokazao Ja je 3a mera MareMaTHka Ouila yCaBpIIaBame BIIACTHUTOT
ouha n Humra Bume. OBO Je/0 je KaMEH TeMeJball 32 3aCHHBamEe Teopuje OpojeBa Kao
nocebHe MareMaTHyKe AMCLUUIUIMHE, a Ja0 joj je OOJIMK KOju M JaHac uma. Y ’b0j je yBeo
penanujy KOHIPYEHIIMje, INTO je OJAKIIANIO pellaBalkbe MHOTHUX MpoOiiema. DpaHIyCKH
matemaruuap Jlyj Jlarpanxk cmarpao je na HOCJeImbe MOTJIaBjbe O jeAHaYrMHaMa, romohy
KOjuX ce AepuHHILIE IMoJeNa Kpyra, caap>Kyd Hajjernile aHAIUTUYKO OTKpuhe Koje OJaBHO
Huje mocturHyro. Ty je ['ayc onxpenwo NpaBHIHO IOJMTOHE KOjU CE€ MOTY YIHCATH Yy
KPY>KHUILY yIOTpeOOM JIelHpa U IIecTapa U Tako jeé KOHaYHO PEIIro jefaH mpolieM Koju je
MOCTaBWJIa MaTeMaTuka aHTuke. Jlupuxie, jenaH oj HajaapoBUTHjUX ['aycOBUX ydYCHHKA W
BpJIO HUCTAKHYTH MaremaTruyap, NoceOHO y Teopuju OpojeBa, ycmeo je JAa MpoyyH,
CTBapaJlaykl YCBOjU U Jajbe yHampeau ayooke uueje xoje caapxu ['aycoBo gerno. OH je
OMo TmpBUM KOjU je TO JeNo pa3yMeo M OTKpUO Ta Apyruma. ['aycoBa JOKTOpCKa
muceprandja (1799. romwHe mon mentopctBoM mpodecopa Ildpada) je HOB mompuHOC
Ipoy4aBamy anrebapckuX jeHauMHa, y BHOj je J0Ka3 T3B. OCHOBHE TeopeMme anredpe Koja
rnacu: CBakM MOJMHOM , HaJl MOJbEM KOMIUIEKCHUX OpojeBa, cTerneHa Beher wiM jeqHakor
jenan uma Oap jeZHy HyI1y y TOM mmojby. OBa Teopema uma M Jpyrauyujy MHTEpIIpeTanujy Koja
IJIaCH: CBAKH He-HyJla MOJMHOM jeJHE TPOMEHJbHBE, Ca KOMIIJIEKCHUM KOe(pUIIMJeHTHMA, UMa
TAQYHO OHOJIMKO KOMIUIEKCHHUX KOPEHOBAa KOJHMKH MY j€ CTENEH, YKOJHKO C€ MOHOBJHEHHU
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KOpPEHM padyHajy y CBOM MyATHIDIMOMTETY. Matemaruuapu mnpe [ayca cy camo
MPETIOCTaBJbaAIM /2 jé TO UCTHHA, I je OH TO M JI0Ka3ao. Y TOKY CBOT JKHMBOTa, 130 je 4
MOTITYHO pa3IMYUTa J0Ka3a 3a TY TEOPEMY.

Y nBagecer Tpehoj roauHM moctao je wiaH lleTporpancke akagemuje Hayka, a yop3o u
akajieMuja Hayka mupoMm EBpome. Y 1BanmeceT meroj roAMHH TayHO je OAPENUO IyTamby
mwianerouaa llepec, mobuBmm TBpABKY Guno3oda Xerena ga Ha HEOy HE MOXKE OWTH BUIIIC
on cenam 1uiaHera. [lyrama jemHe 3Be3ne HHje OMIIO KaKBO KpeTame Beh HY)KHH pe3ynrar
JIeTIOBamba CBUX TeJla Ha JeTHO MOjeJMHAYHO Y MPOCTOpy. M3 BeoMa CKpOMHHX acTPOHOMCKHX
MoJlaTaka ycmeo je MaTeMaTWYKUM IyTeM, Ha OCHOBY 3aKOHAa TpaBUTalMje, Aa OJpeau
nyramy 1uranerousa llepec koju ce 6mo m3ryomo u3 Buma actpoHomuma. Y Bbpemeny je, y
capanmu ca becenom, cpehuBao Jynurepose Taderne.

Hemaukn mpuponmak Anexcanmap XymoOont mmcao je 1805. rommne Biamapy Hemauke
Opunpuxy Bunxenmy III: ,Jenunu yoBek koju bepnuHckoj akajgemMuju Hayka MOXKeE JaTH
HOBH cjaj 30Be ce Kapn @punpux ['ayc®. 3axBasbyjyhu cBojoM Hay4yHO] aKTUBHOCTHU HU3abpaH
je 3a mpodecopa MaTeMaTUKe U acTpoHOMHUje Ha YHuBep3uTery ['eopr-Ayrycr y ['etunreny,
Kao ¥ 3a qupeKTopa ['eTuHremke acTpoHOMCKE OTicepBaTOpHje.

I'ogune 1809. 06jaBibyje Apyry KiHTY 1O Ha3uBOM Theoria motus corporum coelestium in
sectionibus conicis ambientium, gBomenHy pacmnpaBy O HEOeCKHM TeiluMma. Y MPBOM eIy
pacripaBiba 0 AU(EpEeHIMjATHUM jeTHAaYNHAMA W eITUNTHYKAM IyTamkbaMa, a y APYroM JIeIy
oQjalmaBa Kako MPOLIEHUTH, @ HAKOH TOTra ¥ TaYHO OJPEIUTH IMyTamy IJIaHeTa. TeoprujcKkoM
acTpoHOMHjoM OaBmo ce 1o 1817. ronuue kaaa ce okpehe reomerckoj mpoodmematuiy. [ayc
je 1813. roguue mucao ma ce ,,Y TCOpPHjH NapajeIHUX JIMHUja HHje HANPEI0BAIO0 Jajbe OJ1
Eyknupa® u ma je To HeYacHHM €0 MaTeMaTHUKE KOju Mopa JOOWUTH CaCBUM JIPYrH OOJHK.
Hcka3 na ce nBe mapanene He JOAUPY)y HUKAA HHUje MOTAo Jla Ce TOKAXE W HHJe OUUTIICIaH.
[IpocTop momymiTa Aa ako 4YOBEK HMMa jeIHY JIMHH]Y W JeAHY TadKy IOpe] HEe MOXKe
OecKpajHO MHOTO Mapajena Ja ce MpoBydYe Kpo3 Ty jenHy Tadky. [IpoydaBameM Herore
3a0CTaBIITHHE KOHCTAaTOBAaHO j€ Jla j€ HMMao JacHY CIMKY O MOTYNHOCTH Jia c€ WU3Tpaju
reOMeTpHja JJOTUYKH HEMPOTUBPEUHA M HE3aBUCHA OJ1 TIeTOT EyKIMIoBOT mocrynara.
VYuusepsureT y Konenxareny ra narpalyje 1822. romune 3a aemo Theoria attractionis. Pag
Theoria combinatuonis observationum erroribus minimis obnoxiae (1823.) mocsehen je
MAaTeMaTHYKO] CTATHCTHIM, IOCEOHO METOIM HajMamHX KBajgpara, IpemMa Kojoj je
HajJIIOr0/IHAja BPEIHOCT MEpHE BEJIMYMHE 3a KOjy je 30Mp KBajpaTa TMOTrpeliaKka HajMambu.
l'omune 1827. oGjaBuo je cBoje Benuko naeno ,,OmmrTa HCTpaKWBamba KPUBUX IOBPIIN™
KOJUM je 3acHOBao audepeHIHjaTIHy TEOMETpUjy Kao IMOCEOHY IUCHUILIMHY TEOPUjCKE
matemaruke. [lpema ,,CnaBHOj Teopemu, Tako jy je [ayc Ha3Bao, nmpu Ma KakBoj
negopMmaiuju MOBPIIMHE KOja HacTaje 0e3 packugama M pacre3ama y OHIIO KO0joj TauKu
MOBPIIIMHE HE MEHa CE BPEAHOCT NOTIYHE KPHBHHE MOBpHIMHE. [lompuHEO je Teopuju
GbyHKIMje KOMIUIEKCHE TMPOMEHJPMBE UM y BE3U Ca THM TEOPHUjU ETUNTHYHUX (YHKIH]a.
['aycoBa pacmpaBa O XHIIEPreOMETPHUJCKMM pEIOBHMA je OJ] BEJIMKOT 3Hauaja 3a pPasBoj
Teopuje OECKOHAYHMX peaoBa. Y TEOpHjU BepoBaTHOhe W HEHHM IMpUMEHama IO3HaT je
I'aycoB 3akoH pacmojene BepoBaTHOha 10 KOjer je JIOIIao Yy CBOjOj TEOpHUjU Tpellakxa,
MOJICTAKHYT TEOPHMJCKHUM M TMPAKTUYHUM IpoliieMuMa KojuMa ce 0aBHO y Teofe3uju U
actpoHomuju. IlozHaTt je m 'aycoB airoputram y JHMHEapHO) anreOpu, Kao TEOPHJCKO U
MIPAKTUYHO CPECTBO pelllaBamba CUCTEMa JIMHEAPHUX anrebapcKux jeHaunHa.

VY T'eTuHreHy je oCHOBaO MarHeTcKy orcepBaTopujy, a 1833. roanHe KOHCTpyUcao je HpBU
MarHeTcku Tenerpad, KojuMm je Owmia yclocTaB/beHa Be3a u3Mel)y MarHeTcke H
aCTPOHOMCKE OICepBaTopHje, KOjy je KOPHCTHO ca CBOjUM TMpHjaTesbeM BuixenMom
BeGepom. 3emspnmHO MarHetHo Tmoske layc je wu3mepuo 1835. rommHe HOBOM
MaTeMaTHYKOM METOJOM KOjy j€ Pa3BHO YIpaBo 3a Ty NOTpeOy M M3pauyHaTa je BPEIHOCT
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MarHeTHor MomeHTa (M). V teopuju MmaraeTu3ma ['aycoBo UMe 0cTajo je TpajHo 00eNeKeHO
TaKo LITO j€ jeAMHUIIA 32 MEPEHE MarHEeTHE WHAYKIIM)e HA3BaHA TI0 IEMY.

Hekonmko pacmapaBa u3 Bullle reojesuje, koje je o0jasuo on 1843. mo 1846. roqune, Hamie
Cy IIUPOKY MPUMEHY y Teojie3uju. ['ayc je om0aruo enuncon 1, 0THOCHO chepou Kao 00IuK
MOBPIIMHE 3eMJb€ U Ha OCHOBY aCTPOHOMCKHX M TPAaBUMETPH]CKHX METOJAa yYCBOJHO TE€OM]T
Kao 0OJMK MOBpIIMHE 3eMJbe. 3aHUMAaa ra je u kKaprorpaduja, moceOHO mpodiIeM aa ce y
paBHH HaIpTa CJIMKA YMjU he JOBOJFHO Malu JIEJIOBM OWTH CIIMYHHU OJroBapajyhum nenoBuma
noBpmuHe 3emibe. ['ayc je pa3BHO OCHOBHY TE€OPH]jY, a pajHe (opMylie U3BEO j& HEMAYKU
reomera JI. Kpurep. Tayc Hmje mnyOiamKoBao CBOj METOJ JUPEKTHOT TPECIUKaBamba
eIMIICOMAAa Ha paBaH, KOjU je NpBH MyT McKopuirheH 3a oOpany pe3yarara XaHOBEPCKE
Tpuanrynanuje y mnepuoay 1820-1830. rommna. Teopujy mnpecnumkaBama [ayc je mpBo
MPUKa3a0 CBOJUM CTYJEHTHMA BHIIE T€O0Je3Uje, KOJju Cy Kao Oo(uIupu pagwid Ha
MOCIIOBMMa TpHUAHTY/anuje XaHOBEpa, a HEroB acUCTeHT [ ONIIMIMUT Tajga 3ammcyje HheHe
koHauHe Qopmyne. Oe ¢opmyne Takohe ce momumy y ['aycoBuM mnucMumMma MO3HATOM
reosieTy Tor BpeMeHa lllymaxepy, koju ux je o6jaBuo 1825. rojnHe y CBOM acTpOHOMCKOM
yaconucy. KacHuje je oOpany ['aycoBux dopmyna 3a mpeciivkaBame €IUICOUAa Ha paBaH
HACTAaBHO TA/IalllFbH KalleTaH, KacHHje TeHepall U BUIIETOAWIIBH Ied) MPYCKOT IPKaBHOT
npemepa ap Ockap Ilpajoep. Hakon I'aycoBe cmpTu HaydyHo ApymTBO Hu3 ['eTuHreHa
noBepuio je mpodecopy ap JI. Kpurepy ma mpernena meroBy 3aoctaBmtuny. JI. Kpurep je
o0pasno MeTol TMPEKTHOT MpecluKaBama eUICONIa Ha paBaH U CBOje paJioBe MyOJIIMKOBAaoO
1912. rogune y Ilorcaamy. C o63upom Ha nompunoc JI. Kpurepa mpojeknnja noouja Ha3uB
I'ayc-Kpurepoga.

l"ayc je BoJieo MHpaH OPOJANYAH KUBOT, TAKO Ja OypHA MOJUTHYKA U APYIITBEHA 30MBamba
n3a3BaHa HamosjeoHOBMM paTHHM TOXOJIUMa, HHCY UMalla YTHIIaja Ha HeroB pai. [ayca
je temko moromawia HamomeoHnoBa okynamuja. Hamoneon je oapenno BHUCOKE mopese, ma je
I"ayc, kao mpodecop, mopao miahatu 2000 ¢panaka, mro je Ouna Benmuka cyma. MHoOTH Cy
cnanu omoh I'aycy, mehy kojuma u Jlamac, anmm je ["ayc mpe3upao munocphe u ogdujao je
CBaKy HOBYaHy MOMOh. ApUTMETHYKe MpeoKylaiyje, Hayka, MOPOJHIa U JOTIHCHUBAKE Ca
JparuM TpHjaTesbuMa, Cy ra YnHmie cpehHum u yoiakaBajae My 00J1 y BpeMeHy KaJia je 0KO
cebe BUCO camMo Oey U 04aj.

Jesunm cy My Ownm mpurtajeHa crpact. buo je BemMKM NO3HaBajall IPYKOT U JIATUHCKOT.
Tomuko je BoOJIEO JATHHCKM J1a jeé CBE CBOJE pajoBe 00jaBMO Ha TOM je3uky. UuTao je
[lexcrimpa, bajpona, Illunepa, a y mie3neceroj roAuWHU, 3a BE TOJWHE, HAYYHO j& PYCKH
TOJIMKO JIa je KJIACHKE YMTAa0 y opuruHany. MiMao je Bpiio KpUTHYKE CTABOBE IPEeMa HEKUM
¢dunozoduma cBor BpeMeHa, Koju ¢y ce 6aBmin puno3odujom mMmaTeMaTuke.

Wako BenHMKHM TEHHUje KMBEO jeé CKPOMHO, HE HamyliTtajyhu yHHBEpP3UTET U aCTPOHOMCKY
orcepBatopujy y I'etunreny. buo je HeOOMYHO HEXaH MpemMa Majiiy, Koja je cierna J0KUBela
ny6oky crapoct. IIpBu nyrt ce oxenuno 1805. rogune Joxanom Octxod ca KojoM je MMao
Tpoje nene. [lociie BeHe CMPTH 0KEHHO CE BbEHOM IPHjaTes/bUIloM MHHOM, ca KOjOM je UMao
nBoje neue. Jlenom Huje 6uo cpehan, mocebHO ca cuHoBUMA. JenuHo je Jozed Omo HamapeH
3a padyHame, JIOK Cy OCTalId MMajli aBaHTYPUCTHUYKE CKIOHOCTH M PaCyiM Ce IO CBETY.
Beros npujaress Capropujyc BanrepcxayseH 3anucao je y cBojuM cehamuma: ,,Kakas je 0uo
y MIAJOCTH, TakaB j€ OCTa0 JO0 CTapoCTH M JO TOCIEIHbHUX JlaHa, HENPOMEHEH U
jenHoctraBaH. Mana paaHa coba, Manu paJHU CTO ca 3€JIeHHM 4apliaBoM, Tabiaa obojeHa
0e0, YCKM JIMBaH M IOCJIE HEroBUX CElaMIECT TOJMHA HACIOHaua, 3aceheHa CBETUIbKA,
HEYIrpejaHu KpeBeT, CKPOMHO jesio, KyhHHM KamyT u OapuryHacTa Kamuia, To ¢y Ouie Tako
yoOunuajeHe cBe merose norpede”. Ilocnenme roauHe KUBOTA MTPOBEO je OOJECTaH, UMAo je
npobinema ca cpueM. YMmpo je 23.2.1855. rommne y I[eTuHreny, koju je mpumagao
HE3aBUCHOM XaH3€aTCcKoM rpany XamOypry, nanac Hemauka .
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[ToBotom "aycoBe cmptu kpask XaHosepa [lopu V Hamoxwuo je na ce uckyje Hoail nocsehen
I'aycy xao Kpaspy matemaruuapa. Mcraknyru Hemauku matemaruuap Jleononn Kponekep
UCTHYE J1a je CKOPO CBE IITO je MaTeMaruka 19. Beka MOCTUIIa y CBOjUM HAyYHHM HJejama
Be3aHo 3a ["ayca.
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