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Uvod

Ljudi se svakodnevno susrecu sa razli¢itim vrstama opasnosti koje mogu ugroz-
iti njihov zivot, zdravlje, imovinu i tako bitno promeniti planove za buduénost.
Kako bi se zastitili od opasnosti ljudi su jos od davnina preduzimali razlicite
mere. Na primer, da bi se zastitili od gladi jedna od mera su bili obavezni prilozi
pojedinca u zitu tokom rodnih godina.

Prvi tragovi osiguranja se javljaju u pomorskom prevozu, posto je bilo potrebno
imati sigurnost da ¢e brodovi sa svojim skupocenim teretom sti¢i na zeljeno
odrediste, tj. da ¢e se u protivnom obezbediti naknada za pretrpljenu Stetu.

Osiguranje ima za cilj da zastiti od rizika i nepredvidjenih okolnosti i pruzi
odredjenu finansijsku sigurnost i bezbednost.

Osnovna podela osiguranja je na osiguranje imovine i osiguranje zivota. Akce-
nat u ovom radu ée biti na zivotnom osiguranju. Zivotno osiguranje obezbedjuje
da stedimo za sigurniju buduénost, kao i da obezbedimo svoju li¢cnu sigurnost i
sigurnost svoje porodice.

Tema ovog rada je matematicka rezerva zivotnih osiguranja. Sam rad se sastoji
iz sedam celina.

U prvoj glavi se razmatra interes i korist potencijalnog osiguranika ukoliko odluéi
da se osigura, kao i korist osiguravajuce kompanije ukoliko potencijalnog osigu-
ranika primi u osiguranje.

U drugoj glavi su predstavljeni kratkoroéni individualni riziko modeli koji pred-
stavljaju osnovni produkt zZivotnog osiguranja, kao i nac¢in na koji se osigu-
ravajuca kompanija $titi od preuzetih rizika koje ne moze sama pokriti na os-
novu svojih sredstava kojima raspolaze.

Tre¢a celina rada je posvetena ra¢unskim osnovama za izradu tarifa zivotnih
osiguranja. Predstavljenje su tablice smrtnosti i uvedeni pojmovi funkcije
prezivljavanja i inteziteta smrtnosti. U cetvrtoj glavi se razmatraju razlicite
vrste zivotnih osiguranja, dok je peta glava posveéena razli¢itim vrstama zivotne
rente.

Kod zivotnog osiguranja obracun premije je jedan od glavnih zadataka prilikom
izrade novog produkta. Premija predstavlja cenu osiguranja, odnosno novcani
iznos koji osiguranik uplaéuje osiguravajucoj kompaniji za uslugu osiguranja.
Sesta glava ovog rada je upravo posveéena premiji i razli¢itim dinamikama up-
late premije.

Sedma glava je posvecena jednom od klju¢nih tehnickih zadataka svake osigu-
ravaju¢e kompanije zivotnog osiguranja, obracunu matematicke rezerve, sto je i
tema ovog rada. Kod zivotnog osiguranja zbog progresivne prirode rizika pored
riziko premije postoji i Stedna premija koja je osnov za obracun matematicke rez-
erve. Aktuarska sluzba svake godine izraCunava matematicku rezervu, sto pred-
stavlja veoma slozen proces. Postoje razlicite metode obra¢una matematicke
rezerve, koje bi trebalo da $to ta¢nije ustanove moguénost pokri¢a obaveza os-
iguravajuée kompanije, kao i moguénost plasiranja raspolozivih sredstava pa
samim tim i njihovo uvecanje.



1 Osiguranje

Za pisanja ove glave rada koriséenji su sledeéi izvori: [1] i [4].

1.1 Uvod

Svako od nas ima svoje planove za buducnost, ali ¢esto u zivotu nije sve onako
kako smo mi zamislili. Ponekad su uzroci neostvarenja nasih planova neocekivani
i iznenadni dogadjaji, dok ¢esto glavni uzrok su nerealne pretpostavke na ko-
jima se nasi planovi zasnivaju.

Osiguranje sluzi za zastitu od ozbiljnih finansijskih preokreta (gubitaka) koji
se mogu desiti usled neocekivanih dogadjaja i tako pokvariti planove pojedinca.
Veoma je vazno znati da osiguranje ne moze pruziti svu potrebnu finansijsku
zastitu, odnosno postoje odredjena ograni¢enja kada je osiguranje u pitanju.

Osiguranje pre svega sluzi za smanjenje posledica gubitaka koji se mogu izraz-
iti u novCanim jedinicama. Na primer, bol i patnja mogu biti prouzrokovani
neocekivanim dogadjajem. Medjutim, jako je tesko dizajnirati vrstu osiguranja
koja bi odredjenom osiguranom sumom mogla da kompezuje nastalu bol i pat-
nju, odnosno nije moguce izraziti bol i patnju u novcanim jedinicama. Kod
finansijskih gubitaka, kao Sto je na primer oste¢enje imovine u pozaru, gubitak
se moze mnogo laksSe izmeriti u no¢anim jedinicama.

Drugo ogranicenje kada je osiguranje u pitanju je da osiguravanjem od nekog
slucajnog dogadjaja ne smanjujemo verovatnocu da ¢e se taj dogadjaj desiti.
Drugim re¢ima ukoliko smo se osigurali od Stete koju moze naneti oluja mi ne
smanjujemo verovatnotu nastanka oluje, kao ni njenu razornost ve¢ samo sebi
obezbedjujemo finansijsku naknadu koja ée nam pomoéi da se oporavimo od
nastalog finansijskog gubitka. Prilikom dizajniranja proizvoda jako je bitno da
proizvod bude takav da ne podsti¢e na namerno stvaranje osiguranog dogadjaja.

Sledeé¢i primeri predstavljaju neke od sluc¢ajnih dogadjaja koji mogu dovesti
do finansijskih gubitaka:

e Ostecene imovime usled pozara ili oluje se smatra slu¢ajnim dogadjajem
koji prouzrokuje gubitak koji se moze izraziti u novcéanim jedinicama;

e Nastanak i trajanje bolesti zbog koje je osobi smanjena radna sposobnost
i samim tim dolazi do finansijskog gubitka, posto osoba nije u moguénosti
da finansijski doprinosi porodici kao ranije;

e Smrt osobe koja ima glavnu ulogu u finansijskom izdrzavanju porodice.
Jedna od mnogobrojnih definicija osiguranja je sledeca:

Definicija 1 Osiguranje je mehanizam koji sluzi za smanjenje Stetnih finan-
sijskih uticaja prouzrokovanih slucajnim dogadjajima koji mogu ugroziti nase
planove 1 ocekivanja u buduénosti.



Veoma je bitno istaknuti razliku izmedju osiguranja i drugih sli¢nih sistema.

Osiguranje se najcesce poistovecuje sa bankama. Za razliku od osiguranja
bankarske institucije ne vrse isplatu baziranu na veli¢ini finansijskog gubitka
koji je prouzrokovan spletom okolnosti na koje mi nismo mogli uticati.

Igre na sreéu su takodje sistem koji isplacuje odredjenu koji¢inu novca ukoliko
dodje do realizacije slu¢ajnog dogadjaja. Medjutim igre na sre¢u su u totalnoj
suprotnosti sa osiguranjem. Glavna razlika je ta sto je osiguranje dizajnirano
tako da zastiti osiguranika od rizika, odnosno od dogadjaja na koje ne mozemo
uticati, dok kod igara na srecu rizik se stvara dobrovoljnim ucestvovanjem.

1.2 Teorija koristi

Kada bismo mogli da predvidimo posledice svojih odluka zivot bi nam bio mnogo
jednostavniji ali ujedno i manje zanimljiv. Medjutim, najbolje $to mozemo
uciniti jeste donositi manje neizvesne odluke.

Teorija koristi je jedna od najznacajnijih teorija kada je osiguranje u pitanju.
Primenom ove teorije, prilikom donosSenja odluke da li da nas novac investiramo
u neki projekat ili ne, vrednost projekta sa slu¢ajnim ishodom definiS§emo preko
njegove ocekivane vrednosti. Na ovaj nac¢in, raspodelu moguéih ishoda zamen-
jujemo jednom vrednoséu, odnosno oc¢ekivanom vrednoscu slucajnog dogadjaja.

Na osnovu ovog principa donosiocu odluke je svejedno da li ¢e posmatrati
slucajan gubitak X ili iznos za isplatu E[X]. Sli¢no, donosilac odluke ée zeleti
da ulozi novac E[Y] kako bi uestvovao u igri na sreéu koja mu moze doneti
dobitak Y.

Mnogi donosioci odluke ne koriste ovaj princip prilikom donosenja odluke posto
posmatraju i mnoge druge faktore koji uticu na njihovu odluku.

Na primeru osiguranja od nezgode ilustrova¢emo neadekvatnost ovog principa za
donosioca odluke. Pretpostavimo da je verovatnoca nezgode 0.1, a verovatnoca
da se nezgoda nece dogoditi 0.9. U tabeli su prikazana tri razlicita slucaja u
zavisnosti od mogucéeg gubitka.

Br Mogudéi gubitak  Ocekivani gubitak

1 1 0.1
2 1000 100
3 100000 10000

Gubitak koji iznosi 1 nije velika briga za donosioca odluke tako da verovatno
nece zeleti da se osigura od nezgode. Medjutim, kada je gubitak u iznosu 100.000
u pitanju donosilac odluke ¢e zeleti da plati i vise od ocekivanog gubitka kako
bi se zastitio od katastrofalnog finansijskog gubitka. Zelja donosioca odluke
da plati vise od ocekivane vrednosti gubitka nam govori o neadekvatnosti ovog



principa.

Sledeci pristup ¢e nam objasniti zelju donosioca odluke da plati iznos veéi od
ocekivane vrednosti gubitka. Pretpostavi¢cemo da korist koju donosilac odluke
moze ostvariti prilikom donosSenja odluke vezane za iznos novca w mozemo pred-
staviti u obliku funkcije u(w), takozvane funkcije koristi. Umesto funkcije u(w)
mozemo posmatrati njenu linearnu transmormaciju,

u*(w) = a u(w)+b,a>0.

Fiksira¢emo vrednosti funkcije u: w(0) = —1 i 4(20000) = 0. Interesuje nas
koji je maksimalan iznos G koji bi donosilac odluke platio kako bi se osigurao
od gubitka svog novca u iznosu od 20000. Neka je verovatnoca gubitka jed-
naka verovatnoc¢i da donosilac odluke zadrzi svih 20000. Do iznosa G dolazimo
reSavanjem jednacine:

(20000 — G) = 0.5 ©(20000) + 0.5 u(0)

Ukoliko donosilac odluke uplati iznos G njegovo bogatstvo ¢e iznositi 20000 — G.
Znak jednakosti nam govori da je donosiocu odluke svejedno da li ¢e uplatiti
iznos G ili prihvatiti o¢ekivanu vrednost izrazenu sa desne strane jednakosti.

Pretpostavimo da je odgovor G = 12000. Posto je ocekivani gubitak 10000,
to znaci da bi donosilac odluke platio vise od ocekivanog gubitka.

U opstem slucaju, za svako wi, we takvo da je 0 < wy; < wy < 20000 mozemo
odrediti dodatnu tacku [w, u(w)] postavljajuéi sledeée ptanje: Koliko biste na-
jvise platili kako biste se osigurali od gubitka, ukoliko je p verovatnoca gubitka
iznosa ws, a verovatnoca 1 — p da ostanete na iznosu w;. Matematicki zapisano:

u(ws — G) = (1 —p) w(wr) + p u(ws). (1.2.1)

Nakon odredjivanja ta¢nog oblika funkcije koristi, odnosno nakon odredjivanja
parametara a i b, donosilac odluke je spreman da uporedi i izabere jedan od dva
moguca ishoda X ili Y.

Ukoliko donosilac odluke poseduje novac w i mora da izabere jedan od dva
sluc¢ajna ishoda X ili Y, izabrac¢e X ukoliko je:

Elu(w + X)] > E[u(w +Y)] (1.2.2)

i bi¢e mu svejedno ukoliko je

Flu(w+ X)] = Elu(w+Y)]. (1.2.3)

Pre nego sto predstavimo znacaj funkcije koristi u osiguranju naveséemo njena
svojstava:



e Funkcija koristi bi trebalo da otkrije, a ne da iznenadi;
e Nije jedinstveno odredjena formulom:;

e Pretpostavimo da je funkcija koristi linearna

u(w) =aw+b, a > 0.

Neka je F[X] = ux i E[Y] = py onda je

EuX)=apx+b>FEulY)=apy +b
ako i samo ako je ux > py.

1.3 Osiguranje i funkcija koristi

Pretpostavimo da odredjena osoba poseduje imovinu koja moze biti oStecena ili
uniStena u narednom periodu i tako prouzrokovati veliki finansijski gubitak za
vlasnika. Finansijski gubitka ¢emo predstaviti slu¢ajnom veli¢inom X.

Ukoliko pojedinac zeli da se zastiti od uniStenja imovine moze sklopiti sa os-
iguravaju¢om kompanijom (u daljem tekstu osiguravac¢) ugovor (polisu) kojim
se osigurava¢ obavezuje da ¢e u slucaju realizacije osiguranog sluc¢aja (u ovom
konkretnom primeru uniStenja imovine) isplatiti iznos koji je manji ili jednak
nastaloj Steti dok se ugovaraé (osoba koja zeli da se zastiti od gubitka) obavezuje
da ¢ée redovno uplaéivati ugovorenu premiju.

Jedan od klju¢nih faktora koji uti¢e na ugovaraca prilikom donosSenja odluke o
kupovini osiguranja je premija osiguranja. Jako je bitno da premija bude manja
od maksimalnog iznosa koji bi ugovara¢ osiguranja upla¢ivao, a ujedno da bude
dovoljno velika kako bi pokrila rizik koji osigurava¢ preuzima prihvatom u os-
iguranje. Ukoliko osigurava¢ koristi princip ocekivane vrednosti osnovna cena
osiguranja bi trebalo da iznosi E[X] = p. U ovom slu¢aju p je oznaka za neto
premiju za jedinicu osigurane sume za jedan period trajanja osiguranja. Kako
bi osigurava¢ uspeo da pokrije sve troskove sprovodjenja osiguranja, adminis-
trativne troskove i ostvario profit potrebno je uveéati neto premiju i tako doéi
do bruto premije H

H=pl14+0)+c 6>0,c>0.

Sa p6 su predstavljeni troskovi koji zavise od iznosa ocekivanog gubitka, dok ¢
predstavlja konstantne troskove koji ne zavise od iznosa gubitka.

Posmatrajmo funkciju koristi u(w) ugovaraca osiguranja, gde w predstavlja
vrednost imovine ugovaraca koja je izrazena u novcanim jedinicama. Pod uti-
cajem nekog slucajnog dogadjaja moze do¢i do gubitka ili smanjena iznosa w.



Pretpostavimo da nam je poznata raspodela slu¢ajnog gubitka X. Da bi ugo-
varacu osiguranja bilo svejedno da li ¢e uplatiti iznos G kako bi se osigurao od
gubitka ili ¢e sam snositi sav rizik potrebno je da vazi:

u(w — G) = Eflu(w — X)]. (1.3.1)

Desna strana jednakosti (1.3.1) predstavlja ocekivanu korist ugovaraca ukoliko
ne osigura svoju imovinu, dok leva strana je o¢ekivana korist ukoliko se odluéi
na kupovinu polise osiguranja. Za linearnu rastuc¢u funkciju koristi

u(w)=bw+d

primenom principa ocekivane vrednosti jednakost (1.3.1) postaje:

ww—G)=b(w—G)+d=Flulw—X)|=Eb (w—X)+d]
bw—G)+d=blw—p)+d
G =p.

Ugovaracu sa linearnom rastu¢om funkcijom koristi ée biti svejedno da 1i da
kupi polisu osiguranja ili ne ukoliko je premija jednaka ocekivanom gubitku.
Da bi osigurava¢ pokrio svoje troskove i rizik koji snosi prihvatom u osiguranje
premija mora biti ve¢a od o¢ekivanog gubitka. To nas dovodi do zakljucka da
funkcija koristi ugovaraca ne moze biti linearna.

Normalno je pretpostaviti da je funkcija u(w) rastuéa. U nastavku éemo koris-
titi funkeiju koristi koja je glatka, odnosno ispunjava uslove da je u'(w) > 0 i
u”(w) < 0. Za nastavak ove diskusuje potrebna nam je i Jensenova nejednakost
koja glasi: Ako je u’(w) < 0 i X slucajna veli¢ina onda je:

Elu(X)] < u(E[X]). (1.3.2)

Pretpostavimo da je funkcija koristi ugovaraca takva da je u'(w) > 01 v (w) <
0. Primenom Jensenove nejednakosti na (1.3.1) sledi

w(w — G) = Elu(w — X)] < ulw — p). (1.3.3)

Iz pretpostavke da je v/(w) > 0 znamo da je u rastuéa funkcija, pa sledi da je
w—G < w—p, odnosno G > p.
U ovom slu¢aju donosilac odluke ée platiti veéi iznos od ocekivanog gubitka.

Posmatrajmo sada ui(w) funkciju koristi osiguravaca i neka je w; kapital koji
poseduje osiguravaé¢ izrazen u monetarnim jedinicama. Neka je H iznos mini-
malne prihvatljive premije za osiguravaca kako bi se usudio da preuzme rizik od



nastanka sluc¢ajnog gubitka X, odnosno

ul(wl) = E[ul(wl + H — X)] (134)

Leva strana jednakosti (1.3.4) predstavlja korist osiguravaca u trenutnoj situaciji,
dok desna strana predstavlja ocekivanu korist ako primi uplatu premije H i
preuzme rizik od nastanka osiguranog slucaja X. Drugim re¢ima osiguravajucéa
kompanija je ravnodusna da li ¢e ostati u trenutnoj situaciji ili osigurati mogudéi
gubitak X uz koji ide odgovaraju¢a premija H. Ukoliko osigurava¢ ne zeli da
rizikuje, odnosno v'(wy) > 01 uf(w) < 0, primenom Jensenove nejednakosti na

(1.3.4) dobijamo:
ul(w1) = E[ul(wl + H — X)] < ul(wl + H — ,u).

Na isti na¢in kao i u (1.3.3) zakljuujemo da je H > u. Ako je G takvo da je
G > H > p onda je moguce sklopiti polisu koja je pogodna za obe strane, i za
ugovaraca i za osiguravaca.

Postoji vise oblika funkcije koristi, a jedan od njih je eksponencijalna funkcija

u(w)=—e"" a>0

koja poseduje nekoliko korisnih svojstava, od kojih je prvo

u'(w) =ae” " >0

v’ (w) = —a?e”* < 0.

Ovakva funkcija koristi je pogodna za donosioce odluke koji ¢e platiti vise od
ocekivanog gubitka da se ne bi izlozili riziku.
Drugo svojstvo je,

E[—e %] = —Ele™*X] = —Mx(~a),

gde je Mx generatorna funkcija momenata slucajne velicine X. Jo§ jedna
znaCajna osobina je da premija osiguranja ne zavisi od iznosa kapitala dono-
sioca odluke. Kada je ugovara¢ u pitanju, dokaz tvrdnje se dobija zamenom
eksponencijalne funkcije koristi u jednacinu (1.3.1), odnosno:

_efa(wa) _ E[_efa(wa)}

Y = Mx(a)
G logMX(a).
o



Zamenom eksponencijalne funkcije koristi sa parametrom a4 u jednaé¢inu (1.3.4)
sledi dokaz i za osiguravaca:

767(1111)1 — E[iefal(lerH*X)}
—eT01W1 —e_o‘l(w1+H)MX(a1)
H = long(Oél).

aq

Kvadratna funkcija koristi je oblika:
u(w) = w — aw?, w< (2a)7, a>0.

Posto je u/(w) = 1 — 2aw > 0 kada je w < (2a) ™1 i v/ (w) = —2a i ova familija
funkcija koristi je pogodna za donosioce odluka koji ne rizikuju puno.

Sistem osiguranja mora biti organizovan tako da postoje razlicite klase situacija
u kojima se moze desiti slucajan gubitak. Slu¢ajnost se odnosi na ucestalost,
veli¢inu i vreme gubitka. Ukoliko kontrola na prethodno pomenutim postoji ili
je isplata veca od stvarne vrednosti gubitka to podstice nastanak gubitka. U
ovakvim slu¢ajevima pretpostavke na kojima je zasnovan sistem osiguranja nisu
validne.

Pretpostaviéemo da donosilac odluke poseduje novac u iznosu w i da se suoc¢ava
sa mogucénostu gubitka novca u narednom periodu. Obelezimo slucajan gubitak
sa X. Da bi se zastitio od gubitka, donosilac odluke moze kupiti polisu koja
garantuje da ée osiguravac isplatiti iznos I(z) za gubitak x ukoliko dodje do re-
alizacije osiguranog slucaja i tako nadomestiti finansijski gubitak. Da ne bismo
podsticali desavanje gubitka pretpostaviéemo da je 0 < I(z) < z, odnosno da
je ocekivana isplata manja od o¢ekivanog gubitka E[I(X)] < E[X].
Pretpostaviécemo da donosilac odluke, ugovara¢ osiguranja, ne zeli previse da
rizikuje, odnosno da za njegovu funkeciju koristi vazi u'(w) > 0 i v (w) < 0.
Ukoliko se ugovara¢ opredeli da kupi polisu osiguranja ¢ija premija iznosi P,
predstavi¢emo resenje kojim ¢e njegova korist od donete odluke biti najveca.
Definisa¢emo klasu polisa:

0 z<d
Id(x):{ r—d x>d.

Kod ove klase polisa nastala Steta se ne isplacuje ukoliko iznos stete nije jednak
ili veéi od iznosa d. U ovom slu¢aju premija P je jednaka ocekivanom iznosu
nastale Stete, odnosno

P = /d (z —d)f(z)dx

ili
p- /d 1 — F(a)|da
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gde je F(z) funkcija raspodele, a f(z) gustina slucajne velicine X. Sledeca
teorema ¢e nam dati odgovor na pitanja za koje d ugovaracu se isplati njegova
odluka da se osigura od gubitka.

Teorema 1.1 Pretpostavimo da donosilac odluke poseduje bogatstvo w i da je
njegova funkcija koristi u(w) takva da vazi v'(w) > 0 i v (w) < 0. Postoji rizik
da ée se donosilac odluke u narednom periodu suociti sa slucajnim gubitkom X.
Kako bi se osigurao od gubitka, donosilac odluke ée uplatiti iznos premije P,
0 < P < E[X] = p, kako bi kupio polisu osiguranja sa osiguranom sumom I(x),

0 < I(z) < x. Korist donosioca odluke ¢e biti najveéa ukoliko se odluci za polisu
¢ija je osigurana suma

Id(‘r)_{x_d* :L’Zd*
gde je d* resenje jednacine
(oo}
P —/ (x —d)f(z)dz = 0.
d
Dokaz:

Pre nego $to predjemo na dokaz teoreme naveS¢emo jednu lemu koja ¢e nam
puno pomodi pri dokazu.

Lema 1 Ako je u”(y) <0 za svako y iz intervala (z,w), onda je

w(w) —u(z) < (w— 2)u/(2). (1.3.5)

Na osnovu prethodne leme vazi nejednakost

uw(w—x+I(x) — P) —uw(w—x + Ig«(x) — P) (1.3.6)
< [I(z) — Ip«(z)] v'(w —x + I« (z) — P).

Da bismo dokazali da nejednakost

[I(z) — Ig+(2)] v/ (w — 2 + Ig(x) — P) (1.3.7)
< [I(z) — Ig«(z)] v (w — d* — P)

posmatra¢emo tri moguca slucaja.

Prvi slucaja: Iz« (x) = I(x)

U ovom slu¢aju su obe strane nejednakosti (1.3.7) nula tako da je nejednakost
tacna.

Drugi slucaj: Ig«(z) > I(x)
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U ovom slucaju je Iy« (z) > 01 iz definicije I(x) imamo « — I« = d*. Obe strane
nejednakosti (1.3.7) su jednake [I(z) — Ig«(z)] v'(w — d* — P).

Tredi slucaj: Iy (z) < I(z)

U ovom slucaju je I(z) — Ig=(x) > 0. Iz definici za I(x) slede nejednakosti
Ipo(z) =2 > —d*ilp(z)—ax—P>—d" —P.

Posto je drugi izvod funkeije u(z) negativan, funkcija u'(x) je opadajuéa, odatle
sledi v/ (w — x + Iz« (x) — P) < u/(w — d* — P). Za svaki od moguéih slucajeva
dokazali smo da nejednakost (1.3.7) vazi.

Kombinovanjem nejednakosti (1.3.6) i (1.3.7) i uzimajuéi ocekivanu vrednost
obe strane nejednakosti dobijamo

Elu(w— X +1(X) — P)] — Elu(w — X + Ij«(X) — P)]
< E[I(z) — I+ (2)] v/ (w —d* — P) = (P — P) v(w—d*— P)=0.

Sledi
Elu(w—-X+1(X) - P)] < Elu(w — X + I;+(X) — P)],

odnosno ocekivana korist je maksimalna kod polisa sa osiguranom sumom g« .

2 Kratkoroc¢ni individualni riziko modeli
Za pisanja ove glave rada koris¢enji su sledeéi izvori: [1], [3] i [4].

U prethodnom poglavlju smo govorili o donosiocu odluke koji moze iskoristiti os-
iguranje kako bi smanjio svoj finansijaki gubitak prouzrokovan nekim sluc¢ajnim
dogadjajem. Donosilac odluke, ugovara¢, moze biti pojedinac koji zeli da os-
igura svoju imovinu, ustedjevinu ili prohode, a takodje ugovarac osiguranja moze
biti i neka organizacija. Organizacija koja trazi finansijsku zaStitu moze biti i
sama osiguravajuca kompanija koja zeli da osigura rizike koji su iznad njenog
samopridrzaja. Takva vrsta osiguranja se zove reosiguranje i detaljnije ¢emo je
upoznati u ovom poglavlju.

Obelezimo sa S slucajni gubitak osiguravajuce kompanije. Kada je u pitanju
individualni riziko model sluc¢ajna velic¢ina S je definisana sa

S=X; + Xo + .. + X, (2.1.1)

gde je X; gubitak i-te osigurane jedinice. U najveéem broju sluc¢ajeva X; su neza-
visne sluc¢ajne veli¢ine. Takodje, ovaj model ne prepoznaje vremensku vrednost
novca zato se i koristi za kratkorocne vrste osiguranja. Posmatra¢emo samo
zatvorena osiguranja, odnosno ona kod kojih je n fiksirano i poznato na samom
pocetku. Ako postoji ulazak ili izlazak iz sistema onda su u pitanju otvoreni
modeli.
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2.1 Model za pojedina¢ne odstetne zahteve

Posmatraé¢emo osnovni proizvod zivotnog osiguranja, riziko osiguranje, odnosno
osiguranje za sluc¢aj smrti u trajanju od jedne godine. Kada je ova vrsta osigu-
ranja u pitanju osiguravaju¢a kompanija se obavezuje da ée isplatiti osiguranu
sumu u iznosu b ukoliko osiguranik umre u toku trajanja osiguranja, u suprot-
nom osiguravajuc¢a kompanija nema nikakvu obavezu. Obelezimo verovatnoéu
smrti osiguranika u toku godine osiguranja sa ¢. Osigurani sluc¢aj ¢emo modeli-
rati sa slucajnom velicinom X ¢ija je onda raspodela verovatnoée data sa:

1-q¢ z=0
fle)=P(X =z)=¢ ¢ =0 (2.2.1)
0 inace
ili zapis preko funkcije raspodele
0 z <0
Flz)=P(X<z)=¢ 1-q 0<z<b (2.2.2)
1 r>b.

Posto nam je poznata raspodela slucajne velicine X mozemo odrediti matematicko
ocekivanje i disperziju:

E[X] = bq (2.2.4)
E[X? =b*q
Var[X] = b*q(1 — q). (2.2.5)

Do formula za ocekivanje i disperziju mozemo dodi i ako slucajnu veli¢inu X
predstavimo kao X = Ib, gde je b konstanta koja predstavlja iznos koji se is-
placuje u slicaju smrti osiguranika u toku trajanja osiguranja, dok je I slucajna
veli¢ina koja uzima vrednost jedan u sluc¢aju smrti i vrednost 0 inace (indika-
tor smrti). Drugim re¢ima P(I = 0) = 1—¢q, P(I = 1) = q, E[I] = ¢ i
Var(I) = q(1 — q). Posto je b samo konstanta lako dolazimo do veé navedenih
formula za ocekivanje i disperziju slucajne veli¢ine X.

Sada ¢emo posmatrati opstiji model gde je iznos osigurane sume za slucaj smrti
takodje slucajna veli¢ina i vise smrtnih sluc¢aja se moze dogoditi tokom trajanja
osiguranja. Sad je sluc¢ajna velicina X = IB, gde B predstavlja ukupan iznos
osiguranih suma za slucaj smrti koje su ispla¢ene tokom perioda, a I je indika-
tor dogadjaja da se dogodi barem jedan sluc¢aj smrti. Indikator I moze uzimati
vrednosti 01 1 i to sa verovatno¢om P(I =1) = q.

Odredi¢emo ocekivanje i disperziju slu¢ajne veli¢ine X primenom svojstava
uslovnog oc¢ekivanja. Znamo da je:

E[X] = E[E[X|I]] (2.2.6)
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VarX| = Var[E[X|I]] + E[Var[X|I]]. (2.2.7)

Oznac¢imo sa:
w= E[B|I =1] (2.2.8)
o? = Var[B|I = 1]. (2.2.9)

Primenom uvedenih oznaka i formula uslovnog oc¢ekivanja:

E[X|I=0]=0 (2.2.10)

EIX|I =1] = E[B|I = 1] = p. (2.2.11)

Formule (2.2.10) i (2.2.11) definisu E[X|I] kao funkciju od I koja se moze
napisati kao:

E[X|I] = pul. (2.2.12)
Otuda,
B[E[X|I]] = uB(I] = ug (2.2.13)
i
Var|E[X|I]] = p*Var[l] = piq(1 — q). (2.2.14)
Posto je X =0 za I =0 imamo
Var|X|I =0] =0. (2.2.15)
Zal=1jeX=DBi
Var[X|I =1] = Var[B|I = 1] = ¢ (2.2.16)

Kombinovanjem formula (2.2.15) i (2.2.16) dolazimo do
Var[X|I] = o*I. (2.2.17)
Onda je
EVar[X|I]] = 0?E[I] = o%q. (2.2.18)
Zamenom (2.2.13), (2.2.14) i (2.2.18) u (2.2.6) i (2.2.7) dobijmo

E[X] = pq (2.2.19)
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Var[X] = p?q(1 — q) + o%q. (2.2.20)

Jedna od najbitnijih teorema u aktuarskoj matematici je centralna grani¢na
teorema.

Teorema 2.1 (Centralna granicéna teorema Lindberg - Levija) Neka je X,
Xo,...,Xn niz nezavisnih jednako raspodeljenih slucajnih velicina, gde je E[X;] =
w i Var[X;] = o2 , onda je raspodela za standardizovan oblik slucajne velicine
S =X+ Xo+...+ X, normalna, tj. N(0,1):

S*:%%N(O,l),n%oo.

Kao posledica centralne grani¢ne teoreme sledi da X1 +Xo+...4+X,, : N(nu, no?).
Ova aprokcimacija je dobra kada je n > 30.

Kada je u pitanju osiguranje obi¢no nemamo slucajne veli¢ine koje su jednako
raspodeljene u tom slucaju ocekivanje slucajne veli¢ine

S=X1+Xo+..+X,
je
n
E[S] =) E[Xi],
i=1
dok je disperzija na osnovu pretpostavke o nezavisnosti

Var[S] = Z Var[X;].

Primer 2.1:
Osiguravajué¢a kompanija ima portfolio koji se sastoji od 16.000 riziko osiguranja
sa trajanjem od godinu dana. Osigurane sume su navedene u sledec¢oj tabeli.

osigurana suma by | broj osiguranja ng
10.000 8.000
20.000 3.500
30.000 2.500
50.000 1.500
100.000 500

Neka je verovatnoc¢a smrti svakog od 16.000 osiguranih medjusobno nezavisnih
zivota q = 0,02. Osiguravajuéa kompanija zeli da odredi svoj samopridrzaj .

znos ugovorom prenetih rizika koji drusto za osiguranje uvek zadrzava u sopstvenom
pokrié¢u i koji moze pokriti sopstvenim sredstvima.
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Na primer, ukoliko je samopridrzaj kompanije 20.000, a osigurana suma za slucaj
smrti 30.000 osiguravajuca kuca prenosi 10.000 u reosiguranje. Pretpostavi¢éemo
da reosigurava¢ trazi premiju u iznosu od 0,025 za jedinicu osigurane sume.
Osiguravajuca kompanija zeli da odredi samopridrzaj koji minimizira verovatnoc¢u
da troskovi reosiguranja zajedno sa iznosom nastalih Steta u samopridrzaju budu
veci od 8.250.000.

Resenje:

Pretpostavimo da je samopridrzaj 2 (20.000).

Neka je S ukupan iznos nastalih Steta Cije osigurane sume nisu veée od samo-
pridrzaja.

‘ os u samopridrzaju by, ‘ broj osiguranja ng ‘

1 8.000

2 8.000

E[S] =" nibrar = 8.000 (1) (0,02) + 8.000 (2) (0,02) = 480
k=1
2
Var[S] =Y mibi? qe(1-qx) = 8.000 (1) (0,02) (0, 98) +8.000 (4) (0,02) (0,98) = 784
k=1

Potrebno je da odredimo i premiju reosiguranja.
Ukupan iznos preuzetog rizika je
8.000 (1) + 3.500 (2) + 2.500 (3) + 1.500 (5) + 500 (10) = 35.000.

Iznos preuzetog rizika ispod samopridrzaja je

8.000 (1) + 8.500 (2) = 24.000.

Otuda je rizik prenet u reosiguranje 35.000 — 24.000 = 11.000, dok je premija
reosiguranja 11.000 (0,025) = 275.

Primenom centralne grani¢ne teoreme odredi¢emo verovatnoc¢u da S+275 predje
iznos od 825,

P(S + 275 > 825) = P(S > 550)
S — B[S] _ 550 — E[S]

= P(
Var[S] Var[S]

= p(S_iE[S] > 2.5) = 0.0062.
Var[S]
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3 Funkcija prezivljavanja i tablice smrtnosti
Za pisanja ove glave rada koriséenji su sledeéi izvori: [1], [2], [4] i [6].

U ovom poglavlju ¢emo govoriti o modelima osiguranja dizajniranih za upravl-
janje slucajnoséu gubitka, gde je slucajnost povezana sa tim koliko ¢e dugo
pojedinac ziveti. Akcenat ¢e biti na sluc¢ajnoj velicini T'(x) koja predstavlja
vreme trajanja zivota. Bice navedene razne ideje o tome kako da se koristi
raspodela slucajne veli¢ine T'(x) i odgovarajuce slucajne veli¢ine X koja pred-
stavlja godinu u kojoj nastupa smrt. Pokazaéemo kako se raspodela slucajne
velicine X moze predstaviti u obliku tablica smrtnosti.

Tablice smrtnosti su korisne u mnogim oblastima nauke. Na primer inzenjeri ko-
riste tablice smrtnosti za izracunavanje pouzdanosti kompleksnih mehanickih i
elektronskih sistema. Biostatisticari ih koriste za uporedjivanje efikasnosti tret-
mana za lecenje ozbiljnih bolesti, dok ih demografi koriste za projekciju popu-
lacije. U osiguranju zivota tablice smrtnosti se koriste za pravljenje modela koji
¢e pomodi pojedincu da se suoci sa neizvesnocu vremena smrti.

3.1 Funkcija prezivljavanja

Posmatrajmo novorodjence ¢iji ¢emo momenat smrti prirodno smatrati slu¢ajnom
promenljivom X .Obelezimo sa F(z) funkciju raspodele slu¢ajne velicine X

Fz)=P(X<z), z>0 (3.1.1)

s(x)=1-F(x)=P(X >x), © > 0. (3.1.2)

Iz pretpostavke da je F(0) = 0 sledi da je s(0) = 1. Funkcija s(x) je takoz-
vana funkcija prezivljavanja. Za svako x > 0, s(x) predstavlja verovatnoéu da
¢e novorodjence doziveti x godina. Raspodela sluc¢ajne velicine X je odredjena
ili funkcijom F(z) ili funkcijom s(x). U osiguranju zivota funkcija prezivljavanja
predstavlja pocetnu tacku. Zahvaljujuéim poznatim svojstvima funkcije raspodele
F(z) dolazimo do odgovarajuéih svojstava funkcije s(x). Na primer, verovatnoca
da ée novorodjence umreti izmedju uzrasta x i z (z < z) predstavljena je for-
mulom:

Pz < X <z)=F(z) — F(z) = s(x) — s(2).

3.2 Vreme trajanja zivota kao slucajna velic¢ina

Ako znamo da je covek doziveo x godina, verovatnoéa da ¢e njegova smrt nas-
tupiti u intervalu (z, z) je uslovna verovatnoca iskazana formulom:

F(z) - F(x) _ s(z) —s(2)

Pl <X <zX>z)= 1-F(x) s

(3.2.1)

17



Simbol (z) ée u nastavku predstavlji osobu starosti , dok éemo buduée vreme
trajanja zivota osobe stare x, koje iznosi X — x, oznaciti sa T(z).

U aktuarstvu Cesto je neophodno napraviti pretpostavke o vremenu trajanja
zivota. Za tu svrhu postoji grupa simbola koji su deo Internacionalne Aktuarske
notacije usvojene 1898. godine na Internacionalnom Aktuarskom kongresu.

tqz = P(T(z) <t),t >0 (3.2.2)

Simbol ¢, moze se interpretirati kao verovatnoca da ¢e osoba ¢ija je starost z
umreti u narednih ¢ godina, dok ;p, interpetiramo kao verovatnoc¢u da ée osoba
starosti x doziveti starost x4t godinu. Kada je u pitanju novorodjence, odnosno
T(0) = X, onda je

+Po = s(z), = > 0. (3.2.4)

Za t = 1, po konvenciji se ne stavlja prefiks u formulama (3.2.2) i (3.2.3), pa
ukoliko zamenimo ¢ = 1 u izraze (3.2.2) i (3.2.3) dobijamo:

g-=P[osoba starosti x ¢e umreti u toku naredne godine]
p.=P[osoba starosti x ¢e doziveti starost « + 1].

Oznaka za verovatnoéu smrti u intervalu (x + ¢,z + ¢ + u) Coveka starosti z:
tlude = Pt <T(r) <t+u) =t1u qe —t Ge =t Px —t+u Da- (3.2.7)

Mozemo zakljuciti da imamo dva izraza za verovatnoc¢u da ¢e covek koji ima x
godina umreti u narednih u godina. Za t = 0 formula (3.2.7) je jedna od njih,
dok je za z = x + u formula (3.2.1) druga. Verovatnoca predstavljena formulom
(3.2.1) se interpretira kao uslovna verovatnoca da ¢e osoba koja dozivi z godina
umreti u intervalu (z,z + u). Jedina informacija koju imamo je da je osoba
dozivela starost x.

Zat = 0 formula (3.2.7) predstavlja verovatno¢u da ¢e osoba posmatrana u z-oj
godini zivota umreti u narednih v godina. U ovom slucaju imamo vise infor-
macija o zdravstvenom stanju potencijalnog osiguranika, pa je ova verovatnoca
bolja prilikom pravljenja tablica smrtnosti. U nastavku ne¢emo obracati paznju
na razliku izmedju ove dve verovatnoce tako da ¢emo koristiti sledec¢e oznake:

e s(z+t)
e =0 s(x)
s(z+1)

s(z)

(3.2.8)

tdz = 1— (328)
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mﬂx:8@+¢);§f+t+“) (3.2.9)
s(x+t)s(zx+t)—s(z+t+u)
s(x) s(x+1)

=t Pz uqx+t-

3.3 Vreme trajanja zivota kao diskretna slucajna velicina

Vreme trajanja zivota kao diskretna sluc¢ajna velicina K(x) predstavlja broj
godina zivota ¢oveka od x godina do godine njegove smrti.

PK(z)=k)=Pk<T(z)<k+1) (3.3.1)
=Pk<T(x)<k+1)

=k Pz —k+1 Pz

=k Pz Qut+k =k Gz kK =0,1,2,...

Menjanje nejednakosti u formuli (3.3.1) je dozvoljeno posto je T'(x) neprekidna
slu¢ajna veli¢ina, pa samim tim vazi P(T(z) = k) = P(T(z) =k +1) = 0.
Izraz (3.3.1) je specijalan slucaj izraza (3.2.7) za v = 1 i k kao nenegativan
ceo broj. Iz izraza (3.3.1) mozemo zakljuciti da je funkcija raspodele slucajne
veli¢ine K () stepenasta funkcija:

k

Zh|Q$ =k+1 Gz, K=0,1,2...
h=0

3.4 Intezitet smrtnosti i intezitet kamatne stope

U formuli (3.2.1) preko funkcije raspodele F(x) i preko funkcije prezivljavanja
s(z) predstavljena je uslovna verovatnoca da osoba koja dozivi x godina umre u
intervalu (z, z). Ako je z — x konstanta ¢ onda je uslovna verovatnoda funkcija
od z i predstavlja verovatnoéu smrti u bliskoj buduénosti (od 0 do ¢) za osobu
koja dozivi starost . Analogno, ukoliko u formuli (3.2.1) zamenimo z = z+ Az,
dobijamo:

Flx+Az) - F(x)  f(x)Az
1—F(2) T1-F(z)

Pr<X<z+Az|X >z2)= (3.4.1)

Za neprekidnu slucajnu velicinu X koja predstavlja starost osobe u trenutku
smrti vazi jednakost F'(x) = f(x). Veli¢ina
f(x) s'(x)

M = TR T () (3.4.2)

se naziva intezitet smrtnosti i igra vaznu ulogu u aktuarskoj matematici posto
pri malim vrednostima Ax, u, priblizno izrazava verovatno¢u smrti u intervalu
(z,z + Ax) coveka starosti x.
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Na osnovu svojstava f(z) 1 F(x) sledi g, > 0. Uz pomoé funkcije prezivljavanja
mozemo iskoristiti intezitet smrtnosti kako bismo odredili raspodelu slu¢ajne
velicine X. Da bismo dosli do Zeljenog rezultata poceéemo tako $to ¢emo u
izrazu (3.4.2) x zameniti sa y i napisati u drugom obliku:

—pydy = dlog s(y).

Prointegrali¢emo i levu i desnu stranu jednakosti

z+n
s(x+n)
— =log ——= =1
xr+n
e =exp(= [ yiy) (3.4.3)

x

Ukoliko uzmemo smenu s = y — = dobijamo pogodniji zapis:

n

nPx = exp(_/ﬂm+sd5)- (344)
0
i za novorodjenog
«Po = s(x) = eXp(—/ust). (3.4.5)
0
Dodatno,
F(z)=1-s(z) =1—exp(— /,usds) (3.4.6)
0
F(@) = fle) = esp(= [ puds)ie =2 po s (3.4
0

Obelezimo funkciju raspodele i gustinu raspodele slu¢ajne veli¢ine T'(z) redom
sa G(t) 1 g(t). Iz izraza (3.2.2) znamo da je G(t) =; q.
Onda je,
g(t) = ith (3.4.8)
dt
_d s(x +1t)
N %[ o s(x) ]
sz +t), s'(z+1)
 s(o) - s(z+1t)

=t Pz Mx+t, t>0.

]
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Prema tome ;p, ;¢ je verovatnoéa da osoba koja ima x godina umre u inter-
valu (¢,t + dt) i

oo

0
1z izraza (3.4.8) imamo
d d
a(l —tPa) = —atpx =t Pxlat- (3.4.9)

Posto je
lim ,p, =0
n—roo
mozemo zakljuciti da je

odnosno
r+n

lim /uydyzoo.
n— oo
x

Neka je i godisnja efektivna kamatna stopa. Definisa¢emo (™), nominalnu ka-
matnu stopu koja se obra¢unava m puta godisSnje i ekvivalentna je efektivnoj
kamatnoj stopi i:

4(m)
I+—)"=1+1
m
ili
i™ = m[(1+ i)™ —1].
Intezitet kamatne stope i je definisan sa:

§= lim ™.

n—oo

Intezitet kamatne stope § je zapravo vrednost u tacki x = 0 izvoda funkcije
(144)*. Otuda vazi:
§ =In(1+1).

Kamatna stopa se moze pripisivati na pocetku obracunskog perioda ili na kraju.
Ukoliko se pripisuje na pocetku diskontni faktor je definisan kao:
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3.5 Tablice smrtnosti

Osnove za izradu tarife osiguranja zivota su tablice smrtnosti i obra¢unska
kamatna stopa.Tablice smrtnosti sadrze niz pokazatelja od kojih je osnovni
izravnata verovatnoca smrtnosti na osnovu koje se izracunavaju: verovatnoca
prezivljavanja, kretanja broja zivih i broja umrlih u okviru odredjenog skupa
izracunatog na osnovu izravnatih verovatnoc¢a smrti. Pomoc¢u ovako dobijenih
vrednosti broja zivih i umrlih lica i odgovarajuc¢e kamatne stope, izracunavaju
se komutativni brojevi koji sluze za obra¢un neto premija u osiguranju zivota,
a zatim i matematicke rezerve.

Tablice smrtnosti konstruisu se na dva nac¢ina: direktnom ili indirektnom metodom.
Po direktnoj metodi posmatra se odredjeni broj novorodjenih tokom njihovog
zivota kako bi se utvrdilo koliko lica ostane zivo u prvoj godini zZivota, zatim
u sledecoj, sve dok poslednje od tih lica ne umre. Ova metoda je prakti¢no
neizvodljiva zbog tehnickim poteskoca, pa se zato upotrebljava samo kao dop-
una indirekte metode.

Po indirektnoj metodi posmatra se istovremeno vise generacija, odnosno grupa
lica razlicite starosti, kako bi se utvrdila verovatnoc¢a smrti za pojedine klase
starosti. Zatim se pomoc¢u proizvoljno odabranog velikog broja lica, rac¢unskim
putem odredjuje broj zivih za pojedine klase starosti. Dok je tablica smrtnosti
dobijena direktnom metodom odraz toka smrtnosti jedne stvarno postojece gen-
eracije, tablice smrtnosti sastavljene po indirektnoj metodi predstavljaju red
izumiranja jedne fiktivne, odnosno zamisljene grupe lica.

U nastavku ce biti rec¢i o funkcijama koje su od velikog znacaja za izradu tablica
smrtnosti.

3.5.1 Veza izmedju tablica smrtnosti i funkcije prezivljavanja

U formuli (3.2.8) smo veé definisali uslovnu verovatnoéu da ée osoba koja dozivi
2 godina umreti u narednih ¢ godina:

S(iE—Ft).

s(x)

thzl_

Specijalno za t = 1:
Ly st
s(z)

Posmatra¢emo grupu od Iy = 100.000 novorodjenih. Za svakog ¢lana grupe
slucéajna veli¢ina koja predstavlja starost u momentu smrti odredjena je funkci-
jom prezivljavanja s(z). Sa L(x) ¢emo obeleziti ukupan broj ¢lanova grupe koji
su dozilveli x godina. Indeksira¢emo ¢lanove grupe sa j = 1,2, ..., 1

lo
L(xz) =) I
j=1
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gde je I, indikator postojanja Zivota j-og lica na kraju godine x,

I — 1 ako lice j dozivi starost x
771 0 inace

Posto je E[I;] = s(x),

lo
BLE) = 3 Bl =l 5(2)

Obelezicemo E[L(x)] sa l,, tako da I, predstavlja ocekivani broj osoba koji
dozive x godina od njih Iy, odnosno

ly = los(z). (3.5.1.1)

Iz pretpostavke da su I; nezavisne slu¢ajne veli¢ine zakljuéujemo da L(z) ima
binomnu raspodelu sa parametrima n =y i p = s(x).

Sada ¢emo uvesti jos jednu sluc¢ajnu veli¢inu, a to je , D, koja predstavlja broj
umrlih starosti od 2 do x+n godina (od fiksnog broja novorodjenih). Oc¢ekivana
vrednost slu¢ajne veli¢ine , D, tj. prosecan broj predstavnika grupe koji su um-
rli u uzrastu od = do « + n godina oznacimo sa ,d, = E[,D,]. Neposredno se
dobija

ndy = E[nDy] = lo(s(z) — sz +n)) =1y — lotn, (3.5.1.2)
gde je s(z) — s(x + n) verovatnoca smrti u intervalu (z,x 4 n).
Za n = 1, imac¢emo veli¢inu 1d, koju oznacavama sa d,. Na osnovu izraza
(3.5.1.1) sledi

1 dl, 1 ds(x)
T = B.1.
l, dx s(z) dx Ha (3:5.1.3)
i
—dl, = lzpdx. (3.5.1.4)

Posto je

lw Mz = lOMw zPo0 = lO f(x)a
faktor I, u, se moze interpretirati kao oCekivana gustina raspodele smrti u
intervalu (z, z 4+ dz). Dalje dolazimo do

l. =l exp(—/ Ly dy) (3.5.1.5)
0
z+n
logn =1y exp(f/ Ly dy) (3.5.1.6)
T+n
ly = lpin = / Ly py dy (3.5.1.7)
x

Kada su u pitanju tablice smrtnosti obi¢no se vrednosti manje od 110 koriste kao
maksimalni iznos godina koje ¢ovek moze da dozivi. Odnosno, pretpostavljamo
da postoji godina w takva da je s(z) > 0 za z < w i s(x) = 0 za © > w. Takvo
w se naziva granica zivota.
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3.5.2 Ostale funkcije tablica smrtnosti

Pre nego sto dalje nastavimo sa raspodelom sluc¢ajne veli¢ine T'(z) naveséemo
dve teoreme. Jedna se odnosi na neprekidne slucajne veli¢ine, a druga na
diskretne.

Teorema 3.1 Neka je T neprekidna slucajna velidina sa funkcijom raspodele
G(t), G(0) = 0 4 gustinom G'(t) = g(t). Funkcija z(t) je nenegativna, mono-
tona, diferencijabilna i E[z(T)] postoji. Onda je

Elz(T)] = [ 2(t)g(t)dt = z(0) + [;° 2/ (t)[1 — G(t)]dt.

Dokaz:

/0 2(s)g(s)ds = - / 2(s)d(1 - G(s))
:_dgu—cgmg+lk1—6@»ﬂg@.

Teorema vazi ukoliko je

lim z(¢)(1 - G(t)) =0

t—o00

tako da posmatramo dva slucaja:
a. Ako je nenegativna funkcija z(t) nerastuca, onda je

lim z(t)(1 — G(t)) = 0.

t—o0
b. Ako je nenegativna funkcija z(t) neopadajuca onda

0<z(t) 1-G()) ==() /000 g(s)ds < /too z(s)g(s)ds.

Ali ukoliko postoji E[z(T)] onda je

oo

lim 2(8)g(s)ds =0

t—o00 ¢

pa otuda
lim z(¢)[1 — G(t)] = 0.

t—o0

Teorema 3.1 ¢e nam posluziti da povezemo dve formule za E[T(z)]. Uveséemo
novu oznaku é, = E[T(x)] koja predstavlja srednje trajanje zivota.
Na osnovu definicije sledi

@:MNM:/‘MMMHﬁ. (3.5.2.1)
0
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Primenom teoreme 3.1 za z(t) =t i G(t) =1 —¢ p, imamo

e :/ s dt. (3.5.2.2)
0

Srednje trajanje Zivota se obi¢no koristi za poredjene zdravstvenog stanja ra-
zli¢itih populacija.
Ukoliko sada primenimo teoremu 3.1 za z(t) = t* dobi¢emo E[T'(x)?]:

BT @ = |

0

o0

o0
t%%mﬂﬁ:2/ typodt.

0
Zahvaljujuéi prethodnim rezultatima dobijamo formulu za Var[T(z)):

Vm@@ﬂzE@@ﬂ—Eﬁ@WzQAmmmd#wi

Naravno, za postizanje ovog rezultata potrebno nam je postojanje E[T(z)] i
E[T(x)?]. Za funkciju prezivljavanja oblika s(z) = prethodno navedeno ne
vazi.

1
1+x

Jos jedna od karakteristika slucajne veli¢ine T'(z) je medijana buduceg vremena
zivota obelezena sa m(x) koja se dobija resavanjem jednacine:

1
P[T(z) > m(x)] = 3
ili
sle+m(z)] _ 1
_— = . 5.2,
o 3 (3.5.2.3)
po m(z). Posebno, m(0) dobijamo resavanjem s[m(0)] = 4. Moda slu¢ajne

velicine T'(x) je t za koje 1Py fiz1t dostize maksimum.

Teorema 3.2 Neka je K nenegativna slucajna velic¢ina koja uzima nenega-
tivne cele brojeve sa funkcijom raspodele G(k) i raspodelom verovatnoée g(k) =
AG(k —1). Funkcija z(k) je nenegativna, monotona funkcija takva da E[z(K)]
postoji, onda:

E[z(K)] =) z(k)g(k) = 2(0) + Y_(1 = G(k)) & (k).
k=0 k=0

Dokaz:
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>
|
—

k—

2(j)9(j) = — Z 2(j) A L= G(j - 1)

Jj=

Ju

<.
I
o

k—1
=—2(HL -GG - DIIE+ D1 = G A 2(j).
§=0

Teorema vazi ukoliko je

lim z(k)(1-G(k—1))=0

k—oc0

tako da ¢emo posmatrati dva slucaja:
a. Ako je funkcija z(k) nerastuca onda je

lim z(k)(1 - G(k—1))=0.

k—o0

b. Ako je funkcija z(k) neopadajuéa onda je

0<z(k)[1—G(k—1)]=2(k)>_g(j) < _szg(j).

j=k j=k
Ali, ako postoji E[z(K)] vazi da je
klggoz;czo) 9() =0,
j=

otuda
lim z(k)[1 - G(k—1)]=0.
k—o0

Specijalno, za K diskretnu slucajnu velicinu koja predstavlja vreme trajanja
zivota teorema 3.2 glasi

Elz(K)] = 2z(0) + Z Az(k)g+1Da- (3.5.2.4)
k=0
Sada ¢emo odrediti oc¢ekivanje i disperziju slucajne veli¢ine K
E[K] = Z k kPxQe+k = Z k+1Pzx- (3525)
k=0 k=0

Da bismo dosli do e, = E[K] primenili smo teoremu 3.2 , gde je koriséena
funkcija z(k) = k. Simbol e, predstavlja srednje trajanje zivota za diskretnu
sluéajnu velicinu K. Sada ¢emo za z(k) = k? izracunati E[K?] kao i kod
neprekidne slucajne veli¢ine T

E[K* ="k ipr qopr = Y2k + Dks1pa. (3.5.2.6)
k=0 k=0
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Onda je

Var[K] = E[K?] - E[K]* =) (2k+1) tq1pa — €2
k=0
Neka je = ceo broj, definisa¢emo slucéajnu veli¢inu S = S(z) saT = K + 5,
gde je T vreme do smrt, K je celobrojno buduée vreme zivota, dok je S slu¢ajna
veli¢ina koja predstavlja deo godine u kojoj se zivot zavrsava. Onda je

P[k<T§ k+s] :P[(K:k)m(SS S)] k|s 4z =k Pz sQx+k-
Ukoliko sada iskoristimo i pretpostavku o uniformnoj raspodeli za 3q, 4 imamo

P[(K: ]{;)ﬂ(SS 5)] =k Pz sqz+k =k|s 9z :P(K:k) P(‘S’S 3)

4 Zivotno osiguranje

Za pisanja ove glave rada koriséenji su sledeéi izvori: [1], [3] i [4].

4.1 Osiguranje zivota sa isplatom osigurane sume u mo-
mentu smrti

U ovom poglavlju ¢emo govoriti o iznosu i vremenu isplate osigurane sume
koja zavisi isklju¢ivo od duzine intervala od pocetka osiguranja do trenutka
smrti. Za razvoj ovog modela su nam potrebne funkcije b; i v; koje redom
predstavljaju osiguranu sumu i diskontni faktor. Oznaka t predstavlja vreme od
pocetka osiguranja do momenta smrti. Kada je u pitanju osiguranje za slucaj
prezivljavanja onda je t vece ili jednako od trajanja osiguranja.

Definisa¢emo

Zt = bt (%

sadasnju vrednost osigurane sume za sluc¢aj smrti. Vreme od pocetka osiguranja
pa do smrti osiguranika ¢emo modelirati slu¢ajnom velicinom 7" = T'(z) koju
smo ve¢ definisali. Prema tome sadasnja vrednost osigurane sume za slucaj sm-
rti je slucajna veli¢ina zp. Kako bi nam bilo lakse u nastavku, uveséemo novu
oznaku:

Z:bT vT.

Prvi korak kada je u pitanju zivotno osiguranje jeste da definisemo b; i v¢. Zatim
sledeéi korak jeste odredjivanje osobina raspodele slucajne veli¢ine Z koje su
posledica pretpostavki o slu¢ajnoj veli¢ini T'.

4.1.1 Osiguranje za sluéaj smrti

Kod privremenog osiguranja za slucaj smrti u trajanju od n godina osigurana
suma se isplac¢uje jedino u slu¢aju smrti osiguranika u periodu trajanja osigu-
ranja. Za jedinicu osigurane sume by, v, i Z su oblika:
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b, — 1 t<n
710 t>n

vt:vt,tZO

I T <n
Z_{ 0 T>n

Prethodne definicije se zasnivaju na dvema pretpostavkama. Prva je da posto je
trajanje vremena zZivota nenegativna slucajna veli¢ina onda su i sluc¢ajne veli¢ine
bs, v¢ 1 Z. Druga, za neke vrednosti ¢, b; uzima vrednost 0, dok je v; irelevantno.
U zivotnom osiguranju, oc¢ekivana vrednost slucajne velicine Z predstavlja jed-
nokratnu neto premiju. Pored jednokratne premije u zivotnom osiguranju pos-
toji i mesecna, kvartalna, polugodisnja i godi$nja premija, koje su u praksi
mnogo ¢eSée od jednokratne.

Jednokratna neto premija privremenog osiguranja za sluc¢aj smrti u trajanju od
n godina za jedinicu osigurane sume je E[Z] i obelezava se sa Aalv:ﬁ\'
Posmatranjem slucajne veli¢ine Z kao funkcije od T, E[Z] = E[Zr], dobijamo

A;:ﬁl = E[Z] = E|Zr] :/ z¢ g(t)dt :/ vt iy pgs di. (4.1.1)
0 0

Nadéi ¢emo j-ti momenat raspodele slucajne velic¢ine Z:

E[Zj] :/ (Ut)j Dz Mot dt :/ e~ U0/ Pz Moyt dt.
0 0

Teorema 4.1 Neka je intezitet kamatne stope u trenutku t &, i neka su by i vy
redom osigurama suma i diskontni faktor. Ako je bl = by za svako t, onda je
E[Z7] izrac¢unato za 6; jednako E[Z] za jo; za j > 0.

Dokaz: ' 4 o '
E[Z’] = E[(br vr)’] = E[by vy] = Elbr vz].

Uopsteno,
t
vy = exp(—/ dsds). (4.1.2)
0
Ako obe strane jednakosti podignemo na j-ti stepen dobijamo

t

vl = exp(—/ J 0sds)
0

to je upravo v; za intezitet kamate j0.

Na osnovu teoreme 4.1 sledi

Var|Z] = 2A. (Ap.n))? (4.1.3)

Tl

gde je QA;:M jednokratna neto premija za privremeno osiguranje za slucaj smrti
za jedinicu osigurane sume izra¢unata za intezitet kamate 24.
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Kod dozivotnog osiguranja osigurana suma se ispla¢uje u sluc¢aju smrti osig-
uranika u bilo kom momentu od pocetka osiguranja. Za jedinicu osigurane sume:

Jednokratna neto premija je:
0

4.1.2 Osiguranje za slu¢aj prezivljavanja

Kod privremenog osiguranja za sluc¢aj prezivljavanja u trajanju od n godina, is-
plata ugovorene osigurane sume se vrsi na kraju n-te godine osiguranja ukoliko
je osiguranik ziv. Za jedinicu osigurane sume:

b, — 0 t<n
Tl 1 t>n

ve=v"1t>0

0 T'<n
Z_{ v T >n

Jedina neizvesnost kada je ovo osiguranje u pitanju jeste da li ¢e doci do isplate
ili ne, posto su i vreme i iznos isplate unapred ta¢no odredjeni i poznati. Oznaka
za jednokratnu neto premiju ove vrste osiguranja je Ax:ﬁll.

Slucajnu veli¢inu Z éemo predstaviti kao Z = v™Y’, gde je Y indikator dogadjaja
da osiguranik dozivi kraj x + n godine.

Neto jednokratna premija je:

A E[Z] =v" E[Y] =v" ,pa

zall =

Var[Z] = v*"VarlY] = v* ,ps nge = A (A1) (4.1.2.1)

z:ﬁ\l -
Kod privremenog meSovitog osiguranja u trajanju od n godina isplata osigu-

rane sume se vrsi i u slucaju smrti u toku trajanja osiguranja i u slucaju da je
osiguranik ziv nakon isteka osiguranja.

by=1,1t>0
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vt t<n
V¢ = ’Un

t>n
oI T <n
Z_{v” T>n

Jednokratna neto premija je oznacena sa Aw:m.

Mesovito osiguranje se moze interpretirati kao kombinacija privremenog zivotnog
osiguranja za sluc¢aj smrti i privremenog zivotnog osiguranja za slucaj prezivljavanja.
Neko su 71, Zs i Z3 redom slucajne velicine koje predstavljaju sadasnju vred-
nost jedinice osigurane sume osiguranja za sluc¢aj smrti, osiguranja za slucaj
prezivljavanja i meSovitog osiguranja. Osigurana suma za slucaj smti se is-
plac¢uje u momentu smrti.

T <
Zl{v T<n

0 T>n
0 T'<n
ZQ_{ v T >n
T T <n
Z?’_{ v T >n
Posto je
Zy =21+ 2y (4.1.2.2)

kada prodjemo sa ocekivanjem na levu i desnu stranu jednakosti (4.1.2.2) dobi-
jamo

Apny = Abm + A (4.1.2.3)

zalt

Primenom teoreme 4.1 i posto je by = 1 kod meSovitog osiguranja dobijamo
Var(Zs) = Apn) — (Agim))?. (4.1.2.4)
Do disperzije slucajne velicine Z3 mozemo dodi i na sledeéi nacin
Var|Zs) = Var[Z,]| + Var[Zs] + 2Cov[Z1, Z5)]. (4.1.2.5)
Koriséenjem formule

Cov[X,Y] = E[X Y] - E[X]E[Y] (4.1.2.6)

7075 =0

za svako T dobijamo

CovlZy,Z5]) = —E|Z1] E[Za) = AL Ay (4.1.2.7)
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4.1.3 Odlozeno osiguranje

Kod odlozenog osiguranja u periodu od m godina, osiguravaju¢a kompanija se
obavezuje da isplati ugovorenu osiguranu sumu samo ukoliko osiguranik umre
posle m godina od momenta pocetka osiguranja. Posmatra¢emo odlozeno dozivotno
osiguranje za jedinicu osigurane sume za slucaj smti

b, — 1 t>m
710 t<m

vtzvt, t>0

T
v T>m
Z_{ 0 T<m

Neto jednokratna premija je obelezena sa |, A, i jednaka je

o0
/ Ut tPx ,LLz+tdt. (4131)

m

4.1.4 Osiguranje zivota sa promenljivom osiguranom sumom

Pored prethodno navedenih postoje i osiguranja kod kojih osigurana suma za
slucaj smrti raste ili opada tokom celog perioda trajanja osiguranja ili samo
jedan deo perioda.

Kod dozivotnog osiguranja sa rastu¢om osiguranom sumom ukoliko osiguranik
umre u toku prve godine trajanja osiguranja osiguravac isplac¢uje jedinicu osig-
urane sume, ako umre u drugoj godini trajanja osiguranja dve jedinice,...
Funkcije su definisane sa:

by=[t+1], t>0
v=2v" t>0
Z=[T+1p", T >0,

gde oznaka ”[]” predstavlja ceo deo broja.
Neto jednokratna premija kod ove vrste osiguranja je:

0

Rast osigurane sume se moze desavati i vise puta godisnje. Kod dozivotnog
osiguranja sa rastom osigurane sume m puta godisnje, osigurana suma za slucaj
smrti u prvom periodu godine iznosi 1/m, u drugom 2/m,... Za ovakvu vrstu
osiguranja funkcije su oblika:

P 0 ol PR
m

vtzvt, t>0
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Neto jednokratna premija iznosi:

(1™ A), = E[Z].

Ukoliko pustimo da m — oo, dobijamo dozivotno osiguranje sa rastuc¢om os-
iguranom sumom kod koga se korisniku osiguranja isplac¢uje iznos t ukoliko je
osiguranik umro u trenutku ¢. Funkcije su oblika:

by=1t, t>0
vt:vt, t>0
Z=Tv, T >0.

Oznaka za neto jednokratnu premiju u ovom sluéaju je (I4),.

Takodje, postoji i osiguranje za sluc¢aj smrti u trajanju od n godina sa rastu¢om
osiguranom sumom.

Suprotno osiguranju za sluc¢aj smrti u trajanju od n godina sa rastu¢om osigu-
ranom sumom je osiguranje za sluc¢aj smrti sa opadaju¢om osiguranom sumom
u trajanju od n godina.

Ukoliko osiguranik umre u toku prve godine trajanja osiguranja osigurana suma
je n, u toku druge n — 1 i tako dalje. Za ovakvu vrstu osiguranja funkcije su
oblika:

by — n—[t] t<n
t 0 t>n
vy =vt t>0

{ Tn—[T)) T<n

Z = 0 T>n

Neto jednokratna premija je:
(DD = [ o (1=t ¢ po o
0

4.2 Osiguranje sa isplatom osigurane sume na kraju osig-
urane godine u kojoj se desila smrt

U prethodnim poglavljima bilo je re¢i o osiguranjima kod kojih se osigurana
suma za slucaj smrti isplac¢uje u momentu smrti. Ovakva vrsta osiguranja je i
najcéeséa u praksi. Svi ovi modelu su bazirani na sluc¢ajnoj veli¢ini 7', odnosno
vremenu zivota osiguranika. U praksi su Cesto najbolje dostupne informacije
o raspodeli slucajne veli¢ine T tablice smrtnosti, odnosno raspodela diskretne
slucajne velicine K. U nastavku ¢emo govoriti o modelima kod kojih iznosi
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i vreme isplate osigurane sume zavise iskljuc¢ivo samo od proteklih godina od
pocetka osiguranja do smrti. Ovu grupu osiguranja ¢emo nazvati osiguranja sa
isplatom osigurane sume za sluc¢aj smrti na kraju godine u kojoj je smrt nas-
tupila.
U modelima ¢emo koristiti odgovarajuce funkcije koje idu uz diskretnu slu¢ajnu
veli¢inu K. Osigurana suma i diskontni faktor koji odgovaraju vremenu protek-
lom od pocetka osiguranja do momenta smrti su redom by41 1 vg41. To je slucaj
kada je buduce vreme zivota osiguranika k godina, odnosno osiguranik umire u
toku k + 1 godine od pocetka trajanja osiguranja. Sadasnja vrednost osigurane
sume je

Zk+1 — bk+1 Vi41- (421)
Kao i u prethodnom delu za sadasnju vrednost osigurane sume 21 koristi¢emo
oznaku Z.
Kod privremenog osiguranja zivota za slucaj smrti u trajanju od n godina za
jedinicu osigurane sume, funkcije su oblika:

y 1 k=01,.n-1
173 0 inace

k+1
Vg1 = 0"

{ oEFtl K =0,1,...,n—1
Z = .
0 inace

Neto jednokratna premija kod ovog osiguranja je:

n—1

Aim = E[Z] = ZUIH_l kPx Qu+k- (422)
k=0

I kod ove vrste osiguranja moguce je primeniti teoremu 4.1, naravno sa odgo-
varaju¢om notacijom.
Konkretno za ovu vrstu osiguranja vazi:

VarlZ] =* Az = (Agm))?

|
gde je
n—1
2A:1v:ﬁ\ = 26_26(k+1) kPz Qz+k-
k=0

Za dozivotno osiguranje iskoristicemo prethodni model kada n pustimo da tezi
beskonacnosti.
Neto jednokratna premija je onda

oo

Aw = ka+1 kPzQz+k- (423)
k=0
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Mnozenjem obe strane jednacine (4.2.3) sa I, dobijamo
(oo}
I, A, = Zv’““ dotio- (4.2.4)
k=0

Prethodna jednacina predstavlja bilans izmedju iznosa neto jednokranih premija
l zivih osiguranika od pocetnih [y i iznosa osiguranih suma za ocekivane smrti.
Izraz

> M dyyy, (4.2.5)
k=r

je deo fonda na pocetku osiguranja koji ¢e zajedno sa pretpostavljenom kamat-
nom stopom obezbediti iznos za isplatu osiguranih suma za slucaj smrti nakon
r godina trajanja osiguranja.

Privremeno mesovito osiguranje u trajanju od n godina za jedinicu osigurane
sume na kraju godine smrti predstavlja kombinaciju privremenog osiguranja za
slucaj smrti iz ovog poglavlja i osiguranja za slucaj dozivljenja koje je opisano
u prethodnom poglavlju. Za ovu vrstu osiguranja funkcije su oblika:

bpir =1, k=0,1,2...

S otk =0,1,..,n—1
k+1 = v k=n,n+1,..

7 oKl K =0,1,...,n—1
o v K=nn+1,..

Formula za neto jednokratnu premiju:

|
—

n

Agir) = Y 0" 1po Gogi + 0" oo (4.2.6)
0

e
I

Dozivotno osiguranje zivota sa rastu¢om osiguranom sumom kod kojeg se u
slucaju smrti u toku k + 1 godine trajanja osiguranja isplacuje k£ + 1 jedinica
osigurane sume ima funkcije oblika:
b1 =K+1, K=0,1,2...
v = 0BT K =0,1,2..
Z=(K+1)of*, K=0,1,2..

Oznaka za neto jednokratnu premiju je (IA4),.
Kod privremenog osiguranja za sluc¢aj smrti u trajanju od n godina osiguravac
se obavezuje da isplati osiguranu sumu na kraju godine u kojoj je nastupila smrt
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u iznosu od n — k, gde je k broj godina od pocetka osiguranja do godine u kojoj
je nastupila smrt. Funkcije su:

b _Jn—-k kE=0,1,..,n-1
kel = 0 k=n,n+1,...

Vg1 = 0"k =0,1,2...

g (n—K)v5t K=0,1,...,n—1
o 0 K=n,n+1,..

Oznaka za neto jednokratnu premiju je (DA)

1
|

Privremeno osiguranje zivota sa opadaju¢om osiguranom sumom se moze pred-
staviti kao kombinacija osiguranja za sluc¢aj smrti i odlozenog osiguranja za
slu¢aj smrti. Jednakost izmedju neto jednokratnih premija data je formulom

n—1
(DA);lvﬁ| = (Tl - k) Uk+1 kPx Qu+k (427)
k=0
n—1
= (n—k) (V" kp2) (Vqrsr)
k=0
n—1
- (n,—-k) kV4w1|
k=0

n—k—1
n—k= Y (1)
=0
dobijamo
n—1ln—k—1
(DA)izm = (1) oF ! kPz Gx+k-
k=0 j=0

Zamenom mesta sumama i kori¢enjem (4.2.2) dobijamo

n—1
1 _ 1
(l)A)ﬁﬁ|__:£%‘4xﬁijy
j=
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4.3 Veza izmedju osiguranja sa isplatom osigurane sume
za slucaj smrti u momentu smrti i na kraju godine
smrti

Ovaj odeljak ¢emo poceti sa analizom neto jednokratne premija dozivotnog os-

iguranja za jedinicu osigurane sume za slucaj smrti. Iz (4.1.4) imamo

A’c = / v! tPx Ha+t dt (431)
0

k+1
vt Pz Maott dt

NE
—

~
Il
o

1
k+
v k+sPx Mz+k+s ds

~
Il
<

I
hE
S—

1

k+1 s—1

Rt kPx / v® sPz+k MHz+k+s ds.
0

M

S
I
o

Iskoristimo pretpostavku o uniformnoj raspodeli verovatnoée smrti:

sPz+k Ha+k+s = Qu+k> 0 S S S 1

i zameniti u (4.3.1).

o0 1
A, = kaH kDx Qutk / (1+4)'% ds (4.3.2)
k=0 0
- i
= " kpe qorn 51 = 5 Aa-
k=0

Pretpostavka o uniformnoj raspodeli je dovela do ekvivalencije izmedju isplate
jedinice osigurane sume u momentu smrti i isplate osigurane sume neprekidno
kroz godinu u kojoj je nastupila smrt.
Do prethodnog identitet se moze do¢i i preko diskretne slucajne veli¢ine K
koja predstavlja buduée vreme zivota osiguranika i naravno uz pretpostavku o
uniformnoj raspodeli smrti. Predstavi¢emo slu¢ajnu veli¢inu T' kao kombinaciju
slucajnih velicina K i S, gde S predstavlja vreme zivota u godini u kojoj je smrt
nastupila.
Na osnovu pretpostavke o uniformnoj raspodeli smrti dolazimo da zakljucka da
su K i S nezavisne slu¢ajne veli¢ine i da S ima uniformu raspodelu na intervalu
duzne jedan. Isto vazi i za slucajne veli¢ine K +11 .S — 1.
U identitetu
A, = EwT] = E[f (1 44)57)

iskoristi¢emo nezavisnost sluc¢ajnih veli¢ina K + 11 .S — 1 kako bismo izracunali
ocekivanje

Ep® (1 +4)' 7% = E[" T E[(1 +4)' ). (4.3.3)
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Prvi faktor u izrazu sa desne strane nejednakosti je A;. Posto S — 1 ima uni-
formnu raspodelu na intervalu duzine jedan drugi fakor je

E[(144) 9] = /01(1 +i)! 1dt = %

Tako da opet dobijamo vezu:
i

Sada ¢emo se vratiti na privremeno osiguranje za sluc¢aj smrti u trajanju od
n godina sa rastucom osiguranom sumom. Porast osigurane sume je jednom
godisnje. Sadasnja vrednost osigurane sume koja se ispla¢uje u momentu smrt
je

i, =

g [T+1] 0T T<n
- 0 T>n.

Posto je [T+ 1] = K + 1 iskoristi¢emo relaciju T'= K + S i dobijamo
7 (K +1) o8+ 571 K =01,..,n—1
- 0 K=n,n+1,..

Obelezi¢emo sa W sadasnju vrednost osigurane sume za sluc¢aj smrti koja se is-
plac¢uje na kraju godine u kojoj je nastala smrt osiguranja sa godi$njim rastom
osigurane sume u trajanju od n godina

o [ D K =01, 01
o 0 K=n,n+1,...

Onda je
Z=W(1+i)ts

E[Z) = E[]W(1 + i)' 5]

Posto je W funkcija od K + 1, a sluc¢ajne velicine K +1 i1 — .S su nezavisne

E[Z) = EW]E[(1 +4)' ] = (IA) 5

SIS

Uopsteno,
7 = bTUT (434)

gde je vp = vT i by = b3 41 (odnosi se samo na ceo deo slucajne velicine 7).

Z = by v = by oK1+

E[Z] = Ebj 05T (1+4)75). (4.3.5)
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Na osnovu pretpostavke o uniformnoj raspodeli verovatnoée smrti i nezavisnosti
slucajnih veli¢ina S i K dobijamo
E[Z] = E[b)k 41 oFHB((1+4)' %] = B K+1 v % (4.3.6)

Posmatrajmo dozivotno osiguranje sa neprekidno rastuéom osiguranom sumom
koja se isplac¢uje u momentu smrti. Funkcije su
by=1t, t>0
v =0 t>0
2z =tvt, t>0.
Da bismo pronasli (IA), iskoristi¢emo:
Z = (K +8)vfts
= (K +1) o5+ — (1 - 8) ofFL (1 44)175
= (K +1) ot (14475 —ofH (1-9) (144)' 5.

Uz pretpostavku o uniformnoj raspodeli verovatnoce smrti ocekivanje leve i
desne strane jednakosti

E[Z) = E[(K 4+ 1 0" E[1+44)'%] — Ep5T E[1-5) (144179

= (IA), 5 — 4, B[1-8) (1+)'~"].

Posto slucajna veli¢ina 1 — S ima uniformnu raspodelu poslednji faktor mozemo
napisati kao

Otuda,

(TA)y = < [(1A)s — (

SIS

4.4 Rekurentne jednacine

Za razvoj rekurentnih jednacina pomoéi¢e nam prethodno poglavlje. Krenimo
od
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oo
k+1
A, = ZU + kPz Qz+k
k=0

oo
=0 gz + Z 'Uk+1 kPx Qz+k
k=1

o0
=0 g+ 0P 0" ko 1Pat Gark
k=1

o0
=V Qs +V Py Z vt iPz4+1 Gr+1+45
j=0
=Vqz + U Py Aw-l—l-
Interpretacija ove formule nam govori da na kraju prve godine osiguranja neto
jednokratna premija dozivotnog osiguranja mora obezbediti isplatu jedinice os-
igurane sume ukoliko je u toku godine nastupila smrt ili neto jednokratnu pre-

miju za jedinicu osigurane sume dozivotnog osiguranja za naredne godine.
Na osnovu definicije

A, = E[Z) = Ep®" 1K > 0].

E[Z] ¢emo izracunati tako Sto ¢emo posmatrati dva slucaja. Prvi slucaj kada
osiguranik umre u toku prve godine trajanja osigurana (K = 0) i drugi kada
prezivi prvu godinu osiguranja (K > 1).

E[Z)=Ep*"TK =0] P(K =0)+ Ep* 'K > 1] P(K >1)  (4.4.1)

Uveséemo oznake:
Ep* K =0]=v

P(K =0)=gqy
P(K >1) = p,.

Preostali faktor ¢emo napisati kao
EpEH K > 1] =0 EpE Y |(K —1) > 0] = v Apqs.

Posto je K buduce vreme zivota za osiguranika sa pristupnom staroséu x, onda
je K — 1 preostalo vreme zZivota za osiguranika sa pristupnom staroséu x + 1.
Zamenom u jednacinu (4.4.1) dobijamo

Ay =vqy + VAL 11D2 (4.4.2)
Zamenom p, sa 1 — g, i mnoZenjem i leve i desne strane sa (1 + i) I, dobijamo

lo(1+ ) Ay = lpApsr +do(1 — Ayis).

39



Jednacina se moze interpretirati za odredjenu grupu osiguranika: zajedno grupa
osiguranika nakon jedne godine uz kamatu i A, ¢e obezbediti iznos A, 1 za sve
iiznos 1 — A, 41 za one za koje se otekuje da ée umreti tokom godine. Daljim
sredjivanjem:

Ay — Ay = iAy — qu(1— Ay). (4.4.3)

Jednacina (4.4.3) nam govori da razlika izmedju neto jednokratne premije za
osiguranika sa pristupnom staro$¢u x i  + 1 je kamacena jednokratna premija
minus troskovi za isplatu jedinice osigurane sume za smrti nastale tokom godine.
Jos jedan izraz za A, je

V" Apg — v T Ay = —0" g (1— Appa). (4.4.4)

Sumiranjem od x = y do co dobijamo

(oo}
0V Ay = =) 07ga(1 - Agpa).
=y

Otuda,
Ay = Z ,szy+1 qx (1 — Ax+1)-
z=y

Prethodni izraz nam govori da je neto jednokratna premija za osiguranika sa
pristupnom staro$éu y zapravo sadasnja vrednost godisnjih troskova osiguranja
do kraja osiguranikovog zivota.

Slicna jednacina se moze izvesti za osiguranja sa isplatom osigurane sume u
momentu smrti. Pokaza¢emo na primeru dozivotnog osiguranja za osiguranika
sa pristupnom staroséu x.

A, = E[v"] = EpY|T < h] P(T < h)+ Ep"|T > 1] P(T > h) (4.4.5)
Uvodimo oznake P(T < h) =p, g, i P(T > h) =p ps

i uslovnu gustinu

M_tpzﬂmi»t
f(tTgh){F(h) na. . UStSh

0 inace.
Otuda,
g Pa bzt
EPT|T < h] :/ of TR gy (4.4.6)
0 hqzx
Takodje _
EWT|T > h] =" EpT™"(T —h) > 0] =v" A, yh. (4.4.7)

40



Zamenom u (4.4.5) dobijamo

h
A, = / ot % dt wge + 0" Agin npo- (4.4.8)
0 xT

Obe strane jednacine (4.4.9) éemo pomnoziti sa —1, dodati A, i podeliti sa h

Aopn— 4, 1

h h
- 1—=2v"pp
= **/ 0 Py froge dt + Agyppy————.
0

- - (4.4.9)

Kada h tezi beskona¢nosti dobijamo

L1t d [°
}lli)% E,/o o' P ztdt = %/0 'U;&fpw,uachtdtlSZO = Hz
i
1—oh hDzx d
lim ——— 2% = — — (p? —0 = J.
h1—>InO h dt (U tpx)|t_0 Moy +

Zamenom u jednacinu (4.4.9) dobijamo
L JY s (e +9)
dm xr — I’LI' X /’l’flj .

4.5 Komutativne funkcije

Posmatrajuéi izraz

(o)
k+1
loAy =Y 0P dy iy
k=0

vidimo da je gornja suma funkcija od pristupne starosti osiguranika i trajanja
osiguranja. Mnozenjem obe strane se v* dobijamo da su obe strane jednakosti
samo funkcije od x

oo
vl Ay = Zv’”+k+1 deik
k=0

Sto motivise definisanje komutativnih funkcija:
D, =v"1,
Cp=v""1d, =D, vq,
oo
Mw - Z C:v+k:
k=0
o

Ry = ZMzHc = Z(k +1) Cotp
k=0

k=0
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Na osnovu komutativnih funkcija neto jednokratna premija odlozenog osigu-
ranja za slucaj smrti sa isplatom jedinice osigurane sume na kraju godine u
kojoj je smrt nastupila, ako osiguranik umre izmedju y i z godine je

M, — M,
yfx\zfyAw = yT

Sada ¢emo preko komutativnih funkcija izraziti neto jednokratnu premiju privre-
menog osiguranja za slu¢aj smrti sa rastuéom osiguranom sumom i isplatom
osigurane sume na kraju godine:

n—1

k=0

VT,

k=0

Z;é(k + 1) C:c-i-k

D,
_ koM — Myn)
D,
_ Ry — Ry —nMyyy
D, ’

Neto jednokratna premija za privremeno osiguranja zivota za slu¢aj prezivljavanja
se moze napisati kao

Da:-‘rn

Neto jednokratna premija meSovitog osiguranja

Mx - M:z:+n + D:r+n
D, '

Af:ﬁ\ =

Definisa¢emo i komutativne funkcije za osiguranja sa isplatom osigurane sume
u momentu smrti:

1 1
Cx = / v$+t lw-ﬁ-t /J/w-i-tdt = / Dw+t Mzt dt
0 0
Mw:ZC_y:/ Dy py dy
y== ®

R =1,

y=x
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5 Zivotna renta
Za pisanja ove glave rada koris¢enji su sledeéi izvori: [1] i [4].

U prethodnim poglavljima govorili smo o isplatama u sluc¢aju smrti i o razli¢itim
vrstama zivotnog osiguranja. Sada ¢emo govoriti o isplati u slu¢aju da osigu-
ranik bude ziv nakon isteka trajanja osiguranja i o razli¢itim vrstama rente.
Osiguranik moze da uplati osiguravaju¢oj kompaniji jednokratnu premiju ili da
pla¢a u ratama, da bi na osnovu toga sebi obezbedio primanje rente do kraja
zivota ili za neki odredjeni vremenski period.

Renta koju osiguranik prima licno naziva se li¢na renta. Takodje postoji i renta
u korist treceg lica, kojom osiguranik zeli da u sluc¢aju svoje smrti obezbedi
¢lanove svoje porodice.

Prema trajanju renta moze biti vremenska (privremena) ako placanje rente traje
odredjeni vremenski period ili dozivotna ako njeno placanje traje dozivotno,
odnosno do kraja zivota osiguranog lica.

Prema pocetku primanja, renta moze biti neposredna ili odlozena. Neposredna
renta pocinje da tece odmah po zakljuCenju osiguranja, a ako od dana za-
kljuc¢enja osiguranja do pocetka primanja rente protekne odredjeni period, radi
se o odlozenoj renti.

Po naé¢inu primanja renta moze biti dekurzivna (krajem godine) i anticipativna
(pocetkom godine).

5.1 Jednokratna isplata osigurane sume za sluc¢aj prezivljavanja

Posmatramo osiguranje zivota za slucaj prezivljavanja sa isplatom jedinice os-
igurane sume ukoliko osiguranik dozivi istek trajanje osiguranja koji iznosi n
godina. U poglavlju 4 smo ovu vrstu osiguranja nazivali osiguranje za slucaj
prezivljavanja i koristili smo A1 kao oznaku za neto jednokratnu premiju.
Kada su u pitanju rente koristi se druga notacija, odnosno oznaka za neto jed-
nokratnu premiju ove vrste osiguranja je , F,

nBy = Aypnp = V" P (5.1.1)

Formulu (5.1.1) mozemo napisati kao

lo By (1+0)" = Loty (5.1.2)

Formula (5.1.2) nam govori da ukoliko posmatramo grupu osiguranika koja ima
I, ¢lanova i ukoliko svaki od ¢lanova ulozi ,, F, novca pod kamatnom stopom i za
n godina ¢e se akumulirati dovoljno novca da se svakom od [, 4, preostalih zivih
osiguranika isplati jedinica osigurane sume. Jedna od glavnih pretpostavki jeste
da ¢ée broj ¢lanova grupe opadati. Definisaéemo akumuliranu vrednost S koja
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predstavja akumulirani iznos novca nakon n godina koji ima sadasnju vrednost
1. Otuda vazi da je S, E, =1 ili

1 1 ly
S = = =(1+2)"—. 5.1.3
nEy V" P ( ) lotn ( )
Formulu mozemo interpretirati kao kombinaciju akumulirane kamate (1 + ¢)™ i
faktora ’L;m = lllf

Sada ¢emo videti kako se ,, F, ponasa u zavisnosti od promene pristupne starosti
i od promene trajanja osiguranja.

Pretpostaviéemo da je trajanje n fiksirano i posmatra¢emo promenu , F, u za-
visnosti od promene x.

9 n 0 n
% L, =v % nPxr =V nPzx (Uac - ,U;c+n) =, b, (,ux - ﬂ:c-i—n)

Ako je ,u; >0, x <y < z+n, odnosno ako je p, rastuca funkcija onda je
OnE;/0x < 01 ,E, opada sa porastom z. Ukoliko je pu, = ¢, z <y < z + n,
onda je , E, = 0, odnosno ,, F, se ne menja sa promenom z. Preostali slucaj je
kada je py, < 0, * <y < x +n, odnosno ako je u, opadajuca funkcija onda je
OnE./0x > 01 ,E, raste sa porastom .

Pretpostaviéemo da je pristupna starost x fiksirana, a posmatra¢emo promenu
n P sa promenom trajanja n.

a r+n
5 B = gmesnl [y ) i)

z+n
B gl [ a4 0)

- _’rLEx (,ua:-‘rn + 5)

Dolazimo do zakljucka da je 0,,FE, < 0, odnosno da je funkcija , F, opadajuéa
funkcija od n.

5.2 Neprekidna zivotna renta

Za definisanje sadasnje vrednosti rente mozemo koristiti jednu od dve tehnike
agregatnu (aggregate payment technique) ili trenutnu (current payment tech-
nique) tehniku.

Ove dve tehnike ¢emo predstaviti na primeru neprekidne dozivotne rente sa
godisnjom isplatom jedinice rente. Oznaka za aktuarsku sadasnju vrednost
dozivotne neprekidne godisnje rente je a,.

Slucajna velicina T’ predstavlja preostalo vreme zivota osiguranika koji ima z
godina. Sada$nja vrednost godisnje rente do momenta smrti je ¥ = ag). Koris
¢enjem agregatne tehnike dobijamo

a, = E[Y] = Elaz. (5.2.1)
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Posto je ¢py tiy4: gustina raspodele slucajne velicine T sledi

0
Qg :/ EL[‘ tPx Ha+t dt. (522)
0

Sa druge strane, trenutna tehnika nam daje formulu

Gy :/ vt ipy dt. (5.2.3)
0

Primenom teoreme 3.1 za 2(t) = ag i g(t) =¢ px patt izraz (5.2.2) postaje
(5.2.3) 8to pokazuje ekvivalenciju izmedju (5.2.1) i (5.2.3).

Dalje, primenom teoreme 3.1 za z(t) = v* i g(t) = Py fest Na

Ar = / Ut tPx Mo+t dt
0
dobijamo
A, =1 Jr/ 2 dvt =1 — ddy (5.2.4)
0
ili
1= 6a, + A,. (5.2.5)
Formula (5.2.5) je analogna relaciji
1 = bag + '

Sto znaci da Ce jedinica investirana sada proizvesti godisnju kamatu d koja se
isplac¢uje neprekidno do smrti uz jedinicu rente.
Veza izmedju a, 1 A, je prikazana slede¢om relacijom

1=t 1-2Z

Y =g = 5 —5 (5.2.6)
gde je Z =",
Zamenom u (5.2.1) dobijamo
1-7Z, 1-4
a, = F = B 2.
A =B 2= 10 (5:2.7)

§to je ekvivalento sa izrazima (5.2.4) i (5.2.5). Prethodnu formulu mozemo
napisati i kao -
ay = G| — @®|Ax. (5.2.8)

Takodje ¢emo odrediti i Var|az |

= 1" L T 2 1 12
Varlag| = Var| 5 | = 5—2Var[v |= 52[ A, — A7) (5.2.9)
Iz identiteta
Sap +v" =1 (5.2.10)



sledi

E[6ap +v"] =0, + Ay =1

Varldar + v =0.

Sada ¢emo govoriti o privremenim i odlozenim rentama. Oznaka za aktuarsku
sadasnju vrednost jedinice godiSnje privremene neposredne rente u trajanju od
n godina je Gg.n). Na osnovu takozvane trenutne tehnike imamo:

aw:ﬁ\ :/ 'Ut tPx dt. (5211)
0

Parcijalnom integracijom

n n
Anlcﬁ\ :/ vt tPx Ma:+tdt :/ v (_dtpz)
0 0
imamo

Aiﬁl =1-" nPx — 5am:ﬁ\

ili

]. == 6(_13/7]' + Az:ﬁ" (5.2.12)

Agregatna tehnika se zasniva na sadasnjoj vrednosti slucajne veli¢ine Y koja je

definisana sa,
_Jap 0T <n
Y = { i, T>n (5.2.13)

ZLav:'r'L| = E[Y] = /0 aﬂ tPx Mzt dt + &ﬁ\ nPzx-

Nakon integracije dobijamo bas (5.2.11). Zamenom ap| sa (1 — v1) /6 1 @) sa
(I —=v")/6 u (5.2.13) dobijamo Y = (1 — Z)/4, gde je

7 _ T 0<T<n
Tl v T>n

sadasnja vrednost osigurane sume mesSovotog osiguranja u trajanju od n godina.
Onda je,

Gun = BIY] = (1= BZ]) = $[1 = Ay (5.2.14)

5

| =

i ekvivalento je sa (5.2.12).
Za ra¢unanje disperzije iskoristi¢emo relaciju Y = (1—2)/4 i (4.1.2.4) da bismo
dobili izraz

1 1= _
Var[Y] = < Var[Z] = 572[2Am| — A2 (5.2.15)

- 52 a:ﬁ|]
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Odnosno, u notaciji koja odgovara zivotnoj renti

1 _ _ 2 _ _
VarlY] = ﬁ[l - 262%;7—1‘ —46(1— am,m)Z] = g[az:ﬁl -2 Ugi|] — a...

(5.2.16)

Oznaka za aktuarsku sadasnju vrednost za jedinicu godisnje odlozene dozivotne
rente koja pocinje sa isplatom nakon osiguranikove x +n godine Zivota je , a,.
Na osnovu trenutne tehnike imamo

n| O =/ 0" ypy dt (5.2.17)

i relaciju
Aw:ﬁ\ - Aw

o0 n
n|Gz = / v tPe dt _/ v tPe dt = Gy — Q7| = s
0 0

Agregatna tehnika se zasniva na sadaSnjoj vrednosti slu¢ajne veli¢ine Y defin-

isane sa:
0=a
Y = n - _
v aﬂl = a

(5.2.18)

r—ap 0<T <n

~

Onda je

o0
n‘z_zx = E[Y] = / v" C_Lm tPx Hax+t dt
o n
= / v" &5\ n+sPzr Hz+n+s ds
0
o0
=" nps / 43| sPa+n Matnts ds
0
§to pokazuje da je
n|Ge =n By Gpyn. (5.2.19)
Jedan od nacina za racunanje disperzije slucajne veli¢ine Y je sledeéi

Var[Y] = / v?" af,im tPx Hatt dt — (n|aa)2

oo
=" nPx / a§| sPx+n Ha4n+s ds — (n|aa)2'
0
Na osnovu teoreme 3.1 sledi
o0
VGT[Y} =™ nPz / 2&5‘1}5 sDz+tn dS — (n|am)2
0

2 e _
g ,U2n nPzx / (US - v23) sPz+n ds — (n|aw)2

0
2,02n @ 2 2
5 nPz |Az4n az+n] (nlam) .
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Oznaka za aktuarsku sadasnju vrednost za jedinicu godisnje odlozene privremene
rente koja pocinje sa isplatom ukoliko je osiguranik ziv nakon svoje z+m godine
i traje do njegove x + m + n godine Zivota, je p,,d,. Onda je

m—+n
m\n@w = / Ut tPx dt (5220)
m
= C_]’w:'m—i-n| - d.’c:m| (5221)
Az'm - lea:m
= % (5.2.22)

Analogno sa
Sal :/ (144"t dt
0

kada je u pitanju renta imamo

1 "B, " 1
Spnl = Qp.7i| = dt = — dt 5.2.24
Swn| nEw aw<n| /0 nE:v /() nftEa:th ( )

§to predstavlja akumuliranu vrednost nakon n godina privremene godisnje rente
koja se isplac¢uje najvise n godina ukoliko je osiguranik ziv.

Posmatrajmo

da, < .0 -
E :‘/0 ’Ut(ai pz)dt :/0 vt tpz; (Mz - M1+t) dt

Tt
= iz Gy — Ay
= iy Gz — (1 = day)
= (g +0) dy — 1.

Ovaj izraz nam govori da se aktuarska sadasnja vrednost menja kao kombinacija
promene kamatne stope prihoda da,, p,a, i iznosa isplate.

5.3 Diskretna zivotna renta

Teorija diskretnih zivotnih renti je jako sli¢na teoriji neprekidnih renti, a jedna
od razlika je to Sto se kod diskretnih renti umesto integrala javljaju sume. Kod
neprekidne rente nije bilo razlike izmedju toga da li se isplata rente vrsi na
pocetku ili na kraju intervala isplate. To je veoma znacajno kod diskretnih
renti. Po¢ecemo sa diskretnom rentom c¢ija se isplata vrsi na pocetku intervala
isplate, takozvana anticipativna renta.

Krenimo od d,., aktuarske sadasnje vrednosti dozivotne neposredne rente kod
koje se isplata jedinicice rente vrsi na pocetku svake godine dok je osiguranik
ziv. Sadasnja vrednost isplata na pocetku godine k je

k
ez = 0" Do
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Na osnovnu trenutne tehnike imamo

e = 0" ips (5.3.1)
k=0
ili u drugim oznakama
I
iz = ;Ov Lotk (5.3.2)

G, se interpretira kao iznos koji je potrebno da uplati svaki od [, osiguranika
u fond kako bi osiguravajuc¢a kompanija u x + k-o0j godini imala dovoljno aku-
muliranih sredstava da svakom od [, zivih osiguranika isplati jedinicu rente.

Primenom agregatne tehnike, posmatramo sluc¢ajnu veli¢cinu Y = U I dalje
govorimo o godisnjoj renti, a slucajna velicina K i dalje predstavlja buduce
godine zivota osiguranika sa pristupnom staro§¢u x. Onda je

oo
ip = E[Y] = Eligry) = Y g1 bt (5.3.3)
k=0

posto je P[K = k] =y qa-
Na osnovu teoreme 3.2 i relacije

. _ okl
AaKHl =0

izraz (5.3.3) postaje
oo
Gy =1+ ka+1 k+1Pz
k=0

§to je ekvivalentno sa (5.3.1).
Iz (5.3.3) sledi

iz = Bl = 5 [1 - A (5.3.4)

i
iy = i) — | As (5.3.5)
1 = diiy + A,. (5.3.6)

Formula (5.3.6) nam govori da ¢e jedna jedinica koja je sada investirana proizvesti
kamatu d svake godine dok je osiguranik ziv i isplatu jedinice na kraju godine
smrti osiguranika.

Formula za disprerziju je:

1 — oKL 1

Varlig] = Var| p
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Oznaka d,.,| predstavlja sadasnju vrednost privremene neposredne rente kod
koje se jedinica ispla¢uje na pocetku svake od n godina dok je osiguranik ziv.
Trenutna tehnika nam daje formulu

n—

1 n—1
lgn| = Y kEr =Y 0" ipa. (5.3.8)
k=0

k=0

Dok agregatna tehnika ima slede¢i pristup

Y { o Kom (5.3.9)
pa je

Posto je Y = (1 — Z)/d gde je

7 vETl 0< K <n
- v K >n

sadasnja vrednost osigurane sume mesovitog osiguranja kod kog se jedinica osig-
urane sume isplacuje na kraju godine smrti osiguranika ili u ukoliko je osiguranik
ziv nakon isteka osiguranja, pa je

1 1
d d
Izraz (5.3.10) se moze napisati i kao
1 = diigin| + Agen|- (5.3.11)
Formula za disperziju je
1 1 5 9
VarlY] = ﬁVar[Z] =5 [FAzn) — Asmy)- (5.3.12)

Oznaka za aktuarsku sadasnju vrednost odlozene dozivotne rente kod koje se
jedinica isplac¢uje na pocetku svake godine u kojoj je osiguranik ziv pocevsi od
x + n godine pa na dalje je ,,|Gz.

k=n
= lig — G| (5.3.14)
Azﬁ| — Ay
Ll E—— 5.3.15
: (5.3.15)

50



Oznaka za akumuliranu vrednost nakon n godina privremene anticipativne rente
kod koje se isplacuje jedinica svake godine dok je osiguranik ziv i dok traje pe-
riod isplate je ;.. Formula je sledeca

1
n—1
k=0

n—1

kEw
OEx

I o N (5.3.18)

=0 nkaerk

Kod rente kod koje se isplata vrsi na kraju intervala isplate umesto oznaka d i
§ koriste se redom a i s.
Sledec¢a formula predstavlja vezu izmedju anticipativne i dekurzivne rente:

Gy = Gy — 1 (5.3.19)
(oo}
k=1
Alternativno,
az = Elag|| = Z ag| k|- (5.3.21)
k=1

Iz formule (5.3.21) sledi

= Sl (14 0)A]

a jos se moze napisati i kao
Uy = Qx| — | Az (5.3.22)
ili
1=iay+ (1+1i) A, (5.3.23)

Aktuarska sadasnja vrednost privremene rente kod koje se jedinica ispla¢uje na
kraju svake godine dok je osiguranik Ziv sve do x +n godine je oznaCena sa a.p
i mozemo je predstaviti kao

gn) = Y 0" ko (5.3.24)
k=1
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ili

Oznaka za odlozenu rentu kod koje se jedinica isplacuje na kraju svake godine
ukoliko je osiguranik Ziv sve od kraja x + n godine je ,a, i imamo formulu

oo
n|Qx = Z ’Uk kPz = Gz — Qg:a| =n E, Qg+4n- (5326)
k=n-+1

Takodje je bitna i sledeca relacija

A, = EpfH) = Elagsy — ag)) = Elv g — ag)l = v @z —az. (5.3.27)

Formula (5.3.27) se moze interpretirati na sledeé¢i naé¢in: Isplatu v na pocetku
svake godine ukoliko je osiguranik ziv obezbedjuje faktor va,, a neutralise ekvi-
valenta isplata jedinice na kraju svake godine obezbedjena sa a, osim u godini
u kojoj je nastupila smrt. Onda je desna strana jednacine jednaka jedinici na
kraju godine smrti, a to je A,.

Za osiguranje za slucaj smrti u trajanju od n godina odgovarajuca jednacina je

Al

e U&m:ﬁ\ = Qg:q- (5.3.28)
Takodje, kod mesovitog osiguranja zivota u trajanju od n godina vazi sledeca
jednacina

Apin| = Ai’:ﬁ\ +n Ey

Koriséenjem relacije (5.3.28) i relacije
Qg:p| = am;m‘ +n Ez
dolazimo do

Am:m = /Uda::ﬁ\ — Q1) (5329)

5.4 Zivotne renta sa isplatom m puta godisnje

U praksi obi¢no postoje mesecne, kvartalne, polugodisnje i godisnje rente.
Analogno svemu prethodno pomenutom, oznaka za rentu Cija se jedinica is-
pla¢uje u m jednakih rata godisnje na pocetku svakog od 1/m perioda dok je
osiguranik ziv je ai™.

Na osnovu trenutne tehnike sledi

1 &
s(m) h/m ) 54.1
Ay m };}U h/mPz ( )

Mozemo nastaviti i sa relacijom (5.4.1), koja je napisana u mnogo pogodnijem
obliku
1 =di, + A, = d™al™ 4 A0 (5.4.2)
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koji proizilazi iz Cinjenice da ulozena jedinica proizvodi kamatu na pocetku
svakog perioda i isplatu jedinice na kraju perioda ukoliko se dogodila smrt.
Dalje iz (5.4.2) dobijamo

omy _ 4 1
Qo " = Sy %= = gim)

= iV, — ) [Alm — A,).

[AL™) — A,] (5.4.3)

Ova relacija se interpretira na slede¢i nacin: Renta koja se ispla¢uje m puta
godisnje je jednaka seriji jednogodisnjih renti na pocetku svake godine sa prekidom
u godini u kojoj je nastupila smrt nakon zavrSetka m-og perioda u kome se de-
sila smrt. Prekid se postize m-tom isplatom na kraju m-og perioda u kome se
desila smrt minus isplata na pocetku godine u kojoj je nastupila smrt.
Alternativno, relacija (5.4.2) se moze napisati i kao

d(m)

" = ——— =au) —ag) Al (5.4.4)
Sada ¢emo pretpostaviti da verovatnoc¢a smrti ima uniformnu raspodelu tokom
godine. Ta pretpostavka nas dovodi do jednakosti

(m) _ i _ Em)
AYY = Fen) Ay 51| Ay
Onda (5.4.3) postaje
( s
- (m) _ .._m) .o 1
e o) As. (5.4.5)

Zamenom A, sa 1 — di, i uvodjenjem notacije d(m)a%n) = d dobijamo formulu
koja zavisi samo od funkcija rente

(m) .. (m)
1—s:"(1—day) 1—s:

. (m) _ 1] z/ gm) gm) . 1]

a, " = 20 = sy a3 G e (5.4.6)

U praksi se najcesée koristi aproksimacija

m—1

al™ =, o (5.4.8)
koja dovodi do relacije
Dyinjm = 0" i
koja je linearna funkcija
D, — E[Dl — D,11]

za svaku godinu x.
Potrebno je naglasiti da linearnost funkcije D,/ u svakoj godini Zivota nije
isto §to i linearnost I,y p, /., u svakoj godini Zivota Sto je posledica pretpostavke
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o uniformnoj raspodeli verovatnoce smrti.
Pretpostavka o uniformnoj raspodeli smrti nam daje relaciju

1=dmam 4 Al

Relacija (5.4.8) za visoke kamatne stope i niske stope mortaliteta moze dati

(12) _ ..(12)
z:1| > ai\
navedenog razloga umesto pomenute aproksimacije (5.4.5) koristimo relacije

(5.4.6) i (5.4.8).

iskrivljenu sliku kada su rente u pitanju, odnosno a . Iz prethodno

Pogodno je dé’”) izraziti u formi

™ = a(m)i, — B(m) (5.4.9)
gde je
a(m) = s%n)d%n) = Z‘(mg(m) (5.4.10)
i (m)
B(m) = - L i (5.4.11)

Primeéujemo da «(m) i f(m) zavise samo od m i od kamatne stope, a ne zavise
od godina. Zam =1 vazi a(1) =11 8(1) =0.
Relacija (5.4.5) se moze napisati i kao

i = iV, — B(m) A, (5.4.12)
Sada kada smo ustanovili formule za dozivotnu rentu koja se isplacuje m puta

godisnje lako dolazimo do formula za privremene i odlozene rente. Iz relacije
(5.4.12) sledi

il =alm —, B, o), (5.4.13)

x| T

= iy — Bm) Ay —n Ep[dlV it n — Bm) Ay ]

= i{™ign — B(m) AL

1] A
Sli¢no,
niil™ = aﬁT)M% = B(m)n|As (5.4.14)
iiz (5.4.9)
il = ()i — BM)[L —n Eal (5.4.15)
w5 = a(m)y e — B(m)n By (5.4.16)
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Formule za dekurzivnu rentu koja se ispla¢uje m puta godisnje se mogu izvesti
takodje lako

1
alm = gom _ L
m
™ .. (m 1
™ =G (11—, E,).

5.5 Komutativne funkcije zivotne rente

Funkciju D, = v* [, smo upoznali u prethodnim poglavljima.
Veé smo Aizﬁl =, E, izrazili u funkciji od Dyy,/D,.
Otuda,
1 v¥l D
= == (5.5.1)
nEw 'Ux+nlz+n Dw-i—n
U opstem slucaju, vrednost u godini x iznosa b koji se isplacuje u godini y je
bD,
D,
Prethodna formula u slucaju da je z < y predstavlja sadasnju vrednost dok za
x > y predstavlja akumuliranu.
Na osnovu (5.5.2) vrednost rente u godini x koja ¢e biti ispla¢ena u godinama
y,y+1,..,2—1]e

(5.5.2)

Za upoznavanje funkcije
oo
N, =Y D,
U=x

potrebna nam je vrednost rente izrazena kao

b
E(Ny —N,). (5.5.3)
U prethodnoj formuli = predstavlja pristupnu starost, ¥ prvu godinu u kojoj se
vrsi isplata rente b i z godinu nakon isplata poslednje rente u iznosu b. Bitno je
naglasiti da x, b i z mogu biti u bilo kojoj relaciji.
Kod rente koja se isplac¢uje m puta godisnje izraz (5.4.1) moZemo napisati i kao

oo

. (m 1
am = D ZDHh/m (5.5.4)
h=0
§to nas dovodi do funkcije
1 o0
N = ~ hz_:o Dyihjm- (5.5.5)
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Onda je

- (m)

omy _ N
a," = .
D,
Uz pretpostavku o uniformnoj raspodeli verovatnoée smrti u toku godine for-
mule su sledece

a(m)N, — B(m)D,
D,

dg’”) = a(m)i, — B(m) =

odnosno,
N{™ = a(m)N, — B(m)D,. (5.5.6)

6 Neto premija

Za pisanja ove glave rada koris¢enji su sledeéi izvori: [1], [4] i [6].

6.1 Uvod

Kada je zivotno osiguranje u pitanju jedan od nacina uplate premije jeste jed-
nokratna uplata premije sa kojom smo se ve¢ upoznali. Sa aspekta ugovaraca
osiguranja jednokratna uplata premije je neprakti¢na posto ugovara¢ obi¢no ne
raspolaze tako velikim sredstvima. U praksi obi¢no je izbor ugovaraca osigu-
ranja da uplatu premije raspodeli na vise godina u jednakim iznosima.
U ovom poglavlju govori¢éemo o neto godisnjoj premiji.Da bismo generalizovali
celu pricu definisa¢emo gubitak osiguravaca kao sluc¢ajnu veli¢inu L koja pred-
stavlja razliku izmedju sadasnje vrednosti osigurane sume i sadasnje vrednosti
godisnjih premija. Ovo je takozvani princip ekvivalencije koji zahteva ispunjenje
uslova

E[L]=0. (6.1.1)

U nastavku éemo govoriti o neto premijama koje zadovoljavaju princip ekviva-
lencije.

6.2 Apsolutno neprekidna premija

Osnovni koncept neto godisnjih premija koje koriste princip ekvivalencije ilus-
trova¢emo prvo na primeru apsolutno neprekidne neto godisnje premije za je-
dinicu osigurane sume dozivotnog osiguranja koje se ispla¢uje u momentu smrti.
Za svaku ovakvu premiju P posmatramo

I(t) = vt — Py (6.2.1)

sada$nja vrednost gubitka osiguravaca ukoliko se smrt dogodi u trenutku t.
Primeéujemo da je I(t) opadajuéa funkcija po ¢ i vazi [(0) = 1 i kada t — oo,
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I(t) mozemo aproksimirati sa —P/d.
Posmatrajmo gubitak osiguravaca koji je modeliran slu¢ajnom veli¢inom,

L=1UT)=v"— Pag. (6.2.2)
Ukoliko osiguravajuca kompanija koristi princip ekvivalencije premija obelezena
sa P(A,) je takva da vazi
E[L] =0. (6.2.3)
Na osnovu (4.1.4) i (5.2.2) dolazimo do

A, — P(A)a, =0
ili
P(4,) = ==, (6.2.4)

Disperzija slucajne veli¢ine L moze se koristiti kao mera za promenljivost gubitka
za pojedinacno dozivotno osiguranje. Posto je F[L] = 0,

Var[L) = E[L?]. (6.2.5)
Za gubitak definisan sa (6.2.2) imamo,
B(1 _ T
Varp” — Pdﬂ] = Var[p? — w] (6.2.6)
P P
= T4+ ) - —
Var[v' (1+ 6) 5]
p
= Var[o (1 + 3)]
p
=Varp?)(1 + 3)2
P

= (A - A+ )

Za premiju odredjenu principom ekvivalencije iskoristiéemo (6.2.4) i 6@, + A, =
1 kako bismo (6.2.6) napisali kao

27 12
Var[L] = W (6.2.7)
Uz pretpostavku da je intezitet smrtnosti konstantan dobijamo,
A, = ﬁ
i
L1
Top+s



Onda je

5oi oy Hp+e)T!
P(A,) = "—F"——"—
) = o)
koja ne zavisi od kamatne stope i vremena nastanka osiguranog dogadjaja.
Koristeéi princip ekvivalencije mozemo definisati formule za neto godisnje pre-
mije razlizitih zivotnih osiguranja.
Uopsteno, gubitak je definisan sa

=p

bT’UTpr:prY (628)

gde su:

e b i v; redom osigurana suma i diskontni faktor;

e P je simbol za apsolutno neprekidnu neto godisnju premiju;
e Y je slucajna veli¢ina definisana u (5.2.13);

e 7 je slucajna velicina definisana sa Z = vy bp.

Na osnovu principa ekvivalencije imamo

E[bT ’UT—PY]:O

ili

= E[brvr]
P="EwT

Kod odlozene (period odlozenosti je n godina ) dozivotne neprekidne rente
br UTzozaTSnibTvT:dﬂl v za T > n.
Onda je,

Elbr vr] =4 px Elag— v"|T > n] =0" npr Goin = Agpt Gatn-

Izrazicemo disperziju slucajne veli¢ine L kod meSovitog osiguranja u trajanju
od n godina u oznakama neto jednokratne premije.
Na osnovu (4.1.2.2) imamo

5 ] '
Onda ¢emo iskoristiti (4.1.2.4) da bismo dobili

Var[L] = Var[Zs(1 +

Varlz) = (1 + LAz

98



Formula (5.2.12) se moze napisati i kao

((Sam:m)_l =1+ 7( . ‘)
1
§to nam daje
21496_7‘ _ A2 .
Il — N T:n
Var[ ] (5&m:ﬁ\)2

Indentiteti (5.2.5) 1 (5.2.12) se mogu iskoristiti za izvodjenje formule za apso-
lutno neprekidnu neto premiju.
Krenimo od identiteta (5.2.5)

da, + A, =
5§+ P(A )—i
xr 761
_ o 1 1—da, SA,
PAy)=——6=——=7" (6.2.9)

_ 1
Qg
=, = 1 1- 661:&\ 5Axﬁ\
P(A,.q) = —6= = = 2.1
(Ag:n)) - - = Ao (6.2.10)
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U tabeli ispod nalaze se formule za neto godiSnju premiju i ostalih vrsta
Zivotnih osiguranja.

Table 1: Aposolutno neprekidne neto godiSnje premije

E[bT UT]

Vrsta osiguranja P = B[] byvr PY gdejeY

Dozivotno osiguranje P(A,) = 2—: 10T ar|

Al 10" dT\v T<n

Osiguranje za slucaj smrti P(Ai:ﬁl) = a”:‘ 0 i T >n
v -

o i 17T ar|, T<n

Mesovito osiguranje P(Ayq) = a“’:‘ 1 o i Tsn
xTin /'TL‘7

_ - 107 ap, T <h

Dozivotno osiguranje sa h uplatom nP(Ag) = aA—j‘ 1 oT G T>h
x:h }_7/‘7

o Al 0 aT‘, T <n

Osiguranje za slucaj prezivljavanja P(Ai:ﬁl) = a“"fl‘ 1 o i T>n
xTin /'TL‘7

Al = 0 dTh T S n

. 5 _ n| Gz+n

Odlozena dozivotna renta P(naz) = Ig‘if a " i T >n

= T—n| il

6.3 Apsolutno diskretne premije

U prethodnom odeljku smo govorili o apsolutno neprekidnim neto godisnjim
premijama. Sada ¢emo posmatrati osiguranje kod koga se isplata osigurane
sume vrsi na kraju godine osiguranja u kojoj se dogodila smrt i prva premija se
uplacuje na pocetku osiguranja. Ostale premije se uplacuju na godisnjicu polise
sve dok je osiguranik ziv i dok traje osiguranje. Ova vrsta osiguranja je jako
bitna i od istorijskog znacaja za razvoj aktuarske matematike.

Ukoliko pod prethodno navedenim pretpostavkama posmatramo neto godisnju
premiju dozivotnog osiguranja koristimo oznaku P, , dok nam odsustvo simbola
(A,) govori da je u pitanju osiguranje kod kojeg se isplata osigurane sume za
slucaj smrti vrsi na kraju godine osiguranja u kojoj se dogodila smrt.

Gubitak L kod ove vrste osiguranja je definisan kao

L=vEt_p, gy K =0,1,2,... (6.3.1)
Na osnovu principa ekvivalencije imamo F[L] = 0, odnosno,
E[u"*] = P, Bligyy) =0
§to nas dovodi do formule za neto godi$nju premiju

p, = Ao, (6.3.2)

Ay
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Analogno izvodenju kod apsolutno neprekidne premije dolazimo do formule za
disperziju slucajne veli¢ine L

24, — A2

Var|[L] = (di)?

(6.3.3)

U nastavku razviéemo formulu za diskretnu premiju zivotnog osiguranja i kod
ostalih vrsta osiguranja. U opstem slucaju, gubitak ¢emo definisati kao

brt+1 vK41 — PY

gde su:

® bx i1 1vg41 suredom osigurana suma i diskontni faktor;

e P je oznaka za godisnju premiju koja se pla¢a na pocetku godine osiguranja
sve dok traje period uplate premije i dok je osiguranik ziv;

e Y je diskretna slucajna veli¢ina definisana u (5.3.9).

Primenom principa ekvivalencije dobijamo

E[bK+11)K+1 - PY] =0
ili
p— Ebr1vk11]
E[Y]

Sada ¢emo disperziju slucajne veli¢ine L izraziti u funkciji mesovotog osiguranja
u trajanju od n godina u oznakama jednokratne neto premije.
Definisa¢emo

7 _ oEFl K =0,1,2,...,n—1
o v K=nn+1,..

Onda sluc¢ajnu veli¢inu L mozemo napisati kao:

1-Z
L=2=Pup——
Onda je,
VarlL] = Var(Z(1 + = - T"].

Primenom teoreme 4.1 dobijamo formulu za disperziju

P:c'ﬁ
VarlL] = (1 + = D22 A0 — A2,
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Da bismo dosli do trazenog oblika za disperziju iskoristi¢emo identitete:

Sledi da je disperzija Var[L]
2Ax:ﬁ\ - A2.—|
Var[L] = W (6.3.4)

Iskoristi¢emo identitete (5.3.6) i (5.3.11) kako bismo dosli do jednacine koja
predstavlja vezu izmedju formula za godiSnje premije zivotnih osiguranja:

dig, + Az, =1
1
Qg
1 1 —da, dA,
Qg Qg 1-A, ( )

Na slican nacin dolazimo do godisnje premije meSovitog diskretnog osiguranja:

d+ P,z = 1
el = a:vﬁ|
i Qg Qg 1- Aac:m ( )

U praksi, isplata osigurane sume za slucaj smrti je obi¢cno odmah nakon sm-
rti osiguranika, a ne na kraju godine osiguranja u kojoj je smrt nastupila zato
imamo potrebu za definicijom deo po deo neprekidnih godi$njih premija. Oz-
nake za takvu premiju su redom: P(A,), P(Ai:m)v P(Agz)), nP(Agz). Nema
potrebe za definisanjem deo po deo neprekidne godi$nje premije osiguranja za
slucaj prezivljavanja poSto ono ne sadrzi osiguranu sumu za slucaj smrti. Pri-
menom principa ekvivalencije dolazimo do formula koje smo veé izveli samo $to
je simbol A zamenjen sa A. Na primer,

P(A,) = 2=, (6.3.7)

Uz pretpostavku o uniformnoj raspodeli smrti tokom godine dolazimo i do
sledec¢ih identiteta.

_ 7 A 7
P(A)=-2=-P,
(4z) 0 Gy 1)
- )
P(Ales) = 5Py (6.3.8)



Table 2: Diskretne neto godiSnje premije

Vista osiguranja P= W b1 VK41 PY gdejeY
Dozivotno osiguranje P(A,) = % 1 oK+ ey, K= 0,1,2.
Osi . .. . L oAl 1Rt dﬁp K=01.n-1

siguranje za slucaj smrti P(AL,) = Fk . Kt
Mesovito osi j ) _ Az LR érﬂl’ K=0,1,.n-1

guranje P(Awn)) = 7. 1m )y K =nyn+1

Do o A LoKHh g, K=0,1,2,..h = 1

ozivotno osiguranje sa h uplatom nP(AL) = o . o K= h At
Osi : L . Lo AL 0 igrr, K=01,.n-1

siguranje za slu¢aj prezivljavanja P(Am:m) =72 L i K=t

. .. ) AL iy agrrp, K=01,.n-1

OdloZena dozivotna renta P(n|%) — Tn\ &ml - Kt

6.4 Ispodgodisnja uplata premije

U praksi, premija se obi¢no pla¢a u ratama m puta godisnje. Oznaka Pém) pred-
stavlja neto godisnju premiju koja se pla¢a u ratama m puta u toku godine za
jedinicu osigurane sume dozivotnog osiguranja kod kog se isplata osigurane sume
vrsi na kraju godine osiguranja u kojoj je nastupila smrt. Istu interpretaciju
ima i simbol P(m)(f_lx) samo §to je u pitanju isplata osigurane sume neposredno
nakon smrti osiguranika. Obi¢no je uplata premije u mese¢nim, kvartalnim i
polugodis$njim ratama.

Korisno je premiju koja se pla¢a m puta godisnje izraziti preko godisnje premije.

To ¢emo ilustrovati na primeru premije hP(

m - . e e o
m_l). Rezultat se moze primeniti i na

ostale vrste osiguranja. Imamo da je

A=
am:m
Posto je
A =h P,. a WE)
T | A
formula (6.4.1) postaje
m hPﬂE'n\a’ h|
pl - et (6.2
aa::m

Formula (6.4.2) je godisnja premija koja se plaéa u ratama m puta godisnje
izrazena kao proizvod godiSnje premije i odgovarajuceg rentnog koli¢nika. Rentni
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koli¢nik moze biti izrazen na viSe razlicitih nacina.

6.5 Komutativne funkcije

Videli smo da se neto godiSnja premija moze izraziti preko neto jednokratne
premije i sadasnje vrednosti rente. Koristeéi ve¢ uvedene komutativne funkcije
sada ¢emo i neto godisnju premiju izraziti preko komutativnih funkcija.

Apsolutno neprekidnu neto godi$nju premiju meSovotog osiguranja u trajanju
od n godina kod koga je period uplate premije h godina mozemo izracunati
pomocu formule

Ma: - Mx+n + Dm+n

P(A,z) = 6.5.1
P(Apy) = =T (6.5.1)
Specijalno za n = w — x formula (6.5.1) postaje
- M.
P(A) = ——%—, 6.5.2
nP(Az) N, N (6.5.2)
azan=h=w— x postaje -
P(A,) = M (6.5.3)
o) =N .5.
Kod osiguranja za slucaj smrti formule su sledece:
_ M, — M,
P(Al, )= 22— 6.5.4
i
D 1 MLE - Ra: Rw n
WnP(DA)L, = "= L E ettt (6.5.5)

NZE - N:v—i—h

Kod osiguranja kod kojih se isplacuje osigurana suma za sluc¢aj smrti na kraju
godine u kojoj je smrt nastupila odgovarajuce formule su sledece:

hPa::ﬁ\ = N._N o (656)
M,
th = N._ N " (657)
Mw - Mx n
pl === (6.5.8)

Ukoliko je dinamika uplate premije m puta godisnje

P(m) o M:L’ - Mern + Dern

h x| m m
-

(6.5.9)
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7 Matematicka rezerva
Za pisanja ove glave rada koriséenji su slededi izvori: [1], [3],[4], [5] i [7].

U prethodnom poglavlju smo se upoznali sa principom ekvivalencije. Osigu-
ranik uplac¢uje rate neto premije koje su skupa ekvivalentne iznosu osigurane
sume koju ¢e osiguravac¢ isplatiti prilikom nastanka osiguranog slucaja bilo to
u pitanju slucaj smrti ili slucaj dozivljenja. Nakon nekog preioda nece vise
postojati ekvivalencija izmedju finansijskih obaveza ugovornih strana. Moze se
desiti da osiguranik i dalje uplacuje premiju, dok je osigurava¢ u obavezi da
isplati iznos osigurane sume prilikom nastanka osiguranog sluc¢aja. Na primeru
odlozenih renti, imamo sluc¢aj da je osiguranik zavrsio svoju obavezu, odnosno
uplatio sve premije, dok obaveza osiguravaca i dalje traje.

Zivotno osiguranje je uzajamna garancija velikog broja ljudi iste ugrozenosti,
gde je ugrozenost sluc¢ajna i moze se meriti i proceniti. Garancija se ogleda u
stvaranju novéenog fonda koji se formira od uplata ugrozenih lica i kojim ¢inom
uplatioci postaju ¢lanovi zajednice rizika zivotnog osiguranja. Ova uplaéena
sredstva se koriste isklju¢ivo za isplatu ugovorenog iznosa ¢lanu zajednice kada
se ostvari osigurani dogadjaj. Finansijska sredstva fonda jednim delom ¢ini
matematicka rezerva koj sluzi za pokri¢e buducih rizika.

U svrhu izra¢unavanja matematicke rezerve potrebno je sve uplate osiguranika
(obaveze osiguranika) i sve isplate osiguravajuéeg drustva (buduée obaveza os-
iguravajudeg drustva) svesti na isti vremenski rok, odnosno trenutak.

Osnovnu ocenu matematicke rezerve ¢ine komutativni brojevi izratunati na os-
novu tablica smrtnosti.

Da bi se shvatio pojam matematicke rezerve, neophodno je napraviti razliku
izmedju prirodne premije, riziko premije, Stedne premije i riziko-osigurane sume.
Osiguranje zivota sa prirodnom premijom zapravo predstavlja osiguranje na
jednu godinu, koje se zakljucuje svake godine i to uvek sa drugom premijom
koja se izraCunava na osnovu starosti osiguranika. To znaci da osiguranik uvek
plac¢a premiju ¢ija visina zavisi od njegovih godina starosti, pa je rizik smrti
uvek osiguran na jednu godinu. Iz tog razloga se i kaze da je prirodna premija
zapravo riziko premija za jednu godinu. Prirodna premija raste sa brojem go-
dina starosti, pa je znacajna razlika u visini ove premije na pocetka i na kraju
perioda placanja.

Tako je primena prirodne premije matematicki opravdana, smatra se da je
neprakti¢na, pa se u praksi izra¢unava prose¢na premija koja je ista za celo
trajanje osiguranja. ProseCna premija je uvek izrazena za Citav niz godina u
jednom, obi¢no stalnom iznosu, bilo sa dozivotnim ili privremenim pla¢anjem.
Za razliku od prirodne premije koja je u prvim godinama osiguranja znacajno
niza u odnosu na kasnije godine osiguranja, prose¢na premija je visa u prvim, a
niza u kasnijim godinama trajanja osiguranja.
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Posto se zbog prose¢ne premije uvek u prvim godinama osiguranja naplac¢uje
viSa premija, sledi da se neto premija sastoji iz riziko premije i Stedne premije.
Stedna premija je onaj deo premije koji se izdvaja iz godine u godinu iz naplaé¢enje
premije u vidu fonda koji sluzi za pokri¢e buduéih obaveza osiguravaca. Obra-
zovanjem Stedne premije osigurava¢ ne snosi viSe rizik na celu osiguranu sumu,
ve¢ samo na razliku izmedju osigurane sume i Stedne premije.

Riziko premija je razlika izmedju ukupne neto premije i stedne premije. Riziko
premija je prirodna premija za riziko osigurani kapital.

Osiguravajuca kompanija od napla¢ene neto premije koristi samo riziko premiju
za pokrice rizika, a Stednu premiju odvaja na Stednju uz kamatu. Stoga se moze
reéi da je matematicka rezerva u odredjenom trenutku zapravo zbir do tog mo-
menta ukamacenih dospelih Stednih premija.

Razlikujemo grupne i individualne ocene matematickih rezervi. Postoje dve
varijante kada su u pitanju individualne metode, a to su bruto i neto metode.
Neto metode ne podrazumevaju ukljuc¢enje troskova poslovanja osiguravajuceg
drustva, dok bruto metode pored tablica smrtnosti i kamatne stope uvazavaju
i troskove. U nastavku ¢emo se baviti neto metodama.

Pretpostavicemo da tablice smrtnosti i kamatna stopa koje se koriste za obra¢un
neto premije koriste se i za obracun neto matematicke rezerve.

7.1 Matematicka rezerva osiguranja sa apsolutno neprekid-
nom neto premijom

Odredi¢emo matematicku rezervu za jedinicu dozivotnog osiguranja sa neprekid-
nom neto godignjom premijom P(A,). Oznaka za matematicku rezervu nakon
t godina trajanja osiguranja je ;V(A,). Da bismo dosli do ;V(A,) na osnovu
principa ekvivalencije uveséemo sluc¢ajnu velicinu U, koja predstavlja vreme do
smrti osiguranika starosti x + t godina, sa gustinom raspodele:

uPo+t Patttu; U= 0.
Definisa¢emo prospektivni gubitak u trenutku ¢ sa

Matematicka rezerva je definisana kao ocCekivana vrednost prospektivnog gu-
bitka, pa sledi

Prema prospektivnom metodu, matematicka rezerva u odredjenom momentu bi
trebalo da bude jednaka razlici vrednosti svih buduéih isplata i svih buduéih
uplata premija u tom momentu. Drugim rec¢ima, oc¢ekivana sadasnja vrednost
budué¢ih rashoda umanjena za ocekivanu sadasnju vrednost buduéih prihoda
daje prospektivnu vrednost polise osiguranja. Ova metoda daje matematicku
rezervu pomocu podataka iz buduénosti.
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Za t = 0 formula (7.1.2) postaje ¢V (A,) = 0. To je posledica primene principa
ekvivalencije prilikom izvodjenja formule za neto premiju. Raspodela slucajne
velicine U je zapravo uslovna raspodela za T — t ukoliko je T > t. Onda je

funkcija raspodele za U
1— t+uPx

tPx

=u qx+t
i gustina

t+uPx Ha+t4u
tPx

Analogno koracima koji su koriséenji za izvodjenje formule (6.2.6) dolazimo do

=u Px+t Hxtttu-

L=0vY [1+ P(?z)] - P(?r). (7.1.3)
Onda je,
Var[;L] = Var[vY] 1 + P(?“)]Z’ =1+ p(?z)]Q (PApye — A2, (7.14)

Uopsteno, prospektivni gubitak kod osiguranja sa apsolutno neprekidnom pre-
mijom mozemo definisati kao

U
tL = bt+U UU —/ Ti+s v° ds
0

gde je b,y osigurana suma koja se isplacuje ukoliko je osiguranik umro u
trenutku ¢ + U 1 mys godiSnja rata neto apsolutno neprekidne premije u mo-
mentu ¢ 4+ s. Onda je matematicka rezerva ;V definisana sa

tV = E[tL] :/ (bt+u vt */ Tt+s v® dS) uPx+tHhzr+t+u du (715)
0 0

o0 o0
= / biyu V" uPett Hatitu du _/ Tats U° sPott ds.
0 0

67



U tabeli iznad prikazene su formule za matematic¢u rezervu na osnovu prospek-
tivne metode za razli¢ite vrste zivotnih osiguranja.

Table 3: Matematicka rezerva prospektivna metoda

Vrsta osiguranja Matematicka rezerva  Prospektivna formula
Dozivotno osiguranje V(A) Appr — P(Ay) Gy
_ S
Ar—i-tlzin—ﬂ — P(Amm) am+t:m| t<n
. . ~ . . r 7 71
Osiguranje za slucaj smrti tV(Ax:m) 0. t=n
Amrit‘ — P(Axﬁ\) a$+t:m| t<n
Mesgovito osiguranje V(Agm)) 1 t=n
_ Ai—hp(/i)fl — t<h
Dozivotno osiguranje sa h uplatom "V (AL) o #7 Tetih|
A$+t7 t Z h
. . o . - Amzml = P(Apnp) Gyypzmg t<n
Osiguranje za slucaj prezivljavanja V(AL )
@7 1, t=n
_ A —1 Qg4n — p(‘n@aj) a.  ,—at<n
Odlozena dozivotna renta tV(n|Gz) _ottn] wHm]
Qg+t t 2 n

Pored prospektivnog metoda, postoji i takozvani knjigovodstveni metod kod
koga matematicka rezerva predstavlja razliku izmedju osiguranikovih uplata i
osiguracevih isplata, pod pretpostavkom da su sve dospele uplate u obra¢unskoj
godini naplacene i da su sve osiguranikove isplate izvrsene onako kako je to pred-
vidjeno tablicama smrtnosti. Na primeru meSovitog osiguranja u trajanju od n
godina ilustrova¢emo formulu za matematicku rezervu na osnovu ove metode

" P(Ayn)] Gy (7.1.6)

Za razliku od prethodna dva, kod retrospektivnog metoda matematicka rezerva
se definiSe kao razlika svih dosada$njih osiguranikovih uplata i svih dosadasnjih
isplata osiguravajuceg drustva, svedeno na trenutak u kome trazimo matematicku
rezervu. Ova metoda daje matematicku rezervu pomocu podataka za proteklo
vreme od dana osiguranja do dana trazenja matematicke rezerve.

Iz (5.2.20) za t < n — s znamo da vazi:

Aw+s:nfs| = AZJFSI;{‘ +¢ Ez—i—s Aw+s+t:nfsft\

Ayt sin—s| = Oyt s:7) Tt Eiis a’m+s+t:m|~
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Zamenom ovih izraza u formulu za prospektivnu metodu za SV(Azzm) dobijamo:

+¢ EI+S [Aw-l-s—&-t:n—s—t\ - P(Aﬂ?ﬁ\) a‘m+s+t:n—s—t\]

= Aml:t“ +t Ew-l—s s+tV(A:r:ﬁ\) - P(AI'FH) a’m+s:jt\'
Formulu (7.1.7) mozemo napisati i kao
GV(A$73|) + p(Aw’ﬁl) ELa:+s:f| = Aml;ﬂ +t ET+€ S+t‘7(‘;1$!ﬁ\) (718)

§to nam govori da je aktuarska sadasnja vrednost sredstava osiguranika jednaka
sadasnjoj vrednosti zahteva.

Retrospektivna formula sledi iz formule (7.1.8) zamenom s = 0 i reSavanjem
jednacine 0‘_/(14_1“—1‘) =0 po tV(fL:;m). Onda je,

I 1
tV(Ax:m) =

Dalje, posto je 5,.7 = @47/ +E, prethodna formula se redukuje na

tV(Awﬁ\) = P(Awﬁ\) gm:ﬂ —t ks (719)
Formula _
oAy
ky, = —4 1.1
¢ o (7.1.10)

je akumulirana cena osiguranja.

Relacija

t s
tl?:z:/ L oPr Bots g (7.1.11)
0 V" tPx

= fot(l + i)t_s lw-‘rs Ma+s ds
lm+t

nas dovodi do interpretacije matematicke rezerve kao razlike izmedju akumuli-
rane neto premije pri odredjenoj kamatnoj stopi koja se deli medju osigu-
ranicima u momentu x + t i akumuliranih troskova osiguranja.

I prospektivna i retrospektivna metoda imaju svoje i prednosti i mane. Prospek-
tivna metoda je pogodnija za obrac¢un matematicke rezerve u periodu nakon
zavrSetka perioda uplate premije. U tom slucaju rezerva postaje sadasnja vred-
nost buduéih osiguranih suma, odnosno za T > h, 'V (A,) = A,

Za razliku od prospektivne, retrospektivna metoda je pogodna za obracun rez-

erve tokom perioda odlozenosti (period kada nema isplate osigurane sume).
U tom slu¢aju matematicka rezerva je akumulirana vrednost neto premija,
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odnosno za t < n, tf/(n‘a;u)) = P(n|d§cu))§z:ﬂ.

Sada ¢emo izvesti formulu za matematicku rezervu dozivotnog osiguranja. Na

osnovu (6.1.1) znamo da je P(A,) = (1/a,) — 6. Onda je,

V(A =1-0 agpe — (ai —6) Gppe=1— “;“. (7.1.11)
Dalje, koristeéi (7.1.6) dobijamo
_ _ o P(Ayys) — P(A,)
V(Ay) = [P(Azas) — P(AL)] Gpye = —— . 7.1.12
tV(Az) = [P(Astr) (As)] ot P(Ayy) 40 ( )

U izraz (7.1.11) éemo uvesti smenu A, ; = 1 — 6 @, da bismo dobili

_ 1—A4, A,
V() =1~ AR AL

— A,
A, 1A (7.1.13)
7.2 Matematicka rezerva za osiguranja sa diskretnom neto
premijom

Posmatraéemo osiguranja sa godisnjom uplatom premije i isplatom osigurane
sume za slucaj smrti na kraju godine u kojoj je smrt nastupila. Krenué¢emo
od dozivotnom osiguranja kod koga je P, neto premija za jedinicu osigurane
sume. U ovom sluc¢aju oznaka za matematicku rezervu nakon k godina je V.
Definisa¢emo slu¢ajnu veli¢inu J kao buduée vreme zivota osiguranika od = + k
godina sa raspodelom verovatnoée ;pzi+k Qutk+j, J = 0,1,2,... Prospektivni
gubitak je onda definisan kao

WL=v"T1— P, i) (7.2.1)
Iz definicije V, = E[L] sledi i formula za matematicku rezervu
sz = Aa:+k - PI d1;+k. (722)

Slucajnu veli¢inu J mozemo definisati i kao J = K — k, pa je

_ k+jPz Quik+j
jPx+k Qutk+; = — -

kPx
Analogno sa (7.1.4) sledi
= J+1 & — & 2 J+1
Var[pL] = Var[v (1+ 7 =1+ pi I Varp’ ™. (7.2.3)

Definisa¢emo matematicku rezervu za osiguranja sa diskretnom neto premijom
za koja vazi:

e Osigurana suma za slucaj smrti se ispla¢uju na kraju godine osiguranja u
kojoj se desila smrt;
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e Premija se uplacuje godisnje, na pocetku godine osiguranja;

e Oznaka za osiguranu sumu za slucaj smrti ukoliko je smrt nastupila u toku
J godine trajanja osiguranja je bj, j =1,2...;

e Oznaka za premiju za j godini trajanja osiguranja je 7;, j =1,2,...

Prospektivan gubitak na kraju k-te godine trajanja osiguranja je

J
kL = bpyrii1 vl — Z?TkJrh ol (7.2.4)
h=0

Neto matematicka rezerva je oznacena sa V' i definisana sa
J

oo
WV = Z[bkﬂ‘ﬂ v - th 0" Datk Qotiors (7.2.5)
J=0 h=0

(oo} oo
+1 h
=Y b1 VT petk dovkeg — Y Ton O noike
i=0 h=0

Kao i kod osiguranja sa apsolutno neprekidnom premijom u tabeli ispod se
nalaze formule za matematicku rezervu i ostalih vrsta osiguranja.

Table 4: Matematicka rezerva prospektivna metoda

Vrsta osiguranja Matematicka rezerva  Prospektivna formula
Dozivotno osiguranje vV Aptk — Py gk
1 1 .
Amlzn—k\ o P(A:vﬁ\) Oyt kin—k| k<n
Osiguranje za slucaj smrti kal:m 0. k=n
Arinmr — Ponl Gyqpmp kK <7
Mesovito osi j Vi
eSovito osiguranje t Vsl 1, k=n
Am+k —n Py a kih—Fk k<h
Dozivotno osiguranje sa h uplatom hy, - ath:h=k|
ozivotno osig j p Vo Apor k> h
1 .
. . . . e 1. . 1 Am;nflql - Pwﬁ\ am+k:n—k| k<n
Osiguranje za slucaj prezivljavanja ka:'ﬁ\ L ken
, k=
A —P,)c k<mn

.'1c—i—k:n—k|1 Qztn

Odlozena dozivotna renta &V (n)lc) .
Qz4ks k >n

Sliéno kao i kod osiguranja sa neprekidnom premijom i kod osiguranja sa diskret-
nom premijom matematicku rezervu je mogucée obracunati i pomocu retrospek-
tivne metode.
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Kada je u pitanju retrospektivna metoda prvo ¢emo ustanovi formulu analognu
sa (717 zah<n—j

ij:ﬁl = Aﬁjltm — me dz+j:71\ “+hn E$+j j+th:m. (726)
Onda za j = 0 reSavanjem jednacine V.5 = 0 dobijamo

1

th:'FL| = E

[Pw:m dx:m — Ailzﬁl] = Pp.g| S'x:m —n ke. (7.2.7)
U ovom slucaju akumulirani troskovi su dati sa pkz = A1.5/nEx.

Posmatrac¢emo dve razli¢ite polise osiguranja osiguranika sa pristupnom staroséu
od x godina, svaka za jedinicu osigurane sume u prvih h godina. Neka je h manje
ili jednako od kraceg perioda uplate ove dve polise. Retrospektivne formule za

rezerve su:
hvl == Pl §z¢ﬁ| —h kz

WVo = P2 S5 —n ks

Sledi da je
WVi—n Vo= (P — P2) 3,5 (7.2.8)

§to nam pokazuje da je razlika izmedju dve matematicke rezerve jednaka aku-
muliranoj vrednosti razlike neto premija P; — Ps.

Posto je
1 E,
Sz:h| Q- ’
formula (7.2.8) se moze napisati i kao
PL—=Py =P 51 (hV1—nV2). (7.2.9)

Sada je razlika neto premija predstavljenja kao proizvod neto premije osiguranja
za slucaj prezivljavanja u trajanju od h godina i razlike matematickih rezervi na
kraju godine h. Kao i kod neprekidnih premija i kod diskretnih premija postoje
posebne formule za matematicku rezervu dozivotnog i meSovitog osiguranja.
Paralelno sa formulama (7.1.11)-(7.1.13) i primenom relacija A, =1 —d d, i
1/4y = Py + d imamo

. 1 .. Gy

Ve =1 diapy — (o = d) dipyp = 1= ai’“ (7.2.10)

1- Aat+k Ax+k - Az
=1— = 2.11
ks 1— A, 1— A, (7.2.11)

i

P,+d  Py—P,

V=1 oot Laih (7.2.12)

Pa:+k+d7 Pa:+k+d
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7.3 Matematicka rezerva osiguranja sa deo po deo neprekid-
nom premijom

Ve¢ smo pomenuli da se u praksi javljaju i osiguranja sa deo po deo neprekidnom
neto premijom sa isplatom osigurane sume za slucaj smrti u momentu smrti. Da
bismo dosli do formula za matematicku rezervu potrebno je da u tabeli 4 oznaku
A zamenimo sa A, oznaku P sa P(A). Onda je na primer matematicka rezerva
mesovitog osiguranja sa trajanjem od n godina i periodom uplate premije h
godina

P(Azn)) (7.3.1)

v A Az m—k| — h a
V() = { oo P

z+k:n—Fk| h<k<n

Uz pretpostavku o uniformnoj raspodeli i na osnovu (4.3.2) i (6.3.8) sledi

N i

(7.3.2)

7.4 Matematicka rezerva za osiguranja sa uplatom pre-
mije m puta godisnje

Na osnovu prospektivne metode formula za matematicku rezervu } V( iL‘ je oblika,

R PG < b (7.4.1)

hys(m) _
14 Ax+k':n—k\ R Sy

x:n| T

Vidi¢emo razliku izmedju th(n‘) i ZVQM—” na primeru mesSovitog osiguranja sa

ogranicenim periodom uplate premije. Za k < h imamo,

hys(m) _h o .. (m) ..(m)
Vr 7 VTM —h Pfﬁ‘ %+k:ﬂ| ~h P:z:ﬁ\ aac—&-k:m\ (742)
(m)‘
o (m) Tx:h| .. (m) . (m)
- Pa: n| _ az+k:h7k| Pa: 27| x-‘rk k|

T:h\

Uz pretpostavku o uniformnoj raspodeli smrti (7.4.2) postaje

a3z Ay:h 5( ) Aw
hv(m) hvx:ﬁ‘ — Pwﬁ‘ [ 1| | — h‘

z:n| da::m ac+kh h—k|
- [ai\ Gy pmmg — Bm) A =l
Eliminisanjem aﬁ‘ ™) i, prethodnog izraza
h (") _h _ (m) 1

= B( ) hPaE 71\) kV:vlh|
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Sli¢no, formula za matematicku rezervu osiguranja sa deo po deo neprekid-
nom premijom uz pretpostavku o uniformnoj raspodeli i primenu prospektivne
metode za k < h sledi

ZV(m)(Az;m) = Ax%;m‘ ~h P(m)([lw:ﬁl) diﬁl;ﬂ\' (7.4.4)

Analogno sa (7.4.1) i (7.4.3) primeni¢emo iste korake kako bismo dosli do

RV (Azia)) =V (Agia)) + Bm) 1P (Agin)) Vg (7.4.5)

Dalje, pustanjem da m tezi beskonacnosti dobijamo

7.5 Rekurentne formule matematicke rezerve osiguranja
sa diskretnom premijom

Posmatra¢emo zivotno osiguranje za osiguranika sa pristupnom starocu z i sa
osiguranom sumom za slucaj smrti b;41 na kraju godine j + 1. U tom slucaju
osiguranik uplacuje neto godiSnju premiju 7;, j = 0,1,2..., gde 7; oznacava
iznos premije na pocetku j + 1 godine. Matematicka rezerva j,_1V na kraju
h — 1 godine trajanja osiguranja je na osnovu (7.2.5) data sa

0 S
1 .
h1V = E bh-i—j UJ+ jPz+h—1 Qz+h—1+j5 — § Th+j—1 v’ jPz+h-1- (751)
J=0 J=0

Kada sabirke pregrupisemo dobijamo

oo
i1
h—1V =bp U @uih—1 — Th—1 + U Payh—1 [ E bt VT Dainot Quin—14g
P

oo
i1
- E Thij—1 V""" j_1Dzth)-
j=1

Izraz u zagradama je zapravo ,V pa je otuda
h—1V =0bp v @zih—1 — Th-1+V Peih—1 nV
ili
h—1V +Tho1 =bp U Gegin—1 +V Peyn_1 nV. (7.5.2)

Drugim re¢ima, sredstva potrebna na pocetku godine osiguranja h su jednaka
sadasnjoj vrednosti zahtevanih sredstava na kraju godine.
Formula (7.5.2) se moze napisati tako da predstavlja formulu za 7,1

Th—1 =bn U @ugn—1+ (V Pagn—1 1V —n—1 V). (7.5.3)
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Prva komponenta sa desne strane jednakosi (7.5.3) predstavlja neto premiju
osiguranja za sluc¢aj smrti u trajanju od jedne godine sa osiguranom sumom by, .
Druga komponenta v py4n—1 nV —h—1 V, predstavlja sumu koja ako se doda
iznosu p,_1V na pocetku godine osiguranja, akumulirac¢e do iznosa ;,V na kraju
godine.

Kako bismo uporedili formule sa odgovaraju¢im formulama kod neprekidnog
slu¢aja, pomnoziéemo obe strane jednakosti (7.5.3) sa 1 4 ¢ i formulu napisati
u obliku

The1 + (h—1V +7Th-1) i +0 V Gein—1 = by qegn—1 + A(h-1V). (7.5.4)

Matematicke rezerve 1V i,V predstavljaju rezerve na kraju godina osiguranja
h—11h. Suma p_1V + 7,_1 je zapravo inicijalna rezerva za godinu osiguranja
h. Leva strana jednakosti (7.5.4) predstavlja pocetni izvor za godinu h, odnosno
premiju, ukamacenu inicijalnu rezervu i ocekivano smanjenje rezerve na kraju
godine zbog nastanka osiguranog slucaja. Desna strana se sastoji od iznosa
ocekivanih isplata osiguranih suma za slu¢aj smrti i povetanja matematicke
rezerve ,V —p_1 V.

Ukoliko je ,V matematicka rezerva na kraju godine h i b;, osigurana suma za
slucaj smrti koja se isplac¢uje na kraju godine h ukoliko je smrt nastupila u toku
te godine, onda je neto suma pod rizikom koju je potrebno obezbediti by, —p V.
Za ovu analizu zameni¢emo u izrazu (7.5.2) pyyp—1 sa 1 —gprp—1 1levu i desnu
stanu jednakosti pomnozi¢emo sa 1 + i,

RV = (h,lv + 7Th,1) (1 + Z) — (bh —h V) Qz+h—1- (7.5.5)
Kao i u (7.5.3) dobijamo
Th—1 = (bh —h V) UV 4z+h—1 +v hV —h—1 V. (7.5.6)

Prva komponenta sa desne strane jednakosti je neto premija osiguranja za slucaj
smrti za neto sumu pod rizikom. Druga komponenta, v ,V —p,_1 V predstavlja
sumu koja ukoliko se na pocetku godine osiguranja doda iznosu ,_1V zajedno sa
kamatnom stopom do kraja godine akumulira¢e do iznosa V. U ovom slucaju
nV se koristi da pokrije deo osigurane sume by, ukoliko se dogodi smrt. Prema
tome, dolazimo do zakljucka da rezerva raste na isti nac¢ina kao i svaki Stedni
fond $to nam i pokazuje formula

Th—1 + (}L_1V + 7Th—1) = (bh —h V) qr+h—-1t+ A(h_1V). (7.5.7)

Mozemo primetiti da u formuli (7.5.3) matematicka rezerva se ne koristi za
pokric¢e jednog dela osigurane sume za slucaj smrti, to znac¢i da rezerva raste
na osnovu kamatne stope i broje zivih osiguranika. Obe komponente sa desne
strane (7.5.3) sadrze verovatnocéu smrti dok u formuli (7.5.6) samo prva kompo-
nenta.

7.6 Rapodela gubitka tokom godine osiguranja

U relaciji (7.5.6) videli smo da za svaku polisu neto godisnja premija se moze
podeliti na neto godisnju premiju za pokri¢e neto sume pod rizikom za jednu
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godinu i depozit koji ide u $tedni fond i na osnovu koga se formira matematicka
rezerva. Rizik smrti nije sastavni deo Stednog dela.

Generalno za osiguranja sa diskretnom premijom koja samo opisalu delu 7.2
gubitak L =¢ L na osnovu (7.2.4) je definisan sa

K
L=0bxs pEFL Zﬂ‘h ol (7.6.1)
h=0

gde je K buducée vreme zivota osiguranika sa pristupnom staro$éu x godina.
U ovom slucaju L predstavlja sadasnju vrednost finansijskog rezultata ukoliko
smrt nastupi u K + 1 godini osiguranja. Sada ¢emo ovu sumu raspodeliti na
svaku od K +1 godina. Polaziste za ovu raspodelu jeste razmatranje u prethod-
nom poglavlju gde je matematicka rezerva spoj Stednog dela i rizika smrti za
odgovarajucu godinu za neto sumu pod rizikom. U ovu svrhu uveséemo gubitak
u godini A koji isklucivo zavisi od slucajne velicine K

0 K<h
Ap = v bpt1 — (hV + 7Th) K=nh (7.6.2)
VpV—0GV+m) K>h+1

za h = 0,1,2,.... Prvislucaj se odnosi na osiguranika do godine h + 1, drugi
slucaj ukoliko smrt nastupi u godini h+ 1 i treéi ukoliko osiguranik bude ziv na
kraju h + 1 godine. Iz (7.5.2) zamenom h sa h + 1 mozemo Ay, definisati i kao

Ap=0, K<h—1 (7.6.3)
Ap = (bpg1 —p=1 V) vDgtn

= (bht1 —h+1 V) v = (bnt1 —n41 V) U Quin, K=h

Ap = —(bhg1 —r=1V) V qugn

=0—(bp—1—n+1V) v Guyn, K > h+1.

Posto je (bp+1 —h+1 V) v gu4n premija za neto sumu pod rizikom u godini
h + 1 dolazimo da zakljucka da Ay predstavlja gubitak u datoj godini definisan
kao razlika uzmedju sadasnje vrednosti osiguranih suma u momentu h i neto
jednokratne premije.

Iz (7.6.3)

E[AL] =v (bhy1 —h+1 V) [Poth hPz Qoth + (—1) ot hDx Porn] =0. (7.6.4)
Onda,
Var[Ay] = E[AL?] = v (bhgr —ns1 V)2 (7.6.5)
[Pi+h WPa Qoin + (—1) %26+h hDz Da-+h)
=0” (b1 —n +1V)? hPs Poth Qoth-

Sadasanja vrednost ukupnog gubitaka se moze predstaviti kao suma sadasnjih
vrednosti gubitaka raspodeljenih tokom godina trajanja osiguranja,

L=> v" Ay (7.6.6)
h=0
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Odnosno
00 K-1 0o
Z’UhAh:Z’UhAh—‘r’UKAK—‘r Z ’UhAh.
h=0 h=0 h=K+1

U prvoj sumi K > h+ 1, a udrugoj K < h — 1 pa na osnovu (7.6.2) imamo

oo o0
E Uh Ah = E (’Uthl h+1v - Uh hV - ’Uh 7Th)
h=0 h=0

—‘1-’UK+1 bK+1—UK KV—UK i + 0.

Svaki ¢lan koji sadrzi v’ iV, j = 1,2,... se anulira i ¢V = 0, §to nam daje
redukciju prethodnog izraza

[e%s) K
g P Ah:vK+1 b1 — E P 7 = L.
h=0 h=0

Stavljanjem da suma pocinje od h = k dolazimo do

o]
>t A =0y L ="V, k=0,1,2, ...
h=k

Resavanjem jednacine po L

kL= 0" Ap+1V, k=0,1,2.. (7.6.7)
h=0
Odnosno
j—1
wL = Z P Ak+h + V7 k+jL (7.6.8)
h=0

+ &V =0 k+4V), k=0,1,..., 5=0,1,...

Na osnovu (7.6.4) i (7.6.6) smo veé pokazali da je E[L] = 0. Veoma zna¢ajno je
pokazati da se disperzija slucajnog gubitka L moze raspodeliti na pojedinacne
godine trajanja osiguranja.

Prvo ¢emo pokazati da je

Cov[Ap, \j] =0, h#j.
Zatim ¢emo izvesti formulu za disperziju koja glasi

Var[L] = Z 02" Var[Ay).
h=0

Iz (7.6.4) znamo da je E[A,] = 0, pa je onda Cov[Ay, A;] = E[A, Aj]. Bez
gubitka opStosti pretpostavicemo da je 7 < h. Onda, za svako A, # 0 vazi
K2h2]+11AJ :Uj+1V*(jV+7Tj). Otuda

E[An Ajl = [v j11V = (V +7;)] E[An].
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Ali, na osnovu (7.6.4) desna strana jednakosti je 0.

Iz (7.6.6) i toga Sto smo pokazali da je kovarijacija nula sledi da je disperzija
slucajne veli¢ine L suma disperzija velicina v" Aj, §to nas dovodi do navedene
formule.

Slucajne veli¢ine Ay, h = 0,1, ... su zavisne ali nekorelisane slu¢ajne veli¢ine, sto
nam dozvoljava da disperziju slucajne veli¢ine L raspodelimo na godine trajanja
osiguranja.

Sada ¢emo izracunati disperziju slucajne velicine Ly, k = 1,2,.... U tu svrhu
posmatracemo osiguranje od godine x+k sa inicijalnom premijom n{, = ,V +my,
dok su sledeée premije 7, = mgyp, osigurane sume b}, = bp4s, matematicka
rezerva V' =p.p V za h = 1,2, ... 1 gubitak L' i Ay za h = 0,1,2.... Onda na
osnovu (7.2.4) sledi

J
J+1 h
kL = bppgr v/ = § Thth U
h=0
J

:be_l v‘Hleﬂ';L W V=L 4, V.
h=0

Posto se L i L' razlikuju za faktor V', na osnovu (7.6.5) sledi

Var[xL] = Var[L'] = Z 02" Var[A}] (7.6.9)
h=0

oo
2h 2 / N2
= E :” 0° (D1 —ht1 V)" hDotk Datkth Qotk+h
h=0

o0
2h 2 2
= E V™ hPask [V (Okpns1 —ktnt1 V)™ Potkth Qotktn)-
h=0

Veza izmedju Var[iL] i Var[x;L] za j = 0,1,... moze se prokazati ukoliko za
pocetak (7.6.9) napisemo kao

j—1
Var[iL] = Z 0*" Dotk (02 (bkght1 —k+ht1 V) Dothth Qothth)
h=0
o0
+ ) 0 wpek 00 Okgnit —kini1 V)2 Daghin Qosrinl.
h=j

Zamenom h sa [l + j u drugu sumu dolazimo do transformacije

oo

2j 21 2 2

v jPz4k E U™ hPx+k [U (bk+j+z+1 “k4j+i+1 V) Prtk45+1 (Jx+k+j+z]~
1=0
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U poredjenju sa (7.6.9) vidimo da je zapravo u pitanju Var(,4;L] pa imamo

Jj—1
VarpL] = Zv% WPatk [V (Oktnt1—kth+1)® Dothth Qothoth) (7.6.10)
h=0

+ 0¥ ppik Varjes; L.
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8 Zakljucak

Osiguranje zivota u savremenom drustvu ima jako bitnu ulogu. Osiguranje ima
za cilj da zastiti od rizika i nepredvidjenih okolnosti kao i da pruzi odredjenu
finansijsku sigurnost i bezbednost.

U ovom radu su opisane razli¢ite vrste zivotnih osiguranja, kao i pokri¢a koja
oni nude. Takodje predstavljen je i veliki znacaj tablica smrtnosti kada je u
pitanju osiguranje zivota.

Prilikom izrade novog proizvoda zivotnog osiguranja jako je bitno da polazne
pretpostavke budu dobro utemeljene, odnosno da imaju svoje pokrice, pa samim
tim proizvod zivotnog osiguranja ¢e doneti zeljenu korist i osiguraniku i osigu-
ravajuc¢oj kompaniji.

Jedan od kljuénih tehnickih zadataka aktuarske sluzbe svake kompanije zivotnog
osiguranja je obracun matematicke rezerve. Postoji vise metoda za obracun
matematicke rezerve. Pretpostavke koje se koriste prilikom obra¢una rezerve
kao $to su tablice smrtnost i kamatna stopa imaju veliki uticaj na rezultate
obracuna, tako da je potrebno pazljivo ih birati.

Razlic¢ite metode obracuna matematicke rezerve, bi trebalo da S$to tacnije us-
tanove moguénost pokri¢a obaveza osiguravaju¢e kompanije, kao i mogucénost
plasiranja raspolozivih sredstava pa samim tim i njihovo uvecanje.
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