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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

1 Uvod

Osiguraǌe je pravedan prenos rizika od gubitka sa jedne osobe na drugu uz
novqanu nadoknadu. Ono predstavǉa mehanizam koji omogu�ava pojedinicima
i organizacijama da se zaxtite od mogu�ih ekonomskih gubitaka.

Nesre�ni sluqajevi se qesto dexavaju i uzrok su velikih opasnosti za
qoveka. Zbog toga je jox u prvobitnoj ǉudskoj zajednici uoqena potreba za
zaxtitom qlanova, kao i imovine. ”Osiguraǌe predstavǉa udru�ivaǌe onih
koji su izlo�eni istim opasnostima sa ciǉem da zajedniqki pokriju xtetu
koja �e zadesiti neke od ǌih.”[4]

Da bi postojalo osiguraǌe mora da postoji prisustvo rizika. Ako postoji
rizik, onda postoji i ekonomska potreba da se on pokrije putem osiguraǌa.
Rizik se definixe kao neizvesnost u pogledu ostvarivaǌa nekog budu�eg
doga�aja. Neizvesnost predstavǉa odsustvo sigurnosti, ube�enosti, i to
je subjektivna kategorija. Sa druge strane, rizik je objektivna kategorija
jer gotovo sve xto se dexava nosi neki rizik. Rizici qije je ostvarivaǌe
izvesno ili qije je ostvarivaǌe nemogu�e predvideti se ne osiguravaju. Zbog
toga, potencijalni rizik mora karakterisati izvesna verovatno�a nastu-
paǌa, izraqunata na osnovu podataka o realizaciji posmatranog doga�aja
u proxlosti.[3]

Osiguraǌem se na posredan naqin quva imovina nadokna�ivaǌem xtete
ili ispla�uje osigurana suma kada nastupi osigurani sluqaj. Ono ne spre-
qava da se dogodi xtetni doga�aj, ve� obezbe�uje zaxtitu ako do doga�aja
do�e. Dakle, primarni zadatak osiguraǌa je da kada nastupi osigurani
sluqaj isplati osiguraniku ili nekoj tre�oj osobi naknadu ili ugovorenu
sumu. Zbog toga, osiguravaqi na osnovu teorije verovatno�e treba da odrede
cenu rizika kako bi iz napla�enih premija mogli da pokriju nastalu xtetu
i unapred stvore sredstva za to.

Okolnosti koje dovode do ekonomskog gubitka imaju sluqajan karakter,
odnosno ne mo�e se predvideti kada i na koji naqin �e do�i do ǌih. Pojam
osiguraǌa nije vezan samo za osiguraǌe �ivota ili imovine. On obuhvata
osiguraǌe od mogu�eg rizika u razliqitim sferama ǉudske delatnosti.[6]
Zbog toga postoje brojni tipovi osiguraǌa. Osiguraǌe se mo�e podeliti
prema prirodi rizika, predmetu osiguraǌa, naqinu nastanka osiguraǌa,
naqinu organizovaǌa, broju osiguranika i naqinu izravǌaǌa rizika. Najva-
�nija podela za ovaj rad je prema predmetu osiguraǌa i tada se osiguraǌe
deli na:

• �ivotno osiguraǌe,

• ne�ivotno osiguraǌe.

�ivotno osiguraǌe je najznaqajniji oblik osiguraǌa u razvijenim zemǉama,
jer sredstva osiguraǌa omogu�avaju dugoroqne investicije i na taj naqin
pospexuju privredni razvoj zemǉe. S obzirom da se uplate i isplate kod
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

ovog tipa osiguraǌa vremenski ne podudaraju to omogu�ava stvaraǌe finan-
sijske rezerve. Ta sredstva se najqex�e ula�u u akcije, obveznice i druge
vrednosne papire,qime osiguravaju�e kompanije postaju jedan od najznaqa-
jnijih uqesnika na finansijskom tr�ixtu.[4]

U ovom radu �e biti reqi prvenstveno o �ivotnom osiguraǌu. Prvo �e
biti uvedeni osnovni pojmovi osiguraǌa i objaxǌen pojam rizika. Nakon
toga �e biti objaxǌeno �ivotno osiguraǌe i ǌegovi osnovni oblici. Poxto
rizik prvenstveno utiqe na veliqinu premije osiguraǌa, bi�e objaxǌeno
kako se raquna premija u zavisnosti od vrste �ivotnog osiguraǌa.
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

2 Osnovni pojmovi u osiguraǌu

U ovom poglavǉu �e biti reqi o osiguraǌu, ǌegovoj definiciji, osnovnim
pojmovima koji se koriste u osiguraǌu, licima koji se pojavǉuju u osigu-
raǌu, kao i dokumentaciji. Detaǉnije su o ovome pisali Koqovi�, Xuleji�,
Rakoǌac-Anti�[3].

Osiguraǌe u najxirem smislu predstavǉa zaxtitu imovinskih interesa
fiziqkih i pravnih lica prilikom realizacije rizika, odnosno nastupaǌa
osiguranog sluqaja, na raqun fondova osiguraǌa formiranih naplatom pre-
mija od tih lica.

Zavisno od naqina na koji se posmatra, osiguraǌe se mo�e definisati na
vixe naqina. Sa pravnog aspekta osiguraǌe se bavi pravima i obavezama
ugovornih strana. Sa ekonomskog aspekta osiguraǌe je posao na osnovu koga
se osiguravaq obavezuje da za odre�eni iznos osiguraniku isplati naknadu
xtete kada nastupi osigurani sluqaj. A sa tehniqkog aspekta, osiguraǌe je
matematiqko-statistiqka kategorija kojom se rizik raspore�uje na mnoxtvo
osiguranika tako xto se grupixe prema razliqitim opasnostima, pri tome
je razliqita verovatno�a nastupaǌa xtetnog doga�aja kod razliqitih osi-
guranih objekata i lica.

Dakle, moderno osiguraǌe ima nauqnu osnovu. Aktuarska matematika
predstavǉa primenu matematike i statistike u proceni rizika u osiguraǌu,
finansijama i drugim oblastima. Aktuar je osoba koja je kvalifikovana u
ovoj oblasti putem uqeǌa i iskustva. Aktuarska matematika ukǉuquje mnoge
nauke kao xto su verovatno�a, statistika, finansije, ekonomija, programi-
raǌe i sliqno. Razvoj aktuarske matematike je pospexen razvojem i dostu-
pnox�u raqunara, jer su uz pomo� ǌih mnogi znaqajni problemi numeriqkih
proraquna olakxani. Samim tim, razmatraǌa se ne moraju odnositi samo na
oqekivane vrednosti ve� se mogu proxiriti na disperziju qime se proceǌuje
rizik u pravom smislu. Aktuarska matematika se deli na aktuarsku matem-
atiku liqnog osiguraǌa i aktuarsku matematiku imovinskog osiguraǌa.

2.1 Osigurani sluqaj
Osigurani sluqaj je doga�aj koji predstavǉa ostvarivaǌe rizika koji je

obuhva�en osiguraǌem. Dok rizik predstavǉa opasnost da �e se desiti neki
xtetan doga�aj ali ne i taj doga�aj, osigurani sluqaj je realizacija rizika.
Ne postoji jedinstveni osigurani sluqaj za sve vrste osiguraǌa. Kao i
rizik i osigurani sluqaj je razliqit za svaku vrstu osiguraǌa. Zbog toga
se osigurani sluqaj odre�uje u polisi osiguraǌa ili u opxtim uslovima
osiguraǌa.

Uslovima osiguraǌa mora se unapred predvideti osigurani sluqaj. On
mora da se desi u odre�eno vreme, odnosno u vreme trajaǌa osiguraǌa.
Osiguravaq snosi posledice doga�aja koji je poqeo da se ostvaruje u vreme
trajaǌa osiguraǌa sve dok doga�aj traje, bez obzira da li je u me�uvremenu
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

osiguraǌe isteklo. Za osigurani sluqaj bitno je i mesto ostvarivaǌa do-
ga�aja i ono se predvi�a u ugovoru.

Prilikom realizovaǌa nekog rizika koji je pokriven osiguraǌem mo�e
do�i do mnogih posledica. Me�utim, nisu sve posledice osigurani doga�a-
ji i ne�e za sve ǌih biti ispla�ena naknada. Naknada se ispla�uje samo za
posledice koje su predvi�ene ugovorom.

Kada do�e do osiguranog doga�aja osiguranik je obavezan da prijavi xtetu
i da pokuxa da je umaǌi.

2.2 Osnovna lica u osiguraǌu
Osiguravaq je osoba ili kompanija koja prodaje osiguraǌe. Odnosno, to

je strana u ugovoru koja za odre�enu cenu preuzima obavezu zaxtite
osiguranika od rizika i u sluqaju ostvarivaǌa rizika ima obavezu
da isplati naknadu iz osiguraǌa. Osiguravaqi su specijalizovane
organizacije. One akumuliraju upla�ene premije, obezbe�uju rezerve
u vidu fondova i ispla�uju nadoknadu prilikom ostvarivaǌa osigura-
nog sluqaja.

Osiguranik je osoba koja kupuje polisu osiguraǌa. Odnosno, on se obavezuje
da �e pla�ati odre�enu cenu, a za uzvrat �e dobiti naknadu iz osigu-
raǌa ako do�e do osiguranog sluqaja.

Ugovaraq osiguraǌa je osoba koja zakǉuquje ugovor o osiguraǌu u korist
tre�eg lica i obavezuje se da pla�a premiju.

Korisnik osiguraǌa je osoba koja dobija naknadu ako do�e do osiguranog
sluqaja, a pritom nije zakǉuqila ugovor o osiguraǌu i ne pla�a pre-
miju.

Osigurano lice je ona osoba u qijem �ivotu treba da do�e do osiguranog
sluqaja da bi se isplatila naknada iz osiguraǌa

2.3 Premija osiguraǌa
Premija osiguraǌa predstavǉa cenu usluge koju osiguravaq pru�a osig-

uraniku. Ona je bitan element osiguraǌa i predstavǉa novqana sredstva
za obnovu oxte�ene imovine ili isplatu osigurane sume. Visina premije
pre svega zavisi od troxkova osiguraǌa koje ima osiguravaq. Najva�nije
troxkove osiguraǌa predstavǉaju nadoknade unixtenih vrednosti. Osigu-
ravaju�a kompanija svake godine treba da pokrije odre�eni broj xteta koje
su nastale na osiguranim objektima ili da isplati odre�eni broj osigu-
ranih suma. Sredstva za to se dobijaju iz uplata premija od strane osig-
uranika. Po pravilu, premija se pla�a unapred kako bi osiguravaq bio u
staǌu da bez odlagaǌa obezbedi sredstva potrebna za obnovu imovine.
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

Sa stanovixta osiguranika premija je suma novca koju on upla�uje kao
cenu osiguraǌa. Dok je sa stanovixta osiguravaqa premija iznos koji se
dobija kao naknada za usluge osiguraǌa i sastoji se iz neto premije i re�i-
jskog dela. Neto premiju qine tehniqka premija i dodatak za preventivu.
Tehniqka premija slu�i za pokrivaǌe xtete kod ne�ivotnog osiguraǌa, odno-
sno isplatu osigurane sume kod �ivotnog osiguraǌa. Dodatak za preventivu
slu�i za obrazovaǌe fonda koji slu�i za spreqavaǌe ili smaǌeǌe xtete.
Re�ijski dodatak slu�i da pokrije troxkove poslovaǌa osiguravaju�e kom-
panije.

Kod �ivotnog osiguraǌa, tehniqka premija se deli na riziko premiju i
xtednu premiju. Rizik je sve ve�i kako godine osiguranika rastu i zbog
toga bi sa porastom godina trebala da raste i premija osiguraǌa. Me�u-
tim, premija se formulixe tako da se pla�a proseqna vrednost. U prvim
godinama premija je ve�a nego xto bi trebala da bude, a napla�ena razlika
se koristi da se pokrije rizik u budu�im godinama. Tako nastaje xtedna
premija i ona slu�i za isplatu osigurane sume u godinama koje slede.

Premija postoji samo kod premijskog osiguraǌa i ono se po tome razlikuje
od drugih vrsta osiguraǌa. Na primer, kod uzajamnog osiguraǌa doprinosi
qlanova zajednice osiguraǌa se odre�uju kada je poznat iznos xtete za svakog
qlana zajednice.

2.4 Najva�nija dokumenta u osiguraǌu
Polisa osiguraǌa je pismena isprava koja je u vezi sa osiguraǌem i ona

odre�uje du�nosti i obaveze uqesnika. U nekim sluqajevima polisa
predstavǉa oblik ugovora o osiguraǌu, a kada to nije, onda je pisani
dokaz o sklapaǌu osiguraǌa poxto sadr�i sve osnovne podatke o za-
kǉuqenom ugovoru. Ugovor o osiguraǌu stvara obaveze za obe ugovorne
strane, jer se osiguranik obavezuje da pla�a premiju osiguraǌa, a osig-
uravaq da snosi posledice ostvareǌa rizika. Osnovni elementi polise
osiguraǌa su: predmet osiguraǌa, ugovorne strane, rizik obuhva�en
osiguraǌem, trajaǌe osiguraǌa i vreme pokri�a, datum izdavaǌa poli-
se, kao i potpisi ugovornih strana.

List pokri�a je pismena isprava koja se izdaje kada nema dovoǉno eleme-
nata da se izda polisa. U tom sluqaju osiguranik dobija zaxtitu iz
osiguraǌa i pre izdavaǌa polise, a osiguravaq dobija premije tako�e
pre izdavaǌa polise.

Certifikat osiguraǌa je skra�eni oblik polise osiguraǌa koji sadr�i
osnovne podatke o uslovima osiguraǌa.

Potvrda o sklapaǌu ugovora je pismeni dokaz kojim se potvr�uje da je ugo-
vor o osiguraǌu sklopǉen.
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

3 Rizik

Kao xto je ranije reqeno, rizik je neizvesnost u pogledu ostvarivaǌa
nekog budu�eg doga�aja. Rizik postoji uvek kada postoji mogu�nost vari-
raǌa ishoda neke akcije. Req rizik ima vixe znaqeǌa, u zavisnosti sa kog
aspekta se posmatra. Kada se radi o sprovo�eǌu neke akcije predstavǉa
postojaǌe okolnosti koje imaju negativan uticaj na postizaǌe ciǉeva ili
realizaciju aktivnosti. Dakle, on predstavǉa samo opasnost da �e nastu-
piti neki xtetan doga�aj, a ne i sam taj doga�aj. Sa aspekta nauke, rizik
predstavǉa verovatno�u nastupaǌa nekog xtetnog doga�aja i on postoji ako
je verovatno�a tog doga�aja izme�u 0 i 1.

Uzroci rizika se mogu podeliti na fiziqke i moralne. Fiziqki uzroci
rizika su, na primer, ne�eǉene prirodne pojave, dok su moralni uzroci
rizika namerna izazivaǌa nesre�nih doga�aja.[6] Ukoliko uqesnici u os-
iguraǌu namerno prouzrokuju realizaciju rizika, onda rizik prestaje da
bude obaveza osiguravaqa. Me�utim, nemogu�e je u potpunosti ukloniti
uticaj qoveka na realizaciju rizika. Zbog toga se zahteva da ne sme posto-
jati uzroqna veza izme�u korisnika osiguraǌa i nastale xtete.

U teoriji verovatno�e, statistici i teoriji investiraǌa se rizik qesto
koristi kao pokazateǉ odstupaǌa ishoda nekog doga�aja od ǌegove oqekivane
vrednosti i tada se kao ǌegova mera koristi disperzija. U ostalim sluqa-
jevima, rizik je oqekivana vrednost nekog ishoda.

Da bi rizik mogao da se osigura on mora da zadovoǉi slede�e uslove[6,3]:

• mora postojati mogu�nost nastanka doga�aja, odnosno realizacije rizika;

• mora da postoji neizvesnost nastanka doga�aja, ne mo�e se osigurati
siguran doga�aj ili doga�aj qije je ostvarivaǌe u toku;

• mora da postoji dovoǉno velika i homogena grupa osiguranika za sliqan
tip rizika u proxlosti kako bi bila mogu�a statistiqka analiza;

• razlozi koji dovode do rizika moraju biti sluqajni i ne smeju dovoditi
do gubitaka kod velikog broja osiguranika odjednom;

• rizik treba da bude takav da dovodi do dovoǉno velikog gubitka, kako
bi imalo smisla da se osigura;

• verovatno�a da do�e do realizacije xtetnog doga�aja treba da bude
dovoǉno mala.

Za teoriju rizika veoma je bitan intenzitet ili stepen rizika. Doga-
�aj sa ve�om verovatno�om gubitka je riziqniji. Ako dva ishoda imaju
istu verovatno�u riziqniji je onaj qiji je potencijalni gubitak ve�i. Osi-
guravaju�e kompanije na osnovu verovatno�e realizovaǌa odre�enih doga-
�aja u proxlosti i mogu�ih odstupaǌa stvarnih gubitaka u odnosu na te

6

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

verovatno�e, koriste�i statistiqke raspodele, utvr�uju interval povereǌa
u kojem �e se kretati broj nepovoǉnih ishoda.

Rizik se mo�e posmatrati sa stanovixta osiguranika ili sa stanovixta
osiguravaqa. Kada se posmatra sa stanovixta osiguranika, pre svega se
posmatra zaxtita od ostvareǌa rizika. Sa stanovixta osiguravaqa, govori
se o samoj delatnosti osiguraǌa. Kada postoji veliki broj rizika, dolazi
se do pitaǌa da li osiguravaq mo�e da pokrije xtetu ako nastane osigurani
sluqaj. Zbog toga su razvijene razliqite metode procene rizika i zaxtite
od ǌega.[11]

Aktuar ima zadatak da na osnovu analize podataka iz proxlosti razvije
modele i proceni postoje�i rizik za budu�e doga�aje. Obraqun premije je
osnovni zadatak aktuara. Premija se obraqunava tako da obezbedi: pokri�e
oqekivanih odxteta i osiguranih suma u toku perioda osiguraǌa, formi-
raǌe adekvatnih rezervi, pokri�e troxkova sprovo�eǌa osiguraǌa i odre-
�eni nivo profita. Aktuarski rizici su slede�i[11]:

• rizik nepouzdanosti modela i podataka: obuhvata rizik da �e usled
pogrexno izabrane statistiqke raspodele koja aproksimira tok xteta
oqekivana vrednost xteta biti pogrexno utvr�ena;

• rizik katastrofalnih doga�aja: negativno utiqe na realnost premije
osiguraǌa, ove xtete su obiqno male frekvencije i visokog intenziteta
i mogu znaqajno deformisati raspodelu xteta na osnovu koje se vrxi
obraqun premije osiguraǌa;

• rizik promene zakonskih propisa;

• rizik odobravaǌa neopravdanih popusta na premiju: predstavǉa rizik
da �e zaposleni u osiguravaju�oj kompaniji, da bi zadr�ali klijente,
odobriti visoke popuste koji smaǌuju premiju.

Da bi se putem premije obezbedila sredstva za pokrivaǌe svih troxkova
osiguravaqa, neophodna je taqnost aktuarskih proraquna.

Dakle, premija direktno zavisi od veliqine rizika. Sa druge strane,
veliqina rizika zavisi od mnogih qinilaca, kao xto su: vrsta opasnosti,
predmet osiguraǌa, vrednost predmeta osiguraǌa, du�ina trajaǌa osigu-
raǌa, mesto na kome se nalazi predmet osiguraǌa. Sve prethodno navedeno
ima ulogu u odre�ivaǌu premije osiguraǌa, pa xto je ve�i rizik to je ve�a
i premija osiguraǌa.

U nastavku �e biti reqi iskǉuqivo o �ivotnom osiguraǌu i raqunaǌu
premije osiguraǌa u zavisnosti od vrste �ivotnog osiguraǌa.
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

4 �ivotno osiguraǌe

�ivotno osiguraǌe je svako osiguraǌe kod koga je osiguravaq obavezan
da isplati osiguraniku ili nekom tre�em licu sumu osiguraǌa ili rentu
u sluqaju smrti osiguranika ili u sluqaju do�ivǉeǌa odre�enog broja go-
dina. Za uzvrat osiguranik je du�an da upla�uje premije.

Glavne karakteristike �ivotnog osiguraǌa, samim tim i karakteristike
koje ga razlikuju od ne�ivotnog osiguraǌa, su[3]:

• rizik obuhva�en osiguraǌem se ostvaruje na osiguranom licu i ne mo�e
se izraziti kroz materijalnu vrednost, pa se ni xteta ne mo�e izraziti
na taj naqin;

• ciǉ �ivotnog osiguraǌa nije naknada xtete prouzrokovane osiguranim
sluqajem, ve� isplata osigurane sume;

• kod ovog tipa osiguraǌa ne postoji materijalni interes.

Ve� je reqeno da je ciǉ �ivotnog osiguraǌa isplata osigurane sume,
samim tim osigurana suma je va�an pojam kod ovog tipa osiguraǌa. Suma
osiguraǌa je novqani iznos koji se ispla�uje osiguraniku ako nastupi osi-
gurani sluqaj. ǋena vrednost se unosi u polisu osiguraǌa ili se ugov-
orom o osiguraǌu predvi�a naqin ǌenog utvr�ivaǌa kada nastupi osigu-
rani sluqaj. Kod �ivotnog osiguraǌa qex�e se koristi izraz osigurana
suma, a ima isto znaqeǌe kao suma osiguraǌa kod ne�ivotnog osiguraǌa.
Osigurana suma odre�uje obim osiguravaqeve obaveze i na ǌu nemaju uti-
caja pojedinosti kao xto su: visina xtete, vrednost predmeta osiguraǌa i
sliqno. Zbog svega navedenog, visina premije se odre�uje samo na osnovu osi-
gurane sume. Osiguranik nije u obavezi da doka�e xtetu ili ǌenu visinu
kada nastupi osigurani sluqaj da bi mu bila ispla�ena osigurana suma.
Dakle, mo�emo zakǉuqiti da se kod �ivotnog osiguraǌa gubici ne mogu
realno nadoknaditi, ali se mogu ubla�iti posledice nastupaǌa osigura-
nog sluqaja isplatom materijalne nadoknade.

Kod �ivotnog osiguraǌa, osiguravaq nije u obavezi da isplati osiguranu
sumu ako smrt osiguranika nastupi usled: ratnih doga�aja, izvrxeǌa smrtne
kazne pod sudskom presudom, izvrxeǌa kriviqnog dela za koje je predvi�ena
zatvorska kazna ili te�a kazna, kao i kada je osiguranikova smrt namerno
prouzrokovana od strane korisnika osiguraǌa.[4]

�ivotno osiguraǌe se mo�e podeliti na osnovu slede�ih kriterijuma
(Koqovi�, 2010):

I prema naqinu zakǉuqivaǌa ugovora:

• sa lekarskim pregledom

• bez lekarskog pregleda
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

II prema broju lica koji su obuhva�eni ugovorom:

• individualna

• grupna

III prema riziku obuhva�enom osiguraǌem:

• za sluqaj smrti

• za sluqaj do�ivǉeǌa

• mexovito osiguraǌe

IV prema naqinu isplate osigurane sume:

• osiguraǌe kapitala

• osiguraǌe rente

V prema tome koga obezbe�uje osiguranik:

• liqno

• osiguraǌe u korist tre�eg lica

Najznaqajnija je podela prema riziku obuhva�enom osiguraǌem. Osiguraǌa
za sluqaj smrti se mogu podeliti prema tome da li se suma osiguraǌa ispla-
�uje na kraju godine smrti1 ili odmah nakon smrti. U praksi se qex�e vrxi
isplata odmah nakon smrti, ali je vrednost premije znatno lakxe izraqu-
nati za osiguraǌa koja se ispla�uju na kraju godine smrti.

Prethodne podele se pre svega odnose na osiguraǌa koja imaju fiksnu
osiguranu sumu. Sa druge strane, postoje osiguraǌa kod kojih osigurana
suma nije fiksirana ve� se meǌa. Kod ǌih se najqex�e primeǌuju drugaqije
podele. Ona se pre svega dele na rastu�a i opadaju�a, ali se mogu podeliti i
prema tome kada se vrxi isplata, odnosno da li se osigurana suma ispla�uje
na kraju godine smrti ili odmah nakon smrti. Proraquni kod promenǉivih
osiguraǌa su znatno komplikovaniji.

Dakle, poxto se rizik u ovom sluqaju ne mo�e izraziti materijalnim
vrednostima, ve� se ispla�uje fiksirana osigurana suma, rizik osiguravaqa
predstavǉa nadoknada te sume u sluqaju realizacije rizika. Zbog toga je
bitno da osiguravaq obezbedi sredstva za isplatu osigurane sume. Ta sred-
stva se obezbe�uju naplatom premije. Mo�e se zakǉuqiti da kada se govori
o riziku �ivotnog osiguraǌa najznaqajnije je odre�ivaǌe premije jer ona
oslikava rizik. O razliqitim vrstama osiguraǌa, kako sa fiksnom tako
i sa promenǉivom osiguranom sumom, i raqunaǌu premija �e biti reqi u
slede�im poglavǉima.

1Pod krajem godine smrti se podrazumeva godixǌica potpisivaǌa ugovora u godini u
kojoj je smrt nastupila.
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

5 Tehniqka osnova �ivotnog osiguraǌa

Aktuarska matematika je u tesnoj vezi sa mnogim naukama, pre svega sa
finansijskom matematikom i verovatno�om. Sa finansijskom matematikom
joj je zajedniqko to xto se obe zasnivaju na raqunaǌu vrednosti novca.
Princip ekvivalencije, odnosno jednakost sadaxǌih vrednosti svih uplata i
svih isplata, je va�an princip u obe navedene oblasti matematike. Razlika
izme�u finansijske i aktuarske matematike liqnog osiguraǌa je u tome xto
su proraquni finansijske matematike nezavisni od �ivota i starosti lica,
dok proraquni aktuarske matematike liqnog osiguraǌa zavise od starosti
lica.

Kod proraquna �ivotnog osiguraǌa javǉa se nepoznata veliqina koja
predstavǉa trenutak smrti osiguranika i znaqajno ih komplikuje. Me�utim,
zakon velikih brojeva2 uprox�ava rad sa ovom nepoznatom veliqinom. Zahva-
ǉuju�i ǌemu, xto je broj osiguraǌa ve�i i trajaǌe osiguraǌa du�e to je
ostvarivaǌe odre�enog sluqaja ravnomernije i bli�e oqekivanom. Zbog toga,
kada postoji veliki broj osiguranih lica, ve�a je mogu�nost taqnog odre�i-
vaǌa osiguranih sluqajeva kao i potrebnih sredstava za ǌihovo pokrivaǌe.
Da bi se precizno odredila premija osiguraǌa jox je samo potrebno odre-
diti verovatno�u nastupaǌa xtetnih doga�aja kod razliqitih osiguranih
lica. To se radi na osnovu iskustva iz proxlosti, uz neznatna korigovaǌa
da bi se dobila boǉa procena. Ve� je ranije reqeno da xto je verovatno�a
nastupaǌa xtetnog doga�aja ve�a to je i premija ve�a, a xto je verovatno�a
maǌa to je i premija maǌa.

U nastavku �e biti izlo�eni osnovni pojmovi u vezi sa finansijkom
matematikom (Jankovi�, 2015.) koji su bitni za �ivotno osiguraǌe, kao
model koji se koristi za procenu preostale du�ine �ivota i drugi naqini
za izraqunavaǌe preostale du�ine �ivota (Slijepqevi�, 2012.).

5.1 Kamatne stope i pla�aǌe duga
Proizvoǉan skup finansijskih transakcija, ugovora ili planova se naziva

tok novca. Tokove novca qine ure�eni parovi realnih brojeva gde je prvi
qlan vreme, a drugi iznos. Zavisno od znaka vrednosti koja predstavǉa
iznos, razlikuju se uplate i isplate. Sluqajni tok novca je niz dvodimen-
zionih sluqajnih vektora definisanih na istom prostoru verovatno�a.

Kamata je naknada koju jedna osoba pla�a drugoj osobi kao nadoknadu
za korix�eǌe kapitala i izra�ava vremensku promenu vrednosti novca[9].
Kama�eǌe se najqex�e vrxi u diskretnim vremenskim trenucima. Za osno-
vnu vremensku jedinicu se obiqno uzima godina. Kamata se ispla�uje na
kraju fiksiranog perioda.

Razlikujemo diskretno i neprekidno obraqunavaǌe kamate. Diskretno
2Videti detaǉnije u: Pavle Mladenovi�; Verovatno�a i statistika; Matematiqki

fakultet, Beograd 2008.; 171-174.
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

kama�eǌe se mo�e podeliti na prosto i slo�eno. Kod prostog kama�eǌa no-
vac ulo�en na odre�eni period, razliqit od godinu dana, nakupi kamatu koja
je proporcionalna vremenu trajaǌa investiraǌa. Odnosno, ako je ulo�eno
A jedinica pri kamatnoj stopi i, onda posle intervala vremena du�ine t
(merenog u godinama) na raqunu se nalazi A(1 + ti) jedinica. Kod slo�enog
kama�eǌa koje se obraqunava godixǌe, posle prve godine se zara�ena kamata
dodaje glavnici i na osnovu tog iznosa se dobija glavnica za slede�u godi-
nu. Posle t godina iznos A �e narasti do A(1 + i)t, gde je i godixǌa kamatna
stopa. Prostu kamatnu stopu koja bi proizvela isti rezultat kao i slo�ena
kamata na godinu dana nazivamo efektivnom kamatnom stopom, a osnovnu ka-
matnu stopu nazivamo nominalnom kamatnom stopom.

Slo�ena kamatna stopa mo�e imati proizvoǉan period obraqunavaǌa.
Najqex�e se godina podeli na m jednakih perioda, a za svaki pojedinaqni
period je kamata i(m)

m
, gde je i(m) godixǌa kamatna stopa. U tom sluqaju se

efektivna kamatna stopa i mo�e dobiti iz jednaqine

1 + i =

(
1 +

i(m)

m

)m
. (1)

Ako se godina podeli na veliki broj perioda, odnosno ako je m veliko, onda
se odgovaraju�e kama�eǌe naziva neprekidno kama�eǌe. Tada se efektivna
kamatna stopa i dobija iz izraza

1 + i = lim
m→+∞

(
1 +

i(m)

m

)m
= er, (2)

gde je r = lim
m→+∞

i(m). Na osnovu prethodnog mogu se na�i kamatne stope za

interval proizvoǉne du�ine t (mereno u godinama). Podeli se godina na
m perioda du�ine 1

m
i neka je t ≈ k

m
, za neko k. Kada je m dovoǉno veliko

posti�e se zadovoǉavaju�a taqnost. Iz opxte formule za slo�eno obraqu-
navaǌe kamate dobija se:

1 + i =

(
1 +

i(m)

m

)k
=

(
1 +

i(m)

m

)mt
→ ert, kad m→ +∞. (3)

Prethodni naqini obraqunavaǌa kamate pretpostavǉaju da je ona fik-
sirana. Pretpostavimo da kamatna stopa, koja se neprekidno obraqunava,
mo�e da se meǌa tokom vremena. Neka je r(t), t ≥ 0, trenutna kamatna stopa
u trenutku t i neka je G(t) suma koja �e se nakupiti na raqunu u trenutku t
ako se ulo�i jedna jedinica u trenutku 0. Tada va�i

G(s+ h) ≈ G(s)(1 + hr(s)), (4)

gde je h dovoǉno malo, odnosno

G(s+ h)−G(s)

h
≈ G(s)r(s). (5)
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

Kada se pre�e na limes kada h→ 0 i integrali na intervalu [0, t], dobija se

t∫
0

G′(s)

G(s)
ds =

t∫
0

r(s)ds. (6)

Poxto je G(0) = 1, rexavaǌem posledǌe jednaqine dobija se

G(t) = e

t∫
0

r(s)ds
. (7)

Dakle, G(t) je suma koja se nakupi na raqunu u trenutku t ako se u trenutku
0 ulo�i jedna jedinica.

Do sada je raqunata vrednost pojedinaqnih tokova novca u budu�nosti.
Mo�e se izraqunati vrednost pojedinaqnog toka novca u poqetnom trenutku
ako se zna koju �e on vrednost imati u budu�nosti. Ako se zna da �e se kroz
godinu dana dobiti iznos A, pri va�e�oj kamatnoj stopi i, onda je ǌegova
sadaxǌa vrednost A

1+i
. Dakle, sadaxǌa vrednost budu�e sume je maǌa od te

budu�e sume i ka�e se da se budu�a suma diskontuje ili umaǌuje da bi se
dobila sadaxǌa vrednost. Faktor za koji se budu�a suma umaǌuje naziva
se diskontni faktor ili kamatna stopa unapred. Diskotni faktor za jednu
godinu je

υ =
1

1 + i
, (8)

gde je i godixǌa kamatna stopa. Ako je u pitaǌu slo�ena kamata koja se
obraqunava m puta godixǌe onda je diskontni faktor za jedan period

υ(m) =
1

1 + i(m)

m

. (9)

Kod slo�enog neprekidnog kama�eǌa diskontni faktor je

υ = e−r, (10)

gde je r definisano kao u formuli (2), a kod promenǉivih kamatnih stopa

υ = e
−

t∫
0

r(s)ds
. (11)

Sva prethodna razmatraǌa se mogu preneti i na tokove novca koji imaju
vixe elemenata. Razmotrimo tok novca (x0, x1, ..., xn), gde xi−ovi mogu biti
pozitivni, negativni ili nula. Pri kamatnoj stopi i za svaki od n perioda,
ukupna vrednost toka novca posle n perioda je:

FV =
n∑
k=0

xk(1 + i)n−k. (12)
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

Sadaxǌa vrednost ovog toka novca �e biti:

PV =
n∑
k=0

xk
(1 + i)k

=
n∑
k=0

xkυ
k. (13)

Ako se slo�eno kama�eǌe vrxi m puta godixǌe sa godixǌom kamatnom
stopom i(m), onda �e budu�a i sadaxǌa vrednost prethodnog toka biti

FV =
n∑
k=0

xk

(
1 +

i(m)

m

)n−k
, (14)

PV =
n∑
k=0

xk(
1 + i(m)

m

)k =
n∑
k=0

xk
(
υ(m)

)k
. (15)

Ako se kamatna stopa obraqunava neprekidno, onda su formule za budu�u i
sadaxǌu vrednost za tok (x(t0), x(t1), ..., x(tn)) jednake

FV =
n∑
k=0

xtke
r(tn−tk), (16)

PV =
n∑
k=0

xtke
−rtk =

n∑
k=0

xtkυ
tk . (17)

Dva toka novca imaju istu vrednost ako su im sadaxǌe vrednosti jednake
i smatramo ih ekvivalentnim3. Tok novca se mo�e transformisati na razne
naqine, ali tako da mu sadaxǌa vrednost ostane ista.

Posmatrajmo tok novca (x1, x2, ..., xn) koji qine i uplate i isplate u trenu-
cima τk, k = 1, 2, ..., n. Za takav tok novca, unutraxǌa stopa dobiti je ona
vrednost za kamatnu stopu za koju je sadaxǌa vrednost toka jednaka nuli,
odnosno ako postoji rexeǌe r0 izraza

n∑
k=1

e−rτkxk = 0 (18)

onda se vrednost i = er0−1 naziva unutraxǌa stopa dobiti. Dakle, unutrax-
ǌa stopa dobiti je odre�ena samo novqanim tokom.

Neka je S vrednost duga u poqetnom trenutku koji se otpla�uje na kraju
godina k = 1, 2, ..., n iznosima s1, s2, ..., sn. Tada je S sadaxǌa vrednost uplata

S = vs1 + v2s2 + . . .+ vnsn. (19)

Neka je Sk iznos koji je preostao da se plati nakon uplate sk, tada va�i

Sk = (1 + i)Sk−1 − sk, k = 1, · · · , n. (20)
3Videti detaǉnije u: Slobodanka Jankovi�; Elementi finansijske matematike; Beograd,

2015.
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

Vrednost uplate u trenutku k je dakle

sk = iSk−1 + (Sk−1 − Sk), (21)

odnosno sastoji se iz kamate na teku�i dug i smaǌeǌe glavnice. Iz prethodnog
se dobija da va�i

Sk = (1 + i)kS −
k∑

h=1

(1 + i)k−hsh. (22)

Na sliqan naqin se mo�e dobiti i formula

Sk = vsk+1 + v2sk+2 + · · ·+ vn−ksn. (23)

Iz prethodnog vidimo da se dug mo�e otplatiti na razliqite naqine.
Na primer, mogu se upla�ivati konstantni iznosi ili se mo�e otpla�ivati
samo kamata a na kraju da se otplati glavnica. Treba samo voditi raquna
da sadaxǌa vrednost toka ostane nepromeǌena.

Napomena. Sva prethodna razmatraǌa se odnose na idealnu banku koja daje
iste kamate na uloge i pozajmice i ne napla�uje troxkove transakcija.

5.2 Model preostale du�ine �ivota
Osnovni problem kod �ivotnog osiguraǌa je odre�ivaǌe polise osigura-

ǌa. Ako bismo znali kada �e osoba umreti, polisa bi mogla da se odredi
na osnovu rezultata finansijske matematike. Me�utim, poxto je broj pre-
ostalih godina �ivota nepoznat, veliqina polise se mora odrediti uz pomo�
teorije verovatno�e. O vremenu smrti jedne osobe ne mo�emo re�i nixta
odre�eno, ali ako posmatramo veliku grupu ǉudi iste starosti onda se tra-
jaǌe �ivota mo�e posmatrati kao sluqajna veliqina. U tom sluqaju mo�e se
odrediti verovatno�a smrti ili do�ivǉeǌa u posmatranoj grupi ǉudi.

Pretpostavimo da je osoba koja �eli da uplati osiguraǌe u �ivotnom
dobu x, odnosno u sadaxǌem trenutku ona ima x godina, xto se oznaqava
sa (x). Du�ina trajaǌa �ivota sluqajno odabrane osobe se posmatra kao
neprekidna sluqajna veliqina sa vrednostima [0,+∞). Neka je T = T (x) pre-
ostala du�ina �ivota te osobe. Tada je T sluqajna veliqina sa funkcijom
raspodele:

F (t) = P{T ≤ t}, t ≥ 0. (24)

U aktuarstvu se koriste nexto drugaqije oznake nego u teoriji verovatno�e.
Pa se prethodna verovatno�a, odnosno verovatno�a da �e osoba koja ima x
godina umreti za najvixe t godina, gde je t fiksirano, oznaqava sa

tqx = F (t), (25)

Pored funkcije F (t) znaqajna je i funkcija do�ivǉeǌa koja se raquna na
slede�i naqin:

F̄ (t) = P{T > t} = 1− F (t) = tpx, t ≥ 0, (26)
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

i predstavǉa verovatno�u da �e osoba �iveti bar jox t godina. Poxto je
T neprekidna sluqajna veliqina, sledi da ima gustinu: f(t) = F ′(t) = −F̄ ′(t).
Tada je

f(t)dt = P{t < T < t+ dt}, (27)

verovatno�a da �e smrt nastupiti u dovoǉno malom intervalu od t do t+ dt,
odnosno da �e za osobu koja ima x godina smrt nastupiti kada bude imala
izme�u x+ t i x+ t+ dt godina.

Jasno je da va�i

s|tqx = P{s < T < s+ t} = F (s+ t)− F (s) = s+tqx − sqx, (28)

odnosno da se na osnovu prethodne jednaqine dobija verovatno�a da �e osoba
koja ima x godina pre�iveti s godina i umreti pre nego xto pro�e jox t
godina. Ako je t = 1, obiqno se izostavǉa u oznakama i pixe se qx, px, odnosno
s|qx.

Jednaqine koje se qesto koriste su

tpx+s = P{T > s+ t|T > s} =
1− F (s+ t)

1− F (s)
, (29)

tqx+s = P{T ≤ s+ t|T > s} =
F (s+ t)− F (s)

1− F (s)
, (30)

s+tpx = 1− F (s+ t) = [1− F (s)]
1− F (s+ t)

1− F (s)
= spxtpx+s, (31)

s|tqx = F (s+ t)− F (s) = [1− F (s)]
F (s+ t)− F (s)

1− F (s)
= spxtqx+s. (32)

Oqekivano preostalo vreme �ivota osobe koja ima x godine u sadaxǌem
trenutku, E(T ), se oznaqava sa e̊x i va�i da je:

e̊x =

+∞∫
0

tf(t)dt =

+∞∫
0

(1− F (t))dt =

+∞∫
0

tpxdt. (33)

Uvedimo pojam intenziteta smrtnosti u trenutku x + t osobe koja ima x
godina u sadaxǌem trenutku. On je definisan sa:

µx+t =
f(t)

F̄ (t)
= − d

dt
ln(F̄ (t)) = − d

dt
ln(tpx). (34)

Integraǉeǌem prethodne jednaqine dobija se:

tpx = e
−

t∫
0

µx+sds
, (35)
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

odnosno,

f(t) = µx+tF̄ (t) = µx+te
−

t∫
0

µx+sds
. (36)

Sada verovatno�u da �e smrt nastupiti u dovoǉno malom intervalu od t do
t+ dt mo�emo dobiti na slede�i naqin:

P{t < T < t+ dt} = tpxµx+tdt. (37)

Dok se oqekivano preostalo vreme �ivota osobe koja u sadaxǌem trenutku
ima x godina mo�e izraqunati na slede�i naqin:

e̊x =

+∞∫
0

ttpxµx+tdt. (38)

Za dovoǉno malo s mo�e se koristiti aproksimacija:

sqx+t ≈ µx+ts. (39)

Qesto je korisno na�i analitiqki izraz za funkciju raspodele F , jer se
tada raspodela mo�e odrediti uz pomo� procene malog broja parametara.
Neki primeri analitiqkih funkcija su dati u nastavku i svi nose imena po
nauqnicima koji su ih smislili:

• De Moavreov (Abraham de Moivre) zakon (1724): Pretpostavǉa se da
je ω maksimalan broj godina za ǉudska bi�a, a da je T uniformno
raspodeǉena sluqajna veliqina na intervalu (0, ω − x), pa je f(t) = 1

ω−x
za 0 < t < ω − x. Intenzitet smrtnosti je tada:

µx+t =
1

ω − x− t
, 0 < t < ω − x, (40)

xto je rastu�a funkcija od t.

• Gompercov (Benjamin Gompertz) zakon (1824): Pretpostavǉa se da inten-
zitet smrtnosti raste eksponencijalno, odnosno

µx+t = Bcx+t, t > 0. (41)

• Mejkhemov (William Matthews Makeham) zakon (1860): Predstavǉa genera-
lizaciju (41) i va�i da je

µx+t = A+Bcx+t, t > 0. (42)

Ako se uvede oznaka m = B
ln c

, dobija se da je

tpx = exp (−At−mcx(ct − 1)). (43)
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

• Vejbulov (Ernst Hjalmar Waloddi Weibull) zakon (1939): Pretpostavǉa se da
je intenzitet smrtnosti

µx+t = k(x+ t)n, (44)

sa fiksnim parametrima k > 0 i n > 0. Pa va�i da je

tpx = exp

(
− k

n+ 1

[
(x+ t)n+1 − xn+1

])
. (45)

Ako je n = 0, raspodela verovatno�a postaje eksponencijalna raspodela.
Me�utim, ova raspodela ne oslikava ǉudsku smrtnost na realan naqin.

• Mejkhemov II zakon (1889): Pretpostavǉa se da je intenzitet smrt-
nosti

µx+t = A+H(x+ t) +Bcx+t, t > 0. (46)

Kako se mnogi tokovi novca odvijaju u diskretnim vremenskim trenucima
ponekad je korisno du�inu �ivota predstaviti kao diskretnu sluqajnu veli-
qinu. Zbog toga se uvodi sluqajna veliqina K = K(x) koja se definixe
kao: K = [T ], odnosno broj zavrxenih budu�ih godina �ivota ili celobro-
jna preostala du�ina �ivota osobe koja u sadaxǌem trenutku ima x god-
ina. Na primer, ako T ima eksponencijalnu ε(λ) raspodelu, onda K ima ge-
ometrijsku raspodelu sa parametrom 1−e−λ. Raspodela verovatno�a sluqajne
promenǉive K data je sa:

P{K = k} = P{k ≤ T < k + 1} = kpxqx+k (47)

za k = 0, 1, ... Oqekivana vrednost od K je:

ex =
+∞∑
k=1

kP{K = k} =
+∞∑
k=1

kkpxqx+k (48)

ili

ex =
+∞∑
k=1

P{K ≥ k} =
+∞∑
k=1

kpx. (49)

Mo�e se uvesti jox jedna sluqajna veliqina, S, koja predstavǉa frakciju
(preostali deo) godine tokom koje je osoba, koja u poqetnom trenutku ima
x godina, �iva u godini smrti, odnosno: T = K + S. Oqigledno je da je
S neprekidna sluqajna veliqina i da uzima vrednosti iz intervala [0, 1).
Qesto se ǌeno oqekivaǌe aproksimira sa 1

2
, pa se dobija da je

e̊x ≈ ex +
1

2
, (50)

xto prestavǉa oqekivanu preostalu du�inu �ivota osobe koja u poqetnom
trenutku ima x godina i qesto se koristi u praksi.
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

Pretpostavimo da su K i S nezavisne sluqajne veliqine. Tada uslovna
raspodela od S, pri uslovu K = k, ne zavisi od K, prema tome

P{S ≤ u|K = k} =
uqx+k
qx+k

(51)

ne zavisi od argumenta k, pa se mo�e pisati

uqx+k = H(u)qx+k (52)

za k = 0, 1, ..., 0 ≤ u < 1 i neku funkciju H(u).
Za pozitivne cele brojeve m definixe se i sluqajna promenǉiva S(m) koja

se dobija iz promenǉive S na slede�i naqin:

S(m) =
1

m
[mS + 1]. (53)

Raspodela od S(m) uzima vrednosti 1
m
, 2
m
, ..., 1.

5.3 Tablice smrtnosti
Ako se poseduje dovoǉno kvalitetnih empirijskih podataka o zakonu smr-

tnosti, onda parametarski model nije neophodan. Tada se zakon raspodele
mo�e izraziti uz pomo� tablica smrtnosti. Tablice smrtnosti, izme�u
ostalog, pokazuju verovatno�u da osoba odre�enih godina umre pre ǌenog
ili ǌegovog slede�eg ro�endana4. To su, u stvari, tablice sa verovatno�ama
smrti qx za jednu godinu. Pored ove verovatno�e, tablice sadr�e i verova-
tno�u do�ivǉeǌa, broj �ivih i broj umrlih u okviru odre�enog skupa, kao i
kumulativne vrednosti koje slu�e za izraqunavaǌe neto premija u �ivotnom
osiguraǌu.

Tablice smrtnosti postoje jox od davnina. Postoje podaci da je u starom
Rimu, u tre�em veku pre nove ere, dr�ava skupǉala i sre�ivala statistike
u vezi sa �ivotom i smrti koriste�i xemu sliqnu tablicama smrtnosti.
Me�utim, prvi nauqni podaci o tablicama smrtnosti potiqu od Granta5 i
astronoma Halia6. Danas, postoje tablice smrtnosti za razliqite dr�ave i
regione, kao i tablice sa ciǉem da olakxaju rad aktuara u osiguravaju�im
kompanijama i penzionim fondovima.

Dva osnovna tipa tablica smrtnosti su periodiqne tablice smrtnosti i
kohort tablice smrtnosti7. Periodiqne tablice smrtnosti prikazuju smrt-
nost cele populacije kroz odre�eni kratak period vremena, najqex�e od jedne

4Pored vremena od jednog do drugog ro�endana, za jedinicu vremena kod odre�ivaǌa
verovatno�e smrti mo�e se uzeti period od dana kada je osiguraǌe zakǉuqeno pa do is-
tog datuma slede�e godine ili se mo�e uzeti kalendarska godina.

5John Graunt, "Natural and political observations made up on the bills of mortality", 1662
6Edmond Halley, "An Estimate of the Degrees of the Mortality of Mankind", 1693
7U literaturi se jox nazivaju i tablicama konstruisanim po indirektnoj i direktnoj

metodi.
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

do tri godine. Kohort (generacijske) tablice smrtnosti prikazuju smrtnost
grupe ǉudi koji su ro�eni u relativno kratkom periodu vremena (najqe-
x�e godina dana) kroz ceo �ivotni vek. Drugi tip tablica je redak, jer je
potrebno pra�eǌe podataka kroz dug period vremena. Pomo�u ǌih se najqex
�e prave tablice deqije smrtnosti. Zbog toga �emo se u nastavku baviti
periodiqnim tablicama smrtnosti.

Da bi se formirala tablica smrtnosti treba odrediti verovatno�u smr-
ti za svaku klasu starosti. Posmatra se velika grupa ǉudi odre�ene staro-
sti x i svaki ǌen qlan tokom jedne godine, kako bi se utvrdilo koliko
qlanova grupe je u toj godini umrlo a koliko pre�ivelo. Mo�e se posma-
trati celokupno stanovnixtvo jedne zemǉe ili samo osigurana lica u toj
zemǉi, qime nastaju opxte tablice i tablice smrtnosti osiguranih lica.
Verovatno�e smrti se dobijaju kao odnos broja umrlih lica iste starosti
tokom posmatrane godine i ukupnog broja lica koji qine posmatranu grupu.

Pored godina koje se posmatraju i verovatno�e smrti, tablice smrtnosti
najqex�e sadr�e i[4]:

• lx broj lica u populaciji koja su �iva sa x godina,

• dx = lx − lx+1 broj lica koja su umrla tokom (x + 1)−ve godine, odnosno
broj lica koja su do�ivela x−tu godinu ali nisu do�ivela (x+ 1)−vu,

• Dx = υxlx broj diskontovanih �ivih lica starih x godina,

• Nx = Dx+Dx+1 + ...+Dω zbir brojeva diskontovanih �ivih lica poqevxi
od lica starih x godina do lica starih ω godina,

• Sx = Nx + Nx+1 + ... + Nω zbir zbirova diskontovanih �ivih lica poqev
od starosti x do starosti ω koju do�ivi posmatrana grupa lica,

• Cx = υx+1dx broj diskontovanih umrlih lica u toku (x+ 1)−ve godine,

• Mx = Cx + Cx+1 + ... + Cω−1 zbir brojeva diskontovanih umrlih lica
poqevxi od lica koja su umrla tokom (x+ 1)−ve godine,

• Rx = Mx +Mx+1 + ...+Mω zbir zbirova diskontovanih umrlih lica poqev
od onih koji su umrli u x+ 1 godina starosti.

Dakle, iz tablica se na jednostavan naqin mogu dobiti slede�e verovatno�e[8]:

px =
lx+1

lx
, qx =

dx
lx
, kqx =

lx − lx+k
lx

, kpx =
lx+k
lx

5.3.1 Tablice smrtnosti sa odabirom

Tablice smrtnosti se najqex�e prave posebno za muxkarce i �ene zbog
razliqite stope smrtnosti, ali se i druge karakteristike tako�e mogu uzeti
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

u obzir, kao xto su status, zanimaǌe, socioekonomska klasa, kao i poqetne
godine x. Poqetne godine x imaju znaqajan uticaj u ovim tablicama. Na
primer, neka x oznaqava godine kada je osoba kupila �ivotno osiguraǌe.
Osiguraǌe se nudi osobama dobrog zdravǉa, nekada je qak i neophodno da
osoba pro�e medicinsko ispitivaǌe. Tada je razumno oqekivati da osoba
koja je upravo kupila polisu osiguraǌa ima boǉe zdravǉe nego osoba koja je
kupila polisu pre nekoliko godina, kada su ostali faktori jednaki. Ovo se
uzima u obzir kod tablica smrtnosti sa odabirom. Kod ǌih su verovatno�e
nexto drugaqije nego kod obiqnih tablica smrtnosti. Verovatno�a q[x]+t je
verovatno�a da �e osoba koja sada ima x+t godina umreti u slede�ih godinu
dana ako je polisu kupila kada je imala x godina i va�e nejednakosti:

q[x] < q[x−1]+1 < q[x−2]+2 < ... (54)

Nakon nekog perioda vremena ovakve osobe imaju istu verovatno�u smrtnosti
kao i ostatak populacije. Oznaqimo taj period sa r, r ∈ N , i on se naziva pe-
riod odabira. Nakon perioda r, koriste se tablice koje se nazivaju krajǌim
ili konaqnim tablicama smrtnosti. Tada va�i

q[x]+t = qx+t, t ≥ r. (55)

Tablice smrtnosti koje zavise samo od godina x, a ne i populacije, nazi-
vaju se grupne (agregirane) tablice smrnosti. Kod ǌih su jednogodixǌe
verovatno�e smrti za odre�ene godine obiqno ponderisane sredine odgo-
varaju�ih verovatno�a u tablicama smrtnosti sa odabirom i konaqnim tabli-
cama smrtnosti.

5.3.2 Verovatno�a smrti u delovima godine

Raspodela sluqajne veliqine K = [T ] i verovatno�e vezane za tu sluqajnu
veliqinu se mogu odrediti iz tablica smrtnosti. Tablice smrtnosti daju
du�ine �ivota samo u godinama, pa se, na primer, mo�e primeniti slede�a
jednaqina:

kpx = pxpx+1px+2 · · · px+k−1, k = 1, 2, 3, .... (56)

Me�utim, iz tablica smrtnosti se ne mo�e direktno odrediti raspodela
sluqajne veliqine T . Da bi se odredila raspodela te sluqajne veliqine uz
pomo� tablica smrtnosti mo�e se primeniti interpolacija uz neke dodatne
pretpostavke vezane za verovatno�u smrtnosti, uqx, ili intenzitet smrt-
nosti, µx+u, za u ∈ (0, 1) (x je ceo broj). Najqex�e pretpostavke su:

a) Funkcija uqx je linearna funkcija od u, odnosno va�i da je

uqx = uqx. (57)

Odatle sledi da je
µx+u =

qx
1− uqx

. (58)

Odnosno K i S su nezavisne, a S ima uniformnu U(0, 1) raspodelu.
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

b) Intenzitet smtnosti µx+u je konstantan i jednak µx+ 1
2
. Tada va�i

µx+ 1
2

= − ln px, (59)

upx = e
−uµ

x+1
2 = (px)

u, (60)

a S, pri uslovu K = k, ima zaseqenu eksponencijalnu raspodelu i ta
raspodela zavisi od k:

P{S ≤ u|K = k} =
1− pux+k
1− px+k

. (61)

Dakle, S i K nisu nezavisne u ovom sluqaju.

c) Funkcija 1−uqx+u je linearna (Balduqi (Gaetano Balducci) pretpostavka),
odnosno

1−uqx+u = (1− u)qx. (62)

Odatle sledi

upx =
px

1−upx+u
=

1− qx
1− (1− u)qx

, (63)

i
µx+u =

qx
1− (1− u)qx

. (64)

U ovom sluqaju je uslovna raspodela od S, pri uslovu K = k, data sa

P{S ≤ u|K = k} =
u

1− (1− u)qx+k
. (65)

Odatle se vidi da S i K nisu nezavisne sluqajne veliqine.

Nijedna od ove tri pretpostavke nije u potpunosti realistiqna, jer inten-
zitet smrtnosti u sva tri sluqaja ima skokove. Zanimǉivo je da u posledǌem
sluqaju intenzitet smrtnosti opada izme�u uzastopnih celobrojnih vredno-
sti.

Kod formiraǌa tablica smrtnosti problem je xto promena broja qlanova
grupe koja se posmatra ne mora biti samo usled smrti. Faktori koji utiqu na
to su jox i migracije (s obzirom da se tablice smrtnosti najqex�e prave za
odre�enu dr�avu), kao i prestanak osiguravaǌa nekog lica ili poqetak osig-
uravaǌa nekog lica (ako se tablice prave samo za osigurana lica). Najve�i
stepen slagaǌa stvarne smrtnosti i smrnosti koja se dobija raqunskim putem
se dobija kada se uzimaju najskorije tablice i kada su posmatrana populacija
i populacija na osnovu koje je tablica pravǉeǌa sliqne.

U praksi osiguravaqi, da bi se zaxtitili od grexaka u proraqunima, pri
zakǉuqivaǌu ugovora o osiguraǌu za sluqaj smrti koriste starije tablice
sa ve�om smrtnox�u, qime se pove�ava premija. Sa druge strane, kada se
sklapa ugovor o osiguraǌu za sluqaj do�ivǉeǌa koriste se novije tablice,
jer ranija smrt osiguranika i ve�a smrtnost nisu xtetne za osiguravaqa.
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

6 Osnovni tipovi �ivotnog osiguraǌe

U slede�a dva poglavǉa �e biti reqi o osnovnim tipovima �ivotnog osi-
guraǌa i raqunaǌu razliqitih vrsta premija kod tih osiguraǌa. Ovom
temom se posebno bavio Hans U. Gerber qije je delo "Life insurance Mathemat-
ics"[2] nameǌeno pre svega qitaocima koji vole primeǌenu matematiku i �ele
da se upoznaju sa osnovnim konceptom �ivotnog osiguraǌa. Detaǉnije o ovoj
temi se mo�e na�i i u zajedniqkom delu Borersa, Gerbera, Hikmana, �ounsa
i Nesbita[5], kao i radu hrvatskog profesora Slijepqevi�a[9].

Osigurana suma navedena u ugovoru o �ivotnom osiguraǌu predstavǉa
osnovu za obraqun premije. Vreme i suma koja se upla�uje pojedinaqnim
premijama mogu biti funkcije sluqajne promenǉive T , a tako�e i same mogu
biti sluqajne promenǉive.

Prilikom obraquna premije koristi se princip ekvivalencije, odnosno
izjednaqavaju se sadaxǌe vrednosti obaveze osiguranika i osiguravaqa. Ozna-
qimo sa Z sadaxǌu vrednost isplate osiguravaqa koja se raquna na os-
novu fiksne kamate i. Oqekivana vrednost isplate, E(Z), odgovara jednokra-
tnoj neto premiji. Me�utim, oqekivaǌe sadaxǌe vrednosti svih uplata ne
opisuje dovoǉno dobro rizik osiguraǌa. Zbog toga je potrebno boǉe pozna-
vati raspodelu sluqajne veliqine Z. Rizik se najqex�e meri preko disper-
zije, ali se znaqajne informacije mogu dobiti i posmatraǌem nekih funkcija
od Z.

Sadaxǌa vrednost svih uplata zavisi od vrste osiguraǌa. Zbog toga
�e u ovom poglavǉu biti reqi o osnovnim tipovima �ivotnog osiguraǌa i
ǌihovim osnovnim karakteristikama: veliqini osigurane sume i jednokra-
tnoj neto premiji. Premija ne mora biti ispla�ena kao jednokratna neto
premija. Me�utim, jednokratna neto premija se najlakxe raquna od svih
premija, pa se ona najqex�e uzima za prikaz osnovnih karakteristika.

Prilikom proraquna smatra se da je osigurana suma jednaka 1, poxto je
ona fiksirana ugovorom. Da bi se dobili proraquni za druge vrednosti
osigurane sume potrebno je dobijene vrednosti pomno�iti datom vrednox�u.

6.1 Osiguraǌe sa isplatom osigurane sume na godixǌicu
zakǉuqivaǌa ugovora

6.1.1 Osiguraǌe za sluqaj smrti

Kod osiguraǌa za sluqaj smrti nastupaǌe osiguranog sluqaja vezuje se za
momenat smrti osiguranog lica. Mo�e se ugovoriti na dva naqina: smrt
predstavǉa osigurani sluqaj u ma koje vreme se ostvario i tada je u pitaǌu
do�ivotno osiguraǌe ili smrt predstavǉa osigurani sluqaj samo ako se
dogodi u odre�enom periodu i tada je u pitaǌu privremeno osiguraǌe. U
prvom sluqaju korisnici osiguraǌa �e dobiti isplatu osigurane sume nakon
smrti osiguranog lica, dok u drugom sluqaju osigurana suma se ispla�uje
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

samo ako je smrt nastupila u odre�enom periodu, u suprotnom osiguravaq
nije du�an da isplati osiguranu sumu a zadr�ava upla�ene premije.

Do�ivotno osiguraǌe predvi�a isplatu korisniku osiguraǌa odre�ene
sume na kraju godine smrti, odnosno na godixǌicu zakǉuqivaǌa ugovora
u godini smrti. Osigurana suma, odnosno suma koja �e biti ispla�ena, je
fiksirana, dok je vreme isplate (K+1) sluqajno. Sadaxǌa vrednost isplate
je

Z = υK+1. (66)

Raspodela sluqajne promenǉive Z je u tom sluqaju

P{Z = υk+1} = P{K = k} = P{k ≤ T < k + 1} = kpxqx+k, k = 0, 1, 2, ... (67)

dok je jednokratna neto premija

Ax = E(Z) = E
(
υK+1

)
=

+∞∑
k=0

υk+1
kpxqx+k. (68)

Veliqina Ax se mo�e izraziti preko veliqina koje se javǉaju u tablicama
smrtnosti na slede�i naqin:

Ax =
+∞∑
k=0

υk+1 lx+k
lx

dx+k
lx+k

=

+∞∑
k=0

υx+k+1dx+k

υxlx
=:

Mx

Dx

. (69)

S obzirom da su vrednosti Mx i Dx qesto date u tablicama, lako je izraqu-
nati jednokratnu neto premiju u ovom sluqaju.

Disperzija od Z se mo�e izraqunati na slede�i naqin

D(Z) = E(Z2)− A2
x, (70)

gde je

E(Z2) = E
(
υ2(K+1)

)
=

+∞∑
k=0

υ2(k+1)
kpxqx+k, (71)

odnosno isti izraz kao u Ax samo sa dvostrukim intenzitetom kamate. Dakle,
disperziju nije te�e izraqunati od jednokratne neto premije.

Privremeno osiguraǌe sa periodom od n godina se jox naziva i osigu-
raǌem za sluqaj smrti sa duracijom od n godina. Isplata se vrxi na kraju
godine smrti ako je smrt nastupila unutar perioda od n godina. U ovom
sluqaju va�i:

Z =

{
υK+1, za K = 0, 1, ..., n− 1;
0, za K = n, n+ 1, n+ 2, ...

= υK+1I{K < n}, (72)

a jednokratna neto premija je

A1
x: = E(Z) = E(υK+1I{K < n}) =

n−1∑
k=0

υk+1
kpxqx+k. (73)
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

Jednokratna neto premija izra�ena uz pomo� vrednosti iz tablice smrtnosti
dobija se sliqno kao u prethodnom sluqaju i iznosi

A1
x: =

n−1∑
k=0

υk+1 lx+k
lx

dx+k
lx+k

=
Mx −Mx+n

Dx

. (74)

Disperzija sluqajne veliqine Z je

D(Z) = E(Z2)− A2
x, (75)

gde je

E(Z2) = E
(
υ2(K+1)I{K < n}

)
=

n−1∑
k=0

υ2(k+1)
kpxqx+k. (76)

6.1.2 Osiguraǌa za sluqaj do�ivǉeǌa

Kod osiguraǌa za sluqaj do�ivǉeǌa osigurani sluqaj nastaje kada osigu-
ranik do�ivi odre�eni broj godina. Ako osiguranik do�ivi unapred pred-
vi�en broj godina, osiguravaq je du�an da isplati osiguranu sumu. Ovim se
osiguranik obezbe�uje za starost. U sluqaju da osiguranik ne do�ivi nave-
deni broj godina, osiguravaq nije du�an da isplati osiguranu sumu, ali je
najqex�e obezbe�en povra�aj ulo�enih sredstava, odnosno upla�enih pre-
mija.

Razmotrimo osiguraǌe za sluqaj do�ivǉeǌa sa duracijom n godina kod
kojeg se osigurana suma ispla�uje na kraju n−te godine ako je osiguranik i
daǉe �iv. Sadaxǌa vrednost isplate je

Z =

{
0, za K = 0, 1, ..., n− 1;
υn, za K = n, n+ 1, n+ 2...

= υnI{K ≥ n}. (77)

Jednokratna neto premija je tada

Ax:
1 = E(Z) = E(υnI{K ≥ n}) = υnP{K ≥ n} = υnnpx (78)

ili u funkciji vrednosti iz tablice smrtnosti

Ax:
1 =

υnlx+n
lx

=
Dx+n

Dx

. (79)

Disperzija se u ovom sluqaju dobija preko disperzije Bernulijeve sluqajne
promenǉive, poxto se ona javǉa u izrazu za Z, i iznosi:

D(Z) = υ2nnpxnqx. (80)
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

6.1.3 Mexovito osiguraǌe

Mexovito osiguraǌe predstavǉa spoj privremenog osiguraǌa i osiguraǌa
za sluqaj do�ivǉeǌa. Suma osiguraǌa se ispla�uje bez obzira da li je
osiguranik umro ili ne. Ukoliko osiguranik umre pre isteka n godina onda
se osigurana suma ispla�uje korisnicima osiguraǌa, u suprotnom, ako je
osiguranik �iv nakon n godina, osigurana suma se ispla�uje ǌemu. Ovo je
najpovoǉniji vid osiguraǌa za osiguranika. Tada va�i:

Z =

{
υK+1, za K = 0, 1, ..., n− 1;
υn, za K = n, n+ 1, n+ 2, ....

= υK+1I{K < n}+ υnI{K ≥ n} =: Z1 + Z2.

(81)
Jednokratna neto premija za ovakvo osiguraǌe je

Ax: = A1
x: + Ax:

1 =
n−1∑
k=0

υk+1
kpxqx+k + υnnpx =

Mx −Mx+n

Dx

+
Dx+n

Dx

. (82)

Disperzija sluqajne veliqine Z se mo�e dobiti na slede�i naqin:

D(Z) = D(Z1) + 2cov(Z1, Z2) +D(Z2). (83)

Proizvod Z1Z2 je uvek nula, pa sledi

cov(Z1, Z2) = E(Z1Z2)− E(Z1)E(Z2) = −A1
x: Ax:

1 . (84)

Disperzija od Z je data sa

D(Z) = D(Z1) +D(Z2)− 2A1
x: Ax:

1 . (85)

Dakle, dobijeno je da je rizik prodaje polise mexovitog osiguraǌa, meren
preko disperzije, maǌi u odnosu na rizik dve odvojene polise.

6.1.4 Odlo�eno osiguraǌe

Odlo�eno do�ivotno osiguraǌe je osiguraǌe qija isplata poqiǌe nakon
m godina. Ukoliko smrt nastupi pre poqetka predvi�enog vremena isplate,
odnosno za maǌe od m godina od zakǉuqivaǌa ugovora, osigurana suma se ne
ispla�uje. Sadaxǌa vrednost isplate je

Z =

{
0, za K = 0, 1, ...,m− 1;
υK+1, za K = m,m+ 1,m+ 2, ...

= υK+1I{K ≥ m}. (86)

Jednokratna neto premija je:

m|Ax = E(Z) = mpxυ
mAx+m = Ax − A1

x: . (87)

Posledǌi izraz sledi iz jednakosti: υK+1I{K ≥ m} = υK+1 − υK+1I{K < m}.
Disperzija promenǉive Z je

D(Z) = E(Z2)− m|Ax
2, (88)
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

gde je
Z2 = υ2(K+1)I{K ≥ m}. (89)

Po analogiji sa do�ivotnim osiguraǌem, mogu se dobiti formule i za
druge tipove odlo�enog osiguraǌa.

6.2 Osiguraǌe sa isplatom osigurane sume u trenutku
smrti

Ako se pretpostavi da se osigurana suma ispla�uje na kraju godine smrti,
onda potrebne vrednosti mogu da se direktno procene iz tablica smtnosti
i takva osiguraǌa se qesto nazivaju diskretna. Me�utim, u praksi se osi-
gurana suma najqex�e ispla�uje u trenutku smrti osiguranika (naravno,
potrebno je da protekne neko vreme zbog pripreme dokumentacije), odnosno u
vreme T i takva osiguraǌa se qesto nazivaju neprekidna. Tada je sadaxǌa
vrednost osigurane sume do�ivotnog osiguraǌa ispla�ene u trenutku smrti
jednaka:

Z = υT . (90)

Jednokratna neto premija se dobija korix�eǌem raspodele sluqajne veli-
qine T i iznosi:

Āx = E(Z) =

+∞∫
0

υttpxµx+tdt. (91)

Ova vrednost se ne mo�e odrediti direktno iz tablica bez dodatnih pret-
postavki. Pretpostavke koje se najqex�e koriste su pretpostavke iz poglavǉa
5.3.2.

Pretpostavimo da je sluqajna promenǉiva T podeǉena na ceo deo i na
razlomǉeni deo:

T = K + S = (K + 1)− (1− S) (92)

i da su K i S nezavisne sluqajne veliqine, pri qemu S ima uniformnu
raspodelu na intervalu [0, 1) (to je u stvari pretpostavka a) iz poglavǉa
5.3.2), tada:

E(υS−1) = E
(
(1 + i)1−S

)
=

1∫
0

(1 + i)udu =
i

ln(i+ 1)
=
i

r
, (93)

pa zbog nezavisnosti va�i:

Āx = E
(
υK+1

)
E
(
(1 + i)1−S

)
=
i

r
Ax. (94)

Ako se koriste iste pretpostavke kao u prethodnom sluqaju, mogu se dobi-
ti sliqne formule koje va�e za privremeno i mexovito osiguraǌe sa tra-
jaǌem n godina, kao i odlo�eno osiguraǌe:

Ā1
x: =

i

r
A1
x: , (95)
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

Āx: = Ā1
x: + Ax:

1 =
i

r
A1
x: + Ax:

1 = Ax: +

(
i

r
− 1

)
A1
x: , (96)

m|Āx = Āx − Ā1
x: =

i

r
(Ax − A1

x: ). (97)

Umesto sluqajne veliqine S mo�emo uzeti sluqajnu veliqinu S(m), odnosno
mo�emo pretpostaviti da je osoba umrla na kraju m−tog dela godine u kojoj
je smrt nastupila. Tada je T = K + S(m), a sadaxǌa vrednost do�ivotnog
osiguraǌa je:

Z = υK+S(m)

. (98)

Koriste�i pretpostavke kao u prethodnim sluqajevima dobija se:

A(m)
x = E

(
υK+1

)
E
(

(1 + i)1−S
(m)
)

=
i

i(m)
Ax. (99)

Ako se pusti da m te�i beskonaqno, dobija se jednaqina (94). Analogne
formule va�e za privremeno, mexovito i odlo�eno osiguraǌe.

6.3 Promenǉivo �ivotno osiguraǌe
Kod prethodno pomenutih vrsta osiguraǌa pretpostavǉeno je da je osi-

gurana suma fiksirana tokom trajaǌa osiguraǌa. Kod promenǉivog tipa
�ivotnog osiguraǌa osigurana suma se meǌa iz godine u godinu. Ponovo se
mogu razlikovati osiguraǌa u zavisnosti od toga da li se osigurana suma
ispla�uje na kraju godine smrti ili odmah nakon smrti.

6.3.1 Promenǉivo �ivotno osiguraǌe sa isplatom osigurane sume na
godixǌicu zakǉuqivaǌa ugovora

Razmotrimo promenǉivo �ivotno osiguraǌe kod kojeg se suma osiguraǌa
ispla�uje na kraju godine smrti. Neka je cj ≥ 0 osigurana suma u j−toj
godini od poqetka osiguraǌa. U opxtem sluqaju sadaxǌa vrednost polise
je

Z = cK+1υ
K+1. (100)

Momenti sluqajne veliqine Z se raqunaju iz formule

E(Zh) =
+∞∑
k=0

chk+1υ
h(k+1)

kpxqx+k. (101)

Ovaj tip osiguraǌa mo�e se predstaviti kao kombinacija odlo�enih do�i-
votnih osiguraǌa sa konstantnim osiguranim sumama. U tom sluqaju va�i:

E(Z) = c1Ax + (c2 − c1)1|Ax + (c3 − c2)2|Ax + · · · . (102)
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

Ako osiguraǌe pokriva samo n godina, odnosno cn+1 = cn+2 = · · · = 0, onda
se mo�e koristiti kombinacija privremenih osiguraǌa za sluqaj smrti koja
poqiǌu odmah:

E(Z) = cnA
1
x: + (cn−1 − cn)A1

x: + (cn−2 − cn−1)A1
x: + · · · . (103)

Izrazi (102) i (103) su korisni za raqunaǌe jednokrane neto premije.
Razmotrimo osnovne podtipove ovog osiguraǌa:

• Standardno rastu�e osiguraǌe za sluqaj smrti:
Razmotrimo do�ivotno osiguraǌe kod koga je cj = j. Sadaxǌa vrednost
polise je

Z = (K + 1)υK+1, (104)

a jednokratna neto premija je

(IA)x =
+∞∑
k=0

(k + 1)υk+1
kpxqx+k. (105)

Odgovaraju�e privremeno osiguraǌe sa duracijom n godina ima sada-
xǌu vrednost

Z =

{
(K + 1)υK+1, za K = 0, 1, ..., n− 1;
0, za K = n, n+ 1, n+ 2, ...

= (K+1)υK+1I{K < n}. (106)

ǋena jednokratna neto premija se dobija iz (105) uzimaǌem parci-
jalne sume prvih n qlanova. Iz opxtih formula za oqekivaǌe kod
promenǉivog osiguraǌa dobija se:

(IA)1x: = Ax +1| Ax + · · ·+n−1| Ax − nn|Ax
= nA1

x: − A1
x: − A1

x: − · · · − A1
x: .

(107)

• Standardno opadaju�e privremeno osiguraǌe:
Standardno opadaju�e privremeno osiguraǌe sa duracijom n opada line-
arno od n do 0, a sadaxǌa vrednost polise je:

Z =

{
(n−K)υK+1, za K = 0, 1, ..., n− 1;
0, za K = n, n+ 1, n+ 2, ...

= (n−K)υK+1I{K < n}.

(108)
Jednokratna neto premija je

(DA)1x: =
n−1∑
k=0

(n− k)υk+1
kpxqx+k = A1

x: + A1
x: + A1

x: + · · ·+ A1
x: . (109)

Ovo osiguraǌe se najqex�e koristi kod otplate duga, jer nepla�eni dug
tako�e opada linearno.

28

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

6.3.2 Promenǉivo �ivotno osiguraǌe sa isplatom osigurane sume u
trenutku smrti

Ako se osigurana suma pla�a odmah nakon smrti, onda je suma osigu-
raǌa zadata proizvoǉnom funkcijom c : [0,+∞)→ [0,+∞). Sadaxǌa vrednost
polise je

Z = c(T )υT , (110)

a jednokratna neto premija je

E(Z) =

+∞∫
0

c(t)υttpxµx+tdt. (111)

Ako se sluqajna promenǉiva T rastavi na zbir celog dela i razlomǉenog
dela godine, dobija se

E(Z) =
+∞∑
k=0

E (Z|K = k)P{K = k}

=
+∞∑
k=0

E
(
c(k + S)υk+S|K = k

)
P{K = k}

=
+∞∑
k=0

E
(
c(k + S)(1 + i)1−S|K = k

)
υk+1P{K = k}

=
+∞∑
k=0

ck+1υ
k+1

kpxqx+k,

(112)

gde je
ck+1 = E

(
c(k + S)(1 + i)1−S|K = k

)
. (113)

Za daǉe raqunaǌe oqekivane vrednosti potrebne su dodatne pretpostavke.
Na primer, pretpostavǉa a) iz poglavǉa 5.3.2 daje funkciju

ck+1 =

1∫
0

c(k + u)(1 + i)1−udu, (114)

a pretpostavka b) iz istog poglavǉa daje

ck+1 =

1∫
0

c(k + u)(1 + i)1−u
µx+k+ 1

2
pux+k

1− px+k
du. (115)

Razmotrimo osnovne podtipove ove vrste osiguraǌa (pretpostavǉa se va�eǌe
pretpostavke a) iz poglavǉa 5.3.2):
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

• Standardno rastu�e do�ivotno osiguraǌe:
Ako osigurana suma raste na godixǌem nivou, onda je c(t) = [t + 1].
Sadaxǌa vrednost polise je

Z = (K + 1)υT . (116)

Jednokratna neto premija je

(IĀ)x = E(Z) = E
(
(K + 1)υK+1(1 + i)1−S

)
=
i

r
(IA)x, (117)

pri qemu je korix�ena formula (93).

• Standardno rastu�e osiguraǌe kod koga suma osiguraǌa raste m
puta godixǌe:
Pretpostavimo da se osigurana suma pove�ava m−puta godixǌe za vre-
dnost 1

m
kod do�ivotnog osiguraǌa. Tada je sadaxǌa vrednost polise:

Z = (K + S(m))υT = (K + 1)υT − υT + S(m)(1 + i)1−SυK+1. (118)

Da bi se odredila jednokratna neto premija koristi se nezavisnost i
jednaqina:

E[S(m)(1 + i)1−S] =
i− d(m)

d(m)r
, (119)

gde je d(m) = i(m)υ(m). Pa je jednokratna neto premija:

(I(m)Ā)x = (IĀ)x − Āx +
i− d(m)

d(m)r
Ax =

i

r
(IA)x −

i

r
Ax +

i− d(m)

d(m)r
Ax. (120)

• Osiguraǌe sa neprekidnom rastu�om osiguranom sumom:
Razmotrimo do�ivotno osiguraǌe kod koga je c(t) = t. Sadaxǌa vred-
nost polise je:

Z = TυT (121)

a jednokratna neto premija

(ĪĀ)x =
i

r
(IA)x −

i

r
Ax +

i− r
r2

Ax. (122)

Jednokratna neto premija je dobijena iz prethodne vrste osiguraǌa
stavǉaju�i da m→ +∞.

• Standardno opadaju�e privremeno osiguraǌe kod koga suma opada
m puta godixǌe:
Kod ove vrste osiguraǌa poqetna osigurana suma je n. Sadaxǌa vred-
nost polise je:

Z =

{ (
n+ 1

m
−K − S(m)

)
υT , za T ≤ n;

0, za T > n.
(123)
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

Jednokratna neto premija je

(D(m)Ā)1x: =

(
n+

1

m

)
Ā1
x: − (I(m)Ā)1x: . (124)

• Standardno opadaju�e privremeno osiguraǌe:
Kod ove vrste osiguraǌa osigurana suma opada od n do 0. Sadaxǌa
vrednost polise je:

Z =

{
υT (n−K), za T ≤ n;
0, za T > n.

(125)

Jednokratna neto premija se dobija iz prethodne vrste osiguraǌa kada
se pusti da m→ +∞ i iznosi

(DĀ)1x: = nĀ1
x: − (ĪĀ)1x: . (126)

6.4 Osiguraǌe rente
Renta predstavǉa tok novca kojeg qine periodiqne isplate odre�ene sume

tokom trajaǌa �ivota osobe. Razlikuju se do�ivotne rente i rente ograni-
qenog trajaǌa. Iznosi koji se ispla�uju su unapred odre�eni. Me�utim,
kod do�ivotnih renti broj isplata je sluqajan i zavisi od promenǉive T ,
odnosno preostalog �ivotnog veka osobe. Zbog toga je sadaxǌa vrednost
rente sluqajna promenǉiva. Oqekivaǌe sadaxǌe vrednosti rente se smatra
fer cenom i ponovo se naziva jednokratnom neto premijom.

Na �ivotne rente se mo�e gledati na dva naqina. Sa jedne strane, to je
dobit polise osiguraǌa koja predstavǉa kombinaciju osiguraǌa za sluqaj
do�ivǉeǌa. Sa druge strane, to su periodiqne isplate i imaju suprotan
znak u odnosu na prvi sluqaj.

Mogu se razlikovati liqna renta, koju osiguranik sam prima, i renta
nad�ivǉeǌa ili renta u korist tre�eg lica, kojom osiguranik obezbe�uje
korisnika rente. Prema du�ini trajaǌa renta mo�e biti privremena, ako
pla�aǌe rente traje odre�eni period, ili do�ivotna, ako ǌeno pla�aǌe
traje do smrti osiguranog lica. Rente se mogu podeliti i prema tome kada
poqiǌe ǌihova isplata, odnosno ako isplate poqiǌu odmah po zakǉuqivaǌu
ugovora onda je u pitaǌu neposredna renta, a ako postoji odre�eni period do
poqetka isplata onda je u pitaǌu odlo�ena renta. I neposredne i odlo�ene
rente se mogu podeliti na rente kod kojih se isplata vrxi na poqetku godine,
rente plative unapred, i rente kod kojih se isplata vrxi na kraju godine u
kojoj se isplata vrxi, rente plative naknadno.

U svim sluqajevima pretpostavǉamo da osoba ima x godina kada zakǉuquje
ugovor o renti.

31

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

6.4.1 Osiguraǌe stalne godixǌe liqne rente

• Neposredna do�ivotna liqna renta plativa unapred:
Razmotrimo do�ivotnu liqnu rentu koju osiguranik prima od trenutka
zakǉuqivaǌa ugovora sve dok je �iv, a koju je uplatio putem jednokratne
neto premije. Isplate se vrxe u trenucima 0, 1, ..., K. Sadaxǌa vrednost
toka isplata je:

Y = 1 + υ + υ2 + · · ·+ υK = ä , (127)

pa je ǌena raspodela data sa

P{Y = ä } = P{K = k} = kpxqx+k, k = 0, 1, 2, ... (128)

Jednokratna neto premija je

äx = E(Y ) =
+∞∑
k=0

ä kpxqx+k. (129)

Ako se (127) napixe kao

Y =
+∞∑
k=0

υkI{K ≥ k}, (130)

onda je oqekivaǌe

äx =
+∞∑
k=0

υkkpx =
+∞∑
k=0

υk
lx+k
lx

=:
Nx

Dx

, (131)

gde su Nx i Dx vrednosti iz tablice smrtnosti. U (131) se �ivotna
renta posmatra kao serija osiguraǌa za sluqaj do�ivǉeǌa.
Korix�eǌem formule za konaqnu sumu, sadaxǌa vrednost toka isplata
se mo�e zapisati preko do�ivotnog osiguraǌa

Y =
1− υK+1

1− υ
=

1− Z
d

. (132)

Tada se i oqekivana vrednost mo�e dobiti preko oqekivane vrednosti
do�ivotnog osiguraǌa

äx = E(Y ) = E

(
1− Z
d

)
=

1− Ax
d

. (133)

Dakle, jednokratna neto premija se mo�e dobiti na dva naqina: preko
jednokratne neto premije do�ivotnog osiguraǌa ili preko neto premije
serije osiguraǌa za sluqaj do�ivǉeǌa.
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

Disperzija od Y se tako�e dobija preko disperzije sadaxǌe vrednosti
uplata Z do�ivotnog osiguraǌa8, odnosno

D(Y ) =
D(Z)

d2
. (134)

• Neposredna liqna renta ograniqenog trajaǌa plativa unapred:
Razmotrimo �ivotnu rentu sa duracijom n godina koja se ispla�uje
unapred i qije isplate poqiǌu odmah nakon zakǉuqivaǌa ugovora, pod
uslovom da je osiguranik �iv tokom tih n godina. ǋegova sadaxǌa
vrednost je

Y =

{
ä , za K = 0, 1, ..., n− 1;
ä , za K = n, n+ 1, n+ 2, ...

= ä I{K < n}+ ä I{K ≥ n}. (135)

Jednokratna neto premija je:

äx: = E(Y ) =
n−1∑
k=0

ä kpxqx+k + ä npx

=
n−1∑
k=0

υkkpx =
1− Ax:

d
=
Nx −Nx+n

Dx

.

(136)

Pretposledǌa jednakost sledi iz Y = 1−Z
d
, gde je Z sadaxǌa vrednost

isplate odgovaraju�eg mexovitog osiguraǌa.

• Neposredna do�ivotna liqna renta plativa naknadno:
Pretpostavimo da neposredna do�ivnotna liqna renta predvi�a ispla-
te u trenucima 1, 2, ..., K. Tada je sadaxǌa vrednost toka isplata

Y = υ + υ2 + · · ·+ υK = a . (137)

Dakle, u odnosu na (127) razlikuje se u tome xto nema vrednost 1 na
poqetku sumiraǌa. Zbog toga se i ǌihove jednokratne neto premije mogu
dovesti u vezu i va�i

ax = E(Y ) = äx − 1 =
1− Ax
d

− 1. (138)

• Neposredna liqna renta ograniqenog trajaǌa plativa naknadno:
Pretpostavimo da neposredna liqna renta ograniqenog trajaǌa pred-
vi�a isplate u trenucima 1, 2, ..., n. Tada je sadaxǌa vrednost isplata

Y =

{
a , za K = 0, 1, ..., n− 1;
a , za K = n, n+ 1, n+ 2, ...

= a I{K < n}+ a I{K ≥ n}, (139)

8I kod ostalih tipova �ivotnih renti se disperzija odre�uje na sliqan naqin preko
odgovaraju�ih osiguraǌa, pa ne�e biti eksplicitno navedene formule.
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

a jednokratna neto premija

ax: = E(Y ) =
n−1∑
k=1

υkkpx =
1− Ax:

d
− 1. (140)

• Odlo�ena do�ivotna liqna renta plativa unapred:
Kod ove vrste rente osiguranik upla�uje jednokratnu premiju prilikom
zakǉuqivaǌa ugovora, a poqiǌe da prima rentu tek nakon odre�enog
broja godina. Razmotrimo rentu koja je odlo�ena m godina, ǌena sada-
xǌa vrednost je:

Y =

{
0, za K = 0, 1, ...,m− 1;
υm + υm+1 + · · ·+ υK , za K = m,m+ 1, ...

= (υm + υm+1 + · · ·+ υK)I{K ≥ m}.
(141)

Jednokratna neto premija je u tom sluqaju

m|äx =
+∞∑
k=m

υkkpx = mpxυ
mäx+m = äx − äx: =

Ax: − Ax
d

. (142)

• Odlo�ena do�ivotna liqna renta plativa naknadno:
Kod ove vrste rente osiguranik upla�uje jednokratnu premiju prilikom
zakǉuqivaǌa ugovora, a poqiǌe da prima rentu tek nakon odre�enog
broja godina. Razmotrimo rentu koja je odlo�ena m godina i kod koje
se prva renta prima na kraju m−te godine, ǌena sadaxǌa vrednost je:

Y =

{
0, za K = 0, 1, ...,m− 1;
υm+1 + υm+2 + · · ·+ υK , za K = m,m+ 1, ...

(143)

Jednokratna neto premija je u tom sluqaju

m|ax =
+∞∑

k=m+1

υkkpx = mpxυ
max+m = ax − ax: . (144)

6.4.2 Osiguraǌe stalne liqne rente koja se ispla�uje vixe puta godix-
ǌe

• Neposredna do�ivotna liqna renta plativa unapred:
Pretpostavimo da se uplate u iznosu 1/m,m ∈ N , pla�aju vixe puta
godixǌe u jednakim vremenskim razmacima, odnosno isplate se vrxe u
trenucima 0, 1

m
, 2
m
, ... sve dok je korisnik rente �iv. Sadaxǌa vrednost

toka isplata je:

Y =
+∞∑
t=0

1

m
υ

t
m I

{
T >

t

m

}
= ä

(m)
. (145)
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

Jednokratna neto premija se dobija sliqno kao i (133) i iznosi:

ä(m)
x = E(Y ) =

1

m

+∞∑
t=0

υ
t
m t

m
px =

1− A(m)
x

d(m)
. (146)

Da bi se dobila veza sa rentom koja se pla�a godixǌe potrebno je kori-
stiti dodatne pretpostavke. Ako pretpostavimo da va�i a) iz poglavǉa
5.3.2 dobija se

A(m)
x = E

(
υK+S(m)

)
= Ax

i

i(m)
. (147)

Zamenom u jednaqini (146) i sre�ivaǌem dobija se

ä(m)
x =

di

d(m)i(m)
äx −

i− i(m)

d(m)i(m)
, (148)

gde je d = iυ, d(m) = i(m)υ(m). Uvo�eǌem smena α(m) = di
d(m)i(m) i β(m) =

i−i(m)

d(m)i(m) , dobija se jednostavniji izraz

ä(m)
x = α(m)äx − β(m). (149)

U praksi se najqex�e koristi α(m) ≈ 1, β(m) ≈ m−1
2m

, xto se dobija
Tejlorovim razvojem u okolini nule.

• Neposredna liqna renta ograniqenog trajaǌa plativa unapred:
Pretpostavimo da se uplate u iznosu 1/m,m ∈ N , pla�aju vixe puta
godixǌe u jednakim vremenskim razmacima, odnosno uplate se vrxe u
trenucima 0, 1

m
, 2
m
, ... tokom n godina. Sadaxǌa vrednost toka isplata je:

Y =

n−1/m∑
t=0

1

m
υ

t
m I{T > n}+ ä

(m)
I{T ≤ n} = ä

(m)
I{T > n}+ ä

(m)
I{T ≤ n}. (150)

ǋena jednokratna neto premija se dobija iz jednokratne premije neposredne
do�ivotne liqne rente koja se pla�a unapred i va�i

ä
(m)
x: = ä(m)

x − npxυ
nä

(m)
x+n

= α(m)äx − β(m)− npxυ
n(α(m)äx+n − β(m))

= α(m)äx: − β(m)(1− npxυ
n).

(151)

• Neposredna do�ivotna liqna renta plativa naknadno:
Pretpostavimo da se uplate u iznosu 1/m,m ∈ N , pla�aju vixe puta
godixǌe u jednakim vremenskim razmacima, odnosno uplate se vrxe u
trenucima 1

m
, 2
m
, 3
m
, ... sve dok je korisnik rente �iv. Sadaxǌa vrednost

toka isplata je:

Y =
+∞∑
t=1/m

1

m
υ

t
m I

{
T ≥ t

m

}
= a

(m)
. (152)
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

ǋena jednokratna neto premija se mo�e izraziti preko odgovaraju�e
�ivotne rente koja se pla�a unapred:

a(m)
x = E(Y ) =

1

m

+∞∑
t= 1

m

υ
t
m t

m
px = ä(m)

x − 1

m
. (153)

• Neposredna liqna renta ograniqenog trajaǌa plativa naknadno:
Pretpostavimo da se uplate u iznosu 1/m,m ∈ N , pla�aju vixe puta
godixǌe u jednakim vremenskim razmacima, odnosno uplate se vrxe u
trenucima 1

m
, 2
m
, 3
m
, ... tokom n godina. Sadaxǌa vrednost toka isplata

je:

Y =
n∑

t=1/m

1

m
υ

t
m I{T > n}+ a

(m)
I{T ≤ n} = a

(m)
I{T > n}+ a

(m)
I{T ≤ n}. (154)

ǋena jednokratna neto premija se dobija iz jednokratne neto premije
odgovaraju�e privremene rente plative unapred

a
(m)
x: = ä

(m)
x: −

1

m
(1− npxυ

n). (155)

6.4.3 Osiguraǌe neprekidne liqne rente

Kada je broj isplata tokom godine velik, odnosno kratak je period izme�u
dve isplate, onda se govori o neprekidnoj liqnoj renti. Podtipovi ove rente
se definixu na sliqan naqin kao u prethodnim sluqajevima.

• Do�ivotna liqna renta:
Sadaxǌa vrednost toka isplata je:

Y =

T∫
0

υtdt = ā , (156)

a jednokratna neto premija:

āx =

+∞∫
0

υttpxdt. (157)

• Liqna renta ograniqenog trajaǌa:
Sadaxǌa vrednost toka isplata je:

Y =

{
ā , za 0 ≤ T < n;
ā , za T ≥ n.

(158)

a jednokratna neto premija:

āx: =

n∫
0

υttpxdt. (159)
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

• Odlo�ena do�ivotna liqna renta:
Sadaxǌa vrednost toka isplata je:

Y =

{
0, za 0 ≤ T < n;
ā − ā , za T ≥ n.

(160)

a jednokratna neto premija:

n|āx =

+∞∫
n

υttpxdt. (161)

6.4.4 Osiguraǌe promenǉive rente

Posmatrajno �ivotnu rentu kojom se ispla�uju sume s0, s1, s2, ... u trenucima
0, 1, ..., K. Sadaxǌa vrednost ovakve rente je:

Y =
+∞∑
k=0

υkskI{K ≥ k}, (162)

a jednokratna neto premija

E(Y ) =
+∞∑
k=0

υkskkpx. (163)

Ako su poznate veliqine isplata, ove vrednosti se mogu lako izraqunati.
Pretpostavimo da se isplate vrxe vixe puta godixǌe. Odnosno, posma-

trajmo �ivotnu rentu sa isplatama z0, z 1
m
, z 2

m
, ... u trenucima 0, 1

m
, 2
m
, ..., K +

S(m)− 1
m
. Raqunamo veliqinu koja ima istu sadaxǌu vrednost kao m isplata

godixǌe:

sk =
m−1∑
j=0

υ
j
m zk+ j

m
, k = 0, 1, 2, ... (164)

U godini smrti se javǉa korektivni faktor koji predstavǉa sadaxǌu vre-
dnost isplata koje ne�e biti ispla�ene tokom te godine, odnosno

c(k + u) =
∑
j∈J

υ
j
m
−uzk+ j

m
, 0 < u < 1, (165)

gde je J = J(u) niz onih j ∈ {1, 2, ...,m− 1} za koje va�i j
m
> u.

Jednokratna neto premija opxte promenǉive �ivotne rente sa m isplata
godixǌe je

+∞∑
k=0

υkskkpx −
+∞∑
k=0

ck+1υ
k+1

kpxqx+k. (166)
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

Da bi se odredila vrednost ck potrebne su dodatne pretpostavke. Ako se, na
primer, iskoristi pretpostavka a) iz poglavǉa 5.3.2 dobija se izraz

ck+1 =

1∫
0

∑
J

(1 + ı)1−
j
m zk+ j

m
du =

1

m

m−1∑
j=1

j(1 + i)1−
j
m zk+ j

m
. (167)

Kod promenǉivih renti kada se pusti da m→ +∞ dobija se renta koja se
neprekidno ispla�uje. Ako je iznos isplate u trenutku t jednak s(t), sadaxǌa
vrednost rente je

Y =

T∫
0

υts(t)dt. (168)

Jednokratna neto premija

E(Y ) =

+∞∫
0

υts(t)tpxdt (169)

se mo�e proceniti iz (166) ako se uzmu vrednosti

sk =

1∫
0

υus(k + u)du, (170)

ck+1 =

1∫
0

u(1 + ı)1−us(k + u)du. (171)

Najqex�i oblici promenǉivih �ivotnih renti su:

• Promenǉiva �ivotna renta sa godixǌom isplatom iznosa sk = k+1:
Sadaxǌa vrednost ovog toka isplata je:

Y =
+∞∑
k=0

υk(k + 1)I{K ≥ k}, (172)

a ǌegova jednokratna neto premija je

(Iä)x = E(Y ) =
+∞∑
k=0

υk(k + 1)kpx. (173)

Mogu se na jednostavan naqin povezati promenǉivo �ivotno osiguraǌe
i promenǉive rente preko ǌihovih jednokratnih neto premija:

äx = d(Iä)x + (IA)x. (174)
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

• Promenǉiva �ivotna renta sa isplatom m puta godixǌe iznosa
zk+ j

m
= k+1

m
, j = 0, 1, ...,m− 1:

Sadaxǌa vrednost toka isplata je

Y =
+∞∑
k=0

m−1∑
j=0

υk+
j
m
k + 1

m
I{K ≥ k}. (175)

Jednokratna neto premija ove �ivotne rente se mo�e dobiti tako xto
se ona predstavi kao suma odlo�enih renti. Korix�eǌem jednakosti
(149) dobija se

(Iä)(m)
x =

+∞∑
k=0

kpxυ
kä

(m)
x+k

=
+∞∑
k=0

kpxυ
k(α(m)äx+k − β(m))

= α(m)
+∞∑
k=0

kpxυ
käx+k − β(m)

+∞∑
k=0

kpxυ
k

= α(m)(Iä)x − β(m)äx,

(176)

• Promenǉiva neprekidna �ivotna renta sa stopom isplate
s(t) = [t+ 1]:
Ovaj tip rente se dobija iz prethodnog tipa kada se pusti da m→ +∞.
Sadaxǌa vrednost toka isplata je

Y =

T∫
0

υt[t+ 1]dt, (177)

a ǌegova jednokratna premija je

(Iā)x =

+∞∫
0

[t+ 1]υttpxdt = α(∞)(Iä)x − β(∞)äx. (178)

• Promenǉiva neprekidna �ivotna renta sa stopom isplate s(t) = t:
Sadaxǌa vrednost ove rente je

Y =

T∫
0

tυtdt, (179)

a ǌegova jednokranta neto premija

(Ī ā)x =
āx − (ĪĀ)x

r
, (180)

gde se (ĪĀ)x dobija iz jednaqine (120) kada je m = +∞.
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

7 Premije

Kao xto je ranije reqeno, premija osiguraǌa predstavǉa cenu usluga
koje osiguravaq pru�a osiguraniku. Neke glavne karakteristike premije su
opisane u poglavǉu 2. U ovom poglavǉu �e biti detaǉno objaxǌeǌa premija
osiguraǌa.

Razlikuju se tri forme pla�aǌa premije:

1. Jednokratne premije,

2. Periodiqne premije sa konstantnim iznosom ili konstantne premije,

3. Periodiqne premije sa promenǉivim iznosom.

Kod periodiqnih premija duracija i uqestalost pla�aǌa premije moraju
biti uraqunate u iznos premije. U prethodnom poglavǉu je korix�ena jedno-
kratna neto premija koja se pla�a unapred i odjednom, ali u praksi je najqe-
x�a periodiqna premija sa konstantnim iznosom koja se pla�a unapred.
Jednokratna premija je nepraktiqna sa strane osiguranika jer on ne raspo-
la�e velikim novqanim sredstvima pa mu je boǉe da raspodeli uplate na
vixe godina.

Oznaqimo sa L gubitak osiguravaqa. On predstavǉa razliku izme�u sada-
xǌe vrednosti isplata i sadaxǌe vrednosti upla�enih premija i mo�e uzeti
i pozitivne i negativne vrednosti. Premija se naziva neto premijom ako
zadovoǉava

E[L] = 0, (181)

odnosno ako je oqekivani gubitak jednak nuli. Premija koja je korix�ena
u prethodnom poglavǉu je zadovoǉavala ovaj uslov. Kada je u pitaǌu peri-
odiqna premija sa konstantnim iznosom, onda je ona jedinstveno odre�ena
ovim uslovom. Me�utim, kod premija sa promenǉivim iznosom ovaj uslov
nije dovoǉan da bi se ona jedinstveno odredila.

Dodavaǌem troxkova na neto premiju dobija se bruto premija. Time se,
pored pla�aǌa osigurane sume, premijom obezbe�uje i pokrivaǌe troxkova
sprovo�eǌa osiguraǌa i ostvarivaǌa dobiti osiguravaqa.

Prilikom raqunaǌa neto premije potrebno je koristiti odre�enu kamatnu
stopu. Kamatna stopa koja �e se primeǌivati u budu�im godinama je nepo-
znata, pa je logiqno razmixǉaǌe da bi kamatnu stopu trebalo modelovati
stohastiqkim procesom. Me�utim, nepraktiqno je koristiti takav model,
pre svega zato xto ne postoji odgovaraju�i stohastiqki proces za dugoroqna
predvi�aǌa. Ako se pretpostavi da je kamatna stopa fiksirana, gubici
osiguravaqa u razliqitim polisama su nezavisne sluqajne promenǉive. Samim
tim, disperzija nakupǉenih gubitaka je suma disperzija za svaku polisu poje-
dinaqno. Dakle, korix�eǌem fiksne kamatne stope ne�e se mnogo izgubiti u
proraqunima. Za fiksnu kamatnu stopu se ne uzima aktuelna kamatna stopa
jer se ona periodiqno meǌa, ve� se koristi nexto ni�a kamatna stopa u
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

posmatranoj zemǉi.
U svim proraqunima se pretpostavǉa da je iznos osigurane sume jednak

jednoj jedinici odre�ene valute radi lakxeg rada.

7.1 Neto premija osiguraǌa sa isplatom osigurane sume na
godixǌicu zakǉuqivaǌa ugovora

7.1.1 Osiguraǌe za sluqaj smrti

Pretpostavimo da je u pitaǌu do�ivotno osiguraǌe i da se suma osigu-
raǌa ispla�uje na godixǌicu zakǉuqivaǌa ugovora, a da se premija pla�a
godixǌe unapred. Ciǉ je odrediti iznos neto premije Px. Gubitak osigu-
ravaqa je jednak razlici sadaxǌe vrednosti isplate do�ivotnog osiguraǌa,
koja je data u formuli (66), i sadaxǌe vrednosti do�ivotne liqne rente u
vrednosti neto premije, odnosno

L = υK+1 − Pxä . (182)

Iz uslova (181) sledi
0 = E(υK+1)− PxE(ä ), (183)

odnosno
Px =

Ax
äx
. (184)

Sa druge strane, gubitak osiguravaqa se mo�e napisati kao

L = υK+1 − Px(1 + υ + ...+ υK) = υK+1 − Px
1− υK+1

1− υ
=

(
1 +

Px
d

)
υK+1 − Px

d
. (185)

Pa se mo�e odrediti disperzija kao

D(L) =

(
1 +

Px
d

)2

D(υK+1). (186)

Dakle, rizik osiguravaqa, odre�en preko disperzije, je ve�i ako je premija
konstantna godixǌa, nego kada se pla�a jednokratno.

Iz jednaqina (133) i (184) dobija se identitet

1

äx
= d+ Px. (187)

Odnosno, dug se mo�e amortizovati9 godixǌim pla�eǌem premije unapred
u iznosu od 1/äx ili se mo�e godixǌe pla�ati kamata u iznosu d a u vreme
K+1 platiti iznos glavnice, godixǌa neto premija za odgovaraju�e �ivotno

9Amortizacija je proces zamene poqetne isplate periodiqnim isplatama.
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

osiguraǌe je Px
10. Jednaqina (187) pokazuje da su ukupne godixǌe uplate

jednake u oba sluqaja.
Zamenom äx sa (1− Ax)/d u (184), dobija se

Px =
dAx

1− Ax
, (188)

odnosno
Px = dAx + PxAx, (189)

xto znaqi da se dug mo�e finansirati godixǌim uplatama u iznosu Px. Sa
druge strane, mo�e se pozajmiti iznos Ax da bi se platila jednokratna neto
premija i vra�ati se kamata na taj dug koji �e biti ispla�en na kraju godine
smrti. Godixǌa premija odgovaraju�eg osiguraǌa je tada PxAx. Prethodni
identitet pokazuje da ova dva sluqaja imaju jednake godixǌe uplate.

Dakle, neto premije se mogu upla�ivati na razliqite naqine, a da pri
tom sadaxǌa vrednost uplata ostane nepromeǌena.

Kod privremenog osiguraǌa sa duracijom n gubitak osiguravaqa je

L =

{
υK+1 − P 1

x: ä , za K = 0, 1, ..., n− 1;
−P 1

x: ä , za K = n, n+ 1, n+ 2, ...

= −P 1
x: ä + (1 + P 1

x: ä )υK+1I{K < n}.
(190)

Godixǌa neto premija se dobija na osnovu uslova (181):

0 = E(υK+1I{K < n})− P 1
x: (E(ä I{K < n}) + E(ä I{K ≥ k})), (191)

pa va�i

P 1
x: =

A1
x:

äx:
. (192)

Najqex�e je verovatno�a smrti u toku trajaǌa ugovora privremenog osigu-
raǌa mala, pa je i premija ove vrste osiguraǌa mala.

7.1.2 Osiguraǌe za sluqaj do�ivǉeǌa

Razmotrimo osiguraǌe za sluqaj do�ivǉeǌa sa duracijom osiguraǌa jedna-
kom n godina. Gubitak osiguravaqa je

L =

{
−Px:1 ä , za K = 0, 1, ..., n− 1;
υn − Px:1 ä , za K = n, n+ 1, n+ 2, ....

(193)

a godixǌa neto premija, na osnovu uslova (181),

Px:
1 =

Ax:
1

äx:
. (194)

10Pretpostavǉa se da se glavnica obezbe�uje tako xto se uplati �ivotno osiguraǌe sa
odgovaraju�om godixǌom neto premijom i odgovaraju�om duracijom.
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

7.1.3 Mexovito osiguraǌe

Gubitak osiguravaqa je suma gubitaka (190) i (198). Pa je godixǌa neto
premija

Px: = P 1
x: + Px:

1 =
Ax:
äx:

. (195)

Kao xto su dobijene jednaqine (187) i (189), dobijaju se i jednaqine

1

äx:
= d+ Px: , (196)

Px: = dAx: + Px: Ax: . (197)

7.1.4 Odlo�ena �ivotna renta

Razmotrimo odlo�enu �ivotnu rentu koja je odlo�ena n godina. Gubitak
osiguravaqa je:

L =

{
−P (n|äx)ä , za K = 0, 1, ..., n− 1;
υnä − P (n|äx)ä , za K = n, n+ 1, n+ 2, ....

(198)

Godixǌa neto premija sa poqetkom u trenutku n je:

P (näx) =
Ax:

1 äx+n
äx:

= Px:
1 äx+n. (199)

7.1.5 Premija koja se pla�a m puta godixǌe

Pretpostavimo da se neto premije pla�aju m puta godixǌe i da su iznosi
koji se pla�aju jednaki. Godixǌe neto premije su

P (m)
x =

Ax

ä
(m)
x

, (P 1
x: )(m) =

A1
x:

ä
(m)
x:

, (Px:
1 )(m) =

Ax:
1

ä
(m)
x:

, P
(m)
x: =

Ax:

ä
(m)
x:

, (200)

a dobijene su jednostavnom zamenom äx sa ä
(m)
x , odnosno äx: sa ä(m)

x: , u imeniocu
jednaqina (184), (192), (194), (214).

�elimo da uporedimo veliqinu premije koja se pla�a godixǌe sa veliqi-
nom premije koja se upla�uje m puta godixǌe. Uporedimo prvo premije koje
odgovaraju mexovitom osiguraǌu, odnosno vrednosti P

(m)
x: i Px: . Zamenom

vrednosti
Ax: = Px: äx: , (201)

ä
(m)
x: = α(m)äx: − β(m)A1

x: (202)

u prethodno navedenu odgovaraju�u jednakost, dobija se

P
(m)
x: =

Px:
α(m)− β(m)P 1

x:

. (203)
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

Sre�ivaǌem ovog izraza dobija se

Px: = α(m)P
(m)
x: − β(m)P

(m)
x: P 1

x: , (204)

odnosno va�i relacija Px: < P
(m)
x: .

Na sliqan naqin se mogu dobiti jednakosti za druge vrste osiguraǌa:

Px = α(m)P (m)
x − β(m)P (m)

x Px, (205)

P 1
x: = α(m)(P 1

x: )(m) − β(m)(P 1
x: )(m)P 1

x: , (206)

Px:
1 = α(m)(Px:

1 )(m) − β(m)(Px:
1 )(m)P 1

x: . (207)

7.2 Neto premija osiguraǌa sa isplatom osigurane sume u
trenutku smrti

Prethodno pomenute vrste neto premija su takozvane apsolutno diskretne
neto premije, odnosno premije za osiguraǌa kod kojih se osigurana suma
ispla�uje na kraju godine smrti. Apsolutno neprekidne neto premije, odnosno
neto premije osiguraǌa kod kojih se osigurana suma ispla�uje odmah nakon
smrti, se dobijaju na sliqan naqin. U nastavku �e biti izlo�ene funkcije
gubitaka za odre�ene tipove osiguraǌa sa isplatom osigurane sume odmah
nakon smrti i odgovaraju�e apsolutno neprekidne neto premije, koje se do-
bijaju iz uslova (181).

7.2.1 Osiguraǌe za sluqaj smrti

Do�ivotno osiguraǌe sa isplatom osigurane sume u trenutku smrti ima
funkciju gubitaka:

L = υT − P̄xā . (208)

Pa je na osnovu uslova (181) godixǌa neto premija

P̄x =
Āx
āx
. (209)

Kod privremenog osiguraǌa sa isplatom osigurane sume u trenutku smrti
funkcija gubitaka je:

L =

{
υT − P̄ 1

x: ā , za T ≤ n;
−P̄ 1

x: ā , za T > n.
(210)

Pa je na osnovu uslova (181) godixǌa neto premija

P̄ 1
x: =

Ā1
x:

āx:
. (211)
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

7.2.2 Osiguraǌe za sluqaj do�ivǉeǌa

Razmotrimo osiguraǌe za sluqaj do�ivǉeǌa sa duracijom jednakom n godi-
na. Gubitak osiguravaqa je

L =

{
−P̄x:

1
ā , za T ≤ n;

υn − Px:1 ā , za T > n.
(212)

a godixǌa neto premija, na osnovu uslova (181),

P̄x:
1

=
Ax:

1

āx:
. (213)

7.2.3 Mexovito osiguraǌe

Kod mexovitog osiguraǌa gubitak osiguravaqa je suma gubitaka (210) i
(212). Pa je godixǌa neto premija

P̄x: =
Āx:
āx:

. (214)

7.2.4 Odlo�ena �ivotna renta

Razmotrimo odlo�enu �ivotnu rentu koja je odlo�ena n godina. Gubitak
osiguravaqa je:

L =

{
−P̄ (n|āx)ā , za T ≤ n;
υnā − P̄ (n|āx)ä , za T > n.

(215)

Godixǌa neto premija sa poqetkom u trenutku n je:

P̄ (n|āx) =
Ax:

1 āx+n
āx:

= P̄x:
1
āx+n. (216)

7.3 Neto premija osiguraǌa sa promenǉivim iznosom
Neka je cj suma osiguraǌa u j−toj godini od izdavaǌa polise kod osigura-

ǌa sa isplatom osigurane sume na kraju godine smrti. Oznaqimo sa Π0,Π1, ...,Πk

godixǌe neto premije. Gubitak osiguravaqa je dat sa

L = cK+1υ
K+1 −

K∑
k=0

Πkυ
k. (217)

Ako premije zadovoǉavaju uslov

+∞∑
k=0

ck+1υ
k+1

kpxqx+k =
+∞∑
k=0

Πkυ
k
kpx, (218)
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

onda je u pitaǌu neto premija. Ovim je dobijen opxti model, koji, ako
se dozvoli negativna vrednost za Πj, j = 0, 1, ..., k, obuhvata i osiguraǌe za
sluqaj do�ivǉeǌa, kao i �ivotne rente.

Kod osiguraǌa sa isplatom osigurane sume odmah nakon smrti, osigurana
suma je data proizvoǉnom funkcijom c : [0,+∞) → [0,+∞). Ako su apsolutno
neprekidne neto premije π(t), t ∈ (0, T ), onda je gubitak osiguravaqa

L = c(T )υT −
T∫

0

π(t)υtdt, (219)

a neto premija se dobija iz uslova:

+∞∫
0

c(t)υttpxµx+tdt =

+∞∫
0

π(t)υttpxdt. (220)

U realnim situacijama postoji veliki broj mogu�ih sluqajeva i nepra-
ktiqno je odre�ivati eksplicitno neto premije za svaki od ǌih. Zbog toga
se prvo odre�uje gubitak osiguravaqa L, a zatim se primeni uslov (181).

7.4 Bruto premija
Neto premije ne ukǉuquju sve troxkove koje ima osiguravaju�a kompanija.

Ako bi se premije napla�ivale preko ranije izraqunatih neto premija, kom-
panije bi poslovale sa gubitkom. Neto premija uve�ana za troxkove osi-
guravaju�e kompanije se naziva bruto premija. Troxkovi osiguravaju�e
kompanije su: troxkovi pribavǉaǌa osiguraǌa (akvizicioni troxkovi),
troxkovi naplate premije (inkaso troxkovi) i administrativni troxkovi.
Akvizicioni troxkovi predstavǉaju troxkove pribavǉaǌa novih osigura-
nika. ǈudi retko samostalno odlaze u osiguravaju�e kompanije i zato je
neophodno anga�ovaǌe akvizicionara koji ube�uju ǉude da se osiguravaju,
za uzvrat oni dobijaju proviziju (najqex�e) u vidu procenata od osigurane
sume. Troxkovi naplate premije tako�e predstavǉaju iznos koji se upla�uje
zaposlenom u osiguravaju�oj kompaniji koji se brine o naplati dospelih
premija. U administrativne troxkove spadaju organizacioni i osnivaqki
troxkovi, inventar, plate zaposlenih, porez, kancelarijski troxkovi i sliqno.

Dakle, neki troxkovi su vezani samo za vreme sklapaǌa ugovora, a neki se
pojavǉuju redovno uz premije. Naravno, postoje i troxkovi koji se javǉaju
tek nakon nastupaǌa osiguranog sluqaja. Sve ove troxkove pla�a osigu-
ranik kroz pove�anu neto premiju. To pove�aǌe ne sme da bude sluqajno, ve�
mora da se precizno izraquna. Preterano pove�aǌe premije mo�e da odbije
osiguranika, dok premalo pove�aǌe premije mo�e dovesti osiguravaqa do
finansijskih gubitaka.

Bruto premije se konstruixu na osnovu neto premija uz pomo� iskustva.
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

Dakle, veliqina troxkova zavisi od struqne procene osiguravaju�e kompa-
nije. U nastavku �e biti izlo�eni opxti modeli za raqunaǌe jednokratne
i godixǌe bruto premije (Koqovi�, 2006.). Osiguravaju�a kompanija mo�e
svoje troxkove raqunati i na drugaqije naqine.

7.4.1 Jednokratna bruto premija

Jednokratna bruto premija se sastoji od neto premije i dodatka za tro-
xkove. Kod ǌe se akvizicioni i inkaso troxkovi raqunaju od same premije,
a administrativni troxkovi se raqunaju od osigurane sume i ostaju stalni
za sve vreme trajaǌa osiguraǌa.

Neka je Ax jednokratna neto premija. Ako sa α oznaqimo akvizicione i
inkaso troxkove, koji su jednokratni i raqunaju se od bruto premije, onda
�e oni iznositi A′α, gde je A′ bruto premija. Ako sa γ oznaqimo godix-
ǌe administrativne troxkove, onda je sadaxǌa vrednost svih administra-
tivnih troxkova za n godina jednaka γäx: . Pa je jednokratna bruto premija

A′ = Ax + A′α + γäx: , (221)

Tada je jednokratna bruto premija

A′ =
Ax + γäx:

1− α
. (222)

Ako se svi troxkovi raqunaju od premije, onda se ova formula dodatno upro-
x�ava.

7.4.2 Godixǌa bruto premija

Poxto se svi troxkovi osiguravaju�e kompanije raqunaju kao procenat
odgovaraju�eg iznosa na godixǌem nivou, celokupni troxkovi se raquna kao
procenat od celokupnog odgovaraju�eg iznosa. Odnosno, celokupni akvizi-
cioni troxkovi �e se raqunati kao procenat od osigurane sume, celokupni
troxkovi naplate se raqunaju kao procenat premije, a celokupni administra-
tivni troxkovi se raqunaju kao procenat od osigurane sume i srazmerni su
ǌenom iznosu i trajaǌu osiguraǌa.

Bruto godixǌa premija P ′ se sastoji iz godixǌe neto premije P , dodatka
za pokri�e jednog dela akvizicionih troxkova α, dodatka za pokri�e inkaso
troxkova za jednu godinu β i dodatka za pokri�e administrativnih troxkova
γ. Sadaxǌa vrednost m godixǌih bruto premija je

P ′äx: = A+ α + βP ′äx: + γäx: , (223)

gde je A sadaxǌa vrednost osigurane sume. Dakle, bruto godixǌa premija
je

P ′ =
P

1− β
+

α + γäx:
äx: (1− β)

. (224)

Ako se svi troxkovi raqunaju od premije, onda se ova formula dodatno upro-
x�ava.
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

8 Primeri

Osnovnim matematiqkim modelima preostale du�ine �ivota, jednokrat-
nim i periodiqnim premijama, matematiqkim rezervama i sliqno su se kroz
praktiqne primere bavili Falin G. I. i Falin A. I. u svom delu ”Aktuarna
matematika v zadaqax”. U nastavku �e biti razmotreni neki od primera iz
navedenog dela.

Primer 1. Osiguravaju�a kompanija sklapa trogodixǌi ugovor o �ivotnom
osiguraǌu po kome se naknada za osiguraǌe pla�a na kraju godine smrti. Ako
osiguranik umre tokom prve godine od potpisivaǌa ugovora onda se ispla�uje
300000, ako umre tokom druge 350000, a ako umre tokom tre�e godine od potpi-
sivaǌa ugovora ispla�uje se 400000. Ako se koristi kamatna stopa i = 6% i
pretpostavǉa se da verovatno�a smrti u k−toj godini od potpisivaǌa ugovo-
ra, qx+k, k = 0, 1, 2, ima oblik

qx+k = 0.02(k + 1),

qemu je jednaka sadaxǌa vrednost osiguravaqevih obaveza?

Rexeǌe. Neka je T preostala du�ina �ivota osiguranika, K = [T ] celobro-
jna vrednost preostale du�ine �ivota, υ = 1

1+i
≈ 0.9434 diskontni faktor i

Z vrednost naknade osiguraǌa u trenutku zakǉuqivaǌa ugovora. Tada je

Z =


300000υ, ako je K = 0;
350000υ2, ako je K = 1;
400000υ3, ako je K = 2.

Pa je

E(Z) = 300000υP{K = 0}+ 350000υ2P{K = 1}+ 400000υ3P{K = 2}
= 300000υP{T < 1}+ 350000υ2P{1 < T < 2}+ 400000υ3P{2 < T < 3}
= 300000υqx + 350000υ2pxqx+1 + 400000υ3pxpx+1qx+2

≈ 300000 · 0.9434 · 0.02 + 350000 · 0.94342 · 0.98 · 0.04 + 400000 · 0.94343 · 0.98 · 0.96 · 0.06

≈ 36829.41

Primer 2. Osiguravaju�a kompanija je sklopila veliki broj ugovora �ivotnog
osiguraǌa iste vrste na dve godine sa osiguranom sumom 100000 koja se ispla�uje
na kraju godine smrti. Jedna tre�ina osiguranika su puxaqi, a dve tre�ine
nisu. Preostala du�ina �ivota je opisana zakonom raspodele

tpx = exp

(
−
(
t

θ

)2
)
,

gde je θ = 1.5 ako je osoba puxaq, a θ = 2 ako osoba nije puxaq. Kompanija je
odluqila da odredi jedinstvenu premiju za sve osiguranike. Odrediti premiju
ako je i = 5% (broj osiguraǌa se ne uzima u obzir).
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

Rexeǌe. Jednokratna neto premija je:

P = 100000A1
x: = 100000(υP{T < 1}+ υ2P{1 < T < 2}) = 100000(υqx + υ2(px − 2px))

Za puxaqe va�i: qx ≈ 0.3588, px ≈ 0.6412,2 px ≈ 0.1692, a za nepuxaqe: qx ≈
0.2212, px ≈ 0.7788,2 px = 0.3679. Dakle, neto premija je

P = 100000
0.9524 · 0.3588 + 0.95242(0.6412− 0.1692) + 2(0.9524 · 0.2212 + 0.95242(0.7788− 0.3679))

3
≈ 64554.15

Primer 3. Jednokratna neto premija dvadesetogodixǌeg �ivotnog osiguraǌa
za lice koje ima 40 godina i gde se u sluqaju smrti tokom k−te godine od potpi-
sivaǌa ugovora na kraju godine uspla�uje suma 21 − k, iznosi 13. Osiguravaju�a
kompanija koristi kamatnu stopu i = 6% i verovatno�u smrtnosti q40 = 0.2.
Odrediti neto premiju po ovom ugovoru, ako se q40 smaǌi na q∗40 = 0.1.

Rexeǌe. Na osnovu relacije (109) sledi da jednokratna neto premija, (DA)1
40:

,
zadovoǉava

(DA)140: = υq40 · 20 + υp40(DA)141: .

Kako je vrednost (DA)1
41:

odre�ena samo vrednostima q41, ..., q59, za jednokratnu
neto premiju va�i:

(DA∗)140: = υq∗40 · 20 + υp∗40(DA)141:

= υq∗40 · 20 + υp∗40
(DA)1

40:
− υq40 · 20

υp40

= 20υq∗40 − 20υq40
p∗40
p40

+
p∗40
p40

(DA)140:

= 20υ
q∗40 − q40
p40

+
p∗40
p40

(DA)140: ≈ 12.2665

Primer 4. Izraqunati jednokratnu neto premiju za trogodixǌe mexovito
�ivotno osiguraǌe za osobu starosti 25 godina sa osiguranom sumom 100. Pri-
likom raqunaǌa se koristi tablica smrtnosti 1 sa ravnomernom raspodelom
trenutka smrti u posledǌoj godini �ivota i kamatnom stopom i = 25%.

Tablica smrtnosti 1
x qx lx dx Lx e̊
20 0.001268 97813 124 97750.97 59.67
21 0.001321 97689 129 97624.47 58.75
22 0.001374 97560 134 97492.97 57.82
23 0.001437 97426 140 97355.97 56.90
24 0.001501 97286 146 97212.96 55.98
25 0.001565 97140 151 97062.96 55.07
26 0.001639 96988 159 96908.46 54.15
27 0.001714 96829 166 96745.95 53.24
28 0.001800 96663 174 96575.95 52.33
29 0.001886 96489 182 96397.94 51.42
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

Rexeǌe. Iz formule (97) dobija se:

Ā25: =
i

r
A1

25: + A25:
1

=
i

r

M25 −M28

D25

+
D28

D25

=
i

r

υd25 + υ2d26 + υ3d27
l25

+
υ3l28
l25

=
0.25

ln(1 + 0.25)

0.8 · 152 + 0.64 · 159 + 0.512 · 166

97140
+

0.512 · 96663

97140
= 0.5128.

(225)

Dobijeni rezultat odgovara osiguranoj sumi od 1. Jednokratna neto premija
u ovom primeru je: 51.28.

Primer 5. Osiguravaju�a komanija koristi tablicu smrtnosti 2 sa odabirom,
duracijom 3 godine i kamatnom stopom i = 3%.

Tablica smrtnosti 2
[x] q[x] q[x]+1 q[x]+2 q[x]+3 x+ 3
60 0.09 0.11 0.13 0.15 63
61 0.10 0.12 0.14 0.16 64
62 0.11 0.13 0.15 0.17 65
63 0.12 0.14 0.16 0.18 66
64 0.13 0.15 0.17 0.19 67

Qovek uzrasta 60 godina sklapa ugovor o dvogodixǌem odlo�enom na 2 godine
osiguraǌu koje se ispla�uje na kraju godine smrti. Izraqunati jednokratnu
neto premiju.

Rexeǌe.

2|2A[60] = υ3P{2 < T < 3}+ υ4P{3 < T < 4}
= υ3p[60]p[60]+1q[60]+2 + υ4p[60]p[60]+1p[60]+2q63

≈ 0.19026

Primer 6. Qovek koji ima x = 35 godina kupuje do�ivotnu rentu koja �e
poqeti da se ispla�uje kada bude imao 65 godina. Vrednost rente je 1000 godi-
xǌe. Naknadu za rentu R upla�uje u vidu jednokratne premije u vreme za-
kǉuqivaǌa ugovora.

a) U sluqaju smrti pre 65 − te godine iznos R se vra�a naslednicima na kraju
godine smrti.

b) U sluqaju smrti pre 65− te godine iznos R sa obraqunatom kamatom se vra�a
naslednicima na kraju godine smrti.

Odrediti premiju R.

50

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

Slika 1: Mogu�e realizacije doga�aja

Rexeǌe. a) Dve mogu�e situacije su prikazane na slici 1. Osiguranik
treba da plati iznos R u trenutku sklapaǌa ugovora. Sa druge strane,
osiguravaju�a kompanija ispla�uje do�ivotnu rentu m = 30 godina od
potpisivaǌa ugovora ili �ivotno osiguraǌa R u diskretnom trenutku
(ne ve�em od m = 30 godina od potpisivaǌa ugovora). Sadaxǌa vrednost
troxkova u trenutku sklapaǌa ugovora je: 100030|ä35 +R · A1

35:
.

Princip ekvivalentnosti obaveza daje: R = 100030|ä35 +R · A1
35:

, odnosno

R = 1000
30|ä35

1− A1
35:

.

Ako bi bile date tablice smtnosti mogle bi da se izraqunaju konkretne
vrednosti.

b) Troxkovi osiguranika ostaju isti kao u prethodnom sluqaju, dok se troxkovi
osiguravaqa meǌaju. Ako osoba umre sa 35 + k godina, gde je k = 0, 1, ..., 29,
osiguravaju�a kompanija je du�na da plati iznos R(1 + i)k+1 u trenutku
35 + k + 1. Sadaxǌa vrednost troxkova osiguravaju�e kompanije je:

29∑
k=0

R(1 + i)k+1υk+1P{K = k} = R
29∑
k=0

P{K = k} = R ·P{K ≤ 29} = R ·P{T < 30}.

Princip ekvivalencije daje: R = 100030|ä35 +R · P{T < 30}, odnosno

R = 1000
30|ä30

1− P{T < 35}
= 1000

υ30P{T ≥ 30}ä65
1− P{T ≥ 30}

= 1000υ30ä65.

Primer 7. Osoba stara x godina kupuje do�ivotnu rentu.

1. Premija P se pla�a na godixǌicu zakǉuqivaǌa ugovora prve tri godine.

2. U sluqaju smrti osiguranika u toku ove tri godine osiguraǌe nije napla-
tivo.
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

3. Renta poqiǌe da se isplaquje nakon 3 godine od zakǉuqivaǌa ugovora i pla�a
se godixǌe na godixǌicu zakǉuqivaǌa ugovora.

4. Prva isplata je 1000, a svaka slede�a je ve�a za 4% od prethodne.

Odrediti neto premiju P , ako je kamatna stopa i = 4%, oqekivani preostali
�ivotni vek osiguranika, ex, 11.05, verovatno�a da �e �iveti bar jednu godinu
je 0.99, a bar dve godine je 0.98.

Rexeǌe. U trenutku sklapaǌa ugovora vrednost osiguranikovih obaveza je:

aC = P äx:

= P · (1 + υP{T > 1}+ υ2P{T > 2})

= P ·
(

1 + 0.99
1

1 + 0.04
+ 0.98

1

1 + 0.04

)
≈ 2.8580P

Sadaxǌa vrednost obaveza osiguravaqa je:

aB =
+∞∑
n=3

1000 · 1.04n−3υnP{T > n} = 1000υ3
+∞∑
n=3

P{T ≥ n}.

Prema formuli (49) va�i:

ex =
+∞∑
k=1

P{T > k},

sledi da je

+∞∑
n=3

P{T ≥ n} = ex − P{T > 1} − P{T > 2} = 11.05− 0.99− 0.98 = 9.08.

Dakle, aB = 1000 1
1+0.043

9.08 ≈ 8072.0869, pa je, prema principu ekvivalentnosti,
neto premije: P = 2824.38.

Primer 8. Osiguravaju�a kompanija je prodala �enskoj osobi polisu trogodi-
xǌeg �ivotnog osiguraǌa sa osiguranom sumom 1000 koja se ispla�uje na kraju
godine smrti. Premija je izraqunata na osnovu principa ekvivalencije i pla�a
se godixǌe. U vreme sklapaǌa ugovora, osoba je izjavila da ima 30 godina. Nakon
dve godine osiguravaju�a kompanija je saznala da je dotiqna osoba u vreme skla-
paǌa ugovora imala 31. godinu. Zbog toga je osiguravaju�a kompanija odluqila da
smaǌi veliqinu osigurane sume tako da i daǉe odgovara upla�enim premijama
po principu ekvivalencije ali sa stvarnim godinama. Odrediti novu osiguranu
sumu, ako je poznato da je: i = 4%, q30 = 1%, q31 = 2%, q32 = 3%, q33 = 4%.
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

Rexeǌe. Pre svega treba odrediti godixǌu premiju P koju je upla�ivala
osoba. Poxto je osiguravaju�a kompanija pretpostavila da ona ima 30 godi-
na, premija je raqunata na slede�i naqin:

• obaveza osiguravaju�e kompanije je da isplati sumu 1000 na kraju godi-
ne smrti, a sadaxǌa vrednost te obaveze je:

1000A1
30: = 1000(υq30 + υ2p30q31 + υ3p30p31q32)

= 1000

(
1

1 + 0.04
0.01 +

(
1

1 + 0.04

)2

0.99 · 0.02 +

(
1

1 + 0.04

)3

0.99 · 0.98 · 0.03

)
≈ 53.796725

• obaveza osiguranika je pla�aǌe trogodixǌe premije, sadaxǌa vrednost
ovih obaveza je:

P ä30: = P (1 + υp30 + υ2p30p31)

= P

(
1 +

1

1 + 0.04
0.99 +

(
1

1 + 0.04

)2

0.99 · 0.98

)
≈ 2.848927P.

Na osnovu principa ekvivalencije, dobija se: P ≈ 53.796725
2.848927

= 18.883153.
Pravi troxkovi su:

• obaveza osiguravaju�e kompanije je da isplati sumu 1000 osobi koja u
trenutku zakǉuqivaǌa ugovora ima 31.godinu ako smrt nastupi u toku
prve dve godine ili smaǌenu osiguranu sumu SA ako smrt nastupi u
toku tre�e godine od potpisivaǌa ugovora;

• obaveza osiguranika je pla�aǌe trogodixǌe premije obraqunate za oso-
bu koja ima 31.godinu, a ne 30.godina.

Gubitak kompanije u trenutku zakǉuqivaǌa ugovora je:

1000(υq31 + υ2p31q32) + SAυ3p31p32q33 − P ä31: .

Prema principu ekvivalencije, prethodna vrednost treba da bude 0, pa je
iznos osiguraǌa u tre�oj godini:

SA =
P ä31: − 1000(υq31 + υ2p31q32)

υ3p31p32q33

≈
18.883153 · (1 + 1

1+0.04
0.98 + ( 1

1+0.04
)20.98 · 0.97)− 1000( 1

1+0.04
0.02 + ( 1

1+0.04
)20.98 · 0.03)

( 1
1+0.04

)30.98 · 0.97 · 0.04

= 202.95.
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

Primer 9. Odrediti godixǌu neto premiju slede�eg �ivotnog osiguraǌa:

1. starost osiguranika je 30 godina,

2. osigurana suma je 1 za prvih 20 godina ugovora i 5 nakon toga,

3. period pla�aǌa premije ne prelazi 35 godina,

4. tokom prvih 20 godina godixǌa premija je jednaka 1
5
godixǌe premije u

narednih 15 godina,

5. i = 0.06, A1
30:

= 0.02933, A30 = 0.1024835, A30: = 0.32307, ä30: = 14.835.

Rexeǌe. Obaveza osiguravaqa u vreme sklapaǌa ugovora je

Z =

{
υK+1, ako je T < 20;
5υK+1, ako je T > 20.

= 5υK+1 − 4Z1
30:

gde je

Z1
30: =

{
υK+1, ako je T < 20;
0, ako je T > 20.

Pa je oqekivana vrednost ǌegovih obaveza: aB = 5A30 − 4A1
30Z

1
30:

= 0.39508.
Sadaxǌa vrednost osiguranikovih obaveza je: aC = 5P ä30: − 4P ä30: , gde

je P premija za prvih 20 godina od potpisivaǌa ugovora. Veliqina ä30: se
mo�e dobiti na slede�i naqin:

ä30: =
A30:

1− υ
≈ 11.959097.

Dakle, ac = 26.338612P . Pa je prema principu ekvivalencije premija: P ≈
0.015.

Primer 10. Osoba sa x = 80 godina �eli da zakǉuqi ugovor o �ivotnom osigu-
raǌu sa sumom 1000 i apsolutno neprekidnom premijom sa konstantnim inten-
zitetom P̄x. Pretpostavǉa se da je stopa smrtnosti ove osobe u preostalom
�ivotnom veku µ = 0.15. Me�utim, zbog nestabilnosti ekonomske situacije,
aktuar ne zna koju kamatnu stopu da koristi, pa je odluqio da odredi zavisnost
P̄x od i. Na�i tu zavisnost.

Rexeǌe. Oqekivaǌe sadaxǌe vrednosti osiguravaqevih obaveza u trenutku
zakǉuqivaǌa ugovora je:

Āx = E(1000υT ) =

+∞∫
0

1000υtµx+ttpxdt =
1000µ

r + µ
,

dok je sadaxǌa vrednost osiguranikovih obaveza jednaka

P̄xāx =

+∞∫
0

P̄xυ
t
tpxdt =

P̄x
r + µ

.
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

Iz principa ekvivalentnosti dobija se P̄x = 1000µ = 150, odnosno P̄x ne zavisi
od i.

Primer 11. Osiguravaju�a kompanija je potpisala trogodixǌi ugovor privre-
menog �ivotnog osiguraǌa sa osobom koja ima x = 25 godina, u iznosu od 1000.
Uplata premije se vrxi na poqetku svake godine tokom trajaǌa ugovora. Troxko-
vi definisani u ugovoru su:

1. agent: 20% od prve premije i 5% od svake slede�e premije;

2. priprema dokumenata: 15 novqanih jedinica u trenutku sklapaǌa ugovora
(odnosno od prve premije) i 5 novqanih jedinica od svake slede�e premije,
50 novqanih jedinica u vreme isplate osigurane sume;

3. porez: 5% od premije;

4. ostali troxkovi: kompanija pove�ava premiju za 2% za pokrivaǌe admini-
strativnih troxkova.

Pod pretpostavkom da se koristi tablica smrtnosti 1 sa ravnomernom raspode-
lom trenutka smrti u posledǌoj godini �ivota i kamatnom stopom i = 25%,
izraqunati iznos premije uzimaju�i u obzir navedene troxkove.

Rexeǌe. Oznaqimo sa P tra�enu premiju.
Obaveze osiguravaju�e kompanije se, pre svega, sastoje u isplati 1000

rubaǉa po ugovoru privremenog osiguraǌa nakon 3 godine. Sadaxǌa vre-
dnost ove obaveze je: 1000Ā1

25: .
Pla�aǌe agenta mo�e biti predsavǉeno kao kombinacija jednokratne ispla-

te iznosa 0.15P u vreme zakǉuqivaǌa ugovora i trogodixǌe privremene rente
sa vrednox�u 0.05P godixǌe. Dakle, sadaxǌa vrednost ovih obaveza je:
0.15P + 0.05P ä25: .

Troxkovi pripreme dokumenata se mogu posmatrati kao kombinacija jedno-
kratne isplate u iznosu od 10 jedinica u vreme zakǉuqivaǌa ugovora, tro-
godixǌe privremene �ivotne rente sa vrednox�u od 5 jedinica godixǌe i
trogodixǌeg privremenog �ivotnog osiguraǌa sa vrednox�u od 50 rubaǉa.
Sadaxǌa vrednost ovih obaveza je: 10 + 5ä25: + 50Ā1

25: .
Porez i 2% administrativnih troxkova se mogu posmatrati kao trogodix-

ǌa privremena renta sa vrednox�u 0.05P + 0.02 · 1000 = 20 + 0.05P . Sadaxǌa
vrednost ove obaveza je (20 + 0.05P )ä25: .

Dakle, sadaxǌa vrednost u momentu zakǉuqivaǌa ugovora svih obaveza
osiguravaju�e kompanije je:

10 + 0.15P + 1050Ā1
25: + (25 + 0.1P )ä25:

Sa druge strane, obaveza osiguranika je da 3 godine pla�a privremenu
rentu veliqine P . Sadaxǌa vrednost u trenutku sklapaǌa ugovora je P ä25: .

Na osnovu principa ekvivalencije sledi:

P ä25: = 10 + 0.15P + 1050Ā1
25: + (25 + 0.1P )ä25: ,
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Analiza rizika u �ivotnom osiguraǌu

pa sledi:

P =
10 + 1050Ā1

25: + 25ä25:
0.9ä25: − 0.15

.

Na osnovu tablica smrtnosti dobijaju se potrebne vrednosti:

ä25: =
1

l25
(l25 + υl26 + υ2l27)

=
1

97140

(
97140 + 96988 · 1

1 + 0.25
+ 96829 ·

(
1

1 + 0.25

)2
)

= 2.436693

Ā1
25: =

i

r
A1

25: =
i

r
A1

25: =
0.25

ln(1 + 0.25)

2∑
k=0

(
1

1 + 0.25

)k+1
lx+k
lx

dx+k
lx

= 0.003551

Dakle, premija je:

P =
10 + 1050 · 0.003551 + 25 · 2.436693

0.9 · 2.436693− 0.15
≈ 36.54.
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9 Zakǉuqak

Glavni ciǉ �ivotnog osiguraǌa je da se finansijski pokriju rizici �ivo-
ta. Svim rizicima je zajedniqko to xto se osiguraniku u sluqaju nastupaǌa
osiguranog sluqaja ispla�uje osigurana suma. Sa druge strane postoje i
rizici osiguravaqa, koji znaqajno utiqu na ǌegov finansijski polo�aj. Obe
vrste rizika su izra�ene kroz premiju osiguraǌa. Premija osiguraǌa zavi-
si od osiguranika, odnosno ǌegove starosti i pola, od osigurane sume, peri-
oda trajaǌa osiguraǌa i zdravstvenog upitnika11 i formira se na neki od
naqina navedenih u radu. Kada se formira premija na osnovu prethodnih
parametara, onda se vrxi ǌena procena. Ukoliko osiguravaju�a kompanija
smatra osiguranika riziqnim, mo�e korigovati visinu osigurane sume ili
ratu premije osiguraǌa. Naqin na koji se odre�uje da li je korisnik riziqan
ili ne i veliqina korekcije (ukoliko je ima) zavise od same osiguravaju�e
kompanije kao i od konkretnog sluqaja. Kada se izvrxi korekcija (ako je
potrebna), formira se polisa osiguraǌa.

Ciǉ ovog rada je bio da se prika�e rizik osiguraǌa preko raqunaǌa pre-
mije osiguraǌa, poxto su oni u direktnoj vezi. Prikazani su osnovni tipovi
�ivotnog osiguraǌa. Kod ovih tipova osiguraǌa osiguravaju�a kompanija
prihvata rizik od nastanka osiguranog sluqaja, ali i investira svoja sred-
stva i rezerve na finansijsko tr�ixte qime snosi odre�eni rizik od inve-
stiraǌa. U novije vreme razvija se sve ve�i broj razliqitih vrsta �ivotnog
osiguraǌa kao kombinacija osnovnih, ali se razvijaju i takozvani unit-linked
ugovori �ivotnog osiguraǌa. Kod ovih ugovora osiguravaju�a kompanija
snosi samo rizik od nastanka osiguranog sluqaja, dok je rizik od investi-
raǌa sredstava prebaqen na samog osiguranika.

Nivo razvijenosti �ivotnog osiguraǌa u nekoj dr�avi zavisi od visine
nacionalnog dohotka i stabilnosti valute. Ako je vixi nivo nacionalnog
dohotka, onda �e i �ivotni standard stanovnixtva biti na vixem nivou i
postoji ve�a potreba za �ivotnim osiguraǌem. Sa druge strane, u nerazvi-
jenim zemǉama sa niskim nacionalnim dohotkom, ni�i je �ivotni standard
pa stanovnixtvo jedva pokriva i svakodnevne potrebe i ne mo�e da odvoji
deo koji �e da pokrije �ivotno osiguraǌe.

U naxoj zemǉi �ivotno osiguraǌe je veoma malo zastupǉeno i ono qini
maǌe od 1% ukupnog osiguraǌa. Da bi se ovaj vid osiguraǌa razvio potre-
ban je veliki broj razliqitih vrsta �ivotnog osiguraǌa, kao i edukacija
gra�aǌa u vezi sa znaqajem �ivotnog osiguraǌa i ǌihove koristi od ǌega
kao vida xtedǌe.[4]

11Navedeni su osnovni parametri koji utiqu na premiju. Zavisno od osiguravaju�e kom-
panije mogu biti uraqunati i drugi parametri.
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