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Óâîä

Îñèãóðà»å ïðåäñòàâ§à ïðèâðåäíó, óñëóæíó äåëàòíîñò êîjà øòè-
òè ÷îâåêà è »åãîâó èìîâèíó îä ïîñëåäèöà äåøàâà»à áðîjíèõ îïàñíîñòè.1

Ïðâè îáëèöè îñèãóðà»à ñðå£ó ñå jîø ó ïðâîáèòíîj §óäñêîj çàjå-
äíèöè ó îêâèðó ïëåìåíà, à êàñíèjå è ïîðîäèöà. Åëåìåíòè îñèãóðà»à
jàâ§àjó ñå ó Âàâèëîíó jîø ïðå ÷åòèðè ìèëåíèjóìà. Ó ñëó÷àjó ãóáèòêà
áðîäà, âëàñíèêó ñå íàäîêíà¢èâàëà øòåòà, à àêî áðîä ñòèãíå íà äåñòèíàöèjó,
âëàñíèê jå áèî äóæàí äà èñïëàòè îäðå¢åíè äåî äîáèòè. Ïèñàíè òðàãîâè
î îñèãóðà»ó ïîñòîjå è ó Õàìóðàáèjåâîì çàêîíó èç 2250. ãîäèíå ïðå íàøå
åðå.

Ó Ðèìñêîj èìïåðèjè ïîñòîjàëà ñó óäðóæå»à ÷èjè ñó ÷ëàíîâè
óïëà£èâàëè îäðå¢åíå èçíîñå êàî "÷ëàíàðèíó" à óäðóæå»å jå ïðåóçèìàëî
òðîøêîâå ñàõðàíå ó ñëó÷àjó ñìðòè. Ó îâèì óäðóæå»èìà jàâ§àjó ñå
è ïî÷åòíè îáëèöè îñèãóðà»à æèâîòà. Îñèãóðà»å íà îñíîâó óïëà£åíå
ïðåìèjå îñèãóðà»à ïî÷åëî jå äà ñå ïðàêòèêójå ó èòàëèjàíñêèì ãðàäîâèìà
jîø îä XIII âåêà íàøå åðå.

Îä ïî÷åòêà XX âåêà, ïðè ðàçìàòðà»ó ìàòåìàòè÷êèõ ïðîáëåìà
êîjè ñå îäíîñå êàêî íà æèâîòíî òàêî è íà íåæèâîòíî îñèãóðà»å, ñâå âèøå
ñå êîðèñòå ìàòåìàòè÷êå ìåòîäå êîjå ñå áàçèðàjó íà òåîðèjè âåðîâàòíî£å,
ìàòåìàòè÷êîj ñòàòèñòèöè è òåîðèjè ñëó÷àjíèõ ïðîöåñà. Ó îâèì ìåòîäàìà
êîðèñòè ñå çàêîí âåëèêèõ áðîjåâà, öåíòðàëíà ãðàíè÷íà òåîðåìà, à îä
ñëó÷àjíèõ ïðîöåñà ïðå ñâåãà Ïóàñîíîâ ïðîöåñ. 2

Ëóíäáåðã3 jå 1903. ãîäèíå ó ñâîì ðàäó èñêîðèñòèî Ïóàñîíîâ ïðîöåñ
êàî ìîäåë çà ïðîöåñ ïðåáðàjà»à çàõòåâà çà îäøòåòó è ïîñòàâèî òåìå§

1Ìàðîâè£ Á., Æàðêîâè£ Í., Ëåêñèêîí îñèãóðà»à, Íîâè Ñàä, 2002.
2Siméon Denis Poisson(21. jóíà 1781. � 25. àïðèëà 1840.) ôðàíöóñêè ìàòåìàòè÷àð

è ôèçè÷àð.
3Ernst Filip Oskar Lundberg (2. jóí 1876. - 31. äåöåìáàð 1965.) øâåäñêè

ìàòåìàòè÷àð.
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òåîðèjå ðèçèêà. Òåîðèjà ðèçèêà jå ñèíîíèì çà ìàòåìàòèêó íåæèâîòíîã
îñèãóðà»à. Êðàìåð4 jå 30-èõ ãîäèíà XX âåêà èíòåíçèâíî ðàçâèjàî òåîðèjó
ðèçèêà êîðèñòå£è ïðîöåñ çáèð èñïëà£åíèõ îäøòåòà, ïðè ÷åìó jå ïðîöåñ
êîjè îäðå¢ójå áðîj èñïëà£åíèõ îäøòåòà áèî Ïóàñîíîâ ïðîöåñ.

Ó ïðâîì ïîãëàâ§ó îâîã ðàäà áè£å ðå÷è î Ïóàñîíîâîì ïðîöåñó,
êîjè êàî øòî jå âå£ ïîìåíóòî èìà çíà÷àjíó óëîãó ó ìàòåìàòèöè îñèãóðà»à,
è î ãðàíè÷íèì òåîðåìàìà çà îâàj ïðîöåñ.

Äðóãî ïîãëàâ§å ïîñâå£åíî jå ïðîöåñó îáíàâ§à»à, êîjè ïðåäñòàâ§à
óîïøòå»å Ïóàñîíîâîã ïðîöåñà, è »åãîâèì ãðàíè÷íèì òåîðåìàìà.

Ó òðå£åì ïîãëàâ§ó îïèñàí jå Êðàìåð-Ëóíäáåðãîâ ìîäåë, íàjïîïó-
ëàðíèjè ìîäåë ó ìàòåìàòèöè íåæèâîòíîã îñèãóðà»à. �èìå ñå îïèñójå
ïðîìåíà êàïèòàëà òîêîì âðåìåíà. Áåç îáçèðà íà ñâîjó jåäíîñòàâíîñò îí
îïèñójå íåêå ãëàâíå êàðàêòåðèñòèêå ïðîöåñà çáèðà èñïëà£åíèõ îäøòåòà.

Ó ÷åòâðòîì ïîãëàâ§ó jå îáðà¢åí çáèð èñïëà£åíèõ îäøòåòà è
ñëîæåíè Ïóàñîíîâ ïðîöåñ êîjèì ñå ìîäåëèðà òàj çáèð, êàî è ãðàíè÷íå
òåîðåìå çà çáèð èñïëà£åíèõ îäøòåòà. Îñèãóðàâàjó£å äðóøòâî ñå ñêëàïà-
»åì óãîâîðà î îñèãóðà»ó îáàâåçójå äà £å íàäîêíàäèòè øòåòå íàä îñèãóðà-
íèì ïðåäìåòèìà, óêîëèêî äî øòåòå äî¢å. Íà òàj íà÷èí îñèãóðàâàjó£à
êîìïàíèjà íà ñåáå ïðåóçèìà ðèçèê îñèãóðàíèêà à êàî íàêíàäó äîáèjà
ïðåìèjó. Ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å îäðå¢èâà»à âèñèíå ïðåìèjå òàêî äà
êîìïàíèjà èçáåãíå áàíêðîò. Âåëèêè áðîj êîìïàíèjà jå áàíêðîòèðàî çáîã
íåìîãó£íîñòè äà ñå íîñå ñà çàõòåâèìà çà èñïëàòó îäøòåòå çà âðåìå âåëèêèõ
ïðèðîäíèõ êàòàñòðîôà. Ìîäåëèðàòè áðîj îñèãóðàíèõ ñëó÷àjåâà êîjè £å
ïðåòðïåòè øòåòó, êàî è çáèð øòåòà, ó äóãîì âðåìåíñêîì ïåðèîäó, jåäàí
jå îä ê§ó÷íèõ çàäàòàêà òåîðèjå íåæèâîòíîã îñèãóðà»à.

Ó ìîäåëèìà äîçâî§åíî jå äà äèñïåðçèjà ðàñïîäåëå âåëè÷èíå
îäøòåòå áóäå áåñêîíà÷íà, øòî ñå îïðàâäàâà åìïèðèjñêèì ïîäàöèìà êîjè
ñå ñðå£ó ó àêòóàðñêîj ìàòåìàòèöè, ïà £å ó âåçè ñà òèì, ó ïåòîì ïîãëàâ§ó
áèòè ðå÷è î ñòàáèëíèì ðàñïîäåëàìà.

4Harald Cramér (25. ñåïòåìáàð 1893. � 5. îêòîáàð 1985. ) øâåäñêè ìàòåìàòè÷àð.
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1 Ïóàñîíîâ ïðîöåñ

Ïóàñîíîâ ïðîöåñ èìà çíà÷àjíó óëîãó ó ìàòåìàòèöè îñèãóðà»à
àëè è ó ìíîãèì äðóãèì îáëàñòèìà. Ïðèìåðè êîjè ñå ìîãó îïèñàòè êàî
Ïóàñîíîâè ïðîöåñè ñó ïîñåòå íåêîì ñàjòó, ðàäèîàêòèâíîñò àòîìà, òåëåôîíñêè
ïîçèâè èòä. Âðåäíîñò ïðîöåñà ó ñâàêîj òà÷êè jå ñëó÷àjíà âåëè÷èíà êîjà
èìà Ïóàñîíîâó ðàñïîäåëó, ïà îòóäà è ñàì íàçèâ ïðîöåñà.

Çà îáðàäó îâîã ïîãëàâ§à, êîðèñòè£åìî [1], [2], [3] è [8] ñà ñïèñêà
ëèòåðàòóðå.

Äåôèíèöèjà 1.1 Ñëó÷àjíà âåëè÷èíà X èìà Ïóàñîíîâó ðàñïîäåëó ñà
ïàðàìåòîì λ > 0, àêî jå »åíà ðàñïîäåëà äàòà ñà:

P{X = k} = e−λ
λk

k!
, k ∈ {0, 1, 2, ...}.

Íåêå êàðàêòåðèñòèêå Ïóàñîíîâå ðàñïîäåëå:

• Kàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöèjà Ïóàñîíîâå ðàñïîäåëå jå:

ϕX(t) = eλ(e
it−1).

Äîêàç. ϕX(t) = EeitX =
∞∑
k=0

eitkP{X = k} =
∞∑
k=0

eitke−λ λ
k

k!

= e−λ
∞∑
k=0

(eitλ)k

k!
= e−λeλe

it
= eλ(e

it−1). �

• O÷åêèâà»å è äèñïåðçèjà ñëó÷àjíå âåëè÷èíå X:

E(X) = λ D(X) = λ.

Äîêàç. E(X) =
∞∑
k=0

kP{X = k} =
∞∑
k=0

ke−λ λ
k

k!
= λ

∞∑
k=0

e−λ λ
k

k!
= λe−λ

∞∑
k=0

λk

k!

= λe−λeλ = λ. �

Aíàëîãíî äîáèjàìî äà jå E(X2) = λ2 + λ.

D(X) = E(X2)− (E(X)2) = λ2 + λ− λ2 = λ. �
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• Çáèð íåçàâèñíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà êîjå èìàjó Ïóàñîíîâó ðàñïîäåëó
jå ñëó÷àjíà âåëè÷èíà êîjà òàêî¢å èìà Ïóàñîíîâó ðàñïîäåëó.

• Ïóàñîíîâà ðàñïîäåëà jå áåñêîíà÷íî äå§èâà, jåð ñå çà ñâàêè ïðèðîäàí
áðîj ê ñëó÷àjíà âåëè÷èíà X ∈ P(λ) ìîæå ïðåäñòàâèòè ó îáëèêó
çáèðà ê íåçàâèñíèõ ñàáèðàêà îä êîjèõ ñâàêè èìà P(λ/k) ðàñïîäåëó.

Äîêàç. Çà êàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöèjó ñëó÷àjíå âåëè÷èíå X âàæè

ϕX(t) = eλ(e
it−1) =

(
e(λ/k)(e

it−1)
)k
,

ïðè ÷åìó jå e(λ/k)(e
it−1) êàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöèjà P(λ/k) ðàñïîäåëå.

�

Äåôèíèöèjà 1.2 Ñëó÷àjíè ïðîöåñ {N(t), t ≥ 0} je Ïóàñîíîâ ïðîöåñ, ako
èìà ñëåäå£à ñâîjñòâà:

1. N(0) = 0 ñ.ñ.

2. Ñëó÷àjíè ïðîöåñ N èìà íåçàâèñíå ïðèðàøòàjå, òj. çà ñâå ïðèðîäíå
áðîjåâå n è ñâå ðåàëíå áðîjåâå t1, t2, ..., tn, ãäå je
0 = t0 < t1 < t2 < ... < tn, ñëó÷àjíå âåëè÷èíå

N(t1), N(t2)−N(t1), ..., N(tn)−N(tn−1),

ñó íåçàâèñíå.

3. Ïîñòîjè íåîïàäàjó£à ôóíêöèjà µ : [0,+∞)→ [0,+∞), êîjà jå íåïðåêèäíà
ñà äåñíå ñòðàíå, µ(0) = 0 è òàêâà äà çà ïðîèçâî§íå 0 < s < t âàæè

N(t)−N(s) ∈ P(µ(t)− µ(s)),

òj. N(t)−N(s) èìà Ïóàñîíîâó ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðîì µ(t)−µ(s).
Òàäà ñå µ çîâå ôóíêöèjà ñðåä»å âðåäíîñòè Ïóàñîíîâîã ïðîöåñà.

4. Ñà âåðîâàòíî£îì 1 òðàjåêòîðèjå N(t, ω), t ≥ 0, ñëó÷àjíîã ïðîöåñà
N íåïðåêèäíå ñó ñà äåñíå ñòðàíå çà t ≥ 0 è èìàjó ëåâó ãðàíè÷íó
âðåäíîñò çà t > 0.
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Àêî jå ôóíêöèjà ñðåä»å âðåäíîñòè àïñîëóòíî íåïðåêèäíà, òj.
àêî jå

µ(s, t] =

∫ t

s

λ(u)du, s < t,

çà íåêó íåíåãàòèâíó ôóíêöèjó λ(u), îíäà òó ôóíêöèjó λ(u) íàçèâàìî
ôóíêöèjà èíòåíçèòåòà Ïóàñîíîâîã ïðîöåñà.

Àêî jå ôóíêöèjà ñðåä»å âðåäíîñòè Ïóàñîíîâîã ïðîöåñà
{N(t), t ≥ 0} µ(t) = λt, t ≥ 0, çà íåêî λ > 0, îíäà jå

µ(s, t] = λ(t− s), 0 < s < t,

è òàj Ïóàñîíîâ ïðîöåñ íàçèâàìî õîìîãåí Ïóàñîíîâ ïðîöåñ, à ôóíêöèjó
èíòåíçèòåòà λ íàçèâàìî èíòåíçèòåò õîìîãåíîã Ïóàñîíîâîã ïðîöåñà
{N(t), t ≥ 0}.
Àêî jå λ = 1, îíäà ñå ïðîöåñ íàçèâà ñòàíäàðäàí õîìîãåí Ïóàñîíîâ ïðîöåñ.

1.1 Êîíà÷íî-äèìåíçèîíå ðàñïîäåëå

Ïóàñîíîâ ïðîöåñ èìà íàjïîæå§íèjå òåîðèjñêå îñîáèíå, à jåäíà îä
»èõ jå è ìîãó£íîñò åêñïëèöèòíîã èçâî¢å»à êîíà÷íî-äèìåíçèîíèõ ðàñïîäåëà.

Íåêà jå {N(t), t ≥ 0} Ïóàñîíîâ ïðîöåñ à µ : [0,+∞) → [0,+∞)
ôóíêöèjà ñðåä»å âðåäíîñòè îâîã ïðîöåñà. Ïðèðàøòàj Ïóàñîíîâîã ïðîöåñà
íà èíòåðâàëó (s,t], 0 ≤ s < t < +∞ îçíà÷è£åìî ñà:

N(s, t] = N(t)−N(s).

Çà èçâî¢å»å êîíà÷íî-äèìåíçèîíå ðàñïîäåëå êîðèñòèìî ñëåäå£å:

N(t) ∈ P(µ(t)), N(s, t] ∈ P(µ(s, t]).

Íåêà jå 0 = T0 < T1 < T2 < . . . < Tn < +∞. Òàäà âàæè

N(t2) = N(t1) +N(t1, t2],

N(t3) = N(t1) +N(t1, t2] +N(t2, t3],
...

N(tn) = N(t1) +N(t1, t2] + . . .+N(tn−1, tn]. (1)

6

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Êîðèñòå£è íåçàâèñíîñò ïðèðàøòàjà Ïóàñîíîâîã ïðîöåñà è ïðåòõîäíå jåäíàêîñòè
äîáèjàìî äà jå çà 0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tn < +∞ è ïðîèçâî§íå
íåíåãàòèâíå áðîjåâå k1, k2, . . . , kn:
P{N(t1) = k1, N(t2) = k1 + k2, . . . , N(tn) = k1 + k2 + . . .+ kn}

= P{N(t1) = k1, N(t1, t2] = k2, . . . , N(tn−1, tn] = kn}

= e−µ(t1) (µ(t1))k1

k1! e−µ(t1,t2] (µ(t1,t2])k2

k2! · · · e−µ(tn−1,tn] (µ(tn−1,tn])kn

kn! =

= e−µ(tn) (µ(t1))k1

k1!
(µ(t1,t2])k2

k2! · · · (µ(tn−1,tn])kn

kn! .

Àêî jå {N(t), t ≥ 0} õîìîãåí Ïóàñîíîâ ïðîöåñ îíäà jå:

P{N(t1) = k1, N(t2) = k1 + k2, . . . , N(tn) = k1 + k2 + . . .+ kn}

= e−λtn (λt1)k1

k1!
(λ(t2−t1))k2

k2! · · · (λ(tn−tn−1))kn

kn! .

1.2 Åãçèñòåíöèjà Ïóàñîíîâîã ïðîöåñà

Òåîðåìà 1.1 Íåêà jå (Yn)n≥1 íèç íåçàâèñíèõ, jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ ñëó÷àjíèõ
âåëè÷èíà, Yn ∈ E(λ), λ > 0. Íåêà jå T0 = 0, Tn = Y1 + · · ·+ Yn çà n ≥ 1 è

N(t) = #{n ≥ 1 : Tn ≤ t}, t ≥ 0. (2)

Òàäà jå {N(t), t ≥ 0} õîìîãåí Ïóàñîíîâ ïðîöåñ ñà èíòåíçèòåòîì λ.5

Òåîðåìà 1.2 Íåêà jå {N(t), t ≥ 0} õîìîãåí Ïóàñîíîâ ïðîöåñ ñà èíòåíçèòåòîì
λ , îäðå¢åí ñâîjñòâèìà ó äåôèíèöèjè 2.2. Òàäà {N(t), t ≥ 0} èìà ðåïðåçåíòàöèjó
äàòó ñà (2).

5Äîêàç âèäåòè ó ëèòåðàòóðè [2] íà ñòðàíè 7.
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1.3 Ãðàíè÷íå òåîðåìå

Çà äîêàçèâà»å ãðàíè÷íèõ òåîðåìà çà õîìîãåí Ïóàñîíîâ ïðîöåñ
áè£å íàì ïîòðåáíà ñëåäå£à ëåìà.

Ëåìà 1.1 Ïðåòïîñòàâèìî äà ñó íà ïðîñòîðó âåðîâàòíî£à (Ω,A, P ) äåôèíèñàíè
íèç ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà (Zn)n≥1 è ñëó÷àjíè ïðîöåñ {N(t), t ≥ 0}òàêî äà
âàæå ñëåäå£è óñëîâè:

à) lim
n→∞

Zn = Z ñêîðî ñèãóðíî;

á) Çà ñâàêî t ≥ 0 âàæè N(t) ∈ {0, 1, 2, . . .} ñêîðî ñèãóðíî;

â) lim
t→∞

N(t) =∞ ñêîðî ñèãóðíî.

Òàäà âàæè lim
t→∞

ZN(t) = Z ñêîðî ñèãóðíî.

Òåîðåìà 1.3 Íåêà jå {N(t), t ≥ 0} õîìîãåí Ïóàñîíîâ ïðîöåñ ñà
èíòåíçèòåòîì λ. Òàäà âàæè:

à) lim
t→∞

N(t)
t

= λ ñêîðî ñèãóðíî;

á) N(t)−λt√
λt

D→ Z ∈ N(0, 1) êàä t→∞.

Äîêàç. (à) Íà îñíîâó (2) Ïóàñîíîâ ïðîöåñ {N(t), t ≥ 0} ìîæåìî ïðåäñòàâèòè
íà ñëåäå£è íà÷èí: N(t) = |{k ≥ 1, Tk ≤ t}| , t ≥ 0, ãäå jå
Tn = Y1 + · · ·Yn, à (Yk)k≥1 íèç íåçàâèñíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà ñà èñòîì

åêñïîíåíöèjàëíîì E(λ) ðàñïîäåëîì. E(Yk) = 1
λ
. Íà îñíîâó jàêîã çàêîíà

âåëèêèõ áðîjåâà ñëåäè äà jå

lim
n→∞

Tn
n

=
1

λ
, ñêîðî ñèãóðíî. (3)

ïà âàæè è

lim
t→∞

TN(t)

N(t)
=

1

λ
, ñêîðî ñèãóðíî. (4)
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Êîðèñòå£è ÷è»åíèöó äà jå {N(t) = n} = {Tn ≤ t < Tn+1}, äîáèjàìî
ñëåäå£å íåjeäíàêîñòè:

TN(t)

N(t)
≤ t

N(t)
≤

TN(t)+1

N(t) + 1
· N(t) + 1

N(t)
. (5)

Èç ïðåòõîäíå íåjåäíàêîñòè, êîðèñòå£è (3) - (4), äîáèjàìî äà jå ñêîðî
ñèãóðíî

lim
t→∞

t

N(t)
=

1

λ
, (6)

à îäàòëå ñëåäè è ïðâè äåî òåîðåìå.

(á) Çà äîêàçèâà»å îâîã äåëà òåîðåìå êîðèñòè£åìî êàðàêòåðèñòè÷íó
ôóíêöèjó. Êàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöèjà ñëó÷àjíå âåëè÷èíå N(t) jåäíàêà jå

ϕN(t)(u) = EeiuN(t) = eλt(e
iu−1).

Ñëó÷àjíà âåëè÷èíà N(t)−λt√
λt

èìà ñëåäå£ó êàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöèjó

ϕN(t)−λt√
λt

(u) = e−iu
√
λtϕN(t)(

u√
λt

) = e−iu
√
λteλt(e

iu√
λt−1)

= e−iu
√
λte

λt{1+ iu√
λt
− u2

2λt
−1+o( 1

t
)}

= e−iu
√
λteiu

√
λteλt{−

u2

2λt
+o( 1

t
)}

→ e−
u2

2 , t→∞.

Êàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöèjà íîðìàëíåN(0, 1) ðàñïîäåëe jå óïðàâî ãðàíè÷íà
ôóíêöèjà. Îâèì ñìî äîêàçàëè è äðóãè äåî òåîðåìå. �
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2 Ïðîöåñ îáíàâ§à»à

Ïðîöåñè îáíàâ§à»à ìîäåëèðàjó äîãà¢àjå êîjè ñå jàâ§àjó íà
ñëó÷àjàí íà÷èí ó âðåìåíñêèì òðåíóöèìà, ãäå ñó âðåìåíà èçìå¢ó äâà
äîãà¢àjà íåçàâèñíà è èìàjó èñòó ðàñïîäåëó. Ó îáëàñòè íåæèâîòíîã îñèãó-
ðà»à îâè âðåìåíñêè òðåíóöè ñå èíòåðïðåòèðàjó êàî âðåìåíà äîñïå£à
çàõòåâà çà îäøòåòó.

Îñíîâíè ìîòèâ çà óâî¢å»å ïðîöåñà îáíàâ§à»à jå òî øòî
(õîìîãåíè) Ïóàñîíîâ ïðîöåñ íå îïèñójå óâåê äîñïåâà»å çàõòåâà íà àäåêâà-
òàí íà÷èí. Èçìå¢ó ïðèñòèçà»à çàõòåâà ìîãó ñå jàâèòè âåëèêè ðàñêîðàöè.
Íà ïðèìåð, âåðîâàòíî£à äà çàõòåâè çà èñïëàòó øòåòå çà îñèãóðà»å îä
îëójå ïðèñòèæó ó ñêëàäó ñà Ïóàñîíîâèì ïðîöåñîì jàêî jå ìàëà. Ïîíåêàä
ìîãó ïðî£è è ãîäèíå äî ïðèñòèçà»à ñëåäå£åã çàõòåâà. Ìíîãî jå ïðèðîäíèjå
äà ó îâîì ñëó÷àjó ïðåòïîñòàâèìî äà ñó âðåìåíà èçìå¢ó ïðèñòèçà»à äâà
çàõòåâà ðàñïîäå§åíà òàêî äà îìîãó£àâàjó ìîäåëîâà»å îâèõ âåëèêèõ
âðåìåíñêèõ èíòåðâàëà.

Îâî ïîãëàâ§å áè£å îáðà¢åíî óç ïîìî£ [1], [2] è [7] ñà ñïèñêà
ëèòåðàòóðå.

Äåôèíèöèjà 2.1 Íåêà jå (Yn)n≥1 íèç íåçàâèñíèõ, ïîçèòèâíèõ ñëó÷àjíèõ
âåëè÷èíà ñà èñòîì ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå F, ïðè ÷åìó jå F (0) = 0.
Íåêà jå

T0 = 0, Tk = Y1 + Y2 + · · ·Yk, k ≥ 1;

N(t) = |{k ≥ 1 : Tk ≤ t}| , t ≥ 0. (7)

Òàäà ñëó÷àjíè íèç (Tn)n≥1 íàçèâàìî íèç òðåíóòàêà îáíàâ§à»à, à ñëó÷àjíè
ïðîöåñ (N(t))t≥0 íàçèâàìî ïðîöåñ îáíàâ§à»à.

Ìîæåìî ïðèìåòèòè äà ñå ó äåôèíèöèjè ïðîöåñà îáíàâ§à»à íå
ïðåòïîñòàâ§à äà îáàâåçíî âàæè Yk ∈ E(λ) çà íåêî λ > 0. Àêî òî âàæè,
(N(t))t≥0 jå õîìîãåí Ïóàñîíîâ ïðîöåñ ñà èíòåíçèòåòîì λ. Ñòîãà õîìîãåí
Ïóàñîíîâ ïðîöåñ ìîæåìî ñìàòðàòè ïðîöåñîì îáíàâ§à»à.

Ïðîöåñ îáíàâ§à»à ïðåäñòàâ§à ìàòåìàòè÷è ìîäåë çà áðîj ðåàëèçàöèjà
äîãà¢àjà ó èíòåðâàëó [0,t].

10

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Ïðèìåð ïðîöåñà îáíàâ§à»à jå áðîj îáíàâ§à»à (çàìåíà) òåõíè÷êèõ êîìïîíåíòè,
íà ïðèìåð ñèjàëèöà ó ëàìïè, ïà îòóäà è ñàì íàçèâ ïðîöåñà.

2.1 Ãðàíè÷íå òåîðåìå

Âèäå£åìî äà ïðîöåñ îáíàâ§à»à è õîìîãåíè Ïóàñîíîâ ïðîöåñ
èìàjó çàjåäíè÷êå àñèìïòîòñêå îñîáèíå. Ïðâè ðåçóëòàò êîjè íà òî óêàçójå
jå jàêè çàêîí âåëèêèõ áðîjåâà çà ïðîöåñ îáíàâ§à»à.

Òåîðåìà 2.1 Íåêà jå E(Y1) = 1
λ
∈ (0,+∞). Òàäà ïðîöåñ îáíàâ§à»à

{N(t), t ≥ 0} çàäîâî§àâà jàêè çàêîí âåëèêèõ áðîjåâà:

lim
t→∞

N(t)

t
= λ. (8)

Ó ñëó÷àjó õîìîãåíîã Ïóàñîíîâîã ïðîöåñà çíàìî òà÷íó âðåäíîñò
î÷åêèâà»à ïðîöåñà îáíàâ§à»à: EN(t) = λt. Ó ñëó÷àjó îïøòåã ïðîöåñà
îáíàâ§à»à ïðåòõîäíà òåîðåìà íàãîâåøòàâà äà jå î÷åêèâà»å EN(t) ïðîöåñà
îáíàâ§à»à àïðîêñèìàöèjà îä λt.

Òåîðåìà 2.2 Çà ïðîöåñ îáíàâ§à»à {N(t), t ≥ 0} êîä êîãà jå
E(Y1) = 1

λ
∈ (0,+∞) âàæè ñëåäå£å:

lim
t→∞

EN(t)

t
= λ. (9)

Äîêàç. Íà îñíîâó Ôàòóîâå ëåìå è (8) äîáèjàìî äà jå

λ = E

(
lim inf
t→∞

N(t)

t

)
≤ lim inf

t→∞

EN(t)

t
. (10)

Äà áè äîêàçàëè òåîðåìó, äîâî§íî jå jîø äà äîêàæåìî äà âàæè è

lim sup
t→∞

EN(t)

t
≤ λ. (11)
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Íåêà jå

Y
(c)
k =

{
Yk, ako je Yk ≤ c,

c, ako je Yk > c,
(12)

çà c > 0.
T

(c)
0 = 0, T

(c)
k = Y

(c)
1 + Y

(c)
2 + · · ·Y (c)

k , k ≥ 1. (13)

Ñëåäè äà jå T
(c)
k ≤ Tk. Àêî îçíà÷èìî

Nc(t) =
∣∣∣{k ≥ 1 : T

(c)
k ≤ t}

∣∣∣ , t ≥ 0, (14)

ïðîöåñ {Nc(t), t ≥ 0} jå ïðîöåñ îáíàâ§à»à çà êîjè âàæè N(t) ≤ Nc(t).
Moæåìî çàê§ó÷èòè íà îñíîâó äåôèíèöèjå ïðîöåñà {Nc(t), t ≥ 0} äà âàæè

T
(c)
Nc(t)

= Y
(c)
1 + Y

(c)
2 + · · ·Y (c)

Nc(t)
≤ t. (15)

Òàêî¢å, ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå

lim sup
t→∞

EN(t)

t
≤ lim sup

t→∞

ENc(t)

t
. (16)

Íåêà jå Fn = σ
{
Y

(c)
k : k ≤ n

}
σ-àëãåáðà ãåíåðèñàíà ñëó÷àjíèì âåëè÷èíàìà

Y
(c)
1 , Y

(c)
2 , · · · , Y (c)

k . Òàäà jå (Fn) ïðèðîäíà ôèëòðàöèjà ãåíåðèñàíà íèçîì

Y
(c)
k .6 Öåëîáðîjíà ñëó÷àjíà âeëè÷èíà τ jå âðåìå çàóñòàâ§à»à ó îäíîñó íà

(Fn) àêî jå {τ = n} ∈ (Fn). Àêî jå E(τ) < +∞ òàäà Âàëäîâ èäåíòèòåò
7 äàjå

E

(
τ∑
k=1

Y
(c)
k

)
= E(τ)EY

(c)
1 . (17)

Êîðèñòå£è ÷è»åíèöó äà jå {Nc(t) = n} =
{
T

(c)
n ≤ t < T

(c)
n+1

}
ìîæåìî çàê§ó÷èòè

äà Nc(t) íèjå âðåìå çàóñòàâ§à»à, à äà Nc(t)+1 jåñòå âðåìå çàóñòàâ§à»à.
Íà îñíîâó òîãà âàæè

ET
(c)
Nc(t)+1 = E(Nc(t) + 1)EY

(c)
1 . (18)

6Äåòà§íèjå î îâîìå ìîæå ñå âèäåòè ó A. Gut,Stopped random walks, 2 ed., Springer,
1988

7Àêî ñó Y1, Y2, . . . , íåçàâèñíå, jåäíàêî ðàñïîäå§åíå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå, τ »èõîâî
âðåìå çàóñòàâ§à»à,EY1 < +∞, T0 = 0, Tn = Y1 + · · ·+ Yn, n ≥ 1 è E(τ) < +∞ òàäà
E(Tτ ) = E(τ)E(Y1).
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Èç (16) è (18) äîáèjàìî ñëåäå£å

lim sup
t→∞

EN(t)

t
≤ lim sup

t→∞

ET
(c)
Nc(t)

tEY
(c)
1

≤ lim sup
t→∞

t

tEY
(c)
1

. (19)

Êàä c → +∞ îíäà Y
(c)
1 → Y1, EY1 = 1

λ
< ∞, íà îñíîâó òåîðåìå î

ìîíîòîíîj êîíâåðãåíöèjè âàæè EY
(c)
1 → 1

λ
êàä c→ +∞.

(19) âàæè çà ñâàêî c > 0, ïà êàäà c → +∞ âàæè£å è íåjåäíàêîñò (11).
Ñ îáçèðîì äà ñìî äîêàçàëè è îâó íåjåäíàêîñò, äîêàç òåîðåìå jå çàâðøåí.

�

Òåîðåìà 2.3 Íåêà jå {N(t), t ≥ 0} ïðîöåñ îáíàâ§à»à êîä êîãà jå
E(Y1) = 1

λ
∈ (0,+∞), è 0 < DY1 < +∞. Òàäà jå

à)

lim
t→∞

DN(t)

t
=

DY1
(EY1)3

= λ3DY1. (20)

á)
N(t)− λt√
λ3tDY1

D−→ Z ∈ N(0, 1), t→∞. (21)
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3 Êðàìåð-Ëóíäáåðãîâ ìîäåë

Òåìå§ ìîäåðíå òåîðèjå ðèçèêà ïîñòàâèî jå Ëóíäáåðã 1903. ãîäèíå
à êàñíèjå jå ðàçâèjàî Êðàìåð. Jåäàí îä Ëóíäåðáåðãîâèõ ê§ó÷íèõ äîïðèíîñà
jå óâî¢å»å jåäíîñòàâíîã ìîäåëà êîjè jå ñïîñîáàí äà îïèøå îñíîâíó äèíàìèêó
õîìîãåíîã ïîðòôîëèjà îñèãóðà»à. Ïîä îâèì ïîäðàçóìåâàìî ïîðòôîëèî
óãîâîðà èëè ïîëèñà çà ñëè÷íå âðñòå ðèçèêà êàî øòî jå îñèãóðà»å îä êðà¢å
ó äîìà£èíñòâó èëè îñèãóðà»å jåäíå ïîðîäè÷íå êó£å îä øòåòå ïðîóçðîêîâàíå
ïîïëàâîì, ïðè ÷åìó ñó âåëè÷èíå òèõ øòåòà íåçàâèñíå è èìàjó èñòó ðàñïîäåëó.
Òàj ìîäåë ïîçíàò jå ïîä íàçèâîì Êðàìåð-Ëóíäáåðãîâ ìîäåë èëè êëàñè÷íè
ìîäåë ðèçèêà.

Ïðîöåñ ðèçèêà ñå äåôèíèøå ñà:

K(t) = u+ p(t)−
N(t)∑
i=1

Xi.

u ïðåäñòàâ§à ïî÷åòíè êàïèòàë, òj. âðåäíîñò êàïèòàëà ó "íóëòîì" òðåíóòêó.
K(t) je âðåäíîñò êàïèòàëà îñèãóðàâàjó£å êîìïàíèjå ó òðåíóòêó t.
Àêóìóëèðàíå ïðåìèjå ñó îïèñàíå íåïðåêèäíîì ôóíêöèjîì p(t), êîjà òàêî¢å
ôèãóðèøå ó èçðàçó çà óêóïàí êàïèòàë. Îáè÷íî ñå p(t) ìîäåëèðà êàî
ëèíåàðíà ôóíêöèjà: p(t)=ct, c jå íåñëó÷àjíà âåëè÷èíà.

Ñëèêà 1: Ïðèìåð òðàjåêòîðèjå ïðîöåñà ðèçèêà
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Ìîæåìî âèäåòè äà ïðîöåñ ïî÷è»å ñà ïî÷åòíèì êàïèòàëîì u.
Âðåäíîñò êàïèòàëà ñå óâå£àâà ëèíåàðíîì áðçèíîì, òj. áðçèíîì àêóìóëè-
ðà»à ïðåìèjå ñ, äî òðåíóòêà T1, êàäà ïðèñòèæå çàõòåâ çà îäøòåòîì.
Òàäà ñå êàïèòàë óìà»ójå çà âðåäíîñò X1. Çàòèì íà èíòåðâàëó [T1, T2)
ïðîöåñ ïîíîâî ðàñòå áðçèíîì ñ, äî òðåíóòêà T2 êàäà ñå êàïèòàë óìà»ójå
çà âðåäíîñò X2, è òàêî äà§å. È ñà ãðàôèêà, àëè è èç èçðàçà ìîæå ñå
çàê§ó÷èòè äà êàïèòàë ìîæå óçåòè è íåãàòèâíó âðåäíîñò. Òî ñå äåøàâà
óêîëèêî ïîñòîjè âåëèêà âðåäíîñò îäøòåòå Xi êîjîì âðåäíîñò êàïèòàëà
ó òðåíóòêó äîñïå£à òàêâå îäøòåòå ïàäà èñïîä íóëå. Òàäà äîëàçè äî
ðàçàðà»à êîìïàíèjå.

Ïðåìà ÷ëàíó 28. Çàêîíà î îñèãóðà»ó8, íîâ÷àíè äåî îñíîâíîã
(ïî÷åòíîã) êàïèòàëà àêöèîíàðñêîã äðóøòâà çà îñèãóðà»å, ïðèëèêîì îñíè-
âà»à, íå ìîæå áèòè ìà»è îä äèíàðñêå ïðîòèââðåäíîñòè îáðà÷óíàòå ïî
ñðåä»åì êóðñó Íàðîäíå áàíêå Ñðáèjå íà äàí óïëàòå, è òî çà:

1. æèâîòíà îñèãóðà»à:

• æèâîòíà îñèãóðà»à, îñèì äîáðîâî§íîã ïåíçèjñêîã îñèãóðà»à
2 000 000 åâðà

• äîáðîâî§íî ïåíçèjñêî îñèãóðà»å 3 000 000 åâðà

• ñâå âðñòå æèâîòíèõ îñèãóðà»à 4 000 000 åâðà

2. íåæèâîòíà îñèãóðà»à:

• îñèãóðà»å îä íåçãîäå è äîáðîâî§íî çäðàâñòâåíî îñèãóðà»å
1 000 000 åâðà

• îñèãóðà»å ìîòîðíèõ âîçèëà-êàñêî, øèíñêèõ âîçèëà-êàñêî è
îáàâåçíî îñèãóðà»å îä îäãîâîðíîñòè ó ñàîáðà£àjó 2 500 000
åâðà

• îñòàëà îñèãóðà»à èìîâèíå, îñòàëà îñèãóðà»à îä îäãîâîðíîñòè
è äðóãå âðñòå íåæèâîòíîã îñèãóðà»à 2 000 000 åâðà

• ñâå âðñòå íåæèâîòíèõ îñèãóðà»à 4 500 000 åâðà

8"Ñë. ãëàñíèê ÐÑ", áð. 55/2004, 70/2004 - èñïð., 61/2005, 61/2005 - äð. çàêîí,
85/2005 - äð. çàêîí, 101/2007, 63/2009 - îäëóêà ÓÑ, 107/2009, 99/2011, 119/2012,
116/2013 è 139/2014 - äð. çàêîí
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3. ðåîñèãóðà»å 4 500 000 åâðà

Ó Êðàìåð-Ëóíäáåðãîâîì ìîäåëó ïðîöåñ ðèçèêà äåôèíèøå ñå ñà:

K(t) = K(0) + ct−
N(t)∑
i=1

Xi,

ïðè ÷åìó jå Ê(0) ïî÷åòíè êàïèòàë, à c jå áðçèíà àêóìóëàöèjå ïðåìèjå
óïëàòà.

Òðè ïðåòïîñòâêå Êðàìåð-Ëóíäáåðãîâîã ìîäåëà:

• Çàõòåâè çà îäøòåòîì ïðèñòèæó ó òðåíóöèìà Ti çà êîjå âàæè
0 ≤ T1 ≤ T2 ≤ ....

• è-òè çàõòåâ çà îäøòåòó ïðèñòèæå ó òðåíóòêó Ti è ïðîóçðîêójå âðåäíîñò
îäøòåòå Xi êîjó èñïëà£ójå îñèãóðàâàjó£à êîìïàíèjà.
(Xi) jå íèç íåíåãàòèâíèõ, jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ è ìå¢óñîáíî íåçàâèñíèõ
ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà, ïðè ÷åìó jå F (0) = 0, E(X1) = m < +∞,
D(X1) = σ2 ≤ +∞. (F jå çàjåäíè÷êà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå âðåäíîñòè
îäøòåòà, F (x) = P{X1 ≤ x})

• Ñëó÷àjíå âåëè÷èíå Xi è Ti ñó ìå¢óñîáíî íåçàâèñíå.

Ïðåòïîñòàâêà äà ñó âåëè÷èíå îäøòåòà Xi è òðåíóöè äîñïå£à çàõòåâà
çà îäøòåòó Ti íåçàâèñíè jå ìàòåìàòè÷êà êîíâåíöèjà. Óñëîâ F (0) = 0
îçíà÷àâà äà ñëó÷àjíå âåëè÷èíå Xi óçèìàjó íåíåãàòèâíå âðåäíîñòè ñêîðî
ñèãóðíî. Âåëè÷èíà îäøòåòå jå ñëó÷àjíà âåëè÷èíà çà êîjó ïðåòïîñòàâ§àìî
äà èìà êîíà÷íî ìàòåìàòè÷êî î÷åêèâà»à à äîçâî§àâàìî ìîãó£íîñò äà
äèñïåðçèjà áóäå áåñêîíà÷íà. Îâó ïðåòïîñòàâêó ïîäðæàâà ðåàëíà àíàëèçà
ïîäàòàêà jåð ñå ó àêòóàðñêîj ìàòåìàòèöè ñðå£ó ïîäàöè ÷èjà ñå ðàñïîäåëà
äîáðî ìîäåëèðà ñëó÷àjíèì âåëè÷èíàìà êîjå èìàjó áåñêîíà÷íå äèñïåðçèjå.

Îçíà÷èìî ñà Yk = Tk−Tk−1, k = 1, 2, ..., T0 = 0. Ïðåòïîñòàâèìî
äà jå (Yk) íèç íåçàâèñíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà êîjå èìàjó åêñïîíåíöèjàëó
ðàñïîäåëó ñà ïàðàìåòðîì λ > 0, òj.

P{Yk ≤ t} = P{Tk − Tk−1 ≤ t} = 1− e−λt, t ≥ 0.
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Ïðèìåòèìî äà jå Tn = Y1 + ...Yn, çà ñâàêî n ∈ N.

Ñëó÷àjíè ïðîöåñ êîjè îäðå¢ójå áðîj èñïëà£åíèõ îäøòåòà äî îäðå¢åíîã
òðåíóòêà t äåôèíèøåìî íà ñëåäå£è íà÷èí:

N(t) = #{n ≥ 1 : Tn ≤ t}, t ≥ 0; sup∅ = 0.

Ñëèêà 2: Áðîj èñïëà£åíèõ îäøòåòà

Ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà ñó N(t) è Xi íåçàâèñíå.
(N(t))t≥0 jå ïðîöåñ îáíàâ§à»à íà [0,+∞). Êàî ïîñëåäèöà ïðåòïîñòàâêå î
åêñïîíåíöèjàëíîj ðàñïîäåëè ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà Yk äîáèjà ñå äà jå ïðîöåñ
{N(t), t ≥ 0} õîìîãåí Ïóàñîíîâ ïðîöåñ ñà èíòåíçèòåòîì λ > 0.

Çà îáðàäó îâîã ïîãëàâ§à êîðèø£åíè ñó [1], [2] è [3] ñà ñïèñêà
ëèòåðàòóðå.
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4 Çáèð èñïëà£åíèõ îäøòåòà

Ãëàâíè îájåêàò èíòåðåñîâà»à ñà ñòàíîâèøòà îñèãóðàâàjó£å
êîìïàíèjå jå çáèð èñïëà£åíèõ îäøòåòà:

S(t) =

N(t)∑
i=1

Xi =
∞∑
i=1

XiI[0,t]Ti, t ≥ 0. (22)

Ñëó÷àjíà âåëè÷èíà I[0,t] jå èíäèêàòîð ñêóïà [0,t].

Kao øòî jå ðå÷åíî ó ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó, ïðîöåñ îáíàâ§à»à je
íåçàâèñàí îä íèçà âåëè÷èíà îäøòåòà (Xi), ÷èjè ñó åëåìåíòè íåçàâèñíè è
jåäíàêî ðàñïîäå§åíè ñà ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå F, çà êîjó âàæè F (0) = 0.
Ó çàâèñíîñòè îä èçáîðà ïðîöåñ îáíàâ§à»à äîáèjàìî ðàçëè÷èòå ìîäåëå
çà ïðîöåñ S = (S(t))t≥0.
Ó Êðàìåð-Ëóíäáåðãîâîì ìîäåëó ïðîöåñ îáíàâ§à»à jå õîìîãåí Ïóàñîíîâ
ïðîöåñ, à ïðîöåñ S = (S(t))t≥0 ñå íàçèâà ñëîæåíè Ïóàñîíîâ ïðîöåñ.

Íà ñëèöè 3. ìîæåìî âèäåòè êðåòà»å ïðîöåñà N(t)(ëåâî) è îäãîâàðàjó£åã
ïðîöåñà S(t)(äåñíî). Ó òðåíóòêó Ti âèäèìî ñêîê çà 1 ïðîöåñà N(t), äîê
ïðîöåñ S(t) èìà ñêîê çà Xi.

Ñëèêà 3: Êðåòà»å ïðîöåñà N(t) è ïðîöåñà S(t)

Ako je n ôèêñèðàí ïðèðîäàí áðîj n, îíäà jå ôóíêöèjà ðàñïîäåëå
çáèðà X1 +X2 + ...+Xn äàòà ñà

P{X1 + ...+Xn ≤ x} = F n∗(x),
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è ïðåäñòàâ§à n-òó êîíâîëóöèjó ôóíêöèjå ðàñïîäåëå F.

Ôóíêöèjó ðàñïîäåëå çáèðà èñïëà£åíèõ îäøòåòà ó âðåìåíñêîì
èíòåðâàëó [0,t] êîä ïðîèçâî§íîã ïðîöåñà îáíàâ§à»à {N(t), t ≥ 0} îäðå¢ójåìî
êîðèø£å»åì ôîðìóëå ïîòïóíå âåðîâàòíî£å:

Gt(x) = P{S(t) ≤ x} =
+∞∑
n=0

P{N(t) = n}P{S(t) ≤ x | N(t) = n}

=
+∞∑
n=0

P{N(t) = n}F n∗(x).

Ñïåöèjàëíî, ó Êðàìåð-Ëóíäáåðãîâîì ìîäåëó, {N(t), t ≥ 0} jå
õîìîãåí Ïóàñîíîâ ïðîöåñ ñà èíòåíçèòåòîì λ > 0 è òàäà âàæè:

Gt(x) = P{S(t) ≤ x} =
+∞∑
n=0

e−λt
(λt)n

n!
F n∗(x).

Ôóíêöèjà ðàñïîäåëåGt(x) èìà âàæíó óëîãó ó ñâèì ðàçìàòðà»èìà
êîjà ñå îäíîñå íà âåðîâàòíî£å äîãà¢àjà äà çáèð èñïëà£åíèõ îäøòåòà óçìå
îäðå¢åíå âðåäíîñòè. Áèëî áè ïîæå§íî çíàòè ðàñïîäåëó îä S(t). Ìå¢óòèì,
ó îïøòåì ñëó÷àjó îâî jå ïðåâèøå êîìïëèêîâàí ïðîáëåì è çàòî ñå ó ïðèìå-
íàìà êîðèñòå íóìåðè÷êå ìåòîäå èëè ìåòîäå ñèìóëàöèjå äà áè ñå ïðèáëèæíî
îäðåäèëà ðàñïîäåëà îä S(t).

Òåîðåìà 4.1 Íåêà jå {N(t), t ≥ 0} ïðîèçâî§àí ïðîöåñ îáíàâ§à»à è

pn(t) = P{N(t) = n}, çà n ∈ {0, 1, 2, ...}. Íåêà jå S(t) =
N(t)∑
i=1

Xi, ãäå jå

(Xi)i≥1 íèç íåçàâèñíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà ñà èñòîì ðàñïîäåëîì, íåçàâèñàí
îä ïðîöåñà {N(t), t ≥ 0} è êàðàêòåðèñòè÷íîì ôóíêöèjîì ϕX1(u) = EeiuX1 .
Êàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöèjà ñëó÷àjíå âåëè÷èíå S(t) äàòà jå ñà

ϕS(t)(u) = EeiuS(t) =
+∞∑
n=0

pn(t)(ϕX1(u))n.

Ñïåöèjàëíî, àêî jå {N(t), t ≥ 0} õîìîãåí Ïóàñîíîâ ïðîöåñ ñà èíòåíçèòåòîì
λ > 0, îíäà jå

ϕS(t)(u) = EeiuS(t) = eλt(ϕX1
(u)−1).
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Äîêàç.

ϕS(t)(u) = EeiuS(t) = Ee
iu
N(t)∑
i=1

Xi
=

=
∞∑
n=0

Ee
iu

n∑
i=1

Xi
pn(t) =

∞∑
n=0

pn(t)(ϕX1(u))n.

Ïîñëåä»à jåäíàêîñò âàæè çáîã òîãà øòî ñó Xi ìå¢óñîáíî íåçàâèñíå è
jåäíàêî ðàñïîäå§åíå ïà ñëåäè äà jå:

Ee
iu

n∑
i=1

Xi
=

n∏
i=1

EeiuXi =
n∏
i=1

ϕX1(u) = ϕX1(u))n.

Àêî jå {N(t), t ≥ 0} õîìîãåí Ïóàñîíîâ ïðîöåñ ñà èíòåíçèòåòîì

λ > 0, îíäà jå pn(t) = e−λt (λt)
n

n!
, ïà äîáèjàìî äà jå

ϕS(t)(u) =
∞∑
n=0

(ϕX1(u))ne−λt
(λt)n

n!
= e−λt

∞∑
n=0

(λtϕX1(u))n

n!
= e−λteλtϕX1

(u)

= eλt(ϕX1
(u)−1).�

4.1 Ìàòåìàòè÷êî î÷åêèâà»å è äèñïåðçèjà çáèðà èñïëà£åíèõ

îäøòåòà

Òåîðåìà 4.2 Íåêà jå {N(t), t ≥ 0} ïðîèçâî§àí ïðîöåñ îáíàâ§à»à,

S(t) =
N(t)∑
i=1

Xi, t ≥ 0, a (Xi)j≥1 íèç íåçàâèñíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà ñà

èñòîì ðàñïîäåëîì è E(Xi) = m, D(Xi) = σ2 < +∞. Òàäà âàæå jåäíàêîñòè:

E(S(t)) = mE(N(t)), (23)

D(S(t)) = σ2E(N(t)) +m2D(N(t)). (24)

20

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Äîêàç.

E(S(t)) =
+∞∑
k=0

E(S(t) | N(t) = k)P{N(t) = k}

=
+∞∑
k=0

E

N(t)∑
i=1

Xi | N(t) = k

P{N(t) = k}

=
+∞∑
k=0

E

(
k∑
i=1

Xi

)
P{N(t) = k}

=
+∞∑
k=0

kmP{N(t) = k} = mE(N(t)),

E(S(t))2 =
+∞∑
k=0

E

N(t)∑
i=1

Xi

2

| N(t) = k

P{N(t) = k}

=
+∞∑
k=0

E

(
k∑
i=1

Xi

)2

P{N(t) = k}

=
+∞∑
k=0

D( k∑
i=1

Xi

)
+

(
k∑
i=1

E(Xi)

)2
P{N(t) = k}

=
+∞∑
k=0

(kσ2 + k2m2)P{N(t) = k}

= σ2E(N(t)) +m2E(N(t))2

D(S(t)) = E(S(t))2 − (E(S(t)))2 = σ2E(N(t)) +m2E(N(t))2 −m2(E(N(t)))2

= σ2E(N(t)) +m2(E(N(t))2 − (E(N(t)))2)

= σ2E(N(t)) +m2D(N(t)).�
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Ïîñëåäèöà 4.1 Ó Êðàìåð-Ëóíäáåðãîâîì ìîäåëó, ãäå çà íåçàâèñíå îäøòåòå
âàæè E(Xi) = m èD(Xi) = σ2 < ∞, à âðåìåíà èçìå¢ó óçàñòîïíèõ
ïðèñïå£à çàõòåâà çà îäøòåòîì èìàjó åêñïîíåíöèjàëíó ðàñïîäåëó ε(λ),
λ > 0, âàæè E(N(t)) = D(N(t)) = λt è

E(S(t)) = λtE(X1) = λtm,

D(S(t)) = λt(σ2 +m2) = λtE(X1)
2.

Òåîðåìà 4.3 Íåêà jå {N(t), t ≥ 0} ïðîèçâî§àí ïðîöåñ îáíàâ§à»à,
(Yi)i≥1 íèç íåçàâèñíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà ñà èñòîì ðàñïîäåëîì êîjå ïðåäñòà-
â§àjó âðåìåíà èçìå¢ó óçàñòîïíèõ ïðèñïå£à çàõòåâà çà îäøòåòîì è

S(t) =
N(t)∑
i=1

Xi, t ≥ 0, ãäå jå (Xi)i≥0 íèç íåçàâèñíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà ñà

èñòîì ðàñïîäåëîì.

à) Íåêà ñó ìàòåìàòè÷êà î÷åêèâà»à E(Y1) = 1
λ
è E(X1) = m êîíà÷íà.

Òàäà âàæè

lim
t→∞

E(S(t))

t
= λm.

á) Íåêà ñó äèñïåðçèjå D(Y1) è D(X1) êîíà÷íå è íåêà jå
E(Y1) = 1

λ
è E(X1) = m. Òàäà âàæè jåäíàêîñò:

lim
t→∞

D(S(t))

t
= λ

(
σ2 +m2λ2D(Y1)

)
.

Äîêàç. à) Íà îñíîâó (23) è (9) ñëåäè

lim
t→∞

E(S(t))

t
= lim

t→∞

mE(N(t))

t

= m lim
t→∞

E(N(t))

t
= λm

á) Íà îñíîâó (24) è (20) ñëåäè

lim
t→∞

E(D(t))

t
= lim

t→∞

σ2E(N(t)) +m2D(N(t))

t
= σ2λ+m2λ3DY1

= λ(σ2 +m2λ2DY1).�
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4.2 Ãðàíè÷íå òåîðåìå

Jàêè çàêîí âåëèêèõ áðîjåâà çà çáèð èñïëà£åíèõ îäøòåòà jå jåäàí
îä âàæíèjèõ ðåçóëòàòà çà îñèãóðàâàjó£ó êîìïàíèjó. Âàëèäíîñò jàêîã
çàêîíà âåëèêèõ áðîjåâà íàì äàjå óâåðå»å äà ó ïðîñåêó âåëèêè è ìàëè
çàõòåâè òîêîì âðåìåíà êîíâåðãèðàjó êà »èõîâèì òåîðåòñêèì ñðåä»èì
âðåäíîñòèìà.

Òåîðåìà 4.4 Àêî ñó ìàòåìàòè÷êà î÷åêèâà»à E(Y1) = 1
λ
è E(X1) = m

êîíà÷íà, îíäà ñà âåðîâàòíî£îì 1 âàæè

lim
t→∞

S(t)

t
=
E(X1)

E(Y1)
= λm.

Ñëåäå£à òåîðåìà jå öåíòðàëíà ãðàíè÷íà òåîðåìà çà çáèð èñïëà£åíèõ
îäøòåòà.

Òåîðåìà 4.5 Àêî ñëó÷àjíå âåëè÷èíå X1 è Y1 èìàjó êîíà÷íå äèñïåðçèjå,
îíäà âàæè

lim
t→∞

sup
x∈R

∣∣∣∣∣P
{
S(t)− E(S(t))√

D(S(t))
≤ x

}
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ = 0, (25)

ãäå jå Φ(x) ñòàíäàðäíà íîðìàëíà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå.

Ïîñëåäèöà 4.2 Íà îñíîâó èçðàçà çà ìàòåìàòè÷êî î÷åêèâà»å è äèñïåðçèjó
çáèðà èñïëà£åíèõ îäøòåòà äàòèõ ñà (23) è (24) äîáèjàìî äà ïðè óñëîâó
t→∞ ðàâíîìåðíî ïî x ∈ R âàæè

P

{
S(t)− E(N(t))E(X1)√

E(N(t))D(X1) +D(N(t))(E(X1))2
≤ x

}
→ Φ(x). (26)
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Êîä Êðàìåð-Ëóíäáåðãîâîã ìîäåëà âàæè N(t) ∈ P(λt),
E(Y1) = 1

λ
è E(N(t)) = λt, ãäå jå λ > 0. Àêî jå E(X1) = m è

D(X1) = σ2 ∈ (0,+∞), îíäà êîðèñòå£è (26) äîáèjàìî äà ïðè óñëîâó
t→∞ ðàâíîìåðíî ïî x ∈ R âàæè

P

{
S(t)− λtm√
λt(σ2 +m2)

≤ x

}
→ Φ(x).

Íîðìàëíà àïðîêñèìàöèjà.
Èç ôîðìóëå (25) äîáèjàìî ñëåäå£ó àïðîêñèìàöèjó çà ôóíêöèjó ðàñïîäåëå
çáèðà èñïëà£åíèõ îäøòåòà

P

{
S(t)− E(S(t))√

D(S(t))
≤ x

}
≈ Φ(x), (27)

Gt(x) = P{S(t) ≤ x} ≈ Φ

(
x− E(S(t))√

D(S(t))

)
. (28)

Ãðåøêà ó àïðîêñèìàöèjè ó ôîðìóëè (27) óñëîâ§åíà jå ñòåïåíîì
àñèìåòðèjå ôóíêöèjå ðàñïîäåëå F (x) = P{X1 ≤ x}, èç êîjå ñëåäè è
àñèìåòðèjà ðàñïîäåëå S(t).
Êîðåêöèjà ôîðìóëå î àïðîêñèìàöèjè äàòà jå Å¶âîðòîâîì àïðîêñèìàöèjîì

P

{
S(t)− E(S(t))√

D(S(t))
≤ x

}
≈ Φ(x)− 1

6
γ1(S(t))Φ3(x), (29)

ãäå jå γ1(S(t)) êîåôèöèjåíò àñèìåòðèjå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå S(t).
Äåòà§íèjå î Å¶âîðòîâîj àïðîêñèìàöèjè ìîæå ñå íà£è ó ê»èçè Kendal
and Stuart (1977).
Êîðèø£å»å íîðìàëíå àïðîêñèìàöèjå çà ôóíêöèjó ðàñïîäåëå çáèðà èñïëà-
£åíèõ îäøòåòà òðåáà èçáå£è êàäà íàñ çàíèìà âåðîâàòíî£à ðåòêèõ äîãà¢àjà.
Äåòà§íèjà ïðè÷à î àïðîêñèìàöèjàìà íîðìàëíîì ðàñïîäåëîì è î ãðåøêàìà
àïðîêñèìàöèjå ó öåíòðàëíîj ãðàíè÷íîj òåîðåìè ìîæå íà£è ó ê»èçè Áà¶òà-
÷àðèjà è Ðàíãà Ðàî (1982).
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4.3 Çáèð èñïëà£åíèõ îäøòåòà ó ñóáåêñïîíåíöèjàëíîì

ñëó÷àjó

Ïðåòïîñòàâèìî äà çàjåäíè÷êà ðàñïîäåëà F (x) = P{X1 ≤ x},
÷ëàíîâà íèçà (Xj)j≥1 ïðèïàäà êëàñè ñóáåêñïîíåíöèjàëíèõ ðàñïîäåëà.
Àêî îçíà÷èìî Sn = X1+X2+· · ·+Xn, îíäà èç ïðåòïîñòàâêå äà F ïðèïàäà
êëàñè ñóáåêñïîíåíöèjàëíèõ ðàñïîäåëà ñëåäè äà çà ñâàêè ïðèðîäàí
áðîj n ≥ 2 âàæè àñèìïòîòñêà ðåëàöèjà

P{Sn > x} ∼ nP{X1 > x}, x→∞. (30)

Ó ñóáåêñïîíåíöèjàëíîì ñëó÷àjó, âàæè£å ñëè÷íà àñèìïòîòñêà ðåëà-
öèjà è àêî óìåñòî Sn, êîjè jå çáèð íåñëó÷àjíîã áðîjà ñàáèðàêà, ïîñìàòðàìî
çáèð êîjè èìà ñëó÷àjàí áðîj ñàáèðàêà òj. S(t).

Íåêà jå {N(t), t ≥ 0} õîìîãåí Ïóàñîíîâ ïðîöåñ ñà èíòåíçèòåòîì
λ > 0 è S(t) çáèð äàò ñà (22), ãäå jå çàjåäíè÷êà ôóíêöèjà ðàñïîäåëå
ñàáèðàêà ñóáåêñïîíåíöèjàëíà.
Èç ïðåòïîñòàâêå äà N(t) ∈ P(λt), ñëåäè äà jå:

P{S(t) > x}
P{X1 > x}

=
∞∑
n=0

P{S(t) > x|N(t) = n}P{N(t) = n}
P{X1 > x}

=
∞∑
n=0

e−λt
(λt)n

n!
· P{Sn > x}
P{X1 > x}

. (31)

Êîðèñòèìî ñëåäå£ó òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.6 Àêî F ∈ S (êëàñà ñóáåêñïîíåíöèjàëíèõ ðàñïîäåëà) îíäà çà
ñâàêî ε > 0, ïîñòîjè C ∈ (0 +∞), òàêî äà çà ñâàêè ïðèðîäàí áðîj n ≥ 2
è ñâàêî x ≥ 0 âàæè

1− F n∗(x)

1− F (x)
≤ C(1 + ε)n. (32)
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Íåêà jå ε > 0. Íà îñíîâó (32) çàê§ó÷ójåìî äà ïîñòîjè êîíñòàíòà C ∈
(0 +∞), òàêâà äà çà ñâàêè ïðèðîäàí áðîj n è ñâàêî x ≥ 0 âàæè

P{Sn > x}
P{X1 > x}

≤ C(1 + ε)n. (33)

Òàêî¢å, ìîæåìî ïðèìåòèòè äà

∞∑
n=0

e−λt
(λt)n

n!
C(1 + ε)n < +∞. (34)

Íà îñíîâó (33) è (34) äîáèjàìî ñëåäå£å:

lim
x→∞

∞∑
n=0

e−λt
(λt)n

n!
· P{Sn > x}
P{X1 > x}

=
∞∑
n=0

e−λt
(λt)n

n!
lim
x→∞

P{Sn > x}
P{X1 > x}

. (35)

Íà îñíîâó (31) è (35) äîáèjàìî äà jå

lim
x→∞

P{S(t) > x}
P{X1 > x}

=
∞∑
n=0

e−λt
(λt)n

n!
lim
x→∞

P{Sn > x}
P{X1 > x}

=
∞∑
n=0

e−λt
(λt)n

n!
· n (36)

=
∞∑
n=0

nP{N(t) = n} (37)

= E(N(t)) (38)

= λt. (39)

Çàê§ó÷ójåìî äà, çà ñâàêî t > 0 âàæè P{S(t) > x} ∼ λtP{X1 > x}, êàä
x→∞.

Àêî jå áðîj èñïëà£åíèõ îäøòåòà ïðîèçâî§àí ïðîöåñ îáíàâ§à»à
îíäà âàæè ñëåäå£à òåîðåìà.
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Òåîðåìà 4.7 Íåêà jå S(t) =
N(t)∑
i=1

Xi, t ≥ 0, ãäå jå {N(t), t ≥ 0} ïðîöåñ

îáíàâ§à»à, à (Xj)j≥1 íèç íåçàâèñíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà ñà èñòîì
ôóíêöèjîì ðàñïîäåëå F. Îçíà÷èìî pn(t) = P{N(t) = n}, n ∈ N0.
Ïðåòïîñòàâèìî äà âàæè ñëåäå£å:

à) F ∈ S ;

á) EN(t) < +∞;

â)
∞∑
n=0

(1 + ε)npn(t) < +∞, çà íåêî ε > 0.

Òàäà çà ôóíêöèjó ðàñïîäåëå Gt(x) = P{S(t) ≤ x} ñëó÷àjíå âåëè÷èíå S(t)
âàæè Gt ∈ S è

1−Gt(x) ∼ EN(t) · (1− F (x)), x→∞.

Îâî ïîãëàâ§å îáðà¢åíî jå óç ïîìî£ [1], [2], [3], [9] è [10] ñà ñïèñêà ëèòåðàòóðå.
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5 Ñòàáèëíå ðàñïîäåëå

Ó ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó áèëî jå ðå÷è î çáèðó èñïëà£åíèõ îäøòåòà
óç ïðåòïîñòàâêó äà ðàñïîäåëà âåðîâàòíî£à ïîjåäèíà÷íå îäøòåòå èìà êîíà-
÷íó äèñïåðçèjó. Ó ìîäåëó êîjè ñìî ðàçìàòðàëè, êàî è ó ìíîãèì äðóãèì
ìîäåëèìà, äîïóøòàìî ìîãó£íîñò äà äèñïåðçèjà îäøòåòå áóäå áåñêîíà÷íà.
Ó âåçè ñà òèì £åìî ó îâîì ïîãëàâ§ó ãîâîðèòè î ñòàáèëíèì ðàñïîäåëàìà,
à êîðèñòè£åìî [1], [4], [5], [6], [11], [12] è [13] ñà ñïèñêà ëèòåðàòóðå.

Ñòàáèëíå ðàñïîäåëå àïðîêñèìèðàjó ðàñïîäåëó íîðìàëèçîâàíå
ñóìå íåçàâèñíèõ, jåäíàêî ðàñïîäå§åíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà.
Òåîðèjó jåäíîäèìåíçèîíàëíèõ ñòàáèëíèõ ðàñïîäåëà ðàçâèëè ñó 20-èõ è
30-èõ ãîäèíà 20. âåêà L�evy è Khintchine. Äåòà§íèjå ñó jå îáðàäèëè Gne-
denko è Kolmogorov (1954) è Feller(1971).

Ïðèìåíà ñòàáèëíèõ ðàñïîäåëà ó ìîäåëèðà»ó ôèíàíñèjñêèõ
ïîäàòàêà ïîòè÷å èç ÷è»åíèöå äà ñòàáèëíå ðàñïîäåëå äîçâî§àâàjó àñèìå-
òðèjó è òåøêå ðåïîâå, êîjå ÷åñòî ñðå£åìî êîä ðàñïîäåëà ôèíàíñèjñêèõ
ïîäàòàêà. Êîðèñíè ñó ìîäåë çà ïîäàòêå êîjè ïîêðèâàjó åêñòðåìíå äîãà¢àjå
êàî øòî ñó ïðèðîäíå êàòàñòðîôå. Òàêî¢å ñå êîðèñòå è çà ìîäåëèðà»å
ðàçíèõ ôåíîìåíà êàî øòî ñó ãðàâèòàöèîíî ïî§å çâåçäà, íàïîí ó êðèñòàëíîj
ðåøåòêè, ãîäèø»å êîëè÷èíå ïàäàâèíà èòä.

Ñòàáèëíà ðàñïîäåëà jå îäðå¢åíà ñëåäå£èì ïàðàìåòðèìà:
èíäåêñîì ñòàáèëíîñòè α ∈ (0, 2], ïàðàìåòðîì ðàçìåðå σ ≥ 0, ïàðàìåòðîì
ïîëîæàjà µ ∈ R è ïàðàìåòðîì àñèìåòðèjå β ∈ [−1, 1]. Àêî íèjå íàãëàøåíî
äðóãà÷èjå, óçèìà ñå äà jå âðåäíîñò ïàðàìåòðà ïîëîæàjà µ = 0. Ñòàíäàðäíà
ñòàáèëíà ðàñïîäåëà jå îíà ñòàáèëíà ðàñïîäåëà çà êîjó âàæè σ = 1 è
µ = 0.

Ïàðàìåòðè α è β îäðå¢ójó îáëèê ðàñïîäåëå.9 Êàäà jå âðåäíîñò
ïàðàìåòðà α ìàëà, àñèìåòðèjà jå çíà÷àjíà, à êàêî ñå α áëèçè âðåäíîñòè 2
(çà α = 2 èìà£åìî Ãàóñîâó ðàñïîäåëó), àñèìåòðèjà jå ñâå ìà»å çíà÷àjíà.
Àêî jå ïàðàìåòàð β > 0 ðàñïîäåëà jå àñèìåòðè÷íà óäåñíî, à àêî jå β < 0
îíäà jå ðàñïîäåëà àñèìåòðè÷íà óëåâî, øòî jå âå£à âðåäíîñò ïàðàìåòðà β

9http://academic2.american.edu/ jpnolan/stable/stable.html
Îâäå ñå ìîãó âèäåòè ðàçëè÷èòè îáëèöè ðàñïîäåëà ó çàâèñíîñòè îä ïàðàìåòàðà α è β.
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òî jå âå£à àñèìåòðèjà. Àêî jå β = 0 ðàñïîäåëà jå ñèìåòðè÷íà.
Ôóíêöèjà ãóñòèíå ðàñïîäåëå Sα(σ,−β, µ) jå ðåôëåêñèjà ôóíêöèjå ãóñòèíå
ðàñïîäåëå Sα(σ, β, µ) ó îäíîñó íà ïàðàìåòàð µ.

Ñëèêà 4: Ãóñòèíå ñòàíäàðäíèõ ñòàáèëíèõ ðàñïîäåëà çà ðàçëè÷èòå
âðåäíîñòè ïàðàìåòðà β è çà α = 0.5

Ñëèêà 5: Ãóñòèíå ñòàíäàðäíèõ ñòàáèëíèõ ðàñïîäåëà çà ðàçëè÷èòå
âðåäíîñòè ïàðàìåòðà β è çà α = 1

Ó íàñòàâêó ñëåäå åêâèâàëåíòíå äåôèíèöèjå ñòàáèëíèõ ðàñïîäåëà.

Äåôèíèöèjà 5.1 Ñëó÷àjíà âåëè÷èíà X (»åíà ðàñïîäåëà) jå ñòàáèëíà,

àêî çà äâå íåçàâèñíå êîïèjå X1
d
= X è X2

d
= X è ïðîèçâî§íå áðîjåâå A ≥ 0

è B ≥ 0 ïîñòîjå ðåàëíè áðîjåâè C ≥ 0 è D ∈ R, òàêâè äà âàæè

AX1 +BX2
d
= CX +D. (40)
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Äåãåíåðèñàíà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà, îäíîñíî êîíñòàíòà jå óâåê
ñòàáèëíà. Îâàj äåãåíåðèñàíè ñëó÷àj íèjå îä âåëèêå âàæíîñòè è ïðåòïîñòà-
â§àìî äà jå X íåäåãåíåðèñàíà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà, îñèì àêî íèjå èçðè÷èòî
äðóãà÷èjå ðå÷åíî.
Ðàñïîäåëà jå ñòðîãî ñòàáèëíà, àêî jåäíàêîñò (40) âàæè çà D = 0.

Äåôèíèöèjà 5.2 Ñëó÷àjíà âåëè÷èíà X (»åíà ðàñïîäåëà) jå ñòàáèëíà,
àêî çà ñâàêè ïðèðîäíè áðîj n ≥ 2 ïîñòîjå êîíñòàíòå Cn ≥ 0 è Dn ∈ R,
òàêâå äà âàæè jåäíàêîñò

X1 +X2 + · · ·+Xn
d
= CnX +Dn, (41)

ãäå ñó X1, X2, . . . , Xn íåçàâèñíå êîïèjå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå X.

Òåîðåìà 5.1 à) Çà ñâàêó ñòàáèëíó ñëó÷àjíó âåëè÷èíó X ïîñòîjè áðîj
α ∈ (0, 2],òàêî äà çà êîíñòàíòå C, A è B èç (40)âàæè

Cα = Aα +Bα. (42)

á) Êîíñòàíòà Cn èç jåäíàêîñòè (41) äàòà jå ñà Cn = n
1
α , ãäå jå α ∈

(0, 2] îíàj åêñïîíåíò çà êîjè âàæè (42).

Áðîj α ∈ (0, 2] èç jåäíàêîñòè (42) íàçèâà ñå èíäåêñ ñòàáèëíîñòè èëè
êàðàêòåðèñòè÷íè åêñïîíåíò ñëó÷àjíå âåëè÷èíå è »åíå ðàñïîäåëå. α jå
íàjâàæíèjè ïàðàìåòàð, îä »åãà çàâèñè êîjè ìîìåíòè ðàñïîäåëå ñó êîíà÷íè
à êîjè áåñêîíà÷íè. Ñòàáèëíà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà (è »åíà ðàñïîäåëà) ñà
èíäåêñîì α çîâå ñå α-ñòàáèëíà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà
(α-ñòàáèëíà ðàñïîäåëà).

Ïðèìåð 5.1 Íîðìàëíà ðàñïîäåëà jå ñòàáèëíà.
Ïðåòïîñòàâèìî äà X ∈ N(m,σ2). Íåêà ñó X1 è X2 íåçàâèñíå êîïèjå
ñëó÷àjíå âåëè÷èíå X.
Çà A ≥ 0 è B ≥ 0 âàæè

AX1 +BX2 ∈ N((A+B)m, (A2 +B2)σ2),

òj. jåäíàêîñò (40) âàæè çà C =
√
A2 +B2 è D = (A+B − C)m.4
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Èç îâîã ïðèìåðà ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå íäåêñ ñòàáèëíîñòè íîðìàëíå
ðàñïîäåëå 2.

Ïðèìåð 5.2 Ïóàñîíîâà ðàñïîäåëà íèjå ñòàáèëíà.
Íåêà jå X ∈ P(λ), λ > 0. Êàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöèjà ñëó÷àjíå âåëè÷èíå
jå ϕX(t) = eλ(e

it−1).
Ïðåòïîñòàâèìî äà ïîñòîjå êîíñòàíòå C > 0 è D ∈ R, òàêâå äà (40)
âàæè çà A = B = 1. Òàäà jå ϕX1+X2(t) = ϕCX+D(t).

ϕX1+X2(t) = ϕX1(t)ϕX2(t) = eλ(e
it−1)eλ(e

it−1) = (eλ(e
it−1))2 = e2λ(e

it−1).

ϕCX+D(t) = eitDϕX(Ct) = eitDeλ(e
itC−1) = eλ(e

itC−1)+itD.

Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå

2λ(eit − 1) = itD + λ(eitC − 1).

Äà§å äîáèjàìî äà jå

2λ

(
it− t2

2
+
i3t3

6
+ · · ·

)
= itD + λ

(
itC − C2t2

2
+
i3C3t3

6
· · ·
)

(43)

Àêî èçjåäíà÷èìî êîåôèöèjåíòå óç t2 íà ëåâîj è íà äåñíîj ñòðàíè
jåäíàêîñòè (43), îíäà äîáèjàìî äà jå C2 = 2. Àêî èçjåäíà÷èìî êîåôèöè-
jåíòå óç t3 , îíäà äîáèjàìî äà jå C3 = 2. Òèìå ñìî äîáèëè êîíòðàäèêöèjó.

4

Òåîðåìà 5.2 Êëàñà ñòàáèëíèõ íåäåãåíåðèñàíèõ ðàñïîäåëà ïîêëàïà ñå ñà
êëàñîì ñâèõ ìîãó£èõ íåäåãåíåðèñàíèõ ãðàíè÷íèõ ðàñïîäåëà çà ëèíåàðíî
íîðìàëèçîâàíå ïàðöèjàëíå ñóìå ÷ëàíîâà íèçà íåçàâèñíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà
ñà èñòîì ðàñïîäåëîì.
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5.1 Êàðàêòåðèñòè÷íå ôóíêöèjå ñòàáèëíèõ ðàñïîäåëà

Òåîðåìà 5.3 Ñòàáèëíà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà X è »åíà ðàñïîäåëà èìàjó
êàðàêòåðèñòè÷íó ôóíêöèjó ñëåäå£åã îáëèêà

ϕX(t) =

{
exp

{
−σα|t|α(1− iβ(sgnt)tg πα

2
) + iµt

}
, ako je α 6= 1

exp
{
−σ|t|(1 + iβ 2

π
(sgnt) ln |t|+ iµt

}
, ako je α = 1

(44)

ãäå jå µ ∈ R, σ ≥ 0, α ∈ (0, 2], β ∈ [−1, 1] è

sgnt =


1, àêî jå t > 0

0, àêî jå t = 0

−1, àêî jå t < 0.

(45)

Äîêàç îâå òåîðåìå ìîæå ñå íà£è ó ê»èçè Gnedenko è Kolmogorov
(1954), ïîãëàâ§å 34.

Çà ñëó÷àjíó âåëè÷èíó X ÷èjà jå êàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöèjà äàòà
ñà (44) êîðèñòèìî îçíàêó X ∈ Sα(σ, β, µ). Kàäà jå β = µ = 0 äîáèjàìî
ñòàáèëíó ðàñïîäåëó Sα(σ, 0, 0), êîjà jå ñèìåòðè÷íà ó îäíîñó íà íóëó è
÷èjà jå êàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöèjà èçóçåòíî jåäíîñòàâíîã îáëèêà

ϕ(t) = e−σ
α|t|α ,

ïà ñó îâå ðàñïîäåëå ïîñåáíî ïîãîäíå çà êîðèø£å»å ó ìàòåìàòè÷êèì
ìîäåëèìà. Êîðèñòè£åìî è îçíàêó X ∼ SαS, êàäà ñëó÷àjíà âåëè÷èíà
X èìà ñèìåòðè÷íó (ó îäíîñó íà íóëó) α-ñòàáèëíó ðàñïîäåëó.

5.2 Ãóñòèíå ñòàáèëíèõ ðàñïîäåëà

Ãóñòèíå ðàñïîäåëà α-ñòàáèëíèõ íåäåãåíåðèñàíèõ ñëó÷àjíèõ
âåëè÷èíà ñó àïñîëóòíî íåïðåêèäíå. Èíòåãðàëíå ôîðìóëå îâèõ ãóñòèíà
äàòå ñó ó ê»èçè Zolotarev (1986). Ïîñòîjè íåêîëèêî ïðèìåðà ñòàáèëíèõ
ðàñïîäåëà êîä êîjèõ ñå ãóñòèíà ðàñïîäåëå ìîæå çàïèñàòè ïîìî£ó
åëåìåíòàðíèõ ôóíêöèjà.
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Ïðèìåð 5.3 Íîðìàëíà ðàñïîäåëà èìà S2(σ, 0, µ) = N(µ, 2σ2) ãóñòèíó
äàòó ñà

f(x) =
1

2σ
√
π

exp

{
−(x− µ)2

4σ2

}
, x ∈ R (46)

Ïðèìåòèìî äà ïàðàìåòàð σ ó ïàðàìåòðèçàöèjè S2(σ, 0, µ) íèjå ñòàíäàðäíî
îäñòóïà»å, jåð jå äèñïåðçèjà íîðìàëíå ðàñïîäåëå ÷èjà jå ãóñòèíà äàòà
ñà (46) jåäíàêà 2σ2.4

Ïðèìåð 5.4 Êîøèjåâà ðàñïîäåëà S1(σ, 0, µ) èìà ãóñòèíó äàòó ñà

f(x) =
1

π
· σ

σ2 + (x− µ)2
, x ∈ R (σ > 0, µ ∈ R)4 (47)

Ïðèìåð 5.5 Ëåâèjåâå ðàñïîäåëà S1(σ, 1, µ) èìà ãóñòèíó

f(x) =
( σ

2π

) 1
2 1

(x− µ)
3
2

exp

{
− σ

2(x− µ)

}
, x > µ, (48)

è f(x) = 0 çà x ≤ µ ïðè ÷åìó jå σ > 0, µ ∈ R.4

Ñëèêà 6: Ãóñòèíå íîðìàëíå, Êîøèjåâå è Ëåâèjåâå ðàñïîäåëå

Íà ñëèöè 5. íîðìàëíà ðàñïîäåëà ïðèêàçàíà jå íåïðåêèäíîì ëèíèjîì,
Ëåâèjåâà èñïðåêèäàíîì ëèíèjîì - - - - - à Êîøèjåâà · · · · · · · · · .

33

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



5.3 Îñîáèíå ñòàáèëíèõ ðàñïîäåëà

Êîðèñòàí àëàò çà ïðîó÷àâà»å α-ñòàáèëíèõ ðàñïîäåëà jå êàðàêòåðè-
ñòè÷íà ôóíêöèjà äàòà ñà (44). Êîðèñòè£åìî jå çà èçâî¢å»å íåêèõ îñíîâíèõ
îñîáèíà ñòàáèëíèõ ñëó÷àjíèõ âåëè÷èíà è çà äîáèjà»å èíòåðïðåòàöèjå
ïàðàìåòàðà. Îä ñâèõ ïàðàìåòàðà, íàjìà»è çíà÷àj èìà ïàðàìåòàð µ çàòî
øòî îí jåäèíî óòè÷å íà ïîëîæàj.

Òåîðåìà 5.4 Íåêà ñó X1 è X2 íåçàâèñíå ñëó÷àjíå âåëè÷èíå òàêâå äà
Xi ∼ Sα(σi, βi, µi), i = 1, 2. Òàäà X1 +X2 ∼ Sα(σ, β, µ), ãäå ñó

σ = (σα1 + σα2 )
1
α , β =

β1σ
α
1 + β2σ

α
2

σα1 + σα2
, µ = µ1 + µ2.

Îâî íå£å âàæèòè óêîëèêî ñó âðåäíîñòè α ðàçëè÷èòå.
Äîêàç. Çà α 6= 1, íà îñíîâó íåçàâèñíîñòè,

lnϕX1+X2(t) = ln(ϕX1(t)ϕX2(t)) = lnϕX1(t) + lnϕX2(t)

= −(σα1 + σα2 )|t|α + i|t|α(sgnt)tg
πα

2
(β1σ

α
1 + β2σ

α
2 ) + it(µ1 + µ2)

= −(σα1 + σα2 )|t|α
[
1− iβ1σ

α
1 + β2σ

α
2

σα1 + σα2
(sgnt)tg

πα

2

]
+ it(µ1 + µ2)

Çà α = 1, äîêàç jå ñëè÷àí. �
Ïàðàìåòàð µ jå ïàðàìåòàð ïîëîæàjà çáîã ñëåäå£å òåîðåìå.

Òåîðåìà 5.5 Íåêà jå X ∼ Sα(σ, β, µ) è íåêà jå a ðåàëíà êîíñòàíòà.
Òàäà jå X + a ∼ Sα(σ, β, µ+ a).

Äîêàç. Ñëåäè äèðåêòíî èç ôîðìå êàðàêòåðèñòè÷íå ôóíêöèjå.

ϕX+a(t) = exp {ita}ϕX(t)

=

{
exp

{
−σα|t|α(1− iβ(sgnt)tg πα

2
) + it(µ+ a)

}
, ako je α 6= 1

exp
{
−σ|t|(1 + iβ 2

π
(sgnt) ln |t|+ it(µ+ a)

}
, ako je α = 1. �
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Òåîðåìà 5.6 Íåêà jå X ∼ Sα(σ, β, µ) è íåêà jå à ðåàëíà êîíñòàíòà.
Òàäà

aX ∼ Sα(|a|σ, (sgna)β, aµ), ako je α 6= 1

aX ∼ S1(|a|σ, (sgna)β, aµ− 2

π
(ln |a|σβ)), ako je α = 1. (49)

Äîêàç. Çà α 6= 1

ϕaX(t) = exp
{
−σα|at|α(1− iβ(sgnat)tg

πα

2
) + iµ(at)

}
= exp

{
−(σ|a|)α|t|α(1− iβ(sgna)(sgnt)tg

πα

2
) + i(µa)t

}
Çà α = 1, äîêàç jå ñëè÷àí. �

Òåîðåìà 5.7 X ∼ Sα(σ, β, µ) jå ñèìåòðè÷íà àêî è ñàìî àêî jå β = 0 è
µ = 0. Ñèìåòðè÷íà jå ó îäíîñó íà µ àêî è ñàìî àêî jå β = 0.

Ñâè ìîìåíòè äåãåíåðèñàíèõ ðàñïîäåëà ñó êîíà÷íè, à íåäåãåíåðè-
ñàíå α-ñòàáèëíå ðàñïîäåëå êîä êîjèõ jå 0 < α < 2 èìàjó áåñêîíà÷íå äðóãå
ìîìåíòå. Êàäà jå α ≤ 1 íå ïîñòîjè ïðâè ìîìåíàò.
Óîïøòåíî, E |X|p =

∫
|x|pdx ïîñòîjè ñàìî àêî jå p < α.
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Çàê§ó÷àê

Ó îâîì ðàäó îïèñàí jå Ïóàñîíîâ ïðîöåñ êîjè ñå êîðèñòèòè ó
îñèãóðàâàjó£èì êîìïàíèjàìà çà ìîäåëèðà»å áðîjà îäøòåòà êàî è ñëîæåíè
Ïóàñîíîâ ïðîöåñ êîjè ñå êîðèñòè çà ìîäåëèðà»å çáèðà èñïëà£åíèõ îäøòåòà.
Ïðîöåíèëè ñìî çáèð èñïëà£åíèõ îäøòåòà íà îñíîâó îäðå¢èâà»à ìàòåìàòè÷êîã
î÷åêèâà»à è äèñïåðçèjå è íà îñíîâó ïðèìåíå jàêîã çàêîíà âåëèêèõ áðîjåâà
è öåíòðàëíå ãðàíè÷íå òåîðåìå. Òî jå jåäàí îä ê§ó÷íèõ çàäàòàêà îñèãóðàâàjó£å
êîìïàíèjå jåð ïðîäàjó£è ïîëèñå îñèãóðà»à çà íåêå ðèçè÷íå äîãà¢àjå,
ïðèáàâ§àjó ñðåäñòâà ïîòðåáíà çà ïîêðèâà»å òðîøêîâà ïðè íàñòóïà»ó
íåêîã îä ðèçè÷íèõ äîãà¢àjà. Ñòîãà, äà áè ïîñëîâàëå óñïåøíî, îñèãóðàâàjó£å
êîìïàíèjå ìîðàjó äîáðî ïðîöåíèòè êîëèêà ìîæå áèòè óêóïíà øòåòà ïðè
íàñòóïà»ó ñâàêîã îä ðèçè÷íèõ äîãà¢àjà, êàî è êîëèêî ÷åñòî îäðå¢åíè òèï
ðèçè÷íèõ äîãà¢àjà íàñòóïà è ïîòîì îäðåäèòè âèñèíó ïðåìèjå.
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