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YBoa

Ocurypame mpeacTaB/ba MPUBPETHY, YCAYKHY TeJIaTHOCT KOja IITH-
TH 90BeKa U IH-erOBY IMOBHHY O] IIOCJIe/TATIA TelIaBamiha OPOjHIX OHACHOCTIH.

[TpBu obsuim ocurypama cpehy ce jorr y npBoOUTHO] JbYICKO] 3aje-
JIHANIH § OKBUDPY TJIeMeHa, a KacHUje W MOpoJuna. HEjaeMeHTH ocHrypama
jaB/bajy ce v BaBuioHy jomn mpe 4eTwpu MHJIEHHjYMA. Y CIy4dajy ryOuTKa
Opoyia, BJIACHUKY ce Ha loKHahuBaJia mrera, a ako OpoJ| CTUrHE Ha, JIECTUHAIIH]Y,
BJACHUK je Omo jayzKaH ja uciiatu ogpehenu geo nooutu. [lucanm Tparosu
0 OCUTYypamy MOCToje U y XaMypabujeBoM 3akoHy n3 2250. rojanHe mpe Halie
epe.

Y Pumcko] uMIlepuju mocrojajia ¢y VApYKemba UYnju ¢y YJIaHOBU
yiahupaau onpelene usHoce kao "wranapuny' a yapy:keme je Mpey3uMaio
TPOIIKOBE caxpaHe y CJAy4Yajy CMPTH. Y OBHUM YIDPYKeHUMa JaBbajy ce
1 MOYeTHH OOJUIM OCUrypama »Kubora. Ocurypame Ha OCHOBY yiniaherne
IpeMuje OCUTyparmba MOYesIo je 1a ce TPAKTHKYje Y UTAJNjaHCKAM T'Da0BAMA
jomn oxr XIII Beka Harme epe.

O mouyerka XX Beka, IpH pa3MaTparmy MaTeMaTHIKHX HpodsIeMa
KOJH ce 0JHOCE KAKO Ha *KMBOTHO TAKO ¥ HA HEKUBOTHO OCUTYyPalbe, CBE BHUIIIE
ce KOpUCTe MaTeMaTu4dKe MeToje Koje ce Da3upajy Ha TeOpHjH BepoBaTHOhe,
MaTeMaTU4dKO] CTATUCTHUIIN U TEOPUjH CJIYHaJHUX IIPOIeca. Y OBUM MeTo/laMa
KOPHCTH Ce 3aKOH BEJUKUX OpojeBa, IMEHTPaJiHa T'DAHUYHA TeopeMa, a OJf
cJy9ajEuX mporeca Tpe csera Ilyaconos mporec. 2

JIyuaGepr? je 1903. romume y cBoM paly HCKOPHCTHO Ilyaconos mporec
Kao MOJeJ 3a Ipolec npedpajama 3aXTeBa 3a OJIITETY W HOCTABHO TeMesb

"Maposuh B., 2Kapkosuh H., Jlekcukon ocurypama, Hosu Caz, 2002.

2Siméon Denis Poisson(21. jyna 1781. — 25. ampua 1840.) dbpanmyckn MaTemarnaap
u dusngap.

3Ernst Filip Oskar Lundberg (2. jym 1876. - 31. gemembap 1965.) mBeackn
MATEMATHYAP.



Teopuje pusnKa. Teopuja pu3HMKa je CHHOHUM 3a MaTeMaTHUKY HEeXKUBOTHOT
ocurypama. Kpamep?! je 30-ux roguna XX Beka HHTeH3UBHO Pa3BHja0 TCOPH)Y
pusuka Kopucrehu nponec 36up ncrtahennx ojnrrera, npu 4emy je mporiec
Koju ojpehyje 6poj ucmnahenux ommrera 6uo Ilyaconos mpornec.

Y mpBoM TOrJIaB/bY OBOT pajia Ouhe peun o IlyaconoBom mporecy,
KOJH Kao IITO je Beh oOMeHyTO UMa 3HAYajHy VJIOI'Y ¥ MATEMATHIIH OCUIYPalba,
7 O TPAHUYHUM TeopeMaMa 3a 0Baj MPOTIeC.

Jpyro nornas/be mocseheHo je mpoiecy oOHaB/baba, KOJU IPEICTaB/ba
yortnreme IlyacoHoBor npoiieca, n leroBuM rpaHuYHUM T€OPEeMaMa.

Y Tpehem mornasspy onucan je Kpamep-Jlynadepros Mmojes, Hajoomy-
JIADHUJU MOJIEJT Y MaTeMaTHUIl HEXKUBOTHOI OCUr'ypamba. Ibume ce omnucyje
IpoMeHa KaluTaJjia TOKOM BpeMmeHa. be3 003upa Ha CBOjy jeHOCTaBHOCT OH
OMHCYyje HeKe TJIaBHe KapaKTepHCTHKe Ipoleca 30upa ucijiahennx oamreTa.

Y dgerBpTOM ImOIVIaB/bY je obpaben 30up umcmiahenux ojmrera u
ciaoxkenn IlyacoHOB mpoliec KOjuM ce MoJe/upa Taj 30Hp, Kao U I'PAHUIHE
TeopeMe 3a 36up ucmrahennx ommrera. Ocurypasajyhe ApymTBO ce cKIana-
IEM YTOBOPaA 0 OCUTypamby obasesyje 1a he HaJOKHAMTH MITeTe HAJL OCUTY Pa-
HUM TIpejMeTnMa, YKOJHKO 10 1mrere jgohe. Ha Taj Haume ocurypapajyha
KOMITaHUja Ha cebe TMpey3nMa PU3UK OCUTYPAHWKA a Kao HAKHAIY J00uja
npemujy. Ilocras/ba ce nurtame ojpehuBama BUCHHE TPEMHje TAKO J1a
KoMmnanuja m3berne 6ankpoT. Beuku 0poj KoMmanuja je OaHKpOTHPao 360rT
HEMOTYNHOCTH J1a Ce HOCE €A 3aXTEBUMA 33 HCILIATY OJIIITETE 33 BPEME BEJTHKUX
npupojaHux Karacrpoda. Mogennparu 6poj ocurypanux ciaydajeBa kKoju he
IpeTpHeTH MITeTy, Ka0 1 30Up MITeTa, Y JIyrOM BPEMEHCKOM TEPUOLY, jeJaH
je O/l K/byUHHUX 3aJIaTaKa TeopHje HEeKUBOTHOT OCHTYpaiba.

Y MozennmMa J03BOJbEHO je Jla JUCIep3uja paciojiese BeJTUInHe
oiamreTe Oyae GecKoHAYHA, IITO Ce OIpaBlaBa eMIUPUjCKUM IIOJIAIUMa KOJH
ce cpehy y akTyapCcKoj MaTeMaTHIlM, 11a hie y Be3u ca TUM, Y TeTOM TIOLIABIbY
OUTH peun O CTADUTHUM PACIIOJIEIAMA.

4Harald Cramér (25. centembap 1893. — 5. okrob6ap 1985. ) IBeJCKH MaTeMaTHIap.



1 IlyacomnoB mporec

[IyacoHOB Tporiec mMa 3HAYAJHY YJIOTY Y MaTeMaTHIM OCHIYDarmba
aJli U 'y MHOTHUM JpyruM objsactuma. [Ipumepun Koju ce MOry OMHUCATH Kao
[lyacorOBH mpoIiecH cy moceTe HEKOM CajTy, PIHOAKTHBHOCT aTOMa, TeaedOoHCKH
MO3UBHU UTA. BpemHocT mporeca y ¢BaKOj TaUKH je caydajHa BeJHINHA KOja

nma IlyaconoBy pacuojesty, 1a oryJa u caM Ha3UB HPOLECA.

3a 06pay oBor nmortasiba, Kopucruliemo [1], [2], [3]
JIUTEPATY De.

u [8] ca crucka

Hedbununuja 1.1 Cayuajna seauvuna X uma Ilyacornosy pacnodeay ca

napamemom A > 0, akxo je rwena pacno&eﬂa dama ca:

P{X =k} =e ke{012 3.

K
Hexke kapakTepuctuke llyacoroBe pacmojere:

e Kapakrepuctnuna dyukimja [Iyaconose pacnosmese je:

Ox (t) _ 6A(eit_l) )

Hokaz. px(t) = EeX = Z etk P{X =k} = 2 cith —)\)\k

o> Z “/\ — e At — e/\(e”'fl)' ]
o OueknBame U JUCIEP3UjA CAyIajHe BEJIUIUHE X:
E(X)=X  D(X)=A\

Toxas. BE(X) = kz_:OkP{X —k} = ];]ke‘A%T - )\kz_oe
=t =). 1

Amnanorno gobujamo ga je E(X?) = A2 + .

D(X)=E(X?) — (E(X)?) =X+ A— A2 = \. N

Ae ™ S

k=0

)\k

k!



e 30Up HE3ABUCHUX CIAYUYAjHUX BeJMINHA Koje nMajy [lyaconoBy pacnomeny
je ciaydajHa BesqmnduHa Koja Takohe uma IlyaconoBy pacrogesny.

e [Iyaconosa pacnojesia je 5eCKOHAYHO JIeJbUBA, j€P Ce 3a CBAKHU IIPUPOIaH
6poj k cayudajua Bemmuanaa X € P(\) Moxe mpeacTaBuTH y OOJIHUKY
30upa K He3aBUCHUX cabupaka o/ Kojux cBaku uma P(\/k) pacnogesny.

Jloka3. 3a KapakTepucTuIHy (DYHKIIN]Y CAyUajHE BEIUINHE X BAKU

ox(t) = X = (v’

pu wemy je e MR =D gapakrepuernuna hyHKIHIjA P(\/E) pacmogee.

Hedbunnnuja 1.2 Cayuajnu npouec {N(t),t > 0} je ITyaconos npouec, ako
uma caedeha ceojemea:

1. N(0)=0 c.c.

2. Cayuajnu npouec N uma He3asucHe npupausmaje, mj. 3a c6e npupooHe
bpojese n u cee peasne bpojese tq,ta, ..., t,, 20e je
0=ty <t; <ty <..<ty,, cAyuajHe BEAUNUNHE

N(t1), N(ts) — N(t1), ..., N(t) — N(tn_1),
cYy HEe3a8UCHE.

3. Ilocmoju neonadajyha dynruuja i : [0, +00) — [0, +00), Koja je nenperxudna
ca decne cmpane, (1(0) = 0 u maksa da 3a npoussosne 0 < s < t sastcu

N(t) = N(s) € P(u(t) — p(s)),

mj. N(t)—N(s) uma Iyacornosy pacnodeay ca napamempom ju(t)—pu(s).
Tada ce p 306e pynkyuja cpedrve epednocmu Ilyacornosoe npoueca.

4. Ca seposammofiom 1 mpajexmopuje N(t,w),t > 0, cayuajnoz npoyeca
N nenpexudne cy ca decne cmpare 3a t > 0 u umajy Aesy 2paruHy
epedrocm 3a t > 0.



Ako je dyHKIHWja cpeIibe BPEIHOCTH AIICOIYTHO HEIMPEKUIHA, Tj.
aKo je

t
(s, t :/ Mu)du, s < t,

3a HeKy HeHeraTuHy GyHKIUjy A(u), onga Ty dyHKmujy A(u) HazmBamo
dyukiuja narensurera [lyaconosor nporeca.

Ako je dyukmja cpeame BpegHocTu [lyacoHoBOr Tporeca
{N(t),t >0} u(t) =AMt t >0, 3a meko A > 0, onja je

(s, tl =At—s), 0<s<t,

n taj Ilyaconos nporec HazmBamMo xomoreHn I[lyaconoB mporec, a pyHKIWM]Y
HHTEH3UTeTa A HAa3MBaMO MHTEH3UTET XOMOreHor IlyacoHoBor mporeca
{N(t),t > 0}.

Axo je A = 1, onza ce mporec Ha3uBa cTaggapaan xomored [lyacoHos mporec.

1.1 KoHavYHO-ANMEH31OHE PacIIoeie

[Iyaconos mpoiiec nMa HajuoKe/bHHje TeOPHjCcKe ocoOuHe, a je Ha o1
IbUX je 1 MOIYRHOCT eKCILTUIUTHOT U3BOhemha KOHAYHO-TUMEeH3UOHUX PACTIOIEA.

Heka je {N(t),t > 0} Ilyaconos mpomec a p : [0,400) — [0, +00)
dyukiuja cpejibe Bpejnoctu oor uporeca. [Ipupaniraj [lyaconosor mpoieca
Ha mHTEpBaTy (8,t], 0 < s <t < +00 o3Haunhemo ca:

N(s,t] = N(t) — N(s).
3a u3Boheme KOHATHO-AUMEH3NOHE PACIOAes e KOPUCTHMO cejehe:
N(t) € P(u(t)),  N(s,t] € Plu(s,1]).
Hekaje 0 =Ty <11 < T < ... < T, < +o0. Tama Baxku

N(ty) = N(t1)+ N(t1,ta],
N(ts) = N(t1)+ N(t1,t2] + N(t2,13],

N(t,) _ N(ty) + N(ty, to] + ...+ N(tn_1,tn). (1)
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Kopucrehn HezaBucHocT npuparitaja [lyacomoBor mporeca u mpeTxoaHe je THAKOCTH
jgobujamo fa je 3a 0 = 1y < 1] < tp < ... < t, < +00 U IPOU3BObHE
HeneraTuBHe Opojese ki, ko, ..., ky:

P{N(t;) =ki,N(tz) = ki + ko,... ,N(tn) =k + ko + ... + k,}
= P{N(t1) = k1, N(t1,t2] = ko, ..., N(tn_1,tn] = kn}

— o) D)™ gt o] (122 = ] (2 ata])

Ty ! T
— o) () (pltnta])™ (e ta])
! k! ko

Axko je {N(t),t > 0} xomoren I[Tyaconos mporec onza je:

P{N(tl):k17N(t2):k1+k2,,N(tn):k1+k2++I€n}

_ oA At)Ft Ata—t1))"2  Altn—tn_1))™"
= il ] ol :

1.2 Ersucrennmja IlyacoHoBor mpormeca

Teopema 1.1 Hexa je (Yn)nZl HU3 HE3ABUCHUL, JeOHAKO PACNOOEHEHUT CAYUGIHUT
seauyuna, Y, € E(A), A\ >0. Hexa je To =0,T, =Y+ ---+Y, 3an>1u

N(t)=#{n>1:T, <t}, t >0. (2)
Tada je {N(t),t > 0} zomozen Iyaconos npouec ca unmenaumemom \.°
Teopema 1.2 Heka je {N(t),t > 0} zomozen Ilyaconos npoyec ca unmensumemom

A, odpehen ceojemeuma y deunuyuju 2.2. Tada {N(t),t > 0} uma penpezenmanujy
damy ca (2).

5Ilokas BujeTn y mutepatyp [2] Ha crpanu 7.



1.3 I'paaumvyHe TeopeMe

3a JoKa3uBambhe 'PaHUYHEX TeopeMa 3a xomoreH IlyaconoB mpomec
ouhe nHam morpebHa ciejgeha Jjema.

Jlema 1.1 Ilpemnocmasumo da cy wa npocmopy eeposamuohia (2, A, P) dedunucanu
HU3 cayagrur seausuna (Zy), <, v cayuajnu npouec {N(t),t > 0} maxo da
saogtce caedehu ycaosu:

a) lim Z, = Z cxopo cueypro;
n—oo

6) 3a ceakxot > 0 easicu N(t) € {0,1,2,...} ckopo cueypro;

B) lim N(t) = oo ckopo cuzypho.
t—00

Tada easrcu tlim ZN(t) = Z CKOPO Cu2ypHo.
—00

Teopema 1.3 Heka je {N(t),t > 0} zomozen Ilyaconos npovyec ca
unmensumemom \. Tada easrcu:

N(t)

a) lim == = X\ cropo cuzypho;
t—o0

6) % £>Z€N(O,1) kadt — 0.

Hoxkasz. (a) Ha ocnosy (2) Ilyaconos nporec {N(t),t > 0} MOkeMO IpeACTABATH
na caegehn naqun: N(t) = |[{k > 1,7, < t}|,t > 0, rze je

n =Y+ Y, a (Yy),>, HI3 HE3aBUCHUX C/IyIajHHX BEJIHIHHA €A HCTOM
excronenuujasaom E ()
BeJIMKHX OpojeBa cJjean ja je

pacuogenom. E(Yy) = % Ha ocnosy jakor 3akona

T,
lim =% = = . 3
Jim —= =+, ckopo carypHo (3)
1A BayKH U T .
th_glo ﬁ(tt)) = CKOPO CHIYDHO. (4)



Kopucrehn wnmenuny ga je {N(t) = n} = {T,, < t < T,41}, mobujamo
ciiesiehe Heje THAKOCTH:

T t Tnw+1  N(t)+1

N(t) — N(t) = Nt +1  N(1t) (5)

3 nperxonne Hejeanakoctr, Kopucrehun (3) - (4), mobujamo ga je cKopo
CUTYPHO
t 1
lim —— = —, 6
t—oo N (1) A (6)
a oJaTIIe CIeId U NMPBHU Je0 TeopeMe.

(6) 3a mokasmBame OBOI Je/a TeopeMe KOPUCTHEeMO KADaKTePUCTHIHY
dbynkmujy. Kapakrepucruana dynkumja caydajue pesmanne N(t) jeanaka je

eiuN(t) (et —1) )

PN(t) (U) =L

Chnydajua Bemaunna N(\t/)/\%)‘t nMa cjaeiehy KapakTepucTuuny (QyHKINjy

iu

— VAt —
): e zumeAt(e t—1)

—iuV At U
ON(@t)— Uu = € —
N(t)=Xt ( ) SON(t)( /\t

VIt

. 2
efiU\/)\tekt{lJr ;%—ﬁfuo(%)}

A A W2
et )\tezume)\t{—m—‘ro(%)}

w2

— e 2,1 — oo.

Kapakrepucrnuna Gynknnja Hopmaaue N(0, 1) pacro/ene je ynpaBo rpaHudHa
dyuxnuja. OBum cmo gokazaum u apyru jgeo Teopeve. M



2 IIpomec obHaBBHaBmHa

[Tpomecu obnaBpama Mogeanpajy jgorahaje Koju ce jaB/bajy Ha
c/IydajaH HaYWH y BPEMEHCKHM TPEHYIHMa, TJie cy BpeMena uszmelhy jBa
norahaja He3aBUCHA W MMA]y UCTY pacmojeny. & o0JacTh HeXKHBOTHOT OCUTY-
pama OBH BPEMEHCKH TPEeHYIH ce WHTepIpeTHpajy Kao BpeMeHa jgocreha
3axTeBa 3a OJIITery.

OcHoBHE MOTHB 3a yBoheme mporeca 0bHAB/bamba je TO MITO
(xomorenn) ITyacoHOB mporiec He OIHCYje YBEK JOCIeBahe 3aXTeBa Ha aJ[eKBa-
TaH HauuH. 3Mely npucrusama 3axTeBa MOTY Ce jABUTH BEJIUKH PACKOPAIIH.
Ha mpumep, BepoBaTHOhA ma 3aXTeBU 3a HUCIJIATY IITETe 3a OCUTYPAHmE O
0Jyje IPUCTHXKY Y cKJIaay ca llyacoHoBuM mporecoM jako je masta. [lorekat
MOT'Y IpOhHU U FoIMHE 10 NPUCTU3amba ciaeaeher 3axTeBa. MHOTO je npupogHuje
Jla Y OBOM CJly4ajy HPEeTIOCTaBUMO Jla Cy BpeMeHa u3Mely mnpucTusarba jiBa
3aXTeBa PacIojie/beHa TaKo Ja oMoryhaBajy Moje0Bambe OBUX BEJTUKUX
BPpEMEHCKHUX HHTEPBaJla.

OBo norrasme Guhe obpabeno y3 momoh [1], 2] u [7] ca cuucka
JIATEPATYpE.

Hedbunumuja 2.1 Hexa je (Y;,), 5, HU3 HE3A6UCHUT, NO3UMUESHUT CAYUATHUT
BEAUNUHGE €0 UCMOM Pyrkyujom pacnodeae F, npu vemy je F(0) = 0.
Hexa je

T =0, T, =Y1+Yo+---Y;, k> 1;

N(t) = [{k>1: Ty <t}], t>0. (7)

Tada cayuajnu nus (T,,),,5, Ha3UCAMO HUS MPERYMAKA OGHACHAILA, & CAYUATHU
npoyec (N(t)),, Ha3usamo npoyec 06Has.LaHHa.

MozkeMO TpUMEeTHTH Jia ce Y AehUHHIEA Tpoleca 00HABIbAIbA HE
IPEeTIOCTaB/ba Ja obaBe3Ho Baxku Y € £(A)3a Heko A > 0. AKO TO BaxKH,
(N(t));50 Je xomoren ITyaconos nponec ca untensurerom A. Crora xomoren
[TyacoHoB mporiec MOXKeMo cMaTpaTH HIpoIecoM ODHAB/baba.

[Tporiec obHaB/bamba MpeAcTaB/ha MaTEMATHIN MOIE] 38 OPO] peain3arimja
norabaja y warepsaiy [0,t].

10



[Tpumep nporeca o6HaBbaBbA je 6poj OOHABbAA (3aMeHA) TEXHUYKUX KOMIIOHEHTH,
HA [pPUMEp CHjAJINIA y JAMIIH, [1a OTY/1a U CaM HA3WB MIPOIECa.

2.1 TI'panumyne Teopeme

Bugehemo ga mpomnec obnapbama u xomorenu I[lyaconoB mporec
UMajy 3ajeIHIYKe acUMITOTCKe ocobune. IIpBu pesynrar Koju Ha TO yKasyje
je jaku 3aKOH BeJUKHX OpojeBa 3a HMpoIec 0OHAB/bAIbA.

Teopema 2.1 Hexa je E(Y1) = ; € (0,+00). Tada npoyec obnasnarsa
{N(t),t > 0} sadosomasa jaxu 3axon eesurur 6pojesa:

lim M

t—o00 t

— )\ (8)

VY cayuaajy xomorenor IlyacoHoBor mporeca 3HaMO TadyHy BPEIHOCT
OYeKHBama Mporeca o0HaBbama: EN(t) = At. ¥V caydajy ommirer mporeca
obHAaBJbAA MIPETXO/IHA TEOPEMA HATOBEIITaBa Jia je ouekuBambe EN(t) npomeca
oOHaBJ/baMA AIPOKCUMAIN]A O \E.

Teopema 2.2 3a npouyec obnasnwarwa {N(t),t > 0} koo xoea je
E(Y;) = 5 € (0,+00) eaocu cacdehe:

EN
lim (*)

t—o00 t

— 9)

Hokas. Ha ocuoBy @aryose Jieme u (8) mobujamo ja je

N(t EN(t
A=FE <lim inf ( )> < lim inf J (10)
t—o0 t t—o00
Jla Ou jloKa3a/im TeopeMy, JIOBOJHHO je JOII Jia JIOKaKeMO Jla BaXKd U
EN(t
lim sup ®) <A (11)
t—o00 t



Hexka je

Y, ko je V), <
Yk(C) _ ks @ OJ'e k> G (12)
c, akoje Yy > c,
3ac > 0.
79 =0, =V + v +.-.v k>1. (13)
Cnemn na je Tk(c) < Ti. AKO 03HAYIMO
N.(t) = ’{k >1:79 <8}, t>0 (14)

nporec {N(t),t > 0} je mporec obuasbarma 3a Koju Bazku N (t) < N.(t).
MozkeMo 3aKbyunTH HA OCHOBY Aedununje mporeca { N.(t),t > 0} m1a Baxku

T]sfcc)(t) _ Yl(C) + YQ(C) 4. Y]&/i)(t) <t (15)
Takobhe, Mo:keMO 3aK/byIUTH JIa je
EN(t EN.(t
lim sup ENG) < lim sup A (16)
t—o0 t t—o00 t

Hekaje I, = o {Yk(c) k< n} o-anrebpa remeprcata CJay4ajHuM BeJTUHInHAMA

Yl(c), YQ(C), e ,Yk(c). Tana je (F,) upupoana dpunrpanmja reHepucana HU30M
Yk(c) 5 Ileno6pojua cayyajHa BeJHUIHA T je BpeMe 3aycTaB/baiba Y 0JHOCY Ha
(F,) ako je {r =n} € (F,). Ako je E(T7) < +oo Ttaja Banuos ugenturer

" naje
E (Z Y,j")) = E(r)EY,“. (17)
k=1

Kopucrehu ynmenuny na je {N.(t) = n} = {TT(LC) <t< TT(Li)l} MOZKEMO 3aK/bY IUTH

na N.(t) uuje Bpeme 3aycraBbama, a 1a N.(t)+1 jecre Bpeme 3aycraBibamba.
Ha ocnoBy Tora Bazku

ET(C)

Ne(t)+1 — E(N(t) + 1)EY1(C)- (18)

6 Teramamje o oBoMe Mozke ce Bugern y A. Gut,Stopped random walks, 2 ed., Springer,
1988

“Axo cy Y7,Ys,..., He3aBUCHe, jeIHAKO PACIIONE/bEHE CIyUajHe BEJMYWHE, T HIXOBO
Bpeme 3aycraBpama,FY; < +oo, Top =0, T, =Y1+ -+ Y,,n>1u E(1) < oo Tama
E(T;) = E(T)E(Y1).
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I3 (16) u (18) mobujamo ciezehie

Tate
lim sup < lim sup —C() < lim sup — (19)
t—00 t tsoo  tEY}C tsoo tEY,"

Kax ¢ — 400 onaa Yl(c) — Y1, EY, = 1 < 00, Ha ocHOBY TeopeMme o

A
MOHOTOHO] KOHBEPTEHIINjU BazKu EYl(C) — % KaJ ¢ — +00.
(19) Bazkm 3a cBako ¢ > 0, ma kajga ¢ — +oo Baxulie u mejegnakoct (11).

C 0631upoM Ja CMO JIOKA3aJIM U OBY HEJeIHAKOCT, JI0Ka3 TeopeMe je 3aBpIIeH.

|

Teopema 2.3 Hexa je {N(t),t > 0} npouec obnasmarva K00 Koza je
E(Y;) =5 € (0,400), u0< DY} < 4o0. Tada je
a)

__ DN() Dvi

1 = = \’DY;. 20

tiglo / (EY,)? 1 (20)
6)

N(t) — Xt
®) Ly 7 eN(0,1),t = oo. (21)

VAtDY;

13



3 Kpamep-Jlynabepros mojme

Temess MosiepHe Teopuje pusnka moctapuo je Jlynadepr 1903. rogune
a kacHuje je pazpujao Kpamep. Jemgan ox JIyHaepbeproBux K/byYHUX JOTMPUHOCA
je yBoheme je ITHOCTaBHOT MOJIe/Ia KOJH je CIIocoDaH Ja OIMIINe OCHOBHY JUHAMUKY
XOMOTreHOT TopTdo/nja ocurypama. [log oBuM moapaszymeBamMo mopTdOIH0
yI'OBOPa UJIH [OJIUCA 33 CJIMYHE BPCTE PU3UKA KAO IIITO je OCUrypambe o1 Kpahe
y JOMahuHCTBY MJIM OCUTYpakbe jeHe TOPOAnIHe Kyhe o ITeTe Mpoy3pOoKOBaHe
TTOTLJIABOM, TIPU Y€MY CY BeJIMUNHE TUX MITeTa HE3aBUCHE U IMajy UCTY PACIOIey.
Taj mozes mo3uar je noja HazusoM Kpamep-J/IyHadepros Mojiest Hiii KJIaCHIHE
MOJIeJT PU3HUKA.

[Iponec pusuka ce jedunuiie ca:

N(t)

K(t)=u+p(t) _ZXZ"

i=1

U IIPeICTaB/ba TOYETHH KAIIMTAJI, Tj. BPEIHOCT KanmuTaaa y "Hyarom" TpeHYTKY.
K(t) je BpesnocT Kamutaaa ocurypasajylie KoMnanuje y TpeHYTKY t.
Agymysmpane npemuje cy onucase HenpekuHoM dbyHKImjoM p(t), Koja rakohe
dburypume y uspasy 3a ykynax kanuran. Ob6uwano ce p(t) mMozenmpa Kao
qauHeapHa yHKHja: p(t)—ct, ¢ je HecaydajHa BeIHYNHA.

Cnuka 1: Ilpumep TpajekTopHje mpoleca pu3uKa

14



MokeMO BHJETH Ja TPOIEC MOYHIHE €A MOYETHUM KATUTAJIOM .
Bpeanoct kanurasia ce ysehasa jiuneapaom Op3uHOM, Tj. OP3UHOM aKyMYyJIH-
pama mnpemuje c, g0 TpeHyTka 17, KaJa MPUCTUXKE 3aXTEB 33 OIITETOM.
Tana ce kamuTas ymamyje 3a Bpeganoct Xi. 3arum Ha wmHTepBaty [17,7T3)
MPOTIeC TIOHOBO pacTe OP3WHOM ¢, 710 TpeHyTKa Th KaJjia ce KamuTaJa yMamyje
3a BpemHOCT Xo, W TakKo gasbe. M ca rpaduka, amm n u3 H3pasa MOXKe ce
3aK/bYYUTH Oa KallUTaJ MO2KE y3€TU U Her'aTHUBHY BPEIHOCT. TO ce JcuiaBa
YKOJIMIKO TIOCTOjU BEJIUKA BPEAHOCT ojinTeTe X; KOjJOM BPEIHOCT KAaIlUTaIa
y TpeHyTKy jocrneha Takpe ojmrrere naja McHoj Hyae. Tamga joja3m 0
pazapama KOMIaHuje.

[Ipema uwiany 28. 3akoHa O OCHIypaiby®, HOBYAHH €0 OCHOBHOT
(moYeTHOT) KamuTAIa AKIMOHAPCKOT APYIITBA 38 OCUTYPaHhe, TPUITHKOM OCHU-
Bama, He MOxKe OUTU Matbu OJI JMHAPCKE HPOTUBBPEJHOCTH ODpadyHaTe 10
cpeamem Kypey Haponne 6anke Cpbuje Ha gaH ymaare, u TO 3a:

1. »KuBOTHA ocurypama:
® JKNBOTHA OCHUTYparba, OCUM JI0OPOBOJ/HHOT TIEH3UjCKOT OCHTYPalba
2 000 000 eBpa
e 100poBOJBHO NeH3ujcko ocurypame 3 000 000 eBpa

e cBe BpcTe KuBoTHWX ocurypama 4 000 000 erpa
2. HEXKWBOTHA OCUTyparba:

e OCHUTYpalbe O] He3roJe U JI00POBOJHHO 3PABCTBEHO OCUTYPAIbe
1 000 000 eBpa

® OCHUl'ypabe MOTOPHUX BO3UJIa-KaCKO, HIMHCKUX BO3UJIa-KaCKO U
obaBe3HO ocHUTypamme 0 ojJroBopHOocTH y caobpahajy 2 500 000
eBpa

e ocTaja OCUTYparma NMOBHHE, OCTAJIa OCUTYParmha O OATOBOPHOCTH
U Jipyre BpcTe He2KUBOTHOT ocurypamwa 2 000 000 eBpa

e cBe BpcTe HeXXMBOTHUX ocurypama 4 500 000 espa

8"Cn. rmacamx PC", 6p. 55/2004, 70/2004 - ucnp., 61/2005, 61/2005 - np. 3aKoH,
85/2005 - np. 3akon, 101/2007, 63/2009 - omnyka YC, 107/2009, 99/2011, 119/2012,
116/2013 n 139/2014 - np. 3axoH
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3. peocurypame 4 500 000 eBpa
Y Kpamep-JlynabeproBom mojeny mpoiiec pusnka aeduHAIIE ce ca:
N(t)
K(t)=K(0)+ct— Y X
i=1

npu demy je K(0) mogerHu Kamuran, a ¢ je Gp3uHa akyMyJiaiuje mpeMuje
YILIATA.

Tpwu nmpernocteke Kpamep-JIynadeprosor momena:

e 3axTeBHW 3a OJINITETOM MPUCTHIKY y TpeHynuMa 1; 3a Koje BayKn
0<TT <THh <.

® U-TH 3aXTERB 33 OJIITETY IIPUCTUIKE Y TPEHYTKY 1; U TPOy3POKYje BPeTHOCT
ommrere X; Kojy uciiahyje ocurypasajyha Komianuja.
(X;) je HU3 HEHETATUBHUX, JeJIHAKO PACTIOIE/bEHIX U Me[jycOOHO He3aBIUCHUX
cAyuajHUX BeauduHa, npu demy je F(0) = 0, E(X;) = m < +oo,
D(X,) = 0% < +oo. (F je zajenunuka dyHKknuja paciojesie BpeiHocT
ommrera, F(x) = P{X; <z})

o Cnyuajue Bemmumnae X; u T; cy MmehycoOHO He3aBUCHE.

[IpermiocTaBka ma cy BeawdmHe oamrTeTa X; W TpeHynu jocneha 3axTeBa
3a ommrery T; He3aBUCHHU je MareMaTuuka KoHBeHIwja. Ycjao F(0) = 0
O3HAYaBa Jia CJaydajHe BejuduHe X; y3UMajy HEeHeraTHBHE BPEJHOCTH CKOPO
cuTypHO. Benmuumua oammreTe je caydajHa BeTUUHHA 3a KOJY TPETIOCTAB/HAMO
Jla IMa KOHAYHO MATeMATHIKO OYeKHBama a JI03BO/baBAMO MOTYHHOCT 1a
nucnepsuja oyae beckonadyna. OBy IPETMOCTABKY MOJPYKABA PeaTHa aHATI3a
[O/IaTaKa jep ce y akTyapcKoj MareMaTuiy cpehy mnojanm duja ce paciojiesia
JIOOPO MOJIeTPa C/IYUYajHUM BeJIMYMHAMA KOje nMajy OeCKOHAYHE JIUCIIeP3Hje.

Oznaunmo ca Yy =Ty —Tp_1, k=1,2,..., Ty = 0. llpermocraBumo
na je (Yy) HU3 HE3aBUCHUX CIYYAjHUX BEJIMIMHA KOje HMAjy eKCIOHEHIHjary
pacnojieny ca napamerpom A > 0, Tj.

P{Y, <t} =P{T), —Tp, <t} =1—et>0.

16



[Ipumerumo ga je T,, =Y, +...Y,,, 3a cBako n € N.

Cny4ajuu nporec koju oapehyje 6poj mcmrahennx ommrera 10 oapeheHor
TpeHyTKa t JeduHUIIeMO Ha cjaegehn HauYnH:

Nt)=#{n>1:T, <t} t>0; supd = 0.

Cnuka 2: Bpoj uctahenux oxamrera

Mozkemo 3akpyanru na ¢y N(t) n X; HezaBucue.
(N(t)),>o je mporec obuarmama Ha [0, +00). Kao mocsieuria npeTmnocTaBke o
eKCIIOHEHITHjaJTHO] PACIOIE ] CIYIajHUX BeIMUnHA Y), 100Hja ce 1a je Imporec
{N(t),t > 0} xomoren Ilyaconos mporec ca mHTEH3UTETOM A > 0.

Ba obpamy osor morsassba Kopuiihenn cy [1], [2] u [3] ca cuucka
JIATEPATYPe.

17



4 36mp mcmaaheHUX OAIITETA

['naBHM objekaT WHTEpecoBarma Ca CTAHOBHIINTA OCUTYypaBajyhe
KOMTaHuje je 30up ucrmjiahenux ojmrrera:

ZX ZXIOtE,t>O (22)

=1

Ciyuajna sesmmanna gy je nngukarop ckyma [0,t].

Kao 1rTo je pedeHo y mpeTxoaHOM IOIJIaB/bY, IPOoIec 0OHAB/baIba je
HE3aBUCAH O/l HU3a BelnvuHa oamrera (X;), Yuju cy eJeMeHTH He3aBUCHU 1
jesnako pacuojesberu ca gyukuujom pacnojere F, 3a kojy Baxu F(0) = 0.
Y zaBucHOCTH 01 W360pa IPOIEC OOHAB/baA J00MjaMO Pa3IUIUTE MO/IeJIe
3a mporec S = (S(t))i>o-

Y Kpamep-Jlyradeprosom Mozery mporec obHaB/bama je xoMorer 1lyaconos
uporiec, a nporec S = (S(t))>o ce HazuBa ciaoxenu llyaconos mpormec.

Ha camnum 3. moxkemo Bugern kperame nponeca N(t)(1eso) u ogrosapajyher
nporeca S(t)(mecno). Y rtpenyrky T; Bummmo ckok 3a 1 mporeca N(t), mox
nporec S(t) uMa CKOK 3a X;.

Cauka 3: Kperame mponeca N(t) u mporeca S(t)

Ako je n ¢ukcupan npupogan 6poj 1, orga je GYHKIHja pacIoese
3oupa X; + Xo + ... + X, mara ca

P{X\+ ..+ X, <2} = F"(z),

18



U TpeJCcTaB/ba N-TY KOHBOJMYIH]Y (DyHKIHje pacnomere F.

Oyukmjy pacnojese 36upa ucialeHnx OIITeTa Y BPEMEHCKOM
unrepsaiy [0,t] kox npoussosbHOr nponeca obuasbaba {N(t),t > 0} oxpehyjemo
koputithemeM popMmyJie TOTIyHe BepoBaTHONE:

Giz) = P{S(t) <z} = ZP{N =n}P{S(t) <z | N(t) =n}
= Z P{N(t) = n}F™(z).

Cuernujanno, y Kpamep-Jlyuabeprosom momeny, {N(t),t > 0} je
xomoren Ilyaconos mpomnec ca mHTeH3ATeTOM A > 0 B Ta1a BAZKU:

o0

Gula) = P(S(1) < 2} = Z-““j’ F* (),

®ynknuja pacrogese Gy(x) nMa BaxKHY yJI0TY ¥ CBUM Da3MaTpPambIMa
KOja ce ojHOCe Ha BepoBaTHohe morahaja jpa 30up uciiaheHux ofnirera y3Me
onpelene BpegnocTu. Busto 6u moxkesbHO 3HaTH pacnogeny ox S(t). Melyruwm,
Y OIIITEM CJIYUajy OBO je IpeBUIlle KOMILIUKOBAH IIPOOJIEM U 3aTO ce Y MpHMe-
HaMa, KOPHCTEe HyMepUUIKe METO/Ie WU MEeTOIe CAMYJIAIje 1a O ce MpUOJINKHO
ozipeuIa pactojeaa o S(t).

Teopema 4.1 Hexa je {N(t),t > 0} npoussoman npouec 061a6HAA U
N(t)
pn(t) = P{N(t) = n}, san € {0,1,2,...}. Hexa je S(t) = Z X, ede je

(X)i>1 HUS HEBABUCHUT CAYHAFHUT GEAUNUNA CA4 UCTLOM pacnode/wm, He3a6UCan
00 npoueca { N (t),t > 0} u xapaxmepucmuunom dynxuujom ox, (u) = EelvX1,
Kapaxmepucmuuna gyrkyuja cayuajne seavuune S(t) dama je ca

ps(u) = Be™5¢ an (x; (w)™.

Cneuujanno, axo je {N(t),t > 0} xomozen Iyaconos npoyec ca uHMeEHR3UMEMOM
A > 0, onda je
@S(t) (u) - Eeius(t) = e)\t(CpXI (u)_l).
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Hoxkaz.

N(t)

; u X;
ps(u) = Ee™" = Ee P
> iu i X; s .
— Z Fe i=1 pn(t) — an(t)(szl (u)) ‘
n=0 n=0

[Tocnenma jepnakocT Baxku 300r Tora mTo cy X; mehycobHO He3aBucHe U
JeTHAKO paciojiesbeHe IMa CJIeINn J1a je:

n
i X L .
Ee &% [T EetXi =
=1

)

[T (1) = ox, ()"

Ako je {N(t),t > 0} xomoren llyacoHoB mporec ca HHTEH3UTETOM

A >0, omaa je pu(t) = e M ma nobujamo ma je

n!

00 o )™ - o0 Moy, (1)) B )
wsw(u) = Z(@Xl(u)) e ”% —e Mzﬂ — oM Aex (u)

n!
=0 n=0
— Mex (-1 @

3

4.1 MaremMaTnvko OUYEKNBaIbEe 1 Auciiep3uja 30upa ucmiahenmx
OJIIIITETA

Teopema 4.2 Hexa je {N(t),t > 0} npoussowan npouec obHasHaIbA,
N(t)

S(t) = > Xist 20, a (Xi)j5; HU3 NE3AGUCHUT CAYHGIHUT GEAUNUNG Ca
i=1 -

ucmom pacnodeaom u E(X;) = m, D(X;) = 0* < +o00. Tada sasice jednaxocmu:
E(S(t)) = mE(N (1)), (23)

D(S(t)) = c*E(N(t)) + m*D(N(t)). (24)
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Hoxkaz.

E(S(t) = Y E(S(t)| N(t) = k)P{N(t) = k}

mE(N(1)),

k}

~———
R S~—

AN

o
T8
< T+

(ko? + E*m?)P{N(t) = k}

N(t)) + m*E(N(t))?

S~—
o R
o

< b

N o «
=%
2 4+

~—r

R b b
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IMocaenutia 4.1 V Kpamep-JIyrndoepzosom modeay, 2de 3a Hezaguche odumeme
saocu E(X;) = muD(X;) = 0% < 0o, a epemena usmelhy yaacmonnus
npucnehia zaxmesa 36 00wMeEMOM UMAJY eKCnOHeRUUjarny pacnodeay (N),

A >0, 6aorcu E(N(t)) = D(N(t)) = M u

E(S(t)) = ME(X1) = Atm,
D(5(t)) = At(o® + m*) = ME(X;)>.

Teopema 4.3 Hexa je {N(t),t > 0} npoussowar npouec 0bHaBHAIbA,
(Y;),51 MU HE3ABUCHUL CAYHATHUT BEAULUHA CA UCTOM PACTIODEAOM KOje NPedcma-
emajy epemena usmely ysacmonnus npucneha saxmesa 3a 00UMEMOM U

N{(t)
S(t) = > Xi,t >0, 2de je (X;);5o HU3 HEBABUCHUT CAYHAIHUT BEAUNURG CO
i=1 -

UCTNOM PACTOOENOM.

a) Heka cy mamemamuura ouexusarwa E(Y)) =  u E(X) = m konauna.

Tada sasrcu B(S
L E(S()

t—00 t

= m
6) Hexa cy ducnepauje D(Y1) u D(X1) xonaune u Hexa je
E(Y;) = 5 u E(X;) = m. Tada savicu jednarocm:

o D(S(1)

t—o00 t

= A (0 +m*N’D(V1)).

Hokas. a) Ha ocuosy (23) u (9) ciaeau

COBSW) . mEWV®)
t—00 t t—00 t
= m lim E(N()
e

6) Ha ocnoBy (24) u (20) caeau
E(D(t)) o?E(N(t)) + m*D(N(t))

lim ———~ = Ilim
t—00 t t—o00 t

o\ + m2\3DY;
AMo? +m*A\*DY;).l
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4.2 TI'panuune Teopeme

Jaku 3akoH BeJiuKux Opojesa 3a 36up ucijahenux ojmrera je jejgan
0J1 BaXKHHUjUX pe3yJjTara 3a ocurypapajyhy kommanujy. BajammgHocT jakor
3aKOHA BEJUKUX OpojeBa HaM Jlaje yBepeme Jia Y MPOCEKY BEJIUKH W MaJIu
3aXTeBU TOKOM BpeMeHa KOHBePIupajy Ka HBHUXOBUM TEOPETCKHUM CpeIHhUM
BpeTHOCTUMA.

Teopema 4.4 Axo cy mamemamuura ovexusarwa FE(Y7) = % u BE(X;)=m
Konauna, onda ca eeposammohom 1 easgrcu
S B(X)

I = = Am.
ot By

Caeneha Teopema je eHTpaJIHa TPaHIIHA TeopeMa 3a 30up ncirahennx
OJIIIITETA.

Teopema 4.5 Axo cayuajne seaunune Xi u Yy umajy xonaune ducnepsuje,
onda sasicu

— 0, (25)

lim sup
t—o00 z€R

D(5(t))

P{ﬂw—Ewu»Sx}_@@>

ede je ®(x) cmandapdua nopmasna Gyrkyujae pacnodese.

IMTocnennna 4.2 Ha ocrosy u3pasa 3a MamMemamuuko 04eKusare u oucnepsufy
abupa ucnaahenux odwmema damuz ca (23) u (24) dobujamo da npu ycaosy
t — oo pasromepro no x € R sasrcu

P{ S(t) - E(N(1) E(Xy)
VEN()DIX:) + DIND) (B(X))?

< x} — O(x). (26)
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Kod Kpamep-Jlyndbepeosoz modesa eascu N(t) € P(At),
E(Y1) = u E(N(t)) = At, 2de je A > 0. Axo je E(X1) =m u
D(X,) = 0% € (0,400), onda wopucmehu (26) dobujamo da npu ycaoey

t — oo pasromepro no x € R sascu

p{ S(t) — Atm gm}%éuy

V(0 + m?)

Hopwmaina anpokcumaryja.
U3 dbopmysie (25) nobujamo cieehy anpokcumMaiujy 3a GbyHKIMjy pactoese
30upa uciraheHux ojirera

P {S(t) — E(51)) < $} ~ O(x), (27)
D(5(t))

_ o [EmBBW)
cm@_mawg}w¢< mam)' (28)

[pertika y anpokcumanuju y popmysu (27) yCI0OB/bEHA je CTEIeHOM
acumerpuje dyuknuje pacnomene F(z) = P{X; < x}, u3 koje cienu u
acumerpuja pacnomene S(t).

Kopeknuja dpopmysie o ampokcumanuju jara je ErBopToBOM alpoKCUMaIujoM

P{S(t)_E(S(t>> Sx} %@(m)—%’yl(S(t))CPS(x), (29)

D(5(t))

rae je 71(S(t)) xoedurmjent acumerpuje caydajue sennanue S(t).
Jeraspauje o EnoproBoj ampokcumarnuju Moxke ce Hahu y kmwu3u Kendal
and Stuart (1977).

Kopumniheme nHopmasie anpokcuMangje 3a GyHKIU]Y paciojese 301upa uciia-
henux oammrera Tpeba m3behn Ka1a Hac 3aHuMa BepoBaTHoha peTKux gorahaja.
HerabHNja TpUIa 0 aITpOKCUMAIjaMa HOPMAJTHOM PACIIOIEIOM 1 O TpelKaMa,
alpoKcuMaliije y HeHTPaIHOj I PaHndHO] TeopeMu Mozke Hahu y kKibu3u barira-
gapuja u Parra Pao (1982).
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4.3 306wup ucrmaheHuX oaINITETa Y CyOEKCIIOHEHITNjaJTHOM
cay4ajy

[IpernocTaBuMo Ja 3ajennuuka pacnogesna F(x) = P{X; < z},
wiaHoBa Hu3a (X;);>1 NpHUIAJa KIaCH CYOEKCIOHEHIUjATHUX DPACIOJeNa.
Ako oznaunmo S,, = X1+ Xo+- - -+X,,, onma u3 npernocraske fa F npumaga
KJIACH CyOeKCIOHEHIIjAJIHUX PACIOLe/Ia CAeAN JIa 38 CBAKU IIPUPOIAH
Opoj n > 2 BakKu aCUMITOTCKA peJialuja

P{S, >z} ~nP{X; >z}, x — oo. (30)

Y cyOeKCcIoHeHITIjaTHOM CJIy4ajy, BaxKnhe CJIndHa aCHMIITOTCKA, PeJia-
IIUja U aKO YMECTO S, KOju je 30up HecaydajHor Opoja cabupaka, mnocMaTpamo
30up Koju uMa cirydajan Opoj cabupaka 1j. S(t).

Heka je {N(t),t > 0} xomoren IlyaconoB mporec ca HHTEH3UTETOM
A > 0 u S(t) 30up gar ca (22), rue je 3ajeanndxa GyHKIHja pacHomese
cabupaxa cybeKCIIOHEHIIjaTHA.
13 mpernocraBke ga N(t) € P(At), cienn 1a je:

o

P{S(t) >z} _ Z P{S(t) > z|N(t) = n}P{N(t) = n}
P{Xl > JI} — P{Xl > .T}

= O P{S, >
= Zek(n!) 'PEXlix]}i' (81

n=0

Kopuctumo cienehy teopemy.

Teopema 4.6 Axo ' € S (kaaca cybexcnonenyujarnus pacnodena) onoa 3a
cearo ¢ > 0, nocmoju C € (04 00), mako da 3a ceakxu npupodar 6poj n > 2
u ceaxo x > 0 esaosrcu

1 — F™(x)

) SC+er (32)
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Heka je ¢ > 0. Ha ocuoBy (32) 3akjbyuyjemo ja mocroju koucranta C €

(0 4+ 00), TakBa Ja 3a cBaKd npupojgaH 6poj n u cBako x > 0 Baxku

P{S, >z} "
P{X, > 7} <C(l+e)™

Takobhe, MOxKeMO MPUMETHTH 1A

o0

L)
S e o4 < oo,
n=0 :

Ha ocrosy (33) n (34) mobujamo caenehe:

e ) PS> ay o~ ()" P{S, >}
LD DE TR sy DL

n=0

Ha ocnosy (31) u (35) nobujamo ja je

. P{S(t) >z} = )" P{S,>a}
A s > e lim P{X, >z}

n=0
oo

L)
- Y G

n!
n=0

o

= S nP{N(t) = n}

_ E(NW)
= M\t

nl oo P{X, > 1}

(33)

(34)

(35)

Bakspyayjemo ja, 3a cBako t > 0 Baxku P{S(t) > z} ~ MP{X; > z}, kan

T — Q.

Axo je 6poj ncmaahenux ommrera Ipon3BOJbAH MPOIEC OOHABHAA

OHJIa Baxku cJiejieha Teopema.
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N(t)
Teopema 4.7 Hexa je S(t) = > X;, t > 0, 2de je {N(t),t > 0} npouec
i=1

obnasparea, a (X;),,, HUS HEBAGUCHUT CAYHAJHUT GEAUNUNA CQ UCTNOM
dynruyujom pacnodeae F. Osnavumo p,(t) = P{N(t) =n}, n € Ny.
IIpemnocmasumo da sascu caedehe:

a) Fes;

6) EN(t) < +o0;

B) Y. (14 ¢e)"pu(t) < 400, 3a neko € > 0.
n=0

Tada 3a Ppynryujy pacnodese Gy(x) = P{S(t) < z} cayuajne seauuune S(t)
saotcu Gy € S u

1—Gi(x) ~EN(t)- (1 - F(x)), v — 0.

OBo mornasmse obpabeno je y3 momofi [1], [2], [3], [9] u [10] ca cnucka sureparype.
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5 Crabuane pacrojeje

Y nperxo/iHOM TIOTJIaB/by OWJIO0 je peun o 30upy uciaahernux oamrera
y3 MPEeTIOCTABKY J1a PAcIojiesia BepoBaTHONA T0je IMHATHE OJIIIITeTE NMa KOHA~
YHY JUCIIEP3U]y. Y MOJesy KOJU CMO pa3MaTpaJsid, Ka0 U Yy MHOTUM JIPYTUM
MoOJeIUMa, JOIMYIITaMO MOTYNHOCT Jia JJuciep3uja oAmTere Oyae 6ecKOHATHA.
Y Be3u ca Tum heMo y OBOM HOIJIaB/bY TOBOPUTH O CTAOUJIHUM PacCIIOje/iaMa,
a kopuctuhemo [1], [4], [5], [6], [11], [12]| u [13] ca cuucka nuTepatype.

Crabuine pacrojene ampoKCUMUDA]y PacHoje/y HOpMaJn30BaHe
CyMe He3aBHCHUX, je/IHAKO PACIOEe/beHUX CAYIajHUX BEIUYNHA.
Teopujy jemHoauMeH3MOHATHUX CTAaOWIHUX pacnojesna pa3pmin cy 20-ux u
30-ux romuna 20. Beka Lévy u Khintchine. /letasbauje cy je oopaanaun Gne-
denko n Kolmogorov (1954) u Feller(1971).

[IpuMmena cTabMIHUX pacIoiesa y MoJAeupamy (hUHAHCHjCKUAX
[o/IaTaKa IMOTUYE U3 YULEHUIIE Ja CTabu/IHe paclojielie J03B0/baBajy acuMe-
TPHU]y W TEIIKe peroBe, Koje decto cpehemo ko pacmojena (pUHAHCH]CKIX
nojaTaka. KopucHu cy MoJjies1 3a MoAaTKe KOju MOKPUBajy eKcTpeMue jgoralhaje
Kao IITO cy npupojHe KaracTrpode. Takolhe ce KopucTe U 3a MOJeJIHPAIHE
pa3Hux peHOMeHa Kao IITO CYy TPABUTAIIMOHO II0Jbe 3Be3/1a, HAIIOH ¥ KPUCTAIHO]
peleTKu, roJuuime KOJIMYKNHE IIaJlaBUHA UTH.

Crabuna pacrogena je oapehena ciemehnm mapamerpuma:
unaekcoMm crabuaaoct o« € (0,2], mapamerpom pazmepe o > 0, napaMerpom
nosnokaja p € R u napamerpom acumverpuje € [—1,1]. Ako Huje HarmameHo
Jipyradmje, y3uMa ce Jia je BpeJHOCT napameTpa noyozxkaja i = 0. Ctarmapaaa
crabuJIHA paclojesa je oHa CTaOW/IHA paclojea 3a KOjy Baxku o = 1

w=0.

[Tapamerpu a u 3 oapelyjy obauk pacnogene.’ Kaja je Bpensoct
napaMerpa « MaJia, aCuMeTpHuja je 3Ha4dajHa, a Kako ce a 031 BPEJIHOCTH 2
(3a a = 2 mmahewmo aycoBy pacnozeny), acuMeTpuja je cBe Marbe 3HadYajHA.
Ako je mapamerap 5 > 0 pacrmogesa je acuMeTpHUdHa YIAECHO, a ako je [ < 0
OHJIa je paclojesa aCHMEeTPUYIHA YJIeBo, mTo je Beha BpeaHocT mapamerpa 3

9http://academic2.american.edu/ jpnolan/stable/stable.html
OBjie ce MOry BUETH Pa3IuduTy OOIUIM PACIONETIA Y 3aBUCHOCTH OJT mapamerapa o u f3.
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TO je Beha acumerpuja. Ako je f§ = 0 pacmojena je CHMETpUIHA.
Dynknuja rycrune pacrogene S, (o, —f, p) je pediekcnja dbyHKIMje rycTHHE
pacronesie S, (0, 5, 1) y OIHOCY HA TTapamerap .

a=05

0.4 06

0.z

0.0

Cmuka 4: Tycrune cramjgapaux CTAOUIHUX PACHO/E/a 32 PA3JIUUUTE
BpenHOCTH Tapamerpa 0 u 3a o = 0.5

a=10

02 02 04

o0 DA

Cnuka 5: T'ycruHe cramgapIHuX CTAOWIHUX pACMIO/AE/a 33 PA3JIUIUTE
BPeIHOCTH TapamMerpa [ n3a a = 1

Y HacTaBKY cJiejie eKBUBaJIEHTHE JTe(PUHUIIH]e CTADMIHUX pacIo/ieia.

Hedunnnuja 5.1 Cayuajna eesvuuna X (wena pacnodeaa) je cmabuina,

axo 3a dse nezasuche konuje Xy L Xy X Xy npoussonme bpojese A > 0
u B > 0 nocmoje peasnu 6pojesu C' > 0u D € R, maksu da easrcu

AX,+BX, £ CX + D. (40)
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lerenepucana caydajHa BeTHINHA, OJHOCHO KOHCTAHTA je YBEK
craburaa. OBaj JereHeprcaHu CJIydaj HUje O/l BeJHKe BaYKHOCTH M IPETIOCTa-
B/baMO Jia je X HeJereHepucana CJIydajHa BeJIMINHA, OCUM aKO HUje U3PUUHUTO
JIpyTraduje pedeHo.
Pacmoziesa je crporo crabuiana, ako jeanakoct (40) axku 3a D = 0.

Hedbunnnuja 5.2 Cayuajna eesvuuna X (wena pacnodeaa) je cmabuana,
axo 3a ceaxu npupodnu bpoj n > 2 nocmoje koncmanwme C, > 0u D, € R,
maxee da sasrcu jedHarocm

X4+ Xo+ -+ X, £ CoX + D,, (41)

ede cy X1, Xo, ..., X, HesasucHe xonuje cayuajHe sesunune X.

Teopema 5.1 a) 3a ceaxy cmabuany cayuajny seausuny X nocmoju 6poj
a € (0,2], maxo da 3a xonemarnme C, A u B uz (40)sasrcu

O = A® + B°. (42)

6) Koucmanma C, u3s jednaxocmu (41) dama je ca C, = ne, 2de je a €
(0,2] onaj excnonenm sa koju easicu (42).

Bpoj a € (0,2]u3 jeanakoctu (42) masuBa ce HHACKC CTAOHIHOCTH WA
KapaKTePUCTHIHH eKCIIOHEHT CJIydajHe BeJIUYIHHE U HeHe pacmojesne. « je
Ha]BaXKHUJU TapaMeTap, o/l Ibera 3aBUCH KOjJU MOMEHTH PACIIo/Iesie Cy KOHAUYHI
a Koju Geckonaunu. CrabuiaHa ciayvajHa BeIndnHa (M HEHA PACHONeNa) ca
HHJICKCOM (v 30BE C€ Q-CTabUJIHA CIIydajHa BeTHIAHA

(a-cTabusiHa pacmojena).

ITpumep 5.1 Hopmasana pacnodeaa je cmabunna.

IIpemnocmasumo da X € N(m,0?). Hexa cy X, u X, nezasucne wonuje
cayuagre seauqune X.

36 A>0u B >0 sasicu

AX, + BX, € N((A + B)m, (A% + B*0?),

myj. jeduaxocm (40) easicu 3a C =+ A2+ B?>uD =(A+B—-C)m. A
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M3 oBor mpumepa MOXKEMO 3aK/bYUUTH Ja je HAEKC CTAOUIHOCTH HOpPMAJIHE
pacnojene 2.

IMpumep 5.2 [lyaconosa pacnodesa nuje cmabdbuina.

Hexa je X € P(X), A > 0. Kapaxmepucmuyuna Gynxyuja caydajne sesunune
je px (t) = e,

IIpemnocmasumo da nocmoje konemarwme C > 0u D € R, maxse da (40)
saorcu 3a A = B = 1. Tada je px,+x,(t) = vox+p(t).

Pxi1x(t) = ox (D (t) = XTI = (D) = ),

) . itC _ O _ 1)1 q
SOCX+D(t> — eltDQOX(Ot) — eitD (e 1) — pAle D+itD
Ha ocrosy npemzoonoz moscemo saxsyvumu da je

2A(e — 1) = itD 4+ A\(e™C —1).

ame dobujamo da je

t2 '3t3 02t2 '3C3t3
2/\(it—§+%+---):itD+)\(z'tC— > 4! - ) (43)

Axo usjednanumo woeuyujerme ys t2 na A€60j U na decro] cmpar
jednaxocmu (43), onda dobujamo da je C* = 2. Ao usjednanumo Koeduyu-
jenme ys t3, onda dobujamo da je C* = 2. Tume cmo doburu KOHMPAOUKUUTY.

A

Teopema 5.2 Kaaca cmabusnus Hedezenepucarus pacnodesa nokAana ce ca
KAGCOM CBUL MO2YRUT HEDe2EHEPUCAHUT 2PAHUMHUL PACTO0EN 30 AUHEAPHO
HOPMAAUZOBAHE NAPUUJAAHE CYME YAAHOBE HU3M HE3ABUCHUL CAYUAJHUL GEAULUHA
€O UCTNOM PACTOOCAOM.
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5.1 KapakrepuctudHe pyHKIHje CTAODMITHUX PaCIIOaesIa

Teopema 5.3 Cmabuana cayuajna seauvuna X u 1eHE Pacnodess umajy
Kapaxmepucmuuny Gyrkuujy caedehee obauka

exp { —o®[t|*(1 — iB(sgnt)tg™®) + ipt}, ako je v # 1
exp {—olt|(1 +iB2(sgnt)In|t| +iut},  ako je v =1
edejepn e R o >0,a€(0,2,8€[-1,1u
1, axo je t >0
sgnt =40, axojet=0 (45)

—1, axo jet <O.

Jlokas oBe Teopeme Mozke ce nahu y kmwu3u Gnedenko n Kolmogorov
(1954), norsasspe 34.

3a caydajHy BesmunHy X UHja je KapakTepucTudHa (DYHKIMja 1aTa
ca (44) xopuctumo o3Haky X € S, (0, 5, 1). Kana je § = u =0 nobujamo
crabusny pacnogeny S,(c,0,0), Koja je CHMETpUYHA y OJHOCY HA HYJIYy U
Yhja je KapaKTepUCTUIHA (PYHKIHjA U3Y3E€THO jeIHOCTABHOI ODJIMKA,

p(t) = eI,

ma Cy OBe pacrojese MocebHO IMOrojHe 3a KOpHUIIeme y MaTeMaTHIKUM
Mozenuma. Kopuctuhemo m o3naky X ~ SaS, kaga ciydajua BeJHYHHA
X mva cumerpudny (y OfHOCY Ha HYyJLy) Q-CTaOHJIHY DACIOEy.

5.2 T'ycrmne ctabumHUx pacmojesia

['yerune pacrojiesia -CTaOUIHUX HEJETeHEPUCAHUX CJIYYajHUX
BeJINYHMHA CYy aIllCOJyTHO HempekuiHe. VHTerpamre dopmyrne oBUX rycTuHA
nate ¢y vy kmbusu Zolotarev (1986). TlocToju HEKOJUKO TpUMeEpa CTAOUTHAX
pacroiesia Kol KOjuX ce TYCTUHA paclojesie MOXKe 3almucaT moMohy
eJleMeHTapHUX (DYHKIU]a.
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IIpumep 5.3 Hopmanana pacnodesa uma So(c,0, 1) = N(u,20%) eycmuny
damy ca

fla) = 201\/% exp {_%} ZER (46)

IIpumemumo da napamemap o y napamempuaayuju Se(o, 0, 1) Huje cmandapdro

odcmynatrbe, jep je ducnep3uja HopmasHe pacnodese wuja je 2ycmuna dama
ca (46) jednara 20°. A\

IIpumep 5.4 Kowujesa pacnodesa S1(0,0, 1) uma eycmuny damy ca

1 o

Ay

reR (6 >0,peR)A (47)

IIpumep 5.5 Jlesujese pacnodesa Si(o, 1, 1) uma eycmuny

Fa) = (%)Qmexp{—ﬁ}, e p (48)

u f(x) =0 sax < pnpuuemy je o >0, p € R. A

5 0 5
Cnuka 6: I'yctune nHopmastae, Kommujese u JleBujeBe pacnomese

Ha counm 5. wopmaJsiHa pacrojesia NpHKa3aHa je HEINPEeKUJHOM JUHUJOM,
JleBujeBa MCHPEKUIAHOM JIMHUJOM - - - - - a Kommujea -« -« .



5.3 OcobuHe cTaOMJIIHUX pacHoaesia

Kopucran anar 3a npoy4daBame a-CTaOUJIHAX PACIOesa je KapaKTepu-
cruana dyskimja nata ca (44). Kopucruhewmo je 3a m3Bohere HEKHX OCHOBHUX
ocobWHa CTAOMJIHUX CAYyYajHUX BEJMYUHA U 3a J00Ujarhe WHTepIpeTalln]je
napamMerapa. OJ cBUX mapaMeTapa, HajMambW 3HAUYa) UMa TTapaMeTap [ 3aTO
MTO OH jeIMHO YTUYIe HA MOJI0XKA).

Teopema 5.4 Hexa cy X1 u Xo neszasuche cayuajne sesudune makee da
X; ~ Sa(oi, Bis i), i =1,2. Tada X1 + Xy ~ S,(0, B, 1), 2de cy

_ ot + Paoy
)

Q=

o= (o +03)~, B L =1+ po

OBo nehe BakuTH YKOJUKO CY BPEIHOCTH (v PABIUIUTE.
Jloka3. 3a a # 1, Ha OCHOBY HE3aBUCHOCTH,

In PX1+Xo (t) = hl((le (t)SOX2 (t>> =In ¢ (t) +In PXo (t)
= —(of + o) [t|* +ilt] (sgnt)tg—2 (Brof + Baod) + it (p + po)

Zﬂﬂf?*‘ﬁzU?

= —(of +0o9)[t|" |1 -
(o5 + o)l n

yiye’ .
(sgnt)tg=—0-| +at(p + p2)

3a a =1, noka3 je ciuuan. B
[Tapamerap p je mapamerap moJioxkaja 300r ciejiehe Teopeme.

Teopema 5.5 Hexa je X ~ S,(0,05,1) u Hexka je a peaana KOHCMAHMA.
Tada je X +a ~ S,(0, 5,1+ a).

Jokasz. Chemn qupekTHO n3 (popMe KapakTepucTudHne (PyHKIHje.

SOX-l—a(t) = exp {Zta} ©x (t)
_ )XpP {—ot|*(1 — iB(sgnt)tg™®) +it(u+a)}, akoje a# 1
exp {—olt|(1 +iB2(sgnt) nft| +it(u+a)}, akojea=1.M
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Teopema 5.6 Heka je X ~ S,(o,0,p) u Heka je a peaana kowcmanma.
Tada

aX ~ So(lalo, (sgna)B,ap), ako je o # 1
2
aX ~ Si(|alo, (sgna)B,ap — —(In|aloB)), ako je o = 1. (49)
7r

Hokaz. 3Ba a # 1

vax(t) = exp {—a"‘|at|a(1 - iﬁ(sgnat)tg%) + i,u(at)}

= exp {—(olal)*t*(1 = iB(sgna)(sgnt)tg ") + i(ua)t

3a a =1, noka3 je ciuuan. B

Teopema 5.7 X ~ S,(0,5,1) je cumempuuna axo u camo axo je =0 u
p=0. Cumempuuna je y odnocy wa [ axo u camo axo je 3 = 0.

CBHU MOMEHTH JIereHePUCAHNX PACIIO/esIa Cy KOHAYHH, & HelereHepu-
caHe q-cTabuIHe pacnojerne Ko Kojux je 0 < a < 2 umajy OeckoHadHe Japyre
MomeHnTe. Kazna je « < 1 He mocToju MpBH MOMeEHAT.

Youurreno, E | X|" = [ |z[Pdz nocroju camo ako je p < a.
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3akJbydaK

Y oBom pajy onucan je IlyacoHoB mporiec Koju ce KOPUCTHTU Y
ocurypasajyhum Komnanujama 3a Mojeupaimbe Opoja oJITeTa Kao U CJI0KEHI
[IyacoHOB mporiec Koju ce KOPUCTH 3a MOJIeTupambe 30upa uciiahe Hux oJimTeTa.
[Iponennmu cmo 30up ucmaahenux oamTeTa Ha OCHOBY oJpeljuBamba MaTeMaTHIKOT
OYEKHBaHa U JUCIEP3nje U Ha OCHOBY IIPUMEHE jAKOT 3aKOHA BEJIMKUX OpojeBa
U TIieHTpasne rpanndne reopeMe. To je jenan oy K/byYHUX 3a/aTaka ocurypasajyhe
KOMTaHuje jep npojaajyhu moJimce ocurypama 3a HeKe pusnune jorabaje,
npubaB/bajy CpeicTBa MOTpeOHA 3a MOKPHBaHe TPOIIKOBA TPHU HACTYIAY
HeKor o1 pusndHuX gorabaja. Crora, 1a Ou mocioBase yCrenrHo, ocurypasajyhe
KOMITaHHje MOPajy jJ00pO IMPOIEHUTH KOJMKA MOYXKe OUTH YKYIIHA IITeTa HpU
HACTYyHAby CBAKOT OJT pU3UYHUX Jorahaja, Kao U KOJHMKO 4ecTO ojpeheHn Thir
pusndHUX jlorahaja HACTYNa W MOTOM OJPEUTH BUCHHY MPEMHU]E.
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