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Abstrakt

Praksa testiranja u£enika kako na nacionalnom tako i na me�unarodnom nivou je nezamenljiv deo eval-
uacije u£enika jednog ²kolskog sistema. Na me�unarodnom nivou, postoji £itav niz orudja da se proceni
realno stanje znjanja u£enika od kojih je testiranje najzna£ajnije i povrh svega najobjektivnije.

Cilj ovog rada jeste da nas upozna sa testovima koji se koriste danas u najve¢em broju zemalja sveta i u
na²oj zemlji. Kao tri najpopularnija matemati£ka takmi£enja kako kod nas tako i u svetu Pisa projekat,
Kengur bez granica i Matemati£ka olimpijada bila su istraºivana u ovom radu. Opisano je kako su ova
takmi£enja nastala i kako funkcioni²u danas. Date su informacije vezane za na£in odrzavanja, bodovanja
i ciljeva ova tri takmi£enja.

Drugi deo ovaga rada bavi se rezultatima na²ih u£enika u odnosu na u£enike drugih zemalja. U ovom
delu su iznete statistike do kojih je do�eno. Rezultati i statistike svakog od tri takmi£enja se posebno
ispituju i opisuju.

Poseban akcenat je dat na primere ovih testova i re²avanje teºih. U izboru se poku²alo da primeri
budu reprezentativni i ²to bolje prikaºu prirodu i namenu testa kome pripadaju.
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1 Uvod

Jedno od osnovnih zadataka ²kolskog sistema jeste da oceni u£enika, njegovo znanje, rad i zalaganje.
Kada se radi o matematici, sigurno je da je test jedan od najpopularnijih, a £ini se i najpreciznijih na£ina
da se u£enik oceni. Testiranje u£enika na medjunarodnom nivou daje im dodatnu motivaciju i ciljeve
koje im obi£no ²kolsko takmi£enje nemoºe ponuduti. Kao ²to smo rekli tri najpopularnija me�unarodna
takmi£enja koji se praktikuju i u na²oj zemlji su: Pisa projekat, Kengur bez granica i Internacionalna
Matemati£ka Olimpijada.

Moramo re¢i da su ovo su²tinski razli£ita takmi£enja kako nivou teºine zadataka tako i po na£inu or-
ganizovanja i odrºavanja ali koji imaju isti cilj da pokaºu stanje matemati£kog obrazovanja odredjene
zemlje u odnosu na okruºenje. Matemati£ka olimpijada je takmi£enje koje je zami²ljeno kao testiranje
najboljih mladih talenata dok su druga dva takmi£enja predvi�ena za sve u£enike.
Ono ²to je sli£no kod sva tri takmi£enja jeste da:

• pruºaju informacije o obrazovnim sistemima i omogu¢avaju upore�ivanje u£enika iz velikog broja
zemalja

• omogu¢avaju me�unarodno uporedivo merenje dostignu¢a u£enika

• procjenjuju znanja povezana sa realnim ºivotnim situacijama i ve²tine i spremnost za budu¢e
u£estvovanje u dru²tvu odraslih

• ispituje odnos izme�u dostignu¢a u£enika i faktora koji uti£u na u£enje kao ²to su karakteristike
u£enika i ²kole

• pomaºe kreiranju obrazovne politike
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1.1 Matematicka olimpijada

Prva internacionalna matemati£ka olimpijada(IMO) je odrzana 1959. godine u Rumuniji. Od tada je
bila odrºavana svake godine osim 1980. kada je otkazana zbog unutra²njih sukoba u Mongoliji. Na
po£etku je bila osnovana samo za isto£no evropske drºave koje su pripadale Var²avskom paktu, da bi se
nedugo zatim uklju£ile i druge drºave. Iako je takmi£enje na pocetu odrzavano samo u isto£noj evropi
vremenom je dobilo svetki karakter i samim tim i mesto odrzavaja je po£elo da se menja. Danas je ovo
jedno od najzna£ajnijih internacionalnih matemati£kih takmi£enja na svetu. Popularnost matemati£ke
olimpijade je privuklo paºnju javnosti i sponzore, tako da je 2011. Google dao milion dolara da pomogne
mlade talente.

Test je sadrºan od ²est zadataka od koji svaki vredi sedam bodova, ukupno 42 bodova. Nijedan od
zadataka ne podrazumeva ra£unanje. Takmi£enje traje dva vezana dana u kojima takmi£ari imaju
po £etiri-i-po sata da re²e po tri zadatka. Zadaci su iz raznih oblasti srednjo²kolske matematike: ge-
ometrija, teorija brojeva, algebra i kombinatorika. Oni ne podrazumevaju znanje vise matematike kao
²to je matemati£ka analiza, nego £esto kratka i elementarna re²enja. I pored toga, zadaci su predstavl-
jaju problem u£enicima zbog na£ina na koji oni sloºeni. Ono ²to je poslednjih godina popularno jesu:
algebarske nejedna£ine, kompleksni brojevi i geometrijski problemi sa konstrukcijom, iako geometrija
kao oblast nije toliko popularna kao ranije.

Osim zemlje doma¢ina sve zemlje mogu da po²alju predlog za zadatke komitetu za izbor zadataka
koji sastavlja drºava koja je doma¢in. Profesori koji predvode u£esnike stiºu na takmi£enje par dana
pre u£enika i od ºirija olimpijade izvlace ²est pitanja sa predloºene liste. �iri tada raspore�uje zadatke
po teºini od najlak²eg do najteºeg. Kako predvodnici takmi£ara znaju re²nja zadataka pre u£esnika, oni
su strogo pra¢eni i odvojeni. Ocenjivanje radova za svake od zemalja se odvija u kordinaciji lidera tima
odra�ene zemlje i koordinatora koga odra�uje zemlja doma¢in. U slu£aju da se jave nesuglasice koje
nemogu biti re²ene tada slu£aj re²ava posebno sastavljen ºiri.

Izbor u£enika koji ¢e u£estvovati na Olimpijadi znatno se razlikuje od drºave do drºave. U nekim
zemljama, kao na primer u Kini, procedura izbora u£enika se sastoji od nekoliko te²kih testova koji se
po teºini mogu meriti sa zadacima sa Olimpijade. Dalje se Kineski u£esnici treniraju u posebno orga-
nizovanim kampovima. U drugim zemljama, kao na primer u USA kandidati prolaze kroz niz testova
koji postepeno postaju teºi i zahtevniji. Na kraju Ameri£ki u£enici izlaze na Ameri£ku Matemati£ku
Olimpijadu sa koje najbolji ulaze u tim koji ¢e ih predstavljati na me�unarodnom takmi£enju. Kao i
u Kini i u Americi postoji letnji kamp na kome se priprema tim. U biv²im Sovjetskim drºavam izbor
u£enika se vr²i par godina pre takmi£enja, da bi se sa tim u£enicima posvetila posebna paºnja i da bi
se sa njima radilo s namerom da se ²to bolje pripreme za ovaj doga�aj. Ovaj metod su neke zemlje
vremenom promenile. Ukrajina, na primer, organizuje £etiri takmi£enja na nivou drºave na kojima se
biraju predstavnici ne uzimaju¢i u obzir prethodne uspehe u£enika. Indijski u£enici rade generalni test
pod imenom AMTI, da bi najbolji u£enici dalje i²li na Regionalnu Matemati£ku Olimpijadu a zatim na
Indijsku Nacionalnu Matemati£ku Olimpijadu sa koje se bira 36 u£enika. Sa tim u£enicima se radi u
kampovima oranizovanih u tu svrhu da bi se tu izabralo 6 u£enika koji ¢e predstavljati Indiju na IMO.

U£esnici su rangirani u odnosu na njihov pojedina£ni uspeh. Medalje su dodeljene najbolje plasiranim
u£esnicima svake zemlje tako da oko plovine u£esnika dobiju neku od medalja. Za svaku od medalja
postoje minimumi bodova koje u£enik treba da osvoji da bi dobijo neku od medalja. U£enici koji nedo-
biju medalju a osvoje 7 bodova na nekom od zadataka dobijaju pohvalnicu. Tako�e, specijalne nagrade
dobijaju u£enici koji na posebno elegantan na£in re²e neki od zadataka. De²ava se da broj u£esnika koji
dobija medalju nije blizu polovine pa se pravilo da polovina u£esnika dobija medalju naru²ava. Tako se
na primer 2010. razmi²ljalo dal da se 226(43.71%) ili 266 (51.45%) od 517 u£enika nagradi. Sli£no se
2012. razmi²ljalo dal da se 226(46.35%) ili 277(50.55%) od 548 u£enika nagradi medaljom.
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1.2 Kengur bez granica

Ranih 80-tih nastavnik matematike iz Sidneja Peter O'Holloran izmislio je novu vrstu igre u Australi-
jskim ²kolama u kojoj u£enici biraju jedan od ponu�enih odgovora koji smatraju da je ta£an. Ova igra
zamisljena kao simulacija na kompjuteru ²to je omogu¢ilo da hiljade u£enika u£estvuje u isto vreme.
Ovakav pristup je doziveo uspeh u Australijskom Ministarstvu Obrazovanja i ubrzo zatim se usvaja kao
poºeljan vid ispitivanja. Inspirisani ovim, godine 1991. dva francuska profesora Andre Deledicq i Jean
Pierre Boudine odlu£uju da osnuju takmi£enje u Francuskoj pod imenom "Kengur". U prvom izdanju
120000 u£enika niºih razreda je uzelo u£e²¢e da bi se nedugo zatim takmi£enju pridruºilo 21 zemalja
osnivaju¢i internacionalno takmi£enje za sve uzraste pod imenom "Kengur bez granica". Juna 1993. go-
dine se prvi put u Parizu okupljaju organizatori takmi£enja u Evropskim drzavama gde se predstavljaju
iznena�uju¢i podaci o pose¢enosti ovog takmi£enja. Po iznetim informacijama broj u£esnika tih godina
vrtoglavo raste tako da je 1991. ucestvovalo 120000, 1992. 300000 a 1993. 500000 u£enika. Nedugo za-
tim se ovom takmi£enju priklju£uje jos sedam zemalja: Belorusija, Ma�arska, Holandija, Poljska Rusija
i �panija. Juna 1994 je Evropska komisija u Strasburu onsnovala komisiju za takmi£enje "Kengur bez
granica" sa sedi²tem u Parizu koja je po£ela sa radom 17. Januara 1995.

Kengur bez granica je internacionalno matemati£ko takmi£enje u kojem u£estvuju u£enici vise od 40
zemalja raspore�eni u dvanaest grupa po uzrastu. Takmi£enje se odrºava jedamput godi²nje, tre¢e
utorka u Martu i zami²ljeno je da testira logi£ko razmi²ljane u£esnika. Svake godine broj u£esnika ovog
takmi£enja stalno raste tako da je jo² 2009. u£estvovalo 47 drºava sa preko 5000000 u£enika.

Testiranje je sadrºano od 30 zadataka tipa zaokruºivanja ta£nog odgovora, od kojih svaki vredi po
3,4 ili 5 poena. Test se radi 75 minuta i svaki u£esnik na po£etku dobija 30 poena tako minimum
koji moºe da osvoji na kraju zbog negativnih poena je 0. Maksimum koji u£enik moºe da osvoji je
150 poena. Rezultate takmi£enja i nagra�ivanje najboljih vr²i svaka ²kola poanosob. Tako�e, postoje
specijalne nagrade za ²kole £iji u£enici pokaºu najbolje relultate.
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1.3 Pisa testovi

Me�unarodni program procene obrazovnih postignuca u£enika PISA(Programme for International Stu-
dent Assessment) inicirao je OECD(Organisation for Economic Co-operation and Development) sa os-
novnom svrhom da se sistemski prati kvalitet i pravednost obrazovanja u pojedina£nim zemljam u£es-
nicama. Zemlje £lanice OECD prepoznale su da uspeh, konkuretnost i razvoj neke zemlje u globalnom
svetu u ve¢oj meri zavisi od kvaliteta i pravednosti obrazovanja. Pokazalo se da je neophodno uspostaviti
sistem stalnog pra¢enja kvaliteta obrazovanja da bi se na osnovu tako dobijenih podataka razvijale poli-
tike koje ¢e obezbediti stalno unapre�ivanje kvaliteta i pravednosti obrazovanja. U mnogim zemljama
rezultati u studiji PISA predmet su ozbiljih javnih i stru£nih debata i na osnovu njih se donose strate²ke
odluke u oblasti obrazovne politike. Projekat PISA je, tako�e, postao jedan od instrumenata kojim se
na nivou EU prati ostvarivanje Lisabonskih ciljeva. Iako postoje odredjene kritike i otvorena pitanja,
program PISA danas je jedan od najve¢ih me�unarodnih programa u oblasti obrazovanja i jedan od
najvaºnijih smernica za obrazovnu politiku.
U okviru studije programa PISA sistematski se prati koji nivo funkcionalne pismenosti dostiºu petnesto-
godi²njaci u oblasti matematike, prirodnih nauka i razumevanja pro£itanog. Ova tri domena su izabrana
kao najop²tiji i najrelevantniji indikatori obrazovnih postigni¢a u£enika. Speci�£nost studije programa
PISA jeste da ona ne ispituje u kojoj meri u£enici mogu da reprodukuju ono ²to su u£ili u ²kolama,
vec u kojoj meri su mladi osposobljeni da razumeju i koriste date informacije prilikom re²avanja rele-
vantnih problema iz svakodnevnog ºivota. Na taj na£in, studija programa PISA teºi da utvrdi u kojoj
meri se mladi pripremaju za ºivot u savremenom dru²tvu, a ne koliko su savladali gradivo koje su u£ili
u ²koli. Pored toga, cilj studije programa PISA jeste da utvrdi u kojem obimu razli£iti kontekstu-
alni faktori(karakteristike obrazovnog sistema, karakteristike porodi£nog okruºenja, karakteristike ²kole
i karakteristike u£enika) uti£u na obrazovna postignu¢a u£enika. Na osnovu odluke Ministarstva prosvete
i sporta, Srbija u£estvuje u programu PISA od 2001. godine.

Figure 1: Zastupljenost Pisa test u draºavama sveta

Ideja koja leºi u osnovi ove inicijative jeste da se javnosti, a posebno prosvetnoj javnosti pribliºi koncep-
cija i na£in ispitivanja koji se primenjuju u ovoj istraºiva£koj studiji. Opis nivoa postignu£a i primeri
zadataka koji su se primenjivali treba da posluºe kao orijentir i model u pripremi za budu¢a testiranja,
tako da situacija testiranja za u£enike ne bude potpuna nepoznanica, ali i da u svakodnevnoj ²kolskoj
praksi olak²a nastavni£ko ocenjivanje.
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1.3.1 Skala postignu¢a

Postignu¢a u£enika u sve tri oblasti koje su ispitivane papir-olovka testovima saop²tavaju se na skali
koja je konstruisana tako da je aritmeti£ka sredina 500, a standardna devijacija 100. Dodatno, skala
postignu¢a je izdeljena na nivoe (skala £itala£ke pismenosti na 7, a matemati£ke i nau£ne pismenosti na
6 nivoa), a svaki nivo je opisan preko ve²tina i znanja koja su u£eniku potrebna da bi re²io zadatke tog
nivoa teºine. Jedan nivo postignu¢a pokriva oko 70 poena na skali, ²to je relativno visok raspon, tako
da u£enici koji se nalaze na razli£itim nivoima pokazuju kvalitativno razli£ite ve²tine i znanja. Slede¢om
slikom je ilustrovan princip konstrukcije nivoa postignu¢a, kao i odnos izme�u teºine zadatka i u£eni£kih
postignu¢a.

Figure 2: Skala postignu¢a

�itanje i analiza podataka o distribuciji postignu¢a po nivoima ukazuju na vaºne aspekte kvaliteta
obrazovanja i veoma su dragoceni u formulisanju obrazovnih politika. Prvo, vaºna informacija je koliko
u£enika ima postignu¢a koja se na nivou proseka (III nivo) ili vi²a od toga, jer to ukazuje na sposobnost
obrazovnog sistema da generi²e znanja koja ne ostaju na nivou reprodukcije i koja imaju vi²u transfernu
vrednost, ²to je zna£ajno sa stanovi²ta akademskih aspiracija i nastavka ²kolovanja. Ako uporedimo na²a
postignu¢a s prosekom na nivou OECD zemalja, vidimo da mi u ovim kategorijama imamo zna£ajno
manji procenat u£enika, tek oko jedne tre¢ine u£enika iz Srbije ostvaruje postignu¢a na tre¢em nivou ili na
nivoima vi²im od tre¢eg (matemati£ka pismenost: 34,6%, £itala£ka pismenost: 36%, nau£na pismenost:
32,6%). Drugo, posebno osetljivu grupu £ine u£enici £ija su postignu¢a ispod drugog nivoa. Niska
postignu¢a u pogledu £itala£ke pismenosti koja, po pravilu, idu u kombinaciji sa niskim postignu¢ima
i u ostalim oblastima, £ine realnim postojanje rizika u pogledu uspe²nosti u nastavku ²kolovanja i,
posledi£no, izboru profesije. Rezultati longitudinalnih istraºivanja koja se realizuju npr. u Kanadi,
�vajcarskoj i Australiji pokazuju da ovako niska postignu¢a na skali £itala£ke pismenosti dramati£no
umanjuju ²anse za nastavak ²kolovanja tako da dve tre¢ine u£enika iz ove grupe ne nastavlja ²kolovanje,
rano ulaze na trÅ¾ºi²te rada, imaju probleme pri zapo²ljavanju i £e²¢e dobijaju lo²e pla¢ene poslove.
Tako�e, Lisabonska agenda kojom su de�nisani zajedni£ki ciljevi zemalja £lanica EU £ija se realizacija
planira do 2020. godine ukazuju da ova grupa u£enika zasluºuje posebnuºnju. Naime, ciljevima koji su
predloºeni za obrazovanje predvi�a se da u kategoriji u£enika za koje se procenjuje da nisu u dovoljnoj
meri funkcionalno pismeni (oni koji su na PISA testovima ispod drugog nivoa) bude najvi²e 15% u£enika.
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Kada je matemati£ka pismenost u pitanju, u ovom trenutku u Srbiji u ovoj kategoriji se nalazi 38,9%
u£enika, pa njihov napredak u mastemati£kim ve²tinama predstavlja ne samo izazov, ve¢ i jasan doma¢i
zadatak za obrazovni sistem. U prethodnom ciklusu, u ovoj kategoriji se nalazilo neznatno vi²e u£enika
(40,6%), ²to nam pokazuje da, iako napredak postoji, on nije dovoljno intenzivan. Drugim re£ima,
ukoliko bismo napredovali ovim tempom, mi ne bismo uspeli da u narednih 7 godina redukujemo procenat
u£enika u ovoj kategoriji na o£ekivanih 15%, ne bismo bili ni blizu tog cilja. Ako pogledamo druga dva
domena postignu¢a, situacija je ne²to bolja jer je ne²to manji procenat u£enika koji ne dostiºu nivo
funkcionalne pismenosti u odnosu na matematiku: njih 33,2% u oblasti £itala£ke pismenosti i 35% u
oblasti nau£ne pismenosti imaju postignu¢a ispod drugog nivoa. U odnos na prethodni ciklus, to je
za 0,5% vi²e u oblasti £itala£ke pismenosti, a za 0,6 vi²e u oblasti nau£ne pismenosti. Iako je re£ o
maloj razlici, ona jasno ukazuje da u proteklom trogodi²njem periodu nije bilo mera na nivou sistema u
celini koje su bile usmerene ka podizanju nivoa postignu¢a onih u£enika koji su, u obrazovnom pogledu,
u najnepovoljnijoj situaciji. Tre¢e vaºno pitanje je na kom je nivou najve¢a koncentracija u£eni£kih
postignu¢a, jer to govori o samom obrazovnom sistemu, o tome na kom nivou se preteºno odvija nastavni
proces. Ako je re£ o koncentraciji postignu¢a na prvom i drugom nivou, ²to je slu£aj sa Srbijom, moºemo
da kaºemo da je sistem orijentisan ka uspostavljanju i vrednovanju znanja na nivou reprodukcije. Drugim
re£ima, lestvica postignu¢a koju postavlja sistem, preko zahteva i kriterijuma ocenjivanja, nalazi se na
nivoima reproduktivnih znanja. Ukoliko nisu podstaknuti na vi²a postignu¢a, ukoliko sistem od njih
ne o£ekuje da pokaºu vi²e, te²ko je o£ekivati da ¢e veliki procenat u£enika samoinicijativno razviti
visoke akademske aspiracije, i otuda imamo ovako nepovoljnu distribuciju postignu¢a na vi²im nivoima.
U£enici £ija su postignu¢a na najvi²im nivoima (V i VI) tako�e predstavljaju osetljivu kategoriju. To
su u£enici sa visokim akademskim potencijalima kojima je potrebna posebna paºnja u podsticanju i
negovanju obrazovnih postignu¢a. Ne treba ni posebno nagla²avati koliko je za razvoj dru²tva bitno da
se omasove postignu¢a na ovom nivou. Kao i u ranijim ciklusima, za Srbiju je karakteristi£no da su
postignu¢a na ovim nivoima prava retkost (matemati£ka pismenost: 4,6%, £itala£ka pismenost: 2,2%,
nau£na pismenost: 1,7%).

1.3.2 Matemati£ka pismenost

Svedoci smo da se u par poslednjih decenija priroda ²kolskog u£enja zna£ajno menja. To nije iznena�enje,
ve¢ prirodna i o£ekivana posledica promena u dru²tvu(globalizacija, socijalne migracije, promenjena
priroda profesija) i razvoja tehnologija. Osnovni smisao obrazovanja vi²e nije opismenjavanje u klasi£nom
zna£enju te re£i, kao ²to vi²e ni osnovno sredstvo intelektualnog rada nije olovka, ve¢ kompjuter. Tako�e,
smisao obrazovanja vi²e nije u obezbe�ivanju informacija, jer su one lako dostupne. Fokus je pomeren
na e�kasne na£ine rada sa informacijama â�� kako ih selektovati i organizovati, kako proceniti njihovu
relevantnost i pouzdanost, kako ih povezati i primeniti na funkcionalan i konstruktivan na£inâ�¦ Drugim
re£ima, pod pismeno²¢u se podrazumeva ovladanost strategijama rada s informacijama reprezentovanim
u razli£itim formama i u razli£itim izvorima. �kola mora da se prilago�ava promenjenim zahtevima, i
pred njom je velika odgovornost da podrºi pozitivan odnos u£enika prema u£enju, da im pomogne da
razviju e�kasne strategije u£enja i rada s podacima, da oja£a njihova interesovanja i pozitivne stavove
prema sadrºajima ²kolskih predmeta i da kreira atmosferu u kojoj je sve to mogu¢e. Jedan od ciljeva
PISA projekta je da informi²e obrazovni sistem u kojoj meri je, u ovom trenutku, uskla�en s ovim i
ovakvim zahtevima. Jedna od ispitivanih, i u ovom ciklusu centralna, oblast postignu¢a je matemati£ka
pismenost. Gotovo da i ne treba obja²njavati za²to matematika. Ona je, u punom smislu re£i inter-
nacionalni predmet. Ovu disciplinu odlikuju jedinstveni koreni, vezani za Euklidovu teoriju brojeva i
geometriju, kao i jedinstveni simboli£ki jezik. Razvoj primenjene matematike, tehnologije i nauke, koje
od matematike u dobroj meri pozajmljuju simboli£ki jezik i kognitivni alat, u novije vreme dao je novu
dimenziju i naglasio zna£aj matematike u obrazovanju pojedinca. Jednom re£ju, izgleda da je lako
posti¢i internacionalnu saglasnost oko relevantnosti matematike kao nezaobilazne oblasti postignu¢a u
jednom me�unarodnom evaluativnom istraºivanju. Odnos matematike, ²kolske matematike i matem-
ati£ke pismenosti Iako izgleda da je matematika, kao disciplina, jasno strukturirana i da po£iva na
univerzalnim saznanjima, ipak postoje razlike u odre�enju matematike kao discipline koja se kre¢u u
rasponu od vrlo restriktivnih do multidisciplinarnih. Restriktivno odre�enje vidi matematiku kao £isto
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teoretsku nau£nu disciplinu koja po£iva na veoma op²tim, apstraktnim pojmovima ²iroke primenljivosti,
bez obzira da li je shva¢ena kao jedinstvena i strukturalno jasno de�nisana disciplina ili kao jedinjenje
vi²e razli£itih subdisciplina, kao ²to su algebra, geometrija, analiza, verovatno¢a, itd. Ovakvo odre�enje
matematike kao discipline dominiralo je nacionalnim kurikulumima sve do pred kraj XX veka i u velikoj
meri odre�ivalo prirodu matematike kao ²kolskog predmeta (izbor sadrºaja, na£in rada, ciljevi nastave,
procena postignu¢a). Tradicionalna nastava matematike, oslonjena na ovakvo odre�enje, po£iva na se-
lekcionisanom setu diskretnih tematskih celina (sadrºaja) me�u kojima je odnos naj£e²¢e linearan ili,
ako je hijerarhijski, hijerarhija nije organizovana po tipu intelektualne aktivnosti ve¢ po kompleksnosti
sadrºaja. Matemati£ka pismenost iz OECD-ovih de�nicija, pa i iz TIMSSove de�nicije je ne samo mnogo
²ira, ve¢ i kvalitativno razli£ita u odnosu na restriktivno (moºemo li ga ve¢ sada nazvati tradicionalno?)
odre�enje matematike bilo kao nau£ne discipline, bilo kao ²kolskog predmeta. Ukratko, moglo bi se
re¢i da je, u odnosu na ovakvo odre�enje matematike, matemati£ka pismenost manje formalna i vi²e
intuitivna, manje apstraktna i vi²e kontekstualna, manje simboli£ka i vi²e konkretna.
Razumevanje matematike centralno je za spremnost mladih za ºivot u modernom dru²tvu. Shvatanje i
re²avanje velikog broja problema i situacija s kojima se ljudi susre¢u u svakodnevnom ºivotu i u profesion-
alnom kontekstu zahteva odre�en nivo poznavanja matematike, matemati£kog rezonovanja i kori²¢senje
matemati£kih â��alataâ��. Zato je vaºno imati predstavu u kojoj meri ²kola priprema mlade ljude za
primenu matematike u razumevanju i re²avanju zna£ajnih problema. Rezultati procene na uzrastu od
15 godina predstavljaju rani indikator toga kako mladi mogu odgovarati na razli£ite situacije s kojima
¢e se susresti u kasnijem ºivotu, a koje uklju£uju matematiku. Smisleno je postaviti pitanje �ta je vaºno
da graÄ�ani znaju i ²ta treba da budu sposobni da urade u situacijama koje uklju£uju matematiku?
Konkretno, koja matemati£ka kompetencija je potrebna petnaestogodi²njaku koji izlazi iz ²kole ili se
sprema za dalju akademsku karijeru? Kao i u op²tem odre�enju pismenosti, i ovde vaºi pravilo da
matemati£ka pismenost nije sinonim za minimalni nivo znanja i ve²tina. Naprotiv, ovaj pojam se odnosi
na kapacitet osoba da matemati£ki rezonuju i koriste matemati£ke koncepte, procedure, £injenice i alate
kako bi opisali, objasnili i predvideli fenomene. U opisu konstrukta matemati£ke pismenosti kojim se ko-
risti PISA 2012 naro£ito je nagla²ena potrebu za razvojem u£eni£kih kapaciteta za kori²¢enje matematike
u kontekstu, a za to su vaºna bogata iskustva s £asova matematike. Tako�e, matemati£ka pismenost
nije karakteristika koju neko ima ili nema, ve¢ je dimenzija na kojoj se pojedinci mogu rasporediti. Pri
tome je vaºno imati na umu da se matemati£ka pismenost sti£e, podsti£e i razvija adekvatnim radom,
pre svega u ²koli, pa je, posledi£no, napredak na ovoj dimenziji mogu¢.

Po de�niciji OECD-a matemati£ka pismenost je kapacitet pojedinca da indenti�kuje i razume ulogu koju
matematika igra u savremenom svetu, da izvede dobro zasnovane matemati£ke procene i da se angaºuje
u matematici tako da zadovolji svoje sada²nje i budu¢e potrebe kao konstruktivnog, zainteresovanog i
re�eksivnog gra�anina. Ovo je osnovna de�nicija matemati£ke pismenosti, ona je dalje opisana preko
tri dimenzije: matemati£ki sadrºaj ili struktura znanja na koje se oslanjaju pojedini problemi i zadaci;
procesi koje je potrebno da u£enik aktivira kako bi povezao problemsku situaciju sa matemati£kim
sadrºajem; i situacije ili konteksti u koje su sme²teni problemi.

1. Sadrzaj
Matemati£ki sadrºaji sme²teni su u £etiri ²iroke tematske oblasti koje pokrivaju veliki raspon
matemati£kih fenomena i koncepata koje se pojavljuju u realnim situacijama, i to u onim situaci-
jama sa kojima se u£enici vrlo verovatno sre¢u izvan ²kole:

• Prostor i oblik. Sadrºaji ajtema iz ove oblasti odnose se na specijalne geometrijske poj-
move i odnose, dakle, bliski su onim ²to u ²koli nazivamo geometrijom. Zahteva se uo£avanje
sli£nosti i razlika izme�u �gura i elemenata �gura, prepoznavanje elemenata �gura, prepozna-
vanje �gura u raznim oblicima reprezentacija i razli£itim dimenzijama, razumevanje svojstva
objekata i njihovih relativnih pozicija.

• Transformacije i relacije. Ova oblast je veoma bliska onome ²to se u okviru klasi£nih ²kolskih
programa radi u okviru algebre. Ona uklju£uje matemati£ke manifestacije promena, kao
i funkcijonalne odnose i odnose zavisnosti me�u promenljivama. Relacije su predstavljene
razli£itim reprezentavijama kao ²to su simboli£ke, ra£unske, gra�£ke tabelarne i geometrijske.
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Prevo�enje iz jednog u drugi oblik reprezentacije £esto je klju£ni zahtev u ajtemima koji
pripadaju ovoj tematskoj celini.

• Brojevi i mere. Traºi se razumevanje numeri£kih fenomena, kvantitativnih odnosa i obrazaca.
U ajtemima se insistira na razumevanju relativne veli£ine i kori²¢enje brojeva da bi se pred-
stavile izmerene i merljive karakteristike realnih objekata. Vaºan aspekt razumevanja brojeva
je numeri£ko rezonovanje koje uklju£uje ose¢aj za brojeve, razumevanje odnosa broja i onoga
²to je njim predstavljeno, razumevanje zna£enja ra£unskih operacija, izvo�enje ra£unskih op-
eracija napamet i procenjivanje. U nastavnom programu ovi ajtemi bi se na²li u aritmetici.

• Ova oblast pokriva verovatno¢u kao i statisti£ke fenomene i odnose.

Ajtemi koji pripadaju svakoj od ovih oblasti formiraju posebnu supskalu, a postignu¢e u£enika se
iskazuje na svakoj od £etiri supskale i na skali matemati£ke pismenosti u celini.

Procena realizacije nastavnih programa nije u fokusu ovog istraºivanja, ta£nije, pokrivenost nas-
tavnih programa ajtemima nije bila kriterijum pri kreiranju i izboru ajtema.

2. Procesi
Raznovrsne su kompetencije koje su prepoznate kao relevantne za re²avanje matemati£kih zadataka,
npr. povezivanje i zaklju£ivanje, argumentovanje, saop²tavanje, modelovanje, postavljanje i re²a-
vanje problema, reprezentovanje podataka, kori²¢enje simboli£kog, tehni£kog i formalnog jezika,
kao i kori²¢enje operacija. U velikom broju slu£ajeva ove kompetencije su aktivne istovremeno, a
kako u njihovom de�nisanju postoje izvesna preklapanja, kognitivne aktivnosti koje se zahtevaju
u matemati£kim ajtemima u okviru PISA projekta, razvrstane su u tri grupe kompetencija:

• Reprodukcija. Ovom grupom obuhvaceni su jednostavni zahtevi sme²teni u poznat kontekst i
to tako da su sve relevantne informacije eksplicirane. Od u£enika se traºi poznavanje £injenica i
osnovnih na£ina reprezentacije podataka, prepoznavanje jednakosti i op²tih svojstva objekata,
primena osnovnih algoritama, formula i procedura, manipulacija izrazima koji sadrºe simbole
i formule u poznatoj standardnoj formi.

• Integracija. Re²avanje problema koji nisu rutinski, ali su sme²teni u relativno poznat kontekst.
Zahteva se kori²¢enje podataka iz razli£itih izvora, selektovanje i integracija podataka koji su
selektovani na razli£ite na£ine, povezivanje podataka sa situacijama iz realnog ºivota i primena
jednostavnih strategija re²avanja problema.

• Re�eksivnost. Ove kompetencije se pojavljuju u zadacima u kojima se od u£enika traºi neki
uvid i re�eksivnost, kao i kreativnost u indenti�kovanju relevantnih matemati£kih koncepta
ili u povezivanju relevantnih znanja da bi se do²lo do re²enja. Takodje se traºi razvijanje
sloºenih interpretacija i generalizacija rezultata.

Dakle, re£ je o procesima koji su organizovani razvojnim redom, po rastu¢oj sloºenosti. Oni
£ine kontinuum od reprodulcije elemntarnih £injenica i jednostavnih matemati£kih operacija preko
povezivanje razli£itih i razli£ito reprezentovanih sadrºaja do kori²¢enja matemati£kog rezonovanja
i generalizacije. Kompetencije koje pripadaju najvi²oj grupi, £ine samo srce matematike i matem-
ati£ke pismenosti.
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3. Situacije(konteksti)
Matemati£ki ajtemi u PISA projektu sme²teni su u ²irok opseg razli£itih kontektesta, koji su
klasi�kovani u £etiri tipa situacija:

• Li£ne situacije- ajtemi iz ove kategorije pozivaju se na svakodnevne aktivnosti koje su tipi£ne
za u£enike ovog uzrasta.

• Obrazovne ili profesionalne situacije su one sa kojima se u£enik sre¢e u ²koli ili £e se sretati
na radnom mestu.

• Javne situacije u kojima se od u£enika trazi da analiziraju neke aspekte lokalnog ili ²ireg
okruºenja.

• Situacije iz nauke su, po pravilu, apstraktnije i mogu da podrazumevaju razumevanje nekog
tehnolo²kog procesa teoriske situacije ili eksplicitno matemati£kog problema. Me�u ajtemima
iz ove kategorije nalaze se i relativno apstraktne matemati£ke situacije sa kojima se u£enici
£esto sre¢u u u£ionici, a koje nemaju prezentaciju da se smeste u ²iri kontekst, ve¢ pripadaju
intramatemati£kom kontekstu.
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2 Statistike i rezultati

2.1 Matemati£ka olimpijada

Socijalisti£ka Federativna Republika Jugoslavija se prvi put pojavila na matemati£koj olimpijadi 1963.
godine kada se na²la na £etvrtom mestu od 8 zemalja koju su te godine u£estvovale. Kako se vremenom
broj zemalja u£esnica pove¢avao tako se i plasman na²e zemlje menjao. Od rezultata koje je vredno
pomenuti jesu kada je 1970. godine Jugoslavija zauzela 4. mesto, 1974. godine kada je zauzela 5. mesto
i 1981. kada je u konkurenciji od 28 zemalja zauzela 8. mesto. Pred pauzu od dve godine(1993.,1994.)
na²a zemlja se pojavila 1992. godine kada je zauzela zavidno 11. mesto u veoma jakoj konkurenciji.
Poslednji put se na²a zemlja takmi£ila pod imenom Jugoslavija 2002. godine, da bi 2003., 2004., i 2005.
godinu nastupala pod imenom Srbija i Crna Gora. Republika Srbija se prvi put takmi£i pod tim imenom
2006. i od tada je od boljih rezultata imala 2012. godine kada je zauzela 15. mesto.

Slede¢a tabela predstavlja broj osvojenih poena na²ih u£enika u savkom od 6 zadataka poslednjih godina:

Godina Broj u£esnika Ukupno Zauzeto Vo�a
Svi Mu²karci �ene 1. 2. 3. 4. 5. 6. Bodova Mesto Grupe

2014. 6 5 1 39 33 7 42 8 0 129 23 Du²an Djuki¢
2013. 6 5 1 28 7 9 42 26 0 112 34 Du²an Djuki¢
2012. 6 6 0 42 21 7 26 26 4 126 15 Djor�e Krtini¢
2011. 6 6 0 38 10 10 32 23 3 116 25 Djor�e Krtini¢
2010. 6 6 0 39 31 7 42 9 7 135 22 Djor�e Krtini¢
2009. 6 6 0 41 40 11 33 28 0 153 22 Djor�e Krtini¢
2008. 6 5 1 37 22 15 41 22 2 139 20 Djor�e Krtini¢
2007. 6 5 1 22 23 9 34 18 1 107 23 Djor�e Krtini¢
2006. 6 4 2 42 6 2 36 2 0 88 38 Djor�e Dugo²ija

Godine 2012. je na² u£enik Teodor von Burg osvoiv²i zlatnu medalju postao u£esnik sa najboljim
rezultatima od kada se matemati£ka olimpijada odrºava. Prvu me�unarodnu medalju osvojio je kao
u£enik 5. razreda osnovne ²kole na Juniorskoj balkanskoj matemati£koj olimpijadi i tako postao najmla�i
srpski u£esnik i osvaja£ medalje na nekom me�unarodnom matemati£kom takmi£enju. Drugi rekord
vezan za ovu olimpijadu (JBMO) postavio je osvojiv²i na njoj £etiri medalje. Kao u£enik osnovne ²kole
2007. i 2008. godine takmi£io se iz matematike sa srednjo²kolcima i uÅ¡ao u nacionalni tim koji Srbiju
predstavlja na Balkanskoj matemati£koj olimpijadi i Me�unarodnoj matemati£koj olimpijadi. Ovo je
prvi i jedinstveni slu£aj u Srbiji da se u£enik osnovne ²kole dve godine zaredom takmi£i na nau£nim
olimpijadama za uvenike starosti do 20 godina. Od 1987. godine, od kada ekipa Jugoslavije, i kasnije
Srbije, u£estvuje na Balkanskoj matemati£koj olimpijadi, prvi put je 2009. godine jedan njen £lan
postigao apsolutno prvo mesto u ukupnom plasmanu. Bio je to Teodor fon Burg sa osvojenih 35 od 40
poena na â��Balkanijadiâ�� u Kragujevcu. Isti uspeh, apsolutno prvo mesto u ukupnom plasmanu
Balkanijade, ponovio je i 2010. u Moldaviji kada je osvojio 38 od 40 poena. Jedini je takmi£ar iz Srbije
i biv²e Jugoslavije koji je na ovoj olimpijadi u£estvovao ²est puta i svaki put osvojio medalju.
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2.2 Kengur bez granica

Posle 2005. godine kada se Kengur bez granica prvi put pojavio u Srbiji, ovo takmi£enje postaje sve
popularnije. Iz sledeceg gra�kona moºemo videti da se najve¢i skok dogodijo 2007. godine kada je broj
u£esnika sa oko 6000 u£enika 2006. godine porasto na skoro 16 000 u£enika. Najve¢i broj u£enika testirao
se 2010. godine kada je u Kenguru bez granica u£estvovalo vise od 20000 u£enika.

Figure 3: Gra�k broja u£enika koji su u£estvovali u Srbiji

Statistike pokazuju da od svog po£etka popularnost ovog takmi£enja neprestalno raste iz godine u godinu.
Iz slede¢eg gra�ka moºemo videti taj uspon koji 2011. godine beleºi rekordnih 6000000 u£esnika koji u
isto vreme rade iste zadatke kako je Kengur bez granica i zami²ljen.

Figure 4: Gra�k broja u£enika u svetu
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2.3 Pisa testovi

U svakodnevnom ºivotu, na radnom mestu, kada se obrazujemo ili usavr²avamo, matemati£ka pismenost
predstavlja jednu od klju£nih kompetencija za uspe²no suo£avanje sa razli£itim izazovima. Matemati£ka
pismenost se odnosi na kori²¢enje matemati£kih znanja, formula i procedura, kako bi se opisao i objasnio
neki fenomen ili da bi se predvideli budu¢i doga�aji. Osobe koje su matemati£ki pismene mogu da
prepoznaju kako se neki fenomen ili doga�aj moºe prevesti u matemati£ku formu koja bi omogu¢ila da
se on bolje razume i da se donesu kvalitetnije odluke.

Do koje mere je matemati£ka pismenost razvijena kod mladih petnaestogodi²njaka iz razli£itih zemalja?
Slede¢a slika prikazuje prose£na postignu¢a u£enika iz razli£itih zemalja na PISA skali matemati£ke
pismenosti, kao i razlike koje postoje me�u u£enicima unutar jedne zemlje u pogledu razvijenosti ove
kompetencije. Razlike koje postoje me�u u£enicima su opisane preko postignu¢a ispod kojeg se nalazi
10%, odnosno 25% u£enika sa najniºim rezultatima, kao i postignu¢a iznad kojeg se nalazi 25%, odnosno
10% u£enika sa najvi²im rezultatima.
Najvi²i nivo matemati£ke pismenosti su ubedljivo pokazali mladi petanestogodi²njaci iz �angaja (Kina)
£ije je prose£no postignu¢e (600 poena na PISA skali) vi²e za oko 100 poena od OECD proseka, ²to pred-
stavlja veliku razliku. Zna£ajno iza mladih iz �angaja nalaze se mladi iz Singapura (562) i Hong Konga
(555) koji imaju za oko 40- 50 poena niºe prose£no postignu¢e od u£enika iz �angaja. I mladi iz Koreje,
Kineskog Tajpeja, Finske, Lihten²tajna, �vajcarske, Japana, Kanade, Holandije, Makao (Kina), Novog
Zelanda, Belgije, Australije, Nema£ke, Estonije, Islanda, Danske i Slovenije imaju, tako�e, prose£na
postignu¢a koja su vi²a od OECD proseka.

Figure 5: Postigni¢e u£enika u Srbiji u odnosu na druge zemlje

Prose£ni nivo matemati£ke pismenosti mladih petanestogodi²njaka iz Srbije na PISA 2009 skali iznosi
442 poena. Ipak, mladi u Srbiji se zna£ajno razlikuju po svojoj matemati£koj pismenosti â�� £etvrtina
u£enika u Srbiji, koja ima najniºi nivo matemati£ke pismenosti, nalazi se ispod 380 poena, ²to spada
u veoma niska postignu¢a, dok se £etvrtina najuspe²nijih u£enika nalazi iznad 504 poena. Razlike koje
postoje me�u u£enicima u Srbiji u pogledu razvijenosti matemati£ke pismenosti su sli£ne onima koje
postoje na nivou OECD zemalja. Od evropskih zemalja razlike me�u u£enicima su najmanje u Letoniji,
Estoniji i Finskoj, dok su najve¢e u Belgiji, Francuskoj, Nema£koj, �vajcarskoj i Bugarskoj.
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Sa prose£nim postignu¢em od 442 poena, u£enici iz Srbije su ostvarili izvestan napredak od nekih 7
poena u odnosu na dva prethodna testiranja (tabela 8). U prvom testiranju u kojem su u£estvovali,
2003. godine, u£enici iz Srbije su u domenu matemati£ke pismenosti u proseku ostvarili 437 poena. U
narednom ciklusu, 2006. godine, prose£ni nivo matemati£ke pismenosti je bio sli£an â�� 435 poena.
Prose£no postignu¢e u£enika iz Srbije 2009. godine je dostiglo 442 poena. U Bugarskoj i Rumuniji
matemati£ka pismenost je za 15, odnosno 12 poena viÅ¡a 2009. godine, a u Crnoj Gori za 4 poena, dok
je u Sloveniji i Hrvatskoj prose£no postignu¢e neÅ¡to niÅ¾e (za 3, odnosno 7 poena).

U odnosu na OECD prosek, prose£an nivo matemati£ke pismenosti je niºi za 54 poena. Imaju¢i u
vidu da jedna godina Å¡kolovanja u OECD zemljama doprinosi porastu od oko 40 poena na PISA skali,
moºe se re¢i da bi u£enicima u Srbiji trebalo obezbediti oko 1.5 godinu dodatnog Å¡kolovanja i to u
OECD zemljama da bi dostigli svoje vr²njake iz OECD zemalja.

U pore�enju sa u£enicima iz drugih zemalja u regionu, prose£no postignu¢e u£enika iz Srbije u domenu
matemati£ke pismenosti je vi²e u odnosu na prose£no postignu¢e u£enika iz Bugarske (428), Rumunije
(427), Crne Gore (403) i Albanije (377), dok je niºe u odnosu na u£enike iz Hrvatske (460) i Slovenije
(501). U odnosu na u£enike iz Hrvatske u£enici u Srbiji imaju za oko 20 poena niºe postignu¢e, ²to je
jednako efektu od pola godine ²kolovanja, dok ta razlika u odnosu na Sloveniju iznosi oko 60 poena, ²to
je jednako ²kolovanju u OECD zemljama u trajanju od jedne i po godine.

2.3.1 Razli£iti nivoi matemati£ke pismenosti

U narednoj tabeli prikazani su podaci o procentu u£enika koji se nalazi ispod nivoa 2 i na svakom nared-
nom nivou postignu¢a u domenu matemati£ke pismenosti. U zemljama u kojima su u£enici imali najvi²a
prose£na postignu¢a, kao ²to su �angaj (Kina), Finska, Koreja, Hong Kong (Kina) i Lihten²tajn, manje
od 10% u£enika se nalazi ispod nivoa 2 na skali matemati£ke pismenosti. S druge strane, u zemljama sa
najniºim prose£nim postignu¢ima (Kolumbija, Peru, Tunis, Katar, Indonezija, Panama i Kirgistan) £ak
preko 70% u£enika se moºe okarakterisati kao funkcionalno nepismeni.

U jednom broju evropskih zemalja izmeÄ�u 10 i 20% u£enika se nalazi ispod nivoa 2 (Estonija, Holandija,
�vajcarska, Island, Danska, Norve²ka, Nema£ka i Belgija). Ove zemlje su, dakle, ve¢ sad blizu ostvarenja
cilja koji je EU postavila za 2020. godinu: manje od 15% u£enika koji nisu funkcionalno pismeni u
domenu matemati£ke pismenosti. Ve¢ina drugih zemalja iz Evrope ima izme�u 20 i 30% u£enika koji
nisu dostigli minimalni nivo funkcionalne matemati£ke pismenosti (Velika Britanija, Slovenija, Poljska,
Irska, Slova£ka Republika, �vedska, Ma�arska, �e²ka Republika, Francuska, Letonija, Austrija, Portugal,
�panija, Luksemburg, Italija, Litvanija i Rusija).

U Srbiji oko 40% u£enika nije dostiglo nivo 2, ²to zna£i da spadaju u one koji nisu funkcionalno pismeni
u domenu matemati£ke pismenosti. U odnosu na 2006. godinu, procenat u£enika koji se nalaze ispod
nivoa 2 se neznatno smanjio za 2-3%. Ovi u£enici mogu da koriste matemati£ko znanje i ve²tine samo u
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poznatom kontekstu u kojem su sve relevantne informacije eksplicitno date. Oni mogu da identi�kuju
relevantne informacije u takvom poznatom kontekstu i da primene rutinske procedure. Svaka situacija
koja bi bila sloºenija od re²avanja bazi£nih i relativno poznatih matemati£kih zadataka za ove u£enike bi
predstavljala zna£ajan problem. Sa takvim, veoma ograni£enim kompetencijama u domenu matemati£ke
pismenosti, ovi u£enici ¢e, ako se ni²ta ne promeni, imati zna£ajne te²ko¢e u budu¢em obrazovanju i u
profesionalnoj karijeri koja podrazumeva iole sloºeniji nivo matemati£ke pismenosti.

S druge strane, kada se analizira procenat u£enika koji su dostigli najvi²e nivoe matemati£ke pismenosti
(nivoi 5 i 6) vidi se da se svaki drugi u£enik u �angaju (Kina) nalazi na ova dva nivoa. Pored toga, u
Singapuru i Hong Kongu (Kina) ne²to vi²e od 30% u£enika se nalazi na ovim najvi²im nivoima matem-
ati£ke pismenosti. Od evropskih zemalja, najuspe²nije su �vajcarska, Finska, Belgija i Holandija u kojima
je svaki £etvrti, odnosno peti u£enik dostigao dva najvi²a nivoa matemati£ke pismenosti. U proseku,
evropske zemlje imaju oko 10-11% u£enika na najvi²im nivoima matemati£ke pismenosti. U Srbiji to je
slu£aj sa oko 3.5% u£enika, ²to je tri puta manje od proseka za evropske zemlje. Drugim re£ima, ako
zamislimo ²kolu sa 1000 u£enika, u evropskim zemljama u njoj ¢e biti izmeÄ�u 100 i 110 u£enika na
najvi²im nivoima matemati£ke pismenosti, dok bi se u Srbiji taj broj bio oko 35 u£enika.
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3 Primeri

U slede¢em poglavlju su dati primeri zadataka sa ova tri takmi£enja. Budu¢i da su testovi £esto trivijalni,
zadaci Pisa testova i testa Kengur bez granica nisu re²avani dok se za zadatke sa Matemati£ke Olimpijade
dalo re²enje.

3.1 Matemati£ka olimpijada

Primer 1: Zadatak sa Internacionalne matemati£ke olimpijade odrºane u Meksiku 14. Jula 2005.

Na stranicama jednakostrani£nog trougla ABC izabrano je ²est ta£aka: A1, A2 na BC; B1, B2 na
CA i C1, C2 na AB. Ove ta£ke su temena konveksnog ²estougla A1A2B1B2C1C2 £ije stranice imaju
jednake duºine. Dokazati da se prave A1B2, B1C2 i C1A2 seku u jednoj ta£ki. (Rumunija)

Re²enje:
Posmatrajmo ta£ku D unutar trougla ABC takvu da je trougao C1C2D jednakostrani£an.
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Tada je DC1 jednako i paralelno sa B1B2, pa je B1B2C1D romb i odatle DB1 = B1B2 = A2B1

jednakostrani£an. Dakle, ta£ke A2, B1, C1, C2 leºe na krugu sa centrom u D, pa imamo:

^B1C1A2 = ^C1B1C2 =
1

2
^C1DC2 =

π

6

Sli£no je:
^C1A1B2 = ^A1C1A2 = ^A1B1C2 = ^B1A1B2 =

π

6

. Zaklju£ujemo da je trougao A1B1C1 jednakostrani£an i da se prave A1B2, B1C2, C1A2 seku u njegovom
centru.

Primer 2:
Zadatak sa Internacionalne matemati£ke olimpijade odrºane u Sloveniji 13. Jula 2006.

Na¢i sve prirodne parove (x, y) celih brojeva takve da je:

1 + 2x + 22x+1 = y2

(SAD)

Re²enje:
Imamo da je:

1 + 2x + 22x+1 = y2

Broj y je neparan i moºemo zaklju£iti da vaºi 2x|(y + 1)(y − 1). Kako nisu oba £inioca deljiva sa 4,
odatle sledi da je jedan od njih deljiv sa 2x−1 tj. y = 2x−1z ± 1. Sa druge strane, o£igledno je da vaºi:
2x + 1 < y < 2x+1 − 1 za x ≥ 2 pa je z = 3. Ako ozna£imo t = 2x−1, polazna jedna£ina postaje

8t2 + 2t+ 1 = (3t± 1)2

£ije je jedino prirodno re²enje t = 8. Tada je x = 4, ²to i jeste re²enje:

1 + 24 + 29 = 232

.

Primer 3:
Zadatak sa Internacionalne matemati£ke olimpijade odrºane u Argentini 10. Jula 2012.

U trouglu ABC ta£ka J je centar spolja pripisanog kruga naspram temena A. Ovaj krug dodiruje stran-
icu BC uM , a produºetke stranica AB i AC u K i L, redom. Prave LM i BJ se seku u F , a prave KM i
CJ se seku u G. Neka je S prese£na ta£ka pravih AF i BC, a T prese£na ta£ka pravih AG i BC. Dokazati
da jeM sredi²te duºi ST . (Gr£ka)
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Re²enje:
Kako je:

^JFL = ^JBC − ^LMC = (
π

2
− ^ABC

2
)− ^ACB

2
=

^BAC
2

= ^JAL

.

Ta£ka F leºi na krugu kroz ta£ke A, J i L, tj. na krugu nad pre£nikom AJ , pa je ^AFB = ^AFJ =
π

2
.

Iz ^SBF = ^ABF sledi da su trouglovi SBF i ABF podudarni i SB = AB. Sada je SM = SB+BM =
AB +BK = AK; analogno je TM = AL = AK, pa je

SM = TM.

Primer 4: Zadatak sa Internacionalne matemati£ke olimpijade odrºane u Kolumbiji 23. Jula 2013.
Dokazati da za svaka dva prirodna broja k i n postoji k prirodnih brojeva m1, m2, ...,mk(ne obavezno
razli£itih) takvih da je:

1 +
2k − 1

n
= (1 +

1

m1
)(1 +

1

m2
) · · · (1 + 1

mk
).

(Japan)

Re²enje:
Po£nimo od primera: za k = 2 imamo 7

4 = 7
6 ·

6
4 = 7

6 ·
3
2 i 8

5 = 6
5 ·

8
6 = 6

5 ·
4
3 .

Tvr�enje zadatka dokazujemo indukcijom po k. Baza k = 1 je trivijalna.
Predpostavimo da tvrdºenje vaºi za k = r − 1(i svako n). Neka je k = r i neka je n prirodan broj.
Razlikujemo dva slu£aja:

• 2|n = 2n1. Tada je:

1 +
2r − 1

n
=
n+ 2r − 1

n+ 2r − 2
· n+ 2r − 2

n
= (1 +

1

n+ 2r − 2
)(1 +

2r−1 − 1

n1
).

Po induktivnoj predpostavci postoje m1, m2,..., mr−1∈ N takvi da je

1 +
2r−1 − 1

n1
= (1 +

1

m1
)(1 +

1

m2
) · · · (1 + 1

mr−1
)

pa je dovoljno uzeti mr = n+ 2r − 2.

• 2 . n = 2n1 − 1. Tada je:

1 +
2r − 1

n
=
n+ 2r − 1

n+ 1
· n+ 1

n
= (1 +

1

n
)(1 +

2r−1 − 1

n1
).
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I u ovom slu£aju vaºi:

1 +
2r−1 − 1

n1
= (1 +

1

m1
)(1 +

1

m2
) · · · (1 + 1

mr−1
)

za neke m1, m2,..., mr−1∈ N pa je dovoljno uzeti mr = n.
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3.2 Kengur bez granica

Izabrani zadaci testa matemati£kog takmi£enja "Kengur bez granica" odrºanog 2014. go-
dine za 5. i 6. razred osnovne ²kole

Zadaci koji vrede 3 poena

1. Aleksa je napisao re£ KANGAROO pomo¢u kartica koje pokazuju po jedno slovo. Naºalost neka
slova su okrenuta pritiskom na karticu(vidi sliku). Pritiskaju¢i dva puta Aleksa moºe da ispravi
slovo K, a pritiskaju¢i jednom moºe da ispravi slovo A.

Koliko puta Aleksa treba da pritisne kartice da bi slova bila pravilno okrenuta?
A)4 B)5 C)6 D)7 E)8

2. Torta je te²ka 900g. Petra je isekla tortu na 4 dela. Najve¢i deo je teºak koliko sva tri ostala dela
zajedno.
Koliko je teºak najve¢i deo?

A)250g B)300g C)400g D)450g E)600g

3. U sabiranju tri broja prikazanom na slici neke cifre su zamenjene zvazdama. Koliki je zbir cifara
koje nedostaju?

1 ? 2
1 ? 3
1 ? 4
3 0 9

A)0 B)1 C)2 D)3 E)10

4. Kolika je razlika izme�u najmanjeg petocifrenog i najve¢eg £etvorocifrenog broja?

A)1 B)10 C)1111 D)9000 E)9900

5. Katarina ima 38 palidrvaca od kojih pravi trougao i kvadrat. Svaka stranica trougla sastoji se od
6 palidrvaca. Koliko palidrvaca ima svaka stranica kvadrata?

A)4 B)5 C)6 D)7 E)8

6. Ogrlica na slici napravljena je od belih i sivih perli.

Vuka²in ho¢e da skine 5 sivih perli. On moºe da skida perle sa bilo koje strane ogrlice, pa mora
da skine, tako�e i neke bele perle.

Koji je najmanji broj belih perli koje Vuka²in mora da skine?

A)2 B)3 C)4 D)5 E)6
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7. Marko je u£estvovao u trci koja se sastojala iz 5 krugova. Vremena kada je Marko pro²ao kroz
startnu ta£ku data su u tabeli. Koji krug je Marko pro²ao za najkra¢e vreme?

A)1 B)2 C)3 D)4 E)5

Zadaci koji vrede 4 poena

8. Kosta i Vuk su krenuli da hodaju iz iste ta£ke. Kosta je i²ao 1km na sever, 2km na zapad, 4km
na jug i na kraju 1km na zapad. Vuk je i²ao 1km na istok, 4km na jug i 4km na zapad. Koja od
slede¢ih mogu¢nosti mora biti poslednji deo Vukovog puta da bi do²ao u istu ta£ku u kojoj je Kosta?

A)ve¢ su u istoj ta£ki B)1km na sever C)1km na severo-zapad D)vi²e
od 1km na severo-zapad E)1km na zapad

9. U letnjem kampu 7 u£enika jede sladoled savkog dana, a 9 u£enika jede sladoled svakog drugog
dana, dok ostali u£enici uop²te ne jedu sladoled. Ju£e je 13 u£enika jelo sladoled. Koliko u£enika
jede sladoled danas?

A)7 B)8 C)9 D)10 E)nemogu¢e je odrediti

10. Kenguri A, B, C, D, E sede tim redom u smeru kretanja kazaljke na satu oko okruglog stola. Ta£no
kada se £ije zvono, svi kenguri sem jednog zamene mesto sa svojim susedom. Nakon toga, raspored
kengura po£ev od kengura A, u smeru kretanja kazaljke na satu je A, E, B, D, C.
Koji kengur se nije pomerio?

A)A B)B C)C D)D E)E

Zadaci koji vrede 5 poena

11. Na disku ima 5 pesama: pesma A traje 3 min, pesma B 2min30s, pesma C 2min, pesma D 1min30s
i pesma E 4min. Ovih 5 pesama su snimljene u redosledu A, B, C, D, E i emituju se u petlji bez
prekida. Kada je Adam iza²ao iz ku¢e emitovana je pesma C. On se vratio ku¢i posle ta£no jednog
sata.
Koja pesma je emitovana kada se Adam vratio ku¢i?

A)A B)B C)C D)D E)E

12. Dejan je upisao brojeve od 1 do 9 u polja tabele 3×3. Po£eo je sa brojevima 1, 2, 3 i 4 kao na
slici. Ispostavlja se da za polje sa brojem 5 vaºi da je zbir brojeva u susednim poljima (susedna
polja su ona koja imaju zajedni£ku stranicu) jednak 9. Koliki je zbir brojeva u poljima susednim
polju sa brojem 6?
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A)14 B)15 C)17 D)28 E)29

13. S jedne strane Park avenije je 60 stabala. Svako drugo drvo je javor, a svako tre¢e ili lipa ili javor.
Sva ostala stabla su breze.
Koliko ima breza?

A)10 B)15 C)20 D)24 E)30
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3.3 Pisa testovi

RAZNOBOJNE BOMBONE

Pitanje 1: Raznobojne bombone
Majka je dozvolila Sa²i da uzme bombonu iz kese. Sa²a ne vidi bombone. Slede¢i gra�kon prikazuje broj
bombona razvrstanih po bojama:

Kolika je verovatno¢a da Sa²a izvu£e crvenu bombonu?
A 10%
B 20%
C 25%
D 50%

HOD

Slika pokazuje otiske stopala £oveka koji hoda. Duºina koraka P je rastojanje izme�u dva uzastopna
otiska peta.

Za mu²karce, formula n
P = 140 daje pribliºan odnos izme�u n i P , gde je:

n= broj koraka u minuti
P=duºina koraka u metrima
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Pitanje 1: Hod
Ukoliko se formula primeni na Du²anov hod i Du²an napravi 70 koraka u minuti, kolika je njegova duºina
koraka? Pokaºi postupak.

Pitanje 2: Hod
Bojan zna da mu je duºina koraka 0.8 metara.
Na osnovu formule, izra£unaj brzinu Bojanovog hoda u metrima u minuti i u kilometrima na £as. Pokaºi
postupak.

ROTIRAJU�A VRATA

U rotiraju¢im vratima nalaze se tri krila koja se okre¢u unutar okruglog prostora. Njegov je unutra²nji
pre£nik dva metra(200 centimetara). Tri krila vrata dele prostor u tri jednaka o�eljka.

Pitanje 1: Rotiraju¢a vrata
Dva otvora na vratima (lukovi prikazani isprekidanom crtom) iste su veli£ine. Ako su oni pre²iroki, krila
koja se pokre¢u ne dodiruju ih, ne omogu¢avaju zatvoren prostor i vazduh slobodno moºe da prolazi
izme�u ulaza i izlaza, uzrokuju¢i neºeljeno gubljenje topline. Koja je maksimalna duºina lukova(u cen-
timetrima), a da vazduh ne prolazi slobodno izmeÄ�u ulaza i izlaza?

RAZGOVOR PREKO INTERNETA

Mark iz Sidneja u Australiji i Hans iz Berlina u Nema£koj £esto me�usobno komuniciraju koriste¢i "chat"
na Internetu. Da bi mogli da razgovaraju moraju da se priklju£e na Internet u istom trenutku. Traºe¢i
odgovaraju¢e vreme za "chat", Mark je konsultovao kartu £asovnih zona i na²ao je slede¢e:
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Pitanje 1: Razgovor preko interneta
Kada je 19h00 u Sidneju, koje je vreme u Berlinu?

Pitanje 2: Razgovor preko interneta
Mark i Hans ne mogu da razgovaraju izme�u 9h00 i 16h30 po njihovim lokalnim vremenima, zato ²to
moraju da idu u ²kolu. Isto tako, ne¢e mo¢i da razgovaraju izme�u 23h00 i 7h00 zato ²to ¢e tada da
spavaju.
Kada Mark i Hans mogu da razgovaraju? Upi²i lokalno vreme u tabelu.

IZBOR

Pitanje 1: Izbor

U jednoj piceriji serviraju picu od sira i paradajza. Uz to, moºete sastaviti sopstvenu picu sa dodat-
nim prilozima. Na raspolaganju su vam £etiri razli£ita dodatna priloga: masline, ²unka, pe£urke i salama.

Ranko ºeli da poru£i picu sa dva razli£ita dodatna priloga.

Koliko razli£itih kombinacija Ranko ima na raspolaganju?

IZVOZ

Donji gra�kon pokazuje podatke o izvozu koji je ostvario Zedland, zemlja £ija je valuta zed.
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Pitanje 1: Izvoz

Kolika je ukupna vrednost(u milionima zeda) izvoza ZADlanda 1998. godine?

Pitanje 2: Izvoz

Koliki je prihod Zedland ostvario od izvoza vo¢nih sokova u 2000. godini?

A 1.8 miliona zeda.
B 2.3 miliona zeda.
C 2.4 miliona zeda.
D 3.4 miliona zeda.
E 3.8 miliona zeda.

KURSNA LISTA

Gospo�ica Mei-Ling, iz Singapura, boravi¢e tri meseca u Juºnoj Africi u okviru studentske razmene.
Treba da zameni singapurske dolare(SGD) u juÅ¾noafri£ke rande(ZAR).

Pitanje 1: Kursna lista
Mei-Ling je saznala da je odnos izme�u singapurskog dolara i juºnoafriºkog randa slede¢i: 1 SGD = 4,2
ZAR. Mei-Ling je zamenila 3 000 singapurskih dolara u juºnoafri£ke rande po tom kursu.
Koliko je juºnoafri£kih randa dobila Mei-Ling?

Pitanje 2: Kursna lista
Kada se Mei-Ling vratila u Singapur posle tri meseca, ostalo joj je 3 900 ZAR-a. Ona ih menja u
singapurske dolare, konstatuju¢i da se kurs promenio i da je sada: 1 SGD = 4,0 ZAR.
Koliko je singapurskih dolara dobila Mei-Ling?

Pitanje 3: Kursna Lista
Tokom ta tri meseca kurs se promenio i pao je sa 4,2 na 4,0 ZAR za jedan SGD. Da li je za Mei-Ling
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povoljniji kurs od 4,0 ZAR umesto 4,2 ZAR kada menja svoje juºnoafri£ke rande u singapurske dolare?
Obrazloºi svoj odgovor.

ZEMLJOTRES

U dokumentarnoj emisiji o zemljotresima i njihovoj u£estalosti raspravljalo se i o mogu¢nosti pred-
vi�anja zemljotresa. Jedan geolog je tvrdio: "U toku narednih dvadeset godina, verovatno¢a da ¢e
Zedgrad pogoditi zemljotres je dva prema tri."
Koja od slede¢ih re£enica najbolje izraÅ¾ava to ²to je geolog hteo da kaºe?

A Po²to je 2
3 × 20 = 13.3, dakle, za 13, odnosno 14 godina dogodi¢e se zemljotres u Zedgradu.

B 2
3 je viÅ¡e od 1

2 , tako da moºemo biti sigurni da ¢e Zedgrad pogoditi zemljotres u narednih 20 godina.
C Ve¢a je verovatno¢a da ¢e Zedgrad pogoditi zemljotres u narednih 20 godina nego da ga ne¢e pogoditi.
D Ne moºemo re¢i ²ta ¢e se dogoditi, jer niko ne moºe biti siguran kada ¢e se dogoditi zemljotres.
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4 Zaklju£ak

Kako smo videli iz statistika Pisa projekta Srbija je ispod proseka po snalaºenju u£enika u matemati£kim
problemima kada poredimo sa ostalim Evropskim drºavama. Sa druge strane, uspeh na²ih u£enika na
matemati£koj olimpijadi je uo£ljiv, pogotovo ako uzmemo u obzir na²e briljantne pojedince koji ulaze
u sam vrh ovog takmi£enja. Iz prethodnog moºemo zaklju£iti da matemati£ko obrazovanje u Srbiji ima
brojne kvalitete i ²to je jos uo£ljivije brojne potencijale ali koji se neusmeravaju prema ciljevima koje
promovi²u razvijene zemlje. Rezulati pokazuju da na²i u£enici poseduju znanja o mnogim teoriskim
pojmovima ali koje £esto nisu u stanju da primene u najjednostavnijim ºivotnim situacijama. Ovi
projekti govore da matemati£ko obrazovanje u Srbiji previ²e paºnje poklanja pripremanju najboljih
u£enika, budu¢ih nau£nih radnika dok je ve¢i deo u£enika i njihova potreba da razumeju matematiku
kao primenjenu nauku zanemarena. Ovo je po njihovim mi²ljenu £emu se treba posvetiti paºnja u
budu¢nosti.
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