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1 Uvod

U radu su obra�ene qetiri celine:

1) Istorijat je kratak osvrt u vezi nastanka logaritamskih i eksponencijalnih
funkcija.

2) Gradivo druge godine sred�ih xkola - Teorija, sadr�i teorijski deo vezan za
datu temu koji bi trebalo da se obra�uje u drugoj godini gimnazije, prirodno-
matematiqkog smera. Zaxto trebalo!? Obiqno je u nastavi teorijski deo dosta
sa�et, pa se tako u praksi obra�uje samo jedan ma�i deo.

3) Gradivo qetvrte godine sred�ih xkola - Teorija, sadr�i teorijski deo ve-
zan za datu temu koji bi trebalo da se obra�uje u qetvrtoj godini gimnazije,
prirodno-matematiqkog smera.

4) Gradivo druge godine sred�ih xkola - Zadaci, sadr�i odabrane zadatke koji
se rade na redovnoj nastavi, ali i na dodatnoj nastavi. Ova celina zauzima
najve�i deo rada, jer je �oj i najvixe posve�eno vremena u nastavi. Zadaci su
navedeni po nastavnim jedinicama, a unutar nastavnih jedinica su pore�ani
od najlakxeg do najte�eg. Na kraju ove celine nalazi se ode	ak sa zadacima
za napredne uqenike.

5) Gradivo qetvrte godine sred�ih xkola - Zadaci, sadr�i odabrane zadatke
koji se rade na redovnoj nastavi. Ova celina je dosta kra�a od prethodne, jer u
qetvrtoj godini eksponencijalne i logaritamske funkcije pro�imaju nastavne
jedinice unutar oblasti Funkcije i radi se vrlo malo zadataka vezanih za �ih.

Zadaci su birani tako da se u �ima mo�e videti xto vixe razliqitih problema-
tiqnih situacija pri rexava�u, kao i gde su vrlo qeste grexke uqenika. Ra�eni
su postupno, sa namerom da mogu poslu�iti i uqenicima koji nemaju dobro pred-
zna�e da bi lakxe savladali dato gradivo, a i da bi videli gde �ihovi vrx�aci
najqex�e grexe i da oni ne bi ponav	ali iste grexke. To je jako bitan momenat u
savladava�u gradiva, jer dosta nastavnika izostav	a u nastavi upozore�a koja su
problematiqna mesta u rexava�u zadataka.
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2 Istorijat

Da bi olakxali rad sa komplikovanim trigonometrijskim tablicama matemati-
qari XVI veka su se bavili upore�iva�em aritmetiqke i geometrijske progresije.
U ovoj oblasti je se jako istakao lord �on Neper.
U svom delu ”Mirifici Logarithmorum Canonis descriptio”, Neper uvodi prirodne lo-
garitme, s idejom da se konstruixu dva niza brojeva, takva da dok jedan od �ih
raste po aritmetiqkoj progresiji, drugi opada po geometrijskoj progresiji. I ne
samo to, trebalo je da proizvod dva broja drugog niza zavisi od zbira odgovaraju�ih
brojeva prvog niza. �egov prvi pokuxaj nije bio dovo	no uspexan, pa je se potom
odluqio da nastavi rad sa Henrijem Brigsom. Henri Brigs, u delu ”Arithmetica
Logarithmica”, uvodi logaritme sa bazom 10, sa qetrnaest cifara za cele brojeve od
1 do 20000 i od 90000 do 100000. Andrijan Vlaku popu�ava prazninu izme�u 20000
i 90000.
Req logaritam potiqe od grqkih reqi logos, u prevodu odnos i arithmos, u prevodu
broj.
Eksponencijalne funkcije se jav	aju tek krajem XVII veka, a broj e se prvi put
pojav	uje u Neperovoj k�izi ”Descriptio”.
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3 Gradivo druge godine sred�ih xkola - Teorija

U drugoj godini gimnazije se obra�uju qetiri tematske celine: Stepenova�e i
korenova�e, Kvadratna jednaqina i kvadratna funkcija, Eksponencijalna i loga-
ritamska funkcija i Trigonometrijska funkcija. Izuzimaju�i qasove predvi�ene
za pismene zadatke, od preostala stosedamdeset i tri qasa oprede	ena za matema-
tiku na godix�em nivou u gimnaziji na prirodno-matematiqkom smeru, trideset i
dva su posve�ena nastavnoj temi Eksponencijalna i logaritamska funkcija, i to je
trinaest qasova predvi�eno za obradu, xesnaest za utvr�iva�e i tri qasa za ostale
tipove qasa. Ako se uzme u obzir dopunska nastava, od planiranih trideset i pet
qasova na godix�em nivou, dvanaest bi trebalo da bude posve�eno Eksponencijalnoj
i logaritamskoj funkciji. A ako bi se uzela u obzir dodatna nastava, zastup	enost
iste teme je vrlo mala. Od predvi�ena trideset i dva qasa na godix�em nivou za
dodatnu nastavu, samo dva su oprede	ena za ovu temu. Uopxteno gledaju�i udeo ove
nastavne teme u zavisnosti od tipa nastave je raznolik.

3.1 Eksponencijalna funkcija i �en grafik

Definicija 1. Neka je a ̸= 1 pozitivna konstanta, x ∈ R, funkcija y = ax

naziva se eksponencijalna funkcija sa osnovom a.

Za a = 1, va�i ax = 1x = 1, za svako x ∈ R, pa je to konstantna funkcija.

Teorema 1. Ako je a > 1, funkcija y = ax je pozitivna za svako x ∈ R, rastu�a je
na R, a grafik te funkcije sadr�i taqku (0, 1). Ako je x > 0, onda je ax > 1, a ako
je x < 0, onda je 0 < ax < 1.
Ako je 0 < a < 1, funkcija y = ax je pozitivna za svako x ∈ R, opadaju�a je na R, a
grafik te funkcije sadr�i tako�e taqku (0, 1). Ako je x > 0, onda je 0 < ax < 1, a
ako je x < 0, onda je ax > 1.

Na naredne dve slike mogu se videti primeri eksponencijalne funkcije. I to,
na levoj slici primeri funkcija oblika y = ax, za a > 1, a na desnoj slici primeri
funkcija oblika y = ax, za 0 < a < 1.

4

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Na ovim slikama ponaosob jako je bitno uoqiti odnose grafika funkcija u zavi-
snosti od vrednosti parametra a. Tako za a1, a2, a3, ... > 1, vrednosti funkcija:
y1 = a1

x, y2 = a2
x, y3 = a3

x,..., su u istom poretku kao i a1, a2, a3,..., za x > 0, a za
x < 0 su u obrnutom poretku. Ali zato za 0 < a1, a2, a3, ... < 1, vrednosti funkcija:
y1 = a1

x, y2 = a2
x, y3 = a3

x,..., su u obrnutom poretku u odnosu na poredak vrednosti
a1, a2, a3,..., za x > 0, a za x < 0 su u istom poretku. Posmatraju�i obe slike is-
tovremeno mo�emo primetiti i da grafik svake eksponencijalne funkcije sadr�i
taqku (0, 1).
Uz prethodno navedene osobine, grafici narednih eksponencijalnih funkcija su
skicirani.

Primer 1.

Skicirati grafik funkcije: y = 3x.

Rexe�e.
x −1 0 1
y 1

3
1 3

△

Primer 2.

Skicirati grafik funkcije: y = (1
5
)x,

−3 ≤ x < 0.

Rexe�e.
x −2 −1
y 25 5

△
Osnovna svojstva eksponencijalne funkcije:

1) Za svako a > 0 i svako x ∈ R je ax > 0.

2) Za svako a > 0 i svako x ∈ R i y ∈ R je ax · ay = ax+y.

3) Za svako a > 0 i svako x ∈ R i y ∈ R je (ax)y = ax·y.

4) Za svako a > 0, b > 0 i svako x ∈ R je ax · bx = (ab)x

5) I) Za svako a > 1 i svako x1 i x2 iz skupa R, takve da je x1 < x2, va�i ax1 < ax2 ,
tj. funkcija ax je strogo rastu�a na skupu R.
II) Za svako 0 < a < 1 i svako x1 i x2 iz skupa R, takve da je x1 < x2, va�i
ax1 > ax2 , tj. funkcija ax je strogo opadaju�a na skupu R.
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Pojedini dokazi:
Napomena: naredni dokazi su validni samo za x ∈ N i y ∈ N. Dokaz u opxtem
sluqaju se radi na fakultetu, ne i u sred�oj xkoli i dosta je du�i.

2) ax · ay = a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
x

· a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
y

= ax+y

3) (ax)y = ax · ax · . . . · ax︸ ︷︷ ︸
y

= a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
x

· a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
x

· . . . · a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
x︸ ︷︷ ︸

y·x

= ax·y

4) ax · bx = a · a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
x

· b · b · . . . · b︸ ︷︷ ︸
x

= ab · ab · . . . · ab︸ ︷︷ ︸
x

= (ab)x

Teorema 2. Funkcija: f : R → R, R ∋ x → ax = y ∈ R, za koju je a > 0, a ̸= 1, skup
R preslikava na skup R+ i to preslikava�e je "1-1"i "na"tj. bijektivno.

3.2 Eksponencijalne jednaqine

Jednaqina u kojoj se nepoznata nalazi i u izlo�iocu naziva se eksponencijalna
jednaqina.
Pri rexava�u eksponencijalne jednaqine obiqno se prvo pristupa odre�iva�u obla-
sti definisanosti. Oblast definisanosti je skup realnih brojeva nepoznate za koju
su definisane sve funkcije koje se pojav	uju u jednaqini. Ako su Da, Df , Dg, obla-
sti definisanosti funkcija: a : R → R, f : R → R i g : R → R, realan broj x iz
skupa {x ∈ Da|a(x) > 0} je rexe�e jednaqine: [a(x)]f(x) = [a(x)]g(x), ako i samo ako je
rexe�e bar jednog od slede�a dva sistema:

1) a(x) = 1, x ∈ Df ∩Dg,

2) f(x) = g(x), x ∈ {x ∈ Da|a(x) > 0}.

3.3 Eksponencijalne nejednaqine

Nejednaqina kod koje se nepoznata nalazi u izlo�iocu naziva se eksponencijalna
nejednaqina.
Postupak je vrlo sliqan rexava�u eksponencijalnih jednaqina. Prvo se odre�uje
oblast definisanosti. Zatim se nejednaqina transformixe na neki jednostavniji
oblik, pa potom se razlikuju dva sluqaja:

1) za a(x) > 1 va�i: a(x)f(x) ≤ a(x)g(x) ⇔ f(x) ≤ g(x)

2) za 0 < a(x) < 1 va�i: a(x)f(x) ≤ a(x)g(x) ⇔ f(x) ≥ g(x)

Primer 3. Rexiti nejednaqinu: (1
2
)x+2 > (1

4
)x.
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Rexe�e.

(1
2
)x+2 > (1

2
)2x

Pa poxto je: 0 < 1
2
< 1, va�i slede�e:

x+ 2 < 2x
−x+ 2 < 0
x > 2.

△

3.4 Pojam inverzne funkcije

Za proizvo	nu bijektivnu funkciju f : A → B, za svako y ∈ B odre�eno je taqno
jedno x ∈ A takvo da je y = f(x), te funkciju definisanu sa:

f−1 : B → A,

tako da va�i:
f−1(y) = x ⇔ y = f(x),

nazivamo inverzna funkcija funkcije f , u oznaci f−1.

Ako sa F (x, y) oznaqimo taqke grafika funkcije f , onda �e grafik funkcije
f−1 sadr�ati taqke oblika G(y, x). Za A ⊆ R i B ⊆ R taqke F (x, y) i G(y, x) su
simetriqne u odnosu na pravu y = x. Pa su grafik date funkcije i �oj inverzne
funkcije osno simetriqni u odnosu na pravu y = x.

Za funkciju f : A → B i �oj inverznu funkciju f−1 : B → A va�i slede�e:

1) za svako x ∈ A je f−1(f(x)) = x;

2) za svako y ∈ B je f(f−1(y)) = y.

Va�no je primetiti da je inverzna funkcija rastu�e funkcije tako�e rastu�a
funkcija, a inverzna funkcija opadaju�e funkcije tako�e opadaju�a funkcija.

Primer 4. Na�i inverznu funkciju funkciji f : R → R, f(x) = 3x−1 i skicirati
grafik date funkcije i �oj inverzne.

Rexe�e. Funkcija f jeste bijektivno preslikava�e skupa R na R, pa ima inverznu
funkciju.
Prvi korak, mesto f(x) treba posmatrati y:

y = 3x− 1.

7

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Sled�i korak je izraziti x preko y:

x = y+1
3
.

Na kraju se dobija:
f−1(x) = x+1

3
.

Na prilo�enoj slici mo�e se primetiti da je grafik date funkcije simetriqan
u odnosu na pravu y = x grafiku �oj inverzne funkcije, kao i da poxto je data
funkcija rastu�a onda je i �oj inverzna funkcija tako�e rastu�a. △

3.5 Logaritamska funkcija i �en grafik

Definicija 2. Logaritamska funkcija sa osnovom a je inverzna funkcija
f−1 : (0,+∞) → R funkcije f : R → (0,+∞) date sa f(x) = ax, gde je a > 0 i a ̸= 1.
x = loga y ⇐⇒ y = ax

Definicija 3. Neka je a ∈ R, a > 0, a ̸= 1, b ∈ R i b > 0. Logaritam broja
b za osnovu a je realan broj x kojim treba stepenovati broj a da bi se dobio broj
broj b, tj. za koji va�i ax = b. Taj broj oznaqavamo sa x = loga b, a qitamo "x je
logaritam broja b za osnovu a". Znaqi, a se zove osnova, a b je logaritmand.[5]

Osnovna svojstva logaritama:

1) neka je a > 0, a ̸= 1 i b > 0, tada va�i: aloga b = b

2) neka je a > 0, a ̸= 1, za svako x > 0 i svako y > 0 va�i: loga xy = loga x+ loga y

3) neka je a > 0, a ̸= 1, s ∈ R, za svako x > 0 va�i: loga x
s = s loga x

4) neka je a > 0, a ̸= 1, za svako x > 0 i svako y > 0 va�i: loga
x
y
= loga x− loga y

8
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5) neka je a > 0, a ̸= 1, n ∈ N, za svako x > 0 va�i: loga
n
√
x = 1

n
loga x

6) neka je a > 0, a ̸= 1, tada va�i: loga 1 = 0

7) neka je a > 0, a ̸= 1, tada va�i: loga a = 1

8) neka je a > 0, b > 0, b ̸= 1, n ∈ N tada va�i: logb a = logbn a
n

9) neka je a > 0, b > 0, a ̸= 1, b ̸= 1 tada va�i: logb a · loga b = 1, tj.logb a = 1
loga b

10) neka je a > 0, b > 0, c > 0, a ̸= 1, c ̸= 1 tada va�i: loga b =
logc b
logc a

11) neka je a > 0, a ̸= 1, s ∈ R, s ̸= 0 tada va�i: logas x = 1
s
loga x

Dokaz:

1) Prva osobina je direktna posledica definicije.

2) Neka je: α = loga x i β = loga y, α, β ∈ R, tada je: x = aα i y = aβ. Na osnovu
datih uslova x · y > 0, pa postoji logaritam loga xy, a va�i i:
aloga xy = xy = aα · aβ = aα+β = aloga x+loga y

3) Neka je: α = loga x, α ∈ R. S obzirom da je xs > 0, onda postoji loga x
s i va�i:

aloga xs
= xs = (aloga x)s = as loga x

4) loga
x
y

= loga(x · y−1) = loga x + loga y
−1 = loga x − loga y, pa je ova osobina

posledica osobina 2) i 3).

5) loga
n
√
x = loga x

1
n = 1

n
loga x, pa je ova osobina posledica osobine 3).

6) Ovo osobina sledi iz jednakosti a0 = 1.

7) Ovo osobina sledi iz jednakosti a1 = a.

8) Neka je: α = logbn a
n, α ∈ R, tada je (bn)α = an. Odavde je oqigledno da je:

bα = a, odakle sledi i α = logb a.

9) Na osnovu prvog svojstva je: aloga b = b.
Logaritmova�em za osnovu b ove jednakosti, dobija se: logb a

loga b = logb b, pa
primenom svojstva 3) na levu stranu jednakosti i svojstva 7) na desnu stranu
jednakosti dobija se logb a · loga b = 1.

10) Logaritmova�em za osnovu a slede�e jednakosti aloga c = blogb c, i primenom
svojstva 3) dobija se: loga c = logb c · loga b, odakle je: loga b = loga c

logb c
. Sada

se primenom svojstva 9) na brojilac i imenilac prethodnog razlomka dobija:

loga b =
1

logc a
1

logc b

= logc b
logc a

.

11) Na osnovu svojstva 9) i 3) va�i: logas x = 1
logx as

= 1
s logx a

= 1
s
loga x.
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Bez obzira na to xto osnova logaritma mo�e biti bilo koji pozitivan broj raz-
liqit od jedan, u zadacima �e se qesto pojav	ivati logaritmi qija je osnova ira-
cionalan broj e = 2, 718.... Logaritmi ovog tipa nazivaju se prirodni logaritmi
i qesto se obele�avaju sa ln. Broj e je jedna od najznaqajnijih matematiqkih kon-
stanti, poznata i kao "Ojlerov broj"ili "Neperova konstanta".
U zadacima se qesto pojav	uju i logaritmi qija je osnova 10. Logaritmi ovog tipa
nazivaju se dekadni logaritmi i qesto se obele�avaju sa log bez naznaqene osnove
ili sa lg. Treba imati u vidu da ovi naqini obele�ava�a datih logaritama nisu
uvek na snazi, to je stvar dogovora i zavisi od literature. Na primer, u engleskoj
literaturi qesto se koristi log bez naznaqene osnove za ln.
Za funkciju: f : R → R+, R ∋ x → f(x) = ax = y ∈ R+, �oj inverzna funkcija je:
f−1 : R+ → R, R+ ∋ y → f−1(y) = loga y = x ∈ R.
Pa je za funkciju y = ax inverzna funkcija x = loga y. S obzirom na to, grafik
funkcije y = loga x, za a > 0, a ̸= 1 i x > 0 skicira�emo koriste�i grafik funkcije
y = ax.
I sluqaj: a > 1
Funkcija y = ax u ovom sluqaju je rastu�a na oblasti definisanosti(R), a kodo-
men joj je R+, pa je i funkcija y = loga x rastu�a na oblasti definisanosti(R+), a
kodomen joj je R.

Primer 5. Razmotrimo sluqaj kada je a = 2.

II sluqaj: 0 < a < 1
Funkcija y = ax u ovom sluqaju je opadaju�a na oblasti definisanosti(R), a kodomen
joj je R+, pa je i funkcija y = loga x opadaju�a na oblasti definisanosti(R+), a
kodomen joj je R.
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Primer 6. Razmotrimo sluqaj kada je a = 1
2
.

3.6 Logaritamske jednaqine

Jednaqina u kojoj se nepoznata pojav	uje u argumentu ili u osnovi, ili u oba
naziva se logaritamska jednaqina.
Kao i pri rexava�u eksponencijalne jednaqine prvo se pristupa odre�iva�u obla-
sti definisanost. Oblast definisanosti je skup realnih brojeva nepoznate za koju
su definisane sve funkcije koje se pojav	uju u jednaqini. Rexava�e logaritamske
jednaqine oblika: loga(x) f(x) = loga(x) g(x) svodi se na rexava�e sistema: a(x) > 0,
a(x) ̸= 1, f(x) > 0 i f(x) = g(x).
Rexava�e logaritamske jednaqine oblika: loga(x) f(x) = g(x) svodi se ne rexava�e

sistema: a(x) > 0, a(x) ̸= 1, f(x) > 0 i f(x) = a(x)g(x).

Rexava�e logaritamske jednaqine nekog drugog slo�enijeg oblika svodi se na
transformaciju date jednaqine korix�e�em osobina logaritama, na neki od pome-
nutih, prostijih vidova logaritamske jednaqine, a zatim i rexava�em date prostije
logaritamske jednaqine na pomenute naqine. Transformaciju odre�enih tipova slo-
�enijih logaritamskih jednaqina mo�emo izvesti i svo�e�em vixe logaritama sa
razliqitim osnovama, na logaritme sa istom osnovom, ili uvo�e�em smene, ili lo-
garitmova�em jednaqine,...
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3.7 Logaritamske nejednaqine

Nejednaqina u kojoj se nepoznata pojav	uje u argumentu ili u osnovi, ili u oba
naziva se logaritamska nejednqina.
Kao i pri rexava�u logaritamskih jednaqine prvo se pristupa odre�iva�u oblasti
definisanosti. Oblast definisanosti je skup realnih brojeva nepoznate za koju su
definisane sve funkcije koje se pojav	uju u nejednaqini, tj. isto se definixe kao
i kod logaritamskih jednaqina.
Rexe�e logaritamske nejednaqine oblika loga(x) f(x) < loga(x) g(x) je x ∈ R takvo da:

1) za a(x) > 1 va�i: 0 < f(x) < g(x)

2) za 0 < a(x) < 1 va�i: f(x) > g(x) > 0

Slo�enije logaritamske nejednaqine se istim metodama koje su prime�ivane kod
logaritamskih jednaqina transformixu u prostije logaritamske nejednaqine.
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4 Gradivo qetvrte godine sred�ih xkola - Teo-

rija

U qetvrtoj godini gimnazije se obra�uje pet tematskih celina: Funkcije, Iz-
vod funkcije, Integral, Kombinatorika i Verovatno�a i statistika. Od ukupno
stodvadeset i osam qasova u toku godine oprede	enih za matematiku na godix�em
nivou u gimnaziji na prirodno-matematiqkom smeru, dvadeset i osam qasova je opre-
de	eno za oblast Funkcije. Dvanaest za obradu, trinaest za utvr�iva�e i tri za
ostale tipove qasa. Od toga je samo jedan mali deo posve�en eksponencijalnim i
logaritamskim funkcijama.

4.1 Funkcija - osnovni pojmovi

Definicija 4. Neka su A i B neprazni skupovi i neka je svakom elementu, x ∈ A
dode	en po zakonu f taqno jedan element y ∈ B. Tada je na skupu A zadata funkcija
f sa vrednostima u skupu B. Ovu funkciju �emo oznaqavati sa: f , f : A → B,
y = f(x) ili f(x).

Skup A nazivamo oblast definisanosti ili domen funkcije f , a skup B je skup
vrednosti ili kodomen funkcije f . Promen	iva x je nezavisno promen	iva, a pro-
men	iva y je zavisno promen	iva.
Funkcija f je "1-1"ako za svaka dva elementa x1, x2 ∈ A va�i slede�e:
x1 ̸= x2 → f(x1) ̸= f(x2).
Funkcija f je "na"ako za svako y u kodomenu, postoji x u domenu.
Preslikava�e f : A → B je bijekcija ako je "1-1"i "na".

Definicija 5. Funkcija f : A → B je ograniqena odozdo ako postoji broj M takav
da je za svaki element x ∈ A, f(x) ≥ M .
Funkcija f : A → B je ograniqena odozgo ako postoji broj N takav da je za svaki
element x ∈ A, f(x) ≤ N .
Funkcija f : A → B je ograniqena ako je ograniqena i odozdo i odozgo, tj. ako
postoje brojevi M i N takvi da je za svaki element x ∈ A, M ≤ f(x) ≤ N .

Definicija 6. Funkcija f : A → B, A ⊂ R je parna, ako va�i f(−x) = f(x) za
svaki element x ∈ R i ako je skup R simetriqan u odnosu na taqku 0.
Funkcija f : A → B, A ⊂ R je neparna, ako va�i f(−x) = −f(x) za svaki element
x ∈ A i ako je skup A simetriqan u odnosu na taqku 0.

Ako je funkcija f parna, onda je grafik te funkcije simetriqan u odnosu na
y-osu.
Ako je funkcija f neparna, onda je grafik te funkcije simetriqan u odnosu na
koordinatni poqetak.

Definicija 7. Funkcija f je periodiqna ako postoji broj T ̸= 0 takav da je
f(x + T ) = f(x), za svako x iz obalsti definisanosti. Broj T je period funkcije
f .
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Primer 7. Funkcija f(x) = ecosx, je:

1) ograniqena, jer je ograniqena i odozdo i odozgo: 1
e
≤ f(x) ≤ e;

2) periodiqna sa periodom T = 2π;

3) parna, pa je grafik �ene funkcije simetriqan u odnosu na y osu.

Definicija 8. Funkcija f : A → B je rastu�a na skupu X ⊂ A ako za proizvo	ne
vrednosti x1, x2 ∈ X takve da je x1 < x2 sledi f(x1) < f(x2).
Funkcija f : A → B je opadaju�a na skupu X ⊂ A ako za proizvo	ne vrednosti
x1, x2 ∈ X takve da je x1 < x2 sledi f(x1) > f(x2).
Funkcija f : A → B je neopadaju�a na skupu X ⊂ A ako za proizvo	ne vrednosti
x1, x2 ∈ X takve da je x1 < x2 sledi f(x1) ≤ f(x2).
Funkcija f : A → B je nerastu�a na skupu X ⊂ A ako za proizvo	ne vrednosti
x1, x2 ∈ X takve da je x1 < x2 sledi f(x1) ≥ f(x2).

Funkcije koje su rastu�e ili opadaju�e ili nerastu�e ili neopadaju�e nazivaju
se monotone funkcije.

Primer 8. Funkcija f(x) = e|x| je:

1) ograniqena odozdo: 1 ≤ f(x);

2) opadaju�a na intervalu (−∞, 0), a rastu�a na intervalu (0,+∞);

3) parna, pa je grafik �ene funkcije simetriqan u odnosu na y osu.
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4.2 Slo�ena funkcija

Definicija 9. Za dve funkcije f : A → B i g : B → C, funkcija h : A → C je
slo�ena funkcija ili superpozicija funkcija f i g ako je h(x) = g(f(x)) za svako
x ∈ A. Oznaqava�emo sa h(x) = g(f(x)) = (g ◦ f)(x).

Superpozicija je asocijativna, ali ne i komutativna operacija koja se mo�e
primeniti na konaqno mnogo funkcija.

4.3 Inverzna funkcija

Napomena: gradivo vezano za ovu lekciju se obra�uje na isti naqina kao i u
drugoj godini sred�ih xkola, pa ovde ne�e biti ponav	ano.

15

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



5 Gradivo druge godine sred�ih xkola - Zadaci

5.1 Eksponencijalna funkcija i �en grafik

Zadatak 1. Skicirati grafike funkcija:
1) y = 5x, −1 ≤ x ≤ 1

2) y = −2x

3) y = 3 · 2−x, x > −1

4) y = 3x − 1

5) y = (1
3
)|x|

6) y = 3x · 3|x|

Rexe�e.
Napomena: u svakom od ovih primera osim tabele za crta�e grafika funkcije ko-
risti�emo i svojstva eksponencijalne funkcije kako bi taqke qije smo koordinate
dobili pomo�u tabele spojili pravilno.

1) Za skicira�e grafika ove funkcije prvo pravimo
odgovraju�u tabelu. Mo�e se primetiti da je
5 > 1, pa je data funkcija pozitivna za svako x iz
domena i rastu�a je. Primeri ovog tipa, u kojima
postoje pojedina ograniqe�a domena su primeri gde
uqenici prave grexke, tj. oni uopxte ne razmatraju
ograniqe�e domena.

x -1 0 1
y 1

5
1 5

2) Grafik date funkcije je simetriqan grafiku
funkcije y = 2x u odnosu na x-osu. S obzirom
na to, prvo se skicira grafik funkcije y = 2x

koriste�i odgovaraju�e osobine eksponenci-
jalnih funkcija. Potom se osnom simetrijom
u odnosu na x-osu preslika grafik funkcije
y = 2x i novodobijeni grafik je grafik
funkcije y = −2x. Uqenici suoqeni sa ovim
primerom obiqno pokuxaju da odmah skiciraju
tra�eni grafik, formiraju�i tabelu za funk-
ciju y = −2x, ali zbog nedostatka uve�banosti
nisu sigurni na koji naqin da pove�u taqke
dobijene tom tabelom.

x -2 0 1
y 1

4
1 2
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3) Data funkcija je ekvivalentna funkciji
y = 3 · (1

2
)x za x > −1. S obzirom da je

0 < 1
2

< 1, data funkcija je pozitivna
i opadaju�a. Grexke koje uqenici prave
kod ovog primera, sliqne su grexkama koje
prave i kod prvog primera.

x 0 1 2
y 3 3

2
3
4

4) Zahtevani grafik je vrlo lako skicirati pomo�u ve� pomenutih osobina ek-
sponencijalnih funkcija, i to je prvi naqin na koji je skicira�e izvrxeno.
Drugi naqin je da se ordinate grafika funkcije y = 3x sma�e za jedan. Drugi
naqin je zanim	iv uqenicima, ali nije naqin kojeg �e se setiti ve�i broj uqe-
nika kada se samostalno upuste u skicira�e grafika sliqno zadatih funkcija.
Sliqni primeri mogu biti zadati tako da je umesto oduzima�a dato sabira�e,
ali tada se ordinata pove�ava, a ne sma�uje kao u prethodnom primeru.

I naqin:
x 0 1 2
y 0 2 8

II naqin:
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5) U ovom kao i u narednom primeru
veliki problem uqenicima stvaraju
apsolutne zagrade. Velikom broju uqe-
nika u sliqnim situacijama je texko
da dati problem svedu na dva sluqaja,
prvi kada je izraz izme�u apsolutnih
zagrada ve�i ili jednak nuli, i drugi,
kada je taj isti izraz ma�i od nule.
Konkretno, kod ovog primera, za x ≥ 0
posmatramo funkciju y = (1

3
)x, a za

x < 0 posmatramo funkciju y = (1
3
)−x.

Grafik druge funkcije dobijamo kada
grafik prve funkcije osnom simetri-
jom preslikamo u odnosu na y-osu. U
nekim sluqajevima uqenici nacrtaju
grafike obe funkcije, y = (1

3
)x i

y = (1
3
)−x, ali nisu sigurni xta da	e

treba uraditi, tj. koje delove od gra-
fika ovih funkcija treba podeb	ati.

x 0 1 2
y 1 1

3
1
9

6) Za x ≤ 0 data funkcija je jednaka
funkciji y = 1, a za x > 0 je jednaka
funkciji y = 32x. Sa grafikom
linearne funkcije uqenici se sre�u
po prvi put u osnovnoj xkoli. U
najve�em broju sluqajeva nastavnici u
osnovnim xkolama se fokusiraju na
grafik funkcije oblika y = kx + n,
gde je k ̸= 0, a vrlo retko posvete do-
vo	no pa��e specijalnim sluqajevima
y = a i x = b, za a, b ∈ R. Zato ovde
mo�e biti problem skicirati grafik
funkcije y = 1. Osim toga, kao i u
prethodnom primeru, problem mogu
imati i kada treba da odluqe koji deo
grafika od pomenute dve funkcije
treba podeb	ati.

x 0 1
2

y 1 3
�
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5.2 Eksponencijalne jednaqine i nejednaqine

Najqex�e grexke uqenika pri rexava�u eksponencijalnih i logaritamskih jed-
naqina i nejednaqina su:

1) ne razmatra�e oblasti definisanosti u celosti ili delimiqno;

2) ne razmatra�e svih mogu�ih sluqajeva.

S obzirom na prethodno navedeno, mo�e se zak	uqiti da te grexke u najve�em broju
sluqajeva nastaju transformacijom datih izraza, a pritom ne vode�i raquna na koji
naqin te transformacije utiqu na oblast definisanosti. Stoga je preporuq	ivo
prime�ivati transformacije koje ne su�avaju oblast definisanosti.

Najve�i problemi sa kojima se uqenici pri rexava�u eksponencijalnih i loga-
ritamskih jednaqina i nejednaqina susre�u su:

1) Potreba da se leva i desna strana eksponencijalnih jednaqina, odnosno ekspo-
nencijalnih nejednaqina svedu na izraze sa istom osnovom ili eksponentom,
tj. da se leva i desna strana logaritamskih jednaqina, odnosno logaritamskih
nejednaqina svedu na izraze sa istom osnovom. Upravo ovde treba primeniti
prethodno pomenute transformacije.

2) Loxe poznava�e kvadratnih nejedaqina i jednaqina. Veliki procenat zada-
taka iz ove oblasti se svodi na rexava�e kvadratnih nejedaqina ili kvadrat-
nih jednaqina.

3) Pronala�e�e odgovaraju�e smene.
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Zadatak 2. Rexi jednaqine:
1) 2x = 8

2) ( 1
27
)x = 81

3) (4
5
)0,2x = 125

64

4) (x2 + 1)2x−3 = 1

5) 0, 125 · 42x−3 = ( 8√
2
)x

6) 2x · 3x+1 = 18

7) 3
3√

x2

2·3 3√x−1
= 1, 5

8) 22x−1·4x+1

8x−1 = 64

9) 9|3x−1| = 38x−2

10)

√
2x · 3

√
4x · (0, 125) 1

x = 4 3
√
2

11) 2x+
√
x2−4 − 5 · (

√
2)x−2+

√
x2−4 − 6 = 0

12) 12 · 9x − 35 · 6x + 18 · 4x = 0

13) 2x+4 + 2x+2 = 5x+1 + 3 · 5x

14) x2 · 2x+1 + 2|x−3|+2 = x2 · 2|x−3|+4 + 2x−1

Rexe�e.
Napomena: oblast definisanosti za sve primere sem desetog i jedanaestog je skup
R.
1)

2x = 8

Jednaqine ovog oblika rexavaju se tako xto se izrazi sa leve i dene strane
znaka jednakosti svode na stepene sa istom osnovom:

2x = 23

x = 3

2)

( 1
27
)x = 81

Ova jednaqina se rexava na sliqan naqin kao prethodna, jer se i 27 i 81 mogu
napisati kao stepeni broja tri.

( 1
27
)x = 81

( 1
33
)x = 34

Sada treba iskoristiti dva svojstva eksponencijalnih funkcija: 1
a
= a−1 i

(ax)y = axy.
(3−3)x = 34

3−3x = 34

−3x = 4
x = −4

3
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3)

(4
5
)0,2x = 125

64

Za razliku od prethodnog primera gde se ni sa leve ni sa desne strane ne po-
jav	uje broj koji ne treba transformisati, u ovom primeru je sa leve strane
dat razlomak koji ne zahteva transformaciju, a samim tim i usmerava uqenika
na koji naqin treba transformisati desnu stranu jednakosti, xto je olakxa-
vaju�a okolnost. Odnosno, razlomak 125

64
se mo�e napisati kao stepen razlomka

4
5
.

(4
5
)
1
5
x = 53

43

(4
5
)
1
5
x = (5

4
)3

U narednom koraku treba primeniti osobinu eksponencijalnih funkcija:
1
a
= a−1.

(4
5
)
1
5
x = (4

5
)−3

1
5
x = −3

x = −15

4)

(x2 + 1)2x−3 = 1

Za razliku od prethodnih jednaqina kod ove se postupak rexava�e razlikuje.
Ote�avaju�a okolnost je xto se nepoznata pojav	uje i u osnovi i u eksponentu,
xto zna da deluje zbunuju�e na uqenike, ali je olakxavaju�a okolnost xto se sa
desne strane jednakosti nalazi 1. S obzirom na celu situaciju razlikova�emo
dva sluqaja:
I sluqaj:
Kada je eksponent jednak nuli.
Jer je a0 = 1, a ∈ R\{0}.

2x− 3 = 0
x = 3

2

II sluqaj:
Kada je osnova jednaka jedan.
Jer je 1a = 1, a ∈ R.

x2 + 1 = 1
x = 0

Pa ova jednaqina ima dva rexe�a x1 =
3
2
i x2 = 0.

5)

0, 125 · 42x−3 = ( 8√
2
)x

Svaki od qinioca sa leve, kao i de	enik i delilac sa desne strane ove jed-
naqine mo�e se napisati kao stepen broja 2, potom treba iskoristiti osnovna
svojstva eksponencijalnih funkcija. Nije tako lako uoqiti da se broj 0, 125
mo�e zapisati kao stepen broja 2, pa dobro poznava�e osnovnih svojstava ekspo-
nencijalnih funkcija nije presudno za pojedine uqenike da �e do�i do taqnog
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rexe�a.
1
8
· (22)2x−3 = ( 23

2
1
2
)x

2−3 · 22·(2x−3) = (23−
1
2 )x

2−3+4x−6 = 2
5
2
x

24x−9 = 2
5
2
x

4x− 9 = 5
2
x

4x− 5
2
x = 9

3
2
x = 9

x = 6

6) Za razliku od prethodnih primera kod ovog primera se pojav	uje proizvod
stepena razliqitih osnova sa leve strane jednakosti, koji se ne mogu svesti na
stepene iste osnove. S obzirom na to, prvo treba pokuxati svesti te stepene
na stepene sa istim eksponentima.

2x · 3x+1 = 18
2x · 3x · 3 = 18
(2 · 3)x · 3 = 18
6x = 6
x = 1

7)

3
3√

x2

2·3 3√x−1
= 1, 5

Nekada se jednaqina mo�e transformisati u �oj ekvivalentnu u kojoj se poja-
v	uju samo stepeni sa istom osnovom. Ovde je to uqi�eno mno�e�em cele jed-
naqine sa 2, a nakon toga postupak rexava�e novodobijene jednaqine se svodi
na primenu svojstava eksponencijalne funkcije.

3
3√

x2

2·3 3√x−1
= 3

2
/ · 2

3
3√
x2−( 3

√
x−1) = 31

3
√
x2 − 3

√
x+ 1 = 1

sada se uvodi smena: t = 3
√
x

t2 − t = 0
t = 0 sledi x = 0
t = 1 sledi x = 1

I ovaj primer tako�e ima dva rexe�a: x1 = 0 i x2 = 1.
Glavni problemi pri rexava�u ovog primera su nal�e�e odgovaraju�e smene,
a prethodno i dola�e�e na ideju da se cela jednaqina pomno�i brojem 2.
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8)

22x−1·4x+1

8x−1 = 64

Dobro poznava�e pomenutih svojstava eksponencijalnih funkcija je presudno
za rexava�e ovog primera. Prvo �e brojevi 4, 8 i 64 biti svedeni na ste-
pene sa onovom 2, potom �e biti prime�ena osnovna svojstva eksponencijalnih
funkcija.

22x−1·22·(x+1)

23·(x−1) = 26

22x−1+2x+2

23x−3 = 26

24x+1−(3x−3) = 26

4x+ 1− 3x+ 3 = 6
x+ 4 = 6
x = 2

9)

9|3x−1| = 38x−2

32|3x−1| = 38x−2

Sva te�ina datog primera se nalazi u razlikova�u odgovaraju�ih sluqajeva,
koje nam name�e apsolutna zagrada koja se pojav	uje. S obzirom na to, treba
razlikovati dva sluqaja, prvi, kada je vrednost izme�u apsolutnih zagrada
ve�a ili jednaka nuli; i drugi, kada je pomenuta vrednost ma�a od nule.
I sluqaj: 3x− 1 ≥ 0, sledi x ≥ 1

3
.

6x− 2 = 8x− 2
2x = 0
x = 0

II sluqaj: 3x− 1 < 0, sledi x < 1
3
.

−6x+ 2 = 8x− 2
14x = 4
x = 2

7

S obzirom na uslove koji va�e za date sluqajeve, jedino rexe�e je: x = 2
7
.

10) √
2x · 3

√
4x · (0, 125) 1

x = 4 3
√
2

Oblast definisanosti: (−∞, 0) ∪ (0,+∞).
Prvo treba brojeve 4 i 0,125 svesti na stepene sa osnovom 2, a zatim kao i u
prethodnim primerima primeniti svojstva eksponencijalnih funkcija.
Uqenici neretko zaborave da odrede oblast definisanosti, a i ovde kao i u
jednom od prethodnih primera problem mo�e izazvati mogu�nost da se broj
0, 125 svede na stepen sa osnovom 2. Jox jedna od zbu�uju�ih situacija je poja-
v	iva�e korena u podkorenom izrazu.
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√
2x · (22x · (1

8
)

1
x )

1
3 = 22 · 2 1

3√
2x · (22x · (2−3)

1
x )

1
3 = 22+

1
3

(2x · (22x− 3
x )

1
3 )

1
2 = 2

7
3

(2x+
1
3
·(2x− 3

x
))

1
2 = 2

7
3

1
2
(x+ 1

3
· (2x− 3

x
)) = 7

3
/ · 6

3(x+ 1
3
· (2x− 3

x
)) = 14

3x+ 2x− 3
x
= 14

Dobijena jednaqina mo�e biti pomno�ena sa x, s obzirom na oblast definisa-
nosti, gde je x razliqito od nule.

5x− 3
x
= 14/ · x

5x2 − 14x− 3 = 0

Dobijena jednaqina je kvadratna jednaqina, oblika: ax2 + bx + c = 0 qija se
rexe�a dobijaju pomo�u formule: x1/2 =

−b±
√
b2−4ac
2a

.

x1/2 =
14±

√
196+60
10

x1/2 =
14±16
10

x1 = 3, x2 = −1
5

x1 i x2 pripadaju oblasti definisanosti, pa su to rexe�a polazne jednaqine.

11)

2x+
√
x2−4 − 5 · (

√
2)x−2+

√
x2−4 − 6 = 0

Problem ovog zadatka je transformisati izraz sa leve strane jednakosti tako
da se omogu�i uvo�e�e smene, ali i naravno uvideti koju smenu treba uvesti.
Oblast definisanosti: x2 − 4 ≥ 0, sledi x ∈ (−∞,−2] ∪ [2,+∞).

((2
1
2 )2)x+

√
x2−4 − 5 · (2 1

2 )x+
√
x2−4−2 − 6 = 0

((2
1
2 )x+

√
x2−4)2 − 5 · (2 1

2 )x+
√
x2−4 · (2 1

2 )−2 − 6 = 0

Uvodi se smena: t = (2
1
2 )x+

√
x2−4.

Rexava�e polazne eksponencijalne jednaqine je svedeno na rexava�e kvadratne
jednaqine.

t2 − 5t · 2−1 − 6 = 0/ · 2
2t2 − 5t− 12 = 0

t1/2 =
5±

√
25+96
4

t1/2 =
5±11
4

t1 = 4
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Vra�a�em smene u prvo rexe�e kvadratne jednaqine dobijamo novu eksponen-
cijalnu jednqinu koja ima jedno rexe�e.

2
x+

√
x2−4
2 = 4

x+
√
x2−4
2

= 2/ · 2
x+

√
x2 − 4 = 4√

x2 − 4 = 4− x/2

x2 − 4 = 16− 8x+ x2

8x = 20
x = 5

2

Ovo rexe�e pripada oblasti definisanosti, pa je i rexe�e polazne jedna-
qine. Vra�a�em smene u drugo rexe�e kvadratne jednaqine dobijamo novu
eksponencijalnu jednqinu koja nema rexe�e.

t2 = −3
2

2
x+

√
x2−4
2 = −3

2

Kada pojedini uqenici i stignu do prethodne jednakosti, oni nastave sa odre-
�iva�em nepoznate, nesvesni da ta, novodobijena jednaqina nema rexe�e. U
takvim sluqajevima vrlo qesto se pojave i neka nova, samo �ima poznata svoj-
stva eksponencijalnih funkcija.

12)

12 · 9x − 35 · 6x + 18 · 4x = 0

Najve�i problem uqenici prilikom rexava�a ovog i sliqnih primera imaju
kada treba da primene ovakve jednakosti: 9x = 32x, 6x = (2 · 3)x i 4x = 22x. A
naravno i nakon toga kada dobijenu jednaqinu treba podeliti ili sa 22x ili
sa 32x. Ovakav i sliqni primeri se qesto jav	aju u nastavi.

12 · 32x − 35 · 2x · 3x + 18 · 22x = 0/ : 22x

12 · (3
2
)2x − 35 · (3

2
)x + 18 = 0

Sada se uvodi smena: t = (3
2
)x. Ovom smenom prethodna jednaqina je svedena na

kvadratnu jednaqinu.
12t2 − 35t+ 18 = 0

t1/2 =
35±

√
1225−864
24

t1/2 =
35±

√
361

24

Vra�a�em smena u dobijena rexe�e kvadratne jednaqine dobijaju se nove ek-
sponencijalne jednaqine.

t1 =
9
4

(3
2
)x = 9

4

x = 2

t2 =
2
3

(3
2
)x = 2

3

x = −1
Rexe�a date jednaqine su: x1 = 2 i x2 = −1.
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13)

2x+4 + 2x+2 = 5x+1 + 3 · 5x

Levu i desnu stranu zasebno rastav	amo na qinioce.

2x · 24 + 2x · 22 = 5x · 5 + 3 · 5x
2x(24 + 22) = 5x(5 + 3)

Zatim qinioci koji predstav	aju stepene sa nepoznatom u eksponentu prelaze
na levu stranu jednakosti, ostatak prelazi na desnu stranu jednakosti.

(2
5
)x = 8

20

x = 1

14)

x2 · 2x+1 + 2|x−3|+2 = x2 · 2|x−3|+4 + 2x−1

Na sliqan naqin kao i kod jedne od prethodnih jednaqina u kojoj je se jav	ala
apsolutna vrednost, razlikova�emo dva sluqaja.
I sluqaj: x− 3 ≥ 0 odnosno x ≥ 3.

x2 · 2x+1 + 2x−1 = x2 · 2x+1 + 2x−1

x ∈ [3,+∞)

Osim pojav	iva�a apsolutne vrednosti, jedan od problema je zak	uqiti xta
je rexe�e ovog sluqaja, jer se obiqno retko u nastavi jav	aju sliqni primeri,
kada se i sa leve i sa desne strane jednakosti nalaze ekvivalentni izrazi. U
tom sluqaju rexe�e jednaqine je skup R, ali zbog uslova: x ∈ [3,+∞), konaqno
rexe�e je presek ova dva skupa, odnosno: x ∈ [3,+∞).
II sluqaj: x < 3.
Kod ovog sluqaja kao i kod prethodnog primera najve�i je problem prvo rasta-
viti na odgovaraju�e qinioce, a potom i izdvojiti zajedniqki qinilac ispred
zagrade.

x2 · 2x+1 + 2−x+5 = x2 · 2−x+7 + 2x−1

2x(2x2 − 1
2
) = 2−x(27x2 − 25)

2x · 1
2
· (4x2 − 1) = 2−x · 25 · (22x2 − 1)

2x · 1
2
· (4x2 − 1)− 2−x · 25 · (4x2 − 1) = 0

(4x2 − 1) · (2x · 1
2
− 2−x · 25) = 0

Proizvod dva broja je jednak nuli, ako je jedan od �ih jednak nuli. Zato ovde
treba posmatrati dve jednaqine. Prva je:

(4x2 − 1) = 0
x2 = 1

4

x = ±1
2
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A druga je:
2x · 1

2
− 2−x · 25 = 0

2x − 26 · 2−x = 0
2x = 26 · 2−x

22x = 26

x = 3 ovo rexe�e ne zadovo	ava uslov.

Rexe�e ove jednaqine je: x ∈ {−1
2
, 1
2
} ∪ [3,+∞).

�

Zadatak 3. Rexiti nejednaqine:

1) 2x+2 > (1
4
)

1
x

2) (1
5
)
2x+1
1−x > (1

5
)−3

3) 102
√
x + 25

√
x ≤ 4, 25 · 50

√
x

4) 1
22x+3

≥ 1
2x+2−1

5) (x2 + x+ 1)
x+5
x+2 ≥ (x2 + x+ 1)3

Rexe�e.

1)

2x+2 > (1
4
)

1
x

Oblast definisanosti: (−∞, 0) ∪ (0,+∞).
Eksonencijalne nejednaqine imaju sliqan postupak rexava�a kao i eksponen-
cijalne jednaqine. U ovom primeru, prvo �emo svesti levu i desnu stranu
nejednakosti na stepene sa istom osnovom.

2x+2 > 2−2· 1
x

S obzirom da je osnova ve�a od jedan tj. 2 > 1, dobijamo slede�u nejednakost:

x+ 2 > − 2
x

x+ 2 + 2
x
> 0/ · x

Kada se sa x pomno�i prethodna nejednaqina svodi se na kvadratnu nejedaqinu,
pa u zavisnosti od x treba razlikovati slede�a dva sluqaja:
I sluqaj: x > 0

x2 + 2x+ 2 > 0
(x+ 1)2 + 1 > 0
x ∈ (0,+∞)
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S obzirom da je izraz: (x+1)2 +1, ve�i od nule za svako x ∈ R, odatle i sledi
zak	uqak da je rexe�e tog sluqaja x ∈ (0,+∞).
II sluqaj: x < 0

x2 + 2x+ 2 < 0

Ne postoji takvo x.
Konaqno rexe�e nejednaqine je: x ∈ (0,+∞).
Ova kao i naredna su neke od najjednostavnijih eksponencijalnih nejednaqina,
me�utim slabo poznava�e pravila vezanih za rexava�e kvadratnih nejedna-
qina mo�e dovesti do problema pri �ihovom rexava�u.

2)

(1
5
)
2x+1
1−x > (1

5
)−3

Oblast definisanosti: (−∞, 1) ∪ (1,+∞).
S obzirom da je osnova stepena koji se pojav	uju u ovoj nejednaqini ma�a od
jedan, tj. 1

5
< 1 datu eksponencijalnu nejednaqinu treba svesti na slede�u ne-

jednaqinu:

2x+1
1−x

< −3
2x+1+3−3x

1−x
< 0

4−x
1−x

< 0

I sluqaj:

4− x < 0
x > 4

1− x > 0
x < 1

Takvo x ne postoji.

II sluqaj:

4− x > 0
x < 4

1− x < 0
x > 1

Rexe�e posled�eg sluqaja, a samim tim i
rexe�e zadatka je: x ∈ (1, 4).

3)

102
√
x + 25

√
x ≤ 4, 25 · 50

√
x

Oblast definisanosti je: [0,+∞).
U narednom koraku prime�uje se osobina eksponencijalnih funkcija:
(a · b)x = ax · bx.

22
√
x · 52

√
x + 52

√
x ≤ 17

4
· 2

√
x52

√
x/ : 52

√
x

22
√
x + 1 ≤ 17

4
· 2

√
x/ · 4

Uvodi se smena: t = 2
√
x, pa je zbog oblasti definisanosti: t ≥ 1. Uqenici

qesto nakon uvedene smene ne razmatraju kako oblast definisanosti utiqe na
uvedenu smenu. Konkretno, u ovom primeru uopxte ne uzimaju u obzir da je
t ≥ 1.
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4t2 − 17t+ 4 ≤ 0

t1/2 =
17±

√
289−64
8

t1/2 =
17±15

8

t1 = 4

2
√
x = 4√
x = 2

x = 4
t2 =

1
4

t ∈ [1, 4]

Dexava se da uqenici i ako su doxli do zak	uqka da je t ≥ 1, zaborave da to
razmatraju, pa rexavaju i jednaqinu: 2

√
x = 1

4
. Vrlo qesto ne vrate smenu, pa

rexe�e glasi: t ∈ [1, 4], a rexe�e ovog primera je: x ∈ [0, 4].

4)

1
22x+3

≥ 1
2x+2−1

Oblast definisanosti: (−∞,−2)∪(−2,+∞), jer je 2x+2−1 ̸= 0 odnosno x ̸= −2.
Polaznu jednaqinu treba pomno�iti sa 22x + 3, ovaj izraz je inaqe uvek pozi-
tivan, pa ne utiqe na znak nejednakosti.

22x+3
2x+2−1

≤ 1
22x+3−2x+2+1

2x+2−1
≤ 0

22x−4·2x+4
4·2x−1

≤ 0

Treba uvesti smenu: t = 2x.
t2−4t+4
4t−1

≤ 0
(t−2)2

4t−1
≤ 0

Treba posmatrati dva sluqaja:
I sluqaj: (t− 2)2 ≥ 0 i 4t− 1 < 0
t < 1

4

x < −2
Rexe�e prvog sluqaja je: x ∈ (−∞,−2).

II sluqaj: (t− 2)2 ≤ 0 i 4t− 1 > 0
t = 2 i t > 1

4

x = 1 i x > −2
Rexe�e drugog sluqaja je: x = 1.

Rexe�e ove nejednaqine je: (−∞,−2) ∪ {1}.
Treba imati u vidu da se kao i u nekim prethodnim primerima problem zadatka
svodi na rexava�e kvadratne nejednaqine. Xto vrlo qesto zna da predstav	a
problem uqenicima zbog nedovo	no dobre savladanosti tog dela gradiva.
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5)

(x2 + x+ 1)
x+5
x+2 ≥ (x2 + x+ 1)3

Zbu�uju�a okolnost kod ovog zadatka je to xto se nepoznata jav	a i u osnovi
i u eksponentu. Oblast definisanosti je: (−∞,−2) ∪ (−2,+∞).
Kod ovakvog tipa nejednaqine treba razlikovati dva sluqaja u zavisnosti od
vrednosti osnove.
I sluqaj: x2 + x + 1 ≥ 1 odnosno x2 + x ≥ 0, pa je: x ∈ (−∞,−1] ∪ [0,+∞). U
nekim sluqajevima uqenici zaborave da razmatraju oblast definisanosti i ne
isk	uqe −2 iz ovog skupa.
Oblast definisanosti za ovaj sluqaj je: x ∈ (−∞,−2) ∪ (−2,−1] ∪ [0,+∞).

x+5
x+2

≥ 3
x+5−3x−6

x+2
≥ 0

−2x−1
x+2

≥ 0

x ∈ (−2,−1] ∪ {0}

II sluqaj: x2 + x+ 1 < 1
Oblast definisanosti za ovaj sluqaj: x ∈ (−1, 0).

−2x−1
x+2

≤ 0

x ∈ [−1
2
, 0)

Konaqno rexe�e ovog zadatka je: x ∈ (−2,−1] ∪ [−1
2
, 0].

�
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Zadatak 4. Rexiti sisteme jednaqina:

1) 3 · 2x − 3y = 11
2x + 4 · 3y = 8

2) 3x+1 − 2y = 17
2

3x + 2y+1 = 4
3) 3x − 2y

2
= 77

3
x
2 − 2

y2

2 = 7
Rexe�e.
Napomena: svaki od naredna tri primera se svodi na rexava�e sistema od dve
linearne jednaqine sa dve nepoznate. Zbog nedovo	no dobre savladanosti tog dela
gradiva, to i jeste mesto u zadatku koje uqenicima zna da pravi problem.

1)

3 · 2x − 3y = 11
2x + 4 · 3y = 8

Slede�i korak je uvo�e�e smene: a = 2x, b = 3y. Dati sistem �e biti sveden na
sistem sa dve linearne jednaqine sa dve nepoznate:

3a− b = 11
a+ 4b = 8
3a− b = 11
13a = 52

Sada treba vratiti smenu.

a = 4 ⇒ 2x = 22 ⇒ x = 2
3 · 4− b = 11
b = 1 ⇒ 3y = 1 ⇒ y = 0

Rexe�e ovog primera je: (2, 0).

2)

3x+1 − 2y = 17
2

3x + 2y+1 = 4

Prvu jednaqinu sistema treba pomno�iti sa dva kako bi se izgubio razlomak
iz jednaqina. A nakon toga treba uvesti smenu: a = 2y, b = 3x.

3 · 3x − 2y = 17
2
/ · 2

3x + 2 · 2y = 4, a = 2y, b = 3x

6b− 2a = 17
b+ 2a = 4
6b− 2a = 17
7b = 21

Treba vratiti smenu.

b = 3 ⇒ 3x = 3 ⇒ x = 1
18− 2a = 17
2a = 1
a = 1

2
⇒ 2y = 2−1 ⇒ y = −1

Rexe�e ovog primera je: (1,−1).
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3)

3x − 2y
2
= 77

3
x
2 − 2

y2

2 = 7

S obzirom da se u ove dve jednaqine datog sistema pojav	uju stepeni sa istim
osnovama, ali razliqitim eksponentima, prvo trebe svesti eksponente prve i
druge jednaqine na sliqan zapis.

(3
x
2 )2 − (2

y2

2 )2 = 77

3
x
2 − 2

y2

2 = 7

(3
x
2 − 2

y2

2 ) · (3x
2 + 2

y2

2 ) = 77

3
x
2 − 2

y2

2 = 7

(3
x
2 + 2

y2

2 ) = 11

3
x
2 − 2

y2

2 = 7

Treba uvesti smenu: a = 3
x
2 , b = 2

y2

2 .

a+ b = 11
a− b = 7

2a = 18 ⇒ a = 9 ⇒ 3
x
2 = 32 ⇒ x = 4

b = 2 ⇒ 2
y2

2 = 21 ⇒ y2 = 2

y = ±
√
2

Ovaj sistem ima dva rexe�a: (4,
√
2) i (4,−

√
2).

�
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5.3 Pojam i svojstva logaritma

Zadatak 5. Izraqunati:
1) log5

√
5

2) log3−2
3
√
9

3) log8 log4 log2 16

4) log3 5 · log4 9 · log5 2

5) 100,5−log10 (0,375·
√
10) − log2 0, 0625

6)
(log 3√27

3+log 49√5
25)·(log 4√81

9−log 9√8
4)

3+5
1

log16 25 ·5log5 3

Rexe�e. Primeri ovog tipa zahtevaju dobro poznava�e osnovnih osobina logari-
tamskih funkcija. Dobro je poznato da uqenici imaju problema pri savladava�u
pomenutih osobina, ali su ovi primeri najbo	e rexe�e za taj problem, jer se kroz
�ih osobine najlakxe mogu usvojiti. U nastavi se primerima ovog tipa posve�uje
dosta pa��e.

1) Treba iskoristiti iz osnovnih svojstava logaritamskih funkcija peto svoj-
stvo po redu.

log5
√
5 = log5 5

1
2 = 1

2

2) Treba iskoristiti iz osnovnih svojstava jedanaesto, a potom i tre�e po redu
svojstvo logaritamskih funkcija.

log3−2
3
√
9 = −1

2
log3 3

2
3 = −1

2
· 2
3
= −1

3

3) Treba iskoristiti iz osnovnih svojstava tre�e, a potom i jedanaesto po redu
svojstvo logaritamskih funkcija.

log8 log4 log2 16 = log8 log4 log2 2
4 = log8 log4 4 = log8 1 = 0

4) Treba iskoristiti iz osnovnih svojstava deseto, a potom i tre�e po redu svoj-
stvo logaritamskih funkcija.

log3 5 · log4 9 · log5 2 = log 5
log 3

· log 9
log 4

· log 2
log 5

= 1
log 3

· 2 log 3
2 log 2

· log 2
1

= 1

5) Kod ovog primera je jako bitno srediti izraze koji se logaritmuju, potom se
prime�uju prva i tre�a osobina iz osnovnih osobina logaritamskih funkcija.

100,5−log10 (0,375·
√
10) − log2 0, 0625 = 10

1
2 · 10log10 ( 375

1000
·
√
10)

−1

− log2
625

10000
=

= 10
1
2 · ( 375

1000
·
√
10)−1 − log2 (

5
10
)
4
=

√
10 · 1000

375
· 1√

10
− log2 (

1
2
)
4
= 8

3
+ 4 = 20

3

6)

(log 3√27
3+log 49√5

25)·(log 4√81
9−log 9√8

4)

3+5
1

log16 25 ·5log5 3
=

(log 3√
33

3+log
5

1
49

52)·(log 4√
34

9−log 9√
23

4)

3+5log25 16·3 =

=
(log3 3+49·2·log5 5)·(log3 32− 9

3
log2 2

2)

3+5log5 16
1
2 ·3

=
(1+98)·(2− 18

3
)

3+4·3 = 99·(−4)
15

= −132
5

�
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Zadatak 6. Odrediti x iz jednaqina(a, b, c, d > 0, m,n ̸= 0):

1) log x = 1
n
(log a+ 1

m
(log b− log c))

2) log x = 1
2
(log a− log b+ 1

3
(log c+ 1

2
log d))

Rexe�e. Rexava�e datih jednaqina se uglvnom svodi na transformaciju izraza
sa desne strane znaka jednakosti korix�e�em osnovnih svojstava logaritamskih
funkcija. Ote�avaju�a okolnost je odre�iva�e nepoznate x, pomo�u promen	ivih
a, b, c, d,m, n. Qi�enica je da uqenici ipak lakxe rexavaju jednaqine sa brojkama.

1)

log x = 1
n
(log a+ 1

m
(log b− log c))

Tre�e i qetvrto osnovno svojstvo logaritamskih funkcija.

log x = 1
n
(log a+ log ( b

c
)

1
m )

Drugo osnovno svojstvo logaritamskih funkcija.

log x = 1
n
log(a( b

c
)

1
m )

Tre�e osnovno svojstvo logaritamskih funkcija.

log x = log(a( b
c
)

1
m )

1
n

x = (a · ( b
c
)

1
m )

1
n

x = n

√
a m

√
b
c

2)

log x = 1
2
(log a− log b+ 1

3
(log c+ 1

2
log d))

Drugo i tre�e osnovno svojstvo logaritamskih funkcija.

log x = 1
2
(log a

b
+ 1

3
(log (c ·

√
d)))

Peto osnovno svojstvo logaritamskih funkcija.

log x = 1
2
(log a

b
+ log

3
√
c ·

√
d)

Drugo osnovno svojstvo logaritamskih funkcija.

log x = 1
2
(log(a

b
· 3
√

c ·
√
d))

Peto osnovno svojstvo logaritamskih funkcija.

log x = log

√
a
b
· 3
√

c ·
√
d

x =

√
a
b
· 3
√
c ·

√
d

�
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Zadatak 7. Dokazati:

1) ako je a2 + b2 = 7ab, tada je: logc
a+b
3

= 1
2
(logc a+ logc b), a, b, c > 0;

2) ako je: a2 + 4b2 = 12ab, a > 0, b > 0 tada je:
lg(a+ 2b)− 2 lg 2 = 1

2
(lg a+ lg b);

3) ako je: a > 0, b > 0, a ̸= 1, b ̸= 1, x > 0 tada je: loga x−logb x
loga x+logb x

= logab
b
a

Pod izvesnim uslovima. Kojim?

Rexe�e.

1)

a2 + b2 = 7ab

Treba primeniti osobine kvadrata binoma.

(a+ b)2 = 9ab

a+ b = 3
√
ab

a+b
3

=
√
ab

Prethodni izraz je mogu�e logaritmovati sa osnovom c, uz uslov c ̸= 1.

logc
a+b
3

= logc
√
ab

logc
a+b
3

= 1
2
(logc a+ logc b)

2) Ovaj primer se vrlo sliqno radi kao i prethodni.

a2 + 4b2 = 12ab
(a+ 2b)2 = 16ab

a+ 2b = 4
√
ab/lg

lg(a+ 2b) = lg 4 + 1
2
(lg a+ lg b)

lg(a+ 2b)− lg 4 = 1
2
(lg a+ lg b)

3) Kod ovog primera izraz sa leve strane znaka jednakosti treba transformisati
primenom svojstava logaritamskih funkcija. Nakon vixe primena razliqitih
svojstava bi�e dokazano zahtevano.

loga x−logb x
loga x+logb x

= logab
b
a

loga x−logb x
loga x+logb x

=
1

logx a
− 1

logxb
1

logx a
+ 1

logx b

=
logx b−logx a
logx a·logx b
logx b+logx a
logx a·logx b

=
logx

b
a

logx (b·a) = logab (
b
a
)

x ̸= 1 i a · b ̸= 1

�

Veliku pa��u treba posvetiti uslovima. Pri odre�iva�u uslova, uqenici naj-
vixe grexe.
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Zadatak 8. Ako je logk x+ logn x = 2 logm x, dokazati da je n2 = (kn)logk m

(x, k,m, n > 0, x,m, n, k ̸= 1).

Rexe�e.
Pri rexava�u ovog zadatka tako�e je dovo	no primeniti osnovna svojstva logari-
tamskih funkcija. Te�ina ovog i prethodnog zadatka je u formi, odnosno zato xto
zahtevaju dokaziva�e.

logk x+ logn x = 2 logm x
logm x
logm k

+ logm x
logm n

= 2 logm x/ : logm x
logm n+logm k
logm k logm n

= 2
logm (nk)
logm k

= 2 logm n

logm (nk) · logk m = 2 logm n

logm (nk)logk m = logm n2

(nk)logk m = n2

�
Zadatak 9. Ako je b = 8

1
1−log8 a i c = 8

1
1−log8 b , dokazati da je a = 8

1
1−log8 c .

Rexe�e.
Osim xto zadatak zahteva dokaziva�e, izraz koji �e se pojaviti u eksponentu je
dosta obiman, pa zbog toga ovaj zadatak i spada u grupu te�ih.

c = 8

1

1−log8 8

1
1−log8 a = 8

1

1− 1
1−log8 a = 8

1
1−log8 a−1
1−log8 a = 8

log8 a−1
log8 a

log8 c =
log8 a−1
log8 a

log8 c log8 a− log8 a = −1
log8 a = −1

log8 c−1

log8 a = 1
1−log8 c

a = 8
1

1−log8 c

�

Zadatak 10. Dokazati: n = − log3 log3
3

√
3

√
...

3
√
3︸ ︷︷ ︸

n

.

Rexe�e.
Na osnovu osnovnih svojstava logaritamskih funkcija, a posebno tre�eg i sedmog
imamo slede�e:

− log3 log3
3

√
3

√
...

3
√
3︸ ︷︷ ︸

n

= − log3 log3 (3

1

3
· 1
3
· ... · 1

3︸ ︷︷ ︸
n ) =

= − log3
1
3n

log3 3 = − log3 3
−n = n

�
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5.4 Logaritamska funkcija i �en grafik

Zadatak 11. Skicirati grafike datih funkcija:
1) y = | log 1

2
x| 2) y = aloga x, a > 0, a ̸= 1 3) y = − log 1

2
x

Rexe�e.
Napomena: u svakom od ovih primera osim tabele za crta�e grafika funkcije kori-
sti�emo i svojstva logaritamske funkcije kako bi taqke qije smo koordinate dobili
pomo�u tabele spojili pravilno.
1) y = | log 1

2
x|

Grafik date funkcije mo�e se na-
crtati pomo�u grafika funkcije
y1 = log 1

2
x, jer se grafici ove dve

funkcije poklapaju za x ≤ 1, kada
je y1 nenegativna, a za x > 1, kada je
y1 negativna, dovo	no je preslikati
je osnom simetrijom u odnosu na x-
osu. Najqex�e se problem jav	a kada
uqenici nacrtaju grafik funkcije
y = log 1

2
x, i nakon toga ne znaju xta

da	e, koji deo grafika te funkcije
treba da se "podeb	a", a koji da se
preslika, i u odnosu na koju osu.

x 1
2

1 2
y 1 0 1

2) y = aloga x, a > 0, a ̸= 1
Korix�e�em osnovnih osobina logri-
tamskih funkcija, crta�e grafika
date funkcije svodi se na crta�e gra-
fika funkcije koji je dosta lako na-
crtati, ali se mora posebno obratiti
pa��a na oblast definisanosti. Uqe-
nici te�e dolaze na ideju da u zada-
cima ovog tipa primene osobine loga-
ritamskih funkcija, a i u sluqaju da
ih primene, dexava se da zaborave da
razmatraju oblast definisanosti.
y = aloga x = x, oblast definisanosti
je: (0,+∞).
x 1 2 3
y 1 2 3
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3) y = − log 1
2
x

Kao i kod prethodnog primera i
kod ovog je vrlo korisno poku-
xati osnovnim osobinama logari-
tamskih funkcija, datu funkciju
transformisati u funkciju kojoj
bi se lakxe mogao skicirati gra-
fik. Oblast definisanosti je:
(0,+∞).
y = − log 1

2
x = log2 x

x 1
2

1 2
y -1 0 1

�
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5.5 Logaritamske jednaqine i sistemi jednaqina

Zadatak 12. Rexiti jednaqine:

1) log2 (log4 (log3 x)) = −1

2) log4 (2 log3 (1 + log2 (1 + 3 log3 x))) =
1
2

3) log 1
3
x− 5

√
log 1

3
x+ 4 = 0

4) log3x
3
x
+ log23 x = 1

5) lg 2 + lg(4x−2 + 9) = 1 + lg(2x−2 + 1)

6) log√3 x+ log 4√3 x+ log 6√3 x+ · · ·+ log n√3 x = 36

7) 64
1
x − 23+

3
x + 12 = 0

8) 91+log3 x + 31+log3 x = 210

9) x
√
x = (

√
x)x

Rexe�e.
Date logaritamske jednaqine se rexavaju pomo�u osnovnih osobina logaritamskih
funkcija.

1) Oblast definisanosti je: (0,+∞).

log2 (log4 (log3 x)) = −1

Uqenicima je najte�e u primerima ovog tipa, koji se qesto jav	aju u redovnoj
nastavi, da odrede kojeg se logaritma prvo osloba�aju.
U ovoj logaritamskoj jednaqini treba u tri navrata primeniti definiciju
logaritamske funkcije.

log4 (log3 x) = 2−1

log3 x = 4
1
2

x = 32

Rexe�e date jednaqine je: x = 9.

2) Pri odre�iva�u oblasti definisanosti jako je bitno razmotriti sve xto na
�u utiqe. Konkretno, u ovom primeru, imamo qetiri stavke koje utiqu na
oblast definisanosti, pa se uqenicima vrlo lako desi da neku izostave.

I) x > 0
II) 1 + 3 log3 x > 0
log3 x > −1

3

x > 3−
1
3
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III) 1 + log2 (1 + 3 log3 x) > 0
1 + 3 log3 x > 2−1

log3 x > −1
6

x > 3−
1
6

IV ) 2 log3 (1 + log2 (1 + 3 log3 x)) > 0
1 + log2 (1 + 3 log3 x) > 1
1 + 3 log3 x > 1
x > 1

Kada sve uzmemo u obzir, oblast definisanosti je: (1,+∞).

log4 (2 log3 (1 + log2 (1 + 3 log3 x))) =
1
2

I u ovom kao i u prethodnom primeru se u vixe navrata prime�uje definicija
logaritamske funkcije, a mogu�e je i da se pojave identiqne potexko�e kao i
u prethodnom primeru.

2 log3 (1 + log2 (1 + 3 log3 x)) = 4
1
2

log3 (1 + log2 (1 + 3 log3 x)) = 1
1 + log2 (1 + 3 log3 x) = 3
log2 (1 + 3 log3 x) = 2
1 + 3 log3 x = 4
log3 x = 1

Rexe�e date jednaqine je: x = 3.

3)

log 1
3
x− 5

√
log 1

3
x+ 4 = 0

Treba uvesti smenu: t =
√

log 1
3
x, koja �e ovu logaritamsku jednaqinu svesti

na kvadratnu jednaqinu.
Oblast definisanosti je: (0, 1), jer je x > 0 i log 1

3
x ≥ 0. Dexava se da uqenici

pri odre�iva�u oblasti definisanosti ne razmatraju nejednakost log 1
3
x ≥ 0.

t2 − 5t+ 4 = 0

t1/2 =
5±

√
25−16
2

t1/2 =
5±3
2

t1 = 4√
log 1

3
x = 4

log 1
3
x = 16

x1 = (1
3
)16

t2 = 1√
log 1

3
x = 1

x2 =
1
3

Ova jednaqina ima dva rexe�a: x1 = (1
3
)16 i x2 =

1
3
.
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4)

log3x
3
x
+ log23 x = 1

Oblast definisanosti je: (0, 1
3
) ∪ (1

3
,+∞).

Ova jednaqina �e se raznim transformacijama pomo�u osnovnih osobina lo-
garitamskih funkcija svesti na logaritamsku jednaqinu u kojoj se pojav	uju
samo logaritmi sa istom osnovom.

log3x 3− log3x x+ log23 x = 1
1

1+log3 x
− 1

logx 3+1
+ log23 x = 1

logx 3−1
logx 3+1

+ log23 x− 1 = 0, x ̸= 1
logx 3−1
logx 3+1

− log2x 3−1

log2x 3
= 0

logx 3−1
logx 3+1

− (logx 3−1)(logx 3+1)

log2x 3
= 0

(logx 3−1)·(log2x 3−(logx 3+1)2)

log2x 3·(logx 3+1)
= 0

(logx 3−1)·(log2x 3−log2x 3−2 logx 3−1)

log2x 3·(logx 3+1)
= 0

(logx 3−1)·(−2 logx 3−1)

log2x 3·(logx 3+1)
= 0

Razlomak je jednak nuli kada je �egov brojilac jednak nuli, a imenilac raz-
liqit od nule. Imenilac je sigurno razliqit od nule. Zbog proizvoda koji se
jav	a u brojiocu, rexava�e date jednaqine se svodi na rexava�e dve jednaqine.

1) logx 3− 1 = 0
logx 3 = 1
x = 3

2) − 2 logx 3− 1 = 0
logx 3 = −1

2

log3 x = −2
x = 1

9
Zbog su�ava�a oblasti definisanosti prilikom rexava�a jednaqine, ne sme
se zaboraviti razmatra�e sluqaja kada je x = 1:

log3·1
3
1
+ log23 1 = log3 3 + 0 = 1

Data jednaqina ima tri rexe�a: x1 =
1
9
, x2 = 3, x3 = 1.

Napomena: naredni primeri se rade na sliqan naqin kao i prethodni, pa �e
objax�e�a biti izostav	ena.

5) Oblast definisanosti je: R.

lg 2 + lg(4x−2 + 9) = 1 + lg(2x−2 + 1)
lg(2(4x−2 + 9)) = lg(10(2x−2 + 1))
2(4x · 1

16
+ 9)) = 10(2x · 1

4
+ 1)/ · 8

4x + 144 = 20 · 2x + 80, t = 2x

t2 − 20t+ 64 = 0

t1/2 =
20±

√
400−256
2

t1/2 =
20±12

2
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Dexava se da uqenici kao rexe�a ove jednaqine navedu: t1 = 16 i t2 = 4,
odnosno zaborave da vrate smenu. Tako�e dexava se da ne znaju da je lg ustvari
log10 .

t1 = 16
2x = 16
2x = 24

x = 4

t2 = 4
2x = 4
2x = 22

x = 2
Ova jednaqina ima dva rexe�a: x1 = 4 i x2 = 2.

6)

log√3 x+ log 4√3 x+ log 6√3 x+ · · ·+ log 16√3 x = 36

Oblast definisanosti je: (0,+∞).

2 log3 x+ 4 log3 x+ 6 log3 x+ · · ·+ 16 log3 x = 36
72 log3 x = 36
log3 x = 1

2

x =
√
3

Ova jednaqina ima samo jedno rexe�e: x =
√
3.

7)

64
1
x − 23+

3
x + 12 = 0

Oblast definisanosti je: (−∞, 0) ∪ (0,+∞).

(8
1
x )2 − 81+

1
x + 12 = 0, t = 8

1
x

t2 − 8t+ 12 = 0

t1/2 =
8±

√
64−48
2

t1/2 =
8±4
2

t1 = 6

2
3
x = 6

3
x
= log2 6

x1 = 3 log6 2

t2 = 2

2
3
x = 2

3
x
= 1

x2 = 3
Ova jednaqina ima dva rexe�a: x1 = 3 log6 2 i x2 = 3.
Problem se jav	a kada treba odrediti rexe�e jednaqine: 2

3
x = 6. Problemi su

takvi da uqenici ili ne znaju da je rexe ili i kada dobiju rexe�e x1 = 3 log6 2,
nisu svesni toga i nastavili bi da	e, jer ih zbu�uje mogu�nost da broj mo�e
biti predstav	en u obliku logaritma.
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8)

91+log3 x + 31+log3 x = 210

Oblast definisanosti je: (0,+∞).

(31+log3 x)2 + 31+log3 x = 210, t = 31+log3 x = 3x
t2 + t− 210 = 0

t1/2 =
−1±

√
1+840
2

t1/2 =
−1±29

2

t1 = 14
3x = 14
x = 14

3

t2 = −15
3x = −15
x = −5

Posled�e rexe�e ne pripada oblasti definisanosti, pa ova jednaqina ima
samo jedno rexe�e: x = 14

3
. Najqex�a grexka uqenika kod ovog, a i sliqnih

primera je xto ne provere da li dobijena rexe�a pripadaju oblasti defini-
sanosti. Datu jednaqinu je mogu�e rexiti i bez uvo�e�a smene, jer se ona i bez
uvo�e�a smene mo�e svesti na kvadratnu jednaqinu oblika: 9x2+3x− 210 = 0.

9)

x
√
x = (

√
x)x

Oblast definisanosti je: (0,+∞). Mnogi uqenici navedu da je oblast defi-
nisanosti [0,+∞) i tu naprave grexku, ne uzmu u obzir da ni leva, a ni desna
strana jednakosti nisu definisane za x = 0.

x
√
x = (

√
x)x/ lg√

x lg x = x
2
lg x/ · 2

lg x
, x ̸= 1

2
√
x = x

x− 2
√
x = 0√

x(
√
x− 2) = 0√

x = 2 ⇒ x = 4
x = 0

Posled�e rexe�e ne pripada oblasti definisanosti. Do zak	uqaka ovog tipa
uqenici retko dolaze, ne samo zbog toga xto zaborave da provere da li rexe�e
pripada oblasti definisanosti ve� i zbog pomenute grexke koja se jav	a pri
odre�iva�u oblasti definisanosti. A qesta grexka je i ne razmatra�e sluqaja
kada je x = 1:

1
√
1 = (

√
1)1

Stoga ova jednaqina ima dva rexe�a: x1 = 4 i x2 = 1.

�
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Zadatak 13. Rexiti sisteme jednaqina:
1) 2x · 4y = 32

2 log(x− y) = log 4

2) log2 (x+ 2)3 + log3 (y + 1)2 = 6
log4 (x+ 2)4 + log9

1
y+1

= 4

3) xy = 40
xlg y = 4

4) xy+1 = 36−1

log6 x = y + 4

5) log2 x+ log4 y + log4 z = 2
log3 y + log9 z + log9 x = 2
log4 z + log16 x+ log16 y = 2

6) yxlogy x = x
5
2

log4 y · logy (3x− y) = 1

Rexe�e.
Napomena: prvi, drugi i peti primer se smenama svode na sistem linearnih jed-
naqina sa dve, odnosno sa tri nepoznate, pa problem pri �ihovom rexava�u mo�e
izazvati nedovo	no dobra savladanost tog dela gradiva. Qesta grexka je xto i
kada uqenici uvedu smene zaborave posle da je vrate, pa odrede vrednost smene, ali
ne i vrednost nepoznatih.
1)

2x · 4y = 32
2 log(x− y) = log 4

Oblast definisanosti je:
{(x, y)|x, y ∈ R, x > y}.

2x · 22y = 25

2 log(x− y) = 2 log 2
x+ 2y = 5
x− y = 2
3x = 9 ⇒ x = 3
y = 3− 2 ⇒ y = 1

Rexe�e sistema je: (3, 1).

2)

log2 (x+ 2)3 + log3 (y + 1)2 = 6
log4 (x+ 2)4 + log9

1
y+1

= 4

Oblast definisanosti je:
{(x, y)|x, y ∈ R, x > −2, y > −1}.

3 log2 (x+ 2) + 2 log3 (y + 1) = 6
2 log2 (x+ 2)− 1

2
log3 (y + 1) = 4

Uvodimo smenu: a = log2 (x+ 2) i
b = log3 (y + 1).

3a+ 2b = 6
4a− b = 8
11a = 22
b = 0
log2 (x+ 2) = 2
log3 (y + 1) = 0
x = 2
y = 0

Rexe�e sistema je: (2, 0).
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3)

xy = 40/ lg
xlg y = 4/ lg

Oblast definisanosti je:
{(x, y)|x, y ∈ R, y > 0}.
Na osnovu oblasti definisanosti i
prve jednaqine va�i: x > 0, pa �e
zato logaritmova�e biti izvrxeno
bez uslova. Do zak	uqaka ovog tipa
uqenici jako retko dolaze.

lg x+ lg y = 1 + lg 4
lg x · lg y = lg 4
lg x+ lg y = 1 + lg x · lg y
lg x · lg y = lg 4
lg x(1− lg y) = 1− lg y
lg x · lg y = lg 4
(1− lg y) · (lg x− 1) = 0
lg x · lg y = lg 4
lg x = 1 ⇒ x1 = 10, y1 = 4
lg y = 1 ⇒ y2 = 10, x2 = 4

Rexe�e sistema je: (10, 4) i (4, 10).

4)

xy+1 = 36−1/ log6
log6 x = y + 4

Oblast definisanosti je:
{(x, y)|x, y ∈ R, x > 0}.

(y + 1) log6 x = log6 6
−2

log6 x = y + 4
(y + 1) · (y + 4) = −2
log6 x = y + 4
y2 + 5y + 6 = 0

y1/2 =
−5±

√
25−24
2

y1/2 =
−5±1

2

y1 = −3, x1 = 6
y2 = −2, x2 = 36

Rexe�e sistema je: (6,−3) i (36,−2).
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5)

log2 x+ log4 y + log4 z = 2
log3 y + log9 z + log9 x = 2
log4 z + log16 x+ log16 y = 2
2 log2 x+ log2 y + log2 z = 4
log2 x+ log2 y + 2 log2 z = 8
log3 x+ 2 log3 y + log3 z = 4

Treba uvesti smenu: log2 x = a
tj. x = 2a, log2 y = b tj.
y = 2b, i log2 z = c tj. z = 2c.
Oblast definisanosti je:
{(x, y, z)|x, y, z ∈ R, x, y, z > 0}.

2a+ b+ c = 4
a+ b+ 2c = 8
a+ 2b+ c = 4 log2 3
2a+ b+ c = 4
−3a− b = 0
−a+ b = 4 log2 3− 4
2a+ b+ c = 4
−3a− b = 0
−4a = 4 log2 3− 4
a = 1− log2 3 ⇒ x = 2

3

b = 3 log2 3− 3 ⇒ y = 27
8

c = 4− 2 + 2 log2 3− 3 log2 3 + 3
c = 5− log2 3 ⇒ z = 32

3

Rexe�e sistema je: (2
3
, 27

8
, 32

3
).

6)

yxlogy x = x
5
2/ logy

log4 y · logy (3x− y) = 1

Oblast definisanosti je:
{(x, y)|x, y ∈ R, y > 0, y ̸= 1, x >
0, 3x− y > 0}.

1 + log2y x = logy x
5
2 , logy x = t

logy (3x− y) = logy 4
t2 − 5

2
t+ 1 = 0

3x− y = 4

t1/2 =
5±

√
25−16
4

3x− y = 4
t1/2 =

5±3
4

3x− y = 4

t1 =
1
2

logy x = 1
2

x =
√
y

3
√
y − y − 4 = 0

m =
√
y

−m2 + 3m− 4 = 0

Ova kvadratna jednaqina nema rexe-
�e.

t2 = 2 ⇒ logy x = 2
x = y2

3y2 − y − 4 = 0

y1/2 =
1±

√
1+48
6

y1/2 =
1±7
6

y1 =
4
3
, x1 =

16
9

y2 = −1

Jedino rexe�e ovog sistema je:
(x, y) = (16

9
, 4
3
). y2 = −1 ne razma-

tramo zbog oblasti definisanosti.
�
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5.6 Logaritamske nejednaqine

Zadatak 14. Rexiti nejednaqine:
1) log 1

5

4x+6
x

≥ 0

2) log0,3 log6
x2+x
x+4

< 0

3) log 1
9
(x2 − 4) ≥ log 1

9
(2|x| − 1)

4) log3 x+ log√3 x+ log 1
3
x < 6

5) logx 2 · log2x 2 · log2 16x > 1

6) logx |x− 1| ≤ 1, x > 0, x ̸= 1

7) logx−3 (x
2 − 4x+ 3) < 0

Rexe�e.

1)

log 1
5

4x+6
x

≥ 0

Oblast definisanosti je: (−∞,−3
2
) ∪ (0,+∞), jer je 4x+6

x
> 0.

Poxto je 0 < 1
5
< 1, onda se rexava�e date logaritamske nejednaqine svodi na

rexava�e nejednaqine: 4x+6
x

≤ 1.

4x+6−x
x

≤ 0
3x+6
x

≤ 0

I sluqaj:
3x+ 6 ≤ 0 i x > 0
Ne postoji takvo x.

II sluqaj:
3x+ 6 ≥ 0 i x < 0
x ∈ [−2,− 3

12
)

Konaqno rexe�e je presek oblasti definisanosti i skupa koji je rexe�e dru-
gog sluqaja, tj. [−2,−3

2
). Kao i u nekim od prethodnih primera, tako i ovde,

najqex�a grexka je ne uzima�e u obzir prilikom odre�iva�a rexe�a, oblast
definisanosti.

2)

log0,3 log6
x2+x
x+4

< 0

Oblast definisanosti je: (−4,−1) ∪ (0,+∞), jer je x2+x
x+4

> 0.

log0,3 log6
x2+x
x+4

< log0,3 1

Poxto je: 0 < 0, 3 < 1, onda se prethodna logaritamska nejednaqina svodi na
slede�u nejednaqinu:

log6
x2+x
x+4

> 1

log6
x2+x
x+4

> log6 6
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Poxto je: 1 < 6, onda se prethodna logaritamska nejednaqina svodi na slede�u
logaritamsku nejednaqinu:

x2+x
x+4

> 6
x2+x−6x−24

x+4
> 0

x2−5x−24
x+4

> 0

x2 − 5x− 24 = 0

x1/2 =
5±

√
25+96
2

x1/2 =
5±11
2

x1 = 8, x2 = −3
x ∈ (−4,−3) ∪ (8,+∞)

Konaqno rexe�e je: x ∈ (−4,−3) ∪ (8,+∞).

3)

log 1
9
(x2 − 4) ≥ log 1

9
(2|x| − 1)

Oblast definisanosti je: (−∞,−2) ∪ (2,+∞), jer je x2 − 4 > 0, a pri tom
i va�i: 2|x| − 1 > 0. Zbog apsolutne vrednosti, trebalo bi posmatrati dva
sluqaja: x > 0 i x < 0, ali uze�emo u obzir i oblast definisanosti, pa �emo
posmatrati slede�e sluqajeve:
I sluqaj: x > 2

x2 − 4 ≤ 2x− 1
x2 − 2x− 3 ≤ 0

x1/2 =
2±

√
4+12
2

x1/2 =
2±4
2

x1 = 3, x2 = −1
x ∈ (2, 3]

II sluqaj: x < −2

x2 − 4 ≤ −2x− 1
x2 + 2x− 3 ≤ 0

x1/2 =
−2±

√
4+12

2

x1/2 =
−2±4

2

x1 = 1, x2 = −3
x ∈ [−3,−2)

Konaqno rexe�e je: x ∈ [−3,−2) ∪ (2, 3]. Neki uqenici imaju problem kada
treba da objedine rexe�a dobijena u razliqitim sluqajevima, nisu sigurni da
li treba posmatrati uniju ili presek datih skupova.

4)

log3 x+ log√3 x+ log 1
3
x < 6

Oblast definisanosti je: (0,+∞).

log3 x+ 2 log3 x− log3 x < 6
log3 x < 3
log3 x < log3 3

3

0 < x < 27

Rexe�e ove nejednaqine je: x ∈ (0, 27).
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5)

logx 2 · log2x 2 · log2 16x > 1

Oblast definisanosti je: (0, 1
2
) ∪ (1

2
, 1) ∪ (1,+∞).

Prilikom narednih transformacija jako je bitno primetiti da one ne dovode
do pojav	iva�a novih uslova, pa samim tim sma�uju verovatno�u da se pri
rexava�u date nejednaqine napravi grexka.

log2 16x
log2 x·log2 2x

> 1
log2 16+log2 x
log2 x(1+log2 x)

> 1
4+log2 x

log2 x(1+log2 x)
− 1 > 0

4+log2 x−log2 x(1+log2 x)
log2 x(1+log2 x)

> 0
4−log22 x

log2 x(1+log2 x)
> 0, t = log2 x

4−t2

t(1+t)
> 0

t ∈ (−2,−1) ∪ (0, 2)

I sluqaj:

−2 < t < −1
1
4
< x < 1

2

II sluqaj:

0 < t < 2
1 < x < 4

Rexe�e je unija dva skupa: (1
4
, 1
2
) ∪ (1, 4).

6)

logx | x− 1 | ≤ 1

Oblast definisanosti je: (0, 1) ∪ (1,+∞).
Zbu�uju�e mo�e izgledati to xto se nepoznata jav	a i u osnovi i u logarit-
mandu, a pri tom se jav	a i apsolutna vrednost, pa potexko�e mo�e izazvati
rastav	a�e na sluqajeve.

logx | x− 1 | ≤ logx x

I sluqaj: x > 1
x− 1 ≤ x
Va�i za svako x ∈ (1,+∞).

II sluqaj: 0 < x < 1
−x+ 1 ≥ x
2x ≤ 1
x ≤ 1

2

0 < x ≤ 1
2

Konaqno rexe�e je: x ∈ (0, 1
2
] ∪ (1,+∞).
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7) logx−3 (x
2 − 4x+ 3) < 0

Oblast definisanosti:

x− 3 > 0
x ∈ (3,+∞)

x− 3 ̸= 1
x ∈ R\{4}

x2 − 4x+ 3 > 0
x ∈ (−∞, 1) ∪ (3,+∞)

Oblast definisanosti je: (3, 4)∪(4,+∞). Za razliku od situacije kada odre�u-
jemo rexe�e na osnovu vixe posmatranih sluqajeva, pa tada posmatramo uniju
odre�enih skupova, ovde treba uzeti u obzir presek prethodno dobijenih sku-
pova.
I sluqaj: x ∈ (3, 4)

logx−3 (x
2 − 4x+ 3) < logx−3 1

x2 − 4x+ 3 > 1
x2 − 4x+ 2 > 0

x1/2 =
4±

√
16−8
2

x1 = 2 +
√
2 i x2 = 2−

√
2

x ∈ (−∞, 2−
√
2) ∪ (2 +

√
2,+∞)

Rexe�e ovog sluqaja je: x ∈ (2 +
√
2, 4).

II sluqaj: x ∈ (4,∞)

logx−3 (x
2 − 4x+ 3) < logx−3 1

x2 − 4x+ 3 < 1
x2 − 4x+ 2 < 0

x ∈ (2−
√
2, 2 +

√
2)

Ovaj sluqaj nema rexe�e koje zadovo	ava
uslov.

Konaqno rexe�e ovog zadatka je: x ∈ (2 +
√
2, 4). �
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5.7 Zadaci za napredne uqenike

Zadatak 15. Rexiti jednaqine:

1) (
√
5 +

√
24)x + (

√
5−

√
24)x = 10

2) (3 + 2
√
2)2(x

2−x−1) + 1 = 6(3 + 2
√
2)x

2−x−1

3) | x |x2−2x= 1

4) | 2x − 1 | + | 2x − 2 |= 1

5) 81x − 16x − 2 · 9x(9x − 4x) + 36x = 0

6) log3 x · log4 x · log5 x = log3 x · log4 x+ log4 x · log5 x+ log5 x · log3 x

7) (2 +
√
3)x

2−2x+1 + (2−
√
3)x

2−2x−1 = 101
10(2−

√
3)

8) 9−|x−2| − 4 · 3−|x−2| − a = 0, u zavisnosti od realnog parametra a.

9) log100 x
2 = log√x 10 · (log10 (10a)− | log10 (xa) |)

10)
loga2

√
x a

log2x a
− logax a · log 1

a
(2x) = 0

Rexe�e.

1) Oblast definisanosti je: R.
Brojevi 5+

√
24 i 5−

√
24 su jedan drugom reciproqni, i pomenuta povezanost

ova dva broja daje te�inu ovom primeru. Na osnovu ove povezanosti uvodimo

smenu: t = (
√
5−

√
24)x. Ovom smenom se data eksponencijalna jednaqina svodi

na kvadratnu jednaqinu.

(
√
5 +

√
24)x + (

√
5−

√
24)x = 10/ · (

√
5−

√
24)x

(
√
25− 24)x + (

√
5−

√
24)2x = 10 · (

√
5−

√
24)x

t2 − 10t+ 1 = 0

t1/2 =
10±

√
100−4
2

t1/2 =
10±2

√
24

2

t1 = 5 +
√
24

(
√

5−
√
24)x = 5 +

√
24

5 +
√
24 = (5−

√
24)−1

x1 = −2

t2 = 5−
√
24

(
√

5−
√
24)x = 5−

√
24

x2 = 2
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2)

(3 + 2
√
2)2(x

2−x−1) + 1 = 6(3 + 2
√
2)x

2−x−1

Oblast definisanosti je: R.
Treba uvesti smenu: t = (3 + 2

√
2)x

2−x−1. Kao i u prethodnom primeru smenom
se data eksponencijalna jednaqina svodi na kvadratnu jednaqinu. A te�ini
ovog primera doprinosi i to xto su brojevi 3 + 2

√
2 i 3 − 2

√
2 jedan drugom

reciproqni.
t2 − 6t+ 1 = 0

t1/2 =
6±

√
36−4
2

t1/2 =
6±4

√
2

2

t1 = 3 + 2
√
2

(3 + 2
√
2)x

2−x−1 = 3 + 2
√
2

x2 − x− 1 = 1
x2 − x− 2 = 0

x1/2 =
1±

√
1+8
2

x1 = 2, x2 = −1

t2 = 3− 2
√
2

(3 + 2
√
2)x

2−x−1 = 3− 2
√
2

3− 2
√
2 = (3−2

√
2)(3+2

√
2)

3+2
√
2

= 1
3+2

√
2
= (3 + 2

√
2)−1

x2 − x− 1 = −1
x2 − x = 0
x3 = 0, x4 = 1

Tako da ova jednaqina ima qetiri rexe�a: x1 = 2, x2 = −1, x3 = 0, x4 = 1.

3)

| x |x2−2x= 1

Oblast definisanosti je: R\{0}, zato xto bi za x = 0 sa leve strane jednako-
sti imali 00 xto je nedefinisano. Osim odre�iva�a oblasti definisanosti
problematiqan mo�e biti izgled jednaqine. Odnosno, na uqenike zbu�uju�e
mo�e delovati to xto se nepoznata jav	a i u osnovi i u stepenu, a pri tom se
jav	a i apsolutna vrednost.
I sluqaj: x > 0

xx2−2x = 1/ logx, x ̸= 1

logx x
x2−2x = logx 1

x2 − 2x = 0
x1 = 2
x2 = 0

Posled�e rexe�e ne zadovo	ava uslov.

II sluqaj: x < 0

(−x)x
2−2x = 1/ log−x, x ̸= −1

x2 − 2x = 0

Ne postoji rexe�e ove jednaqine koje za-
dovo	ava uslov.

Ali rexe�a date jednaqine su i x2 = 1 i x3 = −1. To se mo�e proveriti
i zamenom x u jednaqini sa datim vrednostima. Najqex�a grexka uqenika u
ovom zadatku je izostav	a�e ova dva rexe�a.
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4)

|2x − 1|+ |2x − 2| = 1

Oblast definisanosti je: R.
I sluqaj: 2x − 1 ≥ 0 ⇒ x ≥ 0 i 2x − 2 ≥ 0 ⇒ x ≥ 1, pa je konaqan uslov za ovaj
sluqaj x ≥ 1.

2x − 1 + 2x − 2 = 1
2 · 2x − 3 = 1
2 · 2x = 4
2x = 2
x = 1

II sluqaj: 2x − 1 ≥ 0 ⇒ x ≥ 0 i 2x − 2 < 0 ⇒ x < 1, pa je konaqan uslov za ovaj
sluqaj x ∈ [0, 1).

2x − 1− 2x + 2 = 1
1 = 1
x ∈ [0, 1)

III sluqaj: 2x − 1 < 0 ⇒ x < 0 i 2x − 2 < 0 ⇒ x < 1, pa je konaqan uslov za ovaj
sluqaj x < 0.

−2x + 1− 2x + 2 = 1
−2 · 2x = −2
2x = 1

Ne postoji ovakvo x koje zadovo	ava dati uslov.
Konaqano rexe�e date jednaqine je unija svih rexe�a, tj. x ∈ [0, 1].
Kod primera u kojima se jav	a apsolutna vrednost nekog izraza, a posebno
ako se jav	a na vixe mesta, problem se jav	a u razmatra�u odgovaraju�ih
sluqajeva.

5)

81x − 16x − 2 · 9x(9x − 4x) + 36x = 0

Oblast definisanosti je: R.

34x − 24x − 2 · 34x + 2 · 36x + 36x = 0
−34x − 24x + 3 · 36x = 0/ : (−34x)
1 + (2

3
)4x − 3(2

3
)2x = 0

Treba uvesti smenu: (2
3
)2x = t.

t2 − 3t+ 1 = 0

t1/2 =
3±

√
9−4
2

53

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



t1 =
3+

√
5

2

(2
3
)2x = 3+

√
5

2
/ log 4

9

x1 = log 4
9

3+
√
5

2

t2 =
3−

√
5

2

x2 = log 4
9

3−
√
5

2

Mesta na kojima uqenici mogu imati problem kada rexavaju ovu jednaqinu je
kada treba transformisanu jednaqinu podeliti sa −34x, kao i kada treba re-
xiti jednaqinu: (2

3
)2x = 3+

√
5

2
, o qemu je ve� pisano u radu.

6)

log3 x · log4 x · log5 x = log3 x · log4 x+ log4 x · log5 x+ log5 x · log3 x

Oblast definisanosti je: (0,+∞).
Te�ina ovog primera se ogleda u te�ini pronala�e�a naqina da se svede na
neki jednostavniji oblik. To se mo�e posti�i kada se jednaqina podeli sa:
log3 x · log4 x · log5 x. Naravno, ne treba zaboraviti da u tom sluqaju treba
razmotriti i rexe�a jednaqine: log3 x · log4 x · log5 x = 0, xto uqenici neretko
zaborave, i samim tim izostave jedno rexe�e.

1 = 1
log5 x

+ 1
log3 x

+ 1
log4 x

1 = logx 5 + logx 3 + logx 4
1 = logx (5 · 4 · 3)
1 = logx 60
x1 = 60
log3 x · log4 x · log5 x = 0
x2 = 1

Ova jednaqina ima dva rexe�a: x1 = 60 i x2 = 1.

7)

(2 +
√
3)x

2−2x+1 + (2−
√
3)x

2−2x−1 = 101
10(2−

√
3)
/ · (2−

√
3)

Oblast definisanosti je: R.

(2 +
√
3)x

2−2x · (2 +
√
3) · (2−

√
3) + (2−

√
3)x

2−2x = 101
10

(2 +
√
3)x

2−2x + (2−
√
3)x

2−2x = 101
10

Osim xto treba uoqiti da su brojevi 2+
√
3 i 2−

√
3 jedan drugom reciproqni,

problem mo�e biti i to xto se u koeficijentima kvadratne jednaqine jav	a
logaritam.
Treba uvesti smenu: (2 +

√
3)x

2−2x = t.
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t+ 1
t
− 101

10
= 0

10t2 − 101t+ 10 = 0

t1/2 =
101±

√
10201−400
20

t1/2 =
101±99

20

t1 = 10 ⇒ (2 +
√
3)x

2−2x = 10/ lg

(x2 − 2x) lg (2 +
√
3) = 1

x2 − 2x− 1
lg (2+

√
3)

= 0

x1/2 =
2±

√
4+ 4

lg (2+
√
3)

2

x1/2 = 1±
√

1 + 1
lg (2+

√
3)

t2 = − 1
10

(2 +
√
3)x

2−2x = − 1
10
ovakvo x ne postoji.

Ova jednaqina ima samo dva rexe�a: x1/2 = 1±
√
1 + 1

lg (2+
√
3)
.

8)

9−|x−2| − 4 · 3−|x−2| − a = 0
(3−|x−2|)2 − 4 · 3−|x−2| − a = 0

Oblast definisanosti je: R.
Treba uvesti smenu: t = 3−|x−2|.

t2 − 4t− a = 0

t1/2 =
4±

√
16+4a
2

t1/2 = 2±
√
4 + a

Uslov: a ≥ −4.
I sluqaj: x− 2 ≥ 0 tj. x ≥ 2

3−x+2 = 2±
√
4 + a

3−x = 2±
√
4+a
9

/ log3,

uz uslov: 2±
√
4+a
9

> 0, tj. a < 0

x1/2 = − log3
2±

√
4+a
9

Treba proveriti za koje a ova rexe�e zadovo	avaju uslov:

− log3
2±

√
4+a
9

≥ 2
2±

√
4+a
9

≤ 1
9

2±
√
4 + a ≤ 1
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Za 2 +
√
4 + a ≤ 1 ⇒

√
4 + a ≤ −1, xto je nemogu�e.

Za 2−
√
4 + a ≤ 1 ⇒ −

√
4 + a ≤ −1 ⇒

√
4 + a ≥ 1 ⇒ a ≥ −3.

Jedino rexe�e ovog sluqaja je: x1 = 2− log3 (2−
√
4 + a), a ∈ [−3, 0).

II sluqaj: x− 2 < 0 tj. x < 2

3x−2 = 2±
√
4 + a

3x = 9 · (2±
√
4 + a)

x1/2 = log3(9 · (2±
√
4 + a)),

uz uslov: 2±
√
4 + a > 0, tj. a < 0.

x1/2 = 2 + log3 (2±
√
4 + a)

Proverava se za koje a ova rexe�a zadovo	avaju uslov:

2 + log3 (2±
√
4 + a) < 2

log3 (2±
√
4 + a) < 0

2±
√
4 + a < 1

±
√
4 + a < −1√

4 + a < −1, ovo je nemogu�e.
−
√
4 + a < −1√

4 + a > 1
a > −3

Jedino rexe�e ovog sluqaja je: x2 = 2 + log3 (2−
√
4 + a), a ∈ (−3, 0).

Najve�i problem uqenici kod ovog zadatka imaju kada treba da uzmu u obzir
sve uslove, obiqno pojedine izostave ili qak odustanu od rexava�a ovog tipa
zadatka zbog pojave parametra koji popriliqno komplikuje situaciju.

9) Te�ina primera se ogleda u pojavi parametra a u logaritmandu, a kasnije i
u pojavi brojeva izra�enih u obliku logaritma u koeficijentima kvadratne
jednaqine.

log100 x
2 = log√x 10 · (log10 (10a)− | log10 (xa) |)

Oblast definisanosti je: (0, 1)∪ (1,+∞), ali zbog log10 (
x
a
), mora biti i a > 0.

I sluqaj: 0 < x
a
< 1 tj. 0 < x < a

2 · 1
2
log10 x = 2 1

log10 x
(1 + log10 a+ log10 x− log10 a)/ · lg x

lg2 x = 2 + 2 lg x, t = lg x
t2 − 2t− 2 = 0

t1/2 =
2±

√
4+8
2

t1 =
2±2

√
3

2

t1 = 1±
√
3

x1 = 101+
√
3

x2 = 101−
√
3

56

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



II sluqaj: x
a
> 1 tj. x > a

2 · 1
2
log10 x = 2 1

log10 x
(1 + log10 a− log10 x+ log10 a)

log10 x = 2
log10 x

(1 + 2 log10 a− log10 x)/ · lg x
t2 + 2t− 2− 4 lg a = 0

t1/2 =
−2±

√
4+8+16 lg a
2

t1/2 =
−2±

√
4(3+4 lg a)

2

t1 = −1 +
√
3 + 4 lg a

lg x = −1 +
√
3 + 4 lg a

x3 = 10−1+
√
3+4 lg a

t2 = −1−
√
3 + 4 lg a

x4 = 10−1−
√
3+4 lg a

10) Za razliku od prethodnog primera gde se promen	iva jav	a samo u logarit-
mandu, ovde se jav	a i u osnovi. Osim toga problem mo�e se mo�e pojaviti
prilikom odre�iva�a oblasti definisanosti.

loga2
√

x a

log2x a
+ logax a · log 1

a
2x = 0

Oblast definisanosti je: (0, 1
2
) ∪ (1

2
,+∞). Uslovi su: a > 0, a ̸= 1, ax ̸= 1.

loga 2x
loga a2

√
x
− loga 2x

loga ax
= 0

loga 2x(
1

2+ 1
2
loga x

− 1
1+loga x

) = 0

loga 2x = 0
2x = 1
x = 1

2
, ovo rexe�e ne pripada oblasti definisanosti.

2
4+loga x

− 1
1+loga x

= 0
2+2 loga x−4−loga x
(4+loga x)(1+loga x)

= 0

loga x− 2 = 0
x = a2

Ova jednaqina ima jedno rexe�e: x = a2, uz uslove: a > 0, a ̸= 1 i a ̸= 1√
2
.

�
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Zadatak 16. Rexiti nejednaqine:

1) 491+
√
x−2 − 344 · 7

√
x−2 ≤ −7

2) 3
√

x2−5
2

+3x−8 − 3
√

x2−5
2

+3x−9 ≥ 2
√

x2−5−17
3

+2x + 2
√

x2−5−14
3

+2x

3) log x+4
2

(log2
2x−1
3+x

) < 0

4) loglog2 0,5x (x
2 − 10x+ 22) > 0

Rexe�e.

1)

491+
√
x−2 − 344 · 7

√
x−2 ≤ −7

Oblast definisanosti je: x ∈ [2,+∞).

49 · (7
√
x−2)2 − 344 · 7

√
x−2 + 7 ≤ 0

Treba uvesti smenu: t = 7
√
x−2. Ovom smenom se data nejednaqina svodi na

kvadratnu nejednaqinu, zato je bitno koliko je dobro predzna�e uqneika o
ovom tipu nejednaqina.

49t2 − 344t+ 7 ≤ 0

t1/2 =
344±

√
118336−1372
98

t1/2 =
344±

√
116964

98

t1/2 =
344±342

98

t1 =
1
49
, t2 = 7

t ∈ ( 1
49
, 7)

7
√
x−2 = 7−2 ⇒

√
x− 2 = −2

7
√
x−2 = 71 ⇒

√
x− 2 = 1 ⇒ x = 3

x ∈ [2, 3]

Najqex�e se grexke jav	aju kada uqenici odre�uju rexe�e jednaqine√
x− 2 = −2, i dobiju da je rexe�e te jednaqine x = 6, a potom se na�u u

dilemi koji skup je konaqno rexe�e polazne nejednaqine.

2) Te�ina ovog primera se ogleda u transformisa�u date eksponencijalne nejed-
naqine u eksponencijalnu nejednaqinu u kojoj �emo sa obe strane nejednakosti
imati eksponencijalne funkcije sa istom osnovom.

3
√

x2−5
2

+3x−8 − 3
√

x2−5
2

+3x−9 ≥ 2
√

x2−5−17
3

+2x + 2
√

x2−5−14
3

+2x

Oblast definisanosti je: (−∞,−
√
5) ∪ (

√
5,+∞).
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3
√

x2−5+6x−16
2 − 1

3
· 3

√
x2−5+6x−16

2 ≥ 1
2
· 2

√
x2−5−14+6x

3 + 2
√

x2−5−14+6x
3

2
3
· 3

√
x2−5+6x−16

2 ≥ 3
2
· 2

√
x2−5−14+6x

3

2
9
· 3

√
x2−5+6x−14

2 ≥ 3
2
· 2

√
x2−5−14+6x

3

2
9
·
√
3
√
x2−5+6x−14 ≥ 3

2
· 3
√
2
√
x2−5−14+6x/ : (2

9
· 3
√
2
√
x2−5−14+6x)

(
√
3

3√2
)
√
x2−5−14+6x ≥ 33

22

(
√
3

3√2
)
√
x2−5−14+6x ≥ (

√
3

3√2
)6

Poxto je:
√
3

3√2
> 1, onda je:

√
x2 − 5− 14 + 6x ≥ 6.

√
x2 − 5 ≥ 20− 6x/2

I sluqaj: 20− 6x ≥ 0, tj. x ≤ 31
3

x2 − 5 ≥ 400− 240x+ 36x2

35x2 − 240x+ 405 ≤ 0/ : 5
7x2 − 48x+ 81 ≤ 0

x1/2 =
48±

√
2304−2268
14

x1/2 =
48±

√
36

14

x1 =
27
7
, x2 = 3, x ∈ [3, 27

7
].

Ali zbog uslova rexe�e ovog sluqaja je: x ∈ [3, 31
3
].

II sluqaj: 20− 6x < 0, tj. x > 31
3

Kod ovog sluqaja treba razmatrati rexe�a nejednaqine x2−5 ≥ 0. S obzirom da
je ta nejednaqina uzeta u obzir pri odre�iva�u oblasti definisanosti rexe�e
ovog sluqaja je svako x iz skupa (31

3
,+∞).

Konaqno rexe�e je: x ∈ [3,+∞).

3)

log x+4
2

(log2
2x−1
3+x

) < 0

Problematiqnost ovog zadatka se ogleda u odre�iva�u oblasti definisanosti,
kao i u izdvaja�u mogu�ih sluqajeva. To su ujedno i mesta gde uqenici najvixe
grexe.
Oblast definisanosti:

1) x+4
2

̸= 1
x ̸= −2

2) x+4
2

> 0
x > −4
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3) log2
2x−1
3+x

> 0
2x−1
3+x

> 1, zbog ovoga ne treba ispitivati uslov: 2x−1
3+x

> 0
x−4
3+x

> 0
x ∈ (−∞,−3) ∪ (4,+∞)

Oblast definisanosti je: x ∈ (−4,−3) ∪ (4,+∞).
I sluqaj: x+4

2
> 1, tj. x > −2

log2
2x−1
3+x

< 1
2x−1
3+x

< 2
2x−1−6−2x

3+x
< 0

−7
3+x

< 0 ⇒ x > −3

Rexe�e ovog sluqaja je: x > 4.

II sluqaj: 0 < x+4
2

< 1, tj. −4 < x < −2

log2
2x−1
3+x

> 1
2x−1
3+x

> 2
2x−1−6x−2

3+x
> 0

−7
3+x

> 0

Rexe�e ovog sluqaja je: −4 < x < −3.

Konaqno rexe�e je: x ∈ (−4,−3) ∪ (4,+∞).

4)

loglog2 (0,5x) (x
2 − 10x+ 22) > 0

Oblast definisanosti:

1) log2 (0, 5x) ̸= 1
0, 5x ̸= 2
x ̸= 4

2) log2 (0, 5x) > 0
0, 5x > 1
x > 2

3) x2 − 10x+ 22 > 0

x1/2 =
10±

√
100−88
2

x1/2 =
10±2

√
3

2

x1/2 = 5±
√
3

x ∈ (−∞, 5−
√
3) ∪ (5 +

√
3,+∞)

Oblast definisanosti je: x ∈ (2, 5−
√
3) ∪ (5 +

√
3,+∞).

I sluqaj: log2 (0, 5x) > 1, tj. x > 4

x2 − 10x+ 22 > 1
x2 − 10x+ 21 > 0

x1/2 =
10±

√
100−84
2

x1/2 =
10±4
2

x1 = 3 i x2 = 7

Rexe�e ovog sluqaja je: x ∈ (7,+∞).

II sluqaj: log2 (0, 5x) < 1, tj. x < 4

x2 − 10x+ 22 < 1
x2 − 10x+ 21 < 0
x1 = 3 i x2 = 7

Rexe�e ovog sluqaja je: 3 < x < 5−
√
3.
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Konaqno rexe�e ove nejednaqine je: x ∈ (3, 5−
√
3) ∪ (7,+∞).

Uqenici uglavnom prave grexke ne uzimaju�i u obzir i oblast definisanosti
i uslov za konkretan sluqaj, xto dovodi do grexke pri odre�iva�u rexe�a za
taj sluqaj, a samim tim i za kraj�e rexe�e. A vrlo qesto ne znaju da treba
posmatrati dva sluqaja, nego pretpostave da je osnova ve�a od 1 i posmatraju
samo jedan sluqaj. Kao i u prethodnom primeru potexko�e se mogu javiti kada
treba odrediti oblast definisanosti.

�

Te�ina narednih zadataka ogleda se u �ihovoj formi. Odbojnost koju izazi-
vaju kod uqenika zadaci koji zahtevaju dokaziva�e je kod pojedinih zadatak i bila
presudna da se na�u u ovoj grupi iako �ihovo rexava�e nije preterano zahtevno.

Zadatak 17. Dokazati da je:

1
logx 2·logx 4

+ 1
logx 4·logx 8

+ . . .+ 1
logx 2n−1·logx 2n

= n−1
n
(logx 2)

−2

uz uslov: x > 0, x ̸= 1, n ∈ N.

Rexe�e. Sam izgled prethodne jednakosti upu�uje uqenike da logaritme koji se po-
jav	uju sa leve strane znaka jednakosti treba transformisati u logaritme qiji su
logaritmandi jednaki 2.

1
logx 2·2 logx 2

+ 1
2 logx 2·3 logx 2

+ . . .+ 1
(n−1) logx 2·n logx 2

=

= 1
2(logx 2)2

+ 1
6(logx 2)2

+ . . .+ 1
n(n−1)(logx 2)2

= 1
(logx 2)2

( 1
1·2 +

1
2·3 + . . .+ 1

(n−1)·n) =

= 1
(logx 2)2

(1− 1
2
+ 1

2
− 1

3
+ . . .+ 1

n−1
− 1

n
) = 1

(logx 2)2
(1− 1

n
)

�

Zadatak 18. Dokazati nejednakost:

log2(a+ b) > 1 + 1
2
(log2 a+ log2 b), a > 0, b > 0, a ̸= b.

Rexe�e.
1 + 1

2
(log2 a+ log2 b) = log2 2 + log2

√
ab = log2 2

√
ab

Pri prethodno izvedenim transformacijama treba biti oprezan da li je novodo-
bijen logaritam definisan, ali zbog prethodno navedenih uslova jeste, pa ne po-
stoje razlozi za brigu. Problem se svodi na dokaziva�e slede�e nejednakosti:
a+ b > 2

√
ab/2.

Ova nejednakost se dokazuje pomo�u kvadrata binoma, xto nije retka situaciju u
redovnoj nastavi.

a2 + 2ab+ b2 > 4ab
a2 − 2ab+ b2 > 0

A ovo va�i, zato xto je uz pomenute uslove uvek: (a− b)2 > 0. �
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Zadatak 19. Dokazati da jednaqina

log2x (
2
x
) log22 x+ log42 x = 1

ima samo jedan koren, koji zadovo	ava uslov x > 1.

Rexe�e.

log2x
2
x
= log2x 2− log2x x = 1

1+log2 x
− 1

1+logx 2
= 1

1+log2 x
− log2 x

log2 x+1
= 1−log2 x

1+log2 x

(1−log2 x
1+log2 x

) log22 x+ log42 x = 1/ · (1 + log2 x)

log22 x− log32 x+ log42 x+ log52 x = 1 + log2 x
log52 x+ log42 x− log32 x+ log22 x− log2 x− 1 = 0
(log2 x− 1)(1 + 2 log2 x+ log22 x+ 2 log32 x+ log42 x) = 0
log2 x− 1 = 0
x = 2
1 + 2 log2 x+ log2 x

2 + 2log2 x
3 + log2 x

4 = 0

Za x > 1 svi sabirci prethodno navedene jednaqine su ve�i od 0, pa zbir ne mo�e
biti jednak 0, te ova jednaqina ne mo�e imati rexe�e.
Uqenici jako texko dolaze do zak	uqaka ovog tipa, a mo�da im je jox te�e rasta-
viti izraz: log52 x+ log42 x− log32 x+ log22 x− log2 x− 1 na qinioce, olakxavaju�e mo�e
biti uvo�e�e smene t = log2 x i rastav	a�e na qinioce izraza: t

5+ t4− t3+ t2− t−1.
Retki su oni koji ne proveraju da li je 1 + log2 x ̸= 0, a za tim nema potrebe jer je
to ostvareno za x > 1. �
Zadatak 20. Dokazati da je:

1) loga1·a2·...·an x = 1
1

loga1
x
+ 1

loga2
x
+...+ 1

logan x

,

a1, a2, . . . , an, x > 0, a1, a2, . . . , an, x ̸= 1, a1 · a2 · . . . · an ̸= 1;

2) logaN · logbN + logb N · logcN + logc N · loga N = loga N ·logb N ·logc N
logabc N

,

N, a, b, c > 0, N, a, b, c ̸= 1, abc ̸= 1;

3) logb a · logc b · logd c = logd a, a, b, c, d > 0, b, c, d ̸= 1.

Rexe�e. Ova tri primera se svode na primenu osnovnih svojstava logaritamskih
funkcija, ali treba biti oprezan da pri tim transformacijama ne budu uvedni
neki nove logaritmi koji nisu definisani pod pomenutim uslovima.

1)

1
1

loga1
x
+ 1

loga2
x
+...+ 1

logan x

= 1
logx a1+logx a2+...+logx an

= 1
logx (a1·a2·...·an) = loga1·a2·...·an x

2)

loga N · logbN + logbN · logc N + logc N · loga N =
= logaN logbN logc N( 1

logc N
+ 1

loga N
+ 1

logb N
) =

= logaN logbN logc N(logN c+ logN a+ logN c) = loga N logb N logc N
logabc N
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3)

logb a · logc b · logd c = logb a · logc b · 1
logc d

= logb a · logd b = logd a

�

Zadatak 21. Dokazati da su najve�e vrednosti izraza (log5 6)
sinx i (log6 5)

cosx jed-
nake.

Rexe�e. log5 6 > 1, pa je (log5 6)
sinx najve�e za najve�e sinx.

Najve�a vrednost funkcije sinx je 1, pa je maxmax((log5 6)
sinx) = log5 6.

0 < log6 5 < 1, pa je (log6 5)
cosx najve�e za najma�e cos x.

Najma�a vrednost funkcije cosx je −1, pa je max((log6 5)
cosx) = log5 6. �
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6 Gradivo qetvrte godine sred�ih xkola - Zadaci

6.1 Funkcije - Osnovna svojstva

Napomena: na poqetku ove oblasti jav	aju se sliqni primeri kao i u drugoj
godini vezani za skicira�e logaritamskih i eksponencijalnih funkcija, sada ne�e
biti ponav	a�a, mogu se pogledati na stranama: 14, 15, 16, 36 i 37.

Zadatak 22. Odrediti oblast definisanosti funkcija:
1) y = 2

√
3x−x2

2) y = lg(2x2 − x− 6)

3) y = log2
3
√
x3 − 8

4) y =
√
9−x2

lg(3x−5)

5) y = lg x2−4x+3
x2−6x+8

6) y = 2+
√
x−1

ln(2−x)

7) y = lg | 4− x2 |

8) y = log2 sin x− cos x

Rexe�e.

1) y = 2
√
3x−x2

Oblast definisanosti sadr�i sve elemente x takve da je:

3x− x2 ≥ 0 tj.
Df = [0, 3]

2) y = lg(2x2 − x− 6)
Za oblast definisanosti mora se rexiti nejednaqina: 2x2 − x− 6 > 0.

x1/2 =
1±

√
1+48
4

= 1±7
4

x1 = 2, x2 = −3
2

Df = (−∞,−3
2
) ∪ (2,+∞)

Zadatak ovog tipa pripada osnovnom nivou, me�utim mogu se pojaviti grexke
tipaDf = (−3

2
, 2), koje su rezultat loxe savladanosti kvadratnih nejednaqina.

3) y = log2
3
√
x3 − 8

x3 − 8 > 0
x3 > 8
x > 2
Df = (2,+∞)

Bitno je primetiti da se dve nejednakosti: x3−8 > 0 i x3−8 ≥ 0, mogu svesti u
jednu: x3−8 > 0. Nekada uqenici imaju mehaniqki pristup rexava�u ovakvih
primera, pa se dexava da rexavaju obe nejednaqine.
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4) y =
√
9−x2

lg(3x−5)

3x− 5 > 0 ⇒ x > 5
3

9− x2 ≥ 0 ⇒ x ∈ (−3, 3)
lg(3x− 5) ̸= 0
3x− 5 ̸= 1
x ̸= 2

Uslov koji se najqex�e izostavi je: lg(3x− 5) ̸= 0.
Konaqno rexe�e je: Df = (5

3
, 2) ∪ (2, 3].

5)

y = lg x2−4x+3
x2−6x+8

x2−4x+3
x2−6x+8

> 0

x2 − 4x+ 3 = 0

x1/2 =
4±

√
16−12
2

x1/2 =
4±2
2

x1 = 3, x2 = 1

x2 − 6x+ 8 = 0

x3/4 =
6±

√
36−32
2

x3/4 =
6±2
2

x3 = 4, x4 = 2
Konaqno rexe�e je: Df = (−∞, 1) ∪ (2, 3) ∪ (4,+∞).

6)

y = 2+
√
x−1

ln(2−x)

2− x > 0 ⇒ x < 2
x− 1 ≥ 0 ⇒ x ≥ 1
ln(2− x) ̸= 0
2− x ̸= 1
x ̸= 1

Konaqno rexe�e je: Df = (1, 2).

7)

y = lg |4− x2|
4− x2 ̸= 0
x ̸= ±2

Konaqno rexe�e je: Df = (−∞,−2) ∪ (−2, 2) ∪ (2,+∞).

8)

y = log2 (sinx− cosx)
sinx− cos x > 0
π
4
+ 2kπ < x < 5π

4
+ 2kπ, k ∈ Z

Konaqno rexe�e je: Df = (1, 2). Za ovaj primer je neophodno dobro poznava�e
trigonometrisjkih funkcija.
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�
Zadatak 23. Da li su jednake funkcije:

1) f(x) = log x2 i g(x) = 2 log x

2) f(x) = elnx i g(x) = x

Rexe�e. Kod ovog tipa zadatka, uqenici qesto grexe, ne posmatraju i ne upore�uju
oblasti definisanosti datih funkcija, ve� samo poka�u da odre�enim transfor-
macijama dve fukcije mogu da se svedu na isti oblik.

1) f(x) = log x2 i g(x) = 2 log x
Nisu, jer nemaju istu oblast definisanosti.
Df = R\{0}, a Dg = (0,+∞).

2) f(x) = elnx i g(x) = x
Nisu, jer nemaju istu oblast definisanosti.
Df = (0,+∞), a Dg = R.

�
Zadatak 24. Ispitati nule i znak datih funkcija:

1) y = 1−lnx
1+lnx

2) y = log3(x
2 − 5x+ 7)

Rexe�e.
1) y = 1−lnx

1+lnx

Oblast definisanosti:

x > 0
1 + ln x ̸= 0
lnx ̸= −1
x ̸= e−1

Oblast definisanosti je:
(0, e−1) ∪ (e−1,+∞).
Nule:

f(x) = 0
1− lnx = 0
lnx = 1
x = e

Znak:
1 + ln x = 0
lnx = −1
x = e−1

Za x ∈ (e−1, e] f(x) ≥ 0.
Za x ∈ (0, e−1) ∪ (e,+∞) f(x) < 0.

2) y = log3(x
2 − 5x+ 7)

Oblast definisanosti:

x2 − 5x+ 7 > 0

x1/2 =
5±

√
25−28
2

Oblast definisanosti je: R.
Nule:

log3(x
2 − 5x+ 7) = 0

x2 − 5x+ 7 = 1
x2 − 5x+ 6 = 0

x1/2 =
5±

√
25−24
2

x1 = 3, x2 = 2

Znak:
Za x ∈ (−∞, 2] ∪ [3,+∞) f(x) ≥ 0.
Za x ∈ (2, 3) f(x) < 0.
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Napomena: jako je bitno u primerima ove vrste prvo odrediti oblast definisanosti
i to uzeti u obzir pri odre�iva�u zahtevanog. To je inaqe situacija u kojoj se jav	a
najve�i broj grexaka uqenika. Uqenici poqnu sa rexava�em zadatka bez prethodno
odre�ene oblasti definisanosti, xto utiqe na kraj�i ishod. �

Zadatak 25. Ispitati parnost, odnosno neparnost slede�ih funkcija:

1) y = ax−a−x

2

2) y = log2 (x+
√
1 + x2)

Rexe�e.
Oblast definisanosti za oba primera je skup R. Kod ovog tipa zadatka uqenici obi-
qno zaborava da razmatraju oblast definisanost, xto im u pojedinim sluqajevima
mo�e dosta skratiti proces rexava�a zadatka. Npr. ako oblast definisanosti
neke funkcije nije simetriqan skup u odnosu na 0, onda ta funkcija nije ni parna
ni neparna.

1) y = ax−a−x

2

f(−x) = a−x−a−(−x)

2
= a−x−ax

2
= −ax−a−x

2
= −f(x)

Funkcija je neparna.

2) y = log2 (x+
√
1 + x2)

f(−x) = log2 (−x+
√
1 + (−x)2) = log2(−x+

√
1 + x2 · x+

√
1+x2

x+
√
1+x2 ) =

= log2
−x2+1+x2

x+
√
1+x2 = log2 (x+

√
1 + x2)−1 = − log2 (x+

√
1 + x2) = −f(x)

Funkcija je neparna.

�

Zadatak 26. Ispitati monotonost funkcije: y = 3(x
2−1)3+1.

Rexe�e.

(x2 − 1)3 + 1 = x6 − 3x4 + 3x2 − 1 + 1 = x2(x4 − 3x2 + 3) = x2((x2 − 3
2
)2 + 3

4
)

Minimum funkcije je za x = 0, tada je y = 1, pa za x ∈ (−∞, 0)funkcija je opadaju�a,
a za x ∈ (0,+∞) funkcija je rastu�a. �

Zadatak 27. Odrediti najve�u vrednost funkcije:

y = log42 x+ 12 log22 x · log2 8
x
, za 1 ≤ x ≤ 64

.

67

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Rexe�e.

y = log42 x+ 12 log22 x · (log2 23 − log2 x) = log42 x+ 36 log22 x− 12 log32 x =
= log22 x(log

2
2 x− 12 log2 x+ 36) = log22 x(log2 x− 6)2

Ako uvedemo smenu t = log2 x, t ∈ (0, 6), imamo: y = t2(t − 6)2. Ova funkcija ima
najve�u vrednost za t = 3 i tada je najve�a vrednost funkcije y = 81. �
Zadatak 28. Za slede�e funkcije odrediti oblast definisanosti, ispitati par-
nost, odrediti nule i znak:

1) f(x) = log2
x2−5x+6

x

2) f(x) = log2
1−x
1+x

Rexe�e.

1) f(x) = log2
x2−5x+6

x

Oblast definisanosti:
x ̸= 0

x1/2 =
5±

√
25−24
2

x1/2 =
5±1
2

x1 = 3 i x2 = 2
x ∈ (0, 2) ∪ (3,+∞)

Parnost: nije ni parna ni neparna, to mo�emo zak	uqiti na osnovu oblasti
definisanosti. Obiqno uqenici ne razmatraju oblast definisanosti, nego
transformacijama proveravaju kako se ponaxa f(−x).
Nule:

f(x) = 0
x2−5x+6

x
= 1

x2 − 6x+ 6 = 0

x3/4 =
6±

√
36−24
2

x3/4 =
6±2

√
3

2

x3/4 = 3±
√
3.

Nule date funkcije su: x3/4 = 3±
√
3.

Znak:

f(x) > 0

log2
x2−5x+6

x
> 0

x2−5x+6
x

> 1
x2 − 6x+ 6 > 0

Za x ∈ (0, 3−
√
3) ∪ (3 +

√
3,+∞)

f(x) < 0

log2
x2−5x+6

x
< 0

x2−5x+6
x

< 1
x2 − 6x+ 6 < 0

Za x ∈ (3−
√
3, 2) ∪ (3, 3 +

√
3).

Qeste grexke su xto uqenici pri odre�iva�u znaka ne uzmu u obzir oblast de-
finisanosti.
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2) f(x) = log2
1−x
1+x

Oblast definisanosti:

1 + x ̸= 0 ⇒ x ̸= −1
1−x
1+x

> 0 ⇒ x ∈ (−1, 1)

Parnost:

f(−x) = log2
1−(−x)
1+(−x)

= log2
1+x
1−x

= log2 (
1−x
1+x

)−1 = −f(x)

Neparna.
Nule:

f(x) = 0
log2

1−x
1+x

= 0
1−x
1+x

= 1 ⇒ −2x
1+x

= 0

x = 0

Znak:
f(x) > 0 ⇒ x ∈ (−1, 0)
f(x) < 0 ⇒ x ∈ (0, 1)

�

69

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



6.2 Funkcije - Slo�ena funkcija. Inverzna funkcija

Zadatak 29. Na�i inverzne funkcije slede�ih funkcija:

1) f(x) = 2−x

2) f(x) = log2 (
x−2
x
)

3) f(x) = ln ex−1
ex+1

, x > 0

Rexe�e. Kao i u prethodnim zadacima tako i u ovom se qesto izostavi odre�iva�e
oblasti definisanosti, a i sam postupak rexava�a zadatka je uqenicima zbu�uju�.
Apstraktni su im pojmovi "1-1"i "na", i qesto ne znaju da provere da li je funkcija
"1-1"i "na".

1) f(x) = 2−x

Funkcija je "1-1"i "na", pa je funkcija bijekcija, pa ima odgovaraju�u inver-
znu funkciju.
Prvo mesto f(x) treba staviti y.

y = 2−x/ log2

Sada treba izraziti x preko y.

log2 y = −x
x = − log2 y

Posled�i korak, umesto x staviti f−1(x), a umesto y staviti x.

f−1(x) = − log2 x, x > 0

2) f(x) = log2 (
x−2
x
)

Oblast definisanosti funkcije f je: x−2
x

> 0, tj. x ∈ (−∞, 0) ∪ (2,+∞).
Data funkcija je bijektivna na skupu x ∈ (−∞, 0) ∪ (2,+∞), pa na tom skupu
postoji inverzna funkcija.
Prvo mesto f(x) treba staviti y.

y = log2 (
x−2
x
)

Sada treba izraziti x preko y.

x−2
x

= 2y

1− 2
x
= 2y

2
x
= 1− 2y

x = 2
1−2y

,

Posled�i korak, umesto x staviti f−1(x), a umesto y staviti x.

f−1(x) = 2
1−2x
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3) f(x) = ln ex−1
ex+1

, x > 0
Data funkcija je bijektivna za x > 0, pa za x > 0 postoji inverzna funkcija
date funkcije f .
Ovaj primer se radi na sliqan naqin kao i prethodni.

y = ln ex−1
ex+1

ey = ex+1−2
ex+1

ey = 1− 2
ex+1

1− ey = 2
ex+1

ex + 1 = 2
1−ey

ex = 2−1+ey

1−ey

ex = 1+ey

1−ey

x = ln 1+ey

1−ey

f−1(x) = ln 1+ex

1−ex

�
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7 Zak	uqak

Pri izradi rada, u radu sa uqenicima dolazi se do zak	uqka da se proble-
matiqnost pri obradi date oblasti u nastavi najvixe ogleda u nesavaladanosti
kvadratnih jednaqina i nejednaqina qije je dobro poznava�e neophodno. Naravno
problemi se jav	aju isto tako qesto i zbog toga xto je veliki broj osnovnih osobina
eksponencijalnih i logaritamskih funkcija te�ak za uqe�e, pa ako ih uqenici i
nauqe, qesto se dexava da ih pogrexno nauqe. Zato je neophodno u nastavi, pri ob-
radi ove oblasti, jako qesto vra�a�e na ve� obra�eno gradivo, kvadratne jednaqine
i nejednaqine, kao i obnav	a�e osnovnih osobina pomenutih funkcija. Bitno je
uputiti uqenike koja su mesta u zadacima gde se qesto jav	aju grexke i kog tipa su
te grexke, kako ne bi oni ponav	ali iste.
U radu je ulo�en poseban trud da zadaci, koji su unutar nastavnih jedinica pore-
�ani po te�ini, budu postupno rexeni i da mesta gde se grexke qesto jav	aju budu
istaknuta, kao i da bude navedeno kog tipa se grexke najqex�e mogu pojaviti. S ob-
zirom na to, prvenstveno se nadam da �e rad koristiti uqenicima kako bi savladali
potexko�e pri obradi date teme, ali i da �e pojedinim profesorima olakxati rad.
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