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1 Óâîä

Jîø îêî 300 ãîäèíà ï.í.å. Åóêëèä (Euclid) jå äîêàçàî äà èìà áåñêîíà÷íî ïðîñòèõ
áðîjåâà. Î ðàñïîäåëè ïðîñòèõ áðîjåâà ìå¢ó ïðèðîäèì áðîjåâèìà ãîâîðè òçâ. òåîðåìà
î ïðîñòèì áðîjåâèìà äîêàçàíà ó 19. âåêó. Íà îñíîâó òåîðåìå î ïðîñòèì áðîjåâèìà
âåðîâàòíî£à äà jå ñëó÷àjíî èçàáðàíè öåî áðîj ó îïñåãó (1, n] ïðîñò jå ïðèáëèæíî jåäíàêà
1/ ln(n) çà äîâî§íî âåëèêî n.

Ìíîãè îä äàâíèíà ïîçíàòè íåðåøåíè ïðîáëåìè âåçàíè çà ïðîñòå áðîjåâå ïîäñòàêëè ñó
ðàçâîj òåîðèjå áðîjåâà. Íåêè îä òèõ ïðîáëåìà ñó íïð. Ãîëäáàõîâà (Goldbach) õèïîòåçà
(ñâàêè ïàðàí áðîj âå£è îä 2 ñå ìîæå íàïèñàòè êàî ñóìà äâà ïðîñòà áðîjà) è õèïîòåçà
î ïðîñòèì áðîjåâèìà áëèçàíàöèìà (èìà áåñêîíà÷íî ìíîãî ïàðîâà ïðîñòèõ áðîjâà ÷èjà
jå ðàçëèêà 2). Îä êðóöèjàëíîã çíà÷àjà ó òåîðèjè áðîjåâà è ìàòåìàòèöè ãåíåðàëíî jå
îñíîâíà òåîðåìà àðèòìåòèêå, òj. òâð¢å»å äà ñå ñâàêè ïðèðîäàí áðîj ìîæå íà jåäèíñòâåí
íà÷èí ïðåäñòàâèòè êàî ïðîèçâîä ñâîjèõ ïðîñòèõ ÷èíèëàöà.

Äóãî âðåìåíà ìèñëèëî ñå äà ïðîñòè áðîjåâè èìàjó èçóçåòíî îãðàíè÷åíó ïðèìåíó
âàí ÷èñòå ìàòåìàòèêå. Òî ñå ïðîìåíèëî ñåäàìäåñåòèõ ãîäèíà 20. âåêà êàäà ñó
ñìèø§åíè êîíöåïòè êðèïòîãðàôèjå ñà jàâíèì ê§ó÷åì. Òåæàê ïðîáëåì ôàêòîðèçàöèjå
âåëèêèõ áðîjåâà íà ïðîñòå ÷èíèîöå äîâåî jå äî ïðîíàëàæå»à ìåòîäà çà øèôðîâà»å ãäå
ïðîñòè áðîjåâè çàóçèìàjó çíà÷àjíî ìåñòî. Êðèïòîñèñòåìè ñà jàâíèì ê§ó÷åì çàñíèâàjó
ñå íà óïîòðåáè äâà ê§ó÷à, jåäíèì çà øèôðîâà»å è äðóãèì çà äåøèôðîâà»å (çáîã
òîãà ñó è äîáèëè íàçèâ àñèìåòðè÷íè). Àñèìåòðè÷íè àëãîðèòìè ñâîjó òàjíîñò íå
çàñíèâàjó íà íåïîçíàâà»ó àëãîðèòìà, âå£ íà óïîòðåáè jåäíîñìåðíèõ ôóíêöèjà. Òî
ñó ôóíêöèjå çà êîjå jå åôåêòèâíî èçðà÷óíàâà»å âðåäíîñòè èíâåðçíå ôóíêöèjå òåæàê
ìàòåìàòè÷êè ïðîáëåì, òåøêî ðåøèâ ðà÷óíàðñêèì ðåñóðñèìà ó ðåàëíîì âðåìåíó. Ó
âå£èíè àñèìåòðè÷íèõ àëãîðèòàìà çà ãåíåðèñà»å ê§ó÷åâà ñå êîðèñòå âåëèêè ïðîñòè
áðîjåâè ñà ñòîòèíó è âèøå äåöèìàëíèõ öèôàðà. Çàòî jå ó êðèïòîãðàôèjè ñà jàâíèì
ê§ó÷åì èçóçåòíî âàæíî èìàòè ìåòîä çà ãåíåðèñà»å âåëèêîã ïðîñòîã áðîjà.

Ïîñòîjå ðàçíå ìåòîäå çà ïðîâåðó äà ëè jå äàòè öåî áðîj ïðîñò. Îñíîâíè ìåòîä ñàñòîjè
ñå ó äå§å»ó äàòîã áðîjà n ìîãó£èì ïðîñòèì ôàêòîðèìà êîjè ñó âå£è îä jåäàí, à ìà»è
èëè jåäíàêè êâàäðàòíîì êîðåíó îä n è àêî íèjåäàí îä îâèõ êîëè÷íèêà íèjå öåî áðîj, îíäà
jå äàòè áðîj n ïðîñò. Èàêî jåäíîñòàâàí, îâàj ìåòîä jå âðëî íåïðàêòè÷àí çà òåñòèðà»å
âåëèêèõ áðîjåâà çàòî øòî áðîj ìîãó£èõ ôàêòîðà jàêî áðçî ðàñòå ñà ïîðàñòîì n. Áðîj
ïðîñòèõ ôàêòîðà ñå ìîæå ïðîöåíèòè íà îñíîâó òåîðåìå î ïðîñòèì áðîjåâèìà: áðîj
ïðîñòèõ áðîjåâà ìà»èõ îä

√
n jå ïðèáëèæíî

√
n/ ln(

√
n). Íà ïðèìåð çà n = 1020 îâàj

áðîj jå îêî 450 ìèëèîíà, øòî jå ïðåâèøå çà ìíîãå ïðàêòè÷íå ïðèìåíå.

Ìîäåðíè òåñòîâè ñå äåëå ó äâå ãðóïå: äåòåðìèíèñòè÷êè è ïðîáàáèëèñòè÷êè.
Äåòåðìèíèñòè÷êè çàñèãóðíî òâðäå, äîê ïðîáàáèëèñòè÷êè, êîjè ñó ÷åñòî çíàòíî áðæè,
íå äîêàçójó ïîòïóíî äà jå äàòè áðîj ïðîñò. Çáîã òîãà ñå ÷åñòî ïðâî ïðèìå»ójó
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ïðîáàáèëèñòè÷êå ïðå äåòåðìèíèñòè÷êèõ ìåòîäà. Êàäà jå ðå÷ î äåòåðìèíèñòè÷êèì
ìåòîäàìà, ìíîãè ìàòåìàòè÷àðè ñó ïðîó÷àâàëè òåñòîâå çà ïðîâåðó âåëèêèõ áðîjåâà, àëè
ñ îãðàíè÷å»åì íà áðîjåâå îäðå¢åíîã îáëèêà. Àëãîðèòìè êîjè ðàäå ñà ïðîèçâî§íèì
áðîjåâèìà è äà§å çàîñòàjó ïî åôèêàñíîñòè.

Òåìà îâîã ðàäà ñó ïðîñòè áðîjåâè îáëèêà h · 2n − 1. Ñïåöèjàëíî çà h = 1, ïðîñòè
áðîjåâè îáëèêà 2n − 1 íàçèâàjó ñå Ìåðñåíîâè ïðîñòè áðîjåâè. Çà îâàj ðàä èíñïèðàöèjà
jå Õ. Ðèñåëîâ (H. Riesel) ðàä Lucasian criteria for the primality of h · 2n − 1 [6]. Ó îâîì
ðàäó ñó îïèñàíè íàjåôèêàñíèjè àëãîðèòàìè çà ïðîâåðó äà ëè jå äàòè áðîj ïðîñò. Òî
ñó Ëóêàñ-Ëåìåðîâ òåñò çà Ìåðñåíîâå áðîjåâå [5], êàî è ãåíåðàëèçàöèjà [6] îâîã òåñòà
çà áðîjåâå îáëèêà h · 2n − 1. Ïàæ»à jå ïîñâå£åíà ïîñåáíî òåîðèjñêîì äåëó Ëóêàñ-
Ëåìåðîâîã òåñòà çà Ìåðñåíîâå ïðîñòå áðîjåâå, êàî è òåîðåìàìà íà êîjèìà ñå çàñíèâà
ãåíåðàëèçàöèjà îâîã òåñòà çà ïðîñòå áðîjåâå îáëèêà h · 2n− 1. Êàäà ñó ó ïèòà»ó áðîjåâè
h · 2n− 1, çà h íåïàðíî è h < 2n, êðèòåðèjóìè äà jå N = h · 2n− 1 ïðîñò áðîj ñó ñëåäå£åã
òèïà [6]: çà îäãîâàðàjó£å u0, áðîj N jå ïðîñò àêî è ñàìî àêî un−2 ≡ 0 (mod N), ãäå
jå us+1 = u2s − 2. Äàêëå, ïðîáëåì îäðå¢èâà»à êðèòåðèjóìà çà äàòó êîìáèíàöèjó h è n
ñàñòîjè ñå ó ïðîíàëàæå»ó îäãîâàðàjó£åã u0. Ïîñòîjè jåäíîñòàâàí ðåçóëòàò âåçàí çà u0
êàäà ñó ó ïèòà»ó ñâå íåïàðíå âðåäíîñòè h, îñèì àêî 3 äåëè h. Ó ðàäó jå ïîêàçàíî íà
êîjè íà÷èí ñå u0 ìîæå îäðåäèòè çà h = 3A. Íà îñíîâó òîãà jå èìïëåìåíòèðàí òåñò, ÷èjè
jå îïèñ äàò ó îâîì ðàäó, êîjè ïðîâåðàâà äà ëè jå áðîj îáëèêà 3A · 2n − 1 ïðîñò.

Ó ïîãëàâ§ó Íåîïõîäíè ïîjìîâè è òâð¢å»à óâîäå ñå äåôèíèöèjå è òåîðåìå íà êîjèìà
ñå áàçèðàjó äîêàçè èç ñëåäå£èõ ïîãëàâ§à. Çà äà§à èçëàãà»à ó ðàäó ïîòðåáíî jå
ðàçóìåâà»å îñíîâíèõ ïîjìîâà è òåîðèjå î êâàäðàòíèì ïî§èìà. Íàðåäíî ïîãëàâ§å óâîäè
ïîjàì Ìåðñåíîâèõ ïðîñòèõ áðîjåâà êàî ïîñåáíîã îáëèêà ïðîñòèõ áðîjåâà. Ïðèêàçàí jå
èñòîðèjàò Ìåðñåíîâèõ ïðîñòèõ áðîjåâà, ïîòîì »èõîâà âåçà ñà ñàâðøåíèì áðîjåâèìà, êàî
è òðåíóòíî íàjáî§è àëãîðèòàì çà ïðîíàëàæå»å îâèõ áðîjåâà, Ëóêàñ-Ëåìåðîâ òåñò. Ó
4. ïîãëàâ§ó îïèñàíà jå ãåíåðàëèçàöèjà Ëóêàñ-Ëåìåðîâîã òåñòà çà ïðîñòå áðîjåâå îáëèêà
h·2n−1 çàjåäíî ñà òåîðåìàìà íà êîjèìà ñå çàñíèâà. Ïîãëàâ§å Èìïëåìåíòàöèjà, äåòà§è
ïðîãðàìà è ðåçóëòàòè ñàäðæè îïèñ èìïëåìåíòàöèjå òåñòà çà áðîjåâå îáëèêà h · 2n − 1
è ðåçóëòàòå çà h = 3A,A ≤ 45 è n ≤ 1500. Çà ñâå äðóãå íåïàðíå âðåäíîñòè h ñëó÷àj jå
jåäíîñòàâíèjè.
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2 Íåîïõîäíè ïîjìîâè è òâð¢å»à

Ó îâîì ïîãëàâ§ó íàâîäå ñå äåôèíèöèjå è òåîðåìå âàæíå çà ðàçóìåâà»å òåîðåìà è
»èõîâèõ äîêàçà èç ñëåäå£èõ ïîãëàâ§à. Íà ïî÷åòêó ïîãëàâ§à jå äåî èç òåîðèjå áðîjåâà
êîjè ñå îäíîñè íà äåôèíèöèjó Ëàãðàíæîâîã (Lagrange) è Jàêîáèjåâîã (Jacobi) ñèìáîëà,
Îjëåðîâ (Euler) êðèòåðèjóì è êâàäðàòíè çàêîí ðåöèïðîöèòåòà. Ïîòîì ñëåäå îñíîâå èç
òåîðèjå î êâàäðàòíèì ïî§èìà íà êîjèìà ñå áàçèðàjó áóäó£è äîêàçè ó ðàäó. Äåôèíèñàíî
jå êâàäðàòíî ïî§å, öåëè áðîjåâè ó êâàäðàòíîì ïî§ó, jåäèíèöå è ôóíäàìåíòàëíå
jåäèíèöå, äå§èâîñò è ôàêòîðèçàöèjà ó êâàäðàòíîì ïî§ó. Íàâåäåíå ñó è äâå òåîðåìå
êîjå âàæå ó êâàäðàòíèì ïî§èìà çíà÷àjíå çà äà§à äîêàçèâà»à.

Òåîðåìà 2.1. (ìàëà Ôåðìàîâà (Fermat) òåîðåìà) [9] Íåêà jå p ïðîñò áðîj, a
ïðèðîäàí áðîj è p 6 | a. Òàäà âàæè:

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Äåôèíèöèjà 2.1. (êâàäðàòíè îñòàòàê) Íåêà jå m ïðèðîäàí áðîj âå£è îä 1. Óêîëèêî
jåäíà÷èíà x2 ≡ a (mod m) èìà ðåøå»à, îíäà ñå áðîj a íàçèâà êâàäðàòíèì îñòàòêîì
ïî ìîäóëó m, äîê ó ñóïðîòíîì êàæåìî äà jå a êâàäðàòíè íåîñòàòàê ïî ìîäóëó m.

Äåôèíèöèjà 2.2. (Ëåæàíäðîâ ñèìáîë) Íåêà jå p ïðîñò áðîj âå£è îä 2 è a öåî áðîj.
Ëåæàíäðîâ ñèìáîë (Legendre symbol) ñå äåôèíèøå íà ñëåäå£è íà÷èí:

(
a

p

)
=


1, àêî jå a êâàäðàòíè îñòàòàê ïî ìîäóëó p
−1, àêî jå a êâàäðàòíè íåîñòàòàê ïî ìîäóëó p
0, àêî p|a

.

Äåôèíèöèjà 2.3. (Jàêîáèjåâ ñèìáîë) Íåêà jå m íåïàðàí öåî áðîj ÷èjè jå êàíîíñêè

îáëèê m =
k∏
i=1

peii è a öåî áðîj òàêàâ óçàjàìíî ïðîñò ñà m. Îíäà jå Jàêîáèjåâ ñèìáîë ( a
m

)

äåôèíèñàí ñà

( a
m

)
=

 a
k∏
i=1

peii

 =
k∏
i=1

(
a

pi

)ei

ãäå je ( a
pi

) Ëåæàíäðîâ ñèìáîë.

Òåîðåìà 2.2. (Îjëåðîâ êðèòåðèjóì) Íåêà jå p íåïàðàí ïðîñò áðîj, è a öåî áðîj
óçàjàìíî ïðîñò ñà p. Òàäà âàæè jåäíàêîñò:
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a
p−1
2 ≡

(
a

p

)
(mod p)

Äîêàç. Ïðåìà ìàëîj Ôåðìàîâîj òåîðåìè, ñ îáçèðîì äà ñó a è p óçàjàìíî ïðîñòè,
âàæè:

ap−1 ≡ 1 (mod p)

òj.

ap−1 − 1 ≡ 0 (mod p).

Ïðåòõîäío ìîæå ñå íàïèñàòè ó îáëèêó:

(a
p−1
2 − 1)(a

p−1
2 + 1) ≡ 0 (mod p). (1)

Êàêî jå p ïðîñò, àêî jå ïðîèçâîä äâà áðîjà ïî ìîäóëó p êîíãðóåíòàí ñà íóëîì ïî ìîäóëó
p, îíäà áàð jåäàí îä òèõ áðîjåâà ìîðà áèòè íóëà ïî ìîäóëó p. Çíà÷è, ó (1) áàð jåäàí îä

ôàêòîðà (a
p−1
2 − 1), (a

p−1
2 + 1) ìîðà áèòè êîíãðóåíòàí íóëè ïî ìîäóëó p.

Íåêà jå a êâàäðàòíè îñòàòàê ïî ìîäóëó p, òj. a ≡ x2 (mod p) çà íåêè öåî áðîj
0 ≤ x ≤ p− 1. Ïðèìåíîì ìàëå Ôåðìàîâå òåîðåìå äîáèjà ñå

a
p−1
2 − 1 = (x2)

p−1
2 − 1 = xp−1 − 1 ≡ 1− 1 = 0 (mod p),

îäíîñíî

a
p−1
2 ≡ 1 (mod p).

Äàêëå, àêî a jåñòå êâàäðàòíè îñòàòàê ïî ìîäóëó p, (1) jå çàäîâî§åíà, à òèìå è òàj äåî
äîêàçà çàâðøåí.

Íåêà ñàäà a íèjå êâàäðàòíè îñòàòàê ïî ìîäóëó p. Íà îñíîâó ìàëå Ôåðìàîâå òåîðåìå,

a
p−1
2 = (ap−1)

1
2 ≡ (1)

1
2 ≡ q (mod p)

ãäå jå q öåî áðîj òàêàâ äà jå q2 ≡ 1 (mod p). Ïðåìà òîìå, äâà êàíäèäàòà çà q ñó ±1. q íå

ìîæå áèòè +1, jåð jå òàäà a
p−1
2 ≡ 1 (mod p), îäíîñíî a jå êâàäðàòíè îñòàòàê ïî ìîäóëó

p, øòî jå ñóïðîòíî ïðåòïîñòàâöè. Äàêëå q = −1 (mod p) òj. a
p−1
2 ≡ −1 (mod p) è òèìå

jå äîêàç çàâðøåí.

Ëåìà 2.1. (Ãàóñ (Gauss)) Íåêà jå p íåïàðàí ïðîñò áðîj è (a, p) = 1. Íåêà jå µ áðîj
îñòàòàêà ó ñêóïó ak, 1 ≤ k ≤ p−1

2
, ÷èjà jå âðåäíîñò âå£à îä p−1

2
. Òàäà jå(

a

p

)
= (−1)µ.

Äîêàç. Íåêà jå la ≡ ±ml (mod p), ãäå jå 1 ≤ ml ≤ p−1
2
. Êàêî jå k ± l 6≡ 0 (mod p),

çà 1 ≤ k < l ≤ p−1
2
, to je ml 6= mk çà ñâå 1 ≤ k < l ≤ p−1

2
. Äàêëå, {1, 2, . . . , p−1

2
} =

{m1,m2, . . . ,m p−1
2
}, ïà ìíîæå»åì êîíãðóåíöèjà la ≡ ±ml (mod p) äîáèjàìî
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(
p− 1

2

)
! · a p−1

2 ≡
(
p− 1

2

)
! · (−1)µ (mod p).

Òâð¢å»å ëåìå ñàäà ñëåäè èç Îjëåðîâîã êðèòåðèjóìà.

Òåîðåìà 2.3. (êâàäðàòíè çàêîí ðåöèïðîöèòåòà) Àêî ñó p è q ðàçëè÷èòè íåïàðíè
ïðîñòè áðîjåâè, òàäà âàæè (

p

q

)(
q

p

)
= (−1)

p−1
2
· q−1

2 .

Äîêàç. Íà îñíîâó Ãàóñîâå ëåìå âàæè
(
q
p

)
= (−1)ν , ãäå jå ν áðîj öåëèõ áðîjåâà x

òàêâèõ äà jå 1 ≤ x ≤ p−1
2

è qx = py + r ãäå jå −p
2
< r < 0, è y öåî áðîj. Òàêî¢å âàæè äà

jå 1 ≤ y ≤ q−1
2
, jåð jå y íåíåãàòèâàí è

py = xq − r < p− 1

2
q +

p

2
<
p

2
(q + 1)

îäàêëå ñëåäè y < q+1
2

îäíîñíî y ≤ q−1
2
.

Ñëè÷íî,
(
p
q

)
= (−1)µ, ãäå jå µ áðîj öåëèõ áðîjåâà y òàêâèõ äà jå 1 ≤ y ≤ q−1

2
, òàêî

äà jå py = qx+ s ãäå jå − q
2
< s < 0 è x jå öåî áðîj. Ñàäà jå ïîíîâî 1 ≤ x ≤ p−1

2
. Çàòî jå(

q
p

)(
p
q

)
= (−1)ν+µ.

Çàê§ó÷ójå ñå äà jå ν + µ áðîj óðå¢åíèõ ïàðîâà öåëèõ áðîjåâà (x, y) òàêâèõ äà jå
1 ≤ x ≤ p−1

2
, 1 ≤ y ≤ q−1

2
è −p

2
< qx− py < q

2
.

Ïîñìàòðàjó ñå ñëåäå£è ñêóïîâè óðå¢åíèõ ïàðîâà öåëèõ áðîjåâà:

S = {(x, y)|1 ≤ x ≤ p−1
2
, 1 ≤ y ≤ q−1

2
}

S1 = {(x, y) ∈ S|qx− py ≤ −p
2
}

S0 = {(x, y) ∈ S| − p
2
< qx− py < q

2
}

S ′1 = {(x, y) ∈ S| q
2
≤ qx− py}.

Ïðåñëèêàâà»å Θ : S → S, äåôèíèñàíî ñà Θ(x, y) = (x′, y′), ãäå ñó x′ = p+1
2
−x, y′ = q+1

2
−y

jå áèjåêöèjà, Θ2 jå èäåíòèòåò, Θ(S1) = S ′1, Θ(S ′1) = S1, Θ(S0) = S0.
Äàêëå, |S| = |S1|+ |S0|+ |S ′1| ≡ |S0| (mod 2) è ñëåäè

p− 1

2
· q − 1

2
≡ µ+ ν (mod 2).

Çàòî jå (
p

q

)(
q

p

)
= (−1)

p−1
2
· q−1

2 .
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Ó íàñòàâêó ñå íàâîäå îñíîâíè ïîjìîâè è íåîïõîäíå òåîðåìå èç òåîðèjå î êâàäðàòíèì
ïî§èìà.

Çà öåî áðîj D áåç êâàäðàòíèõ ôàêòîðà è D 6= 0, 1, ñêóï K = Q(
√
D) = {x+y

√
D : x, y ∈

Q} ÷èíè êâàäðàòíî ïî§å ñòåïåíà 2 íàä Q. Àêî jå D > 0, îíäà jå òî ðåàëíî êâàäðàòíî
ïî§å, ó ñóïðîòíîì èìàãèíàðíî. Ñëè÷íî, Z(

√
D) = {x + y

√
D : x, y ∈ Z} è ïðåäñòàâ§à

ïîòïðñòåí ïî§à Q(
√
D).

Ïîñìàòðàjìî áðîjåâå z îáëèêà z = r+ s
√
D, ãäå ñó r, s ðàöèîíàëíè áðîjåâè, à D öåî áðîj

áåç êâàäðàòíîã ôàêòîðà.
Äåôèíèöèjà 2.4. (öåî áðîj ó êâàäðàòíîì ïî§ó) Çà áðîj z ñå êàæå äà jå öåî áðîj
ó êâàäðàòíîì ïî§ó Q(

√
D) àêî çàäîâî§àâà êâàäðàòíó jåäíà÷èíó îáëèêà

z2 + pz + q = 0

ãäå ñó p è q ðàöèîíàëíè öåëè áðîjåâè.
Êàêî jå z ðåøå»å êâàäðàòíå jåäíà÷èíå

(z − r)2 = Ds2 òj. z2 − 2rz + r2 −Ds2,

îíäà äà áè z áèî öåî áðîj ó Q(
√
D), íåîïõîäàí è äîâî§àí óñëîâ jå äà −2r è r2 − Ds2

áóäó ðàöèîíàëíè öåëè áðîjåâè. Íåêà jå r = a/2 çà ðàöèîíàëíè öåî áðîj a, òàäà jå 2r
óâåê ðàöèîíàëíè öåî áðîj, à r2 −Ds2 jå ðàöèîíàëíè öåî áðîj ó äâà ñëó÷àjà:

1. a jå ïàðàí (òj. r je ðàöèîíàëíè öåî áðîj) è s jå ðàöèîíàëíè öåî áðîj
èëè

2. a jå íåïàðàí (ó òîì ñëó÷àjó a2/4 ≡ 1/4 (mod 1)) è Ds2 ≡ 1/4 (mod 1). Äðóãî
âàæè àêî è ñàìî àêî s ≡ 1/2 (mod 1) è D ≡ 1 (mod 4).

Îâà äâà ñëó÷àjà ñå ìîãó ïðåôîðìóëèñàòè:
Öåëè áðîjåâè ó Q(

√
D) ñó áðîjåâè îáëèêà z = r + sρ, ãäå jå

ρ =


√
D, àêî jå D ≡ 2, 3 (mod 4)

−1 +
√
D

2
, àêî jå D ≡ 1 (mod 4)

.

Äåôèíèöèjà 2.5. (êîíjóãàòè ó êâàäðàòíîì ïî§ó) Áðîjåâè x = r + s
√
D è x =

r − s
√
D íàçèâàjó ñå êîíjóãàòè ó Q(

√
D).

Äåôèíèöèjà 2.6. (íîðìà áðîjà ó êâàäðàòíîì ïî§ó) Ðàöèîíàëíè áðîj xx = N(x) =
N(x) íàçèâà ñå íîðìà áðîjà x.

Äåôèíèöèjà 2.7. (jåäèíèöà ó êâàäðàòíîì ïî§ó) Àêî jå x öåî áðîj ó Q(
√
D) è

N(x) = ±1, îíäà ñå x íàçèâà jåäèíèöîì ó Q(
√
D).

Ó ðåàëíîì êâàäðàòíîì ïî§ó ïîñòîjè ñïåöèjàëíà jåäèíèöà ε, çâàíà ôóíäàìåíòàëíà
jåäèíèöà, òàêâà äà ñó ñâå jåäèíèöå ó Q(

√
D) îáóõâà£åíå ñà ±εn çà n ∈ Z. Ôóíäàìåíòàëíà

jåäèíèöà ñå ìîæå èçðà÷óíàòè ðåøàâà»åì Ïåëîâå (Pell) jåäíà÷èíå T 2−DU2 = ±4, ãäå ñå
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çíàê óçèìà òàêî äà ðåøå»å (T, U) áóäå ñà íàjìà»èì ìîãó£èì ïîçèòèâíèì T . Çà òàêâî
ìèíèìàëíî (T, U), ε jå äàòî ñà ε = 1

2
(T + U

√
D).

Äåôèíèöèjà 2.8. (ïðèäðóæåíè áðîjåâè ó êâàäðàòíîì ïî§ó) Çà öåëå áðîjåâå α
è β ó Q(

√
D) ñå êàæå äà ñó ïðèäðóæåíè àêî jå »èõîâ êîëè÷íèê jåäèíèöà ó Q(

√
D).

Äåôèíèöèjà 2.9. (äå§èâîñò ó êâàäðàòíîì ïî§ó) Àêî jå α = βγ, ãäå ñó α, β è
γ öåëè áðîjåâè ó Q(

√
D), îíäà ñå êàæå äà jå α äå§èâî ñà β (è ñà γ). Îçíàêà: β|α

(β äåëè α).

Äåôèíèöèjà 2.10. (ïðîñò áðîj ó êâàäðàòíîì ïî§ó) Àêî ñå öåî áðîj α ó Q(
√
D) íå

ìîæå ïðåäñòàâèòè êàî α = βγ, ãäå ñó β è γ öåëè ó Q(
√
D) îñèì àêî jåäàí îä »èõ íèjå

jåäèíèöà ó Q(
√
D), îíäà ñå çà α êàæå äà jå ïðîñò ó Q(

√
D). Ó ñóïðîòíîì, α jå ñëîæåí

ó Q(
√
D).

Ñâàêè öåî áðîj α ó Q(
√
D) ñå ìîæå ïðåäñòàâèòè êàî ïðîèçâîä ïðîñòèõ ôàêòîðà

èç Q(
√
D). Çà ðàçëèêó îä ôàêòîðèçàöèjå êîä ðàöèîíàëíèõ öåëèõ áðîjåâà, îâà

ôàêòîðèçàöèjà jå jåäèíñòâåíà ñàìî ó íåêèì ñëó÷àjåâèìà.

Äåôèíèöèjà 2.11. (íàjâå£è çàjåäíè÷êè äåëèëàö ó êâàäðàòíîì ïî§ó) Íåêà ñó
α, β è γ öåëè áðîjåâè ó Q(

√
D). Àêî jå α çàjåäíè÷êè äåëèëàö β è γ è ñâàêè çàjåäíè÷êè

äåëèëàö β è γ äåëè α, îíäà ñå α íàçèâà íàjâå£è çàjåäíè÷êè äåëèëàö β è γ è îçíà÷àâà ñå
(β, γ).

Íàjâå£è çàjåäíè÷êè äåëèëàö íèjå jåäèíñòâåí ñ îáçèðîì äà jå ñâàêè ïðèäðóæåíè áðîj
íàjâå£åì çàjåäíè÷êîì äåëèîöó òàêî¢å íàjâå£è çàjåäíè÷êè äåëèëàö.

Òåîðåìà 2.4. (Ôåðìàîâà òåîðåìà ó K(
√
D)) Àêî jå α öåî áðîj ó K(

√
D), D íèjå

äå§èâ êâàäðàòîì íåêîã áðîjà, p íåïàðàí ïðîñò áðîj, è àêî je (α, p) = 1 ó K(
√
D), îíäà

jå

αp−1 ≡ 1 (mod p), àêî jå

(
D

p

)
= 1,

αp+1 ≡ αα (mod p), àêî jå

(
D

p

)
= −1.

Îâäå jå

(
D

p

)
Ëåæàíäðîâ ñèìáîë.

Òåîðåìà 2.5. (êîðåí èç −1) Àêî ïîñòîjè ïðèðîäàí áðîj K, òàêàâ äà jå

αK ≡ −1 (mod p),

îíäà ïîñòîjè íàjìà»è ïðèðîäàí áðîj k, òàêàâ äà jå

αk ≡ −1 (mod p),

ïðè ÷åìó jå K/k íåïàðàí öåëè áðîj. Äà§å, e = 2k jå íàjìà»è ïðèðîäàí áðîj òàêàâ äà jå

αe ≡ +1 (mod p).

.
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3 Ìåðñåíîâè ïðîñòè áðîjåâè

Ïîñòàâ§à ñå ïèòà»å çà êîjå öåëå áðîjåâå a jå an − 1, n ≥ 2 ïðîñò áðîj. Ðàñòàâ§à»åì

an − 1 = (a− 1)(an−1 + an−2 + . . .+ a+ 1)

âèäè ñå äà a−1|an−1, øòî çíà÷è äà jå an−1 ñëîæåí îñèì àêî jå a−1 = 1, îäíîñíî a = 2.
Äàêëå, äîâî§íî jå ïðîó÷àâàòè áðîjåâå îáëèêà 2n − 1. Òàêî¢å, äîâî§íî jå èñïèòèâàòè
ñàìî ñëó÷àj êàäà jå n ïðîñò áðîj. Ó ñóïðîòíîì, àêî jå n ñëîæåí, íïð. n = mk, îíäà jå

2n − 1 = 2mk − 1 = (2m)k − 1 = (2m − 1)((2m)k−1 + (2m)k−2 + . . .+ 2m + 1),

îäíîñíî 2n − 1 èìà ôàêòîð 2m − 1. 2n − 1 ìîæå áèòè ïðîñò àêî jå 2m − 1 = 1, òj.
m = 1. Òî çíà÷è, àêî jå n ñëîæåí, îíäà jå è 2n − 1 ñëîæåí áðîj. Ïðåìà òîìå, äîâî§íî
jå ïðîó÷àâàòè áðîjåâå îáëèêà 2p− 1, ãäå jå p ïðîñò áðîj. Áðîj Mp := 2p− 1 íå ìîðà áèòè
ïðîñò (211 − 1 = 2047 = 23 · 89), à àêî jåñòå ïðîñò, îíäà ñå íàçèâà Ìåðñåíîâ ïðîñò áðîj.

Óîïøòå, Ìåðñåíîâè áðîjåâè ñó öåëè áðîjåâè îáëèêà 2s−1, s ≥ 2, a Ìåðñåíîâè áðîjåâè
êîjè ñó ïðîñòè, çîâó ñå Ìåðñåíîâè ïðîñòè áðîjåâè.

Îâè áðîjåâè äîáèëè ñó èìå ïî ôðàíöóñêîì ìàòåìàòè÷àðó Ìàðèíó Ìåðñåíó (ôð.
Marin Mersenne, 1588-1648). Ìåðñåí jå ïðîó÷àâàî ïðîñòå áðîjåâå ïîêóøàâàjó£è äà íà¢å
èçðàç êîjè áè èõ ñâå îájåäèíèî. Ó òîìå íèjå óñïåî, àëè jå »åãîâ ðàä ïîäñòàêàî ìíîãå äà
íàñòàâå îíî øòî jå îí çàïî÷åî.

3.1 Èñòîðèjà è ïðåãëåä äî ñàäà îòêðèâåíèõ Ìåðñåíîâèõ ïðîñòèõ

áðîjåâà

Êàäà jå ó ïèòà»ó íàjðàíèjà èñòîðèjà, äóãî ñå ñìàòðàëî äà ñó áðîjåâè îáëèêà 2n − 1
ïðîñòè çà ñâå ïðîñòå n [4]. Õ. Ðåãèóñ (H. Regius)1 jå 1536. ãîäèíå ïîêàçàî äà jå 211 − 1
ñëîæåí. Äî 1603. Ï. Êàòàëäè (P. Cataldi)2 jå óñòàíîâèî äà ñó 217 − 1 è 219 − 1 îáà
ïðîñòè, à ïîòîì òâðäèî è äà ñó 2n − 1 çà n = 23, 29, 31 è 37 ïðîñòè. Ôåðìà jå 1640.
ïîêàçàî äà jå Êàòàëäè ïîãðåøèî ó âåçè ñà áðîjåâèìà 23, 37, à îíäà jå Îjëåð 1738.
ïîêàçàî äà jå Êàòàëäè ïîãðåøèî è ó âåçè ñà áðîjåì 29. Íåøòî êàñíèjå Îjëåð äîêàçójå
äà jå Êàòàëäèjåâà òâðä»à çà áðîj 31 òà÷íà.

Ìàðèí Ìåðñåí jå íàâåî ó ñâîjîj Cogitata Physica-Mathematica (1644) äà ñó áðîjåâè

1Hudalrichus Regius (XVI âåê) jå ãð÷êè ìàòåìàòè÷àð êîjè jå ó ñâîì äåëó Utriusque Arithmetices

ïîêàçàî äà áðîjåâè îáëèêà 2n − 1 íèñó ïðîñòè çà ñâå n êàî øòî ñå äî òàäà ñìàòðàëî.
2Pietro Antonio Cataldi (15. àïðèë 1548 � 11. ôåáðóàð 1626.) jå áèî èòàëèjàíñêè ìàòåìàòè÷àð.

Ïðåäàâàî jå ìàòåìàòèêó è àñòðîíîìèjó è áàâèî ñå âîjíèì ïðîáëåìèìà.
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2n − 1 ïðîñòè çà n = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127 è 157 è ñëîæåíè çà ñâå îñòàëå
ïîçèòèâíå öåëå áðîjåâå n < 257. Èàêî jå Ìåðñåíîâà ïðåòïîñòàâêà áèëà íåòà÷íà, »åãîâî
èìå jå îñòàëî âåçàíî çà îâå áðîjåâå. �åãîâèì êîëåãàìà jå áèëî î÷èãëåäíî äà îí íèjå
ìîãàî ïðîâåðèòè ñâå îâå áðîjåâå, øòî jå è ñàì ïðèçíàâàî, àëè íèñó ìîãëè íè îíè.

Îêî 100 ãîäèíà êàñíèjå, Îjëåð jå îâîj ëèñòè äîäàî ñëåäå£è ïðîñò áðîj 231 − 1.
Íàêîí jîø jåäíîã âåêà, 1876. ãîäèíå Å. Ëóêàñ (E. Lucas) jå ïîòâðäèî äà jå 2127 − 1
ïðîñò. Ñåäàì ãîäèíà êàñíèjå, Ïåðâóøèí (I. M. Pervushin)3 jå ïîêàçàî äà jå Ìåðñåí
ó ñâîjîj ëèñòè èçîñòàâèî áðîj 261 − 1. Òàêî¢å jå èçîñòàâèî áðîjåâå 289 − 1 è 2107 − 1,
øòî jå Ð. Å. Ïàóåðñ (R. E. Powers)4 ïîêàçàî ðàíèõ 1900-òèõ. Êîíà÷íî, äî 1947.
Ìåðñåíîâà ëèñòà jå êîìïëåòíî ïðîâåðåíà è óòâð¢åíî jå äà ñó áðîjåâè 2n − 1 ïðîñòè çà
n = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107 è 127.

Ñà ïîjàâîì åëåêòðîíñêèõ äèãèòàëíèõ ðà÷óíàðà íàñòàëà jå ðåâîëóöèjà ó ïîòðàçè
çà Ìåðñåíîâèì ïðîñòèì áðîjåâèìà. Àëàí Òjóðèíã (Alan Turing) jå Ìåðñåíîâå ïðîñòå
áðîjåâå òðàæèî 1949. ãîäèíå íà Manchester Mark 1 ðà÷óíàðó. Ìå¢óòèì, ïðâè ñëåäå£è
óñïåøíè ðåçóëòàò jå áðîj M521 30. jàíóàðà 1952. Ïðîjåêòîì jå óïðàâ§àî Ä. Õ. Ëåìåð
(D. H. Lehmer) íà Óíèâåðçèòåòó ó Êàëèôîðíèjè ó Ëîñ Àí¢åëåñó (ÓÊËÀ). Êîðèø£åí
jå ðà÷óíàð U.S. National Bureau of Standards Western Automatic Computer (SWAC),
à ïðîãðàì çà ïðîjåêàò jå ïèñàî Ðîáèíñîí (R. M. Robinson)5. Ïîñëå ìà»å îä äâa ñàòà
ïðîíà¢åí jå ñëåäå£è áðîj M607, òàêî¢å êîðèø£å»åì òîã ðà÷óíàðà. Ó ñëåäå£èõ íåêîëèêî
ìåñåöè êîðèø£å»åì èñòîã ïðîãðàìà îòêðèâåíà ñó jîø òðè áðîjà M1279, M2203 è M2281.
M4253 jå ïðâè îòêðèâåíè áðîj ñà íàjìà»å 1000 äåöèìàëíèõ öèôàðà, M44497 ñà íàjìà»å
10000 öèôàðà, à M6972593 ñà íàjìà»å 1000000 öèôàðà.

Great Internet Mersenne Prime Search (GIMPS) [3] jå çàjåäíè÷êè ïðîjåêàò
äîáðîâî§àöà êîjè êîðèñòå jàâíî äîñòóïàí ñîôòâåð çà ïðîíàëàæå»å Ìåðñåíîâèõ
ïðîñòèõ áðîjåâà. Ïðîjåêàò jå îñíîâàî �îð¶ Âîëòìàí (George Woltman)6 ó jàíóàðó
1996. ãîäèíå. Îí jå çà ïîòðåáå îâîã ïðîjåêòà íàïèñàî ñîôòâåð Prime95 è MPrime.
Ñêîò Êóðîâñêè (Scott Kurowski)7 jå 1997. ãîäèíå íàïèñàî PrimeNet ñåðâåð êîjè ïðåêî
èíòåðíåòà óïðàâ§à çàäàöèìà è ðåçóëòàòèìà äîáðîâî§àöà áåç §óäñêå èíòåðâåíöèjå.
Êóðîâñêè jå íà òàj íà÷èí îìîãó£èî ïîðàñò ïðîjåêòà ó öåëèíè. Çà GIMPS ñå êàæå
äà jå jåäàí îä ïðâèõ ïðîjåêàòà äèñòðèáóèðàíîã ðà÷óíàðñòâà âåëèêèõ ðàçìåðà ïðåêî
èíòåðíåòà çà èñòðàæèâà÷êå ñâðõå.

3Ivan Mikheevich Pervushin (21. jàíóàð 1827 � 29. jóí 1900.) jå áèî ðóñêè ñâåøòåíèê è ìàòåìàòè÷àð,
ïîñåáíî çàèíòåðåñîâàí çà òåîðèjó áðîjåâà.

4Ralph Ernest Powers (27. àïðèë 1875 � 31. jàíóàð 1952.) jå áèî àìåðè÷êè ìàòåìàòè÷àð êîjè ñå áàâèî
ïðîñòèì áðîjåâèìà.

5Raphael M. Robinson (1911-1995.) jå áèî àìåðè÷êè ìàòåìàòè÷àð. Áàâèî ñå òåîðèjîì áðîjåâà,
ìàòåìàòè÷êîì ëîãèêîì, òåîðèjîì íèçîâà, ãåîìåòðèjîì è êîìáèíàòîðèêîì. Èñêîäèðàî jå Ëóêàñ-Ëåìåðîâ
òåñò çà SWAC è îòêðèî íàjâå£å Ìåðñåíîâå ïðîñòå áðîjåâå ïîçíàòå ó òî âðåìå.

6George Woltman (ðî¢åí 10. íîâåìáðà 1957.), îñíèâà÷ GIMPS ïðîjåêòà, ñòóäèðàî jå ðà÷óíàðñòâî íà
Ìàñà÷óñåòñêîì èíñòèòóòó çà òåõíîëîãèjó (ÌÈÒ).

7Scott Kurowski jå 1997. îñíîâàî êîìïàíèjó Entropia ó Êàëèôîðíèjè êîjà ñå áàâè äèñòðèáóèðàíèì
ðà÷óíàðñòâîì. GIMPS jå çàïðàâî äîêàç êîíöåïòà ïðîjåêòà, äà ïîêàæå èíâåñòèòîðèìà äà äèñòðèáóèðàíî
ïðîãðàìèðà»å èìà êîìåðöèjàëíó áóäó£íîñò.
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Ó ñåïòåìáðó 2008. ãîäèíå, ìàòåìàòè÷àðè èç ÓÊËÀ ñó ó÷åñòâójó£è ó GIMPS
ïðîjåêòó îñâîjèëè $100000 âðåäíó íàãðàäó îä Electronic Frontier Foundation (EFF) çà
ïðîíàëàæå»å ïðîñòîã áðîjà ñà íàjìà»å 10000000 öèôàðà. Îâàj ïðîñò áðîj èìà îêî 13
ìèëèîíà öèôàðà è ïðîíà¢åí jå íà Dell OptiPlex 745 êðàjåì àâãóñòà 2008.

Ó jóíó 2009. ãîäèíå, ïîìî£ó GIMPS ïðîjåêòà îòêðèâåí jå 47. Ìåðñåíîâ ïðîñò áðîj
M242643801. Èàêî jå 47. õðîíîëîøêè îòêðèâåí áðîj, íèjå íàjâå£è. Ìà»è jå îä íàjâå£åã
ïîçíàòîã ó òî âðåìå, 45. îòêðèâåíîã.

Ê. Êóïåð (Curtis Cooper)8 jå 25. jàíóàðà 2013. îòêðèî 48. è íàjâå£è äî ñàäà
Ìåðñåíîâ ïðîñò áðîj M57885161, áðîj ñà 17425170 öèôàðà, êàî ðåçóëòàò ïðåòðàãå ïîìî£ó
GIMPS ìðåæå. Òî jå òðå£è Ìåðñåíîâ ïðîñò áðîj êîjè ñó Êóïåð è »åãîâ òèì îòêðèëè ó
ïîñëåä»èõ ñåäàì ãîäèíà. Ójåäíî, òî jå è äî ñàäà íàjâå£è ïîçíàò ïðîñò áðîj óîïøòå. Çà
çàïèñ îâîã áðîjà ó îñíîâè 10 ïîòðåáíî jå 4647 ñòðàíèöà ñà 75 öèôàðà ïî ëèíèjè è 50
ëèíèjà ïî ñòðàíè.

EFF íóäè íàãðàäó îä $150000 îíîìå êî îòêðèjå ïðîñò áðîj ñà íàjìà»å 100000000
äåöèìàëíèõ öèôàðà.

Ñëåäè ëèñòà ñâèõ ïîçíàòèõ Ìåðñåíîâèõ ïðîñòèõ áðîjåâà [3]:

# p Mp áðîj öèôàðà äàòóì îòêðè£à ïðîíàëàçà÷
êîðèø£åíà ìåòîäà

è ðà÷óíàð

1 2 3 1 îêî 430. ïíå
àíòè÷êè ãð÷êè
ìàòåìàòè÷àðè

2 3 7 1 îêî 430. ïíå
àíòè÷êè ãð÷êè
ìàòåìàòè÷àðè

3 5 31 2 îêî 430. ïíå
àíòè÷êè ãð÷êè
ìàòåìàòè÷àðè

4 7 127 3 îêî 430. ïíå
àíòè÷êè ãð÷êè
ìàòåìàòè÷àðè

5 13 8191 4 1456. íåïîçíàò ïðîñòà ïðîâåðà
6 17 131071 6 1588. P. Cataldi ïðîñòà ïðîâåðà
7 19 524287 6 1588. P. Cataldi ïðîñòà ïðîâåðà
8 31 2147483647 10 1722. L. Euler îïòèìèçîâàíà ïðîâåðà
9 61 2305843009213693951 19 íîâåìáàð 1883. I. M. Pervushin Ëóêàñîâ íèç

10 89
618970019642. . .

137449562111
27 jóí 1911. R. E. Powers Ëóêàñîâ íèç

11 107
162259276829. . .

578010288127
33 1. jóí 1914. R. E. Powers Ëóêàñîâ íèç

12 127
170141183460. . .

715884105727
39 10. jàíóàð 1876. E. Lucas Ëóêàñîâ íèç

13 521
686479766013. . .

291115057151
157 30. jàíóàð 1952. R. M. Robinson LLT9 / SWAC

14 607
531137992816. . .

219031728127
183 30. jàíóàð 1952. R. M. Robinson LLT / SWAC

15 1279
104079321946. . .

703168729087
386 25. jóí 1952. R. M. Robinson LLT / SWAC

16 2203
147597991521. . .

686697771007
664 7. îêòîáàð 1952. R. M. Robinson LLT / SWAC

17 2281
446087557183. . .

418132836351
687 9. îêòîáàð 1952. R. M. Robinson LLT / SWAC

18 3217
259117086013. . .

362909315071
969 8. ñåïòåìáàð 1957. H. Riesel LLT / BESK

19 4253
190797007524. . .

815350484991
1281 3. íîâåìáàð 1961. A. Hurwitz LLT / IBM 7090

20 4423
285542542228. . .

902608580607
1332 3. íîâåìáàð 1961. A. Hurwitz LLT / IBM 7090

8Curtis Cooper (ðî¢åí 27. äåöåìáðà 1915.) jå àìåðè÷êè ìàòåìàòè÷àð, ïðîôåñîð íà Óíèâåðçèòåòó ó
Öåíòðàëíîì Ìèñóðèjó

9Ëóêàñ-Ëåìåðîâ òåñò, ïîãëàâ§å 3.3
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21 9689
478220278805. . .

826225754111
2917 11. ìàj 1963. D. B. Gillies LLT / ILLIAC II

22 9941
346088282490. . .

883789463551
2993 16. ìàj 1963. D. B. Gillies LLT / ILLIAC II

23 11213
281411201369. . .

087696392191
3376 2. jóí 1963. D. B. Gillies LLT / ILLIAC II

24 19937
431542479738. . .

030968041471
6002 4. ìàðò 1971. B. Tuckerman LLT / IBM 360/91

25 21701
448679166119. . .

353511882751
6533 30. îêòîáàð 1978.

L. C. Noll,
L. Nickel

LLT / CDC Cyber 174

26 23209
402874115778. . .

523779264511
6987 9. ôåáðóàð 1979. L. C. Noll LLT / CDC Cyber 174

27 44497
854509824303. . .

961011228671
13395 8. àïðèë 1979.

H. L. Nelson,
D. Slowinski

LLT / Cray 1

28 86243
536927995502. . .

209433438207
25962 25. ñåïòåìáàð 1982. D. Slowinski LLT / Cray 1

29 110503
521928313341. . .

083465515007
33265 29. jàíóàð 1988.

W. Colquitt,
L. Welsh

LLT / NEC SX-2

30 132049
512740276269. . .

455730061311
39751

19. ñåïòåìáàð
1983.

D. Slowinski LLT / Cray X-MP

31 216091
746093103064. . .

103815528447
65050 1. ñåïòåìáàð 1985. D. Slowinski LLT / Cray X-MP/24

32 756839
174135906820. . .

328544677887
227832 17. ôåáðóàð 1992.

D. Slowinski,
P. Gage

LLT / Harwell Lab's Cray-2

33 859433
129498125604. . .

243500142591
258716 4. jàíóàð 1994.

D. Slowinski,
P. Gage

LLT / Cray C90

34 1257787
412245773621. . .

976089366527
378632 3. ñåïòåìáàð 1996.

D. Slowinski,
P. Gage

LLT / Cray T94

35 1398269
814717564412. . .

868451315711
420921 13. íîâåìáàð 1996.

GIMPS/
J. Armengaud

LLT / Prime95 on 90 MHz
Pentium PC

36 2976221
623340076248. . .

743729201151
895932 24. àâãóñò 1997.

GIMPS/
G. Spence

LLT / Prime95 on 100 MHz
Pentium PC

37 3021377
127411683030. . .

973024694271
909526 27. jàíóàð 1998.

GIMPS/
R. Clarkson

LLT / Prime95 on 200 MHz
Pentium PC

38 6972593
437075744127. . .

142924193791
2098960 1. jóí 1999.

GIMPS/
N. Hajratwala

LLT / Prime95 on 350 MHz
Pentium II IBM Aptiva

39 13466917
924947738006. . .

470256259071
4053946 14. íîâåìáàð 2001.

GIMPS/
M. Cameron

LLT / Prime95 on 800 MHz
Athlon T-Bird

40 20996011
125976895450. . .

762855682047
6320430 17. íîâåìáàð 2003.

GIMPS/
M. Shafer

LLT / Prime95 on 2 GHz
Dell Dimension

41 24036583
299410429404. . .

882733969407
7235733 15. ìàj 2004.

GIMPS/
J. Findley

LLT / Prime95 on 2.4 GHz
Pentium 4 PC

42 25964951
122164630061. . .

280577077247
7816230 18. ôåáðóàð 2005.

GIMPS/
M. Nowak

LLT / Prime95 on 2.4 GHz
Pentium 4 PC

43 30402457
315416475618. . .

411652943871
9152052 15. äåöåìáàð 2005.

GIMPS/C. Cooper,
S. Boone

LLT / Prime95 on 2 GHz
Pentium 4 PC

44 32582657
124575026015. . .

154053967871
9808358 4. ñåïòåìáàð 2006.

GIMPS/C. Cooper,
S. Boone

LLT / Prime95 on 3 GHz
Pentium 4 PC

45* 37156667
202254406890. . .

022308220927
11185272 6. ñåïòåìáàð 2008.

GIMPS/
H.-M. Elvenich

LLT / Prime95 on 2.83 GHz
Core 2 Duo PC

46* 42643801
169873516452. . .

765562314751
12837064 12. àïðèë 2009.

GIMPS/
O. M. Strindmo

LLT / Prime95 on 3 GHz
Core 2 PC

47* 43112609
316470269330. . .

166697152511
12978189 23. àâãóñò 2008.

GIMPS/
E. Smith

LLT / Prime95 on Dell
Optiplex 745

48* 57885161
581887266232. . .

071724285951
17425170 25. jàíóàð 2013.

GIMPS/
C. Cooper

LLT / Prime95 on 3 GHz
Intel Core2 Duo E8400

Íèjå ïîçíàòî äà ëè èìà íåîòêðèâåíèõ Ìåðñåíîâèõ ïðîñòèõ áðîjåâà èçìå¢ó 44. è 48.
áðîjà ó ïðåòõîäíîj òàáåëè. Èç òîã ðàçëîãà çíàê * ïîðåä áðîjåâà ó òàáåëè îçíà÷àâà äà jå
ðàíãèðà»å ïðèâðåìåíî. Ñâè Ìåðñåíîâè áðîjåâè èñïîä 47. ñó òåñòèðàíè áàðåì jåäíîì,
àëè íåêè íèñó äâà ïóòà ïðîâåðåíè, à èçíàä 47. íåêè íèñó íè òåñòèðàíè.
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3.2 Âåçà Ìåðñåíîâèõ ïðîñòèõ áðîjåâà ñà ïàðíèì ñàâðøåíèì

áðîjåâèìà

Èíòåðåñàíòíà ÷è»åíèöà ó âåçè ñà Ìåðñåíîâèì ïðîñòèì áðîjåâèìà jå »èõîâà
êîðåñïîäåíöèjà ñà ñàâðøåíèì áðîjåâèìà. Ñàâðøåíè áðîjåâè ñó öåëè áðîjåâè êîjè ñó
jåäíàêè çáèðó ñâîjèõ äåëèëàöà (ó äåëèîöå íå ñïàäà ñàì òàj áðîj, íïð. 6 = 1 + 2 + 3).
Ó IV âåêó ï.í.å. Åóêëèä jå ïîêàçàî äà àêî jå 2p − 1 ïðîñò, îíäà jå 2p−1(2p − 1) ñàâðøåí
áðîj. Îjëåð jå ó XVIII âåêó äîêàçàî äà jå ñâàêè ïàðàí ñàâðøåí áðîj òîã îáëèêà.

Tåîðåìà 3.1. (Ojëåð) Íåêà jå n ïîçèòèâàí, ïàðàí áðîj. Òàäà,

n jå ñàâðøåí àêî è ñàìî àêî jå n = 2p−1(2p − 1),

ãäå ñó p è 2p − 1 ïðîñòè áðîjåâè.

Äîêàç. Íåêà jå σ(n) =
∑

d|n d (òj. σ(n) jå ñóìà ñâèõ äåëèëàöà îä n). Òàäà âàæå
ñëåäå£å îñîáèíå çà σ:

1. σ(1) = 1
2. n ïðîñò àêî è ñàìî àêî σ(n) = n+ 1

3. àêî jå p ïðîñò, σ(pj) = 1 + p+ . . .+ pj = pj+1−1
p−1

4. ìóëòèïëèêàòèâíîñò - àêî jå (n1, n2) = 1, îíäà jå σ(n1)σ(n2) = σ(n1n2) ((a, b)
îçíà÷àâà íàjâå£è çàjåäíè÷êè äåëèëàö áðîjåâà a è b).

Áðîj u ñàâðøåí àêî jå u = σ(u)− u, òj. σ(u) = 2u.

⇐: Íåêà jå n = 2p−1q, ãäå jå q = 2p − 1 Ìåðñåíîâ ïðîñò áðîj. Òðåáà ïîêàçàòè äà jå n
ñàâðøåí, îäíîñíî äà jå σ(n) = 2n.

Êàêî jå (2p−1, q) = 1, îíäà jå

σ(n) = σ(2p−1)σ(q) = (2p − 1)(q + 1) = 2n.

⇒: Íåêà jå n ïàðàí, ñàâðøåí áðîj. Ñ îáçèðîì äà jå n ïàðàí, ìîæå ñå íàïèñàòè ó îáëèêó

n = 2jm, j ≥ 1, m íåïàðàí è m 6= n.

Îäàòëå ñëåäè äà jå

σ(n) = σ(2j)σ(m) = (2j+1 − 1)σ(m).

À êàêî jå n ñàâðøåí,

σ(n) = 2n = 2j+1m.

Äàêëå,

(2j+1 − 1)σ(m) = 2j+1m,
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èç ÷åãà ñëåäè 2j+1|σ(m), òj. ça íåêî r ≥ 1 jå

r2j+1 = σ(m)

Òàêî¢å,

2j+1m = (2j+1 − 1)r2j+1,

îäíîñíî

m = (2j+1 − 1)r.

Ïðåòïîñòàâèìî äà jå r > 1. Òàäà, íà îñíîâó ïðåòõîäíå jåäíà÷èíå, m èìà 3 ðàçëè÷èòà
äåëèîöà: 1, r è m (ïî õèïîòåçè r 6= 1 è, r 6= m, jåð àêî jå r = m, îíäà jå j = 0 è ñàìèì
òèì n = m, òj. n áè áèî íåïàðàí). Îòóäà,

σ(m) ≥ 1 + r +m = 1 + r + (2j+1 − 1)r = 1 + 2j+1r = 1 + σ(m),

øòî jå êîíòðàäèêöèjà. Çíà÷è, r = 1 è òàêî

σ(m) = 2j+1 i m = 2j+1 − 1.

Êàêî jå σ(m) = m + 1, çàê§ó÷ójå ñå äà jå m ïðîñò áðîj, à ñ îáçèðîì è äà jå n = 2jm,
äîêàç jå çàâðøåí.

Äðóãèì ðå÷èìà, ïîñòîjè áèjåêöèjà èçìå¢ó ïàðíèõ ñàâðøåíèõ áðîjåâà è Ìåðñåíîâèõ
ïðîñòèõ áðîjåâà. Èíà÷å, íèjå ïîçíàòî äà ëè ïîñòîjè íåïàðàí ñàâðøåí áðîj [10].
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3.3 Ëóêàñ-Ëåìåðîâ òåñò

Ëóêàñ-Ëåìåðîâ (Lucas-Lehmer) òåñò jå íàjáî§è òðåíóòíî ïîçíàòè àëãîðèòàì çà
ïðîâåðó äà ëè jå Ìåðñåíîâ áðîj ñëîæåí èëè ïðîñò. Ôðàíöóñêè ìàòåìàòè÷àð Å. Ëóêàñ
(Lucas, 1842 - 1891) ðàçâèî jå ïîòïóíî íîâ íà÷èí ïðîâåðå äà ëè jå áðîj ïðîñò, áåç òðàæå»à
ôàêòîðà òîã áðîjà. Óìåñòî òîãà, ïîêàçàî jå äà àêî jå p ≡ 1 (mod 4) è 2p − 1 ïðîñò,
òàäà è ñàìî òàäà 2p − 1 äåëè áðîj, íàçâàí Ëóêàñ - Ëåìåðîâ áðîj, Sp−2 äåôèíèñàí ñà
S0 = 4, Sn+1 = S2

n − 2. Àìåðè÷êè ìàòåìàòè÷àð Ä. Ëåìåð (Lehmer, 1905 - 1991) äàî jå
1930. êîìïëåòàí äîêàç ïðåòõîäíîã ïîêàçójó£è äà âàæè è çà ñâå íåïàðíå ïðîñòå áðîjåâå,
íå ñàìî çà p ≡ 1 (mod 4). Ñòîãà òåñò íîñè èìå îáà îâà ìàòåìàòè÷àðà.

Òåîðåìà 3.2. (Ëóêàñ-Ëåìåð) Àêî jå p > 2 ïðîñò áðîj è Ëóêàñîâ íèç äåôèíèñàí ñà
S0 = 4, Sn+1 = S2

n − 2, òàäà jå Mp = 2p − 1 ïðîñò àêî è ñàìî àêî Mp|Sp−2.

Äîêàç. Íåêà jå ω = 2+
√

3 i ω = 2−
√

3. Èíäóêöèjîì ñå ïîêàçójå äà jå Si = ω2i +ω2i ,
çà ñâàêî i ≥ 0. Çàèñòà,

S0 = ω20 + ω20 = 2 +
√

3 + 2−
√

3 = 4

è

Sn = S2
n−1 − 2 = (ω2n−1

+ ω2n−1
)2 − 2 = ω2n + ω2n + 2(ωω)2

n−1 − 2 = ω2n + ω2n ,

jåð jå ωω = 1.

⇐: (Àêî jå Mp|Sp−2, îíäà jå 2p − 1 ïðîñò áðîj)

Ïðåòïîñòàâêà jå äà jå Sp−2 ≡ 0 (mod Mp). Òî çíà÷è äà jå

ω2p−2
+ ω2p−2

= kMp

çà íåêè öåî áðîj k, òj.

ω2p−2
= kMp − ω2p−2

.

Ìíîæå»åì öåëå jåäíà÷èíå ñà ω2p−2
, äîáèjà ñå

(ω2p−2
)2 = kMpω

2p−2 − (ωω)2
p−2

,

îäíîñíî

ω2p−1
= kMpω

2p−2 − 1 (3).

Ïðåòïîñòàâèìî äà jå Mp ñëîæåí áðîj è q »åãîâ íàjìà»è ïðîñò ôàêòîð. Ñ îáçèðîì
äà ñó Ìåðñåíîâè áðîjåâè íåïàðíè, îíäà jå q > 2.

Íåêà jå X ñêóï äåôèíèñàí ñà X = {a+ b
√

3 | a, b ∈ Zq}. Êàêî jå q > 2, ω ∈ X. Ñêóï
X èìà q2 åëåìåíàòà, ó »åìó jå äåôèíèñàíà îïåðàöèjà ìíîæå»à íà ñëåäå£è íà÷èí:
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(a+ b
√

3)(c+ d
√

3) = ((ac+ 3bd) mod q) + ((ad+ bc) mod q)
√

3.

Ïðîèçâîä äâà áðîjà èç X jå ó X, àëè îâàj ñêóï íèjå ìóëòèïëèêàòèâíà ãðóïà, jåð íåìà
ñâàêè »åãîâ åëåìåíò ìóëòèïëèêàòèâíè èíâåðç ó X. Àêî ñå ïîñìàòðàjó ñàìî åëåìåíòè
èç X êîjè èìàjó èíâåðç ó X, òàj ñêóï jå ãðóïà ó îäíîñó íà ìíîæå»å è îáåëåæàâà ñå ñà
X∗. X∗ èìà íàjâèøå q2 − 1 åëåìåíàòà ñ îáçèðîì äà 0 íåìà èíâåðç.

Êàêî jåMp ≡ 0 (mod q) è ω ∈ X, îíäà jå kMpω
2p−2 ≡ 0 (mod q) ó X, ïà êîíãðóåíöèjà

(3) ïîñòàjå

ω2p−1 ≡ −1 (mod q).

Êâàäðèðà»åì ñå äîáèjà ω2p ≡ 1 (mod q).
Èç îâå jåäíàêîñòè ñëåäè äà jå ω èíâåðòèáèëàí (èíâåðç jå ω2p−1), äàêëå ñïàäà ó X∗ è

jîø, ðåä îâîã åëåìåíòà äåëè 2p (ðåä åëåìåíòà a ãðóïå (G, ∗, e) jå íàjìà»è ïðèðîäàí áðîj
n òàêâî äà jå an = e, óêîëèêî òàêâî n ïîñòîjè, à ó ñóïðîòíîì åëåìåíò a jå áåñêîíà÷íîã
ðåäà). Òà÷íèjå, êàêî jå ω2p−1 6= 1, ðåä íå äåëè 2p−1, øòî çíà÷è äà jå áàø jåäíàê 2p. Ñ
îáçèðîì äà âàæè äà jå ðåä åëåìåíòà ìà»è èëè jåäíàê îä ðåäà ãðóïå, îíäà jå 2p ≤ q2−1 <
q2, à êàêî jå q íàjìà»è ôàêòîð ñëîæåíîã áðîjà Mp, îíäà jå q

2 ≤ Mp = 2p − 1. Äàêëå,
çáîã êîíòðàäèêöèjå 2p < 2p − 1, çàê§ó÷ójå ñå äà jå Mp ïðîñò áðîj.

⇒: (Àêî jå 2p − 1 ïðîñò áðîj, îíäà Mp|Sp−2)

Ó îâîì äåëó äîêàçà êîðèñòè ñå Îjëåðîâ êðèòåðèjóì:
Àêî jå a óçàjàìíî ïðîñò ñà íåïàðíèì ïðîñòèì áðîjåì q, îíäà jå(
a

q

)
= a

q−1
2 =

{
1 (mod q) àêî ïîñòîjè öåî áðîj x òàêàâ äà jå a ≡ x2 (mod q)
−1 (mod q) èíà÷å

.

Ðàçìàòðàjó ñå áðîjåâè îáëèêà a+ b
√

3 (mod Mp).
Ïðèìåíîì áèíîìíîã ðàçâîjà íà (1 +

√
3)Mp (mod Mp), ñ îáçèðîì äà jå Mp ïðîñò ôàêòîð

ñâàêîã áèíîìíîã êîåôèöèjåíòà îñèì ïðâîã è ïîñëåä»åã, äîáèjà ñå

(1 +
√

3)Mp ≡ 1 + (
√

3)Mp ≡ 1 + (
√

3)3
Mp−1

2 (mod Mp).

Íà îñíîâó Îjëåðîâîã êðèòåðèjóìà 3
Mp−1

2 ≡ ±1 (mod Mp). Êàêî ñó Mp è 3 îáà
êîíãðóåíòíè −1 (mod 4), çàêîí êâàäðàòíîã ðåöèïðîöèòåòà êàæå äà jå èëè 3 êâàäðàòíè
îñòàòàê ïî ìîäóëó Mp èëè Mp êâàäðàòíè îñòàòàê ïî ìîäóëó 3, àëè íå è îáà ñëó÷àjà.
Àëè êàêî jå ëàêî ïðîâåðèòè äà jå Mp ≡ 1 (mod 3), à òèìå jå Mp êâàäðàòíè îñòàòàê ïî
ìîäóëó 3, ñëåäè äà 3 íèjå êâàäðàòíè îñòàòàê ïî ìîäóëó Mp. Äàêëå,

3
Mp−1

2 ≡ −1 (mod Mp),

ïà jå

(1 +
√

3)Mp = 1−
√

3 (mod Mp).

Ìíîæå»åì îáå ñòðàíå ñà 1 +
√

3, äîáèjà ñå
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(1 +
√

3)Mp+1 ≡ −2 (mod Mp).

Êîðèñòå£è jåäíàêîñò (1 +
√

3)2 = 2ω, äîáèjà ñå

(2ω)
Mp+1

2 ≡ −2 (mod Mp).

Ëåâà ñòðàíà jåäíà÷èíå jåäíàêà jå

2
Mp+1

2 ω
Mp+1

2 = 2 · 2
Mp−1

2 ω
Mp+1

2 .

Íà îñíîâó çàêîíà ðåöèïðîöèòåòà, 2 jå êâàäðàòíè îñòàòàê ïðîñòîã áðîjà êîíãðóåíòíîã

ñà ±1 (mod 8) è ïîøòîMp jåñòå îâîã îáëèêà, ñëåäè 2
Mp−1

2 ≡ 1 (mod Mp), øòî îìîãó£àâà
äà ïðåòõîäíà jåäíà÷èíà äîáèjå îáëèê

2 · ω
Mp+1

2 = −2 (mod Mp).

2 èìà èíâåðç ïî ìîäóëó Mp, ïà ñå ìíîæå»åì jåäíà÷èíå òèì èíâåðçîì äîáèjà

ω
Mp+1

2 ≡ −1 (mod Mp).

Êàêî jå ω
Mp+1

2 = ω2p−1
= ω2p−2

ω2p−2 ≡ −1 (mod Mp), ìíîæå»åì îáå ñòðàíå ñà ω2p−2
è

ïðåáàöèâà»åì íà ëåâó ñòðàíó äîáèjà ñå

ω2p−2
+ ω2p−2 ≡ 0 (mod Mp)

òj. Sp−2 ≡ 0 (mod Mp). Ëåâà ñòðàíà jå öåî áðîj, ïà jå Sp−2 äå§èâî ñà Mp.
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4 Ïðîñòè áðîjåâè îáëèêà h · 2n − 1

Íåêà jå u0 ≥ 3 äàòè öåî áðîj è íåêà jå uν = u2ν−1 − 2, ν = 1, 2, 3, . . . . Áðîjåâè uν ÷èíå
Ëóêàñîâ íèç ñà ïî÷åòíèì åëåìåíòîì u0. Àêî jå h íåïàðíî è h < 2n, îíäà ñå çà ìíîãå
âðåäíîñòè h è n çíàjó íåêè íåîïõîäíè è äîâî§íè óñëîâè äà jå N = h · 2n− 1 ïðîñò áðîj.
Îâè êðèòåðèjóìè ñó ñëåäå£åã òèïà:

Çà îäãîâàðàjó£å u0, áðîj N jå ïðîñò àêî è ñàìî àêî un−2 ≡ 0 (mod N). (2)

Ó íàðåäíîj òàáåëè [6] ñå íàëàçå ïîçíàòè óñëîâè çà êîjå jå (2) òà÷íî:

h u0 N = h · 2n − 1

1 4 n íåïàðíî
1 3 n ≡ 3 (mod 4)
3 5778 n ≡ 0, 3 (mod 4)

6a± 1 (2 +
√

3)h + (2−
√

3)h 3 6 |N ; ïðîèçâî§íî n

Çà ïîìåíóòå êðèòåðèjóìå çà ïðîñòå áðîjåâå îáëèêà N = h·2n−1 êàæå ñå äà ñó Ëóêàñîâîã
òèïà. �èõîâà âàæíîñò ëåæè ó ÷è»åíèöè äà ñó òî íàjåôèêàñíèjè êðèòåðèjóìè çà ïðîñòå
áðîjåâå äî ñàäà èçó÷àâàíè.

Çàõâà§ójó£è äàíàø»èì ðà÷óíàðèìà ïðîáëåì íàëàæå»à Ëóêàñîâîã êðèòåðèjóìà çà
äàòó êîìáèíàöèjó h i n, ñ îáçèðîì íà òî äà ñå çàñíèâà íà âåëèêîì îáèìó èçðà÷óíàâà»à
ïîòðåáíèõ çà ïðîâåðó ðàçíèõ âðåäíîñòè çà u0, ïîñòàjå îñòâàð§èâ çàäàòàê. Äà§è äåî
ðàäà ïîêàçójå êàêî ñå òî ìîæå óðàäèòè.

Ëóêàñîâ êðèòåðèjóì çàñíèâà ñå íà íàðåäíå äâå òåîðåìå [6]:

Òåîðåìà 4.1. (îñíîâíà òåîðåìà 1) Íåêà ñó a, b è r ñó ðàöèîíàëíè öåëè áðîjåâè, íåêà
jå D öåî áðîj êîjè íèjå äå§èâ êâàäðàòîì íåêîã áðîjà è α öåî áðîj ó K(

√
D). Àêî jå N

ïðîñò áðîj,

(
D

N

)
= −1, α =

(a+ b
√
D)2

r
è

( r
N

)
· a

2 − b2D
r

= −1, îíäà jå α
N+1

2

öåëè áðîj è

α
N+1

2 ≡ −1 (mod N).

Äîêàç.

Ïðåìà Òåîðåìè 2.4:

α
N+1

2 =
(a+ b

√
D)N+1

r
N+1

2
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≡ (a+ b
√
D)(a− b

√
D)

r
N−1

2 · r
=

a2 − b2D
r

( r
N

)
≡ −1 (mod N).

Òåîðåìà 4.2. (îñíîâíà òåîðåìà 2) Àêî jå N = h · 2n− 1, h < 2n, n ≥ 2, h jå íåïàðàí,

α öåî áðîj ó K(
√
D) îáëèêà α =

(a+ b
√
D)2

|a2 − b2D|
, (α,N) = 1 ó K(

√
D) è α

N+1
2 ≡ −1

(mod N), îíäà jå N ïðîñò áðîj.

Äîêàç. Íåêà jå p ïðîèçâî§àí ïðîñò ôàêòîð áðîjà N . Òàäà jå î÷èãëåäíî

α
N+1

2 ≡ −1 (mod p).

Ïðåìà Òåîðåìè 2.5, (N + 1)/2 = h · 2n−1 = k · u, ãäå jå k íàjìà»è ïîçèòèâàí åêñïîíåíò
òàêàâ äà jå αk ≡ −1 (mod p), à u íåïàðàí öåî áðîj. Äàêëå, k = 2n−1δ, ãäå δ|h. Íàjìà»å
ïîçèòèâíî e, òàêâî äà jå αe ≡ 1 (mod p), îíäà áè£å e = 2k = 2n · δ ≥ 2n.

Ñàäà, ïðåìà Òåîðåìè 2.4:

α
p−1
2 =

(a+ b
√
D)p−1

|a2 − b2D| p−1
2

≡
(
|a2 − b2D|

p

)
(mod p), aêî jå

(
D

p

)
= 1

α
p+1
2 =

(a+ b
√
D)p+1

|a2 − b2D| p+1
2

≡ a2 − b2D
|a2 − b2D|

(
|a2 − b2D|

p

)
(mod p), ako je

(
D

p

)
= −1.

Êâàäðèðà»åì, äîáèjà ñå

αp±1 ≡ 1 (mod p).

Äà§å, êàêî jå e ≥ 2n, îíäà jå p ± 1 ≥ 2n çà áèëî êîjè ïðîñò ôàêòîð p îä N . Íàjìà»å
ìîãó£å p £å îíäà áèòè p = 2n−1. Êàêî N íèjå êâàðäàò íåêîã áðîjà (ñ îáçèðîì äà N ≡ 3
(mod 4), jåð jå n ≥ 2), ôàêòîðèçàöèjà N äàjå

N = p · q ≥ p(p+ 2) ≥ (2n − 1)(2n + 1) = 2n · 2n − 1 > h · 2n − 1 = N ,

øòî jå êîíòðàäèêöèjà. Äàêëå, N jå ïðîñò áðîj.

Òåîðåìå 4.1 è 4.2 ÷èíå áàçó çà íåîïõîäàí è äîâî§àí Ëóêàñîâ êðèòåðèjóì çà ïðîñòå
áðîjåâå îáëèêà h · 2n − 1, ãäå jå h íåïàðíî è h < 2n, è n ≥ 2.

Ïðåòïîñòàâêà jå äà ñó íà¢åíè áðîjåâè D, a, b è r = |a2− b2D| òàêâè äà çàäîâî§àâàjó
óñëîâå Òåîðåìå 4.1. Ïîòîì, èç
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(αh·2
s

+ α−h·2
s
)2 = αh·2

s+1
+ α−h·2

s+1
+ 2

íàëàçè ñå ðåêóðåíòíà jåäíà÷èíà

us+1 = u2s − 2, ãäå jå us = αh·2
s

+ α−h·2
s
.

Äà§å,

un−2 = αh·2
n−2

+ α−h·2
n−2

= α−h·2
n−2

(αh·2
n−1

+ 1) ≡ 0 (mod N)

£å áèòè íåîïõîäàí è äîâî§àí óñëîâ äà jå N ïðîñò áðîj, jåð jå α−h·2
n−2

jåäèíèöà ó K(
√
D).

(N(α) = αα = (a2−b2D)2

|a2−b2D|2 = 1, è òàêî ñó α è α−h·2
n−2

jåäèíèöå ó K(
√
D)).

Äàêëå, êàêî jå u0 = αh + α−h, äîëàçè ñå äî ñëåäå£å òåîðåìå:

Òåîðåìà 4.3. (Ëóêàñîâ êðèòåðèjóì çà ïðîñòå áðîjåâå îáëèêà h · 2n − 1)
Ïðåòïðîñòàâêà jå äà jå n ≥ 2, h íåïàðàí è h < 2n, N = h · 2n − 1, r = |a2 − b2D| ãäå

D íèjå äå§èâ êâàäðàòîì íåêîã áðîjà, α = (a+b
√
D)2

r
,

(
D

N

)
= −1 è

( r
N

) a2 − b2D
r

= −1.

Íåêà jå uν = u2ν−1 − 2, u0 = αh + α−h. Òàäà jå íåîïõîäàí è äîâî§àí óñëîâ äà N áóäå
ïðîñò áðîj:

un−2 ≡ 0 (mod N).

Êàêî jå α jåäèíèöà óK(
√
D), ñëåäè äà jå α = εs, ãäå jå s = 1, 2, 3, . . . è ε jå ôóíäàìåíòàëíà

jåäíèöà ó K(
√
D). Àêî jå ε îáëèêà ε =

(a+ b
√
D)2

r
, s ìîðà áèòè íåïàðíî, jåð ïàðíî s

£å ó òîì ñëó÷àjó äàòè α
N+1

4 ≡ −1 (mod N) ó Òåîðåìè 4.1 è òàêî un−3 ≡ 0 (mod N).

Íàjjåäíîñòàâíèjè èçáîð çà α jå, ïðåìà òîìå, α = ε, àêî jå ε =
(a+ b

√
D)2

r
, è α = ε2, àêî

ε íåìà òàêâó ðåïðåçåíòàöèjó.

Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã äîëàçè ñå äî çàê§ó÷êà äà çà äàòî h è n, jåäèíà ñòâàð
êîjó òðåáà óðàäèòè jå ïîêóøàòè ñà ðàçëè÷èòèì âðåäíîñòèìà çà D è ïðîâåðèòè äà
ëè ôóíäàìåíòàëíà jåäèíèöà ε (íåêàä è ε2) ó K(

√
D) çàäîâî§àâà óñëîâå Òåîðåìå 4.3.

Êàäà ñå ïðîíà¢ó D è α, ìîæå ñå èçðà÷óíàòè u0 (îäíîñíî u0 (mod N) àêî jå N âåëèêî)
êîðèø£å»åì ðåêóðçèjå çà vν = αν + α−ν [1]:

v0 = 2, v1 = α1 + α−1, vν = (α1 + α−1)vν−1 − vν−2.

Êàäà jå ïðîáëåì
(
D
N

)
ó ïèòà»ó, òðàæè ñå D çà ñâàêó êîìáèíàöèjó h è n ó îäðå¢åíîj

îáëàñòè. Ñ îáçèðîì äà ó îïøòåì ñëó÷àjó çà D íèjå íèøòà ïîçíàòî, ïðîáàjó ñå âðåäíîñòè
D ó ðàñòó£åì ðåäó ïðåìà âåëè÷èíè áðîjåâà v1 = α1 + α−1. Íà òàj íà÷èí ñå äîáèjàjó è
íàjìà»å âðåäíîñòè çà u0. Ìå¢óòèì, ïðâî jå íåîïõîäíî íà£è âåçó èçìå¢ó D è v1. Êàêî
jå v1 = α1 +α−1, îíäà jå α2− v1α+ 1 = 0 è D jå äåî îä (v21 − 4) áåç êâàäðàòíèõ ôàêòîðà.

Îíäà çà ðàçíå D íà£è ðåïðåçåíòàöèjó îä ε = (a+b
√
D)2

r
, àêî ïîñòîjè. Ðåçóëòàòè ñó äàòè ó

Òàáåëè 1 çà ñâå v1 ≤ 100 [6].
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Òàáåëà 1.

v1 D a b r (a2 − b2D)/r

3 5 1 1 4 −1, ε2
4 3 1 1 2 −1
5 21 3 1 12 −1
6 2 1 1 1 −1, ε2
8 15 3 1 6 −1
9 77 7 1 28 −1
10 6 2 1 2 −1
11 13 3 1 4 −1, ε2
12 35 5 1 10 −1
13 165 11 1 44 −1
15 221 13 1 52 −1
16 7 3 1 2 +1
17 285 15 1 60 −1
19 357 17 1 68 −1
20 11 3 1 2 −1
21 437 19 1 76 −1
22 30 5 1 5 −1
24 143 11 1 22 −1
25 69 9 1 12 +1
26 42 6 1 6 −1
27 29 5 1 4 −1, ε2
28 195 13 1 26 −1
29 93 9 1 12 −1
30 14 4 1 2 +1
31 957 29 1 116 −1
32 255 15 1 30 −1
33 1085 31 1 124 −1
35 1221 33 1 132 −1
36 323 17 1 34 −1
37 1365 35 1 140 −1
38 10 3 1 1 −1, ε2
39 1517 37 1 148 −1
40 399 19 1 38 −1
41 1677 39 1 156 −1
42 110 10 1 10 −1
43 205 15 1 20 +1
44 483 21 1 42 −1
45 2021 43 1 172 −1
46 33 6 1 3 +1
48 23 5 1 2 +1
49 2397 47 1 188 −1
50 39 6 1 3 −1
51 53 7 1 4 −1, ε2
53 2805 51 1 204 −1

v1 D a b r (a2 − b2D)/r

54 182 13 1 13 −1
55 3021 53 1 212 −1
56 87 9 1 6 −1
57 3245 55 1 220 −1
58 210 14 1 14 −1
59 3477 57 1 228 −1
60 899 29 1 58 −1
61 413 21 1 28 +1
63 3965 61 1 244 −1
64 1023 31 1 62 −1
65 469 21 1 28 −1
66 17 4 1 1 −1, ε2
67 4485 65 1 260 −1
68 1155 33 1 66 −1
69 4757 67 1 268 −1
70 34 6 1 2 +1
71 5037 69 1 276 −1
72 1295 35 1 70 −1
73 213 15 1 12 +1
74 38 6 1 2 −1
75 5621 73 1 292 −1
76 1443 37 1 74 −1
77 237 15 1 12 −1
78 95 10 1 5 +1
80 1599 39 1 78 −1
81 6557 79 1 316 −1
82 105 10 1 5 −1
83 85 9 1 4 −1, ε2
84 1763 41 1 82 −1
85 7221 83 1 332 −1
86 462 21 1 21 −1
87 7565 85 1 340 −1
88 215 15 1 10 +1
89 7917 87 1 348 −1
90 506 22 1 22 −1
91 8277 89 1 356 −1
92 235 15 1 10 −1
93 8645 91 1 364 −1
94 138 12 1 6 +1
95 9021 93 1 372 −1
96 47 7 1 2 +1
97 1045 33 1 44 +1
99 9797 97 1 388 −1
100 51 7 1 2 −1
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5 Èìïëåìåíòàöèjà, äåòà§è ïðîãðàìà è ðåçóëòàòè

Äà§è äåî ðàäà îïèñójå èìïëåìåíòàöèjó ïðîãðàìà çà ãåíåðàëèçîâàí Ëóêàñ-Ëåìåðîâ
òåñò, òj. ïðîâåðó ïðîñòîñòè çà áðîjåâå îáëèêà h · 2n − 1. Çà äàòó êîìáèíàöèjó h è n
ïîòðåáíî jå íà£è îäãîâàðàjó£å u0, òà÷íèjå îäãîâàðàjó£å D êîðèñòå£è òàáåëó 1, êîjå £å
çàäîâî§èòè óñëîâå òåîðåìå 4.3. Ôîêóñ jå íà ñëó÷àj êàäà 3 äåëè h, jåð êàî øòî jå ðàíèjå
ðå÷åíî u0 = (2 +

√
3)h + (2−

√
3)h îäãîâàðà çà ñâå äðóãå íåïàðíå âðåäíîñòè h îñèì àêî

3 äåëè N .

Äà áè ñå èçáåãëî íåïîòðåáíî òåñòèðà»å, ïðèìåòèòè äà D íå ìîæå äåëèòè 2h, jåð jå
ó òîì ñëó÷àjó (D/N) = +1. Òàêî¢å, ó òàáåëè 1 çà D = 5, 2, 13, 29, 10, 53, 17 è 85, ε íåìà

ðåïðåçåíòàöèjó îáëèêà ε =
(a+ b

√
D)2

r
, âå£ ñå êîðèñòè ε2. Îâè ñëó÷àjåâè ñó ïîñåáíî

èíòåðåñàíòíè, jåð êàêî jå r = 1 èëè r = 4, îäíîñíî r jå ñàâðøåí êâàäðàò, îíäà jå çà
ñâàêî N , óâåê (r/N) = +1. Äà§å, ó îâèì ñëó÷àjåâèìà jå (a2 − b2D)/r = −1, ïà jå

(r/N)
a2 − b2D

r
= −1, óñëîâ èç òåîðåìå 4.3. çàäîâî§åí çà ñâàêî N .

Òàêî¢å jå îä çíà÷àjà ïðåëèìèíàðíà ïðåòðàãà ìàëèõ ïðîñòèõ ôàêòîðà îä N . Àêî ñó
ïî÷åòíè óñëîâè òåîðåìå 4.3 çàäîâî§åíè, çà îíå N áåç ìàëîã ïðîñòîã ôàêòîðà, äà§å ó
ïðîãðàìó ñëåäè ïðîâåðà äà ëè jå áðîj ïðîñò, îäíîñíî äà ëè jå un−2 ≡ 0 (mod N).

Ïðîãðàì jå ïèñàí ó Java ïðîãðàìñêîì jåçèêó. Kîðèñòè êëàñó LargeInteger [11] êîjà
îìîãó£àâà ðàä ñà ïðîèçâî§íî âåëèêèì áðîjåâèìà è êîðèñòè ñå óãëàâíîì ó íàó÷íå
ñâðõå. Ïîáî§øà»à ó îäíîñó íà êëàñó java.math.BigInteger ñó îïòèìèçàöèjà çà 64-áèòíó
àðõèòåêòóðó, ïðèëàãî¢åíîñò ðàäó ó ðåàëíîì âðåìåíó çáîã áî§èõ ïåðôîðìàíñè è
ïðåäâè¢à»à è óíàïðå¢åíè àëãîðèòìè.

Çà äàòî h è n íàjïðå ñå ïðîâåðàâà äå§èâîñò N ìàëèì ïðîñòèì áðîjåâèìà (ïðîñòèì
áðîjåâèìà ìà»èì îä 256). Óêîëèêî jå N áåç ìàëîã ïðîñòîã ôàêòîðà, ïðîëàçå£è ðåäîì
êðîç òàáåëó 1. áèðà ñå îäãîâàðàjó£å D êîjå £å çàäîâî§èòè óñëîâå òåîðåìå 4.3 ïîìî£ó
ñëåäå£èõ ìåòîäà:

• ïðîâåðà óñëîâà
(
D
N

)
= −1

boolean checkFirstCondition( int current_h, int current_table1Index, LargeInteger N )

• àêî jå ïðåòõîäíè óñëîâ çàäîâî§åí, ñëåäè ïðîâåðà óñëîâà
(
r
N

)
a2−b2D

r
= −1

boolean checkSecondCondition( int current_table1Index, LargeInteger N )

• àêî ñó îáà óñëîâà òåîðåìå 4.3 çàäîâî§åíà, ñëåäè ïðîâåðà äà ëè jå áðîj ïðîñò
ðà÷óíà»åì u0 = αh + α−h = vh = v1vh−1 − vh−2
LargeInteger calculate_u0( int current_h, int current_table1Index, LargeInteger N )

è çàòèì ïðîâåðîì óñëîâà un−2 ≡ 0 (mod N) êîðèø£å»åì us = u2s−1 − 2.
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Ó òàáåëè 2 ñó ïðèêàçàíè ðåçóëòàòè ïðîãðàìà, òj. ïðîñòè áðîjåâè çà A ≤ 45 è n ≤
1500:

Òàáåëà 2.

Ïðîñòè áðîjåâè îáëèêà 3A · 2n − 1 çà A ≤ 45, n ≤ 1500

3A n

3 1, 2, 3, 4, 6, 7, 11, 18, 34, 38, 43, 55, 64, 76, 94, 103, 143, 206, 216, 306, 324, 391, 458, 470,
827, 1274

9 1, 3, 7, 13, 15, 21, 43, 63, 99, 109, 159, 211, 309, 343, 415, 469, 781, 871, 939
15 1, 2, 4, 5, 10, 14, 17, 31, 41, 73, 80, 82, 116, 125, 145, 157, 172, 202, 224, 266, 289, 293, 463,

1004, 1246
21 1, 2, 3, 7, 10, 13, 18, 27, 37, 51, 74, 157, 271, 458, 530, 891
27 1, 2, 4, 5, 8, 10, 14, 28, 37, 38, 70, 121, 122, 160, 170, 253, 329, 362, 454, 485, 500, 574, 892,

962, 1213
33 2, 3, 6, 8, 10, 22, 35, 42, 43, 46, 56, 91, 102, 106, 142, 190, 208, 266, 330, 360, 382, 462, 503,

815, 1038
39 3, 24, 105, 153, 188, 605, 795, 813, 839
45 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 14, 15, 16, 22, 28, 29, 36, 37, 54, 59, 85, 93, 117, 119, 161, 189, 193,

256, 308, 322, 327, 411, 466, 577, 591, 902, 928, 946, 1162, 1428
51 1, 9, 10, 19, 22, 57, 69, 97, 141, 169, 171, 195, 238, 735, 885, 1287, 1365
57 1, 2, 4, 5, 8, 10, 20, 22, 25, 26, 32, 44, 62, 77, 158, 317, 500, 713
63 2, 3, 8, 11, 14, 16, 28, 32, 39, 66, 68, 91, 98, 116, 126, 164, 191, 298, 323, 443, 714, 758, 759,

1059, 1168
69 1, 4, 5, 7, 9, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 37, 49, 61, 79, 99, 121, 133, 141, 164, 173, 181, 185, 193,

233, 299, 313, 351, 377, 540, 569, 909, 1057, 1081, 1189
75 1, 3, 5, 6, 18, 19, 20, 22, 28, 29, 39, 43, 49, 75, 85, 92, 111, 126, 136, 159, 162, 237, 349, 381,

767, 969, 1247
81 3, 5, 11, 17, 21, 27, 81, 101, 107, 327, 383, 387, 941
87 1, 2, 8, 9, 10, 12, 22, 29, 32, 50, 57, 69, 81, 122, 138, 200, 296, 514, 656, 682, 778, 881, 1422,

1494
93 3, 4, 7, 10, 15, 18, 19, 24, 27, 39, 60, 84, 111, 171, 192, 222, 639, 954
99 1, 4, 5, 7, 8, 11, 19, 25, 28, 35, 65, 79, 212, 271, 361, 461, 1237, 1297
105 2, 3, 5, 6, 8, 9, 25, 32, 65, 113, 119, 155, 177, 299, 335, 426, 462, 617, 896, 1377
111 2, 3, 6, 7, 21, 22, 23, 26, 29, 31, 58, 59, 67, 78, 83, 146, 159, 162, 165, 183, 262, 511, 718,

815, 1181, 1255, 1422
117 1, 2, 4, 6, 12, 16, 18, 20, 22, 24, 37, 40, 48, 49, 57, 62, 154, 172, 184, 236, 265, 374, 409, 445,

478, 664, 718, 928, 1186, 1369
123 2, 3, 11, 15, 23, 24, 27, 35, 71, 84, 108, 122, 123, 138, 236, 242, 290, 392, 500, 611, 747, 771,

1106, 1490
129 1, 3, 4, 5, 8, 9, 12, 16, 28, 51, 56, 59, 72, 73, 88, 93, 105, 148, 165, 292, 368, 445, 635, 771,

773, 940, 1173
135 1, 9, 10, 13, 16, 21, 24, 34, 54, 153, 177, 184, 226, 238, 286, 334, 586, 618, 870

Äåî òàáåëå 2 çà A ≤ 35 è n ≤ 1000 ñå ñëàæå ñà ðåçóëòàòèìà èç [6].
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Java ïðîjåêàò masterRadProgram ñå ñàñòîjè èç òðè äèðåêòîðèjóìà:

/bin - ïðàçàí äèðåêòîðèjóì ó êîìå £å áèòè ñìåøòåí ïðåâåäåí .class ôàjë
/src - ñàäðæè èçâîðíè êîä, ôàjë PrimalityTest.java
/lib - ñàäðæè jscience.jar áèáëèîòåêó

Çà ïðåâî¢å»å èçâîðíîã êîäà ó áàjòíè êîä êîðèñòè ñå javac êîìïàjëåð êîjè äîëàçè
óç JDK. Ïðåâî¢å»å èç êîìàíäíå ëèíèjå íà Windows îïåðàòèâíîì ñèñòåìó âðøè ñå
êîìàíäîì (èç êîðåíîã äèðåêòîðèjóìà ïðîãðàìà):

javac -d bin -cp lib/jscience.jar src/masterRadProgram/PrimalityTest.java

Ïîêðåòà»å ïðîãðàìà èç êîìàíäíå ëèíèjå âðøè ñå êîìàíäîì:

java -cp bin;lib/jscience.jar masterRadProgram/PrimalityTest

Âðåìå èçâðøàâà»à ïðîãðàìà jå 8h 49min 4sek íà ðà÷óíàðó ñà ñëåäå£èì
êàðàêòåðèñòèêàìà:

CPU Intel Core i7-3612QM 2.10 GHz 64-bit 4 cores
RAM 8GB
OS Windows 7 SP 1 64-bit
JDK version 1.7.0_51

Ñëåäå£è ãðàôèê ïðèêàçóje âðåìå èçâðøàâà»à òåñòà ó çàâèñíîñòè îä n çà ñâàêî N
èç òàáåëå 2:
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6 Çàê§ó÷àê

Ó îâîì ðàäó èçó÷àâàíè ñó áðîjåâè îáëèêà h · 2n − 1. Îájàø»åíå ñó íàjåôèêàñíèjå
äåòåðìèíèñòè÷êå ìåòîäå çà ïðîâåðó äà ëè jå áðîj îâàêâîã ñïåöèjàëíîã îáëèêà ïðîñò.
Çàõâà§ójó£è Ëóêàñ-Ëåìåðîâîì òåñòó (òåñòó ñïåöèjàëèçîâàíîì çà Ìåðñåíîâå áðîjåâå, òj.
áðîjåâå îáëèêà 2n−1) îòêðèâåíè ñó äàíàñ íàjâå£è ïîçíàòè ïðîñòè áðîjåâè. Íåîïõîäíè è
äîâî§íè óñëîâè äà jå áðîj îáëèêà h · 2n − 1 ïðîñò, çàâèñå îä êîìáèíàöèjà âðåäíîñòè
h è n. Çà ìíîãå êîìáèíàöèjå h è n ïîçíàòè ñó jåäíîñòàâíè óñëîâè, îñèì êàäà 3
äåëè h. Ïðîáëåì íàëàæå»à êðèòåðèjóìà çàñíèâà ñå íà âåëèêîì áðîjó èçðà÷óíàâà»à
è êîðèø£å»åì ðà÷óíàðà ïîñòàjå îñòâàð§èâ çàäàòàê.

Ó ðàäó jå äàò îïèñ èìïëåìåíòàöèjå òåñòà êîjè ïðîâåðàâà äà ëè jå áðîj îáëèêà
N = 3A · 2n − 1 ïðîñò. Çà ïðîíàëàæå»å îäãîâàðàjó£å âðåäíîñòè çàD êîjå £å çàäîâî§èòè
óñëîâå òåîðeìå 4.3, ïðîãðàì êîðèñòè òàáåëó 1 [6]. Ìå¢óòèì, ó îïøòåì ñëó÷àjó D íå
ìîðà áèòè ïðîíà¢åíî ó òàáåëè. Êàêî áè ñå ïðîøèðèî ñêóï ìîãó£èõ âðåäíîñòè çà D, îä
êîðèñòè jå èìïëåìåíòàöèjà ðà÷óíà»à ôóíäàìåíòàëíå jåäèíèöå [8] êâàäðàòíîã ïî§à çà
äàòî D. Îïèñàíè ïðîãðàì ó ðàäó ñå èçâðøàâà ñåêâåíöèjàëíî. Óíàïðå¢å»å àëãîðèòìà
êîjå çíàòíî óáðçàâà ïðîãðàì ìîãó£å jå ïàðàëåëíèì òåñòèðà»åì çà ðàçëè÷èòå h èëè
ïàðàëåëíîì ïðîâåðîì ðàçëè÷èòèõ áðîjåâà èç òàáåëå 1 çà ïðîíàëàæå»å îäãîâàðàjó£åã D.

25

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



7 Ëèòåðàòóðà

[1] H. Riesel, Prime numbers and computer methods for factrorization, Boston, Birkh�auser,
2011.

[2] R. A. Mollin, Mathematics of computation, Providence, American Mathematical
Society, 1987.

[3] Great Internet Mersenne Prime Search, http://www.mersenne.org/

[4] Mersenne Primes, http://primes.utm.edu/mersenne/index.html

[5] Lucas Lehmer test, http://www.mersennewiki.org/index.php/Lucas-Lehmer_Test

[6] H. Riesel, Lucasian criteria for the primality of h ·2n−1, Mathematics of Computation
23 (108), 1969, ñòð. 869-875

[7] D. H. Lehmer, An Extended Theory of Lucas' Functions, Annals of Mathematics, 1930.

[8] E. W. Weisstein, CRC Concise Encyclopedia of Mathematics, CRC Press, 2002.

[9] T. Koshy, Elementary Number Theory with Applications, Academic Press, 2007.

[10] R. Guy, Unsolved Problems in Number Theory, Springer, 2004.

[11] JScience, http://jscience.org/api/org/jscience/mathematics/number/LargeInteger.html

26

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs


