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Predgovor

Ci	 ovog rada je da se upoznamo sa osnovama teorije stohastiqkih
diferencijalnih jednaqina, qija je primena u mnogim nauqnim granama
postala neizbe�na. Napomenimo da je finansijska matematika jedna od
oblasti gde je ozbi	an rad nemogu� bez poznava�a i upotrebe stohas-
tiqkih diferencijalnih jednaqina.

Znamo da pri modelira�u mnogih prirodnih pojava obiqne difer-
encijalne jednaqine predstav	aju veoma dobar alat. Razlog upotrebe
diferencijalnih jednaqina le�i u qi�enici da promena posmatrane
modelirane pojave u najve�em broju sluqajeva zavisi od promene neke
druge prirodne veliqine, a sam izvod predstav	a veliqinu promene funk-
cije u zavisnosti od �enog parametra.

Kod ovakvog modelira�a, problem koji mo�e nastati je da rexe�e
obiqne diferencijalne jednaqine poqne da poprima neke sluqajne os-
obine, odnosno da vrednost funkcije nije deterministiqki odre�ena u
svakoj taqki, ve� mo�e uzimati sluqajne vrednosti, xto u stvari znaqi da
je ta funkcija jedna sluqajna promen	iva. Vidimo, dakle, da u postoje�i
poqetni deterministiqki problem moramo ubaciti i sluqajnu veliqinu,
pa �e tako dobijena jednaqina u stvari biti stohastiqka diferencijalna
jednaqina, a �eno rexe�e stohastiqki proces.

Itôvi procesi su rexe�a stohastiqkih diferencijalnih jednaqina
kod kojih je stohastiqka komponenta bazirana na procesu Braunovog kre-
ta�a. Ovi procesi imaju mnogobrojne primene u raznim oblastima, a u
novije vreme posebno je dominantna primena u modelira�u cena finan-
sijskih instrumenata (predmeta trgovine na finansijskim tr�ixtima).
Koeficijent kojim se mno�i diferencijal Braunovog kreta�a u modelu
Itôvog procesa u primenama se naziva volatilnost, i interpretira se kao
mera neizvesnosti, odnosno rizika u kontekstu primene u finansijama.
Ovo je osnovna ideja koja �e u radu biti deta	no razra�ena.
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Glava 1

Stohastiqke

diferencijalne jednaqine

1.1 Braunovo kreta�e

1.1.1 Definicija i svojstva Braunovog kreta�a

Sluqajni (stohastiqki) proces je opxti pojam za bilo koju kolekciju
sluqajnih promen	ivih {X(t)} koje zavise od vremena t, koje mo�e biti
diskretno ili neprekidno. Vrednost sluqajne promen	ive u trenutku t
se oznaqava Xt ili X(t). Ovim procesima se mogu opisati kreta�a cena
obveznica, kreta�a qestica u prirodi i mnogi drugi procesi.

Tako je 1828. godine botaniqar Braun (R.Brown) opisao kreta�e qes-
tica polena potop	enih u teqnost. On je primetio da se su se qestice
kretale na nasumiqan naqin. Prva bitnija primena Braunovog kreta�a
javila se poqetkom 20. veka i to od strane dvojice nauqnika - Baxe	ea
(L.Bachelier) i Ajnxtajna (A.Einstein). Baxe	e se bavio kvantitativnim
metodama u finansijama i �eleo je da modelira kreta�e cene akcije u
svojoj doktorskoj tezi 1900. godine, dok je Ajnxtajn hteo da iskoristi
ovaj model u fiziqkom smilu, prilikom izuqava�a kreta�a qestica po-
top	enih u teqnost. On je 1905. godine ovaj fenomen objasnio sudara�em
qestica sa molekulima teqnosti. Ipak matematiqku osnovu ovog procesa
postavio je 1918. godine ameriqki matematiqar Viner (N.Wiener). Jedan
od �egovih doprinosa je i dokaz da Braunovo kreta�e postoji kao strogo
definisan matematiqki objekat, ne samo kao fiziqki fenomen. Stoga se,
po �emu, Braunovo kreta�e podjednako qesto naziva i Vinerov proces.

Definicija 1. Neprekidni sluqajni proces {Bt : t ≥ 0} definisan na
prostoru verovatno�e (Ω,F, P ) naziva se Braunovo kreta�e ako va�i:

• B0 = 0.

• B ima nezavisne priraxtaje, tj. za svaki konaqan skup vremena
0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn, za n ∈ N, sluqajne promen	ive B0, Bt1 −
Bt0 , Bt2 −Bt1 , . . . , Btn −Btn−1 su nezavisne.

• Za svako 0 ≤ s ≤ t, Bt−Bs ima normalnu raspodelu sa matematiqkim
oqekiva�em 0 i disperzijom t− s.

• Za svako ω ∈ Ω, Bt(ω) je neprekidna funkcija od t.

1
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Stohastiqke diferencijalne jednaqine i �ihova primena u finansijskoj matematici 2

Matematiqku konstrukciju objekta koji zadovo	ava navedene uslove
�emo objasniti kasnije, a sada �emo navesti svojstvo Braunovog kreta�a
koje �e nam biti potrebno kada budemo uvodili pojam (ne)ograniqenosti
varijacije u da	em radu.

Teorema 1. Skoro sve trajektorije Braunovog kreta�a su nigde difer-

encijabilne.

Dokaz. Neka je t proizvo	no. Posmatrajmo B(t+∆)−B(t)
∆ =

√
∆Z
∆ = Z√

∆
, gde

je Z sluqajna promen	iva sa standardizovanom normalnom raspodelom.
Iz qi�enice da P (| Z√

∆
| > K)→ 1, za svako K, kada ∆→ 0, zak	uqujemo

da izraz B(t+∆)−B(t)
∆ te�i +∞ u raspodeli odakle sledi dokaz tvr�e�a.

1.1.2 Braunovo kreta�e kao Gausov proces

Definicija 2. Kovarijacija procesa X(t) definisana je sa:

Cov(X(t), X(s)) = E(X(t)− EX(t))(X(s)− EX(s))

= E(X(t)X(s))− EX(t)EX(s)

Definicija 3. Neka je V d-dimenzioni sluqajni vektor. Ka�emo da V
ima vixedimenzionu normalnu raspodelu sa matematiqkim oqekiva�em
μ i matricom kovarijacije Σ ako je gustina vektora V data sa:

(2π)−
d
2 (det Σ)−

1
2 exp

(
−1

2
(x− μ)TΣ−1(x− μ)

)
, ∀x ∈ Rd,

V =


V1

V2
...

Vd

 , μ = E[V ] =


μ1

μ2
...

μd

 , Σ =


σv11 σv12 . . . σv1d
σv21 σv22 . . . σv2d
...

...
. . .

...

σvd1 σvd2 . . . σvdd

 ,

gde je σvij = E
(

(Vi − μi)(Vj − μj)
)
.

Definicija 4. Ako je sluqajni proces {X(t) : 0 ≤ t <∞} takav da vek-
tor (X(t1), X(t2), . . . , X(tn)) ima vixedimenzionalnu normalnu raspodelu
za bilo koji konaqni niz vremena 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tn, tada sluqajni
proces {X(t)} nazivamo Gausov proces.

Teorema 2. Braunovo kreta�e je Gausov proces sa matematiqkim oqeki-

va�em jednakim 0 i sa kovarijacijom min{t, s}. Va�i i obrnuto tvr�e�e,

Gausov proces sa matematiqkim oqekiva�em jednakim 0 i sa kovarijaci-

jom min{t, s} je Braunovo kreta�e.

Dokaz. Kako je oqekiva�e Braunovog kreta�a jednako 0, imamo

Cov(B(t), B(s)) = E(B(t), B(s)).

Bez gubitka opxtosti, mo�emo pretpostaviti t < s i tada va�i slede�e

B(s) = B(t) +B(s)−B(t).
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Stohastiqke diferencijalne jednaqine i �ihova primena u finansijskoj matematici 3

Odatle koriste�i nezavisnost priraxtaja Braunovog kreta�a dobijamo,

E(B(t), B(s)) = EB2(t) + E(B(t)(B(s)−B(t))) = EB2(t) = t.

Ako pretpostavimo s < t, na sliqan naqin dobijamo E(B(t), B(s)) = s.
Dakle pokazali smo da va�i

E(B(t), B(s)) = min{s, t}.

Da bismo pokazali da va�i i suprotan smer tvr�e�a, pretpostavimo da je
t proizvo	no i s ≥ 0. X(t) je Gausov proces, pa vektor (X(t), X(t+s)) ima
dvodimenzionu normalnu raspodelu, odakle i vektor (X(t), X(t+s)−X(t))
ima istu raspodelu. Koriste�i Cov(X(t), X(t + s)) = min{t, s + t} = t
dobijamo

Cov(X(t), X(t+s)−X(t)) = Cov(X(t), X(t+s))−Cov(X(t), X(t)) = t−t = 0.

Odatle, na osnovu svojstva normalne raspodele, va�i da su sluqajne
promen	ive X(t) i X(t + s) − X(t) nezavisne. Pa sledi da je prirax-
taj X(t + s) − X(t) nezavisan od X(t) i ima N(0, s) raspodelu i stoga
proces X(t) predstav	a Braunovo kreta�e.

1.1.3 Konstrukcija Braunovog kreta�a

Konstrukcija matematiqkog objekta koji strogo zadovo	ava sve os-
obine Braunovog kreta�a nije trivijalan posao, stoga ne�emo navoditi
�en dokaz, ve� �emo uvesti prostor, elemente koji su potrebni za kon-
strukciju, �ihova svojstva na osnovu kojih �emo formulisati samu teo-
remu. Poqnimo od korisne leme o ponaxa�u niza nezavisnih sluqajnih
promen	ivih sa normalnom raspodelom:

Lema 1. Neka je {Zn} niz nezavisnih sluqajnih promen	ivih sa N(0, 1)
raspodelom. Tada postoji sluqajna promen	iva C takva da je

P (C <∞) = 1

i za koju va�i

|Zn| ≤ C
√

log n , ∀n ≥ 2.

Potpun dokaz ove leme mo�e se prona�i u [3], str.37.

Podsetimo se sada svojstava prostora L2[0, 1]. Navedeni prostor qine
sve funkcije f : [0, 1]→ R koje ispu�avaju uslov:∫ 1

0
|f(x)|2dx <∞.

L2[0, 1] je prostor funkcija sa skalarnim proizvodom koji je dat na slede�i
naqin:

〈f, g〉 =

∫ 1

0
f(x)g(x)dx <∞.

Posebno, ako funkcije iz skupa {φn ∈ L2[0, 1] : 0 ≤ n < ∞} ispu�avaju
uslove 〈φn,φn〉 = 1 za sve n ≥ 0 , 〈φn,φm〉 = 0 za sve n 6= m, i uslov
da skup konaqnih linearnih kombinacija od φn tako�e predstav	a skup
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Stohastiqke diferencijalne jednaqine i �ihova primena u finansijskoj matematici 4

gust u L2[0, 1], tada {φn} nazivamo kompletnom ortonormiranom bazom (u
da	em tekstu ONB).
Koriste�i svojstva ONB i Parsevalove (M.A.Parseval) jednakosti koja
glasi ∫ 1

0
f(x)g(x)dx =

∞∑
n=0

〈f,φn〉〈g,φn〉

ako umesto funkcija f i g u izrazu iskoristimo funkcije indikatore
intervala I[0,s] i I[0,t] dobijamo:

∞∑
n=0

∫ s

0
φn(x)dx

∫ t

0
φn(x)dx = min{s, t}.

Potpun dokaz Parsevalove jednakosti mo�e se na�i u [3], str. 282.

Kao posled�i korak pred formulaciju teoreme o konstrukciji Braun-
ovog kreta�a, definisa�emo kompletnu ONB koju �emo koristiti. Poqe-
�emo sa nizom Hn koji se naziva "talasi�i". Neka je

H(t) =


1, 0 ≤ t ≤ 1

2
−1, 1

2 < t ≤ 1
0, inaqe

Niz "talasi�i" zadajemo na slede�i naqin:

Hn(t) =

{
1, n = 0

2
j
2H(2jt− k), n ≥ 1, gde je n = 2j + k, za j ≥ 0 i 0 ≤ k ≤ 2j

Kako �e nam u teoremi biti potrebne vrednosti koje se dobijaju integra-
	e�em "talasi�a", elegantan naqin za dobija�e istih predstav	a uvo-
�e�e funkcije "trougli�a":∫ t

0
H(u)du =

1

2
4(t)

gde je

4(t) =


2t, 0 ≤ t ≤ 1

2
2(1− t), 1

2 < t ≤ 1
0, inaqe

Da	e za n = 2j + k gde su j ≥ 0 i 0 ≤ k < 2j definixemo,

4n(t) = 4(2jt− k)

i

θn(t) = θj,k(t) =
1

2
j
2

+1
4j,k(t).

Poxto smo definisali sve xto nam je potrebno za konstrukciju Braunovog
kreta�a, sada �emo formulisati teoremu:

Teorema 3. Neka je {Hn} kompletna ONB u prostoru L2[0, 1] i neka je

θn(t) =
∫ t

0 Hn(x)dx. Pretpostavimo da va�i:
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Stohastiqke diferencijalne jednaqine i �ihova primena u finansijskoj matematici 5

•
∑∞

n=1 |θn(t)| konvergira za svako t ∈ [0, 1];

•
∑∞

n=1

√
log n |θn(t)| uniformno konvergira po t ∈ [0, 1].

Definixemo B(t) =
∑∞

n=0 Znθn(t), gde je Zn niz nezavisnih sluqajnih

promen	ivih sa raspodelom N(0, 1) na prostoru verovatno�e (Ω,F, P ).
Tada red B(t) uniformno konvergira za svako t ∈ [0, 1], i jox va�i slede�e:

EB(t) = 0, Cov(B(s), B(t)) = min{s, t} i B(t) je Gausov proces, odnosno

(po Teoremi 2) Braunovo kreta�e.

Suma B(t) koja konvergira Braunovom kreta�u iz prethodne teoreme,
mo�e se posmatrati i na slede�i naqin, uzimaju�i u obzir oblik θn(t)
predstav	en preko "trougli�a":

B(t) =

∞∑
n=0

Znθn(t) = Z0t+

∞∑
j=0

1

2
j
2

+1

2j−1∑
k=0

Zj,k4j,k(t) =

∞∑
n=0

λnZn4n(t)

Sada kada smo konstruisali Braunovo kreta�e na intervalu [0, 1],
potrebno je konstruisati isti proces na intervalu [0,∞]. Najintuitivni-
ja ideja za ovako nexto jeste spaja�e prebrojivo mnogo nezavisnih ve�
konstruisanih Braunovih kreta�a. U vidu formule, postupak konstruk-
cije Braunovog kreta�a B(t) za bilo koje 0 ≤ t <∞ izgleda ovako:

B(t) =
n∑

k=1

B(k)(1) +B(n+1)(t− n), t ∈ [n, n+ 1);

gde za svako 1 ≤ n < ∞ proces B(n)(t) predstav	a nezavisno Braunovo
kreta�e na intervalu [0, 1].

Tako na primer,

B(3.5) = B(1)(1) +B(2)(1) +B(3)(1) +B(4)(0.5).

1.1.4 Braunov most - definicija i svojstva

U ovom delu rada predstavi�emo modifikovano Braunovo kreta�e i
�egove osobine koje �e nam biti od koristi u da	em radu. U naxem
obliku Braunovog kreta�a iz prethodne teoreme

B(t) =
∞∑
n=0

λnZn4n(t)

imamo da su 40(1) = 1 i 4n(1) = 0, ∀n ≥ 1. Tako da ako izostavimo prvi
sabirak iz sume B(t) i definixemo

U(t) =

∞∑
n=1

λnZn4n(t)

vidimo da U(t) predstav	a neprekidni proces na intervalu [0, 1] takav
da je U(0) = 0 i U(1) = 0. Ovaj proces se naziva Braunov most. Ovaj
proces je qesto veoma koristan kada je potrebno modelirati objekat koji
u budu�nosti mora dosti�i bax onu vrednost koja je bila u poqetnom
trenutku.
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Stohastiqke diferencijalne jednaqine i �ihova primena u finansijskoj matematici 6

Drugim reqima, Braunov most je Braunovo kreta�e uslov	eno povratkom
na mesto polaska. Raspodela Braunovog mosta dobija se uslov	ava�em
raspodele Braunovog kreta�a. To je normalna raspodela sa oqekiva�em
0 i disperzijom t(1− t) odnosno:

U(t) ∈ N(0, t(1− t)).

U opxtem sluqaju za s, t ∈ (0, 1) imamo i:

Cov(U(t), U(s)) = min{s, t} − st.

Braunov most mo�emo konstruisati na razne naqine koriste�i Braunovo
kreta�e. Ovde �e biti prikazan oblik koji �e nam biti potreban da	e u
radu. Dakle:

U(t) = B(t)− tB(1).

Kako je B(t) Gausov proces sa oqekiva�em jednakim 0, oqigledno je da je
takav gorenavedeni proces. Potrebno je jox utvrditi vrednost funkcije
kovarijanse:

Cov(U(t), U(s)) = E(U(t), U(s)) = E((B(t)− tB(1))(B(s)− sB(1)))

= E(B(t)B(s)− sB(t)B(1)− tB(s)B(1) + stB2(1))

= min{s, t} − smin{t, 1} − tmin{s, 1}+ st

= min{s, t} − st

Kako proces U(t) = B(t)− tB(1) ima neprekidne trajektorije i konaqno-
dimenzionu normalnu raspodelu sa kovarijansom min{s, t} − st mo�emo
zak	uqiti da predstav	a Braunov most.

1.1.5 Geometrijsko Braunovo kreta�e

Pri modelira�u vrednosnih papira, model Braunovog kreta�a ima
dve mane:

• pretpostavka da cena vrednosnog papira ima normalnu raspodelu
dopuxta da cena bude negativna,

• nije opravdana pretpostavka da promena u ceni vrednosnog papira
na intervalu iste du�ine ima istu raspodelu, bez obzira na to
kolika je cena na poqetku intervala.

Da bismo prexli na model koji nema gorenavedene mane kada posma-
tramo cenu nekog vrednosnog papira, koja se me�a tokom vremena defin-
isa�emo proces S(y). Sadax�i trenutak je 0, a cena vrednosnog papira
posle vremena y je S(y).

Definicija 5. Sluqajan proces S(y), 0 ≤ y < +∞, predstav	a proces

geometrijskog Braunovog kreta�a sa parametrom pomeraja μ i parametrom
volatilnosti σv ako za svako y, t ≥ 0 va�i:

• sluqajna promen	iva S(y+t)
S(y) ne zavisi od cena koje su bile do trenutka

y,
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• ln
(
S(y+t)
S(y)

)
je sluqajna promen	iva koja ima raspodelu N(μt,σv2t).

U ovom modelu razlika logaritama budu�e i sadax�e cene je proces
Braunovog kreta�a, za razliku od Baxe	eovog modela u kome je razlika
budu�e i sadax�e cene proces Braunovog kreta�a. Cene nisu nikad ne-
gativne i u ovom modelu se posmatra koliqnik cena, a ne �ihova razlika.

Ako se zna poqetna cena S(0) i parametri pomeraja μ i volatilnosti
σv, mo�emo na�i matematiqko oqekiva�e i disperziju za cene vrednosnih
papira u nekom budu�em trenutku t.

Definicija 6. Sluqajna promen	iva Y ima log-normalnu raspodelu sa
parametrima μ i σv2 ako je Y = eX , gde X ima N(μ,σv2) rapodelu.

Matematiqko oqekiva�e i disperzija log-normalne raspodele su:

E(Y ) = eμ+
1
2
σv
2
i D(Y ) = e2μ+σv2(eσv

2 − 1).

Kao alternativa se mo�e posmatrati slede�a:

Definicija 7. Ako je sluqajni proces (Bt)t≥0 Braunovo kreta�e, tada
se proces (Yt)t≥0 definisan kao

Yt = eBt

naziva geometrijsko Braunovo kreta�e.

Pretpostavimo da proces promena cena vrednosnog papira tokom vre-
mena S(t), t ≥ 0, predstav	a proces geometrijskog Braunovog kreta�a
sa parametrima μ i σv2. Znaju�i cenu vrednosnog papira u trenutku
t = 0, S(0), mo�emo prona�i matematiqko oqekiva�e i disperziju cene u
proizvo	nom trenutku t:

E(S(t)) = E

(
S(t)S(0)

S(0)

)
= S(0)E

(
S(t)

S(0)

)
= S(0)E

(
e

ln
S(t)
S(0)

)
= S(0)eμt+

σv
2t
2 = S(0)et(μ+

σv
2

2
),

gde smo koristili da e
ln

S(t)
S(0) ima log-normalnu raspodelu sa parametrima

μt i σv2t.

D(S(t)) = D

(
S(t)S(0)

S(0)

)
= S2(0)D

(
S(t)

S(0)

)
= S2(0)D

(
e

ln
S(t)
S(0)

)
= S2(0)e2μt+σv2t(eσv

2t − 1) = S2(0)et(2μ+σv
2)(eσv

2t − 1).

1.2 Martingali

1.2.1 Uvodni pojmovi i definicija

U ovom poglav	u predstavi�emo pojmove neophodne za da	i rad i
definisa�emo posebnu vrstu sluqajnih procesa koji se nazivaju martin-
gali.
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Neka je {S(t)} sluqajni proces. Tada se σv-po	e generisano sluqajnim
procesom {S(t)} obele�ava F(t) = σv(S(u), u ≤ t) i predstav	a najma�e
σv-po	e koje sadr�i sve skupove oblika {a ≤ S(u) ≤ b} gde su 0 ≤ u ≤
t, a, b ∈ R.

Neka je {F(t) : 0 ≤ t < ∞} kolekcija σv-po	a za koju va�i F(t) ⊂ F i
takvih da F(s) ⊂ F(t) za s ≤ t. Tada kolekciju {F(t)} obele�avamo sa F i
nazivamo filtracija.

Da	e, ako imamo skup Ω, σv-po	e podskupova od Ω,F, i verovatno�u P
definisanu na elementima od F, tada (Ω,F,F, P ) nazivamo filtrirani

prostor verovatno�e.

Najzad, ako je sluqajni proces {X(t) : 0 ≤ t < ∞} takav da je svako
X(t) mer	ivo u odnosu na {F(t)}, ka�emo da je sluqajni proces {X(t)}
adaptiran na filtraciju F.

Neka je F = σv{X(s) : s ≤ t} filtracija. Ka�emo da su zadovo	eni
uobiqajeni uslovi ako va�i slede�e:

• F = σv{X(s) : s ≤ t} ∪ N, gde je N skup svih nula skupova,

• filtracija je neprekidna zdesna, odnosno va�i F(t)+ = F, gde je
F(t)+ =

⋂
s>t

F(s).

Definicija 8. Sluqajni proces {X(t), t ≥ 0} nazivamo martingal u
odnosu na filtraciju F ako zadovo	ava slede�e uslove:

• {X(t)} je adaptiran na filtraciju F;

• E|X(t)| <∞;

• E(X(t)|F(s)) = X(s) ∀(s, t) za koje va�i s ≤ t.

Posebno, ako va�i E(X(t)|F(s)) ≤ X(s) odnosno E(X(t)|F(s)) ≥ X(s),
proces nazivamo supermartingal odnosno submartingal.

1.2.2 Vreme zaustav	a�a

Definicija 9. Sluqajnu promen	ivu τ ≥ 0 definixemo kao vreme zaus-
tav	a�a (u odnosu na filtraciju F) ako za svako t va�i:

{τ ≤ t} ∈ F(t).

Teorema 4. Neka je filtracija F neprekidna zdesna. Tada je τ vreme

zaustav	a�a ako i samo ako za svako t va�i {τ ≤ t} ∈ F(t).

Dokaz. Direktan smer tvr�e�a va�i po definiciji vremena zaustav-
	a�a, dok suprotan smer sledi iz:

{τ ≤ t} =
∞⋂
n=1

{τ < t+
1

n
}.

Kako {τ < t+ 1
n} ∈ F(t+ 1

n), iz qi�enice da je F neprekidna zdesna, sledi
{τ ≤ t} ∈ F(t).
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1.2.3 Primeri martingala

U ovom poglav	u �emo predstaviti primere martingala koji su zas-
novani na procesu Braunovog kreta�a, a zatim �emo pokazati da zadovo-
	avaju potrebne uslove.

Teorema 5. Neka je B(t) Braunovo kreta�e. Svaki od slede�ih procesa

predstav	a neprekidni martingal:

1. B(t);

2. B2(t)− t;

3. exp(αB(t)− α2t2 ).

Dokaz. Dokazujemo za svaki proces pojedinaqno prime�uju�i qi�enicu
da je B(t+ s)−B(s) nezavisan od F(s):

1. (a) Matematiqko oqekiva�e sledi iz svojstva Braunovog kreta�a:

EB(t) = 0

(b) Transformacijama se osloba�amo uslova zavisnosti od F(s):

E(B(t)|F(s)) = E(B(t)−B(s) +B(s)|F(s))

= E(B(t)−B(s)|F(s)) + E(B(s)|F(s))

= E(B(t)−B(s)) +B(s)

= B(s)

2. (a) Matematiqko oqekiva�e sledi iz svojstva Braunovog kreta�a:

E(B2(t)− t) = E(B2(t))− t = t− t = 0 <∞

(b) Dodava�em i oduzima�emB(s) osloba�amo se uslova zavisnosti:

E(B2(t)|F(s)) = E((B(t)−B(s))2 + 2B(t)B(s)−B2(s)|F(s)))

= E((B(t)−B(s))2) + 2B(s)E(B(t)|F(s))

− E(B2(s)|F(s))

= t− s+ 2B2(s)−B2(s)

= t− s+B2(s)

Odatle,
E(B2(t)− t|F(s)) = B2(s)− s

3. (a) Koriste�i svojstva log-normalne raspodele i qi�enicu da va�i
αB(t) = α

√
tZ, gde Z ∈ N(0, 1), dobijamo:

E(exp(αB(t)− α
2t

2
)) = exp(

α
2t

2
) exp(−α

2t

2
) = 1 <∞

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs
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(b) I u ovom delu dokaza koristimo prethodno pomenute osobine
log-normalne raspodele (oqekiva�e), kao i qi�enicu da va�i
B(t)−B(s) = Z

√
t− s, gde Z ∈ N(0, 1):

E(exp(αB(t)− α
2t

2
)|F(s)) = E(exp(α(B(t)−B(s)) + αB(s)

− α
2t

2
)|F(s))

= exp(αB(s)− α
2t

2
)E(exp(α(B(t)

−B(s))))

= exp(αB(s)− α
2t

2
) exp(

α
2(t− s)

2
)

= exp(αB(s)− α
2s

2
)

1.3 Stohastiqki integral i Itôva formula

1.3.1 Varijacija i kvadratna varijacija funkcija

Na poqetku ovog poglav	a �emo definisati pojmove varijacije funkcije,
kvadratne varijacije, �ihovu vezu i svojstva, a zatim �emo navesti os-
obine Braunovog kreta�a koje su s tim u vezi. To �e nam da	e poslu�iti
kao motiv za uvo�e�e stohastiqkog integrala.

Definicija 10. Neka je π podela intervala [a, b] takva da je a = t0 i
b = tn, i neka je f realna funkcija definisana na intervalu [a, b]. Tada
je varijacija funkcije f jednaka:

V (f) = sup
π

∑
ti∈π
|f(ti+1)− f(ti)|.

Ka�emo da funkcija ima ograniqenu varijaciju ako va�i V (f) <∞.

Definicija 11. Neka je X(t) funkcija definisana na intervalu [a, b]
i neka je π podela navedenog intervala tako da va�i a = t0 i b = tn.
Kvadratnu varijaciju [X] funkcije X(t) definixemo kao lim:

[X] = lim
n→∞

Qn(X)

gde je

Qn(X) =

n∑
i=0

(X(ti+1)−X(ti))
2

ako limes postoji.

Ako normu podele π definixemo kao ‖π‖ = max
i

(ti+1 − ti) primetimo da
va�i n→∞⇒ ‖πn‖ → 0.

Prethodna definicija va�i analogno ako umesto funkcije posmatramo
proces {X(t)}, uz napomenu da se tada posmatra lim u verovatno�i.

Slede�a teorema pru�a nam direktnu vezu izme�u kvadratne i obiqne
varijacije:
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Teorema 6. Neka je funkcija f ograniqene varijacije i neprekidna. Tada
je �ena kvadratna varijacija jednaka nuli.

Dokaz.∑
ti∈π

(f(ti+1)− f(ti))
2 ≤ sup

i
|f(ti+1)− f(ti)|

∑
ti∈π
|f(ti+1)− f(ti)| → 0, ‖π‖ → 0,

gde nejednakost sledi iz uslova da je funkcija f neprekidna na [a, b],
dakle i ravnomerno neprekidna na intervalu.

Varijacija Braunovog kreta�a je beskonaqna, xto zak	uqujemo iz Teo-
reme 1 o nigde diferencijabilnim trajektorijama Braunovog kreta�a.
Ovo svojstvo sledi iz qi�enice da su funkcije ograniqene varijacije
skoro svuda diferencijabilne (jer ih je mogu�e predstaviti kao zbir
jedne rastu�e i jedne opadaju�e funkcije).

O vrednosti kvadratne varijacije Braunovog kreta�a, govori slede�a
teorema:

Teorema 7. Kvadratna varijacija Braunovog kreta�a na intervalu [a, b]
jednaka je b− a.

Dokaz. Prvo �emo dokazati da Qn(B) te�i ka b− a u sred�e-kvadratnom
smislu konstruixu�i nezavisne sluqajne promen	ive sa oqekiva�em 0.
U tom smislu, posmatrajmo razliku:

Qn(B)− (b− a) =
∑
ti∈πn

[
(B(ti+1)−B(ti))

2 − (ti+1 − ti)
]

=
∑
ti∈πn

Yi

Uoqimo da su sluqajne promen	ive Yi me�usobno nezavisne, kao i da je �i-
hovo oqekiva�e jednako nuli, zbog svojstava Braunovog kreta�a. Sluqajnu
promen	ivu Yi mo�emo predstaviti i na slede�i naqin:

Yi = (ti+1 − ti)
(

(B(ti+1)−B(ti))
2

(ti+1 − ti)
− 1

)
= (ti+1 − ti)(Z2 − 1),

gde sluqajna promen	iva Z ∈ N(0, 1). Pre�imo na dokaziva�e sred�e-
kvadratne konvergencije iz koje sledi konvergencija u verovatno�i:

E(Qn(B)− (b− a))2 = E

(∑
ti∈πn

Y 2
i

)
= E(Z2 − 1)2

∑
ti∈πn

(ti+1 − ti)2

≤ C‖πn‖(b− a)→ 0, n→∞,

gde prva jednakost sledi iz osobina sluqajnih promen	ivih Yi, odnosno
�ihove nezavisnosti i vrednosti oqekiva�a koje je 0, dok C predstav	a
konstantu, a posled�a nejednakost va�i jer je ‖πn‖ najve�a mogu�a vred-
nost izraza (ti+1 − ti). Kako smo pokazali da va�i

Qn
S.K.−−−→ (b− a)

odatle direktno sledi

Qn
P−→ (b− a)

qime je dokazano tvr�e�e teoreme.

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Stohastiqke diferencijalne jednaqine i �ihova primena u finansijskoj matematici 12

1.3.2 Stohastiqki integral

Kraj�i ci	 ovog poglav	a u radu jeste konstrukcija Itôvog (Itô)
stohastiqkog integrala oblika:

I(f)(ω) =

∫ T

0
f(ω, t)dBt.

Ve� smo pokazali da Braunovo kreta�e nema ograniqenu varijaciju, stoga
ovaj integral ne mo�e biti predstav	en kao Rimanov. Umesto toga,
mora�emo da primenimo malo finiji pristup. U naqelu, ideja je da
definixemo integral za klasu elementarnih funkcija, a zatim da ga
proxirimo na xiru klasu funkcija. Ipak, da bismo doxli do inte-
grala koji �e zadovo	iti sve naxe potrebe, mora�emo da ulo�imo dosta
truda.

Krenimo od uvo�e�a notacije koja �e nas pratiti kroz ceo postupak: neka
B obele�ava najma�e σv-po	e koje sadr�i sve otvorene podskupove inter-
vala [0, T ], neka je zatim F = {Ft} filtracija, i neka za svako t ≥ 0, Ft×B
bude najma�e σv-po	e koje sadr�i sve A×B takve da A ∈ Ft, B ∈ B. Najzad,
funkciju f(·, ·) zva�emo mer	ivom odnosno adaptiranom ako f(·, ·) ∈ Ft×B
odnosno f(·, t) ∈ Ft, ∀t ∈ [0, T ].

U prvom koraku konstrukcije integrala, krenu�emo od klase funkcija
H2 = H2[0, T ] koja sadr�i sve mer	ive adaptirane funkcije koje zado-
vo	avaju nejednakost

E

[∫ T

0
f2(ω, t)dt

]
<∞.

Da bismo naslutili definiciju Itôvog integrala, uzmimo u obzir xta
taqno oqekujemo od integrala u najjednostavnijim sluqajevima. Na primer,
ako je funkcija f(ω, t) indikator intervala (a, b] ⊂ [0, T ], tada bismo
�eleli da va�i:

I(f)(ω) =

∫ T

0
I[a,b]dBt =

∫ b

a
dBt = Bb −Ba.

Kako bismo ovo postigli, posmatrajmo klasu funkcija H2
0 koja je podskup

od klase H2 i sastoji se od svih funkcija oblika:

f(ω, t) =
n−1∑
i=0

ai(ω)I(ti,ti+1],

gde je ai ⊂ Ft, E(a2
i ) <∞ i 0 = t0 < t1 < . . . < tn−1 < tn = T .

Oqekiva�a od integrala koja smo ve� ustanovili jasno nam zadaju sam
oblik stohastiqkog integrala za funkcije iz klase H2

0:

I(f)(ω) =

∫ T

0
f(ω, t)dBt =

n−1∑
i=0

ai(ω)
(
Bti+1 −Bti

)
.

Slede�i korak je xire�e domena integrala I sa klase H2
0 na klasu

H2. Da bismo to postigli, neophodno je da znamo da je preslikava�e
I : H2

0 → L2(dP ) neprekidno. Dokaz toga nam pru�a slede�a va�na lema:
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Lema 2. (Itôva izometrija na H2
0) Za svako f ⊂ H2

0 va�i slede�e:

‖I(f)‖L2(dP ) = ‖f‖L2(dP×dt).

Dokaz. Dokaz je jednostavan i svodi se na izraqunava�e izraza sa obe
strane jednakosti. Poqnimo od desne strane jednakosti:

f2(ω, t) =
n−1∑
i=0

a2
i (ω)I(ti,ti+1],

odatle

E

[∫ T

0
f2(ω, t)dt

]
=

n−1∑
i=0

E
(
a2
i

)
(ti+1 − ti).

Pre izraqunava�a leve strane jednakosti, primetimo da se prilikom
kvadrira�a integrala I(f)(ω) po definiciji gube me�uproizvodi pri-
raxtaja Braunovog kreta�a zbog svojstva samog procesa. Tako imamo:

E
[
I2(f)

]
=

n−1∑
i=0

E
(
a2
i

(
Bti+1 −Bti

)2)
=

n−1∑
i=0

E
(
a2
i

)
(ti+1 − ti) ,

qime je zavrxen dokaz jednakosti, a samim tim i leme.

Kako smo pokazali neprekidnost preslikava�a I : H2
0 → L2(dP ), imamo

potrebne uslove za formulaciju slede�e leme:

Lema 3. (H2
0 je gust u H2) Za svaku funkciju f ∈ H2, postoji niz

funkcija {fn} iz H2
0 takav da va�i:

‖f − fn‖L2(dP×dt) → 0, n→∞.

Dokaz leme se mo�e na�i u [3], str 282.

Konkretizujmo sada rezultat koji smo ostvarili prelaskom sa H2
0

na H2 tako xto �emo definisati integral i Itôvu izometriju za sve
funkcije iz H2. Stoga navodimo slede�e dve leme:

Lema 4. Neka je fn aproksimiraju�i niz funkcija iz H2
0 za funkciju f

iz H2. Tada va�i:
I(f) = lim

n→∞
I(fn),

gde se misli na limes u sred�e kvadratnom smislu.

Iako ne�emo eksplicitno konstruisati ovaj limes, da bismo se uverili da
je lema va	ano formulisana potrebno je dokazati da graniqna vrednost
zaista postoji, kao i da ne zavisi od izbora niza fn. U tom smislu:

• Razlika ‖f − fn‖ konvergira ka nuli u prostoru L2(dP × dt) odakle
zak	uqujemo da je niz {fn} Koxijev (A.L.Caushy) u istom pros-
toru. Itôva izometrija prenosi svojstvo Koxijevog niza na {I(fn)}
u prostor L2(dP ). Koriste�i qi�enicu da je taj prostor komple-
tan, zak	uqujemo da niz I(fn) konvergira, dakle definisani limes
postoji.
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• Druga provera va	anosti leme se odnosi na dobru definisanost I.
Dovo	no je dokazati da ako postoje dva niza fn i gn koja te�e ka
f , razlika ‖I(fn) − I(gn)‖ mora te�iti nuli. To zaista i va�i,
koriste�i Itôvu izometriju dobijamo:

‖I(fn)−I(gn)‖L2(dP ) = ‖fn−gn‖L2(dP×dt) ≤ ‖fn−f‖+‖f−gn‖
n→∞−−−→ 0.

Lema 5. (Itôva izometrija na H2) Za svako f ⊂ H2 va�i slede�e:

‖I(f)‖L2(dP ) = ‖f‖L2(dP×dt).

Dokaz. Dokaz �emo podeliti na tri jednostavna identiteta iz kojih sledi
jednakost iz tvr�e�a kada n→∞:

• Neka je fn iz H2
0 aproksimiraju�i niz funkcija za f iz H2. Kako

je norma neprekidna funkcija, va�i ‖fn‖L2(dP×dt) → ‖f‖L2(dP×dt).

• Prema ve� navedenoj izometriji, sledi ‖I(fn)‖L2(dP ) → ‖fn‖L2(dP×dt).

• Jox jednom prime�uju�i neprekidnost norme na izraz I(fn)→ I(f)
u L2(dP ) prostoru, dobijamo ‖I(fn)‖L2(dP ) → ‖I(f)‖L2(dP ).

Iz prethodne tri jednakosti, sledi tvr�e�e leme qime je dokaz zavrxen.

Pre nego xto navedemo neka od svojstava stohastiqkog integrala koja
�emo formulisati u dve teoreme, definiximo integral na proizvo	nom
intervalu za sve funkcije iz H2. Dakle:∫ b

a
f(ω, t)dBt :=

∫ T

0
f(ω, t)I[a,b]dBt.

Teorema 8. Neka su f, g ∈ H2, 0 ≤ a ≤ b ≤ T i neka su α, β realni brojevi.
Tada va�i slede�e:

•
∫ b

a
f(t)dBt je Fb-mer	ivo,

• E
(∫ b

a
f(t)dBt

)
= 0,

• E
∣∣∣∣∫ b

a
f(t)dBt

∣∣∣∣2 = E

(∫ b

a
|f(t)|2dBt

)
,

•
∫ b

a
[αf(t) + βg(t)]dBt = α

∫ b

a
f(t)dBt + β

∫ b

a
g(t)dBt.

Teorema 9. Neka je f ∈ H2 i 0 ≤ a ≤ b ≤ T . Tada va�e:

E

(∫ b

a
f(t)dBt|Fa

)
= 0,

i

E

(∣∣∣∣∫ b

a
f(t)dBt

∣∣∣∣2 |Fa

)
= E

(∫ b

a
|f(t)|2 dt|Fa

)
=

∫ b

a
E
(
|f(t)|2 |Fa

)
dt.
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Potpun dokaz mo�e se prona�i u [1] str. 22

Teorema 10. Za svaku funkciju f ∈ H2[0, T ], postoji neprekidni mar-

tingal {Xt : t ∈ [0, T ]} u odnosu na filtraciju Ft tako da za svako

t ∈ [0, T ] va�i:

P{ω : Xt(ω) =

∫ T

0
f(ω, s)I[0,t](s)dBs} = 1.

Potpun dokaz mo�e se prona�i u [3] str. 83

1.3.3 Lokalizacija i Itôv integral

U dosadax�em delu rada, definisali smo stohastiqki integral za
funkcije koje zadovo	avaju:

E

[∫ T

0
f2(ω, t)dt

]
<∞.

Na�alost, ova nejednakost ne va�i qak i za neke priliqno jednostavne
neprekidne funkcije. Kako bismo doxli do definicije stohastiqkog
integrala koja �e biti primen	iva na sve neprekidne funkcije, isko-
risti�emo metod lokalizacije.

Poqnimo od definicije nove klase funkcija: L2
LOC = L2

LOC [0, T ] koju
qine sve mer	ive i adaptirane funkcije f : Ω × [0, T ] → R takve da
va�i:

P

(∫ T

0
f2(ω, t)dt <∞

)
= 1,

uz napomene da ova klasa svakako sadr�i klasu funkcija H2, kao i da
za svaku neprekidnu funkciju g : R → R va�i f(ω, t) = g(Bt) ∈ L2

LOC

iz qi�enice da Bt kao martingal dosti�e svoj min i max, pa samim tim
i ovaj integral mora biti ograniqen. Ipak, prava vrednost ove klase
funkcija nalazi se u �enoj povezanosti sa vremenima zaustav	a�a. Kako
bismo doxli do ove veze eksplicitno, navedimo prvo definiciju:

Definicija 12. Rastu�i niz vremena zaustav	a�a naziva se H2[0, T ]
lokalizuju�i niz za f ako va�i:

fn(ω, t) = f(ω, t)I(t≤νn) ∈ H2[0, T ], ∀n,

gde je

P

( ∞⋃
n=1

{ω : νn = T}

)
= 1.

Teorema 11. (Lokalizacija u L2
LOC) Za svako f ∈ L2

LOC [0, T ], niz defin-
isan sa:

τn = inf

{
s :

∫ s

0
f2(ω, t)dt ≥ n ∨ s ≥ T

}
jeste lokalizuju�i niz za f .
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Dokaz. Va�i jednakost slede�ih skupova

∞⋃
n=1

{ω : τn = T} =

{
ω :

∫ T

0
f2(ω, t)dt <∞

}
,

a za svako f ∈ L2
LOC , drugi skup ima verovatno�u 1 po definiciji, odakle

sledi da je

P

{ ∞⋃
n=1

{ω : τn = T}

}
= 1.

Da	e, ako definixemo fn(ω, t) = f(ω, t)I(t≤τn), imamo

‖fn‖2L2(dP×dt) = E

∫ T

0
f2(ω, t)I(t≤τn)dt ≤ n ≤ ∞,

odakle zak	uqujemo da fn ∈ H, ∀n, qime je dokaz zavrxen.

Pre�imo sada na konstrukciju Itôvog integrala u L2
LOC . Neka su

f ∈ L2
LOC i {νn} bilo koji lokalizuju�i niz za f . Neka je da	e, za svako

n, Xt,n neprekidni martingal na [0, T ] koji odgovara Itôvom integralu

I
(
I[0,t]f(ω, s)I(s≤νn(ω))

)
.

Najzad, definixemo Itôv integral za funkciju f ∈ L2
LOC [0, T ] kao grani-

qnu vrednost procesa Xt,n, kada n → ∞, odnosno, postoji jedinstveni
neprekidni proces {Xt, 0 ≤ t ≤ T} takav da

P
{
Xt = lim

n→∞
Xt,n

}
= 1, ∀t ∈ [0, 1],

i tada definixemo Itôv integral kao:

t∫
0

f(ω, s)dBs := Xt(ω), ∀t ∈ [0, T ].

Kako bismo pokazali va	anost upravo opisanog postupka, formulisa�emo
potrebne teoreme koje dokazuju konzistentnost, konvergenciju i nezavis-
nost od lokalnog niza. Teoreme ne�emo dokazivati, a dokaz se mo�e na�i
u [3], str 97-98.

Teorema 12. (Konzistentnost) Neka je f(ω, s) ∈ L2
LOC [0, T ] i {νn} bilo

koji lokalizuju�i niz. Ako je {Xt,n} neprekidni martingal koji odgovara
Itôvom integralu I

(
I[0,t]f(ω, s)I(s≤νn(ω))

)
, tada za sve t ∈ [0, T ] i n ≥ m

va�i:

Xt,n = Xt,m

za skoro sve ω ∈ {ω : t ≤ νm}.

Teorema 13. (Konvergencija) Postoji neprekidan proces Xt takav da

va�i

P
{
Xt = lim

n→∞
Xt,n

}
= 1, ∀t ∈ [0, 1].
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Teorema 14. (Nezavisnost od lokalizuju�eg niza) Neka su νn i ν̂n lokali-

zuju�i nizovi za funkciju f ∈ L2
LOC [0, T ]. U tom sluqaju za martin-

gale Xt,n i X̂t,n koji odgovaraju integralima I
(
I[0,t]f(ω, s)I(s≤νn(ω))

)
i

I
(
I[0,t]f(ω, s)I(s≤ν̂n(ω))

)
va�i slede�e sa verovatno�om 1:

lim
n→∞

Xt,n = lim
n→∞

X̂t,n.

Premda ne�emo dokazivati teoreme u ovom delu rada, formulisa�emo jox
jedno tvr�e�e koje se koristi za dokaziva�e Teoreme o konzistentnosti.

Teorema 15. Neka su f, g ∈ H2[0, T ] i neka je μ vreme zaustav	a�a tako

da su f(ω, s) = g(ω, s) za skoro sve ω ∈ {ω : s ≤ μ}. Tada va�i:

t∫
0

f(ω, s)dBs =

t∫
0

g(ω, s)dBs,

za skoro sve ω ∈ {ω : t ≤ μ}.

Za neprekidne funkcije Braunovog kreta�a, Itôv integral tako�e
ima intuitivnu reprezentaciju kao graniqna vrednost Rimanove sume
(B.Riemann). U tom smislu formuliximo teoremu, za koju dokaz tako�e
ne�emo navoditi, on se mo�e prona�i u [3] str. 100.

Teorema 16. Neka je f : R→ R bilo koja neprekidna funkcija, i neka je

izvrxena podela intervala [0, T ] na slede�i naqin: ti = iT/n za 0 ≤ i ≤
n. Tada imamo:

lim
n→∞

n∑
i=1

f
(
Bti−1

) (
Bti −Bti−1

)
=

T∫
0

f (Bs) dBs,

gde lim oznaqava konvergenciju u verovatno�i.

1.3.4 Itôva formula

Teorema 17. (Itôva formula - najjednostavniji sluqaj) Za svaku fun-

kciju f : R→ R qiji je drugi izvod neprekidan, va�i:

f(Bt) = f(0) +

∫ t

0
f ′(Bs)dBs +

1

2

∫ t

0
f ′′(Bs)ds.

Ne�emo navoditi pun dokaz navedene teoreme, ve� �emo samo predstaviti
�egovu skicu. Ideja je da se formula doka�e za funkcije sa kompaktnim
nosaqem, a onda da se tvr�e�e proxiri na sve funkcije sa neprekidnim
drugim izvodom. Krenimo od razlike

f(Bt)− f(0) =

n∑
i=1

(
f(Bti)− f(Bti−1)

)
,

gde je tk =
kt

n
za sve 0 ≤ k ≤ n. Na predstav	enu razliku �emo primeniti

aproksimaciju Tejlorovom (B.Taylor) formulom koja za funkcije qiji je
drugi izvod neprekidan, ima slede�i oblik

f(y)− f(x) = (y − x)f ′(x) +
1

2
(y − x)2f ′′(x) + r(x, y),
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gde je

r(x, y) =

∫ y

x
(y − u)(f ′′(u)− f ′′(x))du.

Iz izraza za r(x, y) i neprekidnosti f ′′ zak	uqujemo da va�i nejednakost
|r(x, y)| ≤ (y − x)2h(x, y) gde je h ravnomerno neprekidna i ograniqena
funkcija sa osobinom h(x, x) = 0 za svako x.
Ideja je da primenom ove aproksimacije na razliku f(Bt)−f(0) dobijemo
tri sume od kojih �e dve te�iti stohastiqkom odnosno Rimanovom inte-
gralu iz formulacije teoreme, dok �e tre�a suma te�iti nuli. U tom
smislu imamo:

f(Bt)− f(0) =
n∑

i=1

(
f(Bti)− f(Bti−1)

)
=

n∑
i=1

f ′(Bti−1)(Bti −Bti−1) +
1

2

n∑
i=1

f ′′(Bti−1)(Bti −Bti−1)2

+

n∑
i=1

r(Bti , Bti−1)

= An +Bn + Cn

gde

An
P−→
∫ t

0
f ′(Bs)dBs = A,

Bn
P−→ 1

2

∫ t

0
f ′′(Bs)ds = B,

Cn
P−→ 0.

Iz konvergencije u verovatno�i lako prelazimo na skoro sigurnu kon-
vergenciju na slede�i naqin:

P {|f(Bt)− f(0)−A−B| > ε} ≤
≤ P {|f(Bt)− f(0)−An −Bn − Cn|+ |An −A|+ |Bn −B|+ |Cn| > ε} → 0,

kada n→∞, qime je Itôva formula dokazana za funkcije sa kompaktnim
nosaqem.

Da bismo pokazali da formula va�i za sve funkcije iz C2(R), prisetimo
se da za svaku f ∈ C2(R) postoji fM ∈ C2(R) sa kompaktnim nosaqem,
takva da f(x) = fM (x) za sve |x| ≤M . Ve� smo dokazali jednakost

fM (Bt) = fM (0) +

∫ t

0
f ′M (Bs)dBs +

1

2

∫ t

0
f ′′M (Bs)ds.

Ako uzmemo τM = min{t : |Bt| ≥ M}, tada za sve ω ∈ {s ≤ τM} imamo da
va�i f ′(Bs) = f ′M (Bs), pa po Teoremi 15 sledi∫ t

0
f ′(Bs)dBs =

∫ t

0
f ′M (Bs)dBs, ω ∈ {t ≤ τM}.
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Kako za ω ∈ {t ≤ τM} jednakosti f(Bs) = fM (Bs) i

∫ t

0
f ′′(Bs)ds =∫ t

0
f ′′M (Bs)ds, slede trivijalno, pokazali smo da za ω ∈ {t ≤ τM} va�i

f(Bt) = f(0) +

∫ t

0
f ′(Bs)dBs +

1

2

∫ t

0
f ′′(Bs)ds.

Najzad, primetimo da τM → ∞ sa verovatno�om 1, odakle sledi da naj-
jednostavniji oblik Itôve formule iz Teoreme 17 va�i za sve f ∈ C2(R).
�

U smislu proxire�a Itôve formule na neprekidne funkcije od dve
promen	ive, od kojih prva ima neprekidan prvi, a druga neprekidan i
drugi izvod, odnosno f ∈ C1,2(R+ × R), formulixemo teoremu:

Teorema 18. Za svaku funkciju f ∈ C1,2(R+ × R), va�i:

f(t, Bt) = f(0, 0) +

∫ t

0

∂f

∂x
(s,Bs)dBs +

∫ t

0

∂f

∂t
(s,Bs)ds+

1

2

∫ t

0

∂2f

∂x2
(s,Bs)ds.

Kako je dokaz ove analogan dokazu teoreme za najjednostavniji oblik
Itôve formule, da�emo samo skicu dokaza sa akcentom na razlikama u
odnosu skicu dokaza prethodne teoreme. Postupak za funkcije sa kompak-
tnim nosaqem se ponovo sastoji od formira�a razlike f(t, Bt) − f(0, 0)
koja se predstav	a u obliku sume, a zatim aproksimacije te sume Tejlorov-
im razvojem. Osnovnu razliku predstav	a oblik Tejlorove aproksimacije
u dvodimenzionalnom sluqaju - funkcija f(t, y) se u okolini taqke (s, x)
mo�e predstaviti kao

f(s, x) + (t− s)∂f
∂t

(s, x) + (y− x)
∂f

∂x
(s, x) +

1

2
(y− x)2∂

2f

∂x2
(s, x) + r(s, t, x, y),

gde je
|r(s, t, x, y)| ≤ (y − x)2h(x, y, s, t) + (t− s)k(x, y, s, t),

gde funkcije h i k predstav	aju ograniqene, ravnomerno neprekidne
funkcije koje su jednake 0 u sluqaju x = y i s = t. Primenom Tejlorove
formule na razliku dobijaju se qetiri sume, od kojih tri konvergiraju
ka tri integrala iz formulacije teoreme, dok qetvrta te�i 0. Posled�i
deo dokaza koji predstav	a prelazak sa funkcija sa kompaktnim nosaqem
na sve funkcije f koje pripadaju C1,2(R+×R) identiqan je kao i u sluqaju
prethodne teoreme. �

Jedna od osnovnih koristi Itôve formule jeste i veza izme�u teorije
martingala i diferencijalnih jednaqina. Slede�a lema nam daje jednu
takvu vezu, ali pre nego xto je navedemo, moramo definisati pojam lokal-
nog martingala:

Definicija 13. Proces Mt je lokalni martingal u odnosu na fil-
traciju {Ft} ako va�i:

• Mt je {Ft}-adaptiran

• Postoji neopadaju�i niz {νk} {Ft}-vremena zaustav	a�a takav da je
P{νk = T} = 1 za neko k, ili P{ lim

n→∞
νk = +∞} = 1, tako da je

proces Mmin(t,νk) −M0 := M
(k)
t {Ft} martingal za svako k.
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Napomena: Ako je Xt zadat sa Xt =
∫ T

0 f(ω, s)I[0,t](s)dBs =
∫ t

0 f(ω, s)dBs,
tada za f ∈ L2

LOC , Xt nije u opxtem sluqaju martingal, ali jeste lokalni
martingal.

Lema 6. Neka je f ∈ C1,2(R+ × R). Ako va�i

∂f

∂t
= −1

2

∂2f

∂x2
,

tada proces Xt = f(t, Bt) predstav	a lokalni martingal. Ako da	e

va�i

E

[∫ T

0

{
∂f

∂t

}2

(t, Bt)dt

]
<∞,

tada je Xt martingal na 0 ≤ t ≤ T .

1.3.5 Funkcije procesa, opxta Itôva formula

Neka je proces Xt zadat u diferencijalnom obliku na slede�i naqin

dXt = a(ω, t)dt+ b(ω, t)dBt.

Tada je prirodno da va�i:∫ t

0
f(ω, s)dXs =

∫ t

0
f(ω, s)a(ω, s)ds+

∫ t

0
f(ω, s)b(ω, s)dBs,

gde va�i da je funkcija f(ω, t) adaptirana i da ispu�ava uslove:

• f(ω, s)a(ω, s) ∈ L1(dt) za sve ω iz skupa verovatno�e 1,

• f(ω, s)b(ω, s) ∈ L2
LOC .

Pita�e koje se intuitivno postav	a: ako se proces Xt mo�e napisati u
gorenavedenom obliku i ako je funkcija g(t, y) glatka, da li tada proces
Yt = g(t,Xt) mo�emo napisati kao dXt integral? Koriste�i Itôvu for-
mulu pokaza�emo na primerima da je mogu�e ako je Xt proces Braunovog
kreta�a, a onda �emo formulisati i teoremu koja daje odgovor na ovo
pita�e u opxtem sluqaju.

Pre primera, navedimo pravilo raquna�a na skupu linearnih kom-
binacija simbola dt i dBt, koje se obiqno naziva BoxAlgebra tablica
mno�e�a, gde je sa · oznaqeno mno�e�e simbola dt i dBt:

· dt dBt

dt 0 0

dBt 0 dt

Tako, na primer, za proces koji je dat sa dZt = a dt + b dBt imamo da
va�i:

dZt · dZt = (a dt+ b dBt) · (a dt+ b dBt)

= a2 dt · dt+ 2ab dt · dBt + b2 dBt · dBt

= b2 dt.
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Primer 1 : Neka je Xt proces Braunovog kreta�a sa uobiqajenim pome-
rajem μ i disperzijom σv. Tada ga mo�emo zapisati kao stohastiqki inte-
gral ili kao funkciju Braunovog kreta�a:

dXt = μdt+ σvdBt, X0 = 0 ili Xt = μt+ σvBt.

Tako�e, proces Yt = f(t,Xt) mo�emo zapisati i kao Yt = g(t, Bt) gde je
funkcija g definisana sa g(t, x) = f(t, μt + σvx). Prime�uju�i Itôvu
formulu na Yt = g(t, Bt) dobijamo:

dYt = gt(t, Bt)dt+ gx(t, Bt)dBt +
1

2
gxx(t, Bt)dt

Iz definicije funkcije g imamo gt(t, x) = ft(t, μt+σvx)+fx(t, μt+σvx)μ,
gx(t, x) = fx(t, μt+σvx)σv, gxx(t, x) = fxx(t, μt+σvx)σv2, tako da dYt u funkciji
od f ima oblik:

dYt = {ft(t,Xt) + μfx(t,Xt)}dt+ σvfx(t,Xt)dBt +
1

2
σv

2fxx(t,Xt)dt

= ft(t,Xt)dt+ fx(t,Xt)dXt +
1

2
σv

2fxx(t,Xt)dt

Ako primenimo pravila mno�e�a iz tablice, dobijamo:

df(t,Xt) = ft(t,Xt)dt+ fx(t,Xt)dXt +
1

2
fxx(t,Xt)dXt · dXt.

Primer 2: Neka je Xt proces geometrijskog Braunovog kreta�a, dat sa
Xt = exp(αt + σvBt). Kako je Xt funkcija Braunovog kreta�a i vremena,
uobiqajenom primenom Itôve formule date Teoremom 18, nalazimo da Xt

zadovo	ava slede�i oblik:

dXt =

(
α+

1

2
σv

2

)
Xtdt+ σvXtdBt.

Posmatrajmo proces Yt definisan izrazom Yt = f(t,Xt). Kao i u prethod-
nom primeru, zapisa�emo ovaj proces u obliku Yt = g(t, Bt), gde je g(t, x) =
f(t, exp(αt+ σvx)). Ponav	aju�i proces iz prethodnog primera, dobijamo:

gt(t, x) = ft(t, exp(αt+ σvx)) + fx(t, exp(αt+ σvx)) exp(αt+ σvx)α,

gx(t, x) = fx(t, exp(αt+ σvx)) exp(αt+ σvx)σv,

gxx(t, x) = σv2 exp(αt+σvx){fx(t, exp(αt+σvx))+fxx(t, exp(αt+σvx)) exp(αt+σvx)}.

Prime�uju�i ove jednakosti i Itôvu formulu za dvodimenzioni slu-
qaj, vidimo da va�i:

dYt = gt(t, Bt)dt+ gx(t, Bt)dBt +
1

2
gxx(t, Bt)dt

= {ft(t,Xt) + αXtfx(t,Xt)}dt+ σvXtfx(t,Xt)dBt

+
1

2
{σv2Xtfx(t,Xt) + σv2X2

t fxx(t,Xt)}dt

= ft(t,Xt)dt+ fx(t,Xt)dXt +
1

2
fxx(t,Xt)σv

2X2
t dt
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Prime�uju�i da	e pravila mno�e�a iz Box algebra tablice mno�e�a
imamo:

df(t,Xt) = ft(t,Xt)dt+ fx(t,Xt)dXt +
1

2
fxx(t,Xt)dXt · dXt.

Uoqivxi rezultate oba primera, vidimo da rexe�e ima isti oblik. To
ipak nije sluqajnost, ve� opxte pravilo koje va�i za mnogo xiru klasu
procesa od Braunovog kreta�a. U tom smislu navodimo definiciju i
teoremu:

Definicija 14. Proces {Xt : 0 ≤ t ≤ T} nazivamo standardni proces

ako se {Xt} mo�e predstaviti preko integrala na slede�i naqin:

Xt = x0 +

∫ t

0
a(ω, s)ds+

∫ t

0
b(ω, s)dBs, 0 ≤ t ≤ T,

gde su a(·, ·) i b(·, ·) mer	ivi i adaptirani procesi koji zadovo	avaju
slede�e uslove:

P

(∫ T

0
|a(ω, s)|ds <∞

)
= 1, P

(∫ T

0
|b(ω, s)|2ds <∞

)
= 1.

Napomena: ako primenimo glatku funkciju na standardni proces, ponovo
dobijamo standardni proces, koji se mo�e predstaviti u obliku stoha-
stiqkog integrala.

Teorema 19. (Itôva formula za standardni proces) Neka je data funk-
cija f ∈ C1,2(R+ × R) i neka je {Xt : 0 ≤ t ≤ T} standardni proces koji

ima slede�i integralni oblik

Xt =

∫ t

0
a(ω, s)ds+

∫ t

0
b(ω, s)dBs, 0 ≤ t ≤ T.

Tada va�i

f(t,Xt) = f(0,0) +

∫ t

0

∂f

∂t
(s,Xs)ds

+

∫ t

0

∂f

∂x
(s,Xs)dXs +

1

2

∫ t

0

∂2f

∂x2
(s,Xs)b

2(ω, s)ds.

Ako bismo na rezultat teoreme primenili pravila tablice mno�e�a, i
rezultat napisali u obliku stohastiqkih diferencijala, dobili bismo:

df(t,Xt) = ft(t,Xt)dt+ fx(t,Xt)dXt +
1

2
fxx(t,Xt)dXt · dXt,

xto je bio i rezultat oba primera.
Dokaz ove teoreme prati isti postupak kao i dokaz Itôve formule za

najjednostavniju klasu funkcija, stoga ga ne�emo izvoditi.
Name�e se potreba za definisa�em funkcije vixe procesa, odnosno za

jox opxtijim oblikom Itôve formule. Da bismo mogli da navedemo teo-
remu koje definixe taj oblik, moramo prvo proxiriti naxu BoxAlgebra
tablicu mno�e�a:
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· dt dB1
t dB2

t

dt 0 0 0

dB1
t 0 dt 0

dB2
t 0 0 dt

Teorema 20. (Itôva formula za dva standardna procesa) Neka je data
funkcija f ∈ C1,2(R+ × R) i neka su {Xt : 0 ≤ t ≤ T} i {Yt : 0 ≤ t ≤ T}
dva standardna procesa slede�ih integralnih oblika

Xt =

∫ t

0
a(ω, s)ds+

∫ t

0
b(ω, s)dBs,

Yt =

∫ t

0
α(ω, s)ds+

∫ t

0
β(ω, s)dBs.

Tada va�i

f(Xt, Yt) = f(0, 0) +

∫ t

0
fx(Xs, Ys)dXs +

∫ t

0
fy(Xs, Ys)dYs

+
1

2

∫ t

0
fxx(Xs, Ys)b

2(ω, s)ds

+

∫ t

0
fxy(Xs, Ys)b(ω, s)β(ω, s)ds

+
1

2

∫ t

0
fyy(Xs, Ys)β

2(ω, s)ds.

Rezultat teoreme zapisan u obliku stohastiqkih diferencijala izgleda
ovako:

df(Xt, Yt) = fx(Xt, Yt)dXt + fy(Xt, Yt)dYt

+
1

2
fxx(Xt, Yt)dXt · dXt + fxy(Xt, Yt)dXt · dYt +

1

2
fyy(Xt, Yt)dYt · dYt.

1.4 Stohastiqke diferencijalne jednaqine

1.4.1 Uvod i primeri

Skoro svi neprekidni stohastiqki procesi koji se mogu primeniti u
realnom �ivotu imaju slede�i oblik:

dXt = μ(t,Xt)dt+ σv(t,Xt)dBt, X0 = x0.

Takve stohastiqke diferencijalne jednaqine (SDJ) pru�aju veoma pogo-
dno okru�e�e za konstrukciju i analizu stohastiqkih modela. Kako se
koeficijenti jednaqine μ i σv mogu posmatrati kao mere kratkoroqnog
rasta i promen	ivosti, modelova�e ve� ima spreman postupak za kon-
strukcije procesa koji odra�avaju ponaxa�a u realnom �ivotu. SDJ
nam tako�e pru�aju vezu izme�u teorije verovatno�e i obiqnih i parci-
jalnih dife-rencijalnih jednaqina.

U da	em radu �e prvo biti predstav	ene tri specifiqne SDJ koje
imaju veliku praktiqnu primenu i bi�e prikazano nala�e�e eksplic-
itnih rexe�a ovih jednaqina, a zatim �emo navesti osnovnu teoremu o
postoja�u i jedinstvenosti rexe�a posmatrane SDJ.
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Primer 1: Geometrijsko Braunovo kreta�e

Jedna od najprirodnijih i najva�nijih SDJ data je u slede�em obliku:

dXt = μXtdt+ σvXtdBt,

gde je X0 = x0 > 0, a koeficijenti su konstante za koje va�i −∞ < μ <∞
i σv > 0. Intuicija kojom se dolazi do ove jednaqine nala�e da Xt pred-
stav	a ponaxa�e kratkoroqnog rasta i neodre�enosti, tako da se upravo
ova SDJ qesto koristi u primeni na finansijske modele. Kako nam je
ovaj izraz od ranije poznat kao Geometrijsko Braunovo kreta�e, mogli
bismo tu qi�enicu iskoristiti za �egovo rexava�e, ali �emo, ipak, do
rexe�a do�i pomo�u sistematiqnijeg pristupa. Poxto je Itôva for-
mula alat koji bismo mogli da primenimo, oqigledno je da �emo tra�iti
rexe�e jednaqine u obliku Xt = f(t, Bt). Primenom pomenute formule,
imamo:

dXt =

{
ft(t, Bt) +

1

2
fxx(t, Bt)

}
dt+ fx(t, Bt)dBt,

Sada se rexava�e SDJ svodi na tra�e�e funkcije f(t, x) koja zadovo	ava
slede�e dve jednaqine dobijene izjednaqava�em koeficijenata polazne
SDJ i prethodnog izraza:

μf(t, x) = ft(t, x) +
1

2
fxx(t, x), σvf(t, x) = fx(t, x).

Druga jednaqina se mo�e zapisati u obliku
fx
f

= σv, a rexe�e ove DJ je

dato sa f(t, x) = exp(σvx + φ(t)), gde je φ(·) proizvo	na funkcija. Kada
ovo rexe�e uvrstimo u prvu jednaqinu, vidimo da funkcija φ mora da
zadovo	ava uslov φ′(t) = μ− 1

2σv
2. Integra	e�em tog izraza i uzimaju�i

u obzir poqetni uslov X0 = x0, dobijamo rexe�e jednaqine u slede�em
obliku:

Xt = x0 exp

(
(μ− 1

2
σv

2)t+ σvBt

)
.

U ovom trenutku, ne mo�emo isk	uqiti mogu�nost da je mogu�e jox neko
rexe�e ovde SDJ, ali �emo uskoro dokazati da je navedeni rezultat jedin-
stven. Tako�e, ovo rexe�e predstav	a Geometrijsko Braunovo kreta�e i
predstav	a najxire prime�ivani proces u finansijskoj matematici i
ekonomiji.

Primer 2: Ornxtajn-Ulenbekov proces (Ornstein− Uhlenbeck)

Izjednaqava�e koeficijenata prime�eno u prethodnom primeru je
qesto veoma korisno, ali mo�e biti i potpuno neupotreb	ivo qak i za
jednostavne sluqajeve SDJ. Ovaj primer to i ilustruje, ali pokazuje i al-
ternativan naqin za rexava�e. SDJ koju �emo rexavati u ovom primeru
ima oblik:

dXt = −αXtdt+ σvdBt,

gde je X0 = x0, i gde su α i σv pozitivne konstante. Faktor pomeraja
−αXtdt u ovoj jednaqini je negativan kada je Xt > 0 odnosno pozitivan za
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Xt < 0, stoga iako �e proces uvek oscilovati na sluqajan naqin, mo�emo
oqekivati da �e se Xt uvek vra�ati ka nuli. Da	e, kako je parametar uz
dBt konstanta (za razliku od geometrijskog Braunovog kreta�a), oqeku-
jemo da Xt oscilira intezivno, qak i kada je blizu nule. Kao posledica
ovoga, tako�e oqekujemo da Xt qesto me�a znak, za razliku od geometri-
jskog Braunovog kreta�a, koje nikada ne prelazi nulu. Ovaj model je
postao poznat 1931. godine kada su dvojica fiziqara - Ornstajn i Ulen-
bek prouqavali ponaxa�e gasova odnosno brzinu pojedinaqnih molekula
gasa. Xto se tiqe primene u finansijskoj matematici, ovaj proces je
koristio Vasiqek (O.V asicek) u jednom od prvih stohastiqkih modela za
kreta�e kamatnih stopa. U toj primeni, trebalo je da odra�ava odstu-
pa�e kamatne stope u odnosu na datu fiksiranu stopu. Nama je model
zanim	iv jer iako ima jednostavno rexe�e, ono nije oblika f(t, Bt). Ako
pokuxamo da primenimo metod izjednaqava�a koeficijenata, ne�emo us-
peti da to uradimo. Ipak, postoji naqin da ovaj pristup ipak uqinimo
korisnim - jednostavno nam je potrebna xira klasa procesa u kojoj �e-
limo da vrximo izjednaqava�e. Ako posmatramo jednaqinu U-O procesa,
mo�emo posum�ati da se radi o Gausovom procesu i vode�i se ranijim
sazna�ima mo�emo potra�iti rexe�e jednaqine kao Itôv integral ne-
sluqajne funkcije. Ovo ne�e biti potpuno uspexno, ali nas razmix	a�e
u tom smeru mo�e dovesti do rexe�a. U smislu tra�e�a oblika rexe�a
O-U jednaqine, posmatrajmo procese koji su proizvod Gausovog i nesluqa-
jnog procesa, dakle i da	e Gausov proces koji ima oblik:

Xt = a(t)

{
x0 +

∫ t

0
b(s)dBs

}
,

gde su a(·) i b(·) diferencijabilne funkcije. Diferencira�em ovog
izraza dobija se:

dXt = a′(t)

{
x0 +

∫ t

0
b(s)dBs

}
dt+ a(t)b(t)dBt.

Ako pretpostavimo da je a(0) = 1 i a(t) > 0 za svako t ≥ 0, onda je Gausov
proces Xt rexe�e slede�e SDJ:

dXt =
a′(t)

a(t)
Xtdt+ a(t)b(t)dBt, X0 = x0.

Odnos izme�u dva oblika za dXt Gausovog procesa daje nam naqin za rexa-
va�e skoro svake SDJ qiji je koeficijent pomeraja linearna kombinacija
od Xt i qiji koeficijent uz dBt zavisi samo od t. Ovaj naqin �emo pri-
meniti u ovom i u slede�em primeru Braunovog mosta.

Pre�imo sada na rexava�e izjednaqava�em koeficijenata date SDJ
i prethodne jednaqine. Dobijamo dve jednostavne DJ:

a′(t)

a(t)
= −α, a(t)b(t) = σv.

Jedinstveno rexe�e prve jednaqine sa a(0) = 1 je a(t) = exp(−αt), tako da
iz druge dobijamo b(t) = σv exp(αt). Sledi da je rexe�e:

Xt = e−αt
{
x0 + σv

∫ t

0
eαsdBs

}
= x0e

−αt + σv

∫ t

0
e−α(t−s)dBs.
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Ako posmatramo rexe�e koje smo dobili, mo�emo zak	uqiti nekoliko
stvari. Prvo, vidimo da kada t → ∞, tada uticaj poqetne vrednosti x0

eksponencijalno opada. Zatim, kako je E(Xt) = x0e
−αt, vidimo da i E(Xt)

brzo te�i nuli, sa porastom t. Najzad, koriste�i Itôvu izometriju da
izraqunamo diperziju od Xt dobijamo:

V ar(Xt) = σv2
∫ t

0
e−2α(t−s)ds =

σv
2

2α

{
1− e−2αt

} t→∞−−−→ σv
2

2α
.

Kako je dBt integral nesluqajne funkcije Gausov proces, zak	uqujemo
da O-U proces eksponencijalno te�i ka normalnoj raspodeli sa oqeki-
va�em 0 i disperzijom σv

2

2α .

Primer 3: Braunov most

Posle konstrukcije i ispitiva�a nekih osobina Braunovog mosta u
poglav	u 1.1.4, zak	uqili smo da je to Gausov proces {Xt} definisan na
intervalu [0, 1] takav da Cov(Xs, Xt) = s(1 − t) za 0 ≤ s ≤ t. Tako�e smo
videli da se mo�e predstaviti u obliku Xt = Bt − tB1 za 0 ≤ t ≤ 1 i
da se mo�e posmatrati kao proces Braunovog kreta�a koji se vra�a u 0 u
vreme t = 1. Sada �emo se uveriti da nam Itôva integracija daje naqin
predstav	a�a Braunovog mosta koji nam poma�e da razumemo prirodu
procesa i razlog zbog kog se vra�a u nulu. Neka je t ∈ (0, 1) i neka je Xt

vrednost procesa u trenutku t. Postav	a se pita�e - kakav bi pomeraj ovaj
proces trebalo da ima tako da bude prisi	en da se vrati u 0 u vreme 1?
Da bi to bilo ispu�eno, proces mora iz Xt do 0 do�i za preostalo vreme
1− t, tako da pomeraj zadajemo na prirodan naqin u obliku −Xt/(1− t),
pa ako to zapixemo u obliku SDJ, imamo:

dXt = − Xt

1− t
dt+ dBt, X0 = 0.

Dokaza�emo da postoji jedinstveno rexe�e ove jednaqine kao i da
ono predstav	a proces Braunovog mosta. Primenimo metod pomenut u
prethodnom primeru:

α
′(t)

α(t)
= − 1

1− t
, a(t)b(t) = 1,

odakle nalazimo da je a(t) = 1− t i b(t) =
1

1− t
. Dakle, dobijamo rexe�e

oblika:

Xt = (1− t)
∫ t

0

1

1− s
dBs, ∀t ∈ [0, 1).

Kako smo dobili integral od nesluqajne funkcije, imamo da je proces
Gausov, a vidimo i da va�i E(Xt) = 0 za t ∈ [0, 1). Da bismo se uverili da
ovaj proces predstav	a proces Braunovog mosta, potrebno je jox odrediti
vrednost kovarijacije. Neka je 0 ≤ s ≤ t, tada imamo:

Cov(Xs, Xt) = E(XsXt) = (1− s)(1− t)E
[∫ s

0

1

1− u
dBu

∫ t

0

1

1− v
dBv

]
.
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Ako drugi integral predstavimo kao zbir dva integrala
∫ s

0 i
∫ t
s , tada iz

nezavisnosti integrala imamo:

E

[∫ s

0

1

1− u
dBu

∫ t

s

1

1− v
dBv

]
= 0,

a primenom Itôve izometrije dobijamo:

E

[(∫ s

0

1

1− u
dBu

)2
]

=

∫ s

0

1

(1− u)2
du =

s

1− s
.

Vidimo da smo doxli do oqekivanog rezultata:

Cov(Xs, Xt) = s(1− t).

1.4.2 Teorema o postoja�u i jedinstvenosti rexe�a

Teorema 21. (Postoja�e i jedinstvenost rexe�a) Neka koeficijenti

stohastiqke diferencijalne jednaqine

dXt = μ(t,Xt)dt+ σv(t,Xt)dBt, X0 = x0, 0 ≤ t ≤ T,

zadovo	avaju Lipxicov (R.Lipschitz) uslov

|μ(t, x)− μ(t, y)|2 + |σv(t, x)− σv(t, y)|2 ≤ K|x− y|2, K > 0,

i uslov restrikcije rasta:

|μ(t, x)|2 + |σv(t, x)|2 ≤ K(1 + |x|2), K > 0.

Tada postoji neprekidno adaptirano rexe�e Xt date stohastiqke dife-

rencijalne jednaqine, koje je ravnomerno ograniqeno u L2(dP ):

sup
0≤t≤T

E
(
X2

t

)
<∞.

Da	e, ako su Xt i Yt oba neprekidna i L
2-ograniqena rexe�a date SDJ ,

va�i:

P (Xt = Yt, ∀t ∈ [0, T ]) = 1.

Dokaz se mo�e prona�i u [3] str 142.-148.

1.4.3 Sistemi SDJ

Da je teorija DJ ostala ograniqena na jednu dimenziju, ne bismo imali
avione, radio, televiziju, navo�e�e raketa, itd. Na sre�u, ona se proxir-
ila na sisteme jednaqina, a isto tvr�e�e prirodno va�i i za stohastiqke
DJ. Kako bi obele�ava�e ostalo pribli�no isto onom iz jedne dimen-
zije, sisteme SDJ qesto zapisujemo u obliku:

d ~Xt = ~μ(t, ~Xt)dt+ σv(t, ~Xt)d ~Bt, ~X0 = ~x0,

gde su
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~μ(t, ~Xt) =


μ1

μ2
...
μd

 , d ~Bt =


d ~B1

t

d ~B2
t

...

d ~Bd
t

 , σv(t, ~Xt) =


σv11 σv12 . . . σv1d
σv21 σv22 . . . σv2d
...

...
. . .

...
σvd1 σvd2 . . . σvdd

 ,

gde zbog skra�enog zapisa koristimo σvij = σvij(t, ~Xt) i μi = μi(t,X(t)).

Osnovna teorema o jedinstvenosti i postoja�u rexe�a SDJ proxiruje
se i na sistem SDJ bez bitnijih promena.

Primer: Braunovo kreta�e po kru�nici

Neka su Xt = cos(Bt) i Yt = sin(Bt). Tada je dvodimenzionalni proces
(Xt, Yt) poznat kao Braunovo kreta�e po kru�nici. Sistem SDJ koji se
odnosi na ovaj proces, dat je sa:

dXt = − sin(Bt)dBt −
1

2
cos(Bt)dt = −YtdBt −

1

2
Xtdt

dYt = cos(Bt)dBt −
1

2
sin(Bt)dt = XtdBt −

1

2
Ytdt,

ili u matriqnom obliku:

d

[
Xt

Yy

]
= −1

2

[
Xt

Yy

]
dt+

[
−Yt 0
Xy 0

] [
dB1

t

dB2
t

]
.

Vidimo da u ovom primeru drugo Braunovo kreta�e nema veliku ulogu
u procesu. Razlog je to xto je Braunovo kreta�e po krugu praktiqno
jednodimenzioni proces koji se odvija u R2.
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Glava 2

Primena SDJ u

finansijskoj matematici

2.1 Finansijski derivati - opcije

2.1.1 Definicija, elementi i vrste opcija

U ovom poglav	u �emo navesti osnovne pojmove iz finansijske mate-
matike na koje �emo primeniti dosadax�a tvr�e�a iz oblasti sluqajnih
procesa. Objasni�emo i �ihove osobine koje �e nam biti od koristi u
da	em radu.

Portfolio je kolekcija vrednosnih papira koje neko poseduje. Nije
ispravno re�i da je portfolio skup vrednosnih papira, jer neko mo�e
da poseduje vixe istih vrednosnih papira. Vrednost portfolija je li-
nearna kombinacija vrednosti pojedinaqnih vrednosnih papira. Finan-
sijski derivati su vrednosni papiri qija vrednost zavisi od vrednosti
nekih drugih vrednosnih papira koje �emo zvati podloga (na engleskom
underlying asset). Najpoznatija vrsta finansijskih derivata su opcije,
a najzastup	enija podloga su akcije. Akcenat naxe primene SDJ bi�e
na odre�iva�u modela koji se odnosi na vrednost opcija, pa �emo u tom
smislu navesti osnovne vrste opcija i �ihove osobine.

Definicija 15. Opcija je finansijski ugovor kojim se stiqe pravo,
ali ne i obaveza da se kupi ili proda podloga (akcija), pod dogovorenim
uslovima.

Uslovi na kojima se zasniva ugovor su:

• ugovorena cena (cena po isteku ili na dospe�u) vrednosnog papira
na koji se opcije odnose,

• ugovoreno vreme do isteka opcije.

U odnosu na to da li se opcija odnosi na kupovinu ili prodaju vrednosnog
papira, razlikujemo dve vrste opcija:

• kol opcija (call option) - daje pravo ali ne i obavezu kupovine vred-
nosnog papira po unapred dogovorenoj ceni K,

29
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• put opcija (put option) - daje pravo ali ne i obavezu prodaje vred-
nosnog papira po unapred dogovorenoj ceni K.

U odnosu na mogu�e vreme izvrxe�a opcije, tako�e postoji osnovna podela
na dve vrste:

• evropske - mogu se aktivirati samo u ugovoreno vreme T ,

• ameriqke - mogu se aktivirati u bilo kom trenutku do ugovorenog
vremena T , kao i u samo vreme T ,

Opcije koje nisu klasiqne put i kol nazivaju se egzotiqne opcije. Osoba
koja prodaje opciju se na engleskom naziva ”the writter” i za �u se ka�e
da je u kratkoj poziciji (short position), dok se osoba koja kupuje opciju
naziva ”the holder” i za �u se ka�e da je u dugoj poziciji (long position).
Rizici pri sklapa�u ugovora su razliqiti u zavisnosti od pozicije -
kupac (holder) rizikuje samo ono xto je platio za opciju, dok prodavac
(writter) mo�e imati mnogo ve�i gubitak (jer je prinu�en da kupi ili
proda akciju na osnovu ugovora, bez obzira na �enu trenutnu vrednost).
Za opcije koje donose dobitak ako se aktiviraju ka�emo da su "u novcu"
(in the money), a za one koje nisu isplative ka�emo da su "van novca"
(out of money). Ako je opcija na granici isplativosti, onda je "na novcu"
(on the money).

Navedimo sada uobiqajene oznake pomenutih i nekih novih pojmova koje
�emo koristiti da	e u radu kada je req o opcijama:

• S0 - sadax�a cena akcije

• K - ugovorena cena akcije (strike price, exercise price)

• T - vreme do isteka opcije (time to maturity, strike time, exercise time)

• ST - cena akcije na isteku opcije

• St - cena akcije u trenutku t, 0 ≤ t ≤ T

• r > 0 - kamatna stopa koja se neprekidno obraqunava

• c - vrednost jedne evropske kol opcije

• p - vrednost jedne evropske put opcije

• C - vrednost jedne ameriqke kol opcije

• P - vrednost jedne ameriqke put opcije

• D - dividenda

• σv - volatilnost akcije (vrednosnog papira)
Tako�e, napomenimo da u preostalom delu rada podrazumevamo slede�e:

• Ne postoje troxkovi novqanih transakcija;

• Sve podle�e istoj kamatnoj stopi;

• Pozajmice i ulozi u banku imaju istu kamatnu stopu, i uvek mo�emo
da kupimo ili prodamo akciju ili opciju koju �elimo po tr�ixnoj
ceni;

• Ne postoji arbitra�a, tj. prav	e�e sigurnog profita bez rizika.
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2.1.2 Osobine i vrednost opcija

U ovom poglav	u �emo se baviti pojmom vrednosti opcija u trenutku
isteka opcije, faktorima koji utiqu na cenu opcija kao i granicama za
cene opcija, u sluqaju bez ili sa dividendama. Poqe�emo od vrednosti
evropskih opcija. Ako va�e uvedena notacija i pretpostavke, odredimo:

Vrednost evropske kol opcije u trenutku isteka T

U trenutku T razlikujemo dva mogu�a sluqaja. Ako je ST < K, vred-
nost opcije je nula, jer nije isplativo kupiti opciju za dogovorenu cenu
K ako je tr�ixna cena ST ni�a i tada je kupac opcije van novca. Ako,
pak, va�i obrnuto, K < ST , tada se isplati kupiti opciju po dogov-
orenoj ceni, jer je onda mo�emo prodati po tr�ixnoj ceni koja je vixa i
time ostvariti dobit od ST −K, odnosno kupac je u novcu. Odavde sledi
da je vrednost evropske kol opcije c u trenutku isteka T data slede�im
izrazom:

c = max{ST −K, 0}.

Na slede�im graficima prikazane su duga i kratka pozicija za evropsku
kol opciju:

Vrednost evropske put opcije u trenutku isteka T

U sluqaju put opcije, tako�e imamo dva sluqaja u trenutku T , ali
vrednost se raquna na suprotan naqin. Naime, ako je ST > K, nije is-
plativo prodavati akciju po ugovorenoj ceni K jer je tr�ixna vrednost
ve�a od ugovorene, pa je i vrednost put opcije jednaka nuli, odnosno van
novca smo. U sluqaju kada je K > ST , isplativo je prodati akciju po
ugovorenoj ceni K, koja je ve�a od tr�ixne, dakle vrednost put opcije
jednaka je dobiti koja mo�e biti ostvarena K−ST , tj. u novcu smo. Stoga
imamo:

p = max{K − ST , 0}.

Isti rezultat prikazan grafikom u odnosu na dugu i kratku poziciju:
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Sa datih grafika se mo�e zak	uqiti da je za onoga ko je prodao kol
opciju potencijalni gubitak neograniqen, dok je za onoga ko proda put
opciju, potencijalni gubitak ograniqen.

Faktori koji utiqu na vrednost opcija

U slede�oj tabeli su predstav	eni faktori koji utiqu na vrednost
opcija:

Faktor Evropska kol Evropska put Ameriqka kol Ameriqka put

Poqetna cena akcije + - + -
Ugovorena cena - + - +

Vreme do isteka opcije ? ? + +
Volatilnost + + + +
Kamatna stopa + - + -
Dividende - + - +

Prva dva faktora smo ve� objasnili, a sada �emo dati kratko objax�e�e
i za preostala qetiri:

• Vreme do isteka opcije - Kod ameriqkih i put i kol opcija, vlasnik
opcije koja ima du�i rok traja�a ima sve beneficije kao i vlasnik
opcije koja �e iste�i ranije, s tim xto ima i dodatno vreme u kom
mo�e aktivirati opciju, odakle sledi da vrednost opcije raste sa
porastom vremena. Kod evropskih opcija, to nije uvek sluqaj.

• Volatilnost akcije - Ovaj faktor predstav	a meru neodre�enosti
u budu�em kreta�u vrednosti akcija, stoga je logiqno da kako raste
volatilnost, raste i vrednost opcije, jer se pove�ava mogu�nost da
se vrednost akcije promeni.

• Kamatna stopa - Ovde �emo posmatrati izolovano dejstvo kamatne
stope na vrednost opcije, odnosno da ostali prametri ostaju ne-
prome�eni dok se kamatna stopa me�a, iako je u realnosti ta situ-
acija nemogu�a. Kada kamatne stope rastu, oqekivana dobit od
akcije tako�e raste. Me�utim, opada sadax�a vrednost bilo kog
budu�eg toka novca koji �e vlasnik opcije dobiti. Kombinovani
uticaj ova dva efekta utiqe na sma�e�e vrednosti put opcija i
pove�a�e vrednosti kol opcija.

• Dividende - one utiqu na sma�e�e cene akcije, stoga utiqu i na
porast vrednosti put opcija, odnosno pad vrednosti kol opcija.
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Put-kol paritet

Put-kol paritet je veza izme�u vrednosti evropskih put i kol op-
cija koje imaju istu ugovorenu cenu, vreme do dospe�a i podlogu (ak-
ciju). Iz te veze sledi da ako su poznati gorenavedeni parametri, ka-
matna stopa, poqetna i ugovorena cena akcije, znaju�i vrednost jedne od
opcija, mo�emo izraqunati i vrednost druge. U tom smislu �emo navesti
dve teoreme, u zavisnosti od toga da li je req o opcijama sa dividendama
ili ne.

Teorema 22. (Put-kol paritet za evropske opcije bez dividendi) Za

evropske put i kol opcije bez dividendi, koje imaju istu ugovorenu cenu,

odnose se na istu akciju, imaju istu kamatnu stopu i vreme do dospe�a,

va�i put-kol paritet:

c+Ke−rT = p+ S0.

Dokaz. Posmatra�emo dva portfolia A i B:

- Portfolio A: 1 kol opcija i kex u iznosu od Ke−rT ,

- Portfolio B: 1 put opcija i 1 akcija na koju se ta opcija odnosi.

Prvo �emo izraqunati vrednost portfolia A - iznos Ke−rT ulo�en
u banku tokom intervala du�ine T poraste do K. Tako�e, ako na isteku
intervala va�i ST ≥ K, aktivira�e se opcija da se kupi akcija po ceni
K, a akcija vredi ST , dakle ceo portfolio vredi ST u trenutku T . Ako
je pak na isteku opcije ST < K, kol opcija je bezvredna i ne aktivira
se, pa ceo portfolio vredi K. Dakle, u trenutku T , portfolio A vredi
max(ST ,K). Xto se tiqe vrednosti portfolia B - ako je na isteku inter-
vala ST < K, aktivira se put opcija iz portfolia B i prodaje se jedna
akcija po ceni od K. U tom sluqaju, vrednost portfolia je K. A ako je
ST > K, put opcija je bezvredna, pa je vrednost portfolia u tom sluqaju
jednaka ST . Stoga, i portfolio B u trenutku T vredi max(ST ,K). Iz
qi�enice da u trenutku T oba portfolia imaju jednake vrednosti i iz
zadate pretpostavke da ne postoji mogu�nost arbitra�e, zak	uqujemo da
dva portfolia A i B imaju iste vrednosti i u poqetnom trenutku, qime
je dokaz teoreme zavrxen.

Teorema 23. (Put-kol paritet za evropske opcije sa dividendom) Za

evropske put i kol opcije sa dividendom, koje imaju istu ugovorenu cenu,

odnose se na istu akciju, imaju istu kamatu i vreme dospe�a, va�i

put-kol paritet:

c+D +Ke−rT = p+ S0.

Dokaz. Razmotri�emo dva portfolia kao i u dokazu prethodne teoreme:

- Portfolio A: 1 kol opcija i kex u iznosu od D +Ke−rT ,

- Portfolio B: 1 put opcija i 1 akcija na koju se ta opcija odnosi.

Ako trenutku T va�i ST ≥ K vrednost portfolia A jednaka je ST −K +
(D + Ke−rT )erT = ST + Dert. A ako je ST < K, vrednost portfolia A je
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(D + Ke−rT )erT = K + Dert. Xto se tiqe portfolia B, ako je ST ≥ K,
put opcija je bezvredna, pa je vrednost portfolia B jednaka ST + Dert.
A ako je ST < K, vrednost portfolia je K − ST + ST +Dert = K +Dert.
Vidimo da u trenutku dospe�a, oba portfolia imaju istu vrednost, pa
odatle sledi da imaju istu vrednost i u poqetnom trenutku.

Granice za vrednosti opcija

Sada �emo bez dokaza navesti neka bitna tvr�e�a u vezi sa vrednos-
tima evropskih i ameriqkih opcija (sa i bez dividendi). Dokazi datih
nejednakosti se mogu na�i u [4].

• Ni ameriqka, ni evropska kol opcija ne mogu da vrede vixe nego
odgovaraju�a akcija, odnosno C ≤ S0, c ≤ S0;

• Ni ameriqka, ni evropska put opcija ne mogu da vrede vixe od ugov-
orene cene K, tj. P ≤ K, p ≤ K;

• Za evropske kol opcije bez dividendi, do�a granica je data izrazom

c ≥ S0 −Ke−rT ;

• Za evropske put opcije bez dividendi, do�a granica je data izrazom

p ≥ Ke−rT − S0;

• Za evropske kol opcije sa dividendom, do�a granica je data izrazom

c ≥ S0 −D −Ke−rT ;

• Za evropske put opcije sa dividendom, do�a granica je data izrazom

p ≥ D +Ke−rT − S0;

• Kol opciju ameriqkog tipa bez dividendi, nikada ne treba aktivi-
rati pre vremena isteka;

• Va�e slede�e nejednakosti za ameriqke opcije bez dividendi:

S0 −K ≤ C − P ≤ S0 −Ke−rT ;

• Va�e slede�e nejednakosti za ameriqke opcija sa dividendom:

S0 −D −K ≤ C − P ≤ S0 −Ke−rT .

Motiv

K	uqno pita�e koje sledi iz svih navedenih osobina opcija jeste - koliko
kupac opcije treba da plati za opciju? Drugim reqima, kako precizno
izraqunati fer cenu vrednosti opcije? Odgovor na ovo pita�e u sluqaju
evropskih put i kol opcija �e dati upravo teorija stohastiqkih difer-
encijalnih jednaqina i to pomo�u poznatog Blek-Xolc (Black−Scholes)
modela.
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2.2 Primena Blek-Xolcovog modela na izraqu-

nava�e vrednosti evropskih opcija

2.2.1 Blek-Xolcova PDJ

Pre nego xto pre�emo na tvr�e�e kojim �emo do�i do eksplicitnog
izraza za cenu evropskih put i kol opcija, u ovom poglav	u �emo navesti
potrebne pretpostavke i do�i do oblika parcijalne diferencijalne jed-
naqine qije je eksplicitno rexe�e odgovor na naxe pita�e. Neke od
pretpostavki smo ve� navodili, ali �emo ih ipak ponoviti. Dakle, pret-
postavimo da va�i slede�e:

• Kreta�e cene akcije prati geometrijsko Braunovo kreta�e dato
izrazom

dS(t) = μS(t)dt+ σvS(t)dB(t); (2.1)

• Bezriziqna kamatna stopa r i mera neodre�enosti (volatilnost) ak-
cije σv su konstante poznate tokom celog traja�a opcije;

• Ne postoje troxkovi novqanih transakcija;

• Ne postoje dividende na datu akciju tokom celog traja�a opcije;

• Arbitra�a nije mogu�a;

• Kupovina ili prodaja akcija je uvek mogu�a;

• 'Kratko prodava�e' (short selling) je mogu�e i opcije su de	ive.

Pretpostavimo sada da imamo kol ili put opciju qija vrednost V (S, t)
zavisi samo od S(t) = S i t. Prime�uju�i Itôvu formulu, dobijamo:

dV (S, t) =

(
∂V (S, t)

∂t
+ μS

∂V (S, t)

∂S
+

1

2
σv

2S2∂
2V (S, t)

∂S2

)
dt+σvS

∂V (S, t)

∂S
dB(t).

(2.2)
Dobijeni izraz predstav	a SDJ za vrednost opcije V . Primetimo da je
neophodna pretpostavka da V ima neprekidan drugi izvod po S i prvi po
t.
Konstruiximo sada portfolio koji �e se sastojati od jedne opcije i od
−∆ akcija koje �e biti podloga za tu opciju. ∆ predstav	a broj, koji za
sada nije odre�en. Vrednost portfolia data je slede�im izrazom:

Π(S, t) = V (S, t)−∆S. (2.3)

Promena vrednosti ovog portfolia u jednoj jedinici vremena iznosi:

dΠ(S, t) = dV (S, t)−∆dS.

Prime�ujemo da je ovde ∆ fiksirano, jer da nije tako, izraz dΠ bi
sadr�ao i komponentu d∆. Objedi�avaju�i izraze (2.1), (2.2) i (2.3) u
jedan, nalazimo da je Π Itôv proces, oblika slede�eg stohastiqkog dife-
rencijala:

dΠ(S, t) =

(
∂V (S, t)

∂t
+ μS

∂V (S, t)

∂S
+

1

2
σv

2S2∂
2V (S, t)

∂S2
− μ∆S

)
dt

+ σvS

(
∂V (S, t)

∂S
−∆

)
dB(t).

(2.4)
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Kako bismo uklonili sluqajan faktorB(t) iz dobijene jednakosti, defini-
sa�emo:

∆ =
∂V (S, t)

∂S
, (2.5)

dobijaju�i time portfolio qija je promena u vremenu potpuno nesluqajna,
odnosno odre�ena izrazom:

dΠ(S, t) =

(
∂V (S, t)

∂t
+

1

2
σv

2S2∂
2V (S, t)

∂S2

)
dt. (2.6)

Iskoristi�emo sada pretpostavke iz finansijske matematike o neposto-
ja�u arbitra�e i zakonu ponude i potra��e, sa pretpostavkom da troxko-
vi transakcija ne postoje. Kada bismo svotu Π ulo�ili u bezriziqne
vrednosne papire, suma bi za vreme dt porasla za rΠdt. Ako bi desna
strana jednakosti (2.6) bila ve�a od ovog iznosa, mogao bi se ostvariti
bezriziqni profit pozajm	iva�em sume Π i ulaga�em u ovaj portfolio.
Dobit portfolia bi bila ve�a od troxka pozajm	iva�a. Obrnuto, ako bi
desna strana izraza (2.6) bila ma�a nego rΠdt, tada bi se moglo iz port-
folia uzeti iznos Π i ulo�iti u banku, opet ostvaruju�i bezriziqan
profit. Stoga mo�emo zak	uqiti da je u smislu izbegava�e arbitra�e
i ostvariva�a bezriziqnog profita, neophodno da va�i:

rΠ(S, t)dt =

(
∂V (S, t)

∂t
+

1

2
σv

2S2∂
2V (S, t)

∂S2

)
dt. (2.7)

Zamenom jednakosti (2.3) i (2.5) u (2.7) i de	e�em celog izraza sa dt,
dobijamo:

∂V (S, t)

∂t
+

1

2
σv

2S2∂
2V (S, t)

∂S2
+ rS

∂V (S, t)

∂S
− rV (S, t) = 0. (2.8)

Izraz (2.8) predstav	a parcijalnu diferencijalnu jednaqinu (PDJ) Blek-
-Xolca. Pre nego xto nastavimo da	e, primetimo da izraz (2.8) ne
sadr�i parametar rasta μ. Jedini prametar iz izraza za cenu akcije
(2.1) koji utiqe na cenu opcije jeste volatilnost σv. Posledica ovoga je
da se procene za μ dveju osoba mogu razlikovati, a da se one opak mogu
slo�iti oko cene opcije.
Parcijalna diferencijalna jednaqina Blek-Xolca ne�e imati jedin-
stveno rexe�e ako ne uzmemo u obzir posled�i uslov. Ako je req o evrop-
skim kol opcijama, qija je vrednost obele�ena sa c(S, t) umesto V (S, t), sa
ugovorenom cenom K i vremenom isteka T , posled�i uslov za PDJ jeste
izraz koji smo ve� dokazali:

c(S, T ) = max(S −K, 0). (2.9)

U sluqaju evropske put opcije uz obele�ava�e vrednosti opcije sa p(S, t)
umesto V (S, t), ovaj posled�i uslov ima oblik:

p(S, T ) = max(K − S, 0). (2.10)
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2.2.2 Formula Blek-Xolca

U prethodnom poglav	u smo pokazali da ako kreta�e cene akcije prati
geometrijsko Braunovo kreta�e (2.1), tada vrednost evropske kol opcije
c(S, t) na akcije S u vremenu t zadovo	ava PDJ Blek-Xolca (2.8) za S > 0
i t ∈ [0, T ], gde je r bezriziqna kamatna stopa, a σv predstav	a neodred-
jenost odnosno volatilnost. Da	e, vrednost u vremenu isteka T pred-
stav	a posled�i uslov. Da bismo doxli do eksplicitnog izraza vred-
nosti evropske kol opcije, potrebno je da reximo PDJ (2.8) sa uslovom
(2.9).

Teorema 24. (Formula Blek-Xolca za evropske kol opcije) Ekspli-

citno rexe�e PDJ (2.8) dato je sa

c(S, t) = SN(d1)−Ke−r(T−t)N(d2), (2.11)

gde je N funkcija gustine standardne normalne raspodele

N(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e
−

1

2
z2

dz,

a koeficijenti d1 i d2 su dati sa

d1 =
log(

S

K
) + (r +

1

2
σv

2)(T − t)

σv
√
T − t

,

i

d2 =
log(

S

K
) + (r − 1

2
σv

2)(T − t)

σv
√
T − t

.

Dokaz. Neka su dati S > 0 i t ∈ [0, T ]. Zadajmo SDJ na slede�i naqin:

dx(u) = rx(u)du+ σvx(u)dB(u), t ≤ u ≤ T, (2.12)

sa poqetnom vrednosti x(t) = S za u = t. U poglav	u 1.4 smo ve� navodili
ovaj oblik SDJ, pokazuju�i tada da on ima eksplicitno rexe�e, i da je
ono oblika:

x(T ) = S exp

[(
r − 1

2
σv

2

)
(T − t) + σv(B(T )−B(t))

]
. (2.13)

Definiximo sada C2,1-funkciju

V (x, u) = c(x, u)er(T−u), (x, u) ∈ (0,∞)× [t, T ],

gde funkcija c(x, u) zadovo	ava PDJ Blek-Xolca (2.8):

∂c

∂u
+

1

2
σv

2x2 ∂
2c

∂x2
+ rx

∂c

∂x
− rc = 0. (2.14)

Izraqunajmo

∂V

∂u
=

(
∂c

∂u
− rc

)
er(T−u),

∂V

∂x
=
∂c

∂x
er(T−u),

∂2V

∂x2
=
∂2c

∂x2
er(T−u).
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Koriste�i Itôvu formulu, dobijamo:

dV (x(u), u) =

[
∂V (x(u), u)

∂u
+
∂V (x(u), u)

∂x
rx(u) +

1

2

∂2V (x(u), u)

∂x2
σv

2x2(u)

]
du

+
∂V (x(u), u)

∂x
σvx(u)dB(u)

= er(T−u)[
∂c(x(u), u)

∂u
− rc(x(u), u) + rx(u)

∂V (x(u), u)

∂x

+
1

2
σv

2x2(u)
∂2V (x(u), u)

∂x2
]du

+ σvx(u)e
r(T−u)

∂c(x(u), u)

∂x dB(u).

(2.15)

Prime�uju�i jednakost (2.14), vidimo da va�i

dV (x(u), u) =
∂V (x(u), u)

∂x
σvx(u)dB(u).

Integra	e�em obe strane u granicama od t do T , nalazimo:

V (x(T ), T )− V (x(t), t) =

∫ T

t

∂V (x(u), u)

∂x
σvx(u)dB(u).

Prime�uju�i matematiqko oqekiva�e na levu i desnu stranu i koriste�i
svojstva Itôvog integrala, dobijamo:

EV (x(T ), T )− EV (x(t), t) = 0.

Primetimo da va�i:

V (x(T ), T ) = c(x(T ), T ) = max{x(T )−K, 0},

i

V (x(t), t) = c(x(t), t)er(T−t) = c(S, t)er(T−t).

Odatle,

E [max(x(T )−K, 0)]− c(S, t)er(T−t) = 0,

odnosno,

c(S, t) = e−r(T−t)E [max{x(T )−K, 0}] .

Iz rezultata u prethodnom delu rada, odnosno iz jednakosti (2.13) imamo:

log(x(T )) = logS +

(
r − 1

2
σv

2

)
(T − t) + σv(B(T )−B(t)) ∼ N(μ̂, σ̂v2),

gde je

μ̂ = log(S) +

(
r − 1

2
σv

2

)
(T − t), σ̂v = σv

√
T − t.

Stoga,

Z :=
log(x(T ))− μ̂

σ̂v
∼ N(0, 1)
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odakle je
x(T ) = eμ̂+σ̂vZ .

Da	e, ako je x(T )−K ≥ 0, tada eμ̂+σ̂vZ ≥ K, odnosno

Z ≥ log(K)− μ̂
σ̂v

.

Tada

E [max{x(T )−K, 0}] = E
[
max{eμ̂+σ̂vZ −K, 0}

]
=

∫ ∞
log(K)−μ̂

σ̂v

(
eμ̂+σ̂vz −K

) 1√
2π
e−

1
2
z2dz.

Raqunaju�i dobijamo

log(K)− μ̂
σ̂v

=
log(K)− log(S)−

(
r − 1

2σv
2
)

(T − t)
σv
√
T − t

=
log(S/K) +

(
r − 1

2σv
2
)

(T − t)
σv
√
T − t

= −d2.

pa je

E [max{x(T )−K, 0}] =
1√
2π

∫ ∞
−d2

(
eμ̂+σ̂vz −K

)
e−

1
2
z2dz

=
1√
2π

∫ ∞
−d2

eμ̂+σ̂vz−
1
2
z2dz − K√

2π

∫ ∞
−d2

e−
1
2
z2dz.

(2.16)

Ali,
K√
2π

∫ ∞
−d2

e−
1
2
z2dz =

K√
2π

∫ d2

−∞
e−

1
2
z2dz = N(d2), (2.17)

dok je

1√
2π

∫ ∞
−d2

eμ̂+σ̂vZ−
1
2
z2dz =

1√
2π

∫ ∞
−d2

eμ̂+
1
2
σ̂v
2− 1

2
(z−σ̂v)2dz

=
eμ̂+

1
2
σ̂v
2

√
2π

∫ ∞
−d2

e−
1
2

(z−σ̂v)2dz =
eμ̂+

1
2
σ̂v
2

√
2π

∫ ∞
−(d2+σ̂v)

e−
1
2
x2
dx

=
eμ̂+

1
2
σ̂v
2

√
2π

∫ d2+σ̂v

−∞
e−

1
2
x2
dx =

eμ̂+
1
2
σ̂v
2

√
2π

N(d2 + σ̂v)

=
eμ̂+

1
2
σ̂v
2

√
2π

N(d1),

(2.18)

jer je d2 + σ̂v = d1. Kada stavimo (2.17) i (2.18) u (2.16) dobijamo:

E [max{x(T )−K, 0}] =
eμ̂+

1
2
σ̂v
2

√
2π

N(d1)−KN(d2).

Zamenom u (2.15) imamo:

c(S, t) = e−r(T−t)
(
eμ̂+

1
2
σ̂v
2

N(d1)−KN(d2)
)

= N(d1) exp

[
−r(T − t) + log(S) + (r − 1

2
σv

2)(T − t) +
1

2
σv

2(T − t)
]

−Ke−r(T−t)N(d2)

= SN(d1)−Ke−r(T−t)N(d2).
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Sada kada imamo formulu za izraqunava�e vrednosti evropske kol op-
cije, lako mo�emo dobiti odgovaraju�u formulu za cenu evropske put
opcije. Neka je p(S, t) vrednost evropske put opcije koja se odnosi na
akciju S u vremenu t. Vrednost ove opcije u vreme isteka dato je for-
mulom p(S, t) = max(K − S, 0). Ako primenimo put-kol paritet, dobijamo
slede�i izraz:

p(S, t) = Ke−r(T−t) + c(S, t)− S.

Kada stavimo taj izraz u (2.11) dobijamo:

p(S, t) = Ke−r(T−t) + SN(d1)−Ke−r(T−t)N(d2)− S
= Ke−r(T−t)N(−d2)− SN(−d1).

Isti zak	uqak formulisan je u vidu slede�e teoreme:

Teorema 25. (Formula Blek-Xolca za evropske put opcije) Vrednost
evropske put opcije koja se odnosi na akciju S u vreme t data je slede�im
izrazom:

p(S, t) = KN(−d2)e−r(T−t) − SN(−d1),

gde koeficijenti d1 i d2 imaju isti oblik kao i pre.
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Zak	uqak

Ci	 ovog rada bio je uvo�e�e stohastiqkih diferencijalnih jed-
naqina uz definisa�e svih potrebnih elemenata i izvo�e�e modela Blek-
Xolca kroz primenu �ihovih svojstava.

Predmet obrade rada bio je pode	en u dve celine.

Prvi i ve�i deo rada qinili su elementi potrebni za konstrukciju
stohastiqkih diferencijalnih jednaqina. Na poqetku smo naveli naveli
definiciju Braunovog kreta�a, �egove oblike, kao i osobine koje smo
kasnije koristili, a zatim smo uveli i objasnili pojam martingala.
Koriste�i te elemente, definisali smo stohastiqki integral, a potom
izveli i Itôvu formulu, prvo za najjednostavniji, a zatim i za slo�enije
sluqajeve. Tada smo imali sve xto je potrebno za definisa�e stohas-
tiqkih diferencijalnih jednaqina. �ihovo predstav	a�e postigli smo
kroz primere koji su najvixe u vezi sa onim na xta smo �eleli da ih
primenimo u ovom radu.

U drugom delu rada uvedeni su pojmovi iz finansijske matematike na
koje smo primenili stohastiqke diferencijalne jednaqine. Potom smo
objasnili xta su opcije, koje vrste opcija postoje, koji su elementi op-
cija i od qega zavise, kako se odre�uje �ihova vrednost u zavisnosti od
razliqitih parametara, a zatim je predstav	ena Blek-Xolcova parci-
jalna diferencijalna jednaqina, pomo�u koje smo izveli formulu Blek-
Xolca za odre�iva�e vrednosti evropskih opcija. Pomenutu formulu
smo i dokazali, uz primenu svojstava stohastiqkih diferencijalnih jed-
naqina.
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