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IIpearosop

IInp oBOT paga je da ce YyIMO3HAMO Ca OCHOBAMA TEOPHUjE CTOXACTUIKUX
judepeHImjainux jeHaYnHa, 9ija je MpUMeHa y MHOTMM HAy4YHUM IpaHaMa,
nocraga HemsbexkHa. HamomeHnmo ma je pUHAHCH]CKA MATEMATHKA JeJIHA O
obmactu rme je o3bmspam pasn memoryh 6e3 mo3maBama u ymorpebe cToxac-
TUYKUX JUPEepEeHITHjATHAX jeTHATHHA.

SHAMO Jla IIPU MOJIEJIMPAaky MHOIMX NPUPOIAHUX 10jaBa obuune judep-
eHIWjaJIHEe jeIHAYWHE TMPEICTaBI/bajy BeoMa mobap asmar. Pazmor ymnorpebe
JuepeHIjaIHuX jeJHAUNHA, JIeXKU Y UUBEHUIN A TPOMEHA MOCMATPAaHEe
Momenupane mojase y Hajsehem O6pojy ciydajeBa 3aBUCH O MPOMEHE HEKE
JIpyTe IPUPOJIHE BEJIMIUHE, a CAM U3BOJI IPEJICTABIbA, BEJIUIUHY TpoMeHe (DYHK-
1Hje y 3aBUCHOCTHU O] FheHOT MapaMeTpa.

Kox oBakBor momenmpama, mpobjaeM KOju MOXKe HACTATH je JIa PelleHmhe
obuune mudepeHirjasHe jeHAYMHE [OYHE /@ IONPUMA HEKE CJIy4YajHe OC-
obure, OJIHOCHO Ja BpeaHocT (PyHKIWje HUje JETePMUHUCTUYIKHA OmpeheHa y
CBaKOj TAYKY, Beh MOXKe y3UMATH CJIy4dajHE BPEIHOCTH, IITO y CTBAPY 3HAYH JIA
je Ta dyHKIMja jeiHa cirydajHa mpoMensbuBa. Bujmmo, nakie, na y nocrojehn
MMOYETHU JETEPMUHUCTHIKHU MPOHIEM MOPAMO YOAIUTH U CIYUajHY BEJIUIUHY,
ma he Tako mobujena jeqHAYHHA y CTBAPU OUTH CTOXACTUIKA Au(DEPEHIIN]AJTHA
jeJIHAYNHA, & BHEHO PEIEHe CTOXACTHIKY IIPOIIEC.

WréBu upouecu cy periema CTOXACTUYKUX MUPEPEHITN]ATHIX jEIHATUHA,
KOJT, KOJUX j€ CTOXaCTUIKA KOMIIOHEHTa, H6a3mpaHa Ha Mmporecy bpayHoBOT Kpe-
Tama. OBU TpoIecu UMajy MHOTOOPOjHE MpPUMEHE y pa3HuM obJiacTuMa, a y
HOBUje BpeMe moceOHO je JOMWHAHTHA MPUMEHA Yy MOASJIUPAILY IeHa (puHaAH-
CHUjCKUX WHCTPYMEHATa (IIpe/IMeTa TPrOBUHE HA (DUHAHCH]CKUM TPXKHUIITHAMA,).
Koedumnujent xkojum ce muoxu audepennujan bpaynosor kperama y MOmeay
NroBor nporieca y pruMeHaMa, ce HA3UBa BOJIATHIJIHOCT, U MHTEPIPETHPA, Ce KA
Mepa HEM3BECHOCTH, OJTHOCHO PU3MKA y KOHTEKCTY IpuMeHe y (hbUHAHCHjaMA.
OgBo je ocuoBHa ujieja Koja he y pajy 6utu nerasbHO paspaleHna.
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I'maBa 1

CroxacTuuke
andepeHnjajiHe je gHauYnHe

1.1 DbpayHoBO KpeTame

1.1.1 dedunuruja u cBojctBa bpayHoBor Kpetama

Cuyuajru (CTOXaCTUYKM) TPOIEC je ONIITH NMOjaM 33 OMJIO KOjy KOJIEKIU]y
cayuajunx nmpomensbueux { X ()} Koje 3aBuce ox BpemeHa t, KOje MOXKe OUTH
JUCKPETHO WJIM HEMPEKUIHO. BPemHoCT CiaydajHe MPOMEHJbUBE y TPEHYTKY ¢
ce oznagaBa X; wian X (t). OBUM IPOIECHMA CE€ MOTY OIUCATH KPETAabha, MEHA,
06Be3HUIIA, KPeTAaha, YECTHUIR Y TPUPOIU U MHOTHU JAPYTHU TPOTIIECH.

Taxko je 1828. rogmne 6otanmuap Bpayu (R.Brown) omucao kperame gec-
THTIA TIOJIEHA TIOTOTUheHUX y TedHoCcT. OH je MPUMeTHO J1a Ce Cy Ce TeCTHUIe
KpeTaJie Ha HACyMHYaH HaduH. lIpBa 6buTHUja nmpumena bpayHoBor Kperama
jaBmia ce moueTrkoM 20. BeKa ¥ TO OJ CTPAHE IBOjUIE HAYYHWKA - Darmesnea
(L.Bachelier) u Ajumrajua (A.Einstein). Bamesme ce 6aBro KBAaHTHTATHBHAM
MeTojaMa y (PUHAHCHjaMa, U KEJIe0 je JIa MOJEJNPA KPETAmhEe IEHE aKIHje y
cB0joj mokropckoj Te3um 1900. roamee, JOK je AjJHIITAjH XTEO A UCKOPUCTH
0Baj MOJIEN ¥ (PUBUYIKOM CMUITY, TPUJIMKOM U3YYaBamha KPEeTarha YECTHI, 0~
Tombennx y reanoct. OH je 1905. roguue oBaj penomen oGjacHuO cyaapamem
YECTHUIA €3 MOJEKYIUMa TeIHOCTH. UNaK MaTeMaTHIKy OCHOBY OBOT MPOTIECA,
nocrasuo je 1918. rogune amepnuku maremarnyap Bunep (N.Wiener). Jenan
OJl ’heTOBUX JONPHHOCA je | JIOKa3 jja bpayHOBO KpeTame MOCTOjU Kao CTPOro
JepUHUCAH MaTeMaTHIKu o0jekar, He caMo Kao ¢dpusmaku penomer. Crora ce,
o ’BeMY, BpayHOBO KpeTame MOJIje;THAKO JeCcTO Ha3uBa U BUHEPOB IpoTIEC.

Hedununuja 1. Henpekuaau ciayuajuu nponec {B; : t > 0} nedbunucan ua
upocropy Beposarnohe (2, F, P) nasusa ce BpayHOBO KpeTame akO BaxkKu:

® B[):O

e B wma He3aBuCHE TPHUPAINTAje, Tj. 3a CBAKM KOHAYAH CKYI BPEMEHA,
0 <t <t <...<tp 33n €N, cnygajae npomenssuse By, By, —
By, By, — By, ..., By, — B, , cy He3aBHCHe.

n

e 3acpako 0 < s < t, By— B, uMa HOpMaJIHy PAaCIOIEy ¢4 MATEMATHIKUM
ouyekuBamem 0 u jucrepsujom ¢t — s.

e 3a cako w € (2, Bi(w) je HenperuaHa GyHKIHja 01 t.
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MaremaTnuky KOHCTPYKIIM]y O0jeKTa KOjU 3a/10BOJbABA HABEJIEHE YCJIOBE
hemo objacunTu KacHmje, a caaa heMo HABeCTH CBOjCTBO BpayHOBOT KpeTaiba,
koje he mam Gurm moTpebHO Kasa OymemMo yBoamIu nojaM (He)OrpaHuIEeHOCTH
BapHjalgje y JIaJbeM pajy.

Teopema 1. Cropo cee mpajexmopuje Bpayrosoz kpemaroa cy nuede dugep-
enyujabuaHe.

Zloxas. Heka je t upoussossuo. Ilocmarpajmo B(HAA)*B@) = \/§Z = %, riae
je Z caydajua mMpOMEHJbUBA €A CTAHIAPDAN3OBAHOM HOPMAJTHOM PAaCIOAETIOM.
N3 qumenunre m1a P(|%| > K) — 1, 3a cBako K, kaga A — 0, 3aK/bydyjemMo

B(t+A)—B(t)
Jla U3pa3 — 1 TEXM +00 y PACIOJe/In OJIAKJIe CJIe/IH JIOKA3 TEphema.

O

1.1.2 BpayHoBo Kpetame kao I'aycoB mporec
Hedunannuja 2. Kosapujanuja nporeca X (t) medbunucana je ca:
Cov(X(t),X(s)) = E(X(t)— EX(t)(X(s) — EX(s))
=FE(X(@#)X(s) —EX(t)EX(s)

Hdedununuja 3. Heka je V d-jpumensvonu ciyyajuu Bekrop. Kaxkemo ma V
UMa BUIICIUMEH3NOHY HOPMAJIHY PacCIO/e/ly Ca MAaTCMAaTUIKUM OYCKHUBAbHECM
U ¥ MaTPWIOM KOBapHjalyje X ako je TyCTWHa BeKTopa V jarta ca:

@) H et ) hexp (50— 5w -w) . WS

Vi Uy o011 O12 ... Oid

V2 021 022 ... O9g
V= . y M= E[V] = H.Q ) Y= )

Vd Mg Odl Od2 ... Odd

rae je o;; = E ((Vi — )V — Hj))-

Hedununuja 4. Ako je caygajuu npouec {X (t) : 0 <t < oo} Takas Jia Bex-
rop (X (t1), X (t2),..., X (t,)) UMa BUIIETUMEH3NOHATHY HOPMAJIHY PACTIOIETY
3a 6mso koju Komaunw Hu3 Bpemena 0 <t < t9 < ... < t,, Taga CaydajHU
npotec { X (t)} mazusamo Iaycos npouec.

Teopewma 2. bpayroso kpemaroe je Iaycos npouec ca MomemamuskKum 04eKu-
sarvem jednarum 0 u ca kosapujayujom min{t, s}. Bascu u 06prymo mepherve,
laycos npouec ca mamemamuyurum ouexusarbem jednarxum 0 u ca Kosapujayu-
jom min{t, s} je Bpaynoso xpemarve.

Zoxas. Kako je oueknBame BpayHoBor Kpetama jegHako 0, ©MaMo
Cou(B(t), B(s)) = E(B(t), B(s))-
Bes ryburka onmrocTa, MOXKeEMO MPETHOCTABUATH ¢ < § U Taja Baxu ciejnehe

B(s) = B(t) + B(s) — B(t).
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Oparie kopucTehn HE3aBMCHOCT TPUpAINTAja BpayHOBOT KpeTama J00ujamo,
E(B(t),B(s)) = EB2(t) + E(B(t)(B(s) — B(t))) = EBQ(t) =t.

Axo mpernocrasumo s < t, ma camvan Hadue jpobujamo E(B(t), B(s)) = s.
JakJiie moka3ajgm CMO J1a BaXXn

E(B(t), B(s)) = min{s, t}.

Jla 6rcMo oKa3asIr 14 BaXKn U CYIPOTaH cMep TBphema, mTpeTnocTaBuMo 1 je
t mpomsBospHO U s > 0. X () je 'ayco mponec, ma Bexrop (X (t), X (t+5)) nma
JIBOJIMIMEH3MOHY HOPMaJIHY Pacozedy, ogakJie u sekrop (X (t), X (t+s)—X(t))
nma ucry pacnogeny. Kopucrehn Cov(X(t), X(t + s)) = min{t,s +t} =t
Jobumjamo

Cov(X(t), X (t+5)—X (1)) = Cov(X (), X (t+5))—Cov(X (t), X(t)) = t—t = 0.

Ogiatiie, Ha OCHOBY CBOjCTBa HODMAJIHE DACHojiesie, BaXKd Ja Cy CllydajHe
npomensbuBe X (t) m X (t + s) — X(t) mesasucue. Ila coenu na je mpupari-
taj X(t + s) — X(t) nesasucan on X(t) n nma N(0,s) pacuogeny u crora
nporec X (t) mpejcrasiba BpayHOBO Kperame. O

1.1.3 Koncrpykmnuja BpayHoBor Kperama

Kouncrpyknuja maremaruyukor objekra KOju CTPOrO 3a/0BOJ/baBAa CBE OC-
obure BpayHoBOr Kperama HEje TPHBHjaJAH IOCA0, ¢TOra HeheMo HaBOIATH
meH JoKa3, Beh hemo yBecTtu mpocrtop, esiemenTte Koju Ccy noTpebHU 33 KOH-
CTPYKIIA]y, IbUXOBA CBOjCTBA HA OCHOBY KOjuX hemo (opMysumcaTn camy Teo-
pemy. llourHuMO 0 KOpHCHE JieMe O MOHAINIAKY HU3a HE3ABUCHUX CIYUIAJHUX
MTPOMEHJBUBUX CA HOPMAJIHOM PACIIOIEJIOM:

Jlema 1. Hexa je {Z,} nus nesasucnur caysajnur npomensusur ca N(0, 1)
pacnodesom. Tada nocmoju cayuajra npomensusa C maxsa da je

P(C <o) =1
U 3@ KOJY BANHCU
|Zn| < Cy/logn, ¥n>2.
[ormyn mokas oBe jieme Moxke ce mporahu y [3], crp.37.

IlomceTumo ce cama cojerasa mpoctopa L2[0,1]. Haseaeru mpocTop dmHe
cee dyukumje f : [0, 1] — R koje ucnymasajy ycJos:

1
/ £ (2)2dz < oo.
0

L?[0,1] je mpocTop dbyHKIH]ja ca cKaJapHIM IPOX3BOIOM KOjH je JaT Ha cieaehn
HAYWH:

1
(f,9) —/0 f(z)g(z)dr < oco.

Ilocebno, ako dbynknuje uz ckyna {¢, € L?[0,1] : 0 < n < oo} ucnymasajy
ycnose (¢,,¢,) = 13acsen >0, (¢,,9,,) = 03a cee n # m, u yciuos
Jla CKYI KOHAYHHX JIMHEAPHUX KOMOMHAIHM]a 0f ¢, Takohe IpercTaBiba CKyIl
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rycr y L?[0,1], raza {¢, } HasuBaMo KoMuIETHOM opmoropmupanom 6asom (y
nmabeM tekcty OHB).
Kopucrehin csojecrsa OHB u ITapcesasnose (M.A.Parseval) jennaxoctn xoja

rJ1acu
o]

1
/0 F@)g(@)dz =S (F 0. (9, 00

n=0

aKo ymecto (byHKIHEja f ¥ g y u3pa3dy HCKOPUCTUMO (DYHKIIHA]e WHINKATOPE
unTepsada ljg g n Iy robujamo:

Ti /0 8 @y, (2)dx /0 t ¢, (z)dz = min{s, t}.

[lormyn mokas Ilapcesasose jegaakoctu Moxe ce Haln y [3], crp. 282.

Kao mocieamu kopak mpes (popmMysiamujy TeopeMe o KOHCTpyKimju bpayn-
OBOT KpeTama, nedpunucahemo kommaerny OHB kojy hemo xkopuctutu. Ilowe-
hemo ca mm3om H, koju ce nazusa "rasacuhu”. Heka je

1, 0<t<4
H(t) = 1, i<t<1
0, wnrade

Huz ”ranacuhn” 3amajemo Ha ciaemehn magwmn:

1, n=0
Hy(t) =19 oipr0i . - . :
22H(27t—k), n>1l,tmejen=2"+k,3aj>0un0<k<2

Kako he mam y Teopemu 6mru norpebre BpeanocTy Koje ce gobujajy muaTerpa-

JbebeM ’Tajacuha”, ejJeranTaH HAYUH 33 J0OHjarhbe UCTHX IPEJICTAB/HA YBO-
bewe byunkiyje " rpoyrsumha’”:

¢ 1
/0 H(u)du = §A(t)

TIe je
2t, 0<t<3
Alt)y=< 21-1t), +<t<1
0, wHAYe

Hamezan=2 +krmecy j >0u0<k< 2 nepunumemo,
Ap(t) = A2t — k)

1

%@%=mﬂﬂ=5;gﬁm@)

[Torrrro cMmo medbmamcasm CBE TITTO HAM je TOTPeOHO 33 KOHCTPYKIH]y bpayHnoBor
KpeTama, caga hemo dopmymcaru Teopemy:

Teopema 3. Hexa je {H,} xomnaemna OHB y npocmopy L?[0,1] u nexa je
0,(t) = fg H,(z)dx. IIpemnocmasumo da eadrcu:
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o > > 10n(t)| Koneepeupa sa cearo t € [0,1];

e > > Vlogn |0,(t)| ynugpopmmo wonsepeupa no t € [0, 1].

Hegurnuwemo B(t) = Y 07 Znby(t), 20e je Z, nus nesasucnus cAyHwajnux
npomensusur ca pacnodesom N(0,1) na npocmopy eeposammohie (2, F, P).
Tada ped B(t) ynugopmno xoneepaupa 3a ceaxo t € [0, 1], u jow eascu caedehe:
EB(t) = 0, Cov(B(s),B(t)) = min{s,t} u B(t) je I'nycos npouec, odnocro
(mo Teopemu 2) Bpaynoso kpemasrve.

Cyma B(t) xoja KoHBeprupa BpayHOBOM KpeTamy W3 MPETXOIHE TeopeMe,
MOXKe ce mocMmaTparn u Ha caejgehu wauwn, ysumajyhu y o63up obsumk 6, (t)
MIPeACTaB/beH MPEeKo ~Tpoyrmha”

211

N Zikljkt) = hnZnAn(t)
k=0 n=0

o o0 1
B(t) = Znbn(t) = Zot + > oo
n=0 7=0

Cana kaja cMo KOHCTpyucanau BpayHoBo kperame na maTepBaty [0, 1],
HoTpebHO je KOHCTPyncaTn ucTu npouec Ha uarepsady [0, 0o]. Hajurnrywrusan-
ja mmeja 3a OBAKO HEINTO jecTe clajame IpedpOojuBO MHOIO HE3aBUCHHX Beh
KOHCTpyucanux bpayHoBux Kperama. ¥ Buiy hopMmysie, TOCTYyIAK KOHCTPYK-
mje Bpaynosor kperama B(t) 3a 6mino koje 0 < ¢t < 00 uU3ryIe 3 OBAKO:

B(t) = ZB(k)(l) + B("‘H)(t —n), tenn+1);
k=1

e 3a cako 1 < n < oo mporec B (t) npencrasma mesapucno BpayHoBo
Kperame Ha uHrepsady [0, 1].

Tako Ha puUMeD,

B(3.5) = BY(1) + B@(1) + B® (1) + B®(0.5).

1.1.4 BpayuoB moct - nedpUHHUIKja U CBOjCTBA

Y oBoMm seny pana mpejcraBuhiemo momauguroBano bpayHoBO KpeTame u
merose ocobumme Koje he maMm OWUTH Of KOPUCTH y Ja/beM paay. Y HaImeMm
06Ky BpayHoBOT KpeTama M3 TPETXOIHE TEOPEME

BU) =3 Zalon(t)
n=0

nmamo Ja cy No(1) =1u A,(1) =0, Vn > 1. Tako 1a ako ©30CTABUMO IIPBH
cabupak u3 cyme B(t) u nedunnmemo

U0 = aZaln(t)
n=1

Bugmmo 2 U(t) npejcraBiba Henmpeku M npoiiec Ha wHTepsaiy [0, 1] Takas
na je U(0) = 0um U(1) = 0. Osaj mporec ce Hazusa Bpayrnos mocm. Obaj
TIPOTIEC je 9eCcTO BeOMa, KOPUCTAH Kaa je moTpebuo momesmpartn objekaT Koju
y O6yayhaocrn mopa mocruhum 6Gam OHy BpegHOCT KoOja je Omiia y HOYEeTHOM
TPEHYTKY.
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Hpyrum peunma, Bpaynos mocT je BpayHoBo Kperame yCIOBHEHO TOBPATKOM
Ha MecTO mojacka. Pacmomena BpaymoBor mocra 100Hja ce yCIOB/bABAEM
pacmiozesie BpaymnoBor kperama. To je HOpMaTHA PACIOAETa C4 OUYCKHUBAHEM
0 u mucuepsujom t(1 — t) omHOCHO:

U(t) € N(0,£(1 — t)).

Y ommreMm cayuajy 3a s,t € (0,1) umamo u:

Cov(U(t),U(s)) = min{s,t} — st.

Bpaynos mocT MokemMo KOHCTpyHcaTw Ha pas3He naunne kopuctehn Bpaymnoso
kperame. Opne he 6utn npukazan obauk Koju he Ham 6uTy norpeban Jambe y
pany. lakume:

U(t) = B(t) — tB(1).

Kako je B(t) laycos mporec ca ouekuBameM jegHakum ), OUUIIIeaHO je J1a je
TakaB ropenasejenu nporec. [lorpebHo je jornr yrBpauTu BpeaHocT GyHKIHje
KOBapujaHCe:

Cov(U(t),U(s)) = E(U(),U(s)) = E((B(t) - tB(1))(B(s) — sB(1)))

= E(B(t)B(s) — sB(t)B(1) — tB(s)B(1) + stB*(1))
min{s,t} — smin{¢, 1} — ¢t min{s, 1} + st
min{s,t} — st

Kaxko mponec U(t) = B(t) — tB(1) uma Helpeku/(He TPajeKTOPHje U KOHATHO-
JIIMEH3MOHY HOPMaJIiHy Paclojesly ca Kosapujancom min{s,t} — st moxemo
3aKJbYIMTH JIa TIPEJICTaB/ba BpayHOB MOCT.

1.1.5 Teomerpujcko BpayHoBo kpeTrame

IIpu Monenupamy BpEIHOCHWX TANMPa, MOJIE] DpPayHOBOT KpeTama WMa
JBE MaHe:

® IIPETTIOCTABKA, JIa, TIeHA BPETHOCHOT TANWPA WM, HOPMAJJIHY PaCIOEery
JOIIYIIITa, 13 ITeHa Oy/1e HeraTUBHA,

e Hyje OmpaBIaHa MPETIOCTABKA Ja IPOMEHa y HeHH BPEIHOCHOI HAIHPA
HA WHTEPBAJY HWCTE JIyKWHE MMa WCTY pacuojersy, 0e3 063mpa HA TO
KOJIMKA je IeHa Ha MOYETKY HHTEPBAJIA.

Ja O6ucmo mpenuim HA MOIEJ KOju HEMa TOPEHABEIeHEe MaHe Kala MOCMa-
TPaMO IeHy HEKOT BPEIHOCHOT HAIHPA, KOja Ce MEHba TOKOM BPEMeHa aeduH-
ucahemo uponec S(y). Canammu tpenyrak je 0, a HeHA BPEJHOCHOT TIAIIUPA
nocJsie Bpemena, y je S(y).

Hedbunannuja 5. Cayuajan uporec S(y), 0 < y < +o0, mpeacraBba npouec
zeomempujckoe Bpaynosoz xpemaroa ca napamMerpom HOMepaja |l ¥ 11apaMeTpoM
BOJIATHUJIHOCTH G aKO 33 CBako y,t > 0 Baxu:

e CiIydajHa IPOMEHJbUBA Sg%;r)t) HE 3aBUCH O/] [IEHA KOje cy buiie 10 TpeHyTKa

Y,
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e In (Sg@r)t) > je cydajma mpoMeH/BHBa Koja uMa pactoaery N(ut, o%t).

Y oBOM MOjfiesTy paliuKa, jorapurama Oyayhe u camalnme TeHe je mporec
Bpaynosor kperama, 3a pa3iuKy oJ Bale/beoBOr MoJesIa y KOMe je Pa3anKa,
O6ynyhe u camamme 1iene mporec bpayroBor kperama. llene mucy Hwkas He-
TATUBHE U Y OBOM MOJIEJY Ce TIOCMATPa KOJTMIHHUK TIeHA, a He IhUXOBA PA3IUKA.

Axo ce 3na moverna rnena S(0) u mapamerpu HoMepaja (L ¥ BOJIATHIHOCTH
0, MOXKeMO HahM MaTeMaTHIKO OUEKHUBAIHE U JIUCTIEP3U]Y 32 TIeHe BPETHOCHUX
nanupa y Hekom Oysiyhem TpeHyTKy .

Hedununmja 6. Ciyuajna mpoMeH/bUBY, Y UMA A02-HOPMAAHY PAcnodesy ca
napamverpuMa L 1 62 ako je Y = eX, e X mma N(u, 6%) pamogedy.

MaTemMaTnuKO O9eKHMBaE U JIMCIEP3Hja JIOT-HOPMAJIHE PACIOfeie Cy:

—1).

2

1.2 2
E(Y) =¢e""2° u D(Y) = e+ (e°
Kao amrepunaTuBa ce Moxke mocMmarpaTu ciemehas

Hedunaunnuja 7. Axo je cayuajum nporec (Bi):>0 BpayHoBo kperame, Tasga
ce uporec (Y;)i>0 pedbunncan kao

Y; = ePt
HazmBa, 2eomempujcko Bpayroso xpemairve.
IpeTnocTaBuMO J1a TPOIEC TPOMEHa IeHa BPEIHOCHOT HaIupPa, TOKOM Bpe-

mena S(t), t > 0, mpeacTaBba MPOIEC TEOMETPHJCKOr BpayHOBOr Kperama

ca TapaMeTpuMa | W G°. 3Hajyhu TeHy BPEJHOCHOT TAlWpa y TPEHyTKY

t =0, S(0), moxkemo npoHahu MATEMATHIKO OUYCKUBAHE U JUCIEP3H]y IIEHE Y
HPOU3BOJHLHOM TPEHYTKY T:

_ g (5WS0O) _ S(t)
sso) = & (2950~ soe (54
= S(0)E <eln§<(é))) — S(0)eH T = §(0)el D),

In 5@
IJIe CMO KOPHCTHJIH Jia € 50) HMa JIOT-HOPMAJIHY PACIIOJIENY €a MapaMeTpuMa
ut u o’t.

D(5(t)) = D <S(?£§m> = 5%(0)D <§((é))> = 5%(0)D (eln“sg&?)>
— S2(O)€2ut+o2t(eg2t - 1) _ SQ(O)et(qurGQ)(eGQt _ 1).

1.2 MapruHraan

1.2.1 VYsBoanu nojMoBu u aeduHHIITjA

Y oBOM mOrJIaB/by UPEJACTABUNEMO TOjMOBE HEOIXOJHE 3a [AAJbU DAl U
Jedurncahemo mocebHy BpCTY CIyYajHHX IIPOIECA KOJU Ce HA3KWBAJYy MApPTHH-
TaJIH.
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Heka je {S(t)} cayuajuu nponec. Tasa ce 6-110/b€ TEHEPUCAHO CITyYajHUM
nporiecom {S(t)} obenexxasa F(t) = o(S(u),u < t) u npencraB/ba HAJMabEe
o-10Jbe Koje caapxku cse ckynose obsmka {a < S(u) < b} rue cy 0 < u <
t,a,beR.

Heka je {F(t) : 0 < t < oo} koseknuja o-mosba 3a Kojy Baxku F(t) C F u
takBux ja F(s) C F(t) 3a s < t. Taga xomexmjy {F(f)} obenexasamo ca F u
HA3UBAMO PuAmpayuja.

Hame, ako umamo ckyn 2, o-moske mogackymosa ox 2, F, u BepoBaTHohy P
nedununcany Ha esementuma o, F, raga (Q,F,F, P) nazusamo duampuparu
npocmop eeposammohie.

Hajsan, ako je caygajum mporec {X(t) : 0 < ¢t < oo} TakaB ja je CBaKo
X (t) mepsuBo y ogmocy Ha {F(t)}, kaxkemo ga je cayuajum npouec {X (t)}
adanmupan Ha durrparujy F.

Hexka je F = o{X(s) : s < t} dunrpammja. Kaxkemo ma cy 3am0BObeHH
yobuuajeny Ycao6u ako Baxku ciemehe:

o F=0{X(s):s<t} UMN, rgeje N ckyn cBUX HyIa CKyLOBA,

e (dunrpanuja je menpekumgna 37ecHa, omHOcHO Baxu F(t)y = F, rue je

F(t) = N F(s).
s>t

Hedbununuja 8. Ciuyuajuu uponec {X(t),t > 0} mazuBamo mapmunezan y
onnocy Ha dbwirrpanujy F ako 3a0B0spaBa ciaenehe yciose:

o {X(t)} je amanrupan na dunrpanyjy F;

o E|X(t)| < oo

o E(X(t)|F(s)) =X(s) V(s,t) 3a koje Baxu s < t.
[Moce6uo, ako Baxku E(X(t)|F(s)) < X(s) omuocuo E(X(t)|F(s)) > X(s),
[IPOIEC HABUBAMO CYNEPMAPMUHZAA OTHOCHO CYOMAPMUHLAA.
1.2.2 Bpewme 3aycraB/bama

Hedununumja 9. Cayuajuy npomersbuBy T > 0 e WHAIIIEMO KA0 8peme 3a1C-
masmara (y ogaocy Ha dunarpanujy F) ako 3a cBako ¢ BaxKu:

[t <t} e F(b).

Teopema 4. Hexa je puampayuja F nenpexudna sdecna. Tada je 1 epeme
3aYCMABHALE GKO U Camo aKko 3a cearo t saocu {T < t} € F(t).

Joxas. lupekran cvmep TBphema BaXkKu 110 JPUHUNKJU BPEMEHA, 3ayCTaB-
Jbakba, JOK CYIPOTAH CMEp CJEId W3:

{t<t}= ﬁ{r<t+i}.

Kako {t < t+ %} e F(t+ %), u3 anmeHutie 13 je F nenpekmana 31ecHa, cieam
{t <t} € F(¥). ]
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1.2.3 IIpumepm MmapTuHHTajIa

Y oom morsias/by hemo mpejicraBuTu IpuMEpPe MAPTHHTAJA KOjU Cy 3ac-
HOBaHHM Ha IIpOIecy bpayHoBor Kperama, a 3aTUM heMO HOKa3aTh Ja 330BO-
JjbaBajy moTpebHe yCIoBe.

Teopema 5. Hexa je B(t) Bpaynoso kpemare. Cearu 0d caedehiux npoueca
nPeSCmas.ha HenPekudHy MAPMUHLA:

1. B(t);
2. B(t) —t;
3. exp(aB(t) — £t).

Aoxas. Jlokazyjemo 3a CBaKM IPOLEC 1LIOjeJIMHAYHO HpUMenYjyhn unmwenniyy
1a je B(t+ s) — B(s) me3asucan og F(s):

1. (a) MaremMaTwdkO OYEKHBa€ CJIEIH U3 CBOjcTBAa BpayHOBOr Kperama:
EB(t)=0

(6) Tpancdopmanumjama ce ocinobahamo ycaosa 3apucuoctu ox F(s):

2. (a) MaremaTn4ko OueKMBae CJeu U3 CBOjCTBA BpayHOBOr Kperama:
E(B*(t)—t) = E(B*(t)) —t=t—t=0< 00

(6) Homaamem u onysumameM B(s) ocaobahamo ce ycaoBa 3aBHCHOCTH:
E((B(t) — B(s))” +2B(t)B(s) — B*()|5(s)))
= B((B(t) — B(s))*) + 2B(s) E(B(t)|(s))
— E(B*(5)|9(s))
=t— s+ 2B%(s) — B%(s)
=t — s+ B%(s)

E(B*(t)|9(s))

Onamrie,
E(B?(t) — t|F(s)) = B*(s) — s

3. (a) Kopucrehin cBojcTBA JIOT-HOPMAJHE PACTIO/IENE U YUFEHUILY 13 BAYKH
aB(t) = an/tZ, tne Z € N(0,1), mobujamo:
2 2 2
t t t
E(exp(aB(t) = 7)) = exp(*5-) exp(= ) = 1 < oo
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(6) 1 y oBOoM psresty Jl0Ka3a KOPHUCTHMO MPETXOJHO MOMEHYTE OCOOMHE
JIOT-HOPMAJIHE PACTIOZieNe (OUEKHBAILE), KAO W YAEEHUILY Ja BAKH
B(t) — B(s) = Z\/t — s, tne Z € N(0,1):

0(2
Blexp(aB(t) — S1)[7(5)) = B(exp(a(B(t) — B(s)) +oB(s)

0(2
- 205 (s))
0(2
= exp(aB(s) ~ %) Blexp(a(B(1)
- B(5))

0(2 0(2 — S
= exp(aB(s) — L1 exp(H2)
0(23

= exp(aB(s) - )

1.3 Croxactuukm nHTerpaj m MitoBa dpopmysa

1.3.1 Bapujanuja u KkBaaparHa Bapujamnuja dyHKIuAja

Ha mogeTrky oBor morsraBspa hemo nedunucaTy mojMose Bapujardje pyHKIHI)E,
KBa/IpaTHE Bapujalyje, HUXOBY BE3y U CBOJjCTBA, a 3aTUM NEMO HAaBECTHU OC-
obure Bpaymnosor kperama Koje cy ¢ TuM y Be3u. 1o he HaAM 1ajbe OCTYKUATH
Ka0 MOTHUB 33 YBODEHE CTOXACTUIKOT WHTETPAJIA.

Hedunaunuja 10. Heka je n nomesa narepsana [a,b] taksa na je a = to u
b =t,, u HeKa je [ peasnna dbyHkrnuja gedunncana Ha wHTEpBaJy |a,b]. Tama
je sapujouujo dynruuje f jennaxa:
V(f) =sup ) | f(tipr) = f(ta)].
T tien

Kazxkemo na dbyHRIzja nMa ozpanuveny sapujayujy axo saxu V(f) < oco.
Hedunaunuja 11. Heka je X (t) dyukuuja nedunucana na uarepsany [a, bl
W HEeKa je T Mojesia HaBeJICHOT WHTEPBAJa TAKO Ja BaXW a = to U b = ty,.
Ksadpammny sapujayujy [X] ¢pynruyuje X (t) neduaumemo kao lim:

rIe je
n
Qn(X) =D (X (tier) — X (t:))°
=0
aKo JINMeC TIOCTOjH.
Axo HOpMy Tozeste T aedunHIeMo Kao ||| = max(t;11 — ;) npuMeTumo ma
7

BaX® n — 00 = ||m,|| — 0.

[Iperxomna pedpuHUIM]a BaXKH aHAJOTHO aKO YMECTO (PYHKIHjEe MOCMATPAMO
nponec {X ()}, y3 HanomeHny ja ce Taza nocmarpa lim y seposarHolin.

Cremeha Teopema mpyka HaM IUPEKTHY Be3y m3Mely KBaapaTHe u 0OmTHe
BapHjaryje:
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Teopema 6. Hexa je pynruuja [ ozpanunene sapujayuje u Henpexudna. Tada
je rena K6adpamna 6apujauuia jedHara HyAu.

Zloxas.
D (ftigr) = f(t:)* < sup |f(tipr) — f(E)] D [f(tir) = F(t)] = 0, |||l = 0,
t;En v t,En

rie HejeIHAKOCT CJeIN U3 yejoBa Ja je dbyHKuja f HempekwaHa Ha [a,b],
JaKJe U PAaBHOMEPHO HENPEeKUIHA Ha WHTEPBAJLY. ]

Bapwujanuja Bpaynosor kperama je beckonatna, mrTo 3akjpyayjemo u3 Teo-
peme 1 o murme muepeHnujabuIHIM TpajeKTopHjaMa bBpayHoBOr KpeTama.
OBo ¢BOjCcTBO cilein W3 dnibeHUIE Ja Cy (hyHKIMje OrpaHuyYeHe Bapujaluje
cKOpo cByna jgudepennujabuiane (jep ux je moryhe mpejacraBuTH Kao 36up
jenne pacryhe u jenne onanajyhe dynxmuje).

O BpeanocTH KBajpaTHe Bapujaije bpayHoBor kperama, roBopu ciejeha
Teopema.:

Teopema 7. Ksadpamna sapujayuja Bpaynosoz xpemaroa na unmepeany |a, b
jednaxa je b — a.

Aoxas. 1lpeo hemo mokazatu ma Q,(B) Texu Ka b — a y cpembe-KBaJIpaTHOM
CMUCITYy KOHCTpywminyhu He3aBUCHE CiydajHEe MPOMEHJbUBE Ca OdekmBamem (.
Y TOoM cMECITY, TOCMATPAjMO PA3IUKY:

Qu(B) = (b—a) = > [(B(ti1) = B(t:)* — (tis1 —t:)] = Y _ Vi

Yoummo j1a cy ciaydajue mpomMensbpuse Y; mehycobHo He3aBucHe, Kao 1 J1a je mu-
XOBO OYEKHUBahE jeJHAKO HyJid, 3601 cBojcTaBa bpaynoeor kperama. Ciyuajuy
IIPOMEHJBbHUBY Y; MOXKEMO IIPEJICTABUTH W HA, CJACAeNU HAUWH:

; — )2

rae caydajua npomersbuea Z € N(0,1). Ilpehumo ma mokasuBame cpeime-

“1) = (=022 - )

KBaJ[paTHE KOHBEPrEHIM]e U3 KOje CJie/ i KOHBEPTEHIMja Y BepoBaTHONN:

E(Qu(B)—(b—a))*=E ( > Yf)

ti€ETn
2 2 2
=FE(Z*-1) E (tiv1 —t;)
t;Enn
< Clnn|[(b—a) = 0,n — oo,
Ie IpPBa JeIHAKOCT CIAeId W3 OCOOMHA, CIyYajHuX IPOMEHJBUBUX Y;, OJHOCHO
BUXOBE HE3ABUCHOCTU M BPEJHOCTH O4eKmMBama koje je 0, nok C upejcrassba

KOHCTAHTY, a TIOCJIe/Iiha HejeIHAKOCT Baxu jep je ||n,|| majseha moryha spes-
HOCT m3pa3a (ti+1 — t;). Kako cMo mokazamu jga Baxku

S.K.

Qn 255 (b - a)
OJIaTJIe JIMPEKTHO CJean
Qn 2 (b—a)

quMe je JOKa3aHO TBpheme TeopeMe. [
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1.3.2 CroxacTuyku WHTErpaJ

Kpajwu umsbs oBor norsasma y pagy jecre koucrpykimja Urosor (Ito)
CTOXACTUYKOT HHTErpaJia 00JIuKa;

T
Hmwzéfmﬁwb

Beh cmo nokazasu 13 BpayHoBO Kperame HeMa OrpaHuYeHyY BAPHUjaIlnjy, CTOTa,
OBaj MHTErpaJl He MOXKe OMTH IpeJCTaB/beH Kao PumanoB. YMmecro Tora,
mopaliemo ja mpumeHuMo Majo (hpuHUjE TpUCTyI. Y HaYedy, Wiaeja je Ja
JeduHUIIEMO WHTErpaJ 3a KJAcy ejeMeHTapHux (pyHKIHmja, a 3aTUM Ja Ta
MPOIIUPUMO Ha MUpy Kiaacy ¢yHKnmja. Wnak, jma 6ucMo AONUIA 0 WHTE-
rpaja kKoju he 3am0B0o/bUTH CBe Hale moTpede, MopaheMo & yI0KUMO JOCTA

Tpyda.

Kpenumo o yeohema moTamuje koja he Hac mpatuTn Kpo3 1eo HOCTYIaK: HEKa,
B obenexkapa HAJMAE G-TIOJHE KOj& CAAPKU CBE OTBOPEHE MOJICKYIIOBE WHTED-
sada [0, 7], ueka je sarum F = {F;} dunrpanuja, u neka 3a ceako t > 0, FyxB
Oy/ie HajMame o-10Jbe Koje canpxu cBe A X B takse g A € F;, B € B. Hajzan,
dbyukmumjy f(-, ) 3BaliemMo MeppUBOM OIHOCHO aJaITHPAHOM ako f(-, ) € Fyx B
onuocHo f(-,t) € Fy, Vt € [0,T].

Y mpBOM KOpaKy KOHCTPYKIIje MHTerpaJia, Kpeayhemo o kinace pyHKIHT]A,
H? = 3?[0,T] xoja cagpu cBe Mep/buBe afanTupane GyHKIHje Koje 3a,10-

BOJbABAJy HEjeTHAKOCT
T
E [/ fz(co,t)dt] < 0.
0

Ha 6ucmo nacayTmwim aedununujy Utosor narerpasia, y3MuMo y o63up 1mra
TAYHO OYEKYJEMO OJT MHTErpaJia y Hajje JHOCTABHUUM cirydajeBuMa. Ha mpumep,
ako je dyukumja f(w,t) nagukarop uarepsana (a,b] C [0,7], taga Gucmo
2KEJIEJU 13 BaXKU:

T b
mez/qmwﬁjﬁaza—&.
0 a

Kaxo 61cMO 0BO MOCTHTIH, HOCMATpajMo Kiaacy dbynkmmja HE koja je mopckym
ox kiace H? u cacroju ce o cBux DYHKIH]A 06IUKA:

—_

n—

f((*)v t) = Z ai(w)l(ti,ti+ﬂ’

=0

~

r;;ejeainft,E(ag)<oop10:t0<t1<...<tn,1<tn:T.

OuekuBama 0O UHTErpajga Koja cMO Beli yCTAHOBWIM JaCHO HAM 33J1ajy caMm
06K CTOXAaCTHIKOT WHTerpasa 3a bynxmmje u3 kmace Hz:

T n—1
ImwzéfMW&=mewm—%%
1=0

Crnenehu kopak je mmperme JioMeHa uHTerpajia I ca kjace 9-6(2) Ha KJIACY
H2. JIa 6mCMO TO IIOCTUIJIM, HEOIIXOAHO je 13 3HAMO Ja j€ HPEeCJHKABAMHE
. 92 2 )
I : 7§ — L*(dP) menpeknano. /[loka3 Tora Ham npyxa ciejeha Baxma jsema:
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Jlema 2. (Urésa msomerpuja wa H3) 3a craxo f C H3 Baxu caemehe:

I L(F)r2@p) = 1 fl2(@apxdr)-

Jloxas. Jloka3 je jegHocTaBaH W CBOJAW C€ HA W3padyHaBame m3pasa ca obe
cTpaHe jeJHaKOCTH. [logHUMO 07 MecHe cTpaHe jeTHaKOCTH:

n—1

f2((07 t) = Z azz((’))l(ti,ti-‘-ﬂ’

=0

olIaATIIe
T n—1

E [/ f2(®7t>dt] = ZE (a?) (tis1 — t;).
0 i=0

[Tpe w3pauynaBama JeBe CTpaHE jeIHAKOCTH, MPUMETHMO J1a Ce TPUIAKOM
kBagpupama warerpaia I (f)(w) mo mpedununumju rybe mehympoussomu mpu-
pamrraja BpayHoBor KpeTtama 300T CBOjCTBA, CAMOT TIPOIECA. 1aKO MMaMoO:

n—1
B2 =38 (o (B~ B)°)
=0

n—1
=> E(a}) (tiyr — 1),
=0

quUMe je 3aBPIIeH JI0Ka3 jeJHAKOCTH, & CAMUM THM W JIEME. O

Kaxo ¢Mo TIoKa3asim HempeKniHoCT npecimkasamwa I 1 H3 — L2(dP), nmamo
norpebue ycaose 3a ¢opmynamnujy ciaemehe sreme:

JIema 3. (H3 je rycr y H?) 3a cpaxy dbymxmmjy f € H?, mocrojum wms
bynxmuja {f,,} uz HE Taxap na axu:

1f = fall2(@pxar — 0, — oo.

Jokaz smeme ce moxke nahu y [3], crp 282.

KoHKpeTu3yjMo cafla pe3ysTaT KOju CMO OCTBAPWJIM mpemackom ca H3
Ha H? tako mro hemo nedunucarn murerpasn n VTOBY HM30METpHjy 33 CBe
dbyukmuje u3 H?. Crora masomumo cienehe e seme:

Jlema 4. Hexka je f, amporcumupajyhu uns dyHKIMja U3 J—Cg 3a pyurmujy f
3 H2. Tama Baxu:

1() = Jim 1(f),

rae ce MUCJ/IU Ha JIMMEC Yy CPpeAhe KBaJAPATHOM CMUCITY.

Naxko nelieMo eKCIUIMIMTHO KOHCTPYUCATH OBaj JUMEC, I3 OHCMO C€ YBEPILIH 1A
je nema Baspamo hpopmysmcana mToTpebHO je MoKa3aTh J1a TPAHWYIHA BPEITHOCT
3aMCTa MOCTOjU, KAO U JIa HE 3aBucH oJ1 u3bopa HU3a fy. Y TOM CMUCIY:

e Pazmmka ||f — fn|| xonseprupa xa mymm y npocropy L%(dP x dt) omakae
3aksbyayjemo ga je uu3 {f,} Kommjes (A.L.Caushy) y wmcrom mpoc-
topy. Vrosa nzomerpuja nperocu csojcrso Kommujepor uuza wa {I(f,)}
y mpocrop L?(dP). Kopucrehn ammennty aa je Taj mpocTop KOMILIe-
TaH, 3aK/bydyjemo na uu3 I(f,) KouBeprupa, jJakse nepuHUCAHN JUMEC
IMOCTOjH.
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e JIpyra mpoBepa BasbaHOCTH JieMe ce omuocu Ha nobpy medunucanoct I.
HoBomHO je moKazaTh Ha aKO IOCTOje JIBa HU3a f, U g, KOja Texe Ka
f, pasnuka || I(fn) — I(gn)|| Mopa rexuru mymu. To 3aucra u Baxwu,
kopucrehu VToBy msomerpujy modumjamo:

n—oo

1L(fn) =L(gn)ll2(ap) = fn=9nllz2@Pxary < [ fn=F I+ =gnll — 0.
JIlema 5. (Wrépa nsomerpuja na H?) 3a ceaxko f C H? Baxu ciemehe:

(Pl z2@apy = 11l L2(apxar)-

Zoxas. Jloka3 hemo mogesmuTn Ha TpH jeJHOCTABHA UICHTATETA U3 KOJUX CJICTH
jeHAKOCT U3 TBphema Kajga n — 00:

e Hexka je f,, uz H3 anpoxkcnvupajyhn mus dbymkmmja sa f us H2. Kaxo
je nopma menpekuna bynxuuja, Baxu || follr2@apxay = [1fll22@pxar)-

e llpema seh nasesnenoj usomerpuju, cenn || 1(fr)llr2apy = |fnll 2P xar)-

e Jom jemnom npumemyjyhu nenpexkumnoct nopme ua uspas I(f,) — I(f)
y LZ(dP) IpOCTOPY, 1obujamo HI(fn)HL2(dP) - ”I(f)HL2(dP)-

U3 nperxomane Tpu jeqHAKOCTH, CJIe U TBpheme jiemMe IuMe je 10Ka3 3aBPIeH.

O]

IIpe Hero mTo HaBeaeMO HEKa, OJT CBOjCTaBa CTOXACTHIKOT WHTEIrpaJa Koja
hemo dhopmymnucaTy y nBe Teopeme, 1eUHATTAMO UHTETPAJ HA TTPOU3BOJHHOM
unTepBay 33 cBe dyukuuje u3z H2. Jlaxie:

b T
/ f((o> t)dBt = / f(()), t)I[a,b]dBt-
a 0

Teopema 8. Hexacy f,g € H2, 0<a <b<T unexa cy o, 3 peaaru 6pojesu.
Tada sasrcu caedehe:

b
° / ft)dBy je Fp-mepauso,

. </abf(t)dBt> o,
p (/abrfa)?dBt),

b b b
. / (af (t) + Bg(t)}dB; = « / F()dB; + 8 / 4(t)dB,.

Teopema 9. Hexa je f € H? w0 <a <b<T. Tada sasce:

E (/b f(t)dBt]&“a> =0,

/abf(t)dBt 2 m) _E </b P dtm)
_ /abE (17 0) 172 at.

o I/

/a ' f(1)aB,

“
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IMornyn nokas moxe ce nuponalin y [1] crp. 22

Teopema 10. 3a ceaxy dynvuujy f € H2[0,T], nocmoju nenpexudnu map-
munzaa {X; 1 t € [0,T]} y odnocy na duampauujy F; maro da 3a ceaxo
t €[0,T] saorcu:

T
P{o: Xi(w) = /0 f(w,8)]jg(s)dBs} = 1.

Iormyn mokas moxe ce nponahn y [3] crp. 83

1.3.3 Jlokanuzamuja u IToB mHTErpaa

Y nocanalmmeM Jesy pajia, JedpUHucCAIn CMO CTOXAaCTHYKHM WHTETPAJ 33
dyHKIMje Koje 3a/0B0/baBajY:

E [/OT f2(m,t)dt] < oo.

HazxxamocT, oBa HejeIHAKOCT He BaKW YaK ¥ 33 HEKe TPUJIUIHO e THOCTABHE
menpekunne ¢yukmmje. Kako 6memo momuin g0 AedpHHANM)E CTOXACTHIKOT
nHTErpasa Koja he 6Gutw mpuMeH/HPWBA HA CBe HeMpekuane (HPyHKIIAje, WCKO-
puctrheMo MeTOJ JIOKAJIU3AIH]E.

Iounumo o jedununuje Hope Kiace gynkmmja: L2540 = £2,5[0,T] kojy
quHe cBe MepsbMBe u agantupane dyukmmje f @ Q x [0,7] — R rTakse na

BaKHU:
T

P 2(w,t)d >: ,

</0f(o)t)t<oo 1

y3 HAIIOMEHE I3 0Ba KJIACA CBAKAKO CAIAPKU Kjacy dymkmmja H?, xao u na
3a cBaKy Henpekuany Gynknmjy ¢ @ R — R Baxu f(w,t) = g(B;) € £2,0
"3 YAbEHUIe J1a By Ka0 MapTUHTAJT JAOCTUXKE CBOj Min W max, 1ma, CaMuM THUM
¥ OBaj WHTErpaj Mopa 6urtw orpanmden. Mmak, mpaBa BpPeTHOCT OBe KJace
dyHKIMja HAJIA31 Ce Y HEHO] 1I0BE3AHOCTH Ca BPEMEHUMA 3ayCcraB/bama. Kako
OMCMO JOTLIHN JI0 OBE Be3€ eKCIUIUIMTHO, HABEINMO MPBO JeDUHUIA]Y:

Jedununuja 12. Pacryhu mus Bpemena saycTabbama Hasupa ce H2[0, T
Aokasusyjyhu Hus 3a f ako BaxKM:

fa(o,t) = f(o, )<y, € H?[0,T],Vn,

rae je

P(G{w:vn:T}> = 1.
n=1

Teopema 11. (Jloxaarusayuja y L3 ) 3a ceaxo f € £2,5[0,T], nus degun-
ucan ca:

‘cn:inf{s:/ f2(co,t)dt2n\/52T}
0

jecme aokasusyjyhu nus 3a f.
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Joxas. Baxwu jeqnakoct caegehnx cKymoBa

oo

U{wmnzT}:{w5Aéﬂm¢mv<m},

n=1

a3acBako f € L%OC, Jpyru ckyn uma BepoBaraohy 1 no jeduHUIU A, OTaKIIEe

ciean Jia je
(o]
P{U{m:rn:T}} =1.
n=1

Hame, axo gedunmntemo f,(o,t) = f(w, )<<, ), aManmo

T
llfsamay = B | 130 0Tt <0 < o0

oJlakJIe 3aKJbyayjemo fa fn, € H, Vn, unme je 10Ka3 3aBPIIEH. ]

IIpehumo caja na koncrpykuujy WroBor murerpasia y L%OC' Heka cy
f€L2,0u {vn} 6uno xoju nokanuzyjyhu nus 3a f. Heka je nambe, 3a cBako
n, Xt venpexuunu maprunran ga [0, 7] xoju ogrosapa Urésom unrerpasy

I (I[O,t]f(wv S)I(sgvn(oa))) .

Hajzas, nedunumemo Uros unrerpan za dynxuujy f € L3 54[0,T] kao rpanu-
9HY BpPeJHOCT nponeca X, KaJa n — 00, OJHOCHO, IOCTOJU jeJJMHCTBCHH
Henpekuau nporec { Xy, 0 <t < T'} rakas na

P {Xt = lim Xm} —1, Vtelo1],

u Taga geduaummemo MToB naTErpa Kao:

/f(wa s)dBs = Xy(w), Vt € [0,T).
0

Kaxko 6ucmo mokasasim Ba/baHOCT YIIPABO OMKUCAHOT MOCTYKA, (popmysmrcahemo
norpebHe TeopeMe KOje JI0KA3Y]y KOH3UCTEHTHOCT, KOHBEPTEHIIN]Y U HE3aBUC-
HOCT OJT JIOKAJTHOT Hu3a. Teopeme HeheMo AoKa3wBaTH, a J0Ka3 ce MOXKe Hahm

y [3], cp 97-98.

Teopema 12. (Konsucmenmmuocm) Hexa je f(w,s) € L3 55[0,T] u {vn} 6uno
Koju noxasusyjyhiv wus. Axo je { X} nenpexudnu mapmunean xoju odeosapa
Hmosom unmezpany I (I[Oyt]f(o), S)I(sgvn(w)))7 mada 3a cee t € [0,T) un>m
BAIHCU:

Xt,n = Xt,m
3a ckopo cee » € {w:t < vp}.
Teopema 13. (Konsepeenuyuja) Ilocmoju nenpexudan npouec Xy maxas da

GANHCU
P {Xt = lim Xm} —1, Vtelo,1].
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Teopema 14. (Hesasucnocm 00 aokasusyjyhiee nusa) Hexa cy vy, u 9y, A0KGAU-
syjyhu nusosu 3a dynxuyujy f € L%OC[O,T]. Y mom cayuajy 3a mMapmun-
eane Xin U Xt,n KOju 00208aPGJY UHMEZDPAAUMS I(I[O,t]f(w,s)l(sgvn(w))) u
I (I[Oﬂf(m, S)I(sg\jn(m))) sasicu caedehe ca seposammohom 1:

lim X, = lim X;,.

n—o0 n—oo

[Ipemaa mehemo 1oKa3MBATH TEOPEME Yy OBOM Iy paja, popMyancaheMo jorn
jenro TBphEme Koje ce KOpPUCTH 33 JoKa3uBame TeopeMe 0 KOH3UCTEHTHOCTH.

Teopema 15. Hexa cy f,g € H2[0,T] u nexa je 4 epeme saycmas.nara maxo
da cy f(w,s) = g(w,s) sa ckopo cee » € {w:s < u}. Tada sasrcu:

t

0/ (.98, = [ g(o,9dB.

0
3a cxopo cee w € {w:t < u}.

3a uenpekuane dyuknuje Bpaynosor kperama, VITOR mHTErpas Takohe
UMa MHTYATUBHY PENPE3CHTAIH]Y Kao TPAHUYHA BPEIHOCT PuMaHOBE Ccyme
(B.Riemann). ¥ Tom cmuciy (hOPMYyJUITIMO TEOPEMY, 32 KOJy JIOKA3 Takohe
nehemo naBoguTH, OH ce Moxke mponahu y [3] cTp. 100.

Teopema 16. Hexa je f: R — R 6uno xoja nenpexudna dynruuja, u Hexa je
usspwena nodeaa unmepsana [0,T] na caedehu navun: t; =iT/n 3a 0 < i <
n. Tada umaro:

lim Z f (Bti,l) (Bti - Btifl)
=1

n—00 4

T
0/ f (By)dB,,

2de lim osnavasa KoHneepzenuuly y eposammoniu.

1.3.4 Urosa dopmyna

Teopema 17. (Umosa dopmyaa - najjednocmasnuju cayuaj) 3a cearxy Pyn-
xuujy f: R — R wuju je dpyeu uszeod nenpexudan, sascu.:

F(B) = £(0) + /0 F/(BJ)B + /O 1(B)ds.

Hehemo naBomuTu myH moKa3 HaBeleHe Teopeme, Beh hemo camo mpegcTaBuTu
meropy ckuity. Wneja je ga ce popmysa gokaxe 3a QyHKIMjE €4 KOMIAKTHUM
HOCAYeM, & OHJIA JIa ce TBpheme mpommpu Ha cBe (DYHKITHje Ca HETPEKUTHUM
JIPYyTUM u3BoAOM. KpeHumo o, passimke

n

f(Bt) - f(O) = Z (f(th) - f(Bti—l)) ,

i=1

) t
rie je ty = — 3a cee 0 < k < n. Ha upesncrapipeny pa3iuky hemo npuMeHUTH
n

anpokcumanujy Tejaoposom (B.Taylor) dbopmysom koja 3a dyHakimje uuju je
JIPYTH U3BOJ, HEIIPEKUIAaH, uMa, caemehn o6k

1

Fy) = fla) = (y =) f'(2) + 5y - z)*f"(x) +r(z.y),
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re je ,
r(z,y) —/ (y —w)(f"(u) — f"(z))du.

U3 uspasa 3a r(z,y) u Henpekuanoctu f” 3akibydyjemMo Jia BaK¥ HEjeHAKOCT
Ir(z,y)| < (y — x)*h(x,y) rae je h PABHOMEDHO HEHPEKHHA W OrPAHHYCHA
dbyukmmja ca ocoburom h(x,z) = 0 3a cBako .

Uneja je ma mpuMeHoM oBe ampokcumanmje Ha pasiauky f(B;) — f(0) nobujemo
TpHU cyMe oJ KOjux he aBe TeXUTH CTOXACTUIKOM OIHOCHO PumaHOBOM mHTE-
rpajay u3 ¢dopmynanuje Teopeme, oK he Ttpeha cyma Texuru Hysu. Y TOM
CMHUCJIy TMaMO:

F(By) = £(0) =Y (f(By,) — f(Bi,_,))

=1

= Z f/(BtiA)(Bti - Bti&) + %Z f”(Bti—l)(Bti - Bti—l)Z
i=1 ]

+ Zr(Btiv Bti—l)
=1
= An + Bn + Cn

rIe

W3 kouseprennuje y BepoBaTHONYT JIAKO MPEIA3UMO HA CKOPO CUTYPHY KOH-
BEpPTeHNU]y Ha cJiejiehu HAUKH:

P{|f(B:) = f(0)—A—B[>¢e} <
< P{|f(B) — f(0) — Ay — By — Cp| + |Ap — Al + |Bn — B| + |C| > €} — 0,

Kaga n — 0o, ynMe je MToBa popMmysia 1oKa3aHa 33 GYHKIH]E Ca KOMIAKTHIM
HOCATEM.

Ja 6uemo mokazamm ma hopMysia Baxu 3a cse dyrkuuje n3 C2(R), nprcernmo

ce ma 3a ceaky f € CO?(R) mocroju fiy € C*(R) ca KOMOAKTHEM HOCAueM,
raksa ja f(x) = fy(z) 3a cse |z| < M. Beh cmo pokazanu jegnakoct

t t
fu(B) = fu0)+ [ fha(B)aB+ 5 [ fi(Boas.

Ako y3memo Ty = min{t : |By| > M}, tana 3a ce o € {s < 1y} umamo ja
Baxu ['(Bs) = f};(Bs), na no Teopemu 15 cienu

t t
/ F/(B,)dB, :/ Fi(Bs)dBs, € {t <)
0 0
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Kako 3a o € {t < Ty} jemmakocru f(Bs) = fu(B / (B

/ fir(Bs)ds, crene TpusmjasHo, TIOKa3aIM CMO Ja 3a o € {t < Ty} Baxu

1B, /f dB+/f”

Hajzax, mpumernmo ma Tty — 00 ca BeposaTHoOhoM 1, omakie cjaemd Ia Haj-
jemmocraanju 06muk Urése dopmyse u3 Teopeme 17 Baxku 3a cse f € C?(R).
O

Y cumucay npomupema Utose dpopmysne na menperwgne (hyHKIHjEe O JIBE
TMPOMEHJ/bHBE, OJT KOJUX TPBA WMa, HEIPEKUJIAH TPBU, a JPYTa HEMPEKUIAH U
apyru m3sox, oguocuo f € CH2(RT x R), dopmysmimemo teopeny:

Teopema 18. 3a ceary pynxuyujy f € CH2(RY x R), saorcu:

2
f(t,By) = f(0,0) + /8 (s, Bs)dBs +/6 sB)d8+ g];(sB)d

Kaxko je moka3 oBe aHaJIOTaH JIOKa3y TeOpeMe 3a, Hajje,ZLHOCTa,BHI/IjI/I 006K
Urose dpopmyne, nahemo camo CKuUIly JA0Ka3a €& AKIEHTOM HA PA3JIUKAMA Yy
OJIHOCY CKHUILY JI0Ka3a npeTxojHe Teopeme. Ilocrynak 3a ¢pyHKIMje ca KOMITaK-
THUM HOCA4YEM €€ IIOHOBO cacroju ox dopmupama pasmauke f(t, By) — £(0,0)
KOja ce TIPeICTaB/ha y ODJIMKY CyMe, a 3aTHM alpOoKCuMaInje Te cyme Tejopos-
uM pa3pojeM. OCHOBHY pa3JiuKy mpeJicTaB/ba 00IUK TejiopoBe amrpoKcuMAaIiije
Y JBOJIMMEH3MOHAIHOM ciy4dajy - dbyrkumja f(t,y) ce y okonmHu Tauke (S, )
MOKE TIPEJICTABUTH Ka0

2
f(s,x)+ (¢t — s)g‘:(s,x) + (y —x)g‘i(s,x) + ;(y—x)ngfg(s,x) +r(s,t,z,y),

re je
15,0, 9)] < (9 — 2B, 5,6) + (6 — 8k, 9,5, 1),

roe dyakuje h u k OpeacTaB/bajy OrpaHHYeHe, PABHOMEDPHO HEIPEKHIIHE
dyuknmje koje cy jennake 0 y cayvajy ¢ = y u s = t. Ilpumenom Tejsopose
dopmyste Ha pa3nuKy m00Mjajy ce 9eTHpH cCyMe, O KOJUX TPU KOHBEPTHUPA)Y
Ka Tpu mHTEerpasia u3 popmysaimuje reopeme, 10K derspra Texu 0. [locmenmu
JIEO JIOKA3a KOJH MPEJICTABIbA MIPeJia3ak ca PYHKIN)ja ca KOMIIAKTHIM HOCAYEM
ua cee pynxmmje f xoje npunagajy CL?(RT xR) uaenruuan je Kao u y ciydajy
nperxojme Teopeme. [

Jemana ox ocuoBaux kKopuctu UtoBe dhopmyste jecte u Be3a u3mel)y Teopuje
MapTuHraja u jgudepennujanuux jepnaunna. Creneha jiema HaM Jaje jeqHy
TaKBY Be3y, aJid IIPE HETO IITITO je HABEIEMO, MOPaMO IeMUHUCATH TI0jaM JIOKAJI-
HOT' MApPTUHIAJIA;

Hedunummja 13. [Ipomec M, je aokasnu mapmunzas y OTHOCY Ha bri-
rpauujy {F;} ako Baxku:

o M; je {F}-amanrupan

e Tlocroju neonagajyhu vus {vi} {F;}-Bpemena 3aycrapbama Takas 1a je
P{viy = T} = 1 3a weko k, wm P{ lim vy = 400} = 1, Tako mga je
n—oo

npotiec Myyin(tv,) — Mo = Mt(k) {F:} maprunran 3a cBako k.
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Hanomena: Ako je X; zajmar ca X; = f(;[ f(e,8)114(s)dBs = [ flw,s)dBs,
Tama3a f € £2LOC, X, HUje y OmIrreM CJIydajy MapTUHTAJ, aJd jeCTe JIOKAJIHU
MapTHHTAJ.

Jlema 6. Hexa je f € CL2(RT x R). Awo sascu

of __10f
ot 20x?’
mada npouec X; = f(t,B;) npedcmasmwa aokaanu mapmuneasr. Axo dawe

GANHCU

E

< 00,

[ {2

mada je Xy mapmunean na 0 <t <T.

1.3.5 ®Pyuknuje mpoiieca, ominra itosa dhopmyia
Hexka je mpomec X; zagar y mudepennujaasnoM obiuKy Ha ciaemehn naumn
dX: = a(w,t)dt + b(w,t)dB.

Tama je IpupoaHO Ja BaXKH:

/Otfw, 9ax, = [ S s)a(o,5)ds + / ' f(or $)b(es,5)d B,

rie Baxkn Ja je dynkmmja f(w,t) ajantupaHa u Jia UCIYHaBa yCIoBe:
e f(v,s)a(w,s) € LY(dt) 3a cse » 3 ckyma BepoatHOhe 1,

o flw,s)b(w,s) € LT oe-

[lurame KoOje ce MHTYUTUBHO IIOCTABJbA: AKO Ce IPOIec X; MOXKE HAIUCATU Y
ropeHasesieHoM 00siuKy u ako je dbynkuuja g(t,y) raarka, Ja Ju Taja nponec
Y: = g(t, X¢) moxkemo mammcatu kao dX; narerpan?! Kopucrehu Utosy dop-
MyJay mokazahemo ma mpuMepuMa aa je moryhe ako je X; mporec BpaynoBor
KpeTama, a OHaa heMo (GopMyancaT W TeOpPeMy KOja Jaje OAroBOP HA OBO
MMATAKE Y OIIITEM CIYYIa]y.

IIpe mpumepa, HABETUMO TPABUAIO PAYYHAHA HA CKYIY JHHEAPHUAX KOM-
ounarmja cumbona dt m dB:, xoje ce obuuno Hazwea BoxAlgebra mabmuna
MHOXKEba, TIE je ¢a - O3HATYCHO MHOXKeme cuMbosa dt u dBy:

. dt | dB;
da | 0 0
dB; | 0 | dt

Tako, Ha npuMep, 3a Opolec Koju je gar ca dZ; = a dt + b dB; umamo 1a
BaXKmu:

dZ; -dZ, = (a dt + b dBy) - (a dt + b dB;)
=a? dt-dt + 2ab dt - dB; + b dB; - dB;
= b2 dt.
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Ipumep 1: Heka je X, mporec Bpaynosor kpetama ca yobuuajenum mome-
pajeM p u gucneps3ujoM o. Taja ra MoxKeMO 3allHCATH Kao CTOXaCTHIKH HHTe-
rpaJj wim kao PyHKImjy BpayHoBor kperama:

dX; = p.dt +odBy, Xog =0 wm X; = ut + oBy.

Taxobe, nponec Y; = f(t, X;) moxemo 3anucarn u kao Yy = g(t, By) rae je
dbyukuuja g nedunucana ca g(t,x) = f(t,ut + ox). Ipumemwyjyhu Urosy
dbopmyny wa Y; = g(t, By) nobujamo:

1
U3 nedunnnmje dynknuje g mmamo g¢(t, ) = fi(t, ut+ox)+ fz (¢, ut+ox)y,

gz(t, ) = fu(t,ut+02)0, guu(t, z) = frz(t,pt+o0x)0?, Taxo ma dY; y bynkumju
on, f uma obJuK:

dYy = {fi(t, Xt) + ufe(t, Xo) Ydt + o f.(t, X¢)dB; + %02fm(t, X,)dt
= St X0t + Lot XX, + 50% ralt, Xo)
AKO IIPUMEHHUMO IIPpaBUJIa MHOZKECIba U3 Ta6.HI/HJ‘e7 ,H‘O6I/IjaMOI
df(t, X¢) = fie(t, Xe)dt + fo(t, Xi)d Xy + %fmx(ta Xi)dXy - dXy.

IIpumep 2: Hexra je X; mporec reoMeTpujcKkor bpayHOBOT KpeTama, JaT ca
X; = exp(at + oBy). Kaxko je X; dynknuja Bpaynosor kperama u BpemeHa,
yobuuajernom npumenom Urose dpopmyste gare Teopemom 18, Hamazumo ja Xy
3a10B0J/baBA, cieaehn 00JIuK:

1
dX; = (cx + 202> X,dt + 6 X;dB;.

[TocmaTpajmo nporec Yy pedbunucan uspasom Y; = f(t, X;). Kao n y mperxos-
HOM npuMepy, 3anucaliemo oBaj npouec y obauky Yy = g(t, By), tae je g(t,x) =
f(t,exp(at + ox)). Ilonasmajyhu nporec U3 mpeTxoaHOT MpUMEpa, J0O6HjaMo:

gi(t,x) = fi(t,exp(at + ox)) + fr(t,exp(at + ox)) exp(at + ox)a,

92(t,x) = fo(t,exp(at + ox)) exp(ot + ox)o,
Goa(t, ) = 02 exp(at+ox){ fo(t, exp(at+0z))+ fru (t, exp(ot+ox)) exp(at+ozx)}.

IIpumemyjyhu ose jeqaakoctu u UtoBy dpopmysty 3a jJBOJIMMEH3NOHU CJIy-
9aj, BUIAMO JI3, BarKu:

1
= {fe(t, X¢) + aXy fo(t, X¢) dt + 0 Xy fo(t, Xi)dBy
1
- 5{&){',rfgg(t, Xy) 4+ ® X7 fru(t, Xy) }dt

1
= fi(t, Xp)dt + fo(t, X;)dX; + ifzz(t, X))o X2dt
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IIpumemyjyhu name npasuia MHOXKewa U3 Bor algebra tabauie MHOXKeEHA
AMAMO:

1
df (t, Xe) = fi(t, Xe)dt + fo(t, Xe)d X + §fm(t, Xp)dX; - dXy.

Youmsiu pesyarare 0b6a mpuMepa, BUIAMO Ja Pelieme nMa uctu 00iuk. To
WMAK HHje CJAYyYajHOCT, Beh OIIITe mMpaBuio KOje BaXKU 33, MHOTO IMHPY KJIACY
mnporeca o BpayHoBor kperama. Y TOM CMUCIY HABOJIUMO JeDUHULHA]Y U
TeopeMy:

Hedunaunuja 14. Tpouec {X; : 0 < ¢t < T} nasusamo cmandapduu npoyec
ako ce {X;} MoOXKe TpeJiCTABUTH OPEKO UHTerpasia Ha ciaeiaehn naqum:

t t
X =29 +/ a(w, s)ds —I—/ b(w,s)dBs, 0<t<T,
0 0

rae cy a(-,+) m b(-,-) MEp/PMBKM M AJANTHPAHU TIPOIECH KOJU 3a0BOJHABA]Y
cinemehe ycnoge:

P </0Ta(co7s)|ds < oo) =1, P</0T|b(@73)|2ds < oo> =1

Hamnowmena: ako npuMmernMo riaTky GyHKIM]y HA CTAHJIAD/IHK TPOIIEC, TIOHOBO
J001jaMO CTAHJAPIHHA IPOIEC, KOJU €€ MOXKe NPEJICTABUTH Yy ODJIMKY CTOXa-
CTUYKOT WHTErpaJa.

Teopema 19. (Hmosa gopmysa 3a cmandapdnu npovec) Hexa je dama dyrix-
yuja f € Cl’Q(R+ X R) u nexa je {X; : 0 <t < T} cmandaponu npouec xoju
uma caedehu unmeepaanu 06AUK

t t
X = / a(w, s)ds + / b(w,s)dBs, 0<t<T.
0 0

Tada sascu

t
6.0 = 100 + [ FHs.X)ds

1 [tO*f

5 ) W(S, Xs)bz((l), S)ds.

t 6f
+/ a*(S,XQdXs +

0 X
Axo 6ucMO Ha pe3ysaTAT TeopeMe MPUMEHUIH MPABUIIA TabIUIEe MHOXKEHhA, U
pe3yarar mHanucau y obymKy croxacTudkux judepeniujana, gobuan 6ucmo:

1
df (t, Xy) = fi(t, Xp)dt + fo(t, X¢)d X + §fm(t, Xy)dXy - dXy,

1IITo je 6mo m pe3ysaraT 0ba mpuMepa.

Joka3 oBe Teopeme npaTu UCTU MOCTYHAK Ka0 u j0ka3 Vtose opmyie 3a
HajjeHOCTaBHU]Y Kjaacy (byHKIEja, CTOra ra HeheMo m3BOIUTH.

Hawmehe ce morpeba 3a medunncameM pyHKIM]e BHAIIE IPOIECA, OIHOCHO 33,
jour ommrujum obsmkom Ntose dopmyste. la 6ucvo Morum J1a HaBEJIEMO TEO-
peMy Koje nedunuiie Taj 00K, MOPaMO IIPBO IpornupuTn Hawny BoxAlgebra
TabJInIy MHOXKEmA!
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- | dt|dB} | dB?
d [ 0] 0 0
dBf | 0| dt | 0
dB | 0| 0 dt

Teopema 20. (Umosa dopmyaa 3a dea cmandapdna npoveca) Hexa je dama
dynryuja f € CH2(RY x R) u newa cy {X; :0<t < T}y u{Y;:0<t<T}
dsa cmandapdra npoueca caedeliur uHmMe2pasruxr 0bAUKG

t t
Xy :/ a(w,s)ds—{—/ b(w, s)dBs,
0 0

Y; = /Ot a(w, s)ds + /Otﬁ(w,s)st.

Tada sastcu

t t
(X0 Y) = £(0.0) + / Fo(Xo, Yo)dX, + / 1, (X, Yo)dY,
0 0
t
+;/ foz(Xs, Yo) 02 (0, 5)ds
tO
+/0 Jay(Xs, Ys)b(w, s)B(w, s)ds

1 t
+2/0 fyy(XmY;)BQ(w? S)ds'

PezysraT Teopeme 3anucan y ob6imKy cTOXacTUYKKMX JndepeHnyjata u3rie/ia
OBAaKO:

df (X4, Yy) = fo( X, Yi)d Xy + [y (X4, Y7)dY;
1 1
+ ifcm(Xta Y1)dX; - dXy 4 foy (X, Yi)d X - dY; + ifyy(Xta Y;)dY; - dY;.

1.4 CroxacTuuke audepeHInjaJHe jeJHauYnHe

1.4.1 YBoa m mpumepmu

CKOpO CBHU HCIIPCKUJIHU CTOXACTUYKH IIPOIECH KOjI/I Cce MOTy IPpUMEHUTHU y
peajiHOM KHUBOTY UMajy caeaehn obimk:

dX; = u(t, X¢)dt + o(t, X;)dB;, Xo = xo.

Taxse cmozacmuyke dupepenyujarne jednawune (C/AJ) npyxajy Beoma moro-
JIHO OKPY2Kee 33 KOHCTDPYKIIA]Y W aHAJM3Y CTOXACTUIKUX Mojesa. Kako ce
Koe(ULUjeHTH je/IHAYMHE U U G MOI'Yy IOCMATPATH KAa0 MepPe KPATKOPOYHOT
pacTa m IPOMEHJPUBOCTH, MOJIEJIOBAKE Beh MMa CIpeMaH IOCTYIAK 33 KOH-
CTPYKIIFje MPOIEeca KOJU OJparXKaBajy MOoHAINMamka y peagHoMm xusoTy. CJ1J
Ham Takohe npy»xkajy Bely namehy reopwuje BepoarHohe m 0OMUHUX W MApIHU-
jamHux aude-peHnujaTHuX jeIHAIHHA.

Y namem panay he npro 6utu npexacrasibere Tpu crnerupuane CJIJ koje
MMajy BEJIMKY HTPAaKTUIHY HpuMeHy u Ouhe MpPUKA3aHO HAJIAXKEHmE EKCILIUII-
WTHAX PEIeha OBUX jeAHATMHA, 8 3aTUM NeMO HABECTH OCHOBHY TEOPEMY O
[IOCTOJaly W jJeIMHCTBEHOCTH pelea nmocmarpane C/1J.
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Ipumep 1: Teomempujcko Bpayroso xpemarse

Jemma o najupupogamjux n najsaxuujux CJJ mara je y caemehem obmuky:
dXt = HXtdt + OXtdBt,

rie je Xo = x¢ > 0, a koedunujeaTn cy KOHCTAHTE 33 KOje BaXKm —00 < U < 00
u o > 0. HTYHIMja KOjOM ce JI0JIa3K JO0 OBe jeTHAUYWHE HaJlaxKe jJa X; MpeJl-
CTaBJbA HOHAINAKE KPATKOPOYHOr pacTa U HeosipeheHocTH, Tako jia ce yrupaso
osa C/lJ gecro kopuctu y npumenu Ha dbuHaHcHjcKe Mojesie. Kako HaMm je
oBaj m3pa3 oj panuje mo3uaT Kao leomerpujcko BpaynoBo kperame, mMoriu
OUCMO Ty UMHEHHILYy UCKOPUCTUTHU 33 HEOBO PEIaBambe, aju ieMo, Ulakx, Jio
perema gohu nomohy cucremarmanujer npucrtymna. llomro je Urosa dop-
MyJIa aJiaT KOju OUCMO MO Jia TPUMEHUMO, OUUTJIETHO je 13 eMO TpaskuTu
pemieme jenunaunne y obmuky X; = f(t, B;). Ilpumenom nomenyre dopmyire,
nUMaMoO:

dX; = {ft(tv Bt) + %fx:ﬁ(ta Bt)} dt + fér(tv Bt)dBt7

Caga ce permasame CJIJ cBoam Ha Tpaxeme dyukuuje f(t, z) koja 3a10B0/baBa
cnemehe nBe jemmaumne mobujeHe m3jenHaUABAHEM KOeDHITHjeHATa IOJIA3HE
CI1J u nperxomHor uspasa:

8 (02) = it ) + 3 Fanlt2), 0 (1,2) = fult2).

: Ja :
Jpyra jennauwmna ce MOXKe 3amucaTv y oMKy —- = o, a perieme ose IJ je

nparo ca f(t,xz) = exp(ox + ¢(t)), rae je ¢(-) npoussomua dbyuxnuja. Kana
OBO pelllerbe yBPCTHMO y IPBY jeJHAYHHY, BHAUMO Ja (GyHKIZja ¢ MOpa Ja
33/0BObABA yCJI0B ¢/ (1) =y — %02. VnrerpaspemeM TOr u3pasa u y3umajyhu
y 003up moderHu yciaoB Xg = g, J00HjaMO pelllerhe jeaHadnHe y ciegehem
ObJINKY:

1
X; = xgexp ((p - 502)t + oBt> )

Y OBOM TpPEHYTKY, HE MOXKEMO MCKJbYIUTH MOI'YRHOCT Jia je moryhe join HEKO
pememe oBze CJ1J, anu fiemo yCKOpo JIOKa3aTH J1a je HABeJIeHU Pe3yJITaT je IMH-
creer. Takobe, oBo pememe mpesacTasba ['eomerpujcko BpayHoso kperame u
MIPEACTaB/ha HAJIMHPE TPUMEHLHBAHU TPOIeC v GUHAHCH]CKO] MATEMATHUIIA U
€KOHOMU]H.

IIpumep 2: Oprwmagjn- Yaenberos npouec (Ornstein — Uhlenbeck)

WsjennagaBame Koedwumjenara OpUMEHEHO Y IPETXOTHOM IIPUMEPY je
9ecTo BeOMa KOPHUCHO, ajii MOKe OMTH M HOTIHYHO HeynoTpeb/hbuBO 4YakK M 3a
jenuocrapue cayuajese CI1J. OBaj npumep To u mwirycTpyje, aJiv MoKasyje u aj-
TepHATHBAH HAYWH 33 pemasame. CJ1J kojy hemo pemraBaTu y oBoM mpumMepy
uMa, 0DJTUK:

dXt = —O(Xtdt + GdBt,

e je Xg = xg, m e ¢y o u O no3uTuBHE KomHcrtamTe. PakTop momepaja
—aXdt y 0BOj jerHaUMHY je HeraTuBaH KaJia je X; > 0 0IHOCHO TIO3UTHBAH 33,
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X; < 0, crora mako he mporiec yBeK OCIIMJIOBATH HA CJIyUIAjaH HAYWH, MOXKEMO
oueknBaTu ga he ce X; yBek Bpaharu xa mynu. /labe, Kako je mapaMeTap y3
dB; koHCTaHTa (33 PA3JIMKY O TEOMETPHUJCKOT BpayHOBOr KpeTama), 09eKy-
jemo ma X ocumimpa WHTE3UWBHO, 9aK W KaJa je 6u3y Hyre. Kao mociemuia
oBOra, Takohe oduekyjemMo sa Xy Y€CTO Memha 3HAK, 33 PA3JIUKYy OJ [€OMETPH-
jckor BpayHoBor Kperama, KOje HHMKAaJa He mpesia3u Hysay. OBaj mojen je
noctao nozHar 1931, rommue kaja cy asojuna dpusudapa - OpHCTajH U YJieH-
0OeK TPOyIaBAJIM TIOHAIIAHE TACOBA OAHOCHO OP3UHY TOjeINHAIHUX MOJIEKYIIA
raca. IllTo ce Tuue mpuMene y (bpMHAHCHJCKO] MATEMATHIIA, OBaj IPOIEC je
kopuctno Bacuuek (O.Vasicek) y jeHOM 01 IPBUX CTOXACTUYKUX MOJIENA 32
KpeTame KaMaTHUX CTOmA. ¥ TOj IpUMeHH, Tpebaso je Ja 0apazxKaBa OJCTY-
mame KaMaTHE CTOme y OaHOCYy Ha nary dukcmupany cromy. Hawma je momen
3aHUMJBUB jep MAKO UMa, jeJJHOCTABHO periee, OHO Huje obsmka f(t, By). Ako
MOKYIIIAMO 1 ITPUMEHUMO METOJ U3je/IHavaBama Koeduimjenara, nehemo yc-
et Ja To ypajaumo. HMImak, OCTOju HaUWH JIa 0Baj MPUCTYH WUIMAK YINHUMO
KOPHUCHUM - jJEJHOCTABHO HAM je€ TMOTpeOHa Imupa KJIaca MPOIeca y KOjoj xKe-
JIUMO I, BPIAMO U3jejiHadaBambe. AKo mocMarpamo jexpnaunny Y- mporeca,
MO2KEMO TIOCYMEATH J1a, ce paJji 0 l'aycosBom mporecy u Bogehu ce pamumjum
Ca3HAHLUMA, MOYKEMO MOTPAXKUTH Pelemne jeanaunte kKao VITOB wHTErpas He-
cnyuajue dpyukije. OBo Hehe 6UTH TOTIYHO YCIEITHO, AU HAC PA3MUIILBAE
y TOM CMEpPYy MOXKe€ JOBECTH JI0 PEIIema. Y CMUCIY TPaXKema 00JIMKA Perrema
O-VY jemHauunne, IIOCMATPAJMO IIPOIIECE KOJU CYy MPOU3BOJL, L'aycoBOr U Hecryda-
jJHOT TIporieca, JakJe u gajse ['aycoB mporec Koju mmMa, 00JnK:

X, = at) {xo + /0 t b(s)st} ,

rae cy a(-) m b(-) mudepenuujabunne dynkuuje. JIudepennupamem osor
n3paza jobuja ce:

dX; = d'(t) {xo + /Ot b(s)st} dt + a(t)b(t)dB.

Axo npernocrasumo ga je a(0) =1 u a(t) > 0 3a cBako t > 0, ouza je Taycos
nporiec X; pemtewe ciaenehe C/J:

/
X, = "D it 4 ab(t)dB,,  Xo = zo.
a(t)
Oproc uamely nBa obsuka 3a d Xy I'aycoBor nporieca jiaje HAM HAYHH 33 Pella-
Bame ckopo c¢Bake CJ/1J unju je koedunujent momepaja nuHeapHa KOMOUHAIIT]A
on, X; u unju koedunujent y3 dB; 3aBucu camo oj t. Oaj mauwn hemo upu-
MEHUTH y OBOM u y ciejehem npumepy Bpaynosor mocra.

IIpehumo cayra Ha perraBame uzjesHadaBameM Koedunmjenara gare CIJ
n nperxoaue jeanaunre. obujamo mse jeanocrasue J1J:

Jenuucreeno pememe npse jepnaunne ca a(0) = 1 je a(t) = exp(—at), Tako ga
u3 apyre gobujamo b(t) = cexp(at). Crenu ga je perieme:

t t
X, =e ™ {wo + o/ e“sdBS} = zoe ¥ + 0/ e~ t=9)dB,.
0 0
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Ako mocmMaTpaMo pereme Koje ¢MO OO, MOXKEMO 3aKJbYTUTH HEKOJHUKO
crBapu. lIpso, BUAMMO Ja Kajia ¢ — 00, Taja YTHUIER] TOYeTHE BPEIHOCTH T(

eKCIIOHEHTIAjaJTHO omaia. 3aTmM, Kako je E(X;) = roe™*, puammvo na n B (X;)
6p30 Texu Hyad, ca mopactoMm t. Hajsam, xopucrehu WToBY m3omerpujy ma

n3pavdyHamo junep3ujy o X jobujamo:

2 ! —20a(t—s) o’ —2ut\ t—=o o’
Var(Xy) =0 e ds=—{1—e >} —= —.
0 200 200
Kako je dB; warerpas Hecay4dajae ¢dpyaximje I'aycos mporec, 3aKbyIyjeMo
Jga O-Y mporec eKCIOHEHIMjaJIHO TeXW Ka HOPMAJIHO] PACIOIesn a4 OYeKH-
2
[¢)

BameM () u aucnepsujom o .

IIpumep 3: Bpaynos mocm

Ilociie KOHCTpPyKIMje W HCOIUTHBAmHA HEKHX ocobmHa BpaymoBor mocta y
norsasiey 1.1.4, 3akmpyariu cmo Ja je o Laycos mpouec { X} medunucan Ha
nrareppasy [0, 1] rakas qa Cov(Xg, X;) = s(1 —t) 3a 0 < s < t. Takobe cmo
BUIEIN JIa Ce MOXKe mpeicTaBuTu y obmky X; = By —tB13a 0 <t <1mu
JIa ce MOKe MOCMaTpaTh Kao mporec BpayHoBor kpertama Koju ce Bpaha y 0y
Bpeme t = 1. Cajyia hemo ce yBeputu ja nHam VToBa mHTerpaiuja jiaje HAYUH
MPE/ICTABBAKA BPayHOBOT MOCTA, KOJH HAM MOMAXKe JIa Pa3yMeMO ITPUPOJLY
uporeca u pazsor 36or kor ce paha y nyiny. Heka je t € (0,1) u neka je X
BpeaHoCT mporeca y TpenyTky t. [locraBma ce nurame - KakaB Ou moMepaj oBaj
mporiec Tpebasio Ja uMa Tako ja Oyje npucuibeH jia ce Bparu y 0 y Bpeme 17
Ja 6u To 6usio ucuymeno, mpomec mopa n3 Xy s10 0 qohu 3a mpeocralio Bpeme
1 — ¢, Tako ja momMepaj 3a/ajeMo Ha npupojan Hadun y obuuky —X;/(1 — t),
ma ako To 3anwuiiemo y obauky CJLJ, nmamo:

Xi

1—t¢

HHokazahemo ja 1ocToju jeIMHCTBEHO PEIEHE OBE jEJIHAYMHE KAa0 U A

OHO TIpesicTaBsha Tporiec bpaymosor mocra. [IpmMeHmMO METOS TOMEHYT y
TMPETXOTHOM TIPUMEPY':

dX, = ——=Ldt +dB,, X, =0.

1
omakJie Hasma3uMo 1a je a(t) =1 —t u b(t) = =3 Jagie, mo6ujaMo penene

0bJIMKA:

t
1
Xt:(l—t)/ dB,, Vi e[0,1).
0 — S

Kako cmo m0bwnm mwuterpas of Hecaydajue (pyHKIHMje, MMAMO Jia je MPOIec
laycos, a Bumumo u ma Baxu F(X;) =03at € [0,1). Ja 6ucmo ce ypepria ma
0Baj POITEC TPEeICTaBIhA Tpotiec BpayHosor mocta, moTpebHo je jorn oapeanTtu
BpenHocT KoBapujanuje. Heka je 0 < s < ¢, Taga nmamo:

Cov(Xs, X)) = B(X,X,) = (1 — 8)(1— ) [/0 1 . ~aB, /Ot 1 L UdBv} .
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s t
Ako Jpyru mHTErpaJ mpejcTaBuMo Kao 30up Ba WHTErpaJsa fo u fs, TaJIA U3
HE3aBUCHOCTHU HHTEr'paJia KMaMO:

| o
E dBy, dB,| =0,
o 1—u s 1—v

a npumenom VItoBe m3omerpuje m0bujamo:

s 2 s
/ L i, :/ LI L
0o 1—u o (1—wu)? 1—s

BummMmo J1a MO JTONUITH 10 OUY€KUBAHOT PE3YJIITATA:

E

Cov(Xs, X¢) = s(1 —1).

1.4.2 Teopema 0 mocTOjamky U jeIUHCTBEHOCTHU PEHIEHA

Teopema 21. (Ilocrojame u jemumHCTBEHOCT pemewa) Hexa woeduyujenmu
cmoxacmuuke dudeperryujante jednavure

dX; = p(t, Xp)dt + o(t, X¢)dB, Xo=x0, 0<t<T,
3adosomasajy Jlunwuuos (R.Lipschitz) ycaos
ut,) —u(t,y)P + lo(t,2) — olt, )P < Klz -y, K >0,
U YCAO8 PECPUKYUTE PACNA:
u(t,2)* +[o(t,2)[* < K(1+ |z*), K >0.

Tada nocmoju nenpexudno adanmuparo pewerve Xy dame cmozracmuuke duge-
penyujanne jednaqune, xoje je pasnomepro oeparudeno y L2(dP):

sup E (Xf) < o0.
0<t<T

Hawe, axo cy X; u'Y; oba nenpexuona u L?-oepanuuena pewera dame CILJ,
8AIICU:

P(X,=Y;, Vtel0,T)) =1.

JHokas ce moxe nponahn y [3] crp 142.-148.

1.4.3 Cucremu CJ/1J

Ha je Teopuja /1J ocrasa orpanudena Ha jeHy JUMEH3U]Y, He OUCMO UMAJH
aBUOHE, PAIN0, TEJIEBU3NU]Y, HaBoheme pakeTa, utA. Ha cpehy, ona ce mporup-
WJIa Ha CUCTEME JeTHAYUNHA, a UCTO TBPheme MPUPOIHO BAXKU U 33 CTOXACTUIKE
J1J. Kako 6u obesexxaBarme OCTAJI0 MPUOIUAKHO UCTO OHOM W3 jE/IHE TUMEH-
3uje, cucreme ClJ decro 3anucyjeMo y obOIUKY:

dXt = b_f(t, Xt)dt + G(t, Xt)dgt, XO = :fo7

rJe cy
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P’l dBtl o011 ©O12 ... O14d
R2
. _ Yo . dBt = 021 09292 ... O94
“(tu Xt) - . ) dBt - : ) G(ta Xt) - . )
K dB¢ Od1 Cd2 --- Odd

—

re 36or ckpahenor 3ammca xKopucTumo o4; = 045(t, X¢) w u, = w, (¢, X (¢)).

OcHoBHA TeopeMa, 0 JeIMHCTBEHOCTH U ocTojamwy pememna CJ1J npormmpyje
ce u Ha cucrtem C/lJ 6e3 GuTHHjUX TPOMEHA.

IIpumep: BpayHnoseo xpemarve no KpYyHCHUUU

Hexra cy Xy = cos(B;) u Y; = sin(By). Taga je 1BoAMMEH3HOHAIHA IPOTIEC
(X4, Y:) nosnar kao Bpaynoso kperamwe no kpyxuunu. Cucrem CJIJ xoju ce
OJTHOCH Ha, 0Baj MPOTIEC, JIAT je ca:

1 1
dXt = — Sin(Bt)dBt — 5 COS(Bt)dt = —Y;gdBt — EXtdt

1 1
dY;j = COS(Bt)dBt — 5 SlIl(Bt)dt = XtdBt — ilftdta
WM Y MaTPUIHOM OOJIUKY:
Xl 1 X ~-Y;, 0] dB}
=l e L o [ |
Bugumo nma y oBom npumepy apyro bpayHoBo Kperame HEMa BEJIUKY YJIOTY

y moporiecy. Pa3zmor je To mTo je BpayHOBO KpeTame II0 KpPyry MPaKTHIHO
jeIHOMMEeH3HORY IPoLeC KOju ce oapuja y R2.



I'maBa 2

IIpumena C/J y

dbpuHaHCHjCKO] MaTeMaTHUINn

2.1 PuHAHCU]CKH JEePUBATH - OIIIHje

2.1.1 HdeduHumnuja, eJileMeHTH U BPCTE OIMIKja

VY oBom moriiaBsy hiemo HaBecTm OCHOBHE TOjMOBE W3 (DUHAHCHjCKE MaTe-
MAaTHKe Ha Koje heMo mpHMeHuTH J0CaIallbha TBphema u3 06IacTH CIydajHux
mporieca. Ob6jacamhemo u muxoBe ocobwne Koje he mam 6wt 07 KOPUCTH Y

JajbeM pajy.

Iloprdosmo je komeknmja BpeJHOCHUX IMAIKpa KOje HEKO moceayje. Huje
ncnpasuo pehu ma je mopTdosno CKyIl BPEIHOCHWX MANKPa, jep HEKO MOXKe
JIa, TIOCeIyje BHUINE MCTUX BPEIHOCHUX MAMHPA. BpeaHocT mopTdosmja je Jim-
HeapHa KOMOWHAIM]a BPEAHOCTH TIOjeIMHATHUX BPEIHOCHUX anupa. DuHan-
CHjCKU JIEPUBATH CYy BPEJIHOCHU HAIMPU UKjd BPETHOCT 3aBUCU OJI BPEIHOCTH
HEKUX JIPYI'MX BPEJHOCHUX HAanupa Koje hemo 3aru mojyiora (Ha €HIVIECKOM
underlying asset). Hajnosmaruja BpcTa (HDUHAHCHjCKUX JepuBaTa Cy ONIHMjeE,
a Haj3acTyIbeHUja TOJIoTa ¢y akiuje. Axkmnenar marmme npumene C/J owulie
Ha oxpehuBamy MOAEIa KOjU €€ OJHOCH HA BPEIHOCT OmIHja, ma hemo y Tom
CMUCJIy HABECTH OCHOBHE BPCTE ONIUja U BUXOBE OCODUHE.

Hedbununuja 15. Onuyuja je dbuHAHCHjCKM YrOBOp KOJUM Ce CTHUYE IIPABO,
amu He m 00aBe3a J1a ce KyIu WM MPOJA MoMIora (aKmmja), moj, JOroBOPeHuM
YCIIOBUMA.

Vcisi0Br HA KOjUMa Ce 3aCHUBA YIOBOD CY:

e yroeopena nena (nena no ucreky mau Ha jocnehy) BpegnocHor manmpa
Ha KOjH Ce OIIHje OTHOCE,

® YIOBOPEHO BPEME J0 WCTEKA OIIIHje.

Y ozHOCY Ha TO JIa JIX Ce OIIIMja O/IHOCH HA, KYIIOBUHY MJIW TIPOJIAjy BPEIHOCHOT
anupa, pas3inKyjeMo JIBe BpCTe OMIIH]ja:

e kout omnrja (call option) - maje mpaBo anu He u 06aBe3y KyIMOBUHE BPEJ-
HOCHOT TIATINPa MO YHAIIPEJ JOTOBOPEHO] TeHn K,

29
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e nyr onmmja (put option) - maje npaBo anu HE u 00aBE3y TPOJAje BPEJ-
HOCHOT TIaIINpa MO YHAIPE JTOTOBOPEHO] NeHn K.

VY omrocy ma moryhe BpemMe u3BpINeHa ONIyje, TaKohe mOCTOju OCHOBHA, TTOIEJIa
Ha JIBe BPCTE:

® EBPOIICKE - MOT'Y Ce aKTHUBUPATH CaMO y yTOBOPeHO Bpeme T,

® AMEpUYKE - MOTY Ce aKTUBHPATH y OUIO0 KOM TPEHYTKY O YyrOBOPEHOT
Bpemena T', kKao m 'y camo Bpeme T’

Omruje Koje HUCY KJIACHIHE TIYT W KOJI HA3UBajy ce ersotudne ommnumje. Ocobda
KOja TIpoJiaje OIMujy ce Ha eHIJIeCKOM Ha3uBa ~the writter” un 3a wy ce Kaxxe
J1a je y Kparkoj mosunmju (short position), 10K ce ocoba Koja KyIyje OmImjy
nasusa "the holder” w 3a wy ce kKaxe aa je y gyroj nosummju (long position).
Pusunu nipu ckianamy yroeopa €y pasjdduTH Y 3aBUCHOCTH OJ1 MO3UIH)E -
kynarn, (holder) pusukyje camo OHO IITO je IWIATHO 34 OTIHjY, JOK IIPOJABAILL
(writter) moxke umaru MHOrO Behm ryburak (jep je mpunayhen na Kymu win
npoJa AKIM]y HA OCHOBY YroBopa, 6e3 063upa Ha HEHY TPEHYTHY BDEJIHOCT).
3a omnuje Koje JoHOCE NOOUTAK AKO Ce AKTUBHUPA]y KaKEMO Jia ¢y 'y HOBILY”
(in the money), a 3a OHe KOje HUCY MCIJIATHBE KAXKEMO Ja Cy ~BaH HOBI@A”
(out of money). Axo je onmuja Ha TPAHUIM UCILUIATUBOCTH, OHJIA je " Ha HOBILY”
(on the money).

Hapenumo cama yobmuajere o3HaKe MOMEHYTHX W HEKMX HOBHUX IIOjMOBA Koje
hemo KopucTrTH Jajbe Y PaLy KaJa je ped O OmIrhjaMa;

e S) - cajalimba NeHA AKIUje

e K - yrosopena 1ieHa akmmje (strike price, exercise price)
e T - Bpeme j10 ucreka onmuje (time to maturity, strike time, exercise time)
e St - IeHa akKIuje Ha UCTEKY OIIIHje

e S; - nena akmnuje y TpeayTky t, 0 <t < T

e > ( - KAMAaTHA CTOIA KOJa Ce HEIPEKUIHO 0OpavuyHaBa
® C - BPEIHOCT je/iHe €BPOIICKE KOJI OIIIHje

® p - BPEJHOCT jeJHe eBPOIICKE IIYT OMIIH]je

e ( - BPeJHOCT je/iHEe aMepuIKe KOJI OIIInje

e P - BpEJHOCT jeJIHE aMepUYIKe IMyT OIIHje

e D - nuBunenma

® G - BOJIATWJIHOCT aKIyje (BPeJHOCHOT TATHPA,)

Taxobe, HammoMeHUMO J1a Y IPEOCTAJIOM JIEy pajia mojpa3yMeBaMo ciesehe:

e He nocroje TpomkoBu HOBYAHUX TPAHCAKITH]A;
e (CBe mojexe UCTOj KAMATHO] CTOIIH;

o Tlozajmurie u yio3u y 6aHKY MMajy MCTY KAMATHY CTOIY, U YBEK MOXKEMO
Ja KyTHMO WJTH ITPOJIAMO aKIU]y HJIX OIIH]Y KOJY KEJTUMO IO TPKHIITHO]
LEHU;

e He nmocroju apburpazxa, Tj. IpaB/beme CUIYpHOT npodurta 6e3 pu3uka.
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2.1.2 Ocobune U BpEeIHOCT OIIHja

Y oBowm noruiassby hemo ce 6aBUTH 110JMOM BPEJHOCTH OIIU]a ¥ TPEHYTKY
HCTeKa omnuje, GaKTOPUMa KOJH yTHIy Ha IEHY OIMKFja KAa0 W IPAHUIAMA 33
IeHe OmIrja, y ciay4ajy 6e3 wnu ca ausuieHgama. [louehemo onx BpemHOCTH
€BPOIICKUX OMIHja. AKO BayKe yBeJleHA HOTAIM]a U MPETIOCTABKE, OIPEINMO:

BpeasocT eBpoOIiCKe KOJI ONIHKje ¥ TPEHYTKY ucreka 1’

Y tpenyrky T pazaukyjemo masa moryha ciyuaja. Ako je St < K, Bpen-
HOCT OIIIHje je HyJIa, jep HUje UCIUIATHBO KYIUTHU ONIH]Y 33 JIOTOBOPEHY IeHY
K ako je TpxKuIliHa 1eHa, ST HUXKA W Ta[a je Kylall ONIuje BaH HOBIA. AKo,
mak, Baxu obpuyro, K < S7, Tama ce MCIUIATA KYIWTH OIIMjy IO JOTOB-
OpEHOj 1EHH, jep je OHJ/Ia MOXKEMO IIPOJIATH 10 TPXKUIIHO] MEHU KOja je BUIIA U
THME OCTBapuTH J00uT on ST — K, omHocHo Kymall je y Hopily. Onapie ciean
JIa, je BPEJHOCT €BPOIICKE KOJI OI|je ¢ y TPeHyTKy ucreka 1 gara ciaepehum
U3PA3OM:

¢ = max{Sr — K,0}.

Ha cnepehum rpadunmuma nmpukasane cy Ayra u KpaTKa MO3UIHja 33 €BPOIICKY
KOJI ONIIH]V:

BpeaHoOCT eBpONCKe IIYT ONIIMje ¥ TPEHYTKY ucteka T

VY cayuajy myTt omrmje, Takohe mMaMoO JBa CAydaja y TpeHyTky 1, amm
BPEJHOCT Ce padyHa Ha cynportaH HauwmH. Hawmwme, ako je St > K, Huje uc-
TLUIATUBO IPOJIABATH AKIIK]Y IO yrOBOPEeHOj neru K jep je TPKUIITHA BPeIHOCT
Beha oz yroBopeHe, IIa je W BPEIHOCT IIyT ONNYje jeJIHAKA HYJIH, OTHOCHO BaH
HOBIIA CMO. ¥ cjy4dajy kaja je K > Sp, UCIUIATHBO je TPOJATH AKIHjy I10
yroBopenoj neau K, xoja je Beha o TpxKuiime, JaKje BPeIHOCT IyT OIIHje
jesiHaka je gqobutn Koja Moxe outu ocrBapera K — S, 1j. y HoBiy cmo. Crora
nUMaMoO:

p = max{K — Sp,0}.

Nctn pesysrar npukasad rpaduKoOM y OJHOCY HA JIYTI'y U KPATKY MO3UIH]Y:
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Ca jatux rpaduka ce MOXKe 3aKJbyIUTH JIa j€ 3a OHOIa, KO je IMPOJA0 KOJI
ONIKjy TIOTEHIMjaJIHu IyOMTaK HEOTPAHWYEH, JIOK jé 334 OHOTa KO MPOoaa IyT
OINIIN]Y, MOTEHIN]AJIHA TYOUTAK OrpaHuIeH.

DakTOpW KOjU YyTUIY HA BPEAHOCT ONIIKja

Y cnenehoj Tabenu cy npejcraBbern (haKTOPU KOjU YTUUY HA BPEIHOCT
orruja:

DaxTop Esponcka xoa Esponcka oyt Amepuuxa KOJI Amepuuxa myT
IToueTHa 1IeHA aKIHje —+ +
Yrosopena uena
Bpeme no ucrexa onnuje
Bousaruanoct
Kamarna croma
Jusunenne

V4o

ot
Vo

o

IIpsa apa dakTopa cmo Beh objacHman, a caga hemMo maTh KpaTKo 06jallbemhe
W 34 MPEOCTANa, TeTHPH:

e Bpeme do ucmexa onyuje - Koa aMepuyIKuX U Ty T U KOJI OIIIN]a, BIACHUK
OMITHje KOja UMa JAyXKU POK Tpajarma uMa cBe benedurimje Ka0 v BIACHUK
omnrmuje koja he mcrehn panmje, ¢ THM IITO UMa U JOJATHO BPEME Y KOM
MOKe aKTHBUDATH OIIM]y, OJAKJIE CJE/N JIa BPEJHOCT OIIMje pacTe ca
IopacToM BpeMeHa. KoJI eBpOICKUX OIIUja, TO HUje YBEK CIyYaj].

o Boaamuanocm axyuje - OBaj dpakTop npeicrasiba Mepy HeogpehenocTu
y OynyheMm Kpertamy BpeAHOCTH aKIHja, CTOTA je JIOTHIHO 13 KAaKO pacTe
BOJIATHJIHOCT, PAcTe W BPEIHOCT OIMIIHje, jep ce mopehasa moryhmaoct ma
Ce BPEJTHOCT AKIIUje TPOMEHH.

o Kamammna cmona - OBne ieMo mocMaTpaTu U30J0BAHO JEjCTBO KAMATHE
CTOIIE HA BPEJHOCT OIIMje, OJIHOCHO Ja OCTaJIM IIPAMETPU OCTajy He-
POMEHEHN JIOK Ce KAMATHA CTOIA MEHa, UAKO je Y PEAJIHOCTH Ta CHTY-
amuja memoryha. Kaja kamarme crome pacry, O4YeKuBaHa 100MT O
akmuje Takohe pacre. MehyTum, omaa caIallma BpeaHOCT OMIIO KOT
O6ynyher Toka moBua koju he miiacuuk onmuje jobutn. KombunoBanu
yTHIaj oBa JBa edekra yTnde HAa CMamermhe BPEJIHOCTH IMyT OIInja 1
noBehame BPeTHOCTH KOJI OTIIIH]a.

e Jlugudende - ome yTWdy HA CMambeme TEHe akIpje, CTOTa YTHIY W Ha
HOPACT BPEIHOCTH IIYT OIIIKja, OJHOCHO A BPETHOCTH KOJI OIIIHja.
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ITyT-xoa nmapurer

Ilyr-xosm mapurer je Be3a m3mel)y BPETHOCTH €BPOICKUX IIyT W KOJI OII-
[Mja KOje MMajy WCTY yTOBOPEHY IleHy, Bpeme J0 jocteha m mommory (ax-
mujy). V3 Te Be3e cieau Ja ako Cy MO3HATH TOPEHABEJIECHM TAPAMETPH, Ka-
MAaTHA CTOIIA, MOYETHA W YrOBOpEHA IeHa aKIyje, 3Hajyhn BpeaHOCT jesme o
OIIIIMja, MOXKEMO U3PAYYHATH U BPEIHOCT Jpyre. ¥ TOM CMHUCIy heMO HaBeCcTu
JIBE TeopeMe, Y 3aBUCHOCTH OJI TOTa, 13 JIU je Ped O OMINjaMa, Ca, JTUBUICHIAMA
WK HE.

Teopema 22. (ITyr-kosm mapurer 3a eBporcke ommje 6e3 auBmiueHn) 30
esponcke nym u koA onyuje 6es dusudendu, Koje umajy ucmy yeoeopery uery,
odHOCE Ce Ha UCTY GKUUTY, UMY UCTIY KaMamHy cmony u epeme do docneha,
BANHCU NYM-KOA NAPUMEN:

c+Ke T =p+ 5.
Hoxas. Ilocmarpaliemo nsa nmoprdgomma A u b:
- Iloprdomnuo A: 1 ko omruja u ern y uznocy ox Ke "T,
- IMoprdonmo B: 1 myT onmuja u 1 akmuja HA KOjy Ce Ta OTMIM]a OIHOCH.

TIpso hiemo m3pauyraTu BpenHocT moprdomma A - mznoc Ke ' ynoxen
y 6aHKy TOKOM mHTepBaJia nyxkunae 1 mopacte g0 K. Takobe, ako Ha ucreky
uHTEpBaJa Baxu St > K, akruupahe ce onmmja 3 ce KyIu akinja Mo IeHd
K, a akmmja Bpeau St, Jaxiie 1eo mopTdoano speau St y Tpenytky 1. Ako
je mak Ha mcreky ommmje ST < K, KoJI onnuja je 6e3BpesHa U HE aAKTUBUPA
ce, ma 1eo noprdonano speau K. Jakne, y tpenyTky 1, moprdoano A Bpeau
max(Sp, K). Iro ce tuve Bpennoctu noprdonaua b - ako je Ha UCTEKy WHTED-
Bayia ST < K, akTuBupa ce myT omiHja w3 noprdosana b u npomaje ce jeana
aknuja 1o menu o K. Y Tom ciydajy, BpegaHocT moprdgonua je K. A ako je
St > K, nyT onmuja je 6e3BpesHa, ma je BpeaHoCT TOPTQOJINa Y TOM CAyYa]y
jennaka Sp. Crora, u moprdoano B y tpenyrky 1" Bpeau max(St, K). Us
auibeHute 13 y TpenyTky 1 oba moprdosma mMmajy jenHake BPEIHOCTH W U3
3aJiaTe MPETIIOCTABKE Jia He MOCTOju MOryhHOCT apburpazxe, 3aKJby IyjeMO Jia
jasa noprdosua A u b uMmajy mucre BpeiHOCTH U Yy TOYETHOM TPEHYTKY, UHUME
je JI0Ka3 TeopeMe 3aBPIIEH. O

Teopema 23. (Ilyr-kog napurer 3a €BPOICKE ONIMjE Ca JAMBUIACHIOM) 3¢
esponcke nym u xkoa onyuje ca OusUdeHIoM, Koje uMajy UCmy Yy2o60pey ueny,
odnoce ce ma ucmy axuujy, umajy ucmy xamamy u epeme docnelia, sasicu
NYM-KoA NAPUMEM:

c+ D+ Ke ' =p+ 5.

Zoxas. Pazmorpuhemo jga moprdosina Kao u y J0Ka3y HPETXOIMHE TEOPEME:
- IToprdomuo A: 1 kox ommuja u Kem y uznocy ox D + Ke "1,
- Iloprdommo b: 1 nyTt onmnuja u 1 akmnuja Ha KOjy Ce Ta OIIM]a OIHOCH.

Axo tpenytky T Baxu St > K Bpeanoct moprdomma A jemnaka je Sp— K +
(D + Ke ™)er™ = Sp 4 De™. A axo je St < K, Bpemnoct noprdomma A je
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(D + Ke7™e'™™ = K 4 De™. TIlro ce tuue noprdosma B, ako je St > K,
nyT onmuja je 6e3ppesnHa, ma je BpenHocT nopTdomma B jeqaarka St + De'.
A axo je St < K, Bpegnoct noprdomua je K — St 4+ St + De™ = K + De'.
Bumumo ma y TpemyTky mocmeha, oba moprTdosma mMajy WCTY BPEIHOCT, IIa
OJIATIIe CJIEIM JIa UMy UCTY BPEIHOCT W y MOYETHOM TPEHYTKY. O

I'panune 3a BpeanocTu onmnuja

Cajia hemo 6e3 joka3a HaBecTH HeKa OuTHA TBphema y Be3W ca BPEJIHOC-
THMa €BPOIICKUX M amepuukux onmmja (ca m 6e3 auBmienau). Jlokasu parmx
HejeTHAKOCTH ce Mory Hahu y [4].

e Hu amepuuka, HM eBpOICKa KOJI OIIMja HE MOIY Jia BPEJEe BHIIE HEro
onrosapajyha akmuja, ogaocuo C' < Sy, ¢ < Sp;

o Hu amepuuka, Hu eBPOIICKA Iy T OMITKja HE MOTY /I3, BPEJE BHUIIE O/ YTOB-
opere nene K, 1j. P < K, p < K;

e 3a eBpOIICKE KOJI OmIje 0e3 NUBUICHN, I0Hha TPAHUIIA je JATa W3Pa30M

c>Sy— Ke T

e 3a eBpoIicke Iy T omiuje 6e3 JIUBUJIEH/IH, JI0hA TPAHUIIA je JaTa U3PA30M

p>Ke T — Sy

e 3a eBPOIICKE KOJI OIIHje Ca TUBUIACHIOM, JI0Ha IPAHUIIA, j€ JATa H3PA3OM

CZSQ—D—Ke_rT;

e 3a eBpOTICKe Ty T OMIIHje Ca JUBUICHIOM, JOHA TPAHUII je TaTa M3Pa30M

p>D+ Ke T — S
e Kou onmujy amepudkor tuna 6e3 JUBHICHIM, HUKaJa He Tpeba aKTHBH-
paTu Ipe BPeMeHa MCTeKa;

e Baxe cimemehe mejeqnakocTn 3a amepuuke onnyje 6e3 IUBUICHIN:

So—K<C—-P<Sy—Ke T

o Baxe cienehe nejeHaKOCTH 33 aMEPUYKE OIIWja €A JTUBHUICHIOM:

So—D—-K<C—-P<Sy—Ke T,
MorTnus

Kuibyuno nurame Koje cjean u3 CBUX HaBeAeHUX 0cOBUHA OIInja, jecTe - KOJIMKO
Kymar onmuje Tpeba Ja mwiIaTh 3a onmujy?! Ipyrum pedmma, KakKo IPEIH3HO
n3pauyraru pep reny spegrocTu onmnuje? OAroBop Ha, OBO TUTAE Y CIyUIajy
eBPOTICKUX TYT W KOJ OmIHja he JIaTh ynpaBo TEOpHja CTOXACTHIKUX TUdgep-
eHnujasHUX jemaaannaa u to nomohy mozuaror Baek-1Tlomy ( Black — Scholes)
MOJIETIA.
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2.2 Ilpumena Baek-IIlomaioBor mosena Ha U3pady-
HaBaWh€ BPEIHOCTU €BPOIICKUX OMINja

2.2.1 Buaexk-IIIommosa II/1J

IIpe mero mro mpehemo ma TBpheme kojum hemo mohm o excmaunuTHOT
n3pasa 3a MeHy eBPOINCKUX MYT U KOJI OMIKja, Y OBOM MOTJIAB/EY NEMO HABECTH
norpebHe MIPETIOCTaBKe U Johu 10 0bJMKa maplirjaHe qudepeHIujaane je-
HaYWHE YHje je eKCINIMIMTHO pellere OJrOBOP HAa Hale nurame. Heke o
mpeTnocTaBku ¢cMo Beh Hapoumm, amu hemo ux unak monosutu. Jlakme, mpet-
TOCTABUMO J1a BaykKu ciiesehe:

o Kperame mene akiumje mpatv reoMETPHjCKO DpayHOBO Kperame 1aTo

B dS(t) = uS(t)dt + oS(t)dB(t); (2.1)

e Bespusuuna KaMaTHA CTOMA I U Mepa HeojipeljeHocTn (BOIATHIIHOCT) aK-
[Hje ¢ Cy KOHCTAHTE TTO3HATE TOKOM IIeJIOT TPajarba OIIInje;

e He 1mocToje TPOMIKOBY HOBUAHUX TPAHCAKIIH]A;

e He mocToje nupmjieH i€ HA JATY aKIUjy TOKOM TIEJIOT TPajama OMIHjE;
o Apburpaxa nuje moryhia;

o Kymnosuna wiam npomaja akmuja je yBek moryha;

e 'Kparko npogasame’ (short selling) je moryhe u onmuje cy nepuse.

ITpermocraBumo caja 1a IMaMO KOJI WM TIy'T onnujy auja spemuoct V (S, 1)
sasucu camo ox S(t) = S u t. Ilpumewyjyhiu Urosy dopmyay, mobujamo:

_[(OV(S,1) oV (S,t) 1 45 ,0%°V(S,t) oV (S,t)
dV(S,t)-( 9 +uS 59 —1—205 552 55

dB(t).

(2.2)
Hobujenn uzpas npepcrasiba CJ 3a Bpennoct omruje V. Ilpumerumo na je
HEOTIXO/THA, TIPETIIOCTABKA, /13 V WMa, HeMPEeKUIaH JPYTH W3BOJ, 0 S ¥ MPBH 110
t.
Koncrpyumumo caza moprdonmo xoju he ce cacrojaru on jemue ormruje u of
—A aknpja Koje he 6utn momjora 3a Ty onnujy. A mnpencrasiba 6poj, Koju 3a
caja uuje oapehen. Bpemxnoct moprdonna mara je caemehum mapasom:

) dt+oS

I1(S,t) = V(S,t) — AS. (2.3)
[Ipomena BpeanocTr 0BOT TOPTQOIHA Y jEAHO] jJeJUHUIM BPEMEHA, N3HOCH:
dII(S,t) = dV (S,t) — AdS.

[Ipumehyjemo npa je oBme A dbukcupano, jep jga Huje Tako, u3pas dII owm
cagpxkao u komnonenty dA. O6jenumasajyhn mspaze (2.1),(2.2) u (2.3) y
jenam, Hajgasumo 1a je II tos mpormec, obauka caemeher croxacTuakor mude-
peHIjaa:

oV (S,t) oV (S,t)

1 0?V (St
dH(S,t):<m+HS%+GQS2 ( 9 )

oV (S,t) (24)

+0S (as - A) dB(t).
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Kako 6ucvo ykstonuin cayuajas akrop B(t) us pobujene jennakocru, jgeduHu-
cahemo:

oV (S,t)

oS 7’
jobujajyhu Tume moprdosmo duja je mpoMeHa y BpeMeHy IMOTIIy HO HEeCJLy 9ajHa,
omHOCHO onpehena m3pazom:

A= (2.5)

2

dTi(S,t) = <8V$’t) + ;stﬁg(ﬁ,ﬂ) dt. (2.6)
Uckopuctrhemo caia TPETIOCTaBKe U3 (QUHAHCHjCKE MATEMATHKE O HEMOCTO-
jamy apbuTparke U 3aKOHY TIOHYJIE U MOTPAXKELE, €A ITPETIIOCTABKOM JId, TPOIIKO-
BU TpaHcaknmja He mocroje. Kama 6mcmo ceory Il ymoxunu y 6e3pusmdmne
BPeJHOCHE Tarmpe, cyma Ou 3a Bpeme dt nopacha 3a rlldt. Ako 6u jecHa
crpana jeguakoctu (2.6) 6usa seha o oBor m3HOca, Morao 6u ce ocTBapuUTH
6e3pusndHE TpodUT Ho3ajMbuBameM cyMme 11 u yaarameM y oBaj mopTdoJIro.
Hobur moprdosnma 6u 6uma Beha o Tpoiika mo3ajMibusama. O6GpHYTO, aKO OU
JlecHa cTpaHa u3pasa (2.6) 6ura mama wero rlldt, Taga 6u ce MOTIIO U3 TOPT-
¢domma yzeru uznoc Il w ynoxuru y 6amky, omer octBapyjyhu Oe3pusmtan
npogur. Crora MoKeMO 3aKbYUUTH Ja je y cMuciy uzberaBame apburpaxke
W OCTBApPWBampa Oe3pU3UTHOr MPOMOUTA, HEOTXOIHO /I, BAXKH:

(OV(S,t) | 1 5 20*V(S,1)

Bamenom jemnakoctu (2.3) u (2.5) y (2.7) n mememem nesor mapasa ca dt,
Jobujamo:

oV (S,t) 1 4, ,0%V(S,t) SaV(S, t)

ot 277 Tas2 T a8
Uspa3 (2.8) mpeacrasiba napyujanny oupepenvujanny jednawuny (ILAJ ) Baex-
-IlToaya. Tlpe Hero mro HACTABMMO Jlajbe, NMPUMETHMO Ja u3pa3 (2.8) He
CaJIpXKU MapaMeTap pacra | JeJIuHH mpamerap W3 M3pasa 33 IEHy aKIuje
(2.1) koju yTmue Ha NEHY OmNIHMje jecTe BOJAATUIHOCT o. [locaemuna oBora je
Jla ce TPOIEHe 3a | JiBejy 0coba MOTy Da3jIMKOBATH, & JIa Ce OHE ONAK MOTY

—rV(S,t) = 0. (2.8)

CJIOYKUTHU OKO TIEHE OIITIH]e.

[Tapumjanna mudepennujanna jeanadnaa biek-1llommna mehe mmaru jenun-
CTBEHO PEIerhe aKO He Y3MEeMO y 003Up TOCTIeAihU YCI0B. AKO je pet o eBpot-
CKHUM KOJI OIIIKjaMa, ddja je BpeaHoct obesexena ca c(.S,t) ymecro V (S, t), ca
yrosopenom reaom K u Bpemenom ucrteka 1, mocjeamu ycios 3a [1/1J jecre
n3pa3 KOju CMO Beh jokasajim:

c(S,T) = max(S — K, 0). (2.9)

Y ciydajy eBporcke myT ommmje y3 obesexkaBatmbe BpeqHocTa omyje ca p(S,t)
ymecto V (S, t), oBaj mocsaemmu ycsioB uma 00JIuK:

p(S,T) = max(K — S,0). (2.10)
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2.2.2 ®Popmyna bBaek-ITloama

VY npeTxoHOM MOTJIAB/bY CMO TIOKA3AJIN JIa AKO KPETAhE IEHE AKIUje TPATH
reoMeTprjcko BpayroBo kperame (2.1), Taja BpeJHOCT €BPOICKE KOJI OMIIHje
c(S,t) ma akmuje S y Bpemeny t 3amoBosbasa I1J1J Baexk-Ilonma (2.8) 3a .5 > 0
ut € [0,T], rue je r 6e3pu3nyHa KaMaTHA CTOMA, & G MPEJCTABHA HEOJPE/I-
jEHOCT OJHOCHO BOJIATHIHOCT. Jlajbe, BpeJHOCT y BpeMeHy ucrTeka 1’ mpe-
CTaBJba TOCJAEBY yCa0B. Jla 6McMo JIonum 0 eKCIUIMIUTHOT U3pas3a BPeJl-
HOCTH €BPOICKe KOJI ommuje, moTpebHo je ma pemmmo [I/1J (2.8) ca yciaoBom
(2.9).

Teopema 24. (Dopmyna Baek-Illonana 3a esponcke kosr onnuje) Excnau-
wummno peweroe 11/1J (2.8) damo je ca

¢(S,t) = SN(dy) — Ke "M N(dy), (2.11)

2de je N ¢ynryuja eycmune cmandapdhe Hopmaare pacnodeae

1 T _122
N(x):\/ﬁ/ e 2 dz,

a xoeuyujenmu di u do cy damu ca

 log(g) 4 (r 4 50")(T — 1)

Jlokas. Heka cy jatn S > 0 u t € [0,T]. Banajmo CJ/1J na cnenehn nauun:
dx(u) = re(u)du + ox(u)dB(u), t<u<T, (2.12)

ca noueTHoM Bpeguoct x(t) = S 3a u = t. Y norasiy 1.4 cmo Beh nHaBouim
oBaj obmmk CJ1J, mokadyjyhu Taga /13 OH WMa eKCIUIMIATHO PEMIehe, U J1a je
OHO 0DJIMKA!

x(T) = Sexp [(r - ;OQ> (T —t)+o(B(T)— B(t)] . (2.13)

Tedunummumo caza C%1-bynxuujy
V(z,u) = c(m,u)er(T_“), (x,u) € (0,00) x [t,T7,
rie dbyukimja c(x, u) 3agosospasa [1/1J Baex-1Tlonma (2.8):

dc 1 4 ,0% Oc
%+§O'ZC @"‘T.ﬂl’%_rc:(l (214)

Nzpauynajmo

2 2
8V - (80 7‘C> 674(7*7@7 87‘/ - c%er(T,u) 8 vV 8 C T’(T*’u).

du \ou dr  Ox 922 a2
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Kopucrehn NtoBy dopmysty, nobujamo:

_ oV (z(u),u) n oV (z(u),u)
ou Ox
n 8V(:g(;), u)

— er(Tfu) [

10?V (z(u),u) o

dV (z(u),u) ro(u) +

ox(u)dB(u)

Oc(z(u),u)
ou
1 0?V (z(u),u)
+ 502m2(u)T]du
Oc(z(u),u)
+ ox(u)eT(T_U) Ox dB(u).

OV (z(u),u)

—re(x(u),u) + re(u) e

(2.15)
[Ipumemyjyhu jennakoct (2.14), BuAuMO 13 BaKu

oV (z(u),u)
ox

WNarerpamemem 06e cTpane y rpaHuiiaMa o t g0 1, Haia3uMmo:

dVv(z(u),u) = ox(u)dB(u).

T r\u),u
V(@(T),T) - V(x(t),t) = /t ch(u)dB(u).

[Tpumemyjyhn MaTeMaTHIKO OUeKUBAIHE Ha, JIEBY U JIECHY CTpaHy U Kopuctehn
cBojcTBa UToBOT muTerpaJa, mobujamo:

EV (z(T),T) — EV(x(t),) = 0.

[Tpumerumo na Baxku:

V(x(T),T) = c(z(T),T) = max{z(T) — K, 0},

u
V(a(t),t) = c(z(t),t)e" @D = (S, t)e" @0,
Onatie,
B fmax((T) - K,0)] - (8,070 =,
OJTHOCHO,

¢(8,t) = e T E [max{z(T) — K,0}] .

U3 pesyaraTa y MPETXOIHOM JEIy paja, OJHOCHO U3 jegHakoctn (2.13) umamo:

log(z(T)) = log S + (r - ;&) (T —t) + o(B(T) — B(t)) ~ N(g, 6%),

rIe je
i = log(S) + (r—;c52> (T —t), 6=0cVT —t.

Crora,

log(z(T)) — @

A t
:_ ~Y 1
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OJTaKJIE je o
z(T) = ett9Z,
Hasme, ako je z(T) — K > 0, taga e*T9% > K, onpocno
7> log(K) —
6
Ta1a,

E max{z(T) — K,0)] = E [max{e@+6z K, 0}}

00 < o6 K) 1 _%ZQd
= e — e Z.
log())—0 V21

Paaynajyhu mobujamo
log(K) — {0 _ log(K) —log(S) — (r — %OQ) (T —1t)

G oVl —t
log(S/K) + (r— %(52) (T —t) —
ovT —t '
mma je
1 X s 1.2
B max{a(T)  K,0}] = [ (e w) et
T J—d
Lo K e, (216)
= / PRI L) 3%y
2n J_d, V2T J—d,
A,
K [® 1. K [ >
e 2" dz = — e 2% dz = N(dy), 2.17
o/ =/ @). (@
JIOK je
1 1 > 142 1 2
HFoZ=57" 1, = / el t367—3(2-6)7 g,
\ 2TE /d2 \/ﬁ —da2
a+56>  poo i+362 foo
= 6\/2: / 6_%(2_0)2612 = 6\/2: / €_§$2d$
T J-d T (da+6)
6“+%02 d22+6 1.2 G“JF%GQ 2
=7 / e 2P dx = N(d2 + 6)
V2t J o V2n
oit36°
= N(dy),
\/ﬁ ( 1)
(2.18)

jep je d2 + 6 = d;. Kama craBumo (2.17) u (2.18) y (2.16) mobujamo:
oit36°

E max{z(T) — K,0}] = Nor

N(di) - KN(da).
3amenom y (2.15) umamo:
c(S,t) = e~ (T (e@+%62N(d1) - KN(dg))
— N(dy)exp [r(T —#) +log(S) + (r — %&)(T )+ %GQ(T 1)

— Ke "M N (dy)
= SN(dy) — Ke " T"YN(dy).
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Cama kama mmamo GopMysTy 3a m3padyHaBame BPEIHOCTH €BPOTICKE KOJ OTI-
ngje, JaKo MOKeMO IobuTh onropapajyhy dopmymny 3a IeHy eBpOICKe IIyT
ommuje. Heka je p(S,t) BpeaHOCT €BPOICKE IIyT ONIEjE KOja C€ OJHOCH HA
akiujy Sy Bpemeny t. BpegHocT oBe omiyje y BpeMe mcTeKa JjiaTo je (op-
mysiom p(S,t) = max(K — S,0). Ako npuMeHnMO myT-KOJI mapurer, 106ujamo
ciemehn n3pas:

p(S,t) = Ke "I 1 ¢(S,t) — S.

Kana crasumo taj uspas y (2.11) mobujamo:
p(S,t) = Ke ") 4 SN(dy) — Ke "IN (dy) — S
= Ke """ N(—dy) — SN(—dy).
Uctm 3axmyqax dopmynmcan je y Bumy ciemnehe reopeme:

Teopema 25. (®opmysna Baek-I1Tlonma 3a esponcke nyr onnuje) Bpednocm
esponcke nym onyuje Koja ce odnocy wa axyujy S y epeme t dama je caedehum
U3PA3oM:

p(S,t) = KN(—dy)e " T8 — SN (—dy),

2de xoeuyujenmu di u do UMY UCMU 0BAUK KAO U NPE.

Mpumep npumere Bner-Wony Mogena Ha peanHe nojaTke:
(anat kopuwheH 3a pavyHarse - Microsoft Excel)

brnek-lWony mogen

lpomenrsuee Bpednocmu

CapawHa ueHa akymje S0 3.44
YroBopeHa ueHa akumje K 3.5
Bpeme go wcteka onunje T [y roguHama) s
KamatHa cTona r 3.66%
CTaHgapaHa geBwjaumnja curma 62 00%

Hzpayyrame epedHocmu

Cajawra BpegHoCT yroeopeHe ueHe K (PV) 3.2530
o5 0.8768
Koeduumnjent d1 0.5022
KoedmumjenT d2 -0.3746
M{d1) dyHKumMja cTaH4APAHE HOPMaNHE pacnogens 0.6922
MN(d2)* PV 1.1514
Bpednocm eeponcke kon onuyuje 1.2298
BpedHocm eeponcke nym onyuje 1.0428

Mogauyw npeyaetn ca: www.econ.yale edu/~shiller/datalie_data.xls



3akJspydak

Ilum oBor pama 6mo je yBoheme CTOXaCTHUKHX AuGEPEHI]AJTHUX jeI-
HAUMHA Y3 JIepUHACAKE CBUX TOTPEOHUX esieMeHaTa u n3Boheme Mmoiesa Biek-
MTosma Kpo3 MpUMeHy HUXOBUX CBOjCTABA.

IIpenmer obpane paga 6mo je ome/beH y JIBe IEINHE.

IIpeu u Behu fmeo paga YMHWIN Cy eJeMeHTH TOTPEOHU 33 KOHCTPYKIIN]Y
CTOXACTHIKUX JMU(PEPEHINjATHAX jeqHadnHa. Ha movYeTky cMO HaBeJIu HaBEU
Jecdunniujy BpayHoBor Kperama, merope obJIHKe, Kao W 0COODMHE KOje CMO
KacHUje KOPUCTWJIM, & 3aTUM CMO YBeJH M 00jaCHMJIA T10jaM MapPTHHTAJIA.
Kopucrehu te esemente, jpeduHUCAIN CMO CTOXACTHIKU WHTETPAJI, & MOTOM
n3sesn v UToBy bopmysty, IpBO 34 HAjjeTHOCTABHU]H, & 3ATUM U 34, CJIOKEHU]e
caygaajeBe. Tama ¢cMO MMaJy CBe IITO je TMOTPeOHO 33 Je(UHHCAHE CTOXAC-
TUIKUX AudePEeHITnjaTHIX jeTHAYNHA. hUX0BO MPeaCcTaB/habhe TOCTUTIIN CMO
KpO3 IpUMepe KOjU Cy HAJBUINE Y BE3W €a OHUM HA IIITA CMO JKEJIeJIH Ja UX
IIPUMEHUMO Y OBOM PaJIy.

Y Apyrom Jiesy paja yBeJIeHU Cy T0jMOBHU n3 (PUHAHCHCKE MATEMATHKE HA
KOj€é CMO NPUMEHIIN CTOXACTUUKE arpepeHmnujaiame jeanadnae. lloroMm cmo
objacHusIM 1T Cy ONIMje, KOje BPCTE OMIMja MOCTOje, KOju Cy €JIEMEHTH OTI-
[Mja U OJ1 4era 3aBHCe, KAKO ce ojpelyje BUXOBA BPEJHOCT y 3aBUCHOCTH OF
pa3IMYuTAX mapaMeTrapa, a 3aTum je npezactaBbera biek-1llosmosa mapm-
jamHna nudepeHInja Ha jeJHaIrnHa, moMohy Koje cmo m3penu dopmyiry biek-
HTosia 3a ospehuBame BpemuocTu esporckux omruja. [lomenyrty dpopmymny
CMO ¥ JIOKA3aJId, y3 IPUMeHY CBOjCTaBa CTOXACTHIKUX JupepeHIiujaannX je/I-
Ha4YUHa.
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