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Kratak pregled i uvod 

1. KRATAK PREGLED RADA I UVOD 

Ovaj rad je satinjen od vise manjih rezultata do kojih sam dolao za vreme 

studiranja na poslediplomskim studijama. Na podetku je dat opis grupe 

automorfizama simetridne grupe na beskonadnom skupu, dalde jedan ldasidan 

zadatak o isto takvom objektu. Pokazano je da su svi automorfizmi tadno 

konjugacije tj. da su svi automirfizmi unutranji. To je o6ekivani rezultat, koji je 

prirodna dopuna Holder-ove teoreme, koja tvrdi isto ali za (skoro sve) konaane 

skupove. Zatim je uvedena standardna konstrukcija semi-direktnog proizvoda, i 

unakrsnog proizvoda, kao specijalnog sludaja semi-direlctnog proizvoda. Tom je 

prilikom dat jedan originalan primer unakrsnog proizvoda, pa je pokazano da je 

grupa automorfizama karakteristiano proste grupe po svojoj prirodi unakrsni 

proizvod. I u narednom poglavlju razmatrana je grupa automorfizama, u ovom 

slu6aju, proizvoljne konadne Abel-ove grupe. Tom prilikom izvedena je formula 

za I Aut(G)I za proizvoljnu konadnu Abel-ovu grupu. Data je i teorema koja 

predstavlja uopStenje jedne teoreme Frobeniusa za rave grupe. Na kraju su 

razmatrani tzv. grupni brojevi i pri tom je dat novi dokaz nilpotentnih 

brojeva, koji je prvi dao Pazderski. 

1.1. OSNOVNE tIMENICE I OZNAKE 

Pojam grupe uveo je u matematiku Galois, koji je u stvari i osnivad algebre. 

Mote se smatrati, medutim da su prvi pravi algebarski problemi bill zadati joS u 

staroj Grdkoj, pri demu imamo u vidu probleme trisekcije ugla, kvadrature kruga i 
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Kratak pregled I uvod 

duplikacije kocke. Regavanje klasidnog problema regivosti algebarske jednaoine 

opgteg oblika od strane Galois-a, znailo je otvaranje nove oblasti matematike, 

koja 6e, kako se ispostavilo, naai svoju ulogu u raznim oblastima kako matematike 

tako i fizike, ali i zaliveti sopstvenim 2ivotom u obliku samostalne teorije. 

Naveg6emo sada neke osnovne teoreme i primere grupa koje eemo koristiti u 

radu. 

Teorema Lagrange-a: Ako je G konana grupa i H< G, tada IHI deli 101. 

Cauchy-jeva Teorema: Ako je G konadna grupa i p prost broj, pri oemu p deli IGI, 

tada u G postoji element reda p. 

Teorema o kosetima: Ako je G grupa i H<G a G/H skup koseta podgrupe H u 0, 

tada postoji homomorfizam 0 : G S(G /H), gde je S (G / H) grupa permutacija 

skupa G/H. Pri tome je jezgro tog homomorftzma sadriano u H. 

Osnovni primer grupe je grupa permutacija na nekom skupu X. To kazuje 

teorema Caley-ja: 

.. Teorema Caley-a: Svaka grupa G izomorfna je podgrupi grupe permutackla na 

nekom skupu. 

Grupu permutacija na nekom skupu X ozna6i6emo, standardno sa, S. Za 

f€ Sx  defmigimo skup (0, suport od f, kao skup tadalca iz X koje nisu filcsne. 

Takode, ako f(a)#a, lcal'emo da fpokreee a. Pod ciklusom (xi, x2 	• xn) pri 

demu xiE X, podrazumevamo permutaciju TCE Sx takvu da n(x)=x0. 1  i n(x„).=xi  a 
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Kratak pregled I uvod 

ako x#7c; tada it(x)=x. Broj n zove se dulina ciklusa. Ciklus duline 2 zove se 

transpozicija. 06igledno je red ciklusa &line n, opet n. Dva ciklusa su disjuktna 

ako su im disjunktni suporti. 

Teorema: Svaka permutacija na nekom skupu X, koja pokre6e konadno mnogo 

elemenata, mote se na jedinstven nadin prikazati kao proizvod disjuktnih ciklusa, 

do na njihovu permutaciju. 

Grupa H<Sx  se naziva tranzitivnom ako (Va,bE X) (3fE Sx)f(a)=b. 

Za netrivijalnu particiju {X; IiE I} skupa X Icalemo da Oini sistem blokova za 

H, H< S x  akko f(x,) = x j  za svako lE I, gde je fE Sx• 

Ako je P prsten sa GLAP) se oznadava grupa svih n x n matrica nad P koje 

su invertibilne. 

Ako je Tn  pravilni n-trougao, sa Dn  oznadidemo grupu svih izometrijskih 

transformacija u ravni koje Tn  slikaju na samog sebe (diedarska grupa n-tougla 

Tn). 
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Automorfizmi grupe Sz 

2. AUTOMORFIZIVII GRUPE Sx 

Altemiraju6a grupa na proizvoljnom skupu X, u oznaci A x, defmige se kao 
podgrupa grupe permutacija Sx, generisana svim ciklusima aline 3 tj. 

A x  =<(x l , x 2 , x 3 ) I x i  #xj ,i#j,x i  Dalde, Ax  je uopkenje 

poznate definicije altemirajuee grupe na konaanom skupu, a sada X mote biti i 

bilo koji beskonatni skup. Vidimo da elementi grupe Ax  fiksiraju sve take skupa 

X osim njih konadno mnogo. Na skupu tadalca koje nisu fiksne, elementi iz Ax 
 de in% parnu permutaciju u uobidajenom smislu. Pato je generatorni skup grupe 

Ax  invarijantan za sve unutragnje automorfizme grupe Sx, odatle sledi da je i sama 

grupa Ax  invarijantna tj. A x  a S. Primetimo da uslov normalnosti podgrupe u 

grupi S x  tj. uslov H a S x  <=> (Vg E S x  )gHg = H zna i u stvari da je grupa H 

simetridna u odnosu na sve elemente skupa X, odnosno da su sve take iz X 

ravnopravne u grupi H. Vidimo da se taj princip ravnopravnosti potuje u defmiciji 

grupe A x  jer ni jednom elementu iz X nije dat poseban zna6aj. Talco na primer 

molemo defmisati grupu S 121, za beskonadni kardinal k, k IXI, koja je podgrupa 

grupe S x . Grupu S I;(  diniOe sve permutacije skupa X kod kojih je kardinalnost 

skupa pokretnih taalca manja ill jednaka k. Prema ranije istaknutom principu, 

pogto definicija podgrupe S 1)(c  ne favorizuje ni jedan simbol iz X, valioe SX a S x  . 

Ono gto je zanimijivo je da se sa do sada navedenim primerima normalnih 

podgrupa u S x  iscrpljuju svi moguei slutajevi tj. A x  i S I)cc  k IXI , k - 
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Automorfizmi grupe SE  

beskongan su sve mogu6e netrivijalne normalne podgrupe u grupi S x  to je 

pokazao Baer 816. 

Vratimo se sada na grupu A. Njena osnovna osobina je da je grupa A x  

prosta. Dokaz ovog tvrdenja je potpuno isti kao za kongan sludaj tj. dokaz 

prostote za A n  In' 5 ne zavisi od toga da li je n kona6an ili ne. Kako 

I A x  I = IXI, u sludaju da je X beskonadan skup, vidimo da za svaki beskonaeni 

kardinal k postoji prosta grupa kardinalnosti k. 

Ciklus duline 3 zvademo tercet. Skup svih moguoih terceta na X, prema 

definiciji defmi§e A. Medutim, ovaj skup generatora nije optimalan. Umesto 
I 	' 

njega se mote uvesti novi skup generatora koji 6e biti minimalan. Uzmimo skup 
terceta T(a, b) = {(x, a, b) I a # b, a, b # x, x E x}, gde su a i b dva fiksna 

elementa skupa X. 

Jednostavno se pokazuje da je skup T(a, b) takode skup generatora za A x  

koji je takode i minimalan. Naime grupa A x  je tranzitivna, a svald element iz 

skupa X, razlidit od a i b, pokrenut je u samo jednom tercetu iz T(a,b) pa ako bi 
proizvoljni tercet (x, a, b) E T(a, b) bio izostavljen, ne bismo mogli da generiemo 

ni jednu permutaciju iz A x  u kojoj je x pokrenut. Grupa A x  i njen generatorni 

skup T(a, b) igraju klju6nu ulogu u dokazu sledeaeg tvrdenja: 

Teorema 2.1. Za svaki skup X takav da je IXI> 6 vati Aut(S x ) = S x  gde je 

izomorfizam dat sa f(n) = 	Sx,a an  ((3) = 7437E -1 . 

Ovakve grupe koje su izomorfne sa svojom grupom automorfizama preko 

preslikavanja koje element slika u unutralnji automorfizam definisan tim 

elementom, zovu se savrene (ponegde "kompletne"). Jedna lepa osobina koje one 

imaju je da ako su normalna podgrupa onda su i direktni faktor. Dalde, Teorema 

2.1. tvrdi da su skoro sve simetridne grupe savrene. U stvari jedini izuzeci su 

IXI = 2 i IXI = 6. U sludaju S2 bite Aut(S2) trivijalna a za S6 imgemo da je 
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Automorfizmi grupe Si  

tioInn(S 6 ) < Aut(S 6 ) I lAUt(S6 ) : Inn(S 6 )1 = 2. Primetimo da se savrgena grupa 

mogla definisati kao grupa u kojoj je centar trivijalan a svaki automorfizam 
unutragnji. 

Teorema 2.1. je u stvari uopgtenje teoreme Holder-a koja tvrdi' isto a1i samo 

za I  XI kongan. Ovde demo dati dokaz za IXI beskonadan. Od sada pa nadalje, 

6e biti beskongan skup. 

Sama grupa Sx  je vrlo bogata jer saddi kopije svih mogu6ih grupa, pa otuda 

poti6u problemi u radu sa njom. Tako je i Holder-ov dokaz konaOne verzije 

Teoreme 2.1. kombinatornog karaktera sa puno detalja. Glavna lema u dokazu 

Teoreme 2.1. je slede6e poznato tvrdenje koje daje jedan dovoljan uslov za 

savrgenost dime se eliminige znatan deo potegko6a u radu sa S x. Da1de [101: 

Lema 2.1. Grupa automorfizama proste grupe je savrgena. 

Primetimo da je u konanom sludaju ispunjen uslov Aut(A n ) ='S., n 2, 6 

gto je poznato. Odatle dobijamo ideju za dokaz savrgenosti grupe S x: grupa Sx 6e 
biti savrgena ako je reprezentujemo (vemo) kao grupu automorfizama neke proste 

grupe. Prirodan kandidat za to prostu grupu je grupa Ax  sa obzirom i  da je prema 

ranije reOenom, Ax  prosta za IXI 5 a i relacija Aut(A n )= S n  je taOna za, n<oc i 

n#2, 6. Dakle, ideja je da se pokaIe da relacija Aut(A x )=Sx  va i za svaki 

beskonadni skup X. Na ovaj nadin smo rad sa aitavom grupom S x  preneli skoro 

sasvim na rad sa Ax. Kako je A x  c Sx tada je restrikcija a. na Ax  automorfizam 

grupe Ax  za svako xE Sx. Pri tome 6e restrikcije razliOitih unutrakjih 

automorfizama biti razliditi automorfizmi na Ax  ako je C(Ax), centralizator Ax  u 

Sx, trivijalan. Pokailmo da je to ispunjeno. Neka je S x  tako 	
.1 

7C za 

svako ILE Ax. Neka je f3(x) = x2  gde je x 1#x2, x1 ,x2E X. Tada je pic13-1(x2)*n(x2) pa 

je 13=ix  tj. C(Ax) je trivijalan. Dalde restrikcije unutragnjih automorfizama grupe 

Sx  na Ax  definigu grupu automorfizama u Ax  izomorfnu sa Sx. Treba jog pokazati 

da drugih automorfizama nema tj. fE Aut(Ax) 	f=cY„ , 7ZE Sx. Ideja da to 
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Automorfizmi grupe S x  

polcalemo je da dokalemo da se dejstvo f na T(a,b), dalde na generatornom skupu 
za Ax, poidapa sa dejstvom nekog tj f(t)=-c-  y„(t) za sve tE T(0,b). Primetimo u 

vezi sa tim da vazi icT(a,b)7c4=T(Tc(a),7c(b)). Vali i obratno, ako je za neki 

fE Aut(Ax) ispunjeno AT(a,b))=T(c,d), tada je f restrikcija nekog cs. na Ax, ice Sx. 

Permutacija it se tada mote definisati na slededi nadin: m(a)=c i n(b)=d. Ako je 

xt-a,b tada postoji jedinstven tE T(a,b) takav da t=(x,a,b) i f(t)=(x',c,d)e T(c,d). 

Defmigimo 7c(x)=x'. Tada de se, kao gto je to redeno, f i a n  poklapati na T(a,b) pa 

samim tim i na celoj Ax  to jest bide f=a.. Dalde dogli smo do zadatka kia pokalemo 

da je f(T(a,b))=T(c,d), za neke c,dE X. Do ovoga zaldjudka dodi demo postepeno. 

Za podetak primetimo sledede: ako je tE T(a,b) tada je red od t, u oznaci r(t), 

jednak 3, pa je i r(f(t))=3. Odatle sledi na osnovu faktorizacije permutacije 
ciklusima da se go mole prikazati kao proizvod terceta tj. f(t)=tit2 	tn, su 

tercet. Takode, ako t, t'E T(a,b) i t=(a,b,e), t'=(a,b,f) tada je tt'=(a,f)(e,b) z,a, tit'. 

Dalcle za tit', imamo da je r(t.t')=2 pa je i r(gt.t'))=2. Uslov za ice S x, 

znadi da se it faktorige iskljudivo transpozicijama, ili gto je eicvivalenno, za svaka 

dva a,bE X vali n(a)=bait(b)=a. U daljem radu to demo koristiti dosta desto. 

Primetimo da je za tE T(a,b), proizvod konadno mnogo terceta (jer pripada A x), 

pa polcrede samo konadno mnogo simbola iz X. 

Pokalimo sada slededu jednostavnu lemu: 

Lema 2.2. Neka su t,t'E T(a,b), 	i fE Aut(Ax). Tada je Isup(MI=IsuP(V))1 

sup(f(0)iksup(f(0)• 

Dokaz: neka je go=t- 	tm I gt')=ti' 	tit Neka je jo§ ae Xnsup(gt)) i 

ae sup(f(t')). recimo da je t i=(a,b,c). Tada neki od simbola b,cE X pada u sup(f(t')). 

Neposredno se proverava i koristedi uslov r(f(tt'))=2, da neki ti' mora tada imati 

oblik ti '=(cla,b,c) gde dae sup(f(t)). Na ovaj nadin uspostavljena je bijekcija izmedu 

skupova sup(f(t))\ sup(f(V)) i sup(f(t'))\ sup(f(t)) gde se svakom a iz prvog skupa 

dodeljuje da  iz drugog skupa. Odatle sledi Isup(f(t))1=Isup(f(t'))I. Pretpostavimo da 
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Automorfizmi grupe S E  

je sup(f(t)) =sup(f(t')). Kako je Ax  tranzitivna grupa bez blokova, i kako je 

f(t)(sup(f(t)))=f(V)(sup(gt')))=sup(f(t)), more postojati neka ILE f(T(alb)) takva da 

je 7i=k1 kp  (kanonski) i gde je k 1=(e,h,g) gde su e,h,gE X takvi da he sup(gt)) 

a eE sup(f(t)). Po pretpostavkama imamo da je 	za, neko i, i 	za 

neko j. Koriste6i uslove r(nf(0)=I(rcf(V))=2, kao i to da f(t) i f(t') fiksiraju h, 

neposredno se proverava da more biti x=x' i n=n'. Tada medutim dobijamo da 

31r(f(t•V)) jer je ti•ti=ti 2  i t•ti  je kanonski faktor u f(t•t') recta 3. Ovim je dokaz 
kompletiran. 

Iz dokaza gomje leme vidi se slede6a 6injenica: ako aE sup(gt)) i 

ae sup(gt')), tada je t,=(a,b,c) i tj'd,b,c) za neke i, j gde de sup(f(t)). Lako se vidi 

da vazi i obmuto (koriste6i uslov r(f(t•t'))=2): ako je ti(a,b,c) i tj'=(d,b,c) tada su a i 

d fiksne take u f(t') i f(t) repektivno. 

Razmotrimo na trenutak ponovo permutaciju f(t)=t1 	t,„ Kako je skup 
T(a,b) beskonaan i f izomorftzam, skup f(T(a,b)) je takode beskonaan. 

Prema Lemi 2.1. svaka TCE (T(a,b)) fiksira neki simbol iz sup(f(t)). Kako je 

sup(f(t)) konadan skup mora postojati neki eE sup(gt)) takav da je fiksiran u 

beskonano mnogo permutacija iz f(T(a,b)). Neka je recimo 	Prema 
prethodnim napomenama ako je a sup(n), 7LE f(T(a,b)), tada It ima faktor oblika 

(d,x,c), de sup(f(t)), i takvih it ima beskonano mnogo. Takode, za dve takve TC i 

Tc l , i odgovarajude faktore (d,x,c) i (d i ,x,c) more biti d#di i de suP(Itt), die sugn). 

Polcazaemo sada da faktor oblika (d,x,c) mora postojati u svakoj Ice f(T(a,b)). 

Dalde: 

Lema 2.3. Ako je e gore uvedeni element, tada svaka itE f(T(a,b)) ima faktor 

(kanonski) oblika (d,x,c). 

Dokaz: Neka je ltE f(T(a,b)). Prema ranije re6enom postoji beskona6no mnogo 0, 

DE f(T(a,b)), koje sadde faktor oblika (d p,x,c). Kako it polcreae samo konano 

mnogo simbola iz X, imamo da je za neko od prethodnih 	fiksna taka u it. 
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Automorfizmi grupe  

Kako je (dp,x,c) faktor u f3, prema ranije dokazanom it ima faktor oblika (d,x,c), 

dime je Lema 2.3. dokazana. 

Dalde svaka 7CE f(T(a,b)) sadri kanonski faktor oblika, (d ox,c) za fticsne 

x,cE X. Vidimo da f(T(a,b)) liei, za sada, na T(x,c), a dolcazgemo da su jedna1d. 

Podsetimo se da za 7c,f3e f(T(a,b)) vali c1„0 sup((3), dalde it je jedina permutacija iz 

f(T(a,b)) koja pokreoe d„. Sledeea lema odnosi se na grupe generalno, i s obzirom 

da je elementarna, verovatno je negde i formulisana. 

Lema 2.4. Neka je G grupa sa skupom generatora K, KcG i H<G, pri demu je L 

skup generatora za H (LcH). Ako za sve kE K i sve le L vali a k(1)e H tada (i samo 

tada) je HA G. 

Dokaz je odigledan, pa ga izostavljamo. 

Da bismo pokazali da je f(T(a,b))=T(x,c) treba da pokalemo l  da se svaka 

ICE f(T(a,b)) faktorige fano jednim tercetom tj it - d,„x,c). To oemo.pokazati na 

osnovu osnovne osobine grupe Ax  - da je prosta. 

Lema 2.5. Vali f(T(a,b))=T(x,c). 

Dokaz: Neka je H=( (d„,xc)I 7tE f(T(a,b))). Ako bi vain° f(T(a,b));kT(x,c) tada bi H 

bile prava podgrupa u Ax. Medutim vali i Ha Ax. Zaista, IT15o je T(a,b) 

generatomi skup za Ax, i f izomorfizam tada je i f(T(a,b)) generatomi ISIcup za Ax. 

Takode vali za a,f3E gT(a,b)):a a((dox,c))=a(dp,x,c)a-1 .----(da,x,c)(dp,x,c) 

(da,x,c)"'E H. Prema Lemi 2.5. bila bi H normalna u Ax, gto je kontradikcija, dime 

je dokaz kompletiran. 

Sada nam ostaje da ponovimo, yea ranije skiciran dokaz Teoreme 1.2. za X 

beskonadan. 

(Dokaz Teoreme 2.1.) Kako je za fE Aut(A x) ispunjeno RT(a,b))=T(x,c) to se 

dejstvo f na T(a,b) poklapa sa dejstvom unutranjeg (za S x) automorfizma a, gde 
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Automorfizmi grupe S. 

je 7c(a)=x, it(b)=c i ako a a,b i (e,a,b)E T(a,b), tads it(e)=k gde je k odreden sa 
ge,a,b)=(k,x,c). Dalde, Sx  je grupa automorfizama od Ax, pa je po Lemi 2.2. 
savrgena tj. nema drugih automorfizama osim unutragnjih. 

Razmotrimo sada jedan elementaran problem koji je srodan prethodnom, a 

to je da se opigu automorfizmi semi-grupe svih funkcija na nekom skupu X. 

Polcazgemo da je za to semigrupu, oznadimo je sa Xx, grupa automorfizama 
sastavljena od konjugacija permutacijama nad X tj. fE Aut(Xx)<=>f(g)=hgh-1  gde je 
he Sx, i h zavisi samo od f. 

Lema 2.6. Ako je hE Xx, h je konstanta funkcija akko h o g=h za sve'gE X x. 
Dokaz: Smer (= ) je odigledan, pa dolcgimo smer H. Ako h nije konstanta tada 

postoje a,be X, a#b, i c,dE X takvi da h(c)=a i h(d)=b. Ako je g proizvoljna 

funkcija na X za koju je g(d)=c, neee valid h o g=h, gto je u suprotnosti sa 
pretpostavkom. 

Ako je h konstantna funkcija na X, i h(b)=a za sve be X, tada o2nadimo h sa 
ha. 

Lema 2.7. Ako je h=ha  konstantna funkcija tada je f(h a) takode konstantna 
funkcija. 

Dokaz: Kako je ha  o f(g)=gh,) za sve ge Xx, tada je gha) o f(g)=gha). Pogto je 

automorfizam vaike f(h,) 0p=f(h,) za sve pE Xx, pa je po Lemi 2.6., funkcija ghaj, 
 konstanta. 

Ako je fE Aut(Xx), Lema 2.7. nam govori da f permutacije konstantne 

funkcije. Za dato fE Aut(Xx) mo2emo definisati f € Sx. uslovom f(ht)=hr(a  ) 

odalde je h(f (g ) T)( a )---=h1.( g  ( a )) gto je ekvivalento (f(g) o f )(a)=(f o g )(a). Kako 

prethodna jednakost vazi za sve ae X, ona povladi jednakost funkcija, pa sledi 

Uof=fog tj. f(g)=E Takode iz f 0 g 0 ? -1=ha tj. f 0 ha=hao ? sledi 

hi( a ) =ha  tj. f (a)=a za, sve ae X, pa je f identi6no preslikavanje na X. To pokazuje 
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Automorfizmi grupe  

da je presificavanje tj. automorfizam, iz Aut(X X) u Sx, koji fE Aut(XX) slika u 

takode i 1-1 jer mu je jezgro trivijalno. Ako je ge S x  tada fge Aut(Xx), gde 

fg(h)=gli lg, i jo§ f g =g, dalde gore pomenuti homomorfizam je "na". iz svega 

dokazanog vidimo da je Aut(Xx)a-Sx  i da su svi elementi Aut(k) konjugacije 

permutacijama. 

A 
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Relive i nilpotentne grupe 

3. RE§IVE I NILPOTENTNE GRUPE 

U ovom odeljku dgemo osnovne osobine dve vane ldase grupa, a to su 

relive i nilpotentne grupe, koje su uopgtenje klase Abel-ovih grupa, dok regivost 

grupe takode uopgtava pojam nilpotentnosti. 

3.1. NILPOTENTNE GRUPE 

Ako je G grupa i x,ye G tada se komutator elemenata x i y, u oznaci [x,y], 

defmige kao [x,y1=xyx-1y-1 . Ako su A i B podgrupe grupe G, tada se komutator 

grupe A i B u oznaci [A,B], defmige se [A,B]=([a,b]a € A, b e B) . Defmisgemo 

sada nisi centralni red grupe G, na sledeei n ✓in: neka je po definiciji yoG=G i 

l'n+IG=[Gn,G]. Gornjom definicijom uveli smo jedan niz podgrupa grupe G, 

oznaden sa ynG4 yn,G za non. Dalde, yn  od G je jedan nerastuoi niz, podgrupa u G. 

Element yiG=[G,G] zove se komutator grupe G. Primetimo da vai i vise od 

relacije ynG.4 G. Naime, lako se vidi da je i nG invarijantna u G ne samo u odnosu 

na sve unutragnje automorfame, ve6 i u odnosu na sve endomorfizme grupe tj. 7n9 
je potpuno invarijantna u G. Niz naziva se nili centralni niz grupe G. Za ni# 

centralni niz neke grupe G, moguoe su generalno tri moguonosti: 
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Relive i nilpotentne grupe 

a) Niz ynG je beskonadan niz razliditih podgrupa. Takav sludaj imamo na primer 

ako se za G wine proizvoljna slobodna grupa. Tada Le y nG biti strop opadajuoi 

niz podgrupa, koji se ipak u perspektivi zavrgava u jeclinidnoj podgrupi, tj. 
00 

imademo n 7 n G = {1} , kao gto je to pokazao Magnus. 
n=1 

b) Niz ynG se stabilizuje podevgi od nekog n tj. za neko n i svako mom, vai`ii 

7nG=Yma Taj sludaj imamo na primer za sve S n  (n>4) gde je yiSn=An=YinSn,  za 
sve 

c) za neko n 

Ako je za grupu G ispunjen uslov c) tada se kale da je grupa 'G nilpotentna. 

Najmanje n za koje je ispunjen uslov ynG={1} zove se klasa nilpotentnosti grupe 

G. 

Uopgteni komutator elemenata x 1 , 	xnE G u oznaci 	. xn] defmige 

se sa [x1 , 	xn]=[[xi, 	xn-i]dEn]. Na osnovu gornje induktivne definicije 

uopgtenog komutatora mole se uslov ynG={1} zapisati u ekvivalentnom obliku: 

 

,Xn+i E 	[x1, 	An+1] .-:".1 . Primetimo da prethodni uslov ima 

 

formu algebarskog zakona u strogom smislu pojma "zakon". Odatle vidimo da ako 

je G nilpotentna grupa klase n, tada su podgrupe i homomorfne slike grupe G, 

takode nilpotentne, klase ne vede od n. Takode je direktan proizvod nilpotentnih 

grupa klase ne vede od n, ista takva grupa. Sve je ovo, dalde, posledica dinjenice 

da nilpotentne grupe klase ne veoe od nekog n, dine varijetet. Sama klasa 

nilpotentnih grupa medutim ne dini varijet. Prema teoremi Birkhoff-a, klasa algebri 

dini varijet akko je zatvorena za podalgebre, homomorfne dike i direktne 

proizvode. Klasa nilpotentnih grupa je zatvorena, kao gto smo videli, za prve dve 

konstrukcije ali nije za direktne proizvode. Na primer grupa D 2n  je, kako se 

pokazuje, nilpotentna grupa klase n, za n?_2. Ako uzmemo direktan proizvod 

II D , on neoe biti nilpotentan. Osim pojma nileg centralnog reda, postoji i 
n=2 2n  

pojam vigeg centralnog reda, pomoeu kojeg se takode mole definisati pojam 

nilpotentnosti. 
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Relive i nilpotentne grupe 

Ako sa Z(G) obelelimo centar grupe G, viii centralni niz se definige sa 
Z0(G)={1}, a 4+1(G) uslovom Z(G/4(G))=4+1(G)/Zn(G). Niz 4(G) je 
neopadajuoi niz normalnih podgrupa grupe G. Grupa G 6e biti nilpotentna Idase 

akko Zn(G)={1 i Zn_ 1(G)#{1}. 

Osnovni primer nilpotentne grupe je kongna p-grupa (p prost broj). 

Ispostavlja se takode da se kona6ne nilpotentne grupe skoro ne razlikuju od 

kona6nih p-grupa, jer je svaka kona6na nilpotentna grupa direktan proizvod p-

grupa. Jog jedan interesantan primer nilpotentne grupe povezan je sa konceptom 

tzv. Frattini-jeve podgrupe, koju demo sad definisati. 

Ako je G (proizvoljna) grupa tada za xE G kale' mo da je negenerator ako za 

svaki AcG, takav da ({x} u A) = G vali (A) = G. Skup svih negeneratora grupe 

G 6ini pogrupu koja se zove Frattini-jeva podgrupa grupe G. Frattini-jeva 

podgrupa mote se definisati i kao presek svih maksimalnih pravih podgrupa, ako 

one postoje. AkO nema maksimalnih podgrupa onda je Frattini-jeva podgrupa 

jednaka G. Pojam negeneratora mole se na istovetan na6in definisati ne samo za 

grupe, ve6 i za proizvoljne algebre na nekom jeziku, pa se samim tim, mole 

definisati i Frattini-jeva podalgebra, opet potpuno analogno. I u ovom opgtem 

sludaju, ostaje da vali i definicija preko maksimalnih podalgebri. Frattini-jevu 

podgrupu grupe G obeleli6emo sa (1)(G). Ono gto je zanimljivo je , da, ako je G 

kona6na grupa, tada je 'I(G) nilpotentna. U opgtem sludaju, 0:13(G) je Icarakteristi6na 

podgrupa grupe G. 
I 

Za konaene - grupe, mole se dati vige interesantnih karakterizacija 

ni1potentnosti. Naime, za konanu grupu G sledeei uslovi su ekvivalentni: 

a)-G je nilpotentna 

b) svaka.prava podgrupa grupe G je subnormalna tj. razlidita je od svog 
normal  i 7Atora 

c) G je konaean direktan proizvod p-grupa (za ne obavezno iste proste 
brojeve p) 

d) svaka dva elementa grupe G, uzajamno prostih redov, medusobno 
komutiraju. 
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Relive I nilpotentne grupe 

e) G / Z(G) je nilpotentna 

f) 71G = [G, < 4:1)(G) 

3.2. RE§IVE GRUPE 

Regive grupe su uopgtenja pojma nilpotentnosti mach su, istciri)ski gledano, 

definisane pre nilpotentih grupa. Regive grupe su se pojavile prakti6no sa samim 

konceptom grupe u klasidnim radovima Galois-a. U njima je Galois pokazao da je 

polinomska jednatina regiva u radikalima tan° tada kada je Galois-ova grupa tog 

polinoma regiva. Daaemo sada definiciju regive grupe. 

Definicija: Ako je G grupa, pod n-tim izvodom podrazumeva se podgrupa 

grupe G definisana induktivno: G °  = G,Gn = [Gn-1,Gn-11 gde G n -ozna6ava n-ti 

izvod. Za grupu G kalamo da je regiva ukoliko je G n  = Illza neko neN. 

Sli6no kao kod nilpotentnih grupa, mole se definisati klasa (ili stepen) 

regivosti kao najmanje n za koje je uslov G n  = {1}ispunjen. Takode za, fiksno n, 

uslov G n  = ill se mote ekvivalentno izraziti u formi algebarskog zakona na 

sledeei na6in: ako defmigemo 

t o  (Xi, X2, 

 

x 2n)  

 

X n  1 ),t 	(X n 	, X  2n-1 - 	2-- it 2n-1+2  

 

' x 2n )1 

   

Uslov G n  = {1} je tada ekvivalentan uslovu t n  (X1, 	X 2n  ) =1. 

Vidimo da regive grupe i klase regivosti ne ve6e od nekog n, dine varijetet 

kao kod nilpotentnih grupa, cela Idasa regivih grupa ne 6ini varijetet, jer ne6e biti 

zatvorena za beskona6ne direktne proizvode. Zatvorenost za osnovne konstrukcije 

omogueava (u kona6nom slu6aju) izvodenje dokaza indukcijom.! Pomenimo ovde i 

6uvenu teoremu Feit-a i Thompson-a [2] koja kale da su sve grupe neparnog reds 

regive. Takode, poznata teorema Burnside-a [3] tvrdi da su sve kona6ne grupe G, 

6iji je red oblika IGI = pnqm ,(p#41, p i q su prosti) regiva. Regivost se mole 
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Relive i nilpotentne grupe 
okarakterisati i pomoeu podgrupa. To je rezultat P.Hall-a [4]: grupa G reda 

al 	 n = p i 	p ainm (kanonska faktorizacija) je re§iva akko za svei , 	 postoji 

podgrupa indeksa p ai. Sa ovom teoremom, u njenoj potpunoj verziji, sre§oemo se i 

u sledeeem poglavlju. Jo§ jedan vaian potreban i dovoljan uslov da grupa G bude 

re§iva, a koji ne va i za nilpotentnost, je da postoji H a G, takva da su H i G/H 
re§ive. 

i
t 

Kao §to smo rekli, re§ive grupe su se pojavile pri re§avanju op§te algebarske 

jednadine n-tog stepena. Galois-ova grupa polinoma p(x), n-tog stepena, izomorfna 

je podgrupi Sn. Kako su sve podgrupe grupe S n, n5.4, re§ive to su i sve jednadine 

stepena ne veaeg od 4 re§ive u radikalima. Ako je 	tada je S in  = Skn  = A n , za 

sve 	pa vidimo da grupe S n  nisu re§ive (n?_5). Prema tome svaka jednadina 

p(x), gde je p(x) polinom 6ija je Galois-ova grupa jednaka S n  ne mole biti 

re§iva u radikalima. 

Pomenimo ovde jo§ dve poznate teoreme koje predstavljaju vezu izmedu 

nilpotentnosti i re§ivosti. Prva teorema je rezultat Schmidt-a [7] i ona tvrdi da je 

konadna grupa re§iva ukoliko su joj sve prave podgrupe nilpotentne. Druga 

teorema je rezultat Wielandt-a konadna grupa G je re§iva akko je 
G= B i B 2 	B n ,B n  <G, B i Bj  =Bj B i  i Bi sunilpotentne. 
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Teoreme Slow-a 

4. TEOREME SILOW-A 

Teoreme Silow-a su, kako to autori istidu, ugaoni kamen teorije konadnih 

grupa. Prvi put su dolcazane 1872 od strane norvegkog matematidara V. Silow-a. 

Od tada su uopgtavane i razradivane od strane vige matematiara: P.Hall-a, 

(unihin-a, Wielandt-a itd. Posebno su interesantne teoreme i teorema 

Schur-Zassenaus-a, koje iako nisu direktna uopgtenja, teorema Silow-a, 

predstavljaju tvrdenja istog tipa. Nag cilj je da pojadamo njihovu sli6nost 

dodavanjem nova take na Schur-Zassenhaus teoremu. U tom cilju, izloiidemo 
pomenute tri teoreme na nama najzgodniji nadin. 

Neka je G konaona grupa, IGI = ab gde (a, b)=1. Tada: 

Teorema Silow-a: Ako je a = 	p je prost broj, onda postoji podgrupa. reda a, 

svake dye podgrupe reda a su konjugovane u G, svaka podgrupa H takva da IHI I a 

je sadrana u nekoj podgrupi reda a. 

Podgrupe grupe G takve su da su reda a = p n  gde IGI = a • b,(a,b)= 

se Silow-ljeve podgrupe grupe G. 

Teorema P.Hall [6]: Ako je G regiva grupa, tada postoji podgrupa grupe G reda a, 

svake dye podgrupe reda a su konjugovane, i svaka podgrupa H takva da IHI I a je 

saddana u nekoj podgrupi reda a. 
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Teoreme Silow-a 

I 	I 
Podgrupa grupe G takva da su joj red i indeks uzajamno prosii zove se Hall-

ova podgrupa grupe G. 

Teorema Schur-Zassenhausa [6]: Ako u G postoji normalna podgrupa reda b, 

tada postoji podgrupa reda a i svake dve podgrupe reda a su konjugovane. 

Naveli smo ove tri teoreme na nadin koji podcrtava njihovu srodnost. 

Dodajmo da Silow-ljeva teorema tvrdi i vige: pod uvedenim pretpostavkama, broj 

podgrupa reda a je delilac od IGI i jednak je 1 (mod p). Teorema P. Hall-a je u 

stvari, kako smo to ranije naveli, karakterizacija regivosti konadne grupe, Ito je 

rezultat koji su gotovo istovremeno dobili P. Hall i (unihin. Dokaz teoreme Schur-

Zassenhaus-a je najtei od sva tri, i on dak koristi teoremu Feit-a Thompson-a p 
regivosti grupa neparnog reda. 

Ako pogledamo iskaze sve tri teoreme uodavamo njihovu sli4nost tj. da u 

svim slu6ajevima imamo iste zaldjudke pod razliditim predpostavkama. Jedino u 

sludaju Schur-Zassenhazus teoreme ne postoji tadka koja bi tvrdila da je svaka 

podgrupa diji red deli a, sadriana u podgrupi reda a. Ovde demo dokazati da je to 

tadno. Dalde: 

Teorema: Pod pretpostavkom Schur-Zassenhaus teoreme, svaka podgrupa grupe 

G, diji red deli a, saddana je u nekoj podgrupi reda a. 

Dokaz: Neka je H < G i IHM a. Prema teoremi Schur-Zassenhaus-a postoji 

Hi , H i  < G i 111 1 1=a. Po pretpostavci, postoji H2, H2 AG i IH2 1=b. 

Uodimo sada proizvod H. H2. Kako je H2 a G, bide 11.11 <G ipoko 

je H2 n H = {1}, jer su H i H2 uzajamno prostih redova, bide 

IH.H 2 1= IHI. b. Uodimo sada proizvod HiHH2 = Hi(HH2). Ovaj skup 

22 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Teoreme Slow-a 

bile jednak celoj grupi G jer je ve6 H 1  H2 = G. Prema formuli za red 

proizvoda imamo 101 = IH i  MHO = Iii i i.1HH2 111H 1  nHH2 l= 

=b/IH 1 n 1111 2 1 =10.01/111 1  n HH2 1 odatle sledi 1H 1  n HH 2 I = Jul . 
Kako je H2 a G to je i H2 a HH2 . Sada je u grupi HH2  podgrupa H2, 

normalna grupa 6iji su red i indeks uzajamno prosti, a H i HH2  n H 1  su 

dve podgrupe Eiji je red jednak indeksu podgrupe H2 . 

Prema Schur-Zassenhaus-ovoj teoremi, H i H H 2  n H 1  su konjugovane u 

HH 2  tj. H= a x  (HH 2  n H i ) za neko x E HH 2 . All tads poito 

HH2  nHi  <H 1  vaii a x (HH2  nHi )= H< a x  (H i ) i (i x  (Hi ) je grupa 

koju smo   

Ostaje pitanje mogu li se razlidite pretpostavke ove tri teoreme iziaziti na 

jedinstven naein tj. da li su ove tri teoreme razliditi aspekti jedne teoreme. 
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Semidirektan proizvod grupa 

5. SEMIDIREKTAN PROIZVOD GRUPA 

Konstrukcija semidirektnog (ili poludirektnog) proizvoda predstavlja jedan 

va'z'an nadin konstrukcije novih, od ve6 poznatih grupa i predstavlja uopgtenje 
direktnog proizvoda dve grupe. 

Ako su A i B grupe i 0:B ----> Aut(A) homomorfizam tada se na skupu A x B 

mote 	definisati 	binarna 	operacij a 	o 	 na 	sledeei 	nadin: * 
(a, b) o (a 1 ,b 1 ) = (aO b  (a 1 ),bb 1 ). U odnosu na ovu operaciju, skup AxB dini grupu 

, koju oemo zvati semidirektan proizvod grupa A i B i obeleavati A x 0  B. 

Vidimo da se grupa A x B mole shvatiti kao poludirektan proizvod A x o  B, 

gde 6:B ---> Aut(A) i O(b)=i. 

Takode se mole dati alternativna definicija semidirektnog proizvoda n'a 

sledeei nain: grupa G je semidirektan proizvod svojih podgrupa A i B akio 

G=AB,A<iG i AnB={1}. Vidimo, recimo, u Schur-Zassenhaus-ovoj teoremi da 

je G semidirektan proizvod jedne podgrupe reda a i normalne podgrupe reda b. 

Semidirektan proizvod nije do na izomorfizam odreden svojim faktorima A i B kao 

gto je to slaaj sa direktnim proizvodom. Jedan interesantan primer ove 

konstrukcije mote se dobiti ako se za proizvoljnu grupu A, za faktor B uzme bag 
Aut(A) i 6 : Aut(A) --> Aut(A) se defmige kao identi6no preslikavanje. Tada se 

grupa 
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Semidirektan proizvod grupa 

Ax e  B tj Ax e  Aut(A) naziva holomorf grupe A, u oznaci Hol A. S obzirom da se 

grupa A mole indentifikovati sa grupom {(a, i A )I a E A} molemo smatrati da je 

A< HolA . Znadaj grupe Hol A je u sledeeem: 

Svaki automorfizam grupe A mote se dobiti kao restrikcija nekog 

unutrabjeg automorfizma 6b grupe Hol A. 

Jedan specijalan sludaj semidirektnog proizvoda je tzv. unalcrsni (ili 

spleteni) proizvod. Neka su A i B proizvoljne grupe i 0:B -p S n , homomorfizant. 

Tada postoji homomorfizam 0 : B ---> Audi A) koji je defmisan na slededi nadin: 
i=1 

[b](a 1 , 	a n ) = (ao_i[b](1), 	,a 0_1 [1:](n) ) zabeB, a 1  EA 

Dalde, 0 [b] permutuje koordinate u sldadu sa permutacijom 0 [b]. Grupa 

n Ax e  B zove se unakrsni proizvod grupa A i B. A sada, demo dati jedan 
i=1 

originalan primer vezan za karakteristidno proste grupe. Za grupu G tcalemo da je 

karakteristidno prosta ako ne postoji netrivijalna podgrupa invarijantna za sve 

automorfizme grupe G. Primer karakteristidno proste grupe je 

C x 	 XC p  = (C p  ) n  za p prost broj. Pokazuje se da su grupe oblika (CO' 

jedine konadne, Abel-ove karakteristidne proste grupe. Od sada demo pod 

"karakteristidno prosta grupa", podrazumevati samo takve grupe koje nisu Abel- 
, 

ove. Karakteristidno proste konadne grupe se lako opisuju do na klasu, prostih 

grupa. Vali nalme,. da je konadna grupa karakteristidno prosta akko je direktni 

stepen neke proste grupe. Trenutno se smatra da su poznate sve konadne proste 

grupe pa to znadi da su poznate i sve konadne karakteristidno proste grupe. Neka je 

konadna grupa G karakteristidno prosta i unutrdnji direktan proizvod svojih 

prostih podgrupa A i  „An  gde A i  a.  Dakle G= j A i  .Vali slededi 
i=1 

poznati stay: 
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Semidirektan proizvod grupa 

Lema 5.1. Neka je G prethodno uvedena grupa. Tada: 

II4GH=Ax(1) xA ir(2) x 	.xAx(k) za neku permutaciju TC skupa 

{1,2„n}. 

Kao neposrednu posledicu Leme 5.1. imamo: 

Lema 5.2. Ako je G grupa kao u Lemi 5.1. i G= n B i , unutratnji direktan 
1.1 

proizvod podgrupa B i , gde su sve B i  proste, 1 i s k, tads je za svako i, Bi  = Ai  

(strogo jednako, a ne samo izomorfno) za neko j. 

	

Dokaz: Kako je B i  a G, po Lemi 4.2. , B A X 	X A 

	

_ 1 = _gm _ 	_ g(k) za nOSn, ali poto 

je Bi  prosta mote pOstojati samo jedan faktor, tj. k=1 i Bi  = Ai. 

Nat cilj je da poveiemo konstrukciju unakrsnog proizvoda sa grupom 

automorfizama karalcteristi6no proste grupe, tj. da pokaiemo da ako je G 

lcarakteristieno prosta, Aut(G) je po svojoj prirodi unakrsni proizvod. 

Neka je G Icarakteristieno prosta konadna grupa i G = II A i  njtno, kako iz 
i.1 

dosladatnjeg razmatranja sledi, jedinstveno razlaganje u unutra flji direktan 

proizvod svojih prostih izomorfnih podgrupa. Tada ee s obzirom na svojstva 

direktnog proizvoda, osobine grupe G biti u potpunosti odredene osobinama grupe 

A 1  (a A1,1 n), pa je prirodno oeekivati da bi se i grupa Aut(G) mogla opisati 

kao funkcija grupe Aut(A). Dolcazgemo da vaii sledeee: 

Teorema 5.1. Neka je G grupa defmisana kao u prethodnom tekstu. Tada je 

Aut(G) jednak unakrsnom proizvodu grupe Aut(A 1 ) = Aut(A k  ) sa grupom Sn. 

Dokaz: Primetimo da vazi A 1  # Ai = n Ai E--: A l? , pa molemo umesto grupe 
i=1 

G razmatrati grupu Ai i njenu grupu automorfizama. Defmisgemo unakrsni 

proizvod grupa Aut(A1) i S. u odnosu na i :S n  —> S n , gde je i identieno 

preslikavanje. Da1de A = (Aut(A )) n  x i  S n  i pokalimo da je A- Aut(A r? ). 
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Semidirektan proizvod grupa 

DefmAimo sada T :A --> Aut(A1') ovako: za b = ((b 1„bn  ), it) neka je 

T(b)= Wb (a1,  a n ) = (b1(a 7,--1 (1) )„ bn  (a n,_i )). Pokaimo da je zaista 

E AWA 111  ). Imamo Tb((ai,...,a n )(ei„e n ))=Tb(a i e i„a e )= 

	

= (b i (a z_im er_1(l) )„ bn  (a z_i (o e r_i(n)  ) = (b l (a x--1 (1)  )b1(e ir (1) ), 	 

	, b n  (a z_i (n)  )b n  (ex  i (n)  ).) = (b (a n.-1 (1)  ), 	 , b n  (a x_1 (0 )(b1(ez--1 (1) ),••• 
b n  (e x...1 (n)  )) = tilb (a 1 , 	,a n )Tb (e i , 	 

, en ). 

Akoje Tb(ai„an)=Tb(ei„e n )bi(ag._1 (0 )=bi(e ir--1 (0 ) 

= 	za sve i, jer je b i  E AUt(Ai)= (a i „ an  ) = (e i  ,...., e n  ) Kakp 

je A l? konana iz injektivnosti sledi da je T i "na" tj. da je izomorfizam. 

Dokalimo da je b ---> 	izomorfizam Za b = ((b 1„bn  ), it) i 

c =((c 1 ,...c n ),7) 	elemente 	iz 	A, 	imamo 	prvo 	da 	je 

b c= ((b 	b n c ici  ), MI) Tada je 

	

'"bc  (a 1 ,...., a n ) ((bic ir-i m  ) (a (70-1 (1)  ), 	,(bncr-1 0.0 )(a orryl.(n) D:--- 

=-- (b 1  (c 71,-1 (1)  (a y-1 (r- 1 (0)  ), • ... , b (c71 (1)  (a y((1)) = 	(CI (a 7_41 	), 	cn  (a 7 1 (n)  )) = 

za sve (a 1„an )elq. Ako je 

Tb (al, 	 an  ) = (a i  „an  ) za sve (a1„an )E 	=nil= a i  = a2 =... 

....= a n  E Al . Tada oemo dobiti da ja b i  (a) = c i  (a), za svako a € A i  i sva1co i, pa de 

biti b i  = c i  za sve i. Ako uzmemo a i  1, ak  =1 za k 	gde je i fiksan indeks iz 

Tb  (a 1 ,...., a n  )= Tc  (a 1 ,...., a n  ) 	sledi 	b,(i) (a i )= cx(i) (a (rix)(0 ) 1. 	Odatle 

a • = a 
_17r)(i)  tj. i = (7 -1 7c)(i) za sve i, pa •=ic i konadno b = c. Pokalimo jo§ da je 

b -p "b "na" korespodencija. Neka je f E AUt(A11 ). Tada molemo smatrati da je 

Ai unutra§nji direktni proizvod svojih podgrupa Bi = A 1 , gde se Bi dobija na 

prirodan nadin tj. B i  Line oni elementi kod kojih je svaka koordinata 1 sem 

eventualno i-te. Tada iz A i  =11 B i  sledi f(AII)= f(B i ). Zbog jedinstvenosti 
1=1 	 1 	 I 

razlaganja karakteristidno proste grupe, imamo f(B 1 ) = Bj  = B ir(o ~ A l  gde je 
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Semidirektan prokvod grupa 

it E S n  . Neka je h i  : B 1  --> B i  izomorfizam koji prenosi prvu koordinatu na i-to 

mesto. Tada su i h i  • hT 1  = 	:B i  Bi  izomorfizmi sa analognim dejstvom. 

Definigimo fn(i)  = f 0 0 	E AUt(B 7c (i)) a sa obzirom da je N (i)  prirodno 

indetifikovan sa A 1 , mo2emo uzeti da je f r(i) AUt(A1). Uodimo sada 

h= ((fi,...., fn ), 7r) E A . Ako je 	b E B i 	i 	b = (b i  „ bn  ) 	tada je 

'Bh(b)=(f1(b x-i (1)  ), 	 fn 	(n)  ) = (1, 1„ 1, fi  (br_1 (i)  ), 1„ 1) = f (b). Kako se 

f 	poldapaju na B i  za sve i, imamo f = Th • 

Posledica: Neka je G = n A i  raziaganje karakteristiono proste grupe G na 
i=i 

proste podgrupe. Tada lAut(G)I = (Aut(A )) n  xi  
S id = nil(Aut(A i  )1 n 
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Aritmetikafunkcija tF 

• 

6. ARITMETItKA FUNKCIJA 

Ako je p prost broj, tada eemo defmisati T(pn) = (pn _ 1)(pn-t_ 1)...  (p 1) 

Ako je n = pia ' 	pka k kanonska faktorizacija proizvoljnog prirodnog broja 

prostim brojevima 	n 

	

i 	tada fimkciju t1J defini§emo pomoou 

T(n) = W(pial ) 	W(pkak ). Dalde, funkcija je multiplikativna, Ato znadi da je 

T(mn) = W(m)W(n), ukoliko su m i n uzajamno prosti. Ona je multiplikativna 

zahvaljujiai odgovarajudoj definiciji, premda to nije njena bitna osobina. 

Neka je G grupa i G a (Cp )n . Tada je Aut(G) izomorfno, kako se pokazuje, 

grupi svih nx n matrica na poljem Zp , koje su invertibilnle ili koje, to je 

ekvivalentno, imaju determinantu razliditu od 0 (mod p). lz tog opisa grupe Aut(G) 
n-1 (pn _ pk ) = pn(n-1)/2T -pn dobija se veza: lAut(G)1 = 	 ) Ova formula predstavlja, da 
k=0 

tako kaiemo, "vrata" na koja funkcija tlf ulazi u teoriju grupa i sva dalja njena 

pojavljivanja imaju osnovu u gornjoj vezi. 

Neka je G sada proizvoljna konana Abel-ova grupa. Na.§ cilj je da preko 

funkcije izrazimo red grupe automorfizama proizvoljne konadne Abel-ova 

grupe. 

Za Abel-ovu grupu A i n E N moi'emo deftnisati An  = 	Alxn  = 11, pri 

demu An  < A. Podgrupa An  je o6igledno potpuno invarijantna, tj. h E End(A) 

povlaoi h(An ) c A. 

29 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Aritmetieka funkcija  

Lema 6.1. Neka je A kona6na Abel-ova p grupa (p prost broj) i h e End(A). Tada 
h E Aut(A) akko h(Ap  ) = Ap  . 

Dokaz: Smer (= ) je o6igledan. Obmuto uodimo A=ker(h). tada mora postojati 

X E ker(h) n A p . Ako je ker(h) # {0} tada molemo uzeti x#0, all tada h(x) # 0 gto je 

u suprotnosti sa x e ker(h). 

Kao gto smo napomenuli, nag cilj je da odredimo red grupe automorfizama 

konane Abel-ove grupe. U teoriji grupa poznat je stay, da ako je G = x B gde su 

A i B karakteristi6ne podgrupe grupe G, tada je Aut(G) = Aut(A) x Aut(B), pa i 

IAut(G)I = lAut(A)I lAut(B)1 . Ako je G konadna Abel-ova grupa tads je ona direktan 

proizvod svojih 	podgrupa koje su njene lcarakteristi6ne Abel-ove p- 

podgrupe. Sa obzirom na prethodno naveden stay, to znaoi da * se problem 

odredivanja lAut(G)I svodi na slu6aj kada je G konaona Abel-ova p-grupa. Jedan 

slu6aj, kada je G = (Cp )n  yea smo pomenuli. Opgtiji slu6aj, kada je G = (Cpm  )n , 

1 
takdde je poznat. U tom slu6aju je Aut(G) = GL n (Zpm  ), gde je 	grupa 

matrica dimenzije n nad prstenom Zpm  koje su invertibilne. Primetimo da je 

matrica n x n nad prstenom P invertibilna akko je njena determinanta invertibilna u 

P. U sludaju prstena Zpm  to znadi da je M e GLn (Zpm  ) invertibilna akko p ne deli 

det(M). 

Takode je poznato da je Aut((Cpm  )n )1 = 1GL n (Zpm  = pn(n(2m-1)-1)/2T(pn ). 

Ostaje nam opgti slu6aj. 

Ozngimo sa r(x) red elementa x, a za a E Z, b E N, neka je (a)b  ostatak od a 

pri deljenju sa b. 
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Aritmetidka funkcija ‘Is 

Neka je G kongna Abel-ova p-grupa. Ona se prema poznatom stavu razlae 
na 1  proizvod ciklionih grupa i kako razmatramo opki sli6rj neka je 

G a (C )k
' x  (C \k2„iri )km ili, §to 1 je  isto, p. 1 	pn2 )k2  ^ 	.^k•-• pnin  1 

G a:- (Z n  al ,IN (7 )k2  m mi..7 )km 	gde n1  > n2  » nm . Ako je p 1 ) ' W  k 	i  ''''pn2  	WV--,plim ) 

{ 1 ei  = (0,0,....,1, 	0) , gde je 1 na i-tom mestu, tads 	il 5_i t = inky  , generge 
j=1 

grupu G. Svaki element iz G je jedinstvena linearna kombinacija Eaie i  gde 
i=t 

al  E Z k, pk  je red od e 1 . Slidno postupku koji se primenjuje za lineame 

operatore, mo2emo svakom h,h E End(G), pridruliti jednu matricu dimenzije 

t = Eki  , oznadenu sa Mh . Pri tome i-ta kolona matrice Mh, predstavlja 
j=1 

koeficijente u razvoju za h(ei ) = Eajjej . Ako je x = y, c i e i  element iz G, tada je 
j=1 	 i=1 

h(x)= Eb i e i  gde je b i  = 	a ii ci )p k  gde je r(e i ) = p k  . 
1=1 	 j=1 

Primetimo, ovde jednu bitnu stvar: ako je h(e i )= y, ajjej  pri demu je 
j=1 

r(e 1 ) = p k , tad ako je j<i i r(e i ) = p n  > p k  'flora biti aji  deljivo sa p. To ee bid 

zato jer r(h(e i )) deli r(e i ), pa iz toga da p ne deli a ji sledi da je r(aiiej )= 

Tack bi bilo r(h(e i )) p n  a to je u kontradikcijji sa pn < p k  = r(e 1 ) i 

r(h(e i ))Ir(e i ). 

Iz ovog zaldjudivanja sledi da je p k aiie j  = 0, pa sledi da je aii  deljivo sa 

n—k 
• 
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Aritmetieka funkcija tis 

Neka je M matrica tx t u kojoj je prvih k 1  vrsta iz Zp.„ sledeeih k 2  iz Z pn2  itd. 

dalde M je matrica tipa Mh. Prethodno razmatranje pokazuje da nije svaka matrica 

tipa Mh reprezentant nekog endomorfizma. Matrica M 6e u svakom sludaju 

defmisati jedno preslikavanje 6 m  :G , na isti nadin kao gto ga defmige Mhp tj. 

t 
Om  (x i , 	x t ) = M(xi„x t ) T  (Y19 	, Yt), 	Yi = (/ ajixi)P k 	gde 

i=1 

r(e i )= p k . 

Preslikavanje O m  bide homomorfizam sa matricom M, kao reprezentantom u 

odnosu na bazu akko r(0 m  (e i  r(e i ) ili, gto je isto, akko 

r(O m  (e i  )) 5_ r(e i ). Jasno je da ako je O m  homomorfizam imamo r(O m  (e i  r(e i ). 

Obratno, neka r(O m (e i ))1 r(e i ), za sve 15 15 t . Tada kao gto smo pokazali ranije, 

imamo: akko je aii  neki element matrice M i r(e ) = p k , tada za sve m, 1.5m5i 

vaci p s-k aim  9 gde je r(e.)= p s . Treba, dakle, pokazati a je Om 

 homomorfizam Jasno je da se Om  moIe razloliti na zbir t 2  preslikavanja 

O ij  1 _5 ij t, gde je 6 ij  definisano matricom koja ima sve nule osim na poziciji 

na kojoj se nalazi odgovarajuai element matrice M. kko je zbir 

endomorfizama u Abel-ovoj grupi opet endomorfizam dovoljno je pokazati da je 

eii endomorfizam Neka je a.j  element matrice M na poziciji (ij), x= Zxk ek  , 
k=1 

y= /Y j ek e G. 	Tada 	je 	O tj (x+y)= ((x i  +y J ) k a-) n  e• 
k=1 
	 p 1J p 1 	gde 

p k r(e i  ), P n  = r(e i )• 

Takode imamo : 

Oii(x)+0ii(Y)= ((aiixi) p. +(aiiYi) pn ) pn ei =(aii x j +a aj!  yi) pn  e i . 

Analizirajmo koeficijent ((x i  + yi ) pk  a ii ) p„ . Ako je p n 	tada , kao gto 

smo pretpostavili, a ii  = cp n-k . Sada je: 

32 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Aritmetieka funkcija  

((xi + Yi ) pk aij )pn = ((xi Yj — dP k  )aij ) pn = (x.a.. y . a .. ) 
J 1.1 	J 1.1 pn 

Ako je p n  < p k  imamo: 

((xi +yi) pk aid pn = (((xi +Yi) p k ) pn a ii) pn = ((xi -Fyi)aiii) pn  = (xj a ii  +yj a ii ) p„ 

Znadi u svakom sludaju je 0 (x + y) = 8 ij  (x) + 0 ij  (y), pa je i O m 

 homorfizam 

Dalde dali smo potreban i dovoljan uslov da matrica M reprezentuje neki 

endomorfizam grupe G. 

Uodimo sada grupu G p . Ona je generisana sa skupom 4;11 	ti, gde 

	

e; = p k-le i  , r(e j ) = p k .Biee (e;) ED 	e(e;). Grupu G p  moiemo shvatiti kao 

vektorski prostor nad poljem Z p  sa bazom e:. 

Neka je h E End(G). 

Kao gto smo rekli bite h(G p  ) c G. Dalde h molemo shvatiti.kao lineami 

operator na G p  nad vektorskim Z p  prostoru. Odredimo sada matricu za h, kao 

linearnog operatora na G p , u odnosu na bazu ei . Potramo zato h(e; ) kai:• 

linearnu konbinaciju od e k . Imamo za Mh = [a ii  

' 	k- e i  = p 1 e i  

t 
h(e; ) p

k-i h(ei)  = I ( p  -1 a ji )ei  

j=1 

Ovde je, naravno, r(e i )= p k  Analizirajmo jedan sabiralc' p k-l a..e Ako je 

) 	p k ,  tada, 	 p k-1 a iie  = p 	= 
 n-1 Ce r(e 	 kao gto smo rekli, pn-k c = aii  pa 

	

i= (O p 	Za p n  =p k  sledi: p k-1  a 	p k-i ta  = 	) p  e i  =(a ii ) p e;. I na kraju za 

<p aldk imamo p k-1a e 0.e• D e imamo h(e i  ) = 	.e gde c. = 0 ako J1 j = 	• 	 J 	' 	J 
j=1 

je r(e j )< r(e i ), a za r(e i )= r(e i ) imamo ci  = (a ki ) p . 
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Aritmetieka funkcija  

To znaei da matrica za h, kao lineamog operatora na G p , ima oblik: 

Mo 
• 

M _ 

gde je M: matrica dimenzija k i  xk i  i nastaje tako to se u matrici Mh 

odgovarajuoa polja zamene svojim ostacima po modulu p. Takode, sva polja ispod 

glavne dijagonale koja nisu ni u jednoj M su jednalca 0. 

Prema Lemi 6.1. h Le biti automorfizam. na  G akko M o  reprezentuje 

invertibilni lineami operator akko je M o  invertibilna u GL t (Z p ) akko 

det(M o  )# 0. Sa obzirom na oblik matrice M imamo 

det(M o )= det(M ) det(M 2  )....det(M iit ). Da1de det(M o  ) 0 akko za sve 

lim,det(Mn.,' )#0. 

Neka je sada M i  podmatrica matrice Mh koja zauzima ista polja kao M i . 

Primetimo da je M i  matrica nad prstenom Z p n i . Sa obzirom da je det funkcija a 1  

na jeziku +, •, a Op je u odnosu na prethodne operacije homorfizam imaeemo 

da vazi (det(M i )) p  = (det(M; )) p . To dalje znaoi da je M; E GLk i (Z) akko 

M i  E GL ki  (Z pni  ). 

Ve6 smo istaldi da je GL ki  (Zpni = p ki(ki(2ni-1)-1)/2 T(p ki )F Sada smo 

konano definisali potreban i dovoljan uslov za M h , da bi h bio automorfizam: 

ako je a ij  neko polje matrice Mh i r(e i  ) = p k , tada za 1 s j, i r(e s ) = p n , 

p n—k  deli a u  (uslov homomorfnosti); za sve matrice M i  , M i  E GLki  (Z pni ) gde je 

Z pni  odgovarajuai prsten (uslov bijektivnosti). Sledeei dva prethodna uslova za 

popunjavanje matrice Mh moi'emo naoi lAut(G)1 . Uslov bijektivnosti nam govori 

kako da popunimo polja koja se nalaze u M i . Preostala polja iznad glavne 
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Arittnetieka funkrija tit 

dijagonale popunjavamo u skladu sa uslovom homomorfnosti. Za preostala polja 

ispod glavne dijagonale nema nikakvih uslova. Na taj naoin, dobija se da je: 

lAut(G)1 = p s+si  ,p(p k i  ) 

i=1 

gde 

S = 2.k•k .n J J ' 
15_i< j5m 

m 
S 1 =—' • Eki  (k i  (2n i  —1)-1) 2-  

a. 
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Prosti delioci brojalAut(G)1 

7. PROSTI DELIOCI BROJA lAut(G)1 

Ako je G konaena Abel-ova grupa i IGI = p  1a1 	p kak kanonska 

faktorizacija prostim brojevima pi, iz prethodnog poglavlja sledi da ako je p prost 

broj i p deli lAut(G)1 tada p = pi, za neki 1 s i 5_ k, ili p l pl.' — 1, 	za neki 

i 5_ k. U ovom poglavlju dokazademo da je to tadno za proizvoljpu, dakle ne 

obavezno Abel-ovu, grupu Eiji je red jednak redu od G. 

Ova oinjenica poznata je za konane re§ive grupe i to je rezultat P.Hall-a [7]. 
U tom rezultatu tvrdi se i vi§e: 

Teorema 7.1. (P.Hall): Neka je G re§iva grupa i ICI = Pi al 	 pk ak  (iuul'onsid). 

k , 

Tada IAut(G)I deli pi llio(si)Idi pi d i (d i -1)/2 xp(p d i  ). 

i=1 

Ovde je S i  proizvoljna Silow-ljeva podgrupa reda p i  ai , a (I)(S i ) njena 

Frattini-jeva podgrupa, dok je d i  defmisan sa ISi  :(1)(S 1 )I = pi d1  . Sa obzirom da su 

sve S i  podgrupe konjugovane u G, dalde izomorfne, bide i njihove Frattini-jeve 

podgrupe izomorfne i istog indeksa u S i. Dalde faktor 10(S i  )1 c11  zavisi samo od 

indeksa i, a ne i od izbora S i. 

Neka je G kona6na p-grupa. Tada grupa G ima jednu osobinu koja podseoa 
na vektorske prostore. Vali naime [7]: 
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Prosti delioci broja IAut(G)L 

Teorema 7.2. (Burnside) Neka je G konadna p-grupa. Tada ako su X,YgG dva 

alna generatorna skupa grupe G, vali IXI = IYI 

Ova teorema smatra se osnovnom u teoriji konaih p-grupa. Primetimo da 

ona ne vali za proizvoljnu (pa dak i ne potpuno proizvoljnu) grupu G. Ako, na 

primer, uzmemo grupu (Z6,+), bide §16 i [2,3] dva minimalna generatora skupa 

razlidite kardinalnosti. 

Ako je G konadna p-grupa, prirodno je broj IXI , gde je X minimalni 

generatomi skup za G, nazvati dimenzijom grupe G i obeletiti sa d(G). Dakle, sa 

obzirom na teoremu Burnside-a d(G) je dobro defmisan, tj. ne zavisi od X. 

Pokazuje se da u konaenoj p-grupi G vat' (1)(G)=GP•G', gde je 

GP = {xP lx E G} a G' je komutator grupe G. Odatle se izvodi da se za konadnu p-

grupu G, szto(G) mote defmisati kao minimalna normalna podgrupa grupe G, aija je 

faktor-grupa izomorfna sa (C p  ) k  za neko k. S obzirom da je 0:1:0(G) skup 

negeneratora za G, pokazuje se da je ba§ k = d(G). Imamo, dalde, da je 

IG:(1)(G)I = p d(G) . Ako se vratimo na Teoremu 6.1., vidimo da parametri koji se 

javljaju u proizvodu predstavljaju dimenziju proizvoljne grupe 	Jol jedna 

posledica koju motemo izvesti iz IG:0(G)1 = p d (G ) je da ako 	= pt 9 tada  

d (G) t, a jednakost vati akko G = (C p  ) t . Pomenimo jo§ da ako 	= p s , 

mote biti d(H) > d(G), all ako IGI = p t , mora biti d(H) s < t. Dalde t je gornja 

granica za dimenzije svih podgrupa grupe G. 

Za konadnu p-grupu G mote se dad preciznija verzija Teoreme 1. koja 

takode pripada P.Hall-u. 
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Prosti delioci brojalAut(G)I  

Teorema 7.3.: Ako je G kongna p-grupa i d(G)=d tada lAut(G)I deli 

'cod p d(d-1)/2 xy(p  d ). 

Sada demo dati uopgtenje Teoreme 7.3. za proizvoljnu konanu grupu G. Pre 

toga pomenimo jo§ jednu 6injenicu na kojoj se taj dokaz bazira, a koja se koristi i 

pri dokazu Teoreme 7.3.. Ako je G kona6na p-grupa, dimenzije d, tada skup 

Gd = {(x i„ 	 }generige G, xie G} 14)(G) d 
 p d(d-1)/2 Ap(p d ). 

elemenata. Prelazimo sada na dokaz najavljene teoreme. 

Teorema 7.4.: Neka je G konana grupa i IGI = P1 a1 	Pk ak 
 

(kanonski). Za 

neka je si  broj Silow-ljevih podgrupa reda pid i a di  dirnenzija bilo koje 

k 	 d.(d." -1)  
d•  

• pi  2 	• Vf(p i  ) 
i=1 

Dokaz: Neka je G, = U H d 1  H<G 
I HI =P: 1  

minimalnih generatornih skupova za neku pi  - Silow-ljevu podgrupu H. Tada je 

G1, po defmiciji, skup svih 1, x2, , x di  ), takvih da fx 1„xdi  generik 

neku prSilow-ljevu podgrupu. Kako su sve p,-Silow-ljeve podgrupe konjugovane, 

dalde izomorfne, bide 111 (1 1 1 nezavisan od izbora H 
1  

1 Hdi = 1,
213 (FDI di pi d i (d,-1)/2-- d, T(p i  ) = B 1 , i jo§ IGi I = s i f,. Neka je sada 

G o  = G l x 	xGk , Decartes-ov proizvod skupova Gi. 06igledno 
k 

I G OI = nIGil 	Dalde ako XeGo , tada X = (xi, x2 „ x k  ) gde je Xi 
1=1 	1=1 

uredeni minimalni generatorni skup za neku pi-Silow-ljevu podgrupu. Neka je 

f e Aut(G) i X e G. Ako je X= (Y1, 	 Yd,) i ako defmigemo 

fi  (x) = (f (y ), 

 

, f (y d i  )), jasno je da je f, preslikavanje na G i , jer f, (X) 6e biti 

 

od njih. Tada I Aut(G) 

1 
. Kao gto smo rekli Hd i  je skup svih uredenih 
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Prosti delioci broja lAut(G)1  

minimalni generatorni skup za f(H) ako je X i  bio isto to za H. Snow), ako je 

t E G o , t = (t1,t2„tk ) 1  defmi§emo 

fi :G i  ---> G i  imademo fo  :G 0  -4 G o  . 

fo(t)= (f i (ti ), • • • • , fk (tk )) 	i 	kako 

Iz 6injenice da je f E Aut(G), dalde bijekcija, sledi da je fi  permutacija na 

Gi a odatle i da je fo  permutacija na G o . To znai da je preslikavanjem 

0(f) = fo , 0: Aut(G) ---> SG 0  zadato jedno dejstvo grupe Aut(Go) na Go. Polcalimo da 

je stabilizator Ft, proizvoljnog elementa tE G o, jedinidna podgrupa grupe 

Aut(G).Neka je t e G o  i f E Aut(G), pri demu 1'0  (0 = t. Ako je t = (t 1 , t 2 ,....,t k  ) 

imamo fi (t i )= t i  = (x 1 ,....,x di  ) tj. f(x i  ). x i , za sve 1 i 5. k, j d i . Dalde f 

fiksira  za svako 151A generatorni skup neke 	 podgrupe Hi  (tam po 

tadka) pa onda fiksira (tadka po taeka) i celu H i  ,IH i l = p i ai . Kako skup fiksiranih 

tadaka nekog automorfizma 6ini podgrupu G, vidimo da podgrupa fiksnih taaka 

Gf za nak f ima za svako 1 5 i m , Silow-ljevu podgrupu reda p i ai. Prema 

Lagrange-ovoj teoremi p i ai I G f  tj. I  GI = I G f  I, gto znaei G= G.  palde f je 

identi6ki automorfizam §to smo hteli da pokaemo. Sledi da orbita svakog t e G o  

k 
ima lAut(G)1 elemenata pa odatle IAut(G)I deli 'GA= 11 s i r3 i  , dime je teorema 

dokazana. 

Posledica 7.1. Neka je G grupa i I GI = p 1  al 	p k ak (Icanonski). Ako je p 

prost broj i pi Aut(d), tada p=p;  ili 	-1, 15 n a i . 

Dokaz: Uz oznake iz prethodne teoreme imamo p . Po teoremi Stlow-a 
i=1 

s i  I I  GI , pa prema tome, ako 	p # p i 	za sve 	15_ i k, tada 

   

 

13 ; =10(1-1.01di 
dp  j(di-1)/2 w,p dj 

( ) za neko 1 < j < k. Odatle p d . 

qi(p ) 6ega sledi 

tvrdenje. 
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Prosti delioci broja IAut(G)[ 

Na primer, ako 101 =168 = 2 3 .7.3, na osnovu prethodne posledice imamo da 

jAut(G)1 mote biti deljiv samo sa 2,3 i 7, kao prostim deliocima. 

Primetimo da Teorema 7.4., iako se odnosi na proizvoljnu grupu G, mole 

biti, za neke G, ne manje precizna od Teoreme 7.1. koja se odnosi na re'ive grupe. 

Obe teoreme tvrde da lAut(G)1 deli neki brojevi. Taj broj se za Teoremu 7.4. dobija 

tako gto se 1GI u broju iz Teoreme 7.1. zameni sa s i  . Ako je IGI = al a2 
i=1 

prema spomenutoj Burnside-ovoj teoremi, G regiva i vatiee 1G1 s 1 s 2  , pa ocena iz 

Teoreme 7.1. nije bolja nego ona iz Teoreme.7.4. 

Ako imamo dodatne pretpostavke o grupi G, tada se mole dati u nekim 

slu6ajevima, jog preciznije tvrdenje za lAut(G)I koje je tipa Teoreme 7.4. Za sludaj 

kad je G regiva to je, na primer, Teorema 7.1.. 

Mi demo to uraditi za sludaj kad je G prosta. 

Teorema 7.5.: Neka je G grupa kao u Teoremi 7.4. (oznake iste). Pretpostavimo 

da je G prosta. Tacia lAut(G)I I s i 	, za sve 1 	k 

Dokaz: Neka je G(p i ) = j x E G I r(x) = pin }, gde je r(x) red od x. Prema teoremi 

svaki X E G(p i ), sadrilan je u nekoj pi-Silow-ljevoj podgrupi. To znaai da 

je G(p i ) = UH gde je L i  skup svih p i - Silow-ljevih podgrupa. Primetimo da je 
HeLi 

G(p i ) invarijantan za sve unutragnje automorfizme grupe G. To mai da G(p i ) 

generi§e normalnu podgrupu grupe G, all kako je G prosta, sledi, (G(p i )) = G o . 

Odatle imamo da je automorfizam f, identidko preslikavanje akko f fiksira skup 
G(pj i ) tadka po talc& 

Neka je kao u Teoremi 7.4., G i  = U Hd . Defmigimo sada G i  na slede5i 
H<G 
(H1=14 1  

, 	S i  
nain: G i  c n  G i  (Descartes-ov) proizvod, pri demu X = (x i  , 	,x si  )E 	akko 

i=1 
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Prosti delioci broja IAut(G)1 

za svaki H di  g G i , IHI= pi ai, postoji xj, j si , takav da x e Hdi  Drugim 

reoima, X = (x i  „ x si  ) E Gi akko su x j  uredeni minimalni generatomi skupovi 

koji svi pripadaju razliditim pi-Silow-ljevitn podgrupama. Kada se prebroje 

elementi u Gi dobija se da je G:1= s i  !f3 i . Ako je f e Aut(G) moiemo, slidno kao 

u Teoremi 7.4. defmisati fo :Gi -p Gi na sledeoi nain: ako je 

X = (x 1„xsi  ) e Gi tada fo  (x) = (f i  (x 1 )„fi  (x si  )). Podseeamo ft, :G i  Gi  , 

i da je defmisana sa fi(Yi,  Ydi  ) = (fi(Yi)„fi (Y d i )) gde 

(y i„ y di  )E G i . Preslikavanje fi  se javljalo i u Teoremi 7.4., i kao Ato je i tamo 
I 

redeno, ono je permutacija na G i . Odatle neposredno sledi i da je f o  !permutacija 

na Gi, §to znadi da 0: Aut(G) -3 Se;  , zadato sa 0(f) = f0 , predstavlja dejstvo. 

Odredimo opet centralizator Hx , za proizvoljni X E Gi, tj. pokaiimo da se on 

sastoji samo od identidkog automorfizma neka f E Aut(G), X= (x i 	x si  ) E G i  i 

f (X) = X tj. f i  (xi  )= xi  za 	j x si  . To znai da ako xi = (Yi • Yd i  )9 tada 

dalde, automorfizam f filcsira minimalni 

generatomi skup proizvoljne 	 podgrupe i to tadka po tadka, pa onda 
tadka po tadka Moira i svaku 	 podgrupu, odnosno ditav G i , to je, 

kako smo videli, potrebno i dovoljno da bi f bilo identioko preslikavanje. Odatle 

zaldju ✓ujemo da je orbita svakog elementa Gi kardinalnosti lAut(G)I, pa imamo 

lAut(G)Ils i  gto je i trebalo dokazati. 

Posledica 2. Neka je G konaena prosta grupa, uz sve oznake kao 

teoremama 7.4. i 7.5.. TadalAut(G)1 deli NZD.(II 	S1 !Pisa 43 2, 	p Sk !f3 k)• 

Dokaz: Sledi neposredno iz Teorema 7.4 i 7.5.. 
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FunkcijaT i semi-direktan proizvod 

8. FUNKCIJA I' I SEMI-DIREKTAN PROIZVOD 

U ovom poglavlju dgemo jednu vezu izmedu funkcije 'P i semi-direktnog 

proizvoda konadnih regivih grupa. Teorema koju demo dokazati davaoe dovoljan 

uslov da konadna regiva grupa bude semi-direktan proizvod svoje dve Hall-ove 
podgrupe• 

Pre nego formuligemo i dolcalemo najavljenu teoremu, nave demo neke 
poznate dinjenice koje demo koristiti u dokazu: 

Lema 8.1.: Neka je G konadna regiva grupa. Tada za neki prost broj p koji deli PI , 

postoji H,H a G i H = (Cp )n  za neko n. 

Lema 8.2.: Ako je G regiva grupa, onda je i njena faktor-grupa takode rekva. 

Lema 8.3.: Neka su A i B konadne grupe takve da (IAI, IBI) =1,h : A --> B 

homomorfizam. Tada h(x) =1, za sve x E A tj. A = ker(h). 

to se ti6e Leme 8.2., nju smo ve6 pomenuli kada smo govCorili o regivim 

grupama. U vezi Leme 8.3. recimo samo da je ona direktna posledica prve teoreme 

o izomorfizmu Prelazimo sada na najavljenu teoremu. 
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Funkcija i semi-direktan proizvod 

Teorema 8.1.: Neka je G konana regiva grupa i IGI = ab, (a, b) = 1. Neka je takode 

(a,T(b)) =1. Tada je G semidirelctan proizvod svojih podgrupa A i B takvih da 

IAI = b i A<G. 

Dokaz: Prema teoremi P Hall-a za konabe grupe odmah imamo da postoji 
B,B < G i IBI = b. Dokaz tvrdenja svodi se na to da pokalemo egzistenciju 

normalne podgrupe reda a. Dokaz aemo izvesti indukcijom po redu grupe G, pri 

6emu je baza indukcije trivijalna pa je preskaemo. Neka je IGI > 1. Prema Lemi 

8.1., postoji H,H a G i H = (C p )n , p je prost broj. Pretpostavimo kao prvi sludaj da 

p deli a. Tada je faktor grupa G/ H = K regiva (po Lemi 8.2.) konadna grupa i 

IG/p1 < Pogto je IKI = IG / HI = IGI i p deli a, imamo 14= b• , i a pn 

= 1, a takode 6e biti i 	) = 1. Dakle, moiemo da na grupu G 
P" 	 P" 

primenimo indukcijsku hipotezu, gto znai da postoji K1 , K1  a K i ICI = 	Ako 

je h:G  --> K, prirodni homomorfizam, tada K 1  a K povlai h-1 (K1 ) a G. Medutim 

1 11-1 (K1 ) = a, pa je h-1 (K1 ) tralena podgrupa A. Neka sada p deli b i neka je opet 

b K = G/ H, 1K1 = 	Opet 6e valid da je K regiva, (a,—b ) = 1,(a,W(—pn ))= 1,papn 	 pn 

mo2emo na K primeniti indukcijsku hipotezu. Ona nam daje da postoji K1,K1  a K 

i iKi l = a. Ako je h:G ---> K, opet prirodni homomorfizam, imgemo h-1 (K1 ) 41G. i 

h-1(1(1) 1 a. pn . Analizirajmo malo grupu F l (K1 ). Ona je regiva (jer je podgrupa 

regive grupe opet regiva), pa po teoremi Hall-a postoji A,A < 	i IAI = a. 

Takode imamo da H < 	jer je H = h-1 (1). Kako je H a G bite i H a Fl (Ki). 

Iz H 	zaldjudujemo da grupa A dejstvuje na H, dejstvom 0 gde je x E A, 

O x (y) = xyx-1 ,y E H (svakom x E A, 0 pridrutuje restrikciju na H unutragnjeg 

automorfizma a X  grupe 11-1 (K1 )). Preslikavanje 0 je jedan hoMomorfizam iz A u 
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Funkcija i semi-direktan proizvod 

Aut(H). Kako je H = (Cp )n , kao gto smo ranije rekli lAut(H)I = pn(11-1)121P(pn ). IZ 

('I'(b),a) =1 i pi  b sledi (kli(pn ), a) =1 pa (1A1,1Aut(H)1) = 1. Po Lemi 8.2. to znadi da 

A=ker(e), tj. da xyx-1=y ili x=yxy l  za sve x E A,y E H. Poslednja jednakost tvrc1i 

da H<C gde je C normalizator od A u h-1 (K1 ). Kako je takode A<C tada A. H < C. 

All kako IAHI = apn imamo C = h-1 (K1 ) tj. A a h-1 (1C1 ). Poicalimo da je A4 G. 

Ako je X E G tada je o-x (A) c cr. (11 -1 (Ki )) = h-1 (1C1 ). Kako je A normalna Hall-ova 

podgrupa u h-1 (K1 ), ona je i jedina podgrupa reda a, a kako je lo x  (A)I = a, sledi 

A = ox (A). Pogto je x E G bio proizvoljan, sledi A a G, dime je dokaz 

kompletiran. 

Posledica 8.1. Neka je G proizvoljna konaona grupa i IGI = a• b, (a, b) = 1. 

Ako (a,T(b))= 1 i (W(a),b) =1, tada je G A x B; gde A,B < G,IAI = a,1131= b. 

Dokaz: Primetimo da uslovi (a,'P(b)) = 1 i (tP(a),b) =1 povla6e u slaw a,b > 1 da 

je IGI neparan. Ako a=1 ili b=1, tvrdenje sledi direktno. Kako je IGI  neparan, 

prema pomenutoj Feit-Thompson teoretni, G je regiva. Prema Teoremi i  8.1. to znai 

da postoje A i B, A40 i B4 0, likl= a, IBI = b. Kako (a,b)=1, imamo 

AnB={1},ilcako AB= G,sledi 

Na primer neka je G grupa reda 10=32 .7.5. Ako uzmemo a= 32 .7 i b=5 tada su 

uslovi Posledice 8.1. ispunjeni i postojge grupe A, B podgrupe u G takve da je 

G=AxB. 

Pomenimo ovde jednu poznatu teoremu 6iji je autor Frobenius [4]. Ona je 

neziwisna od prethodnih teorema all je u prirodnoj vezi sa njima kako 6e se to 

videti iz njenog iskaza. Dajmo prvo jednu definiciju: neka je G grupa i IGI = pna, 

(a,p)=1, p je prost broj i neka postoji H,H a G,IHI = a. Tada se kaIe da je grupa G, 

p-nilpotentna. Mote se tako pokazati da je konadna grupa G nilpotentna akko je p- 

nilpotentna za svaki prost broj p koji deli IGI , gto uspostavlja vezu izmedu obidne 

nilpotentnosti i p-nilpotentnosti. 

Navodimo sada najavljenu Frobenius-ovu teoremu: 
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Funkcija ̀ If 1 semi-direktan proizvod 

Teorema 8.2.(Frobenius): Neka je G proizvoljna konaona grupa i IGI = ap n  gde je 

p prost broj i (a, ti(pn ))= 1. Tacia je G, p-nilpotentna. 

Primetimo da je u gornjoj teoremi uslov da je IGI /a stepen prostog broja 

neophodan tj. teorema ne mora da vali pod pretpostavkama da je 

ab, (a, b) = 1 (a,T(b)) =1. Uzmimo, na primer, grupu A5. Imamo IA5 1 = 5. 22  . 3 . 

Ako stavimo a=5, b = 22  .3, vidimo da A5 nema normalnu podgrupu reda 5 jer je 

prosta. Ovaj primer pokazuje takode da je uslov reivosti grupe G neophodan za 

valenje Teoreme 8.1. Inge Teorema 8.1. mole se dokazati elegantnije uz pomoo 

Teoreme 8.2. Neka je, naime, G grupa iz pretpostavke i oznake iz Teoreme 8.1. 

Primetimo prvo da ako su dve podgrupe u G konjugovane, onda su konjugovani i 

njihovi normalizatori. Specijalno, ako su dve podgrupe u G konjugovan, onda su 

njihovi normalizatori jednakih redova. To vali za proizvoljnu grupu p, a za nau 
grupu G iz Teoreme 8.1. vaii da postoji podgrupa reda a i da su sve one 

konjugovane (Hall-ova teorema). Dalde, sve podgrupe reda a imaju normalizatore 

jednakih redova, i oznadimo taj red sa na . Ako je b = 	(kanons1d) tads za 

svald 1 5_ i 5_ k, postoji podgrupa Hi, 11-1 1 1 = a • 14i opet po Ha11-ovoj teoremi. Po 

Teoremi 8.2. postoji Hi  normalna. Sa obzirom na ono to je redeno o 

normalizatorima podgrupe od a elemenata, imaaemo da 13P deli red normalizatom 

podgrupe od a elemenata i to za vald 1 5_ i k. To znaei da je taj red deljiv i sa b, 

pa onda i sa ab =IGI , odavde imamo da je podgrupa od a elemenata normalna u G 

§to je ekvivalentno Teoremi 8.1. 

Mote se dati i preciznija verzija Teoreme 8.2. koja takode pripada 

Frobenius-u. 
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Funkcija tls 1 semi-direktan proizvod 

Teorema 8.2': Neka je G konatna grupa i 10 = ape , (a,p) = 1, p je prost broj. Ako 

je (a, 111(pd )) =1, gde je d = max{d(H)1H < H p}, pri demu je HP  jedna fiksirana p 

Silow-ljeva podgrupa. 

Kao specijalni sludaj Teoreme 8.2'. imamo sledeou teoremu koja pripada 

Burnside-u. 

Teorema 8.3.: Neka je G kona6na grupa i p prost broj, 101 = ape , (a,p) = 1. Ako je 

p Silow-ljeva podgrupa cilditna i (a,T(p)) = (a,p — 1) = 1, tada je G p-nilpotentna. 

Koristeei prethodnu teoremu mo2emo uopkiti jednu poznatu teoremu iz 

teorije grupa: (Poincare) Ako su H i G konatne grupe i H<G, pri temu je 

IG:HI = p, gde je p najmanji prost broj koji deli red grupe G, tada je 

Dokazatemo sledeoe uopgtenje prethodne teoreme: 

Teorema 8.4.: Neka je G konatna grupa i H<G takva da je IG: = P, P Prost 

broj. Ako je (a, 111  (p)) = (a, p — 1) = 1, tada je H a G. 

Dokaz: lzvodimo ga indukcijom po IGI pri temu je baza trivijalna. Neka je dakle 

H<G i 1G:4 = p. Tada postoji homomorfizam 0:G --> S(G / H), gde je S(G / H) 

grupa permutacija na kosetima podgrupe H (sa G/H smo oznatili taj skup koseta 

koji, je za sada samo skup tj. ne znamo da li je i grupa). Kako je IG411 = p imamo 

da je IS(G / H)I = p!. Pretpostavimo prvi slu6aj, da je 101 = ap, (a,p) = 1. Tada 

tvrdenje sledi na osnovu Teoreme 8.3.. Naime, p-Silow-ljeva podgrupa je u tom 

sludaju reda p, pa je ciklidna. Na osnovu Teoreme 8.3. imamo da postoji normalna 

podgrupa reda a, koja je, sa obzirom da je normalna i Hall-ova, jedina podgrupa 

reda a u G, pa se poklapa sa H. 
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Funkcija tit i semi-direktan proizvod 

Pretpostavimo sada drugi sludaj da je I GI = apn , (a,p) = 1, n > 1. Kao to smo 

rekli 0 je homomorfizam, 0 = G --> S(G / H). Kako 10 = apn ne deli IS(G / = p!, i 

kaki° IG / ker(h)I deli 1S(G / H)I, jer je G/ker(h) izomorfno nekoj podgrupi u S(G/H), 

zaldjaujemo da je jezgro netrivijalno tj Iker(h)1 > 1. Odatle sledi da je 

IG / ker(h)I < IGI . Ako je k:G --> G / ker(h) prirodni homomorfizam tada je 

K(H) a G / ker(h) i IG /ker(h):K(H)1 = p jer je po "n faktorijel teoremi", 

ker(h) = core(H) = n 6 x  (H) < H . Sada mo1emo primeniti indukcijsku hipotezu 
xe G 

na grupu G/ker(h), pa dobijamo da je K(H) a G / ker(h). To je, medutim, prema 

Teoremi o korespodenciji [6] ekvivalentno sa H a G gto je i trebalo dokazati. 

• 
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Gruprii brojevi 

9. GRUPNI BROJEVI 

Neka je K neka klasa konadnih grupa i n prirodni broj takav da sve grupe 

reda n, pripadaju K. Tada je prirodno n nazvati K-brojem. Na, primer prosti brojevi 

su ciklidni, jer su sve grupe diji je red prost broj, ciklidne. Grupe diji je red kvadrat 

prostog broja su Abel-ove, pa su brojevi p 2, p prost, Abel-ovi. Grupe diji je red 

proizvoljni stepen nekog prostog broja su nilpotentne, dalde, brojevi; pn , p prost 

broj, n E N su nilpotentni. Grupe neparnog reda su rdive (Feit-Thompson-ova 

teorema), dalde neparni brojevi su re3ivi. Mole se sada postaviti problem sledeoeg 

tipa: za datu klasu kona6nih grupa K, odrediti sve K brojeve. 

Sve ci1dine brojeve odredio je Burnside: 

Teoreme 9.1. Broj n E N je cikli6an akko n = p i 	pk (kanonski) i za svaka dva 

j tako da 1 5_ i,j k vali pi  ne deli tif(pi ) = pi  -1. 

Na primer, broj 1001=11.7.13 je cikli6an. 

Sve Abel-ove brojeve opisao je L.E.Dickson [8]: 

Teorema 9.2. Broj n E N je Abel-ov akko n = p ial 	Pkak  (kanonski) gde 

ai  2,15..j1c sve j,15_j5_1( val. pi  ne deli 11(n). 
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Grupni brojevi 

Na primer, broj 3 2  • 11.17 je Abel-ov. 

Sve nilpotentne brojeve opisao je G. Pazderski [9], a mi 60Mo ovde dati 

originalan dokaz tog opisa: 

Teorema 9.3. Broj n E N je nilpotentan akko n = Plal 	pkak  (ain  onski) i za 

sve j, 15jA vaii pj ne deli w(n) ili (§to je isto) (n,T(n)) = 1. 

Dokaz: Neka je n = p ial 	
 
Pk ak  • i Pi ne deli w(n), za sve 	Primetimo da 

prethodni uslov implicira da je n oblika 14 1  ili neparan. U prvom ku6aju odmah 

sledi da je grupa reda n nilpotentna. Pretpostavimo zato da je G grupa reda n, koji 

je neparan. Prema Feit-Thompson-ovoj teoremi G je re§iva. Ako stavimo 

a = 	b = n /141  tada (a,b)=1 i (a,w(b))=1. Primenjujuei Teoremu 9.1. dobijamo 

da 6e podgrupa reda a, tj. pi Silow-ljeva podgrupa u G biti normalna, i to za svakO 

1.1A. 

Odatle sledi da je G direktan proizvod svojih Silow-ljevih podgrupa, a to je, 

sa obzirom da je G konaena, ekvivalentno 6injenici da je G nilpotentna. 

DokazaSemo da su prethodno opisani brojevi, jedini koji su nilpotentni. Neka je 

n = p ia  
	Pk ak  i pi deli pin-1 za neke 	 15.m5.aj. Dalde, 

pretpostavimo da za n nije ispunjen uslov (n,w(n))=1. Konstruisa6emo grupu reda 

n koja nije nilpotentna. Kao to smo yea imali vali Aut((Cpj  )m = pm(m-1)/2,p(pm) . 

Sa obzirom da pi  deli pr -1 i kako je 'p(pin ) = (pin  —1)T(pin-1 ) imamo da pi deli 

l Aut((C ri  )m  Prema Cauchy-jevoj lemi postoji u Aut((Crj  )m ) podgrupa K, takva 

da 11(I = pi. Sada moIemo konstruisati semidirektan proizvod (C r . )m xo K = A gde 

je 0:K --> Aut(C p  )m , inkluziono preslikavanje. Tad 6e biti lAl = prpi . Pokazujemo 
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Grupni brojevi 

sada da grupa A ne moi'e biti nilpotentna. Kako je IKI = pi  > 1 i preslikavanje 0 

monomorfizam na (C p,  )ffi . To znati da postoji x E (Cpi  )1n  takav da f(x) X. 

Uotomo sada dva elementa grupe A i to (x, iA) i (1,f), gde je iA  identitkO 
1 preslikavanje na A a 1 je neutral u grupi (Cr . 	 j Neposredno se proverava da e 

red elemenata (x, iA) jednak pi , a da je red elementa (1,f), jedak pi. Ako bi grupa 

A bila nilpotentna ova dva elementa morala bi da medusobno komutiraju, s 

obzirom da su im redovi uzajamno prosti. Medutim imamo da je 

(1,f)(x,iA ) = (f(x),f) dok je (x,iA(1,f) = (x,f) §to, uz f(x)#x znati da oni ne 

komutiraju. Dalde, A nije nilpotentna. Ako uzmemo sada grupu G = A x Ci  gde je 

t = n / Al , bide IGI = n, aui G nije nilpotentna. Ona saddi podgrupu izomorfnu sa A, 

koja nije nilpotentna, dok u nilpotentnoj grupi svaka podgrupa more biti 

nilpotentna. Sledi da n nije nilpotentna, time je dokaz kompletiran. 
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