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Kratak pregled i uvod

1. KRATAK PREGLED RADA 1 UVOD

Ovaj rad je satinjen od viSe manjih rezultata do kojih sam do%ao za vreme
studiranja na poslediplomskim studijama. Na poletku je dat opis grupe
automorfizama simetrine grupe na beskona¥nom skupu, dakle jedan klasi¢an
zadatak o isto takvom objektu. Pokazano je da su svi automorfizmi taén?o
konjugacije tj. da su svi automirfizmi unutra$nji. To je oekivani rezultat, koji je
prirodna dopuna Hblder-ove teoreme, koja tvrdi isto ali za (skoro sve) konatne
skupove. Zatim je uvedena standardna konstrukcija semi-direktnog proizvoda, i
unakrsnog proizvoda, kao specijalnog sluaja semi-direktnog proizz’oda. Tom je
prilikom dat jedan originalan primer unakrsnog proizvoda, pa je pokazano da je
grupa automorfizama karakteristiéno proste grupe po svojo.]i prirodi unakrsni
proizvod. I u narednom poglavlju razmatrana je grupa automorfizama, u ovom
slu¥aju, proizvoljne konaéne Abel-ove grupe. Tom prilikom izvedena je formula
za |Aut(G) za proizvoljnu kona¥nu Abel-ovu grupu. Data je i teorema koja

predstavlja uopitenje jedne teoreme Frobeniusa za re¥ive grupe. Na kraju su
razmatrani tzv. grupni brojevi i pri tom je dat novi dokaz oplsa nilpotentnih
brojeva, koji je prvi dao Pazderski. |

1.1. OSNOVNE CINJENICE I OZNAKE

Pojam grupe uveo je u matematiku Galois, koji je u stvari i osnivag algebre.
Moie se smatrati, medutim da su prvi pravi algebarski problemi bili zadatl joSu
Stal‘OJ Grekoj, pri ¢emu imamo u vidu probleme trisekcije ugla, kvadrahlre kruga i
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duplikacije kocke. Re$avanje klasinog problema reivosti algebarske jednatine
op3teg oblika od strane Galois-a, znatilo je otvaranje nove oblasti matematike,
koja €e, kako se ispostavilo, naéi svoju ulogu u raznim oblastima kako matematike
tako i fizike, ali i zaZiveti sopstvenim Zivotom u obliku samostalne teorije.

NaveS¢emo sada neke osnovne teoreme i primere grupa koje éemo koristiti u
radu.

|
Teorema Lagrange-a: Ako je G kona¢na grupa i H < G, tada [H] deli |G].

Cauchy-jeva Teorema: Ako je G kona¢na grupa i p prost broj, pri ¢emu p deli |G|,
tada u G postoji element reda p.

| .
Teofrema o0 kosetima: Ako je G grupa i H<G a G/H skup koseta pocf upe Hu G,
|

tada postoji homomorfizam 6:G — S(G/H), gde je S (G / H) grupa permutacija
skupa G/H. Pri tome je jezgro tog homomorfizma sadrZano u H.

Osnovni primer grupe je grupa permutacija na nekom skupu X. To kazuje
teorema Caley-ja: | '
o
Teorema Caley-a: Svaka grupa G izomorfna je podgrupi grupe permutacija na

nekom skupu.

Grupu permutacija na nekom skupu X oznadi¢emo, standardno sa, Sy. Za
fe Sx definiSimo skup (f), suport od £, kao skup tataka iz X koje nisu fiksne.

Takode, ako f(a)#a, kaZemo da f pokreée a. Pod ciklusom (X;, X3 «.eeeuee s Xp) pri

¢emu x;e X, podrazumevamo permutaciju nte Sy takvu da m(x;)=x;+; i T(X.)=xX, a

|
i
H
i
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Kratak pregled i uvod

ako x#x; tada (x)=x. Broj n zove se duZina ciklusa. Ciklus duZine 2 zove se
traqspozwlja Otigledno je red ciklusa duZine n, opet n. Dva ciklusa 4su disjuktna
ako su im disjunktni suporti. n

Teorema: Svaka permutacija na nekom skupu X, koja pokreée konatno mnogo
elemenata, moZe se na jedinstven nagin prikazati kao proizvod disjuktnih ciklusa,

do na njihovu permutaciju.
Grupa H<Sy se naziva tranzitivnom ako (Va,be X) (3fe Sx)f{a)=b.

Za netrivijalnu particiju {XlicI} skupa X kaZemo da &ini sistem blokova za
H, H<Sx akko £(X;)=X; za svako ic], gde je fe Sx.
. |
Ako je P prsten sa GL,(P) se oznatava grupa svih n x n matrica nad P koje |
su invertibilne.

Ako je T, pravilni n-trougao, sa D_ ozna&iéemo grupu svih izometrijskih
transformacija u ravni koje T, slikaju na samog sebe (diedarska grupa n-tougla
i
Tw). |
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2. AUTOMORFIZMI GRUPE Sy

Alternirajuéa grupa na proizvoljnom skupu X, u oznaci ﬂ&x, definiSe se kao
podgrupa grupe permutacija Sy, generisana svim ciklusima duZine 3 fj.
Ay =((x1,Xp,X3) | x;#x,i#]j,x;€X,1<1,j<3). Dakle, Ax je uopitenje
poznate definicije alternirajue grupe na konadnom skupu, a sada X moZe biti i
bilo koji beskonatni skup. Vidimo da elementi grupe Ay fiksiraju sve tatke skupa
X osim njih kona¥no mnogo. Na skupu ta¥aka koje nisu fiksne, elomenti iz Ay
defini¥u parnu permutaciju u uobitajenom smislu. Po3to je generatorni skup grupe
Ay invarijantan za sve unutra$nje automorfizme grupe Sy, odatle sledig da je i sama
grupa Ay invarijantna tj. A, <'S,. Primetimo da uslov normalnosti podgrupe u

grupi Sy tj. uslov H4Sy < (Vge Sy )gHg ' =H zna¥i u stvari da je grupa H
simetri¢na u odnosu na sve elemente skupa X, odnosno da su sve tatke iz X
ravnopravne u grupi H. Vidimo da se taj princip ravnopravnosti postuje u definiciji
grupe A, jer ni jednom elementu iz X nije dat poseban znalaj. T,al;o na primer
moZemo definisati grupu S, za beskonatni kardinal k, k < |X|, koja je podgrupa
grupe S,. Grupu Sk &ini€e sve permutacije skupa X kod kojih je kardinalnost
skupa pokretnih tataka manja ili jednaka k. Prema ranije istaknutom principu,
* poito definicija podgrupe S ne favorizuje ni jedan simbol iz X, vaZiée S5 <Sy.
Ono 3to je zanimljivo je da se sa do sada navedenim primerima normalnih

podgrupa u S, iscrpljuju svi moguéi shu¥ajevi t. Ay i Sk k<|X], k -

|
!
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beskonatan su sve inoguée netrivijalne normalne podgrupe u grupi S, ¥to je
pokazao Baer 81C.

Vratimb se sada na grupu A, . Njena osnovna osobina je da je grupa Ay
prosta. Dokaz ovog tvrdenja je potpuno isti kao za konalan sluéaj tj. dokaz

prostote za A, ,|n| 25 ne zavisi od toga da li je n kona¥an ili ne. Kako

IAXI = |X| , U sludaju da je X beskona¥an skup, vidimo da za svaki beskona¥ni
kardinal k postoji prosta grupa kardinalnosti k.

Ciklus duZine 3 zvaéemo tercet. Skup svih‘lhoguéih terceta na X, prema
deﬁ!niciji definiSe A,. Medutim, ovaj skup generatora nije optingaaglan. Umesto
njega se moZe uvesti novi skup generatora koji ée biti minimalan. Uzmimo skup
terceta T(a,b) = {(x,a,b)|a#b ab=xxe X}, gde su a i b dva fiksna
elementa skupa X. |

Jednostavno se pokazuje da je skup T(a, b) takode skup generatora za A,
koji je takode i minimalan. Naime grupa A, je tranzitivna, a svaki element iz
skupa X, razli¢it od a i b, pokrenut je u samo jednom tercetu iz T(a,b) pa ako bi
proizvoljni tercet (x, a, b) € T(a, b) bio izostavljen, ne bismo mogli da generiSemo
ni jednu permutaciju iz A, u kojoj je x pokrenut. Grupa A, i njt!en generatorni
skup Tf(a, b) igraju kljutnu ulogu u dokazu sledeéeg tvrdenja:

Teorema 2.1. Za svaki skup X takav da je |X|>6 vaZi Aut(S,)= Sy gde je
|

izomorfizam dat sa f(n) =0 ,,ne Sx,a 6, (B) =npr~". i

I
i
|

Ovakve grupe koje su izomorfne sa svojom grupom automorfizama preko
preslikavanja koje element slika u unutra$nji automorfizam definisan tim

_ elementom, zovu se savrSene (ponegde “kompletne™). Jedna lepa osobina koje one

imaju je da ako su normalna podgrupa onda su i direktni faktor. Dakle, Teorema
2.1. tvrdi da su skoro sve simetritne grupe savrSene. U stvar'} jedini izuzeci su

IX| =2 i |X] = 6. U slutaju S, biée Aut(S;) trivijalna a za S¢ imaéemo da je

9
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60Inn(S) < Aut(Sg) i |Aut(Se): Inn(S¢)| = 2. Primetimo da se saviena grupa
mogla definisati kao grupa u kojoj je centar trivijalan a svaki automorfizam
unutradnji.

Teorema 2.1. je u stvari uopitenje teoreme Holder-a koja tvrdi isto ali samo

za |X| konatan. Ovde éemo dati dokaz za |X| beskona¥an. Od sada pa nadalje, X

|
¢e biti beskonatan skup. ?

Sama grupa Sy je vrlo bogata jer sadrZi kopije svih moguéih grupa, pa otuda
poti®u problemi u radu sa njom. Tako je i Holder-ov dokaz kona¥ne verzije
Teoreme 2.1. kombinatornog karaktera sa puno detalja. Glavna lema u dokazu
Teoreme 2.1. je sledee poznato tvrdenje koje daje jedan dovoljan uslov za
savrienost &ime se elimini¥e znatan deo pote¥ko¢a u radu sa S. Dakle [10]:

|
Lema 2.1. Grupa automorfizama proste grupe je savriena.

Primetimo da je u konatnom sluaju ispunjen uslov Aut(A_ ) =*S_,n # 2,6
$to je poznato. Odatle dobijamo ideju za dokaz savr¥enosti grupe Sx: grupa Sy ée
biti savriena ako je reprezentujemo (verno) kao grupu automorfizama neke proste
grupe. Prirodan kandidat za tu prostu grupu je grupa Ay sa obzirom! da je prema
ranije retenom, Ay prosta za |X| > 5 airelacija Aut(A,)=S, je taéna za n<oc i
n#2, 6. Dakle, ideja je da se pokaZe da relacija Aut(Ax)=Sx vaZi za svaki
beskona¢ni skup X. Na ovaj na¢in smo rad sa &itavom grupom Sy preneli skoro
sasvim na rad sa Ax. Kako je Ay <Sy tada je restrikcija o, na Ax automorfizam
grupe Ax za svako meSy. Pri tome &e restrikcije razlititih unu&a§njih ‘
automorﬁzama biti razli¢iti automorfizmi na Ay ako je C(Ax), centralizator Ax u
Sxs| tnvgalan PokaZimo da je to ispunjeno. Neka je fe S tako da’[3:ft[31 =7 za
. svako me Ax. Neka je B(x1) = x, gde je x;#x,, X;,X,€ X. Tada je BrB ' (x,)%n(x,) pa
je P=ix tj. C(Ax) je trivijalan. Dakle restrikcije unutra¥njih automorfizama grupe
Sx na Ay defini¥u grupu automorfizama u Ay izomorfnu sa Sy. Treba jo§ pokazati
da drugih automorfizama nema tj. fe Aut(Ay) = f=0_ , meSx. Ideja da to

10



Automorfizmi grupe S,

pokaZemo je da dokaZemo da se dejstvo f na T(a,b), dakle na generatornom skupu
za Ay, poklapa sa dejstvom nekog G, tj f{ty=c,(t) za sve te T(Ea,b). Primetimo u
vezi sa tim da vaZi nT(a,b)n '=T(n(a),n(b)). VaZ i obratno, ako je za neki
fe Aut(Ay) ispunjeno f{T(a,b))=T(c,d), tada je f restrikcija nekog ¢, na Ay, me Sx.
Permutacija & se tada moZe definisati na sledeéi natin: m(a)=c i m(b)=d. Ako je
x#a,b tada postoji jedinstven teT(a,b) takav da t=(x,a,b) i f{ty=(x’,c,d)e T(c,d).
Defini¥imo n(x)=x’. Tada &e se, kao ¥to je to re¥eno, f i 6_ poklapati na T(a,b) pa
samim tim i na celoj Ay to jest bie f=o_. Dakle dogli smo do zadatka ha pokaZemo
da je f{T(a,b))=T(c,d), za neke c,de X. Do ovoga zaklju¥ka doéi éemo postepeno.
Za poletak primetimo sledece: ako je t=T(a,b) tada je red od t, u oznaci r(t),
jednak 3, pa je i r(f(t))=3. Odatle sledi na osnovu faktorizacije permutacije
ciklusima da se f{t) moZe prikazati kao proizvod terceta tj. f{t)=tit,......t,, t; Su
terceti. Takode, ako t, e T(a,b) i t=(a,b,¢), t'=(a,b,f) tada je tt'=(a,f)(e,b) za tt’.
Dakle za t#t’, imamo da je r(tt’)=2 pa je i r(f{(t-t’))=2. Uslov r(nPjZ za e Sy,
znaél da se © faktoriSe iskljudivo transpozicijama, ili $to je ekv1valentno za svaka
dva a,beX vaZi m(a)=ben(b)=a. U daljem radu to &emo koristiti dosta &esto.
Primetimo da je za t< T(a,b), f{t) proizvod kona¥no mnogo terceta (jer pripada Ay),
pa pokrece samo kona¢no mnogo simbola iz X.
PokaZimo sada slede¢u jednostavnu lemu:

Lema 2.2, Neka su t,t’e T(a,b), t#t’, i fe Aut(Ay). Tada je lsup(f(t))l—l sup(fit))| i
sup(f(t)#sup(f(t’)) |

Dékaz: neka je f{H—;........ tn 1 ) .. ..l t,’. Neka je jo¥ ae Xnsup(f{t)) i

a sup(f{(t")). recimo da je t=(a,b,c). .Tada neki od simbola b,ce X pada u sup(fit")).

" Neposredno se proverava i koristeéi uslov r(f(tt’))=2, da neki t mora tada ima;ti

oblik t;’=(d,,b,c) gde d.¢ sup(f{t)). Na ovaj na¥in uspostavljena je bijekcija 1zmedu

skupova sup(f{t))\sup(f{t’)) i sup(f{t'))\sup(f(t)) gde se svakom a iz prvog skupé

dodeljuje d, iz drugog skupa. Odatle sledi |sup(f(t))/=|sup(f(t"))|. Pretpostavimo da
’ 11
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je sup(f(t)) =sup(f(t’)). Kako je Ay tranzitivna grupa bez blokova, i kako je
f(t)(sup(f(t)))=f(t’)(sup(f(t’)))—sup(f(t)), mora postojati neka e f(T?a,b)) takva da
je 1t=k1 ....... k, (kanonski) i gde je kl—(e h,g) gde su e,h,ge X takvi da he sup(f(t))
a ee sup(f{t)). Po pretpostavkama imamo da je t=(e,x,n) za neko i, i t’=(e,x’,n’) za
neko j. Koriste¢i uslove r(nf{t))=r(nf(t’))=2, kao i to da ft) i f{t’) fiksiraju h,
neposredno se proverava da mora biti x=x’ i n=n’. Tada medutim dobijamo da
3[r(f(t:t")) jer je t:t;=t? i t;t; je kanonski faktor u f{tt’) reda 3. Ovim je dokaz
kompletiran. .

Iz dokaza gornje leme vidi se sledeéa &injenica: ako  assup(f(y) i
ag sup(f{t’)), tada je t=(a,b,c) i t’=(d,b,c) za neke i, j gde de sup(f(t)é). Lako se vidi
da vaZi i obrnuto (koristeéi uslov r(f{tt*))=2): ako je ti(a,b,c) i t’=(d,b,c) tada su a i
d fiksne tacke u f{t’) i f{t) repektivno.

Razmotrimo na trenutak ponovo permutaciju f(t)=t,....... tn. Kako je skup
T(a,b) beskonaan i f izomorfizam, skup f(T(a,b)) je takode beskonatan. !

Prema Lemi 2.1. svaka e (T(a,b)) fiksira neki simbol iz sup(f(t)) Kako j Je
sup(f{t)) konatan skup mora postojati neki ec sup(f(t)) takav da je fiksiran u
beskonatno mnogo permutacija iz f(T(a,b)). Neka je recimo t;=(e,x,c). Prema
prethodnim napomenama ako je ez sup(r), e f(T(a;b)), tada © ima faktor oblika
(d,x,c), de sup(f{t)), i takvih 7 ima beskona¥no mnogo. Takode, za dve takve T i
71, i odgovarajuce faktore (d,x,c) i (d;,x,c) mora biti d=d; i de sup(my), d; sup().
Pokazac¢emo sada da faktor oblika (d,x,c) mora postojati u svakog ne f(T(a,b)).
Dakle:

Lema 2.3. Ako je e gore uvedeni element, tada svaka ne f(T(a,b)) ima faktor
(kanonski) oblika (d,x,c).

|
Dokaz: Neka je e f{T(a,b)). Prema ranije reenom postoji beskona¥no mnogo f,
Pef(T(a,b)), koje sadrze faktor oblika (d,x,c). Kako 7 pokreée samo kona¥no
mnogo simbola iz X, imamo da je za neko od prethodnih B, d, fiksna tatka u m.

12
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Kako je (d,,x,c) faktor u 3, prema ranije dokazanom 7 ima faktor oblika (d,x,c),
¢ime je Lema 2.3. dokazana. i

Dakle svaka mef(T(a,b)) sadrZi kanonski faktor oblika (d,x,c) za fiksne
x,ce X. Vidimo da f(T(a,b)) li¢i, za sada, na T(x,c), a dokazaemo da su Jednakl.
Podsetimo se da za w,3< f{T(a,b)) vaZi d,& sup(f), dakle 7 je jedina permutacija iz
f(T(a,b)) koja pokre€e d,. Sledeéa lema odnosi se na grupe generalno, i s obzirom
da je elementarna, verovatno je negde i formulisana.

: !

Lema 2.4, Neka je G grupa sa skupom generatora X,KcGi H|<G, pri ¢emu je L
skup generatora za H (LcH). Ako za sve ke K i sve le L vaZi 6,(l)e H tada (i samo
tada) je H4G.

Dokaz je ofigledan, pa ga izostavljamo.
Da bismo pokazali da je f{T(a,b))=T(x,c) treba da pokaiemo| da se svaka
ne f(T(a,b)) faktorile talno jednim tercetom tj ©=(d,x,c). To éemo, pokazati na

osnovu osnovne osobine grupe Ay - da je prosta.
Lema 2.5. VaZi f{T(a,b))=T(x,c).

Dokaz: Neka je H=((d_,xc)| e f{T(a,b))). Ako bi vaZilo f{T(a,b))}*T(x,c) tada bi H
blla prava podgrupa u Ax. Medutim vaZi i HdAy. Zaista, kfalgo je T(ab)
generatoml skup za Ay, i f izomorfizam tada je i f{T(a,b)) generatorni skup za Ay.
Takode vaZi za o, Be f{T(a,b)):0,((d,x,€))=0(d,,x,€)0t'=(d,,X,€)(d,%,C)

(d,,x,¢) '€ H. Prema Lemi 2.5. bila bi H normalna u Ay, to je kontradikcija, &ime
je dokaz kompletiran.

Sada nam ostaje da ponovimo, ve¢ ranije skiciran dokaz Teoreme 1.2. za X

. beskonagan.

(Dokaz Teoreme 2.1.) Kako je za fe Aut(Ax) ispunjeno RT(a,b))=T(x,c) to se
dejstvo f na T(a,b) poklapa sa dejstvom unutra¥njeg (za Sy) automorfizma c,, gde

13



Automorfizmi grupe .S.'¥

je m(@)=x, n(b)=c i ako ezab i (e,a,b)e T(a,b), tada n(e)=k gde je k odreden sa
fle,a,b)=(k,x,c). Dakle, Sx je grupa automorfizama od Ay, pa je po Lemi 2.2.
savr§ena tj. nema drugih automorfizama osim unutra3njih. .
Razmotrimo sada jedan elementaran problem koji je srodan prethodnom, a
to je da se opiSu automorfizmi semi-grupe svih funkcija na nekom skupu X.
Pokaza¢emo da je za tu semigrupu, ozna¥imo je sa X%, grupa automorfizama

sastavljena od konjugacija permutacijama nad X tj. fe Aut(X*)<>f{g)=<hgh™ gde je

he Sy, i h zavisi samo od £,

Lema 2.6. Ako je he X*, h je konstanta funkcija akko h og=h za svegg%e ). G
Dokaz: Smer (=) je ogigledan, pa dokaZimo smer (). Ako h nije konstanta tada
postoje a,beX, a#b, i ¢,deX takvi da h(c)=a i h(d)=b. Ako je g proizvoljna
funkcija na X za koju je g(d)=c, ne€e vafiti h og=h, ¥to je u suprotnosti sa
pretpostavkom.

Ako je h konstantna funkcija na X, i h(b)=a za sve be X, tada oZna&imo h sa
h..

!
1

Lema 2.7. Ako je h=h, konstantna funkcija tada je f{h,) takode konstantna
funkcija.

Dokaz: Kako je h, of(g)=fh,) za sve geX”, tada je f(h,) of(g)=f(h,). Poto je f
automorfizam vaZiée f(h;) op=fih,) za sve pe X*, pa je po Lemi 2.6., funkcija f(ha)
konstanta. |

Ako je fe Aut(X™), Lema 2.7. nam govori da f permutacije konstantne
funkcije. Za dato fe Aut(X”) moZemo definisati feS. uslovom fth)=hr,),

| odakle je h ¢ (). Fy(a)=hF(g(a)) 0 je ekvivalento (f(g) o f)(a)r-(fo g)(a). Kako
prethodna jednakost vaZiza sve acX, ona povlati jednakost funkcl_]a, pa sledi

f(g)of=fog tj. {g)=Fogof. Takode iz fogof'=h, §j. fo h=h,of sledi
h%(a)=h, tj. f (a)=azasve acX, paje f identi¥no preslikavanje na X. To pokazuje
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Automorfizmi grupe .S_',_,

da je preslikavanje tj. automorfizam, iz Aut(X*) u Sy, koji fe Aut(X*) slika u f,
takode i 1-1 jer mu je jezgro trivijalno. Ako je geSy tada f,c Aut(X™), gde
f(h)=gh’'g, i jo¥ fg=g, dakle gore pomenuti homomorfizam je “na”. iz svega

dokazanog vidimo da je Aut(X*)=Sy i da su svi elementi Aut(X?‘) konjugacije
permutacijama.
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Resive 1 nilpotentne grupe

3. RESIVE I NILPOTENTNE GRUPE

U ovom odeljku daéemo osnovne osobine dve vaZne klase grupa, a to su
refive i nilpotentne grupe, koje su uop3tenje klase Abel-ovih grupa, dok redivost

grupe takode uop3tava pojam nilpotentnosti.
| } 4
|

© 3.1. NILPOTENTNE GRUPE

Ako je G grupa i x,ye G tada se komutator elemenata x i y, u oznaci [x,y],
defini¥e kao [x,y]=xyx'y"'. Ako su A i B podgrupe grupe G, tada se komutator
grupe A i B u oznaci [A,B], definife se [A,B]=([a,b]a € A,b e B). Definisaéemo
sada niZi centralni red grupe G, na sledeéi natin: neka je po definiciji 'y;,G=G i
Ta+1G=[G,,G]. Gornjom definicijom uveli smo jedan niz podgrppa grupe G,
oznaten sa ¥,G<Y,G za n>m. Dakle, v, od G je jedan nerastuéi niz, Ipodgrupa uG.
Element v,G=[G,G] zove se komutator grupe G. Primetimo da vaZi i vi¥e od
relacije v,G<G. Naime, lako se vidi da je y,G invarijantna u G ne samo u odnosu
_na sve unutradnje automorfizme, veé i u odnosu na sve endomorfizme grupe tj. 'ynG
je potpuno invarijantna u G. Niz ynG naziva se niZi centralni niz grupe G. Za m21
centralni niz neke grupe G, moguce su generalno tri moguénosti: |
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Resive i nilpotentne grupe

a) Niz v,G je beskonaéan niz razli¢itih podgrupa. Takav slu¥aj imamo na primer
ako se za G uzme proizvoljna slobodna grupa. Tada ée y,G biti s&ogo opadajuci
niz podgrupa, koji se ipak u perspektivi zavr¥ava u _]edlménOJ podgrupl, t.

imaéemo () v,G = {1}, kao 3to je to pokazao Magnus.

n=1
b) Niz v,G se stabilizuje poevsi od nekog n tj. za neko n i svako m>n, vaZi
¥2G=YuG. Taj slu¥aj imamo na primer za sve S, (n>4) gde je ¥:S:=A:=YuS., Za
sve m2>1.
¢) zaneko n vazi y,G={1}. - |
Ako je za grupu G ispunjen uslov c) tada se kaZe da je grupa’ G nilpotentna.

Najmanje n za koje je ispunjen uslov y,G={1} zove se klasa nilpotentnosti grupe
G.

S€ 82 [Xj, cevnen X=Xy veveens Xn-1],X2]. Na osnovu gornje induktivne deﬁdciie
uopstenog komutatora moZe se uslov y,G={1} zapisati u ekvivalentnom oblikt:;:
(VXi5eeeennen. Xnt1€Q) [Xipeeernennn. Xn+1J=1. Primetimo da prethodni uslov 1ma
formu algebarskog zakona u strogom smislu pojma “zakon”. Odatle vidimo da ako
je G nilpotentna grupa klase n, tada su podgrupe i homomorfne slike grupe G,
takode nilpotentne, klase ne veée od n. Takode je direktan proizvod nilpotentnih
grupa klase ne ve€e od n, ista takva grupa. Sve je ovo, dakle, posledica &injenice
da nilpotentne grupe klase ne veée od nekog n, &ine variiietet. Sama klasa
nilpotentnih grupa medutim ne &ini varijet. Prema teoremi Birkhoff-a, klasa algebri
¢ini varijet akko je zatvorena za podalgebre, homomorfne slike i direktne
proizvode. Klasa nilpotentnih grupa je zatvorena, kao $to smo videli, za prve dve
konstrukcije ali nije za direktne proizvode. Na primer grupa D2n je, kako se

pokazuje, nilpotentna grupa klase n, za n>2. Ako uzmemo direktan proizvod

HD ,n» 00 nece biti nilpotentan. Osim pojma niZeg centralnog reda, postoji i
n=2
pojam viSeg centralnog reda, pomocu kojeg se takode moZe definisati pojam

nilpotentnosti.
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Resive i nilpotentne grupe
Ako sa Z(G) obeleZimo centar grupe G, viSi centralni niz se defini¥e sa

Z(G)={1}, a Z..(G) uslovom Z(G/Z,(G))=Z:(GYZ(G). Niz Z,(G) JP
neopadaju¢i niz normalnih podgrupa grupe G. Grupa G ée biti nilpotentna klase : n
akko Z,(G)={1} i Z,..(G)={1}.

Osnovni primer nilpotentne grupe je konana p-grupa (p prost broj).
Ispostavlja se takode da se kona¥ne nilpotentne grupe skoro ne razlikuju od
kona¢nih p-grupa, jer je svaka konatna nilpotentna grupa direktan proizvod p-

grupa. Jo¥ jedan interesantan primer nilpotentne grupe povezan je sa konceptom
tzv. Frattini-jeve podgrupe, koju éemo sad definisati. |
Ako je G (proizvoljna) grupa tada za xe G kaZemo da je negenerator ako za -
svaki AcG, takav da ({x}u A) =G, vaZi (A)=G. Skup svih negeneratora grupe
G ¢&ini pogrupu kQ]a se zove Frattini-jeva podgrupa grupe G. Frattini-jeva
podgrupa moie se deﬁmsatl i kao presek svih maksimalnih pravih podgrupa, ako
one postOJe Ako nema maksimalnih podgrupa onda je Frattini-jeva podgrupa
jednaka G. Pojam negeneratora moZe se na istovetan nad&in deﬁmsatl ne samo za
grupe, veé i za prmzvolJne algebre na nekom jeziku, pa se samim tim, moZe
definisati i Frattini-jeva podalgebra, opet potpuno analogno. I u ovom op3tem
slutaju, ostaje da vaZi i definicija preko maksimalnih podalgebri. Frattini-jevu
podgrupu grupe G obeleZi¢emo sa ®(G). Ono 3to jé zanimljivo je , da ako je G
konana grupa, tada je ®(G) nilpotentna. U opsiem slufaju, ©(G) je karakeristitna
podgrUPa grupe G. .
' - Za konaéne grupe, moze se dati viSe interesantnih karaktenzacl_]a
'mlpotentnostl Nmme, za koﬂaénu grupu G sledeéi uslovi su ekvivalentni:
8 Gle mlpotentna
| “':b) svaka -prava podgrupa grupe G je subnormalna tj. razlitita je od svog
normahzatgra
) G je konatan direktan proizvod p-grupa (za ne obavezno iste proste
brojeve p)
d) svaka dva elementa grupe G, uzajamno prostih redova, medusobno
komutiraju.
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Resive i nilpotentne grupe
e) G/Z(G) je nilpotentna |

f) 7:G=[G,G]<®(G)

3.2. RESIVE GRUPE

! Regive grupe su uopitenja pojma nilpotentnosti mada su, 1stdr1jsk1 gledano,
definisane pre nilpotentih grupa. ReSive grupe su se pojavile praktléno sa samim
konceptom grupe u klasitnim radovima Galois-a. U njima je Galois pokazao da je
polinomska jedna&ina re$iva u radikalima tadno tada kada je Galois-ova grupa tog
polinoma re$iva. Da¢emo sada definiciju refive grupe.

Definicija: Ako je G grupa, pod n-tim izvodom podrazumeva se podgrupa

grupe G definisana induktivno: G° = G,G" = [G“’I,G“’l] gde G"-oznatava n-ti

izvod. Za grupu G kaZemo da je reiva ukoliko je G" = {l}za neko ne‘N .
Sli¢no kao kod nilpotentnih grupa, moZe se definisati klasa (ili stepen)
refivosti kao najmanje n za koje je uslov G” = {I}ispunjen. Takode za, fiksno n,

uslov G" = {1} se moZe ekvivalentno izraziti u formi algebarskog zakona na
slede¢i nadin: ako defini¥emo §

. , i
to (X1 X eernens X, )= [tn_l(xl, ........ X ,n-1 ),tn_l(xzn_1+l,x2n_1+2, .......... ' X )J;
Uslov G™ = {1} je tada ekvivalentan uslovu t; (X;,.....c..c.... Xn)=1.

Vidimo da reive grupe i klase reSivosti ne veée od nekog n, &ine varijetet. -
kao kod nilpotentnih grupa, cela klasa refivih grupa ne &ini varijetet, jer neée biti
zatvorena za beskona¢ne direktne proizvode. Zatvorenost za osnovne konstrukcije

omogucava (u konatnom slutaju) izvodenje dokaza indukcijom. Pomenimo ovde i
\ ¢uvenu teoremu Feit-a i Thompson-a [2] koja kaZe da su sve grupe neparnog reda
redive. Takode, poznata teorema Burnside-a [3] tvrdi da su sve kona¥ne grupe G,

&iji je red oblika |G|=p"q™,(p#q, p i q su prosti) refiva. Re¥ivost se moZe
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Resive i nilpotentne grupe
okarakterisati i pomo¢u podgrupa. To je rezultat P.Hall-a [4]: grupa G reda

n=p;'........ py™ (kanonska faktorizacija) je reSiva akko za sve i, 1<i<m, postoji

podgrupa indeksa p{. Sa ovom teoremom, u njenoj potpunoj verziji, sre§éemo se i

u slede¢em poglavlju. Jo§ jedan vaZan potreban i dovoljan uslov da grupa G bude
rediva, a koji ne vaZi za nilpotentnost, je da postoji H < G, takva da su H i G/H
refive. 1

Kao 3to smo rekli, reSive grupe su se pojavile pri re¥avanju op3te algebamIée
jednagine n-tog stepena. Galois-ova grupa polinoma p(x), n-tog stepena, homorﬂa
je podgrupi S,. Kako su sve podgrupe grupe S, n<4, reive to su i sve jedna&ine
stepena ne vedeg od 4 reive u radikalima. Ako je n>5, tadaje S =Sk =A_, za
sve k21, pa vidimo da grupe S, nisu refive (n>5). Prema tome svaka jednaina
p(x)=0, gde je p(x) polinom &ija je Galois-ova grupa jednakq S, ne moZe biti
refiva u radikalima. |

Pomenimo ovde jo¥ dve poznate teoreme koje predstavljaju vezu izmedu
nilpotentnosti i reivosti. Prva teorema je rezultat Schmidt-a [7] i ona tvrdi da je
kona¥na grupa reiva ukoliko su joj sve prave podgrupe nilpotentne. Druga
teorema je rezultat Wielandt-a [4]: kona¥na grupa G je re¥iva akko je
G=B;B;.....B,, B, <G, B;B; = B;B; iB, sunilpotentne.
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4. TEOREME SILOW-A

Teoreme Silow-a su, kako to autori isti¥u, ugaoni kamen teorije kona¢nih
grupa. Prvi put su dokazane 1872 od strane norve¥kog matematidara V. Silow-a.
Od tada su uop3tavane i razradivane od strane vise matemati?a*a: P.Hall-a,
Cunihin-a, Wielandt-a itd. Posebno su interesantne teoreme PHall‘-a i teorema
Schur-Zassenaus-a, koje iako nisu direktna uop3tenja, teorelila Silow-a,
predstavljaju tvrdenja istog tipa. Na¥ cilj je da poja¥amo njihovu sli¥nost
dodavanjem nove tatke na Schur-Zassenhaus teoremu. U tom cilju, izloZiéemo
pomenute tri teoreme na nama najzgodniji nadin.

Neka je G konatna grupa, |G| =ab gde (a,b) —1. Tada:

Teorema Silow-a: Ako je a=p", p je prost broj, onda postoji poélgrupa'reda a,
svake dve podgrupe reda a su konjugovane u G; svaka podgrupa H takva da |H]| a
je sadrZana u nekoj podgrupi reda a.

Podgrupe grupe G takve sudasureda a=p", gde |G|=a-b,(a,b)=1, ZOV];J

se Silow-ljeve podgrupe grupe G. |
Teorema P.Hall [6]: Ako je G reSiva grupa, tada postoji podgrupa grupe G reda a,
svake dve podgrupe reda a su konjugovane, i svaka podgrupa H takva da [H|| a je

sadrZana u nekoj podgrupi reda a.
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|
| N

]
Podgrupa grupe G takva da su joj red i indeks uzajamno prosti zove se Hall-
ova podgrupa grupe G.

Teorema Schur-Zassenhausa [6]: Ako u G postoji normalna podgrupa reda b,
tada postoji podgrupa reda a i svake dve podgrupe reda a su konjugovane.

Naveli smo ove tri teoreme na nadin koji ‘podertava njihovu srodnost.
Dodajmo da Silow-ljeva teorema tvrdi i vi¥e: pod uvedenim pretpoéﬂztavkama, broj
podgrupa reda a je delilac od |G| i jednak je 1 (mod p). Teorema P. Hall-a je u
stvari, kako smo to ranije naveli, karakterizacija refivosti kona¥ne grupe, 3to je
rezultat koji su gotovo istovremeno dobili P. Hall i Cunihin. Dokaz teoreme Schur-
Zassenhaus-a je najteZi od sva tri, i on ¥ak koristi teoremu Feit-a Thompson-a 0
refivosti grupa neparnog reda. 2

Ako pogledamo iskaze sve tri teoreme uo¥avamo njihovu slignost tj. da u
svim slu¢ajevima imamo iste zakljutke pod razlititim predpostavkama. Jedino u
slu¥aju Schur-Zassenhazus teoreme ne postoji tadka koja bi tvrdila da je svaka
podgrupa ¢iji red deli a, sadrZana u podgrupi reda a. Ovde éemo dokazati da je to
tatno. Dakle:

Teorema: Pod pretpostavkom Schur-Zassenhaus teoreme, svaka podgrupa grupe
G, tijired deli a, sadrZana je u nekoj podgrupi reda a.

Dokaz: Neka je H<G i |H||a. Prema teoremi Schur-Zassenhaus-a postoji
Hy,H; <G i [Hj|=a. Po pretpostavei, postoji Hy,H, <G i [H,|=b.
Uodimo sada proizvod H-H,. Kako je H, < G, bie H-Hy <G i poSto
je HynH={1}, jer su H i H, uzajamno prostih 1:'edova, bie
|H-H,|=|H|-b. Uokimo sada proizvod H,HH, = H, (HH,). Ovaj skup
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Teoreme Silow-a
i

bi¢e jednak celoj grupi G jer je veé H;H, = G. Prema formuli za red
|

|
i

proizvoda imamo |G| =|H;(HH, ) = H;|-[HH,|/|H; "HH,|=
=a|H|-b/[H; "HH,| = |G|-[H|/|H; "HH,| odatle sledi |[H, NHH,|=H.
Kako je H, < G to je i H, <HH,. Sada je u grupi HH, podgrupa H,,
normalna grupa ¢&iji su red i indeks uzajamno prosti, a Hi HH, NH, su
dve podgrupe &iji je red jednak indeksu podgrupe H, Ny

Prema Schur-Zassenhaus-ovoj teoremi, Hi HH, N HlI su konjugovane u
HH, t. H=0,(HH,NH;) za neko xecHH,. Ali tada poito
HH, NnH, <H; vaZi o,(HH,"H;)=H<o,(H,;) i 0,(H,) je grupa
koju smo traZili.

Ostaje pitanje mogu li se razli&ite pretpostavke ove tri teoreme izraziti na
jedinstven natin tj. da 1i su ove tri teoreme razli¢iti aspekti jedne teoreme.

&
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|

S. SEMIDIREKTAN PROIZVOD GRUPA

Konstrukcija semidirektnog (ili poludirektnog) proizvoda predstavlja jedan
vaZan natin konstrukcije novih, od veé poznatih grupa i predstavlja uopXtenje
direktnog proizvoda dve grupe.

Akosu A iB grupe i 6:B — Aut(A) homomorfizam tada se na skupu AxB
moZe  definisati binarna operacija o , na sleidgéi nadin:
(a,b)o(a;,b;)=(aby(a;),bb;). U odnosu na ovu operaciju, skup AxB &ini grupu
, koju éemo zvati semidirektan proizvod grupa A i B i obeleZavati A x4 B.

Vidimo da se grupa AxB moZe shvatiti kao poludirektan proizvod A x4 B,
gde 6:B — Aut(A) i 0(b)=i,.

Takode se moZe dati alternativna definicija semidirektnog proizvoda n%a
slede¢i natin: grupa G je semidirektan proizvod svojih podgrupa A i B akko
G=AB,A4G i AnB={1}. Vidimo, recimo, u Schur-Zassenhaus-ovoj teoremi da
je G semidirektan proizvod jedne podgrupe reda a i normalne podgrupe reda b. |
Semidirektan proizvod nije do na izomorfizam odreden svojim faktorima A i B kao
$to je to sluaj sa direktnim proizvodom. Jedan interesantan primer ove
konstrukcije moZe se dobiti ako se za proizvoljnu grupu A, za !faktor B uzme ba$
+ Aut(A) i 6:Aut(A)— Aut(A) se defini¥e kao identi®no preslikavanje. Tada se

grupa
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AXg B tj Axg Aut(A) naziva holomorf grupe A, u oznaci Hol A. S obzirom da se
grupa A moZe indentifikovati sa'grupom {(ais)|ae A} moZemo ‘smatrati da je
A < HolA. Znadaj grupe Hol A je u slede¢em:

Svaki automorfizam grupe A mo¥e se dobiti kao restrikcija nekog
unutradnjeg automorfizma o, grupe Hol A.

Jedan specijalan sluaj semidirektnog proizvoda je tzv. unakrsni (1]1
spleteni) proizvod. Neka su A i B proizvoljne grupe i 6:B— S, homomorﬁzam

Tada postoji homomorfizam 6:B — Aut(H A) koji j'e definisan na slede¢i na&in:
i=1

8lbl(as,.eee....... 8n) = @gapyygyreeeeerees 2gipim)) Z2DEB, 2, €A

Dakle, 6 [b] permutuje koordinate u skladu sa permutacijom 8 [b]. Grupa
I'[Axe B zove se unakrsni proizvod grupa A i B. A sada éemo dati jedan
i=1 |
originalan primer vezan za karakteristi¢no proste grupe. Za grupu G l’caiemo da je
karakteristi®no prosta ako ne postoji netrivijalna podgrupa invarijantna za sve
automorfizme grupe G. Primer karakteristiéno proste grupe je
CpXevrrnnn XCp =(Cp)" za p prost broj. Pokazuje se da su grupe oblika (Cp)"

jedine konatne, Abel-ove karakteristiéne proste grupe. Od sada éemo pod
“karakteristino prosta grupa”, podrazumevati samo takve grupe koje nisu Abel-
ove. Karakteristi®no proste kona¥ne grupe se lako opisuju do na klasu prostih
grupa. VaZi naime, da je konatna grupa karakteristi®no prosta akko je direktni
stepen neke proste grupe. Trenutno se smatra da su poznate sve kona¥ne proste
grupe pa to znati da su poznate i sve konatne karakteristi®no proste grupe. Neka je
konatna grupa G karakteristiéno prosta i unutra¥nji direktan proizvod svojih
prostih podgrupa A,,......... Ay, gde A;=A;. Dakle G= l'IA Vazi sledeéi
\ | i=1 ||

poznati stav:
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Lema S.1. Neka je G prethodno uvedena grupa. Tada:
HaG=H=A;q XAz X..... XA 7y za neku permutaciju w skupa

{12,....... ,n}. |
i

Kao neposrednu posledicu Leme 5.1. imamo:

k
Lema 5.2. Ako je G grupa kao u Lemi 5.1. i G=[]B;, unutradnji direktan
i=1

proizvod podgrupa B;, gde su sve B; proste, 1<i<k, tada je za svako i, B; = A
(strogo jednako, a ne samo izomorfno) za neko j.
Dokaz: Kako je B; <G, poLemi4.2., B; = AgyXeoonn. XA 7y, 28 né S, ali posto
je B; prosta moZe postojati samo jedan faktor, tj. k=11 B; = A;. |

Na¥ cilj je da poveZemo konstrukciju unakrsnog proizvoda sa grlipom

automorfizama karakteristiéno proste grupe, tj. da pokaZemo da ako je G
karakteristi¢no prosta, Aut(G) je po svojoj prirodi unakrsni proizvod.

Neka je G karakteristiéno prosta kona¥na grupa i G = ﬁ A; njeno, kako iz
i=1

dos}ada.§njeg razmatranja sledi, jedinstveno razlaganje u unutr%.lfpji direktan
proizvod svojih prostih izomorfnih podgrupa. Tada €e s obzirom na svojstva
direktnog proizvoda, osobine grupe G biti u potpunoéti odredene osobinama grupe
Aq{(= A;,1<i<n), pa je prirodno ofekivati da bi se i grupa Aut(G) mogla opisati
kao funkcija grupe Aut(A;). Dokazaéemo da vaZi sledece:

Teorema 5.1. Neka je G grupa definisana kao u prethodnom tekstu. Tada je
Aut(G) jednak unakrsnom proizvodu grupe Aut(A;)= Aut(A, ) sa grupom S

n
Dokaz: Primetimo da vaZi A; # A; = [JA; = Al , pa moZemo umesto grupe

i=1
G razmatrati grupu Al i njenu grupu automorfizama. Definisaéemo unakrsni
|
proizvod grupa Aut(A;) i S,, u odnosu na i:S; = S,, gde je i identién‘:o
preslikavanje. Dakle A=(Aut(A;))" x;S, i pokaZimo da je A-zAut(A{‘)!.
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Definifimo sada W¥:A— Aut(A]) ovako: za b=((b,....... ,bp), ) neka je
\P(b) = \Pb (al yoserens ydn )= (bl (a”_l(l) ) TP y bn (a”_l(u) ). PokaZimo da je zaista

¥y e Aut(A]). Imamo Wy((aj,...,an)(€1,eecenr€q))=Fp(a1€1500eers@pCpy) =

= (018 1) ® g1 gy Dovveenes b @ o1 € o1 ) = (01 (@1 )by (eﬂ )
..... by (aﬂ_l(n) )b, (en_l(n) ).)=(b; (aﬂ_l(l) ) TR . N (a”_l(n) )(b; (c”-l(l) )
.,bn(eﬂ_l(n)))=‘1’b(a1, ......... ,an)‘l‘b(el, .......... ,en).

Ako je ¥, (@;,......,a5) =¥ (eq,...... ,en)=>bi(aﬂ_l(i))=bi(eﬂ_1(i))=>

=15 =€ zasve i, jer je b; e Aut(A;)= (@1, 85) = (€1,.0r€p )« Kako |
je Al konatna iz injektivnosti sledi da je ¥ i “na” tj. da je 1zomorﬁzam
Dokazimo da je b— V¥, izomorfizam. Za b=((b,,....... ,bpa)m) i
c=((cq,...Cp ) 7) elemente iz A, imamo prvo da je

bre=((b1C 14y50s D ),my). Tada je

nlm)
Fpc@gseenrap) = ((blcn.—l(l))(a(m,)—l(l) )seneees(bpe -1(0))(3(”7)-1&) )=
= (b1 (C 10y @1 1 g ey D1 (C 1 1y @1 o1 ) N =Wy (1 (2 -1(1)) Cn (@ 1y ))=
=¥, (Yc@y,.enan ) =(Yp¥)@y,...0ap ), Zasve (ay,.....,a,)e A]. Ako je
Wy @y, ap) =Y (as,......,a,) zasve (ar,.....,ap)€Al., uzmimo a; =a, =...
...=ay € A;. Tada €emo dobiti da ja b;(a)=c;(a), za svako a € A; isvako i, pa e
biti b; = c; za sve i. Ako uzmemo a; #1, a, =1 za k #i gde je i fiksan indeks iz

\Pb (al,....,an)= ‘I’c(al,....,an) sledi b,,(i)(a-)= c,,(i)(a(y_lﬂ)(i))ﬁl. Odatle
a; = (7_1”)(1) = (v 'n)() za sve i, pa y=r i konatno b=c. Pokailmo jos da je

b— ¥, “na” korespodencija. Neka je f e Aut(A]'). Tada moZemo smatrati da je
Al unutra¥nji direktni proizvod svojih podgrupa B; = A;, gde se B; dobija na
" prirodan nafin tj. B; &ine oni elementi kod kojih je svaka koordinata 1 sem

eventualno i-te. Tada iz A7 = ﬁBi sledi f(A])= Hf (B;). Zbogl Jedmstvenostl
razlagan_]a karakteristi®no proste grupe, imamo f(B;)= B; = Bn(;) = A1 gde je
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i

neS,. Neka je h;:B; — B; izomorfizam koji prenosi prvu koordinatu na i-to
mesto. Tada su i h;-hi' =6;;:B; > B; izomorfizmi sa analognim dejstvom.
Definifimo f; ;) =fo0;,, GAUt(Bn(iS) a sa obzirom da je Bg; prirodno
indetifikovan sa A;, moZemo uzeti da je f,; cAut(A;). Uodimo sada
h=((f;,....f,),t)eA. Ako je beB; i b=(b,.....b,) tada je
Fh (0)= (1 (bt oo (s )= WL LE® 1) e ,1)=f(!b). Kako se

fi ¥}, poklapaju na B; za sve i, imamo f = ¥,,.
Posledica: Neka je G = ﬁ A; razlaganje karakteristi®no proste grupe G na
i=1

proste podgrupe. Tada |Aut(G)| = l(Aut(Al )™ %; S| =n!|(Aut(A))|"
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6. ARITMETICKA FUNKCIJA ¥

Ako je p prost broj, tada éemo definisati ¥(p") = (p" - )(p"~! - 1)...(p-1).
Ako je n=p;"...p,"* kanonska faktorizacija proizvoljnog prirodnog broja éu
prostim  brojevima p;, tada funkciju ¥  definifemo pomoé:u
¥(n)="¥(p,")......¥(p** ). Dakle, funkcija ¥ je multiplikativna, Sto znali da je
W(mn) = ¥(m)¥(n), ukoliko su m i n uzajamno prosti. Ona je multiplikativna
zahvaljuji¢i odgovarajuéoj definiciji, premda to nije njena bitna osobina.

Neka je G grupa i G = (C,)". Tada je Aut(G) izomorfno, kako se pokazuje,
grupi svih nxn matrica na poljem Z,, koje su invertibilnlje ili koje, §to je
ekvivalentno, imaju determinantu razli¢itu od 0 (mod p). Iz tog opisa grupe Aut(G)

-1
dobija se veza: |Aut(G)| = T " = p5) = p"®™ /2y (p"), Ova formula predstavlja, da
k=0

tako kaZemo, “vrata” na koja funkcija V' ulazi u teoriju grupa i sva dalja njena

pojavljivanja imaju osnovu u gornjoj vezi. |
Neka je G sada proizvoljna kona¥na Abel-ova grupa. Na cilj je da preko

funkcije ¥ izrazimo red grupe automorfizama proizvoljne konatne Abel-ove

* grupe.

Za Abel-ovu grupu A i ne N moZemo definisati A = {x €A

X" = 1}, pri
¢emu A, <A. Podgrupa A, je otigledno potpuno invarijantna, tj. heEnd(A)
povladi h(A;) c A,.

| | 29 |
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Aritmeticka funkcija ‘F

Lema 6.1. Neka je A konatna Abel-ova p grupa (p prost broj) i h e End(A). Tada
he Aut(A) akko h(A,)= A,.

1
Dokaz: Smer (=) je ofigledan. Obrnuto uotimo A=ker(h). ta'da mora postojati
x e ker(h)M A Ako je ker(h) # {0} tada moZemo uzeti x+0, ali tada h(x) = 0 ¥to je

u suprotnosti sa x e ker(h).

Kao 3to smo napomenuli, na¥ cilj je da odredimo red grupe automorfizama
konatne Abel-ove grupe. U teoriji grupa poznat je stav, da ako je G = AxB gde su
A i B karakteristitne podgrupe grupe G, tada je Aut(G)= Aut(A)xiAut(B), pai
|Aut(G)| = |Aut(A)| |Aut(B)| . Ako je G kona¥na Abel-ova grupa tada je ona direktan
proizvod svojih Silow-ljevih podgrupa koje su njene karakteristitne Abel-ove p-
podgrupe. Sa obzirom na prethodno naveden stav, to zna&i da’se problem

odredivanja |Aut(G)| svodi na sluaj kada je G kona¥na Abel-ova p-grupa. Jedan
slutaj, kada je G=(C,)" veé smo pomenuli. Opitiji slu¥aj, kada je G = (Cm )",
takcibde je poznat. U tom sluaju je Aut(G)= GL,,(me), gde je GI;néme) grupa
matrica dimenzije n nad prstenom Z koje su invertibilne. Primetimo da je

matrica nx n nad prstenom P invertibilna akko je njena determinanta invertibilna u
P. U slu¢aju prstena Zmto znati da je M e GL, (me) invertibilna akko p ne deli

det(M).

Takode je poznato da je !Aut((Cpm ™)

_ — p(n(2m-1)-1)/2 n
= [oLa@,m)| =1 IR
E

Ostaje nam op3ti sluéaj.
Oznagimo sa r(x) red elementa x, a za a € Z, b € N, neka je (a), ostatak od a

pri deljenju sa b.
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Aritmeticka funkcija ¥
Neka je G konatna Abel-ova p-grupa. Ona se prema poznatom stavu razlaZe

na pr01zvod ciklitnih grupa i kako razmatramo op3ti slyéaj neka je
G=(C o i x(C 2 Yex.....x(C ,.m)m ili, §to !je’ isto,

G=(Zy, )klc-p(zp,,2 ... @(zp,,m) m, gde n>n,>....>n,. Ako je

e; = (0,0,.....1,....0) , gde je 1 na i-tom mestu, tada {ei|1SiSt= Ekj}, generiSe
| 1

‘ t
grupu G. Svaki element iz G je jedinstvena linearna kombinacija Y ae; gde
: i=1

a; € Zpk, p* je red od e;. Sli¥no postupku koji se primenjuj;e za linearne

operatore, moZzemo svakom h,h € End(G), pridruZiti jednu matricu dimenzije

m
t=>k;, oznafenu sa M,. Pri tome i-ta kolona matrice M, predstavlja
j=1

koeficijente u razvoju za h(e;) = Zaﬂe Ako je x = Zc i¢; element iz G, tada j

i=1 2

h(x) = Zb i¢; gdeje b, —(Za,J ;)p* gde je r(e;) = p*.
t
Primetimo, ovde jednu bitnu stvar: ako je h(e;)= Y aze; pri Cemu je
1

r(e;)= p¥, tad ako je j<iir(e;)= p" > p*, mora biti ay deljivo sa p. To ée biti
zato jer r(h(e;)) deli r(e;), pa iz toga da p ne deli ay sledi d‘aJe r(ajiej')= p".
Tada bi bilo r(h(e;))2p" a to je u kontradikcifji sa p" <p*=1(e;) i
r(h(e;))r(e;)-

Iz ovog zakljudivanja sledi da je p* aje; =0, pa sledi da je a; deljivo sa

n-k
P .
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Aritmeticka funkcija ¥
Neka je M matrica tXx t u kojoj je prvih k, vrsta iz Zpnl , slede€ih k, iz Zpn2 itd.

dakle M je matrica tipa M, . Prethodno razmatranje pokazuje da nije svaka matrica
tipa M, reprezentant nekog endomorfizma. Matrica M ée u svakom sludaju
definisati jedno preslikavanje 6,,:G — G, na isti nadin kao ¥to ga definide M, t;.

) t |
O (X15eeen X)) = M(xl,....,xt)T = (Yqseeeers Yi)s yj = (Zlajixi)pk gde
i=

r(e;) = p*.

Preslikavanje 6, biée homomorfizam sa matricom M, kao reprezentantom u
odnosu na bazu {e;} akko r(®y(e;))r(e;) ili, ¥to je isto, akko
10 (e;)) < r(e;). Jasno je da ako je 6,; homomorfizam imamo r(eM (e;))| ree;).
Obratno, neka r( (¢;))| 1(e;), za sve 1< i< t. Tada kao ¥to smo poisazali ranije,
imamo: akko je a;; neki element matrice M i r(e;) = p¥,tadazasvem, 1Sm<i
vaZi ps‘kl ,, gde je r(e,)=p°. Treba, dakle, pokazati da je Oy
homomorfizam. Jasno je da se 6, mo¥e razlo¥iti na zbir t> preslikavanja
0;,1<ij<t, gde je 0; definisano matricom koja ima sve nule osim na poziciji

(i,j)L na kojoj se nalazi odgovarajuéi element matrice M. Kéko je zbir
endomorfizama u Abel-ovoj grupi opet endomorfizam dovoljno je !pékazati da je

t
0;; endomorfizam. Neka je a;; element matrice M na poziciji (ij), x= Y x, ey,
k=1

t

y=Xy;ex €G. Tada  je 0 (x+y) = ((x; +Yj)pk aij)pnei gde
k=1

Pkr(ej), p" =1(e;).

Takode imamo : z

0;;(x)+6;(y) = ((aijxj)pn +(aijyj)pn )pn e; = @;X; +aa_;jy_j)pn €.
Analizirajmo koeficijent ((x;+;) x a;j) » - Akoje p" 2 p*, tada,, kao ¥to

smo pretpostavili, a;; = cp" . Sada je:
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(g +y) e i) e = (5 +y;=dp“)ag) w = (xja+yja5)

Ako je p" < p* imamo:
((xj+yj)pk aij)pn ?(((Xj +y1) k) au) n ((Xj'*'Yj)aijj)pn =(xja3 +yjaij)pn
1 | |
 Zna& u svakom sludaju je ©;(x+y)=0;x)+06;(y), ipé je i Oy
homorfizam.

Dakle dali smo potreban i dovoljan uslov da matrica M reprezentuje neki
endomorfizam grupe G.

Uolimo-sada grupu G,. Ona je generisana sa skupom Jplll <i< t}, gde
e; = p¥le,, r(e;) = p*. Biée (e{)@ ......... @(eE). Grupu G, moZemo shvatiti kao

vektorski prostor nad poljem Z, sa bazom e;.
Neka je h € End(G).
Kao Sto smo rekli bi¢e h(G,) c G,. Dakle h moZemo shvaﬁti’kao linearni
operator na G, nad vektorskim Z, prostoru. Odredimo sada matricu za h, kao

|
linearnog operatora na G, u odnosu na bazu e;. Potra¥imo zato h(e;) kab

|
linearnu konbinaciju od eic .Imamo za M, = [aij] |

e; =p*le;
] _ ! —_
h(e;) =p*h(e;) =Y, (" aj)e;
=

Ovde je, naravno, r(e;) = p*. Analizirajmo jedan sabirak! pk“lajiej. Ako je

r(6'):11“>Pk,’tada,kao§t0smorekli,p“ c=a;pa pla; CJ—p“‘lce-=

—(c)p j- Za p" —p sledi: p* a € =pk1(aﬁ)p . =(a I na kraju za

Jl)P i

p" <p* imamo p* aJle —Oe Dakle imamo h(e;) = ZcJeJ,gdec =0 ako
= |

je r(e;)<r(e;),aza r(e;) =r(e;) imamo C; =(aij)p.
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To znadi da matrica za h, kao linearnog operatora na G,,, ima oblik:

M,

M, M
o

e v ———

?
Mp, |

gde je M; matrica dimenzija k; X k; i nastaje tako 3to se u matrici M,
odgovarajuca polja zamene svojim ostacima po modulu p. Takode, sva polja ispod
glavne dijagonale koja nisu ni u jednoj M;, su jednaka 0. !

Prema Lemi 6.1. h €e biti automorfizam na G akko | M, reprezentuje
invertibilni linearni operator akko je M, invertibilna u GL,(Z,) akko
detM,)#0. Sa  obzirom na  oblik matrice M, imamo
det(M, ) = det(M;) det(M,)....det(M,,). Dakle det(M,)#0 akko =za sve
1<i<m, det(M_, ) # 0. ,

Neka je sada'M; podmatrica matrice M, koja zauzima ista p(?)lja kao M..
Primetimo da je M; matrica nad prstenom Z n;. Sa obzirbm da je det funkcija a;
na jeziku +, -, ¢, a (), je u odnosu na prethodne operacije homorfizam imaéemo

da vazi (det(M;)), = (det(M;)),. To dalje znati da je M; e GL, (Z,) akko
M; € GLy (Z ).

1 Veé smo istakli da je |GLk Z ni)

= phitki@ni-D-1)/2gs !) Sada smo
konatno definisali potreban i dovoljan uslov za M,,, da bi h bio automorﬁzam
ako je a;; neko polje matrice M, i r(e;)= p*,tadaza 1<s<j, i r(e,)=p", vaZi
p" ¥ deli aj; (uslov homomorfnosti); za sve matrice M;, M; € GL,, (Z o ) gde je
Zpni odgovarajuéi prsten (uslov bijektivnosti). Sledeéi dva prethodna uslova za
popunjavanje matrice M; moZemo naéi |Aut(G)| . Uslov bijektivnosti nam govori

kako da popunimo polja koja se nalaze u M;. Preostala poljai iznad glavne
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|
dijagonale popunjavamo u skladu sa uslovom homomorfnosti. Za preostala polja
ispod glavne dijagonale nema nikakvih uslova. Na taj natin, dobija se da je:

[Au@)=p*% feH)
1=
gde

1 m
S=2. ZklkJnJ, Sl =—2“zki(ki(2ni —1)—1)

- I<icj<m i=1
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7. PROSTI DELIOCI BROJA |Aut(G)

Ako je G kona¥na Abel-ova grupa i |Gl=p;™ ----i"Pkak kanonska
faktorizacija prostim brojevima p;, iz prethodnog poglavlja sledi da ako je p prost

broj i p deli |Aut(G)| tada p=pj, zaneki 1<i<k,ili p p? -1, 1=n<d;, za neki

1<i<k. U ovom poglavlju dokazaéemo da je to ta¥no za proizvoljpu, dakle ne
obavezno Abel-ovu, grupu &iji je red jednak redu od G.

Ova ¢injenica poznata je za kona&ne refive grupe i to je rezultat P.Hall-a [7].
U tom rezultatu tvrdi se i vise: . |

Teorema 7.1. (P.Hall): Neka je G refiva grupa i |G| =p;?......p, * (kanonski).

k
Tada |Aut(G)| deli |G| IT|@(S; )% p; i@~V 2ppdi),
i=1

Ovde je S; proizvoljna Silow-ljeva podgrupa reda p;%, a ®(S;) njena
|

Frattini-jeva podgrupa, dok je d; definisan sa [S;:®(S;)=p;%. Sa jobfzirom da su
sve S; podgrupe konjugovane u G, dakle izomorfne, bi€e i njihove Frattini-jeve
podgrupe izomorfne i istog indeksa u S;. Dakle faktor |<I>(Si)|di zavisi samo od
indeksa i, a ne i od izbora S,.

Neka je G kona¢na p-grupa. Tada grupa G ima jednu osobinu koja podseéa
na vektorske prostore. VaZi naime [7]:
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Teorema 7.2. (Burnside) Neka je G kona¥na p-grupa. Tada ako su X,YcG dva
mid:imalna generatorna skupa grupe G, vaZi IXI = ‘YI . ? |

Ova teorema smatra se osnovnom u teoriji konagih p-grupa. Primetimo da
ona ne vaZi za proizvoljnu (pa &ak i ne potpuno proizvoljnu) grupu G. Ako, na
primer, uzmemo grupu (Z¢,+), biée §1¢ i [2,3] dva minimalna generatora skupa
razlitite kardinalnosti. -

Ako je G konalna p-grupa, prirodno je broj |X|, gde je X minimalni

generatorni skup za G, nazvati dimenzijom grupe G i obeleZiti sa d(G). Dakle, sa
obzirom na teoremu Burnside-a d(G) je dobro definisan, tj. ne zavisi od X.
Pokazuje se da u konatnoj p-grupi G vaZi ®(G)=G"G', gde je

GP = {xplx € G} a G' je komutator grupe G. Odatle se izvodi da se za kona&nu p-
grupu G, ®(G) moZe definisati kao minimalna normalna podgrupa grupe G, &ija jp
faktor-grupa izomorfna sa (C, )* za neko k. S obzirom da je D(G) sku;
negeneratora za G, pokazuje se da je ba¥ k=d(G). Imamo, dakle, da jé
|G:®(G)| = p4(® . Ako se vratimo na Teoremu 6.1., vidimo da parametri d, koji se
javljaju u proizvodu predstavljaju dimenziju proizvoline grupe S. Jo¥ jedna
posledica koju moZemo izvesti iz |G:®(G) - p¢© je da ajko |g|=p", tada
d(G)<t, a jednakost vaZi akko G= (C,)". Pomenimo jo§ da ako H<G,[H =p*,

moZe biti d(H)>d(G), ali ako |G]=p', mora biti d(H)<s<t. Dakle t je gornja

granica za dimenzije svih podgrupa grupe G.
Za konatnu p-grupu G moZe se dati preciznija verzija Teoreme 1. koja
~ takode pripada P.Hall-u.
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Teorema 7.3.. Ako je G konalna p-grupa i d(G)=d tada |Aut(G) deli
@G} a2y pd),

l
i
|
i

Sada éemo dati uopitenje Teoreme 7.3. za proizvoljnu kona¢nu grupu G. Pre
toga pomenimo jo¥ jednu &injenicu na kojoj se taj dokaz bazira, a koja se koristi i
pri dokazu Teoreme 7.3.. Ako je G kona¥na p-grupa, dimenzije d, tada skup

Gd = {(xl, ..... » Xd )I{xl,....,xd}generiﬁe G, XiEG} I@(G)ldpd(d—l)ﬂlp(pd ).

elemenata. Prelazimo sada na dokaz najavljene teoreme. l

|
Teorema 7.4.: Neka je G kona¥na grupa i |[G]=p;%....... px ¢ (kanonski). Za

1<i<k, neka je s; broj Silow-ljevih podgrupa reda p;%i a d, dimenzija bilo koje

d; (d;=1) .
]

k
od njih. Tada | Aut(G) | Hsi'lq’(G)ld"'p,- 2 -y(p®)

»

|
Dokaz: Neka je G;= U H,, . Kao ¥to smo rekli Hy je skup svih uredenih
H<G !

|H]=pji
minimalnih generatornih skupova za neku p; - Silow-ljevu podgrupu H. Tada je
G;, po definiciji, skup svih (x;,x,,....... ,Xg, ), takvih da {xl, ...... ,xdi} generise
neku p;-Silow-ljevu podgrupu. Kako su sve pi-Silow-ljeve podgrupe konjugovane,
dakLIe izomorfne,  bice IHdiI nezavisan  od izbor? H i
| i |
IHdlI = ICD(H)l di pidi(di—l)/z\y(pidi )= Bi’ i j0§ IGlI = Sifi' Neka je sada

G, =G;X......XGy, Decartes-ov  proizvod skupova G;. Of¢igledno

uredeni minimalni generatorni skup za neku p-Silow-ljevu podgrupu. Neka je
feAut(G) i XeG;. Ako je X=(y,...... '¥d,) i ako definiSemo

£;X)=(f(y1)seerees (g, )), jasno je da je f; preslikavanje na Gi,je}' f;(X) e biti
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minimalni generatorni skup za f(H) ako je X; bio isto to za EL Slitno, ako je
te Gy, t=(ty,t,.....,tg), definiemo £, (t)= (f;(t;),.....,fx (tx)) 1 kako
f;:G; — G; imafemo f,:G, - G,. | |

Iz &injenice da je f e Aut(G), dakle bijekcija, sledi da je f; pei‘mutacija na
G; a odatle i da je f, permutacija na G,. To zna¥i da je preslikavanjem
6(f) =1,,,6: Aut(G) — Sg_ zadato jedno dejstvo grupe Aut(G;) na G,. PokaZimo da
je stabilizator F, proizvolijnog elementa teG,, jedini®na podgrupa grupe
Aut(G).Neka je t€ G, i f € Aut(G), pri gemu f,()=t. Ako je t=(t;,ty,....,t5 )
imaimo fi(t) = t; = (xq,...,xq,) G- f(xj)=xj, za s§e 1<i<k, ISj}s]di. Dakle f
fiksira za svako 1<i<k generatorni skup neke p-Silow-ljeve podgrupe hi (tatka po
tatka) pa onda fiksira (tatka po tatka) i celu H;,|H;| = p;* . Kako skup fiksiranih
tataka nekog automorfizma &ini podgrupu G, vidimo da podgrupa fiksnih tadaka
G; za nale f ima za svako 1<i<m, Silow-ljevu podgrupu reda p,*. Prema
Lagrange-ovoj teoremi p;*|G; tj. |G|=|G¢|, ¥to zna¥ G=G;. Pakle f je
identitki automorfizam $to smo hteli da pokaZemo. Sledi da orbita svakog t € G,

k |
ima |Aut(G) elemenata pa odatle |Aut(G) deli |G,|=1IIs;B;, &ime je teorema
. i=1
dokazana.
Posledica 7.1. Neka je G grupa i |G| =p;™......p** (kanonski). Ako je p

pi -1, 1Sn<a;. |

prost broj i p| Aut(G), tada p=p; ili p 3

k |
I1s;B; . Po teoremi Silow-a

i=1

Dokaz: Uz oznake iz prethodne teoreme imamo p

si||Gl, pa prema tome, ako p#p; za sve 1<i<k, tada

B; = |(I>(H j )| E plii 2 p(p%y 73 neko 1< j<k.Odatle p‘ Pp¥) iz Sega sledi

p

\ tvrdeﬂje. l
i

39



Prosti delioci brojalAut(G)]

Na primer, ako |G| =168 = 2> .7-3, na osnovu prethodne posledice imamo da

|Aut(G)| moZe biti deljiv samo sa 2,3 i 7, kao prostim deliocima.

Primetimo da Teorema 7.4., iako se odnosi na proizvoljnu grupu G, moZe
biti, za neke G, ne manje precizna od Teoreme 7.1. koja se odnosi na re¥ive grupe.
Obe teoreme tvrde da |Aut(G) deli neki brojevi. Taj broj se za Teoremu 7.4. dobija

|

k |
tako $to se |G| u broju iz Teoreme 7.1. zameni sa [s;. Ako je |G| =p,*p%?,
i=1 !

prema spomenutoj Burnside-ovoj teoremi, G refiva i vaZiée |G| 2 s;s,, pa ocena iz
Teoreme 7.1. nije bolja nego ona iz Teoreme.7.4.

Ako imamo dodatne pretpostavke o grupi G, tada se moZe dati u nekim
slu¢ajevima, jo§ preciznije tvrdenje za |Aut(G)| koje je tipa Teoreme 7.4. Za slutaj
kad je G resiva to je, na primer, Teorema 7.1.. |
Mi éemo to uraditi za slu¢aj kad je G prosta.

,
Teorema 7.5.: Neka je G grupa kao u Teoremi 7.4. (0znake iste). Pretpostavimo
da je G prosta. Tada |Aut(G)|| s; IB;, zasve 1<i<k.

Dokaz: Neka je G(p;)= {x € G| r(x)= p{"}, gde je r(x) red od x. Prema teoremi
Silow-a, svaki x € G(p;), sadrZan je u nekoj p;-Silow-ljevoj podgrupi. To znali da

je G(p;)= UH gde je L; skup svih p;- Silow-ljevih podgrupa..Primetinio da je
Hel;

G(p;) invarijantan za sve unutra¥nje automorfizme grupe G. To zna&i da G(p;)
generiSe normalnu podgrupu grupe G, ali kako je G prosta, sledi, (G(p;)) = G,.
Odatle imamo da je automorfizam f, identitko preslikavanje akko f fiksira skup
G(p;) tatka po tatka. 8

Neka je kao u Teoremi 7.4., G; = U Hy, . Definidimo sada; G; na sledeéi

H<G _
|H|=p;i

’ Si ’
natin: G; c [1G; (Descartes-ov) proizvod, pri emu X = (xy,..... X, )€ G; akko
i=1

1=
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za svaki Hy < G;, |H=p;*, postoji x;, 1<jss;, takav da Xj € Hy, . Drugim
re¢ima, X = (xq,..... Xg, )€ G; akko su x j uredeni minimalni generatorni skupovi
koji svi pripadaju razlititim p-Silow-ljevim podgrupama. Kada 'se prebroje

elementi u G; dobija se da je |Gl

=5; IB;. Ako je f € Aut(G) moZemo, sli¢no kao

u Teoremi 7.4. definisati f :G;, > G, na sledeéi nafin: ako je

i da je (definisana sa f;(yq,......... ¥a;) =EG 10 fiye ) gde

(¥1,-.,¥g, ) € G;. Preslikavanje f; se javljalo i u Teoremi 7.4., i kao ¥to je i tamo
!

reeno, ono je permutacija na G;. Odatle neposredno sledi i da je £, %permutacija

na G;, §to znadi da 6:Aut(G)—>SG,_, zadato sa 6(f)=f,, predstavlja dejstvo.

- Odredimo opet centralizator Hy, za proizvoljni X € G;, tj. pokaZimo da se on
sastoji samo od identitkog automorfizma. neka f e Aut(G), X = (X1seeperXs ) €G
fX)=X 4. fj(x;)=x; za iSj<x,. To zna¥i da ako x; =15 Yq,)» tada
f(yo )=y, 1st<d;,1<j<xg. dakle, automorfizam f fiksira minimalni
generatorni skup proizvoljne p-Silow-ljeve podgrupe i to tatka po faéka, pa onda
tatka po tatka fiksira i svaku p-Silow-ljevu podgrupu, odnosno &itav G;, ¥to je,
kako smo videli, potrebno i dovoljno da bi f bilo identitko preslikavanje. Odatle
zakljutujemo da je orbita svakog elementa G; kardinalnosti |Aut(G), pa‘imamo
|Aut(G)| s; IB; $to je i trebalo dokazati. |

Posledica 2. Neka je G kona¥na prosta grupa, uz sve oznake kao h

teoremama 7.4. i 7.5.. Tada |Aut(G) deli NZD.(ITs;B;,51 !B1,52 !B2seeeer Sk 1By )-

Dokaz: Sledi neposredno iz Teorema 7.4 1 7.5..
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8. FUNKCIJA ¥ 1 SEMI-DIREKTAN PROIZVOD

U ovom poglavlju daéemo jednu vezu izmedu funkcije ¥ i semi-direktnog
proizvoda kona&nih reSivih grupa. Teorema koju éemo dokazati davace dovoljan
uslov da kona¢na reSiva grupa bude semi-direktan proizvod svo_]e dve Hall-ove
podgrupe.

Pre nego formulifemo i dokaZemo najavljenu teoremu, naveS¢emo neke
poznate &injenice koje ¢emo Koristiti u dokazu:

Lema 8.1.: Neka je G kona¢na re¥iva grupa. Tada za neki prost broj p koji deli 6],

postoji HLH< G i H= (C,)" zanekon.

Lema 8.2.: Ako je G re3iva grupa, onda je i njena faktor-grupa takode reiva.

Lema 8.3.: Neka su A i B konalne grupe takve da (A|,[B)=Lh:A —>B
homomorfizam. Tada h(x) =1, zasve x € A tj. A =ker(h).

| Sto se ti%e Leme 8.2., nju smo veé pomenuli kada smo govonll o reivim
* grupama. U vezi Leme 8.3. recimo samo da je ona direktna posledlca prve teoreme
0 izomorfizmu. Prelazimo sada na najavljenu teoremu.
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Teorema 8.1.: Neka je G konatna rediva grupa i |G| = ab,(a,b) = 1. Neka je takode
(a,'¥(b))=1. Tada je G semidirektan proizvod svojih podgrupa A i B takvih da
1A= aB=b i A<G.

Dokaz: Prema teoremi P.Hall-a za konalne grupe odmah imamo da postoji
B,B<G i |B=b. Dokaz tvrdenja svodi se na to da pokaiemo‘egzistenciju

normalne podgrupe reda a. Dokaz éemo izvesti indukcijom po redu grupe G, pri
Cemu je baza indukcije trivijalna pa je preskatemo. Neka je |G| > 1. Prema Lemi

8.1., postoji HLHH< G i H= (C,,)", p je prost broj. Prétpostavimo kao prvi slu¢aj da
p deli a. Tada je faktor grupa G/H=XK reiva (po Lemi 8.2.) kona¥na grupa i

|G/H| <|G|. Posto je |K|=|G/H|=|G|/|H| i p deli a, imamo [K|= b-—a-‘n- , i

(b,in)=1, a takode ¢e biti i (‘I’(b),in)=l. Dakle, moZemo da na grupu G
p P

primenimo indukeijsku hipotezu, $to znati da postoji K;,K; <K i [Ky| = <. Ako
p

je h:G— K, prirodni homomorfizam, tada K; <K povla&i h™(K,) < G. Medutim
’h“(KI)’ =a, pa je h™\(K;) tra¥ena podgrupa A. Neka sada p deli b ii neka je opet
K=G/H, |K| = ;bE Opet Ce vaZiti da je K rediva, (a,p—:) = 1,(a,!‘I'(;brT)) =1,pa
moZemo na K primeniti indukcijsku hipotezu. Ona nam daje da postoji K;,K; <K

i |Kj|=a. Ako je h:G — K, opet prirodni homomorfizam, imaéemo hlK) <G i
Ih‘l(Kl)l =a-p". Analizirajmo malo grupu h™!(K;). Ona je resiva (jer je podgrupia
reSive grupe opet refiva), pa po teoremi Hall-a postoji A,A<h}(K,) i |A] = aj.
Takode imamo da H < h™'(K) jer je H=h"'(1). Kako je H< G biée i Hah™\(K,).
- Iz Hah™/(K;) zaklju¥ujemo da grupa A dejstvuje na H, dejstvom 0 gde je xe A,
0,(y)=xyxL,yeH (svakom xeA, 0 pridruzuje restrikciju na H unutra¥njeg
automorfizma o, grupe h™'(K,)). Preslikavanje 6 je jedan homéomorﬁzam izAu
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Aut(H). Kako je H= (C,)", kao ¥to smo ranije rekli |Aut(H)| = p"™ /2y p"). Iz
(¥(b),a)=11 p|b sledi (¥(p"),a)=1 pa (A||Aut(H)) = 1. Po Lemi 8.2. to znati da
A=ker(0), tj. da xyx"'=y ili x=yxy" za sve x € A,y € H. Poslednja jednakost tvrdi
da H<C gde je C normalizator od A u h™!(K;). Kako je takode A<C tada A -H < C}
Ali kako |AH|= ap” imamo C=h"'(K;) tj. A <h™\(K;). PokaZimo da je A<G.
Ako je x € G tada je 0x(A) c 0, (h7'(K;)) = h™'(K,). Kako je A normalna Hall-ova
podgrupa u h™'(K,), ona je i jedina podgrupa reda a, a kako je |0y (A)| = a, sledi
A=0,(A). Podto je xeG bio proizvoljan, sledi A<« G, ¢ime je dokaz
kompletiran. 1

Posledica 8.1. Neka je G proizvoljna kona¥na grupa i |G| =a-b, (a,b)=1.
Ako (3, ¥(b)) =11 (¥(a),b)=1,tadaje G= AxB; gde A,B<G,[A|=4a|B=b.
Dokaz: Primetimo da uslovi (a, ¥(b))=1 i (¥(a),b) =1 povlate u slutaju a,b> 1 da
je |G| neparan. Ako a=1 ili b=1, tvrdenje sledi direktno. Kako je 4G| neparan,
prema pomenutoj Feit-Thompson teoremi, G je re§iva. Prema Teoremii 8.1. to znadi
da postoje A i B, A<G i B<«G, |[Al=a, [B=b. Kako (ab)=1, imamo
AnB={l1},ikako AB=G,sledi G= AxB. '

Na primer neka je G grupa reda |G|=32.7-5. Ako uzmemo a = 3.7 i b=5 tada su
uslovi Posledice 8.1. ispunjeni i postojaée grupe A, B podgrupe u G takve da je
G=AXB.

Pomenimo ovde jednu poznatu teoremu &iji je autor Frobenius [4]. Ona je
nezi;visna od prethodnih teorema ali je u prirodnoj vezi sa njima !kzlxko e se to
videti iz njenog iskaza. Dajmo prvo jednu definiciju: neka je G gru!pé i|G=p"a,
(a,p)=1, p je prost broj i neka postoji H,H < G,|H| = a. Tada se kaZe da je grupa G,
- p-nilpotentna. MoZe se tako pokazati da je konatna grupa G nilpotentna akko je p-
nilpotentna za svaki prost broj p koji deli |G|, $to uspostavlja vezu izmedu obitne
nilpotentnosti i p-nilpotentnosti.

Navodimo sada najavljenu Frobenius-ovu teoremu:
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Teorema 8.2.(Frobenius): Neka je G proizvoljna kona¥na grupa i |G| = ap” gde je
p prost broj i (a,¥(p")) = 1. Tada je G, p-nilpotentna.

Primetimo da je u gornjoj teoremi uslov da je |G|/a stepen prostog broja
neophodan tj. teorema ne mora da vaZi pod pretpostavkama da je
IG{ = ab,(a,b) = 1 (a,¥(b)) = 1. Uzmimo, na primer, grupu A;. Imamo |A5| 5.22.3,

Ako stavimo a=5, b =223, vidimo da A; nema normalnu podgrupu reda 5 jer je
prosta. Ovaj primer pokazuje takode da je uslov reivosti grupe G neophodan za
vaZenje Teoreme 8.1. Inate Teorema 8.1. moZe se dokazati elegantnije uz pomoé
Teoreme 8.2. Neka je, naime, G grupa iz pretpostavke i oznake iz Teoreme 8.1.
Primetimo prvo da ako su dve podgrupe u G konjugovane, onda su konjugovani i
njihovi normalizatori. Specijalno, ako su dve podgrupe u G konjugovan, onda su
njihovi normalizatori jednakih redova. To vaZi za proizvoljnu grupﬁ G, a za nafu
grupu G iz Teoreme 8.1. vaZi da postoji podgrupa reda a i da su sve one
konjugovane (Hall-ova teorema). Dakle, sve podgrupe reda a imaju normalizatore

jednakih redova, i ozna€imo taj red sa n,. Ako je b=p{'...pi* (kanonski) tada za
svaki 1<i<k, postoji podgrupa H;, |H;|=a-pii opet po Hall-ovoj teoremi. Po
Teoremi 8.2. postoji H; normalna. Sa obzirom na ono §to je reéeno o
normalizatorima podgrupe od a elemenata, imacemo da pii deli red normahzatora

podgrupe od a elemenata i to za vaki 1<i<k. To zna¢i da je taj red deljiv i sa b,
pa onda i sa ab = |G|, odavde imamo da je podgrupa od a elemenata normalna u G

Sto je ekvivalentno Teoremi 8.1.
MoZe se dati i preciznija verzija Teoreme 8.2. kOJa takode pripada
_ Frobenius-u.
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Teorema 8.2': Neka je G konadna grupa i |G| = ap”, (a,p) = 1, p je prost broj. Ako

je (a¥(p") =1, gde je d = max{d(H)|H < H,}, pri temu je H, jedna fiksirana p

Silow-ljeva podgrupa. é

i
|
|

Kao specijalni slu¥aj Teoreme 8.2°. imamo sledeéu teoremu koja pripada
Burnside-u.

Teorema 8.3.: Neka je G kona&na grupa i p prost broj, |G| = ap”, (a,p) =1. Ako je
p Silow-ljeva podgrupa cikli¥na i (a,¥(p)) = (a,p—1) =1, tada j'e IG p-nilpotentna.

Koriste¢i prethodnu teoremu moZemo uopititi jednu poznatu teoremu iz
teorije grupa: (Poincare) Ako su H i G konatne grupe i H<G, pri &emu je
|G:H| = p, gde je p najmanji prost broj koji deli red grupe G, tada je H«G.

Dokaza¢emo sledece uopstenje prethodne teoreme: R

|
Teorema 8.4.: Neka je G konatna grupa i H<G takva da je |G:H| = p, p je prost

broj. Ako je (a,'¥(p)) = (a,p—-1)=1,tadaje H«G.

Dokaz: Izvodimo ga indukcijom po |G| pri &emu je baza trivijalna. Neka je dakle
H<G i |G:H}= p. Tada postoji homomorfizam 6:G — S(G/H),.gde je S(G/H)
grupa permutacija na kosetima podgrupe H (sa G/H smo oznatili taj skup koseta
koji% je za sada samd skup tj. ne znamo da 1i je i grupa). Kako je IGLH] = p imamo
da je |S(G/H)=p!. Pretpostavimo prvi sludaj, da je |G| =ap, (!a,;;) =1. Tada
tvrdenje sledi na osnovu Teoreme 8.3.. Naime, p-Silow-ljeva podgrupa je u tom
_ slutaju reda p, pa je ciklina. Na osnovu Teoreme 8.3. imamo da postoji normalna

podgrupa reda a, koja je, sa obzirom da je normalna i Hall-ova, jedina podgrupa
reda au G, pa se poklapa sa H.
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Pretpostavimo sada drugi slu¢aj da je |G| = ap”, (a,p) =1, n> 1. Kao §to smo
rekli 6 je homomorfizam, 6 = G — S(G/H). Kako |G| = ap" ne deli [S(G/H)| = p!, i
kako |G/ ker(h)| deli [S(G/H)|, jer je G/ker(h) izomorfno nekoj podg;'upl u S(G/H),
zakl_]uéu_]emo da je jezgro netrivijalno tj |ker(h) > 1. Odatle sled1 da je
|G /ker(h)|<|G|. Ako je k:G— G/ker(h) prirodni homomorfizam tada je
KH)<4G/ker(h) i |G/ker(h):K(H)=p jer je po “n faktorijel teoremi”,

ker(h) = core(H) = [ 6, (H) < H. Sada moZemo primeniti indukcijsku hipotezu
xeG

na grupu G/ker(h), pa dobijamo da je K(H)< G/ker(h). To je, medutim, prema
Teoremi o korespodenciji [6] ekvivalentno sa H< G 3to je i trebalo qokazaﬁ.
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9. GRUPNI BROJEVI

Neka je K neka klasa kona¥nih grupa i n prirodni broj takav da sve grupe
reda n, pripadaju K. Tada je prirodno n nazvati K-brojem. Na, primer prosti brojevi
su cikli¢ni, jer su sve grupe &iji je red prost broj, cikli®ne. Grupe &iji je red kvadrat
prostog broja su Abel-ove, pa su brojevi p?, p prost, Abel-ovi. Grul;e &iji je red
proizvoljni stepen nekog prostog broja su nilpotentne, dakle, brojevif p", p prost
broj, ne N su nilpotentni. Grupe neparnog reda su redive (Feit-Thompson-ova
teorema), dakle neparni brojevi su reivi. MoZe se sada postaviti problem sledeéeg
tipa: za datu klasu kona¥nih grupa K, odrediti sve K brojeve.

Sve cikli¢ne brojeve odredio je Burnside:

Teoreme 9.1. Broj n € N je cikli¢an akko n = p;.......... px (kanonski) i za svaka dva

]

i,jtako da 1<ij<k vaZi p; ne deli W(p;) = p;-1. |

Na primer, broj 1001=11-7-13 je ciklidan.
Sve Abel-ove brojeve opisao je L.E.Dickson [8]:

Teorema 9.2. Broj neN je Abel-ov akko n=p..... pc’* (kanonski) gde
a;<2,1<js<k sve j,1<j<k vaZi p; ne deli ‘¥(n).
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Na primer, broj 3°-11-17 je Abel-ov.

' Sve nilpotentne brojeve opisao je G. Pazderski [9], a mi éénjo ovde dati
orlgmalan dokaz tog opisa:

Teorema 9.3. Broj neN je nilpotentan akko n=p,®.......... pc* (kanonski) i za
sve j, 1<j<k vazi p; ne deli y(n) ili (8to je isto) (n, ¥(n)) = 1

Dokaz: Neka je n = p;*.......... Px’*, 1 p; ne deli y(n), za sve 1<j<k. Primetimo da

prethodni uslov implicira da je n oblika pi ili neparan. U prvom éluéaju odmah
sledi da je grupa reda n nilpotentna. Pretpostavimo zato da je G grupa reda n, koji

je neparan. Prema Feit-Thompson-ovoj teoremi G je reSiva. Ako stavimo
a=pi,b=n/p{i tada (a,b)=1 i (a,y(b))=1. Primenjujuéi Teoremu 9.1. dobijamo
da ¢e podgrupa reda a, tj. p; Silow-ljeva podgrupa u G biti normalna, i to za svako
155<k. }
Odatle sledi da je G direktan proizvod svojih Silow-ljevih podgrupa, a to je,
sa obzirom da je G konalna, ekvivalentno &injenici da je G nilpotentna.
Dokaza¢emo da su prethodno opisani brojevi, jedini koji su nilpotentni. Neka je
n=p...... P, i p; deli p"-1 za neke 1<ij<k i 1Sm<a;. Dakle,
pretpostavimo da zan nije ispunjen uslov (n,y(n))=1. Konstruis‘aéemo grupu reda
n koja nije nilpotentna. Kao $to smo veé imali vaZi IAut((C D )I m(m-1)/ 2‘P(pJ ).

Sa obzirom da p; deli pj" -1 i kako je ¥(ej") = (pj" —1)\P(p}“‘ ) imamo da p; deli
lAut((Crj )m)' . Prema Cauchy-jevoj lemi postoji u Aut((Crj )™) podgrupa K, takva
da |K| = p;. Sada moZemo konstruisati semidirektan proizvod (Cp)" %9 K=A gde
je 0: K- Au(Cy, )™, inkluziono preslikavanje. Tad ée biti |A| = p}“pi.%Pokazujemo
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sada da grupa A ne moZe biti nilpotentna. Kako je [K|=p; >1 i preslikavanje 6

monomorfizam na (C,)™. To zna¥i da postoji x € (Cp,)" takav da f(x)# X,

i
Uolomo sada dva elementa grupe A i to (x, iy) i (1,9, gde je i, identiékc?)
preslikavanje na A a 1 je neutral u grupi (Cp, )™. Neposredno se proverava da jé

red elemenata (x, i,) jednak p;, a da je red elementa (1,f), jedak p;. Ako bi grupa
A bila nilpotentna ova dva elementa morala bi da medusobno komutiraju, s
obzirom da su im redovi uzajamno prosti. Medutim imamo da je
LHK,ip) = Fx),f) dok je (x,is(Lf)=(x,f) §to,‘ uz flx)=x znati da oni ne
komutiraju. Dakle, A nije nilpotentna. Ako uzmemo sada grupul G=AxC, gde je
t=n/|A|, biée |G| ='n , ali G nije nilpotentna. Ona sadrZi podgrupu izomorfnu sa A,

koja nije nilpotentna, dok u nilpotentnoj grupi svaka podgrupa mora biti
nilpotentna. Sledi da n nije nilpotentna, &ime je dokaz kompletiran.
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