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0 Uvod

+ 0.1 Osnovne definicije i opis glavnih rezultata
Navedimo prvo definiciju pojma koji predstavlja osnovnu temu ovog rada.

DEFINICIIA 0.1.1  Model B je (elementarno) krajnje prosirenje modela 2 u odnosu na neku binarnu
relaciju p (U <. B) akko je B (elementarno) prosirenje modela % i ne postoje b € B\ A, a € A takvi da
vazi B |= p(b,a). Elementarno krajnje prosirenje je jako akko za sve b € B\ A, a € A vazi B |= p(a, b).
Elementarno prosirenje modela 2 je pravo akko se razlikuje od modela 2, dakle akko je B\ A # 0. U daljem
tekstu se podrazumeva da su sva prosirenja o kojima se govori prava.

Kazemo da je model 2 prosiriv akko ima (pravo) jako krajnje elementarno prosirenje.

Po rezultatu iz [Z. Mijajlovié 1] svaki prebrojiv model koji zadovoljava shemu reéenica prvog reda
koju oznatavamo sa R+t (videti tekst pre Leme 1.1) ima krajnje elementarno prosirenje. S druge strane, po
[R. MacDowell-E. Specker], svaki (prebrojiv ili neprebrojiv) model Peanove Aritmetike (PA) ima krajnje
elementarno prodirenje. Ova dva rezultata ostavljaju sledeéa pitanja otvorenim:

1) Da li je shema R* i potreban uslov za prosirivost nekog prebrojivog modela?
P g P g

(2) Da li postoje fragmenti PA koji su takvi da su svi njihovi modeli prosirivi, bas kao i modeli cele
PA?

U Teoremi 1.1 je dat pozitivan odgovor na (1), iz &ega sledi da je prosirivost osobina prve vrste za
prebrojive modele (Teorema 1.2). Odgovor na pitanje (2) je negativan za vrlo siroku klasu fragmenata PA—
svaki teorija jezika aritmetike koja sadrii shemu aksioma indukcije za Ag-formule (IAy) i &iji je svaki model
proéiriv sadrzi PA.. (Videti recimo u [J. Paris-L. Kirby]).

Rezultat Teoreme 1.2 otvara i sledeée pitanje:

(3) Da li je prosirivost osobina prve viste i za neprebrojive modele?

U Teoremi 2.2 je dokazano da svaki L,-fragment PA ima neprosirive prebrojive modele (ovo je na
drugi nagin dokazano u [K. McAloon]), ali je dat i primer pravog fragmenta PA &iji su svi prebrojivi modeli
prosirivi. Dokazano je (Teorema 2.3) da svaki ,-fragment svakog kompletnog prosirenja PA ima prebrojiv
neprosiriv model.

Ispostavlja se da se stvari veoma komplikuju kada se posmatra prosirivost neprebrojivih modela. U
Teoremi 4.7 je dokazano da je svaki zasi¢en model za R* prosiriv, dok je u Teoremi 4.2 dokazano da postoje
neprebrojivi neprosirivi modeli za R* kardinalnosti < 2“. Ovo daje negativan odgovor na (3), alii postavlja
mnoga druga pitanja, recimo: ' '

(4) Da li Teorema 4.7 vaZi i za neku drugu klasu modela, posebno za neko od poopstenja zasiéenih
modela?

(5) Kako opisati neprebrojive prosirive modele (mozda pomoéu neke apstraktne logike?)

Odgovor na ova dva pitanja moZda sadrzi podelu svih tipova nad modelom 2 na ,bitne“ i nebitne
tako da bi 2 bio prosiriv akko realizuje sve svoje ,bitne* tipove.

Osim ove, ,glavne“ linije, rad sadrzi i par digresija. Prva je u delu 1 i ti¢e se w,-like modela. Podsetimo
se definicije (sa |A| oznacavamo kardinalnost skupa A).
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DerFiNiclIA 0.1.2  Model & ¢iji jezik sadri relacijski simbol < je wy-like model akko je |A] = wy i
[{x € Alz < a}| = w za svaki a € A. Ako je « regularan kardinal, model % je k — like akko je |A] = & i
{x € Alz < a}]| < k za svaki a € A.

U Teoremi 1.4 je dokazano da kompletna teorija T ima w;-like model akko su joj svi prebrojivi modeli ‘

prodirivi. Druga digresija je na kraju dela 2, gde je definisana £,-verzija prostog modela neke teorije T.
Trecu digresiju predstavlja deo 3, u kom su prikazani dokazi Keisler-ove teoreme o dva kardinala (Teorema
3.0.2), i ukazano je na vezu dvokardinalnih teorema sa krajnjim prosirenjima modela.

NoTacliA  Sistem aksioma Peanove aritmetike (recimo kao u [C. C. Chang-H. J. Keisler, str. 40))
ozna¢avamo sa PA. Slovima 2 (A), B (B),... oznatavamo modele (njihove univerzume), dok slovima 91
(M), M (N) oznaiavamo modele PA (njihove univerzume). Slova z,y, z,... oznatavaju promenljive, dok
slova a,b,c,... oznagavaju konstante. Za logicke veznike koristimo standardne oznake -, V, A, — i «, dok
simboli = i <> oznatavaju metamatematicka tvrdenja ,implicira“i ,ako i samo ako* (skrateno akko).

Za model 2 jezika £ teorija modela 2 (oznaka Th(2)) je skup svih reéenica ¢ jezika £ takvih da vazi
A |= . Kazemo da su dva modela 2 i ‘B istog jezika £ elementarno ekvivalentna (oznaka 2 = B) akko je
Th() = Th('B). Ako je A neki skup, sa P(A) oznatavamo njegov partitivni skup—skup svih podskupova
skupa A. Za skup recenica ® (za model 2), £5 (£a) oznadava jezik skupa ® (modela 2).

Kao skupovno-teoretsku osnovu koristi¢emo Zermelo-Fraenkel-ovu teoriju skupova, ZF (videti recimo u
[C. C. Chang-H. J. Keisler]). Grékim slovima a, 3, 7,. .. oznaéavamo beskonatne kardinale. Kazemo da je
kardinal & regularan akko za svaki neopadajuéi niz kardinala v, 72, - . . 7s, - . - duZine 83, gde je 8 ordinal manji
od a, takav da je o = (J; .5 75 vaZi 75 = & za neki § < 8. Kardinal a je nedostizan akko je regularan i za sve
kardinale 8 < « vaii 2° < «. Za proizvoljan ordinal « sa R, oznacavamo a-ti beskonaZan kardinal. Hipoteza
Kontinuuma (skraéeno CH) je tvrdenje 2%° = R;. Generalisana Hipoteza Kontinuuma (skrateno GCH) je
tvrdenje ,Rq41 = 2"« za svaki ordinal «“ Kao 3to je poznato, ova dva tvrdenja su, kao i pretpostavka o
egzistenciji nedostiznog kardinala, nezavisna od teorije ZF.

Ako su X 1Y skupovi elemenata nekog modela 2 i z njegov element, z < X stoji za Vy € X(z < y).
Sli¢no definiemo i X < z, dok X < Y stoji za Vz € X(z < Y). Dakle, A <, B je ekvivalentno sa A < B i
B\ A> A

0.2 Definabilni ultraproizvod

Posto se konstrukcija definabilnog ultraproizvoda koristi u vise navrata u tekstu koji sledi, njen opis
izdvajamo u poseban odeljak.

Pretpostavlja se da je &italac upoznat sa pojmom ultraproizvoda i sa Los-ovom Teoremom (takodje
poznatom i kao Fundamentalna teorema o ultraprizvodima). Pregled raznih vrsta ultraproizvoda se moze
naéi u [J. L. Bell-A. B. Slomson], [C. C. Chang-H. J. Keisler] ili [Z. Mijajlovi¢ 3].

DEFINICIIA 0.2.1  Teorija T jezika £ ima ugradene Skolemove funkcije akko za svaku egzistencijalnu

formulu 3zp(z, y1,. .. yn) postoji n-arni term t,, jezika £ takav da

T E (Yy1,---va)3ze(2, 51, ... n) = ©(e(¥1,---Yn), Y1, - - Yn))

Model 2 ima ugradene Skolemove funkcije akko ih ima teorija Th((,a)ac4)-

DEeFiNICA 0.2.2  Neka je 2 model koji ima ugradene Skolemove funkcije. Jezik £y ozna¢avaéemo
kratko sa £. Skup B C A* je definabilan s parametrima u modelu 2 akko postoji formula o(z1,...2x, 21, ..
2,) jezika £ i n-torka elemenata a,,...a, iz A takvi da je

(b1,...bx) €A*  akko A= @(bs,...bx,ay,...a,).

KaZemo da je m-arna funkcija f: A™ — A definabilna u modelu 2 akko je njen graf definabilan kao
podskup skupa A™*1,



Oznatimo sa D (F) skup svih definabilnih podskupova (definabilnih unarnih funkcija) skupa A u mo-
delu 2. Neka je U ultrafilter skupa D. Definisimo relaciju ekvivalencije ~ na skupu F sa:

f~g akkoje {z€A|UAl fzx=gz}€eD.

Definabilni ultrastepen modela 2 je model koji je definisan na sledeéi nain:

e univerzum modela je skup svih klasa ekvivalencije relacije ~,

e interpretaciju R n-arnog relacijskog simbola p jezika £ definisemo sa:

R(by,...b,) akko  {a€ Alp(by(a),by(a)...b.(a))} €G.

(slitno se definidu i interpretacije funkcijskih simbola).

Ovako definisan model oznatavaéemo sa F(B)/U.

Dokaz da za ovakav model vaZi verzija Los-ove teoreme izvodi se indukcijom po kompleksnosti formule
¢, jedina razlika u odnosu na dokaz standardne Los-ove teoreme je u koraku za egzistencijalni kvantifikator,
u kom se koristi egzistencija ugradenih Skolemovih funkcija.

" Sledeéa Lema se govori o kardinalnosti definabilnog ultraproizvoda i biée iskorigéena kasnije.

LEmMa 0.2.1
|F/U| < |Al + | Lal

Dokaz U skupu F ima elemenata najviSe koliko ima formula jezika £g i konaénih nizova elemenata
skupa A, dakle |A} + [£a]. Posto vazi |F/U| < |D|, tvidenje je dokazano. Q.E.D.

Napomenimo jo§ da je istu konstrukciju moguée sprovesti i ako se u njoj skup D zameni skupom P(A)
(videti recimo u [C. C. Chang-H. J. Keisler, Vezba 6.4.30]). U ovom sluéaju definabilan ultraproizvod
mozemo da smatramo za podmodel (elementaran, naravno) ultrastepena Ilp2A odreden definabilnim funkci-
jama (odnosno njihovim klasama ekvivalencije).



1 Pro3irenja prebrojivih modela

TEOREMA 1.1  Model 2 jezika £ ima jako krajnje elementarno prosirenje u odnosu na relaciju p samo
ako modelira shemu R,, koja se sastoji od svih recenica oblika

Ro(p) : Yo[VzIyVu(p(z, v) — (p(z,u) = p(u,v))) —
FyVaVu(p(z,v) — (p(z, u) — p(u, 1)),

gde je ¢ bilo koja formula sa dve slobodne promenljive jezika £.

. DokAz  Pretpostavimo da ovo nije ta¢no. Tada postoji model 2 jezika £ koji ima krajnje elementarno
profirenje i formula ¢(z, y) jezika £ takva da vazi A = ~R (). Imamo

A = Iv[VeIyVu(p(z, v) — (p(z,u) — p(u,y)))A
Vydz3u(p(z,v) A (z, u) A =p(u, y))]

Tada postoji neki a € A takav da

(1) A = VzIyVu(p(z,a) — (p(z, v) — p(u,v))), i
2 |= Vy3z3u(p(z, a) A p(z, u) A =p(u, v))
B = Yy3zIu(p(z, a) A (z, u) A =p(u,y))

Ako je yneki b € B\ A, imamo
B = 3z3u(p(z, a) A p(z, u) A —p(u, b))
pazanekec € Bid € B vazi:
B = (p(c, 3) A ple, d) A ~p(d, b)),
tako da imamo ¢ € Aid € B\ A. S druge strane, po (1) imamo:

U | IyWu(p(c,a) — (e, u) — p(u,v)))

i1za nekie € A,

A = Vu(p(c,a) — (p(c, u) — p(u,e)))
A | Yu(p(c, u) — p(u,e))
B E Yu(p(c, u) — p(u,e)),

ali postojid € B takavdad > ezasvee € 4,1

B k= p(c,d)

Ovo je kontradikcija. Q.E.D.
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U ¢lanku [Z. Mijajlovié 1] dokazano je da svaki prebrojiv model koji zadovoljava sledeée recenice:

Cl. Vzdy—p(z,y)

C2. VaVydz(p(z,z) A p(y, 2)),
i za sve formule p(z, u) jezika £:

C3. VYo[VzIyVu(p(z,v) — (p(z,u) — p(u,y))) —
ayvzvu(/)(x) ‘U) - ((,o(a:, u) g P(u’ y)))])
ima jako krajnje elementarno progirenje. Uslov C1. je ispunjen akko model 2 nema najveéi element u odnosu

na relaciju p, i otigledno je neophodan za egzistenciju jakog krajnjeg elementarnog prosirenja. Neophodnost
aisldva C3. je dokazana u Teoremi 1.1. Dokazimo da je i uslov C2. neophodan.

LEMA 1.1  Model 2 ima jako krajnje elementarno prosirenje samo ako zadovoljava uslov C2.

Dokaz Pretpostavimo suprotno, dakle da vazi:

A = 323y (-p(z, 2) V -p(y, 2))

1 da postoji model B koji je jako krajnje elementarno prosirenje modela 2. Fiksirajmo neki a € B\ A. Tada
postoje bic iz A takvi da
A= Vz(-p(b,z) V-p(c,z)), dakle

B = -p(b,a) V —p(c,a)
8to je u kontradikciji sa pretpostavkom da je model 8 jako prosirenje modela 2. Q.E.D.

Dakle, na osnovu dokazanog imamo

TEOREMA 1.2 Postojanje jakog krajnjeg elementarnog prosirenja je osobina prvog reda za prebrojive
modele.

Simbolom R} oznatavamo shemu R, U {C1, C2}.

Dokaz da neka teorija T ima «-like model po pravilu tete tako §to se konstruise lanac krajnjih elemen-
tarnih prosirenja nekog modela teorije T kardinalnosti manje od k. Zbog ovoga je rezultat sledeée Teoreme
o nepostojanju &-like modela za teoriju koja ne sadrzi shemu R sasvim oéekivan.

Simbol T« oznagava kompletnu teoriju jezika £ sa binarnim relacijskim simbolom < koja sadr#i aksiome
linearnog uredenja za <.

TEOREMA 1.3  Neka je « regularan kardinal. Ako teorija T« ne sadrii shemu R, onda ona nema
k-like model.

Dokaz Pretpostavimo da je model M |= T¢ «-like 1 da postoji formula (z,y) jezika £ koja nije
regularna u 9. Tada imamo

(2) M b= Jv[VzIyWu(z < v — (p(z, u) = u < y))A
Yydz3u(z < v A p(z,u) Ay < u).

Za svaki t € M defini§imo skup M, sa
M, = {x € M|M |= 3y > zp(t, z)}.
Ako u (2) fiksiramo v = v, na osnovu prvog dela retenice za svaki x € M skup My je ograniéen, a na

osnovu drugog vazi
M= U M, = U M,.
r<v TeM,

Posto je M «-like, zakljuéujemo da je skup M unija manje od « svojih podskupova od kojih je svaki
kardinalnosti manje od . Posto je k regularan, dobili smo kontradikciju. Q.E.D.
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Sledeca teorema sumira rezultate ovog odeljka.
TEOREMA 1.4  Ako je T, kompletna teorija i jezik £ prebrojiv, sledeéa tvrdenja su ekvivalentna:
(a) T< ne sadrzi shemu RY.
(b) T« nema prosiriv model.
(c) Neki prebrojiv model za T ¢ nije prosiriv.
(d) T« nema k-like model ni za jedan regularan kardinal .
(e) T« nema wy-like model.

DokAz

(a) & () & (¢) Ovo je Teorema 1.2

(a¢) = (d) Teorema 1.3.

(e) = (¢) Dokazaéemo kontrapoziciju, =(c) = —(e).

Neka je model 9 neki prebrojiv model za T.. Po pretpostavci, 9 ima jako krajnje elementarno
prosirenje ;. Konstruisemo elementarni lanac :

M<e My <e ... <My <6 .., ¥ < w

duZine wy.' Unija ovog lanca je wi-like model za T.. Q.E.D.
Mostowski i Fuhrken su postavili sledece pitanje (videti [H. J. Keisler 5]):
Za koje parove kardinala k, A svaka teorija T koja ima k-like model ima i A-like model?

Implikacija =(d) = —(e) daje delimi¢an (i ne nov—videti recimo u [Z. Mijajlovi¢ 4]) odgovor na ovo
pitanje: '

KoROLAR Svaka teorija T koja ima k-like model za neki neprebrojiv kardinal k ima i wy-like model.



2 Modeli fragmenata Peanove aritmetike

Kao sto je poznato, u svakom modelu 9 za PA je moguée kodiranje konaénih nizova elemenata
skupa M pojedina¢nim elementima istog skupa. Ako broj a kodira n-torku brojeva (bg, by, ...b,_1), sa (a);
oznaéavamo b; (i = 0,1,...n — 1). Veoma je zna¢ajna &injenica da je ovo kodiranje primitivno rekurzivno,
dakle formalan zapis tvrdenja ,a kodira n-torku (bg,by,...bs_;)“ je Zp-formula.

Za modele PA vaji sledeéa

TEOREMA 2.1  (MacDowell-Specker-ova Teorema) Svak: model PA ima jako krajnje elementamo
prosirenje iste kardinalnosti. (videti [R. MacDowell-E. Specker])

U Teoremi 2.2. je dat dokaz da ovo tvrdenje ne vazi za modele X,-fragmenata PA. Ovde éemo dati
skicu dokaza Teoreme 2.1. (Veoma detaljan dokaz se mozZe naéi u [A. Blass]).

Lako se proveri da u standardnom modelu za PA vaii sledeée

TVvRBENJE 2.1.  Neka je f(a,b) binarna funkcija na skupu w, i neka je X neogranj'éen podskup od w.
Tada postoji neograniéen skup Y C X takav da za svaki n € w vazi ili

JpdmeYVz>m(z €Y — f(n,z)=p) ili

VpAm € YVz > m(z € Y — f(n,z) > ),

Tvrdenje se, primenom kodiranja u PA , lako poopsti za sluéaj kada je funkcija f k-arna za neki & > 1.
SHEMA DOKAZA TEOREME 2.1

¢ Tvrdenje 2.1 formalizujemo u PA
o dakle Tvrdenje 2.1 vaii u svakom modelu za PA i sada

o fiksiramo model M = PA. Sve formule sa tri slobodne promenjljive ¢(z,y, z) jezika £pa poredamo u
niz g, 1, . ... Svaka funkcija f definabilna sa parametrima u modelu 9 je definabilna pomoéu neke formule
iz niza, recimo ¢y, i elementa a € A sa f(z) = y & M = px(z,a,y) (primena kodiranja n-torki u PAY).
Konstruisemo niz neograniéenih (i definabilnih u 9) skupova .

M=X>X1D>23X3D...
tako da se X34; dobija primenom Tvrdenja 2.1 na X i ¢¢. Sa (4,00) oznacimo skup {n € M|i < n}.
Skup {X;|li € w} U {(i,00)|i € M} je sadrzan u nekom neglavnom ultrafiltru definabilnih skupova D,
i F(MM)/ D je trazeno prosirenje modela M. Ovo prosirenje je pravo posto ultrafilter D sadrii skup (i, 00) za
svakii € M a krajnje je posto je svaka ograni¢ena funkcija duz D jednaka konstanti. Q.E.D.

NAPOMENA  Teorema 2.2 vazi i za sve teorije T prebrojivog jezika £ D L£pa koje su takve da postoji
ekspanzija sta,nda.rdnog modela za PA, (v, S,+,, <,0) koja je model za T. Za teorije koje sadrze neko kom-
pletno prosirenje aritmetike razlitito od Th(w, S,+, -, <,0) ovo u opstem slu¢aju ne vazi, jer svaki prebrojiv.
nestandardni model aritmetike ima ekspanziju u kojoj ne vazi shema regularnosti, naime ekspanziju % u
kojoj postoji bijekcija f:w, — A. (Videti [J. L. Bell-A. B. Slomson, str. 244-245]).

DEFINICIIA 2.1  KaZemo da je formula ¢ X,-'(11,-) formula akko niz kvantifikatora u nekoj njenoj
preneks normalnoj formi pocinje sa 3 (V) i sadrzi najvise n — 1 promenu tipa kvantifikatora. Formula je A,
akko je i Xy, i Il,. Formule koje su Boole-ovske kombinacije £,-formula i Il,-formula (dakle-one koje su
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dobijene od njih konaénom primenom konjunkcije I negacije) nazivamo B,-formulama. Ako je T teorija, Ty
oznacava njen L, -fragment, teoriju koja se sastoji od svih L, recenica koje su posledice teorije T.

Sledeéa definicija predstavlja hijerarhijsko profinjenje Definicije 0.1.

DEFINICIIA 2.2 Model ¥ je L, -elementarno prosirenje modela® (B <, A) akko za svaku X, -formulu
o(z1,...24) i svaku m-torku ay,...a,, elemenata iz B vazi

Al p(a1,...am) akko B E o(al,...an).

Na sli¢an nacin definiSemo krajnje L,-elementarno prosirenje i jako krajnje ¥,,-elementarno progirenje.

Primetimo da je X, -elementarno prosirenje isto §to i H,l ili B,-elementarno prosirenje, uz oéckivane
definicije ovih pojmova.

KaZzemo da teorija T sadrzi neku shemu formula akko deduktlvno zatvorenje teorije T sadrzi tu shemu
kao skup formula.

Neka je 2% model za PA. Za skup B C AF kazemo da je T,-definabilan sa paramétrima u modelu 2 akko
za neki prirodan broj I pOStOjl Yn-formula ¢ sa { ++ k slobodnih promenljivih i I-torka by, ... b; elemenata iz
A takva da vazi:

= {(al, o .ak)lQl !: 1/)(&1,.-. .ak,bl, .. .b;)}.

KaZemo da je n-arna funkcija f X, -definabilna akko je njen graf definabilan kao podskup od A"+!.
Fy, () oznatava skup svih E,-definabilnih unarnih funkcija u modelu %, dok D, () oznatava skup svih
¥, -definabilnih podskupova od A. Fiksirajmo maksimalni filter G nad D, (). Sa =g oznaéavamo relaciju
Jednakosti duz ultrafiltra G na skupu Fy, (). Na koli¢nickoj strukturi Fy_ (2)/ =¢ defini§imo interpretacije
relacijskih i funkeijskih simbola na isti nagin kao i u odeljku 0.2. Dobijeni model oznaéavamo sa Fx (%)/G.

Za model Fy, (%)/G vaii oslabljena verzija Los-ove teoreme, naime % <, Fy (%)/G. Dokaz ovog
tvrdenja se izvodi isto kao dokaz Los-ove Teoreme za definabilni ultraprizvod u odeljku 0.2, jedino se korak
za egzistencijalni kvantifikator izvodi samo do na X,-formule ¢. U ovom koraku bitnu ulogu igra mogucnost
kodiranja k-torki. (Za dokaz videti recimo u [Z. Mijajlovié 3}).

U PA postoji Zp-formula SATs, koja izraiava T,-definabilnost istine u PA, drugim re¢ima
PA | (z1,...2,) & SATg, (91, 2y,...2,),

gde 9 oznatava Godel-ov broj formule ¢ (videti recimo u [C. Smorynski}).

LEMA 2.1  Za svaki prirodan broj n postoji Any1-formula jezika PA, ¢(z,y) i model M za PA, U
{-R<(9)}, i prema tome shema R ¢ nije sadrana u deduktivnom zatvorenju ni jednog T, -fragmenta PA.

Dokaz Oznatimo sa MM model Fy (N)/G, gde je M standardni model za PA, (v, S, +,-,<,0). Po
Lemi 2.1, M = PA,,.

Svaki element a modela M je duz filtra G jednak nekoj E,.-deﬁrjlab.ilnojv funkciji f modela 911 postoji
En-formula ¢(z,y) takva da je
fm=n akko Mk ¢(m,n).

Prema tome, !
B = {71 Ewl‘ﬂ I: SATE,( f¢] ,ﬂ,fﬂ)}
= {n e w|N kE ¥(n, fn)}
=w, 1 .

M = SATg, (T41,ig,a),

gde ig oznatava =g-klasu ekvivalencije dijagonale i skupa w, definisane sa i(n) = n za sve n iz w. Za-
klju¢ujemo da za svaki a iz M postoji e € w takav da'vazi

m }:-' SAT{;n (e, ig,a).

| 8



Definisimo formulu ¢(z, y) kao ,x je najmanji Godelov broj koji definise y“, u formalnom zapisu
SATgx,(z,i6,y) A (Y2 < £)-SATg, (2,16, ).
Formula ¢ je otigledno A, 4;. Dokazano je da za svaiki Y € M postojt standardni x takav da je
M | SATs, (x,i6,Y),
daklevpostojiv y takav da je M k= p(x,y) samo ako je x standardan. Preostaje da se dokaze da vazi

M = R« (), ilt u razvijenom obliku:

(2) » M = Jv[VzIyWu(z < v — (p(z,u) = u < y))A
Yydzdu(z < v Ap(z,u) Ay < u).
Za v fiksiramo neki nestandardni element v iz M. Neka je x < v. Dokazimo da vazi prvi deo reéenice

(2). Ako je x € w, tada postoji jedinstveni u € M takav da p(x,u) vaii u M, i za y mozemo da uzmemo
u + 1. Ako x nije iz w, tada ne postoji takav u u M, tako da za y mozemo da uzmemo bilo koji y iz M.

Drugi deo re€enice sledi iz
M = VyVu < y3z(z < v A p(z, u)),

§to je posledica Einjenice da je svaki standardni x manjiod v. Q.E.D.

KoRroLAR  Shema R nije sadrzana u deduktivnom zatvorenju ni jednog konaénog fragmenta PA.
Sada smo spremni za dokaz teoreme

TEOREMA 2.2 Za svaki X,-fragment T Peanove aritmetike postoji neprosiriv prebrojiv model M =
T. ' ' : :

DokAz Po Lemi 1.2 postoji prebrojiv model M = T koji ne modelira shemu R, a po Teoremi 1.1
on nije prosiriv.  Q.E.D.

Naravno, tvrdenje Teoreme 2.2 vaZi i za konagne fragmente PA.

Dobro poznata posledica MacDowell-Speckerove teoreme je postojanje wi-like i &-like (x je regularan
kardinal) modela za PA. Na osnovu Teoreme 1.3 i Teoreme 2.2 imamo sledeéi

ICOROLAR  Za regularan kardinal & nijedna kompletna ekstenzija teor{je PAp, koja ne sadrzi shemu R ¢
nema k-like model.

U [K. McAloon] je dokazano sledeée poopstenje Teoreme 2.2:

TEOREMA 2.2%  Svaka teorija T koja je T,-fragment nekog rekurzivnog prosirenja PA ima neprosiriv
prebrojiv model. :

Dokazaéemo da ovakva teorema vazi i za kompletna prosirenja Peanove Aritmetike, dakle imamo:

TEOREMA 2.3  Svaka teorija T koja Jje Ln-fragment nekog kompletnog prosirenja PA ima neprosiriv
prebrojiv model. ‘

Neka je I model za PA. Kazemo da je neki a € M I, -definabilan u modelu M akko postoji ¥,-
formula ¢, jezika £pa takva da je

Mk pa(a) AVz(pa(z) — = = a).
Primetimo da za svaku E,-formulu ¢(z) konzistentnu sa Th(9M) postoji najmanji element a, € M

takav da M |= p(a,). Kazemo da formula ¢ definise a,. Podmodel modela 9 &iji univerzum predstavljaju
svi njegovi elementi koji su T,-definabilni oznatavaéemo sa T2,

9



TEOREMA 2.4 Uz oznake iz prethodnog pasusa imamo:
M <, TN

prema tome 2% je model X,-fragmenta teorije Th(N).

NaPoMENA U sluéaju modela £ pravimo izuzetak od uobicajene notacije i koristimo istu oznaku
za model i njegov univerzum, posto e iz konteksta uvek biti jasno da li je re¢ o modelu ili skupu

DokAz Pretpostavimo da su £,-formula ¢(z,y) i a € ™ takvi da za njih vazi
M = Jzp(z,a)

Posto je a X,-definabilan u 9 postoji neka X,-formuld ¢, takva da je:

M = z3y(p(z, y) A paly)) |

Ako kodiramo uredeni par (z, y) nekim z dobijamo:

M = 3z(p((2)o, (2)1) A pal((2)1))
Formula ¢((2)o, (2)1) A pa((2)1) je X, 1 ona definise b € M takav da

M (e((b)o, (b)1) A pal(b)1))
Posto su b i (b); I, -definabilni u M, imamo (b); € =™, §to je i trebalo dokazati. Q.E.D.

Za posledicu ove Leme imamo to da su u £ svi elementi X,-definabilni. Za ovakav model mozemo da
kazemo da je X,-atomiéki. 1z sledece Leme sled1 Teorema 2.3.

LEMA 2.2  Za svaki pnrodan broj n i svaku teoriju T koja je kompletno prosirenje PA, postoji
Anyr-formula (z,y) jezika PA i model M za T, U {-R<(yp)}, i prema tome shema R« nije sadrZana u
deduktivnom zatvorenju ni jednog ¥,-fragmenta teorije T.

Dokaz LEME 2.2  je vrlo sli€an dokazu Leme 2.1 (uostalom, kao i sama formulacija). Uzmimo
neki model M |= T. Po Teoremi 2.4 imamo X |= T,. Neka je G neki neglavni ultrafilter na D, (£™).
Sada konstruisimo model Fy, (E‘m)/G (i oznagimo ga sa M;) koji je po Teoremi 2.4 takode model za T,,.
Fiksirajmo neki b € M;. On je =¢-klasa ekvivalencije neke ¥,-definabilne funkcije f modela M. Prema
tome, postoje X,-formula ¥(z,y,2) i a iz I takvi da je

fm=n  akko ‘E;?t = ¢(m,n,a). N
Posto je a Xy-definabilan, postoji X,-formula ¢, koja ga definise u £, i imamo

fm=n akko IM | 3z(¥(m, n, z) Aya(2)),
akko TP |= g(m, n).

za neku X,-formulu #. Dalje, _
" B={neIT M SATs (761,n, fn)}

={n e DT | 6(n, fn))
=x7, i

M, k= SATg, (181, ig,b),

gde ig oznaiava =g-klasu ekv1valenc13e dijagonale i univerzuma modela £, Zakljuéujemo da za svaki b iz
F5 . (Z™)/G postoji e € w takav da

Fs,(Z?M/G k= SATg, (e, ig, b).
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ostatak dokaza je isti kao u Lemi 2.1. Q.E.D.

Nazovimo neku teoriju T m-elementarno prosirivom akko svaki model za T ima krajnje £,,,-elementarno
prosirenje koje je model za T.
U [K. McAloon] je dokazano sledeée:

TEOREMA 2.4 Svaki Il 4o fragment svakog rekurzivnog prosirenja PA ima prebrojiv model bez kra-
Jjnjeg 11, -elementarnog prosirenja koje bi bilo model za I, 4. Dakle, 11, ; o-fragmenti PA nisu n-elementarno
prosirivi. . v

Hijerarhijskim profinjavanjem dokaza MacDowell-Speckerove teoreme moze se dobiti prirodan broj k
takav da je svaki X, ¢-fragment PA n-elementarno prosiriv. Posto je za svaku &,-formulu o(z, y)'reéenica
R<(p) 43, dakle nalazi se u X, 4-fragmentu PA, imamo sledece:

HiPoTEZA  Neka je n € w i n > 4. Za svaki prebrojiv model 9 ¥, -fragmenta PA postoji krajnje
Yn—4-elementarno prosirenje M. .

DIGRESJA  Za kraj ovog odeljka napraviéemo malu razradu napomene navedene posle Teoreme 2.3 o
tome da model £ mozemo da nazovemo T,-atomickim. Pokazaéemo da takode moiemo da kazemo i da je
on X, -prost.

Definicije Zp,- (IIn-, By-) elementarno ekvivalentnih modela, ,- (I,-, By-) elementarne klase modela,
Zs- (Iln-, By-) atomicke teorije se lako izvode iz standardnih, pa ih neéemo navoditi. Standardne definicije
se mogu nadi recimo u [C. C. Chang-H. J. Keisler]. Primetimo samo da T,-elementarna klasa nije u opstem
slucaju isto §to i klasa svih modela neke L,-teorije, veé klasa modela neke maksimalno konzistentne B,.-
teorije. Posto je ovo samo digresija, ne navodimo dokaze tvrdenja.

Ako posmatramo neku Z,-elementarnu klasu modela M takvih da je njihova T,-teorija atomicka, i neki
model M € M, presek svih modela iz ove klase je model Z2*, i on je £,-elementarno uloziv u' sve modele iz

M, dakle Z,-prost za klasu M.
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3 Dvokardinalne teoreme

skup {1' € AR E U(:c)} Neka su £ i A bekonagni kardmah Kaie se da teorjja T dozvoljava par
kardinala (, A) akko T ima (k, A)-model, to jest model % takav da je |A| = ki [Ua] = A. Akoje & > A
kaZemo da je model 2 dvokardinalan. Ako postoji dvokardinalan model za teoriju T, kazemo da T dozvoljava
dvokardinalne modele.

Za Cetvorku beskonatnih kardinala %, A, k1, A; formulu
3) (5, A) = (K1, A1)

interpretiramo kao ,Svaka teorija koja dopusta (x,A) dopusta i (k1,A1)% Jedno od opstih pitanja kojima se
bavi teorija modela je: Za koje cetvorke kardinala vazi (3)? Rezultate ovog tipa nazivamo dvokardinalnim
teoremama. Kratak pregled vaznijih rezultata iz ove oblasti moze se naéi u [R. Vaught].

Verovatno najstarija dvokardinalna teorema je Vaught-ova teorema:

TEOREMA 3.0.1  (Vaught-ova teorema o dva kardinala) Ako je teorija T dozvoljava dvokardinalne
modele, onda T dozvoljava i (wy,w). ((k,A) = (wy,w) za bilo koji par kardinala (k, A) takav da je k > A).

Vaught je dokazao ovu teoremu primenom homogenih modela. Mi je neéemo posebno dokazivati, posto
Jje ona posledica Keisler-ove Teoreme o dva kardinala, koja ée bltl dokazana u odeljku ,Sest dokaza jedne
teoreme*.

Chang je formulisao sledeée poopstenje Vaught-ove teoreme, koje moze da se shvati i kao dvokardinalna
verzija donje Lowenheim-Skolemove teoreme:

CuANG-ova HIPOTEZA  Za model 2 iz Teoreme 1.1 postoji € < U takav da je € (w;,w)-model.

U [F. Rowbottom] je dokazano da je ova Hipoteza nekonzistentna sa Godel-ovom aksiomom konstruk-
tibilnosti, V. = L. S druge strane, Chang-ova Hipoteza je konzistentna kao posledica nekih kombinatornih
tvrdenja (v1det| recimo u [S. Todoréevi¢ 1]). Spomenimo jos da je Chang dao i dvokardinalnu teoremu koja
predstavlja poopstenje Vaught-ove teoreme na neprebrojive kardinalnosti i vazi uz GCH (Teorema 3 2.2).
Za nas je sada interesantna Keisler-ova teorema o dva kardinala:

TEoOREMA 3.0.2 (Kelsler ova teorema o dva kardinala) Neka je T-teorija na jeziku koji sadrzi unarni
relacijski simbol U, i neka je model % (k,))-model teorije T (k i A su beskonacni kardmah ik > A) Tada
postoje modeli B i € takvidaje B <A, B<C, |B|=w, |C|=w, i Ug = Ug.

Dokazacemo da se ova Teorema po jaini nalazi izmedu Vaught-ove teoreme i Chang-ove hipoteze, dakle

TEOREMA 3.0.3  Vazi sledeée:

(a) Teorema 3.0.2 = Teorema 3.0.1
(b) Chang-ova Hipoteza = Teorema 3.0.2

Dokaz

(a) Pretpostavimo da je Teorema 3.0.2 taéna. Model € je upravo (w1,w)-model.

(b) Ako Chang-ova Hipoteza vazi i € je kao iz Chang-ove Hipoteze, za model B mozemo da uzmemo bilo
koji prebrojiv elementaran podmodel modela € koji sadrzi skup Uy, i Keisler-ova Teorema vazi. Q.E.D.
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Keisler je u [H. J. Keisler 6] dao aksiomatsku karakterizaciju teorija prvog reda koje dozvoljavaju
dvokardinalne modele. Dakle, dokazano je da teorija ’ T ¢iji jezik sadrzi unarni relacijski simbol U dozvoljava
dvokardinalne modele akko sadrzi shemu svih aksioma oblika:

FveVzodyozo .. . V2, Ay 2n

[/\ v n A N (Ue)) Azi = ) — g = 25)A

=0 1,j=0

N(eitzr - .za) = @i, 1)),
ji=0

gde je n € w i o, p1,...m niz formula jezika L1 &ije su slobodne promenljive medu zg, 2y, ...2,.

3.1 Sest dokaza jedne teoreme

Posto je Keisler-ova teorema usko povezana sa krajnjim elementarnim prosirenjima prebrojivih modela,
ovaj odeljak posve¢ujemo prikazima poznatih dokaza ove teoreme. Prvi dokaz ove teoreme je dat u (1. J.
Keisler 1], kasnije se pojavilo jos nekoliko dokaza ([H J. Keisler 4], [C C. Chang-H. J. Keisler], [Z. Mija-
jlovié 1], [Z. Mijajlovié 2] [Z. Mijajlovi¢ 4]). Svi ovi dokazi, kao §to ¢emo videti, imaju neke osnovne ideje
iste—jezik se prosiruje i pravi se ekspanzija modela 2 sa novom relacijom < koja dobro ureduje skup 4, i
zatim se dokazuje da svaki prebrojiv model 8 teorije dobijenog modela moZe da se prosiri tako da je skup Ug
u prosirenju isti kao i u modelu 8. Napomenimo da postoji i poopstenje ove teoreme za loglku Lw (1.3
Keisler 3]).

Dokaz A [H. J. Keisler 1] U ovom ¢lanku je prikazano nekoliko model-teoretskih primena w-
logike. Pod w-logikom se podrazumeva jezik £ koji se dobija kada se nekom jeziku prvog feda £ dodaju
novi unarni relacijski simbol N i konstantni simboli 0,1,2,... Model za £ je w-model akko je u njemu
N ={0,1,...}. Sledeta teorema formulige potrebne uslove da neka teorija 7' u w-logici ima w-model.

TEOREMA 3.A.1  ([S. Orey]) Neka je T teorija u w-logici. Ako T ima model i ispunjava uslove
(1) N(0),N(1),... su posledice teorije T, _
(2) Za svaku formulu sa jednom slobodnom promenljivom ¢(z) vazi sledece:

Ako su ¢(0),¢(1),... posledice teorije T, onda vazi i T |E Yz N (z) « ¢(z),

tada teorija T' ima w-model.

Za teoriju koja zadovoljava uslove (1) i (2) kazemo da je w-kompletna. _

Dokaz 1. je ilustrovan na Shemi 3.A

(Q(O; UQlo) > (Qla Um) = (Q( Us, <) At = . . .
E(%1U‘3)<)* 'ﬂ) (%:Um;<9Naba0a1!"');)EB =B+ ﬂ' (%1 U%)*
A .
(%1,Uml,<)* Lc—d'(%lyUS:<anb30111"‘)*bEB
A : A
(€, Us, <) = \ (€, Us)
Gde .

¢ 2 D stoji za ,Model D je ekspanzija modela ¢
¢ 24 D stoji za ,Model D je redukt modela €.

Modeli oznageni sa * su prebrojivi.

Shema 3.A
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Dokaz tece ovako:

Na osnovu donje Lovenheim-Skolemove teoreme model 2 ima elementaran podmodel kardinalnosti A+
koji sadrzi skup Ux, tako da mozemo da pretpostavimo da je model 2 (A*, A)-model. (Na shemi je pocetni
(k,A)-model oznagen sa o).

Sada se konstruie ekspanzija modela 2 na jezik £+ = £U {<} takva da je skup A dobro ureden
relacijom < sa tipom uredenja A*. Na Shemi 3.A ovaj model je oznaien sa A+. U modelu At za svaku
formulu ¢(z) jezika £t sa jednom slobodnom promenljivom z vazi sledeca reenica:

(4) ' (Yo1,...90)[V23yTz(z < y A p(z) A Y(zyv1,...00))
—3zV¥23y(z < y A p(z) A P(zyvy, ... va))],

koju mozemo da zapiSemo na sledeéi, pregledniji, nacin:

Vo1, ... v0)[Fiydz € pay(z,y,v1,...0n)
—3z € paJiyd(z,y, v1,...v0)].
(Fiy¥(y) je skraéenica za VzIy(y > z A ¥(y)), ,postoji kofinalno mnogo y za koje vazi ¢Y(y)«, dok oy

oznacava skup svih z iz A za koje U = ¢(z).).
Ovo sledi iz ¢injenice da je kardinal k* regularan.

Neka je (B, U, <) neki prebrojiv model elementarno ekv1valentan sa 2. Posto je skup Usp prebrojiv,
formiramo ekspanzuu B+t ovog modela na jezik £+ U {N,0,1,...} tako da B+ = (B,Us, <, N,0,1,.. D)
bude w-model i da vazi B* |= Vz(N(z) ~ U(z)). Neka je c nova konstanta. Definigimo teoriju T sa
T = Th(B*,b)bep U {b < c/b € B}. Sledeée tvrdenje predstavlja ,srce“ ovog dokaza:

TVRPENJE 3.A.1  Teorija T ima w-model. (w-model teorije T je na Shemi 3.A oznacen sa ‘B, ).
Primetimo usput i sledeée: A

TVRPENJE Za svaka dva w-modela OI 1D takva da je € < D vazi N¢ = Np. (Ngy oznacava interpretaciju
skupa N u modelu 2. ~

DokAz Ako za neki d € D vazi D |= N(d), onda postoji n € w takav da je D= d=n,iprema tome
je d € C. Ovim je dokazano Np C Ng, drugi smer je trivijalan. Q.E.D.

Iz Tvrdenja 3.A.1 dobijamo sledeée
TVRPENJE 3.A.2  Svaki prebrojiv model B = 2 ima elementarno prosirenje B takvo da jeUg = Us,.

Na osnovu Tvrdenja 3.A.2, mozemo da izgradimo elementarni lanac modela duzine wy,

B<B; <By<...<B, <... Y < wy,

takav da je B < 2, i za sve modele B,, 7 < wy vaii Ug = Us,, kao i za model € = U.K“Jl B, tako da
uzimanjem redukata modela B i ¢ dobijamo tvrdenje teoreme. Ova_] lanac je na Shemi 3.A. predstavljen
vertikalnim tackicama.

Preostaje nam jos samo da opisemo

Dokaz TvrpENIJA 3.A.1 Treba dokazati da T zadovoljava uslove Teoreme 3.A.1 Na osnovu
Teoreme o kompaktnosti za predikatski raéun prvog reda, T ima model. Na osnovu iste ove teoreme imamo

TVRPENJE 3.A.3  Reéenica y(c) je konzistentna sa T akko vazi Bt = Vz3Iy(y > z A Y(y)).

(Dokaz nije naveden iz dva razloga—prvi, posto nije tezak, i drugi, posto Lema 4.3 koja je dokazana u
delu 4 predstavlja poopstenje ovog Tvrdenja. )

Takode, za svaku formulu ¥(z, ...) jezika £+ U {N,0,1,...} postoji formula jezika £+ koju oznacavamo

sa ¢'(z,...) takva da .
Tk Vz...(v/g'(:c,...) = P(z,..).
Uz ovo i shemu (4) dokaz Tvrdenja 3.A.1 je &isto tehnicka stvar. Q.E.D.
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Dokaz B [H.J. Keisler 4 U ovom &anku je ukazano na vezu izmedu model-teoretskog forsinga
1 Teoreme o ispustanju tipova. Kao i u [H. J. Keisler 1], dokaz Teoreme 3.0.2 je samo jedan od primera
primene ovog aparata. Daéemo samo kratak opis osnovnih teorema iz &lanka, jer bi potpuniji opis znatno
. prevaziSao okvir ovog rada. Podsetimo se da je L, jezik u kom sintaksna pravila osim standardnih nagina
formiranja formula dozvoljavaju i disjunkcije prebrojivih skupova formula. (Videti [H. J. Keisler 3]).

DEFINICIIA 3.B.1  Neka je ® skup formula jezika L,,,. Reéenica ¢ jezika Ly,,w jeVV 3 nad & akko
Jje oblika '

Vzq1...2;, \/ Iy -y (i A2 AL A enj,),
n<w
gde su sve formule i (1 < i< j,) iz skupa ®.
Klasa modela M je V'V 3-klasa nad ® akko je to elementarna klasa koja ima skup aksioma koje su Vv 3
recenice nad ®. Skup recenica p je ispunjiv u M akko postoji model M € M takav da vazi M E=p.
Neka je C prebrojiv skup novih konstantnih simbola. Za neki skup formula ®, ®(C) oznacava skup svih
recenica dobijenih zamenom svih slobodnih promenljivih u formulama iz ® konstantnim simbolima iz C.

Mozemo da primetimo da je u modelu 2 ¥ V 3-regenica iz Definicije 3.B.1 zadovoljena akko 2 ispusta
m-tip
En={3y - v, (Pn1 Apn2 A Apnj)In < w}.

TEOREMA 3.B.1, PROSIRENA TEOREMA O ISPUSTANJU TIPOVA  Neka je M VYV 3-klasa nad ® i neka
su

On =Vr1.. . Tm, Yn(21,...2m,) neEw,

VV 3-recenice nad ®. Ako je za svako n, svaki konacan skup p C ®(C) koji je ispunjiv u M i svaku my,-torku
(c1,...¢m,) € C™ skup pU {¢n(c1,. .-Cm, )} ispunjiv u M, onda M sadrzi prebrojiv model u kojem svako
¥n vazi.

Shema 3.B predstavlja ovaj dokaz.

(Qlo, UQ{O) > (Ql’ UQi) ﬂ (Ql’ UQ(, <) = Ql+ = 4
=(B,Us,<)* =5 (B,Us, <,b)jcp =5 (B,Us)"
A
(mlyUm:<,b);)eB

A A

(¢1 Um)<’b)b€B ld’ (¢, U{B)
(Oznake su iste kao na Shemi 3.A) ' : )
Shema 3.B A

Sa sheme vidimo da je jedina sustinska razlika izmedu Dokaza A i Dokaza B u tome to se ovde ne koristi
w-logika. ,Vertikalan“korak (sa sheme, korak u kojem se konstruise prebrojivo prosirenje B; modela 8 = A+
takvo da je Ug = U, ) je izveden tako 3to je dokazano da teorija

f T= Th((%, Us, <’b)bEB)) U {a < cla € B}

zadovoljava uslove Teoreme 3.B.1 za sve VYV 3-recenice p, = Yz (-z < aVVyep(z = b)), gde je aiz B. Prema
tome, po Teoremi 3.B.1 teorija T ima prebrojiv model B; u kom su sve recenice ©a istinite. Model B, je
pravo krajnje elementarno prosirenje modela 8. Posto je skup Usg ogranicen u modelu B, za neki b € B
imamo B |= Vz(U(z) — z < b), dakle Up = Ug,. Ostatak dokaza je identi¢an sa odgovarajuéim delom
Dokaza A. o
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Dokaz C [C. C. Chang-H. J. Keisler] Postoje samo dve bitne razlike izmedu ovog i prethodnog
dokaza: :

(a) Koristi se standardna varijanta prosirene Teoreme o ispustanju tipova, i

(b) U ,vertikalnom* koraku se ne konstruise krajnje prosirenje modela 9B, veé prosirenje koje je takvo da su
svi novi elementi veéi od svih elemenata iz skupa Up—dakle, prosirenje koje je krajnje ,,do na skup Ug “.

Zbog ovoga se neéemo mnogo zadrzavati na ovom dokazu. Osvrnimo se na razliku (b). Primetimo da je i
prosirenje iz ,vertikalnog“ koraka u Dokazu A krajnje do na skup Usg, jer skup Uy predstavlja pocetni komad
modela B za uredenje <. (On ne moze da bude kofinalan, jer bi inace u modelu B vasilo Vz3y > z(U(y)).

Dokaz D [Z. Mijajlovi¢ 1] Ovaj ¢lanak se bavi egzistencijom krajnjih prosirenja prebrojivih
modela. Dokazano je da je svaki prebrojiv model u kojem je relacija p (u odnosu na koju trazimo prosirenje)
regularna prosiriv, i dokaz Teoreme 3.0.2 Je jedna od primena navedenih u &lanku.

Kao $to je reeno u napomeni posle Teoreme 1.1, ovde su dati dovoljni uslovi da prebrojiv model bude
proséiriv (uslovi C1, C2. i C3.), i ovi uslovi su po Teoremi 1.2 i potrebni.

Shema ovog dokaza je ista kao i Shema 3.B. Ono Po cemu se ovaj dokaz razlikuje je nacin izvodenja
wvertikalnog“ koraka, gde se i koristi egzistencija krajnjeg prosirenja modela.

U dokazu kljuéno mesto zauzima sledeéa Lema, koja predstavlja varijantu Tvrdenja 3.A.3. Teoriju -
Th((B,Us, <,b)bep) oznaéavamo sa T«. '

LEMA 3.D.1  [Z. Mijajlovié 1, Lema 2] (uporediti sa Tvrdenjem 3.A.3 i Lemom 4.2) Neka je p(z) for-
mula jezika £1 sa jednom slobodnom promeljivom. Tada je ¢(c) nekonzistentno sa T« akko je skup {z|B =
¢(z)} ograniéen u modelu B nekim a € B, drugim reéima B |= Vz(p(z) — z < a). (Napomenimo da su
ova i sledeca Lema u ¢lanku dokazane za bilo koju regularnu relaciju p).

Ova Lema daje semanti¢ku karakterizaciju formula konzistentnih sa teorijom T< u modelu B, tako da
se metamatematicko tvrdenje , Teorija T ispudta tip X, pretvara u iskaz o modelu 8.

Lema 3.D.1 se koristi u dokazu sledeée Leme:

LEMA 3.D.2 [Z. Mijajlovi¢ 1, Lema 3] Teorija T« lokalno ispusta sve tipove oblika
Ea:{z<a}U{z¢b|‘B}:b<a}, a € B.

Po Teoremi o ispustanju tipova teorija T'¢ ima prebrojiv model koji ispusta sve ove tipove, i lako se proverava
da je ovaj model krajnje elementarno pro§irenje modela 8.

Dokaz LEME 3.D.2  (uporediti sa dokazom Leme 4.3) Pretpostavimo suprotno, dakle da postoje
a € B i recenica Jzp(z,c) jezika L. takvi da je za svaku recenicu ¢ € X, recenica Jz(p(z,c) A o)
nekonzistentna sa T<. Dakle reéenice Jz(p(z,c) Az < a)i Jz(p(z,c) Az = b) za svakib € B, b < a su
nekonzistentne sa T<. Iz ovoga i Leme 3.D.1 dobija se kontradikcija. Q.E.D.

Dokaz E  [Z. Mijajlovi¢ 2] Logika L(Q) je progirenje logike prvog reda koje dobijamo ako jeziku
dodamo novi simbol Q i novo pravilo formiranja formula—ako je ¢ formula Jezika logike L(Q), onda je i
Qzy formula istog jezika. Interpretacija za Q je sledeéa: o E Qzyp(z) akko je skup {z € Al E o(z)}
neprebrojiv. Kazemo da je model logike L(Q) u kojem ovo vaii za svaku formulu ¢ standardni model.

Naveséemo bez dokaza neke osnovne teoreme o logici L(Q). Detaljan prikaz ove logike moie se naéi
u [H. J. Keisler 2. Uz sledeée aksiome koje je dao Keisler vazi Teorema kompletnosti za L(Q). (¢i 9 su
proizvoljne formule jezika L(Q)).

DEFINicIA 3.E.1  Keisler-ove aksiome za LQ):

K1. —\Qz(:c:yv:c:z),
(»skup kardinalnosti dva nije neprebrojiv)

K2. VI((p — 1/)) — (Ql,'(p — Qm/;),
(»kvantifikator Q je monoton*)
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K3.  Qze(z) < Que(y),
(smena promenljive, y se ne pojavljuje slobodno u ¢(z))

K4. QyIzp — IxQue V QzIyyp,
(,unija prebrojivih skupova je prebrojiv skup “
K5. Qz(z = z),

(,univerzum je neprebrojiv®).

DEFINICIJA 3.E.2  Teorija T jezika L(Q) lokalno ispusta tip X(z) akko

(a) Za svaku formulu Jzp(x) konzistentnu sa T postoji formula ¢(x) € X(x) takva da je recenica 3z(p(z) A
—1(z)) konzistentna sa T, i :

(b) Postoji formula ¢(z) € £(x) takva da vaii T = ~Qzy(z).
TeoremaA 3.E.1  ([H. J. Keisler 2]) Ako teorija T lokalno ispusta tip ¥, onda ona ima standardni
model koji ispusta tip X. :

Tema ovog ¢lanka je moguénst eliminacije kvantifikatora Q iz teorija ¢iji jezik sadrzi binarni relacijski .
simbol p. Dokazano je da kvantor Q uveden definicijom Qzp(z) & Jizp(z) (za definiciju kvantifikatora
3 videti Dokaz A) zadovoljava Keisler-ove aksiome za logiku L(Q) (definicija 3.E.1). Prema tome, postoji
standardni model za teoriju .

T* = TU{Qg(z) « (Fiz)p(z)le(x) je formula jezika £1 U {Q}}.

Kao ilustracija ove teoreme naveden je i slede¢i dokaz Keisler-ove Teoreme o dva kardinala. Shema
dokaza je predstavljena na Shemi 3.E.

(%o, Usy) > (U,Ux) =B (U Uy, <)=2+ =B
ﬂ (Q‘l) Uﬂ) <, Q) = Q‘l++ =
=  (B,Us,<,Qb)y =5 (B,Us)
A . A
(Qm Uﬁ) <, Q; b)bEB =5 (Q:, Um)

(Oznake su iste kao na Shemi 3.A)

Shema 3.E

Posto je tok ovog dokaza standardan zakljuéno sa konstrukcijom modela 2*, opis poéinjemo od sledeéeg ‘
koraka, konstrukcije modela %**. Ovaj model predstavlja ekspanziju modela At na jezik £+(Q). Kvan-
tifikator Q se uvodi definicijom

Qzp(z) « Vydz(p(z) Ay <z) -~
Lako se proveri da ovako uveden kvantifikator Q zadovoljava Keisler-ove aksiome za logiku L(Q).
Neka je B prebrojiv elementaran podmodel modela 2A*+. Tada vaii _
Lema 3.E.1  TeorijaT = Th("B,a)aep U {—~QzU(x)} lokalno ispusta tip ©(x) = {U(z)}U{z # blb e
B}. , ‘
Dokaz Treba samo da proverimo uslove da li T' i £(z) ispunjavaju uslove (a) i (b) iz Definicije 3.E.2.

(a) Za svaku formulu 3zp(x) konzistentnu sa T' vazi '  3zyp(x), tako da B | Jzp(z) i za neki b € B
B |= ¢(b), tako da je formula 3z(pz A —z # b) konzistentna sa T, i

(b) I'F-QzU(x). Q.E.D.

Po Teoremi o ispustanju tipova za L(Q), teorija T’ ima standardni model € koji je neprebrojiv i vazi
Uec = Up. ‘
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Dokaz F  [Z. Mijajlovié 4] Ovde je dokazano da svaki prebrojiv model prebrojive teorije koja
zadovoljava sledeéu varijantu sheme R:

(5) Vz(Vz < 23yp(z, y) — uVe < 23y < up(e, y))

1 ima definabilne Skolemove funkcije ima krajnje elementarno prosirenje. Interesantna je &injenica da ovde
nije upotrebljen ni jedan oblik teoreme o ispustanju tipova.

Osnovna u dokazu je konstrukcija definabilnog ultraproizvoda. Ovaj dokaz teée isto kao i dokazi B, C
1 D, razlika je samo u veé spomenutom ,ispustanju® Teoreme o ispustanju tipova. Sledi opis ,vertikalnog“
koraka sa sheme.

Primetimo da je za prebrojiv model B svaki definabilan ultraproizvod F(8)/U po Lemi 0.2.1 prebrojiv,
Jer sui B i £y prebrojivi. Pazljivim izborom ultrafiltra U dobija se pravo krajnje prosirenje modela B.
Konstrukcija ovog ultrafiltra je veoma sli¢na konstrukeiji iz dokaza Teoreme 2.1, i takva je da on obezbeduje
ispustanje svih tipova oblika £ = {z < a} U{z # b|B = b < a} za a € B u modelu F(B)/U.

Konstrukcija ultrafiltra U teée ovako:

(1) Sve ogranicene definabilne funkcije (njih w) se poredaju u niz f1, fs, . . .

(2) Formira se prebrojiv niz neograniéenih definabilnih skupova B = Xy D X; O ... takav da je na skupu
X; funkcija f; konstantna.

Dokazimo da je konstrukcija iz (2) izvodljiva. Ako je skup f;'(a) beskonacan za neki a € B, uzmimo
X; = fi'l(a). Pretpostavimo da ovakav a ne postoji. Posto je funkcija f; po pretpostavci ogranicena, iz (5)
se lako dobija kontradikcija. ' »

Da bi se obezbedilo da F(B)/U bude pravo prosirenje modela B, ultrafilter U biramo tako da sadrii
sve skupove oblika {y € B|B | z < y} za z iz B, jer je tada dijagonala ip skupa B dui U veéa od
svili konstantnih funkcija. Posto su skupovi X; neograniéeni i formiraju opadajuéi niz, ovakav ultrafilter U
postoji. _ .

3.2. Dvokardinalne teoreme iznad w,

U svim navedenim dokazima trazeni (w1, w)-model € se konstruise kao unija wi-lanca modela {8, ]y <
w1} takvog da za svaka dva ordinala v i § takva da je y < § < w; vazi By < By41i Up, = Us,,,. Jedini
izuzetak je dokaz F. Ovo je naizgled jedini dokaz u kojem je konstrukcija modela € direktna—nema koraka
u kom se konstruise neprebrojiv lanac elementarnih prosirenja modela. Samo naizgled, jer dokaz Teoreme o
ispustanju tipova za L(Q) sadrzi upravo ovakvu konstrukciju. (Videti [H. ). Keisler 2] ili [Z. Mijajlovi¢ 3]).

Mozemo da primetimo i da je u tri od ovih pet dokaza lanac takav da je za svaki ¥ < wy model By
krajnje prosirenje modela B,. Izuzetak su dokazi A i C, u kojima su proSirenja krajnja ,do na skup Ug*
(videti primedbu uz dokaz C). Prema tome, u dokazima B, D i F, isto kao i u dokazu E, konstruisani model ¢
Jje wy-like dakle ovde je takode dokazano i sledeée: ' '

KOROLAR  Svaka teorija koja ima (x, A)-model za par kardinala (x, A) takavda jew < A < & ima i
w1 -like model. : )

Neka su &, A i 6 beskonaéni kardinali, i £ jezik koji sadrzi unatni relacijski simbol U. Kazemo da je
(#,A)-model % jezika £ 6-dobar akko je A = « ili postoje (8, §)-model B i (6%,6)-model € takvi da je B < 2,
B<Ci Ugp = Ug.

Dakle, po Teoremi 3.0.2. svaki (x,A)-model je w-dobar.
PITANJE 3.2.1  Da li je tacno sledece poopstenje Keisler-ove teoreme na neprebrojiv slucaj:
Svaki neprebrojiv model jezika £ je 6-dobar za svako |£]| < 6 < |A] = a.

i, ako nije, za koju klasu neprebrojivih modela (kardinala @) ovo tvrdenje vazi? (Primetimo da je ovo tvrdenje
konzistentno kao posledica Chang-ove Hipoteze.)
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Vec spomenuta Cinjenica da su dve glavne Leme iz Dokaza D poopstene na neprebrojiv slu¢aj (u delu 4)
otvara mogucnost da neki od opisanih dokaza ,prevedemo“ na neprebrojiv slu¢aj. Kao perspektivne na prvi
pogled izgledaju konstrukcija krajnjeg ,do na skup U “ prosirenja iz Dokaza C i konstrukcija definabilnog
ultraproizvoda iz Dokaza F. Ne treba iskljuiti ni primenu kvantifikatora oblika Q, (,,Postoy R, mnogo*)
kao u Dokazu E. S druge strane, u dokazima dvokardinalnih teorema koje govore o veéim kardinalima, kao
na primer

¢ Morley-eve, koja daje dovoljne uslove da teorema dopusta bilo koji par kardinala, videti recimo u [C.
C. Chang-H. J. Keisler, Teorema 7.2.6) ili '

o Shelah-ove, (R,,w) = (2%°,w) (videti u [S. Shelah 2]),

po pravilu je neizbeina upotreba rezultata iz beskonaéne kombinatorike. U prvom sluéaju je to éuvena
Erdos-Rado-va Teorema. Drugi sluaj je interesantniji—Shelah je prvo dokazao da teorema sledi iz jateg
kombinatornog principa nezavisnog od ZFC (u [S. Shelah 1]), da bi kasnije iskoristio Halpern-Levy Teoremu
do koje su autori dosli uzgred prilikom konstrukcije modela teorije ZF u kojem ne vazi aksioma izbora ali vazi
teorema o egzistenciji prostog ideala u svakoj Boole-ovoj algebri. HL Teorema sada nalazi sve viSe primena
u teoriji modela i drugim oblastima matematike.

Beskonaéna kombinatorika igra isto tako vaznu ulogu i u teoriji x-like modela—recimo u spomenutom
¢lanku [11. J. Keisler 5]. Vise detalja o kombinatornom aspektu dvokardinalnih teorema i x-like modela moie
se naci recimo u [J. H. Schmerl]. (Videti i napomenu posle Teoreme 4.3.) .

Kao 3to je reteno na pocetku dela 3, Chang-ova Hipoteza nije konzistentna sa V = L. Sledeéa teorema
predstavlja vrlo specijalan sluéaj neprebrojive varijante Chang—ove Hipoteze i vazi uz GCH. Ona takode daje
i delimi¢an odgovor na Pitanje 3.2.1.

TeoOREMA 3.2.1 (GCH) Neka je model 2 elementarno univerzalan model neprebrojive kardinalnosti
a, i neka teorija T = Th(2) dopusta neki par kardinala (x,)) takav da je k > X\ > w. Tada za svaki
regularan f§ takav da je max(w, |£1() <  model 2 ima elementaran podmodel B koji je (8%, f)-model.

Dokaz koristi sledeéu teoremu:

TEOREMA 3.2.2 (GCH) (Chang—ova Teorema o dva kardmala) Ako teorija T prebroy vog Jezﬂ\a £
dopusta (k, A) za neke kardinale K > A > w, onda T dopusta i (8%, B) za svaki regularan B.

(Chang je u [C. C. Chang] dokazao da Teorema 3.2.2 vaii za prebrojiv £, a u ([R L. Vaught]) je dat
dokaz za slucaj > |£] > w.)

Dokaz TEOREME 3.2.1  Teorija T po Teoremi 3.2.2 ima (8%, f)-model B. OvaJ model je kardinal-
nosti #* i prema tome je izomorfan elementarnom podmodelu modela A. Q.E.D.

KoroLAR  (GCH) Svaki elementarno univerzalan model 2 je §-dobar za svako § < |A|.

Posto je svaki zasi¢en model elementarno univerzalan, dobijamo korolar Teoreme 3.2.1 ako u njenoj
formulaciji zamenimo ,elementarno umverzalan“ sa ,zasien*. :

i
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4 Prosirenja neprebrojivih modela

U delu 1 potpuno su opisani prebrojivi progirivi modeli, i dokazano je da je klasa prosirivih modela
zatvorena za elementarnu ekvivalenciju u okviru klase prebrojivih modela. U ovom delu je dat dokaz da
klasa prosirivih modela poseduje ovo svojstvo zatvorenosti i u klasi zasi¢enih modela, ali ne i u klasi svih
neprebrojivih modela. U daljem tekstu se podrazumeva da je svako krajnje prosirenje o kom se govori krajnje
u odnosu na relaciju <. '

Simbol R(T<) predstavlja skraéenicu za iskaz ,Teorija T< sadr?i shemu RI“ Ako je x beskonatan
kardinal, k* oznatava najmanji kardinal veéi od k. Kazemo da teorija T¢ dopusta x-prosirenje (skraéeno
&x(T<)) akko je svaki model % | T kardinalnosti x progiriv, a kazemo da T< dopusta k-like model
(skraceno Ok(T<)) akko T ima &-like model.

TEOREMA 1.4, U NOVOJ NOTACIII  Neka je k neprebrojiv regularan kardinal, i A neprebrojiv kardinal.
Tada vazi

a) R(T<) & Eu(T<) & Ou(T<),

b) £x(T<) = R(T<), i

C) OK(T<) = R(T<)

Postavlja se pitanje da li moZemo da simbol => u b) i ¢) zamenimo sa *&’. Za b) odgover je negativan
(Teorema 4.2). U sluéaju c) ovo pitanje se po Teoremi 1.4 svodi na pitanje ,Da li svaka teorija koja ima
wi-like model ima i x-like model za svaki regularan kardinal x7“. Postoje primeri teorija koje za neko x
imaju x*-like model (dakle po Teoremi 1.4 i w;-like model), ali nemaju A-like model za nedostizan kardinal
A (videti [H. J. Keisler 5]). Dakle, uz pretpostavku o egzistenciji nedostiznog kardinala odgovor je negativan.
Bez ove pretpostavke odgovor bi mogao da bude i pozitivan, s obzirom na &injenicu da (uz GCH) teorija
koja ima w;-like model ima i x*-like model za svaki regularan « (takode u [H. J. Keisler 5)).

Evo jedne jednostavne teoreme.
TEOREMA 4.1  Neka Jje k& neki beskonacan kardinal. Ako za svaki beskona¢an kardinal A < & vazi
Ex(T<), tada imamo Ok (Tc), ili u neformalnijoj notaciji

(V/\ S Eg,\(T<)) = 0‘(T<) h

Dokaz  Konstruise se elementarni lanac krajnjih progirenja sli¢no kao u Teoremi 1.6, —(c’ ) = ﬁ(ev),
ali duzine k. Q.E.D. o

NAPOMENA  Teorema 4.1 vaZi i uz ovu, mozda slabiju (videti Pitanje 4.1), pretpostavku: Postoji
kardinal Ag manji od « takav da za svaki kardinal A, Ay < A < & vazi Ex(T<).

Posle ove (trivijalne) teoreme od koje ée kasnije biti koristi, evo jednog pitanja koje po svoj prilici uopste
nije trivijalno: '

PrraNJE 4.1 Da li je ovo taéno:
£x(T<) =&x(T<), zasvaki par kardinala takav daje w< A< k?

U slede¢oj Lemi se vraéamo na temu dela 3, vezu izmedu dvokardinalnih teorema i krajnjih progirenja
modela.
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LEMA 4.1  Neka je k neprebrojiv kardinal. Ako T¢ dopusta (e, ) za neki par kardinala a, B takav
da je a > [ i za svaki beskonacan kardinal A < k vazi £,(T<), tada T« dopusta (k,w).

Dokaz Po Keisler-ovoj teoremi o dva kardinala, postoji (w;,w)-model za T<. Oznatimo ga sa .
" Uzastopnom primenom pretpostavke £x(T <) konstruisemo lanac modela

A< Uy <e ... Uy < ... 1<y<k.
Unija ovog lanca je (k,w)-model za T<. Q.E.D.

LEMA 4.2 Neka je k beskonacan kardinal. Tada svaki (k*, k)-model % ima ekspanziju B na jezik CoqU
{E,<} (< i E su novi binarni relacijski simboli) takvu da Th(B) |= R, ali za neki kardinal o < 2% ne vazi
E(Th(%B)). :

DoKkAz (Uporediti sa [C. C. Chang-H. J. Keisler, Tvrdenje 3.2.11 (i1)].) Neka £ oznagava jezik Cy.
Defini§emo interpretaciju za < tako da ona dobro ureduje A sa tipom k*. Relacijski simbol F interpretiramo
tako da u dobijenoj ekspanziji B modela 2 vazi sledeée:

VzVy(z = y & Vz(E(z,z) & E(z,y)))

Ve(~U(z) - Vy(E(y,z) - U(y)))

(Ovo znati da je funkeija f: A\ Ug — P(Uy,) definisana sa f(z) = {y|2 | E(y, z)} injekcija.)

Ovakva interpretacija za E postoji jer [Us| = & i |A| = &t < 2%, Teorija T¢ = Th(B) modelira
shemu RY, jer je model (B, <) izomorfan sa (k*,<), a kardinal k* je regularan. Teorija T< moie da
ima (k, A)-model samo ako je k < 2*), dakle T« nema ((2*)*,w) model. :

S druge strane, ako pretpostavimo da za svaki kardinal A < 2 vaii &, T<), po Lemi 4.1 dobijamo
8
((2*)*,w)-model za T, to je kontradikcija. Q.E.D.

Upravo je dokazana » ,

TEOREMA 4.2 Postoji teorija T¢ takva da vazi R(T<), ali £x(T<) ne vazi za neki kardinal A takav
dajew< A< 2v,

Osim toga, uz CH imamo: .

TeorEMA 4.3 (CH) Postoji teorija T takva da vazi R(T<), ali &,,(T<) ne vai.

NAPOMENA  Teorema 4.3 vazi i bez (CH). Ovo sledi iz

SPECIJALAN SLUCAJ TVRBPENJA 3.2.11 IV 1z [C. C. Chang-H. J. Keisler]  Postoji teorija T koja
dopusta (w;,w), ali ne dopusta (wy,w).

Dokaz ovog tvrdenja, kao i opstijeg tvrdenja da za svaki prirodan broj n postoji teorija koja dopusta
(wn,w) ali ne i (wn41,w) izvodi se takozvanim metodom identiteta. U sluéaju n-= 1 ovim metodom se dobija
tinjenica da teorija jezika {U, F'} koja sadrzi recenicu —o; dozvoljava (w1,w) ali ne i (wy,w). Ovde je F
binarni funkcijski simbol, U je unarni relacijski simbol, dok je re¢enica oy:

da,b,c,d,e(U(e) A F(a,b) =e A F(b,c)=e A F(c,d) = e A F(d,a) = e),

Sustina je u Cinjenici da za svaku funkciju f koja slika dvoélane podskupove skupa w; u w (oznaka
f:[w2]? — w) postoje ordinali a,b,c,d €wyie €w koji verifikuju recenicu =o'y u modelu (w2, w, f), drugim
retima Eetvorka a, b, ¢,d je na odgovarajudi nagin ,obojena®. S druge strane, postoji funkcija g: [w]? —» w
za koju ne postoje odgovarajuéi ordinali a,b,c,d i e. (Videti recimo u [J. H. Schmerl] za poopstenje i vise .
detalja o metodu identiteta, a u [S. Todoréevi¢ 2] za primer funkeije g. O primeni drugih kombinatornih
tvrdenja u teoriji modela videti u [C. C. Chang-H. J. Keisler] i u [Z. Mijajlovié 3].)

1

Posle negativnog rezultata Teoreme 4.3 dolazi 1 jedan pozitivan: :

TEOREMA 4.4  Teorija T« koja sadrzi shemu R ¢ ima prosiriv model svake nedostizne kardinalnosti.
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NotacwA  Fiksirajmo jezik £ regularne kardinalnosti a sa binarnim relacijskim simbolom <. Sa £t
oznaéavamo jezik £U {¢y|y < o}, gde su ¢, novi konstantni simboli. Za skup formula ® jezika £t sa C(®)
oznacavamo skup svih novih konstantnih simbola (konstantnih simbola iz £ \ £) koji se pojavljuju u nekoj
. formuli iz ®. Valuacija za skup novih konstantnih simbola C = {c;|i € I} u modelu 2 je ncki skup reéenica V
takavdajeV = {¢; = a;|a; € A,i € I}.

Ako je V valuacija za neki C(®), definisemo &y = ®UV. U |= ®(a) je oznaka za ,A |= p(a) za sve
SO € Q u'

DEFINICUA 4.1  Neka je T teorija jezika £ i X(z) tip istog jezika. Kazemo da T a-ispusta ¥ akko za
svaki skup formula ®(z) jezika £ kardinalnosti manje od o koji je konzistentan sa T i za svaki novi kon-
stantni simbol ¢y jezika £ postoji neka formula p(z) € ¥ takva da je teorija TU®U{~p(c,)} konzistentna.

NAPOMENA  Dovoljno je pretpostaviti da ovo vazi samo za skupove formula & zatvorene za konaéne
konjunkcije, jer za svaki ® postoji ®° takav da ® C ®°, ®° je zatvoren za konaéne konjunkcije, i |®¢| = |®|.

Jos JEDNA NAPOMENA  Ovako definisano a-ispustanje se razlikuje od a-ispustanja definisanog u [C. C.

Chang-1. J. Keisler]. Ova varijanta a-ispustanja omogucava istovremeno ispustanje a tipova, Sto se vidi iz
sledece Teoreme. !

TEOREMA 4.5, PROSIRENA TEOREMA O a-ISPUSTANJU TiPOVA  (videti [C. C. Chang-II. J. Keisler,
Teoreme 2.2.9, 2.2.15 i 2.2.19]) Neka je T konzistentna teorija jezika £ regularne kardinalnosti a, i neka je

Xy (z) skup formula jezika £ za svakiy < a. Ako T a-ispusta svaki L,, tada T ima model kardinalnosti ne
vece od o koji ispusta svaki ..

DokAz Ovaj dokaz prati dokaz standardne Prosirene teoreme o ispustanju tipova ([C. C. Chang-
II. J. Keisler, Teorema 2.2.9]). Prvo sve reéenice jezika £ uredimo uniz g, P1,...¢y,... (¥ < @), i tada
konstruisemo lanac teorija

TCTIC...CT,C... 7<a
takav da za svako v < a va#i sledeée:

(1) Svaka teorija T, je konzistentno prosirenje teorije T sa manje od o novih reéenica.
(2) T @y € Ty, ili ~py € Topa.

(3) Ako je ¢, = B:mp( ) iy € Tyt tada Y(cs) € Ty41, gde je cs prva konstanta iz £* kOJa se ne
pojavijuje u T, ni u @,.

(4) Za sve ordinale 6, A < v postoji formula 0} (z) € T, takva da je o) (c6) E Toyt1:

Pre pocetka konstrukcije uredujemo sve nove konstantne simbole iz £+ u niz

5 6 ]
C51Ch41r -+ Coys e T¥<«

za svaki Xs.
Prvo opisimo konstrukcuu teorije Ty41.

(2) Ako je ¢y konzistentna sa T, definisimo T, = T, U {¢,}, inace T,, = T, U {~py}. Ovakav zapis
Jje neformalan, ali formalan zapis bi bio optereéen suvisnim indeksima.

(3) Jednostavno.

Ovo je beskonaéna konstrukcija duzine 7. U 6-tom koraku se za konstantu ¢! nalazi formula g5 € 54
v v

takva da je reéenica —os(c’ +) konzistentna sa teorijom T = Ty U {ox(c))|A < 6}. Takva formula o5 € T
postoji jer je na osnovu (1) T" oblika T U ® za neki skup recenica ® jezika £ takav da je |®| < «, a po
pretpostavei T a-ispusta Xs. Konacno Ty+1 = Uscq Ts-

(1) Sledi iz (2), (3) i (4). ‘
- Ovim je opisana konstrukcija za slu¢aj kada v nije grani¢ni ordinal. Ako je v graniéni ordinal, definisemo

T7 = Us<y Ts. Na kraju, uzmimo T, = Uy<a Tvy. Model za T, generisan konstantama iz £t ispusta sva-
ki ,. Q.ED.
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Neka su o regularan kardinal, 2 zasiéen model jezika £ kardinalnosti o takav da za teoriju TS =
Th(,a)ac vaii R(T%) i c nova konstanta. Neka je teorija T definisana sa Tl U{a < cla € A}, 1z2a
sve a € A neka je Xa(z) skup formula {z < a} U{z # blb € A, b < a}. U sledeée dve leme dokazujemo da
T< a-ispudta ¥, za svaki a € A.

LEMA 4.3 - (Uporediti sa [Z. Mijajlovié 1, Lema2).) Uz zadravanje oznaka iz prethodnog pasusa, neka
Je ®(z) neki skup formula jezika £+ sa jednom slobodnom promenljivom z zatvoren za konaéne kon junkcije,
konzistentan sa T i kardinalnostiy < a. Neka je C(®) = {cs|6 < v}. Tadasu slede¢a tvrdenja ekvivalentna:

(a) Teorija ®(c) U T< nije konzistentna, ’

(b) Postoji b € A takav da je za svaku valuaciju V za C(®) skup

Sy = {z € A|ITh(%,a)aci UV | ®(z)}

ogranicen nekimb.(vazi Sy < b),

(c) Postoji formula ¢(z,y1, .. .y,) jezika £ takva da je za neku n-torku konstantnih simbola Cly...Cn
Jjezika £ formula p(z,cy,...c,) u ®, i za nekib € A: '

Th(¥,a)aca = V2,21, ... 20(p(z, 21,...25) = < b).

Za posledicu ove leme imamo da vasi Sy C Sy, gde su Sy i ¢ kao u formulaciji Leme, dok je

S, = {z|Th(U,a)aca | Iz, ...200(z, 21, . . . 2,)}.

Dokaz

(a)=>(c) Pretpostavimo da je teorija ®(c)UT < nekonzistentna. Tada postoje n-torka ay, . . . a, elemenata
iz A i formula p(z,c1,...¢cn) iz ® (ovde su ¢y, ...c, svi konstantni simboli iz C(®) koje se pojavljuju u ¢)
takvi da vagi : '

Th(%, a)aca = (a1 <cAaz <cA...a, <) — —¢p(c,cy,...cp),
iza b= max(ai,...a,), )

Th(Y,a)aca F b < c— —p(c,cy,...cn)

Th(, a)aca E ¢(c,c1,...¢n) = c<b

Th(¥,a)aea = Vz,21,...20(p(z,71,...2,) > 2 < b)

(c)=(b) Trivijalno. ,

(b)=>(a) Pretpostavimo da je teorija ®(c) U T konzistentna i da za neki b € A i za svaku valuaciju V
vazi Sy < b. Tada postoji model B jezika £+ takav da vazi B |= T U®(c)i]B| = a. Neka A(®) oznacava
skup svih imena elemenata iz A koja se pojavljuju u nekoj formuli iz ®. Posto je [A(®)] < |®| < o, model
Ay = (A b,a)acas) je zasicen. Neka B~ oznaiava redukt modela B 'na jezik Lg,. Posto je model 2y
elementarno univerzalan, model B~ je izomorfan njegovom elementarnom podmodelu. Ovo elementarno
ulaganje definise valuaciju W za C(®) takvu da je tip ®w(z) u modelu 2 realizovan nekim ¢ > b. Prema
tome, u modelu A skup Sw sadrzi element ¢ > b, kontradikcija. Q.E.D.

LEMA 4.4 (Uporediti sa [Z. Mijajlovi¢ 1, Lema 3].) Teorija T« a-ispusta Tq.

Dokaz Pretpostavimo suprotno, dakle da postoji neki skup recenica ®(c, e) konzistentan sa T, takav
da je [®] = A < a, i da je za neki tip Ta(z) i svaku formulu ¢ € %, skup ®(c,e) U {—o(e)} nekonzistentan
sa T< . '

Posto je ®(c,e) U {a < e} nekonzistentno sa T, po Lemi 4.3 dobijamo da je skup
D = {x € AITh(%, a)acs = B(z,¢) U{a < ¢})
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ogranicen nekim d; € A.
Takode, ®(c,e) U {e # b} je nekonzistentno sa T za svaki b € A takav da je b < a, pa po Lemi 4.3
postoje formula py(z, z1,...2,) 1 dy, € A takvi da :
Dy = {z € AITh(%, a)ac4 F Bz, ) U {e = b}}
= {z € A|Th(%,8)acs | ®(z,b)}
C {z € AITh(Y,8)aca | Iz1,...20pb(z, 21,...20)}
- {1" € AITh(Ql, a)BEA |: < d%}

Priinetimo da je ®, = {¢b|b < a} podskup od @, pa je |®a| < 7.
TVRPENJE 4.1  Skup ’ '
' {z € AITh(¥,8)aca E ®(z,e)U{e < a}}
Je ograniéen u A. '
Dokaz Dokazimo prvo da je skup |y, ., Db ograniéen u A, iz Zega sledi i Tvrdenje. '

U Dy C U {z € A|ITh(%,8)aca | 321, ... znpb(z, 21, .. 20)}
b<a b<a

C U {z € A|Th(%,a)aca Fz < d,}
‘PEQA

Preostaje samo da se dokaie da je skup {d,|p € ®a} ogranicen u A. Ali, ovaj skup je kardinalnosti
manje od a, pa je tip ¥(z) = {d, < z|p € ®,} realizovan u % nekime. Q.E.D.

Dokazali smo da je skup
- {z € AITh(%,8)aca k= ¥(z,e) U {e < a}}
ograniéen nekim dj, pa je skup |
{z € AITh(%,8)aca | ®(z,¢)}
={z € A|Th(¥,8)aca F ®(z,e) U {e < a}}
U{z € AITh(2, a)ac4 k= ®(z,€) U{a < €})

takode ogranicen sa d3 = max(d,, d3), i po Lemi 4.3, implikacija (b)=>(a), ®(c, €) je nekonzistentno sa T,
kontradikcija. Q.E.D. ‘

TEOREMA 4°.6  Svaki zasien model % (|A| = «, a je regularan) teorije T< za koju vaii R(T<) je
prosiriv. » T

Dokaz Neka je |A| = a. Teorija T¢ = Th(%,a)aca U {a < cla € A} a-ispusta tip Sa(z) = {z <
a}U{z #blb € A, % |= b < a} za svaki a € A, tako da teorija T< ima model kardinalnosti a koji ispusta
tip Ta(z) za svaki a € A, a taj model je krdjnje elementarno prosirenje modela 2.  Q.E.D.

Podto teorija T« ima zasi¢en model svake nedostizne kardinalnosti veée od |£r <|, Teorema 4.4 sledi

iz dokazanog. Uz (GCH) za svaki regularan kardinal o veéi od |£1 | postoji zasiéen model teorije T«
kardinalnosti o, tako da imamo

TeoREMA 4.7 (GCH) Teorija T takva da vazi R(T<) ima prosiriv model svake regularne kardinal-
nosti o takve da je a > |Lt_]|. '

TEOREMA 4.8  Za svaku wl-kategdriéku teoriju T< za koju vazi R(T<) i za svaki regularan kardinal
K vaZi : :

(a) £x(T<),
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(b) Ox+(T<), i

(c) Ovakva teorija ne postoji.

DokAz Po Morley-evoj teoremi o kategoriénosti (videti recimo u [C. C. Chang-1I. J. Kcisler, Teorema
7.1.14]) svaki neprebrojiv model za T¢ je zasiéen, pa (a) sledi iz Teoreme 4.7. (b) sledi iz (a) i primedbe
posle Teoreme 4.1.

U zasi¢enom modelu kardinalnosti x svaki definabilan skup je kardinalnosti k, dok je u svakom x-like
modelu 2 za proizvoljni a € A skup A = {z € A|2 |z z < a} kardinalnosti manje od k. Prema tome, x-like
model ne moze da bude i zasiéen. Iz ovoga i (b) sledi (¢). Q.E.D.

Po Teoremi 4.6 svaki zasi¢en model teorije T< za koju vazi R(T<) je prosiriv. Dokazimo da klasa
neprebrojivih proirivih modela ovim nije potpuno opisana, veé¢ da postoje i neprebrojivi prosirivi inodeli
koji nisu zasiéeni.

TEOREMA 4.9  Ako je T teorija prebrojivog jezika £ O L£pa koja ima model ¢iji je redukt -na £pa
standardni model aritmetike (w, S, +, -, <,0) onda su svi modeli teorije T prosirivi.

Dokaz Ovo je u stvari Napomena posle Teoreme 4.1. Q.E.D.

KOROLAR  Za svaki neprebrojiv kardinal k postoji prosiriv model kardinalnosti k koji nije zasicen.

Dokaz Neka je T kao u prethodnoj Teoremi. Ova teorija ima k-like model, a x-like model ne moize
da bude zasiéen (videti dokaz Teoreme 4.8). Q.E.D.

KorOLAR Svaka teorija T koja ima w-like model ima prosiriv model svake beskonaéne kardinalnosti.

DokAz Mozemo da pretpostavimo da je £1 N Lpa = {<}. Oznaéimo sa A w-like model teorije T.
Model 2 ima ekspanziju A! na jezik £1 U £pa &iji je redukt na £pa standardni model za PA. Dakle,
teorija T) = Th(') zadovoljava uslove Teoreme 4.9, i svi modeli su joj prosirivi. Redukti modela teorije
T; su upravo trazeni modeli. Q.E.D. !

Modeli ovakve teorije T koji nemaju ekspanziju na jezik £1 U £pa mogu da budu neprosirivi (ukoliko
postoje). '
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