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za mnoge praktidne savete. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



0 Uvod 

0.1 Osnovne definicije i opis glavnih rezultata 

Navedimo prvo definiciju pojma koji predstavlja osnovnu temu ovog rada. 

DEFINICIJA 0.1.1 Model 93 je (elementarno) krajnje prairenje modela 2t u odnosu na neku binarnu 
relaciju p 93) akko je 93 (elementarno) progirenje modela ne postoje b E B \ A, a E A takvi da 
vaii 93 k p(b, a). Elementarno krajnje progirenje je jako akko za sve b E B \ A, a E A vali 93 k p(a, b). 
Elementarno proglrenje modela 2t je pravo akko se razlikuje od modela 21, dakle akko je B \A 0 0. U daljem 
tekstu se podrazumeva da su sva pro§irenja o kojima se govori prava. 

Ka2emo da je model 2t prairiv akko ima (pravo) jako krajnje elementarno proS'irenje. 

Po rezultatu iz [Z. MijajloviC 1] svaki prebrojiv model koji zadovoljava shemu reEenica prvog reda 
koju oznaEavamo sa R+ (videti tekst pre Leme 1.1) ima krajnje elementarno pro§irenje. S druge strane, po 
[R. MacDowell-E. Specker], svaki (prebrojiv iii neprebrojiv) model Peanove Aritmetike (PA) ima krajnje 
elementarno prairenje. Ova dva rezultata ostavljaju sledeCa pitanja otvorenim: 

(1) Da li je shema R+ i potreban uslov za progirivost nekog prebrojivog modela? 

(2) Da li postoje fragmenti PA koji su takvi da su svi njihovi modeli pro§irivi, bas' kao i modeli cele 
PA? 

U Teoremi 1.1 je dat pozitivan odgovor na (1), iz Eega sledi da je pro§irivost osobina prve vrste za 
prebrojive modele (Teorema 1.2). Odgovor na pitanje (2) je negativan za vrlo §iroku klasu fragmenata PA-
svaki teorija jezika aritmetike koja sadrii shemu aksioma indukcije za Acrformule (/A 0 ) i Eiji je svaki model 
prairiv sadrii PA. (Videti recimo u [J. Paris-L. Kirby]). 

Rezultat Teoreme 1.2 otvara i sledeCe pitanje: 

(3) Da li je prairivost osobina prve vrste i za neprebrojive modele? 

U Teoremi 2.2 je dokazano da svaki E n-fragment PA ima neprairive prebrojive modele (ovo je na 
drugi naEin dokazano u [K. McAloon]), ali je dat i primer pravog fragments PA Eiji su svi prebrojivi modeli 
pro§irivi. Dokazano je (Teorema 2.3) da svaki E n-fragment svakog kompletnog pro§irenja PA ima prebrojiv 
neprogriv model. 

Ispostavlja se da se stvari veoma komplikuju kada se posmatra proAirivost neprebrojivih modela. U 
Teoremi 4.7 je dokazano da je svaki zasiCen model za progriv, dok je u Teoremi 4.2 dokazano da postoje 
neprebrojivi nepro§irivi modeli za R+ kardinalnosti < 2'. Ovo daje negativan odgovor na (3), afi i postavlja 
mnoga druga pitanja, recimo: 

(4) Da li Teorema 4.7 vaii i za neku drugu klasu modela, posebno za neko od poopAtenja zasiCenih 
modela? 

(5) Kako opisati neprebrojive prairive modele (moida pomoCu neke apstraktne logike?) 

Odgovor na ova dva pitanja moRla sadrii podelu svih tipova nad modelom 2t na „bitne" i „nebitne", 
tako da bi 2t bio progiriv akko realizuje sve svoje „bitne" tipove. 

Osim ove, „glavne" linije, rad sadrii i par digresija. Prva je u delu 1 i tie se oh-like modela. Podsetimo 
se definicije (sa IAA oznaEavamo kardinalnost skupa A). 
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DEFINICIJA 0.1.2 Model 21 eiji jezik saddi relacijski simbol < je col-like model akko je 	= wl i 
i{x E Aix < a}I = w za svaki a E A. Ako je K regularan kardinal, model 91 je K - like akko je iAl = K 

i{x E Aix < a}i < K za svaki a E A. 

U Teoremi 1.4 je dokazano da kompletna teorija T ima wl-like model akko su joj svi prebrojivi modeli 
Druga digresija je na kraju dela 2, gde je definisana E„-verzija prostog modela neke teorije T. 

TreCu digresiju predstavlja deo 3, u kom su prikazani dokazi Keisler-ove teoreme o dva kardinala (Teorema 
3.0.2), i ukazano je na vezu dvokardinalnih teorema sa krajnjim pro§irenjima modela. 

NOTACIJA Sistem aksioma Peanove aritmetike (recimo kao u [C. C. Chang-H. J. Keisler, str. 40]) 
oznaeavamo sa PA. Slovima 21 (A), 93 (B),... oznaeavamo modele (njihove univerzume), dok slovima 931 
(M), 91 (N) oznaeavamo modele PA (njihove univerzume). Slova x, y, z,... oznaeavaju promenljive, dok 
slova a,b,c,... oznaeavaju konstante. Za logieke veznike koristimo standardne oznake V, A, i dok 
simboli 	i <=> oznaeavaju metamatematieka tvrdenja „implicira" i „ako i samo ako" (skraCeno akko). 

Za model 21 jezika teorija modela 21 (oznaka Th(20) je skup svih reeenica c,o jezika takvih da vaii 
21 cp. Kaiemo da su dva modela 21 i 93 istog jezika ,C elementarno ekvivalentna (oznaka 21 -.7 93) akko je 
Th(2t) = Th(93). Ako je A neki skup, sa P (A) oznaeavamo njegov partitivni skup—skup svih podskupova 
skupa A. Za skup reeenica (1) (za model 21), C4, (Cs) oznaeava jezik skupa (1. (modela 21). 

Kao skupovno-teoretsku osnovu koristieemo Zermelo-Frwnkel-ovu teoriju skupova, ZF (videti recimo u 
[C. C. Chang-H. J. Keisler]). Grekim slovima a, 16, 7,... oznaeavamo beskonaene kardinale. Kaiemo da je 
kardinala regularan akko za svaki neopadajuCi niz kardinala 71, 72, ... 76, duiine /3, gde je 13 ordinal manji 
od a, takav da je a = 1.15 < py6 vaii 76 = a za neki 6 < Q. Kardinal a je nedostiian akko je regularan i za sve 
kardinale p < a va2i 20  < a. Za proizvoljan ordinal a sa 1 ,t,„ oznaeavamo a-ti beskonaean kardinal. Hipoteza 
Kontinuuma (skraCeno CH) je tvrdenje 2 14 . = R i . Generalisana Hipoteza Kontinuuma (skraCeno GCH) je 
tvrdenje „Ra+1 = 2 14 ° za svaki ordinal a". Kao §to je poznato, ova dva tvrdenja su, kao i pretpostavka o 
egzistenciji nedosti2nog kardinala, nezavisna od teorije ZF. 

Ako su X i Y skupovi elemenata nekog modela 91 i x njegov element, x < X stoji za Vy E X(x < y). 
Slieno definiAemo i X < x, dok X < Y stoji za /x E X(x < Y). Dakle, 21 < e  93 je ekvivalentno sa 21 -< 93 i 
B \ A > A. 

0.2 Definabilni ultraproizvod 

Pato se konstrukcija definabilnog ultraproizvoda koristi u vise navrata u tekstu koji sledi, njen opis 
izdvajamo u poseban odeljak. 

Pretpostavlja se da je eitalac upoznat sa pojmom ultraproizvoda i sa Los-ovom Teoremom (takodje 
poznatom i kao Fundamentalna teorema o ultraprizvodima). Pregled raznih vrsta ultraproizvoda se moie 
naCi u [J. L. Bell-A. B. Slomson], [C. C. Chang-H. J. Keisler] ili [Z. MijajloviC 3]. 

DEFINICIJA 0.2.1 Teorija T jezika ima ugradene Skolemove funkcije akko za svaku egzistencijalnu 
formulu axco(x, yi, 	yn ) postoji n-arni term t v, jezika takav da 

T 	(Vm. , • • • Yn)(3x(P(x) y1 • • Yn) 	W(tip(Yi I • • • Yn), 	• • Yn)) 

Model 21 ima ugradene Skolemove funkcije akko ih ima teorija Th((21, a)aEA). 

DEFINICIJA 0.2.2 Neka je 21 model koji ima ugradene Skolemove funkcije. Jezik 	oznaeavaeemo 
kratko sa Z. Skup B C Ak je definabilan s parametrima u modelu 21 akko postoji formula 9,(xi, ...xk,z 1 , 
zn ) jezika i n-torka elemenata a1 , ...an  iz A takvi da je 

(b1, ... bk) E A k 	akko 	21 	ya(bi I • • • bk, al, • • • an ). 

Kaiemo da je m-arna funkcija f: Am 	A definabilna u modelu akko je njen graf definabilan kao 
podskup skupa Am+ 1 . 
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Oznartimo sa D (F) skup svih definabilnih podskupova (definabilnih unarnih funkcija) skupa A u mo-
delu 2t. Neka je U ultrafilter skupa D. DefiniAimo relaciju ekvivalencije na skupu F sa: 

f •-• g akko je 	E 	fx = gx} E D. 

Definabilni ultrastepen modela 2t je model koji je definisan na sledeCi 

• univerzum modela je skup svih klasa ekvivalencije relacije 

• interpretaciju R n-arnog relacijskog simbola p jezika definigemo sa: 

R(bi, . • •bn) 
	

akko 	E A Ip(bi (a), b2(a) 	(a))} E G. 

(slkno se definigu i interpretacije funkcijskih simbola). 

Ovako definisan model ozna'6avaCemo sa 1 -(93)/U. 

Dokaz da za ovakav model vaii verzija Los-ove teoreme izvodi se indukcijom po kompleksnosti formule 
jedina razlika u odnosu na dokaz standardne Los-ove teoreme je u koraku za egzistencijalni kvantifikator, 

u kom se koristi egzistencija ugradenih Skolemovih funkcija. 

SledeCa Lema se govori o kardinalnosti definabilnog ultraproizvoda i bide iskori§Cena kasnije. 

LEMA 0.2.1 

IF/UI < 1 AI + le21 1 

DOKAZ U skupu ima elemenata najvi§e koliko ima formula jezika £21 i konaInih nizova elemenata 
skupa A, dakle lAt 1C2d. Pogto vazi IF/UI < IDI, tvrdenje je dokazano. Q.E.D. 

Napomenimo jo§ da je istu konstrukciju moguCe sprovesti i ako se u njoj skup D zameni skupom P(A) 
(videti recimo u [C. C. Chang—II. J. Keisler, Veiba 6.4.30J). U ovom sluEaju definabilan ultraproizvod 
moiemo da smatramo za podmodel (elementaran, naravno) ultrastepena HD% odreden definabilnim funkci-
jama (odnosno njihovim klasama ekvivalencije). 
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1 Progirenja prebrojivih modela 

TEOREMA 1.1 Model 21 jezika ima jako krajnje elementarno progirenje u odnosu na relaciju p samo 
ako modelira shemu R p , koja se sastoji od svih reeenica oblika 

p (co) 
	

Vv[Vx3yVu(p(x, v) 	(cp(x, u) —+ p(u, y))) ---+ 

	

3yVxVu(p(x, v) 	(w(x,u) 	p(u, y)))], 

gde je cp bilo koja formula sa dve slobodne promenljive jezika Z. 

DOKAZ Pretpostavimo da ovo nije tadno. Tada postoji model 21 jezika koji ima krajnje elementarno 
prairenje i formula co(x, y) jezika takva da vaii 21 	 Imamo 

21 = 3v[Vx3yVu(p(x, v) —+ (cp(x,u) 	p(u, y)))A 

Vy3x3u(p(x, v) A (p(x,u) A -'p(u,  y))] 

Tada postoji neki a E A takav da 

(1) 
	 k Vx3yVu(p(x, a) 	(co(x , u) 	p(u, y))), i 

	

21 k Vy3x3u(p(x, a) A co(x, u) A 	y)) 

93 k Vy3x3u(p(x, a) A v(x, u) A -,p(u, y)) 

Ako je y neki b E B \ A, imamo 

93 3x3u(p(x, a) A gx, u) A -p(u,  b)) 

pa za neke cEBidEB vaii: 

93 	(p(c, a) A 40(c,  d) A 	b)), 

tako da imamo c E A i d E B \ A. S druge strane, po (1) imamo: 

91 	3yVu(p(c, a) --+ (v(c,u) 	p(u, y))) 

i za neki e E A, 

	

21 1 Vu(p(c, a) 	(co(c, u) 	p(u, e))) 

	

21 = Vu(co(c, u) 	p(u, e)) 

93 	Vu(co(c, u) 	p(u, e)), 

ali postoji d E B takav da d > e za sve e E A, i 

B = ip(c, d) 

Ovo je kontradikcija. Q.E.D. 
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U elanku [2. Mijajlovie 1] dokazano je da svaki prebrojiv model koji zadovoljava sledeee reeenice: 

Cl. Vx3y-ip(x,y) 

C2. Vedyaz(p(x, z) A p(y, z)), 
i za sve formule co(x, u) jezika Z: 

C3. Vv[Vx3yVu(p(x, v) 	ep(x, u) 	p(u, y))) 
3yVxVu(p(x, v) ---+ Mx, u) 	p(u, y)))], 

ima jako krajnje elementarno pralrenje. Uslov Cl. je ispunjen akko model 21 nema najveCi element u odnosu 
na relaciju p, i oeigledno je neophodan za egzistenciju jakog krajnjeg elementarnog prairenja. Neophodnost 
usldva C3. je dokazana u Teoremi 1.1. Dokaiimo da je i uslov C2. neophodan. 

LEMA 1.1 Model 21 ima jako krajnje elementarno progirenje samo ako zadovoljava uslov C2. 

DOKAZ Pretpostavimo suprotno, dakle da va2i: 

21 k ax3yV 	z) V -'p(y,  z)) 

i da postoji model 23 koji je jako krajnje elementarno prairenje modela 21. Fiksirajmo neki a E B\ A. Tada 
postoje b i c iz A takvi da 

2(1 Vz(-,p(b, z) V -,p(c, z)), dakle 

23 	--,p(b, a) V --,p(c, a) 

§to je u kontradikciji sa pretpostavkom da je model 23 jako prairenje modela 21. Q.E.D. 

Dakle, na osnovu dokazanog imamo 

TEOREMA 1.2 Postojanje jakog krajnjeg elementarnog prairenja je osobina prvog reda za prebrojive 
modele. 

Simbolom R;17-  oznaeavamo shemu R, U {C1, C2}. 

Dokaz da neka teorija T ima k-like model po pravilu teee tako gto se konstrui§e lanac krajnjih elemen-
tarnih progirenja nekog modela teorije T kardinalnosti manje od rc. Zbog ovoga je rezultat sledeee Teoreme 
o nepostojanju modela za teoriju koja ne sadrii shemu R. <  sasvim oeekivan. 

Simbol T<  oznaeava kompletnu teoriju jezika sa binarnim relacijskim simboloin < koja sadrii aksiome 
linearnog uredenja za <. 

TEOREMA 1.3 Neka je K regularan kardinal. Ako teorija T<  ne sadrii shemu 	onda ona nema 
K-like model. 

DOKAZ Pretpostavimo da je model 93i 1 T <  k-like i da postoji formula cp(x, y) jezika e koja nije 
regularna u 9)1. Tada imamo 

(2) 
	

9ft f 3v[VxayVu(x < v 	(tp(s, u) 	u < 

Vy3x3u(x < v A co(x, u) A y < u). 

Za svaki t E M definielmo skup Mt  sa 

Mt = {x E  M1fil 13y > zW(t, z)}. 

Ako u (2) fiksiramo v = v, na osnovu prvog dela reeenice za svaki x E M skup MX  je ogranieen, a na 
osnovu drugog vazi 

M  = U Mx = U Mx' 
x<v 	TEM P. 

Pato je 93/ sc-like, zakljueujemo da je skup M unija manje od K svojih podskupova od kojih je svaki 
kardinalnosti manje od K. Pato je K regularan, dobili smo kontradikciju. Q.E.D. 
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Sledeea teorema sumira rezultate ovog odeljka. 

TEOREMA 1.4 Ako je T<  kompletna teorija i jezik prebrojiv, sledeea tvrdenja su ekvivalentna: 

(a) T <  ne sadrii shemu 1 . 

(b) T <  nema pro§iriv model. 

(c) Neki prebrojiv model za T<  nije proS1riv. 

(d) T<  nema k-like model ni za jedan regularan kardinal K. 

(e) T<  nema 	model. 

DOKAZ 
(a) <=> (b) q (c) Ovo je Teorema 1.2. 

(a) 	(d) Teorema 1.3. 

(e) = (c) DokazaCemo kontrapoziciju, -, (e) 

Neka je model 931 neki prebrojiv model za T< . Po pretpostavci, 931 ima jako krajnje elementarno 
pro§irenje fill. Konstrui§emo elementarni lanac 

931 -<e 9111 -<e • • • '<e 	'<e • • • 	< 

dtdine w 1 . Unija ovog lanca je w 1 -like model za T < . Q.E.D. 

Mostowski i Fuhrken su postavili sledeee pitanje (videti [H. J. Keisler 5]): 

Za koje parove kardinala K, A svaka teorija T koja ima 	model ima i A-like model? 

Implikacija -,(d) 	-1(e) daje delimiean (i ne nov:—videti recimo u [2. Mijajlovie 4]) odgovor na ovo 
pitanje: 

KOROLAR Svaka teorija T koja ima k-like model za neki neprebrojiv kardinal k ima i w1-like model. 
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2 Modeli fragmenata Peanove aritmetike 

Kao sto je poznato, u svakom modelu fit za PA je moguee kodiranje konaenih nizova elemenata 
skupa M pojedinaenim elementima istog skupa. Ako broj a kodira n-torku brojeva (too, b 1 , 	sa (a)1 
oznaeavamo bi (i = 0, 1, 	n - 1). Veoma je znaeajna einjenica da je ovo kodiranje primitivno rekurzivno, 
dakle formalan zapis tvrdenja „a kodira n-torku (b0, b i , 	je E0-formula. 

Za modele PA vaii sledeCa 

TEOREMA 2.1 (MacDowell-Specker-ova Teorema) Svaki model PA ima jako krajnje elementarno 
progirenje iste kardinalnosti. (videti [R. MacDowell-E. Specked) 	, 

U Teoremi 2.2. je dat dokaz da ovo tvrdenje ne vaii za modele E n-fragmenata PA. Ovde demo dati 
skicu dokaza Teoreme 2.1. (Veoma detaljan dokaz se mote naCi u [A. Blass]). 

Lako se proveri da u standardnom modelu za PA vaii sledeee 

TVRDENJE 2.1. Neka je f (a, b) binarna funkcija na skupu w , i neka je X neogranieen podskup od w. 
Tada postoji neogranieen skup Y C X takav da za svaki n E w vaii iii 

3p3m E nix > m(x E Y f (n, x) = p) iii 

Vp3m E YVx > m(x E Y f(n,x) > p), 

Tvrdenje se, primenom kodiranja u PA, lako poopiti za slueaj kada je funkcija f k-arna za neki k > 1. 

SHEMA DOKAZA TEOREME 2.1 

• Tvrdenje 2.1 formalizujemo u PA, 
• dakle Tvrdenje 2.1 vaii u svakom modelu za PA, i sada 
• fiksiramo model 931 = PA. Sve formule sa tri slobodne promenjljive so(x, y, z) jezika CPA poredamo u 

niz so0 , (p i  , 	Svaka funkcija f definabilna sa parametrima u modelu fit je definabilna pomoCu neke formule 
iz niza, recimo sok, i elementa a E A sa f(x) = y <#. 932 = sok(x, a, y) (primena kodiranja n-torki u PA!). 
Konstruigemo niz neogranieenih (i definabilnih u 931) skupova 

M = X 	X2 

tako da se Xk+1 dobija primenom Tvrdenja 2.1 na Xk i Wk. Sa (i, oo) oznaeimo skup 	E 	< n}. 
Skup {Xi E Li)} U {(i, oo)ii E M} je sadrian u nekom neglavnom ultrafiltru definabilnih skupova D, 
i .F(931)/D je traieno proiirenje modela 931. Ow) proiirenje je pravo pato ultrafilter D sadrii skup (i, oo) za 
svaki i E M, a krajnje je poito je svaka ogranieena funkcija dui D jednaka konstanti. Q.E.D. 

NAPOMENA Teorema 2.2 vaii i za sve teorije T prebrojivog jezika 	£13.4 koje su takve da postoji 
ekspanzija standardnog modela za PA, (w, S, •, <, 0) koja je model za T. Za teorije koje sadrie neko kom-
pletno proiirenje aritmetike razlieito od Th(w, S, +, •, <, 0) ovo u opitem slueaju ne vaii, jer svaki prebrojiv 
nestandardni model aritmetike ima ekspanziju u kojoj ne vaii shema regularnosti, naime ekspanziju 21 u 
kojoj postoji bijekcija f: A. (Videti [J. L. Bell-A. B. Slomson, str. 244-245]). 

DEFINICIJA 2.1 Kakmo da je formula En -' (110 formula akko niz kvantifikatora u nekoj njenoj 
preneks normalnoj formi poeinje sa 3 (V) i sadrii najvik n -1 promenu tipa kvantifikatora. Formula je An  
akko je i En  i Formule koje su Boole-ovske kombinacije E n -formula i Iln -formula (dakle-one koje su 
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dobijene od njih konaenom primenom konjunkcije i negacije) nazivamoB n -formulama. Ako je T teorija, Ti, 
oznaeava njen En -fragment, teoriju koja se sastoji od svih E n  reeenica koje su pos/edice teorije T. 

SledeCa definicija predstavlja hijerarhijsko profinjenje Definicije 0.1. 

	

DEFINICIJA 2.2 Model 21 je -elementarno progirenje modela2t (93 -< n 	akko za svaku En -formulu 
co(x , 	z rn ) i svaku m-torku al, 	elemenata iz B vazi 

So(ai y • • am) 	akko 
	

93  k So(ai , • .. am  ). 

Na sliean naein definikmo krajnje En -elementarno pro§irenje i jako krajnje En -elemen tarn° progirenje. 

Primetimo da je E n -elementarno pro§irenje isto §to i 	B„-elementarno pro§irenje, uz oeekivane 
definicije ovih pojmova. 

Kaiemo da teorija T sadrii neku shemu formula akko deduktivno zatvorenje teorije T sadrii to shemu 
kao skup formula. 

Neka je 21 model za PA. Za skup B C Ak kaiemo da je En -definabilan sa parametrima u modelu 2l akko 
za neki prirodan broj 1 postoji E n-formula ti) sa I k slobodnih promenljivih i /-torka b 1 , elemenata iz 
A takva da vaii: 

B = {(al, ...ak)121 k 0(14, •••ak,bi., • • •131)}• 

Kaiemo da je n-arna funkcija f E n -clefinabilna akko je njen graf definabilan kao podskup od An+ 1 . 
FE„ (21) oznaeava skup svih E n-definabilnih unarnih funkcija u modelu 21, dok D y,(20 oznacava skup svih 
En -definabilnih podskupova od A. Fiksirajmo maksimalni filter G nad Dn (%). Sa =G oznaeavamo relaciju 
jednakosti dui ultrafiltra G na skupu FE n  (20. Na kolieniekoj strukturi FE,,(20/ =G defini§imo interpretacije 
relacijskih i funkcijskih simbola na isti naein kao i u odeljku 0.2. Dobijeni model oznaeavamo sa FE„ (21)/G. 

Za model FE. (20/G vaii oslabljena verzija Los-ove teoreme, naime 21 -< y, FE„ (21)/G. Dokaz ovog 
tvrdenja se izvodi isto kao dokaz Los-ove Teoreme za definabilni ultraprizvod u odeljku 0.2, jedino se korak 
za egzistencijalni kvantifikator izvodi samo do na E n -formule (p. U ovom koraku bitnu ulogu igra moguenast 
kodiranja k-torki. (Za dokaz videti recimo u Mijajlovie 3]). 

U PA postoji En -formula SATE. koja izraiava E n -definabilnost istine u PA, drugim reeima 

PA k 	 SATE„( r Y I  , xi, • • • xn), 

gde I 11) 1  oznaeava Godel-ov broj formule 1b (videti recimo u [C. Smorynski]). 

LEMA 2.1 Za svaki prirodan broj n postoji A n+i-formula jezika PA, yo(x,y) i model 931 za PA„ U 
(y;)} , i prema tome shema R. <  nije sadriana u deduktivnom zatvoregju ni jednog En  -fragmenta PA. 

DOKAZ Oznaeimo sa 931 model FE.(91)/G, gde je 01 standardni model za PA, (w, S, •,<, 0). Po 
Lemi 2.1, 932 k PAR . 

Svaki element a modela 931 je dui filtra G jednak nekoj E n -definabilnoj funkciji f modela 91 i postoji 
En-formula 0(x, takva da je 

fm = n 	akko 	91 ik(m, n). 

Prema tome, 
B = fn E wI91 SATEJ r , n, fn)} 

= fn E c0101 	tk(n, fn)} 
= w, i 

931 k SATE,,( 	1 , iG , a), 

gde iG oznaeava =G-klasu' ekvivalencije dijagonale i skupa w, definisane sa i(n) = n za sve n iz w. Za-
kljueujemo da za svaki a iz M postoji e E w takav da'vaii 

931 k sATE„(e, iG, a). 
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Definigimo formulu co(x, y) kao „x je najmanji Godelov broj koji definik y", u formalnom zapisu 

SATE„(x, iG, y) A (Vz < x)—,SATE.(z, iG, y). 

Formula co je oeigledno A n 4.1. Dokazano je da za svaki y E M postoji standardni x takav da je 

931 SATE„ (x, iG , y), 

dakle postoji y takav da je 931 = w(x, y) samo ako je x standardan. Preostaje da se dokak da vaii 

931  k 	(co), 	ili u razvijenom obliku: 

(2) 	 931 k 3v[Vx3yVu(x < v 	(co(x, u) 	u < y))A 

Vylx3u(z < v A co(x, u) A y < u). 

Za v fiksiramo neki nestandardni element v iz M. Neka je x < v. Dokaiimo da vaii prvi deo reeenice 
(2). Ako je x E w, tada postoji jedinstveni u E M takav da (p(x,u) vazi u 931, i za y mokmo da uzmemo 
u 1. Ako x nije iz w, tada ne postoji takav u u M, tako da za y mo2emo da uzmemo bilo koji y iz M. 

Drugi deo reeenice sledi iz 
931 VyVu < y3x(x < v A co(X, u)), 

§to je posledica einjenice da je svaki standardni x manji od v. 	Q.E.D. 

KOROLAR Shema Te <  nije sadriana u deduktivnom zatvorenju ni jednog konaenog fragmenta PA. 

Sada smo spremni za dokaz teoreme 

TEOREMA 2.2 Za svaki E n -fragment T Peanove aritmetike postoji neprogiriv prebrojiv model 9fl 
T. 

DOKAZ Po Lemi 1.2 postoji prebrojiv model 931 1 T koji ne modelira shemu R. < , a po Teoremi 1.1 
on nije progiriv. 	Q.E.D. 

Naravno, tvrdenje Teoreme 2.2 vai i za konaene fragmente PA. 

	

Dobro poznata posledica MacDowell—Speckerove teoreme je postojanje 	i 	(K. je regularan 
kardinal) modela za PA. Na osnovu Teoreme 1.3 i Teoreme 2.2 imamo sledeei 

KOROLAR Za regularan kardinal k nijedna kompletna ekstenzija teorije PAn  koja ne sadrii shemu TZ < 
 nema K-like model. 

U [K. McAloon] je dokazano sledeCe poop§tenje Teoreme 2.2: 

TEOREMA 2.2+ Svaka teorija T koja je En -fragment nekog rekuriivnog proSlrenja PA ima nepro§iriv 
prebrojiv model. 

DokazaCemo da ovakva teorema vaii i za kompletna pro§irenja Peanove Aritmetike, dakle imamo: 

TEOREMA 2.3 Svaka teonja T koja je En -fragment nekog kompletnog proSlrenja PA ima neprogiriv 
prebrojiv model. 

Neka je 931 model za PA. Kaiemo da je neki a E M E n -definabilan u modelu 93/ akko postoji En-
formula co8  jezika CPA takva da je 

9Y1 ya.(a) A Vx(co a(x) 	x = a). • 

Primetimo da za svaku En -formulu co(x) konzis'tentnu sa Th(9Y1) postoji najmanji element as  E M 
takav da 931 = co(a,p ). Kalemo da formula y, definige a,. Podmodel modela 931 eiji univerzum predstavljaju 
svi njegovi elementi koji su E n-definabilni oznaeavaCemo sa E. 
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TEOREMA 2.4 Uz oznake iz prethodnog pasusa imamo: 

911 
 

prema tome E n  je model E„-fragmenta teorije Th(911). 

NAPOMENA 	U slucaju modela E„'n  pravimo izuzetak od uobicajene notacije i koristimo istu oznaku 
za model i njegov univerzum, posto ce iz konteksta uvek biti jasno da Ii je rec o modelu iii skupu 

DOKAZ Pretpostavimo da su E„-formula c'(x, y) i a E E„'n  takvi da za njih vaii 

fit 	3xcp(x, a) 

Pos'to je a E„-definabilan u fit postoji neka E„ -formulg Wa  takva da je: 

931 k 3x3y(W(x, y) n cOa(y)) 

Ako kodiramo uredeni par (x, y) nekim z dobijamo: 

911 = 3z(cp((z)o, (z)1) n  cpa((z)1)) 

Formula p((z)o, (z)1) n cpa ((z)1) je En , i ona definis"e b E M takav da 

931 = (cp((b)o, (b)1) n  pa((b)1)) 

Posto su b i (b) 1  E„ - definabilni u 911, imamo (b) 1  E E„'n, s'to je i trebalo dokazati . 	Q.E.D. 

Za posledicu ove Leme imamo to da su u Et  svi elementi E„-definabilni. Za ovakav model moiemo da 
kaiemo da je E„-atomicki. Iz sledece Leme sledi Teorema 2.3. 

LEMA 2.2 Za svaki prirodan broj n i svaku teoriju T koja je kompletno prosirenje PA, postoji 
O n  +l-formula cp(x, y) jezika PA i model 911 za T„ U {-'R < (cp)}, i prema tome shema R<  nije sadrzana u 
deduktivnom zatvorenju ni jednog E„-fragmenta teorije T. 

DOKAZ LEME 2.2 je vrlo slican dokazu Leme 2.1 (uostalom, kao i sama formulacija). Uzmimo 
neki model 911 = T. Po Teoremi 2.4 imamo E n  = T,,. Neka je G neki neglavni ultrafilter na  
Sada konstruisimo model F(E)/G (i oznacimo ga sa 911 1 ) koji je po Teoremi 2.4 takode model za T. 
Fiksirajmo neki b E M1 . On je =G-klasa ekvivalencije neke E tt -definabilne funkcije f modela E. Prema 
tome, postoje E n -formula Ili( c, y, z) i a iz E„'n  takvi da je 

f m. = n 	akko 	E 	~'(m, n, a). - 

Posto je a E,;-definabilan, postoji E„-formula Wa  koja ga definis-e u En'n , i imamo 

fin = n 	akko 	En'n  = 3x(i,b(m, n, x) n-pa(, ).), 

akko 	E„'n  B(m, n). 

za neku E„-formulu 0. Dalje, 

B = {n E EnnlEnn SATE, ( 191  , n, f n)} 

{n E E„'n ~ E 	0(n, fn)} 

= E 	i 

9111 	SAT, (t  91  , iG, b), 

gde iG oznacava =G-klasu ekvivalencije dijagonale i univerzuma modela E. Zakljucujemo da za svaki b iz 
Fj„(E)/G postoji e E w takav da 

FE„()/G = SATE p (e, iG, b). 
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ostatak dokaza je isti kao u Lemi 2.1. 	Q.E.D. 

Nazovimo neku teoriju T m-elementarno prairivom akko svaki model za T ima krajnje E rn -elementarno 
progirenje koje je model za T. 

U [K. McAloon] je dokazano sledeee: 

TEOREMA 2.4 Svaki Ile+2  fragment svakog rekurzivnog progirenja PA ima prebrojiv model bez kra-
jnjeg Il n -elementarnog prairenja koje bi bilo model za 11,1 +2. Dakle, Iln+2-fragmenti PA nisu n-elementarno 
proSiri vi. 

Ilijerarhijskim profinjavanjem dokaza MacDowell—Speckerove teoreme mote se dobiti prirodan broj k 
takav da je svaki E n +k-fragment PA n-elementarno progiriv. PoRo je za svaku E n -formulu yo(x, y) reeenica 
1?, ‹  (so) nn +3, dakle nalazi se u E n 4.4-fragmentu PA, imamo sledeCe: 

IIIPOTEZA Neka je nEco i n > 4. Za svaki prebrojiv model 931 En -fragmenta PA postoji krajnje 
En _ 4 -elementarno progirenje 931 1 . 

DIGRESIJA Za kraj ovog odeljka napraviCemo malu razradu napomene navedene posle Teoreme 2.3 o 
tome da model ET moiemo da nazovemo E n -atomiekim. PokazaCemo da takode motemo da katiemo i da je 
on En -prost. 

Definicije E n - (1-1, - , B e - ) elementarno ekvivalentnih modela, E n - (Be-, B e -) elementarne klase modela, 
En - (H e -, B e -) atomieke teorije se lako izvode iz standardnih, pa ih neeemo navoditi. Standardne definicije 
se mogu naei recimo u [C. C. Chang—H. J. Keisler]. Primetimo samo da E n-elementarna klasa nije u op§tem 
slueaju isto gto i klasa svih modela neke E n -teorije, veC klasa modela neke maksimalno konzistentne B„-
teorije. Po§to je ovo samo digresija, ne navodimo dokaze tvrdenja. 

Ako posmatramo neku E n-elementarnu klasu modela M takvih da je njihova E n -teorija atomieka, i neki 
model 932E M, presek svih modela iz ove klase je model ET, i on je E n-elementarno ulotiiv u sve modele iz 
A 4, dakle E n -prost za klasu M. 
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3 Dvokardinalne teoreme 

Neka je T teorija eiji jezik sadrii unarni relacijski simbol U. Za neki model 21 teorije T, (IA oznaeava 
skup {x E Al21 	U(x)}. Neka su K i .\ bekonaeni kardinali. Kaie se da teorija T dozvoljava par 
kardinala (K, A) akko T ima (K,.\)-model, to jest model 21 takav da je lAl = K i 	= a. Ako je K > A 
kaiemo da je model 21 dvokardinalan. Ako postoji dvokardinalan model za teoriju T, kaiemo da T dozvoljava 
dvokardinalne modele. 

Za eetvorku beskonaenih kardinala K, A, K i , a l  formulu 

( 3 ) 
	

(K, A) 

interpretiramo kao „Svaka teorija koja dopuAta (K, A) dopugta i (Ki, AO". Jedno od opstih pitanja kojima se 
bavi teorija modela je: Za koje eetvorke kardinala vaii (3)? Rezultate ovog tipa nazivamo dvokardinalnim 
teoremama. Kratak pregled vanijih rezultata iz ove oblasti mole se naCi u [R. Vaught]. 

Verovatno najstarija dvokardinalna teorema je Vaught-ova teorema: 

TEOREMA 3.0.1 	(Vaught-ova teorema o dva kardinala) Ako je teorija T dozvoljava dvokardinalne 
modele, onda T dozvoljava i (w1,w). ((lc, A) 	(w 1 , co) za bilo koji par kardinala (K, A) takav da je K > A). 

Vaught je dokazao ovu teoremu primenom homogenih modela. Mi je neCemo posebno dokazivati, po§to 
je ona posledica Keisler-ove Teoreme o dva kardinala, koja ce biti dokazana u odeljku „Sest dokaza jedne 
teoreme". 

Chang je formulisao sledeee poop§tenje Vaught-ove teoreme, koje mole da se shvati i kao dvokardinalna 
verzija donje Lowenheim-Skolemove teoreme: 

CIIANG-OVA HIPOTEZA Za model 21 iz Teoreme 1.1 postoji Q -< 21 takav da je 	,w)-model. 

U [F. Rowbottom] je dokazano da je ova Hipoteza nekonzistentna sa GOdel-ovom aksiomom konstruk-
tibilnosti, V = L. S druge strane, Chang-ova Hipoteza je konzistentna kOo posledica nekih kombinatornih 
tvrdenja (videti recimo u [S. TodoreeviC 1]). Spomenimo jo§ da je Chang dao i dvokardinalnu teoremu koja 
predstavlja poopgtenje Vaught-ove teoreme na neprebrojive kardinalnosti i vaii uz GCII (Teorema 3.2.2). 
Za nos je sada interesantna Keisler-ova teorema o dva kardinala: 

TEOREMA 3.0.2 (Keisler-ova teorema o dva kardinala) Neka je T-teorija na jeziku koji sadrii unarni 
relacijski simbol U, i neka je model 21 (K, A)-model teorije T (K i A su beskonaeni kardinali i K > A). Tada 
postoje modeli 23 i Q takvi da je 93 -‹ 21, B IBI = w, ICI = wl  i UB = UC • 

DokazaCemo da se ova Teorema po jaeini nalazi izmedu Vaught-ove teoreme i Chang-ove hipoteze, dakle 

TEOREMA 3.0.3 	Vail sledeee: 

(a) Teorema 3.0.2 = Teorema 3.0.1 

(b) Chang-ova Hipoteza 	Teorema 3.0.2 

DOKAZ 
(a) Pretpostavimo da je Teorema 3.0.2 taena. MOdel Q je upravo (col, w)-model. 
(b) Ako Chang-ova Hipoteza vaii i je kao iz Chang-ove Hipoteze, za model 23 moiemo da uzmemo bilo 

koji prebrojiv elementaran podmodel modela koji sadrii skup Ue , i Keisler-ova Teorema vaii. Q.E.D. 
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Keisler je u [H. J. Keisler 6] dao aksiomatsku karakterizaciju teorija prvog reda koje dozvoljavaju 
dvokardinalne modele. Dakle, dokazano je da teorija T eiji jezik sadrii unarni relacijski simbol U dozvoljava 
dvokardinalne modele akko sadrii shemu svih aksioma oblika: 

3v0Vx03y0zo ...Vxn3Ynzn 
n 

vo 
..0 

#yi n A ((U(x j ) A xi = zi) 
i,i=o 

yi = xj)A 

m 

A xn) 	9,i(yi, • .. yo) , 

gde je n E w i we, wi, ... co rn  niz formula jezika ,CT eije su slobodne promenljive medu x o , xl, 

3.1 Sest dokaza jedne teoreme 

Po§to je Keisler-ova teorema usko povezana sa krajnjim elementarnim progirenjima prebrojivih modela, 
ovaj odeljak posveCujemo prikazima poznatih dokaza ove teoreme. Prvi dokaz ove teoreme je dat u [II. J. 
Keisler 1], kasnije se pojavilo jo§ nekoliko dokaza ([H. J. Keisler 4], [C. C. Chang-H. J. Keisler], [Z. Mija-
jlovie 1], [2. Mijajlovie 2], [Z. MijajloviC 4]). Svi ovi dokazi, kao §to Cemo videti, imaju neke osnovne ideje 
iste—jezik se prairuje i pravi se ekspanzija modela 21 sa novom relacijom < koja dobro ureduje skup A, i 
zatim se dokazuje da svaki prebrojiv model 93 teorije dobijenog modela mote da se prorgiri tako da je skup 
u prairenju isti kao i u modelu 23. Napomenimo da postoji i poop§tenje ove teoreme za logiku LW 1 W  ([II. J. 
Keisler 3]). 

DOKAZ A 	[H. J. Keisler 1] 	U ovom elanku je prikazano nekoliko model-teoretskih primena w- 
logike. Pod w-logikom se podrazumeva jezik 	koji se dobija kada se nekom jeziku prvog reda dodaju 
novi unarni relacijski simbol N i konstantni simboli 0,1, 2, ... Model za 	je w-model akko je u njemu 
N = {0, 1, ...}. SledeCa teorema formuli§e potrebne uslove da neka teorija T u w-logici ima co-model. 

TEOREMA 3.A.1 ([S. Orey]) Neka je T teorija u w-logici. Ako T ima model i ispunjava uslove 

(1) N(0), N(1),... su posledice teorije T, 

(2) Za svaku formulu sa jednom slobodnom promenljivom cp(x) vaii sledeee: 
Ako su yo(0),w(1), 	posledice teorije T, onda va2i i T = VxN(z) 	co(x), 

tada teorija T ima w-model. 

Za teoriju koja zadovoljava uslove (1) i (2) kaiemo da je w-kompletna. 
Dokaz 1. je ilustrovan na Shemi 3.A 

( 9t0 U20 ) 	( 21, U2) 	(21, U2t ‹) = 91+ a 
red -7-_-(93, U93, <)* 	(93, U93, <, N, b, 0 , 1 ,...)bEB = 93+ 	(93, 	* 

A 
(93i, u931,  ‹),,, 

(931, U93, <,N,b,O, 1 ,• •43EB 

A 	 A 

d (T, 	 red 
, <)  

Gde 

stoji za „Model D je ekspanzija modela 	i 

stoji za „Model D je redukt modela 

Modell oznaeeni sa * su prebrojivi. 

(l, U93) 

Shema 3.A 
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Dokaz teee ovako: 
Na osnovu donje Lovenheim-Skolemove teoreme model 21 ima elementaran podmodel kardinalnosti A+ 

koji sadrZi skup (ht , tako da molemo da pretpostavimo da je model 21 (A+, ))-model. (Na shemi je poeetni 
.)-model oznaeen sa 210). 
Sada se konstrui§e ekspanzija modela 21 na jezik ,C+ = U {<} takva da je skup A dobro ureden 

relacijom < sa tipom uredenja A+. Na Shemi 3.A ovaj model je oznaeen sa 21+. U modelu 21+ za svaku 
formulu so(x) jezika e+ sa jednom slobodnom promenljivom x vazi sledeea reeenica: 

(4) 	 (Vvi , vOriz3y3x(z < y A w(x) A 0(xYvi 	vn)) 
---axVz3y(z < y A yo(x) A tk(xyvi,. • • vfl))], 

koju molemo da zapi§emo na sledeei, pregledniji, naein: 

(Vvi  , 	vn )Pry3x E cowk(x, y, vi, 	vn) 

E co2c3M,b(x, y, vi, ...vn)]. 

(3/yik(y) je skraeenica za Vx3y(y > x A 0(y)), „postoji kofinalno mnogo y za koje vaZi b(y)", dok coa 
oznaeava skup svih x iz A za koje 21 	v)(x).). 

Ovo sledi iz einjenice da je kardinal tc+ regularan. 

Neka je (B, U93,<) neki prebrojiv model elementarno ekvivalentan sa 21. Po§to je skup 	prebrojiv, 
formiramo ekspanziju ovog modela na jezik U {N, 0,1, tako da 93+ = (93, Us, <, N, 0, 1, ...) 
bude co-model i da vaii 93+ = Vx(N(x) 4-+ U(x)). Neka je c nova konstanta. Defini§imo teoriju T sa 
T = Th(93+, b)b E B U {b < cjb E B}. Sledeee tvrdenje predstavlja „srce" ovog dokaza: 

TVRDENJE 3.A.1 Teorija T ima w -model. (w -model teorije T je na Shemi 3.A oznaeen sa B 1 ). 

Primetimo usput i sledeee: 

TVRDENJE Za svaka dva w-modela Q i D takva da je Q 	vaii N,. = Ng. (N2 oznaeava interpretaciju 
skupa N u modelu 21. 

DOKAZ Ako za neki d E D 	N(d), onda postoji n E w takav da je 	d = n, i prema tome 
je d E C. Ovim je dokazano ND C Ne , drugi smer je trivijalan. Q.E.D. 

Iz Tvrdenja 3.A.1 dobijamo sledeee 

TVRDENJE 3.A.2 Svaki prebrojiv model 93 	ima elementarno pro§irenje 93 1  takvo da je U93 = Us,. 

Na osnovu Tvrdenja 3.A.2, moiemo da izgradimo elementarni lanac modela duiine w 1 , 

	

93 -‹ 931 -‹ 93 2 	. . . 	937 	. . . 	< 1  , 

takav da je 93 -< 21, i za sve modele 93 7 , y < col vaii U93 = U93 7  , kao i za model it = 	<4.0  937  tako da 
uzimanjem redukata modela B i C dobijamo tvrdenje teoreme. Ovaj lanac je na Shemi 3.A. predstavljen 
vertikalnim taelcicama. 

Preostaje nam jo§ samo da opi§emo 

DOKAZ TVRDENJA 3.A.1 	Treba dokazati da T zadovoljava uslove Teoreme 3.A.1 Na osnovu 
Teoreme o kompaktnosti za predikatski raeun prvog reda, T ima model. Na osnovu iste ove teoreme imamo 

TVRDENJE 3.A.3 Reeenica ti(c) je konzistentna sa T akko vaii 93+ k Vx3y(y > x A 0(y)). 

(Dokaz nije naveden iz dva razloga—prvi, po§to nije teiak, i drugi, po§to Lema 4.3 koja je dokazana u 
delu 4 predstavlja poop§tenje ovog Tvrdenja.) 

Takode, za svaku formulu 	...) jezika e+ U {N, 0, 1, ...} postoji formula jezika ,C+ koju oznaeavamo 
sa '(x, ...).) takva da 

T = vx 	(b(x, ...) 4 -4 O'(x,...)). 

Uz ovo i shemu (4) dokaz Tvrdenja 3.A.1 je eisto tehnieka stvar. Q.E.D. 
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DOKAZ B [H. J. Keisler 4] 	U ovom elanku je ukazano na vezu izmedu model-teoretskog forsinga 
i Teoreme o ispuRanju tipova. Kao i u [H. J. Keisler 1], dokaz Teoreme 3.0.2 je samo jedan od primera 
primene ovog aparata. Daeemo samo kratak opis osnovnih teorema iz elanka, jer bi potpuniji opis znatno 
prevazi§ao okvir ovog rada. Podsetimo se da je L„,,, jezik u kom sintaksna pravila osim standardnih naeina 
formiranja formula dozvoljavaju i disjunkcije prebrojivih skupova formula. (Videti [II. J. Keisler 3]). 

DEFINICIJA 3.B.1 Neka je (1) skup formula jezika L„,„. Reeenica cp jezika L„,,, je V V 3 nad (1) akko 
je oblika 

Vxi ...xm  V 3y1 • • •yi„(coni A fl 2 A ... A W nj n ), 

n<w 

gde su sve formule c)„i (1 < i < jn ) iz skupa (1). 
Klasa modela M je V V 3-klasa nad akko je to elementarna klasa koja ima skup aksioma koje su V V 3 

reeenice nad'. Skup reeenica p je ispunjiv u M akko postoji model 932 E M takav da vazi 932 = p. 
Neka je C prebrojiv skup novih konstantnih simbola. Za neki skup formula (1 , , (1)(C) oznaeava skup svih 

reeenica dobijenih zamenom svih slobodnih promenljivih u formulama iz (1) konstantnim simbolima iz C. 

Mcdemo da primetimo da je u modelu 21 V V 3-reeenica iz Definicije 3.B.1 zadovoljena akko 21 ispu§ta 
m-tip 

En  = {3y1 . • . yi, -..(Pni A son2 A ... A yoni.)In < w}. 

TEOREMA 3.B.1, PRO§IRENA TEOREMA 0 ISPU§TANJU TIPOVA Neka je M V V 3-klasa nad (1)i neka 

Son = V x 	xm„ On(x , xm „) 	n E w, 

V V 3-reeenice nad (1). Akoje za svako n, svaki konaean skup p C (I)(C) koji je ispunjiv u M i svaku m n -torku 
(c i , 	E Cmn skup pU c ,nn ispunjiv u M, onda M sadrii prebrojiv model u kojem svako 
(pn  vaii. 

Shema 3.B predstavlja ovaj dokaz. 

(210, U91 0 ) > (21, U91) => (21, U9i, <) = 21+ E 

-a-(93,* 	(93,U93,<,b)i; E B 
	red 

(93, U93)* 
A 

(ail, UT, bAEB 
A 
	

A 

• 

(Q, U93, <, b)bEs 
	red 

(T, U93) 

(Oznake su iste kao na Shemi 3.A) 

Shema 3.B 

Sa sheme vidimo da je jedina satinska razlika izmedu Dokaza A i Dokaza B u tome gto se ovde ne koristi 
w-logika. „Vertikalan" korak (sa sheme, korak u kojem se konstrui§e prebrojivo progrenje 93 1  modela B F_ 21+ 
takvo da je U23 = U93 1 ) je izveden tako §to je dokazano da teorija 

T = Th((B, U93, <, b)bEB)) U < cla E B} 

zadovoljava uslove Teoreme 3.B.1 za sve VV3-reeenice cp e  = Vx(-'x < aV VbEa(r = b)), gde je a iz B. Prema 
tome, po Teoremi 3.B.1 teorija T ima prebrojiv model 93 1  u kom su sve reeenice cp 8  istinite. Model 931 je 
pravo krajnje elementarno pro§irenje modela B. Pat'o je skup U93 ogranieen u modelu 93, za neki b E B 
imamo B Vx(U(x) x < b), dakle = U93 1 . Ostatak dokaza je identiean sa odgovarajuCim delom 
Dokaza A. 

su 
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DOKAZ C [C. C. Chang-H. J. Keisler] 	Postoje samo dye bitne razlike izmedu ovog i prethodnog dokaza: 

(a) Koristi se standardna varijanta pro§irene Teoreme o ispu§tanju tipova, i 
(b) U „vertikalnom" koraku se ne konstruik krajnje pro§irenje modela 93, vee pro§irenje koje je takvo da su 

svi novi elementi veCi od svih elemenata iz skupa UB --dakle, progirenje koje je krajnje „do na skup UB". 

Zbog ovoga se neeemo mnogo zadriavati na ovom dokazu. Osvrnimo se na razliku (b). Primetimo da je i 
proSIrenje iz „vertikalnog" koraka u Dokazu A krajnje do na skup UB, jer skup U93 predstavlja poeetni komad 
modela 23 za uredenje <. (On ne moge da bude kofinalan, jer bi inaee u modelu 93 vaiilo Vx3y > x(U(y)). 

DOKAZ D [2. Mijajlovic 1] Ovaj elanak se bavi egzistencijom krajnjih pro§irenja prebrojivih 
modela. Dokazano je da je svaki prebrojiv model u kojem je xelacija p (u odnosu na koju traiimo pro§irenje) 
regularna pro§iriv, i dokaz Teoreme 3.0.2 je jedna od primena navedenih u elanku. 

Kao §to je reeeno u napomeni posle Teoreme 1.1, ovde su dati dovoljni uslovi da prebrojiv model bude 
pro§iriv (uslovi Cl, C2. i C3.), i ovi uslovi su po Teoremi 1.2 i potrebni. 

Shema ovog dokaza je ista kao i Shema 3.13. Ono po emu se ovaj dokaz razlikuje je naein izvodenja 
„vertikalnog" koraka, gde se i koristi egzistencija krajnjeg proAirenja modela. 

U dokazu kljueno mesto zauzima sledeCa Lema, koja predstavlja varijantu Tvrdenja 3.A.3. Teoriju 
Th((93, U23, <,b)E,E B) oznaeavamo sa T < . 

LEMA 3.D.1 	[2. Mijajlovie 1, Lema 2] (uporediti sa Tvrdenjem 3.A.3 i Lemom 4.2) Neka je yo(x) for- mula jezika ,CTS  sajednom slobodnom promeljivom. Tadaje co(c) nekonzistentno sa T<  akko je skup {x193 co(x)) ogranieen u modelu 93 nekim a E B, drugim reeima 93 = Vx(cp(x) 	x < a). (Napomenimo da su ova i sledeea Lema u elanku dokazane za bilo koju regularnu relaciju p). 

Ova Lema daje semantieku karakterizaciju formula konzistentnih sa teorijom T <  u modelu 93, tako da 
se metamatematieko tvrdenje „Teorija T <  ispata tip Ea " pretvara u iskaz o modelu 93. 

Lema 3.D.1 se koristi u dokazu sledeee Leme: 

LEmn, 3.D.2 [2. MijajloviC 1, Lema 3] Teorija T<  lokalno ispuRa sve tipove oblika 

Ea  ={x< a} U 	b193 b < a}, 	a E B. 

Po Teoremi o ispu§tanju tipova teorija T <  ima prebrojiv model koji ispu§ta sve ove tipove, i lako se proverava 
da je ovaj model krajnje elementarno proAirenje modela B. 

DOKAZ LEME 3.D.2 	(uporediti sa dokazom Leme 4.3) Pretpostavimo suprotno, dakle da postoje 
a E B i reeenica 3xgo(x, c) jezika ,CTS takvi da je za svaku reeenicu o E..  Ea  reeenica 3x(cp(x , c) A -, o) nekonzistentna sa T < . Dakle reeenice 3x((p(x , c) A -ix < a) i 3x(co(x , c) A x = b) za svaki b E B, b < a su nekonzistentne sa T <  . Iz ovoga i Leme 3.D.1 dobija se kontradikcija. Q.E.D. 

DOKAZ E [2. Mijajlovie 2] 	Logika L(Q) je pro§irenje logike•prvog reda koje dobijamo ako jeziku 
dodamo novi simbol Q i novo pravilo formiranja formula—ako je go formula jezika logike L(Q), onda je i Qxso formula istog jezika. Interpretacija za Q je sledeCa: 21 = Qxw(x) akko je skup E Al21 so(x)) 
neprebrojiv. Kagemo da je model logike L(Q) 'u kojem ovo vaii za svaku formulu standardni model. Nave§Cemo bez dokaza neke osnovne teoreme o logici L(Q). Detaljan prikaz ove logike mote se naCi 
u [11. J. Keisler 2]. Uz sledeCe aksiome koje je dao Keisler vaii Teorema kompletnosti za L(Q). i su proizvoljne formule jezika L(Q)). 

DEFINICIJA 3.E.1 	Keisler-ove aksiome za L(Q): 

K1. = y V x z), 
(„skup kardinalnosti dva nije neprebrojiv") 
K2. V xep 	(Qvp Qx0), 
(„kvantifikator Q je monoton") 
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K3. Qx(P(x) QYAY), 
(srnena promenljive, y se ne pojavljuje slobodno u 

K4. Qy3xy, 3xQycp V Qx3y(p, 
(„unija prebrojivih skupova je prebrojiv skup") 

K5. Qx(x = x), 
(„univerzum je neprebrojiv"). 

DEFINICIJA 3.E.2 Teorija T jezika L(Q) lokalno ispugta tip E(x) akko 

(a) Za svaku formulu ixco(x) konzistentnu sa T postoji formula 0(x) E E(x) takva da je reeenica 3x(co(x) A 
--4(x)) konzistentna sa T, i 

(b) Postoji formula T,b(x) E E(x) takva da vaii T = -,Qx0(x). 

TEOREMA 3.E.1 	([H. J. Keisler 2]) Ako teorija T lokalno ispu§ta tip E, onda ona ima standardni 
model koji ispu§ta tip E. 

Tema ovog elanka je moguenst eliminacije kvantifikatora Q iz teorija Eiji jezik sadrii binarni relacijski 
simbol p. Dokazano je da kvantor Q uveden definicijom Qxya(x) <=> 3ix(p(x) (za definiciju kvantifikatora 
3/ videti Dokaz A) zadovoljava Keisler-ove aksiome za logiku L(Q) (definicija 3.E.1). Prema tome, postoji 
standardni model za teoriju 

T* = T U {Qp(x) 	(31x)W(x)140(x) je formula jezika £T U {Q}}. 

Kao ilustracija ove teoreme naveden je i sledeCi dokaz Keisler-ove Teoreme o dva kardinala. Shema 
dokaza je predstavljena na Shemi 3.E. 

(9to U2l0 ) 	U21) 2124  (21, U2 <) = 21+  
exp 

( 21 , U21) < (4) = 21++  E 

exp 
-4 

red E 	(93, U93, <, Q,b)4 B 	(13, U93)* 
A 	 A 

red 	r , 

(C, U23, Q, NbeB —÷ 	u 93)• 

(Oznake su iste kao na Shemi 3.A) 

Shema 3.E 

Po§to je tok ovog dokaza standardan zakljueno sa konstrukcijom models 2t+, opis poeinjemo od sledeCeg 
koraka, konstrukcije modela 2t++. Ovaj model predstavlja ekspanziju modela 11+ na jezik £+(Q). Kvan-
tifikator Q se uvodi definicijom 

Qx<p(x) +-+ Vy3x(w(x) A y < x) 

Lako se proveri da ovako uveden kvantifikator Q zadovoljava Keisler-ove aksiome za logiku L(Q). 

Neka je 13 prebrojiv elementaran podmodel modela 24++. Tada vazi 

B} 
LEMA 3.E. 1 Teorija r = Th(93, a)aEB U {-iQxU(x)} lokalno ispata tip E(x) = {U(x)} U Ix 0 bjb E 

DOKAZ Treba samo da proverimo uslove da li T i E(x) ispunjavaju uslove (a) i (b) iz Definicije 3.E.2. 

(a) Za svaku formulu 3xyo(x) konzistentnu sat vai 	3xyo(x), tako da 93 k 3xso(x) i za neki b E B 
93 k co(b), tako da je formula Rx(wx A -ix # b) konzistentna sa r, i 

(b)r F -, QxU(x). Q.E.D. 

Po Teoremi o ispu§tanju tipova za L(Q), teorija 1' ima standardni model t koji je neprebrojiv i vaii 
Uc = UB. 
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DOKAZ F 	[2. Mijajlovie 4] 	Ovde je dokazano da svaki prebrojiv model prebrojive teorije koja 
zadovoljava sledeeu varijantu sheme 7Z: 

( 5 ) 
	

V z(Vx < zRyco(x, y) 3uVx < z3y < wp(x, y)) 

i ima definabilne Skolemove funkcije ima krajnje elementarno prokrenje. Interesantna je Einjenica da ovde 
nije upotrebljen ni jedan oblik teoreme o ispukanju tipova. 

Osnovna u dokazu je konstrukcija definabilnog ultraproizvoda. Ovaj dokaz teee isto kao i dokazi B, C 
i D, razlika je samo u vee spomenutom „ispukanju" Teoreme o ispakanju tipova. Sledi opis „vertikalnog" 
koraka sa sheme. 

Primetimo da je za prebrojiv model B svaki definabilar! ultraproizvod Y(93)/U po Lemi 0.2.1 prebrojiv, 
jer su i B i ,C23 prebrojivi. Pailjivim izborom ultrafiltra U dobija se pravo krajnje prokrenje modela B. 
Konstrukcija ovog ultrafiltra je veoma sliena konstrukciji iz dokaza Teoreme 2.1, i takva je da on obezbeduje 
ispu§tanje svih tipova oblika E. = < a} U {x # b193 = b < a} za a E B u modelu F(B)/U. 

Konstrukcija ultrafiltra U teee ovako: 

(1) Sve ogranieene definabilne funkcije (njih w) se poredaju u niz fi
, f2 , ... 

(2) Formira se prebrojiv niz neogranieenih definabilnih skupova B = Xo J X1 D 	takav da je na skupu 
X i  funkcija fi konstantna. 

Dokaiimo da je konstrukcija iz (2) izvodljiva. Ako je skup f i-1 (a) beskonakan za neki a E B, uzmimo 
= 	1 (a). Pretpostavimo da ovakav a ne postoji. Poko je funkcija fi po pretpostavci ogranieena, iz (5) 

se lako dobija kontradikcija. 

Da bi se obezbedilo da .T(B)/U bude pravo prokrenje modela B, ultrafilter U birarno lako da sadrii 
sve skupove oblika E BBB x < y} za x iz B, jer je tada dijagonala ig skupa B dui U veea od 
svilr konstantnih funkcija. Poko su skupovi Xi neogranieeni i formiraju opadajuei niz, ovakav ultrafilter U 
postoji.  

3.2. Dvokardinalne teoreme iznad w 1  

U svim navedenim dokazima traieni (wi,w)-model Q se konstruik kao unija wl-lanca modela {13 7 17 < 
w 1 } takvog da za svaka dva ordinala y i b takva da je y < b < col  vaii 937  937+1 i UB, = UB, +,. Jedini 
izuzetak je dokaz F. Ovo je naizgled jedini dokaz u kojem je konstrukcija modela t direktna—nema koraka 
u kom se konstruik neprebrojiv lanac elementarnih pro§irenja modela. Samo naizgled, jer dokaz Teoreme o 
ispukanju tipova za L(Q) sadrii upravo ovakvu konstrukciju. (Videti [H. J. Keisler 2] ili [Z. Mijajlovie 3]). 

Moiemo da primetimo i da je u tri od ovih pet dokaza lanac takav da je za svaki y < wi model 93 7+1 
 krajnje prokrenje modela 13 7 . Izuzetak su dokazi A i C, u kojima su prokrenja krajnja „do na skup UB" 

(videti primedbu uz dokaz Prema tome, u dokazima B, D i F, isto kao i u dokazu E, konstruisani model It 
je w 1 -like dakle ovde je takode dokazano i sledeee: 

KOROLAR Svaka teorija koja ima (K, A)-model za par kardinala (K, A) takav da je w < A < K ima i 
w I  -like model. 

Neka su K, A i b beskonaeni kardinali, i jezik koji sadrii unaini relacijski simbol U. Kaiemo da je 
.)i)-model 2l jezika .0 b-do bar akko je A = K ili postoje (5, 15)-model 93 i (b+, b)-model takvi da je B 21, 
-‹ i U93 = Ue. 

Dakle, po Teoremi 3.0.2. svaki (K, A)-model je w-dobar. 

PITANJE 3.2.1 Da li je taeno sledeee poopgtenje Keisler-ove teoreme na neprebrojiv 

Svaki neprebrojiv model jezika je b-dobar za svako lel < b < IAI = a. 

ako nije, za koju klasu neprebrojivih modela (kardinala a) ovo tvrdenje vali? (Primetimo da je ovo tvrdenje 
konzistentno kao posledica Chang-ove Hipoteze.) 
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Vee spomenuta einjenica da su dye glavne Leme iz Dokaza D poopAtene na neprebrojiv slueaj (u delu 4) 
otvara moguCnost da neki od opisanih dokaza „prevedemo" na neprebrojiv slueaj. Kao perspektivne na prvi 
pogled izgledaju konstrukcija krajnjeg „do na skup U" pro§irenja iz Dokaza C i konstrukcija definabilnog 
ultraproizvoda iz Dokaza F. Ne treba iskljuEiti ni primenu kvantifikatora oblika Q„ („Postoji I1„ mnogo") 
kao u Dokazu E. S druge strane, u dokazima dvokardinalnih teorema koje govore o yearn kardinalima, kao 
na primer 

• Morley-eve, koja daje dovoljne uslove da teorema dopuAta bilo koji par kardinala, videti recimo u [C. 
C. Chang-H. J. Keisler, Teorema 7.2.6] ili 

• Shelah-ove, 	w) = (2'°,w) (videti u [S. Shelah 2]), 

po pravilu je neizbeina upotreba rezultata iz beskonaene kombinatorike. U prvom slueaju je to euvena 
Erdos-Rado-va Teorema. Drugi slueaj je interesantniji—Shelah je prvo dokazao da teorema sledi iz jaeeg 
kombinatornog principa nezavisnog od ZFC (u [S. Shelah 1]), da bi kasnije iskoristio Halpern-Levy Teoremu 
do koje su autori doSli uzgred prilikom konstrukcije modela teorije ZF u kojem ne vati aksioma izbora ali vati 
teorema o egzistenciji prostog ideala u svakoj Boole-ovoj algebri. HL Teorema sada nalazi sve vise primena 
u teoriji modela i drugim oblastima matematike. 

Beskonaena kombinatorika igra isto tako vatnu ulogu i u teoriji is-like modela—recimo u spomenutom 
elanku [II. J. Keisler 5]. Vise detalja o kombinatornom aspektu dvokardinalnih teorema i is-like modela mote 
se naci recimo u [J. H. Schmerl]. (Videti i napomenu posle Teoreme 4.3.) • 

Kao §to je reeeno na poeetku dela 3, Chang-ova Hipoteza nije konzistentna sa V = L. SledeCa teorema 
predstavlja vrlo specijalan slueaj neprebrojive varijante Chang-ove Hipoteze i vati uz GCH. Ona takode daje 
i delimiean odgovor na Pitanje 3.2.1. 

TEOREMA 3.2.1 (GCH) Neka je model 21 elementarno univerzalan model neprebrojive kardinalnosti 
a, i neka teorija T = Th(21) dopata neki par kardinala (K, A) takav da je K > A > w. -Tada za svaki 
regularan fl takav da je max(w, 

Dokaz koristi sledeeu teoremu: 

TEOREMA 3.2.2 (GCII) (Chang-ova Teorema o dva kardinala) Ako teorija T prebrojivog jezika .0 
dopugta 	A) za neke kardinale K > ..\ > w, onda T dopidta i (I3k ,19) za svaki regularan 

(Chang je u [C. C. Chang] dokazao da .Teorema 3.2.2 vaii za prebrojiv 2, a u ([R. L. Vaught]) je dat 
dokaz za slueaj > ICI > w.) 

DOKAZ TEOREME 3.2.1 Teorija T po Teoremi 3.2.2 ima (8+, Q)-model B. Ovaj model je kardinal-
nosti 8+ i prema tome je izomorfan elementarnom podmodelu modela 21. Q.E.D. 

KOROLAR (GCH) Svaki elementarno univerzalan model 2l je b-dobar za svako b < IAI. 

Po§to je svaki zasiCen model elementarno univerzalan, dobijamo korolar Teoreme 3.2.1 ako u njenoj 
formulaciji zamenimo „elementarno univerzalan" sa „zasiCen". 

13 model 2l ima elementaran podmodel 93 koji je (/3+„ /*model. 
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4 Pro§irenja neprebrojivih modela 

U delu 1 potpuno su opisani prebrojivi proAirivi modeli, i dokazano je da je klasa prairivih modela 
zatvorena za elementarnu ekvivalenciju u okviru klase prebrojivih modela. U ovom delu je dat dokaz da 
klasa prairivih modela poseduje ovo svojstvo zatvorenosti i u klasi zasieenih modela, ali ne i u klasi svih 
neprebrojivih modela. U daljem tekstu se podrazumeva da je svako krajnje pro§irenje o kom se govori krajnje 
u odnosu na relaciju 

Simbol R(T < ) predstavlja skraCenicu za iskaz „Teorija T <  saddi shemu 	". Ako je K beskonaean 
kardinal, K+ oznaeava najmanji kardinal \Tea od K. Kaiemo da teorija T <  dopugla K-pro:sirenje (skraCeno 
e,,,(T < )) akko je svaki model 21 k T<  kardinalnosti K pro§iriv, a kakmo da T <  dopuna K-like model 
(skraeeno 0„(T < )) akko T <  ima K-like model. 

TEOREMA 1.4, U NOVO.) NOTACIJI Neka je K neprebrojiv regularan kardinal, i A neprebrojiv kardinal. 
Tada vazi 

a) '2(T ‹ ) <=> E„,(T < ) <=> 

b) £,,,(T ‹ ) = 14T‹ ), 	i 

c) 0„(T‹ ) 74T< ). 

Postavlja se pitanje da li moiemo da simbol = u b) i c) zamenimo sa 	Za b) odgovdr je negativan 
(Teorema 4.2). U slueaju c) ovo pitanje se po Teoremi 1.4 svodi na pitanje „Da li svaka teorija koja ima 
co l -like model ima i K-like model za svaki regularan kardinal K?". Postoje primeri teorija koje za neko K 

imaju K+-like model (dakle po Teoremi 1.4 i co l -like model), ali nemaju A-like model za nedostiian kardinal 
A (videti [II. J. Keisler 5]). Dakle, uz pretpostavku o egzistenciji nedostikog kardinala odgovor je negativan. 
Bez ove pretpostavke odgovor bi mogao da bude i pozitivan, s obzirom na einjenicu da (uz GCII) teorija 
koja ima col-like model ima i tc+-like model za svaki regularan K (takode u [H. J. Keisler 5]). 

Evo jedne jednostavne teoreme. 

TEOREMA 4.1 Neka je K neki beskonaean kardinal. Ako za svaki beskonaean kardinal A < K vazi 
EA (T <  ), tada imamo 0,,(T< ), ili u neformalnijoj notaciji 

(VA < KE),(T < ))#. 0,,(T < ) 

DOKAZ Konstruik,  se elementarni lanac krajnjih proAirenja slicno kao u Teoremi 1.6, -(c') 
ali duiine K. 	Q.E.D. 

NAPOMENA 	Teorema 4.1 vaii i uz ovu, moida slabiju (videti Pitanje 4.1), pretpostavku: Postoji 
kardinal A o  manji od K takav da za svaki kardinal A, Ao < A < K vaii SA(T ‹ ). 

Posle ove (trivijalne) teoreme od koje ce kasnije biti koristi, evo jednog pitanja koje po svoj prilici uop§te 
nije trivijalno: 

PITANJE 4.1 Da li je ovo taeno: 

E„(T‹ ) , , E),(T ‹ ), za svaki par kardinala takav da je w < A < K? 

U sledeCoj Lemi se vraCamo na temu dela 3, vezu izmedu dvokardinalnih teorema i krajnjih pro§irenja 
modela. 
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LEMA 4.1 Neka je K neprebrojiv kardinal. Ako T<  dopuSta (a, /6) za neki par kardinala a, )3 takav 
da je a > d i za svaki beskonaean kardinal A < K vaii EA(T < ), tada T <  dopuka (K,u)). 

DOKAZ Po Keisler-ovoj teoremi o dva kardinala, postoji (wi,w)-model za T < . Oznaelmo ga sa 91. 
Uzastopnom primenom pretpostavke EA(T < ) konstruiSemo lanac modela 

"<e 21 1 "<e • • • 217 "<e • • • 

Unija ovog lanca je (K, (.0-model za T < . Q.E.D. 

LEMA 4.2 Neka je K beskonaean kardinal. Tada svaki (K+, K)-model 2l ima ekspanziju 93 na jezik 221 U 
{E, <} (< i E su novi binarni relacijski simboli) takvu da Th(93) k ali za neki kardinal a < 2W ne vaii 
ea (Th(93)). 

DOKAZ (Uporediti sa [C. C. Chang-H. J. Keisler, Tvrdenje 3.2.11 (iii)].) Neka oznaEava jezik 
DefiniSemo interpretaciju za < tako da ona dobro ureduje A sa tipom K + . Relacijski simbol E interpretiramo 
tako da u dobijenoj ekspanziji ,93 modela 21 val. sledeCe: 

VxVy(x = y 4-4 V z(E(z , x) 4-4 E(z, y))) 

Vx(-.U(x) 	Vy(E(y, x) 	U(y))) 

(Ovo znaEi da je funkcija f: A \ UA 	1C;  '(U A) definisana sa f (x) = {1421 E(y, x)} injekcija.) 
Ovakva interpretacija za E postoji jer 	I = K i jAl = K +  < 2 k  Teorija T <  = Th(93) modelira 

shemu 	jer je model (B, <) izomorfan sa (K+, <), a kardinal 	je regularan. Teorija T <  moie da 
ima (K, A)-model samo ako je K < 2 A ), dakle T <  nema ((r) + ,w) model. 

S druge strane, ako pretpostavimo da za svaki kardinal A < r vaai Ea(T < ), po Lemi 4.1 dobijamo 
((r )+, (.0-model za T < , Sto je kontradikcija. Q.E.D. 

Upravo je dokazana 

TEOREMA 4.2 Postoji teorija T<  takva da vaii 7Z(T < ), ali £),(T <) ne vaii za neki kardinala takav 
da je w < \< 2W.  

Osim toga, uz CH imamo: 

TEOREMA 4.3 (CH) Postoji teorija T<  takva da vaii R,(T < ), ali £,,,, (T < ) ne vaii. 

NAPOMENA Teorema 4.3 vaii i bez (CH). Ovo sledi iz 

SPECIJALAN SLIJOAJ TVRDENJA 3.2.11 IV iz [C. C. Chang-H. J. Keisler] 	Postoji teorija T koja 
dopuka 	ne dopuka (w2, 0-1 )• 

DOKAZ ovog tvrdenja, kao i opStijeg tvrdenja da za svaki prirodan broj n postoji teorija koja dopuSta 
(con, co) ali ne i (w n +i, 	izvodi se takozvanim metodom identiteta. U sluEaju n = 1 ovim metodom se dobija 
einjenica da teorija jezika {U, F} koja sadril re'denicu 	dozvoljava (wi,w) ali ne i (w2,w). Ovde je F 
binarni funkcijski simbol, U je unarni relacijski simbol, dok je reeenica 

3a, b, c, d, e(U(e) A F (a, b) = e A F(b, c) = e A F(c, d) = e A F(d, a), = e), 

SuStina je u Einjenici da za svaku funkciju f koja slika dvadane podskupove skupa w 2  u w (oznaka 
f : [w 2] 2 	w) postoje ordinali a, b, c, d E w2 i e E w koji verifikuju reEenicu 	u modelu ((.02, w, f), drugim 
reEima Eetvorka a, b, c, d je na odgovarajtki na'din „obojena". S druge strane, postoji funkcija g: [wi ] 2  
za koju ne postoje odgovarajuCi ordinali a, b, c, d i e. (Videti recimo u [J. H. Schmerl] za poopStenje i vise 
detalja o metodu identiteta, a u [S. Todoreevie 2] za primer funkcije g. 0 primeni drugih kombinatornih 
tvrdenja u teoriji modela videti u [C. C. Chang-H. J. Keisler] i 	MijajloviC 3].) 

Posle negativnog rezultata Teoreme 4.3 dolazi i jedan pozitivan: 

TEOREMA 4.4 Teorija T <  koja sadrli shemu R. <  ima prokriv model svake nedostiine kardinalnosti. 

1 < < K. 
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NOTACIJA Fiksirajmo jezik regularne kardinalnosti a sa binarnim relacijskim simbolom 	Sa 2+ 
oznaeavamo jezik Cu {c 7 17 < a}, gde su c.y  novi konstantni simboli. Za skup formula 0 jezika 2+ sa C(4)) 
oznaeavamo skup svih novih konstantnih simbola (konstantnih simbola iz 	\ 2) koji se pojavljuju u nekoj 
fonnuli iz 	Valuacija za skup novih konstantnih simbola C = Icili E /1 u modelu 2l je neki skup reecnica V 
takav da je V = {ci = at la; E A, i E I}. 

Ako je V valuacija za neki C(0), definikmo Ov = 4i U V. 21 = 0(a) je oznaka za „21 = co(a) za sve 
E 	". 

DEFINICIJA 4.1 Neka je T teorija jezika C i E(x) tip istog jezika. Kaiemo da T a-ispuna E akko za 
svaki skup formula 0(x) jezika e+ kardinalnosti manje od a koji je konzistentan sa T i za svaki novi kon-
stantni simbol c7  jezika 2+ postoji neka formula so(x) E E takva da je teorija T U U {--qp(c. y )) konzistentna. 

NAPOMENA Dovoljno je pretpostaviti da ovo vazi saMo za skupove formula (I) zatvorene za konaene 
konjunkcije, jer za svaki 0 postoji 	takav da c1 C 0', 0' je zatvoren za konaene konjunkcije, i 

JO§ JEDNA NAPOMENA Ovako definisano a-ispatanje se razlikuje od a-ispuAtanja definisanog u [C. C. 
Chang—H. J. Keisler]. Ova varijanta a-ispu§tanja omogueava istovremeno ispu§tanje a tipova, §to se vidi iz 
sledeCe Teoreme. 

TEOREMA 4.5, PRO§IRENA TEOREMA 0 a-ISPU§TANJU TIPOVA (videti [C. C. Chang—II. J. Keisler, 
Teoreme 2.2.9, 2.2.15 i 2.2.19]) Neka je T konzistentna teorija jezika 2 regularne kardinalnosti a, i neka je 
E,,(x) skup formula jezika 2 za svaki -y < a. Ako T a-ispugta svaki Ey , tada T ima model kardinalnosti ne 
veee od a koji ispu§ta svaki E7 . 

DOKAZ Ovaj dokaz prati dokaz standardne Pro§irene teoreme o ispu§tanju tipova ([C. C. Chang—
II. J. Keisler, Teorema 2.2.9]). Prvo sve reeenice jezika £+ uredimo u niz coo, 49 1, • • . so•y , , (y < a), i tada 
konstrui§emo lanac teorija 

T C T1 C C C . y < a 

takav da za svako -y < a vaii sledeCe: 

(1) Svaka teorija T7  je konzistentno pro§irenje teorije T sa manje od a novih reeenica. 
(2) Ili cp7  E T7+1 , ili 	E T7 +1. 

(3) Ako je (p7  = 3x0(x) i 	E T7+1, tada 1/)(c6) E T7+1, gde je co prva konstanta iz £+ koja se ne 
pojavljuje U. T7  ni u cp7 . 

(4) Za sve ordinale 6, < y postoji formula 4(x) E EA takva da je —101(C6) E T7+1. 

Pre poeetka konstrukcije uredujemo sve nove konstantne simbole iz 2+ u niz 

= 

7 < a 

za svaki E5. 

Prvo opigirno konstrukcijti teorije T 7+1. 
(2) Ako je W7  konzistentna sa Ty , defini§imo T7  = T7  U {(p7 ), inaee T7  = T7  U {—y7 }. Ovakav zapis 

je neformalan, ali formalan zapis bi bio optereCen suvi§nim indeksima. 

(3) Jednostavno. 

(4) Ovo je beskonaena konstrukcija duiine 7. U 6-tom koraku se za konstantu c7 nalazi formula ao E Eo 

takva da je reeenica —o-6(4) konzistentna sa teorijom T hy  = T7  U {o),(4)1. < 45} Takva formula as E Eo 

postoji jer je na osnovu (1) T,y6  oblika T U 4i za neki skup reeenica jezika 2+ takav da je Ittj < a, a po 
pretpostavci T a-ispu§ta E. Konaeno, T7+1 = U6<7 T6. 

(1) Sledi iz (2), (3) i (4). 

Ovim je opisana konstrukcija za slueaj kada y nije kranieni ordinal. Ako je y granieni ordinal, defini§emo 
T = U6‹7 o‹ ..),T 6. Na kraju, uzmimo 	tJ7<a T7 . Model za Ta  generisan konstantama iz 2+ ispu§ta sva- 
ki E7 . 	Q.E.D. 
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Neka su a regularan kardinal, 21 zasken model jezika kardinalnosti a takav da za teoriju T°<  = 
Th(21, a) aE A vaii TZ(T°< ) i c nova konstanta. Neka je teorija T <  definisana sa U < cia E A}, i za 
sve a E A neka je Ea (z) skup formula {x < a} U {x 0 bib E A, b < a). U sledeee dye leme dokazujemo da 
T <  a-ispu§ta E. za svaki a E A. 

LEMA 4.3 (Uporediti sa [Z. Mijajlovk 1, Lema 2].) Uz zadrlavanje oznaka iz prethodnog pasusa, neka 
je (17.(x) neki skup formula jezika 2+ sa jednom slobodnom promenljivom x zatvoren za konaene konjunkcije, 
konzistentan sa T <  i kardinalnosti ry < a. Neka je C(4)) = {c615 < 7} . Tada su sledeea tvrdenja ekvivalentna: 

(a) Teorija (I)(c) U T<  nije konzistentna, 

(b) Postoji b E A takav da je za svaku valuaciju V za C(4) skup 

Sv = {x E AiTh(21, a)aE A U V k 4)(x)} 

ogranieen nekim b (vaii Sv < b), 
(c) Postoji formula c,o(x, y 1 , ...y„) jezika takva da je za neku n-torku konstantnih simbola 

jezika £+ formula co(x, e l , . cn ) u 	i za neki b E A: 

Th(21, a)aEA = Yx, 	 < b). 

Za posledicu ove leme imamo da vaii Sv C 	gde su Sv i w kao u formulaciji Leme, dok je 

Sco  = IxiTh(21,a) nE A 	3x l , ...xn(p(x, xi, ...x.)). 

DOKAZ 
(a) = (c) Pretpostavimo da je teorija 1(c)UT <  nekonzistentna. Tada postoje n-torka a 1 , ...a„ elemenata 

iz A i formula yo(x , c l , 	cn ) iz (I) (ovde su c 1 , ...c„ svi konstantni simboli iz C(4)) koje se pojavljuju u yo) 
takvi da vaii 

Th(91, a) aEA  = (ai < c A az < c A ... an  < c) 	 ), 

i za b = max(a i , . • • an), 

Th(21, a)aEA = b < c --+ 	ci, • • • cn) 
Th(21, a)aEA = co(c, 	—4 c < b 
Th(21, a)a EA 	vx,x,,...xn(co(x, xi, 	 x < b) 

(c)= (b) Trivijalno. 

(b)(a) Pretpostavimo da je teorija 4)(c) U T <  konzistentna i da za neki b E Ai za svaku valuaciju V 
vaii Sv < b. Tada postoji model 93 jezika 2+ takav da vaii B = T<  U 4(c) i ]BI = a. Neka A(fi) oznaeava 
skup svili imena elemenata iz A koja se pojavljuju u nekoj formuli iz 4. Porto je I.A(4))1 < 1 4) 1 < a, model 
21 1  = (21, b, a)aEA(4)  je zasken. Neka 93 -  ozna6ava redukt modela B na jezik 221,. Porto je model 21i 
elementarno univerzalan, model 93 -  je izomorfan njegovom elementarnom podmodelu. Ovo elementarno 
ulaganje definiAe valuaciju W za C(4) takvu da je tip (1)w (x) u modelu 21 realizovan nekim c > b. Prema 
tome, u modelu 21 skup Sw sadrii element c > b, kontradikcija. Q.E.D. 

LEMA 4.4 (Uporediti sa [Z. Mijajlovie 1, Lema 3].) Teorija T <  a-ispata E.. 

DOKAZ Pretpostavimo suprotno, dakle da postoji neki skup reZenica It(c, e) konzistentan sa T <  takav 
da je 14)1 = A < a, i da je za neki tip E a (x) i svaku formulu Q E Ea  skup (I)(c, e) U ho(e)} nekonzistentan 
sa T < . 

Porgto je (I)(c, e) U {a < e} nekonzistentno sa T < ,'po Lemi 4.3 dobijamo da je skup 

D = {x E AlTh(21,a). E A ,b(x,e)U {a < e}} 
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ogranieen nekim d 1  E A. 

Takode, 0(c, e) U {e # b} je nekonzistentno sa T <  za svaki b E A takav da je b < a, pa po Lemi 4.3 
postoje formula v,b(x, xi, ... x n ) i d eb  E A takvi da 

Db = {x E AlTh(21, a)aEA = (1)(x, e) U {e = 

= {x E AlTh(21, a)aEA 	4(x, b)} 
C 	E AIT h(21, a)aEA 	3x1,...x,,sob(x, xi, 	xn)} 
C 	E AlTh(21,a) aElt J x < d,pb } 

Priinetimo da je O. = 	< a} podskup od 0, pa je 10.1 < y . 

TVRDENJE 4.1 Skup 
{x E AlTh(21, a) aEA k 0(x, e) U < all 

je ogranieen u A. 

DOKAZ Dokaimo prvo da je skup ljb<a Db ogranieen u A, iz eega sledi i Tvrdenje. 

U Db C U {x E 	h(21, a)aEA  k 3x 1 ,...x nyob (x, xi, • • • xn )} 
b<a 	b<a 

C  U 	E AlTh(21, a)aEA  x < dip ) 
40E4). 

Preostaje samo da se dokaie da je skup fd tp ltp E 41)a } ogranieen u A. Ali, ovaj skup je kardinalnosti 
manje od a, pa je tip W(x) = {d v, < xl(p E 0.} realizovan u Ql nekim e. Q.E.D. 

Dokazali smo da je skup 

E AlTh(21, a)aE A 1 0(x, e) U < all 

ogranieen nekim d2, pa je skup 

E AiTh(2t, a)aEA 1 0(x, e)} 
={x E AlTh(21,a). E A = 0(x, e) U {e < all 
U{x E AIT h(24, a) neA = 0(x, e) U fa < ell 

takode ogranieen sa d 3  = max(d i , d2), i po Lemi 4.3, implikacija (b)(a) . , (1)(c, ) je nekonzistentno sa T < , 
kontradikcija. 	Q.E.D. 

pro§iriv. 

DOKAZ Neka je 1A1 = a. Teorija T <  = Th(21, a)aEA U {a < cla E A} a-ispuAta tip Ea (x) = {x < 
a} U {x 0 bib E A , 21 b < a} za svaki a E A, tako da teorija T <  ima model kardinalnosti a koji ispu§ta 
tip Ea (x) za svaki a E A, a taj model je krajnje elementarno progirenje modela 21. Q.E.D. 

Pato teorija T <  ima zasieen model svake nedostiine kardinalnosti veCe od 	Teorerna 4.4 sledi 
iz dokazanog. Uz (GCH) za svaki regularan kardinal a yea od ler < 1 postoji zasieen model teorije T < 

 kardinalnosti a, tako da imamo 

TEOREMA 4.7 (GCH) TeorijaT <  takva da yak"; 'R.(T < ) ima prairiv model svake regularise kardinal-
nosti a takve da je a > [CTS i. 

TEOREMA 4.8 Za svaku wi-kategoriau teoriju T<  za koju vagi 7Z(T < ) i za svaki regularan kardinal 
K Vaii 

(a) £„(T< ), 

TEOREMA 4`.6 Svaki zasieen model 2t (1A1 = a, a je regularan) teorije T <  za koju vazi R.(T < ) je 
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(b) 0,,-F(T ‹ ), i 
(c) Ovakva teorija ne postoji. 

DOKAZ Po Morley-evoj teoremi o kategorienosti (videti recimo u [C. C. Chang—II. J. Keisler, Teorema 
7.1.14]) svaki neprebrojiv model za T <  je zasieen, pa (a) sledi iz Teoreme 4.7. (b) sledi iz (a) i primedbe 
posle Teoreme 4.1. 

U zasieenom modelu kardinalnosti K svaki definabilan skup je kardinalnosti tc, dok je u svakom K-like 
modelu 2t za proizvoljni a E A skup A. = 	E Al21 = x < a} kardinalnosti manje od K. Prema tome, K-like 
model ne moie da bude i zasieen. Iz ovoga i (b) sledi (c). 	Q.E.D. 

Po Teoremi 4.6 svaki zasieen model teorije T <  za koju vaii 74T‹ ) je pro§iriv. Dokainno da klasa 
neprebrojivih pro§irivih modela ovim nije potpuno opisana, vee da postoje i neprebrojivi pro§irivi modeli 
koji nisu zasieeni. 

TEOREMA 4.9 Ako je T teorija prebrojivog jezika C D CPA koja ima model Eiji je redukt na CPA 
standardni model aritmetike (w,S,+,•,<, 0) onda su svi modeli teorije T progirivi. 

DOKAZ Ovo je u stvari Napomena posle Teoreme 4.1. Q.E.D. 

KOROLAR Za svaki neprebrojiv kardinal K postoji pro§iriv model kardinalnosti K koji nije zasieen. 

DOKAZ Neka je T kao u prethodnoj Teoremi. Ova teorija ima K-like model, a is-like model ne moie 
da bude zasieen (videti dokaz Teoreme 4.8). Q.E.D. 

KOROLAR Svaka teorija T koja ima co-like model ima progiriv model svake beskonaene kardinalnosti. 

DOKAZ Moiemo da pretpostavimo da je CT CPA = {<}. Oznaeimo sa 21 w-like model teorije T. 
Model 21 ima ekspanziju 21 1  na jezik CT U CPA Eiji je redukt na CPA standardni model Za PA. Dakle, 
teorija T1 = Th(21 1 ) zadovoljava uslove Teoreme 4.9, i svi modeli su joj pro§irivi. Redukti modela teorije 
T 1  su upravo traieni modeli. Q.E.D. 

Modell ovakve teorije T koji nemaju ekspanziju na jezik CT U epA I mogu da budu nepro§irivi (ukoliko 
postoje). 
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