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IIPEIT'OBOP

Hajanexparnuje yommreme mojMa mperena momnmoma Y HEKOMYyTaTHUBHO] aJl-
rebpu 6Mo 6u mojaMm crobomgme anrebpe, MIM ONMNTHje mOjam TEH30PCKOr
mpcrera. Mebyrum, nocroju u jeno ” mosoBuuno” yommreme, a TO Cy
IpcreH kocux noiauHoMa. OBaj mojaMm HacTao je y TeOpHju IUPepeHIN]a-
HUX jenmauuna. Haume 3a f' = df /dr OpcTeH MUBEAPHUX udepennujaanx
OonepaTopa Mo)Ke Cce BUAETH M KaO NPCTEH KOCHUX MOJIMHOMA k(z)[D;1,1. Y
OBOM OBJIMKY IPCTEH KOCHX IOJMHOMA jaBHO ce y pamoBuMa Ilnecunrepa
jom 1897. romune. Ilpsy AIHCTPAKTHY CTYAMU]y O OBOj KJIACH HEKOMYTATUBHUX
npcreHa fao je Ope 1932. romune. Ox Tana NPCTERM KOCUX IOTHHOMA. npen-
Mer cy npoyuaBama MHOTHX ajrebpucra M TO cBe N0 NAaHAIIMLUX maHA.
Hocnemwux romuma HajsHAuajHMje pesyiTaTe maju cy Kon, JleMm, JIupoj
n Aruna. OBaj paX ynpaBo mpeacTaBiba CMHTe3y KaKO CTAPUX TaKO X HOBUX
pesyilTaTa Be3aHHX 33 OBY KJlacy HeKOMYTATHUBHUX IIPCTEHA.

Y npBoj riaBu OBOr paja JAT je IPUKA3 -OCHOBHUX TIOjMOBA HEKOMYTAa-
THBHe ajirebpe KOjU Cy 3HaYajHM 3a MaTepHjy MU3JI0KeHy Y HacTaBKy. OBne
je, Ipe cBera, maT mpPUKa3 OCHOBHUX IIpUMepa HEKOMYTATUBHUX NPCTEHA U
TO NoyeB 0/i XaMUITOHOBOT IPCTEHA PealHMX KBATePHUOHA. Korcrpyxknu-
joM oBor mpcrena XamuaroH je 1843. mao IPBY OPUMepP HEKOMYTATUBHOT
npcTeHa. Y HAaCTaBKY je U3JIOXKeHA BasKHA KOHCTPYKIMja Tela Pa3jioMaKa
Opeosor momena, a 3aTuM nedUHMIMja jerHO3HAUHE dakTopu3zanMje y HeKo-
MyTaTUBHMM npcrenuma. lase, je mpukaszan aaropuram 3a pPenyKoujy Ma-
TPHUL@ HAJ TIABHOMIEANCKMM NMPCTEHNMMA, KAO U HeroBa IPUMeHa HA OIMMC
KOHAYHO reHePUCAHUX MOIYJ]a HaZ TIaBHOUAEalCKUM IpcTemMMa. Hajzapn,
Y OBOj rlaBM IOKa3aHa Cy OCHOBHA CBOjCTBAa Tella, Kao cHenujajliHe Kiace
HeKkOMyTaTUBEUX nmpcreHa. IloceBHo je ma mpumepy xocux JlopamoBux pe-
N0Ba NOKa3aHO na ypeleHO Teno He MOpa GMTM KOMYTATHBHO, YKOIMKO
ypebeme muje apxumenoscko. Takobe cy mpenodenu U Heku reOMeTPUjCKU
acCIeKTH TeOpMje Tella M ¢ TUM y Be3M IlamycoBa TeopeMa Kao 33aHUMILUB
€KBMBAJIEHT 3aKOHa KOMYTATHUBHOCTH Y a(MHOj reOMeTpHjH.

Y Ipyroj riaBu NeTalsHO je YBelleH I0jaM NpCTeHAa KOCUX IOJUHOMA,
U3/[BOjeHe Cy OCHOBHEe OCOOMHe, OCHOBHM IIPHMEPH K20 U OMMUC CTPYKType
uneana opux mpcreHa. -Jlame je M3OkeHa KOHCTPYKIHMja IPCTEHA KOCHX
CTeNleHUX PenoBa KOMILIeTHPameM IPCTeHA KOCHX IOJUHOMA. 3aTHM Cleu
Maubnes-HojmaroBa koHCTpyKIMja 1O KOjoj ce cBaka rpymHa ajarebpa To-
TalHO ypeDene rpyme Moxe yTomuru y relo. Osaj pesynraT nokazaiu cy,
He3aBHCHO jesial ox apyror, Massnes 1948. u Hojman 1949. romupge. 3aTum je
yBeneH IIojaM J-IpcTeHa, KOje je IPBU KOHCTPYMCAO Jareraomakap 1969. 1 TO




kopumhemeM TpaHCOUHUTHE MEAYKIW]e. JaTeraonakap je oBoM KOHCTpYK-
mujoM Jao npuMep JeBor Herepunor npcrena 3a umjn Ilejxo6conos pamukan
J Baxku NJ™ # 0, M y KOM IOCTOje eNeMeHTH ca BeCKOHAYHOM ¢daxTopusanm-

joM. Ilocnemmu neo apyre rnaBe moceehen je mceyno-nuHeapHUM TpaHC-,

$popMammjama, yommremwy NojMa JHMHeapPHUX opecavkaBama. V3Benera je
IbHXOBa MAaTpPH4YHAa pelpeseHTallja, ¥ NOKa3aHO Ja y ONNTeM CIydYajy 3a
OBY KJIaCy nIpeciukaBaiba He Baxkn Kejm-Xamunromosa Teopewma.

AHalOTHO Kao M y KOMyTaTHBHOM cnydajy y tpefioj rnasu yBenen je
IojaM pamMpema Tela Kao u I'amyaosor pamvpewa. [loceGro cy pasma-
TPaHM [OjeMHN THIOBH jeNHAUNHA HAI TelNMa, Kao ¥ 0CoBMHe HyJla TOJHU-
HOMa Hax TemuMa. Octarak riase mocsehien je CHeIMjalHUM Caydaje-
BAMa: KBaJpaTHUM, TCEYAOJMHEAPHNM M CHOJbAIIHMM UKIMUHAM Tany-
a0BMM paIIMpewmuMa.

UYerBpra rnasa mpexpcrasiba CUHTE3y NPeTXOJHWX IPETOYeHY y jemHy
HIpHUMeHy IpCTeHa KOCHMX HOJMHOMa. llpuMeHa ce ommocu Ha onpebusame
KPUTEPUjyMa MHBEPTUOUIHOCTH YOI TeHE Bannepmonnose Marpune. Tako-
be je yBemen m mojam merepmmmanTe Han TenoM - Ilnononeose nerepmu-
HaHTe.

OBaj pax memocpenro je mmcmmpucan nporpaMmoM cemuHapa HekxomyTa-
THBHA anrebpa Maremaruukor dpakynrera y Beorpany. Ilojemuan menosu
pana, moceGHO mpBa M JApyra riaasa, y HENOCPENHO] Cy Be3HM ca TeMaMa
obpabennm Ha cemumapy. Parn je HacTao moJ MEHTOpPCTBOM opo¢. ap. Io-
Jka Kanajyumha, xome ayryjem noceGHy 3aXBajHOCT 3a ymyhusame y OBY
obaacT, kao u 3a GpojHe KopucHe mpuMende yuyhene TokoMm uspajne oBor
paza.

Beorpan, Muauya Anbeauh
nenembpa 2003. .




YBOIIHO IIOTJIABJBLE

1.1 Ocnosan IOjMOBHM o HEKOMYTaTUBEMM
OPCTEeHMMa ¥ Tesmma

jenunu uneamm Yy BeMy, TO jecT 3a cBakyu €reMenT a € R\ {0} unean TeHepu-
Cam ca a je R. Oryna je mpcren R OPOCT aKkO 3a cBako g #0y R oocToju
Jjennakocr Y biac; =1 3a omrosapajyhe b;,¢; € R.

Enemenrt a € R\ {0} je sesu (Oecnu) deaumen KyAae ako mocToju emement
b € R\ {0} rakas ma je ab = 0 (ba = 0). 3a Pa3nuky onm xomyraTuBEuMX
opcrena, y HEKOMYyTATHBHUM, 7eBU mesmresns HyJe He Mopa GUTH M necru u
o6paTro, mTo he OOTBDIATH U Cienehiu opumep.

Ipumep 1. Heka JeR= {[3 g} lz,2€ Z,y € Z/ZZ} i R je upcren y OHHOCY Ha
cabupame u MHOXEH€ MaTpuna. 3a 4 — [3 ﬂ ,B = [3 (I)J, Baxu AB =,

oa je A neBu nenmresm HyZ®e, amu Huje u ReCHH, ¢ 063upom Ha To Ia je

JemraxocT
0= |* (2 0l _[2z
020 1T o z

3a0BOJbEeHA CaMoO 33 [g g} =0. C mpyre CTpame je B? = (, nga je B u nesn
W ecau nemures myie. v

IIpcren R je domen ako ap — 0 moBnauu ¢ = 0 yuy b =0, Tako na y

p
{



Yonmre, cpaxu e3ynrat ”3mecHa” Basku u "ciaeBa” mro oKa3yjeMo
’ pesy. [
IPUMEHOM MCTUX aprymeHarta camo ¢ APyre crpaHe. Y Besu ca Tum Te-

PurMmemo u Ipcren R? - onoszum opcreHa R ca €JIeMEHTUMa, q°P KOoJju cy y
1-1 Kopecno,z[emmjn Ca eJleMeHTUMA a U3 R 1 MHOXXKem.eM ,aecanncaHnM ca

a%® b = (ba)?, 4 be R

Hpakruuno, ako gexo TBpDeme Basxy 3[€CHa, OHNa aHAJIOTHO TBpDewe Basky
Y ClleBa IpUMEHOM UcTor Ha OIO3UT mpcTena R.

Lame, maBommo [IpUMepe HeKOMyTaTUBHUX OPCTeHa M KpO3 BUX yka-
3yjeMo Ha Heka BUX0Ba CBOjcTBa mo KOjUMa ce oBu OpCTeRN GUTHO pa3Ju-
KYjy on KOMYTaTUBHUX.

Ilpumep 2. Xamuamonoe NPCmen peaanur xeamepnuong
Peannu kBaTepHuoRu H cy jenma Y€TBOPOMMMEH3VOHA R-anre6pa ca 6azonm
1,4,5,k Tj.
. H=R1®Ri®Rj @ Rk
1 MHOXeWeM 3aJaTuM ca

=1, 2=_3, = —ji=k.

3aa= a+bi+cj+dk e | AeduHUmeMO & — a—bi—cj—dk. Tana je a@ = @ =
A+ + 2+ @2 eR. To Ject axo je a#0, oBfla o € HX, na je (H,+,.) rero.
IIperxomuo Basku 1 ako R 3amerumo IIPOU3BOJEHUM IOJLeM Y kojem

(a,b,c,d)7£0=>a2+b2+c2+d27é0.
v

IIpumep 3. Cuoboonu k-npemenu

Hexa je k npcren n (zili € I) cucrem HE3aBUCHUX HeoApebenux Hanq k, Koje He
KoMyTupajy. Cnobogan IPCTEH reHepucan ca (z:i € I), koju Hemo O3Haya-
BaTu ca R = k(z;li € I), uma 3a €JIEMEenTe NOoMMHOMe 110 z; ca Koedumujentuma
y k. lpunes cinoBomaH omHOCH ce ma YHUBED3aJHO CBOjcTBO OpcreHa R, na
Ce CBaKM xoMoMopduzam OpCTeHa o : k — k' 3a cBaku CKym {a;fi € I} C &
Ca CBOJCTBOM Ia cBaku 2: KOMyTUpa ca CBaxum ©JIEMEHTOM U3 ¢o(k), Moke
Ha JeIMHCTBeH mauug OPOLNYXUTU 10 XoMoMop$u3Ma ¢ : R — K, 3a koju je
k= o u ©(z;) = a; 3a cBako i € 1. Cnobogan “IIPCTeH k(z;[i € I) uma 6urwo
Pasimuura cBojcTBa of IpCTeHa moJuHOMS, k[zili € I] y xome Heonpebere
KoMyTHpajy. IIpumepa bamu, y ciao6ommom k-npcremy k(z,y) NOTHpCTEeH
TeHepUCaH cKynmoM {z; = Ty 0 <i g n} je croboman k-npcren ca n+1 reHepa-
TopoM. Oryna k(z, Y) caapxku u3oMop¢re komje k(zo,...,z,) 3a cRako neN,




Awnanormo k(z,y) campsxu u HOTIpCcTeH reHepucan CKyToM {z]i > 0} KOju je
u3oMopopan ca k(zo,z1,...). 3mauy cnobonad k-mperen k(z,y) je komaumo

ITpumep 4. Heka Jje k upcren u (G,-) rpymna. Enementu 2pynroz npecmena kG
¢y Popmange cyme ZUGG %0, a; € K, Koje MEOXMMO kopucrehu MuOkeme y
G:

(Zoec aﬂo)(ZreG b‘rT) = ZuGG Cult; THE je Cpy = E(u.r)ec2 agb,.

or=p

TaTUBHUX IIpcTeHa. \

ITpumep 5. 3a OpousBokbaH npcren k AepurmmeMo nperen k((z))

JMopanoeuz pedosa kao CKYI $OpManEMX pemopa F — Y% pai y KOjuMa
Jje camo komaumo MHOro Koe(blmnjena'ra fieki<o bPasmnunro ox myre,
Penose MuOMMMO dopmanro mMajyhu y Buny na eJleMeHTH U3 k KOMYTHpajy

IIpumep 6. Hexa je o CHIOMOpOU3aM Tena k KOju Huje ayToMopduzam,
Ca kfz,0] o3nauasahemo IpcTer
2_z'a; xoje cabupaMo Ha yobuuajen Ha4YVH, a MHOMXHMO kopucrehu 3axonm

ject R je necun TIaBHOMZEAJICKH, TUMe 1 nfecan Herepun. C Apyre crpane
3a pUKcUpaH eneMment b € k\o(k), mupexrra CYMa JIeBUX mpeasia Z:“:;’ Razbrt
je neBu unean Y R, xoju Huje komaymo reHepucan. To he OOTBpIUTH ma R
HUje JIeBU Herepun. Hpernocrasumo CYOPOTHO fa y R IIOCTOJU jemrakocT

fn (:L‘):L‘b:l,‘" +-oo 4 fn+m (x)$b$"+m =0

Y k0joj cy mupsu n Hocnemsu cabupak PasmmuuTu on myme. Kaxo je R
HOMEH TO je f,(z)zb = 9(x)z 3a Heko 9(r) = Y z'a; ¢ R. Axo je fa(z) = z7¢, +
<oy # 0 (Taukune O3HaYaBajy ¢akTope mipker CTeNeHa), U3jemHavaBamen
Koepunmujenara yz gr+1 Aobujamo o(c, )b = o(a,), mro je y KOHTpauKuuju ca
HpeTnocraskoMm b ¢ o(k). v




opocropa K™ pasameror Hag BpcTaMma Marpune A. Panz xosong u npo-
¢mop xonona medpurUmeMmo CJIMIHO, CaMO yMecCTO jreBux mpocropa caga no-
¢MaTpamo gecHe. Ha OCHOBy mosHaTOr crapa us JIMHeapHe aireGpe, panr
BPCTa M paHr KOJIOHA MpoM3BOILHe MaTpune Han KoMy TaTuBHmM TeJIoM Cy
Jjemaaxy. Iperxommo Bawar u Y HeKoMyTaTusHOM CIy4Yajy u gokas Koju
hemo oBge IPMKa3aTH jacHO mokasyje fa IIPeTnocTaBka KoMyraTuBHOCTY y
OBOM TBpDemy muje Heonxonra. Heka je r PaHT BpCcra maTpume A, ¢ paHr
KOJIOHa u B € M,,(K) MaTPULa YHjUX r BpcTa ymay Gasy (xesor) npocropa,
BpcTa MaTpune A. I/IspamaBajth BPCTe MaTpume A Kao jepe JINHeapHe
kKoMbunamuje Bpera Marpune B, mobujamo A = B'B 3a omropapajyhy ma-

OUTH jenmuak AVIMeH3Wju LIoTIpocTopa mecHOr IpocTopa K™ paszameror Hag
Bpcrama Mmarpune A. Hpyrum beunma, panr marpume A me Mopa 6uTu
Jemak pamry Marpune AT. Oy UMBEHNNY norkpennhe cienehu npumep:

IIpumep 7. 3a 4,6 ¢ K, marpuna 4 = B (z)}'je paHra 1, nok je AT = [; ‘;,J

PAHra 2, yKONUKO je ab # ba. Oryzna jemmakocr
rang A = rang AT

BaXKM akko je K mosme. : v

1.2  Opeosn JOMEHU

je Opeos axo Je ¥ JeBM u mecuy Opeos. 3rauaj Opeornx AoMeHa je y
Opeogoj KOHCTDYKIMjU Tena pasmomaxa 3a AaT¥ Ha OpUMep AecHu Opeos
Iomen. Opa KOHCTDyKIMja je Beoma camyma KOHCTDpyKmuju mossa pazmomaxa
IPOU3BOJBHOr KOMyTaTURHOL AoMmeHa. Oma ce cacToju y cremehem: Y ckymy
CBUX ypebemmx mapoga (a,b) € R x (R\ {0}) medummmenmo penanujy ~ ca
(a,b) ~ (c,d) akko Iocroje s,t € R\ {0} 3a Koje je as = ct u bs = dt. YBenena
Penamyja ~ je peisanuja CKBUBaJeHIMje Ha cKymy Rx (R\{0}). Oarosapajyhu
KOJIMYHWYKY CKyn Oo3HavaBaliemo ca K » & Knacy (e,b)/~ ca a/b. Ilpumerumo




MHO)kewe. Haume, 3a a/b,c/d € K, nocroje s, ¢ € R\ {0} 3a koje jebs=dt = u,
Ila cabupame ZepuHMmeMo ca a/b+c/d = (as+ct)/u. Cinuno, 3a a/bc/de K,
MehuHIImeMO a/b-c/d =0 3a ¢ - 0, a ako je ¢ # 0, nocToje s,t € R\ {0} 3a
Koje je bs=ct =y yu Y TOM caydajy neduammeno a/b-c/d=as/dt, Y OnHOCY
Ha OBako ge¢uHUCame onepanuje cabupama u MHOX€a CKkyn K je Teno, a
lpecinkapamwe a — q/1 3anaje yraname mecHor OpeoBor nomena R Yy Teno
K u nupurom jea/b=a -p1 35 a,b e R. llakne, cpaxy AecEu OpeoB nomen
MOXeMo yromuTu y reo. Otyna ceakyu Aecau Opeos momen ocenyje Gap
JemHo Teno basnomaka, koje je mpu Tom u jemuHCTBEHO onpebeno no ma

jey KOHCTDpyKIuju oKarusayuje Rs npcrera R mo narom Opeosom CKymy
S. OBa KOHCTDYKIMja omcana jey cnenehoj TEOPEMHU:

Teopema 1. Hexq Jje S decnu Opeoe cKyn domena R. Penayuja ~ cxyna Rx S
deunucana ca: .

(a,8) ~ (a, s')  %ad 200 Je au=a'u, su= gy 3a Hexe wu,u’' € R
Je peaayuja exeusasenyuje. a

-Konnmynuygu CKym R x § o3mavapahewmo ca Rs, a merose exemente Kao
Pa31IoMKe a/s = as—1, Ckyn Rs je OpCTeH y omHoCy Ha ollepamyje cabupama,

1.3 Paxropuzanuja, IJIaBHOMeaJICKu npcreny

Acoyupanu eremenmy

3a enemenre a, o’ opcrena R kaxemo na CY acoyupanu ako mocroje MHBEPTH-
6unHY p,q € R 3a Koje je a’ = pag. Y IpCcTeRMMa MaTpuna YBOIMMO M mojam
caabe acoyupanocmu, Marpune 4 u 4’ Cy caabo acoyupane axo Cy MaTpume
APEu AoE aconupare (ca E cmo O3HaYMIIM jeIMHUYHe MaTpune koje e
Mopajy o6aBe3Ho GuTu HCTUX popmara).
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ITpumep 1. Marpunga

10 0 0
01 ... 0o
A=PTl s "Q € My(R)

00 ... 19

00 ... 0 &
Je crnabo aCOIMpana ca k € R, v
Konpocma peaayuja
3a penanujy

ab’ = b’

IIpumep 2. Penamuja ‘
(1 + o)z = 2(1 + ya) 1)
Je kompocra, Y OpCTeny k(z,y). Enemenrtyu 1 +zy u z cy nepo Kompocry, jep

CY ReCHO koMakcumMany (I+zy)R+zR =R, AHanorno CY z u 1+ yz neso
KOMakcuMaHu 1 gecno KompocTy, ] v

Heka je R Hazaibe momen. 3a enememre a,a’ € RX nocmaTpahiemo xomo-
Mop¢uzam Monya

f:R/Ra —R/Rd’. (2)
Ako 1 ¥, OBNa = — 2V U Kako q s () TO ab’ € Ra/, pemmmo:
ab’ = ba'. (3)

Oryna je XOMoMOpdusam f zanar Penamujom (3), u o6paTHoO, cBaka pexamu-
Ja (3) samaje XoMoMopdusam f. IIpu Tom je ememenr ¥ onpebern no ma
CHEMEHT U3 Ra’. 3a b, = b 4 54/ je

aby = a(¥ + za’) = ba’ + azq’ = (b+az)d,

na je b onpeben no ma CJIEeMeHT u3 Ra. s OpeTxomuor je PesramujoMm (3)
Takobe ogpeben u jemuncTeen R—x0MOM0p<pn3aM

W3 nperxoamor cirem na cy KaTeropuje sesux u necayy THMKIMYHUX Moy ra
Ban nomenuma nyange.

IIpecnukapame (2) je HHjeKTHBHO, aKo zb’ € Ra’ nosnayy 2 € Ra, T0 jecr
aKo je penamujom (3) 3amar HajMamu 3ajeTHNYKY ey Canapxajyan esgeMe-

HaTa o' m ¥'. Y tom cayyvajy Pexamuja (3) je sepo KOIlpocra. 33 CypjeKkTu-
BHOCT f Heomxongua je CT3UCTeHNHja eneMenTs ¢ € R 3a koju je fle) =1 10
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ject e —1 ¢ Ry . Y oM ClyJajy pelanuja (3) je meso KOoMakcuMaJga, jep
IOCTOjU d € R 3a Koju je
da’ +cb = 1.

Axo je R INIaBHOMteasiCKu nomeq IpecinkaBame (2) je u3oMopdusam akxko
Je penamuja (3) KoMakcumargs,

Tepbeme 1. 34 earemenme a,a’ € Rx 2raenoudeanckoz domeng R credehu

a) nocmoju Konpocma penayuja (3);

6) nocmojy KOMaxcumarng perayuga (3);

8) R/Ra =~ R/Rd/;

2) R/laR~ R/¢/R. o

Crunnu en emenmu

3a eremente a,d nIpcrema R pehu hemo ga CY caunmy ako 3alloBoMmaBajy
ycloB 6) nperxonmor TBphewa. Y KOMyTarTuBHOM Cly4ajy caugrOCT Ce
CBOMM Ha acomupanocT (a,a’ Pa3JIMKyjy ce no ma UHBepTUOHIIaH eJleMeHT).

ITpumep 3. Penauja 1)y OpuMepy 1. je KOMakcuMmaJsna, na CYy eleMeHTH
l+zy un 1+ yz cauyny Y Opcreny k(z, y). ' v

IIpumep 4. 33  — Cuos:C-c, 9(a) = @, kopucrehy KOHCTPyknujy us3
OpuMepa 1.1.6. nobujamo mperen Clz,-] KoM excno-Kocuz nonmmaoMa. Hbe-
T'OBU enleMeHTH Cy 067uKa

ao + za, +--+ 2, a; €C

U Ba¥KU jemHaKOCT gz — za. PeJIannja

@E-D1+v2+i) = +\/§—z‘)(z—(%+é))
Je KoMakcumama, Y mpcreny Clz,—], na cy €NEMEHTH z — | i 4 — (% + ﬁ)

CIMYEM.  AHalormo je z — 1 CIMYaH CBakoMm TOTUHOMY 06imuKa  — v, 34
|w|=1. .

Lomeny cq Ve ¢a7cmopu3auujom

Enemenr HIpcrera R je amom axo Huje MHBEPTUGUIAH U ako ce He Moxke
OpencraBuTu kao Ipou3BON nBa, HeUHBepTUGHITH, €leMerTa. Ako je R
[JIABHOMeaJICKN noMen y a € R* omma CBakoj q)a.KTopnsaman a=p...p,
Ha HeWHBepTUGMIIHE dakrope OAroBapa JnaHan mecHux uneana

RDblRDplpgRD~~-Dp1...p,.R=aR, (5)

re cy cge HHKIY3Hje cTpore c 063upoM Ha TO Aa p; ¢ R*. Ako Cy cBH
Pi aToMu oHpa je (5) KOMIIO3MIMOHN Hu3, Ha OCHOBY .}I{op()au-Xem)epoee
Teopeme ([5]) IpHUMeleHe Ha sBa KOMIO3MUMOHa Huza g — Pr..pr=pj...p
jer=suaa HEKy nepmyranujy i — 4 Ckyma {1,...,r}, p; u P; Cy cauymm.
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Y oBom Cly4dajy 3a R kKamemo A3 je TOMER ca jednosnaunom paxmopuszayu-
Jom, a 3a $paxTopuszanumje g = Pr...pr M pi...p, na cy uzomopgre. Onom
AepuBEMOYjom obyxBahen je u KOMyTaTHBaH Ciyuaj. Hamme, y KOMyTa-
TUBHUM NOMEHUMA 0B3 neQUANNYja eKBUBAICHTHA Jje xracuunoj e puRMnMju
AOMEHA Ca jenHO03HAYHOM $paxTopusammjom. Lysxuny xommosunuoror HU33
(5) 3Bahemo Oyacunom enementa q.

Hpumep 5. Dpemen noAUNOMA Nad Mmeaom Keamepnuong R — Hit]

Peu je 0 06munny HOJIMEOMIUMA, Y Kojuma Beonpebena ¢t komyTupa ca xo-
epunujerTuMa U3 Tena H. Kao mpcren HOMMEOMA HAX TeaoM, R je raa-
BHOMXCAJICKHM, THME U ca Jenno3EaunrOM $akTopusammjom. ¥ osom OpCTERy
OOJIMHOM #2 + 1 mMma 6ap Tpm HETDUBHjaJIHE paxTopuzanuje:

E=d+0), E-5)E+7), (t- E)(t + k).
MebyTum, cae TPU Ccy nsoMop¢re. U3 komakcumatme penanuje

(E=Dt+0) = (t+5)(t - j)
CIe| CIUYHOCT HOTUHOMA £ — § M t—j. Amanorso 3a OCTaJje cayuyajeBe. v

Ilpumep 6. U3 IpUMepa 4. cilemm xa moamEoM 22 — 1 Y opcrery Clz, -] uma
Geckoraumo MmEoOro HETPHBUjaJHUX HM30MOD pHMX $akropusanuja o6anxa
(z ~u)(z+7a) 3a |ul=1. v

IlIpumep 7. Bejnosa anzebpa nad meaom K
Je Konuymrmyky IpcTer A (K) = K(z,y)/(zy — yz — 1). Penanuja
(I+zy)e =2(1+ yz) = z(Ty)

Je KoMakcumanma Y Ai1(K), na cy enemantu 1+zy ¥ 2y canunny. IIpumerumo
A3 je 1+ gy aToM, nok zy muje. To he moce6mo 3HAYMTH na A;(K) muje
OpPCTEH Ca jeNHO3HAYOM $paxTopuzammjom. Ipumepa pamu enement Yz +
Uma nBe gaxropusammje (1 +zy)z u 22y Yy Ai1(K) pasmmumrux AYXKUHA. v

Concmeenu npcmen udeana

Hexa je R momen. 3a a = o' mpecaukasame (2) je €HAOMODp(¢Hu3aM JeBor
Monyna R/Ra u 3axaro Je exementom b 33 KOJH je ab' = ba, 3a meko b € R.

deasusamopom nesor uneana Ra 3Bahemo majsehu OOTOPCTER mpPCTeHa R
KOJH caupxu Ra Kao CBOj mueau:

J(Ra)={b'€R| ab Ra}.

Ipumerom IPETXOMHOT, IOCTOju enumopdusam J(Ra) ma Endg(R/Ra) xoju
¥ € J(Ra) camka Yy emnomopguzam z ~5 zp'. Jesrpo osor IPECIUKABa®mA je
Ra n oryna je

Endr(R/Ra) = J(Ra)/Ra.

Konnurnykn npcrer J(Ra)/Ra 38ahemo COnCMmeenuMm OPCTEHOM Uaeana Ra.
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Ilpumep 8. y npcreny R = Clz, -] uneanusarop mpeasra R(z% + 1) je meo
npcrer R. Kako je 22 + 1 aToM y R TO je comcrTBemy OPCTEH OBOT MjeaJia

Teno. Camymo je J(R(z2 — 1)) = R. Kako 22 — 1 HUJe aToM To comcTBeny
IPCTeH y 0BOM ciyuajy HUje Teio. Mebyrmm, asxu cnenehe:

J(R(z® - 1))/R(2? - 1) =R/R(z® - 1) > My(C).

Hrneapujarmmuy enemenmuy

3a esieMeHT ¢ IpcreHa R KaskeMo ma je decno UHBapujarman aKo je necHo pe-
Tynapal u Re C cR, mro 3Hayn Ja 3a cBakKo z € R HOCTOjU jemuHCTBeR 7’ € R
38 KOjH je ze = ¢, Jleny WHBa pHjaTHOCT AepvHUIIEMO Cmuno, Enemenre
KOJH Cy ¥ JIeBO U mecHo WHBaDUjaHTHU 30BeMO uneapujanmuum. Ilpumerinmo
A& MHBADUjaHTHU ejeMeHTH T€Hepumy asocrpare Uaeae.

CBAKO p € R Baxu (22 +1) . p = p- (2% +1). Yommre, craku TOJUHOM O6aHKa
p(z?) MHEBapUjanTan jey R. v

Ilpumep 10. ¥ NPCTeHy unmezpainuz Keamepruona
I=271 DZiDdZjD Zk

BaXKH:
i(1+ ai + bj + ck) = (1+ @i+ bj + ck) (qi + 75 + sk)

3a

g=1-(b® + )y, T = (ab- c)u, 8 = (ac + bju, u=2(1+a?+ b2 +¢2)-1,

Ilpumep 11. ¥y npcreny Clz, -] enement z — g je OTpaHndveH, jep je pakrop
MHBADUjaHTHOI NOMMHOMa, 72 — |, v

WuBapujanran €JIEMEHT ¢ € R 30BeMo [ “@MoMoOM aKo ¢ ¢ R* u ako cy
HBEeroBU jequan WHBapUjaHTHU $pakropu BEMy acomMpaEM MM JjemvEuUneE.
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IIpyvep 12. Ilosmuom 2% + 1 je I-atom y mpcreny Clz, —]. v

Besa usmeby yBeneHMx mojMOBa HaJ rITaBHOMAEANCKMM TOMEHMMA HaBe-
JieHa je y HapenHO] TeopeMu (Hoka3 [8]).

TeopeMa 2. Hexa je R 2nasnoudeancku domen.

a) Ceaxu udear I £0 y R je obauxa cR = Re 3a nexu UHBAPUIAHTNAN
enemenm c € R; npcmen R/Rc je npocm axxo je ¢ I-amom;

6) ceaxu I-amom je npou3e00 CAUNHUT 02paHUNEHUT amoma;

8) axo je p ozpanuven amom onda je mez08a Hajmama epaHuya p*
I-amom xome cy ceu amomuunu Paxmopu cauunu p. 0

1.4 Penyxumja maTpuna mam riaBHOMZEAICKMM JOMEHIMA

Y mpcrery Ry KOM je CBakM MIeat croBGOMNaH Kao JIEBU MIM MECHH MOJIYJ
3a cBaKy MaTpuny A € Mmn(R) nmocroje uaBeptubunse marpune P € GL,.(R)
n Q € GL,(R) 3a xoje je PAQ = A; ® 0 3a HEKy peryrapHy MmaTpuny A;. Y
ommTeM ClIy4ajy Aa/be peAykKuuje HUCY moryhe. Aim, ako je R raaBHOMme-
anCku NoMeH A je moryhe penykoBaT 1o AujaroHadHe MaTpume. Y Be3M ca
M yBemheMo cinenehy nepuanumjy. 3a ereMeHT a mPOM3BOJLHOT JOMeHa R
KaskeMo Jla je MomaAary IUBU30D ejleMeHTa b € R u numeMo a || b, ako mocTo-
Ju elneMeHT c € R 3a kKoju a | ¢ | b (MHCIM Ce Ha HebUBOCT caeBa). Ilpume-
TUMO [la y OIINTeM CJIyd4ajy IPOU3BOJbAH eJleMeHT HiUje TOTAJHU JUBM3O0D
camor ceGe. 3anpaBo a || a akko je a MHBapMjaHTaH. Y IPOCTOM HPCTEHY
R HeMaMO HeMHBePTUOMIHMX MHBADHjaHTHHUX elleMefaTa, jep pelamvja a || b
BaXK! j€VHO 3a a € R* umu b = 0. :

Ca diag (ay,...,a,) o3HauaBahieMo qujaroHanHy MaTpULY Ca eJeMEHTHMA
a1, ...,ar Ha IJIaBHOj nujarosamu. OBy o3Haky kopucTtuhieMo 1 3a MaTpume
KOje HHUCY KBaJIpaTHe, IITO he GUTH IOCEOHO HArIAIIEHO MCTUNAMEM HU-
XoBor (opMaTa.

Teopema 1. Hexa je R enasnoudeascku domen. Pane epcma u xoaona npo-
uzgomre mampuye A € Mo (R) cy jednaxu; axo je muzosa sajednuvxa epedrocm
peyumo r, onda nocmoje P € GL,,(R),Q € GL,(R) 3a xoje je

PlAQ = diag (e1,...,e,0,...,0), e | €41, e, #£O0.
Loxas: Kopuctuhemo ciuenehie omepalliije Ha KOJIOHaMa MaTpuIe A:

1) samena dee xorone,

2) mroxceme 30ecHa UNBEPMULUAHUM eAEMERMOM,

3) 0odasame i-moj x0A0NU j-The NOMHONCENE IDECHA HEKUM eAeMeH-
mom u3 R,

4) mHoxceme 08e Ko0Ne 30eCHa UNBEPMULUAHOM 2 X 2 MAMPUYOM.

Cpaxoj on onepauuja 1) — 3) ofroBapa MHOXe€He 3/1eCHA eeMeHTapHUM Ma-
TpuliaMa. Onepamuja 4) omoryhasa 3aMeHy mpBa IBa eleMeHTA y onabpa-
HMM KOJIOHaMa, peloM, HUXOBMM HajBehiMM 3ajeHMYKNM JeBUM (aKkTopoM
M HyaoM. Axko cy To Hup. eneMenTH a,b OHNa U3 aR + bR = kR cinenu
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a = kay,b = kby, mro 3Hauu ma Cy a1,b; mecHo kompocTu Tj. na IOCTOje
d',c € R 3a koje je
ald' - blc' =1. (1)

Cxyn{zecR|bzec a1R} je unean y R u mexa je mmp. TeHEPUCAH €JIeMEHTOM
d'. Kako o’ € 'R, 10 je
bla’ = alb’ (2)

3a Heko b’ € R. MuoxemeM 3mecHa penamyje (1) ca a; Hobujamo
a1(d'a; — 1) = by day,

u TuMe c'a; € 'R Tj.
ca; =d'c (3)

32 HEKO ¢ € R. AHaJlorHO MHOXKemeM cama penamuje (1) 3mecHa ca by 3a-
KbydyjeMo fa 1+c'by € a1 R 1 oTyma a’d—c’by =1 3a Hexko d € R. 3a MaTpuIe

M,V 3adaTe ca.
_ ay b1 _ d -b
H=1 ¢ 4 | =l e o

10 * %
;41/:,:* *J’ V’uz[O 1]'
3a fi =[1,0], f = [0,1] Baxu fy(wr — B) =0 U fo(vu - E) = 0, xao

fov(uv — E) = fo(vpv — v) = fo(vp — E)v = 0.

je

3aMeHOM MaTpuna u 1 v y IPEeTXOMHO] jemHaKoCTH Hobujamo
. [—C/,al] [0 OJ - [alu’ alv] — 0
u v

3a HeKe u,v € R M oTysa u = v = 0, mTo 3a MOCHe ULy UMa, pv = E. Amamorso
je vu = E. Cana Baxu [k,0)u = [a, bl ¥ [a,blv = [k,0] mTO cMO M 3axTeBaI.
OnmroBapajyhe onepamyje Moxemo OPpUMEBUBATY U Ha BPCTE, C TUM INITO je
CBaKO MHOXXEH:€ CIIEeBa. .

Cana MoxeMo HacTaBuUTH ca penyknujom. Axo je A = 0, kpaj. Wnaye,
kopucrehu 1), nepmyToBamem BPCTa M KOJIOHa Ha (1,1) mo3unujy mocTapiba~
MO €JIeMEeHT KOjU je pasiuuut ofn Hyde. [ame, kopucrehu 4), a;; MewmaMo
HajBehiuM 3ajemauuxum meBuM $GaKTOpOM a1y U a1z, 3aTUM a1; U aj3 UTH..
Hakon n — 1 xopaxka A PenyKyjeMo o MaTpUue y K0joj je ajp = -+- = az, = 0.
Hicty mocrynak mpumenumo u Ha OpBYy koJoHY. MebyTruM, moxe ce mo-
TOIMTH Jla TOKOM OB€ peAyKuMje IpBa BPCTa ONET IOCTAHE PA3IUYUTa O
nyne. [la 6u oBo usbersu, moxas usBoUMO MHIYKIM)OM IO LY>KMHU a1; U
Tako Hobujamo .

A=ua1 0 4.

Ipyrom nanyxmujom, mo max(m,n) mobujamo

A=diag(al,az,...,a,,O,...,O).




16

3a cBako d € R je

1 dlfag O _{aa das

0 1110 a2 |0 a2’
TAKO A& Ce OmeT MO)Ke HApPYIIMTH AYXKUHE G OCHM aKO je G JeBH (aKTOp
das 3a cBe d € R, 1j. a1R D Ray. ¥ ToMm cayd4ajy je a;R O Ra:R D Ras; m

a1 | ¢ | ay, rme je ¢ uEBapujanTaH remeparop maeayaa RasR. Oryna a; || as.
ITomaBipameM nperxomaor mnobujamo

dla'g (817827"'aeta07"'70)a rne eil!ei+1-

Ako je e # 0 par BpcTa M KoJoHA oBe Marpuime je t. Kako marpunme A u
P~1AQ wumajy jemmaKe paHroBe KOJIOHa M BpCTa, TBpbheme je mokaszamo. O

IIpumep 1. Y npcreny M,(H[t]) marpuna

ti—k (2+1)(tj—1) 0
A= | ti+1 E+1D)A -3 @FE+1)*~ti—k)
0 0 (2 +1)2

€JIeMEeHTaPHUM TpaECPOpManujaMa CBOAM C€ HA MaTPHIY
diag (t —i, (t2 + 1)(t — ), (2 + 1)*(t — k).

IIpu Tom
=) | @+ @ +1E—5),

oa
t—i) ||+ 1)),

jep je t*+1 mmBapujanTan y npcrery H[t]. Amasorro (2 4+1)(t—j)| (t2+1)?|
(2 +1)2(t—k), ma (t2+1)(t—j) || (2 +1)%(t —k), mmajyhu y Buxy ma je (¢ +1)2
ueBapujaaTan y Ht]. v

Y mapemmoM morjiasipy mokazahieMo na cy e-0BmM jemmECcTBEHO oApebenm
A0 H3 CHMYHOCT. YKoamko 6u R 6uo Eykamnmcku nomen, ymecTo 4) Morao
6u ce KopuctuTH EYKIMAOB aJropHTaM, a yMecToO MHAYKOHUje IO AYKUHA
Morya 61 ce KOPUCTHUTH MHAYKOUN)3 IO CTEOEHY.

IMocnemuna 2. Ceaxa Mampuya Had NPOCMUM 2488NHOUIEAACKUM JOMENOM R
acoyupana je mampuyu EDa® 0 3a nexo a € R.

Moxas: Kao mro cM0 BUAeau y IPOCTOM npcTeRy R penamuja a || b moBraum
b=0 mm a € R*. Kopucrehn 2) cBaku uaBepTubuiIaH eJeMEeHT MOXKEMO
rpaEchopMucaTH y 1, TAKO Na HA IMjaroHAJM TPAaHCPOPMMUCAHE MAaTPULE
CaMo jelaH €JIEMEHT MOXe OUTH Pas3juduT OX HYJe. O

Y Temmma, CBAKH HE HYJIA €JIEMEHT je MHBEPTUOMIAH, ma je Yy OBOM
ciIyJajy CBaKa MaTPHMIa acoNMpaHa HEKOj Marpumu obmmka E,. @0, roe je r
paHr Marpune A.

3a R-Momys M KaKeMO I3 je KOHAYHO NPE3eNMO8aN aKO MOCTOJU TAUaH
HE3 00smKa:

R™ % R" — M — 0.
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Ha oBaj maunmu M je onpeben jemmosmauno o Ha M30MOpPQU3aM MATPHUIIOM
A popmaTa m X n KojoM je 337aTO IpeciuKaBame «. O6patHo, cBaka m x n
MaTpuia JedUHUITIe KOHAYHO NPe3eHTOBAH Monyn M onpeben ca M = coker o.
Acomupanum MaTpunmama OIroBapajy M3oMOp$HM MOZyIH, jep ce HA oBaj
HaUuMH 3alpaBo 3ajaje mpoMeHa Gasa mMoxyna R™ u R™.

Heka je cama R = K[f], rme je K teno n f € R nonueoMm crenena d. R-
Monyn M = R/fR je u K-npocrop aumensuje d. Onmryje, mexa je M necuu
R-vonyn ne¢mmucan marpmmom A. Axo je A perynapua M je xoHauHO-
JUMeH3UoHN K-IIpoCTOp M Kerona MIMeH3Hja je ynpaBo deg f) ... f,, rae je
fi... fr Ipou3BoO AMjaroHaJHNX KOMIOHEHTH MaTpule nobujeHe pemyKIujoM
A.

1.5 Komauno remepucanmu MOy JTA HaJ
IIIABHOMOEAJICKAM NOMEHMMa

CBaxu KOHAUHO reHEpMCAH MOZIYJ Han KOMYTATUBHAM [JIABHOMIEAJICKIAM
IPCTEHOM je JMPEKTHA CyMa IUKIMYEMX. [Ipuponro ce mamehe nuTame, 1a
JI¥ AHAJIONHO BaXkN M y HEKOMYTaTMBHOM caydajy. Oaroeop je norpaas.

3a MoZys M KaXKeMO 13 je mopauonu ako ce CBAKA IHEroB eleMeHT aHy-
JMpa HEKMM HE HyJla €JIEMeHTOM U3 R. AKO IIpeTXO[HO He BaXKH HM 3a jeqan
CJIEMEHT MOAyJa M ocuM 3a Hyuxy, 3a M kaxkeMo 1a je mopauono caobodan.
AHaorso, ka0 ko4 ABesoBUX rpymna, cBaxu Monyn M Hajl riaBHOMIeaJs-
CKMM IPCTEHOM CalpXKM jeMHCTBEHO oApeleH MakcuMaiHM TOP3UOHHU TOI-
moxyn tM (R je u nesu Opeos npcren, na je tM moamonyn Moxyna M). Ilpu
ToM je M/tM Topauomo cnobomar. Axo je M KoHAMHO reHEepHUCaH, OHAA je
TO 1 cnobonsan momyn M/tM. Otyna je M = tM & F, rie je F cnobopan
HoaMo .y, jeMHCTBEeHO onpeler mo Ha nsoMopdusam (mokas [6)).

Teopema 1. Ceaxu xonauno zenepucan M0oOya M nad znasnoudeanckum np-
cmenom R je Oupexmma cyma yuxaunnuz modyaa:

M=R/Re,®---®R/Re, ® R™", (1)
20e €; || e;y1. Osum ycaosom e-o8u cy jeduncmaeno odpelienu 0o Ha caunHocm.

Loxas: Moayn M je xomauno P€HEpHUCAH, THME M KOHAYHO IPE3€HTOBAH,
penumo MarpunoM A. Ilo Teopemu 1.4.1. MaTpuia A je aconMpaHa MaTpUIM
diag (e1,...,e,,0,...,0), mpu uemy e; || ei+1. Kako oBe mpomene me YyTUYY Ha
Monmyn M, mpeoctaje jemuHo Oa MOKaskeMO jeIMHCTBEHOCT.

Kopucrnhemo crenehe tBpheme: Axo cy M,N,N' xoHayHO remepucaHn
Monynu Hand R, 3a koje je M® N =~ M @ N/, ouna je N = N’ (moka3s [6]).
Ilupextry cymy R/Ra,®---® R/Ra;, 3amucahiemo kpahe [ay,...,a;], g0k hemo
ca ~ o3HauyaBaTH usoMopgHoct. Taxo je [a] ~ [b] akko ¢y a u b cowunm. Jom
Tpeba Nokasaty na Baxu crefehia nMmmkanuja;

[a,b1, b ~ [0, b, B = [b,. by ~ (B, B

Heka cy [di,...,d,], di || diy1 ¥ [e1,...,e,], & || ei+1 mBe penpesenTamuje Mo-
nyna M. Bes ymamema ONIITOCTH MOXEMO IIPETIOCTABATH Ia je 6bpoj cabu-
Paka Ha JIeBO] U AECHOj CTPAHM jeHAK, C 063MpOM Ha TO 1a YBEK MOXEMO [0-
NaTH HyJIe, KOJe CY pelpe3eHTOBaHe MHBEPTUONIHAM ¢paxropuma (R/R = 0).
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Lame, MoxeMo mpermocrasury na je Topamonn meo momyma M onbauew,
Tako na cy cBM d;e; # 0. Kako 3a r = 1 tBpheme BaXkM, NMPETIIOCTABMMO Ia
je r>1. Ilokas hemo usBecTn uEAYKOUjoM 1o r. O3HauMMO ca, l(a) myxumy
C/IEMEHTA a UM NPETNOCTaBMMO A2 je l(d;) > l(e); name di |c|dy u ¢ je unBa-
pujarTran. 3a N = R/Ra u ¢ MHBapUjanTa® Bakn N/cN = R/(Ra + Rc). Axo
Je Re; ® Rc = Rel, onna je:

M/cM~[dl,c,...,c]~[e’1,...,e'r], (2)

n ) <Uc) (i = 1,...,7), Ue}) < ler) < l(d1). YmopebuBamem nysxuma y
(2) xoje Mopajy BuTn jenmake, Kao qy»KuHE KOMIO3MIMOHMX HA30BA MOy JIa
M/cM, nobujamo I(dy) + (r — Dl(c) = Y U(e}), o ject

(H(dr) = U(e1)) + Y ~(e) — U(e})) = 0.
2

Kako je cBaxu Tepm HEHETaTUBaH, CBU (akTopu cy mHyie. OTyza je l(e}) =
l(er) = I(d1), U(e}) = I(c), omakme cmemm e ~ eref ~ ¢ (i > 1). Cana je (2)
obiuka;:

[di,c,...,c] ~[er,c...,d].

CkpahnBamem, HamazuMo na je e, ciamuan ca d; Tako ma cama MOMKEMO
CKPATUTH NPBU TEPM Y [d,...,d,] ~ [ey,...,e,] Ha 0Be crpane. Tume cmo
no6uin [d, ..., d,] ~ [es,. .., e,]. Wanyxmuja no r naje Tpasenn pesyarar. O

Caeneha teopema naje omuc CTPYKTyp€ KOHAYHO I'€HEPHMCAHUX IUKJIM-
YHUX MONyJIa Hal IJIABHOMICAJICKUM JOMEHMMa (IOKa3 [6]).

Teopema 2. Hexa je R zraenoudeancry domen. Ceaxu yuxauvan seeu R-
MO0YA je unt caobodam pamnza 1 uau obauxa

R/Ra=R/Rq; ®---® R/Rq, ® R/Ry, (5)

20e je Ceaxu g; npou’eod 0ZPAMUNENUT CAUNNUT GTOMa u mehy amomuma y
PASAUNUMUM q; HEMA CAUMNUT, a q je momaamo Heoepanuuen. Eaemenmu
91,---,4k,9 CY jeduncmaeeno odphenu do na pedocaed u cauunocm. O

IIperxomne mBe TeopeMe majy xoMmmeTaHn omuic CTPYKTYpe KOHAUHO re-
HEPUCAHMX MOAyJIa HaJ rJIaBHOMIEANCKAM IPCTEHUMA.

1.6 OcroBaN nojmosu TEeopHje Tesna

Adumuenu u Myamunaukamueny KOMYMamopu

Y oBom moraaBmy usnoskmhemo ocHoBHE pesynraTte Teopuje Tena. 3a ele-
MeHTe a,b Testa K eneMenT ab—ba 3BahieMo adumuenum KoMymamopom. YKo-
THKO €y z,y € K* enemerT z~'y~lzy 3BahieMo myamunauxamuenum Komyma-
mopom.

Tepbeme 1. Axo enemenm y mesa K KOMYMUPA €O COUM QOUMUBHUM KoOMY-
mamopuma y K, onoda je y y yenmpy C mena K.
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Aoxas: Tpernocrasumo na y ¢ C. Omzma je zy # yz 3a Heko z € K. ITocma-
TPaMoO jeOHAKOCT:

z(zy) — (zy)z = z(zy — yz).
ITomro y koMyTUpa ca aauTUBEMM KOMyTaTOpuMa z(zy) — (zy)z ¥ zy —yz # 0,
MOpa KOMyTUpaTH U ca z. KoHTpamxmujal 0

Ilocnemuma 2. Axo cy ceu adumuenu Komymamopu meaa K yenmpaanu, onoa
je K nowne. |

ITocmemana 3. Teao K je zemepucamo ceum ceojum adumuenum Komyma-
MOPUMA U YENTMPOM.

loxas: Axko z ¢ C, omua je zy # yr 3a Heko y € K. Cana C-aarebpa
TeHepuCaHa aIUTUBHMM KOMyTaTopuma Teaa K caapxu z(zy) — (zy)z u zy —
yz # 0, cTora caip:xku ¥ z, na je jemHaka K. O
loxa3zahemo na TBphema anaorna mpeTXoIHUM Baske U 3a MYJITUIINAKA-
TUBHE KOMyTaTOope. IIpe Tora ussemheMo Hekomuko umerTHTeTa. Heka cy
a,c fiBa eleMeHTa Tella K Koju He koMyTupajy u b=a—1€ K*. Tana je

a(a™lca —blch) = ca—ab~lch
= c(b+1)—(b+1)b"1ch (1)
= 'c—blcb#0,
U oTyZa
a(atcac™t — b lche™) = 1 — b 1cbe! #£ 0. (2)

Y oba ciyuaja mecHe cTpaHe jemHAKOCTH Cy Pa3MuuTe OX HyJe IIOMTO
b=a -1 He KOMyTHpa ca c. ;

TBpbeme 4. Axo enemenm c meaa K KOMYMUPQ CA COUM MYATNMUNAUKATIUSHUM
Komymamopuma y K onoda je c y yenmpy mena K.

Aoxaz: IlpernocTaBuMo CympoTHO, Za je ac # ca 3a Heko a € K. Heka je

b=a-1€ K*. Ilomro mo mpernocTasmu ¢ KoMyTHpa ¥ ca a~lcac=! u ca

b~lcbe™!, u3 jemmakocTu (2) ciemm Ka c KOMyTHUpa U ca a. KoHTpamuknuja!
O

Ilocnenuma 5. Axo cy ceu myamunauxamueny Komymamopu meaa K uyen-
mpaanu, onda je K none. O

3a Teno D C K KaKkeMo Ja je HOPMAJHO y Tesny K ako je 3a cBako r € KX,
zDz~! C D, Tj. ako je D* HOPMaJIHa IoATrpyna rpyme KX,

Teopema 6. Axo je meso D # K nopmaano y meay K, onda je D cadpacaro y
yenmpy meana K.

Hoxas: Heka je a € K\Dwuce D. Tana je ac = ca. Y CYIIPOTHOM 3a
b=a-1€K*, a~'ca, b~ch, c npunmanajy D*. Cana us Jennakoctu (1) caemu
fa je nay D*, mro je y KOHTPAAMKIOM]H Ca IOTa3HOM npernocraBkoM. Heka
je cama ¢ npousBosan enement U3 D*. Ouzna cyuauac y K\D, na npema
IPeTXOMHOM KOMYTHPajy ca c. ¥ ToM cayuajy ¥ ¢’ = a~lac’ koMyTHpa ca c.
Oryna c npunazna nentpy rema K , IITO je u TpeGajo moka3aTH. |
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Ilocmemuna 7. Hexomymamueno meso K 2ENEPUCANO je COUM CBOJuM MYAU-
NAUKATNUBHUM KOMYMATMOPUMG.

Jloxas: Hexka je D moareno tena K TFeHepUCAaHO CBUM MYJITUILIMKATUBHUM KO-
myraTopnma Tenta K. Teno D je nEBapujanTtHO ¥ osiHOCY Ha CBe YHYTpaIIme
ayToMop¢usMe Tejta K, ma je HOpMAaJHO y K. Kako K Huje KOMyTaTMBHO
TO Ha OCHOBY mocilezune 1.6.5 DOCTOjU MYJNTHINIMKATMBEM KOMYTATOD KOjH
Hyje nenrpanan. Oryna D ¢ C. Cana je OCHOBY TeopeMe 1.6.6. K=D [J

Hzomoppuamu u anmu-uzomopdusmu
IIpeciukaBame f Tena K y Heko Tesio D KOje je MHjeKTMBHO, CYDjeKTHBHO
M carJlacHO ca cabupameM 30BeMoO USOMOPPUIMOM AKO je
f(ab) = f(a)f(b), 3a cBako a,beK.
YKOJHKO je
f(ab) = f(b)f(a), 3a cBako a,be K
IPECMKABae f 30BEMO aNMU-UIOMOPPHUIMOM.
Teopema 8. IIpecauxasane o meaa K y meao D xKoje uma caedekhie ocobune:

1) o je caznacno ca cabupamenm,

2) 3a ceaxo a # 0 je o(a”!) = (o(a))7t,

3)o(l)=1

Je uau usomopfusam uau anmu-usomopgusam measa K y meao D.

IIpumenBa. Axo.mpermocTaBmMo na ¢ MCHymaBa CaMo ycaose 1) u 2),.
ORZa 33 = = o(1) Baxku z = z'. Tala je 2> -1 = (z — 1)(z+1) =0. To
jecT, ako o He McmymaBa ycioB 3), onma je o(1) = —1. ¥ oBoM cayJajy
npecaukaBawe 7 : K — D 3amaTo ca 7(a) = —d(a) 3a0BOmABA CBe yclioBe

TeOpeMe, MTO 3HAYM [Ia je 0 MM ONO3NT HEKOT M30MOPM3MAa MM HEKOT
AHTH-HU30MODpOU3MAa.

Aoxas: Ymecro o(a) mucaliemo a° u amamorso (a=!) = (a®)~! ozmaumhemo
caa . Kako jezaa+#0,a”-a"“ =110 je kero = {0}, ma je 0 1 -1 u Ha.
IIpBo hemo usBecTn jelaH MIeHTUTET.
3aa,be KX ma™' #£buspasz a~! + (b1 —a)~! je no6po Hepunancan. Ua-
nBajameM a~! cieBa u (b~! —a)~! 3mecHa mo6HMjaMo

al+ (b ) =0T (b —a) +a) (bl —a) = a7 —a) . (3)
W cana urBeproBamem no6ujamo:
@'+ —a) ) = (b7! - a)ba = a — aba.
Y Be3u ca mperxomHEuMM je
a—(a~'+ (b7 —a)"1)"! = aba.

AKo calla IDUMMEHMMO o Ha IPeTXOMHY jeXHAKOCT M IpM TOM MCKOPHCTHUMO
ycioBe 1) u 2) u jemnakoct (3) mobuhemo:

(aba) = a”b%ac. (4)




21

JemnakocT (4) Baky M 3a 0 = b = 0, Kao M y cruyuajy kama je a~! = b.
LpyruM peuuma, nox monasmmm IIpeTnoCTaBKaMa, jeAHakKocT (4) je TauHa
3a cBe a,b € K.

3a b=1u3 (4) cremu

()7 = (@)% %)
3amenoM a ca a+by (5) HobujaMo:
(” + ab + ba +6%)7 = (a%)% + a%b" + b7a” + (5°)2.
Cana kopumhemeM (5) 1 yciopa 1) U3 IpeTXOlHe jeMHAKOCTH cliemu:
(ab)” + (ba)® = a%b” +b%a°. (6)
3a a,b € KX mocMaTpaMo ejieMeHT
((ab)” — ab%)(ab) =" ((ab)” — b%a”) (7
Tena D. MHoxemeM noGujamo na je OBa] eJIEMeHT jelHaK
(ab)” — b%a” — a”b” + a%b% (ab) =% a®. (8)
Ilpumenom (4) je b (ab)=9b° = (b(ab)~1b)?, n
a® (b (ab) ~7b%)a’ = (ba)°.
TumMe je (7) jenmako ca
: (ab)” = b7a% — @%b + (ba)°,

a To je 0 Ha OCHOBY jemHAKOCTH (6). Oryna je 6ap jenam ox dakropa y (7)
myna. To 3a mocreauny uma na je

a%b°
(ab)? =¢ wm
b%a’.

3a a=b=0 OpeTXONHO TPUBMjaAIHO BAKM. Cana ce mocraBma mutame: [la
71y K mocroje 4eTHpH elieMeHTa a,b,c,d 3a Koje je

(ab)° = a%” # b%°, ©)
(ed)? = d°¢® # °d°?

IIpernocraBuMo na TakBH eneMenTH nocroje. 3a z € K je

ao(b+ z)a = a’b° +aaza
(a(b+2z)) = U

(b4 2)%a° = b%a° + z°0a°.

Y npBoM ciyuajy je (ax)° = a°2%, HOK U3 Apyror ciem (az) # 2°a°. To
3HaUM Na 3a CBakKo z € K Baxu (az)’ = a°z°. AHayorso IOJIa3UMO [0
cnenehux jennakoctu:

(xb)” = 27b°,
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(cz)? =27,

(zd)? = z°d°.
Oryna je
a’d” =d%a® u b7 =b°¢°.
Us
a%b% +a%d’ + b7 + °d°
((a+c)b+d))° = 1384034
b%a° +d°a’ +b°c® +d°c°.

AMPEKTHUM DadyHAIEM JIEBE CTPaHe U U3jeHAUABAbEM Ca NeCHOM y IpPBOM
caydajy nobujamo ¢?d’ = d?c® mto je y KOHTpaJUKIUju ca (9). AHanorso
y ApyToM ciy4ajy mobujamo a’b’ = b%a°, mro je omer y KoHTpamuknuju ca
(9). OBuM je moka3s 3aBpmes. O

Kacauje hemo na npumepy nokaszaru OpUMeHe IPEeTXOMHe TeopeMe y Te-
OMETpHUjHU.

Ypehena mena

3a Teqo K kaxeMmo zma je ypeleno ako y K mocroju Hempa3san moackym P
koju nma ciaenehe ocobumne:

1) K=—-PU{0}UP (macjyrkrHa yHuja),
2) P+PCP,
3) P.PCP.

Enemenre ckyma P 3alieMo nosumuenum eleMeHTHMA. Ypebewe Ha Temy
K nepunumemo ca

a>b akko a—béP.

N3 mBojuliemo Bekommko ocobuna oror ypebemwa:

1) Axo je c€ Pu a>b oHOa je ac> bc ¥ ca > ch. AHanorso 3a —c€Pu
a>bje bc>acu ch> ca.

2) 3a cBako a € K* je a® > 0. Ioce6ro u3 12 = 1 cremt na 1€ P. Oryna
3ac>0m cl=c-(c!)? caemn ma jeu ¢! > 0. Amanorso u3 c < 0 cremu
¢! <0. TTocebHO, 3a c£0M a > b je u cac™! > che-1. U3 IIPETXOMHOT 3a b =0
M b=1 nobujamo cPc' CPucSc'C S, rmeje S={ac K la>1}.

Ckyn P je jemma moarpyma MYyJITMILIMKATUBHE rpyme KX, 1Ipu ToMm je
P mucjyskrra yamja SU{1}US~! mro smaum na ypebeme Ha K umayxyje
ypebewe MyarummkaTusee rpyme P.

3) Kaxo je 1 € P to Tenro K Mopa 6uru kapakrepuctuke 0. Oryzna cy cyme
jemiruna yeek mosutusHe. Crora ypeDeme Ha K umnykyje CTaHNapIHO
ypebewme mHa momremy Q xoje je U30MOPYHO HOJBY pamMOHANHUX GpojeBa.
To raxobe moka3yje na ce nome panuonaHMX BpojeBa MOke ypeauTH caMo
Ha yobudajeH HauuH. VcTo Baxku U 3a mosmme peansux Gpojesa.

Apzumedoscra mena

3a ypebeno Teno kaxkeMo na je aprumedoacko axo 3a cBako a € K oCTOjU
neo 6poj n 3a xoju je a < n. Ilpu ToMm Baku:
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Teopema 9. Csaxo apzumedoscxo meno je Komymamueno u UOMOPPHO HeKOM
nodnony nosa peaanuz bpojesa, npu wemy je nome R ypelieno na cmandapoan
HANUH. O

Jloxa3 oBe TeopeMe Moxe ce Hakin y [3).
Hapenmn nmpumep nokasahe na mocroje n RekoMyTaTusHa ypebera rena.

Ilpuvep 1. Heka je Q mome panuomamaux 6pojesa u K = Q((z)) ckyn Jlo-
PaHOBUX pejoBa ca koepumujeETMMa y Q. Cxyn K je Tesmo y omHocy Ha
cabupale U MHOXeHe pelioBa. 3anatieMo ypebeme ma K ckynoM P, mosu-
TUBHUX eJIEeMEHATA: -

b= {Zaizi |n€Z,a, > 0}.
Hexa je 0 : K — K mpeciukaBame 3anmaTo ca o(z) = 2z. IlpumernmMo ma je o
ayroMop¢usam koju uysa ypebeme ma K. IIpemusauje:

(s o}
f= Zaiz’ — f7 = Zai?z',
i=n

Ia Ipec/uKaBaibe o UyBa 3HaK HajHibker TepMa. Heka je cama F = K((y))
ckyn mecHux Jlopamosux pemoBa Hax Tenom K. Ckyn F je HEKOMYTATUBHO ‘
TeJI0 y OIHOCY Ha ONepamMje cabupama pefoBa M MHOXKeH:a KOj€ je 3a1aTo

IPaBUJIOM:
fy=vyf°, fekK.

OsBo tBphewe 6uhie moxazamo y mornaemy 2.4.. Teso F osmauasahiemo ca.
K((y;0)) n 3Bahemo ra renom xocur Jopanosur penoBa. Canma nedurumemo:
ypebewe Ha F ckymoM MO3UTUBHMX eseMeHaTa

P={)"v'fi|n€Zf.€ P}

i=n

OBaj ckynm je 3amcTa CKynm MO3UTMBHMX elleMeHaTa Tella F. YcClIOBU 1) u
2) ouurnenmo Baxe. Ilokaszahemo ma je ucnymen n yciaoB 3), To ject ma
Je mpoussox mBa eneMenTa ckynma P omer y P. Heka cy f=32v'fig=
Y nY'9i € P. To 3maun ga Cy fn ¥ gm u3 ckyna By. Cana je xoepumjent.
Y3 HajHIWKM TepM IPOU3BOJa fg jeqHAK f¢" gm. Kao mro cMo mokazanu o
ckynl By coumka y ckyn P,. To 3a nocireauny uMa Ja he u mpoussox f2 gm
Gurn enemesnt Py, U THMe na je fge P. v

Tume cMmo nokazanu:

Teopema 10. ITocmoje nexomymamusna ypelena meana. O

Ilpumene y eeomempuju
3a 3amaTo Teno K mocMaTpaMo CKym

A=K x K ={(&n)|&neK}.

Enemernte oBor ckyna spahemo mauxama. Taxobe hewmo ca (¢,7) osrauaBatu
u eexmope. IIpasom fiemo 3Batu noackyn | ckyna K x K obmuxa, P+tA, roe je
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P 3anara Tauka, A 3anatv He Hyia BekTop ¥ t € K. IlpecimkaBama o6ruka
o(X) = aX + C cy ouramayuje. Ome nmajy cienelie cBojcTBo: 3a cBake
ABe pasinunTe Tauke P u Q u BuxoBe cimke P’ u Q' cBaka mpaBa kpo3 P’
napanenena ca P+(Q npoinasu u xpo3 Q'. Caxka, INJIaTanyja Pa3IMIuTa Of
MICHTUTETE MMa HajBUIIE jelHy (UKCHY TAUKy. Iunaramuje Ges puxcHUX
Tadaka 30BeMO mparcaayujama. OHe cy oBnuka o(X) = X +C. 3a oBaxo
yBezneHe objekTe Baxke CBe akcuoMme apune reomerpuje, na je (A,V, +) jenan
agunu npocmop (V o3mauaBa ckym BEKTODA).

3a munatanujy o kaskeMmo ma, je Oezenepamuena axo je o(X) = P 3a cBako
XeA 3a He-ZleTeHePDATUBHY UIIATAIM]Y o mpazom Tauke P 3pahiemo npaBy
KOja caIgpskM Tauke P u a(P).

Hexka je cama T cxym cBux TPaHC/anyja youeHOr aduHOr mpocropa. 3a
OpeciukaBamwe a: T — T xakemo na je XoMOMOp(®U3aM KOJU UyBa Tpar akKo
je:

1) a xomoMopousam, Tj. (Ti72)* = 17§

2) 7 u 7 uMajy ucTe Tparose.

Ckyn mpecimkaBama ca OBMM 0CoBHHAMA o3Hauuhemo ca k. 3a mpeciuka-
Bala a U [ CKyna k KOHCTPyMIIeMO HOBO, KOje eJleMeHT T CKyma k CIVKa, y
7*o7?. OBo npecimkaBame oznaunhemo ca a+ g,

T = 7o o 1B,

Ca af osmauuhemo KOMOO3UNUjY Tj.
T8 = (1P)e,

Y omiocy Ha OBe omepalyje cKym k je Teio “30MOpQHO HOJa3HOM Teny K.
Baxu u creneha teopema [3): ‘

Teopema 11. 3aa €k, a # 0 u mauxy P nocmoju jedurncmeena duaamayuja o
ca guxcnom mavkom P, 3a xojy je

™ =0710"), 3aceaxo Te€T. O

Hanycoea meopema u 3aKOM romMymamusHocmu

IIokasahe ce ga je y oBom a(UHOM IPOCTOPY 3aKOH KOMYTATHBHOCTHU Tella
K exBuBaJleHTaH ca jeTHOM jemHOCTABHOM TeOMEeTPH)CKOM KOHPUTY PaIHjoM.

3a npousBomBHY Tauky P € A, ereMeHT o Tena k, Ha OCHOBY HpeTXOmHe
TeopeMe, MOXXeMO NOOUTH jeJHOM M CaMo jeZHOM JUTATAIU]OM 0, Ca (HK-
cHOoM TaukoM P. Tana je

T = g.710; .

Axo je 7 = og7o;?, oHzA je
78 = (rP)* = 0a0aT(0a0g) ™!,
IOK je c Opyre cTpaHe
T8 = UagTU;ﬁl.

Kako je o, jemurcTBeHO ompebeHo ca a, TO je o3 = 0,03. To mocebro
3HaUM Ja je MyJITMIUIMKATUBHA TDyIa Tena k UM30MOpdHA I'PYIM AUIATAIM]A,
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ca ¢ukcHOM TaukoMm P. Teno k (tume u Temo K ) j€ KOMyTaTUBHO akKo je
OBa rpyna JUJIaTandja KOMyTATHUBHA.

Hexa cy cana l u m nse pa3jnunTe npaBe Kpo3 P 1 HeKa je () IpoKU3BOJbHA,
Tauka npase | pazinuura of P. Ako je o) mumaTtamuja K0joj je Tauka P
¢ukcHa, OHZA je | oj-Tpar M Tauka 0(Q) = Q' # P 6uhe Tauxa ca mpase .
Tume je munaramuja oy y HOTIYHOCTH ofpebera. AHasorso Taukama R, R’
[paBe m pastuuMTUM OX P, onpebena je munatamuja oy, kojoj je P PuKcHa
Tauka U o2(R) = R'.

Koncrpyucahemo tauxe S = 0100(R) e m u T = 0201(Q) € I. Oume cy
ofipebene caenehum penamujama:

Q+ R | 01(Q) +01(R) =Q +0102(R) = Q' + S,
R+ Q| 02(R) + 02(Q) =R +0201(Q) =R +T.

Ila 61 BaskJIa jeTHAKOCT 009 = 0201 MOTPEGHO je ¥ TOBOJBHO 1a. je 0102(Q) =
0201(Q) WM 0102(Q) = T. Tauxa 0102(Q) je Ha mpaBoj I/, ma je oxpebena
pesanyjaMa;

Q+ R 0102(Q) + 0102(R) = 0102(Q) + S.

W3 nperxonHor je ycioB Q+R || T+S ekBuBasenTan YCJIOBY KOMYTaTUBHOCTH
o1 N o3. . ,

3aHeMapuMo cala NpeCcuMKaBama o; U oy, Tauka T npaBe | 1 Tauyka S
npase m oxpebene cy ca

Q+R|Q+S v Q+R|R+T
1 jom 3axTeBaMo Q+ R || T+ S. To jecr, ako cy 6ap OBa on TPM HPETXOMHA

napa napajenda, oHla je ¥ Tpehn. OBa kKoHpUrypamtja mosmHaTa je kao
Ilanycoea Teopema. W3 mperxommor ciemi:

Teopema 12. Teao k je Komymamueno axko eaxcu Ilanycosa meopema. O

Xapmonujexa cnpeznymocm

Ilpumep 2. CBako MHjEKTHBHO IPECINKABAIE OPOU3BOJBHE NIPaBe y ahUHOM
HpOCTOpPYy A KOje UyBa XaPMOHHMjCKY CIPErHYTOCT TadakKa je obauka

o(z) =az” +b,

roe je a # 0, a 7 je ayToMOp(U3aM MJM aHTU-ayTOMOpdu3aM Tema K. Y
MOKa3y OBOr TBpbewa KopUCTH ce TeopeMa 1.6.8. [3]. v




INTPCTEHU KOCUX ITOJIMHOMA

2.1 TIlojam npcrena xocux mosMHEOMA

IIpcren kocux monumHOMa je jemHo yoImTeH€ CTAHOaPAHOr HOjMa IpcTe-
Ha DOJMHOMAa HaJ KOMYTATMBHMM IPCTEHOM. Y OBOM YONIITEHYy HIPCTEH
koepunMjeHaTa He MOpa OGUTHM KOMyTaTHBAH M HeonpebeHa He KOMyTHpa
obaBe3Ho ca koepunujerTuMa. IloceGHO ce 3allaje ”3aKOH KOMyTHpama”,
TO jecT mpesa3ak HeoApebeHe c jenHe Ha APYTY CTpaHy KoepunujeHaTa je
" KOHTpOJIMCaH” .

Heka je A mpousBoman npcren, S mpcren koju caipXu A Kao CBOj HOT-
IpCTeH, Ka0 M (QUKCHMpaH eleMeHT t, t ¢ A, TakaB Oa Ce CBAKM €IEMEHT
‘IpcTeHa R reHepMCaHOT IPCTEHOM A M YOUeHMM eJIeMEeHTOM ¢ Moyke Ha je-
JAVHCTBEH HAUMH IPEICTAaBUTH Y oBJIUKY

f=ao+ta1+---+t"an, a; € A. (1)

Osaxar nspas spahieMo noaunomosm o neodpehernojt u merop cmenen, deg f,
Aedpurumemo ca deg f = n ako je a, # 0, Lok je HyJa DOMMHOM cTelleHa —oo.
Axo je y (1) an =1 3a f KaeMO Ja je monuuanN.

. Ycnen mucTpubyTMBHOCTH MHOXeEHa Y R IPOM3BOJL NBA eNeMeHTA f=
Ytla; u g = Y t%b; je enement fg = Y t'(ait/)b;. Ila 6u u OBaj €JIEMEHT
3anucany y Tpa)KeHOM oOJMKYy YBOOVMO NpABUJIO IO KOM koeuUIMjenTH
Opeja3e ca jieBe Ha OecHY crpaHy Heolpebeme. Ilpe Tora mpermocraBu-
hemo jom u ma je:

deg fg<deg f+degg, f,g€R. 2

Ycnen Tora je at 3a cBako a € A cTemeHa HajBUIlle 1, a 3a cBako a € A
nocroje a*, a° € A 3a koje je:

at =ta®*+a°, acA. 3)

IIpumernmo ma cy a® u o jemurcTBeRO OMpPebern enemenTom a, ma cy a — a®
u a — a° mpecaMKaBama npcreHa A y mera cama. Cama Jje 3a1aTo MHOXKEeHme
y R, jep ce uaayxmujom 1o r € N Moxke oApemUTH M at™ 3a CBAaKO r :
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at” = (ta® + a®)t"~1 = [t2a°" 4 #(a®® + a%@) 4 o Jt72 = .
Usjenmnauapamem uspasa:
(a+b)t=t{a+b)*+(a+b)° u at+bt=ta™+a®+tb+8,
nobujamo
(a+b)*=a*+b%, (a+b)° =a®+¥. (4)
Aranorso us
(ab)t =t(ab)* + (ab)® m  a(bt) = a(th® + b®) = ta®b® + a®b® + ab®,
cremm
(ab)® = a®b®,  (ab)® = a’b™ + ab’. (5)
Hame, 1t =t1 =t, u crora
1*=1, 1°=o0. (6)
Us (4) - (6) cremm na je o ennoMopdusam mperera A, ad
a-depueayujo UpcTeHa A, Tj. OpecIuKaBame 3a KOje BaxKuU:
(a+b)° =a® +°, (ab)® =a%b™ +ab®, a,beA. (7

O6patno, ako je A mpou3Bo/baH OPCTEH, o eHIOMOpPU3aM U § a-NepUBaNUja
npcreHa A, oHZa je CKyNI CBUX u3pa3a 06imKa (1) mpcTeH y OXHOCY Ha cabu-
pame (cabupajy ce koepunujerTr y3 onrosapajyhe crenmene t') 1 MHOKeme
nepurucano npasuiioM (3). Ilposepe cy pyTurcke u IOKa3yjy Hha ce y Ho-
GujeHOM IpCTEHY CBakM ejleMeHAT jeHO3HAUHO M3paskaBa y o6muky (1). O
TOMe TOBOpY u TBpheme:

Tepbeme 1. Hexa je A npcmen, o endomopguzam, § a-depusayuja npcmena A
u R=A(t; at=ta®+a’, ac A). Tada eancu:

a) ceaxu f € R na jeduncmeen nawun momxce ce npuxasamu y obauxy
(1),

6) axo je A domen u o unjexmueno onda je u R domen,

8) axo je A meno, onda je R decnu zaasnoudeancru domen; R je u
N€6U 2/08HOUJEAACKY QOMEN AKO je o aymoMopPuzam.

Aoxas: Ako je A nOMeH M o MHjEKTHBHO y (2) Baxu jemHAKOCT ¥ cTora je R
nomeH. Ilambe, Hexa je A Teno u I necmu mnean y R. Yxomuxo je I =(0)
TBpheme Baxxu. MHaue, Heka je p € ] Mornuan OOJIMHOM, p # 0, HajMamer
creneda. IlpoussBomno f € I, kopucrehu anropuram febema, BUIMIMO Kao
f=pg+r, rHe qr € R udegr < degp. Tana r=f—-pgel, u ako je r #0,
y I mocToju MOHMYAH NONMHOM CTelleHa CTPOTO MaiheT Of CTEleHa p. 3aTo
je r=0u tume f € pR. 3maun I = pR, uume je HOka3aHO na je R mecHM
TTIaBHOMTEAICKA. AKo je o ayToMopdusam, u (3 meros MHBep3, 3a a® = b,
(3) je obmuka b5t = tb+ b%% Tj.

th = bPt — b

OlaKJjie aHAJIOT'HO IIPEeTXOJHOM Clieou na je R u neBu TJIaBHOUOEAJICKHN NOMEH.
O
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Hamomena. § je decna a-ZlepuBalija U BeoApebera je y (1) c’nese cTpaHe
KoepumyujeHara. AHAJOTHO ce nesom a-epuBaIyjoM (3a Kojy Baxku: (ab)’ =
a®b® + a’b ) u 3axTeBOM fa ce CBM eleMenTH MOTY jeIHO3HAYHO 3amUCaTH y
0BMMKY ag + ajt + - + ant™, a; € A MO’Ke KOHCTpYyHCATH CHMETPHYAH NOjaM.

IIpcren R xoju cMo mperxommo KOHcTpyncaJuu 3BahieMo npcmenom xocuz
noautoma mo HeoApeberoj t Hax A koju je WHIYKOBAH IpPECIUKABABUMA o
u § 1 o3HavaBahemo ra ca Alt; a,d).

Ilepuunimja je yommreme kracuune NedUHNIVje IPCTeHa NOJNHOMA, jep
Ce 33 a = 1M =0 ngobuja OIpCcTeH MOAMHOMA Alt] ca uenTpasHOM Heo-
ApebeHom t. Ykoauko je § = 0 ymecro Alt; @, 0] mucahiemo camo Alt;a]. Y
CKJIaNly Ca IpeTXOXHOM HAIOMEHOM IpcTeH Alt; a,d] Tpebano 6u 3Bary reBuM
TPCTEHOM KOCHX MOJMHOMA, Ja OM Hariacuim fa je Beoxpebema ca jese
crpane koepmummjenara. Ilpcren Alt;e,é] je m necun IpCTEH KOCHX IOJIM-
HOMa aKo je a ayToMop¢usaM.

CBaku MHjeKTUBAH eHIOMOP(U3aM & NecHOr OpeoBor nomena A Moske ce
Ha je[MHCTBEH HAaUMH TPOLYXUTH [0 Teja pasiomaka K, u TO jemmEakom-
hy a(ab™!) = a(a)(a(h))™!. Hcro Basku u 3a a-mepuBamje. Hamme, cmaka
o-JlepuBanuja 6 UHAYKYje xXoMoMopdu3aM

a— a o
0 a*

npcresa A y npcrer T3(A) ropme TpoyraoHmux MarTpuna Hal IPCTEHOM A.
Osaj xomoMopdusam ce yciexn $YHKTOPHjaIHOCTH MOsKe IIPOLY>KUTH [0 XO-

MoMOp¢u3Ma
u— u 'U,’
0 u*

Tesa K y npcren T(K). IlpecaukaBame u — o’ je o-mepuBamyja ma K koja
je mponyxemwe 6. Tume cMo moka3aiu Aa ce CBaka JlepuBaIlja acomMpaHa
MH]jEKTUBHOM €HIOMOPOU3MY MOske npoxnykutu no K.

Y HacTaBKy NheMO npOy4YaBaTH HPCTEH KOCHX NOJMHOMA y 0bIuKy y KoM
CMO ra NpBOGHTHO 3a4aJH, y3 HATIOMEHY [a CBe ITO Oy me IOKAa3aHO, BaXku U
3a CHMeTpMYaH IojaM, y3 oAroBapajyhy OpoMeHy popMmyanuje TBphema.

IIpcren xocux monumoMa Han TemoMm K [t; @, 8] je rmaBROMAeaNCKN 31ecHA
(cBaku He HyIa eHNOMOP(YU3aM TeJla je MHjeKTUBAH), THME U AECHU Opeoe.

Ha ocmoBy 1.2. K[t;, 6] uma u Teno pa3ioMaka, koje hemo o3mauaBaTu
ca K(t;,6). Onmruje, Heka je A mecrn Opeoe moMmeH ca TeioM pa3JjioMaka
K. AkKo je a unjekTuBaH eHIOMOp(HU3aM U § o-AepUBaIMja IPCTEHa, A, ouza
ux MOXxeMoO nponyxutu 10 K. Tana Basn:

Alt;a,8] C K[t;0,6) C K(t; , 8).

Enemerty K(t;a,6) cy obmka fg=!, rme f,g € K[t;a,8]. Axo je ¢ 3ajeman-
KM JeCHM Calp:allall MMEHMIala KoepuujenaTa NoIuEoOMa f i g OHZa je
f=ficlu g=gie?! 3a omroBapajyhe fi,g91 € Alt;, 9], ¢ € AX. Oryna je
fg™' = fig7! wro 3a mocmemuuy mma:

Tepbeme 2. IIpcmen xocuz nosuroma nad decrum Opeosum domenom je u
cam decru Opeos domen. O
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Crnezehe tBpbeme nokasahe ma Klt; o, d] y ommreM ciiyuajy He Mopa GuTH
U neBu Opeos.

TBpbewe 3. Hexa je K meao ca endomoppusmom a u a-depusayujom 5. Y
npemeny R = K(t; o, 6] caedehiu yeaosu cy exeusarenmmu:

a) a je aymomoppuszam,
6) R je eraenoudeascxu caesa,
8) R je neeu Opeos.

ZLo%as: Ila a)=> 6) cnemu u3 TBpbewa 2.1.1., a a) = 6) je ounrnenmo. Ila
Ou mokazamm ma B) = a) IPETIOCTABMMO A3 BaxKy B). Hexka je ¢ € K.
Kako je R neBu Opeor 1o mocroje f,g € R 3a Koje je ft = gtc # 0. U3
npeTxonHe je[HAKOCTHU clequ deg f = deg g. Ako je f = t"a+.. ,ag=1t"b+...
u3jenHavaBaBme KoepUNUjeHATa y3 t" Haje a* = boc. Oryna je ¢ = (b71a)?,
IITO NOKa3yje fa je a CyPjeKTUBHO, TUMeE U ayToMopdusam. a
Heka cy o u 8 ennomop¢usmu npcrera A. Ilpeciukapame
d: A — A 3a koje je:

(@a+b)° =a® +8, (ab)® =a®b® +a%®, abecA

3alieMo (a, 8)- depusayujom mpcrena A. Cnenujannso (o, §)-aepuBanuje o6mu-
Ka: a — caf —a% 3a ¢ € A 3pahiemo yHympawmum (a, B)-depusayujama.
llepusanuje koje Bucy oBor obiuka 3palieMo cnosbawmuM.

Y npcreny R = Alt;a,] MOxkeMO U3BpPIIUTH 3aMerHy Heonpebene ¢t HoBoM
t'=ta+b3aaeA* ube A Tume ce R mehe npomerurn, anu hie mohn o
npomere a u ¢. Ilorogaum 3aMeHaMa y nojenuEMM CiydajeBHMa Mmorytie je
«a penykoBaTH Ha 1, a § Ha 0.

IlpernocraBuMo na je a ynympawmu ayToMoppuszaM Tj. c* = ucu~! 3a
Heko u € A*. 3aMeHOM ¢’ = tu, mobujaMo :

e’ = ctu=(tc* +Cyu=tuc+fu=tc+c’u, ceA

Y¥Me CMO « CBeJIM Ha 1.
IlpernocraBumo caga xa je § ynympawmna o-AepUBanyja Tj.
® = cd — dc* 3a neko.d € A. 3amenoM t' =t — d, zobujamo

ot =c(t—d) =tc*+c® —cd = tc® — de® = t'c™

YyMe CMO ¢ peXyKOBaJIM Ha 0.
3naun, ykommko je 6ap jemHO OX mpeciMKaBa®ma o U § YHyTpammbe pe-
nykmyje cy Moryhe. Yommre o oBoM mpo6ieMy roBopu:

Teopema 4. Hexa je K meno ca yenwmpom C u R = K [t; @, 0] npcmen xocuz
noauroma. Tada:

a) axo je a(C) # C, § je moeyhe pedyxosamu na 0,

6) axo je a(C) = C, §(C) # {0}, a je mozyhe pedyxosamu Ha 1,

6) axo je a(C) = C, §(C) = {0}, onda je C cadpacan y yenmpy
npcmena R.
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Aoxas: Ipermocrasumo ma je o(C) # C, Tj. Y* #+y 3a HeKo v € C. 3ameHOM
t' =4t —ty 3a cBako c € K je

ct’ = (vt — ty) = ytc® + yc® — tc®y — Oy = /e,

Tume cmo § cBenn Ha 0. Ilambe, mpermocTaBHMO ao(C) = C n ma mocroju
v € C 3a xoje je v° £ 0. Onga je y* =1 M yc=cy 3a cBako ¢ € K u oTyJa us
(e7)° = (v¢)® cnemm s s
e’ + Sy =c® +4°c,
Tj. ¢y’ =% 3at' =t(y%)"! je
ot = tca(,yﬁ)—l +66(’76)_1 - t(,yé)—lc+cﬁ(,76)—l - tlc+c<§”

rue je ¢’ 1-mepmBamyja Ha K. Y mociemmeMm crydajy o Ha C cBOAMMO HA
1, a 6 a 0. Oryna t nesrpamusyje C kao u K , 1a je C caapkaH y OEHTPY
npcreHa R. (|

Y cnmenujanHoM crydajy Kana je [K : C] xoRauaH, cBU C-TMHEAPHH €HIO-
MOp$U3MHU ¥ NepUBalije Cy yHYTPAIIHH, IO Cronem-Herepunoj Teopemu.
Ilokas oBe Teopeme Moxe ce Hahu y [8].

Tepbeme 5. Hexa je K meao xonaune Jumensuje 1ad ceojum yenmpom C.
Ceaxu C-auneapru endomopguzam mesa K je YHRYMpawny aymomopdusam u
ceaxa C-auneapna depusayuja je ynympawmna. a

IIpumep 1. llenTap rena H peanHUx KBaTepHUOHA jemaak je R. Crora je H
KOHauHe IMMeH3Mje HaJ CBOJUM IEHTPOM, Ia je IO Cronem-Herepunoj teo-
peMu cBakM R-ivHeaprEM eHIoMopdusam Tena H YHYTpaIlhU, KA0 U cBakKa
R-nuneapna nepupamuja. Ilpumepa pamu, eBIOMOpOU3aM a(z) = —z Tenma H
Je R-nvHeapal, TUMe U yHyTpaIIbIL. IIpu Tom je a(z) = izi~1.

IIpumep 2. Crnenujanso cBako moibe je KoHayHe NMMEH3Uje HaJ CBOjUM IeH-
TPOM, IIa je CBaKa JMHeapHa JepUBANWja YHYTPAINHA.

Cpaxom Teny K Mo:xeMO TPHADPYKUTH TeN0 pa3snomaka npctera Klt] ca
neHTpaiiHoM HeoApehenom, K (t). IleHTap oBor Tena omucan je y cremehem

TBphemy:

Tspbeme 6. Hexa je K mero ca yenmpom C. Lenmap meaa K(t) ca yen-
mpaanom neodpehenom t jeonax je C(t).

Hoxas: Cpaxu enement us K(t) je o6muka ¢ = fg~! 3a meke f,g € KJ[t].
Wrnykmijom no d(p) = deg f + deg g moka3ahemo nma ako je ¢ y nentpy K ®),
Za onna ¢ € C(t). O6par je ounrneman. Axo je d(p) =0, oHOa je ¢ € K
u TBphewe Basku. Ako je d(p) > 0, MokeMo npetnocTaBUTH deg f > deg g,
Y CympOTHOM HIOCMaTpaMmo ¢~ ymecto . Kopucrehn aJropuTaM Aelbema,
f=4q9+r, degr < degg u q,r € K[t] cy jenuncreeno onpebenu. Heka je
u® =cluc 3a u € K(t),c € K*. Tana je

e=fg =q+rg7l, ¢ =q°+r°(¢9)L.
Kaxo je ¢ y nentpy K(t), ¢° =g, Tj.

q- qc — 7_c(gc)—l _ rg'l.
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Ca v(p) = deg g-deg f 3anara je Banyanuja ma K(t). JleBa cTpana npeTxonHe
jenHakocTn uMa Basmyamujy <0, oCuM aKo je ¢ = ¢°, JIOK JecHa cTpaHa nMa
CTPOro NO3UTUBHY Banxyamyjy. Komrpamuxkmuja! O

IIprmep 3. Kako je nenrap tena peanmmx xsaTepmmoma R, To je neHTap
tena H(t) remo R(t). v

2.2 Ilpumepu mpcTeHa KOCHX HOJMHOMA

IIprmep 1. Komnaexcnu npeTeH KOCHX TOIMHOMA, C[t; -], kao mTo cMoO BUIE-

I, VM3 3a ejleMeHTe IOJNMHOMEe ca KOMIJIEKCHUM KOoepUIMjeHTMMa, a Ipa-

BUJIO KOMyTHpama Heolpelhene u koedpunujenara 3amaro je ca at = ta.
Hexka je H Teno peamsnx KBATEPHMOHA U [ DpeCINKaBame

F:Clt;~) > H,

3amaro ca f(t) = j. Tama je f(1) = 1,f(s) = 4, f(t) = 4, f(td) = k u TMe
Im f = H. Takobe je f(t2+1) =0 1j. t*+1 € kerf. Kaxo HMjeaH IOJIMHOM
HIDKETr CTelleHa HUje Yy je3rpy M ker f je uzean y riaBEHOMAeascKoM IpCTeHy
Clt; -] (komjyrammja je ayToMop¢usam moma C) To je ker f = (t2 +1). Caza
je Ha OCHOBy TeopeMe o H30MOpPU3IMIMAa,

Clt;—)/(¢* +1) % H.

IIpnmep 2. Heka je R = K(z) nome $pynxmuja man momem K. UsBox f— f
Je 1-mepuBammja ma K. Tume mobujamo mpcren R[t; 1,/] Ougepenyujannuz
onepamopa. Yomnmre, Heka je K Tejlo ca 1-repuBanujom §. YKoauko je §
YyHyTpamma, Tj. a® = ac — ca 32 Heko c € K, y npcrery K|t; 1,4] Baskm:

a(t—c)=ta+a®—ac=(t—cla, ack.

3HauM ¢ =t —c KoMyTHpa ca K u oryzna Klt; 1,6) = K[a]. :
Heka je cama K = Ky[z)], rae je Ko Tesio u & HAepuBamuja Ha K Nedunuca-
Ha popMalHMM [udepeHnupameM I0 (Tpetupajyhu enemente m3 K, kao

KOHCTaHTE):
(Z xib,‘)d = in_libi.

llepuBamija ¢ muje yHyTpamma (z y mentpy on K, a «f = 1). Eaementn
K[t;1,6] cy obnuka Y tiai(z), ai(z) € K ¥ jom Baxu zt = tz +2° = tz + 1.
Otynma je

Klt; 1,5] = A;(Ko),

rae je Ai(Ko) = Ko(t,z)/(tz — zt — 1) Bejaoea anreGpa. Bejnopa anrebpa je
HpuMep KOHAYHO reHepucane, a GeckoHauHOMIMEeH3MOHe ajrebpe Koja je 3a
char Ko # 0 mpocra. Haume, y cBakom me Hylla uJeajly MoxeMo um3abparu
ejleMeHT f(t,z) HajHwKer crenena mo t. OBaj umean canpxahe u df /dt = fz—
zf, KOJH je HKer cremeHa, na je crora jemnak 0. To 3@aum ma Jje f nonuaOM
caMo Mo z. AKO je HeroB CTelleH IO z HAJHIDKY, OHZA jedf/dzr=tf — ft=0
u tmMe f = c € Ky. To 3Haum na cBaku nmean caapXu WHBEPTHUOUIAH
eJleMeHT, Ila je jeqHaK HeloM mpcreHy. TuMe je moka3aHo ma je axrebpa
A;(Kop) npocra.

i
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Ipumep 3. Hexa je F mome xapakrepuctuke p u E/F cemapaGuiHO pa-
mUpeme cremneHa p, Ha npumep E = F(¢), rae ¢ — ¢ € F. [lpecauxasame

a: f(§) — f(§+1) je ayTomopdusam noma E, pexa p u E[t;a] je npcrer xocux
HOJNHOMA.

IIprmep 4. Heka je ¢ crenen npocror 6poja p, F, molbe ca g elleMeHATa U
T espomopdusam f — f? mpcrena F,lz]. Axo omepamujy MHOXeHa ca a € F,
O3HAWMMO Ca a, OHla CBaKy NOJMHOM ) T*a; AedpuBMIme jenaH eEnoMopdusam
npcreHa Fylz]. IIpu Tom Baxu oT = Ta?. Crora eHAoMOp$U3MY UKHE IpCTEH
KocuX IoJmHoMa Fy[T;0], 3a ¢ : a — a?. IIperxonHo UMa IpuMeHe Y TeopHju
KOHAUHUX Ioba [20)].

Ilpumep 5. Heka je R momeH ca ayToMopdu3moM a. Jlokamusanujom mpere-
Ha R[t;a] mo ckymy {t" :n € N} mobujamo mpcren xoju hemo o3mauaBaTy ca
R[t,t™%; o] 1 3BaTH mpCTeHOM Kocuz Jloparosuz nosunoma.

ITpuMep 6. Heka je K nome, A = K[t] npcTer mommHOMa ca OEeHTPAJTHOM
HeonpebenoMm t. 3a n=2,3,... nIpecaukaBama

an 2 f(t) — f(t")

cy emnomop¢usmu npcrera A. Hujemam ox mux mHuje CypjeKTUBaH, jep t
He Impunana caumy Im o. Heka je R = Alz;a,) ¥ S notnperen mperera R
renepucal ca r 4 y = ¢t Hax K. Ha ocroBy TBphema 2.1.3. je Sz N Sy = {0}.
Crora je monanre6pa remepucana ca z u y c10601Ha. IIpu ToMm 3a cBako n >
2 nobujaMo pazauuure mofamredpe M TIME HEN30MOpdHa yTamama yodeHe
cnobonne amrebpe y Tena, jep je: )

7 lyz = tr = ot" = z(z"'y)" = (yz~ )"z,

U TUMe
-1 -1

Ty = (yz7 )"
U3 mperxoamor cremu na cmobomaa anrebpa K(z,y) UMa BUIIE HeH30MOp-
pHEX Tesa paszloMaka, 3a Pa3IMKy O KOMYTATUBHOT cay4daja, THAe je Telo
pa3sjioMaka, yKOJMKO IOCTOJM jeNuHCTBEHO opeheHo Mo Ha M30Mopdu3am.

2.3 Crpykrypa Mzeaja y OpCTeHMMA KOCUX TOIMHOMA

Kao mTo cMo Bunemn y mperxomanmM IpuMepuMa Heke anarebpe usoMopoue
CY KOMMYHNOUMa IPCTEHAa KOCUX IOJMHMMa. 3aTo HaM je oJ moceBHOT
MHTEepeca Ja OoApemIMO eleMeHTe KOjU IeHepUmy ABOCTPaHe Hieane. 3a
€JIEMEHT ¢ NIPCTeHa R PEKaM CMO Zla je unsapujanman aKo je peryaapalH U
cR = Re.

Hapenno tBpbeme nahe omic OBOCTPAHUX KAEaja Yy JOMEHUMA.

Tepbeme 1. He nyna udean I domena R xoju je zraenu u xao sesu u xao
decnu udean 2eNEPUCAN je UNBAPUANMIHUM EAEMENTOM.

Aoxas: Ilo npernocrasmu je I = cR = Rc/, TuMe ¢ = uc,d = cv Tj. c=ud =
ucv. Cagna uc € cR, HIpP. uc = cw ¥ OTYHa cwv = ucy = ¢, OfaKIe je wv =1.
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3Haun v je MEBepTHOUNAH, Ia je ¢R = cwR = cR ¥ TUMe je ¢ MHBADHjaHTaH
reHeparop ufeana I. O

Ilame Hiemo onpemnn Monmume WHBapMjaHTHE e€JleMEeHTe IPCTEHa MOJIK-
HOMa HaJ TeJlMMa ca IeHTpajlHoM HeonpebenoMm. Tume hemo oxpemurn "
CBE MHBapMjaHTHe IOJMHOME OBOT IIPCTeHa, jep je CBakM He HyJa IOIMHOM
acoIlMpaH ca MOHWYHUM.

Tepheme 2. Hexa je K meao ca yewmpom C u K[f] npemen noaunoma nad K
ca yenmpaarom neoopefenom t. Mowuuar nosunom npemena Kt je aeeo uau
0ecHO UNBAPUJAHMAN GKKO Be208U Koeuyujenmu npunadajy C.

Hoxas: Ounriensno cBaku NOJIMHOM U3 C[t] je u n1eBo u necHO MEBApUjaHTAH.
O6patro, npernocrasumo 1a je f = t"+t"la; +-..4a, mecmo VHBapMjaHTaAH
y K[t]. Tana je 3a cBako c € K, cf = fd 3a mexo ¢ € K (usjemmauaBamem
CTeneHa y MPeTXOJHO] jemHakoctn). Ma:

t"c+t""legs + .-+ ca, =t"d +t"lajd + - +a,d
crnemm ¢ =c,ca; = a;c’ ¥ oTYHA ca; = aic,Taa; €C3acBei=1,...,n. O

ITpumep 1. MoEMYaH moMMHEOM IpCTEHA H[t] je uaBapujanTan axko mpyumazna
R[t]. , v

Y npcreny R = K[t;a,d] Hax Tenom K cBaku He HyJla uneaJl je o6iuxa fR
3a HekH f # 0. Ilpu ToM je Rf C fR, ma je f u necmo VHBAPHjaHTaH. 3aTo
HaM je o] MHTepeca Ja OAPeIuMO KPUTEPUjyM 3a JeCHY MHBAPUjaHTHOCT,
M TO MOHMUYHMX nojuHoMa. 3a f € K[t o, 0] pehu hemo ma je decho K-
uneapujanman ako je f # 0 u Kf C fK. IIpumernmo na je f je mecmo
MHBAPUjaHTaH aKKO je NecHo K-MHBapWjaHTaH U ¢ f € fR. Tume cy noBosmHUM
YCJIOBM 3a IleCHY MHBAPUjaHTHOCT MOJMHOMA f = t"+t""lay+-- -+a,: ¢ f=fd
3a cBe c€ K mtf = f(tb+a) 3a ¢,b,a € K. 3aMenoM f y IPBOM YCJIOBY

cf=c™+ - =t"c"4+..., fd=t"d+...

nobujamo ¢ = c*". Cimuno je u3 Apyror ycioBa

Lo tf =ttty tnay L
f(tb+a) = t" b tma+ 1" lagth + - - = b+ t"(a + aZb) + ...

b=1,a+af =a;. | &) IPEeTXO HOT CJIel:

TBpDheme 3. V npcmeny R = K[t; a,8] 1nad mesom monunan nosurom f cme-
nena n je decrno K-unsapujanman axxo je cf = fc*" 3a cee c e K; f je u decno
UNBAPUJANTNAN AKKO Y3 NPEMIOONY YCA08 8ANCY tf = f(t+a) 3a a=a; —ag, 20e
Jje a1 je xoeguyujenm noaunoma f yz tn-1. O

Ako je a ayroMop¢usam Tena K ca MHBEP30M ( NPETXOIHU YCIOBY €KBH-
BAJIEHTHH Cy ca fc =% f, ft = (t —a?")f, mTo 3HauM na je f ¥ ;MeBo uHBA-
pujaHTaH.

Ilocnenuma 4. Axo je y mepheny 2.2.3. o aymomoppuzam mesa K, onda je
ceaxu monuuan decno (K-)uneapujarman noaunom uz R u (K - Juneapujanman.
O
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3a moEmuaE mosuEOM f u3 K[t ,d] AepUBNIIEMO HeroBy Ousepzenyujy:

A(f) =tf - f(t+a),

33 a = q; —af, Te je a; KoepunujerT noamroMa f y3 "', [lpumerumo xa je
deg A(f) < deg f, jep ce KoedumujerT Y3 t" ARYAUDA.

Teopema 5. Axo je f monuuan decro K-uNeapujanman nosuNOM CMENENG T
y R = K[t;a,8] mezosa dusepzenyuja A(f) je decro K-uneapujanman nosunom
cmenena mamez 00 n, 6 Jo™ — o™ je ynympawma (o, a™)-depusayuja. Jow,
f je decno uneapujanman axxo je A(f) =0.

Hanre, axo jeu =Y 1 t™ ta; Monuan decno K-uneapujanman noaunom y
R najmamez nozumuenoz cmenena m, onda je

Au) = —ad, — ama, 20e je a = a; — af,
u u je decro unsapujanman yxosuxo je o™+ ynympawmnu aymomopgusam.

Enement u 3sahemo munumarnum necao K -MHBAPH)AHTHNM eJIeMeHTOM IIp-
cTeHa R.

Aloxas: 3ace K u d=a" je
A(f) ctf —cf(t+a)

(tc® + ) f — fA(t +a)

tfcer + fA* — ftr® — fcM - fcta

[tf — f(t +a)]c** + flac®® + > — S — A

nHwu

Orygna je:
cA(f) = A(f)e* = flac™ + > — M — ).

JleBa cTpaHa jemHAKOCTH je CTemeHa < m, AOK NECHA CTPaHA MMa (aKTOp
crenena n. Crora cy o6e crpane jemmaxkoctu 0. Tume nobujamo:

cA(f) = AN, - M =cPa—-ac.

W3 uperxonmor cieau fa je muBeprennuja A(f) mecrno K-WEBapujaHTHA Kao
# xa je A — A0 yryTpamma (a”,a™t!)-nepusanuja.

Cana OpeTmnocTasMMoO ma je u = Y .o, t™ la; ka0 y Hcka3y Teopeme. C
063upoM Ha TO fa je A(u) mecEo K-HHBapHjaHTAH M Mamerl CTEIEHA TO je
deg A(u) =0. ¥Y jemEakocTu:

Au) = Z tHla,_; — Z tam_it — Z tam_;a,

cn06oaan 4inaH je —al, —a,a ¥ TO je ynpaBo A(u). YBpmraBambeM y cA(u) =
A(w)e®™"" pobujamo wam A(u) =0, Tj. u KeCHO MEBapHjaETaE Win A(u) # 0,
omakiIe ciremu na je o™l yEyrpammu ayTOMOpQH3aM. O

IToMmohy mperxomme TeopeMe M3BemheMO KPHUTEPHjyM 3a HCOUTHBAKE
HPOCTOCTH OPCTEHA KOCHX MOJIAHOMA.

JIema 6. Axo npcmen K[t; a,d] cadpacu decro K-uneapujanman eaemenm no-
JUMUBHOZ CNENENA, 0HOa CAOPACU U JECHO UNBAPUJANMAN EAEMENT TO3UMU-
8H02z cmenena.
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Hoxaa: Ioxazahiemo IpBo [a 3a MOHWHE TOJMHOME f U g IpK 4YeMy je g
IecHo K-MHBapUjaHTAH BaXKU

A(fg) = A(f)g+ f A (g).

Heka je f=t"+t" g, +... u g=tm+tm‘1b1+...,a=a1—a‘1",b= by — b%,
p=a™. Tana je ag = ga*, na je

A(f)g+f D (g)

[tf = f(t+a)lg+ fltg — g(t +b)]
tfg—ft+a+g+ ftg— fo(t +b)
= tfg—folt+b+a¥).

Kaxko je fg=tmtn = gmin-1(p, +a{)+... To je mpeTXomHO ympaBo A(fg)-
Hexa je u MuHMMana® mecHo K. -WHBapMjaHTaH eJeMeHT cTemeHa m. Ha

OCHOBY TeopeMe 2.2.5., A(u) € K. TIpumeroM nperxonso nokasasor 3a cako
n >0 je

A(untl) = Z wTA (w)ut = u"(z A(u)“im).

i=0

Hpu tom tu"*+! € w"R 3a cBe n > 1, omakie t*u" € u""*R, mTo je Y uR 3a
s <n. Kako je f =uq+r, degr <m, T0O

fu™ = uqu™ + ru™ € uR.

Tume je Ru™ C uR n uR canpskn ABOCTpaHU KAeal] Ru™R # 0 Koju je reHe-
PHCaH ReCHUM MHBAPHjaHTHNM €JIeMeHTOM MO3WTMBHOT CTENEHA. O

Teopema 7. IIpcmen R = Kt; o, 6] je nipocm axo Jje (a™,a"*1)-depusayuja
da™ —a™d cnosmawmna 3a ceaxo n € N,

Joxas: Axo R muje mpocT, oHAa CaAp>K1 HEMHBEPTUOMIIAH NeCHO MHBADHUjaH-
TaH eneMeHT f. Ako je degf =n, mo TeopeMH 2.2.5. ja™ — a™f je yHyTpaIIma.
Takobe, mo snemn 2.2.6., ako je R mpoct, oHza mehe Calp>XaTH HU HEKOH-
CTaHTHE AeCHO K-MHBapHjaHTHe eJeMeHTE. N

IIpamep 2. Ilpcrer mudepennujannmx omepatopa R = R(z)[t;1,/] je mpocrT.
Ha ocHOBY TBphema 2.3.3. MOHMYaH mONHHEOM

f®) = ao(z) +tar(z) + - +t*, ai(z) €R(z)
Je AecHO MHBapHjaHTaH y R akko je
tf() = fF(OE+9(z)),  9(2) = an-1(2) —an-1(z)* =0,
c()f(t) = f(t)c(x) 3a cBako c(z)e R(z).
Ipyru ycnoB ekBuBajenTan je ca
t"c(z) + "1 (nd (z) + c(T)an-1(z)) + -+ = t"c(z) + " Lap_1 (z)c(z) + ...

Tj. ca (z) =0. Oryna mapyru ycioB Huje VICIYH-€H HY 33 jeOHAH MOHUYAH
IOJIMHOM NIpCcTeHa R, mro norBpbyje ma je mpcren R mpocr.
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IIpumerumo na me Baxm oBpar Teopeme 2.3.7.. Hamme y mpcremy R 3a
cBako n > 0 u cBako p(z) € R(z) je

pda"-a"6 =0.

Crora je o™ - ¢"§ yEyTpamma (a”,a"*')- nepuBamuja 3a cBako n > 0, KoK
K30 mWTO CMO BUAENM HpCTEH R je mpoct. v

IIpumep 3. Hexa je k Teno u K Temno Pa3ioMaka CI0DOXEOr npCTeRa

k(z1,22,-..) y KoM Heoxpeljere KOMYTHUpajy; @, 0 mIpeciukaBama rema K 3a-
JaTa Ca of =i, of = 2y Cana je

da"-a"§
T; = T2i+n = T2(itn)-

3a cBaky ymyTpammy (a",a"*)-nepuBanujy rena K je
ZTi 7 Cxitn+1 — TitnC, 33 HEKO c€ K.

Yuopebusamem ca nperxommmm U3Pa30M 33KJbY4UyjeMO A3 je 33 CBAKO n >
0, éa™ — "¢ muje ymyrpamma (o™, a™1)-nepuBanuja. Cana u3 OpeTXoHHe
Teopeme caemmn na je npcrer Kt;a,d] mpocr. v

3a ayTomopdusam o Tena K pehu fieMo nma je ynympawmes pedar ako je
r HajMam¥ Opupoxan 6poj 3a KOJU je o yHyTpammwu, Tj. o6auka I (e):am
eae”!. Ako je o cmomammm 3a cBe r € N nim o suje ayromopousam 3a o
KakeMo Ja je becxonaunoz ynympawmes peda.

Hoce6ro hiemo pasmorpuru ciaydaj kanma je § = 0.

Tepbeme 8. Hexa je K meao ca endomopgusmom a u R = K|t aj.

a) Axo je K becronaunoz ynympawmez peda onda je ceaxu decho
K -unsapujanman esemenm u decwo uNeapujanman; decno uneapu-
JaNmNY enemenmu cy obauxa te, ce K%,

6) Axo je o aymomopdusam ynympawmez peda r unp. o = I(e), onda
u =t"c yenmpaausyje K u UNBAPUJANMHY eaeMenmu cY obauxa t™g,
2de je g noaunom no u ca xoefuyujenmuma y yenmpy meaa K.

Aoxas: Hexa je f = t" 4+ t"la; + ... + g, mecmo nEBapujarTas. O=xga je
tf = f(t+a) 33 a=a; —ag. U3jepnauaBamem Koepunujenata y3 t"*t! caemm
a=0. Cana je tf = ft u Tume a =ai, i =1,...,n. Ilame, 3a cBako c € K
Baxu cf = fc*" 1j. " 'a; = a;c®”. CxpahuBamem o™i (@™ je mmjexTuBHO)
nobujamo ca; = a;c®, i = 1,...,n. Ilomro je a GeckOHAaYHOr yHyTpammer
pena To je a; = 0 3a cBe i. 3maunm f = t", Ia Cy y OBOM Ciyuajy jeamem
WHBApPUjaHTHA €JIEMEHTH t"c, c € K.
Heka je a ymyrpammer pena r m of = I(e). Bau=temceK je

cu=ct'e=1t"c"e=t"ece le = uc,
na u meETpaJsmsyje K. Axo je f mecmo MHEBADMjaHTAH AHAJACHO Kao y

IPETXOMHOM Ciy4ajy je ca; = afc. Crora je a; = 0, ocum y cayuajy kana
r|i. To 3maum ma je f = t™g, roe je g nmoamEOM IO u. lloamHOM g
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je m mEBapmjaHTaH, Tj. cg = gc* 3a HEKM ayToMmop¢usam u. M3 mociue-
e jenHaKoCTH je pu =id u TUMe cg = gc. 3a g = Y, u®'h; U3 jemHAKOCTH
0 = gc—cg = Y u®"%(ch; — b;c), cnenu na cy cBu KoedunujerTn b; y meHTPY
rena K. Tume je TBpheme noka3zamo, jep je CBaKu HECHO MHBADHjaHTAH
€JIEMEHT M MHBAPHjAHTAH HA OCHOBY mociaemune 2.2.4.. O

Ilpumep 4. ¥Y mpcreny C[t;—], ayromopdusam z - % je yEyTpammBer peaa 2,
na y meMy ¢ neHTpasusyje ce exeMenTe u3 C, JOK Cy JECHO WHBADHjAHTHH
enemeETH obimka t™g(t?) (koedunujertu g cy u3 C). OBo cy ynpaso u CBH
necHO C-MHBADUjaHTHM eJleMEeRTH. v

Ilpumep 5. Hexa je K = Q(z), o : f(z) » f(«?) u R = K[t;a]. Kaxo a
HUje ayToMopdu3aM Tena K, TO je a GECKOHAYHOr YHYTDAIIEEr pela, Ia cy
AIeCHO MHBAPUjaHTHYM €JEMEHTH OBOr HPCTeHa 00iuka t"f(r) 3a meko f(z) €
K*, v

Y mapemmOM mpuMepy mokaszaheMmo a3 mojMoBm neche K-uBBapHWjaHTHO-
CTH U JeCHe MHBADHjaHTHOCTH HACY €KBMBAJEHTHHM, Tj. Aa HOCTOjH IPCTEH
KOCHUX HOJMHOMA HA3J HEKUM TeJaoM K u y meMy HEeKH [OJUHOM KOjH je JEeCHO
K-vHBapujaHTaH, a HHAje NECHO MHBADHjAHTAH.

IIpumep 6. Hexka je K = F, n E KoHauHO pamumpeme Tena K cremena k > 2,
ca ayroMop¢usMoM « : a — a?. [IpeciuxaBame a je ymyrpammer pena k u
npu oM je of = I(1). IlpeMa IpeTx0aHOj TEOpPEMH CBH IECHO WHBAPHjaHTHHA
eneMernTH npcresa R = Eft;a] cy obmuka t™g(u), rae je u = t* u mosmmom g
je ca xoe¢punujenTuma y F,. TuMe je cBakm JeCHO WHBADPUjaHTAH HOJHMHOM
crenena > k. C apyre crpame moamHOM t je AecEo E-MEBapujaETaH, jep je
ct = tc*, 3a cBaKoO ¢ € E, Koju mpemMa DPETXOQHOM HHje u JECHO MHBAPHja-
HTaH. v

Cana hemo ykbyunTH um AepuBammjy, a 3axreBahemo za je a ayToOMOp-
¢uzam. 3a enemenT mpcreHa Kocux moxmeoMa pehm hemo ma je K -yenmpa-
AGH aKO HeHTpaxnsyje K.

Teopema 9. Hexa je K meao ca aymomopgusmom a u a-depusatujom 6 u
R = K[t;a,6]. Axo R nuje npocm onda cadpacu neunsepmubuane decto K-
UHBAPUJANITINE EAEMENINE U NEKQ J€ U MONUYAN, NAJMATEZ NOFUMUBHOZ CITIENENA
m mehy numa. Tada je uau

a) a beckonaunoz ynympawmez peda u y mom caysajy ceaxu K-
uHeapujanman eaemenm je obauxa u"c,r € N,c € K*, uau je

6) o Konaunoz ynympawmez peda u eaemenm obauxa u’c je K-yenmparan.
Axo je v = ule K-yenmpasan najmamez nosumusnoz cmenena, onda

Jje ceaxu K-unsapujanman eaemenm obauxa f = u' fic, 20e je f; noau-
NOM no v ca xoeduyujenmuma y yenmpy 00 K u c undyxyje aymo-
MopPuzam o™ ™™ n = deg f, m = deg u.

Aoxas: Ha ocroBy neme 2.2.6. R Huje IPOCT aKo Caap:u HemEBepTubOuane K-
MHBapujaHTHE eneMente. Heka je u MuHmManan MomwuaH K-MHBADHjaHTAH
creneda m. CBakm MOEWYAaH K-MHBADHMjaHTAH €JIEMEHT f MOXeE Ce Ipej-
CTaBUTH y O0aMKYy f =uq+r, rne q,7 € R, degr < m. Ilo tepbemy 2.2.3., cu =
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uc’, rme je p=a™ u ako je deg f =n 3a v =a", f¢’ =cf = cuq+cr = uct +cr,
onmakie je
u(gc” — *q) = er —rc”. (1)

JleBa crpana jemEakocTH cagpku GaKkTOp CTEmEHA m OOK je JECH3 CTemeHa
CTPOro Mamer on m, na ce obe crpame amyamMpajy, Tj. cr =rc’. Tume je r
K-wapapujaaTan U degr < m na r € K. U3 jemsakoctu (1) ¥ unmenune na
je a ayToMop¢$u3amM UMaMO:

-m

oq = gc*"
lorasmajyhu nocrynak ma ¢ manykmujoM mo deg f mobujamo
f=u*+u"1b4+---+b,, rae b; € K. 2)

Koe¢unujent y3 u® je 1, jep cy u u u f monuwunu. Jom je u n = sm. Cazna
3a CBaKO ¢ € K uMamo:

f&& =ulc” + ¥ hic” + - + by,

cf =ulc” +ut1e* by + - - + cb,.

NsjemmavapameM no6ujaMo v = p® u cb; = bic* i =1,...,s.

IIpernocrasumo upBo 43 je a Geckomaumor yHyTpammer pena. Tana je
bi = 0 na je Ba OCHOBY (2) cBakM K-MHBapMjaHTaH eJ1eMeHT 06JMKa u'c, ¢ € K.
Hexa je cama a ymyrpammer peaa z. Tana je p' = o™ yHEyTpammyn akko
z|im, na je b; = 0 ocum axo z | im. Crora je f =u® mm f = u"g(u%), rme je
d = z/(z,m). Ilo npernocrasum je

cu? = udc®™ = ylece™!

33 HEKO e € K* u cBe ¢ € K. To 35aum na je v = u%e K-meaTpanan u v~ f
MOXe Ce 33aIMCaTH Ka0 MOJMHOM H0 v, Eup. f =u"(} v/¢;). Cama je h=u""f
K-uEBapujanTa® cTemeHa n — rm. AKO je A = o™ ™™, oHAa je ah = ha* u
0 = ah — ha* = Y vi(ac; — cja*). Otyna je ac; = cjo* M cCBU c-0BM Mory ce
noGuTH U3 jemHEOr MHOKEHmEM ejeMeHTOM u3 meatpa K. Tume je f = u”fic,
rae fi neErpanusyje K, a ¢ MBAyKyje ayToMOpdu3aM o™, O

IIpumenoM nperxomsor pesyarara oxpemuheMo meETap omroBapajyher
TeJya pa3iioMaka (mokas [8]).

Teopema 10. Hexa je K meao ca yenmpom C. 3a 3adamu aymomoppusam o u
a-depusayujy & meaa K nocmampamo U = K(t;a,8) meao pazsomaxa npcmena
xocuzr noaunoma K[t;a,d].

a) Axo je R npocm uau je a beckonaunoz ynympawnez peda, onda je

yenmap meaa U cxyn Co = {a € Cla® = a,a® = 0}

6) Axo R nuje npocm u a je KONG4NOZ YNYMPAWMez Peda, Hexa je

UV MONUYGN UNBADUJARMAN EAEMENT NAJMABHEZ NOUMUBHOZ CTNENENG

x0ju unoyKyje ynympawmy aymomopdusam I(c) : a - cac™!; mada je

yenmap U ynpaso Cp(vc) meao payuonaanur gynxyuja no ve nad Co.
O
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IIpyvep 7. Ilpcrer R = C[t;-] Huje mpocT, ma TpPUMEHOM LPYror nea
IpEeTXoJHEe TeopeMe MOXKEMO OAPeIUTH IeHTap Teaa C(t; —) u 1o je Co(t?) =
R(t?) ¢ ob3upom Ha To Ha je t? MOHWUAH MHBAPUjaHTAH IIOJMHOM HajMamher
creneHa y R u ma je Cy =R. v

IIprvep 8. Kao mro cmo Bumenu y mpumepy 2.3.2. opcred K[t;1,/] je 3a
K =R(z) mpocr, ma je oryzna nesrap Tena K(t; 1,7) ckyn

Co = {afz) € C(z) | a(z) =0} =R.

2.4 TIlpcrenm Kocux GOPMAHMX CTEIEHHX penoBa

Y komyraTuBHOM cayuajy mpcren K [[t]] Moxemo moBurn KOMILIIETUPaHeM
opcresa K[t] y onmocy Ha Tomosmorujy y KOjO] cTemeHMm uneaya (t) uuHe
OKOJUHCKY Gasy Hyne. OBaj KOHIENT MOXXeMO IPUMEHUTH U Ha, opcrer Kt; of
3a CBaKM eBIOMOp¢U3aM « npcTena K. Tako mobujamo nperen K [[t; a]) kocux
CTENeHUX penoBa.

[locmarpajmo npcrer K ((t; @) wocuz Jlopanosur pedosa. To Cy penoBu
obmuka 3% ta; kKoje MHO)UMO KopucTehu mpaBuio at® = t"e® . Kako n
MOKe OUTH HeraTuBHO, mpernoctaBuhiemMo Ha je o ayromopéusam. [Ipume-
TUMO Ia je K((t;a)) Teno, jep cBaku HeHyJla pex MOXKeMO NPEINCTABUTHU Y
0BmuKy t™"¢(1-Y 7" tia;), ma je meros uuBeps o6uxa 3., tha;)"cttr. Teno
kocux JlopasOoBUX penoBa MoXxeMO KOHCTPYMCAaTH M Yy CIy4ajy Kalka o HUje
ayToMOPU3aM U TO JOKAIU3AIMIOM O ckyny {1,t,t%,...}. MebyTum y oBom
CIly4ajy, HeroBM €JeMEHTU HE MOTY Ce IPelCTABUTH y obauky Y tia;.

IlpernocTaBuMo cana, Ia je K Teno ca €HIoMOpPPU3MOM o U a-IepuBanu-
jom 4. Y oBom ciyuajy 3a & # 0, MHOKeEHe BUIIE HUje HempeKUAHa QyHKIM]ja
y onHOCY Ha t-amuyHy TomoJorujy. To mokasyje popmyia

at =t*+d°, 1)
Ia ce KOMIIeTHPalke He MOke KOHCTPYMUCATH AMPEKTHO. JeXaH HAYMH Na
u36erHeMo oBaj mpobieM je Ha yBenemo cMeHy z = t~! U na npasuio (1)
3aIUMeMo Y QYHKOUJU OFX z:
za = a®z + za’z. : (2)
YsacronHoM npuMeHom (2) mo6ujamo:
2
za = a*+a%22+2a% 22 = ...
2 n—1 £
— au+a6u22+a6 a23+_._+a6 azn+za5 2",
Y ciyuajy mpcTeHa CremeBMX pPefioBa, NPETXOMHM HOCTYIAK MOXKEMO opu-
MEeHUTHU HeoIPaHW4EH GPoj myTa M OoTyZna:
Tos2
za=a"+a%22 +a¥ 3 4 ... (3)

OBako nobujen mpcTeH je DOoMeH, y KoM je ckynm {1,z,22,...} neBu Opeos.
lame MoxeMo popMUpaTH OPCTeH pasjoMaka ca UMEeHHONMMA Yy youeHOM
OpeoBouM ckymy. To he 3anpaBo 6UTH IPCTEH Kocux JlopaBoBUX penoBa mo
z:
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Teopema 1. Hexa je K meno ca endomopfuamom a u a-depusayujom 5; R
npcmen 3adam ca:

R=K(z;2a = 0% + 2a°2 3a ceaxo a € K). (4)

[Ipemen R uma womnaemupame R, %oje 3a eqemenme uma cmenene pedose
Yaiz'. Osyn Z = {1,z,7%,...} je aesu Opeos y R u wezosum UHBEPMOBAHEM
dobujamo meao woje ce cacmoju 00 cmenenuz pedosa obauka:

o0

Z z7Ta;2". (5)

=0
Yxoauxo je [6 aymOMopﬁusaM o8u peaoeu cy O6Jl'u‘l€0, Zb,-z‘ Kao u Z Z"C,‘.

Loxas: Tlocmarpamo KOMILTeTHpame R KOje ce cacTOju oX penoBa obaMKa
2o aiz'. OBM pelOBM UMHE IPCTEH y OJHOCY HA MHOMKeHe 3amaTo ca (3).
O63upoM na je a nnjektuBHO R je momenm. s JjemraxocTu (3) ciaemm ma 3a
cBako a € K moctoju f € R 3a KOju je za = fz. To 3maum nma je z neBo
uEBaprjanTaH. CTora je zg = g*z 3a cBako g € R u Tume 2"g = g* 2", OBumMm
Jje mokasaHo u na je ckyn Z sesu Opeos. OTyna eneMmenTn obimka z~"f 3a
r20u f € R popmupajy npcrer. 3a-f =3 a;z* u a; # 0, UMaMo

o' f=1-3 bz, 3a b; = —ag'a; (i > 0).

Oryna je .
f_1 — (1 _ Zbizi)-ia(;l — Z(Zbﬁzi)naal‘
0

IIperxonmu uspa3s je Takobe obimka ¥ ciz*. Hanme 3a cako m, TepMHM KOjH
ce mojaBmyjy y (3 biz')" 3a n > m He caxpske z™. Tume je mokasano zxa je f
NHBepTUGHIIAH.

Cana caku HeHy1a pex (5) MOXeMO 3amucaTi y obJuKy z7"gz°, IpU ueMy
¢y r,s 20, a g je naBeprubunan. Hberos umseps je obmuxa z=*g~!;". To
3HaUM Ja je Jokajausamuja R mo ckymy Z Teino.

Axo je a ayToMop¢usam KoepunujerTe a; y (5) MOKeMO IpeBamuTH U Ha
JeBy M Ha AeCHy cTpaHy. TuMe cMO HmOKa3aiM Aa Basky M HOCHEMBU 10
TeopeMe. O

3a Teno K ca neatpom C, eHOOMOP(U3MOM o U a AEPUBAIU]jOM § HOLTENIO

Co={a€cC:a*=0,a° =0} (6)
3BahieMo (a,d)-pedyxoeanum yenmpom teina K.

Tepbeme 2. Hexa je K meno ca aymomopdusmom a becronaunoz ynympawmnez
peda u a-depusayujom 6. Axo je R xomnaemupame npemena (4) u U mezogo
meno pazromaxa, onda je yenmap mena U (a,d)-pedyxosanu yenmap Cy meaa
K.
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Joxas: Ounrnesmo je Co C C(U). Heka je f = Y a2 € U. Axo je of = fe,

OHITa je 3 (ca; ~ a;c™)2* =0, Tj. ca; = a;c®. Oryzma je a;=03a cBako i >0 ut

a9 € C. Jlame, ap IEHTpamusyje 2 yKomuxo je
a0z =z71gp = 77 'af +dd,

Tj. af =ao, a§ =0, na aq € Cy, mT0 je 1 Tpebalo moxasaTu. a
IIpumernoM nperxonror Ro6ujaMo KpUTEPUjyM PaIMOHAIHOCTH aHaJoran
OHOM Y TEOPH]! KOMIUIEKCHMX CTENEHUX pefioBa.

Tepbeme 3. Kpumepujym payuonasnocmu
Hexa je.K meno ca aymomopduamom o. Popmasnu cmeneny ped Y tia; y

K((t;a)) je payuonasna Pynxyuja no t axxo nocmoje r,ng € N 4 esemenmu
€,...,¢ € K 3a xoje je

2 r
an=an_jc1+ay o+ +a2_ ¢ 30c8e n> ng. (7)

OBaj ycnoe 3ampaso 3maum Ha je (X ta)(1 — Y1t¢;) mommHOM ocuM axo
u3y3aMeMo Paxrope t*, 0

OBo nornaBme 3aBpmuhemo [IPE3€HTOBaleM ABe KOHCTPyKnuje. Ilpaa
C€ OHOCH Ha KOHCTPYKIM]Y CIIOJbAITH X ayToMop¢usama.

TBpbeme 4. Hexa je K nowme ca aymomoppusmom a, E = K((t; o)), B aymo-
mopusam noswa K KOJju KoMymupa ca o u K0ju je npodyxcen do E xopuwhemem
npasusa t? =t. Tada je yRympawnu aymomopgusam mesa E axxo je f = oF
3a Hexko r € Z.

Jloxas: Axo je B YHYTpallbU ayToMop¢usam Teda E, oHOa IOCTOjU a € EX
3a xoje je u’ = a~lua 3a cBe u € E, Tj. ua = au”. Hexa je a = ¥ tia;. Kaxo je

¥ =t 710 je

Zt“‘la,- = Zt"a,-t = Zt"“a;‘,
1 oTyna af‘ = ail. 3a u=be KX je b(Zt"a,-) = Ztia,-bﬂ Tj. Et‘.(bai — bﬂ)a,- = 0.
Tume je ¥ = b xax rox je a; #0. Hperxonno Baxku 3a Heko i, ma je B=a"

3a Hexo r €Z. O6patHo, ako je f = ao”, oHZa je B yEyTpammu ayToMopduzam
MHIYKOBaH Ca t". . o

IIpumep 1. 3a K = F(s), rre je F moime Kaipa}crepncwnce 0,Ma:s—s+1,
opecinkaBame 3 : s — s+1/2 je cnosammu ayToMoppuzaM Terta E = K((t; a)).
v

Ipyra npumena oxmocu ce ma KOHCTPYKIM]y TeJla Ca yHaIpe.X 3alaTuM
OEeHTPOM.

TBpbeme 5. 3a 3a0amo nose K nocmoju mero D vuju yenmap je K u xoje je
becxonaune dumensuje Had K.

Loxasz: Teno K(t) [IPOIMPUMO KOpEHUMa jeHaUMHe 72 =t 3a n = 1,2,...
M IOOMjeHO Telo O3HauumMo ca E — K(t,t1/2 ¢4 ). TlpeciukaBame q :
ft) —» f(t?) je ayToMop¢pusaMm Teila E U meroso (pHMKCHO Telo je ympaBo
K. Haume, cBaxu enement f ¢ E Je pamvoHalHa ¢yHKIMja IO t2 3a Heko
r €Z. Yxomuxko f ¢ K, ckyn moryhux BpeHOCTHM 3a r je OrpaHWYEH ONO3rO.
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Wsabepumo majselie Moryhe r, 3a koje f muje pamuomanma $yHKIMja mo

2™ Kako je f* jemma Taxsa ¢ymKmmja, To je f* # f. Oryza je $uKcHO
TeJIO IPECIUKABaK-a o yIpaBo K.

Hexka je cana D = E((z; a)) Teno kocux Jlopamosux penosa. TBpauMo ja
je K nenrap rena D. Cpaku enement u3 D je obiuka f = Y z'a;, a; € E.
Axo je f enemerr mentpa tena D, omfia u3 zf = fz 1j. Y otle; = Y aitlae
crnemt aff = a; 4 THMe a; € K. Jame,

Zziait =ft=tf = Zzitziai,

IoBIauy a;(t —t2') = 0 Tj. a; = 0 ocuM 3a i = 0. Otyna je f =ao € K, mro je
1 Tpebano mokasaru. Kako cy 1,¢,12, ... JYHEapHO He3aBUCHM Han K To je
D Geckonaune numensuje ganx K. O

Ilpumenta. Heka je F = K ((t)) Teno pamuoramEMX ¢yExmuja ca emmomop-
$pusMoM a : f(t) — f(t?). Temo pasmzomaka F(z;a) mpcTeHa KocUx MoaMHOMA
Flz; o] je moxreno Tema D, nperxomno Koncrpyucasor. U3 mokaza cijaenu na
OBO TeJl0 Takohe UMa meHTap M3oMopodan ca K.

2.5 Mamnes-Hojmanosa KOHCTpyKIuja

IIpcreru crenenux u JlopanoBux peloBa npencTaBibajy coenujaaH clydaj
KOHCTPYKOHMje Koja he 6utu omucaHa y oBoM moriaBisy. OHa ce omEOCH Ha
npo6JieM yTanama rPYNHOT OPCTEHA y TeJlo, Tj. 3a Koje rpymne G je moryhe
TPYOHM OpcTel kG, rae je k Telto, yromuru y Temno. Heonxonan ycioB je ma
je kG momem, a 3a TO je HeomxomHO ma je G TOpP3MOHO ciaobomua. Jep, ako
je u € G xoHauHoOr pena n, oHza je '

A-w)(l+u+u?+-- +u" Y =0. (1)
Ykonuko je G KoMyTaTUBHA, OBaj YCJIOB je M IOBOJbaH:

Teopema 1. Hexa je G xomymamusena epyna u k nowe. I'pynnu npcmen kG
MOXCE CE YMOonumu y meao axxo je G mopauono caoboona.

Loxas: Jemaaxoct (1) nokasyje ma je ycios morpebas. IIpetnoctasumo na
Je G TopsuoHO coGoHA. YKOIMKO HeHY olepanyjy 3amuIieMo aIUTUBHO,
MOXeMO je IIOCMaTPaTH U Kao Z-MOAYJ ¥ KakKo je G TOP3UOHO c1o6oHa OBaj
MOAyJ MOXX€MO YTOIMTH y Q-MOZAyN Tj. G BUAMMO Kao BEeKTOPCKHU npocTop
Hax Q. Youumo ypebeny 6asy osor npocropa. Kotucrehu JIeKCHUKOr padcKo
ypebeme koepuumjenara mobujamo Torammo ypebeme Ha G, koje G uuEM
ypeberom rpynom. Kopucrehu mMynrunmukatusre osgake 3aKbydyjeMo 1a
Ha G MUMaMo TOTaJiHO ypebeme ca ocobunoM s < ¢/,t <t = st < s't’. Heka je

a=0a181+ -+ amSm, THE a; €K™, 5 <8< < 8,

U b=0bits + - +buty, rme bjek* ti<ta<---<by.

Onga je ab = ajbisity + .-+, TO@ Taykulle O3Ha4YaBajy TepMe > sit;, IITO
nokasyje na je ab # 0. TuMe je kG KOMyTaTUBAH MOMeH Ia ce MOKe YTOOUTH
y Telo. 0O
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IIperxomu pesynTaT Moxe Ce yomNTMTM Ha ypeljeHe HEKOMyTaTBHe
rpyne. Ilokasahiemo ma ce 3a cBaky ToTammo ypebeny rpyny G rpymeu
npcreH kG Moxe yromuTu y Teno. Ilpe Tora maBemhemo Hexomuko neduan-
1uja u TBphema 0 ypeheHnM CKyToBIMa HEONXOHNX 33 JOKA3 OBe TeopeMe.

YpeDben cxyn je dobpo ypelen ako cBaku HellpasaH HOOACKYD MMa Haj-
Mamy eneMenT. CBaku No6po ypebeH ckym je m Toranso ypeber (mpu-
MeHUMO Je}MHMIN]Y Ha HapOBe eleMeHaTa). Anmutanyem 3BatieMo CKyT 10

1apoBMMa HEYTOPEIMBIX eNeMeHaTa. Y HapelHoj NeMu (Zoka3 [8]) maBomu-
MO CBOJCTBa NapIujalHO ypehennx ckymopa koja hemo kacHuje xopucTuTH.

Jlema 2. Y napyujaano ypehernom cxyny S caedeliu yeaosu cy exeusanenmnuy.

a) ceaxu beckonanan nuz cadpxcu beckonarnan pacmyhu nodnuz mj.
3a 3adamu wu3 (a;) y § nocmoju nusz (n) y N maxae 0a m’ < n' =
m! < Q5

6) ceaxu nepacmyhu nuaz (2:), a; € a5 30 i < j, je womanan;

8) ceaxu cmpozo onadajyhu nus a; > az > ... je KoOHauaH U ceaxu
AHMUAAHAY, Je KOHANAH. a

ITapnujamao ypeben ckyn KOJU 3aJI0BOJbaBa HEKU OJ yCJIOBA a)-B) mpe-
TXOIHe JeMe 3BalieMo napyujanno dobpo-ypehenunm (IIOY) cxymom. ¥ To-
TaJIHO ypebenuMm ckymoBuma oBa AebuBENIMja monyHapa ce ca gebuAUNU-
Jom nobpor ypebewa. Iloackym IIIY cxyma je IILMY, xao u cavka mpm
IpeciKkaBamy Koje je carjaacuo ca ypebemeM. Mcro Baxku u 3a YHHU]Y nBa,
IIIY. Taxobe je npoussox msa ILITY ckynma S,T ILIIY y omaocy Ha ypebeme
3aaTO Ca )

(5,t) <(¢,¥) akko je s<s um t<t.

Haume cBaxku 6eckonauan mus Yy SxT canpsxu 6GecKkoHauaH mOIHU3 Y KoMe cy
IIpBe KOMIIOHeHTe y pacTyhieM mOpeTKy, a OBaj HU3 omer caqpxu GecKOHAUYaH
HONHM3 y KOMe Cy Apyre KOMIOHeHTe y pacrylieM moperky, Tako na Bayku
a).

Lususuonum ypebemem ma Momoummy M 3sahemo napnujaigao ypebeme
"<’ Ha M 3a xoje je:

(0.1) s< ¢, t <t = st < o't 32 cBe 5,5, € M,
(0.2) 1<s3acBe se M.

Yxomuko Bake (0.1-2) y M, oHza st = 1 moBaauu s — ¢ — 1, jepus 1 <t
cnema s<st=1luoryna s=1ut=st=1. Hapenna nema ([8]) maje ycnose
Hox xojuMa je MoHoun ca IIJIY remeparoprmM ckymom u cam ILITY.

Jlema 3. Hexa je M monoud ca dueusuonum ypelewem. Axo je M zenepucan
napyujaano dobpo-ypehenum crynom X, onda je M u cam napyujaano dobpo-
ypelen. O

3a MoHOMZ M u mome k nocMaTpaMo k-mpocTop ¢ymkummja kM. CsakxoMm
f € k¥™ npunpysxumo meros HOCaY, NedUMHMCAH ca,

D(f) ={a€ M| f(a) #0}.
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dynkmuje ca xoHAUHMM HOCaueM uMHE MOTIPOCTOP k(M) k-mpocpopa kM,
Ha k(M) nedunnmemo MHOKEHE:

fg=h, rmeje h(c)=Y fla)g(b). (1)

ab=c

Kako cy f,g ca xomaumum Hocauem IpeTXOJHa CyMa je KOHAYHA. JEeIHO-
CTABHO Ce NpoBepaBa fa je k(M) msomMopdan MOHOWIEOM HpCTeRy kM, I
Ce MOry MIeHTH(HMKOBATH.

Enemente kM MoxeMo BuzeTH 1 k20 dopmaBe penose ¥ af(a), amm oHzA
HacTaje OpOGJIeM ca MHOXKemeM, 063MpOM Ja 32 3aJaTO ¢ jeNHAYMHA ab = ¢
MOXe MMaTi GeCKOHaYHO MHOTO pemema. 3aTO NPETHOCTABMMO a Ha M
UMaMO IUBU3MOHO ypebeme M youumo moackyn k((M)) cxyma kM xoju 3a

eleMeHTe UMa (YHKIMje ca IapOujasIHO no6po-ypeberum Hocauem. OBaj
CKYN je U mpCTeH:

Teopema 4. 3a monoud M u nowe k cxyn k((M)) ceuz pedosa ca napyujaano
dobpo-ypehenum nocavem je k—anzebpa u kM je mena nodaszebpa. Hneepmu-
buanu eaemenmu oee anzebpe cy pedoeu wuju Hocay cadpacu 1.

Horas: Heka cy Y af(a), Y bg(b) € k((M)). Ibuxosu mocaum D(f),D(g) cy
ILOY. Hocau cyme f+g je momckyn D(f)UD(g), ma je ILIY. IlocmaTpamo
calla Hocau npoM3BoJa fg. 3a 3a4aTo ¢ € M mMOCMATPaMO CKyn CBHX maposa
(a,b) €D(f)xD(g) 3a koje je ab = c¢. Axo Je oBaj ckynm GeckoHauaH, OHZa
ILOY ckyna D(f) obesbebyje ersicTednyjy GecKoHAYHOT moxEM3a (a;,b;) 3a
KOJU je a; < a3 < ...; oTyma b; > by > ..., ma D(g) caapskmu GecKoHaYaH
Hepactyhy momuus, mTo je KoHTpamukndja. TuMe jemHauwHa ab = ¢ UMa
KOHauHO MHoOro pemema. Ckym D(fg) je kao ciuka D(f) x D(g) upy npecu-
KaBawy (a,b) — ab ILILY, u otyna fg € k((M)). IIposepe acomMjaTUBHOCTH U
MUCTPUOYTMBHOCTH Cy jeHOCTaBHe, IIa je k((M)) k—anre6pa. Ilomanire6pa
k((M)) koja ce cacToji o enemenaTa ca KOHAUHMM HOCAYEM je ympaso kM.
Axo je Y af(a) NHBEPTUOWUIAH, OHIA 32 HEKO a € D(f) moctoju b 3a Xoje
je ab =1, m TuMe o = 1. OGpaTHo, Heka je f pen umjum HOCau caipsku 1.
Dlememem koedpunujenaTa Moxkemo o6e3bemuTn Ha je pen f obmmka 1 — g,
rae je g =3 tg(t) (t > 1). Tepmamo ma je 1+ g+ g2+ --- € k((M)). Momoun
reHepucal D(g) ca muBU3noHUM ypebemem je ILAY no nemu 2.5.3.. Otyna
je UD(¢") ILIIY u Eujenan enemenT m3 M HHje ejleMeHT GeCKOHAYHO MHOTO
D(¢"), jep pemema jeTHAUMHE q; ...a, = ¢ YMHE AHTUIAHAIL y IILAY ckymy.
Otyna je Y- g™ mobpo aedumucan ca ILILY HOCayeM, ¥ TO je yIpaBO MHBEpP3
. O
Hexka je cama G ypebena zpyna Tj. rpyna ca TOTaJHUM ypebemeM 3a koje
Baxu (O.1). Kopucrehu Teopemy 2.5.4. nokazahemo Ha ce kG Moxke yTonuTH
y TeJo.

Teopema 5. 3a ypeljeny epyny G u nose k cxyn k((G)), pedoea nad k ca dobpo
ypehenum nocavem y G, je meno.

Hoxaz: Homckyn M = {u € G | u > 1} rpyne G je MOHOMJ ca AUBU3MOHUM
ypebemem. Ilo Teopemu 2.5.4. R = k((M)) je k-anrebpa. Takobe je u momes.
Haume y R Baxkm 1 # 0, ma 3a f € R¥ Aednaumemo wmeros pef o f) xao
HajMamu elnemeHT ckyna D(f). Tama Baku o(fg) = o(f)o(g), omakne ciremu
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K8 je Mpou3BOL [Ba He HyJa eleMeHTa Pas3auuuT of Hyme. TBPIMMO ma je
M (nesn u mecmm) Opeos ckym y R. Heka jeue M u f € R. 3a cakn
eneMeHT p € D(f) Baxu p> 1, u Tume ™ lpu 2w lu=1,ma je fi=ulfuc R
M ufy = fu. OBuM je moka3aHO nma je M nmecEm OpeoB cKym; M je U neBn
OpeoB mro Cce amanorso mokasyje. 3a Jjoxkamusamujy L mpcteHa R mo M
Baxu L C k((G)). Opgnie 3ampaBo Baxky jemHakocT, jep 3a f € k((G)),f # 0 3a
koje je HOp. o(f) =v je v™!f € Rmo(v~'f) = 1. Oryna je v~!f uHBepTUOUNan
Yy R, ma je f =v-v~!f unBepTHbHIan y L. W3 nperxomuor ciem na je L
TeJIO Koje Ce momymapa ca k((G)). O
ITpumenBa. IIpumeTMo Ja Noka3 mpeTXomHe TeopeMe IPONa3M U 3a HEKO-
MYTaTUBHa Tela.

KoHcrpyknuja Tenma cremeHux pemoa y oBoj TeopeMH IIo3HaTa je Kao
Mawyes-Hojmanosa woncmpyxyuja. IIpumenyje ce ma ciobomme rpyme c
0631poM Ha TO Na ce OBe MOTy ypemutd. Heka je F cinobomua rpyma Ha
CKymy X ¥ Heka je X’ CKyn Koju je y ©6ujexmuju ca X. Ilepuuumenmo mpe-
CllMkaBame CKyma F y CKyl (popMalHUMX cTemeHMX pefioa R((X')) ca:

o0
(4 P
z—1-1 =z IHE ™, rme z omromapa <.

n=0

OBo mpecnukaBame je yramamwe. Cana ce R((X’)) Moxe ToTaiHO ypemuTi
Tako MTO NPOU3BOLHO ypeDeme ma X' mpomy>kmMmo 10 JeKCHKOrpagckor
ypeDewa na cio6omsom MoHOMAIY remepucanom X’ u no ypebema Ha R{(X"))
oZipebeHOr KOepUNUjeHTOM y3 HAJHUKM TEPM.

Iocxenuna 6. I'pynna anzebpa ceaxe crobodne zpyne G moxce ce ymonumu
y meano. ’ ' O

IIpumvenSa. CnoGomma k-anrebpa k(XY Ham X Moxe ce yromutH y kF,
rpymHy airebpy crobomse anre6pe Han X, a oBa ce yTama y k((F)). Axo
yMecTo rpyrne F nmocmaTpaMo caobommy rpyny G ne¢unncany ca ((u,v), (w,z))
= 1 (vme je (z,y) = z 'y lzy), k(X) moxemo yTomutH y kG yKOIMKO je
card X > 1. Kako ce G Moxke ypemuru To nmobujamo jom jemso yTamame
k(X) y Tento koje mMje u3oMopoHO Texy k((F)).

2.6 VirepupaHu nNpcTeHM KOCMX IOJIMHMMA

Kao mpumeny Mamnes-HojManose koncTpykmmje n3aBajaMO KOHCTPYKIHM])Y
JeMHOCTPaHUX TIABHOMIEANCKMX HoMeHa. Kao mTo cMo BUmeaM IpcTeH
HOJMHOMa Hall TEJIOM YBEK je rilaBHOMHeajicku foMeH. (OBaj ycioB je n
HEONIXOMaH Tj. aKO je IPCTeH MOJWHOMA IJIABHM, NPCTeH KoedUOujeHaTa
Mopa 6uty temo. OBo Baxu M y Cilydajy NPCTEHa KOCUX NOJMHOMA YKO-
JYKO je eHmoMop¢$H3aM IPCTeHa HaJ KOjUM je MPCTEH KOCUX IOJMHOMA 3a-
JaT ayToMop¢u3aM, aju He BaXXM 3a eHIOMOP(U3Me KOjU HUCY CyDjeKTUBHU.
IIpemusne ycioBe y Be3u ca 0BOM NpPOGIeMATHKOM IpBU je ¢PopMyiHcao
Jareraonakap(1969):

Teopema 1. 3a npcmen A ca endomopfusmom o npcmen R = Alt; o] je decru
anasnoudeancku domen axko je A decro zaasroudearcky JoMen U o CAUKG
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A\ {0} y AX. Axo je a aymomopduszam npcmen R je decnu anasnoudeancku
axxo je A meno.

Joxaa: Axo je R mecmo riaeEu, omza jé ¥ ‘A Xao TOTIpCTEH Koju je u
XOMOMOD$Ha cimka TpcreEa R (3a t = 0). 3a cpako a € A \ {0} mMamo
aR+1R = cR, rxe je c Hajsehn 3ajemmuaxu nesu hakTop 3a a 1 t. Kako jec
GaxTOp a TO je deg c =0, ma je t = cf, rze je deg f =1. Heka je f=td+e.
Capa je t = ctd+ce = tcd+ce, OfaKe je ce = 0, ¢*d = 1, ma je ¢® jemumanma. U3
au+1iv=c 33 t =0 n00KjaMo Ia je a acomupaH ca c, a TMe je o® acomipan
ca c*. OB3upoM Ja je c® jeqMHENOA MCTO BAXKY U 33 a®.

O6patHo, ako Baxe 3amaTH ycnoBH, R je nomen. Heka je I necnu Maean y
R. Axo je I = (0) noka3 je 3aBpmeH, MHAYe HeKa je n=min{deg (f) | f € I\{0}}.
Bonehu xoepunujerTy nmoamaoMa cremena n U3 I 3ajemHo ca 0 uMHe necHU
uneany A, KOJU je IO IPeTIOCTABIM TJIABHH, penyMo reHepUcaH eleMeHTOM
a. Axo je f=t"a+--- € I, oHzma je a® € A* U orynma ft=t"*a> 4+ || uma
UHBepTHOMIaH Bonehn koepunujerr. 3Haum [ caap>X MOHMYAH HOJUHOM
CTeneHa n + 1 M aHAJIOTHO 34 CBe BUIIE CTeNcHe. Oryna je I = fR, ma
je R necHM riaBHOMZEANICKM HOMeH. ocnemwsu neo tBpbema ciemn u3
‘MIbCHMNe, Na 32 ayTOMOP(U3aM « TPaKeHM YCJIOB BakM jeMHO aKo je
A\ {0} = A%, ]

OBaj pesyarar yKa3yje Za ce HOA OPeTXoXHUM npeTmnocraBKaMa KOH-
CTPYKIHja NIPCTeHA KOCUX MOJMHOMAa MOMXKe UTEpUPAaTH U Ja OPU TOM y
CBAaKOM KOpaKy Ro6MjaMO NeCHM TJIaBHOMIEAJICKMI OPCTEH, HTO CyrepuIre
yBobemwe cnenehe nedpunummje.

J-xocum npcmenom noauroma 3Bahemo OPCTeH KOCUX HOJMHOMa A[t;q]
TaKaB Ja je o MHjeKTHMBHO M Oa 3aJ0BOJbaBa Jamezaonaxapoe ycaos:

(J.0) 4> C Axu{0}. -
OsBaj ycmoB Baxu ykonuko je A Telo, anu he ox uHTEpeca 6utM ApPyTH
cryvajeBu. JemHOCTaBHO Ce IpoBepaBa na YKOJMKO je A IOMEH Oa je To u
J-kocu mpcTeH kocux momMHOMa Hanm A.

Hexa je 7 opaunranmu 6poj. IIpcrer R 30BeMo J-npcmenom muna 7, ako
R canpxu navan mormpcerera Ry (A < 7), 3a Koju je:

(J.1) Ry = R* U {0} (oryza je Ry Temo),
J.2) Ry41 je J-xocu mpereH kocux mommHEOMa Han Ry, 3acBe A< T,
+
(J-3) R =U,, Ru.3a cBaku opamHan A < 7,
(J4) R, =R.

Exconumurao uMamo Ryy1 = Rtx; o] 1 u3 AebMHUNMjEe cllemu Oa Ce CBaKU
€JIEMEHT ¢ € R Ha JeMHCTBEH HaUNH MOK HPEACTABUTH y obauKy:

c= Zhl ctaeaa, (6., € Ro A 2002 ),). 1)

Takobe je R} = Ry 3a cBako A, M oryzna uMamo:

Iocnemuma 2. Ceaxu J-npcmen (npoussonhoz muna 7) je decHu 2aasHoude-
ANCKU OOMEH. ]

IIpcrenn xocux monMHOMa Hax TelMMa Cy Kocu J-npcremu tuna 1. Ilpen-
crasuhiemo Jareromaokapopy KOHCTPYKIMjy KOCOr J-mpcTeHa MpoM3BOJEHOT
THIa 7 3acHOBaHY Ha Mamnes-HojMaHoBoj KoRCTPYKIMj1.

e
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Ila 6u no6umu o6mux (1) HOTpebHO HaM je MPaBUIO KOMYTHpPalbha HEO-
npeberux obiuxa
t#t)\ = t)‘u/»\ (/.t < /\),

rhe je u,, jemmEuna y Ro. Omnmruje, IperXofHO MOpa na BaXM 3a CBe _

IIPOU3BOJIe t-0Ba koje MOXeMo kao y (1) ysetu y mopMaiuoj popmu. Cama
HaM Je oTpeCHa PpopMyna obuka:

fuba b, = bt S 2 A > e 2 1), (2)

WcnocraBuhe ce na je oBo 3ampaBo 0BOMBHO 33 TpaxxeHy KOHCTDYKIH]y.
Hexa je T = {ta} (A < 7) pamunuja neonpebernx. Ca Fr o3mawmmo crnoGonuy
rpyny Ba T, a ca E teno k((Fr)). Heka je K noareno tena E TeHepHCAaHO
eleMeHTHMA,

Uudrae = (B 0) Mt b A2 2 AN > a2 1), @)

Kao IWTO je cyrepucaHo y (2). Tamga Basu:
Jlema 3. Ilenmpasusamop ceaxoz t, y meny K je k.

ALoxas: Hexa je G momrpyna rpyne F = Fr remepucaHa eleMeHTHMA OG-
Ka (tr,...tr,)"1tuty, ... ts,. Csaku reHepaTop je HemapHe OY>KMHE Tako 1a
MOKE€MO rOBOPUTH O cpelmeM ¢akropy. Cpemmy eleMeHET TpPOM3BOJLHOT
eleMeHTa rpyne G He MoxeMo ckpahuBatu. Crora cBaku enemenr y G
nounmse ca t;', a 3aBpmaBa ce ca t,. Taxobe t? ¢ G 3a cBako n # 0. CBaku
a € K Moxe ce 3amMcaTé y OGJUKY a =Y ua,, rOe u Opotasu G, ¥ cCBaka
KOHjyramyja y omsocy Ha t, ciuka K y K:
t;luy)\l...)\rtu = u;rl,, v u;il,,up.kl...)\;_luu)\;y e Udwy
rae je Aoy > v > A;. Caga t, koMyTupa ca cBuM t? y F, Tako Na KOHjyranuja
y ONHOCY Ha t, ¢pukcupa 1, a cBe ocraie eneMeHTe IloMepa y GecKOHAYHO
MHOro opbura. Cpaka O BUX reHepHcaHa j€ jeZHMM eJeMEHTOM KOjH je
obsmxa t;"gt? 3a n >0 u Heko g € G. Oryna jemmakoct t;lat, BasKM jemuHO
axo je D(a) = {1} u TuMe a = aq;, WTO je u Tpebalo MOKA3ATH. O
Kao mro cmo mumenu xoHjyrammja y ommocy ma t, MEAyKyje eEmOMOp-
¢usaM rpyne G xoju hemo o3mavaBaTH ca a,. 3a cBako ypebewe Ha F wm
Ha G KOHjyramuja je cariacHa ca ypebemeM Tako fa ce a, MOXe IpOIIM-
pUTH gm0 enaoMop¢usMma Ha K, koju heMo omer o3HauuTH ca a,. 3a CBako
a € K nmMamo
at, =t,a*. 4)

Hexa je R mornpcren ox E = k((F)) remepucan ca K u csum t,(v < 7). Ko-
pucrehu (4) 3axmydyjemMo na je cBaku eleMeHT u3 R KOHauHa CyMa OGJMKA:

¢ Zt,\ln-txraxl...)\,, rge ay,.., €K (5)

Ykonuko \; mucy y pactyheM noperky, onma 3a Beko i =1,2,...,r—1 UMaMo
Ai < Aiy1 2 ... Ar. Kopucrehu jemmaxoct (2) tx, MOXXeMO mpebanyUTy Ha JECHY
crpany. Ilomasmaiem oOBor mpomeca OHONMKO IyTa KOMMKO je mOTPeGHO
nobujaMo A; > --- > A, y cBakoM TepMy y (5). Cana TBpmuMo ma je y3
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OBy HONyHY npeJCTaBibalbe eneMeHarta y obimky (5) jemunctsemo. IIper-
IOCTaBMMO Ja Y R ¥UMaMmo penamujy

‘ Zt’\l cotnan.a, =0, rme ay. €K, A 22\ (6)

Axo je najpehin umzexc koju ce nojasibyje y (6) A, oBIa (6) MoxeMo 3amucaTy
y obmuky Y tic; =0, e je CBaKM ¢; DOIMHOM IO tu (1 < X). Komjyramjom
ca ty nobujamo koepuuujente ¢ Koju npunazajy K, Tako ja ty 3ai0Bo/baBa
meKy jeanaumny Hax K. Hexa je mmp.

A+t 1+ +b, =0, rme b; € K, (7)

JemHAYMHA HajHIDKEr CTeleHa, (> 0) xojy 3amoBOMBABA ©). Konjyrosamewm ca t,
nobujamo jom jenny jemmaumny cremena n 3a ¢\ KOJa ce 300T jemMHECTBEHOCTH
noaymapa ca (7). Oryna je b3 =b; 3a cpe i = L,...,n, ¥ no yemu 2.6.3. b; € k,
na je ty axreGapcku Han k. Opo Je OuMriieJHO HeTauHO, mTO TOKa3yje na cy
CBU KoepunujerTu y (6) myme. TuMe cMO moKasamm Jla. je IpencTaBlbame (5)
JemarctBero. To 3Haum Ha momaBamem jemsor mo jemmor t-a Ha K nobujamo

J-xocu npcrer kocux mosuEOMAS, Y CBakKOM KOpaky, ma je R J-upcreH Tuna r
YuME CMO JIOKAa3aJIH:

Teopema 4. 3a ceaxo nowe k u ceaxu opOunan T nocmoju J-npemen muna T

xoju je k-anzebpa. _ o

J-npcrenn Tuna majMame 2 mMajy 6pojHa HeOGUuHA CBOjCTBA. Ipeo, y
BIMa HOCTOje eJIEMEHTH Ca (aKTOPU3AIN]OM IPOU3BOIBHE nysxure. Kao mro
IOKa3yje jeQHAKOCT .

ty = tltouy® n=1,2,...

t2 MOXXe MMaTH IIPOU3BOJLHO MHOTO JIEBUX dakTopa, anu He U mecHux. J-
IIpCTeH TUNa 7 .je JecHr Herepur. Ykoamko ra JIOKAJIM3YjeMO IO CKymy
CBUX NOJMHOMA KOJUMa j€ KOHCTAHTHU TEPM Pa3IMuUT O Hyle noGujamo
npcrer P. llejkoGcoHOB pamukas mpcrena P je unean J =t P. 3a crenere
J mebumucame ca JM! = 727, g = Nu<xJ* 33 OrpaHMYEH OpIMHAI A,
Baxku J* Dty P, ofakie ciem na je J £ 0 3a cBe A < .

Hanomena. J-nmpcrer tuna 2 Mosxke ce KOHCTpyucaTy U Ha cielehiu mauum.
Hexka je k mosme ca EHZIOMODQU3MOM @, KOj€é CalpXKU eeMeHT ¢ TPAHCHEH-
AeHTaJaH Han k*. Heka je K momreno Teia ynxnuja k(y) koje campsxu
CB€ pamMoOHajHe QYHKOUje obIMKa f/g, rme y we nemn g. I ponyxumo a mo
K xopucrehu y® =t, a 3arum GOpMMPaMO IIPCTEH KOCHUX CTENeHUX peloBa
R = K{[z;c]]. lobujeru npcrer R je J-mpcren tuma 2.

2.7 TIlceyno-smmeapne TpaHcdopmanmje

Iceyno-mvnaepra npeciukapama, IpPeJICTaB/ba]y YOUIITEHE CTARAAD,IHOT IIO-
jMa JMHeapHMX IpeciMKaBama BEKTODPCKUX Ipocropa. Hawmme, 3a temo K
ca ayTOMOP)U3MOM o u Q-IepUBaIMjOM §, 3a IpecIuKaBame HecHOr K-
mpocropa V, L:V — V xaxeMo za je nceydo-auneapro (y omuocy ma (a,d)),
ako je:

Lz +y) =L@ +Ly), Llza)=L(z)a"+2d® (a,y€V,acK). ey
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Osa ne¢unumuja yximyuyje TuHeapHa npeciuxasama (33 a = 1,6 = 0), cemu-
auneapra npeciukaasa ( K =C,6 =0 u o je xomjyramuja), kao u dugpepen-
yujarre Tpancdopmamje (K = F(t),a=1u 6 = d/dt).

IIpernocrasumo na je V xomaumo-mimensuomt necen K -IIPOCTOP M HEKa,

jee=le,...,e,] jenna merosa 6aza. Axo cy cnuke Ga3HMX BEKTOpA 3alaTe
ca:

L(ef)zze"a“’ rne  a; €K,

OHZA je CIMKA MPOM3BOLHOT BEKTOPa 0GIMKa

LY ei&) = 3 (Lie)er +,60) = 3 (3 el + £9).
3a A=[a;) m €= (&,...,£,)7T, umamo
L(g) = Ae* + ¢°. 3)

O6partHo, cBaka n x n Marpuna A gaf K ne¢unvime jemmy nceyo-TMHeapHY
TpaHCpopMamujy L Ha V oapebeny ca (3). 3amenom Ga3se e 6azoM € = eP,
P € GLa(K), 3a L(e) = eA u L(¢/) = ¢/B Baxku

ePB = L(eP) = L(e)P* + eP® = ¢(AP* + P?%),

' 0JlaKjie JOGMjamMo '
PB = AP* 4 P, (4)

3a mMaTpuie A, B 3a Koje Baxkut peianuja (4) xaxxeMo ga cy (o, d)-Konjyzoeane.
O63upom fa cy MaTpulle ICeyI0-IMHEaPHOT npecimMKaBalkba V pasamyuUTUM
. 6a3ama (a,d)-KOHjyroBaHe IMJb HaM je ga OApeaMO KaHGHCKY $pOpPMy 3a1aTe
' Marpule y ogHocy Ha (a,d)-KOHjyramujy.

3a R=K [¢t;,0] mpocTOop V MOMXeMO BUIETH U Kao JecEu R-momyn 3a
(X ta;)-v =3 L'(v)a;. Kopucrehu jemmakocru (1) nmobujaMo Ja je Ha oBaj
HauuH J06po medummcana cnosbEa K-omepamuja Ha npocropy V. Ilecma
K-6a3za e mpocTopa V je cala remeparpuca ZeCHOT R-monyna V koja 3ago-
BO/baBa penamje ) e;(a; — 6;;t) =0, MIM y MATPUYHO] dopMu

e(A—tE) =0. (5)

. OBaj ckyn jemmakoctu y mormymocTs ozpebyije npoctop V. Kopucrehu
calla MMjarOHaJIHY peAyKIMjy y R, 3akmyuyjemo ma nocroje P,Q € GL,(R)
3a Koje je

P(A-tE)Q =diag(\,...,An), A1 ]| A (6)

Homurome ); 30BeMo uneapujanmmuum gaxmopuma Marpune A. Kao mecmm
R-Monyn V je usoMmopdan ca

R/MR® - @ R/M\R. @)

IIpumerumo na je R/AR =0 akKKO jé A KOHCTaHTA U TO Pa3inunTa On HyJE,
kKao ¥ gma je R/AR = R axko je A = 0. Kaxo je dimg(R/AR) = deg A, TO je
Y deg A\ = n.

Axo ca C o3HaunMo nentap tena K, eleMenr ¢ € C 3a KOju je A—cE cun-
TylapHa MaTpUILa, 30BEMO YeNMPAALHOM concmeenom epednowhy MaTpuie
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Tepheme 1. Ceaxa n x n Mampuya Had MeAOM UM HAJBUWE T YERMPAAHUT
CONCMBERUT B8DPLONOCIAL.

Joxas: Ilocroje nuBepTubuine Marpune P,Q Hang K t] 3a koje je
PA-tE)Q = diag(f,..., f+,0,...,0), rzef; € K[t).

Hyae nomsoma f = fy -+ f, y C cy jemume Tauxe y C'y XojuMa paHr MaTpune
A-tE nana, a 6poj oBUX Tauaka je < deg f = n. O

Jemmakoct (7) mokasyje na je V, no Ha U30MOp¢U3aM, IUpeKTHA cyMa
IVKJIMYEMX R-MOAyJa, Koju je M caM IMKIMYaH aKKO Cy My CBU WHBa-
PUjaHTHM (GAKTOPM OCHUM jeIHOr MHBEPTUGMIHM. Y TOM cllydajy mceymo-
JUHeapHy TpaHChopMamujy L u MaTpumy A Koja je mpencraBmba 30BeMO
(o, 6)-yuxauunum. Kopucrehu (6) mobujamo cirenehy KapaKkTepu3anujy:

Tepbeme 2. Hexa je K meno ca aymomopguamom a u a-depusayujom o.
Keadpammna mampuya A nad K je (@, 6)-yurxauuna axro je A —tE caabo acoyu-
para Had Klt;o,6) ca 1 x 1 MAMPUYOM. a

Cpaka (a,d)-muxmmana nceyno-avHeapHa TpaHCPopMamuja L uMa HOp-
MaJiHy popMy. AKO je v remepaTop AecHOT R-monyna V u v; = Li-(v), onma
je V Hax K remepucan BEKTOPUMA v1,2,.... Heka je v,.y; mpBu ox mux 3a
KOju je CKym {vi,...,v,,v,41} JIMHEAPHO 3aBUCAH nan K, Hop:

Upy1 =181 + -+ vra,, THea; € K. (8)

IIpuMmeroMm I ma (8) mobumjaMo v,4g = Y vit1ad + Y v;ad, mro IOKa3yje AOa
je vry2 Takobe mMHeapHa KoMGMEANMja vy,...,v,. VICTO Baxku 33 cBe Vptk
(k=1,2,...), ma Xako je V remepucaH BeKTOpMMa v, TO je r=nu [vy,...,v,)
je jemaa 6a3a mpocropa V man K. Y omHocy Ha OBy 6a3y MaTpula Ipeciu-
KaBama L je:

- -

6 00 ... 0

1 00 ... 0 ap

010 ... 0 a3

T P )
000 ... 0 a,

(000 ... 1 a |

OBy MaTpuny 30BEMO npameinM MAMPUY,0M TOJIHUHOMA
f=tt—a; —tag—-- - —t" la,. (20)

ITpumernmo aa je maTpuna tE—A ciabo aconmpaHa Ca f, Kao 4 a jeHAKOCT
(8) Mo:xeMo 3ammcatu y obiuky f(L)(v) = 0.

W3 (7) cnem ma je cBaka kxBagpaTHa Marpuna max K (o, 6)-xoBjyrosana
JjarOHAJIHO] CyMM MaTpuIla o6iamKa (9). '

3a mceymo-nuBeapHe TpaHchopmanuje Kejm-Xamunrorosa TeopeMa He-
he Baxxutu. Haume, ako je L nceyno-jiMHEeapHa TpaHCchopManuja u V aco-
IupaEM R-MOXyJ, MUHMMAJHM OJMHOM L je TreHepaTop JBOCTpPAHOT MAeala
¥ R xoju anmymupa V. OBaj monunoM Moxke 6utu 0 u y ciayvajy kana je V
KOHauHe nuMeH3uje Hax K. 3anpaBo, L he uMaTi MUBMMAJIHY IOJIMHOM aKKO
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je 1eroB nocaeIwu dpakrop y (7) orpaHuuer. Y TOM clyyajy rpaHMOa OBOT
hakTopa je MUEMMAIHM NOJNMEOM, a 3a MaTpHIy IpeciuKaBama L KaeMo
Ila je orpaHuueHs.

IIpumep 1. Marpuna

i 0 0 0 0 ]
; 0 0
0 0 ) 0 0
0 0 0 ... i 0
[P =1 =1 -1 L 1 gt
Je orpamudeHa y mpcreny R = Clt,~]. Hamme, oBa MaTpuma ce enemen-

TapHUM TpaHcHOpMalyjaMa CBOAM Ha, MaTpuLmy

dia.g(l,...,l,t"+---+t+1).

Ilpu ToM je monumOM t" + -+  +¢ 4+ 1 OrpaHUYeH y OpPCTeHY R, jep je JieBH

¢paxTOp MHBapUjaHTHOr MOJMHEOMa 2" — 1. \Y

IIpumep 2. Tlpcrer R'= K|t;1,d/dt], rrme je K = F(z) 3a mexo Teno F
kapakTepucTHKe 0, je mpocT, Ia Cy MHBepTUGHIHE MaTpulle jeluHE KOje
Cy OrpaHMYMHE. v

!




KOHAYHA KOCA PAIIIUPEHA N
IIPUMEHE

3.1 Crener pammpena

Hexa je K Teno u E K-npcren. IIpcrer E moxkemo IIOCMaTpaTH Kao JIEBU

1 KaO NECHU BEKTOPCKM npocTop Han K. OxroBapajyhie miMensuje ozmaua- .

BaheMo ca
[E:K]. u [E:K]z.

Kana je n E Teno ose 6pojee 3patiemo NEBUM U OECHUM CTNENEHOM PAIINpe-
wa F man K. Kox MHOrux Tejna oBa msa 6poja ce momynapajy amm To Emje
YBEK ciydaj.

Kao u y xomyraTnsEOM CIy4dajy Basku GopMyJsa o ODPOM3BOLY CTeleHa
Koja je mociemuna cieneher rephema:

Tepheme 1. Hexa cy K < E meaa uV dechu E-modya. Tada cy OQumenzuje V
nad E u K y caedehiem odnocy: '

[V:K)=[V:E|E:K]g, (1)
xa0 200 je ap jeOna cmpana jednaxocmu xoHawHa.

Aoxas: Kao u y koMyTaTusHOM ciyuajy ako je {un} necma E-6aza momyina
V u {v;} necra K-6a3a Tena E, oHEna je {wxv;} necra K-6aza Moayna V. O

Ol pallupew-a KOHAYHOI CTeleHa Morylie je pasimkoBatu nejureme
HyJIe ¥ HEMHBEePTUOUIIHE eJIeMeHTe:

TBpbeme 2. Hexa je K meno u A K-npcmen xonaunoz decroz cmenena nad
K. Taoda je ceaxu decro pezynapan eaemenm A uneepmuburan mj. axo je A
domen, onda je u meno.

Aoxas: Hexa je a € A necHo perymapan. Ilpecimkasame ), : z — az je un-
JEKTUBHO U JiecHO K-JMHEapHO Ha KOHAYOMMMEH3MOHOM K-npocropy. Tume
je ¥ cypjexkTuBHO, na je ab =1 3a Hero b € A. Cana je b mecHo peryaapan:
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br =0 =z = abr = 0, ma nocToju ¢ € A Takas Ha je bc=1. Kako je c=abc=a
TO je ab=ba =1 Tj. a je uEBepTUOMIAH. O

HaBommMo calia jemaH BaxkaH cirydaj KajJa Cy JIeBM M NECHM CTelleHM
jeoHaKH:

Teopema 3. Hexa je E 4eNmpaano x0HAYHO MEAO, T, MEA0 KONGYHE OUMEN-
suje nad ceojum yenmpom. Tada cy 3a ceaxo noomero K < E aesu u dechu
cmenen pawupens E nad K jednaxu.

Hloxas: Hexa je C nemrap tena E. Ilo mpermocrasmu E je C-anrebpa
koHauHOr creNleHa U A = KC = {} z,y| z; € K, y; € C} je monanrebpa. Axo
A mocMaTpaMo ka0 K-Ipcren Moxemo usaGpatu 6a3y jesor K-mpoctopa A
Koja ce cacToju on eieMeHarta u3 C. To he Takobe Guru u necma K-6a3za

A n oryna je:
[A: K]y =[A: K]g. (2)

Crora je A C-anrebpa koOHAUYHOT cTemeHa M JOMeH Kao nonanrebpa on E,
na je A m Teno. Y3 (1) mmamo

[E:C]=[E:A]L[A:C]=[E: Alr[A: C].

lememem ca [A: C] koju je koHauaH ([E : C] koHaUaH), a 3aTHM MHOKEIeM
ca (2) n noroBEMM kopumhemeM (1) nobujamo [E : K| = [E : K]g, mro je u
TpebaJIo IoKa3aTH.

Jenna oxn nocneauna mperxonHor TBphema je Ma Cy JEBY 1 IeCHU CTElleHM
jemEaKkm ¥ Kala je MOATeN0 KOMYTATHBHO:

Tepbeme 4. Axo meso E cadpacu xomymamueno nodmenro K sa xoje je cme-
new [E : K|r xonauan, onda je E yenmpaaro xonawno u [E : K|y = [E : K]g.

Lloxas: Heka je C nenrap Tena E u F moxnreno on E resepucaso ca C u
K. Tloxmreno F je xomyratueHO, canpxku C u creneH [E : F]p je koHauaH.
Tensopckn npomseox E ®c F je npocra ajirebpa ca meHTpoM F ([7) = xo-
MoMop¢u3am

E®c F — Endp(EF), 3)

Koju ) u;®a; (u; € E,a; € F) ciuka y eHoMopdpu3aM T — Y. u;Ta; je yTalnaimbe
(E®F mpocra anrebpa). Axo je mpu ToM [E : F]g = n, OHIa je IecHa cTpaHa
y (3) ynpaBo M,(F). Otyna je

[E:Cl=[E®c F: F| < [Mn(F): F] =n

3Hauu Teso E je HEHTPAIHO KOHAUHO Ia TBpbHeme ciemu u3 Teopeme 3.1.3.

O

Hapensn npumep nokasahe na ce neBu um mecmm cremem pammpema y
ONITEM CJIy4Ya]y He IOXyIapajy.

ITpumep 1. Heka je k mome, K = k(t) u a: f(t) — f(t?) emmomopdusam Tena
K. Ilpcren E = K|[z;0]/(z?) je pammpeme Tena K u TO JieBOr cTelleHA 3, a
necHor 2. Hamme [1,z] je mechHa K-6a3a, a [1,z,zt] neBa, npcreHa E. v
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3.2 Tanyaosa pammpema ¥ jefHAUMHE HAX TEIMMA

Hexa je K Temo m G rpyma ayromop¢usama tena K. Iloareny E < K
npuipyxunhieMo moArpymy

E* = {0 € G| 2° =z 3a cBako r € E}
rpyne G. Y obparHo cBakoj noarpymu H < G npuapyxutieMo mofreio
H* ={z € K| z° =z 3a cBako o € H}

Tesa K. Axko je E** = E, E* hieMo 3Batu I'aayaosom TPyNOM M 03HAYABATH
ca Gal (K/E), nok hemo K/E 3Batyu 'anyaoeum pammpemeM.

3a enemenT a pamupema L Tema K xaxeMo Ja je decho anzebapcxu Ha Il
K ako cy merosu crelleHM NeCHO JIMHEADHO 3aBUCHYM Had K , Tj. ako je a
/A€e8U KOpeH jeqHaunHe

f(t)=ao+ta1+..+t"a,, a; €K, muUCy CBM 0. )

Takobe kakeMo na je o stesa nysa moimHOMa f(t) = 3 tia;.

Hnm maM je ma ompemuMo Besy usMeby JieBMX Hyja HOJMHOMA f W He-
rosux ¢akropa. Ca f. osHaunheMo eireMenT Ho6ujeH 3aMmenoM Heopebexe ¢
y HOJIMHOMY f eJleMeHTOM c Tesla K, pu yeMy KoedpyunujeHETH o¢Tajy 34ecHa.
Ako je g = Y 'b; HekM ApYT¥ NOJMHOM, OHAA je fg = S ttab;. Axo mper-
IocTaBuUMO Ha je f. # 0 mobujaMo:

(f9)e = X ctash; = 3 & fobj = fo (£ 16 fo)b;.

Oryna je (f9)e = feg(f1cf.), kanm ron je f. # 0. IIpuMeHOM ImpeTXoAHOr Ha
f=(t—c)g+r 3a t=c nobujaMo na je r = f,. 3aKbyInUMO:

Tepbeme 1. Hexa je K meao, ce K u f € K{t]. Taoda je f. = 0 axxo jet—c
aesu faxmop nosuroma f. Janme, 3a npoussonne f,g € K {t] v ce K samcu:

axo je f.=0

_ 0
(F9)e ‘{ foalf=1ef.)  awoje f.#0

Mj. AeBe HYAE NOAUHOMG fg CY UAU NeBe HYLE MOAUHOMA [ UAU KOHjyeama
NEBUT HYAG NOAUHOMA g. ) 0

Ilame heMo n3BecTn KpUTEPHjyM 3a CIMYHOCT JIMHEAPHUX dakropa y Kt
¥ TO IPUMEHOM IPCTeHA KOCUX IIOJHMHOMA.

TBpheme 2. Hexa je K meso ca endomopfuamom a u a-depusayujom 6 u
R = K[t;a,d]. Hlorunomut—a ut—a’ cy cauunu y npcmeny R axxo je -

1 )

a =clac* + ¢ 3a newo ce K*. @

Cneyujaano, y K[t], t—a je cauvan t —a’ axxo je o xowjyeam eaemenma a.

Aoxas: V13 tBphema 1.2.1. uMaMo fa je t — a ciUYaH t — @' aKKO IOCTOjM
KOMaKCHMAaJIHA pejlanyja

p(t—a') = (t —a)q, 3)
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3a meke p,q € R. Kopumhemem anropurma nemema 3a ogroBapajyhe f, p
MOXEMO 3aMEHUTH Ca p — (t — a)f KOju je cTemeHa 0, Tako Ja MOXKeMO nper-
IOCTaBUTH Ja je p=c € K*. YnopebusameM cremena 3ak/bydyjeMo Ja je y
TOM Ciydajy ¥ ¢ € K*. Cazna penanujy (3) Moxemo 3amucaTyt y obuKy:

te® + ¢ —ca’ = tq—agq,

onakie je g =c*, ¢’ —ca’ = —ag u TMME ¢ = ac® +¢*, mTO maje (2). O6parno,
Kana BaxM (2), BAXU U (3) 3a p=c U g = c*. O

3Hauy, aKo je a JeBa Hyla mOJUHOMA f, oHma je U JNeBa Hysa moJMHOMA
fg, 3a cBaxu momumoOM g. Takobe, ako je a neBa HyNa f U g oHpa jen
JeBa HyJa f —g. Crora momunomu uz K [t} xojuma je a neBa myma uume
AecHN uzealn y K[t], xoju je u jearpo mpecimkaBama f(t) — f(a). ¥Yxomuko
Je a € K oBaj unean remepucan jecat—a. 3a necno anrebapcke man K To je
AECHU T'JIABHA UIeall TeHePUCAH MOHMYHMM MOJMHOMOM HaJMamer cTeleHa
KOMe je a JleBa HyJa. Taj monumom Je jemuncTBenO ompeben u 3BahieMmo ra
MUNHUMAIHUM NOAUROMOM elleMenTa a Hax K. Y TanyaoBum pampelnuma
0Ba] MOJIMHOM PacTaBiba Ce Ha JUHeApHe dakTope:

Teopema 3. Hexa je L/K T'uayaoeo pawupewe u G = Gal(L/K). Axojeac L
decto anzebaperu nad K u i, mezoe mMunumasny noAUHOM, OHOG je

Ba=(t—a1)...(t=an),
2de cy ay,...,a, obauxa a® 3a o € G.
Loxas: Kako je t —a MUHMManan moIMHEOM eleMenTa a Han L TO je
ke = (t—a)f(t) 3a Hexo f € Lft).

a0 € G je pu(t) = (t—a?)f7(t) Tako ma cBU t—a® uMajy HajMaBy 3aje HUYKY
AecHN canp:xkajan p(t). OBaj moaunOM je M necEn $aKkTOp ., MHBApUjaHTAH
y ommocy Ha G, ma cy My koedpumujertu y K. Otynma je p = pa. Hexka je
cana
Ha(t) = (= a1)(t —a2)...(t — ar)g = ¢'q",

TIe je a = a1, ¥ CBAKU a; je OBJIMKa a° 33 HEKO o € G, a r je HajBehie Moryhe.
TepouMo ma je ¢" =1. Y CYNPOTHOM IOCTOJU @', KOHjyraT Of a ¥ OIHOCY
Ha G, TakaB na ¢ —a’ HUje JeBU $akrop ¢'. Kako je o’ n1eBa myna moimmoMa
Ha; TO je t —a' NeBUM ¢akTop HomMHOMA po. HajMamu 3ajemmuuxyu necam
canpxkajan t —a’ u ¢’ je obauka

(t—a")p1 = ¢'ps.

OBo je necHo kompocTa penanuja, ma je p, caMYaH NeCHOM dpaxTopy t— o/,
KOju HUje jemmmnna. Tume je p, obiuxa t — ary1, TOE je a,41 IO JIeMu 3.2.2.
ciuyal ca a’. Cana je p, 3ajeqHUYKU necHU canpkanan t —a' u ¢ M oryna

. Ha =g (t = arp1)f,
IITO je y KOHTPAAUKIUjU ca usbopom r. O
Iomro je cBaka neBa Hyna mosmeOMa p = (t—a1)...(t — an) KOHjyroBaHA
Ca HEKOM 01 ay, .. ., an, BOOKjaMO yoImITeme HO3HATE TeopeMe, KOja KaxKe na

JeMHauiHa CTeNeHa n, HaX NPOU3BOLHMM IOJbeM, He MOKe MMATH BHITE oxn
n pelrema:
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Hocnemma 4. Jlese nyse noauroma cmenena n esemenmu Yy Hajeuwe n
KAACA KONJYeayuje. g

Hpumep 1. Y reny H enementy i, J»k cy Byne nommmoma 241 ¢ Ht). Takohe
J& ¥ CBaKM KOHjyraT OBMX eneMeHaTa Hyn1a OBOr nomeoMa. TO 3maum fa
IOMMHEOM 12 + 1 MMa GeCKOHAYHO MHOrO Hyna Hag H. Mebyrum, cBe ome cy
EJIEMEBTN jefiHe Kiace KOHjyrauuje. \Y

Hpyrn CHeIMjatal cIIyyaj mobujamo kana cy exementn G camo YHyTpa-
MBY ayTOMOP¢U3MMU:

Ilocnemmma 5. Hexa je K meno ca yenmpom C u f upedyyubusan nosurnom
nad C. Tada cy cee seae Hyse nosunoma f xoje cy y K xomjyzoeane.

Aoxas: Axo je G Ipylla CBUX YHYTpaIllBUX ayTOMop¢usama tena K, onma
je meHO PUKCHO mome yopaBo C. Axo je o mema HyJla momeOMa f y K,
OHZa je t — a JeBM (pakrop f. Ycnen UpenymubuIHOCTH, f je ¥ MUHMMATHK
OOJIMHOM 3a a Hax C, ma TBpheme cremu us TeopeMme 3.2.3. . a

Morythe je KOHCTpyMCaTH NOJMHOM Ca yHampeq 3alaTUM JEeBUM HyJIaMa.

Tepbeme 6. 3a enemenme a1, . .,an Mmena K xoju nucy mekbycobro KONJY208 QMY
NOCTNOJU jeOUNCBEN MOK UGN NOAUROM Cmenenan, ca se@um HyraMa ay, ..., a,.

Loxasz: Axo cy f u g NBa MOHMYHa HOJMHOMAa CTelleHa n Ca a-OBUMA Kao
JI€BMM HyJnaMa, OHIa je deg(f —g) < n. Ha OCHOBY nocnexune 3.24. je f —
g = 0. Oryna mocroju HajBMINE jelaH NOJMHOM ca TPa>X€HUM CBOjCTBOM.
Ilorpe6HO je jom mokazaru Ala TaKaB MOJMHOM HOCTOjU U 3a To HeMo KOpu-
CTUTH MEAYKIWM]y 1o n. Ilpernocrasumo ma je g MOHMYaH moNMHEOM cremena
n—1 KoMe cy ay,...,a,_, JeBe Hyne. Omner mo mociezvmu 3.2.4. je g(ay) # 0,
Ia je Ha OCHOBY 3.2.1. g(t)(t —9(a;')ang(an)) MOEMYAH mOMIHOM Cremena n ca
JIEBUM HyJlaMa ay,...,a,. 0
Kao mpumeny nmperxommux TBpheéma nokazatiemo TEOpEMY:

Teopema 7. Csaxo HEKOMYMamueHo meno je becxonayro. Onwmuge, y nexo-
MYMamuenom meay, ceaxu esemenm je cadpocan Y beckonaunom xomyma-
MUBHOM noOmeny.

Zoxas: Hexa je K Teno ca neHTpoM C, rae je C# K u [ C |=q < c0. 3a
3anaro’'ae € K \ C o3HauuMo ca f MUMBEMMaJHM ToJMHOM ejleMeHTa a Han C.
Hexka je mop. deg f = r. Ilpecmukapame z — 29 je ayromop¢pusaM C(a) Hanm
C, crenena r. Otyna je no nocrequny 3.2.5. a? KOHjyroBaHo ca a, Oa IOCTOoju
be K> 3a koju je

bab~1 = a9, 4)
M THME b'ab™° = a?’. Kako je a9 = a, 10 a KoMyTupa ca b (anm He M ca
b). Cana je E = C(a,b") mome, a mecum E-Monyn pasamer Han 1,b,...,07 1 je
HEKOMYTATUBHO pamMpeme Hokba F cremena r. Hexka je

P4 TIN 44X, =0, "NeE, s<r (5)

jemmakocT HajMamer cremena KOJy b 3aJl0Bo/baBa Hax E. Y KOIMKO Je moMHO-
KUMO clleBa ca a? ¥ O Tora OLy3ME€MO NEeCHH YMHOXKaK eJIEMEHTOM @ UCTe
JemHaxocty, no6ujamo:

5" Ya? - @)A1 +--- + (a? —a)A, = 0.
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Kako je oBa jemmakocT Hwker cremema, cpu KoeUIMjeHTN Ce aHyJIUpajy.

Tj. 3as<rjel =-.=), =0, a jernakoct (5) cBomm ce Ha b* = 0, mToO
Je xouTpamukmuja. OTyza je s = r Tako ga je (5) obnuka b — A, =0, ma je
[E(®):E]=r.

IIpermocraBumo ma mocToje xomauma HEeKOMYTaTHBHa Tejla M Heka je K
HajMame MeDy muma. Hberos memrap osmaunmMo ca C. CBaku eleMenT u3
K Hazn C remepumme KOMyTaTHBHO HOZTENO KOje je cazpkaHO y MakcHMal-
HoM mofreny E Tena K. Ycaen MusMMangocT Tena K , E je xoMyTaTUBHO
noATeso, na je obauka E = C(a) 3a Hexo o € K. Hanwme, axo je[E:Cl=r
1 b ca MCTUM CBOjCTBMMa KaO y IPETXOJHOM nacycy, oEzxa 360r MakcuUMaJ-
Hoctu E, b" € E. Kako b ¢ E, 10 je E(b) = K, omer 360r MAaKCHUMAJHOCTH
E. W3 nperxomsor caemu [K : E] = [E: C] = r, omake je [K : C] = r2, qume
je moka3aHO na r He 3aBUCH of n36opa Tena E. 3Haum, cBa MakcHMAaJHa
noxarena rtena K mMMajy uctH 6poj eneMeHaTa U ¢ o63upoM Ha TO Ha cy
KOMYTaTHBHA, OHa Cy M M30MOp¢Ha M cBako je obimka C(a). IIpm Tom je
MUHUMAJIEA JeIHAKOCT KOjy a 3a40BOJhaBa Hal C 3a CBa OBa Teia HucTor
obauka. Ha ocHoBy mociemume 3.2.5. cBa oBa Tena cy KoHjyroBaHa y K,
Tako Zia ce K™ MOXe 3aIMCaTy Kao yHHja CBUX KOHjyraTa mPaBMX ooarpyna
K*. OBo je y XOHTpaauKIUj! ca UMHBEHMNOM Ja ce CBaka KOHayHa Ipyna
HE MO)ke IPeACTABUTH Kao yHMja CBOjUX OPAaBHUX IOATPYIA M HUXOBUX KOH-
jyrara. W3 mperxommor ciemn 3aK/by4ak Qla je CBaKO HEKOMYTATHUBHO TeJO
GeckorauHO (BenepGypHoBa Teopema).

3a Kpaj, mpeTnocTaBMMO aa je C KOHauyHO ! Za je a anreGapcku Hax C,
jep y ocrammM ciydajesuMa TBpheme TPHUBHjaTHO BasKU. AKO je a cTemeHa
r Han C, oxpemumo b € K koje 3a0BoJbaBa je[HAKOCT (4). Tana je [C(a,b) :
C(a,b")] = r 1 C(a,b") je xoMyTaTuBHO, nOK C(a,b) HAje. YKOMMKO GH C(a,b™)

61J10 KOHAYHO, MICTO OM BAaMKUJIO U 3a C(a,b), mTo je y KOHTPaIVKONjU ca

nonasHoM mpernocraBkoM. Otyna C(a,b") Mopa 6uTH GeckoHAYHO, UMMe je
JAOKa3aH U Apyru Oeo TBpbhemwa. O

IIpmmenta. Kako je cpako xoHauHO Telo KoMyTaTuBHO TO hie y cBakoj
adMHOj PaBHM Ca KOHAYHO MHOTO TAadaKa BasKUTH ITanycosa Teopema.

Cana Moxemo dpopMymucaTu u TBpheme KOj¥M OHHCYjeMO CBOjCTBa IOJIM-
HOMa KOJU MMajy JBe MM BUIIE KOHjyTOBaHUX HyJa.

Teopema 8. Axo noaumom Had menom K uma dse pazsunume sese nyae y
ucmoj kaacu Konjyeayuje meaa K, onda uz uma beckonarno Y mMoj xaacu.

Loxas: Heka je f =Y tic;, Ako cy a u b~lab JeBe HyJle IOMWHOMa f, OHIA
je Yale; =0 mb 1Y abe; = Y (b~lab)ic; = 0. Crora je

D ai(1+Ab)ei =0
3a CBaKoO A € Ck(a)-meHTpamm3aTopa eneMerTa a y K. Tume cy
) (1+2b)~1a(1 + Mb)
JIeBe HyJle IOJMHOMA f, KOje Cy 3a cBako A € Ck(a) pasmuunre. U3

(1+Ab) a1 + Ab) = (1 + X'b)~la(1 + X'b)
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cienu
(L4+20)(1+ XB)™! = € Ck(a).

Bap#1ijel+r= p+uXb. Kaxo je p # 1 10 je pX # A Haje b=
(X =271 (1-p), mT0 je y cympormocty ca b ¢Cx(a). Tume jep=1u N = ).
Ilo Teopemu 3.2.7. Ck(a) je Beckomauno, mTo 3HAUM Jla UMaMo beCKOHauHO -
MHOT'O JIeBUX HYJIa KOHjYTOBAHUX Ca, a. O

3.3 Iceyno-mmeapna pammpema

Y oBoM onemky omncahiemo JelaH cuemujanan CllyYaj pallnpema Teja KOHa-
HOT' CTENIeHA ¥ TO NOYeB Of Xeadpammnus pawupena L/K 3a xoja je [L: K lr=
2. Tana je 3a crako u € L\K, map 1,u necHa K-6a3a Tena L. Tume ce crakn

€JIEMEHT U3 L Ha jeNVHCTBeH mauuy MOXe€ npeacTaBuTH y OBNMKY uz + 4, 33
z,y € K. Ortyna je:

au=ua®+a’ 3a crako qec K, (1)

" v
CHul+p=0, 3a Hexe ApeK. (2)

EnemenTn a*, o je,ZlMHC’I‘BeHQ Cy ozapebenn emementom a u aHAJIOTHO Kao y
2.1. nokasyje ce ma je a €HnoMopousamM, a § a-ZflepuBamuja tena K. Crpy-
KTypa Tena L y mormymocTn Je onmpebena ca K u JemHaxocTHMAa, (1), (2).

O6patro, neka je K Terno Ca eHIOMOpOU3IMOM a u o-JiepuBanyjoM 4. Y
npcrery R = K[t;o,4] youumo DOJMHUHOM f = 2 4+ ¢A + 4 32 koju je mmean fR
ABocrpaH. Tazna je I = R/fR upcren mecror creneHa 2 Han K. Yxkonuko
Jempaunna (2) mema pemewa y K L he 6utu u reio. :

Axo 3anpsknmo ycios (1), a MoIMpuKyjeMo ycion (2) MoxxeMo moBmTH
‘pallupema BUITer cremeHa, .

C M y Besn AepuEUIEMO mojam nceydo-auneaproz pamupewa JecHOT
CTeleHa n, ca reHepaTOpPoM u, Kao pamnpeme L tena K ca mecrom K-6azonm
Lu,...,u" 1 y xojeM Baxku (1) n

u"+u"'1/\1+---+u/\,._1+/\,,=0, 3a )\ eK. (3)

ITperxomua PasMaTpama nokasyjy na je cako KBaJIPATHO pamupeme ncey qo-
JINHEaPHO, IO0TO He Ba)kKU U 3a Pamupema BUIler crenera, Hapeznno tepheme
nahie mam $opMyny 3a pauymame mepor CTel€Ha NPOM3BOJLHOTI ICEYN0-JH-
HeapHOr paIMpema:

Tspbeme 1. Hexa je L/K nceydo-runeapmo Pawupene decnoz cmenena n.
Tada je:

[L:I{JL:1+[KZK°‘]L+[K:K°‘]%+...+[K:Ka]z—1’ (4)
2de je o acoyupanu endomopguzam. Iocebro je
[L](]LZ[L](]R (5)

Jednaroem samcu axxo je a aymomoppuszam mena K.
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Howas: Ba Lo=K, Li=uLi.y +K (i>1) je Li=K +uK +---+4'K, na je
K=LycLic---ClLlyy=1L

MaHall Iechnx K-monyna. Ila 6u moxasamu jemmaxoct (4) noBomHO je moxa-
38TV [1a j€ CBakU L; lecHN K-Momyn u na je

(it Lisy] = [K : KO 6)

Kopucrehu LCEYJI0- TMHEAPHOCT, MEAYKIU)OM IO i jeTHOCTABHO ce noKa3yje
na je L; necam K-momyn. Heka je cana {e\} neBa K*-6asa 3a K. TBpmumo
na eleMeHTH
i ot a
Uey, _,---€3,Ex) )

TOe Ag, A, ..., Ay IPONIA3E WHIEKCHN CKYT {e)}, ynme 6a3y L;(mod Li_y). 3a
¢ € K umamo

2 i i—-1
— a — a (o3 _. . — a o
€= E :cAoer = E :C,\o,\le,\lez\o == E :C,\.,...A,-_le,\‘-_l s -

Otyna je
. . i i—-1 : i—-1
u'c= Zu’cgo_“%_leg‘,_, ey, = Zc,\o,__,\i_lu'egi_l -+-€x (mod L;_,),

W7o 3HauM na je Li(mod L;_;) man K basaller Haz ellemenTuMa (7). Tpeba
jou moxasatu BUXOBY He3zaBUCHOCT. [IpermoctaBumo Ia je

Z.c,\o___,\,._luieg:_—: ---€x =0 (mod L;_;).
Bpahajyhu ce yrazan nobujaMo na cy cau KoebpunujeHTH
€21 =0,

[a Cy eJleMeHTH (7) JMHeapHO He3aBUCHU U uMHe 6a3y L,(mod L;_1). Oryna
Baxn jenmaxoct (6), a Tume u (4). Ocratax TBphema nmociuemna je jenna-
KOCTH (4). O

Csako [Cey No-JMHEeapHO pamupeme je o6uka, R/fR,tneje R=K [t; e, 6],
a f je mecHo uHBapujaHTaH TIOJIMHOM, KOJU je Upexymubuinan Han K.

Axo je K xomaugme JMMMEH3Uje Ha{ CBOjUM oeHTpoM, Moryhe je ynpoctutn
IICe€y no-JIMHeapHa pamypemna. Hauwme, mo Bpbemy 2.1.5. o u § Cy y TOM
Ciyyajy yHyTpammu. Ako IPeTIOCTaBUMO na je c® = ece™! u ¢ = o — deo
3a cBe c € K, popmyna cu = uc® + ¢ je oGmka

cu=uece™ ! +cd — dece™1,

W3 nperxonsor 3a u = ue — de, IMaMO
bl

Ld L3

c =ve.

Crora 3a rena KOja Cy KOHauHe MUMEH3Mje Hal HeHTPOM Ge3 yYMambema
OHIITOCTH MOXX€MO IPEeTIOCTAaBUTH I jea=16=0.

3a pamupeme L/K xaxeMo na je yenmpaano axo je L = K ®c¢ E, rae je
C nenrap tena K, a E KOMYyTaTHUBHO pammupeme ox C. Hcey,no—mmeapﬂo
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pamupeme je NEETPATHO YKOIMKO je acOIMpPaHN erfioMoppu3aM }, JepuBa-
nuja 0 ¥ aKo je TeHEPUCAHO elleMEHTOM KOju IOHWIITAB3 MOHUYHY JeIHAUNRY
Ca NEHTPAJIHNM KOe(HIujeHTMA..

Nedrmnmenmo jom 1 Gunommno i wucmo Palliperbe Kao ICeyn0- TMHeapHo’
Paliipeme y KojeM reHepaTop MOHMIITABA jemBauMEy 061MKa

u==0,

2 CTleH o aCONMPaROT eHIOMOphu3Ma o je yHyTpammu ayToMopduzam
MHIYKOBaH eneMenToM X\. Mcmocrasima ce Ala ce CBa ICeyNo-InHeapHa pa-
IMperna ca Hyna JepUBalKjoM nobujajy moMohy mperxomua IBa.

Teopema 2. Hexa je K meno ca endomopguamom a.. Ceaxo nceyodo-suneapro

pawupene K ca endomopguamom a u HYAa a-Oepusayujom je bunommno pawupe-
®e NEKOZ YENMPAANOZ PawUPena.

Aoxas: Craxko IICey0-TMHeapHO pamMpere ca HyIa JepUBanyjoM je obnu-
Ka R/fR, thne je R = Kltia], a f € R je mecro WHBaPUjaHTAH HOJMHOM,
upenymubunar san K. Axo je o Beckoraumnor YHyTpalier pena, jemuHu
TaKaB NONMHOM IO TBpDemy 2.2.8. je ¢, Tako ma Hemamo IpaBuX pamupena.
Ako je o YHYTPamIb-er pefia r, HIP. o = I(e), OHZa t"e OeHTpaausyje K u
OmeT mo 2.2.8. cBakM MHBapHjaHTaH UpPenyIMOUIaH NOJHUHOM je HOJMHOM Mo
u ca KoepUIMjeHTHMa y meHTpy. Heka je g jemam Takap mosmEOM. Cana
je F = C[u)/(9) xoMyTaTusHO pamupeibe nenrpa C tena K, a L = K ®¢ F
je memTpamHo pamupewe K. Ilonasmo pallyperne je GMHOMHO pammpeme
L (mo L je o mpomyxeno penamujoM u® = ue~le*), onpebermo JjenHaumHEOM
" —ue l =0, . O
' bBuHOMEa nceyno-numeapra pamypewna ca NepUBamMjoM Pas3IMYUTOM O
HyJe Cy npuMepy Iceyno-TNHeaPHAX PallMperna ca Pa3IMYUTUM [eCHUM U
JIEBMM CTEEHOM paIlMperba, O KOjUX je jenaH KOHauaH, a Apyru GeckOHauaH

).

Jlema 3. Hexajen e Nuw npuMumMUeNY n-mu Kopen 1. Axo cyu,v neodpebhene
nad Zjw] maxee da je

vu = wuw, (8)
onda je .
. (o)™ = " 4 o, _ ©)
Osa fopmyna eancu u Y meauma vuja Kapaxmepucmuxa deau n 3a odeosapajyhe
w.

loxas: Passujamem mnese CTpaHe jeaHaxocTH (9), mo6ujamo CYMYy Yy KO0jOj
Cy CBU Te€pPMHM IPOM3BOIM 4-OBa M v-0Ba. CBaku TepM f cTemeHa i IO u,
YKBYUyje M cBe TepMe NoOHjeHe U3 f MIKIUYEMM nepMyTamujama ¢paxTopa.
ITomepamem mociaemmer ¢pakTopa v wK v Ha IPBO MeCTO nobujaMo w'f Ges
063upa Ha TO 12 1M je BPIIEHO moMepame u uian v. OTyzna 3a cymy s £, CBUX
LUMKIMYHUX DepMyTanuja f, Baxu s; = w'sy, OaKe je sf=03acBel<i<n.
Kako je (u+v)" cyma oBaxsux TepMa, jeIMHU TepMM Koju he mpexusern cy
u" u v", ma (9) Baxku. Axo je KapaKTEepUCTUKA p, n = p'm, Tlie p{m U w
IPUMUTUBHM m-TH KOPeH 1, jeaHaKoCT (u + v)™ = u™ + v™ aHAJOTHO Kao U Yy
IPETXOMHOM clyuajy Baxku. Kako je umy™ = v™u™, nobujamo (9). ]
Cana hemo omucarn jemHy knacy GuHOMHMX pamupemna.
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Teopema 4. Hexa jen € N, E meno ca ENOOMOPPUIMOM & U NPUMUMUBHUM
n-mum xoperom 1 unp. w, xoju je y yenmpy C mensa E u guxcupan y odnocy
Ha o (axo xapaxmepucmuxa p | n, n=p"m,p{m, onda je w npumumueHYy Mm-mu
xoper 1); § a-Oepusayuja mesa E 3a K0jy je

do = wad, 10)

u L = E(t;@,6). Tada ce a moxce npodyxcumu do endomopduama mena L (o3na-
YUMO 20 Onem ca o), peaayujom:

£ = wt, (11)
a é do a-depusayuje L pesayujom:
= (1—w)t2 (12)
Y o00nocy na ose degunuyuje je
ct=tc*+c® 3acee cel. (13)

Hare, axo je = o™ endomopdusam meaa L , e = 5™ B-0epusayuja u K nodmeno
mena L zenepucano nad E enemenmom u = t*, onda je

K = E(u; 8,¢),
u L/K je bunommo pawupewe decnoz cmenena n.

Ao%as: Ilokaxumo npso ga w mpumaga u neETpy Teda L. Kako je w™ =1,
T0 je 0 = (w")° = nw" 1w’ omakie je w® = 0. Amanorso u y Temmma Kapa-
krepuctuke p. Ilo mpermocrasmu je w® = w, mro maje tw = wt. Kopucrehnu
(13), korcTaTyjeMo, na je ca (11) 3amarT ennoMop$usam npcreHa Eft; o, 8] Koju.
ce MOxe IpOAyXuTH Ko L 063upoM na je o uHjekTMBHO. AHAJOrHO, § IpBO
OPOAY’KMMO JO a-AepuBamyje Ha Elt; a,6], a 3atuMm mo L. IIpecaukaBama da
¥ wad cy Ha E jemEaka, mTo 3a mociemumy Haje t** = t“*0. Cana cy oBa
IpecivKaBamba (o,o?)-JepUBalyje Koje ce CIaxy Ha TE€HEePAaTOPHOM CKYIy
Tena L, ma cy jemmaxa.

OsHaumMo ca ap u §y IpecInKaBama a U § Ha Elt; a,0] mocMaTpanra caMo
Ha koedunujerTuma. Caga (13) MOkKEMO 3amUCATH Y OBIUKY

p(t) = A(t)ap + bo,

rae p ¥4 A o3Ha4daBajy IOECHO U JIeBO MHOXKeme ca t. Kako je A(t)ap = apA(t)
u do - A(t)ao = wA(t)ag - 6o, Ha OCHOBY JieMe 3.3.3. je

() = A(t™)al + 62 (14)

W3 (11) cremn na o™ pukcupa t, ma je of = o™ = B. IIpecaukapame ¢ Tena L
oxpebeno ca
ct™ = t"cP + ¢, (15)

je (-mepuBamuja Koja ce Ha OCHOBY (14) cnaxe ca 6% Ha E[t;a,d], TuMe
u ca ¢". Canma je E-nmorupcred Tema L remepucaH ca t" Han E, o6an-
ka Ely;B,¢], rme je u = t*, na je moxmreno ox L reHepucaso ca t® ganm E
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obmmka E(u;8,e). Tepmmmo ma cy 1,t,...,t"! necro JIMHEapHO He3aBUCHU
HaX K. IlpermocraBumo na y L Baxku penamuja Yo e = 0,(a; € K).
MEoxemeM 3ajeIUIKIM NMEHEMOLEM, CleM Ja a; MOTY BUTH MOJMHOMY IO
u u ynopebusamem cremena nobujamo a; =03a i=0,1,...,.n—1. Jla je L/K
Ticey no- IMHEeAPHO IOBOJLHO je IPOBEPUTH Ia cy (3 M & IPeCcTUKaBama CKyla
K y mera cama, mro je nocremma wmbernna: vf = u (11), 38 u = * u v = 0
(15). Komaumo L/K je 6unomuo pamuvpesne, jep je t" = u. O

3.4 Ksanmparna pammpema

Kao mro cMo Bumenn 3a cBako u e L\ K jemma 6a3a kBaJpaTHOT pamupena
L/K je [1,u]. OBo pamupene je jom oznpebero jeamakocTmMa

au=u"+a’ 3acmBako a€K, (1)

w+ud+p =0, 2)

rme A,p € K, o je eanoMopdusam u & a-ImepuBanuja teia K.
KBaznparsa pamupena Mory ce go6utu u xao KOJIMYHUIN IPCTEHA KOCUX
nonvaoMa R = K[t a,d] mo nneany obmuka fR, rze je

f=8 4+t +pu, . (3)

A 1€ K akxko je:

a) fR mBOCTpaHM MAean mpcTeHa R;

6) R/fR Hema menuTenba Hyie.
YcioB a) Baskm akko je f mecHO MHBapujaHTaH, Tj. aRo af € fR 3a cBe
a€ K ntfe fR Kopucrehu unmenuny na je cBaxu mosHOM TIO ¢ KOHI'Dy€eH-
TaH (mod fR) TauHO jeAHOM JMHeapPHOM DOJIMHOMY AUPeKTHO heMo u3BecTn
ycnoBe morpebre 3a BamuasocT a). Ilpu oM je:

af = at’+ath+ap
= (ta®+a)(t+ ) +ap
= t2a°” + ta® +1a%® + 0% + ta®\ + af) + ap
= #(a* +a% + 0%\ — Aa®") + 0% + o\ + ap — pa®’ (mod fR).

"AKO ar € fR, xoepUIMjeHETH Ha JEeCHO] CTPaHM MOPAajy ce aHyJIHMPATU U TUME
nobujamo:
a®® 4 g% = 2" — a®)\, 4)
a® +af) = pa® — ap. (5)
Hpumerumo na ycnos (4) 3naun xa je ad+da YHyTpamma(a, a?)- iepuBamuja.
Canuno (5) uapaxkaBa uumenMIy Ha je 62 + oo YHyTpamma o’-nepuBanuja
uBayKoBaHA ca p. [lame, mocMarpamo tf =3 + 12X +tu u

ft=t3+t2/\a+t(,ua+/\6)+,u6;
3a Koje je

tf t2(A =A%) + t(p — p* — X — p (mod fR),

8 — 1% = A= A(A =A%) = p® — u(A =A%) (mod fR).

i
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IIperxomno je y fR ako cy oba KoeduuujerTa 0:
N o= - A=), (6)

yo = p(A = 2x%). (7)
3akibyyak je fa je f MHBapHjaETAH axo Bae Jemaaxoctyt (4) — (7).
IIpernocrasumo caga ma Cy OBe jeIHaKOCTH 3a%0BOJbEHe, [Tocrasma ce

IuTake kana je R/fR nomen (Tmve u Teno)? TIpcrer R/fR uma memmreme
HyJle aKKO mocCToje a,b,c,d € K 3a Koje je

(ta +b)(tc+d) = 0 (mod fR),

a4 lla cy IIpu ToM U (a,b) U (c,d) pazmuumru on (0,0). Opa kKOHrpyenmuja je
Moryha jemuro axo je mema CTpaHa CTemeHa 2Ot Tj. M a U ¢ Cy pa3iaumuuTu
onm Hyse. Y Tom CILy4Yajy b MoskeMo 3aMeHUTH ca —ba, a d ca —de, ma nelbemeM
ca ¢ mobujamo:

(t-blat—d)y=0 (mod fR).
Y omaocy ma (mod fR) nmamo

(t —b)a(t — d) tat — bat — tad + bad
t2a® + ta® — t(ba)* — (ba)? — tad + bad

t(a® — (ba)* ~ ad — Aa®) + bad — (ba)? — pas.

Usjemnauapamenm Koedpunujenara nobujamo:

ad = a® — (ba)™ — \a®. ) (8)

bad = (ba)® + pa®. . (9)
3aMmeHOM ad u3 (8) HanasmMo

b(a® — (ba)® — Xa®) = (ba)° + pa®.
Kopucrehu cana na je (ba)’ = b%a* + ba®, mpeTxomHEO MOXKEMO YOPOCTUTH IO
»’a® + pa® + bb%a® + bra® = 0,
Kako je.} a#0, To je M1 a® # 0, ma gememeM ca a® nobujamo .
bo% +bA+ 8% + =0, (10)

3HauM, ako mpcren R/fR uma nenurtesma HyJe, OHNa jemHaumHa (10) mMa
pemema y K. O6patho, ako (10) mma pememe b € K, 3a a =1 u d ogpebeno
Jennakomhy (8) mo6ujamo na R/fR nma nenurema nyne. Crora Jje ersucren-
IUja pellelmha jenHaYMHe (10) moTpebar u noBomaAH YCJIOB 3a ersucreHmujy
AleuTesba Hyje y upcreHy R/fR.

Ako je L/K remepucano €JIEMEHTOM u KOJM 3a]10BoJbaBa (1) u (2), oHzA je
Takobe remeprcano u enemenToM v = ua +b, rae a,b€ K ma #0. Ilpasuno
KoMyTHpama 3a v q06ujamMo 3aMeHOM y (1):

uc®a + c®a+ ch
(v —ba~1c*a+ da+ch
va~lc%a + fa — ba1c%q + b,

cv = c(ua + b)
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Ha oBaj maume o je mpomememo yHyTpammum ayToMOpP(U3IMOM HHIYKO-
BaHUM ca a. Ako UKCMpaMo o 3a a MOeMO y3eTH 1, a yMecto ¢® caga
nMaMo ¢ + cb — be®, Tako gma je y oBOM ciiyuyajy § IpoMeHeHO YHYyTpammbhoM
a-nepusamjoM. CymupaheMo nperxonse pesynrare y Teopemu:

Teopema 1. 1) Hexa je L/K xeadpammno pawupewe. 3a ceaxu u € L \K (1,4
je Oecna K -basa meaa L u nocmoju endomopusam o meaa K u a-depusayujom
0 3a xoje je

au=ua® +al 2a ceeack,

u nocmoje A\, u € K 3a xoje je
u? +ul + u=0.

Endomopdusam o odpehen je do na ynympawmny aymomopduzam K, u sa dux-
cupanro o, § je odpefero 0o na ynympawmy a-depusayujy meaa K.

2) 3a za0amo meao K ca endomopPusmom o u a-Oepusayujom o nocmoju
xeadpamno pawupewe meaa K ca decrom 6a3om (1,4] 3a xojy eamce (1) u (2)
axKo je ad + éo ynympawma (o, o?)-Oepusayuja undyxosana ca A, 82 +ba je
ynympawma o depusayuja undyrosana ca u, \* u u® zadamu ¢y pedom jeona-
wocmuma (6) u (7) u K ne cadpocu enemenm b xoju 3adosomasa Jjednaxocm (10).

O

ITprmep 1. Heka je F = Q(u), rae je u ozpeber penamujom
wWtu+2=0

1 o :uw— v’ Q-ayroMopduzaM. ¥ mpcrery R ='F[t,o], HonuHOM t? — 2 je
UpenymubuiaH, jep jeqHauMHA

2= (z+yu)(m+yu2) = z2 — Ty +y°

HeMa pamMoOHaJHUX pemewma. Oryna je K = R/(t? — 2) jemso xBampaTHO
pamupewe Tena F. v

Ilocnemuma 2. Axo je L/K xeadpammo pawupeme 3adamo ca (1),(2), onoa ce
endomopgusam o meaa K moxce npodyscumu 0o -endomopduama @ mena L
peaayujom :

u¥ = -\ —u,

u mada je § ynympawma T-depusayuja undyKosana ca u. Endomopgpuszam @ je
u aymomoppusam meaa L axxo je a aymomoppuszam mera K.

Joxas: TlorpebHO je moka3aTu ga @ 3aD0BOHABA penanuje (1),(2) Ha L:
a(au) = A(ua® + @), Tj. a®(-X —u) = (-A — u)a® + a’®,

(A —u)? + (=X —u)A% + pu* = 0.

IlpBa jemmakoct cremm u3 (1) u (4), 10K je Apyra mocremuna (2) u (6). Cana
(1) 3HaUM na je § yHyTpamma nepuBamyja. KoHaumo ako Je a ayToMop¢pusam
1  ®meros uHBep3, oHZa je f, Ae¢pumcamo ca v’ = —)\8 — u, uHBep3 @.
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O6parnro, ako je @ ayToMop¢u3aM Tena L ca MHBEP3oM [, OEIA 33 CBaKo
a€ K, d® € L, pemmio

aﬂ=ual+a27 rne al,aQGK-

Oryna je
a=-(A+u)af +aj.
U3zjemmauapamem XoeumMjenTa y3 u, mobujamo af =0, m otyHa a; =0 u
a = a3, WTO NOKA3Yje 13 je a ayToMopQu3sam Tena K. O
Y koMyTaTUBHOM CIyYajy KBaiApaTHa pallupema Moryhe je ynpocruru

Al0NyHaMa N0 MOTOYHOr KBaJpaTa U TO y HOLUMA KapaKTEPUCTHKE pa3iu-
uure oxn 2. Cawyna pexyknuja Moryha je u y HekoMyTaTHBEOM clyyajy.

Tepbeme 3. Hewxa je L/K Keadpammuo pawupene 3adamo ca (1),(2). Axo je-
OHavuna

THz*=) (11)

uma pewena y K, onda je L/K 3a0amo enemenmon v Koju 3a0080/08a jedna-
YUY

v +v=0. (12)
IIpemzoodno saxcu axo je A* = \ y char K #2.

Aoxas: Axko je z = c pememe jemmauune (11) y K, 3aMeBOM u ca %+ ¢, IMaMo
(u+o)?=w?tuc+cutc?= —UA = ptuc+uc® + ¢ 4+ 2 Tj.

(u+c)2=c2+c5—p.

TuMe Baxkm (12) 3a v=u+cuv=p—c?— ¢, |

lame hemo oapemtru mox KOJUM YCJIOBUMA je KBaJpaTHO pamupemne
L/K Tanyaoso. Axo je L/K TamyaoBo pamupeme TeHepUCaHO eJIeMEeHTOM
4, OHIla MOCTOjU ayroMopdusam Tena L mam K Pa3IMUUT O UIAEHTUUKOT.
Hpernocrasumo ma y ONHOCY Ha OBaj ayroMopdusaMm

uruc+d, vie c,de K,c#0. (13)
Kopucrehu (1), 3a cBako a € K je
a(uc +d) = (uc+d)a® + a®.

Kaxo je jom a(uc +d) = u*ac+a’c +ad, usjennauaBamem KoedpunujeHaTa y3 u
u 1 nmobujamo:
ca® = a%c, (14)

a’(c—1) = da® — ad. (15)
3a c# 1, 3amenoM e = d(c— 1), (15) je moryhe pemykoBaTu mo
a® =ea® - ae;
OZakiye je § yHyTpallha NepuBamuja. 3a c = 1, (15) rnacu

da® = ad. (16)
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Kako mo npernocrasmu ayromopdusam sazat y (13) HEUje MmeHTHYKH, TO je
d #0, ma je mo (16) o yHyTpammu ayToMopdu3aM. 3HAuUu y KBaIpaTHUM
lamyaoBuM pamupemuMa je uiu o wim 6 YHyTpallibe; ma oAroBapa]yhum
1300poM reHepaTopa MOXKEMO NPETIOCTABUTH 14 jeunu a =1 um § = 0.
IIpenusnu ycnoBu dopmytucanu CYy Y HapeIHO] TEOpEMHU.

Teopema 4. Hexa je K meso ca endomopfuamonm o, a-depusatujom 0, yen-
mpom C, u L/K xeadpamno pawupemwe.

a) Axo je char K # 2, onda je L/K Tanyaoso axxo je & ynympawma;
6) axo je char K = 2, onda je L/K T'aayaoeo axxo je:

1) & ynympawmnu, a § Huje, HNp. a=1, u uau je A £0 y (2)
usu nocmoju c € C'\ {0} maxas da je ¢ = 2, uau

2) 6 ynympawma, a o Huje, Hnp. § =0, u uau je A #0 uau
nocmoju c € C,c # 1 maxae da je cc® = 1, uru

3) ua ué cy yuympawmu HNp. a=1,6=0u X #0.

Loxas: a) Axo je L/K Tanyaoso u char K # 2, omga je ka0 mTo cmo Beh
BUIEIHN UM o WK § YHYyTPallme. ¥ KOJUKO 61 o 610 YHYTpAIIHH, MOXKEMO
y3eTH na je o = 1; omakie je HA OCHOBY (4) 26 yHyTpammsa JepuBamnuja

. MHIYKOBAHA ca A, IIa je ¥ § yHYTpamma y OBOM cay4ajy. 3a 6 =0 us (6),(7)
cremr A% = A, u* = p u (5),(4) peaykyjy ce ma

2 2

pa® =ap, Aa® = a%). (17)
' Axo 3a remepatop pamupema L cana ysmMeMo v = 2u+ X, oHza je
v? = 4u? 4 dud + 22 = A2 — 4,

na v — —v nedpurume ayromopdusam L/K pena 2.

6) IlpermocTaBuMmo nma L/K TamyaoBo u ma je char K = 2. Omer je unu
@ MY § yHYTPAIlle TAKO 13 MOKEMO HPeTIOCTABUTH A3 je UM o = 1 umm
6=0. 3ad=0wu3 (17) cremn na je a y cBakoM cryuajy ayTomMopdusam.
Cana je mo (14), c € C. Axko jom OPETHOCTaBUMO 13 je A = 0, oHAa je u?+pu =0
. ¥ OTynza

0=(uc+d?+pu = ucuc+ ucd + duc + d? +
= w¥c®c+uc’c+ucd + ud®c + doc + d2 +u
= u(fe+ed+d%) +p(1 +c%c) + dlc+ d?.

Usjennavapamem xoedpumujerarta u KopucTehu uwumenuny na je c € C \ {0},
HaJA3UMO
S +d+d =0, (18)

p(l+cc®) +dc+d? = 0. (19)
Lame, moce6uo pasmarpamo ciayJajeBe a=1u §=0.
1) a=1u 6 je cnomamma. Ilo (15) je ¢ =1 Tako ma (18) Baxky, IOK je (19)

obimka
d® = d2 (20)
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Tako na uMaMo eneMmeHT d # 0 KOj¥ 33]10B0/baBA OBY jeJHAUMHY H Koju 1o
(16) mpumaza C'\ {0}. O6patHo, axo je A =0 1 mocroju d € C'\ {0} 3a koju

BaxH (20), mpecivKaBame u — u+d je ayroMopduszaMm pefia 2 Tena L mam

K, jep y Tom cay4ajy jemmaxoctn (14),(15), (18),(19) Baxke. C mpyre crpane,
axo je A # 0, oHfa je u~ u+ \ Tpaxkemn ayroMopdusam, jep je Ha ocHOBY
(6) X° =0, umajyhu y suay ga je o = 1.

2) §=01a je crosammu. Ilo (15) je d = 0, u T;me ¢ # 1. Omer (18)
BaXH, Qo je (19) obmuka

cc® = 1. (21)

Otyna oBa jemnauuna MOpa MMaTH pemewe y C pasiuauTo ox 1. Obpartno,
aKo (21) BaskKU 3a HEKU eJIeMeHT ¢ #1yC, oHEma u— uc AeduHEMIIE ayTOMOp-
¢usam L/K pena 2, nok 3a A # 0 MOXEMO OIeT y3eTH u — u + A.

3)a=1ué=0. Camaucud npunanajy C, (18) Baxu, a (19) je obmuka

pl+c)+d=o0.

Kaxo je umu ¢ #Flumd+#£0, p MOpa GUTH KBaIpaT HEKOr eJeMeHTa U3
C, mTo mpotuBpeun UMbeHnIM fa u ¢ K, ma y oBom clyudajy A Mopa 6uTH
pazmmanTo on 0. Caga 3a u— u+ A nobujamo ayromopdusam L/K pena 2.

O

Ilocnemyma 5. Csaxo Keadpammno pawupeme meaa K Koje je Konaumne oumen-
3uje nad ceojum yenmpom u Kapaxmepucmure pazsuwume 00 2 je Fanyaoso.

Aoxas: Y oBoM ciyuajy o je yEyTpammu ayroMopdusaM, a § je yHyTpamma,
AepuBalWja (M3 TauKe a) IPETXOMIHOT noKa3a), ma je pamupeme anyaoso.

ITpumep 2. Heka je k Teno kapakrepuctuke 0, F = k(z) ca ayToMopdusmom
0 : f(z) = f(2z), L = F(t;0) u K moxreno tena L reHepucaHo ca t? man F.
Teno L je xBampaTHO cnomamme lanyaoBo pammpeme rena K.

Kako t ¢ K, 1o je [1,t] jenna 6a3a Tena L Hajx K. 3a OpOM3BOJbAH eJleMEHT
P=ap+ t2a, +.-+t*a,, a; € F Tena K BaXu:

Prt=t-(af +t%] +- +17a]),
Ia je acolUpaHU eEaoMopousam tena K obauka
a: ap+tia; + N — af +t2a‘1’+---+t2"az,

IOK je Repusammja 0. Ilpu Tom ¢ mommmTasa vpenymubuinax, UHBapUjaHTAH
nomHOM f = y? —¢? mpcrena R = K[y; a], ma je L = R/fR. Cana Ha ocHoBy
Tauke a) Teopeme 3.4.4. clemm 1a je L cnomamme TlanyaoBo pamupeme Tena
K. v

ITpumep 3. Hexa je K Teno kapakrepuctuke 2, F = k(z) ca Aepusamujom
/: f(z) = df /dz, L = F(t;1,7) u K monreno rena L reHepucaHo ca t? 4t Hag F.
Teno L je cnomamme lanyaoBo pamupeme tena F.

AHaHJIOrHO Kao y mperxomEOM npumepy t ¢ K, ma je [1,¢] jenna 6asa L/K.
Cana 3a npoussoman enement p = a0+ (8 +t)ay+ -+ (2 +t)"an, a; € F Tena
K u3 jemnakxoctu

P-t=t-p+(ag+( +t)a) +... (2 + t)"a)),
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cilely fa je acomupaHM eEmomopdu3am a =1, a KepuBanuja § 3aKaTa Ca:
0:ag+E+t)ay 4+ (E+1)"a, = af + (E +)ay + -+ + ( +1)"al,.

Y3 10 t IORMMTABA MpeIyNUOUIAE, MEBADH]AHTAH HOMUEOM f = 2 +y— (2 +1)
npcresa R = K[y;1,0], na je L= R/fR. Ha ocmosy Tauxe 61.) reopeme 3.4.4.
cremu ja je L cnomamme [anyaoso pamupeme Tena K. Y

3.5 Cnomamma nuxmruna Taxyaosa pammpema

IIpumenom pesyararta ose raase omacalieMo CIomamsa l'anyaosa pamupe-
Ba Ca IMKIMIEOM ['amyaoBoM rpynoM -cnosawnae yuxiuune pawupena.

Heka je K reno ca emmomopusmom o u o-zepusamajoM 5. Ca a',a™
osHauaBahemo penom af,a®". Ckyn

C={aeK|d =0} Q)

je jemmo momresno rena K, xoje hiemo 3BaTM TENOM $-KOHCTAHTIH. ITocma-
tpahemo ” nupepennujanny jenmaumnny”

p(z) = 2Mag + 2" Vay + .. 4 20,, THE 0;€ K,a0#0, 2

n nokazaliemo Jia je ckyn enemenara Tema K Koju 3a/I0BOJBABAjY j€AHAYMHY
(2) jemarm xomauHO-IMMeR3MORM C-MOTHPOCTOP y K.

Teopema 1. ¥ meay K ca endomopguamom o u a-depusayujom 6 u nodmesom
C odpehenum ca (1), cryn pewiewa jednanune (2) je aesu C-npocmop dumen3uje
Hajeuwe n.

Loxas: Axo je z € K pememe (2), OBIa je TO M CBaKK eJeMEHT 0bJInKa cz
3a ¢ € C, jep je p(cz) = cp(z) 3a c € C, unme je npsu meo TBphema NOKa3aH.
[Ipeocramm neo TBphema HoKasyjeMo MBLYKOHMOM IO n. Cayuaj n = 0 je
TpuBujanan. IIpernocTaBumo ma je n > 0 u fa je jom a, = 0. Onxa je p = ¢(6)
33 HEKO ¢ KOje je CremeHa n —1 mo 4, Ha je MO MEAYKOMjCKOj IPETHOCTABIM
U = ker ¢ numensuje < n—1. Hexra cy u,...,u, sgeso C-nuBeapHO HeE3a-
BHCHA pemema jemgaumue (2), mpm uemy 0e3 yMamema ONIITOCTH MOMKEMO
OPEeTHoCTaBUTH A2 je u; = 1 ¢ o63upoM Ha TO A2 je a, = 0. Cama cy
Uy,...,4, pemema jemHaumEe ¢(z) = 0 u TO Jeso C-IMHEAPHO HE3aBHCHA;
jep w3 Y ciul =0 caema v = ¥ ciu; € C. U3 mesaBucHOCTH 3y = 1,us, ..., Uy
cmemp v=cy =---=¢ =0. Crora jer—1<n—1, tTume u r < n.

Y ommTeM ciyuajy aKo je an # 0, ca 4 03HauUMMO jemHO pememe (2). Axo
je jenmuo pememe 0, NOKa3 je roTOB. 3aTO NPETHOCTABMMO Ha je u # O.
Ipocrop pemema Up jenmaumne p(zu) =0 je mumensuje < n, jep je Koedumu-
JenT y3 z, p(u) = 0. Cana je ker p= {zu| 2z € Up} = Upu u ncTe je mmmensmje
xao u Uy. 0

Ilame hemo ce orpaEmuuTn Ha CHOMBAMEA NUKJINYHA pamupema. Hexa
je o remeparop I'amyaose rpyme jemmor Taxsor pammpema. 3ad=0—1, &
je o-nmepuBanmja, jep je

(ab)® = (ab)® — ab = a%b° — ab = (a® — a)b® + a(b” — b) = a®b® + ab’.
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IIpumeTMo na je Teno d-KoHCTAHTH ynpaBo (UKCHO Tesno ¢. Ilo mper-
HOoCTaBIY je 0" =1, ma je

h(s) = Z (;)5 =(@+1)"~1=0. (3)

1

Hajupe hemo korcrpyuncaru 6asy y ommocy me kojy he o umaTn JMjaroHaJHy
MATpHILY.

Tepheme 2. Hexa je L/K cnonawme yunausno pawupene cmenena n u sexa
meno K cadpacu npumumueny n-mu xopen 1, nnp. w. 3a ceary 2enepamop o
T'anyaoee 2pyne, L uma jedny 663y a; ..., an 3a xojy je

a, =wa,, v=1,...,n. 4)

Aoxas: Leno Teno L anymmpa ce ca h(8) koje je 3azaTo ca ). Name je h(s) =

0" —1 = h1(§)(0—~w), rze je hi(d) crenena n—1mo 8. Ilo TeopeMu 3.5.1. ker hy (8

J6 TMCH3H}E < M= 1, T3 MOCMO}M 4 £ L 54 xopm je o = L8 a) £ 0. Kaxo

je h(8)(a) = 0, 10 je af = wa;. Camuno, nocTOju a, # 0, 33 Koje je al = w”a,.

Tpeba jom nokasaru na je [ay,. .. ,an] necHa K-6aza L. IIpernocraBumo aa je
20,0, =0, 0 € K. Onga je Y w”'aa, = Y aZ'a, = 0, u kako cy Lw,..., w1t
pasmruanrty, caemn a, = 0. 38aun, [ay,...,a,] cy JIMHEEAPHO HE3ABUCHM B THME
uuHe necHy 6a3y L man K. O

Teopema 3. 3a meao K ca YERMPAAHUM NPUMUMUBHUM N-TNUM KOPEHOM W
u3 1, nocmoju cnowawme yuxauuno pawupene L/K cmenena n xoje cadpacu w
Y ceom yenmpy axxo nocmoju aymomopgusam o meaa K ua € K 3a Koje je

1) a® = I(a),a* = a,w® = w u Nujedan HuxCU cmenen a Huje YHy-
mpawmny, 2) t"a -1 je upedyyubuaan nosurom y R = K [t; af.

Y cayuajy xada cy npemzodnu ycaoeu 3adosomeny tha — 1 Jje unsapujanman y
R u L =R/(t"a—1)R, a zenepamopnu aymomoguzam epyne Gal(L/K) je:

o: Z tVe, — Z(wt)"c,,.

Aoxas: Yxomuxko Baxe 1),2) t"a—1 je neETpanas u upenynuOuiaH, ma EMaMo
JeZHO CUOKAMEmEe NUKIMYHO pamupeme. OGpaTHO, 33 3aJATO MUKIMYHO
pammupeme L/K Ha ocmoBy TBphema 3.5.2. mocToju enemeHT u € L Takas
Ja je u’ =wu # 0. Tana 3a cBaxu c € K Baxn

(w leu) =utw lowu = u ey,

onakne je u~lcu € K, u TuMe je a : ¢ — uleu ayromop¢pusam rena K u
w* = w, TaKo ha je ca t — u 3amaT XoMOMOp¢msaM K [t;a] - L. Jesrpo
OBOT' XOMOMOD(}U3Ma reHEePUCAHO j€ MOJIMHOMOM OBIHKa t"a — 1, mpu uemy a

3a0BOJbaBa ycJiuose 1),2). (|
Y muxauudoM pamupemy L/K neduanmemo HOpMmY eNeMenTa ¢ € L ca

n-1

Nie)=cc®...c7 . (5)
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Mocnemuna 4. Y yuxauunom pawupeny L/K cmenena n ca 2eNepamopHUM
aymomopPusmom o, jednavuna

cx’ =z (6)
UMG PEULEHE PAZAUNUMO 00 HYAE AKKO je
N(c)=1. (M

Jloxas: Axo jempaumna (6) uMa pememe a # 0, oEga je ¢ = a(a?)™!, ma je
ycuos (7) 3agoBoimen. OGparno, ako Baxu (7), oBga je (A.00)" =1, rme A
03HaYaBa MHOXKEHmE CJIeBa eleMeHTOM ¢. Tume je

[(Ac 0 0)" —1](z) = 0.

IIperxonmo je obmuxra [(A.00)—1]op(c)(z) =0 3a Hekm monuBOM p(c) cTemena
n—1. Caga p(o)(z) = 0 MOXKeMO BHIETH M Ka0 AU(EpEHNUjaJHY jeTHAUMHY
(38 6 =0 —~1) pesa n— 1, 1a je BEH OPOCTOP pemema auMeH3Hje < n — 1,
TaKO ja HocToju a € L 3a Koju je p(o)(a) = b # 0, unme je (A 00 — 1)(b) =0,
Tj. cb’ = b, Tako Ha (6) Baxku 33 z =b. 0O
énauorﬂo jensaumBa z°c = r UMa peme’me PA3JIUYUTO Of HYyJIEe AKKO je
" fe=1.

Caneznehe tBpheme nahe maM ocobure pakTopusanuja momEoMa t" —a 3a
ac K.

Tepbeme 5. Y meay K ca aymomopdusmom o peda n u NPUMUMUSHUM N-MUM
xopenom uz 1 xoju je y yenmpy meaa K 3a ceaxu a € K noaurnom t™ —a je uau
upedyyubuaan y K[t; o] uau je npouseod gaxmopa ucmoz cmenena. Cneyujaano,
axo je n npocm, t" —a je AU NPOU3BO0 AUNEGPHUT HAXMOPG Ul upedyyubuaan
Y 3668UCHOCINU 00 MO02G 0G AU JEOHGUUNG

n—1

N{z)=zz...2° =a
UMG PEWERE UAU HE.

Moxas: Axo je p(t) mpenynubuinan neBu daxrop t" — a, OHAA je TO U p(wt),
3av=1,...,n—1, Tako ma je

t"—a=p...prq,

rae je pi(t) = p(t) u cBakm p; je cim4aH HekoM p(w¥t) 33 HEKO »;,. Ako je
u3abpano mHajsehe moryhe r, oBaa je cBaku p(w*t) PakTop pi...pr M TO je
3a0paBO BUXOB HajMAaBM 33jeJHNYKY CAAPXKAJIAIL, KOJU ce He MeHha 3aMEHOM
t — wt. To 35auYM A3 je 0Baj MOJMEOM mO " NO3UTMBHOT CTeNeHa M PAKTOpP
t" — @, na je jemmak t" — a, ogakiae je ¢ = 1. Twume je moxasam mpBH Jeo
TBpbhema.
Axo je p crenena d, ogaa d | n, na ako je n upoct, d je 1 miu n. [locremmu
Jeo TBpbhema nociiequna je MAEBTUTETA:
" —g=(t—b)E L + 2T e BB LB ) 40T —a O
MNocmarpahemo, mame cayuaj Kaza je n cTeneEH KapaKTEPHUCTHUKE TeJa,
Tj. n=p° p=char K. Y oBoM ciyuajy jeamaxoct (3) cBomm ce Ha 6" =0.
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Tepbeme 6. Hexa je L/K cnomawmne YUKAUNHO pawupene cmenena n = p°, zde

jep=TK, ca aymomopfusmom o = §+1. Cxyn L, = ker 6 = fceL|c™ =0}

je decnu K-npocmop dumenauje v u :
KCLiCLyC...l,=L, L,=L,, v=1,...,n-1).

Joxas: Tlo Teopemu 3.7.1, [L, : K |r <v, ok 33 v = n Baku jemmaxoct. Jlokas

hemo usBectn mmayxmjom w0 n - v, Tpermocrarmio Jajeay=1a,...,q,

RecHa K-6aza mpocropa L,,;. Tepmvo 1a je o) = 1,ay,...,d, necma K-
6a3za mpocropa L,. Axo je Y aie; =0, orma je Yaic; = c € K. Kaxo cy

@0, --,0, JMHEAPHO HE3aBUCHH, TO je ¢ = --. = ¢ =0, macyu a,...,al
JMHeapHO He3aBUCHY; Takobhe mpumanajy L,, mTo mokasyje ma je L, = L,
u[L,: K= a

Kako je L' = L,_, umamo cnenehu xputepujym:

Iocnemama 7. 1100 npemnocmasxama mephena 3.7.6., jeonavunaz’ = a (a € L)
uma pewena y L axxo je a1 = ¢, O

Ako je v cremen p, Hup. v = p*, L, MoxkeMo omicaTu u kao ¢uxcHM ckyn
ayTomMop$usma ¢, IITO je Mocieaumna, JemmaxocTy 6 = (o — 1) =o¥ —1.
Y chnomammem muKIMUEOM pallipeny NehUHUIIEMO M Mpaz eleMeHTA

a€L ca
n—1
tra= Z a®”.
0
~ Kako je )
—1)" o1 d
5"_1 — -1 n-1_ (J — I v
(o-1) oc—-1 oc—1 ;0 ’
ciem :
tra=a"" 3acpakoac L. (8)

Osa dopMyna omoryhasa mam Zla IOKa)keMO TeopeMy O HOpMaJHOj Ga3u.
3a 6a3y aaxyaosor palllipelkha KaXkeMo Ja je NopMaaHa aKo ce CcacToju ox
KOHjyraTa HEeKOT eleMeHTa. TakaB eleMeHT 3salieMo npumumuerum.

" Teopema 8. Ceaxo cnomawme YursuNHO pawupewe L/K cmenena n = p°, 2de
Jje p=char K, uma HopMmaany ba3y, ua € L je nNpuUMUMUBaH axKo je tr a # 0.

Aoxas: Ha ocHoBy (8), tra # 0 akko a ¢ L,_;, Tako ha 3a CBAaKoO a ¢ Lp_y
umaMo a") € L\ L, ; u [a,0’,... ,a("=V] je jenna 6asza L, = L. 0

Onpeauhemo jom u bamupema crenena p. Kopuctuhemo Ilejko6con-
Hazernxaycosy popMmyry 3a Tena KapaKkTepPUCTHKe p:

(@+y)f —(+y) =2° -3+ 9" — y + A(z,y), 9)
Ile je A cyma KoMyTaTopa Io z U y W3zpas
V(z):(t+:r)”—(t+m)—t1’+t=(t+x)?—t”—z. (10)

y upcrery Kit;1,6] je moauHOM IO z,2',..., 2=V jep je z,t] = xt —tz = z'.
Iloxazahiemo npBo TBpbheme amanorno 3.7.5.:
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Tepbewe 9. Y meay K xapaxmepucmuxe p ca Oepusayujom § 3a xojy je & =0
3a ceaxo a € K nosurom tP—t—a € K[t;1,0] je uru npoussod suneapnuz fpaxmopa
KOJU KOMYMUPAFy uru upedyyuburan y sasuchocmu 0a Au jednanuna

V(z) +a=0,
uma pewena Yy K uau He.

Loxas: Axko je h MoRMUaE Mpe qymnbUIaH $paxTop MOMMHEOMA tP—t—a, cTeneHa
d, oHfla cy HOoMMHOMM h(t+v) (v = 0,1,...,p—1) cauuaEn ¢daxTopuMa noanHOMA
t? —t —a. IbuxoB HajMamyu 3ajesEMUKM calpxkalian je VHBapUjaHTaH NpU
npecinkaBamy ¢t — 41, IIa je cTEeNeHa > p, ajl Kao pakTOp P —t —a jemHaK
je tP —t—a. CBHu h(t+v) cy UpeAymMOGUIEM ¥ UCTOT CTemeHa d, Taxo ma. d|p
M TNMe d =1 man d = p. Axko je V(b)+a =0, onga je (t+b)P —(t+b)—tP +t =
V(b) = —a, 1 oTyna

P —t—a=(t+b)P - (t+b) = (t+b)((t+b)P1 1),

TaKO Jia je tP —t —a NPOU3BOJ JIMHEaPHIX $pakTopa t+b+v (v=0,1...,p— 1),
koju Mebhyco6ro koMyTHpajy. O6parHO, ako je t+b muBeapan dpakrop tP—t—a
OHIa je

(E+b)P —(t+b) —V(b)—a=1tF —t —a=(t +b)h(t),

1 tume V(b) + a MMa pakTop ¢+ b, anu xako je V(b) cremera 0 mo t, TO je
V(b) +a=0. a

Cana hemo nokazatm TeOpeMy aHaJIOTHY TeopeMu 3.7.3. 3a CHOJBAIIHbA
OUKINYHA pallMpera CTeNeHa p:

Teopema 10. Taro K KapaKmMePUCTUKE p UM CNODHAULDE YUKAUYHO PAUIUDEDE
L cmenena p axxo nocmoju cnosawmna depusayuja § na K 3a xojy je

1) 6% — & ynympawma, undyxosara ca a € K,a°=0, u
2) V(z) +a nema pewena y K.

Ykoauxo npemzodnu yeaosu eaxce tP —t—a je uHBapujaHMaH U upedyyubusan
noaunom y R = K[t;1,6]; L = R/(tP—t—a)R, ca 2enepamoprum aymomoppuamom

o: Zt"c,, — Z(t +1)%¢,.

Lorasz: Yxomuko Baxke 1) u 2) tP —t —a je OeHTpaliaH ¥ MpenynubuiaH, U
TUMe MMaMO je[HO CIOJballlibe QUKINYHO paIlipene.

ObpartHo, Heka je L/K cHomalmme IUKIAIHO pamupeme CTeneHa p ca
reHepaTOpHUM ayToMopdusmoM o. Ha ocmoBy 3.7.6. y L mocroju ememeHT
Y 32 KOJU je y” = y + 1, oflakjie IIpecIMKaBame ¢ — ¢ = cy — yc UHOYKYje
nepuBamyjy Ha K, 3a Kojy je mpeciauxaBame t— y, K [t;1,6] - L xomomop-
$usam. IIpn ToM je y» —y=ac K, na je 6 — 4 YHyTpalliha, MHIYKOBaHA, Ca
a, ¥ a® =0, 10k V(z) + a = 0 Hema pemewa y K, ycien MpenaynubUaHOCTH
nojgnaOMa y? —y —a Hag K. O




O JEIHOJ ITIPUMEHHU KOCUX
TIOJINHOMA

4.1 Hyzne xocux mosmuoMa

Hexa je K Temo ca €HIOMOPPU3MOM o ¥ a-ZepuBamujom §. Kao mro cmo
BHIE/M y OPCTEHY KOCHX mOAMHOMA R = K[t;,8) Baxu Eyxkaunos aaropn-
TaM JieJbema Tako Na cBaku f(t) € R 3a g(t) € R\ {0} moxkemo ma jemaCTBER
Ha4Me mpeAcraBuTH y obauky f(t) = g(t)q(t) + r(t), rae Jje deg r(t) < deg g(t).
C oG3upom EHa TO Ha Y KOMYTATHBHOM CJIy4Yajy BPeIHOCT IOJMHOMA f(t)
Y TAJKM a MOXEMO BHJETH Ka0 OCTATAK IDPHU Jejbelhy IOJUHOMA f(t) nonm-
HOMOM t—a ¥ Na y HalleM CIyd4ajy BaxXdl aJllOPHATAM Aebema, nepuaucahemo
BPEIHOCT KOCOT mOAMEOMa f(f) y Tauke a € K Ha aHajsoral maumeE. AKo 3a
a € K ne¢urnmmemo No(a) = 1 1 Kame HEAYKTUBEO Ny, (@) = aNn(a)* + N, (a)?,
BPpEAHOCT NOJMMHAOMA f(t) = ag + ta; + -+ - + t"a, Yy a MoXeMO HU3DAYYHATH M
nomohy ¢opmyne

fl@) =" Ni(a)a;.

3a exemerT a € K pehiu hemo na Je nyaa noneoMma f(t) € R ako je f(a) = 0,
Tj. KO je ocTaTak IpW Hesbemy f(t) cat—a Byna. Enemenr o6muxa

b~tab™ + b7

3Baliemo (e, d)-komjyrarom enemenTa a. Y OIHOCY Ha OBE Ne(HUHUNMje BaxKe
AHAJIOTHN CTABOBHM CTAaBOBMMA M3 3.2.

Teopema 1. Hera je f(t) = g(t)h(t) € R ua € K. Axo Jje g(a) = 0 onda je u
f(a) = 0. Axo je a nyaa nosunoma f(?), @ nuje nyaa noaunoma g(t) onda je men
(a,8)-xonjyzam nyaa nosunoma h(t).

Lloxasz: 3a
f@) = (t - a)q(®) + f(a),

9(t) = (t — a)q1(t) + g(a),
h(t) = (t — a)gz(t) + h(a)
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jemaaxocr f(t) = g(t)h(t) je obauxa
(&) = (t = a)(@u(t)(t — a)qa(t) + quh(a)) + g(a)(t — a)aa(t) + g(a)h(a),

ONaKye OUNrIeNHO U3 g(a) = 0 ciemn f(a) = 0. IlpermocraBuMo cama ma je
a € K HyJa nonmeOMa, f(t), a na je mpu ToM b = 9(a) # 0. Y oBoM ciyuajy je

F(t) = (t - a)q(t) = ((t — a)q1 + b)h(t)
oJaKie je
h(t) = 571((t - a)(a(t) — 1 (R(®) = (b1 + (671 — b~2a)(q(t) — @1 (B)R(2)),
IITO 33 IOCJEOUIy MMa
h(b~lab® — (b~1%*) = 0.

omto je § a-mepuBammja, u3 0 = 1° = (b716)° = (b71)%° + b=1% pmobujamo

(671)%> = —b~1b°. 3maum, axo je a Hyna monMHOMA f(t), a Euje myna mouanm-

HOMa g(t) OHa je meH (a,)-KOHjyraT Hyla MOJMHOMA h(t). O
Kopucrehu nperxonry Teopemy aobujamo:

Ilocnemuma 2. 3a noaumnom f(t) € K[t;a, 8], f(a) = 0 axxo je f(t) = (t — a)g(t)
0.

3a nexo g(t) € K[t; a,9].

IMocmemana 3. Hyse noaunoma f (t) € K[t;a,0] cmenena n esemenmu cy naj-
suwe n (a,6)-xaaca Konjyzayuje meaa K. Axo je f(t) obauxa (t—ay)...(t—an)
20eay,...,a, € K, onda je ceaxa Hyaa noaunoma f (a,d)-xoHjyzosana ca Hexum

a;. . D

ITpumep 1. Wnycrosahemo nperxonHa TBphema Ha mpuMepy mpcreHa R =
klt; 1,1, e je k = F(z) mo/be panuoHaJIHUX ¢pyEknuja Hax nobeM F. Heka je

1
a=1t>—t=
T
$uKcHpan ejleMeHT oBOr mpcTeHa. OH ce OUUITIEHO MOXKe dakTopucaTn
Kao:

1 1
t2 —t= =t(t— -).
z =tt-2)

Axo mpobaMo ga (i)aKTOpMmeMO €JIEMEHT a Ha HEKU ADYTU HAUMH,
t2 - t% = (t - A(z))(t - B(z)) = t* — t(A(z) + B(z)) + A(z)B(z) — A'(z)

Aona3suMo 1o jenHakoctH A(z) + B(z) = 1/z, A(z)B(z) — A'(z) = 0. Onasne
nobujaMo ca A(z) Mopa 6UTH pememe PukarujeBe jemmaunne

A+ A= A (1/x).
Jemno maprukynapmo pememe ose jennauune je A(z) = 2/z, ma 3a B(z) =
1/z — A(z), omBOCHO B(z) = —1/z nobujamo jom Jenny merpuBMjaiHy dakTo-
pu3anyjy ejgeMeHTa a:

1 2 1
2 —t-=@-2 2).
ta: (t m)(t+x)
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Onmre pememe muepernujanne jexmaunue A' + A2 =A- (1/z) mato je dop-
myaoM A(z) = 2/x + 2/(2ct® — t), na HEOp. 3a ¢ = 1/2 .1[06PI.]3.M0 PAnHOHAJIHY
pymxmmjy A(z) =2z/(z* - 1) u oprosapajyhy ¢ymxmujy

B(z) = —(z* + 1) [x(z? - 1).

QaKTOpPU3ANKja eNeMERTa ¢ Cala UMa 00IMK:

1 2z 2 +1
2 —t==(t— t+ :
z ( w2—-1)( a;(x2—1))
Osa pasnarama cy usomopdna u ofrosapajyhe Hyle A(z) eneMenTH Cy ucte
Kaace (1,/)-komjyranuje. v

Y. mapemsoM meny mocmarpaliemo camo OPCTeHEe KOCHX HOJIMHOMA y KO-
juma je 6 = 0. C TuM y Be3u enemenT oGimuka b—'ah® 3sahieM0 a-xonjyzamom
eJIeMeHTa q.

3a ckym A C K kakemo0 ma je a-aazebapcxu axo HOCTOju HOJMHOM f €
K[t;o] pasnuuur on myne xoju ce anynupa Ha ckyny A. Cxyn I(A), moum-
HOMA KOju ce aHyJMpajy Ha CKymy A je mecEnm unean ompcresa Kit;a]. Axo
Je f MomMvYam moammEOM Hajmamer cremena y I(A), omma je I (A) = f-K[t;a].
Ilonmurom f ca oBum CBOjCTBOM jEJMHECTBEHO je onpeber. Osmauasahemo

ra Ca fa ¥ 3BATH MUNUMGANUM TOIHHOMOM ckyna A. Cremer mommmoMa fa
3sahieMo panzom cxyma A.

Jlema 4. Axo je A a-anzebapcry cKyn panean, onda je fa(t) = (t—ai1)...(t—a,),
2de je cearu 00 a; a-Konjyzoean ca Nexum eneMeNMoM u3 A.

loxas: 3a cBako a € A, t —a je neBu ¢daxTop mosmEOMA fa(t). Heka je
m Hajsehu mpupomam 6poj 3a Koju fa(t) uMa JeBm ¢akTop 0GimKa h(t) =
(t—a1)...(t~am), e je cpakm a; 0-KOHjyrOBaH HEKOM €JIEMeHTY u3 A. Tpeba
jom mokasaTtu ma je m = n. Ykommko je m < n, mocroju d € A 3a kojn je
h(d) # 0 (jep ce monuaOM h He apynupa Ba A). Kako je fa(t) = h(t)g(t) na
OCHOBY TeopeMe 4.1.2. a-romjyraT d' on d je Hyna mozmmoma g(t), ma je y
TOM Cay4ajy t—d' neBu ¢pakrTop g(t), a (t—a1)...(t —am)(t—d') neBn ¢dakTop
nonvHEOMa fa. Komrpamuxnuja! O

Tepbeme 5. Konauan cxyn A C K Jje yeex a-aazebapcxu panza <|A|.

Joxas: IloBomuo je mokasaTu na IOCTOj¥ IOJMHOM cTenena r <|A| Koju ce
anyiupa #a A. To hemo moxasarm MEIyKmmMjoMm 1o r. 3a r = 1, TpuBujaxnO
Baxu. Hera je r > 2 u f(t) = (t - a)g(t) 32 HeKo a € A. Ako ce f aBysnwpa Ha
Ao = A\ {a}, 0or1a ce g amyampa Ha CKymy

A'={(b—a)7'b(b—a)* | b € Ao}.

Kako je |A' K r -1, mo MHIYKOW)CKOj OPETHOCTABOM MOKEMO u3abpatn
IOJIMHOM g CTeneHa < 7 — 1. O

Ilpumep 2. 3a A = {q,b} je
frap}() = (¢ = a)(t ~ (b— @) b(b — a)*).
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4.2 Yommrena BamnepMoHnoBa MaTpuuna

BagaepMOEZOBOM MATPHIOM HaX mosheM K 30BeMO MAaTpHIy

1 1 . 1
ay (5] e Qn
Vn(al’ i -’an) =
n—1 n-1 n—1
@ Qo .o a,

Ibena neTepMUHEAHTA je det Va(a,...,an) = [I;s;(ai —aj)- Oryna je Bannep-
MOHIOBA MATpHINa MEBepTHOMIHA akkO MeDy enemenTHMA a1,...,0n HEM3
jeXHAKHX.

Yonmreme BaEnepMoEIOBe MaTpHIe M3BpmuheMO IO IB3 OCHOBA!:

1) mossoamhiemo na ejleMEeHTH MATPHIE OpHOAAajy Teiy,
2) yxapyunhemo ¥ DTpOM3BOLAH empomMopdusam a Tena K.

[IpennsEmje, 3a 331aTe €JIEMEHTE a1, ...,an TeNa K 1 eHIOoMOpOH3aM a + a*
rena K, nepusnmemo a-BamEnepMOBIOBY MAaTpHOy Ca
1 1 . 1
Ni(ay) Ni(a2) Ni(an)
va(a].’"‘:an): : M .
Np-s(at™) N, —1(@f™) ... Naa (an~)

rae je Ni(a) = aa® ...a* . Coemujanmo 3a a = 1 nobujamo oGuamry Banmnep-
MOHAOBY MaTpHIY.

IIpumep 1. 3a K = C n a(z) = Z, a-BaEnepMORI0Ba MATpUIA ¢opmaTa 3x3

je obamka
1 1 1
Vi(a,b,¢) = a b c |-
laf> |0 |eP
Fhena meTepMHHAHTA j€

det VE(a,b,0) = —a(lc P =16 Py +b( c? —laP) =B = ]al). (1)

[pernocrasumo na cy | a |,| b |,| ¢ | paznwumTn, HOp. | al<| b |<i el
(oBo Moxemo mocrmhu mepMyTanmjama KOJI0HA). JIBOCTpYKOM IPHMEHOM
rejemmakocTy |z —y |>| z | — | y | moGmjamo

| Vs*(a,b,9) | lb(|0|2—lalz)l—Ia(|0|2—|b|2)|;|0(|b|2—Ial2)| \
—lal(el-{oP)+ol(cP~TaP)=lcl (b —1aF)
det Vs(|al,| bl c])

(el=1bh(cl=lah(b]l=]al)>0

3naun, VP(a,b,¢) je naBeprubuina axo cy |al,|b |,| ¢| pasmuuntn. C npyre
crpage, ako je | a|=|b|#| c| n3 jemmakocTu (1), mmamo0

det V3a(a’ b, C) = (a— b)(l b i2 - lC |2) # 0,

ma je V&(a,b,c) omer mABepTHONIIHA. 3a | al|=|bl=|c| je det Vi(a,b,c) =0 1
10 je jemuEm ciyuaj y xoMm Vi (a,b,c) HUje MEBEPTHOMIHA. v

W
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Dpumep 2. Heka je Vi(a,b,c) Barnepmonmosa Marpuna man IPOU3BOJLHUM
reoM K (e = 1) u mpernocrasumo 1a cy a,b,c pazmwunru. Muoxemy cie-
Ba €JIEMEHTAPHOM MATPUIOM y HADEIHO] jeHAKOCTH OIroBapajy IBe y3a-
CTOIHE eeMeHTAPHE ONepallfje Ha BPCTaMa MaTpULe Vs(a,b,¢):

1 00 1 1 1
—o 1 0 (Vala,be)=|0 b-a c—q |, (2)
0 -a 1 0 (b-a) (c—a)

Y Besnt ca jemnaxomhy (2) IlocMaTpaMo MaTpuny M dopmaTa 2 x 2:

w=| 628 28]

Y maTpumu M Ee Moskemo U3IBOJUTYH PaKTOpe b—a U ¢c—q u3 IpBEe OOHOCHO
Apyre KoloHe ¢ 063mMpoM Ha To ma cy oba neBu pakropm, a Yy ejleMeE-
TapHUM omepalyjaMa Ha KOJOHAMA O3BOJHEHO Je jenmHO MHOKeme 3mecHaA.
Matpuny M pasme TPaHCPOPMUIMEMO:

[0 e[ 1)

1 OPYMEHOM jOIl jenHe omepamnuje Ha BpCraMa mocllenme MaTpune gobujamo

MaTpHUIy:
[ (c—a)~(b-a) 1 J
(c=a) (b—a)b— cfc—a)"(b—a) 0 "

U3 nocnemser mMoxeMo 3akmyunty 1a je 3a pazmuunre a,b,c € K, MaTpuna

Va(a,b,¢) cunrynapua akxo je (c - a)"'(b—a)b=c(c—a)"1(b— a), U €KBUBA-

JIeHTHO :
(b—a)b(b-a)™! = (c - a)e(c — a)~L. (3)

IIperxomam pauyn uma HEmocpenHe Be3e ca pauyHameM Juodoneoae demep-
MUHGHME, KOja IPECTABEA VONIITEme JASTEPMMHAHTY HaJ TEIUMA. v

Ykparko hemo ommcaru, kaxo ce nepumume Joudoneoea demepmunanma
(neramauje (3],9)]). ‘

Hexka je K Tenmo u 4 = aij] € Mo(K). 3acBaxo i #ju A e K ca Bi;(\)
O3HayapahieMo MaTpumy Ho6MjeHy M3 jemMEMuEe 3aMeHOM eJleMeHTa a;; =
0 enemenToM A\. MEoxemeMm ciema (3mecna) marpume A MaTpunoM B;;())
HobujaMo MaTpuny Koja Hacraje U3 A momaBameM i-TOj BPCTH j-Te Koja je
IPETXONHO HOMHOXKeHA ClleBa ca A (0JaBalkeM j-Toj KONOHM i-Te IOMHOKENE
3necHa ca A). IToce6ro je

_ Bij(MBi;(1) = Bij(A+ 1),  Bi;j(A)7! = Bi;(=\).

Marpune B;;()), 3a i # J, A € K resepumy Jemay momrpymy rpyme Gl (K)
kojy hemo 3Barn YHUMOOYAGPHOM TIONTPYLIOM M O3HAYABATH ca Sh,(K).
IIpernocraBumo na Je MaTpuna A uEBEpTH6MIHA. Tana je 6ap jenan exe-
MEHT HEHE IIPBEe KOJIOHE Pa3JMYUT O Hyle. AKOo je n>2 M ag = 0, momamo
oarosapajyhy Bpcry Apyroj, umme AoGMjaMo MaTpMLy Y K0joj je ag # 0.
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Cana MEOXUMO ApyTy BpCTY Ca (1—a51)a5; ¥ OAAMO IPBOj. ¥ TakKO XOGH-
jEeHO] MaTpHUnH je aj; = 1. MBEOXemeM npBe BpcTe ca a; H OZy3UMAmeM 01
i-re (i >1), nobujamo MaTpumy y rojoj je ay; = L,a; = 0,4 > 1. IIpeocranux
n—1Bpcra MaTpuIe A Cy TMEEADHO HE3ABUCHE, 14 AHAJIOIHMM IOCTYIKOM HA
Apyroj kKomomu n06MjaMo MaTPULy y KOjOj je as = 1,a5 = 0,i > 2. Taxobe
MOXKEMO HOCTHRM a3y = 0 OXy3uMameM APyre BPCTE HOMHOMEHE €A Gy Of
npse. Ilocrymak macTaBmamo cBe n0x Ee m0GHjemo J]aTOHAIHY MaTPUIY
D(p) ca 1ujarOHANHNM KOMOOHEHTAMA Gj] = - = Gp_ip] = 1,640 = p, Opu
uemy je p# 0. W3 nperxommor Baxm:

Teopema 1. Ceaxa uneepmubuana mampuya A € M,(K) je obauxa B- D(u) 3a
nexy mampuyy B € SI,(K) u nexo p # 0. 0O

Ozrauumo ca K aGenusamnjy rpyne K, tj. K® = K*/[K*,K*]. CBakoj
MHEBEPTHONIRO] Marpumu A € M, (K) npuapyxuhiemo jenar exement u3 Ko,
koju hemo 3Baru Juonoreosom AETePMUHAHTOM MaTpune A, u to p-[K*, KX
aKo je A= B-D(u). 3a memnBeprubuime Marpune A mepurumemo det A =
0-[K*,KX].

Y npumepy 4.2.2. Jluononeosa AETEePMUHARTA MaTpune Vi(a,b,c) je Kocer
eJIeMeHTa

—(c=a)®’[(c-a)" (b—a)b—c(c—a)"'(b—a)] = (c—a)[(c-a)e(c—a)~(b—a) — (b—a)b).

ITpumernmo na ce y cayuajy kana a, b,c koMyTupajy Jlmononeosa nerepmn-
HaHTa cBOAM Ha Bamnepmomnosy anerepmumanTy (c—a)(b—a)(c—1b), ka0 u na
ycnoB (3), Koju je NOBOMBAH 3a CHHTYJIAPHOCT Marpune Vi(ae,b,c), uMa jom
JB3 €KBUBAJIEHTHA 00JMKa:

(a~b)a(a—b)"! = (c—b)b(c-b)!,

(a—ca(a—o) ' = (b-c)b(b—c) L.
Jenam on morpeGHuX ycnoBa 3a MHBEPTHOMIHOCT marpune Vi(a,b,c) je na
a,b,c, HUICY O DapOBMMAa KOHjyroBaEM, Tj. M3 a,b,c HUCY y HCTOj KJIacu
KOHjyramuje rexa K.

Ilpumep 3. Y teny H peannux KBAaTePHUOHA, €JIeMEeHTH a =i,b=j,c=k Cy
KOHjyroBamu, na je Marpuna Vs(i, j, k) CHHTYJAPHA. v

4.3 Pasr o-Bannepmonnose MaTpune

Beh je mokazamo ma je xBampaTna mMaTuma dopmaTa n wEBEPTHOMIIHA
aKko je mer pamr n. C tuM y Besu oapemuhiemo pamr BamaepMonnose
MaTpume ¥ Ha Ta) HaumE AoGuhemo KpuTepujyM meme MHEBepTHOUIHOCTH.
Axo je V =V%(ay,...,a,) o-Bamnepmornosa Marpuna ca A C K o3sauunhemo
CKym {ay,...,a,}.

Teopema 1. rang V = rang A.

Aloxas: O3mauummo ca r,c,d peoM paHr BpCTa, PAHT KOJOHA Marpume V u
parr ckyma A. Iloxazahemo ma je r < d < c. Umajyhu y suny na je r = ¢
IperxoAHa Hejeamakoct nalie Tpaskemm pesyarar.
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Y moxasy hemo xopucTHTH caexehie: momamoM g(t) = Yo bit' € K[t;a
(emementd K[t;a] cy HaM cajia AeCHM HOJIMHOMH, a IPABHIO KOMyTHDAma
331aT0 je ca ta = a®t) aHy/ampa ce Ha CKymy A akko je (by,...,bs—1)V =0. 3&
mejenraxoct d < ¢ goBoskEO je mahu mommmom g(t) € Kt;o] crenena < ¢ koju
ce amyiupa B3 A. Marpuma V uMa c JMHEADHO HE3aBHCHHMX KOJOHA. De3
yMaBbekha ONMTOCTH IPETHOCTABMMO 13 je TO IPBUX ¢ KoaoHa. Heka je g(t) =
Y bit' MUEMMAJIEY DOJMHOM CKyNa {a1,...,a.}. Ha ocHOBY TBphema 4.1.5. je
degg<c<nu(by,...,bn1)C; =03a1<i<c Kako je cBaka konoHa C; mecua
JMHEApHA KoMOMHamuja xomoma Ci,...,C., Takobe je (boy-+,bn-1)C; = 0 m
TiMe (by,...,ba-1)V =0, 1j. g(A) =0. awe, mexa je f = fa(t) MuEuMamER
moZuHOM CKyna A. 3a HejeAHAKOCT r  d AOBOBHO j€ NOKA3aTH Ja je CBAKA

BpcTa R; Matpune V nesa smueapra KomOunanuja npsux d spcra Ry, ..., Ry.
Ilpumerom (neBor) anropurma nemema je

tt = q(t)f(t) +eptet+---4+ ed_ltd‘l,

jep je d =rang A cTemem mosmEOMa f. Bamenom q; y IPEeTXOAHO] j€ XHAKOCTH

06u'aMY

N,-(aj) =€+ €1N1 (aj) + -4 ed_lNd_l(aj).

Tume je R; = eoR; +e; R+ -+ - + es—1R4, mTO je m Tpebaso mokazaTu. O
[Ipomupuhemo mperxoxan pesyJaTar Ha npaBoyraose o-BammepMmornose
maTpune, Vo (ai,...,an) popMara m x n kojuma je (i + 1)-Ba BpcTa

(Ni(a1), ..., Ni(an)).
Jlema 2. 3a m > n je rang Van(at, ..., an) = rang V¥(ay,...,a,).

Aoxas: Heka cy f(t) u d xao y AOKa3y HpeTxOonHe Teopeme. Ilociemmu
A€0 MPETXOMHOr NOKa3a MOXEMO NPMMEHMTH Ha GMIIO KOjy BPCTY MaTpume
Van(ai,...,an). Tume je panr spcra Vanla,...,a,) <d, Tj. ox pasra spcTa
Va(ay,...,an). OGpaTHA HejeIHAKOCT TPUBH]ANHO BAKM. O

Ilocnenuua 3. Axo je nexan xn nodmampuya mampuye V2 (ar,...,an) (m >
n) uneepmubuina, onda je u mampuya Vo (ay, .. ., Qy) UHGEPMUOUANG. (]

Y KOMyTaTUBHOM Clly4ajy Ba OCHOBY NPETXOZHE HOCJEIANE BAXKY ciaene-
he: axo je det V2(ay,...,a,) = 0, OBZA je meTepMUHAHTA CBAaKe n X 71 nox-
matpune V3, (ai,...,an), (m > n) Takobe myna. IIpumemom OPeTXOmHUX
TBpbhema onpemmhemo gopmyny 3a panr Mmarpune Voo (ay,...,ap).

Teopema 4. rang V%, (ay, ..., an) = min {m,rang A}

Hoxas: Axo je d =rang A mpernocrasuhemo na Jje npBux d KoJOHa y

Vi (ai,...,an) DeCHO NMHEAPHO He3aBUCHO. TuMe je u maTpuna Viaa,... aq)
panra d, kao u Vyy(a,...,a4) (Ha ocHOBY neme 4.3.2.). Tume je npsux d pcra
marpune V,(a1,...,a4) 1€BO NIMHEADHO HE3ABMCHO, ONAKJIE MUCTO BAKK M 33
Vala,...,an). Ako je m < d, oEna je oumriemso rang Van(@,...,ap) =m =
min {m,d}. 3aTo npernocrasuMo na je m >d. Ako je m > n mokas 3aBpIIaBa
sema 4.3.2., 0K je y CynpOTHOM rang Vn(81,-..,a) < rang V¥(ay,...,a,) = d.
Kaxo je npsux d xomona maTpune Vmn(a1,...,a,) n€BO JMHEAPHO HE3aBHMCHO,
TO BaXKM u OOpHYTa HejeTHAKOCT U TUME rang Ve (a,...,a,) =d=min{m,d}.
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IIpumep 1. Heka je K = Qa) ¥ pat) = 3 + 12 - 2 — 1 MuBEMMATEY TOJIMHOM

a Hag Q. Tagma je K Tanyaoso palluperne moika Q M mpeocTale ABe Hyle

TOMMHOMA fi, CY a® -2 1 1 - ¢ — ¢2, Korcrpymmemo teno D = K + Kz +
Kz, rne = 3amoBompasa penaije ¢ = 2 ¥ za = (o - 2)z. Ose penamuje
U BUXOBE IOCHENUIE 33/ajy MHOXKEe Ha, D, y ommocy ma koje je D jenHa
9-IMeH3MORATHA anrebpa ca nerrpom Q. 3

ab=zaz™! = o -2 mocmarpamo
KBAJIPATHU TONMEOM

fO)=(t-a)t-b)=t*—(a+b)t+abe D).

W aubcy myne monmumoma f(t), c oB3upom mHa TO A2 Komytupajy. Ucnurakhe-
Mo nma mu MeDy mpyrum komjyratuma dad-! MMa Hyna nojuEoMa f. Y Tom
CIy4dajy Mopa na Basku da2d-1 —(a+b)dad™ +ab= 0 wy €KBUBAJICHTHQ

da? — (a+b)da + abd = 0.

HpeTxo,zma JemHakocT Basku 3a d=1ud=zyn mowTo je suHeapHa mo d
Baxu he u 3a d=1+ 2, Tume je Tpehn KODeH mosmuoMa, f

c=(1+z)a(l1+ )"l = ((a+ 20) + (b—a)x + (a —b)z?)/3.
Ionunom f je Tako

be n MUHMMaJHY NOIMHOM CKyma A = {a, b},
rang Vi(a,b,c) = 2.

noa je TuMme
\Y%
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