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1.U1fOD. 

u narednoj glavi 6ето ве upoznati ва najra~lrenijim ргiш€n.­

ша o-pravilno ргошепlјivih funkcija u teoriji verov.tnoce.Nevpc-

6"'"0 osobine о-ргеуi1по promenljivih funkcije i vldeti njihovu 

Рl'iПШIШ U odred:lvanju aSimptotskih raspodela nekih nizova аlиса­

~jllillpromenljivih i u teorijl obnavljanja.Med:utlm,sem klase 0-

pravHno promenljivih fllnkcija 1 k1ase O-pravi1no promenljivih 

:~lltlkr;Ча i "рого promen1jivih fIJnkcija аа ostatkom ви talcode ро­

godt>o za primenu u teoriji verovatno6e.Tako сешо u glavama II i 

ПI vldeti jednu mogu6nost primene ovih k1asa f'unkcija u teoriji 

obnavljanja.U glavi IV c~тo dati reprezentaciju Zigmundove Јсlаве 

SJ?OI'O promenljiv1h flJpkcija. 
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1.1. КLASA o-РНАлто PROМENLJIVIH FUNКCIJA. 

DE"INICIJA. ------
ћ(егlјivа,роzitivпа funkcija R definisana па [ц. ,+00), ("-Н) 

naziva ае o-pravilno promen1jiva (и da1jem o-РР)funkсiје UDeFko-

ako Е8 svako t >0 

'Џ"х) 
\(.С<'Ј 

ltao konacan,realan broj. 

postoji granicna vrednoat 

заdа сета iskazat.},.,.psobine о-РР fиnkcija. 
. . . . 

(1.1.) 

(i) Ako је ~ о-рр funkc1ja u beskonacnoatl tada poatoj1 Ьгој 

~. \1'~ takav da је ze svako t70 ".({)~ t~ ,1 taj Ьгој) ве nazive 

inueks Pl'avilne pramenljivoati fиnkclj!\ R • 

Klcsu о-рр funkclja lndeksa ~ оznасауасета ве ~~ .Ako је 

inaek.s о(,рр :fl1лkс.iје jedna.k: nuJ.i,tada ве ta funkcija naziv8 0-

В901'0 pJOomen1j1va.Znecej a-SP funkc1je 1еН u tame Эtо ае О-РР 

funJc"ijll R. indekse ~ moze predatev1ti u obllku 1>v c,,~~~~ . LCx) 

[i1) (Tearema о un1formnoj konvergenc1ji.) 

Grankcna vrednast [1.1.) ~aatoj1 umi~armno ро ~ U sva­

kOill kompaktnom intervalu· u t 0l~ 00")..-

(111) Za svaka It.st pastaj1 <. taka da је ~1JDkcija ~ P.tX) 

lo~caJ.no ogranicena па t.. х.О ј +(0). 

(iv) Ako је tada је 
(\-. Q.tx) 
~x. 

(v) (Teorema а reprezentacij1.) 

Potreban i dava1jan ualov da R. ~ ~3 је da postoje 

merljive funlccije Ео ,~ definisane na t~loТOoJ za koje vazi 

-U_ "I.xJ ~ " " IR. x.~-to<> -1.. l. 

tako dc је za ~., .(, 



• з . 

• 

Ako је R. о-рр funkc1ja 1ndeksa ~ tada onа zadovo1java 818-

dece uslove: 

(vi) Za svako ft • G'./.~ 1 za svako 'е" .'1:')~, vazi,kada Х"""', 

';'''''1 \. {.G' R-(x)} N Х·<;:; ~(x) 
с2 " 
.""р r t'~Q,lX.)SN )c't'\(.()<). 

l2><' l. 

('111) Za svako [;' .6'< S 1 zasvako 't' • '1:')5; ,vsZi kada 
)( -.:.) 1"Ьо 7 

"'* 1 C'l! 'Ц,Ј} 'v I<'~\џx) 
{clt,;<l l 

1"'-'1' r ~ -6' ~C ~ ')\ f\J )С в' R, <х) 
(~1:t,x] 1 

(vi1i) Za svako QJ' • 6" ~ 3, vaz1 
, ka da 1< ·'Н "" 

_. 1 _ S (:-1>' \(.(-1:,) o1t fV 

x-6~ R. Сх) t ~ 
• 

( ix) Za svako 'r • '1:';> ~, vaZi ksda х ~+"" ,i~::. 
1· . " 

" i S -t..'r R.t{;)J.1: 4 , N • 

г~ R. (х) ~ t t-~ 

l'г1шеt1mо da vaZi 1 obratno:ako pozitivns.m&rlj1va .funkcija . . 

tte:fJn1sana па [Q,'I<'o) zadovoljava ~ilo koji od uslova (vi), (Vii) 

(v1ii) • (1х) tada је ona о-рр funkc1ja 1ndeksa S • 

1.2. PRlМENE о-рр FUNКCIJA U VEROVATNoCI. 

11 teor1j1 verovatnoce klase о-РР funkc1ja је na"l. Evoju pri-
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шеnи мо poredbena fun'kci;ja u esi.mptotskim relacijama.Najrasireni­

ја Ј!riшеnа se ogleda,na primer,u pretpostavci da је verovatnoca 

"l'epa" slucajne promenljive P{X"'-"r=1- F{x') о-рр funkcija Сl Ьеэ­

konacnosti,da је ырlааоув transformвcija f"nkcije raspodele о-рр 
1) 

funkcija u nu.li 1 tal<o da1je. 

Jeda11 od pl'Vih matematicara koji је uveo о-рр fппkсiје u уе­

rovatnocu је bio W.Feller,pa сеша ве dosta cesto pozivati па nје­

t~ove щdоvе,nагоСitо 1119. knjigu ".Аn in'oroduction 1;0 probability 

-t;11eo:ry tlnd its applicationa". 

Најса је dat niz nezavisnih,ldenticno respode1denlh' slucaj!\ih 
~ 

promell1jivih сх ... )"", эа zakonom raspode1e F ,ој. neka,za svako 

i "а svako "t tR. , је 

1 neka је 

'" 
S" ~ L X~ , ""~ IN, \(. = 1. 

(1.2.) 

·ra<.ia l'asrode1a б ... " аlисајnе рготеn1ј1уе S .... moze da' ве izrazl .... 
го]шгеnt!lоm vеzош G"",(X)= S G,,( ... ~) J.t=(!,) preko raspodele G", 

-~ 

za S" ,e:de jeG,{)()::'F"()().Lako је pokazat1 da је onda в", jedna-

Јеа n-toj konvo1uciji fппkсiје F • 
rYiGPINIC ТЈ А. -------
Neka је dat n1z nezavlsnlh slucajnih promen1jivih ех"",), 

identicno raspode1jenih ва zakonom raspodele f .Neka је n1z (5,,-) 
defiIlisE\ll 

raspodele 

kao u (1.2.) .Raspode1a F pripada domenu 

G ako postoje konstante .. "" , (о.." ""? (») ,1 

privlacenja 

~ '" tako da 

I'a.srocie1a вlисајпе promen1;jive $",- f, ... tezi ka G u tackaтe 

Ilерr"-эkidrlоsti funkcije G 

-----
1) Лtш!:с ј.ја ~(X) је о-РР u nuH аЈсо је ~ (~/~) takva u besJeona-
ё п (Н:;"!:, i • 



gde .је х tacka neprekid.r>osti :l.'unkcije G. 
Sada de:l.'in1S1mo :I.'\!Dkciju и koja се :l.'igurisati u s1edecoj 

Ј/ 
tеогешi: U (,) = 5х ~ 4(,,) . 

IГIШREМЛ • 
• 0 

'сыэроде1е F pripadA domenu priv1ecenja neke raspodele G 

IlЈсо i sашо ako pOSGoji o-sp :l.'unkcije L tako да је kedp х -Ноо 

\А (.1 N )<.1.-0. \... (х) 

gue је O~C(-== '2.. .Kada је (!I.(, аС l.2. tada postoje granicne vrednosti 

Када је d. -;: '.1. • F pripada domenu normalne raspode1e. 

Dokaz оуе teoreme зе moze nвc! и citlranoj knjiZi Feller-a 

пс.. sL-гаni 303.Na QSnOVil tog dokaza moze ве zakljuciti nesto vi-

se i о fцлkсiјi 6 ,da оnа zadovoljava uslove,z8 

(, ... " (",А{Ј.)() " <:ОСх) (1.4.1 

(1.5. ) 

""-e;de јо G n-·Ga konvo1ucija :l.'IJDkcije G .иэ1оу! (1.4.) i (1.5.) 

јеdnоспасnо odreduju raspode1u G • 

1.2.2. МAKSIMUM PRVIH п CLANOVA NIZA. 

!ЈеЈе. је det niz nеz.viзnih,idеntiСnо respodeljenih s1ui'.яјnih 

promonljlvih (ЈС ,Ј::: t эв z6konom гаэроде1е F .Neka је 

(1.6.) 

~':\O!l,EMA FISHER-GHEDENКO. -------------
!!еј,а је 1'\.)<1. za аУе хо \t .Potreban i dovoljan uз1оv da 

postojt~ kоnstэлtе o..v... tako da rsspodela ф"", slucajne promenlji-

уе H~/ СС", konvergira ka raapodeli Ф ( ~ nlј е koncentrisana 



па nulu) је da је ~- F«) о-рр funkcija 
_(:)<'3 _ 

slucaju је фСх)::. е )(C')~)I za )(?с i 

ва indekвom 

~)= " "а 

~ < Q .1Ј tom 

Х < '" 
Sledeca teorema эе odnos1 па ko1icnik maks1muma М '" i zbira 

S", definisarog u (1.2.) 

_ll~03!1;11A.!. 1Fel.!e.E,_s~r~ :±4Q).!. 

Ako Iюstојi о-вр funkcija L i konstenta ct.~(",i) t8ko СР 

1 •. ,. а х-) ""оо Је Ј::дl 

\.- \="(х) '" 
х...: LИ 
• 
ГС1-о<.> 

oada odnos S,JM" ima Lap1ssovu transformaciju «J ... (~) kojs konve-

rgira lca 

-«: 
е 

• 

- 1. + о(, S (1. - е.- М) c,,-t d.l: 
• а specijH1no 

I 

1.2.3. TEORIJA OBNAVLJANJA. 

lTekH је dat niz (X ... )~ identicna rsepode1jen1h sluc8joih рго­

шеn1јivi h ва rsspode1om f . (Pretpostavke је da postoji ~, Е ft+ 
""' "а koje је 0<'\=«0)<1. .)Tsda n1" slucsjn1h promen1jiv:Lh S.,0,($.)':1 

definisanih kao u (1.2.) obrazuje ргосеэ obnav1janja.gde ве S~ 

nazivaju momentima obnavljanja. 

Sаdз сето definisati slucajnu promen1jivu N~) 

"" . i) 
i"-1 (х')" r.. 1 {. s "" L, х 1 tx )<> ) • 

\V=-CI ) 
(1.7.) 

keo Ьгој оЬnаУ1јanја ргосеэа па (~JX) .Moze ве pokazati da је 

NCx) i..fm skoro evuda (u da1jem 8.8.) јег '3\0\.-')+ 1)0 • (V\.~""'), В. в. 

Ocekiyana vrednost promenljive Ntx) naziva ве flJnkcija оЬnаvlјЗ-
----------

I 

" I 
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"'-:~O 

".) t 
g de ;ј е F "\ ,а f 

«(\о.) с 
је n-ta konvo1ucija funkcije \ 

1(:oZ0 ве dokaza-t;i da је Ш,Ј« .. za х!,l1t+ ,da је e.·~lHI<)=<"'i de 
х. -,...;. ()C:I 

ftшkс1ја U zadovo1java takozvanu jednacinu оЬnаv1јапјя 
х 

l.Hx) =- 1 t- ~ F(X-t") clU (~) , 
<> 

iTe nego зtо navedemo osnovnu teoremu obnavljanja,definisa­

сеnю ројат a.ritmeticke raspodele.Raspodela f ве naziva aritme­

ticka ako вуе tacke u kojima Јта akok pr1padaju skupu {h.;I.', I\.~IN}) 
1., о. 

'С;ЮR.~МА OВNAVLJANJA. 
~---------

A~o raspodela t: nije ar1tmeticka tad.a za f...7 0 ,kada ~ .... ,. .. 

\,\ (х) - U сх- \ћ.') -> (1.8.) 

@;Је јо 

Ako је F aritmet;1cka (1.8.) vaZi kвda је 

Di.rektna posledica teoreme obnavljanja је postojRnje ?:г':m-ј)(-

nе Vl~6(!.n.osti 

IU""" (Ј с.) 
х _.) "'" tX.I Х 

-- (1.8: :r 

JacLa сета рге6! па primenu о-рр .f1щkсiја u teoriji obnavlja­

nja.I'I'vO navodimo tеогеша koja pokazuje asimptotsko ропаБвпје fu­

пЈссЈјо U рой ue1ovom da је F о-рр funkcija. 

!l~Q~Шм! iIi~lleE) 

i\ko postoji o-sp funkc1ja L tako da, kada х-'>"'" vaZi 

(1.9. ) 

gde се о ~ if.. "-1. ,·tada је 

~i\Л, ИС") [1,- гЩl ~ 
х --,оГ ~ 

, (1,10.) 

IJokc:z ove teorerne ае moze neci u citiranom redu Feller-p. 
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Sada 6ешо navesti neke generaliz,ecije ove teoreme. 

U svome radu "Renewal theorems when the first ог the second 

тотеnџ: ј.в infinite. " Ј .I.reugels daje f izmedu ostalog t teoremu koje 

pokazuje ропаэanје fIJnkcije и ako vazi relacija {1.9.) za 1 <"'~2, 

tj. ако prvi moment funkcije f postoji а drugi је beskonacon. 

Меа u ,'elaciji(1.9.) uzmemo da је :t-t(х):i'''L6<) tada је јаБПО da је 

L. funkcija ogranicene vari(jacije па konacnim podintervalirna 

int8,·vaJ.o (0,+",,) ,! neka је и<).!.\(х)- t..t.) gde аи 1..1. i l..~ monoto­

пе funkcije.Dodatni uslov koji zahteva Teuge18 је da postoji gra-

uicna vrednost 

(Ј..11.) 

flc.Q,(,M! l.'1'!щ~;еls.!.) 

IJeku је o1.-f-Ut):;-)(-.lL{ј(.)}gdе 
А '/., 

јео<м;, i fппkсiјаL је o-SP koja zado-

voljava uslov (1.11.).Tada je,kada <-"Оо 

.. ,-<1.. L k) 
, 
f''- (,<-1)(1.-"') 

ОУа relacija daje brzinu konvergenciju funkclje (л(х) 
х 

(1.12.) 

1 ka _. 
}I 

])l'U[\I1Vrs"t;u generalizaclje re1acije (1.10.) na1azimo kod W. 

SrJi"tll-а u radu "Оп infinitely d.ivisible laws and а renewal theo­

Г8И for non-negative random variables. lI ,gde је dokazana sledeca 

'rг!;ОR~МА. (Smith) -"-------
је ./1.(") neprekidnR I neoped. ju6a о-рр f\1llkclje , 

'rada za о-РР f\1llkciju R(><.) 88 indeksom <1. ,<С>О уаН relacija: 



-

Sledeca teorema daje potrebne i dovoljne uslove da slucajna 

promen1jiva ",ех) ,de:finisana re1acijom (1.7.) ,konvergira uri1.-

spodeli., kada 

i [' l!~OREWu\ .. - - --
31ucajna promen1jiva "'(х) konvergira u raspodeli ako i ррто 

81(0 је ,kada )1;-;'''00 

g(ie Ј;ј с '" о(, L... ?.. , 

Granicne raspodele ве bitno raz1ikuju kada је 0"-'" <1 i ka­

da је i "-01."'2 .Ne]ca је G.. raspodela koja zadovo1java us10ve 

(1.Lf.) i (1.5.) iz ode1jka 1.2.1. ,za ol ~ (0,1) u (i,1.) i f~ 1, ~~ О. 

Moze ве pokazati (J<'e11er,iBti гаd,вtг.3б9.) da је _а O~oi.<i 

Y.~ р ~ ~И ~ ~-~ .. ) '~5 :. G,,(~) 
gde је funkcija f\. izelJranR teko da zadovoljav8 uslov 

" [1.- 1= (1\.(Х)] 

i "" ~ )( СН-С,,) • 
о 

'1-0(. 
:::. , 2: 



II 

РШМENА О-РНА VILNO PROМENLJIVIH FUNKCIJA. 
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2.1. UVOD. 

Neka је data raspodela F koncentrisana па pozitivnu poluosL 
0\ 

tj. neopadajuca funkcija r takva Ја је F(o,,,o )H'M)~1. 

Pod f\]nkcijom obnavljanja ZB da'l:;u ras:podelu РОd:t'G.Z,Llшеун se 

fl1 nkci ja +cr:> 

U(X) - l2 F "'(х) 
".о 

gde је F M(~) n-ta konvo1ucija 

'Г"""(><)= S F"~С.-~)cU=Сt-). 
о 

(1.1.) 

funkcije F(K) ,tj. F.c<) о i i 

U knjizi "An introduction to probability theory I',nй itis ':Ipp­

lications" W.Fe11er pokazuje Ја ako је funkcija 1- F o-pravi1no 

promenljiva 1ndeksa СЈ.. ,(-1 t...d...LO) ,tada је i U o-pravj,lno рго­

menljiva funkcija i vazi,kad~ x-=-)t<?Q 

• '1 ~ ) I • ( • I 

Osnovn.i rezull,;a't :pretpostavljeju6i тапје о роп.g~.эпјlЈ. fШ:lkсi­

Је 1- FC.) ,(Х""") ,preciznije da је оnе O-pravilno рrОП"щlјivа 

u beskonacnosti ва donjim indeksom ve6im od -l,moze ве o-r'ela-

cija (1.2.) zameniti O-re1acijom 

u С") v 
~ -

1..- \"<,.. ') 
) 

1) 

Pretpostavka је da postoji tacka ~. ,(o<",,'::t"") ,tako ,1Q Је 

0<' \=(1<0).(.1.. 
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2.2. OSOBINE O-PRAVILNO PROМENLJIVIH FUNКCIJA. 

Definic1ja ~ osobine O-pravilno promen1jivih funkcija citira-

ne Би. iz гааа 

~.Aljanci6,D.Arandelovi6 

O-RеGulаrlу varying functions. 

nюn.:тПСIЈ А. -------
I~cJl1.f.1cnu,merljivu,pozitivnu funkciju R. definisanu ПС"' intF>r-

vqllt [Q.,+-) ,("-70) ,n9zivamo O-pravilno promenljivom(O-РР) fu-

nlccijom ako vazi 

(IJC"OJ е<_ SUf IЧ~,,) ~ IГ(~) <'.too. 
~~ '''' \џ",) 

- - --

еН) Postoje gгапlсnе 

ел~~ {м,.vt~) 
е -)"'./мс ) 

v-rednosti 

i vazi _Cl-.J "-~S.1 <+(Х) .Granicne vrednosti ~ i1. ве nazivaju ао­

"ј! i gOl'nji indeks.Klasu о-рр fпnkСiја ва indеksiша F'1 ozna­

ёаvа""mо ва lk (P''i)' 
(Hi) Za 6"~~ funkcija J("EI"t(><) је skoro. шоnоtоnо ra еtш\. funk-

cija k!:1rJл је х dovoljno veliko; ZE! tt-,t::t f'unkcijF.J. Ј. " ~koro 

monotono opadajuca funkcije. za )(, dovoljno veliko. (Pozi'tivn8 fu­

nkciju f skoro monotono rasteC u оznаСi~.лi' ) па L{, .... tt:I) ako ро-

sl;oji kQIlst~.ta l.~Ml.+()O tako da је za svako X1'd-
. 

\,С<Ј',. М. ,?l';j-) .J!'Wll<cija f skoro monotono opadв, ~ """ ,eko funk-

еЦ а O(.~ sl<oro monotono raste.) 

(iv) Za svalti par brojeva 6" i t' ,takvih da је f5'L. р ~'j<7 

postoji "71 tal<o da ја v--<ч< {~P,I;; 0;(' k !:. '( (~)!, н ""'" {t~ &"1 
(v) ".Gka su R ... i II.~ о-рр fпnkсiје эа 1ndel<sima ~~ ,'Ј< i р_, 
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DOКA~ QSQВ1дШ ..cv.2.. - -
za х dovoljno veliko postoje konstante О( \'1'\.."-L <. "-i(,kђ -1~,~1(l 

da Је vv.. ~\1.4.()().~1.c.)()~lVl "[1 је Z~ &).с=. i}( дОУОlјпо VF1"L',...o 

~ ~,«1 ~ F.Mx) < r-t 11.,(Ј<) 
1-\ ~,(!;<) t,(><) - ""- ~"'t-x) 

а odaGle је ~ {;"'I<of R,.C><) '.(, .... ':1' ,-,(~,) ( 1:!. <I .... "'t~."') . АЈсо је za ;"" 
м x-~ Oo\(~) - "'-Н_ R10t ) м. ~(i--)<) 

V;(t),~, .. ~I1.Щ,),tаdа је I!!; 'Г1(1/~) ~ r ... c~)~~ 1Г~(fll:) ,1'>0)) ГА је "О o',<L, 
'/..-"Н-IZ..Нх) М '"-

.!..f1/... (и.Щ1/1-) < ~~.њ) ,_~"VN k 1'1,.(111.). р ustaju6i t а,ј 'ёcii nиН 
- ""'''-" - t,.. "/~ - 4<~ . - 4<~I" - ./м1.{( 
dobijamo f'I =-'1,- .S11CnO эе dokazuJo аа је '1 .. ~-p,. 

2.3. OSNOVNI REZULTATI. 

;.;ajpre' iskazujemo nekoliko s-tаVQvа koji ве odпose n[l О-.ГР 1'и­

nkcije.Prv1od nj1h је Abe10ve prirode. 

STAV 1. - - --
Neka је 11. ~ \к.( р, '1) i пеkя је k pozitivna,mt;rljivf.l furlkci:l:'> 

па [0)+00) .Ako је za neko €)"' ,S"'::PI i neko t" ,'(')1. Ј fuo};:cije 

x·6'RC><, ogranicena па svakom lnGervalu [", ,,] • (о,,, <,&~),j. 

ako је S 1<.( t-) 1>\,0.;< {I: в' 1 1: 'i'-Ј t:1.l; l. + "" 
'" - -'. 1;ada је za ".,0 ~ 1<. tt) (t,(tx') <= <. +<>:> i 

'" ~ "C~' Iи-/,.х) си Х tl><) Ј с"-"" +00). 
о 

(3.1. ) 

U radu /б! W.Fel1er је doko"BO sledeci S·G8V. 

STA V_ (.EEIJ&,R.!.)_ 

Noka SU и1 i и1. monotono rastuce f'unkcije,koje 811 O-J'-i- 1:Ш1k­

C~Je u beskonacnosti,i neka postoje Laplas-S-tiltjesove -(:;ТПllвfоr­

шасiје "" i "'1 funkcija \.1,- 1 U. 
., "s -;c~ 1 ... (" GJ .... (,jlJ:::' е СЈ..М1 ~/) • 

Ako је ~ o-sporo prom~nljive funkcija tnda vаZi,kя.-"р х -)1-,,,--, 

Ц"- (~) rv LC,,) {,~ 
U,,- (Ј() 

(..1<.(,,-<) rv L (х ) 
w. (,,-') 

(3.2.) 
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Slede6i stav sadrzi tvr~enje slicno ovom Feler-ovom stavu,ali 

"а si~u klasu funkcija. 

s'rAV 2. - - --
lIelca su 1?.1 i Р.." о-рр fЦDkсiје definissne па [ОЈ'+СО) i neka pos­

toji о-эраго promenljiva fUnkcija L tako da je,kada x-,'~ 

J'~ '" L(x) ( 1 t2.~(~) '1.:; .. 
I!eka .је k pozitivne,rnerljiva funkcije па [с, ... ) .• Ako ви "Р f1 I 

(;' "-Р i f" '~?'l funkcije ~-6'I?,(,<.) i ".it Р-.с.) ogrenicene па svekom 

intel'va1u [о, I>Ј , (0<6<'''''), i ako је 

~ k ц;) МN- 1 t <1, t 't'} clt <+"" 

tada ј е, kada )( '''Н'Со 
~ t "-( t) t<. (.(.,..) сц, 
-'- ~ 
'~ ,Ц.) Q>.( ~i<) <ti , 

Б<ldа 6ета iskazati jedan 

Ц,,) . (3.4.) 

stav Tauberove prirode.Za stavove 

ove ргiгоdе potL'ebna је i dopunska,Tauberova,pretpostavka о datoj 

flшkсiјi.Мi сета је uzeti u obliku. pretpostavke о monotoniji. 

ЗГЛ V 3. - - --
NGka је и monotono neope.deju6a "f'unke1ja,pozitivne ПР lOJTCtI)' 

i neka postoji L8plas-stiltje.~ova transformacije - ~ (.Ј (\\.) "- ~ ~ 'i\. Ј.LШ;) , ел:> "'). 
J\lco је r..:r о-рр funkcija u nuli,tj. ako је 

(11'(',0) {ј""" ~ 
(J(~~ ') 

<: <"" (3. б.) 
, 7t. ~ Ot" W(j'c) 

tada је U О-рр f,mkcija u beskonacnosti 1 vazi,kada Х"'-?1 "" 

1. 
• 

",-,(",-1) 
(3.7.) 

ТJl'acajuci 8е па teoriju obnavljanja iskazujemo osnovni re-

ZulGac~ 

"in\~r 4 
::; .LF- iI • - - --
}Тeka је F raspodela koncentrisana па poz1tivnu poluosu, i ne­

ka је 1..\ funkcija obnavljanja date raspodele.Ako је 1- f Е- \\<. (P,~), 



(3.8.) 

Б~~.'1У 5. - -- - -
Neka в" F, i F, raspode1e koncentr1sane па poz1tivnu 1'о1и08" 

i nејСй зu и, i !Ао funkcije ohnav1jRnja tih raspode1A.Ako је 1-F
" 

~_I',,-c II<.(r,~) ,(р'-') ,1 .ko p)stoji о-врого promen1jivA fl1Пkс:,јо 

L. tako da je,kada )(-')"'00 

1- t~t,) 'V Lt,) 
t- l' ~ "') 

Ьааа. ј е tkada. )(. """'0<> 

U.l,) '" [и')T~. 
и,.(, ) 
DOKAZI s'rл VOVA. 

DOКЛZ STAVA 1. --------

Ыа osnovu osohine (Н1) о-рр :fиnkc1ja х'О'l/.t.)л1 

(3.10.) 

za ~ dovoljno veliko,a па osnovu uslova stava funk-

cija ,,_.\1.u..) је ogranicans па "(~"Ь] ,ра розtоје konstante 6< 1'>\,('1) 

11_f~'H' tsko ds je:x'''Q.(X)~H _а o~x~t 1,za ~ ~,,~ '} 

~-o'I2,6<) ~ Н ~-.. \2.('6) I '-'"!2.LХ)l 'w\. 1-~еL\}). 'l'ada је _а х,о 

Sl<.щ\!..(~х)сЧ ~(tк r'S) kl~) P..ll,x)cU:-, 
~ " l/~ '/;' Ir.. 
5 ~(O !i.tt ,)ol;!;: -::.~.. S ,«!.) {о'" (~.y~ 12. <~~).ц, < 
с> ~/J( о -

< ,,-о' Н ~ 1L{t,. н S' си ц-.." - . - ~~ 
~ \(,(~)Q({-,<)oU: ~.E" ~ IЩ-) !:Ч{.)С)-!' 1'2.(~) ou ~ 
~/J< С/к 

1<>0 

~/" 1:.(&> l:'t' CfJ: ас>:> 
~ 

ра је "s !Цt-) H~1<) CIk t ~OO 11< t ... 

НеЈса о је 1 = S IЩ,) ItU-.) dt = (S t S" S ) IЧ~) ~(~) CU:- "-
• \),()<) о ~/. ' .ј, I?I><) 

'" 11 t '1:t + Ј;. • 
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сТајрге сето dokazati da Ј. tez1 nuli kada ...... _ 

'" $t. S' Ј , ) ~((,) ?.ib<)GU: ~ 1i. . ~l<Ct) t OU: -'>0, (јег ,"'tщ ... _) (" .1.) 
- 1. CI R(~) )CEi'I2.(x.') () 

Ыа osnovu. skoro monotononog rasta f'unkcije )I,-6'2,t)(.) l 5Koro то-

)1otonog opadanja f"nkcije .-'t' 12.(~) је za 1:.1" ~ Ь ~ 1. 

ра је 

.. 
s. k ~ IЦ~Н'1" d:k. 

1-
На osnOVU (4.1.),(4.2.) i ('f.3.) sledi d/l postoje 

• 

(4.3.) 

konstante 

I,o,t\,(> i ЦО I Cll. ~ l. ~1..+«I ,tako da је za 1(, dovoljno veliko 

\"0.0 ( ] 

• 
sto је eltvivalentno ralBciji (3.1.),cime је dokaz St.VA 1. ,аУГ-

• sun. 

nСЖ!\Z ВТАУА 2. --------

На 05nOVU us10va (3.3.) је 

r. ,,,,) D.,(<-.) L.l<-x) \'.~(~,,) 
\ N • I"\J 

'ti-t(I-) tl.'1.,x.) L(~) Ilf)(.) 

Ра је ·Uw..!"1> R,(<-,,) -= и"",~ R .. lk) ~ V'(~) .Neka Је Z8 {"!, '-
.<--~ ... CIIO 12.~ с. 1<. ) )с.. - .. '- «.1. ()(. ') 

с\\ l~l> s Ц~) Q~(b<)d.k • 
• 

Na QSnCVU uslova stava postoje konstants <,оС. h\.1.'1. (, M~ tAko СР је 

za 

"а 

'а 

х-е-' t?.,:()I..) .i k Ј <\-::,~,'l. ; >«:; [О, f., 1 

';\:?~Zb 

I L ~ 

,,"~;( ... ) < н 'I-"l1.i(~) i .... 11"\1.: (,..> 2 ",-'["'Ј1.<\!-), ;~џ: 
• 

...... ~ ф,(Ј<) I ~;(><) s. Н)· ,- .. 1.,1. 

Ako ,је CCd ('1 .c::.A~ i"Dc) tade. 

_ ~,l":2- S I<.(~) R,({",) Ј.Ј:_ 
Lu, ф,.(х) - • Lc,,-)<\>~-

, 
,у,(><) . ~ "1,1-1'L ... '1,,,1~. 
i.(;<.)·ф,l><.) 

(4.4. ) 
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j<'U11kcija ~.~ ~.ф<)AI' 

da је 

па ,(', ... ) ра је (јщ,..."' 'io<)= .... ,а odatle aledi ....... 
f,,w,, '<"i' 1 '\. ~ О. 

'1-~?-+ ()D 

1 'R" С><) • ~ 1(1<) 

Р Lb<\.I2.t.CJ<.) ~21)<,)' 
;s 

:". ~.()<) • ..L. ~ Ht) м ~б" Jvt ,рв је 
Ц~) \1.,(>.) w\. /ух ~ 

i'.i "" """'" 1... ~ н (~д.) t G' Jt . 
Х4+lЮ r ~ 'l 

116ka 8U t" ( .. .,0 i d s.!:: ~4 i Х"х. tako da је 

. R.,({,.x) 1. 1+ {. 
11., ( ј,,<) Ц{.><) -

. L(t><) < 11',<:. 
\..tx'l - • 

tada j~ 
А 

Ј '1. = 1 \1«{,.)J!.(f-"> 
ф..()<) ~ l1.u Ь<) Lrl!<.) 

t. 

\М&.) • Цfх).cU< 
L(x) -

~ (м,) (l~д f \t.(t) l2.1.cb) OIl:-
Ф ,l><.) 

~ (1«. )01"( ... ) јРа је 

еЈ .", '-""1' "1 'L f,. С 1+tiH\.t- ( .. ) • 
;х ...':::) \"'00 ... (4.6. ) 

Dalje је ".]~.", ~,(,,) • ~.(><) 
12.1.(><). U><) ф"tх) 

~ \l.(f ) 2.C~1. ~ ~ 
t. ~_ (/<) 

( - • 1 
IW\.. 

'''' . s IЦ*') • ..t:.. af...k ,ра је 
• \\л. 

1-"" 
~.л"",- 1.<'1' -:I'i (4 ~ I<-(t) -1:;С' си . 

x-.. :а.NI -- 'м. 't ђ. 
(4.7.) 
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Na osnovu relacija (4.4.),(4.5.),(4.5:),(4.6.) i (4.7.) sledu-

је аа је 

Q;",,""f t1>",) < ti ~ ~(.(,.)t6'd..t .. (i+(,).(\tEL) .. I ~ '<({)t'l:d.6. 
Pt~ ~,[,<).ц,,)- w\. о I\л. ... о 

pustajuci аа g -:ю ''"1, (~-')O • А ~I'" dоЫјашо аа је 

e.,,",,~ %'(><) ( 1 (4.8.) 
~ ~) ~'" ,(,< 1· \.(,,~ -

Relacija (3.3.) је ekvivalentna relac1ji 

ра ista procedura df.\je 

Qл""" "4> 
у..~,\-еи 

а iz (".8.) i 

Ф~t...1· Ll><) !.. 1-
фf[>() ) 

(4.9.) sleduje 

(4.9.) 

(3.3.) оiше је dokaz zavrsen. 

Ћеkа је с'> 1. ) ~ 

[о(Ј\) _ 1 e'~ ЏC~ ОИ: ~ ~~+LtCt-J<) OU:- ~ 
lJ (") - о U (><) -" ci tJ<.) 

(zbog lIloIlotonoje funkcije U ) 
1~ L 

> ~ ""d.k~ 1- е-с.) ра је 
с 

u.", lџt w(,-I)., \_ е-с. . Neka С-4.... ,tade је 
,,-,) н" lA (Х) -

U"" '''k W6<-<) -, 1. 
" -'>+... це .... ) - . 

Нојеа је ~l><)~W(,-') .Iz pretpostavke stava sleduje 

(4.11.) 

v 
аа је &ОЈ 

О-рр funl<cija u beskonacnost1.Za '1:, '1('::') па osnovu оэоЫnе (111) 

funkcija ,,_'t (:" [,,) "" za '" dovo1jno veliko.Tada postoji Н.., 1. 

tako da је za svako '{''''1 

w (\ск) < t--I t'l:. (4.12.) 

W ( .... ) -
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Iz re1acije (4.11.) s1eduje dR је za dovo1jno ve11ko х 

(H~) . < 2.. (4.1;:.) 
~ (><") -

Da1je neka је ",.,.1 takvo de је <е "'0;:<'1 

S ~-" t-t' М.с. е . (4.14.) 
. CL 2.. Н 

v ';;.!, , , -' Ј 
Sem toga је ю(") о::. ~ е U(~I<')qл; ре је 

s ~-~ .IACI:-х) CU:-~({ t- f k~ Щ~Ј1: =- Ј1 + '] t. • w( "-) ,,().. Ј, (><) 

Cada сето procen1ti integra1e Ј1 i '] 'l. 
. 

(па osnovu (4.13.» 

(па osnovu (4.12.» 

ре је 

Iz rolacija (4.15.) i (4.16.) s1eduje da је 

~ '- \(. Ц(Х{)..) + ~ .Р. је 
;'6 6<",~ 

'\-t < UC1(Q..) 
~ -\( i1 (Х .... ) 

и. (><0.') "- е; ..... ,«t (л с,..') 
i:!" ехо..) )(~"" (;$ ( ... ) 

(1j.15.) 

(4.16.) 

(4.17.) 

10. re1acija (4.11.) i (4.17) e1eduje (3.?) ,с1те је dokaz 
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ТJOKAZ ВТАУА' 4. -------
Пеkг ви 1 i С.Ј Lsp1ss-8ti1tjeeove transformacije funkci.j. f 

i U • 
ф (7\1 " S e-;t\, dk(~) "- '7>- S ~_1<f, F(~)&:k-• • • 

\-ф()',)", (\. ~ ~-"~\.~-~(~)'1di 

1- фи")" ~ ~-!: l.~- ,\=(1,х)1сЈЈ:. (4.18.) 

Па OSnOVll re1acije (1.1) је 

1 
(4.19.) 

Uziшајu6i da је \2.t~).,.(- f(~) i \Ц~)~C(;- па osnovu 8tavB 1. s1eduje 

da је,kзdа 'I-~+oo 

1- ф()<-\) 'А -1- \=(х) (4.20.) 

рв је 

СО.?1.) 

а odacle s1~duje da је W' о-рр flшkсiја U nu1i.Na osnovu Rtevo '1. 

је ,kadB X-1+~ 

()С!<) ~ 
~- t=<,,) I 

С4.22.) 

sto је i trebalo dokazati.Iz re1acije (4.22.) па osnovu osobine 

(у) О-РГ funkcija s1eduje da је 

P(\.(~::. -1 (~-~) I 'iL(л)~ - рен'-) 

cime је dokaz zavrsen. 

D(\[(A7. БТАУА .5,. - - - --
Ые1са su ~'\ • ~'1. ,Ы" 'W1 Lарlаз-stiltјеsоvе tans:formacije 

:геsреЈсСivnо funltcija ~'" , 't't. , и" , U"l. .Tada је,kзо u dokezu re­

lacije (4.18.),za i~l,t 

~- ФiИ=- ~ e-(,-t1-~iU-1<,)1cl±. 
с> 

ра Је па osnovu stava 2. 

~- Ф,(к') ,ОЈ LCJ<..). 
~- ~ 'l.C;<.~) 

(4.23.) 
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Sem "toga је 

.... (" ) "~!,1.} рв је 
~ - "'; 1\) 

~- ф~(х:".) 

'" 1- ф~ (x-I ) 
Na osnovu-ci"tiranog s"tava Feller-a sleduje da je,kBde ,-?+oI, 

(),(>() N -1 
lл 'L ()!. ) Lr ",) 

cime је dokaz ZBvrsen. 
"i 



ПI 

PRIME:NA :PRAVILNO :PROМJ!NLJIVIH FUNКOIJA ВА ОВТАТКОМ. 



~.1. ВPORO PROМENLJlVE FUNКClJE ЭА ОЭТАТКОМ. 

Defin1cija i вуе teoreme iz ovog ode1jka citirane а" iz rada 

s.Aljancic,R.Bojanic,M.Tomic 

в1о\йу varying functionB with remainder term and their appli-

'.9~tions in analysis. 

DEFINICIJA. ------
Neka је -е pozitivna,rastuca f'unkcija па (", ... ) koja ,адо­

vo1java "в1оуе: 

(1) ~ (~) -;. ,ОО I (.-- ... ) 

(ii) х-& ~~) ореае ое о<вц", i х dovo1jno veliko. 

pozitivna,merljiva па [O,,~) f H nk o1je L. -эе naziva sporo 

promenlj1va f'unkcija ва ostatkom 't ako је ,а svako (, '"., ,kada 

Х -.:>;>.,. «Ј 

-- ! + (1.1.) 
L. ех) 

KiasLl sporo promen1jivih funkcija sa-ostatkom ~ oznacava6emo 

:,,'. I\(~ (~) .Ukoliko је funkcija ostatka Btepena funkcija Х $ , 

~,,,), tada сешо k1asu sporo promen1jivih fl1nkc1ja ва ostatkom 

(~ oznacavati ва Il<.e("S) ,(в) s) • 

Sled~6~ oeoreme,aitirane 1z pomenutog rada,ce biti koris6ena 

u daljem. 

$) о 

Aka 

!!cke је 1<, realna,merlj1ve funkcija па С!,+") i neke је Z" 

~ 

~ f.~ \ ',,-<Ь) I си " t<x>. 
1 

је L. ~ IKa (~) tada је . . 

+SIK(")IL(~,,)cU < ... 
1 

"а ~ dovoljno veliko 



- 24 -

(1.2.) 

!EQR]<Mh. .z.;±._(,!!t!._2§.,2. 

НеЈш је L~ \Ke(~) 1 n9ka је 1< rea1na,mer1jiva funJ<:cija па 

[о, i] .Ako је za neko 6'.,-е- fl,lokcija ,," цк) ogran1cena па 
• 

8vаЈшm iE1;erva1u l.O, АЈ ' СА".") ,1 eko је 

S с -<1' \ ~(~) \ Ј.Л "<<>о 
~ 1 

tada је оа 6vako ~? о ~ \l.ц\')'l.сс"..)ol1=" .. ", i keda ~-1+", 

~ I<lO L~~:~ o!.~ <'. ~ k(-Io,> еЦ + о ( -e~ ') . (1. с.) 
Па есгап1 42. ci1;1ranog rade (videti /1/) iskazana је Teorema 

5.1. 'rauberovog t1pa.Sada cemo i6kazati в11спи teorelCU (nesto вре­

cijalnijeg t1pa),za Laplas-Sti1tjesovu transformac1ju,koje ае то­

"е dokazac1 а11спо kao Teorema 5.1. 

l_rl'~OREMA 5.1: ------
Neka је IЛ monotono rastu6a,nenegativna ftшkС1је па [о) ."") 1 

neka је \..6 \\4('<1.) .Ako "а ~.,o 
~ ... t- д'. щ..,) ~ S ~- a-.мН) 

" 
konvergix'a i ako је ,kada ~-'7 о ... 

(oJlf,)= " ..... Lc1f'S'> [А + О( 4 \\ 
~(Ц~) Ј 

za ,J,."to i Р\10 ,teop је kai'a ~-'I."" 

u(><.),.х"lСХ'>[л+о( 1 .\1. 
П,",Н) tk. 't\.X) Ј Ј 

u dokezu osnovne teoreme ovoga pog1av1ja Ь16е potrebna 1 61е-

deca lema. 

LЕМЛ .1. -- --
Ako је l~\I<e(e) tada је i t Е- Ik,&( ~). 
DOKAZ. - - --
!Та osnovu re1ac1je (1.1.) је ое ~.,'" kada >(, 'но<> 

l( иЈ о::: 1. + О (l ') 
L.(>< '> "t><-) 



РВ је -'-.t _ 
Ц.с<Ј 

~ 

Цх) 

--

- 25 -

-- • 

odatle sleuuje' da је . 

tI "'" '\u-i' '€. и· \ ~ ()<. ) - 1. \ 
,.:"", L.c~>() 

~j "'-~t l Ос 1.) 1 

eL><) \O(~)\ 
( i + О (~) \ 

--

"--?~ -l1.+-0С~щ)\ L.. +"", 

sto znaci da је kada ')(-?,too 

, 

3.2. PRII.!ENA NA ТЕонхт OBNAVLJANJA. 

Нејса је data raspode1A F ,koncentrlssna па pozitivnu ро1ио"и 

tj. F~o) '00 • \=lt .. )~1. i neka је U funkcija obnav1jenj. za datu 

raspod~lu 
~ 

L. \= 'Н" ( ... ) 
1.1\.:0-0 -

а :а.еЈса s tl i: i [Ј Lap1as-Sti1tjesove transformacije 

i Ц '" 
~71,) ~ \ €. дс" Ј.А: l/:;) 

W,?l) = s~..!\.~ oUлl~) . 
о 

Na osnovu relacija (2.1.) ,(2.2;) ,(2.3.) sledi da је 

(Џ ll\.')" _1.~~ 
i': f<Л) • 

Takode је 

1- f(i\.)~i\.~,,-7lt(1.-~l~1oU е odet1e је 
~"" 

1- il><-i') ~ ~ е- ј; [01.- ftb<)]cU::. 

Osnovni rezultat ovog ode1jka је 

'l'Ј<;ОREМЛ 1. - - - --

Tada ј е, kada х --?'+t:1t7 

(2.1. ) 

fllnkcija 1= 

(2.2.) 

(2.3. ) 

(2.4.) 

'2.5.) 



(2.6.) 

оvои teoremom n1je оЬиЬуа6еn slucaj kada је dЛ~~i .Me~utim, 

uz neke restrikcije na :runkciju ~ . moze ве dokazati эНсеn stev 

kao posledica 'feoreme 1 •• Naime,iz de:rinicije fl1пkсiје ostetkas1e­

duja da је оnа O-pravi1no promen1jivB funkcija.Zaista ze {. -..1. је 

па оэnоУН ОЭОЬinе (11) 

l (,у.) - е '€.(b) ~ )(_э '€.C><.) 

ре је .(Ј;,- ""t 'еЉ,) <. ~tт Ц", (2.7.) 
< -"+00 ~()()-

а zbog mOrloton1je funkcije 'е је ZB, k f. i 

е.н",- ~ "e.(t-,,) (i ~+.., (2.8.) 
x-,>~co -ес><.)-

Ne osnovu (2.7.) 1(2.8.) B1edi da је ~ O-pravi1no promenljiva 

funkcija ,'1'akode indeksi funkcije 'е zadovo1javaju us10ve 

(2.9.) 

Ako pretpostavimo аа је С> <. ~\<I.") tada је za 0<' ~ l. Ft-€.) funkcija 

х- ~ (,() slcoro monotono rastu6a,pa 'O~ 'е()<) -;'т" ,\Ј( -?>~",} 

Ze dovoljno ve1iko х је ~-~ -есх) ':ti ре је 
1. ( 1-
'ес><) - x~ 

а 1z te relacije i de:rinicije funkcije t.. sleduje de је 

\ 
L( !,.>') _ 1. \ <. м ~. N 

[..(,,",) - ~C,,)·. x~ 

ој. \11: 6l е.) со \'I:~ ( .. ~) 

'" za .() -, 'S, 

POSLJ.i:DICA. - - - --

(2.10.) 

(2.11.) 

lIeka је \-t'<><)" .. "'Lt<), (0<''(1),gde је Le-(I::&t'1.).Аkо је funk­

cija '<': o-pravilno promenljiva ва donjlm indeksom ~ ,е') ve6im od 

nule tada је 

(2.12.) 
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3.3. DOKAZI ТЕОНЕМА. 

DOКAZTEOREME 1. --------
Ма osnovu (2.5.) i us10va teoreme је . .. 
<-1(,;<): ~ .-~ [~- m,,)}.,ц. .. 

ре Је 1- :н,,!) '" S' е-{ I:-~ l..({-~) olc " 
I-F(~) ф Ц,,1 _ (s t ~) ~-~~- ... L(t-x) п. 

- • ~, L ()(.) . 
Ј) 1;-.1.-, Uziшајu6i k.(, = е па osnovu Teoreme ~ol. zaklju5ujemo da је 

~) .~ ,:«. 1.. (i,,) _н r -f ,-О( /, О (ј .) 
1 е < . 1..(><) о\.л" ~ с "cu=+ ~) I (х""''') 0.1.) 

Neka Је -э <lI't 1-.(. .Funkcije xf!: l..(x) је ogranHene па intervplu 

јег ,,6' цх) "'" )<в-ld. x-.<L(x) ~ xfi!'+" [1-f'(x)] "11 о'+<;' 

S ~-"'\K(!-)\c;Ц -=. $ ~-"~-"e.-~oU ~ Dalje, 
• ~ о 
_ . ') ~-(.+") е,-ј, d); ~~"" 
- о 

јег је "+11'<1 .Dakle 1<. i L zadovo1javaju us10ve Теогеше 3.4. 

ра kada x4~06 vazi . ( 

S!"t ~-'" и~) си ': S e,-tt '""1:ц -+- о ( l ) 
о L (х). о -е(х) • 

(3.2.) 

Ма osnovu (3.1.) i (3.2.) sledi da je,kвдa X~"" 

5 e.-t 1:-" l..t!'x) OU: '" ГC1-.i') .f- О (_l '\ 
• L (><) '()(.) } Ј 

1- ~(Jr') ) О (1 ) 
tj. :1- \'С><.) ':. Г(1.-«. + ~(,,). 
Ма osnovu (2.4.) је 



tj. kada Ј,.:..... tezi nuli 

wlЯ-) о;:: '}\.~ r 1 О ( i \ 1 
L(uJl.) L 1\1 .... ) -\- "'Щ~ } ј . 

Tako<le је па osnovu Leme 1. 1/L ~ \I<,,(e) ра је na osnovu Teoreme 5.1: 

0.6.) 

tj. 
- ." . -. 

(3.? ) 

sto је i treba10 dokazati. 

DOKAZ POSLEDICE • ..--------
Neka је o~~< ...... {pt"'\11.Tada па osnovu (2.11,) L prippGA k1"-

8i \\(~,tl'!)' jer је za Bvako ()С!> .:eIJnkt:ija J(-\%~t~ •• -[ mOIJotono 

opadajul:a.Nekв је ~rt+ot.L1. ,Tade па osnovu'feoreme 1. nepos­

redno sleduje (2.12.). 



IV 

REPREZENТACIJA ZIGМUNDOVE КLABE FUNKCIJA. 



4. REPREZEm'ACIJA Z,IGМUNDOVE ICLASE FUNКCIJA. 

DEFINICIJA. ------
Fozitivnu,merljivu funkciju L definissnu па (",."') , ("-Н,), 

nazivamo врого promenljivom u Zigmundovom smLslu ako "а Bvako Е)о 

fuпkСiја .·Ч .. (>С) ne raste ,а fl!nkCija .t L.(}<) па opada "а ><; dovolj-

по veliko. 

Klasu Zigmund-sporo promenljivih f11nkcija oznacavacemo аа z. 
" U radu "On alowly varying functions and asymptotic relations'y"4'J 

R.Bojani6 i J.Karamata ац dokazali teoremu koja daje karskteriza­

ciju klase:l: preko Dinijevih izvoda. 

STAV (В.-К.) -------
Neka је L pozitivna,merljiva f,mkCija па с ... , ... ) • С,,-) о). 

Tsds је L ~ )о(.. ako i вашо ako ац ispunjeni uslovi 

za х dovoljno veliko 

Sada cemo,nezavisno od ovog stava Bojani6a i Karamate,dati 

integralnu reprezentaciju klase ~. 

Srr.AV 1. - - --
Potreban i dovoljan uslov da је L,= ':(. је da postoje pozi-

tivne konstante I! i С. i merljiva fl1nkcija ћ()<) koja teZi nuli ke­

da ~ _О" = tako da је 

L(~) " с ..... р ~ ~~(-!")~1 I c.:z.R). 

DOF.AZ. - --
Neks је L с Х. .I. uslova· da1<~Lt)() ne орам "а '" dovoljno уе­

liko Bledi da l.' роа·СОј! skoro svuda na inte~alu t •• ,_) .Neka је 



D skup svih х -оуа za koje 

Najpre сешо ~okazBti да 
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. , 
L(~) postoji. 

>( l'(x). _) б (~e- О, .... -'> .... ). 
L (><) ) 

Iz uslova da x"L!xII'.1 )\-tL()<)~ sleduje,za ",. D
J 

а odat1e 

(1. ) 

)<.L'(~) <f (2.) 
и .. ) -

Na isti nacin ве moze zak1juciti da је-

Х c;~; 1.-( (3.) 

Pustaju6i ~ da tezi ka nu1i iz re1acija (2.) 1 (3.) s1ed1 (1.) 

Zatim dokazujemo da је L neprekidna za х dovo1jno veliko. 

Ako је x· t LV<)\C i.~ Ltt.)~ па interva1u [м,,,,) tada је za ','ј.?' f'1 

("",i"'-{Х,"tI )' t ~ Lt><.) ( (\М.<ч<\х.'t~ \ t 
""""'Џ,'А) L(~) - ~-""'M'i"~~'} 

- ра L 1'ј-) ~ l.c,,) kada 'i--'>)(' 

Fllnkcija ~ L је ogranicene varijac1je па svakom konacnom pod-

intervalu interva1'1 I:I?>, .. ,,) ,ра је nјеn izvod -~ 1oka1no inte-

grabilna па [~,_) .Definii31mo fппkсiјu 

Neka је 

Tada је 

)( L'(,,) 
L. (><.) 

L'It-) dJ:.' 
UI,,-) -

) 

" , >< '- 1:11., _) /1) 

./.("').". ~Ц)C.) _ ~ (!>(k-)~ • 

(4. ) 

(5. ) 

Ocig1edno је da је о(. neprekidna fllnkcija i da је t:J.1()<J=-с в. в. n. 

[,~OO) i '/'л"",/,>С><)" • • Sada 6еmo dokazati ds је cI.""",.t .Ј" rel"-
". ........ 

cije (5.) s1eduje д. је za Х1. Ь 

" -Ц",)= e.>,tp '\. o/.(>-)t" ~f'.(C) '$1 
Mozemo pretpostaviti da .n (ХI" ,,,-tLс><)\о па t& •• "') ,gde је ћс 

81i fiksir8no.Na ОаnОУи re1acija (2.) ,(3.) i (4.) је 
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'. 
't ' \ ~,.) \ ~ t , ~ " 6, .... ) • 

ра је "а "'Z~ 

~ 2.' L(~) 

.. " 
Ј., '2. • L(,,) l \) t OI.()() + ti ... Qut 1: ;~]" - .c.. ..... ~ 

- '),.. L (Х") l \:)1" оЦк) + ~} - )< 

Iz uslova da "t L (~) l' za 6vako J<ZP' sleduje da 

() "- tJ+("t ик)) = €>< t-, [,С><) +- х f D1- LCx) S 

~ ... х E-'Lt><.)' .. ~ ,,'i. Lџ:.) [ 1;)1-«-ех) т ~ 1 
а odatle је 

I. uslova da је ",'(х):о е.е. eleduje da је 

(6. ) 

је 

8.8. па 

.Na osnovu stava б.,str. 174. S.Alj8n~ic '~vod u realnu 

i funkcionalnu analizu", sleduje da с(. ne opada па konacnim "p')din­

tervalima 1ntervala РЈ,н,'") .Neka је deljeL.:. -t: .Funkcl јА L, 
• 

ima reprezentaciju L,("),, 41' 1. .с,с,,) +- ~ ('>I(~)<!t ~ , 

gde је ",,,_о<. ,1'.>, .. -<Ъ ,1 ~tL",)=. \с ?о па \:.IJ,+оо). 
)(-1. ... ) 

Ista procedura daje da ~1 ne opada па konacnim podintervalima in-

tervala [11",+ .. ) .Odatle eleduje da је 01"""'\'1:. na [Р.,*«» ,ра је 
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Obrnuto,1z pretpostavke da f11nkc1ja L јшв reprezentaciju (б.) 

lako ве 1zvod.1 da је L~:C. 

Као posled1ca ovog stave neposredno sleduje da је svak. 'х._ 

sporo promenlj1va f11nkc1je epsolutno neprek1dna za " dovoljno ve­

liko.Obratna па vaz1,tj. apsolutno neprek1dna o-eporo promenljiva 

funkcija па mora da bude 1 :z:.. -sporo promenlj1va.Primer takva fun­

kcije,dat u radu "Sur quelquee propr1.rtes des fonctions i. cro1ss­

аnсе lente de Karamata." D.Adamov1ca,je fIJnkc1ja 

L(.)= ( 1'- "':'~") v.<f> { ~ Ц~)* 'l 
gde је ~ neprekidna f11nkc1ja koja tez1 nul!l.,kada "teZ1 """. 

Lako ве 1zrac
'
1Dava da је 

l!<g L(X) 1'-:, 6,. \' ~ ~ H~) ~J . x~_· l.d t- 'ц< """" 'т ($(' ) 1 
sto пета stalan znak u okol1ni ta~ke.... .Interesantno је д. је 

moguce izabreti funkciju i'.tako da L. bude beskonacno diferen­

cijabilna а da ipak ne bude ';(. -sparo promenljivB funkcija. 
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ОН ВОНЕ FUNQTIONAL EQUAТIONS OF РЕХIпБR'В ТУРЕ 

P.H.Vas16. R.R.JANI6 аnd Ј.Е.РЕСЛRIС 

О. ТЬе gunera1 cont1nuous s01ut10n о! functiona1 equation 

(1) t(X1+"+~) ~ t1(X1)+ •• +tD(~) 

i5 (ве" [1Ј). 

) ~ < ) ~(x)=cx+al+"+~' .fi(X =ox+At (1=1=n, 

" '" where а1 (1=1:n) are arb1tr~ real conвtants. For п=2, we have 

well-known Pexider's equst10n. 

Using this result, we 8Ьаll 11.,. the senera11zations ~or ВОШе 

results ~ОШ [2;) 

1. ТНЕО!§М 1. ТЬе genera1 cont1nuous sOlut1on о! functlonal 
• 

equatioi1 

~;ћcгe 

or 

(4- ) (~ - 1. i~) are arbitrar,y functions 
р 

The proo.f 1в 8imilar to the proo.f which 18 gi.,en in [2]. 
ТНЕОНЕМ 2. ТЬе genera1 cont1nuous solut10n о! funct1ona1 equation , 
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i8 

. -1 011'x+6.i 

Р 01"«+8i -1 

о'" (4). 

тШ:Оm;м ,2. ТЬ. general cont~nuous 801ution о! runotional equation 

f(xl+"+xn) ~ In(t(x1)""Z(Xn)IP) 

i8 1(х); - ~ cI!t. апд tb. E8neral eontinuous 801ution 01 1unctional 

equation 

t(Xl"X.) = I n <t(Xl).··.t(xn),p) 

is 1(х); - 1 !!!! (х>О'). 
р 

? ТllEOREИ ~. ~e general continuous Bolution 01 1unctional equ-

ation 

(5) f(In (xl.··.X.iP» = Zl(~)+ •• +tn(xn) 

i8 

(6) 1(",) = СрЉ +аз.+".Вn' t 1 (Х) = 

PROOF. Џа1nа tbe 8ubstitutions 

1(х) .. К(рЊ), ti(x)"Sj,(pl~l). 11t= рЊ. 
f 1Incti,)llal equation (5) Eet8 а form о! (1), 80, it 18 obvious tbat 

(6) 'э its general 8olution. 

TНEORE~1 5. ТЬе Eener81 contilluou6 solution о! :tw:.сtiО!шl equation 

ТШ:ОR&~ 6. ТЬе gener81 continuous eolution оЕ :tunctional equation 

1(In (Xl.··.X.'p» & f(Xl)+"+Z(xn) 

~B 1(х);с P~ll end the genera1 continuou8 Bolution оЕ equation 
рх , 

f(~(Xl.··'X.'p» .. Z(Xl)"Z<xn) 
. . 



· , -
~ 

18 f(хЈ=..РХП. 
-Ј.;. ТЬе r:eneru contin!loua IIolution 01' 1'unctionsl 

equation 

('П i'(~{~",.xn;q» " ~(fl (х1) •••• i'n{жn).р) 

1э 

(в) 

or (4Ј. 

PRCOF. Usinr: the subst1tu1:ions 
, pf1(x) 

gi \gЊ>-= pf
i 
\х)+1' i(qЊ>Q 

:шаЈ.оgоusly 1:0 1:Ье prooZ from lJ!J We 01111 provB the theorem. 

ТНЕОВЕМ 8. ТЬе general Clontinuous 801ut1on 01 i'unotiona], equat10n -
1(1u(Хl····XnЈч» = Ia(I(xt) •• ·.I<Xn).P) 

18 f(xJ= - t Оq~Х-I' 
4. TНEOREН 9. Тhe general oontinuous 801ution 01 funct!onal ечи-, 

ation 
п 

(9Ј f(x1+"~) ,. ~k-1L:(;)11(Хl) •• lk(~) 
18 

(10) 
1 ex+a1 +"+"n 1 ех+,,! 

.f(x)=: р(. -1). li (х)= ј'<е -1) 

PROOF, Usinr; the substitut10ns 

pf(xJ+l=g(x) and pf1 (x)+1"r:t(x) (l~~) 

(9 Ј Ьесошеs 

g(Xl+"~) =:gl(xl)"~(Xn)' 

ТЫз equation Ьае the fo11owing general апд continueua 801ut10n 

сх+1Iз. + .. +"n cx+st < , 
g(x)=e • st (х)= • (1=i=n). 

во, 1t 18 obvieua that (10) 18 Bolution 01 (9). 
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• 
19 

f(x): ~(~,,~xC_l). fi(x}= t(~хС-lј (l~i~). 
7'IШОНlЛ 11. ТЬе general eontinuous solution о! funotiona1 equation 

11 
>nk- 1"," . 

f(Xl .. •• .. Xn) "'i;;r" i:::.(~)f(Xl)··E(Xk) 

is f(x): i(eCX_l), 8»d the general continuous solution о! runctional 

equation 
11 

f(xt •• xn) ~ ~k-l~(:)r(Х1) •• r(~) 

is f(x)= l(xO.l). 
р 

5. Тће tol1owing two theorems are given in [lJ, 

TНEO~M 12. Тhe general continuouв solution оЕ funotional equation . -

is 

ТНЕОRЕИ 13, ТЬе general continuouB solution о! tunctional 

f(~-~12:(n)Х1"Хk) '" t1(x1) •• fn(xn) ~ k ' 
i6 

equation 

(х,> _ 1). 
р 

5. TНEOREМ 14. Тће general continuouв solution 01 runctiona1 

equation 

п п 

(11) f(>n~l2:(n)Xl"~) '" >qk-1~(n)f1(~) •• fk(Хk} 
~ k ~ k . 

is 

(12) f(x)" t(II.з.,.~(РХ"1)С-l). t i ("')= ~~ (px+1)o.1) (l:'i&n) (:х>- t) 
PROOF. в7 &ubstitutionв 

qf(x)+l=g(p:x+l). qfi {x)+1=st(p:x+1). llt=Pxt+1 (l~i~) 



Erom (11) Уе have 

This equation Ьев the Zollowing general continuou8 solution: 

g(u)ч1 • • ~uc. 81 (u)=-t u· (l~~). 

во, it i8 obvious that (12) 18 solution оЕ (11). 

ТIIБО~iМ 15. Тhe general oontinuous so1ution оЕ tunct1ona1 equstion 

Е(~1рk-1~(n)жt •• Xk) ~ ~qk-1~(n)r(Х1) •• t{Хk) ~ k ~ k 

1. I.r.STAМATE: Eqидtiоnз tonotionnelles contenant p1usieurs Eoncti­

оnв in.onues. Тhввo PuЫiоаtiоnз ВО 3;6 (197 >, 
2. P.M.VASI6 et R.R.JANIO, Sur que1ques вquations Eonctionne11es du 

type de Pex1der. Ibid •• o 274 - Во 301 (1969), 33-45. 

3. Р.И.VASIС. Н.Н.ЈАПIС. O.En.GНEORGНIU: 8ur une equation Eonctio­

,шеllв поп !ineare. Ibid. Во з81 - По 409 (19?2j. 101-105. 





СЉ ВОМЕ FUHCTluNAL EQlJATluhS ЖЈR JiUNCTIONS OF SЬ'VERAI 

VARIAШiES 

Radovan Н. Jani6 and Josip Е. Pecaric 

а. In this рарег we аЬа11 give воше fUnctione1 equations Еог fUn 

ctions оЕ BBveral variables. We sha11 use the ro11owing notations: 

:~(xl""'~)' y=(Yl ••••• yn) i.e. X,YER
n

• 

aX+bY=(aXr+bYl ••••• ~+bYn) (a.~). XY=X1Y1+"'+~Yn' 

XXY=(X1Yl'''' • "),Уп) , а(х).(а{Х1) ••••• а(х:,..» wbere а :Н.;.Н is giV81 

геаl fUnction (Еог example log~(logxl ••••• 1osxn». 

'ГЬе following genera1izations о! Pexider's equationc аге known: 

10 Functionsl equation (еее [1Ј) , 

where ~ERn (1~i'ш). r.f1 ••••• fшIR~. Ьаз а continuouB solution 

ш 

f(X).AX+~Ci' f i (X)=AX+c1 (1~iЪШ). 

~7here а1 •••• 'Qn .. Оl' ••• 'сшl here в.nd in the next tert, are rcal consta­

П'СВ a:ad A=(a1 •• оо.'\,). 

20 Functlone1 equation ([1])' 

Ьае а continuouB so1ution 

з0 Eunctiona1 equation ([2Ј), 

hаэ а continuous solution for ~H~ 
ш 

(li.i~m) • 

f(X)=A1ogx+fuCi' Е! (X)=AlogX+ci (l~i;;;Ш). 
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40 Fиnotional equation 

ћав а co~tinuous solution for XER: 

f(X)cOl"'OmsA10gX. fi(X)aOieA10gX (l~'щ). 

This result is а extension о! result trom [2Ј, 

1. Let Р! (liiEiim) Ъе rea1 numbers and 1et x;.'<'Rn (lС i'ш). Functi­

onal equation 

ћаз а continuous solution 
m 

[(Х)аАХ + it ~ћiОi' fi(X)=AX+Ci (lii'ш). 
ш f;;;Г 

Fror.' tbis resu1t "'е have that. tbe Јеnsеn fUnotiona1 equation 
m ш 

[(1: ~ni~) '" 1: >Pif(Xi ) 
тИ щf:'! 

haa а сопtinuоU5 solution Е(Х)=АХ+о (е is а real oonstant). 

Iunctiona1 equation 
m m 

i'(~ ) ~) " ~ )ћif(~) t;r ш~ 

has а solution ii' and on1y if Pl="'=Pm, and it iз Е(Х)=АХ+с. 

TllesG results are the generalizntions о! resu1ts froI:l {l] (ечие­

tions (1.6) anд (1.7». 

2. Functionsl equation 

12+"'+XS ~. 
Е( k ) '" 'Г:)fi (12+" .+:&;n). 

"here ~(:) denotes the suш о! all the combinations О.! с1аав m for 

Х1 •••• ,ХВ • Ьае а continuous solutlon 
r 

[(X)=~:)AX+~C! (r-(:». fi(X)=AX+ci (l~~r). 
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Functionsl equstion 

Х1+· 11 .+Хе П 
t( k )":1 <:)I:1,(Хз.+'''+х;.), 

"ihere 111<:) denotes the product 01: а11 the comb1nst10ne 01: class m 

1:от Хз.,'" ,~. Ьаэ а continuoue solution 

~B)AX 
f(X)=C1 ••• cr e е m , tk<x)=~eAX (l~k~r, r=(~». 

"'ћсэе results ате generalizations о! equstions (1.4) and (2.4-) 

,- l from _1~. 

3. Functionsl equation 

f~dk-l~~)Хз.Х"'xXk) .. 1:1(X1)+ ••• +fp(XP) 

has а. continuous solut"ion ' 

Functionsl equstion 

ћае а continuous 801ution 

(Щ:R) 

Тћезс resu1ts Ш'С the generalizations о! equations (1.92) and 

(2.E1 ) trorn [1'},. Analogously, we сan generalise the simi1= rcsults 

frot'. Г3~. 
~ -
4. Гullctiona1 equation 

f(X+Y+Z) .. g(X)h(Y,Z) 

ћa~, а Dolution 

f(X)=ceAX• B(X)=deAX• h(Y.Z) .. ~A(Y+Z). 

~Ъis result is а generalitation о! а result о! T.Popoviciu (эее for 

ехатр1е [1]). 
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F1111c·tional equation 

f(X+Y+Z) = в(х) + h(Y.Z) 

!ЈаЭ а solu'cion f(X)=AX+c, b(X)-АХ+4, h(Y.Z)=A(Y+Z)+c-d. 

FunctioDSl equation 

f(XxYXZ) = g(X)h(Y,Z) 

Ьаэ а solTl;ion 

Fullctionв1 equation 

f(XxYxZ) о Е(Х) + h(Y,Z) 

ћаэ а Golution 

f(X)~.\.log 1 хl +с, g(X)=Alog! ХI +4, Ь(У. Z)=Alog IYxZ \+o-d. 
. 

Analogously, we can generaliee the similar results from lli. 

5. "unctional equatioD 

f(X+Y) " В(Х)+Ь(У)-2В(Х)Ь(У) 
l-g(Х)h(У) 

Ьаэ а continuous eolution 

Ь(Х)= 

ог 

X(X)~ 1, E(X)~ 1, Ь(Х) (i 1) arhitraryl 

ог 

f(X)~ 1, В(Х) (i 1) arhitrary. b(X)~ 1. 

АХ+С2 
А1+02-1 1 

This resu1t 1з а genersJization о! fuDotionaJ equation (1) from 

Бу substitution 

(1) f(X)= -Ј(Х), Е(Х). -G(X), Ь(Х)= -Н(Х), 

frorn tbo previous result ~Te се.n get the genere.lization of c<}ue.tion 

(2) fr05 ~ 4} 

Punctione.1 equation 

f(X+Y) • Б(Х)+Ъ(У):-2совав(Ј} Ъ(У) 
1 - g(X)h(Y) 



а sоlutiоnз зоlutiоn 

вin(AX+c1+C2) f(X)= -, 
s1n(AX+01 +02+8) 
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This result is а generalization о! funotione1 equation (3) from [4Ј. 

,11nctional equation 

f(X+I) = б(Х)+Ь(I)-2сЬаР;(Х) Ь(I) 
1 - g(X)h(Y) 

Ьав а. solution 

(2) 

оХ' 

С) 

Оо:' 

(4) 

ОХ' 

(5) 

1'(X):a,,(, ь(Х);:..,(, Ь(Х) a:rbitrary; 

ЦХ).::.,(. g(x) a:rbitrary, ћ(Х)а С(; 

1'(X):; 1/01... g(X).,. 1/ <><-, Ь(.l) arbitrary. 

1'(X) .. 1/ о!.. g(X) arbitrary, Ь(X)~ 1/ с{ I 

This resu1t 1э а generalization о: funotiona1 equation (4) from 

ёziпс the substitution (1), from this result. we сan gGt the ge-

ncralization 01' equation (5) from [1[]. 

Eunctional equation 

1'(X+Y) = g(X)+h(I)-2аg'Х)h(У) 
1 + g(X)h(Y) 

ЬаБ а solution 
a«C1C2eAX-1) .,«°1eAX• 1 ) 

f(X)= 2 АР g(X)= 2 АХ' 
1+ о( С1 с2е 1+01 01 е 

"ћсге d=Q+Va2+11 ОХ' (4); оХ' (5) I оХ' 
f(X);: -ј, g(x);: -)... Ь(Х) arbitrary, 

ОГ 
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f(X).= -.<, g(X) arbitrU7, Ь(Х).= -01. 
This result i8 а gensra1izatioJl о! t\1леtiоюs1 equation (6) from [4Ј. 

Anal~gouBly. we оan get the genera1izationa о:!: other re6ults 

ћ'от L4-J and tbe generaJ.izations о! ena1ogous resu1ts from L 3:. 

where the cyolic operatore О 10 given Ьу 

i6 

"here А(х)=(е.l(Хз.) ••••• ~(Хr)). a1IB~B (l~1"r) are e.rbitrar;y "еа1 fun­

ctions, and c1:Br~B (1~1~ш+n) e.re а190 arbitrar;y funct;ons sucb the.t 
m+n 

(6) fu01(X) = о. 

This resu.lt 1е а genera1ization о! result from [5] and [6] (зое e.lso 

[7Ј). ТЬе proof 1е еiшi1ВХ' with the proof t:t'Om [6Ј. 

is 

Тће genera1 continuous solut1on о! !1'nct1ona]. equation 
I!l+n 
,\".1-1 ( ) 
f;IC li Xix"'~.~lx",~+n = О 

fi(J;,Y) = A(XXY)1og!Xn;Тn/+ С1(ХхУ) (l&i':m+n) 

~lћo"e с :!. (lii.i{,m+n) satisfy the соnd:!. tion (6). 

is 

Тћо genera1 continuous solution о! fUnctional e~,ation 

ш+n 

П o1-1f ;i. (Хз.+" .+x.n.J).+l+"'+1!iu+n) = 1 
i=1 

where functions о! (1~i~+n) se.tisty the condit1on 



(7) 

is 

- ? -

ш+n 

ПОi(Х) = 1. 
i=1 

The genera1 continuaus so1utian о! fUnctiona1 equation 
ш+n 

П ci-1fi(Х1Х •• ·~,x,.+1x" .... у ) 
~cl ~n 

= 1 

A(7xY)log/Xn!f1' I 
f1(X,Y) = 0i(XxY)e (l';;i::m+n) 

',,\100:'0 f'unctians 01 (l~i&Om+n) satis.t'y the candition (7). 

Uзing the sa1utions o:f previaus cyc1ic fUnctional СQпаtiапs "'е 

саn get the genera1izetions а! s.oElcno.nlineare cyc1ic f'unctiona1 equ-

1. I.I.ST~~TE, Equations :fonctionne11es contenant p1usieurs :fanotians 
inconnues. Тheee PUblicatiolUl Na 354 - No 356 (1971). 123-156. 

2. в.ЊV:i'l~IС et R.R.ЈАШС: Впr чuе1чиев g~n~ra1isatiOIls des 6quatians 
fOl1Ctianal1es. 1bid. Na 602 - No 633 (1978). 223-228. 

,. P.i1.VPJJIC. R,R.JANIC and J.E.P.E(jARIC. ОП вате fUnеtiашll equations 
of Геxidеr's type. 1oio., (in print). 

4. Р. И, V."БIС et R.R.JANIC. Впr чuе1чuез ~quations :fonctiOl1clles du ty­
ре nе Pexider. Ibid. No 274 - Na 301(1969), З3-45. 

5. D.;;. i:OKOVI(;, Sur que1ques ~quations :fоnсtiОШlе11еs cycliques ве r6-
du;~ant а l'~quation de СаисЬу. Ibid. No 61 - No б4 (1961), 21-28. 

с. S.E1Et.Tt et D.Й.;-ОКОVIС·, Sur unе ~quation fonctionnelle. ВU1.Boc. 
Иаth.PhyS. Н.Р.В. 13 (1961), 149-152. 

7, J.E.PEtARIC еnд R.R.JANIG: ОП а с1аэв o:f cyclic f'иnctiona1 equatian, 
Thcsu I~blications (1п print). 





ON А CLASS OF ОУОЫО JlJNCTIONAL Е~ТIОNБ 

J08ip Е. Pe~ari6 sюd Radovan Н. Jsni6 

О. In this рвреХ' "е вћа11 give oont1nuous real so1utionв 01 воше 

nonlinear cyclio tunсtiоnalSqШItiоns, 1.8. the b1Dction F,li (i=1 ... 

•• ,IJl+n) are real ond continuauB tuIl<\tions 01 two variable. 

(1) 

1. Тhe gеnпal solution 01' the bmctioxID1 еqШItiоn (аее [1-4Ј); 
IO+n fu01- ll:l. (Хз. + •• ·+")u.:am+1 +. "+"in+n) .. О 

where the cyclic operator О :1.8 given Ьу 

(2) 

is 

(3) 

where е., 01' ... 'OlO+n are иЪ! tra:L?" tunct10ns such that 

IO+n 
(4 ) t;0.t.(Z) .. о. 

НEМARК: 10 Тhe 1'ollov1ng resu1ts ие var1ants 01' the tunctiona1 equa­

tion (1); 

а) ТЬе tunctioDe1 equation 

(5) r:oi-
1

1'i (X:L" ·")u."in+1· ""in+ ) а О (zt">O. i=l, ... ,ш+n) • п 

Ьав 8 general solution 

(6) 

where 8.с1 •••• ,с.+n вre вrbitrвry tunct10ns висЬ that (4) ho1ds. 

Ь) ТЬе genera1 801ut1on 01 the tunсtiОП81 еqШItiоn 



i8 

(8) 

(9) 

(10) 

is 

(11) 

-2_ 

a.c1>O ••••• cm+n~ are arыtr8Ж7 tunct10ns 
lD+а 

ПОi(Х) -1. 
1=1 '. 

such that 

с) ТМ genera1 eolut1on оК the tunot1ons], equat10n 
ID+П 

Q а1-1К1 (~ •• 'Zш'Zш+1" ·~п) .. 1 

where a.o1>0 •••• 'clD+n~O are arbitrвry tunotions вubject to (9). 

1.1. We sha11 denote ьу Ek(~,""Xn) the k-th elelDentary symmetric 

function о[ ~" ••• xn. i.e., 
. 

Ek("l.···,Xn).. 'L ~ :x:t ••• ~ • 
l'i1< ... <'1tiin "'l 2 "'k 

Let d.. ье а real number еnd le1; 

~(~, •••• XnfK) .. ~k-~(~, •••• xn). 
ТЬе general so1ution ок the ~'nct1onel equation 

т+п 

(12) ka1-1z1(11n(Х1 ..... Zш'О().~(Zш+1 ..... ~пјс(» = о 

i8 

(13) [! (",у) = Ь«oIх+1) (,(7+1»10I>l(,(X+12: + 01 «oIх+1) (р(у+1» (l~i':m+n; 
(оСу+1) 

where b.c1 ••••• clD+n are arЬitr8Ж7 tunot1ons Buch that (4) ho1ds. 

Since 
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using the eubstitutions 

~~+1.u" and :t:l.c!<U-1),~("",1»-F(U.V) (lЧ~m+п), 

(12) Ьесотев 

Using (6). wв obtain 
п 

Н:I. (u, у) • b(UV)lO~ + &:1. (иу). 

wherc Ь'Сl' .... (lМ+п are arbitr/U'y :t'IInCt:l.o1lS аиоЬ that (1)) holds. 60, 

, ) 1 . пп 
:f':I. <1(u-1 о:(у-1». b(UV) lOI!',ra + 0:1. (uv) 

i.e. ti(x,y) i8 given Ьу (1~). 

(14) 

GiLJi1arly, "е СМ get the f'o11ow:l.2lg :reSultSI 

Тhe generel so1ution o:f' the tunot:l.onel equat:l.on 
m+n 

П 01.-1'1 (~(Хз.""t'1nf'<>.:Џх.....1""':>< Жl'~» = 1 1 .. 1 .~ 

( )с>-1М 1~i.f1ЦI'И),/5 
, I 

(15) t
i 
(х,у) .. 01 «,(:><+1){'(У+1»)«(о{;+Ц:' Ь« 

. ·(0(7+1) 

х+1)( у+1» 

where b,cl>o ••••• om+~O ~ arb:l.trary fUnct:l.ons sub~ect tc (9). 

ТЪе general solut1on 01' the :t'IInct:l.onsl B~at:l.on 

(16) 

~ЈЬеrе 

(17) 

i8 

(18) 



(19) 

18 

(20) 
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ТЬе genera1 801u~ion ot ~be tunctiona1 eqaation (16) 

1-1 
1'1· С t i (Хз," • ... ~1·· ·х,...n) (1:i.i'lII+n) 

where 

where 8.cfO ••••• olll+n>0 are arbitrar,v tunotions eubject to (9). 

ТЬе genera1 801ut10n ot tле tunctione1 equation (16). whзге 

(21) Fi = ci-lti(~(Хз, ..... х;.,..t).In(~l."'.~+n,..t» (1;>i!lш+n). 
(~L > - 1 Ј,,! , I S .. ,;; !.ц Н,), (:, 

1 . . ,о(. )А Ь((о(х+1)(о(у+1» 
(22) 1'i(x,y) =,(ci«(j,(x+1)Go<.y+1»(~ з+1 .' .. 1) 

.. ~7+1) 

(1Н';;ш+n) • 

where Ь.сl>О ••••• Сш+~О are arb1trary ~Inotions euob ~hat (9) 1е valid. 

1.2. We shell write 

(23) 

I!. 

Јn(Хз, ••••• Xn'~ .. ~k~-l~(Хз..·· •• xn)· 
Тhe general eo1ut1on ot the ~!notiona1 eqaat10n 

Јш+n(1"l" •• ,Ј'ш+nfol)" О (oI'R). 

where Fi (1~i'Ш+А) аге given ьу (l?), 18 

(24) 1'. (х,у) .. _ 1, • b(X+y)(nx-m:r.'+Сi (Х+У)., (1:it'ш+n). 
~ ~ Ь(Х+у)(~m:r)+Оi(Х+у)-l 

where b.c1 ... "Сш+n are arbitrar,v tunotions such ~hst (1.) lloldsl 

ог 

(25) fi(X,y)= -1/0(, tj(X.Y)· -l/~ (i~j), tk(x.y) (l~k~ш+n. kFi.j) аге 

arbitr8ry tunctions. 

1 ti(x,y) < _ _ _ (1=i"'Ш+n) • 
01. t 1 (x,y)-l 

and using the identity 
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we can get (24). NO .... 1et :ti(x,y) - -1/0(. !l!ћеn (23) Ьесomев 
_n 

П (o(Fi+l) - О .... here:trom ... е have (25). 
j~l 
jli . 

Ana10gousl;y, ",е can get the :to110w1ng results: 

Тће general solution о! thefUnetiona1 equation (23), where Р! 
(l~i~m+n) are given ь;у (19), is 

(26) 
1 b(><;y)log(XnНn)+ci (><;у) 

Е! (х.у) .. - 7 . - (l~iam+n). 
~ b(><;y)log(iBHn)+Ci(><;y)-l 

or (25), where b.c1 ••••• 0m+n are arbitrary :tunctions such that (4) 

holds. 

1.3. Now. 1et 
rn;l] 

Sn(Хз, ... • .r:nl«'.f) .. ~ E:k.,{~2k+l (Хз, ..... х,,)' 

ТЈјС gCl1el."a1 solution о.!' the .t'IInctiona1 equation 

(27) 

"here Р! (l~i'm+n) are given Ьу (17), 111 

а) :for Е - -1. 

(28) :fi (х.у) ~ l tg(b(X+y) (nx-m;y)+Сi (:><+У» (lЙ'Ш+П), 

where b,c1, •••• 0m+n ~ вrbitrar;y.t'l'not10nS suoh that (~) i8 va11dj 

Ь) :for {-1, 

(29) Е! (х,у) .. l th(b(x+y) (nx-m;y)+oi (Х+У» (l:i'ш+п). 

where Ь,с1, •••• Ош+n вre вrbitr~ tunotions еисћ that (4) i8 valid, 

or 

(30) :fi (х,у) -1/,.(, tj(x,y) .. -1/0/ (i,t~). :tk(X,y) (l;ik~DI+n. k#,j) are 

arbi~ tunctions. 
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Thi8 result 18 а genera11zation оЕ fUncti~De) 8quation from [6Ј 

(аее а180 [7Ј). 

Indeed, using 'Ьће subs'bitutions F1 ~tg;r;l. (thJ';I.) (l~iаш+п), "а have 

'ЬЬа"!: equa'i;ion (27) 18 equivalent to 

tg(F1+ ... +FDl+D) • о (or th{:;1+ ... +Fш+п);' О) 

wherefrom 1<8 ce.nge'b (28) {or (29». 

No"" 1et Е! (х,;,-) =1/.1. !rhen (27) for ( .. 1. Ьеоошее 

wherefrom >lе have (;IO). 

Ana10gously, ,,& оan ob'ba1n 'ЬЬе EOllowing result , 

l!J+n 
П (1+O(F

k
) а О. 

k~1 
k;ii 

ТЬе general Bolution оЕ 'Ьће fUnet1ons 1 equat10n (27), уЬеге Fi 
(1~i~m+n) are given ъ;т (19), 18 

а) for Е. .. -1. 

(31) :l:i (х,у) .. ~ tg(b(:!<;Y)lOg(x'lНn)+c1 (:!<;у» (1~1'm+n) 

"ћеге b,c1 , •••• oDl+n are arb1tr&r7 fUnot10ns Buch that (4) i8 va1id; 

Ь) for Е .. 1, 

(32) :l:i (х,у) .. ~ th(b(xy)10g{x'l/yID)+ci (ху» (1~1'm+n) 

ог (30), where b.o1 ••••• cm+n are arbitrary functions 8uch that (4) i8 

valid. 

REМA~~ 20 Using 'Ьће ideas from [51. Уа оan get воше other analogous 

rеsultэ. 

2. Тhe general 801u"l:ion оЕ 'Ьће fUnot10nal equat10n (асе [З1): 

(m,n,pEN) 

y~eГ6 the cyclic operator О 18 given Ьу 

i8 

(35) )'(х,у) .. с(nx-щr) (щl.'. 
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(;6) F(X.y) оо Ь(х) - Ь(у) (nаш). 

where, here впd in the next text. с 10 an arb1trвry COn8tant and h 1е 

пп arbitrвry fUnct1on. 

R~МARК: з0 ТЬе 10110wing resu1ts are varianto 01 the fUnctional equa-
" 

tion (33), 

а) Тhe general so1ut10n 01 the ,fUnct10nal equat10n 

(37) 1::Pc1-1F(Х1"'~'~1 .. ·~+п)аО (х;.>о, 1~1:im+n+p) 
18 

(38) 

(39) 

i8 

(40) 

(41) 

(42) 

18 

(43) 

]'(х,у) а clog(xn;yJ") (n,lш). 

]'(х,у) D ћ(х) - Ь(у) (п-ш). 

Ь) ТЬе genersl s01ution 01 the fUnctions1 equstion 

МТ11,р 
01-1Y(X1+'''+~'~1+'' '+ж.+n). 1 

1=1 

]'(х,у) • s,,(nx-шу) 

F(x.y) • h(x)!h(y) 

(щlm) , 

(nаш, h 1е poeitive function). 

F(X,y). (х"/УШ)С (1II"ш). snd (41) lor п=ш. 

2.1. Тhe genersl s01ut10n 01 the fUnot10nsl equation 

m~n: (44) .. c1-1F(Im(х1 ..... ж.;о().~(~1 ••••• ~П.о!» .. О (P(~R) , 

where 

(45) 

I n i8 defined вв 1п 1.1. ~-11J. lor 1,H~lD+n+p. 18 

F(X.y) • 01og(,(X+1)n (n,..ш) and (;6) lor n=m. 
('(У+1)Ш • 

ТЬе general S01ut10n or the fUnctionel equation 
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rn+n+p 

П c1-11'(Iм(;. ••••• :l)nfоОfIu(х ... 1 ..... xm..D'.l» = 1 
i=l 

(xi>-l/~, l§1'm+D+p), 18 

(47) 

(48) 

:II(X,y) а (.(x+1)no (щim). Bnd (41) for ПаШ. 
~у+1)IИС 

The genaral B01ution о: the funct1ona1 equation 

where 

(49) Fi а Oi-1F(Х1+'''+:I)n':I)n+1+'''+xm..n) (1~1.1im+D+p), 
is 

(50) 1'(х,у)а ~(ес(mo-щr)_l) (щim). 

(51) )'(х,у) .~«h(Х)/h(у»-l) (паIИ,Ь 18 pos1tive i'unct1on). 

ТЬе general s01ut1on о: the i'unct10na1 equat10n (48), where 

(52) Fi а 01-1)'(~ '''Xm'~1'''''ia+n) (1'1'm+n+p), 

(х1,О, l~1~ш+п+р). 18 

(53) F(x,y) _]:«хВ/?)С_1 ) (n,tm) , snd (51) for п=ш. 

The Бепегвl solut1on о: the fUnct10ns1 equat10n (48), where 

(54) Fi = 01-11'(1ш(;" .... Xmf'O.1n(:I)n+1 ..... ~n'<>()) 

("i>-l/o(, l~i':;m+n+p), 1е 

(55) F(x,y) • !«'/Х+l) сп -1) (n,lm) , and (51) for n=Ш. 
ОЈ. (с(у+1)CIП 

2.2. ТЬв general solut1on о: the functional equation 

(56) J n+m+p(F1 .... '1'm+D+P'.l). О (ol.~R). 

where Јп is defined вв 1п 1.2. 8nO У1 (1~1~Ш+П+Р) are e;iven Ьу (49), 

1о 

(57) 
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(56) 

or 

(59) Ј(х,у). -l/el. 

ТЬе general solution о! the funсtiоювl equation (56), where ' ! 
(l'i~m+n+p) are given Ьу (52), 18 . 

(60) Ј(х,") ~ - 1: clQK(1('d") (--'-) еnd (~") 1:or n=m,' 
• ol c1og(Xn;;,ll')-1 Щ'ш, -""' 

or (59). 

2.3. ТЬе genera1 solution 01: the functiona1 equation 

(61) sm+n+p(F1 ..... FIIl+n+p lol.€) ~ О (О{ '>0). 

where SN i8 defined as tn 1.3. 8юd 71 (1~1'm+n+p) вre given Ьу (49), 

i8 

а) for Е = -1, 

(62) Ј(х.у) = ~ tg(cnx-c~) (n,lш). 
(63) Ј(х,у) .. ~ 1:g(h(x)-h(;r» (nаш), 

Ь) for Е .. 1, 

(64) F(x,;r) .. ~ th(cnx-c~) (n,iш). 

(65) F(x.;r) .. ~ 1:ћ(Ь(х)-ћ(У» (_ш). 

The general B01ut1on 01: the functiona1 equation (61), where Ј! 
(l~i~ill+n+p) are given Ьу(52), is 

а) for € .. -1, 

(66) 1I(Х,у) =~ te;(C10?) (n,iш) , and (63) f<>r ll=Ш, 

Ь) 1:or Е= 1. 

(67) Ј(Х,у) .. : th(C10g~) (nI!n) , and (65) for n=lIl. 

RБМАRК.S, 40 Тhe functiona1 equation 

m+i: с1-1111 ("l+" .+~.:xm..1+'· '+~+n)" О 
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is 8.180 eonsider in [зЈ. snd solution for DI=2. n=l. р=l, i8 given. 

Using this resu1t,.we can get.eoDl8 reeu1ts whiOh are an8.1ogou8 to 

the previous results, 

50 \ve oan get .оше enli1ogOUB resu1te for equation (ПI.3.l) 

from [3. р. 39Ј. too. 

и 

и R 
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