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1.0V0D,

I narednoj glavi &emo se upoznati sa najrééirénijim primena-
ma o-pravilno promenljivih funkeijs u teoriji verovatnode, Naved-
demo osoblne o~-pravilno promenljivih funkeija i videtdi njihovu
primeny wu odrédivanju asimptotskih raspodela nekih nizova siula-
jnih promenljivih i u teorijl obnavljanja.Medutim,sem klase o-
pravilne promenljivih funkcija i klase O—pravilﬁo promanljivih
funkeija 1 sporo promenl jivih funkeija sa ostatkom su takode po-
godne za primenu u teoriji verovatnoée.Tako éemo u glavema IT 1
IIT videti Jednu moguénost primene ovih klasa funkcija u teoriji
obnavlijanja.U glavi IV édemo datl reprezentaciju Zigmundove klase

sporo promenljivih funkeija.



l.1l. KLASA 0~PRAVIINO PROMENLJIVIH FUNKCIJA.

DEFINICTIJA.

e aaed e S W e

Verljiva,pozitivna funkcija R definisana na ([a +®) (ayo)
naziva se o-pravilno promenljiva (u deljem o-FP)funkcijs u berko-

nadnosti ako ga svako ¥ »o postoji grsnilna vrednost

: RlEx)
e TRoa T T (et

kao konaCan,realan broj.

Sada Cemo iskazat_:{.g.;psobine o-FP funkecija,

(i) Ako je R G*PP:.’:.’%UHkGij& u beskon&énuéti tada postoji broj
R M. takav da Jje za évako t70 Y= {-,9 1 taj broj < s8e naziva
indeks pravilne prumeﬁljivosti funkeije W, |

Klasu o~PP funkcija indeksa € oznacavaéemo sa (-R..g JAko Je
inaeks orPP funkcije Jjednak nuli,tada se ta funkcija naziva o-
sporo promenljiva,Znada] o~SP funkeija leZi u tome 3to se OAE?
funkcijn R indeksa € moZe prefistaviti u obliku R GN=x%.[,060)
pde Je L & Ro.

(ii) (Tebrema o0 uniformnoj konvergenciji.)

Granlénﬁ vfed.nost (le.l.) poestoji umiformno po + u aYa-—

lkom Lkompaktnom interval‘u~ u {04 m). |

(1iil) Za svako ReR postoji x. tako da je funkeija L R(X)
lokalno ogranicena na L Xo, te0),

(iv) Ako Je Re'ﬁ.g tada Je
Limn fn i) = €

Wm0 % X
(v) (Teorema o reprezentacijl.)

Potreban i dovoljan uslov da RGRS je da postoje

merljive funkclje € , h definisane na Y4,+49) za koje vazi

A, \LLK"):VL&R. R Y VR AR Y =

K=& go oo

tako da je za - w2 b



: X
RCxY = x‘fq' ewfa fl_*?.('mi' éitk’)%}

Ao je R o-PP funkeija indeksa § tada ona 2adovoljava sle-~

daedée usloves

(vi) Za svako 6’ . G’-ﬁ.g i za svako T .'&";g ’vaii,kada X =300,

ftt‘g P«(x)}' ~ xS R.ij
t*zx
S1p YL £~ RUO'&N X"T R.(x) .

tzx-

(vii) 2za svako & , &< Q i za svako ¥ , Ty ¢ ,va¥i kada

R~ tEo,

wh LT ROT Y TR
4 eTeX]
:LH‘ NOIIN R KON

“[ E‘t@);x]

(viii) Za avako O . SJdS,vaﬁi lkada X-94o0
. _

! 0t Ry ol
RO 4

o A
g .
(ix) Za svako .T . ‘t'?§ ; vaZi kada X9+ }@

X
Lt (T RWYM L,
T RAKY 6 t - R-s

I'rimetimo da vaZzl 1 obratnes:ako PDZitimﬁ.,m&;‘J:jivﬁ :fun];ci;ja
definisana na [a,+e) zadovoljava Bilo ko Jji od ualova (Vvi),(vii)

(viii),(ix) tada Je ona o-PP funkcija indeksa ¢ ,

1.2, PRIMENE o-PP FUNKCIJA U__R@ROV__ATNOCI.

U teoriji verovatnoée klase o~-PP funkecija je na%la svoju pri-
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menu kzo poredbena funkcija u asimptotskim relacijems,.Najraiirenl-
ja primena se1oglada,na primer,u pretpoétavci da Je verovatnoéa
wrepa' sluéajne promenljive P{x z_x}:i- F)  o=FP funkcijs u bes-
konadénosti,da Jje Laplasova transfarmacija funkcije ragpodele o0-~FPP
funkeija u nuli L i1 teako dalje. -

Jedan od prvih matematilara koji je uveo o-FP funkcije u ve-
rovatnoéu Je bio W,Feller,pa éemoc se dosta Cesto poziveti na nje-

rove rad.ova;narcc‘ii:bo na knjigu "An introduction to probabllity

Lheory und its applications".

1.2.1. TEORTJA PRIVLAGENJA.

Neks Jje det niz nezavisnih,identiéno raspodelgjenih' slidejnih
[ 2
promenljivih (3’:-@ .4 88 zaskonom raspodele Fo,63. neka K za svako

wa i za svako xe R, je

D AX waxt = Fx) .i neka je
N |
S - Kzﬂ}ck e N . | (1.2.)

Tada raspodela 6“1 sluéajx:ﬂeﬂ promenljive 3., moZe da se izrazi
rekurentnom vezom qu(ﬂ =_§ Gulrt) c:u:f':‘) '.prﬁ'a]co raspodele (5
za S, ,zde ',ja Gi(ﬂ:'l-'(x).lnakd Je pokazati da Je onda Gy, jedna-
ka n-to] konvolucijl funkeije 3 .. -

DIFINICITA,

feka Je dat niz nezsvisnih sludejnih promenljivih CX;N),
identicno raspodeljenih sa zakonon raspodéle 3 JNeka jeiniz(shj
definiszan kao u (1.2.).Raspodelﬁ ¥ pripads domenu privliaden]a

raspodele G ako postoje konstante @w , (aw? o) o d bw tako da

raspodela sludajne promenljive S"";:M—E"‘: teZl ka G u tedkama

neprakidnosti funkcije &  ,knda w—9ic0,tJ.

1) Fankeija 4(x)  Je o=FP u nuli ako Je '?M{“-) takve u beskona-

cenngtid,




0;m, p‘i g""'t“' 431{ = G(x)

o =g 00

gde je X talka neprekidnosti funkeije €Y
sada definidimo funkci;lu U ku,ja ée figurisati u sledeéo]

teoreuil U ix) = S Y A (XY
TILOREMA o

tugpodelsa F pripade domenu privladenja neke raspodele G

ako i samo ako postoji o-SP funkeija L. teko da Je kede x—rtco
Uy~ x2% Lx)

gdie je oug4p .Kada je ec««<2 tada postoje granidne vrednosti

o A FD . Cimn . Fex) e |
KE-Q:; 14— F )£ FEx) ? 7 xStee A-FGO) & FEx) cl (1.3.)

Kada je d=2 4 ¥ pripada domenu normalne raspodele,
Dokaz ove teoreme se moie nadi u citiranoj knjizi Feller-a
na stranl 303.Na osnovu tog dokaza moZe se zakljuditi neidto vi-

¢ 1 o funkeiji 6 ,da ona zadovoljava uslove,za « e(o,)u (4,2)

O ) = G (143
2
LWl G tee 1 s

gde Jjo G"h' n-tas konvolucija funkeije & ,Uslovi (1.4,) 1 (1.5,)

Jednoznadno odreduju raspodeln G .

1,2.2., MAKSIMUM PRVIH n CLANOVA NIZA,

Neka Je det niz nezavisnih,identiéno raspodeljenih sludajnih

L -
promaenljivih (')Ch) =4 98 zakonom raspodels £ .Neka je
M= WMmaX DC"# | B | (1.6.)
Neka je FlxYed za sve xeR® ,Potreban 1 dovoljan uslov da

postoje konstante ow tako da raspodela bw sludajne promenlji-

ve Y./a, konvergira ka raspodeli @ ( cﬁ nije koncentrilsana



na nulu) je da Jje A- F(#) o-FP funkcija sa indeksom <S<o ,U tom

-C
slusaju Je &x1= & - (€28, za x2e 1 V=0 za x<o

glededa bteorema se odnosi na kolidnik maksimuma M .. i zbirs

g, definisanog u (1l.2.)
PaORIMA ., (Feller, str, 440),

_____.......u- —_— et B ol mE sem owaw sl Y oam

Ako postoji o-SP funkeije L. i konetsnta &&(o4) tako cr

je kada X710

b F(x) e £ B8O

rl4~aD

tada odnog Sh/Mh ira Laplasovu transformaciju «wd) koja konve-

rgira kKa

~
€

1+ 3(1- em ) L Yk

W{A) =
a specljalno

ECSn/ Mn) — I%E , (n—» =),

1.2.3. TEORIJA ORNAVLJANJA.

Veka Je dat niz (]Ch):;i identiéno raspodeljenibh sludsajnih pro-
menljivih gg raspodelom F . (Pretpostavka je da postoji ¥e € Rv-’r
za koje Je o4 Flxe) 41 .)Tads niz sludajnih promenljivih Sa=°,(.gh)i¢
definisanih kao v (1.2.) obrazuje proces obnavijanja,gde se Su
nazivaju momentima obnavljanjia.

gada demo definisati sludajnu promenljiva N (x)

= , 4)
Ny = ;ﬂ 1 jf_Sn--~~~’~>"~7s, x>0). (1.7.)

kao broj obnavijanja procesa na (e, X) ,MoZe se pokazati da je

N(x) <406 8koro svuda (u daljem s.s.) jer Sw—o*o& | (W) g, g,

Olekivana vrednost promenljive N(X) nazive se funkclaa obnavlja-—

T it el W o e g S

2 1, 3h.£.><

—



rpja 1 definise kao

to )
Uexy = EUNG )= E ?£3h<x75 = ; Foo

*(0) . -u{'-ﬁ
gde [je ‘: = T y & ¥ Jje n-ta konvolucija funkcije F
roke se dokazatli da Je Ul cie 50 x €Rs ,da Je ed'ﬂm. UY =0 1 dp

funlff;jja U zadovoljava takozvanu Jednaélnu obnavljanjs

Ux) = 4 + S Ff" {‘»’) AUty ,

ire nego ¥to navedemo osnovinu teoremu obnavljanja,definisa-
semo poJjam aritmeticke raspodele.Raspodela V'  se naziva aritme-

tiéka alko sve tadke u kojima ima skok pripadaju skupu {ML-. netu]-}
a7 O.

[OREMA OBNAVLIANTA.

Axo raspodels F nije aritmetika tada za Hhy0 ,kada X-rt+e

&,
Ny = U(x=-R) —> (1.,8.)
- _ 00

gde (e Moz Sﬁ'idu:('ﬁ) = %Ei“FC%'\]&*&.
Ako je [ aritmetidka (2.8.) ve¥i kada je =xeA, KeWN.

Direktna posledica teoreme obnavljanja Je postojanje erenis-
ne vrednosti |

-y oo 4 JH

Sada éemo preéi na primenu o-PP Punkeija u teoriji obnavlja—

(1.8%Y

nja.rrvo navodimo teoremu koja pek&zuje asimptotsko ponasanje fu-
nkcije ly pod uslovom da je F  o-PP funkeilja.
THOREMA (Feller)

U T

asko postoji o~SP funkeija L. tako da, kada X-»+4oe vabi

1- Fxy v ® Lx) (1.9.)

gde jo eaw il ,tada Je

. AT |
} . ) ": — .
U Goo Tt FOO] T (1.10.)

Dokoz ove Leoreme se moZe nedli u citiranom radu TFeller-—e,




cada éemo navestl neke generslizecije ove teoremre,.

U svome radu "Renewal theorems when the first or the second
momens is infinite," J.Teugels daje,izmedu ostalog,teoremu koja
pokazuje ponafanje funkcije U ako vaZi relacija £1.9.) za 41<£L42,
t3. axo prvi moment funkcije ¥ postoji a drugi je beskonacdan.
ako u relaciji(l.9.) uzmemo da je 4-F(x)=i<[0) tada je Jasno da Je
|,  funkcija ogranidene varijaclje na konadnim podintervalinma
intervala (o to) ,i neka je Locyaly) - bglx) gde suly i L, monoto-
ne funkeije,Dodatni uslov koji zahteva Teugels je da postoji gra-

nicéna vrednosat

@/{M’L L'tf.i.)'f' L2 (X )

L= e gt (1.11.
%-74% go L(x? | . |

PEOREMA (Teugels,)

TEEREMA (Teugels, 4 1

Neka JeaFentlix)gde jeewxdt d funkecljal, je o~B8P koje zado-

voljava uslov (1l.1ll.).Tada je,kada x~r1o

-4, |
Wy x. . 2 Ly | (1.12,)

MM (e (e

ova relacija daje brzinu konvergenciju funkcije Lf:) ka %T'

Nrugu vretu generalizacije relacije (1.10.) nalazimo kod W.

Smith-a w radu "On infinitely divisible laws ard a renewal theo-
rem for non-negative random variables.",gde Je dokazans sledeéa
Leorena:

TROREMA . _(Smith) -

Wela je Ak) neprekidnms neopadajuéa o-~FP fu@kcije indeks=r p ,

TN 1 neka je,Xads ¥X—v+o

b4
% S 11 FeT dm i | 1 1:
¢ CQ-8) AxD) | i3

Tada za o-PP funkciju RGO sa indekshm & ,elyovaii relacija.




£ (R (NOOY v T F(aad- Tl « R (A

Sledeéa teorema daje potrebne i dovoljne uslove da sludajns

Z promenljiva N(x} ,definisana relacijom (1.,7.),konvergira u ra-

- gpodell., kada X ~—>+toe.

7 EOREMA
cludajna promenljiva NGO konverglra u raespodeli ako i semo

‘ako Je ,kada X~—»i0°

1o Fooy ~ x L)
Ju o0 cw L,
Granidne raspodele se bitno razlikuju kada je o<« <1 1 ka-

raspodela koJja zadovoljave uslove

gde

s Je 44442 ,Neka je Gy
.(],..f.t,) i (1.5.) iz odeljka l.2.1l. 428 ol & w,i)u(i,_i) i ?zdlqga.

Mo%e se pokazatli (Feller,isti rad,str.369.) da Je 2a o 2o <4

G PAI-FOOING 2 2ot -t Ta Gogy)

% =7 40
. a za 4 4Aodd

. P { NGO 2 ““Mﬂ YYo= Guly)

Artm

“gde je funkeida A
-,
G x [A~ FQAGO] = ‘Lf

Kpito
1 j‘,\: .%XO[F‘(KD .

izabranﬁ tako da zadovoljava uslov
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PRIMENA O-PRAVIINO PROMENIJIVIH FUNKCIJA,



_ll...

2,1, UVOD.

Neka je data raspodela F koncentrisana ns pozilivnu poluost
)

tj. neopadajuéa funkeija F takva da je F(o)zo |, [(vem)=4 .
Pod funkcijom obnavljanja za datu raspodelu podrazumeva se

funkelija | | |
U(x) = “;‘ F ™0 (1.1.)

zde je F " "(x) n-ta konvolucija funkcije Fix) ,tJ. Fo¢xy= 4 1
T () @p“cx-{-)cu:ce).

0
U knjizi "An introduction to probabllity theory snd its app-
lications" W.Feller pokazuje da ako je funkcija 1-+ o-pravilno
promenljiva indeksa o« , (~412«¢0) ,tada je 1 U o-praviino pro-

menljiva funkeija i vazZi,kads x-1%

utn)'Ei_F(K‘)'] — M- rlr?-\}
- I
Osnovni rezultabt:pretpostavijajuél manje o ponaianju funkciw
je 14— FO&) , (x99 ,preciznije da je ona O-pravilno promenljiva
u beskonadnosti sa donjim indeksom vedim od ~L,mo%e se o-rela-
cija (}.2.) zameniti O-relacijom

by L xo e, (1.3.)
A~ oy

1) |
Pretpostavka je da postoji talka %, ,(0<x&tw) ,tako d» je

04 F(x)s .,



-~ ]2 =

2.2. OSOBINE O-PRAVILNO PROMENLJIVIH FUNKCIJA,

Definicija i osobine O-pravilno promenljivih funkcija citira-
ne su 1z rada |

g, Aljandié,D.Arandelovidé

O-Kegularly varyling f_‘unc{:ions.

m-h-h_ﬂ_”

Konadnu,merljiivu,pozitivnu funkeciju R definissnu n» inter-
valu [a +ee) 4 (av0) ,nszivamo O~pravilno promenliivom(0O-PP) fu-

nkcijom ako vazi

oY Cine Riby
(Me>o) &xeﬁ oo o (&) <40,

sl - R{EX)
(1) (¢tvo) &r:ai R 7
(ii) Fostoje greniéne vrednosti

- Piwa 'lwr&3 _
i L Sa, e/ 1= E-::m >

i vaZi —-&:LFE_CI (te0  ,Granicne vrednosti P 1 q B8e nazivaju do=-

_3:1;31 i gornji indeks.Klasu O~-PP funkcija sa ind.eksima F‘i ozna-
favadiemo Sa lK(F;‘-‘i\.L |

(iii) Za &<¢p funkeijs xR je skoro monotono rastuss funk-
cija kada je x dovoljno velikojze T=Q _fuﬁkci;ja » - skoro
nonotono opadajuéa funkcije ze | X dovoljno veliko,(Pozitivna fu-
nkcija ¢ skoro monotono raste(u oznaci 34" ) na [étw) ako po-
stoji konstanta 1¢Mireo ‘tako da je za svako x,;a_' , dzxzl
For L H-?-(;‘;}“) Junkeija J% skoro monotono opada, £ W ,akc funk-
¢cija &% skoro monotono raste.)

(iv) Za svaki par brojeva & i ¢ ,ta]:wih'da je S4pqgT
posteil M71 tako da Je Mo, {EP;{:T} L e M wox {‘fﬁh‘;&?}

(v) deka su R4 1 Ry 0-PP funkcije sa indeksima pi ,9a i Pa,

42 .Ako Je Ry —ﬁi—; s {x-e), tada Je Pe=-92 1 Q=" Pz -
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| W et S

7a x dovoljno veliko postoje konstante o< wal ¢ M o Trkd

o axd) ¢ RAEXD M paexy

; : W Lt Ra(R) . () oy | A0 Je za A=v2
a odatle je fnp 00/, 5'&{?‘5:13 by ¢ M Lim b 2

- da je £ Ratx)-Ratxde ra je zan Ese i x dovolino veliro -

M X Q60 Ry W Wb
T'C&):&‘m‘“?pi@’tada Je v, (g ¢ e s witly (00), 1 5o 2o ocixd,
FTTT xtee P (%) & e

Bl GO £ aVait) ;_-hhm'__ Lo Vald7g) P ustajuél £ da tefi nuli
At Tealt | At T A ThaaE ‘
dobijamo Pg =-9. .Slléno se dokazuje da je ‘i’l:”F?"

2.3. OSNOVNI REZULTATI.

Najpre iskazujemo nekoliko stavova koji se odnose na 0O-ITF fu-

nkcije.Prvi od njih Jje Abelove prirode.

STAV_ 1. |

.Neka je R.eli( Pl"].] i neka je K pozitivna,merljive funkeiis
na [0, +e) .Ako Jje za neko & y 84p, 1 neko t , ©rq, funkeije
x'ﬁJR(m ograniCena na évakom intervalu [& 8] -, (024 ¢4, 1

- ako J& o

S‘k.((:)-ma-ac {k@;t?koui Lt oo
2 Tk) RENDE <4
e

tada Jje za X39O

L2

C k) R R R0, (x5 +eo); (3.1

o

U rada /B/ W.Feller je dokazao slededi stav.

v — ek VRS B AR e e

Neka 8@ Uy 1U, monotono rastuce funkecije,koje su O-Fi° funl-
cije u beskonadnosti,i neka postoje Laplas-Stiltjesove tranafor-
macije 4y i ar, funkeijs Ue 1 by

Loa () = ﬂg E"a'{' dM; &, 1=12
Ako Je L o-sporo promenljivas funkcija tada'vaii,kaﬁa X =tew

Ur ) A, LX) £ Welx ™ (%)
Umcﬂm | W (x4 R
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gledeéi stav sadrzi tvrdenje glidno ovom Feler-ovom stavu,ali
.ﬁa siru klasu funkelja,

STAV 2, |

Nelta su Ry 1 Ra O-PP fumkcije definisane na [0 1) i neka pos-

toji o-sporo promenljiva funkcija L tako da Je,kada x-»ix

_R,L‘..f:.l{l mL(?‘i) | I‘ - (Z,%,)
Palx) S
Neka Jje K pozitivne,merljiva funkcija na [o,4a) .Ako su zr 6 ,

§ap 1 £ ,E:‘-?cl funkeije x-ﬁ'P_’_ﬁ“) L % p,tx) ogranidene na svakom
intervalu Lo, a1 , (0c8410), 1 ako Je

S L) was 149 6Tt <o
tada je,kad& K-t |

S KB Retbrddk v L) | | (3.4.)

s; W) Rales di
sada éemo iskazabi ;ledan stav Tauberove pmrode.Za stavove

ove prirode potrebna je i dopunska,Taubarova,pretpostavka o dato]

funkeilji.Mi demo je uzeti u obliku pretpostavke o monotoniji.

Neka je U monotono neopadajuée funkeija,pozitivnz ne 1o +a),

1 neks pestoji Laplas-8tiltjecova transformecija

Wiy = 3§ ﬁ'ﬂ'&dﬂf.w (a>0). | (7,5.)
ilto je & O-PP funkclaa u nuli, t;]. ako Jje
(Yo o) ﬁmiw{: WAt e | (3.64.)

A3 O WA
tada je U O-pp funkcija u beskonadnosti 1 vaZi,kada x—o

1
U x) & N (3.7.)

Vraéajuéi se na teoriju obnavljanja iskazujemo osnovnl re-

Zultas.
SILAY __4_1

lieka Je F raspodela koncentrisana na pozitiwu poluosu,i ne-—

ka je U funkeiia obnevlijanja date raspodele.sko Je i-F e—\K(p,q{);



'F.,“_.L) , tada vazl,kada x‘—q;&
4
U *» = EO0

prw) .--.-:1(1—-(:) , ﬁ(U)" - pu—F)

(3.8.)

STAV 5.

Neka sttt 1 Vi raspodele koncentrisane na pozitivnu poluosu
i nelta su Us 1 Ua funkeije obmavljanja tih raspodela.iko je 1-Fy
."b F, & lli.(P. 3) ,(P‘?-i) ;i sko postoji o-sporo promenljive funkcije

. tako da je,kada X 4o

4- Falnd |
___Ft-_[:;c) 4" L{.')‘s)' | . | (5.9.)
tada Je&.kada x ¥te
Uaxd [L(x)] | | (%.10.)
Uj..(-‘*") |

DOKAZI STAVOVA,

“-F..__-I_Hwﬂ

e osnovu osobine (iii) O-PP funkcija X-E'R(,),J 1o TRty

‘na 6«0y 2za & dovoljno veliko,a na osnovu uslova stava funk-

-:_Gija %% 00 _ja ogranicena na Te, 4] ,pa postoje konstante o6<iwmcid,

4o f4Lte tako da Ja:x"elil(x‘)tr-{ 28 o4x4f 1,28 L L x ¢ ? |

Fhe e M YR QLK)-; w4 TR0Y), Tada Je za  x>vo
u‘émce)k(ex)of-{ (§ Y ) kee) RLEx) ALK,

2 474
[m-q,

§ m;,membe = x¥ Sku,—a £S (TR dE <

¢ M §ua—>6ﬁ“our ¢ too,
o - Ll
%fﬂue}o.cmau L e §, 1) ET ™ Rk ok o

' . =
CPwteT e ) ke et olb tra

-y

pa je g i D) db ereo

b L 400
Nelca je 1= S Lek) LOEW) Jg . (S ¥ S + 5 )i’.({-) Rtk 4p -
_ R & b/ 4

= Ja+ J2 1z,
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Najpre éemo dokeszati da ], teZl nuli kada x—s+e

"fﬂ | 6,1‘: g . .
j S “e P‘E{.?ldi : g‘%ﬂ' %K(Ht dt ~o,(jer S 200 r4e0) (#.1.)
_ *

Iia osnovi skoro monotononog rasta funkcije x»~FP(x> 1 sxkoro mo-

pobonog onadan;ja funkcije %% R4 je za bi4 a4

(> RAEr) &
mok T 4 XD ¢ M E .
pa Je w %,u'(&)'&rdk £l s M Sza-a e, (4.2.)

a za 4145 &0 Je

& ¢ D.H.-x) ¢ (g
ME ~ TRRY _ME

pa Je  w S“’-L{T)’Celou' tln &M S“‘-“)t?‘a& o (4.%.)
Na osnovu (#,1.),(4.2.) 1 (4.3.) sledl dp postoje konstante
Mu i Mo , 0L We & Myttos ;tako da Je za = dc}’mljno ﬁreliko
mo L3 = Me
éto je ekvivalentno ralﬁciji (3.1.),éimé_je,dckaz Stave 1. zavr-
sen.,

DOEAT STAVA 2,

_u._uu.-‘-—rulll—q-l-n—l

Na osnovu uslova (3.3.) Je
E‘:i () D-':.U.—}t} L £x) Patex)

s A e
3 IES, Roex) LLn) Box
ra je bmw Balex> - gawgrp R85 o vy Neka Je ze t:2t,1

eqx) e lx S
ﬂfJ (2 ) S (4 th&n)cUe -

Na osncvu uslovs stava postoje konstanta 04 midi dMotee £ako de Je

‘Za x ¢ Uoy 6 xTRatn) ¢ M , s=4,2
'za '-é-_:* x2b }t’a‘ﬂd(ﬁ] <M 4 al Q,{(Ié’,) i x_rﬂi f‘ﬂ-) 2 M\&'{ n{‘:‘a,) 1 =4 25
_I?’Ja X1 b Mo & B0 /i) ¢ M_‘,' A= 4 .

Ako je oced et cddlre tada Je

Bay L § ) Ralt) g +C +C s ) 1(kx)
Ly $q 00 % LD Patxd ( § ES! . X é LGH&2o

ST I, PR PPl P e YR | (4.44)
La E.?(-‘)' q) 'L(J‘-r) -
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1= Ri€xd . Ra{xd . %:I:.{J;—) Eﬁ__{*)

LG Ry etk és: R (m)

- R(x) o Raxd S Lid) G? (&)-0’12,,({10 £
LeoRu®  dacx) e T

¢ Mixd M g b ¢85 AL,
Loy o) x OB B

" punkeija *® ROA® na t6e) pa e Umr® Bz tm0 42
TETEY
da Jje
,.H‘J+¢a

&
Ra Ralx)
1. o R . Su@.) 21 (6% <
t L) - Raloed) ‘%LD‘L) ¢y D4 f)ﬂ-)c:u‘_ -
hy
4 batx) . L o g ¥ (£ MéGJth sbD&8 Je
|{x) R\-{-"-\" W s

¢ M () t@’cit .
e Wﬁa_gi i
Neka su &.,JE.?_*:;::" i gi&:&ﬁ_ i Xzx, tako da Je

R«({::u:) Ty

Dot Lty =
Ls (62>
Dies ~ vt
tada Ja
(P ety Racex) Ra(6) « Letx) fe -
@1.(:&) § Qo)LL) Lixy
2 (leEn) (11'51-? élt_[é‘) Ra (&) oU:- ¢ (ga )(lt-c-.._) pa Je
(1:1-1,(!..) _
Cim stp 1o L CHEQ(rE
};.:;-}.Jl.w too
Dalje je 'I.-.‘.. b (“3 R () Sy_{{_') (&)

Ralx) » L"—") Gy 0O Iy Ralr)
¢ > S k""‘)"%?c ok pa e
ou:

A
Pocxy LG MW a

s

L b Ty & ()
x-:;+.j) s Wu"- E_

odatle sledi

(#.5.)

(4.57)

(4.6,)

(447.)
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Na osnovu relacija (4-4-),(4-5Q),(4.5:),(4.6.) i (4.7.) sledu-
je da Je

) oo
. d‘,!.lfx) , M G ) { iy
Q,‘mmp QL&}-L(K)E - Sﬂ‘c({-){' O + (1HE)-(ArE) + Fé Lyt ol

pustajuéi da § e ¢, fo20 3 A-Poo dobljamo da Je

04 wn, LAY, £ u,8,
L4000 Bapd Lxd T 1 | ( )

Relacija (3.3.) Je ekvivalentna relaciji

'Q'LC?-.) o /I '
Ralxd Lt*-)

pa ista procedura daje

_@1&'}-[.(&) o |
Q’i’"‘i%ﬁ;" by (%D st - (4.9

g iz (4.8.) 1 (#.9.) sleduje (3.,3.) ¢ime Je dokaz zavrien,

DOKAZ STAVA 3.

P et ppenm ol it v

MoZemo pretpostaviti da je W{ol=o .'I'acia Je
Po - ey ..L,"" : _
iz § e AU e x §FF Wt

(]
oo

W (et V= %} C,'-‘: Ll(-&'x\cﬂ:(:. (4,10,)

Neka Je €7 4,
oo
t‘.ljf.fﬁ - S c'e Uf{—?bojv.e >
U o A4 Ex)
(zbog monotonoje funkcije U )

H-{'Qcm
29 e k2

-~ o .
i Sfftdk: -, ra Je
c .
EYTRIV. o Wi - - e, Neka C+ree ,tada Je
A OO &y - )
W A W) —
v

“ -
Neka je wbO=(xY 15 pretpostavke stava sleduje da je &
O~PP funkeija u beskonadnostl.Za <= c]f:ﬂ na osnovu osobine (1il)
u r
funkcija %~ T 63 O My za X dovoljno veliko,Tads postoli My 4

tako da je za svako &94

E.:JJ (e Z Htrt" (4,12.)
oy (kY 7
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Iz relacije (4.11l.) sleduje dsr je za dovoljno veliko

Ufx) . ‘2. I (4.12.)
05 (%D |
palje neka je a»1 takvo da je za o4944
| Tt ¥t « £ | (4.14.)
- LH -

oo

-t | |
Sem toga je ;i}(ﬂ‘)" SE- u(’t-ﬂ.)dk Da ja

£ () 9 )-—fu(w
1a Sﬁ cﬁ,{- g g € "0&:—"-]14“?1..

gl 50 o o 0

Sada &emo pruceniti integrale dqi .72_

1 =5€ ..‘:‘ﬁ’:?.o(kcucm({ ) ¢

b)(‘."o ULJC?':-)
< U tax) H;(4~¢'°"> (na osnovu (4,12,))
Y (ad R
14 ¢ ke Ul |  (4.15.)
| o (o)
v - W
']L:..% e m(x_)ot,e <
o & v ,
<2 Se w (£ ¢ (na osnovu (4,13%,))
e & (ﬂ.)ﬂk" |
& 2 M g 5‘5 t'C'OU; <% (nra osnovu (4,12,))
O .
pa Je Jas € | | - (4#.16.)

Iz relacija (4.15.) 1 (#.16.) sleduje da je

44 ¥ Ulxod 1+ ¢ »pa Je

o (<o)
=T ¢ Ura)
K ) e
o AL ¢ Litw nd U xad | Cimudnad Q_(?O (4.17.)
- ' X ~Fte0 O (xa) X-3400 O3 (D

Iz relaclja (4.11.) i (4.17) sleduje (3.7.),Clme je dokaz

zavrsen,
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DOXAZ STAVA 4.

e A - el S A el

Neka su & 1 & Laplas-8tilt jesove transformacije funkcija F

iU, | |
b= § e AR = a S Fndt
1-HN)= N ai e M TA-Teyldt

- e = § et Tu- e dd: . | (4.18.)
Na osnovu ralacije (L.1) Je |
A4
)= —_ |
—&

Uzimajuéci da Jje RAi={~ B 1 kié): na osnovi Stava 1. sleduje

da Jje,kada ;(-:)-f-m
1~ boch % 4- Fx) - | (4.20.)

pa ;ie
(
A~ FLXRY

a odastle sldduje da jete O-PP funkcija u nuli Na osnovu Steve 2%,

W) % (y,01 ')

je,kada x—3+e | |
A | -
D& * 77Ey - (4.22,)

sto Je i trebalo dokazati.Iz relacije (4,22.) na osnovu osobine

(v) O-FP funkcija sleduje da Je
PlUI= -q (A-F) , qLU)= - P(4-F)

gime Je dokaz zavrsen,

_“-_.__-—

Heka SU dy s Gy » 4 9 Wy Laplas-Stiltjesove tansformaci]je
respektivno funkeija Fy Yo 5 Ua 4 U JTada je,kao u dokszu re-

lacije (4.18.),za n=14,1

- bitO= § e ¥ - BT ddt

O

pa Je na osnovu Stava 2.

A~ dreh) 0 L(x_') | | (4.23.)
A~ Qatx™)
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Sem toga Je

4
i< iy o 14, pale

Wa (W)=

Wy qu> A~ (b-;_(x") | 4
- oV S
et i~ O4tx)  LGO | |
Na osnovu citiranog stava Feller-a sleduje da Je,ksda x-9te

Ur(r) o, A
Ualrd [ (x)
¢ime je dokaz zsvrien,
=/
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PRIMENA PRAVILNO PROMENLJIVIH FUNKCIJA SA OSTATKOM,



3,1, SPORO PROMENLJIVE FUNKCIJE SA OSTATKOM,

Definici.ja' i sve teoreme 1z ovog odeljka citirane su iz rada

5,Aljané1é,R.Bojanié ,M.Tomié
glowly vﬁrying functions with remainder term and their appli-~

".;ﬁat 1ionS i.'El anaiysis .

— —— —— — - —

Neka je € Dpozitivna,rastuca funkecija na [o,4e5) koja zado-
}Oljava uslbve: | |
_ 1) {(rgc‘} —» 10, (X5 +e0) |
(ii) 3"6.‘?0*')' opade zp o0<fs+@ 1 x dovoljno veliko.
Poziti.m,merljiva na {o,te0) funkci;ja'l.; se naziva sSporo
,pfomanljiva funkecija sa ostatkom e asko je za svako {>o ,kada
el |
M- e OGGR). (1.1.)
Klagsu SPOToO promenljivih funkcija sa ostatkom e oznalavaéemo
H*/.g (®) .Ukoliko je funkecije ostatka stepena funkcija x5,
g-;- @) Lada demo klasu sporo prnmenl:jiv:l.h funkcija sa ostatkom
(g oznacavati 88 (Ky{;ﬁ) (9;, S)

gledede ceureme,cit:l.ra_ne iz pomenutog rada,de biti korisdene

'|_1 dal “'IE:III.

—_————.’

Neka Je K raaln_a,marlaiva funkcije na [ te) 1 neks je zs

eo
3k Ak < 4o,

1 | |
ako Je L& Ko(e) tada je za x dovoljno veliko
-*‘s:mmue,gou Ltdo

J. kada X ~D1+0°
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% L 4%) | ,
%"{'{%3 L (<) ——dt = S k&ydt + O (f_(ﬂj | (1.2,

TEOREMA 3.4._(8tr._26.)

- a——

Neka je L.e lK,(f} i neka je k real:_na,merl;jiva funkcija na
[o,4] .Al.{d Jje za neko e»& fﬁnkcija S L(x% ogranidena na
gvalkom intervalu Lo ‘h__l , (Ac4e0) ,_i' ako je
S Lrcky Lk creo

L}
tada Je za svako X2 o S \M‘c)\L.(L—x‘)oL{: croo, 1 kada X —7te0

1
Lt ‘J -
( ey ERELAE Skcaot{ O(fcﬁ:) (1,%,)

)

a strani 42, citiranog rada (videti /l/) iskazans je Teorema
5.1. Tauberovog tipa.Sada éemo isgkazatl slicnu teorenu (nesto spe~-
cijalnijeg tipa),za Laplas-Stiltjesovu transformaciju,koja se mo-
e dokazabtl slifno kao Teorems 5.1, |

PEOREMA S.12

Neka Jje (A monotono rastuéa,nenegatima' fﬁnkci,ja na [0, +e0} 1
ﬁeka je L.e \Ketﬁ) +Ako za Aso

WA = Ea‘”"" JIL(€)

gonvergira 1 ako Je ,kada A 704.

winy = &% L1y [A' + ﬁﬂ&)}

za «yo 1 Ano ,tadﬁ.da kada X—3%o0
ULx)ﬁ.fL_cxz At O( b - \] ’
ECTIY Uy

U dokazu osnovne Leoreme ovoga poglavlija biée potrebna 1 sle-

'daéé lema,

_L@T_f_x__l._ ‘
Ako Je LE“<9(€) tada Jje 1 -‘-‘C < WKe(€).
DOKAZ._ o |

Na csnovu relacije (l.1.) Je za Loo kada X~o+o00

\:ﬁ_(ff:l-.:i-I-O(

RS €D )
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pa je L - 4
Liexy 0 Lx) . ,
4 L (Ex" 4N
Cix) (&= 1+ cj(jﬁkh

gdatle sleduje;da Je

o Lo
ot 0o VLED a1 e £ 10CERD]
;q,-—}fq:l:‘? \L(.-(:‘C) \ &M:;TE [i+ O(-é&‘))\

Lo — | OCL) /b,
K, 700 \i%r()(*@ﬁ)\
fho znadl da Jje kada wx-»+teo
1
Ciend 4 { 3
O r |

3,2, PRIMENA WA TEORIJU OBNAVLJANJA.

Neka je data raspodels § ,koncentrisana na pozitivnu_ prluosu

tj. FlO)=x , Fltew)=4 i neka je {4 funkeije obnavljsnjs za datu

raspodelu o |
heo= Ly B ' (2.
a neks su £ 1 w Laplas-Stiltjesove transformacije funkeija £
:],, u o . ' :
WA = “§e~*‘* IALE) (2.3.)
Na osnovu relECIJa (2.1.),(2.2, ) (2. 3 ) Bledi da Je '
4
Ek.)(.h\. - ——rr— . ' atft,
) 00 o (2.0
mnakode je
'§ Ay e |
1- $@)=2 [i Eﬂ. - & odatle Je j
1- 'E'Lfi} = % ﬂ“t[fl* F(t"‘)]CL'L' D | ._-*2_.5‘).

Osnovni rezultat ovog odeljka jJe
TOREMA 1. |

ey MEmEm  miemR YTE peml

Neka je 4-Fx)=x¥Lis)y (02dsd)gde Jo L-E:lkb(@t 28 M&uﬂu,

Tada Je,kada x-sre0



uf;ﬂ-[»a-F(n)]-ﬁ:L._ + O (2.6,)

b«.ﬁ-ﬂ)
ovom teoremom nije obuhvaéen sluéal kada Je -ni.a-ﬂzd, .Medutim,

uz neke restrikcije na fu.nkci.'ju ¢ moZe se dokazati slidan stav
xao posledica Teoreme l..Naime,iz definici]e fuilkcije ostatks gle=-
duja da Jje ona O-pravilno promenljiva funkcija.Zaista ze L>4 je

na osnovi osobine (11)
(b etk 4 x0 ew)

| L et ) & | -
pa je QAKMLE;P —iy & £V Lteo | (2,7.)

s zbog monotonije funkcije "€ je za, & 44

e, (k%) | | -
B Yot e f1 At (2.8.)

Na osnovu (2.7.) 1(2.8,) sledi da Jje ‘¢ O-pravilno promenljiva

funkeija.Takode indeksi funkcije € zadovoljavaju uslove

L ple) £ qre) ¢o (2.9.)
Ako pretpostavimo da Je 04p()tada je za 048 &Ppl€) funkeija
x‘gﬁ’_&“) skoro monotono rastuca,pa x~ 3 etx) -"—3“1-00. s (X —Ptoo)

7a dovoljno veliko x Je "‘_-3 €xY24 pa je

A 1
¢ e
ey — 0 x8 (2.10.)
g iz te relacije 1 definicije funkcije L. sledu;js da Je
L(&x) ¢ M M
P \_Katej ¢ g (%) . (2,11.)

za 07 €.
IObLLDICA-

i

Neka je A- F(J‘)-*"‘L(ﬂ) (cﬂ-aﬁ&i},gde Je Letke(ﬁ).ﬁko je funk-

cija ¥ QO-pravilno promenljiva sa donjim indeksom Pltej vecim od

nule tada jé

Loy - Tan c;.;.q'-_s;.-‘%&r O(ﬁ\} (x5 to0), (2.12.)
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3,3, DOKAZI TEOREMA,

DOKAZ TEOREME 1.,

-—n---—-———-lll'

Na osnovu (2.5.) i uslova teoreme je.
L]

40§ et [4- Femldt = Ee""" (€xY™ Litx) e

pe je 430D _ T ot e L ok =

{~ Flr) ‘” L (x)
( 5+§) st L 1.
Loy

-
Uzimajuéi ®(&)=¢"€¢" na osnovu Teoreme 3.1. zakljudujemo da Je

T ke LW € -
Se e L(:))otf %e ﬁ“ﬂ‘“ O('-Eiib)u (x-54e0)  (3.1,)

Neka je ‘5_'{5'41" funkciie & L{x) je ogranidena na intervelu |
Co, 4] jere GL(K?'" e -“fo) = St¥ [1-Foad] ¢ P

Dalje, S E‘““*\ml—)\du& S R e P ¥
S ‘:"wm)e. t_d/b L4060

jer je ~+8¢4 ,Dakle k i L =zadovoljavaju uslava Teoreme 3,4,

pa kada x-‘-nw vaii

¢ |60 A’
Se' L’cx)oU: Sa ¢+ O(ﬂ )) | (5.2.)
Na osnovu (3.1.) 1 (3.2,) sledi da je,kada x>
-t - L(.E)() |
k - . e
St . At = F(id.){-O(fm - (3.34)
4- 4
B3 Ziﬁ?-) - r[i“n{)+ O (:E-E:) | (3.4,)

Na osnovu (2.4.) Je

j - = P(i "l“) 4 O(

W) [;1*-. J51) €0y

wict) [a-Foyls A O (L )

r‘(i—d«\ ¥ ¥ )



tj. kada A=xt teﬁi nuli
il
WwiAy = “) o
L{1/a) m«m * o ('c("!.f}. ] (3454)

Takode je na osnovu Leme 1. 1f}, ¢ \K.(e) pa ;le na osnovu Teoreme 5,13

kada A—Y+oee

g% 1 A .
i i [rufimm % ‘hw’ﬂ 3+60)
W Ta-Feol = B« O(F). (3.7.)

¥to je i trebalo dokazatl,
DOKAZ POSLEDICE.

g W ik mEEe N Eed

Neka je o4R4 W“{Pi"%l-ﬂ]—.{l}ada D& 0SNOVL (2.11,) [ pripeda kla-
si We,t (xS), jer je za svako £ye funkeija 985kt ponotono
opadajuéa.Neka je S+f+o,24 .,Tada na osnovu Teoreme 1, mnepos=-

redno sleduje (2.12.).
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JENTA ‘ IJA.
REFREZENTACITA ZIGMUNDOVE KTASE FUNEC



4, REPREZENTACIJA ZIGMUNDOVE KLASE FUNKCIJA.

DEFINTCTJA,

Pozitivau,merljivu funkeciju L definisanu na (@400) , (ay o),

pazivamo sporo promenljivom u Zigmundovom smislu ako za sSVaKo £y0

£

funkeija :n'EL(x) he raste ,a funkecija %€ .(xY ne opada za X dovolj]-

no veliko.

Klasu Zigmund-sporo promenljivih funkcijas oznadavademo sa Z.

U radu "On slowly varying functions and asymptotic relations'|7]
R.BoJjani¢ 1 J.Karamata su dokazali teorenu koja daje karakteriza-
ciju klase & preko Dinijevih izvoda,

IET.&V.'_(_B.':K.:)_.

Neka Jje |, pozitivna,merljlva funkcija na Ca,+ed , Cav o).

Tada je l.e X _akb 1 samo ako su ispunjeni uslovi
(1) ~ea & Dp LGOS DY LAY 2400 za X dovoljno veliko

(11) * % Ds L0 = o{Ltx)), xd* Ltﬁ)nc- (L)) ) (x —ren).

Sada éemo,n'azaviand od ovog stava Bojanida 1 Karamate,datl

- ‘integralnu reprezentaciju klage Z‘,‘

SLAV 1, |
Potreban i dovoljen uslov da je L& Z . Je da postoje pozi-
tivne konstante B 1 € i mérl;]iva funkeija aod koja teZi nuli ke-

da r-71tec  tako da Je
. X .
Lix) = Cexp § %oméé"k ) cxzs’).

DOKAZ.

Neka je L& I'. .Iz uslova da "_xi'L_Uﬂ ne opada za X dovoljno' ve~

liko sledi da L' pqa_'t;oji skoro svuda na intervalu Txe,+») .Neka Je
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D skup svih x-ova za koje L(x.') poato;ji
Haapre éemo dokazatl ds

%{{xi‘—‘:a, (xe D, x-2eo), - (1.)
x _ S

Iz uslova da x¢LGIA i A‘iL(.n}‘ﬁ sleduje,za xe Dj

_ —g-t . R
{x EL(K)Y-:.-Exi Lexre x~¢ L’(K) L0 a odatle

R L) < g S (2.)
L(x) '
Na isti naéin se moZe zakljuditi da Je-

X L'oo < -
2% .
E oo (3.)
Puitajuéi ¢ da teZi ka nuli iz relaci;la (2,) 1 (3.) sledi (1.)

zatim dokazujemo da Jje L neprekidna za X dnvol;]no veliko,
Ako je x'tlLioxirtloor na intervalu [ M;+e) tade Je za xy2zM
it \ nein 4,4

| wor {4 1 T LD wai m G ey
DA Lﬂ.éj—'-)l.ts.') kada *4-2X.

a9
!_
e
?‘
o

Funkcija fiw L. je ogranidene varijacije na avakon kanacnom pod-
PR |
intervalu intervalq. LB,v®) ,pa je njen izvod ._L:‘L: lokelno inte-"

grabilna na [&,+e) ,Definisimo funkeiju
o xX oo _
Lixye Wl - Le) ot

Lok
_. % Lfexd , red |

Neka je pxY= L% | . - (44)

| | © , X & [8 %) /0 o

Tada je o x) = dnlx) - &F’&')OUP | D (5.)
0digledno je da ;]Bn{, neprekidna funkcija i da Je o)z s.8., n=
L ,+to) i 4diw B=e ,Sade éemo dokazati da Je d= toupt .72z relr-

b A

cije (5.) sleduje da Je za x;p
H f
dt-
L(xY= exp {_a{.(x.)f Ef"“’):—?'k

Mo¥emo pretpostaviti da xtlo) A K ?‘-LLC“)& na L&, +e) ,gde je £v0
ali fiksirano.Na osnovu relacija (2,),(3.) 1 (4.) Jé
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\5(.:-:'}\_ ¢ € ; % Gitﬂ:-}u) , | ) (6.) _
pa je za  %z® | -
o) L{x'i- -UMH L(x&) Lb‘._) " .;,) U gup LCX’&)
20 o | s...-,af 4» Lexy ™5 ] =
= L) U a, - £ Ou."
(x aﬂ:;:? [%F{d.c:&) A (x) + Sﬁf. D, } i] <
| | X+l
¢ LeLtx) lmfsp [d.(m-h)-— d(ﬂ) - S {50@')0[-1'1
- h—> o4
oL x4 sLCx) A ok -
L L(») Line Lottt + L Lack) ] <
b.-::k:j I ¥ dn gx K3
. - " ﬂho&
J6y 1D nl(‘)ﬂ + ¢ U - ...-.]._

= L [ pV ey + £7.
. = |
Iz uslova da xEL()A  za svako xR sleduje da Je

o < b*(sil.__.(x)) = gx o Lz + X Z D' Lix) <

e

x Ty &+ 2 x% Lo [ b"«ﬂ*)fi]

p &

a odatle je O {7 - %:r..i ” -0

Iz uglova da je ut'(x)zt? 8.8, Bleduje da Je D+olcx‘>=o B.8, na
Lo ,te0) Na osuoﬁu Stava 6,,8tr, 174, S.A1jsn%ié¢ "Uvod u realnu
i funkcionalﬁu anallzu",sleduje da o« ne opada na kone&nim podin-

bervalima intervala [Bi+o) ,Neks je dal;}e Ly= —I“:- Funkeije L,
ima reprezentaciju Lq(x\- E)pP {dq(?’ﬁ 4~ %mm 1: )

gde je Qd‘l".-‘-"'d' l/bﬁ?-"’na .‘li xf-qu.'}- x...iLcE.) ﬁ na 13;4'&)"

Ista procedura daje da o4 De opada na konadnim podintervalima in-

tervala ]‘_ﬂj,ﬂe\ .Oclatle sleduje dﬁ je d=tonik, na [B;Ha) s D2 Je

Ly = € espisc»caou:}
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Gbrnutd,iz_._ pretpostavke da funkel ja L ima reprezentaciju (6.)
-~ lako se izvodi da Je Le Z.'

Kao pdslediaa ovog stava neposredno sleduje de Je svaka Z -
SPOTO prom&ﬁljiva funkelja apsol&ﬁno neprekidnes zs x dovoljno ve-
liko,Obratno ne vazi,tj. apsolutno- neprekidna o=-gporo promenljiva
funkeija n.a mora da bude i L ~8POro promenljiva;Primer takve funw=-
keije,dat ul raﬂu "Sur -qualquea proyrigté's des fonctions 3 crolss—

ance lente de Karamata," D.Adamoviéa,de funkecija

L(_,,)-: ( 1‘1- Qunl) e""P{ §4 i(I'E}“_%“"{'

%
gde Jje & neprekidna funkcija koja teZi nuli,kada X teZi +eo,

Lako se lzracdunava da je |
-LHSL(X\] f’: 'C"FP q §it‘&) O%'& 'x&"* 18,}_ X (ﬂlgg,t-!- A )1

Yto nema stalan znak U okolini tadke +& ,Interesantno je dm je
moguce izabrati funkeiju € tsko da L. bude beskonadno diferen-

cijabilna a da ipsk ne bude X, -sporo promenljiva funkecigja.
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ON SOME FUNGTIONAL EQUATIONS OF FEXIDER'S TYPE

P.M.Vasid, R.R.JANI¢ and J.E.PEGARIC

OC. The pensral continuous golution of fLunetional equation
(1) Ly +estX ) = £y (%; )beott (x )

is {ses [11):

f{x)=cx+a1+..+an, _fi(xJ=axHai (1éi§n},
where a; (1éi§n3 are arbitrery real constants. ¥For n=2, we have
well—knowﬁ.Pexidar'a agquation,

Using this result, we shall give the generalizations for some
results from [27)

1. THEOREM 1. The general continuous solution of functional

equation

(2) i’(xrl-u-bxn) = In(fl'(xl)lioprn(%J‘p)

vhere n
- el
f ( ).;f( J
S L)l

1*2 | ﬁk(k-l )z(;)flfxl ')n . fk(xk)

anﬁ_ZikﬁJfl(xl)..fk(xk) denotes the sum of all the eombirnations of

In(fl(xi),..,rn(xhiap) =

c¢lass k of aat flsxl).-..fn(xn) ; i=

} 1 extagbe.re, _ ox+ay ‘. <
() £ = - ¢ e 40 = - gy (A,

or

() 2(x) = -2, f(x) = -3, 2 _cé - &4 1#%) are arbitrary functions

The proof is similar to the proof which is given in [%].
THEOREM 2. The general continuous solution of funetional equation

i’(xl. .xn) = In(fltxl)' ae 'fn(xn) 'P)



is
Clnx+a- +,, x Bloais.
claxiay +eate =1 | P olnx+a, -1
or (q‘)-

LHEOREM 3, The general continuous sclutiorn of funeticnal equation
fixl-h n""za.) = In(ftll);" 'f(xn)ip)

is fix)= - éiﬁﬁzri and the generel c¢ontinuous molution of functionmal
D &X=

equalion

f(xla .xn) = In{f{xl)p .e ,I(xnhp}

- 1 e y
is £{x)= ~ Fﬁ ;M]-

2. TIOREM 4, The general continuous solution of functional equ-

ation

(5) (I Xy puesXyiP)) = £y M0 aely(x,)

18

(6)  f(x) = exBy +mjvectay, 24(x) = By 4oy (15150,
PROOF, Using the aubstitutiong

20x) = slGly)s 21608y GEED) w= By

fungtional equation (5) gets & form of (1), s8¢, it is cobvious that

(6) is its gemeral solution,

THEOREM 5. The general conbimious solubion of functlonal eguation

f(In('Il'ipixnip)) s flf.xl)ufn(xn)

Tlx) = ajauty 777 fi(x) = a (151
THEOREM €. The general coatinuous solublon ef functionasl equation

jﬁ {1Si#n),

f(In(xli- *'xnlp)) = f (xl 3"‘1 t"'ft:n}

P
f(Infftl, . ,xn;p)) = I(i’l)--f(!ﬂ)

ig flxi= xf j} and the general continuous golution of equation



opX
is f{x)=eP*'™,
5. THEOREM 7. The general continuous golutiom of functional

aquation

(7) £, My poesX30)) = L 000 (Xgdpengfp(xy)ip)
is
ogur+(gx+l)(ay+ecdn,) 1 cqx+a; (gx+l)

i-.x | p cqx-!-(qx-i-l)(&i-l)

(8)  £(xX)% = & e B
P cqx#(qx*l)(a1+..+nn~l)

(1315n),
or {4).
PRCOF, Using the substitutions
‘ pt, (x) qxi
51 (31" st 8GR E¥T§§$I* = AT
analogously to the proof from [2] we can prove the theorem.

THEOREM 8. The genaral sontinuous solution of functional equation

f(In(xlu. ‘xniQ)) IB(f‘xl)i!l’f(zn)‘P)

is fix)= = %ﬁ—qsx;&%r-
4, THEOREM 9, The general continuous solution of functional equ-
ation
n
(9) £§x1+..+xn) = ;Pkﬂlz(i)fl_ul’"fk_@k)
is |

B‘I‘i"l. +I"+
(10}  f(x)= %{a 1 "n

. 0x+ai
-1)' f1(3J= -'(9

~1) (1%i%n),
PROOF, Using the substitutions

pf(x)+l=g(z) and pf,(x)+l=g, (x) (15i%n)

(9) beconmes

glxyteatn,) =g (x;)..8,(x ),
This equation has the following genersl and continuous solution

CXH+GyFo | + |
z(x)=e 7 +an' gy (x)= ‘ax el (12i$m),
so, it ig obvious that (10) is solution of (9).



THECREN 10. The general continuos golution of functional eguation

I
é ii K]

! ¢ 1
£ix)= ;(‘1. -a.-nI “‘1)! fi(1}= 5(%:!"’*1) (1§i&)-

THEORLM 1l. The general continuous golution of fungtional equation
A

.
is flx)= %&anLll, and the general continuvous golubion of functional

equatlon n |

is £x)= 5(z%1)s
S« The followlug two theorems are given in [ij:

THECRSM 12, The general continuita solution of funotionsl equation

n
el v
f( - P __{ir)xl- ka? - fl(xl)'h -+fn(xni

f(x)*clnll+px)+al+.-+nﬁ, 2y (x)=clnllipx )+ey (1Zi%n) (x>~ %J.

THEOREM 33, The gﬁnaral continuous saelution of fungticnal equation

i _
— Y - e £, 2 1
f(x)-al..%_(l-l-px) v fi(x)-ai$1+px} (1-+én} (x>- -ﬁ-).
5., THEOREM l4. The genaeral continuous soclution of functional
equation

sl - I :
(11) £(p pF i) ,e =;k"]‘ Lo (% Yo o By (3 )
(& 2y ) = 2 aF T2 nyn Gty
is | "
c 1
(12) f£ix)= -;-L-(al..angpx+1)°-1), fif*’” -;'(ai(pﬁl}c-l) (1-—--1511) (x>~ 51

PROCY¥. By substitutions
qf (x)+1=g(px+l), gfy(x)+l=g, (px4l), wuy=px, -+l {13i%n)



from (l1) we have

g{uyeen ) = gy (ul)..gn(nn).

This squation hes the following general continuous soiution:

S0, it ia.ubvious that (12) ig solution of (11).
THEOREM 15, The general gcontinuoug selution of functional equation

n
f({?kﬁlz(g)xll 'xk} = %qk"l__(:)f(:zl)- S 4 (xk)

is T(x)= %Epm—l)“u L (x Py f;-).

l.

3

q
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Uii BOME FUNCTIGNAL BQUATIONS FOR FUNCTIONS CF SEVERAL
VARIARLES

Radovan R, Janié and Josip E. Pedarié

Q. In this paper we shall give some functional eqguations for fun
ctions of several variables. We shall use the following notations:

K#(xl,-..,xh), ?E(yl,...,yn) ieee X,YERD,

aX+b¥=(8%y+bY g ve 0y 8K 4Dy,)  (@yDER), XY=RyFy+eoatXy Yoy

xx¥=(xlyl,..a.xhyn). a(x)n(a(xi),...,a(xh)) where a:ReoR is gives
real function (for example logX=(l0gX;yes«yl08%,)).

he following generalizations of Pexider”s equationc are known:

=,

1° Funetional equation (see [11):

f( Xl‘-i- . -+Xm) = fl(xl)'l'# * .+fm( Xm)
where Hﬁéﬁn (15i%m), f,fl,.-.,fﬁiﬂnan, bhas a continuocus solution

it
f(x)nhx-b;ci, £,(D=AXeo, (15i€m),

where 2yyseepB 3CyyereyCpy here and in the next text, are rcal consta-
ntS aﬂd ﬁ=(&l,;..,3h).
2 Functional equation ({1]):
f(xl+.._..+xm) = .fl(xl)t#'fm(xm)
has 2 continuous solution
AX AX sk
f(I):cl...cme . fi(x)=cie (1aism),
39 Functional equation ([2))1

£( Ilﬁ--xxm) = fl(xl)"' voetf ( Xm)

has a continuous solution for EEBE
I
f(x)ﬂﬂ.loSXff'z eqr  £y(X)=AlogXee, (1315m),



1° Functional equation

£( xlxi ¢ Ixxm) = fl(xlj *w tfm(xm)
has a contimmous solution for XERf

f( X)=Gll ’ 'cme.&lﬂgx‘ fi( X) Hﬁiﬂklogx (151"1:-51) -
This result is a extemsion of result from [27],

1o Let py (15i5m) be real numbers snd let ETERn (1=i%m). Functi-

onal equation

R n
SRR PERCAREDERE

has a contbinuous solution

i}
£(X)=AX + 'P]; g picyy T4(X)=Asc, (1%iSm).

Fronm this result we have that the Jensen functional equation

11} m
1 1
R PTLEE PRE

has a continuous solution £(X)=LX+¢ (¢ is a real constant).

Functional equation

(s ixi) =g gpif(xi)

has a solutien 1f and only if Py=eve=p , and it is £(X=AX+cC.

These results are the genéralizationﬂ of results from [i] ( equa.
tiocns {(1.6) end (1.7)).

2. Functional equation

Ii+...+xﬁ
HEE—D) = 2oy (reaarl),
11§
wheTe %_—(s) denotes the sum of all the combinations of class m for
n

‘Xy30e0,%,, has 8 continuous solution
i

20-RKDADY oy (=(R)y fy(Dmklroy (15357



Functionsl equation

LotanatX _
f('—l"*‘_'fl"a‘) = U(g)ti‘(xl‘?iii‘f'xm)'

—
where'j}(s) denotes the product of all the combinations of class m
m

for X,,+.+9X y has a continuous solution

xa(5)Ax .
f(X):clq*.cre 8T, fk(x)=ckeax (12kEp, r=(;)).

These results are gemeralizations of equations (1.4) and (2.4)
from 17.

%« Functional equation

f(gdkﬁlz(ﬁ)xlx-;-xxk) & fl(xl)'i't-rl-fp(xp) (dER)

hags a continuous solution

(X)=Alog| 1+4X] 5;:;1, fk(x)nuog{ 1+dX] +e, (18k=p),

Functional equation

f(;dk"lzc ﬁ Y&y Koo .xﬁﬁ) " ﬂfi( %)

has a continuous solution

f( Kj:cl L tﬁpﬁAlﬁg ’1+dx I

Thege results are the generalizetions of equations (1.92) and

(2.8,) from [Y\. Analogously, we can generalise the similer rcsults
from | 3\
4.#Puncti0nal equation
P(E+Y+2) = g(Dh(Y,2)
has a solution

£()=ce?X, (0=ae?X, n(r,z)= AT+,

This wvesult is a generalitation of a result of T.Popoviein (see for

example {1 Da



Functionsl eqguation
f(X+T+2) = g(X) + b(T,2)
has a solubtion £(X)=AX+c¢, g(X)=AX+d, h(Y,2)=A(Y+Z)+c~d.
Functional equation | |
f(Xx¥xZ) = g(X)n(Y,2)

hag a soluation

2()=ceM08IEl | g(x)aohloBIX] | iy, 7). Geblog! V2!

Functional equation
T{XxYx2) = g(X) + n(Y,2)
has a solution -
F(X=AloglX{+c, g(X)=Alog|X|{+d, h(¥,Z)=Alog|¥xZ|+c-d.

Analogously, we can generalise the similar results from |17

5. Tunctional eguation

f(x-l-'f) - Eg x>+h§ Y2“25£x2h£Y2

1-g(X)h(Y)
has a continuous solution
. AX+Cq +Co, Ax}cl Ax}ca
£(X)= ARve, +0,-1* S(X)ﬁ'KiFEE:I' 2{X)= e G
o1
(= 1, sz 1, wX) (£ 1) arbitrary;
o

(= 1, g(X) (£ 1) erbitrary, h(X)= l.

This result ls a generalization of functional equation (1) from
[@i} By substitution
(1) f(X)= -F(X)y, &(X)= ~6(X), nu(X)= -H(X),
from the previous result we can get the generalization of equation
(2) from [41?

Tunctional equation

PEXY) = X)}+h(Y )=2c0asn h(Y (ay
(%1 1 ~ g(X)h(Y) " (A



has a solutions solution

£y nBorten) gy S2AT0) . SR
E’im(ﬂ’x"'"ail."“"""2"'9‘)- ﬂiﬂ(&x+ﬁl+&) sin(ﬂx%c2+a)

This result is a gemeralisation of functional equation (3) from [4 |,
functional equetion

£(I+Y) = EC(X)+h(¥)~2che g(X) h(Y) (a,go)

1 - g(X)h(Y) |

has o solution

 lleqe et ial) (e, et%a1) Le o5y
£(5)= W. g(x)am, h(x)ﬂﬁ:je‘m
wvhere £ =sha+chs, or |
(2) (D=l 8(X=oly (X)) erbitrary;
o
(3) 2Rz, &L arbitrery, WDz
az
(4) f(X)e /KX, &Mz 1/L, n(X) arbitrary;
cx .
(5) H(X)= /oy #(X) arbitrary, h(Xz Vi

This result is a generalization of functional equation (4) from

[4) . Uzing the substitution (1), from this result, we can get the ge-

L

—rt

neralization of equation (5) fromwfﬁﬂi_
functional equation

(7)) = B(K)r(Y)-2ap(X)n(¥)
1+ g(Xn(Y)

has a solution

&(clcgeax-l) {xxclﬁAXQI) l,;,((::ge“l'ﬂ{--:!_)
£(0= =gy &(N= —Sm—gp B(I)= —Tr—x
0 1+ oA CqCnE 5(X) l-+o<’z:'r.le“‘x' ) 1+ X cgeA

vhere K=o+ a2+1; or (4); or (5)3 or
Xz -~y 8(X)= ~4, h(X) arbitrary;

or
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2(X)= =Ly 8(X) erbitrary, h(X)= -«
Thig result is a generalizstion of funetional equation (56) from-f#}.

Analogougly, we can get the generalizations of other results

from (4 and bthe generalizations of analogous Tesults from /5

2

6. The general continucus solution of functional equation
n+n

Z:Ipi-lfi(xi*"‘*Iﬁ*xﬁ+1+'"+Xﬁ*n) = 0

=

—h

where the cyelic operators © is'given'by

Cf(ﬁsxgu”ix@.,.n) = f(xa.i““xm-hn'.xl)”
is |
£;05Y) = A(ZY)(nX-0X) + o5 (X+Y)  (1&iim+n)
where A(X):(al(xi),..*,ar(xr)), a, 1B>R (1545r) are arbitrary real fun-

ctions, and cizR?aR (154€m+n) are also arbitrary functions such that
m+R

(6) ; ¢y (X) = O
=

This result is a genmeraligation of result from /5[ and /6 /[ (see also
[7})+ The proof is similsr with the proof from [5j¢

The general continuous solution of functional equation
m+-1

Zﬂimlfi(xlx*"ﬂmfxma-ﬁ'“"‘xm-a-n) =0

1=
in
£,(X,T) = ACXRY)1og |X*/YM [+ ¢4 (2xY) (153<men)
where ¢y (154%m+n) satisfy the condition (6).

The general contimuous solution of functlonel eguation
m+1

E:LCi_lfi(Xi+‘.'+xﬁ'xﬁ+l+"'+xﬁ*n) = 1

AT (nX-nY)

fi(X,Y) = ci(X+E)e (Iii§m+n)

where functions ¢, (1=i%m+n) satisfy the condition



(7)

L+1

ﬁci(x) = 1.
i=1

The general continuous solution of functlonel equation
m+

It
i-1 - |
o £ (RyXa oo XL g Xy g XenoxXy ) = 1

3=l

A(XxY)1og X
fi(x,I) = ci(xxr)e ( og{ me! (1=i=m+n)

where functions cy (l§i§m+n) satisfy the condition (7).

Uscing the solutions of previous eyelic functional couvations we

can get the generalizsbions of some nonlineare cyelic functicnal equ~

aticns Firom ['_7:’-

Le

7y
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ON A CLASS OF CYCLIC FUNCTIONAL EQUATIONS

Jogip E. Pedarié snd Radovan R, Janié

O, In this paper we shall give continuous real solutions of sone
nenlinear eyclic functional equations, i,e, the functiorn F,f; (i=1,..
«ogTin) are real and continuous functions of two varisble,

l. The general solution of the functional equation (see [i~4j);

R
(1) ;ﬁi-lfi(xrl- - ’+ﬁlt%ﬂ+1+ . .-I-xm_'_n) = Q
where the cyelie operator € is given by
(2) G:!.'(xl,xag '”*xmﬂn) - f(zel*'*lxm.;.nixl)'
is
(3) £y (xy¥) = a(zey) (n-my) + ey (z+y) (184%m+n),

whele 2.4CyyeesyCp, . 8re arblirary functions such that

m-a
(4) 2go1(x) = 0,

REMARK ; 1° fhe following results are variants of the functional equa-

tion (1):
a) The functional equation
R+ "
) ﬁ"’i‘l‘i@lmwxyl”%ﬂ) =0 (x>0, il,...,men)
has a general solution |
(6) f,_(x.y)u(zw)losgw:«- cy(xy)  (Litdmen),

Whera 2,Cq4se0yC are grbitrary functions such that (4) holds.

n+n
b) The general solution of the funetional equation



n+n
(7) ﬂﬁi 1:21(:1-1-. o W LAY "’n-m) =)
is
(8) £ (%y7) = 0y (xory)e®FHTIEIT) (184 4mem)

where 8,C4>Cyeeayt, 70 8re arbitrary functions such that
| m+n |

(9 [ o, €x) =2
(9) iu1~icx)' ¢
¢) The general solution of the functional equation
o+
is
e(xy)
(11) fi(x,;r)nai(xy)(%) o (1348mem),

where 8,0770yes¢9C, >0 are erbitrery functions subject to (9).

1.1, We shall denote by Ek(xl,n.,irn) the k~th elementary symmetric
funection of xl’qti’%. i;e.,

Ek(zllr s t‘%) m 1‘11<§(ik§nﬁ13&2' ¢ *xik .

Let A be a8 real number and let

In(xlt a8 #txniﬂo ﬁ | g‘kﬁlﬂk(xl. ee .xn) .

The general solution of the functional equa'&ion
[+

(12) ;ﬁi lfi(Im(Il"'*‘xm’d)'In(xm-!-l'” ngxm_'_nld)) = 0

is

(13)  £;(x,7)= b((nlx*rl)(n(wl))loe-((;%g; + ¢3((dx+d) ({y+1)) (13iZmen]

WheTe DyCqyyeneyCp . 8T€ arbitrary functions such that (4) holds.

Bince
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n
Txseenizg Yo (] Tme)-1),

using the substitutions
,{xi-l-l o “1 end - fi(o%(uhl) .%(V—l)) = F(u,v) (1l2iSmen) '

(12) becomes

- _
gﬂi"l?ic“l‘ **Upatin, g ¢ sty p) = O
Using (6), we obtain |
| . R
- Fy(a,v) = bluv)log%; + e (uv),

where DyCqgeseyly . ave arbitrary funeitions such thet (4) holds, So,

| :ifitu-l) .%(‘%13) = b{uv) lag‘-:; + o, (uv)

i.e. £;(x,5) is given by (13).
Similarly, we can gét the following results:

The general solution of the funotional equation
m+

.
SO G 1§ NC XTRE. WO ACHETP SO LS

(xi>~f!/o{}1£f£'m*“), 15

b{ 1 1
(15) 23009 = oy (KD U 1) (2L (T sitam),

where b*“l"o""'“m-z-n" O are arbitrary functions subaeﬁt to (9).
The general solution of the funetional equation

(16) Toon(Freeee P 30 =0 (A€R)

where

(17) By = 007N, (ryran ot Xy 400ty ) (16d8min)
is

(18) 31(3'3) = %(ci(my)ab(m.’y) (nx-my) 1) (1aifm+n),

whaere b‘ cl‘h'O,,n.me_'_n}O, are &‘I‘bitrﬁry Mﬂ-ﬂnﬂ such that (9) is 'Vﬂlidl



The general solution of the functional egquation (16) where

(19 2, = 0302, (e aampyx reexy, ) (1348men)
is

a(xy)
(20) ri(x;.v)ﬂ;(e,_(xw)(?) Y, (fsémn),

where 8,Cy>OyessyCp >0 are arbitrary functlons subject to (9).
The general solution of the functional equation (16}, whoere
{(21) F =Oi lfi(:[m(xlriftsxmiﬂ()tz (ﬁ*lf#n-*xm,i,n‘ﬂ{)) (1“1§m+n)l

'(yibnhu feCgiu) (S
(Lxr2) By b( (x+1) y+1) )

(22)  £:(x,¥) =D%(c1(ﬁo-<z+1) G{i+1))($(y+ }m

(1%iSm+n),
where Dy¢1>0Oyeveyl, >0 8T arbitrary Punetions such that (9) ie wvalid.

1.2, We shaell write

2]
EJn(zl.u.,zn;,uO - gkﬂkﬁl _;'k(zl'i!!ixn)ﬁ

The general solution of the fumctional equation

(23) Toen(FraeresBy i) =0 (d¢R),
whers Fi (1itm+n) are given by (17), is
b(x+y) (nx-my)+e, (x+y)
b(x+:r) (nmmy)+04 (2+y)-1
where DyCipessyCp, n &rE arbitrary functions such that (4) holds;

ox

(25)  £3(xyy)= <Ly £4(Xe7)= -1/ (140D £, (xy7) (12kEmin, k#1,Jd) are |

arbitrary functions.
fi(xry)
1(313)“1

Tndeed, by substitutions fi(x,y) - --;- (18i%m+n),

and using the identity



we can get (24). Now, let Ii(xgy)nr-lﬁi. Then (23) becomes

ﬂ(o{F +1) = O, wherefrom we have (25).
J#i

Analogously, wve can get the rollawing resultse:
The genersl solution of the funetional eguation (23), where Fi
(1£i8m+n) are given by (19), i=

1 B(xy)log(x"/y")iey(xy)
I R e yvarm e Sl

or (25), where DeCrgnenyl are arbitrsry functions such that (4)

-+
holds.
1.3. Now, let
551
Bl e Byilel) 2 2 € By (R 4eeea,)

Tue general solution of the funcéional equation

(27) Bpan(PysseesFy niodlsE) =0 50),

where Fy (1%i&m+n) are given by (17), is
8) for £=-l,

(28) £3(x43) = ;% tg(b(x+y) (ax-my)+e, (x+y))  (1£18min),

where DsCyyenegly, . 8TE arbitrary funotions such that (&) is velid;
b) for £=1,

(29) £4(2y¥) = £h(b(x+y)(nx-my)+ey (x+3))  (13tSmen),

WHETO DyCyyeseyC are arbitrary functions such that (4) is valid,

n+-n
or

(30) fi(xiﬁ')"lﬁ(t fd(xty)""l/ﬂ!_ (1#3), fk(xh?) (lﬁkﬁmns k#i,j) are
| arbitrary functions.



This result 1s a generslization of functional ¢quation from [6]
(see also [7 1)

Indaed, usigg thg substitutions I;fytgri (thﬁa) (13i8m+n), we have
that equation (27) is equivalent to

tg(Fli-“ -+an) = 0 I(ﬂl" 'Bh(rl'b'#ir" EH'H) '0)
wherefrom we ean get (28) (or (29)).
n+n
How, let :Ei(x,yjnl/.[. Then (27) for £= 1, becomes ﬂ(l-i—c(:ﬂ‘k) = O,

wherefrom we have (30). |

Analogously, we can obtain the fellowing result

The general solution of the functional egqustion (27), where Fy
(12i€m+n) are given by (19), is

a) for €=-1,

(31) £;(Xy3) = % te(b(xy)log(x /7 )+ e (xy))  (1¥1%nsn)

where D3CqyeensCp, . aveE arbitrary functiore such that (4) is valid;
h) for €= 1’

(32) £;(xy3) = ;}- 'th(b(xy)los(xn/y”)wi(xw)) (1848m+n)

or (30), where DgCyprsnsC are arbitrary functions such that (4) is
valid.

REMARK: 2° Using the ideas from [S5], we can get some other analogous

i 18

results.

2. The general solution of the functilonel equation (ses [3]):

n+m+p
(33) 2 IRt am yx beartx ) =0 (mym,DER)
i=
where the cyclic operator C is given by
(34) CL(Xq 9XpwaveoXy ) = F(XogeeayXy 0%y 1oq) (xm+n+p+i==xi)’
is

(35) F(x,y) » c{nx-ny) (ngm),



w-?--

(36) F(x,3) = h(x) - h(y) (n=m),

- yhere, here and in the next text, ¢ is an arbitrary constant and h isz
an arbitrary function,

REMARK : 3° The following results are variants of the functional egqua-

tion (3%3):
a) The general sclution of the functional equation

D4 p
(3?) ;pci-lﬁ(xlr * ‘xm’x‘ﬂ'{'l' » !xm+n) = 0 (xl> () ' 1§i5m+n+p)
is
P(x,y) = clog(x"/¥") (n¢m),

(38) F(x,¥) = h(x) ~h(y) (n=m).

b) The general solution of the functional equation
o0+ P

(39) ) s [N T TR SR TS |
is
(40) B(x,7) = ¢°(BX0T)  (nym),
(41) F(x,7) = h{x)/h(y) (n=n, h is positive function).
¢) The general solution of the funectional equation
n+p .
(42) mI:l Gl_lr(xl'"xh*xh+l"*!h+n)='1 (x,>0, 1£i<m+n+p)
is
{(43) P(x,7) = (x°/y™)°% (n#m), end (41) for n=m.

2.1. The general solution bf the funcotional equation

a+n+
) f:b"i"‘rflmcxw---xmmarntfam---uxmso0>=0 6eR),
where I_ is defined as in 1.1, Xp- for 1éifmnsp, is

(45) F(x;?)ﬁaloggf%‘;—: (n#a), and (36) for n=m.
C

The general solution of the functional equation



n+ndp

(%) jlt:ll eiﬁlr(lm(zl;ritixmfﬂofln(xmlitiii'!m_'_nih[)) =1
(ﬁi>—1ﬁi, 15iSmenap), is

The general solution of the functional equation

(48) Toensp{Fasee s sy, pidl) = 0 (deR),

whers

(49) Fi==Gi”lr(xi+...+xh;xm+1+.,.+xh+n) (1348m+n+p),

1S

(50) B(xy¥) = ;%-(a”(m"' 1) (am),

(51) B(x,3) = F((h(x)/nly))-1) (n-m, h is positive function).

The general solution of the funectionsl equation (48), where
{52) Fi==ﬂiﬁlF(xintrxh.xm+1tt-xh*n) (1515m+n+p),
(x>0, 13ifm+n+p), is

(5%) F(x,y)n;l-((xn/ym}e-l) (n¢m), and (51) for n-m.
The general solution of the functional equation (4£), where

COMNE S L atie  CHC YRR MLUE NCHPTITIIL WKL)
(x> -1/, 13iSmen+p), i8
1, (dx+1)°"
(55 F(xyy) =( -1) (n#m), and (51) for n=n,
) sy o( (&y-l'l)cm - )
2.2+ The general solution of the functional equation
(56) Jn+m+p(31¢ ey ;?mn+pia{) =0 (d<ER) .

where Jn is defined es in 1.2, and ?i (1§1§m+n+p) are given by (49),
is
(57) B(xyy) = - & ~SEEEEI) (nm),



-9 -

| 1 hi{x)-h{y)

8 F LRl . =
(58) (xy3) 7 .Ih(xJ-h(y)-l_ (n=m),
or | -

(59) F(x,y) w1/

The general solution of the functional egquation (56), where S'i
(12iSm+n+p) are given by (52), 1s

(€0) P(xyy) = ~ % (nfm), emd (58) for n=m;

cLog( ﬁ(ﬂz
clog(x"/y")-1
or (59). | |
2+3. The general soiution of the functional equation

(61) 8p +n+p(F1*""Fm +m_.p;,1.£) =0 (o >0),

where S ia defined es in 1.3, and I‘i (13iSm+n+p) axe given by (49),

is
a) for £=-~1,
(623 F(Z¥) =% tg{enx-eny)  (nym),
(63) ¥(x,7) =3 tg(n(x)=h(y)) (n=m);
b) for £=1,
(64) F(x,7) = § th(onx-emy)  (nyim),
(65 B(xy7) = tR(B(x)~n(y)) (m=n).

The genersl solution of the functionel equation (61), whers Fy
(13i%m+n+p) are given by {52), is

a) for £=-1,
(66) F(x2,5) = é’ ‘b’g(ﬂle%) (n#m), and (63) for n=m,

b) for Eﬂ 1‘

(67) P(x,¥) =i’- th(eleg%) (ngim), and (65) for n=m,

REMARKS: 4° The functional equation

-1+
ci“'l

=

B (Rq+oertXpaXy q+ee o+X, ) =0
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is also consider in [3], and solution for m=2, m=1, p=1, is given.
Using this result, we can get some results which are aenalogous to
the previous results,

5° We can get Mome analogous results for equation (IIT.3.1)
from [5, De 39}, too,

The authors are greteful to Professor D.Z, DJjckovié for useful

suggestions,
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