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UVOD 

Osnove probabilistidkih logika postavio je Keisler u 

svom radu "HYPERFINITE MODEL THEORY" 1977. godine. 

Posmatrajudi strukture snabdevene verovatnodom na domenu 

formirao je logiku dije formula sadrte umesto uobidajenih 

egzistencijalnih i univerzalnih kvantora probabilistitke. 

Potom u radovima Kaislera, Hoovera, Ralkovida i jolt 

nekolicine motematidara utvrden je nit osobina ovakvih 

logika. Tako, dokazana je potpunost, apstraktna 
VP 

potpunostrapstraktna 	kompaktnost 	i 	Robinsonova 

neprotivrednost takvih logika. Utvrdeno je i nekoliko 

osobina, zakon velikih brojeva na primer, koje nemaju- 

analognih u logici prvog reda. 

Jedan od vatnih problema u teoriji probabilistidkih 

logika dana* je istrativanje megovitih logika, tj. logika 

koje pored probabilistidkih sadrto •gxistencijalne i 

univerzalne kvantore. U takvim se logikama mogu izraziti mkt, 

nova osobina strukture se merom, invarijantnost u odnosu na 

translaciju na primer. Osnovni problem koji se javlja 

dodavanjem egzistencijalnog kvantora je merljivost projekcije 

merljivog skupa. 

Metovite logika de biti osnovna tema ovog rada. Pri tome 

demo umesto strukture ea verovatnodom posmatrati strukture sa 
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konaEnom merom na domenu, iako demo i dalje logike nazivati 

probabilistiEkim i kvantor oznadavati sa P. 

U prvom poglaviju dat je pregled rezultata potpunosti 

probabilistiEkih logika koje sadrle samo probabilistieke 

kvantore. U poslednjem delu opisano je Loeb-ovo proiirenje 

mere. 

U drugom poglavlju formirana je najoppitija megovita 

logika Lw3 
koja sadr2i probabilistiEke, wgzistencijalne i 

i 

 univerzalne kvantore, kao i prebrojive konjukcije i 

disjunkcije u proizvoljnom poretku. Za ovu logiku dokazana je 

slaba potpunost, tj. potpunost ukoliko posmatramo strukture 

sa konadnom konadno aditivnom merom na domenu. U dokazu 

koristimo Hooverovu modifikaciju Makkaievog dokaza potpunosti 

logike L wi ca 

U tredem poglaviju formirana je me*ovita probabilistitka 

logika LAp(L ) u kojoj egzistencijalni i univerzalni kvantor 

ne mogu dejstvovati 	na formulu sa probabilistitkim 

kvantorima.Dokazana je potpunost ove logike koristedi 

potpunost logikeLo 	i Loebovu konstrukciju. la  

U detvrtom poglaviju dokazano je da svaka L 

	

	formula 
W I °  

ima normalnu formu, tj. da je ekvivalentna formuli koja 

sadrli samo monotone konjukcije i disjunkcije. 

HC oznadava skup nasledno prebrojivih skupova, A je 

dopustiv skup i AgHC, L je fiksiran A-rekurzivan skup 

relacijskih, funkcijskih i simbola konstanti. 
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1. KOMPLETNOST OSNOVNIH PROBABILISTICKIH LOGIKA 

U prva eetiri dela ovog poglavlja dademo pregled rezultata 

kompletnosti osnovnih probabilistiekih logika, koje ne sadr2e 

egzistencijalni i univerzalne kvantore. U poslednjem delu 

skicirademo Ldeb-ov proces ekstenzije mere, koji je osnovno 

sredstvo za dobijanje jakih probabilistiekih modela. 

1.1. SINTAKSA. 

1.1.1. Definicija. Logika 
LAP 

 ima sledece logieke simbole: 

a) Prebrojiv spisak promenljivih v n za new. 

b) Veznike 
	

A. 
c) Kvantore (Px?r), 	gde je x niz (x 1o x2 	) razlieitih 

promenljivih, a reAn[0,1]. 

d) Simbol jednakosti =. 

1.1.2. Definicija. Skup formula logike LAP  je najmanji skup 

Form (LAP)  koji sadrfi sve atomiene formula logike prvog 

reda 	i zadovoljava: 

a) Ako cEForm (LAP) tada -iporm (Liap ). 

b) Ako *EA i *5Form (LAP), pri eemu formule iz 6 sadrte samo 

konaeno mnogo promenljivih, tada i ApeForm (L AP ). 

c) Ako peFoem (LAP)  i (Px ~r) kvantor tada i 

(P7a:r)ceForm (LAP) 

Iako prethodna definicija nije konstruktivna 	(nad A) 
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podrazumevamo da su formule konstruisane skupovno-teoretski 

tako da je Form (LAP
>SA. U sludaju A=HC (skup svih nasledno 

prebrojivih skupova) L AP 
oznadavamo sa L w P

. Nije teak° 
1 

videti da vati Form(LAP
)= Form(Lw1P

) 0 A . 

Na prirodan naein uvodimo veznike 	 logike prvog reda 

i veznik V . 

U sludaju probabilistidkih kvantora uvodimo sledede skratene 

zapise: 

(P;<r)p za -1(P)ar)p 

(PxSr)co za (PTa1-r) -11,  

(Px>r)v za -1(P)It1-r)-11p 

1.2. PROBABILISTI6KI MODELI. 

1.2.1. Definicija.  Konadno aditivni prostor verovatnode je 

uredena trojka (M,S,p), gde je S prsten podskupova skupa M i 

p:S410,11 zadovoljava: m(XuY)=1J(XV)+m(Y\X)41.4(XnY)i p(M)=1. 

Elemente prstena S zovemo p-merljivim skupovima, p je konadno 

aditivna verovatnoda. (M,S,p) je prostor verovatnode ako je p 

joi i o-aditivnas za svaki niz X 0GX 1 0( 2 
  m-merljivih 

skupova nX n  je p-merljiva i m(UX n )=1 1iimm(X n ). U ovom slueaju 

p je verovatnoda. 

Na uobidajen nadin definitemo i proizvod dva prostora 

verovatnode (M,S,m) i (N,T,P) kao trojku (MxN,SaiT,001)), gde 

je S®T a-algebra generisana merijivim pravougaonicima XxY, 

X€S, Y€T i (mOv)(XxY)=m(X)p(Y). 

n-ti stepen prostora (M,S,m) oznadavamo sa (M
n ,S

n pp
n
)1 gde 

je Sn=SOS0...OS i pn=m000..0p. 

Primetimo da dijagonala proizvoda nije obavezno p
2-merljiva. 
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Stoga demo modifikovati stepenovanje. 

1.2.2. Definicija. Neka je (M,S,p) prostor verovatnode u kome 

je svaki singlton p-merljiv. Za svaki prirodan broj n 

definitemo S
(n)

kao najmanju o-algebru koja sadr2i Sn  i sve 

 
dijagonalne skupove ij 1=ixeM

n
j I., 10j i p j5.n. 

Primetimo da postoji jRdintvena ekstenzija verovatnode N n na 

a-prsten
(n) 

oznaEimo je sa p (n) za koju va2i: 

p
(n)

(D..)= E p(x)
2  

j 
xeM 

Ovako definisan niz prostora verovatnode CM
n
pS

(n)
pp

(n)
) za 

neN zadovoijava Fubinijevu teoremu. 

1.2.3.Teorema. Neka je p verovatnoda pri temu je svaki 

singlton merljiv, i BSMm"  p
(m+n) -merljiv skup. Tada va2i: 

i) Skup 13(x)== yeM xyeBi. je p
(n) -merljiv za svaki xeMm . 

ii) Funkcija f(x)=p 	(B(x)) je p
(m)

-merljiva. 

iii) p
(m+n) 	- 	(m) 

(B)=Xf(x)dp 	. 

1.2.4. Definicija. ProbabilistiEka struktura za jezik L je 

2t (A, 	pf tt 1 	j 

pri Eemu su R relacije, 

,c9/  ,p) 	iea, jeg, keK 

fit  funkci je, cit  konstante u Ar a p 

verovatnoda na nekom o-prstenu podskupova skupa A, i svaki 

singlton, svaka relacija i svaka funkcija je merljiva. 

Neka je 'U probabilistitka struktura jezika L. Relacija 

zadovoljenja u strukturi 'U, 41/1- p(i) definite se rekurzivno, 

kao i za L , izuzev u slutaju kvantifikatora : 

(Py?..r)p(x,y)fal 	akko 	je skup 

p (n) -merljiv i va/i 
p(n) 	It* 41)( 1- ) 

je model reEenice p akko 	 je model skupa reeenica 

akko je 'U model svake retenice tog skupa. 

1.2.5. Teorema. Za svaku probabilistieku strukturu 'U, formulu 
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p(x,y)eLap  i n-torku iieAm  skup (6eMn itti. cla,i:31 je merljiv. 

Za razliku od logike Lap  kdja sadrfi same jednu vrstu 

probabilistitkih kvantora postoje i probabilistitke logike WI 

vice vrsta probabilistitkih kvantora. Take sa L AP 

 oznatavamo probabilististitku logiku koja ima dve vrste 

kvantora, (P1 -  x>r)i (P 2  ,
x>r).Slitno kao i za L definiteM8 

pojam strukture, s tom razlikom Ato sada struktura sadr2i dV6 

mere p 1  i p2 . U odnosu na uzajamni polo2aj mera p i  i p2 

razlikujemo singularnu Lap  p , 
kada je mera p i  singularna 

m  1 2 

odnosu na P2' 
i apsolutno neprekidnu Lap  p 

'" 
1 2 kada je mera p i  

apsolutno nwprekidna u odnosu na meru 0 2 . 

1.2.6. Definicija. Slaba probabilistitka struktura za LAP je  

struktura 	WAgg(A,RIi
I  ,f 	il 411  ,c 	,Nn ) 	ieI, je3, keK,neN, gde jk  

je Nn konatno aditivna verovatnota na M n , pri temu je svaki 

singlton merljiv 	i, uz prirodno definisanu relaciju 

zadovoljenja, skup igeMn 11.11. p[W]1 	pn-merljiv za svakUi 

 
formulu p(x,y) i m-torku aeM

m 
 . 

1.2.7. Definicija.Graduirana probabilistitka struktura za L ap 

je strukturaVIR(A,R.i,f pc 	,Nn ) 	ieI, jeJ, ke(, nil, takvW jk  

da: 

a) pn  je verovatnota na Mn . 

b) Svaka relacija i funkcija je merljiva. 

c) Ako je BGMn  Mn-merljiv, tada je i BxMm  pm+n-merljiv. 

d) pn 
se tuva permutovanjem indeksa. Ako je n permutacija 

skupa i1,2,...,n1, tada: 

akko (Pxn1 xn2 ...xnn>r) 

e) (pn ineN) ima Fubinijevo svojstvo: Ako je Bsm 
	merljiV 

tads: 
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Skup 0(7)= .64411 1;;44 3e Pm-MerijiV 2A svaki 

ii) Funkcija f(x)=4.4m
(13(x)) je p -merijiva. 

iii) N m+n  (B)=Xf(x)dmn  . 

1.3. AKSIOME I PRAVILA. 

1.3.1. Definicija.  Aksiome za slabu LAP 
logiku su: 

Al) Aksiome za LA 
 bez kvantifikatora. 

A2) Monotonost 	(P;kr)fp ♦ (P7cts)19, gde je its 

A3) (P;tr)9(x) mo(PYkr)9(Y) 

A4) (Pxt03)y 

AS) Konaena aditivnost: 

a) (Pxtr)c ^ (Pykr)w 	(Px..50)(y^w) .+ (12Xtr+15)40%.0 ►  

b) (127(5r)9 	(PTc5s)w 	(12;r+S)(VvW) 

A6) Arhimedovo svojstvo: 

 
(Px>r)p ..\/(Pxtr+-

1  )f, 

1.3.2. Definicija.  Aksiome za graduiranu L Ap  logiku su 

aksiome za slabu LAP 
logiku is 

o-aditivnost : A(P;kr)Aw ►  (P)itr),Np gde w prolazi 
w 

skupom konaanih podskupova skupa formula f. 

132) Simetrija 

(Px 1 x 2 ...xn?,:r)p 40 (Px yri x re ...x nn?r)p 	gde je n proizvoljn 

permutacija skupa 

B3) Nezavisnost proizvoda 

(Pxtr)(Pyts)p ►  (Pxytrs)9 gde su nizovi promenljivih x i 

disjunktni. 

1.3.3. Definicija.  Aksiome za LAP 
su aksiome za graduiranu 

LAP 
kao i sledeea aksioma: 
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H4) Merljivost proizvoda: 

(Px?.1)(Py>0)(Pz?..r)(p(x,z) N p(Y,z)), 	gde su x 	i y 

disjunktni nizovi promenljivih i r<1 nenegativan realan broj. 

1.3.4. Definicija. Aksiome za apsolutno neprekidnu L 0061 ,22 

 logiku su sve aksiome za logiku Low, po obadva kvantora 

P2, i dodatna aksioma: 

v  A v ((P2 x5.6)1, 	(P i x...5.e)p) 
e 6 nEN pef 

gde je f=u6n , 	fpfnea i : 

f ri=ipe619 ima n slobodnih promenljivih 

1.3.5. Definicija. Aksiome za singularnu LAP1P2 
logiku su sve 

aksiome za logiku LAp, po obadva kvantora, i dodatna aksioma 

(P i x=0)((P 1 y>0)(x=y)^(P2y>0)(x=y)) 	za i=1,2. 

Sve dosad uvedene probabilistitke logike imaju ista pravila 

izvodenja. To sa pravila : 

(R1) Modus ponens: 

(R2) Konjukcija: 

(R3) Generalizacija: 

Na uobitajen natin uvodi se pojam izvodenja formule p iz 

skupa retwnica 6, oF 0, kao i - p; 61. I. 12. Va2i teorema 

dedukcije: 

1.3.6. Teorema. Ako je p retenica i 	', tada OF p♦w. 
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1.4. TEOREME KOMPLETNOSTI. 

1.4.1. Teorema. Skup retenica f je konzistentan u slaboj Liap  

logici akko ima slab model. 

1.4.2. Teorema. 	Skup 	retenica 	f 	je 	konzistentan 	u 

graduiranoj LAP 
logici akko ima graduiran model. 

1.4.3. Teorema. Skup retenica f je konzistentan u L AP 
logici 

akko ima model. 

Vali i jati rezultat od teoreme 1.4.3. ukoliko se ogranitimo 

na analititke strukture, tj. strukture eiji je domen 

analititki skup realnih brojeva, tije su sve relacije i 

funkcije analititke, a mera, osim motda u tatkama pozitivne 

mase, apsolutno neprekidna u odnosu na odgovarajutu 

restrikciju 	Lebegove mere. 	Pod 	Borelovom 	
strukturom 

podrazumevamo analititku strukturu tiji je domen Borelov skup 

realnih brojeva i tije su sve relacije i funkcije Borelove 

1.4.4. Teorema. Skup retenica f je konzistentan u L AP 
logici 

akko ima analititki model. 

Ukoliko jezik L ne sadrti funkcijske znake vafi: 

1.4.5. Teorema. Skup retenica 	je konzistentan u logici Lap  

akko ima Borelov model. 

Vale i teoreme kompletnosti za singularnu i apsolutno 

neprekidnu logiku LAp1p2 : 

1.4.6. Teorema. Skup retenica f, slotenosti 14 nad AP 

apsolutno neprekidne Lap  p logike ima apsolutno neprekidan 
1 2 

model akko je konzistentan. 

1.4.7. Teorema. Skup retenica f, slotenosti 14 singularne 

9 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



logike ima singularan model akko je konzistentan. L
AP P

a 

Za probabilistidke logike ne va2i klasidan stay kompaktnosti, 

ito pokazuje slededi primer: 

1.4.8. Primer. 	Neka je R relacijski 	znak 	jezika L 

(pretpostavljamo da postoji), posmatrajmo slededi 	skup 

formula: 

1 
§=i(Px>044 	i(P)(5. -)fl 

Svaki konadan podskup skupa 6 ima model, ali Ce0 skup 6 nema 

model. 

Kao i za logiku LA  vase stavovi apstraktne(Barwise-ove) 

kompletnosti i kompaktnosti. 

1.4.9. Teorema.  Skup svih valjanih redenica logike LAP  je 

slo2enosti Enad A. 

1.4.10. Teorema.  Ako je skup f reeenica logike LAP  slo2enosti 

E nad A i svaki A-konaean njegov podskup ima model, tada i 

sam skup f ima model. 

1.5. LOEBOVA MERA. 

1.5.1. Definicija.  Nestandardno raiirenje univerzuma V(X) je 

preslikavanje : V(X)4V(Y), koje zadovoljava sledede 

uslove: 

a)
*
X=Y, XGY, 

*
wax za svaki xeX. 

b) Princip prenosa: * duva fomule sa ogranidenim kvantorima. 

Ako je p(x) formula prvog reda jezika teorije skupova koja 

sadr2i samo ogranidene kvantore i a€V(X), tada va2i: 

(V(X),e)F p(a) akko (V(
* 	

p(
*- 

 a). 

c) 	w1
-zasidenost: 	Za svaki 	prebrojiv 	opadajudi 	niz 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



internalnih, nepraznih skupova A 02A l2A22 	iz nekog Vn (X) 

vaii 	nA n00. n  

(V(
*
X),e) zovemo nestandardni univerzum. 

Nestandardno proAirenje univerzuma se dobija klasidnim 

sredstvima teorije modela, ultrastepenovanjwm ili 

tranzitivnim kolapsiranjem unije elementarnog lanca. 

* 
Pretpostavimo da je (V( U),e) nestandardni univerzum, gde je 

U skup urelemenata. Po potrebi, motemo pretpostaviti da au 

neki objekti od znadaja u daljnjem razmatranju urelementi; na 

primer prirodni brojevi, realni brojevi, simboli jezika L. 

Neka je (M,S,p) internalan skup u (V( *U),a). (M,S,p) je 

hiperkonadno aditivan prostor verovatnode ako je S polje 

podskupova skupa M zatvoreno za hiperkonadne, internalne 

preseke, p:S:[0,1] hiperkonadno aditivna funkcija i p(M)=1. 

Lbeb-ova mera hipermere p je funkcija p:a(S)4R definisana sa 

TJ(X)=st(p(X), pri demu je a(S) a-prsten generisan prstenom 

a 'st' standardni-deo preslikavanje. Slededa teorema opravday.# 

neformalni opis Ldeb-ove mere. 

1.5.2. Teorema. Ldebova mera postoji i jedinstvena je. 

1.5.3. Teorema. Neka Xsa(S). 

i) Za svaki prirodan broj n postoje Y,ZES takvi da je YSXSZ i 

p(Z\Y)<-
1  . 

ii) Postoji YGS takav da je Ti(XAY)=0. 

11 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



2. KOMPLETNOST LOGIKE L,43 

U ovom poglavlju uvegdemo logiku LA3 
 koja sadrti pored 

probabilistiakih, egzistencijalni i univerzalni kvantor. 

2.1. LOGIKA LA3
. 

2.1.1. Definicija. Logika Liza  sadrfi sledeae logiake simbole 

a) prebrojiv spisak promenljivih v n , za 

b) veznike 	A i V- 
c) Kvantore (Px.tr), (P71r), (1270r), (Px<r), (Vy), (3y) gde je 

x 	n-torka (x x 2'"" x n ) 
 razliaitih promenljivih i r 

nenegativan realan broj. 

d) Simbol jednakosti 

2.1.2. Definicija. Skup formula logike L 43  je najmanji skup 

Form(L ) koji sadrli eve atomiane formule jezika L i zadovolj 

A3 

a) Ako peForm(LA3
) 	tada i nyeForm(LA3

) . 

b) Ako SEA i fgForm( LAE  )p pri aemu formule iz 	sadrie 

samo konaano mnogo promenljivih, tada i 	AffsForm(L43 ) 

V4eForm(LA13 ). 

c) Ako peForm(El.A3
) i rGA je nenegativan realan broj, tada i 

(Px.tr)v, 	 (Px<r)p, (Px>r)p, (Vx)f, (30feForm(LA3 ). 

Reaenice su formule koje ne sadrIe slobodne promenljive. 

Na uobidajen nadin uvode se veznici *op 4, A, i v. 

2.1.3. Definicija. LA3 
struktura je struktura 

9.1 	tt 9111=(A,R.,f ,c 	,p ). 
2 j 	k 	n ieI,jeJ,keKoneti 
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pri demu je Nn  konaena konaeno aditivna mera na Mn r svaki 

singiton je merljiv, p n(Mn )>0 i, uz prirodno definisanu 
m 

relaciju zadovoljenja, za svaku formulu ptx,y) i m-torku aeM 

skup 	iEsm p1.1Fp(1,6)1 	je  Nn merljiv. 

2.1.4. Definicija.  Za datu formulu 9 logike LA3 , indukcijom 

po slotenosti, definitemo formulu 

a) p je atomiena. 	9-1 je 

b) V je "W' 	 je W. 

c) p je A*. 	9-1 je VI -WIPE°  • 

d) je \A. 	 je V09 1 96  F' 

12-1 je (Vx)--ap. e) p je (3x )W. 

f) p je (Yx)w. 	 je (3x)-nw.  

g) p je (PTaT)w. 	12-1 je (P;<r)w. 

h) p je (P;Sr)w. 	 je (12;>r )w. 

i) p je (PTc<r)w. 
	 je (P)4r)w. 

j) p je (PT0r)w. 
	 je (P;Sr)w. 

2.2. DEDUKTIVNI APARAT  

2.2.1. Definicija.  Aksiome logike L43  su: 

(Al) Sve formulae dobijene zamenom iz tautologija. 

(A2) (-119) 0, (19-1) 

(A3) /V ♦ 9, za svaku formulu 9E* 

(A4) (Yx)9(x) ►  p(t), gde je t term slobodan za x u p. 

(A5) x=x 

(A6) x=y 	y=x 

(A7) 9(x) ^ x=t ►  9(t), gde je t term slobodan za x u 9. 

(AG) (Px0)9 

(A9) (Px>0)x=x 

(A10) (Px50)xotx 
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(All) (P)(1- )0 A (Pxs)w 	(POr+s)(fvw) 

(Al2) (P7(kr),I. ^ (P7(ks)w ^ (PxV))(10,40 + (PXkr+S)(WVIO) 

(A13) (Pm1r)to 4 (P)as)p, gde je 	sir 

(A14) (Pxr)to ►  (Pxs)0, gde je 	rl‹-s 

(A15) (P;kr)w(;) 4. (6.tr)w(Y) 

(A16) (Px~r)W(x) 	(P ,Sr)w(Y) 

(A17) (12 )7>r)p 4.0V(P;kr+3-1 )p 

(Al8) (P;<r)0 4+),(Pr -41)0 

(A19) \/(Pxr)0 
r 

2.2.2. Definicija.  Pravila izvodenja logike Lio  su: 

o#94W  
(R1) Modus 	ponens: 

(R2) Konjunkcija: 	 .70.1 

w4p(x)  
(R3) Generalizacija: 	 w4(Yx)p(x) 

(R4)
V4W  

(Pxkr),D4(Pxkr)w 

(R5)
W4V  

(Pw5r)p4(Px.lr)tp 

Neka je lisForm(L43 ) i 04Form(Lm3 ). 

2.2.3. Definicija.  Skup posledica skupa formula S je najmanji 

skup formula logike L43  koji sadr2i sve formule iz 0, aksiome 

(A1)-(A19) i zatvoren je za pravila (R1)-(R5). tit 0 
A3 

oznatava 	da je 	p 	posledica skupa formula f. OFL  p 
143 

oznadavamo sa 
FLAP 6 je 

 konzistentan u L 143 
ako ne postoji 

formula 0 tako da 
	

FL
/43

t° 
 

i ' F
L 
 -p . 

Kao i u LA 
 pokazuje se da f nije Lla

-konzistentan akko 

*FL  x$x. 	Primetimo 	da 	'1FL/639 	
akko 	postoji 	niz 

ta 

V0'1'1' 
	'fry, t<col , tiji je svaki elan aksioma, formula 

iz t ili je dobijen iz prethodnih tlanova primenom nekog od 

14 
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pravila. Tako, vati teorema dedukcije: 

2.2.4. Teorema.  Neka je 0SForm(Lx3), p, limform(L 43 ). Tada 

. akko 

2.2.5. Definicija.  p je semantieka posledica skupa formula 

0,  FL fp, ako je p zadovoljena u svakom modelu za 0. OIL fp 

A3 	
A3 

oznaeavamo sa L 
p, u ovom slueaju katemo da je p teorema 

A3 

logike LA3 . 

Neka je C skup konstantnih simbola i CfLaO. ProAirimo jezik L 

do jezika M=LUC i formirajmo odgovarajutu logiku MA3 . Za 

formulu p logike LA3  i skup 0SForm(LA3 ) vati: 

(1) peForm(MA3 ) 

(2) p je aksioma logike LA3  akko je p 
aksioma logike MA3 . 

(3) p je izvedena iz 0 primenom nekog od pravila logike L A3 

akko je p izvedena iz 0 primenom nekog od pravila logike M A3. 

Iz (1),(2) i (3) sledi da ako je niz 4,01 
	,pt=p dokaz 

u LA3 
za p.iz 0 tada je on dokaz i u MA3 

za p iz 0. Time smo 

dokazali: 

2.2.6. Lema. Neka peiForm(L A3) i 05Form(LA3
). Ako 011p tada 

°F 	9. 

U nekim slueajevima vati i obrnuto tvrdenje: 

2.2.7. Lema. Neka je C konaean skup novih konstantnih 

simbola, 	M=LuC, peForm(L A3 ), 0sForm(L
A3 ) i 41-11/639- Tada 

§FLiat 
Dokaz: Pretpostavimo da je C=icl,c2,...,c n 	

Neka je dalje 

niz pogy i , 	,p.=p dokaz u MA3 
za 	iz 0. Kako je skup 

promenljivih jezika M beskonaean, motemo pretpostaviti da 

promenljive vi,v2,•••,vn ne uueestvuju ni u jednoj od formula 

15 
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90'91' 	W
t . Neka je rya,za svaki ax, formula jezika L 

dobijena zamenom u pa  5vakog pojavljivanja konstante c 

promenljivom V., za j=1,2,...,n. Va2i: 

(1) Ako je pa  aksioma logike MA3 
tada je wa 

aksioma LA3' 

(2) Ako paof tada Woof . 

(3) Ako je AG4+1, 015Z.i pa  je dobijena iz 	 primenom 

nekog od pravila logike MA3 , tada je wa  je dobijena iz 

Ov ive4primenom nekog od pravila logike L A3 . 

1z (1),(2) i (3) sledi da je W o rW 1 ,..•,wep dokaz u LA3  2A 0 

iz t. Znati 611 9. 
A3 

2.2.8. Posledica. Neka je C konatan skup novih konstantnih 

simbola, M=LLJC, OSForm(LA3
). 6 je LA3 

 konzistentanakko 

MA3 
 konzistentan. 

2.2.9. Lema.  Ako je OSForm(Lio)-konzistentan i OLIO. nije 

konzistentan tada 6FL  -1p. 
A3 

2.2.10. Lema.  Ako je OSForm(Lio) LA3 konzistentantada je bar 

jedan od skupova filch 	LA3 konzistentan. 

2.3. TEOREMA KOMPLETNOSTI. 

U ovom delu C=ic 	jeskup novih konstantnih simbola i 

M=LuC. Kako su L i C prebrojivi i M je prebrojiv, pa je i 

Form(MA3
) 	prebrojiv. 	Mo2emo 	pretpostaviti 	da 	je 

91"22'''''92n". 	
niz 	svih 	retenica 	logike 	MA3 

to pt i g...ot g... niz svih terma jezika M. 

2.3.1. Lema. Neka je fcForm(LA3 ) LA3 
 konzistentan. Postoji 

niz podskupova skupa Form(M A3 ) t0 ot 1 , 	i niz C0  ,C 1 

konatnih podskupova skupa C tako da su za svaki prirodan broj 

n ispunjeni sledeti uslovi: 

j 
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(1) *e4Y  c ()=13, f rIcil n+1 ' cn5cntl .  

(2) n
5Form(MA3

),  gde je M
n=LLC n 

(3) t
o 

je term jezika Mn . 

(4) fn  je M.43-konzistentan. 

(5) 9n . 
et  n 

ili n
e6 n 

(6) Ako pnef n  i9n je \A, tada za neku forthulu w a wan . 

(7) Ako pnef n  i pn  je 	(3x)w(k) tada za neku konstantu 

ceCn 
w(t)e6n 

(8) Za neku konstantu ceC n 
(c=t n

)ef n
. 

Dokaz: Konstrukciju vriimo induktivno. Pretpostavimo da su n 

i Cn 
konstruisani i da su uslovi (1)-(8) ispunjeni. 

Neka je C' skup svih novih konstanti koje udestvuju u f 

ili u t n+1. 
Kako je C beskonaean, a C i Cn 

konateni, postoje 

dieeC\C'n\Cn tako da je dare. Stavimo Cn"=Cnn 
uC'uidF. Po 2.2.8. 

6
n 

je (LuC") A3 
 -konzistentan. 

n  

OznaEimo sa 0;1  skup Onuit n+1=0• 

Tvrdenle 1:  6' je (LuCn")A3 konzistentan. 

Dokaz: 	Pretpostavimo 	suprotno. 	Tada 	po 	lemi 	2.2.9. 

6, n 1-1(t n+1 =d). Neka 	je wo,w1,...,wz dokaz 	za -1(t n+1 =d). 

Pretpostavimo da promenljiva v i  ne udestvuje ni u jednoj od 

formula w za odt. Neka je xa , za 05Z, formula dobijena 
a   

zamenom u wa  svakog pojavljivanja konstante d promenljivom 

v 1 . Tada je 	
dokaz za -1(t n+1 =v 1 ) u (LuC 1:1 ) 43 . Po 

lemi 	2.2.6. 	60111-(140V1)•1(tn+1=v1). 	Kako 	*n 1-(31v 1 )(t n+1 =v 1 ) 

 zakljutujemo da je fn  protivredan. Kontradikcija. 

Sludaj 1: 61:1U0pn+1 je (LuC yy)A3 konzistentan. 

Stavimo Cn+1=CW, On+1=6fui-icn+11.. Uslovi (1)-(3) tvrdenja 

leme su zadovoljeni konstrukcijom C
n+1 , uslov (4) 

pretpostavkom (LuCW)A3konzistentnosti 61:11-4-19n4.0., uslov (5) 

je zadovoljen jer ''1° n
+1 n+1 uslovi (6) i (7) jer con+liOn+1, 
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uslov (0) jer (dot n+1 
)64V. Time je u ovom eludaju lema 

dokazana. 

Slutaj 2: t;Itii-loon+ J nije (LUCry)43-konzistentan. 

Po lemi 2.2.10. 11:1Wivn#1 je (LuCW)43-konzistentan. Oznatimo 

11 11U0n+ J 114 	Ukoliko fivol  nije oblika 	 (3x)W(x) 

C n#1 
=C" i 6ntl =6n

" zadovoljavaju tvrdenje leme. 
n  

a) V11+1 je  \CP ' 

Stavimo C 	saC". Dovoljno je dokazati da je za 
neko 

n+1 n 
1 	un+1 	: 	e, 

skup 	 n43  -Konzisenuan, u tom 

zadovoljava tvrdenje lame. 

slutaju t n+1 n 

1 
Tvrdenje 2: Za neko 	61yUilig je ma3  -konzistentan. 

Dokaz: Pretpostavimo da je 	 protivretan za svaku 

formulu 	 Tada, po lemi 2.2.10. 6"utnwlwe44 

	

1 	
je 

konzistentan, pa je i61:1'uiAnwlweg'}- konzistentan. Odavde 

je konzistentan. Ali /Veit". Kontradikcija. 

b) pri+1  je (3x)w(x). 

Stavimo C 1.0.1 =CWuieF, 6 1.14.1 =6Wuiw(e) I. Dovoljno je dokazati t„ 

Tvrdenle 3: 6 n+1 
je Mn4;

1-konzistentan 

Dokaz: Pretpostavimo suprotno. Po lemi 2.2.9. f"F -0e)• 

dokaz za -,W(e) u kome promenljiva v 1  

Neka nizovi 	=I c6 ct 0-  1-  2-  
i 0=C0 

 SC cC c... zadovoljavaju 
1 -  2-  

'es* 

Neka je WO' 11/ 1" -" Wt 

ne utestvuje. Sada zamenom svakog pojavljivanja konstante e 

promenljivom v 1 
u dokazu W0OP1,••••wt dobijamo dokaz za 

-10v 1 ). Tako OWHIOV I )-10v 1 ). Kako (3v 1 
 )w(v 1 

 )e6n
" dobijamo 

da je 6" protivretan. Kontradikcija. 

Ovako definisani Cn+1
i  tn+1 

zadovoljavaju sve uslove tvrdenja 

leme, time je lema dokazana. 

tvrdenje leme 2.3.1. i 	6on =u6 n • 6w 
 ima sledete osobine: 

Za svaku formulu 	
jezika M koja sadrti konatno mnogo simbola 
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iz C, svaki term t i svaki prirodan broj n va2i: 

(1) peOw  akko -490363  

(2) Postoji konstanta ceC takoda (tmc)66 

(3) §
w
riFOrM((LU-019C2).,$,Cn 	

je konzistentan. 

(4) Ako (3x i x e...x n)9(x)e*w  tada f(c l ,c2 ,...,cn 	w
za neke 

(5) Ako VP of tada wet za neku 

Na skupu C definiiimo relaciju 	: 

c=1 akko (c=d)egw . 

 

2.3.2. Lema. 	je relacija ekvivalencije. 

Dokaz: Dokazademo prvo tranzitivnost, zato pretpostavimo da 

c,dpepeC, (c=d)et
co 	

(d=e)e*w .  (x=y)^(y=z) ►(x=z) je aksioma 

(A7) za p(y) je (x=y). Koristedi (A7) i pravilo (R1) dobijamo 

FL  A3 
Kako (c=e)e Form(Lia ) postoji nil 

A3 
tako da je pn  formula (c=e). Neka je mkn tako da 

(c=d),(d=e)eg m 
Zbog F 	(c=d)^(d=e)4(c=e) imamo m F

LA3
(c=e) ,  

pa kako je m 
konzistentan i pn

efmm 
mora (c=e)a*m 

Analogno iz (A5) se dobija refleksivnost, iz (A6) simetrija. 

U narednom nizu lema konstruisademo MA3
-strukturu koja de 

ujedno biti model za 6. Neka je A=C/4s. 

2.3.3. Lema. Neka je R relacijski simbol du2ine n. Uslovoms 

.t R (c i/%4c 2/%4...c n/) akko R(c i ,c 2 ,...,c n)efe  

definisana je relacija na skupu A. 

Dokaz: Neka je c 1
/I:1=d 1 /1t,c2

/tmd n 	
odnosno 

(c i =dpegw , (c2=d2)e6w,...,(cn=dn)E64). Iz (A4), (A6) i (A7) 

imamo 	
Odavde, 	zbog 

konzistentnosti gw 
i uslova (1), dobijamo: 

R(c i ,c2 ,...,c n )eg ta  akko R(d 1 pd 2
,... dn )efw 
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Znaai: 	 akko R(d i /t.,d 2 /.10., 	o dn i:1) ►  ito 

je i trebalo dokazati . 

2.3.4. Lema: Neka je f funkcijski znak du2ine n. Uslovom: 

c 1 /:t, c 2/%, ...c n/ 2:)=c/ 	akko f lit( c ,c 2 , 	,cn )laceS to  

definisana je funkcija f:A
n

-PA. 

Dokaz: Neka je c l /Almgd i flt,c2/%=d 2 /%,...,cn/ft=d n /A1,  odnosno 

(c 1 =d 1 )E603 , (ced E )efw,...,(c n=dn )et co. Po uslovu (2) postoje 

c,d€C tako da (f(c i ,c2 ,...pc n )=c)eful , (f(d 1 ,d2 ,...,dn )lid) 400 . 

Zbog (c 1=d 1 )eful, (c2=d2 )E60),...,(cn=d n )efw, iz (A4) i (A7) 

mora biti (f(cl,c2,...pcn)=f(d1,de...,dn) )eg ul. Odavda 

dobijamo (c=d)efw, 
odnosno c/Al=d/q14 	pa je f it  dobro 

definisana. 

Neka Form
n

(M
43

) oznaeava skup svih formula y jezika M koje 

imaju n slobodnih promenljivih (x l ,x 2 ,...,x n ), i neka je: 

ET112=i ( c /%,c 2/,14, . 	 c C 2  . .pcn )ef ej 

Sn=iE;IpeFormn (MA3q. 

2.3.5. Lema. Sn 
je prsten podskupova od A n . 

.E  n nEnn 
Dokaz: OeSn 

jer je za 	;074, 
E9=0,  En W P^W va2i jer 

Oc i ,c2 ,..pcn )efw 	i 	w(c l oc E ,..pc n )efw 	akko 

(c^w)(ci,c2,...pcn)640. Zbog (1) je 	
akko 

pa je E n =A nDE  . Znaei S n  je prsten. 

2.3.6. Lema. Sa 	pn(E;)=supirl(Px›:r)12E4coi. je definisana 

funkcija pn :S n402uiw4. 

Dokaz: Po (AS) Oeirl(P)INE-60 1- , pa je p n
(En )a-Ruio4. Neka je 

E
n

=E
n
W

. Tvrdimo 
9  

n(p(x)ap0x)ef co
, 	 pa 	(3x)(p(x)^nw(x))v(3x)( -10.(x ) ^W ( x )) elw . 

Po (5), 	(3,7)(c(;)^-14//(x))eful ili (3)7)(-1c(;)^w(;))€603. Neka 

vaii prvi slueaj. 	Iz (4) dobijamo -1w(clocE,...pc n )e*
(4 

i 

p(ci,c2,...pcn)efw za neke cl,c2,...,cneC. Iz (1) dobijamo 

(6C)(1>(;)(40;))efw . 	U 	suprotnom 
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w(c i pc 2 ,...licn )04) . 	Znaai 	(c
l
/;-,,c

2
/x, ...c

n
/v)eE

n 

0 	
ali 

(c
1 
 /24,c

g 
 /t,...c n/t)eE

n
V'

. Kontradikcija. Zakljuaujemo da va2i 

(Yx)(12604400x))4
(,) 

pa i twfio(x).0p(x). Odavde, prima (R4), 

iw
F(PA'r)i(x)4(P0x)0(x) 

6wLii(Px?.r)w(x)i.F(Pxkr)p ( x )  

Analogno se dobija i 60 	
q ui(Pxkr)p(xF(Pxkr)w(x )  

Tako bobijamo (Px2r)p(*)14 	akko (12)(r)w(x)e*
0

, 	ito 

ekvivalentno sa pn (y=pn (E;), pa je pn ;Sn -pinlicq funkcija. 

2.3.7. Lema a) (P;kr)pet 	akko (Px<r)oot . 

b) (Px5r),e6 	akko (Px>r)0, 06
w

. 

 

Dokaz: Zbog simetrije dovoljno je dokazati samo a). 

a) Zbog (1) je (Pxl'r)pef 	akko -1(Pxkr)0, 06 

Zbog (2) je 6 63 1- -7(Px1..r)+•(Px>r)p, pa je: 

-1(Px?..*r)loofw  akko (Px<r)p060 . 

Odavde zakljuaujemo: 

(Px?..r)pme60  akko (Px<r),,e661  

to je i trebalo dokazati. 

	

- 	1 
2.3.8. Lema. (Pw5r)pe6 c0  akko za neko neN (Pxkr+ n

)906 . 

Dokaz: Prema lemi 2.3.7. vati: (PTc5r)pie6 c0  akko (Px>r)pef w . 

1 
Po (A17) je F(Px

- 

>r)pooVPx.tr 47.1 )f,  

Iz 	prethodnog imamo 

(Px>r),,, e6c0  akko za neko nil (Px?..r+)vel. 

Po osobini (5) vaIi: 

1 
(Px>r)pe6 w  akko (Pia

- 

'r+-
n

)10e6 co 
za neko n414 

Iz prethodnog zakljuaujemo: 
1 

(Px5r)flore*
w 

akko za neko nil (Pxkr+ - )pe6
w n 

to je i trebalo dokazati. 

2.3.9. Lema. Za realne nenegativne brojeve r5s va2i: 

(Px5s)pe6 w  iii (PX?...r)pe6w. 
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Dokaz: Predpostavimo do (PTo5s)plef w . Po lemi 2.3.8. za neki neLN 

(P
;

?-s+1 )12e6
w' 

pa kako je s+-?r po (A13) dobijamo (P;kr)cef o . 

Znaei (Pw.5s)ioefw  iii (Pxkr)vefw . 

2.3.10. Lema.  Za realne brojeve r<s vati: 

(Px<s)veiw  iii 	(Px>r)4046 0.1 . 

Dokaz: 	Predpostavimo 	da 	(15 )7<s)folow. 	PO 	lemi 	2.3.7. 

(Pkke)1004w . Izaberimo maN tako da je r<rt-<s. Iz (A13) 

1 
dobijamo (P)ar+ -n)petw , 

pa po lemi z.3.8. (Px5r)pot 	 Odavde 

po lemi 2.3.7. (6>r)vetw . Zakljueujemo: 

(P;<e)ve-00  iii (P;>r)pef ca . 

2.3.11. Lema. 	m (E TT/I ) 	infisl(PTcse* w 

Dokaz: Prvo dokatimo: 

supirl(Pxkr),Pefo• 	infisl(Pxks)pe6j. 

Pretpostavimo suprotno. Tada za neke realne brojeve r<s vati: 

(Pxkr)pef w 
i (Px:5s)toef w 

Po lemi 2.3.7. vati (P;)r)10,00 0)  i ( PTc<s)9, 060) , tto protivreei 

lemi 2.3.10. Znaei: 

pi n (Ene ) 	infisl(PTI>s)yelf aj 

Predpostavimo da je 	mn (E9 ) < infisl(Px.ts)peb w . 

Tada postoji realan broj r za koji volts 

mn (E;) < r < isl(PTcks)peO uj 

Odavde je (12 ;.1.r)lowf w  i (P;kr)004 (0 , tto protiv7ei lemi 2.3.9. 

2.3.12. Lema. n
:S

n
-AR 

Dokaz: n
(E )4RuicoF po lemi 2.3.6. Po lemi 2.3.10. N

n
(E 47 )<a). 

2.3.13. Lema.  mn je konaena konaeno aditivna mera na M
n

. 

Dokaz: Iz (A10) i leme 2.3.10. N n(0)=0. Prema aksiomi (A19) 

Fe je konaena funkcija, pa nam preostaje da pokatemo da 
n 

 

konaeno aditivna. 

j e Pn 

Neka je 
	

E
n

OE
n
=0. Vati: 
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y(c 1 ,e2 ,...,en )G04) 	iii 	W(C 1 	pally; )01 	akko 1  C2 	n 

n n 
(yvw)(c 1  pC

2 
 p 

. 

..,c
n

)ef
co

. Odavde 	E pLE 4rE9,0' pa je dovoljno 

dokazati da je p 
n 

(E
n )41.4 (E

n
)=p 

n 
(E

n 
1p

). 

	

p n y, 	py 

Po (A17), ako (Px5t)yesl al  i ( Px5s)ye*
w 
 tada (Px5r+s)yeib ui , 

Odavde dobijamo: 

infiSI(Px5s)yefuj+inlisl(Pk5s)Welj5 infisl (Px5s)( yvw )efwl ,  

odnosno: 	pi (E
n

) + p (E
n
w

) 5 p (E
n 
w

) • 
n y 	n 	 n pv 

Iz EnnE=0, kao i u lemi 2.3.6. dobijamo p(x)^w(x) ♦x0x4i . 

Odavde po pravilu (R5) 	(Px50)(w(x)^y(x))E6 63 . 

Iz (Al2) 	1-(Px2:r)19 ^ (Px.ts)w 	(Px50)(92^w) ►  (PX?"..r+S)(WVIO). 

Kako (Px.2:r)psf w 
(P)a's)yef w

p (PX-tO)fef w
p ZakijUaUjeMO: 

(Px?...r+s)(wve)ef w
. 

 

Time je dokazano: 

supirl(P742:r)yefj .  + supirl(PT42:r)yefj. k 	supirl(12 ;kr)yef uj 

odnosno p n 
 (E

n
) +p (E

n
) 	pi 

n 
 (En 

vw
). Zakljutujemo: 

	

n w 	p 

p 
n 

 (E
n

) +p (E
n
) = p (E

n 
), time je lema dokazana. 

w 	n pvw 

Definitimo M /43
-strukturu 

timi(A,R4/1. 	 , p6 ). U  
j knieI,jaJokeKuNoneiN 

na sledeti natin: 

	

R i (c i / z1,c 2 /.114...,c n /.1:1) 	akko Ri(ci,c2,...,cn)efw, 	 imI 

f ( c 	 Cni:Z) 	 akko ( f j  ( c , c 2  . . pCn ) =C ) Eau) , jeJ 

c/2.1 je interpretacija konstanntnog simbola c k 
akko (c=c k

)of
w 

pri temu keKUN. 

strukture 

2.3.14. Lema.  pe w  akko 

Dokaz: Indukcijom po sloIenosti formule p. 

a) p je atomitna. 

N n-merljivi su samo skupovi E,, i p n
(E

w
)=supirl(Px?..r)wef wl 

Leme 2.3.3., 2.3.4. i 2.3.13. garantuju dobru definisanost 
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Predpostavimo, jednostavnosti radi, da je qa oblika 

f(c 1 pc2 ,...,cn ) = g(d i ,d2 ,...,dn ) 

gde su f i g funkcijski, a R relacijski znak jezika L. 

Prema definiciji relacije 	vati: 

,it 

	

n (c
1
i.frI c

2
/.11) akko R(c

1
,c 	... ,c

n

)e

w  

Odavde dobijamo: 

, 	11 
94 R (c 1/24c 2/2.4...oc n/W) 	akko 	(R(c i ,c 2 ,...pc n )) E00  

,ito je i trebalo dokazati. 

Neka sada vati drugi sludaj i neka su, po (3), c,deC tako 

(f(c i ,c 2 ,...,cn )=c)efw  i 	(g(d i ,d2 ,...,dn )=d)efw . Tadas 

fitt(c n
/2-.) = c/P., 

 1 	2 

gti(d 
1
/.T.,d
2n

/2 ) = 

Predpostavimo da ve6w . Tada, po (A4) i (A7) 

(c=d)ef
w, 

odnosno 

Odavde dobijamo: 

fll(c
1 
 PA4c

2  / n
PA) = g 411(d

1 
 /.1.,:od
2n 	

tj 	111-19. 

Neka sada *9: 

ff/t(c1/::.,c2/21,...,cn/A) = g 9I(d i P40d2/A14...,dn/".0  

Tada 	c/% = d/A1, pa (c=d)efw
. Ponovo prema (A4) i (A6) jes 

(f(c
1
pc
2
,...pc

n
) = g(d

1
pd

2
,...,d

n
))ef

(A) 
odnosno loaf

w 

b) 10  je -11p. 

Prema induktivnoj hipotezi: 

w 
akko Ulaw, pa vati 

Wilco  akko Vie-two to je prema (1) 

nwetw  akko 	 ili 

cefw  akko /11.p. 

c) p je 

Zbog osobine (1) i konzistentnosti Ow  vati: 
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fe6 akko za svaku formulu wells vaii we 

akko, prema induktivnoj hipotezi, za svaku formulu y 	14140 

akko 

d) je 

Prema osobini (5): 

fraw  akko za neku formulu we*, we*. 

akko, prema induktivnoj hipotezi, ad neku formulu 
	

vi 41t he , 

akko "AN* 

e) p je (3x) ► (x). 

Prema osobini (1): 

vefw  akko za neku ceC w(c)ef 

akko ,prema induktivnoj hipotezi, gll.w(c/A) 

akko 4111-(3x)w(x). 

f) p je (Vx>w(x). 

Prema (1): 	pobw  akko -1(1x)w(x)06 03  

akko, prema (2), (3x)-10x)060  

akko -,w(c)064)  za svaku ceC 

akko, prema induktivnoj hipotezi, qal.w(c/) za svaku ceC 

akko 4141.( 1,0*)w(x) 

g) p je (Px?x)w. 

(Px?..x ) wef eo  akko reisl(Px?:s)el w). 

akko supis I (P;kr )wet aj-Ir 

akko(E 
	akko 911-(Px?_r)w. 

n w 

h) p je (P;>r)w. 

Prema (A17) (Px>r)wefw  akko V(Pxkr+!;)wefw  

- 	1 
akko za neko neN (Pxtr+ 11 )weslw  

akko, prema (g), za neko neN 111-(Pxkr+714 

akko 4/711.(P>T>r)w. 

i) p je (P;(.15r)w. 

(P7(5.r)wetw  akko reisl(PTc5s)e6 cd. 
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akko infisl(Pxs)wefwl&r 

ekko 	w (E
n )5r akko 2111412 r)wo 

j) p je (Px<r)w. 
1 

Prema (A18) (Px<r)waw  akko V(Px5r-171 )WG00.1  
I 

akko 2A neko nAN (Px5rt -n lwet 

akko, prema 1), za nako na 111-(PmSr 4.71. )W 

akko UI.(Px<r)W. 

Znati, @J je model za Ow, pa je 21 i model i za 	Primetimo, 

jot i da je 14 prebrojiv. Time smo dokazali: 

2.3.15. Teorema. Svaki konzistentan skup retenica ima model. 

Neposredna posledica prethodne teoreme je i potpunost L A3 

2.3.16. Teorema. Neka je A skup retenica logike L A3 

peForm(I_A3). Tada: 
	OF

LA3 
akko 	

A3
p. 
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3. KOMPLETNOST LOGIKE 

3.1. SINTAKSA. 

3.1.1.  Definicija.  Logika Liap(L ) sadr2i sledede simbole: 

a) Prebrojiv spisak promenljivih 	v n
pza 

b) Veznike n i 

c) Kvantifikatore 	(31v n
), (Px?x), (Pxsir), gde je x n-torka 

(x
1 i

x
2 	n

) razlieitih promenljivih a r nenegativan realan 

broj. 

d) simbol jednakosti 

3.1.2. Definicija. Form(L ) je najmanji skup 	koji sadr2i 
634) 

sve atomiene formule i zadovoljava: 

a) Ako peForm(L ) tada i -IpeForm(L ). 

b) Ako p leForm(L ) i yeaForm(L ) tada i 

Af i , p2 1-eForm(L ). 

c)AkopeForm(L)tada i (3x)peForm(L ). 
coca) 	 caA) 

3.1.3. Definicija.  Skup formula logike LAP (L ) je najmanji  ww 

skup 	Form(L
4P 

 (L )) koji sadr2i Form(L ) i zadovoljava; 
 ww 

a) Ako peForm(Ljap (L ww)) tada i -IlloeForm(L Ap (L )). 

b) Ako 6SForm(L4p (L taw)) i 6E4, tada ApeForm(L itia(L )). 

c) Ako peForm(L AP 
 (L )) i 	 (P745.r) su kvantori, tada 	i 

ww 

(Px>r)p, (Px:Cr)floeorm(L AP 
 (L )). 
 cow 
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U riarednej definiciji uvititemo paralelng pgjem slabe 

LkP 
(L ))- strukture i zadovOljeniA U 110j. 
 cow 

3.1.4. Definicija.  Slaba LkiP 
IL f-struktura je struktura 
 cow 

	

gde je 	pe(pn IneN) 

''14 qi 9,1 /I = (A f R iF f i  fck) ici,jeJokeK 

L-struktura prvog reda, za svaki neN pn  je konaEna konaEno 

aditivna mera na M
n 

 W (Mn )>0 i va2i: 

	

- - 	 - 
1)

 
Za p(x,y)eForm(L ), aaA

n 
 p 1;eAm i prirodno definisanu 

4.14) 

relaciju zadovoljenja 14p(a,b) 

it;eAln li,1141(.1,6)F edom(pm ) 

2)
 

Za aeA

- n

feta i fSForm(L /AP 
 (L )): 
 cow 

nii;eAm1,21.0a,g)Hpeti, e dom(p m ) 

(11,p) F/ `o 	akko 	za svaku fee liFf. 

	

f(x,y,z)eForm(Lapti_ 	i reR: - - - 

EeAn  Ipm (i6eAm  I (qi,p)14,(a,E),E) F)?_r e dom(p
n ) 

	

iceAn iWm(ibeAml(p) Ha( 	 e dom ( pn ) 

(tip p) Px.tr )9( a x ,c ) akko pm( ii;eArn 	p)1,p(i 	) 

( 42,S,p) F(P)75.r)/:•(;,;,E) akko pm(it3eA m
1(9,6p11.0i ,6, E ) pr 

Primetimo da prethodna definicija obezbeduje p-merljivost 

svakog definabilnog sa parametrima podskupa od A n . 

3.1.5.  Definicija.  L (L )-struktura je slaba struktura ww 

(92,p) koja zadovoljava dodatne uslove: 

a) pn  je o'--aditivna konadna mera na A
n . 

b) (pIneN) ima Fubinijevo svojstvo: 

1) Pin° pmsPn+m 

2) pn  je invarijantna u odnosu na permutacije. Ako je 

permutacija skupa 	 i S e dom(pn ) tada i 

i(an(1)"51/T(2)" • " an(n) )1(a l 'a2"••'an)esl.  

3)
 

Za aeA

- k 

 p 

edom(pn) 
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i Vati: 

Hn ( i (aff(W aff(2)" ."aff(11) )1(a l 'a2"."YESP=PrI(S) 

 3) Ako SSA
m+r) i S e dom(pn+m ) 

e doM(pm ) 

il3eAnipm(ft;1(;,6)eSF). 	e dom(pn ) 

pn+m
(S) = ftlSm

(dx))1.4n
(dy) 

Aksiome za slabu LAP (L ) logiku su aksiome (A1)-(A19) iz 
 ww 

dela 2.1. 

Pravila za slabu LAP (L ) su pravila (R1)-(R5) iz dela 2.1. 
 ww 

Aksiome za LAP (L ) su aksiome (A1)-(A16), (A19) i aksiome: 
 ww 

(S1) Aksiome neprekidnosti 

- 1 	1 
4\ V (Py<TI MPxtr-7),,(x,Y)^-1(Pxtr)c(x , y ))  

- 1 
00V (PY<n)(Mo(Y)^-A6(Y)) 	

gde je ISf konaean. 

- - 	 - - 
(92) 	(Px

- 

r)(Pys)p(x,y) 	(Pxyrs)p(x,y) 

- - 
(P)(

- 

r)(13;/5.5)12(Xry) ►  (Pxy.5rs)p(x,y) 

Umesto aksioma (91) mogu stajati i aksiome (A17) i (Ale), all 

je ovaj oblik podesniji za kasniju primenu. 

Pravila za LAP
_) su (R1)-(R5) iz dela 2.1. 

3.2. TEOREME KOMPLETNOSTI. 

Neposredna posledica teoreme 2.3.15. 	je i kompletnost 

slabe logike Liap(L ). 

3.2.1. Teorema. Svaki konzistentan skup 6SForm(L iasa (Lom)) u 

slaboj Liap(L ) logici ima slab model. 

Neka je ,  od sada, 4.SForm(LAP 
 (L )) fiksiran, konzistentan 
 ww 

skup u LAp(L ). Predpostavimo da f sadr2i sve aksiome logike 
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L (L ). Tada je 0 konzistentan i u slaboj LAP (L ) 
logici 

AP 6.$a 
	ww 

pa, prema teoremi 3.2.1. 0 ima slab model. Neka je to (11,1,1)• 

gde je 

91 ql 41 
= ). 	 i 	1.4=44n  I no4 . 

1 j 	k lei ,j€J,keK 

Neka je 	daije 	*:V(A) 	V(
*
A) 	nestandardno prolirenje 

univerzuma. 

Neka je; 
 * 14 11 

AI= ( A, R. ,
it  I ,c ). 	 , 0).P(  p

n
In IN) 

j 	k 

Primetimo da je u opStem slueaju *14 ON*i/ i *0 *p. 

*21 je L-struktura prvog reds, za nil N n 
je konatna *-konatno 

aditivna mera na 
*A

n. Tako, 
*pn 

zadovoljava sve uslove za 

egzistenciju Ldeb-ove ekstenzije. Neka je Nn = L(
*
pn

) 

Ldeb-ova ekstenzija mere 
*
pn 

za neN. Uvedimo niz 

N = (pn IneN) 

Pod formulom p(x) demo podrazumevati i skup svih n-torki a za 

koje je p(a) zadovoljena. Tako, u odnosu na (9.16,..4) p je u 

V 1
(A), a skup svih formula je u V2

(A). Analogno u odnosu nap-

(*9.1,p) i
**

IA. Da bi iz konteksta bilo jasno u odnosu na 

koju od struktura (*9.1,p) i l i (*9,/,*i.h) se zadovoljenje 

odnosi, koristimo razlitit zapis za probabilistitke kvantore 

(Px?-r) i (
* 
Px?r). Primetimo da A41°  = AiPlcoeiq va2i 

akko je 0 konatan. 

Neka je M = LuA. 

3.2.2. Lema.  Za veForm(Miap(L )) va2i: 

(91,p) 	p 	akko 	(402J61:0 
	p. 

Dokaz: Indukcijom po sloIenosti formule p. 

p e Form(L ). ww 

Dokazademo da t1 akko 

a) 

30 
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je atamiRla. Prom deiniciji je; 

akko 

akko f(a l ta e ,...pa n ) =a 

f je (3x)W(x). Van; 

141•(3x)w(x) akko (3aeA)/Ildw(a) 

akko, prema principu prenosa, (3ae*A) *9.11-w(a) 

akko 011143x)w(x) 

b) 	9 je 

Prema induktivnoj hipotezi vaii: 

(91,p) 	w akko (*%6 TO F w. 

Odavde 
	

(41-92, /AM 
	

akko (tt,p) F 92 - 

C) P je A6  • 
(u,m) F /\!* akko za svaku formulu wet (Wok) F w 

akko, prema induktivnoj hipotezi, za svaku formulu we* 

(4.21, $4- ) 	W 

akko 002,70 FAO. 

d) 
	je (P)Tkr)w iii (P7c5r)w. Zbog simetrije, dokazadema 

samo prvi sludaj: f je (P)ar)w(x). 

Po principu prenosa vati: 

on (caeAn  I (11,p) 	 r akko if i.in (iie*An 1(40)./,*pa)121w(i)p. 

Stoga je dovoljno dokazati sledede: 

Tvrdenle:  ptn ( iieAn  I ( Ott, TA 1.4p( 	1 	fieAn  I (4012•*m> 1-*w(i) 	= O. 

Dokaz: 	Indukcijom 	po 	slo2enosti 	formule 	W. 	Jedini 

	

netrivijalni koraci su 	w je 	i w je (P;kr)y 

(Px:Sr)12). 

1) w je 

Prema aksiomi neprekidnosti izaberimo konadan 456 tako da 

za cdR, e>0 va2i: 
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pa n cfaeAn i 01,p) 1-A6(i) 1. A OW I( 	) IN AP( 	c 

Po principu prenosa: 
- 

*p n
( fie*An  I (Ott, *0) 1-A414( a ) t Cae*An  ( 90,6*,,) 	V a 	c 

pa, prema definiciji 

( I) 	11nt iie*A"  I (.114).t,*$.) FAt (a> D faeAn  I(41.1, *0) I.A*111( ) 	£ 

 Kako je Nn a -aditivna na An i 

AO 	 * 	 A 	- 

ide A I (*lbw 	
SO 	

= iae A
n IC to(1) Iv\i( a ) r  

izaberimo konaean II1 1  tat, elA van 

	

ae*An  *`u, i.A4,1  (a) )- A fie*An  I *11, TA WV(a) a ) 	c 

Bez umanjenja opitosti mo2emo predpostaviti da je 41=4( 1 • 

( 44.9t,T) f•AS (3) A fa-  I ( 4112,*,./) i.A*6(;) 

P n ( a  I ( 44.91' 1A6( a  ) A  i a  I ( "Iji) FA") 

( a  I (*IL *Pa)  FA414(  ) A 	1 ( 	) WV" )  1.)  

	

11n ( a  I ( 4111"ki)  1-/\*41(-i) A  i a l ( 	*11)  W\444(  a)) ) < e+0+s=2s 

Prvi sabirak smo ograniti 1 i prema ( I ), drugi prema induktivnoj 

hipotezi primenjenoj na svaku od konadno mnogo formula iz 

a tredu prema (II). Kako 	mole biti proizvoljno mall realia 

broj dobijamo: 

-1.1 n  laeAn  I (402.61.0 I-wfa) A fieA n  I (*9,1,*p) 1.*w(a. ) 	= 0 

to je i trebalo dokazati . 

2) w je 

Prema aksiomi neprekidnosti imamo: 

	

(i) pe n( ia I ( 401• 41 /..1) HPx?...r )
*

r( x,a) }-Aia I ( *119 *I) F.0
* 
 Px?,:r * 
	x,a) p=m0 

Treba 	da 	dokalemo: 
* - - 

ti a I (*II, 	Px?rr T:4 x pa) 1- A ia I (*11, *11) 	* Px?:r 	x , a ) )4 =0 

Imamo: 
* - - 

p 	(*Atop) 1.4Px?.:rit,(x,a) }.A ial(*11,*p) 	* Px?_r) p(x,a) )45. 

	

- - 	 - * - - 

iin (ial(*91,*p)H
* 

 Px?..r )* fp( x 	)- A ial(41 41.1, 44D HPx?_r ptx,a) 
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n
fial(01,*1.01.(Px?r)

*
fitx,a) A ial(40/1,0)1.(Px?- - )9(x,a)p 

Prvi sabirak je 0 prema (i). 2a drugi, prema induktivnoj 

hipotezi za formulu v(x,y) imamo: 

Ti m+n ti (6 pi 11 Olio *PO 	 A I(E,i)1(*ii,T) 1.,p(ii,i) 

Odavde za skoro sve ae An 

kro cii,l(*ii,*m)rp(1;,;)1. - A 

pa za 5koro sve 

(iE) I tiottoti.i) 114,(6,i) 	akko Tim (161(4ott,;;)117(13,i) 

Tako smo dokazali da je i drugi sabirak 0, time je dokaz leme 

zavrten. 

3.2.3. Lema. (4191,p) je LAP (L ) struktura.  ww 

Dokaz: Ostalo je da proverimo da N ima Fubinijevo svojstvo. 

To sledi iz tinjenice da (91,p) zadovoljava aksiome (82), pa 

ih po lemi 3.2.2. zadovoljava i (*92,1.4). 

Znati (*Woo) je model za t. Time smo dokazali: 

3.2.4. Teorema. Svaki LAP (L ) konzistentan skup retenica ima  ww 

model. 
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4. NORMALNA FORMA 1.,, s1 3 FORMULA 

Normalna forma formule iskaznog ratuna sa prebrojivim 

konjukcijama 
i disjunkcijama je njoj ekvivalentna formula 

koja sadr2i samo monotone beskonadne konjukcije i 

disjunkcije. Slitno tvrdenje vati i za formule logike L 
	. U w w 1 

ovom delu demo dokazati da isto tvrdenje va2i i za formule 

logike L 	. Lw 

4.1.1. Definicija. Prebrojiva konjukcija  non 	
je monotona 

ako za svaki prirodan broj n 	
con+1410n. Prebrojiva 

disjunkcija Vc 	
je monotona ako za svaki prirodan broj n 

4 loro. i . Skup svih monotonih L w 3 
formula je najmanji-- 

1 

skup koji sadrti sve konatne Lw 3 
formule i zatvoren je za 

1 

kvantifikovanje i monotone konjukcije i disjunkcije. 

4.1.2. Teorema. Neka je 	o-kompletna 
	Bulova algebra 	1113 0 

podalgebra od g$ i C(9300) o-kompletiranje od Tada je 

C(60
) presek svih Sulovih algebri la, 60010013, zatvorenih za 

supremum rastudih i infimum opadajudih w-nizova. 

Za formule p i w katemo da su ekvivalentne ako 

4.1.3. Lema. Svaka Lw 3 
formula koja ne sadrti kvantore je 

1 
ekvivalentnammt"ojLcooformuli koja ne sadrfi kvantore. 

Dokaz: Neka je 0(x) skup svih Lw1
3 

formula koje ne sadrie 
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kvantore. 	Identifikujmo 	ekvivalentne formula. 	Dobijamo 

a-kompletnu Bulovu algebru 	Primetimo da je 6 generisana 

algebrom svih konacnin L " formula, oznaeimo 	sa X30 . 
4) 1 

Formirajmo niz: 	 (t<wi ) gde je: 

6 +1 algebra svih be8 koji su supremum rastudeg iii infimum 

opadajuteg wniza u St . 

=ui931,1 1)1<C 	za graniene t. 

Prema teoremi 4.1.2. WU46c IC<wi F. Za bE8, neka je : 

rank(b) = minit<w i lb€60 

Tvrdenje leme dokazujemo indukcijom po rank(b). 

Neka je rank(b)=t. Tada postoji monoton w-niz b 0 ,b 1 ,... tako 

da je rank(b n
)‹t i b=Nib n 

ukoliko je rastudi, n 

ukoliko je opadajudi. Kako je svaka od formula b
n

p prima 

induktivnoj hipotezi, monotona zakljudujemo da je 

monotona. 

4.1.4. Teorema. Svaka Lw 3 
formula je ekvivalentna monotonoj 

1 

Lw 3 formuli. 
1 

Dokaz: Neka ie A30 
 algebra svih konadnih formula. Definiiimo 

za t<wl . 

Crt. je zatvorenje St  za konadne veznike. 

je zatvorenje 	za prebrojive /No V i za n. 

93t+1 
je zatvorenje A za kvantore. 

6
t

n in<t za granidne t. 

zari-torkuxpromenljivihodefinigirm660, Crc  .(;) p to,c (x) kao 

skup svih formula iz St , a 	koje mogu slobodno sadrtati 

samo promenljive iz x. 

Induktivno, 130 	dokazademo da je svaka formula 1,00e2).,(x) 
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ekvivalentna nekoj monotonoj fgrmuli iz 	 Za t=() to je 

lema 4.1.3. Predpostavimo da tvrdenje va2i za svaki 	i 28 

svaki konadan niz promenljivih x. 

Neka je Vi4D ako je t=n+i, i3 ako je 	granidan. 

je zatvorenje 	za kvantore i 1) je 2atvoren za A' VP 

slobodne substitucije. 

Koristedi dokoz pOstojanja preneks normalne forme imamo da je 

svaka 	p(x)aC(x) 	ekvivalentna 	nekoj 	
V0044,(x). 

Identifikujudi ekvivalentne formula, 33 (x) je podalgebra 

a-kompletne Bulove algebre D(;), i 13t (;) a-generige pc (;). 

Prema teoremi 4.1.2. svaka p(x)tgD (x) je ekvivalentna formuli 

w(x) dobijenoj od formula iz 13 (x) koristedi samo monotone 

konjukcije i disjunkcije. Prema induktivnoj hipotezi, w(x) je 

ekvivalentna formuli 9(x) dobijenoj iz monotonih formula iz 

up) (x)W0 koristedi samo kvantore i monotone konjukcije i 

disjunkcije. Tako, 9(x) je monotona formula iz Sex) 

ekvivalentna sa v(;), Ato je i trebalo dokazati. 

4.1.5.  Posledica. 	Svaka 	L 	formula 	
je ekvivalentna 

wi  

monotonoj L 	formuli. ca lw 

4.1.6. Posledica.  Svaka LAP formula je ekvivalentna monotonoj 

LAP formuli. 

Vali jadi rezultat od posledice 4.1.6. za LAP formule: 

4.1.7. Teorema. Svaka LAP formula je ekvivalentna c-bulovo 

kombinaciji formula (P;?.r)v(;) i (P;Lcr)c(;), gde je v(;) 

konadna disjunkcija konadnih konjukcija atomidnih formula ili 

njihovih negacija. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



4.2. NORMALNA FORMA LA3 	 
FORMULA. 

Primetimo da teorema 4o1l4. 
za formulu peForm(LA3) garantuje 

postojanje njoj ekvivalentne monotone L(.0 3  formule, Ali u 

opStem slueaju ne garantuje paste) janje njoj ekvivelentne 

formule. U ovom delu demo, uz dodatnu 

dopustivom skupu A, to dokazati. 

A je dopustiv skup (MIA's,.•.) nad LA3 

je lokalno prebrojiv, tj. weA i za svaki 

postoji feA tako da je f bijekcija w na a. 

A je rekurzivan ako postoji A-rekurzivna bijekcija iz Ord(A) 

na MLA. 	(Ord(A) 
	ie najmanji ordinal koji nije LI Aar 

ekvivalentno: skup svih ordinala koji su u A.) 

4.2.1. Teorema. Neka je A lokalno prebrojiv dopustiv skup. 

) Svaka LA3 
formula o(x) je ekvivalentna monotonoj LA3 

formuli. 

b) Ako je A rekurzivan, tada postoji A-rekurzivna funkcija 

F: Form(LA3
) y Form(LA3 )0 

tako da za svaku p(x)eForm(L A3
) F0 

je monotona formula ekvivalentna sa y(x). 

Dokaz: Formulu p 
nazovimo normalnom ako pripada najmanjem 

skupu formula koji sadr2i sve konaene formule i zatvoren je 

za konaene konjukcije i disjunkcije, kvantore i monotone 

lokalno 
konjukcije i disjunkcije. Koristedi einjenicu da je A 

prebrojiv, dokazademo da je svaka OxTheForm(Lic3) ekvivalentna 

normalnoj formuli iz L.43 . Ideja dokaza je da prvo sve 

negacije u gcr pomerimo udesno do atomienih formula i zatim sve 

zamenimo, 	u 	A, 

monotone LA3  

pretpostavku o 

U ovom delu 

strukturom. 

beskonaean aeA 

beskonaene konjukcije 	i 	
disjunkcije 

ekvivalentnim monotonim konjukcijama odnosno disjunkcijama. 
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Neka je FOrM(K_ g) najmanji atm, L A , 3 formula koji sadrti sve 
wrg 	 w1' 

konatne formule i zatvoren je za kvantifikovanje i konatne i 

beskonatne konjukcije i diSjunkcije, odnosno Form(K
w 3

) je 
1 

skup svih formula koje sadrie negacije SAM5 konaenih 

podformula. 

befini4imo: 

G: Form(K 	) 	Form(Kw 3
) 

w 13 

tako da vati: 

1) Gp je ekvivalentna sa p. 

2) Ako je p normalna Gp je monotona. 

3) Restrikcija G na A (odnosno na Form(L A3
)) je A-rekurzivna 

funkcija. 

G definitemo induktivno na slededi natin: 

p je konatna, Gp je p. 

G((64r)p) -  je (12T(r)G(p), isto i za ostale kvantore. 

G(Aiplpefl.) je AiG(9)19efh isto i za v. 
Kada je p beskonatna a w konatna G(p^w)je: 

(Px?..r)G(p ^w), ako je f (Px.tr)f 	i x nije slobodan u VA, 

sli6no i za ostale kvantore; 

AiG(p0 )^wIp0efh ako je p Aip
o lpoefh slitno i za V; 

G(G(p le.p2 )^0, ako je p 	 slitno i za v. 

Kada je w beskonatna, G(p^w) je: 

(Px?.r)G(p^w0 ), ako je w 	(P)4.r)w0 
 i x nije slobodan u p, 

slitno i za ostale kvantore; 

ako je w 
	 slitno i za V; 

G(p^G(w iew2 )), ako je w w l^we slitno i za 

Analogno se definite G(pvw). 
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Definitimo rang K , formula na sledeei naein: 
w1' 

je konadna, r(y)=0. 

rly^W)idt(PW) 111W(r(0) 4 "(0) 

r(lPx3r)y)ser(i0)+1, analegno 2a ()stale kvantore. 

)=r(Viy,  192e8”.)=supir(p)+11pefi . . 

Indukcijom po r(p) lako se pokazuje da je G dobro definisana 

do A rt5f)5r(f). i da ako je pew beskonaena vati: 

(I) 	 r(G(y^w)) < r(y^w) 

Primetimo da su G((Px?..$)y) i G(Ap) definisani preko funkcije 

G primenjene na formule manjeg ranga. Dokaz za (I) sledi iz 

ainjenice da ako je w konaena r(pAw) raste kada r(p) raste, 

inaee r(p^w) raste kada r(w) raste. 

Indukcijom se lako pokazuje da G ima osobine 1) i 2). 

Dokazaaemo da G ima osobinu 3), tj da ie restrikcija G na A 

A-rekurzivna funkcija. Prema teoremi Gandy-a za induktivne 

definicije, dovoljno je da primetimo da je restrikcija G na A 

najmanja fiksna taeka R-pozitivne E-formule e(R,u,v), gde je 

e(R,u,v) konaena disjunkcija, pc) jedan disjunkt za svaki deo 

definicije G. Na primer deo za: 

G(p^(w ie.w2 )) = G(yAG(w 1^w2 )) 

(3u 1 w 1 w2v 1 )(u=u 1 ^(w 1 ^w2) i R(w l^w2 ,v 1 ) i R(u l^v i ,v)) 

a) Neka 	y(x)eForm(L A3 ). 	Izaberimo normalnu formulu 

w(x

- 

)eForm(Lm3 )) ekvivalentna sa p(x). Tada je Gw*Form(L A3 ) 

monotona prema 2) i ekvivalentna sa w(;) prema 1). Kako je 

w(x) ekvivalentna sa p(x

- 

), Gw je monotona i ekvivalentna sa 

y(;), tto je i trebalo dokazati. 

b) Kako je A rekurzivan postoji A-rekurzivna funkcija H takva 

da je za yeForm(K m3 ) formula Hy normalna i ekvivalentna sa 
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formulom p(x). Tads je F(0)=G(H(p)) A-rekurzivna i ima 

tra2enu osobinu. 

4.2.2. Posledica. Neka je A lokalno prebrojiv dopustiv 
skup. 

a) Svaka L formula p(x) je ekvivalentna monotonoj formuli 

w(x)eForm(LA 
 ). 

b) Aka je A rekurzivan, tada postaji A-rekurzivna funkcija 

F:L
A

-A_A 
takva da je Fp monotona formula ekvivalentna sa p(x). 
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Koriiteni su elementi teorije dopustivih skupova iz (BI, 

nestandardne analize iz [D] i [SL] i teorije mere iz [HI. 

Koritten je i pregledni rad [K31. 

Teorema 1.2.3. i definicije 1.3.1.-1.3.3. su iz 1K31; 

definicije 1.3.4. i 1.3.5. su iz [R11 i 11:226; teoreme 1.4.1. 

i 1.4.2. iz [Holly 1.4.4. i 1.4.5. iz tHo3], 1.4.6. iz tR13, 

1.4.9. i 1.4.10. iz tHol], 1.5.2. i 1.5.3. iz [L],4.1.2. iz 

[H], 4.1.5. i 4.1.6. iz [K1], 4.1.7. iz [Ho2]. 

Zahvaljujem profesoru Miodragu D. Raikovidu na svesrdnoj 

pomo±i prilikom izrade ovog rada. 
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