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uvob

Osnove probabilistiekih logika postavio je Keisler u

e,

svom radu “HYPERFINITE MODEL THEQRY" 1977. godine.

Posmatrajuéi strukture snabdevene verovatnocom na domenu

formirao je logiku &ije formule sadrie umesto uobiecajenih

',D

egzistenci jalnih i univerzalnih kvantora probabilistiéki.
Potom u radovima Keislera, Hoovera, Raskovica i jo#
nekolicine mat.matieara utvrden je ni2 osobina ovakvih
logika. Tako, dokazana je potpunost, apstraktna
potpunost,apstraktna kompaktnost i Robinlono;:
neprotivre&nost takvih logika. Utvrdeno j? i nekoliko
osobina, z.kbn velikih brojeva na primer, koje ncmaju:
analognih'u logici prvog reda.

Jedan od vainih problema u teoriji probabilistiekih
logika danas je istraziivanje medovitih logika, tj. logika
koje pored probabilistiekih sadrie egzistenci jalne i
univerzalne kvantore. U takvim se logikama mogu izraziti n.k.
nove osobine stfukturaksa merom, invarijantnost u odﬂnsu‘na
translaciju na primer. Osnovni problem koji se javlja
dodavanjem egzistenci jalnog kvantora je merljivost_proj.kcije
merl jivog skupa. |

Mesfovite logike ¢e biti osnovna tema ovog rada. Pri tome

cemo umesto strukture sa verovatnocom posmatrati strukture sa



kona&nom merom na domenu, iako ¢emo i dalje logike nazivati

probabilisti&kim i kvantor oznacavati sa P.

U prvom poglavlju dat je pregled rezultata potpunosti
probabilistiekih logika koje sadrie samo probabilisticke
kvantore. U poslednjem delu opisano je Loeb-ovo profirenje
mere.

U drugom poglavl}u formirana je najoppstija medovita

logika Lw 3 koja sadrZ2i probabilistizke, egzistenci jalne i

1
univerzalne kvantore, kao i prebrojive koniukcijn i
disjunkci je u proizvol jnom poretku. Z2a ovu logiku dokazana je
slaba potpunost, tj. potpunost ukoliko posmatramo strukture
sa kona&nom kona&no aditivnom merom na domenu. U dokazu
koristimo Hooverovﬁvmodifikaciju Makkaievog dokaza potpunosti
logike Lwlw'

U trecem poglavlju formirana je mefovita probabilisti&ka
logika LAP(me) u kojoj egzistenci jalni i univerzalni kvantor
ne mogu dejstvovati na formulu sa probabilistiekim

kvantorima.Dokazana j@ potpunost ove logike koristec¢i

potpunost logike Lw 3 i Loebovu konstrukci ju.
: 1

U &etvrtom poglavl ju dokazano je da svaka Lw 3 formula
1

ima normalnu formu, tj. da je ekvivalentna formuli koja
sadrzi samo monotone konjukcije i disjunkci je.

HC oznazava skup nasledno prebrojivih skupova; A je
dopustiv skup i AsHC, L je fiksiran &—rekurzivan skup

relaci jskih, funkcijskih i simbola konstanti.



1. KOMPLETNOST OSNOVNIH PROBABILISTICKIH LOGIKA

U prva e¢etiri dela ovog poglavlja dacemo pregled rezultata
kompletnosti osnovnih probabilistiekih logika, koje ne sadrie
egzistencijalni 1 univerzalne~ kvantore. U poslednjem delu
skiciracemo L.deb-ov proces ekstenzije mere, koji je osnovno

sredstvo za dobijanje jakih probabilistiekih modela.

1.1. SINTAKSA.

1.1.1. Definicija. Logika LA ima sledece logicke simbole:

P

a) Prebrojiv sbiéak promenl jivih VL 2@ new.

b) Veznike = i .

c) Kvantore (Px2r), gde je X niz (xl,xa....,xn) razlieitih
promenl jivih, a reAnfo,1].

d) Simbol jednakosti =.

l1.1.2. Definicija. Skup formula logike LAP j@ najmanji skup

Form (LAP) koji sadrZi sve atomi&ne formule logike prvog
reda i zadovoljava:i

a) Ako epeForm (LAP) tada =weForm (L&P)'

b) Ako el i ®SForm (LAP)’ pri €emu formule iz & sadrZe samo
kona&no mnogo promenljivih, tada i /\&<Form (Lap’-

€) Ako peForm (Lgo) i (Px2r) kvantor tada i

>
(PxZr)peForm ‘L&P)

Iako prethodna definicija nije konstruktivna (nad A)



podrazumevamo da su formule konstruisane skupovno-teoretski
- tako da je Form (LAP)SA. U slucaju A=HC (skup svih nasledno

prebrojivih skupova) LAP ozna&avamo Sa Lw p* Ni je tedko
1

videti da vaii Form(LAP)= Form(Lmip) NnA .

Na prirodan na&in uvodimo veznike e s+ vi~ logike prvog reda
i veznik \/. |

U slu&aju probabilistiékih‘kvantora uvodimo sledece skraéene
zapise:

(Px<rlp za =1(Px2r)p

(Px<rle za (PxZ1-r)-p

(Px>r)e za 2 (PxZ1-r )=

1.2. PROBABILISTISKI MODELI.

1.2.1. Definicija. Kona&no aditivni prostor verovatnoce je

uredena trojka (M.S,p), gde je S prsten podskupova skupa M i
H:5+[0,1] zadovol java: p(XuY)=u(X\Y)+p(Y\X)+y(XnY)i puiM)=1, ™~
Elemente prstena S zovemo d-merljivim skupovima, M je kona&no
aditivna verovatnoca. (M,S,u) je prostor verovatnoce ako je M
jo& i o-aditivna: za svaki niz xosxlsxas..... g-merljivih
skupova gxn je-u~merljiva i u(uxn)=l%mu<xni. U ovem slué&aju

4 je verovatnoca.

Na uobicajen naé&in 'definigemo i proizved dva brostbra
verovatnoce (M,S,u) i (N,T,») kao trojku (MxN,SeT,uer), gde
je SeT o—-algebra generisana merljivim pravougaonicima XxY»
X€S, YeT i (uev) (XxY)=u(X)ulY).

n-ti stepen prostora (M,S,u) oznaZavamo sa (M".S".u"). gde
je S'=ceSe...eS i M '=ueue..eu.

Primetimo da dijagonala proizvoda nije obavezno ua—merljiva.

i



Stoga <¢emo modifikovati stepenovanje.

1.2.2. Definicija. Neka je (M,S,u) prostor verovatnoc¢e u kome

je svaki singlton p-merljiv. 2a svaki prirodan broj n
definisemo S(n)kao najmanju o—algebru koja sadrii g" i sve
.. - N ...
di jagonalne skupove Dij={xeM |xi=x5}; i®j. i,j<n.
Primetimo da postoji jedintvena ekstenzija verovatnoce pn na
n)

o-prsten S(n)..oznaéimo je sa p( sy za koju vaZi:

| u(n)(Dij)= L uoof

xeM
Ovako definisan niz prostora verovatnoce (Mn,S 'Y¥) ) za

nelN zadovol java Fubini jevu teoremu.

1.2.3.Teorema. Neka je pn verovatnoca pri éEemu je svaki

singlton merljiv, i'BSMM+n p(M+n)-mer1jiv skup. Tada vai:

i) Skup B(x)= {;eﬂnl;;eB} je p(n)—merljiv za svaki xeM",

1i) Funkcija fOo =" (B(X)) je u'™ _merijiva.

1i1) 2™ (Brerfrgn'™.

N,

1.2.4. Definicija. Probabilistieka struktura za jezik L je

'U-(A,qu" ’f‘ju ’C?;‘ ”u) iel, jd’ k @K

? relacije, f';“ funkci je, c:" konstante u A, a M

pri &emu su R
verovatnoca na nekom o—prstenu podskupova skupa A, 1 svaki

singlton, svaka relacija i svaka funkcija je merljiva.

Neka je U probabilistieka struktura jezika L. Relacija
zadovol jenja u strukturi U, ‘lll- p(;) definide se rekurzivno,
kao i za LA y izuzev u slueaju kvantifikatora :
U  (Pyzrip(x,y)la) akko je skup {beM” |UL  pla,b) }
p(n)-merljiv i vazi p(n)( {BeMnIQﬂ-p(;,E)})Zr.
U je model recenice ¢ akko ‘UH?; U je model skupa recenica

akko je U model svake re&enice tog skupa.

1.2.5. Teorema. Za svaku probabilisti&ku strukturu U, formulu




p(x,y)eLy, i n-torku aeA™ skup {beM" |U} pfa,bl} je merljiv.
Za razliku od logike’ LAP koja sadrZi samo jednu vrstu
probabilisti&kih kvantora postoje i probabilisticke logike sa

viée vrsta probabilistiekih kvantora. Tako sa LAP P2
1

oznacavamo probabilististieku logiku koja ima dve vrste
kvantora, (Pl;zr)i (Pyx2r).Sligno kao i za L definigema
pojam strukture, s tom razlikom £to sada struktura sadrii dve

mere i Ha* U odnosu na uzajamni polo2aj mera Hy i "‘é

razlikujemo singularnu L y kada je mera M, singularna o
APIPE 1
odnosu na Ho» i apsolutno neprekidnu LAPIP » kada je mera p,

e2

apsolutno neprekidna u odnosu na meru Hs.

1.2.6. Definicija. Slaba probabilisti&ka struktura za LAP je

UL,

je p konaéno aditivna verovatnoca na M7, pri zemu je svaki

struktura 2%= (A, R iel, jeJ, keakK,neN, gde

singlton merljiv is uz prirodno definisanu relaciju
zadovol jenja, skup {Eeﬂn|ﬁﬂ- p[;-E]} pn—merljiv za svaku“

formulu p(;.;) i m—-torku aem™.

1.2.7. Definici ja.Graduirana probabilistic¢ka struktura za LA?

je struktura u-m,n?,f?.c'f yu)  iel, jeJ, keK, nel, takva
da:
a) Hn je verovatnoca na M".
b) Svaka relacija i funkcija je merljiva.
c) Ako je BSMn un—merljiv, tada je 1 BxM"™ 'pm+n—merljiv.
d) Hpn se &uva permutovanjem indeksa. Ako je n permutacija
skupa {1,2s...sn}» tada:
>
(lexa...anr)p akko (Pxnlxﬂe...xnn_r)

+ s
e) (pn|nem) ima Fubinijevo svojstvo: Ako je BeM™'"  merljiv

tada:



i) Skup Bix)= {;eMml;;eB} je W _-merljiv 2a svaki xeM
ii) Funkcija f(;)sum(B(;)) je,un -merljiva.
iii) p

n+n (B)=ff(x)dun .

1.3. AKSIOME I PRAVILA.

1.3.1. Definicija. Aksiome za slabu LAP logiku su:

Al) Aksiome za LA bez kvantifikatora.

A2) Monotonost (P;Zr)p -»> (P;Zs)p. gde je r2s

A3) (Px2r)pix) e (Pyzr)ely)

A4) (PxZ0)e

AS) Kona&na aditivnost:

a) (PxZr)p ~ (PyZr)y ~ (Px20) (payp) =+ (PxZr+s) (pwy)
b) (PXSr)p ~ (PxSs)y = (PxSr+s) (pwy)

Ab4) Arhimedovo svojstvo:

(Px>r)p e \/(P'§2r+15)p
n

e

1.3.2. Definicija. Aksiome za graduiranu LAP logiku su

aksiome za slabu LAP logiku 1i:

Bl) o-aditivnost : A(PxzZr) Ay =+ (Pxzr)/\# gde y prolazi
L'

skupom kona&nih podskupova skupa formula s,
B2) Simetrija

> : - ) - -
(lexe...xn_r)¢ 3 (Pxﬂlxna...xnan)p gde je n proizvoljn
permutaci ja skupa {1,2;...,n}.
B3) Nezavisnost proizvoda

(Pxzr) (Py2s)p + (Pxy2rs)p gde su nizovi promenljivih x i y

disjunktni.

1.3.3. Definicija. Aksiome za LAP su aksiome z2a graduiranu

LAP kao i sledeca aksioma:



B4) Merl jivost proizvoda:

(PxZ1) (Py>0) (Pz2r) (pixsz) @ plysz)), gde su x iy

disjunktni nizovi promenljivih i r<l1 nenegativan realan broj.

1.3.4. Definicija. Aksiome za apsolutno neprekidnu LAP P
1'e

logiku su sve aksiome za logiku LAP’ po obadva kvantora Pli

PE' i dodatna aksioma:
ANV /\ \((Pxs6)p + (P x<e)p)
£ é nelN ped

gde je §=u§n, Q.ﬁnen i

§n={pe§|p ima n slobodnih promenljivih}

1.3.5. Definicija. Aksiome 2za singularnu L logiku su sve
API.Pa

aksiome za logiku LAP’ po obadva kvantora, i dodatna aksioma

(Pix=0)((P1y>0)(x=y)A(Pay>0)(x=y)) za i=1,2.

Sve dosad uvedene probabilistieke logike imaju ista pravila

izvodenja. To sa pravila :

(R1) Modus ponens: EL%lL_

(R2) Konjukcijas yop | ped
U
ey (x)

(R3) Generalizacija:

e (Pxz1)y(x)

Na uobicajen nacin uvodi se pojam izvodenja formule ¢ iz
skupa rezenica &, Z| p» kao i F pi 8F o3 | p. VaZi teorema
dedukci jes:

1.3.6. Teorema. Ako je ¢ rezenica i #U{p}} v, tada | pwy.




W

1.4. TEOREME KOMPLETNOSTI.

1.4.1. Teorema. Skup recenica & je konzistentan u slaboj LAP

logici akko ima slab model.

1.4.2. Teorema. Skup recenica & je konzistentan u

graduiranoj LAP logici ;kko ima graduiran model.

1.4.3. Teorema. Skup rezenica & je konzistentan u LAP logici

akko ima model.

Va2i i ja&i rezultat od teoreme 1.4.3. ukoliko se ogranié&imo
na analitizke strukture, tj. strukture &iji je domen
analitieki skup realnih brojeva, &ije su sve relacije i
funkcije analitiZke, a mera, osim moida u taxkama pozitivne
mase, apsolutno neprekidna u odnosu na odgovara jucu
restrikciju Lebegove mere. Pod Borelovom strukturom
podrazumevamo analitieku 5trukturq #iji je domen Borelov skup

realnih brojeva i &¢ije su sve relacije i funkci je Borelove

1.4.4. Teorema. Skup rezenica & je konzistentan u LAP logici

akko ima analitieki model.
Ukoliko jezik L ne sadr?i funkcijske znake vaZi:

1.4.5. Teorema. Skup re&enica & je konzistentan u logici LAP

akko ima Borelov model.

Vate i teoreme kompletnosti za singularnu 1 apsolutno

neprekidnu logiku L :
APIPE |
1.4.6. Teorema. Skup re&enica &, sloZenosti za nad A,

apsolutno neprekidne L&PIPE

model akko je konzistentan.

logike ima apsolutno neprekidan

1.4.7. Teorema. Skup re&enica &, sloZenosti :; singularne




L logike ima singularan model akko je konzistentan.
AP1PE

Za probabilistieke logike ne vaZi klasican stav kompaktnosti,
§to pokazuje slede¢i primer:

1.4.8. Primer. Neka je R relacijski znak jezika L

(pretpostavl jamo da postoji)y posmatrajmo sledec¢i skup
formula:
- -1
< =
g={(Px>0)p} U {(Px= n)pi nelN }
Svaki konazan podskup skupa # ima model, ali ceo skup & nema
model.

Kao i za 1logiku L& va’e stavovi apstraktne(Barwise-ove)

kompletnosti i kompaktnosti.

1.4.9. Teorema. Skup svih valjanih re&enica logike l‘&P je

sloenosti I nad A.

1.4.10. Teorema. Ako je skup & recenica logike LAP sloZenosti

T nad A i svaki A-kona&an njegov podskup ima model, tada i

sam skup ® ima model. -

1.5. LOEBOVA MERA.

1.5.1. Definicija. Nestandardno ragirenje univerzuma V(X) je

preslikavanje * 3 V(X)sV(Y), koje zadovoljava sledece
uslove:

* * .
a) X=Y, XSY, x=x za svaki xeX.
b) Princip prenosa: % &uva fomule sa ogranicenim kvantorima.
Ako je 0(;) formula prvog reda jezika teorije skupova koja
sadr?i samo ograni&ene kvantore i a€V(X), tada vaZis

(ViX),€) b pia) akko (V(*X),e)p p¥a).

c) wl—zasiéenost: 2a svaki prebrojiv ~ opadajuci niz



. . . . ' ®
internalnihy nepraznih skupova Aoaalaﬁaa.....xz nekog Vn(X)
va%i nA =0,

nn
(V(*X),e) zovemo nestandardni univerzum.
Nestandardno proSirenje univerzuma se dobija klasi&nim
sredstvima teorije modela, ultrastepenaovanjem ili

tranzitivnim kolapsiranjem uni je elementarnog lanca.

*
Pretpostavimo da je (V( U),e) nestandardni univerzum, gde ;e

U skup urelemenata. Po potrebi, moZemo pretpostaviti da su
neki objekti od znaéaja u daljnjem razmatranju urelementi; na
primer prirodni brojevi, realni brojevi, simboli jezika L.
Neka je (MyS,p) internalan skup u (VC('U),@. (M,S,u) je
hiperkona&no aditivan prostor verovatnoce ako je S polje
podskupova skupa M zatvoreno za hiperkonaéne, internalne
preseke, p=S+*[O.11 hiperkona&no aditivna funkcija i HiM)=1.,
Ldeb-ova mera hipermere p je funkcija p:o(S)+R definisana sa
ﬁ(X)=st(p(X). pri €emu je o(S) o-prsten generisan prstenom S,
a ’st’ standardni-deo preslikavanje. Sledeca teorema opravdava

neformalni opis Ldeb-ove mere.

1.5.2. Teorema. L&ebova mera postoji i jedinstvena je.

1.5.3. Teorema. Neka Xeo(S).

i) Za svaki prirodan broj n postoje Y,ZeS takvi da je YsXsZ i
1
‘p(Z\Y)<;.

ii) Postoji Y&S takav da je R(XAY)=O.

1



2. KOMPLETNOST LOGIKE L g4

U ovom poglavlju uve$éemo logiku L koja sadrii pored

A3

probabilisti&kih, egzistencijalni i univerzalni kvantor.

2.1. LOGIKA LAB'

2.1.1. Definicija. Logika LAB sadr?i sledece logieke simbole

a) prebrojiv spisak promenljivih V. Za neiN.

b) veznike =, A i \/.

c) Kvantore (Pxzr), (Px€r), (Px>r), (Px<r), (V¥y), (3y) gde je
x n—-torka (xl,xa,...,xn) razli®itih promenljivih 1 r
nenegativan realan broj.

d) Simbol jednakosti = .

e

2.1.2. Definicija. Skup formula l‘ogike,LAa je najmanji skup

Form(L ) koji sadr2i sve atomieéne formule jezika L i zadovolj
A3
a) Ako peForm(LAa) tada i ﬂpeForm(LAB) .

b) Ako Bed i isForm(Lka). pri &emu formule iz & sadrie\
samo kona&no mnogo promenl jivih, tada 1 /\peForm(LAa)-
\/ﬁeForm(LAa).

c) Ako peForm(lAa) i rel je nenegativan realan broj, tada i
(Pxzr)ps (PXSr)gy, (Px<rips (Px>r)gs (Vx)p (Jy)peformil o).

Recenice su formule ko je ne sadrie slobodne promenl jive.
Na uobi&ajen na&in uvode se veznici e = A 1 W

2.1.3. Definicija. struktura je struktura

A3
v U
fj "k '“n)ieI,jSJskd(;ndN



| L n .
pri &emu je H_ kona&éna kona&no aditivna mera na My svaki
singlton je merljiv, pn(Mn)>0 i, uz prirodno definisanu

. - - - .
relaciju zadovol jenja, za svaku formulu pix,y) i m-torku aeM

skup {Een jup p(;.S)} je pn—merljiv.

2.1.4. Definicija. Za datu formulu ¢ logike LAS' indukeci jom

po sloZenosti, definigemo formulu e:

a) ¢ je atomié&na. o je w.

b) ¢ je ~w. v oje y.

c) ¢ je /\&. e je \/{-v|ret}.
d) ¢ je \/E.  je \/{-w|eett.
e) ¢ je (An)y. o je (Yx)=w.

f) p je (Vx)y. e je (Ax)—w.

g) p je (Px2r)y. o je (Px<riy.

h) ¢ je (PxSrivy. e je (PX>r)y.

i) p je (Px<r)v. o je (Px2r)wy.

j) o je (PX>r)¥. e je (PxSr)y.

2.2. DEDUKTIVNI APARAT

2.2.1. Definicija. Aksiome logike I_&3 su:

(A1) Sve forhulc dobi jene zamenom iz tautologi ja.

(A2) (-p) @& (=)

(A3) N\E = o5 2a svaku formulu ped

(A4) (Vx)p(x) =» pit), gde je t term slobodan za x U @.
(AS) x=x

(Ab) xX=y = y=X

(A7) @(x) A~ x=t = p(t), gde je t term slobodan za x u e.
(AB) (Px20)p '

(A9)  (PX>0)x=x

(A10) (Px<0)x#x



(A11) (PxSr)p a (PxSs)y + (PaSr+s)(pvy)

(A12)  (P2r)e ~ (Pxzs)y A (PxS0)(pay) =+ (PxZr+s) (ywp)
(A13) (Pxzr)p » (Px2s)p, gde je  s=r

(Al4) (Px<r)ep =+ (Px<s)p, gde je r%s

(A15) (Px2r)wix) e (Pyzriyly)

(A16) (PR=r)yix) & (PYSriwply)

(A17) (PXOT)p o V(P;Zr-l--lr-‘)p

(A18) (PX<rlg « ym&'s:--;l;)p

(A19)  \/(Pxsr)e
r

2.2.2. Definicija. Pravila izvodenja logike LAB su:

(R1) Modus ponens: P"",};““—
({R2) Konjunkci ja: iﬂ:ﬂ}€§il
J J Y
o yapix)

({R3) Generalizaci ja: v (¥x)p(x)
| e

(R4) (PxZr)p=(Pxzr)y
Yrp

{RS) (PxEr)p=s(Px=r)y

Neka je isForm(LAa) i piForm(LAB).

2.2.3. Definicija. Skup posledica skupa formula & je najmanji

skup formula logike LAB koji sadrZi sve formule iz &, aksiome

(A1)-(A19) i zatvoren je za pravila (R1)—-(RS). ifL e

A3
ozna&ava da je v posledica skupa formula &. ofL e
A3
ozna&avamo sa PL p. & je konzistentan u LAS ako ne postoji
A3
formula ¢ tako da i}L p i 6h_

A3 A3

Kao 1 u A pokazu;e se da & nije L&B—konzlstentan akko

&} X®X . Primetimo da Q}L P akko postoji niz
a3

RrPyrr e PO g<wyr Eiji je svaki &lan aksioma, formulé

iz & ili je dobijen iz prethodnih &lanova pr1menom nekog od

14



pravila. Tako, vaii teorema dedukei jet

E.E.?. Teorema. Neka je §SF°rm(LA3)’ 1) weForm(LAa). Tada

Qu{p}}igaw"akko Q}Laapnw.

2.2.5. Definicija. ¢ je semanti®ka posledica skupa formula

2, &}
L
A

ps ako je p zadovol jena u svakom modelu za &. Oh_‘ I
3 : A3

pzna&éavamo sa FL ps u ovom slu&aju katemo da je p teorema
A3
logike LAH'

Neka je C skup konstantnih simbola i CNL=0. Pro&irimo jezik L
do jezika M=LUC i formirajmo odgovarajucu logiku "Aa' Za
formulu ¢ logike LAE i skup QSForm(Lka) vaii:

(1)¢EForm(M&3)

(2) ¢ je aksioma logike Lna akko je p aksioma logike MAE'

(3) ¢ je izvedena iz & primenom nekog od pravila logike LAB
akko je ¢ izvedena iz $ primenom nekog od pravila logike "AB'
Iz (1),(2) i (3) sledi da ako je niz po,pl,......p:-p dokaz
za p.z & tada je on dokaz i u Mgp5 za ¢ iz &. Time smo

u LAE

dokazali:

2.2.6. Lema. Neka chorm(LAa) i QsForm(LAE). Ako &}Lp tada
2} e.
Ma3

U nekim sluzajevima vaZi i obrnuto tvrdenje:

2.2.7. Lema. Neka je € kona&an skup novih konstantnih

simbola, M=LLC, pd’orm(LAa), g<Form(l 44) i E}MAB- Tada

48 ©-
“a3

Dokaz: Pretpostavimo da je C={c1,ce,...,cn}.-Neka je dalje

niz po.pl......,ptsp dokaz u MAB za p iz &#. Kako je skup

promenljivih jezika M beskonaZan, mozemo pretpostaviti da

promenl jive VI’VE""'Vn ne uu&estvuju ni u jednoj od formula

15



ao’pl""“'pt' Neka je y» za svaki osf, formula jezika L
dobijena zamenom u @, svakog pojavljivanja konstante c),
promenl jivom vj, za j=1,25...5n. Vaii:

(1) Ako je L aksioma logike MAB tada je Y aksioma LAE'

{2) Ako paei tada waei.

(3) Ako je ASI+l, asf.i ¢, je dobi jena iz {pvlveﬂ} primenom
nekog od pravila logike MAB’ tada je y, je dobijena iz
{wv|veﬁ} primenom hekog od pravila logike LAB'

Iz (1),(2) i (3) sledi da je WorWyree o ¥p=p dokaz u LAB 2a ¢

iz &. Zna&i QFL P.
A3

2.2.8. Posledica. Neka je C konaan skup novih konstantnih

simbola, M=LLC, isForm(Lﬂa). & je Lﬁa—konzistentan akko je

MAa—konz1stentan.

2.2.9. Lema. Ako je QSForm(LAB)-konzistentan i du{e} nije

konzistentan tada QfL -p.
A3

2.2.10. Lema. Ako je QSForm(LAE) LAa-konzistentan tada je bar

jedan od skupova ®U{e}, BU{-w} LAa—konzistentan.

2.3. TEOREMA KOMPLETNOSTI.

U ovom delu C={cn|nem} jeskup novih konstantnih simbola i

M=LUC. Kako su L i C prebrojivi i M je prebrojiv, pa je i

Form(MAa) prebrojiv. MoZemo pretpostaviti da je
pl,pa,...,pn,.. niz svih recenica logike MAB i
to’tl""’tn"" niz svih terma jezika M.

2.3.1. Lema. Neka je iSForm(Lka) L&a—konzistentan. Postoji
niz podskupova skupa Form(MAa) ﬁo,ﬁl,.... i niz CO.CI,....
kona&nih podskupova skupa C tako da su za svaki prirodan broj

n ispunjeni sledeci uslovi:

- r



0 n+l’ Cn=Cne1”

n . n
(2) §n9Form(MA3), gde je M =LLCn.

(1) §0=§; CA=0» §n9§

(3) t je term jezika M.

. n .
(4) in je M&S konzistentan.

(S) p#ﬂn.i11-y##n.
(6) Ako p €@ 1'p je \/¥, tada za neku formulu y a¥ yed . -

(7) Ako pneﬁn i e, je (Ix)w(x) tada za neku konstantu

ceCn- W(C)dn.

(8) Za neku konstantu ceC (c=t_)e¥_.
n n n
Dokaz: Konstrukciju vr¥imo induktivno. Pretpostavimo da su in
i Cn konstruisani i da su uslovi (1)-(8) ispunjeni.
Neka je C; skup svih novih konstanti koje ucestvuju U ¢,

ili u t Kako je C beskonacan, a c i Cn kona&ni, postoje

n+1’
d,eeC\C;\Cn tako da je d»e. Stavimo C;’=CnLC;u{d}. Po 2.2.8.
in je (LLC;’)Aa—konzistentan.

Dznazimo sa &' skup Gnu{tn+1=d}.

Tvrdenje_1: & je (LuC;’)Aa-konzistentan. -

o i it it et mime, o s

Dokaz: Pretpostavimo suprotno. Tada po lemi 2.2.9.
§nFﬂ(tn+1=d). Neka je Vb’wl""’vt dokaz za ﬁ(tn+1=d).
Pretpostavimo da promenljiva A ne ucestvuje ni u jednoj od
formula ¥y, 23 asf. Neka je X, za osf, formula dobijena

zamenom u ¥ svakog pojavljivanja konstante d promenljivom

v Tada je xbyxl,....xt dokaz za ﬂ(tn+l=v1) u (LLC;)AB. Po

1.
lemi 2.2.6. Qn}(Vvl)ﬁ(tn+1=v1). Kako Qn}(avl)(tn+1=vl)
zakl ju&ujemo da je in protivrecan. Kontradikci ja.

Sluzaj 1: i;U{ﬂpn+1} je (LUC;’)Aa-konzmstentan.

Stavimo Cn+1=C;’, in+1=§;u{ﬂpn+l}. Uslovi (1)-(3) tvrdenja
(4)

leme su zadovoljeni konstrukcijom C_ ;> uslov

pretpostavkom (LUC;')Aa—konzistentnosti Q;u{jpn+l}, uslov (5)

je zadovoljen jer ﬂpn+le§n+1. uslovi (&) 1 (7) jer pn+1e§n+1’



uslov (B) jer (d=tn+1)£i;\. Time je u ovom sluEaju lema

dokazana.

Sluzaj 2: ﬁ%U{ﬂpn+1} nije (LUCS’)AB—konzistentan.

Po lemi 2.2.10. i;u{pn+1} je (Luca’)ﬁa—konzistentan. Ozna&imo
ﬁ;u{pn+1} %$a §;’. Ukoliko Prie nije oblika \AF ili () pix)

C =C” H 2 . . - .
nel-Cn i in*1=§n zadovol javaju tvrdenje leme

a) o ., ie \¥.
Stavimo Cn+1=l3;1’. Dovol jno je dokazati da je za neko el

skup i;,’u{w} MR;I—konzistentan. u tom slué&aju in+1=§"1’u{w}

zadovol java tvrdenje leme.

Tvrdenje 2: Za neko e, i;’u{w} je MR;I-konzistentan.

Dokaz: Pretpostavimo da je ﬁ;’u{w} protivrecan za svaku
formulu ywe¥. Tada, po lemi 2.2.10. EA,U{HWlWEW} je
konzistentan, pa je 1 ig’u{/\ﬂwlwaW} konzistentan. QOdavde
i;’u{ﬂ\/W} je konzistentan. Ali /\@e&é’. Kontradikci ja.

b) Prel je (Ixlwix).

Stavimo C_ =C;’u{e}. §n+1=§6’u{w(e)}. Dovol jno je dokazati:_

+1

Tvrdenje 3: & je Mn+1—konzistentan

————s= A== n+1 A3 '

Dokaz: Pretpostavimo suprotno. Po lemi 2.2.9. 5;’}- —-yle).

Neka je wo,wlg...,wt dokaz za —-w(e) u kome promenljiva vy

ne u&estvuje. Sada zamenom svakog pojavljivanja konstante e

promenljivom v, u dokazu wo,wl,...,u% dobi jamo dokaz za
-y ? 2 : <

v, ). Tako in f(Vvl)ﬂw(vl). Kako (3v1)w(v1)ein dobi jamo

da je 6%’ protivrecan. Kontradikecija.

Ovako definisani Cn+1i §n+1 zadovol javaju sve uslove tvrdenja
leme, ime je lema dokazana.
Neka nizovi & =iosﬁlsias... i EFCOECIECEE... zadovol javaju

tvrdenje leme 2.3.1. i §m=Hin. iw ima sledece osobine:

7a svaku formulu @ jezika M koja sadrii kona&no mnogo simbola



iz Cy, svaki term t i svaki prirodan broj n vaZi:

(1)

peiw akko -lpeiw
(2) Postoji konstanta ceC takoda (t’t)éﬁm.

(3) ﬁmnForm((Lu{clgcas....cn)Aa je konzistentan.

(4) Ako (Bxlxa...xn)p(g)eim tada p(cl,ca..,..cn)eimza neke
C], ]CE, PRI ’anC¢

(9) Ako \¥ Eﬁw tada weiw za neku ye¥.

Na skupu C definiSimo relaciju % :

cxd akko (c=d)e§w.

2.3.2. Lema. 2 je relacija ekvivalencije.

Dokaz: Dokazacemo prveo tranzitivnost, zato pretpostavimo da
cydye,ely (cad)eiw. (d=e)e§w. (x=y)aly=2z)a(x=2) je aksioma
(A7) za pl(y) je (x=y). Koristeci (A7) i pravilo (R1) dobijamo

PL (c=d)a(d=e)a(c=e). Kako (c=ele Form(LAa) postoji neN
A3

tako da je ¢ formula (c=e). Neka je mzn tako da

(c=d), (d=e)ed . Zbog | (c=d) ~ld=e)a(c=e) imamo & | (c=e),
m LAB m LAB -~

pa kako je im konzistentan i pneim ili ﬂpnéim mora (c=e)eim.

Analogno iz (AS) se dobija refleksivnost, iz (Aé) simetrija.

U narednom nizu lema konstruisacemo Mﬁa—strukturu koja c¢e
ujedno biti model za &. Neka je A=C/%.
2.3.3. Lema. Neka je R relacijski simbol duZine n. Uslovoms

Ry

(cllz,ce/z,...cn/z) akko R(clgca,....cn)eie

definisana je relacija na skupu A.

Dokaz: Neka je cl/ztdllz.ca/z=d8/z,....cn/z=dn/z: odnosno

(c1=d1)e§w, (Ca=da)eim;...,(cn=dn)é§m. Iz (A4), (A6) i (A7)

imamo }R(CI’CE"'°’Cn)ﬁR((dl'dE"'f’dn)' Odavde, zbog

konzistentnosti im i uslova (1), dobijamo:

R(Clgca’---gcn)ém akko R(dlgda:-..-"dn)ém



Zna&i: R(cl/z,ca/z.....cn/x) akke R(dll ,d /~,...,dn/z); §to
;@& i trebalo dokazati.
2.3.4. Lema: Neka je f funkcijski znak duZine n. Uslovom:

u
f (cllz,ca/z,...cn/z)-c/z akko fthl.cag...,cn)ﬂcebw

definisana je funkcija ana.
Dokaz: Neka je cllzadllz,calz=da/z....,cn/zzdn/z. odnosno

(c1=d1)eiw, (:a—da)ei ,...,(c =d ) @ ' Po uslovu (2) postoje
c,deC tako da ‘f(cl’CE""’c )=c)£§w, (f(dlgde,....dn)=d)¢§w.
Zbog (c1=d1)e§w, 2 da)ei ,....(c =d ek ' iz (A4) 1 (A7)
mora biti (f(cl,ce,...,cn)=f(d1,de;....dn))eﬁw. Odavda

u

dobi jamo (c=d)e§w, odnosno c/3=d/% pa je f dobro

definisana.

Neka Formn(Mﬁa) oznacava skup svih formula ¢ jezika M koje
imaju n slobodnih promenljivih (xl,xa,...,xn). i neka je:
n ~ Ao -
Ep={(c1/~.ca/~....cn/z)|p(c1,ca,...,cn)e§w}
4" n
S, {EplpeForm (Mag)

2.3.5. Lema. Sn je prsten podskupova od A",

Dokaz: OeSn. jer je za ¢ P E:=ﬂ. EPnEwaEp e vaz2i jer
p(cl.ce...,cn)eﬁw i w(clycag...cn)eﬁw akko |
(paw)(cl.ca....,cn)eﬁ . Z2bog (1) je p(cl.ce,....cn)eiw akko

ﬂp(cl,ce.....cn)eﬁw. pa je g —AnDE Znae&i Sn je prsten.

2.3.6. Lema. Sa pn(E;)=sup{r|(P;Zr)ve§w} je definisana
funkci ja un=5n+Ru{m}.

Dokaz: Po (AB) Oe{r |(Pxzriped }» pa je pn<52)emu{m}. Neka je
E:=E;. Tvrdimo da (VQ)(p(;%aw(;))eéw. U suprotnom
ﬂ(p<§>«wn;>eiw. pa (3;)(0(;)Aﬁw(;))v(3;)(ﬂp(;)Aw(;))eiw.
Po (S5), (3x) (plx)awix)) el = ili (3x) (ap(x)Ap(x)) e . Neka
vazi prvi sluecaj. Iz (4) dobijamo ﬂw(cl.ce,....cn)eﬁw i

p(cl,ce.....cn)eﬁw za neke cl,ca....,cnec. 1z (1) dobijamo



)

n

P

/z,...cn/z)ee;} Kontradikcija. Zaklju&ujemo da vaZi

W(Cljcainnnjcn)éwi Zna&i (Cl/zyce/z;...cn/x)é ali

(c./%cC

1 a
(V;)(p(;)e}w(;”e&w pa i im}p(i)aw('i). Odavde, prema (R4),

aw}(Pizr)w&mpizr)pti)

& W (Pxzr )w(x) p(Pxzr Yo (%)

Analogno se dobija i imu{(P;zr)p(;)H—(P;Zr)w(;) .

Tako dobijamo <P§zr)p"<£>e§m akko (Pizr)w;)eim. sto je

ekvivalentno sa “n(E;)=“n(E;)' pa je un:Sn+mu{m} funkci ja.

2.3.7. Lema a) (Pxzripel  akko (Px<r)ped .
b) (P;ir)peiw akka (PxOrieed .

Dokaz: Zbog simetrije dovol jno je dokazati samo a.
a) zbog (1) je (Pxzriped  akko ~(Pxzr)ped

Zbog (2) je & | ~(PxZr) e Px>r)e, pa je:

~(Pxzr)ped =~ akko (Px<r)ped .

Odavde zakl ju&ujemo:

(Pxzr)pel  akko (Px<r)ped

5to je i trebalo dokazati. -

2.3.8. Lema. (P;Sr)peiw akko za neko neﬂl(P;2r+%)p¢im.

Dokaz: Prema lemi 2.3.7. vatis (PxSr)ee#  akko (PX>T)ped .
Po (A17) je |-(P;>r)po>‘/(P;Zr+%')p
1z prethodnog imamo

(Px>r)pek ~akko za neko nelN (Przr+i) pek .
Po osobini (5) vai:

(Px>r)ped =~ akko (P;Zr+:—_')pe§w za neko nelN
1z prethodnog zaklju&ujemo:

(Pxsr)ped, akko za neko nelN (Pxzr+d)pel

§to je i trebalo dokazati.

2.3.9. Lema. 2a realne nenegativne brojeve r<s vazi:

(P;Ss)peiw ili (P;?.r)pe&w.\.



Dokaz: Predpostavimo da (P;Ss)peiw. Po lemi 2.3.8. za neki nelN
(P;Zs+%)pe§w, pa kako je s+%2r po (A13) dobijamo (P;Zr)peﬁw.
Znaei (PxSs)ped  ili (Px2zr)pel .

2.3.10. Lema. Za realne brojeve r<s vaii:

(P;<s)pe§w ili (P§)r)peiw.

Dokaz: Predpostavimo . da (P;<s)p¢iw. Po lemi 2.3.7.

(Pxzs)pel . Izaberimo nel tako da je r<r+§<s. 1z (A13)
dobijyamo (P;Zr+i)peiw, pa po lemi 2.3.8. (P§$r)p¢iu. Odavde

po lemi 2.3.7. (Px)riped . Zakljucujemo:

(Px<s)ped ~ 1li (Px>r)ped .

n . -
2.3.11. Lema. po(E) s inf{s| (Px<se?® }'w
Dokaz: Prvo dokaZimo:
5up{r|(Per)pe§w} > inf{s](Pst)peﬁw}
Pretpostavimo suprotno. Tada za neke realne brojeve r<s vaZi:
X2 i %<
(Px_r)peiw i (Px-s)pe&w
Po lemi 2.3.7. vaii (P;>r)p¢§w i (P;<s)p¢§m. §to protivree«id
lemi 2.3.10. Zna&i: ~
n . N
pn(E¢) < 1nf{s|(Pst)¢e§m}
n . —

i ; >
Predpostavimo da je un(Ep) < 1nf{s](Px-s)p¢§w.
Tada postoji realan broj r za koji vaii:

, n "
“n(Ey) <r < {sl(Pst)peiw}
Odavde je (PxSr)ped i (Pxzr)ped , $to protivresi lemi 2.3.9.

2.3.12. Lema. pn:Sn+R .

Dokaz: un(E:)eRU{w} po lemi 2.3.6. Po lemi 2.3.10. un(E2)<m.

2.3.13. Lema. 4 je kona&na kona&éno aditivna mera na m".

Dokaz: Iz (A10) i leme 2.3.10. pn(O)zO. Prema aksiomi (A19)

Hd_ je kona&na funkcijas, pa nam preostaje da pokaZemo da je H,

n

kona&no aditivna.

n._.n .
Nek j E'NE =0. Vazi:
eka e ey



p(cl,ca,...,cn)eﬁw ili w(clyce;...;cn)e§w akko
n_.-n_.n . .

(pvw)(cl,cay...,cn)eﬁw. Odavde Epu.-‘.w EWV' pa je dovol jno
n

n n
Y+u (E )=u (E ) .
p 'Sy T n Cowy

Po (A17), ako (P§5r>pe§w i (P;Ss)peiw tada (PxZr+s)ped

dokazati da je yn(E

-

Odavde dobi jamo:
inf{s|(P;Ss)peim}+inf{s|(P;Ss)weiw}Sinf{sl(P;Ss)(pvw)eim}.

odnosno: un(E:) + “n(E;) < “n(E:vw)'

Iz E:ﬁE2=0, kao i u lemi 2.3.6. dobijamo p(;)aw(;)»;ﬁgeiw.

Odavde po pravilu (RS) (PRE0) (Wi X)apix) )R .

Iz (A12) HPXZrlp A (PxZs)y A (PxS0) (pa¥) = (PxZr+s) (yvp) .

Kako (Px2r)ped (Px2s)ped (Px20)ped , zakl jutujemo:

(Px2zr+s) (ywp)ed .

Time je dokazano:

sup{r | (Pxzriped } + supir |[(Pxzr)eed } 2 sup{r |(Pxzr)ped }

odnosno yn(EZ) +yn(E3) 2 “n(E:vw)' Zakl ju&u jemo:

n n n .
pn(Ep) +pn(Ew) = pn(E ), &ime je lema dokazana.

.,
Definisimo MAa—strukturu
R ) | 2*$
‘u'(A’Ri’fj '€y tHp ’iel,je],kd(t.mmdN
na slede¢i naéin:
Q‘ ANy ~y AN
Ri(C1/~|CE/~|--.)Cn/~) akko Ri(CI’Ca’---,Cn)eﬁmp iel
u

fj(cl/z,ca/z,...,cn/z)=c/z akko (fj(cl.ca,...,cn)=c)e§m. j&J

c/x~ je interpretacija konstanntnog simbola Sy akko (c=ck)¢§m

pri emu kekKUN.

n . n -
- iivi i = >
H merljivi su samo skupovi EW' i pn(Ew) sup{rl(Px_r)weim}

Leme 2.3.3., 2.3.4. i 2.3.13. garantuju dobru definisanost

strukture U.

2.3.14. Lema. peiw akko Ule.

Dokaz: Indukcijom po sloZenosti formule ¢e.

a) ¢ je atomi&na.



Predpostavimo, jednostavnosti radi, da je ¢ oblika

f(c, sc

1 ....,cn) = g(dlgdeg...;dn)

2
ili R(cl.ce,...,cn)
gde su f i g funkcijskiy a R relacijski znak jezika L.
Prema definiciji relacije quvaii:

/z,....cn/z) akko Rf(c,»sc

U o
R (;1/“": l e,-.-,cn)dw

a

Udavde dobi jamo:
afp R¥e /e /Ry sC /R akko  SR(C{1Cpre.rE )R
1 2 n 1’72 n X
,éto je i trebalo dokazati.
Neka sada va2i drugi slu&aj i neka su, po (3), c,deC tako da:
(f(clgce,....cn)=c)e§w i (g(dlyde,...,dn)=d)e§w. Tadas
fu(cl/z,celz,...,cn/z) = c/x i
Predpostavimo da pe&w. Tada, po (A4) i (A7)

(c=d)e§w, odnosno c/x=d/=x.

Odavde dobi jamo:

Neka sada ‘Lt]-p:

fQﬂc

E/z, e ,dn/z) y ti  Upe.

l/z;CE/Zy.-.,Cn/Q) = g‘u(dllz’da/z’---’dn/z)
Tada c/x = d/=, pa (c=d)e§w. Ponovo prema (A4) i (As) je:
(f(cl.ce,...,cn) = g(dl.de,...,dn))eﬁw, odnosno pe&w.
b) ¢ je -w.
Prema induktivnoj hipotezi:
ved akko Upy, pa vaii i:
wed akko Upwy, 3to je prema (1)
—wed =~ akko Upwps 11i
ol akko Upp.
c) ¢ je /\¥.

Zbog osobine (1) 1 konzistentnosti §w vazi:



peim akko za svaku formulu ye¥ vaii we@m

akko, prema induktivrnoj hipotezi, za svaku formulu ye¥ Qt]-w

akko Ulp.

d) e je \AW.

Prema osobini (3):

pe@m akko za neku formulu ye¥, yek

W

akkos, prema induktivnoj hipotezi, za neku formulu yey Upy»

akko URN\AF

e) p je (Ix)wpix).
Prema osobini (1):
peim akko za neku ceC w(c)eﬁw
akko ,prema induktivnoj hipotezi, ‘u}ay(c/z)
akko UR(IxIpix). |
f) l-p ‘je (WxIp(x).
Prema (1): qoveim akko —:(Vx)w(x)eﬁm
akko, prema (2), (Bx)-.w(x)gim
akko -w(c)gim za svaku ceC
akko, prema induktivnoj hipotezi, ‘u]-w(c/a:) za svaku ceC
akko UpCYx)yix)
g) e je (P;zr)w.
(Pxzr)yed ~ akko re{s|(Pxzs)ed }
akko sup{s](P;Zr)weim}Zr
akko u?_“(E:l)?:r akko WUHPx2r)y.
h) ¢ je (Px>r)y.
Prema (A17) (Px>r)yed  akko V(P;Zri-%)weim
akko za neko neN (P;Zﬂ-%_l)weiw
akko, prema (g), za neko ne&N QI}-(P;er;l_')w
akko ‘H'-(P;>r)w'.
i) ¢ je (PxSry.

(P;S.r)weﬁm akko re{s](P;ﬁs)eim}



akko inf{s|(Pxss)yed <
akke u':(EZ)S.r akko U PXST) v
;) e je (Px<ry.
Prema (A18) (P§<r)w&5w akko A/(P;Sr+%)w&@w
akke 2a meko nelN (Pfﬁr-ri)weiw

akks, prema i), za neko neN ?J[-(Piﬁr+;11>w

akko URPx<T) Y.

Zna&i, ¥ je model za # , pa je 91 i model i za &. Primetime,

jo& i da je 9 prebrojiv. Time smo dokazali:

2.3.15. Teorema. Svaki konzistentan skup re&enica ima model.

Neposredna posledica prethodne teoreme je i potpunost LAB‘

2.3.16. Teorema. Neka je & skup recenica logike LAS i

peForm(Lyo) . Tada: g} ¢ akko @& -
A3 La3 L



3. KOMPLETNOST LOGIKE Lop(L,)

3.1. SINTAKSA.

3.1.1.

Definicija. Logika LAP(me) sadr2i sledece simbole:

a) Prebrojiv spisak promenljivih vz neiN.

b) Veznike /\ i -

c) Kvantifikatore (3v ), (Px2r), (Pxsr), gde je x n-—torka

(x s X

1"72

broj.

,...,xn) razli®itih promenljivih a r nenegativan realan

d) simbol jednakosti =.

3.1.2.

Definici ja. Form(me) je najmanji skup koji sadrii

sve atomiéne formule i zadovol java:

a) RAko peForm(me) tada i ﬂpeForm(me).
b) Ako pleForm(me) i pEGForm(me) tada i
/\dpl,pe}eForm(me).
c) Ako peForm(me) tada i (Bx)ﬁeForm(me).
3.1.3. Definici ja. Skup formula logike L&P(Lmu) je najmanji
skup Form(LAP(me)) koji sadrii Form(me) i zadovol java:
a) Ako peForm(LAP(me)) tada i ﬂpEFOTM(L&P(me))-
b) Ako ﬁgorm(LAP(Lw)) i §<A, tada /\ié-’orm(LAP(Lm)).
e) Ako peForm(L (L)) i (Pxzr), (Pxgr) su kvantori, tada i

» o
(PxZr)eg, (Px_r)peForm(LAP(wa)).
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U narednsj definiciji uvescemo paraleine pejam slabe

Laplae )™ strukture 1 zadovoljen;a u njoj.

3.1.4. Definicija. Slaba )-struktura je struktura

Lap! b

(%, ) gde je Hg(ﬂnlndN)

PR T S ) |
= (AR; .
Y ! 1'fj'°k’1el.jﬂ;ke(

L-struktura prvog reda, za svaki n&N Hpn je kona&na kona&no
aditivna mera na Mn,;gg(Mn)>0 i vazi:
1) Za p(;,;)sForm(me), ;eﬁn, Beﬂmi prirodno definisanu
relaci ju zadovol jenja ‘u‘-p(;,S)
— m - -—
{ber” |Ujpia,b) } e dom(p )
2) Za aenA"”, BeA i FFormiL (L )):
AP "ww
— m — —
n{{aeA |Uppela,b) blost } € dom(p )
(U ) |/\& akko za svaku ped Ulp.
3) za 3eh¥, p(x,y,ZreFormL(l ) i reRs
- {ceA |um({beﬁ | s ) fetasbsc) pzrt e dom(p )
"{ZeA” |u ({BeA” | (U ) pptasbic) par | e domipu)
(U ) pPXZr)p(a,xsc)  akko pmt{Eeﬁ’“u%p) bptasb,c) par
(U, ) HPxSrigla,x,c)  akko {BeA™ | (U ) pptasbsc) prr
Primetimo da prethodna definici ja obezbeduje pu-merl jivost

svakog definabilnog sa parametrima podskupa od A",

3.1.5. Definicija. Lgo(L y-struktura je slaba struktura
AP "o

(%, ) koja zadovoljava dodatne uslove:

a) Hn je o—aditivna kona&na mera na A",
b) (pn|ndN) ima Fubini jevo svojstvo:
<
D “n“ Ha=Hn+m
2) H, je invarijantna u odnosu na permutacije. Ako je m

permutaci ja skupa {1,2;....n} i S e dom(pn) tada i

{(aﬂ( 1) ,aﬂ(e) $ena ,aﬂ(n) )|(a1 ,ae,. . .an)eS} edOm(pn)



i vaZi:
e ...ra )eSH=p _(S)
T T ) PR AR L i
m+n .
3) Ako S=A i S e dom(yn+m)
{aeA™|(a,b)eS}t & domip )
{pea”|u_({a](a;breshzr} e domiu)

u

n+m(S) = f(fsum(dx))pn(dy)

Aksiome za slabu LAP(wa) logiku su aksiome (A1)~-(A19) iz

dela 2.1.

i i - i la 2.1.
Pravila za slabu LAP(wa) su pravila (R1)-(RS) iz dela

i i -(A16), (A19) i aksiome:
Aksiome za LAP(wa) su aksiome (Al)-( ’
(Bl) Aksiome neprekidnosti
AV (P;<%)((P;Zr-%)p(;,;)AH(P;Zr)p(;,;))

— 1 - - .
A\?O\/ (Py(;)(/\?o(y)aﬂ/\ﬁ(y)) gde je #,S8 kona&an.
(BR) (Px2r) (Py2s)pix,y) =+ (PxyZrs)pixsy)
(P;Sr)(P;Ss)p(;.;) -»> (P;;Srs)p(;,§)

Umesto aksioma (Bl1) mogu stajati i aksiome (A17) i (A18), ali

N

je ovaj oblik podesniji za kasniju primenu.

Pravila za LAP(wa) su (R1)-(RS) iz dela 2.1.

3.2. TEOREME KOMPLETNOSTI.

Neposredna posledica teoreme 2.3.185. j@ i kompletnost

slabe logike LAP(wa)'

3.2.1. Teorema. Svaki konzistentan skup &SFormilLg (L )) u
AP "ww

slaboj LAP(wa) logici ima slab model.

Neka jes od sada, &SForm(LAP(me)). fiksiran, konzistentan

skup u LAP(me)' Predpostavimo da & sadr?i sve aksiome logike
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LAP(LM)' Tada je & konzistentan i u slaboj LAP(LW) logici

pa, prema teoremi 3.2.1. & 1ima slab model. Neka je to (Uyu),

gde je
_ ‘H ‘H .
Y = (A,Ri.f k)ieI.jeJ.ke< i u-(pnlnemi.
Neka je dalje *:V(A) =+ V(’A) nestandardno profirenje
univerzuma.
Neka jes
_x *‘H*‘U ‘u *
#Y = (A, R, f Sy 1eI,JeJ,ka< , e pnln N)

Primetimo da je u opitem slucaju *Q!ahfﬁl i wu # *p.
# je L-struktura prvog reda, za neN *“n je kona&na *-kona&no
aditivna mera na *An. Tako *“n zadovol java sve uslove za
egzistenciju L&eb-ove ekstenzije. Neka je Ln = L(*un)
Léeb-ova ekstenzija mere *“n' za neiN. Uvedimo niz

po= (Ln|ndN>
Pod formulom p(g) cemo podrazumevati i skup svih n-torki a za
koje je p(;) zadovol jena. Tako, u odnosu na (W) @ j@ O
VI(A), a skup svih formula je u VE(A). Analogno u odnosu nNa
(xat,i» i ("a,*w. Da bi iz konteksta bilo jasno u odnosu na
koju od struktura (U 12) ili (%, #u) se zadovoljenje
odnosi, koristimo razlieit zapis za prébabilistiéke kvantore
(Px=r) i (¥*Px2r). Primetimo da /\fﬁ = /Nd*p|pe§} vazi

akko je ® kona&an.

Neka je M = LUA.

3.2.2. Lema. Za pGForm(MAP(wa)) vaZi:

Uy pe  akko (¥ | e
Dokaz: Indukcijom po slo3enosti formule e.
a)l P € Form(wa)

Dokazacemo da Upp akko *U o
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o je atomigna. Prema definiciji jei

R(al,aa....,an) akko *R(algae,...;an)

*
f(al,aa,...,an)--'a akko f(al.aa....,an)--a

p je (3x)w(x). Vaiis
‘).I'-(Bx)w(x) akko (Jaen)Upypla)
akko, prema principu prenosa, (Sae*A)*QIkw(a)

akko *UR(Ix)pix)

b) ¢ j8 "W,
Prema induktivnoj hipotezi vali:
(U ) b w akko (¥Usp) fov.
Odavde (%Uy 1) F e akko (Usp) -
c) e je /N\&.
(U ) b /\& akko za svaku formulu yed (Uyp) | ¥
akko, prema induktivnoj hipotezi, za svaku formulu ye@
(#Us ) b ¥
akko (*Uyu) | /\E-
d) e je (Pxzr)y ili (Pxsr)y. Zbog simetrije, dokazacem®
samo prvi slu&aj: ¢ je (P;Zr)w(;).
Po principu prenosa vaii:
p_({aeA” | (U pp(ar p 2 T akko *u_ ({3 Al [ xat, ) Fe@a p.
Stoga je dovol jno dokazati s ledece:

Tvrdenjes p_({aed” [(#A ) pyp(a) } & {aen” [(xaty %) Fwia) b = 0.
Dokaz: Indukci jom po slozZenosti formule Ve Jedini
netrivijalni koraci su v je /\p' i y je (Px2rle (ili
(PXST)P) .

1)y je /\&.

Prema aksiomi neprekidnosti izaberimo kornacan WY<& tako da

za e€R, €>0 vaii:
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- - - n -
pn({aeA | (U ) LAE(a) L A {a&d | (U ) TACIEY N &
Po principu prenosa:
u_({ae”A"| et wp) A 83} A {aeal joxvat, AT P £ e
pa, prema definiciji L:

(1) ané'e*anﬁ*‘u.*m tAFE) A {ae AT (40t k) AW D $

- . *
Kaka je p_ o-aditivna na A" i

Oz {Ee*aﬂp*‘u,p) ha(Z) y = {a-e*Anl(*‘U,::) FAE(a) }
izaberimo kona&an WI taks da valit
(1D A (fae A" i) Y (a) | A faa" sty pAR(RI P < 2
Bez umanjenja op3tosti moZemo predpostaviti da je w=w1.
A ({a] et pABCE) | A {8 ]k x) AE @ P =
H (3] (vt ) EAB(3) A {a|(xal EA¥2) P+
b ({a] (et ) B\ () } A 3]s FAR@) b+

p ({ | (% #p) |-/\ W(a) A {a'(*'u,*p) ‘-/\ $(a) p = £+0+ =28
Prvi sabirak smo ograni&ili prema (I)s drugi prema induktivnoj
hipotezi primenjenoj na svaku od kona&no mnogo formula iz ¥
a trecu prema (II). Kako £ mo%e biti proizvoljno mali realan
broj dobi jamo:

B (faeA” | et pyta) | A {aeA” [(xatuw) Py p = 0
$to je i1 trebalo dokazati.
2) y je (Pxzr)p.
Prema aksiomi neprekidnosti imamo:

(i) p_ (43| oean kPxzr) ¥, a) fada | (et ¥ b CPxzr) i, a) =0

Treba da dokazemo:
a_({a] et KPxzr)e(x,a) § A& {a| (U *p) FCPxzr) e, @) h=0
Imamo:
H ({ |(*‘).t,p) ‘-(le"r)p(x.a)}A {a'(*‘u,*p) b *pxzr) p(x.a) =

(-{ | €%, *p2) b *pxar) p(x,a)}A{al(*‘u,*p) }-(Px>r) p(x.a)}-)+
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”.

- - - * - - - - - - -
pﬁ({a|(*‘u,*y) p(Pxzr) p(x,a)}A{a|(*‘u,p) R(Px2zr)ptx,a) P

Prvi sabirak je O prema {(i). Za drugi, prema induktivnoj
hipotezi za formulu p(;,;) imamo:

- - - % - - - - - - -

A, (4GB [(¥Uhx) (B3 & {(Bya) et kp(b,a) p=0

- ¥
Odavde za skoro sve a€ An H

b (b e Fethya) A {B| (D) fe(B,2) POy

- %

pa za skoro sve a€ A" :

- - %* _ - - - - -

u_({b] (*¥Us*p) | p(by3) pEr akko @ ({b]|(*Usp) fptb,a) PEr.
Tako smo dokazali da je i drugi sabirak O, zime je dokaz leme

zavrien.

3.2.3. Lema. (#U,u) je Laply,) Struktura.

Dokaz: Ostalo je da proverimo da ; ima Fubinijevo svojstvo.
To sledi iz &injenice da (U,u) zadovol java aksiome (B2), pa
ih po lemi 3.2.2. zadovoljava i (*U,p) .

Zna&i (¥, p) je model za &. Time smo dokazali:

3.2.4. Teorema. Svaki Lg(L ) konzistentan skup recenica ima
AP ~ww -

model.



4. NORMALNA FORMA Lwlg FORMULA

Normalna forma formule iskaznog Tracuna sa prebrojivim
konjukeci jama i disjunkcijama je njoj ekvivalentna formula
ko ja sadrii Samo monotone beskona&ne konjukci je i

disjunkcije.'Sliéno tvrdenje vaii 1 za formule logike Lw o u

1
ovom delu cemo dokazati da isto gvrdenje vaii i za formule
logike Lwla'

4.1.1. Definicija. Prebrojiva konjukcija /N&H je monotona

ako za svaki prirodan broj n Ik 10" Prebrojiva
disjunkcija \/bn je monotona ako za svaki prirodan broj n

} Pn P Skup svih monotonih L‘.013 formula je najmanji~

skup koji sadr?i sve kona&ne Lw 3 formule i zatvoren je za
1

kvantifikovanje i monotone kon jukci je i disjunkcije.

4.1.2. Teorema. Neka je B o—-kompletna Bulova algebra !Bo

podalgebra od 8 i C(!BO)SB o—kompletiranje od !30. Tada je
C(Bo) presek svih Bulovih algebri M, ?8051!&?8. zatvorenih za
supremum rastucih i infimum opadajucih w=-Nnizova.

Za formule ¢ 1 ¥ kazemo da Su ekvivalentne ako }-psw.

4.1.3. Lema. Svaka Lw 3 formula koja ne sadr?i kvantore je
1
ekvivalentna monotonoj Lw 3 formuli koja ne sadr?i kvantore.
1 ,

Dokaz: Neka je ¢(;) skup svih Lw 3 formula koje ne sadrze
1
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kvantore. Identifikujmo ekvivalentne formule. Dobi jamo
o-kompletnu Bulovu algebru B. Primetimo da je B generisana

algebrom svih kona&nih ng formula, ozna&imo je sa 930.
1

Formirajmo niz: 3029815....S$ts... (t(ml) gde je:
’8f+1 algebra svih be®B koji su supremum rastuceg 1ili infimum
opada juceg wniza u !32;
P8t=u{93n|n<t} za graniene Z.
Prema teoremi 4.1.2. 2B=u{$:|z<w1}. Za beB, neka je :

rank(b) = min{z<w1|befsz}
Tvrdenje leme dokazujemo indukci jom po rank(b).
Neka je rank(b)=f. Tada postoji monoton w-niz bO’bl"" tako
da je rank(bﬁ)(( i b=\/on ukoliko je rastuéi, ili I:o'm/\l::n
ukoliko je opadajuc¢i. Kako je svaka od formula bn, prema

induktivnoj hipotezi, monotona zakl juujemo da je 1 b

monotona.

4,1.4. Teorema. Svaka Lw 3 formula je ekvivalentna monotonoj
1

-

l.m13 formuli.

Dokaz: Neka je 30 algebra svih kona&nih formula. Definidimo

By

G:f je zatvorenje B, za kona&ne veznike.

4
je zatvorenje GL‘ za prebrojive A, \/ i za -

za t’(wl .

Dr

$f+1 je zatvorenje D, za kvantore.

4
$t=u{,‘3n|n<t} za graniene &.
Za n-torku x promenljivih, definigimo St(;), ct&). ot(i) kao
skup svih formula iz ’BL" Gz, 4 ko je mogu slobodno sadrzati

samo promenljive iz x.

Induktivnos po &, dokazac¢emo da je svaka formula p(;)eDz(;)
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ekvivalentna nekoj monotenej fermuli iz £E<§). Za £=0 to je
lema 4.1.3. Predpostavimo da tvrdenje vazi za svaki n{f 1 2a
svaki kona&an niz promenljivih . |

Neka je D=Dn ako je &=n+l, 1 DB!B: ako je £ granian.
3( je zatvorenje D za kvantore i D ;e zatvoren za N\ \/ i
slobodne substitucije.\

Koristeci dekaz pestojanja preneks normalne forme imamo da je

svaka p(?)e(tzm ekvivalentna  nekoj w&)easz(;).

Identifikujuei ekvivalentne formule, E%(I) je podalgebra

o-kompletne Bulove algebre D (x)y i ﬁ%(;) o—generise E%(;).

4
Prema teoremi 4.1.2. svaka p(;)etk(;) je ekvivalentna formuli
w(;) dobijenoj od formula iz ﬂ%(;) koristeci samo monotone

konjukci je i disjunkcije. Prema induktivnoj hipotezi, w(;) je
ekvivalentna formuli 6(x) dobijenoj iz monotonih formula iz
u{t%(;)|n<t} koristeci samo kvantore i monotone konjukcije i
disjunkcije. Tako, B(x) je monotona formula 1z !Q(;)

.,

ekvivalentna sa e(x), &to je i trebalo dokazati.

4.1.5. Posledica. Svaka Lw o formula je ekvivalentna
1

monotonoj L formuli.
W,

4.1.6. Posledica. Svaka LAP formula je ekvivalentna monotonoj

LAP formuli.

Vaz?i ja&i rezultat od posledice 4.1.6. 2a LAP formule:

4.1.7. Teorema. Svaka LAP formula je ekvivalentna o—bulovo

kombinaciji formula (P;Zr)p(;) i (PxSr)e(x), gde je eix)

kona&na disjunkcija kona&nih konjukcija atomi&nih formula 111

njihovih negacija.
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4.2. NORMALNA FORMAAEQE FORMULA.

Primetimo da teorema 4,1.4, za formulu ¢eForm(LA3) garantuje

postojanje njoj ekvivalentne monotone LmS formuley, ali u

1
opitem slueaju ne garantuje pastojanje njoj gkyivalentne

monotone LA‘\B formule. U ovom delu <emo, uz dodatnu

pretpostavku o dopustivom skupu A, to dokazati.

U ovom delu A 'je  dopustiv skup (MyAr@rses) nad LAE
strukturom. A je lokalno prebrojivs tj. weh 1 za svaki
beskonazan aeh postoji fed tako da je f bijekcija w na a.

A je rekurzivan ako postoji A-rekurzivna bi jekcija iz Ord{(A)
na MuUA. (Ord(A) je najmanji ordinal koji nije u Ay

ekvivalentno: skup svih ordinala koji su u AN.)

4.2.1. Teorema. Neka je A lokalno prebrojiv dopustiv skup.

a) Svaka L&B formula p(;) je ekvivalentna monotonoj LAE
formuli.

b) Ako je A rekurzivan, tada postoji A-rekurzivna funkcija
F: Form(bLgg) = Form(Lgq)» tako da za svaku p(x)eForm(Lgg) Fe
je monotona formula ekvivalentna sa p(;).

Dokaz: Formulu ¢ pazovimo normalnom ako pripada najmanjem
skupu formula koji sadrZi sve konaene formule 1 zatvoren je
za konaéne konjukcije 1 disjunkcije, kvantore 1 monotone
konjukcije i disjunkcije. Koristeei &injenicu da je A lokalno
prebrojivs dokazacemo da je svaka p(;)eForm<Ln3) ekvivalentna
normalnoj formuli 12 LAB' Ideja dokaza Jje da prvo sve
negacije u ¢ pomer imo udesno do atomiénih formula i zatim sve
beskona&ne konjukci je i disjunkcije zaﬁenimo. u A

ekvivalentnim monotonim konjukcijama odnosno disjunkcijama.



Neka j® Form(lea) najmanji skwp L“lg formula koji sadrii sve

kona&éne formule i zatvoren je za kvantifikovanje 1 kona&ne i

beskona&ne konjukcije i disjunkcije, odnosno Form(Kw 3) ie
\ 1

skup svih formula koje sadrfe negacijeé Samd kona&nih

podformula.
Definifimo:

G: Form(Kwia) -+ Form(lea)

tako da vaii:

1) Bp je ekvivalentna sa p.

2) Ako je @ normalna Gp je monotona.

3) Restrikcija G na A (odnosno na Form(LAs)) je A-rekurzivna
funkcija.

G definisemo induktivno na sledeéi na&in:

¥ "je kona&na, Gp je -

.

G((P;Zr)é)‘;é (PxZr)G(p)s isto 1 za ostale kvantore.
G(/\{p]pei}) je /\{G(p)]pei}, isto i za \/- -~
Kada je ¢ beskona&na a y kona&na Glpay) je:

(PX2r)Blpgaw)s ako je ¢ (Px2r)p, i X nije slobodan u s
slicno i za ostale kvantorej;

/\AG(po)Aw|poe§}. ako je @ /\{po|poe§}, slieno i za \/;
G(G(PIAPE)AW)’ ako je ¢ plapa, slieno 1 za wv.

Kada je vy beskohaéna, Gleay) je:

(Pxzr)Glpav,)s ako je ¥ (Pxzr)y, i X nije slobodan u e
slieno i za ostale kvantore;

/\{G(PAWOIWOGW}- ako je v /\{wo|woew}, slieno 1 za \/;
B(PAG(WIAWE)). ako je y wlawe. slieno i za wv.

Analogno se definise G{pww).
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Definisimo rang Kw 3 formula na slede¢i na&in:
1

p je konaé&na, r({p)=0.
rlpay)er (pwp)eu(r(pler(y))
r({Px3r)pl=r(g)+l, analogno 2a ostale kvantore.

r(/\dplpei})=r(\/{plpe?})=sup{r(p)+1lpe&}.
Indukci jom po r(p) lako se pokazuje da je G dobro definisana
da je r(Gp)sr(p), i da ako je pay beskona&na vaZi:

(1) ' r(Glpay)) < ripay)
Primetimo da su G((Px2s)p) i G(/\?) definisani preko funkcije
G primenjene na formule manjeg ranga. Dokaz za (I) sledi iz
zinjenice da ako je y konaé&na r(p~y) raste kada r(p) raste,
inaze r(pay) raste kada r(y) raste.
Indukcijom se lako pokazuje da G ima osobine 1) i 2).
Dokazacemo da G ima osobinu 3), tj da je restrikcija G na A
A-rekurzivna funkcija. Prema teoremi Gandy-a za induktivne

definicijes dovoljno je da primetimo da je restrikcija 6 na A

-

najmanja fiksna tacka R-pozitivne I-formule 6(R,usv), gde je
8(R,usv) kona&na disjunkcija, po jedan disjunkt za svaki deo
definicije G. Na primer deo za:
G(pa(wlnwe)) = G(paG(wlnwa)) jes
(3u1w1wav1)(u=uln(wlawa) i R(wlawa,vl) i R(ulavl,v)r

a) Neka p(;)eForm(LAB). Izaberimo normalnu formulu
w(;)eForm(Lﬁa)) ekvivalentnu sa p(;>. Tada je GveForm(LAa)
monotona prema 2) i ekvivalentna sa w(;) prema 1). Kako je
w(;) ekvivalentna sa p(;), Gy je monotona 1 ekvivalentna sa
p(x), &to je 1 trebalo dokazati.

b) Kako je A rekurzivan postoji A-rekurzivna funkcija H takva

da je za peForm(KA3> formula Hp normalna i ekvivalentna sa

O



formulom @(x). Tada je F(p)=G(H(p)) A-rekurzivna i ima

traZenu osobinu.

4.2.2. Posledica. Neka je A lokalno prebrojiv dopustiv skup.

a) Svaka LA formula p(;) je ekvivalentna monotona; formuli

wix)eForm(Ly) .

b) Ako je A rekurzivan, tada postoji A~rekurzivna funkcija

Fel,+

AR takva da je Fp monotona formula ekvivalentna sa p(;).



Kori&teni su elementi teorije dopustivih skupova iz (Bl

nestandardne analize iz [D)} i (SL} 1 teorije mere iz [HJ}.

Kori§ten je i pregledni rad [K3].

Teorema 1.2.3. 1 definicije 1.3.1.~-1.3.3. su iz I[K3};
definicije 1.3.4. 1 1.3.5. su iz [R1}] 1 [R2¢; teoreme 1.4.1.
i 1.6.2. iz [Hol1l, 1.4.4. i 1.4.5. iz fHo31, 1.4.6. iz [(IR1},
1.6.9. i 1.64.10. iz [Holl, 1.5.2. 1 1.5.3. iz [L},4.1.2. iz
[Hl, 4.1.5. i 4.1;6. iz [K11, 4.1.7. iz [HoZ2l.

Zahval jujem profesoru Miodragu D. Raskovieu na svesrdno j

pomoéi prilikom izrade ovog rada.
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