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UvOD

SISTEMI SEKVENATA

Sisteme sekvenata i sisteme prirodne dedukcije za predikatsku logiku razmatrao je
Gencen (Gentzen) u svom radu "Investigations into logical deduction”.

U tom radu sistemi sekvenata igraju vaZniju ulogu. Dafemo Gencenovu
formulaciju tih sistema. Sa 4, B, C,... oznati¢emo formule, a sa [, A, A,... nizove formula.

Sekvent je izraz oblika I'-A i zove se jednozakljuéni ako je niz A prazan ili jedna formula, inate
se zove viSezakljucni. Definiu se pravila-uvodenja (s leva i s desna I-) logi¢kih veznika A, v, =
— 1 kvantifikatora V, 3, koje Gencen zove figure zaklju¢ivanja. Pored toga definisana su i

strukturna pravila (strukturne figure zakljudivanja). Nave$éemo kako izgledaju strukturna
pravila za jednozakljuéne sekvente:

permutacija: T ABAFC
IF'BAAC.

kontrakcija: BBT A+C

BT A-C.

slabljenje: re-C
BT -C.

setenje; I'rkA AAC

T'ArC, gde je fornuila A4 formula seéenja.

Izvod sekventa I' + C Cine sekventi zapisani u obliku drveta (pomo¢u pravila) na &ijem kraju je
sekventI" - C.

- Kao rezultat ovakve sekventne formulacije predikatske logike dobijen je
interesantan nafin razgraniCavanja klasiéne i intuicionistitke logike. Ako posmatramo
viSezakljuéne sekvente, pravila za veznike i kvantifikatore i strukturna pravila definisana na
njima dobijamo klasi¢nu logiku. Sva ta pravila na jednozakljuénim sekventima daju
intuicionisti¢ku logiku.

Glavni Gencenov rezultat u tom radu je sledeca teorema:

TEOREMA O ELIMINACIJI SECENJA: Svaki izvod sekventa I'+ A za klasiénu logiku,



mpin 1 s b cnlnebiden gty -
e (F ke, A A1 I— Za ;ntplg;qmsl;lﬁku logtku) moZe. se transformisati u izvod sa istim krajnjlm
1 Sekventom koji wiscbi ne: sadrZi seécnjq
sl 'ls'_-»:m\' .
ah s Karaktcnsuéno Za. 1zvod kO]l sadrZi selenje je da se formula se(‘,enja po;avl]uje u
sekvqnnma pre seéen_}a a gubl se primenom tog pravila. Izvod bez sedenja ima lepu osobinu da
.. 1584 mjemu Suvaju sve.formule, koje uécstvu_]u u izvodenju krajnjeg sekventa.
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..SISTEMI PRIRODNE DEDUKCIJE |

aidude monf o0 drugim sistemima, sistemima prirodne . dedukcije nalazimo viSe u radovima
Pravica (Prawitz). On je u svojim radovima "Natural deduction”, "Ideas and results in
proof theory" detaljno izulavao sisteme prirodne dedukeije za klasi¢nu i intuicionistiéku logku.

U sistemima prirodne dedukcije za logi¢ke veznike A, v, = i kvantifikatore v, 3
definisana su dva pravila: pravilo uvodenja i pravilo eliminacije. Pravila za veznik — su

. drugatija. Sa A, B,, ... obeleZimo formule a sa [, A, skupoye formula. Pravila za uvodenje 1
ellmmacuju veznika A imaju oblik: a ’ - ,

esid o uvedenje; A . B ‘ ;él_ignin_acija: A AB AAB
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a8 T4 B
Fo;mule kq;e se po}avl}u}u u nekom pravllu 1znad llmje su premlse pravxla a formula ko]a s€
pOJaVljuje ispod linije je zakljudak tog pravila. vt L : )

- Izvod ;formule.4 u ovim sistemima je u obliku drveta (kaje éme prav1la) na ¢ijem se vrhu nalaze

’nekc formule a na kraju formula 4. Formule sa vrha dveta:€ine skup pretpostavki, I', iz kojih je
izvedena formula na kraju izvoda.

; lntcn esantno je .dau pruodnodedukcuskol formulacul predikatske logike razllka
1zmedu kla31éne i intuicionistitke loglke jeu obliku pravila za negaciju, — ( ili prisustva odnosno

... Odsustva Pirsovog pravila). -, . . . o
!;55;;-,.a e T . Ako se u izvodu neke formule A prvo p0}av1 prav1lo uvoden]a nekog vezmika, pa
pra;vﬂo ehmmacg}e (istog veznika), ondasve formule od one koja je nasala pravilom uvodenja do
premise pravila eliminacije Cine maksimalnu formylu. (ili segment) tog izvoda. Prisustvo
.. maksimalne formule (ili segmenta) u nekom izvodu dovodi do toga da nemamo informaciju koje
""" su sve formule uestvovale u tom izvodu. To j je ra.zlog §to je Pravic hteo da svaki izvod sistema

prirodne dedukcije transformife u izvod koji nema makslmalnlh formula (odnosno segménata),
takozvani normalan izvod.

U tome je vaznost sledece teoreme sistema prirodne dedukcije.

TEOREMA O NORMALNOM OBLIKU: Za svaki izvod formule 4 iz pretpostavki [ postoiji
normalan izvod iz [ formule 4.

U Pravicovom drugom radu, precizirana je razlika izmedu teoreme o normalnom
obliku i teoreme ¢ normalizacijl.

TEOREMA O. NORMALIZACIJI Postoji procedura koja redukuje svaki izvod na normalan
lZVOd S

"+ - Naravno, teorema o normalnom obliku je posledica teoreme o normalizaciji.

U tom radu Pravic je napravio pomak u sredivanju normalnih izvoda sistema
prirodne dedukcije. U izvodu sistema prirodne dedukcije moZemo izdvojiti nizove formula koje
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Pravic naziva stazama. U svakoj stazi normalnog izvoda postoji minimalna formula ili minimalni
'segment (koji &ine vi¥e istih formula). Za normalan i2vod! tho¥éme reéi da ima 'dtbar redosled
prav1la u svakoj stazi. Sve formule staze koje se pojavljujuipre thifimalne' formule! (gegrents) su
premise ili zakljuéci pravila eliminacije, a sve formule posle nje su premise ili zakljuci pravila
‘ “ivodenja. U sredivanju normalnog izvoda moZe se i¢i- Korak dalje ‘Pdstavljanjem zahteva da

i» tninimalna formula (odnosno formula koja &ini minifalni segmiént) bude atormyka, péfﬂreb'heﬂ su
_]OS neke redukcue za normalan izvod. Normalni izvod - sa- atoraskim 'riinirhabnit ‘fothuladi u
svim njegovim stazama zove se proireni normalni izvod. U vezi sa tim Pravic je naveo i
teoremu o prodirenoj normalizaciji.

TEOREMA O PROSIRENOJ NORMALIZACIJE: Pobtoji piocedura kdjd radultuje’ sbaki
tzvod na pro§iren normalan izvod.
U radu je pomenuta 1 odgovara_]uéa fteoremaso pro§irennm normalnem obliku.
co ot . 1y friee o -"?'m.#.:.}s.fur!
AT P i a] T I T NTTTNNN Y LRV SRFT IS VPR (Iu)‘iit}dn[

"'MULTIKATEGORIJE : T ) et

. .
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ARER st
Mi éemo’ koristiti prednosti koje pru¥a kategonjalm pnstup logléklm sxste'rﬁfma

taénije pozitivnom delu intuicionistitke iskazne logike. s
Logi¢ka interpretacija pojmova teorije kategorija-je sledeéa:™objékte iz klase
objekata neke kategorije smatramo formulama. Strelice kategorije (koje su oblika f:B—A4, gde je
- A cilj, a B ishodiste strelice) smatratemo dokazima. Ishodilte B je pretpostavka na osnovu koje
“* e izveden zakljudak, cilj A, izvodenjem f. Jednakosti 1z;medu strehca kQ]e‘ vaie u ‘idategonjl
logicki gledano pretstavljaju IZJednaEavanJe nekih dokaza. © e
Skl Nad' strelicama kategorije definifu’ se operacue kO_]e se’ éestd Zovar i~ pravila
izvodenja ili jednostavnije pravila. Na ovaj 'nadiny &itav 1zvod sa kra_]n_]n’n sek\?éntém KA iz
sistemna sekvenata mozZe biti zapisan kao strelica ffB—A4. oo wouis s s

Bt Jedan ‘od'ndjznatajnijih reziiltata je da je intuicmhlstlﬁka 1skh£na loglka povezana
e “sa slobodnorn bikartezijanskom zatvorenon Katégokijom: = - e T i
Postoji i prirodnija veza sekvenata i strelica koju' je' iveo -Lambek’'“fshbdiste

vl Jstrelice ne &ini v1§e Jedan objekat:ve¢ niz (skup-ili multiskup) ‘objekata. Takve strelice imaju

5 Sigblik fr ' A gde je T niz (skup ili multiskup) objekats i Zestv' s& zovu i muitistrélite. Kategon_]e
“Hikdje imaju ovakve strelice zovu se &‘rmltikategorljé i nas ¢e samoone i ifiteresovati. =

! ’J'i " 0" U miuitikatégoriji postoje Jedmléne strélice koje su obl’lka”l AA—)A ga 'évakl
s ijekat A multikategorije. Defmnsano jei ‘praviio 1zvoden_|a

fT >A gAMA—B

{

g(f)¥ATA - B,

i vaZe sledece jednakosti had strelicama: I R
f(IA)=f; Za f;A[‘_)B _ LT
158)=8 ¢ ze g-> B. ' -

Reg(hN= RgXh) 28 fAT— C, g:BA—> A, A= B.
- RgXh)=RhXg) za fABI— C, g:A—~ A, ‘hih— B,

Moguée je obogatiti jezik multikategorije novim operacijama nad objektima i
novim operacijama nad strelicama. Najéei¢e se posmatra slobotina multikategorija koja ima

R
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I‘s\a;no' ]edlmcné' strleh!ce EY €r11c'wé ‘strehce se dobijaju primenom operacija nad stelicama  koje
postojeu tOJ mu]tlkategon]l o
-U svorn radu "Loglc ‘without sructural rules" Lambek je posmatrao slobodnu
iy mulnkategorlju sa operacuama nad objektima ( A, v, =, <=,... ) i specijalnim strelicama, koje
; ga;ﬁbnjulu 'prawla ehmmacue veznika i operacuama nad strellcarna koje odgovaraju pravilima
. uvogenja iz, slstcma sekvenata Defnusao je i jednakosti nad strelicama. Pravilo 17vodenja koje
. S gore, navell od;,ovara pravllu seéenja iz sistema sekvenata, pa ga je Lambek tako i nazvao.
“"Na’ taj nafin definisana je slobodna multikategorija koja odgovara Gencenovom sistemu
. sekvenata (sa chnozakljuémm sekventima) u kome od strukturnih prawla postoji samo seenje.
[Lambek je pokazao da’je u toj mult;kategorljl moguce elnmmsatl se¢enje. VaZno je istaci da su
Jednakostx kcuc su definisane u {oj slobodnoj multikategoriji pretstavljale upravo korake

redukcuc pri rcdukovanju prmzvoljnc strehcc na strellcu kO]a ne sadrZi sedenje.
SET R AU BN S IS o

. . . o
HARE L S RS 3 R v gt ';"‘! L]

VEZA IZMEDU SISTEMA PRIRODNE DEDUKCIJE
- LSISTEMA SEKVENATA

‘U7 Mi éemo u ovom radu ispitivati vezu izmedu sistema prirodne dedukéije i
Gencenovog sistema sekvenata za pozitivan deo intujcionisti¢ke iskazne logike. Posebno ¢e nam
Uit vazna' veza izmedu karakterlstlka ovih 51stema tebreme 0 normahzacul i teoreme o
eliminaciji seenja. S : : :

Na$ nacin pretstavljanjaf'si's'tema prirodne dedukcije i sistema sekvenata -bice
aparatom multikategorija. Radiéemo sa :sistemima koji imaju-objekte, strelice, operacije nad
.+ strelicama {objektima), jednakosti nad strelicama. U zapisu-strelica ne¢emo koristi oznaku — ved

¢e strelice biti oblika f:I + A. Term strellce ¢e biti f tlp terma je I' — A; a operacije ¢e biti
... -operacite ili pravila nad strelicama.: i . SRR

Vratimo se jo$ Jednom logikoj interpretaciji strelice f ' - A U termu f su

" zapisand sva pravila koja su pnmenjena od polaznih strelica oblika 144 + A do strelice fT +-A.

Sekventno gledano term f sadrZi informaciju kako izgleda izvod sa krajnjim sekventom I" + 4.

Prlrodnodedu’kcqskl gledaro term f Cuva sva prav1la kO_]lma smo od pretpostavki koje suu T’
"dobili zakljutak A.

Pomenuéemo dva rada u kojima se ispituje vezu izmedu sistema prirodne
dedukcije 1 Gencenovog sistema sekvenata:
; Cuker (Zucker): "The correspondence between cut-elimination and nermalization";
Potinger (Pottmger) "Normalization as a Homomeorphic.image of cut-elimination".

5 Cuker ie posmatrao 51stem prn‘odne dedukcije i sistem sekvenata za predlkatsku

mtulclorustlcku logiku. Definisao je dva sistema od kojih je jedan sistem u kome se pojavljuju

J ‘s.e,kyenn i pravila jizvodenja definisana nad njima. Drugi sistern odgovara sistemu prirodne

dedukcije. U oba sistema radi se sa izvodima. U prvom sistemu postoje izvodi sa krajnjim

~sekventom, na primer I +~ A i redukcije kojima se dolazi do izvoda sa istim krajnjim

... -sekventom, ali koji nema sefenja. U drugom sistemu radi se o 1zvodima sa krajnjom formulom
.. ( na-primer A) 1 redukcijama nad izvodima koje dovode do normalnog izvoda.

' Potinger je uporedivao sistem prirodne dedukcije i sistem sekvenata za

- intuicionistiéku iskaznu logiku. U sistemima, koje je on definisac izvodima odgovaraju termi

{odredenog tipa), a pravilima izvodenja, pravila koja su definisana nad tirn termima. Naravno u

sistemu koji pretstavlja sistem sekvenata pravila nad termima odgovaraju pravilima uvodenja

1Y



veznika (s leve odnosno desne strane ). U sistemu kop 1gra ulogu 51srt,ema pnrodne dedukcije

pravﬂa pretstavljaju uvodenja i eliminacije veznika:

viidrs Gite
R

Pregled onog 3ta ¢e biti uradeno u ovom radu dacemo Kroz k'omentar rez't.(lltata iz

- navedenih radova Cukera i Potingera, ali pre svega moramo uskladltr termmologuu

NajvaZnije je na pofetku re¢i da éemo se ograméltl na’ pozitivan “deo 1s'kazne

intuicionistitke logike. Od sada pa na dalje u éltavom radu "’ “pod Genceﬁo‘hﬁ‘t srqfeihom
" sekvenata podrazumevafemo sistem Sekvenata za pozmv‘an ded'iskaziit 1ntulclonlst1ﬁke 1dgike

ivy

“Sistem

prirodne dedukcije ¢e biti sxstem pnrodne deduKCIje za pozmvéh "¢t iskdgne

1ntu1c10mst1cke logike. AN TS

l‘_ negacue i ispitivanje njenog uticaja bice Jedan od sledec1h koraka ko_le pl?mr

Ibez prisustva negacije bilo je poteékoca pnbllzm posmatrane su-,teme: ]jodava,n e

SRR

db1

upotpunili sliku o vezi ova dva sistema.

A Preenisanive

Dalje u svim posmatranim 31stem1ma govoncemo o formulama, termima

(za_]edmckl termin za izvod i term), pravilima za terme ili operacijama nad tertnima (za pravila
izvodenja, operacije nad termima, strehcama) redukcl_]slqm koracxma nad termima ili
1z_|cdnacavanjlma terama (za'redukcije ijednakosti had térmima), SRR E S A

Vezu izmedu sistema prirodne dedukcije i Gencenovog sistéma sekvéhata Kejé su

ustanovili Cuker i Potinger u svojim radovima analiziraéemo na sledeéi nadin:

. B,

iy D

. -.Drug‘ .,

.Trece,

definisanje sistema ko_u odgovaraju swtegm pnrodne dedukcije i Gencenovom sistemu
sekvenata, S
povezivanje terama tih s1stema defmlsan_] em prcsll,kavan_]a kc_]a shka_]u fo*mule iiterme
jednog sistema u formule i terme drugog sistema. b 2

glavni cilj je da uporedimo vaZne Karakteristike ova dva smtema
teoremu o normalizaciji i teoremu o eliminaciji seSemja.:: ..+ - o jow sy

Zbog toga treba uporediti korake redukmje nekog terma do- normalnog terma 1! Eslstemu
prirodne dedukcijesa 1 . - S I R B TR VIR

redukeijskim koracima prlllkom redukovan_]a tetma na.term bez seéen_]a u:Gencenovom
sistemu sekvenata. . L

Nakon toga, moZe se utvrdm1 (kako tq Cuker i Potmger kazm.) .,kvlvalenmost tih dveju
vaznih teorema.

s _.;‘. Pk s

"

(‘letvrto u pomenutim radovima Cukera i Potmgera n1_]e blla predmet 1zuéavan_|a teorcmao

prosirenoj normahzacljl sistema prirodne dedukcije, koju  je- razmatrao Pravxc U
ovom radu ¢e biti 1 o tome redi.

Prvo.

Sistemi koje su definisali Cuker i Potinger i koji odgovaraju-sistému pnrodne

dedukcije i Gencenovom sistemu sekvenata, dosta su modifikovani u odriosu na sitern kome
odgovaraju. U sistemima koji su vezani za sistem sekvenata nema eksplicitno nekih struktumnih
"“'-pravila (permutacije, slabljenja); pravila za veznike su drugatija. To je uradeno_ sa ciljem da ta
- dva sistema, &ija veza Zeii da se uspostavi ( i na osnovu nje ustanovi veza 1'izmedu izvornih
sistema), budu sli¢niji. Na taj nafin se olakSava uspostavl_]an_]e te veze. Prl* tome SU 1zostavljene i
zanemarene neke karakteristike sistema, koji se povezuju. ‘ i

Mi ¢emo na drugi natin pribliZiti sistem prirodne dedukcije i GencenoV' gistem

sekvenata. Definisaéemo sistem A2, koji je sistem prirodne dedukcije (ima terme i operacije nad

njima)

i sistem & koji je sistem sekvenata. Bite definisani jo¥ neki sistemi koji ¢e da' tako

kaZemo biti izmedu sistema AP i 4. Ti sistemi ¢e slikovito reCeno, redom gubiti karakteristike
sistema AP a dObl_]atl karakteristike sistema 4. Tako ¢emo u etapama v1det1 kakve su razllke
izmedu sistema JI/D i sistema 4. P _
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aaboiag Za pavczwan_u: av1h sistema (u naSem slu€aju ima ih viSe od dva) nad. zapis
; izyo,dd:\pomocu‘terama‘l operacija nad njima mnogo doprinosi preciznom definisanju potrebnih
- preslikavanja. Povezivanje sistema sa eksplicitno zadatim svim operacijama koje ih karakteri§u
;1 pokazate da postoje slu€ajevi kada samo neki termi jednog sistema mogu naci odgovarajuci term
«lurdrugom sistemu. Pojavice se suvidne operacije (koje nemaju odgovarajuce u drugom sistemu),
rispecijaini oblici terma (samno se takvi slikaju u drugi sistem).
g0 et Ned se ovde problem "slaganja redukeija”, koje u Sirem smislu shvatamo kao
neko izjednadavanje terama, posmatranih sistema deli na dva nivoa.
Prvi nivo tog problema je ustanoviti kakva izjednafavanja nam trebaju nad
termima da bi preslikavanjima povezali terme jcdnog sistemna sa termima nekog drugog sistema.

T jé povbzwan]e u smlslu da za svakl term iz jednog sistema postoji odgovarajuéi term u

drugom sistémiu.

Drugi nivo je ispitati da li se redukcijski koraci posmatranih sistema "dobro

slazu“ To Znam da li svaka redukclja u ]eanom sistemu odgovara nekoj redukciji iz drugog

'sistemna.

U svojim radovima Cuker i Potinger su malu pas“mju obratili na prvi nivo, a
.;;vazniji .im je bio odnos koraka redukcije zbog toga ¥to im je glavni cilj bio uporedivanje
pomenutlh vaznih teorema sistema prirodne dedukeije i Gencenovog sistema sekvenata.
Trece.
S P
U Cukerovom radu je izdvojena disjunkcija (sa svopm pravilima uvodenja i

B ellmlnacg e) kdo mesto gde se ne slaZu sistem prirodne dedukcije i Gencenov sistem sekvenata,

-t

- To neslagan]e se ogleda u tome da u Gencenovom sistemu sekvenata postoji korak redukcije
(permutovanjc eliminacije dlsjunkcuc i se€enja) koji kada se preslika u sistem prirodne dedukceije
' m]e korak rcdukcue Tako je Cuker 1skljublo dlsjunkcuu iz lepe slike o slaganju ova dva

Potinger je izmenio ‘problematiéne korake redukcije u sistemu koji odgovara
. Gencenovom sisternu sekvenata. Ti novi koraci redukcije su se "lepo" sloZili sa koracima

redukcue u sistemu, koji odgovara sistemu prirodne dedikcije.

- Posmatrajuéi sistem prirodne dedukcije moZe se pnmetltl specifiénost pravila za
ehmmacuu vezmka v u odnosu na to pravilo za veznike A, =. Mi ¢emo definisati sistem u kome

e pravila za ellmlnacuu veznika A, = imati oblik pomenutog pravila za eliminaciju veznika v.
Vldecemo sledccc

1. pO_]avl_}ll_]u se novi redukcijski koraci, koji do sada nisu pOStO] ali;

-:2. tanova pravila za eliminaciju veznika A, = stvaraju iste probleme koje je dosad st"varala samo
ellmmacua veznika v.

~ Potingerovo re¥enje problema slaganja redukcua sistema kO_]G posmatramo ‘tako

§to u 'jednom sistemu promenimo korake redukcije u stvari je potvrda da je potrebno postaviti
pitanje, o izboru koraka redukcije.

U sistemu prirodne dedukcije redukovanje terma na nermalan term je jasno
odredeno. Ali, u Gencenovom sistemu sekvenata postoji vie strategija kako od nekog terma docéi
do terma bez selenja. Znadi, prvo treba odluéiti da li se zadaje odredena strategija (koraci
redukeije) ili je dozvoljeno izabrati bilo koju strategiju (dozvoliti vife mogucnosti za reSavanje
nekog sluéaja koji se javlja pri redukovanju). Kao drugo, treba ustanoviti kako se svaka (odnosno

“da li se svaka) strategija (koraci redukcije), slaZe sa redukcijama u sistemu prirodne dedukcije.
~ Tek nakon toga moZe se govoriti o slaganju odnosno neslaganju redukcije ova dva sistema.
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A

Cuker i Potinger su ustanovili ekvivalentnost karakteristiénih teorema sistema
prirodne dedukcue i Gencenovog sistema sekvenata: teoreme o normalizac;j‘l 4 tdoreme o
eliminaciji seCenja. Preciznije ta ekvivalentnost kod njih :'znadij-da"ako: u sistemu prirodne
dedukcije vaZi teorema o normalizaciji onda u Gencenovom sisternu: sekvenata'vagi: teotermnai o
eliminaciji se¢enja i obmuto. Ekvivalentnost tih teorema mogla bi da se utvrdi 1 na slédesi nadin:
posmatramo proizvoljan term jednog sistema; postojeé¢im preslikavanjem taj term: preneserio! u
drugi sistem, gde za svaki term pa i sliku posmatranog terma vaZi karakteristi¢na: teorems. Onda
s¢ postavlja pitanje: $ta nam ta &injenicamoze reci o vaZenju karateristitne teoremk w pof]ampm
sisternu? Na to pitanje dobijamo odredeni odgovor, ali pri tome moramo. vaditi raluna ¥ta je u
tom odgovoru posledica karakteristiéne teoreme, a §ta nekih drugih svojstava terama,- ., ;' ¢..;.

L]

Cetvrto _— St

Cuker i Potinger nisu razmatrali teoremu o pro§1ren0_| nonnahzamjhu sistemu
prirodne dedukeije. U pregledu koji sledi naveS¢emo Sta je u vezi sa tim uradeno. v, ovom radu,

Ovim smo zavrsili uporedlvan_]e natina povezwanja s1stcma pruodne pedulg;ge i
Genccnovog sistema sekvenata, koji ée biti dat u evom radu sa postupcima povczlvqnja tih
sistema koje su sproveli Cuker i Potinger u svojim radovima.

Rad ¢emo podeliti na pet poglavlja. Svako poglavlje e se sastq}atr od 'Vlée
odeljaka. SRELR R LA
U prvom poglavlju ¢emo dati definicije sistema keji ée odgovarati sistemu
prirodne dedukcije, sistem J# i Gencenovom sistemu sekvenata, sistem 4. Defini¥a¢emo sve
sisteme koji pretstavljaju vezu izmedu njih (sistemi &, A, £'). Jo¥ éemo deﬁlmsatl dodatne
jednakosti u tim sistemima koje ée odgovarati koracima redukcije pri nonnallzacul terma u
sistemu prirodne dedukcije, odnosno koracima transformacije nekog terma u term be:zJ seéenja
" Gencenovog sistema sekvenata. Posmatrani sistemi sa jednakostima bie neka vrsta pa,rcualmh
algebri koje éemo zvati samo M, AN, N, £ 4§ u zavisnosti od kog sistema polazuno
Karakteristiéne teoreme sistema pnrodne dedukcue i Gcncenovog sisterna sekvenata
posmatracemo u tim algebrama.

Preslikavanja koja povezuju pomenute sisteme (bol_|e reéeno n_uhqvc termq) e
biti definisana u drugom poglavlju. Koriste¢i ta preslikavanja utvrdi¢emo: koji termi nekog
“sistema (oslobodeni suvi¥nih operacija, posebnog oblika) se mogu preslikati u.term nekog
drugog sistema; kako se pojedinim preslikavanjima &uvaju ili menjaju koraci redukcue '
Sve to Ce biti kori§¢eno kada u trecem poglavlju budemo posmatrah teoremu o
normalizaciji ili teoremu o eliminaciji seenja u pomenutim algebrama. Odgovarajuéi sistemi
nekih od njih (AZ, 4, #") e sa svojim osobinama biti bliZi sistemu prirodne deduKcije; pa emo
- <ty tim algebrama posmatrati teoremu o normalizaciji. U svakom od tih sistema ¢emo definisati
pojam normalnog terma (u nekim sistemima i viSe vrsta normalnosti terma). To nijansiranje ¢e

' :dati vie razliditih teorema o normalizaciji (¢ak i u jednom sistemu). U 4'i 4 karakteristitna ée
biti teorema o eliminaciji seCenja. Teoreme iz /4] ¥, £'¢e nam posluZiti da poveZemo teoremu o
normalizaciji u A7 sa teoremom o eliminaciji seenja u 4.

Pravic je u svojim radovima, koje smo pomenull dao defm1c1_|u pro§1renog
normalnog terma u sistemu prirodne dedukcije. Zatim je dokazao teoremu o profirenoj
normalizaciji u tom sistemu. Ta teorema je, pored teoreme o normalizaciji, jo§ jedna vaZna
karakteristika sistema prirodne dedukcije. U &etvrtom poglavlju éemo posmatrati pro¥iren
normalan term sistema AZ, A4, . U razlititim sistemima od A2, 4, W taj pojam (i pojmovi
vezani za njega) ¢e se menjati zbog novih operacija, izjednatavanja terama i drugih svojstava
vaznih za konkretan sistem. U A2 uve§¢emo nove redukcije i dobiti AP-mfn, a veé postojeéim

vii



jednakostima iz algebri #.i #° dodaéemo nove jednakosti i dobiti algebre N-mik 1 N-min
Pokaza¢emo da u njima vaZi teorema o profirenoj normalizaciji. Po$to nas zanima veza sistema
prirodne dedukcije sa Gencenovim sistemom sekvenata odgovori¢emo na pitanje 3ta je ono 5to
pojmu pro$iren normalan term odgovara u sistemima 4'i 4 i koje jednakosti medu termima treba
dodati posojeé¢im jednakostima u 4’1 £i definisati 771 4. Ustanoviéemo i koja teorema u 47 i
47 odgovara teoremi 0 prodirenoj normalizaciji u ND-min, N-wmin, N-min. Na taj nacin teorema
koja karakteriSe sistem prirodne dedukcije daée teoremu u Gencenovom sistemu sekvenata, koja

£.i1j€ $3 njom povezana.

i Jé:LJ,“'l-ii'-

e Pl o NAPOMENE KOMENTARI...

1!;‘“’" R S RTITIVERE

Na kraju nekoliko napomena o komentarima, numerisanju lema i davanju imena
n0v1,m pOJmovuna koji ¢e se pojavljivati u ovom radu.

S  Kroz ¢eo rad _postoje delovi u tekstu koji ¢e po€injati naznakom KOMENTAR: .
""U'tiin komentarima ée se na slobodniji nalin opisati neka definicija koja sledi (ili koja je upravo
_data), objdstiiti razlog definisanja nekog pojma, opravdati izbor karakteristika,...; komentarisati

‘ "’ﬂciﬁltaf'témé (ili teoreme) i koristi tog rezultata za ono 3to se Zeli dokazati kasnije. Osim toga tu
ée se ono §to se komentaride direktno povezati sa izvornim sistemima prirodne dedukeije 1

' Gencenovim sistemom sekvenata. MoZda ée sve biti obja¥njeno njihovom terminologijom. U tim

: ‘komentarima ¢emo pojmove koje uvodimo, svojstva koja dokazujemo gledati sa stanovi§ta

~ . polaznih sistema, sistema prirodne dedukcije i Gencenovog sistema sekvenata, Pokazujuci $ta na

-+ osnovu nadih rezultata mozemo novo reéi o karakteristikama ovih sistema i o vezama izmedu

njih mi ¢emo opravdati razloge definisanja bas tih pojmova i vaZnost svojstava koja isti€emo.

U radu ne¢emo numerisati definicije. Leme i teoreme koje se  pojavijuju u

- svakom novom odeljku poglavlja bi¢e numerisane od 1. Ako Zelimo da se pozovemo na lemu 4

. iz treGeg odeljka drugog poglavlja to ¢emo oznadavati sa lema 4(poglavlje I1, 3).

o Oznake definisanih pojmdva e biti skracenice od naziva na engleskom jeziku.

o Na primer: drvo strelice f je T(ree)(f);

sistem prirodne dedukcije je oznaen sa sistem JA{atural)Aeduction)...
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SISTEMLAD, N, ¥, 4, 4

U ovom radu ¢e povezivanje sistema prirodne dcdukcle i Gencenovog srstema
sekvenata biti izvr§eno u koracima, etapama. Na putu od sistema prirodne dedukcije ka
Gencenovom sistemu sekvenata posmatraéemo viSe sistema. Prvi od tih sistema, sistem A%, ¢e u
stvari biti sistem prirodne dedukcije, a poslednji, sistem 4, Gencenov sistem sekvenata. Svaki od
sistema izmedu njih ¢e biti neka vrsta prelaza koji ¢e gubiti karaktcnstlkc sistema M i dobijati
karakteristike sistema &,

Svi posmatrani sistemi imace zajednicku sledefu karakteristiku: termovski zapls
kako je dobijen neki izvod tog sistema. U razli¢itim sistemima strelice oblika f IrA igrace
ulogu izvoda formule A iz pretpostavki I' ili ulogu sekventa I' - A4, ali Ce imati svoje nne, term IA
i postojace operacije nad tim strelicama tako da ¢e term f nositi potpunu mformacuu o n,amnu

,nastanka strelice f:I' +- A. Da bismo saznali od kojih strelica (pravila izvodenja) j JC nastala f I'rA
‘nece nam biti potrebno drvo tog izvoda, sve ¢e biti zapisano u termu f.
; Operacije nad strelicama sistema A# (e biti pravila ellmmacue A pravﬂa
~uvodenja. Sve specifi¢nosti sistema prirodne dedukcije: posebnost pravila. eliminacije
- disjunkcije, moguénost vi$e ili nijedne precrtane pretpostavke u pravilima eliminacije disjunkcije
i uvodenja implikacije ¢e biti prisutne u sistemu AZ. Jedini dodatak ée biti ~to -§to- emo
eksplicitno dati operaciju nadovezivanja, koja u sistemu prirodne dedukcije postoji implicitno.
Ali, pokazatemo da ona u ovom sistemu nema veliku vaZnost.

Prvi korak od sisterha prirodne dedukcije ka Gencenovom sistemu sekvenata je
sistem J¥. On ima dve znacajne karakteristike koje ga razlikuju od sistema A2 . Prvo, i'na neka
strukturna pravila (govoreéi u terminima Gencenovog sistema: kontrakciju, slabljenje). Drugo,
operacije nad strelicama koje odgovaraju pravilima eliminacije A, = su drugatijeg oblika, rjihov
oblik je uniformisan po ugledu na pravilo eliminacije v. Ne treba posebno obja¥njavati da
prisustvo strukturnih pravila pretstavlja vazan pomak ka Gencenovom sistemu sekvenata.
Razloge promene oblika navedenih operacija nave¥¢emo u slede¢em odeljku.

Sledeéi korak je sistem 4. Pomak sa sistema 4 na sistem A nije veliki.
Razlikuju se samo po operaciji eliminisanja veznika v. U sistemu & ona je u
prirodnodedukcijskom duhu, a u sistemu " ta operacija u sebi spaja operaciju iz sistema ¥ i
strukturno pravilo kontrakciju. U radovima Cukera i Potingera o vezi prirodne dedukcije i
Gencenovog sistema sekvenata kao problem se pojavila disjunkcija, ta¢nije pravilo za
eliminaciju disjunkcije. Detaljnije gledajuéi pokazalo se da je krivac oblik samog tog pravila §to
¢e se videti kada i eliminacije veznika A, = budu istog oblika (prelaz sa sistema A% na sistern
A7) 1 kada se posmatraju dve verzije tog pravila (prelaz sa sistema # na sistem A7).

Sistemn sa strelicom fI' +~ A ¢emo smatrati levim (desnim; levo-desnim) ako
operacije definisane nad strelicama unose promene samo sa leve (desne; i sa leve i sa desne )
strane rampe + u zapisu I’ + A, U tom smislu prelazak sa sistema J# na sistem 4’ moZe se
najbolje okarakterisati kao prelazak sa desnog na levo-desni sistemn. Sistern 4 ima ista strukturna
pravila kao sistem 4", samo pri operacijama eliminacije veznika u sekventu I' -4 (mi ¢emo ga
zvati tip) promena se vr$i desno od +-.
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Gencenov sistem sekvenata je levo-desni sistem, a neke razlike izmedu njega i
i sisterna prirodne dedukcije nalaze se ba$ u razlikama izmedu tih sistema.
s et Na kraju dolazimo do sistema 4 koji odgovara Gencenovom sistemu sekvenata.
oiSistem. 4’ " morao je biti obogacen jo3 jednim strukturnim pravilom, permutacijom, a ostale
oi-operacije su malo promenjene da bi dosli do sistema 4 . Permutacija kao da ima manju teZinu od
«»wstalih strukturnih pravila. Kategorijalno gledano permutacija je prirodni izomorfizam $to nije
< sluéaj sa kontrakcijom i slabljenjem. Pojavom permutacije nefemo napraviti veliki pomak u
opvezivanjima sistema prirodne dedukcije 1 sistema sekvenata, ali ¢emo konafno doéi do
«Genoeriovog sistema sekvenata,
Sl

ey

e 1. #/-DEDUKTIVNI SISTEMI

DEFINICIJA: W#deduktivni sistem se sastoji od skupa objekata i skupa strelica. Objekte
. .Cemo zvati formule i oznadavaéemo ih 4,B,C,... a strelice ée biti oblika fiT + A4, gde je I’
. ‘multiskup objekata, f ée biti term strelice, a T -4, tip terma f. Svakom objektu4 pridru¥ena
. je jedini¥na strelica oblika 1,:4r-A &iji term éemo &esto zvati jednostavno jedinica. Postoji i
- operacija veze, kojoj cemo kasnije davati i druge nazive i koju ¢emo zadavati na jedan od dva
~ naéina:

prvic  fT+A gA]ArB

(1) gIT1A-B
Gde je [4] multiskup koji &ine samo formule oblika A.
Multiskup [I'] ¢e se dobijati iz I” na na¥in koji éemo precizirati kasnije.
drugi (specijalan sfu¢aj prvog oblika), [4] ={A4}:
fT+A g AA-B

(1/f)gTArB

Sistemi koje ¢emo mi posmatrati, A, A, N 4§ bice AMdeduktivni sistemi
~slobodno  generisani nekim beskonadnim skupom objekata. Objekte tih sistema dobiéemo
- -'induktivno od postoje¢ih objekata primenom operacija za objekte: A, v, = (koje éemo zvati
veznici). U svakom od sistema definisatemo odredene operacije nad strelicama, koje ¢emo
ponekad zvati i operacije nad termima. Polaze¢i od jedininih strelica primenom tih operacija

+ dobitemo nove strelica tih sistema. Operacije nad strelicama, u tim sistemima, zapisivaéemo na
sledeéi nacin

fT+A (gA-B h:A-C)

O (g h):OrD
gde je O n-arna operacija, ne {1,2,3}.
Drvo izvodenja strelice f;=0(f(, g h)):0 - D zvatemo drvo te strelice, T(f,).
Drvo strelice fT -4 (g:A-B h:Ar C) je podrvo od T(f;).

Operacija O je glavna operacija terma fj, a termi f, g 4 su njegovi podtermi. Da
je neki term h podterm terma f u daljem tekstu zapisivaéemo npa sledeéi nadin:
f=0,(...(Ok(h))...) , gde su 0, 0,,...0, glavne operacije podterama terma f kojima je 4 podterm




i koje se navedenim redosledom javljaju u termu f. Ponekad Ce to biti i kraéa oznaka, f=0(h) i
bi¢e naglaSeno da je O niz operacija 0;,0,...0, .

Sada ¢emo neSto re€i o indeksiranju chlmcmh strelxca 1 formul,a sa leve stranie -
u drvetu (a time i termu) neke strelice. Posmatraéemo strelicu £ - B u.nekom od tih sistema.
Svako pojavljivanje jediniéne strelice neke formule A4, 1.4 + A4, u drvetu .:f ‘smatradeino
posebnim i razlikovatemo ga od nekog drugog pojavljivanja te strelice u T(f). Zbog.toga femo
uvesti indeksiranje jedinica i formula sa leve strane  u tipu terma. Indekse ¢emo .pisati:samo
kada to bude neophodno, ali ¢emo uvek pretpostavljati njihovo postojanje. Za strelicu f:T& B
sve jedini¢ne strelice koje se pojavijuju v njenom drvetu (jedinice iz njenog drveta) maraju-imati
razli€ite indekse. Neka se u T(f) k-puta pojavljuje 1,:4 .4 svaka od njih bi¢e indeksirana’na
slede¢i nadin  IA,:A4, + A gde su i,, I<n<k prirodni brojevi, i+, za n#m. Znadi, indeks
jedinice i njene formule je indeksirana re€. Za 4 deo indeksa formule A4, re€i ¢emo da je Ime
tog indeksa. U sistemu A2 imacemo i jednu operaciju nad indeksima pa ée postojati mogucnost
da neka formula 4 ima indeks oblika 4,,z0,. U tom slu&aju ime tog indeksa je 4. Za T + B
strelicu nekog od sistema, ind(T") je skup svin indeksa formula iz multiskupa . Na dalje kada
budemo govorili o strelici  f:T FB i multiskupu I’ podrazumeva¢emo da ' ustvari &ine
indeksirane formule. _

Neka sufT;+AigT,+ A dve strelice iz nekog od sistema A, A, NV, §. "
(I) Za terme f i g re¢i éemo da su istog tipa ako postoji bijekcija izmedu ind(T';) i ind(T;), gde
odgovarajuci indeksi pri toj bijekciji imaju isto ime. Ponekad ¢emo to krace zapisivati f, g:T;-A.
(1) Ako se u nekom termu A posmatranih sistema pojavi na vise mesta podterm f tipa '+ 4; to
znadi da ind(I) jednog od tih terama nije jednak indeksu nekog drugog i da izmedun n_uh postoji
bijekcija.
(II1) Za T éemo reéi da sadr¥i T, ako postoji 1-1 preslikavanje iz ind(I;) u ind(T;), gde
odgovarajuci indeksi pri tom preslikavanju imaju isto ime. Oznaka: I', c T}

2. SISTEM AP

Sistem P koji éemo sada definisati odgovara sistemu prirodne dedukcije.
. Strelica fI" - B iz AP sa svojim termom fi njegovim tipom ' - B odgovara drvetu u sistemu
.., prirodne dedukcije &ije su pretpostavke iz I', zakljutak je. 4 a u termu f je zapisano (operacijama)

.. kojim pravilima od I" dobijamo zakljuak A. Operacije uvodenja i operacije eliminacije (koje
¢emo definisati) u sistemu A2 odgovaraju pravilima uvodenja i eliminacije veznika u sisternu
prirodne dedukcije.

DEFINICIJA: Sistem AP je Adeduktivni sistem slobodno generisan nekim beskonaénim
skupom objekata nad kojima postoje tri operacije: A, v, =. Strelice ovog sistema ¢emo
induktivno definisati iz jedini¢nih strelica pomocu operacija nad strelicama koje slede.

QOperacije uvodenija.

In. fT+A gAvB
{f, 8+ TAFAAB, ind(T)nind(A)=2.




Pelvle fTeAc o M2 fTeB

FT - AVB FTrAVB
“I=. fIAIU+B P=. fT+B
MU+ A=B AJST -A=B

LA] éme samd formule oblika 4, koje imaju razli¢ite indekse 1 multiskup I moZe da sadrzi neke
. druge formule A«, Ax¢ [4].

Operacije eliminacije.

. Enl. fT+AAB EA2, fT+AAB
.I “:'.‘ I.\ nf[‘ }—; T['fr = B

Ev. hT+AVB flAJA-C g[BIA-C  E*. hTrAVB fArCg[BIA+C
&(h, f,g)TAAC Boalh, f, 8) TAA-C

EPN. hTr+AVB flAJA+C gA-C

E*®. hTrAVB fA+ Cg:Ar-C ind(D), ind(a) i

Soan(h, f, 8):TAA-C  ind(A) disjunktni
skupovi.

E=. hTr+A=>B fArA

wh, f): A+ B, ind(D)Nind(A)=@.
Operacija nadovezivanja: fT'+A gl4A]JAv-B
(1y4/ flg:T1AB, ind)Nind([41A)=@.

Na sledeéi na¢in formiramo multiskup [T'] od formula iz multiskupa I':

za svaku formulu C,iz T multiskup [['] dobija formule C,4 za sve formule 44 iz [4].

Primer: ako '=CqCqDb,g, [A]= Ay Aa,

onda [F]= Cc,-AkC L)‘AkDDmEkaCj A,,ch A,DD,,,E,,A,.

U I=, Ev, E*v, EPv, E*®v i operaciji nadovezivanja jedinice koje odgovaraju formulama koje
se nalaze izmedu zagrada [,] u tipovima iznad linije su nosioci oslobodenih pretpostavki
redom operacija A, 8, 8,4 Ogp Ogsp i nadovezivanja , a formule koje se nalazu u tipu tih jedinica
sa desne strane + su oslobodene pretpostavke (0. p.) navedenih operacija.

Na ovaj naéin je potpuno definisan sistem AZ.

KOMENTAR: U sistemu prirodne dedukcije slikovito reeno, drvo pravimo odozgo na dole, od
pretpostavki ka zakljuéku. U njemu postoji mogucénost da se dobije novo drvo pisuci neko drvo
sa zakljuckom A iznad nekog drugog drveta sa premisom A. Posle toga novo drvo koje dobijeno



ne nosi informaciju da je nastalo od dva drveta na opisani nacin. Drvo strelice u M) se u tome
razlikuje. U sistemu M mi imamo operaciju nad strelicama, nadovezivanje, koja ce odgoigarati

opisanom postupku i tom operacijom Ce i u termu i u drvetu strelice biti zabeleZeno " vezivanje"
dva terma, dve strelice. e,

Sada ¢emo definisti Pravicov oblik nekog terma sistema AZ. Grubo refeno,
Pravicov oblik terma dobijamo kada u tom termu zanemarimo nadovezivanja.

DEFINICIJA: Neka je fT+B jedna strelica sistema 7. Pravicov oblik terma f dobijamo ako
svaki podterm terma f koji je oblika (I 4/h)g zamenimo sa termom formiranim na sledeéi nadin:
svaku jedinicu Ja:ArA, &iji indeks podinje sa 4; , A4;€[A] zamenimo termom ha4;, gdeje hi; term
h u kome su sve jedinice na svoj postojeci indeks dobile dodatak 4;.
QOznaka: IT(f).

Neka je (k) Pravicov oblk terma A i [1(f) Pravicov oblk terma f . Neka se u
TI(h) i II(f) pojavijuju iste operacije uvodenja i eliminisanja 1 to istim redom; 1zmcdu indeksa

jedinica koje se pojavljuju u odgovaraju¢im operacijama postoji bijekcija. Onda su [T1(k) 1 T1(f)
jednaki.
Oznaka: II(k) =T1{f).

KOMENTAR: Za neki term f tipa fT v B sistema M, njegov Pravicov oblik, TI(f), odgovara
drvetu izvoda u sistemu prirodne dedukcije, kome su pretpostavke formule iz T, a Ciji je
zakljucak formula B. Operacije koje se pojavijuju u njemu su zapisane u TI(f). Posmatrajudi
TI(f), a ne sam term f gubi se jedina razlika izmedu drveta T(f) i drveta izvoda u sistemu
prirodne dedukcije: ne vodi se raéuna o nadovezivanju dve izvoda. U TI(f) se gubi informacija
gde je neko drvo sa krajem A dodato na drvo sa pretpostavkom A i na taj nacin dobijeno novo
drvo. Zanemarujudi nadovezivanja u termu f, definisanjem I1(f), dobijamo onoliko informacija
o formiranju tog terma koliko je to potrebno gledajuci sa stanovista sistema prirodne dedukcije.

DEFINICILJA: Neka su f, gT + B dve strelice sistema . Ako vaZi I1(h) = I1(f) onda kaZemo
dasutermif i g I1- identi¢ni termi, f=ng. '

Svi TI-identi¢ni termi imaju medu sobom jedan koji nema nadovezivanja, ve¢ je
nastao pravljenjem drveta odozgo na dole, to je M~

LEMA: Za svaki term fTA iz sistema AP postoji term f istog tipa, koji nema operaciju
nadovezivanja i za koji vazif = p i

DOKAZ:

Neka se u termu f pojavijuje k nadovezivanja.

Neka je f=O((I;/h;)g;) itermihy, g; nemaju nadovezivanja.

f,=0(g.), g, dobijen tako §to umesto svake Ic od I|qug; pide term iy, g2=n(lic)/ h1)81,

znadi f=gf}.

f=nfi=nfo=nfi=n-=ufk , termf, nema nadovezivanja, znagi f, = i
Jedinstvenost: neka su f; i f, termi takvi da f =q f;=p f; 1 f}, f; nemaju nadovezivanja. Posto su
I1- identi¢ni oni se razlikuju samo po broju i redosledu nadovezivanja, kojih nemaju.

Znatify=fo=1". A q. e d.



ﬁElf?;iNI'CIJA: Za svaki term fT+A iz sistema A posmatratemo klasu IT-identiénih terama
[/'] ={g term iz M g=p,f}, a term /" ¢emo zvati Pravicov term klase 1

KOMENTAR: Ako posmatramo sistem M kao sistem koji odgovara sistemu prirodne
dedukcije onda éemo raditi sa klasama Tl-identicnih terama. S druge strane ako Zelimo da

vidimo vezu M i sistema iz lanca koji vodi ka Gencenovom sistemu sekvenata onda éemo
razlikovati terme u okviru tih klasa.

DEFINICIJA: D je sistem APu kome vae RM-redukeije nad termima:
(I) Redukcija zaobilaska, R-MF redukcije:

R-MFAI, n({f, g})orf zafT+A gArB.
R-MFA2. n'({f, g})org zafT+A, gArB.
R-MFv1. 8(ch, 1, 8) = g (1paf)f, zahT - Af[AJA-C g[BIA+C.
specijalno So4( A, f 8) — o f; zahTr+A, fA-C g[BIA-C
R-MFv2. 8(ch, £ 8) = g (1igfh)e, zah:T' B, f[AJA+C, g[BJA-C.
specijalno dyp( . h, f, g) — rg, zahT+B, flA]JArC, gArC
R-MF=, A, f) =r (1g/ A, zah: [ATT KB, fArA.
specijalno yAgh, f) oph, zahT B, fArRA.
(II) Redukcija zaobilaska, R-MS redukcije:
R-MSAL n(8(h, f, g)) —g 8(h, nf, ng) za h:TEAVB, f:[A1A + CAD, g:[B]JAr CAD.
R-MSA2. n'(3(h, f, g))—p 8(h, n'f, n'g) za h-TRAVB, f:[A1A CAD, g:[B]Ar- CAD.

R-MSv. a(a(hJﬁ g)s hb h?)‘_’R S(h, 60; hb h?)J 8(& hb h?))

za hT +AVB, flA]A\ CvD, g[B]A+ CvD, hyp[C]® v E, hy[D]® v E.
R'MS$ I(S(h)ﬁ g)t hI)‘_'R a(hs 10; hI)! 1(& hl))

za h-T - AVB, FIA]A+ C=D, g[BIA-C=D, h,:® I C.

Redukcije R-MF ¢e odgovarati redukcijama u sistemu prirodne dedukcije za

eliminaciju maksimalne formule, a redukcije R-MS redukcijama za eliminaciju maksimalnog
segmenta.

DEFINICIJA: Neka je f term tipa I'-A iz AP i neka je h podterm terma f , f=0(h), gde je O

niz operacija. Ako je k¥ term koji se od terma h dobija izostavljanjem nekih operacija, onda je
jedan niz operacija dobijen od O na sledeéi nadin;

(i} izostavljanjem nadovezivanja koja se odnose na jedinice kojih nema u A%;
(ii) zamenjivanjem operacija 8 i A vezanih za jedinice kojih nema u A® sa operacijama 8y, {8y ili
pan); Ao

Za neki niz opercija O moZe postojati vise O nizova koji se medusobno razlikuju
po broju i mestu pojavljivanja operacija nadovezivanja.
DEFINICIJA: Neka je f term tipa I'-4 iz AD.
1. Ako term f nema nadovezivanja.

Neka postoji podterm / terma f koji ima oblik leve strane jedne od RM-redukcija i f=0(),
gde je O niz operacija.

Neka je g term oblika O*(h%) gde je k1 Pravicov term desne stane iste redukcije.

Onda se term f 1-RM redukuje na term g.



2. Ako term f ima nadovezivanja. :
Neka postoji podterm h terma f, f=0(h) koji je I1-identi¢an sa Pravncov:m termom h th, gde Je h ,
leva strana neke RM-redukcije,
Neka je g term oblika O® (h; k), gdej je h;" desna strana te redukcije.
Onda se term f 1-RM redukuje natermg.

Term h je nosilac redukeije. Ako je potrebno naglasiti da li se radi o R-MF ili R-MS redukcu;
rec¢i ¢emo da se f 1-RMF (1-RMS) redukuje na g. b

Oznaka: f <) g8 SRRER

e { !'Elg

‘il A

DEFINICIJA: Neka su f, g termi iz A2 Ako postoji prirodan brojm i termi A ,,hz, Ry, 12 .MP
takvi da

f=h= Lrha = 1R LR MR= 8
tada kaZemo da se term f RM-redukuje na termg. -
Oznaka: f <z &. ‘ o

LEMA 1. Nekajef term iz A2,
Postoji termg takav da f <>, pag akko za svaki f,e[f"] postoji g,€[g"} tako da vaZi fi=1.ru81
DOKAZ:
&: Jednostavno: f'e[f"'], g €[g"}
Znabi: f'o; g g8
=: frelf'}) () =1N(f,); g,<lg"} TI(g) =I1(g,).
Ako f' o pyg' - term f i term f; se razlikuju samo
1. po mestu pojavljivanja nekih nadovezivanja ili
2. da jedan od njih ima neka nadovezivanje a drugi ne.
Ako se ta nadovezivanja ne odnose na nosioca redukcije, onda f;—; py&.
Ako se ta nadovezivanja odnose na nosioca redukcije,
onda na osnovu definicije o redukcijama 2. postoji podterm k terma f ', f '=0(h) i njemu
I-identi¢an Pravicov term je h;, gde je h; leva strana neke RM-redukcije.
Onda: g’ je term oblika o® (h"), gdejeh IR desna strana ista redukcije i
fi=n Oh) i frorru8b 81=n&"
Znati g,e[gn]. g. e. d.

LEMA 2: Neka je f term tipa ' -4 i g term tipa ['y+-A iz AP, Tada

Lf%  rrg” akko Vf'el] 3gelg”] f'>rrurg’

2.f% 1 rusg akko Vf'elf'] 3gel8"] ' rms8

DOKAZ:

1. i 2. = lako se pokaZe na osnovu lemel=> i Einjenice da - e[f"] ig"elg"
l.=: fMe[f"'], onda postoji g; takav da f7o, -RMFEL

Na osnovu definicije <1y imamo f=O(h), gde je O niz operacija u kome nema
nadovezivanja.

(i) Term k moZe biti oblika leve strane neke R-MF redukcije:
ili n{h,, hy} ili n'{h,, hy} ili 8y, hy h3) ilid(ohy, hy hy) iliv(Ahay, hy);
g =0'(h'"), gdeje O’ jedan O® znati nema nadovezivanja i term k' je oblika
ili hy ili By ili (14/h)hy ki (1pfh)h;ili (14/h)h,

(ii)Term k ne moZe imati drugi oblik jer term £ nema nadovezivanja.



Znati: j“r—-) I_RMFg“.
2.<: e[} onda postoji g, takav dafnql_msgl.
© Na osnovu definicije < g5 imamo f=0(h), gde je O niz operacija u kome nema
nadovezivanja.
(i) Term & moZe biti oblika leve strane neke R-MS redukcije:
i md(h,, hy h3) ili '0(hy, hy h3) ili 8(8(hy, hy h3), hy hs) Hi(O(h, hy hy)hy);
g,=0' (K"}, gde je O' jedan OF, zna&i nema nadovezivanja i term A’ je oblika
ili 8(hy, mhy mhy) ili 8(hy, nhy, n'hs) il 8(hy, 8(hy, hy, hs) 8(hs,hy, k) ili
8(hy\(hy hy)u(hshy)).
(ii) Term & ne moZe imati drugi oblik jer term /' nema nadovezivanja.
Znadi: f oy pus 8- q.e d.

3. SISTEM .4 MODIFIKOVAN SISTEM
PRIRODNE DEDUKCIJE

KOMENTAR: Jedna velika razlika izmedu sistema prirodne dedukcije i Gencenovog sistema
sekvenata je da Gencenov sistem sekvenata ima, a sistem prirodne dedukcije nema strukturna

pravila. Druga razlika, koja ne izgleda sustinska je da sistem prirodne dedukcije pretstavlja
desni sistem a sistem sekvenata levo-desni sistem. :

Na prvom koraku od sistema A2, koji odgovara sistemu prirodne dedukcije, ka
nekom sistemu koji odgovara Gencenovom sistemu sekvenata nalazi se sistem A Sistem 4 ima
dve vazne novine u odnosu na sistem A2 ima strukturna pravila; operacije nad strelicama koje
odgovaraju pravilima eliminacije veznika su po svom obliku uniformisane. Grubo re&eno,
operacije eliminacije veznika A, => su istog tipa (§to do sada nije bio slucaj) kao operacija
eliminisanja v. '

KOMENTAR: Videdemo da neki problemi, koji su navedeni kao problemi sa disjunkeijom
(Cuker, Potinger) ustvari su povezani sa oblikom operacije eliminacije disjunkcije.

'DEFINICIJA: Sistem 4 je Jdeduktivni sistem slobodno generisan nekim beskona&nim
skupom objekata nad kojima postoje tri operacije: A, v, =. Strelice ovog sistema éemo
induktivno dobiti od jedini¢nih strelica pomoéu operacija nad strelicama koje éemo definisati.

Za stelicu fThA iz sistema /4] kada;to bude potrebno, razlikovacemo
podvulene 1 obi¢ne jedinice terma f odnosno T(f). Tako razlikovanim jedinicama odgovarace
podvuZene i obicne formule u tipu I' A4, talnije v muitiskupu T'. Obi¢ne jedinice ¢emo
oznacavati sa I ,:A + A, apodvucene 1, A+ A, pa ée podvudene formule u I” biti oznadene sa
A, _B, _C.. Zastrelicu fT A sve podvugene formule iz " oznatavaéemo sa w(T) ili u( f).
Definiemo operacije nad strelicama:

Operacije zamene.

nova pretpostavka: das A A fT I—B

(_/14)f: AT B, At ind(T),



siedinjavanje: fTAyAsA-B

(14,14 14)f TAuA - B, A% ind(TAL Agd).
(1) 14;,14;nisu podvucene jedinice:
onda A, obiéna formula, u(T/A.A)=u(T A4 A4 A).
(ii) jedna od L4, 14, na primer 14, je podvudena jedinica:
onda A4, obi¢na formula, u(T A« Ay=u(l/A. A4 A\ {Ax}.
(iii) obe jedinice 14,1 14; su podvudene:
onda A, podvuiena formula u(TA4A)=u(TA+A4 AN{ Au, Ay DU{ Au}.

nadovezivanje: fT+A gAA.AvB
(14./f) gTAA B

ind(I) ind(Ad.A)=2.

(i) A4 nije podvugena formula:

u(TAA)=u({I") U u(AA)

(ii) A4 podvuiena formula:

W(AA)= W(AA)I{Doy.., Do}, za Doy..Doy=T.

Operacije veznika.

U definicijama operacija koje slede ne¢emo pisati indekse uz formule koje izdvajamo u nekim
tipovima. Podrazumevatemo da taéno znamo koju formulu od .44, ... A4, iz na primer AABA
pretstavlja istaknuta formula 4.

NEA fT+AAB g:AABA+-C NIn  fT+A gA+vB
F gTAA-C | {f, g} TAFAAB
ind(I)nind(AABA)=2, ind(T)ind(A)=2,
u(f ’g)=u(l’) U u(AA). u ({f, gh=u(f) v ug).
NEv. h:T+AvB f0AAC g®BA-C Niv. fT+A fT+B
d(h, f, g) TOGAA - C JTrAVB  fTrAVB

ind(T"), ind(A®), ind(A®) disjunktni skupovi,
w(d(h, £ g)=u) U u(A®) U u(AD).

NE=. hITrA=B fArA g®BArC NI=. fAl+B
I(h,.f, g): TOAA-C f*r+A=B
ind(T"), ind(A), ind(A®) disjunktni skupovi,

u(I(h, £, g))y=u(l) v u(d) v u(A®).
Operacije NEA, NEv, NE= su operacije eliminacije.
Operacije NIa, NIv, NI= su operacije uvodenja.

Cesto ¢emo koristiti krate oznake za nizove nekih operacija zamene.
1.Sa(_/I,) ¢emo ozna&avati niz novih pretpostavki (_/1s)...(_/1n,), gde je A=Bs;..Dp,.




2. Niz sjedinjavanja (1s, Is/1s,)...(1c, Ic/lc,) éemo oznatavati (1, 1,/1,), gde ée jedno A biti
Buj... Cq dmgo Bn,-... Cc, a tree Bn,,,... Cc,,.
3. niz nadovezivanja (1s/g)... ( 1s,/g) Cemo oznalavati sa (I5/ g) ...

DEFINICIJA: Neka je f term sistema J, Za dve operacije sjedinjavanja (Is1s,/15,), (18, 15/1s,)
iz terma f kaZemo da su povezana akko vaZi jedna od slede¢ih moguénosti: Is, =15, , 1s, =I5,
ls,=1s,, In,=1s,.

Ta dva sjedinjavanja {ine niz sjedinjavanja terma f, duZine 2. Pretpostavimo da
imamo niz sjedinjavanja terma f duZine n 1 neko sjedinjavanje je povezano sa poslednjim (ili
prvim) ¢lanom niza, onda dodavanjem tog sjedinjavanja nizu dobijamo niz sjedinjavanja duzine
n+1. Zaneke dve jedinice koje se pojavljuju u tom nizu re¢i éemo da su povezane tim nizom.

o Ako su sve jedinice u nekom nizu sjedinjavanja podvu&ene onda je to T-niz
sjedinjavanja.

DEFINICUA: U operacijama NEA i NEv sve jedinice koje su nekim nizom sjedinjavanja
povezane sa jedinicamna istaknutih formula 4 i B su nesioci oslobodenih pretpostavki redom
operacija ’, d, a formule koje se nalazu u tipu tih jedinica sa desne strane + su oslobodene
pretpostavke (0. p.) navedenih operacija. U operacijama N/=, nadovezivanju (NE=) sve
Jedinice koje su nekim nizom sjedinjavanja povezane sa jedinicama istaknute formula A (B) sa
leve strane + su mosioci oslobodenih pretpostavki redom operacija *, nadovezivanja (I}, a
formule koje se nalazu u tipu tih jedinica sa desne strane i su oslobodene pretpostavke (o. p.)

navedenih operacija. Ako su oslobodene pretpostavke podvugene formule onda govorimo o
fiktivnim oslobodenim petpostavkama (f. o. p.).

KOMENTAR: PoSto nam  sistem N pretstavlja vezu izmedu sistema N i §'u njemu éemo
terme ujednacavati na slede¢i nacin: zanemaricemo redosled sjedinjavanja i novih pretpostavki;
redosled i broj nadovezivanja. Za sve terme koji su istog tipa i razlikuju se samo po tome reéi

cemo da imaju isti prirodan oblik, u smislu da su razlike koje postoje izmedu njih
prirodnodedukcijski nebitne.

DEFINICIJA: Neka je f term tipa I' - A sistema J/. Prirodni oblik terma f, N(f), definisacemo
na sledeci nain:

l.f=1A.AA,—|“A, N(f)= -IA'
2. f=0O(h (, g g1)), gde je O neka operacija veznika.

Onda N(f)= O(N(h)(, N(g), N(g.})).
3. f=(_/ls)h, hT +A.

Onda N(f)= N(h)(_1s,).
4. f=(1a14] 10)h, hTALAA+B
(i) 14, 14;nisu podvuéene jedinice:

N(f) se dobija kada se u svim jedinicama u N(h) &iji indeks polinje sa 4,1 4, taj po&etak
Zameni sa .

(i) jedna od 14, 14;, naprimer La;, je podvu€ena jedinica:
N(f) se dobija kada se u N(h) izostave sve podvudene jedinice &iji indeks potinje sa 4,1 svim
jedinicama u N¢k) &iji indeks podinje sa 4, taj poletak zameni sa 4,

(in1) L, 14;5u podvudene jedinice:

N(f) se dobija kada se iz N(h) izostave sve podvudene jedinice &iji indeks po&inje sa 4,14 a
doda _Ia4,.

5. f=(la/h)g, hT+A gAd.A+B
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(i) 14, nije podvudena jedinica:

N(f) se dobija kada se sve jedinice N{(g) &iji indeks, s, poCinje sa 4, zamene s5a N(h).r kD_]l se
dobija kada se svim jedinicama iz N(h) na indeks doda . i
(i) 14; podvudena jedinica:

N(f) se dobija kada se sve podvuene jedinice u N(g) &iji indeks, s, podinje sa 4, zamene
podvudenim jedinicama _Ioy..._Ip,s za Do,...Do,=T. B

U indeksu neke jedinice iz-N(h) potetak indeksa je prva indeksirana re.
Primer: po&etak indeksa jedinice 148,C, je 4;

DEFINICIJA: Neka su f i g termi istog tipa iz sistema /¥ Ako se u prirodnim oblicima N(f);
N(g) pojavljuju istim redom iste operacuc za veznike; izmedu podetaka indeksa jedinica koje sé
pojavljuju u odgovarajuéim operacijama postoji bijekcija; izmedu potetaka indeksa podvucenih
jedinica koje se pojavljuju u N(f), N(g) postoji bijekcija, ali moZda se u tim prirodnim oblicima
odgovarajuée podvutene jedinice ne javljaju istim redosledom. Onda ¢emo reci da N(f) = N(g),
odnosno priredni oblici N(f) i N(g) su jednaki.

Primer: f=(1a/( /1o))14,)((_/1c;)la)nls,, g=(_[1p)(_[Ic))Ianls;

NO= (1a,a,(_Ipsa)(_lcsa))Als,, N(g)= (1a, Als)(_1psa))(_Ic,a,) i N(f) = N(g).

DEFINICIJA: Neka su f i g dva terma tipa I - A sistema A Ako vaZi N(f) = N(g) onda kaZemo
da su f, g prirodno jednaki termi.
Oznaka: f=ND £

U AP termi su povezani redukcijama. U sistemu A4 1z1edna61cemo neke terme.
Vazno je primetiti da ¢e termi koji se izjednatavaju biti istog tipa ($to nije bio slu¢aj kod
redukcija u AD).

Jo§ se ne$to znadajno pojavljuje u sistemu A Sam oblik operacxja eliminisanja
veznika stvara prirodnodedukcijski problem maksimalnog segmenta sa operacijama eliminisanja
svih veznika, a ne samo veznika v. Za re$avanje toga ¢e nam trebati nove jednakosti: NMSA,
NMS=>. Na taj nadin u odnosu na redukcije iz /%, koje nam pomazu u normalizaciji terma,
sistemu Jpotrebno je viSe jednakosti da bi se omoguéila normalizacija.

DEFINICIJA: J¥ je sistem ¥ u kome vaze NM jednakosti nad texmima:
1. Jednakosti maksimaine formule, NMF jednakosti:

NMFn {f. €Yh = (15/g )(14f )R, za fT+A, gAvB, h@ABArC
NMFvl. d(h £, 8) = (1)(14h)f za hT+A, fAA+-C gBA+C.
NMFv2.  d(.h [ 8) = (/1)(1p/h )8 za hT+B, fAArC, gBAvC.
NMF=. 1(h* f,8) = (1/ (14f)h )8 za WATwB, fAvA, gBArC

Posebno ako je u NMFA term h tipa @ _A_BA+C i
u NMF= term g tipa _BA+C onda su to slabe NMF jednakosti.

2. Jednakosti maksimalnog segmenta, NMS jednakosti:
NMSAL. (Rfyg=R(g), za hT+AAB, fABArCAD, gCDAFE.

NMSA2. &(hf, g, 82)=RA(f g1 82), za T -AAB, fABA+CvD, g:CAVE, gxDOVE.
NMSA3. Y(Hf,g, 8) = W1 gy 82, 78 hT+AAB, fABAvC=D, gA+C, gzDOrE.
NMSvI. d(h, g, 82) f= (1o 1e/le) d(h, g7, £21),
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za h:T'+AvB, gi:AA+CAD, gxBA+CAD, fCD® E.

NMSv2. d(d(h, g, 82), i, ) =10, le@/lee,) d(h, d(g, fi f2), d(gs fi ),
za h.-T'+AvB, g AA - CvD, geBA v CVD, f:COE, f:DO,r E.

NMSV3. 1(d(h, g;, &), 1 f)=(lee,1ee,/100,) d(hX(g, 1, 2.1(E 1 1)),
za hT -AvB, grAA+C=D, guBA+C=D, f:0,4-C, f,:DO,E.

NMS=>1. I(h: &b gl),f=l(h: Eh gZ’ﬂ:
za hT -A=B, girArA, g:BA+CAD, fCDOE.

NMS§=2.d(X(h, 8,.8), fu f)=U(h, g, A(8> f1 /),
za h-T I—A:‘-?B, g A l—A, gz.BA - CVD, fp’C@]l— E, f2'.D®2 +E.

NMS:3 I(I(h, gb gZ); fb f2)= I(h) g}: I(gZ! fb fZ));
za h.'T P"A:>B, gI.'A |—A, gz.BA + C:QD, f].'@]l— C', fz.'D@z +E.

Istaknute operacije u termu sa leve strane jednakosti (na primer u NMSv3. I, d )

su vaZne operacije te jednakosti. Zvaéemo ih prva i druga po redosledu kako se pojavijuju u
tom termu. '

KOMENTAR: Kako navedene jednakosti oslikavaju korake pri normalizaciji nekog terma, a
normalizacija je karakteristika prirodne dedukcije, prelaz sa jednog terma na drugi term Ce biti

"grub" posmatrajuéi sa stanovifta Gencenovog sistema sekvenata, ali dovolino "fin" sa
prirodnodedukcijskog stanovista.

Od terma sa nekim podtermom, koji ima isti prirodan oblik kao leva strana neke
od navedenih jednakosti prelazi se na proizvoljan term, koji ima podterm prirodnog oblika kao
desna strana te jednakosti, a ostali deo se poklapa sa polaznim termom.

KOMENTAR: To je sasvim dovoljno da se oslika nacin eliminisanja maksimalne formule ili
smanjenja duzine maksimalnog segmenta. Takav prelaz se definise 1-NM redukcijama.

Neka za dva terma h i f sistema 4 va2i da su prirodno jednaki i neka je O niz
operacija. Tada: O(h}=,p O(f) pri &emu se svaka operacija iz O, koja se odnosi na neku jedinicu
iz h, odnosi na jedinicu iz f &iji indeks (postojeom bijekcijom) odgovara toj jedinici iz A.
Necemo uvoditi posebne oznake za nizove operacija O sa leve i desne strane jednakosti = ND-

DEFINICIJA: Neka je f term iz A Neka je h;= h, je jedna od NM jednakosti. Neka je h
najmanii podterm terma f, O(h)=f, takav da je h=p, O,(h;) za neki niz operacija zamene O,
koji moZe biti prazan. Imamo O(O;(h;))=pnpfi ako N(f) sadzi vaine operacije iednakosti

h;= h; onda se term f 1-NM redukuje na svaki term g za koji g=p O(Oy(h;)). Term h je
nosilac te redukcije.

Oznaka: f'_>I-NMg'

Ako je potrebno moZe se precizirati f se 1-NMF redukuje (1-NMS redukuje) na g.
Oznaka: f—; nur8 (f=1nms8)-
Posebno imamo da se f 1-NMF slabo redukuje na term g, f—; urr8.

DEFINICIJA: Neka sufi g dva terma tipaI' A iz . Ako postoji prirodan broj m i termi
hy..,h,, iz N takvi da

12



fehi=> 1 nmhz 2 ivg -~ 1 Am=8,
onda se f NM-redukuje na term g.
Oznaka: f—yue.

4. SISTEM ¥

Sistemi 4 i JW'razlikovace se samo po operaciji eliminacije veznika v.

DEFINICIJA: Sistem 4 se dobija kada se u sistemu & operacija veznika NEv zameni
operacijom:
NEv. hT +AvB fAA-C gBAv-C

D(h f, g)TA-C

ind(I"), ind(A) disjunktni, za A izAA + C i BA+ C. Formule iz A iz tipa TA + C su sa novim
indeksima.

Napomene:
() Za term f sistema A" u definiciji prirodnog oblika od f, N(f), ima jedna razlika u odnosu na
definiciju kada term pripada sistemu JV. Deo 2. iz definicije tog pojma zamenjujemo sa

2. (i) f=0(h (, g g1)), gde je O neka operacija veznika koja nije operacija D.
Onda N(f)= O(N(h) (, N(g), N(g1)))-
(i) f=D(h, g, g2), hT +AVB, guAAC, gxBAwC.
Neka su formula Ds, izAA i Do, iz BA zamenjene formulom D5, uT'A+ C. Ondausvim
jedinicama N(g,), N(g;) &iji indeksi po€inju sa p, o, umesto toga stavljamo o,,. Tako
uradimo za sve odgovarajuée formule izAA + C, BA+ C i dobijamo N'(g2), N'(g)).
Onda, N(f)= D(N(h), N'(g)), N'(gJ))-
(II) Definisanje nosilaca oslobodenih pretpostavki i oslobodenih pretpostavki u sistemu 4 je
potpuno isto kao u sistemu A/
(IIT) Potpuno ista definicija jednakosti prirodnih oblika dva terma f, g iz sistema #"kao u sistemu
A N (f) =N (g).
(IV) Potpuno ista definicija kao u sistemu J#, dasutermi fi giz sistema 4" prirodno Jednak1
f=nn&-

KOMENTAR: Dosta je vaZna razlika izmedu NEv i N'Ev. Pored toga $to je operacija
eliminisanja veznika v specifi¢na u sistemu prirodne dedukcije (moZemo je smatrati kao neto
$to je ostalo od sistema sekvenata) njen oblik NEv je na neki nalin vezan za prirodnu
dedukciju, a njen oblik N'Ev za sistem sekvenata. U definisanju te operacije na nacin kao u
NEv je skriveno niz sjedinjavanja (u sistemu sekvenata kontrakcija) $to nije svojstveno
prirodnoj dedukciji. S druge strane, definicija NEv pravi problem ako se Zeli izvrditi eliminacija
nadovezivanja (3to je svojstveno sistemu sekvenata i ta se operacija tamo zove seenje).
Razdvajanje na sistem N i Nje slikovito re¢eno rasklapanje problema da se bolje sagleda.

DEFINICIJA: #je sistem J#'u kome vaZze M jednakosti nad termima:
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1. Jednakosti maksimalne formule, MF jednakosti:

MFE~  {f, gYh = (1g/g)(14f) b, za fT+A, gAr+B, h:=GABAC.
MFvI. D(hf g =(14h)f za h:T A, fAA+-C, gBArC.
MFv2. D(.h f g) = (Igh)g za h:T +B, fAA+C, gBAFC.
MF=.  I(h* f g) = (14/(1Jf) h)g za WAT B, fArA, gBAC

Posebno ako jeu MFa term A tipa @_A_BAHC i
u MF=> term g tipa BARC onda su to slabe MF jednakosti.

2. Jednakosti maksimalnog segmenta, MS jednakosti:
MSAL. (RfPg=HK (fg), za hT -AAB, f{ABA+CAD, gCDAFE.

MSA2. DS, g, 8)=H'D(f, g, 8), za hT +AAB, FABA CvD, gi:CA +E, gy DAFE.
MSA3. (R fg,8) =R 1{f, g, 8), za RT +rAAB, fABA+C=D, gpArC, g;DOE.

MSvl. D(h: 8» gZ),f= D(h :gl,ﬁ 82 ’f):
za h:T - AvB, g,:AA+CAD, gxBA+CAD, f:CDO E.

MSv2. D(D(h, g1, &), fu f) = D(h, Digy, f3, f2) Digs fuf J),
za k' -AvB, grAAv-CvD, gyBAv+-CvD, f:COE, fyDOrE.

MSV3 I(D(h: En g2)1 f]: fZ)"-—“' D(hJI(gb fI Jf2): I(gZ’ fb fZ));
za hT+AVB, grAA+C=D, gyBA+C=D, f:0,-C, f»DO,+E.

MS=1.Y(h, g;, &) f=Y(h, g, 82’ /),
za h-T wA=>B, grA+ A, gxBA+CAD, .CDO+E.

MS=2.D(I(h, g, 82), fu f2)=1(h, &1, D(gs f1, ),
Za hl" |—A:>B, gIA F‘A, gz.BA [ CVD, f]'C@I" E, fz.'D@ - E.

MSZ>3 I(I(h; 47 g2): fb f2) = I(h: 8n I(gb fb fZ));
za hT ~A=>B, giA+A, gxBArC=D, f;04C, fyDO,rE.

Definicija vaZne operacije neke od jednakosti u A" je ista kao u A

DEFINICIJA: Neka je f term iz 4. Neka je hy= h; je jedna od M jednakosti. Neka je h
najmanji podterm terma f, O(h)=f, takav da je h=y;, O,(h;) za neki niz operacija zamene 0,
koji moZe biti prazan. Imamo O(O,(h,;))=ppfi ako N(f) sadr¥i vaine operacije jednakosti

h;= h; onda se term f 1-M redukuje na svaki term g za koji g=pnp O(O,(h;)). Term h je
nosilac te redukcije.

Oznaka: f—, ug.

Ako je potrebno moZe se precizirati da se f 1-MF redukuje (1-MS redukuje) na term g
Oznaka: f—;.4rg (F~>1.m58)-

Posebno imamo da se f 1-MF slabo redukuje na g, f~-, rrg.

DEFINICIJA: Neka su f i g dva terma tipa " - 4 iz V. Ako postoji prirodan broj m i termi
hy...h, iz N takvi da

feh=r by =1y 2 hn=g,
onda se f M-redukuje na term g.
Oznaka: f—ryg.
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5. SISTEM 4, MODIFIKACLJA
GENCENOVOG SISTEMA SEKVENATA

Sada éemo definisati sistem 4’ koji ce biti modifikacija Gencenovog sistefng
sekvenata. !

KOMENTAR: Zasto sisteme M), N, A swstavamo u grupu sistema koji su povezani sa
sisternom prirodne dedukcije, a za sistem §'kazemo da je povezan sa Gencenovim sistemom
sekvenata?

U sistemu §' ée se pojaviti sva strukturna pravila { sem permutacije) i on ¢e biti levo-desni
sistem. Najvaznije je to $to u njemu necemo imati nikakvih dodatnih izjednacavanja terama,
koja da tako katem “kriju" strukturna pravila (to je prirodan oblik u Ni N'). Jedina
izjednacavanja medu termima ée biti ona koja ée nam biti potrebna za eliminaciju seCenja Sto

je opet karakteristicno za Gencenov sistem sekvenata(a ne za normalizaciju, koja karakterise
sistem prirodne dedukcije).

DEFINICIJA: Sistem 4 je Jdeduktivni sistem slobodno generisan nekim beskonaénim
skupom objekata nad kojima postoje tri operacije: A, v, =. Operacije nad strelicama ¢emo

podeliti na strukturna pravila i pravila za veznike. Operacija veze Ce se ovde zvati sefenje i
pripadace strukturnim pravilima.

Struktuma pravila:

slabljenje: fTAvA
t5(f):T Bu A4, 5; ¢ind(T), ind(A).
kontrakcija: fTBBAFA
cs(f):TBaA A, s ¢ind(TBBA).
seCenje: fT+A gAAA-B
g{fyAI'A v B, ind(INNind(A4A)=2.

U pravilima kontrakcija i slabljenje formula B u donjem tipu je glavna formula pravila.
Formule B iz gomjeg tipa u pravilu kontrakcije su pomoéne formule tog pravila. U pravilu
setenja formule 4 iz tipova I’ A, AAAr B suformule seenja.

Pravila za veznike.
G'En fTABA-C GIn fTrA gArB
FETAABAC . {f, g} TA-AAB
| ind(IM)Nind(A)=<.
GEv. fTAA+C gTBA-C G'Iv. fTrA gT+B
If, gl TAVBAFC fT+AvB  gT+AvVB

T, A utipuAvBA+ C sanovim indeksima.
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G'E=. JT+A gABA+C G'I=. fTAA+-B

glffATAA=>B - C f*TA+A=B.
ind(D)Nind(ABA)=2.

U pravilima za veznike, nova formula koja se pojavijuje u tipu strelice ispod linije
naziva s¢ glavna formula tog pravila (na primer AAB u G'EA i G'IA). Formule A i B koje su
izdvojene u tipovima iznad linije su pomoéne formule tog pravila. Formule koje se pojavijuju i
u gomjem i u donjem tipu pravila (strukturnih i za veznike) a nisu glavna formula, pomoéna
formula ili formula se¢enja su bo&ne formule tog pravila.

Pravila G'EA, G'Ev i G'E= su pravila eliminacije.

Pravila G'In, G'Iv 1 G'I= su pravila uvodenja.

U ovom sistemu bice indeksirane samo formule sa leve strane - u tipu terma.
ZnaCi u jedini¢nim strelicama drveta strelice, 1p:Ba,+ B, samo formula levo od + imaée indeks,
indeksiranu re¢. U pravilima eliminacije formuie AAB, AvB i A=B dobijaju novi indeks koji
ne pripada redom skupu ind(I"), ind(I'A), ind(TAA).

Cesto ¢emo radi lakSeg zapisa,
(i) niz slabljenja ta;(ts; (... (tcy(h))...)) zapisivati t,(h), gde znamo da je A=A\Bs...Co;
(i) miz kontrakcija c4(cp(... (¢c(h))...)) zapisivatemo ¢, (h) §to ¢e znatiti da smo odgovarajuce
formule iz A=AuBs...Ce, i A=A4Bs,...Cc, kontrahovali u formule iz A= aBs..Ce,

KOMENTAR: Posmatrajuci na$ izbor da zapisom f-T v A zabeleZimo da je od pretpostavki T
na nacin f dobijen zaklju¢ak A odmah je jasno da je on mnogo bli%i sistemu sekvenata nego
sistemu prirodne dedukcije i njegovim drvetima. Uz sekvent T v A moramo znati jedno (od vise
mogucih ) drvo koje nam govori samo kako smo dobili A iz T. S druge strane iz terma f mi
moZemo odmah rekonstruisati &itavo drvo formule A uz formula U. Znadi zapis Eitavog drveta,
koje je Eesto glomazno i komplikovano nije nam potreban. Nas sistem §'mo¥emo shvatiti kao
da smo term pridruzili sekventu u Gencenovom sistemu sekvenata. Jednostavno receno,
aksiome Gencenovog sistema sekvenata A v+ A u §'dobijaju ime 1, kao $to dobijaju ime i sve
figure zakljucivanja, koje mi zovemo struktuna pravila i pravila za veznike.

U teoremi o eliminaciji seéenja, koja karakterise Gencenov sisten sekvenata
govori se o transformaciji drveta nekog sekventa T v A u neko drugo drvo istog sekventa u
kome nema seCenja. Dalje, u dokazu te teoreme, donekle je postrozen pojam transformacije
koracima prelaska sa jednog drveta sekventa na neko drugo drvo tog sekventa. Ta dva drveta
rezlikovala su se po redosledu pravila sedenja i nekog drugog pravila. Po§to u sistemu §' mi
imamo mogucnost zapisa tih drveta termom, te prelaske sa jednog drveta na drugo
definisadermo jednakostima medun tennima.

Pre nego $to to uradimo interesantno je istaci sledece. Ako posmatramo dokaz
leme o eliminaciji secenja, koji je dao Gencen i njegove izvode zamenimo termima, a korake
transformacije jednog izvoda na drugi zapisemo kao jednakost izmedu odgovarajucih terama
dobijamo sledecu sliku:

posledica vaZenja svih tih jednakosti je da su bilo koja dva terma sa istim tipom jednaka, $to je
mnogo vise od onog §to nama treba.
Zato cemo mi navesti malo izmenjene jednakosti, koje ée nam biti dovoljne (§to

¢emo videti kasnije) da uspostavimo vezu izmedu nekog terma sistema §' i terma istog tipa koji
ne sadrzi seenje.
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S druge strane, one nece grubo (po jednakim tipovima) izjednacavati terme
sistema 4

DEFINICIJA: #'je sistem 4'u kome vaZe sledeée ElimCut jednakosti:
I Jedini¢ne jednakosti, Mcat jednakosti.

M1 flp=f, za fTAA+B.

M2 15(g)=g, za gl'+B.

II Jednakosti o permutaciji se€enja sa kontrakcijom i slabljenjem, CT-CUT jednakosti.
CUTCI. gle =c (gl f)) za fTAAA-C, g:ACOB.

CUTC2 c (g Fr=cqlgl f)), za fT+C, gAAAACO+B.

CUTCO.  cclg)f)=crlg(fXf),  za fT+C gACCAFB.

CUTTI. gt (M=t &), za fI'+C, gACA+B.

CUTT2.  t4(8)f)=tulg(f)), za fT'+C, gACA+B.

CUTTO. te(g){ f)=tr(g) za fT+C, gAA+-B.

111 Vazne jednakosti, p jednakosti.

BA WU gh=h{fXg) za hOABA+C, fT+A, gArB.
BvL. If gl Y=F k), za fAAA+C, gABArC, hTt+A.
Pv2. I gl h )=g{h) za ffAAA-C, gtABA-C, hT+B.
p=. gl A*=fh (g)) za WOAA+B fOBARC gl'+A

IV Jednakosti permutacije sefenja i nekog pravila za veznike, PermCut jednakosti:
Posmatramo term sledeceg oblika:
R, () L(z18:)) ¥ATA- B, L(g,(8)T + A, R(fy (f)):A4A - B, gde suRi L neka
pravila razli¢ita od sefenja i oznaka R (L) zna&i desno (levo) pravilo posmatranog sedenja.
Jednakosti koje slede nam omogudéavaju da permutujemo posmatrano seenje sa pravilom R
ili L. Sta je uradeno od te dve moguénosti govori¢e nam naziv svake jednakosti.
Na primer: naziv jednakosti E(R)perm.Cut-I kaZe da se desno pravilo (R) koje je eliminacija
(E) permutovalo sa seenjem i da je levo pravilo neko pravilo uvodenja (1).
Zbog jednostavnosti zapisa pravila R i L ¢emo pisati kao da zavise samo od jednog terma ali
to ¢e se odnositi na sva pravila eliminaije ili uvodenja koja su u sistemu 4.
1. L je pravilo uvodenja:
Postoje moguénosti za pravilo R:
(i) R je pravilo eliminacije kome je formula se¢enja glavna formula i to su vec navedene
B-jednakosti.

(ii) R je pravilo eliminacije koje ima glavnu formulu razli¢itu od formule sefenija i tada:

R(f){L(g))= R(RL(8))).
i to su jednakosti E(R)perm.Cut-I.

(iii) R je pravilo uvodenia, tada:
R({L(g)y= R(RL(g))),
i to su jednakosti I(R)perm.Cut-I.

(iv) R je slabljenije ili kontrakcija koji se odnose na formulu seemja i to su ve¢ pomenute -
CUTCO i CUTTO jednakosti.
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(v) R je slabljenje ili kontrakcija koji se ne odnose na formulu seéenia i tada:
R(A{L(g))= R(FL(g)),
1 one su podskup svih jednakosti CUTC2, CUTT2 kada je L pravilo uvodenja.

L je pravilo eliminacije:

Postoje moguénosti za pravilo R:

(1) R je pravilo eliminacije kome je formula setenja glavna formula i tada:
R(AKL(g))= L(R(f))),

1 te jednakosti zovemo Max.Red. jednakosti.

(ii) R je pravilo eliminacije koje ima glavnu formulu razliitu od formule seéenia i tada:
R(f)(L(g)) = L(R(f){g)), i to su jednakosti E(L)perm.Cut-E.
ili
R(f}{L(g)) = R(RL(g)}), i to su jednakosti E(R)perm.Cut-E.

(iii) R je pravilo uvodenia, tada:

R(f}L(g)) = L(R(f){g)), i to su jednakosti E(L)perm.Cut-I.
ili

R(f){L(g)) = R(f(L(g))), i to su jednakosti I(R)perm.Cut-E.

(iv) R je slabljenje ili kontrakcija koji se odnose na formulu sedenja i to su ve¢ pomenute
CUTCO 1 CUTTO jednakosti.

(v) R je slabljenje ili kontrakcija koji se ne odnose na formulu seenia i
1. postoji term A, podterm terma f takav da
iti h je 1, za neko D
ili poslednje pravilo terma 4 je eliminacija formule sedenja i f=P(h), gde je P niz
struktumih pravila. Tada:

R(fKL(g)) = L(R(f){g)), i to su CTMax.Red. jednakosti.
il

R(f)}{L(g)) = R(fL(g))), i te jednakosti su vet pomenute CUTC2, CUTT2.
2. ako ne postoji term A, podterm terma f sa osobinama navedenim pod 1. tada:
R(f)(L(g)) = L(R(f)g)), i to su jednakosti E(L)perm.Cut-CiT.

ili

R{f){L(g)) = R(fL(g))), i te jednakosti su veé pomenute CUTC2, CUTT2.

L je kontrakcija ili slabljenje:
Postoje mogucnosti za pravilo R:
(1) R je pravilo eliminacije koje formira formulu sedenja i tada:

R{fL(g)y= L(R(f){g)), ito su jednakosti koje su podskup jednakosti CUTCI,
CUTTI kada je R pravilo eliminacije.

(i1) R je pravilo_eliminacije koje formira neku formulu razligitu od formule se&enia i
tada:

R(fKL(g)) = R(f(L(g)), ito su jednakosti E(R)perm.Cut-CiT
ili

R(KL(g)) = L(R(f){ 8)), i te jednakosti su veé¢ pomenute CUTCI, CUTT].
(ii1) R je pravilo uvodenia, tada:
R(fXL(g)) = R(f{L(g)}), ito su jednakosti I(R)perm.Cut-CiT
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ili

R(f){L(g)) = L(R(f}{ g)), i te jednakosti su ve¢ pomenute CUTCI, CUTTI.

(iv) R je slabljenje ili kontrakcija koji se odnose na formulu sefenja i to su ve¢ pomenute

CUTCO i CUTTO jednakosti.

(v) R je slabljenije ili kontrakcija koji se ne odnose na formulu sedenja i tada:
R(f{L(g))= L(R(f)g)), ito su CUTCI ili CUTTI jednakosti,

ili

R(f{L(g)) = R(RKL(g))) ito suCUTC2 ili CUTT2 jednakosti.

V Jednakosti asocijativnosti i komutativnosti, Mcat.as.kom.Cut. jednakosti.

M3.
M4.

H g(f N=h @ Xf)
h g XF)=hfXg)

za fT+A g@AA+B, hOPBA+C.
za f[T+A gA+B, h©ABA+C.

V1 Jednakosti kontrakcije i slabljenja, CT jednakosti.

CT0.
CTL
CClL
TTL
CEA
CEv.

CE=1.
CE=2.

CIAlL
CIA2.
Civl.
Clv2.
Ci=.
TEA

TEw.

TE=1.
TE=2.

TIAL
TIA2.
TIvI.
TIv2.
TI=.

ca(ta(N)=Ff
ca(tp(f))= to( c4(f)),
ca(cq(f))= ca( ca(f)),
ta(t (f)) = ta( t(f)),
CAO"):CA(IL)*,

c4(If BY) =lc.(f), cs(h)}
c.(fTh]) =c4(f) [}
c(fln)=fea(M)]
cq({f, h})={c.(f), h},
ci({f hY)={f ca(R)},
€4 (Kﬂ = K(CA (ﬁ):
e4(f)=c(ca());
ca{f*)=c,(H*
ta() =t (D",

t4([ff R)=[ts (), tu(h)]
t,(Th)=t.(f) (4]

t (fTh) = fta(H)]

t ({f, h})={t4(): h},
t({f R} ={f ta(W)},
ty(f) = (ts()),

tA(lC'ﬂ =x'(tA(ﬂ):
tAm)=tAm*:

za f-TAA+B.

za fTAAAVC.

za fTAABBA+C.
za fA+C.

za [TAAABCAwD.

za fTAAABA+ D, hTAAACA +D.

za fTAAACAV-D, h:OrB.
za hTAAA+B, h:CO-D.
za fTAAA+-B, hArC.
za f:A+C, hTAAA+B.
za fTAAA+B.

za fTAAA+B.

za f:ABTAAA-C.

za fTBCA+D.

za fTBA+D, h-TCA+D.
za f:TCA+D, h:6r-B.

za hT+B, hCOrD.

7za fT+B, hA+C.

za fT+B, h:A+C.

za fT+B.

za fT+B.

za f:ABT +C.

KOMENTAR: Ako posmatramo sistem §' bez strukturnih pravila slabljenje i kontrakcija i
izostavljanjem jednakosti koje se odnose na njih (CT-CUT jednakosti, 4.1.(iv),(v), 4.2.(iv),(v);
4.3.(iv),(v); CT jednakosti) dobijamo sistem koji moiemo oznaliti §-L€ Interesanina je
&injenica da je sistem §-CT ekvivalentan sa slobodnom multikategorijom koju je definisao
Lambek u svom radu "Logic without structural rules" samo je §-(€ na siromasnijem jeziku
(samo veznici A, v, =).

Napomena: Koristicemo neke krae oznake:
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Sa E(R)perm.Cut éemo oznalavati zajedno E(R)perm.Cut-I, E(R)perm.Cut-E i
E(R)perm.Cut-CiT.

Sa En(R)perm.Cut éemo oznadavati E(R)perm. Cut kada je E eliminacija veznika A
Analogno vaZi i za sve druge jednakosti grupe (IV).

DEFINICIJA: Neka su f, g dva terma tipa ['=A iz 4" Ako postoji podterm f ' terma f i podterm
g terma g takvi da je f '=g' jedna od jednakosti I-VI ( sa vaZno3¢u da je f sa leve a g sa desne

srane =) 1 f=P(f '), g=P(g'), gde je P niz pravila tada kaZemo da se term f 1-cf redukuje na
termg.

Oznaka: f>;g. U slu€aju da je to potrebno naveifemo ikoja je to jednakost.

DEFINICIJA: Neka su f g dva terma tipa I' + A4 iz 4 Ako postoji prirodan broj m i termi
hyhy....h,, iz §'takvi da

f=hy>hy>;...>,h,=g onda se term f cf-redukuje na term g.
Oznaka: f > g, a ako bude potrebno moZe biti navedeno koje su to jednakosti u koracima >,.
Postoji mogucnost da se u nizu f = h;> k>, ... >k, = g pojavi i sludaj h;, ;>h; i onda éemo
koristiti oznaku f > g.

U #’se jednostavno dokazuje sledeéa lema.
CT-Lema: U §'neke od jednakosti mogu se izvesti iz preostalih jednakosti:

1. Jednakosti TEA, TEv, TE= 1, TE=2

posledica su jednakosti M2, CUTTI, CUTT2, CTMaxRed.
2. Jednakosti TIa, TIvl, TIv2

posledica su jednakosti M2, CUTT], I(R)permCut.
3. Jednakost TI=

posledica je jednakosti M1, M2, CUTTI, I(R)permCut, p=.
4. Jednakosti CEA, CEv, CE=1, CE=2

posledica su jednakosti M1, CUTC?2, P jednakosti, CTMaxRed, MaxRed,
I(R)permCut.

5. Jednakosti CIn, CIvI, CIv2

posledica su jednakosti M2, CUTCI, I(R)permCut.
6. Jednakost TI=

posledica je jednakosti M1, M2, CUTCI, I(R)permCut, p=.
7. Jednakosti CTI, CCI, TT1
posledica su jednakosti MI, CUTCO, CUTCI, CUTC2, CUTTI, CUTT?2, BA

Vazno je istadi: CT jedakosti nisu posledice E(L)permCut jednakosti.

6. POLUGRAF

DEFINICIJA: Polugraf &ine skup objekata i skup strelica zajedno sa dva preslikavanja
izvoriste: {strelice}— {objekti}*,
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cili: {strelice}—>{objekti}.
gde je {objekti}* slobodni monoid generisan skupom objekata ¢iji elementi su nizovi objekata
Za svaki objekat A iz skupa objekata postoji jedini&na strelica I 24 +~A.

7. SISTEM 4, GENCENOYV SISTEM SEKVENATA

DEFINICIJA: Sistem 4 je polugraf slobodno generisan beskonatnim skupom objekata na
sledeéi nadin: njegovi objekti se dobijaju pomoéu operacija za objekte A, v, =>; njegove strelice
se dobijaju induktivno pomoéu operacija za strelice, primenjenih na jedini¢ne strelice. Grupu
operacija za strelice podeliéemo na:

1. strukturna pravila;

2. pravila za veznike.

Za strelicu ;A sistema 4, f je term strelice, I A je tip terma f, gde je [ niz objekata iz 4.

Strukturna prvila.
permutacija: fTABA+-C
pA’B(f).'FBAA + C.
siabljenje: fr+A
tB()‘):BF I—A,
kontrakcija: fBBA+A
CBU).'BA +-A.
sedenje: fT+A gAA+B
g fYTA+B
Pravila za veznike.
GEA fAT+C fBr+C GIn fI'+A g +B
ffANBL+~C  fAABL+C (f, g YT +AAB.
GEv. ffAA-C gBA-C Glv. fI'rA gI'+B
[f, g¢AvBA+-C ST +AvB <& ~-AvB.
GE=. fT+A gBA+C GI=. fAAvB
glfifA=BTA+-C ' fEA+A=B.
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U pravilu permutacije formula C i formule nizova T, A iz tipova TABA - C,
I'BAA - C su bo&ne formule tog pravila. Formule A i B su formule permutacije.

Za sva ostala pravila definicija bo&nih, glavnih, pomoénih formula i formula
secenja je ista kao u sistemu 4"

Pravila GEA, GEv i GE= su pravila eliminacije.

Pravila GIA, Glv i GI= su pravila uvodenja.

Oznake t5(h), c,(h) imaju isto znadenje kaou sistemu 4’ Niz permutacija kojim se
od terma tipa fT AADFA dobija term tipa g T AA®HA zapisivaemo na sledeéi nadin py A(f) =g.

Indeksiranje jedinica i formula u sistemu 4 je isto kao u sistemu 4’ Za navedena
pravila za strelice skupovi indeksa strelica koje ulestvuju u tom pravilu su disjunkini;
indeksiranje glavnih formula tih pravila je kao u sistemu 4’ Neka su ST+ A, g:A - A strelice iz
sistema 4. Za terme f i g reci ¢emo da su istog tipa ako su ' i A jednaki kao nizovi formula,

Razlika izmedu sistema 4’1 § je u odsustvu, odnosno prisustvu strukturnog
pravila permutacije 1 u tome 3to je tip terma sistema 4 oblika [ - A, gde je ' multiskup, a u
sistemu 4 term ima tip I' + A, gde je I niz formula. Na neki nagin redosled formula u tipu terma
iz 4 ve¢ govori na kojoj jedinici (onoj koja odgovara prvoj formuli u nizu) se vi$i operacija. S
druge strane, sam zapis operacije u 4'i terama sa tipovima ne odreduje taéno formulu na &ijoj se
Jedinici vrsi operacija, ve¢ se izdvajanjem te formule u tipu naznaci o kojoj se formuli radi. Jo$

jedna razlika, zbog prisustva novog strukturnog pravila, permutacije, imaéemo dodatne
jednakosti medu termima u sistemu 4.

KOMENTAR: Sistem 4 cemo posmatrati kao sistem, koji odgovara Gencenovom sistemu ali,
najvaznije stvari u povezivanju Gencenovog sistema i sistema prirodne dedukcije zavrsavaju se

na vezi N, 4 Na taj nacin kao da su strukturna pravila slabljenje i kontrakcija postala vaznija
od permutacije.

DEFINICIJA: 4 je sistem 4u kome vaZe sledeée GElimCut jednakosti:
I Jedini¢ne jednakosti, GMcat jednakosti.

GM1. K Lo=f, za fTAA+B.

GM2. 1g(g =g za gT+B.

II Jednakosti o permutaciji sefenja sa kontrakcijom, slabljenjem i permutacijom, PCT-CUT
jednakosti.

GCUTCL. g4 y=ca(g( f)), za f:AAA+C, g CO+B.
GCUTC2. Pas c(ea®@){ )= par(ca (Pr.aa(Passc ®)(f)), za fT+C, gAAACO+B.
GCUTCO.  cc@){ f)=cr(pr,cleg{ ), za fI'+C g CCArB.
GCUTTL.  g{ta(f ) =ta(e( 1) za fT+C, gCArB.
GCUTT2.  pac(ta®@X fI=par(ta(elf))), za fT+C, gCArB
GCUTTO. tc(g){f)=t-(g) za [T +C gA+B
GCUTPL. g pan(f ) =Panlel f)), za fTABAvC, g:CO+B.
GCUTP2  puys(e)(f)= Pas((e(f)) za fT+C gCAABAF B,
III VaZzne jednakosti, B; jednakosti.

Gp AL h((f, g N=h{f) za WAAvC fT+A, gT+B
GB A2 ho{(f, @)=h{g), za h:BA+C, fT+A, gT+B.
GB V1. [f g}k )=f h), za fAA-C, gBA+C, hTrA
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e e ) e

GBv2  [fglih)=g(h) 2 fAAwC, g:BA+C, hT B
GB =. FEX AH=pra(F(R (M), za WAAVB, fBA-C, gTrA

IV Jednakosti o permutaciji setenja i nekog pravila za veznike, GPermCut jednakosti.
Posmatramo term sledeeg oblika:
R(fl (sz))( L(gI(JgZ)) )-'AFAF B: L(gl(,gz))r |-A, R(f}‘ ()f?))AAA |_B: gde suR 1L neka
pravila razliGita od seZenja i oznaka R (L) znafi desno (levo) pravilo posmatranog setenja.
Ispitivaéemo sve njihove moguénosti istim redosledom kao u sistemu 4’1 svaki od tih
sludajeva imaée svoj broj (2.(iv) na primer). Ako neki od sludajeva iz #'ne moze da se javi u
& mi éemo izostaviti njegov broj (na primer 1.(v)). Novi slugajevi kojih nema u #’a pojavljuju
se u & dobiée svoju numeraciju (1.(vi), 2.(vi), 3.(v1), 4.(1)-(iv)).
1. L je pravilo uvodenja:
Postoje moguénosti za pravilo R:
(i) R je pravilo eliminacije koje formira formulu seenja i to su veé navedene B-jednakosti.

(iii) R je pravilo uvodenia, tada:
R(H(L(g))= R...(RL(g))), gde je pravilo uvodenja R zajedno sa potrebnim
permutacijama oznafeno sa R...;
1 to su jednakosti GI(R)perm.Cut-1.

(iv) R je slabljenie ili kontrakcija koji se odnose na formulu sefenja i to su ve¢ pomenute
GCUTCO i GCUTTO jednakosti.

(v) R je permutaciia koji se_ne odnosi na formulu sedenja i tada:
R(HN(L(g))= L...(R(f){ g)), gde je pravilo uvodenja L zajedno sa potrebnim
permutacijama oznafeno sa L...;

i to su jednakosti GI(L)perm.Cut-P.
ili
veé pomenuta jednakost GCUTPI kada je L pravilo uvodenja.

2. L je pravilo eliminacije:
Postoje moguénosti za pravilo R:
(i) R je pravilo eliminacije koje formira formulu seenja i tada:
R(IL(g)= LRE)E),
i te jednakosti zovemo GMax.Red. jednakosti.

(iii) R je pravilo uvodenja, tada:
R(H){L(g)) = L..(R(f)}{g)), gde je pravilo eliminacije L zajedno sa potrebnim
permutacijama oznaceno sa L...;
i to su jednakosti GE(L}perm.Cut-1.
ili
R(){L(g)) = R(fL(g))), ito su jednakosti GI(R)perm.Cut-E.
(iv) R je slabljenie ili kontrakcija koji se odnose na formulu se€enja i to su ve¢ pomenute
GCUTCO i1 GCUTTO jednakosti.

(vi) R je permutaciia koji se ne odnosi na formulu sedenja i tada:
R(AH{L(g))= L{R(){ g)), i to su jednakosti GE(L)perm.Cut-P.
ili
ve¢ pomenuta jednakost GCUTPI kada je L pravilo eliminacije.
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3. L je kontrakcija ili slabljenje:
Postoje moguénosti za pravilo R:
(i} R je pravilo eliminacije koje formira formulu sedenja i tada:

R(f{L(g))= L(R(f){g)), ito su jednakosti koje su podskup jednakosti GCUTCI,
GCUTTI kada je R pravilo eliminacije.

(iii) R je pravilo uvodenia, tada:

R(f){L(g)) = R((L(g)}), ito su jednakosti GI(R)perm.Cut-CiT
ili

R(f)(L(g)y = L(R(f)( g)), i te jednakosti su ve¢ pomenute GCUTCI, GCUTTI.

(iv) R je slabljenje ili kontrakcija koji se odnose na formulu sedenja i to su ve¢ pomenute
GCUTCO 1 GCUTTO jednakosti.

(v1) R je permutacija koji se ne odnosi na formulu sedenja i tada:
R(f){L(g)y= L(R(f){ g)), ito su ve¢ pomenute jednakosti GCUTCI, GCUTTI
ili
R(fKL(g)} = R(f{L(g)}), ito je ve¢ pomenuta jednakost GCUTP2 kada je L pravilo
kontrakcije ili slabljenja.

4. L je permutacija;
Postoje mogucnosti za pravilo R:
(i) R je pravilo eliminacije koje formira formulu sedenija i tada:

R{f)L(g))= L(R(f)}g)), ito su ve¢ pomenute jednakosti GCUTPI, kada je R
pravilo eliminacije.

(i) R je pravilo uvodenja, tada:
R(fKL(g)) = R(KL(g)) zovemo ih GI(R)perm.Cut-P.
ilt
R(f)(L(g)}= L(R(f){g)), i to su ve¢ pomenute jednakosti GCUTPI, kada je R
pravilo uvodenja.

(iii) R je slabljenje ili kontrakcija koji se odnose na formulu se&enja i to su veé pomenute

GCUTCO i GCUTTO jednakosti ili GCUTPI kada je pravilo R kontrakeija ili
slabljenje.

(iv) R je permtacija koja se ne odnosi na formulu se&enja tada

R(fXL(g)y= L(R(f){g)), i to su veé pomenute jednakosti GCUTPI.
ilt

R{f)(L(g)) = R(RL(g))), i to su veé pomenute jednakosti GCUTP2.

V Jednakosti asocijativnosti i komutativnosti, GMcat.as.kom.Cut jednakosti.
GM3. hig (fn=h{g Xf) za f:I'vA, g:AA-B, h:BA-C.
GM4. Par(Pr,a(f( g (F )= Pra (Pan(hXf)Xg) za fA-B, gT'v A, hABA-C.

VI Jednakosti permutacije, kontrakcije i slabljenja, PCT jednakosti.

GPPL. Pl Pas())=f, za fTABA C.
GPP2. Pe.ol Pas(f)= Pas( Pcolf)), za fTABACDA v C.
GPP3. Ps,c(Pacl Pas())) = pas(Pacl Psc()), za fTABCA+C.

GPTI. P4a(tu())= tp(pas( ) za fTABArC
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GPCL P4 5(co(f))= co(P4s( 1), za f.DDTABAWC.

GPCO. ¢p(f)= cp(ppp( ) za f-DDTAC.
GCTO. ci(ta(D)=Ff, za ffAAWvB.
GCTL. cg (P4 pa(ta(f))) = Pas(ta(cs(f)), za f:BBAFC.
GCCL P5.A(c5(P4ss(cA())))= ca(Psaa(Cs(Passs(f))), za fAABBALC.
GTTL ta(tal))= Pas (ta(t5())), za fAr-C.

DEFINICIJA: Neka su f, g dva terma tipa [-A iz 4 Ako postoji podterm f 'terma f i podterm g’
terma g takvi da je f'= g’ jedna od jednakosti I-V1 ( sa vaZno¥¢u da je f sa leve a g sa desne srane
=) if=P(f'), g=P(g'), gde je P niz pravila, tada kaZemo da se term f 1-Gc¢f redukuje na term
g

Qznaka: f>;g. U sludaju da je to potrebno nave$¢emo i koja je to jednakost.

DEFINICIJA: Neka su f g dva terma tipa ['-A iz 4. Ako postoji prirodan broj m i termi
hyhy..,h, iz § takvi da

f=hp-1hy-... = h,= g, onda se term f Gef-redukuje na term g.
Oznaka: f > g, a ako bude potrebno mo%e biti navedeno koje su to jednakosti u koracima >;.
Postoji moguénost da se u nizu f = h;>hyp... >~ h,= g pojavi i slucaj h;, >4k i onda ¢emo
koristiti oznaku f > g.

KOMENTAR: Pri definisanju § mogli smo da navedemo jo§ jednakosti koje izjednacavaju
terme u kojima je permutovano neko strukturno pravilo (permutacija, kontrakcija, slabljenje)
sa nekim pravilom za veznike. Te jednakosti bi odgovarale jednakostima CEA-TI= iz 4'i bilo
bi jo3 nekih novih zbog prisustva pravila permutacije u sistemu § Al lako se moZe videti da
su te jednakosti posledica jednakosti koje smo ve¢ naveli u definiciji 4 Dokaz toga bi bio
sli¢an dokazu CT-Leme u 4.
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VEZE IZMEDU SISTEMA

Na¥ pristup prouavanju sistema prirodne dedukcije i Gencenovog sistema
sekvenata je da ulogu izvoda odnosno figura izvodenja preuzimaju termi sa operacijama nad
njima. To nam omoguéava da te nade sisteme povezemo preslikavanjima. Preslikavanja koje
éemo definisati ée povezivati formule sa formulama, po3tovace operacije nad njima 1 pravice
parove odgovaraju¢ih operacija nad strelicama tih sistema (original i slika preslikavanja). Uz
pomo¢ tih preslikavanja vezu medu sistemima podeli¢emo na dva nivoa: veza izmedu terama i
veza medu jednakostima nad termima,

Prisustvo, odnosno odsustvo operacija nad strelicama u pojedinim sistemima ce
kao rezultat dati da svaki term iz sistema J# mogu preslikati u neki term sistema ] ali samo
neke terme {bez suvisnih operacija) iz sistema J#/u sistem A2, Razlidita priroda operacija ¢e imati
za posledicu da ¢e jednoj operaciji iz sistema A odgovarati niz operacija u sistemu " 4

Sledeéi mnivo je uporedivanje u kakvom su odnosu redukcije, odnosno
izjednadavanja medu termima koja postoje u A7, K N, §'i 4 Redukcije koje smo definisali u
M), N, N odgovaraju koracima redukcije pri normalizaciji u sistemu prirodne dedukcje.
Jednakosti koje vaZe u §'i § su koraci transformacije potrebni za dobijanje terma bez sefenja u
Gencenovom sistemu sekvenata. Zbog toga bi ovo vezivanje ve¢ bio pofetak uporedivanja
vaznih teorema ova dva sistema: teoreme o normalizaciji i teoreme o eliminaciji se€enja.
Povezujuéi AP i N vide¢emo da prisustvo strukturnih pravila nameée nove jednakosti
(izjednatavanja) medu termima, kao i da od oblika operacija eliminacija zavisi
nepostojanje (AZ) , odnosno postojanje (#) maksimalnih segmenata.

1. VEZE 1ZMEDU SISTEMA A7 1 4

Pre nego to uspostavimo vezu izmedu terama sistermna A2 i sistema A potsetimo
se razlika koje postoje izmedu njih i koje ¢e dosta uticati na prirodu te veze.

Prvo, u sistemu ¥ postoje operacije zamene kojih nema u sitemu A2, pa postoji
problem pretstavljanja tih operacija u AZ.

Drugo, u sistemu A% imamo specijaine oblike nekih operacija (844, 805, 8045, Ao,
(1,4 f) ) za koje ne postoje odgovarajuce operacije u sistemu A,

Treée, operacije eliminisanja u sistemima A7 i # razlikuju se, grubo receno, po
broju oslobodenih pretpostavki.

Ova tri problema ¢emo refavati u bogatijem (sa viSe operacija) sistemu A4
definiuéi terme specijalnog oblika, koji ¢e odgovarati termima iz sistema JAZ Na odredeni nacin
éemo klasifikovati operacije sjedinjavanja i movih pretpostavki, neke od tih vrsta proglasiti
suvinim (posmatrajuci ih iz sistema A7), a neke ¢e biti pridruZene operacijama eliminisanja ili
uvodenja.
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Operacije d; ’; I, * u sistemu 4 zajedno sa sjedinjavanjima, koja su povezana sa
njihovim oslobodenim pretpostavkama odgovarade operacijama 8; w, n'; A; * u sisternu JZ Na
taj nacin cemo resiti problem razliditog broja oslobodenih pretpostavki,

Drugi problem ¢emo reiti tako §to ¢emo smatrati da operacijama 8,,, 8yg, 8y45;
Ap u sisternu AP odgovaraju operacija d; odnosno * zajedno sa nekom operacijom nove

pretpostavke. Sto se tide nadovezivanja iz sistema M njega zamenjujemo nizom nadovezivanja u
sistemu A/

Sve ostale operacije zamene u nekom termu sistema J¥, koje nisu na jedan od ovih
natina povezane sa nekom drugom operacijom u tom termu bie suvisne i formiratemo term bez
tih operacija koji ¢e odgovarati polaznom. Samo za takav term, bez suvidnih sjedinjavanja i
novil pretpostavki iz #/'moéi éemo da nademo odgovarajudi term u sisternu AP, Za svaki term f
sistema /¥, formiranjem posebnog terma bez suvignih operacija (koji ¢emo zvati prirodno
sreden) redicemo prvi problem.

Postupak formiranja terma (od proizvoljnog terma sistemna ) koji e moéi da se
preslika u sistem A# grubo éemo podeliti na dva dela:
(1) definisanje tog terma;
(2) ispitivanje da li ti termi "8uvaju redukcijske korake".

Prvi deo ¢ine:
L.1. Eliminisanje iz terma f suvidnih operacija sjedinjavanja i novih pretpostavki - dobijanje
prirodno sredenog terma f*.
1.2. Dokaz da je za prizvoljan term fnjegov f* jedinstven do na = ND-
1.3. Definisanje operacija eliminisanja A, = u termu f na nadin sli¢an kao u sistemu AP i
dobijanje nd-terma terma f.
1.4. Dokazivanje da je svejedno kojim redosledom (1.1 pa 1.3 ili 1.3 pa 1.1) sredujemo term f.
Ovim je gotov proces formiranja terma (nf)*, koji é¢ se umesto terma [, kao njegov pretstavnik
slikati u sistern A2

Ostaje nam drugi deo: da li ¢e redukcija f—, g biti saluvana na pretstavnicima
(nf)", (ng)*:
1.5. Cuvanje redukcijskih koraka u termima nf, <, (np)*.

1.1.

Sada ¢emo dati preciznu klasifikaciju operacija u nekom termu sisterna A

DEFINICIJA: Neka je fT_Ar A strelica sistema 4 Definisaéemno neke specijalne operacije
terma f,

1. Operacija * je T-desna ako su nosioci njenih o. p. podvudene jedinice.

2. Operacija * je C-desna ako ima vife nosilaca njene o. p. i niz kojim su povezani ti nosioci
nije T-niz. :

3. Operacija * {d) je Ta(v)-eliminaciona ako nosioci Jedne njene o. p. (moZe i druge) su
podvucene jedinice.

4. Operacija’ je TA operacija ako su nosioci njenth o. p. podvudene jedinice.

5. OperacijaI je T= operacija ako je su nosioci njenc o. p. podvuéene jedinice.

6. Operacije’, d, Isuredom Ca, Cv, C= eliminacione ako ima vise nosilaca njene 0. p. i niz
kojim su povezani ti nosioci nije T-niz.

7. Operacija nadovezivanja je T-nadovezujuéa ako su nosioci njenih o. p. podvudene jedinice.



8. Operacija nadovezivanja je C-razgranata ako ima vide nosilaca njene o. p. 1 niz kojim su
povezani ti nosioci nije T-niz.

Jedinica terma koja se pojavljuje u termu f 1 nije nosilac neke o. p. operacija’, d,
1, *, nadovezivanja naziva se suvi$na jedinica tog terma, f-suvi¥na.
9. Operacija (_/Is) je T-suvi$na operacija ako je jedinica I5, f-suviina.
10. Operacija (Ic.Ic/1c,) je C-suvi¥na operacija ako je jedinica Ic, f-suvidna.

DEFINICIJA: Za neki term f sistema J¥ niz sjedinjavanja koji povezuje nosioce o. p. neke
njegove specijalne operacije je niz te operacije. Nove pretpostavke &ije se jedinice pojavljuju u
tom nizu su nove pretpostavke te operacije.

Napomena: Term f moZe imati vife nizova za istu specijalnu operaciju.

1.2.

Sledeéi korak je da definiSemo kako da od svakog terma f sistema /4 formiramo
term (prirodno sreden) koji moZemo preslikati u sistem AZ. Prvo ¢emo definisati korake
redukcije, a zatim éemo pokazati da va¥i jedno veoma vaZno svojstvo: za svaki term f

proizvoljnom primenom koraka redukcije dobijamo jedinstven (do na =yp) prirodno sreden
term.

DEFINICIJA: Neka je f term sistema J

Za neku T-desnu, TA(v)-eliminacionu operaciju terma f ako ta operacija ima niz
sjedinjavanja, dobijamo T-term terma f; fr, ako: izostavimo neke nove pretpostavke te operacije
(_/1c.),... ; sva sjedinjavanja oblika (_Ic, _I¢/_Ic) u kojima se pojavljuje jedinica nekih od tih
pretpostavki izostavijamo i ako nije izostavljena nova pretpostavka (_/Ic;) onda zamenimo
Ig=lc,

Za neku C-desnu, CA(v, =) eliminacionu operaciju terma f dobjjamo C-term
terma f, f., ako: izostavimo neke nove pretpostavke te operacije (_/Icq),... ; sva sjedinjavanja
oblika (_Ic, _Ic/ Ic) u kojima se pojavljuje jedinica nekih od tih pretpostavki izostavljamo i
ako nije izostavljena nova pretpostavka (_/1¢;) onda zamenimo Ig=Ic.

Za neku operaciju TA: i *hy; T=>: I{hy, ki h3); ili T-nadovezujuéu (_ Ig;/h)h;
dobijamo TT-term iz terma f na slede¢i nadin:
1.izostavljanjem navedene operacije, nosioca njenih o. p. i svih njenih novih pretpostavki i niza
sjedinjavanja redom (za Ta, T=, T-nadovezujuéu) iz podterama ky; ks ki, i dobijanje redom
teramah,'; hy; by
2. dodavanjem novih pretpostavki na tako dobijene terme, &ije jedinice odgovaraju jedinicama
redom terama k; h,, hy; b, koje nisu suviSne, za ostatak terma f .

Primer:  f=(1a./h) (/1)1 cagl(_1c gl _Ta)(_/1c)(_11s){_{1c)h)))
za (_/1a)1cg ACABCAB, (_Ic, I/ _Ia)(_/1c)(_1s)(_/1c)hy _C_BA+A.
Term (14, /h;)(_/14.)h; je TT-term operacije T iz terma f. '

Za neku C-razgranatu operaciju terma f, (I /h;)hy term f; je CC-term dobijen iz
f na slede¢i naCin: :

1. izostavljanjem nadovezivanja (1¢,/ hp)h; ; '
2. izostavljanjem svih novih pretpostavki te operacije;
3. izostavljanjem svih sjedinjavanja iz nizova te operacije;
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4. za sve nepodvulene jedinice koje su se pojavljivale u tim nizovima Ic, , 1 G ,... Pravimo
nadovezivanja (I1c/ h;), (Ic/ hy)...

3. za sve jedinice iz h, koje nisu suvine za preostali deo terma f: In,; Ip,;... i koje nakon ovog
niza nadovezivanja irnaju "duplikate” Ip, Ip, ...; In, , Ip, ... imamo niz sjedinjavanja koja
odgovarajeCe jedinice spajaju u jednu.
Primer: f=1,.g((Ie/(_[1p){14, 1g}) (1 _Ic/ Ic,) (Ic Ig/Ic)( [ Ic)hy)

AnB=C, 1, y3ANB v+ ANB, hyCoCcAvE, f ANB DAVE,
Onda f:AAB D DAVE.

fi=1,5((1 adafla) (181s/18)( Ic/( fIp){1a4, 18})( IeJ(_/1b,){14,, I8})hy,).
Vaiiif=NDfTs fzwnfb-

DEFINICIJA: Neka je f term sistema . Defini$emo korake redukcije:

(C1) fw,h, hjeprirodno jednak term nekom C-termu termaf za neke njegove specijalne
(C-desne, CA(v, =) eliminacione) operacije.

(T1) f+; h, hjeprirodno jednak term nekom T-termu terma f zaneke njegove specijalne
(T-desne, TA(v, =) eliminacione) operacije.

(C2) fr;h, term h je prirodno jednak termu dobijenom izostavljanjem nekih C-suvisnih
operacija terma f kao i novih pretpostavki sa svojim nizovima i &ije se jedinice pojavljuju u tim
C-suvidnim operacijama.

(T2) ) f+; h, term h je prirodno jednak termu dobijenom izostavijanjem nekih T-suvinih
operacija terma f, nekih sjedinjavanja iz njihovih nizova i novih pretpostavki tih operacija {ije se
jedinice pojavljuju u tim sjedinjavanjima.

(C3) fw—;h, term h je prirodno jednak term nekom CC-termu terma f za neku njegovu
C-razgranatu operaciju.

(T3) fr, h, term h je prirodno jednak term nekom TT-termu terma f za neku njegovu Th,
T= ili T-nadovezujudu operaciju

DEFINICLJA: Neka su f, g dva terma tipa I A iz #. Ako postoji prirodan broj m i termi
hphs,.. h, iz N takvi da

f=hp—; b~ h, =g zabili koje korake ~— od onih gore definisanih onda
¢emo to zapisati f ..., g ili samo f+—...g.

DEFINICIJA: Neka je £T"_A - A strelica sistema J Za term f ¢emo reéi da je prirodne sreden

term ako ne postoji term g iz W takav da f ;g za bilo koji korak +, gore definisan.
Oznaka: /.

TEOREMA 1: Nekasuf, f, f;termisistema ¥, takvidafim, f; i f, fo.

Tada postoji term f; sistema W takav da f, s, f; 1 fo—, f;.
DOKAZ:

Ovo tvrdenje éemo dokazati tako $to éemo proéi kroz sve moguée sluajeve koraka f+— f; i

[ f> Ako bi sve to detaljno ispisivali dokaz bi bio jako dugacak. Zato ¢emo detaljno ispisati
Jjedan interesantan sludaj.

Posmatramo f
Clv  NT3
fi f2



Term f ima oblik O(I(h;, hy h3)) i operacija I(hy, hy h3) je njegova T=> operacija.
hiT+A=B, hyAvA hy BA+C.
1. Posebno je interesntno ako prilikom redukcije ~— ¢, nove pretpostavke i sjedinjavanja koje
izostavljamo pripadaju termima h; i k.
Imam0f1= O'(I(hll, hz‘, h_:_,")) i hi =ND h,“ N I1<i<3.

F>=0((_/1-)(_/14) hs"), term h3" dobijen iz h;izostavljanjem o. p. operacije I i njegovih
novih pretpostavki i nizova. Jedinice koje nisu suvisne za ostatak terma f Cine Iri I
Tada, f;+—f3, gde jef; prirodno jednak O'((_{1r\)(_/15)h3y), TT-termu od f,

o115, gdejef; prirodno jednak O"((_/15)(_/1;)h3,), T-termu ili C-termu od f;.
Iz terma f, izostavljane su sve nove pretpostavke i sjedinjavanja kao prilikom pravljenja terma f;.
Sve jedinice iz novih pretpostavki ili sjedinjavanja, koji nestaju prilikom +— ¢; a nalazile su se
h;', hy' satuvane suu i, jer nisu suvidne za ostatak terma f. Postoji mogucnost da su sada to
T-nizovi sjedinjavanja pa primenjujemo T1 redukciju, a ne Cl redukciju. Term hj, nema one
nove pretpostavke i sjedinjavanja koja nema term A;' i one koje nema term 3",
Term hs; je jednak termu k3, , samo sa razli€itim redosledom operacija. Iz njih su izostavljene
iste nove pretpostavke i sjedinjavanja, moZda samo indeksi nekih jedinica, koje odgovaraju jedna
drugoj nisu isti, ali izmedu njih postoji bijekcija. Zna&i h3; =pp h3,. One jedinice koje su nestale
izT 'i A pri prelasku na I'2 i A2 ve¢ su suvidne u h;), h)' za ostatak terma f. Znagi, postoji
bijekcija izmedu T'1 i ['2, odnosno Al 1A2.
Znadi fy—1fai o fs
2. Slugaj kada prilikom — ¢, ne menjamo terme A, i A, je analogan
Analogno se pokazuju slu¢ajevi kada term f ima T ili T-nadovezujuéu operaciju.
Na sli¢an natin se dokaZu i svi preostali slu€ajevi. g.e. d.

POSLEDICA T1: Neka suf, f;, f> termi sistema J#, takvidaf...,. fi1 fro..n fr
Tada postoji term f; sistema ¥ takav daf; ..., 31 fo—pn f3

POSLEDICA T2: Nekasuf, f;, f» termi sistema 4, takvidaf... f; i fro... fo
Tada postoji term f; sistema ¥ takav daf; —... f3i fo—.. f5

TEOREMA 2: Neka je fT_A I A strelica sistema A Za term f postoji term g takav daf—...g 1
g je prirodno sreden term.
DOKAZ:
Dokaz ¢emo izvesti indukcijom po sloZenosti terma f.
Naves¢emo samo jedan slu¥aj koji je najinteresantniji. Ostali sluéajevi mogu se sli¢no (neki
mnogo jednostavnije) pokazati.
Neka: f=h*
Na osnovu indukcijske pretpostavke postoji A i mozda u termu  postoji T-desna, C-desna
operacija terma f.
Ako: takvih operacijanemauf, onda f°=(h")*
Ako: u h postoji T-desna termaf, ona je T-suvisna u h pa je nema u He,
onda f=((_/ Ia)h)*. |
Ako: uh postoji C-desna terma f, ona je C-suvisna u s pa je nema u h°,
onda f=((1818/ 18)...(18., _I5.f 18)H*)*.
Znaéi postoji f*. g.e. d.
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TEOREMA: Neka je f:T'_A+ A strelica sistema A Za term f postoji jedinstven (do na =,,,) term
g takav da f +—...g i g je prirodno sreden term.

DOKAZ:

Teorema 2: za svaki term f iz J postoji f*

Nekafrs...,g 1 fr..,, h higsuprirodno sredeni termi i hxg.

Na osnovu posledice T2 postoji f* takav dag ..., f" ik ~....f', alig =¢° i h=H" pa mora

f'EgEthc- : q.e.d.

DEFINICLJA: Neka je I A+ A strelica iz 4 Neka je f prirodno sreden term.
Definifemo |f*|= {g term iz J¥ f° =),p "}

KOMENTAR: Rezultat teoreme 1, teoreme 2 i teoreme je da ne moramo voditi raéuna o
redosledu "odstranjivanja" suvisnih operacija u nekom termu sistema N Kao $to smo veé rekl,
prirodno sreden term ¢emo moéi da preslikamo u neki term sistema N Prirodno sreden term u
N je onaj term koji posmairajuci ga iz sistema AP nema suvinih operacija. Ovim tvrdenjima
smo dobili da svaki term f sistema W ima jedinstven [ (do na =,;), §to znadi da ima
jedinstvenog (do na =y,) "pretstavnika" u sistemu N

DEFINICIJA: Neka je fT_Ar A strelica iz ¥ Neka je| /| klasa terama iz J Neka je ge ||
g=g" takav da:

1. svakoj T-desnoj operaciji neposredno prethodi njena nova pretpostavka.

2. svakoj T-eliminacionoj operaciji neposredno prethodi njena nova pretpostavka.

3. svakoj C-desnoj operaciji neposredno prethode njene nove pretpostavke i niz te operacije.

4. svakoj C-eliminacionoj operaciji neposredno prethode njene nove pretpostavke i niz te
operacije.

5. operacije nadovezivanja koje zamenjuju C-razgranatu operaciju (iz polaznog terma f) su jedna
iza druge.

Onda je g [l-pretstavnik klase |f°|, oznaka: /"

Napomene: 1. g% k“ e || ondaseg® A" razlikuju samo po broju i mestu nadovezivanja.
2. Klasa |f“| imavise f koji se razlikuju samo po broju i mestu nadovezivanja.

Operacije zamene specijalnih operacija terma £, u termu f<* neposredno prethode
svojim operacijama. To &e biti jako vaZno kada term f“”" budemo preslikavali u sistem A2 jer e
Citav niz tih operacija zamene i neka operacija veznika odgovarati jednoj operaciji u sistemu A2,
U daljem tekstu kada budemo posmatrali term f i njegov podterm £, ako drugatije

y eyl o .
ne kazemo A, A" ée oznatavati prirodno sreden term terma / u odnosu na sve operacije terma

Primer: f=(1c/g)(_/1c)ans’(181/15)(_/1p)( [1p)1,4 h= (L1458 (1515 /15)(_/1p)(_{15)1 4
Za h kao podterm od fimamo A*“=(_/1c)1,,5°(_/15)L,.
A ako posmatramo 4 kao zaseban term onda prirodno sreden term je 1,,5°( /1)1,

1.3.

Postoji jo§ jedna moguénost pribliZavanja terma sistema JV termima sistema A2
Oblici operacija eliminisanja veznika A, => u ovim sistemima se razlikuju. Slikovito refeno



eliminacija u @ se vi$i na termima koji nemaju "suvi¥nih" pretpostavki, koji nisu "mnogo”
slozeni, §to je slutaj u sistemu J Zato ¢emo pokulati da u sistemu ¥ 2amenimo postojece
eliminacije veznika A, = nekim koje su jednostavnije u sledecem smislu: termi koji su tipa
ABT+C (ili BA-C) u operacijama eliminacije veznika A (=) bite jedinice tipa BB, _ABB,
_BArA a ostale informacije tih terama "Suvaju" se nadovezivanjima. Ako takve izmene izvriimo
u nekom termu sistema ¥ dobijamo nd-term tog terma. Sledi precizna definicija.

DEFINICLJA: Neka je £© + D strelica iz ./V Ako svaki podterm iz f koji ima jedan od sledecih
oblika:

(@i kg za h:T+-AAB, gAABAwC,

(ii) (1/O(h’g)}hy, 7a hT -AAB, gAABAvC, hpCOE.

(i) I(h, Ay, hy), za kT - A=B, hpA+A, hy®BAC,

(iv) (1c/O((h, hy, h 3)))hy, za h:T - A=B, hpAvr A, hy®BA+C hyCOrE,
gde je O niz operacija zamene, zamenimo respektivno sa

(D (Ir 111 (_J1g)1,) (15/R(_114)15)8, akog# (/1)1 (_/1p)14
(i) (1/O((1r Ie/1) (1R (1)L,) (1a/W(_114)15)g )Ry ako g=(_/1J1p (/1p)ly
(iti) (1g/X(h, hy, 1p)) hy, ako hy#lp;

iv) (Ic/(1p/ X(h, by, 15))ho)hs, ako hy#=lg

Onda dobijamo nd-term terma f, nf.

1.4.

LEMA: Neka je f:® - D strelica iz /. Tada u sistemu J vazi:
(1: 1) (L) () =npn{f<), zameke[iA.
DOKAZ:
Napomena: term (rf)" oznatavaéemo sa nf*.
NajvaZnije ée nam biti kako ée se slagati termi nf i f prilikom pravljenja prirodno sredenih
terama (nf)", f<.
Kada budemo pravili n(f) sve Ta eliminacione, T=> eliminacione operacije iz f postaju
T-nadovezujuée i nema drugih promena.
Navedéemo dokaz samo za interesantne slu¢ajeve specijalnih operacija kada se njihova vrsta ne
poklapa u termima rf i f. ‘
Dokaz ¢emo izvesti indukcijom po sloZenosti terma I
- TA-eliminaciona u termu f postaje T-nadovezujuéa u termu nf:
zapodterm /’(_/Ip)g od termaf, AT -AAB, gA_BAr C,
sa jedne strane: '
(W (_/15)8)=h" (/158"
n((W(_/1p)8)")= (Irlrllr)(IA/ (P (/1)1 (1) n(hV (U1 p)( /15 (g")
=np (Ir Ir/Ie) (14 n(htc),(_/lB)IA)( /Ir)"(gc)
sa druge strane:
n(h(_{15)g)=(1r1p/15) (Laf nh’ (/1 g)1 ) (1p/ n’(_/1 ) 1p)( _/1pIng,
(n(R(_/15)8))"*=(1r= 1/ 1) (Ll (rh)*(I15)L)( 1) (ng)”
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Tip I" - AAB je tip terma h' a time i terma n(h*). Jedinice I &ine jedinice koje nisu
C-suvidne za term n(h’(_/1z)g). Ako su suviine za term f moze se desiti da term
(n(1(_/1,)g))" nopdte nema sjedinjavanja (1, 1,-/1-), ali sigurno ™cI™,
Ondan((i*(_/15)g)")= (Iry Ir/ I )( _/1a) (n(R(_/15)g))", zaneke ['1, Al

- Analogno se dokazuje kada: T=-eliminaciona u termu f postaje T-nadovezujuéa u termu nf;

TA termu f postaje T-nadovezujuéa u termu nf;

T=> v termu f postaje T-nadovezujuéa u termu »f.
- Cn-climinaciona u f postaje u termu nf C-razgranata:
zapodterm (h'(I1c; I¢f 1¢)g) odf, hT+CAB, gCBA-C,
sa jedne strane
(W(Ic; Icf Ic)g)“=h"(1c; Ic] Ic,)g",
n((k(1c; Icf10)g)") =(Ir In/1r) (Tcs nH™*( 151 ¢)(1g) nk( f1c)1g) (e Ief1c)n(g")
sa druge
n(l’(Ic;Icillc)g)=(IrIr/Ip)(1ed nk*(_J1)10)(1g/ nk*(_11c)15) (Ic;Ic/ Icyng,
(n(R(_/1p)g)) =1l =) (Icid nHP(115)1 ) (1) n(h" (/1)1 ) (ng)".
Na sli¢an naZin kao u slu¢aju Ta-eliminacione operacije pokaZe se da
n((h’(Ig ]Cj/]ck)g)w) =np(Iry InIe ) _J14) ("(h’(_/lﬂ)g))m: zancke ['f, Al
- Analogno se dokazuje kada: C=>-eliminaciona u termu f postaje C-razgranata u termu nf.

q.e. d.

DEFINICIJA: Neka je T+ A strelica iz sistema 4 DefiniSemo:
|f1= (g term iz N f=pnpg},
[7f]= {g term iz ¥ (nf) =, (ng)"}.

Na tri naina smo grupisali terme sistema .¥, a sada éemo videti kakav je odnos
medu tim klasama.

LEMA 1In: Nekasuf, g termi sistema ¥ Ako f =y, g, ondaf* =, g"
DOKAZ:
Akof =ypg
Onda se termi f i g razlikuju 1. po rasporedu, mestu pojavljivanja u njima nekih operacija nove
pretpostavke, sjedinjavanja i nadovezivanja;
2. term f ima neka nadovezivanja a term g ne i obrnuto,
Razlika 1: sjedinjavanja i nove pretpostavke su suvisni (ili ne) i u termu fiutermug

Razlika 2: posmatramo: term f ima nadovezivanje na C-razgranatu formulu € , a term g nema to
nadovezivanje,

(1c/h)O(...(1c,1cdlc,)hy...) podterm terma f,

O(...(1y1t/1p)h,...) podterm terma g za (111 /1) hy=pp(1cth) (Ic,1cflc,)hy, hTC.
Tada ((1c/h)O(...(1c.lefIc)h,.. ) =0“(...(1 In (1, /H)( 1cd “Vr,...),
gde je I'" deo od I &iji jedinice ne uéestvuju u suvinim operacijama.
(O(...(Ir1 /) hy..)) = OF(.. (1 11 )Ry ..).

Znati, [ =\, 8" q.e.d.

LEMA 2n: Neka je { term sistema 4 Za neki term g iz A vazi:

gelf’l akko | gl clf<l.
DOKAZ:



>gelffl:
helgl h=yp g lema In: g“=pp A", znati he |f' |,

|g|_|f |, gelgl,znaélgelf| q.e. d.

Posledica leme i leme 2n:
POSLEDICA 1: Neka je f term sistema A, Tada | je I ] unija svih |g|, zage | 1.

LEMA 3n: Nekasuf g termi sistema A, Ako f =ppg, onda nf =ypng.
DOKAZ:
Dokaz ¢emo izvesti indukcijom po slozenostl terma f odnosno terma g.
Slugajevi kada term f ima jedan od oblika {f}, o}, 1 /s A(fs fo f3); (1A, (1c 1/ 1R,
(1cth;)h nisu puno interesantni i dokazuju se na isti natin. Pokazaéemo to na primeru kada je:
f=1{fs f>}: Poto vaZi f=,p g term g mora imati oblik O({g,, g,}), gde je O niz operacija zamene
koji moZe biti prazan.
Ako: {g;, g;} =g ondamorafy=npgsi =np&2
Termi f; i f, su manje sloZenosti od terma f pa, nf;=npng;i nfa=npngs
Onda nf = {nf,nfo} =np{ngyng2}=ng.
Ako: O({g;, g2})=g i O nije prazan niz operacija zamene.
Onda za O, i O, nizove koji &ine O vazi fy=yp O,(g;) i f2=np O:2(82)-
Na osnovu indukcijske pretpostavke imamo
nfy=np n0,(g1) i nfy=npn02(g2),
Onda nf = {nfy, nfa}=np {n0:1(g1), 10282} =np O({ng1, ng2}) =ng
Interesantan je slucaj kada je ili f=f f, ili f=I(fs f> f3)-
Nekaje f"—'fl,fz f].'r + A/\B, fz-'AABAI—C.
Ako: g=g; g» ondafi=npg1, f>=np821J0% nfi=npngii nfy=npngs;
nf= (1r 1p/1p)(1ainfy (/15)10) (Lpinf 7 (/1) 1p)nf
ng= (Ir 1p/1r)(14ing; (_/1p)14)(1ping; (_/14)1p)ng2
Odavde nf =ypng.
Ako: g=0(g,’g2), gde je O niz operacija zamene.
Onda za O, i O, nizove koji &ine O vaZi fy=np O;(g)) i fo=np O2(82)-
Na osnovu indukeijske pretpostavke imamo
nfi=np nO1(81) 1 nf,=npn0,(g2);
nf=(1r1p/1p) (Lalnfy (/1) 10) (1pinfy (/L) 1p)nf2
n(0;(g1)’0x(82))=(1r I/Iy) (14/"01 (8. (_L11p)1 ) (15! nO (g, (/11 B)”Pz(gﬁ
ng= O((1pIr/1r)(14ingy (_/1p)14)(1ping (/1) Ip)nigs).
=np(1r Ie/Ip)(14/n0,(g1) (_/1p) 14} (15/ nO1(8:1) (] 14)1)n0,(g2).
Znali, nf =ypng.
Analogno bi se dokazalo kada je f=I(f}, f> f3). g.e. d.

Posledica leme 3n:
POSLEDICA 2: Neka je f term sistema J. Tada je [rf“] unija svih g g |zage [0/ ).
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1.5.

Sledece vazno pitanje je kako se prelazak sa terma f na term nf, f*, nf* odratava
na redukcije koje je moguce izvrSiti na termu f. Nekoliko sledeéih lema daje odgovor na to
pitanje. Ako termu f sistema J/ njegove operacije daju karakteristike tog sistema, a terme nf, [,
nf* smo formirali da nose karakteristike sistema /i onda treba oekivati da kako prelaz sa f na f©
(na primer) ¢uva redukcije i da €e na isti nain to Ciniti preslikavanje terma f u sistem A2

LEMA 4n: Nekasuf, g termi iz A

M f—nrg akko Vfie | fIVee gl fi = 1nmrgs
A0 f>1us g akko Vfie |flvgelgl fi > s g1
DOKAZ:

(I) < jednostavno.

= N(f) =N(f}) N(g) = N(g;) na osnovu definicijc —; yyr g VaZi

Vf;e |f| Vg€ |8| i1 =1 amr&r
(ID) kao ().

LEMA 5n: Nekasuf, g termiiz A

() Ako f“—; urg onda postoji term b, takav da f—yyph ig°=pph"

(1) Ako f“—; nus g, onda postoji term h, takav da f—; s h 18°=pph“

DOKAZ:

(I) neka je Opp niz novih pretpostavki koje vraéaju T-suvisne jedinice terma f i Oj niz
sjedinjavanja koja su bila suvi¥na u termu f .
Term f sadr?i kao svoj podterm nosioca redukcije f“—,;_ypr 2 . Zato postoji term b, takav da
f = 1.nur h 1 Og(Opp(8)) =h. Zato g°=yp b,

Znatif >y g1 1 81°= Onp(Os(8) " =g".

(1) kao u slugaju (I). q.e. d.

U narednim lemama koristitemo neke oznake koje ée nam pojednostaviti
zapisivanje:
O- niz (moZda i prazan) operacija veznika i zamene;
E-niz (moZda i prazan) operacija zamene;

O"-u nekom nizu operacija, O, izvrene su promene da dobijemo nd-term od terma u kome
postoje potrebne operacije za tu promenu;

O, E*- zaterm f=0(h) ili f=E(h) unizu O ili E naginjene su promene da dobijemo f*;
=-identi¢ki jednaki terrni, multiskupovi.

LEMA I: Nekasuf, g:® + F dve strelice iz X
Akof =1 yurg, onda nf —, nyrng me{l,2}.
DOKAZ:
Pokaza¢emo da to vaZi u sludaju jednakosti NMFA.
Dokaz je analogan za jednakost NMF—.
U slu¢aju jednakosti NMFv dokaz je jednostavan.
Neka f—,.ymr,g: Onda postoji podterm h terma f tako da f=0O(h) i term h ima jedan od oblika:
E({hpha}Vhs i (Icp | E({hyh3}))O(E (1cp)hs).
Na osnovu leme 3n i leme 4n moZemo da posmatramo samo slugaj
h= E({h,h3})’h;, za hy.T)-C, hyT;+D, hyCDAw B, T=IT,.



Tada g=ppO(E((1c/h;)(Ip/ho)hy), jo ng=0"(E((1c/nh;)(Iplnhy)nhy))),
nf=0"((Ir L/Ir)(1c/ E{nhynhy} (IIp)1c)(1p] E{nhynhs)P(_/1g)1p) nhy)
nf—; O'((1 1d15) (1] E((1cinhy) (1pinh))( /15)1c) (15 [E{nhyno})(/1c)Ip) nhs)
- O (1 1/1) (1] E((Icnhy) (Ipinh)(_/1p)1c) (1p /E((clnhy) (Iplnho) (L1c) o) )nhs)=hs
h,=nphg. _
2,11a(’jﬁ\;l:)n}!§—+2_,\,M,7A ng. q.e.d.

LEMA 2: Neka su f, g® + A dve strelice iz A
Ako f =, mr g onda € > umr (_/15).-8° gde je (_/1)... niz novih pretpostavki
koji moZe biti 1 prazan.
DOKAZ:
Pokazaéemo da to vaZi u sluéaju jednakosti NMFA.
Dokaz je analogan za jednakost NMF=>, NMF.
Neka f —; ymrn & Onda postoji podterm h terma f tako da f=O(h) i term h ima jedan od oblika:
iti E({hyhy})hs ili (Icap ! E(hyh2})JOHEAIcnp)hs):
Na osnovu leme 3n i leme 4n moZemo da posmatramo samo sluéaj
h= E({h,h,}’hzza hyT+-C, hyA+D, hyCDAFB.
Prvi sludaj: operacija’ nije Ta-eliminaciona:
f = dc(E “( {hlmyhzm })’h;c),
£ O°(B“((1c/hs")(Lpfhy hs°))

Znadi: f€ = 1 vmr £

Drugi studaj: operacija’ iz h je Ta-eliminaciona, to znati u h; postoji operacija (_/I¢).
g= O(E((_/1r)(Ip/hh3), &°=np O°(E“((L1-)(Iplhy*)hs"),
I" &ine formule iz T &je jedinice nisu suvidne za ostatak terma, operacije O"“,E”.
S druge strane '
f‘c= Olc(E‘c({hI‘c’hzm })’hsm )
f‘c—)I OtC(EJC((Idhltc)(ID/hzrc)h;c =D dc(Ec((_/Irn)(Iplh;c)h;c }
™&ine formule iz I" &ije jedinice nisu suvi¥ne za ostatak terma, operacije O“E“.
Zbog toga [ mo¥e da ima manje formula od I'" za neko ®.

Onda: f‘c —> I NMF (_/Iq,)g‘c. q.e. d.
Posledica leme ! 1leme 2:
POSLEDICA 3: Nekasuf, g®+A dvestrelice iz ¥

AkOf —>1.NMF 8 onda nfc —_)n.'t-NMF (__IIF)...ng‘c, gde je(_/lp)... niz novih
pretpostavki koji moZe biti i prazan i me{l,2}.

LEMA 3: Neka su f, g:0© A dve strelice iz A
Ako f =, nurr8, onda nf =ypng.
DOKAZ:
Pokazaéemo da to vazi u sludajuf —> . yurra &
Dokaz je analogan u drugom slutaju.
Neka f —>; yyrra & onda postoji podterm k terma f tako da f= O(h) i term h ima jedan od oblika:
ili E({hph})hs ili (Icap ! E({hiha}))OHE(1cw'hs)
i u termu ki ; postoje operacije (_/1¢), (_/1p) za hyAr C, hyArD.
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Pretpostavimo f= O(E({h;,h,})’hs) 1 hy=0,( (_L11c) (L/1p)hy).
Tada nf=0"((Iry Iry/Ira) (_1d] E{mhynhg}(_/Ip)10)(_1p/ E{nbynhy}(_/10)1p))nhs
i uN(nf) imamo podvudene jedinice koje odgovaraju formulamaiz A i A.
Znadi u N{nf) nema nosioca NMFT redukcije.
Znaci: nf =, ng. q.e. d.
LEMA 4: Nekasuf, g:@ A dve strelice iz A
Ako f 1 paerrg, onda f=yp (/Ip)... g% gdeje (_/I)... niznovih pretpostavki koji
moZze biti 1 prazan,

DOKAZ:

Pokazacemo da to vaZi u sluéaju f -,y e &

Neka f - syrr=, 8 0nda postoji podterm h terma f tako da f=0(h), term h ima jedan od oblika:
Ui I(E(h,*),hahs) ili (1coplE1(h ) OI(Es(1c0p) hahs))),
pretpostavimo f= O(I(E(h;*), hy hy)), hi:CT +D, hyA+C, hy DA-E
i term hjy sadrZi operaciju ( /1)

Tod g2 OE (LU
= O°(E*((_/I-)h3" ), gde suT"A" iz T A potrebne za ostatak terma g~
J os fe=O(E“((_1r)hs)), gde suT"A" iz TA potrebne za ostatak terma

Moze se desiti da I™A" ima vise formula nego I"A'.

Znadi: f=p( f1p)... £° gdej je (_/1g)... niz novih prctpostavk1 koji moZe biti i prazan.
Dokaz je analogan u slucaju kada f — ;. yppra £ q. e d.

Posledica leme 3. i leme 5n.
POSLEDICA 4: Nekasuf, gT' A dve strelice iz,

Ako f =, ymrrg, onda nf ‘=np ng"'.

LEMA 5: Nekasu f, g T+ A dve strelice iz A,
AKO f =1 upsng=) § onda nf=yp ng.
DOKAZ:
PokazaCemo da to vazi u slu¢aju jednakosti NMSA3.
Dokaz je analogan za ostale jednakosti NMS=>, NMSA.
Neka f —»; nprsas £ onda postoji podterm h terma f tako da f=O(h) i h ima jedan od oblika:
ili {E(h/h), hy h3) i (1p/E (7 h)O,(WEx(1cop), by hs)),
MozZemo pretpostaviti
h=XE(h/h), hy h3) za hi:A - EAF, h:EFA-C=D, hy©,-C, h;:DO,+G.
Tada g=nNpO(E(hY(h, hy h3))).
Sa druge strane:
nf= O"((Ip/ME((1515/15) (Lglnh(_/1)1g)(1inh(_/15)1)nk)nhy 1p))nhs),
ng=OE((1515/1)(1ginhy (_/1p)1g)(1pinh(_/1p)15) (1p/l(nh,nhy 1) )nhs).

Znadi: nf=yp ng. q.e. d.

LEMA 6: Nekasuf, g A dve strelice iz ¥

Akof 2 1-NMSn{=) &> onda f ‘“_)I”NMSA(:J g' ‘
DOKAZ:



Pokazademo da to va#i u sluéaju jednakostt NMSAL.
Dokaz je analogan za ostale jednakosti NMS=>, NMSA.
Neka f — 1 rsa; &: onda postoji podterm 4 terma f tako da f=0O(h), term h ima jedan od oblika:
ili E((hho)hs) ili (1cplEf(hho)) O f(Ex(1cp)hs), hiBREAF,
by EFA-CAD, hyCD@,-G.
Term g je oblika O(E((h,'(h'h3)))) ili O(O(EL(E(h (h7'h3)))))-
S druge Strane f= O“(E“((h;/"h;")’hs")),
= OIC(EJC(hIIC,(hzlc,h;C))-
Znati: f > apsni=) & g. e. d.

Posledica leme 5 ileme In:
POSLEDICA 5: Nekasuf g A4 dve strelice iz A

Ako f > LNMSA=} 5> onda nf f =ND "gtc-

LEMA 7: Neka suf, g' A dve strelice iz A
(I) Akof%I—NMSvI(S') g, onda ﬂije nf _)k-NMSvI(.?) ng Za I'leko k.
(I1) Ako f = 1.npmsv2 8 onda nf =1 sz ng-
DOKAZ:
Nekaf —nursw £: onda postoji podterm A' terma f tako da f=O(h), ' ima jedan od oblika:

ili E(d(h, ky )Y hs ili (1caplE; (d(h, By, B)))OEx(Ico)hs),

za h:A-EVF, hE@-CAD hyFA v+ CAD, hyCDOG.

Neka f=O(E(d(h, h;, h;))’ k), onda g=O(E((1lo/14) d(h, hih3hs'h3))),
nf=0"((1 son 1 sorl1non) (1/E(@(nhnhy,nhp))(_11p)1¢) (1p/E(d{nhnhy,nhy))’(_/1c)1p)nhs).
ng=0"(E((1olo/10) d(nh, (1g 1¢/ 1e)(Icinhy (_L/1p)1c)(Ipinhy (_I1c)p)nhs (1n 1nf
1)1 ginh (_11p) 1) (1pinhy’(_{1c)Ip)rhs))) i imamo
nf—>2.nms
O"((1s0n 1 son’1 ser) (IJE(d(nh, nh(_{1p)lo nhy(_/1p)c)))

(1p/E(d(nh, nhi(/1c)1p nhy(J1c)1p))) nhs).
Znadi: nije nf > msvr NS
Analogno se pokazuje jednakost NMSV3. _
Dokaz (II) je jednostavan. q. e d.

LEMA 8: Nekasuf, g®@+A dve strelice iz A

Ako f —7.ypsv 8> onda f ""1 wmsv (1p 1p/lp)-. 8 gde niz sjedinjavanja (1p ID/ID)
moZe biti i prazan..
DOKAZ:

Dokazatemo lemu za NMSvI jednakost, a u slu€aju NMSv2, NMSv3 dokaz je analogan.
F>1.nmsv18 f=O(h) i term h je oblika ili E(d(h, hyh3) ) hy

iti (1cp/E(d(hy, by h3))OY(E(Ican)’hd),

h;:A- EvF, hyEAFCAD, hyFTHCAD, hy CDOVB.
Tada je term g prirodno jednak termu oblika ili O(E({1e 1¢/I o) d(h;, ho'hy hshy)))

ili O(O4(E(E ((1g l6/1e) (hy, hi'he hshy))))).
Neka na primer termi f i g imaju prvi oblik (od dva moguca).
Dalje je dokaz je analogan dokazu leme 2.
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Znati: f(c D LLNMSv (JD ]DIJD)‘" glc. q. e. d.

LEMA nM: Neka je fi'T+A strelica iz A
Ako nf— 1 yymr g ili nf—> 1 uus. 8, onda g =ng.
DOKAZ:
Jednostavna posledica lema 1, 3, 7. q-e d.

Zakljucak:
1. Redukcije NMF se Cuvaju u prirodno sredenim termima i nd-termima (lema 1, lema 2,
posledica 3).

2. Redukcije NMSv2 se tuvaju u prirodno sredenim i nd-termima (lema 7(II), lema 8).

3. Redukcije NMS=> ne postoje u nd-termima. Samim prelaskom na nd-terme te jednakosti
se ne razlikuju (posledica 5).

4.Redukeije NMSv1,3 u nd-termima poprimaju sasvim drugi oblik i ne odgovaraju
nijednom izjednafavanju koje postoji u ¥/ {lema 7(I)).

KOMENTAR: Prirodno sredeni termi pretstavljaju pokuSaj reSavanja problema strukturnih
pravila iz Gencenovog sistema sekvenata u prirodnoj dedukciji. Slaganje sa koracima redukcije
u njihovom slucaju daje potvrdan odgovor o nekom "pomirenju" sistema sa i bez strukturnih
pravila.

Term i njegov nd-term pretstavijaju uporedivanje dva nadina definisanja
eliminacije veznika , =: (i) uniformno kao eliminacija veznika v iz prirodne dedukcije; (ii)
definisanje tih operacija kao operacija eliminacije veznika A= u prirodnoj dedukciji. Ovo
neslaganje redukcija, govori o tome da oblik redukcije, koji nam je potreban za problem
maksimalnog segmenta zavisi od nacina definisanja pravila eliminacija veznika.

1.6. PRESLIKAVANJA IZMEDU SISTEMA A2 1 ¥

Sada ¢emo definisati preslikavanja koja ée povezivati objekte sistema AP i ¥ i
njihove strelice. Pretpostavicemo da su MPi ¥ A deduktivni sistemi nad istim skupom objekata.
Objekti sistema Ce se slikati u sebe i preslikavanja ée potovati operacije nad objektima.
Preslikavanja nad strelicama definisa¢emo indukcijom po sloZenosti strelice.

Defini¥emo preslikavanje 1. A2 — A,

Ako je A objekat sistema AP, onda r(4)=A, gde je 4 objekat sistema W
Preslikavanje r nad objektima po3tuje operacije nad njima.

Ako Je h:® - D strelica iz sistema AP, v(h) éemo definisati indikcijom po sloZenosti strelice f:
r. r(ls)=1a4.

r2. r({f, g})={r{f),r(g)}, za fT -4, g:A+B.
1. w(nf)=r(f)( /1)1, za fT +AAB.

M. r(nf)=r(f) (/1)1 za fT -AAB.

5. 1(H=c(r(), za fT A

6. 1(.f)=c(r(f}), za fT+B.

r1. 1(3(f g1 £2)) =A(V(f), (14 14/14)..¥(81), (1p 1p/1p)...1(g1), za fT+AVB, gr{dlA+C,
& [BIAC.



8. 1(804(f 85 82) =A(r(9), (JLA¥(g), (Ip 1p/1p)-¥(82),  za fT+AVB, grArG,

gz.[B]A +C.

9. 1(3os(f; 85 820)=a(r(), (14 1410)--1(81), (L16)7(52)), za fTrAvVB, gr[A1A+C,
gz-'A. +C.

r10. r(3,48(f 81 82))=A(x(f), (_L114)7(51), (/15)1(82)), za fT+AvB, grArC,

L grArC.

rit, r(A) = ((14 LJ1,)..¥()* o za f[AIC +B.

r12. r(hf) = ((_/1LJr(H))% za fI'+B.

r13. r(\(f, g))= I(r{), r(g), 15), za fTHA=B, gArA

ri4. r((1/g) = (14/7(f)..-x(8), za fT+A, g[AlA+B,

gde (1;1,4/1,)... pretstavlja niz sjedinjavanja za jedinice koje odgovaraju formulama iz [A4].
gde (1,/r(f))... pretstavlja niz nadovezivanja (14,/r(f))... (14,/r(f)), za [Al={Aa,....Ax}.

Pre nego $to definifemo presiikavanje iz sistema J# u sistem AP vaino je
napomenuti da l_Proizvo}jan term iz sistema AP mo¥emo preslikati u sistem J ali samo terme
oblika nf"" , f"' iz sistema 4 moZemo preslikati u sistem A2,

Posmatramo sistem A% i sistem 4 generisane istim skupom objekata.
Defini$emo prestikavanje p:A — A2,
Ako je A objekat sistema J] onda p (4)=A4, gde je A objekat sistema AD. Preslikavanje p nad
objektima postuje operacije nad njima.
Ako je h:® - D strelica iz sistema A h = nh'" p(h) éemo definisati indikcijom po sloZenosti
strelice h:

pl.  p(ls)=1a4.
2. p({f g})={nHri}, za fU'+A4, gAvB.
P p(g)=(1s/n'(v())) (14/n(p()))D(8); za fTrAnB, gABsA-C.
mM (=20 za fTrA
p5. M H=00) za fT'+B.
pe.  p(A(f, g1, £2))=8(n(),p(8).0(82)) za fT+AvB, grAAFC, g:BAF-C.
pi.  pfH=v)* za fAT +B. _
8.  p(1(f, g 82))= (1sL(p(f),p(81)))1(82), za fT+A=B, grArA4, grBsh+C.
pe.  p(F(_/10)8)=(1 4 /n(v()))¥(8), za fT+AAB, gAAFC. -
.1, p(F(_ 1 g)g)=(1sin'(n(f))1(g), za fT+AAB, gBsAtC.
p9.2. p(f’(_/15)1,4)=nn(f), za fT+AAB.
p9.3. p(f*(_1)15)=n'p(f}, za [T +AAB.
9.8 p(F7(1y 141 4).- (15 15/15).-8) = (1igym (BN I fm(@())D(g), za fT +AAB,

' gA.AB. . A-C.
pie. ]’(d(ﬁ (..”A)gb g2))=50A("(ﬁ: l'(gIJ:I'(gz)) ’ za _f:‘FI—AVB, gl"A = C: gz'BA" C.
p10.1 p(d(f g5 (_/15)82))= Soa(M(F)(8:),1(82)); za fT +AVB, grAM-C, gxA-C.
p10.2. p(A(f, (/1085 (_/18)82))=8045 (W), 1(81),P(82)), za f-T+AvB, g;:ArC, grArFC.
110.3. p(A(f, (Ly 14/10)--8p (15 15/15).-82)) =8(0(N,1(g1),1(52)), za fT+AvB, g1:A.. AA-C,

gx B..BA+C,

1. P g 1) = p(),p(g)), za fTFA=B, gArA
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MLL DS, g, (151/15)..85))= (1A, 0(E))INE), 22 fFTHA=B, grArA,

g>B..BAFC.
P12, p(({_/1JN*)=ke(p())), za fT'+B.
p12.1. p(((141,/1,)..HD¥=\D), za fA. AT +B.
3. p((14/0g)=(14/p())pg), za fT+A, gAA+ B.

DEFINICIJA: Neka je fT-A proizvoljna strelica sistema A2 Ako
1. svaki podterm terma f, oblika nh, h:A + CAD, zamenimo termom (I o/nh)1;
2. svaki podterm terma f, oblika n'h, h:A + CAD, zamenimo termom (1p/n'h)1p;

3. svaki podterm terma f, oblika u(h, g), h:A+C=D, g:A + C zamenimo termom (1pA(h, g))1p
dobijamo term istog tipa I'=A koji ¢emo oznacavati 'f,
Neka je "0 = {Iﬁ f term sistema A2 },
#N = {nf" f term sistema ¥}
Ako u sistemima J# i MP izdvojimo neke terme ADAD | aN T N postoji 1-1 i NA veza
1zmedu podskupova datih sistema.
Posmatramo 1:' A0 — #V“”, p: aV"— AP tada vazi:
za'fe’ D, (v ())="f; zanfTenV, r(p(nf"))= nf":

KOMENTAR: Na osnovu preslikavanja v, p mogude je definisati jos neke veze izmedu sistema
AP i A Sa stanoviSta prirodnodedukcijskih jednakosti u sistemu AP termi su izjednadeni po
=p, a u sistemu N po =y, Zbog toga mozemo da definiSemo preslikavanja p, v ( p, 1 ) koja
ce preslikavati klase terama iz NP u klase terama u N i obmuto. Preslikavanja p i p se
razlikuju po tome da li slikaju Klasu [nf<]ili |f<|.

Posmatramo sisteme AP i A

U sistemu AP definisali smo za sve terme tog sistema [f"]={h term iz A2 h=gf}.
Sada definiemo A2/ skup kome su elementi [f], [A™).... za terme f, h sistema AD
U sistemu .¥ definisali smo [nf°], | f¢| za term f iz sisterna A/

Definigemo A, &iji su elementi ||, |1<],... 1 W, &iji suelementi [nf] [nA*)....
DefiniSemo preslikavanja:

M > Mo 1 =arl vl
e, >N |f ‘ |)=def (™)™
CNBi1— Mo H([ =gy [nr (D)
BN e > M (D =u [D(nf ™),

LEMA 9: Nekaje fI"+A strelica sistema A/

Ako su A, g dva I[N-pretstavnika iz | fe |, onda p(h)=np(g)
DOKAZ:

R ogelfel, n=yp £ g°=np [ jos h, g su Tl-pretstavnici: h = K", g = g", mati h=pp g,
razlikuju se po redosledu, mestu novih pretpostavki, sjedinjavanja, (mo2da i broja)
nadovezivanja. Ali u 2 i g nove pretpostavke i sjedinjavanja su ba$ ispred operacija na koje se
odnose, pa se £ i g razlikuju samo po broju i mestu nadovezivanja. To zna&i da se p(h) i n(g)
razlikuju po broju i mestu nadovezivanja, znadi: p(h) =pp(g). q.e.d.

POSLEDICA 6: Preslikavanja p, p su dobro definisana.



DOKAZ:
|| =] 1|, to znasi f°=pp K* , odnosno f'=pp K",
o1 D)= tf ™ w1 )= mnr )"
lema 9: p (nf"Y) =p, p(nh "),
zadi, p(lf°)=p(lrl)... .
[nf1=[nh"), to znadi nf*=pyp nh" , odnosno nf"'=y, nk“",
B D =aP(rf )] BInH"D =g Ip(nh )"}
lema 9: p(nf") =p, p(ri'™),
mati, n(nf)= p(lnh") q.e.d.

LEMA 10: Neka su f, g:I" - A dve strelice sistema M. Ako f=pgu M, tada r(f)=ypr(g) v A
DOKAZ:
Ako f={; g to znati da se termi f, g razlikuju samo po prisustvu i rasporedu nadovezivanja u A,

onda r(f), r(g) se razlikuju samo po prisustvu i rasporedu nadovezivanja, znagi I(f)=ypf(g) u
sistemu A, Jo§ vazi r(f) = nr(f) i r(f) =nr(f)“", znadi r(f) = nrlf)e". gq. e. d.

POSLEDICA 7: Preslikavanjar, rsu dobro definisana.
DOKAZ:
FU=14") toznadif=ph, L=l 100°),. b0 1=aglr(r)),
(=g | 0", B =gl nr ()",
lema 10: I(f)=pnp P(h) i r(f)=r(), r(h) =r1(h).
znadi, (M= (A"} 1M1= K(A") g.ed

KOMENTAR: U lemi 11 ¢emo videti da preslikavanje p briSe razliku koja postoji u sisteru N
izmedu nekog terma f [ njemu odgovarajuceg terma nf. Eliminacija veznika », = definisana u
AP (koja je u prirodnodedukcijskom duhu) odgovara eliminaciji veznika », = koja se javija u
nd-termima. Samim definisanjem preslikavanja p operacijama eliminisanja r, = koji su u
duhu eliminisanja veznika v, menja se oblik i one postaju prirodnodedukcijske ( i samim tim
razli¢ite od operacije eliminacije v, koja je u prirodnoj dedukciji istog oblika). Kao da postoji
neka vrsta "kreativnosti® preslikavanja p u ovom slucaju. Kasnije cemo tacno i videti ( kod
profirene normalizacije ) da preslikavanje p "guta" neke vaZne redukcijske korake.

LEMA 11: ' ‘
1. Neka je h=1,gf term sistema 4] gde fFABI' + C, nf=finisui A i B podvutene formule.
Tada: p(H") = p(nh"").
2. Neka je h=1(I 4p, & f) term sistema 4, gde gT + A, fBA+ C nf=f, ng =g i B nie
podvudena formula. Tada: p(h"")=p p(nk'").
DOKAZ:
L B = 0 gD )= D™ =n0 (Lt 1ns) (1 Laa) )

nH "= (1 Lang?( 1111 ans’ (V1015 )™

Pk )= D(Lal L4’ (_1n)1)(1s/L4s’ (/1015 )f")

=(Lu/ndans) (15/711,0)0(f ).

2. 0K =045 8 )= DM Lacs, 8 £70)= (16 WLmss, DE)) 9.
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”hmn=(15/ I(JA:m: el 18)) ol

pnk“) = p((1g/ X1 anp, &7 L") = (I5/ W14, DE)))I). g e d.
POSLEDICA 8: U sistemima AP 1 N vaZzi:
Lo(((1c11,,800)°) = M(Uus' (1! HR)), za fABTC h:CA+D.

2011 8 D))= M(14p,8 (I R))°), 22 gT A, FBARC, h:CArD.
POSLEDICA 9: Za term f sistema JV vai: p(nf*)=p(f*).

POSLEDICA 10: Va%i P° r=1gn i I° P = lLyge
DOKAZ:

I leMir: p° 1)

e ((ne(D Y= p(e('HD= In(r(')™
= (=1
[nf“le M 1° B(INfD = t(lp (f)")= [nr(n(nf")“]
= [nr(p(nf"))“1=[r(p(nf*"))]
= [nf"). q.e.d.

1.7. KAKO PRESLIKAVANJA p1 r CUVAJU REDUKCIE o0 1 =100

Pitanje koje sledece treba postaviti je kako definisana preslikavanja poituju
redukcije date u A2 i A U lemama koje slede dobiéemo odgovor.

Pre toga ve¢ uvedenim skratenim oznakama, zbog jednostavnijeg zapisa
doda¢emo i ove:

-za niz operacija O njegova slika preslikavanjem r je O';
- za niz operacija O njegova slika preslikavanjem p je O"'.

LEMA 12: Neka su f:'T+A, g:Ar-A strelice iz AD.

Ako for;pyr8, onda postoji term h u ¥ takav da r(f) = yurh, B =ppr(g)"

DOKAZ:
Dokazacemo lemu za R-MFv1 redukciju, a za ostale redukeije dokaz je analogan.
Neka fo ) pyrg - term f je oblika O(h)

1term h ima oblik ili 8(.hj, hy, h3) ili S(E(hy), by hj).

Term g je oblika ili O;((Iclh,)h?) i Oy(E((1./h)h,)),

gde je (1o hy=h" i 0,=0"

Pretpostavimo h=8(h,, hy h;).
Preslikavanje 1:  r(f)=0’(d(, r(h}), r(h,), v(h;))

r(g)= O/ ((1c/r(h))r(hy)).
Sa druge strane  1{f)—; yyap, O ((_/10) (1 c/1(h))T(Ry)), za r(h;):BA-C.
Imamo:; r(g)= O'((_/1,)(1cr(h;))r(h,)).

Preslikavanjem I se svaka operacija 8y, 8y, Sg45; Ag iz niza O,;=0" slika u

novu pretpostavku i Tv-eliminacionu d; u novu pretpostavku i T-desnu *.
Znati: O;'jebad O'sa ( /I,).
Znati, l‘(g))'” =(O'(_1)(Ic/r(h))¥(h)))".
Znadi: h=,r(g)". q. e. d.



LEMA 13: Neka su f-@ + E, g® + F strelice iz M.
Ako for; ays8 onda 1(f)—>1nusy (1o 1e/le)T(g) u H.
DOKAZ:

Dokazaéemo lemu za R-MSAI redukeiju, a za ostale redukeije dokaz je analogan.
Neka fo pusar & - term f je oblika O(h}). -
i term h ima oblik ili n(8(k;, hy h3)) ili 1(E(hy), hy h3)).
Term g je oblika ili O(8(h;, mhy, nthy) ili O(E(h,), nthy mhy).
MoZemo da posmatramo (na osnovu leme 10) samo sluéaj kada je 4 oblika:
h=n(5(hy, hy h3)), za h;T +AVB, hy [AJA+ CAD, hz[B]JA + CAD.
Preslikavanje r:  r(f) =0 (d(r(hy), (11 4/14)...x(hy), (151p/1p)...¥(R3) ) (/1p)Ic)
r(g) =0 (A(r(hy), (1l /L) ¥(h)) (1)), ((1s1/1p)...¥(h3)) (L/Ip)1 ),
1(f)— O ((1pad s 1an)A(T(h ), (La1 4/ Ly)-.¥(h2)) (D) 1), (151 p/1p)---¥(h3))P(L/1pMc))-
Znati 1({f) > 1.nvmsvil(8)- g.e. d.

LEMA 14: Neka suf-T A4, g:ArA strelice iz A
Ako f—>1.nur8, onda () 1rur M(E) 0 AD.

DOKAZ:
Dokazatemo lemu za NMFvI redukeiju, a za ostale redukcue dokaz je analogan
Neka f—7.ymrvi8, N2 osnovu leme 2: f '*1 wmror 1(_S1g)--8 f‘ _ND]d g°=npg n,

f '*INMFVII( /1).. 8 .
Prvi slutaj: (/I g)... prazan niz.

Tennf'cje oblika O(h), term h oblika d(h;, hy h3), hi:©-C, hyCARB, haDARB.
Term g€ je oblika Oy((_/1x) (1chi)hy).

Preslikavanje p: p(f")= O (3(: P(h1), P(h2), P(h3)).

p(g™")=0" ((1c/n(h)) D).

(_/1,) su jedinice koje pripadaju nizu neke operacije T-desne, Tv- eliminacione,

iz A i one zajedno sa njom daju 84, 3gp, S48, Ap u slici l’(g’cn) koje odgovaraju 3, A

iz p(f<"’).
Znagi: p(f* )“’1 reddf
Drugi shugaj: {_/Ip)... nije prazan niz.
Term f* je oblika O(h), term h oblika d(uhy, by h3), h@-C, hyCAFB, h3.DA|—B
Term g je oblika O (E((_/1,) (1cth Jh3)), (_/1¢) postojiu termu hy.
fe= O°(d(h") 1y hs"),
ge= 0°((_/1n) (_/1)hi).
1> Lanara O (I 1) (10 )k2") =npO ((JIn)(/18)h5°), Ay sadrzi Ay,
f‘""JNMFv(_/ID) 8 :
p(f7)= 0" (Bucx v(hf“’“ , 0(h; "), p(hsT))),
p(e") = O" (p(hy ")),
p(f") > 1.nmre 8 81 =np O (p(h;™)).
Znadi, u M p(f) o Lrur P(8 felly q. e d.

fcn)

Na osnovu Leme 1 i leme 14 imamo:
POSLEDICA 11: Nekasuf, gT +A strelice iz M
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Ao >, wyr8, onda p(nf "), pre B(ng™) u A, me{l, 2},

Na osnovu Posledice 4 1 Leme 9 vaZzi:
POSLEDICA 12: Neka su f, g:I" + A strelice iz A,

AKO f=1 npFTa(=) 8, ONda p(f cn)*n l'(gkn) u M.

Posledica 5, Lema 9, daju:
LEMA 15: Neka su f, g:T" + A strelice iz A

AKO f—; npsai=) 8 Onda n( )= I v(g’“”) uAD.

LEMA 16: Neka su f, g:® + E strelice iz A/

AKO f>; wusvigs) 8 ondane vazi D)o s 0(E*) u M.
DOKAZ:
Neka f—; s & Na osnovu leme 8: "', yusoi (15 1p/10).. 8"
f=OE@(hy, hy hy))hy),
g"=0,d(hy, hy'hy hihy)), za hy® - AVB, hyAA v CAD, hyBA + CAD,h,TCD +E.
p(f") =0"(E"((1cInd(p(hy),b(hy),p(h3))) (1pind(p(hy), p(ho), p(R3)))p(hy)),
pg“")= O, (8(v(hy), (1cimp(hy))(1p/n' B(hy))B(h)), (1c/mp(hs))(1p/n' p(hs))p(hy)).
P s DET) nije RMS-redukcija u A2
Potpuno isto se pokazuje neslaganje za NMSv3 jednakost. q.e.d.

LEMA 17: Neka suf, g-® - E strelice iz ¥

AkO f-»1 nusvig3 8, onda postoji term 4 iz A takav da
l. nffn—am_NMSvm)h, me{l, 2.
2. D(nf ") aas B(nH“") u AD
DOKAZ:
Dokazacemo lemu za NMSvI redukeiju, a za ostale redukcije dokaz je analogan.
Neka f~; ypss0: & Na osnovu leme 7: nije nf~>; ypre.1 g
f=O(E(d(hy, hy h3))'hy),
g"'n=01(d(h,, h'hg hihy)), za hp:® +AVB, hyAAv CAD, hyBA + CAD A, ,TCD - E.
Najvaznije je da se pravljenjem terama nf i ng operacije d(h, hy, h3)’hy, h'hy, hh, su se
pojednostavile.

nf"' = O((I/E(d (R, h'™ h{T)P(_1p)10) (I/E(@(R™ hT h™) P J10)1p)h,

”f“:n ¥ ILNMSy 1

O((1JE(A(h ", h“™(_I1p) 1, hd ™ (1 p)INIRE@RST, BT hi Ny ( /1)1))h,

~> 1 -NMSv |

O((IE(@(h/ "y ™ (_/1p) 16 hs™( J1p)1NIE@(R) T Ry 1010 h5™( 1 0)Iphy))
nadi, nf M, yase wh

S druge strane:

p(nf ") = O (E" (1c/n8((hy), (h),B(hs)) (1S (B(hy), b (ha), B(R3) B (1)),

p(h)= O"( E"((1c [8(p(hy),mp(hy), md(hs))), (1p/8(n(hy), X'B(ky), 7 B(hs3))p(hy)).

Znati pnf o pugsor POAT), nh = b,

Dokaz je isti 1 za NMSA i za NMS= jednakosti. q.e.d.



Zakljutak je:
1. Redukcije R-MF i NMF redukcije ¢uvaju se pri preslikavanjima p i r (lema 12, lema 14,
posledica 11).
2. Redukcije R-MS i NMSv redukcije se slaZu ako su operacije eliminisanja veznika A, = u
sistemima J4Z i/ u istom duhu, odnosno slafu se termi iz A7 sa nd-termima iz /¥ (lema
13, lemal7). U drugom sli¢aju veza ne postoji (lema 16).
3. Redukcije NMSA(=) kao specifi‘nost za /# i oblika njegovih operacija eliminacije
veznika A,=> nemaju vaZnost u 47 (lema 15).
4. Redukcije NMFTA(=>) kao specifitnosti za ¥ (zbog priblizavanja Gencenovom sistemu

dodavanjem strukturnih pravila) nemaju nikakva odraza u A7 (za sistem A7 to su suvise
nijansirane razlike) (posledica 12).

2. VEZE 1ZMEDU SISTEMA ¥ 1.W4

Sistemi J#/ i 4" su nad istim beskonatnim skupom atomskih objekata.
Preslikavanja t:/ — Vi it — & ée slikati objekte u same sebe i duvati operacije nad njima.
Preslikavanja strelica ¢emo definisati indukcijom po sloZenosti strelice.

. 1(la)=1a.

2. 1{f g})=4) (g} za fT+A, gAvB

13. 1(f’g)=1(f)1(g), za fT+AAB, gAABAC.

i4. 1(.f)= 1), za fT+A.

5. i(f)= 1) za fT+ B.

16. 1(d(f.gh))=DAK,( 1 )1(g), ( [I)(h)), za fT+AvVB, g®AA+C, h:OBA+C.
i7. i1(f*)=1(H* za f:AAT v B.

18. 1(1(f g h))=L{1(),1(g),i(h)), za fT+A=B, gAvrA, hOBA-C
19. 1((_/1)N)= (J1J1(f), za fT+C.

10, 1((1414/1))= (141 4191(), za f-OAAT +C.

1t H(L/h)f) = (1 /1(h)I(), za hT+rA, fAAA+B. .
Preslikavanje f:

it. f(1a)=1a4. ’

2. 1({f, g})={(.iEg)} za fT+A, gAvrB.

i3. 1(f’g)=0()’i(g), za [T +AAB, gAABAC.

4. ()= () za fT+A

i5. 1(f)= M, za fT+B.

i6. 1D, g h))=(1re 1 aof12e)d(1(F), f(g),i(h)), za fTr+AVB, gOAA+C, hOBA+C.
7. 1(F*)=K)* za fAAT +B.

i8. i(1(f, g h))=I(5(),1(g).f(h)), za fT+A=B, gArA, hOBA+C
f9. 1((_/1JH= (/181 za fT+C.

f10. (1, 1/1)) = (14 1LJ/1H(D), za f:@AAT+ C.

1. (L)) = (LSRN, za hT+A, fAAArB.
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KOMENTAR: Posto se sistemi N i N'razlikuju samo po eliminaciji disjunkcije: operacije d i D
tu Ce se i pojaviti izvesne razlike. Operacija D u sebi krije implicitnu kontrakciju (odnosno kako
se zove u sistemu N'sjedinjavanje), zato d i D nisu operacije, grubo receno, iste tezine. Prelaske

(d(f.gh)), i(D(f.gh)) moZemo shvatiti kao pokusaj da se u istom sistemu (svejedno N ili V')
operacija D defini§e preko d i obrnuto. Onda imamo:

fT - AvB, gOAAFC, hOBA K- C, 405 8 k) =ay D (_M10lg (_:e)h)
e fT l*‘AVB, gq)AA - C, h:®BA C, D(f; & h) =def (-ZA(DIA(D /IAGJ)dO‘; 5 h)).

Imamo \(i(D(f, g b)) =xp D(f & ) u N i §(1(8(f g h)))=up A(f, g, k) u N ali gencenovski
gledajuci ovu jednakost moZemo opisati kao kontrakcija(slabljenje(f)) =f

Sto se tide redukcija one su iste u sistemima Vi A ¢uvaju se preslikavanjima f i
I. Dokazi ovih lema su jednostavni i nave§¢emo samo jedan, kao primer.

LEMA 1: Neka su f, gT" A dve strelice iz A
f=npgu N akko K{f)=ppl(g) u N

LEMA 2: Neka su f, g:T A dve strelice iz A
Ako f=; yyrgu N, onda t(f)—, yrt(g) u NV
DOKAZ:
Neka je f— ;. nmr, 18 Term f je oblika O(f,) iterm f; je oblika
d(O(h), hy, hy), gde je hy:O-C, hy CAFB, h3:DAB i
O niz operacija zamene.
Imamo g=0,((_/IN(14th)h;) 18=wp O(O,((_11)(1alt)h))).
f=np O(O(d(h, hy, hy))),

(O(Od(hy by, h2)))=0" (07 (1sad arIad) DA MR, (LTINRY), (/1)U(R2)))), gde su O i
O slike operacija O i O preslikavanjem t

1f) —ppo O'(OF (LT A(R)1(Ry))),

I(g) = O (1 )(1at(R)(hy)),

Znac‘:i, !(f) _)I—MFVI l(g)

Dokaz je potpuno isti za NMFv2 jednakost

Za jednakosti NMFA 1 NMF= dokaz je trivijalan q.e d.

LEMA 3: Neka suf, g1 A dve strelice iz V'
Ako f_)I-MFg u JV, onda f(f)%I-NMF‘(g) ub

LEMA 4: Nekasu f, gT + A dve strelice iz
Ako fopnysgu b, onda I(f)—>pysl(g) u N

LEMA 5: Neka suf, g.T" A dve strelice iz ¥
Ako fo,ysgu N, onda f(f) >, yusie) u M



3. VEZE IZMEDU SISTEMA V' 1 §'

Veza sistema A4 i 4 pretstavlja vezu izmedu sistema &, koji je u
prirodnodedukcijskom duhu, ali sa operacijama koje odgovaraju strukturnim pravilima i sistema
#' koji je jedna vrsta Gencenovog sisterna sekvenata (bez permutacije). Grubo reteno, ova dva
sistemna su iste te¥ine (u smislu prisustva operacija nad strelicama) ali je J/" desni sistem a §je

levo-desni sistem.

Definisanje preslikavanja st/ — 4’ i m:4'— J bice dato na slede¢i natin:
Sistemi i £'su nad istim beskona&nim skupom objekata.

Preslikavanja s:/ ' 4" i n:4'— A'e slikati objekte u same sebe i guvati operacije nad njima.
Preslikavanja strelica éemo definisati indukcijom po sloZenosti strelice.

Preslikavanje s:

s1. §(la)=1a.

s2. s({f, g})={s(f)s(8)}

s3. s(f’g)=s@)s(P)

sd. s(.fi= s ()

55. s(.f)= $(f),

s6. s(D(f, g h))=I[s(g),s(R)Xs(N),
$7. s(M)=s(H*

s8. s(1(f, g h))=s(h)[5(g)X5(f)),
$9. s((_/1Jf)=t4 (s(f)),

$10. 5((1, 14/1f) = ca(s(f)),
s11. s((L/h)f) = s(f}{s(h)),

Preslikavanje n:

nl. n(la)=1a4,.

n2. n({f, g)={n{H).n(g)},

ni. “Od)=IAAB,n(0:

na. u( )= n{),

Hs. “(K‘f)= x' n(f)s

M6. u([g,h])-—" D(IAVB’ ll(g),ll(h)),
n7. n(f*)=n{)*

ns. “(h[gl)=l (IAzbﬂs n(g),n(h)),
n. n(t, ()= (/1J)u(),

n10. n(CA(f)) = (IA IA/IA)H (f),
n11. n(f(h)) = (1/n(h))n(f),

za fT+A, gArB.

za fT +AAB, gAABAC.

za fTrA

za fT+B.

za fTrAVB, g AAA-C, h:ABA- C.
za f:AAT +B.

za fT+A=B, gArA, h:OBA-C.
za [T+ C.

za f-AAAT +C.

za hT+A, fAAAvB.

za fT+A, gArB.

za fTABAVvC.

za fT A

za fI +B.

za gAAA+C, RABA-C. -
za fAAT + B.

za gAv+A, hTBArC.

za fT'+C

za fAAAT +C.

za hT+A, fAAA+B.

DEFINICIJA: Neka je fT+A strelica sistema A7 Ako svaki podterm terma f oblika g'h;
D(g,hbhz) ili I(g,hbhz) zamenimo redom termom (IAAB/g)IAAB,h; (IAVB/g)D(IAvBJ h’b hz),
(Liep! 81 4p» by h2)) dobijamo term (i njemu odgovarajucu strelicu) koji ¢emo obeleZavati

sa’f 1fTrA usistemu A
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DEFINICIJA: Neka je f:T+A4 strelica sistema 4" Ako svaki podterm terma f oblika A%, [, h,];
h,[h,) zamenimo redom termom oblika h‘(ICAD); (aph X eopdy Al oo p) dobijamo term
(i strelicu) koji ¢emo obelezavati, f' , f’ .T'=A u sistemu 4

Jednostavno se dokazuju sledeéa svojstva terama iz A 1 §°
LEMA 0: (1) Ako je f term sistema V! tada: f=pp'f

(2) Akoje f term iz 4 tada: f>,, f

(3) Ako je f term iz ¥, tada: s(f) >, s(f)-

KOMENTAR: Priroda operacija eliminisanja u sistemu N, gde se menja desna strana u tipu
terma, sa sobom u sistem §'donosi eliminisanje , koje se deSava sa leve strane v u tipu i secenje.
S druge strane eliminisanje (u sistemu §') koje se ogleda u promeni sa leve strane + nosi sa
sobom (u V') eliminisanje koje daje deSavanje sa desne strane v+ i potrebu za jedinicom.
Ovakve osobine ko}e Su u stvari u prirodi veze desnog i levo- desnog sistema se odrazavaju u
potrebi za termom 'f (nekog terma f) u sistermu N'i termom g (nekog terma g) u sistemu §'

Preslikavanje n koje nosi karakteristike svog polaznog (desnog) sistema ostavice ih na slici u

sitemu 4. I naravno s slika iz levo-desnog sistema, pa “f sve eliminacije ima "pojednostavijeno
na jedinicama" i jos jedno secenje.

Imamo lepu osobinu gore definisanih preslikavanja:
Za fT + A strelicu sistema A imamo: i o s(f) =1f.
Za gT + A strelicu sistema 4'imamo: s « n(g)=g'.

Pre nego 5to ispitamo druge karakteristike gore definisanih preslikavanja u, s
navesemo jo§ jednu moguénost definisanja preslikavanja s. Oznatava¢emo ga sa §, i ono ée se
poklapati sa preslikavanjem § sem u slede¢im slu€ajevima:

Umesto 3. bice sledece:

s3.1. 8,(f78) =5,(8) (s,(N), za fT+AAB, gAABA+C.

$3.2. $,(1,.5°2)=5,(2)}, za g'AABA+C.

Umesto $6. sledece:;

$6.1. s;(D(f, g h))=[84(g),8s(N))i8s(f)), za FT +AVB, gAAA+C, h:ABA+C,
$6.2. $y(D(1,.5 8 h))=[854(g),8,(P)] za gAAA+C, h:ABA+C.

Umesto $8. sledece:

s8.1. $,(1(f, g h))=s,(h)[5,(8)(84(D) za fT+A=B, g:ArA, h:©0BArC.
s8.2, so(I(14_p, 8 h))=5,(h)[8,(2)] za gArA hOBAFrC.

U stu¢aju preslikavanja $, imamo:;
Za f-T+A strelicu sistema 4 imamo: ¥ < 5,(f) ='f.
Za g:I'vA strelicu sistema 4’ imamo: §,0 1(g) =g.

KOMENAR: Obogacivanjem sistema koji odgovaraju prirodnoj dedukciji, sistema NI, novim
operacijama , operacijarma zamene i jo§ nekim promenama sa kojima smo do$li do sistema N
odnosno N pojam jednakosti medu termima se zakomplikovao. Drvo terma u kome operacija
nadovezivanja sledi operaciju eliminaije je bilo drugaéije od drveta terma u kome je redosled tih
operacija obrnut. Gledajuéi prirodnodedukcijski, to nije bitno, gledajuci sekventno bitno je. U
sistemima A N koji su sistemi srodni prirodnodedukcijskom (bez obzira na dodate operacije
zamene) mi smo wveli izjednalavanje =, i time zanemarili te razlike. Sadn, kada
uporedujemo sisteme N'i §'moéi ¢emo tacno jednakostima iz § zapisati koje smo sve razlike



sklonili u prirodan oblik nekog terma iz N. Te jednakosti ¢e nam dati sledeca definicija,
odnosno vazna lema.

DEFINICIJA: Neka suf, gT +A dve strelice iz 4° Ako za terme f; g vazif>«g 1 * iz sledeCeg
skupa operacija

{Mcat, CT, CT-CUT, E(R)perm.Cut, I{R)perm.Cut} tada kaZemo da sutermi f, g N-identi¢ni
termi.

Oznaka: f=y3g.

VAZNA LEMA: Neka su f, gT + A dve strelice iz 4
Tada za terme f i g vaZi: f=5g u §'akko #(f)=ppi(g) uN.

DOKAZ:

=: Akof=yg u g’
to znadi da postoje podtermi f; i g; takvi da f=0O(f;), g=0(g;) i f;=g; je jedna N-jednakost
Dovoljno je pokazati da n(f;) =xp u(g;) u A prolazeéi kroz sve siutajeve N-jednakosti, jer:
u(f)=u(0(f;)) =O'(n(f;)) =np O'(n(g1)) =1(O(g;)) =u(g), gde je O' slika operacija O
preslikavanjem u.

Ovde Gemo navesti dokaz akoje f;=g; E(R)perm.Cut-I jednakost, a za sve druge
N-jednakosti dokaz je analogan.

Neka fy=E(h;)(hs), &= E(h)(hy)), gde je E neka operacija eliminacije i E' njena slika
preslikavanjem u. Onda
n(fy) =m(E(h )(h)) = (1c/(hy))E(n(hy),
n(g,) =u(E(h(hy)) = E((1c/m(hi))n(hy)),
(1c/u(hy))E'(n(h2)) =np E'((1c/u(h))u(hy)), u A,
znadi: n(f;) =np (g1)-
<. Akon(f)=ppn(g) u V.
Postoje termi h;, k iz A takvi da s(h)=f", s(h;) =g
U sistemnu 4’ vaZi f‘——-Nf i na osnovu prvog dela leme: Il(f') =np 0(f)-
n(f')=n° s(h)="h, n(g’)=n°s(h;)="h,
Ako pokaZzemo s(h)=ys(h)) u g’
onda to znadi =g i koriste¢i da je f=yf’ g=n8&’, dobijamo f=ygu 4.
Imamo h=pp h;, treba pokazati s(h) = s(h;).
To éemo pokazati indukcijom po sloZenosti terma h: 1(k) gde je broj operacija u termu h.
1(h)=0: k=1, 1,:ArA, moguénost za hy=(14/1,)...14 (14/14)...1 4 ArA
sth)= 1,4 s(hy)= 1,10--.(1g), $(h)>pear $(hy).
znadi: s(h) =y s(h;).
1(R)>0: (I) termih i h; imaju iste poslednje operacije: neku operaciju veznika. Na primer
poslednja operacija je {,}:
h=ths hy}, h;={hs hs} ih=nph; mora hy=yphs, h4=np hs,
1(hy), I(hs)< 1(h), l(hs), l(he)< I(h), na osnovu indukcijske pretpostavke:
‘(hj) =N s(hS):
s(hy)=ns(he),
odnosno {s(h3), $(hs)}=n {s(hs), 3(hs)}.
znadi: s(h)=ys(h;)
Potpuno isto se dokazuje za sve ostale operacije veznika.
(1) poslednja operacija terma k je neka operacija zamene, a terma h; je proizvoljna
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operacija.

Posmatracemo slutaj kada se term h zavr$ava operacijom nadovezivanja a
N(h} je oblika {h', h,}.

Term £ u tom sludaju moZe biti oblika:

(1p/hJO({h), hy'}), gde je O niz operacija zamene koji moZe biti i prazan.
Term A, ima jedan od sledecih oblika:

ili {h;", hy"} i Of{h;", hy"}), gde je O; niz operacija zamene.

Zato $to h=ND h1

postoji podterm od {h}, h;'}: {8/, &'} i podterm od {h}", h,"}:{g)", 8"}
takvida {g/, &'} =mpigs’ 82"

Na osnovu indukcijske pretpostavke:

{s(e,'), 8(g2)}=n {8(g,"), 5(e2)},

Onda na osnovu N-jednakosti  s(h)=ys(h,).

Potpuno isto bi tekao dokaz za sludaj kada b1 N(h) imao neki drugi oblik.

Zatim bi se postupak ponovio kada bi poslednja operacija terma h bilo
sjedinjavanje ili nova pretpostavka.
Na taj na¢in bi pokazali dau §'vaZi s(h)=ys(h;). q. e. d.

Kada smo u A4 definisali za dva terma f; g redukciju f—;,, g onda smo zahtevali
da se na jednom mestu termi f i g razlikuju po nekoj M jednakosti a da im se ostali delovi
prirodnih oblika podudaraju. U vaZnoj lemi smo videli koje sve jednakosti iz £'su zanemarene na
taj nain. Kao da su koraci redukcije u 4’ "preciznije” uradeni.

POSLEDICA 1: Neka suf, g T +A dve strelice iz N
Tada za terme f i g vaZi: f=ypg uN'akko s(f)=ys(g) u g4’

DOKAZ:
=5 f=npg: pOstoje u §'termi h, h, takvi da u(h) ='f, n(h1)=lg.

U Nimamo f=pp, 'f, g=np g a odatle n(h) =xp u(h,).

Na osnovu vaZne leme imamo A=y h;u §'

Vazi: s('f) =s(n(h)) =h’ i 5(g)=s(u(h;))=h,', h>y; k',

Onda: h'=yh,’, znati: s('H=ns('g),

lema 0: s(lj) > 8(f), odnosno s( )= s(f).
Odatle s(f)=y s(g) u g’
< $(f) =N8(g): vazna lema n(s(f) }=npn(s(g)) u N,

H(‘(ﬂ)=lf i If=NDf u ¥

nadt: f=y g u N q.e.d.

Redukcije u A preslikavanjima # i s dobro su povezane sa odgovarajuéim
redukcijama u 4. Koraku redukcije u 4’ odgovara korak redukcije u 4. Koraku u " odgovara
korak redukcije istog tipau 4‘ali i mnogo N-jednakosti koje pokrivaju izjednadavanje terama po
prirodnom obliku u J. To ¢emo pokazati u lemama koje slede.

LEMA 1: Neka suf, g:® + F dve strelice iz V.

Ako f—, yrgu N, ondas(f)>,=ys(g) u g
DOKAZ:



Neka f—; 1rg: Nosilac redukcije je term f;, f=0(f}), ;=g MF jednakost g=yp O(g,).
Term f; ima jedan od slede¢ih oblika u zavisnosti o kojoj se MF jednakosti radi:
E({hy, ha})’h ili (1c.wl E({hy, ho}))ONE (1 )h),
D(E(h), hy, k) ili (1cug/Ei()) Oy (D(Ey(Icyg), by b)),
WE(R*), hy, hy) ili (Leag [Eo(h*)O,(ME(Tcsp)s by 1)
Pretpostavi¢emo da f—; 5.8
i f; je oblika E({hy,h,})’h, zah; T+ C, hyA+B, ACBO®FDi E niz
operacija zamena. Ako je E' slika operacija E preslikavanjem s,
tada s(f;)= s(E({hy, ho})h)= s(h)E'({s(h)), s(h3)}))
=nE'(s(h)({s(hy), $(hp)}) =p.E'(s(h) (s(h)) )Xs(h2))
= E'(s((1c/hi) (1p/h)h)) =5(8)).
Ako je O slika operacija O preslikavanjem § imamo
na osnovu posledice vaZne leme :
5(f)=0'(s(f1)) =n,p. O'(3(81)) =n $8)-
Dokaz je analogan i za preostale MF-redukcije.
Znaki: $(f)>p=n5(g)- g.e.d.

LEMA 2: Neka su f, g:I" - A4 dve strelice iz A

Ako f) ysg u N, onda $(f) > pured, Crered =n8(8) W -
DOKAZ:
Potpuno isti postupak dokaza kao u lemi 1. q.e. d.

LEMA 3: Neka suf, g:© + F dve strelice iz 4
Ako f>;sg u 4, onda u(f)—> ) ypn(g) u N

DOKAZ:

Neka f>5,.g u 4 postoji podterm f; terma f i podterm g, terma g takvi da je f=0(f;), g=0(gy)
i f; =h'({hy, hy)), g/=hh)(hy), zahy T A, hyAr B, h:AABO v D.
n(fy) =n(h} ({hy, ha})=(Lans/{n(hy), n(h))})14.58(R).
u(g;)= (1, Mm(hy))(1p/m(hy) n(h).

()= 1.ur (1c M(hy)) (1p/u(hy))u(h).
n(f)=n(0(f)))=ur 0" (n(f1)), gde je 0" slikaod O preslikavanjem H.

0" (n(f1)) =>1.mrO" (1(81))

0" (n(g1)) =un(0O(gy)) =n(g)-

Znadi u{f) > _prg WE)- _

Na potpuno isti nadin se dokazuje za jednakosti v, pv2, p=. q.ed.

LEMA 4: Nekasuf, gT +A dve strelice iz 4
AKO f> 1axRed, CTMasrea€ U §5 ONda M(f)—>p ps 1(Eg) U N
DOKAZ: ‘
Istim postupkom kao u lemi 3 dokaZe se da ovo vaZi za sve Max.Red. jednakosti iz 4

‘ q.e. d.

KOMENTAR: Ako pogledamo 5ta pripada skupu jednakosti koje definisu cf-redukcije
primeticemo da E(L)permCut nemaju odgovarajuce redukcije u N Kao da one pretstavijaju
- neki vifak bez kog se ne moZe u §, a koji ne trebau N
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Kasnije kada budemo dokazali teoremu o eliminaciji secenja u §'videcemo da
nam te jednakosti nisu potrebne.

Te jednakosti posmatrane u N'znacle:
da hocemo da izvr§imo permutaciju neke eliminacije sa uvodenjem(E(L)permCut-I} ili
da hocemo da permutujemo dve eliminacije u izvodu, pri emu zakljucak prve nije vaina
premisa druge (E(L)permCut-E). Takvi slucajevi u termu iz N'ne prave maksimaine segmente
L 2ato nam nisu potrebni ti koraci redukcije u N

Mozemo zakljuliti dasu nam redukcije u N'merilo potrebnog i dovoljnog za

dokaz teorema koje karakteriSu ova dva sistema: teorema o normalizaciji u &'i teorema o
eliminaciji secenja u 4

4. VEZE IZMEDPU SISTEMA 4’1 4

DEFINICIJA: Neka je f-T + A strelica sistema 4. Neka je hzABCArD podterm terma f takav da
Pz.c(h) je podterm od f. Ako neko pojavljivanje u drvetu terma f jedne od formula te permutacije
je pomoéna formula ili formula se€enja nekog pravila u termu £, onda je permutacija pg ¢ bitna

permutacija terma f, vezana je za to pravilo. U suprotmom je nebitna. Sve permutacije vezane
za neko pravilo &ine niz vezanih permutacija za to pravile.

DEFINICIJA: Neka je ;T - A strelica sistema & Term If se dobyja od terma f tako &to se u

termu f izostave sve nebitne permutacije. Term lfl‘ se dobija od terma If tako §to permutacije
vezane za neko pravilo neposredno prethode tom pravilu.

DEFINICIJA: Neka su fT')- 4, h:T ;- A dve strelice sistema 4 Ako su T i I', jednaki kao
multiskupovi i termi f i b se razlikuju samo po prisustvu i mestu (u njima) permutacija onda
¢emo reci da su termi f i b L-jednaki.

Oznaka: f=;h.

Vazi: l_f=LlfL

DEFINICIJA: Neka je fI" + A strelica sistema 4 Definidemo [Ifj={g term iz & o=, If* 1.
Term lfL Jje L-pretstavnik te klase.

Veza sistema 4’1 4 pretstavlja vezu izmedu sistema 4 koji je veoma blizu
Gencenovom sistemu sekvenata, samo nema strukturno pravilo permutaciju i 4 koji je
Gencenov sistem sekvenata. Grubo reeno, ova dva sistema se jako malo razlikuju (imaju iste

operacije nad strelicama). Razlike koje budemo medu njima ustanovili biée pokazatelj uticaja i
vaznosti prisustva permutacije.

Sistemi i # su nad istim beskonadnim skupom atomskih objekata.

Preslikavanje g:4"—>4 ée slikati objekte u same sebe i ¢uvati operacije nad njima.
Preslikavanje strelica éemo definisati indukcijom po slozenosti strelice.
Preslikavanje ¢:

ul. d4(la)=1a.
82 4({f, g})=(par(ta(8(H)) t:(s(g))), za fT+A gA+-B.
63 4(f)= Cans((Pansa((P--(0(H))p)), za fTAABAC.



4. 8(f)= B, za fTrA

05 G(K'ﬂ= x-ﬂ(ﬂ; Za fI' |‘B.

86. a(lg k) =[p(..(8(g)))p(-.(8(h)))} za g:AAAvC h:ABA+C.
#1. 9(f*)=p(-.(8(0)* za f:AAT' +B.

g8. a(hlg))=p(-.(a(h)))[8(g)} za gArA, RTBArC
g9. a(t, ()=t (0()), o za fI'+C.

g10. 8(cy(f) = ca(p(.(8())), | za f:AAAAT +C.

g11. g(f(h))= p(-.(8(7) N 8(R)), za hT'+A, fAAAvB.

Oznaka p(..( , u gore navedenim preslikavanjima znali da se na tom mestu nalazi niz
permutacija koje su potrebne za operaciju koja sledi ili da bi term imao tip odredenog oblika.

Napomena: Za strelicu £I'A sistema 4] T je multiskup koji ¢ine formule sa svojim indeksima.
Svakom tipu terma pridruzujemo niz formula nainjen od formula multiskupa I'

Polazimo od jedinica 1,4 A i imamo niz duZine jedan, 4;

Pretpostavimo da tipovi podterama terma f imaju nizove formula, onda:

1.ako term f ima jedan od oblika &?, t,(h) ili c,(h)

tipu terma f odgovara niz koji i tipu terma h samo 3to na mestu jedne pomoéne formule stoji
glavna formula;

2. ako je term f oblika ili Jili & , tipu terma f odgovara niz koji i tipu termu A;

3. ako term f ima jedan od oblika {A, g}, g( h ) tip terma f je niz koji se dobija dodavanjem niza
tipa terma g na niz tipa terma h. _

4. ako je term f oblika h[g], g:A+A, R:ABT v C inekaje ® niz tipa ABT + C, a @ niz tipa
A i A onda je A=>BO®' niz tipa AA=>BAT+ C, gde je & niz @ iz koga je izostavljena formula
B.

5.86AMA+C  hABA-C

[g h:AAVBA + C, pretpostavljamo da postoje nizovi napravljeni od formula
multiskupova AAA terma g: ®; ABA terma h: @, pa ¢e se tipu terma [g k] odgovarati niz
A=B@' gde je @ niz O iz koga je izostavljena formula A.

Preslikavanje l:§—4" ¢e slikati objekte u same sebe i uvati operacije nad njima, a samo neke
strelice iz 4 Ge slikati u strelice iz 4 Neka je [lf] klasa strelica iz sistema 4 Neka je If"
proizvoljan L-pretstavnik te klase. DefiniSemo K(if*) indukcijom po slozenosti strelice I
Preslikavanje I:

. (1a)=1x4.

2. 1((g)=cr({1().1(g)}), za fT+A, gl +B.

13. I((p-(8(1)),)= ta(1(1))", za fTAAwC.

1. 1((p-(80)))p)= ta(1D), za fTBARC.

5. 1(f)= 1) za fT A

I6. ()= 10, za fT+B.

17. KIp(..(g)),p(..(R))D=11(g), (1)}, za gTAA+C, hTBA+C.
18. I(p(..(™))=1(H* za fAAT +B.

19. 1(p(..(hig})) =) 2)] za g:AvA, hTBAFC.
10. 1(t, ()= (1), za fT+C

11, Key(p(..- ()= ca((D), za fAAAT+C,
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N2 i(p(..(H)hy) = KH)(h)) za hT+A fAAA+B.

Oznaka p{...( u gore navedenim preslikavanjima su permutacije vezane za operaciju koja sledi
posle njih.

DEFINICIJA: Neka je f term sistema 4, tipa ® + D. Izvr§i¢emo sledece izmene na termu f:
. svaki njegov podterm oblika h'za hTABA-C
zamenjujemo termom istog tipa: ¢4,p5((ts(t4(f) b
2. svaki njegov podterm oblika {h, f} za T+ A4, fA+B
zamenjujemo termom istog tipa: cra({ts(h), tr(f}})-
Term koji dobijemo nakon ovih 1Zmena oznaéavatemo sa CTf.

DEFINICIJA: Neka je f term sistema 4, tipa © + D. Izvr§i¢emo sledeée izmene na termu f:
1. svaki njegov podterm oblika i, ili iy za hiAAFC

zamenjujemo termom istog tipa: ¢q,5((P AAB,B((PB,A(tB(f)))p))p');
2. svaki njegov podterm oblika ( h, f)za h:-T'+ A, fT'+B
zamenjujemo termom istog tipa: crr(pr - ((tr(h), tr(f))))-
Term koji dobijemo nakon ovih izmena oznafava¢emo sa fC T

Vazi: 1. za proizvoljan term f sistema 4 log (f)= “f
2. za proizvoljan term f sistema & gol (If* )=(If")“".

KOMENTAR: Neslaganja sistema §' i §koja se ogledaju u potrebi za definisanjem terama 'f
i [T posledica su razlicite "jadine" odgovarajucih pravila tih sistema: ' i Jos Fos (B, Y ECH ).
Kao Sto se vidi iz definicija preslikavanja 9 i 1 svako od ovih pravila u odnosu na ono drugo
pravilo u koje se slika ima i jedno strukturno pravilo ( kontrakciju, odnosno slabljenje).

LEMA 0: 1. U 4’ za proizvoljan term £ f =.%"f gdesu * jednakosti

1z &, posebno CUTTO i CTO.

2. U 4 za proizvoljan term f: f =. fc T gde su * jednakosti
iz 4, posebno GCUTTO i GCTO.

3. U # za proizvoljan term f:
(i) if=Jf", gde su * jednakostiu 4
(i) f=+ p(...(I)...), gde su p(...( sve nebitne permutacije terma f i * jednakosti
iz 4 (permutovanje pravila permutacije i drugih pravila).

Posmatramo sisteme 4'i 4. U sistemu & definisali smo za sve terme tog sistema

[lfl={g term iz & lg"=, If*}. Sada defini¥emo 4/, skup kome su elementi [If], [h]... za terme f
h... sistema 4.

Defini§emo preslikavanja:

4:4 > 4/, 4(f) =udl 809}

Le, >4 W)=ulf).

Treba proveriti da li je [ dobro definisano preslikavanje.

Pretpostavimo If", Ig"[lf]. To zna&i If*=, Ig", odnosno termi If*, Ig" razlikuju se samo po

prisustvu (odsustvu) permutacija vezanih za neke operacije i po njihovom (tih permutacija)
redosledu u nizu vezano za te operaciju. Ali, permutacije se "ne slikaju " preslikavanjem I, pa

time I(if") = 1(ig").
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Za jednakosti iz 4'i § kaZemo da su odgovarajuce ako imaju isti naziv samo u 4
je na pocetku dodato slovo G.

Pomoéu preslikavanja koja smo definisali postoji jednostavna veza izmedu
jednakosti nad termima u §’iu 4.
Prvo ¢emo navesti kako preslikavanje g ¢uva jednakosti u 4'.

LEMA: Neka suf, g termi tipa [ - A iz £'za koje vaZi f>,g.
Ako je za ovaj korak redukcije kori$¢ema jednakost:

1. M1, M2, onda p(...(4(f) >, 0(g) zaGMI, GMZ
2. Neka od CT-CUT jednakosti, onda @(f) >;8(g) za odgovarajucu PCT-CUT jednakost.
3. BGAL BGAZ: onda ﬂ(f)>2!l(8),

ostale B-jednakosti, onda g(f) >; 0(g).

4. Neka od E(R)perm.Cut, onda g(f) >+@(g), za odgovarajutu GE(R)perm.Cut.
5. Neka od E(L)perm.Cut, onda @(f) »«@(g), za odgovarajuéu GE(L )perm.Cut.

6. Neka od I{R)perm.Cut, onda @(f) >«#(g), za odgovarajucu GI(R)perm.Cut.

7. Max.Red, onda g(f) >;8(g). za GMax.Red.

8. M3, M4, onda @(f) >, 8(g), zo GM3, GM4.

U svim redukcijama >» postoji moguénost korié¢enja neke GPP1-GPP3, GCUTP1, GCUTP2.
jednakosti.

DOKAZ:

Jednostavno se sve ovo dokazuje. g.e.d.

Sa druge strane, posmatramo dva terma f; g iz 4, za koje f = If*, g = Ig". Postoje
IGf), I(1g"). Neka je f >, g Ako taj korak redukcije nije PPI-PP3, GCUTPI, GCUTP2
preslikavanje | ée povezivati iste grupe jednakosti iz 4'i 4 kao i preslikavanje g u prethodnoj
lemi.
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NORMALIZACIJA 1 ELIMINACIJA SECENJA

Sisteme AP, A & éemo smatrati pretstavnicima sistema prirodne dedukcije. Zbog
toga ¢e u njima biti definisani pojmovi niti terma, segment niti, maksimalni segment.
Posmatrajuéi razlilite oblike segmenata, od kojih treba osloboditi neki term tih sistema,
imacemo viSe definicija normalnog terma. U AP, A 4" ¢emo pokazati da izjednaCavanja terama
koja smo u njima definisali jesu veza proizvoljnog terma sa normalnim termom na koji se on
redukuje. U njima ée vaZiti teorema o normalizaciji.

S druge strane sistemi 41 4 su u duhu Gencenovog sistema sekvenata. Da bi
precizirali pojam transformacije proizvoljnog terma u term bez sefenja tog sistema mi smo
definisanjem 4’ odnosno & uveli neka izjednatavanja medu termima, koja odgovaraju koracima
transformacije. U 4'i 4 éemo dokazati teoremu o eliminaciji se¢enja. Izborom nekih jednakosti
nad termima od onih koje postoje u &' pokazatemo vide "strategija" dokazivanja ove teoreme.
Videéemo da nam na osnovu toga za eliminaciju sedenja nee biti potrebna sva izjedna¢avanja
terama koja postoje u 4"

U ovom delu ée najveéi znadaj imati veze izmedu normalizacija u M i ¥ ; veze
normalizacije i eliminacije se€enja u 4" i §. U #¢e se iznijansirati dve vrste normalnih terama, a
time i dve normalizacije. U & ¢emo moéi da vrSimo selekciju kakva selenja Zelimo da
eliminiemo, a kakva ne.

Na osnovu veza medu jednakostima izmedu terama u D N N 4
(najinteresantnija veza &, §') i dokaza teorema o normalizaciji i o eliminaciji se¢enja dobi¢emo
sliku: da odredenoj normalizaciji (G-normalizaciji) u A" odgovara eliminacija odredenih (vaznih)
selenjau 4’

1. NORMALIZACIJEU M), ¥ 1 ¥

U ovom delu ée biti posmatrane normalizacije u A2, ¥ i 4. Pre nego 8to budemo
posmatrali svaki od njih posebno, datemo definicije nekoliko pojmova koji su isti u sva tri
njihova sistema. Ako bude specifidnosti vezane za neki sistem njegovo ime nave§¢emo u zagradi
kao i specifinosti vezane za njega.

Definisatemo jo§ neke pojmove koji ¢e biti zajedni&ki za sisteme AP, ¥, #'a koje
¢emo kasnije posmatrati.

DEFINICIJA: Za neki term f u sistemima A%, 4, 4 sve jedinice koje se pojavljuju u drvetu tog
terma a nisu nosioci oslobodene pretpostavke operacije nadovezivanja su nosioci pretpostavki
terma f. Formule koje se pojavljuju sa desne strane - u njihovom tipu su pretpostavke terma f.
Posebno u sistemima J i 4 pretpostavke &iji su nosioci podvu€ene jedinice zovemo fiktivne
pretpostavke terma f.
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DEFINICIJA: Neka je f ' proizvoljan term u nekom od sistema i f' njegov podterm koji je
oblika f'=O(f (, g h)) gde je O neka operacija. Deo drveta terma f* ima oblik

fI+A (g:A-B h:ArC)

f'=0((,g h):©®+D

i pojavljivanje formule A utipu T'-A je premisa operacije O;

premisa terma f';

premisa terma f”;
pojavljivanje formule Dutipu @D je zakljulak operacije O;

zakljudak terma f"".

Formula E za term f tipa I't+- E je krajnja formula terma f.
Za dve premise B, D nekog terma f ' reci ¢emo da je B odmah iznad D (D odmah ispod B) ako
je D zaklju€ak a B premisa iste operacije u termu f . U zavisnosti da li je formula E oblika

AnB, AvB, A=B, gde su A4, B neke formule, veznik A, v ili = ée biti glavni veznik formule
E. Broj veznika u formuli E Ce biti stepen te formule, d(E).

DEFINICIJA: U operacijama eliminacije veznika u sistemima 4, 4" (M) premisa koja sadrzi
veznik koji se elimini¥e je vaZna premisa, a ostale (ako postoje) su neva¥ne premise te
operacije.

Na primer, u J## elimenacija v:

hT +AvB  flAIA+C g[BJA-C

d(h f, g):TAA+C, vazna pi'emisa Je AvB a nevazne su pojavljivanja formule
Cu tipovima [AIA - C, [BIA+C.

U operaciji nadovezivanja u sistemima 4, 4 (AD)
hT+A fAAARC

(14/h) fFTAAFC, premisaAd iztipal + A je va¥na premisa tog pravila.

U operaciji nova pretpostavka u sistemima A, A
1:AvA fARC

(/1) f_AA+C  premisa A je vaZna premisa tog pravila.

DEFINICILJA: Neka je f term tipa I' +- A4 sistema A, Reéi éemo da niz premisa 4 »Ay....A, tog
terma &ine nit terma f ako:

1. A; je pretpostavka terma f;
2. i<n: (i} A; nije vaZna premisa nadovezivanja, onda 4;, ; odmah ispod A4;;

(it) A; je vazna premisa nadovezivanja, onda je A, ; oslobodena pretpostavka tog
nadovezivanja;

3. A, = A je krajnja formula terma f.

DEFINICIJA: Neka je f term tipa I' - A sistema 4] 4 Reéi ¢emo da niz premisa A pAy.. A,
tog terma Cine nit terma f ako:

1. A, je pretpostavka terma f;

2.i<n: A; nije fiktivna pretpostavka terma f i nije fiktivna oslobodena pretpostavka
nadovezivanja;



(i) A; nije vaima premisa nadovezivanja, onda 4;,; odmah ispod 4;;
(ii) 4, je vaina premisa nadovezivanja, onda je A4, oslobodena pretpostavka tog
nadovezivanja;

3.A, jeili krajnja formula termafili fiktivna pretpostavka terma fili fiktivna oslobodena
pretpostavka nadovezivanja.
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DEFINICIJA: Neka je f term tipa I' - A sistema AP. Niz pojavljivanja iste formule B u nekoj
niti terma f, B'B’. B je segment, s, te niti i tog terma, ako:

1.B' nije zaklju¢ak neke operacije eliminacije ili nadovezivanja,

2. i<k: B' je nevazna premisa ncke eliminacije ili premisa nadovezivanja;

3. B nije nevaZna premisa neke eliminacije.

DEFINICIJA: Neka je f term tipa I’ + A sistema 4 ili 4. Niz pojavljivanja iste formule B u
nekoj niti terma f, B'B.B* je segment, s, te niti i tog terma, ako:

1. B nije zakljudak ncke operacije eliminacije ili operacije zamene;

2.i<k: B je nevaina premisa neke eliminacije ili premisa operacije zamene;

3. B* je ili vazna premisa neke eliminacije ili vaZna premisa operacije nova pretpostavka.

Najée¥¢e ¢emo segment s oznacavati s=B'B’..B" 1 B, I<i<k ée oznatavati
formulu B iz s koja je odredena svojim mestom u segmentu s, B’ temo zvati pojavljivanje
formule B u segmentu s. DuZina segmenta s=B'B%..B* , I(s), je (broj formula B tog segmenta
koje su premise operacija eliminisanja)+1, a stepen segmenta s, d(s) je broj veznika u formuli B.

U drvetu strelice formule koje &ine nit terma ili segment neke niti terma se nalaze
sa desne strane + u tipu nekog podterma i nemaju indeks. Indeksi formula A4;...4,, u definiciji niti
terma je samo jednostavno oznatavanje, koja formula sledi za kojom. Naravno, A; ne mora biti
kao formula jednaka formuli 4; za i#j. S druge strane, segment B'..B"je deo A;Aiyr Aivirs
neke niti A;...A, tako da
A;= A;pj=..= A;4i.;=B. Posto &e nam biti bitno mesto formule u nekom segmentu, to ée nam
govoriti njen gornji indeks.

DEFINICIJA: Maksimalan segment niti nekog terma f je segment koji polinje zaklju¢kom
uvodenja nekog veznika, a zavr¥ava se vaznom premisom operacije eliminisanja tog veznika.

Specijalan sludaj maksimalnog segmenta je maksimalna formula. To je
maksimalan segment duZine dva. To je segment koji potinje zakljutkom operacije uvodenja
nekog veznika, a zavriava se vaZnom premisom operacije eliminisanja tog veznika i sve ‘formule
segmenta sem prve i poslednje su nevaZne premise operacije nadovezivanja u sistemu v/
(operacija zamene u sistemima A4 1 7). ' '

DEFINICIJA: Prazan M-segment nekog terma f je segment koji po€inje zakljuckom terma 1g,
a zavriava se vaznom premisom operacije eliminisanja glavog veznika formule B.

DEFINICIJA: Neka su s, 5, dva segmenta niti terma f. Reéi éemo da je segment s; iznad
segmenta s, ako se formule koje &ine segment 5; nalaze iznad formula koje &ine 5, u toj nit.
Akoje §;=C'C..C™1i s,= .CF*™ i ako postoje C iz 5; i C** iz s, takvi da su
C=C** ..., C"=C**" po pojavljivanju, onda éemo reéi da su segmenti s; is; povezani.
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Za ncki segment s rei ¢emo da je premisa neke operacije ako je poslednja
formula segmenta s premisa te operacije; a reéi éemo da je zakljutak neke operacije ako je
prva formula segmenta s zakljudak te operacije.

Segment 5, je podsegment segmenta s ako je formula koja &ini segment §;
potformula formule koja €ini segment s.

1.1. NORMALIZACIJA U A7

M odgovara sistemu prirodne dedukeije i imaée vaznu karakteristiku, teoremu o

normalizaciji. Redukcijski koraci koji su ve¢ definisani u A% su koraci kojima se proizvoljan
term tog sistema redukuje na normalan term. Naravno da to sve odgovara koracima redukcije i
normalizaciji u sistemu prirodne dedukcije.

Definicije segmenta, maksimalne formule, maksimalnog segmenta analogne su
definicijama tih pojmova u sistemu prirodne dedukcije. Jedina razlika postoji u definiciji
normalnog terma. Ali, prvo ¢emo dati jednu definiciju.

DEFINICIJA: U nekom termu f tipa I" + A sistema A, svaku od operacija eliminacije E*v,
E? v, EY zvaéemo zaliha.

KOMENTAR: Moramo reci da razlicite definicije normalnog terma postoje u Pravicova dva
rada: "' Natural deduction”, "Ideas and results in proof theory". U prvom radu term (u njegovim
terminima izvod) koji ne sadri zalihe i nema maksimalnih segmenata je normalan; podtermi
koji se zavravaju nekom od operacija E'v, EPv, E*v zamenjuju Se nekim svojim
podtermom i dobija se term bez zaliha. Ovi prelazi, da ih tako nazovemo, ne odgovaraju veé
poznatim redukcijama u M (odnosno prirodnoj dedukciji). U drugom radu Pravica normalan
term moZe imati zalihe. NaSa definicija se poklapa sa onom iz drugog rada, a daéemo i
definiciju Pravicovog normalnog terma, koja odgovara definiciji normalnog terma iz prvog.

DEFINICIJA: Neka je f term tipa I' - A sistema 2. Term f je Pravicov normalan term ako je
normalan i nema zaliha.

DEFINICIJA: Neka je f term tipa I'-A4 iz M2 Term f je normalan term u tom sistemu ako

nema maksimalnih segmenata. Term je normalan bez praznih M-segmenata ako je normalan i
nema praznih M-segmenata.

Sada ¢emo navesti tri leme koje ée nam biti potrebne da bi dokazali teoremu o
normalizaciji u #2. Ove leme neéemo dokazivati jer se mogu analogno dokazati kao leme 1, 2, 3
iz narednog dela. Jedina razlika je $to bi se ovde u AP umesto operacija zamene posmatrala samo

operacija nadovezivanja.
LEMA 1: Neka je £T + A strelica iz A2,

Term fima maksimalnu formulu akko postoji term g takav da f o 1rMFE.

LEMA 2: Neka je f:T i A strelica iz M

Ako term f ima maksimalan segment (duZine>2) sa formulom B, onda postoji term g

takav da f </ pps g 1 term g ima maksimalan segment sa formulom B, du¥ine manje
nego u termu f,

LEMA 3: Neka je fT' A strelica iz M2



Neka postoji term g iz AP takav da f <, pysg i neka b podterm od f nosilac ove redukcije. Ako
za term h vaZi:

(1) sadr¥i operaciju uvodenja glavnog veznika vaZne premise operacije redukcije, onda term f
ima maksimalan segment.

(2) ne sadrzi operaciju uvodenja glavnog veznika vaZne premise operacije redukcije, onda
term f ima prazan M-segment,

Pre nego §to formuli¥emo teoremu o normalizaciji za terme iz AP, naved¢emo
teoremu o normalnom obliku u njemu. Ona je slabije tvrdenje od teoreme o normalizaciji.

TEOREMA O NORMALNOM OBLIKU U A2

Za svaki term ftipa T A u AP postoji tem g u AP takav da je g normalan term ig"+ A, gde
T sadrzi I

TEOREMA O NORMALIZACIJI U AZ
Svaki term f tipa T +.A4 u AP se RM-redukuje na normalan term g u A2,

Dokaz ove teoreme odgovaraée dokazu koji je dao Pravic u "Natural deduction”
za teoremu o normainom obliku u prirodnodedukcijskom sistemu za intuicionisticku logiku.

1.2. NORMALIZACIJAU ¥ I ¥

Sistemi # i 4" se razlikuju samo po operaciji eliminisanja veznika v pa Ce
postupak redukeija njihovih terama i normalizacija biti potpuno analogni. Sve pojmove koji budu
potrebni definisaéemo u sistemu A" i sve leme i teoreme dokazacemo za terme iz &4 Bez
dodatnih uslova ene vazeiu A

DEFINICIJA: Nit terma f sistema ¥ koja se zavr$ava krajnjom formulom terma f je Tl-nit tog
terma.

DEFINICIJA: Neka je f term tipa I - A4 sistema 4. Reti éemo da je neka maksimalna formula
[I-niti terma f slaba maksimalna formula ako su sve oslobodene pretpostavke njene operacije
eliminacije fiktivne i glavni znak formule je A ili =. Ostale maksimaline formule su stroge. -

DEFINICIJA: Neka je f term tipa I' + A sistema J#. G-maksimalan segment terma f e biti

segment koji polinje zakljutkom operacije uvodenja nekog veznika, a zavr§ava se fiktivnom
oslobodenom pretpostavkom nekog nadovezivanja. )

DEFINICIJA: Neka je f term tipa T' A jednog od sistema A, Term f je normalan term ako
njegove IT-niti nemaju maksimalnih segmenata.

DEFINICIJA: Neka je f term tipa I’ - A sistema &, Reéi ¢emo da je term f slabo normalan
ako je duZine veée od dva, nema strogih, a moZe da ima slabih maksimalnih formula.

DEFINICIJA: Neka je f term tipa I' A sistema 4. Term f je G-normalan ako nema
maksimalnih segmenata ni u jednoj niti i nema G-maksimalnih segmenata.

KOMENTAR: Prisustvo operacija zamene u sistemu N zahtevace novu (slabiju) nijansu u
pojmu normalnosti terma  za vezu sa sistermom NP slabo normalan. S druge strane, operacije



zamene u kombinaciji sa prirodnodedukcijskim koracima redukcije daju zahtev viSe za pojam
nommalnog terma za vezu sa sistemom 4! G-normalan. Odnos je sledeci: f je G-normalan = f
je normalan = fje slabo normalan term.

U narednim lemama ¢emo videti vezu koraka redukcije i maksimalnih segmenata.

LEMA 1: Neka je f-T" A strelica iz 4!

Term f ima maksimalnu formulu u [T-niti akko postoji term g takav da f—.zg.
DOKAZ:

=>: term f ima maksimalnu formuly, formulu B:

formula B je zaklju¢ak operacije uvodenja: {k,, h,}, A, oh, h* zatim mogu da slede
operacije zamene I na kraju operacija eliminacije kojoj je B vaZna premisa.

To znaci da od oblika formile B zavisi oblik podterma f; terma f za koji f=0(f,).
Pretpostavimo da je B = C AD.

Tada je term f; oblika ili E({h;, hp})'h ili (14E({h, hp}))E (1R , gde su E,i E
niZovl operaclja Zamene.

Neka fi=E({hy, ho})’h, tada fi=yp E({hy, ho}'h)

E({hy, hoYh)—> e E((1clhy)(1p/ho)h),

odatle f— e O(E((1clhy) (1p/h)h)).

Znati postoji term g takav da f—; e 8.

Potpuno isto dokazujemo ako f;=(1g/E({hh,})E,(15)h.

Analogno se dokazuje ako formula B ima oblik CvD ili C=D.

& fopgu N
postoji podterm f; terma f, f=O(f;), kojiu zavisnosti od toga o kojoj je MF-redukciji reg,
ima oblik:
(1can/E({hph})O1(E(1c,p)h),
(1cu/E(h) Of(D(E(1cup) hyhi)),
(Ieop/E(R*) O I(E (1 cop)hphy)), gde je Oy niz operacija zamene i eliminacije a, E, i
E nizovi operacija zamene.
Neka je u pitanju MFA-jednakost, onda zakljutak operacije {h,h,}, formula CAD je po&etak
segmenta. Dalje, u tom segmentu su nevaZne premise operacija zamene iz E, zatim CAD

jedinice I, onda premise operacija E; i na kraju vaZna premisa operacije *. To ta&no
znati da je CAD maksimalna formula terma f.

Dokaz je analogan za druge MF-redukcije. q.e.d.

Napomena: Posebno vazi:
Term f ima slabu maksimalnu formulu akko postoji term g takav da f—> 07 &

LEMA 2: Neka je f:I" + A strelica iz &
Ako term f ima maksimalan segment u IT-niti (duZine>2) sa formulom B,

onda postoji term g takav da f~»>; 4,8 i term g ima maksimalan segment sa formulom B, duzine
manje nego U termu f.

DOKAZ:

Ako term f ima maksimalan segment onda term f ima podterm f; oblika:

(M ili Oy({hy, ho})’hs i D(O;(hy), hy h3) il YOy (h)*), hy hs)



ili
() O((1c,0/0:{ (s, h3}))1)hs i DYOS((1cup/Or(H), by hy) 1l
1(O,(1cop(O;(h;*))h), by h3), gde su Oy, O, nizovi operacija zamene i eliminacije.
Term f=0(f}) .
Odmah napomenimo da ako je term f; oblika (II) postoji term f; koji je oblika (I) i fi=nof>
odnosno O(fy) =npO(f). Zato éemo posmatrati samo slu¢aj kada je term f; oblika (T} i to na
primer: '
fi= O1({hy, hp})hy: O1= 0...0™ i neka O'...0""! operacije zamene, o operacija eliminacije
(na primer) = i O° je O**\..0™, onda fy=pp O'(...(O (I(h4, ks, O°({hy, B2})Vh)...).

[1= 145 O' (. (0% (I(hy b5, O°(thy, ha))'hs))-.) =F
Znati [ usO(f3)- .
&to se tide duzine maksimalnog segmenta s, terma f, neka je n broj eliminacija u nizu O;. Onda
du¥ina maksimalnog segmenta 1(s)=n+1. U termu O(f;) i njegovom segmentu s; sa formulom B
nedostaje jedna eliminacija (eliminacija =) pa je 1(s3)=n.
Potpuno isto se dokazuju sludajevi ako je term f nekog drugog oblika iz (I). q.e. d.

Napomena: 1.Ako term f ima maksimalan segment s i za njega f;—>1ms & onda ¢emo
maksimalni segment terma g koji poZinje zéld!juékom iste operacije uvodenja kao i s u termu f
zvati redukovan segment segmenta s, oznaka s~. Term g ¢e biti term segmenta .

2. Maksimalni segment s termaf moZe imati viSe svojih terama gp...8m i

81=nD--=ND8nv

LEMA 3: Neka je fT + A strelica iz A

Neka postoji term g iz A'takav da f—;.gays8 | neka i podterm od f koji je nosilac ove redukcije.
Ako za term h vaZi:

(1) sadr¥i operaciju uvodenja glavnog veznika vaZne premise druge operacije redukcije, onda
term f ima maksimalan segment.
(2) ne sadrzi operaciju uvodenja glavnog veznika vaZne premise druge operacije redukcije,
onda term f ima prazan M-segment.
DOKAZ:
Na osnovu definicija maksimalnog segmenta i praznog M-segmenta. q.e. d.

Nije te§ko dokazati da vaZi sledeca lema: ,
LEMA 4: Neka term f ima maksimalan segment, s duZine vece od 2 i neka je g term takav da
f—>1.us8& onda za sve segmente, 5;...5, terma £, koji su povezani sa s vazi l(s,-R) <lI(s), Isi <k

Sada ¢emo dokazati teoremu o normalizaciji u sistemu A" (¥) i teorelﬁu o
normalnom obliku u A" (A4) kao njenu posledicu.

TEOREMA O NORMALNOM OBLIKU U /%
7Za svaki term ftipa I A iz A"postoji term h istog tipa iz ¥, takav da je h normalan term.

TEOREMA O NORMALIZACIJI U A%

Svaki term f iz A"se M-redukuje na normalan term u 4.

DOKAZ:

Termu f éemo pridrufiti dva parametra. Prvi parametar, d-najveéi stepen svih maksimalnih
segmenata u I1-niti terma f; drugi parametar I- suma duZina svih maksimalnih segmenata [1-niti u
fstepena d.
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Dokaz izvodimo indukcijom po paru (d,I) terma f za'koji vazi sledece uporedivanje:
(1) <(dy,kp) akko (i) dy<d, ili (ii) d;=d,, 1< .

Biramo maksimalni segment neke [T-niti, s, terma f &iji je stepen d i koji ima sledece
karakteristike:

L. ne postoji maksimalan segment iznad s stepena d(s);
2. ne postoji maksimalan segment stepena d(s) koji je iznad segmenta s ili je sa njim povezan.
Takav segment postoji.

Ako je s maksimalna formula,

na osnovu leme 1 postoji f, f-»;4f; i term f; nema vise tu maksimalnu formulu,

Ako  f;ima jo$ maksimalnih segmenata tog stepena d onda prvi parametar terma fp d;, jednak
je d, ali za drugi, 1,, 1,=}-1(s)<I pa na osnovu indukeijske pretpostavke postoji g normalan
term i fy—g. Znati f—) e f) if;—yg pa imamo

f-1g 1g je normalan term.

Ako  f; nema viSe maksimalnih segmenata stepena d onda d,<d i na osnovu indukeijske
pretpostavke postoji g normalan term
Lfi—> 48 Znali f— ppfi 14 £ pa imamo

g ig je normalan term.

Ako je s maksimalni segment,
na osnovu leme 2 postoji f, f—>pusfyi 1)<1(s).

Ako  f; ima jo¥ maksimalnih segmenata tog stepena d onda za prvi parametar terma f;, d,, vazi
d=d, inaosnovu leme 4 za segmente s...5, povezane sa segmentom s, l(s,-R)<1(s,-), 1<k i
svi su stepena d i dobijamo da je njegov drugi parametar 1;manji od | pa na osnovu
indukcijske pretpostavke postoji g normalan term i
froug Inadi f- yof, 1f;—) 8 paimamo

g ig je normalan term.

Ako  f; nema viSe maksimalnih segmenata stepena d onda d,<d i na osnovu indukcijske
pretpostavke postoji g normalan term i f;—,,g.

Znadi f—rp e f; 1f;—148 pa imamo

f—u8 igjenormalan term. q.e.d.

DEFINICIJA: Neka je f-T" - A strelica sistema ¥, Ako term f ima podterm oblika (_1cfhp)h, za
hy CARB, hy:ArC onda je h; t-podterm terma f. Ako term h; ima maksimalan segment u

nekoj svojoj Il-niti ili ima uvedenje formule C zvaéemo ga G-term terma f.

LEMA 5: Neka je f:I" - A strelica sistema 4

(1) Term f ima maksimalan segment u nekoj niti koja nije [T-nit akko postoji t-podterm terma f
koji ima maksimalan segment u nekoj svojoj [I-niti.

(II) Term f ima G-maksimalan segment sa formulom B akko postoji t-podterm terma f koji ima

uvedenje formule B i fiktivna o. p. nadovezivanja u kome se taj podterm pojavljuje je bad
formula B.

DOKAZ:

(I) Jednostavno se dokazuie.

ey

=1 utermu f postoji uvodenje formule B, nakon toga niz operacija sjedinjavanja i novih
pretpostavki, eliminacija (kojima je B nevazna premisa) i na kraju nadovezivanje na



podvucenu jedinicu.
f ima podterm &, f=0(h), oblika
(_15/01({hy ho}))hs B=CAD,  Oy{hyha}):Ar CAD,
(_1p/0,(ch1))h3 B=CvD, O{(Hh)-A+CvD,
( 15/0,(h;®)hy  B=C=D, Oih;*):ArC=D,
ondag;=(_{I )h; i g=0(g)) e
< f=0((_1h)hy), ondag=0((_{I)hy), h;:ArB ih, sadrZi uvodenje formule B pa ima
jedan od oblika: h;=0,({h3 hg}) ili O(h3) ili Oy hs*).
To znadi da term f ima G-maksimalan segment. q.e. d.

Vaji: ako je g G-term terma f, onda je g =ppf.

KOMENTAR: Kao §to smo veé napomenuli za povezivanje sa sistemom §'term u sistemu ¥’ '
treba da bude G-normalan. Znacajno je to $to su neki term f i njegov G-term prirodno
jednalki. Grubo receno, u N njihova razlika je nevaZna, ali u §'ona postaje bitna. Redukovanje
nekog terma f u N'na G-normalan (Sto je dokaz teoreme o normalizaciji u N) je u stvari prvo,
redukovanje terma f na neki normalan term u N, h, i medu termima takvim da h=ypg trazimo
G-noramian (1-G redukcijama).

DEFINICIJA: Neka su f, g.T" - A dve strelice iz 4" Za terme f, g definiSemo

f—1.0m8 akko ili f—>; g ili je g G-term od f i re¢i ¢emo da se term f1-G-redukuje na term g.
f—ooug akko postoji m prirodan broj i termih oo iz A'takvi da feh ;=1 Gp o> 1.6M Bn=8
i re¢i ¢emo da sef G-redukuje na term g.

TEOREMA O G-NORMALNOM OBLIKU U 4%
Za svaki term f tipa T A iz A"postoji term f istog tipa iz N, takav da je fo G-normalan term.

TEOREMA O G-NORMALIZACUJI U Mt

Svaki term f iz #'se G-redukuje na G-normalan term u A4

DOKAZ:

Na podetku da kaZemo da ¢emo sa Max-segment oznatavati i maksimalan i G-maksimalan
segment terma f. :

Slizno kao u dokazu teoreme o normalizaciji posmatramo, ali sada Max-segment sa najvecim
stepenom d i sumu duZina takvih Max-segmenata oznaCavamo sa . :
Izaberemo Max- segment s, terma f sa karakteristikama 1. 2. iz dokaza pomenute teoreme.
Dokaz izvodimo indukcijom po paru {d,l) terma f koji smo definisali u dokazu teorerne o
normalizaciji :
Ako je to maksimalna formula ili maksimalni segment u II-niti, s, onda je dokaz potpuno
isti kao dokaz o normalizaciji.
Ako je s G-maksimalan segment ili maksimalan segment neke niti koja nije I[1-nit, na
osnovu leme 5 postoji f;, f=npf; 1term f; nema viSe taj maksimalan segment stepena d.
Ako f; ima jo§ maksimalnih segmenata tog stepena d onda d=d,, ali |,=1-1(s)<I pa na osnovu
indukcijske pretpostavke postoji G-normalan term g i fr—>6u8. '
Znalif=pnpf; 1 fr>emg imamo
f-eumg ig je G-normalan term.
Ako f; nema viSe maksimalnih segmenata stepena d onda d;<d i na osnovu indukcijske
pretpostavke postoji G-normalan term g i f—>Gm8&- Znadi f=ppfi i fr>omg paimamo

e



f=cug 1g je G-normalan term. q. e d.

2. ELIMINACIJA SECENJAU 4’1 4

U 4’1 4, Ciji su sistemi u duhu Gencenovog sistema sekvenata vazi teorema o
eliminaciji se¢enja.

Na potetku (emo definisati neke zajednitke pojmove za sisteme 4'i 4 Ako bude
nekih specifinosti vezanih za neki od sistema to éemo istaéi.

DEFINICIJA: Stepen formule A, d(4):
1. Ako je formula A atomska formula ,onda d(4)=0.
2. Ako formula 4 ima jedan od sledetih oblika CAD, CvD, C=>D, onda d(4)=d(C)+d(D)+1.

U narednoj definiciji govoricemo o formulama koje se pojavljuju u tipovima
terama u drvetu nekog terma. Formula e biti potpuno odredena ne samo svojim oblikom, veé i
svojim mestom pojavljivanja u tom drvetu.

DEFINICIJA: Posmatramo strukturna pravila i pravila za veznike sistema 4'i §u drvetu nekog
terma f.

(I} U svakom pravilu za veznike glavna formula je nadnaslednik onih pomoénih formula tog
pravila koja se nalazi sa iste strane - u tipu sa koje i glavna formula.
(I) U pravilu kontrakcije glavna formula je c-naslednik pomoénih formula.

(III) U svim pravilima svako pojavljivanje boéne formule u tipu koji se nalazi ispod linije je
naslednik pojavljivanja te formule u tipu iznad te linije.

Posebno u sistemu 4, u pravilu permutacije pojavljivanje formule permutacije u tipu terma
P4 5(f) je naslednik odgovarajue formule permutacije u tipu terma f.

Primeri:

GEv fAARC gBA-C

[f, g8AVBA-C,  zasvaku formulu D iz A u tipu AvBA - C vaZi da je naslednik
odgovarajuce formule D iz tipova AA + C, BA + C. Formula AvB je nadnaslednik formula 4 i B,
GlI= fAA+B

frA |—A:>E formula A=B je nadnaslednik formule B.

Vazi neka vrsta tranzitivnosti:

- 8v0jstvo naslednika, c-naslednika, nadnaslednika je tranzitivno;

- nadnaslednik nekog naslednika pojavljivanja formule 4 je i njen nadnaslednik;
- c-naslednik nekog naslednika pojavljivanja formule A je i njen c-naslednik.
aAV) fT+A g AAArB

g( f ATA+B

Pojavljivanja formule 4 u tipovima terama f i g su povezana sefenjem.
V) 1;,A+A



Pojavljivanje formule A sa jedne strane F u tipu jedinice I, povezano je jedinicom sa
pojavljivanjem formule A sa druge strane - u tom tipu.

Sada ¢emo definisati pojam loze neke formule koja se pojavljuje u tipu
proizvoljnog terma f:T" +- A.
(VD) fr+A
Neka je B pojavljivanje neke formule B u tipuI' - A.
Sva pojavljivanja formule B u drvetu terma f kojima je B’ naslednik &ine loza formule B’ u
termu f. Krajnja formula loze (mo¥e ih biti vie) je ona formula iz loze koja nije niciji
naslednik. Sve krajnje formule loze formule B su moguénosti formule B
Ako je kr;]inja formula loze formule B/ u termu f sa one strane I u nekoj jedinici sa koje je strane
formula B’ u tipu T + A onda loza formule B’ ima jedan stabilan kraj. Samu krajnju formulu
zovemo stabilan kraj loze. U suprotnom taj kraj loze je nestabilan.

Neka je krajnja formula loze formule B u termu f glavna formula uvodenja (eliminacije). Neka
je formula B’ nadnaslednik pojavljivanja formule B'. Ako loza pojavljivanja formule B' ima
stabilan kraj, onda je B' 1-potformula formule B

Za lozu formule B’ jedna njena grana je niz formula pojavljivanja formule B, B.B..B, gde je
B naslednik ili c-naslednik B!, I<i<k-1 i B* je jedna od krajnjih formula loze (jedna od
mogucnosti formule B ). DuZina grane je broj formula u njoj.

DEFINICIJA: Neka je h:ATA I B strelica sistema 4'ili sistema 4 oblika g{f)gdesufig
strelice oblika f.T A" g:A*Ar B i A formula sedenja. Desni rang setenja g{ f) je maksimalna

duina grana loze A% rr(4), levi rang setenja g( f ) je maksimalna duZina grana loze A, ).
Rang secenja, r(A4), je zbir levog i desnog ranga tog sedenja.
Stepen seen]a je stepen njegove formule sedenja.

2.1 ELIMINACILJA SECENJA U 4

TEOREMA O ELIMINACIJI SECENJA U 4%
Svaki term h iz §'se cf-redukuje na term istog tipa h; koji nema pravilo se¢enja, h > h.

7a dokaz navedene teoreme dovolino ée biti da dokaZemo sledeéu lemu.

GLAVNA LEMA O ELIMINACIJI SECENJA U 4! | |
Neka je dat term h:ATAW-B iz 4, oblika g(f)i fT +A4, gAAABi termi f i g ne sadrZe pravilo
setenja. Tada se term h cf-redukuje na term A u 4 v h 2> hyiterm hynema setenja.

Teorema o eliminaciji se¥enjau &' je posledica ove leme.

DOKAZ TEOREME O ELIMINACIJI SECENJA U 4t

Svaki term A iz £'ima konatan broj seCenja.

Neka je k; podterm terma h, O(hy)=h, h;=g,(f) i termi f; ig; nemaju secenja.

Drugim reéima, g/ f; ) je prvo setenje u termu A.

Glavna lema zahy: by > hy g, odnosno O(h; ) 2 O(hep)-

Dalje neka je h, podterm terma O(h;)=0,(h,) takav da hy=g{ f, ) i termi f; i g; nemaju
sedenja. To je ustvari drugo se€enje u polaznom termu h.

Glavna lema Zahzl hy2 hzd, odnosno Ol(hz) 2 Ol(hch), O(hlcf) Z Ol(hch)

L7



Ovakvim postupkom elimini$u se sva selenja polaznog terma h, na primer neka ih ima m i
dobijamo;

h2O(hyg 2 04(hyg) >... 2 Oy (B, Os(hey) je term bez sefenja i jo§ imamo niz
cf-redukcija, pa O, ;(h,. ) =h ih2h, q.e. d.

LEMA 1: Neka je f term tipa I' - B iz 4. Neka je ¢4(h) podterm terma f. Pojavljivanje formule
A u tipu terma ¢4(h) ne moZe biti krajnja formula loze nekog pojavljivanja formule A4 iz drveta
terma f.

DOKAZ:

Deo drveta terma f u kome se pojavljuje term ¢4(h) je sledeéeg oblika:
h:AAAARC

c4(h):AAA-C  utipu terma h mora biti jo§ formula iz loze nekog pojavljivanja
formule A Cijoj lozi pripada pojavljivanje formule A u tipu A4A+ C. q.e. d.

DEFINICIJA: Uporedivanje dvojki:
(nl,n2) <<m1,m2> akko 1. n1<In1; ili 2, n=m, n2<m2.

DOKAZ GLAVNE LEME O ELIMINACLII SECENJA U 4
FTrA gAA+B

g(f¥ATA+B
Dokaz ¢e biti izveden indukcijom po (d(A4), 1(4)) uporedivanjem dvojki.
Prvi sludaj: r(4)=2. :
1. f=14 i term g kao poslednje pravilo ima:
ili slabljenje ba3 formule sedenja A ili eliminaciju kojoj je glavna formula, formula
seCenjaA ilig=1, tada
&) =8>8 i utermu g nema sedenja.
2. g = 1,1 term fkao posiednje pravilo ima:
ili uvodenje kome je glavna formula, formula sedenja 4, ili f=1, tada
gfy=1,(f)>pf iutermuf nema sedenja.
3. term f kao posiednje pravilo ima uvodenje formule setenja,
a term g slabljenje formule sedenja: ty(g;) =g.
8(f) =t4(g){f)>curm tr(g;) i u termu g; nema sedenja.
4. term f kao poslednje pravilo ima uvodenje formule sedenja,
a term g eliminaciju kod koje je formila se€enja glavna formula.

31‘({)(1, 1) >pa 810 X F2),
(8 8200 1) >pur 84S,
(85 8200 f1) >po2 84 f1),
88K 1) >po g frl &2

Formule seCenja pravila seenja koje se nalaze sa desne strane > su potformule
formule A pa je njihov stepen manji od d(4). Na osnovu indukeijske pretpostavke
termi sa desne strane > se cf-redukuju na term bez sedenja h. Odatle i term h se
cf-redukuje na A

Drugi sludaj: rr(4)>1, odnosno r(A4)>2.

1. Poslednje pravilo terma g je ili uvodenje ili eliminacija kojoj glavna formula nije
formula setenja; ili slabljenje ili kontrakcija &ija glavna formula nije A.



Tada term g ima oblik ili P(g,) ili P(gy, g2), gde je P pomenuto pravilo.
Na osnovu cf-redukcija imamo slu¢ajeve:
ili  P(g)}f)>Pgdf)
ili jedan od sledecih slu¢ajeva:

P(gy, g2)Xf)> P(g:{f) 82),

P(gb g?)(f)> P(gb g2<f)): 4

P(g1, 8)(f)> PE«(f) 8XF).
Formule seenja pravila se¥enja koje se nalaze sa desne strane > je formula 4, alije
njihov rang seéenja manji nego rang seSenja g( f ). Na osnovu indukcijske pretpostavke
termi sa desne strane > se cf-redukuju na term bez sedenja h, . Odatleiterm h se
cf-redukuje na neki term bez seemja h,¢.

2. Poslednje pravilo terma g je kontrakcija &iji je glavna formula 4, formula seCenja:

grAAAAN-B
FTFA  cq(g):AMAVB
cq(8)(f ATA+B

Postavlja se pitanje: 3ta je poslednje pravilo u termu g,?
Ao je g,= c4(g,) , nastavijamo sa ispitivanjem $ta je postednje pravilo terma g,
Na osnovu leme 1 u termu g se loza formule seenja A4 ne moZe zavrfiti kontrakeijom
kojoj je giavna formula, formula 4.
Zato postoji podterm g,,,.;, terma g takav da:
g = ol (€A @mt)))s Emi=PGm) | PECs
U zavisnosti 4ta je pravilo P imamo tri sluCaja:
2.1. Poslednje pravilo termag,, ; je ili uvodenje ili eliminacija kojoj glavna formula nije
formula sedenja; ili slabljenje ili kontrakcija ¢ija glavna formula nije A.
Tada termg,, ; ima oblik ili P(h;) ili P(h;, h2), gde je P pomenuto pravilo.
Na osnovu cf-redukcija imamo slu¢ajeve:
i ¢4(-- (4 (P(h1)))-- ) )> P((eq(... (calhy))-))(f))
ili jedan od slucajeva:

Cal (Ca(P(hy B2)))- ) Y> Pleq(...(ca(hy))-. ){f ), B,

Cul-e (€a(P(hy h2))).. X F)> P(hy ol (calh))-. )X,

Calo- (€4 (P(hy, 1)) ) F)> Plegf.e. (€4(hi))- ) ) €alie(Ca(h)) F D),
Formule seéenja pravila setenja koja se nalaze sa desne strane > je formula A, ali je
njihov rang seenja manji nego rang sefenja c,(...(C4(P(g)) )..){f). Na osnovu
indukcijske pretpostavke termi sa desne strane > se cf-redukuju na term bez sedenja
hy.. Odatle i term h se cf-redukuje na neki term bez setenja by

2.2. Poslednje pravilo termag,,., je eliminacija &ija je glavna formula jedna od formula
iz loze formule seenjaA. Neka je na primer A = DAC, onda to izgleda ovako:

gmADCA...AA-B
g :ADACA..AA-B

FT A cql(ca(g))..):AMA B
ca(--(c4 (8'))-.)(f ¥ATA +B
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tada g2, -ADCA.. AA-B

FTFA  cyl(c4(g)..);:AADCA - B
cy(--(cq(8)--- ){f}:ADCTA + B
FTFA  (Cylo(4(2))..) () :ADACTA + B

(Cal...(ca(g).. ) F )N :ACTA + B

el (eal-(ea(8)- HFHHF)):ATA - B

Imamo Cy(...(C4 (8"))..)(f) v cr( (Cal.(ca(8)) Y NI ).
Sedenje ¢4(... (¢4(g))...)(f) je manjeg ranga od setenjac,(..(c, (). )(f), pana

osnovu indukcijske pretpostavke taj term se cf-redukuje na term A4 koji nema
sedenja 1 koji je tipa ADCTA +B.

Secenje (h ]cf)‘( [ ima desni rang jednak jedan, a levi isti kao i polazno seenje, pa
na osnovu indukeijske pretpostavke taj term se cf-redukuje na term A, koji nema
sefenja.

Znati, g(f)2e er( (el (a(®)- KW 2 er((ed®( £3) 2 er(Rry)

i term cp(h,.;) nema seCenja.

Napomena: medu jednakostima * koriste se jednakosti permutacije sedenja sa
kontrakcijom, E(R)permCut i CT jednakost: ¢, (g')= (c4(g)) !. Navedena CT
jednakost se moZe izvesti iz drugih jednakosti sistema 4’(CT lema, poglavije 1, 5).
Vazno je istaCi da nam za to nisu potrebne E(L)perm.Cut jednakosti.

Analogan je slu¢aj i kada je formula seenja oblika DvC ili D=C.

2.3. Poslednje pravilo terma g,,, ; je slabljenje, &ija je glavna formula jedna od formula iz
loze formule se€enja.A.

Tadag= c4{...(c4(t4(g,)))-.) i na osnovu CTO: g > c4(...(4(g.n))-.-) gde sa desne
strane > imamo jednu kontrakciju manje nego u termu g.

Sefenje €4(..(c4{gn))..){f) je manjeg ranga od selenja g(f) pa na osnovu
mdukcijske pretpostavke c(... (C4(g,))... ) f)2 hyi term h s nema selenja.

Treéi slucaj: Ir(4)>1, odnosno r{4)>2.
Poslednje pravilo terma f je ili eliminacija ili slabljenje ili kontrakcija.
Tada term f ima oblik ili P(f;), ili P(f;, f>), gde je P pomenuto poslednje pravilo.
Na osnovu cf-redukcija imamo sludajeve:
ili g<P(f)) > P(g{f1))
ili jedan od sludajeva:
8P f2) > P f), &)
8P, f2) > P& [ f),
&P .0 > P(fy, g f2))
Formule seCenja pravila koja se nalaze sa desne strane > je formula 4, ali je njihov

rang sefenja manji nego rang se¢enja P(g;)( f ). Na osnovu indukcijske pretpostavke
termi sa desne strane >se cf-redukuju na term bez sedenja h 1o Odatle i term A se
cf-redukuje na neki term bez se€enja &,;.



Na ovaj natin je dokazana glavna lema. q-e.d.

KOMENTAR: Na3 dokaz glavne leme (a time i teoreme} o eliminaciji secenja je slican
Gencenovom dokazu leme (i teoreme) o eliminaciji meSanja. Videli smo u dokazu da u
koracima redukcije, pri redukovanju nekog terma dolazi do permutovanja pravila. Cilj tik
permutacija je da se¢enje permutujemo sa nekim drugim pravilom i na taj nacin dobijemo term
u kome je rang secenja manji. Ali nismo.u svim slucajevima problem resavali "penjanjem"
samo secenja. U slucaju 2.2 se secenjem smo morali da "penjemo” i jo§ neke kontrakcije. Taj
"paket kontrakcija i secenja"- da ga tako nazovemo, je ustvari suftina pravila me3anja, koje je
definisao Gencen.

Razlike izmedu Gencenovog pravila meSanje i postupka u nalem dokazu su
sledece: prvo, u Gencenovom pravilu mesanje, kontrakcijama se u jednu formulu spoje sve
formule A koje se pojaviiuju u AAA; drugo, Gencen u svom sistemu sekvenata ima pravilo
permutacije i nizove formula (a ne multiskupove) u tipu terma, pa da bi mogle da se izviSe
pomenute kontrakcije i secenje potrebne su jos i neke permutacije.

Primetimo da je u ovom dokazu, koji smo naveli, postojala izvesna sloboda. U
slutaju kada rr (4)>1, Ir (4)>1 bilo je dozvoljeno da biramo koji éemo rang smanjiti.

Glavnu lemu je moguée dokazati ako se postroZzi nagin smanjivanja ranga secenja.
Na taj natin ée se smanjti broj jednakosti koji nam je potreban da bi postojao cf-redukceijski
prelaz od h do kg

Jedan dokaz, koji ¢éemo zvati desno penjanje, je strategija da dok god je desni
rang sedenja vedi od jedan koristimo jednakosti medu termima koje smanjuju desni rang, time i
ceo rang, i omogucavaju primenu indukcijske pretpostavke. Tek kada rr (4)=1 onda u zavisnosti
da 1i je Ir(4)>1 ili Ir(4)=1 smanjujemo levi rang ili d(A4). Jednakosti koje su nam potrebne da
doka%emo glavnu lemu desnim penjanjem zvaemo R -jednakosti.

Druga strategija je levo penjanje, i ona se sprovodi tako da dok god je r(A)>1 i
Ir(4)>1 smanjujemo levi rang i primenjujemo indukeijsku pretpostavku. Kada ir(4)=1 onda u
zavisnosti od desnog ranga smanjujemo rang ili stepen formule sedenja. Jednakosti koje su nam
potrebne za ovu strategiju zvacemo L-jednakosti.

Va¥i da R-jednakosti, L-jednakosti pripadaju ElimCut jednakostima.

Prolazeti kroz sve moguée siudajeve, sliéno kao u navedenom dokazu glavne
leme dobijamo;

R-jednakosti ={Max Red, CTMax.Red, P jednakosti, M1, M2, E(R)perm.Cut, I(R)perm.Cut,
CT-CUT}, :
L-jednakosti ={Max.Red, B jednakosti, CT-CUT, M1, M2, E(R)perm.Cut-1, I(R)perm.Cut-E,

E(L)perm.Cut}. ‘

Drugi dokaz glavne leme bio bi dokaz strategijom desno penjanje, treci dokaz
strategijom levo penjanje.

DEFINICIJA: Neka su f, g termi iz 4"

f>1r8 akko f>»g i * jedna od R-jednakosti.

f2;.8akko f>;+g1* jedna od L-jednakosti.

Term f se Ref-redukuje na term g akko postoji prirodan broj m ihy,...,h,, termi iz §'takvi da
f=h;> g 2ipha=g. Omaka: f2g 8.

Term f se Lef-redukuje na term g akko postoji prirodan broj m i k..., h,, termi iz §'takvi da
f=hi2ip . 21 ha=g Omaka: > g

-



TEOREMA O R-ELIMINACIIJI SECENJA U 4t

Svaki term h iz §'se Ref-redukuje na term i ¢ iz §'koji je istog tipa i nema pravila sedenja.

TEOREMA O L-ELIMINACIJI SECENJA U 4%

Svaki term 4 iz §'se Lef-redukuje na term A iz £'koji je istog tipa i nema pravila seenja.
DOKAZI:

Ove dve teoreme slede na osnovu dokaza glavne leme koje smo nazvali desno penjanje, odnosno
levo penjanje.

2.2 ELIMINACIJA SECENJA U 4

TEOREMA O ELIMINACII SECENJA U 4

Svaki term A iz §'se Gef-redukuje na term b, iz 4, b 7 h,g, koji je istog tipa i nema pravila
seCenja.

Potpuno isto kao u §’za dokaz navedene teoreme dovoljno ée biti da dokaemo sledeéu
lemu.

GLAVNA LEMA O ELIMINACIY SECENJA U 4

Neka je dat term A:T'Ar-B iz 4 oblika g(f)1 fT' +A, gAA+ Citermifig ne sadrze pravilo
seCenja. Tada se term & Gef-redukuje na term hey v 4, h'» hgy , koji nema seenja.

DEFINICIJA: Neka je f term sistema 4. Definisaéemo duZinu terma f, 1( ), induktivno po
sloZenosti terma.

Ako f=1 , onda 1(f)=0.
Ako f=P(h), gde je P neko pravilo, onda I(f)=I(h)+1.
Ako f=P(h, g), gde je P neko pravilo, onda I{f)=)(h)+l{g)+1.

DEFINICIJA: Neka je term /:ATArB  sistema 4 oblika g(f)i fI'+A4, g:AA + B. Mera
setenja g{f), m{g{f)), je duZina terma g umanjena za broj pravila oblika Pp.a. €4 kojise

pojavljuju u njemu, gde je A formula koja pripada lozi formule sedenjag(f)i D proizvoljna
formula.

DEFINICIJA: Uporedivanje trojki:
(0,13, n3) <(my,my, my) akko 1. n;<my; ili 2. nj=m,, n<my; ili 3. n;=m,, N,=1M, , N,<mm;.

LEMA 1: Neka je f term tipa I' + B u 4 . Neka su ¢4(h) i pp 4(g) podtermi terma f. Tada
pojavljivanje formule 4 u tipu terma ¢4 (h) ili Pp.+(8) ne moZe biti krajnja formula loze nekog
pojavljivanja formule A iz drveta terma .
DOKAZ:
Deo drveta terma f u kome se pojavljuje term ¢, () je sledeéeg oblika:

hTAAAC

c4(h):-T AA-C iutipu terma 2 mora biti jo¥ formula iz loze formule 4.
Na potpuno isti naCin se dokazuje i slugaj podterma Pp 4(8)- _ q.e. d.

LEMA 2: Neka je f term iz 4. Term f se moZe Gef-redukovati na term £ iz 4 tako da term h ne

sadrZi parove permutacija oblika pg ¢ , pc 5 gde je formula permutacije C (dnosno B ) jedne od
permutacija naslednik formule C (B) druge permutacije.



DOKAZ:
Posledica jednakosti iz # kao to smo naveli na kraju poglavlja I, 7 je da permutacija moZe da

zameni mesta sa nekim drugim pravilom u termu. Na taj natin se permutacije pg,c i pcp dovedu
u termu jedna do druge i onda se primeni jednakost GPPI. q.e. d.

DOKAZ GLAVNE LEME O ELIMINACIJI SECENJA U 4
fTrA gAA+C

g HYTAC
Dokaz ée biti izveden indukcijom po (d(4), ir(4), m(g( f })) uporedivanjem trojki.

Na osnovu leme 2 mo¥emo da pretpostavimo da je term g ve¢ Gef-redukovan i da nema parova
permutacija koji se pominju u lemi 3.

Prvi sluaj: m{g{ f ))=0.
Onda g=1, i na osnovu GMI i GM2 traZeni term bez sedenja je term f.

Drugi slugaj: m(g(f ))=1.
Onda (i) formula A4 je glavna formula poslednjeg pravila termag, g ima jedan od oblika:
1g,, ako A=BAD; Iy, ako A = BAD; Ilicl, ako A =B=D; t,(Ip).
(ii) poslednje pravilo terma g je uvodenje i termg ima jedan od sledeih oblika:
KIAI K'IA’ (IAJ 1A>
U slugaju (i) ako Ir(4)>1 onda permutujemo seenje i poslednje pravilo termaf. Na taj
nagin dobijamo se¥enje &ija formula ima isti stepen kao i formula polaznog sefenja, ali
ima manji levi rang i na to sefenje moZe se primeniti indukcijska pretpostavka (i. p.).
Ako je Ir(4)=1 onda term g{f) Pg-redukcijama redukujemo na term u kome seenja
imaju formulu manjeg stepena i jedan term je jedinica pa primenimo GMIi GM2i
dobijamo term bez sefenja.
U slugaju (ii) permutujemo se&enje i poslednje pravilo terma g, primenimo GM1 i GM2
i dobijamo term bez sefenja.

Treéi sludaj: m(g{ f)) >1.
Poslednje pravilo terma g moze biti:
(i) pravilo uvodenja;
(ii) permutacija &ija formula permutacije nije formula se¥enjaA;
(iii) kontrakcija &ija je glavna formula bas formula setenjaA;
(iv) permutacija oblika pp 4, & = Ppa(h) za h:DAA' v~ C, DA' = A;
(v) slabljenje kome je formula seenjaA glavna formula;
(vi) eliminacija kojoj je formula setenja A glavna formula.
Sluéajevi (i) i (ii).
U ovim sludajevima seSenje permutujemo sa poslednjim pravilom terma g. Secenje u
dobijenom novom termu ima isti stepen kao ig(f) ima isti levi rang kao g( ) ali ima
manju meru. Zato na njega mozemo primenitii. p..
Neka je na primer g=h* h:BAA+D, C= B=D.
Onda g(F) > (Pra(Pa(h){f))* Setenje ppa(h)f) ima za jedan manju meru od
polaznog setenja A*( f} pa na osnovu i. p. term pg 4(h)( f ) se Gef-redukuje na term bez
sedenja h
Znati g £) > (prglhi))* iterm (Pr, sy ))* nema sedenja.
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Slucaj (11).
Termg je oblika c4(g;), za grAAA-C.
Ispitujemo 3ta je poslednje pravilo terma g,. Akoje toc,ili pp4 nastavljamo sa
ispitivanjem. Loza formule sefenja, na osnovu leme 1 ne moZe se zavriti jednim od tih
pravila pa ¢e se u termu g pojaviti podterm A za koji:
g=PC(h) gde je PC niz pravila oblika ¢, pp 4, h:A AN, AA,+C,
i h=P(hy) ili h:-P;(h;, hz), Prxc, Pp.4
Pravilo P; moZe biti:
1. Uvodenje.

2. Permutacija cija formula permutacije nije iz loze formule sedenja A.
3. Slabljenje &ija glavna formula E nije iz loze formule sedenja.
U ovim slu¢ajevima postupamo isto kao u (i) i (ii), odnosnosa poslednjim pravilom

terma /i permutujemo niz PC (u 3. izmenjen izostavljanjem permutacija oblika pg 4) sa
sefenjem,

.....

Neka je na primer, E=DAF. Tadah=h,ili h=h 1p - Unizu PCsvaku permutaciju
oblika pg 4 zamenjujemo permutacijom pp 4 ili pr 4 i dobijamo niz PC".
Onda g(f) > Pgr((Prpo(PC(h;)(f))),). Naseenje PC'(h;){ f) moZe se primeniti i.
p. jer ima meru manju od selenja g{ f ).
Potpuno 1sto se postupa za sva druga pravila eliminacije.
5. Kontrakcija Cija glavna formula E nije iz loze formule se&enja.
Nekaje hpEENAA,.AA,-C i EA=A; Unizu PC gde god se nalazi permutacija
Pz,4 dodajemo jo¥ jednu pg 4 i na taj nadin dobijamo niz PC"
Onda g(f) ¥ pPgr(ce(pree(PC'(h;)(f})}). Nasetenje PC'(h,;)(f) moZe s¢ primeniti
1. p. jer ima meru manju od sedenja g{ f ).
6. Slabljenje ¢ija je glavna formula iz loze formule se&enjaA4.
U nizu PC se izostavi jedna kontrakcija i to je niz PC'.
Ondag(f)»PC(h;)}{f) Naselenje PC'(h;} f) moZe se primeniti i. p. jer ima meru
manju od se€enja g{ f ).
7. Eliminacija ¢ija je glavna formula A4 iz loze formule segenja.
Neka je na primer 4 = BvD, onda h=[h, h;], hi:BA,..AA,« C, hy:DA,..AA, - C.
[z niza PC izostavimo jednu kontrakciju i onda pravimo dva niza;
PC)- tako 8to pre svake kontrakcije dodamo dve permutacije Psa>Psa;
PCjy- tako $to pre svake kontrakcije dodamo dve permutacije pp, 4, Pp.a
Ondag(f) > er([pr,s(PCi(h 1) ) Pr.o(PCa(h){ £ )X f)). Nasetenja PC;(h){ f)
PCyfhy)(f) moZe se primeniti i. p. jer imaju meru manju od sedenja g{ f ):
PCi(h;)(f)#f; i term f;nema sedenja.
PCy(h){f) #f;1 term f, nema selenja.
Znalig(f) ¥ cr([prs(f) Prolf) X)),
Ako Ir(4) > 1: permutujemo poslednje pravilo terma f sa sedenjem i dobijamo term u
kome se€enje ima isti stepen kao g( f), ali manji levi rang pa moZemo primeniti i. p..
Ako Ir(4) = 1: term f je oblika f; ili f; pa imamo
&) 7 er(prs(f)( f3)) ili &(f) 7 er(Pep(f){ f3)) i ova sefenja imaju stepen manji
nego secenje g{ f ).
Potpuno isto se postupa za sva druga pravila eliminacije.



Slucaj (iv).

Term g je oblika pp 4(g)), z2 grDAAFC.

Ispitujemo ¥ta je poslednje pravilo terma g;. Ako je to pr 4 nastavljamo sa ispitivanjem.

Loza formule sedenja, na osnovu leme 1 ne moZe se zavrSiti jednim takvim pravilom pa

ée se u termu g pojaviti podterm & za koji:

g=P(h) gde je P niz pravila oblika pg4, A:8;48,+C,

i h=P,(h;) ili h=P(h,, hy), Py# p§ zaneku formulu E.

Pravilo P, moZe biti:

1. Uvodenje.

2. Permutacija &ija formula permutacije nije iz loze formule sefenja 4. -

3. Slabljenje &ija glavna formula E nije iz Joze formule seCenja.

4. Eliminacija &ija glavna formula E nije iz loze formule sedenja.

5. Kontrakcija &ija glavna formula E nije iz loze formule setenja.
Postupak redukcije je isti kao u 1, 2, 3, 4, 5 u sluaju (iii) samo ito u ovom slucaju niz
pravila P ima ulogu niza PC iz (iii).

Sludaj (v).
Term g je oblika ty(h), za h:A+-C.
Ondag{f) > t-(g) iterm t;(g) nema sefenja.

Slugaj (vi).
U zavisnosti od glavnog veznika formule A term g ima jedan od oblika:
h,, h,, ako A =BAD; [hy, h,} ako A =BvD; h,lh;], ako A =B=D.
Ako Ir(4) > 1: permutujemo poslednje pravilo terma fsa seéenjem i dobijamo termu
kome sedenje ima isti stepen kao g(f), ali manji levi rang pa moZemo primeniti 1. p..
Ako Ir(4) = 1: term f je oblika redom {f3, fy ) Jfs ili of3; f3*-

Na osnovu Bg-redukcija, na primer za 4 = BvD:

gy rec(Prphr){(f3) il g(f)%er( Pro(hz){f;)) iova seCenja imaju stepen manji
nego se&enje g{ ).
Potpuno isto se postupa za A =BAD i A =B=D. q.e.d.

Istaknimo da u navedenom dokazu teoreme o eliminaciji sefenja u 4 nisu
koriséene GE(L)permCut redukcije. Ta injenica nam je vaZna jer smo pokazali (poglavlje 11,
3) da takve redukcije u #'(a to vaZi i u ) nemaju odgovarajuce redukcije u 4. i

Redukcije koje postoje u # daju nam moguénost da u gore navedenom dokazu u
svakom od slutajeva (i)-(vi), kada je m( g{ f ))>1 proveravamo levi rang seenja, i ako je to
moguée (ako je Ir(4)>1) permutujemo setenje sa poslednjim pravilom terma f. Takva strategija
bi onda zahtevala GE(L)permCut redukcije. Ako bismo tako dokazivali teoremu o eliminaciji
setenja u # mogli bismo reéi da se redukcije u 4 "ne slazu” sa redukcijama u A"

2.3 NEVAZNA SECENJA U SISTEMIMA £ 14’

U ovom delu éemo Sva sefenja koja se pojavljuju u nekom termu iz sistema &'ili
§ podeliti na dve vrste: vaZna i nevaZna seenja.
Ovakvu podelu uslovijava na3 zahtev da ustanovimo koja to sefenja smeju postojati u nekom
termu f sistema &' tako da je njegova slika n(f) u sistemu A" G-normalan term. Ta sefenja ¢emo

[



zvati nevazna. Prisustvo u termu f sistema 4’seéenja koja nisu nevazna davaée nam maksimalan
segment u termu #(f} sistema 4

KOMENTAR: Ako prirodnodedukcijski gledamo pravilo seéenja ono pretstavija spajanje dva
izvoda i ne stvara probleme kad god ne spoji izvode takve da je u jednom uveden neki veznik, a
u drugom koji se nastavija na njega postoji eliminacija tog veznika.

Definicija koja sledi, definicija proslosti formula sedenja u sedenju g{ f ):ATA- B
afI-AQ gAMA- B daje grubo refeno mogucnost provere da li je formula A iz tipa T + A
povezana sa  nekim uvodenjem formule A u termu f i da i je formula A iz tipa AAA- B
povezana sa nekom eliminacijom formule A u termu g. Ako je to slicaj onda je secenje g( f )
vazno, odnosno prirodnodedukeijski gledano to sefenje pravi maksimalan segment.

Naredne definicije datemo za terme sistema 4, ali mogu da budu i definicije u
sistemu 4.

DEFINICIJA: Neka je dato sefenje
T4  gA4A-B

g{f 2ATAr B,
Za svaki stabilan kraj loze formule 4’ definiSemo pro¥lost formule 4’

Neka je A“™ jedan stabilan kraj loze formule 4. Tada posmatramo niz formula A, F,...F, takav
da:

1. F, je pojavljivanje formule A koje je povezano jedinicom sa krajnjom formulom loze,
formulom A%,
2. F;nije (i) potformula neke formule izI" i F;el;

(i1) u nekom tipu sa desne strane (.
Onda, ako

2.1. F, nije povezana sedenjem sa nekom formulom, tada je

F, 1 ili naslednik formule F; ili nadnaslednik formule F; ili c-naslednik formule F,
2.2. F; povezana sefenjem sa nekom formulom F

formula F’ ima vi$e krajnjih formula loze, pa imamo viSe moguénosti F*,..,F""; F;je
¢vor niza sa m moguénosti. Neka je F” jedna krajnja formula loze i onda ako:
2.2.1. formula F’" je stabilan kraj, tada

F;. je pojavljivanje formule F” koje je povezano jedinicom sa krajnjom formulom te
loze.

2.2.2. formula F” nije stabilan kraj:
(1} postoji 1-potformula, F”, formule F’ takva da je A potformula od F”, tada Fiy
Je pojavljivanje formule F” koje je povezano jedinicom sa krajnjom formulom loze
1-potformule F".
(2) ne postoji 1-potformula formule F’kojoj je A potformula, tada
Fi=F.

3. Fyili potformula neke formule iz I' ili Fy e[ ili formula u nekom tipu sa desne strane .

N}z formula A’: Fy,...F; je moguéa proslost formule Af, a formula F, je kraj pro§losti formule
A

Neka je A” jedan stabilan kraj loze formule A%, Tada posmatramo niz formula 4%, F,,...F, takav
da:



1. F,je pojavljivanje formule 4 koje je povezano jedinicom sa krajnjom formulom loze,
formulom A™™.
2. Fnije (i) potformula formule B i B #F;;
(i1) u nekom tipu sa leve strane ;
(iii) pomoéna formula pravila eliminacije = koja nema nadnaslednika.
Onda, ako
2.1. F, nije povezana setenjem sa nekori formulom, tada je
F,,: ili naslednik formule F; ili nadnaslednik formule F;.
2.2. F; povezana seenjem sa nekom formulom F'
formula F" ima viSe krajnjih formula loze, pa imamo vi¥e moguénosti F*,....F™; F; je
¥vor niza sa m moguénosti. Neka je F” jedna krajnja formula loze i onda ako:
2.2.1. F” je stabilan kraj, tada
F.,, je pojavljivanje formule F’ koje je povezano jedinicom sa F".
2.2.2. F'nije stabilan kraj:
(1) postoji 1-potformula, F*, formule F" takva da je A potformula od F", tada F;,,;
je pojavljivanje formule F" koje je povezano jedinicom sa krajnjom formulom loze
1-potformule F™".
(2) ne postoji 1-potformula formule F*kojoj je A4 potformula, tada
Fiy=F'
3. F, ili potformula formule B ili F=B ili formula u nekom tipu sa leve strane + ili pomoéna
formula pravila eliminacije = koja nema nadnaslednika.
Niz formula 4%, F...F, je moguéa protlost formule 4% a formula [ je kraj proslosti formule
A%
Skup svih moguéih proslosti formule 4% (A) je pro¥lost formule 4° (A
Formula A% (A’) ima dobru proSiost akko nijedan kraj njenih moguéih pro&losti nije sa leve
(desne) strane + u nekom tipu i formula A%( A’y nema nestabilnih krajeva loze. U suprotnom, A4*
(4" ima lo¥u proSiost

DEFINICIJA: Neka je dato seCenje
freA gALAr-B

g(f »AUA v B,
To secenje je tipa
R-ako 1.formula A’ ima lodu protlost i
2. formuta A ima dobru proilost;
L-ako 1. formulaA’ima dobru proglost i
2. formula A% ima lo%u prolost;
RL- ako formule A’ i 4% imaju dobru prolost.

DEFINICIJA: Neka je g(f)termtipaTArB zaf.l’ A" g:AA®A - B iz sistema §'itermifig
u sebi ne sadr¥e sedenje. Tada je seSenje g{ f ) nevaZno akko svi krajevi u lozi formule A® su
stabilni ili svi krajevi u lozi formule A4 su stabilni.

DEFINICIJA: Neka je g(f)termtipalA+ B zaf.T - A, gAA®A + B iz sistema §'i termi fi g
u sebi sadr¥e samo nevaZna secenja. Tada je setenje g( f)
freA  grd*AvB

g{ f % ATA+B,

Ly be



nevaino ako formula A’ ima dobru proglost ili formula 4° ima dobru proflost.
Ostala seCenja Cemo zvati vaZna.

DEFINICIJA:

IElimCut jednakosti =({ElimCut jednakosti} {M3, M4})\{MI, M2}.
IR-jednakosti =(R-jednakosti U {M3, M4})\{M1, M2}.

[L-jednakosti =(L-jednakosti U{M3, M¢})\{MI, M2}.

DEFINICIJA: Neka su f, g termi iz sistema 4

218 akko f>.gi* jedna od IElimCut jednakosti;

f2)ng akko f2p g 1*jedna od IR-jednakosti;

218 akko f>;.gi* jedna od IL-jednakosti.

Term f se icf-redukuje naterm g akko postoji prirodan broj m i hy,...,h,, termi iz 4" takvi da
fE h;? If e ?uhmig. (Oznaka: f?] 8

Term f se Ricf-redukuje naterm g akko postoji prirodan brojm ih,,...,h,, termi iz £'takvi da
f=h2p. 2urhn=g. QOznaka: f> g

Term f se Licf-redukuje naterm g akko postoji prirodan brojmih,...,h,, termi iz §'takvi da
f=hi 2y .. 2iph, =g Oznaka: f>¢.

Sli¢no kao lema 1 ( iz 2.1) dokazuje se sledeéa lema.

LEMA 2: Neka je fterm tipaC+B iz /.

(I) Neka je c,(h) podterm terma f. Pojavljivanje formule A u tipu terma c,(h) ne moZe biti
krajnja formula loze nekog pojavljivanja formule A iz drveta terma f.

(II) Neka je g( A ) podterm terma f. Pojavljivanje formule 4 u tipu terma g{ h ) ne moZe biti

krajnja formula loze nekog pojavljivanja formule 4 iz drveta terma f ako formula setenja g{ h )
pripada pro§losti te formule A.

GLAVNA LEMA O ELIMINACIJI VAZNIH SECENJA U 4

Neka je dat term h-ATA + B iz 4 oblikag(f)za fT + A, gAAA + Big(f) vaino sefenje, a
termi f i g sadrze samo nevaZna se¢enja. Tada se term 4 icf-redukuje na term h;. koji ima samo

nevazna sefenja. Svaka formula, koja ne pripada prosiosti formule se€enja 4, ima istu proglost u
termu & 1 u termu A 4.

DOKAZ:
fTr+A gAAA+B

g(f»AFA+ B,
Lemu ¢emo dokazati indukcijom po (d(4), r(4)) uporedivanjem dvojki.
Dokaz e biti slilan dokazu glavne leme o eliminaciji sedenjau 4"
Postojace slu¢ajevi u oba dokaza kod kojih se na isti nadin primenjuju redukcije da bi se dobio

term sa seCenjer, Ciji su parametri manji od parametara (d(4), r(4)) posmatranog setenja i za
koje onda vazi indukcijska pretpostavka.

Takve sluCajeve neCemo ovde ponovo navoditi, vet éemo se pozvati na dokaz glavne leme o
eliminaciji se¢enjau 4’
Prvi sludaj: r(A4)=2.

Postupa se analogno kao u prvom slu¢aju dokaza glavne leme o eliminaciji setenja u 4/

Drugi sluéaj: rr(A4)>1, odnosno r{(4)>2.



1. Poslednje pravilo terma g je ili uvodenje ili eliminacija ili slabljenje ili kontrakcija ¢ija
glavna formula nije 4.
Postupa se analogno kao u drugom sluaju tatka 1. dokaza glavnel eme o eliminaciji
seenjau 4!
2. Poslednje pravilo terma g je kontrakcija &iji je glavna formula A, formula secenja:
grAAA B

f.l" A CA(gI).'MA B

¢, (8 (f)AUAFB

Postavlja se pitanje: §ta je poslednje pravilo u termu g;?

Ako je g;=c4(g) ili
g,= g5 g, ) nevaino setenje, za gy AAAAFC, gxACAyHB 52 svojstvom
(i): formula C pripada proflosti formule segenja g{f ),

onda nastavljamo sa ispitivanjem $ta je poslednje pravilo terma g,

Na osnovu leme 1 u termu g se loza formule sedenja A ne moze zavriiti kontrakcijom

kojoj je glavna formula, formula A4 niti nevaZnim sedenjem sa svojstvom (i).

Zato postoji podterm g, ;, terma g takav da:

gm1=P(g.) i P#c,iP nije nevaZno selenje sa svojstvom (i).

g=CC(g,.1), gde je CC niz kontrakcija ¢, i nevaZnih selenja sa svojstvom (i)

U zavisnosti §ta je pravilo P imamo &etiri sluaja;

2.1. Poslednje pravilo terma g, ; je ili eliminacija kojoj glavna formula nije formula
setenja ili slabljenje ili kontrakcija &ija glavna formula nije 4.

Postupa se analogno kao u drugom slucaju tatka 2.1 dokaza glavne leme o eliminaciji
seenjau 4!

2.2. Poslednje pravilo terma g,,, ; je eliminacija &ija je glavna formula jedna od formula iz
loze formule se€enja A. Nekaje na primer 4 =DAC, onda sli¢no kao u drugom
sludaju tadka 2.2 dokaza glavne leme o eliminaciji se¢enja u 4
Imamo CC(g }( ) 2 er((CC'){f W F)), CC' ima jednu kontrakciju manje od CC.
Setenje CC'(g){ f ) je manjeg ranga od seenja CC (g')(f), pana osnovu indukcijske

pretpostavke taj term se icf-redukuje na term h; koji ima samo nevaZna se¢enja i koji
je tipa ADCTA - B. .

Setenje (h M)’( ) ima desni rang jednak jedan, a levi isti kao i polazno seCenje, pana
osnovu indukcijske pretpostavke taj erm se icf-redukuje na term Ay koji ima samo
nevana seenja. _ '

Znati, g(f) 2« ct(CCENF NN 3 crl (| F ) > erlhzg

i term c(hy,) ima samo nevaZna seCenja.

2.3. Poslednje pravilo terma g,,.; je uvodenje, na primer g,,={h,, k5}.
g=c4(8:) o (--&ileq. ({hy ha}))..)) gde ¢4 oznafava moguéi niz kontrakcija.

Segenje sa podvudenim zagradama u termu g je nevaZno i posto postoji uvodenje ¢ija
je glavna formula formula se¢enja to seCenje je tipa R. Onda

g2 ¢y (8 e (-8)Xca.({hy h2})) odnosno

gz erlcq (g ca (-8IXFXHea ( {hy, R} F YY), sedenjacy (g3){ cq. (- 8IX )1
¢, ({h;, hy}){f) su manjeg ranga od polaznog, na osnovu indukcijske pretpostavke

4. (85) €a (-8INS) Zhupr €a( {hy R} f) 2 ha iy, iy bez vaZnih sedenja.
Formula sedenja sa podvuenim zagradama ne pripada prolosti formule vaZnog
sedenju ¢;_(g;) €4 (.-g)X f) pa njena proslost ostaje istai u hy » odnosno segenje




hyes {hag) je tipa R i nevaino.
Znaci; g(f) z h}cf ( hgcf).
Potpuno analogno se dokazuje za ostala pravila uvodenja.

2.4. Poslednje pravilo terma g,,,; je nevazno se€enje h,( hy) &ija formula seenja ne
pripada prolosti formule se¢enja g{ f ).

8=ty (83){ ¢y (-gdeq (R ha)))...)), gde ¢, oznatava moguéi niz kontrakeija
Setenje sa podvulenim zagradama v temu g je nevazno. Onda
82¢4 (83)( ¢y (-h))ey. (hy)) odnosno

() 2 er(ey (83)C ey, (RN f)ea (ho){f ), setenjacy (g3) e (b)) f)i
¢4..( hx){ £} sumanje ranga od polaznog pa na osnovu indukcijske pretpostavke
€. B3 Ca (BINSY 2Ry €4 (R)(F) 2 hyyg 1hy1g,hpgbez vaimih sedenja.
Formula secenja sa podvuCenim zagradama u ¢, (g5){ ¢4 (...g)) f) ne pripada
prolosti formule vaZnog seCenja pa njena pro§lost ostaje istz i u h 1 » 0dnosno
seenje f1,.r (hyp) j€ nevazno.

Znadi: g{f) 2 hyp { hyyp).

3. Poslednje pravilo terma g je nevaZno seenje gx g;) &ija formula sefenja pripada
proslosti formule sefenja g{ f).

gIA}A A]i— C 85 A2CA.2|"‘B
FTrA 2,8 -AARB

88 f AT A+-B
3.1. Selenje g g;) je tipa R.

Onda gx(8))(f)2u3 88(f)) naosnovu indukcijske pretpostavke g,(f)>hy,
h,.; ima samo nevaZna sedenja i g{ h 1¢f) DEvaZno sedenje.
3.2. Secenje g,( g;) je tipa L.

Postavlja se pitanje: ta je poslednje pravilo u termu g;?

Akoje g;= c4(g;) il
81= 84/ 83) nevaino seenje, za gxAAAA - C, gyA,CA, - B sa svojstvom
(1): formula C pripada proslosti formule sedenja g{ f),

onda nastavljamo sa ispitivanjemn ta je poslednje pravilo terma g;.

Na osnovu lemel u termu g se foza formule sedenja 4 ne moZe zavriiti kontrakcijom

kojoj je glavna formula, formula A niti nevaZnim sedenjem sa svojstvom ().

U okviru ovog sluaja postojace podsludajevi 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4 analogno
podsludajevima 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 sluaja2.

. Poslednje pravilo terma g je nevaZno selenje g,( g;) &ija formula seCenja ne pripada
pro8losti formule sedenja g{ ).

gl.'A}AAII"‘ C gz-'A2CA2i—B
frrA4 gX g )AMA-B

&&I(fyATA B
Onda  gx8;Xf)2u3 8L & f)) naosnovu indukcijske pretpostavke g/(f)>h Ief
h,.; ima samo nevaZna selenja i g h 1¢f) J& nevazno sedenje.

Analogno je kada formula sefenja pripada tipu termag, , samo se onda umesto
jednakosti M3 koristi M4.

Treci sludaj: 11(4)>1, odnosno r{A)>2.



1. Poslednje pravilo terma f je ili eliminacija ili slabljenje ili kontrakcija.
Postupa se analogno kao utrefem shuaju dokaza giavne leme o eliminaciji
selenjau 4"
2. Poslednje pravilo terma f je nevazno seCenje f5( f;) €ija formula se€enja ne pripada
proSlosti formule sefenja g(f ).
frTC f:CT A

fz( f}).’Fl‘A gAAAl—B

8(fAf1 )):AUA-B
Onda g(fo{f1)) 2m38(f2Xf1) na osnovu indukcijske pretpostavke g(f2) > hyq,
h;.; ima samo nevazna seSenja i b, ( f; ) nevaZno seCenje.
3, Poslednje pravilo terma f je nevaZno sedenje fy(f;) Cija formula sefenja pripada
proSlosti formule setenjag( f).
3.1. Se&enje f5(f,) jetipaL.
JrUp-C f2ClpA

fz( fI).'FFA gAAAI"-B

g f1):AUA-B
Onda g(f{ f1)) 238(f2){f1) na osnovu indukcijske pretpostavke g(f;)>hiy,
h ;. ima samo nevaZna sefenja i hy { fi ) je nevaZno seCenje.
3.2. Sedenje f{ f)) je tipaR.
Sada bi analogno kao u drugom sludaju, tatka 3.2 ispitivali koje je poslednje pravilo
terma f; i imali bi viSe sluajeva
Na ovaj naéin je dokazana lema. g.e. d.

Slitno kao u slutaju glavne leme o eliminaciji seSenja postoje strategije u dokazu koji smo sad
naveli. Na osnovu ove leme mogu se dokazati i sledee teoreme.

TEOREMA O I-ELIMINACHJI SECENJA U 4t
Svaki term h iz §'se icf-redukuje na term h; iz §'koji je istog tipa i nema vaZnih se€enja.

TEOREMA O IL-ELIMINACIJI SECENJA U 4t
Svaki term h iz §'se Licf-redukuje na term h; iz §'koji je istog tipa i nema vaZnih sedenja.-

TEOREMA O IR-ELIMINACIJI SECENJA U 4%
Svaki term k iz §'se Ricf-redukuje na term h;, iz #'koji je istog tipa i nema vaznih seéenja

3. TEOREMA O NORMALIZACHI U AP
I
TEOREMA O NORMALIZACUIU ¥

U ovom delu éemo ispitivati ekvivalentnost teoreme o normalizaciji u M i
teoreme o normalizaciji u # Tu ekvivalentnost treba shvatiti tako da uz pomo¢ preslikavanja p i



I koja ih povezuju ustanovimo sledece: da li na osnovu toga da teorema o normalizaciji vaZi u
AP mozemo da zakljudimo da teorema o normalizaciji vaZi u J i obrnuto. Rezultat koji budemo
dobili bice da teorema o normalizaciji u A2 daje teoremu o normalizaciji samo za neke terme u
M S druge strane teorema o normalizactji u ¥ daje teoremu o normalizaciji u A2,

Sledece dve leme dace nam neka svojstva terama b AP 1 A koja Cemo kasnije
koristiti.

LEMA 1: Neka je fterm tipa I’ - A4 iz J.
(1) Ako je f slabo normalan, onda nfcn normalan term.
(2) Term f je slabo normalan akko f normalan term,

(3) Term nf ne moZe biti slabo normalan.
DOKAZ:

(1) term f je slabo normalan:
pretpostavimo nfmn ima maksimalan segment, postoji g takav da nf e, 1-NME-
Lema 5n ( poglavlje I11,1.2): postoji term & takav da nf—, g
Onda f—; 7' i Nije f= 1 yyrr B
To je nemoguce jer je fslabo normalan term.
Na osnovu definicije normalnosti terma imamo da je nf T normalan term u W,
(2)<=: f“ je normalan term:
pretpostavimo f nije slabo normalan, odnosno f ima maksimian segment u IT-niti.
Ako duzina=2, onda f ima strogu maksimalnu formulu,
lema 1 (poglavlje II, 1.2): postojig, f—;nur&
lema 2 (poglavlje IL, 1): f“—>, yur b ali to je nemoguée jer f* normalan.
Ako duZina >2, onda f ima maksimalni segment,
lema 2 (poglavlje III, 1.2): postojig, f—,nms &
lema 6, lema 8 (poglavlje II, 1): f ima maksimalan segment,
ali to je nemoguée jer f normalan term.
Znati: fje slabo normalan term u A
=>: f je slabo normalan term.
Na sli€an nadin kao (1).
(3) u termu nf imamo operacije eliminisanja = (A) samo u obliku I(h, g Ip) (B’(_/1z)1,) i
oslobodene pretpostavke ovih operacija ne mogu biti (obe) fiktivne. Zato nema slabih

maksimalnih formula u nf. Slabe maksimalne formule u f, odnosno nosioci njihovih fiktivnih
oslobodenih pretpostavki su jedinice T-nadovezujuéih operacija u nf, q.e.d.

LEMA 2: Neka je f term tipa I" - A iz M Term f je normalan akko 'f normalan term.
DOKAZ:

Prvo imamo f=qf i onda ‘fe[f"}.

Drugo vaZi: ako f=p g onda je f normalan term akko g je normalan term.

Dokaz: g nije normalan, g ima maksimalan segment, postoji g; takav da g <>z, g;

i postoji f;, g;=nf; takav da f <, f,. Alj, to je nemoguée jer je f normalan term.
Znati: g je normalan term. Na osnovu toga ! f je normalan term. q. e. d.

Lema 3 i lema 4 pokazuju kako preslikavanja r i p &uvaju svojstvo nekog terma da ima
maksimalan segment.
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LEMA 3: Nekaje fterm tipa T + A4 iz M.

Ako f ima maksimalan segment, onda r(f) ima maksimalan segment neke IT-niti u 2
DOKAZ:
Term f iz A ima maksimalan segment (ili formulu).
Postoji term g takav da ili f—; par 8 ili foy pus &
Onda ili postoji k; iz ¥, F()—= by hi =0 r(g)*, odnosno r(f) ima maksimainu formulu,
ili r(f) =, nms I'(g), odnosno r(f) ima maksimalni segment.
Znati: r(f) ima maksimalni segment u A q. e. d.

LEMA 4: Neka je nh' term tipa T - A iz / Ako nh" ima maksimalan segment, onda
p(nh*"") ima maksimalan segment u A2,
DOKAZ:
Ako term rh™" ima maksimalnu formulu.
Lema 1 (poglavije IL, 1.2): nh“"—, nyrg, g=ng"“"
Posledica 11 (poglavlje IL1): PN o, ar P(ng’ ).
Lema 1 (poglavlje I11, 1.1): p(nk""") ima maksimalnu formulu.
Ako term nh“" ima maksimaini segment.
Lema 2 (poglavlje IIT, 1.2): nh =) pusg.
Kada bi A", ysai=) & Oda nosilac redukeije, podterm terma nh' " term f ima
uvodenje vazne premise druge operacije.
Na primer: nh = yysns& F=X(rfs fo fo), morafy=(_/15)Icify=Ip zaveke B, G
D. Treba term f, da sadrzi uvodenje C = F=>E, §to je nemoguce.
Znati: nh*">; s g=ng"
Lema 17 (poglavlje IL1): p(nh") 1 ruso Png™™), n(ng'") ima uvodenje vazne
premise druge operacije.
Lema 3 (poglavije HI, 1.1): p(nk*") ima maksimalni segment. q.e. d.

KOMENTAR: Kako smo veé rekli na pocetku preslikavanja 1, p kao veza medu ADi N prenose
njihova vaina svojstva. Rekli smo da ée nam biti najvaZniji zadatak teorema o normalizaciji.
Taj zadatak moZemo podeliti na dva i svaki od njih ée biti jedan nivo povezivanja
karakteristika A0 i X ‘

Prvi zadatak je teorema o normalnom obliku u N, N Veza medu njima ée'nam
reci da ako u NP za neki term f postoji normalan term (zanemarujuéi nacin kako smo do njega
dosli) onda i samo onda za proizvoljan term u N vaii isto svojstvo.

Da bi smo to pokazali treba da dokaZemo sledece dve leme.
LEMA 5: Neka je fterm tipa I' - A iz M.
Ako je f normalan term u A%, onda je r(f) normalan term u A
DOKAZ: ,
Pretpostavimo: r( ! f) nije normalan term u A/
Onda r(’f) ima maksimalan segment u 4,

lema 4: p(r( ! f)} ima maksimalan segment u A%, odnosno p(r( 1£)) nije normalan u
AD,

por=1iy: "f nije normalan term u A2,
lema?2: f nije normalan term u A%, to je nemoguce jer f normalan term u A2
Znaki r(’f) je normalan term u A,

83



lema 10: (poglavlje I, 1): r('f) =, 1(f).
Znaty, r{f) je normalan term u & q. e d.

LEMA 6: Neka je fterm tipa' -4 iz ¥

Ako je f slabo normalan term u 4] onda je p(nf“"’) normalan term v A2
DOKAZ:
Pretpostavimo: p(nf“") nije normalan term u A2,

Onda p(nf") ima maksimalan segment u 47,

lema 3: r(p(nf")) ima maksimalan segment u ¥ odatle r(p(nf")) nije
normalan u 4/

Pp=1,y,: nf*" ima maksimalan se ent u A nf" nije normalan term u A
uNic gm

lema 1: f nije slabo normalan u WV, §to je nemogue jer je f normalan term u B
Znadi mora da je p(nf*") normalan term u A2 q. e. d.

Teorema o normalnom obliku u A7,
1!

Teorema o normalnom obliku u ¥,
DOKAZ:
U: Neka je fproizvoljan term iz ¥ tipaT - A.
posmatramo f"" term tipa I"t-A iz ¥ i " sadri r,
p(f") term tipa I +- A u sistemu A2
Teorema o normalnom obliku u A2
Postoji term fy tipaI™ - A u AP i fy normalan term, I sadr¥i I™".
Lema 5: p(fy) normalan term u 4 T"A=T". Onda ( /1 AP(fy) normalan term u W tipa I - A.
M Neka je f proizvoljan term iz M tipa T - A.
r(f) termtipal’' -4 u ¥
Teorema o normalnom obliku u
Postoji normalan term fy tipa ' - A, u A
Lema 1: an'“n normalan term u A tipa I A4 i I sadrzi [,
lema 6: r(fy) je normalan term tipa I" + A u AP, q.e. d.

KOMENTAR: Drugi zadatak je da utvrdimo da li koraci redukcije koji postoje od terma do

normalnog terma u M odgovaraju koracima redukcije u & To Je ono vise, $to tvrdi teorema o
normalizacifi u odnosu na teorernu o normalnom obliku.

To ¢emo videti u lemama koje slede.

LEMA 7: Neka je f term tipa 'A iz /!

Ako se term f RM-redukuje na term fy, fy, je normalan term,

onda se term r(f) NM-redukuje na termg, g je normalan term i g% =y, r(f)).
DOKAZ:

forufy @ postoje hy,...,h, termiiz AP takvi da f=h by 1 = rrbn=fy
hi= ppag By 20081 i Ao ek, il hi=1rushivp 1 <i<m-1.

hy=1.ruphy loma 12 (poglavlje IL1): r(hy) = pper fo Fi=np F(hy)“= rthy);

hi1 rmshy lema 13 (poglavije I1,1): r(hy) =1 sy Y(ha).



Ako by pprby i) By = prurhs, -
onda r(h)— . yur [2 f2k=ND r(hs)wE r(h;) odnosnof; I‘c_)I-NMF I
lema 5n (poglavlje IL,1): postoji f> fi—>r.nmefz Fle= prlhy) .
Znadi: r(f) = v(h;) = puefi>1vmefs F2°=np 1(hs)".
(2) hy = .rushs s
onda r(h;)—>;.nus. F(ha), odnosno fi =y nus. T(hs),
lema 5n (poglavije IL,1): postoji f, fi—=>1.nmsv [ f5=np I(hy) = 1(h;).
Znati: 1(f) = r(h;) > amefi—>1amse > T2 =np T(h3).
Ako by pus bz 1 (1) by = Lrurhs, o
onda r(h )y for F2=npr(hs) = r(hs), _
znatis 1(f) = 1(hy) > 1ams (ho) D wwr f Fi5=n F(13)".
(2) hy =1.rushs
onda r(hy)—1nuse T(h3);
nadi: r(f) = r(h;) = r.nms, Fh) = 1nms, T(R3).
Na ovaj nacin
r(f) =r(hy) = 1om Fioeam Forenm- = 1ot Fnd =np (R = P(hy) =7(fn).
Lema 5: r(fy) je normalan term u ¥, zna&i f,.; je normalan term u A -
Lema 1: f,, ; je slabo normalan term u 4] lema nM(poglavije IL,1): n 2 fomr
Znadi: g=f,;i g je normalan term u A q. e. d.

LEMA 8: Neka jefterm tipal' +A4 iz X

Ako se nf" NM-redukuje na fy i fy je normalan term i svaka od tih redukcija je
povezana sa nekim maksimalnim segmentom,

onda se p(nf") RM-redukuje nagig = p(nfN) = (v ")
DOKAZ: ‘
nf‘n—meN: postojc hb'"!hm takvi da nfcn& hI_)I-NMhZ 2 I.NM s 7 1-NM hmE.fN‘
hi_)NM hi+1 . kao u dokazu leme 4: ili hi_)NMFhHI ili hi_)NMSvhi+b I1<i<m-1.
h; —1.xurhs posledica 11 (poglavije ILL): p(h;) <1 rmr p(h, "),
h; —>1nmsfts lema 17 (poglavije IL1): p(hy) <) pus p(hy").
Ako hy =y yupha 1(1) b —>1-NmFh;
onda p(rh,") 1 gur P(nhs "),
znati: p(nf")=p(h})= P(nh /") < 1.rur B(nh; ") 1 raer p(nhs").:
(2) hy = 1.vmsv 3 v
onda l’(nhzmn) “7.rms B( nhsm);
znati p(nf")=p(hy)= B(nk; ) 1. pr POy > Lsas W3 )
Ako h; =1 nusvha i (1) By —1.nmrhs
onda p(rnh;") ©pgar P(nhs "),
znatis p(nfT)=p(hy)= Dk ") = 1.paes P(nh2™") > 1 raer DS ).
(2) hy > 1.nusvhs
onda p(nh;") 1w P(nk;"),
znati: p(nf)=p(hy)=0(nk, ") < p.rus B(nh, ") g D(rhy ).
Znadi: p(nf crl) se RM-redukuje na p(nhm“n) = p(fN"'”).
Lema 6: ako je fynormalan term onda je p(fN"n) normalan term u AZ. q.e.d.

or



Pre nego $to uporedimo teoreme o normalizaciji u AP i N dokazaéemo dve
teoreme, koje ¢e nam biti potrebne za to.

TEOREMA 1: Neka je fterm tipa I" A4 iz AP,

Ako se term If RM-redukuje na term f), i1 fy je normalan term,
onda se term f RM-redukuje na term g i g je normalan term, g=f).
DOKAZ

f“‘RMfN postoje hy,..., 1, takvi da f hio rhs S Ly S LrycPim =fy
f <1 pp P2 lema 1(poglavlje L,1): postojig,, g,=ph,, fo1rum 82
hy=.ruhs lema 1(poglavlje L1): postojigs, g5=pnhs, &< L.ru &3.

Znatif=h;o; 82 1 ra- S Lam8m 8m=nfr» fi Je normalan term.
Lema 2: g je normalan term u A2 g.e.d.

TEOREMA 2: Neka je fterm tipa ' -4 iz A,
Ako se term nf" NM-redukuje na term fn1fy je normalan term,

onda senf NM-redukuje natermgi fy°=
DOKAZ:

nf“">mufy: postoje y...,h,, takvi da nf! =h>1wehs 2 e i n=fy

nf"' 5, neh; lema 5n (poglavlje IL1): postoji g, takav da nf 1 m8a 1 ) =np g2°;

h; =1yt lema2, lema 6, lema 8 (poglavlje IL1): postoji k3, b, s Pz
odnosno g, - vy b3,
lema 5n (poglavlje I1,1): postoji g;, 82 = 1-nmE3» g =np RS0 R =pphs
Znali nf = | 82 —>1nm€3 1 8 =np hi"

LN BN
s fc fc
nf =1 NpE2 1NM- LNy Emet Emt =NDPmy »

odnosno, nf > w82 > LNy > 1-NMEm1 > 1nm& 1 & =np S, fiv je normalan term.
Lema 1: fy“ je normalan term, odnosno g° je normalan term.
Lema |: g je normalan term u A/ g.e.d.

Teorema o normalizciji u A2,

i Y
Teorema o normalizaciji u .V,
DOKAZ:

U: nf proizvoljan term iz A

nft term iz ./Vﬂ—)lt.d/’” je NA preslikavanje,

postoji g iz "B, r('g)=nf*

Tcorerna o normalizciji u ./W

g se RM- redukuje nagy gnvlie normalan term.

Lema7: r(’ g) se NM-redukuje nag, g;“=npr(gy), g; normalan term.

To znadi nf*'' se NM-redukuje na normalan term g,

teorema 2: nf se NM-redukuje na term g,, g, je normalan term i g,“=ypg,".
M1: fproizvoljan term iz AP,

' term iz A, p:aN "' A je NA preslikavanie,

postoji ng™" iz #V* p(ng" ) =1f.



Teorema o normalizciji u A
ng" se NM-redukuje na fy, fy je normalan term.
Lema §: p(ng'cn) se RM-redukuje na term f;, f;= ]l(fN'cn), f; je normalan term,

odnosno 'f se RM-redukuje na normalan term, f;,
teorema 1: f se RM-redukuje naf, f; je normalan term i f;=nf>

KOMENTAR: Teorema o normalizaciji u AP daje teoremu o slaboj normalizaciji za nd-terme u
A S druge strane iz teoreme o normalizaciji u N dobijamo teoremu 0 normalizaciji u M.

4. TEOREMA O G-NORMALIZACIJIU ¥
I
TEOREMA O ELIMINACIJI SECENJA U 4’

U narednim lemama pokazatemo neke osobine terama iz A" i §'koje ¢e nam biti
potrebne da uspostavimo vezu izmedu gore pomenutih teorema.

LEMA 1: Nekajeftermtipal A iz M
Term 'f se G-redukuje na term h akko se term f G-redukuje na term h.
DOKAZ:
=: ako 'f se G-redukuje na term h onda postoje k..., iz A takvida
T < hy—>1.omho>1.Gu-—1.ouPm= h. VaZi f=ypf i na osnovu definicije —;.gy imamo:
'f>1.ombo> 1.om = 1ombm= b
znadi, term fse G-redukuje na term h.
«<: na potpuno isti natin kao —. q.e. d.

LEMA 2: Neka je fterm tipaT A4 iz 4"
Term f" se Ref-redukuje (Lef-redukuje) na term h akko
term f se Ref-redukuje (Lof-redukuje) na term A’.
DOKAZ:
. Imamo f=h;>zhs>1r > irha=H' jor se f Ref- redukuje na term &',
Term f ima k operacija eliminacije pa,f' =8> 1182 it > 1m18k +1= 1
Znadi, f =8> 111 82> 11 > m18kr 1 =F = > 1ph2> 1r - >R hn=h'
U Imamof" =g;>r82> IR~ IREm= H, J&X sef’ Ref- redukuje na term A.
AKO je g;> g 841> 1Si<m i setenje na koje se odnosi redukcija nije sa jedinicom po kojoj se
razlikuju f i f‘1 onda, g:> g 8+ POstoji u nizu redukcija terma f.
Ako je 8> g &is1> 1Si<m iselenje na koje se odnosi redukcija je sa jedinicom po kojoj se
razlikuju f i fg onda, korak g;> ;g g+, N€ postoji u nizu redukcija terma f.
Znadi: fE hl>1Rh2>lR"' >1th k<m ihk =h.
Potpuno isto se dokazuje za Lef-redukceije. q.e. d.

TEOREMA: Neka je f term tipa T’ - A iz 4
Term f je term bez vaZnih setenja u §'akko n(f) G-normalan term u A"
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DOKAZ:

= f je term bez vaZnih sedenja u 4’

Dokazacemo da je H(f) G-normalan term u 4" indukcijom po duZini terma f, 1(f), §to je ustvari
broj operacija u termu f.

(D

Jednostavno je akojeili f=O(f)) ili f=O(f,, f;), gde je O neko pravilo raziitito od
setenja. Vazi I(f;) <1(f) i 1(f) <1(f), pa na osnovu idukcijske pretpostavke H(f;), n(f,)
G-normalni termi u A"

Znati ili OM(f})) ili f=0Mm(f;),n(f,)) G-normalan termu V"

(I

Znadi:

ako je f=f5( f; ) nevaZno seenje u 4

Vazi 1(f)) <1(f) 1 1(f2) <I(f) pa na osnovu idukeijske pretpostavke n(f,), n(f)
G-termi u A" 1n(f)=n(f,{f))=(Lm{f,))n(f,).

Pitanje je da Ii se ovim nadovezivanjem pravi maksimalan segment u termu n(f)?

1. 1, nyje podvudena jedinica:

Ako je A atomska formula, odmah u(f) je G-normalan term u V'

Ako A nije atomska formula. Pretpostavimo da u m(f) postoji maksimalan (il1
G-maksimalan) segment. Zbog osobina terama n(f,), n(f,) taj segment &ine formule A.
To znaci dau u(f;) postoji uvoden]e formule 4, au termu n(f,) eliminacija. To bi
znatilo da A" ima lodu prodlosti 4" ima lodu pro§lost, odnosno fy{ f;) je vazno
seCenje. To je nemoguce jer je pretpostavka da je fy( f; ) nevaino sefenje.

2. 1,4 podvucena jedinica:

Ako bi postcg a0 maksimalan segment u niti koja se zavrfava formulom iz I ; onda bi
on postojao i u #(f;) to je nemogucée jer je onN G-normalan,

Ako bi postojao G-maksimalan segment kome pripada formula iz 4 to biznadilodau

fi postoji uvodenje formule A4,a u termu f, slabljenje. To je nemoguce jer je
pretpostavka da je fy( f; ) nevaZno se&enje.

u(f) je G-normalan term u A"

<=: n(f) je G-normalan term u A"
Dokazaéemo da je term f bez vaznih setenja u 4'indukcijom po duZini terma f, 1(f).

(D

Znaci:

(D

Ako poslednje pravilo terma f nije secenje.

Onda je f oblika ili O(h) ili O(h, g) i O nije setenje.

Imamo ili n(f)= O"(u(h)) ili n{f)= O"(u(h), u(g))

Moraju n(h) 1 u(g)biti G-normalni jer u suprotnom u(f) ne bi bio G-normalan
Na osnovu indukcijske pretpostavke 7, g termi bez vaznih secenja.

fje term bez vaznih sedenja.

Ako je poslednje pravilo terma f sedenje, f=g( h ).
Tada n{f)=(1,/m(h))uig) v ¥

Termi u(h), n(g), su G-normalni i na osnovu indukcijske pretpostavke termih i g
su bez vaznih sefenja.

Ako je A atomska formula, odmah f bez vaznih seéenja.

Ako A nije atomska formula imamo dva slugaja:

1. 14 nije podvuéena jedinica.

Kad big( & ) bilo vazno se&enje onda bi n(f) imao maksimalan segment, a to je
nemoguce, jer je K(f) G-normalan term.

2. 1 4je podvudena jedinica.

Kad big( 4 ) bilo vaZno se&enje onda bi n(f) imao G-maksimalan segment, a to je
nemoguce, jer je n(f) G-normalan term.



T e

Znati: g{ h ) je term bez vaZnih sedenjau 4. q.e. d.

POSLEDICA: Nekaje fterm tipaT'+A4 iz N,

Term f je G-normalan u 4" akko $(f) je term bez vaZnih sefenjau 4

VEZA

=

teoreme 0 G-normalizacijiu 4,
|
teoreme 0 R-eliminaciji sefenja u 4!

Neka je f proizvoljan term iz 4"

Teorema o G-normalizaciji u A

Term H(f) se G-redukuje na tetm gy igy je G-normalan term u A.

Odnosno, postoje gy & takvi dat(f)= g1 .em8>1.0m-+ 1-6M8m=8n-

8 S1.ouliep 1<i<m mabi ili g =1 our Gt I §i1.0m5 8int ili &=np &isr

Lema 1, lema 2 (poglavje II, 3): ili $(g:) > =pn $(8i+1) ili 8(8) > =pax ReaN, CTMaxRet$(8i+1)
ili $(g) >corm$(i+1)-

g1-1.6u8z: Imamo §(g) = s(hyy) 21z 8(h1) 2ig-. 2irS8(h1n) =3(82)-

81 —>1-GMEm - IAMO 8(8n.1) = 8(M 11) Z1R $(hom.12) Z1R - 218 $(Pm 1) = $(8)-

Znati postoji prirodan broj n+...+k i

s(g,) = 5(h1) 2ir- 21r8(hin)=8(82) Zir - 2 1RSBm.)=8(Mm11) Z1R- 21R8(Prnti) = $(gn) i
8(g=) = s(gn)-

Imamo s(g;) = s(n(f})) = f' i $(gy) je term bez vaZnih seenja u 4

Znadi: f se Ref-redukuje na term $(gy) i $(gy) je term bez vaZnih sedenja u g

Lema 2: f se Ref -redukuje na term f i fch =$(gyn), f.rje term bez vaZnih setenjau 4’

T

Neka je f proizvoljan term iz .
Teorema o R-eliminaciji setenja u 4! :
Term s(f) se Ref-redukuje na termg,¢ i g, je term bez seCenja u 4!
Imamo s(f) =h; 21 o2 1r - 218 Hn=Eer-
h,- ZIR h£+b I<i<n znadi ili h;?;N hi+1 ili hi ?]B h,'.” ili hi 21 MaxRed. hi+l'
Vazna lema, lema 3, lema 4 (poglavie IX, 3): ili n(hy) =yp (h;,. 1) ili n(hy) — g (R )
ili u(hy) = 1.omsW(his1)-
Na osnovu ovog imamo H(s(f)) =If , I f se G-redukuje na n(g.g) ig je term bez sedenjau 4.
Teorema: H(g.y) je G-normalan term u 4.
Lema 1: term f se G-redukuje na term fy i fy= (g, je G-normalan term u N. q. e. d.

Na isti natin se pokazuje sledeéa ekvivalentnost:

Teorema o G-normalizaciji u 4.

f U

Teorema o IR-eliminaciji sefenja u 4.

KOMENTAR: Teorema o G-normalizaciji u N daje teoremu o eliminaciji vaznih secenja i to
desnim penjanjem. S druge strane teorema o IR-eliminaciji seCenja u §' daje teoremu o
G-normalizacijiu ¥.

Ty



PROSIRENA NORMALIZACIJA I ATOMIZACIJA

U radu "Natural deduction" Pravic je definisao pojam staze u nekom izvodu, a
zatim je pokazao jednu lepu osobinu normalnih izvoda sistema prirodne dedukcije: u
proizvoljnoj stazi normalnog izvoda postoji segment takav da svi segmenti koji mu prethode su
zakljudci operacija eliminacija i svi koji slede posle njega su pretpostavke uvodenja. U
normalnom izvodu su razgranitene eliminacije veznika i uvodenje, pa moZemo reéi da u tom
izvodu prvo imamo sve eliminacije, a zatim sva uvodenja. Nakon te osobine sledi njegov zahtev
da segment koji je granica izmedu eliminacija i uvodenja bude sastavljen od atomskih formula.
Iz tog razloga on defini¥e redukcije koje formulu srediSnjeg segmenta dovode do atomske.
Definicija progirenog normalnog terma bi bila da je to term koji je je normalan i &iji je srediSnji
sekvent svake staze atomski. Zavrietak je da u sistemu prirodne dedukcije vaZi teorema o
pro$irenoj normalizaciji.

Sli¢ne pojmove kao u sistemu prirodne dedukcije definisaemo u sistemima A2,
N, NV, Redukcijama i jednakostima koje vaze u AP, A ¥ dodademo nove redukcije i jednakosti i
posmatrati parcijalne algebre JAD-min, N-miw, V-min Dokazatemo da u njima vaZi teorema o
pro$irenoj normalizaciji. ‘

S druge strane, u sistemima 4, § atomizacija srednjeg dela iz A odgovara
atomizaciji jedinica sa vrha drveta (onih od kojih poinjemo pri formiranju ) terma. Interesantno
je da prisustvo raznih vrsta sefenja u termu ogranitava koje jedinice u njemmu moZemo
atomizovati a da ne promenimo vrstu sedenja u tom termu. U sistemu A bilo koja atomizacija
sreditnjeg dela ne kvari normalnost tog terma. Redukcije koje povezuju neki term bez se&enja (ili
term sa nevaZnim setenjima) sa nekim termom u kome su jedinice atomizovane opisaemo
novim jednakostima koje ¢emo dodati na ve¢ postojece u #'i § i definisati £, #n. Ono §to
odgovara teoremi o profirenoj normalizaciji iz AD-min, N-min, N-minu §'n, §n bie teorema o
atomizaciji.

Razlika, na primer, izmedu sistema £'i § po atomizaciji terma je jako mala i
nebitna pa je ne¢emo ni navoditi. Datemo samo one veze AD-min s N-miy, N-mini §nna
kojima se vaZne stvari nijansiraju i razlikuju.

1. ATOMIZACIJA MINIMALNOG SEGMENTA
NORMALNOG TERMA U SISTEMU A7

KOMENTAR: Potsetimo se da je nasa definicija normalnog terma u sistemu AD razlidita od
Pravicove u "Natural deduction” po tome $to na¥ normalan term moZe imati zaliha. Definicija
staze u normalnom termu sistema M, kao naslede navedene razlike nosi razliku u odnosu na
definiciju staze kod Pravica. U definiciji staze u AD postoji moguénost da se ona zavrsi
vaznom premisom operacije d.



DEFINICIJA: Neka je f term tipa I' - 4 iz sistema A2, Reéi éemo da niz premisa A b,
terma f Cine stazu terma, p, ako:

I. A je pretpostavka terma f koja nije oslobodena pretpostavka neke operacije d, A ili
nadovezivanja,

2. A; za svako i<n nije nevaZna premisa operacije v i

(1) 4; nije vazna premisa 9 ili nadovezivanja, onda A;, ; odmah ispod A;;

(11} 4; vazna premisa & ili nadovezivanja, onda 4;, ; oslobodena pretpostavka te operacije (ako
POstoji).

3. A, ili nevazna premisa operacije 1 ili vaZna premisa operacije § ili krajnja formula terma f,

Normalan term sistema JJ ima osobinu da mu je svaka staza koja ima vise od
jednog segmenta podeljena na deo eliminacija i deo uvodenja.

TEOREMA: Neka je f normalan term tipa I - 4 iz sistema . Neka je D proizvoljna staza
terma f, p=s;..s,, n>1. Postoji segment s, koji deli stazu p na dva (mozda prazna) dela: Eyp-
deo, Iyp-deo za koje vaZi:

E: svaki segment s; iz Eyp-dela (j<k) je vaina premisa neke operacije eliminacije i segment s;, ;
je podsegment segmenta s;; :

M: sy, k#n je premisa neke operacije uvodenja;

I svaki segment s; iz Iyp-dela (k<j<n) je vaZna premisa neke operacije uvodenja i segment s; je
podsegment segmenta Siv1-

DOKAZ: |

Prvo treba pokazati osobinu: da se svaki segment, koji je vaina premisa neke operacije
eliminacije, pojavljuje na stazi p pre segmenta koji je premisa nekog uvodenja, Ako bi bilo
suprotno, onda bi nekoj vaZnoj premisi eliminacije prethodilo uvodenje; vazna premisa
eliminacije bi bila zaklju¢ak uvodenja, odnosno postojao bi maksimalan segment (formula) §to je
nemoguce jer je f normalan term.

Znaci: vaZi navedena osobina.

Onda, neka je s prvi segment iz p koji je premisa neke operacije uvodenja. Tada s=s, i na osnovu
pokazane osobine vazi E, M, 1.

KOMENTAR: U sistemu NP Zelimo da atomizujemo minimalni segment. Ali, to éemo uraditi
samo na stazama koje se poklapaju sa stazama definisanim na Pravicov naéin (zvademo ih
Pravicove staze). Sta bi se desilo kada bi posmatrali stazu terma koja se zavrsava vainom
pretpostavkom 8? To znaéi da je & oblika 8,,, 8,5 ili 84,5 Onda ta staza ima samo Eyp-deo i
minimalni segment je ta vaZna pretpostavka. Ako bi atomizovali vasnu pretpostavku operacije &
u tako dobijenom termu imali bi M-segment. Dobro je to §to nikako ne bi smo dobili
maksimalan segmant jer se nalazimo u Eyy-delu staze i u njoj nema uvodenja, odnosno vazna
premisa operacije 5 nije nastala uvodenjem,

Moze se reci da je ovo na¥ izbor da vazne pretpostavke operacije § kao krajeve staze ostavimo

neatomizovane. S druge strane ovo je jedno objasnjenje zasto je Pravic rekao da bi izvodi sa
zalihama pravili neke teskoce.

DEFINICIJA: Neka je f normalan term tipa I' - A iz sistema A2, Neka je p staza terma f koju

tine segmenti s;...s,. Segment 5,=C’..C" je poslednji segment staze. Ako formula C” nije
vazna premisa eliminacije 8 onda je staza p Pravicova staza terma f .



DEFINICIJA: Neka je f normalan term tipa I' - A iz sistema A2, Neka je p Pravicova staza

terma f. Neka je s, segment te staze iz teoreme koju smo naveli gore. Segment s, éemo zvati
minimalni segment staze p terma f.

DEFINICIJA: AP-min je ADsa dodatim ND-MinS redukcijama:

ND-MinS~:  h— {nh, n'h}, .za h:T' - AAB.
ND-MinSv: h— 8(h, 14, Ip), za h.T +-AvB.
ND-MinS=s: h— Mu(h,14)), za h-T +A=B.

Sada éemo definisati korake redukcije za atomizaciju minimalnih segmenata
normalnih terama u AP/,

DEFINICIJA: Neka je f normalan term tipa I' + A iz M-mdn. Neka je s minimalan scgment
staze p iz f, s=C....C*. Neka je h podterm terma f takav da je njegov tip A-CY. Ako je g takav
term da su fn i g™ jednaki, samo umesto / u termu g je term k' za koji A— k' je jedna ND-MinS
redukcija, onda kaZzemo da se f 1-NDmin redukuje na term g po stazi p.

Staza p je glavna staza te redukcije. Staze terma g ¢ije segmente, &ine premise i
zakljudci operacija terma k' su nove staze te redukcije. Cesto ¢emo za nove staze redukcije reci
da su staze terma g koje odgovaraju stazi p iz terma f.

Oznaka: f—npmi8§-

DEFINICIJA: Neka je f normalan term iz A@-#tin, g term iz ND-mix takav da postoji prirodan
broj m i termi ky,..., h,,, iz AD-mein takvi da
f =k npmiP2=NDm1-~ = NDmiPm = 8 Onda kaZemo da se f NDmin-redukuje na term g.

Oznaka: f—*ypn 8-

NDmin koracima redukcije se ¢uva normalnost terma.

LEMA: Neka je f normalan term iz AJ-#iK. Ako f ima stazu p sa minimalnim segmentom Syy,
&ija formula nije atomska, tada postoji term g iz ND-#in, fyp,.18 i g normalan term.

DOKAZ:

Term f je normalan term iz AD-milH, p=s;...5,, S=Spin minimalni segment staze p, st—:CI...C* :
C* premisa neke operacije uvodenja (prvog u p) i C nije atomska formula.

Redukgija < yp,,; menja formulu C': eliminife, pa uvodi glavni veznik formule C' i na taj natin
segment koji ¢ini podformula formule C (moguce dva segmenta) postaje minimalan. ..

Segment s;; je vazna premisa neke operacije eliminacije s;. ,@’...D' iC potformulzi_ formule D.
Znati, D' vazna premisa operacije eliminacije i c zakl}uéak te operacije.

U zavisnosti od glavnog znaka formule D, term A-A-C" zaf=O(h), je oblika:

n(hy), ' (hy), Why, hy), 8(hy, hy hy), Ic au zavisnosti od glavnog veznika formule C, redukcija
h h; ima jedan od oblika:

h'_’NDml {nh’ ﬂ'h}, AAB = C; h'_)NDmIS(h’ I(IA’ 1:‘18): AvB = C’ V

hes npm Mu(h, 14)), A=B=C. :

Onda: f —; O(h;), O(h;) =g:

Dobili smo nove staze redukcije:

pi'= §'...8%  C'AC° C..C "y o8y P2 =SS e C'BCC...Cs o'

pr= s 8 CACC.. 'y 8y P2 =818 C'BCC.. C's'y 1S’

pi =518 C'BC’C...C*s',, ;.8 Py =A, gde su novi minimalni segmenti zatamnjeni.

Fat. )



Na ovaj natin dobili smo jedno uvodenje i jednu eliminaciju.

1. Da li posle uvodenja (formiranja c ) postoji neka elimincija, &ija je va¥na premisa zakljudak
nekog uvodenja ? Segment ct..¢* pripada Iyp-delu on je kao i svi segmenti tog dela
(8%;+1--8", ) zakljuak uvodenja i C je potformula tih segmenata.

Znati odgovor je ne.

2. Da li pre eliminisanja (razbijanja CI) postoji neko uvodenje , &iji zakljuéak je vazna premisa
tog eliminisanja? Segmenti s,...5;; {ine Eyp-deo staze p (pa onda s',...s"; ; &ine Eyg-deo staza D
P2) 1 tu nema formula koje su "pravljene”.

Znati odgovor je ne.

Jednom NDm-redukcijom ne narusava se normalnost terma, znadi term g, za koji fop,, 18 8
normalan term u AJ-#i, q.¢.d.

DEFINICIJA: Neka je f normalan term tipa I” - 4 iz sistema M2, Neka je p proizvoljna staza
terma f koja ima minimalni segment sM,N—ECI...CJ‘ . Ako je C atomska formula onda je f progiren
normalan term u A2, po stazi p.

Ako je term f proiren normalan u sistemu J2 po proizvoljnoj Pravicovoj stazi
terma f onda je f profiren normalan term u sistemu A2,

Na osnovu svega ovoga imamo teoreme o proSirenom normalnom obliku i
prodirenoj normalizaciji:

TEOREMA O PROSIRENOM NORMALNOM OBLIKU U AD-mir:

Za svaki normalan term f tipa T +.A u AD-mfn postoji prodiren normalan term & v AD-min, Giji
tipje I"+—A il sadrzi I

TEOREMA O PROSIRENOJ NORMALIZACLII U AD-mir:

Svaki normalan term f tipa T A u AD-min se NDm-redukuje na progiren normalan term g iz
ND-min.

Teorema o prosirenom normalnom obliku u AD-m/ je posledica teoreme o proSirenoj
normalizaciji. Dokaz teoreme o proirenoj normalizaciji je analogan dokazu teoreme o
proSirenom normalizaciji u /-mfnt koji éemo dati u narednom delu.

2. ATOMIZACIJA MINIMALNOG SEGMENTA
NORMALNOG TERMA U SISTEMIMA ¥ 1 ¥

Kao i u slugaju normalizacije tako i o profirenoj normalizaciji paralelno ¢emo
govoriti u sistemima A i 1 gde to bude potrebno naglasiéemo razlike.

KOMENTAR: Za razliku od sistema AND u sistemima N i N imamo operacije zamene (taénije
sjedinjavanja i nove pretpostavke) i sve operacije eliminacije su istog oblika. Pojam analogan
stazi u NP je linija u N i problem kraja staze sa vainom premisom operacije b je sada problem
linije sa krajem koji je fiktivna oslobodena pretpostavka operacija’, d(D), L, nadovezivanja.



DEFINICIJA: Neka je f term tipa T + A4 iz sistema M Reéi éemo da niz premisa A,,...,4,, terma
f ¢ine liniju terma, I, ako:

1. A, je pretpostavka terma f koja nije oslobodena pretpostavka neke operacije ’, d, T ili
nadovezivanja i nije fiktivna pretpostavka terma f.

2. A, za svako i<n nije nevaina premisa operacije I, koja je potformula vaZne premise; ili
fiktivna oslobodena pretpostavka operacije eliminacije ili nadovezivanja:

(i) A; nije vazna premisa eliminacije ili nadovezivanja, onda4;,; odmah ispod A;;

(ii) A; vaina premisa operacije eliminacije ili nadovezivanja, onda A;,; oslobodena pretpostavka
te operacije.

3. A, ili nevaZna premisa operacije I, koja je potformula vazne premise; ili fiktivna oslobodena
pretpostavka operacija eliminisanja ili nadovezivanja; ili krajnja formula terma f.

DEFINICIJA: Svaku fiktivu pretpostavku nekog terma f tipa I + A iz sistema J zovemo
1-linija tog terma f.

Vazi: 1. Neka je f term tipa I - A iz sistema ¥ . Sve formule koje se pojavljuju u drvetu terma f
sa desne strane - pripadaju nekoj liniji (liniji ili 1-liniji) tog terma f.

2. Neka je f term tipa I' - A iz sistema 4, Neka je / jedna linija terma f. Linija [ se sastoji
od segmenata s,...5; koje &ine vi¥e pojavljivanja iste formule (moZe biti i jedno).

Svojstvo da linije G-normalnih terama sistema 4 imaju deo eliminisanja i deo uvodenja
dokazuje siedeta teorema.

TEOREMA: Neka je f G-normalan term tipa I' - A iz sistema  Neka je / proizvoljna linija
terma f, [=5;...s,, n>>1. Postoji segment 5 koji deli liniju I na dva (moZda prazna) dela: Ey-deo,
Iy-deo za koje vazi:

E: svaki segment 5; iz Ey-dela (j <k) je vazna premisa neke operacije eliminacije i segment 5;,; je
podsegment segmenta s;;

M: 5,, k#n je premisa neke operacije uvodenja;

I: svaki segment ; iz Iy-dela (k<j<n) je vaZna premisa neke operacije uvodenja i segment s; je
podsegment segmenta §;, ;. :

DOKAZ:

Prvo treba pokazati osobinu: da se svaki segment, koji je vaZna premisa neke operacije
eliminacije, pojavljuje na liniji / pre segmenta koji je premisa nekog uvodenja. Ako bi bilo
suprotno, onda bi nekoj vaZnoj premisi eliminacije prethodilo uvodenje; vaZna premisa
eliminacije bi bila zakljutak uvodenja, odnosno imali bi maksimalan segment (formulu) §to je
nemoguce jer je f G-normalan term.

Znadi: vaZi navedena osobina.

Onda, neka je § prvi segment iz [ koji je premisa neke operacije uvodenja. Tada s=s; i na osnovu
pokazane osobine vaZi E, M, L. g. e. d.

Treba reéi da za normalne terme sistema J# (A"} vaZi donekle izmenjena teorema
koju smo gore naveli za G-normalne terme. Kod normatnih terama osobinu navedenu u teoremi
imaju samo linije koje se ne zavr¥avaju fiktivnom oslobodenom pretpostavkom nadovezivanja, a
ne sve linije normalnog terma.

KOMENTAR: Od svik linija normalnog terma u sistemu N samo u nekim (zvacemo ih
Pravicovim linijama) éemo definisati minimaini segment i atomizovacéemo ga. To su linije koje
se ne zavifavaju fiktivnim oslobodenim pretpostavkara operacije eliminacije ili nadovezivanja.



U narednim definicijama, lemama, teoremama biée re¢i 0 G-normalnim termima
iz sistema A Kako (kao §to smo ve¢ napomenuli) ovo moZe da se primeni na G-normalne terme

iz 4, tako da to sve vaZi za normalne terme iz & odnosno . Jer ako je f G-normalan onda f je
normalan u J¥, odnosno 4"

DEFINICLJA: Neka je f G-normalan term tipa I" + A iz sistema . Neka je ! linija terma f koju
&ine segmenti s,...5,. Segment s,=C"..C" je poslednji segment linije. Ako formula C” nije

fiktivna oslobodena pretpostavka eliminacije, nadovezivanja onda je linija I Pravicova linija
terma f .

DEFINICIJA: Neka je f G-normalan term tipa ' - A iz sistema 4/ Neka je ! Pravicova linija

terma f. Neka je 5, segment te linije iz teoreme koju smo naveli gore. Segment s, éemo zvati
minimalni segment linije / terma f.

Definicija kaZe da na dalje kad god budemo govorili 0 minimalnom segmentu
neke linije podrazumevacemo da je ona Pravicova linija.

KOMENTAR: Postoje jo§ dve mogucnosti refavanja problema atomizacije minimalnog
segmenta. Prvo, promena definicije linije: da se ona zavr$ava vanom premisom eliminacije a
fiktivne oslobodene pretpostavke ne pripadaju nijednoj liniji, niti ¢ine 1-liniju. Druga
mogucnost, atomizovali fiktivne oslobodene pretpostavke tako $to nove pretpostavke budu

njihove potformule pa se operacijama prave potrebne formule §to nije uvek (za veznik =)
moguce.

DEFINICNJA: A-mif je Nsa dodatim MinS jednakostima:

MinS~: h=h{1, 1g}, za h:T +AAB.
MinSv : h=d(h, 1, 1), za hT +AvB.
MinS=: h= (I(h,1,1g5))* za hT ~A=B.
DEFINICLJA: A-min je /N'sa dodatim MinS jednakostima:
MinS~r: h=W{1, 1.}, za h.T+AAB,
MinSv': h=D(h, .1, 1), za hT +AvVB.
MinS=: h= (Y(h 1,1p))* za hT +A=B.

Zbog oblika operacija eliminacije u sistermu 4 imamo jednu lepu osobinu
minimalnog segmenta linija u normalnom termu iz A-mix.

LEMA 1: Neka je f G-normalan term tipa I + A iz sistema J/ Neka je / proizvoljna Pravicova
linija terma f i s,y minimalan segment te linije, sy = C’...C". Podterm terma f koji ima tip
oblika A-C’ je uvek jedinica 1.:C + cl.

DOKAZ:

Na osnovu teoreme: s,y=s5; je premisa uvodenja, a s, je vaZna premisa neke operacije

eliminacije i s, je podsegment segmenta s, ;. To znagi: poslednja formula segmenta Sk.1 =D..D
Je vazna premisa neke eliminacije i formula C je potformula formule D,

segmenti 5,7, 5, su sa linije /, onda u toj liniji iza D' sledi C':

D' vaina premisa eliminacije,

mora: C' oslobodena pretpostavka te eliminacije.



Ako bi jedinica IC + C bila podvutena onda skECI i to je kraj linije /. Onda / nije Pravicova i
5, nije minimalan segment.
Znadi: trazeni term je nepodvudena jedinica, I~C+ C. g.e. d.

Sada ¢emo definisati korake redukcije za atomizaciju minimalnih segmenata
normalnih terama u JA-min. o )

DEFINICIJA: Neka je f G-normalan term tipa I' + A iz JA-mix Neka je s minimalan segment
linije ! iz, s=C"...C*. Neka je h podterm terma f takav da je njegov tip Ar- C' (na osnovu leme 1
to je 1) . Ako je g takav term da su N(f) i N(g) jednaki samo umesto & u termu g je term /' za
koji je h=H' jedna MinS jednakost, onda kaZemo da se f 1- Min redukuje na term g po liniji 1.
Linija / je glavna linja te redukcije. Linije terma g koje imaju segmente, koje
Eine premise i zakljudci operacija terma k' su nove linije te redukcije. Cesto ¢emo re¢i za nove
linije redukcije da su linije terma g koje odgovaraju liniji / iz terma f.
Oznaka: f—uyvi8.

Napomena: na osnovu leme 1 dovoljne su nam Min$S-jednakosti samo za jedinice:
IMinS~: 1y=14r8"{1s 18}

IMinSv : IAVB =d(1AvB- KIA’ K'IB)J

IMinS=>: 148 = (M14=p1 4 15)™

DEFINICIJA: Neka je f G-normalan term iz A-m/n, g term iz A-min takav da postoji prirodan
broj m i termi hy,..., h,, iz N-mtiwrtakvi da

F=h—yant Fa>pw 1= vt = 8, 0nda kaZemo da se f Min-redukuje na term g.

Oznaka: f—un 8-

Koracima Min-redukcije se ¢uva normalnost terma.

LEMA 2: Neka je f G-normalan term iz A-min. Ako f ima liniju [ sa minimalnim segmentom
Sy, Gija formula nije atomska, tada postoji term g iz Nettint, f—>pan: €1 8 je G-normalan
term.

DOKAZ.:
Term f je G-normalan term iz N-min [=s;...s,, 57=5)my minimalni segment linije Z, sM,NECI .C5
ct premisa neke operacije uvodenja (prvog u ) i C nije atomska formula.

Redukcija —»py; menja formulu C': elimini$e, pa uvodi glavni veznik formule C' i na taj natin
segment koji &ini potformula formule C (moguce dva segmenta) postaje minimalan.

Pitanje je gde se nalazi formula C! u drvetu terma £ ? '
s;=8pn=C"...C"; C, 5 =E'..E™ je vaZna premisa eliminacije,

odnosno E™ vaina premisa climinacije, C je potformula od E i E'..E™ nevame premise
eliminacije ili premise zamene;

Sivl =u..U je zakljudak uvodenja, odnosno U je zakljutak uvodenja, C je potformula od U,

..U nevaZne premise eliminacije ili premise zamene, v je premisa novog uvodenja

Neka je na primer AAB = C tada dobojamo dve nove linije redukcije:

1 sy s CAT AL A CLCS g8

=55, C B BB . sy s,

i sada je minimalni segment A’ 42 4° u novoj liniji I;" i dobili smo jedno uvodenje i eliminaciju
1. Dali posle uvodenja (formiranja (o) postoji neka elimincija, kojoj je C’ vama premisa?



Segment C°CC2..C* pripada Iy-delu on je kao i svi segmenti tog dela (s, ,...5',) zakljudak
uvodenja i C je potformula njihovih formula, Znaéi odgovor je ne.

2. Da }i pre eliminisanja (razbijanja C’) postoji neko uvodenje , &iji zakljutak je C’ tog
eliminisanja? Segmenti 5;...5;; ¢ine Ex-deo linije ! (pa 5';...s";; ¢ine Ey-deo linijal, 1,) i tu nema
formula koje su "pravljene".

Znati odgovor je ne. .

Dokaz je potpuno isti u sluéaju kada jeAvB=C, A =>B=C.

Jednom Min-redukcijom ne narndava se G-normalnost terma.

Znad1 term g, za koji f— v &, je G-normalan term u Momde . q.e.d.

Neka je f term sistema . Neka je ! njegova linjja i spgy = C'...C" njen minimalni
segment. Postoje podtermi terma f ki h,, takvi da h,:A,i—CI , b A FC™ 1 term h; je podterm
terma h,,. Postavlja se pitanje na koji od terma Ay ili &, ho¢emo da primenimo Min$ jednakost i
da atomizujemo formulu C ? Nas izbor je term A, ( $to se vidi iz definicije Min-redukcije).

Sta bi se desilo da smo izabrali term h, ili bilo koji term Ay ARC) 1< i <m?

Saguvalo bi se vaino svojstvo Min-redukcije da Euva normalnost terma (lema 2).
Interesantno je da bi term sa primenjenom Min-redukcijom na termu h,-.'A,-I—Ci , 1<i <m bio MS
jednakostima povezan sa termom u kome je Min-redukcija primenjena na termu A sARC

DEFINICHJA: Neka je f G-normalan term tipa I' - 4 iz sistema /. Neka je ! proizvoljna linija
termaf koja ima minimalni segment SM,NECI...C" . Ako je C atomska formula onda jef
prodiren G-normalan term u sistemu J¥, po liniji /.

Ako je term f prodireno G-normalan u sistemu .¥po proizvoljnoj Pravicovoj liniji
terma f onda je f profiren G-normalan term u sistemu A

U N-mtin (N -miin) vazi teorema:

TEOREMA O PROSIRENOM G-NORMALNOM OBLIKU U N-mif:

Za svaki G-normalan term f tipa I -4 u A-m/it postoji prosiren G-normalan term istog tipa u
N-mtin.

TEOREMA O PROSIRENOJ G-NORMALIZACIJI U N-miie:
Svaki G-normalan term ftipa I A u A-min se Min-redukuje na profiren G-normalan term g
iz N-slu
DOKAZ:
Neka je d- najveéi stepen minimalnih segmenata koji se pojavljuju u termu f:
br- broj minimainih segmenata koji su stepena d u termu f;
Teoremu Cemo dokazati indukcijom po paru (d, br) posmatranog terma f.
Neka: { proizvoljna linija terma f sy minimalni segment linije { i d(s,y)=d,
lema 2: postoji term g takav da f— .y, & poO liniji £,
Ako term g nema minimainih segmenata stepena d, onda za d, prvi parametar iz dvojke

terma g vaZi d, <d, pa na osnovu indukcijske pretpostavke postoji prodiren G-nomalan
term A,

takav da g— pyn A
Znati: f— b 1 h je prodiren G-nomalan term u N,
Ako term g ima minimalnih segmenata stepena d, onda d,=d, ali liniji / odgovaraju nove
linije /;, I; u termu g Eije minimalne segmente &ine potformule formule C odakle term g



ima manje minimalnih segmenata stepena d pa za br, terma g vaZi br,<br. Na osnovu
indukeijske pretpostavke postoji progiren G-nomalan term h takav dag— ywh
Znadi, f— ygv b 14 je prodiren G-nomalan term u JA-min.

3. ATOMIZACIJA JEDINICA U SISTEMU 4'

Analogan postupak atomizaciji minimalnog segmenta normalnih terama u sistemu
N je atomizacija jedinica vrha drveta terma u kome nema sedenja u sistemu 4. Potpuna
atomizacija bi bila da sve polazne pretpostavke u drvetu koje su oblika 1,4 + A budu takve da
je A atomska formula, U prethodnim poglavljima definisali smo nevazna sedenja u terrmu sistema
&' Ovde ¢emo videti kako je povezana atomizacija sa vrstama setenja koje se pojavijuju u
termima &ije jedinice hoéemo da atomizujemo. Zato ¢emo na potetku definisati vrste jedinica u
nekom termu sistema §'koje éemo posmatrati.

DEFINICIJA:Neka je f term tipa I’ - 4 iz sistema 4 Neka Un(T()) &ine sve jedinice koje se
pojavljuju u drvetu terma f, koje €emo razlikovati po formuli kojoj pripadaju i po mestu u drvetu
terma f (§to govori indeks njene formle).

DEFINICIJA: Neka je I A A jedinica u sistemu 4 Formula4 sa leve strane + u jedinici I 4
je leva formula jedinice 1, , 2 formulaA sa desne strane + je desna formula te jedinice.

DEFINICLJA: Neka je f term tipa T A iz sistema 4" Ako je 14;A4; + A jedinica iz Un(T(f))
takva da:

1. njena desna formula i svi njeni naslednici nisu formule setenja u nekom sedenju tipa L;

2. njena leva formula, svi njeni naslednici i c-naslednici nisu formula seéenja u nekom seenju
tipa R.
Onda 1 4, pripada Un(f).

Vazi: 1. Un(f) cUn(T(f)).
2. Ako term f nema seéenja, onda Un(f)=Un(T(f)).

DEFINICIJA: £ je § sa dodatim m jednakostima:
na Lus=({Ly 1s})"
nv. IAVB= [K'IAJ x'IB] .
= 148= (1l LD*

Sada &emo navesti definicije redukcija za atomizaciju jedinica terma.

DEFINICIJA: Neka su f, g termi tipaT” -4 iz §%. Ako postoje podtermi f; od fig; od g takvi
da je f; =g; neka m jednakost i za niz pravila P, f = P(f;), g=P(g;), tada se term f
1-n redukuje natermg.

Oznaka: f >, &



DEFINICIJA: Neka su f, g termi tipa ' + 4 iz £'. Ako postoji prirodan broj m i termi ...k,
iz f'takvida: f=h;>),...> h,=g, retiéemo da se term f n-redukuje na term g.
Oznaka: >, 3.

DEFINICIJA: Neka je f term tipaT - A iz sistema 4 Ako za sve jedinice iz Un(T(f)) vai da
su njihove formule atomske onda éemo za term f reéi da je atomizovan term.

Sledece leme ¢e nam koristiti u dokazu teoreme o atomizaciji jedinica u £7%.

LEMA 1: Neka je f term tipaT'+ A4 iz £ 1 term f je oblika O(h(,g)), gde je O neko pravilo.
Tada term f je atomizovan akko su termi h, g atomizovani,
DOKAZ:

Jednostavno, po sloZenosti terma f. q- e d.

LEMA 2: Neka je f term tipal” - A iz §7. Termf je oblika ili O((h,) 1) ili I, gde je O neko
pravilo za strelice, a term A je atomizovan. U oba slu€aja C nije atomska formula. Tada se term f
n-redukuje na atomizovan term g, koji je oblika ili O((h,)h;) ili by, gde je h; atomizovan term.
DOKAZ:

Term O((hJ)]C) moZe biti oblika [h’ IC]: [IC» h]: IC[h]a h[IC]s {h, IC}={1C’ h}’ KIC! K'1C3 IC*;
tA(]C)’IC'(h>s h(]C> ‘

Dokaz ¢emo izvriiti indukcijom po stepenu formule C: d(C).

Neka je C=BAD: na. Io=({1,, Ip})

Posmatramo term {Ip, /p} d(B)<d(C), d(D)<d(C) pa na osnovu indukeijske pretpostavke postoji
atomizovani termi f; , f, takav da {/p Ip}y>.{fp 1p}>,{fs 2} 1 na osnovu leme 1 imamo da je
{f, f>} atomizovan term.

Ic >4, ({13 10})§>1n hy>p o > p({fe ID})§>lnh2 > >l fz})§: pa na osnovu
definicije>,, imamo: O((h,)1c) >,0((h){f; f2}}).

Dokaz je analogan ako je formula C oblika C = BvD, C = BAD. q. e. d.

TEOREMA O ATOMSKOM OBLIKU U £%:
Za svaki term f tipa I’ A iz 4’7 postoji atomizovan term g tipa [ A4 u 47 .

TEOREMA O ATOMIZACIII U §'n:

Svaki term f tipa ' - A iz §'n se n-redukuje na term g tipa I' + A4 takav da je on atomizovan
termu §7.

DOKAZ:

Neka je f." - A strelica iz 7, O(h;) =f gde je O niz pravila:

h; je podterm terma f koji nije atomizovan, a svi njegovi podtermi (ako ih ima) su atomizovani.
Term h; ima oblik ili O,((h',)1 ) ili 1 gde je h' atomizovan term i C nije atomska formula.

Na osnovu leme 2 postoji atomizovan term g, takav da h 1>4&r

Znati f= O(hy) >, O(g,) = fp, i sve preostale neatomske jedinice se nalaze u preostalim
termima na koje se odnose pravila iz niza O.

Slede¢i korak bi bio: h, podterm terma f; koji nije atomizovan i svi njegovi podtermi
atomizovani. Naravno da je g; podterm od A

+ & @

Dobijamo na kraju: f>, f; >, f5>,..>, fi i fi nema podterm koji nije atomizovan,



znati f, =g je atomizovan term u §7. q. & d.

Napraviéemo pregled veza atomizacije jedinica u nekom termu i njegovog oblika.
VaZno ¢e nam biti da li ée se atomizacijom u nekom termu

(i) stvoriti nove operacije sefenja i
(i) neka nevaZna se€enja postati vazna. - - - - -
Lema koja sledi daée nam odritan odgovor na prvo pitanje.

LEMA 3: Neka je f term tipa I' + A iz £ u kome nema seenja.
Ako f> ;,g, onda je term g tipa I’ FA i unjemu nema seenja.

DOKAZ:
U Zemu se sastoji 7-redukcija: podterm terma f oblika I u zavisnosti od oblika formule C
zamenjeni su termima ({14, 5} ), o o5} (15[ 14))* u kojima nema secenja. q.c d.

LEMA 4: Neka je f term tipa I' + D iz §7, koji ima samo nevaZna secenja, kod kojih su formule
selenja atomske. Ako f> ;, g, onda je term g tipa &’ A1 imasamo nevaZna sefenja.

DOKAZ:

Lema 3: n-redukcijama se ne stvaraju nova sefenja, sto znadi g nema novih sefenja u odnosu na
term f. Da li n-redukcije mogu od nevaznih setenja da naprave vazna?

Neka je h{ h;) nevazno se€enje tipa L u termu fi termi h, h; nemaju selenja.

hyT+A hAAA-B

h{ h; > ATU'A + B, A = CAF i jedinicu 1 4 koja postoji u k; n-redukcijom zamenjujemo
sa ({l¢ 1r})} iimamo redukciju k; > ki ({Io 1;})§je podterm terma k.
Onda h{ h; )>, K{ hy). Polto je setenje h{ k) tipa L term k ima eliminaciju (ili slabljenje)
formule A pa setenje h{ h, ) postaje vazno.
Ali, term f koji mi posmatramo ima nevaZna sefenja samo sa atomskom formulama pa na
jedinici 14 nema n-redukceija
Znadi, gje atomizovan term sa nevaznim sedenjima kao u termu f. gq. e. d.

KOMENTAR: U dokazu leme 4 videli smo da je na drugo pitanje koje smo postavili potvrdan
odgovor. To je ono §to nama ne odgovara. Ne Zelimo da nam redukcije atomizacije na termu,
koji je veé sreden po pitanju nevaznih selenja, stvaraju nove probleme sa selenjima. Zato cemo
da definiSemo drugacije redukcije (taCnije na odredenim jedinicama terma) koje nece
proizvoditi vaZna secenja.

DEFINICLJA: Neka su f, g termi tipa I - A iz #%. Ako postoji prirodan broj m i termi hy,..., 1,
iz §'n takvi da:

f=h>n >mh=81 svaka od ovih n-redukcija bila je na jedinici iz Un(h;), I<i<m, onda
¢emo reéi da se term f Nn-redukuje na term g.

Oznaka: f> nn 8.

Vazi: ako f>y,; § za neku 1,€Un(f) onda Un@=(Un(A\{,})V{ic,Ip} ako je formula A
oblika ili CAD ili CvD ili C=>D.

DEFINICIJA: Neka je f term tipa I'+- A iz sistema 47 Ako za sve jedinice iz Un(f) vaZi da su
njihove formule atomske onda éemo za term f reci da je N-atomizovan term.



Vazi: 1. Ako je term f atomizovan, onda f je N-atomizovan.
2. Neka je f term bez secenja. Tada f atomozovan akko f N-atomizovan,

LEMA §: Neka je f term tipa "4 iz £ i term f ima jedan od oblika [k, 1.}, [I, k] I[k)
hllch th Ichle, by Wle s wles Ic% tale), Ic{h ) h(1g),

gde je term A je atomizovan i I je neatomska jedinica iz Un(f). Tada se term f Nn-redukuje na
N-atomizovan term g, koji je oblika redom [h, hil [hy, K1 BylR) hlk) {h Byl {hy B, By hy,
hy* ti(hy), hylh), hihy), gde je h) N-atomizovan term.

DOKAZ:

Dokaz je potpuno 1sti kao dokaz leme 2. q. e. d.

LEMA 6: Neka je term f tipa " A4 iz 47, koji ima samo nevaina sedenja.

Ako f> 1y, 8, g term iz 47, onda term g ima samo nevazna sedenja.

DOKAZ:

Na osnovu leme 3 imamo da term g nema novih seenja u odnosu na term f.

Ostaje pitanje da li Nn-redukeije od nevaznih sefenja stvaraju vaina? .

J > 1nq 8: postoje podtermi f; od fi g, od g takvi da je f;=g; neka 7-jednakost f;=1, i I -€Un(f)

i za niz operactja O, f=0(f,), g=0(g;).

U zavisnosti od glavnog veznika formule C term g, ima jedan od sledeéih oblika

(. Ip})', [ds elpl, (1ol15)*

(I) po definiciji Un(f): I nije podterm nekog terma 4 u f koji se pojavljuje u jednom od

sluéajeva:

1. A:A+C, hpCAs+D iu fpostoji hy(h) nevazno sedenje tipa L;

2 h:CA+D, hy: A Ciufpostoji h (h;) nevazno sedenje tipa R;

To znadi da ne moZe da se desi

1. hy(h) i u termu h; eliminacija C i u Nn-redukcijama se u 4 pojavi uvodenje C;

2. h¢h;) iu termu h; uvodenje C i u Nn-redukcijama se u 4 pojavi eliminacija C.

Znati: za formule seCenja svih secenja iz f; ako imaju jedinice na krajevima svojih loza vaZi
da te jedinice ne pripadaju Un(f).

(1) Ako za I:C + C iz f postoji setenje kome je formula sedenja nadnasiednik desne formule
¢t € je potformula od C' imamo da je to se&enje tipa R i ovom se Nnj-redukcijom jo¥ vise
atomizuje uvedena formula C'.

Znati: seCenje ostaje nevazno.

(II1) Ako za I-C + C iz f postoji se€enje kome je formula sedenja nadnaslednik leve formule 1 o
C je potformula od C' imamo dajeto sedenje tipaLi ovomse Nn-redukcijom jo§ vise
atomizuje uvedena formula C',

Znali: sefenje ostaje nevazno.

(IV) Ako za I»C+ C u termu f ne postoji sefenje kome je formula se€enja neka formuia C iz te
jedinice ili neki njihov naslednik ili nadnaslednk, tada Nn-redukcijena I ne utidu na
seCenja U termu f.

Zna¢i term g ima samo nevaZna sedenja. q.e. d.

KOMENTAR: Ako hodemo da izvr$imo atomizaciju jedinica terma, koji nema selenja, onda
mozZemo atomizovati sve jedinice. Ali, ako hoéemo da posmatramo terme sa nevainim
seCenjima u sistemu §' (koji odgovaraju normainim termima u sistemu N} onda atomizacija
svih jedinica stvara vaZna seenja u termu. Najverovatnije je da je moguce nakon atomizacije
resiti se tih novonastalih vaznih seCenja, alije to protiv naSeg postupka da prvo iz terma u



4'n eliminiSemo secenja (koja odaberemo) a zatim izvi$imo atomizaciju Jedinica.

U 4'n vaZi teorema o N-atomizaciji i njena posledica teorma o N-atomskom obliku.

TEOREMA O N-ATOMSKOM OBLIKU U 4':
Za svaki term f, koji ima samo nevaZna seénjai tipa je I A iz §'n postoji N-atomizovan
term istog tipau £7.

TEOREMA O N-ATOMIZACIJI U 47:

Svakiterm f tipa [" - A iz ', koji ima samo nevaZna seZenja, se Nn-redukuje na termg istog
tipa takav da je g N-atomizovan term u 4% i ima samo nevazna sedenja.

DOKAZ:

Kao i dokaz teoreme o atomizaciji samo se jo§ koriste lema 5 i lema 6. q. e. d.

Na kraju ovog dela datemo jo¥ jednu moguénost definisanja jednakosti za
atomizaciju jedinica u termu sistema 4 CNn jednakostima.

DEFINICIJA: CN1 jednakosti:

Cna h=({1, 151} h), za hT - AAB.
Cnv. h=[J4 lgl (k) za hT +AvB.
Cn=. h=(Ig[1LVX k) za hT+A=B.

CNm-redukcije bi se uvele analogno n-redukcijama u &'. Interesantno je to da sve jedinice koje
mogu da se atomizuju Nv-redukcijama mogu i sa CNm-redukcijama i obmuto. U jednom od
slede¢ih delova ¢emo vise govoriti o vezi jednakosti u 4'i 47.

4. VEZA NDmin-REDUKCWA 1Z AD -min
1 Min-REDUKCWA 1Z N-min

DEFINICIJA: Neka su f, g termi sistema A% i vaZi f=pg.Neka je p proizvoljna staza terma f.Za
stazu p' terma g, koja sadrZi iste premise odgovarajuéih operacija iz Pravicovog oblika terma kao
i staza p kaZzemo da odgovara stazip. Za operacije &ije premise sadrZi neka staza re¢i éemo da
su operacije te staze.

Neka je p proizvoljna staza terma f, p=5y...8.Sn sk=sM,N=CI ..C™; 1 neka je
potetak staze p pretpostavka A.
Svaka od formula staze p, sem poslednje je premisa neke operacije; sve te operacije su operacije
staze p. Ako posmatramo f=p g imamo da se f i g razlikuju samo po prisustvu (odnosno
odsustvu) nekih nadovezivanja i njihovog redosleda. Ako je p’ staza terma g koja poCinje
pretpstavkom 4, ona ima svoje operacije. Operacije staza p i p' mogu se razlikovati samo kao
termi fig. To znati da se izmedu dve operacije za veznike u p i p’ moze da se pojavi razli€it broj
nadovezivanja. Nadovezivanje kao operacija ima osobinu da su mu premisa i zakljuak ista
formula, pa su one u istom segmentu staze. To znati da se s; i §';, I<isn mogu razlikovati po
broju formula koje ih &ine.



Jod syp=C"...C", C" premisa neke operacije uvodenja; &', iz ps=C..C

ako: m=l.5', =5\

ako: m<!: izmedu operacije kojoj je C" zakljulak 1 one kojoj je ona premisa ima drugih
operacija (Suvaju formulu C) to su nadovezivanja. Mora da u p’ postoji pomenuto uvodenie,

njegova premisa je neka formula C i zakljuak C', C#(’ pripada drugom segmentu. To znadi da
C" premisa uvodenja is', =s'yn.

Pre nego $to vidimo kako se slazu koraci NDmin-redukcije iz AP-miw i Min-
redukeije iz -mit pokazatemo neka svojstva terama ovih sistema koje ¢emo kasnije koristiti.

LEMA 1: Neka su f, g normalni termi iz A2-mfn, takvi da vaZif=pg.
Tada f - yp,,; f; za minimalni segment s, neke staze p akko

§-Npm1§; 72 minimalni segment 'y, staze p' koja odgovara stazi pizf. Jos vazi fi=ng&r
DOKAZ:

Ako f ©onp fii p staza terma f, SM,N=CI...C'", postoji podterm h terma f, h:A-C’ f=0(h),
h=h; jedna ND-MinS jednakost. Term f; dobijen tako §to se ostali deo terma f razlikuje do na
=y, a umesto k ima term A;:

(i) A podterm terma g, onda g —yp,.1f1 fi=81

(if) & nije podterm terma g, ond postoji A, podtem terma g, hyA-C’, h=yh,i hy=h; jedna ND-
MinS jednakost 1 ;=g hy. Term g; se dobija tako §to se ostali deo terma g (ne podterm h,)
rezlikuje do na ==, a umesto h, ima k.

Znadig,=nf;. ,

U sludaju g < yp,1&; dokaz je potpuno isti. q. e. d.

POSLEDICA 1: Neka je f normalan term iz JD-mi¥.
Tada vaZi f Syp, b akko f oyp g ig=nh.

Vet smo prilikom definisanja preslikavanja p i r videli da samo odredeni termi
(prirodno sredeni, nd-termi) sistema Jimaju odgovarali]uéi term u sistemu AZ. Proizvoljan term nf
sistema J/ ima razlitite linije od njegovih terama nf"" i f"". Preslikavanjem p(nf<") iti p(f")
samo linije tih terama se pojavijuju u sistemu A% kao kandidati za staze. Narednom lemom
preciziraéemo koje su to zajednitke linije terama £, nf" i f“™.

DEFINICIJA: Neka je f normalan term sistema J¥. Za neku liniju / terma f kaZemo da prolazi
preko neke operacije ako linija / sadrZi premisu te operacije.

Termi £ nf*" i fimaju neke zajednitke (iste) podterme u kojima nema
specijalnih operacija i njihovih nizova i novih pretpostavki. Za neku Pravicovu liniju /' terma
nf“"" ( ") kaZemo da odgovara nekoj Pravicovoj liniji / terma f ako prolaze preko istih premisa
zajednitkih operacija (ne specijalnih) terma £ i nf" (f1).

LEMA 2: Neka je f normalan term iz # Za svaku Pravicovu liniju [/ terma f postoji
odgovaraju¢a Pravicovu linija I' u termu nf*"" i prilikom formiranja terma nf™" nisu nastale nove
Pravicove linije.

DOKAZ:

Pro¢i Cemo kroz sve slugajeve specijalnih operacija i videti koje promene na linijama u f izaziva
formiranje nf*",



Neka term f ima neku od specijalnih operacija:
T-desnu, C-desnu, onda (i) izostavi se viSe 1-linija;
(ii) linije koje prolaze preko izostavljenih novih pretpostavki i
sjedinjavanja postaju krade.
T-nadovezujuéu onda, (i) vide linija koje se zavr¥avaju f. o. p. nadovezivanja (koje nisu
Pravicove) postaju 1-linije a neke se i gube;
(ii) linije koje prolaze preko izostavljenih novih pretpostavki i
sjedinjavanja postaju krace.
Tv-eliminacionu, Cv-eliminacionu onda (i) biée izostavljeno vise linija koje se zavrSavaju f.0. p.
eliminacije (koje nisu Pravicove);
(ii) linije koje prolaze preko izostavljenih novih
pretpostavki i sjedinjavanja postaju krace.
T-suvidnu, onda izostavi se vise 1-linija i neke linije postaju krace.
C-suvisnu, onda (i) izostave se neke 1-linije;
(ii) linije koje prolaze preko izostavljenih novih pretpostavki i sjedinjavanja
postaju krace.
TA-eliminacionu, TA, T= onda (i) linije koje se zavr¥avaju f. 0. p. te eliminacije A ili = postaju
linije koje se zavr¥avaju f.0.p. nadovezivanja, zatim 1-linije;
(ii) pojavljuju se nove linije koje nisu Pravicove;
(iii) menja se duZina drugih linija.
Ca-eliminacionu, C=>-eliminacionu onda (i) linije koje se zavriavaju o. p. te eliminacije A ili =
postaju linije koje se zavriavaju o. p. nadovezivanja
a to znati C-razgranata ili 1-linije;
(ii) menja se duZina drugih linija.

C-razgranatu onda (i) neée biti nekih linija sa koje se zavriavaju f. 0. p. nadovezivanja;

(ii) menja se duZina drugih linija. g. e. d.

Nekoliko lema koje éemo sada navesti daCe nam vezu izmedu Min-redukcija u
termu f iz J-mfn i terama nf", f° Poito su af" i £ termi v duhu prirodne dedukeije u
N-min koraci Min-redukcije u njma preslikavanjem p Ce biti prenete u ND-min.

LEMA 3: Neka suf, g normalni termi iz A/,

Ako f—> i8> onda postoji term h takav da nf s unih-
DOKAZ:
Neka f—> v g 1 lintjal=s;...5,, i 5, =5pn=C-.C".
fmamo 1C - C' u termu f i Lns'{La, 18} D(Lauss olas l8) (ULasps 1 19))* u termu g
(zavisnosti od glavnog veznika formule C). Na osnovu leme 2 jedinica 1C + C' postoji i u
termu nfcn. Onda je k term koji se dobija kada se jedinica IcC C' u termu nf"n Zameni sa
jednim od terama 1 4.4’ {1s, 15}, D(Laua, La» elg), (K(14=p, 14, 15))* (zavisnosti od glavnog
veznika formule C). g.e. d.

LEMA 4: Neka je f normalan term iz A-mi.
Ako nf "> pn;h, onda postoji term g takav da [ mni 8
Joi vazi: ako h—>pny iy onda g—yni 81 '
DOKAZ:
Neka je nf<" sa linijom [=5;..-5, 15, =5yn=C".C".
U termu nf"‘n je 1cCr C' i postoji podterm f;, koji ima jedan od oblika:
(1M afe. 3,52 Ic je podterm od f3 ili fz; 1{fz f5 Igi "fcn =0(f,)-



Posmatracemo sludaj kada je C=AAB.

U termu  jedinica I je zamenjena sa 14,5’{1 4,1 3}, i njegov podterm A, je oblika:

i f2(/p) Ling'{Lad} i d(fy, f3', f27) X, f3 Lang’{14: 15}).

Vazi: {linije terma f koje nisu 1-linije}={Pravicove linije terma f}\{ne Pravicove terma fi

Na osnovu leme 2:

{linije terma nf o koje nisu 1-linije}={Pravicove linije koje odgovaraju Pravicovim linijama f}.
{linije terma h koje nisu I-linije}=({linije terma nf*" koje nisu Hinije} \{I})u{l, L}, gde sul,
1, nove linije Min-redukcije nf Cn—),wm h.

Analogno se dokazuje u slu¢aju kada formula C oblika BvD ili B=D. q.e.d.

LEMA 5: Neka je f term iz N-meiln.
1. Ako je f pro§iren normalan term, onda nf’c” prosiren normalan term,
2. Ako je f G-normalan term i nf <l proiren normalan term, onda je f prodiren G-normalan term.
DOKAZ:
I Pretpostavimo da postoji term g iz H-mi takav da nf"— 0,8 .
Na osnovu leme 4 postoji term h takav da f—,nsh, $to je nemoguce .
Znati : nf" je progiren normalan term.

2. Sliéno kao pod 1. q.e.d

LEMA 2': Neka je f normalan term iz J-min. Za svaku Pravicovu liniju / terma f postoji

odgovarajuéa Pravicovu linija I' u termu f' e prilikom formiranja terma f ‘M hisu nastale nove
Pravicove linije.

DOKAZ:
Dokaz je slican dokazu leme 2.

q. e d.
LEMA 3': Neka su £ g normalni termi iz J-min,
AKO f—>pyv1 8, Onda postoji term h takav da f"'—, . b i gM=p b
DOKAZ:
Dokaz je slian dokazu leme 3. g.e.d
LEMA 4': Neka je f normalan term iz A-min.
Ako "', n,h, onda postoji term g takay da g,
DOKAZ:
Dokaz je sliGan dokazu leme 4. g.e. d.

LEMA 5': Neka je f term iz - i,
[. Ako je f pro§iren normalan term, onda f <n proSiren normalan term.

2. Ako je f G-normalan term i f°" pro¥iren normalan term, onda je f pro§iren G-normalan term.

DOKAZ:

Dokaz je slitan dokazu leme 5. q.e. d.
Neka je f term sistema V. Neka je segment s premisa neke operacije O terma f.

Za segment s' neke linije terma r(f) re¢i ¢emo da je slika segmenta s ako Je premisa slike

opeacije O preslikavanjem r. Na potpuno isti na¢in definie se slika nekog segmente terma iz &

preslikavanjem p. Da ne bi komplikovali zapis u naredne dve teoreme za segment C'...C™

njegovu sliku prilikom preslikavanja r odnosno p oznatavaéemo C...C' pri emu m il ne
moraju biti jednaki.



LEMA 6: Neka suf, g normalni termi iz AJ-min.
Ako f‘_’NDmI g, onda r(ﬂ =IMINI h, h jC term iz A-min.
U tetmu r(g) postoji Min redukcija akko u termu h postoji Min-redukeija.
DOKAZ:
Prvo:
Neka f normalan term, p staza terma, p=s;...5, i sk=sM,N=C1...C'" .
Onda h;:Ap C' podterm termaf, f=O(h;) i imamo sledece osobine:
1. hy podterm terma hy .. by, ; podterm terma h,, hiA - C, Isigm.
2. Formula C” premisa nekog uvodenja, pa podterm terma f ima jedan od sledecih oblika:

{h) hm}: {hm: h}, Khml x'hm: Mm‘
3. Moguénosti za terme h;; su sledece:
8(fy, ki f2); 8(fuf 5 1); (1plfi)hs; (1cfhf; i f; ima podterm oblika 8(fe, ¢, f2) 8(f f3r 1c).
4. 7a sekvent s, ,= C"...C", formula C" je vaZna premisa eliminacije i C je potformula
formule C'.
Pretpostavimo da je formula C' oblika CAB.
Onda imamo da h;= nh', zah' A CAB.
Tada r(h;)=rh')(_/1p)lc
U zavisnosti od svog oblika iz 2. termi h;,;, I<i<m se slikaju u jedan od slede¢ih terama
sistema J d(r(f;), r(h), 1(f)); A(r(fy), v(f), v(h)); (Ipfr(fi))r(h); (1p/1(h))¥(f))-

Operacije ovog tipa Suvaju segment sa formulom C i nekoj formuli C iz C’...C" odgovara vie
formula C u segmentu u r(h,,).

Znaéi u r(h,) imamo segment cl..C!, m<, i na osnovu 2. formula c je premisa nekog
uvodenja.

Znadi C'...C' minimalni segment u termu r(f).

Imamo f—npmi& » onda h;=h’'; jedna NDMinS jednakost.

U zavisnosti od glavnog veznika formule C imamo jedan od slede¢ih oblika terma h';i njegove
slike r(h';):

{n(n(r), w(n(h'))}, {r(W) (1)1 (/1p)La ¥(W)(J15)1(/14)]1p}, ako C=AND;
6((“’1')9 kIA ? K'ID)J d((r(h'))’(.ﬂu)lc: ,JA, K'ID): ako C EAVD;
AMu(nh', L), (I(r(h')(_/1p)lc, 14 1p))% ako C=A=D.

S druge strane F(h;)—>gn; bz U zavisnosti od glavnog veznika formule C imamo da je term hy:
r(h' (/1)1 {14, 1p},

I'(h')’((_/]g) d(IC’ KIA’ K'ID))J

r(r')((_L11p)1(1c, 14, 1p))-

Ako je O" slika operacija O preslikavanjem r,

onda: r(f) =0"(r(hy)) i v(f} 20" (h), O'(hy)=h.

Slika termag je r(g)=0"(r(h';))-

Drugo:

Nove staze u (k') i u h, imaju minimalne segmente sy;v;=A, Syv,=D 1 ostale staze u r(g)ih
nisu menjali minimaine segmente. ,

Znadi, min-redukcija u r(g) prouzrukuje Min-redukciju u h na stazi sa odgovaraju¢im
segmentorm i obmuto.

Dokaz je analogan i kada je formula C' oblika CvB, odnosno C=8. q.e. d.

LEMA 7: Neka su f, g normalni termi iz A-mfx i nfT=f.



Ako f >y 8, onda P(f) = npmr P(ng™") i p(g)=n(ng").
DOKAZ:
Neka je f normalan term, / linija tog terma, I=s,...s, i s,=syn=C"..C".
Imamo sledeéa svojstva:
1.Na osnovu leme 1 mora ] xC C'
Posto f= nf'“” podterm f terma f koji sadr¥i jedinicu 1, moZe biti sledeceg oblika:
(111 (1 (19 1c) (1gR(/1)1g) fy
d(h, f,, ), term 1, je podterm terma fi;
(1 1k, fy, 1) fo-
2. Formula C” je premisa nekog uvodenja kA, C": {Byy B}, By Py B

3. Svaki od terama fi;, i A, F CtY, 1<i<m-1, je oblika b 1=0(h; (A, f3)) 10 je eliminacija ih
operacija zamene. Pri preslikavanju p(f) vie operacija iz A-mlir se slikau jednu operaciju u

NO-miin,

Znati u p(f) dobijamo segment C'..C\ I < n, ali, zadryava se osobina da je - premisa nekog
uvodenja pa to jeste minimalni segment u p(f).

Neka je na primer term f (od tri gore navedena) oblika:

(15 110 (1 (1) 1e) (1gP(_f1c) 1)y 72 C = BAD,

onda u termu g postoji podterm g = (1, 1/1)(1e/M( 191 {1p,10}) (1 (1)1,
¥ )=(1c/m(p(h)) (1g/w' (p(h)) 0(f)), )

p( 8)=(1d/ (1gn(p(h))((1g/nl NI/l c) {1p1p})(Le/n'(p(R)))(f) =p(n §),

p(n &) =n(Ic/{n(m((h))), ¥ (n(p(h)}) (e (b(h)0(F).

Odane, ]’(f)‘_’NDmI ]J(ng’cn .

Potpuno je analogan dokaz u svim ostalim slu¢ajevima. q.e.d.

LEMA 8: Neka su f, g normalni termi iz V- i f"'=f,
Ako f —pgn; £, onda p(f) s npm; F(g!cn)-

DOKAZ:

Dokaz veoma sliéan dokazu leme 7.

LEMA 9: Neka je f prodiren normalan term u JAP-m/.

Term r(f) je pro$iren normalan term u A-mfn.
DOKAZ:

Pretpostavimo suprotno: r(f) nije pro§iren normalan u A-a/.
Onda r'(f) = 44n; b, na osnovu leme 7: p(¥(f)) “*npm ,p(nh'cn) i vazi p(r(f)) =f" .

Znadi f' nije progiren normalan term u JN-mr, odnosno [ nije progiren normalan term u A-mfy §to
Je nemoguce.

Znadi, r(f) je proiren normalan term u A-mfi q. e. d.

LEMA 10: Neka je f pro¥iren normalan term u A-mifir i nf"'=f,
Term p(f) je proiren normalan term u AD-m/x.
DOKAZ:
Pretpostavimo suprotno: p(f) nije profiren normalan term u AD-mrfxr.
onda p(f) “>npmht i na osnovu leme 6: 1(p(f)) >y f1 1 vazir(p(H))=f.
Znati f nije proiren normalan term u A-mfx , $to je nemogudée.
Mora da je p(f) prodiren normalan term u AD-mifx q.e. d.



LEMA 11: Neka je f proiren normalan term u J-mtln i fh=f.

Term p(f) je prosiren normalan term u AZ-sin.

DOKAZ:

Pretpostavimo suprotno: p(f) nije proSiren normalan term u N-milrt.

onda P(f) “npmh i D2 osnovu leme 6: 1(B(f)) = a1 f; ivazir(p(f))=n o

Znaki nf < —yvif; 102 osnovu leme 4: postoji term g takav da f->mini8

i iz leme 3: nf "’ —>pqv1 81, $to je nemoguce.

Mora: p(f) je pro$iren normalan term u JJ-m/. q. e d.

5. VEZA Min-REDUKCUJA 1Z N-mint
I Nn-REDUKCIJAIZ 4'n

Prvo éemo dokazati dve leme.

LEMA 1: Neka je f G-normalan term iz /-mi. Tada vaZi da f->ym; F akko fopmig.
DOKAZ: ]
= f—*M[NI ﬁ I=SI...Sn...Sm, 5= SM!NEC ...Ck.

=

Za liniju ' terma ! freti éemo da odgovara nekoj liniji I terma f ako sadrZi premise istih
operacija za veznike (odredenih mestom u drvetu terma f) kao i linija L
Termi f i If razlikuju se po nadovezivanjima: svaki term iz f oblika
ie, D(h g, 2, 1(h, g1,82) u termu 'f zamenjenje sa (Ipfh)1p’ g (1n/A)D(Ip &1 82
(1p/m)I(I1p: g 82)-

() ako linija  ne sadrZi ove operacije onda linija I' koja joj odgovara ima segmente od istih
formula i iste duZine kao il pa, 1f—>M,NI f
(I) ako linija ide preko ovih operacija onda I' moZda ima segmente razli¢itih duZina od |
ali, za s, postojis,’ koji je premisa uvodenja:

s',,aMIN—:C’...C*CH'...C“' 1 postoji C' paonda 1f—>M,mg .
potpuno analogno kao =. q.e. d.

POSLEDICA 1: Za svaki term f iz /-min vaZzi:

f potpuno G-normalan term akko If potpuno G-normalan term.
tp

LEMA 2: NekajeftermtipaT A iz §7.

Tada vazida f>py, f akkof‘>,Nng, za neku jedinicu iz Un(f).

DOKAZ:

=.

> inm £ neka 1 iz Un(f) koja je zamenjena desnom stranom odgovarajuée 1) jednakosti.
Term f dobijamo kada [k, g) hlg} u termu f zamenimo sa (1, Th gle), RlgKIC)-
Ako jedinice u termu f poveZemo sa pravilom kome je njena formula premisa onda u
termu f pored jedinica koje odgovaraju ( vezane su za isto pravilo iz drveta od f, odnosno
f ) jedinicama u f imamo i one iz gore navenih setenja. Ali nove jedinice ne pripadaju
Un(f'). MoZemo reéi da termif, f imaju iste Un( £, Un(f).

Znaéif > N8 »Zaneko g



<: potpuno isti dokaz kao =>. q. e d.

POSLEDICA 2: Za svaki term f iz £ vazi:
f je N-atomizovan term akko je If N-atomizovan term.

LEMA 3: Neka je f G-normalan term tipa I' - A4 iz #-sfw, neka vazi da f—,qy, g ako je term g
G-normalan term 1z V-mix

Tada, 8(f)>, f zanckiterm f iz £'1 $()> cn, 8(2).

DOKAZ:

Neka f—5p1 8, [=5)...8,0.8,m0 8§, 83=C"...C*

Onda postoji podterm terma f, 1:C - C'i formula ¢ je oslobodena pretpostavka neke operacije
eliminacije;

postoji podterm terma f koji moze biti oblika h’g; D(h, g,,8,); I(h, g, g2) i I je podterm
redom terma g; g, it g, g,

Imamo s(g) =s(g) (s(h)); s(D(h, g, £:))=I5(g,),5(EINs(h)); 8(1(h, g1.82)) =s(g:)s(e1) Ks(h))
s(1cCrC')=1¢, IxCHC.

Za desnu formulu jedinice Io imamo: ako postoji u segmentu C..C* vaimih premisa
nadovezivanja onda ima segenja u §(f) u kojima je naslednik formule C formula seCenja. To
sefenje ne moZe biti tipa R jer, ako bi bilo tipa R pojavila bi se jo¥ jedna eliminacija sa glavnom
formulom C u A Ali tada segment s, ), za s,=s)4y, bi &nile potformule formule C to je
nemoguce jer S, =Sy

Za levu formulu jedinice I, imamo: ona dobija nadnaslednika pa nema sedenja kome je ona
formula seéenja.

Znati ova jedinica pripada Un(s(f)) i neka s(f) > IV )? za tu jedinicu iz Un(s(f)).

S druge strane N(f) i N(g) se razlikuju samo po tome §to je I - zamenjeno desnom stranom jedne
od MinS jednakosti u zavisnosti od glavnog veznika formule C:

10{14, 15}, za C=ANB; D(lc, 14, olp), 2a C=AVB; (K(Ig, 1, 15))*za C=A=E;
(i L)) = ({10, 153) (1),

S(D(]AVB’ K]A: K"ZB))= [K]Al K']B](Ic)s

S((Lgmp, L 1a)*) = (101K ))*.

Znati ${f)> jony 5(8). q. e. d.

Kadabi za vezu medu sistemima 8 i & koristili preslikavanje s, onda bi
Min-redukcija i n-redukcija bili povezani na sledeéi nagin:

LEMA 3’: Neka je f G-normalan term tipa '+ A iz /-mfn, neka vazi da = mvig.za g
G-normalan term iz N-sln

Tada, s,(f) > ta Su(8)-

KOMENTAR: Prethodne leme su nam dale sledece: CNn-redukcije se lepo slaiu sa
preslikavanjem s;  Nw-redukcije se lepo slazu sa preslikavanjem s, Ako  posmatramo
vezu f->piyn; 8 1 8(f) > 5 b za neki term h sistema 4§ treba reci da Jjedinica terma s(g) po kojoj

se razlikuju termi h i $(g) ne pripada skupu Un( $(2)) pa jedinice koje postoje u termima h i 5(g)

za datu atomizacifu su iste, §to je jedino vaino da znamo kada Yelimo da nastavijamo
atomizaciju.

Iz 47 n-redukcije e se prenositi u NDmin-redukcije u N -min preslikavanjem n.



LEMA 4: Neka je f term sa nevainim sefenjima iz 4 i za term g iz 4 vaii f>, 8, za ncku
jedinicu 1:C + C iz Un(f) za &iju desnu formulu vaZi da ima nadnasiednika.

Onda vazi da je #(IC+C)= 1+C - C koja sa desne strane + ima pogetak minimalnog segmenta
neke linije / terma u(f) i n(f)—>pyy; (g) zatu linijul.

DOKAZ: R —

Neka je f dati term i I:C + C jedinica iz Un(f) koja je u termu g zamenjena desnom stranom
odgovarajuée 1-jednakosti. Oznaka 1-C'+ C

Gd ¢,
Kako izgieda podterm terma f sa jedinicom I ¢?
M e, el {10 b}, {h Ich Ic%
Ovo preslikano u Nje #(1CrC)= I¢, IcC +CiC je premisa pravila uvodenja.
1. Ako u termu f nema sedenja tipa L sa formulom setenja C; ili nekim njenim naslednikom
onda u V-min segment s = C samo sa jednom formulom, koji je onda prvi u nekoj liniji li
5 je premisa uvodenja,
znadi: 5 je minimalan segment, s=C
2. Ako u termu f ima sedenja tipa R sa formulom setenja C' koja je nadnaslednik formule C,
to znati da postoji eliminacija &ijoj glavnoj formuli je C potformula: el(nizpravila.(1c)).
U M- minse to slika ul150(1¢ } ili D(1¢,0(1¢), k) ili (I(1¢,hy, O(10)))* C pripada
segmentu s, ; a C segmentu s, i premisa je uvodenja.
Znati s, je minimalan segment, 5, = C.
3. Ako term f ima setenje tipa Rili RL ili nemaseenja To nema uticaja zbog toga §to bi
njibove formule sedenja bile u A-mi ve¢ u I-delu linije i ne bi sadrzale formulu C.
0 [h, 1c), e, Y 1clh) hlich m(1gCrC)=1cCrC
Ove operacije preslikane u /-mix suredom D(1, n(h) , 1¢), D(1, 1, n(h)); Y(1,n(h), 10),
(1, 1.1 (h)) gde je I jedinica formule C' kojoj je C potformula U poslednjem slucaju
liniju u A -min &ini jedan segment s, anjega jedna formula s = C. U preostala tri sluaja
15C + C je oslobodena pretpostavka u n(f) i C je kandidat za pogetak minimalnog segmenta.
Ako su operacije koje slede sjedinjavanje, nova preipostavka, nadovezivanje ili eliminacija
(kojoj C nije va?na premisa) onda se produZava segment koji je pogeo formulom C.
Ako bi se pojavila operacija eliminacije kojoj je formuta C iz posmatranog segmenta vaZna
premisa to bi znatilo u ' da naslednik formule C, je formula sedenja u nekom sedenju tipa
L, ¥to je nemogucée jer I pripada Un(f).
Akobi se pojavila operacija nadovezivanja kojabi od neke formule C iz posmatranog
segmenta pravila vanu premisu eliminacije, na primer
(1. D1, n(h), 1) 178 to je nemogude jer I pripada Un(f).
Znadi kraj segmenta koji potinje formulom € moZe biti premisa nekog uvodenja ili kraj linije.
(1) I(h) sedenje tipa R nemoguce jer Ice Un(f).
(IV) h{lc) sekenje tipa L nemoguce jer Ic€ Un(f).
(V) t4(1) ili neko dozvoljeno seenje.
Onda proveravamo koje je pravilo sledece.
Sli¢no kao u sludaju (i) zakljudimo da kraj segmenta koji po€inje formulom C moZe biti premisa
nekog uvodenja ili kraj linije.
Na ovaj nadin smo pokazali da za jedinicu 1 iz Un(f) je slika u N-min
i(1o:C+C)= 1¢C + C iformula C je potetak minimalnog segmenta Syy.
Neka je f; term iz A takav da n(f)—>pgn; f1 po liniji I ukojoj je Spn:



Low=({1s, 1))}, 20 C=ARB; 14 p= [ Ly, o1s], 72 C=AVB; 1,_ = (15[ L)* za C=A=B.
n(({14, 151)*)=Low'{Lss 15},

W({cls 181)=D(Liup, Jas lp);

NIl 1) *)= (W1 asp, 14, 1p))*

Znadi n(g)=f,

Imamo n(f) =, m(g). q.e. d.

LEMA 5: Neka je f term bez selenja iz §' i za term g iz §' vaZi f> m &> 72 neku jedinicu
1:CHC iz Un(f).

Onda vaii da je u(1-Cr-C)= 14C F C Koja sa desne strane + ima poCetak minimalnog segmenta
neke linije / terma u(f) i n(f)—>4;y; W(g) za tu liniju /.

DOKAZ:

Amalogno dokazu leme 4. q. ¢ d.

Sto se ti¢e N-atomizovanih i pro&irenih G-normalnih terama iz §% i N-min, njih
¢e Cuvati preslikavanja s 1 n.

TEOREMA 1: Neka je f progiren G-normalan term iz /-mfx.
Term s(f) je N-atomizovan term sa nevaznim se¢enjem u £7.
DOKAZ:
Pretpostavimo suprotno: postoji term h iz 4 takav 5(f) > b
lema 4: n(s(f))—>ynm(h) u N-mini n(s{f)) =If.
mati: o pmm(h) v N-min
lema 1: f—,n; £, $to je nemoguce.
Znati: $(f) je N-atomizovan term.

q.e.d
TEOREMA 2: Neka je f N-atomizovan term bez vaznih sedenja u sistemu £.
Term u(f) je profiren G-normalan term u N -m/.

DOKAZ:
Pretpostavimo suprotno: postoji term A iz Ntmin takav #(f)—>pp: b

lema 4: s(u(f)) > . u(h) v 67 i s(u(f))=f"

mati: f> mi(h) u gn.

lema 2: f> |, g, §to je nemogude.
Znati: n(f) je prodiren G-normalan term. q.e.d

Na isti nacin se dokazuje sledeéa teorema.

TEOREMA 3: Neka je f N-atomizovan term bez sedenja u £7.
Term n(f) je prodiren G-normalan term u N -m/.



6. TEOREMA O PROSIRENOJ NORMALIZACIJ U AD-mln
I
TEOREMA O PROSIRENOJ NORMALIZACIII U A-mfn

U odeljku 3. tre¢eg poglavlja uporedili smo "jacine" teorema o normalizaciji u

M i ¥ Dobili smo da teorema o normalizaciji u AP daje normalizaciju samo posebnih terama
iz W (prirodno sredenih, nd-terama). Sliéna situacija ée biti i sa teoremama o proSirenim
normalizacijama u MJ-mi i N-min.

U

Neka je f proizvoljan normalan term iz A-mi.

Lema | (poglavlje III, 3): nf’ N je normalan term u A-mi.

r je NA preslikavanje na &3 postoji term g iz AP g ='g takav da r(g)=nf".
per=lyp: ¥° 1(g)=g P°1E)=p(nf T nf" je normalan term.

Lema 6 (poglavije III, 3): p(nf") =g normalan term u AD-min

Teorema o prosirenoj normalizaciji u A)-min.

Term g se NDmin-redukuje na term A i 4 je proSiren normalan term u AD-mnin.
To znagi na osnovu definicije “*yp,n:

postoje hy,..., h,, takvida g=h;~npmi Pz —NDmi -+ NDmI h,, =h.

g “*Npmi h» lema 6 (poglavije IV, 4): F(g) =i h,, h, ima Min-redukciju akko #;
ima Min-redukciju.

r(g) = r(h) st haruih's e mini W

k', ima Min-redukciju akko r(h) ima Min-redukciju.

lema 9 (poglavlje IV, 4): r(h) je profiren normalan term.

Ci nfc"—)mm h2—)MINIh'3 ~PMINI - _)MINlh’ml h"m pl'oﬁiren normalan term u N-wln.

Neka je f proizvoljan normalan term iz AJ-min.

Lema 2 (poglavlje III, 3): term 't je normalan term iz AD-min.

p je NA preslikavanje na A postoji termg iz ¥ g = ng™ takav da p(g)="f.
rop=ipy=: r°pg)=gr° p(g)=1f, If je normalan term.

Lema 5 (poglavlje ITI, 3): r('f)=g normalan term u A4

Teorema o proSirenoj normalizaciji u A-min.

Term g se Min-redukuje na term h ik je pro3iren normalan term u A-m¥.
To znadi na osnovu definicije—>yy:

postoje hl""lhm takvi dag = h'l“’MINIhZ_)MINI .o _)MINIhm =h.

gyt lema 7 (poglaviie IV, 4): 0(g) < xpmi D(nh2 "), p(nhy™)=p(hy).

hz—)Mle h3, lema3 (poglavljc IV, 4)' nh;cn-—)M,NI h3.' _
lema T(poglavije IV, 4): p(nkh; ") “onp, P(n ki),
p(nh; ) =p( hy)=p(n hy").

P(8) “NDmi P("hzlcn)“'wum: l'("hu‘cn)qwuml s > NDml pinh, "), ipenin€{3,4,...m} i
p(nh, ") = ( hy).
AKo i =m: P(2) > NDm P( P)s 1y, j€ prosiren normalan term,

lema 5 (poglavlje IV, 4): nhm'cn je proiren normalan term,



lema 10(poglavlje IV, 4): p(nh, ") je progiren normatan

term,

p(nh, ") = p(h,), p(h,,) je profiren normalan term.
Ako i, #m: nh,"™ nema vide minimalnih segmenata,

el o
nh,,* je pro$iren normalan term,

lema 10(poglavlje IV, 4): p(nh,'") je pro§iren normalan
term

Znadif se Min redukuje na p(nh,"") prosiren normalan term u M-

Poslediﬁa I{poglavlje IV, 4): f se Min redukuje na prodiren normalan termf,,, u AD-mix
”(nhin‘c ) = l'lﬁn'

KOMENTAR: Teorema o proSirenoj normalizaciji u ND-min moze da nam pruzi informaciju
samo o prosirenoj normalizaciji terma oblika nf*" iz N-miy Prvi razlog je §to za proizvoljan
term f iz sistema N samo njegov nf"” term ima odgovarajuci term u sistemu M), pa preko
njega prelazimo u sistem AP,

Teorema o proSirenoj normalizaciji u NP-min vaZi za term koji se sa r slika u
nf*", pa preslikavanje r informaciju o atomizaciji prenosi na nf" v N-min Sada deluje drugi
razlog, $ta mozemo da kaZemo u sistemu N o termu f u zavisnosti od nf". Ono sto je vazno
reci, da taj drugi razlog vise nije u vezi sa teoremom o proSirenoj normalizaciji u ND-mi

7. TEOREMA O PROSIRENOJ G-NORMALIZACIII U A-mi
I
TEOREMA O N-ATOMIZACLII U 4%

U: Neka je fterm bez vaznih sedenja iz 7.
Term f' bez vaznih sefenja.
Postoji term g iz V-ain takav da $(g)=f, g je G-normalan term.
Teorema o0 pro$irenoj G-normalizaciji u A-m/x.
Term g se Min-redukuje na term g, i g; je pro$iren G-normalan term u M-m/x.
Definicija —>puvs: 8 = hi—aani o = mivt - vt b= &1
Lema 3 (poglavije IV, 5): $(g) = s(h;) > 1cny $(h2) > 103> 1030 8(h,) = 5(8)).
Lema 3 (poglavlje IV, 5): postoje fy...f, 8(8) =8(h1)> 1nofo > 1un-- > ivnSoms
Un(f,,)=Un(s(h,.))=Un(s(g,)).

Teorema 1(poglavlje IV, 5): 5(g;) je N-atomizovan term bez vaznih se¢enja, Un(s(g;))
samo atomske jedinice.

Znati: f,, je N-atomizovan term bez vaZnih sedenja,
>vnfz > > 1o Soms N B a
lema 2(poglavlje XV, 5): f >,y 2 > v >1vq fw 1 finje N-atomizovan term bez
vaznih seCenja.
i Neka je & G-normalan term sisterna A™-mix.
Postoji term g iz 4'takav da n(g) ='h, £ je term bez vaZnih selenja.



Teorema o N-atomizaciji u sistemu §7.

Termg se Nn-redukuje na term f i f je N-atomizovan term bez vaznih seSenja u 4.
Definicija >y, postoje hy,...h, dag = hy> 12> g > wobtw= 1.

Lema 4(p0glavlje IV, 5) "(g) ~PMINI “(h» =P MINJ > MINT n(hm) = ll(f).

Teorema 2 (poglavlje IV, 5): n(f) je prodiren G-normalan term.

"h —png W(hg) = pag - Sy W) = (D).

Lema 2(poglavlje IV, 5): b =y fo =>mivi--—>mint fms fin J& proiren G-normalan term.

KOMENTAR: Teorema o prosirenoj G-normalizaciji u N-min daje N-atomizaciju termima f
za neki term f iz §'n. Jo§ smo dokazali da ako je f N-atomizovan onda je takav i f.

S druge strane, imamo slicnu situaciju. Teorema o N-atomizaciji u §'n daje
proSirenu normalizaciju terma 1¢ 2a neki term g iz N-min Imamo pokazano da je onda i term g
proireno normalan. ' ‘

Na neki naéin je uspostavljena ravnoteza ovih teorema.

8. JOS NESTO O JEDNAKOSTIMA NAD TERMIMA

U gitavom radu najvaznije je bilo kako povezati sistem prirodne dedukeije i
Gencenov sistem sekvenata, Tagnije, kako povezati terme tih sisterna i kako opisati i povezati
redukcije nad njihovim termima koje su potrebne za karakteristidne teoreme tih sistema.

Nag izbor je bio da jednakostima nad termima opisujemo te redukcijske korake.
Zato smo posmatrali razliite parcijalne algebre ( na primer 4 i N-mfn) i v njihovim vezama
dobili sliku o povezanosti i "istoj teZini" teoreme o normalizaciji i teoreme o eliminaciji segenja,
odnosno teoreme o profirenoj normalizaciji 1 teoreme o atomizaciji.

U ovom delu éemo videti §ta jo§ moZemo dobiti iz jednakosti koje smo zadali.

Mozda centralno mesto ispitivanja zavisnosti medu jednakostima imaju, da ih tako
nazovemo Problematiéne jednakosti. Prilikom uporedivanja jednakostiiz 4" iiz 4" ustanovili
smo da jednakostima E(L)permCut iz 4’nema odgovarajuéih u &, Tatnije njima bi odgovarale
Problematiéne jednakosti, koje su sledeéeg oblika:

Ta (1p/f78) h = f? (1p/g)h), A 22 f©rAAB, gTABAFD, h:DA+C.

Tv. (1p/ D(f, g5 82)h = D, (Iplg)h, (Ip/g)h), za f©+AVB, g AAvD, gxBAF D,
h:DA- C.

Tﬁ' (ID/ I(fx En g?))h = I(f; 8p (ID,g?)h)s Za .f@ |"A“_">BJ gl"A "Ay gZ"Br *"D:
h:DA- C,

i koje ne vaZe u & (odnosno u /4 sa izmenom u jednakosti Tv umesto operacije D operacija d).

8.1.

Kako se odsustvo Problemati¢nih jednakosti u //odnosno J# odraZava na njihove
vezesa D 1 477



U 4'vaze jednakosti koje odgovaraju svim Problematiénim jednakostima (to su
E(L)permCut-E jednakosti iz #'). Dokaz teoreme o eliminaciji sefenja moZe se izvesti i bez tih
jednakosti. Zato je pitanje o vaZenju ili ne vaZenju tih jednakosti n £'nebitno.

Mnogo je interesantnija veza izmedu ¥ i A2,

Za terme prve Problematiéne jednakosti imamo:

P((1p/f'8) h) =(Ip/(le,1e/le)(Ld W(f )'(_11p) 14 )(1s/ D(f )'(_/L0)15) B(8)) B(h).
v’ ((1p/g)h))= (1o, 16/16)(Ld/ B(f V' (L/I) 14 )(1e/ 0(f )’(_110)15) (11 1(8)) B(h).
Sto znati da (1)) b) =r(f? ((1p/g)h) u D

Potpuno isto vazi za terme treée Problematiéne jednakosti.

Termi druge Problematicne jednakosti se slikaju na sledeéi nadin u A2
P((1p/ D(f, 81 82)) k) = (1o/ D(p(f), p(81), P(82)) p(H),
(D (1plg1)h, (1pig20h) = D(B(H), (1p/ 0(g1)) p(h), (1p/ p(g2)) p(h)))

i njihove slike nisu redukeijskim korakom povezane u AJ.

Termi druge Problematicne jednakosti se slikaju na sledeéi nadin n 4
$((1p/ D(f, g1 82)) b) = s(h)([5(g:), $(g2))(s(f)))

s(D(f, (1p/g:1)h, (1p/82)h)) = [8(h)(3(g1)) s(R)( (8N s(f)).

i njihove slike su jednake u 4’

Ovakvo neslaganje izmedu A2 1 4’ Cuker je smatrao problemom.
Komentar:

- Grubo govoreci, ako se operacije eliminacije i uvodenja veznika defini¥u kao 1 sistemu M2,
onda je to eliminisanje, uvodenje uradeno na “jedinicama". Termi koji uéestvuju u operacijama
(posebno za veznike A i =) su "oli¥¢eni" od suvisnih “primesa". Samo operacija eliminacije za

veznik v u M je u duhu operacija eliminacije sistema 4, A, £'.. To znadi da strelice nad kojima

se vi§i operacija nose "veliku pro8lost" i jedinice nosioci formula u kojima se eliminide (ili od
kojih se uvodi) glavni veznik su "umotane" sa puno operacija i terama.

— Priroda pravila eliminacije veznika A, = u sistemu A% reava problem ne postojanja prve i
tre¢e Problematicne jednakosti u sistemu J¥ ili A" Ali operacija eliminacije veznika v u sistemu
A ostaje istog tipa kao i u sistemu Wi neslaganie ostaje.

8.2.

Pri definisanju A-min (N-min) postojala je moguénost da umesto jednakosti
MinS~ uzmemo sledeéu jednakost:

MinSA' f=(1gll/lel) {f* ( /1p)l,, ([ 1,)1g} 7a fO@rAAB.
LEMA 1: Nekasuf©® -AAB, gTABA + D strelice. Tada:

jednakosti iz ¥ i f=f*{1, 1p} i (Ip/ 14.8’8) f = 14,5°((1p/g)h)
akko

jednakosti iz Vi f=(lg,1a/lg){ f* ( /15)14.F* ( /1)1,}.
To znali: MinSA i jedna Problemati¢na jednakost su ekvivalentne sa MinSA'

Komentar:
— Nije isto da li ¢emo na 4 i A"dodati MinSA' ili MinSA



8.3.

Ako neki term f sistema 4 ili W posmatramo u N-min ili N-min dobijamo
sledeéu vezu teramaf i nf.
Neka suf-® - AAB, gTABA v D strelice iz A-min ili N-min
Neka jenf=f i ng=g Onda: o
£°8 = pinsn (1o, 1o/l { 7 (_/15)14 f? (114)18})8

= wmirn (1o, 1o/l 0)(Ldl £ (_L118)14) (1s! £ (LILa) 1p)g = 1(F8).

Neka suf® - A=B, gT +A, h:BA-D strelice iz A-milt ili N-min
Nekajenf=f, nh=hi ng=g Onda:
I(ﬁ & h) = MinS= 1(105 IA ’ 13)*, & h)

= nres (1g (L4l @1(E 15 19) B =np (13 /1(F, & 1)) h=n(1(£ 8 B)).

Komentar:

— Pri povezivanju terama f i nf pojavljuje se jednakost MinSA' ane MinSA.

_ Prilikom prelaska sa terma f na term nf pravi se mnogo NMFA(=), MinSA'(=>) redukeija (u
zavisnosti koliko term f ima podterama odredenog oblika). :

— Ako preslikavanje p shvatimo kao povezivanje dve moguénosti definisanja pravila eliminacije
veznika A(=) onda je veoma interesantno da nam za to trebaju NMFA(=), MinSA'(=)
jednakosti.

8.4.

Nagin na koji preslikavanje p presikava terme Problemati¢ne jednakosti TA u
sistem AP (§to smo videli u 8.1.) daje:
da ¢e preslikavanje p "slepiti” MinSA' i MinSn jednakosti do na =
p(f’ {14 18})= (Lo/nn () (1g/n'(D){14 18}-
W(lo,1o/1e){ 7 (/1) Lo.f* (J10)1p})={rn(f), w'p(f)}-

8.5.

Pokazatemo kako u #' izborom nekih jednakosti za osnovne moZemo izvesti
preostale.
LEMA 2: U §'vaii:

L {h f} = {Ls 1p}(A XS) akko {h, fHg)={h(g:) f} i {h fH&2)=1{h K82 M,
Za h.'T;CI"ZI—A, ﬁ'AIDAzl—B, gI.'Al"C, g2.® +D.

2. uch = KIA(h) i K'h = K'IA(h) akko K(h(f))= Kh<f) i K-(h(f)) = K'h(f>:
Za h.TICT'ZI— A, fA + C.

3. h[AA=h(1[1 KN akko filg/1=fi{Isl8:D g R filg = hfgil
1
filg=1i 1480 & f, 1[31](h2)= filgh))




Za hBI_‘ - a f:'Al—A, fIBA (o C, gﬂE@ J—A, h].'CA] |“D, hz.’ @1 +E.

LEMA 3: U §'vaii:
L) h{Zols})=(h{1s15}))  akko En(L)permCut
za h-TAABA + C.
(1) ako  EA(L)permCut, onda  EA(R)permCut.

2.0 WLy olsD=I(L )M 1p)]  akko  Ev(L)permCu,
za h:-TAVBA +C.

(i} ako  Ev(L)permCut, onda  Ev(R)permCut.
3. () (I{L)XM= ({1, )h)*  akko I=>(R)permCut,
za h-T+-A=B.
Komentar:

— Jednakosti nad termima u kojima su pravila za veznike date na Jedinicama zamenjuju vise
jednakosti.

8.6.
LEMA4: U 4% za fT'+ AAB, RAABAF C vasi:
er({ts(1)Xf) ta(1p)X( F)})=f akko (h{{1415})} = h.

LEMA 5: U 4" vazi:

Lo (UeIs) =h  akkoe  {1,1,)'=1,, i h({14 15} =(R{{1,15}))",
za h.-TAABA-C.

2. [h<xIA>:h<x'IB>] =h a_.kk...g {KIAJ K'IB]=IAVB i h([x-IA: K'IB]>=[h<K‘IA>J h(;cIB)]:
za h:TAvBAC.

3. (IB[IAKh))* =h akko (IB[IA]) *=lyp i (IB[IA]) *hy= (IB[IA](h))*

za AT - A=B.
LEMA 6: U 4" vazi:

[KIA) Kulg]( h >=h akko [KIA) K"IB]Z‘IAVB za h:T" . AvB.
Preslikavanjima koje smo definisali sledeée Jednakosti iz SD-min
ND-MinSr:  h={nhn'h}, za T +AAB;

ND-Min§=.  h=\(y(h,1,)), za hT+A=>B

slikaju se redom u jednakosti
(") I fY)=f 2 fTrANB;
(151 )R )Y)* = h, za h:I'-A=B u g4

S druge strane samo jednakosti
{1,150 =1, (15[14)*=1,p pretstavljaju na i n=> jednakosti u g7

Komentar:



— Jednakosti ND-MinSa i ND-MinS= u Al-mi¥ nose sa sobom viSe nego nA i n=
jednakosti u 4.

—Sta je sa veznikom v?

Jednakost ND-MinSv : h=3(h, 1, Ip), za hT+AvB

se slika u jednakost [ 14 Igl( h)=h, za hI'+AvB.

Ako bi ND-MinSv bila "jata" od nv kao u sludaju veznika A i = sa ND-MinSv na osnovu
leme 5 (2.) u ¥ bi "usla" i Problematicna jednakost, Tv. Ali lema 6 daje ravnoteZu u slucaju

veznika v za sliku jednakosti ND-MinSv 1 mv i znai ni u sistemu AP-miy ne vaZi
Problematicna jednakost Tv.

8.7.
LEMAT:
1. Na osnovu jednakosti iz ' {IA,IB}’=1A,\B
Y..aii {hl.f}={1A.' 13}<h )(f): zah.l"hA, fA +B

2. Na osnovu jednakosti iz §'i [ 14 Ip]=14vs
!;ai_i Kh =K1A(h ) i K‘h' =I<'1A<h )J Za h‘rl"A

3. Na osnovu jednakosti §'i(1g[14])*=14-5
vazi hif]=h{ 151K za h:BI'vC, fAFA.

Na osnovu leme 2 i leme 7 imamo da sko AP, X ¥ ( §. §) dodamo MinS jednakosti
(7 jednakosti) mnoge jednakosti koje veé vaZe u njima postaju posledica dodatih jednakosti.
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INDEKS

Naveden je broj stranice na kojoj se
nalazi definicija pojma.

atomizovan term, 99

bitna permutacija, 53

f jednakosti, 17

¢ jednakosti, 22

boéne formule pravila, 135

CC-term, 28

C-desna operacija, 27
C-eliminacione operacije, 27
1-cf redukcija, f >;g 20
c-naslednik, 66

CNn jednakosti, 102
cf-redukcija, f > g 20
C-razgranata operacija, 28
C-suvidna operacija, 28
CT-CUT jednakosti, 17
C-term, 28

CT jednakosti, 19

desni rang sefenja, r(4), 67

desno penjanje, 71

dobra pro¥lost pojavijivanja formule, 77
drvo strelice, T(f), 2

duZina grane, 67

duZina segmenta, d{s), 59

duZina terma, 1(f), 72

ElimCut jednakosti, 17

fiktivne oslobodene pretpostavke, f.o0.p., 10
fiktivne pretpostavke, 57

formule, 2

formule povezane jedinicom, 67

formule povezane sefenjem, 66

formula sedenja, 15

g 22
g, 17
&n, 98
1-Gef redukcija, f > 8, 25

Gef-redukcija, f>- g, 25
GElimCut jednakosti, 22
glavna formula pravila, 13
glavna operacija, 2

glavna linija redukcije, 96
glavna staza redukcije, 92
glavni veznik formule, 58
G-maksimalan segment, 61
GMcat jednakosti, 22
GMcat.as. kom.Cut jednakosti, 24
G-normalan term, 61
GPermCut jednakosti, 22
grana, 67

G-redukcija, 65

G-term, 64

icf-redukcija, f >; g, 78

~ ime indeksa, 3

ind(I"), 3
indeks, 3
istog tipa termi, 3

jedini¢na strelica, 2

koraci redukcije, f— g, 29
krajnja formula loze, 67
krajnja formula terma, 58

Lcf-redukcija, f2; g, 71
Licf-redukcija, f>, 8, 78
levi rang sefenja, Ir(4), 67
levo penjanje, 71

1-linija, 94

linija terma, I, 94
L-jednaki termi, f =, g, 53
L-jednakosti, 71

lo¥a pro8lost pojavljivanja formule, 77

loza formule, 67
L-pretstavnik, f‘ , 53

maksimalna formula, 59
maksimalan segment, 59
Mcat.as.kom.Cut jednakosti, 19
Mcat jednakosti, 17

MF jednakosti, 14

mera secenja, m(f{g)), 72
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minimalni segment linije, sy, 95 nove pretpostavke specijalnih operacija, 28

minimalni segment staze, $pyy, 92 nove staze redukcije, 92

1-Min redukeija, >y g, 96 Nn-redukcija, f >\, g, 100

Min-redukcija, f—,vg, 96

MinS'A jednakost, 115 objekat, 2

MinS jednakosti, 95 odgovara stazi, 102

moguca proSlost, 76 operacije eliminacije, 4, 9

mogucnosti pojavljivanja formule, 67 operacija nadovezivanja, 9

I-M redukcija, f=; 2, 14 operacija sjedinjavanja, 9

M-redukcija, f-4, 8, 14 operacija veze, 2

MS jednakosti, 14 operacije veznika, 9
operacije uvodenja, 3, 9

N, 13 operacije zamene, 8

A 11 oslobodene pretpostavke o.p., 4, 10

nadnaslednik, 66

N- atomizovan term, 100 PCT-CUT jednakosti, 22

naslednik, 66 PCT jednakosti, 24

AD, 6 PermCut jednakosti, 17

N-miw, 95 [l-identiéni termi, f =g, 5

N-min, 95 I-nit, 61

ND-min, 92 podetak indeksa, 11

1-NDmin redukeija, f <npm; g, 92 podrvo, 2

NDmin-redukcija, f <yp,, g, 92 podsegment, 60

[nf“], 33 podterm, 2

A-deduktivan sistem, 2 1-potformula, 67

nd-term, nf, 32 polugraf, 20

nebitna permutacija, 53 pomo¢na formula pravila, 15

nestabilan kraj loze, 67 povezani segmenti, 59

nevazna premisa, 58 II-pretstavnik terma, /"', 31

nevazno secenje, 77 Pravicova linija terma, I/, 95

N-identi¢ni termi f=y g, 20 Pravicova staza terma, p, 91

nit terma, 58 Pravicov normalan term, 60

niz sjedinjavanja, 10 Pravicov oblik terma f, TI(f), 5

niz specijalne operacije, 28 prazan M-segment, 59

NMF jednakosti, 11 Pravicov term, fn, 6

1-NM redukcija, f~»; v g, 12 pravila za veznike, 15

NM-redukcija, f—p,, g, 12 premisa operacije, 58

NMS jednakosti, 11 premisa terma, 58

normalan term, 60, 61 preslikavanje A — ¥, 46

normalan term bez praznih M-segmenata, 60 preslikavanje g:4" — 4, 54

nosioci oslobodenih pretpostavki, 4, 10 preslikavanje 4§ — 4 54

nosilac pretpostavki, 57 preslikavanje u: 4’ — .8, 48

nosilac redukcije, 12, 14 preslikavanje g — A8, 40

nove linije redukcije, 96 preslikavanje nAD — A, 39

nova pretpostavka, 8 preslikavanje s: ' — §', 48



preslikavanje s,, 49
preslikavanje iV — ¥, 46
pretpostavke, 57

prirodan oblik terma, N(f), 10

prirodno jednaki termi, f =yp g, 11

prirodno sreden term, f € 29
Problematicne jednakosti, 114
pro$iren G-normalan term, 97
proiren normalan term, 93
proslost formule, 76

rang sefenja, 1(4) , 67
Ref-redukcija, f 25 g, 71
Ricf-redukcija, f 21z g 78
R-jednakosti, 71

R-MF redukcije, 6

R-MS redukcije, 6

1-RM redukcija, f <. pp &, 6
RM-redukcija, f<—pu g 7

sadrzi multiskup, 3

setenje tipa L, R, RL, 77
segment, s, 59

sistem 4, 21

sistem 4, 15

sistem J¥, 8

sistem 4, 13

sistem A2, 3

slaba maksimalna formula, 61
slaba MF jednakost, 14

slaba NMF jednakost, 11
slabo normalan term, 61
specijalne operacije terma, 27
stabilan kraj loze, 67

staza terma, p, 90

stepen formule, 58, 66

stepen sedenja, d(4), 67
stepen segmenta, d(s), 59
strelica, 2

strukturna pravila, 15,21
suviina jedinica, 28

TA, 27

T=, 27

T-desna operacija, 27
T-eliminacione operacije, 27

‘term, 2

term, f, 41, 49

term, 'f, 41,49

term, fc T, 55

term, cTf, 55

tip terma, 2

T-nadovezujuca operacija, 28
T-niz sjedinjavanja, 10
t-podterm, 64

T-suvisna operacija, 28
T-term, 28
TT-term, 28

u(f), 8
Un(f), 98

Un(T(f)), 98
uporedevanje dvojki, 68
uporedevanje trojki, 72

va¥na operacija, 12
va¥na premisa, 38

vaZno secenje, 77

veznici, 2

zakljutak operacije, 58
zakljudak terma, 538
zaliha, 60

n jednakosti, 98
1-n redukcija, f >, 8, 99
n-redukcija, f >, g, 99
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