
HAIIVENZIEtt 11 BE0411AD11 

SEE VENT.1, 

PRIRODNA DEDURCIJA I 

illIEURAttcORIJE 

DOECOBSEA EtZA 

.Mirjana lioriaarilenit 

Y: 5; 	Y ECOITAAY 
MP:0.MM OSKYATET 

4°76-  
61164HOTE A 

Beograd, 1997. gosling 



SADR2AJ: 
UVOD 	  
I SISTEMI a Ac./1/: f', 	 1 

1.li-deduktivni sistemi 	 2 
2. Sistem .4W 	 3 
3. Sistem modifikovan sistem prirodne dedukcije 	 8 
4. Sistem 	  13 
5. Sistem f; modifikacija Gencenovog sistema sekvenata 	 15 
6. Polugraf 	 20 
7. Sistem A Gencenov sistem sekvenata 	 20 

II VEZE IZMEDU SISTEMA 	 26 
1. Veze izmedu sistema 	i ./V 	 26 
2. Veze izmedu sistema AI i AP 	 46 
3. Veze izmedu sistema 	i 	 48 
4. Veze izmedu sistema f' i 	 53 

III NORMALIZACIJA I ELIMINACIJA SECENJA 	 57 
1.Normalizacije ua.fi 	 57 

1.1. Normalizacija u SP 	 60 
1.2. Normalizacija u 	AP 	 61 

2. Eliminacija seeenja u f'i 	 66 
2.1. Eliminacija seeenja u f t 	  67 
2.2. Eliminacija seeenja u f 	 72 
2.3. Neva'ina seeenja u sistemitna f'i 	 75 

3. Teorema o normalizaciji u AW i 
teorema o normalizaciji u 	 81 

4. Teorema o G-normalizaciji u AP i 
teorema o eliminaciji sdenja u 	 87 

IV PROgIRENA NORMALIZACIJA I ATOMIZACLIA 	 90 
1. Atomizarija minimalnog segmenta normalnog terma u sistemu 	90 
2. Atomizacija minimalnog segmenta normalnog terma u sistemima .41,.411 	 93 
3. Atomizacija jedinica u sistemu / 1 	  98 
4. Veze NDmin-redukcija iz ./VP-mbt i 

Min-redukcija iz 	 102 
5. Veze Min-redukcija iz 

Nmredukcija iz 	 108 
6. Teorema o progirenoj normalizaciji u 	i 

teorema o progirenoj normalizaciji u 	 112 
7. Teorema o progirenoj G-normalizaciji u AP-mthi 

teorema o N-atomizaciji u fit7 	 113 
8. Jog negto o jednakostima nad termima 	 114 

LITERATURA 	 119 
INDEKS 	 120 



UVOD 

SISTEMI SEKVENATA 

Sisteme sekvenata i sisteme prirodne dedukcije za predikatsku logiku razmatrao je 
Gencen (Gentzen) u svom radu "Investigations into logical deduction". 

U torn radu sistemi sekvenata igraju valniju ulogu. Ddemo Gencenovu 
formulaciju tih sistema. Sa A, B, C,... oznaeioemo formule, a sa F, A, A,... nizove formula. 
Sekvent je izraz oblika FHA i zove se jednozaldjueni ako je niz A prazan iii jedna formula, inaee 
se zove vigezaldjueni. Definigu se pravila uvodenja (s leva i s desna H) logielcih veznika A, v, 

i kvantifikatora V, 3, koje Gencen zove figure zaldjueivanja. Pored toga defmisana su i 
struktuma pravila (struktume figure zaldjueivanja). Navdeemo kako izgledaju struktuma 
pravila za jednozakljuene sekvente: 
permutacija:  FAB A H C 

FBA AFC. 

kontrakcija:  BBFAFC 

Br AFC. 

slablienje: 	F F- 

B rf-c. 

seeenje: 	F FA A AFC 

F A F C, 	gde je formula A formula seeenja 
Izvod sekventa F H C eine sekvent zapisani u obliku drveta (pomoeu pravila) na eijem kraju je 
sekvent F F C. 

Kao rezultat ovakve sekventne formulacije predikatske logike dobijen je 
interesantan naein razgranieavanja klasiene i intuicionistieke logike. Ako posmatramo 
vigezakljuene sekvente, pravila za veznike i kvantifikatore i struktuma pravila defmisana na 
njima dobijamo klasienu logiku. Sva to pravila na jednozaldjuenim sekventima daju 
intuicionistielcu logiku. 

Glavni Gencenov rezultat u torn radu je sledeea teorema: 

TEOREMA 0 ELIMINACIJI SEtENJA: Svaki izvod sekventa UFA za klasienu logiku, 



?it,: 	:ti 

,44 Anninciornsfie4nlogfici.i) mole se transformisati u izvod sa istim krajnjim 
I Wic 	thsebi, ne sadrli seeenje: .; 

;,;!-! 	 .• 
KarakteristiOo za jzyod koji sadrli seeenje je da se formula seeenja pojavljuje u 

spkyentima pre, sceenja, a gulai se prjrnenom tog pravila. Izvod bez seeenja ima lepu osobinu da 
, 	Injemu emv?ju syetorinuleikojeueestvuju u izvodenju krajnjeg sekventa. 

::SISTEMI PRIRODNE DEDUKCIJE 

is 	0 drugim sisternimay  sistemima prirodne dedukcije nalazimo vide u radovima 
Pravica (Prawitz). On je u svojim radovima "Natural deduction", "Ideas and results in 
proof theory" detaljno izu6avao sisteme prirodne dedukcije za klasienu i intuicionistioku logiku. 

U sistemima prirodne dedukcije za logiace veznike A, v, = i kvantifikatorey, 3 
definisana su dva pravila: pravilo uvodenja i pravilo eliminacije. Pravila za veznik 	su 

drugaeija. Sa A, B, obeleiimo formule a sa F, 	skupove formula. Pravila za uvodenje i 
aim-menu veznika n imaju oblik: 

, uvodepje: ,A, , B 	 eliwinacija: 	A AB 	A A B 

A A A 	 A 	 B. 

Formule koje, se pojavljnju u nekom pravilu iznad linije su ,  premise pravila, a formula koja se 
pojavljuje ispod linije je zakljueak tog pravila. 	, 
,Izyod ~ formuleA u ovup istemima je u obliku drveta (koje eine pravila) na eijem se vrhu nalaze 

Ineke formule a na, kraju ;  formulaA. formule sa vrha dveta.eine slaw pretpostavki, F, iz kojih je 
izvedena formula na kraju izvoda. 

Interesantno je da.,u prirodnodedukcijskoj formulaciji predikatske logike razlika 
izmecfu klasiene i intuicionistieke je u obliku pravila za negaciju, (ili prisustva odnosno 
odsustya Pirsovog pravila). 

Alco se u izvodu neke iformule A prvo pojavipravilo uvodenja nekog veznika, pa 
„; •pravilo eliminacije (istogyeznika), onda sve formule od one koja je nasala pravilom uvodenja do 

premise pravila eliminacije eine maksimalnu formulu (ili segment) tog izvoda. Pfisustvo 
maksimalne formule (ili segmenta) u nekom izvodu dovodi do toga danemamo informaciju koje 
su sve formule ueestvovale u tom izvodu. To je razlog Ato je Pravic hteo da svaki izvod sistema 
prirodne dedukcije transformik u izvod kciji nema malcsinialnih formula (odnosno segmenata), 
takozvani normalan izvod. 

U tome je vainost sledeoe teoreme sistema prirodne dedukcije. 

TEOREMA 0 NORMALNOM OBLIKU: Za svaki izvod formule A iz pretpostavki r postoji 
normalan izvod iz F formule A. 

U Pravicovom drugom radu, precizirana je razlika izmedu teoreme o normalnom 
obliku i teoreme C normalizaciji. 

TEOREMA 0 NORMALIZACIJI: Postoji procedura koja redukuje svaki izvod na normalan 
izvod. 

Naravno, teorema o normalnom obliku je posledica teoreme o normalizaciji. 
U torn radu Pravic je napravio pomak u sredivanju normalnih izvoda sistema 

prirodne dedukcije. U izvodu sistema prirodne dedukcije molemo izdvojiti nizove formula koje 
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Pravic naziva stazama. U svakoj stazi normalnog izvoda postoji minimalna formula ili Minimalni 
1! Segment (koji eine vige istih formula). Za normalanicidlitiienlera iclAarredogled 
pravila u svakoj stazi. Sve formule staze koje se pojavljrijuiTe tithimalne4Ortnide4Iettente.tysu 
premise ili zakljueci pravila eliminacije, a sve formule posle nje su premise ill zaldjuoci pravila 

U sredivanju normalnog izvoda mold st krirak rlilje:•POStatljanjem zahteva da 
ininimalna formula (odnosno formula koja oini mininiaini.Segnrient) btide 	 su 
jog neke redukcije za normalan izvod. Normalni izVocl, Sa- atotnblcim 	 u 
svim njegovim stazama zove se progireni normalni izvod. U vezi sa tim Pravic je naveo i 
teoremu o progirenoj normalizaciji. 

TEOFtEMA 0 PROkRENOJ NORMALIZACIM IP6htoji piddediira. 	hiclultitjekit;alci 
„ , _ 

izvod na progiren normal= izvod. 
U radu je pomenuta i odgovarajueateoremao profirenom normalnom obliku. 

t..) 	'f1/1:1 

I;t9 	)th) 

IVOJLTIKATEGORTJE 
r 	 n.-A) 

' Mi oemo koristiti prednosti koje pruld kategorijalni pristith 
taenije pozitivnom delu intuicionistieke iskazne logilce. 

Logieka interpretacija pojmova teorije kategorija je sledee&i.objekte iz Idase 
objekata neke kategorije smatramo formulama. Strelice kategorije (koje su oblikaf-B—>A, gde je 
A cilj, a B ishodigte strelice) smatrgemo dokazima. Ishodigte B je pretpostavka na osnovu koje 
je izveden zakljueak, cilj A, izvodenjern f Jednakosti itmedu sttelicatoje wale tilkategoriji, 
logieki gledano pretstavljaju izjednaeavanje neldh dcikaza: ' ; ' ',; 

Nad strelidatria kategorije definigu se operacije, 'lade 'se; eestci Zeivn it;plavila 
oizvodenja 	jednostavnij'e pravila. Na ovaj rriaein eitav izvod sa krajnjfin selcifreritent,141,94 iz 
sistema selcvenata mole biti zapisan kao strelica 	—> A. 	 2 ;; "Af Li 

• Jedan bdtiajznieajMjih rezttltata je dale intuiciohistieka iskhiria logikayovezana 
•'1""Isalslobodnom bilcartezij'analcoin zittorenont kktegbl-ijOrn:' 	'DJ.' 	' ' "'. 

Postoji i prirodnija veza sekvenata i strelica koju' jejUVeo tambek:ershbiligte 
,:,! istrelice ne oini vige j'edati objekat veo nit (slcup 	tmiltislcup) tbjekata. Takve strelice imaju 

oblik fr—> A gde je.rniz (skup nrultiskUp) objekatit i eestti se' ievu i VnultiStrelite.liategorije 
' • Lloije imaju ovalcve streliee zovu Se inultikatekorije i tias de samo one i iiiteresdvati. 

I 	" U multikitegoriji' POstojeleditriene strelice koje 	 AL>A" 	I ale , A. 	; 	:SV 1 

.0,,,,objekat A multikategorije. Defmisano i prav,ilo izvodenja 	 ' • i 
fir -->A g..AAA —> B 

g( f Jar 	B, 
i vale sledeoe jednakosti, had strelicama: 

za f:Ar—> B. 

1 a( g )=.g, 	 zz g:r—> B. 
f(g(h ))= f(g)(h ), 	 za mr—> C, 	A, lt.-A—> B. 
f(g)(h)= f(h )(g), 	 za 	C, 	A, ihdt—> B. 

Moguee je obogatiti jezik multikategorije novim operacijama nad objektima i 
novim operacijama nad strelicama. Najeeke se posmatra slobodna mudtilcategorija koja ima 



ithyi 	fi 	 , 	 I 	• 

samo jedirucne strelice, I nove strelice se dobijaju primenom operacija nad stelicama koje 
postoje u toy multikategoriji. 

U svom radu. "Logic without sructural rules" Lambek je posmatrao slobodnu 
multikategoriP1 sa operacijanta nad objektima ( A, v, 	) i specijalnim strelicama, koje 

i .proenjum,pra,vila, eliminacijeveznika i operacijama nad strelicama koje odgovaraju pravilima 
uvodenja sistema sekvenata. Defunsao je i jednakosti nad strelicama. Pravilo izvodenja koje 
sm°, gora paveli odgovara pravilu seeenja iz sistema sekvenata, pa ga je Lambek tako i nazvao. 
Na taj naein definisana je slobodna multikategorija koja odgovara Gencenovom sistemu 
sektreriata (sa jednozakljuenim sekventima) u kome od struktumih pravila postoji samo seeenje. 

ambek je POICazaada: je u toj multikategoriji moguce eliminisati seeenje. Vain je istaci da su 
i,. 	d  jedn osf koje su e inisane u toj slobbdnoj multikategoriji pretstavljale upravo kOrake 

redukcije pri redukovanju proizvoljne strelice na strelicu koja ne sadrii seeenje. 
1 

• 	f, 

VEZA IZMEDU SISTEMA PRIRODNE DEDUKCIJE 
IISISTEMA SEKVENATA 

' Mi cemo u ovom radu ispitivati vezu izmedu sistema prirodne dedukcije i 
Gencenovog sistema sekvenata za pozitivan deo intuicionistieke iskazne logike. Posebno te nam 

	

•• biti 	Veza• izmedu karakteriStika ovih sistema, tebreme o normalizaciji i teoreme o 
eliminaciji seeenja. 

Nag naein pretstavljanja sistema prirodne dedukcije i sistema sekvenata :biee 
aparatom multikategorija. Radieemo sa sistemima koji imaju objekte, strelice, operacije nad 
strelicama(objektima),,jednakosti nad strelicama. U zapisu 'strelica neeemo koristi oznaku yea 
ee strelice biti oblika fir H A. Term strelice ee biti f; tip terma je P F A; a operacije ee biti 
operacijeili pravila nad strelicama. ,  • 

Vratimo se jog jednom logiolcoj interpretaciji strelice ft -  H A. U termu f su 
ZapiSana sva pravila koja su printenjena od polaznih strelica oblika /A :A HA do strelice fir 1-A. 
Sekventno gledano term f sadrit informaciju kako izgleda izvod sa krajnjim sekventom r F- A. 
Prirbdnodedukcijski gledano term f euva sva pravila kojima smo od pretpostavki koje su u r 
dobili zaldjueak A. 

Pomenueemo dva rada u kojima se ispituje vezu izmedu sistema prirodne 
dedukcije i Gencenovog sistema sekvenata: 
Cuker (Zucker): "The correspondence between cut-elimination and normalization"; 
Potinger (Pottinger): "Normalization as a Homomorphic image of cut-elimination". 

Cuker je posmatrao sistem prirodne dedukcije i sistem sekvenata za predikatsku 
intuicionistioku logiku. Definisao je dva sistema od kojih je jedan sistem u kome se pojavijuju 
sekyenti i pravila tzvodenja definisana nad niima. Drugi sistem odgovara sistemu prirodne 
dedukcije. U oba sistema radi se sa izvodima. U prvom sistemu postoje izvodi sa krajnjim 
sekventom, na primer FHA i redukcije kojima se dolazi do izvoda sa istim krajnjim 
sekventom, ali koji nema seeenja. U drugom sistemu radi se o izvodima sa krajnjom formulom 
( na primer A) i redukcijama nad izvodima koje dovode do normalnog izvoda. 

Potinger je uporedivao sistem prirodne dedukcije i sistem sekvenata za 
. intuicionistioku iskaznu logiku. U sistemima, koje je on definisao izvodima odgovaraju termi 

(odredenog tipa), a pravilima izvodenja, pravila koja su definisana nad tim termima. Naravno u 
sistemu koji pretstavlja sistem sekvenata pravila nad termima odgovaraju pravilima uvodenja 
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veznika (s leve odnosno desne strane h ). U sistemu koji igra ulogu sistema prirodne dedukcije 
pravila pretstavljaju uvodenja i eliminacije veznika. 	- 	' 	' r)  

Pregled onog gta Oe biti uradeno u ovom radu ddencO s lii-O2 kenithtd 	iz 
navedenih radova Cukera i Potingera, ali pre svega rnoratno luskladigiterininOlOgiju. 

Najvainije je na poeeticu reci da cemo 	ieitin&'1)0iitivanidebidkaMe 
intuicionistieke logike. Od sada pa na dalje u eitavoM 'Mau " pod :GeneeiteiiihugriOeiticom 
sekvenata podrazumevdemo sistem sekvenata za pozifiran deti'iskatib 
Sistem prirodne dedukcije ee biti sistem prjrodne dedukcije za' pozitiVgit mdei?-iist 

' irituicionistieke logike. 	 Thfl Lb. • 

I bez prisustva negacije bilo je potegko6a priblizth posmatraneslteme.. Ooflaya,nje 
negacije i ispitivanje njenog uticaja bite jeaan od sledecth koraka koje bi 
upotpunili sliku o vezi ova dva sistema. 

Dalje u svim posmatranim sistemima govorieemo o tortnutatna, termima 
(zajednielci termin za izvod i term), pravilima za terme iii operacijama nad termima (za pravila 
izvodenja, operacije nad termima, strelicama), redukcijskim koracima nad termima iii 
izjedndavanjima terama (za'redukcijeikjednakosti had termirna).: r .  

Vezu izmedu sistema prirodne dedukcije i Gencenovog sistemi selconata kej4 su 
ustanovili Cuker i Potinger u svojim radovima analizirdemo na sledeei ndin: 
prvo, definisanje sistema koji odgovaraju sistetpu prirodne dedukcije i Gencenovom sistemu 

sekvenata. 
Drugo, povezivanje terama tih sistema definisanjem presfikavanja kcja slikajui formule i myme 

jednog sistema u formule i terme drugog sistema. 
Treoe, glavni cilj je da uporedimo vain kgrakteristike ova dva sistema: 

teoremu o normalizaciji i teoremu o eliminaciji seeenja. 	 i 
Zbog toga treba uporediti korake redukcijenekog terma do normalriog terma ti , !aistemu 
prirodne dedukcije sa 	; 	 . i 	H, ' 	:;. 	. •i; 
redukcijskim koracima prilikom redukovanja terma:na term bez seeenja :Geneenovom 
sistemu sekvenata. 
Nakon toga, mote se utvrditi, (kako to Cuker i Potinger ka2u) ekvivalentopa fih,,dveju 
va:Mih teorema. 

Oetvrto, u pomenutim radovima Cukera i Potingera nije bila predmet imeavanja teoreina o 
progirenoj nonnalizaciji sistema prirodne dedukcije, koju je razmatrao . Pravic. U 
ovom radu Ce biti i o tome reei. 

Prvo 
Sistemi koje su defmisali Cuker i Potinger i koji odgovaraju sistema prirodne 

dedukcije i Gencenovom sistemu sekvenata, dosta su modifikovani a odnosu na sistem kome 
odgovaraju. U sistemima koji su vezani za sistem sekvenata nema eksplicitno nekih strukturnih 
pravila (permutacije, slabljenja); pravila za veznike su drugaeija. To je uradeno sa ciljem da to 
dva sistema, eija veza 2eli da se uspostavi (i na osnovu nje ustanovi veza i iZniedu izvomih 
sistema), budu slieniji. Na taj naein se olak§ava uspostavljanje to veze. tome sit izostavljtne i 
zanemarene neke karakteristike sistema, koji se povezuju. 

Mi Cern° na drugi mein pribliiiti sistem prirodne dedukcije GencenoV Sistem 
sekvenata. Definisdemo sistem AD koji je sistem prirodne dedukcije (ima terme i operacije nad 
njima) i sistem j  koji je sistem sekvenata. Bice definisani jo§ neki sistemi koji oe da' tako 
kliemo biti izmedu sistema AD i 4 Ti sistemi Oe slikovito redeno, redom gubiti karakteristike 
sistema AD a dobijati karakteristike sistema 4  Tako eemo u etapama videti kalcve su razlike 
izmedu sistema i sistema 
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ihi;1; , f; 	; Za, povezivanje ovih sistema (u nagem slueaju ima ih vise od dva) nag zapis 
izvoda,potnotu.terarna i operacija nad njima mnogo doprinosi preciznom definisanju potrebnih 

AbreslikaVanja. Povezivanje sistema sa eksplicitno zadatim svim operacijama koje ih karakterigu 
;; pokazatecla postoje slutajevi kada samo neki termi jednog sistema mogu nati odgovarajuti term 
.;Iu.drugom , sistemu. Pojavite se suvigne operacije (koje nemaju odgovarajute u drugom sistemu), 
r:ispccijafin oblicr terma (samo se takvi slikaju u drugi sistem). 

Vet se ovde problem "slaganja redukcija", koje u girem smislu shvatamo kao 
neko izjednatavanje terama, posmatranih sistema deli na dva nivoa. 

Prvi nivo tog problema je ustanoviti kakva izjednatavanja nam trebaju nad 
termima da bi preslikavanjima povezali terme jednog sistema sa termima nekog drugog sistema. 
Tnje poVezivanje a smislu da za svaki term iz jednog sistema postoji odgovarajuti term u 
dtirgotn sisterriu. 

Drugi nivo je ispitati da li se redukcijski koraci posmatranih sistema "dobro 
slalu". To trio da li svaka redukcija u jednom sistemu odgovara nekoj redukciji iz drugog 

U svojim radovima Cuker i Potinger su malu palnju obratili na prvi nivo, a 
valniji im je bio odnos koraka redukcije zbog toga gto im je glavni cilj bio uporedivanje 
pomenutih vainih teorema sistema prirodne dedukcije i Gencenovog sistema sekvenata. 

Trete. 
U Cukerovom radu je izdvojena disjunkcija (sa svojim pravilima uvodenja i 

eliminacije) kao mesto gde se ne sistem prirodne dedukcije i Gencenov sistem sekvenata.  
To neslaganje se ogleda u tome da u Gencenovom sistemu sekvenata postoji korak redukcije 
(permutovailje eliminacije disjunkcije i setenja) koji kada se preslika u sistem prirodne dedukcije 
nije korak redukcije. Tako je Cuker iskljutio disjunkciju iz lepe slike o slaganju ova dva 
sistema. 

Potinger je izmenio problematione korake redukcije u sistemu koji odgovara 
Gencenovom sistemu sekvenata. Ti novi koraci redukcije su se "lepo" slolili sa koracima 
reduiccije u sistemu, koji odgovara sistemu prirodne dedikcije. 

Posmatrajuci sistem prirodne dedukcije mole se primetiti specifienost pravila za 
eliminaciju veznika v u odnosu na to pravilo za veznike A, 	Mi cemo definisati sistem u Dome 
ce pravila za eliminaciju veznika A, 	imati oblik pomenutog pravila za eliminaciju veznika v. 
Videtemo sledete: 
1. pojavljuju se novi redukcijski koraci, koji do sada nisu postojali; 
2. to nova pravila za eliminaciju veznika A, 	stvaraju iste probleme koje je dosad stvarala samo 
elim nacija veznika v. 

Potingerovo regenje problema slaganja redukcija sistema koje posmatramo, Itako 
gto u jednom sistemu promenimo korake redukcije u stvari je potvrda da je potrebno postaviti 
pitanje, o izboru koraka redukcije. 

U sistemu prirodne dedukcije redukovanje terma na normalan term je jasno 
odredeno. Ali, u Gencenovom sistemu sekvenata postoji vie strategija kako od nekog terma doer 
do terma bez setenja. Znagi, prvo treba odluoiti da li se zadaje odredena strategija (koraci 
redukcije) ili je dozvoljeno izabrati bilo koju strategiju (dozvoliti vise mogutnosti za regavanje 
nekog slueaja koji 'se javlja pri redukovanju). Kao drugo, treba ustanoviti kako se svaka (odnosno 
da li se svaka) strategija (koraci redukcije), slale sa redukcijama u sistemu prirodne dedukcije. 
Tek nakon toga mole se govoriti o slaganju odnosno neslaganju redukcije ova dva sistema. 
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Cuker i Potinger su ustanovili ekvivalentnost karakteristienih teorema sistema 
prirodne dedukcije i Gencenovog sistema sekvenata: teoreme o normalizacififlf-Moreme o 
eliminaciji see'enja. Preciznije ta ekvivalentnost kod njih znaeiVcia::-ako: u istemu prirodne 
dedukcije vazi teorema o normalizaciji onda u Gencenovorn sistbrnu ■ sekvenatiivatit teofernal o 
eliminaciji seeenja i obmuto. Ekvivalentnost tih teorema mogla bi da se Utvrdi aledea hta in: 
posmatramo proizvoljan term jednog sistema; postojeeim preshIcavanjern tajttertn ,preneserhoi 
drugi sistem, gde za svaki term pa i sliku posmatranog terma vazi karakterIstiertaleorernac, •nda 
se postavlja pitanje: gta nam ta einjenieamole reoi o valenju karateristiene teoreine uiitoolazinpm 
sistemu? Na to pitanje dobijamo odredeni odgovor, ali pri tome morama.voditi raeuna gta je u 
torn odgovoru posledica karakteristiene teoreme, a gta nekih drugih svojstava Wrong, -  

(etvrto.  
Cuker i Potinger nisu razmatrali teoremu o progirenoj nonnatimciji on sistemu 

prirodne dedukcije. U pregledu koji sledi navegoemo gta je u vezi sa tim uradeno. oVommdit4 

Ovim smo zavrgili uporedivanje nkina povezivanja sistema prirodne 11ed4cije i 
Gencenovog sistema sekvenata, koji ce biti dat u ovom radu sa postupCinui povezirwiji tih 

tc sistema koje su sproveli Cuker i Potinger u svojim radovima. 

Rad demo podeliti na pet poglavlja. Svako poglavlje ce se sastoiati ed'ifige 

U prvom poglavlju demo dati defmicije sistema koji ce odgovarpti sistemu 
prirodne dedukcije, sistem 4%1  i Gencenovom sistemu sekvenata, sistem a Deftnikeemo sve 
sisteme koji pretstavljaju vezu izmedu njih (sistemi A .'V f ). Jo§ aemo defhtisati dochane ; jednakosti u tim sistemima koje ce odgovarati koracima redukcije pri normalizacut terma u 
sistemu prirodne dedukcije, odnosno koracima transformacije nekog terma u ternibez Seeenja 
Gencenovog sistema sekvenata. Posmatrani sistemima jednakostima Wee neka vrsta,paicijalnih 
algebri koje demo zvati samo ND, N, .47, a 	u zavisnosti od kog sistema 
Karakteristiene teoreme sistema prirodne dedukcije i Gencenovog sistema seliVenata 
posmatracemo u tim algebrama. 

Preslikavanja koja povezuju pomenute sisteme (bolje reoenci njihove 'Jenne) ce 
biti defmisana u drugom poglavlju. Koristeei ta preslikavanja utvrdieemo: k6ji termi nekog 
sistema (oslobodeni suvignih operacija, posebnog oblika) se mogu preslikati u term nekog 
drugog sistema; kako se pojedinhn preslikavanjima Ouvaju iii menjaju koriel redukcije... 

Sve to ce biti korikeno kada u treeem poglavlju budemo posniairali teoremu o 
normalizaciji iii teoremu o eliminaciji seeenja u pomenutim algebrama. Odgovarajuoi sistemi 
nekih od njih , AP) ce sa svojim osobinama biti bli2i sistemu prirodne dedukcije; pa demo 
u tim algebrama posmatrati teoremu o normalizaciji. U svakom od tih sistema demo definisati 
pojam normalnog terma (u nekim sistemima i vige vrsta normalnosti terma). To nijansiranje ce 
:dati vie razlieitih teorema o normalizaciji (oak i u jednom sistemu). Ufia Icarakteristiona ce 
biti teorema o eliminaciji seeenja. Teoreme iz N, AP, j'ae nam posluziti da poveiemo teoremu o 
normalizaciji u AB sa teoremom o eliminaciji seeenja u j. 

Pravic je u svojim radovima, koje smo pomenuli dao defmiciju progirenog 
normalnog terma u sistemu prirodne dedukcije. Zatim je dokazao teoremu o progirenoj 
normalizaciji u torn sistemu. Ta teorema je, pored teoreme o normalizaciji, jog jedna vain 
karakteristika sistema prirodne dedukcije. U eetvrtom poglavlju demo posmatrati progiren 
normalan term sistema , U razlieitim sistemima od .41D, taj pojam (i pojmovi 
vezani za njega) 6e se menjati zbog novih operacija, izjedna6avanja terama i drugih svojstava 
valnih za konkretan sistem. U .4W uvegeemo nove redukcije i dobiti AW-mbt, a ve6 postoje6im 

odeljaka. 
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jednalcostima iz algebri .N; i X dodaeemo nove jednakosti i dobiti algebre 	i irmix 
Pokazaaemo da u njima vali teorema o progirenoj normalizaciji. Pato nas zanima veza sistema 
prirodne dedukcije sa Gencenovim sistemom sekvenata odgovorieemo na pitanje gta je ono gto 
pojmu progiren nomialan term odgovara u sistemima figi koje jednakosti medu termima treba 
dodati posojeeim jednakostima u definisati i § 17. Ustanovioemo i koja teorema u i 

odgovara teoremi o prairenoj normalizaciji u .44mth, Na taj naein teorema 
koja karakterige sistem prirodne dedukcije thee teoremu u Gencenovom sistemu selcvenata, koja 

flier sa rijom povezana. 

NAPOMENE, KOMENTARE. 
,i"Hri,,c,=. 1 If 	' 

Na kraju nekoliko napomena o komentarima, numerisanju lema i davanju imena 
*• e 

, 	 koji ce se pojavljivati u ovom radu. 
, 

ICroz ceo rad postoje delovi u tekstu koji oe poeinjati naznakom KOMENTAR: 
' '• 	komentanma ce se na slobodniji naein opisati neka definicija koja sledi (ili koja je upravo 

tazlog definisanja nekog pojma, opravdati izbor karakteristika,...; komentarisati 
N  Thine (ili teoreme) i koristi tog tezultata za ono gto se 2eli dokazati kasnije. Osim toga tu 

oe se ono gto se komentarige direlctno povezati sa izvomim sistemima prirodne dedukcijb i 
Gencenovini sistemom sekvenata. Moida oe sve biti objagnjeno njihovom terminologijom. U tim 
kometuarima oemo pojmove koje uvodimo, svojstva koja dokazujemo gledati sa stanovigta 
polaziiih Sistema, sistema prirodne dedukcije i Gencenovog sistema sekvenata. Pokazujuoi gta na 
cisnovu .nagih rezultata molemo novo reoi o karalcteristikama ovih sistema i o vezama izmedu 
njih oemo opravdati razloge definisanja bag tih pojmova i vthiost svojstava koja isti6emo. 

U radu neeemo numerisati definicije. Leme i teoreme koje se pojavljuju u 
svalcom novom (Attila' poglavlja biee'numerisane od 1. Alai 2elimo da se pozovemo na lemu 4 
iz treaeg odeljka drugog poglavlja to oemo oznaeavati sa lema 4(poglavlje II, 3). 

Oznake definisanih pojmOva oe biti sicrgenice od naziva na engleskom jeziku. 
Na primer: drvo strelicef je T(ree)(f); 

sistem prirodne dedukcije je =gen sa sistem A(atural)P(eduction)... 
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SISTEMI NB, A J. 

U ovom radu óe povezivanje sistema prirodne dedukcje i Gencenovog sistema 
sekvenata biti izvrgeno u koracima, etapama. Na putu od sistema prirodne dedukcije ka 
Gencenovom sistemu sekvenata posmatrthemo Age sistema. Prvi od tih sistema, sistem AW, Ce u 
stvari biti sistem prirodne dedukcije, a poslednji, sistem Gencenov sistem sekv,enata. Svaki od 
sistema izmedu njih óe biti neka vrsta prelaza koji Oe gubiti karakteristike sistema .4W i dobijati 
karakteristike sistema 

Svi posmatrani sistemi imace zajednielcu sledecu karalcteristilcu: termovski zapis 
kako je dobijen neki izvod tog sistema. U razliatim sistemima strelice oblika fr i- A igraCe 
ulogu izvoda formule A iz pretpostavki F iii ulogu sekventa F i-A, ali te imati svoje fine, term f, 
i postojace operacije nad tim strelicama tako da ce term f nositi potpunu infonnaciju o naosinu 

,nastanka strelice f:F H A. Da bismo saznali od kojih strelica (pravila iz,vodenja) je, nastataf:FHA 
neoe nam biti potrebno drvo tog izvoda, sve Ce biti zapisano u termuf . 

Operacije nad strelicama sistema ArB ee biti pravila eliminacije pravila 
uvodenja. Sve specifionosti sistema prirodne dedukcije: posebnost pravila . eliminacije 
disjunkcije, moguanost vise ill nijedne precrtane pretpostavke u pravilima eliminadije disjunkcije 
i uvodenja implikacije oe biti prisutne u sistemu Jedini dodatak 6e biti to Ito oemo 
eksplicitno dati operaciju nadovezivanja, koja u sistemu prirodne dedukcije postoji implicitno. 
Ali, pokazgeino da ona u ovom sistemu nema veliku viatiost. 

Prvi korak od sistema prirodne dedukcije ka Gencenovom sistemu sekvenata je 
sistem On ima dve znaeajne karakteristike koje ga razlikuju od sistema AD. Prvo, irna neka 
stulctuma pravila (govoreoi u terminima Gencenovog sistema: kontrakciju, slabljenje). Drugo, 
operacije nad strelicama koje odgovaraju pravilima eliminacije A, su druggijeg oblika, rjihov 
oblik je uniformisan po ugledu na pravilo eliminacije v. Ne treba posebno objagnjavati da 
prisustvo strukturnih pravila pretstavlja valan pomak ka Gencenovom sistemu sekvenata. 
Razloge promene oblika navedenih operacija navegaemo u sledeoem odeljku. 

Sledeei korak je sistem AC Pomak sa sistema 	na sistem Afi nije veliki. 
Razlikuju se samo po operaciji eliminisanja veznika v. U sistemu rY ona je u 
prirodnodedukcijskom duhu, a u sistemu Nta operacija u sebi spaja operaciju iz sistema N i 
struktumo pravilo kontrakciju. U radovima Cukera i Potingera o vezi prirodne dedukcije i 
Gencenovog sistema sekvenata kao problem se pojavila disjunkcija, ta6nije pravilo za 
eliminaciju disjunkcije. Detaljnije gledajuei pokazalo se da je krivac oblik samog tog pravila gto 
óe se videti kada i eliminacije veznika A, = budu istog oblika (prelaz sa sistema All na sistem 
N) i kada se posmatraju dve verzije tog pravila (prelaz sa sistema N na sistem AP). 

Sistem sa strelicom f:F I- A oemo smatrati levim (desnim; levo-desnim) ako 
operacije definisane nad strelicama unose promene samo sa leve (desne; i sa leve i sa desne ) 
strane rampe H u zapisu r H A. U torn smislu prelazak sa sistema na sistem 4' mote se 
najbolje okarakterisati kao prelazak sa desnog na levo-desni sistem. Sistem f' ima ista struktuma 
pravila kao sistem A P , samo pri operacijama eliminacije veznika u sekventu r H A (mi temo ga 
zvati tip) promena se vii desno od H. 
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Gencenov sistem sekvenata je levo-desni sistem, a neke razlike izmedu njega i 
sistema prirodne dedukcije nalaze se bag u razlikama izmedu tih sistema. 

• ' 	Na kraju dolazimo do sistema 4  koji odgovara Gencenovom sistemu sekvenata. 
Sistem i4' morao je biti oboggen jog jednim struktumim pravilom, permutacijom, a ostale 

cicoperacije su malo promenjene da bi dogli do sistema 4. Permutacija kao da ima manju teEnu od 
iostalih stmktumih pravila. Kategorijalno gledano permutacija je prirodni izomorfizam gto nije 
slueaj sa kontrakcijom i slabljenjem. Pojavom permutacije neoemo napraviti veliki pomak u 

!,,vezivanjima sistema prirodne dedukcije i sistema sekvenata, ali demo konaeno dooi do 
■ riGeneenovog sistema sekvenata. 

:•. 

1. ./V-DEDUKTIVNI SISTEMI 

DEFINICIJA: ALdeduktivni sistem se sastoji od skupa objekata i skupa strelica. Objekte 
demo zvati formule i onmeavaeemo ih A,B,C,... a strelice ee biti oblika •r H A, gde je F 
multiskup objekata, f ee biti term strelice, ari-A, tip termaf Svakom objektu A pridrulena 
je jediniena strelica oblika /A :AHA eiji term demo eesto zvati jednostavno jedinica. Postoji i 
operacija veze, kojoj demo kasnije davati i druge nazive i koju demo zadavati na jedan od dva 
naeina: 
prvi:  fr HA g.-[A]A B 

(l oll) g: [F]A H B 
Gde je [A] multiskup koji dine samo formule oblika A. 
Multiskup [r] de se dobijati iz r na naein koji demo precizirati kasnije. 

drugi (specijalan slireaj prvog oblika), [A] ={A}: 
•r FA g:AAs- B 

(1A I f) g:FA B 
Sistemi koje demo nil posmatrati, AP, .41, 	Moe Sdeduktivni sistemi 

slobodno generisani nekim beskonaenim skupom objekata. Objekte tih sistema dobitemo 
induktivno od postojearh objekata primenom operacija za objekte: A, v, (koje demo zvati 
veznici). U svakom od sistema definisademo odredene operacije nad strelicama, koje demo 
ponekad zvati i operacije nad termima. Polazeei od jedinionih strelica primenom tih operacija 
dobieemo nove strelica tih sistema. Operacije nad strelicama, u tim sistemima, zapisivademo na 
slededi naein 

F- A (g:AH B h:AH C) 

O(f(, g, h)):O i-D  

gde je 0 n-ama operacija, nE 1,2,3}. 
Drvo izvodenja strelice f 1 =0(f( , g, h)):0 D zvatemo drvo to strelice, Tap. 

Drvo strelicefr HA (g:AF- B h: C) je podrvo od T(fi). 
Operacija 0 je glavna operacija terma n, a termif, g, h su njegovi podtermi. Da 

je neki term h podterm terma f u daljem tekstu zapisivademo na slededi naein: 
f=01 (... (Ok (h))...) , gde su glavne operacije podterama termaf kojima je h podterm 
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i koje se navedenim redosledom javljaju u termuf Ponekad oe to biti i kraea oznaka,f=0(h) i 
Woe naglgeno da je 0 niz operacija h0 2,-0 k. 

Sada oemo negto real o indeksiranju jediniOnih strelicai formula sadleverstfarie 1- 
u drvetu (a time i termu) neke strelice. Posmatrgemo strelicu 	k B u tnekom od tih sistema. 
Svako pojavljivanje jediniene strelice neke formule A, 1A:A I-- A, u drvetu ,:f 'smatraeetho 
posebnim i razlikova6emo ga od nekog drugog pojavljivanja te strelice u T(f). Zbonoga Lemo 
uvesti indelcsiranje jedinica i formula sa leve strane H u tipu terma. Indekse Oemo .piskirsaino 
kada to bude neophodno, ali 6emo uvek pretpostavljati njihovo postojanje. Za strelicu 1.1-1e B 
sve jediniene strelice koje se pojavljuju u njenom drvetu (jedinice iz njenog drvetalitiorajtrimati 
razlieite indekse. Neka se u T(f) k-puta pojavljuje 1A.:A HA svaka od njih bite indeksitana)na 
slede6i naein H A gde su in, lsn5k prirodni brojevi, za nt-rn. Znaoi, indeks 
jedinice i njene formule je indeksirana me. Za A deo indeksa formule AAin re6i oemo da je ime 
tog indeksa. U sistemu 	imthemo i jednu operaciju nad indeksima pa 6e postojati moguenost 
da neka formula A ima indelcs oblika AmEpn. U tom slueaju ime tog indeksa je A. Za 	B 
strelicu nekog od sistema, ind(c) je skup svih indeksa formula iz multiskupa r. Na dalje kada 
budemo govorili o strelici fr FB i multislcupu r podrazumeva6emo da r ustvari eine 
indeksirane formule. 

Neka suffi HA i g.-F2E A dve strelice iz nekog od sistema NB, A , 
(I) Za terme f i g reoi 6emo da su istog tipa ako postoji bijekcija izmedu ind(1-/) i ind(1-2), gde 
odgovarajuoi indeksi pri toj bijekciji imaju isto ime. Ponekad oemo to knee zapisivati f, 
(II) Alco se u nekom termu h posmatranih sistema pojavi na vige mesta podtermf tipa pi-A, to 
znaei da ind(r) jednog od tih terama nije jednak indeksu nekog drugog i da izmedu njih postoji 
bij ekcij a. 
(III) Za ritemo reel da sadrii 	aka postoji 1-1 preslikavanje iz ind(I-2) u ind(c/), gde 
odgovarajuoi indeksi pri tom preslikavanju imaju isto ime. Ozziaka: c r,. 

2. SISTEM 

	

Sistem 	koji Oemo sada defmisati odgovara sistemu prirodne dedukcije. 
StrelicafT iz sa svojim termomf i njegovim tipom r kB odgovara drvetu u sistemu 
prirodne dedukcije oije su pretpostavke iz zaldjudak jeA a u termuf je zapisano (operacijama) 
kojim pravilima od r dobijamo zaldjuealc A. Operacije uvodenja i operacije eliminacije (koje 
tem° defmisati) u sistemu odgovaraju pravilima uvodenja i eliminacije veznilca u sistemu 
prirodne dedukcije. 

DEFINICIJA: Sistem 	je Sdeduktivni sistem slobodno generisan nekim beskonaenim 
skupom objekata nad kojima postoje tri operacije: A, v, 	Strelice ovog sistema oemo 
induktivno definisati iz jedinienih strelica pomo6u operacija nad strelicama koje slede. 

Operaciie uvodenia.  

R. fir [-A 	H B 

g g}:rA HAAB, 	 ind(f)nind(A)= O. 
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Iv2. 	fir 1-B 

  

ktr HAvB 	 „•u 1--AvB 

f[A]r B 

 

FEB 

   

Xf.T 	 AB 

[A] nine samo formule oblika A, koje imaju razlieite indelcse i multiskup r mole da sadrli neke 
druge formule AA„ Ace[A]. 

Operacije eliminacije.  

11 	f.• -  HAAB 	 Ent. [I' HAAB 

   

n•r F-A 

 

Rif H 13 

Ev. 	AvB MAPLE- C g:[13]11i- C 	ElA v. h:r F- AvB jr:A H C g:[B]A C 

8(h, f, g):FAA C 	 80 (h, f, g):FAAi- C 

EBv. h:FF- AvB KAM C g:AH C 

swa, f g):rem- c 

EAB v. h:FHAvB f :A H C g:AH C ind(F), ind(A) i 

80ABM, &TAM- C ind(A) disjunktni 
skupovi. 

h A=)B f:AHA 

	

t(h, DTA t- B, 	 ind(F)nind(A)=0. 

	

Operacija nadovezivanja: 	F- A g:[A]A H B 

(1 [4f)g.111AFB, 	ind(F)nind(V1A)= 0. 
Na sledeoi naein formiramo multiskup [F] od formula iz multiskupa F: 
za svaku formulu Cc, iz F multiskup [F] dobija formule 	za sve formuleAA, iz [A]. 

Primer: ako r=ce,c5a,„,E„ [A]= AAk 

j =  Ci Ak— 	riErIkC C,A nCCI A nDpmEAr onda En c 	.1)D 

U 	Ev, EA v, B ay, EAfi v i operaciji nadovezivanja jedinice koje odgovaraju formulama koje 
se nalaze izmedu zagrada [,] u tipovima iznad linije su nosioci oslobodenih pretpostavki 
redom operacija 2t, 8, 8 0h  So®  80AB  i nadovezivanja , a formule koje se nalazu u tipu tih jedinica 
sa desne strane F su oslobodene pretpostavke (o. p.) navedenih operacija. 
Na ovaj naein je potpuno definisan sistem .ND.  

KOMENTAR: U sisternu prirodne dedukcije slikovito reeeno, drvo pravimo odozgo na dole, od 
pretpostavki ka zakljueku. U njemu postoji mogudnost da se dobije novo drvo pinuoi neko drvo 
sa zakljue'kom A iznad nekog drugog drveta sa premisom A. Posle toga novo drvo koje dobijeno 
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ne nosi infonnaciju da je nastalo od dva drveta na opisani naein. Drvo strelice u JP se u tome 
razlikuje. U sistemu A IP mi imamo operaciju nad strelicama, nadovezivanje, koja,ce oclgovarati 
opisanom postupku i tom operacijom oe i u termu i u drvetu strelice biti zabeleieno " vezivanje" 
dva tenna, dve strelice. 

Sada temo definisti Pravicov oblik nekog terma sistema NB. Grubo rceeno, 
Pravicov oblik terma dobijamo kada u torn termu zanemarimo nadovezivanja. 

DEFINICIJA: Neka je [FHB jedna strelica sistema ND. Pravicov oblik termaf dobijamo ako 
svaki podterm termaf koji je oblika (1 14h)g zamenimo sa termom formiranim na sledd64 naoin: 
svalcu jedinicu /A:AHA, eiji indeks poeinje sa zamenimo termom hA i, gdeldiai  term 

h u kome su sve jedinice na svoj postojeti indeks dobile dodatak Ai. 

Oznaka: 11(f). 
Neka je 11(h) Pravicov oblk terma h i 11(f) Pravicov oblk terma f . Neka se u 

11(h) i fl(f) pojavljuju iste operacije uvodenja i eliminisanja i to istim redom; izmedu indeksa 
jedinica koje se pojavljuju u odgovarajutim operacijama postoji bijekcija. Onda su 11(h) i 11(f) 
j ednalci. 
Oznaka: 11(h) 11(f). 

KOMENTAR: Za neki term f tipa fiF F B sistema 	njegov Pravicov oblik, TI(f), odgovara 
drvetu izvoda u sistemu prirodne dedukcije, kome su pretpostavke fonnule iz F, a eetji je 
zakljueak formula B. Operacije koje se pojavljuju u njemu su zapisane u H(f). Posmatrajuei 

11(f), a ne sam term f gubi se jedina razlika izmedu drveta T(f) i drveta izvoda u sistemu 
prirodne dedukcije: ne vodi se raeuna o nadovezivanju dva izvoda. U 11(f) se gubi infonnacija 
gde je neko drvo sa krajem A dodato na drvo sa pretpostavkom A i na taj naein dobijeno novo 
drvo. Zanemarujuei nadovezivanja u termu f, definisanjemn(f), dobijamo onoliko informacija 
o formiranju tog terma koliko je to potrebno gledajuei sa stanovilta sistema prirodne dedukcije. 

DEFINICIJA: Neka su f, g:F F B dve strelice sistema nil Ako vali 11(h) 11(0 onda kaiemo 

da su termif i g 	identieni termi, f =ll g 

Svi 11-identieni termi imaju medu sobom jedan koji nema nadovezivanja, vet je 
nastao pravljenjem drveta odozgo na dole, to jell. 

LEMA: Za svaki term fil -HA iz sistema 	postoji term fn istog tipa, koji nema operaciju 
nadovezivanja i za koji va2i f = n  f n. 
DOKAZ: 
Neka se u termufpojavljuje k nadovezivanja. 
Neka je f= 0((.1 [Li  /h ,)g,) i termi hl, nemaju nadovezivanja. 

f,=0($2), g2  dobijen tako gto umesto svake / c  od / m ug, pie term hi, g2=na1c1l  hOg 

znaei f= rt. 
• 
• 
• 

f 	nf2 143 	nfk termfk nema nadovezivanja, znaei fk fn. 

Jedinstvenost: neka su f, i f2  termi takvi da ff =rid z=n 	f2  nemaju nadovezivanja. Pogto su 
Fl- identieni oni se razlikuju samo po broju i redosledu nadovezivanja, kojih nemaju. 

Znaei 	f2 e fn. 	 q. e. d. 



DEFINICIJA: Za svaki term [FHA iz sistema AID posmatraoemo klasu 11-identionih terama 
Un] ={g term iz 	g= nil, a termil oemo zvati Pravicov term klase U11]. 

KOMENTAR: Ako posmatramo sistem AD, kao sistem koji odgovara sistemu prirodne 
dedukcije onda demo raditi sa klasama 11-identionih terarna. S druge strane ako da 
vidimo vezu .4rD i sistema iz lanca koji vodi ka Gencenovom sistemu sekvenata onda eemo 
razlikovati temze u okviru tih klasa. 

DEFINICIJA: ./VP je sistem 	kome vale RM-redukcije nad termima: 
(I) Redukcija zaobilaska, R-MF redukcije: 

R-MFA1. 	naf gl)`-.Rf 	 zalF HA, 	F- B. 
R-MFA2. 	n'af, g}),-•Rg, 	 zafF HA, g:A F - B. 
R-MFv1. 	O(Ich, 	R (1[Aihff 	za h:F 1- A 1[AlA C g:[B]A 1- C. 

specijalno km61; 	Rf 	 za h:F FA, f 	C, g:[B]A 1- C. 
R-MFv2. 	8(,eh, f g) c-■ R (.1[B]lh)g, 	za h:F B, f[A]A, C, g[B]A C. 

specijalno 8oB(„eh, f, g) ‘-■ Rg, 	za h:F B, f[A16, C, g:A 1- C. 
10Lh ,f)L.R (1 pill ph, 	za h: [Ar 	f A I- A. 

specijalno t(Xoh, f) 	 za 	i-B, f 

(II) Redukcija zaobilaska, R-MS redukcije: 
R-MS Al. n(8(h, f, g)) 	8 (h, 71f, rcg) 	za h:FF-AvB, f[A]n, I- CAD, g:[B]lit- CAD. 
R-MS A2. n'65(h, f g)) — ■R 8(h, 71% leg) 	za 	f[A]Ai- CAD, g:[B]Ai- CAD. 
R-MSv. 8(8(h, / g), 	h2)(-■ii 8(h, 8(f hi, h2), 	hb h2)) 

za 	HAvB, _RASH CvD, w[BJA CvD, hi:[CP E, h2:[D]a) F- E. 
R-MS=4,. 1(8(h, f, g), 	8(h, t(f, 	t(g hi)) 

za h:F AvB, f[A]A 	g:[B]ly- C=D, hi:0 1- C. 

Redulccije R-MF ee odgovarati redukcijama u sistemu prirodne dedukcije za 
eliminaciju maksimalne formule, a redukcije R-MS redukcijama za eliminaciju malcsimalnog 
segmenta. 

DEFINICIJA: Neka je f term tipa rHA iz JVP i neka je h podterm termaf , f=0(h), gde je 0 
niz operacija. Alco je hR term koji se od terma h dobija izostavljanjem nekih operacija, onda je 
OR jedan niz operacija dobijen od 0 na sledeoi naein: 
(i) izostavljanjem nadovezivanja koja se odnose na jedinice kojih nema u hR; 
(ii) zamenjivanjem operacija 8 i X vezanih za jedinice kojih nema u hR sa operacijama 80A (80B 
60.411)) 

Za neki niz opercija 0 mole postojati vi§e OR nizova koji se medusobno razlilcuju 
po broju i mestu pojavljivanja operacija nadovezivanja. 

DEFINICIJA: Neka jef term tipa rHA Aw 
1. Ako term f nema nadovezivanja. 

Neka postoji podterm h termaf koji ima oblik leve strane jedne od RM-redukcija i 1=0(h), 
gde je 0 niz operacija. 
Neka je g terrn oblika OR(hR) gde je hR Pravicov term desne stane iste redukcije. 
Onda se term f 1-RM redukuje na term g. 
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2. Ako term f ima nadovezivanja. 
Neka postoji podterm h termaf,f=0(h) koji je II-identioan sa Pravicovim termom h1, gde je hl  

 leva strana neke RM-redukcije. 	 ,,s 
Neka je g term oblika OR (h/R), gde je h1R  desna strana to redukcije. 
Onda se term f 1 -RM redukuje na term g. 

Term h je nosilac redukcije. Ako je potrebno naglasiti da li se radi o R-MF ili R-MS redukciji A 
reei oemo da se f 1-RMF (1 -RMS) redukuje nag. 
Oznaka: f 

it 	Lk 

DEFINICIJA: Neka su f, g termi iz 	Ako postoji prirodan broj m i termi h1,h2,..., iz AID 
takvi da 

f e h1"4  1-RMh2`41-RM-` 41-RM hm e  

tada ka2emo da se term f RM-redukuje na termg. 
Oznaka:  f 

LEMA 1: Neka jef term iz AIR 
Postoji term g takav da f (-■"mg akko za svakifi e[] postoji g E[gn], tako da va2ift+I_RA4/ . 
DOKAZ: 

Jednostavno:f 'E 	g' 
Znaoi: f 

II(f)=1-1(n); 	II(g)=II(gi)• 
Akof ' <ti.RAf g' : term f i term f1  se razlikuju samo 
1. po mestu pojavljivanja nekih nadovezivanja ili 
2. da jedan od njih ima neka nadovezivanje a drugi ne. 
Ako se ta nadovezivanja ne odnose na nosioca redukcije, ondaft ■i_Rmg• 
Ako se ta nadovezivanja odnose na nosioca redukcije, 
onda na osnovu definicije o redukcijama 2. postoji podterm h terma f f ' =0(h) i njemu 
II-identiean Pravicov term je h1, gde je h1  leva strana neke RM-redukcije. 
Onda: g' je term oblika OR(h/R), gde je hiR  desna strana ista redukcije i 

h=n O(h) 	gb g l=n81- 
Znaei gl  e [gn]. 	 q. e. d. 

LEMA 2: Neka jef term tipa F I FA i g term tipa F2t-A iz AIP . Tada 

1 . 	 akko Vf Eli] 3g ' e[gli] f '".1-RMFg '  • 

2 - Pc- bRmsgn  akko  Vf 'E[ ] 3gs  e 	f tc-1-Rewsg'. 
DOKAZ: 
1. i 2. lako se pokaiee na osnovu lemel i Zinjenice oaf E 	i gnEfigni 

fn  E En, onda postoji takav dafric-■/ _RmFg/.  
Na osnovu definicije - -.Law imamor=0(h), gde je 0 niz operacija u kome nema 
nadovezivanja. 
(i) Term h mole biti oblika leve strane neke R-MF redukcije: 

ili n{h,/, h2} iii rc'{hj, h2 } iii 6(kb/, h2, h3) ili 8(,;11 1, h2, h3) ili t(Ak, h2); 
g1 =0' (01), gde je 0' jedan OR, znaei nema nadovezivanja i term h' je oblika 

ili h1  ili h2  ili (1A/hdh2  iii (18/h1)h3  iii (1,41122)h 1. 
(ii)Term h ne mole imati drugi oblik jer termP nema nadovezivanja 



Znaei: 
fn  e [fn], onda pcstoji g 1  takav darc-■ 1 .Rms gi. 

Na osnovu definicije €-)J_RAis imamor=0(h), gde je 0 niz operacija u kome nema 
nadovezivanja. 
(i) Term h mote biti oblika leve strane neke R-MS redukcije: 

ili n8(hi, h 2, h3) iii n'S(h 1, h2, h3) iii 15(8(h 1, h2, h3), h4, h5) iii 1(8(4 h2, 113),11 4); 
g1 =01 (01), gde je 0' jedan OR, znaoi nema nadovezivanja i term h' je oblika 
ili 8(h1, nhb  rch3) iii 5(4 n'h2 , n1/23) ili 8(h 1, 8(h2 , h4 , h5) 8(h3 ,h4 , h5)) ili 
8(h 1,t(h2, h4),t(h3,h4)). 

(ii) Term h ne mo2e imati drugi oblik jer termf n  nema nadovezivanja 
Znaei: fric■TRAis gri. 	 q. e. d. 

3. SISTEM A MODIFIKOVAN SISTEM 
PRIRODNE DEDUKCIJE 

KOMENTAR: Jedna velika razlika izmedu sistema prirodne dedukcije i Gencenovog sistema 
sekvenata je da Gencenov sistem sekvenata ima, a sistem prirodne dedukcije nema strukturna 
pravila. Druga razlika, lcoja ne izgleda suitinska je da sistem prirodne dedukcije pretstavlja 
desni sistem a sistem sekvenata levo-desni sistem. 

Na prvom koraku od sistema ND, koji odgovara sistemu prirodne dedukcije, ka 
nekom sistemu koji odgovara Gencenovom sistemu sekvenata nalazi se sistem N Sistem N ima 
dve vain novine u odnosu na sistem AD: ima strukturna pravila; operacije nad strelicama koje 
odgovaraju pravilima eliminacije veznika su po svom obliku uniformisane. Grubo reeeno, 
operacije eliminacije veznika A, su istog tipa (Ito do sada nije bio slu8aj) kao operacija 
eliminisanja v. 

KOMENTAR: Videeerno da neki problemi, koji su navedeni Iwo problemi sa disjunkci jom 
(Cuker, Potinger) ustvari su povezani sa oblikom operacije eliminacije disjunkcije. 

DEFINICIJA: Sistem N je .'Vdeduktivni sistem slobodno generisan nekim beskonaenim 
skupom objekata nad kojima postoje tri operacije: A, v, Strelice ovog sistema demo 
induktivno dobiti od jedinienih strelica pomoou operacija nad strelicama koje demo definisati. 

Za stelicu fit-A iz sistema A kada. to bude potrebno, razfikovaeemo 
podvueene i obione jedinice terma f odnosno T(f). Tako razlikovanim jedinicama odgovarge 
podvueene i obiene formule u tipu F A, taenije u multiskupu F. Obione jedinice demo 
oznaeavan sa /A A F-A, a podvu8ene JA : A HA, pa de podvueene formule u F biti oznaeene sa _A, _B, _C... Za strelicu 	A sve podvu6ene formule iz F oznaeavaaemo sa u(F) iii u(f ). 
DefiniIemo operacije nad strelicama: 

Operacije zamene.  

nova pretpostavka: 	 A; 24.0 A pr 1-B 

( nAa•_itir B, 	 ind(F). 
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sjedinjavanje: 	 fT.A4,AAJAH B 

1,4,)[FAA,AH B, 	Ak0 ind(FAA,AA,A). 
(i) /A„ /A, nisu podvueene jedinice: 
onda AA, obiena formula, u(FAA,A)=u(171A,AA, A). 
(ii) jedna od /A„ /A, , na primer /A„ je podvueena jedinica: 
ondaAA, °Mena formula, u(FAAk A)=u(FAA,AAJA)MAA3- 
(iii) obe jedinice /A, i /A, su podvueene: 
ondaAA, podvueena formula u(FAAkA)=-Iu(FAA,AA,A)M 1141) AAJDU{ AAJ• 

nadovezivanie: 	_fir HA g:AAA, A H B 

(1A, f ) gTAA B 

ind(F)n ind(AAA,A)=0. 
(i) AA, nije podvueena formula: 
u(FAA)=u(F) u(AA) 
(ii)AAi podvueena formula: 
u(FAA)= u(AA)u{DD„...,DD„,}, zaDD,...DD,„=- F. 

Oneraciie vezmilca.  
U definicijama operacija koje slede neeemo pisati indelcse uz formule koje izdvajamo u nekim 
tipovima. Podrazumevaaemo da tank) znamo koju formulu od AA, ... AAk iz na primer MBA 

pretstavlja istaknuta formulaA. 

NEA. 	H AAB g:AABAF- C 	 NIA. fr 	g: A B 

f'gTAA C 	 g}:FA AAB 

ind(F)nind(AABA)=0, 	 ind(F)nind(A)=0, 
u(f 'g)—u(F) u(AA). 	 u 	gp=u(f) u(g). 

NEv. hX H AvB fiCIAA C g.41)BAH C 	NIv. 	fr HA 	fir FB 

d(h, f, g):FOOAA C 	 Ktr FAvB 	,efir FAvB 

ind(F), ind(A0), ind(AcD) disjunkthi skupovi, 
u(d(h, f, g))=-u(F) u(A0) u(A1:1)). 

hX AB f: A A g:OBA F C 	 f:AT H B 

I(h ,f, g).-FOAA C 	 /*X FAB 

ind(F), ind(A), ind(A0) disjunlctni skupovi, 
u(I(h, f, g))=u(F)u u(A) u(A0). 

Operacije NEA, NEv, NE su operacije 
Operacije NIA, NIv, 	su operacije uvodenja. 
test() amnia koristiti lcrge oznake za nizove 	operacija zamene. 

1. Sa ( //A) oemo oznaoavati niz novih pretpostavki ( I1D)...( I1D,), gde je A=Bei...DDk. 
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2. Niz sjedinjavanja (1e, 14 1 ern)... 	lc,11c„) oemo oznaeavati 	1,11 6), gde oe jedno A biti 
4.Cc, drugo 	a treoe 1311,.. 

3. niz nadovezivanja (14)...( le,/g) Cern° oznaeavati sa (1 al g) 

DEFINICIJA: Neka jef term sistema N. Za dve operacije sjedinjavanja (le,lei lle,„), (le,le,11 e„) 
iz terma f kaZemo da su povezana akko vaIi jedna od sledeeih moguenosti: , , 
le„-ale, , le„ale,.. 

Ta dva sjedinjavanja dine niz sjedinjavanja terma f, duline 2. Pretpostavimo da 
imamo niz sjedinjavanja terma f duline n i neko sjedinjavanje je povezano sa poslednjim (ili 
prvim) elanom niza, onda dodavanjem tog sjedinjavanja nizu dobijamo niz sjedinjavanja duZine 
n,+ 1. Za neke dye jedinice koje se pojavljuju u tom nizu reel Cern° da su povezane tim nizom. 

Ako su sve jedinice u nekom nizu sjedinjavanja podvueene onda je to T-niz 
sjedinjavanja. 

DEFINICIJA: U operacijama NEA i NEv sve jedinice koje su nekim nizom sjedinjavanja 
povezane sa jedinicama istaknutih formula A i B su nosioci oslobodenih pretpostavki redom 
operacija d, a fort-mile koje se nalazu u tipu tih jedinica sa desne strane F- su oslobodene 
pretpostavke (o. p.) navedenih operacija. U operacijama NIA , nadovezivanju (NE=) sve 
jedinice koje su nekim nizom sjedinjavanja povezane sa jedinicama istaknute formula A (B) sa 
leve strane F su nosioci oslobodenih pretpostavki redom operacija *, nadovezivanja (I), a 
formule koje se nalazu u tipu tih jedinica sa desne strane F su oslobodene pretpostavke (o. p.) 
navedenih operacija. Ako su oslobodene pretpostavke podvueene formule onda govorimo o 
fiktivnim oslobodenim petpostavkama (f. o. p.). 

KOMENTAR: Porto nam sistem AT pretstavlja vezu izmedu sistema AD i a' u njemu demo 
terme ujednaeavati na sledeei naein: zanemarieemo redosled sjedinjavanja i novih pretpostavki; 
redosled i broj nadovezivanja. Za sve terme koji su istog tipa i razlikuju se samo po tome reei 
demo da imaju isti prirodan oblik, u smislu da su razlike koje postoje izmedu njih 
prirodnodedukcijski nebitne. 

DEFINICIJA: Neka jef term tipa F FA sistema N. Prirodni oblik terma f, NW, definisaaemo 
na sledeei naein: 
1. f= IA A A F A, N(f)= 1 A . 
2. f=0(h (, g, g,)), gde je 0 neka operacija veznika. 

Onda NO= 0(N(h)(, N(g), N(g )))). 
3. f= (//8)h, 	F A. 

Onda NW= N(h)( _1 DJ 
4. f= (Li, Li, / /Adh, h:1-AA  AAA B 
(i) 1A,, 1A, nisu podvueene jedinice: 

N(f) se dobija kada se u svim jedinicama u N(h) eiji indeks poeinje sa A,i A taj poeetak 
zameni sa A,. 

(ii) jedna od 1A,, 	na primer Li°  je podvueena jedinica: 
NW se dobija kada se u N(h) izostave sve podvueene jedinice eiji indeks pooinje sa A,i svim 
jedinicama u N(h) eiji indeks poeinje sa A taj paetak zameni sa Ak. 

(iii) IA; su podvuoene jedinice: 
NO se dobija kada se iz N(h) izostave sve podvueene jedinice eiji indeks poeinje sa A,i Ai a 
doda JAk. 

5. f=(1,4, Ih)g, 	F A, g:AAA iA FB 
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(i) /A, nije pochruCena jedinica: 
N(f) se dobija kada se sve jedinice N(g) Ciji indeks, 3, poCinje sa Ai zarnene sa 	koji se 

11 
dobija kada se svim jedinicama iz N(h) na indeks doda 3. 
00 1 Ai podvueena jedinica: 

N(f) se dobija kada se sve podvueene jedinice u N(g) Ciji indeks, i, poeinje sa Ai zamene 
podvueenim jedinicama 	D Za 	 F. 

U indeksu neke jedinice iz N(h) poeetak indeksa je prva indeksirana ree. 
Primer: poCetak indeksa jedinice 14,8kca. je 

DEFINICIJA: Neka su f i g termi istog tipa iz sistema N Ako se u prirodnim oblicima 
N(g) pojavljuju istim redom iste operacije za veznike; izmedu poCetaka indeksa jedinica koje se 
pojavljuju u odgovarajuaim operacijama postoji bijekcija; izmedu poeetaka indeksa podvueenih 
jedinica koje se pojavljuju u Na), N(g) postoji bijekcija, ali molda se u tim prirodnim oblicima 
odgovarajute poi:hi-gene jedinice ne javljaju istim redosledom. Onda Cern° reel da 	N(g), 

odnosno prirodni oblici N(f) i N(g) su jednaki. 
Primer: f=(1A1( /./r1/2)/A 7)((_//c,)1A)A./a2 , g=(_/1/38)(_/1c,)14,Ale s  

N(f) (14,4,(_1D54,)(_1c34,))Ale,, N(g)= (14, Al B.)(_1D.,4 1)( _lc,4,) i N(f) NW. 

DEFINICIJA: Neka suf i g dva terma tipa F I- A sistema N Ako vali N(f) = N(g) onda kaiemo 

da su f, g prirodno jednaki termi. 
Oznaka:f= ND g. 

U ND termi su povezani redukcijama. U sistemu .4/ izjednaeitemo neke terme. 
Vain je primetiti da Ce termi koji se izjednaeavaju biti istog tipa (gto nije bio slueaj kod 
redukcija u ND). 

Jog se negto znaeajno pojavljuje u sistemu N. Sam oblik operacija eliminisanja 
veznika stvara prirodnodedukcijski problem maksimalnog segmenta sa operacijama eliminisanja 
svih veznika, a ne samo veznika v. Za regavanje toga Ce nam trebati nove jednakosti: NMSA, 

NMS. Na taj naein u odnosu na redukcije iz koje nam pomaltu u normalizaciji terma, 
sistemu Spotrebno je vise jednakosti da bi se omoguaila normalizacija. 

DEFINICIJA: A/ je sistem N u kome vale NM jednakosti nad termima: 

1. Jednakosti maksimalne formule, NMF jednakosti: 
NMFA 	{1, g}'h = (1B/g )(1,4/f )h, 	 za 	FA, g:AH B, h:© A F C. 

NMFv1. d(h, f, g) = ( /1A)(1A/h )f 	 za h:F FA, f:AAF C, g:BA 

NMFv2. dc, h, f, g) = ( /1A)(1 B/h )g 	za h:F H B, 	F C, g:BAF C. 

NMF. 	I(h*, g) = (18/ (1,11.f)h)g 	za h:AF F B, fits HA, g:BA H C. 

Posebno ako je u NMFA term h tipa 0 A BAEC i 

u NMF= term g tipa BAF-C onda su to slabe NMF jednakosti. 

2. Jednakosti maksimalnog segmenta, NMS jednakosti: 
NMSAl. (h' g = h' (f ' g), 	za 	b- Ang f:ABA H CAD, g:CDAF E. 

NMSA2. d(h'f; g 1, g2)=h'd(f,g1, g2), za 	HAAB, fABAH CvD, g i:CA HE, g2:DO HE. 

NMSA3. I(h'f ,g h  g2) = h'I(f; g2), za h:F FAAB, f:ABAF 	g 	C, g2:D0 F E. 

NMSvl. d(h, 8D  g2)' f= (1 e,lell e) d(h, glf; g2'f), 
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za h:F H AvB, g AA H CAD, g2:BA H CAD, f:CDO F- E. 

NMSv2. d(d(h, gb g2), fb f2)=00,02, /0,edie,e,) d(h, d(g b fb f2), d(g2, fb f2)), 

za h:F AvB, gb • AAE- CvD, g2:BA H CvD, 	E, f2:D021- E. 

NMSv3. I(d(h, gb g2), fb f2)=00,e2,18,82110,02) d(h,l(gb fb f2),I(g2, fb f2)), 

za h:F HAvB, gi:AA F 	g2:BAH 	 C, f2:DO2H E. 

NMS1.1(h, gb 	f=1(h, gb g2' f), 

za h:1" HAB, 	A F- A, g2:BAH CAD, f:CDO F- E. 

NMS2. d(I(h, ghg2), fb f2)= 1(h, gb d(g2, fb f2)), 

za h:F FAB, 	A FA, g2:BAE CvD, 	E, f2:DO2F- E. 

NMS3. I(I(h, gb g2), fb f2)= 1(h, gbl(g2, fb f2)), 

za 	F- 	gi A H A, g2:BA F- 	ff:01H C, f2:DO2F- E. 

Istalcnute operacije u termu sa leve strane jednakosti (na primer u NMSv3. I, d ) 
su vaine operacije te jednakosti. Zvaaemo ih prva i druga po redosledu kako se pojavljuju u 
tom termu. 

KOMENTAR: Kako navedene jednakosti oslikavaju korake pri norrnalizaaji nekog terma, a 
normalizactja je karakteristika prirodne dedukcije, prelaz sa jednog terma na drugi term ee biti 
"grub" posmatrajua sa stanovika Gencenovog sistema selcvenata, ali dovoljno 'fin" sa 
prirodnodedukcijskog stanovigta. 

Od terma sa nekim podtermom, koji ima isti prirodan oblik kao leva strana neke 
od navedenih jednakosti prelazi se na proizvoljan term, koji ima podterm prirodnog oblika kao 
desna strana te jednakosti, a ostali deo se poklapa sa polaznim termom. 

KOMENTAR: To je sasvim dovoljno da se oslika naan eliminisanja maksimalne formule 
smanjenja duline malaimalnog segmenta. Takav prelaz se definik 1-NM redukcijama. 

Neka za dva terma h i f sistema 	da su prirodno jednalci i neka je 0 niz 
operacija. Tada: 0(h).= ND 0(1) pri eemu se svaka operacija iz 0, koja se odnosi na neku jedinicu 
iz h, odnosi na jedinicu iz f eiji indelcs (postojeoom bijekcijom) odgovara toj jedinici iz h. 
Neeemo uvoditi posebne oznake za nizove operacija 0 sa leve i desne strane jednakosti =ND. 

DEFINICIJA: Neka je f term iz Neka je hi= h2 je jedna od NM jednakosti. Neka je h 
najmanji podterm terma f, 0(h)=f, takav da h= ND 0 i(hi) za neki niz operacija zamene Oli 
koji mok biti prazan. Imamo 0(0/(hip =mil ako 	sadai vnne operacije jednakosti 

h2 onda se term f 1-NM redukuje na svaki term g za koji g=ND 0(01(h2)). Term h je 
nosilac te redukcije. 
Oznaka:  

Ako je potrebno mole se preciziratif se 1-NMF redukuje (1-NMS redukuje) nag. 
Oznaka:  f—>/wmFg ( f--->i_Nmsg). 

Posebno imamo da se f 1-NMF slabo redukuje na term g, f—>maing. 

DEFINICIJA: Neka suf i g dva terma tipa r FA iz Ako postoji prirodan broj m i termi 
h b...,h„, iz 	takvi da 
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f ehl-41_Nmh2 -31-NM 	1-NMhm a  

onda sef NM-redukuje na term g. 
Oznaka:  f—>Nm g. 

4. SISTEM .4P 

Sistemi N i ✓ Prazlikova6e se samo po operaciji eliminacije veznika v. 

DEFINICIJA: Sistem X' se dobija kada se u sistemu .N operacija veznika NEv zameni 
operacijom: 
NEv. h:F AvB PIA C g:BAF C 

D(h, f, g):F A C 
ind(F), ind(A) disjunktni, za A izAA C i BA I- C. Formule iz A iz tipa FA C su sa novim 
indeksima. 

Napomene:  
(I) Za term f sistema Su definiciji prirodnog oblika od f, NW, ima jedna razlika u odnosu na 
definiciju kada term pripada sistemu X Deo 2. iz definicije tog pojma zamenjujemo sa 
2'. (i) f=O(h (, g, g,)), gde je 0 neka operacija veznika koja nije operacija D. 

Onda N(0= O(N(h) (, N(g), N(g 1))). 
(ii) f=D(h, g1, g2), h:F i-AvB, g 1:AA C, g 2:BA I- C. 

Neka su formula D0, izAA i Do, iz BA zamenjene formulom D0,. u T'A I- C. Onda u svim 

jedinicama N(g2), N(g1) 6iji indeksi pooinju sa Di A umesto toga stavljamo Der  Tako 
uradimo za sve odgovarajuoe formule izAA H C, BA H C i dobijamo N(g2), N($1). 

Onda, N(f)= D(N(h), N(g 1), 1Vig2)). 

(II) Defmisanje nosilaca oslobodenih pretpostavki i oslobodenih pretpostavki u sistemu 	je 
potpuno isto kao u sistemu N. 
(III) Potpuno ista definicija jednakosti prirodnih oblika dva terma f, g iz sistema Atka° u sistemu 
X N (f) 	(g)• 
(IV) Potpuno ista definicija kao u sistemu 	da su termi f i g iz sistema prirodno jednaki 

fr-Nog. 

KOMENTAR: Dosta je vain razlika izmedu NEv i NEv. Pored toga Seto je operacija 
eliminisanja veznika v specifiena u sistemu prirodne dedukcije (moiemo je smatrati kao nefto 
Seto je ostalo od sistema sekvenata) njen oblik NEv je no neki naein vezan za prirodnu 
dedukciju, a njen oblik NEv za sistem sekvenata. U definisanju to operacije no naein kao u 
NEv je skriveno niz sjedinjavanja (tt sistemu sekvenata kontrakcija) Seto nije svojstveno 
prirodnoj dedukciji. S druge strane, definicija NEv pravi problem ako se ieli izvrfiti eliminacija 
nadovezivanja (Seto je svojstveno sistemu sekvenata i to se operacija tamo zove seeenje). 
Razdvajanje na sistem N i X je slikovito reeeno rasklapanje problema da se bolje sagleda. 

DEFINICIJA: Nje sistem Ku kome vale M jednakosti nad termima: 
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1. Jednakosti maksimalne formule, MF jednakosti: 
MFA. 	= (1B/g)(1A /f) h, 	 za fT HA , g:A B, h:®ABA F- C. 
MFv1. D(„h, f, g) =(lA) f 	 za 	1-A, MA H C, g:BA - C. 
MFv2. D(„h, f, g) = (1B/h)g 	 za h:F H B, f:AA H C, g:BA C 

1(h*, f, g) = (1 B1 (1A /f) h)g 	 za hAF F B, f 	g:BA H C. 
Posebno ako je u MFA term h tipa 0 A BAF-C 

u MF=> term g tipa BAJ-C onda su to slabe MF jednakosti. 

2. Jednakosti maksimalnog segmenta, MS jednakosti: 
MSA1. (h' f)' g = h' (f' g), 	za h:F HAAB, MBA I- CAD, g:CDA H E. 

MSA2. D(h'f, g 1i  g2)=h'D(f; g1, g2), za h:F HAAB, [ABA H CvD, g 1:CA HE, g2:DAHE. 

MSA3. I(h' f g1i  g2) = h' 	g2), za h:F 	f•BA 	gi:A H C, g2:De F E. 

MSvl. D(h, g1,  g2)' f= D(h 	f, g2 1), 
za h:r H AvB, g 1 :AA H CAD, g 2:BA 1- CAD, [CD@ H E. 

MSv2. D(D(h, g1, g2), fi , f2) = D(h, D(g1,  h, f2),D(g2, fhf 2)), 
za h:F HAvB, g 1:AA F- CvD, g 2:BA i- CVD, /X® H E, f2:DOH E. 

MSv3. I(D(h, gv  g2), f1,  f2)=  D(h,I(g1,  f1 ,f2), 1(g2, 
za h:F HAvB, g 1:AA 	g2:BA H CD, f 1:01 H C, 

MSz1. I(h, g 1, g2)' f=1(h, gh  g2' f), 
za 	A-=>B, gi:A HA, g 2:BA I- CAD, f:CD8 E. 

MS=2. D(I(h, g1, g2), fi , f2) = 1(h, g1,  D(g2, h, f2)), 
za h:F FAB, 	F- A, g2:BA H CvD, fi:COH E, f2:DO H E. 

MS=3. I(I(h, g1, g2), f1,  f2)=  I(h,  g1,l(g2, f1,  f2)), 
za h:F F-A=13, 	i-A, g2:BA 	f1:01 1- C, f2:D02 }- E. 

Definicija vthie operacije neke od jednakosti u .N' je ista kao u 

DEFINICIJA: Neka je f term iz 	Neka je h1 = h2  je jedna od M jednakosti. Neka je h 
najmanji podterm terma f, 0(h) =f, takav da je h=ND  01 (h1) za neki niz operacija zamene 
koji mote biti prazan. Imamo 0(0/ M 1)) =Npf  t ako N(f sadth vane operacije jednakosti 
h 1 = h2  onda se term f 1 -M redukuje na svaki term g za koji g=ND  0(01 (h2)). Term h je 
nosilac to redukcije. 
Oznaka:  f--> i .m g. 
Ako je potrebno mine se precizirati da se f 1 -MF redukuje (1 -MS redukuje) na term g. 
Oznaka: 	(f-> bms g). 
Posebno imamo da se f 1-MF slabo redukuje nag, f->i,mn g. 

DEFINICIJA: Neka su f i g dva terma tipa F H A iz 	Ako postoji prirodan broj m i temil 
h 1, ... , hm iz AP takvi da 
f h1 ->1_114h2 
onda se f M-redukuje na term g. 
Oznaka:  f->m g. 

f2:1)02 i- E. 
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5. SISTEM j; MODIFIKACIJA 
GENCENOVOG SISTEMA SEICVENATA 

Sada eemo defirtisati sistem /1 koji Ce biti modifikacija Gencenovog sistema 
sekvenata. 

KOMENTAR: Zak() sisteme 	A AP svrstavamo u grupu sistema koji su povezani sa 
sistemorn prirodne dedukcije, a za sistem /calm° da je povezan sa Gencenovim sistemom 
sekvenata? 
U sistemu ee se pojaviti sva strulaurna pravila ( sem permutacije) i on de biti levo-desni 
sistem. Najvainije je to gto u njemu neeemo imati nilcakvih dodatnih izjednaeavanja terarna, 
koja da tako kalem "knju" struktuma pravila (to je prirodan oblik u 	AP ). Jedina 
izjednaeavanja medu terrnima ee biti ona lcoja ee nam biti potrebna za eliminaciju seeenja 
je opet karakteristieno za Gencenov sistem sekvenata(a ne za normalizactju, koja karakterige 
sistem prirodne dedukcije). 

DEFINICIJA: Sistem /1 je Sdeduktivni sistem slobodno generisan nekim beskonaenim 
skupom objekata nad kojima postoje tri operacije: A, v, Operacije nad strelicama oemo 

podeliti na strukturna pravila i pravila za veznike. Operacija veze ee se ovde zvati seeenje i 
pripadthe struktumim pravilima. 

Strulctuma pravila:  

slablj eni e: 	f:FA 

tB(f):F 	A 1- A, 	ei ind(F), ind(A). 

kontrakcii a: 	fTBB 1- A 

seeerfe: 

 

cB(f).TIBBA 1- A, 	Bk ind(FBBA). 

/A- 	g:AAAI-B 

  

g( f ):A.FA B, 	ind(F)nind(AAA)=0. 

U pravilima kontralccija i slabljenje formula B u donjem tipu je glavna formula pravila. 

Formule B iz gomjeg tipa u pravilu kontralccije su pomoine formate tog pravila. U pravilu 

seeenja formuleA iz tipova r 1- A , AAAFB su formate seeenja. 

Pravila za veznike.  

G'En. frABA C 

 

G'/A. fF 	g:A 

  

          

          

 

f 4:FAABA C 

   

ff, ,g):FA 1- A AB 
ind(F)nind(A)=0. 

GEv. fTAA C &IBA C GIv. 	IT EA 

   

          

          

gli-AvB A C 	 ,fir i-AvB 	,egT i-AvB 

F, A u tipu FAvBAi- C sa novim indelcsima. 
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G'E=. 	fT [-- A g: ABA C 	 01. . 	[IAA F- B 

g[f]...AFAA:-.*B C 	 f*: FA HAB. 
ind(F)nind(ABA)=0. 

U pravilima za veznike, nova formula koja se pojavljuje u tipu strelice ispod linije 
naziva se glavna formula tog pravila (na primer An13 u G'EA i GU). Formule A i B koje su 
izdvojene u tipovima iznad linije su pomoene formule tog pravila. Formule koje se pojavijuju i 
u gornjem i u donjem tipu pravila (strukturnih i za veznike) a nisu glavna formula, pomoona 
formula ili formula seeenja su boene formule tog pravila. 

Pravila GiEr\ GEv i 	su pravila eliminacije. 
Pravila GU, G'Iv i G'I= su pravila uvodenja. 
U ovom sistemu bite indeksirane samo formule sa leve strane u tipu terma. 

Znaei u jedinienim strelicama drveta strelice, /B:BB, F- B, samo formula levo od F- imaae indeks, 
indeksiranu rec. U pravilima eliminacije formule AAB, AvB i AB dobijaju novi indeks koji 
ne pripada redom skupu ind(F), ind(FA), ind(FAA). 

Cesto temo radi lakgeg zapisa, 
(i) niz slabljenja tA i(tai  (...(tck (h))...)) zapisivati tA(h), gde znamo da je A=A4,/3"...C o; 
(ii) niz kontrakcija cA (cB(...(cc(h))...)) zapisivatemo ca  (h) gto ee znaoiti da smo odgovarajuee 
formule iz 	Cc, i A=AA„Th„,...Cc, kontrahovali u formule iz 

KOMENTAR: Posmatrajudi nal izbor da zapisom 	A zabelelimo da je od pretpostavki r 
na naein f dobijen zakljueak A odmah je jasno da je on mnogo bliii sistemu sekvenata nego 
sistemu prirodne dedukcije i njegovim drvetima. Uz sekvent r F A moramo znati jedno (od vise 
mogueih ) drvo koje nam govori samo kako smo dobili A iz F. S druge strane iz terma f mi 
molemo odmah rekonstruisati eitavo drvo formule A uz formula F. Znaei zapis eitavog drveta, 
koje je eesto glomazno i komplikovano fife nam potreban. Nas sistem molemo shvatiti kao 
da smo term pridrulili sekventu u Gencenovom sistemu sekvenata. Jednostavno receno, 
aksiome Gencenovog sistema sekvenata A HA u dobijaju ime 1A  kao sto dobijaju ime i sve 
figure zakljueivanja, koje mi zovemo struktuna pravila i pravila za veznike. 

U teoremi o eliminaciji seeenja, koja Icarakterile Gencenov sistem sekvenata 
govori se o transforrnaciji drveta nekog sekventa r u neko drugo drvo istog sekventa u 
kome nema seeenja. Dalje, u dokazu te teoreme, donekle je postroien pojam transformacije 
koracima prelaska sa jednog drveta sekventa na neko drugo drvo tog sekventa. Ta dva drveta 
rezlikovala sit se po redosledu pravila seeenja i nekog drugog pravila. Porto u sistemu mi 
imamo mogudnost zapisa tih drveta terrnom, te prelaske sa jednog drveta na drugo 
definisaeemo jednakostima medu tenni:ma. 

Pre nego ito to uradimo interesantno je istadi sledeoe. Ako posmatramo dokaz 
leme o eliminaciji secenja, koji je dao Gencen i njegove izvode zamenimo termima, a korake 
transformactje jednog izvoda na drugi zaprsemo kao jednakost izmedu odgovarajudih terama 
dobijamo slededu sliku: 
posledica valenja svih tilt jednakosti je da su bilo koja dva terma sa istim tipom jednaka, sto je 
mnogo vise od onog ito nama treba. 

Zato demo mi navesti mato izmenjene jednakosti, koje ee nam biti dovoljne (sto 
demo videti kasnije) da uspostavimo vezu izmedu nekog terma sistema ft i terma istog tipa koji 
ne sadrii seeenje. 
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S druge strane, one nede grubo (po jednakim tipovima) izjednaeavati terme 
sistema 

DEFINICIJA: i'je sistem C'u kome vale sledeee ElimCut jednakosti: 

I Jediniene jednakosti, Mcat jednakosti. 
Ml. 	 za P.-AA F- B. 
M2. 	1B( g )=g, za 	- B. 

II Jednakosti o permutaciji seeenja sa kontrakcijom i slabljenjem, CT-CUT jednakosti. 
CUTC1. 	g( cA ( f))=cA (g( f )), 	za ficielAAF- C, g:ACO 
CU7'C2. 	cA (g)( f )=cA (g( f )), 	za f• C, AAAACO 1-B. 

za fin- g:ACCA 1- B. 

za 	g:ACA i- B. 
za 	c, g..ACA 1- B. 
za 	C, g:AA H B. 

za h:OAB A i- C, fir 	ga B. 
za f:AAA C, g:ABA C, h:F }- A. 
za AAA k C, ABA F- C, B. 
za h:SAA B, PDB C, g.T H A. 

CUTCO. 	cc(g)(f )=cr(g( f )(f )), 
CUTT1. 	g( tA ( f))=tA (g( f )), 
CUT" 2. 	tA(g)( f )=tA(g( f )), 
CUTCO. 	tc(g)(f)=tr(g) 

III Valne jednakosti, p jednakosti. 
RA 	h4 ({f, g})=h( f )(g ), 
I3v/. 	ff gl(„It )=f( h ), 
I3v2 	[f, at e h )=g( h ), 

fig]( h *)=f(h ( g )), 

IV Jednakosti permutacije seeenja i nekog pravila za veznike, PermCut jednakosti: 
Posmatramo term sledeoeg oblika: 
R(fi  (,f2))( L(gAg 2)) ):AFAH B, L(a,g2)):1-  E A, R(fi  (J2)):AA F B, gde su R i L neka 
pravila razlieita od seeenja i oznaka R (L) znaei desno (levo) pravilo posmatranog seeenja. 
Jednakosti koje slede nam omogueavaju da permutujemo posmatrano seeenje sa pravilom R 
ili L. Se ta je uradeno od to dve moguenosti govoriee nam naziv svake jednakosti. 
Na primer: naziv jednakosti E(R)perm.Cut-I kale da se desno pravilo (R) koje je eliminacija 
(E) permutovalo sa seeenjem i da je levo pravilo neko pravilo uvodenja (I). 
Zbog jednostavnosti zapisa pravila R i L Oemo pisati kao da zavise samo od jednog terma ali 
to 6e se odnositi na sva pravila eliminaije iii uvodenja koja su u sistemu if 

1. 	L je pravilo uvodenja: 
Postoje moguenosti za pravilo R: 
(i)R je pravilo eliminaciie kome je formula seeenja glavna formula i to su ve6 navedene 

13-jednakosti. 

(ii) R je pravilo eliminacile koje ima glavnu formulu razlieitu od formule seeenia i tada: 
R(f)(L(g))= R(f(L(g))), 
i to su jednakosti E(R)perm.Cut-I. 

(iii)R je pravilo uvodenia,  tada: 
R(fl(L(g))= R(f(L(g))), 
i to su jednakosti I(R)perm.Cut-I. 

(iv) R je slablienie ili kontrakcija koji se odnose na formulu seoenja i to su ve6 pomenute 
CUTCO i CUITO jednakosti. 
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(v)R je slabljenje kontrakcija koji se ne odnose na formulu seeenja i tada: 
R(f)(L(g))= R(f(L(g))), 
i one su podskup svih jednakosti CUTC2, CUTT2 kada je L pravilo uvodenja. 

2. 	L je pravilo eliminacije: 
Postoje moguenosti za pravilo R: 
(i)R je pravilo eliminacije kome je formula seeenja glavna formula i tada: 

R(f)(L(g))= L(R(f)(g)), 
i te jednakosti zovemo Max.Red. jednakosti. 

(ii)R je pravilo eliminacije koje ima glavnu formulu razli6itu od formule seeenja i tada: 
R(f)(L(g)) = L(R(f)(g)), i to su jednakosti E(L)perm.Cut-E. 

R(f)(L(g)) R(f(L (g))), i to su jednakosti E(R)perm.Cut-E. 

(iii)R je pravilo uvodenja, tada: 
R(f)(L(g)) = L(R(f)(g)), i to su jednalcosti E(L)perm.Cut-L 

RW(L(g)) = R(f(L(g))), i to su jednakosti I(R)perm.Cut-E. 

(iv) R je slabljenje kontrakcija koji se odnose na formulu seOenja i to su ve6 pomenute 
CUTCO i CUTTO jednakosti. 

(v)R je slabljenje kontrakcija koji se ne odnose na formulu seeenia i 
1.postoji term h, podterm termaf takav da 

h je /D za neko D 
poslednje pravilo terma h je eliminacija formule seeenja f=P(h), gde je P niz 

struktumih pravila. Tada: 
R(f)(L(g)) = L(R(f)(g)), i to su CTMax.Red. jednakosti. 

R(f)(L(g)) R(f(L(g))), i te jednakosti su ve6 pomenute CUTC2, CUT7'2. 
2. alco ne postoji terrn h, podterm termaf sa osobinama navedenim pod 1.,tada: 
R(f)(L(g)) = L(R(f)(g)), i to su jednakosti E(L)perm.Cut-CiT. 

R(f)(L(g)) R(f(L(g))), i te jednalcosti su ve6 pomenute CUTC2, CUT7'2. 

3. L je kontrakcija slabljenje: 
Postoje moguanosti za pravilo R: 
(OR je pravilo eliminaciie koje formira formulu seeenja i tada: 

R(f)(L(g))= L(R(f)(g)), i to su jednalcosti koje su podskup jednalcosti CUTCI, 
CUTTI kada je R pravilo eliminacije. 

(ii)R je pravilo eliminacije koje formira neku formulu razli6itu od formule seeenja i 
tada: 
R(f)(L(g)) = R(f(L(g))), i to su jednakosti E(R)perm.Cut-CiT 

R(f)(L(g)) = L(R(f)( g)), i te jednakosti su ve6 pomenute CUTC1, CUTTL 

(iii)R je pravilo uvodenja, tada: 
R(f)(L(g)) = R(f(L(g))), i to su jednakosti l(R)perm.Cut-CiT 
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iii 
R(f)(L(g)) = L(R(f)(g)), i to jednakosti su ve6 pomenute CUTCI, CUTTI. 

(iv) R je slabljenje iii kontrakcija  koji se odnose na formulu seeenja  i to su yea pomenute 
CUTCO i CUTTO jednakosti. 

(v)R je slabljenje iii kontrakcija  koji se ne odnose na formulu seeenia  i tada: 
R(f)(L(g))= L(R(f)(g)), i to su C'UTC1 iii CUTT1 jednakosti, 

iii 
R(f)(L(g)) = R(f(L(g))) i to su CUTC2 iii CUTT2 jednakosti. 

V Jednakosti asocijativnosti i komutativnosti, Mcat.as.kom.Cut. jednakosti. 
M3. h(g(f ))=h (g)( f ), 	za ft' i-A, 	i-B, h.- cDBA F- C. 

M4. h(g)(f)=h(f)(g), 	za 	A, g: A B, h:CIABA - C. 

VI Jednakosti kontrakcije i slabljenja, CT j 
CTO. 	eA0A(D)=.1 
CT1. 	edte(D)= te( eA(fl), 
CC1. 	edeAn= eA( edf)), 
TT1. 	te(tA())= tit( te(f)), 
CEA. 	cA(e)=cdfl fi 
CEv. 	eA(V, 111)=IcA(.0, CA(h)1 
CE1. eA(f[11])=CA® [hi 
CE2. cA(fthP= f [cA(12)1 
CIAL 	cA({f; h})={cA(f), h}, 
CIA2. 	cAni, h})={{/  f, cdh)}, 
CIvl. 	cA(Kn= K(cA(0), 
CIv2. 	cAcD= le(cAM 

cA(f)=c40 *, 
TEA 	tAif f)=tAfi f, 
TEv. 	tA([t hl)=RA(f), tA(h)1 

tA(fIlill=tA(f) [hi 
TE2. 	tA(f[h])= f RA(h)1 
TIAL 	tA({f, h})= lt,4(f), h}, 
TIA2. 	tA ({f h})={ f tA(h)}, 
TIvl. 	tA(,f)=ItA(.0), 
TIv2. 	tA(...0=.0A(0), 

tA(f*)=tA(f) 

ednakosti. 
za •FAA 1- B. 
za frAAA C 
za frAABBA C 
za 
za firAAABCA F- D. 
za •rAAABA F D, h:FAAACA 1- D. 
za KAAACA D, h:C1F- B. 
za h.TAAA B, h:COF D. 
za firAAA B, h: A - C 
za 	C, h: [AAA 1- B. 
za 	1- B. 
za frAAA 1- B. 
za I ABIAAA I- C. 
za fIBCA F D. 
za PTA F D, krcA 
za prce F D, h.-0i- B. 
za h:1" B, h:C0}- D. 
za 	B, 	1- C. 
za fT B, h:AFC. 
za 
za 	F B. 
za ftAB[ F C. 

KOMENTAR: Ako posmatramo sistem bez struktumih pravila slabljenje i kontrakcija i 
izostavljanjem jednakosti koje se odnose na njih (CT-CUT jednakosti, 4.1.(iv),(v), 4.2.(iv),(v); 
4.3.(iv),(v); CT jednakosti) dobijamo sistem koji moiemo oznalti eta Interesantna je 
einjenica da je sistem f-IT ekvivalentan sa slobodnom multikategonfom koju je definisao 
Lambek u svom radu "Logic without structural rules" samo je na siromainijem jeziku 
(samo veznici A, v, 

Napomena: Koristioemo neke kraoe oznake: 

19 



Sa E(R)perm.Cut eemo oznaeavati zajedno E(R)perm.Cut-I, E(R)perrn.Cut-E i 
E(R)perm.Cut-Cir 
Sa EA(R)perrn.Cut oemo oznaeavati E(R)penn.Cut kada je E eliminacija veznika A 

Analogno vaii i za sve druge jednakosti grupe (IV). 

DEFINICIJA: Neka su f, g dva terma tipa 	iz Alco postoji podterm f ' termaf i podterm 
g' terma g takvi da je f 1=g' jedna od jednakosti I-VI ( sa valno§ou da je f sa leve a g sa desne 
srane =) i f=P(f '), g=P(g'), gde je P niz pravila tada kalemo da se term f 1-cf redukuje na 
term g. 
Oznaka:  f >lg. U slueaju da je to potrebno navegeemo i koja je to jednalcost. 

DEFINICIJA: Neka su f, g dva terma tipa r 	iz 	Alco postoji prirodan broj m i termi 
iz ftakvi da 

fE hi >ih2>1... >111„,,E g, onda se termf cf-redukuje na term g. 
Oznaka:  f > g, a ako bude potrebno mole biti navedeno koje su to jednakosti u koracima >i. 
Postoji moguenost da se u nizu f hi>112>1... > Arne.- g pojavi i slueaj 	i onda eemo 
koristiti oznaku f g. 

U a'se jednostavno dokazuje sledeoa lema. 
CT-Lema: U fineke od jednakosti mogu se izvesti iz preostalih jednakosti: 

1. Jednakosti TEA, TEv, TE1, TE2 
poslethca su jednakosti M2, CU777, CU772, CTMaxRed. 

2. Jednakosti Th\ TIvl, TIv2 
posledica su jednakosti M2, CUT77, l(R)pennCut. 

3. Jednakost 
posledica je jednakosti M1, M2, CUT77, l(R)pennCut, 

4. Jednakosti CEA, CEv, CE1, CE2 
postedica su jednakosti M1, CUTC2, 13 jednakosti, CTMaxRed, MaxRed, 
I(R)permCut. 

5. Jednakosti CIA, CIv1, Clv2 
posledica su jednakosti M2, CUTC1, l(R)pennCut. 

6. Jednakost 
posledica je jedna1costi Ml, M2, CUTC1, I(R)permCut, 

7. Jednakosti CT1, CC1, T77 
posledica su jednakosti MI, CUTCO, CUTC1, CUTC2, CUT71, CUT72, PA. 

Va2no je istaei: CT jedakosti nisu posledice E(L)permCut jednakosti. 

6. POLUGRAF 

DEFINICIJA: Polugraf &tie skup objekata i skup strelica zajedno sa dva preslikavanja 
izvorigte: {strelice)-÷(objekti)*, 
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cili:  {strelice} -+{objekti}. 
gde je {objekti}* slobodni monoid generisan skupom objekata ciji elementi su nizovi  objekata 
Za svaki objekatA iz skupa objekata postoji jediniCna strelicalAAI-A. 

7. SISTEM A GENCENOV SISTEM SEKVENATA 

DEFINICIJA: Sistem f je polugraf slobodno generisan beskonaenim skupom objekata na 
sledeei naein: njegovi objekti se dobijaju pomoou operacija za objekte A, v, njegove strelice 
se dobijaju induktivno pomoou operacija za strelice, primenjenih na jediniene strelice. Grupu 
operacija za strelice podelieemo na: 
1.strulctuma pravila; 
2. pravila za veznike. 
Za strelicufFHA sistema Q , f je term strelice, FHA je tip terms f, gde je r niz objekata iz g 

Strulctuma prvila.  

permutaciia: 	flABA k C 

pA , B (f).TBAA i- C. 

fir kA 

kontrakciia: 

seeerce - 

tn(f):BF FA, 

fiBBA HA 

c5(0.BA HA. 

_ix HA gAA F B 

  

g(f):FAHB. 

Pravila za veznike. 

GEA. c 	f•r H C GIA. fr FA B 

frAABE C 	fp,AABI -  H C (f,, g 	FAAB. 

GEv. Jc.• AA F C g:BA F C GIv. FA gTh-B 

[f, g]AvBA F C FAvB ,eg:r hAvB. 

GE. tr.  HA g:BA H C GIB. f AA F B 

C rat- AB. 
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g( cd,f ( f))=cA (g(f )), 

PA4c(eigM f )= PA,r(cA (Pr,AA(PAA4c 	))), 
cc(g)(f )=cr(Pr,c(g(f ))(.1)), 
g( tA( .0)=Vg(n), 

PA,c0,4(&)(f )=PA,r(tA(g(f ))), 
tc(g)(f)=trW 
g(PA,B( f))=pA,B(g( f)), 

pA„B(g)(f)= pA,Bag(f)), 

za •AA C, g: CO 1- B. 
za fr 1-- C, g:AAACO 1- B. 
za 	F- c, g:CCA 1- B. 
za 	F- c, g: CA F- B. 
za fr 	g:CA 1- B. 
za frt C, g: A - B. 
za [FABA F C, g: CO 1- B. 
za fr F- C, g:CAAB A H B. 

U pravilu permutacije formula C i formule nizova F, A iz tipova FABA H C, 
FBAA C su bane formule tog pravila. Formule A i B su formule permutacije. 

Za sva ostala pravila definicija boanth, glavnih, pomoonth formula i formula 
see enja je ista kao u sistemu i! 

Pravila GEA, GEv i GEC su pravila eliminacije. 
Pravila Gln, GIv i GI= su pravila uvodenja. 
Oznake ta(h), co(h) imaju isto znaeenje kaou sistemu g! Niz permutacija kojim se 

od terma tipafFAA(DHA dobija term tipag:FAAOHA zapisivaCemo na sledeoi nacin pAAW=g. 
Indeksiranje jedinica i formula u sistemu g je isto kao u sistemu c! Za navedena 

pravila za strelice skupovi indeksa strelica koje ueestvuju u tom pravilu su disjunktni; 
indeksiranje glavnih formula tilt pravila je kao u sistemu Neka suff FA, g:A 	strelice iz 
sistema Za termef i g real aemo da su istog tipa ako su F i A jednaki kao nizovi formula. 

Razlika izmedu sistema f' i f je u odsustvu, odnosno prisustvu strukturnog 
pravila permutacije i u tome gto je tip terma sistema oblika r 1- A, gde je r multiskup, a u 
sistemu gterm ima tip r i-A, gde je r niz formula. Na neki ngin redosled formula u tipu terma 
iz f yea govori na kojoj jedinici (onoj koja odgovara prvoj formuli u nizu) se vrgi operacija. S 
druge strane, sam zapis operacije u g'i terama sa tipovima ne odreduje taeno formulu na eijoj se 
jedinici vrgi operacija, ve6 se izdvajanjem to formule u tipu namaei o kojoj se formuli radi. Jog 
jedna razlika, zbog prisustva novog struktumog pravila, permutacije, imaoemo dodatne 
jednakosti medu termima u sistemu 

KOMENTAR: Sistenz f eemo posmatrati kao sistem, koji odgovara Gencenovom sistemu all, 
najvainije stvari u povezivanju Gencenovog sistema i sistema prirodne dedukcije zavrfavaju se 
na vezi Na taj naein kao da su struktuma pravila slabljenje i kontrakuja postala vainzja 
od permutacije. 

DEFINICIJA: # je sistem fu kome vane sledeee GElimCut jednakosti: 
I Jediniene jednakosti, GMcat jednakosti. 
GM1. f(1 A )=f, 	 za •FAA t- B. 

GM2. 1  e(g )=g, 	za g:F r- B. 

II Jednakosti o permutaciji seeenja sa kontrakcijom, 
jednakosti. 
GCUTC1. 
GCUTC2. 
GCUTCO. 

GCUTT1. 
GCUT12. 
GCUTTO. 
GCUTP1. 
GCUTP2. 

slabljenjem i permutacijom, PCT-CUT 

III Vane jednakosti, f3  jednakosti. 
GI3 Al. 	15,(( f, g ))=h( f ), 	 za h:AA F- C, 	g.1" B. 
GP A2. 	hp.((f, g))=h(g), 	 za h:BAF- C, 	HA, g:F F B. 
GP vl. 	[f; gi(,li)=f( h ), 	 za f:A A C, g:BA C, h:F HA. 
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GP v2. 	ff gkeh )=g( h ), 	 za f:AA C, g:BA C, h:F 1- B. 
f[g]( h*)=pr,A( f( h ( g ))), 	 za hAA H B, f:BA H C, g:F 

IV Jednakosti o permutaciji seeenja i nekog pravila za veznike, GPermCut jednakosti. 
Posmatramo term sleddeg oblika: 
R(f/ (J2))( L(g (,g2)) 	B, L(a,g2)):F HA, Rif] (f2)):AAA HB, gde su R i L neka 
pravila razlieita od seeenja i oznaka R (L) znaei desno Oevo) pravilo posmatranog seeenja. 
Ispitivdemo sve njihove mogdnosti istim redosledom kao u sistemu 	svalci od tih 
slueajeva imde svoj broj (2.(iv) na primer). Ako neki od sidajeva iz fine moie da se javi u 
imi tem° izostaviti njegov broj (na primer 1.(v)). Novi slueajevi kojih nema u j'a pojavljuju 
se u jdobioe svoju numeraciju (1.(vi), 2.(vi), 3.(vi), 4.(i)-(iv)). 

1. L je pravilo uvodenja: 
Postoje moguenosti za pravilo R: 
(i)R je pravilo eliminaciie koje formira formulu seeenja i to su ve6 navedene I3-jednakosti. 

(iii)R je pravilo uvodenja, tada: 
R(f)(L(g))= R... (f(L (g))), gde je pravilo uvodenja R zajedno sa potrebnim 
permutacijama ozndeno sa R...; 
i to su jednakosti GI(R)penn.Cut-I. 

(iv) R je slablienje kontrakcija koji se odnose na formulu seeenja i to su ve6 pomenute 
GCUTCO i GCUTTO jednakosti. 

(v)R je permutaciia koji se ne odnosi na formulu seeenia i tada: 
R(f)(L(g))= L... (R(f)( g)), gde je pravilo uvodenja L zajedno sa potrebnitn 
permutacijama oznaeeno sa L...; 
i to su jednakosti GI(L)penn.Cut-P. 

ve6 pomenuta jednakost GCUTP1 kada je L pravilo uvodenja. 

2. L je pravilo eliminacije: 
Postoje moguenosti za pravilo R: 
(i)R je pravilo eliminacije koie formira formulu seeenia i tada: 

R(f)(L(g))= L(R(f)(g)), 
i te jednakosti zovemo GMax.Red. jednakosti. 

(iii)R je pravilo uvodenia, tada: 
R(f)(L(g)) = L... (R(f)(g)), gde je pravilo eliminacije L zajedno sa potrebnim 
permutacijama oznaeeno sa L...; 
i to su jednakosti GE(L)perm.Cut-I. 

R(f)(L(g)) = R(f(L(g))), i to su jednalcosti GI(R)perm.Cut-E. 

(iv) R je slablienie kontrakciia koji se odnose na formulu seeenja i to su ve6 pomenute 
GCUTCO i GCU7TO jednalcosti. 

(vi) R je permutaciia koji se ne odnosi na formulu seeenia i tada: 
R(f)(L(g))= L(R(f)(g)), i to su jednalcosti GE(L)pam.Cut-P. 

vee pomenuta jednakost GCUTP1 kada je L pravilo eliminacije. 
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3. 	L je kontrakcija ill slabljenje: 
Postoje moguanosti za pravilo R: 
(i) R je pravilo eliminacije koje formira formulu seaenja i tada: 

R(f)(L(g))= L(R(f)(g)), i to su jednakosti koje su podskup jednakosti GCUTC1, 
GCUTT1 kada je R pravilo eliminacije. 

(iii) R je pravilo uvodenja, tada: 
R(f)(L(g)) = R(f(L(g))), i to su jednakosti GI(R)perm.Cut-CiT 

iii 
R(f)(L(g)) = L(R(f)(g)), i to jednakosti su yea pomenute GCUTC1, GCUTT1. 

(iv) R je slabljenje iii kontrakcija  koji se odnose na formulu seeenja  i to su veo pomenute 
GCUTCO i GCUTTO jednakosti. 

(vi) R je permutacija  koji se ne odnosi na formulu seeenia  i tada: 
R(f)(L(g))= L(R(f)( g)), i to su ve6 pomenute jednakosti GCUTCI, GCUTT1 

iii 
R(f)(L(g)) = R(f(L(g))), i to je ve6 pomenuta jednakost GCUTP2 kada je L pravilo 

kontrakcije iii slabljenja. 

4. 	L je permutacija: 
Postoje moguanosti za pravilo R: 
(i) R je  pravilo eliminacije koje formira formulu se6enja i tada: 

R(f)(L(g))= L(R(f)(g)), i to su ve6 pomenute jednakosti GCUTPI, kada je R 
pravilo eliminacije. 

(ii) R je pravilo uvodenja, tada: 
R(f)(L(g)) = R(f(L(g)) zovemo ih GI(R)perm.Cut-P. 

iii 
R(f)(L(g))= L(R(f)(g)), i to su yea pomenute jednakosti GCUTPI, kada je R 

pravilo uvodenja. 

(iii)R je slabljenje iii kontrakcija koji se odnose na formulu seeenja i to su yea pomenute 
GCUTCO i GCUTTO jednakosti iii GCUTPI kada je pravilo R kontrakcija iii 

slabljenje. 
(iv) R je permtacija koja se ne odnosi na formulu seaenia tada 

R(f)(L(g))= L(R(f)(g)), i to su vet pomenute jednakosti GCUTPI. 
iii 

R(f)(L(g)) = R(f(L(g))), i to su yea pomenute jednakosti GCUTP2. 

V Jednakosti asocijativnosti i komutativnosti, GMcat.as.kom.Cut jednakosti. 
GM3. h(g ( f ))=h( g )( f ), 	 za 	 B, h:BAH C. 
GM4. PA,r(Pr,110( g )1(f ))= PA,A (pA,2(h)(f)1(g 

VI Jednakosti permutacije, kontrakcije i slabljenja, PCT jednakosti. 
GPP1 . 	PB,A( PA,a(0)—f 	 za fTABA I- C. 
GPP2. Pc,n( PA,an= PA,a( Pc,n0), 	 za frABACDA v- C 
GPP3. PB,c(PA,c( PA,Ba))= PA,B(PA,c( 11/4c0), 	za •rABCA I- C. 
GPT1. 	PA,B(tDW) = tn(PA,e( DA 	 za f.-I ABA I- C 

za •AHB, 	HA, hABAI- C 



GPC1. 

GPCO. 
GCTO. 
GCT1. 
GCC1. 
GTTI. 

PA,B(eDW)=- cdPA,B(D), 

cD(1)= cD(PD,D(M) 
cA(tA(D)=1; 
CB (PA,BB(tAW)) PA,BOA(CBCD), 

PB,A(CdPA,BB(CAY))))= CA(PB,AA(CdPAA,BEW)))) 

tB(ta )= PA,B (tAltd.MA 

za PDFAB AI- C. 

za f:DDF Ai- C. 

za fAA 1- B. 
za !BB Ai- C. 
za f:AABB AI- C. 
za 	H C. 

DEFINICIJA: Neka su f ,g dva terma tipa FHA iz g Alco postoji podtermf 'termaf i podtermg' 
termag takvi da je f '= g' jedna od jednakosti I-VI ( sa wgeu da jef sa leve ag sa desne srane 
=) if=P(f '), g=P(g'), gde je P niz pravila, tada kaemo da se tennf 1-Gef redukuje na term 

g• 
Oznaka:  f g. U sluoaju da je to potrebno navegoemo i koja je to jednalcost. 

DEFINICIJA: Neka su f g dva terma tipa FHA iz Ako postoji prirodan broj m i termi 
iz takvi da 

f hjh h2h 	kir= g, onda se tennf Gef-redukuje na term g. 

Oznaka:  f g, a alco bude potrebno mofr biti navedeno koje su to jednakosti u koracima >7. 
Postoji moguanost da se u nizu f a hihh2h...hh„,E g pojavi i slueaj 	i onda oemo 

koristiti oznalcuf g. 

KOMENTAR: Pri definisanju mogli smo da navedemo joS jednakosti koje izjednaeavaju 
tenne u kojima je pennutovano neko struktumo pravilo (permutacija, kontrakcija, slabljenje) 
sa nekim pravilom za veznike. Te jednakosti bi odgovarale jednakostima 	iz fit bilo 
bi joS nekih novih zbog prisustva pravila pennutacije u sistemu Ak lako se mole 	da 
su te jednakosti posledica jednakosti koje smo ved naveli u definicifi 	Dolcaz toga bi bio 
sliean dokazu CT-Leme u #f 
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VEZE IZMEDU SISTEMA 

Nag pristup proueavanju sistema prirodne dedukcije i Gencenovog sistema 
sekvenata je da ulogu izvoda odnosno figura izvodenja preuzimaju termi sa operacijama nad 
njima. To nam omogueava da te nage sisteme povelemo preslikavanjima. Preslikavanja koje 
oemo definisati oe povezivati formule sa formulama, pogtovaee operacije nad njima i praviee 
parove odgovarajueih operacija nad strelicama tih sistema (original i slika preslikavanja). Uz 
pomo6 tih preslikavanja vezu medu sistemima podelitemo na dva nivoa: veza izmedu terama i 
veza medu jednakostima nad termima. 

Prisustvo, odnosno odsustvo operacija nad strelicama u pojedinim sistemima oe 
kao rezultat dati da svaki term iz sistema AO mogu preslikati u neki term sistema ./V, ali samo 
neke terme (bez suvignih operacija) iz sistema Nu sistem ND. Razlieita priroda operacija te imati 
za posledicu da oe jednoj operaciji iz sistema .4W odgovarati niz operacija u sistemu 

Sledeoi nivo je uporedivanje u kakvom su odnosu redukcije, odnosno 
izjednaeavanja medu termima koja postoje u .4W, A; K, #'i Redukcije koje smo defmisali u 

4W, odgovaraju koracima redukcije pri normalizaciji u sistemu prirodne dedukcje. 
Jednakosti koje vale u j'i j su koraci transformacije potrebni za dobijanje terma bez seeenja u 
Gencenovom sistemu sekvenata. Zbog toga bi ovo vezivanje yea bio poeetak uporedivanja 
veinih teorema ova dva sistema: teoreme o normalizaciji i teoreme o eliminaciji seeenja. 
Povezujuoi AID i N videoemo da prisustvo strulcturnih pravila namete nove jednakosti 
(izjednatavanja) medu termima, kao i da od oblika operacija eliminacija zavisi 
nepostojanje (ND) , odnosno postojanje (AI) maksimalnih segmenata. 

1. VEZE IZMEDU SISTEMA IP I 

Pre nego gto uspostavimo vezu izmedu terama sistema AO i sistema .41potsetimo 
se razlika koje postoje izmedu njih i koje Oe dosta uticati na prirodu te veze. 

Prvo, u sistemu Arpostoje operacije zamene kojih nema u sitemu AD, pa postoji 

problem pretstavljanja tih operacija u 
Drugo, u sistemu AID imamo specijalne oblike nekih operacija (NA , a -08. -oath X0, 

am/ f) ) za koje ne postoje odgovarajuee operacije u sistemu 
Trete, operacije eliminisanja u sistemima .4W i N razlikuju se, grubo reteno, po 

broju oslobodenih pretpostavki. 
Ova tri problema oemo regavati u bogatijem (sa vige operacija) sistemu 

definiguoi terme specijalnog oblika, koji ee odgovarati termima iz sistema 	Na odredeni natin 
oemo klasifikovati operacije sjedinjavanja i novih pretpostavki, neke od tih vrsta proglasiti 
suvignim (posmatrajutSi ih iz sistema ND ), a neke tSe biti pridrulene operacijama eliminisanja ili 

uvodenja. 

26 



Operacije d; '; I; * u sistemu Szajedno sa sjedinjavanjima, koja su povezana sa 
njihovim oslobodenim pretpostavkama odgovarge operacijama 8; Tr, re; X; * u sistemu SP. Na 
taj naein Cern° regiti problem razlieitog broja oslobodenih pretpostavki. 

Drugi problem oemo regiti tako gto oemo smatrati da operacijama 8,0A, 808, 8 : 
-0AB, 

u sistemu ./P odgovaraju operacija d; odnosno * zajedno sa nekom operacijom nove 
pretpostavke. gto se tree nadovezivanja iz sistema ArPnjega zamenjujemo nizom nadovezivanja u 
sistemu 

Sve ostale operacije zamene u nekom termu sistema koje nisu na jedan od ovih 
naelina povezane sa nekom drugom operacijom u tom termu Moe suvihe i formineemo term bez 
tih operacija koji ee odgovarati polaznom. Samo za takav term, bez suvignih sjedinjavanja i 
novih pretpostavki iz mo6i. oemo da nademo odgovarajdi term u sistemu AD. Za svaki term f 
sistema , formiranjem posebnog terma bez suvignih operacija (koji oemo zvati prirodno 
sreden) regioemo prvi problem. 

Postupak formiranja terma (od proizvoljnog terma sistema ./V) koji Ce moei da se 
preslika u sistem ./VD grubo oemo podeliti na dva dela: 
(1) definisanje tog terma; 
(2) ispitivanje da ti termi "euvaju redukcijske korake". 

Prvi deo eine: 
1.1. Eliminisanje iz terma f suvignih operacija sjedinjavanja i novih pretpostavki - dobijanje 
prirodno sredenog termal. 
1.2. Dokaz da je za prizvoljan term fnjegov jedinstven do na =ND. 

1.3. Definisanje operacija eliminisanja A, 	u termu f na naein sliean kao u sistemu 	i 
dobijanje nd-terma termaf. 

1.4. Dokazivanje da je svejedno kojirn redosledom (1.1 pa 1.3 ili 1.3 pa 1.1) sredujemo term! 
Ovim je gotov proces formiranja terma (nft, koji oe se umesto termaf, kao njegov pretstavnik 
slikati u sistem 

Ostaje nam drugi deo: da oe redukcija f-±7.Rmg biti saouvana na pretstavnicina 
(nft, (ne: 
1.5. uvanje redukcijskih koraka u termima nf fc, (nft. 

Sada Cemo dati preciznu klasifikaciju operacija u nekom termu sistema 

DEFINICIJA: Neka je fT_AF- A strelica sistema X Definisgemo neke specijalne operacije 
termaf 
1. Operacija * je T-desna ako su nosioci njenih o. p. podvueene jedinice. 
2. Operacija * je C-desna ako ima vi§e nosilaca njene o. p. i niz kojim su povezani ti nosioci 
nije T-niz. 
3. Operacija ' (d) je TA(v)-eliminaciona ako nosioci jedne njene o. p. (Inc& i druge) su 
podvueene jedinice. 
4. Operacija ' je TA operacija ako su nosioci njenih o. p. podvuoene jedinice. 
5. Operacija I je 	operacija ako je su nosioci njene o. p. podvueene jedinice. 
6. Operacije ' , d, I su redom CA, Cv, 	eliminacione ako ima vige nosilaca njene o. p. i niz 
kojim su povezani ti nosioci nije T-niz. 
7. Operacija nadovezivanja je T-nadovezujuea ako su nosioci njenih o. p. podvueene jedinice. 



8. Operacija nadovezivanja je C-razgranata ako ima vise nosilaca njene o. p. i niz kojim su 
povezani ti nosioci nije T-niz. 

Jedinica terma koja se pojavijuje u termuf i nije nosilac neke o. p. operacija d, 
I, *, nadovezivanja naziva se suvika jedinica tog terma, f-suvigna. 
9. Operacija (/18) je T-suviina operacija ako je jedinica /A f-suvigna. 

10. Operacija (1c,./cfick) je C-suvi§na operacija ako je jedinica /c,f-suvigna. 

DEFINICIJA: Za neki term f sistema N niz sjedinjavanja koji povezuje nosioce o. p. neke 
njegove specijalne operacije je niz te operacije. Nove pretpostavke eije se jedinice pojavijuju u 
torn nizu su nove pretpostavke te operacije. 
Napomena: Term f mole imati vie nizova za istu specijalnu operaciju. 

1.2. 

Sledeoi korak je da definigemo kako da od svakog terma f sistema Afformiramo 
term (prirodno sreden) koji molemo preslikati u sistem Prvo Cemo definisati korake 
redukcije, a zatim Cemo pokazati da vali jedno veoma vazno svojstvo: za svaki term f 
proizvoljnom primenom koraka redukcije dobijamo jedinstven (do na =ND) prirodno sreden 
term. 

DEFINICIJA: Neka jef term sistema N. 
Za neku T-desnu, TA(v)-eliminacionu operaciju terma f ako to operacija ima niz 

sjedinjavanja, dobijamo T-term terma f, fr'  ako: izostavimo neke nove pretpostavke te operacije 
(/1c9),... ; sva sjedinjavanja oblika Lk ;  u kojima se pojavijuje jedinica nekih od tih 
pretpostavki izostavljamo i ako nije izostavljena nova pretpostavka ( /lc) onda zamenimo 

c)=--/ ck. 
Za neku C-desnu, CA(v, 	eliminacionu operaciju terma f dobijamo C-term 

terma f, fc , ako: izostavimo neke nove pretpostavke te operacije ( 	; sva sjedinjavanja 

oblika 	 u kojima se pojavijuje jedinica nekih od tih pretpostavki izostavljamo i 
ako nije izostavljena nova pretpostavka (_/lc.) onda zamenimo 

Za neku operaciju TA: h 	 h2, hi); iii T-nadovezujuou (_ lci/h 1)h2  

dobijamo TT-term iz terma f na sledeei naoin: 
1.izostavljanjem navedene operacije, nosioca njenih o. p. i svih njenih novih pretpostavki i niza 
sjedinjavanja redom (za TA, Tom, T-nadovezujueu) iz podterama hi ; h3; h2  i dobijanje redom 

terama ki; 1131 ; h21. 
2. dodavanjem novih pretpostavki na tako dobijene terme, eije jedinice odgovaraju jedinicama 
redom terama h; hi , h2; hi  koje nisu suvigne, za ostatak termaf 
Primer:  f=04„ /kW( //A„,)I cAdt/c, ici/ kJ( 110( _fie„)( fici)hi)) 

za (J1A„,).1cAB : ACAB FCAB, 	_IciLlce)(ficd( /Ad( /alc i)hp:_C BA FA. 

Term (./A„. /h2)(_/14hi  je TT-term operacije TA iz terma f. 
Za neku C-razgranatu operaciju terma f, (lci thdh2, term fi  je CC-term dobijen iz 

f na sledeoi naein: 
1. izostavljanjem nadovezivanja Ock / h1)h2  ; 
2. izostavljanjem svih novih pretpostavki te operacije; 
3. izostavljanjem svih sjedinjavanja iz nizova te operacije; 
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4. za sve nepodvueene jedinice koje su se pojavljivale u tim nizovima /c, , 1c; 	pravimo 
nadovezivanja (kik) , (lc,/ h 1)... 
5. za sve jedinice iz hl  koje nisu suvigne za preostali deo terma f: 1D„; 1D„,;... i koje nakon ovog 
niza nadovezivanja irnaju "duplikate" /D„ 1D;  ...; 1D, , lo, 	imamo niz sjedinjavanja koja 
odgovarajeae jedinice spajaju u jednu. 
Primer:  f=/A „BV/c„,/(// /) {1 A , 113})(1cJcL1c,„) (lck lcs aci(_/ 1c)hd 

	

AAB 	1AAD AAB F AAB, h 2:CckCc4FE, AAB DA F E. 
Onda fp.  AAB D DAF E. 

lAA ,;(04,1,04)(1 	Bd.( k)( lcj( 11D,)(1A„ 1 D,})( lc,I(_11D){1A,„ 1D,})h 2). 

Va f 
J =NDfTrf =NDfC• 

DEFINICIJA: Neka je f term sistema N. Definigemo korake redukcije: 
(C1) f ~ I  h , h je prirodno jednak term nekom C-termu terma f za neke njegove specijalne 
(C -desne, CA(v, 	eliminacione) operacije. 
(T1) f 	h , h je prirodno jednak term nekom T-termu terma f za neke njegove specijalne 
(T-desne, TA(v, 	eliminacione) operacije. 
(C2) f . 1  h , term h je prirodno jednak termu dobijenom izostavljanjem nekih C-suvignih 
operacija termaf kao i novih pretpostavki sa svojim nizovima i eije se jedinice pojavljuju u tim 
C-suvignim operacijama 
(T2) ) f 	h , term h je prirodno jednak termu dobijenom izostavljanjem nekih T-suvignih 
operacija terma f, nekih sjedinjavanja iz njihovih nizova i novih pretpostavki tih operacija eije se 
jedinice pojavljuju u tim sjedinjavanjima. 
(C3) f ~ 1 h , term h je prirodno jednak term nekom CC-termu terma f za neku njegovu 
C-razgranatu operaciju. 
(T3) f 	h , term h je prirodno jednak term nekom TT-termu termaf za neku njegovu TA, 
T= ili T-nadovezujuau operaciju. 

DEFINICIJA: Neka su f g dva terma tipa F H A iz et Ako postoji prirodan broj m i termi 

	

iz 	takvi da 
f = h1.1 	 g, za bili koje korake od onih gore definisanih onda 

oemo to zapisati f 	samof 

DEFINICIJA: Neka je ire HA strelica sistema Za term f oemo reoi da je prirodno sreden 
term ako ne postoji term g iz ./V takav daf )—. 1 g za bilo koji korak ./ gore definisan. 
Oznaka:f  

TEOREMA 1: Neka su f, f, , f2  termi sistema At, takvi daf .I f1 i f'- f2. 
Tada postoji term f3  sistema .1( takav dah 	f3  i f2., f3. 

DOKAZ: 
Ovo tvrdenje Cern° dokazati tako gto aemo proai kroz sve moguee sluoajeve korakaf .f1  i 
f f 2. Ako bi sve to detaljno ispisivali dokaz bi bio jako dugaeak. Zato oemo detaljno ispisati 
jedan interesantan slueaj. 

Posmatramo 	 f 
Cl 	\ T3 

f2 



Term f ima oblik 0(1(h 1, h2, h3)) i operacija I(h 1, h2, h3) je njegova 	operacija. 

h1:1' AB, h 2: A 1- A, h 3: BA I- C 
1. Posebno je interesntno ako prilikom redukcije 	ci  nove pretpostavke i sjedinjavanja koje 
izostavljamo pripadaju termima hi  i h2 . 
Imam° f1 = (I(h,', 	h39) i hi =ND  hii , 1 S i 3. 

f2 =0(( r.)(_/l45;) h3"), term h3" dobijen iz h3  izostavljanjem o. p. operacije I i njegovih 
novih pretpostavki i nizova. Jedinice koje nisu suvigne za ostatak termaf tine ./ r. 

Tada, f t  1-•2  f3 , gde je f3  prirodno jednak 0'((_ ri)Ln AiA31), TT-termu od ft, 

f2 H,  f3 , gde jef3 prirodno jednak 0"((/1 r2)(/1 A2  )h32), T-termu iii C-termu odf2. 

Iz terma f2  izostavljane su sve nove pretpostavke i sjedinjavanja kao prilikom pravljenja terma 
Sve jedinice iz novih pretpostavki iii sjedinjavanja, koji nestaju prilikom'-. ci  a nalazile su se 

h2 satuvane su u 1 r  i 1 0, jer nisu suvigne za ostatak termaf Postoji mogutnost da su sada to 
T-nizovi sjedinjavanja pa primenjujemo Ti redukciju, a ne Cl redukciju. Term h32  nema one 
nove pretpostavke i sjedinjavanja koja nema term h3 i one koje nema term h3". 
Term h31  je jednak termu h32  , samo sa razlititim redosledom operacija. Iz njih su izostavljene 
iste nove pretpostavke i sjedinjavanja, mo2cla samo indeksi nekih jedinica, koje odgovaraju jedna 
drugoj nisu isti, ali izmedu njih postoji bijekcija. Znati h31 =Nn h32. One jedinice koje su nestale 
iz F ' i 4' pri prelasku na F2 i 42 vet su suvigne u hl, h2 za ostatak terma f. Znati, postoji 
bijekcija izmedu Fl i F2, odnosno 41 i 42. 
Znati f2 H1f3 i f2 	f3. 
2. Slueaj kada prilikom H ci ne menjamo terme h 1  i h2  je analogan. 
Analogno se pokazuju slutajevi kada term f ima TA ili T-nadovezujutu operaciju. 
Na slit= natin se dokalu i svi preostali slutajevi. 	 q. e. d. 

POSLEDICA T1: Neka su f, ft, f2  termi sistema N, takvi 
Tada postoji term f3  sistema .41  takav da fl 	„ f3  i 

POSLEDICA T2: Neka su f, h, f2, termi sistema takvi da f 	i f 	f2 . 
Tada postoji term f3  sistema .1 takav dal; 	f3  i 	L. 

TEOREMA 2: Neka jefIt4 i- A strelica sistema rV. Za term f postoji term g takav daf 	i 

g je prirodno sreden term. 
DOKAZ: 
Dokaz oemo izvesti indukcijom po slo2enosti termaf 
Navegtemo samo jedan slutaj koji je najinteresantniji. Ostali slutajevi mogu se slitno (neki 
mnogo jednostavnije) pokazati. 
Neka: f=h*. 

Na osnovu indukcijske pretpostavke postoji i molds u temm h postoji T-desna, C-desna 
operacija termaf 

Ako: takvih operacija nema u f onda fc = OM*. 
Ako: u h postoji T-desna termaf, ona je T-suvigna u h pa je nema u , 

onda ffr = ((_ / /8,)//w)*. 
Ako: u h postoji C-desna termaf, ona je C-suvigna u h pa je nema u , 

onda ft = (aBi.h,/ 	Jigni 

Znati postoji t. 	 q. e. d. 
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TEOREMA: Neka je 	strelica sistema Af. Za term f postoji jedinstven (do na =ND) term 
g takav daf 	i g je prirodno sreden term. 
DOKAZ: 
Teorema 2: za svaki term f iz postojif 
Nekaf 	i f 	h i g su prirodno sredeni termi i 

Na osnovu posledice T2 postojif ' takav dag 	i h 	, alig -4` i ht./tic pa mora 
q. e. d. 

DEFINICIJA: Neka je 	strelica iz N. Neka jet prirodno sreden term. 
Definigemo If I = fg term iz 	=Nil). 

KOMENTAR: Rezultat teoreme 1, teoreme 2 i teoreme je da ne moramo voditi raeuna o 
redosledu "odstranjivanja" suvilnih operactja u nekom tennu sistema Kao 	smo ve6 rekli, 
prirodno srecten term demo 	da preslikamo u neki term sistema 	Prirodno sreden term u 

je onaj term koji posmatrajuoi ga iz sistema 	nema suvanih operactja. Ovim tvrdenjima 
smo dobili da svaki tenn f sistema 	ima jedinstven fc (do na =ND), .fto znaei da ima 
jedinstvenog (do na =- ND) "pretstavnika" u ststemu 

DEFINICIJA: Neka je 	strelica iz Neka je Ifc 1 klasa terama iz Neka je 	It i 
g 	talcav da: 
I. svalcoj T-desnoj operaciji neposredno prethodi njena nova pretpostavka. 
2. svakoj T-eliminacionoj operaciji neposredno prethodi njena nova pretpostavka. 
3. svakoj C-desnoj operaciji neposredno prethode njene nove pretpostavke i niz te operacije. 
4. svakoj C-eliminacionoj operaciji neposredno prethode njene nove pretpostavke i niz te 
operacij e. 
5. operacije nadovezivanja koje zamenjuju C-razgranatu operaciju (iz polaznog termaf) su jedna 
iza druge. 
Onda je g 11-pretstavnik klase 	I , oznalca:  fen. 

Napomene: I. gic, 	E licl onda se gft: 	razlilcuju samo po broju i mestu nadovezivanja. 
2. klasa 	I ima vige 	koji se razlilcuju samo po broju i mestu nadovezivanja. 

Operacije zamene specijalnih operacija termaf, u termu fk:n neposredno prethode 
svojim operacijama. To oe biti jako valno kada term f`n budemo preslilcavali u sistem jer oe 
eitav niz tih operacija zamene i neka operacija veznika odgovarati jednoj operaciji u sistemu ./VD. 

U daljem tekstu kada budemo posmatrali term f i njegov podterm h, ako drugaeije 
ne kaZemo e , en ee oznaeavati prirodno sreden term terma h u odnosu na sve operacije tenna 

Primer:  f=(1c1g)(_11c)124,;(1B1B11B)(_118)(J1B)1A, h=(_11c)1AAB'OB1B11B)(_118)(J1B)1A 
Za h kao podterm odf imamo lec=(_/./c)/A,BY/4)./A. 
A ako posmatramo h kao zaseban term onda prirodno sreden term je ./A,;(//B)/A. 

1.3. 

Postoji jo§ jedna moguenost priblaavanja terma sistema termima sistema .NR. 
Oblici operacija eliminisanja veznika A, 	u ovim sistemima se razlikuju. Slikovito reeeno 



eliminacija u SP se vr§i na termima koji nemaju "suviKnih" pretpostavki, koji nisu "mnogo" 
sloieni, gto je slueaj u sistemu 	Zato oemo poku§ati da u sistemu zamenimo postojete 
eliminacije veznika A, = nekim koje su jednostavnije u sledeoem smislu: termi koji su tipa 
ABFFC (ili B/si-C) u operacijama eliminacije veznika n (=) bike jedinice tipa Bi-B, ABFB, 
_BAi-A a ostale informacije tih terama "ouvaju" se nadovezivanjima. Ako takve izmene izvaimo 
u nekom termu sistema N dobijamo nd-term tog terma. Sledi precizna definicija. 

DEFINICIJA: Neka je fa HD strelica ii A Ako svaki podterm izf koji ima jedan od sledeeih 

oblika: 
(i) h'g 	 za hX FAAB, g:AABA F C, 

c10(h'g))h1, 	 za h:I' FAtB, g:AABA F C, hi:CO F E. 

(iii) 1(h, 12 1, h2), 	 za 	HAB, 	h2.0BA F C, 

(iv) lic/000, h1, h 2Thh3, 	za 	AB, 	F A, h 2:0BAI- C, h 3:CtD 1- E. 

gde je 0 niz operacija zamene, zamenimo respektivno sa 

(i) (Jr irtirK/A/h'( //E)1A) ( 1B/h'( //A)1B 	 ako 	//APB, (J/B) 1.; 

(ii) (./c/0ffir1r/1d(1A/ht//d/A) (la/h'( //APBW)hb 	ako g*(_11A)18, (_11 8)1A; 

(iii) (1 B)I(h, hl, 1B)) h2, 	 ako h2*./ B; 

(iv) Ock/B/ I(h, h1, 1 B))h2)h3 , 	 ako h2*./B. 

Onda dobijamo nd-term terma f, nf. 

1.4. 

LEMA: Neka je 	HD strelica iz A Tada u sistemu Arvati: 

(1 r 1 rfi r)(_11 6)(nft =NDn(fc), za neke 1-  i A. 

DOKAZ: 
Napomena: term (ni)" oznaeavatemo sa nr. 
Najvalnije oe nam biti kako 6e se slagati termi nf if prilikom pravljenja prirodno sredenih 

terama (nf) c,f 
Kada budemo pravili n(f") sve TA eliminacione, T= eliminacione operacije iz 	postaju 

T-nadovezujuoe i nema drugih promena. 
Navegeemo dokaz samo za interesantne slueajeve specijalnih operacija kada se njihova vrsta ne 
poklapa u termima nf i f. 
Dokaz oemo izvesti indukcijom po sloienosti terma f. 
- TA-eliminaciona u termuf postaje T-nadovezujuea u termu nf: 

za podterm 	11B)g od terma f, 	HAAB, g:A BA F C, 

sa jedne strane: 

(h' (_l 1  dee  =1?" (_l1  A ft, 
nah' ( _11 Be )= a r 1r (14I nacl( I1B) 1A) ( 1BI n(h k)' ( 11A)113)( _11B)n(g") 

=ND (1r lrIlr)(141 n(gc)i 1113)1AK 11,-)n(e); 
sa druge strane: 
n(h'Ll 1 Bk)=(1 r irfir)(1A1 nhi_11B)1A)(1B1 	I1A)1B)( /18)ng, 

=(1  r 141r)(1,41 (nh) cii1B)1A)( _11 r)(nec. 
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Tip P NAAR je tip terma 	a time i terma nazi). Jedinice / r  Line jedinice koje nisu 
C-suvigne za term n(h'(_/1 B)gf. Ako su suvigne za term f moie se desiti da term 
(n(h'(_/1 B)g)t uopgte nema sjedinjavanja (./ r  / r// pm) ali sigurno F"cr. 
Onda n ((h' (_/l n)gt)=,  (In  1 1-1/40( _116.1)(qhfllidge, za neke 	Al . 

- Analogno se dokazuje kada: T-eliminaciona u termuf postaje T-nadovezujuda u termu nf; 
TA termuf postaje T-nadovezujuoa u termu nf; 

u termuf post* T-nadovezujuea u termu nf. 
CA-eliminaciona u f postaje u termu nf C-razgranata: 

za podterm 	lcil lck)g) odf hi i- CAB, g:CBA C, 
sa jedne strane 
(h'(1 c1  lc/ lcidg)"=hk '(1ci 	Ica', 
n((h'(1ci lcpck)gt)=(1r  1 r/1 r) cl ne'(_118)1 c)(1 131 nefI1 c)13)(1Q1cpcdn(e) 
sa druge 
n(h'(1c, lcillck)g)= (lr  1 r/1 r)(1c1 nhf/18)1c)(1 BI nh'(_/lc)1B)(lci 1c1/ lc,Jng, 
(n(h'(_/1 Edge = (I Fa/ pi/ ri) ci/ n(We)'(J1 .8)1 c) aci/ n(h t )'(J1B)1 c)(ngt. 
Na sliean naZin kao u slueaju TA-eliminacione operacije pokale se da 
n((10(1c,15/Ick)g) w)=ND (ln  l n/in)( /1m)(n(h'(_11B)g)t, za neke Fl, Al. 

Analogno se dokazuje kada: C-eliminaciona u termuf postaje C-razgranata u termu nt 
q. e. d. 

DEFINICIJA: Neka je 	strelica iz sistema AL Defmigemo: 
If 1= {g term iz f =ND g}, 
[nf `]= {g term iz (nf =ND (ne 

Na tri naeina smo grupisali terme sistema AT, a sada oemo videti kakav je odnos 
medu tim klasama. 

LEMA in: Neka su f g termi sistema AT. Akof =mp g, ondat =,,,,,e. 
DOKAZ: 
Akof =ND g. 
Onda se termi fig razlilcuju 1. po rasporedu, mestu pojavljivanja u njima nekih operacija nove 

pretpostavke, sjedinjavanja i nadovezivanja; 
2. term f ima neka nadovezivanja a term g ne i obmuto. 

Razlika 1: sjedinjavanja i nove pretpostavke su suvigni (ili ne) i u termuf i u termug. 
Razlika 2: posmatramo: termf ima nadovezivanje na C-razgranatu formulu C, a term g nema to 

nadovezivanje, 
(1 c1h)0(...(1c„,10c„)hr...) podterm termaf, 
0 (... O il Ill r)h2...) podterm termag za (la r/1 r)h2 =ND (1c/h)(1c,,,1ci1c„)hi, h:FEC. 
Tada al c/h)0(.. (1 cmlckfical...)/c=orc (.. — r  u 1rd r.)(leihk)( 1c,/e)ht...), 
gde je r. deo od F eiji jedinice ne ueestvuju u suvignim operacijama. 
(0(...(1 r1 r/l r)h2...)t = dc(... (1 r 1 ra r)hltC...). 

Znaoi,t = ND ie. 	 q. e. d. 

LEMA 2n: Neka je term sistema . if 4( Za neki term g iz ilivaZi: 
g E I fic  akko I gl girl. 

DOKAZ: 



hE I g I, h=isvg, lema In: g" = ND h", znaei he If 
'gig Ific I, gE I g I, znaeig E 

	 q. e. d. 

Posledica leme i leme 2n: 
POSLEDICA 1: Neka jef term sistema N. Tada je If I unija svih Igl, zagE vi. 

LEMA 3n: Neka suf, g termi sistema Ar. Akof =Nag, onda nf =ND ng. 
DOKAZ: 
Dokaz eemo izvesti indulccijom po sloienosti termaf odnosno terms g. 
Slueajevi kada term f ima jedan od oblika ff,A,f2}, , 	d(fi, f2, fd; (_/1 dh, (.1c 1 c/ 1c)h, 

(1c/hdh nisu puno interesantni i dokazuju se na isti naein. Pokaza6emo to na primeru kada je: 
f=tfi, f21: Pato 	f=NDg term g mora imati oblik 0({gi, g2}), gde je 0 niz operacija zamene 

koji moie biti prazan. 
Ako: {Kb g2}:----g onda moraft=NDgi i f2=NDg2. 

'rennin f2 su manje sloknosti od termaf Pa, nf1=ND ngl nf2=NDng2- 

Onda nf {41,42} =ND{nghng2) ng. 

Ako: 0(Igh g29=g i 0 nije prazan niz operacija zamene. 

Onda za i 02 nizove koji eine 0 valifi=m301(gd f2=m302(82). 
Na osnovu indulccijske pretpostavke imamo 
nf1=NDnOi(gi) i nf2=NDn02(g2), 
Onda nf -a Infb nf2)=No {n0i(gd, n02(g2)} =ND 0(Ingi, ng2}) a ng. 

Interesantan je slueaj kada je 	 f=i0ch f2, f3). 
Neka je f=f; f2, fiT An13, f2.-ItAB.6,1- C. 

	

Ako: g=g; g2, ondafi=NDgi, f2=NDg2ijo§ nfi 	 =ND--o2, 

nf= (lr 11-11r)(1AInfl( I 1 diAK 1 BInfl( /1A)lidnf2, 
=Nongii nf2 	ng 

ng= (1r1r/lr)(1AIng1( 11B)1A)(leingl(J1A)1B)ng2. 
Odavde nf =ND ng. 
Ako: g=0(gIg2), gde je 0 niz operacija zamene. 

Onda za i 02 nizove koji eine 0 vail.fi=No °AC') f2=ND 02(g2). 
Na osnovu indulccijske pretpostavke imamo 

nf1=NDn01(gd nf2=-NDn02(82), 
nf=(1r1r/lr)(1A/nfli /1B)1A)(18/41( /1A)1B)nf2. 
n(01(gd'02(g2D=OrlrIlr)(1A/nOi(gil( /1B)1A)(1B/ nOl(gy( /1A)1B)n02(g2) 

ng= 0((lr 1r/lr)(ling1H1B)1,1)(1eIngif I1A)1B)ng2). 

=Ndl r irar)(1A/n0i(gpt/lB)1A)(1B/ nOi(gd'UlA)1B)n02(g2). 

Znaei, nf =NDng. 
Analogno bi se dokazalo kada je f=I(fb f2, fd. 	 q. e. d. 

Posledica leme 3n: 
POSLEDICA 2: Neka jef term sistema Tada je [nt] unija svih 	I zage 
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1.5. 

Sledeee vain() pitanje je kako se prelazak sa terma f na term nf, fc, nf odraiava 
na redukcije koje je moguee izvrgiti na termu f. Nekoliko sledeaih lema daje odgovor na to 
pitanje. Ako termuf sistema N njegove operacije daju karakteristike tog sistema, a terme nf, 
nic smo formirali da nose karakteristike sistema /Ronda treba ooekivati da kako prelaz saf 
(na primer) ouva redukcije i da Ce na isti ngin to einiti preslikavanje termaf u sistem 

LEMA 4n: Neka suf g termi iz A 
(I) f —> 1 _NmF g akko vf/ E 	 Ig I h 
(H)f 	aldcodf1 E If l bgic Ig I h 1-NMS 

DOKAZ: 
(I) jednostavno. 

NW = WI) N(g) = N(g1) na osnovu definicije -+I.NmFg vaii 
Ifi Vgi c Ig I fi 	gp 

(II) kao (I). 	 q. e. d. 

LEMA 5n: Neka suf, g termi iz 
(I) Ako f"—> mimpg, onda postoji term h, takav da f —>i-NAfFh t gtc  = ND h te  • 
(II)Ako f"-->i _Nms g, onda postoji term h, takav da f - > i-NMS 1-NMSh i g``=NDIl te• 
DOKAZ: 
(I) neka je ONP niz novih pretpostavki koje vraaaju T-suvigne jedinice terma f i Os  niz 

sjedinjavanja koja su bila suvigna u termuf . 
Term f sadrii kao svoj podterm nosioca redukcijef "-->1-NMF g. Zato postoji term h„ takav da 
f -31-NMF h i 0 s(ONp(g))=h. Zato gic =NDh k  

Znaei f ->/-NMF gl i gift
= oN.p.  pswyc =gtc.  

(II) kao u sluoaju (I). 	 q. e. d. 

zapisivanje: U narednim lemama koristieemo neke oznake koje de nam pojednostaviti 

0- niz (moZda i prazan) operacija veznika i zamene; 
E-niz (mokla i prazan) operacija zamene; 
O -u nekom nizu operacija, 0, izvrgene su promene da dobijemo nd-term od terma u kome 
postoje potrebne operacije za to promenu; 
O", —4c_ za term f=0(h) ili f=E(h) u nizu 0 iii E naeinjene su promene da dobijemo t; 

jednaki termi, multiskupovi. 

LEMA 1: Neka suf, 	F dve strelice iz 
Akof -*1 .NAlFg, onda nf —+m-NMFng, mE{1,2}. 

DOKAZ: 
Pokazaeemo da to vali u slueaju jednakosti NMFA. 
Dokaz je analogan za jednakost NMF. 
U slueaju jednakosti NMFv dokaz je jednostavan. 
Neka f 	onda postoji podterm h termaf tako daf=0(h) i term h ima jedan od oblika:-NMF 

Eghl,h2 }) 9h3  ili (1c„D / E({h/,h2}))O1(E2(1c,,D)'h3). 
Na osnovu leme 3n i leme 4n mo±'emo da posmatramo samo slueaj 

	

h= E({hl,h2 1)1/2 3  za 	C, h2:F2 1-D, h3:CDA B, 



Tada g=NDO(Efficlhd( olh2)h3)), jo§ ng=0"(Ea1 cInhi)(1DInh2)nh3))), 

nf=On ((lr lillr)(1c1 Binh bnh2I(_I1D) 1 c)(1DI  Elnhbnh2V(...11c)1D) nhd 

of—>j °flair  1r/1r)  (1 cl EfflcInhi)(1nInh2)(_11D)1c)( 1DIE{nhbnh2})'(_/lc)lo) nhd 

	

On(gr 1 r fld (1 c1 Ea 1  cinhd ODInhd (_/lo) 1  c) o /Ea.! chthd Odnhd 	Anhdeho 

het-Am ng. 
Zna6i: of -42-NMFAng. 
	 q. e. d. 

LEMA 2: Neka su f, 	i- A dye strelice iz .N. 
 onda fic 	 gde je ( 	niz novih pretpostavki  

koji mole biti i prazan. 
DOKAZ: 
Pokazgemo da to vali u slueaju jednakosti NMFA. 
Dokaz je analogan za jednakost NMF, NMFv. 

Nekaf --> I.NmFA  g: onda postoji podterm h termaf tako da f=0(h) i term h ima jedan od oblika: 

ili E({1012})%3 ili (ic„„9 /E({4 1/2})) 002ac,,orh3). 

Na osnovu leme 3n i leme 4n molemo da posmatramo samo slueaj 
h= E({1012})1/23 za 	C, 112:A HD, h3:CDA 1- B. 

Prvi slueaj: operacija' nije TA-eliminaciona: 
f  1c=o1c (Ek

({hl
k h2k }) ,h3k),  

f 	dC(EIC((IcthiC)(lrdhIC)hIC)),  

Zna6i: 	>1_NAfF gk . 

Drugi slu6aj: operacija' iz h je TA-eliminaciona, to znaoi Uh3 postoji operacija ( /l c). 

g= 0(E((_/1r)(1D/h2)h3)), g`c =ND dc  (Etc(( /10(1n/hic)h.7), 
r oine formule iz F eije jedinice nisu suvi§ne za ostatak terma, operacije O k,C. 

S druge strane 
f k = 0

k (Ek
({hl

k ,h2k }) ,h3k),  

fic—> I  Oft  (E'ft  ((1 clh itc)(1  rillic)hic)= ND Oft  (gc(( lir)(lothic)hic), 
["'tine formule iz F 6ije jedinice nisu suvi§ne za ostatak terma, operacije O` ,E". 
Zbog toga F' mole da ima manje formula od r za neko (D. 

Onda: fc 	(Ade• q. e. d. 

Posledica leme 1 i leme 2: 
POSLEDICA 3: Neka suf g:0 i-A dve strelice iz.N.  

Akof —>larmFg, onda nfc —*m_NAIF (_11F)...ne, gde je(_/1 F)... niz novih 

pretpostavki koji mole biti i prazan i me{1,2}. 

LEMA 3: Neka suf g:0 i-A dve strelice iz N. 

Akof —>l_Nmyrg, onda of =ND ng. 

DOKAZ: 
Pokazatemo da to vali u sluoajuf —)lmin- A g. 

Dokaz je analogan u drugom sluOaju. 
Neka f —> 	g: onda postoji podterm h termaf tako daf= 0(h) i term h ima jedan od oblika: 

ili E({h 1,h2})% 3 ili a cAD  E( {h bh2)))19 1(E 20 cAilha) 

i u termu h3 postoje operacije 	(_/1D) za h i:A I- C, h2:a F D. 
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Pretpostavimof= 0(Eahhh2})%3) h3=0/(Uld ( 
Tada nf=Onaire /rail re)Licl Einlihnh2) ffinfic)(_/D/ Efnhoh2)1_ /./c)/D))nh3 
i u N(nf) imamo podvueene jedinice koje odgovaraju formulama iz A i A. 
Znaoi u N(nf) nema nosioca NMFT redukcije. 

Znaei: nf = ND ng. 	 q. e. d. 

LEMA 4: Neka suf, g:0 	dve strelice iz N. 

Ako f 	g, onda ft =ND 	d••• 	gde je (J/F)... niz novih pretpostavki koji 
nide biti i prazan. 

DOKAZ: 
Pokazaoemo da to vaZi u slueajuf -41.NA/Frg. 

Nekaf 	g: onda postoji podterm h terma f tako daf=0(h), term h ima jedan od oblika: 
I(E(hi*),h2,h3) (.1cD/Ei(h/9)01(1(E2ac„D),h2,h3))), 

pretpostavimof= 0(1(E(hi*), h2, h3)), hi:CT HD, h2:AF C, h3:_DAF E, 
i term h3 sadril operaciju ( // D). 

Tada g=NDO(Elangic/h2P023)) 
t= 	(Ek ((flrA)123k)), gde su rat iz FA potrebne za ostatalc termae. 
Jog fic=dc(Ek(( //r.,A,)hP)), gde su F"A" iz FA potrebne za ostatak terma 

Mc4e se desiti da r"A" ima vige formula nego F'A'. 
Znaei:t=NDUIF)... gft, gde je (//p)... niz novih pretpostavki koji mo2e biti i prazan 
Dokaz je analogan u sluoaju kadaf --+I.NA4FrAg. 	 q. e. d. 

Posledica leme 3. i leme 5n. 
POSLEDICA 4: Neka suf, 	i-A dve strelice iz 

Ako f —>j_Nmp-rg, onda nic =ND nei 

LEMA 5: Neka su f g.-F i-A dve strelice iz 

Ako f )1-IMISA() 4g) onda nf=NDng. 
DOKAZ: 
Pokazgemo da to vaZi u slueaju jednakosti NMSA3. 
Dokaz je analog= za ostale jednakosti NMS, NABA. 
Nekaf -->i_NmEsA3 g: onda postoji podterm h termaf talco daf=0(h) i h ima jedan od oblika: 

1(E(h/h), h2, h3) (1c,D/Ei(hih)01(1(E2(1c,D), h2, h3)), 
Moiemo pretpostaviti 

h = I(E(hih), h2, h3) za 	EAF, 	 h2:01E-C, h3:De2i-G. 
Tada g=NDO(E(h11(h, h2, h3))). 
Sa druge strane: 

nf= (aD/1(E((lA illa)(1E/nhfUlF)1E)(1F/nhf(J1E)1p)nh),nh2,1D))nh3), 

ng=0'` (EU., a 1A/1 a)(1E/nhl(J1F)1E)(1F/nhi'LlIE)IF)(1011(nh,nh2,1D))nh3). 
Znaei: nf=NDng. 	 q. e. d. 

LEMA 6: Neka suf g:r E- A dve strelice iz N. 
Alco f -->I4vmsAg, ondaf te - 1-NMSA(Jggc• 

DOKAZ: 



Pokazgemo da to vali u sIdaju jednakosti NMSA1. 

Dokaz je analogan za ostale jednakosti NMS, NMSA. 

Nekaf 	g: onda postoji podterm h termaf tako daf=0(h), term h ima jedan od oblika: 

iliE((h l'h2)'h3) iii (1cADIEI(Vh2))0.02( 1cAD)' 113), h Ai-EAF, 
hiEFAFCAD, h 3:CD821-G. 

Tenn g je oblika 0(Eah;(1/11/3)))) iii 0(01(E2(EAWIt3)))))- 
S druge strane = Ofc(E`WhifrIttrhn), 
gic= otc(ec(hitc,(hic,h3tcp.  

Znaoi: f k-4. 1-NmsA(.) i t 1  

Posledica leme 5 i leme In: 
POSLEDICA 5: Neka suf, g:F FA dye strelice iz N. 

Akof -41-timsA(* g, onda of =ND ne. 

LEMA 7: Neka suf, g: F' FA dve strelice iz 

(I) Akof ->l-NMSvI(3) g, onda nije nf ->k-NMSvI(M  ng za neko k. 

(II) Ako f 	 onda nf ->1amsv2ng. 
DOKAZ: 
Nekaf 	g: onda postoji podterm h' termaf tako daf=0(h),h' ima jedan od oblika: 

iii E(d(h, h1 h2))'h3 ili (1 c„,DIE (d(h, h1, h2)))01(E2OcAdh3), 
za h:OF EvF, h1:E0I-CAD h 2:FA 1- CAD, h 3:CD(191- G. 

Nekaf=0(E(d(h, h1, h2))' h3), ondag=0(E((1,1,1 011 4,) d(h, hi'h3,h2113))), 

nf=0"((1 AeN /Asti-leen) clE(d(nh,nhhnh2))'(_11D)1c) ( 1DIEM(nknhhnh2))i lid 1  Drnh3). 

ng=C1(E((101,1,110) Onh,(4 lel cItthl( 11 D)1c)adnh1( 11c)1D)nh)(4 -1 1il 
A)(1 c/nh2' (J1D)1c)(1 D/n1Q(J1D)1D)nh3))) i imamo 

nf->2-Nms 

OnWeen 1  asAll boang clE(d(nh, nhitIlD)1 0  nh2'( I1D)1c))) 
(ID/E(d(nh, nh1( 1141 D, nh2fIla 1  IA) nh3). 

Znadi: nije nf -4 k-NMSvl ng. 
Analogno se pokazuje jednakost NMSv3. 
Dokaz (II) je jednostavan. 	 q. e. d. 

LEMA 8: Neka suf, g:(1) HA dve strelice iz  N. 
Akof --> 	g, onda 	tI-NMSv (I D1D/1D)... gft, gde niz sjedinjavanja (/D  

mo'Ze biti i prazan.. 
DOKAZ: 
Dokazthemo lemu za NMSvl jednakost, a u sluOaju NMSv2, NMSv3 dokaz je analogan. 

f~ l-NMSvI g , f= 0(h) i term h je oblika iliE(d(hkhz.h.0)%4 
ili ('cAD/E0011, ha h3))0/(EiacAorit4), 

EvF, h2:EAFCAD, hiFFFCAD, h 4:CDOFB. 

Tada je term g prirodno jednak termu oblika iii O(E((1 ®  /e//e) d(hi, h2'h.f, h3'h4))) 
ili 0(0/(E(E1ifie lelle) d(lt h2'h4, h3'h4))))). 

Neka na primer termif i g imaju prvi oblik (od dva moguea). 
Dalje je dokaz je analogan dokazu leme 2. 

q. e. d. 
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Znaei: I` 1-NMSv D inn D)..- de•• 	 q. e. d. 

LEMA nM: Neka jetn-A strelica iz X 
Ako nf-1 1rmB g ill nf--> 	g, onda g = ng. 

DOKAZ: 
Jednostavna posledica lema 1, 3, 7. 	 q. e. d. 

Zakljueak: 
1.Redukcije NMF se euvaju u prirodno sredenim termima i nd -termima (lema 1, lema 2, 
posledica 3). 

2.Redukcije NMSv2 se euvaju u prirodno sredenim i nd-termima (lema 7(II), lema 8). 
3.Redukcije NMS ne postoje u nd-termima. Samim prelaskom na nd-terme to jednakosti 
se ne razlikuju (posledica 5). 
4.Redukcije NMS4,3 u nd-termima poprimaju sasvim drugi oblik i ne odgovaraju 
nijednom izjednaeavanju koje postoji u .441ema 7(I)). 

KOMENTAR: Prirodno sredeni tenni pretstavljaju pokuiaj refavanja problema struktumih 
pravila iz Gencenovog sistema sekvenata u prirodnoj dedukciji. Slaganje sa koracima redukcije 
u njihovom slueaju daje potvrdan odgovor o nekom "pomirenju" sistema sa i bez struktumih 
pravila. 

Term i njegov nd-term pretstavljaju uporedivanje dva naeina definisanja 
eliminacije veznika A, 	(i) uniformno kao eliminacija veznika v iz prirodne dedukcije; (ii) 
definisanje tih operacija kao operacija eliminacije veznika 	u prirodnoj dedukaji. Ovo 
neslaganje redukaja, govori o tome da oblik redukcije, koji nam je potreban za problem 
maksimalnog segmenta zavisi od naeina definisanja pravila eliminacija veznika. 

1.6. PRESLIKAVANJA IZMEDU SISTEMA ND I Af 

Sada aemo definisati preslikavanja koja Ce povezivati objekte sistema EP i Ni 
njihove strelice. Pretpostavioemo da su .111Di Af ALdeduktivni sistemi nad istim skupom objekata. 
Objekti sistema óe se slikati u sebe i preslikavanja Ce pogtovati operacije nad objektima. 
Preslikavanja nad strelicama definisgemo indukcijom po slolenosti strelice. 

Definigemo preslikavanje r:AD A 
Ako je A objekat sistema AD, onda r(A)=A, gde je A objekat sistema 

Preslikavanje r nad objektima pogtuje operacije nad njima. 
Ako je h:0 D strelica iz sistema AD, r(h) oemo definisati indikcijom po sloienosti strelice h: 
rt. r(1A)=1 A t . 

Tz. r({f, g})-= {r(f),r(g)}, 	 za [F FA, g:A B. 
r3. rfrf)= r(f)'(_11 8)1A, 	 za fr AAB. 
T4. r(iff )= r(f)'(_11 A)1 B, 	 za fr An.S. 
rs. r(i)=.(r0), 	 za f.-F 

-The(r(fl), 	 za 	1- B. 
r7 r(6(f g g2))=d(r(f), (14  1A 11A)...r(gi), (.18  1B11 B)...r(g2)), 	za f-r F AvB, 	C, 

g2:[B]A C 



ra. r(60A(f, 	g2))=d(r(0, ( 11A)r(h), (1812118)...r(g2)), 

r9. r(Ooe(f, 	82))=d(r(f), (1A 1A11A)...r(gd, (_I1B)r(g2)), 

r(80AB(f, 	g2))=d(r(f), (_11A)r(g1), (_/1B)r(g2)), 

za r frAvB, 
g2.1.13jA 1- C. 

za fir - AvB, &MIA C, 
g2:A 1- C. 

za fir FAvB, A C, 

g2.-A F C. 

r11. r(AD= (UA 14A).-r(f))*, 	 za f[A]c - B. 

r1Z. r(X0f)= ((_I1,4)r(f))*, 	 za f r F B. 

r13.r(t(f', g))= I(r(f), r(g), 113), 	 za fir 	g: A F A. 

r14.r((lklif)g)=(1,41r(f))...r(g), 	 za r 	B, 

gde (/A /A//A)... pretstavlja niz sjedinjavanja za jedinice koje odgovaraju formulama iz [A]. 

gde Afr(f))... pretstavlja niz nadovezivanja 	(lAkIr(f)), za [AP-AAAb...441. 

Pre nego gto definigemo presfikavanje iz sistema 	u sistem AID v 	je 
napomenuti darproizvoljan tenn iz sistema 	molemo prestilcati u sistem 	ali samo terme 

oblika nr ,fk iz sistema mol'emo preslilcati u sistem 

Posmatramo sistem ATP i sistetn generisane istim skupom objekata. 

Definigemo preslikavanje p:N AP. 
Alco je A objekat sistema A onda p (A)=A, gde je A objekat sistema 	Preslikavanje p nad 
objektima pogtuje operacije nad njitna. 
Ako je 	F- D strelica iz sistema N, h nen, p(h) oemo definisati indilccijom po sloknosti 

strelice h: 
pl. 	p(/A)=1 A,. 

p2. g})= {p(f),p(g)}, 
p3. p(f 'g)=(lefre(p(f)))(/Altc(p(f)))p(g), 

p4. =JO 
95. P(1)=K.000), 
p6. p(d(f, gb g2))=8(p(f),p(gd,p(g2)), 

P7. n(f*)= POP, 
Pe. pll(f, 	g2))= 08/100(f),Kg2)))n(g2), 
p9. p(f '(_ /1A)g)= (I Ai ht(p(f)))p(g), 

p9.1. p(f '(_ 11B)g)= (18/7e (p(f)))p(g), 
p9.2. p(f '(_//d/A)=TcP(f) 	 za fir 1- AAB. 

p9.3. p(f t/A)/e) =n111(0 	 za fir 1- AA.B. 

p9.4 P(f 	1A/1A)...(1B 111B)...g)=(.1[Bilni(p(f)))(limht(p(f)))p(g), za fir 1- AAB, 
g.A..AB...6,1- C. 

P10. P(d(f, (_I1A)gh 82))=80,10(0, KgIAP(g2)), 	za firt-AvB, gi:AF C, g2:BAt- C 

p10.1 P(da; gb Lildg2))= 6(1/(04(g/A1Kg2)), 	za 	FAvB, gi:AAF C, g2:A C• 

p10.2. p(d(f, (_/1,4)gi, (_/.113)g2))=80AB (p(f),p(gd,p(g2)), 	za f.Ti- AvB, g 	g2:AFC. 

p10.3. p(d(f, 	1 A)-..g (113 1d1B)...g2))=8(p(f),p(gd,p(g2)), za fin- AvB, 	C, 
g2: B...BA C, 

za fir FAB, gth, A. 

za f•T 1- A, g..A F B. 

za fr HAAB, g:AA,B.,AFC. 

za fir FA. 
za 	F B. 
za fir FAviii, 	AA C, g2:BA t- C. 
za AD- B. 
za 	 g A 1- A, g2:B.,A F-C. 

za fir 1- AAB, g:A4A 1- C. 
za 	FAAB, g:BLA F C. 

int nag, g, /BD= 	Plth, 
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NU. 	(1  8  .1 811B)---g2))= (11,91t(P(D,P(h)))P(g2), 

P 12 . PaUlA)D*)=Xo(PW), 
P12.1. n (((WA /AnA).. f)*)=X(11(0), 
p13. p((1A, 1Dg)= (1 A, /PMPW, 

za 
g2:B...BAk C. 

za fT I- B. 
za f. A...AF H B. 
za fiT HA, g:i146, - B. 

DEFINICIJA: Neka jetn-A proizvoljna strelica sistema ND. Ako 

1.svaki podterm termaf, oblika ith, h. -A F- CAD, zamenimo termom lichthfic; 

2.svaki podterm termaf, oblika n'h, h:A CAD, zamenimo termom (1 D/n'h)/D ; 
3.svaki podterm terma f, oblika t(h, g), h:A CD, g:A F C zamenimo termom (1DIt(h, g))1  

dobijamo term istog tipa fl-A koji Oemo ozrtaeavati T. 
Neka je /ND = 	f term sistema ND}, 

11.1/67-=, {nr: f term sistema )}.  

Ako u sistemima Si SR izdvojimo neke terme 'At/0 i Arc Spostoji 1-1 i NA veza 
izmedu podskupova datih sistema. 
Posmatramo 	n4167, p: reel—> 	tada vali: 
za 'f€ IAA p(r (ID)= If; za ten  c ell, r(p(nr)) = nr. 

KOMENTAR: Na osnovu preslikavanja r, p moguee je definisati jog neke veze izmedu sistema 
ND i A Sa stanovigta prirodnodedukcijskih jednakosti u sistemu AID termi su izjednaeeni po 
=n, a u sistemu Apo =ND. Zbog toga moiemo da definigemo preslikavanja p, r ( g, r ) koja 
oe preslikavati klase terama iz SP u klase terama it N i obrnuto. Preslikavanja p i p se 
razlikuju po tome da li slikaju klasu [nt] ili If I. 

Posmatramo sisteme AD i A 
U sistemu .IVP definisali smo za sve terme tog sistema [f n  ]= {h term iz .4* h= 
Sada defini§emo AD//T  skup kome su elementi [r], [h r'],... za terme f, h sistema evil 
U sistemu Sdefinisali smo 	If I za term f iz sistema 
Defingemo ./1(4.eiji su elementi If I, I 	i 111/„,, kiji su elementi 

	
Enhki • 

Definigemo preslikavanja: 
r:./E9/1 --)Sk , 
p:A1/, —).41P/H, 

i:A17we —)Attra 

Pun] =def  I rut I . 
elf I 1=def irenn. 
thn=def[nr(ttn]. 
nlfril'll=def [n(nr) ri l. 

LEMA 9: Neka je _•r H A strelica sistema 
Ako su h, g dva 11-pretstavnika iz I ft I , onda p(h)= F1  p(g). 

DOKAZ: 
g€ If I, h`c=ND!", 	i0§ h, g su 11-pretstavnici: h = hren g 	znazi h  mvp  

razlikuju se po redosledu, mestu novih pretpostavki, sjedinjavanja, (molda i broja) 
nadovezivanja. Ali u h i g nove pretpostavke i sjedinjavanja su ba§ ispred operacija na koje se 
odnose, pa se h i g razlikuju samo po broju i mestu nadovezivanja. To znaei da se p(h) i p(g) 
razlikuju po broju i mestu nadovezivanja, znaei: p(h)=np(g). q. e. d. 

POSLEDICA 6: Preslikavanja p, p su dobro definisana. 



DOKAZ: 

IJcI =I hit I , to znaelit=hwhic  , odnosno CH= NDhkil  

R(Ill)=def Eigninnl D(I e
l )  =deflonhtc5ni.  

lema 9: p (nf en) 	p(ner1), 

p( 	I) =I( e I). 

[nt ]=[nhk], to znaei of =ND nhtc  , odnosno `ll= ND nhten  , 

Eant 'll=def[Knikr5 111 iffneD=acjIP(neri
) nl. 

lema 9: p(nt il)= ❑  p(nhkil), 

j([41)= i([ne]). q. e. d. 

LEMA 10: Neka suf, g:f FA dve strelice sistema 	Akof= ng u ✓ , tada r(f) = NDI(g) 

DOKAZ: 
Ako f=„ g to maoi da se termif, g razlikuju samo po prisustvu i rasporedu nadovezivanja u 
onda r(f), r(g) se razlikuju samo po prisustvu i rasporedu nadovezivanja, znaei r(f)=NDr(g) u 
sistemu 	Jo§ va2i r(f) nr(f) i r(f) 	znadi r(f) nrarn. 	 q. e. d. 

POSLEDICA 7: Preslikavanja r, r su dobro definisana. 
DOKAZ: 
[P]=[0], to znaeif= n h, liff [l]=def l r(f) tc  I rahnl=def I r(h)fe  

clef  I nr(htn  I , far i=def i nrocni  

lema 10: r(j) =ND r(h) i rate r(f), r(hIcar(h). 

Znaoi, rafri]= rah% ifff n]= jahri. 	 q. e. d. 

KOMENTAR: U lemi 11 Cern° videti da preslikavanje p bri.fe razliku koja postoji u sistemu 
izmedu nekog terma f i njemu odgovarajudeg terma nf. Eliminacija veznika n , definisana u 

ND (koja je u prirodnodedukcijslcom duhu) odgovara eliminaciji veznika A, koja se javlja it 
nd-termima. Samim definisanjem preslikavanja p operacijama eliminisanja A, 	koji su u 
duhu eliminisanja veznika v, menja se oblik i one postaju prirodnodeduIccijske ( i samim tim 
razlieite od operacije eliminacije v, koja je u prirodnoj dedukciji bog oblika). Kao da postoji 
neka vrsta "kreativnosti" preslikavanja p u ovom slueaju. Kasnije oemo taono i videti ( kod 

prafirene normalizacije) da preslikavanje p "guta" nelce vain redukcijske korake. 

LEMA 11: 
1.Neka je h=1A ,.43'f term sistema gdef:ABF C, nf = f i nisu i A i B podvueene formule. 

Tada: p(hrcn)=n  p(nen). 
2. Neka je h=I(1A,B, g, f) term sistema gde 	i- A, IBA C, nf = f , ng EgiB nije 

podvueena formula. Tada: p(e n)=n  p(nhic"). 
DOKAZ: 
1.p(hkn) = P((1A,Bli cil)= P(1AABi cil) =n airciAAd (labe./A„B)Pe n). 

nen = (1A I 1 AAB I_18)1,4)(1,911A,i( I 1A)la )f en  

Enhftn)= Pff 1 Al 1,443'(_l 13)1  it)(1  al 1AS (_I1A)1 B 

=(1AIRIAAB) (labelAA&P(J cn). 

2.Ken)=PlallAB,g,.0 P(IOA 	gftn, fkr11)= al t(IA13, P(tri)) 
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nen  = (1811(14,, , gkn, 1,d)fien 
Knh k ")= 11 (11,9/10A 	gkn, laden) = (1B/ 1(1,113, Wrn)))P(fCn)- 

POSLEDICA 8: U sistemima AD i N vali: 
1.ry(((1 c AABY)hl e  )= Pal AABV 
2. 0(Wc1 1 0A11,g, fi)h) w)= P(W1AB,g, °Ale), 

POSLEDICA 9: Za term f sistema 	p(nic)=En. 

POSLEDICA 10: Vali p ° r = Ian 1 r ° = 
DOKAZ: 

[11 ] e.)1C7 	° 	= p (knr(rnll = r ([41D = EnOtiMn] 
= C.In] = 

[nt] EAViitc: r° iann = 	oticrit'D= [nroloen»ki 
= Enr(poen))°]=Er(Knialm 
= [urn]. 

q. e. d. 

q. e. d. 

za frABI -  i C, h: CA D. 
za 	1-A, IBA C, h: CA 1-D. 

1.7. KAKO PRESLIKAVANJA p I r ?5UVAJU REDUKCIJE ,-. 1 .Thsj  I 41-NM 

Pitanje koje sledeee treba postaviti je kako definisana preslikavanja poftuju 
redukcije date u./1/DiSU lemama koje slede dobitemo odgovor. 

Pre toga ve6 uvedenim slcrgenim oznakama, zbog jednostavnijeg zapisa 
dodgemo i ove: 
-za niz operacija 0 njegova slika preslikavanjem r je 0'; 
- za niz operacija 0 njegova slika preslikavanjem p je 0". 

LEMA 12: Neka su g:AF-A strelice iz 
Ako 	onda postoji term h u .41  takav da r(f) -41,Nmp h, =ND r(g)". 

DOKAZ: 
Dokazaeemo lemu zaR-MFv1 redukciju, a za ostale redukcije dokaz je analogan. 
Neka f-+j _RA4F g . termfje oblika 0(h) 

i term h ima oblik iii 8(kith  h2, hj) iii 8(E(kh1), h2, hj). 
Termg je oblika ili 01((/c/h 1)h2) iii 02(E(acMph2)), 
gde je (1c1h 1)h2 =hR  i 01 =0R. 
Pretpostavimo h=8(k11 1, h2, h3). 

Preslikavanje r: r(f)=0 (d(k  r(h1), r(h2), r(h3)) 
r(g)= 01((ldr(h1))r(h2))• 

Sa druge strane r(f)M-NMFv 01  (LI1A)0C1 11h1Er(h2)), za r(h3):BAEC. 
Imamo: 	r(g)# Oi (U/A)(Ich(h2))4k2)). 

Preslikavanjem r se svaka operacija 80,4, Sorb NAB; Xo iz niza 01 =OR  slika u 
novu pretpostavku i Tv-eliminacionu d; u novu pretpostavku i T-desnu *. 

Znaei: 	je baSt 0' sa (_11 A). 
Znaei, (r(g)) ft  = (0' ( _11 A)(1 c1r(hd)Ith2))/c- 
Znaei: hic  =Npr(g)". 	 q. e. d. 



LEMA 13: Neka su 	E, g.411- F strelice iz 

Alto ftbRmsg, onda r(f)—>i-Nmsv e 1W1e)r(g) u 
DOICAZ: 
Dokazatemo lemu za R-MSA/ redulcciju, a za ostale redukcije dokaz je analogan. 

Nekat-I.RhisAlg : term f je oblika 0(h) 
i term h ima oblik n(8(hh h2, h3)) n(E(hd, h2, h3))• 

Term g je oblika 0(8(k, nh2, ith3) 0(E(hi), 7.h2, 7th3). 

Molemo da posmatramo (na osnovu leme 10) samo slueaj kada je h oblilca: 

h=n(5(14, h2, h3fl, za 	HAvB, h2: [MA 1- CAD, h34.13]Ai- CAD. 

Preslilcavanje r: 	r(f)=01(d(r(hi), (1A1A/1A)...r(h2), (1B1B/1B)...r(h3))'(_/10)1c), 

r(g)=0'(d(r(Iii),((lAlA/1A)...r(h2))'( 110)1c), alB1 B)...03VU1D)10), 

rW-4 0' ((1 AA1AA/1 AA)d(r(hd,(a AlA/1A)...r(h2))'(_/1D)1c), (0 B1 BilB)---r(h.in 	c)). 

Znaai r(f) ---)1_Nmsvir(g). 	 q. e. d. 

LEMA 14: Neka sup- 	g:a 	strelice iz N. 

Ako f—*I.NA/Fg, onda Penh'i-RmF Pen) u 
DOICAZ: 
Dokazgemo lemu zaNMFv1 redukciju, a za ostale redukcije dokaz je analogan. 

Nekal-->/wmFwg, na osnovu leme 2: —> 

ficn—>/-Nnovi Lad 

c 1-NMFv11( 
/4)...gtc, fc=sarn, gre=Nmen, 

...en. 

Prvi slueaj: (_// F)... prazan niz. 
Term f frje oblilca 0(h), term h oblika d(khh h2, h3), 14:01-C, 

Terme je oblika 0/((//A) acliti)h2). 

Preslikavanje p: Pen)= 0"(50010, 102), 103)). 
pen 1=0" (( c/P(hd Eh2))- 
(J1 A) su jedinice koje pripadaju nizu neke operacije T-desne, Tv-eliminacione, 
iz A i one zajedno sa njom daju 80A, Soa, 8oAa, Xo u slici pen) koje odgovaraju 8, A. 

iz pen). 
Zna6i: Eftell)c+I.RmE pen). 

Drugi sluoaj: (J/D)... nije prazan niz. 
Termt je oblilca 0(h), tenn h oblilca d(kith h2, h3), 	h2:CAI-B, 

Term g je oblika 0 (E(( /1A) adhi)h2)), Hid postoji u termu h2. 

fc= Cic(Chh,h2tht), 

e= dc(( 11A,) ( Ihah2k). 

t-41-NMFv1 °Ica_ 	h2tc)= ADC" (IllAdUltat), Az saddi Ab IN (10 d 
t-->bmwry ( 	;MA pain, postalm, 
P(fer1)= 0" (8oc(bp(h 
Kgten)= on oghtf5A 

P( ficrih+l-NMFvgb g1=ND 0" (1011). 
Znaei, u 	pen),-*/..RmFpen). 	 q. e. d. 

Na osnovu Leme 1 i leme 14 imamo: 
POSLEDICA 11: Neka suf, g:r 	strelice iz 
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Ako f—> INAff g, onda p(n!
(m

ho RAIF Pfrgtcn, U )0, m E {1, 2). 

Na osnovu Posledice 4 i Leme 9 vaii: 
POSLEDICA 12: Neka suf, g:1" F- A strelice iz N. 

Ako f + I-NMFTA( 	onda p(f ` r1)= P(g``ll) u Ml. 

Posledica 5, Lema 9, daju: 

LEMA 15: Neka suf., g:F 	strelice iz S 
pan = pen) u en  Ako 	g, onda 

LEMA 16: Neka suf, g:(1) F- E strelice iz N. 
Ako 	1 - NMSvi (3) g, onda ne vaZi p(f'` r1)( tmmsKe ll) u AV. 

DOKAZ: 
Nekaf—■ 1 .Nmsvi g. Na osnovu leme 8: f n  -> flimsy] (1 D  1D11D)...(11, 

fr` n =
0(E(d(h1, h2, h?)) 114), 

=-.0 i (d(h h2'h4, hj'h4)), za hie F AvB, h 2:AA CAD, h 3:BA CAD,h 4:ECD F E. 

p (f n) = 0" (E" chr8 (11 (h1),P(h2),p(h3)))ODhes(v(h1),P(h2),P(h3MP(h4)), 
p(gkr )= 01"(6(p(h1),(1chtp(h2))(1DInt p(h2))P(h4)),OchIP(h3))(1 	P(h3)DP(hed)• 
p(t ri) , ISIS p(gicri) nije RMS-redukcija u.ND. 
Potpuno into se pokazuje neslaganje za NMSv3 jednakost. 	 q. e. d. 

LEMA 17: Neka suf, worti E strelice iz N. 
Ako f--->i Nmsvimg, onda postoji term h iz N takav da 
1. nffrn—>m-Nmsv,(3)h, ME {1, 2}. 
2. p(nfkri)L. I.Rms  p(nh'ell) u 

DOKAZ: 
Dokazgemo lemu za NMSvl redukciju, a za ostale redukcije dokaz je analogan. 
Nekaf---. 1 _104svi g. Na osnovu leme 7: nije nf—> I-NMSvl ng 
f` n =0(E(d(hn h2, I I 0 ) 'h4), 

mn 
=0 i (d(h h 2'h4, h3'h4)), za 	HAvB, h 2:2141- CAD, h 3:BA CAD,h 4:1-CD t- E. 

Najvalthje je da se pravljenjem terama of i ng operacije d(hi, hD  h3)'h4, h2'h4 , h3'h4  su se 
pojednostavile. 

0((lcIE(d(htli, hicn, )) ( /ID)lc)( 1D/E(d(hi` n 
 h2rn

ht rI)A c)1D)h4, 

7-NMSv I 
clE(khi len,h2teri7U1D)1 0 h3rcri1L11 DP c)) a ADIE(d(h I leri,h2lcrifl 1  di Dr hicri'  LI 1 1  Dh4)) 

zna6i, nr—>m-Nmsv 1(0. 
S druge strane: 

P(ni`n)= 0"(E"Ocirc8(101),P(h2),P(h3))(1,Dha(P(h(),POI2AP(h3))P(h4)))), 
P(h)= 0"( E" c 18(P(h1), 7c102), KP(h3))),(1D/8(P(111), Ell(h2), P(h3)))P(114)). 

Znadi P(nVer1)`-'1-amsviP(hh tell), nhwne h. 
Dokaz je isti i za NMSA i za NMS jednakosti. 	 q. e. d. 

n'J " -31-NMSv I 
Off I clE(dal i icn, h2"fiti 1))1 cjklicri' Lli &ICAO DIEM(hlkn, h2ftn, hicn

)) , 
 (J1 c)DM4 



Zakljueak je: 
1.Redukcije R-MF i NMF redukcije euvaju se pri preslikavanjima pi r (lema 12, lema 14, 
posledica 11). 
2. Redukcije R-MS i NMSv redukcije se slain ako su operacije eliminisanja veznika A, u 
sistemima Ml i N u istom duhu, odnosno slain se fermi iz 	sa nd-termima iz JV(lema 
13, lemal7). U drugom slieaju veza ne postoji (lema 16). 
3. Redukcije NMSA() kao specifienost za N f oblika njegovih operacija eliminacije 
veznika 	nemaju vainost u .M/(lema 15). 
4. Redukcije NMFTA() kao specifienosti za sV(zbog pribliiavanja Gencenovom sistemu 
dodavanjem strukturnih pravila) nemaju nikakva odraza u AID (za sistem AID to su suviie 
nijansirane razlike) (posledica 12). 

2. VEZE IZMEDU SISTEMA .41 1 A" 

Sistemi AT i .4P su nad istim beskonaonim skupom atomskih objekata. 
Preslikavanja RAT —* AP i f:AT AI óe slikati objekte u same sebe i euvati operacije nad njima. 
Preslikavanja strelica oemo defmisati indukcijom po slo2enosti strelice. 
H. WA) =1 A,. 

12. tw, g9={11(f), l(g)}, 	 za 	g:AHB. 

l(f'g)=1(f)1(g), 	 za 	FAAB, g:AABAH C. 

14 . 10= KW), 	 za fir FA. 

iCen 	 za ft-  1- B. 

1(d(fgh))=DO(f),(J1 A)1(g),( 11 t)f(h)), 	za frFAvB, g:(DAAi- C, h:OBA H C. 

17. t(r)=1(f)*, 	 za freAr I- B. 

18.lay; g, h))=1(1(0,1(g),I(h)), 	 za f r HAB, g:A HA, h:OBA H C. 

1((_/1,)f)= (_//A)t(f), 	 za f•F F C 

110. ta/A  /A//A)0= (1A lAllANO, 	 za fOAAr I- C. 

(II. i((/A /h)f)= (/A/1(h))1(0, 	 za 

Preslikavanje f: 
fl. 	4=14. 
f2. f({f, g})={f(f),f(g)}, 
fa. f(f 'g)=f(f)'f(g), 
f4. fc0= 
(5. fc.D= wf(f), 
fa. (Ma; g, h ))= (1 As  18e/1 Ae)d(f(t),f(g),f(h)), 
f7. f(f*)=f(f)*, 
fa. f(I(f, & h))=I(f(f),f(g),f(h)), 

10. (L/1  /OD = ( 11A) 1(f), 
flu. 1((.l  /A//A)f)= (1A 14,4)f(f), 
fl I. f((IAM).0= (1A/100) 1(.0, 

za p-  1-A, g:AHB. 
za .fir FAAB, g:AABA 1- C. 
za fr HA. 
za  friB. 
za•i-AvB, g:GAA C, h:OBA I- C. 

za faAr 
za fir HAB, g..A HA, h:OBA I- C. 

za fr I- C. 
za 	r c. 
za 	HA, [AAA H B. 
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KOMENTAR: Pos'to se sistemi N i Nrazlikuju samo po eliminaciji disjunkcije: opera* d i D 
to oe se i pojaviti izvesne razlike. Operacija D u sebi krije implicitnu kontrakciju (odnosno kako 
se zove u sistemu N'sjedinjavanje), zato d i D nisu operacije, grubo reeeno, iste teiine. Prelaske 
t(d(f,g,h)), f(D(f,g,h)) moiemo shvatiti kao poktesaj da se u istom sistemu (svejedno N ili X ) 
operacija D definde preko d i obmuto. Onda imamo: 
za 	AvB, g•CMA C, kg:IBA C, 	d(f, g, h) =deiDa (_11 Acdg ( _140)h). 
za ff F-AvB, g: IAA F C, h: SBA F C, 	 g h)=def  (1,6"Dim dim )d(f g, h)). 
Imamo I(1(D(f, g, h)))=ND 	& It) u N i f(i(d(f g, h))) =ND 	o 9)  h) u .4; ali gencenovski 
gledajuoi ovu jednakost moiemo opisati kao kontrakaja(slabljenje(0)=f 

to se tide redukcija one su iste u sistemima 	euvaju se preslikavanjima f i 
I. Dokazi ovih lema su jednostavni i navekemo samo jedan, kao primer. 

LEMA 1: Neka suf 	HA dye strelice iz N 
f=NDg u aklco t(f)=ND  I(g) u X. 

LEMA 2: Neka suf 	i-A dve strelice iz 
Ako f—>/-NmFg u N, onda ta)—>i .friF t(g) u 

DOKAZ: 
Neka jef—> i.NA/Fw g: Term f je oblika 0(n) i term fi  je oblika 

d(01 (,,h), hi, h2), gde je hi:OF-C, h2:CAF-B, h j:DAE-B i 
0 niz operacija zamene. 
Imamo g=02(U1 A)( 1A/h)h1) ig=ND°R)1((_lliJ(IAlh)h1)). 
f=NDGI (OIN(IA h1, h2))), 

1(0(01(d(Kh, h1, h2)))=01 (01((.1 AA 1 AA ll AA )D(,,f(h), (_11 A)1(h 1), (_I1,)1(h 2)))), gde su 0 i 
0' slike operacija 0 1  i 0 preslikavanjem t. 

—>MF.4 (1911LI1 ,0(1,11I(h)) 1 (k))), 
1 (g) = 02 1 ((_11 A)(1A11(h))l(h 
Znaei, 1(f) 	1(g). 
Dokaz je potpuno isti za NMFv2 jednakost 
Za jednalcosti NMFA i NMF dokaz je trivijalan. 	 q. e. d. 

LEMA 3: Neka suf, 	dve strelice iz X 
Ako f—> i _mFg u N , onda i(f)—> i_NAfF i(g)u N. 

LEMA 4: Neka suf g.T 	dve strelice iz 
Ako f—> 1ims g u ef, onda l(f)—> tms t(g) u X. 

LEMA 5: Neka suf, 	HA dve strelice iz X 
Ako f-4 1 -frisg u AT, onda f(D —*I-Nms 1(g) u N. 



3. VEZE IZMEDU SISTEMA X I 

Veza sistema AP i f' pretstavlja vezu izmedu sistema .N; koji je u 
prirodnodedukcijskom duhu, ali sa operacijama koje odgovaraju strulcturnim pravilima i sistema 

koji je jedna vrsta Gencenovog sistema selcvenata (bez permutacije). Grubo reeeno, ova dva 
sistema su iste teine (u smislu prisustva operacija nad strelicama) ali je Sdesni sistem a fije 
levo-desni sistem. 

Definisanje presfilcavanja s:.X f' i 	X biee dato na sledeoi natin: 
Sistemi 	#1'su nad istim beskongnim slcupom objekata. 

Preslikavanja EATI—)#' i mf' -*Noe slikati objekte u same sebe i euvati operacije nad njima. 
Preslikavanja strelica aemo definisati indukcijom po sloknosti strelice. 
Preslikavanje 
al. s(/4)=1 A,. 
s2. saf, g})= {s(f),s(g)}, 
53. s(f 'g)=s(g)4(s(f)), 
s4. s(j) = (f), 

a5. s(J)= ws(f), 
s6. s(D(f; g, h))=[s(g),s(h)Es(f)), 

s7. s(f*)=4.0*, 
s8. sa(f, g, h))=s(h)[s(g)Es(f)), 

s(( /1A)D= tA Oa)), 

sit s((lA 1 AllA)f)=. cA(5(0), 
511. s((lA/h)f)= s(f)(s(h)), 

Preslikavanje n: 
n1 n(/ A) =1 A,. 
n2. n(th gl)={ft(f),n(g)}, 

la. le =1AAND, 
n4. n(J)= (f), 
115- C.D.= K. KO, 
n6. nifg,151)= D(1A„B, n(g),n(h)), 
n7. nr)=n(f)*, 
n8. n(h[g])=I (1A,B, n(g),n(h)), 
ne. n(tA CM= IfiA)n(f), 
nit ii(cA(0)= (1A 1A/1,011(f), 
n11. n(f(h))= (1A/n(h))11(0, 

za fir HA, g:AH B. 
za tit HAAB, g:AABA F. C. 
za ff. 
za 	H B. 
za fri-AvB, 	h:ABAI- C. 

za frAAr B. 
za 	 g:A HA, h:OBAi- C. 

za 	c. 
za fAAAr C. 

za 	fAAA 1- B. 

za fir i-A, 	F- B. 

za frABA 1- C. 
za 	FA. 
za fru i- B. 

za g.AAA C, h:ABA i- C. 

za frAAr 1- B. 
za g.A HA, h:1-BA 1- C. 

za 	c. 
za fAAA1- I- C. 

za 	i-A, PAAA 1- B. 

DEFINICIJA: Neka je pri-A strelica sistema 	Alco svaki podterm terma f °Mika g'h; 

D(g,hi,h2) 	 zamenhno redom termom (/AABignAAB1/2; 6/Ave/g)D0Avs, hb hz); 

As / g)I(1A,B, 	h2)) dobijamo term (i njemu odgovarajueu strelicu) koji oemo obeleiavati 

sa 	t-A u sistemu AP. Y:r 

AO 



DEFINICIJA: Neka je /TEA strelica sistema Ako svaki podterm termaf oblika h i ; [4112]; 
h i [h2 ] zamenimo redom termom oblika Il f (ic„D); [Iti,h2](/ 	h 	lit 	) d Cva, 	 dobijamo term 
(i strelicu) koji aemo obelelavati,/ , fl  :FE-A u sistemu §! 

Jednostavno se dokazuju sledeoa svojstva terama iz X i 
LEMA 0: (I) Ako je f term sistema. tada:f= NDif. 

(2) Ako je f term iz a: tada:f >mi t 
(3)Ako je f term iz AP, tada: s(1f) >M1  s(f). 

KOMENTAR: Priroda operacija eliminisanja u sistemu X, gde se menja desna strana u tipu 
terma, sa suborn u sistem donosi eliminisanje, koje se degava sa leve strane F u tipu i seeenje. 
S druge strane eliminisanje sistemu j') koje se ogleda u promeni sa leve strane nosi sa 
suborn (u A P ) eliminisanje koje daje defavanje sa desne strane 	i potrebu za jedinicom. 
Ovakve osobine koje su u stvari u prirodi veze desnog i levo-desnog sistema se odraiavaju u 
potrebi za termom f (nekog terma f) u sistemu X i temzom g t  (nekog terma g) u sistemu if 
Preslikavanje n koje nosi karakteristike svog polaznog (desnog) sistema ostavide ih na slid 14 

sitemu §! I naravno s shim iz levo-desnog sistema, pa 1f sve eliminacije ima upojednostavljeno 
na jedinicama" i joss jedno seeenje. 

Imamo lepu osobinu gore definisanih preslikavanja: 
Za ft' HA strelicu sistema Ximamo: n 0 s(f)= If. 
Za g:F HA strelicu sistema (imamo: s a  n(g)=g1 . 

Pre nego gto ispitamo druge karakteristike gore definisanih preslikavanja n, s 
navegemo jog jednu moguanost definisanja preslikavanja s. Oznaeavaaemo ga sa s o  i ono ee se 
poklapati sa preslikavanjem s sem u sledeeim slueajevima: 
Umesto s3. biCe sledeee: 
s3.1. se(f '8)=s0 (g) f (s,(0), 	 za pr HAAB, g:AABA H C. 
s3.2. s.(1A „B 'g)=s,(g)f,  , 	 za g:AABAH C. 
Umesto *6. sledeoe: 
*6.1. so (D(f, g, h))=Es„(g),sidh)](se(f)), 	za pr HAvB, g:AAAH C ., h:ABAE C. 
$6.2. siD(1,4 „8, g, h))=[se(g),s,(h)J, 	za 	F- C, h:A1346, 1- C. 
Umesto $8. sledeoe: 
a.1. s,(1(/ g, 11))=sa(h)[se(g)Es1W), 	za f:FHAB, g:AHA, h:OBAEC. 
$8.2. so(1(1AB , g, h))=so(h)[segn 	za 	HA, h:IDBA H C. 

U slueaju preslikavanja so  imamo: 
Za •rEA strelicu sistema X imamo: n a  se lf) = 1f. 
Za g:FEA strelicu sistema Imamo: s o  o n(g)=g. 

KOMENAR: Obogadivanjem sistema koji odgovaraju prirodnoj dedukciji, sistema 	novim 
operacijama , operacijama zamene i jaf nekim promenama sa kojima smo cloth do sistema .4( 
odnosno pojam jednakosti medu termima se zakomplikovao. Drvo terma u kome operacija 
nadovezivanja sledi operaciju eliminaije je bib drugaeije od drveta terma u kome je redosled tih 
operacija obmut. Gledajudi prirodnodedukcijski, to nije bitno, gledajudi sekventno bitno je. U 
sistemima N, Kkoji su sistemi srodni prirodnodedukcijskom (bez obzira na dodate operacije 
zamene) mi smo uveli izjednaeavanje =ND i time zanemarili to razlike. Sada, kada 
uporedujemo sisteme AP i 'moei demo taeno jednakostima iz #1  zapisati koje smo sve razlike 



sklonili u prirodan oblik nekog terma iz 	Te jednakosti de nam dati slededa deruzicija, 
odnosno vaina lema. 

DEFINICIJA: Neka suf, 	F-A dve strelice iz #1. Ako za termef, g vaiif 	i* iz sledeeeg 

skupa operacija 
{Mcat, CT, CT-CUT, E(R)penn.Cut, l(R)perm.Cut} tada kaiemo da su termi f, g N-identiCni 
termi. 
Oznaka:  f= Ng. 

VAZNA LEMA: Neka suf, g:r F A dve strelice iz #1. 
Tada za termef ig vali: f= Ng u i'alcico NW =ND NW a 

DOICAZ: 
Alcof=Ng u c': 
to zna'ai da postoje podtermif/ 	talcvi daf=0(fi), g=0(gi) i fi=gi je jedna N-jednakost 

Dovoljno je pokazati da n(fd= Npn(gi) u APprolazeoi kroz sve slueajeve N-jednakosti, jer: 
n(0=n(0(n))=0'Wfd)= ND 0111(g1))=N(0(gin=n(g), gde je 0' slika operacija 0 

preslilcavanjem n. 
Ovde oemo navesti dokaz ako je fi= E(R)penn.Cut-I jednakost, a za sve druge 
N-jednakosti dokaz je analogan. 
Nekafi=E(hd(h2), 81= E01,02)), gde je E neka operacija eliminacije i E' njena slilca 
preslikavanjem n. Onda 
n(fd=n(E(hd(h2))= cln(h2))E1010121), 
u(g1)=11(E(hi(h2)))= E ff cln(h2))102)), 
acin(112))E101(h2E= ND E 1 cliqh2MO2)), U AP, 

znaei: n(f0= ND n(gd. 

Alco n(f)= ND n(g) u X 
Postoje termi hi, h iz 	talcvi da s(h)=fi, s(hi) =g1. 
U sistemu #' 	f1=Nf i na osnovu prvog dela leme: le) =ND n(f). 
n(fI)=n° s(h)=Ih, n(gI)=n° s(hd = 
Alco pokaiemo z(h)= N SOL) U #' 

onda to znaeif1=Ngl i koristeoi da jef=Nfl, g= 	dobijamo f= Ng u 
linamo h=NDILI , treba pokazati S(h)=N 
To Lem° pokazati indukcijom po slolenosti terma h: 1(h) gde je broj operacija u termu h. 

1(h):h=14, 14:AFA, moguenost za hi= 0/./A).../A, (14114)...1AA-A 
s(h)= 14, a(hd= 14.14)—(1,4), s(h)>ments(hd. 

znaei: s(h)=Ns(111). 
1(h)>O: (I) tenni h i hi imaju iste poslednje operacije: nelcu operaciju veznika. Na primer 

poslednja operacija je 1,1: 

h.= {h3, hat}, hi= {12.5, h6) ih=NDhi MOM h3=NDh5, h4=NDh6, 

10 , 3)< 1(h), WO, 106)< l(h), na osnovu indukcijske pretpostavke: 
s(h3)=NE025), 
SOO =N Said, 
OCITIOST10 ($013), Satin= N {S(h5), Said)* 

znaei: a(h)= N 

Potpuno isto se dokazuje za sve ostale operacije veznika. 
(II) poslednja operacija terma h je neka operacija zamene, a terma hi je proizvoljna 



operacija. 
Posmatraaemo slueaj kada se term h zavrgava operacijom nadovezivanja a 
N(h) je oblika {h; h2 }. 

Term h u torn slueaju mote biti oblika: 
(/ B/h 4)0({11 1 1, /V}), gde je 0 niz operacija zamene koji mote biti i prazan. 
Term h, ima jedan od sledeeih oblika: 
ili {11 / ", h2'} iii 01 ({h / ", h2"}), gde je 0/  niz operacija zamene. 

Zato §to h=N0 h1  
postoji podterm od 	h2 1 1: {gl, 	} i podterm od {h 2 ", h2"}:{g i ", g2"} 
takvi da {g 1 ', g2} = 	g2"}• 
Na osnovu indukcijske pretpostavke: 
{s(gi o), s(g2)  =N  IS(g 111 $(g 21)) , 

Onda na osnovu N-jednakosti t(h)=N S(h 1). 
Potpuno isto bi tekao dokaz za slueaj kada bi N(h) imao neki drugi oblik. 
Zatim bi se postupak ponovio kada bi poslednja operacija terma h bilo 
sjedinjavanje iii nova pretpostavka. 

Na taj naein bi pokazati da u 	s(h)=N S(h 1). 

Kada smo u X definisali za dva terma f, g redukciju 	onda smo zahtevali 
da se na jednom mestu termi f i g razlikuju po nekoj M jednakosti a da im se ostali delovi 
prirodnih oblika podudaraju. U vainoj lemi smo videli koje sve jednakosti iz fat zanemarene na 
taj naein. Kao da su koraci redukcije u 4' "preciznije" uradeni. 

POSLEDICA 1: Neka su f, g:1" HA dve strelice iz 
Tada za termef ig vaZI: f=Npg u Sakko sW=N s(g) u4: 

DOKAZ: 
f=ND g : postoje u is termi h, h1  takvi da n(h)=If, n(h 1)='g. 

U AP imam° f=ND 
t 
 fg=No ig a odatle n(h)=ND n(k). 

Na osnovu vane leme imamo h=7N 111  u if 
s(11)=s(n(h))=h1  i s(g)=s(n(120)= 	h> h'. 

Onda• h i 	znadi: 	-- N  5('0, 
lema 0: s(lf)>An  S(f), odnosno s( 1)=N  s(f). 

Odatle s(f) =N s(g) u 4'. 

s(f)=Ns(g): vaina lema n(s(f))=NDO(8)) u AP, 
u(s(0)=1.f 	

i
f=NDf u 

Znaei: f=Npg u X q. e. d. 

Redukcije u AP preslikavanjima n i s dobro su povezane sa odgovarajuoim 
redukcijama u 4' Koraku redukcije u codgovara korak redukcije u 	Koraku u AP odgovara 
korak redukcije istog tipa u 	i mnogo N-jednakosti koje pokrivaju izjednadavanje terama po 
prirodnom obliku u N. To oemo pokazati u lemama koje slede. 

LEMA 1: Neka su f, g:0 H F dve strelice iz 
Akof---> i _mFg u AP, onda s(f)> =Ns(g)u 

DOKAZ: 

q. e. d. 



Nekaf—>i_mg: Nosilac redukcije je term f1 , f=0(f)), f1=g1MF jednakostg= ND O(g1). 
Termfi  ima jedan od sledeeih oblika u zavisnosti o kojoj se MF jednakosti radi: 
Eghh  h2})'h iii acAdE({111, h2})) 00/(Ic.„13)10, 
D(EGN, h1, h2) iii (Icve/Exch)) 0/ (WE2( 1  cva), h1, h2D, 
I(E(h *), h 1, h2) ili (/cs (gx0 19)0/WESIca), h1, hz)) 
Pretpostavieemo daf—> I ,wFmg 

	

i je oblikaE({h h h2})'h, za 	c, 	B, h:ACBCP F-D i Eniz 
operacija zamena. Ako je K slika operacija E preslikavanjem s, 

tada s(fd= s(E({It h  h2})'h)= s(h) f (ElIg(hd, s(h2)})) 
=N E(s(h) 4({s(hd, s(h2)}) =p,E(s(h) (s(h1))(s(h2))) 
= E(s((lcfhp(1 81h2)h))=s(g1). 

Ako je 0' slika operacija 0 preslikavanjem s imamo 
na osnovu posledice vane leme : 
sV/ =O'(s(1))=N, im a(s(g i))= N s(g)• 
Dokaz je analogan i za preostale MF-redukcije. 

s(f)> p = N s(g). 	 q. e. d. 

LEMA 2: Neka suf, g.T i-A dve strelice iz 
Ako f-+1 _,ws g u X, onda sW > maxRed, CTMaxRed =N S(g) U if 

DOKAZ: 
Potpuno isti postupak dokaza kao u lemi 1. 	 q. e. d. 

LEMA 3: Neka suf, g:0 F F dve strelice iz if 
Akof> ipg u i; onda n(f)—> bAlF n(g) u AP. 

DOKAZ: 
Neka f> 	u 4 postoji podterrnfi  termaf i podtermg 1  termag takvi da jef=0(fd, g=0(g1) 

i h =hf  ({hk h2}), g1=h(h1)(h2), za 41" i-A, h2..A F B, h:AABO F D. 

11(6)=N(h1 (th1, h2D)=UA„d{ft(hd, N(h2)))1,143'N(h). 

n(gd= (1A  In(h1))(1 8/u(h2) n(h). 
n(fd— )14IF  (1 c  /411 1))(1 D/n(h2))n(h). 

n(f)=40(6))=acf 0" (n(f0), gde je 0" slika od 0 preslikavanjem n. 

0"(n(fi)) —>1.41F0"(n(g 1)) 
0" (n(gi))=def u(0(0)=ft(g). 
Znaei n(f) —>I_AfFAI 
Na potpuno isti naein se dokazuje za jednakosti 13v1, f3v2, per. 	 q. e. d. 

LEMA 4: Neka suf, 	dve strelice iz if 
Akof> /hfraRed, cnikaRaig u w> onda 

q. e. d. 

KOMENTAR: Ako pogledamo Sta pripada skupu jednakosti koje definigu cf-redukcije 
primetieemo da E(L)permCut nemaju odgovarajute redukcije u Kao da one pretstavljaju 
neki vifak bez kog se ne mole u E a lcoji ne treba u Alf 

KO —>14ifs n(g) u AP. 
DOKAZ: 
Istim postupkom kao u lemi 3 dokale se da ovo va±i za sve Max.Red. jednakosti iz if 
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Kasntje kada budemo dokazali teoremu o eliminaciji setenja u videtemo da 
nam te jednakosti nisu potrebne. 

Te jednalcosti posmatrane u AP znaee: 
da hooemo da izvrfimo pennutactju neke eliminactje sa uvodenjem(E(L)permCut-l) 
da hotemo da pennutujemo dve eliminacije u izvodu, 	eemu zakljueak prve 	vaina 
premisa druge (E(L)permCut-E). Takvi slueajevi u terrnu iz 1 ne prave maksimalne segmente 
i zato nam nisu potrebni ti koraci redukctje u 

Molemo zakljutiti da su nam redukuje u merilo potrebnog i dovoljnog za 
dokaz teorema koje karakterrau ova dva sistema: teorema o nortnalizauji u 	i teorema o 
eliminaciji seeenja u 

4. VEZE IZMEDU SISTEMA 61 I f 

DEFINICIJA: Neka je HA strelica sistema Neka je h:ABCAHD podterm termaf takav da 
pac(h) je podterm odf. Ako neko pojavljivanje u drvetu termafjedne od formula te permutacije 
je pomotna formula ili formula seeenja nekog pravila u termu f, onda je permutacija pa, bitna 
permutacija terma f, vezana je za to pravilo. U suprotnom je nebitna. Sve permutacije vezane 
za neko pravilo eine niz vezanib permutacija za to pravilo. 

DEFINICIJA: Neka je IF i- A strelica sistema #. Term If se dobija od terma f tako gto se u 
termu f izostave sve nebitne permutacije. Term /11- se dobija od terma If tako gto permutacije 
vezane za neko pravilo neposredno prethode tom pravilu. 
DEFINICIJA: Neka su fril- A, 	2k A dve strelice sistema 	su r, i 1'2 jednaki kao 
multiskupovi i termi f i h se razlilcuju samo po prisustvu i mestu (u njima) permutacija onda 
eemo reei da su termif i h L-jednaki. 
Oznalca:  f=Lh. 

Va2i: If= Llt. 

DEFINICIJA: Neka je 	E-- A strelica sistema Definigemo [In= {g term iz 	= 
Term /1- je L-pretstavnik te klase. 

Veza sistema 61 i pretstavlja vezu izmedu sistema 	koji je veoma blizu 
Gencenovom sistemu sekvenata, samo nema struktumo pravilo permutaciju i 	koji je 
Gencenov sistem sekvenata. Grubo reeeno, ova dva sistema se jako malo razlilcuju (imaju iste 
operacije nad strelicama). Razlike koje budemo medu njima ustanovili biee pokazatelj uticaja i 
vainosti prisustva permutacije. 

Sistemi 	su nad istitn beskonaenim slcupom atomslcih objekata. 
Preslikavanje Fr-4 de slikati objekte u same sebe i euvati operacije nad njima. 
Preslikavanje strelica oemo deftnisati indukcijom po slo2enosti strelice. 

Pres likavanj e g: 
gl. 9(14=1 A,. 

02. Oaf, gp= (p4 r(ta (0 (f))),tr(s(g))), 	 za 	 i- B. 
u(t4)= cA,BllpAA13,13((P...00.0)Vp.1 	 za frIAABA 1- C. 



gi. folKO= KOO, 	 za je.T HA. 

as. ticfl= K.00, 	 za fri-B. 

96. gag, h])= [p(...(g(g))),p(... (9 (h)))1, 	 za g•AAA H C, h:ABA H C. 

97. en =pl... (e(f)))*, 	 za _OAF H B. 

00. g(h[g])=p(... (g(h)))[g(g)], 	 za g:A HA, h:FBA H C. 

1111• 0 (tA (f))= tA (g), 	 za fir H C. 

910. EcAP= cA(13(..(0(l7))), 	 za .f.•AAAAF i- C. 

1111. fl(f(10)= PG.. (9(,)))(9(h)), 	 za h:F HA, f: AAA H B. 

Oznaka p(...( , u gore navedenim preslikavanjima znaoi da se na torn mestu nalazi niz 
permutacija koje su potrebne za operaciju koja sledi iii da bi term imao tip odredenog oblika. 

Napomena: Za strelicufFHA sistema a', F je multiskup koji tine formule sa svojim indeksima. 
Svakom tipu terma pridru'iujemo niz formula naeinjen od formula multiskupa F. 

Polazimo od jedinica lA :A HA i imamo niz &line jedan,A; 
Pretpostavimo da tipovi podterama termaf imaju nizove formula, onda: 
1.ako termf ima jedan od oblika h 4 , tA (h) ili cA (h) 
tipu terma f odgovara niz koji i tipu terma h samo gto na mestu jedne pomoOne formule stoji 
glavna formula; 
2. ako je termf oblika ili kh ili ,e h , tipu termaf odgovara niz koji i tipu termu h; 

3. ako term f ima jedan od oblika {h, g}, g( h ) tip terms f je niz koji se dobija dodavanjem niza 

tipa terma g na niz tipa terma h. 
4. ako je term f oblika h[g], g:A HA, h:ABF H C i neka je (1) niz tipa ABF H C, a 0 niz tipa 

A HA onda je AB04:1, niz tipa AABbEri- C, gde je a niz cl) iz koga je izostavljena formula 

B. 
5.g:AAA H C h:ABA C 

[g, h]: AAvBA H C, 	 pretpostavljamo da postoje nizovi napravljeni od formula 

multiskupova AAA terma g: 0; ABA terma h: C), pa ee se tipu terma [g, h] odgovarati niz 

ABO' gde je niz 0 iz koga je izostavljena formulaA. 

Preslikavanje 14-4' ee slikati objekte u same sebe i ouvati operacije nad njima, a samo neke 
strelice iz 41  ee slikati u strelice iz f! Neka je [If] klasa strelica iz sistema 41 Neka je 

proizvoljan L-pretstavnik to klase. Definigemo 1(// 1") indukcijom po slo1enosti strelice 

Preslikavanje I: 
11. 1(1 A) =1 Ai. 

12. 1((f,g))=cr({1(f),1(g) }), 	 za f i- A, g:F i- B. 

13. 1 ((1)—(0(0)))= te(1(0)1, 	 za frFAA H C. 

14. 1((P--(0(f)))d= tA(1(p)f, 	 za !FBA F- C 

15. 1(1)= kl(f), 	 za fr H A. 

1(,J)= ,e1(f), 	 za it I-B. 

17. lap(•••(g)),p(.••(h))])=[1(g),1(h)1, 	 za g.TAA C, h:FBA i- C. 

(f4))) = 1(f) 4; 	 za f:AAF i- B. 

19. 1(P(...(14.0)) =1(h) il(g)i 	 za g:A HA, h.-FBA H C. 

110. 1(tA  (f))= tA (1(f)), 	 za fir i- C. 

INA(P(..-(0)))= cA(1(0), 	 za f:AAAF i- C. 
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112. l(P(.. (f))00)= I(D)(1(h)), 	 za h:r A, PAA t- B. 
Oznaka p(... ( u gore navedenim preslikavanjima su permutacije vezane za operaciju koja sledi 
posle njih. 

DEFINICIJA: Neka jef term sistema tipa 8 H D. Izvr§itemo sledeae izmene na termuf: 
1. svaki njegov podterm oblika h i  za hTABAH C 

zamenjujemo termom istog tipa: cA,R((tB (tA (f))) 4); 
2. svaki njegov podterm oblika {h, f} za h:F HA , [6, F- B 

zamenjujemo termom istog tipa: c rA({tA (h), tin). 
Term koji dobijemo nakon ovih izmena oznaeavaaemo sa 

DEFINICIJA: Neka jef term sistema 6 , tipa 0 H D. Izvrgioemo sledeee izmene na termuf 
1.svaki njegov podterm oblika hp iii hp. za  h:AL H C 

zamenjujemo termom istog tipa: cA,BUP Ana BUPB,A(tBO))pDp); 
2. svaki njegov podterm oblika ( h, f) za kr HA, [F H B 

zamenjujemo termom istog tipa: c rr (prsr  ((tr(h), tr (f))))• 
Term koji dobijemo nakon ovih izmena oznaeavaaemo saf T  

VaZi• 	 1. za proizvoljan termf sistema 	g (f )= CTf 

2. za proizvoljan termf sistema g g of 	)= f 

KOMENTAR: Neslaganja sistema i koja se ogledaju u potrebi za definisanjem terama crf 
• .CT 
I r posledica su razheiteiljadine" odgovarajuoih pravda tih sistema: f i fp , fp.; {h, i ( h, f ). 
Kao gto se vidi iz definicija preslikavanja g i I svako od ovih pravila u odnosu na ono drugo 
pravilo u koje se slika ima i jedno struktunto pravdo ( kontrakctju, odnosno slabljenje). 

LEMA 0: 1. U za proizvoljan term f: f =. crf, gde su * jednakosti 
iz 4 posebno C'UTTO i CTO. 

2. U za proizvoljan term f: f =. f r, gde su * jednakosti 
iz g posebno GCUTTO i GCTO. 

3. U 4  za proizvoljan term/ 
(i) 	gde su * jednakosti u f 
(ii)f=. 	gde su p(...( sve nebitne permutacije termaf i * jednakosti 
iz g  (permutovanje pravila permutacije i drugih pravila). 

Posmatramo sisteme 	U sistemu fdefmisali smo za sve terme tog sistema 
[1f]= {g term iz g = L ift  }. Sada defingemo 	skup kome su elementi [If J, 	za terme f 
h... sistema g 

Defini§emo preslikavanja: 
IVY 	 D = defil fg.M. 
I: —IC 	Ian = deflOh. 

Treba proveriti da li je 1 dobro defmisano preslikavanje. 
Pretpostavimo ,e[If]. To znaei =, 	odnosno termi 	razlikuju se samo po 
prisustvu (odsustvu) permutacija vezanih za neke operacije i po njihovom (tih permutacija) 
redosledu u nizu vezano za to operaciju. Ali, permutacije se "ne slikaju " preslikavanjem 1, pa 
time 1(e)= leg"). 



Za jednakosti iz iti j  kaiemo da su odgovarajuee ako imaju isti naziv samo u # 
je na pooetku dodato slovo G. 

Pomoau preslikavanja koja smo defmisali postoji jednostavna veza izmedu 
jednakosti nad termima u eft u 

Prvo 6emo navesti kako preslikavanje g 6uva jednakosti u 

LEMA: Neka su f, g termi tipa r HA iz f'za koje valif>j g. 
Ako je za ovaj korak redukcije korigaenajednakost: 
1. MI, M2, 	 onda p(... (g(f)) >7 0(g) za GM1, GM2. 
2. Neka od CT-CUT jednakosti, onda g(f) g(g) za odgovarajueu PCT-CUT jednakost. 
3. PGAL PGA2, 	 onda g(f) >2 

ostale 13-jednakosti, 	onda 0(f) p(g). 
4. Neka od E(R)penn.Cut, 	onda 0(f) >-. g(g), za odgovarajuou GE(R)perm.Cut. 
5. Neka od E(L)perm.Cut, 	onda 0(f) >-. g(g), za odgovarajuou GE()perm.Cut. 
6. Neka od I(R)perm.Cut, 	onda g(f) >-. g(g), za odgovarajuou GI(R)perm.Cut. 
7. Max.Red, 	 onda g(f) g(g), za GMax.Red. 
8. M3, M4, 	 onda g(f) hg(g), za GM3, GM4. 
U svim redukcijama >-. postoji moguanost korikenja neke GPP1-GPP3, GCUTP1, GCUTP2. 
jednakosti. 
DOKAZ: 
Jednostavno se sve ovo dokazuje. 	 q. e. d. 

Sa druge strane, posmatramo dva termaf, g iz 4 za koje f 	g a lgL. Postoje 

preslikavanje 1 6e povezivati iste grupe jednakosti iz f' i f kao i preslikavanje g u prethodnoj 
1(1f), l(lgL). Neka je f g. Ako taj korak redukcije nije PP1-PP3, GCUTPI, GCUTP2 

lend. 
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NORMALIZACIJA I ELIMINACIJA SEeENJA 

Sisteme 	AT, /Proem° smatrati pretstavnicima sistema prirodne dedukcije. Zbog 
toga oe u njima biti defmisani pojmovi niti terma, segment niti, malcsimahil segment. 
Posmatraju6i razli'dite oblike segtnenata, od kojih treba osloboditi neki term tih sistema, 
imgemo vige definicija normalnog terma. U Ai; AP eemo pokazati da izjedngavanja terama 
koja smo u njima defmisali jesu veza proizvoljnog terma sa normalnim tennom na koji se on 
redukuje. U njima oe teorema o normalizaciji. 

S druge strane sisterni i # su u duhu Gencenovog sistema sekvenata. Da bi 
precizirali pojam transformacije proizvoljnog terma u term bez se6enja tog sistema mi smo 
definisanjem codnosno # uveli neka izjednaeavanja medu termima, koja odgovaraju koracima 
transformacije. U tem° dokazati teoremu o eliminaciji seoenja. lzborom nekih jednakosti 
nad termima od onih koje postoje u #' pokazatemo vi§e "strategija" dokazivanja ove teoreme. 
Videoemo da nam na osnovu toga za eliminaciju seeenja neoe biti potrebna sva izjednaeavanja 
terama koja postoje u f! 

U ovom delu oe najveoi algal imati veze izmedu normalizacija u ND i Ar; veze 
normalizacije i eliminacije seeenja u AP i U See se iznijansirati dve vrste normalnih terama, a 
time i dve normalizacije. U #' oemo moti da vr§imo selekciju kakva seeenja 1elirno da 
eliminigemo, a lcalcva ne. 

Na osnovu veza medu jednakostima izmedu terama u 	Al, 	#1 
(najinteresantnija veza Nr, i dokaza teorema o normalizaciji i o eliminaciji seoenja dobieemo 
sliku: da odredenoj normalizaciji (G-normalizaciji) u N'odgovara eliminacija odredenih (veinih) 
seeenja u 

1. NOR1V1ALIZACIJE U .41P, A' I str 

11 ovom delu ee biti posmatrane normalizacije u AP, i S. Pre nego §to budemo 
posmatrali svald od njih posebno, dgemo defuticije nekoliko pojmova koji su isti u sva tri 
njihova sistema. Alco bude specifienosti vezane za neki sistem njegovo ime nave§oemo u zagradi 
kao i specifienosti vezane za njega. 

Defutisatemo jo§ neke pojmove koji ee biti zajednioki za sisteme AAA X a koje 
oemo kasnije posmatrati. 

DEFINICIJA: Za nelci term f u sistemima 	IV, Airsve jedinice koje se pojavljuju u drvetu tog 
terma a nisu nosioci oslobodene pretpostavke operacije nadovezivanja su nosioci pretpostavld 
termaf Formule koje se pojavljuju sa desne strane I- u njihovom tipu su pretpostavke termaf 
Posebno u sistemima N i AP pretpostavke 6iji su nosioci podvigene jedinice zovemo fiktivne 
pretpostavke termal 

4'7 



DEFINICIJA: Neka je f ' proizvoljan term u nekom od sistema i if njegov podterm koji je 
oblikaf ' =0(f (, g, h)) gde je 0 neka operacija. Deo drveta termaf ' ima oblik 

fit-  A (OE B h: C) 

f ' =0(f (,g, h)):8 FD 
I pojavljivanje formule A u tipu Ft- A je premisa operacije 0; 

premisa termaf '; 
premisa terma f'; 

pojavljivanje formule D u tipu 0 D je zakljueak operacije 0; 
zaldjueak termaf 1. 

Formula E za term f tipa r HE je krajnja formula terma f. 
Za dye premise B, D nekog termaf ' reoi Cern° da je B odmah iznad D (D odmah ispod B) ako 
je D zaldjueak a B premisa iste operacije u termu f U zavisnosti da li je formula E oblika 
AAB, AvB, 	gde su A, B neke formule, veznik A, v iii = oe biti glavni veznik formule 
E. Broj veznika u formuli E te biti stepen te formule, d(E). 

DEFINICIJA: U operacijama eliminacije veznika u sistemima N, AP (AP) premisa koja sadrii 
veznik koji se eliminie je vaina premisa, a ostale (ako postoje) su nevaine premise te 
operacije. 
Na primer, u ADelimenacija v: 

AvB f:[A]A C g:[B]A H C 

8(h, f g).TAA H C, 	 vaina premisa je AvB a nevaThe su pojavljivanja formule 
C u tipovima 	C, [B].6, 1- C. 

U operaciji nadovezivanja u sistemima AT, S(A7)) 
h:r HA f:AAAF C 

(1A  /h) !FAA C, premisaA iz tipa F 1-A je vaina premisa tog pravila. 

U operaciji nova pretpostavka u sistemima N, A" 
JA : A HA fA F C 

(_/1A) f. AA C, 	premisaA je vaina premisa tog pravila. 

DEFINICIJA: Neka je f term tipa F I- A sistema.ND. Rea tem° da niz premisa A 1,A 2,...,A„ tog 
terma eine nit termaf ako: 
1.A 1  je pretpostavka termaf; 
2.i<n: (i) A i  nije vaina premisa nadovezivanja, ondail i+/  odmah 

(ii) A i  je vaina premisa nadovezivanja, onda jeA i+, oslobodena pretpostavka tog 
nadovezivanja; 

3.A„ = A je krajnja formula termaf. 

DEFINICIJA: Neka je f term tipa F I- A sistema AC AC Reai Cern° da niz premisa 
tog terma eine nit termaf ako: 
1.A l  je pretpostavka termaf; 
2. i<n: Ai  nije fiktivna pretpostavka termaf i nije fiktivna oslobodena pretpostavka 
nadovezivanja; 



(0 A i  nije vaina premisa nadovezivanja, ondaA i+j  odmah ispodit 

(ii)A i  je va:ina premisa nadovezivanja, onda jeA i+i  oslobodena pretpostavka tog 

nadovezivanja; 
3. A„ je ili krajnja formula termaf iii fiktivna  pretpostavka termaf iii fiktivna oslobodena 
pretpostavka nadovezivanja. 

DEFINICIJA: Neka je f term tipa F F A sistema ND. Niz pojavljivanja iste formule B u nekoj 

niti terma f, B IB2...Bk  je segment, s, te niti i tog terma, ako: 

1. nije zakljuoak neke operacije eliminacije iii nadovezivanja; 
2. i<k: B' je nevaZyna premisa neke eliminacije iii premisa nadovezivanja; 

3.Bk nije nevaina premisa neke eliminacije. 

DEFINICIJA: Neka je f term tipa F 1- A sistema /Hi AP. Niz pojavljivanja iste formule B u 

nekoj niti terma f, B 1B2...13k  je segment, s, te niti i tog terma, ako: 

1.B' nije zaldjuealc neke operacije eliminacije iii operacije zamene; 
2. i<k: B' je nevak.  premisa neke eliminacije iii premisa operacije zamene; 

3.it je iii vgna premisa neke eliminacije iii vahia premisa operacije nova pretpostavka. 

Naiad& oemo segment s oznaeavati s=B1B2...Bk  i B' , ljsk oe oznaoavati 

formulu B iz s koja je odredena svojim mestom u segmentu s; B' oemo zvati pojavljivanje 

formule B u segmentu s. Mina  segmenta s=B1./32...Bk , 1(s), je (broj formula B tog segmenta 

koje su premise operacija eliminisanja)+1, a stepen segmenta s, d(s) je broj veznika u formuli B. 

U drvetu strelice formule koje tine nit terma ili segment neke niti terma se nalaze 
sa desne strane F u tipu nekog podterma i nemaju indeks. Indeksi formula u definiciji niti 
terma je samo jednostavno oznaeavanje, koja formula sledi za kojom. Naravno, A i  ne mora biti 

kao formula jednaka formuli Ai  za S druge strane, segment B l....Bk  je deo 

neke niti 21 /...A„ tako da 
A, 	A i+k_faB. Pato te nam biti bitno mesto formule u nekom segmentu, to oe nam 

govoriti njen gomji indeks. 

DEFINICIJA: Maksimalan segment niti nekog terms f je segment koji poeinje zaldjuelcom 
uvodenja nekog veznika, a zavrgava se va:ts' iom premisom operacije eliminisanja tog veznika. 

Specijalan sligaj maksimalnog segmenta je maksimalna formula. To je 
maksimalan segment duline dva. To je segment koji painje zaldjuelcom operacije uvodenja 
nekog veznika, a zavrgava se v'ainom premisom operacije eliminisanja tog veznika i sve formule 
segmenta sem prve i poslednje su nevatz' le premise operacije nadovezivanja u sistemu AID 
(operacija zamene u sistemima Ar i AP). 

DEFINICIJA: Prazan M-segment nekog termaf je segment koji poeinje zaldjuolcom terma /n , 
a zavrgava se valnom premisom operacije eliminisanja glavog veznika formule B. 

DEFINICIJA: Neka su s,, s2  dva segmenta niti terma I Rea aemo da je segment a/  iznad 

segmenta S2 ako se formule koje Line segment s, nalaze.  iznad formula koje Line S2 u toj niti. 

Ako je s1 =C1 C2...C" i s2=C...Ck+" i ako postoje C iz s, i Cria  iz S2 takvi da su 
conack+n po pojavljivanju, onda tem° reOi da su segmenti s, i s2  povezani. 

C CI 



Za neki segment s reti Cern° da je premisa neke operacije ako je poslednja 
formula segmenta s premisa te operacije; a real demo da je zakljueak neke operacije ako je 
prva formula segmenta s zaldjOak te operacije. 

Segment S i  je podsegment segmenta s ako je formula koja eini segment s i  
potformula formule koja eini segment s. 

1.1. NORMALIZACIJA U ND 

ND odgovara sistemu prirodne dedukcije i imaae viirm karakteristiku, teoremu o 
normalizaciji. Redukcijski koraci koji su vet defunsani u 	su koraci kojima se proizvoljan 
term tog sistema redukuje na normalan term. Naravno da to sve odgovara koracima redukcije i 
normalizaciji u sistemu prirodne dedukcije. 

Definicije segment; maksimalne formule, maksimalnog segmenta analogne su 
definicijama tih pojmova u sistemu prirodne dedukcije. Jedina razlika postoji u definiciji 
normalnog terma. Ali, prvo demo dati jednu definiciju. 

DEFINICIJA: U nekom termu f tipa F H A sistema ND, svaku od operacija eliminacije E A v, 
Eav, E'EN/ zvatemo zaliha. 

KOMENTAR: Moramo reel da razlieite definicije normalnog terma postoje u Pravicova dva 
rada: "Natural deduction", "Ideas and results in proof theory". U prvom radu term (u njegovim 
terminima izvod) koji ne sadrii zalihe i nema maksimalnih segmenata je normalan; podtermi 
koji se zavrfavajtt nekom od operacija ev, E pv, EAB v zamenjuju se nekim svojim 
podtermom i dobija se term bez zaliha. Ovi prelazi, da ih tako nazovemo, ne odgovaraju ved 
poznatim redukcijama u (odnosno prirodnoj dedukciji). U drugom radu Pravica normalan 
term mole imati zalihe. Nair definiczja se poklapa sa onom iz drugog rada, a daeemo i 
definiciju Pravicovog normalnog terma, koja odgovara definiciji normalnog terma iz prvog. 

DEFINICIJA: Neka jef term tipa FHA sistema Atli Tenrif je Pravicov normalan term ako je 
normalan i nema zaliha. 

DEFINICIJA: Neka je f term tipa 	iz AR Term f je normalan term u torn sistemu ako 
nema maksimalnih segmenata. Term je normalan bez praznih M-segmenata ako je normalan i 
nema praznih M-segmenata. 

Sada demo navesti tri leme koje óe nam biti potrebne da bi dokazali teoremu o 
normalizaciji u SP. Ove leme neoemo dokazivati jer se mogu analogno dokazati kao leme 1, 2, 3 
iz narednog dela. Jedina razlika je gto bi se ovde u 	umesto operacija zamene posmatrala samo 
operacija nadovezivanja. 

LEMA 1: Neka je 	HA strelica iz AID. 
Term f ima maksimalnu formulu akko postoji term g takav da f 

LEMA 2: Neka jefr HA strelica iz ATD. 
Ako term f ima maksimalan segment (dunne>2) sa formulom B, onda postoji term g 
takav daf <—.1.Rmsg i term g ima maksimalan segment sa formulom B, duiine manje 
nego u termu f. 

LEMA 3: Neka jeff' HA strelica iz AD. 



Neka postoji term g iz AID talcav daf (tuRmsg i neka h podterm odf nosilae ove redulccije. Alco 
za term h vali: 
(1) sadrli operaciju uvodenja glavnog veznika vaine premise operacije redukcije, onda term f 
ima malcsimalan segment. 
(2) ne saddi operaciju uvodenja glavnog veznika vahte premise operacije redukcije, onda 
term f ima prazan M-segment. 

Pre nego gto formuligemo teoremu o normalizaciji za terme iz 	navekemo 
teoremu o normalnom obliku u njemu. Ona je slabije tvrdenje od teoreme o normalizaciji. 

TEOREMA 0 NORMALNOM OBLIKU U 
Za svalci term f tipa F 1-A u 	postoji tem g u AID takav da je g normalan term i WI" F A, gde 

F sadrli r. 

TEOREMA 0 NORMALIZACIJI U AD: 
Svaki term f tipa F 	u ArD se RM-redulcuje na normalan term g u 

Dokaz ove teoreme odgovarge dokazu koji je dao Pravic u "Natural deduction" 
za teoremu o normalnom oblilcu u prirodnodedukcijskom sistemu za intuicionistieku logilcu. 

1.2. NORMALIZACIJA U I X' 

Sistemi 	i AP se razlilcuju samo po operaciji elitninisanja veznika v pa oe 
postupak redukcija njihovih terama i normalizacija biti potpuno analogni. Sve pojmove koji budu 
potrebni defmisgemo u sistemu X i sve leme i teoreme dokazgemo za terme iz X. Bez 

dodatnih uslova ene vale i u 

DEFINICIJA: Nit terma f sistema koja se zavrgava krajnjom fonnulom termaf je 11-nit tog 

terma. 

DEF1NICIJA: Neka je f term tipa F 	sistema X. Reei aemo da je neka maksixnalna formula 

II-niti terma f slaba malcsimalna formula alco su sve oslobodene pretpostavke njene operacije 

eliminacije filctivne i glavni znalc formule je A ili 	Ostale malcsirnalne formule su stroge. 

DEFINICIJA: Neka je f term tipa F F A sistema X G-maltsimalan segment terma f oe biti 

segment koji poeinje zaldjuokom operacije uvodenja nekog veznika, a zavrgava se fiktivnom 
oslobodenom pretpostavkom nekog nadovezivanja. 

DEFINICIJA: Neka je f term tipa F 1- A jednog od sistema At Tenn f je normalan term ako 

njegove II-niti nemaju maksimalnih segmenata. 

DEFINICIJA: Neka je f term tipa r FA sistema AP. Reel eemo da je term f slabo normalan 
ako je &line veoe od dva, nema strogih, a mole da Una slabih malcsimalnih formula. 

DEFINICIJA: Neka je f term tipa F F A sistema X Term f je G-normalan ako nema 

malcsimalnih segmenata ni u jednoj niti i nema G-malcsimalnih segmenata. 

KOMENTAR: Prisustvo operacija zamene u sistemu zahtevade novu (slabiju) nijansu u 
pojmu normalnosti terma za vezu sa sistemom 	slabo normalan. S druge strane, operacije 



zamene tt kombinaciji sa prirodnodedukcijskim koracima redukcije daju zahtev vile za pojam 
normalnog terma za vezu sa sistemom G-normalan. Odnos je sledeei: f je G -normalan = f 
je normalan = f je slabo normalan term. 

U narednim lemama oemo videti vezu koraka redukcije i maksimalnih segmenata. 

LEMA 1: Neka 	HA strelica iz 

Term f ima maksimalnu formulu u 	akko postoji termg takav daf—> fwp• 
DOKAZ: 

term f ima maksimalnu formulu, formulu B: 
formula B je zakljueak operacije uvodenja: {h 1, h2 }„,h, ,e  h, h*, zatim mogu da slede 
operacije zamene i na kraju operacija eliminacije kojoj je B vavzna premisa 
To Tnaei da od oblika formile B zavisi oblik podterma f1  termaf za koji f=0(n). 
Pretpostavimo da je B = C AD. 
Tada je term f1  oblika iii E({11 1, h2})'h ill (1 B/E({4 h 2 })).E 1 (4'h , gde su El i E 
nizovi operacija zamene. 
Neka h=Ealti, h2 })'h, tadah = ND Eah h2rh 
E({h 1, h2 } h)--> ' 	ImFE((lclhi)(1D1h2)h), 
odatle 	0(E((l clhdadh2)h)). 
Znaei postoji termg takav daf—> i_mF g. 
Potpuno isto dokazujemo akoh=(/B/E({h b h2})E / OBfh. 
Analogno se dokazuje ako formula B ima oblik CvD iii CAD. 

f—>"FguAl1 
postoji podtermh termaf, f=0(n), koji u zavisnosti od toga o kojoj je MF-redukciji ree, 
ima oblik: 

c,o/E({h i, }) (E) // c,D1h), 
(lcvn/E(Kh) 0 1 (D(E1 (1 	h h.,)) 
(1 c,D/E( h*) 01 (1(El (1c,D),hb h2)), gde je 01, niz operacija zamene i eliminacije a, El i 
E nizovi operacija zamene. 
Neka je u pitanju MFA-jednalcost, onda zakljueak operacije {li b h2 }, formula CAD je poeetak 
segmenta. Dalje, u tom segmentu su nevaine premise operacija zamene iz g zatim CAD 
jedinice / c,q) , onda premise operacija El  i na kraju vaina premisa operacije'. To taeno 
znaei da je CAD maksimalna formula termaf 
Dokaz je analogan za druge MF-redukcije. 	 q. e. d. 

Napomena:  Posebno va2i• 
Term f ima slabu maksimalnu formulu akko postoji term g takav da 	g. 

LEMA 2: Neka je pr HA strelica iz 
Ako term f ima maksimalan segment u Fl-niti (duline>2) sa formulom B, 
onda postoji term g takav da f—>bms g i term g ima maksimalan segment sa formulom B, duiine 
manje nego u termuf 
DOKAZ: 
Ako term f ima maksimalan segment onda term f ima podtermh oblika: 
(I) ili 01 ({4 h 2 })'h 3  iii D(01 (k.h i), h2, h3) iii I(01 (h / *), h2, h3) 



(II) 02((lcAD/01({h i, h2)))Vh3 	D(02ificvD/191(„hd)h), h2, h3) 

I(02(ic&3(0/(hr*))h), h2, h3), gde su h 	nizovi operacija zamene i eliminacije. 

Term f=0(fi) . 
Odinah napomenimo da ako je term fl oblilca (II) postoji term f2 koji je oblilca (I) i f 1=ND f23 

odnosno 0(fd =NDO(f2). Zato 6emo posmatrati samo slueaj kada je term fi oblika (I) i to na 

primer: 
ft= 0,(02, hah3: 01= 01...CP i neka 	operacije zamene, Ok operacija eliminacije 

(na primer) i 0° je ok+'... an, onda h = ND 01 (-KY" W114,115, ( thh h2}) 

	

h—>bms 0' (.. 09" (1014, 125, 	 h2}yh3))...) f3. 

Znaei f —>i-ms0(6). 
to se tiee duline malcsimalnog segmenta s, termaf, neka je n broj eliminacija u nizu 01. Onda 

dulina maksimalnog segmenta 1(s)=n+1. U termu 0(f3) i njegovom segmentu s3 sa fomudom B 
nedostaje jedna eliminacija (elitninacija pa je 1(s3)=11. 
Potpuno isto se dokazuju slueajevi ako je tennf nekog drugog oblika iz (I). 	 q. e. d. 

Napomena:  1.Alco term f ima maksimalan segment s i za njega fi—>bms g, onda eemo 

malcsimalni segment terma g koji poeinje zaldpekom iste operacije uvodenja kao i s u termu f 

zvati redukovan segment segmenta s, oznaka s . Termg 6e biti term segmenta s. 

2. Maksimalni segment s termaf mole itnati vige svojih terama 

= ND • = ND gm. 

LEMA 3: Neka je fir 	strelica iz AP. 

Neka postoji term g iz Artalcav daf--->i_Rmsg i neka h podterm odf koji je nosilac ove redukcije. 

Ako za term h 
(1) sadrli operaciju uvodenja glavnog veznika vabie premise druge operacije redukcije, onda 

term f irna malcsimalan segment. 
(2) ne sadrli operaciju uvodenja glavnog veznika vahre premise druge operacije redukcije, 
onda term f ima prazan M-segment. 
DOKAZ: 
Na osnovu definicija maksimalnog segmenta i praznog M-segmenta. 	 q. e. d. 

Nije tegko dokazati da vat slede6a lema: 
LEMA 4: Neka term f ima ma1csimalan segment, s &line ve6e od 2 i neka jeg term takav 

f-thmsg, onda za sve segmente, si...sk terma f, koji su povezani sas vat 1(siR)< 1(si), i lc. 

Sada oemo dokazati teoremu o normalizaciji u sistemu 	( ) i teoremu o 

normalnom oblilcu u NOT) kao njenu posledicu. 

TEOREMA 0 NORMALNOM OBLIKU U 
Za svaki terrnf tipa F 	iz Npostoji term h istog tipa iz AP, ta1cav da je h normalan term. 

TEOREMA 0 NORMALIZACIll U 
Svalci term f iz APse M-redukuje na nonnalan term u AP. 

DOKAZ: 
Termu f 6emo pridruliti dva parametra. Prvi parametar, d-najve6i stepen svih malcsimalnih 
segmenata u II-niti termaf; drugi parametar 1- suma dulina svih maksimalnih segmenata Fl-niti u 

f stepena d. 
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Dokaz izvodimo indukcijom po paru (d,l) terma f za koji vazi sledeoe uporedivanje: 
(d 1 ,1 1 ) < (d2 ,12 ) akko (i) cl i <d2  ili (ii) d i =d2, 1 1 < 12. 

Biramo maksimalni segment neke II-niti, s, terma f Fiji je stepen d i koji ima sledeae 
karakteristike: 
1. ne postoji maksimalan segment iznad s stepena d(s); 
2. ne postoji maksimalan segment stepena d(s) koji je iznad segmenta s iii je sa njim povezan. 
Takav segment postoji. 

Ako je s maksimalna formula, 
na osnovu leme 1 postoji fl, f-->m/Ffi  i term ft nema vige to maksimalnu formulu. 

Ako h ima jog maksimalnih segmenata tog stepena d onda prvi parametar termaf i, d i , jednak 
je d, ali za drugi, 	1 1 =1-1(s)<1 pa na osnovu indukcijske pretpostavke postoji g normalan 
term i 	Znaeif--4 14,01/  ifi —>mg pa imamo 

igje normalan term. 
Ako fl  nema vie maksimalnih segmenata stepena d onda d i  <d i na osnovu indukcijske 

pretpostavke postojig normalan term 
ifr->m g• Znaoi f—>/-Airft ifi—>M g pa imamo 

f—> Mg ig je normalan term. 
Ako je s maksimalni segment, 
na osnovu leme 2 postoji 

Ako f1  ima jog maksimalnih segmenata tog stepena d onda za prvi parametar terma f 1, d 1 , vazi 
d=c1 1  i na osnovu leme 4 za segmente 	povezane sa segmentom s, 1(s,R)<1(s,), RiJc i 
svi su stepena d i dobijamo da je njegov drugi parametar l i manji od 1 pa na osnovu 
indukcijske pretpostavke postojig normalan term i 
f, *Mg. Znaei J -4  i-Mili fi — Mg pa imamo 

f—>Mg ig je normalan term. 
Ako f1  nema vise maksimalnih segmenata stepena d onda d i  <d i na osnovu indukcijske 

pretpostavke postojig normalan term i fr->mg. 
Znaeif-4 /4;a1/  ifj—>Ai g pa imamo 

f-->mg ig je normalan term. 	 q. e. d. 

DEFINICIJA: Neka jefF i-A strelica sistema AC Ako term f ima podterm oblika LA/10k za 
h2:_Cad-B, hi:AFC onda je h1  t-podterm terma f. Ako term h1  ima maksimalan segment u 
nekoj svojoj uvedenje formule C zvaeemo ga C-term terma f. 

LEMA 5: Neka jeff FA strelica sistema AC 
(I) Term f ima maksimalan segment u nekoj niti koja nije 	akko postoji t-podterm terma f 
koji ima maksimalan segment u nekoj svojoj 
(II) Term f ima G-maksimalan segment sa formulom B akko postoji t-podterm terma f koji ima 
uvedenje formule B i fiktivna o. p. nadovezivanja u kome se taj podterm pojavljuje je bas 
formula B. 
DOKAZ: 
(I) Jednostavno se dokazuje. 
(II) 

u termuf postoji uvodenje formule B, nakon toga niz operacija sjedinjavanja i novih 
pretpostavki, eliminacija (kojima je B nevaZre premisa) i na kraju nadovezivanje na 

fb 	 l(sR)<I(s). 



podvdenu jedinicu. 
f ima podterm h, f=0(h), oblika 
L1 B/0/ ({h i, h2 }))h 3, B = CAD, 	01 ({h 1,h2 }):A i- CAD, 

(.2B101 (,,hiPh3, 	B CvD, 	0101):A F- CvD, 

(JB101 ( hi*))h3, 	B 	0 1 ( hi  *).-A CD, 

ondagr= (J/ A)h3 i g=0(g1)• 
f=0((_1 c110112), ondag=0(( I1 A)h2), 	i h1  saddi uvodenje formule B pa ima 

jedan od oblika: h 1 =01 ({h 3,124}) ili 0 / (Kh3) iii 01 (h3 *). 

To znael da term f ima G-maksimalan segment 	 q. e. d. 

	ako je g G-term termaf, onda je g =Nof 

jednaki. Grubo reeeno, u Alinjihova razlika je neva'z'na, ali u Vona postaje bitna. Redukovanje 

KOMENTAR: Kao ato smo vet napomenuli za povezivanje sa sistemom Perm u sistemu 
treba da bude G-normalan. Znajajno je to .fto su neki tenn f i njegov G-term prirodno 

nekog tenna f u Nina G-nonnalan (fto je dokaz teoreme o normalizaciji u .4 1) je u stvari prvo, 
redukovanje terma f na neki nonnalan term u h, i medu termima takvim (la h= Av g traiimo 

G-noramlan (1-G redukcijama). 

DEFINICIJA: Neka su f, gT 	dve strelice iz Za termef, g defini§emo 

f--) bay  g akko 	ili je g G-term odf i real eemo da se tennf 1-G-redukuje na term g. 

f—>Gm  g akko postoji in prirodan broj i termi 	iz 	da f=4/1-h1 	...-> j_Gm h,,,a g 

i real eemo da se f G-redukuje na term g. 

TEOREMA 0 G-NORMALNOM OBLIKU U 
Za svaki tennf tipa F i-A iz Afipostoji term fG  istog tipa iz AP, takav da je fG  G-normalan term. 

TEOREMA 0 G-NORMALIZACIJI U 
Svaki term f iz APse G-redukuje na G-normalan term u AP. 

DOKAZ: 
Na poeeticu da kgemo da aemo sa Max-segment oznaCavati i maksimalan i G-maksimalan 
segment termaf. 
Shen° kao u dokazu teoreme o normalizaciji posmatramo, ali sada Max-segment sa najveeim 
stepenom d i sumu dulina talcvih Max-segmenata oznaCavamo sa 1. 
Izaberemo Max- segment s, termaf sa karakteristikama 1. 2. iz dokaza pomenute teoreme. - 
Dokaz izvodimo indukcijom po paru (d,l) terma f koji smo defmisali u dokazu teoreme o 
normalizaciji : 

Ako je to malcsimalna formula ili maksimalni segment u 	s, onda je dokaz potpuno 

isti kao dokaz o normalizaciji. 
Ako je s G-maksimalan segment ili maksimalan segment neke niti koja nije 	na 

osnovu leme 5 postojifb f=Non i termf1  nema vie taj maksimalan segment stepena d. 

Ako fl  ima jo§ maksimalnih segmenata tog stepena d onda dp i , aE 1 1 =1-1(s)<1 pa na osnovu 
indukcijske pretpostavke postoji G-normalan term g 

Zna§ifr-nan r f1—>cmg imamo 

f--) Gm g ig je G-normalan term. 
Ako fl nema vise maksimalnih segmenata stepena d onda cl i<d i na osnovu indukcijske 

fi -->Gm g, pa imamo pretpostavke postoji G-normalan term g 	Znaeif=NDft 



f—>Gm g ig je G-normalan term. 	 q. e. d. 

2. ELIMINACIJA SEtENJA U I 

U i A eiji su sistemi u duhu Gencenovog sistema sekvenata vali teorema o 
eliminaciji seeenja. 

Na poeetku Oemo definisati neke zajednieke pojmove za sisteme 	f Ako bude 
nekih specifienosti vezanih za neki od sistema to aemo 

DEFINICIJA: Stepen formuleA, d(A): 
1.Ako je formulaA atomska formula ,onda d(A)=0. 
2. Ako formulaA ima jedan od sledeoih oblika CAD, CvD, CAD, onda d(A)=d(C)+d(D)+1. 

U narednoj definiciji govori6emo o formulama koje se pojavljuju u tipovima 
terama u drvetu nekog terma. Formula 6e biti potpuno odredena ne samo svojim oblikom, ve6 i 
svojim mestom pojavljivanja u torn drvetu. 

DEFINICIJA: Posmatramo strukturna pravila i pravila za veznike sistema g'i gu drvetu nekog 
terma f. 
(I) U svakom pravilu za veznike glavna formula je nadnaslednik onih pomanih formula tog 
pravila koja se nalazi sa iste strane u tipu sa koje i glavna formula. 
(II) U pravilu kontrakcije glavna formula je c-naslednik pomoonih formula. 
(III) U svim pravilima svako pojavljivanje bone formule u tipu koji se nalazi ispod linije je 
naslednik pojavljivanja te formule u tipu iznad te linije. 
Posebno u sistemu 4  u pravilu permutacije pojavljivanje formule permutacije u tipu terma 
pAm (f) je naslednik odgovarajuoe formule permutacije u tipu terma f. 

Primed:  
GEv 	t AA F- C g:BA H C 

[f, g]:AvBA F C, 	za svaku formulu D iz A u tipu AvB A C vat da je naslednik 
odgovarajuee formule D iz tipova AA i- C, BA 1- C. FormulaAvB je nadnaslednik formulaA i B. 
GIB f: AAHB 

r:AHAB, 	formulaAB je nadnaslednik formule B. 

Va'±i neka vrsta tranzitivnosti: 
- svojstvo naslednika, c-naslednika, nadnaslednika je tranzitivno; 
- nadnaslednik nekog naslednika pojavljivanja formuleA je i njen nadnaslednik; 
- c-naslednik nekog naslednika pojavljivanja formuleA je i njen c-naslednik. 
(IV) •r 	g: AAAH B 

g( f ):ArA HB 
Pojavljivanja formule A u tipovima teramaf i g su povezana sdenjem. 
(V) 1 AA A 



Pojavljivanje formule A sa jedne strane 	u tipu jedinice /A povezano je jedinicom sa 
pojavljivanjem formuleA sa druge strane u tom tipu. 

Sada temo definisati pojam loze neke formule koja se pojavljuje u tipu 
proizvoljnog termafic 
(VI) 	ff HA 

Neka je Bf pojavljivanje neke formule B u tipu F HA. 

Sva pojavljivanja formule B u drvetu terma f kojima je /3f naslednilc eine lozu formule Bf u 

termu f Krajnja formula loze (mole ih biti vige) je ona formula iz loze koja nije nieiji 
naslednik. Sve lcrajnje formule loze formule /3f su moguenosti formule J3f. 

Alco je lcrajnja formula loze formule Bfu termuf sa one strane H u nekoj jedinici sa koje je strane 

formula Br u tipu F H A onda loza formule /3f ima jedan stabilan kraj. Samu krajnju formulu 

zovemo stabilan kraj loze. U suprotnom taj kraj loze je nestabilan. 
Neka je Icrajnja formula loze formule Br u termuf glavna formula uvodenja (eliminacije). Neka 

je formula .8' nadnaslednik pojavljivanja formule Ako loza pojavljivanja formule B' ima 

stabilan kraj, onda jeB' 1-potformula formate /31. 

Za lozu formule fif jedna njena. grana je niz formula pojavljivanja formule B, Bf,B1,...Bk, gde je 

naslednilc 	c-naslednilc 	 i Bk je jedna od lcrajnjih formula loze (jedna od 

moguanosti formule /31). DuEna grane je broj formula u njoj. 

DEFINICIJA: Neka je h:AFA B strelica sistema 	sistema oblilca g( f ), gde su f i g 

strelice oblika HAI, g:AgAE- B i A formula seeenja. Desni rang seeenja g( f )je malcsimalna 

dulina grana loze A8, rr(A), levi rang seeenja g( f )je malcsimalna dulina grana loze Af, tr(A). 

Rang seeenja, r(A), je zbir levog i desnog ranga tog seeenja. 
Stepen seeenja je stepen njegove formule seeenja. 

2.1 ELIM1NACIJA SEtENJA U 

TEOREMA 0 ELIMINACIJI SEtENJA U gl 

Svalci term h iz f se cf-redulcuje na term istog tipa hcf ,koji nema pravilo seeenja, h kJ. 

Za dokaz navedene teoreme dovoljno Oe biti da dokalemo sledeou lemu. 

GLAVNA LEMA 0 ELIMINACIJI SEtENJA U 
Neka je dat term h:AFAHB iz e oblilca g( f ) i f:F HA, g:AAA HB i tenni f i g ne sadrle pravilo 

seeenja. Tada se term h cf-redulcuje na term h4u h 114 i term kfnema seeenja. 

Teorema o eliminaciji seeenja u je posledica ove leme. 

DO1CAZ TEOREME 0 ELIMINACIJI SEtENJA U ft 

Svald term h iz j'ima konaean broj seeenja. 
Neka je hi podterm terma h, 0(112)=h, hi=g2( fi) i tenni fi 	nemaju seeenja. 

Drughn reeima, gi( fi)je prvo seeenje u termu h. 

Glavna lema za hi: hi ) hicf, odnosno 0(hi ) )0(href). 

Dalje neka je h2 podterm terma 0(hic.f)=04h2) takav da h2=g2( f2 ) i tenni f2 i g2 nemaju 

seeenja. To je ustvari drugo seeenje u polaznom termu h. 

Glavna lema za h2: h2 )h24., odnosno Oi(h2 ) % Ogh2c1), 0(hied 0/(h2c1). 
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Ovakvim postupkom eliminigu se sva sdenja polaznog terma it, na primer neka ih ima m i 
dobijamo: 
h 0(h14) 0/ (h2,f) 	0„,,1 (h„„„j), 0„,_1 (h„,,f) je term bez seeenja i jog imamo niz 
cf-redukcija, pa 0„,.1 (h„,,f) =--- h f  i h ) kr 	 q. e. d. 

LEMA 1: Neka jef term tipa F 	iz f. Neka je cA (h) podterm terma I Pojavhivanje formule 
A u tipu terma cA (h) ne moie biti krajnja formula loze nekog pojavljivanja formule A iz drveta 
term! 
DOKAZ: 
Deo drveta termaf u kome se pojavljuje term cA (h) je sleddeg oblika: 

h:AAAA F- C 

cA (h): AAA- C u tipu terma h mora biti job formula iz loze nekog pojavljivanja 
formule A eijoj lozi pripada pojavljivanje formule A u tipu AAAi- C. 	 q. e. d. 

DEFINICIJA: Uporedivanje dvojki: 
(n i ,n2) <(m 1 ,m2) akko 1. ni<mi; ili 2. ni=mb 112<m2• 

DOKAZ GLAVNE LEME 0 ELIMINACIJI SEtENJA U 41 
F- A &AAA B 

g( f ):A.1 -  A F-- B 
Dokaz ee biti izveden indukcijom po (d(A), r(A)) uporedivanjem dvojki. 
Prvi slueai:  r(A)=2. 

1.f-s/A  i term g kao poslednje pravilo ima: 
ili slabljenje bag formule seeenjaA ill eliminaciju kojoj je glavna formula, formula 
seeenja A ili g= IA, tada 
ig( f ) 	A)> m g, i u termu g nema seeenja. 

2.g =1A  i term f kao poslednje pravilo ima: 
ili uvodenje kome je glavna formula, formula seeenja A, ill 	tada 
g( f )e 1A(f)>m2f i u termuf nema seeenja. 

3. term f kao poslednje pravilo ima uvodenje formule seeenja, 
a term g slabljenje formule seeenja: tA  (g 	g. 
g( f ) e- tA (g1)( f )> cum) tr(811) i u termuki  nema seeenja. 

4. term f kao poslednje pravilo ima uvodenje formule seeenja, 
a term g eliminaciju kod koje je formila seeenja glavna formula. 
gi f (0%, hi) >AA gt(ft )(,)F2), 

gzE KJ; ) >pvi gi(f/ ), 
1gr, gzE eft ) >pvz 
glig21( f,*) > p= -.1( f g2)), 
Formule seeenja pravila seeenja koje se nalaze sa desne strane > su potformule 
formule A pa je njihov stepen manji od d(A). Na osnovu indukcijske pretpostavke 
termi sa desne strane > se cf-redukuju na term bez seeenja k.f. Odatle i term h se 
cf-redukuje na 

Drugi slueai:  rr(A)>1, odnosno r(A)>2. 
1. Poslednje pravilo termag je ili uvodenje ili eliminaciju kojoj glavna formula nije 

formula seeenja; ill slabljenje ili kontrakcija eija glavna formula nije A . 



Tada term g ima oblik iii P(g,) iii P(g1, g2), gde je P pomenuto pravilo. 

Na osnovu cf-redukcija imamo slutajeve: 

ili P(gi)( f )> P(g 1(f 
ili jedan od sledeeih slueajeva: 

P(g 1, g2)( f )> P(gi(f ), g2), 
P(g b  g2)( f )> P(g g2( f )), 

P(g,, g2)( f )> P(g 1(f ), g2( f ))• 
Formule seeenja pravila sdenja koje se nalaze sa desne strane > je formula A, ali je 
njihov rang seeenja manji nego rang sdenja g( f ). Na osnovu indukcijske pretpostavke 
termi sa desne strane > se cf-redukuju na term bez sdenja h14. Odatle i term h se 

cf-redukuje na neki term bez sdenja hcf. 
2. Poslednje pravilo termag je kontrakcija eiji je glavna formulaA, formula sdenja: 

g AAAAF B 

F A cA (g1):MA B 

cA (gd( f ):AFA B 
Postavlja se pitanje: gta je poslednje pravilo u termug 1 ? 

Ako je g1 = cA (g2) , nastavljamo sa ispitivanjem Ata je poslednje pravilo termag 2. 

Na osnovu leme 1 u termug se loza formule sdenja A ne mo'ie zavr§iti kontrakcijom 
kojoj je glavna formula, formulaA. 
Zato postoji podtermg„,. /, termag takav da: 
g = 	 g„,.1 =P(g„,) i 	CA . 
U zavisnosti 5ta je pravilo P imamo tri slue'aja: 

2.1. Poslednje pravilo termag„,_ /  je ili uvodenje iii eliminacija kojoj glavna formula nije 
formula sdenja; iii slabljenje iii kontrakcija 6ija glavna formula nije A. 

Tada term g„,-I  ima oblik 	ili Path  h2), gde je P pomenuto pravilo. 
Na osnovu cf-redukcija imamo slueajeve: 

iii CAI-NAWM/M.4( f )> P((CA(... NAM 1))—))(1 
ili jedan od slueajeva: 

CA(... (cdP(hb h2)))4( f )> PNA(.-(cdhd)--)( f ), h2), 
ct(-(cillhh h2M-4( f )> 	CA(...(cA(h2))4(f 
CA(... NA(13(h h2)))9( f )> PNA(--(CA(hd)—)( f ), CA.• (c4(h2))—)( f )), 

Formule sdenja pravila sdenja koja se nalaze sa desne strane > je formulaA, ali je 
njihov rang sdenja manji nego rang sdenja cA (...(cA (P(g„,)))...)( f ). Na osnovu 
indukcijske pretpostavke termi sa desne strane > se cf-redukuju na term bez sdenja 

Odatle i term h se cf-redukuje na neki term bez seeenja kJ, 

2.2. Poslednje pravilo terma 	je eliminacija 6ija je glavna formula jedna od formula 
iz loze formule sdenjaA. Neka je na primerA a DAC, onda to izgleda ovako: 

B 

B 

fir HA cA(...(cA(S{)).-.):AAA F B 

cA (...(cA 0)4(f ):Ar A i- B 
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tada 	 gm:ADCA...AAF B 

IF HA cA(... (cA(g))...)thADCA B 

(cA(g))...)(f ):ADCIFA B 

ff 1-A (cA(..(cAW)...)(f  )) 4:ADACTA 1- B 

(cA(...(rAW)...)( f 	):AFFA B 

cr( (cA (...(cA (a.4( f )) 1 ( f )):ern  B 

	

cA(...(CA 0).4( f ) 	Cr( (CA (.. (CA W)•••)( f 	))• 

Seeenje CA (... (cA (g))...)( f ) je manjeg ranga od seeenja cA (...(cA  (g1))...)(f ), pa na 
osnovu indukcijske pretpostavke taj term se cf-redukuje na term 1 t hy. koji nema 
seeenja i koji je tipa ADCFA 1- B. 
Seeenje (h 14) 4 ( f ) ima desni rang jednak jedan, a levi isti kao i polazno seeenje, pa 
na osnovu indukcijske pretpostavke taj term se cf-redukuje na term h24  koji nema 
seeenja. 
Znaei, g( f) 	 cr( (cA (...(cA (g))...)( f )) 1 ( f )) c r((h ici)f( f )) c r(h24) 
i term cr(hm) nema seeenja. 

Na_pomena: medu jednakostima * koriste se jednakosti permutacije seeenja sa 
kontrakcijom, E(R)permCut i CT jednakost: cA  (gf) = (cA (g)) 4  . Navedena CT 
jednakost se mole izvesti iz drugih jednakosti sistema ccr lema, poglavlje I, 5). 
Vazno je istaei da nam za to nisu potrebne E(L)perrn. Cut jednakosti. 
Analogan je slueaj i kada je formula seeenja oblika DvC ili DEC. 

2.3. Poslednje pravilo termag„" je slabljenje, eija je glavna formula jedna od formula iz 
loze formule seeenjaA. 
Tadag= cA (...(cA (tA (g„)))...) i na osnovu CTO: g cA (...(cA (g„))...) gde sa desne 
strane imamo jednu kontrakciju manje nego u termu g. 
Seeenje cA (...(cA (g„))...)( f ) je manjeg ranga od seeenja g( f ), pa na osnovu 
indukcijske pretpostavke c4 (...(cA  (g„))...)( f ))124. i term kf  nema sedenja. 

Treat slueaj: Ir(A)>1, odnosno r(A)>2. 
Poslednje pravilo termaf je ili eliminacija ili slabljenje ili kontrakcija. 
Tada term f ima oblik iii P(f/), ili P(fi, f2), gde je P pomenuto poslednje pravilo. 
Na osnovu cf-redukcija imamo slueajeve: 
ili g (P(n)) > P(g ( fi )) 
ili jedan od slueajeva: 

g(P(6, f2)) > P(g( 	g( f2)) 
g(P(6, f2)) > P( g( fa, f2), 
g(P(fl, f2)) > 	g( f2)) 

Formule seeenja pravila koja se nalaze sa desne strane > je formula A, ali je njihov 
rang seeenja manji nego rang seeenja P(gi)( f ). Na osnovu indukcijske pretpostavke 
termi sa desne strane >se cf-redukuju na term bez seeenja h, .1 . Odatle i term h se 
cf-redulcuje na neki term bez seeenja hcf. 



Na ovaj naein je dokazana glavna lema. 	 q. e. d. 

KOMENTAR: Nag. dokaz glavne leme (a time i teoreme) o eliminaciji seeenja je shean 
Gencenovom dokazu leme (i teoreme) o eliminaciji mdanja. Melt smo u dolcazu da u 
koracima redukcije, pri redukovanju nelcog terma dolazi do permutovanja pravila. Cilj tih 
permutacija je da seeenje pennutujemo sa nekim drugim pravilom i na taj naein dobijemo term 
u kome je rang seeenja manji. Ali nismo u svim sluenjevima problem rdavali "penjanjem" 
santo seeenja. U slulaju 2.2 se seeenjem smo morali da "penjemo" jo,f nelce kontrakcije. Taj 
"paket kontrakcija i seeenja"- da ga talco nazovemo, je ustvari =Nina pravila mdanja, koje je 

definisao Gencen. 
Razlike izmedu Gencenovog pravila mdanje i postupka u nakm dolcazu su 

sledeee: prvo, u Gencenovom pravilu mdanje, lcontrakcijama se u jednu formulu spoje sve 
formule A lcoje se pojavljuju u AAA; drugo, Gencen u svom sistemu sekvenata ima pravilo 
pennutacije i nizove formula (a ne multiskupove) u tipu terma, pa da bi mogle da se izvde 
pomenute kontrakcije i seeenje potrebne su i neke pennutacije. 

Primetimo da je u ovom dokazu, koji smo naveli, postojala izvesna sloboda. U 
slaaju kada rr (A)>1, 1r (A)>1 bilo je dozvoljeno da biramo koji eemo rang smanjiti. 

Glavnu lemu je moguee dokazati ako se postroli naein smanjivanja ranga seeenja. 
Na taj mein oe se smanjti broj jednakosti koji nam je potreban da bi postojao cf-redukcijski 

prelaz od h do lict 
Jedan dokaz, koji oemo zvati desno penjanje, je strategija da dok god je desni 

rang seeenja yea od jedan koristimo jednakosti medu termima koje smanjuju desni rang, time i 
ceo rang, i omoguaavaju primenu indukcijske pretpostavke. Tek kada rr (A)=1 onda u zavisnosti 
da je 1r(A)>1 1r(A)=1 smanjujemo levi rang ili d(A). Jednakosti koje su nam potrebne da 
dokalemo glavnu lemu desnim penjanjem zva6emo R -jednakosti. 

Druga strategija je levo penjanje, i ona se sprovodi tako da dok god je rr(A)>1 i 
KAN smanjujemo levi rang i primenjujemo indukcijsku pretpostavku. Kada 1r(A)=1 onda u 
zavisnosti od desnog ranga smanjujemo rang ili stepen formule seeenja. Jednakosti koje su nam 
potrebne za ovu strategiju zvakemo L-jednakosti. 

da R-jednakosti, L-jednakosti pripadaju EllinCut jednakostima. 
Prolazeei lcroz sve mogute sligajeve, shell° kao u navedenom dokazu glavne 

leme dobijamo; 
R-jednalcosti ={Max.Red, CTMax.Red, P jednakosti, MI, M2, E(R)pertn.Cut,I(R)perm.Cut, 

CT-CUT), 
L-jednakosti ={Max.Red, p jednakosti, CT-CUT, MI, M2, E(R)perm.Cut-I, l(R)perm.Cut-E, 

E(L)perm.Cut} . 

Drugi dokaz glavne leme bio bi dokaz strategijom desno penjanje, teal. dokaz 
strategijom levo penjanje. 

DEFINICIJA: Neka suf, g tenni iz i! 

f g aldco f )p.g i* jedna od R-jednakosti. 

f >11, g aldco f >1. g i* jedna od L-jednakosti. 
Termf se Rcf-redukuje na term g akko postoji prirodan broj m i hb...,h„, termi iz ftakvi da 

f rt- h 1%1R•-• )1R hmeg. Oznaka:  f )Rg. 

Term f se Lcf-redukuje na term g aldco postoji prirodan broj m i hb...,h„, termi iz ftakvi da 

f 	%it hms g- Onlalca:  f)L, g. 
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TEOREMA 0 R-ELIMINACIJI SEtENJA U 
Svaki term h iz fse Rcf-redukuje na term h cf  iz j'koji je istog tipa i nema pravila seoenja. 

TEOREMA 0 L-ELIMINACIJI SEtENJA U 4i 
Svaki term h iz j'se Lcf-redukuje na term htf  iz flu* je istog tipa i nema pravila see'enja. 
DOKAZI: 
Ove dve teoreme slede na osnovu dokaza glavne leme koje smo nazvali desno penjanje, odnosno 
levo penjanje. 

2.2 ELIMINACIJA SEtENJA U o 

TEOREMA 0 ELIMINACIJI SEtENJA U 

Svaki term h iz f se Ociredukuje na term hGef iz j , he h&j, koji je istog tipa i nema pravila 
seeenja. 

Potpuno isto kao u j'za dokaz navedene teoreme dovoljno oe biti da dokaiemo sledetu 
lemu. 

GLAVNA LEMA 0 ELIMINACIJI SEtENJA U g 
Neka je dat term h:FAHB iz 4 oblika g( f )i 	1- A, g:AA F- C i termi f i g ne sadrie pravilo 
seeenja. Tada se term h Gcf-redulcuje na term hw u h hGef , , koji nema seeenja. 

DEFINICIJA: Neka jef term sistema j Definisaaemo du'iinu termaf, l(f), induktivno po 
slo2enosti terma. 
Akof=/A  onda 10=0. 
Ako f=P(h), gde je P neko pravilo, onda l(f)=-1(h)+1. 
Ako f=P(h, g), gde je P neko pravilo, onda l(f)=1(h)+1(g)+1. 

DEFINICIJA: Neka je term h:AFAF-B sistema 4 oblika g(f ) 	g:AA 1- B. Mera 
seeenj a g( f ), m(g( f )), je du2ina terma g umanjena za broj pravila oblika p", cA  koji se 
pojavljuju u njemu, gde jeA formula koja pripada lozi formule seeenja g( f ) i D proizvoljna 
formula. 

DEFINICIJA: Uporedivanje trojki: 
(n i ,n2 , n3 ) <(m i ,m2, m3) akko 1. n i <m i ; ili 2. n i =m i , n2<m2; ili 3. n i =mi , n2=m2  , n3<m3 . 

LEMA 1: Neka je f term tipa F B u (1. Neka su cA (h) i p"(g) podtermi terma f. Tada 
pojavljivanje formule A u tipu terma cA (h) iii p"(g) ne mo2e biti krajnja formula loze nekog 
pojavljivanja formule A iz drveta termaf. 
DOKAZ: 
Deo drveta termaf u kome se pojavljuje term cA (h) je sledeoeg oblika: 

h:FAAA F- C 

cA (h):F AAE- C i u tipu terma h mora biti jog formula iz loze formuleA. 
Na potpuno isti naein se dokazuje i sluff aj podterma pDA(g). 	 q. e. d. 

LEMA 2: Neka jef term iz j Term f se mo2e Gcf-redukovati na term h iz 4  tako da term h ne 
sadrii parove permutacija oblika p Bp c pcs gde je formula permutacije C (dnosno B ) jedne od 
permutacija naslednik formule C (B) druge permutacije. 



DOKAZ: 
Posledica jednakosti iz #kao §to smo naveli na kraju poglavlja I, 7 je da permutacija mote da 

zameni mesta sa nekim drugim pravilom u termu. Na taj mein se permutacije PAc i pcB  dovedu 

u termu jedna do druge i onda se primeni jednakost GPP1 	 q. e. d. 

DOKAZ GLAVNE LEME 0 ELIMINACIJI SECENJA U A 
g:A A C 

g( f):rAI- C 
Dokaz 6e biti izveden indukcijom po (d(A), 1r(A), m(g(f ))) uporedivanjem trojki. 

Na osnovu leme 2 molemo da pretpostavimo da je term g ve6 Gcf-redukovan i da nema parova 
permutacija koji se pominju u lemi 3. 

Prvi slueai:  m(g( f ))=0. 
Ondag=1A i na osnovu GM1 iGM2 traleni term bez seeenja je term f. 

Drugi slueat  m(g(f ))=1. 
Onda (i) formulaA je glavna formula poslednjeg pravila termag, g ima jedan od oblika: 

/Bp , ako A =BAD; 1 Cp, ako A E /3 AD; 1 B [1 G.] , ako A E- BD; t A (1D)• 

(ii) poslednje pravilo termag je uvodenje i term g ima jedan od sledeeih oblika: 

K/A ,e1A, (14, 14). 
U slueaju (i) ako 1r(A)>1 onda permutujemo seeenje i poslednje pravilo terms f. Na taj 
naoin dobijamo seeenje eija formula ima isti stepen kao i formula polaznog seeenja, ali 
ima manji levi rang i na to seeenje mole se primeniti indukcijska pretpostavka (i. p.). 
Ako je 1r(A)=1 onda term g( f ) pG-redukcijama redukujemo na term u kome seeenja 
imaju formulu manjeg stepena i jedan term je jedinica pa primenimo GM1 i GM2 i 

dobijamo term bez seeenja. 
U slueaju (ii) permutujemo seeenje i poslednje pravilo termag, primenimo GM1 i GM2 

i dobijamo term bez seeenja. 

Treei sldai:  m(g(f )) >1. 
Poslednje pravilo termag mole biti: 
(i) pravilo uvodenja; 
(ii) permutacija eija formula permutacije nije formula seeenjaA; 
(iii) kontrakcija eija je glavna formula bai formula seeenjaA; 
(iv) permutacija oblika pDA , g = D,A(h), za h:DAA' F C, DA' -a.- A; 

(v) slabljenje kome je formula seeenjaA glavna formula; 
(vi) eliminacija kojoj je formula seeenja A glavna formula 

Slueajevi (i) i (ii). 
U ovim slueajevima seeenje permutujemo sa poslednjim pravilom terms g. Seeenje u 

dobijenom novom termu ima isti stepen kao i g( f ), ima isti levi rang kao g( f ) ali ima 

manju meru. Zato na njega molemo primeniti i. p.. 
Neka je na primer g=h*, h:BAA H D, C = BD. 

Onda f )>, (Pr/3(13*AM i))) *. Seeenje pm (h)( f ) ima za jedan manju meru od 

polaznog seeenja h*( f ) pa na osnovu i. p. term pm (h)( f ) se Gcf-redukuje na term bez 

seeenja 
Znaei S(f) (Prdhicf)) *  i term (pr,B(hicf))* nema seeenja. 



Slucaj (iii). 
Term g je oblika C (gl), za g1:AAA F-  C. 

Ispitujemo eta je paslednje pravilo terma g1 . Ako je to CA  ili pDA nastavljamo sa 
ispitivanjem. Loza formule se6enja, na osnovu leme 1 ne moie se zavrsiti jednim od tih 
pravila pa ce se u termu g pojaviti podterm h za koji: 
g=PC(h) gde je PC niz pravila oblika CA, PDA, h: A 3AA 2...AA t- C, 

i h=P1(h1) iii h=f1 (h,, h2), P1x c4 PD,A• 

Pravilo PI  moie biti: 
1.Uvodenje. 
2.Permutacija eija formula permutacije nije iz loze formule seeenjaA. 
3.Slabljenje oija glavna formula E nije iz laze formule seeenja. 

U ovim slucajevima postupamo isto kao u (i) i (ii), odnosno sa poslednjim pravilom 
terma h permutujemo niz PC (u 3. izmenjen izostavljanjem permutacija oblika PEA ) sa 
secenjem. 

4. Eliminacija cija glavna formula E nije iz loze formule se&nja. 
Neka je na primer, E = Dt.F. Tada h =h,,, iii h =h1F, . U nizu PC svaku permutaciju 
oblika PEA zamenjujemo permutacijom PD,A ili pF,A i dobijamo niz PC'. 
Onda g( f) >,  PE r((PrD(PC'(hl)( f )))F). Na se6enje PC'(hl)(f) moie se primeniti i. 
p. jer ima menu manju od se6enjag(f ). 
Potpuno into se postupa za sva druga pravila eliminacije. 

5. Kontrakcija 6ija glavna formula E nije iz loze formule seoenja. 
Neka je h l  EEAAA r..AA t- C i EA'=A 1 . U nizu PC gde god se nalazi permutacija 

PEA dodajemo job jednu pEA  i na taj naein dobijamo niz PC'. 
Onda g(f) , PE,r(CE(Pr,EE(PC'(hl)(f  )))). Na secenje PC'(hl)(f) moie se primeniti 
i. p. jer ima meta manju od sec~enjag(f ). 

6. Slabljenje lija je glavna formula iz laze formule se6enjaA. 
U nizu PC se izostavi jedna kontrakcija i to je niz PC'. 
Ondag(f) PC'(hl)(f ). Na secenje PC'(h1)(f) moie se primeniti i. p. jer ima menu 
manju od seLenjag(f ). 

7. Eliminacija Cija je glavna formula A iz laze formule se6enja 
Neka je na primerA = BVD, onda h=[h 1, h2], h1:BA z  ..AA F C, h 2  DA 2 ..AA„ i- C. 
Ti niza PC izostavimo jednu kantrakciju i onda pravimo dva niza: 
PCr  tako to pre svake kontrakcije dadamo dye permutacije PB,A , PB,A; 
PCr  tako to pre svake kontrakcije dodamo dye permutacije PD,A , PD,A• 
Ondag( f) cr([Pr,11(PC1(hl)(f )) Pr, D(PC2(hz(f))](f )). Na se6enja PC1 (h 1)(f ) 
PC2(h 2)(f) moie se primeniti i. p. jer imaju menu manju ad seeenjag(f ): 
PC1 (h 1)(f) 	i term fl nema seLenja. 
PC2 (h 1)(f) e fz  i term fz  nema se6enja. 
Zna6ig(f) cr([Pr,B(fl) Pr,D(f2)](f ))• 
Ako lr(A) > 1: permutujemo poslednje pravila terms f sa se6enjem i dobijamo term u 
kome secenje ima isti stepen kao g(f ), all manji levi rang pa mozema primeniti i. p.. 
Ako lr(A) = 1: term f je oblika J3  ill K, f3  pa imamo 

g(f) % cr(Pr,B(fi)(f3 )) ili g(f) p cr(Pr,D(fz)(f3 )) i ova se6enja imaju stepen manji 
nego secenje g(f ). 
Potpuno isto Sc postupa za sva druga pravila eliminacije. 



Slutij (iv), 
Term g je oblika pagd, za giDAA i - C. 

Ispitujemo gta je poslednje pravilo termagi. Alco je to pFA nastavljamo sa ispitivanjem. 
Loza formule seeenja, na osnovu leme 1 ne mole se zavrgiti jednim talcvim pravilom pa 
oe se u termug pojaviti podterm h za koji: 

g=P(h) gde je P niz pravila oblika pEA hallAA2 C, 
i h=131(k) h=131(h h2), 13)* 	za neku formulu E. 

Pravilo Pi mole biti: 
1. Uvodenje. 
2. Permutacija eija formula permutacije nije iz loze formule seeenjaA. 
3. Slabljenje eija glavna formula E nije iz loze formule seeenja. 

4. Eliminacija eija glavna formula E nije iz loze formule seoenja. 

5. Kontrakcija eija glavrta formula E nije iz loze formule seeenja. 
Postupalc redulccije je isti kao u 1, 2, 3, 4, 5 u slueaju (iii) samo gto u ovom slueaju niz 
pravila P ima ulogu niza PC iz (iii). 

Slueaj (v). 
Term g je oblilca tA(h), za h:A 1- C. 

Ondag( f ) 	(g) i term tr (g) nema seeenja. 

Slueaj (vi). 
U zavisnosti od glavnog veznika formuleA term g itna jedan od oblilca: 

hp, hp., alco A m BAD; [hi, h21 ako A a BvD; hi[h21, ako A a 

Ako 1r(A) > 1: permutujemo poslednje pravilo terma f sa seeenjem i dobijamo term u 
kome seeenje ima isti stepen kao g(f ), ali manji levi rang pa molemo primeniti p.. 

Ako 1r(A) = 1: term f je oblika redom (f3, ff ili ,ef3; f3* . 

Na osnovu 13G-redukcija, na printer za A m BvD: 

g(f )>,-- cr(pr,B(hd(f3)) 	g(f 	cr(pr,D(h2)(f3)) i ova 

nego seeenje g( f ). 
Potpuno isto se postupa za A -a BAD i A 

Istaknimo da u navedenom dokazu teoreme o eliminaciji seeenja u nisu 
korigoene GE(L)perrnCut redukcije. Ta 6injenica nam je vent jer smo polcazali (poglavlje II, 
3) da takve redukcije u fla to vali i u #) nemaju odgovarajuee redukcije u 

Redukcije koje postoje u daju nam moguanost da u gore navedenom dokazu u 
svakom od slueajeva (i)-(vi), kada je m( g( f ))>1 proveravamo levi rang seeenja, i ako je to 
moguee (ako je 1r(A)>1) permutujemo seeenje sa poslednjim pravilom termaf. Takva strategija 
bi onda zahtevala GE(L)permCut redukcije. Alco bismo tako dokazivali teoremu o eliminaciji 
seeenja u imogli bismo re6i da se redulccije u f"ne slalu" sa redukcijama u AP. 

2.3 NEVAiNA SEeENJA U SISTEMIMA # I #1 

U ovom delu tem° sva seoenja koja se pojavljuju u nekom termu iz sistema fr 
podeliti na dve vrste: valna i nevalna seeenja. 

Ovalcvu podelu uslovljava nag zahtev da ustanovimo koja to seoenja smeju postojati u nekom 
termuf sistema taloa da je njegova slika n(f) u sistemu AFG-normalan term. Ta seeenja 6emo 

seetenja imaju stepen manji 

q. e. d. 



zvati nevaina. Prisustvo u termuf sistema seeenja koja nisu nevalna davaCe nam maksimalan 
segment u termu Ito sistema 

KOMENTAR: Ako prirodnodedukcijski gledamo pravilo seoenja ono pretstavlja spajanje dva 
izvoda i ne stvara probleme kad god ne spoji izvode takve da jell jednom uveden neki veznik, a 
u drugom koji se nastavlja na njega postoji eliminacija tog veznika. 

Definictja koja sledi, definicija proSlosti fonnula sedenja u seeenju g( f 	B 
za fii- A i g AA B daje grub() reeno moguOnost provere da li je formula A iz tipa F 1- A 
povezana sa nekim uvodenjem formule A u termu f i da li je formula A iz tipa AA B 
povezana sa nekom eliminacijom formule A u termu g. Ako je to sheaf onda je seeenje g( f ) 
vaino, odnosno prirodnodedukcijski gledano to seeenje pravi maksimalan segment 

Naredne definicije dgemo za terme sistema f, ali mogu da budu i definicije u 
sistemu g 

DEFINICIJA: Neka je dato seeenje 
tri- A g:AA'AF- B 

g( f ): AF AF- B, 
Za svaki stabilan kraj loze formuleA f  definigemo proglost formule Af 
Neka jeJl end  jedan stabilan kraj loze formuleA". Tada posmatramo niz formulaA f,Fb ...Fk  takav 
da: 
I. Fi je pojavljivanje formuleA koje je povezano jedinicom sa krajnjom formulom loze, 

formulom dem . 
2. F, nije (i) potformula neke formule iz F i Fi er; 

(ii) u nekom tipu sa desne strane 
Onda, ako 
2.1. F, nije povezana seeenjem sa nekom formulom, tada je 

naslednik formule 	nadnaslednik fm-mule 	c-naslednik formule F,. 
2.2. F, povezana seeenjem sa nekom formulom F 

formula F' ima vige krajnjih formula loze, pa imamo vise moguanosti Fri 	Fi  je 
evor niza sa m moguenosti. Neka je F" jedna krajnja formula loze i onda ako: 
2.2.1. formula F'" je stabilan kraj, tada 
F,+/  je pojavljivanje formule F' koje je povezano jedinicom sa krajnjom formulom to 
loze. 
2.2.2. formula F" nije stabilan kraj: 
(1) postoji 1-potformula, F" , formule F' takva da je A potformula od F", tada F;4. 1  
je pojavljivanje formule F" koje je povezano jedinicom sa krajnjom formulom loze 
1-potformule F". 
(2) ne postoji 1-potformula formule F' kojoj je A potformula, tada 
F;+/=F'. 

3. Fk  ili potformula neke formule iz F ili Fk EF ili formula u nekom tipu sa desne strane F. 

Niz formula A, 	je moguea proglost formuleAf, a formula Fk je kraj proflosti formule 
Af 

Neka jeA"d  jedan stabilan kraj loze formule Ax. Tada posmatramo niz formula Ag, 	takav 
da: 



1. F1  je pojavljivanje formule A koje je povezano jedinicom sa krajnjom formulom loze, 

formulomfd. 
2. Fi  nije (i) potformula formule B i B *Fi; 

(ii) u nekom tipu sa leve strane F; 
(iii)pomoona formula pravila eliminacije koja nema nadnaslednika. 

Onda, ako 
2.1. F;  nije povezana seeenjem sa nekom formulom, tada je 

FR. 1 : iii naslednik formule F;  iii nadnaslednik formule 
2.2. F;  povezana se6enjem sa nekom formulom F' 

formula F' ima vile krajnjih formula loze, pa imamo vile moguenosti 	F;  je 

evor niza sa m moguenosti. Neka je F" jedna krajnja formula loze i onda ako: 

2.2.1. F" je stabilan kraj, tada 
pojavljivanje formule F' koje je povezano jedinicom sa F". 

2.2.2. F' nije stabilan kraj: 
(1)postoji 1-potformula, F", formula F' talcva da je A potformula od F", tada 
je pojavljivanje formule F" koje je povezano jedinicom sa krajnjom formulom loze 
1-potformule F". 
(2)ne postoji 1-potformula formule F' kojoj je A potformula, tada 

F1+1=F'. 
3. Fk  ili potformula formule B ili FkEB ili formula u nekom tipu sa leve strane F ili pomoOna 
formula pravila eliminacije koja nema nadnaslednika. 
Niz formulaAg, 	je moguett proglost formula Ag, a formula Fk  je kraj proglosti formule 

Ag. 

g( f )..AFA B, 
To saenje je tipa 
R- ako 1. formula Af ima logu proglost i 

2. formulaAg  ima dobru proglost; 
L- ako 1. formulaAf  ima dobru proglost i 

2. formula Ag ima logu proglost; 
RL- ako formuleilf  iAg imaju dobru proglost. 

DEFINICIJA: Neka je g( f ) term tipa FA F B zafr 	g..eAgn i-B iz sistema tennif i g 

u sebi ne sadrie se6enje. Tada je seoenje g( f) nevaino akko svi krajevi u lozi formule Ag su 

stabilni ill svi krajevi u lozi formuleAf  su stabilni. 

DEFINICIJA: Neka je g(f) term tipa FA HB zatl-  HA, g.- .6Ag  A H B iz sistema i'i termif i g 

u sebi sadde samo nevilna seeenja. Tada je seeenje g( f ) 
HAf  g.-aAgA B 

g( f ): AI' AI-B, 

Skup svih mogueih proglosti formuleAg  (A1 ) je proglost formuleAg  (A1 ). 

Formula A K  (A f  ) ima dobru proglost akko nijedan kraj njenih mogueih proglosti nije sa leve 
(desne) strane u nekom tipu i formulaA g(Af  ) nema nestabilnih krajeva loze. U suprotnom, A x  

(Af  ) ima lolu proglost 

DEFINICIJA: Neka je dato saenje 
fir' FAf g:AAg A I- B 
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nevaino ako formula Af ima dobru proglost formulade ima dobru proglost. 
Ostala seeenja tem° zvati vaina. 

DEFINICIJA: 
IElimCut jednakosti =({ElimCut jednakosti} u (M3, M4))\{M1, M2). 
IR-jednakosti —(R-jednakosti u (M3, M41)\(M1, M2). 
IL-jednakosti =(L-jednakosti u(M3, M41)\(M1, M2). 

DEFINICIJA: Neka su f, g termi iz sistema c! 
f 	akko f >1. g i* jedna od IElimCut jednakosti; 
f IIR g akko f g i * jedna od IR-jednakosti; 
f:117, g akko f g i* jedna od IL-jednakosti. 
Term f se icf-redukuje na term g aklco postoji prirodan broj m i 	termi iz 	takvi da 
f hi? 	//11171 g. Oznaka:  f 
Term f se Ricf-redukuje na term g aldco postoji prirodan broj m i 	termi iz takvi da 
f h%11R.- 	g. Oznaka:  f 	g. 
Term f se Licf-redukuje na term g aldco postoji prirodan broj m i 	termi iz rakvi da 
f hi 	• 	g. Oznaka:  f 

Sham kao lema 1 ( iz 2.1) dokazuje se sledeoa lema. 

LEMA 2: Neka jef term tipa F B iz 
(I) Neka je cA(h) podterm terma f. Pojavljivanje formula A u tipu terma cA(h ) ne mole biti 
lcrajnja formula loze nekog pojavljivanja formule A iz drveta termaf. 
(II) Neka je g( h ) podterm terma f. Pojavljivanje formule A u tipu terma g( h ) ne mole biti 
krajnja formula loze nekog pojavljivanja formule A iz drveta termaf ako formula seeenja g( h ) 
pripada pronosti te formule A. 

GLAVNA LEMA 0 ELIMINACIJI VAZNIH SEtENJA U it: 
Neka je dat term h. AFA B iz oblika g( f ) za fr 1- A, g:AAA B i g( f ) valno seeenje, a 
termi f i g sadrle samo nevalna seeenja. Tada se term h icf-redukuje na term kJ koji ima samo 
nevalna seeenja. Svaka formula, koja ne pripada pro§losti formule seeenja A, ima istu pralost u 
teimu h i u termu kJ. 
DO1CAZ: 

fr 	g:AAA B 

g( f ):AFA B, 
Lemu oemo dokazati indukcijom po (d(A), r(A)) uporedivanjem dvojki. 
Dokaz ae biti slioan dokazu glavne leme o eliminaciji seeenja u c! 
Postojaoe sluaajevi u oba dokaza kod kojih se na isti naein primenjuju redukcije da bi se dobio 
term sa seeenjem, aiji su parametri manji od parametara (d(A), r(A)) posmatranog seaenja i za 
koje onda vali indukcijska pretpostavka. 
Takve sluaajeve neaemo ovde ponovo navoditi, vet tem° se pozvati na dokaz glavne lame o 
eliminaciji seaenja u ff 
Prvi sluak: r(A)=2. 

Postupa se analogno kao u prvom slueaju dokaza glavne leme o eliminaciji seeenja u if 

Drugi sluoai: rr(A)>1, odnosno r(A)>2. 



1.Poslednje pravilo termag je ili uvodenje iii eliminacija iii slabljenje iii kontrakcija eija 
glavna formula nije A. 
Postupa se analogno kao u drugom slueaju taela 1. dokaza glavne 1 eme o eliminaciji 
seeenja u if 

2. Poslednje pravilo termag je kontrakcija ciji je glavna formulaA, formula seeenja: 
g 1: AAA A H B 

•I" t-- A c A (g 1): AAAF B 

cA (g1)( f ):ArA F B 
Postavlja se pitanje: §ta je poslednje pravilo u termu 
Ako je g1 = cA (g2) ili 

g g3(g2 ) nevaino setenje, za g2:AIAAAfr C, g 3:A2CA2 FB sa svojstvom 
(i): formula C pripada proglosti formule seeenjag(f ), 

onda nastavljamo sa ispitivanjem §ta je poslednje pravilo termag 2. 
Na osnovu leme 1 u termug se loza formule seeenja A ne mole zavrgiti kontralccijom 
kojoj je glavna formula, formulaA niti nevalnirn sdenjem sa svojstvom (i). 
Zato postoji podtermg„,. 1, termag takav da: 
g,,,. 1 =P(g„,) i .11* cA i P nije neva:tr.  seeenje sa svojstvom (i). 
g=CC(g„,.2), gde je CC niz kontrakcija cA  i nevaznih seeenja sa svojstvom (i) 
U zavisnosti gta je pravilo P imamo cetiri sldaja: 

2.1. Poslednje pravilo terma g„,_1  je ili eliminacija kojoj glavna formula nije formula 
seOenja iii slabljenje iii kontrakcija 6ija glavna formula nijeA. 
Postupa se analogno kao u drugom sluoaju tdka 2.1 dokaza glavne leme o eliminaciji 
seeenja u if 

2.2. Poslednje pravilo terma g„,.1  je eliminacija 6ija je glavna formula jedna od formula iz 
loze formule seeenja A. Neka je na primer A DAC, onda sliono kao u drugom 
sldaju tdka 2.2 dokaza glavne leme o eliminaciji seeenja u f! 

Imamo CC(gf)( f) >.. cr((CC (g)( f )) f ( f )), CC' ima jednu kontrakciju manje od CC. 

Seeenje CC (g)( f ) je manjeg ranga od sdenja CC(gf)( f ), pa na osnovu indukcijske 
pretpostavke taj term se icf-redukuje na term hw koji ima samo neva:Tina seeenja i koji 

je tipa ADCFA 
Sdenje (hie, ( f ) ima desni rang jednak jedan, a levi isti kao i polazno sdenje, pa na 
osnovu indukcijske pretpostavke taj erm se icf-redukuje na term h24. koji ima samo 

neval*r.  sdenja. 
Zndi, g(f ) ). c r((CC(g)( f )) f ( f )) )c r((h icf) 4(f )) ) cr(h24) 

i term cr(h2,f) ima samo nevatna sdenja. 
2.3. Poslednje pravilo termag„,_i je uvodenje, na primer g„,= th1, h2 }. 

g=cA.. (g3)( cA (....g;  kcA ..( fh b 	gde 	ozndava moguti niz kontrakcija. 

Sdenje sa podvdenim zagradama u termug je nevatno i po§to postoji uvodenje cija 
je glavna formula formula sdenja to seeenje je tipa R. Onda 

g i cA ...(g3)( 	(...gd)LeAl fh b  h2 })), odnosno 
g( f ) )c r(cA ..(g3)( 	f )LcA ...( {h h 2})(f ))), seeenja cA. (g3)( 	f ) i 

cA.. ((h 1, h2})( f ) su manjeg ranga od polaznog, na osnovu indukcijske pretpostavke 

cA...(83)( CA...6-0V) > hicf, 	h21)( f )% h2 cf i h ,h24 bez vaznih se6enja. 
Formula seeenja sa podvdenim zagradama ne pripada proglosti formule vathog 
sdenju cA... (g3)( 	f ) pa njena proglost ostaje ista i u h 1cf , odnosno sdenje 



hhf  (h2,f)je tipa R. i nevaino. 
Znaei: g( f ))h 14( h2d). 
Potpuno analogno se dokazuje za ostala pravila uvodenja. 
2.4. Poslednje pravilo termag," je nevaino seeenje h1 ( h2) oija formula se6enja ne 

pripada pralosti formule seeenjag( f). 
g=cA... (g3)( CA... (•••gi(cA... (h h2 )))...)), gde cA  ozna6ava mogu6i niz kontrakcija 
Seeenje sa podvdenim zagradama u temug je nevaino. Onda 
g CA...  (g3)( 	 odnosno 
g(f)cr(cA...(g3)( CA... (..hd)(f 	(h2)( f )1.), sae* 	(g3)( Ck (.-N)(f 
CA...  ( h2)( f) su manje ranga od polaznog pa na osnovu indukcijske pretpostavke 
cA.  (g3)( 	f) 	CA... ( h2)( f ))h 2ef  i hicf ,h2ti bez vainih sdenja. 
Formula sdenja sa podvdenim zagradama u (g3)( f ) ne pripada 
pronosti formule vainog sdenja pa njena pralost ostaje ista i u hh  , odnosno 
seeenje h1,1 (h2d)je nevaino. 

zna6: g( f ) k g. ( h24 ). 
3. Poslednje pravilo terma g je nevalno seeenje g2(g1) d ija formula seeenja pripada 

proglosti formule seeenja g( f ). 

g1: A IAA It C g2: A2CA 2F-B 

•FHA 	g2(g1 ):AAAF-B 

g2(g1)( f ):AFAt-B 
3.1. Seeenjeg2( gi ) je tipa R. 

Onda g2( gi)( f)>>M3 g2( g f )), na osnovu indukcijske pretpostavke g I ( f) 
h„f  ima samo nevaat' seeenja i g2( h i,f ) nevekno seeenje. 

3.2. Se6enjeg2( g je tipa L. 
Postavlja se pitanje: gta je poslednje pravilo u termug l? 
Ako je g1 = cA (83) iii 

g1= g4( g3 ) nevaino seeenje, za g3: AIAAA I F- C, g4:A 2CA 2 H B sa svojstvom 
(i): formula C pripada proglosti formule seeenja g(f ), 

onda nastavljamo sa ispitivanjem gta je poslednje pravilo terma g3. 
Na osnovu lemel u termug se loza formule seeenja A ne mo2e zavrgiti kontrakcijom 
kojoj je glavna formula, formulaA niti nevahlim seeenjem sa svojstvom (i). 
U okviru ovog slueaja postojaae podslueajevi 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4 analogno 
podslueajevima 2.1, 2.2, 2.3, 2.4 slueaja 2. 

4. Poslednje pravilo terma g je nevalno seeenje g2( g eija formula seeenja ne pripada 
proglosti formule seeenja g( f ). 

g 6,1A. 	C g2:42CA 2EB 

fl" 1- A 	82(g1 ).-AAAFB 

g2(g1 )( f ): AFA F B 
Onda g2(g1 )( f )) A43  g2( gl( f )), na osnovu indukcijske pretpostavke g1( f) ) h kf , 
hl f ima samo nevalna seeenja i g2( h ien je nevaino seeenje. 
Analogno je kada formula sedenja pripada tipu terma g2  , samo se onda umesto 
jednakosti M3 koristi M4. 

Treei slueaj: 1r(A)>1, odnosno r(A)>2. 



1.Poslednje pravilo termafje eliminacija slabljenje kontrakcija. 
Postupa se analogno kao u t reeem slueaju dokaza glavne 1 eme o eliminaciji 

seeenja u j! 
2. Poslednje pravilo termafje nev 	seeenjef2(h)eija formula seeenja ne pripada 

proglosti formule seoenjag(f ). 

fir fr-C fiCE2HA 

f2(h):CHA g:AAAFB 

g( f2( )):ArAF-B 
Onda g( f2( f )) 	g( f2)(h) na osnovu indukcijske pretpostavke g( f2 ) 

hkf ima samo nevafra seeenja i hicf ( ) nevak'z' seeenje. 

3. Poslednje pravilo termafje nevaino seeenje f2( fi) oija formula seeenja pripada 
proglosti formule seeenjag( f ). 

3.1. Seeenjef2(Thje tipa L. 

f2(.6):FF-A g: AA AF-B 

g(f2(fi )):ArAi-B 
Onda g( f2( )) >A g( f2)( f ) na osnovu indukcijske pretpostavke g( f2 ) )111, p 

ima samo nev 	seeenja i /rig ( )je nevalno seeenje. 
3.2. Seeenjef2(n)je tipa R. 

Sada bi analogno kao u drugom slueaju, taelca 3.2 ispitivali koje je poslednje pravilo 
terman i imali bi vige slueajeva 

Na ovaj mein je dokazana lema. 	 q. e. d. 

Shen° kao u slueaju glavne leme o eliminaciji seeenja postoje strategije u dokazu koji smo sad 
naveli. Na osnovu ove leme mogu se dokazati i slede6e teoreme. 

TEOREMA 0 I-ELIMINACIJI SEtENJA U fi 
Svald term h iz /se icf-redukuje na term hid. iz iikoji je istog tipa i nema vainih seeenja. 

TEOREMA 0 IL-ELIMINACIJI SEtENJA U ft 
Svald term h iz /se Licf-redukuje na term kg- iz fkoji je istog tipa i nema 	seeertja. 

TEOREMA 0 IR-ELIMINACIJI SEtENJA U ft 
Svaki term h iz O'se Ricf-redulcuje na term hki. iz fkoji je istog tipa i nema vainih seeenja. 

3. TEORE1VIA 0 NORMALIZACIJI U 

TEOREIVIA 0 NORMALIZACIJI U 

U ovom delu Cern° ispitivati ekvivalentnost teoreme o normalizaciji u 	i 

teoreme o normalizaciji u 	Tu elcvivalentnost treba shvatiti talco da uz pomo6 preslilcavanja p i 



r koja ih povezuju ustanovimo sledeCe: da li na osnovu toga da teorema o normalizaciji vali u 
ND molemo da zaklju6imo da teorema o normalizaciji vaii u N i obrnuto. Rezultat koji budemo 
dobili Noe da teorema o normalizaciji u ND daje teoremu o normalizaciji samo za neke terme u 
N. S druge strane teorema o normalizaciji u Aid* teoremu o normalizaciji u SP. 

Sledeee dve leme date nam neka svojstva terama U AID i N, koja &ma kasnije 
koristiti. 

LEMA 1: Neka jef term tipa F H A iz N. 
(1) Ako jef slabo normalan, onda of normalan term. 

(2) Term f je slabo normalan allot normalan term. 
(3)Term nf ne mote biti slabo normalan. 
DOKAZ: 
(1) term fje slabo normalan: 

pretpostavimo 	ima maksimalan segment, postoji g takav da 	-->i_Nm g. 
Lema 5n ( poglavlje 111,1.2): postoji term h takav da nf—>la,m  g. 
Ondaf—>t _NA4  h' i ij e f--->Thrmn- h'. 
To je nemoguee jer je f slabo normalan term. 

Na osnovu definicije normalnosti terma imamo da je of `n normalan term u N. 
(2): f je normalan term: 

pretpostavimo f nije slabo normalan, odnosnof ima maksimlan segment u 
Ako duZina=2, ondaf ima strogu maksimalnu formulu, 

lema 1 (poglavlje III, 1.2): postoji g, f-->j."F g, 
lema 2 (poglavlje II, 1): lc 	h, ali to je nemoguoe jer ft normalan. 

Ako duZina >2, ondaf ima maksimalni segment, 
lema 2 (poglavlje III, 1.2): postojig, f--> farms  g, 
lema 6, lema 8 (poglavlje II, 1)1 ima maksimalan segment, 
ali to je nemogute jert normalan term. 

Znaa f je slabo normalan term u 
f je slabo normalan term. 
Na slie"an na'ain kao (1). 

(3) u termu nf imamo operacije eliminisanja 	(A) samo u obliku I(h, g, 1,9) (h'(_l1B)1A ) i 
oslobodene pretpostavke ovih operacija ne mogu biti (obe) fiktivne. Zato nema slabih 
maksimalnih formula u nf. Slabe maksimalne formate 11 f, odnosno nosioci njihovih fiktivnih 
oslobodenih pretpostavki su jedinice T-nadovezujuoih operacija u nf q. e. d. 

LEMA 2: Neka jef term tipa r HA iz .449 Term f je normalan akko 'f normalan term. 
DOKAZ: 
Prvo imamo f=n 1f i onda [f"]. 
Drugo vaZi: ako f=n  g onda jef normalan term aldco g je normalan term. 
Dokaz: g nije normalan, g ima maksimalan segment, postoji g, takav da g 
i postoji ft, g,= takav daf f Ali, to je nemoguae jer jef normalan term. 
Znaei: g je normalan term. Na osnovu toga If je normalan term. 	q. e. d. 

Lema 3 i lema 4 pokazuju kako preslikavanja r i p euvaju svojstvo nekog terma da ima 
maksimalan segment. 



LEMA 3: Neka jef term tipa F HA iz 

A1co f ima maksimalan segment, onda r(f) ima maksimalan segment neke II-niti u 

DOICAZ: 
Term f iz NB ima malcsimalan segment (ili formulu). 
Postoji term g talcav da 	 g. 

Onda postoji hi iz A , r(f)—)1-NMF h h 	
=n r(g.te, ) odnosno r(f) ima malcsimalnu formulu, 

r(f)—> I -NMS tg) odnosno r(f) ima maksimalni segment. 

Znaei: r(f) ima maksimalni segment u 	 q. e. d. 

LEMA 4: Neka je nen term tipa F H A iz Ako nen ima malcsimalan segment, onda 

p(nhlal) ima malcsimalan segment u AW. 

DOKAZ: 
Ako tenn nen ima malcsimalnu formulu. 

Lema 1 (poglavlje III, 1.2): nen—> 	g nen. 

Posledica 11 (poglavlje II,1): p(nhfrn) 
Lema 1 (poglavlje ID, 1.1): p(nen) ima malcsimalnu formulu. 

Ako term nen ima maksimalni segment. 
Lema 2 (poglavlje III, 1.2): nell—>i_NAisg. 

Kada bi nhtcn—>i-NmsA e onda nosilac redukcije, podterm terma nen, term f ima 

uvodenje vaZ*ne premise druge operacije. 
Na primer: nh LAYmsA3g, f=kflf) f3, 	mon .f2= L1113)1c f4=1D za neke B, C, 

D. Treba term f2 da sadrn uvodenje C 	§to je nemoguee. 
g _a nen. 

Znaei: nen —* 
Erten), poen 

Lema 17 (poglavlje 11,1): Wrilitcri)`-'1-RMSv 	 ) ima uvodenje vahte 

premise druge operacije. 
Lema 3 (poglavlje III, 1.1): p(neri) ima maksimalni segment. 	 q. e. d. 

KOME1VTAR: Kako smo ve6 rekli na pojetku preslikavanja r, p kao veza medu .41Di prenose 
njihova vaina svojstva. Rekli smo da ee nam biti najvainiji zadatak teorema o normalizaciji. 
Taj zadatak maiemo podeliti na dva i svaki od njih ee biti jedan nivo povezivanja 
Icarakietistika .4rD i d1( 

Prvi zadatak je teorema o normalnom obliku u AW, .11( Veza mectu njima te ham 
reei da alco u A riza neki term f postoji normalan term (zanemarujuei mein kako smo do njega 
dogli) onda i samo onda za proizvoljan tenn u .41 vet- isto svojstvo. 

Da bi smo to pokazali treba da dokalemo sledeee dve leme. 
LEMA 5: Neka jef term tipa F F-A iz AW. 

Alco jef normalan term u AID, onda je ra) normalan term u 

DOKAZ: 
Pretpostavimo: r(ID nije normalan tenn u 

Onda ref) ima malcsimalan segment u A 
lema 4: p(reD) ima maksimalan segment u AW, odnosno p(r(ID) nije normalan u 

SP, 
p°r=tija: f nije normalan term u 
lema 2: f nije normalan term u NB, gto je nemoguoe jerf normalan term u AB. 

Znaei ref) je normalan term u A 

L+ni.RfriFpotict1). 
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lema 10: (poglavlje II, 1): re f)=INDr(f). 
Znaei, r(f) je normalan term u A 	 q. e. d. 

LEMA 6: Neka je f term tipa r 	iz N 
Ako jef slabo normalan term u N, onda je p(nt il) normalan term u Atli 

DOKAZ: 
Pretpostavimo: p(nt ri) nije normalan term u 

Onda p(n)sn) ima maksimalan segment u 
lema 3: r(p(ntn)) ima maksimalan segment u AC odatle r(p(nr1)) nije 
normalan u AC 
rp=1„jw : 	ima maksimalan segment u AC of n  nije normalan term u A 
lema 1: f nije slabo normalan u N , gto je nemoguee jer jef normalan term u ND 

Znaei mom da je p(nfal) normalan term u A 	 q. e. d. 

Teorema o normalnom obliku u AA 
nu 
Teorema o normalnom obliku u N. 
DOKAZ: 
11: Neka jef proizvoljan term iz N tipa F HA. 

posmatramo Lc' term tipa Pi-A iz N i F sadth 
pun term tipa PHA u sistemu 
Teorema o normalnom obliku u Nli. 
Postoji term fN  tipa F" 	u ND i fN normalan term, ri sadrii r". 
Lema 5: ry(fN) normalan term u 	Onda (_/1 dp(fN) normalan term u N tipa F HA. 
Neka jef proizvoljan term iz AV tipa r - A. 
r(f) term tipa 	u 
Teorema o normalnom obliku u 
Postoji normalan term fN  tipa r HA, u X 
Lema 1: nfAlcri  normalan term u A( tipa r- FAir sadrii 
lema 6: r(fN) je normalan term tipa HA u ND. 	 q. e. d. 

KOMENTAR: Drugi zadatak je da utvrdimo da li koraci redukcije koji postoje od terma do 
norrnalnog tenna rt SD odgovaraju koracima redukcije u At To je ono vise, S'to tvrdi teorema o 
normalizaciji u odnosu na leorernu o normalnom obliku. 

To eemo videti u lemama koje slede. 

LEMA 7: Neka je f term tipa FHA iz 
Ako se term f RM-redukuje na term fN , fN  je normalan term, 
onda se term r(f) NM-redukuje na term g, g je normalan term i 

DOKAZ: 
f L.RAffN : postoje 	termi iz ND takvi da fhrvt_anrh2 c-•)_Rmh me fN• 
h,—. 1 _ RAI 	znaei ility,tamF hi .4. 1 111 hi,-• i.Rhis hith  I 	•rrt-1. 
hi c-+I .RmF ha  lema 12 (poglavlje II,1): r(k) —>l-NMF 	f1 IC=NDr(h2) 1cE r(h2); 
h - 	lema 13 (poglavlje II,1): r(hi) - 1-NMSvr(h2). 

g`c =NDra.N). 



Ako h ii-P lauFh2 i (1) h2  ')• Num h3 , 

onda r(h2)-> 1-NMF 121 ile  r - ND r(h3) tea r(h3) odnosnolite—>tarmF /2, 

lema 5n (poglavlje II,1): postoji f f —> .1) I 1 I-NMFJ 2) J 2 	I tn31 • 
40 4. IC 

=ND 
 ./L Itc 

Znaei: r(f) a r(hl) -)1-NMFf1 -41-NMFf) fic =ND qh3• 

(2) h2 )̀I-RMSh3 9 

onda r(h2) >i.NMSv r(h 3), odnosno f -> - lic  1-NMSvr(h.1), 

lema 5n (poglavlje II,1): postoji 12, f -4,  , I I-NMSv f2) fi c  = ND r(h3) ce  r(h3). 

Znaei: r(f) a r(h1) ->l-NMFf 1 -3i-NMSv fb fi c =ND qh3)• 

Ako h i'-'I-RMS h2 1  ( 1 ) h2 "*I-RMFh3) 

onda r(h2)- > I-NMF lb 721c  =ND r(h3) frE. r(h3), ... 

zngi: r(f) -a r(h1) -1-NMS r(h2) --)I-NMF 1.2) fic= 
 ND ith3r• 

(2) h2  
onda r(h2)-> I-NMSv r(h3), 
znaoi: r(f) = r(k) ->1-NMSvr0 121 -41-NMSvr(h3)• 

Na ovaj naein 
r(f) = rasp -41 -NM f > I-NM f2 -11-NM••• I-NMfm-11 	fm-ltc=ND r(hmta r(h,J r(fN). 

Lema 5: r(fN) je normalan term u AT, znaei f„,_/" je normalan term u AC 

Lema 1: 	je slabo normalan term u A lema nM(poglavlje II,1): n 

Znaoi: g 	i g je normalan term u X 

LEMA 8: Neka jef term tipa F HA iz 
Ako se of n  NM-redukuje na fN  if/,/  je normalan term i svaka od tih redukcija je 
povezana sa nekim maksimalnim segmentom, 
onda se p(nt n) RM-redukuje nag 

DOKAZ: 
nfi cn-->NaN: postoje hb...,h„, takvi da nrla h 3 ---). 1-m r h2 - > I-NM ••• ->i-Nnihm-s.  fN- 

h,—>Nm hi+i  : kao u dokazu leme 4: ili hi-->Nw it ;, I  ili hi—>Nmsv hi+/, 1 5i 5 m -1. 

h1 -->1-isimph2, posledica 11 (poglavlje 11,1): p(1/1) ,-*1 _RfriF  p(h2" 1), 

h1 ->i-misvhb lema 17 (poglavlje II,1): p(hl) "*I-RMS 101`11)- 

Ako h1 —> I-NMFh2 1 ( 1 ) h2 31-NMFh3 

onda P(Dh2tcn) "41-RMF Enh3 tc11), 

midi: Knircri)=-10D-t- p(nh 711) 
„nu°. noth

2
rc5,..bniF p(nh3tc11) .  

(2) h2  --)I-NMSvh3 
onda P(Dhrn) `1-RMS 

pod 131c11),  

ctiamF p(nh2tcl1),, I.Rms  podistcn).  
znaei: p(ncli)-ap(hDE p(nhtn) 

Ako h 1  -->1 _Nmsv h2  i (1) h2  —>1-NMFh3 
Knh2tal • onda 	̀-.1-RMFP(nh3tcri),  

wnh2tc11),414tAfF  p(nhicn).  
zna6i: p(nr)Ep(h p(nh ;di) "■ i_Rms 

(2) h2  -4 I-NMSv h3 

onda p(nhtil) 	
p(rikicn), 

	

Knh ital) 	 mms En hstal) .  
znaei: p(nr)ep(hda 	mats P(Fihtn) 

Znaei: p(ntn) se RM-redukuje na 
p(nhmtc11)  p(fN`en)• 

Lema 6: ako je fN  normalan term onda je p(fN` n) normalan term u Ml. 	 q. e. d. 

L+1-RMSh3 

q. e. d. 

g EnfN ren) a p(tNwn).  

0 C 



Pre nego gto uporedimo teoreme o normalizaciji u Ml i 	dokazaCemo dve 
teoreme, koje 6e nam biti potrebne za to. 

TEOREMA 1: Neka jef term tipa I' HA iz Atli 
Ako se term f RM-redukuje na term fN  i fN  je normalan term, 
onda se termf RM-redukuje na tenng i g je normalan term, 

DOKAZ: 

postoje hb ...,h„, takvi da f = 11 11-RMh2 L- 1-RM••• ‘- l-RM hme .fhl• 

f ".I.Rmh2 lema 1(poglavlje 1,1): postojig 2 , g2 =r1 h2 , f c-+I_RA4 g2; 
h2,-. 1 .8m h3  lema 1 (poglavlje 1,1): postojig3i  g3 =ri h3 , g2 c 1.Rm g3 . 
• • • 
Znaeif h 1 (-■ 1 .Rmg2  i_Rm• any  gm =nfN, fN  je normalan term. 
Lema g je normalan term u Ml. 	 q. e. d. 

TEOREMA 2: Neka jef term tipa r HA iz A 
Ako se term of NM-redulcuje na term fN  i fN  je normalan term, 
onda se of NM-redukuje na term g i filc=e. 

DOKAZ: 
postoje h b ...,h,n  takvi da ntriehl-->/ ..Nm 	 fN. 

nficn  ->I-NM h2 lema 5n (poglavlje 11,1): postoji g2  takav da nf -3
-
mmg2, i  ht =ND g2k; 

h2 	lema 2, lema 6, lema 8 (poglavlje 11,1): postoji h3 , h2  I-NM h3, 
odnosno g2tc  >1-NM h3, 

lema 5n (poglavlje H,1): postoji g3 , 
Znaoi nf ->1 _Nm g2  —> mod g3  t gt =ND ht. 

g3ic  = ND TIP • h3 = NIfi31‘ . 

• • • 

nf -+1_Nmg2 —> 	-41.Nm gm_i gm4
tc 

=ND 
hmic, 

CidnOSn°3 	1-NMg2 I-NM ••• —>l-NA am-I -41-NM g e =ND fNic fN je normalan term. 
Lema 1: fil` je normalan term, odnosno je normalan term. 
Lema 1: g je normalan term u 

Teorema o normalizciji u 
f 	1j 

Teorema o normalizaciji u A 
DOKAZ: 
ii: nf proizvoljan term iz 

of term iz A r: Ilift-natm je NA preslikavanje, 
postoji 'g iz 'SP, r('g)=nr. 
Teorema o normalizciji u 
g se RM-redukuje na gN, gN  je normalan term. 
Lema 7: r( ig) se NM-redukuje nags, gltt =ND r(gN), g, normalan term. 
To znaei of ` n  se NM-redukuje na normalan term 
teorema 2: nf se NM-redukuje na term g2, g2  je normalan term i ig  tc = ND g2tc. 

f proizvoljan term iz AP. 
1f term iz .ND, putiell 	je NA preslikavanje, 
postoji nen iz 	Kngtcli ) = If 

q. e. d. 



Teorema o normalizciji u N: 

ng
Icn se NM-redukuje nafN, fN je normalan term. 

Lema 8: Knell) se RM-redukuje na tem! fl p(fNwn), je normalan term, 
odnosno lf se RM-redukuje na normalan term, 
teorema 1: f se RM-redulcuje naf2, f2 je normalan term i fi=nf2. 

KOMENTAR: Teorema o normalizaciji u A IR daje teoremu o slaboj normalizaciji za nd-tenne u 
S druge strane iz teoreme o normalizaciji u dobijamo teoremu o normalizaciji u NB 

4. TEOREMA 0 G-NORMALIZACIJI U X 

TEOREMA 0 ELIMINACIJI SEtENJA U 

U narednim lemama pokazakemo neke osobine terama iz i fkoje oe nam biti 
potrebne da uspostavimo vezu izmedu gore pomenutih teorema. 

LEMA 1: Neka je f term tipa F 	iz N'. 

Term If se G-redukuje na term h aldco se term f G-redukuje na term h. 

DOKAZ: 
ako if se G-redulcuje na term h onda postoje 	AP ta1cvi da 

h. Vali f=ND i na ()snow defmicije —*bow imamo: 
hi—>i-cmhz—>l-GM.--->I-GMhme 

if -+I-GMh2-+I-GM--->i-Gmhme h. 
zngi, term f se G-redulcuje na term h. 

na potpuno isti naein kao 	 q. e. d. 

LEMA 2: Neka jef term tipa F i-A iz 
Term fl se Rcf-redukuje (Lcf-redulcuje) na term h aldco 

term f se Rcf-redulcuje (Lcf-redukuje) na term h'. 

DOKAZ: 

11: Imam f hi> mhz> IR— > uthmr— , jer se f Rcf- redulcuje na term h'. 

Termf ima k operacija eliminacije pa, fi gl> imig2> 	>imigk 4.9-f 

Znaei, fl gl> mig2> ...> IMIgIc+1=1E hl> lith2>1R••• > IRhme 

4: Imam°, 	 >mgma h, jer se f Rcf- redulcuje na term h. 
EgI>IRg2>IR••• 

Alco jegi> gob 15i.cnt i setenje na koje se odnosi redukcija nije sa jedinicom po kojoj se 

razlikujuf i onda, gi> JR 	postoji u nizu redukcija termaf. 

Ako je gi>m &H.), 	i seenje na koje se odnosi redukcija je sa jedinicom po kojoj se 

razlikujuf i f onda, korai( gi>m gi4./ ne postoji u nizu redukcija termal 

Znaei: f hi> mhy> IR•••>IRhlo ksm ihk.l= h. 

Potpuno isto se dokazuje za Lcf-redukcije. 	 q. e. d. 

TEOREMA: Neka jef term tipa F i-A iz 
Term f je term bez 	dh seeenja u faldco li(f) G-normalan term u 
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DOKAZ: 
je term bez vainih seeenja u 

Dokazaeemo da je n(f) G-normalan term u Sindukcijom po duiini termaf, 1(f), to je ustvari 
broj operacija u termu f. 
(I) jednostavno je ako je ili f=0(f1) iii f=0(f1, f2), gde je 0 neko pravilo razlieito od 

seeenja. Vaii 1(f1)<1(f)i 1(f2) < 1(f), pa na osnovu idukcijske pretpostavke n(6), n(f2) 
G-normalni termi u 

Znaei iii 0(n(f1)) iii f=0(n(f1),n(f2)) G-normalan term u 
(II) ako jef=12(fi  ) neviino seeenje u 

Va2i 1(n) < 1(f) i 1(f2) <1(f) pa na osnovu idukcijske pretpostavke n(h), n(f2) 
G-termi u 	tt(f)=11(f2V)=(1,41IIG)11(f2)- 
Pitanje je da li se ovim nadovezivanjem pravi maksimalan segment u termu n(f)? 
1.14  nije podvueena jedinica: 
Ako je A atomska formula, odmah n(f) je G-normalan term u AP. 
Ako A nije atomska formula. Pretpostavimo da u n(f) postoji maksimalan (ili 
G-maksimalan) segment. Zbog osobina terama n(fi), n(f2) taj segment tine formule A. 
To znaei da u n(h) postoji uvodenje formule A, a u termu n(f2) eliminacija. To bi 
znaoilo da A f' ima logu proglost i A f2  ima logu proglost, odnosno f2(fi )je va'Ino 
seeenje. To je nemoguee jer je pretpostavka da jef 2(fi  ) nevaino seeenje. 
2. /A  podvueena jedinica: 
Ako bi postojao maksimalan segment u niti koja se zavrgava formulom iz 14  onda bi 
on postojao i u u(n) §to je nemoguee jer je on G-normalan. 
Ako bi postojao G-maksimalan segment kome pripada formula iz / A  to bi znaeilo da u 

postoji uvodenje formule A, a u termu f2  slabljenje. To je nemoguee jer je 
pretpostavka da jef2(fi  ) nevalno seeenje. 

Znaei: n(f) je G-normalan term u 

n(f) je G-normalan term u 
Dokazgemo da je term f bez vainih seeenja u j'indukcijom po duzini termaf, l(f). 
(I) Ako poslednje pravilo termaf nije seeenje. 

Onda jef oblika ili 0(h) ili 0(h, g) i 0 nije sedenje. 
Imamo iii n(f)= 	(n(h)) iii n(f)= 	(n(h), n(g)) 
Moraju n(h) i n(g)biti G-normalni jer u suprotnom n(f) ne bi bio G-normalan. 
Na osnovu indukcijske pretpostavke h, g termi bez vainih seeenja. 

Znaei: f je term bez vainih seeenja. 
(II) Ako je poslednje pravilo termaf seeenje,f=g( h ). 

Tada n(f)=(14/n(h))n(g) u AP. 
Termi n(h), n(g), su G-normalni i na osnovu indukcijske pretpostavke termi h i g 
su bez vainih seeenja. 
Ako je A atomska formula, odmahf bez vainih seeenja. 
Ako A nije atomska formula imamo dva sludaja: 
1. /A  nije podvueena jedinica. 
Kad bi g( h ) bilo vain seeenje onda bi n(f) imao maksimalan segment, a to je 
nemoguee, jer je n(f) G-normalan term. 
2. /A  je podvueena jedinica. 
Kad bi g( h ) bilo vain seeenje onda bi n(f) imao G-maksimalan segment, a to je 
nemoguee, jer je n(f) G-normalan term. 



Znaci: g( h ) je term bez vahtib seeenja u 41. 	 q. e. d. 

POSLEDICA: Neka jef term tips r 	iz AP. 

Terrnf je G-normalan u Salt s(f) je term bez vaznih se6enja u 4! 

VEZA 
teoreme o G-normalizaciji u 

I 
teoreme o R-eliminaciji seeenja u 

Neka jef proizvoljan term iz 
Teorema o G-normalizaciji u 
Term n(f) se G-redukuje na term gN  i gN  je G-normalan term u 

Odnosno, postoje 	 da 	 -41-cmgmm gN 
1071 znaei iii gi — >vow  gi+i iii g1 -31-GMS gi4.1 iii gi=ND  g141 . 

Lema 1, lema 2 (poglavje II, 3): ili s(gj > =AN  s(gi+1) iii s(&)>= matne4n,crmaineds(gi+0 
ili g(g) >CUT717 5(gi+1). 

g1 -4 1.Gmg2 : Imamo s(g1) s s(h11) SIR $(h12) ›IR••• >IRS(hk) B  i(g2)• 
• • • 
g,n.j --*/_Gmg„, • Imamo s(g„,4) = qhm-10 ›IRS(hm.12) )1R••• )1RS06-11c) E  ggerd-

Zna6i postoji prirodan broj n+...+k i 

s(gd = S(h11) )1R S(h lid mS(g2) )1R >1114gm-1) =1(hm-11) )1R••• )112S(hm-Ii*) 74: s (gm) i  

S (gm) e- s(gN)• 
Imamo s(g1) = s(n(f)) = fl  i s(gN) je term bez vatiih seeenja u 

Ma& fi  se Rcf-redukuje na term s(gN) i s(gN) je term bez veinih seeenja u f! 

Lema 2: f se Rcf -redukuje na termTh i fej =s(gN), fef je term bez vaznih seenja u f! 

1': Neka jefproizvoljan term iz 
Teorema o R-eliminaciji seeenja u 41 
Term s(f) se Ref-redukuje na termg cf  i gcf  je term bez seenja u 4! 

Imamo s(f) a //Pm hi-1R ••• %/a 
hi )IR 	1j<11 znaei iii hi  )1N 111+1  iii hi  ›ip hi+1 ili hi  ?),i_max,Red.  

Vatta lema, lema 3, lema 4 (poglavje II, 3): ili n(hd =ND Maii+d iii n(hi) -41-GMF4hi+d 
ili at(hd —>1-GMSn(hi+1). 

Na osnovu ovog imamo n(s(f))= If , 'f se tt-redulcuje na w(gcf) igcf  je term bez seenja u if 

Teorema: n(gcd je G-nonnalan term u 
Lema 1: term f se G-redukuje na term fig  i fN= n(g4), je G-normalan term u AC 	q. e. d. 

Na isti naoin se pokazuje sledeaa ekvivalentnost: 

Teorema o G-normalizaciji u 
11 	11 

Teorema o IR-eliminaciji seeenja u f! 

KOMENTAR: Teorema o G-normalizaciji u AP daje teoremu o eliminaciji vainih seeenja i to 
desnim penjanjem. S druge strane teorema o IR-eliminaciji seeenja u 	daje teoremu o 

G-normalizaeiji u AP. 

n es 



PRO8IRENA NORMALIZACIJA I ATOMIZACIJA 

U radu "Natural deduction" Pravic je definisao pojam staze u nekom izvodu, a 
zatim je pokazao jednu lepu osobinu normalnih izvoda sistema prirodne dedulccije: u 
proizvoljnoj stazi normalnog izvoda postoji segment takav da svi segmenti koji mu prethode su 
zaldjuoci operacija eliminacija i svi koji slede posle njega su pretpostavke uvodenja. U 

normalnom izvodu su razgranieene eliminacije veznika i uvodenje, pa moiemo reei da u tom 
izvodu prvo imamo sve eliminacije, a zatim sva uvodenja. Nakon te osobine sledi njegov zahtev 
da segment koji je granica izmedu eliminacija i uvodenja bude sastavljen od atomslcill formula. 
Iz tog razloga on definige redukcije koje formulu sredignjeg segmenta dovode do atomske. 
Definicija progirenog normalnog terma bi bila da je to term koji je je normalan i je sredikji 
sekvent svake staze atomski. Zavrgetak je da u sistemu prirodne dedukcije vali teorema o 
progirenoj normalizaciji. 

Slike pojmove kao u sistemu prirodne dedukcije definisgemo u sistemima AD, 
A 	Redukcijama i jednalcostima koje vale u Aft, A Aficlodatemo nove redulccije i jednalcosti i 

posmatrati parcijalne algebre AW-m/b, 	AP-mbt Dokazgemo da u njitna 	teorema o 

progirenoj normalizaciji. 
S druge strane, u sistemima #1, # atomizacija srednjeg dela iz 	odgovara 

atomizaciji jedinica sa vrha drveta (onih od kojih painjemo pri fonniranju ) terma. Interesantno 
je da prisustvo raznih vrsta seeenja u termu ogranieava koje jedinice u njemu molemo 
atomizovati a da ne promenimo wstu seeenja u tom termu. U sistemu AP bilo koja atomizacija 
sredignjeg dela ne kvari normalnost tog terma. Redukcije koje povezuju neld term bez se6enja (ili 
term sa nevanim seeenjima) sa nelchn termom u kome su jedinice atomizovane opisgemo 
novim jednalcostima koje oemo dodati na ve6 postojeee u fri i defmisati #'77, fn. Ono gto 

odgovara teoremi o progirenoj normalizaciji iz AW-mk, AP-mbiu biOe teorema o 

atomizacij 

1. ATOMIZACIJA MINIMALNOG SEGMENTA 
NORMALNOG TERMA U SISTEMU 

KOMENTAR: Potsetimo se da je flak definicija norrnalnog terma u sistemu AIR razlieita od 
Pravicove u "Natural deduction" po tome §to nal normalan term mole imati zaliha. Definicija 
staze u nonnalnom termu sistema kao naslede navedene razlike nosi razliku u odnosu na 
definiciju staze kod Pravica. U definiciji staze u AID postoji moguenost da se ona zavrli 

vainom premisom operacije 5. 

Razlika, na pritner, izmedu sistema #' i # po atomizaciji tern je jalco mala i 
nebitna pa je neeemo ni navoditi. Da6emo samo one veze A/P-mib i Al-mbt, AP-mbi i na 
kojima se valne stvari nijansiraju i razlikuju. 



DEFINICIJA: Neka je f term tipa F F. A iz sistema Alli Reei eemo da niz premisa 
termaf eine stazu terma, p, ako: 
1. A l  je pretpostavka terma f koja nije oslobodena pretpostavka neke operacije 8, 7v ili 
nadovezivanja. 
2.A I za svako i <n nije nevazna premisa operacije t i 

(1)A1 nije vaina premisa 6 ili nadovezivanja, ondak o  odmah ispod A i ; 
00,4 1  vaina premisa 6 di nadovezivanja, onda /41 4 1 oslobodena pretpostavka to operacije (ako 
postoj i). 
3.A„ iii nevaZd na premisa operacije t iii vaina premisa operacije 8 ili krajnja formula terma f. 

Normalan term sistema 	ima osobinu da mu je svaka staza koja ima vise od 
jednog segmenta podeljena na deo eliminacija i deo uvodenja. 

TEOREMA: Neka je f normalan term tipa F I- A iz sistema A Neka je p proizvoljna staza 
terma f, p=s1...s„, n>1. Postoji segment sk  koji deli stazup na dva (moida prazna) dela: END-
deo, IND-deo za koje 
E: svaki segment si  iz END-dela (j<k)je yenta premisa neke operacije eliminacije i segment s ji. / 

 je podsegment segmenta si; 
M: s k ,1c#n je premisa neke operacije uvodenja; 
I: svaki segment si  iz IND-dela (k<j <n) je vaina premisa neke operacije uvodenja i segment si  je 
podsegment segmenta si÷p  
DOKAZ: 
Prvo treba pokazati osobinu: da se svaki segment, koji je vaina premisa neke operacije 
eliminacije, pojavljuje na stazi p pre segmenta koji je premisa nekog uvodenja. Ako bi bilo 
suprotno, onda bi nekoj vainoj premisi eliminacije prethodilo uvodenje; vaina premisa 
eliminacije bi bila zaldjueak uvodenja, odnosno postojao bi maksimalan segment (formula) ko je 
nemoguee jer jef normalan term. 
Znaoi: vali navedena osobina. 
Onda, neka je s prvi segment izp koji je premisa neke operacije uvodenja. Tada sa--sk  i na osnovu 
pokazane osobine vali E, M, I. 

KOMENTAR: U sistemu 	ielimo da atomizujemo minimalni segment. Ali, to eemo uraditi 
samo na stazama koje se poklapaju sa stazama definisanim na Pravicov naein (zvaeemo ih 
Pravicove staze). Sta bi se desilo kada bi posmatrali stazu terma koja se zavriava vainom 
pretpostavkom 5? To znaei da je 8 oblika 80A , SUB ili NAB. Onda to staza ima samo END-deo i 
minimalni segment je to vaina pretpostavka. Ako bi atomizovali valnu pretpostavku operacije 5 
u tako dobijenom termu imali bi M-segment. Dobro je to ho nikako ne bi smo dobili 
maksimalan segment jer se nalazimo u E ND-delu staze i is njoj nema uvodenja, odnosno vaina 
premisa operacije 5 nije nastala uvodenjem. 

Mole se reel da je ovo tad izbor da vaine pretpostavke operacije 8 kao krajeve staze ostavimo 
neatomizovane. S druge strane ovo je jedno objanjenje zafto je Pravic rekao de bi izvodi sa 
zalihama pravili neke tefkode. 

DEFINICIJA: Neka je f normalan term tipa r H A iz sistema SED. Neka je p staza terma f koju 
eine segmenti Segment sn.aCI...C" je poslednji segment staze. Ako formula C"' nije 
vaina premisa eliminacije 5 onda je stazap Pravicova staza termaf 



DEFINICIJA: Neka je f normalan term tipa F I- A iz sistema AR Neka je p Pravicova staza 

terma f. Neka je sk  segment te staze iz teoreme koju smo naveli gore. Segment sk  Cemo zvati 

minimalni segment stazep terma I 

DEFINICIJA: Smin je Ml sa dodatim ND-MinS redukcijama: 
ND-MinSiv h"• {th, nit}, 	za h:F HAAB. 

ND-MinSv: /IL• 8(h, , C 14, dB), 	za 	H AvB. 

ND MinS~: h(-■ k(t(h, 1 A)), 	za 

Sada Cern° definisati korake redukcije za atomizaciju minimalnih segmenata 
normalnih terama u .ND-mut 

DEFINICIJA: Neka je f normalan term tipa F I- A iz Alkifibt Neka je s minimalan segment 

staze p iz f, see...C k  Neka je h podterm terma f takav da je njegov tip Ai-CI. Ako je g takav 

term da su f i gn  jednaki, samo umesto h u termu g je term h' za koji h' h' je jedna ND-MinS 

redukcija, onda kalemo da se f I-NDmin redukuje na term g po stazip. 

Stazap je glavna staza te redukcije. Staze termag oije segmente, eine premise i 

zakljueci operacija terma h' su nove staze te redukcije. test() temo za nove staze redukcije reei 
da su staze termag koje odgovaraju stazip iz terma f. 
Oznaka:  f 

DEFINICIJA: Neka je f normalan term iz .ND--min, g term iz 	takav da postoji prirodan 

broj m i termi 	iz 	talcvi da 

f e h 1`÷NDrnIht•NDml• - • "+NDmIhm gl onda kalemo da se f NDmin-redukuje na term g. 

Oznaka:  f-+ 
J NDmu, - 

NDmin koracima redukcije se euva normalnost terma. 

LEMA: Neka jef normalan term iz ✓47D-mtit. Akof ima stazu p sa minimalnim segmentom skim , 

eija formula nije atomska, tada postoji term g iz MB-mis, 	i g normalan term. 

DOKAZ: 
Term f je normalan term iz 	 sims miN  minimalni segment staze p, smiNECI...Ck ; 

Ck  premisa neke operacije uvodenja (prvog up) i C nije atomska formula. 

Redukcija 	menja fonnulu 	elimini§e, pa uvodi glavni veznik formule Cl i na taj naein 

segment koji eini podformula formule C (moguee dva segments) postaje minimalan.. 

Segment shi  je vena premisa neke operacije eliminacije swaD1 ...D1  i C potformula formule D. 

Znaoi, Di  vazna premisa operacije eliminacije i zaldjueak te operacije. 
U zavisnosti od glavnog znaka formule D, term h..,a,HCI  zaf=0(h), je oblika: 

it(hd, 	t(hi, h2), 8(hb  h2, h3), l c  au zavisnosti od glavnog veznika formule C, redukcija 

Iv-• h i  ima jedan od oblika: 

h"womi Inh, rehb AAB = C; iv-+Nont18(h, 	AvB = C; 

h"NDsta X(t(h, 1 A)), A =B e C. 

Onda: f 0(h i), 0(111) a-g: 
Dobili smo nove staze redukcije: 
p 	s' 	 P2AE S I  I—S t  hi 

• C

• 	

jcs'i4.1..•s'n; 132"F--* 
s' i...s'i.i CiBeC2...Ckei+1... 	Pra A , gde su novi minimalni segmenti zatamnjeni. 

et, 



Na ovaj nein dobili smo jedno uvodenje i jednu eliminaciju. 
1. Da li posle uvodenja (formiranja C°) postoji neka elimincija, eija je vaina premisa zakljue'ak 
nekog uvodenja ? Segment C°C...Ck pripada IND-delu on je kao i svi segmenti tog dela 

) zakljueak uvodenja i C je potformula tih segmenata. 
Znaei odgovor je ne. 
2.Da li pre eliminisanja (razbijanja Cl) postoji neko uvodenje , eiji zakljueak je vaina premisa 
tog eliminisanja? Segmenti 4..4/ eine END -deo staze p (pa onda s'/...sii_i eine END-deo staza p 
p i tu nema formula koje su "pravljene". 
Znaei odgovor je ne. 
Jednom NDm-redukcijom ne nardava se normalnost terma, znaei term g, za koji f ,"+1Vorril g) je 

e. d. normalan term u Sink 

DEFINICIJA: Neka je f normalan term tipa F 1- A iz sistema SP. Neka je p proizvoljna staza 
terma f koja ima minimalni segment smile---C1...C1`. Ako je C atomska formula onda jef progiren 
normalan term u po stazip. 

Alco je term f progiren normal= u sistemu 	po proizvoljnoj Pravicovoj stazi 
termaf onda jef progiren normalan term u sistemu 

Na osnovu svega ovoga imamo teoreme o progirenom normalnom oblilcu i 
progirenoj normalizaciji: 

TEORE1VIA 0 PROgIRENOM NORMALNOM OBLIKU U Arkmilt: 
Za svaki normalan term f tipa Fi-Au ATP-mimpostoji progiren normalan term g u 	oiji 
tip je ri hA 	sadth Ft. 

TEOREMA 0 PROSIRENOJ NORMALIZACIJI U./VP-mkt 
Svaki normalan term f tipa r A u sp-min se NDm-redukuje na progiren normalan term g iz 

Teorema o progirenom normalnom oblilcu u .41B-miN je posledica teoreme o progirenoj 
normalizaciji. Dokaz teoreme o progirenoj normalizaciji je analogan dokazu teoreme o 
progirenom normalizaciji u X-miilkoji tem° dati u narednom delu. 

2. ATOMIZACIJA MINIMALNOG SEGMENTA 
NORMALNOG TERMA U SISTEMIMA ./1/ I AP 

Kao i u slueaju normalizacije tako i o progirenoj normalizaciji paralelno oemo 
govoriti u sistemima i Xi gde to bude potrebno naglasieemo razlike. 

KOMENTAR: Za razliku od sistema ALP u sistemima i imamo operaaje zamene (taenzje 
sjedinjavanja i nove pretpostavke) i sve operaczje eliminacije su istog oblika. Pojam analogan 
stazi u SP je linija u S i problem kraja staze sa vainom premisom opera* je sada problem 
linije sa krajem koji je fiktivna oslobodena pretpostavka operacija d(D), nadovezivanja. 



DEFINICIJA: Neka je f term tipa r HA iz sistema N Reel Cemo da niz premisaA k ...,An  terma 

f Line lintju terma, I, ako: 
1. A, je pretpostavka terma f koja nije oslobodena pretpostavka neke operacije d, I iii 
nadovezivanja i nije fiktivna pretpostavka terma f. 
2. A i  za svako i<n nije nevaiatm premisa operacije I, koja je potformula vain premise; ili 
fiktivna oslobodena pretpostavka operacije eliminacije ili nadovezivanja: 
(0 A i  nije valna premisa eliminacije iii nadovezivanja, 	odmah ispodAi ; 

(ii) A i  valna premisa operacije eliminacije ili nadovezivanja, onda A 1.1.1  oslobodena pretpostavka 

to operacije. 
3.A„ iii nevalna premisa operacije I, koja je potformula vale premise; ili filctivna oslobodena 
pretpostavka operacija eliminisanja iii nadovezivanja; iii krajnja formula termaf. 

DEFINICIJA: Svaku fiktivnu pretpostavku nekog terma f tipa F F A iz sistema N zovemo 

1-linija tog terma f. 

Vali: 1. Neka jef term tipa F H A iz sistema N. Sve formule koje se pojavljuju u drvetu termaf 
sa desne strane F pripadaju nekoj liniji (liniji ili 1-liniji) tog terms f 

2. Neka jef term tipa F F A iz sistema N. Neka je / jedna linija termaf Linija I se sastoji 

od segmenata si...sk  koje Line vik pojavljivanja iste formule (mole biti i jedno). 

Svojstvo da linije G-normalnih terama sistema 	imaju deo eliminisanja i deo uvodenja 
dokazuje sledeea teorema. 

TEOREMA: Neka je f G-normalan term tipa F I- A iz sistema N Neka je I proizvoljna linija 

termaf , 1=s)...s„,n>1. Postoji segment sk  koji deli liniju I na dva (molda prazna) dela: E N-deo, 

IN-deo za koje vali: 
E: svaki segment s'  iz EN-dela (i <k) je valna premisa neke operacije eliminacije i segment sp. /  je 

podsegment segmenta si; 
M: s k , kt-rt je premisa neke operacije uvodenja; 

I: svaki segment si  iz IN-dela (k<j<n) je vaina premise neke operacije uvodenja i segment sj  je 

podsegment segmenta sitt . 
DOKAZ: 
Prvo treba pokazati osobinu: da se svaki segment, koji je valna premisa neke operacije 
eliminacije, pojavljuje na liniji I pre segmenta koji je premisa nekog uvodenja. Ako bi bilo 
suprotno, onda bi nekoj vakenoj premisi eliminacije pretlaodilo uvodenje; vita' 	premisa 
eliminacije bi bila zalcljueak uvodenja, odnosno imali bi malcsimalan segment (formulu) to je 
nemoguee jer je f G-normalan term. 
Znati: vali navedena osobina. 
Onda, neka je s prvi segment iz I koji je premisa neke operacije uvodenja. Tada s=sk  i na osnovu 

pokazane osobine \Tali E, M, I. 	 q. e. d. 

Treba reel da za normalne terme sistema N (K) vali donekle izmenjena teorema 
koju smo gore naveli za G-normalne terme. Kod nonnalnih terama osobinu navedenu u teoremi 
imaju samo linije koje se ne zavr§avaju fiktivnom oslobodenom pretpostavkom nadovezivanja, a 
ne sve linije normalnog terma. 

KOMENTAR: Od svih linija normalnog terma u sistemu N samo u nekim (zvatemo ih 
Pravicovim linijama) eemo definisati minimalni segment i atomizovaeemo ga. To su linije koje 
se ne zavdavaju fiktivnim oslobodenim pretpostavkama operacije eliminacije ili nadovezivanja. 



U narednim definicijama, lemama, teoremama bite rebi o G-normalnim termima 
iz sistema N. Kako (kao to smo ve6 napomenuli) ovo moie da se primeni na G-normalne terme 
iz AP, tako da to sve vaii za normalne terme iz N odnosno Jer ako jef G-normalan onda f je 
normalan u N, odnosno 

DEFINICIJA: Neka je f G-normalan term tipa F 1- A iz sistema N. Neka je 1 linija termaf koju 
eine segmenti 	Segment snad... Cm  je poslednji segment linije. Ako formula el  nije 
fiktivna oslobodena pretpostavka eliminacije , nadovezivanja onda je linija 1 Pravicova linija 
terma f . 

DEFINICIJA: Neka je f G-normalan term tipa F F- A iz sistema N. Neka je 1 Pravicova linija 
terma f Neka je sk  segment te linije iz teoreme koju smo naveli gore. Segment sk  oemo zvati 
minimalni segment linije 1 termaf. 

Definicija kale da na dalje kad god budemo govorili o minimalnom segmentu 
neke linije podrazumevaaemo da je ona Pravicova linija. 

KOMENTAR: Postoje jos dve mogudnosti re:savanja problema atomizacije minimalnog 
segmenta. Prvo, promena definicije linije: da se ona zavriava vainom premisom eliminacije a 
fiktivne oslobodene pretpostavke ne pripadaju nijednoj liniji, niti eine 1-liniju. Druga 
moguenost, atomizovati fiktivne oslobodene pretpostavke tako Ito nove pretpostavke budu 
njihove potfonnule pa se operacijama prave potrebne formule Ito nije uvek (za veznik 
moguee. 

DEFINICIJA: ALmim je Aim dodatim MinS jednakostima: 
MinSA: h=h'{1 A, 1B }, 	 za h:r HAAB. 
MinSv : h=d(h, Kla  ,e1 B), 	za h:r AvB. 

h= (1(h,1A,1B))*, 	za 	t- 

DEFINICIJA: AP-min je dna dodatim 
MinSic h=h'{1A, 1 11}, 
MinSv': h=D(h, ,c 1A, ABA 

h= (I(h,1,t,1B))*, 

MinS jednakostima: 
za h:r 1- A AB. 
za h:I HAvB. 
za h:r 

Zbog oblika operacija eliminacije u sistemu N imamo jednu lepu osobinu 
minimalnog segmenta linija u normalnom termu iz *ft. 

LEMA 1: Neka je f G-normalan term tipa F F- A iz sistema A Neka je 1 proizvoljna Pravicova 
linija terma f i smllv  minimalan segment te linije, him  a Podterm terma f koji ima tip 
oblika AHCI  je uvek jedinica 
DOKAZ: 
Na osnovu teoreme: skIIN =sk  je premisa uvodenja, a sk.1  je valna premisa neke operacije 
eliminacije i sk  je podsegment segmenta 44. To znaei: poslednja formula segmenta s k,1 =19 
Dt  je vain premisa neke eliminacije i formula C je potfonnula formule D; 
segmenti sk . /  , sk  su sa linije 4 onda u toj liniji iza 	sledi 
DI  vain premisa eliminacije, 
mora: CI  oslobodena pretpostavka te eliminacije. 



Alco bi jedinica ./c:C C bila podvueena onda skEC1 i to je kraj linije /. Onda / nije Pravicova i 

sk nije minimalan segment. 
Znaei: traleni term je nepodvueena jedinica, 	i- C. 	 q. e. d. 

Sada oemo defmisati koralce redukcije za atomizaciju minimalnih segmenata 
normalnih terama u Ar-M111 

DEFINICIJA: Neka je f G-normalan term tipa F 1- A iz N-min Neka je s minimalan segment 

linije / iz f, see ...e Neka je h podterm termaf takav da je njegov tip At- (na osnovu leme 1 

to je /c) . Alco je g takav tenn da su N(f) i N(g) jednaki samo umesto h u termu g je term h' za 

koji je h=le jedna MinS jednalcost, onda katemo da se f 1- Min redukuje na term g po liniji /. 

Linija / je glavna linija te redukcije. Linije terma g koje imaju segmente, koje 
eine premise i zalcljueci operacija terma h' su nove Huge te redukcije. eesto tem° reei za nove 
linije redukcije da su linije termag koje odgovaraju liniji / iz termaf. 
Oznaka:  f—>mmi g. 

Napomena: na osnovu leme 1 dovoljne su nam MinS-jednakosti samo za jedinice: 
1MinSA: 1,,,,B=1A,511A, lilb 

1MinSv : lAva r-daAva, Kik Kis), 
1An = (1(1A,B,1 A, 1B))*. 

DEFINICIJA: Neka jef G-normalan term iz 	g term iz ilf-miNtalcav da postoji prirodan 

broj m i termi 	iz .41-mktalcvi da 
f hz—>kumh --> 2 MIN 1.--+MINIhmEg3 onda katemo da se f Min-redukuje na term g. 

Omaka:  f-->AHN g. 

Koracima Min-redukcije se euva normalnost terma. 

LEMA 2: Neka je f G-normalan term iz 	Alto f ima liniju / sa minimalnim segmentom 

SMIN) eija formula nije atomska, tada postoji term g iz 	f-->Affm g i g je G-normalan 

term. 
DOKAZ: 
Term f je G-normalan term iz Af-mig les 1...s, spsmiN minimalni segment linije /, 
e premisa neke operacije uvodenja (prvog u/)iC nije atomska formula. 
Redukcija —)mlisn menja formulu Cl: eliminige, pa uvodi glavni veznik formule i na taj naoin 

segment koji oini potformula formule C (mogute dva segmenta) postaje minimalan. 
Pitanje je gde se nalazi formula CI u drvetu termaf ? 

Ck, si.i 	je vat' premisa eliminacije, 

odnosno En' vatna premisa eliminacije, C je potformula od E i 	nevem premise 
eliminacije ili premise zatnene; 
sm./ =1/1...U1 je zaldjudalc uvodenja, odnosno je zaldjueak uvodenja , C je potformula od U, 

U2... UI nevaine premise eliminacije ili premise zamene, 1/1 je premisa novog uvodenja. 
Neka je na primerAAB C tada dobojamo dve nove linije redukcije: 
//"Es'i...sii./ dill A2 A39° C°° C2 

/2"a sip...ea.] Cl BI B2 Lee d"c2 rk 
i sada je minimalni segmentAl A2 A3 u novoj liniji //A i dobili smo jedno uvodenje i elitninaciju. 

1. Da li posle uvodenja (fortniranja C°)postoji neka elimincija, kojoj je C° vatna premisa? 



Segment e 	pripada IN-delu on je kao i svi segmenti tog dela 	zaidjueak 
uvodenja i C je potformula njihovih formula. Znaei odgovor je ne. 
2. Da li pre eliminisanja (razbijanja C') postoji neko uvodenje , eiji zakljueak je C1  tog 
eliminisanja? Segmenti dine EN-deo linije I (pa eine EN-deo linija li, 12) i to nema 
formula koje su "pravijene". 
Znaei odgovor je ne. 
Dokaz je potpuno isti u slueaju kada jeAvB = C, A =B e C. 

Jednom Min-redukcijom ne narugava se G-normalnost terma. 
In& term g, za kojif—>mma g, je G-normalan term u 	 q. e. d. 

Neka je f term sistema sV. Neka je 1 njegova linija i smiN  e... 	njen minimalni 
segment. Postoje podtermi terma f h i  i h„, takvi da 	h„,..4„1-C" i term 11 1  je podterm 
terma hm. Postavlja se pitanje na koji od terma h1  iii hm  hooemo da primenimo MinS jednakost i 
da atomizujemo formulu C ?Nag izbor je term h1 ( gto se vidi iz definicije Min-redukcije). 

eta bi se desilo da smo izabrali term h„, ili bilo koji term hcAo-C, I < i < m? 
Saduvalo bi se valm svojstvo Min-redukcije da euva normalnost terma (lema 2). 

Interesantno je da bi term sa primenjenom Min-redukcijom na termu h;:4;1-C , 1 <i Srn bio MS 
jednakostima povezan sa termom u kome je Min-redukcija primenjena na termu hi: Ai l-C 

DEFINICIJA: Neka je f G-normalan term tipa r h A iz sistema N. Neka je 1 proizvoljna linija 
termaf koja ima minimalni segment smiNECI...e. Ako je C atomska formula onda je f 
progiren G-normalan term u sistemu Al, po liniji 1. 

Ako je term f progireno G-normalan u sistemu Alpo proizvoljnoj Pravicovoj liniji 
termaf onda jef progiren G-normalan term u sistemu Al 

U ALMIN (/IP -NI/N) van teorema: 

TEOREMA 0 PROgIRENOM G-NORMALNOM OBLIKU 
Za svaki G-normalan termf tipa F 1--A u ./V-mimpostoji progiren G -normalan term istog tipa u 

TEOREMA 0 PROIREN0.1 G-NORMALIZACIJI U Ar-mht: 
Svaki G-normalan term f tipa F HA u .441/1111 se Min-redukuje na progiren G-normalan term g 
iz 
DOKAZ: 
Neka je d- najveai stepen minimalnih segmenata koji se pojavljuju u termu f; 
br- broj minimalnih segmenata koji su stepena d u termu f 
Teoremu oemo dokazati indukcijom po paru (d, br) posmatranog termaf 
Neka: 1 proizvoljna linija termaf semi  minimalni segment linije 1 i d(smiN)=d, 

lema 2: postoji term g takav daf—>numg, po liniji 1. 
Ako term g nema minimalnih segmenata stepena d, onda za de  prvi parametar iz dvojke 
terma g vaii dg  <d, pa na osnovu indukcijske pretpostavke postoji progiren G-nomalan 
term h, 
takav da g-* MIN h. 

Znati: f—> MIN h i h je progiren G-nomalan term u Ar-mth. 
Ako term g ima minimalnih segmenata stepena d, onda de=d, ali liniji 1 odgovaraju nove 
linije 11, 12 u termu g eije minimalne segmente eine potformule formule C odalde term g 



ima manje minimalnih segmenata stepena d pa za br s  termag vazi br g4r. Na osnovu 
indukcijske pretpostavke postoji progiren G-nomalan term h takav da g-* MIN h. 

ZnaCit, 14 RUN h i h je progiren G-nomalan term u 

3. ATOMIZACIJA JEDINICA U SISTEMU fr 

Analogan postupak atomizaciji minimalnog segmenta normalnih terama u sistemu 

A' je atomizacija jedinica vrha drveta terma u kome nema seeenja u sistemu # 1. Potpuna 

atomizacija bi bila da sve polazne pretpostavke u drvetu koje su oblika /A :A budu takve da 

je A atomska formula. U prethodnim poglavljima definisali smo nevaIta' seeenja u termu sistema 
Ovde aerno videti kako je povezana atomizacija sa vrstama seeenja koje se pojavljuju u 

termima eije jedinice hotemo da atomizujemo Zato oemo na poeeticu defmisati vrste jedinica u 
nekom termu sistema j'koje oemo posmatrati. 

DEFINICIJA:Neka je f term tipa F FA iz sistema C Neka Un(T(f)) eine sve jedinice koje se 
pojavljuju u drvetu termaf, koje aemo razlikovati po formuli kojoj pripadaju i po mestu u drvetu 
termaf (gto govori indeks njene formle). 

DEFINICIJA: Neka je /A :A 	jedinica u sistemu Formula A sa leve strane u jedinici 14  

je leva formula jedinice /A  , a formulaA sa desne strane je desna formula to jedinice. 

DEFINICIJA: Neka je f term tipa I' H A iz sistema Ako je 	H A jedinica iz Un(T(f)) 

takva da: 
1. njena desna formula i svi njeni naslednici nisu formule seeenja u nekom seeenju tips L; 

2. njena leva formula, svi njeni naslednici i c-naslednici nisu formula seeenja u nekom seeenju 
tipa R. 
Onda 1 Ai pripada Un(f). 

Vail: 1. Un(f) gUn(T(f)). 
2. Ako tennf nema seeenja, onda Un(f)EUn(T(f)). 

DEFINICIJA: #177 je # sa dodatim rl jednakostima: 
Tln -1/1A/3 = ({ 1h 1/3}) 4 • 

lAvB =  LLD K11 /31• 

lAB =  (1B[lAr• 

Sada aemo navesti defmicije redukcija za atomizaciju jedinica terma. 

DEFINICIJA: Neka su 1,  g termi tipa F 	iz 	Ako postoje podtermifi  odf i gt  od g takvi 

da je fi  = g1  neka tl jednakost i za niz pravila P, f = P(fa, g=P(gd, tada se term f 

1-i redukuje na term g. 
Oznaka:f  >in  g. 



DEFINICIJA: Neka su f, g termi tipa F 	iz fq. Ako postoji prirodan broj m i termi 
iz etakvi da: f hi> 	>in h„,eg, reel aemo da se term f Thredukuje na term g. 
Oznaka:  f> 

DEFINICIJA: Neka je f term tipa r [-A iz sistema Ako za sve jedinice iz Un(T(f)) 	da 
su njihove formule atomske onda eemo za term f reoi da je atomizovan term. 

Sledeoe leme oe nam koristiti u dokazu teoreme o atomizaciji jedinica u 

LEMA 1: Neka je f term tipa F 	iz Pt/ i term f je oblika 0(h(,g)), gde je 0 neko pravilo. 
Tada term f je atomizovan akko su termi h, g atomizovani. 
DOKAZ: 
Jednostavno, po slolenosti termaf. 	 q. e. d. 

LEMA 2: Neka je f term tipa F A iz IV Term f je onto. 0((h,) lc) ili lc, gde je 0 neko 
pravilo za strelice, a term h je atomizovan. U oba slueaja C nije atomska formula. Tada se term f 
Thredulcuje na atomizovan term g, koji je oblika 0((k)hi) ili 	gde je hi atomizovan term. 
DOKAZ: 
Term 0((h,)1c) mole biti oblika [h, lc], [lc, h]; 1 c[h], h[lc]; (h, 1 c},{1c, hl; 	,e1c, 1 c*; 
tA(1c), 1 c( h ),h( 1c). 
Dokaz oemo izvrgiti indukcijom po stepenu formule C: d(C). 
Neka je CaBAD: in. lc =({1B, 1B})f. 
Posmatramo tenn {/B,/D) d(B)<d(C), d(D)<d(C) pa na osnovu indukcijske pretpostavke postoji 
atomizovani tenni f , f2 takav da (./8, /D)>n{fh / 0}>n{fi, f2) i na osnovu leme 1 imamo da je 

f2) atomizovan term. 

>i„ ({/B, ioDf>hi 	 /D))1>h1/2 >hi >WV', f2})f, pa na osnovu 
definicije>,1 imamo: 0((h,)1c) >n0(0011'1, f211). 
Dokaz je analogan alco je formula C oblika C 	C BAD. 	 q. e. d. 

TEOREMA 0 ATOMSKOM OBLIKU U 
Za svaki term f tipa F 	iz 	postoji atomizovan term g tipa ri-Au gig . 

TEOREMA 0 ATOMIZACIJI U §'77: 
Svalci term f tipa F E- A iz #17) se Thredukuje na term g tipa F 1- A talcav da je on atomizovan 
term u 
DOKAZ: 
Neka je 	F-A strelica iz 	0(hi) ef, gde je 0 niz pravila: 
hi je podterm termaf koji nije atomizovan, a svi njegovi podtermi (ako ih ima) su atomizovani. 
Term hi ima oblik 01((h1,)1c) ili lc gde je hi atomizovan term i C nije atomska formula. 
Na osnovu leme 2 postoji atomizovan term gi takav da >ngi. 
Znaei f 0(h d >9 0(gi) a 	i sve preostale neatomske jedinice se nalaze u preostalim 
termima na koje se odnose pravila iz niza O. 
Sledeoi korak bi bio: h2 podterm terma 	koji nije atomizovan i svi njegovi podtermi 
atomizovani Naravno da jegi podterm od h2. 
• • • 

Dobijamo na Icraju..f>n >nf2 >n... 	fk i fk nema podterm koji nije atomizovan, 



znaeifk  g je atomizovan term u 	 q. e. d. 

Napravitemo pregled veza atomizacije jedinica u nekom termu i njegovog oblika. 
Vaio Ce nam biti da li ee se atomizacijom u nekom termu 
(i)stvoriti nove operacije seCenja i 
(ii)neka nevana seeenja postati valna. 

Lema koja sledi daee nam odriean odgovor na prvo pitanje. 

LEMA 3: Neka jef term tipa F i-A iz ft7 u kome nema seeenja. 

Akof> 1n g, onda je term g tipa F i-A i u njemu nema saenja. 

DOKAZ: 
U eemu se sastoji 1-redukcija: podterm terma f oblika 1 c  u zavisnosti od oblika formule C 

zamenjeni su termima WA , /BP f, [kik lelEi (1s[lA) *  u kojima nema setenja, 	q. e. d. 

LEMA 4: Neka jef term tipa F H D iz 77, koji ima samo nevatia seeenja, kod kojih su formule 

saenja atomske. Akof> ju g, onda je term g tipa F H A i ima samo nevaina seeenja. 

DOKAZ: 
Lema 3: 1-redukcijama se ne stvaraju nova seeenja, gto znai g nema novih seeenja u odnosu na 

term! Da li r)-redukcije mogu od nevat" tih seeenja da naprave vatia? 

Neka je h( h1) nevaino seeenje tipa L u termuf i termi h, h1  nemaju seeenja. 

hi.-F 1- A h:AAAH B 

h( h 1  ):AFA H B, 	A :P. CAE i jedinicu 1A  koja postoji u h 1  Thredukcijom zamenjujemo 

sa ({lc 1.0) 4  i imamo redukciju h1  > 1n h2 i ({1 q 1r}) 4  je podterm terma h2. 

Onda h( h 1  )> Ii h( h2). Pato je seeenje h( h 1 ) tipa L term h ima eliminaciju (ili slabljenje) 

formule A pa saenje h(h2 ) postaje van' o. 
Ali, term f koji mi posmatramo ima nevatia seeenja samo sa atomskom formulama pa na 
jedinici 1A  nema n-redukcija. 
Znaei, g je atomizovan term sa nevdnim seeenjima kao u termu f. 	 q. e. d. 

KOMENTAK U dokazu leme 4 videli smo da je na drugo pitanje koje smo postavili potvrdan 
odgovor. To je ono gto nama ne odgovara. Ne ielimo da nam redukcije atomizacije na tennu, 
koji je ve6 sreden po pitanju nevainih seeenja, stvaraju nove probleme sa seeenjima. Zato eemo 
da definilemo drugaeije redukcije (taenije na odredenim jedinicama terma) koje neee 
proizvoditi vaina seeenja. 

DEFINICIJA: Neka su f, g termi tipa F HA iz / 177. Ako postoji prirodan broj m i termi 

iz f'q takvi da: 
f = h1 > 11 ...> 1n  hme g i svalca od ovih .Thredukcija bila je na jedinici iz Un(hJ, 1gyn, onda 

Cemo reoi da se term f Nn-redukuje na term g. 
Oznaka:  f> phI g. 

Vat: ako f> Nni  g za neku lA eUn(f) onda Un(g)=(Un(f)\ {/A })u{/c ,1D } ako je formula A 

oblika ili CAD ili CvD ili CAD. 

DEFINICIJA: Neka je f term tipa F H A iz sistema Ako za sve jedinice iz Un(f) vat da su 

njihove formule atomske onda temo za term f reei da je N-atomizovan term. 



Vali: 1 . Alco je term f atomizovan, ondaf je N-atomizovan. 
2. Neka jef term bez se6enja. Tadaf atomozovan akkof N-atomiZOVan. 

LEMA 5: Neka je f term tipa r A iz 	i term f ima jedan od oblika [h, 1 cl [lc , 	4{4 
h[l 	th, 1 c}, t/c, h1; ,c/c , ,c/c, /c*; tA0c), 1 c( h ), h( 1c), 
gde je term h je atomizovan i /c je neatomska jedinica iz Un®. Tada se term f NThredulcuje na 

N-atomizovan term g, koji je oblika redom [h, hj], [hj, h]; hj[h], h[hjj; 	hi}, {hi, ell; Khj, 
hi *; tA(h1), hi(h), h(hi), gde je hi N-atomizovan term. 
DOKAZ: 
Dokaz je potpuno isti kao dokaz leme 2. 	 q. e. d. 

LEMA 6: Neka je term f tipa r HA iz fq, koji ima samo nevaba seeenja. 

Alcof>1Nrig)g term iz 	onda termg ima samo nevaina se6enja. 
DOKAZ: 
Na osnovu leme 3 imamo da term g nema novih seeenja u odnosu na term! 
OStaje pitanje da NThredukeije od neva:bin seeenja stvaraju vairta? 
f > 	postoje podtermifi od f 	odg takvi da jefi=g1 neka Thjednalcostf/=/c, i /c€Un(f) 
i za niz operacija 0, f=0th g=0(gd. 
U zavisnosti od glavnog veznika formule C term& ima jedan od sledeeih oblika 
({/B, 	LiB,,,ird, (way*. 

(I) po definiciji Un(f): /c nije podterm nekog terma h u f koji se pojavljuje u jednom od 
slueajeva: 
1.h.-A H C, hi:CA/i- D ufpostoji hi(h) nevlino seeenje tipa L; 
2. h:CA D, 	C uf postoji h (hi) nevalno seeenje tipa R; 
To znaei da ne mole da se desi 
1 . hi(h ) i u termu eliminacija C i u NThredukcijama se u h pojavi uvodenje C; 
2. h (h I) i u termu hi uvodenje C i u NThredukcijama se u h pojavi eliminacija C. 
Zna6i: za formule seeenja svih seeenja izf, ako imaju jedinice na Icrajevima svojih loza vaii 
da te jedinice ne pripadaju Un(f). 

(II) Ako za /c:C C izf postoji seeenje kome je formula seeenja nadnaslednik desne formule 
/c: C je potformula od C' imamo da je to seeenje tipa R i ovom se Nn-redukcijom jog vige 
atomizuje uvedena formula C'. 

Znaei: seUnje ostaje nevait' to. 
(III) Ako za /c:C H C izf postoji seeenje kome je formula see'enja nadnaslednik leve formule /c: 

C je potformula od C' imamo da je to seeenje tipa L i ovom se NThredukcijom jo§ vi§e 
atomizuje uvedena formula C'. 

Znaei: seeenje ostaje nevlino. 
(IV) Ako za /c:C C u termu f ne postoji se6enje kome je formula seeenja neka formula C iz te 

jedinice neki njihov naslednilc nadnaslednk, tada NThredukcije na /c ne utieu na 
seetenja u termuf 

Znaei term g ima samo nevaina seeenja. 	 q. e. d. 

KOMENTAR: Ako hooemo da izvtiimo atomizaciju jedinica terrna, lcoji nerna seeenja, onda 
moiemo atomizovati sve jedinice. Ali, ako hoeemo da posmatramo terme sa nevainim 
seeenjima u sistemu c' (koji odgovaraju normalnim termima u sistemu A9 onda atomizacija 
svih jedinica stvara valna seeenja u tennu. Najverovatnije je da je moguee nalcon atomizacije 
rekti se tih novonastalih vainih seeenja, ali je to protiv nafeg postupka da prvo iz terma u 



elimindemo seeenja (koja odaberemo) a zatim izvr imo atomizaciju jedinica. 

U 4'q vdi teorema o N-atomizaciji i njena posledica teorma o N-atomskom obliku. 

TEOREMA 0 N-ATOMSKOM OBLIKU U ttp 

Za svaki term f, koji ima samo nevahla letnja i tipa je r F. A iz 	postoji N-atomizovan 

term istog tipa u 

TEOREMA 0 N-ATOMIZACIJI U A: 

Svaki term f tipa FH A iz 	koji ima samo nevaina seeenja, se N1-redukuje na term g istog 

tipa takav da je g N-atomizovan term u 	i ima samo nevahia seeenja. 

DOKAZ: 
Kao i dokaz teoreme o atomizaciji samo se joS koriste lema 5 i lema 6. q. e. d. 

Na kraju ovog dela datemo jo§ jednu moguonost definisanja jednakosti za 
atomizaciju jedinica u termu sistema CNi jednakostima. 

DEFINICIJA: CNi jednakosti: 
en& h= ({1A , 1 13 )) 1 ( h ), 	za 	F-AA/3. 

env. h= L1A, Kiel (h 
	za 	AvB. 

h= (11,[1A 1)*(h ), 	za h.T 

CN1-redukcije bi se uvele analogno n-redukcijama u #'77. Interesantno je to da sve jedinice koje 
mogu da se atomizuju Nq-redukcijama mogu i sa CN1-redukcijama i obmuto. U jednom od 
sledeeih delova Cemo vise govoriti o vezi jednakosti u 

4. VEZA NDmin-REDUKCIJA IZ -KIN 

I Min-REDUKCIJA IZ Ar-mth 

DEFINICIJA: Neka su f, g termi sistema 	vezif= ng.Neka jep proizvoljna staza terma f. Za 

stazu pi terma g, koja sadrii iste premise odgovarajuoih operacija iz Pravicovog oblika terma kao 
i stazap kgemo da odgovara stazi p. Za operacije eije premise sadrii neka staza reai demo da 
su operacije te staze. 

Neka je p proizvoljna staza terms L 	sk =smIN =C1•••r; i neka je 

poeetak stazep pretpostavka A. 
Svaka od formula stazep, sem poslednje je premisa neke operacije; sve te operacije su operacije 
staze p. Ako posmatramo f= n  g imamo da se f i g razlikuju samo po prisustvu (odnosno 

odsustvu) nelcih nadovezivanja i njihovog redosleda. Ako je p' staza terma g koja po6inje 

pretpstavkom A, ona ima svoje operacije. Operacije staza p i p' mogu se razlikovati samo kao 

termif i g. To znaei da se izmedu dve operacije za veznike up ip' moie da se pojavi razlidit broj 
nadovezivanja. Nadovezivanje kao operacija ima osobinu da su mu premisa i zaldjueak ista 
formula, pa su one u istom segmentu staze. To znaoi da se si  i 15iSn mogu razlikovati po 

broju formula koje ih 6ine. 



Jog sktiN =C1...C, C premisa neke operacije uvodenja; s'k  izp', s ik = 
ako: 	: s'k  =S'MIN. 
ako: m</: izmedu operacije kojoj je C"' zaldjueak i one kojoj je ona premisa ima drugih 
operacija (euvaju formulu C) to su nadovezivanja. Mora da u p' postoji pomenuto uvodenje, 
njegova premisa je neka formula C i zakljueak C', C*C' pripada drugom segmentu. To znaei da 
C premisa uvodenja i s'k  s =- 

Pre nego gto vidimo kako se slain koraci NDmin-redukcije iz AD-ifith i Min-
redukcije iz Al-miiipokazgemo neka svojstva terama ovih sistema koje oemo kasnije koristiti. 

LEMA 1: Neka su f, g normalni termi iz NP-ifith, takvi da vaZif= ng. 
Tadaf 	za minimalni segment smug  neke stazep akko 

r Ivan/  gi  za minimalni segment s'iNIN  stazep' koja odgovara stazi p iz f. Jog vaZin = Fi g] , 
DOKAZ: 
Ako f ND m I f P staza terma f smiN =C1...Cfl , postoji podterm h terma f 	f=0(h), 
h=h1  jedna ND-MinS jednakost. Tenn fl dobijen tako gto se ostali deo termaf razlikuje do na

❑= , a umesto h ima term III : 
(i)h podterm termag, ondag -̀±p.fDmi fb 	g• 
(ii) h nije podterm terma g, and postoji h2  podtem terma g, hiAfre, h= n h2  i h2 =h3  jedna ND-
MinS jednakost i hl =n  123 . Term gl se dobija tako gto se ostali deo terma g (ne podterm h2) 
rezlikuje do na = 1-1 , a umesto h2  ima h3. 
Znaei =nfi. 
U slueaju g NDmlgt  dokaz je potpuno isti. 	 q. e. d. 

POSLEDICA 1: Neka jef normalan term iz 
Tada valif '-+NDnah aklw fl  `+NDmIg ig =l1h• 

Ve6 smo prilikom definisanja preslikavanja p i r videli da samo odredeni termi 
(prirodno sredeni, nd-termi) sistema Nimaju odgovarakoi term u sistemu SYD. Proizvoljan tenni 
sistema Nima razlieite linije od njegovih terama i Preslikavanjem p(nr1) ) 
samo linije tih terama se pojavljuju u sistemu ATP kao kandidati za staze. Narednom lemom 
precizirkemo koje su to zajednieke linije terama f, ntri  

DEFINICIJA: Neka jef normalan term sistema N. Za neku liniju 1 termaf ka .2emo da prolazi 
preko neke operacije ako linija 1 sadrii premisu to operacije. 

Termi f of i rimaju neke zajednieke (iste) podterme u kojima nema 
specijalnih operacija i njihovih nizova i novih pretpostavki. Za neku Pravicovu liniju 1' terma 
nficn  (/') kalemo da odgovara nekoj Pravicovoj liniji 1 termaf ako prolaze preko istih premisa 
zajedni6kih operacija (ne specijalnih) termaf i of ( fen). 

LEMA 2: Neka je f normalan term iz N Za svaku Pravicovu liniju 1 terma f postoji 
odgovarajuaa Pravicovu linija 1' u termu nr i prilikom formiranja terma nr nisu nastale rove 
Pravicove linije. 
DOKAZ: 
Prooi oemo kroz sve slueajeve specijalnih operacija i videti koje promene na linijama u f izaziva 
formiranj e of 



Neka term f ima neku od specijalnih operacija: 
T-desnu, C-desnu, onda (i) izostavi se vie 1-linija; 

(ii) linije koje prolaze preko izostavljenih novih pretpostavki i 
sjedinjavanja postaju kraoe. 

T-nadovezujueu onda, (i) vise linija koje se zavdavaju 1. o. p. nadovezivanja (koje nisu 
Pravicove) postaju 1-linije a neke se i gube; 

(ii) linije koje prolaze preko izostavljenih novih pretpostavki i 
sjedinjavanja postaju kra6e. 

Tv-eliminacionu, Cv-eliminacionu onda (i) bibe izostavljeno vise linija koje se zavrgavaju f.o. p. 
eliminacije (koje nisu Pravicove); 

(ii) linije koje prolaze preko izostavljenih novih 
pretpostavki i sjedinjavanja postaju krate. 

T-suvignu, onda izostavi se vise 1-linija i neke linije postaju hate. 
C-suv&u, onda (i) izostave se neke 1-linije; 

(ii) linije koje prolaze preko izostavljenih novih pretpostavki i sjedinjavanja 

postaju kra6e. 
TA-eliminacionu, TA, T= onda (i) linije koje se zavr5avaju f. o. p. te eliminacije n ili postaju 

linije koje se zavr§avaju fop. nadovezivanja, zatim 1-linije; 
(ii) pojavljuju se nove linije koje nisu Pravicove; 
(iii) menja se du2ina drugih linija. 

CA-eliminacionu, C=-eliminacionu onda (i) linije koje se zavrgavaju o. p. te eliminacije A ili 
postaju linije koje se zavegavaju o. p. nadovezivanja 
a to znaei C-razgranata iii 1-linije; 

(ii) menja se dulina drugih linija. 
C-razgranatu onda (i) neee biti nekih linija sa koje se zavrgavaju f. o. p. nadovezivanja; 

	

(ii) menja se duEna drugih linija. 	 q. e. d. 

Nekoliko lema koje 6emo sada navesti dake nam vezu izmedu Min-redukcija u 

termu f iz A-MIN i terama nr , Porto su of i r termi u duhu prirodne dedukcije u 

.'V-minkoraci Min-redukcije u njma preslikavanjem p 6e biti prenete u AV-mix 

LEMA 3: Neka su f, g normalni termi iz .4/-mht. 
Ako f—>mmag, onda postoji term h takav da 

DOKAZ: 
Neka f—>mim g 	 i sk =shim =e...C• 
Imamo / c.-C 1- 	u termu f i 14,1{1 A , 1B }, n(1 _,_AvE, K1A, de), (1(lA.B, 	1 13))* u termu g 

(zavisnosti od glavnog veznika formule C). Na osnovu leme 2 jedinica lc:C F Cr  postoji i u 

termu ntri. Onda je h term koji se dobija kada se jedinica / c:C u termu of cn zameni sa 

jednim od terama /A /431/A, / B }, D(/Avlb KlA, 1B), (I(1AB, 1A, 1 B))* (zavisnosti od glavnog 

veznika formule C). q. e. d. 

LEMA 4: Neka jef normalan term iz 
Ako 	 onda postoji term g takav daf-4,wm g. 

Jo§ va2i: ako h—> onda g—>mmu gl . 

DOKAZ: 
Neka je of sa linijom 1=s3...sm  i sk=smmr= CI— C. 

U termu nrn  je 1 c:C H C' i postoji podtermfb koji ima jedan od oblika: 

f2'( //D)/c; d(f4,f3,f2), / c  je podtenn odf3 	I(f2,f3,/c) i 	=0(6)• 



PosmatraCemo slueaj kada je AAR. 
U termu h jedinica /c je zamenjena sa /A,13'{/A,/B), i njegov podterm je oblika: 

f29LI D) 1A/09{14 11} ill kb) f 	 f3)1And 11 A)1 B})• 
VaZi. {linije termaf koje nisu 1-linije}={Pravicove linije termaf} ulne Pravicove terma f I. 
Na osnovu leme 2: 
{linije terma 	koje nisu 1-1inije}={Pravicove linije koje odgovaraju Pravicovim 

{linije terma h koje nisu 1-linijel=alinije terma nfin koje nisu 1-linije} \ {/})u{/i, /2}, gde su //, 
/2 nove linije Min-redukcije 	h. 

Analogno se dokazuje u slueaju kada formula C oblika BvD 	 q. e. d. 

LEMA 5: Neka jef term iz N-NA. 
1.Ako jef progiren normalan term, onda 	progiren normalan term. 
2. Akio je f G-normalan term i 	prairen normalan term, onda jefprogiren G-normalan term. 
DOKAZ: 
1.Pretpostavimo da postoji term g iz 	takav da nr—>MIN1g - 

Na osnovu leme 4 postoji term h takav da f -4 	h gto je nemoguee . MIN1 - 

Znei nr je progiren normalan term. 
2. Shen° kao pod 1. 	 q. e. d. 

LEMA 2': Neka je f normalan term iz ./V-mht. Za svalcu Pravicovu liniju / terma f postoji 
odgovarajaa Pravicovu linija u termu r i prilikom formiranja terma nisu nasta1e nove 
Pravicove linije. 
DOKAZ: 
Dokaz je sliean dokazu leme 2. 	 q. e. d. 

LEMA 3': Neka suf g nonnalni termi iz 
Akof—>A,„Ni g, onda postoji term h takav da 

DOKAZ: 
Dokaz je slidan dokazu leme 3. 	 q. e. d. 

LEMA 4': Neka jef normalan term iz 
Akotri-->m/Auh, onda postoji term g takav dattwmg. 

DOKAZ: 
Dokaz je sliean dokazu leme 4. 	 q. e. d. 

LEMA 51: Neka jef term iz .44m/N. 
1.Ako jef progiren normalan term, onda 	progiren normalan term. 
2. Ako jef G-normalan term i 	progiren normalan term, onda jef progiren G-normalan term. 
DOKAZ: 
Dokaz je sliean dokazu leme 5. 	 q. e. d. 

Neka jef term sistema SP. Neka je segment s premisa neke operacije 0 terma f 
Za segment s' neke linije terma ra) redi oemo da je Mika segmenta s ako je premisa slike 
opeacije 0 preslikavanjem r. Na potpuno isti naein defutige se slika nekog segmente terma iz 
preslikavanjem p. Da ne bi komplikovali zapis u naredne dve teoreme za segment e...Cn 
njegovu sliku prilikom preslikavanja r odnosno p oznaeavaaemo pri eemu m i / ne 
moraju biti jednaki. 

ficri —) MIN 1 h gicri = ND h; 



LEMA 6: Neka su f, g normalni termi iz AT-ififit. 
Akolt omi g, onda rW 	k h je term iz ALMiN. 
U termu r(g) postoji Min redukcija akko u termu It postoji Min-redukcija. 

DOKAZ: 
Prvo: 
Neka f normalan term, p staza terma, p 	i sk=smiN=Cl...en. 

Onda 	podterm terma f, f=0(h1) i imamo sledeoe osobine: 

1. h 1  podterm terma h2, hm.1  podterm terma hay  hr 0; F- C,15 

2. Formula C" premisa nekog uvodenja, pa podterm termaf ima jedan od sledeoih oblika: 

( kill, Ihm, 	Jim, whin, Mtn. 
3. Moguenosti za terme h 1+1  su sledeee: 

o(fo hi,f2); 8(fil 2'  hi); (1D/fdh i ; (1c/hiTh in ima podterm oblika 8(f4, l c, f;), 6(14,h, / c). 

4. Za sekvent 	= 	formula C'' je vain premisa eliminacije i C je potformula 
formule C'. 

Pretpostavimo da je formula C' oblika CAB. 
Onda imamo da 	za 	k CAB. 
Tada r(hi)-= r(hT ( _118)1c. 
U zavisnosti od svog oblika iz 2. termi hi+j, /j<rrt se slikaju u jedan od sledeeih terama 
sistema d(r(h), r(hj, r(f2)); d(r(fd, r(f2), Ohs)); (1D/rarDr(10; a D/r(hd)r(fd. 
Operacije ovog tipa euvaju segment sa formulom C i nekoj formuli C iz 	C" odgovara vige 

formula C u segmentu u r(h„,). 
Znaei u r(h„,) imamo segment e...ct , m4, i na osnovu 2. formula CI  je premisa nekog 
uvodenja. 
Zna6i C'... C1  minimalni segment u termu r(fl. 
Imam° fc-).NDmi  g , onda h1 =-11' jedna NDMinS jednakost. 
U zavisnosti od glavnog veznika formule C imamo jedan od sledeeih oblika terma 	njegove 

slike r(h',): 
{Tc(n(h9), nir(h'))},  {r(h9'(_/1B)lci / 1B) 1A,r(127( /18)1e( /1A)10), ako C AAD; 

8( (ch s) k1  A, 	D), 	d((r(h9)'(_llB)1c, ',IA, K. 1 13), 	 ako C mAvD; 

241.(B.h; 1,4)), 	Wr(h9'( /1B) 1c, 1A, 113))*, 	 ako C =ADD.  

S druge strane r(10—>mipa  h2 u zavisnosti od glavnog veznika formule C imamo da je term h2 : 

r(h9'( /1B)1 e [ 'A d D }, 
ohinuidd(1c,KIA, dB)), 
r(129'((_118)1(1c,1A, 10)). 
Ako je 0" slika operacija 0 preslikavanjem r, 
onda: r(f)=0"(r(hd) ir(f) —>mlivialh2), 0"(h2) =h. 

Slika termag je r(g)=0"(r(h' 0). 
Drugo:  
Nove staze u r(hl) i u h2  imaju minimalne segmente SHIM= A,  S miN2a D i ostale staze u r(g) i h 

nisu menjali minimalne segmente. 
Znaei, min-redukcija u r(g) prouzrukuje Min-redukeiju u h na stazi sa odgovarajuoim 
segmentom i obmuto. 
Dokaz je analogan i kada je formula C' oblika CvB, odnosno CAB. 	 q. e. d. 

LEMA 7: Neka su f, g normalni termi iz f/-mth i of `n=— 



Akof —*Awn g, onda P(i)`'Nomi 	P(g)=P(ntn). 
DOKAZ: 

Neka je f normalan term, I linija tog terma, b=s1...s„ i sk =smiN =C1  ...C. 
Imamo sledeoa svojstva: 
I .Na osnovu leme 1 mora 1 0:C 

Flogtof E of podterm f termaf koji sadrii jedinicu l e  moie biti sledeeeg oblika: 
/ AD A)(1 clh'(_11E)1 c) (1 E1htll c)1E) 

d(h, f1, f2), term lc  je podterm terma fl; 
(1 c/ 1(h, fb  1 c)) f2. 

2.Formula C" je premisa nekog uvodenjah m:Am I- C": {h„„ h}, klt„„ ,ch„„ h„,*. 
3. Svaki od terama 	F- Citi, 	je oblika hi+1=0(hi  (,h, f3)) i 0 je eliminacija iii 

operacija zamene. Pri preslikavanju p(f) vige operacija iz Sin se slika u jednu operaciju u 

Znaei u p(f) dobijamo segment CI...CI, I S n, ali, zadrlava se osobina da je C j  premisa nekog 
uvodenja pa to jeste minimalni segment u p(f). 
Neka je na primer term f (od tri gore navedena) oblika: 
O A  1 A  /1 A)(1 clh' (_11 E)1 c) (1E/h'( /1c)lE)f1,  za C BAD, 

onda u termu g postoji podterm g = (/ A  1 All daelhtlE)1c'{1.8,1D}) (1Elhtll c)l EM; 
p( 1)=(1 cM(p0)))( 1EMTP(h)))P(n), 
P( g)= (-1 C1 CI7 (p90 ))(P 111E1  C)(1Dhc il d 1 1 1) 1D1)(1EMIPOMPth) =WI en), 
p(n gkn)=flacItTc(It(p(h))), it'fr(p(h)))))(1 Ele(p(h)))p(b)• 
Odavde, p(f)L+Nong 
Potpuno je analogan dokaz u svim ostalim sluelajevima. 	 q. e. d. 

LEMA 8: Neka su f, g normalni termi iz 	i 
Ako f —>mma g, onda K.M.NDuir 

DOKAZ: 
Dokaz veoma sliean dokazu leme 7. 	 q. e. d. 

LEMA 9: Neka jef progiren normalan term u 
Term r(f) je progiren normalan term u 

DOKAZ: 
Pretpostavimo suprotno: r(f) nije progiren normalan u Aft. 
Onda r(f) 	k na osnovu leme 7: p(r(f)) L.NDml P(nth

ta) va2i pfrov.  

Znaei fI  nije progiren normalan term u .44mht, odnosnofnije progiren normalan term u 
je nemoguae. 

r(f) je progiren normalan term u S-m/n 	 q. e. d. 

LEMA 10: Neka jef progiren normalan term u N-mfr i ntrig. 
Term pa) je progiren normalan term u SP-ifik. 

DOKAZ: 
Pretpostavimo suprotno: p(f) nije progiren normalan term u ND-m//!. 
onda p(f) 	i na osnovu leme 6: r(p(f)) -4 num f 	r(PW) =f 
Znaeif nije progiren normalan term u ALMIN , to je nemoguoe. 
Mora da je p(f) progiren normalan term u .40-mitt 	 q. e. d. 



LEMA 11: Neka jef progiren normalan term u 	PIE f 

Term p(f) je prokren normalan term u 
DOKAZ: 
Pretpostavimo suprotno: p(f) nije progiren normalan term u .41-ififit. 

onda p(f) 	i na osnovu leme 6: r(p(f)) —>mtNifi i vazi r(p(f))=nr 

Znal of 	i na osnovu leme 4: postoji term g takav daf-twm g 

i iz leme 3. ntn 	g g to je nemoguCe. 

Mora: p(f) je progiren normalan term u q. e. d. 

5. VEZA Min-REDUKCIJA IZ ./IT-m/n 
I N1-REDUKCIJA IZ 

Prvo temo dokazati dye leme. 

LEMA 1: Neka jef G-normalan term iz.N '-mlll. Tada vat daf--->mhw  f aldco f--->mliv  g. 

DOKAZ: 
f —*MIN) 7, 
Za liniju P terma f1  re6i aemo da odgovara nekoj liniji 1 termaf ako sadr2i premise istih 
operacija za veznike (odredenih mestom u drvetu termaf ) kao i linija L 

Termi f i If razlikuju se po nadovezivanjima: svaki term izf oblika 

h'g, D(h, g,, g2), I(h, g ,g2) u termu 1f zamenjen je sa (101h)1 D' g, (1D1h)D(1 D, g,, $2) 

a DINT( 1  Lb gb 82)• 
(I) ako linija 1 ne sadrii ove operacije onda linija koja joj odgovara ima segmente od istih 

formula i iste dome kao i 1 pa, If—>mmil 

(II) ako linija 1 ide preko ovih operacija onda 1' moida ima segmente razlieitih dulina od 1 

za s„ postoji s„ koji je premisa uvodenja: 

s nEsAHNECI...C*C4+1  C444  i postoji C' pa onda f—>mipa  g 

potpuno analogno kao 	 q. e. d. 

POSLEDICA 1: Za svaki termf iz X-ININ vat: 
f potpuno G-normalan term akko f potpuno G-normalan term. 

LEMA 2: Neka jef term tipaiz f'>).

Tada vat da f >min I aldcofi > 1Nn g, za neku jedinicu iz Un(f). 

DOKAZ: 
f> Ineka 1 c  iz Un(f) koja je zamenjena desnom stranom odgovarajuee rl jednakosti. 

Term, dobijamo kada hf, [h, h[g] u termuf zamenimo sa h4(10, vt, 	c), h[g](l c). 

Ako jedinice u termuf pove2emo sa pravilom kome je njena formula premisa onda u 
termu /pored jedinica koje odgovaraju ( vezane su za isto pravilo iz drveta od f, odnosno 

jedinicama uf imamo i one iz gore navenih se6enja. Ali nove jedinice ne pripadaju 

Un(f). Mo2emo reoi da termi f, imaju iste Un(ff  ), 

Znaeifi  > min g , za neko g. 



	

potpuno isti dokaz kao 	 q. e. d. 

POSLEDICA 2: Za svaki term f iz 	vaii: 
f je N-atomizovan term aklco je if N-atomizovan term. 

LEMA Neka je f G-normalan term tipa r HA iz R-mht, neka vali da f—>owng ako je term g 
G-normalan term iz AP-lidil 
Tada, g(f)>INn f za neki term 	iz iri sW> ICAInSW • 
DOKAZ: 

Nekaf—>Ailm g, 1=s 1...sn...s„„ sn:ssmava---C1...Ck. 
Onda postoji podtenn termat 10.0 Cli formula CI je oslobodena pretpostavka neke operacije 
eliminacije: 
postoji podterm terma f koji moie biti oblika h'g; D(h, ,g2); 1(h, 	g2) i lc je podterm 
redom terma g; 	g2; g2. 
Imam° s(h'g)=s(g)4(s(h)); s(D(h, 	g2))=[s(g,),s(g2)1(s(h)); s(I(h, ,g2))=s(g2)[s(gas(h)). 
s(.10-C H )= lc , 10-C F- C. 
Za desnu formulu jedinice /c imamo: ako postoji u segmentu Cl...Ck vainih premisa 
nadovezivanja onda ima setenja u s(f) u kojima je naslednik formule C formula seCenja. To 
seeenje ne mole biti tipa R jer, alco bi bilo tipa R pojavila bi se jog jedna eliminacija sa glavnom 
formulom C u AP. Ali tada segment 	za sk=smmi, bi einile potformule formule C gto je 
nemoguee jer sk S =-M1AP 

Za levu formulu jedinice /c imamo: ona dobija nadnaslednika pa nema seeenja kome je ona 
formula seeenja. 
ZnaCi ova jedinica pripada Un(s(f)) i neka s(f)> 	f za tu jedinicu iz Un(s(f)). 
S druge strane N(f) i N(g) se raztikuju samo po tome gto je /c zamenjeno desnom stranom jedne 
od MinS jednakosti u zavisnosti od glavnog veznika formule C: 
/e{/A, /13}, za OMAR; Wk., )(IA, ,e1B), za C---AvB; (I(1c, 1A, 1B))* za C-t-AB; i 
s(lAAB'IlA,181)=({1,4,181)4 (lc), 
s(D(1.4va, 	K.18))= [K1A, K.181(1th, 
s(011A13, 1,4) 1 B))*)= B[171E1 C))* • 
Znaei s(f)>1CN„ S(g)- 	 q. e. d. 

Kada bi za vezu medu sistemima 	i 	koristili preslikavanje se onda bi 
Min-redukcija i Thredukcija bili povezani na sledeoi naein: 

LEMA 3': Neka jc f G-normalan term tipa F 	iz irlit/m, neka vaZi da f 	za g 
G -normalan term iz Af -mhz 
Tada, so(f)> 	so(g). 

KOMENTAR: Prethodne leme su nam dale sledeee: CNTredukcije se lepo slaiu sa 
preslikavanjem s; Nmredukcije se lepo slaiu sa preslikavanjem 	Ako posmatramo 
vezu 	g i s(f)> 	za neki term h sistema C treba reel da jedinica terma s(g) po kojoj 
se razlikuju tenni h i s(g) ne pripada skupuUn(s(g)) pa jedinice koje postoje u tennirna h i s(g) 
za datu atomizaciju su iste, gto je jedino vaino da znamo kada ielimo da nastavljamo 
atomizaciju. 

Iz 11'7) mredukcije oe se prenositi u NDmin-redukcije ur-min preslikavanjem n. 



LEMA 4! Neka je f term sa nevainim seeenjima iz 	i za term g iz 	vizi 	g, za neku 
jedinicu/dC C iz Un(f) za eiju desnu formulu va2i da ima nadnaslednika. 
Onda vazi da je n(Ic:CFC) = 1 c:C H C koja sa desne strane H ima poeetak minimalnog segmenta 

neke linije 1 terma it(f) i n(f)--->mim  n(g) za to liniju 1. 

DOKAZ: 
Neka je f dati term i /dC F C jedinica iz Un(f) koja je u termu g zamenjena desnom stranom 

odgovarajde mjednakosti. Oznaka 1 c:C F C 

CNI Tc, 
Kako izgleda podterm terma f sa jedinicom / c? 

(I) ,c/ c , ,e/ c , 	h}, {h, l c}, I c*; 

Ovo preslikano u ✓ rje m(1c:0-C) = / c , 16C H C i C je premisa pravila uvodenja. 

1. Ako u termuf nema seeenja tipa L sa formulom seeenja C, iii nelcim njenim naslednikom 
onda u AP-mill segment s = C samo sa jednom formulom, koji je onda prvi u nekoj liniji 1 i 

s je premisa uvodenja, 
znaoi: s je minimalan segment, s a C. 
2. Ako u termuf ima seeenja tipa R sa formulom seeenja C' koja je nadnaslednik formule 

to znaei da postoji eliminacija eijoj glavnoj formuli je C potformula: el(nizpravila. (1 c)). 

U A - MIN se to slika u / c,'00c  } iii Dac  ,0(1c),h0 iii (I(Ic, 0(1c)))*, C' pripada 

segmentusk_1  a C segmentu sk  i premisa je uvodenja. 

Znaei sk  je minimalan segment, sk  a C. 
3. Ako term f ima seeenje tipa R iii RL ili nema seeenja. To nema uticaja zbog toga gto bi 

njihove formule seeenja bile u AP-min ve6 u I-delu linije i ne bi saddale formulu C. 

(II) [It, / c], [1 0  h]; 1 c[h], h[l c]; n(1 c:C F C)= idC F C. 

Ove operacije preslikane u AP-MIN su redom D(1, n(h) ,14, D(1, l c, n(h)); 1(1, n(h) , l c), 

1(1, l c, it (h)) gde je 1 jedinica formula C' kojoj je C potformula. U poslednjem slueaju 

liniju u N-min eini jedan segment s, a njega jedna formula s C. U preostala tri slueaja 

/dC t- C je oslobodena pretpostavka u n(f) i C je kandidat za poeetak minimalnog segmenta. 
Ako su operacije koje slede sjedinjavanje, nova pretpostavka, nadovezivanje ili eliminacija 
(kojoj C nije yearn premisa) onda se produiava segment koji je poeeo formulom C. 

Ako bi se pojavila operacija eliminacije kojoj je formula C iz posmatranog segmenta vastna 

premisa to bi znaeilo u 	da naslednik formule Cr  jeformula seeenja u nekom sdenju tipa 
L, gto je nemoguee jer / c  pripada Un(f). 
Ako bi se pojavila operacija nadovezivanja koja bi od neke formule C iz posmatranog 
segmenta pravila Nam premisu eliminacije, na primer 
(1c1 DO, n(h), Id 1 c'g, to je nemogge jer / c  pripada Un(f). 

Znaei kraj segmenta koji pooinje formulom C mote biti premisa nekog uvodenja ili kraj linije. 

(III) 1 c(h) seeenje tipa R nemoguee jer / ce Un(f). 

(IV) h(lc) seeenje tipa L nemogde jer / cE Un(f). 

(V) tA(Ic) ili neko dozvoljeno seeenje. 
Onda proveravamo koje je pravilo sledde. 

Slieno kao u slueaju (II) zaldjuoimo da kraj segmenta koji poeinje formulom C mole biti premisa 
nekog uvodenja ili kraj linije. 
Na ovaj nadin smo pokazali da za jedinicu 1 c  iz ling) je slika u ✓ r-min 

n(1dCi-C)= 1 (X F C i formula C je poeetak minimalnog segmenta smm . 

Nekajefi term iz Ar takav da itah*Attrat po linij i I u kojoj je shim: 



LAB = ({ 1A, //3}) i, za Cr-AAB; /Ave' [K/A, dB], za CeAvB; IA=a= (1B[lAll*, za C AFB. 

IBIP) =1AABIlib 1B), 
NaK14, KIBP=D(JAva> K1A, iele), 
liffle[lAD*)= (1(1A,9,1A,111)) *. 
Znaei it(g)=1,. 
Imamo H(f)-4 mma n(g)• 	 q. e. d. 

LEMA 5: Neka je f term bez seeenja iz 	i za term g iz 4'17 vali f> In  g , za neku jedinicu 
/c:CFC iz Un(fl. 
Onda vaii da je 010•0-C) 	C koja sa desne strane 1-- ima poeetak minimalnog segmenta 
neke linije 1 terma n(f) i na7-4mnvi it(g) za to liniju 1. 
DOKAZ: 
Amalogno dokazu leme 4. 	 q. e. d. 

to se flee N-atomizovanih i progirenih G-normalnih terama iz jig i 	njih 
to tuvati preslikavanja s i n. 

TEOREMA 1: Neka jef progiren G-normalan term iz N--MIN. 
Term s(f) je N-atomizovan term sa nevabilm seeenjem u 

DOKAZ: 

Pretpostavimo suprotno: postoji term h iz ltf takav s(f)>/mih• 
lema 4: n(s(f))-->miNi n(h) u )1P-mthi n(s(f))= If 
znaei: 'f -MINI 	u 
lema 1: f-* MINI g, gto je nemoguee. 

Znaei: s(f) je N-atomizovan term. 

TEOREMA 2: Neka jef N-atomizovan term bez vaznih seeenja u sistemu ‘'17. 
Term n(f) je progiren G-normalan term u 

DOKAZ: 
Pretpostavimo suprotno: postoji term h iz X -mits takav n(f) -4 MIN] h• 

lema 4: s(n(f))> I,,n(h) u fig i s(n(f))= 
wa6i: f> hin(h) u 
lema 2.f> i ,,g,gto je nemoguee. 

Znaoi: n(f) je progiren G-normalan term. 

Na isti naein se dokazuje sledeoa teorema. 

TEOREMA 3: Neka jef N-atomizovan term bez seeenja u 
Term n(f) je progiren G-normalan term u 

q. e. d. 

q. e. d. 



6. TEOREMA 0 PROkRENOJ NORMALIZACIJI U Arkmth 

TEOREMA 0 FROgIRENOJ NORMALIZACIJI U Alt 

U odeljku 3. treoeg poglavlja uporedili smo "jaeine" teorema o normalizaciji u 
i At Dobili smo da teorema o normalizaciji u SP daje normalizaciju samo posebnih terama 

iz 	(prirodno sredenih, nd-terama). Shona situacija te biti i sa teoremama o progirenim 
normalizacijama u AB-mth i 

Neka jef proizvoljan normalan term iz AT-mth. 
Lema 1 (poglavlje III, 3): en je normalan term u 

r je NA preslikavanje na 	postoji term g iz 	g Leg takav da r(g)=4"1. 

rr =I um: p° r(g)=g, p° r(g)=p(nfal), nr je normalan tertn. 

Lema 6 (poglavlje III, 3): p(nr)=g normalan term u Ari-mth 
Teorema o progirenoj normalizaciji u NB-mirr. 
Term g se NDmin-redulcuje na term h ih je progiren nonnalan term u 

To znaei na osnovu defulicije 
postoje hb...,h„, talcvi da 	ht--+PIDml h2L.NDml ""NDml hm h. 

g (-+NDmIh2, lema 6 (poglavlje IV, 4): r(g) -4 MINI 112, h2 ima Min-redukciju akko 

ima Min-redulcciju. 
• • • 

Znati 

r(g) e r(h3)—) MINI -11-2->MIN1h1 3 -+MIN1.-->MINI m 

h'„, ima Min-redulcciju akko r(h) ima Min-redukciju. 

lema 9 (poglavlje IV, 4): r(h)je progiren normalan term. 
sicn 

11.1 	 2-*MIN1h1 3 -)31INI••• 	In) 	
progiren normalan term u 

Neka jef proizvoljan normalan term iz ArD-titht. 
Lema 2 (poglavlje III, 3): term if je normalan term iz ATD-mln. 
p je NA preslikavanje na 1.47). postoji term g iz g nen takav da p(g)=1f. 

r ° p= 	: r ° p(g)=g, r ° p(g)=If, f je normalan term. 

Lema 5 (poglavlje III, 3): 411)=g normal= term u N. 
Teorema o progirenoj normalizaciji u Akithr. 
Term g se Min-redulcuje na term h ih je progiren normalan term u Ar-mkt. 
To znaei na osnovu defmicije—>miN: 

postoje 	talcvi dag hl->MIN1h2->MIN1 -*MINIhm h- 
g 	lema 7 (poglavlje IV, 4): Kg) 	 p(nh2kn)=p(h2). 

h2-->Allm h3, lema 3 (poglavlje rv , 4): Ilhicil->mmq -113: 

lema 7(poglavlje IV , 4): 10(71h2tcri) `4.1,1Dml 

PO1h3lcil)=p( 

• • • 
Kg) "NDml Enhicil)`*NDml Pfriticri)"Nmni 	NDml Enhinicri), 	{3,4,...m) i 

p(nhi,711)= p( 
Alco inem: P(g) ". ND. P( hm), h,,, je progiren normalan term, 

lema 5 (poglavlje IV, 4): nh„lcn je progiren normalan term, 

-h-3)= p(n 



lema 10(poglavlje IV, 4): p(nh„, k11) je progiren normalan 
term, 

p(h,,J, p(h,) je progiren normalan term. 

Ako 	nh„7n  nema vise minimalnih segmenata. 

nItniwn  je progiren normalan term, 

lema 10(poglavlje IV, 4): p(nh„,ftn) je progiren normalan 
term. 

Znaei f I  se Min redukuje na p(nh,„wn) progiren normalan term u JVP-mla 
Posledica l(poglavlje IV, 4): f se Min redukuje na progiren normalan terml„, u .140-m14 
P(nhinkli) = n fn. 

KOMENTAR: Teorema o prolirenoj nonnalizaciji u AD -mbi mole da nam pruii informaciju 
samo o pro§irenoj norrnalizaciji lama oblika 	iz 	Prvi razlog je Ito za proizvoljan 
term f iz sistema N samo njegov 	teen ima odgovarajua term u sistemu .0 pa preko 
njega prelazimo u sistem ND. 

Teorema o praIirenoj normalizaciji u .4D-min vali za term koji se sa r slika u 
ntri, pa preslikavanje r informaciju o atomizaaji prenosi na of u li-mill Sada deluje drugi 
razlog, Ita moiemo da kaiemo u sistemu No termu f u zavisnosti od nr. Ono Ito je va2no 
redi, da taj drugi razlog vise nije u vezi sa teorernom o prafirenoj nonnalizaciji u AW-tdit 

7. TEOREMA 0 PROgIRENOJ G-NORMALIZACIJI U N'-min 
I 

TEOREMA 0 N-ATOMIZACIJI U # 177 

Neka je f term bez vainih seeenja iz 
Term, bez vainih seeenja. 
Postoji term g iz N-min takav da s(g)-4, g je G-normalan term. 
Teorema o progirenoj G-normalizaciji u X-mdr. 
Term g se Min-redukuje na term g, igl  je progiren G-normalan term u ALMIN. 
Definicija 	h1+MIN1h2 -+MINI ••• -> MINI 1  
Lema 3 (poglavlje IV, 5): s(g) = s0111> tahl s(h2) > ICNn---> ICNTISMJ 5(g1). 
Lema 3 (poglavlje IV, 5): postoje f2,...,f,„, s(g) •=1  S(hI)> IN„f 2 > IN„- >  11■111.t„) 
Un(f„,)=Un(s(11,„))=Un(s(0). 
Teorema 1(poglavlje IV, 5): 	je N-atomizovan term bez vaznih seeenja, Un(s(g 1)) 
samo atomske jedinice. 
Znaei: f,„ je N-atomizovan term bez vaznih seeenja, 

> 
lema 2(poglavlje IV, 5): f >INn  12  > mil  ...> INi 	i :Pm  je N-atomizovan term bez 
vainih seeenja. 

ft: 	Neka je h G-normalan term sistema AP-Milt 
Postoji term g iz j'takav da n(g) 	g je term bez vahilh seeenja. 



Teorema o N-atomizaciji u sistemu i'q: 

Term g se Nri-redukuje na term f i f je N-atomizovan term bez vabiih sdenja u 
Definicija >phi : postojeh l, ..,hm e hi > 142 > 	> 	I 

Lema 4(poglavlje IV, 5): n(g) —>MININ(h2) —>MINi••• MINI ?Om) a  Ita 

Teorema 2 (poglavlje IV, 5): n(f) je progiren G-normalan term. 
„a, 

re —rMINI "1"2/ r 	-+MINI ft0 ind E  

Lema 2(poglavlje IV, 5): h 	f2 *MINI 	Rum f„„ fr, je progiren G-normalan term. 

KOMENTAR: Teorema o prafirenoj G-normalizaciji u AP-MIN daje N-atomizaciju termima 

za neki term f iz 	Jog smo dokazali da ako je f1N-atomizovan onda je takav i f 
S druge strane, imamo slienu situaciju. Teorema o N-atomizaciji u 	daje 

progirenu nomzalizaciju terma  g za neki term g iz At-mix Imamo pokazano da je onda i term g 
prafireno nonnalan. 

Na neki naein je uspostavljena ravnoteia ovih teorema. 

8. JOg NEST° 0 JEDNAKOSTIMA NAD TERMIMA 

U eitavom radu najvainije je bilo kako povezati sistem prirodne dedukcije i 
Gencenov sistem sekvenata. Taenije, kako povezati terme tilt sistema i kako opisati i povezati 
redukcije nad njihovim termima koje su potrebne za karakteristiene teoreme tih sistema. 

Nag izbor je bio da jednakostima nad termima opisujemo to redukcijske korake. 
Zato smo posmatrali razii6ite parcijalne algebre ( na primer AT i .41-mfr) i u njihovim vezama 
dobili sliku o povezanosti i "istoj te2ini" teoreme o normalizaciji i teoreme o eliminaciji seeenja, 
odnosno teoreme o progirenoj normalizaciji i teoreme o atomizaciji. 

U ovom delu oemo videti gta jog molemo dobiti iz jednakosti koje smo zadali. 
Moida °entrain° mesto ispitivanja zavisnosti medu jednakostima imaju, da ih tako 

nazovemo Problematiene jednakosti. Prilikom uporedivanja jednakosti iz i iz ustanovili 
smo da jednakostima E(L)permCut iz j'nema odgovarajuaih u AP. Taenije njima bi odgovarale 

Problematiene jednakosti, koje su sledeoeg oblika: 
Tn (IDI f 'g) h = f' ((I DIg)h), 	 za f:0 i-AAB, g:TABAH D, h:DA H C. 

Tv. (I DI D(f , g2))h = D(f, 	(1DIg2)h), za f:0 HAvB, gi:AA D, g 2:BA D, 
h:DAi- C. 

(1011(f, g1, g2))h = I(f, 81, (I DIg2)h), 	za •CI HAIR, g i:A HA, g 2:Bf HD, 
h:DAH C. 

i koje ne va2e u AP (odnosno u sa izmenom u jednakosti Tv umesto operacije D operacija d). 

8.1. 

Kako se odsustvo Problematienih jednakosti u Nodnosno Hodraiava na njihove 

veze sa .47B i 



U /vale jednakosti koje odgovaraju svim Problematienim jednakostima (to su 
E(L)permCut-E jednakosti iz i'). Dokaz teoreme o eliminaciji seeenja mole se izvesti i bez tih 
jednakosti. Zato je pitanje o valenju ne valenju tih jednakosti u ginebitno. 

Mnogo je interesantnija veza izmectu i IP. 
Za terme prveProblematione jednakosti imamo: 
p((1D/ f 'g) h) = (1D/(1e, 1 e/le)(1A1 Pa. iL1113)1A )(113/ P(f IL/1A)1B) p(g)) p(h). 
p(f ' ((I D/g)h))= (10,10/10)(1A/ p(f ILI1B)1,1 )(la/ P(MilA)1,9) (1D/ p(g)) p(h). 
Sto znaei da p((1 f 'g) h) 	' WD/g)h)) u A 
Potpuno isto 	za terme treee Problematiene jednakosti. 

Termi druge Problematiene jednakosti se slikaju na sledeoi na6in u 
p((1D1 D(f , 	g2)) h) = (1D/ D(p(f), p(g1), p(g2)) p(h), 
p(D(f, (1DIgi)h, (1D/g2)h)) = D(p(f), Up/ p(gi)) p(h), (1D/ p(g2))p(h))) 
i njihove slike nisu redukcijskim koralcom povezane u 

Termi druge Problematiene jednakosti se slikaju na sledeai mein u 
s(ODID(f , 	g2)) h) = s(h)([s(gi), s(g2)1( s(f ))) 
s(D(f, (1D/gi)h, olg2)h)) 	Es(h)(s(g2)), s(h)(s(g2))](s(f )). 
i njihove slike su jednake u c! 
Ovalcvo neslaganje izmedu 	i 	Culcer je smatrao problemom. 

Komentar:  
—Grubo govoreai, ako se operacije eliminacije i uvodenja veznika definigu kao u sistemu 
onda je to eliminisanje, uvodenje uradeno na "jedinicama". Termi koji ueestvuju u operacijama 
(posebno za veznike i 	su "oeigoeni" od suvignih "primesa". Samo operacija eliminacije za 
veznik v u ND je u duhu operacija elitninacije sistema AT, AP, ".. To znaei da strelice nad kojima 
se vrgi operacija nose "veliku proglost" i jedinice nosioci formula u kojima se eliminige (ili od 
kojih se uvodi) glavni veznik su "umotane" sa puno operacija i terama. 
—Priroda pravila eliminacije veznika A, 	u sistemu AID regava problem ne postojanja prve i 
treee Problematiene jednakosti u sistemu ili A P. Ali operacija eliminacije veznika v u sistemu 
Most* istog tipa kao i u sistemu 	neslaganie °stale. 

8.2. 

Pri definisanju ALMIN (AP-min) postojala je moguanost da umesto jednalcosti 
MinSA uzmemo sledeou jednakost: 
MinSA'. f= (1 loll el) (f' 	1B)1A , f' 	1A)1B} 	za 	I- AAB. 

LEMA 1: Neka suf.& HAAB, gTABAHD strelice. Tada: 
jednakosti iz i f=f'{1A, 1B} i (1DI 14,1g) f = 1A„B'((1 D1g)h) 
akko 
jednakosti iz i f=(10,1911e)(f' (_I1B)1A,f' ( I1A)1B}. 

To znaei: MinSA i jednaProblematiena jednalcost su elcvivalentne saMinSA'. 

Komentar:  
—Nije isto da eemo na i srdodati MinSA' 	MinSA 



8.3. 

Ako neki term f sistema N 	posmatramo u N-min iii AP-mfit dobijamo 

sledetu vezu teramaf i nf. 
Neka suf0 A/43, g: ['ABA D strelice iz 	N-mbi 

Neka je nf 	i ng g. Onda: 

f = 	((10,10/10){ f' (11B)IAl' (_/1A)1131Yg 

=NmBA ®, 1el1e)(1A/P (fid/A ) (he (_11A)1B)g n(f 

Neka suf.() 	g.-1" 	h:BAH D strelice iz.4T-mht iii N-ffith 

Neka je nf ef, nh h i ng g. Onda: 

I(f g, h) = mins l(I(f 14, 1B) *, g, h) 

= NMF (1 B la A/ g)I(f1A,IB)) h = ND (1 B 	g, 1 B)) h en(1(f, g, h)). 

Komentar:  
- Pri povezivanju teramaf i nf pojavljuje se jednakostMinSA' a ne MinSA. 

- Prilikom prelaska sa termaf na term nf pravi se mnogo NMFA(), MinSAI) redukcija ( u 

zavisnosti koliko term f ima podterama odredenog oblika). 

- Ako preslikavanje p shvatimo kao povezivanje dve moguanosti definisanja pravila eliminacije 
veznika A() onda je veoma interesantno da nam za to trebaju NMFA(z ), MinSA'() 

jednakosti. 

8.4. 

Naein na koji preslikavanje p presikava terme Problematiene jednakosti TA u 

sistem ND (Ito smo videli u 8.1.) daje: 
da óe preslikavanje p "slepiti" MinSA' i MinSA jednakosti do na = n : 

Pr RD /BD= 0A/TEPPUBM'PWW,44 

Pal 0, 1  ell 9){ f' 11 BPA 	(_I1A) 1B})={7cW) ,  Ten(t)1. 

8.5. 

Pokazgemo kako u 	izborom nekih jednakosti za osnovne mo2emo izvesti 

preostale. 

LEMA 2: U givaii• 
1. {h, n = {lA,12}(h)( f ) 

za h:F/CF2 i- A, frA 1DA 2 i-B, gi:A C, g2:0 1- D. 

2. ,ch = „1A (h ) i ,e h = ,e1A (h ) aldco ,c(h( f ))= 	f ) i ,e (h(f )) = ,e h( f ), 

za h:FIC1'2 1- A, f:A 1- C. 

3. h[fl=h( 113[1 f 
	

aldco 	f1(1Bfg11)<=> h fAg11)= hi(n)fgil• 

flUAEgi)<=> flEgiEh2)= f1ig1(h2)• 

akko {h, f}(g 1 )={h(g1 ), 	{h, f}(g 2 )={h, f(g2 )}, 



za h:BF C, fAHA, f 1:BA H C, 

LEMA 3: U 
1. (i) h({1A,1a}f)=01({1A,1a}))f 

za h:FAABA 1- C. 
(ii) ako EA(L)pennCut, 

2. (i) h([Klh denr-ih(K1A),K3/3)) 
za h:FAvBA C. 

(ii) ako Ev(L)permCut, 

3. (i) (1/A1A4 *(h)= agiiii(h)) *  
za h.1" HAB. 

g1:E0 HA, h 1:CA 1  H 	h2: 01 H E. 

akko EA(L)permCut, 

onda EA(R)pem-sCut. 

akko Ev(L)perrnCut, 

onda Ev(R)permCut. 

akko /r (R)pennCut, 

Komentar:  
- Jednakosti nad termima u kojima su pravila za veznike date na jedinicama zamenjuju vise 
jednakosti. 

8.6. 

LEMA 4: U 	za f:F 1- A A13, h:A AB 	C, 
cr({tB (/A) f (f), tA(1B) /(f)))=f akko 	(h({IA,la})) f  = h. 

LEMA 5: U v&ii: 
1. 

2. 

3. 

(h({/ A,1 13 })) 1  = h 
za h.TAABAF-C. 

[h(K/A),h( K 1B )1 = h 
za h:FAvBAHC. 

(141,41(h)) *  = h 
za h:F 

akko {/A,/B } f =/AAB 	i h({/ A,18 } f )=(h({/A ,./B })) i, 

[K/A, K./ B )=./A „B  I h(rK/A , 	1 B1) - EhclA), hc. 1  BA 

0,9[1Al)*=1AB i 	Al Al)*(h)= ( 141Alih))* 

akko 

akko 

LEMA 6: U 4'77 va2i: 
[K/A, ,c1B](h )=h akko [K/A, 1 B] = 1Ava 

	za h:F i-AvB. 

Preslikavanjima koje smo definisali sledeee jednakosti iz AW-mili 
ND -AlinSA• h={7ch,ieh}, 	za h:F HAAB,- 

h=2,(1(h,1,4)), 	za h:F F-AB 
slikaju se redom u jednakosti 
cifftliiiid 4 (JF  ), tA0/3/ 4 ( f )1)=f, 	za 	F-AAB; 
08[14](h ))* = h, 	 za h:F 	u #'77. 

S druge strane samo jednakosti 
{1A,1B} 4--z1A ,8  Un[lAB * =1AB pretstavljaju 	i 	jednakosti u 4'77. 

Komentar:  



—Jednakosti ND-MinSA i ND-MinS u AIP-mill nose sa sobom vi§e nego 	i 
jednakosti u 
—§taje sa veznikom 
Jednakost ND-MinSv : h=8(h, ,c1A, ,e1B), 	za h:F AvB 
se slika u jednakost 	LJA, ,e1BEh )=h, 	za 	FAvB. 

Alco bi ND-MinSv bila "jaea" od 	kao u slueaju veznika i sa ND-MinSv na osnovu 
leme 5 (2.) u bi "ugla" i Problematiena jednakost, Tv. Ali lema 6 daje ravnoteiti u sltedaju 
veznilca v za slilcu jednakosti ND-MinSv i iv i zna6i ni u sistemu ArD-mbi ne 

Problematiena jednakost Tv. 

8.7. 

LEMA 7: 
I. Na osnovu jednakosti iz 	{/A, /e} I =tit& 

vaZi {h, = 	18)(h)(f), 	zahTE-A, fA HB 

2. Na osnovu jednalcosti iz 	LJA, 	=1,4vB 
yin 	=k1A(h ) i 	=,e/A( h ), za h:FF A. 

3. Na osnovu jednakosti iii(//a/AP*=/,4 
h[f]=h( /4/AE.i. )), 	za h:BFE- C, frAFA. 

Na osnovu leme 2 i leme 7 imamo da ako A AP ( 	) dodamo MinS jednakosti 
(i jednakosti) mnoge jednakosti koje ve6 va1e u njima postaju posledica dodatih jednakosti. 
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INDEKS 

Naveden je broj stranice na kojoj se 
nalazi definicija pojma. 

atomizovan term, 99 

bitna permutacija, 53 
jednakosti, 17 

13c jednakosti, 22 
borne formule pravila, 15 

CC-term, 28 
C-desna operacija, 27 
C-eliminacione operacije, 27 
1-cf redukcij a, f >1 g, 20 
c-naslednik, 66 
CNn jednakosti, 102 
cf-redukcija, f > g, 20 
C-razgranata operacija, 28 
C-suvigna operacija, 28 
CT-CUT jednakosti, 17 
C-term, 28 
CT jednakosti, 19 

desni rang seeenja, rr(A), 67 
desno penjanje, 71 
dobra proglost pojavljivanja formule, 77 
drvo strelice, T(f), 2 
duZina grane, 67 
dulina segmenta, d(s), 59 
duzina terma, l(f), 72 

ElimCut jednakosti, 17 

fiktivne oslobodene pretpostavke, f.o.p., 10 
fiktivne pretpostavke, 57 
fonnule, 2 
formule povezane jedinicom, 67 
formule povezane seeenjem, 66 
formula seeenja, 15 

a, 22 
t,17 
aim 98 
1-Gcf redukcija, f hg, 25 

Gcf-redukcija, f ›- g, 25 
GElimCut jednakosti, 22 
glavna formula pravila, 15 
glavna operacija, 2 
glavna linija redukcije, 96 
glavna staza redukcije, 92 
glavni veznik formule, 58 
G-maksimalan segment, 61 
GMcat jednakosti, 22 
GMcat.as.kom.Cut jednakosti, 24 
G-normalan term, 61 
GPermCut jednakosti, 22 
grana, 67 
G-redukcija, 65 
G-term, 64 

icf-redukcija, f >1 g, 78 
ime indeksa, 3 
ind(r), 3 
indeks, 3 
istog tipa termi, 3 

jediniena strelica, 2 

koraci redukcije, f 1—* g, 29 
krajnja formula loze, 67 
krajnja formula terma, 58 

Lcf-redukcija,f 3L g, 71 
Licf-redukcija, f >IL  g, 78 
levi rang seeenja, lr(A), 67 
levo penjanje, 71 
1-linija, 94 
linija terma, 1, 94 
L-jednald tenni,/ =L  g, 53 
L-jednakosti, 71 
loga proglost pojavljivanja fonnule, 77 
loza formule, 67 
L-pretstavnik, ft , 53 

maksimalna formula, 59 
maksimalan segment, 59 
Mcat.as.kom.Cut jednakosti, 19 
Meat jednakosti, 17 
MF jednakosti, 14 
mera seeenja, m(f( g )), 72 
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minimalni segment linije, smw, 95 
minimalni segment staze, s miN, 92 
1-Min redukcija, f -*Aim g, 96 
Min-redukcija, f —>miNg, 96 
MinS'A jednakost, 115 
MinS jednakosti, 95 
moguaa proglost, 76 
moguanosti pojavljivanja formula, 
1 -M redukcija, 	g, 14 
M-redukcija, f—* M  g, 14 
MS jednakosti, 14 

N, 13 
A 11 
nadnaslednik, 66 
N- atomizovan term, 100 
naslednik, 66 
AV, 6 
./V-mit, 95 
N--min, 95 
.10-mht, 92 
1-NDmin redukcija, f ̀-■ND„,1g, 92 
NDmin-redukcija,f "*ND„, g, 92 
Pei, 33  
S-deduktivan sistem, 2 
nd-term, of , 32 
nebitna permutacija, 53 
nestabilan kraj loze, 67 
nevazna premisa, 58 
nevaino seeenje, 77 
N-identioni termif= Ng, 20 
nit terma, 58 
niz sjedinjavanja, 10 
niz specijalne operacije, 28 
NMF jednakosti, 11 
1-NM redukcija, f—> I .Nm  g, 12 
NM-redukcija, f-->NA4  g, 12 
NMS jednakosti, 11 
normalan term, 60, 61 
normalan term bez praznih M-segmenata, 60 
nosioci oslobodenih pretpostavki, 4, 10 
nosilac pretpostavki, 57 
nosilac redukcije, 12, 14 
nove linije redukcije, 96 
nova pretpostavka, 8 

nove pretpostavke specijalnih operacija, 28 
nove staze redukcije, 92 
NThredukcija,f >N1 g, 100 

PCT-CUT jednakosti, 22 
PCT jednakosti, 24 
PermCut jednakosti, 17 
II identiLni termi,f =rig, 

Fl-nit, 61 
poeetak indeksa, 
podrvo, 2 
podsegment, 60 
podterm, 2 
1-potformula, 67 
polugraf, 20 
pomoona formula pravila, 15 
povezani segmenti, 59 
TI-pretstavnik terrna,r, 31 
Pravicova linija terma, 1, 95 
Pravicova staza terma, p, 91 
Pravicov normalan term, 60 
Pravicov oblik terma f, Fla), 
prazan M-segment, 59 
Pravicov term, in, 6 
pravila za veznike, 15 
premisa operacije, 58 
premisa terma, 58 
preslikavanje heir —id! , 46 
preslikavanje 0:/' 54 
preslikavanje hi i; 54 
preslikavanje ing" AP, 48 
preslikavanje AW, 40 
preslikavanje n.NP 39 
preslikavanje 4', 48 

objekat, 2 
odgovara stazi, 102 
operacije eliminacije, 4, 9 

67 	operacija nadovezivanja, 9 
operacija sjedinjavanja, 9 
operacija veze, 2 
operacije veznika, 9 
operacije uvodenja, 3, 9 
operacije zamene, 8 
oslobodene pretpostavke o.p., 4, 10 

5 

11 

5 



preslikavanje se, 49 

preslikavanje fisli-411, 46 
pretpostavke, 57 
prirodan oblik terma, NU), 10 
prirodno jednaki termi, f =ND g, 11 

prirodno sreden term, f w , 29 
Problematiene jednakosti, 114 
progiren G-normalan term, 97 
progiren normalan term, 93 
proglost formule, 76 

rang seeenja, r(A) , 67 
Rcf-redukcija, f g, 71 
Ricf-redukcija, f )1R g, 78 
R-jednakosti, 71 
R-MF redukcije, 6 
R-MS redukcije, 6 
1-RM redukcija, f • i_RA4 g, 6 
RM-redukcija, f "■Rmg, 7 

sadrli multiskup, 3 
seeenje tipa L, R, RL, 77 
segment, s, 59 
sistem 4 21 
sistem 	15 
sistem AT, 8 
sistem AP, 13 
sistem AV, 3 
slaba maksimalna formula, 61 
slaba MF jednakost, 14 
slaba NMF jednakost, 11 
slabo normalan term, 61 
specijalne operacije terms, 27 
stabilan kraj loze, 67 
staza terma, p, 90 
stepen formule, 58, 66 
stepen seeenja, d(A), 67 
stepen segmenta, d(s), 59 
strelica, 2  

struktuma pravila, 15, 21 
suvigna jedinica, 28 

TA, 27 
27 

T-desna operacija, 27 
T-eliminacione operacije, 27 
term, 2 
term, fl , 41, 49 
term, if, 41, 49 

,CT term,' , 55 
term, cif, 55 
tip terma, 2 
T-nadovezujuea operacija, 28 
T-niz sjedinjavanja, 10 
t-podterm, 64 

T-suvigna operacija, 28 
T-tenn, 28 
TT-term, 28 

u(f), 8 
Un( f ), 98 
Un(T(f )), 98 
uporedevanje dvojki, 68 
uporedevanje trojki, 72 

valna operacija, 12 
vitna premisa, 58 
valmo seOenje, 77 
veznici, 2 

zaldjueak operacije, 58 
zaldjudak terma, 58 
zaliha, 60 

n jednakosti, 98 
redukcija, f >m g, 99 

n-redukcija,f >9 g, 99 
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