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UVOD 

U teoriji nepokretne take se dokazuju principi nepok-

retne take preslikavanja s odredenim svojstvima na skupu 

koji ima odgovarajuCu strukturu imaju nepokretnu ta6ku. 

Pored postojanja ispituje se i jedinstvenost nepokretne 

take kao i metode za njeno nalaienje. Osnovne su teoreme 

Brouwera (1909) da neprekidno preslikavanje konveksnog zat-

vorenog ograniCenog skupa s nepraznom unutra5njo5Cu ima ne-

pokretnu taCku, teorema Banacha (1922) da kontrakcija 

kompletnog metriCkog prostora ima jedinstvenu nepokretnu 

taCku i Tarskog (1955) da izotono preslikavanje na mrei 

kompletno uredenoj relacijom poretka ima nepokretnu ta6ku. 

Problem regavanja jednaCina iz razli6itih oblasti mate-

matike je ekvivalentan problemu nalEaenja nepokretne ta6ke. 

Ovde 6e biti pokazano da se problem dokazivanja nejednakosti 

i odredivanja ekstrema funkcionala mote svesti na problem 

nalasienja preslikavanja monotonog u odnosu na funkcional u 

6ijim nepokretnim ta6kama funkcional dostie ekstremne vred-
nosti. 

" Osnovni rezultati matematike 6e66e se iskazuju nejed-

nakostima nego jednakostima " - Beckenbach, Bellman. Prvo 

sistematsko izlaganje nejednakosti su dali Hardy, Littlewood 

i POlya 1934. u klasiclinom delu "Inequalities". Danas ova 

oblast sadrzi obiman i raznovrstan materijal. Neke osnovne 

nejednakosti su posledica Jensenove nejednakosti za konvek-

sne funkcije. Takode, veliki broj njih se izvodi u teoriji 

majoracije , Marshal i Olkin, koja polazi od teoreme o majo- 
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2 

raciji funkcije n promenljivih konveksnih u smislu Schura 

( ako je x<y, onda je f(x)‘,.f(y) ). Sredine u Jenseno-

voj nejednakosti i preraspodele u teoriji majoracije su 

posebne vrste preslikavanja F. 

Svaka nejednakost mote proiza6i iz jednakosti koja je 

Cini oCiglednom - Bellman. Ideal nalaZenja jednakosti koja, 

makar i posredno, daje nejednakost je retko postignut. Tako 

veza nepokretne take i nejednakosti zatvara trougao pojmo-

va nepokretna ta6ka, jednakost i nejednakost. 

Problem dokazivanja nejednakosti mote se izborom pros-

tora i funkcionala svesti na problem odredivanja minimuma i 

maksimuma ( infimuma - i supremuma ) funkcionala, i obrnuto, 

odredenje ekstrema funkcionala daje nejednakost. 

ovom radu je opisan postupak zajedni6ke nepokretne 

take preslikavanja monotonih u odnosu nu funkcional. 
Pos-

tupkom se mogu odrediti ekstremi funkcionala, dokazati ne-

jednakosti i druga tvrdenja. Primenjen je na klasi6ne ana-

litiCke i geometrijske nejednakosti, ostale i nave nejed-

nakosti, neke teorerne i jednakosti. Cilj rada je da se 

nade analitiCka i topolo5ka osnova za nejednakosti. 

Polazna teza je : Za dati funkcional f 	 pos- 

toji preslikavanje F 	 monotono nerastu6e u odnosu 

na funkcional 

(1) 	 f(x) 	f(F(x)), 

pri tome su take u kojima funkcional dostiZe ekstremnu 

vrednost - nepokretne take preslikavanja F. Identi6no 

preslikavanje i konstantno, ukoliko funkcional dostiZe mi-

nimum, su trivijalna resSenja funkcionalne nejedna6ine (1). 

Problem odredivanja ekstrema funkcionala i dokazivanja 

nejednakosti svodi se na ekvivalentan problem nalaenja 

preslikavanja monotonih u odnosu na funkconal u cijim ne-

nepokretnim taCkama funkcional dostie ekstremnu vrednost. 
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esto je jednostavnije na61 vise preslikavanja monotonih u 

odnosu na funkcional u,5ijoj zajedni6koj nepokretnoj ta5ki 

se dostiie ekstrem. Kao i u teoriji nepokretne ta6ke, ovo 

pitanje se postavija i na uredenim skupovima. 

U teoremama o nepokretnoj ta6ki se dokazuje da presli-

kavanje koje zadovoljava odredene uslove.ima nepokretnu 

ta6ku. Ovde je postavljen suprotan probleM - postojanja i 

nalaienja preslikavanja monotonog u odnosu na funkcional sa 

svojstvom da se ekstremne vrednosti funkcionala dostizu na 

skupu nepokretnih ta6aka. 

Neka je dat funkcional f : X 	za koji treba doka- 

zati nejednakost ili . naCi ekstrem 

(2) f(x) > f(x 0 ), 	f(x) ) const. 

Pretpostavimo da funkcional f dostie minimum i da postoji 

preslikavanje P : 	koje zadovoljava (1). Ako presli- 

kavanje F ima jedinstvenu nepokretnu ta6ku i ako za sve 

pokretne take vc0,1 stroga nejednakost u (1), tads, po9to 

se u pokretnim ta6kama ne dostie minimum, mo te se izvesti 
indirektan zaklju6ak da se minimum dostie u nepokretnoj 

tack'. Pitanje egzistencije se postavija prvenstveno za 

ekstremnu vrednost preslikavanja, a zatim za nepokretnu tad- 

ku. Ako niz ( Fn(x) ) dobijen uzastopnom primenom pres - 

likavanja F konvergira ka x o , dokaz je direktan 

(3) f(x) > f(F(x))) 	;f(Fn(x)) > 	) t(x0 ). 

Time je dobijena sekvencijalna interpolacija (atomizacija) 

nejednakosti (2) sa kona6nim, obinim pa i transfinitnim 

nizom - orbitom koja vodi do ekstrema. Da bi se dokazala 

konkretna nejednakost treba odrediti prostor promenijive 

x, funkcional f i zatim naCi saglasno preslikavanje F. 

Umesto nejednakosti (2) dokazuje se stro:ia, ali 6esto 

jednostavnija za proveru nejednakost (1). 
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4 

Procedure adekvatnog matematiCkog aparata potiskuju 

pojedina5ne Sloene i elegantne dokaze—Courant i Robbins 

kau : " U nauCnom mi'61jenju po pravilu je bolje razmot-

riti individualne karakteristike problema, nego osloniti 

se isklju6ivo na op6te metode, mada pojedina6ni poku5aji 

uvek moraju biti vodeni principom koji obja5njava znaCaj 

posebnih postupaka koji su primenjeni. 	Savremeno 

traganje za op6to56u predstavlja samo jednu stranu, vital- 

nost matematike nesumnjivo vise zavisi od individualne 

boje problema i metoda. " Umesto dokazivanja od sluCaja 

do sauCaja, nejednakosti su ovde dokazane na jedan naCin. 

Najprikladnija preslikavanja se dobijaju analizom konk-

retnog problema. 

U prvoj glavi je dokazano vine teorema o postojanju 

preslikavanja monotonog u odnosu na funkcional, ekstremima 

funkcionala i nepokretnim i zajedni6kim nepokretnim taCkama. 

Moe se izdvojiti teorema I.1.K. o nepokretnoj ta6ki. 

U drugoj glavi je postupuk zajednike nepokretne take pri-

menjen na analiti6ke nejednakosti. - TaCka 2.1. sadri inter-

polaciju Jensenove nejednakosti i jedan obrat, 2.2. nejed-

nakost za anharmonijsku razmeru sredina i 2.3. karakteriza-

ciju ortogonalne matrice. U ta6ki 2.7. je data nejednakost 

koja obuhvata tri poznate, u 2.12. nova varijanta Muirheado-

ve leme i u 2.26. dve nove nejednakosti. Prilozi su dati i • 

u 2.5., 2.9. i 2.13. U tre6oj glavi su date geometrijske 

nejednakosti, nova u 3.1. je jedinstvena po tome 5to postaje 

jednakost za jednakokrake i pravougle trouglove. 'Oetvrta 

glava sadrzi dokaze nekoliko teorema - Fishera i min- maxu, 

Landauovu kombinatornu i dr. U petoj glavi je dokazano vide 

elementarnih nejednakosti, kada se ideja postupka pojavlju-

je u jasnijem obliku, nego prilikom dokazivanja sloenijih 

primera. Nova nejednakost je data u ta5ki 5.1. 

Srda6no se zahvaljujem profesoru Milosavu Marjanovi6u, 

kao i dr S. VreCici i dr V. Jankoviau. 
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GLAVA I 

NEPOKRETNA TA6KA I EKSTREMI 

Problem re6avanja jedna6ina je ekvivalentan problemu 

nalaZenja nepokretne take pridruZenog preslikavanja. U 

teoriji nepokretne take se dokazuje da preslikavanje koje 
ima odredena svojstva na prostoru struktuisanom odgovara-
ju6om strukturom ima nepokretnu ta6ku. 

Problem dokazivanja nejednakosti je ekvivalentan prob-
lemu nalaZenja ekstrema iii granica funkcionala. Problem 

odredivanja ekstremnih vrednosti funkcionala re5ava se pos-
tupkom zajedni6ke nepokretne take preslikavanja monotonih 
u odnosu na funkcional. Pitanje postojanja i nalaZenja se 

ne postavlja za take nego za preslikavanja koja imaju svoj-
stvo monotonosti u odnosu na dati funkcional i svojstvo da 

ne pomeraju take u kojima funkcional dostiZe minimum ili 
maksimum. 

U prvoj ta6ki je dokazano nekoliko teorema o postojanju 
preslikavanja. U prve dve teoreme se dokazuje da za funk-

cional koji dostiZe minimum i maksimum u jedinstvenim ta6- 
kama postoji saglasno preslikavanja 6ije su to jedine nepok-
retne ta6ke. Slede6e tvrdenje pokazuje da ako funkcional 

ne dostiie ekstremne vrednosti, preslikavanje saglasno u 
strogom smislu ne postoji uvek, std. Na6in dobijanja pres-

likavanja iz dokaza ovih teorema nije kori56en prilikom do-

kazivanja konkretnih nejednakosti. Jednostavnija preslika-
vanja se dobijaju razmatranjem pojedinih nejednakosti koje 

treba proveriti. U drugoj ta6ki su date neke teoreme o zajed-
ni6koj nepokretnoj ta6ki vise preslikavanja. 
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1.1 
	 6 

1.1. PRESLIKAVANJE MONOTONO U ODNOSU NA FUNKCIONAL. 

U ovoj taCki se ispituje problem egzistencije 

preslikavanja monotonog u odnosu na funkcional. NajoOtije, 

ako je f X--•R neprekidan funkcional na topolo5kom 

prostoru, postavija se pitanje postojanja i nala .i.enja re-

6enja funkcionalne nejednaCine 

( 1 ) 

	

f(x) 	f(F(x)) , 	F : 

Moe se postaviti i zahtev da funkcional f minimalnu iii 

obe ekstremne vrednosti dostiZe na skupu Fix(F) nepokret-

nih taCaka preslikavanja F. Presli.kavanje F je monotono ne-

opadajuCe u odnosu na funkcional iii je saglasno s funkcio-

nalom ako je f(x) .  (f(F(x)). 

Neka je Mon

f . IF IF : X--►X,. f(x) 	f(F(x))} . 
IdentiCno i konstantno preslikavanje - u sluCaju da funkci-

onal dostiZe minimum - su trivijalna reiienja nejedna6ine (1). 

Ako F1 , F 2 e Monf  onda je 

f(x) 	f(F1 (x)) > f(F 2 (F1 (x))), 

tako da F2 oF1 E Monf • 

Ovakav problem je suprotan standardnom problemu nepok-

retne taCke. Npr., teorema A. Tarskog, 1955., [TAS12] 

tvrdi da u mresii kompletno uredenoj relacijom poretka pres-
likavanje saglasno s relacijom poretka ( izotono ) ima 

nepokretnu taCku. U teoremi H. se za dato preslikavanje 

traZi funkcional koji zadovoljava (1). 

TEOREMA A. Neka je XcR, f: X---R neprekidan 

funkcional koji dostiie minimum i maksimum u jedinstvenim 

taCkamamiMineka je convim,MIGX . 	Tada , 

postoji neprekidno preslikavanje F : 	takvo da je 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



1.1 

F(m) = m, P(M) = M, 

	

f(x) > f(F(x)), 	x E X \fm Mi. 

D o k a z. Neka funkcional f dosti'ie minimum u tad-
ki m i neka je m <M. Neka je 

	

b = sup [x [M,xj c X it 	I = [M, b n X. Ako se vrednost 
h = inf f(x) x EI1 

G(x ) 

x 9 	x e [m, a) n X 
a, 	x E I \ [M, 
m, 	ina6e 

dostie, onda je 

a = mink IxeI, f(x) = hj. 

Ako se h ne dostie, onda je a 	b. Preslikavanje 

je neprekidno i monotono nerastuce u odnosu na funkcional 

f(x) > f(G(x)). 
Neka je 

r = f(x,y) I y = f(x), m <x COI 
deo grafika i 

subr= 	(x,Y)  
podgrafik funkcionala f. Neka je 

C = cony subi- 
konveksan omotaC podgrafika. Gornja granica r-- skupa je grafik funkcije g 

• 
Vrednost funkcije g(x) je jedinstveno odredena. Funkcija 
g je konkavna i time neprekidna [ROB4]. Sem toga, g je 

strogo rastuaa funkcija, tako da ima neprekidnu inverznu 
funkciju. 

g : 

g(x) = y 	y = max t I (x, t)e cl V
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1.1 	 8 

Preslikavanje H odredimo najpre na segmentu [m,M] 

H(x) = y c=--> g(y). 	 [r(x) - f(m)] + f(m) 

y  = 	x-m (f(x) - f(m) ] 	f(m )] 
m_ m 

( Ako je m = 0 = f(0) i M = 1, onda je g(y) = xf(x).) 

Tada je 

(2) 	f(x) 	[f(x) - f(m)] + f(m) 

= g(H(x)) 	f(H(x)) 

preslikavanje H monotono nerastuCe u odnosu na funkcional 

f. Jednakost u _(2) vaZi jedino ako je x = m ill x = M. 

Na segmentu [M,a]n X je 

H(x) = g-1 [ a - x  [f(x) - f( m )] + f(m)] 
a- M 

i takode 

f(x) 	[f(x) - f(m)1 + f(m) 

g(H(x)) > f(H(x)). 

Preslikavanje F = HOG ima traiena svojstva. 

Topolo6ki :Linearni prostor4je linearno izomorfan euk - 

lidskom prostoru En  PAY/. 

TEOREMA B. Neka je X c:Ln  kompaktan konveksan skup 

i f : X--1■ 11 neprekidan funkcional koji minimum i maksimum 

dostiZe u jedinstvenim taCkama m i M. Tada, postoji 

neprekidno preslikavanje F : 	takvo da je 

F(m) = m, 	F(M) = M, 

f(x) ) f(F(x)), 	xX\tm,MI. 
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Dokaz. Neka je X c E
n 	m, M E bd X. Mo'ie se 

pretpostaviti da je 
d(m,M) = diam X 

( m i M povezane take ). Uz oznake prethodnog dokaza 
preslikavanje 

K(x) = g-11 d(m,x) I  f(x) - f(m)1 + f(m) 
d(m,M) 

je monotono nerastuce u odnosu na funkcional f. Ako postoji 
x EX, x M takvo da je d(m,x) = d(m,M), zahtev za 
strogom monotono5Cu je ispunjen ako se preslikavanje K 
komponuje s preslikavanjem iz teoreme A. 

TEOREMA C. -Ako neprekidan funkcional f : 	ne 
dostfie ekstremne vrednosti, tada ne mora postojati nepre- 
kidno preslikavanje F : 	koje je .strogo monotono u 
odnosu na funkcional. 

Ili, postoji neprekidan funkcional f : 

koji ne dostisie ekstremne vrednosti, takav da nijedno nep- 
rekidno preslikavanje F : [0,+4: 0 )---6-[0,+442) ne zadovo - 
ljava uslov 

(3) 	 f(x) > f(F(x)), 	x 4e (0,+010). 

Svako preslikavanje koje je monotono nerastude ( ili 
neopadaju6e ) u odnosu na funkcional f 

f(x) > f(F(x)), 

D o k a z. Funkcional f dobijen linearnom interpo 
lacijom iz 

f(0) = 0, 	f(n)
I 
 n-1 	

n = 1,2,... 

xe [0 +00) 

ima beskona6no mnogo nepokretnih ta6aka u lokalnim ekstre-
mima. 

ne dostie ekstremne vrednosti. Pretpostavimo da postoji 
neprekidno preslikavanje F koje zadovoljava uslov stroge 
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monotonosti (3). Neka je 2k-1 > F(0). Iz definicije 

funkcionala f i (3) sledi da je F(2k- 1) > 2k . 

Slika segmenta [0,2k- 1] je segment F([0,2k-1]). Pri 

tome je F(0) e F([0,2k] ) i 

f(x) < f(2k), 	x E [0,2k -1] 9  

tako da 2k OF([0,2k-1]). Time je F([0,2k-1])4:10,2k), 

odakle je F(2k-1) < 2k, 5to je kontradikcija. 

Ako se zahteva nestroga monotonost, onda je F(2k 1)). 

2k-1, odakle na sliCan naCin sledi F(2k-1) = 2k-1 . 

PokaZimo da je i F(2k) = 2k. Ako se pretpostavi da je 

F(2k) = 2k +E 	onda je F([2k-1,2k] ) 2 [2k-1, 2k +E] 

Time je 2k slika nekog broja iz segmenta (2k-1,2k), gto 

protivreCi pretpostavci o monotonosti preslikavanja. 

TEOREMA D. Neka je f : 	X G R neprekidan funk- 

cional. Ako f dostiZe minimum i maksimum, tada postoje 

neprekidna preslikavanja F,G : 	takva da je 

f(x) > f(F(x)) i 	f(x) 4 f(G(x)). 

Jednakost vaZi jedino za taCke u kojima funkcional dostiZe 

ekstremne vrednosti. 

Sli6no tvrdenje se mote formulisati i za funkcionale 

koji dosti'iu jedan ekstrem. 

LEMA. Neka je S c [a,b] zatvoren skup. Neprekidno 

preslikavanje F : [a,b]--- ►-R takvo da je F(S) .c. cony S 

ima nepokretnu taCku u skupu cony S. 

D o k a z. Preslikavanje G: cony S----convS , 

cony S = [c,d] 
c, F(x) <c 

G(x) = 	F(x), F(x) E convS 

d, d<F(x) 

je neprekidno. 
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Na osnovu Brouwerove teoreme preslikavanje G ima 

nepokretnu tansu x, G(x) = x. PokaZimo da je x nepok-

retna tanca i preslikavanja F. Neka X E int cony S . 
Ako se pretpostavi da F(x) ttconv S, dobija se kontradik-
cija x = G(x) {c,d}. Time je F(x) EE cony S i F(x) 

G(x) = x. Ako je x ebd cony S = ( c,c11, onda iz fc,dIGS 
i uslova F S--•S takode sledi F(x) E cony S. 

TEOREMA E. Neprekidan funkcional f : 
dostiie minimum u tanci a ako i samo ako postoji nep - 
rekidno preslikavanje F : 	 monotono neopada- 
juCe u odnosu na funkcional 

f(x) ›f(F(x)), 	x e [a,b] 

za koje je a jedina nepokretna tanca. Za maksimum vaii 

suprotna nejednakost. 

D o k a z. Ako se minimum funkcionala f dostiZe u 

tanci a, onda konstantno preslikavanje F(x) = a zadovo-

ljava traZene uslove. Neka je F preslikavanje koje zado-

voljava traZene uslove. Skup 

Mint
. 

= ix I x [a,b], f(x) 	min f(t) I 
te[a,b] 

je zatvoren, a iz uslova monotonosti sledi da F : Min f -.. 

f' Na osnovu prethodne leme, jedina nepokretna tad-

ka a preslikavanja F pripada cony Min f  , 

a grani6na tanca, to je adMin f . 

TEOREMA F. Neka je X skup u lokalno konveksnom 

topolo5kom prostoru, f : 	neprekidan funkcional i 

Minf m ix Ix e X, f(x) = inf f(t) 
t e X 

kompaktan i konveksan skup koji nije prazan. Tads. , 

a kako je 
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a 6 Minf ako i samo ako postoji neprekidno preslikavanje 

F : 	za koje je 

f(x) 	f(F(x)), 	x E X 

a jedina nepokretna ta6ka. 

D o k a z. Ako je a€Min r , onda je preslikavanje 

F(x) = a, x EX. Ako je preslikavanje F monotono nerastu6e 

u odnosu na funkcional f, onda F Min t, ---•-Min f  . Na 

osnovu Schauderove teoreme o nepokretnoj ta6ki preslika-

vanje F ima nepokretnu ta6ku u skupu Min f . Kako je a 

jedina nepokretna taCka to je a EMin f . 

Teorema J. Schaudera, 1930. i A. Tychonoffa, 1935. 

o nepokretnoj taCkfL glasi : Neka je C kompaktan konveksan 

skup u lokalno konveksnom topolo5kom prostoru E. Tada 

neprekidno preslikavanje F : 	ima nepokretnu taCku. 

Slede6e tvrdenje uop.zitava i u svom dokazu koristi ovu teore-

mu. 

TEOREMA G. Neka je C kompaktan konveksan skup s 

nepraznom unutra5njo66u ,  ( telo ) u lokalno konveksnom to-

polo5kom prostoru L n . Neprekidno preslikavanje 

F : n takvo da je F( bdC ) 5 C ima nepokretnu taCku. 

D o k a z. Moe se pretpostaviti da je Ln  = En  euk- 

lidski prostor. Skup C odreduje preslikavanje 

dc  : 	za koje je dc (x) jedinstvena taCki x naj - 

bliia taCka iz skupa C. Kompozicija preslikavanje 

d .F : 	je neprekidno preslikavanje kompaktnog konvek- 

snog skupa u samog sebe. Prema Schauderovoj teoremi pres - 

likavanje G ima nepokretnu taCku G(a) = d c (F(a)) = a. 

Ako F(a)E C, onda je d c (F(a)) = F(a) = a, tj. a 
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je nepokretna taCka preslikavanja F. Ako pre tpostavimo 

da F(a) et C, onda G(a) e bd C , tj. a e bd C . Na osnovu 

pretpostavke teoreme, iz a. e bd C sledi F(a) e C kont-
radikcija. 

TEOREMA H. Neka je X kompletan metri6ki prostor, 

F : X--•X neprekidno preslikavanje i neka svaki niz 
( Fn (x) ) , xeX brzo konvergira. Tada postoji funkci-
onal f 	 takav da je 

f(x)> f(F(x)), 	x E X. 

D o k a z. Dovoljno je uzeti 

(4) 	 f(x) 	d [ Fn-1 (x), Fn (x)] . 
n=1 

U [BJE25] je dokazano da ako je funkcional (4) nep-
rekidan u svim nepokretnim t&!...kama preslikavanja F , onda 
je funkcional neprekidan. Na taj na6in preslikavanje F 
generi6e nejednakost. 

Neka je 

inf(f) = inf f(x) 1 x 	, 

min(f) = mint f(x) I x EX } , 

Min(f) = 	1 xeX, f(x) = inf(f)}, 

Fix(F) = Ix I xEX, F(x) = x}. 

TEOREMA I. Neka je X konveksan zatvoren skup u lokal-
no konveksnom topolo5kom prostoru L m  i f X---R konvek- 

san neprekidan funkcional. Tada, postoji neprekidno pres 
iikavanje F : X---X takvo da je 

f(x) > f(F(x)), 

Min(f) = Fix(F) , 

xeX 
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pri 6emu jednakost a (5) vaZi jedino na skunu Fix(f). 
Takode, za sve x E X vaZi 

(6) lim f(Fn (x)) = inf(f) , 
n co 

a ako skup Min(f) ndje prazan, onda postoji granica 

(7) aim Fn (x) E Min(f) . 
rl 

Dokaz. Neka je XsEm. Ako je inf(f) 	-co , 

onda se tyrden•e mote dokazati za funkcional e f(x) 
Dakle, 

mote se pretpostaviti da je inf(f) 6 R. Takode, tvrdenje 
je dovoljno dokazati za funkcional f(x) - inf(f), tako da 
se mole smatrati da je inf(f) = 0. 

Za x EX neka je 

C x 	f-1 ( [0, p'(x)]) = It I t E X, 0 f(t) qf(x)}. 

Skup Cx  je konveksan, jer ako p E C x  i q E Cx  , onda je 

P t  q EX 

tako da p + q 
2 

0f fil+1] 

E Cx  C. Skup 

f(p)±f(q) 	1 
2 	

< - f (x), 
2 

Cx je zatvoren jer je inverzna 
slika zatvorenog skupa. 

Neka je y = F(x) ta6ki x najblila taCka iz skupa C x  
Skup Cx  nije prazan i preslikavanje F : 	je jedno- 
znaCno odredeno. 

Ako je f(x) = 0 onda xe Cx , pa je F(x) = x. I 

obrnuto, ako je F(x) = x onda x EC
x , pa je f(x) < 1.f(x) 

2 

i time f(x) = 0. Dakle, 

Min(f) = Fix(F). 
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Pokaijmo da je preslikavanje F monotono nerastu6e u 

odnosu na funkcional 

f(x) 	f(F(x)). 

Vazi vise od toga 

f(x)> 	= f(F(x)), 

tako da jednakost vazi jedino ako je f(x) = 0. Iz P(x) 

ECx 
sledi da je f(F(x)) < f(x), a iz f(F(x) < 1  f(x) 

2 	 2 

sledi. F(x) E intXCx 	konveksna funkcija dostie maksimum 

na granici domena. Detaljnije, ako se pretpostavi da je 

f(F(x)) < 
2 
f( x), tada unutar segmenta [x, F(x)] posto- posto- 

1 ji ta6ka z takva da je f(z) = - f(x) , 5to je suprotno 

pretpostavci da je F(x) najblia ta6ka. 

Pokaimo da je preslikavanje F neprekidno. Pretpos-

tavimo suprotno, da postoji xe X, niz (xn ) u X koji 

konvergira ka x 

lim xn 	 n > 0 

takvi da je 

y = F(x), (yn ) = (F(xn )) i d(yn ,y) > n  ,ne N 

1 
Neka je no e N takvo da je 1 - f (x

n 	3 
) > - f (x), za sve 

1 
›no . Postoji taCka ze X takva da je f(z) 	5  f(i) , 

Cime je zeC, , n)sn o . Za iste 	vai 'n 

d(x,yn ) < d(x,xn ) + d(xn ,Yn ) 

< d(x,xn ) + d(xn ,z) . 

Dakle, niz (yn' 
 je ograni6en tako da ima konvergentni )  

podniz, koji 6emo 	 na isti naCin. Za njegovu gra- 

n.00 
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Porto je najblia taCka jedinstvena , neka 

d(x,y') - d(x,y) = 5E > 0. 

= 
MY,E) n U cx n.n1 n 

je 

Pokaimo da je 

1.1 
	 16 

nicnu taCku y' = lim Yn  , prelaskom na grani6nu vrednost 

dobija se d(y',y) 	istim postupkom iz •f(yn ) 

f(F(x n )) 1  f (xn ) sledi f(Y') = 	f (x), pa y' 6. C x . 

U narednom delu dokaza pokaza6emo da je y' - budu6i 

granica nIza y
n 

najblilih taeaka iz Cx 	
xn , 

n 
 

n eN - i sama najblila taCka iz C x  taCki x. Zbog jedin-

stvenosti najbliZe take je y = y', 5to 6e biti traena 

kontradikcija. 

Najpre, za taCku x vai f(x)> 0. Ako se pretposta- 

vi da je f(x) = 0, tada X e C...  , XEECx  , y 	x 
'n 

d(y,y') = d(x,y') = lim d(xn ,yn ) 	lim d(xn ,x) = 0 
n--co 	 n 

5to je u suprotnosti s d(y",y) n 

gde je n EN takvo da je 

d(xn ,x) < E , d(yn ,y')“, 

Ako se pretpostavi da za neko n > n l  presek 	K(y,E)ncx  

sadrzi taCku z, tada je 

d(x,y) = d(x,y') - 5E 

d(x ' xn ) + d(xn ,yn ) 
	

d(Yn ,Y") - 5E 

d(xn ,yn ) + 2E - 5E 

d(xn , z) - 3E 
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d(xn ,x) + d(x,y) + d(y,z - 3E 

d(x,y) + 2c - 3c 

= 	d(x,y) 	-E 

i time 	E (0 , 5to je nemogu6e. 

Posmatrajmo raslojavanje prostora. X odredeno funkci-
onalom 	f, 	jedan sloj je 

Stc  ={x I x e X, f(x) 	=lc f-1 (4c), e [0,+•00). 

Time je 

x 	Sf(x)  i 	Cx 	= I 	I {Sec  I 	0 f( x)) 	. 

y e Sf(y) 	i kugla K(y,E) 	ne see nijedan od beskonafeno 

mnogo slojevaS f(y = ri( f( yn ) ) koji tee ka Sf(y ) . 

Za konveksnu funkciju, izuzev za minimum, sloj je dimenzije 
najvi5e m-1. ) 

Ni za jedno n> nl  nije Cx  ECx  , jer hi t.i.d'i bilo 

y E K(y,E) i 	C ,(  EC x  . C - skupovi su uporedivi, tako 
n 

da je Cx  c Cx ,
4` 	

Cx  , n> 	Za proizvoljnu taa'ku 
n 

ZEK(y,E) je z 4C 7 	za sve n>n i , tako da je 	f(z) > 

> f (xn ) i zato f(z)); f (x). Kako je f(y) = 2 f (x) , 

to znaCi da restrikcija funkcionala f na kuglu K(y,c ) 

minimalnu vrednost dostie u centru kugle. 

Kako je inf(f) = 0 i f(x)> 0, to .postoji taCka 

u EX takva da je f(u) <f(y) = 2 f (x). Za neko oce(0,1) 

je v = ccu + (1-cc)y E K(y,c ). Sada je 

f(v) <4. f(u) + (1-;izc)f(y) < f(y), 

5to je u suprotno zaklu6ku da funkcional f na kugli 
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K(y,E) najmanju vrednost dostiZe u taCki y. Time je 

y = y' i preslikavanje F neprekidno. 

Neka je (xn ) = ( Fn (x) ) orbita take x. Tada je 

1 
f(xn ) = f(F(xn-1 ).) 	(xn-1 f 	) 	 f(x), 5 	6 ** - 

2
n-1 

tako da je 

lim f(Fn (x) ) 

dime je dokazano (6). 

DokaZimo da vaZi ( 7 ). Nek!1 je XE X proizvoljna taka 

i xo EMin(f). Za orbitu (xn
) take x vaZi 

xn+1- e K( x , d(xo ,xn ) ) , 	neN , 

jer taCka xn+1 =  F(xh ) je tacki xn najblila ta6ka lz 

skupa C 	koji sadrZi x o . Neka je HRn 
 hiperravan kroz 

xn  

ta6ku xn+1 koja je or•ogonalna na segment x
nx114.1  , ako 

x Min(f) onda je xno.  / xn . HRn  je ravan oslonca skupa 

Cx 	i ona razdvaja take xn i xo . Ako bi neka taCka 

(xfC 	) bila strogo s iste strane hiperravni z e Cxn 	o x 

HRn s koje je xn , onda bi na segmentu xn+1z  sCx posto-

jala taCka b1ila xn nego 5to je xn+1' gto je suprotno 

odredenju take xn+1. Dakle, z_xn xn+1  x > - 
a tako da tad- 

ka xn+1  pripada kugli cije su antipodalne ta6ke xn  i xo . 

1 Ta kugla K( 1
n  -(x.+x 0 	2 ) , - d (xn ,xo ) ) je sadrZana u kugli  

K( xo ,d(xo ,xn ) ), tako da je xn+1 E K( xo , d(xo,xn)  ). 

Niz (xn ) je ograni6en tako da ima bar jednu taCku 
na 

gomilavanja x'. Kako je d(x 0 ,x n.4.1 ) < d(x o ,xn ) 	ve6i broj 
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je rastojanje antipodalnih taCaka, to je niz ( d(xn 0 )) 

monotono nerastai. Time se niz (x n
) priblizava svim tad-

kama skupa Min(f). Iz lim f(x n ) = 0 sledi f(x') = 0 

tj. 	Min(f). Niz ( xn ) nema drugih taCaka nagomilava- 

nja, jer bi tada bilo 

d(x',xn ) < d(x',xn+m ) ' 

za neko m E N. Dakle, ceo niz (x n
) konvergira ta6ki 

x'E Min(f). Primetimo da je 

(A) 	lim xn 6  nlvm, d(m ,xn ) ) I 	 neN} 

c n tvm , d(m,x) I mEMin(f) 

Za topolo5ki prostor L m  treba primeniti bikontinual-

nu bijekciju 	 koja je linearni. izomorfizam. 

TEOREMA J. Neka je XE E m konveksan zatvoren skup i 

f : konveksan neprekidar funkcional koji dostie mi-

nimalnu vrednost. Tada •niz sukcesivnih aproksimacija 

X
1 
 = x, x2 = P(x 1 ) ' '" ' xn = P(xn-1 ) ' "' 

dobijen uzastopnom primenom preslikavanja F iz dokaza 

prethodne teoreme brzo konvergira 

d(xn' xn+1 ) < +co . 
n=1 

D o k a z konvergencije reda kvadrata rastojanja. 

Neka je cEMin(f). Metodom matematiC•e indukcije pokaimo 

da je 

, d(xi ,x1+12 < d(x c)
2 - d(x4 c) . 

■ 	 114 (9) 
i= 

Za n = 1 se dobija 
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d(xl ,X 2 )` -  \2 	d(x 2, c) 2,  

6 -to sledi iz x 2 .= F(xl ) i z_x i x 2 c = Lx1F(xl )c > V . Ako 
2 

se pretpostavi da je (9) ta6no za n = m, onda se za 

n = m + 1 dobija 

M+1  
d(x1,x1+1 )

2 / d(xl,c)2-d(xm+1,02 +d(xm+1'
xm+2

)
2 

‹d(x l ,c)
2 

- d(xm+i,c) 2 
, 

jer je x 	c > m+1 m+2 	• 

Prelazak na graniCne vrednosti u (9) daje 

d(x 	) 2 < d(x ' 
 c) 2 - d( lim xn n n+1 	

n--00 

Ako se izabere da je c = lim x
n 
 , onda je 

d(xn ,xn+1 ) 2 	d(x , lim xn
) 2. 

n—woo 

c) 2 
, 	 . 

Iz nejednakosti (9) sledi 

i' x1.  +1 )2 	d(xn ,c)2 - d(xn+m+1'c)2 
i=n 

d(x 
 

nejednakost kojoj u Banachovoj teoremi o nepokretnoj 

odgovara 

d(Fn (x),Fn+m (x)) < (ccil + ...+ cc.n+m-1 )d(x,F(x)) , 

je koeficijent kontrakcije. Ve6a je sliCnost izmedu (8) 

i formule za pololaj nepokretne taCke u Banchovoj teoremi 

lim xn 6 K( x, 	 1 	d(x,F(x) ). 
n--.co 	 1 
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20.1 

Prilikom dokazivanja nejednakosti uglavnom se postavlja 

pitanje postojanja preslikavanja saglasnog s datim funkci - 

onalom. U ovom radu se ne postavija suprotno pitanje pos - 

tojanja funkcionala saglasnog s datim preslikavanjem. Ono 

vodi principu nepokretne taCke za kompaktne topolo'6ke pros-

tore. Svojstvo konveksnosti prostora nije neophodno, a za 

postojanje nepokretne takve kompaktnost se mo te zameniti 
svojstvom da bar jedna orbita ima konvergentni podniz. 
Funkcional f je strogo monoton u odnosu na preslikavanje F 

ako je strogo monotono opadaju6i iii strogo monotono rastu6i 

f(x) 	f(F(x)) iii f(x) < f(F(x)), 

za sve xE X, pri emu jednakost veCii jedino zawpokretne 

take preslikavanja F. 

TEOREMA K. Neka je X kompaktan topolo5ki prostor i 

F : 	neprekidno preslikavanje. Ako postoji neprekidan 

funkcional f : 	strogo monoton u odnosu na preslika- 

vanje F, tada preslikavanje F ima nepokretnu ta6ku. Za 

sve xe X niz ( Fn (x) ) konvergira nepokretnoj taCki. 

D o k a z. Neka je xeX, f(x) Z  f(F(x)) i x l . 

F(x), xma 	Fn(xn ), n=2,3,.. . Tada je 

f(x) > f(xi ) 	f(xn ) 

U kompaktnom prostoru X niz (xn ) ima konvergentni podniz 

(x 4  ) s granicom xo . Pretpostavimo da je F(x 0 ) 	xo  i 
'n • 

time E. f(xo ) - f(F(x o
)) > 0. Funkcional f je neprekidan 

tako da postoje okline U i V redom ta6aka xo  i F(xo ) 

takve da je 
f(U) c [f(x0 ) - 	, f(x0 ) + 	1 

f(V) 	[f(F(x0 )) - 	, f(F(x0 )) + 

 

 

tj. 
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	 20.2 

Preslikavanje F je neprekidno pa postoji okolina W E U 

take xo 
takva da je F(W) V. Za dovoljno veliki indeks 

m je FOc. 	x 	EE V. Time je 	f(x;  
1m 	

1M 
	xi 

 

f(xo 	2 
) - 	Ato je nemognCe. Dakle, x je nepokretna 

taCka. Takode, ceo niz (xn ) konvergira ta6ki xo . 

Dovoljna je i pretpostavka da je funkcional odozgo ne-

prekidan i strogo monotono opadajai, Ato ima sli6nosti s 

teoremom Kirka i Caristija o nepokretnoj taCki. 

TEOREMA L. Neka je X kompaktan metri6ki prostor. 

Neprekidno preslikavanje F : 	ima nepokretnu ta6ku i 

za sve x 6X niz ( . Fn (x) ) konvergira nepokretnoj ta6ki 

ako i samo ako postoji odozgo neprekidan funkcional 

f 	 koji je strogo monotono opadaju6i u odnosu na 

preslikavanje F. 

D o k a z. Neka niz ( Fn (x) ) 	(xn  ) konvergira ne- 

pokretnoj ta6ki xo  i neka je d 1  = d(x,x,), 	do 

 d(xn _,,xn ), n=2,3,.. . Tada je lim do  = 0. Niz rastoja- 
n--ao 

nja (dn) se mo'ie preurediti u nerastu6i niz d [lj d 121 ?„. • 

... ) d ini ... , sli6no kona6nim nizovima. Niz ( d [n] ) 

se defini5e induktivno, d . d 	ako je i 1 
najmanji in- 

[1] 	11  

deks za koji je d. = max Id d 	Ako su odredeni 
11 	

l' 2'''' I • 

61anovi d [W.. elp d [n]  , onda je dtn4.1] = d.1n+1 , gde je 

in+1 
najmanji indeks za koji je 

di 	max [i
dd2"" 1i d 1.11" -1d [n])]* 

n+1 

Funkcional 
P(x) 	2-n d En) 	diam X 

n=1 
je strogo monotono opadaju6i u odnosu na preslikavanje F 
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1.2. 

i odozdo neprekidan. Funkcional 

f(x) = lim sup P(t) I t e K(x,r)} 
r-• o 

21 

je odozgo neprekidan i strogo monoton. Za kontrakciju je 
co 

f(x) = :EI 	
" 

d(x,,x11+1). 
n=1 

1.2. ZAJEDNINA NEPOKRETNA TA6KA I EKSTREMI. 

Navedimo neke teoreme koje se odnose na zajed-

ni6ke nepokretne take familije preslikavanja [WAL61-64) . 
TEOREMA A. A.A. Markov, 1936, S. Kakutani, 1938. 

Neka je K kompaktan konveksan podskup lokalno konvek-

snog topologkog linearnog prostora i neka je komutativna 
familija neprekidnih afinih transformacija skupa K u samog 

sebe. Tada, postoji xEK takav da je F(x) = x za sve P6F. 

TEOREMA B. S. Kakutani, 1938. Neka je K kompaktan 

konveksan podskup lokalno konveksnog topologkog prostora i 
grupa ekvikontinualnih afinih transformacija skupa K u 

samog sebe. Tada K ima nepokretnu taCku familije G. 

M.M. Day (1961) je uopgtio Markov-Kakutanijevu teoremu 

na opgtije semigrupe preslikavanja. Teorema A.D. Mygkisa 

(1954) se odnosi na poliedre i semigrupu preslikavanja. 

TEOREMA C. Z. Hedrlln, 1962. Neka je 	komutativna 

semigrupa neprekidnih preslikavanja topologkog prostora X 

u samog sebe i neka F sadrZi identiCno preslikavanje. Tada 

X ima zajedni6ku nepokretnu taCku familije 7 ako i samo 

ako orbita F(a) za neko aEX je kompaktan prostor koji 
ima svojstvo nepokretne ta6ke za neprekidna preslikavanja. 

Familija Monf  je nekomutativna semigrupa s neutralnim 

elementom. Neka je 
Fix( ) = n{Fix(F) I FE-7} 

skup zajedniCkih nepokretnih taCaka preslikavanja P : X-.X, 
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Fgr. Postavlja se pitanje postojanja familije F c Monf 

takve da je 	
Minf  = Fix( ). 

Izolovaneunutrakije take lokalnog maksimuma funkcionala f 

su take prekida preslikavanja. 

	

TEOREMA D. Neka je f 	funkcional na skupu X. 

Neka je 7 familija preslikavanja koja su monotono opadajuCa 

u odnosu na funkcional f, tj. 

f(x) > f(F(x)), 

pri emu jednakost vaZf, jedino za nepokretne ta6ke preslika-

vanja F. Tada je 
inf(f) = inf( f  I Fix( F ) ) 

i funkcional f dosti'ie minimum ako i samo ako je skup za-

jedniCkih taCaka Fix( F ) neprazan i reatiikcija funkci - 

onala f na skup Fix( r) dostiZe minimum. 

TEOREUE.NekajeXtopolo 5kAprostoriF.:X--.X,  

icI neprekidna preslikavanja. Neka je (i n ) niz indeksa u 

kome se svaki od indeksa ie I javalja beskona8no puta. Ako 

niz dobijen primenom preslikavanja ( F 	) na XE X 
'n 

1C1 	(X)  
xn+1 F

i1 	
..o, 	= F. (xn' ) . 

n  

konvergira taCki x o , tada je x o  zajedni6ka nepokretna 

taCka svih preslikavanja F i  , i E I. 

D o k a z. Preslikavanje Fk  , ke7I je neprekidno 

tako da je 

lim Fk (xn) = Fk (xo
) 

Neka je (j n
) niz takav da je i . = k ( n N ) 	Niz 

;in 
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1.2 	 23 

	

xi. 	= F. 	(x. 	) 	(x. 	) 
1+1 	in 	in 	 4n 

je konvergentni podniz oba konvergentna niza 

(1) (xn) ( Pk (xn ) ) 

tako da nizovi (1) konvergiraju istoj granici 

xo  = Fic(x0), 
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GLAVA II 

ANALITIOKE NEJEDNAKOSTI 

Sve analiti6ke nejednakosti date u ovoj glavi su dokaza- 
ne metodom zajedniCke nepokretne tacke preslikavanja mono-

tonih u odnosu na funkcional. 

U taCki 2.1. je data interpolacija Jensenove nejedna-

kosti i poja6anje i obrat Brunk - Olkinove nejednakosti. 

U 2.2. je data hipoteza o anharmonijskoj razmeri sredina. 

Kao posledica dokaza Hadamardove nejednakosti 2.3. dobijena 

je karakterizacija pojma ortogonalne matrice. Kod nejedna-

kosti za indefinitne forme 2.5. dati su potrebni i dovoljni 

uslovi za vaenje jednakosti i ispravljeni su poCetni uslo-

vi za va'i,enje jedne nejednakosti. 

U ta6ki 2.7. je data nejednakost koja sadrzi tri poseb-

ne nejednakosti - Schweitzera, Karamate i Knoppa. Za Griisso- 

nejednakost 2.9. odredena je blia granica. Dokazana 

je varijanta Muirheadove leme 2.12. U taCki 2.13. je 

uveden funkcional na R
n saglasan s'uredenjem majoracije 

( konveksan u smislu Schura ). Ta6ka 2.19. sadr'Z'i inter-

polaciju integralne Buniakowskijeve nejednakosti. U pos-

lednjoj taCki je dat svojevrsni obrat nejednakosti poten-

cijalne i geometrijske sredine, kao i nejednakost koja 

uop5tava odnos aritmeti6ke i geometrijske sredine. 

24 
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2.1. NEJEDNAKOSTI ZA KONVEKSNE FUNKCIJE. 

Funkcija f : 	I je segment, je konveksna 

ako je 

f( cc): + (1 --cc)y ) < 4f(x) + (1-‘)f(y) 

za sve x,y E I, d E[0 1 1]. Funkcija je konveksna u Jense-

novom smislu ako vazi 

f(  x+Y  ) 	f(x) + f(y)  
2 	k 	2 

za sve x,y E I. 

2.1.1. JENSENOVA NEJEDNAKOST, INTERPOLACIJA. 

TEOREMA A. J.L.W.V. Jensen, 1906. 
Neka je f neprekidna funkcija konveksna u Jensenovom 

smislu. Tada je 

(1)  f( 	  
a1+ ...+ an ) ( f(a 1 ) + 	+ f(an ) 

n 	 n 

Dokaz. Neka je prostor 

X = 1  X I Xi6 Ig I = 10...0, Xii- oillo+Xn=al+osol-an  

i funkcional 	 f(x 1 ) + 	+ f(xn ) 
4! (x) - 

Neka su preslikavanja 

F..(x ij 	1 ,...,x1 ,...,x j ,...,xn  ) = 

X.+X. 	Xi+Xj 
— (X 	ge40 	 ) 

I"  2 	 2 	n ' 

i,j = 1,...,n. Preslikavanja F ij  su monotono nerastu6a u 

odnosu na funkcional 

(2) Y(x) > 41 (Fii (x)) 

jer se zahtev (2) za saglasno56u preslikavanja i funkcionala 

svodi na 

n 
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f(xl ) 	f(x2 ) > 2f( 

- konveksnost funkcije f. 

Funkcional 	na kompaktnom prostoru X dostiZe minimum. 

Taj minimum se dostiie u jedinstvenoj zajedniOkoj nepokret- 

noj taCki 

a 

svih preslilariainjaP l  • y  i,j=1,...,n. Time je 

Y(x) > Ca() ) = f(s). 

Primena niza preslikavanja u kome se svako od preslika-

vanja Fij 
javlja beskonaCno puta daje niz vektora koji kon-

vergira nepokretnoj taa'ki a° . Dovoljno je pretpostaviti i 

da se svaki od indeksa 1,...,n javlja beskonaCno puta, ne 

ra6unajuCi preslikavan tla Fii  = id. Dobijeni niz brio kon-

vergira [BJE96]. Tako je odreden interpolacioni niz 

	

Y(a) 	tf(Fil (a)) 	 f(s). 

Slede6a nejednakost je posledica nejednakosti (1): 

f( rial +...+rnan  ) :5;r1f(al ) +...+ rnf(an ), 

	

gde je ro 0, 	,n, 	 = 1. 

U naredne dve teoreme date su interpolacije 

Jensenove nejednakosti koje imaju kona6no 61anova. Same 

formule sugeri6u kako izgledaju kompletne interpolisane 

nejednakosti. 

TEOREMA B. 
a) Ako je funkcija f konveksna, tada je 

x1"2 
2 

al  + 	+ an  

s 
n 
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X
1
+X

2)4.....14.(
X
n-1

+Xn  
f(x). )+ 	+ f(x

n
) 	f(  2 	 2 

+f 

 

n 	 n 

x, +... +x  f( 	  ). 

b) Ako je 	 xn  Ili xi 	xn, tada 

x1+x2 	 x,+x, 
f( 	) + 	+ f( 	" ') ...+f(xn ) 	2 	 2 

n 	 n 

X , 	

- 	
X, 1 X, 4-X1 	 X, 4-Xl +X O, 

f( 	
3 	

1+...+f( 	"-' 
3 
" ') + f( 	" 

3 	
') 

n 

x, + 	+ xn  ) 
f( 

Jedna nejednakost u (4) ne vaii za nemonotone nizove. 

D o k a z. a) Druga nejednakost u (3) je posledica 

Jensenove nejednakosti (1). Prva nejednakost se dobija pri-

menom teoreme Hardy - Littlewood - POlya - Karamata 2.13. 

na vektore (v.2.13.2.) 

x1 x2 	xn x1  
). (5) 	( x1' 6 ' • ' xn ) 	( 

x12 
 x
2 

 2 

Ako je (yi ,...,yn ) vektor s desne strane u (5), tada zbir 

yf il + + y [i]  , 1.1,...,n (v.2.12.) sadrft 2i brojeva 

xi ,...,xn, od kojih se svaki broj x i  najvi6e dvaput ponav-

lja, tako da je 

y 	+ • • • + y tii  <x 111  + • • • + x Lii  • 

Ova nejednakost u (3) za monotone nizove mote se lako doka-

zati matematiCkom indukcijom. 

(3)  

(4)  
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(4) je posledica Jensenove b) Poslednja nejednakost u 

nejednakosti. 

PokaZimo da je 

X1+i2 	Xn+x l 	xl+x2+x3 	xn +x +x 

(6) 	
, 	

) >- ( 	illeft, 	
1 	2 

 
2 "." 2 	3 	 3 

Ako smatramo da je niz x l ,...,xn  cikli6no produZen x n+1 

 = x1 ,... , onda je odnos majoracije (6) taean za n = 1,2,3. 

Moe se pretpostaviti da je n ) 4. 
Neka je 

x +x 	x +x 	x +x. 	 x _1 n  4-x X1+X2 	 i-1 i  , n 1 	i 1+1  
2 	

... 	2 	2 	
) 2 	

) ... 
2 

II 

a 	> a1 
	/ 	

... 

i 

x 1+x2+x3  

) 

• •• 

• •• 

II I 	 II 

al.-1 	an 

X. -1 +Xj +X j+1 

II 

) 	ai 	... 

Xn+X1+X2 

I II  

> 	an_, 
 

Xj +Xj+1+Xj+2 

3 

b 1  

3 
III 

) 	bj-1 

) 	> 
3 
0 

bn 

3 
fl 

b. 
J 

••• 

• •• 

Xk-1+Xk+Xk 1 , Xn-1+Xn+X1  
3 	 3 
II fl 

bk-1 	
bn-1 

• • • 

• • • 

Xn-  +Xn-1+Xn 
3 

b
n-2 

1 < i < n, 1 < j < k < n. 

Najpre je 
b1 	... + 	+ bn  = a1  + 	+ an . 

Takode je 
b i  <al  jer 2x1+2x2+2x3  < 3x1+3x 2  , 2x 3  (x1 + x2  , 
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kao i b [n] = bn-2 ) an-1 = alnr tako da je 

	

b[1 ] + 	+ b[n_11,<. a111 + a.. + a  [n-1] • 

Pokaiimo da je 

b 	+ 	+ b [m]  < a [I]  + 	+ a, m] ' 

(7) ti. 	6b [1]  + 	+6b 	6a 111  + 	+6a
imi

, 

m = 2,...,n-2 . Za slu6ajeve (i) i (ii) vaii strola ne- 

jednakost 

(8) b111 + 	+ b ull]  <al  + • • . + am . 

(1) m < j. 	Za m = 2 nejednakost (8) postaje 

2x1 +4x 2+4x 3+2x 4  < 3x1 + x2+3x3 , x 3 +2x 4 < x1 +2x 2 . 

Za m > 2 je 
2x1 +4x 2  +6x 3 	+ 6xm  +4xm41 +2xm+2 

( 3x1 +6x 2  + 	+ 6xm  +ix m+1 ' 

6to sadrZi i vrednost m = 2. 

(ii) j < m <k. Sada je (8) 

b [1] +...+ b [m]  = b1  +...+bm  +bn  -bm 	+ 	+ am  

ekvivalentno ea 
xm+1 +2xm+2 +6bn - 6bm  < x1  + 2x2  

xm+1 +2xm+2 +.2xn  + 2x 1  + 2x 2  < x1 + 2x2  + 2xm+ 2xm+1 +2xm+2' 

+ 2xn  < 2xm  + xm+1' 

Poslednja nejednakost sledi iz 

xi  + 2xn  < x1  + xn  + 	= 3 b  

3 b m  = xm  + xm+1+ xm+2 < 2xm  + xm+i 
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(iii) m ) k, m • i. Sada je 

b [11 	• • 	[m] + 	. + 1D 	= b1  + 	
+ bm + bn + bn-1-bm-bm-1 

tako da (7) postaje 

Xm+1  + 2xm+2  + 6bn_1  + 6bn  - 6bm_i  - 6bm  ( x1 + 212  , 

xm+i + 2xm+2  +2xn_i  + 2xn  + 2x1  + 2xn+ 211 + 2x2  

< x1 + 2x 2  + 2xm_ 1  + 2xm  + 2xm+i + 2xm + 2xm+1 + 2xm+2  , 

(9) 	2xn_ 1  + 2xn + 3x1 	+ 4xm + 3xmi1  , 

3(xn+x1 ) +2xn-1 + xn ( 3(xm +xm+1 )+ 2xm-1 + xm 

Iz uslova m < i sledi a n  4 am, ti, 	xn+ x1 c xm+ xm+1 . 

(iv) m 	m 	Nejednakost (7) postaje 

b1 + 	+ bm + 6bn + 6bn _ 1-6bm-6bm_i  a1+...+ am + an  - am  

Koriste6i (9) dobija se 
2xn_1 + 4xn+ 3x1  

2xm_ 1 4 4xm+ 3xm+1  + 3xn + 3x1  - 3xm  - 3xm+1  , 

111 	 2xn_1 + xn < 2xm_ 1+ xm. 

Ako je (x1 ,x2 ,x 3 ,x4 ) = (-1,1,-1,1), tada je 

(al „a2 ,a 3 ,a4 ) = (0,0,0,0) -4 	 ) 	(bi ,b2 ,b 3 ,b 4 ), 

a za konveksnu funkciju f(x) = Ix' je 

f(al )+ f(a )+ f(a 3 ) + f(a4 ) = 0 

f(b i )+ f(b2 )+ f (b 3 )+ f(b 4 ) = 

Time je zavrgen dokaz. 

4 
3 
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TEOREMA C. Neka je funkcija f konveksna. Tada je 

(10) : f(i) ) 	
1 	f(1-111--  ) > f(1 n 
	

), 

n  i=1 	I 	m 	2 	/ 

gde je m broj sabiraka u zbiru 	
koji sadrZe sve parove 

i,j = 1,...,n takve da je a) i < j, b) i4;j: 0)  i § j. 

D o k a z. a) Prvu nejednakost u (10) dokazaeemo ma-

tematiOkom indukcijom. Za n = 1 nejednakost je taCna, pret-

postavimo da je taCna za n 

(11) (n-1) 	f- 2 	: f ij  . 	
0, 

i 	1 
 

x 4 +x 4  
fi

j 
 = f 	, 

2 	
Treba 

n+1 
fi  -2 ;-: fij 

i< =1 

n(n-1)  
gde je m - 2 
pokazati da je 

, 
fi  = f(xi ), 

= (n-1) fi  + A
fi + nfn+1 

-2 j i,n+3Y1  

Ova nejednakost sledi iz induktivne pretpostavke i 

fi + n+1 	2 It-/fi,n+1 
i= 

n+1) 
b) Ovde je m = n( 
	. Iz nejednakosti (11) se dobija 
2 

(n+1) Afi  - 2 
i =1 L' 

fi4  ) 0 

nejednakost ekvivalentna nejednakosti pod b). 

c) Broj sabiraka je m = n
2 , a (11) daje 

 

fij ) O. 
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2.1.2. STEFFENSENOVA NEJEDNAKOST. 

Ova nejednakost uopkava Jensenovu nejednakost 
tako da se zove i Jensen - Steffensenova nejednakost. 

TEOREMA. J.F. Steffensen, 1919.,[MIT109] 
Neka je f konveksna funkcija i niz a k  ( k = 1,...,n) 

neopadajuCi. Neka brojevi ck  ( k=1,...,n ) zadovoljavaju 

uslove 

0
( 	e t lt =. 

C 	m=1,. . .,n, 
k > 0 

'.Dada je 

ckf(ak) 
 

gi ck 	Ack 

D o k a z. Neka je prostor 

(1) 

	
gickak 

• 

X = x I al  xi  ‘ ... ‘ xn  <an  , 

i funkcional 

• 

Neka je 

Xi = 41 .1. = X
il < xi +1 = --- =xi  . < x. 	

" 2 	12+1 = 6  

... = 	• 	< x. 
1s-1 	

„..-1  := 4, :=  i
s 	n 

x 	
' s-1 	s-1" 

dk  = C. 	1 + .00 + Ci 	, 	k = 1, • • • ,s 
k-1 4- ' 	 k 

0 	, io = 0,  18+1 = n+1, x = -00 Xn+1 = + C°  • 
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Ako 	 1 	1 	
xj cojex.=x.1-=Ic  . 	definigimo preslikavanja 

Xi <Xi dp  d q  > 0 

Fij (X) = 	
x 
	inaCe 

i,j = 	i(j. Vektor x' je 

1 ,...,xi 	,xi  +1+E,...,xi+E,...,x1 +e,x
i +1 ,... 

P-1 	p 

,xi 	+1-6,...,x j -6,...,xi -6,x i  

'q-1 	q-1 

d, 
Pri tome je 6= -sr- E , tako da je ispunjen drugi uslov u de-

u ci   

finiciji domena X. 
Ako je p +1 = q, onda se uzima da je 

xj  - x4  

Xi  -FE . x i  -s, tj. 	E= 	d
.  • 

1 + 72- 
q 

Neka je p +1 < q . Ako je d P 
 > 0, onda je 

d,, 

	

'I( 	 ) 	> 0. 

	

xi 
	
-xi 	dp 

 x
i 

- xi q-1 
= min x 	-x 

Time je x i +E = x i +1 ili j 
	= xi 	, a monotonost niza 

je saOuvana. 
Ako je d <0, pa i d <0, tada je 

d 

	

E = max x4 	.' X4 , 	( Xi - xi 
+1

)1 <0. 
'p-1 'p do p 	q 

Iz uslova teoreme sledi 
n 

Fi
s

ck = d s  ) 0. 

Sem toga 
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ili 	 d 
f(x ) - f(x -- 12 E) J f(xi  +E ) - f(x i ) J d

g  

sume koeficijenata ci ,...,cn  odredene vektorom a ° . Zato 
je 

ao ao j 	d d < 0, pri emu je a°. = a? 8. 0 = a°  p q 	9 	
P 
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k < ~k =  d1  +   e k=i + 	 k=i
1
+1 k  

tako da je d l  > 0. Dakle, ako je £ <0, onda je p> 1 i 

q <n tako da xla. 

Preslikavanja Fij  su monotono nerastuoa u odnosu na 

funkcional 
(2) 	 T(x) ) t(Fii (x)) 

Za x 	x' (2) je ekvivalentno sa 

d 
P1 

 f(x.) + d q 	jf(x ) > d pf(xi +E) + d q
3 

f(x.-0 : d E>0 

d 

Tito je svojstvo konveksne funkcije f. 

Funkcional na kompaktnom skupu X dosti:4,e minimum u 
nekoj zajedni6koj nepokretnoj ta6ki svih preslikavanja F _ ij . 
Ako je 

a? = (a° 	a0 ) 1"'" n 
neka zajedni6ka nepokretna:taCka i d i ,...,ds  parcijalne 

za sve i,j = 1,...9n, 	< j . 
Medu brojevima di ,...,ds  ne postoje tri razliCita od 

nule, jer bi tada dva od njih imala isti znak i a °  bi bila 
pokretna taCka nekog preslikavanja. Ako se pretpostavi da 
su dva broja d

k 	d/ (k <T) razli6ita od nule, tada iz 

uslova teoreme sledi da je (I T > O. Kako su dk  i d
T 
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ai = tick 

c kak 

±ck k=1 

• 
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suprotnog znaka, to je d k <O, 5to protivreCi pretpostavka-

ma datim u teoremi. Dakle, najvii. e jedan broj medu d 1 ,... 

,d s 
nije nula. Ako je to dm, onda je 

dm  = di  + 	+ds  = ci +••.+C> 0. 

Dalje je 

kk 	m
aoi = d 	= Ack  a. 	

ckak  

tako 

 
m 

tako da je 

Na kraju je 

Aokf(q) 	dmi f(a ) 
m  

T(a° ) -  =  
dm 

Primenom preslikavanja. Fij  mote se obrazovati kona6an 

interpolacioni niz nejednakosti (1). Dokaz se mote zavr5iti 

i primenom matemati6ke indukcije po broju razli6itih koor - 

dinata vektora a. 

2.1.3. POVRATNI NIZOVI. 

Iz relacije koja definige konveksne funkcije 

f( x-  P) 	f(x) +2 f(Y)  

proiza5le su nejednakosti oblika 

(1) 	f(L(xl,...,xn)) ‹L(f(x1),...,f(xn)), 

gde L ozna6ava linearnu kombinaciju. Za monotone nizove i 
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2.1 

njihove alternirajude kombinacije vane nejednakosti oblika 
(1) - teoreme Szeg6a, Bellmana i Brunk - Olkina 2.1.4. 
Ovde uvedeni povratni nizovi se mogu smatrati za suprotnost 

rnonotonim nizovima i za njih vale nejednakosti suprotne (1). 
Teorema B. data u ovoj tacki mo te se dokazati noposrednom 
primenom teoreme majoracije HLPK 2.13., a ona je i poseban 
slue- aj teoreme A. Z. razliku od uslova ovih teorema, oso-
bins povratnosti niza se jednostavno proverava, tako da je 
u posledici ditto .nekoliko novih jednostavnih nejednukosti 
suprotnih formuli (1). U poslednjem tvrdenju su povezani pov-

ratni nizovi i uredenje rnrjoracije. Takode, povrt,ni nizovi 

s neparnim brojem clanovr& imaju ceo broj "oscilacija", .cv3to 
MQC objaoniti neparan broj elemenatq u nekim nejednakop- 
timu ( Szegb ). 

TEOREMA A. P.M. Vasi6, R.R. •anis, 1970.[PE671 

Ako je funkcija f konveksna i ako brojevi 

zadovoljavaju uslove 

a2k 	a2k+1' 	(- 	) 0, k = 1,...,m 

2m+1 
f > 	(-1) 171a. 	. 

1.1 	 1.1 	• 	1  

2m+1  

D o k a z. Neka je prostor 

X =Ix 	
m+1 

i.1 (-1)
1-1x. = 

2m+1 
>  (-1) i-la. j=1  

i funkcional 

teix) 	> (-1) i-i f(x.) . 
1.1 

Preslikavanje 

F 2(x l' 	' 	. 	n')  -x 3  ....,x 	. (x 1  -x-fxxx 	....x ) 2 	. 3' 3' -i' 	' n' 

je monotono neopadaju6e u odnosu ri ,  funkcional Y 

1=1 

tads je 
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f(x) < 	(x)) • \ 	- 2 	, 

tj. 	-f (x i ) + f(x 2 ) .4 -f (x i  + E ) + f (x 2  + 	E. x 3  -x 2  

f(x1 	- 
+E) - f(x

1' 	• 
<f(x

2 
 +E) - f(x 2  ) ' 

to je definiciona nejednakost Wright konveksnosti. Vektor 

F2
(x) pripada prostoru X i zadovoljava uslove teoreme. Ta-

ko se mogu definisati i preslikRvanja F 4 ,•..,F2m• interpo-

lacioni niz je 

T(a) > T(F2 (a)) 	••• 	e(P2m .••(F2 ( )•..) 

2m+1 
 ( 	
10-1 ;E: ' 2m+l' a2m+1 

1=1 

2m+1 
= f( L (-1 

1=1 

= f (-1) 1-1- a i  ) 

DEFINICIJA. Niz a l ,...,an  je povratan ako je 

a 2i-1 ( '' 2i 	a2i+1 ' 	1 
 - 1,2,... • 

niz je obrnuti povratan ako je 

i = 1,2,... . 
a21-1 ) a2i ‘: a 21+1 ' 

DrugaCije zapisano 

a l  < a2  > a 3  < a 4 

 Za povratan niz je 

(-1) /c-l ak  .< min 
k=1 

900411, 1anl I 

dok za obrnuti povratan niz vai 

>I1-(-1)k-lak > max ta l ,••••an / • 
k=1 

1-1 a. 1 	-f(a 3 ) + f(a l ) - 	-4r(t 2m+1 ) 
- 1 	' 

• • • , a 	< R 
1 > a 2 - a 3 

• • • 	• 
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2.1 

TEOREMA B. Neka 	a,, ""a2n+1 povratan i 1i obrnuti 

povratan niz i funkcija f konveksna, tada je. 

(2)  
k=1 	

4, 	 (..11 	a 
2n+1 

kn1 	

k-1 
	 (-1)

k-1
, 
IC • 

n+1 

Ako je an  > 0 ili, za obrnuti povratan niz a n  < 0, 

f(0) 	0 , tada je 

(3) (.1.)k-ivak) <, [>fl-  ( 4 )k-1 a  
k I • k=1 	 k=1 

	

D o k a z. Dokaz rciPdmikosti (2) je 	dokazu 
prethodne teoreme. Povrhtqn nize 1 , , n = 2m , an > 0 

se moe produ'L'iti s -anil = 0 do povratnog niza s neparnim 

brojem Clanova. Primena nejednakosti (1) 

-

7(-1)

k-1

f(a ) k' ) k-1 f(ak) 

daje nejednakost (2). 

f 	(-1) k-la k -1 a k 

Diskretna Opialovi nejednakost 2.21. je posiedica ne - 
jednakosti (3). 

POSLEDICA. Neka jea1) "•> 
a?n+1 1 f konveksna 

funkcija, tada je 

2n+1  
(4) f(a1 ) + 	(-1)

kf(ak  ) < f [a l  + 	 (-1) kak 
 k=2 

(-1.)kf(ak' 	2n+1 + f ( 	) < f [5n  	(-1) ka k + a2n+11 k=1 	 k=1 

n+1 	2n+1 	 2n+1  
:E=f(ak ) - 	 f(a k ) 	f [rak 	>  a 
k=1 	k=n+2 	 .=1 	k=n+2 
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2n+1 
f(a ) 	E= f(ak ) 	f  k=n+1 

2n+1 
ak k=n+1 

• 

Ako je f(0) > 0, tada je 

- 	f(ak ) + 	 
k 	

f(ak) 
=n+1 1- + jt ak k=n+1 

D o k a z. Nejednakosti se dobijaju primenom teoreme B. 

na povratne nizove respektivno 

' a2n+1' 2n ' 

a2' a 1 ,...,a2n'
a2n-1' a2n+1 

al' an+2,... 'an'a2n+1'an+l 

a 9 e a 	a a 

	

a2n+1' n 	n+2' 	n+1 

a2n' an' .. . an41' a1 90  • 

Ove nejednakosti se mogu dokazati primenom teoreme 

HLPK 2.13. Npr., nejednakosti (4) napisanoj u obliku 

n 	 2 +1 
Val ) + 

	

k= f(a 2k ) 	f(c)  + Fif(a2k+1 ) ' 	a  + k= 
(_1) kak  

odgovaraju vektori 
x = (a19 a2' ... ' a2n ) ' y = (c,a3, 	.,a2n+1 ) 

za koje vazi odnos majoracije x y. 

TEOREMA C. Neka je 

obrnuti povratan niz i 

yn  = xl  + 	+ xn  - yl  - "' Yn-1 

povratan 

Tads. je 	 x-<y . 

D o k a z. Neka je f proizvoljna konveksna funkcija 

Ciji je domen interval koji sadri brojeve xl,..,xn,y1,..,yn. 
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tf(xic ) 
k=1 

ill 

(5)  

- 4> f(yfr ) < f 
k=1 

,IL 
f(XL ) 

1‹:1 
) . 
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Prema teoremi B. za dati povratan niz vazi 

Nejednakost (5) vaL za sve konveksne funkcije, tako da na 
osnovu teoreme HLPK 2.13. sledi da je x-< y. 

Direktan dokaz je duZi. Za dati povratan niz vaZi 

xl < Y1 
xl  + x 2  < yi  + y 2  

(6)  

X1 + ..+ xn-1 < Y1 + "' + Yn-1 
xi  + 	+ xn  = yi  + 	4 yn  

Nejednakosti (6)svojim oblikom 116e na definiciju relacije 
majoracije, ali ne dokazuju odnos majoracije jer nizovi 
i y ne moraju biti monotono opadaju6i. Odnos majoracije 
sledi iz 

[ 1 ] 
= x. 	.. . + x l
1k 

Y. 	+ Yi 

Y [1] + • • . + y [k] 
 

k 	 tako da je x y. 

Za obrnuti povratni niz je 

X1 < xl +  "2 -3` + ... + xn  Yn-1 
X + x2  < x1  + x2  + 3' v 1 	2 ■ 1 	2 '3 • - 2 + • • 1-  xn - Yn-1 

= Yn 

Yn Y1 

x + 	+ xn-1 < x l  + 	+ xn_ i  + xn  - yn_ i  = yn  + y1 + ... + 
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Takode je 

gde se sabiranje 

s 1 1,...,k. 

x[k] = xi, + ... + X. 

lk 

•• . + x. 	+ 1 k  
•• • + y 4  

'k 

(x s —y s ) 

Y[1] 	"" 	Y[kl' 

vr5i po indeksima s = 1, ...,n 

2.1.4. NEJEDNAKOSTI SZEGI5A, BELLMANA I BRUNK- OLKINA. 

INTERPOLACIJA I OBRAT. 

TEOREMA A. G. Szegg, 1950. 

Ako je al  > a 2 	 > 0 i f konveksna funk- 

cija na 	tada ;je 

(1) (-1) k-1f(ak)f 
r=1

m=1 	k-1 

k 
;› 	k- 	ak I . 

TEOREMA B. R. Bellman, 1953. 
Neka je a 1  > 	> an  > 0, f konveksna funkcija na 

{0,aiI i f(0) < 0. Tada je 

( 2) (-1)k-1 flak) \ -4* 
l ‘ u C 1  # 1  

k=1 
It(-1) k-lak ] . 
k=1 

TEOREMA C. H.D. Brunk, 1956.„[BEC48,MIT113,BRU] 

Neka je al  ) 	) an  ) 0, 1 hi 	hn  > 0 

f(0) ( 0 i f konveksna funkcija na [0,a11. Tada je 

A(-1) k-ihkf(ak ) 	[t(-1 ) k-lhkakl . 
k=1 (3) 
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D o k a z. Neka je prostor 

X 

  

(-1) k - 1 h X 

 

0 1 
k=1 

 

    

i funkcional 

`f(x) (-1)
k-1hkf(ak ) 

k=1 

Ako je x 2  .7. 	= x.3, onda je preslikavane 

F(X Xpoe f i x j ,X j41 1, 10 0n) 

-E x. 	x. 1 	' 3 +1 	' 1 ,xjti ,...,xn ), xn.f.1 = 

Pri tome je 

k 
hi x, + 	, 	(xi  - E ) + hx j 	 h ,1  , 

 

	

h = 	( -1) k-1  
k=2 

tj. e . hl  (xi+1  -x i ) )0. 

Preslikavanje F je monotono nerastue u odnosu na fun 
kcional 

t(x) ):T(F(x)), 
tj. 

h i f(xl  + hf(xj ) ) h i f(x, -E) + hf(x i+1 ), 

f(xl ) 	f(xi  -E ) 	f(x 1+1 ) - f(xj ) 

xj+1  - x. 

6to je svojstvo konveksne funkcije. 
Funkcional V na kompaktnom prostoru X dostie minimu 

u nepokretnoj ta(".ki 

n  a n 	(7--2: = 	(-1) k-1 hkak' 0,...,0 ) ''1 k=1 

preslikavanja F. Mo'ie se obrazovati i interpb1acioni niz 

V(a) > T(F(a)) 	)T(Fn-1 (a)) = Y(a ° ) . 

Dobijena je nejednakost 
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k-1h f(a ) k k=1 
(4) 

k- lhkak ] + [;› 	 (-1)'v-1  hk f(0) 
k=2 

u kojoj je drugi sabirak nenegativan. Na kraju je 

1  
h1 	" 
fkl- 7 (-1) k-ihkak i 	h. f

kak + (1-h1 )f(0 1 k- 	 I 
	
hl 

l k= 

f h l  (-1) k-ih kak  + (1-h1 )0] [  
1 k= 

=f [5_1_(-1)k-lh kak 1 • 

TEOREMA D. Neka je al 	an  > 0, 1 

hn >, 0, f(0) ( 0 i f konveksna funkcija na [0,a 1]. 

Tada je 

( -1) k-lhk  f(ak e ) 	h1 	hl 
f[al 

= 
(-1) k-lhkak + A  (-1) k-1hk  f(i 

k= 	 =2 

(5) 
	

?•••" f 	( 	) k-lhkak 	 k 

...>.:f[Iti (-1) k-lh a k kl k= 

gi (-1) k-1hkf(ak) > hl f,
1  
ni 	

)k-lhkak] 

hl  f {:-- 
Al 	

-1hkak + (1-h1  )f(0) 

f [
2;(-1) k-ihkak ] . 
k= 

D o k a z. Nejednakosti (5) slede iz dokaza teoreme C. 

Nejednakost (6) se dobija iz Brunkove nejednakosti (3) za 
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h 	 tin  
niz 	 1 > 	) 0 

hl 

h k  
16=1 	hi 

{

a 	f a k-1 
1111
k 
 kl' 1 k=1 

2f(0) - f [7?- (-1) k-lhkak i 
k=

1 
 

koja zajedno s 

2f(0) < f [1) k-l hkak ] + f [>n   (-1) khkak i 
k=1 

2.1 
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iz uslova f(0) < 0 i definicije konveksne funkcije. 

Aka se u Brunkovoj nejednakosti (3) f(x) zameni sa 
f(x) - 1'(0) dobija se Olkinova nejednakost ( I. 01kin,1959.) 

(7) 	(1) km1 h P ( 	 ) 	 [ 1 
ak 4 

	- 

k=1 
(-1) k-1 h IVO) 

k=1 
	> 

(-1) k-1 hkak l . 

SledeCa teorema pokazuje kako Olkinova nejednakost mo-

te  samu sebe, a takoie i dati svoj obrat. Primetimo 

da su nejednakosti (9) sadr!Ine u (5). 

Mnoenjem nejednakosti (7) s -1 	dodavanjem jednog 

Clana dobija se nejednakost 

(-1) khkf(ak ) 	[1 - -1) kh k lf(0) 
k=1 

 

}1   (-1) khk - f(ak  ) + [1. - >  (-1) khk V0) 
k=1 	 k=1 

(8) 
41-   f 	(-1) k  h kak ] . 

1 

Sledi teorema koja interpoli5e Olkinovu i obrnutu Olkinovu 

nejednakost. 
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TEOREMA E. Neka je a l  ) 	) an  > 0 1 1 ) h 1  

• • . > hn  > 0 i f konveksna funkcija na 	0,ai l odnosno 

(
- 
1)

khkak  ,al  . Tada 

( ..1)k"Jhkf( ak ) 
n  

- 	 f(0) 

(9) 
)  hl 

) 

f 	

I 
i 1  >12-(-1)k-lh k

a 
 k + (1 -h

1 
 )f(0) 

h1 k=1 
 

(1 0) 

f(-1) k-lh a k k 

- 
( khkf(ak ) + [1 - 	(-1) k h k ] f(0) 

fRA: (...1)k-ihkak ( l+h1)f(0 ) 

f 	(-1) khkaki 

D o k a z. Olkinova nejednakost (7) za niz 

hi 	

hn 
1 > ...› 	).0 daje 

 t(-1) k7lhkf(ak ) + h1  -
k=1 

)1C"a hkif(0 ) 

) k-lhkak  

nejednakost koja s definicionom nejednako56u za konveksne 

funkcije daje (9). 
Prva nejednakost u (10) sledi iz (9), a druga iz 

l(l+hi )f(0) < f 	(-1) khkak  + h1  f 	-1) k-l
hkak • 
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iz nejednakosti (8) se dobija dualna Brunkova teorema 

TEOREMA P. Neka je 	 an  ) 0, • 1 > h 1  ) 

hn ) 0, f(0) 	0 i f konveksna funkcija na 

[

2:(-1) knkak , all. Tada je 
k=1 

t (-1) khk  f(ak  ) < f [;> 	 (-1)
khkakl ° k=1 	 k=1 

Polazne teoreme ove take vane sa suprotnom nejednako5- 
Cu ako se neki ad uslova zameni suprotnim : konveksnost 
funkcije s konkavno6Cu, monotonost niza s povratno5Cu i 

znak .(-1) k-1  sa znakom (-1) k . 

TEOREMA G. Ako je 	 a2m_ 1 	0 i f konkav- 

na funkcija 1.11 a l ,...,a2m_, povratan niz i  f konveksna 

funkcija, tada vaj. obrnuta nejednakost (1). 

Dokaz sledi iz (1.) i iz teoreme 2.1.3.B. 

TEOREMA H. Ako je a l 	an, f konkavna funkcija 

na [0,81] i f(0) < 0 iii a l ,...,an  povratan niz i an),.0 
( an  < 0 za obrnuti. nlz ), f konveksna funkcija na [00. 1 ] 

i f(0) < 0 , tada vazi suprotna nejednakost u (2). Ako je 

[
n 
>  al  ) ... ) an  > 0, f konveksna funkcija na 	(-1) kak  , al  
k=1 

i f(0) 	0, tada je 

,n 	k  
2_2-1) f(ak ) 
k=1 
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2.1.5. NEJEDNAKOSTI PETROVIdA I BARLOW - MARSHAL -

- PROSCHANA. 

Ako je f konveksna funkcija na segmentu 

[0,a], x i  E [0,a], i = 1,...,n i x i  + 	+ xn e [0,a1 

tads je 

(1) f(x1 ) + 	+ f(xn  ) < f(x1  + 
	+ xn  ) + n IMO). '"  

PetroviCeva nejednakost (1), kao i Olkinova nejednakost 

2.1.4. sadrane su u nejednakosti R.E. Barlow, A.W. Marshall 

F. Proschan, 1969. [BAR, PENS] 

	

Neka je xi 	... 4; xm  4; 0 ‘_ xm+1 	... 4; xn 	m E 

6 {0,1, ...,n}, x i  EI, i = 1,...,n, 0 E I i neka je 

P = (131"*"Pn ) ' Pk =  P1 + "* .f  Pk' Pk = Pk +  •" +pn ,  k= 1""" 

Ako je 
0 < Pk  < 1 '  k.1, 	,m, 	0 	

1( Pk  < 1, 	.111+1, 	,n , 

tada je 

(2) f [Apixi ] <p f(xi ) + [1 - 

	

	pi  f(0). 
1= 

Uz negto druk6ije pretpostavke vazi suprotna nejednakost (2). 
Ove nejednakosti se mogu dokazati postupkom primenjenim u 

prethodnim dokazima. 

Ako je 

p i > 0, 0 ( k 	k.1, • le 41 on, 0 (Pk <pi , k=m+1, • ,n , 

tada iz (2) sledi 

1 f 
f  [P1 i= 	I 	P1 f7 i

(xi) 
 

tj. 

f(0 ) , 

pl f(1-Pi)f(°) 

 

tp.f(x.
1
) + [1 - ) - p. 

 i1 1 	 i.1 1  
f(0) 
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	Pi xi 	Pi f[101  
i=1 

• .] + (1-p )f(0) xl  
1 

48 
2.1 

(3) 

Ako je 

Pk  < min P1,1 	k 	1,...,m , 
0 Pk  < min {p i ,* k = m+1, 	,n, 

onda vaZi interpolisana nejednakost (2) 

(4) 
11. 

p f(x
i  ) + [1 - tp i l f(0). t> i i  

i=1 • 

Uslovi (3) su potrebni i dovoljni da bi nejednakosti 
(4) vaZile za sve nizove i sve konveksne funkcije. 

Nejednakost M. Petrovjaa se mote uopkiti na sliCan 

... 1 p f(x ) < n n 

naCin 

(5) 

c P1 f  11 + p 2 f(0) + 	4 plif(0). 

Univerzitet u 13eogradU 
Priro dno -mate matieki fakultett 

MATENIATICKI FAKULTET 
B1BLIOTEKA 

Bro.! 	_Datum, 
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+ a2  

n 

+ an 
• 

• a n 
	• 

• 
• 'T an 

1 
+ aP 17s  n I p 	O. 
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brojeva. 	Kvadratna, aritmeti6ka, 
ska sredina su 

K(a) = 

A(a) - 

G(a) = 

H(a) = 

Potencijalna sredina reds 

M (a) = 

a2 + 

al  + 

n 

n 

_ vat • •• 

n 
1 

-r 

je 

+ 

• • a1 

p 

2.2.1. NEJEDNAKOSTI SA OSNOVNIM SREDINAMA. 

TEOREMA A. A.L. Cauchy, H.A. Schwarz, V.J. Buniakowski 

2.2. NEJEDNAKOSTI SA SREDINAMA. 

Neka je a = (a ll ... l an ) n-torka pozitivnih 

geometrijska i harmonij- 

1 

abi e[ 	a2 11 

1 

21 i 	' 

jednakost vazi ako i samo ako su nizovi a i b proporci-
onalni. 

Dokaz. Neka je a i 	0, bi  > 0, i= 1,...,n, 

proctor 

= x 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



2.2 

X y y0 0, 1.1, , n , Yi
2 t 2 yi 	b 

1.1 

5 0 

i funkcional 
f(x,y) = 

Preslikavanja 

   

xiyi . 
1=1 

Fii(x 11 . 0 0 119 X1 9 111 0 09Xj9 000 11 xn )  

( x ' 

2
+X

2 ii
2  
+i j  

x 
2 "." 	2 " 6 " n 

odnosno proizvod Fij >:Fij , su monotono neopadajuda u odno-

su na funkcional - saglasna su s funkcionalom f 

(2) 	 f(x,y) < f(F ij (x),Fij (y)) 

Zahtev (2) je ekvivalentan sa 

xiyi  + xj yj  2 

2
+Y 

2 
Yii  

2 

2 	 „2 2 ,2 2 ,2 2 	2 2 ,2 2 
xiyi 4- 2x iy i j y j +.,.. j y j  ‹^iy i 	+xjyi  +4,j y j , 

( x
i
y
i 

-xgi 
) 2 > 0 

t j. 

	

xi 	321
1 2 ) 0,  

	

[Yi 	Yj 
za 

Na kompaktnom prostoru X funkcional f dostiZe maksi-
mum i to mote biti jedino u zajedni6kim nepokretnim ta6kama 

preslikavanja Fij )(Fij  , i,j = 1,...,n. Nepokretna ta6ka 

je par vektora 

a°  = ( K(a),...,K(a)), b °  = ( K(b),..., K(b) )• 

Uzastopnom primenom preslikavanja F ij xFij , beskonaCno puta 

svako, dobija se interpolacioni niz koji ima podniz (ceo niz) 
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koji konvergira nepokretnoj taoki i za koji je 

f(a,b) > f(F12 (a),F12 (b)) 	f(a° ,b° ) = nK(a)K(b). 

jednakost vazi jedino ako je a ibj  = aj b i , za sve i,j 

= 1,...,n, tj. ako su nizovi a i b proporcionalni. 

TEOREMA B. 	 G(a) cA(a), 

jednakost vaii ako i samo ako je al  = 	= an . 

D o k a z. Neka je prostor 

X = tx 	1.1,...,n, tx 4  
1.1 ' 

funkcional 
f(x) = x 

i preslikavanja 

F (x 	x ...,x ...,x ) ij 1" i' 	J' 

= 	
Xi+Xj 	X

i
+X 

(x 

	

1 ,..., 	2 	goes, 	2  	,...,xn ), 

i,j = 1,...,n. Preslikavanja F
ij su monotono neopadajuda 

u odnosu na funkcional 

jer 
	 f(x) c f(Fij (x)), 

x +x ]2 
xixi 4 [2 j  daje 	( xi  - xj  ) 2  ) 0. 

Funkcional f na kompaktu X dostiie maksimum u zajed-

ni6koj nepokretnoj ta6ki preslikavanja F ij . Nepokretna 

ta6ka je vektor s jednakim koordinatama a °  = ( A(a),... 
eoe, A(a) ). Interpolacioni niz,u kome se svako preslikavanje 

pojavljuje beskonaCno puta,brzo konvergira nepokretnoj taCki 

	

f(a) < f(F12 (a)) 	‹f(a° ) = A(a) n . 
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5 2 
''' 2 c. 

TEOREMA C. 	 A(a) < K(a), 

	

jednakost vaZi ako i samo ako je a l  = 	= an . 

D 0 k a z. Neka su prostor i preslikavanje kao u 

prethodnom dokazu i funkcional 

f(x) = x + 	+ x
2 

1 

Tada je 

jer 

f(x) ) f(F ii (x)), 

2 	2 	, [T11 	 x. - x ) 2 1 2  
xi + x j ). 2 2 j 	

>,0. 
j 

TEOREMA D. 	 H(a) :G(a), 

jednakost vaZi ako i samo ako je a l  = 	= an . 

Dokaz. Neka je m= mintal ,...,anI,M= max 

...,a n }, prostor 

X =1 x 

i funkcional 

Preslikavanje 

m ‘xi  < m, i=1,..,n, x l ...xn  = 

f(x) = H(x). 

a ...a 1 	n 

Fii (X194,44,0 1Cit • • • 93Ci • • • , xn ) 

= ( 

( i,j = 1 , • * 011n 
	su monotono neopadaju6a u odnosu na fun - 

kcional 	
f(x) < f(Fii (x)) 

jer 

Xi 	i 

1 	1 	2  

	

+ X 	
(Vii - Vi3 ) 2  O. - orp -ci  

Funkcional f na kompaktnom prostoru X dostiZe maksimum 
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u zajedni6koj nepokretnoj ta6ki a°  = ( G(a) 	G(a) ). 
Nejednakost se interpolira primenom preslikavanja. 

TEOREMA E. H. Minkowski, 1910., [POL79:,data dva do-
kaza]. 

\((a1 +b1*"  ) 	(a +b ) n n> ‘(_1 ...an  .+ V31 ..•bn  • 

t i. 
G( a+b ) 	G(a) + G(b), 

jednakost se dostiie ako i samo ako je a i  = Abi  (1.1,..,n). 

D o k a z. Neka je m= minfal ,...,anl, M= maxtal ,.. 

...,an), s 	minfbi,...,bnl, S 	 i pros- 

tor 

X. xlm“i (M, 	 xi...xn  = 

X ly I s 	i=1,...,n, yi ...yn  

Neka je funkcional 
f(x,y) = G(x+y) 

i preslikavanja 

F (x 	x 1 9 	9 i9•••9Xj9•••9x
n

) = 

= (X19 • • • 907759 • • • 9 lc-7139 • • • 97En ). 

Tada je proizvod preslikavanja F ip(Fij  monotono ne-

rastu6i u odnosu na funkcional f 

f(x,y) ) f(pii (x),Fii (y)), 

jer 

(xi  + yi )(xj  +.yj ) 	(ViTi; + tfiriTT ) 2 , 

daje 

0 < [xiyj  - iii 
Viri 	ifici 2 	0.  

1113q. 	VYT 
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Funkcional f na kompaktnom skupu x dostiZe minimum 

zajedni6koj nepokretnoj taCki svih preslikavanja 

Fij xFij  ( i,j = 1,...,n ). Nepokretna tacks je par vektora 

a°  = ( G(a), ...,G(a) ), b°  = ( 

Mae Be obrazovati interpolacioni niz, a jednakost vaZi je-

dino za proporcionalne nizove. 

2.2.2. HoLDEROVA NEJEDNAKOST. 

TEOREMA. 	0. Milder, 1889. 

Neka je ai > 0, b i  ) 0, i = 1,...,n 	p > 1 

1 	1 

(1) Aa b < [ pP 1 ii i i ■ 	 i 
=1 	[ 	q  

. 

Ako je p < 0 ili q <0 vasii obrnuta nejednakost. 

	

Jednakost vaZi ako i samo ako je aP = c4bq 	ili i 	i 

' 

	

bq = $aP 	i = 1, ... ,n, QC i 6 su konstante. 
i 	i 

D o k a z. Neka je prostor 

X 	x  I x  ' i=1 	
.  	} i ? 0, 1=1, • • • ,n, >21- 

 x. 
P1 	

aPi 

i 
=  

i funkcional 
f(x) = 	xibi• 

Neka su Fij , 
i,j = 1,...,n preslikavanja 

Fij (x1"..xxj"*. .9xn) = 

(x 	

• 

• -x 	xn), . 1 ,...,xi ,. 

1 
+ xP p rl? 

x' = b.P 
i  xP + xs,

bq 	 
+ 

j 	

X 0 = b P 	1  
bc.1 

 • 

bq 	
9 

G(b),...,G(b) )• 

11 + - = 1 , tada 
P q 

1 
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dime je postignuto da je 

x 4)  +j 	i 	j xi + xP, 	 i x!P : xfP 	bq : bq 

PokaZimo da su preslikavanja F ij  monotono neopadaju6a 

u odnosu na funkcional 

(2) 	 f(x) (f(Pii (x)), 
tj. 

xibi  + xj bj  <xibi  + xSbj , 

	

b i (xi  - xi) 	bj (x - xj ). 

Ako je xp - x1. 1)  = xiP - xrj)  ). 0, dobija se 

1 	1 

bi 	j - x j 	Ex;i1P - [x31 1)  

	

< 	 1 	1 \ 	 \ 
bj 	xi  - xi 	[Id 	[x ;1'117 

Lagrangeova teorema za funkciju y(t) = t 1/p daje 

[xi'? - [11 113 	[zPi lF [xsP- x3], x3 03 ( xsP 

KP1 13  - ix -iP1F = P [zP1 13 	[xi 	xi P ] x] i 	1  

Time 

iii 

(3) postaje 

1 -1 

_ 
( 

zi 

[zit? 

1 -1 

b 
= 

[z13 

x P 
, 

1 

z1 bP xSP 

xisP( zPi  V[Pi  . 
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:to je ta6no. 

Ako je xi - x!P = 3( 13  - 	<0, onda je (3) ekviva- 

lentno sa 

b 	x f - x 	x - x 

bj 	xi - xi 	xi  - X, 

kada je i 	xi ( 	 x 'P < zl? < xl? 
i‘ 	J 

• 

Punkcional f na kompaktnom skupu X dostiZe maksimum, 

koji se mote dostiCi jedino u zajedni6koj nepokretnoj taCki 

preslikavanja Fij 
( i,j = 1,...,n ). Za nepokretne take 

preslikavanja Fij 
vaZi 

xP 	xP - bq • bq i • 	J ,  

tako da postoji taCno jedna zajedni6ka nepokretna taCka 

"1 
aP 

0 	oN 
1 a0 = k 	1,40 , 	) a,. 	an  

2 
b  p 
i 

bq 

i = 1,...,n. Tada je 

+ 1 
b f(a° ) = 

	
P 

i 	1 

1 	 1 1 - - 
= 	aP I 	bq 	P 

pri 6emu je kori56ena jednakost 	11 +1= q+P . cIP  = q. 
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Uzastopna primena preslikavanja Fij  odreduje niz vek-

tora a, F12 (a), 	koji konvergira ka a°  i interpolaci- 

oni niz 

f(a) 	f(F12 (a)) 	(f(a° ). 

NAPOMENA 1. Nejednakost (3) se mote napisati u obliku 

1 

d 	 [ 	+ 1  1 	bi P 	bj 13  + 1  Xibi + Xi  b 
[xi + xPi P 

. [

xi) [bq blq i j i j• 

Dakle, glavni deo dokaza je sadrian u dokazivanju Hdlderove 
nejednakosti za n = 2. 

NAPOMENA 2. Neka su preslikavanja 

Fii (x1 ,...,x1 ,...,xj ,....xn ) = 

	

1 	 1 

	

x13+117 	[3i j  03+x117  

G1i(Y111 000 0ri 3O 00 14y 4. 60 an ) = 

	

1 	 1 

	

= (Y19...9[51714 
	

[4+Y(114 
goo*, 

2 n ).  

Tada, zahtev monotonosti 

f(x,y) 4;f(Fii (x),Oij (Y)), 

tj. 	 [x:LfLarpilip 3,7 

xiyi  + xjyj 	2 
2 	] 	2 	.1 

= (Xl, 44■ 611 

2 	 2 
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1 

1 t t1T 
.pixi+p jxj  

j 

1  2 5 8 

	

1 	 1 

	

[xi + x31 P 	+ 	q 

takode postaje HOlderova nejednakost za n = 2. Ova presli-

kavanja odreduju drukCiji interpolacioni niz. 

2.2.3. ODES REDINA. 

Ako je 	0, i = 1,...,n, pl  + 	+ 

mote se definisati ponderisana sredina reda s 

1 

pn = 1, 

gs(a) = 
s  p iai 

TEOREMA. Ako je 	-co <s <t < +00p, tada 

(1) 	 08(a) < gt (a). 

Jednakost vaii ako i samo ako je a l  = 	= an . 

D o k a z. Neka je prostor 

X = tx lxi 	0, i = 1,...,n, 

i funkcional 
f(x) = 08 (x). 

Neka su preslikavanja 

F1 i (X19•••9Xi # 410 •, Xj$ ••1119xn )  

1 
t 	t It pixi+p jxj  

= (X1""4 	pi+pj 	'
4100 

MP ('x ) = M(a) t 

i,j = 
	 Preslikavanja F ij 

su saglasna s funkcionalom 

f(x) < f(Fij(x)) 

iii 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



59 
2.2 

s p ixi  + pjxj (p i+p j ) 
t pixi  + p i  xt 2 t  

9 
n . 
ri 

" 

rj 

1 	 1 

,d. 	
[.. 

p4x
____2_ 

Pi + Pj x716 
(2) i  + pj 

 Pi + Pi  

t 
xl t  

s p ixi  + p 4  

gito je nejednakost (1) za slu6aj n = 2. 

Ako je 

C = Xi ' d = xs 

t 	t 
(3) ( 	+ Ad ) s  < ‘c s  + md s  , 
ill 	 t 

+ Ad) Cd'e(c) + Ate(d), te(x) = xs , I > 1, 

et° je nejednakost koja vazi za sve konvekane funkcije. 

Skup X je kompaktan, tako da funkcional f dostiEe 

svoj maksimum na X. Taj maksimum se dostiie u zajedni6koj 

nepokretnoj ta6ki ( postoji ta6no jedna takva ) 

a°  = ( q(a) 	Mt(a) ) 

svih preslikavanja Fij  , i,j = 1,...,n. 

Uzastopna primena preslikavanja Fij  kojom se svaka ko-

ordinata " ujedna6uje " beskonano puta, daje brzo konver - 

gentni niz sukcesivnih aproksimacija kome odgovara interpola-
cioni niz 

f(a) c f(a(1)) 	f(a°). 

s > 0, 

Pi 	 Pj- 	 A = 
Pi+Pj 

• 
	PeP i 9  

(2) se mole napisati u obliku 
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2.2.4. MINKOWSKIJEVA NEJEDNAKOST. 

TEOREMA. H. Minkowski, 1896.,[BEC25]. 

Ako je p > 1, tada 

(1) 	 M (a+b) ‹M (a) + M (b) . 

Za p < 1 van suprotna nejednakost. 

Jednakost vaii ako i samo ako su nizovi a i b 

proporcionalni. 

D o k a z. Neka je prostor 

X = 	 i = 1,...,n, Mp (x) = Mp (a)/ 

f(x) = M (x+b). 

Neka su preslikavanja 
F(x ij 	1 ,...,x i ,...,x j ,...,xn ) 

= (x 1 ,...,xi ,

• 

...,x,...,xn ), 	i,j=1,...,n, 

i funkcional 

xi 	lip xi 

 • 

=i+Xj 

+11  

xii)_ TIP 
x S = b4 

bY1
[..—,+ 

 j
434 

bY 

6ime je postignuto da je 

xi : xS = b i 	b . i X -P + X #P = XP + XP 
I 

Preslikavanja Fij 
su monotono neopadaju6a u odnosu 

na funkcional f 	
f(x) < f(Fij (x)), 

ill 
(xi+bi )P + (xj +b j )P < (xl+bi )P + (x J

+b.
3
)P p>0 

p 	 1 	 1 

(3) 	[(x11) 1) +bil - 	:P)I) +b ;I P< [(x 'P)i3 +b .1 P  4)0? ) 17 +b P  . 
∎ 	j 	J 	J 	J 

Radi odredenosti, neka je x i  ‘xj . Neka je i 

xP - x;P = xiP - xp > 0. Primenom Lagrangeove teoreme na 
1 
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y(t) = [t l/P + c] P, 	c - konstanta, 

nejednakost (3) postaje 

	

1 	 1_ 1  
p(211) 17  + bir-1 	(z11) 33 	[xli)  - 

1 

	

< p 	+ bir 	(z13)15 	{xSP - x131, 

xiP 	

1 

zPi  <xi% x3 < zri)  < xSP. 

Dalje je 
p >1, [z i  +  131 1P-1 	[z + b 1P -1  ,.. _L___,1. zi 	--.. 	2j  

• bi 	b i 	 xi 	bi 	z 1 1 + 	,,_< 1 + -- , odakle je — = — 	t 5 to je zi  - 	
Zj 	

x
i 	

bJ 	Z j 
ta6no. 

Ako je xi- x;P = x j#1) - x3< O' ondaje xi < zi < x;P 

x13 4 zI3 x1P, dovoljno je promeniti smer nejednakosti 

posle (3). 
Funkcional f na kompaktnom skupu R dostiie maksimum 

( p >1 ) u zajedni6koj nepokretnoj ta6ki 

a°  = 	
ai

11/p 
13  

i=1,...,n = bi 	Tip 
by 

„  

svih preslikavanja Fii  to je 

1 1 

- 

n 	al i; 	

P 
f(a° ) = ii /  \ 13 1 [ L-1  

t 
+ bi 

 1=1 	1 	p l/p 
i 

 

M (a) + M (b). 

  

gde je 
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1 ( bP+bP j 

1 	1 
P = 	(xP+x1?) 5  + ( bP+b1?)  

i 	j 

1 

kbPi+
bPjf/P  

I Pi.  P li5 X +XJ  

62 
2.2 

Ova preslikavanja odreduju i interpolacioni niz. Za 

druge vrednosti parametra p, dovoljno je u dokazu promeni- 

ti surer nekih nejednakosti. 

NAPOMENA. Nejednakost (2) 

1 

1-31 K11 

(x +b )P+(x
JJ 

 +b,)Y < b i 7.13:71; +bi  
- 	1 

Di  

1 ir i-XP1 P 
t b. -1--1  

b1?-1-b 13. 	J 
j +b41 

je ekvivalentna nejednakosti (1) za n = 2. 

Ako je 
H i j( a 19111 

= 	(a1 ,...,  

"an )  = 

1 	 1 

i"4-±11113
[ aPi+aPT 

2 	 2 	"' an ) ' 

onda zahtev za monotonoo6u 
f(a,b) <f(Hij (a),Hij (b)) 

takode je ekvivalentan nejednakosti (1) za n = 2. 

2.2.5. GEOMETRIJSKA SREDINA KAO POTENCIJALNA, 
UOPSTENA A - G NEJEDNAKOST. 

TEOREMA A. [HAR27] 

lim Mr(a) = G(a) . 

D o k a z. Neka je m = min lai ,..•,an l, 

M = max ta proctor 
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i preslikavanja 

F (x 	x. 	x. 	xn) = ij 1" I" j" 

= ( X1 • • • ViliT • • • ViTR3 • ■ • Xn  ) 

i,j=1,... ,n. Preslikavanja Fij  su monotono nerastu6a u 

odnosu na funkcional f 
f(x) > f(Fij (x)). 

Dovoljno je pokazati da je 

Mr(x)) Mr(Fij (x)), 
tj. 

xi 2 [trirc r , 

5to je deo nejednakosti (1) za n = 2. Funkcija 
y(t)  = t r 
	tr 

ima izvode 

X = ix I m 4x j 01, 	 G(x) = G( 

Neka je funkcional 
f(x) = inf {Mr(x) I r> 0} 

t > 0 , ti = xixj  

xixj  
t = 

XiXi 	ti 
t 2 	t2  

y . (t) = r 	- rt r-1 	r-l_I_ = r ( tr _ Tr] 
t L 

tako da funkcija y(t) ima minimum za t = I = Or /7xj  . 

Funkcional f na kompaktnom skupu X dostiie minimum u 
zajedni6koj nepokretnoj taki 

a°  = ( G(a) 	G(a) ) 
svih preslikavanja Fij . Time je f(a)d f(a ° ) = G(a). 

Sli8no se dokazuje i druga nejednakost 

sup {Mr(a) I r <01 < G(a). 
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TEOREMA B. DIAR29I 

Pn 	Plal 	'fPnan 
  p i +. • •+pn  

an  < 
pl 4. " .+Pri 

D o k a z. Neka je prostor 

X = Ix I x  > °' =1  
pixi+...+pnxep a +..+p nanl 

funkcional 
P f(x) = x 1
1 	xn

Pn  . 

Neka su preslikavanja 

X Fij (x. 	
9.0411 

i"
x 

 j 9  n )  = 

pixi +p jxj 	pixi+p jxj  
(x • 1' • • •9 	 9 •••9 	  

Pi+Pi 	 Pi+Pi 
...,x ). n 7  

i,j=1„...,n. PreslikavanjaF ij  su monotono neopadaju6a u 

odnosu na funkcional 
f(x) <:f(F (x)), 

Pi+Pi 
p i  pi 

ti 
[pixi  + p jx j  

xi  xi 	
1 

Pi 	Pi 

Funkcija PiPi 
5r(t)=ttri),Pit-I-P-1= p ixi  + p j x j  

ima izvod 
p 4 -1 	 Pi -P1 -1  Pi 

Y ° (t) = p it 	t 	- -.t 	t pj 	 Pi 

p i -1 _p.-1 
= p i t 	t 3 	It - t, • 

tako da y(t) ima najve6u vrednost za t = t. Funkcional f 

na kompaktnom skupu X dostiZe maksimum u zajedni6koj ne-

pokretnoj taCki 

ai  

sto je ekvivalentno sa 
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{ x11 	 

	x°  .x° 	, ik' 
xM1 	 MN 

XiOXik O OS O 

xM1 	

r 

	 MN 

ik Fij 

gde je .  
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.o 	 Pia]. 	"' 	Pnan  (s,...,$), 	s = 

• 

2.2.6. SREDINE ZA MATRICU. 

TEOREMA. [MIn57] Neka je amn  ). 0, m = 1,..,M, 

n = 1,...,N i neka M n) oznaCava sredinu reda r u odnosu Mr  m) 

 indeks m. Ako je r < s, tada va'ii nejednakost 

Id9n)Km)(8mnd < 14111) [ 14(sn)(8mn ) ] ' 
(1 ) 

D o k a z. Neka je prostor 

X = [ (xmn ) I xmd, O, M (sn) (xmn ) = M (sn) (amn ), m = 1,...,M, 

n = 1,...,N } 

= tin)[mm)(x 
)1 

 . 

Neka su preslikavanja 

pl  + 	+ pn  

svih preslikavanja. Moe se obrazovati interpolacioni niz 

( f(a° ) = sP1+•"+Pn f(a) ( f(F12 (a)) 

i funkcional 
f(x 

M11 

s r P 	 qr x7 	 (x8  +x8  ) 	x°  . s 	s 	ij ik ' 	ik 	s 	s 	la ik (x8.+x8  ), i  -  

pi + qi pr + qi 

Mj - xij 	q = tcmk  - xik . 
=1 m.1 
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Pokaimo da je preslikavanje F1 1; monotono neopadaju6e 

u odnosu na funkcional 
f(x) < f(FI li(xlm )). 

Funkcija 

x 11 

 

X1N 

01 

 

 

NMT  , isis  + 	=. 

	

1.0 	
xik y(t) = f 	t 

xM1 	 

    

ima izvod 

y'(t) = r 

s--r 
[t r+p l r rtr-1 

s-r 
2 rir+q ] -r-1 i s-1 rt 	7s-7- 

s-r 	 s-r 

st s-1  It tr+13, 1 	tr 	- T -8 	[717r i_ q ] r -r-s 

s-r 	 s-r 

st s-1 	
t-rp l r 	{1 + T-rq 	r  

Za r>0 je y . (t) )0 ako je t-rp i T-rq , tj. t : t 

	

1 	1 

	

qr 	pr, a za r <0 je y' (t) >0 ako je t-rp 	T-rq  

'et° daje isti odnos. Time funkcija y(t) ima maksimum za 
1 	1 

t : t = pr  : qr 

6to daje vrednosti x i j  i X. 

Funkcional f na kompaktnom skupu X dostfie maksimum 

u zajedniCkoj nepokretnoj taCki (dam) svih preslikavanja 

Fib , i=1,...,M, j,k = 1,...,N. Pri tome je 

dr. - ij ' 
r k  - P 

M  

di  

m=1 

q 

  

 

d. - d
jm3 	la m=1 

dr  - dr  mk 	ik 
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= 2: dr . I   dr 
 m=1 r113 	m=1 mk 

iii 
d..ij 	dik 	M(m)(d  mn ) 	M

(m) (dmn ). r 	 r  

Dakle, zajedni6ka nepokretna taCka preslikavanja je matrica 

s proporcionalnim kolonama, a s time i proporcionalnim vrsta-

ma. Njeni elementi su oblika dmn  = bmcn , 

n = 1, ...,N. Time je 

f(amn ) < f(dmn ) = f(bmcn ) 

M (n) ( c l  M r(b m' '" ) 	cN  Mr  (bm  ) ) '  
Mr (bm ) M s (cn ) 

= Mr ( blMs (cn ), 	, bmMs (cn ) 

m (m)rm (n)( b c n )1 
rls 	mj 

= M (m) 6(n) (a ) 1  r 	s 	mn 

(d mn 

Eksplicitan izraz za elemente nepokretne take je 

Mr(amj ) Ms (ain ) 
d1   9 m (sn)Km) (amn) ] 

tako da je 
Ms (ain 	 Mr (amj )  

bi c - 	  
Vm(snIm m) (amn) 1 	Vm(n)fm(m)( a  ) 1 

Vs L r 	mn j 

i = 1,...,M, j = 1,...,N. 

Fib Uzastopna primena preslikavanja Fij  daje interpolaci- 

m = 1, .**9 M 9 

oni niz. 
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2.2.7. ANHARMONIJSKA RAZMERA SREDINA. 

Anharmonijska razmera 6etiri ta6ke A, B, C, D na 

pravoj je broj 

[A,B,C,D] 
AC AD 

- CB ' DB 

:Pri tome je koliCnik AC/CB pozitivan ako su dui AC i 

CB istog smera, a negativan ako au auprotnog smera. 

Harmonijska razmera je anharmonijska razmera koja 

iMa vrednoat -1, Anharmonijska razmera ima osobinu da 

se ne menja primenom projektivnog preslikavanja. 

Anharmonijska razmera ( dvorazmera ) za brojeve 
la,b,c,d] se definiee na sliCan naCin. Svojstvo o6uvanja 

anharmonijske razmere je karakteristiCno svojstvo za bill- 

nearna preslikavanja 

f(z) = 	 

Pojmovi razmere i ( potencijalne ) sredine su poveza- 

ni posredstvom pojma mere. 

HIPOTEZA. Neka je s E [-co , +co] . Ako je s > 0 

tada 

(1) 	 l[iod_ 1 (a) , bye) ,M0 (a),M s (a)11 < 1[.-1,1,0,$)1 

ako je s < 0 vaZi suprotna nejednakost. 

Jednakost vaft ako i samo ako je a 	 an  iii 1 = "' 

s = -1, 0, 1 , pri Cemu nejednakost (1) treba napisati u 

obliku bez deljenja. 

Nejednakost (1) se mote zapisati i u oblicima 

011 Mo  sl  <I [_1 ,1,0 , Si I Ms
(a) = Ms 
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G - H 
 

- H 	1 - s 

A-G • A-M5 	1+8 

G- H 	1- s I IM5 - H 

A-G • 11+s 	A-  

(2) 11+ sliA-Ms i(G-H) < 11-si(A-01M -HI. 

Detaljnije, 

s > 1 
1- s 	r <0 1+s < LH A G Ms ] 

0<s<1 : 0 < [H A G Ms ] < 

-1 <s <0 : <+oo A G Ms ] 1+ s < [H 

s <-1: - co 	< [H A G M s ] 1  - 8  
1+ S 

Time je za a E (- 03,-1) v (0,1) 

[H A G M] < 

111 	 (1+ s)(A-M s )(G-H) < (1- s)(A- G)(M s  

za druge vrednosti parametra s vazi suprotno. 

Ako niz vektora ( a m ) konvergira vektoru sa jednakim 

koordinatama, tada je 

(3) lim [H(am ),A(am ),G(am ),M s (am)1 = [-1,1,0,s] . 

Dakle, anharmonijska razmera se mo,e neprekidno dodefinisati 

i za vektore sa jednakim koordinatama. 

Za pridruiivanje M : s 	mole se re6i da je sub- 

projektivno odnosno superprojektivno. Ako vektor a ima 
" jednake koordinate , tada je preslikavanje 

9 
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a : s s (a) 

" blizu " projektivnog preslikavanja. Anharmonijski odnos 

je tada aproksimiran bilinearnom funkcijom 

f(s) - 
1 — s 

Anharmonijska razmera vrednosti - sredina H(a), G(a), A(a) 

pribliZna razmeri brojeva -1, 0, 1, s. Kako je 

G(am ) ) - H(am ) 
lim 	 1 • 

A(am) - G(am ) 

time su vrednosti M s (a) na segmentu [mina, max a] 	SE 

e 	+oo] rasporedene u istim ( obiCnim ) razmerama kao i 

brojevi s na realnoj pravoj tj. njenom segmentu [-c, c] 

c ER ( prava umanjena na beskrajno malom segmentu ). 

Za s = -co i s 	+m nejednakost (1) postaje 

H - min 	G H 	max - H 

A - min 	A - G 	max - A 

max = max {a1 ,.. .,an}; za s = 2 

G -H 	1K- H 

A -E 	3K- A 

i M (a) je 

• 

Punkcional 	
fs(a) = 1[11 A G Ms ]4±.7.1-1 

je mera ujedna6enosti iii koncentracije koordinata vektora 

al' 
	an. Za s> 0 je f s (a) < 1, vrednosti bliske 1 

se dobijaju za vektore s ujedna6enim koordinatama. U 2.13.2. 

je ova mera dopunjena s merom rasejanosti n - torke taCaka. 
Za razliku od nje, ova mera nije saglasna s relacijom -<. 

Odnos 

s (a1 , ' a1 ,-1 1"' an )  

< f (a ,... s 1 	' 

a.+EL. 

2 "'" 2 ,...,an ) 
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je u vrlo retkim sluCajevima narugen, tako da odnos majora-
cije x < y ne povla6i f s (x) < fs (y). 

Neke nejednakosti se mogu napisati u obliku sli6nom 
(1), npr. nejednakosti tipa Radoa i Popoviciva, kao i 

nejednakost H. Kobera, 1958. [KOB, MIT379] 

11 
(n-2) t a4  + n (al ...an ) n  -2 7- 	(aiaj ) 2 0 

1=1 ' 	 10<jo 

se mole napisati kao razmera 

M1/2 - G 	n - 1 
A - G 
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2,3. J. HADAMARD, 1893.[HAR49]. Najpoznatija nejed-

nakost u teoriji matrica je nejednakost J. Hadamarda. Kao 
posledica novog dokaza ove nejednakosti dobijena je karak- 

terizacija pojma ortogonalne matrice. 

TEOREMA A. Ako je A realna kvadratna matrica reda n, 

tada je 

(1) IA l 2  c  ft a?.1 
1=1 I j=1 13 .1 

Jednakost vaii ako i samo ako je 

(2 ) ailaj1 + ai2aj2 + 	+ a. a 	= 0 in in 

za svaki par razli6•tih i,j ili kad je bar jedan od faktora 
s desne strane (1) jednak nuli ( tj. kada (2) vaii bar za 

jedno i=j ). 

Dokaz. Neka je 

X = -(x ) 

i f(A) = IAI fi O. Neka je 

j  

J=1 

	 

2 
aii , i=1,..., n 

r= 

all 

ail  

and 

• 111 

OP 

" 

a. 

ann 

a:. 	- iJ (3) 	F (A) = Va +...+a. il 	in 	 A. 

VAil+...+Ain 

j = 1,...,n, Aij su kofaktori. Pokaiimo da su preslikavanja 

Fi (i=1,...,n) monotono neopadajuda u odnosu na funkcional f. 

Relacija 
f(A) < f(Fi (A)) 

je Cauchy-Schwartz-Buniakowskijeva nejednakost 
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Va? +...+a? ' il 	in 	2 	2 (4) a. A. 	.... A 	 (Ii......). il il+ +a  in in \ 	  i + +Ain 
\./A t... il 	+A  'lin 

Jednakost u (4) vaii jedino ako je vrsta ail ,...,ain 

 proporcionalna vrsti odgovaraju6ih kofaktora Ail ,..,Ain . 

Skup zajedni6kih nepokretnih taCaka preslikavanja 

F...,F
n nije prazan jer sadrii dijagonalnu matrieu s 

dijagonalom 2 +...+a2  1=1 n. Ako D = ( ) i """ o je dij 

 proizvoljna matrica iz skupa zajedni6kih nepokretnih ta-

6aka, tada je 

IDI 	IdilDil+...+dinDin  

2 
) = Vd2 +...+d2 	 4.

1)
2 e (d.2 	+d  +... 	. 	. it 	in 	it "' in 	i 	 in 

gde su e i 	0 (1.1,...,n) koeficijenti proporcionalnosti. 

Odatle je 

(5) 1Pi n  = ft  ei  [ td2i .1 

	

i=1 	jj=1 OJ 

S druge strane je 

!DI. 
d11 

dn1 

" 

• 

dln 

dnn 

D11 Dln 
c 1 

Dn1 

c 1 

nn 
en en 

11  
IDI n ID-1 1 e l .. en 	 er en 

IDI n-1  
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y(x)= a21 a22 

V 2 2 a
11

+a12 
all - 

A11 ' V 2 2 
A11+A12 
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Time je 
(6) 	 'Di n  = 1D1 2 . 

elm en 

Jednakosti (5) i (6) daju 

SDI 2  rai [14L 2 
a
, 

I I L] 
1=1 J.1 u 

2  ,.]. 

i=1 j=1 13  

Funkcional f najve6u vrednost dostiZe na kompaktnom akupu 

X na skupu zajedniCkih nepokretnih taCaka preslikavanja 

Fl ,...,Fn . 

Iteracijom niza preslikavanja F l ,...,Fn  generi6e se 

niz matrica koji konvergira ( oeigledno je da ima podniz 

koji konvergira ) zajedni6koj nepokretnoj ta6ki tih pres- 

likavanja. 

NAPOMENA. Funkcija 

- 	2 
xAll  +iAl2  +C, x2 +x2 =al

2 
 l +a12 

ima najve6u vrednost ako je x : x = All : Al2 • Tako 

odredena preslikavanja 

F11 (A) = 12  

. 	. 
all 

a12 '13 " 

a21 
a22 a 23 " 

sliCno se definigu i ostala preslikavanja, imaju isti 
skup zajedni6kih nepokretnih ta6aka kao i preslikavanja 

Fl , "" Fn' 

Navedeni dokaz daje druga6iju karakterizaciju skupa 
matrica na kome vaii Hadamardova jednakost, tako da se 

mote formulisati slede6e tvrdenje. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



2.3 
	

75 

TEOREMA B. Neka je A realna kvadratna matrica 

reda n. SledeOi uslovi su ekvivalentni 

(i) Jednakost 

vivj  = ailaj , + 	+ ainajn  = 0 

vaii za svaki par razlioitih i,j, ili je 

bar jedna od vrsta nula-vektor. 

(ii) Postoje konstante c
i A 0 takve da je 

(A i1..-.9Ain ) = c i (ail"."ain), 

ili je bar jedan od tih vektora nula-vektor. 

TEOREMA C. Matrica A je ortogonalna ako i samo 

ako je ispunjen neki od medusobno ekvivalentnih uslova 

	

11, 	i = j 
(i) ViVj = ij 

	

0, 	i A j 

(ii) A'A = I, ( 	), gde je A' transpono- 

vana matrica i I jediniOna matrica 

(iii) A' = A-1  

(iv) A = adj A' 

(v) Vrste matrice A su normirane 

v2 = a2 + 	+ a  n = 1, i i=1,...,n 

i srazmerne vrstama matrice kofaktora adj A' 

(Aill*" Ain ) = ci1 (a. 1"" ain )' 	' c.A0 i=1,..,n 

Dobijeni uslov proporcionalnosti vrsta matrice i 

vrsta matrice kofaktora je analogon proporcionalnosti 

nizova stepena kod H81derove nejednakosti i nekih drugih. 
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2.4. OSNOVNA NEJEDNAKOST GEOMETRIJSKOG PROGRAMIRANJA. 

R.J. Duffin, E.L. Peterson i C. Zener, 1967. 9 [1)1M10] 

nu dokazali nejednakost koja je oanova geometrijukog pro- 
gramiranja. 

TEOREMA. Neka je x proizvoljan vektor s n kompone-

nata i y proizvoljan vektor s n nenegativnih komponena- 
ta. Tada 

(1) 	Ex  1Y1 i=1 

_n_ x4  
tin 	 

. + 	yi  lnyi  - 	yi  
1.1 	 i= 

gde se podrazumeva da je y lny = 0 kada je y = 0. 
x4  

Jednakost vaii ako i sumo ako je y i  = ace 

n 
D o k a z. Neka je F:y4 ,> 0, prostor 

.1 

K
Y  

111 0.0 9 zn) I zi 	i'
z ip 0, i=1,...,n 

i.1 

   

i funkcional 
f ( z) 	 . 

1.1 

Neka je 

-e(t) = f(y 1 ,...,yi,1 ,t,..,Tai+1 •...,yn ) 

t + t = yi  + yi , 	t E [0,yi+y j] 

Tada je 

e . (t) = in t + 1 - 1nT - (x.-x.) j 

In [—
t 

 
t 
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Time funkcija ‘t(t) ima minimum kada je t : I = e 
i 
 :e

X4 
 d 

ili 	
, 

eksplicitno 

	

yi  + y

1 	

i 	xi 	 yi  + y. 	x. 
o t - 	  e 	i

o 
- 	J  e J . 

	

x. 	x. 	 x. 	X 4  
e+ e e+ e 

Preslikavanje 

Fij (y1 , ...,Y1, 	an) = ( Y1 , ..1t 0 9.••t0 9•.,Yn ) 

je monotono nerastu6e u odnosu na funkcional f 

f(Y) 	f(Fij (y)). 

Zajednika nepokretna ta6ka z = (z i ,...,zn ) preslika 

vanja Fij  (i,j=1,...,n) je takva da je 

xi 	x4  
: e d , za sve i,j, pa je 
n 

ZZ. 

z = 	
Yk x 

xk e 	iii 
e 

 

zi 

1.1,...,n. 

k= 

  

Na kompaktnom skupu K funkcional f ima minimum i 

taj minimum mote biti jedino u nepokretnoj ta6ki z . 
Iteracija niza preslikavanja F11' F12' '" 	Fnn  gene- 

ri6e niz ta6aka koji konvergira ka z. Dakle, 

f(y) 	f(F12 (y)) 	 f(z) 

n xn 
In :E:e T:E:zk1+ k=1 	k=1 

n [ 	xi  
:tt e x

k 
 In e - In  

k=1 

n 
- 5-7  xkzk  

k=1 
= 0. 

NAPOMENA. Nejednakost E. Duca [Pseudogeometric 
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inequalities, Anal. numer. et  theor. approxim., 1987., 

R288-12B1] je prodaenje navedene nejednakosti dobijeno 

n xi 
tako 6to je 	In :E=e 	zumenjeno s ve6im izrazom 

i=1 

7 8 

- 1. 

2.5. NEJEDNAKOSTI ZA INDEFINITNE FORME. 

2.5.1. U OVOj teki 8u dati dokazi Acz4love, Popovi-

ciuove i Bellmanove nejednakosti za indefinitne forme . 
Neke pretpostavke su ispravljene i dati su potrebni i do-

voljni uslovi kada u Popoviciuovoj i Bellmanovoj nejedna-

kosti vaii jednakost. Takode, dato je i jedno uopatenje i 

pojaCanje Bellmanove nejednakosti. 

Indefinitna forma je [BEL] 

(I)(x) 	( xp - xp -...- x1r31  ) 1/P  , 	p > 1 

za vrednosti x 	u oblasti R odredenoj pomo6u 

(a) xi > 0 

(b) x 	( xP + RP +...+  1 	2 	
xP ) 1/P • 

Ovakve forme se pojavljuju u Einsteinovoj teoriji specijal-
ne relativnosti. Slede6u teoremu je dokazao J. Acz41, 1956. 

[MIT58]. 

TEOREMA A. Neka su a = (a l ,...,an ) i b = (b i ,•..,bn ) 

dva niza realnih brojeva takvih da je 

ai-a-...-an
2  ;> 	

2
0, 	iii 	b -b-

2 
"s - bn

2  0. 
1 2  

Tada 
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s jednako56u ako i samo ako su nizovi a i b proporci-
onalni. 

2.5.2. T. Popoviciu je uop5tio Acz4lovu nejednakost 

(1) (q-a3-...-afi )(1i-b2-...-q) < (a i bl -a2 	"' -an -

h n )P  • 

Uslovi 
(2) > 0, 	ili 	 > 0 

i p 1 dati u [MIT] nisu dovoljni. Jedini izvorni Clanak 

Popoviciva u bibliotekama u nagoj zemlji vise ne postoji . 
Kontraprimer je p 3, a = b = (2,1,1,1) kada (1) pos-
taje 5.50. Za svako p >2, n = 2 i a l >a2  vai 

suprotna nejednakost 

( 3 ) ( aP - aP ) 2  ( 1 	2 - a2
2  
 ) P  

ill 
t-1 > (0- 1) 1/q , 

al 	

'.. p' q 	

2 

• a2 	fq

l  

Funkcija 	y(t) = ( tq-1 ) 1/q, t ?1, 0 <q < 1 ima izvod 

y - (t) = ( 1-t -q )1111  s granicama 0 ,‘. y - (t) <1, iz 6ega 
sledi (3). 

TEOREMA B. Ako su a = (a1"'" an ) i b = (b 	b ) 1""' n 
nizovi nenegativnih realnih brojeva takvih da je 

(4) al.) 	-an > 0 	i 	bi -b2-... -b11,31  ) 0, 

tada, za 0 <p 	vaii 

(5) (a/3).  -a3 	-a1P1 ) 1/1) (q.  -b3 	-bg) 1 /1).- 

al bl  - a b2  - 	anbn, 

obrnuto za p <0. 
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Ako je p <2 jednakost vaZi ako i samo ako je 

a= 	 i b = (1)1 ,0 9 ... 9 0). Ako je p= 2 

jednakost vaii ako i samo ako su nizovi a i b propor- 

cionalni. 

D o k a z. Neka je 0<p<2, 

X = {(xi , • • • ,xn ) I 	09 • • • 	Xn). 0, 

XP  - XP  - 	-XP  = aP - aP 1 	2 	n 	1 	2 

Y = 	 Yi 0 9 • • • Yn  0 , 

P 	P 
Y1 - Y2 "• • • yn  = 	- bP  2 -". 0411C- 

i funkcional f : XxY 

f(x,y) = 	xlY1 -x 2Y2 	"" 	xnYn 
	p 

- (x1 - x2 - 	-41)(y - y2 - 

Ako je a l =a i 	 za neko i 6 {2 1 3, . 0}, tads 

je (5) trivijalno. Dakle, mote se pretpostaviti da je 

al > ai  i bi ).bi  za sve i = 2,3,...,n. 

ai  
' Neka je <4= al 	

d <15 . Neka je 
bI 

(6) b' 	( b' b 	.,b 	b' 1 1  2° — 	i-1' 	b i+1'" 
. , bn  ) , 

gde su b'1  i bi  takvi da je 

(7) 	b1 - b!P = bP - bP i 1 	1 	1 	i 	
b' • b! = a • a.. 1 ' 	1 	1 : 	1 

Uslovi (7) su zadovoljeni ako je 

b' = 8a1 , b: = 6a i , 1' 	1 	i' 
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Odnos oc<15 povla6i da je bi <b i  i bi'<bi  . 

Pokaiimo da je f(a,b);>f(a,b") tj. 

alb, - aibi  > albi - ail); = 8(4 - 

ili 
b133.-b1 1

(8)  (8) 
l 1 ai  

 
a 

b133. - 1-41) p 	1-BP 	1-41)  
2 	2 al-ai 	 (1-48) P 	(1-44P  

Neka je g(t) =  1-tP  , tEPC, 1], tako da je e(t)=  P (K-tP-1)  
(1- OP 	

(1-xt)Pa 

Ako je 0 <p cl tada c.C<1 Ct 13-1  , a ako je 1 <p (2 tada aC4 
(a.p-1 ‘tp-1 ,  

U slu6aju da je cc>r)sli.6no se defini6e a' . Presli - 
kavanja F : X 	xY, 	i=2,...,n 

(x,y ') , 	ako xiyi  
Fi (x,y) = (x - ,y), 	ako xiyi> x lyi , 

su u saglasnosti s funkcionalom f - monotono su neopadajuda 

f(x,y) ) f(Fi (x,y)). 

Neka je 

(9)
Fi 1' 

9 F4.
2 
 , 411.4, 	 Fin  9 *00 

niz obrazovan od preslikavanja F2 ,...,Fn  u kome se svako 

od ovih preslikavanja pojavljuje beskona6no puta. Primena 
niza (9) generige niz vektora 

(10) (a,b), 	(a(1) ,b (1) ) = Fi  (1,b), 
1 

..., 	(a(n) ,b (n) ) = Fi (a (n-1) ,b (n-1) ), 
n 

tako da je g'(t) <0, d <t <1, 5to povls.61 (8). 
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Koordinate vektora u (10) ne rastu, tako da postoji 

lim (a (m) ,b (m) ) 	(c,d)E X XY 
111..0 CO 

(11) f(a,b) f(a (1)(1)
) OS/ )f(8 (m) ob (m) )?  „ f(cid) • 

Preslikavanje Pk , kEt2,3,...,n1 je neprekidno tako 

da je 
lim Fk(a (m) ,b (n) ) = Fk(c,d). 
rn-Pct 

Neka je tj m} n iz indeksa takvih da je i. = k 

Niz (i 	+1) 	(ii  +1) 	(1 •) 	(i i  ) 

(a 	m 	,b 	m 	) = Fk (a 	m  ,b 	m  ), 

je podniz od dva konvergentna niza 

	

1(a (m) ,b (m) )/ i 	fFk (a (m) ,b (mi 

tako da oni konvergiraju istoj granici (c,d) = F k (c,d). 

Dakle, (c,d) je zajedni6ka nepokretna ta6ka za sva pres-

likavanja F2 ,...,Fn , 5to povlaCi proporcionalnost 

d = lc , A>0. 

Ostaje da se dokaZe 

f(c,c) 	 - (q-c3  -...-c131 ) 2 	O. 

Neka je i E f2,...,n1, 
2 	2 hi (t) 	(t2- c 	2 	t 	- cn ) p - 

	

- (oa•C3-..._ 	TP-.. .- cf1 ) 2  , 

2 pri tome je 	t 	- 	t 2 	t 2 = 1 	ci 	
odakle 

se diferenciranjem dobija t - Ti- = O. Izvod funkcije je 
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83 

hi(t) = 	 70)-2 )> 0, 

tako da je 	
f(c,c) > f(Hi(e),Hi (c)), 

gde je 

V
c2 -c2 Hi (c) _ ( c 	c. 	c 	c ). 1 I' 2'"'' 1-1" 1+1'"" n 

Zato je 
f(c,c) > f(H2 (c),H2 (c)) 

(12) 
f(Hn (...H2(c)...),Hn (...H2 (c)...)) = 

= O. 

Ako je p <0, tada je 

+(a)+(b) > a lb, > alb, - a2b2  - 	- anbn , 

i o6igledno je kada vaii jednakost. Ako je p=0 uslovi 

(4) nisu zadovoijeni, tako da je teorema ta6na. 

Za p <2 jednakost u (5) vaii ako i samo ako ona 

vaZi u nizovima (11) i (12), ato povla6i da mora biti 
a = (a1 ,0,...,0) 	i b = (b1 ,0,...,0). 	Ako je p.= 2 , 

tada je f(c,c) = 0, tako da jednakost vaZi jedino za pro-
porcionalne nizove. 

2.5.3. Za Bellmanovu nejednakost (13) u [MIT] su 

pretpostavljeni isti uslovi (2). Protivprimer je p = 3, 

a = ( 	 b = (0,1,0,...,0), kada (13) postaje 

1 + (-1) G ZA=Tii . U originalnom 6lanku [BEL], kao i u 
[BEC36-39], pretpostavka je stroia 

aP - aP -...- an > 0 i bP - bP - - bP > 0 1 	2 	 1 	2 "' 	n 

Ovi uslovi su u slede6oj teoremi malo oslabljeni. 
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TEOREMA C. Ako su. a = 	 i b = (bi ,...,bn ) 

dva niza nenegativnih realnih brojeva koji zadovoljavaju 

uslov 
aP
1 
 - aP2  - 
	aP 0 i bP - bP ''s 	n - bP 0 1 	2 	 ' 

tads, za p >1 vaZi 

(13) (aP  -aP- 	- aP ) l/P 	(bP  
"' 	

P 1/p 

1 	2 
-b 	b ) 	< 

1 2 	n 

(al+bl)1'-(a2+b2)P-...-(an+bn)P ) 1/P . 

Jednakost vaZi ako i samo ako su nizovi a i b pro-

porcionalni. 

D o k a z. Neka je funkcional 

(14) f(a,b) 	c(a,b) - +(a) - 4(b). 

Nejednakost f(a,b) > f(a,b'), v. (6), je ekvivalentna s 

(a1 +11 1 )1) 	(ai+bi )P > (a1 +6a1 )P 	(ai+6a0 13  

(q-alpi ) ( 1+6 )P 

= ((q-aPi ) 14  + (Ii-gi ) 1 /P)P 

ill 

(15) - ( 8.13 ,1) 1 14 	(13P131) ) 14 [(al l-b1 )P - (ai+bi ) 1 1/p 

sto predstavlja nejednakost (13) za n=2. 
a. 	b. 

Radi odredenosti, neka je 	< 	• Funkcija a1 	b1  

g(t) = [(t+b i )P-(ai+b i ) P] l/P  - (tP-a11) 14  -bP-bP ) 1/P 1 i 	1 

b1 
gde je t ) 	ai 1 ima izvod 

i 

	

1-p 	 1-p  

g'(t) 	[(t+bi )P-(a.+b.) P1 P (t+b1  )P -1  - (tP-aP
) P t P-1  • 
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Relacija g'(t)>0 se mote svesti na 

(t+b1 ) 13  (tP-8.1) > [(t+1,41 ) 1) 	(ai+bi )le, 

tj. 	tP(ai+bi )P > ali) (t+bi )P i time 	tbi b1ai 
bi 

Dakle, g(al ) 	g(— 
b 

a
1 
 ) = 0, fito dokazuje (15). 

Kao i u dokazu prethodne teoreme B. i ovde se mote 

formirati niz (11). Punkcija (14) ima nultu vrednost za 

proporcionalne nizove c i d -.kada jedino vaEi jedna-
kost u nejednakosti (13). 

Napomenimo da se u ovom dokazu mole transformisati 

samo jedan vektor, npr. 	b, b (1)
11 ""0 	

u(n)
111, t 

koji konvergira ka vektoru proporcionalnom vektoru a. 

2.6.1. KOLIoNIK SREDINA. Posebni sluaajevi odnosa 

sredina 
A
— i 	su ocenjeni u nejednakostima 

A 

Schweitzera i Polya - Szegoe. Gornju granicu odnosa 

m (Ein) (a)  

Qs,t (a) 	m
(t
n) (a)  

je odredio W. Specht, 1960. [SPE], a G.T. Cargo i 

O. Shisha, 1962. [SHI] su ponovo dobili isti rezultat 

sa uslovima kada nastupa jednakost [MIT79]. Od nejedna- 

kosti koje su ovim postupkom nezavisno ponovo dobijene , 

ove formule ( za neponderisane sredine ) su najsloEenije. 
Pri tome je najpre razmatran odnos M s, i A - jednos- 

tavniji odnos koji je i istorijski ranije reigen od strane 
K. Knoppa,1935. 

.sredina 

CO <t <s < ♦ CO 
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2.6.2. TEOREMA. Ako je 0 <in Qa j <M (i=1,...,n) 

t < s, tads vazi slede6a nejednakost 

(1) 	 Qs,t (a) 	rs,t 

gde je C 	i 

, 	 1 	 1 

[

t ( cs-C) li i  a(e -c 8 )  1 - i 
----- 
(S-t)(C r -1) 	(t-8)(C8-1) 	

(SW) 

. 	C
s/(e-1)  li (t= 0) 

e ln(C
s/(Cs-1) ) 

 

1 
ct/(C

t-1) 	-- t 

e ln(Ct/(Ct-1)
) 

Jednakost u (1) za st 	0 vaii ako i samo ako su 

K .
tC t 

-1.-7  C8-1 - 
1 	[ sCs 

—7---  C -1 
n 

1t i 
L . 	

s 1 
n 

717  1.77:1— 	Cs-1 

	

cell brojevi i ako je K brojeva od a1° 	,an 
jednako 

m, a L brojeva jednako M. 

D o k a z. Neka je funkcional 

f(a) = Qs,t (a) 
	

t >0. 

Neka je ai  a j  i 

Fij (a1 ,...,a1 „...,aj ,...,an ) 

191, 	 , a aj 	n ), 

, t 

( s= 0). 

86 2.6 . 
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gde je u• aI
-1 	v•at-1 . Ako su u i v beskrajno male 

nenegativne veliCine, tada je 

at+a 	
ai 

atf 1-t u  ) + at( j 	 1 + t v  ) = (a.-u) t +(
aj

+v) t 

ai s 
i +a. < a( 1-s  ) + s.3 ( l+s a  ) 	.-u)

s+( .+v) s aj  

( Druk6ije iskazano, ako je 

Y(x) = f((a 	 aj+1 ,...,an )), 

- gde je xt 	t + x . ai  + a j  = const. ( 'vezane" promenijive) 

a+at  
mcxcM, m ciE“1 i x0i , tj. x < -

.,
±-----si = M (2) (ai ,a j ), 

r 

2 	
t 

[ 
tada je y(x) nerastu6a funkcija po x. ) 

Time je funkcional f monotono neopadaju6i u odnosu na pres-

likavanja F ij 

pri emu su u i v odredeni tako da je m<a i  - u < M , 

m ‹aj  + v < M i ta6na je bar jedna od jednakosti a i  - u = m 

ili aj  + v = M. Posle konaCno primena preslikavanja F ij 

 dobija se vektor 

b 

sa k i 1 elemenata jednakih m i M respektivno i nejed-

nakost 

Sada je 

g'(d) 	[(kmt.amt )d s-t_ kmt_ untl dt-lm -s (b)li t-1 (b),  
s 

tako da g(d) , m (d <111 najvecu vrednost dostiie na granici 

f(a) < f(Fij (a), 

1 
[
km. 	+ d s + 	5  f(a) 	f(b) = 	 -g(d). 

1 
[kmt  + dt  + 1Mt] T  V
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2.6 

segments Undill. 

Otuda proizlazi da je 

Lae 7-211/s 
+ KM J 

rkmt 	r-tllit  I + a 

gde je k racionalan broj iz segmenta [0,1] i kti = 1. 
ispitajmo ekstenziju funkcije h(k) na ceo segment [0,1]. 

Izvod funkcije h(k) je 

11 1  r 	1.0 

[kms+imsr;  [kmt+imt] .-  h'(k) 

	

1 	(kmt+Iimt) - 	(mt_mt ) (km
s_ims )

t  s 

	

- m 	
s+t

xis(C t-1) - t(C s-1), 
stk 

gde je ):= 	0. Koeficijent uz X je negativan jer je 
k 

t 	o e C
s - 0 	Slobodni Elan u vitiCastoj zagradi je 

t - 0 ' s - 0 • 

88 

h(k), f(a) 

0 . 

ko  = 

xC 
pozitivan jer je funkc:Lja y(x) - rastu6a, njen 

cx-i 
izvod je 

Cx  - xlnC - 1  

[Cx  -1J 2  
Sem toga, neka je 

sC s (C t-1) - tC t (C s-1)  
(2) 	 .Xo = 	t(C8-1) - s(Ct-1) 

regenje jedna6ine i(X) = 0. Time je 

sC s (C t-1) - tC t (C s-1) 

sC s (C t-1) - tC t (c s-1) + t(c s-1) - s(C t-1) 

sC s (C t-1)-tC t (C s-1)  

(s-t) (C 5-1) (Ct-1) 
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e 
C t -1 t 	1nC 

t 1 
Takode, 

2.6 	 C39 

1  [  se tet1 

t(Cs-1)-s(C t-1) 

(s-t) (Cs-1) (c t-1) 

1 	[ t 	s 

s- t 	C t  -1 	C s-1 

Zakljuduje se da je 100> 0 za fe(0,X0 ) i i(i)1:0 

za 1010  i time h . (k)> 0 za k e (0,ko ) i h . (k) <0 za 

k (k0 ,1). Funkcija h(k) ima maksimum 

	

1 	1 

h(k0 ) 	 [(s-t)(C s-1)(C t-1)] t 	; • 

•  [sC s (C t -1) - tct(cs_1) + tC s (C s-1) - 'sC s (C t -1)]  
1 

[sC s (C t -1) - te t (C a-1) + te(C 8-1) - sct(ct_i), 

1 	1 	 1 

[t(C s-1)(C s-C t )P  = 	[(s-t)(C 8 -1)(C t  -1)] 	 1 
[s(c t_ i)(c s_ c t )] 

t • 

Za sluCaj s <0 <t, kao i t <0, jedina promena u dokazu 

je u smeru nekih pomo6nih nejednakosti. 

Odredimo 
, s t' Prema definiciji izvoda 

' 

7-71- c  s  1 	c -1 —F— -  

1 

1 	s _ ( _ -) 
s 

s 	t 
[1 -I 
	t 	S 

t--o 

dalje se dobija 
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exp 1nC 

C s-1 

Tako je 

r:,0 lim F: t  [„, 
1 	1 1 

[ 	

1 
s 	s - - k-- -1 C s-1 	s 	C e 	C 

s 

C = 

2.6 

lira 
t oo 

C s-1 C -1 
1 
t = exp 

C -C 

C -1 
exp [lim 

two Cs-C t  

Sto daje izraz iz teoreme. Preostala ocena se dobija na 

sliCan na6in. Jednakost (1) vaii jedino ako funkcija h 

dostie maksimum. 

Takode, primetimo da je 

l im Fs, t 
5to je o6igledna ocena 

Q + a> t = TOD t 
M t 

2.6.3. Nejednakost (1) vazi i za ponderisane sredine, 

u dokazu treba samo dopisati ponderske koeficijente. Takode, 

isti dokaz za ocenu koli6nika M s  : M t  vai i za sve funk-

cije F(x,y) Eiji je izvod oblika 

F(M s ,M t ) .  = G [M'M - M s t 
tj. 

(2) g(u)'= F'(x(u),y(u)) = G(u) [x'(u)y(u) - x(u)y'(u),, 

x(u), y(u) 	m,M i G(u) O. S druge strane je 

(3) g'(u) = F'x'(u) + F'y'(u). 

Iz (2) i (3) sledi da je FX = Gy i da je F3.1. = - Gx . 

Time su dobijeni uslovi koji su ekvivalentni (2) 

Cs-1 _ 11 1  
l im 
t-•o C -C 	

t 
 

1 
s -1 

t 

90 
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(4) F .  > 0 	i 	xFx + yF' = O. 

Parcijalna diferencijalna jedna6ina (4) ima pridruZenu 
karakteristi6nu jedna6inu 

dx 	dy _ dz 

6ija su re6enja z = C 1  , x / y = C 2 . Time su sva regenja 

jedna6ine (4) funkcije oblika F(x,y) = f( irc  ), gde je f 

proizvoljna funkcija. Zahtev nenegativnosti parcijalnog 

izvoda Fx 	f'(3-c Y  ) 
	> 0 se svodi na zahtev da je funkci- 

ja ja f rastu6a. 

Dakle, ako je f(u) strogo rastu6a funkcija na seg - 
M mentu [ 19/  , 	, tada je 

(5) f(-1e ) < f(  (Km s  + LM s ) l i s  

	

( Kmt 	Lmt ) 1/t L ' 

Ato je o6igledna posledica nejednakosti (1). 

PRIMER 1. Funkcija f(u) - 	 , u >1 je rastu6a , 

tako da za st # 0 vaii 

1 	1 	1 	1 	1 	1 	 1 
Ms-M t 	t6(s-t)/ 	t [c s_ c t] s - t s (s_ t) s kt_1 1 1 [c s_ t t 
Ms +Mt 

posebno je 

1 	1 

ts(s-t)t 
1 	1 

[ c s_d 	[c s _ c  ti s 
1 
s 	1 t(s... .0  

1 ks_ c ti t 

1 	 1 

A - G 	CC  -1 - e in CC-1  
A + G k 	1 	 1 

CC-1 e In CC-1 
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-s.  + 1 

92 

PRIMER 2. Neka je 

f(u) a> b, u>1, 

tada 
2 

(ub+I) i;nu ) 1 
a 

[ua+1] 	au 
1 -1 

1 

- [Ua+11 1i  

1 

ub-1 

ub+l T3.1 ua-1 (ub+1) - u

b-1

(u

a

+1 

1 

1 
i37-1  f ua-1 	ub-1 1 L  > 0, 

jer je ua-1 > ub-1 . Time je 

1 

m a (m a' mt ) 
	

k 4 Mtfl il  
Mb (M S, Mt ) 
	

[Os  1- M Id i3  

1 
	

t(C S-C t )  
2 (s-t)(C t-1) 

1 
	

t(C S-C t )  
L(s-t)(C t-1 ) 

nejednakost 

a 	

a 1 
s + 1 [  s(C s-C t )  t 	a 

(s-t)(C s -1) 	I  2 
 

2 [ 
	s(Cs- 

 4_ 

)  t 	b 

(s-t)(C 	I.) 

b  1 b 

1 < rst ( C daje POSLEDICA. Najgrublja ocena 

r tcs_ctiz 
1 L s, t [ 	

- C  
t-s s -1 C 

1 
t 

koja je ekvivalentna slede6oj 
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=is, 

c 
( nst 

_c 

nejednakosti Eiji opeti oblik ( n=3 ) sadrii izraz 

r 
a - t 	t - u 	u - s 

s_c ti s- t r_cul t -u [C s lu-s  
• 

NAPOMENA. Jedan obrat tvrdenja (5) glasi : Funkcija 
F(x,y) 	x) y) 0 koja ima osobinu da F(M s (a ) ,hi t  (a) ) 
dostiie maksimum za vektor odreden u teoremi, za sve para-

metre n,s,t,m,M i proizvoljne pondere, je nuino homogena 
funkcija nultog stepena F(x,y) = f( x/y ) i F' > O. 

2.7. 0 OBRATU CAUCHYEVE NEJEDNAKOSTI. 

P. Schweitzer [BEC44], kao i G. P6lya - G. Szeg8,1925. 

[MIT60] su dokazali obrat Cauchyeve nejednakosti. U drugom 

delu take je dato uopetenje koje umesto kvadratnih suma 
( sredina ) ima sredine proizvoljnog stepena, ovo uop5tenje 

sadrii i diskretnu nejednakost J. Karamate. Time su jednom 
formulom obuhva6ene ove dve nejednakosti, kao i odnos Ms  : A. 

2.7.1. TEOREMA A.Ako je 0<m i <xi ‘ M 1  , 

0 < m2 ( yi  M2  , 	= 1, 	, n, tada 

     

tx211  
[1.1 ijigiYi l  

(1) 	1 

it 	2  xiYil 
 li.1 

 

1 	 1 rilM212 + { m1m2i  
M1M2 m1m2 

 

2 

 

2 

  

    

Jednakost u drugoj nejednakosti (1) vaii ako i samo 

ako su brojevi 
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2.7 

 

M1 

m1  
M
1 	2 

ml 	m2 

  

M2 

 

   

m? 

 

 

K - n, 

 

1 2 
m2 

prirodni i sic() je K odnosno L brojeva x l ,...,xn  jed- 

nako m
1 
 odn. M1  respektivno, i ako je odgovaraju6i broj 

bl ,...,bn  jednak M2  i m2  respektivno. ( Dopuna; Jednakost 

oCigledno vaii i ako je m l = M1 i m2 
= M 2. ) 

D o k a z. Prva nejednakost u (1) je Cauchyeva nejed-

nakost. Neka je 

= (z1" zn  ) 
z 1
+...+zn = x1

+...+xn 

 

  

i f(x,y) funkcional na X odreden srednjim izrazom u (1). 

MO,e se pretpostaviti da je 

(2) 	xl  < x 2  ( 	xn  i Y1 Y2 	) yn' 

jer se sume u brojiocu f(x,y) ne menjaju preuredenjem, dok 

na osnovu teoreme Hardy - Littlewood - P8iya 	imenilac 

ima najmanju vrednost ( a time funkcional najve6u ) za 

suprotno uredene nizove (2). 

Ako je 

F(x) 	( ,...,M1 ), 

m 	 , 	d 	min {x i-m M -x.1 
1 	ij• 1 	 l' 1 j 

tada je 
2 

	

x.2  + x. 	(xi-d) 2  + (x.+d)
2 

	

j 	 0 

x.y. + x j y i 	xiyi+xi y i -d(y i -y i ) = (x i-d)y i  + (x j +d)y i . 
i  

Time je preslikavanje F monotono raetu6e u odnosu na funk-

cional f 	
f(a,b) ‘f(F(a),b). 
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Primenom preslikavanja F mote se obrazovati konaCan mo-

notono rastuCi niz u odnosu na funkcional 

	

f(a,b) ( f(a',b) 	f(c,b), 

gde je 	
c = (mi ,•••,mi ,d,Mi ,• • 0111), 	d<M1  

vektor sa k i 1 elemenata jednakih donjoj i gornjoj gra-

nici respektivno - nepokretna ta6ka preslikavanja F. 

Neka je g(d) = f(c,b), tads je 

b2 + 	+ b2 

2 g"(d) = [mi (b1 +...+bk ) + 	+ Ml (bk+2+...+bn )]  

= 	2d [m1(b1+.:.+bk)+Mi(bk+2+..+bn)] -213k+1(k4f11/4)* 

Izvod g'(d) ima isti znak kao i linearna funkcija s desne: 

g'(0) <0 i g'(d);>0 za dovoljno veliko d. Time funkcija 

g(d) najveCu vrednost dostiZe na granici domena [m l , M1]. 

Dakle, f(c,b) (f(c',b), 

gde c' ima, uz sli6ne oznake, k i k elemenata jednakih 

m1  i M1  - donjoj i gornjoj granici - respektivno. Istim 

postupkom se mote dobiti niz b' sa 1 i 1 elemenata jed-

nakih M2 i m2 respektivno, za koji je 

f(c',b) (f(c 	= 

[ km23.  + i1J/12 	im22 	im22 

 

, k <1. 

[ 

km1M2  + (1-k)M1 	+ 1M m 1 2 
n 

i2 
Treba ispitati funkciju, uz istu oznaku 

f(r,$) - 

	

[rm2 	[ 2 	
sm 

2] 

	

1 	111'1 	s112 	2 

 

km12 + (s-r)M1M2 + 1m2 
12 
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r,s {0 	, r+ r= s+ s= 1, r s 

M 1 m 2 
M1m2 

+ m1M 2 

[rm1 M2 
t (3-r)D111M2 	1 

m2 1 3  
 f . (r,$) 

sM2  + 811 
2 

(1111 
2 	2 111

) km1 111 2  + (s-r)M1M2 + 1 m2 

	

- 	 1 (rm
2
1

2 ) 2 (m1M 2 -M 1M 2 ) 

	

(M 1  - m1)- 	2 (M2  - ml) - sMi (mi+Mi ) (M 2 -m2 ) + 

2mim 2 m1m2 oni+m? 

M1m2  
m1) [M1 m2 +m1M2 

2 	2 
-M1M 2 + m1 M 2 ) - M 1M 2 m1 - 

M 1 -ml  
M 1 m2 +m1M2 

-M3M 2  m2  + M1  M 2  m
2

m2 	1 - M2M 2  m1  m 2  + 
11  

+ MM m - M1 M2m1  + M2Mm 

	

122 	121 	11 

=mMM 

	

1 1 2 (14 1 -1111 ) (14 2 -m2 ) 	0.  

Time je 	f(r,$) < f(r',$), gde je r'= min {s,0}. Ako je 

r >5, tada je s >5 i s <1 - 5 , zbog simetri6nosti fun-

kcije f je f'_ 0 i f(r,$) < f(r,s'), s' = max tr,61. 

Posle jednog iii dva ovakva preslikavanja je 

f(r,$) ‘f(t,t). 

Ako je 

tada 

r 	5 
_ 

L 
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Za r> s funkcional f se iskazuje drugaCije 

[rm21  rMT][sq + imfl  f(r,$) - 

[sm1M2  + (r-s)mim2  + iMimd 2  

Zahtevi f;(r,$) = 0, f;(r,$) = 0 daju 

m 2 ,,,2 N  
m2

(
"1-ml ir ml (m1 +1411 )(M2-m2 )3  = 2m2q-M1m2 (m1 41111 ) 

 m2 (M1-m1 )(M2+m2 )r + m122 
(M2-m2 )s = 2m1 2 m2+M1  m2  (m2  +M2  ) 

Determinanta sistema (3) linearnih jedna6ina po r i s 
je jednaka null, sistem nema reiienja tako da funkcional f 
dostiie maksimum na granici oblasti r > s . 
Na segmentu granice s = 0 je 

2 + rM 2 rm 1 	1 f(r,0) = 

( Eito je odnos sredina ). Kako je 

22 	- [rm1  +it&1 	' 	
= (171  ]3  f'(r 0) 	 m1+1141 )- (rq+714 )2(m1-111 )  1_

m
1 1 '

N, 

 

. (IA .411 	 m 	--2 	2 - 2 ) r.lml-rmi+2rml+2rM1  1 	
Nf 	

1 	1 1 

= (M1-m1 )2(74A1-rml ) ' 

to f(r,0) ima najve6u vrednost za r = 14
1 m1  

(3) 

[rml 	711111 2  

mM +m M2 
1 1 1 1  

(m1-41 )2  
m1+M1 M 	) 	 

	

f.  1 ,0 	[2m M 

ml+Ml 
4 m1M1 

Vr 
m 
Al 	m1 

M1 

2 

2 
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Sto je manje iii jednako oceni u (1). Ista ocena se dobija 
i za deo granice r = 1, Tako da ostaje da se odredi maksi-

mum funkcionala na dijagonali oblasti. 

Ispitajmo funkciju 

[riq.  + F.q1 [rM22  + im21 2 

2 
[rm1M2  

2 2 2 2 2 2 2 2 
X m1M 2 m1m2 M1 M2 M1m2 - y( ), 

[ m1M 2 in1m2J 
2 

gde je 	= _ . Sada je 

[m
1M2 + M1m2 I 3 y , Cr . 

. 

= 

= 

tako da y(36) 

[2.01114 + 	2 + m m 1 

[ 	2 2 + - 	12 m1M2 

Xm1M2 	[2m1  M 2  

- 2m2m21 _,_ m  
1 2 	' 

[IA1M2 - m1
m2 ] 

ima najve6u vrednost 

+ 2 	MlM2] [Xm1M2 

2 2 	it mm 	+ 1 2 

+ m2m2 M1  m2 	1 2 

m 	[ 2 2 
1 2 	m1m2 + 

2 
[- Xm1M2 

za 

2 	2 2  + M m  1 

2 M  2 + m 2 2 
12 i

m2  ] 

1  M2M22  - 2m 

	

m2m2 	9m  
'1'2 - --1-2-1-  

+ M m  1  

	

1 	2 	, 

M1m2 1 - 

- 2 ]  

2m110 2  

2m2  1 

m  m m
2] 

. 
m1M2 

Dobijena vrednost X I uslov y+ 3E = 1 daju brojeve 

K i L i granicu (1). Iz dokaza je jasno kada mote da 

vaZi jednakost u nejednako$ti (1). 

f(r,r) - 
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2.7.2. TEOREMA B. Neka je s > 1 i 

0 <a vci “, 0 <b (yi B za i=1; ...,n. 

Tada 

1 	 1 

Ids (x)  Ms(Y) 	[Kas  + LAS] s [KB s  + Lbl 
(4) 

1 n 	 KaB + LAb x. 
a. 

y. 
n i=1 1  

gde je 

K = V 
L- 

-2u + v + yp 
-2u 

 

-2u + v + 

u = p 5  + q 8  7 2 -s(pq-1) 

	

v = (8-1)(1-p c )( p s+ci s ) 	2(p s cis_po  

D  = (s-1)2(pq-1)2(ps_qs)2 4.4(ps-1)(1_(18)(p8_po(pq_qs) 

A p 	, 

Jednakost u (4) vaii ako i samo ako su Kn i Ln cell 

brojevi i ako je Kn brojeva medu x l ,...,xn  jednako a i 

Ln istih brojeva jednako A, i ako je Kn i Ln brojeva 
yl ,•..,yn  jednako B i b respektivno. 

Nejednakost (4) za s=1 i s=2 daje nejednakosti 

KARAMATE i SCHWEITZERA respektivno, a za b=B nejedna-

kost KNOPPA za koliCnik sredina M / A - poseban 

sluCaj opeteg koli6nika sredina (2.6.) 

D o k a z. Neka je funkcional 

Ms (x) Ms ( Y )  
f(x,y) - 

 

• 1 P 
R i xiYi 1=i 
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Moe se pretpostaviti da je 

xi  < x2 	xn  i yi  > Y2 	yn, 

jer takvim uredenjem brojilac f(x,y) ne menja, a imenilac 

ima najmanju vrednost. Neka le presliktoffinje 

F(x) = (a, 

a 	xi,x i  c' A, d= min ix i-a, A-x j } 

tada je 

X
s +

\ S 
--(1)S "x j +d)  j 	i 

s-1 d = x - ss-1t 	d + x j  + Sri 
 

.kE[xi-d,xil,,i [xj -,x1 	, je ekvivalentno 

0 < sd( s-1 _ 	s-1 ). 

Takode je 
x y. + 	(x-d)y + (x +d)y. i 1 	

xjyj 	i 	i -..› 	
i 	V 

tako da je 

f(x,y) < f((a, ...,a,d,A,...,A),y) 	= 

1 

( ka s  

a(y i+...+yk ) + 

Sada je 
-1+-1 _i  

n 	

1 

s Ms 
(y) [a( Y1+ "' +Yk ) 	dYk+1+A(Yk 11--4-Yn

).  

1--1  

jkas+d s +TA s] s  g'(d) = d s-1  [a(yi+...+yk) 	dyk+l 

(kas+ds+TAs)vk+1 ' -- A(Yk+2+'"4-Yn)i- 

f(x,y) < f(F(x),y). 

Posle primene nekoliko preslikavanja F na vektor x 

dobija se 

15 1 
dYk+1 A( Yk+2+—+Yn )  

dS 	1AS  \ E  " f  ) M S (y) 
= g(d). 
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Izvod e(d) ima isti znak kao i funkcija s desne strane 

koja ima oblik d s-1 A 	, pa funkcija g(d) ima maksimum 
na granici domena, tj za d = a iii d = A. Sliaan zak-

lju6ak se mole izvesti i za vektor y. 

Time je 

[k s 	i si 
1 	 1 
i [  s 	i 8] 5 -a + -A 	-B + -b n 	n 	n 	n 

f(x,y) ( 	
n-k 	/  aB + /

n AB + -Ab 
 n 

k,/ 6 [0,1,...,n}, k+i./+i= n, k < /. Novi funk-
cional opi6imo istim slovima 

1  r 	 1 
ika s  + iAs i 	[M + ibs j 

f(k,l) - 	  
kaB + (/-k)AB + iAb 

s domenom D i varijablama k,TE[0,1], k+ k= 1+ i 
k 	T. Na segmentima granite k= 0 i I= 1 je 

f ( 0,1 )- 	+ ibs] s [ka s  + ;As]  f(k,l) - 
TB + 	 ka + iA 

5to je koli6nik ( ponderisanih)sredina Ms  : A. Da bi izbeg-

li poredenje ocene za koliCnik sredina Ms  : A i ocene (4) 

primetimo da je 

f(k,l) - kaS  + TCAS I 8  
ka + kA 

 

 

1 	 1 
[kas  + EAs ] s  kBs  + 

kaB + jab 
= f(k,k), 

5to je posledica slede6ih nejednakosti 
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1 
kaB + iAb ibs] s, 

kB + kb 	[1(B s 	 s >1 . 
ka + kA 

2.7 

Sada je 

kaB + (T-k)AB + 	2 	
1

.l S 

[iB s  + 	lls 	
k ' f"(k I) 	[kas  + 

7 s 
	- 1 

1 

.[IcaB + (/-k) AB + iAbila s-A8] - [kag  + ;AV (aB - AB), 

tako da fi(k,T) ima isti znak kao i 

[kB(a-A)+/A(B-b)+Abi (a s -As ) - sB(a-A) [k(a s-A8 )+As] 

-k(s-1)(A s-a s )(A-a)-/A(A s-as )(B-b)+sA sB(A-a)-Ab(As-a s ). 

Parcijalni izvod po drugoj promenljivoj je 

5•fi(k,/) 	-kB(A-a)(Bs-b s ) 

/(s-1)A(B-b)(Bs-bs) +Ab(Bs-bs)-sAbs(B-b), 

(3)■
0 ). Tanta ekstrema funkcionala f zadovoljava sistem 

jedna6ina fcc (k,T) = 0 , fi(k,T) = 0 

k(s-1)B(A-a)(A 8-as ) + TA(B-b)(As-a s ) 

(5) 
	 sAs (A-a) - Ab(As-as ) 

kB(A-a)(B s- b s ) + /(s-1)A(B-b)(B s -b s ) 

Ab(B s -b s ) - sAb s (B-b). 

Determinants sistema (5) je 

 

Is - 1 	1 

1 	s - 1 
s2 - 2s. 

 

Primetimo i da su izrazi s desne strane (5) pozitivni 
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B 	
A 
Asas  sAsB(A-a) > Ab(A s-as ), tj. sAs-1  - 

A 	-8e 

Deljenjem prve jednaCine u (5) s ( A s-as  ), druge sa 

( B s-bs  ) i sabiranjem se dobija 

(6) 	kB(A-a) + /A(B-b) As  

As_as
B(A-a)  

bs  
A(B-b). 

B s  -bs  

A 	s bs Kako je As_as 	B 
> 1 i s -ba > 1, za 2 b s > Bs , to prava 

(6) se6e pravu k./ u k./> 1, sem toga, see pozi-

tivne delove osa k i /, tako da prava (6) nema zajed - 
ni6kih ta6aka s obla66u D. 

Ostaje da se ispita funkcija 

, 1 	 1 

	

f(k) 	f(k,k) 	[kas  + iej 5  [ce + ibs ] 5  

kaB + kAb 

1 
[k + ip s ] [k + iqs ]  

k + ipq 

gde je k e[0,1], k + k = 1, p = 	 i q = 1B2 	Sada je 

	

1 	 1 -1 (k+icpc0 2 .f . (k) 	[1. [ k+icp s]. 	[ 	 ( 1-p s ) 

1 1 _ 
+ [k+ip s ] [k+iqs] 5 	(1-e) (k+ipq) - 

1 	1 
- [k+ip s] [k+iq s] (1-pq), 

ill 
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e(q) = spq - p s  - q s  + 2 - s = a (p,q,$), 

p (q ) 	sp  - sq s-1 	s( p 	q s-1 q   ) > 0, 

2.7 
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1  ( kti p q ) 2  [ k+kp s   
11-1 

k+-kqs  

  

-2 f'(k) 
k 

 

= [ (1-p 3 )( +e) + (1-cl s )( X +P s )] (.*+pq) 

- 8(1-pq)( +r)s)( x+qs) 

= y( ), 	= k k 	[0,4-co 

Dovoljno je ispitati znak funkcije 

y( X ) = 1 2  [s(pq-1) + 2 - (p s +q s )1 + 

+ 3E [(s-i)(p s+q s )(pci-1) + 2(pq-p se), + 

+ (1- qs)pspq - (ps-ncispq - so..-pop s ci s 

 u X2 + v. + w. 

Primetimo da je 

u = spq - p S - q s + 2 - s 

w =p s+1 qs+1 [ 

	

s 1 	1 

Pq 	p 
2 + 

Poka -iimo da je u <0, a kako uslovi p > 1 i 0 <q (1 

prelaskom na recipro6ne vrednosti daju 0 <-
1  <1 , 1  >1 
P 	

q 	9 

tako da iz uslova u <0 zbog simetrionosti sledi w> 0 . 

Ako je 

onda 

jer je p?. 1, q 	s 	Time je 

T(q) < 'f(1) = sp - p s  + 1 - s = 4r(p)• 

Dalje je 
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r(p) = s - sp 8-1 = s (1-p s-1 ) < 0 
zato 

Y(p) 	Y(1) = s - 1 + 1 - s = O. 

Funkcija y(1) je parabola za koju je y(0) = w >0 
i y( X), za veliko 	, ima znak kao i u <O. Neka je 

nula kvadratne jednaCine y(.9E ) = 0 ' 

y 	V 4-  VE  _ o   

(s _1)(pq_ 1)(p s+e ) 	2(pq _p s qs )  

2 [p s  + q s  - 2 - s(pq-1)] 

+ 	V(s-1)2(pq- 1)2(ps_qs)2 	4(i_qs)(ps_1)(ps_pco(pq_cis) 

Navodimo transformacije kojima se diskrimenanta jedna-
6ine transformi5e u zbir nenegativnih izraza 

D = v2 - 4uw 

= ( s.... 1)2( pq.4)2(e+les2 
) + 4(s-1)(pq-1)(p s+qs )• 

•
(pq_p sci s ) 	4(pq_p s qs ) 2 _ 

- 4 {s(pq-1) + 2 - (p s+q8 )] [sp s q s (pq-1) 

2p s+l qs+1 	pq(p s 4.(0 ) ] 

s2  (pq-1) 2 (p s-qs ) 2 
 -2s (pq_1)2(ps_qs)2 

[(ps+cia)(ps4.1) - 2(pcop s ci s ) 1 2 

( 	)2(pq...1)2(ps_qs)2 - (pq_1)2(ps_qs)2 

[ (p s+ci s )(pq+1) - 2(pq+p se)J 2  
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v + 
-2u 

1 + v + 	-2u+v+V 
	 , L - 
v + 	 -2u 

-2u+v+V5 • 

106 

= (s _1) 2 (pq...1) 2( p s_ qs) 2  

[pq(p s +ci s_2)4.p s +q s ...2p s ci s_pe p s_ q s) +p s -ci sl 

. [pq(p s41 s ...2)4.p s+qs -2p s ci s +pq ( p s.... q s)....ps +qs] 

= (s-1)2(pq-1)2(ps- 
qs ) 2 	ppcie_2pcp.2p s_ 

-2p 8 e] [2pqp 8-2pq+2e-2p se] 

(s-1) 2 (pq-1) 2 (p s-q s ) 2  + 	2pq(qs-1) + 

+ 2p 8 (1-q s )] [2pq(p s-1) + 2qs (1-p s )] 

= (s-1)2(pq-: 02(ps_ls)2 

4(p s-1)(1-e)(p s-Pq)(Pq-e )  

1-k 	 1+ X 
sledi da je 	k = 	 . Neka je 

K = Xo 
1 + 3E 0  

Na intervalu 3E40, X ol odnosno k e[0,11 funkcional f(k) 

je rastuoi, a na intervalu 3Ee[36 0 ,+001 odn. 	k E [K,1] 

funkcional f(k) je opadajuei, tako da f(k) maksimalnu vred-

nost dostiie za k = K. 

Da ova teorema sadrii tri navedene nejednakosti ne pro-

verava se na na6in da se iz ocene u (4) izvode ocene iz tih 

nejednakosti, nego se iz y- odnosa K : L dobijaju odnosi 
iz tih nejednakosti. Prvi na6in je direktniji, a drugi je 

kraCi i moida 

Za s = 1 u nejednakosti (4) se dobija koli6nik proiz-

voda aritmeti6kih sredina dva niza brojeva i aritmeti6ke 

I z 
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sredine njihovog skalarnog proizvoda iz diskretnog analo-

gona nejednakosti J. KARAMATE. Tada je 

- 
W 	 cr (p-1)(1-q)(p-pq)(p_co 

2 [p + q -2 -pq +1] 

1rp—q-  ( p -1 ) (1- q ) 	 Ab-  
(p-1)(1-q) 	1571  = \tai"  

5to je odnos K : . L iz nejednakosti Karamate. 

Za s = 2 se dobija koliCnik iz nejednakosti A.L. 

CAUCHYA i P. SCHWEITZERA i tada je 

(pq-1)(p 2 4.q 2 ) 	2pc, (1 _pco  

2 ( p 2 + q2 -2pq ) 

+ V(pq- 1)
2 (p2- q2 )

2 
+ 4(p

2-1)(1-q 2 )(p2-pq)(pq-q2 ) 

(pq-1)(p-q) 2  + 
2 (p-q) 2  

+ V(p-q)
2  (p

2 
 +q

2  )(pq+1)
2 + 2pq(p 2q2-2pq+1-2p 2q2-2) 

(pq-1)(p-q) 2  + V(p -q)
2(pq+1)2(pc02 

2(p -q) 2  

pq -1 +pq +1 
	

Ab 

2 	- pq - aB 

5to je odnos iz nejednakosti Schweitzera. 

Ako je b = B tj. q = 1, onda nejednakost (4) daje 

gornju granicu kolianika sredina 
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M s (x)  M 8 (x) 

  

M1 (x) 	A(x) 

6to je odnos M s  : Mt , za t = 1, iz ta6ke 2.6. ( koji je, 

prema literaturi, prvi odredio K. KNOPP ). Umesto jedna-

kooti gornjih granica koli6nika M a  / A u ove dve nejed - 

nakosti, proveridemo jednakost X- odnosa. Za t 	1 i 
uz C = p formula. 2.6.(2) postaje 

=  sp
s (p-1) - p(p s-1) 

p s-1 -s(p-1) 

( -8-1)pp s  -  sp s  + p - 
s 

	

p -sp s  +s -1 	
• 

Za q = 1 formula (5) daje istu vrednost 

(s -1)(p-1)(p 8+1) +2(p-p s ) +(s-1)(p-1)(p s-1) 

2 [p s  -1 -s(p-1)] 

(s-1)(p-1)2p s  + 2(p-p s ) 

2 [p s  -sp +s -1] 

(s-1)PP s  -(s-l)p s  +p -p s  

p s -sp +s -1 

kao i odnos u nejednakosti SPECHTA 2.6. 

NAPOMENA. Za s ) 2 je M2 (x) < Ms (x), pa je na osno-

vu Cauchyeve nejednakosti donja granica koli6nika u (4) 

jednaka ta6no 1, a za 1 < s < 2 granica je manja od 1. 
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2.8. P. SCHWEITZER, 1914. [MIT59,MAR81]. 

Nejednakost (1) se mote posmatrati i kao koli6- 

nik aritmeti6ke i harmonijske sredine, i kao takva sadr siana 

je u opgtoj nejednakosti SPEOHTA 2.6.(1). Takode, Schweitzer 

je dokazao i integralni slu6aj nejednakosti. Primetimo i da 

TEOREMA. Ako je 0 <m <a k  <M, k = I,...,n, tada 

  

1 < 	+ no 2 

k=1 ak 	4Mm ( 1 ) 

[

1 1: aki 
k=1 

  

D o k a z. Neka je prostor 

X = 1(xl ,..., x 

i funkcional 

n 	n  
)1 mv[k <M, k=1,..,n, :E= 

k.1xk  

f(x1"'' x  

Ako je 
y(x) = f(a 	a 	. 	 x+i 	a.+a., 

	

i-1x" 	 3. 

tada je 

?

1ak.1- 1 y
' 

...  

	

1 	1 

	

- x2 	5E2  - 

(ai +a.)(x-i) 

xx i--2 • 

Neka je d +in { min a1, a. - m, M - maxta , a j}} 

Preslikavanje 

Fii (a1 ,...,a1 ,..,aj ,..,an ) = 

odredimo tako da je a: = a 	d, a' = a + d ako je a < a i - 	
. 	j 

da je ai = ai  + d, a' + a - d ako je a > a. Tako i 	• 
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iii 

/ d + M 
	 m 
- 2] < k [M + m  

M 
m dl  
d 	m J ' 
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odredenopreslikavanjeF..10  je monotono neopadajae u 

odnosu na funkcional f 

f(a . 	a ) <f(F. (a ... a )). "' n N lj 1" n 

ZajedniCka nepokretna taCka preslikavanja F ij  ( i 	j ) 

je do na redo8led koordinata vektor oblika 
(MIWIM,M941,111MICI), 

km + TM + d = a l  + 	+ an . Funkcional f dostiZe svoj 

maksimum na skupu zajedniCkih nepokretnih taCaka 

, 	1 	 [k 	T + 1 

	

f(a l ,...,an ) -,; —2  [km + TM + d] E 	R 	di • 

a) Ako je k 	pokaZim da je 

f(m,•..,m,M,.•,M,d) 	f(111 9 	• 	IVI,M) 

6to je ekvivalentno s 

k [ 11  + 	- 2] 
d 	m 

< m + 	 
m 	M 

m 
d 

Dovoljno je proveriti da. je 

g(d) 	
4 d 	md 

) a 	 2 + mM  +i, . M 

gto sledi iz 

g'(d) = m 
 d2  M

(d 2-mM) i g(m) = g(M) = 2+ m +17 . 

b) Ako je k 31, onda je 

f(m,.••,m,M,••,M,d) < f(m,••,m,M,..,M,M), 

M 
d 

et° se svodi na prethodni sluCaj. 

Dakle, moiemo pretpostaviti da je koordinata d = m 
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ili d = M i da je ubrojana u k ill I. 

c) Ako je kA(1, pokaiimo da je 

ill 
[Ian + /M] [ - + 1<[km + IM +m -M} 

M 
[k 	/ 
+ + m 

t j. 
0 ; (km+/M)1=2+ 011.40  kM+Im  (m-M) M-m 

Mm 	 Mm 	 Mm 

5to se svodi na 0 < ( / -k -1 )( M-m ). 

d) Ako je k>/, onda se 

f(m,...,m,m,M,...,M) 

svodi na 0 	k -I -1 )( M-m ). 
Na osnovu c) i d) mole se pretpostaviti da je lk -/i<1. 

e) Ako je k 	/, onda je 

kl [km + kM] 	 kqm  “1[1 1] [ 1.S. m 	 m  g  

f) Ako je k+1 = I, onda se 

1 [km + //iNkM + /m] 	
(M+m)2  

n2mM 	 4Mm 

svodi na mm  < [M + m  
2 

NAPOMENA. Iz dokaza sledi da jednakost u (1) vaii jedino 

ako je m = M ili je n paran broj i n/2 brojeva 

al ,...,an  jednako m, a ostali brojevi jednaki M. 

K - 

Zamena s 

1 

= 1, 	t 

C [ 
= -1 	u 	2.6.(1) 

-C-1 
n . 

1 

2  

daje 

c 	+ 1 	
n 1 . 2  _ .,4  , 

1-(-1) C- 1 C- 1 -1 -1 [ C-1 1-C ] 

pri tome je i L = 1 m. n, 5to daje maksimum iz nejednakosti. 
2 
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2.9. G. GOSS, 1935.,[MIT70]. 

U dokazu ove nejednakosti je kori5Cena permu-
tacija nizova, jednostavniji pojam nego permutacija 

" rearrangement " funkcija [HAR313], 5to inaCe pred-

stavlja sadrZinu prvog dela datog dokaza. 

TEOREMA. Neka su f i g funkcije integrabilne na 
( c,d ) i neka je 

a c f(x) (. A 	i 	b 	g(x) < B, 
za svako x e(c,d). Pada je 

1 (d 1 	cd  
d-c f(x) g(x)dx 	(th.,02 ) f(x)dx 	g(x)dx 

( 

1 
-4  (A-a) ( B-b). 

D o k a z. Moie se pretpostaviti da je c. Oid. 1. 
Neka je 

1 	 1 	1 
D(f,g) = S f(x)g(x)4- S f(x)dxg(x)dx. 

0 	 0 'o 

Neka su 
P = (Pl"'"Pn )  i q = (q1 ,...,qn ) vektori Cije 

su koordinate pi ,qi  ( 1.1,...,n ) vrednosti funkcija 

f i g redom u ta6kama ekvidistantne podele intervals 

( 0,1 ). Razlika integrala D(f,g) mole se proizvoljno do-
bro aproksimirati funkcionalom 

e(p,q) 	
n 

	rigs Pi 
z_ q  

i=1 	1=1 	1=1 

pomnolenim korakom podele intervala. Odredimo maksimum 

(1)  

(2) 

funkcionala V(P9(1) 

je 

n.a Dekartovom proizvodu X X Y , gde 
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X = 1(3ci ,..,xn)1 a vci 	i=1,..,n, 

Y = f(yi ,..,yn) I b'yi <B, i=1,..,n, 

Na osnovu teoreme Hardy - Littlewood - Polya vaii 

T(p,q) ( T(r,$), 
gde su r i s permutacije nizova p i q redom u neopa-

daju6em poretku 
r1 < r 2  c... crn, s1 	s2  c... csn . 

Ako je 
a = r1 	 < ri  rj  <rj+, =... = rn  g2 A, 

definieimo preslikavanje 

F(r) = (r1 ,...,ri-d,...,rj +d,...,rn ), 

gde je d = min 
t  r

i-a, A-rj 1 . Pri tome je ispunjen uslov 

monotonosti 	 T(r,$) ‹T(F(r),$), 

jer je 0 (-del i  + day  Nepokretna tanca preslikavanja F 

je vektor oblika 	r°  = (a,...,a0c,A,...,A), a <cc <A . 

AID je 	s°  = (b,...,b,lS,B,...,B), b (1 5  <B, nepokretna 

ta6ka analogno odredenog preslikavanja G : Y—•Y, to je 

T(r,$) < T(r° ,s° ). 

Nizovima r° i so mogu se pridruEiti funkcije ( i is-

pitivanje nastaviti ponovo u skupu funkcija ). 

a, 0 <x cu 

y(x) 	 • 
A, u<x <1 

U = 
1 1 [A - S f(x)dx , 

A-a 
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0 ( x ) 

b, 0 <x <v 

B, v <x <1 

V = 
1 B - 	g(x)

d:x  
B-b 

o sada je utvrdeno da je D(f,g) c D(9,(5 )• Ako je u < v, 

+vi=v 
b, 0 <x <u 

B, u <x <1 

onda je 
D(y,6) - D(s, e) = 

1 1 1 
= S 	? ( X) [05(X) - (5'(x)] dx - 3 	f(x)dx [6(x) 

o 0 o 
- 6' (x)] dx 

1 
. - wA(B•b) + w(B-b) j f(x)dx 

o 

1 
= - w(B-b)( A - S f(x)dx ) < O. 

0 

Na kraju je 
D(f,g) < D(Y, 67) 

= uab + (1-u)AB - [ua +(1-u)A1 f ub +(1-u)B] 
uab + AB - uAB - u2ab - u (1-u) aB 

u(1-u)Ab - (1-u) 2AB 

(A-a) (B-b) (u-u 2 ) 

1  (A-a) (B-b), 
4 

jednakost vaii za u = - 1  
2 

SliOno se odreduje minimalna vrednost funkcionala D, 

koja se dostiie za jednu rastueu i jednu opadaju6u funkciju 

i iznosi - 1  7  (A-a)(B-b). 
4 
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Ovaj dokaz daje i profinjenje Grassove nejednakosti 

1 

	

D(f,g) 	(u-u2 )(A-a)(B-b) 	i(A-a)(B-b). 

Zbog simetri6nosti vazi i 

D(f,g) < (v-v2 )(A-a)(B-b) < - 1 (A-a)(B-b). 
4 

Sjedinjavanjem ovih nejednakosti se dobija 

D(f,g) < min {u(1-u),v(1-v)1(A-a)(B-b) < 4(A-a)(B-b). 

2.10. J. KARAMATA, 1948.,[MIT73]. 

TEOREMA. Neka su f i g integrabilne funkcije na 

[0,1] i neka je 

0 <a cf'(x) 	 0 < b 1.g(x) 	za 	0 13(10. 

Neka je 

1 	1 
S f(x)dx i g(x)dx 	 T11; 	VAB 

R(f,g) -  ° 	° 
	i 	K - ,__ • 

	

 1 	 VaB + VAT; 
S f(x)g(x)dx 
0 

tads je 

1 	R(f,g) 1 K2 

NAPOMENA. Primetimo da je K) 1. 

D o k a z. Zbir f(x l )g(xl ) + 	+ f(xn )g(xn ) 	ima 

najmanju vrednost za onu permutaciju za koju je f(x i ), 

i = 1,...,n rastuci i g(x i ) opadaju6i niz. Postupkom 

kao u prethodnoj ta6ki se dobija da funkcional R na 

K 2  
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skupu parova funkcija s domenom [0,1] za koje su integ- 

rali konstantni, najveou vrednost za par funkcija oblika 

0 	 B, 	q 

1(x) 

A, 	P <X 

a, 	0 	 b, 	0 

k(x)=  

Tada je , uz T = 1 - p, q = 1 - q, q < p, 

[pa + TA] [qB + ib] 
_ 	 = S(p,q) , 

qaB +(p-q)ab + pAb 

tako da ostaje da se ispita jednostavniji funkcional S(p,q). 

Sada je 

[qaB +(p-q)ab + pAb] 
2 

S'(p,q) pa + TA 

(B-b) [qaB +(p-q)ab +TAb] 	(qB+qb)(aB-ab) 

qaB 2 +(p-q)abB + TAbB - qabB - (p-q)ab
2 - 

- TAb2  - qaB2  + qabB - qabB + gab 2  

(1-p)(A-a)(B-b), 

tako da je S(p,q) < S(p,p). 
Ako je q > p, onda je 

[pa + FA][qB + it)] 
S(p,q) 

paB + (q-p)AB + iAb 

paB + [(q-p)AB + EiAb] 2 

S'(p,q) = pa + TA 

R(k,1) = 

= (B-b) [paB +(q-p)AB +FlAb] - (qB+4.13)(AB-Ab) 

paB2  + (q-p)A.B 2  + TiAbB - pabB - 
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-(q-p)AbB - iAb 2  - qAB2  +qAbB-iAbB +iAb2 

 - pB(A-a)(B-b), 

tako da je S(p,q) 	S(Pop). 

Ostaje jo5 da se odredi najve6a vrednost funkcije 

S(p,p) - 
(p+Fm)(pn+f) 

M = " 9 
a 

B 
n B • 

pn + pm 

Izra6unajmo izvod 

(pn+fm) 2V(P.P) = [(1-m)(pn+f) + (p+fm)(n-1)] (pn+fm) 

(p+fm)(pn+f)(n7m) 

p 2n2 pFn p2mn2 pfmn  p 2n - p
2n + 

+pfmn -pfmn +pfmn 4-f 2m - pfit2n - f2m2  + 

+ppmn _pfm  172m2n - 
1.32m2 

 -p2n2 

_172mn +p2mn 4.p .fm 4.pfm2n 4.152m2 

- p2n ( m-1)(n-1) + Fm(m-1)(n-1). 

Dakle, funkcional S(p,p) ima najve6u vrednost kada je 

Fn 	TAb 

ViTi 	krai 

pa je time 

P - 
Ab 	

- 

tr- + Va 	P 	Ab +Tup 	+Va 

Za funkcije odredene tim parametrom funkcional R dostiZe 

maksimum 
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[aVriti; + AV:1711[0113 + 	 + VW1i 

	2 S(P,P) - 

[V5 + V1;51 2  

Donja granica se odreduje sliCno. 

Nejednakost al Karamate, tj, njen diskretni analo-

gon, je sadrZana kao poseban slu6aj u op6"toj nejednakos-

ti datoj u ta6ki 2.7. 

2.11. KY FANOVA NEJEDNAKOST, OBRAT I SRODNE NEJED-

NAKOSTI. 

TEOREMA A. [Ky Fan, 1961.,[BEC511. 	Ako je 

tada 

(1-x i ) 
1=1 

sa jednako66u ako i samo ako su svi x i 
medusobno jednaki. 

D o k a z. Nejednakost (1) se mote napisati u obliku 

f() x  
1.1 1-xi 

i n  r  
I n - s 

(xl ,...,xn ), 	s = x gde je x 	 1 

den funkcional. Neka je 

+ • • • + x . Time je odre- 

x = 	( y 1 ,...,yn ) 
	

}

0 ,,<y i  4i=1, • • ,n, tiyi= 	s 

[Vii3 + Va] 

[WIT) + VAS 2  
K2 

aBVAi + AbWri 

0 xi 1 	za i 	= 	l t ...,n, 

J., 
( 1 ) 

itx i n  
11 i=1 
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F. (x 	x 	. 	xn ) ij 1" 	' j'"' 
Xi+Xj 

= (X 194,41.9

2 	

9••o9 	 •

2 	

9111..9X ) 

i,j = 1,...,n. Tada se zahtev monotonosti 

svodi na 

iii 

xi  

f(x) 	f(Fij (x)) 

xi + x j 

1 

x.x 	(5E +i 	) 2  < ijij 

xj 

(x.+x 	) ljlj' 

- x 	

12 

i 

2 

-2 x.x. 	[x. + x. -2 ] - 	[ <x,x. j 
2 x. 	+ 2 x. j 

[i iXj 
	xlxiJ[Xjii 
	 01 

(x j -x i )(x j -x i )( 1 -xi x j ) 	0, 

' 

i..1-x. 0 j 	' 

5to je ispunjeno. Funkcional f(x) na kompaktu X dostfie 

maksimum u zajedni6koj nepokretnoj taCki svih preslikavanja 

Fij  o = k s 	2  ..., 	). 

Moe se obrazovati i niz sukcesivnih aproksimacija 

f(x)  c f(F12(x)) “(F 23 (F12 (x))) 	 f(x° ) = 

n 	s 

I
s 

	

1.1 1- 
	 - {

n- s
l n  

'71 

Nejednakost (1) se mote dokazati i direktnom i obrnu-

tom indukcijom, kao i primenom Jensenove nejdnakosti na 

funkciju y = In 	 
1 - x 
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TEOREMA B. [Alzer Horst, 1989., A converse of Ky 

Fan's inequality, Math. Repts. Acad. Sci. Can. 11 

RZ89-7B3]. 

Ako je ai  (0,1) , i = 1,...,n, tads vazi obrat 

nejednakosti K. Fana 

1=1 	 [ 	

ai 

a. 	j=1 
ai   

(2) 

( 1-ai ) 
i=1 

n 
i .1 

D o k a z. Neka je 	s = a1  + ... +an' 

[

X= 	x=(xl , ... t xn ) 0 <xi  <1, i=1,..,n, 

funkcional na X 	 ai 

f(x) = 
	xi  

1=1 1-xi 
ai 

ai 	s 

Pk/ n 	 1-a.1 

Neka je 
y(x) = f(a ... 	 a 

1 	a" 1-1 xi" " j+1" .. ' an ),  

x E (0,1), x € (0,1), x + x = a. + a.. 

Najpre, za funkcije oblika z = u 
	e In z = v lnu, 

tako da je njen izvod 

(3) 
	 z - v [v'lnu + v 

u , 

Primenjujai formulu (3) za logaritamsko diferenciranje fun-

kcija dobija se 
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1 	Fs 1n 	 1 i-x 
-+ 	 j I.  37 s (1-x) 	x 	1- 1-x 

1 
Y (x) 

P. • 

 

  

x 
 + x s[ 	73  [4: 1n x+ 
-1 	1-i 

 - 
1-x 	1-51 	'1 	1-i 	s  (1-1) 2  [  

x 

l ix 	In x 	 1 	1 - 	 In •••■■ 	•■••■••■ 

s L1-xi L1 -i1 	1-x 	1-i 1-x 	1-i 

Ako je x <:i 9 onda je 	x  < 	i 
 1.**X 	l•i 

1 < 1 

1-x 	1-i 

1 
tako da y(x) ima najve6u vrednost za x = 	2  (ai  + aj ). 

Time je utvrdeno da je preslikavanje 

Fu(a1941100, a1900•9 app•9an ) = 

a +a 
. (a1,.••, 	2 n) 

monotono nerastuee u odnosu na funkcional f 

f(a); f(Fij (a)). 

Zajedni6kanepolcretnata6kapreslikavanja. Fly  za sve 

i,j = 1,...,n, je vektor s jednakim koordinatama 	
o =  

1 	1 
= ( 	' n- 	H  ), za koji funkcional f dostii'e minimum 

1 
n[ sin 	s In 

f(a) 	f(a° ) = 	E 
= _ 	1 __ 

i.1 

ai 
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Moe se formirati beskona6ni niz sukcesivnih aproksi-

macija koji interpolira vrednosti f(a) i f(a ° ). 

TEOREMA C. [M.S. KLAMKIN, D.J. NEWMAN, 1970., 

KLAMKIN, 1975., MAR87]. 

 

Ako je 

Xi > 0 ,  1 	1,...,n i 

 

tada ral  
(n+1) n , 

i.1 	. xi  ral 1-x.  
1=1 xi  (n -1) n  9 

D o k a z poslednje nejednakosti. Neka je 

X = 	y.(y1 ,...,yn )1 31- i> 0, 1.1,.. ,n, 	 
?1-71 

funkcional 

f(y) = 	
Il+yi 

1—y i  • 
1=1 

Preslikavanja odredimo kao u prethodnim teoremama 

Fij (x1" xi' ...,x.,...,x ) 

x +x. x +x. 
j  

(x 	2 	960*, 	2 	9... 	n  ,x ) 

i,j = 1,...,n. Takva preslikavanja su monotono nerastu6a 

u odnosu na funkcional f 

f(x) e) f (Fij  (x) ) 

Da bi se proverila monotonost odredimo minimum funkcije 

Untverzitet u Beogradu 
Prirodno-matematiekt fakuttett 

MATEMATIKI FAKULTET 
BIBLIOTEKA 

i.1 1-xi 	[n-1 

Broi 	..... 
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1+x 1+i y(x) = _ 9 	x + 	= xl + x2 . 
1-x 1-x 

Njen izvod je 

y • (x) - 	
2 	1+i 	1+x 	2 

	

(1-x) 2  1-i 	1-x (1-i) 2 

 2(x2-i2 ) 

(1-x) 2 (1-i) 2 9  
x4 +x 4  

tako da y(x) ima najmanju vrednost za x = 	= 	'
2 

. 1  

ZajedniCka nepokretna taCka preslikavanja Fij , i,j=1,..,n, 

je vektor sa jednakim koordinatama. Jedino za vektor sa 
1 koordinatama E  vaii jednakost. Dokaz se zavraava time da 

niz sukcesivnih aproksimacija konvergira zajedniCkoj nepok-

retnoj ta6ki preslikavanja, iii uo6avanjem zatvorenog pod-

skupa domena X. 

2.12. MUIRHEADOVA LEMA. Poznata Muirheadova lema je 

u teoriji majoracije jedno od osnovnih tvrdenja. Originalna 

lema se odnosi na vektore sa celobrojnim koordinatama : 

vektor x, takav da je x < y, mote se dobiti od vektora 

uzastopnom primenom konaenog broja T - transformacija . 

Hardy, Littlewood i Polya [MAR29] su dokazaliovu lemu za vek-

tore s proizvoljnim realnim koordinatama tako da iz samog 

dokaza sledi da se vektor x mole dobiti primenom ne vise 

od n-1 T - transformacija. 

Iz dokaza datog u ovoj ta6ki dobija se jedna varijanta 

ove leme Vektor x se mole dobiti od vektora y (›-x ) 

uzastopnom primenom kona6nog broja T - transformacija iz 

skupa koji ima n-1 transformaciju ( ato je posledica do-

kaza koji su dali Hardy i dr. ) - pri tome skup transfor-
macija koje se koriste ne zavisi od vektora y. Drugim 
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re6ima, dovoljna je n-1 T - transformacija 6ijom se 

uzastopnom primenom od svakog vektora y , za koji je 

y > x, mote dobiti u kona6no koraka nekonstantni vektor 

X . 	

Matrica T-transformacije ( termin Muirheada ) ima 

oblik 	
T = AI + (1-4)Q, 

gde je 0 (A (1 i Q - matrica permutacije koja se od 

jedini6ne matrice I dobija zamenom mesta dve vrste iii 

dve kolone. T-transformacija je 

xT(x1" xj-1'j lx+(1-1)xk' xj+1' 

...,xk_l , lxk+(1-2)x j ,xic+1 ,...,xn ) 

(x l ,...,x j +d,...,xk-d,... 1x n • ) 

U lemi se pojavljuje relacija majoracije, Ciji ter-

min i oznaku su uveli Hardy i dr. navedenih godina. Uz 

oznaku x [1] , • • • ..>„„ x Ln1  Za nerastuCu permutaciju vek- 

tora x, relacija x..<3r vaZi ako je 

k = 1,...,n-1, 

2.12.1. LEMA. 	Muirhead, 1903., G.H. Hardy, J.E. 

Littlewood, G. P61ya, 1934.,1952.1 

Ako je x 	y, tada se vektor x mote dobiti od 

vektora y uzastopnom primenom konaCnog broja T - trans-

formacija. 

D o k a z. Bez ograni6enja op6tosti mote se pretpos- 
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taviti da je x1 ) 	xn  i y1  > 	yn. Neka je 

IX= 	z1z1.) ..4zn , z1+...+zex1+...+x n 

prostor i preslikavanja 

11(y) 

d = min 

Pri tome je 

za 	y: 	yl  - xl  

y1+..+yi_1-x1-...-xi_1 

yl+..+yi  - x1-...-xi 

 Y14- ** 4-71.+1-xl-w -x1+1 

Y1+ "" 41n-xl----" -xn 

yi  di l, 	i = 

= d1 	) 0, 

= 

d 	>0 

= di+l) 

 do 	0 

= 	3r 4. 9 

1,...,n-1. 

za y': dl  

d 1-1 

d: 

d' 1+1 

d' 

2  

= d1  

d 1-1 

= d -d 

= d 1+1 

= 0 . 

Time je postignuta monotonost koordinata vektora y 

Y1-1 	571-d  Y1+1+d  )"r1+2' 

kao i saglasnost preslikavanja PI s poretkom 

y r FT(y) ›-x, 

iito se neposredno proverava. 

Neka je funkcional na prostoru X 

fx (y)  = :E= di.  

i=1 

Tako su preslikavanja PI monotono nerastu6a u odnosu na 

funkcional fx 
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fx (Y) > fx (FT(Y))• 

Niz preslikavanja u kome se svako od preslikavanja 

FI,...,F;., javlja beskonafto puta generige niz vektora 

koji konvergira zajedniokoj nepokretnoj taCki - vektoru 

yo 	( ,o 	,o\ 	Najpre je ''1"'""n" 

d(y,Fi (y) = d(y,y') = V(Y1-11)2 
+ • • • ( Y1-1-Y1-1

)2 
4- 

+ (yi-yi+d) 2+(yi+l-yi+1-d) 2 +...+(yn-yn) 2 

Vd 2 	d2 	d  

[ fx (Y) - fx (F31(Y")] 

tako da , prema [BJE22] niz sukcesivnih aproksimacija 

( y (i)  ) dobijen primenom preslikavanja Fx 	Fn -1 n-1 

brzo konvergira 
•00 

	 c y(1),y( i+1)) 	+ 00 

1.1 

PokaZimo da je y °  = x. Za svaku nepokretnu ta6ku 

konkretno za nepokretnu ta6ku y °  preslikavanja Fi 

i = 1,...,n-1, vaZi 

(1) 	Yi = Yi+1 	ili, di 
 = ,o 	+yi -x1i = 0. 

Ako je d1  = d2 	do  = 0, onda je y°  = x. Ako se 

pretpostavi da je d 1 	= dk_i  = 0 i dk  > 0 	tada 

je o 
Y1 = x1 , 	, Yk-1 = xk-1' Yk > -k ' 

je na osnovu (1) v k - = Yk+2 • Sada je 
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el k+1 	elk 	y
° 	x 	 ,o 	2dk, ltd. 

	

k+1 	k 	k+1 	k+1 dk Jk xk = 

Nastavljajai postupak dolazi se do kontradikcije 

0 <dk  <dk+i 	<:dn  = 0. 

PokaZimo da se vektor x mole dobiti primenom kona6nog 

broja T - transformacija. Konstantni i minimalni vektor 

xi  = 	= xn  se lako mote dobiti iz vektora y pomo6u 

najvige n-1 T - transformacija. Za ovaj vektor, uz y x 

i n > 2, svaki niz, dobijen primenom svih preslikavanja 

Fi 
beskonaCno puta, ima beskonaCno medusobno razli6itih 

61anova. 

Pretpostavimo da vektor x nema sve medusobno jednake 

koordinate. Primenimo metod matematiCke indukcije i iz pret-

postavke da je tvrdenje taeno za sve k < n, pokaZimo da 

je ta6no za n. Ako u nizu sukcesivnih aproksimacija 

y 7- 	y (1) 	(2) 
 . . . 

bar za jedno preslikavanje Fi 
 , koje se primenjuje na vek-

tor y (k) 9  vaii 

„
i
(k) 	

J
„(k) 

- i+1  A (k) 	(k) 
2 (2) 	 min 1 J 	

1 Ui. 	 = di 

onda je di
k+1) =  0. Zato se vektori x i y

(k+1) 

razbiti na podvektore 

mogu 

u1  = (X1 9• 4. 0 11Xi), 
	u2 = (xi+1"*" xn 

(k+1) 	,(k+1) N 	, 	(k+1) 	,(k+1) N  
vl = 	'"' J i 	" "2 = („ i+1 '"'Jn 	" 

za koje vane odnosi v 1  >. u1  i v2  > u2  . 
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Prema indukcijskoj pretpostavci, postoje kona6ni nizovi 

vektora dobijeni primenom T - transformacija kojima se 

vektori v1 i v2 
transformieu redom u vektore u 1 i u2. 

Tim transformacijama su jednovremeno odredene i transfor-

maci j e  vektora y(k+1) u vektor x. 

Ako d (k) nijednom nije minimum u (2), tada niz 

( y
(k) ) konvergira vektoru sa medusobno jednakim koordi-

natama, eto je suprotno pretpostavci. 

Kao posledica ovog dokaza mo te se formulisati slede6a 

varijanta Muirheadove leme. 

LEMA A. Ako je x y, tada se x mo'ie dobiti iz y 

uzastopnom primenom kona6no puts najvi5e n-1 razliCitih 

T - transformacija koje ne zavise od y. 

Slede6a formulacija je odredenija. 

Neka je 

X 	> X4 	• 4)41 

1 / 1 2 
>Xin  ili x [1] x [21 	• • ) x  [n] 

MX 	fy 	
y. 

Tada, nekonstantni vektor x se moie dobiti od ma 

kog vektora y e Mx  uzastopnom primenom kona6nog broja 

T - transformacija parova koordinata 

(3) 	(11 ,12 ), (i 2' 1 3 ) ' "' ' (in-l' in )  

ili 	 (111 9  [2]) 9 ( [2], [3]) 9 • • • , ( [n.-1] 9 [n]) • 

Ako je x konstantan vektor, tada se za n = 2 vek-

tor x moie dobiti jednom primenom jedine ( neidentiCne ) 

T - transformacije. 
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Ako je n> 2 i yx, tada se vektor x mote 

dobiti jedino uzastopnom primenom T - transformacija iz 

skupa (3) beskona6no puta - vektor x je granica niza 

sukcesivnih aproksimacija. 

2.12.2. TEOREMA. [R.F. Muirhead, 1903., G.H. Hardy, 

J.E. Littlewood, G. Polya, 1934., 1952., MAR97] 

Neka je y i  > 0 	( i = 1,2,...,n ) i a < b, tada 

a 	a2 	a n  , 	bl 	b2 	
bn 

I'  J p(1) Yp(2) " Yp(n) 	LYp(1) Yp(2)** Yp(n)' 

gde se sumiranje vr5i po svim permutacijama niza 1,...,n. 

D o k a z. Prema Muirheadovoj lemi, postoji konaoan 

niz vektora dobijen T - transformacijama za koji je 

a < a (1)  .c a (2) 

( 4 ) 

••• ..<b• 

f(a) = 

Neka je 

i 

a (1) 

72.1 al  Yp( 	
a2 	a

1) Yp(2) "' Yp( n) 

(al „...,ai+d,...,a j -d,...,a ), 	a > a • j 

Da bi se dokazala nejednakost (4) dovoljno je utvrditi 

da su T - transformacije monotono neopadajae u odnosu 

na funkcional f f(a) ( f(a(1)). 

Sume f(a) i f(a (1) ) se mogu razbiti na pojedinaOne sume 

Oiji faktori obrazuju nejednakost 

( 5 ) 	
Yk Y1

j 	
Y1 Yk 	Yk

1 y1 	Y1 
	

Yk
j 

' 

	

a. a. 	a. a. 	a.+d a.-d 	a.+d a.-d j 

faktori uz levu i desnu stranu (5) su jednaki - to je suma 

proizvoda po permutacijama ostalih brojeva. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



2.12 130 

a.+ a. 
Ako je s = 	

1

2 	
1 e - 

.a. al  

2 	
onda (5) postaje 

s+e s-e t  reyre 	s+e+d s-e-d 	s+e+d s-e-d 

Yk Y1 	
y 	

Yk 	Y1 	Y1 	Yk 

Yk e  + y1 
e 

Yk 
[ 

Y1 1 Yk 

I 
Y1 

e +d e 4- d I,  Y1I 

Yk 
• 

-t 
Ostaje da se proven da je funkcija g(t) 	c + c 	mo- 

notono rastu6a. Njen izvod je 

e(t) = c t  Inc + ( 	) t  In 1 = lnc [ex  + c-x ] 	O. 

Dobijeni dokaz je sliCan originalnom dokazu Muirheada 

[MAR121]. 

2.13. NEJEDNAKOST HARDY - LITTLEWOOD - P6LYA - KARA-

MATA I MERA RASEJANOSTI SKUPA. 

Pored dokaza poznate nejednakosti u ovoj taCki je data 

i mera rasejanosti skupa brojeva koja je saglasna sa rela - 

cijom majoracije. 

2.13.1. TEOREMA, [G.H. Hardy, J.E. Littlewood, G. 116- 

lya, 1929., J. Karamata, 1932. BEC30, MIT1641 

Neka je x = (x10 ...,xn ), y = 	 x >- y. 

Tada, za svaku konveksnu funkciju f vaZi 

f(x l ) + f(x? ) + 04,0 	 f(Xn) 

(1) 	
f( y1 ) 

	

f ( y2) 	... 	f(Yn). 

D o k a z. Neka J. prostor 
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i funkcional 

g(x) = f(xl ) + f(x 2 ) 	+ f(xn ). 

Kako je x > y, prema Muirheadovoj lemi, postoji kona-

6an niz vektora dobijen T - transformacijama za koji je 

x x 	x" ;s 	y . 

Saglasnost funkcionala g(x) i preslikavanja T - trans-

formacije 	
g(x) > g (xT), 

tj. 	
f(xl ) + f(x2 ) + 	+ f(xn ) 

;0 f(xi) + f(x2) + 	+ f(x1;) 

se svodi na elementarno svojstvo konveksne funkcije 

f(xi ) + f(xj ) > f(xi -d) + f(x j +d), 

X 4  - X4  
uz npr. Xi 	Xj  i time 0 d < 	2 	. 

2.13.2. Ovde uvedena jednostavna mera rasejanosti , 

razbacanosti skupa ima vaino svojstvo saglasnosti sa ure-

denjem majoracije. 

TEOREMA. Neka je x = (x l ,...,xn ) i y = (y1 ,...,yn ) 

i x < y , tada je 

n 	 n  

(2) 	
1,1=1 1 	1 	1,1=11 
	  lxi - xii  ‹.;›  hri  - Yj I 

Dokaz. Ako je 
n 

 g(t) 	1 It - x.i, 
1=1  

onda se funkcional f mote predstaviti u obliku 

f(x)=-- 	(14-1 + 	• -1-1(,n) 
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PokaZimo da je funkcija g(t) konveksna 

+ b 
2 g( 

a 
2 

) ‹g(a) + g(b). 

Ako je xi  lc a <b 11:i xi  ) b, tada 

11±2  xi. 11  I = la-xil 	lb-xil ,  

dok za a < xi  < b vazi 

2  ai-b - 
2 xi' 

<ia-xi l + lb-xi i 

Kao zbir konveksnih funkcija, funkcija g je konveksna. 

Sada nejednakost (2) sledi na osnovu nejednakosti Hardy-

- Littlewood - Polya - Karamata (1). 

Napomenimo da se nejednakost (2) mote izvesti i iz 

Muirheadove leme. 

U [BJE99] je dokazana teorema : 

Neka je 
n 

(xl,...,xn) 	o , 

n 
1(x) .21 I x - x , 

p,q.1 	P 
p <q 

x , ( n (xl+x2 ),2(x 2 +x 3 ),...,(xn+xl). 

Tada je 
(2) 	 1(x) - 1(x') _..maxilxp  - 

Ova ocena se dostiie. 

Poredenje (2) i (3) navodi na pretpostavku da je 

1 
-(x,+x2 	

1 
), -(x 2  +x 3  ), 2 	2  

• • • 2 (xn +x1  ) ) 

xi ,x 2 , 	xn  ). 
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2.14. NEJEDNAKOST OEBISEVA I HARDY - LITTLEWOOD 

POLYA 

2.14.1. TEOREMA. 	P.L.[ 	Cebi6ev, 1882., MIT361 

Ako su a n) i b ' bn ) konaCni 

ekvimonotoni nizovi 

	

a2 	an  i b1  < b2 	bn  

	

al  > a2 	an  i b l > b2 > • ..)b, 

{ 1  n ±: a , 
  i=1 

1.1aibi , 

sa jednako56u ako i samo ako je 

(2 ) 	 al 	a2 	= an 	b1 b2 = bn . 

D o k a z. 	Neka je funkcional 

prostor 

f(a,b) = alb, + a2b2  + + anbn' 

X = (xl ,...,xn ) 	I 	x1+...+xn a1 n 

i preslikavanje 

!.11.11c 	
x 

.1 	
i+xi 

Fij (x) 	 2 

 i,j = 1,2,...,n. Tada su preslikavanjaF ij  monotono 

nerastu6a u odnosu na funkcional f 
f(a,b) > f(F ij (a),b), 

tj. 	 a4+a. 
a b. + a.b. > 2 	

(b +b.) 
jj 	 ' 

6to daje 
( ai  - a. )( bi 	j - b ) ) O. 
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Funkcional f najmanju vrednost dostiZe u zajedniC-

ImjnePokratrIcita6kipres 1 ilcavanja .  F lj , to je konstant-

a = n(8.1 4....4-an ). 

Niz preslikavanja P ij  u kome se svaki par indeksa javlja 

beskonaCno puta daje niz sukcesivnih aproksimacija koji 

konvergira nepokretnoj taCki 

(3) f(a,b) > f(a',b) 	...;“(a° ,b) = Aa(b 1 +..+bn ) = aE . 

Jednakost u (1) odnosno (3) vaZi ako i samo ako je 

f(a,b) = f(F ij (a),b) za sva preslikavanja i time 

(4) ai  = aj  ili bi  = b j , 	za sve i,j=1,...,n. 

PokaZimo da su uslovi (2) i (4) ekvivalentni. Za n = 2 

iz uslova (4) sledi uslov (2). Neka je n > 3 i neka svi 

a i , ako i svi b i  , nisu medusobno jednaki. Dakle, ako 

je ai 	aj i b j 	bk 
 , prema (4) tada je b i  = b j  i 

a j  = ak . Odatle daije sledi a i 	ak  i bi 	bk kontra- 

dikcija sa (4). 

Dokaz se mote irvesti i polaze6i od nejednakosti 

f(a,b) 	f(Fij (a),Fij (b)). 

2.14.2. TEOREMA. 	G.H. Hardy, J.E. Littlewood, G. 

Polya, 1934., HAR3141 

Neka je a = (a1n) 	b = (b1"*" bn ) 	i 

a [ 1 1 > a 	% • • 	a 
 Lni preureden niz a. Tada je 

ni vektor 
a 	(a,...,a), 

(5) [i] b  [n-i+1] 
a.b. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



2.14 	 135 

D o k a z. Neka je funkcional 

f(a,b) 	aibi 
i.1 

i preslikavanje 

ij (a) = (a1 ,...,aj ,..., 1 ,...,an ) 

= 1 , 2 90 0 4 9n , 
	 < j transpozicija. 

Za drugu nejednakost (5) preslikavanja 

Fij (a,b) = (a',b') 

odredimo formulama 

ai  > -- a,  j 	bi  > bj 	tada 	a .= a, 	b'= b 

ai  <aj , bi < bj 	 a'- Tij (a), b'. Tij (b) 

(6) 	
ai  > aj  9 bi  < b i 	

a'= a, 	b'= Tij (b) 

ai < aj' bi ) bj 	 a'= Tij (a), b'-b . 

U prva dva slu6aja formula (6) je 

f(a,b) = f(Fij (a,b)), 

- a u druga dva odnos 	
f(a,b) ( f(Fij (a,b)), 

je ekvivalentan sa 
aibi  + aj bj 	aibj  + a j bi  , 

ili 	 ( ai  - aj )( bi  - bj  ) < 0. 

Preslikavanja Fij ureduju nizove smanjujuai broj in-

verzija. Posle kona6no koraka dobija se zajedniaa nepokret- 

na ta6ka preslikavanja dva monotono rastu6a niza. 

Prva nejednakost u (5) se dokazuje sli6no. 
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2.15. 	MARKOVICEVA NEJEDNAKOST. 

D. MarkoviC, 1958., PAS1031 je da uopetenje 

Nejednake3ti M. PetroviCa. 

TEOREMA A. Ako je funkcija f predstavljena redom 

f(x) , a. 
lx  1.o 

6iji je polupreCnik konvergencije a i 

a l  = a 2  = 	= ak_, = 0, ak  > 0, ak+1 
. > 0 

	

( k 	1, i = 1,2,... ), 	tada vai nejednakost 

(1) 
rki 	n >  f(x i ) ( f 	xi 

1=1 	 1. 
+ (n-1)f(0), 

gde je x i  E [0,a ) , 1..1 , 	k k r + xn eL0,a) X
1  + 
	 • 

D o k a z. Neka je funkcional 

T(xl ,..., Xn ) = f ( xi ) 

 

i preslikavanje 

" Fi (xl „... '  x.I 	xn  ) = ( 

 

, 

( i = 2,...,n ) na skupu n-torki. Tada je preslikavanje 

F i 
monotono neopadajuCe u odnosu na funkcional 

(2) 	 Y(xl ,...,xn ) < Y(Fi (x l ,...,xn )). 

Nejednakost(2) sledi iz 
2 a o 	2 ao 

a. xj + 	x i 	a. ixk  + x15 1  i ik  
0 1 	'0 i 	j 	1 	

x1 

j/k 	(j;lc).  
eto je posledica konveksnosti funkcije y(x) 	x 
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zajedniCkoj nepokretnoj ta6ki preslikavanja 

dostii ,- se najve6a vrednost funkcionala 

kv 

	

T(x l ,...,xn ) < 	k k n  x l +x 2 , w,x 3 ,...,xn 	< 

	

< 	Vxk  +...+ xk  0,. 	0 
' 	 "' 

= f [Vxk +"' + xn 1+ (n-1)f(0). 

Dalje generalizacije su dali P.M. Vasi6, 1968. 

J.D. Ke6ki6 i I.B. Lackovi6, 1970.,[MIT358]. 

TEOREMA B. Neka je f dva puta diferencijabilna 

funkcija na [0,a) i neka na tom intervalu zadovoljava 

slede6u diferencijalnu nejednaCinu 

x f"(x) 	(k-1) f'(x) 	0, 

gde je k realan broj razliit od nule. Tada je 

(4) 

[k xk 	k I +...+ xn  f(x 1 ) + 	+ f(xn ) 

f 	x + ..+ xn 	(n-l)f(0) 

	

1 	•  
k 

za x E [0,a) ( i=1,...,n) 1 	V x1 	.00 	
X 

D o k a z. Neka je funkcional 

n ) = f(x 1 ) + 	+ f(xn ) 

i preslikavanja , za i = 2,3,...,n , 

Fi  (x i  • • • xi • • • ,xn ) = (x +x • 
k k 
1 I" ' ,...,xn) 
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fkk k k xi+x i 	x +x. 1 
G.(xx. 	x ) = ( 	

x ). 
I" I" n 	

2 ,..., 2 " n 

Tada je ispunjen zahtev monotonosti tj. saglasnosti pres-

likavanja i funkcionala 

[Gi  (xi  , 	,xn )] <kex 1 ,...,xn ) 
	

Le [ F i ( X1 9 • • • ' X II  ) 1 • 

( Radi jednostavnosti T(xl ,...,xn ) ne razlikujemo od 

) Za funkciju 

1 

y(x) = f(xk ) + f((s-x) k ), xE[0,$), S=Xi +Xi E 1.0,ak  ),k>0 k k r 

je 

k Y#(x) 	fs(xk) xk 

	

1 	1- - 1 
	f'((s-x) ?"-c ) 	-1  

1 	? -2 
k2  y"(x) 	f"(xk ) xk  

i -2 
+ f'(xi ) (1-k) x 

1 2 _ 2 	 1 	 1 _ 

+ f"((s-x) k )(s-x) k 	+ f'((s-x) k (1-k)(s-x) k  

- 2 
= Xk 

1 	1 	 1 
xk c•(xc) - (k-1) f"(x k ) 

Kako je 

1 -2 
+ (s-x) k  

x1/k 6  [0 , 0 

1 	1 	 1 

[(s—x) kf"((s—x) k ) — (k—l)f s ((s—x) k )]. 

r 
i (s-x)

1/k 
 6 1.0,a), na osnovu (3) 

sledi da je y''(x) 	0, tako da y(x) ima najmanju vred- 

nost za x = 2 i najve6u za x = 0 ( x = s ). 

U 	
2 

zajedni5kim nepokretnim taCkama preslikavanja G i  , 

odnosno 	F. , funkcional T dostie najmanju, odn. najveCti 

vrednost. 
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NAPOMENA. Pretpostavka da je k > 0 nije data u 

soremi, a kori66ena je u dokazu. NeophcJjnost pretpos - 

tavke sledi iz suprotnog primera k =-1 i y = x. Pozi-

tivna vrednost za k mote biti pretpostavljena u oznaci 

kf--- • 

2.16. 	UOPS'TENJE BERNOULLIEVE NEJEDNAKOSTI. 

Poznata nejednakost 

( 1 + x ) n  > 1 + nx 

se mole uopetiti [MIT35] 

(1) (1+xl ) 	(1+xn ) > 1 + x l  + 	+ xn . 

Dovoljno je polaznu nejednakost napisati u obliku 

(1+x) .... (1+x) 	1 + x + 	+ x, 

6to vodi uop6enju (1) na koje se ve6 mote lako primeniti pos-
tupak nepokretne taCke. 

Slede6a nejednakost interpolira Bernoullievu, a sadrZi 

i nejednakost (1). U dokazu se pojavljuje i jednostavna 

nejednakost (3). U drugoj teoremi se daju slabiji uslovi za 
vaienje nejednakosti (1). 

TEOREMA A. Neka su x > -1, i = 1,...,n svi istog 

znaka i 
x = - 1 	,

1 	+ x ). n  

Tada je 

(2) (1+x) n  ) (1+x 1 ) 	(1+xn ) > 1 + nx , 

jednakost vaZi ako i samo ako je xl  = • • • = x n. 

Dokaz. Prva nejednakostu (2) 
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1+x1  + 	+ 1+x 1 	'" 	n 	.> 1,i/(1+x1 ) 	(1+xn ) 

je odnos aritmeti6ke i geometrijske sredine. 

Druga nejednakost, za slu6aj x i  ,) 0, posle mnoienja 

postaje oCigledna. Neka je -1 <: x i  < 0 i yi  = 1 t x i , 

tada (2) postaje 

	

Y1 ." yn 	1  Y1-1 	Yn-1  

iii 

( 3 ) 

	 y l  + 	+ yn 	n-1 + yl 	yn , 	0 	yi  

Neka je funkcional 

f(Y1'"" Yn )  = Y1 + • • • + yn - Y1 "' Yn 

i preslikavanja 

(Y 1 9.•9 1, ••an ),  

( i = 1,...,n ). Ta preslikavanja su saglasna s funkciona-

lom - monotono su neopadaju6a 

f(Y1,...,Yn ) “(Fi (y)), 

jer je 

y1 4---4-Yi +—+Yn 

<Y14-**+Yi-14-1+Yi+14--+Yn 	Y1'41-1Yi+1"Yn 

iii 	
y i  + yn cyl +1 -y l  = 1. 

Time le 

	

f(y1,...,yn) 	f(1.Y2,..,yn ) < f(1,1,y 3 ,••,yn ) 

• • ' • 
	f(1,...,1) = n - 1. 

Slede6e tvrdenje proSiruje uslove za vaenje nejedna-

kosti (1). 
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TEOREMA B. 	Neka su svi 

istog znaka. 	Ako su brojevi 

podskup skupa indeksa 	I 

141 

brojevi 	xi 	( 	i = 1,...,n ) 

negacivni, 	neka postoji 

ni sa 	1 	ili 	2k 

( 	k ) elemenata, 	takav da je 

< -1, 	i. 	I 	x. > -1, xi 	
J 

j I. 

Tada je 

(1+x1 ) ) 	(1+xn  ) > 1 + x1 + + xn' 

jednakost vaZi ako i samo ako je n m 1. 

D o k a z. Neka je I. 111 . Tada je 

(1+x2 ) 	(1+xn ) < (1+x) n-1 

x2 + 	+ xn 
n - 1 

poeto proizvod nenegativnih brojeva, uz stalan zbir, ima 

najve6u vrednost kada su ti brojevi jednaki. Time je 

(4) (1 +x 1 ) ( 1+x 2 )...(1+xn ) 	( 14-x1 ) ( 1 +x ) n-1 . 

Iz nejednakosti 

(1+xi ) [(1+x) n-1  - 1] >C:1 	(n-1)x 

sledi 

(5) (1+x 1 ) (1+x) n-1 	1 + xl  + (n-1 )x.  

Iz (4) i (5) proizlazi 

(1+x1 ) (1+x 2 ) ...(1+xn ) > 1 + xl  +x2  +...+ xn . 

Neka je I = { 	 k > 1, tads je 

(1+x1 ).. (1+x2k  ) (1+x2k+1  ) " . (1+xn  ) > 0 

( 1 +xi  +.. +x 2k  ) (1+x2k+1 ) 	(1+xn ) 

1 + xi  + 	+ x2k + x2k+1 + 	+  xn  ,  
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gde poslednja nejednakost sledi iz prethodno razmotrenog 

sluCaja. 

Nisu ispitani slu6ajevi s 3 5 , • • • brojeva manjih 

od -1. 

2.17. CIKLINA NEJEDNAKOST. 

TEOREMA. 	A. Zulauf, 1958.,[MIT134] 
VaZi slede6inejednakost 

<  x1 	
x2 	

xn-1 	
xn  

1 	X1  4- 
X 2  x2  +- X 

3 
+ 	+ • • • + 	+ 
 xn-1+xn 

xn  + X1 

 gde su xl ,...,xn  ( n> 3 ) nenegativni brojevi 

imenioci pozitivni. 

D o k a z. Funkcija 

< n-1 f 

svi 

a 
y(x) = 	+ a+x 	x+c ' 

x > 0, a c 0 

ima izvod 
y , (x)  = c(x+a)

2 - a(x+c) 2 

(x+a) 2 (x+c) 2  

i ekstremne vrednosti za 

tj. 	x 
\re- 

Ako je a;?,c , onda je y(TgC) = 	2 VTI 
 VW 

+VT najveCa , a 

y(0) = 1 najmanja vrednost. Za a < c vaZi obrnuto. 

Neka je funkcional 

f(xl ,...,xn ) - 

i preslikavanja 

F(x 	x 	x 	= (x 1 ,.., i ,.., n ) 	. 1 ,•.,Vx i _lxi+1 ,..,xn ), 1=2,..,n. 

x1 	
xn  

+ 	+ 
X 1+X 2 
	xn+x

1 
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Gornja granica. Ako je x i  = 0, tada je 

f(xl ,...,xn ) < n-1, pri C-c,u jednakost ne moie da nastupi. 

Sem toga, ako za neko i :ail x i-1  < xi+1  , onda je 

f(xl ,.., xin  ) < f(x1"" "" 0 	xn  ) <n-1. 

Pretpostavimo da je x i _1 ) xi+, za sve i 2 _._,..,n-1. 

Ako je n = 2m+1 , onda je 

• •• 	x2m+1' x2) x 4 
i time 

f(xl ,...,x 	<: -T x 2m+1) 	f(x \ 	l VX 'v 1 3' 3' 	x2m+1 )  ("' 

3 ,11x 3x5 ,x5 ,...,x 2m4.1 ) , 

poslednji niz je monotono nerastuCi. Ako je n = 2m, onda 

e 

(1) 	f(xl ,...,x2m ) 

3 ,Vx2m_3x2m_i ,x2m_1' x2m). 

Za x2m_1  x2m  poslednji niz je nerastu6i. Ako je 

x2m-1 ( x2m Ox2m-3x2m-1 ' 
moie majorisati sa 

onda se ve6a vrednost u (1) 

x2m  

vredno66u za nerastu6i niz. Najzad, ako je 	x2m 

4x2m..3x2m_l  moie se Vx2m_3x2m..1  zameniti sa O. 

Ostaje da se ispita slu6aj x1 	xn) O. Pros- 

tor 
Z = 	(xl' z2' ... ' 
	 z 2 ) 	 z.ER 

x2m  

( 
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q) 2  

( n 1 ) (11.11.."2 

h'(q) 	- 
(1+qn-  ) 2  

144 
2.17 

je kompaktan :i funkcional f(x) na prostoru Z dostiZe 

maksimum. Taj maksimuz mote biti jedino u zajedniCkoj 

nepokretnoj taCki preslikavanja F 2 ,...,Fn_i . Ta tafta 

je geometrijska progresija 

n-2 	 n-1 
x°  = (xx1q"'xlq 	'-

, 
n

) 
' = 	q xn  xi  •  

Niz preslikavanja F2 ,...,Fn_1 ,F 2 ,... odreduje niz 

sukcesivnih aproksimacija 

x, F2 (x), F 3 (F2 (x)), 

koji konvergira ka x°  za koji je 

f(x...,xn ) 	f(F2 (xi ,...,xn ) 	(f(x° ) = h(q)• 

Sada je 

h(q) - 
x1q 

xlq+xlq2  
• • • 

x1 q  
n-1 

 

xlq
n-1 +x 1 

 

n - 1  
1 + q 

qn-1 

1 + qn-1 

  

= (n-1) (1+q )2(1n-2 	(14-qn-1)2  
(14.0 2 (1+e-1) 2  

(n-1) 	  
(1.1n )(qn-2 -1 ) 

= 	 • 
(14_0 2 (1+e-1)2 

Kako je h'(q) < 0, dobija se 

h(q) < lim h(q) = n - 1. 
q-.0 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



17 

Donja granica. Vaii isti dokaz, uz promenu smera 

nejednakosti i 	too , 5to daje ocenu 1. 

2.18. WIRTINGEROVA NEJEDNAKOST. 

Nejednakost W. Wirtinger, 1916., E. Almanski, 

1905 • , [BEC177] je interpolirana u dokazu. 

TEOREMA. Ako u(t) ima periodu 21 i 

2gr 
u(t)dt = 0, 

tads je 
21i 	12 	27C 	1  2 
1u(t)j dt 	[u'(t)i dt, 

o 	- 	 o  

se. strogom nejednako56u, izuzev za 

u(t) = c1 cost + c 2 sint. 

D o k a z. Funkcija u(t) se mo t e razviti u Fourierov 

red +CO 

u(t) 	T[akcoskt + b ksinkt]. 
k=1 

Nejednakost je dovoljno dokazati za konaCne trigonometrijske 

sume 

v ( t) [akcoskt + b ksinkt] 

= ( al ,b1 ,.. ., an , bn ) (t) 

Neka je funkcional 

27C 
f(v) = 	 [v'(t) 2  - v(0 21dt 

preslikavanja 

Fk(v) 	(a1,—"bk 	0,0,ak+1,...,bn) 

k= 1,...,n. 
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Sada je 
2 

f(v) 	[( -kaksinkt 	kbkcoskt + w' )
2  - 

0 

2 f 2 2 	2 	2 2 	2kt + w' aksin kt + k bkcos 	
2 - 

0 

- 2k2akbksinktcoskt - 2kaksinktw'+ 

2 
+ 2kb.k 

 cosktw -akcos
2  kt 	b

2sin2kt - 

- w2 - 2akbkcosktsinkt 
- 2akcosktw - 

- 2bksinkt w 1 dt . 

Kako je 
2 

coskt sinkt dt = 0, 
0 

2 
coskt sinit dt = 0, 	k 	i 

0 

2 
coskt cosh. dt = 0, 	k 

to je 
2 2 2 

f(v) 	f(w) 	k`-1)(ak+bk
) j 	cos

2kt dt. 
0 

Time je pokazana saglasnost preslikavanja i funkcionala 

f(v) 	f(Pk (v)), 	k = 1,...,n, 

pri emu jednakost vazi jedino ako je k = 1 ili ak= bk=0. 

Zajedni6ke nepokretne take preslikavanja F2 ,...,Fn  su 

funkcije oblika a lcost + b1  sint. Moe se obrazovati niz 

sukcesivnih aproksimaci,3a 

- ( 	akcoskt + b k
sinkt + w )

21  j dt 
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f(v)> f ( Pn (v) ) 	 f( P 2 (...(Fn (v))...)) = 0. 

2.19. INTERPOLISANA BUNIAKOWSKIJEVA NEJEDNAKOST. 

V. Buniakowski - L. Schwarzova integralna 
nejednakost [BEC21] je direktna posledica diskretnog slu-

6aja. Dati dokaz interpoli5e ovu nejednakost. 

TEOREMA. Neka su f i g realne i integrabilne 
funkcije na [a,b]. Tada je 

(1)  

1 1 
b 	 2 b 2 	2 
f(x)g(x)dx ‘Vf2 (x)dx] 	g (x)dxi 

a 	 a 	 a 

jednakost vasii jedino ako je AfaBg, gde su A i B kon-

stante od kojih bar je jedna razlioita od nule. 

D o k a z. Neka je X skup svih periodi6nih integ-
rabilnih funkcija sa periodom b - a i funkcional 

T(f,g) = S f(x)g(x)dx. 
a 

Neka je preslikavanje na skupu X 
1 

	

[F d (f)I(x) 	
f
2
(x) + f

2
(x+d)  

2 	
, de R. 

Pri tome je 

b , 	 b 2 	 b 
f (x)+f

2
(x+d)  \ F'd (f)(x)dx . \ 	 dx = 	f2(x)dx.  a 	 2 	 a a 

Integracijom nejednakosti ( diskretan slaaj nejednakosti (1) 
za n.2, koji se direktno proverava ) 

(2) f(x)g(x)+f(x+d)g(x+d) 

Unlverzitet u Beogradu 
Prirodno-matematieki fakulteti 

MATEMATIKI FAIKULTET 
BIBLIOTEKA 

Broj 	Datum 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



2.19 
	 14B 

1 	 1 

[I.2 (x) 	f2 (x,d)I2 p(x) 	g2 (x+d)12 

se dobija da je preslikavanje F d  monotono neopadajuCe u 

odnosu na funkcional 

T(f'g) 	T(Fd(f)'Fd(g)). 

Integracijom kvadrata nejednakosti geometrijske i kvadrat- 

ne sredine 

dobija se 

f(x)g(x) < 1 k2 (x) + g2 (X)1 

[ 
T(f,g) 	15-  c) f2 (x)dx -4- g (x)dx 

a 

Time je funkcional T ograniCen na prostoru 

b 0  
X f X Xg 	

u 	u2 (x)dx 	f'(x)dx 	x 
a 	 a 

b 
 X v I S v2  (x)dx = \bg2 (x)dx 	c XXX 

a 

na kome dosti'ie maksimum. 

NajveCu vrednost funkcional 	dosti.;,e u zajedniCkoj 

nepokretnoj ta6ki preslikavanja F d  , 0 < d < b-a. Nepok-

retna taCka preslikavanja F d  je konstantna funkcija, za 

koje funkcional T dostie maksimum i kada u (1) vazi jed- 

nakost. 	Sem toga, jednakost 

za koje vaii jednakost 

POSLEDICA. 

b 
f(x)g(x)dx 

a 
(3) 

( ... 	( 

u (1) vaii i 

u (2), a to su srazmerne 

\13 [f2(x)+f2(x+d) 

za one funkcije 
funkcije. 

1 

2 [g2(x)+g2 (x+d 

a 	2 
1 

r b 	, 	b 
. 1,, 	f`(x)dx1 	h 

- .1 	 a 

2  
1 

g2 (x)dx1 	. 

dx ,‹ 
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iT(g19..o9gn) =[g f g d 9 

gde su fi  = f(xi ), g, = g(xi ), i = 1,...,n vrednosti 

funkcija u taCkama ekvidistantne podele koraka d. Dakle, 

neka je prostor 

1 X = (X19s4.9Xn ) 10 ..c.  Xi 09 1=194,e9n9 

i Y ocenjivani funkcional. Ako je 

1 = gi  = 	= gi_1> gi 	gi > 	=...= gn = 0, 

neka je preslikavanje 

F(81 ,...,gi ,...,gi ,...,gn) = 

= 

gde je h = min 	gj I . 06igledno je ispunjen zahtev 

monotonosti 	
ttt 

4)(g1'""gn ) < T(7( g1"'"gn )) • 

Nepokretna taaka preslikavanja F je vektor, koji se dobija 

posle uzastopne primene kona6nog broja preslikavanja F, 

o , 	t i  
0. 	a %.1.,...9191114.190•...•)• 

gde je fic+, = iigi - k, k = En Ag4 gde je En - 

funkcija ceo deo. Time je 

(2) 	 le(g1"'"gn )  ( 	
fi (k+lfk+ld.  i=1 

Neka je 

	

1, 	0 <x <c 
e(x) = 

	

0, 	c < x <1 
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Suma s desne strane (2) aproksimira integral 

b 	 a+c 
f(x)e(x)dx 	f(x)dx , 

a 	 a 

6to zavriliava dokaz. 
Leva nejednakost se dokazuje simetri6no. 

2.21. OPIALOVA NEJEDNAKOST. 

U navedenom dokazu se dolazi i do diskretne 

Opialove nejednakosti (5). Izdvaja se i zanimljiva nejed-

nakost (4), koja je poseban slu6aj HOlderove nejednakosti 

2 
1) 1 	pn

2  
 ( P1 	'" 	pn )2  

ql 	qn 	ql '" 	qn 

TEOREMA. Z. Opial, 1960.,[MIT154] 
Neka je f apsolutno neprekidna funkcija na [0,h] i 

neka je f(0) 	f(h) = O. Tada vaii nejednakost 

h f , (x) 12dx.  

	

(1) 	 If(x)r(x)Idx 	I 

Jednakost vaii samo ako je f(x) = cx, za 0 < x < h, 
h 

i f(x) . c( h-x ), za 2 < x ; h , gde je c konstanta. 

D o k a z. Nejednakost je dovoljno dokazati za poll- 

gonalne funkcije odredene taCkama M o (00), Mi (xi ,yi ) za 

= 1911141111,n "4 i Mn(h,0). Moe se pretpostaviti i da je 

0, i = 1,...,n-1. Tada je 

 

tt,  = 	f(x)f - (x) .clx 

 

f(x)f'(x)dx 

xi-1 
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(2) 
3r 4, 

	

yi lYi 	yi-1)  
x - x. 

	

i 	1-1 

•■••■=4.-' 

 

 

= b2 + 	+ b2 a2 - 	a2 1 	"" 	k 	1 	*** - k ' 
gde su 

0 = al  < b1 ) a2 ( • • • <bk....1 ) ak  <bk 	• . 	ak  < bk  

lokalni minimumi i maksimumi funkcije f(x). 

Druga strana je 

\xi  
(3)

, v, (h 	. 
= 	\ f"(XrdX = 	 f (x) 2dx 
4 o

4 i=x1-1 

h 	(Yi-Yi-1 )  
4 gi 

Integral q' ne zavisi od podele xl ,...,xn  intervala 

[0,h], tako da treba naafi najmanju vrednost V po svim 

podelama intervala [0,h), uz nepromenjene vrednosti yi . 
Kako je 

	

x2  - xl  + 	+ xn - 	= h, 

to treba posmatrati funkciju 

2 
Y(x) 	+ 	s

2 

- 
Njen izvod je 

y'(x) = - r2x-2 + s2 (c-x) -2 , 

tako da y(x) ima najmanju vrednost za x : c-x = r s . 

Time suma (3) ima najmanju vrednost ako je niz brojilaca 
proporcionalan nizu imenilaca, uz nove oznake, 

(4) — + ... + 	> kp -4- ... 
pl 	P n 
ql 	 qn -' 	1 

2 	 2 

2 
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(1)1  +...+  Pn) 	
2 

= k(p l  +...+ pn ) = 	 9 +...+ qn  

153 

„.11 
= 1 Z- qi 	1 1 

i=1 

1 q 1  = -k p1, 
i = 1,...,n I ..., 	• 

Jednostavnije, nejednakost (4) je poseban sluCaj 

HOlderove nejednakosti za nizove 

2 	2 	1 	1 
Pl , 	' Pn r 	c11' 

es. 9 

uz vrednost:L p = 1 
	

q = —1. 

Na osnovu (4) je 

h 1 
4 h 

,2 
(b 1 + 	+ bk  - al 	- ak )  • 

Dakle, ostaje da se dokaie Opialova nejednakost za ni- 

zove 
-a 1  -... -ak 	9> 121- 	

1,2 	2 - 	-ak  ...+u 	-a 	... 	
2 

(5) 	(b1  + ... + b k 	1  - 	)2 	 k 	1 	' 

Dokaz izvodimo metodom matemati6ke indukcije. Za n=1 

, jer je al  = O. Pretpostavimo da je (5) taCno 

Tada je 

_a  +bk+l 	k+1 )2  =  (b1-a1  +...+ b k-ak )2 + 

+ 	 - 2(b 1 -a 1+...+b k-ak )(b, + - k 	ak+1 )  

\ 2 ( + - b k+1 	ak+l )  

+...+ bk - 2  ak  + 

2(b 1-al+...+bk-ak )(b, +,-a 	) + k 	-k+1 -  

2 	 2 
b k+1 	2bk+lak+1 	ak+1 ' 

je 

za 

(b 1  

b 14, 	....>.. 

n = k. 

-a1+... 
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tako da treba proveriti 

2(b1-a1+...+bk-ak)( bk+l-ak+1) -2bk+lak+1  +ak+1  

6to daje 

2(b1-a1+...+bk-ak-a
k+1 )(bk+1-ak+1 ) = 

lc 	ak +bk -ak+1 )(bk+1 -ak+1 ) > O. 

NAPOMENA. Za poligonalnu liniju sa ekvidistantnom po- 

delom [0,h] odnos 	raste ako se izvr5i linearizacija 
funkcije na monotonom segmentu, tj. ako je 	 f(xi )( 

1 <f(xi4.1 ), onda se f(x i ) zamenjuje sa 5  [f(xi-1 ) + 

+ roci+1)]  . Uzastopna primena preslikavanja linearizacije 

daje (5). 

2.22. NEJEDNAKOSTI OSTROWSKOG. 

TEOREMA A. A. Ostrowski, 1938.[MIT297] 

Neka je f diferencijabilna funkcija u intervalu 

(a,b) i neka je, u (a,b), If'(x)kM. Tada je, za svako 
x 6,(a,b) 

(1) f(x) - bla  c)f(x)dx 
a 

D . () k a z. Neka je 

11  1 	[x 	
a+ 

 
4 + 	( b-a) 2  

(b-a)M. 

rb 
f(x) 	ba A  f(x)dx 

a 
 

Od svih funkcija koje za dato x imaju vrednost f(x) naj-
veCi integral ima funkcija za koju je f'(t) 	-M na inter- 

valu (a,x) i f'(t) = M na (x,b) - posmatraju se samo 

funkcije koje zadovoljavaju uslove teoreme. Tada se 
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postiZe maksimum 

	

f(x) 	
1 	

f(x)(hd .4 -1(x) + 	 [ 21(x) + (x-a)M1+ 

a 

+ 2(b-a) [2f (x)+ (b-x)M] 

[(x_a )2 	(b_x) 2] 2( 11113-a)  

[x - "2-1 2  1 	 (b-a)M . 
4 	(b-a) 2  

TEOREMA B. A. Ostrowski, 1952., [BEC32] 

Ako realna funkcija F od n promenljivih zadovoljava 

uslove Schura 

( x - x 	- ax i 	j ) ( axi 	axj  )> 
za svako i 	j, tads za x >.y vaZi 
(2) 

	

	 F(x) 	F(Y) 

D o k a z. Neka je prostor 

	

X 	1(zl'"" zn  ) I z 	***- zn' z1
+...+zn•x1+...+xn 

i funkcional f : 
f(x l ,...,xn ) = F(x). 

Kako je x > y, prema Muirheadovoj lemi postoji niz dobijen 

T - transformacijama u skupu X takav da je 

x > x (1) 	> x(m) = y. 

Izvriiene transformacije su oblika 

F1(x1" xn) = (x1" xi0 
-d ...,x.+d,... x ' n ) ' 

za neko d > 0. Dovoljno je pokazati da su preslikavanja 
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Fij  monotono nerastuea u odnosu na funkcional 

(3) 	 f(x 	x ) > f(F. (x 	))• l' •• •' n 	 n 
Ako je 

u(x) = f(x 	x. 	 ...,xn ), 1" 1-1 x" ''x  jl" 

x 	 x + x = x + xj , 

tada je 
of  u'(x) - 	,x 	...,x,...,i,...,x ) - ax (i 1° 

( ax xj  1 

Iz uslova Schura i x > x sledi da je u'(x)) 0 i time 

vaZi (3). 
Vaii i obrnuto tvrdenje, ako je F(x) 	F(y) za svaku 

funkciju koja zadovoljava uslov Schura, onda je x y . 

2.23. NEJEDNAKOSTI LANDAUA I ABELA. 

TEOREMA A. E. Landau, 1914., [MIT381] 
Neka je f realna funkcija koja na intervalu duiine 

ne manje od 2, ispunjava uslove 

If(x)1( 1 i 	If"(x)10. 
Tada je 	

If . (x)1 (2, 
gde je konstanta 2 najbolja mogu6a. 

D o k a z. Bez smanjenja opkosti, mote se posmatrati 

interval [0,2]. Neka je a 6(0,2] proizvoljan broj, poka-
Zimo da je 2. Takode, mote se pretpostaviti da 

je f'(a) 	O. Neka je prostor 

Xa  = t g 
 1g :[0,2]--.R, g(a) = f(a), g'(a) = f'(a), 

ig"(x)I <1 za sve xE [0,2] 

i funkcional 
T(g) = g(2) - g(0). 
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U skupu Xa  nadimo funkciju g za koju funkcional 

T dosti'ie minimum, tj. 	koju je g(2) - g(0) najmanje. 

Vrednost g(2) je najmanja kada funkcija g(x) u svakoj 

ta6ki intervals [a,21 ima najmanju vrednost g'(x) - 

najsporiji rast. Punkeija h(x) = g'(x) ima najmanju 

vrednost na intervalu [a,21 ako njen izvod h'(x) = g"(X) 

ima vrednost -1. Tada je 

x2 g ( x ) 
	 - 2 + Cx + C

1 

= 

	

x2 	 a2 + [f"(a)+alx + 	- [f'(a)+a]a + f(a) 

	

2 	 2 

za a < x 	2, gde .su C i C 1  odredeni tako da funkci- 

ja g pripada skupu X. Sli6no, g(0) je najveCe za fun-

kciju 

a  
g(x) - x

2 
+ [f'(a) 

- 

a]x - 
2 2  

- [f'(a) - 	+ f(a) 

za 0 	x c a. Dakle, 

g( 2 ) - g(0) = -2 + 2( f'(a) + a ) 	
a2  

2f'(a) - (a-1) 2  - 1, 

tako da je 
2f'(a) - (a-1) 2  -1 < f(2) - f(0) < 2, 

odakie je 

-  
(2) 	 f'(a) < 7 3 	(a  

	

2 	
21)2  < 2 

iii 

	

3 	- 
f . (x) 	- 

2 	2 
+ (x 1 )2 < 2. 

Uop5tenje ovog rezultata su dali V.G. AvakumoviC i 

S. Aljan6i6. 
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TEOREMA B. N.H. Abel. 

Neka su 

a1'n i 	b1""'bn 
	 >, 	0 ) 

dva niza realnih brojeva i 

sk = al 	"' 	ak 
	 = 1,...,n ). 

Ako je 	
m = min Is11""sn i M = max ssnl' 

tada je 

(3) 
	

1 < a 1b 1  + ". + a n  bn  < Mb1  . 

D o k a z. Druga nejednakost (3). Neka je prostor 

X = 1 (xl" • • ' xn ) 	bl = xl 	• • 	xn > o 

i funkcional 

f(x) = a 1x1 + 	+ anxn' x.(x1"'xn 

Neka je i,j 	1,...,n, 1 <i<j i preslikavanja 

	

' 	

ako je xi  = 	x i  
F ij (x) 	 0, 

	

x , 	ina6e 
gde je 

(X1, 00,X1 ..190• O'Xi .. 1,X3 +19.00 ,Xn ), 

x = 
	 ako je ai  + 	+ ai  > 0 

(X1,4104111Xi .... 19X3 +19• 09X 3 +190009Xn ), 

ako je ai  + 	+ aj  < 0, xn+1 =0. 

Time je ispunjen zahtev monotonosti 

f(x) 4: f(Fii  (x)). 

Niz x za koji je 

X1 	• • • 	X 1 . 1> Xi = • • • = Xi > Xj + 1 ..>„, • • • 	Xn  

je pokretna ta6ka preslikavanjaFij  . Dakle, zajedni6ke 
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nepokretne take svih preslikavanja F ij  su nizovi oblika 

b1 
= Ci = 	ck > ek+1 = '" = en = O ' 

k E f2,...,nl. Pri tome je s k = 
M. Ako je s. = M 

(j<k), tada je a _ j+, + 	+ ak  < O. Kako je c nepok- 

retna taCka preslikavanja F (j+I)k  , to ne moie biti 

a i+, + 	+ ak  < 0. Time je aj+1  + 	+ ak  = 0 i s k =M . 

Sli6no, ako je s l  = M (k </), tada je a k+, + 	+ 

+ al  > O. NiLz c je nepokretna ta6ka preslikavanja F k(1 _1 ) 

tako da nij"k+1 + 	+ al  > 0 i time je sk 	M. 

Funkcional f na kompaktnom skupu X dostiZe najve6u 

vrednost i to mole biti jedino u nepokretnim taCkama pres-

likavanja Fij  ( nizovi (4) ), 6to je potreban I dovoljan 

uslov da vaZi jednakost u (1). 

Uz promenu smera nekih nejednakosti, isti dokaz vaZi 

za prvi deo (1). 

TEOREMA C. [MIT337] 

Neka su bi ,...,bn  realni brojevi i neka je 

al 	an  > 0 i neka je 

(4) 	 > 	a < 	 bk 	( k=1,...,n ). 
r.1 

Tada je 
3!; a2 

	

< 	b2 . 
r. 

Dokaz. Primeni6emo metod matematiCke indukcije. 

Za n = 1 tvrdenje je ta6no. Pretpostavimo da je tvrdenje 

ta6no za sve i < n. Neka je funkcional 
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f(a)   a2  
r=1 r  

Neka je al = al  + d, gde je d najmanji broj za koji 

neka od nejednakosti (4) postaje jednakost, tj. 

d = min - kak , k 	1, • ,n /. 
r= 

Ako se jednakost pojavi za neki indeks k < n, onda se 

uslovi (4) dele u dye grupe nejednakosti 

a1  < b1 

al  + 	+ ak  = bl  + ..• + bk 

ak+1 < bk+1 

ak+1 + 	+ an ■ 
< bk+1  + • • • + bn  

i tada se mote izvesti induktivni zakljuaak. 
Ako je k = n, onda se transformacija mole nastaviti 

primenom preslikavanja 

F(a1" • an )  

( a +e a2  - 

	

1 ' 	n-1' 	, an-n-
e 

	

1 	= as  

gde je e najmanji broj za koji se u (4) negde postiie 
jednakost - ovoga puta je k <n. Sem toga je, 

2 a1  + 	+ a
2  

	

(al+e)2 	(a2 - ne1 )2 
	

+ (an - ne-1 ) 2  

Time je tvrdenje blago poja6ano : 

Postoji k , k < n, takvo da je 
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k n  
 Za2 	 a'0 

	

  	< >  b2 
r=1 	r=1 	 r=k+1 r 	r=k+1 r  

• 

2.24. FAN - TODDOVA NEJEDNAKOST. 

U ovoj ta8ki je interpolisana Fan - Toddova 

nejednakost. 

2.24.1. TEOREMA A. A.M. Ostrowski, 1951.,[MIT66] 

Neka su a = (a l' .,an) i b = (b,bn ) dva niza, 

neproporcionalna, realnih brojeva. Neka je x = (x l ,...,xn ) 

priozvoljan niz realnih brojeva za koje vazi 

n 
(1) 	 Z aixi = 0, 

1=1 

Neka je 

 

2 a • 

     

A B = • C = 

 

aib i ' 

   

Tada 

(2) 2 . 	A xi AB - C 2 ' 

so jednako6du ako i samo ako je 

(3)  
Abk - Cak 

xk = 
AB - C2  

k = 1,...,n. 

D o k a z. Neka je prostor X= R n  i funkcional 

n  0  

	

f (x) = > 	. 
1=1 

Neka je y = (y i ,...,yn ) vektor 6ije su koordinate date 

formulom (3). Neposredno se proverava da vektor y zadovo-

ljava uslove (1). Neka je preslikavanje najjednostavnije 

	

F(x) - 	+ y 
2 
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a
i =1 	 =1 

C 2a  2 
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Pokaiimo da je uslov monotonosti 

(4) 	 f(x) > f(F(x)) 
ekvivalentan sa nejednako66u (2) koju treba dokazati. 
(4) daje 

) 	X? + 2x1  y. + y. 
4 

ili 

3 
i= 

2 
i 

Abi-Cai 
AB-C2 

(Abi-Cai ) 2 

 1=1 (AB-C2 ) 2 

2  AB-C 2  
Axibi - 

2A 
	

A2B - 2AC2 + C
2A  

AB-C2 
	

(AB-C 2 ) 2  

3A 

 AB-C2 

Pretpostavimo da za neko x vaii suprotna nejednakost 

A 

AB -C 2  

Neka je 

(6) x, xl  = x+(x-y), 	xn  a xn_l  + (xn_1-Y), • • • 

" udaljavaju6i " niz, suprotan nizu 

(7) x, F(x), 	, Fn(x), 

koji konvergira vektoru y. Iz (5) sledi da je f(x)(f(aiE), 

tako da za niz (6) vaii 

f(x) > f(x1 ) 	f(xn)•••• 
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Ali, lim f(xm) = +co, 6to je kontradikcija koja obara (5). 

Niz (7) je interpolacioni niz 

f(X) > f(F(X)) 	f(Fn (x)) 

2.24.2. TEOREMA B. K. Fan, J. Todd, 1955.,[mIT67] 

Ako su a = (a l ,...,an) i b = (b1 ,...,bn ) ( n) 2 ) 

dva niza realnih brojeva takvih da je a i  bj 	j 
ab. za  i 	j. 

Tada 

A 

AB-C2 

2 ai 

2 gi b2  
i=1 a  

ab 

( 8) 
) -2  

1=1 	j=1 
JA 

aj  

a j b i  - aib j  

2 

    

Slede6i 61an interpolige nejednakost (8) 

n  
n ) -2 

2-2 	( 
2 

1=1 	91 

Dokaz je sli6an prethodnom. 

a.
0 	

Abi+Cai  2 

aj bi -ai u j  AB-C2 

 

  

2.25. MATRIeNA NEJEDNAKOST. [KuR383] 

Za kompleksne brojeve t au  li 	1,...,n, j = 1,...,m1 

vazi nejednakost 
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ij' i=1,...,n 
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( 1) 

1 

Lotia4411 	
n 

T.7 
j=1 	 3=

1. 
 

D o k a z. Neka je prostor 

[xii i I x ii > 0, 

i funkcional 

f(A) = 	 a2  
j=1 1=1 

Ako je 

y(x) 

ant 
an2 n3 a 	... a nm 

x 	x 	a13 13 	alm 
a21 a22 823 • 	a 2m a 	•.•  

• x?;  0, x + mall+a12 

1 

1
1 

2 [x2 +a21 +...+ a2 1J 	22  + 	2 2  +a 	+...+ an
2  

n  

onda je 

y'(x) - 

    

     

 

Vx2 + 	+ and 	\ix2  + 	a + 2 
n2 

2 	- 

tako da y(x) ima minimum za 

2 	 2 x2 	a 1 + 	+ and 
(2) 

Uslovom (2) su odredene vrednosti a'11 	1 i a'2  i preslika- 

vanje F 12
11 (A) koje elemente all i a12 matrice A zamenju-

je sa ail  i a1 2 . Sli6no se odreduju i ostala preslikavanja 

Fij ( i = 1,...,n, j,k = 1,...,m, j k ) koja su monotono ik 
nerastu6a u odnosu na funkcional f 

l2 
C, 

-2 	2 
a22 + 	2 + a 	• n2 
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f(A) 	f(Fli(A)). 

Uzastopna primena preslikavanja Fik , beskona6no puta sva-

ko, odreduje niz matrica ( Ar ) monotono 
nerastu6i u od - 

nosu na funkcional 

(3) 	 f(A) > f(A 1 ) 	f(Ar ) 

Niz matrica ( Ar ) u kompaktnom prostoru X ima konver-

gentni podniLz koji konvergira matrica B = [b id. MatriCa 

B je zajedniCka nepokretna taCka svih preslikavanja F
ij 
ik .  

2 b ij 	b+...+bnj -b j 	b
2 +...+ b2 . 
lj 	no 

= 	  . 	  

b 2 	b2 + 	+b2 -b2 	b2  +...+ b
2 

ik 	lk *** nk ik 	lk *** 	nk 

kvadrati elemenata, a time i sami elementi kolona medusobno 

proporcionalni K i  = c iKi , i = 2,...,m. Sada je 

1 

f(B) = 
2 [13 2  + b2j + *** + b

2 
lj 	 nj 

2 

f 2 2 
L j 	c

2b2 1  + 2 	. 	
+c1:12 1 2  

j 
j n11 

Vrb2 + b 11 nl 

n 

( 1 + c, + *00 	cm 
4 

2  
alj  [A' 	1 

1 
2 

= 
[bil  + b12 + • • • 

1 

I+ bim I 2 
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L b  11 	c b. + . 	+ - b. i 
[ 	  

	

11 	2 11 	• • 	̀m il 2 2  

= ( 1 + c 2 + 	+ cm ) Vb11 	'"  + 	+ b  
nl 

Iz dokaza sledi da jednakost (1) vaii ako i samo ako su 

kolone matrice medusobno proporcionalne. 

Prethodni primer [KUR383] 

	

n 	2 	

 a iij 

	

k= 	 i,j=1 

nije korektan, npr. a = (1,1). 

2.26. DVE NEJEDNAKOSTI ZA SREDINE. 
( OBRAT I UOPtTENJE A - G NEJEDNAKOSTI. ) 

Nejednakost (1) predstavlja svojevrsni obrat 
nejednakosti potencijalne I. geometrijske sredine 

G(a) < Ms  (A) , 	s > 0 ■  

M
s
(a) < G(a) , 	s < O. 

Izdvojen je obrat aritmetince i geometrijske nejednakosti. 

U drugom delu je dato uopiienje A - G nejednakosti. 

2.26.1. TEOREMA A. Ako je s > 0, tada 

1 
M (a) s 	as  1 	as  n (1) Ms (a) s  [al 	... a nn 	, 

za s < 0 vaii obrnuta nejednakost. Jednakost u (1) vaii 
ako i samo ako je a l  = ... = an  ili s = O. 

D o k a z. Logaritmovanjem nejednakosti (1) se dobija 

s M s (a )
s ln s (a) 	- 

1  [a1  ln a1 	• • + 	+ as ln an . n  

1 

1=1 

ak 

(2)  
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a1 + 	+ an 	
a1 

n 

	
[ a1 ••• 

42:1  al
A  

an 	a1+...+an 

• • • 

al 

2.26 

Akoseuvecluommil i, i=1,. • • ,n i f(x) = 

onda se (2) mote zapisati u obliku 

f 
[ x  

+ xn  

n 
• • • 

Jensenove nejednakosti za funkciju f(x). Njen izvod je 
1 

r(x) = 	( lnx + 1 ) i f"(x) sx 	
tako da je funkcija 

f konveksna za s >0 i konkavna za s <0 ( log. konv. ). 

Za s 	0 nejednakost (1) postaje 

G(a) ‹G(a) 

a za s = 1 dobija se 

(3) n 
+ anla1 +...+an .  a1 	an a1 	

a n 

et° je jedan obrat uop:6tene A - G nejednakosti 2.2.5.t.B. 

all 
 a < a1 l 	n ■ 	pl  + 

••• 

] 

+a 
 Pnn  p1+— 

 + pn 

+ pn  

• • • 

 

Moe se napisati produZena nejednakost 

2 +...+a
2 al+'.+an 

a1+..+a 	a1 	
an 	a 1 	n 

(4)  [al+...+an ] 	 al  • • •an  < 	 
a1+...+an n 

Nejednakost (3) se mole napisati u obliku 

1 

aid' 	A 
= 	G ( a 	) ,  ''"' and' 
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gde je A = A(a). Dobijena nejednakost (3) je obrat A - G 

nejednakosti 	 al 	 an 

A(a,,,..,an ) < G( 	• • • , 
a

n 

 A 

(4) daje al 	an 

A < G( a1A  , 000, an
A ) 	,2 

A 

2.26.2. U slede6oj nejednakosti (5) je data jedna gor-

nja granica za potencijalne sredine nenegativnog reda. Ona 

se mote posmatrati i kao uop6tenje A - G nejednakosti : 

za s = 0 se dobija G 

TEOREMA B. Ako je s 	0, tada 

(5) Ms(a) 	
n-1 

 

  

as+1 

  

as +...+a s
n  - a

s 

  

Jednakost vazi ako i samo ako je a1 = 	= an . 

D o k a z. Neka ;je prostor 

x = x lx i ;.k0, 1=1,...,n, Ms (x) = Ms (a) 

i funkcional 

f(x)  = n-1 
n 

Neka su preslikavanja 
Fij (x1" xi' . IX 9 ...,xn ) = 

1 

{xs-fx16  
j  

= ( x1' .. 
2 

1 •• • - X n ). 

Poka'iimo da su preslikavanja Fij monotono nerastu6a u od-

nosu na funkcional f 

f(x) > f(Fii (x)), 
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s + 1 
t j. 

) 2 

  

 

C 

• 

C = X
s 
++ Xn 

- X. - X. 
0 • 

PokaZimo da funkcija 

t s+1 	ts+1 	 S 	-s 	s 	s 

	

y(t) - 	, 	+  c, 	, 	t ) 0, 	t + t = X + X. i 
t °  + C 	'r + C 

t = t 	[1.111.1 1/s  
2 

ima minimum za 	= 	 Najpre je 
 ] 

	

t I 	-s t s-1  • 7-t 	F s +11 ' 	_ i s-1 
(s +1) T t s-1 . 

Dalje je 

y'(t) (s+1)t s (i s+c) + t s+l st s-1  

 

( Tr 4. 	) 2 

-(s+1) -1 (t s +c) - ts+1 sts-1  

( is + c ) 2  

(ts+c) 2 (Ts+c) y'(t) = (s+l)t s (t s +c) 2 (T s +c) + st s-1 s+1 
s 	2 t 	(t +c) 

(s+1)t s-1T(t s+c)(i s+c) 2  - 

(s+ 1 )t s-1 (t s + c )(T s+c) [ t(t s+c) - i( is +c) ] 

+ st
s-1 	t

s+1 (t s +c) 2 	Ts+1(Ts+c)] 

Dakle, izvod y'(t) ima isti znak kao i izraz t - t , tako 

da funkcija y(t) ima najmanju vrednost za t = t 	konveks- 

nost ). 
Funkcional f na kompaktnom skupu X dostie minimum u 

zajedni6koj nepokretnoj ta6ki 

t 

st s-lTs +1 ( Ts4.0 2 
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a° 	( Ms (a) ,' Ms  (a) ) 

svih preslikavanja F ij . Time je 

f(a) 	f(a° :. = M s (a). 

Za s = 0 nejednakost (5) postaje 

G ;;A. 

Za s = 1 se dobija 

n 	a2 

> 	s - a. ' 	s = a1 	+ an , 

1=1 	n-1 

ili 	 2 n 

(6) 
ai 	 s 
	 s- ai 

) 	  
n-1 	= 	

n 	
A(a) 

n-1 	• 
1.1 

Ova nejednakost je sli6na s poznatim odnosom [MIv59] 

n ai 	n 

s ai 	n-1 ' 

za n = 3 v. 5.5. Ako je n . 2, onda (6) glasi 

	

2 	2 a12 + 	) al  + a2  , tj. 4+4 	(a 1+a2 )a1a2 , 

	

a2 	a1  

(4-al2  a+4) ili 	 (al+a2) 	 > (a 144/2 )ala2 • 

Za n = 3 dobija se 

a2 	b2 	,2  

b+ c 	c +a 	a+ b 

a + b + c 

2 

TEOREMA C. Ako je s > 1, onda 

n 	ai 

(7) 
	

Ms(a) 	
n-1 

< N 	n 1.11 
 a1 

s-1 +...+as- 1 -a s-1 • 
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Jednakost (7) vaii ako i samo ako je a 1 = 	= an  

ili je s = 1. 

D o k a z. Dokaz je sliCan dokazu prethodne teoreme. 

Ovde se posmatra funkcija 

ts 	-s S 
t > 0 9  t 9 + i s  = Xi + X . 

• 

t Sa".1  + c 	t 	+ c 

n -1 [TS-1] = 
( 8-1)T8-4 —6

4,8-1 
	

is-1 
i s-1 

y s (t) - st8-1 
s-1 +c) + tG(s-1)T -lts-1 

	

( Ts-1 	c ) 2 

-sts-1(ts-1 	c) - Ts(s_1)ts-2 

( 

i s- 1 	c ) 2 

Dalje je 

(t s-l+c) 2 (is- l+c) 2 y'(t) st s-1 (t 8-1  +c)(t s-1  +c) [t s-1-I s-1 ] 

+ (s-1)t s-2 t.  - 1 [ t s+1 (t s-1 4.0 2 - Ts+1 ( Ts-1 4.c) 2] . 

 Ostalo je isto. 

Za s = 1 se dobija 

A = A. 

Za s = 2 se dobija nejednakost 
2 

s 

ai  

a 	n 1 	K = K(a) =M2 (a), 
-  

1=1 	i 

koja je stroZR od odgovarajuCe nejednakosti (6). 

y(t) - 

Tako je 
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GLAVA III 

GEOMETRIJSKE NEJEDNAKOSTI 

Ve6ina geometrijskih nejednakosti je nastala u ovom 

veku. Opati postupak nepokretne take je primenjen na 

jednom izboru tih nejednakosti. U prvoj ta6ki je data 
nova nejednakost jedinstvena po tome iito postaje jednakost 

za jednakokrake i pravougle trouglove. Time su ove dve vane 

grupe trouglova okarakterisane jednom nejednako66u. InaCe, 

ve6ina nejednakosti za trouglove postaje jednakost za jed-
nakostrani6ne trouglove, a samo mall broj za neke posebne, 

npr. 3.2. U 3.13. je dato uopiitenje izoperimetrijske nejedna-

kosti za poligone. 

3.1. KARAKTERIZACIJA JEDNAKOKRAKIH I PRAVOUGLIH 

TROUGLOVA. 

TEOREMA A. I.J.Schoenberg, 1935. WM. Ako take 

Ai ( i=1,...,n) s-dimenzionog euklidskog prostora R e  

leie na (hiper)sferi polupreftika R, tada za sve realne 

brojeve A i  ( i=1,...,n) vaii 

,n 
	)2  211'( 7- li 	7- 1. A.d2 (Av Ai ), 

i=1 	i,j=1 

gde d(A1'Aj)  ozna6ava euklidsko rastojanje izmedu A. i A j .  

Iz Schoenbergove nejednakosti za n=3, 0. Kooi, 1958. 

[K00, BOT121] je dobio vise poznatih nejednakosti za tro-

uglove, kao su formule Kubota, Weitzenb6ck, Finsler 

i Hadwiger i Gerretsen. 

17 2 
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tj. p1 
+ P2 + 	 P3 =p 

2c2 p2 	 p (b24.c 2_a2 ) _ 3 	2 =c p 

p2 
2 2 (a -b -c 2  ) 2b2 p 3  =-b2 p, 
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TEOREMA B. Ako su PitP2,p3 realni brojevi, tada 

(1)  
( 13 1 +13 2+13 3 

.2 
> 	+ p 3p1b2  + p1p2 c 2 • 

D o k a z. Neka je 

(2) P1 	P2 	P3 = P 

f(131,1329P3) = P2P3a
2  + p3p1b2 	PIP/. 

Ako je y = f(x,iO3) i x+i = pl+p2 	tada je 

y' = p 3 (b2-a2 ) + (i-x)02 . 

( Ako je x0 ,i0  reeenje jedna6ine y'=0, mote se defini- 

sati preslikavanje F 3 (p 1 ,p 2 ,p 3 ) = (x0 ,i0 ,p 3 ) koje je mo- 

notono u odnosu na funkcional f( Pl'P2'P3 )  f(F3 (pl ,p 2 ,p 3 ))4 

Dakle, da bi f(pl ,p2 ,p 3 ) bila ekstremna vrednost mora biti 

(3)
(p1_p2)c2 

• 

(a2-b2)p3 	0. 

Za parove p 2 ,p 3  i p 3 ,p1  s1i6no se dobija 

(4)
(p2-p3)a2 

▪  

(b2-c 2 )p 1 
 = 0, 

(5)
(p

3
-p1)b2 

 • 

(c2-a2)p2 	0. 

Sistem linearnih jedna6ina (2)-(5) 

	

P1 	 P2 4- 	P 3  = p 

-c  

	

2Pi 	
c2p2 

• 

( b2-a2)p3 	0 

	

b2p1 	(a2•c
2 2  ,p  

) 	- 	u p 3  = 0, 

pri 6emu se poslednja jedna6ina mote zameniti s 
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( (b

2+c2-a2 2 b
2
+c

2
-a

2 
 2 b2 )p 3 	p 	2  	b p, 

2c 2 

ima re5enje 

q1  = ka2 (b2+c2-a2 ) 
q2 
	kb2(c2+a2-b2) 

q 3  = kc 2 (a2+b2-c2 ), 

gde je 
p 

2a2b2+2b2 c 2+2c 2a2-a4-b4-c 4 . 

Koriedenjem obrazaca za povrAinu trougla, Heronovog i 

c ab P - 
4R 
 imamo 

	

f(cli,q2,q3) 	ka2 b2 c2 p c 2+a2_ b2 )(a2 4.b2_ c 2 )  

(a2+b2-c2)(b2+c2-a2) 	(b24.c2-61.2) 

(c 2 4.0.2_b2 ) ] 

k2a2b2 c 2 (2a2b24.2b2 c 2 4.2c2a2-a4-0-c 4 )  

p2a2b2 c 2 p2a2b2c2 

16P2 - P
2R2 

2a 2b24.2b 2 c 2-a4 -13 4 ...c 4 

Schoenbergova jednakost vaii ako je sin2X. rpi , ( r€ R ) 

sin2A = rp 2  i sin2t. rp 3  [B0a]. Takode je 

R2 

	

ql 	ka22bccoscc. 

Nejednakosti za trougao u vedini sluaajeva postaju 

jednakosti za jednakostraniOan trougao. Sledeea nejedna-

kost je poseban sluoaj ()pate nejednakosti Schoenberga, 

a ima svojstvo da postaje jednakost za jednakokrake i 

pravougle trouglove. NejednakostraniOni slu6ajevi u POT] 
su 2.- 10,11,13,17,18,19,20., 4.-19., 11.-18,20,21,22., 

14.-2., i to eC=IS i coscc= V573 ; jednakokraki trougao 

( 4.19. ) ; pravougli sa uglovima 7174 . 

k 
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a2+b2 c2 +a2 

V2b2t2c 2-a2 ' V2c 2+2a2-b V2a2+2b2 - 

b) 

2R) max 
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TEOREMA C. Neka su a, b i c stranice i R polupre6- 

nik kruinice opisane 1K0 trougla. 

a) 
b2+c2 

	

2R )  	

V2b2+2c 2 -a2  

jednakost vazi ako i samo ako je b=c ili d= 

Jednakost vaii ako i samo ako je trougao jednako-

kraki iii pravougli. 

c) Ako je d< X , tads 
2 

a 	 oc V2b2 +2c 2-a2  
siri .‘ 	 , 	cos-A) 

V2b2+2c2 	
' 	V 2 	2 2b +2c 

	

e 	a 	 V2b2+2c2  

	

tg74 	.. 	 , 

	

4 	V 2 2 2 	 e 

	

2b +2C -a 	 2cos- 
2 

i obrnuto za .44-
v  . Jednakost vazi ako i samo 
2 

ako je b=c ili a= 1 . 

D o k a z. Posmatrajmo Schoenbergovu nejednakost (1) 

sa dva jednaka parametra. Funkcija f(pi ,p 2 ,p - ) 
? 	 9  

const. ima maksimum ako je 

13,1(b24.c2) 	2p2 (a2-b2-c 2 ) = 0, 

tj• 	 b2+c2 -a2 

(6) 	 P1 = 2p2 	• 
b2+c 2 

Za ovu vrednost nejednakost (1) postaje 

b2+c -a 22 
( 2  	+ 2 )

2R2 	a2 + 2(b2+c 2-a 2 ), 

b2 +c 2 

5to daje a). 

2R) 

p1+2p2 = 
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Ako je 4= - 

7C 
, onda vaii jednakost a), takode, za 

2 
b=c je 

2b2 2b2 

V02-a2 	V2b2+2b2 cosa. 	V2+4cos 2 
 2
.1-2 

Ako pretpostavimo da jednakost vaii u a), tads ona 

vaii u (1) i iz q 2  = q3  sledi 

b2 (a2-b2 ) = c
2 (a2-b2 ), 

tj. 	 b2coss = c 2 cosdc, 

tako da je b=c 111 s. 	. 

Funkcija 	f(p 1 ,1,1) - (p 1 +2) 2R2  ima maksimum za 

2R2p 1  = b2 +c 2-4R2 , 

sto takode daje a). Poredenje s (6) daje 

2 b2 +c 2-a2 	b2+c2-4R2 

2R2  b2+c 2 

<0)2 4.c2 ) 2_8R2 0324.c 2 
-4R2a2+16R4 	 )+16R4 , 

b2+c 2-4R2  > 2R V4R2 - a2  = 2R -1./ --- a2 , 
sings 

b2+c2>  a2 	a  acoss  _ a2  l+cos,c 1  
- a2 

sings sins sins 	sin's 	1-coed  

tj. 

(7) 
	 b2+c2 

a2 	1-cos,c 
1  

• 

(7) je ekvivalentno s 
	

(b-c) 2  cos ) O. Na kraju, 

c 4 ) je ekvivalentno s 

2b 2b  - 2R 
2sina 

a 	V2b2+2c 2  
.4. 

2sin2 cos-
2 	

2cos- 
2 
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a time i s c 1 ) . 

Relacije c) mogu dati vise novih nejednakosti. 

Nejednakost J. Karamate [D0T27] 

tg-c; + tg-; + te; 

postaje jednakost ako i samo ako je trougao jednakostra-

ni6an. Za o5trougle i pravougle trouglove se dobija 

b  
(8) 	

a 	
+    + 	

c 
 

T, 	 al2 +2b2 - c2 21) 2  +2c
2  -a2 	V2c2+2a2- b2 	V  

Neka je A = 1/21)2 +  2c 2 -a2
, B = V2c2+2a2.4)2, C .T213124_20_c2 

f - leva strana (8) i 

X = {(a,b,c)i a 0, a <b+c, cikl.} 

Razmotrimo sistem jedna6ina 

f' a 

(9) 	f l; = 

f' 

( b2 +c2).A- 3 
 -  abB

-3  - 	caC-3  = 0 

-abA-1  + (c
2 +a2 )B-3 - 	bcC-3  = 0 

-caA-3 	bcB 
3 + (a2 +11 2 )0 -3 = 0  

Prve dve jedna6ine (9) daju 

((b2  +c 2  )(c 2  +a2  )-a2 b
2  )B-3  = ((b2 +c2 )bc+a2 bc)C -3 , 

c 2 (a2 4.13, 2 4.c 2 ) --3 = bc(a
2+b2 +c 2 )C

-3 , 

tj• 	 b : c = B-3 : C -3 . 

Tako je 
a: 	c = A-3  : B-3  : C -3 . 

Ako je 	d = 2a2+2b
2+2c 2 , tada 

a213 	b2/3  

ili 	 d( a2"3  

= B2 	: A2  = (d-3b2 ) : 	(d-3a2 ), 

- b2/3  ) = 3( 	a8/3  - 	b8/3 	). 
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Dakle, 	 r3_s 3 
a = b 	iii 	d = 	 

r-s 

s 3-t 3  
(10) 	 b = c 	iii 	d - 

s-t ' 

t 3-r 3 
c= a 	 d= 

t-r 

gde je 	r = a
2/3 , 	s 	b

2/3 , t = c2/3 . 

Ako u prvoj koloni (10) vane dye iii tri jednakosti, tada 

je a = b = c. Ako u prvoj koloni (10) ne vaii nijedna 

jednakost, tada iz 

(r+s )(r2 +s2 ) 	(r+t)(r2 +t 2 ) 

sledi 

rs2-rt 2  +r2 s-r2 t+s 3-t 3  = 0 

tj. s = t, a time i a = b 	c. Ako u prvoj koloni (10) 

vaZi ta6no jedna jednakost, npr. a=b, tada je 

d 	4r3+2t 3  = 3(r+t)(r2+t 2 ), 

2r 3 = (r+t) 3 , 	t = ( 2
1/3 - 1 )r. 

Za takav trougao sa stranicama : 1, 1, (2 1/3  - 1) 3/2 

 je f > 	. 

Pokaiimo da je f > 2 na granici skupa X. Ako je 

npr. c = a+b, tads 

f - 
a 	b 	a+b 

a+2b 	2a+b 	a-b 

Neka je u = a+b = const., onda 

f'
a 	2u 

11 	1 4.  

(u+b)2 	014 02 	(a..-02 
< 0, 

tako da je 
f > lim f = 2 > V . 

a/u 
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3.2. D.F. BARROW, 1937, R.R. JANI6, 1967. za flega-

tivne brojeve, [B0T123] 

Neka su x,y, z realni brojevi takvi da je xyz > 0, 

tada yz zx xy 
(1) ICOU + ycosa + zcost 

	

	 -t- 
2x 2y 2z 

Ako je xyz.(0, tads je nejednakost (1) obrnuta. 

Jednakost vaii u oba sluCaja ako i samo ako je 

1 	1 	1 : 	:= sinoc : sin ft,  : sint . 
x y z 

D o k a z. Neka je f(.4,11,40 leva strana (1) i 

neka su x,y i z pozitivni brojevi. Ako je 

Y(t) = xcost + ycost, 0 <t < oc+ , T+t = cL+ 

tada 

(2) y'(t) = -xsint + ysint 

1 
x  
1 
y 

Odnos k(t) = sint  j e strogo rastuea funkcija po t jer 
sint 

je k'(t) = sin(<4+8).  Dakle, postoji jedinstven par 
sin2T 

slut(1 	Y 
brojeva takav da je 	- 	Tako je odredeno 

l' 1 	 sinA1  

preslikavanje Fc (0c,A,3') 	(.(1 ,A1 ,(1 ) koje je monotono u 

odnosu na funkcional f 

f(cc•Nf) < f(Fc (*(0,0). 

Niz preslikavanja FA ,FB ,FC ,FA ,FB ,... formira niz trojki 

brojeva, koji ima podniz koji konvergira k (a ,A r ) - 0 0 ,  o 

zajedni6koj nepokretnoj ta6ki preslikavanja F F A' B F' C' 

Pri tome je o 	6 + 	+ fo  = 	i o 

f('"‘ ) < f(°( 1' (1' (1 )  • 
f(a-  ,fs , e ). 0 0 0 

• 

sint 
sinl 

xsinT. 
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i) Neka je 	mintoc o , Ao , 	> 0. Vektor ( oco , Po , ro ) 
je nepokretna ta6ka preslikavanja FA ,FB ,Fc , tako da je 

sin4 : sin so : sin o = 1 - : 1 - : 1 
x y z 

Za proizvoljan trougao s uglovima Gc o , 	ro  i stranama 

a,b,c vazi 

sinao : sin lbo : sin r = a : b : c. 

Dakle, postoji trougao s uglovima 	(so , ro i stranama 
1 1 1 

y , 	, pa je 

f(0(o' 	r o' o = xcosec + ycospo + zcosro 
1 1 = xyz ( - y  -cosoco 	

1  + - -cosbo 	
1  + - -cos r ) z 	z 

1 
 x 	x 1 

xyz  ( 1 +1 _1 4. 1 +1 _1 + 1 4.1 	N 
2 	y2 z2 x2 x2 a2 y2 x2 y2 z 2 

yz zx xy 
= 2x + 2y + 2z • 

ii) Neka je 40 =0, po  <ro . Ne mote biti 0 0> 0, jer 

tada (o,rbot ro ) nije nepokretna ta6ka za Fc . Kako je 

f(0,0,1") = x+y-z, treba proveriti 

yz zx xy 
w=  2x + 2y + 2z 

Ako je z 4y, tada 

	

z 
x 2y 2z 2x2 	

(y24)2 y 	yz 	yz w = + — 	1 = 	 

odakle se izra6unava najmanja vrednost za w 

yz y-z p„. z ) 2  yz w ( 	) 	 y + z = 0. 
y-z 	2 yz 	2yz y-z 

Neka je x <z <0. Iz (2) sledi 

f(door) < f(cc+0,0,r) =-xcosr+y+z cosW(7r,0,0)=-x+y+z, 

ato je slua'aj b). 

- x - y + z ) 0. 
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iii 
sin2S 	sin2! 

sinA +sinir C  sine +sine .  
sin2c< < sin20 
b+c 	a+c 

3.3 
	 lel 

3.3. T.R. CURRY, 1966. [P0T45]. 

v-; 	9abc  
4P a+b+c 

Jednakost vaii ako i samo ako je a=b.c. 

Dok a z. Neka je 

f(a,b,c) - 
abca+b+c  

Nekajeh visina iz temena C i x=AC' - rastojanje do pod-

noija visine, koje je negativno ako je A E C13 	Dalje, 

neka je 
y(x).f(a(x),b(x),c), b2 =x2

4412 ,  a2=i24.h2, x+x=c. 

'(x) 	(a'b+ab')(a+b+c) - ab(a'+b') 

a'(b2 +bc) + b'(a
2 +ac) 

Tada je 

(a+b+c)
2 

- a(a+c) - - b(b+c). 
a 

Ako je x <0 ( I>o tj. i<0 ), tada je y'(x).<0 

( y'(x):>0 ). Zato funkcija y(x) minimalnu vrednost dos-
tiie na intervalu [0,c]. Radi odredenosti, nejednakost 

y' (x) < 0 je ekvivalentna s 

b+c b2 
(1) 

x 	a+c a2  • 

Uslov (1) se mote transformisati 

) a b+c 
	 cos.( sink b+c 

x b a+c 
	 coso sinA a+c ' 

a 

Dakle, neka vrednost x1 
 6[0,c] odreduje trougao 

Fc  (d) 	= LABC 1  
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s elementimaal' bl 'c ' dl' hl, (1, za koji je 

f(A) = f(a,b,c) > f(a 1 ,b1 ,c) = f(Fc (6)) 

sin2 1  4 	61  

b1+c 	al+c 

Niz preslikavanja FAI FB ,Fc ,FA ,... odreduje niz 

trouglova (A n  ) koji konvergira zajedni6koj nepokretnoj 

tadki preslikavanja F A ,FB ,FC  u kojoj funkcional f dostite 

ekstremnu vrednost. Slede6a lema zavr6ava dokaz. 

LEMA. Ako je 

(2)  sin2' 	sin2 	sin2r 

  

sinh+sinr sinr+sini. sincc+sinfs 

tada je d =A= C. 

D o k a z. Ako je cc= A , onda 

sin2.4 

  

1 
ili 	- 1+2cosoc 	cos24,  sin4+sin2.4 2sincc 

tj. 	 3 

	

-2cos 	- cos 20( + cos' = 0. 

Dakle, coed: mole biti 0, -, -1, pa je dc= 
3 
- . 

- 
Iz prve jednakosti (2) sledi 

sin(GC+6) (sin2c4-sin20) = sin6sin2 - sin4sin24, 

ill 
sin2  cccosoccos - sin2rbcosttcos tb + cos 2.4 sinssin A - 

	

- cos 2A sind.sin A = cos - cot:1 3 /N - cos + cos 	, 

odakle je 
(cos2 A - cos2,A) cos(s+A) = 

= (cos - coscc)( 1 + coseccosA-cos 2oc-cos2 A ) 

Ako je 	onda 

(3) (costk + costb)(cosd+cosh-cosal = 1 + 3cosdcosA. 
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Time je 
f(a 	a ) = 1"'" n 

al 	 an  
	 + 	+ a2+...+an 	a1+...+an-1 

3.3 	
183 

Formule sli6ne (3) vane i za parove 	i rt oc, 6ijim 

sabiranjem se dobija 

(4) 	2( cos
20c. + cos 2 1 + cos

2 ( ) = 

= 3 + 3 ( cosoccosr) + cos(5cosif t costooscc ). 

Za ogrtrougli trougao je [1810T24] 

cos2cc + cos2 15 + cos
2 e < 1, 

tako da iz nemogu6nosti (4) sledi 4= 6. Za pravoguli i 

tupougli trougao (2) ne mole biti tan°, jer bi tads jedan 
razlomak bio nula odn. negativan, dok su ostali pozitivni. 

3.4. M. PETROVIC, 1938. [BOT136]. 

Ako je (n-1)s (s>0) obim poligona od n strana 

ai  (1=1,...,n) i ako je ai  s (i=1,...,n), vaZi nejed-

nakost 

n 	al 	 a2  

n-1 	a2+...+an 	a3+...+an+a1 

an 	 n-1 

	

+ 	  al+...+a n-1 	< n-2 

D o k a z. Najpre je 

A+ 	2 C 	A+C -  
B D 	B+D 

ekvivalentno 	 (D-B)(AD-BC) > 0. 

Tako je 

a1 	a2 

a2+c a1+c 

al+a2 

2 	 c=a3+...+an a1+a
2 

2  + c 
2 

ekvivalentno a 

(111-a2 )(al
2+alc-a22-a2 c) = (a l-a2 ) 2 (al+a2+c) > 0. 
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al+a2 al+a2  

	

f( 	
2 	2 ' a

3 ,...,an  ) 

al+...+an 	al+...+an  
9..., 

n  
n-1 • 

Druga nejednakost (1) sledi iz 

f(a1 9001,9an ) ‘. f (al+arle191219a 3 900 . 9an ) < 

‘f(a1+a2+a3-2s,s,s,a4 ,...,an) < 

<f(0,13, • • • ,$) = 

gde a1+a2
-s>0, std. sledi iz uslova teoreme. 

3.4.' L. EULER, 1765. [D0T5,48]. 

Ako su R i r polupre6nik opisane i upisane kruinice 

trougla respektivno, tada 

R 

Jednakost vaii jedino za jednakostrancene trouglove. 

D o k a z. Neka je 0=4NABC i f(A) = R funkcional 

na skupu X svih trouglova opisanih oko kruga k upisanog u . 

trougaots. Neka je A l 
prese6na ta6ka simetrale ugla A i 

kruga k, ona za koju AA 1  sadrii centar I kruga k. Neka 

su B1 i C1 
preseci tangente kroz Al na k s pravama AB 

AC redom. Ako je PJ)r, onda B E AB1  i Ci  E AC. 

Pokaiimo da novi jednakokraki trougao 

FA(L) = AAB1C1  =t 1 

ima manji iii j dnak polupre6nik opisanog kruga R 1 . Prema 

a 	 al 

	

sinusnoj teoremi R - 	 ) 
2sinoc i R1 = 2sincc 	( al = B 1C 1 ), 

tako da je dovoljno utvrditi da je a;a 1 . Ako je y ugao 

izmedu visine ha i AA1, onda 
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(1) 	 ha  = r + Alcoa Y < r + AI = AA1  = 

Neka je D = BC A B1 C 1  i E ta6ka na produietku AB, 

takva da je LBDB1  .4!BiDE. Ugao B1  je ogtar, tako da 

je BB'  01E, d 00111 tQfp BlP IpC 11  tako da je 

F(BDB 1 ) 	P(B1DE) “(DC,c), 

gde P ozna6ava povr6inu. Odatle sledi P(ABC) > P(AB 1 C 1 ), 

6to zajedno s (1) daje a a l . Niz preslikavanja 

PA , FIB  Pc 9 FA  9 • • • odreduje niz trouglova 	I Ai 9 A2 $ • • • 

koji ima konvergentni podniz (ceo niz konvergira) Cija je 

granica zajedniCka nepokretna taCka preslikavanja P A ,FB ,FC  

- to je jednakostrani6ni trougao L1 0 . Zna6i 

R = f(A) 	f( A 1 ) 	f( Ao ) = 2r. 

Do k a z II. Neka je f( A) = r i X prostor svih 

trouglova upisanih u krug K opisan oko C . Neka je A 1 

aredifite luka 66 kruga K i A i  = A1BC. Ako au I i I 1 

 centri krugova upisanih u d i A i , polupre6nika r i r 

tada je LBIC = LBI1C = U. Take B, I, I 1 , C se nalaze 

na jednom luku, pa je r r 1 . Na osnovu teoreme [BOE53], 

niz regulacija (A n ) brzo konvergira pravilnom trougluA 0  

r = f(A) 	f(A1 ) 	;f(2,0 ) = 

3.5. S.I. ZETEL', 1962. [B0T127]. 

Neka je P unutra5nja ta6ka trougla ABC. Neka su 

L,M,N take u kojima prave AP, BP, CP seku strane BC, CA, 

AB respektivno. Tada 

8. AM- BN• CL < abc . 

Jednakost vaii ako i samo ako je P teziste trougla. 
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D o k a z. Neka je funkcional 

f(P) = AM•BN.CL . 
Uvedimo oznake 	m = BL, 	n = LC, 	CM, 

x'. AN, 	x = NB, 	y = MA. 

Na dui AL odredimo ta6ku P 1  u kojoj funkcional f 

dostiEe najve6u vrednost. Na osnovu Chevijeve teoreme je 

n y x 	• 

odakle je y' =' 
	 mx 

nx  . Dalje je y + y 	= b *Ito daje 
mx ' 

mx y = b' 	 . Funkcija g(x) = xy = bm  xx' 
mx'+nx 	 mx .+12x 

ima izvod 

(
mxbm 

'+nx )2 
g'(x) 	(x'-x)(mx'+nx) - xx'(n-m) 

= mx - nx2  . 

( 0<x<c ) 

m x' ViT kada je i Y = - - = - . Preslikavanje F A (P) 	Pi  y' n x 

odredimo tako da je Pi  ta6ka na AL za koju je 

BN AM \FIT 
NA = 	n 

Tada je f(P) “(P1 ). Niz preslikavanja F C' A'"' 
odreduje niz ta6aka P,P 1 ,P2 ,... za koji je 

f(P) < f(Pi ) < f(P2 ) < 

Niz (P ) ima bar podniz koji konvergira ta6ki P o trougla. 

Uz iste oznake, P o  je nepokretna taka za preslikavanje F A 

 tako da je -- Takode, Po je nepokretna taka x' 	y' 	n 
za FB ' pa je -= 

n- , sto zajedno daje m = n. Time je In 
X I 

i x = x' i y = y', zna6i, Po  je teziste trougla ABC. 

Funkcija g(x) dostiie najve6u vrednost ako je 	= 
x' 	n 
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3.6. S.I. ZITEL', 1962. [BOT128]. 

Neka je M unutrafinja taCka trougla ABC. Prave kroz 

srediiine take duii AM, BM, CM paralelne stranama BC, 

CA, AB respektivno, obrazuju sa stranama trougla ABC 
trouglove s povrEnama PA , PB , Pc . Tada 

P +P +P >-P. A 	B 	C / 3 

Jednakost vaii ako i samo ako je P teziste trougla ABC. 

D o k a z. Ako su Al' B1, C 1 preseci pravih iz 

temena 

tada je 

Neka je 

A,B,C redom kroz 

PC  = P 

f(M) 

taCku M 

CM 

sa 

2 
) 

P 
= 

4  

BM2 

suprotnim stranama, 

CM2  
( 	2CC 

p 

4 

1 

CM2  

CC2  

AM2 

AA21' 1 CC2
1  BB2 

Neka su E i F presefte taoke strana AC i BC s 

pravom kroz taku M koja je paralelna s AB. Neka su 

M' i M" preseci strane AB s.pravama kroz M paralelnim 

s BC i AC redom. Tada 

BM2 AM2 	BM"
2  AM .2 

BB 4" AA, 

	

—2-  72—  + 	• 

Porto je 	AM' + BM" = c + P'P" = const., 

to zbir kvadrata BM" 2  + AM' 2  ima najmanju vrednost kada 

su sabirci jednaki. Dakle, ako je preslikavanje Fc (M) = M, 

takvo da je M1  srediiite dui EF, onda je funkcional f 

monoton u odnosu na preslikavanje f(M);:f(M i ). Niz presli-

kavanja FA ,FB ,Fc ,FA ,... odreduje niz taCaka M,M1 ,M2 ,... 

koje konvergiraju teii6tu T - zajedni6koj nepokretnoj taCki 

preslikavanja FA ,FB ,FC  i 	f(M) 	 P/3. 
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3.7. Z. MITROVIC, 1967. [BOT22] 

Ako je A realan broj, tada 

cos ac + A (cos r + cos r) < 1 + 2 

Jednakost vaii ako je 0 < A <2, cosoc=1- 12- cos. cosir=2' 
2 	

P) 	2' 

D o k a z. Neka je 
f(oc,P,,() = coed. + (cos 15 +cos 

Zbir cos l +cos r uz 	= const., ima najve6u vrednost 

ako je 	, tj. 
-1-  cos 5 + cos ( ..<, 	e)  

	

2 cos 	, 

r-r 	 ir 	+ r 
jer 	 2 cos "if 

cos 
2 \ 	2  < 2 cos 	(

5  
2 <2

it 
)• 

2 	

IS+ 

Dakle, 
r(4,(),r) < f (.4 LIC I") 	cos oc + 2AcoP+  

' 2 	 2 

= cos oc + 2Asint" 	cosec + V2 V1-cosec. 
2 

Neka je 	 y(x) = x + 	 , 	0 <X <1, 

onda   11-fVf.:--x -2  
IT 	r2" 

Za 71.<,0 u (1) vaii stroga nejednakost, a za A2 je y'< 0 
,2 

y(x) < y(-1) = -1 + 22 <1 +  

tj. (2-2) 2 > O. Za 0<A<2 funkcija y(x) ima najveau vred-

nost za VDE:i = A , tj. x = 1 2 
 i tada je 

y( 	2 	 2 
) = 1 + A

2 

3.8. J.M. CHILD, 1939. [130T31) . 

sec.( + sec 1 + sec (> 6. 

Jednakost vaii ako i samo ako je trougao jednakostra- 

(1 ) 

A
2 

ni6an. 
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D o k a z. Pokaiimo da je zbir secs + sec , uz 

uslov oc + t = const., najmanji kada je cc= A . Neka je 
- 

y(x) = secx + secx- , 0 <x < J. 4- , X+X = cC 	<Ir 

Sada je 
2- 

cos2xcos x y, (x) = sinx cos 2i - sins cos 2x 

sins - sinxsin2i - sini sinisin2x 

= ( sinx - sins )( 1 + sinxsinx ), 

f(±p,=.72-,r) 	f(1,,3) = 6,  

najmanja vrednost se postiie u nepokretnoj taaki 

kavanja 	 (,, ft ,() 	(511 ci±11 r) cikl. 
2 ' 2 " 

3.9. C.V. DURELL, A. ROBSON, 1948. DBOT271 . 

tg 5 	tg
2b  + tg2  ) 1. 

2 

Jednakost vaii ako i samo ako je trougao jednako- 

strani6an. 
Dokaz. Neka je 

' 	2
o 

	

, cr+ 	- 	.4+  
y(x) 	tg2x + tg2i, 0 <x s\-2 

 x = 
2  

cos2xcos2i y'(x) = 2tgxcos 2i - 2tgicos 2x, 

lcos 3xcos 3i y'(x) = sinxcos 3i - sinicos 3x 
2 

sinxcosi sinxcosisin2i -cosxsini + cosxsinisin 2x 

sin(x-i) + sinxsini(sinxcosx-sinicosi) 

sin(x-i) + sinxsinicos(x+i)sin(x -x) 

sin(x-i) ( 1 + sinxsinicos(x+i) ). 

ZnaCi, y'(x) ima isti znak kao x-x, pa y(x) ima najmanju 

tako da y ima njamanju vrednost za x=x. 'ako za funk-

cional 	 voc,r,,r) = seed. + sects + sec 4,-  

vaii 

tads 
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6 + vrednost za x - d2 . Traiena nejednakost sledi iz niza 

nejednakosti 
f(ec,h,r) > f(!c-

2
L-145

' 	
?, r) 	. . . 	7--r  

3'3 
) = 1, se

'3 
najmanja vrednost se postitie za zajedniftu nepokretnu 

taCku preslikavanja 	 cikl. 

3.10. H.W. GUGGENHEIMER, 1967. [MT34]. 

1 + cosoc cosh cost 
(1) 	 >VT sins sin /b sin C 

Jednakost vaii ako i samo ako je trougao jednakostra-

ni6an. 

D o k a z. Neka je f(.4,0,r) funkcional odreden izra-

zom s leve strane (1) i 

y(x) = f(x,i,r), 0 <x <oc+) , x = 44445—X. 

Tada je 

- sin2xsin2xsinCy'(x) = ( -sinxcosi + cosxsini )cosrsinxsini- 

- (1 + cosxcosicos()(cosxsini - sinxcosi) 

sin(i-x) (cosirsinxsini - cosxcosicos (— 1) 

sin(i-x)( -cos(cos(x+i) - 1 ). 

Time y(x) ima najmanju vrednost za x - ' 44
2

5  . Dakle, 

funkcional f dostiie minimalnu vrednost u zajedni6koj nepok-

retnoj tafti preslikavanja (.405,10 	( 1T,17,1"), cikl. 

i to felt 	= V3 3 , 3 , 3  

3.11. J.M. CHILD, 1939. DBIaT241. 

3 cosbcost + costcosoc + cosoccost5 < - 
4 

. 

Nejednakost je stroga, izuzev kada je trougao jednako-

strani6an. 
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D o k a z. Neka je f(cc,A,r) izraz s leve strane 

gornje nejednakosti i zamenimo oc s x ibs i= c4 445-x. 

Tada je 

fx = cos r( sink sinx ) -sinxcosi + cosxsini 

A+ 	i-
2
x 

	

= cos r 2cos d
2 

sin 	+ sin(i-x) 

2 sini-Lci 	( cos rcos 	+ cos-T). 

Iiraz U ZUgradi je uvek pozitivan, tako da f' ima isti 

znak kao i x - x, 0 <x <d+ f5 Time je 
3 

	

f(.4,15,r) < 	 •-• O'(Irt393)  

3.12. J.M. CHILD, 1939. EB0T111,6KL511 . 

R1R2R3 ) 8r1r2r3 

L. FEJES TOTH, 1948, 1953. [DOT1384KL55] ,  

Neka eu R rastojanja unutraiinje take M poligona 

od vrhova i r rastojanja M do njegovih strana. Tada je 

R1 	Rn  > ( 
sec-

ir ) n  r1 	rn, 

gde jednakost vaii jedino za regularan poligon i njegov 

centar. 

D o k a z. Neka je P. Al ...An  poligon i funkcional 

ri ...rn  

	

f(p) 	R 	Rn  

Neka su Mi  podnoija visina iz take M na prave AiAi+, 

( i=1,...,n ), a; =4LAiMMi  i by =LmiMA1+1 orijentisani 

uglovi, tako da je 

151 + 	*** 	5 2; + Dn" 	2/1-. 

Tako je 
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rlrir2r2r3 	rn_irnr, 

	

R1R2R2R 3R3 	Rn  RnR, 

	

= cos 6' COW 	COCIA .  COW 1 	1 

g( 	1. , 	) 

Najpre je 

cosor cos lb < cos t cc-fa 
2 	' 

gto sledi iz konkavnosti funkcije y(x) = In cosx, jer je 

y '(x)  = 	ns; i y"(x) =2  <0. Time funkcional g 
cos x 

najve6u vrednost dostiie u zajedni6koj nepokretnoj ta6ki 

preslikavanja 
f X1+X2  x1+x2 (x1 ,x2,x3,..,x2n)--.,  2 ' 2 '', 3'''' x2n ) ' 

cikl., 	tj. 

f( P) 2  = g( M  

POSLEDICA. 

" ." 5 2 )  < g(2fr 

Ta6ka koja ima najve6i 

2f \ i
) = "82n  • 

f u tro- koli6nik 

uglu je centar upisanog kruga. 

3.13. E.JUST, N. SCHAUMBERGER, 1963. [B0T138). 

Za svaki konveksan poligon P sa stranama al ,...,an  
vaii 

(1)
' 	

4P tgn . 
1=1 

Jednakost vaii jedino za regularne poligone. 

D o k a z. Neka je Qm A l  ... An  poligon i funkcional 

f(Q) = al + 	+ aII . 

Preslikavanje 
Fi (Q) = Ql  = 

je takvo da je prays AiAi paralelna s pravom 	 I 

al_i = Ai-,A; = AiAi+, ai. Poligoni Q i Q1  imaju istu 

povr5inu i preslikavanje je monotono u odnosu na funkcional 

f(P)2 = 
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Niz preslikavanja 

F4 
1 4. 
9F4 

2
1F4 „.. = 

4' 	'3 

odreduje niz poligona 	Q,Q1 ,Q2 ,... . Ako je rastojanje 

izmedu poligona 

onda 

( 3 ) 

d(Qs'Qs+1) = maxtA
is)  A 	1=1,...,n1, i8+1)  

lim d 2 (Qs 'Cls+1) = lim(A i
s)  A 	= is+1) ) 2  

s-co 	 8-400 s 	s 

= lim ( f(Qs ) - f(Q 84.1) ) = 0. 
8-40o 
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(2) 

to je 

f(Q) ) f(Fi(Q)). 

Ako je A.1 
 podnoZje visine h iz A.1  na A.1-1 A.  1+1 ' 

f(Q)-f(Q1) = a i..1  + ai  - 28:
2 

1 
2 	2 

. A. A +h +A A +h 
	-2h2  

	

2 	2--A  
1-1-1 	i i+1 	1-1

A  i+1 

2 [ 1- 1 -1 —i 1+1 	i—l—i a. i+1 21 = _ 2A. A.+2A A.-(A 	A +A.A 	) 1 

2 
i (A 1-1.14- .41Ai+1 )  

= A.A: 2 
3. 

a: 	a 4 ‹ 
1-1 

Iz (3) sledi da postoji mEN, takvo da je za sve 

	

d(Qs'Qs+1) ( E/2n. Neka je s 	takvo da je 

i s
=2, tada za i=2,...,n 

148)  - a. 	=la 1 	1 	
+a 	-a2 	+a 	

- (s)I 1 (s)-a (s+1) 	(s+1) 	(s+2) 	(s+2) 

(=)
2 	

(=)
3 

-a (s+3) +...-ai (s+i -1) +ai  (s+i-1)_a (s+i)1 3    
(=) 

ie 
2n 

ja _a (2) 	(s)I < laT -aTI + I a-al < 2 -1-fL E. 
2n 
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co 
( Primetimo da je 	d(Qs' Qs+1 )2 < co , postupkom kao u 

s=1 
[lia2A] mote se utvrditi da niz (Q s ) brzo konvergira 

jednakostraniCnom poligonu. ) 

Funkcional f je neprekidan, tako da je nejedaakost (1) 
dovoljno dokazati za poligone s jednakim stranama 

a1  = 	an = a. Pokaiimo da od svih poligona Q s jednakim 

stranama a najveOu povrAinu ima pravilan poligon. 

preslikavanja u skupu J a  svih jednakostraniOnih poli-

gona Cije strane su a 

Gi (Q) = 	 Ql . 

Temena Ai i 	su taoke za koje je prava Aick1 +1  paralelna 

pravoj 	 i time 

	

LA' = LA 	A:A' 	=.LA'A' 	.L.A' 1-1 i i+1 	i 1+1 i+2 	i+1' 

Da bi se dokazao odnos monotonosti P(Q) < P(Gi(0) 

P ozna6ava povrainu, treba dokazati 

< 

Neka je 	 i x - rastojanje, koje mole biti i 

negativno, temena Ai_1  do podnoija visine iz A l  na pravu 

Tada je 

	

y(x) = 4P(A A A A 	) i-1 i 1+1 i+2 

2cVa2-x2  + 2Va2-x2+(c-x)2 Va2- 
(s2_x24.(c...x)2 

4 

= 2c /a2- 

2c a7 + V2a2+(c2-a2-2cx) V2a2-(c2-a2-2cx) 

2c 	+ V4a4-(c2-a2-2cx)2. 

x2  + Va2+c2- 2cx V3a2-c2+2cx 

Prvi izvod je 
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y'(x) 	-cx 	
1 	2(c 2 -a2 -2cx)2c  

Va2-x2 	2 2\48.4_(c2_a2_2cx)2 

-cx 
	 (c 2 -a2-2cx)c  

V42 .x2 
	

V46. 4 -(02-a2-2c20
2 

ako je 
(c 2 -a2 -2cx)

2 	x2 

1.7 4a -(c 2  -a2  -2cx) 2 	a2-x2 

a2 (C
2-a2-2cx)

2 	4a4x2  9  

t j. c 2 -a2 	2cx+2ax , ill 
c-a 

>x 
2 	• 

Dakle, y(x) ima minimum za 2x=c-a, 6to je trebalo dokazati. 

Niz preslikavanja G1 ,...,Gn ,G1 ,... odreduje niz 

jednakostrani6nih poligona Q 1 ,Q2 ,... u kome se izjedna-

6uju susedni uglovi i u kome je povr6ina poligona neopada- 

ju6a. Jednakost se postiZe za pravilne poligone - nepokret-

ne ta6ke preslikavanja F i i Gi . 

NAPOMENA. Nejednakost (1) se mo'ie izvesti iz izoperi-

metrijske nejednakosti za poligone i odnosa izmedu kvadrat-

ne i aritmeti6ke sredine brojeva. Postupak dat u prethodnom 

dokazu se moie primeniti i na ispitivanje nejednakosti (1) 

za sredine strana proizvoljnog reda. 

TEOREMA A. Neka je Q = Al ...An  bilo koji poligon 

povr6ine P sa stranama a l' ...' an  • 
Posmatrajmo nejednakost 

1 

(4) 	Mp (al ,..,an ) = 	
PI p ,, n Y 1  P te n r- Ili >  a. [ 

i=1 1 	n 
n  

ili 
P 

(4') 	a l + ... + an 	n [ 	lA P tg E 	( p 	0 ). 

	

n 	n 	n 
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Neka je 	p(n) = min {p Ivaii (4) za sve Q } 

a) p(n) cl, za sve n€11, 
p(n) >0, za n >3. 

b) p(3) = 0, 
Za p=4 vaii 

a4 	b4 	c4 	16P2 

(F.Goldner, 1949.[B0T45]), 

za p=2 vaii 

a2 + b2 + c 2 

(R.WeitzenbtSck, 1919.[B0T42)). 

m (a,b,c) 	1—P 4 

VJ 
(c.N.milis - 0.Dunkel, 1927.[B0T47]) 

(5) 	 Mo(a,b,c) =
RTJ 	—4 

P. 

(L.Carlitz - F.Leuenberger, 1961, H.W.Guggenheimer, 1965. 

[BOT46]). 
Jednakost vaii ako i samo ako je trougao jednakostra-

ni6an. 

za p>0 

i za p=0 

c) p(4) = 
In 4 3 
In 1 • 

- 0,687422.. 

Za p=2 vaii 

a2 + b2 + c2 + d2 	4P 

(Z.A.Skopec, V.A.Zarov, 1962.[B0T32]), 

za p=1 vaii izoperimetrijska nejednakost 

a + b + c + d > 4V , 

za pp(4) 	
2 

(6) 	 aP + by + cP + dP 	4 P2  . 
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Za p> p(4) vaZi jednakost u (6) ako i samo ako je 

6etvorougao pravilan, a za p = p(4) jednakost vaZi ako i 

samo ako je Cetvorougao pravilan iii je sveden na jednako- 

straniCan trougao. 

Nejednakost (6) pojaCava izoperimetrijsku nejednakost 

a+b+c+d 	
[ap(4)+bp(4)+cp(4)+dp(4)1/p(4) 

wswwwwwwwww" > 

	

r • 

4 	 4 

D o k a z. a) Prva nejednakost sledi na osnovu izo-

perimetrijske nejednakosti za poligone. DokaZimo drugu ne-

jednakost. Postoji poligon B i ...Bn_, ( n-13 ) Cija je 

povr6ina P >O. Neka je Bn  taCka na strani Bn-1B 	
tada 

n-poligon B l ...Bn_,Bn  ima takode povr6inu P. Ako 

B 	B1 , tada bn 	0 
i time 

Mo (bi , • • • p b n )= rki b • • • bn 	0 

tako da (4) ne vaZi za p=0. 

b) DokaZimo nejednakost (5). Neka je funkcional 

f(ABC) = abc. 

Radi odredenosti, pretpostavimo da je ugao 	o5t,ar i 

neka su x i x rastojanja podnoZja C visine h iz temena 

C na stranu AB do B i A respektivno ( x je negativnog 

znaka ako B E CA ). Punkcija 

y(x) = a(x)b(x), a(x)=VX 2  +h 2 , b(x)=V5E 2 +h2 , x+i=c 

ima izvod 
y'(x) = a'b + ab' = Ib - ab 

a 

y"(x) <0 ako je 

x(i2 .012 ) 	i(x2+112 ),  

xi(i-x) < h2 (i-x). 

Za o6tar naspramni ugao je xx11 2 , tako da je y'(x) istog 

Tako je 

iii 
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znaka kao x-i. Neka je C 1  takva taCka da je CC, para - 

lelno AB i da je zadovoljen jedan od uslova 

AC 1  = BCp  LAO < 2 	ili LAC 1B = 2 

Preslikavanje Pc (ABC) = ABC, Lava povr6inu i monotono 

opada u odnosu na funkcional f 

P(ABC) = P(Fc (ABC)), 	f(ABC) > f(Fc (ABC)). 

Niz preslikavanja Fc ,FB  Fc ,... odreduje niz trouglova 

ABC, A 1  = Fc (ABC), 	. Niz (2 11  ) se nalazi u 

kugli K( A, diamA), tako da ima konvergentni podniz , 
koji konvergira nepokretnoj taCki preslikavanja F B  i FC  

- jednakostrani6nom trouglu A 0  = A0B0 C 0  povr5ine P. 

Time je dobijen niz nejednakosti 

VA) > f(Ly...>f(D o ) =[
4 

P. 

	

1 	1 	1 

	

( a + +c  ) p 	( c 13 ) 17) = ( 1 ) 171 0.  P bP P 
p (a IP a I, c) 3 	3 

Nejednakost (4) ne vaZi jer se c mote proizvoljno smanjiti, 

a a pove6ati, tako da povr6ina P jednakokrakog trougla 
ostane nepromenjena. 

c) Neka je funkcional 

f1 (Q) 	VA1 A2 + VI2I-  + VAI-  

	

3 	3 4 	iX 4 1  
f(Q) = f2  (Q)    4 V-F 

Moiemo pretpostaviti da je 6etvorougao Q = A 1A2A 3A4  kon-

veksan, jer se od strana duiina jednakih duiinama strana 
6etvorougla Q mote obrazovati konveksan 6etvorougao ve6e 

povr5ine. Neka je A i  podnoije visine h iz temena A i 

 na Ai-1Ai+1' x - rastojanje izmeduA i _ 1  i A. 	koje je 

Ako je p <0, onda 
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negativnog znaka ako je A i _ i  E Ai A i+1 i x - na sli6an 

na6in odredeno rastojanje izmedu A i  i Ai÷i , tako da je 

x + x = A.1-11 
A.+1 = const. Pri tome se podrazumeva da je 

A o = A 4 i A5 
= Al . Sem toga neka je 

/3•7•LA jA i.  JAi + 19 

Tada, zbir dva Clana iz f 1  (Q) 

Y (1) 	Vai-1 (x) 	Va,(x) = 	
2 +h2  + 	i2+h2  

ima izvod 
x 	 x  

y . (x) _ --137377 	2a3/2 
1-1 

Ako je x 40, onda je y"(x) <O. Neka je 0 <x <X, tada 

zahtey y'(x) <0 daje 

5E 2 	 2 	.
-1 x2 	 cos /5 

 a 
< 1 	sin 

 < ---A-- , 	tj. 	 = 	i d 

a 3 	Eq. 	 cos 2o( a. 	sin a 
1-1 	 a 

sin /3 ( 1 - sin 2 A ) < sin oc ( 1 - sin 2 oc ), 

sin /5 - sin oc < sin 3A - sin 3 0c 

(7) 
	

1 < sin20C + sin of sin A + sin 2a . 

Ako je 	 c , onda je 

2 	 2 	2 sin 0( +sins:4 sing +sin 	) sin oc+sinocsin( 
2 
 - - ) + 

n' + sin2  -
2 

( 
	

- 0( ) = 1 + sins cosoc > 1. 

Neka a je ta6ka A s  takva da je A.A s  . paralelno s A. A.  a. 	 1-1 1+1 

i A 1. -1 i 	i e = 10A.1+1' Neka je ta6ka Ai e AiAi takva da 

funkcija y(x) ima maksimum za x = A.1 A i . Na osnovu 
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prethodnog sledi da ako je LA.1-11 A.A. +1 	
onda je < 

A: = A
8. 1 .  

Neka je 

Hi (Q) = Q 1  = A 	.A. A:A. 	A 	i=1,..,4 1 —  1-1 	1+1 — * 4' 

F i (Q) 
Q, L Ai  je tup 

H.1
(Q) ' 	

inaCe . 

  

Preslikavanja Fi  ne menjaju povr6inu 6etvorougla i mono-

tono su opadaju6a u odnosu na funkcional f 

fl (Q)  ' fl (F i (Q)) ' 	f2 (Q)  = f2 (F i (Q)) * 

Osim toga, ako je maxQ - najduia strana 6etvorougla Q, 

onda je maxQ > maxF i (Q). 

Definielmo i drugo preslikavanje 

G(Q) = 
Q, 

Q2' 

Q nema naspramnih tupih ili 

otrih uglova 

ina6e • 

Ako su LA2 i LA4 
tupi (oiitri) uglovi, tada je 

Q2  = ANA1A4 6etvorougao sa stranama jednakih duzina 

analognim stranama oetvorougla Q, kod koga je jedan od 

uglova z_19 MLA"; pray a drugi tup iii pray i npr. 

Ay,A1 EA1 A 3  i AlAT = A 3A1 ( za o5tre uglove 

An1A"3 
 ). Preslikavanje G ne menja duzine strana Cetvo- 

rougla i monotono je opadajuee u odnosu na funkcional f 

11 (Q) = f l (G(Q)), 	f2 (Q) <f2 (G(Q)). 

Osim toga, primetimo da je maxQ = maxG(Q). 
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Niz preslikavanja 

F1 ,F2 ,F 3 ,F 4 ,G,F1 ,F2 ,F3,F 4 ,G,F1,... 

odreduje niz Cetvorouglova 	Q, Q1 , Q2 , 	za koji je 

f(Q) > f(Q1) > f(Q2 ) > • 

maxQ > maxQ i  > maxQ2  

Neka je 

	

(1) (1) ( ) (1) 	(2) (2) (2) (2) 
R 	C1C2C 3 C 4' R 2  C 1  C2  C 3  C4  , R2 zG i  C2  C 3  C4 ,4.1 

niz 6etvorouglova podudarnih Cetvorouglovima niza 

Q, Q i , Q2 , ... respektivno, za koji je C l.C,1)  .C,(2)  =... . (  

Niz 6etvorouglova (Rn ) ima neopadajau povr5inu i nalazi 

se u kompaktnom skupu, tako da ima bar konvergentni podniz 

koji konvergira eetvorouglu R o  = CMC93C4 - zajedni6koj 

nepokretnoj ta6ki preslikavanja T1 , F2 , F 3 , F4  i G. 

f(Q) = f(R) > f(Q1 ) = f(R1 ) 

Nepokretna ta6ka preslikavanja G je Cetvorougao bez 
naspramnih tupih uglova, a nepokretna ta6ka preslikavanja 

FF2' F 3' F 4 
je Cetvorougao kod koga su strane koje obra-

zuju o5tar ili pray ugao jednakih duzina. eetvorougao Ro 

 je nepokretna ta6ka preslikavanja G, tako da moie imati 

najvi5e dva tupa ugla. Ti uglovi moraju biti nenaspramni 
i time susedni. Dakle, bar dva susedna ugla, na primer 

	

°o 	co-o 
z:C1 i LC2, su oatri 
	pravi i time je C 4

c
1 	1u2 

CC 	a. Ako je ijedan od uglova LC.°3  ili LC°  
2 3 = - 	 4 

o6tar iii pray, Cetvorougao R o  je kvadrat. Zato , 

pretpostavi_mo da su uglovi L...0 3 
i L_C °  4 	

tupi i time 

Time je 
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je 	C3C°
4  b < a. U prethodnom dokazu je pokazano da od 

svih 6etvorouglova sa stranama a,a,a,b najve6u povrainu 

ima ( jednakokraki ) trapez. Ako je T = C iD2D 3D4  trapez 

sa stranama D4C
1 

C 1D2 = D2D3 = a i D
3
D
4 = 

 b
, 

onda je 

f(R0 )A f(T). 

Dakle, nejednakost (6) je dovoljno proveriti na skupu 
jednakokrakih trapeza J. Umesto na celom skupu J, nejed-
nakost 6emo proveriti samo za dva njegova 61ana. Nastavimo 
postupak ispravljanja 6etvorougla. Neka je H 3 (T) = T1  , 

tako da je maxT = maxT1 . Niz preslikavanja 

G, F1 , F2 , F 3 , F4 , C o  F1 , 	odreduje novi niz 6etvoroug- 

lova T1 , Ti, Ty, 	. Ovaj niz 6etvorouglova, na isti 

na6in kao gore, odreduje novi jednakokraki trapez T 2  za 

koji je f(T1 ) > f(T2 ) i maxTi >, maxT2 . Nastavljanjem 

postupka dobija se niz jednakokrakih trapeza T 1 , T2 , T 3 ,.., 

za koji je 
f(T1 ) > f(T2 );. . i 	maxT1  > maxT2 	. 

( Time je obrazovan i transfinitni niz popravki polaznog 
6etvorougla Q. ) 
Niz ( Tn ) ima konvergentni podniz koji konvergira trapezu 

ABCD, koji je nuino nepokretna ta6ka preslikavanja H 1 ,H2 , 

H 3 ,H4 . 

Neka je DA = AB BC = a, CD = b < a, cc= L.ACD i 

Th =L_CAD. oetvorougao ABCD je nepokretna ta6ka preslika-
vanja H4 , tako da je 

cos2dC 
	

in8 
cos 2B 	sin cc 	a 

s b 
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203 3.13 

Dalje je 	b = a. - 2 a cos( oc + 8 ), tako da je 

- = 1 - 2cos(cc 	= 1 + 2sinc(sintl - 2cescr.008/3. 
a 

Ako se uvedu oznake x = sin ec , y = sin 15 , dobija se 

sistem jednaiiina 

I/ 	2 	2 	1-x2 	v 
1 + 2xy - 2 V (1-x ) (1-y ) -71 = 	= k. 

1-y 	x 

Tako je y = kx i 1-y2  = 1-(1-X 2 ), i dalje 

1-k 2 x2 	1 = -(1-x 2  ), (1-k 3 )x2 = 1-k. 

Ako je k=1, 6etvorougao je kvadrat, a ako je 0 < k <1 

onda je 
1  

vl+k+k2 , Y 	Vl+k+k 2  

	

=  	

1 -x2 	k+k2 	 2 	1+k  

Smena u (8) 

tj 

odakle je 

Time je 

eto daje 	k 

daje 

1 

= 

k2  

2k 

0, 

2  V k(l+k) 2 	k + 	 , 

	

l+k+k
2 	(l+k+k2 ) 2 

2k - 2 Vic- (1+k) = k 3-1 1 

	

-k3 +2k+1 	-k2 +k+1 

= k 

k 

b - 
a 

2(k+1) 

- 2V 

= 1 - 

- 1 

2 

+ 1 = 	( 	1 - 	) 2 . 

tj. 	k + \FIT - 1 = 

2 - 
 3- g 

2 2 

(8) 

1-y 	- 
1+k+k

2 l+k+k 2 

Dakle , .6e tvorougao ABCD je kvadrat iii " zlatni " 
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trapez - jednakokraki trapez sa stranama a,a,a,b za koje 

je odnos va : NYb.  odnos zlatnog preseka, tj. 6iji je odnos 
strana a : b kvadrat odnosa zlatnog preseka. Funkcional 
f za kvadrat ima vrednost 1, a za nzlatni" trapez ZT je 

fl (ZT) = 3Vg. +VW= ( 3+ 
g-1 

2 )V-; 3,6180339..G, 

f2 (ZT) = 4 
4 
 2:115 \ll - (g:2) 2  %I'd = 3,6014584..V TL, I  

4 	4 

tako da je f(ZT) = 1.0046024.. . Dakle, nejednakost (6) 
za p > 1/2 vaii za sve one Cetvorouglove Cija je granica 

kvadrat ili "zlatni" trapez. 

Ostala je da se ispita jo5 jedna nepokretna ta6ka 

datih preslikavanja - pravilan trougao DA = AB = BC = a 
i CD = O. Za a = 1 nejednakost (6) postaje 

[ 3  

1/p 

74 	) 
VI" 

	

4 ili 	
[ til 3  2 	-4-  ' 

1 3 	YT -5 ln-li ) In 2  , 

1n24 	 1n 4 

	

1117 	 / 
p > 	 = 	 = 4 	 , 

4V716 

 2 
ln---2. 	1nA 2 	 ln-- 

'<IT 	3 

tako da je uslov ptp(4) neophodan. 

Neka je 	
1 

f (Q) - 	[A AP + AP +A AP + A 
3 	3 4 	4 1 	• 

eksplicitno, 

`f(x) 1-1 	' (x + ak) (x) ) 	' 
Ako je 
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3.13 	
20r, 

tada ,e(x) = p a -1
a1-1   

+ p ar ia: 
1  

p
- 1 
-1 x 	p-1 i 

= P ai 	
p a. a. a i _ i  

7..- p 
a 	12-P 
i-1 	

a. 2-pl 
x 	x  

3 [ 	2-p 
x 

2 
ai-1 	

ail 

A 
:... 	[ a. 

1 	a. 1 

sledi da usiov y'(x) <0 povla6i te(x) 00. Na osnovu 

toga i defiriicije preslikavanja F i  sledi 

fp ( Q ) > f p (F i (Q ) ), 

a Oigledno je i 

f p (Q) > fp (G(Q)). 

Formirani nizovi 6etvorouglova su monotono opadajuCi 

i u odnosu na funkcional jedina izmena je neophodna 

kod odredivanja trapeza T 1 . Vrh Di je takav da je D 3D-11 

 paralelno s D2D 4 
i da tada f ima najmanju vrednost, tj. 

(9) 
ri-1  2- p 
ai 

Sli6na izmena vazi i za naredne Olanove niza T2, T . . 

U skupu jednakokrakih trapeza DA = AB = BC = a , 

CD = b a, odredimo mogueu granicu tako obrazovanog niza. 

Iz (9) sledi da je 

x 
a 	a —8_ ,..... H 
i 	

[1-P 

b 
B 

1 

[

cosi) 1-p sin.c 
 since ' 

Iz nejednakosti 

6to vodi do izmenjene produZene jednakosti (8) 
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Njeno re5enje je 

q = 	
2 

za p 
	dobija se q = k. Time 

b = 	
2 

3.13 	 206 
1  

[l_x21 2 (1-p) 

1 + 2xy - 2 V(1-x 2 )(1Ly2 ) - 	 - Y - 	• 
x 

[i _y2] 2(1-p) 

	

Nejednakost (6) je dovoljno dokazati za p 	P(4). Za 

to vrednost i a = 1 odnos 

1 

[Sap + by  P 	a+b \.1112 	a-b12 

4 	 2 	 2 

postaje 
0,7716296.. 	0,7557594.. , 

bto zavrtiava dokaz. 

NAPOMENA 1. Za paralelograme, kao i za trouglove, 

dovoljno je pretpostaviti da je p > 0 da bi vaZila nejed-

nakost (4). 

NAPOMENA 2. Nejednakost (6) za jednakokrake trapeze 

se mote napisati u obliku 
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3.14. V,O.GORDON, 1966. [BOT431 

bc + ca + ab > 4 14j 

jednakost vaZi ako i samo ako je trougao jednakostraniCan. 

D o k a z. Neka je L =AABC i funkcional 

f(A) = bc + ca + ab. 

Neka je C podnoije visine iz temena C na suprotnu stranu, 

x - rastojanje izmedu A i C, koje je negativn ako je 

A ECB, x - rastojanje izmedu C i B, tako da je x + x = c. 

f '(x) = b'c + ca' + a 'b + ab ' 

= 	c- - -b + a- 
b c  a a 

- (a+c) 	- (b+c). 
b 	 a 

Ako je x 	onda je f . (x) 	mole se pretpostavi ti da 

je 0 x 	Zahtev f '(x) 0 je ekvivalentan s 

b+c b 

a+c a 

Nejednakost (1) je ispunjena ako je 	ostar ugao, jer 

x 	b 2 	b+c  b 

a 2 	a+c a 

prva nejednakost (2) se moie napisati u obliku 

2 x ( x + h2 	< 5c.  ( x
2 + h2 

xi ( i - x ) ‹h2  ( i - x ). 

Neka je ta6ka D takva da je CD paralelno s AB i AD=BD. 

Ako je L.ADB <2 , 
tada je C' = D, a ako je L_ADB> 	, 

2 

tada uzmimo da je ta6ka C' na CD takva da je LAC 	= 2. 

Time je odredeno preslikavanje 
F (L) = 1  = ABC' 

Tada je 

(1)
x 

(2)  

iii 
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koje je monotono opadajuCe u odnosu na funkcional f 

f(L) ) f(Fc (LS.)). 

Niz preslikavanja F c ,FB ,FC ,FB ,FC ,... odreduje niz tro-

uglova 

(3) 	 L,A142, 
Za niz (3) funkcional f je monotono nerastudi 

f(L) f(L1) "2 )  *— 
Niz (3) ima bar konvergentni podniz, koji konvergira za-
jedni6koj nepokretnoj ta6ki preslikavanja F B  i Fc  - 

jednakostrani6nom trouglu A o . Time je 

f(L) > f(L i ))... ) f(.0 ) = 4 PV-5. 

3.15. F. GOLDNER, 1949.[B0T15] 

b 2c 2 + c 2a2 + a2 b2 	16P2 , 

jednakost vaii ako i samo ako je trougao jednakostrani6an. 

D o k a z. Uz oznake iz prethodnog dokaza, funkcional 
f odreden izrazom s leve strane nejednakosti ima izvod 

f'(x) = 2bb 'c 2  + c2 2aa '+ 2aa'b + 2a2 bb' 
c 2 (x_R ) 	a2x - b2i. 

Za x (5C i o6tar ugao 	je x : x :b2  : a2  , tako da je 

f'(x)(0..Mote se obrazovati niz trouglova za koji je 

f(A) 	f( O1 ) 	f(A0 ) = 16132 , 

3.16. NEJEDNAKOSTI S POLUOBIMOM TROUGLA. 

A. PADOA, 1925. [BOT12] 

8(s-a)(s-b)(s-c) < abc, 

jednakost vazi ako i samo ako je trougao jednakostrani6an. 
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D o k a z. Neka je 
f(a,b,c) = abc - 8(s-a)(s-b)(s-c) 

traZeni funkcional. Ako je 

y(x) = f(x s i i c), xti-atb, 	° I  

tada 	y'(x) = ic-xc-8(s-c)(-stito -x) 

= (i-x)(c-A(s-c)) 
= (i-x)(5c-4a-4b). 

+ 
Ako je c najkra6a stranica trougla i e 	a2b , onda je 

f(a,b,c) > f(e,e,c). Nejednakost f(e,e,c))0 se svodi na 

c(c-e) 2 0. 

A. SANTAn, 1943.[BOT16]. 

< G=T1 + 	+ 	Vi; . 

Jednakost vai ako i samo ako je trougao jednakostrani6an. 

D o k a z. Neka je funkcional 

f(a,b,c) = 1,5171i + 	+ 	. 

Ako je 	y(x) = f(x,X,c), x+i=a+b, x,X >0, 
tada je 

(1) 	 y'(x) - 	-1 	
1 

	

2\/;:; 	2\rs:5c 

Funkcija y(x) ima maksimum ako je x = Tc, tako da se za 

preslikavanje mote uzeti 

++  
Fc (a,b,c) = ( a 2

b , a 2b  , C ), cikl. 

Preslikavanja FA , FB , Fc  su monotono neopadaju6a u od-

nosu na funkcional f i funkcional f najve6u vrednost dos- 

tiie u zajedni6koj nepokretnoj ta6ki tih preslikavanja 

, 2s 2s 2s ) = \13 s . ik-r , 3  9  3  

a+b-c , Takode, na osnovu (1), uz oznaku e = 	vazi 
2 
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f(a,b,c) > f(e,s,c) 	 >VF-Te =V. 

GAZ. MAT.,1956.[BOT16]. 

	

15 	s+a 	s+b 	s+c 	9 
< — 

	

4 	b+c 	c+a 	a+b 	2' 

jednakost vaZi ako i samo ako je a = b = c. 

D o k a z. Neka je funkcional 

f(a,b,c) = s+a 	s+b s+c 
b+c + c a+b • 

Ako je 	y(x) 	 = a+b, x,x- › 0, 

tada je 
+c+s+ x 	c +x+s+ 

(1) 	y'(x) - ( x + c ) 2 	( c + x ) 2  

2s 	 2s  

( i + c ) 2 	( c + x ) 2  

Funkcija y(x) ima minimum ako je x = x , 6ime se sugeri5u 

preslikavanja 

FC ' 
(a b,c) 	a+b a+b 

	

2 ' 
( 	

2 ' c ), 
	cikl. 

Preslikavanja FA , FB , Fc  su monotono neopadaju6a u od-

nosu na funkcional f i funkcional f najve611 vrednost dos- 

tiie u zajedni6koj nepokretnoj ta6ki tih preslikavanja 

f( 2s 2s 2s — 	) = 
15 

3 ' 3 ' 3 	—I' 

Iz (1) sledi da y(x) ima najmanju vrednost za svedeni 

-c  trougao sa stranama 	c, a+b 	- e,  a+b+c  - s, kada je 

	

2 	 2 

s+e 	s+c 

	

f(e,s,c) - s 	+-
2s- + +c 	c+e 	e+c 

2 + c+2e 	2c+e  

	

2c+e 	c+2e 
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e - c 	c - e 
?c+e 	c+2e 

4 + 	
(c-e)2  

=  
(2c+e)(c+2e) 

Primetimo da prva nejednakost u tvrdenju vaZi za sve 

a, b, c> O. 

211 

9 
7 • 
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GLAVA IV 

DOKAZI NEKIH TEOREMA 

Postupkom nepokretne take mogu se dokazivati i 

teoreme koje ne sadrie nejednakost minimaks teorema 

Fishera, Birkhoffova teorema o konveksnom omota6u bisto-

hasti6kih matrica, Landauova teorema o turnirima i dr. 

4.1. MINIMAKS TEOREMA FISHERA. E. Fisher, 1905., 

R. Courant, D. Hilbert, 1953. [MAR514) 
Neka je A matrica reds n s karakteristi6nim 

vrednostima 
X1 •" 

Tada 

= max xAx' = 
xx'=1 

min max xAx' . A 2' 

xAx  

	

min 	max 	' - Ai+1 , j=1,...,n-1, 
i 

	

i=1, 	yix'=0 
i=1,..,j 

x 	 = n . 
X XX 

Zamena mesta min i max daje s druge strane A n_ i . 
D o k a z. Proizvod xAx' ne zavisi od izbora baze. 

Neka je el ,e 2 ,...,en  karakteristi6na baza, tj. 

e ie j = a id , 	Aei = Aie i, 	,j=1,...,n. 

Ako je 	
x = xlel + 	+ xnen = (x1° ...,xn ), 

tads 

	

Ax' = x1) 1 e 1 + 	+ xnAnen 

212 

y 	x 	xx' 
yx'=0 
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j=1. Kako je 	 / 2 	2 

f(x) C 1 	2
1+...+xn  

2 
x1  +...+ xn 

4.1 
	 213 

i 	xAx' = xl al  + 	+ x 	. n n 

Neka je 2
A 	

2 
xAx' 	x 1 1 + 	+ xnAn  

	

x2 + 	+ xn
2  

xx" 	1 

g(yl ,..., yi ) = max 	f(x), 	je1,...,n-1 
x 

lx y x =v 
1 = 1 9 0 .09 j 

to funkcional f(x) dostiie maksimum za x=e =(1 0 	0) 

	

1 	, ,..., 	
• 

j=2. PokaZimo da se ekstremna vrednost postiie za 

y = e l  i x = e 2 . Najpre pokaiimo da je 

	

g(y) ,„ g(y+pe 1 ), 	p> O. 

Neka je x=(xl ,...,xn ) n-torka za koju se dostiie maksimum 

Nadimo n-torku ;I takvu da je yi'.0 i 

g(y) .. f(x) > f(x) = g(y+pe 1 ). 

(y+pe l )x' = (y1+p)x1  + y2x2  + ... +Ynxn = 0, 

!! 
j   

ako se uzme 	i = x + ' pe t , y1 	0, bi6e yi' . 0. 

( Ako je y1 =0, onda je g(y)=Al . ). Tada je odnos 

	

x2 (1+ --1N2 	
2  

(1) f(x)- 	  
1 	P.,' , A l  + x2A2  + ... + xnAn  

2 + ... + X2 x(l+py1
1 ) 2 + X2 	 n 

x2A 4- 

	

1 	
... + X2II I, 

1  

	

,2 	_,_ „2 11  - f(x)  
""1 

4, ... ' 
Ali 

ekvivalentan s 

4 ( 14.pyil )2A1(44.....4.4 ) 

g(y+pe1). 

Kako je 
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Dakle, 	g(y) > g(y+pe l ) > lim g(y+pe l ) 

liM g( 1 +e l ) = g(e l ) = A2 . 
P-02 	P  

Za vektore 	 moiemo pretpostaviti, bez og- 

rani6enja opetosti, da su oblika 

1 	1 1 	1 
Y = ( Y1°Y2'""Yn ) 

y2 = ( 0, Y22  94160,3rn2   ) 

yi = ( 	 ). 

Sli6no kao u prethodnorn slu6aju, pokaiimo da je 

(2) 	g(y1 ,...,yi). g(yl+pe l ,y2 ,...04 )) g(e lt y2 ,..,y). 

Neka je x vektor takav da je 

	

(yl+pe l )x' = 0 i 	yix' = 0, 	i=2,...,j 

i za koji se dostiie makaimum 	g( yl+pel,y2 ,...,yn ).  

Za isti vektor 	= x + xlyTlpel  je yii'. 0, (i=1,...,j) 

i prva nejednakost (2) je ekvivalentna (1). Niz (2) se mote 
nastaviti 

g(Y1 9.009Y ) 	.... g(e l "..9e J ) M A i+l t  

ekstrem se postiie za x=e jia . 

4.2. BISTOHASTI6KE MATRICE. Jednakost skupova (1) 

nije dokazana metodom nepokretne ta6ke, nego sekvencijalnom 

" dekompozicijom " matrice. Time je variran opilti pristup 
da se relacija Ac=11 dokazuje iz niza A = 

Dobijen je dokaz L. Dulmagea i I. Halperina iz 1955. [MAR46], 

ali na na&in da je jasno zaiiito se uzima vrednost (3). 
Dva puts stohasti6ke matrice su kvadratne matrice Eiji 

su elementi nenegativni brojevi i 6iji zbir u svakoj vrsti 

i svakoj koloni iznosi 1. Matrica permutacije je matrica 
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svakoj vrsti i svakoj koloni ima ta6no jednu jedini-

°stall elementi su jednaki null. sYl 

TEO
00• G. Birkhoff 1946. Skup dva puta stohasti6kih 

matrica j e
dnak je konveksnom omota6u skupa matrica permuta- 

BSHM = cony (K n! ) • 

Do k e`  z. 	
Matrice permutacija su dva puta stohas- 

a skup BSHM je konveksan, tako da 
ti6ke matrice, 

	sadrzi 

konveksan 
omotaC cony fr i ,..., 51,11 ) - najmanii konveksan 

skup koil ssdrii 71" '" 1%! • 

Nadimo razlaganje dva puta stohasti6ke matrice P 
c : 

P11 000 p in  

1 21. 	"a 	sn! nn, 

Pnl *** Pnn.  

n 	n 

p ii > 0, 	Pij i , j = 1,...,h. 

Neka je ir proizvoljna matrica permutacija. Pokaiimo 

da postoji 
jt[0,1] i dva puta stohasti6ka matrica P' 

takvi da ie 
P = crir + £P ', 

(2) 	
. 1 - s.  

Iz (2) sledi 	, 1 
P = - ( P 	 i 	0. 

Zbir elemensta 
proizvoljne vrste matrice P' je 

pit  
pii - 4 	Pin 	 + • • • += 1, 

;-c- 

jer se u s
vakoj vrsti matrice 7r nalazi taono jedna jedinica. 

Isto vai i za kolone. Sem toga, matrica P' mora imati 

nenegativne 
elements, tako da se zahteva da je p ij  

za sve paro
ve (i,j) za koje matrica r ins 7r(i,j)-ti 

element j ednak jedinici. Najbolje je uzeti 

4.2 

koja u 

Cu, a 

cija 

(1) 

P 
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(3) 	 d = min {pijI  pij >O, 1 (i,j)= 1,i,j=1 ,...,nj. 

Matrica P ' 
ima vise nula elntenata nego tuatrica P, tako da 

se " dekompozicija " zavrsava posle konacno koraka. 

4.3. TEOREMA LANDAUA 0 TURNIRIMA . Tvrdenje H.G. 

Landaua , 1953. [MAR197) iz kombinatorne analize utvrduje 

potrebne i dovoljne uslove za strukturu rezultata takmice-

nja. Turnir je kona~an graf G = (XU) bez petiji (x,x), 

takav da je svaki par razli~itih vorova x,y E X povezan 

samo jednom granom iz U - ill (x,y) ili (y,x) . Broj 

poem ti  vora xi  E X jednak je broju grana u G koje 

polaze iz xi . Vektor rezultata turnira G je vektor 

( t l , t 2 , ... , to  ) za koji je t l  > t 2 )... tn . 

TEOREMA. Neka su t1 ) t 2  ... to  cell nenegativni 

brojevi. Da bi vektor (t 1 ,t2 ,...,tn) bio vektor rezulta-

ta nekog turnira, potreban i dovoljan uslov je 

( t1 ,t 2 ,...,tn  ) < ( n-1,n-2,...,1,0 ). 

D o k a z. Neophodnost.. Neka je (t l ,...,tn) vektor 

rezultata turnira (predstavljenog grafom) G = (X,U) . 
Neka je ) skup svih turnira s istim skupom vorova X i 

f funkcional na ~f 
f(G) = ( t 1 ,t 2 ,...,tn  ). 

evor koji odgovara broju poena t r  (r=1,...,n) oznacimo s 

xi 	Neka je t 1=n-1, ... , t j _1=n-j+1, t j n-j i time 
r 

t j  C n-j. Tada, postoji indeks 

k = min r I (xi  ,xi  ) E G, r > j) . 
r 	j 

Neka je F(G ) = G' novi turnir koji se od grafa G razlikuje 
jedino u tome to umesto grane (xi  ,xi. ) sadrii granu 

k 

(x1  i1  ). Ako je tr=n-r (r=l,...,n), onda je F(G)=G. 
J 	k 
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4.3 

Za novi turnir je 

f(G') 	( n-1,...,n-j+1,tj+1,t. 	 , 
j+1 	k-1 

'tk+11'"" 
tr ti(19t 1 +1 90 00 9 tn ) , 

gde je tk = 	
= t

2
>t

T+1' 
za 1=n vektor se zavriiava s 

t k-1. Preslikavanje F je monotono u odnosu na funkcional f 

f(G)-<f(F(G)). 

Nepokretne take preslikavanja F su maksimalni elementi i 

postoji lanac 

(t i ,..,tn ) 	f(G)-<f(F(G)) 4... < f(FM(G)) 	(n-1,..,1,0), 

za neko m=0,1,... • 

Dovoljnost. Neka je dat vektor (t 1 ,...,tn) < 

(n-1,...,0) i neka je 	 i 

Ako je t
j 
 = n-j-d, onda je t r 	

, r> j, pa je 

j+d 	 +d 
(1) 7 (n-r-tr) > 	(n-r-n+j+d) = > r • 

i73 	 rag 

Neka je im' >j takav indeks da je 

(2) tr  < 

	

	n-r (kr0.m..1 ), 
r=1 

   

t = r 

 

n-r 

  

i i1 < i2 < 	
<im 

indekai za koje je t i  > n 
r 

( r = 1,...,m 
za njih vaii 

(3) t i - n + it  < r . 

Za r=1 je ti 	ti 	 , pa je ti 	n-i1+1. 
1 	1 	 1 

Neka je (3) ta6no za proizvoljno r. Ako je ir+1 	it  +1, 

tada je 
t
ir+1

-n+ir+1 	tir-n+ir+1 < 
r+1. 

U sluCaju da je i r+1 > r+1, to je t
ir+1

-n+ir+1 = 1 

). Metodom matematiae indukcije poksiimo da 
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Iz (1), (2) i (3) proizlazi da je 

Podniz j 1 ,...,j d  niza il ,...,im  odredimo tako da za 

F(t.,tn ) = (t 	...,t 	t +d,...,t n ) 1' 	j-1' j 	j
r  

za sve r=d,...,1, pored o6iglednog uslova monotonosti 

(t...,t
n ) < F(t1" ..tn ) 

bude zadovoljeno i 

F(t i ,...,th ) .< (n-1,...,0). 

Neka je j 1=im. Kako je t i > ti +1 , za im <n, to je m m   

vektor (t1 ,...,t j +1... t 4 -1tn) ureden po vell6ini .m  

na osnovu (2), manji od (n-1,... 9 0). Ostale 61anove de-
finifiimo induktivno. Neka je j k=11 . Ako je 

(4) 	 (t,+k) <77  (n-r), 
- 	r=1 

8 2, 11p000gjk1 

onda je 1 -k+1 = i2-1° Ako se u (4) negde pojavi jednakost, 

onda je 1 -k+1 = ih, gde je ih  najmanji indeks za koji vaii 

takva jednakost. Transformisani vektor 

r=k+1,... 1 1 

je ureden po veli6ini. 

Dakle, postoji niz interpoliranih vektora 

(t i ,.••,th )<F(t i ,•••,tn )-<••• -.41Pn-1 (ti ,••,th ) =(n-1,••,0)• 

Sem toga, postoji maksimalno stratifikovani turnir G s 

vektorom rezultata (n-1,...,0). TurnirG' s vektorom rezul-

tata Fn-2,  kt . 	tn  ) se dobija od grafa G tako 6to grane 

(x x ) (r=1,...,d) promene surer, itd. Nizom transforma-
J 9  Jr 

cija grafa G obrnutim od niza transformacija vektora 

(t1 ,...,th ) dobija se traeni turnir. 
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4.4. TEOREMA " REZONANCE ". E. Landau 1907. [BEC116] 

Potreban i dovoljan uslov da red 

n=1 l anI P 
	

p>1 

konvergira jeate da redovi 
02 

anbn n=1 

konvergiraju za five nizove ( bn  ) za koje 
02 

:EilbnI 4 
n=1 

konvergira, q = p/(p-l). 

D o k a z. Neophodnoat. Sledi na osnovu Halderove 

nejednakosti 	1 	1 1 co bq) 1 

: anbn 
< (Ei e)l' (t 0) 4  ( 	aFI)P (I-1, 	(1  . 

	

an )l' 	n 	 n= 	n  

m 	 m 	., , 

n=1 	n= 

Dovoljnost. Pretpostavimo da je 

l an I P 	E anP 
n=1 

Pokaiimo da postoji niz (bn ) takav da je 

co 	 co 

Z bn 	c <co i 5--  anbn = op . 
n=1 n 	 n=1 

{(xn )1 xn> 0, n CN, Y xq = c)  n n=1 

f((xn )) = 	anxn • 
n=1 

Neka je n1 ,...,nk,... podniz skupa prirodnih brojeva 

takvih da je 
nk+1  

	 an 
n=nk+1 

2 (k+1)P 
(n0=0). 

Neka je 
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pra81 ikavanje 

	

Fk ((xn )) = ( xl ,...,m_ o b._ „_„...,b_ 	9x 	.194Do 	) 
"k "k-r- 	"k+1 nk+l-r"L  

( k, 1,2,... ) odredujemo tako da je segment 

b 
q 	,...., 0 	proporcionalan segmentu aP 	., an Ilk+1 	nk+1 nk+1"." nk+1 

i da j e 	 nk+1 	nk+1 

n=nk+1 	n=nk+1 

6to se postiie s 
nk+1 	 nk+1  

(1) 
	 bq = aP 
	

xq 
	

aP 

n=nk+1 	n=nk+1 

preslikavanje Fk  je monotono rastude u odnosu na funkcional 

f 

nk+1 	 nk+1  

f( (bn )). 	> anbn = 	> aP 
1  nk+1 
 > 	bq 	. 

 

k=0 n=nk+1 	k=0 n=nk+1 	n=nk+1 
nk+1 

Axo  uzmemo da je > 	 uq  = 2-k-lc (kEN), tada je "n 
n=nk+1 

4.  . ( 1 4. 1
4 	+ l n +... +... )c = c, 

n=1 n 	 2n  

pa je ( bn  )EX i 

f((xn )) c f(Fk ((xn ))). 

zajednifte hepokretne take preslikavanja F k  (kEN) su 

niyovi .(bn ) za koje vaii (1) tj. koji su po segmentima 

proporciona1ni nizu (an ). Za niz (bn ) vaii Holderova 

jedhakos t  
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f((b ) 

1 
kt1 (2-k-1 0 )q > eq = 00 

ka0 

 

kr-0 

  

4.5. NEWTON, HERON, STEINER-LEMUS. 

4.5.1. I. Newton, 1665. 
n ( 	)n = 	(n)an-kbk, n=1,2,... 

k=0 

Dokaz. Neka je 

( n )  
f(a,b) = 	

an-kbk 
'1( 1  

k=0 

Ako je x a+b-x i y = f(x,i), tada 

y -k)xn-k-lik  - >"  (n
k
)kxn-kik-1  

k=1 

(k+1 )(k+1)xn-k-lik 
k=0 

n-k-lk 
k
)kx 	x = 0, 

tako da je f(a,b) = f(a+b,0) = (a+b) n . 

4.5.2. HERONOV OBRAZAC. 

P = Vs(s-a)(s-b)(s-c) , 

a,b,c - strane, s - poluobim, P - povriiina trougla. 

Dokaz. Transformiaimo funkcionalfpod korenom 

16f = (a+b+c)(a+b+c-2a)(a+b+c-2b)(a+b+c-2c) 

= ((a+b) 2- c 2 )(c2_ (a_b) 2 )  

= (2ab+a24.132-c2 )(2ab-a2-b2+c2 ) 

2 2 	2 2 2 2 = 4a b -(a +b -0 ) . 

Neka je Al  podnoije visine h iz temena A, x = CA 1 
rastojanje 

koje je negativno ako je C E A1B i i= a-x. Tada je 

b2 = x2+h2 i c2  = x2  +h2  i 

16f'(x) = 8a2bb' 	2(a2+b
2
-c

2
)(2b13 .-2cc') 
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8a2x - 4(a241(2_i2)(x+i) 

m 4a(2ax-a
2
-x

2
-(a-x)

2
) = 0, 

tako da f ne zaviai od x. Ake je =AOC i preslikavanje 

F(A) = 0 1  = A2BC u skup pravouglih trouglova za koje je 

A2C = h kateta, tada je 

1 f(x) = f(0) =ia2h2  = P2 (t) = P2 (LS). 

4.5.3. STEINER, LEMUS, 1840. [D0/23]. Ovo je jedno 
od najpoznatijih i najviiie dokazivanih tvrdenja. Svi poznati 

dokazi su indirektni. Navedeni je takav u onoj meri koliko 

je indirektno zaklju6ivanje : 
A=B i 	 B, 	tada A=C 

TEOREMA. Svaki trougao koji ima jednake duiine 

simetrala dva ugla je jednakokraki. 

D o k a z. Neka je sa  = AA,,p= CA, i q BA1 , tada 

p2 = b2-1-s2 -2bs cosi a 2 

q2 = 2+s2-2cs cosi a 2 

(1) p2 - q2  = (b-c)(b+c-2sa 	2 cod), 

(2) a2  = (p+q) 2 . b2+c2-2bccos.c = b2+c2+2bc-4bccos2  ..4  

. (b+c)(b+c- 4bccos
2
g/2)  

b+c 

Kako je 2 = 12 , to je p-q b-c  . tako da iz (1) i (2) 
q 	a - 	p+q 	b+c - 

sledi 
2bc 	4 

8a = b+c cos  'i = H(b,c) cost(  . 2 
Neka je 4(A, tada 

sins 	2sinf, costS 

15 "•• 	
2 	2 
13 	f3 	

_ 	sins 	a 	a+c 
sinm (3) b b+c 

	

sin- 	20in-cos- 

	

2 	2 2 

Ako je sa sb' tada 
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2bc 	.4 	2ac 	p 
b 	t 0  cos 2 	a 	+ 0  cos — 9  2 

odakle 
be sins 	ac sin A 

   

(btO)ein% 	(a+c)siO. 
2 

gde su brojioci jednaki dvostrukoj povreini trougla, tako 

da je 

sin  
(4) 	 2  

5 sin  
2 

Iz (3) i (4) sledi vt.O. 

a + c 

b + c 
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GLAVA V 

ELEMENTARNE ANALITI6KE NEJEDNAKOSTI 

U poslednjem odeljku su dokazane razliftte elementarne 

analitiake nejednakosti. Tu se Oesto ideja postupka zajed-

nifte nepokretne take preslikavanja pojavijuje u jasnijem 

obliku nego prilikom dokazivanja sloienijih nejednakosti. 
U tafti 5.1. je data nova nejednakoat. 

5.1. TEOREMA A. AMM1935,[MIv61] 

x2+y2+z2 - (yz+zx+xy) + u2+v2 

u 	x 	1 

+w2 - (vw+wu+uv) 

(1 ) v y 1 
w z 1 

D o k a z. Neka je funkcional f(x,y,z,u,v,w) razlika 
leve i desne strane nejednakosti (1) i preslikavanje 

Fa(x,y,z,u,v,w) 
Tada je 

f(Fa(x,y,z,u,v,w)) 	(x-a) 2+(y-a) 2+(z-a) 2
-(Y-a)(z-a)- 

-(z-a)(x-a)-(x-a)(y-a) +u2 4.11.24„0,2_ (vw+wu+uv)- 
u x-a 1 

- ‘15 v y-a 1 m f(x,y,z,u,v,w). 
w z-a 1 

Time je 

f(x,y,z,u,v,w) 	f(x-z,y-z,0,u-w,v-w,0). 
Radi jednostavnosti, umesto x-z, y-z, u-w, v-w dalje se 
mote pisati x, y, u, w respektivno. Funkcija 

f(x,y,0,u,v,0) = x2+y2-xy + u2+v2-uv - TIT(uy-vx) 
po argumentu x je kvadratna sa minimumom u 

Y 
xo = -Tv 

224 
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f(x,y,0,u,v,0) ? f(xo,y, 0 , u , v • O) = 

	

3 2 2 3 2 	vz . V3 
m xy +11 +Iv -uv-r)uyt-Tvy • 

Nova funkcija pc) argumentu y ima najmanju vrednost za 

= 2 	_v 

‘sr.  

f(x01 y 1 0,u,v,0).>,  f(x0 ,y0 ,0,u,v,0) = 

3(4 2_4 	v
2 	2 3 2 	2 

/ lu luvtritu t/v -uv-2u 	5-- 

	

+uv+uv-112 
	

v
2 
> 0

4 2  

	

Najmanja vrednost se postiie za v=0, y= u, 	tj. 
3 	3 

(x,y,z) = (a+z,2a+z,z), (u,v,w) = ( Vja+w,w,w), aER. 

Nejednakost (1) se mote uopetiti. 

TEOREMA B. Ako su x .xiv 	v , n>.31" " n 	-1"*"wn 

monotoni nizovi realnih brojeva 

	

xn 	ill obrnuto 	i 

Y1 
	 ili obrnuto, 

	

x12+...+x121 	(x1x2+...+x
n_1xn+xnxi ) + 

2 	2 
(2) 	Y14**** 4-Yn 	( Y1Y2+ *" 4-5rn-lYn+YnY1 )  

x
1  y1 

 1 

x2 Y2 1  

x 3  y3  1 

Jednakost \raft ako i samo ako je x l  = 	= xn  i 

= yn . 

POSLEDICA 1. 
2 x21+...+ xn 
 - (x1x2+...+xn-1

xnnx1 ) + 

2 	2 

	

Y1-1- *** 4-5rn 	( Y1Y24- *** 	-1YeYnY1 )  

tada je 
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(3) 	vy max 
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x1 y1 1 

x2  v 2 y2 

x 3  y 3  1 

   

x1 yn 1 

x2 Yn-1 1 

x3  yn_ 2  1 

   

Y1 xn 

y2 xn-1  1 

y3 xn-2  1 

   

            

            

               

               

               

               

POSLEDICA 2. 

xl2  +...+xn2   - (x1x2+...+xn_ ixn+xnx1 ) 

x1 

X2 

X3 

xn 

xn-1  

xn-2 

1 

1  

1  

2 

NAPOMENA 1. Na osnovu teoreme Cauchy-Schwartza 

takode Hardy-Littlewood-Polyae, za svaki niz vazi 

2 a1 +...+a
2 > a a +...+a 	a +a a n 	1 2 	n-1 n n 

jednakost vaii jedino ako je niz a l ,...,an  proporcionalan 

nizu a2 ,...,an ,a1  tj. al .....an . Nejednakost (4) je poja-

6anje Cauchy-Schwartzove nejednakosti za monotoni niz i za 
jedno mesto cikli6no pomereni isti niz. Ocena V3 je dobijena 

za proizvoljne trojke brojeva, tako da se za monotone nizove 
moMa mote poboljaati. 

NAPOMENA 2. 

x1 y1 1 	.. 1 1 

x2 y 2 1 	.. 1 1 

y1 1 x 3 y 3 1 	.. 1 1 

y2  1 x 4  y 4  0 	.. 1 1 

y 3  1 

xn-1 Yn-1 0 1 1  

xn  yn  0 	.. 0 1 

U dokazu teoreme B. koristi6emo sledeau lemu. 

(4 ) 
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LEMA. Ako je 
n  2 	n  

gn(xl,...,xn 	
x. - >  x.xi+1' xn+1 =x1 

gn (xl+a,...,xn+a) = gn (xl ,...,xn ), aER. 

D o k a z. Primeni6emo metod matemati6ke indukcije, 

(x1+a)
2 -(x1+a)(x1+a) = x

2-x x 1 1 .  

Ako pretpostavimo da je (5) ta6no za proizvoljno 	nEN , 

tada je 

gn+1 (x 1. 4a "'" xn+1+a)  = (xl+a)2+— * +(xn+a)2+(xn+1+a)2-  

-(x1 	
.. +a)(x2+a)-.-(xn-1  +a)(xn+a)-(xn+a)(xn+1+a)- 

-(xn+1 +a)(x1+a) = gn(xxn) + (xn+1
+a) 2+ 

+ (xn+a)(x 1  +a) - (xn+a)(xn+1 +a) - (xn+1
+a)(x1 +a) 

= gn (x...,xn ) + (xn+1
+a)(xn+1-xn

)+(x1
+a)(xn x 	- 	) n+1 

= 	 + (xn+l-xn )(xn+i-xl ) 

= gn(xl,...,xn) xnxn+, 	xn+1x1 + xnx1 + xn+1 - 

= 2 
-n+1 (x1.' ... ' xn+1 ) ' 

eto zavriiava dokaz. 

D o k a z teoreme B. Neka je 

fn ( x, y) = gn ( x ) + gn (y ) - 

x1 
x2 

x 3 

Y1 

Y2 

Y3 

1 

1 

1 

Fn (X ) = (X1 '''XIvo ls e0 Xn 17Xn 9 0 ) ,  

Tada je 
fn ( x , y ) = fn (En (x),FW (y)) 

= fn-1((xl-xn"-"xn-1-xn)'(Y1-Yn,..'Yn-1-Yn)) 

(6) 	 + (xn_ 1 -xn )( xl-xn ) 	(Yn-i-Yn)(Y1-Yn) 

(5) 

tada je 

za n=1 je 
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fn-1 ( (xl-xn' • • ' xn-l-xn )  ' ( Y1-Yn 1  • • ' Yn-1 3rn ) 

 ((xln_1 ,...,xn_2-xn_1 ),(y--v fn-2 	-x 	 -n-1'.."Yn-2-Yn-1)) 

f3 ((x1-x4 ,x2-x4 ,x3 -x4 ),(yi-y4 ,y2-y4 ,y 3-y4 )) 

f3((xl,x2,x3),(Y19Y2 1Y 3 )).>. 0. 

Dokaz se zavreava primenom teoreme A. 

Jednakost u (2), prema (6), vaii ako i samo ako je 

	

xexn_1. ... =x 3 , yeyn_l = 	= y3  

i ako jednakost vaii na kraju (6) tj. (1), sto zbog mono-
tonosti povla6i x1=x2 =x3  i y1=y2=y3 . 

5.2. A.Ostrowski [MIv40] 

a+b a2+b2 a 3+b3 	a6+b6 	
(a b>0). 2 	2 	2 	2 	,  

D o k a z. Neka je f(a,b) funkcional odreden izrazom 

s leve strane nejednakosti i a' = b' - ( a6 ;1)6 ) 1/6=56(a,b). 

 Tada je6 6 
f(a,b) < f(a',b') - 	 , 

3 jer je a+0 	#3 
2 

a4.b'3 -  a' 3 i 1 i S3 (a,b)S6 (a,b) i sl. 2  

5.3. V.A.Kre6mar [KIv40] 
1 	1 	 1  

( 1 	1 	1 	1 	1 	1' 	a,b,c,d>0).  
+ a+c 1T;T 

D o k a z. Neka je f(a,b,c,d) funkcional odreden 

izrazom s desne strane nejednakosti. Ako je 0 < x4.a+c , 
x+x' = a+c i 

bx 	dx' 
y = -x+b 	 ' 

tads 
,_ b(x+b)-bx 	d(x'+d)+dx'_ b2kx .+d)2_d2(x+b)2 

_  
(x+b) 2 	(x'+d) 2 	(x+b) 2 (x'+d) 2  
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f(a,b,c,d) 0'(kb,b,kd,d) = knd 	
1 
	1 	1 

k(b+d) 	b+d 

jer 

	

1 1 1 	4 	4 	1-a-b \  1-a-b  

	

gE-aB 	 # a+b ' 	ab 	' 	 (a-b) 2 1:), 
(a+b) 	 (a+b) 2 

5.4. G.H.HARDY OVIv411 

( ;1-1 )( 	)( 	) > 8, a,b,c>0, a+b+c=1. 

D o k a z. Po6to je 

( g 1 	1 E  -1 )( -1 ) 	( a+b -1 )2  
2 

5 . 3 
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Funkcija y ima maksimum kada je b(x'+d) = d(x+b) iii 

X : X' = b 	d. Dakle, ako je k 	imamo 

to je 

1 )( -1 )( F-1 ) = f(a,b,c) 	a+b a+b  

a+b b+2c+a b+2c+a 	 1 1 1 
2 	4 	4 ) 	f(1,.59) = 8. ' 	'  

5.5. V.A.Kre6mar [Mav41] 

a 	b 	c-- 3 + 	+ —;- b+c 	c+a a+D 	2 (a,b,c>0). 

D o k a z. Neka je 	f(a,b,c) - 	 1)% ' 
A. 

c+
b 
 a + a+b ' 

0,;x;a+b, x+i = a+b i 

x 	i 	c y = - + 	4- _ . 
i+C c+x x+x 

i+c+x x+c+i 	a+b+c a+b+c  Y = 
(i+c) 2 (x+c) 2- (i+c) 2 

(x+c)
2' 

pa y ima najmanju vrednost kada je x = x i 

f(a,b,c) 	„„ ( a+b a+b ..„>f( a+b+c a+b+c a+b+c 	3 
3 	3 	' 	3 	

) = 
2 • 

Tada je V
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5.6. V.A.KreCmar DWIv41) 
2 

s-81 8- a2 	
+ 
 s-an 1171- ' 

gde je al+...+an  = 8, al?0, k=1,...,n. 

Dokaz. Neka je 

f(a ' an ) - s-al + 	+ s-an 

01;:x<al+a2 , x+i = al +a2 	i y= 

y - 2 ,  tako da y ima najmanju vrednost kada 
(s-x)

2 	
(s-x) 

je x = x. Neka je 
ai+aj 	ai+aj  Fij (al'' ai'' aj'' an ) = (a

1'' 2 "" 2 
 ,..,an ). 

Tada je 

pa funkcional f najmanStvrednost dostiie u zajedni6koj nepok-

retnoj taCki ( g,...,g ) svih prealikavanja F ij  (i,j=1,..,n), 

a to je upravo data vrednost. 

5.7. C.V.Durell,A.Robson OM1v57) 

( 	+ yb + v-e--  ) V + 03; + VCTI + EV 17.1) <
2 
 a+b+c+d), 

D o k a z. Neka je f(a,b,c) funkcional odreden izrazom 

s leve strane nejednakosti. Tada je zahtev 

f(a,b,c) < f(F12 (a,b,c)) = f(i,i,c), 2a = a+b 

ekvivalentan s 

(1) (vii+v-s)va 	 ..;2V-a7vT 
Relacija Ira + Vi .;2Vf se svodi na 	 6to dokazuje (1). 

Otuda je 	f(a,b,c) 	 cf(s,s,$), 3s=a+b+c. 

3 Ostaje da se proveri 3VPE + 3s 2(3s+d), 6to ponovo daje 

odnos aritmeti6ke i geometrijske sredine 

  

. Tada je 
8-X 	

8-i 

f(a190009an ) 	f(Fii(8ve•e,an )), 
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Funkcija f(x) = x
nyn ima izvod 

x
n-1 

r(x) = nx
n-1y

n-1  ( y - 	= nxn-1 (yn-xn ), 

y 

5.7 

5.7. AMM1961 DAI ,1421 xy )n < 1 

z2 	4  

211 

gde je xn + y
n = zn , n realan broj i x,y,z>0. 

D o k a z. Ako je x
n+yn = c, c je konstanta, to je 

xn-1 n-1 nx x + nyn-ly" = 0 i y = - n-1 • 

pa postiie maksimum za x=y. 

5.8. L.Crosland DWIv401 

6abc < bc(b+c) + ca(c+a) + ab(a+b). 

D o k a z. Neka je f(a,b,c) razlika desne i leve strane 

nejednakosti, zbir b+c konstantan i time b'=1 i c'=-1. 

Tada je 
fl'3 (a,b,c) = (c-b)(b+c)-ca-a(c+a)+a(a+b)+ab-6

ac+6ab  

= (b-c)(8a-b-c). 

Ako je a 3 b> c i 2d = b+c, to je 

f(a,b,c) 3 f(a,d,d) = 2d(a -b) 2  > 0. 

5.9. L.Crosland DaIv401 

(a2b+b2c+c2a)(ab2+bc2
+ca2) ) 9a2b2c2. 

D o k a z. Nejednakost je ekvivalentna sa 

( a 	b + 	a )( 	+ 	+ g )> 9 ,  
a 	c  

5to je sadriano u nejednakosti 

(,x+y+ z )( 	+ 	+ 	» 9 • x y z 

Ako je zbir x+y konstantan, tads je zbir recipro6nih 

i 	

vred- 

1 

vred- 

nosti 	y najmanji za jednake brojeve, i dokaz sledi 

uobi6ajeni postupak. 
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5.10. AMM1964 [MIv40] 

a3  + b 3  + c 3 +  1 	1 	1 

	

+ E 	4p, 

a,b,c su strane trougla, 2p perimetar trougla. 

D o k a z. Neka je f(a,b,c) funkcional odreden levom 

stranom dokazivane nejednakosti. Postoji trougao sa stranama 

a+b a+b c, njegov obim je takode 2p. Relacija 

c) f(T,T,c ) f(a,b,c)  

je ekvivalentna s 
2( a;b ) 3_ 2 a+b 	0.  g(a,b) a3+044- 

Neka je b4a, tada je 

4(a,b) = 3()2_ ( 82b ) 2 ) ff_a47.2  

4b) b 

i time g(a,b) .>„ g(a,a) = 0. Trougao sa stranama a,a,c 

postoji. Dakie, 

f(a,b,c),>, 

Ako je e=12n , onda se odnos f(e,e,e) = 3(e 3 +1-- )..>. 12e svodi 

na ( e - 1  - ) 2 >0. e 

5.11. AMM1964 DZIv543 

>11: Pk logpk ,>. 	pk  logqk  , 
k=1 	 k=1 

gde je .  pk>0, qk>0, k=1,...,n, p i+...+pn  = qi+...+qn  . 

D o k a z. Neka je p= (pl ,...,pn),q. (q1 ,...,qn ) 

n 
f(q) = logqk  . 

Ako je 	y = pilogx + p i logi , 	x+x = 

tada 	 y = Pix
1 
  Pj- ' 

tako da y ima minimum kada je x : x = p i  : p i . Dakie, 
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ako je 
■ 	 cli41 10  a  

= ` c1 1 " '" cli"" qj'" " qn ) ' 	= Titrs' -=-9-  

onda f(q) 5f(1). Pak() dobijena preslikavatja 

(i<j) su saglasna s funkcionalom f. Njihova zajedniCka 

nepokretna ta6ka je niz proporcionalan p, a time i jednak 

p. Funkcional f na domenu 

x = { (ri , .. -9xn ) 13Y 0 9.-9 xp;> 0,  
je ograniCen s gornje strane i nije ogranieen s donje 

strane, tako da najve6u vrednost dostiie u p. Niz sukce-
sivnih aproksimacija u kome se primenjuju sva preslikavanja 

Fij beskona6no puta 

f( q ) 	f(P12 (q)) 	••• ‹f( P )  

konvergira maksimumu. 

5.12. C.V.Durell,A.Robson [KIv58] 

a b 	c 	d 
B + E'a + a 	4 ' 

a,b,c,d>0. 

Ova nejednakost je sadrEana u sledeeoj NTE21 . 

Neka je g : R--41 pozitivna, neprekidna, periodi6na 

funkcija periode 1. Tada vaii nejednakost 

(1) 0  g x+a dx 
	

1. 

D o k a z. Dovoljno je dokazati diskretni analogon. 

Pretpostavimo da je a=2  racionalan broj, q sadriano u n, 

xo=0,x1-  " xn  =1 ekvidistantna podela intervala (0,1)  

i gi .g(xi ), i=1,...,n. Integral u (1) se mote proizvoljno 

blizu aproksimirati sumom, tako da je dovoljno dokazati 

(2) 

Ako je 

n 
 gin . 

f(g1""" gn )  = 1-1 gi+P 

y = f( 
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tada je y' = 1 

gi+p 

gi-p  
tako da y ima najmanju vred- 

x2  ' 

nost za x = 
	 -p +p Vgi gi . Zajedniele nepokretne take pres- 

likavanja 

Fi (g1 ••g1""gn )  = (g1""Vgi-pgi+p""gn ) ' 
i=1,...,n, zbog cik1i6nosti,su jedino nizovi jednakih 

brojeva. Funkcional f na domenu 

bm, Mr, m .{min 	 M = max{g1 ,..,gT } 

dostiie minimum i to mote biti jedino u zajednincim nepok-
retnim ta6kama. Jednakost u (2) vaEi ako i samo ako je 

gi  = 	= gn. Nejednakost (1) za iracionalne brojeve sledi 

iz neprekidnosti funkcije g i dokazanog. 

Za direktan dokaz (1) mole se uzeti 

F(g(x)) = Vg( x-a)g(x+a), 

1 1  _ ( 	 X g 	) 
2 J0 ‘ -7kTiT 	ei+71-1 ' '3(  

f(F(g)). 

5.13. G.H.Hardy,J.E.Littlewood,G.Po1ya [HAWN 

Ako je ai>0 iii -1<za k <O, tada je 

' i r 	;> c 1+a, ) 1 + 51 a 
k=1 	 k1 k • 

D o k a z. Neka je f(a) = (1+a1 ) 	(1+an ) 

Fi (a) = ( al+ai ,a2 ,..,ai 1 ,0,..,an ). 

Tada je (1+a1 )(1+ai ):>(1+al+ai )(1+0) i time f(a)).f(F i (a). 

Ako je a1+...+an‘-1 nejednakost je o6igledna, ina6e je 

f(F2 (a)),› 	f(Fn(..(F2 (a)..)) = 

f( a
1  +...+an ,0,..,0 ) 

1 + a + 	+ an. 1 

kada je 	fl 
f(g) = ) 0 g 

S 
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5.14. [HAR80] Ako je ak>0 i 	Fl ak  = bfl, k=1 

( 1+ak  ) > ( 1+b ) n . 
k-i 

D o k a z. Ako je 	f(a)m(1+al ) 	(1+an ) 

Fij (a) = 	 ,..,an ), 

tada se zahtev 	f(a)?.. f(Fij (a)) tj. 

(1+ai )(1+a1) ) (1+Viiij ) 2  svodi na yap 

Funkcional f najmanju vrednost dostiie u zajedni6koj nepok-

retnoj ta6ki (b,...,b). 

5.15. C.V.Durel,A.Robson [MIv57] 

ac  bd  (c+d) c-fd  < c c  dd  (a+b)a+b , a,b,c,d>0 

D o k a z. Neka je x+i = c+d i y= x x 	. 

Tada je 	 y'(x) = logy ( logx - logi ), 

+ 
tako da y ima maksimum za e 

c
2
d 

	

_ 	kada nejednakost postaje 

	

ae be 4e 	( a+b ) 2e  . 

5.16. G.H.Hardy [MIv50] 

a >0 	sn = al+ ...+an . 

	

Dokaz. Neka je f(al ,.„an ) 	(1+a1 ) 

al +a, 
Najpre je (1+a 1 )(1+a2 ) 	(1+ 	'2  ')', jer je 

(a +a ) 2  1 2  al+a 2+ala2 	a,+a,+ 	4 	(a1 -a2) 2  
G  

a1+a2  a1
+a2  

	

,an ) <f( 2 	2 9413'""
an )  

sn 	sn  
= (1+En ) n  
2 	 sn 

n 

= 1 + ( I1) nn  + ( r2  1)
s 

+ 	(TIN 
'n' nn 

2 sn sn 

	

1 + sn  +-Tr  + 	+ 

tada je 

2 2 s 	 sn 
(1+a1 )(1+a2 ) 	(1+an ) ;5;1 + sn + 	+ 	+ n! ' 

0. 

Time je 

n! • 
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f : X---R 

F : X --6-X 

Fix(F) 

(xn )  

OZNAKE 

funkcional na skupu X 

preslikavanje skupa X u samog sebe 

skup nepokretnih taCaka preslikavanja F 

niz 	X 19 X 290 411 0 9 Xn 90 41 0 

int S 	 unutra5njost skupa S 

bd S 	 granica skupa S 

cony S 	 konveksan omota6 skupa S 

d(x,y) 	 rastojanje taCaka x i y 

K(x,r) 	 kugla s centrom x i polupreCnikom r 

M (x) 
	

potencijalna sredina brojeva xi ,...,xn  
reda p 

H 
	

harmonijska sredina 

G 	 geometrij;3ka sredina 

A 	 aritmeti6ka Bred:Ina 

K 
	

kvadratna sredina 

x jib 	 permutacija x[ 1].)...;,x in] 	niza 

• • • Xrd 	(y i , • • • ,y n ), 	 x [k]..0 [2.1 + . • • + y rki , 

k=1, 	,n-1 , x [1]  ...+x[n)  = yin+ ..+y [n]  

a „c 	strane trougla 

s 	 poluobim trougla 

R 	 polupre6nik opisanog kruga trougla 

r 	 polupre6nik upisanog kruga trougla 

A 	 transponovana matrica 

Univerzilet u Beograt4u. 
Plkitid no- matematteki fa, uttetl 

AlkilemATICKI FAKULTEr 
imiLioTtiot 
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