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UvoD

U teoriji nepokretne talke se dokazuju principi nepok-
retne tadke - preslikavanja s odredenim svojstvima na skupu
koji ima odgovarajudu strukturu imaju nepokretnu tadku.
Pored postojanja ispituje se i jedinstvenost nepokretne
tacke kao i metode za njeno nalaZenje. Osnovne su teoreme
Brouwera (1909) da neprekidno preslikavanje konveksnog zat-
vorenog ogranilenog skupa s nepraznom unutrasnjo$éu ima ne-
pokretnu tacku, teorema Banacha (1922) da kontrakcija
kompletnog metrickog prostora ima jedinstvenu nepokretnu
tadku i Tarskog (1955) da izotono preslikavanje na mrezi
kompletno uredenoj relacijom poretka ima nepokretnu tadku.

Problem reSavanja jednadina iz razliditih oblasti mate-
matike je ekvivalentan problemu nalaZenja nepokretne tadke.
Ovde ée biti pokazano da se problem dokazivanja nejednakosti
i odredivanja ekstrema funkcionala moZe svesti na problem
nalazenja preslikavanja monotonog u odnosu nas funkcional u
¢ijim nepokretnim tackama funkcional dostiZe ekstremne vred-
nosti.

" Osnovni rezultati matematike Sedde se iskazuju nejed-
nakostima nego jednakostima " - Beckenbach, Bellman. Prvo
sistematsko izlaganje nejednakosti su dali Hardy, Littlewood
i Polya 1934. u klasidnom delu "Inequalities". Danas ova
oblast sadrZi obiman i raznovrstan materijal. Neke osnovne
nejednakosti su posledica Jensenove nejednakosti za konvek-
sne funkcije. Takode, veliki broj njih se izvodi u teoriji
majoracije, Marshal i Olkin, koja polazi od teoreme o majo-
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raciji funkcije n promenljivih konveksnin u smislu Schura
( ako je =x<y, onda je f(x) <f(y) ). Sredine u Jenseno-
voj nejednakosti i preraspodele u tecriji majoracije su

posebne vrste preslikavanja F.

Svaka nejednakost moZe proizadéi iz jednakosti koja Je
gini odiglednom - Bellman. Ideal nalaZenja jednakosti koja,
makar i posredno, daje ne jednakost je retko postignut. Tako

veze nepokretne tacke i nejednakosti zatvara trougao pojmo-

va nepokretna talka, jednakost i nejednakost.

Problem dokazivanja nejednakosti moze se izborom pros-
tora i funkcionala svesti na problem odredivanja minimuma 1
maksimuma ( infimuma-i supremuma ) funkcionala, i obrnuto,

odredenje ekstrema funkcionala daje nejednakost.

U ovom radu je opisan postupak zajedniCke nepokretne
tadke preslikavanja monotonih u odnosu nu funkcional. Pos-
tupkom se mogu odrediti ekstremi funkcionula, dokazati ne-
jednakosti i druga tvrdenja. Primenjen je na klasicéne anu-
litidke i geometrijske ne jednakosti, ostale 1 nove ne jed-
nakosti, neke teoreme 1 jednakosti. CilJ rada je da se
nade analitidka i topoloska osnova za nejednakosti.

Polazna teza je : Za dati funkecional f : X—R pos-
toji preslikavanje F : X—X monotono nerastudée u odnosu
na funkcional
(1) £(x) > T(R(x)),

pri tome su tadke u kojima funkcional dostize ekstremnu
vrednost - nepokretne tadke preslikavanja F. Identicno
preslikavanje 1 konstantno, ukoliko funkcional dostiZe mi-

nimum, su trivijalna reSenja funkcionalne nejednadine (1).

Problem odredivanja ekstrema funkcionala i dokazivanjs
nejednakosti svodi se na ekvivalentan problem nalazenjea
preslikavanjs monotonih u odnosu na funkcional u Cijim ne=-

nepokretnim tadkama funkcional dostiZe eksiremnu vrednost.
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Cesto je jednostavnije naéi viSe preslikavanja monotonih u
odnosu na funkcional u ¢ijoj zajednickoj nepokretnoj tadki
se dostiZe ekstrem., Kao i u teoriji nepokretne tadke, ovo

pitanje se postavlja i na uredenim skupovima,

U teoremama o nepokretnoj tacki se dokazuje da presli-
kavanje koje zadovoljava odredene uslove. ima nepokretnu
tacku. Ovde je postavljen suprotan probleﬁ - postojanja i
nalazenja preslikavanja monotonog u odnosu ne funkecional sa
svojstvom da se ekstremne vrednosti funkcionala dostiZu na
skupu nepokretnih tacaka. |

Neka je dat funkcional f : X—R za koji treba doka-
zati nejednakost ili naci ekstrem

(2) f(x) > f(xo), f(x) > const.

Pretpostavimo da funkcional f dostize minimum i da postoji
preslikavanje F : X—X koje zadovoljava (1). Ako presli-
kavanje F ima jedinstvenu nepokretnu tacku i ako za sve
pokretne tacke vazi stroga nejednakost u (1), tada, podto
se u pokretnim tackama ne dostiZe minimum, moZe se izvesti

indirektan zakljucak da se minimum dostiZe u nepokretnoj

tacki. Pitanje egzistencije se postavlja prvenstveno za

ekstremnu vrednost preslikavanja, a zatim za nepokretnu tac-

ku. Ako niz ( P(x) ) dobijen uzastopnom primenom pres -

likavanja F konvergira ka X dokaz je direktan

(3) CF(x) 3 F(R(X)) P ..l BFFHX)) B ... > E(x,).

Time je dobijena sekvenéiﬁalna interpolacija (atomizacija)
nejednakosti (2) sa konaénim, obiZnim pa i transfinitnim
nizom - orbitom koja vodi do ekstrema. Da bi se dokazala
kdnkretna nejednakost treba odrediti prostdr promenljive
x, funkcional f i zatim nadi saglasno presiikavanje F.
Umesto nejednakosti (2) dokazuje se stroZa, ali &esto
jednostavnije za proveru nejednakost (1),



Procedure adekvatnog matematidkog aparata potiskuju
pojedinaine sloZene i elegantne dokaze. Courant i Robbins
va%u : " U naudnom miSljenju po pravilu je bolje razmot-
riti individualne karakteristike problema, nego osloniti
se iskljudivo na opSte metode, mada pojedinaini pokuSaji
uvek moraju biti vodeni principom koji objadnjavae znaca]
posebnih postupake koji su primenjeni. ...  Savremeno
traganje za op3toSéu predstavlja samo jednu stranu, vital-
nost matematike nesumnjivo vidSe zavisi od individualne
boje problema i metodz. " Umesto dokazivania od slucaja
do sludaja, nejednakosti su ovde dokazane na jedan nacin,
Najprikladnija preslikavanja se dobijaju analizom konk-

retnog problema.

U prvoj glavi je dokazano vide teorema o postojanju
preslikavanja monotonog u odnosu na funkcional, ekstremima
funkcionala i nepokretnim i zajedniCkim nepokretnim tackama.
Mose se izdvojiti teorema 1.1.K. o nepokretnoj tacki.

U drugoj glavi je postupak zujednidke nepokretne tacke pri-
menjen‘na analitidke nejednakosti. Tadka 2.1. sadrzi inter-
polaciju Jensenove nejednakosti 1 jedan obrat, 2.2. nejed-
nakost za anharmonijsku razmeru sredina i 2.3. karakteriza-
ciju ortogonalne matrice. U tacki 2.7. je data ne jednakost
koja obuhvata tri poznate, u 2.12. nova varijanta Muirheado-
ve leme 1 u 2.26. dve nove nejednakosti. Prilozi su dati i
u 2.5., 2.9. i 2.13. U tredoj glavi su date geometrijske
nejednakosti, nova u 3.1. je jedinstvena po tome Sto postaje
jednakost za jednakokrake 1 pravougle trouglove. Cetvrta
glava sadrii dokaze nekoliko teorema - Fishera i min - maxu,
Landauovu kombinatornu i dr. U petoj glavi je dokazano vise
elementarnih nejednakosti, kada se ideja postupka pojavlju-
je u jasnijem obliku, nego prilikom dokazivanja slozenijih

primera. Nova nejednakost je data u tacki 5.1.

Srdadno se zahvaljujem profesoru Milosavu NMarjanovicu,

kao i dr S. Vredici i dr V. Jankovidu.




GLAVA I
NEPOKRETNA TACKA I EKSTREMI

Problem reSavanja jednadina je ekvivalentan problemu
nalazenja nepokretne tadke pridruZenog preslikavanja. U
teoriji nepokretne tadke se dokazuje da preslikavanje koje
ima odredena svojstva na prostoru struktuisanom odgovara-
judéom strukturom ima nepokretnu tacku.

Problem dokazivénja nejednakosti je ekvivalentan prob-
lemu nalaZenja ekstrema ili granica funkcionala. Problem
odredivanja ekstremnih vrednosti funkcionala reSava se pos-
tupkom zajednicke nepokretne tadke preslikavanja monotonih
u odnosu na funkcional. Pitanje postojanja i nalaZenja se
ne postavlja za tacCke nego za preslikavanja koja imaju svo j-
stvo monotonosti u odnosu na dati funkcional i svojstvo da
ne pomeraju tacke u kojima funkcional dosti%e minimum ili
maksimum, ' ' |

U prvoj tacki je dokazano nekoliko teorema o postojanju
preslikavanja. U prve dve teoreme se dokazuje da za funk-
cional koji dostiZe minimum i maksimum u jedinstvenim tad-
kama postoji saglasno preslikavanja &ije su to jedine nepok-
retne taCke. Sledeée tvrdenje pokaiuje da ako funkcional
ne dostiZe ekstremne vrednosti, preslikavanje saglasno u
strogom smislu ne postoji uvek, itd. Naclin dobijanja pres-
likavanja iz dokaza ovih teorema nije korisden prilikom do-
kazivanje konkretnih nejednakosti. Jednostavnija preslika-
vanja se dobijaju razmatranjem pojedinih nejednakosti koje
treba proveriti. U drugoj tadki su date neke teoreme o zajed-
nic¢koj nepokretnoj tadki viSe preslikavanja.

5



1.1 ' 6
1.1. PRESSLIKAVANJE MONOTONO U ODNOSU NA FUNKCIONAL.

U ovoj tacki se ispituje problem'egzistencije
preslikavanja monotonog u odnosu na funkcional. Najop3tije,
ako je f : X—R neprekidan funkcional na topoloskom
prostoru, postavlja se pitanje postojanja i nalaZenja re-

Senja funkcionalne nejednacine
(1) f(x) > f(F(x)) , F : X—X.

Mo¥e se postaviti i zahtev da funkcional f minimalnu ili
obe ekstremne vrednosti dostiZe na skupu Fix(F) nepokret-
nih tadaka preslikavanja F. Preslikavanje F je monotono ne-
opadajuée u odnosu na funkcional ili je saglasno s funkcio-
nalom ako je f(x) §f(F(x)).

Neka je
Non, = {F |P: x—Xx, f£(x)> f(F(X))} .

Identidno i konstantno preslikavanje - u slucaju da funkci-
onal dostie minimum - su trivijalna reSenja nejednadine (1).
Ako Fl, F2 e Monf , onda je

f{x) » f(Fy(x)) > f(F,(Fy(x))),

tako da F2°F1 € Monf .

Ovakav problem je suprotan standardnom problemu nepok-
retne taike. Npr., teorema A. Tarskog, 1955., [TAS12]
tvrdi da u mrezi kompletno uredenoj relacijom poretka pres-
likavanje saglasno s relacijom poretka ( izotono ) 1ima
nepokretnu taiku.. U teoremi H., se za dato preslikavanje
tra¥i funkcional koji zadovoljava (1).

TEOREMA A, Neka je X € R, f : X—R neprekidan
funkcional koji dostiZe minimum i maksimum u jedinstvenim
tadkama m i M i neka je conv{nn,M}sXﬁ. Tada ,

postoji neprekidno preslikavanje F : X—X takvo da je
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F(m) = m, F(M) = M,
fx) > L), x e x\ fmul.

Dokaz. Neksg funkcional f dostiSe minimum u tad-
ki m i neka Je m <M., Neka Je

b.—-sup{xl[M,x]sX},A . I =[M,b]nx,
Ako se vrednost

h = inf {f(x), er}

dostiZe, onda je
: a=min{x,xe1, f(x):h}.

Ako se h ne dostiZe, onda je a = b, Preslikavanje

. X,  xe[myalnx
" G(x) =1 a, x eI\ [M,a]
m, inade

Je neprekidno i monotono nerastude u odnosu na funkcional
' f(x) » £(G(x)).

Neka je .
[ = {cn) |y = 20, mex <u}

deo grafika i _ |
subr=‘ {(x,y) I y g f(x), m<x <M}

podgrafik funkcionals f. Neka je

_ C = conv subr
konveksan omotad podgrafika, Gornja granica r' skupa ¢
Je grafik funkcije g
g8 : [m,M] —R
g(x) =y ¢<=> y = max {t I(x,t)ec}.

Vrednost funkeije g(x) je jedinstveno odredena, Funkeija
& Je konkavna i time neprekidna [ROB4]. Sem toga, g je
strogo rastuda funkeija, tako da ima neprekidnu inverznu
funkeci ju,
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Preslikavanje H' odredimo najpre na segmentu [m,M]

H(x) = y &> 8(y). = ;:g’l [f(x) - f(m)] + f(m)
_ -l[x-m
y = g [Z2E 20 - tm] f(m)] .
( Ako je m=0-=1(0) i M=1, onda je g(y)=xf(x).)
Tada je '
(2) £(x) » =0 [£(x) - £(m)] + £(m)

g(H(x)) > F(H(x))

preslikavanje H monotono nerastude u odnosu na funkcional
f. Jednakost u (2) vaZi jedino ako je x =m 1ili x = M,
Na segmentu [M,a]n X je

HO) = g7t [253 [r60 - £(m)) + f(m)J

i takode
(x) » f?f%% [f(x) = £(m)] + £(m)

g(H(x)) > f(H(x)).

Preslikavanje T = HeG ima tra¥ena svojstva.

Topoloski linearni prostorlje linearno izomorfan euk -
lidskom prostoru En [VAL?].

TEOREMA B. Neka je X C‘Ln kompaktan konveksan skup
i f : X—R neprekidan funkcional koji minimum i maksimum
dostiZe u jedinstvenim tackama m i M, Tada, postoji

neprekidno preslikavanje F : X—X takvo da je

F(m) = m, F(M) = M,
f(x) > £(F(x)), xe X\ {m,M}.
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Dokaz. Neka je X < E, i m MebdX. Mo¥e se
pretpostaviti da je
d(m,M) = diam X ‘
(miM povezane tacke ). Uz oznake prethodnog dokaza ’
preslikavanje

K(x) = g [M [£60 - s ] 4 f(m)J
d(m,M)

Je monotono nerastude u odnosu na funkcional f. Ako postoji

x€X, x # M takvo da je d(m,x) = d(m,M), zahtev za

strogom monotono3éu je ispunjen ako se presllkavanje K

komponuje s preslikavanjem iz teoreme A,

TEOREMA C. -Ako neprekidan funkcional f : I—R ne
dostiZe ekstremne vrednosti, tada ne mora postojati nepre-
kidno preslikavanje F : T—T koje je . strogo monotono u
odnosu na funkcional.

Ili, postoji neprekidan funkcional f : [0y+@)—=R
koji ne dostize ekstremne vrednosti, takav da nijedno nep-

rekidno preslikavanje : [0,+0)—=[0,+o ) ne zadovo —
ljava uslov
(3) f(x) > f(F(x)), x €[0,+),

Svako preslikavanje koje je monotono nerastude ( i1i
neopadajuée ) u odnosu na funkcional f

f(x) > f(F(x)), xe[O +00 )

ima beskon&cno mnogo nepokretnih tacaka u lokalnim ekstre-
mima, '

Do kaz., PFunkcional f dobijen linearnom interpo -
lacijom iz

£(0) = 0, f(n) = (-1)B “n'l, n=1,2,...

ne dostize ekstremne vrednosti. Pretpostavimo da postoji
neprekidno preslikavanje F koje zadovoljava uslov stroge
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monotonosti (3). Neka je 2k-12> F(0), Iz definicije
funkcionala f i (3) eledi da je F(2k-1)> 2k .
Slika segmenta [0,2k- 1] je segment F([0,2k-1]). Pri
tome je F(0) € F({0,2k]) i '

f(x) < f(2k), x €[0,2k-1] ,

tako da 2k ¢ F([0,2k-1]). Time je F([0,2k-1])< [0,2k),
odakle je F(2k-1) < 2k, 3to je kontradikcija.

Ako se zahteva nestroga monotonost, onda je F(2k-1)>
> 2k-1, odakle na slidan nadin sledi F(2k-1) = 2k-1 .
PokaZimo da je i F(2k) = 2k. Ako se pretpostavi da je
F(2k) = 2k +¢, onda je F([2k-1,2k]) =2 [2k-1, 2k +¢].
Time je 2k slika nekog broja iz segmenta (2k-1,2k), Sto

protivreéi pretpostavci o monotonosti preslikavanja.

TEOREMA D. Neka je f : X—R, X € R neprekidan funk-
cional., Ako f dostiZe minimum i maksimum, tada postoje
neprekidna preslikavanja F,G : X—=X takva da je

f(x) » f(F(x)) 1 f(x) € F(G6(x)).

Jednakost vazi jedino za tadke u kojima funkcional dostize
ekstremne vrednosti.

Slidno tvrdenje se moZe formulisati i za funkcionale
- koji dostizu jedan ekstrem,

LEMA. Neka je S < [a,b] zatvoren skup. Neprekidno
preslikavanje F : [a,b]—R takvo da je F(S) € conv S
ima nepokretnu tadku u skupu conv S.

Doka z, Preslikavanje G : convS—econvS ,
convS = [c,d] |
c, F(x) <e
G(x) = F(x), PF(x) € convS
d, d <F(x)

je neprekidno.
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Na osnovu Brouwerove teoreme preslikavanje G ima
nepokretnu tadku x, G(x) = x. Pokazimo da je x nepok-
retna tacka i preslikavanja F. WNeka x e int conv S .

Ako se pretpostavi da F(x)éconv S, dobija se kontradik-
cija x = G(x)E{c,d}. Time je F(x)econv S i PF(x) =
= G(x) = x. Ako je x €bd conv S = {c,d}, onda iz {c,d}gS
i uslova F : S—S takode sledi F(x)e conv S.

TEOREMA E. Neprekidan funkcional f : [a,b]—=R
dostiZe minimum u tacki a ako i samo ako postoji nep -
rekidno preslikavanje F : [a,b]—[a,b] monotono neopada-
jude u odnosu na funkcional

f(x) » £f(F(x)), x € [a,b]
za koje je a jedina nepokretna tacdka. Za maksimum vaZi

suprotna nejednakost.

Do k az. Ako se minimum funkcionala f dostiZe u
tacki a, onda konstantno preslikavanje F(x) = a zadovo-
ljava trazene uslove. Neka je 7T preslikavanje koje zado-
voljava traZene uslove. Skup

Ming = {x lxe [a,b], f(x) = min f(t)
‘ te[a,b)

je zatvoren, 'a iz uslova monotonosti sledi da F : Minf—u
—.Minf. Na osnovu prethodne leme, jedina nepokretna tad-
ka a preslikavanja F pripada conv Ning , a kako je

a graniCna tacka, to je a€Ming.

TEOREMA F. Neka je X skup u lokalno konveksnom
topolo3kom prostoru, f : X—R neprekiden funkcional i

Ming = {x |x e X, f(x) = inf f(t) }
_ teX

kompaktan i konveksan skup koji nije prazan. Tada ,
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a & Minf ako i samo ako posioji neprekidno preslikavanje
F: X—X za koje Je :
£f(x) » f(F(x)), x € X
i a jedina nepokretna tacka.

Dokaz. Ako je a¢§Minf, onda je preslikavanje

F(x) = a, xeX. A4ko je preslikavanje F monotono nerastude
u odnosu na funkcional f, onda F : Minf-—--—Minf . Na

osnovu Schauderove teoreme o nepnkretnoj tacki preslika-

vanje F ima nepokretnu tacku u skupu Minf. Kako je a

jedina nepokretna tacka to je aeMing.

Teorema J. Schaudera, 1930. i A, Tychonoffa, 1935.
o nepokretnoj tacki glasi : Neka je C kompaktan konveksan
skup u lokalno konveksnom topolo3kom prostoru E. Tada
neprekidno preslikavanje F : C—C. ima nepokretnu tacku.
Sledede tvrdenje uopsStava i u svom dokazu koristi ovu teore-
mu.,

TEOREMA G. Neka je C kompaktan konveksan skup s
nepraznom unutrasnjoséu- ( telo ) u lokalno konveksnom to-
polodkom prostoru L,. Neprekidno preslikavanje

F o C-—an takvo da je F( bdC ) €C ima nepokretnu tacku.

Dok az., MoZe se pretpostaviti da je Ln = E, euk-

lidski prostor. Skup C odreduje preslikavanje
do ¢ E,—C za koje je dc(x) jedinstvena tadki x naj -~

bliZa talka iz skupa (. Kompozicija preslikavanjsa

dCoF : C—C je neprekidno preslikavanje kompaktnog konvek-
snog skupa u samog sebe, Prema Schauderovo] teoremi pres -

likavanje G ima nepokretnu tadku G(a) = dC(F(a)) = 4.

Ako TF(a)eC, onda je dC(F(a)} = F(a) = a, tj. =a
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Je nepokretna tadka preélikavanja F. Ako pretpostavimo
da F(a)¢cC, onda G(a)ebdC, tj. aebdC., Na osnovu
pretpostavke teoreme, iz ae€bdC sledi F(a)eC kont-
radikei ja.

TEOREMA H. Neka je X kompletan metridki prostor,
F : X—X neprekidno preslikavanje i neka svaki niz
( P(x) ), xeX brzo konvergira. Tada postoji funkci-

onal f : X—R takav da je
| f(x) » £(F(x)), - xeX.

Dok az. Dovoljno je uzeti

(4) _ f(x) = :Z: a [Fn'l(x), Fn(x)] .

n=1

U [BJE25] je dokazano da ako je funkcional (4) nep-
rekidan u svim nepokretnim tackama preslikavanja F , onda
Je funkcional neprekidan, Na taj nadin preslikavanje F
generise nejednakost,

Neka je

inf(f) = inf{ £(x)| xeXx},
min(f) = min{f(x)l xeX} )
Min(f) = {x | xeX, f(x) = int(n)},

Fix(F) = {x | x€X, F(x)

).
TEOREMA I. Neka Je X konveksan zatvoren skup u lokal-

no konveksnom topoloS8kom prostoru Lm i f : X—R konvek~

san neprekidan funkcional. Tada, poétoji neprekidno pres -
~likavanje F : X—X takvo da je |

f(x) > f(F(x)), xeX

i Min(f) = Fix(F) ,



~obrnuto, ako je F(x) = x onda X€C,, pa je f(x)
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pri Cemu jednakost u (5) va?i jedino na skupu Fix(f),.
Takode, za sve x € X va¥i

(6) lim  £(F™(x)) = inf(f) ,

N —+co
a ako skup Min(f) nije prazan, onda postoji granica

(7) lim F'(x) € Min(f) ,

Il —»00

Dokaz., Neka je X ¢ E . /Ako je inf(f) = -eo

onda se tvrdenje moze dokazati za funkcional ef(x). Dakle,
moZe se pretpostaviti da je inf(f) € R. Takode, tvrdenje
je dovoljno dokazati za funkcional f(x) - inf(f), tako da
se moZe smatrati da je inf(f) = 0.

Za x€X neka je

¢, = 71 [o, 26(0)]) = {t]-tex, ()gf(t)(%f(x)}.

Skup CX Jje konveksan, jer ako pt&CX i qeC_ , onda je

X

P9 .y
5 E 1

<:-L f(x),

2 N2

0 gf[}l; Q] < £(p) + £(q)

tako da p-2+q € C,. Skup Cx Je zatvoren jer je inverzna
slika zatvorenog skupa. :

Neka je y = F(x) tadki x najbliza taéka iz skupa C,
Skup Cx nije prazan i preslikavanje F : X—X Jje jedno-~
znaéno odredeno,

Ako je f(x) =0 onda xeC,, pa je PF(x) =x, I
f(x)

Nt

i time f(x) = 0. Dakle,

Min(f) = Fix(F).
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PokaZimo da je preslikavanje F monotono nerastuée u
odnosu na funkcional °

| r(x) » £(F(x)).

Vazi viSe od toga

£(x) > 3f(x) = £(R(x)),
tako da jednakost vazi jedino éko je f(x) = 0. Iz P(x) €
€C_ sledi da je f(F(x)) < %f(x), a iz f(F(x) < % f(x)
sledi F(x) € intXCX - konveksna funkcija dostiZe maksimum
na granici domena. Detaljnije, ako se pretpostavi da je
f(F(x)) < %f%'x), tada unutar segmenta [x, F(x)] posto-
ji‘taéka z takva da je f(z) = % f(x) , 3to je suprotno
pretpostavei da je F(x) najbliZza tacka.

PokaZimo da je preslikavanje F neprekidno. Pretpos-
tavimo suprotno, da postoji xe€X, niz (xn) u X koji

konvergira ka x
lim X, = X i n>=o

n-—-co

takvi da je

y = F(x), (y,) = (F(x))) i dly,,y)yn ,neN

. . 1 1
Neka je noeN takvo da je -éf(xn) > jf(x), za sve nj
>n,. Postoji tatka zeX takva da je f(z) = %f()'t) ,
dime je z€C, , npn . Za iste n vazi
n
dlx,y ) < d(x,x)) + dlxp,yy)

< d(x,xn) + d(xn,z) .

Dakle, niz (yn) je ograniden tako da ima konvergentni

podniz, koji demo ozna3iti na isti nadin. Za njegovu gra-
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nidnu tacku y’ = lim yn', prelsskom na graniénu vrednost

N~

dobija se d(y ,y)yn . Istim postupkom iz ‘f(yn) =

- £(P(x)) - %f(xn) sledi f(y*) = %f‘(x), pa y'el,.

U narednom delu dokaza pokazacemo da je y’ - bududi
granica niza Yy, najblizih tadaka iz Cj tagki x
n
neN - i sama najbliZa tacka iz Cx tadki x. Zbog jedin-
stvenosti najbliZze tacke je y = y’, 8to de biti traZena

kontradikcija.

Najpre, za tadku x vazi f(x)> 0. Ako se pretpostu-

vi da je f(x) = 0, tada xéCx y XEC, , ¥ = X i
n

d(y,y ")

1

d(x,y°) = lim d(x_,y, ) < lim d(x,,x) = O

Nn—wo n —oo
$to je u suprotnosti s d(y “,y)>2n-
Po3to je najbliza tafka jedinstvena , neku je

a(x,y’) - d(x,y) = 5¢ > O.
Pokazimo da je «

Ky,e) n [ JC, = 6 .

n=n, “n

- gde je n,eN takvo da je
d(xn,x) <€, d(ynvy') <&y nz nl.

Ako se pretpostavi da za neko n»mn,y presek K(y,€) r\CX

n
sadrzi tadku =z, tada je

d(x,y) = d(x,y") - 5¢
< d(X,Xn) + d(Xn,yn) + d(ynsy’) - 5¢
< d(xn,yn) + 2¢ - 5S¢

<dlx,, 2) - 3¢
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g Axpex) + dlx,y) + dly,2) - 3¢

< d(x,y) + 2§ - 3¢

-~

d(x,y) i 3

i time £ <0, Sto je nemogude.
Posmatrajmo raslojavanje prostora X odredeno funkei-
onalom f, jedan sloj je '

S« ={X_|XGX, f(x) =v<} - i), « €[0,+0).
Time Jje '
X €Spryy 1 cx=U{s‘|0<¢ <%f(x)]v.

( yeSf(y) i kugla K(y,g¢) .ne sede nijedan od beskonad&no

i -1 i te¥
mnogo slojeva Sf(yn) = £ °( fly,) ) koji teZe ka Se(y)

Za konveksnu funkciju, izuzev za minimum, sloj je dimenzije
najvise m-1., )

Ni za jedno n>n nije C_<€C_, Jjer bi tada bilo
2N

yeK(y,e) 1 yeCYEC‘( . C - skupovi su uporedivi, tako
- “n

da je anc C. , an '3 Cx » N>1N4. Za proizvoljnu tacku

zeK(y,e) Je z¢an za sve nj»n,, tako da je f(z)>
>% f(xn) i zato f‘(z))%f(x). Kako je fly) = %f(x) ,

to znadi da restrikcija funkcionala f na kuglu K(y,¢)
‘minimalnu vrednost dostiZe u centru kugle.

Kako je inf(f) =0 i f(x)> 0, to postoji tadka
ueX takva da je f(u) <f(y) = %f(x). Za neko «<€(0,1)
je v = «u + (1-L)y € K(y,e). Sada je '

flv) <«f(u) + (1-)f(y) < fy),

§to je u suprotno. zakludku da funkcional £ na kugli
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K(y,€) najmanju vredncst dostize u tacki y. Time je

y = y° i preslikavanje TF neprekidno.
Neka je (x) = ( F'(x) ) orbita take x. Tada je

1
f(x ) = f(F(x,_ 1)) =.% (X, q) = oen = ;;:I f(x),
tako da je
lim £(F*(x)) = 0 ,

n-—w

dime je dokazano (6).

Dokazimo da vazi (7). Neks: je xeX proizvoljna tacka
i xoesMin(f). Za orbitu (xn} tacke x vazi

X € K(Xo, d(xo,Xn)), neN ,

n+1

jer tacka = P(x.) je tacki x_najbliza tacka iz

xn+1 n n

skupa C, koji sadrii X, Neka je HR_  hiperraven kroz
X

tac) ja tog t ko
Crku x4 koja je ortogonalnu na segment X Xne1 * B

x ¢ Min(f) onda je X1 # x,. HR_ je ravan oslonca skupa

C, i ona razdvaja tacke X, i X,e Ako bi neka tucka
n .
ze€C, ( x, € C, ) bila strogo s iste strane hiperravni
n “n

HR s koje je X, onda bi na segmentu X 129()

n n+ posto-

X
n

jala tacka bliza X, nego 3to je X1 Sto je suprotno

. ) n z-
odredenju tacke Xpe1e Dakle, £ X, X > 5 tako da tac

X
n+l o

ka X1 pripada kugli 3ije su antipodalne tadke X i X e
1 : 1 ' . - .
Ta kugla K( §(xn+xo) v 5 d(xn,xo) ) je sadrZiana u kugli

K( X, ,d(xo,xn) ), tako da je X 41 € K( X, d(xo,xn) ).

Niz (xn) je ograniden tako da ima bar jednu tacku na-

gomilavanja x°. Kako je d(xo,xn+1) < d(xo,xn) - veéi broj
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je rastojanje antipodalnih talaka, to je niz ( d(xn,xo))
monotono nerastuéi. Time-se niz (xn) priblizava svim tac-

xama skupa Min(f). Iz 1lim f(xn) =0 sledi. f(x") =0

Il —»o0

tj. x“eMin(f). Niz (xn) nema drugih tadaka nagomilava-

nja, Jjer bi tada bilo

a(x"yx) < dx’yx, 0,

za neko meN., Dakle, ceo niz (xn) konvergira tadki

n+m

x“e Min(f). Primetimo da je

(8) lim xneﬂ{K( m, d(m,.xn) )|mei\lﬁin(f), neN}
Nn—

o
v cﬂ[K(m, d(m,x)vlmeMin(f)}'
Za topoloski prostor Lm treba primeniti bikontinual-

nu bijekciju Em—-—Lm koja je linearni izomorfizam.

TEOREMA J. Neka je X€E_ konveksan zatvoren skup 1

f : X— R konveksan neprekidan funkcional koji dostize mi-

nimalnu vrednost. Tada niz sukcesivnih aproksimacija

Xl = X, X2 = F(Xl), cseee 9 X = F(xn_l)’ o.no

n

dobi jen uzastopnom primenom preslikavanja F iz - dokaza
prethodne teoreme brzo konvergira

<0
g;%.d(xn,xn+1)  +w.
D o k a z konvergencije reda kvadrata rastojanja.
Neka je ceMin(f). Metodom matematicke indukecije pokazimo
da je

| . |
(9) ;d(xi,xhﬁz < d(xy,0)% - dlx0)? .

Za n =1 se dobija
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2 N2 RY:
d(xl9x2) g d(xl9(') d(x29") L

sto sledi iz X5 = F(xy) 1 X x,e 2xqFlxy)e > g . Ako

se pretpostavi da je (9) tadno za n = m, onda se za
n = m+1 dobija

gl 12 o d(x,,c)°-d( 12 sd(x 1yx . )°
U S Lt AL

g;d(xl,C)z - d(xm+1.0)2 )

Jer Je Z'Im+lxm+20> 2

Prelazak na graniéne vrednosti u (9) daje

' 0)2-

S d(x,x. )2 d(i )2 - d( lim x
2;; n’ n+l’ N ' n

I—>®

Ako se izabere da je ¢ = lim X
Nn-+o

, onda je

(=]

2 . 2
g;;d(xn,xn+l) < d(x, 1im xn) .

IN—oco

Iz nejednakosti (9) sledi
+ .
EE? 2 2 2
i:nd(xi'xi+1) < d(xn,c) - d(xn+m+1’c)

nejednakost kojoj u Banachovo] teoremi o nepokretnoj tacki
odgovara '

A(F (%), F(x)) € (P r e+ ATy a(x, P2
& je koeficijent kontrakcije. Veda je slicnost izmedu (8)
i formule za polozaj nepokretne talke u Banchovo]j teoremi

lim x € K( x,
N—sco 1 -<C

da(x,F(x) ).
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Prilikom dokazivanja nejednakosti uglavnom se postavlja
pitanje postojanja preslikavanja saglasnog s datim funkei -
onalom. U ovom radu se ne postavlja suprotno pitanje pos -
tojanja funkcionala saglasnog s datim preslikavanjem, Ono
vodi principu nepokretne tadke za kompaktne topoloSke pros-
“tore. Svojstvo konveksnosti prostora nije neophodno, a za
postojanje nepokretne talke kohpaktnost se moze zameniti
svojstvom da bar jedna orbita ima konvergentni podniz.
Funkcional f je strogo monoton u odnosu na preslikavanje'F
ako je strogo mono tono opadajuéi ili strogo monotono rastudéi
b3 f(x) » f(F(x)) 1ili f(x) g f(F(x)),
za sve xe€X, pri demu jednakost vaZi jedino zappokretne
talke preslikavanja F, '

TEOREMA K. Neka je X kompaktan topoloSki prostor i
F : X— X neprekidno preslikavanje. Ako postoji neprekidan
funkcional f : X—R strogo monoton u odnosu na preslika-
vanje F, tada preslikavanje F ima nepokretnu tacku. Za

sve xeX niz ( F*(x) ) konvergira nepokretnoj tacki.
Dokaz., Neka je xeX, f(x) > f(F(x)) i xq=
= F(x), X ,1 = Fn(xn), n%2,3,.... Tada jg
£(x) > f(xy) 2> ... > flx )> ... =

U kompaktnom prostoru X niz (xn) ima konvergentni podniz

(x.
1n

time &= f(xo) - f(F(xo)) > 0. Funkcional f je neprekidan .

) s granicom X_. Pretpostavimo da je F(xo) # x, 1

tako da postoje okline U 1 V redom tataka x 1. F(xo)

takve da je

£(U) = [f(xo) =€, f(xy) + %]

in

£(V)

N I™

[f(F(xon - S

, T(F(x ) + f-] :
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Preslikavanje F je neprekidno pa postoji okolina W<U
tatke x, takva da je F(W) €V. Za dovoljno veliki indeks

m je x, €W i F(x, ) =x, ,€V. Tme je f(x; ) <
in i, 1m+1 ‘ 1m+1

gf(xo) - % , 8to je nemogude. Dakle, X, je nepokretna
talka. Takode, ceo niz (xn) konvergira talki x..

Dovoljna je i pretpostavka da je funkcional odozgo ne-
prekidan i strogo monotono opadajuéi, Sto ima sliCnosti s
teoremom Kirka i Caristija o nepokretnoj tacki.

TEOREMA L. Neka je X kompaktan metricki prostor.
Neprekidno preslikavanje F : X—X 1ima nepokretnu tacku i
za sve xée€X niz ( F'(x) ) konvergira nepokretnoj tacki
ako i samo ako postoji oddzgo neprekidan funkcional

f : X—R koji je strogo monotono opadajuéi u odnosu na
preslikavanje F.

Dok az. Neka niz ( P (x) ) = (xn) konvergira ne-

1 = axyxq)y dy =

d(x,_1,%,)s n=2,3,.. . Tada je lim d, = 0. Niz rastoja-
. N ~ec0

‘pokretnoj tacki x, 1 neka je d

nja (dn) se mo¥e preurediti u nerastuéi niz d[1]>,d[2]>..
N d[n]).... , slidno konadlnim nizovima. Niz ( d[n] )
se definife induktivno, drqq= d. ako je i, najmanji in-
~[1] iy 1
deks za koji je d, = max {d ,a ,...} . Ako su odredeni
. i, 1°'72
¢lanovi d[l]""’ d[n] , onda je d[n+1] = di , gde je

n+l
i najmanji indeks za koji je

4, = max [[dl,d2,... }\{dll],;..,d[n]}].

n+1

n+l

Funkcional ™)
P(x) = zz: 270 g ¢ diam X
=1 [n]

je strogo monotono opadajuéi u odnosu na preslikavanje F
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i odozdo neprekidan. Funkcional

f(x) = 1lim- sup.{ P(t) | teK(x,r)} _
r—-0 i

je odozgo neprekidan i strogo monoton. Za kontrakciju je
©

f(x) = Z d(x_,x  q).

n=1
1.2. ZAJEDNICKA NEPOKRETNA TACKA I EKSTREMI.

Navedimo neke teoreme koje se odnose na zajed-
nidke nepokretne tadke familije preslikavanja [WAL61-64] .

TEOREMA A. A.A. Markov, 1936, S. Kakutani, 1938.

Neka je K kompaktan konveksan podskup lokalno konvek-
snog topoloSkog linearnog prostora i neka je F komutativna
familija neprekidnih afinih transformacija skupa K u samog
gebe. Tada, postoji xe€X takav da je F(x) = x za sve FeF.

TEOREMA B. S. Kakutani, 1938. Neka je K kompaktan .
konveksan podskup lokalno konveksnog topoloS8kog prostora i
G grupa ekvikontinualnih afinih transformacija skupa K u
samog sebe. Tada K ima nepokretnu talku familije & .

M.M. Day (1961) je uop8tio Markov - Kakutanijevu teoremu
na opS8tije semigrupe preslikavanja. Teorema A.D. MySkisa
(1954) se odnosi na poliedre i semigrupu preslikavanja.

TEOREMA C. Z. Hedrlin, 1962. Neka je F komutativna
semigrupa neprekidnih preslikavanja topoloS8kog prbstora X
u samog sebe i neka F sadrZi identifno preslikavanje. Tada
X ima zajednidku nepokretnu tacku famiiije F ako i samo
ako orbita ¥(a) za neko a€X je kompakten prostor koji- .
ima svojstvo nepokretne tacke za neprekidna preslikavanja.

Famili ja Monf je nekomutativna semigrupa s neutralnim

elementom. Neka Je
Fix(F) = [|{Fix(®)| FeF}

skup zajednikih nepokretnih talaka preslikavanja F : X—X,
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FeF. Postavlje se pitanje postojanja familije FgMonf

takve da je

Ning = Fix(F). ¢
Tzolovaneunutradnje tatke lokalnog maksimuma funkcionala f
su tadke prekida preslikavanja.

TEOREMA D, Neka je f : X—R funkcional ne skupu X,
Neka je F familija preslikavanja koja su monotono opadajuca
u odnosu na funkcional f, tj.

f(x) > f(F(x)),
pri demu jednakost vaZi jedino za nepokretne tacke preslika-

vanja F. Tada je

inf(f) = inf( | i cFy )

i funkcional f dosti¥e minimum ako i samo ako je skup za-
jednidkih tadaka Fix(F ) neprazan i restrikeija funkei -
onala f na skup Fix(F ) dostiZe minimum,

TEOREMA E. Neka je X topolo3ki prostor i F, :X—X,

i €I neprekidna preslikavanja. Neka Je (in) niz indeksa u
kome se svaki od indeksa ie€I javalja beskonalno puta. Ako

niz dobijen primenom preslikavanja ( Fi ) na x€X
n

X, X, = Fy (X) 4 eeey X

i, n+l * Fi (Xn)"“

n

konvergira tacki Xy tada je X, zajednicka nepokretna
tacka svih preslikavanja F; , iel.

Do ka z. Preslikavanje Fk ; keI je neprekidno

tako da je
lim Fk(xn) = Fk(xo).
N——~x
Neka je (jn) niz takav de je i, =% ( nelN ). Niz

In
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X4 = F; (x. ) = Fk(xi.

je konvergentni podniz oba konvergentna niza
(1) | (x,) i ( Flxy) ),
~tako da nizovi (1) konvergiraju istoj granici

Xo = Fk(xo)o

)
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GLAVA . II

ANALITICKE NEJEDNAKOSTI

Ove analitidke nejednakosti date u ovoj glavi su dokaza-
ne metodom zajednilke nepokretne tacke preslikavanja mono-

tonih u odnosu na funkcional.

U tadki 2.1. je data interpolacija Jensenove nejedna-
kosti 1 pojadanje i obrat Brunk - Olkinove nejednakosti.
U 2.2. je data hipoteza o anharmonijskoj razmeri sredina.
Kao posledica dokaza Hadamardove nejednakosti 2.3. dobijena
je karakterizacija pojma ortogonalne matrice. Kod nejedna-
kosti za indefinitne forme 2.5. dati su potrebni i dovoljni
uslovi za va’enje jednakosti i ispravljeni su pocetni uslo-

vi za vazenje jedne nejednakosti.

U tadki 2.7. je data nejednakost koja sadrZzi tri poseb-
ne nejednakosti - Schweitzera, Karamate i Knoppa. Za Grusso-
vu nejednakost 2.9. odredena Je bliZa granica. Dokazana
je varijanta Muirheadove leme 2.12. U tadki 2.13. Je

uveden funkcional na rP

saglasan s uredenjem majoracije
( konveksan u smislu Schura ). Talka 2.19. sadrii inter-
polaciju integralne Buniakowskijeve nejednakosti. U pos-
lednjoj tadki je dat svojevrsni obrat nejednakosti poten-
cijalne i geometrijske sredine, kao i ne jednakost koja

uopStava odnos aritmeticke i geometrijske sredine.

24
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2.1, NEJEDNAKOSTI ZA KONVEKSNE FUNKCIJE.
Funkcija f : T—sR, I je segment, je konveksna
ako je
flax + (1-«)y ) g «££(x) + (1-£)f(y)
za sve X,yelI, « €[0,1]. PFunkcija je konveksna u Jense-

novom smislu ako vazi

X+Y f(x) + £ly)
f((==) € >

za sve x,ye€l.

2.1.1. JENSENOVA NEJEDNAKOST, INTERPOLACIJA.

TEOREMA A. J.L.W.V. Jensen, 1906.
Neka je f neprekidna funkcija konveksna u Jensenovom
smislu, Tada je

81+ ..ot 8 f(al) + eee + f(an)

n
n ) < n )

(1) £(

D ok az, Neka je prostor
X = {x ‘xié I, 1 = 1,...40, x1+...+xn=a1+...+an}

i funkcional f(xl) + ovee + f(xn)

€ (x) =

n
Neka su preslikavanja
Fij(xl’...’xi’...’xj"..’xn) =

xi+X. Xi+xj
= (xlvv'O’_—z_'Q’--ov 5 ’-o-’xn)’

i,j = 14y¢¢.4n. Preslikavanja ‘Fij su monotono nerastuéa u

odnosu na funkcional

(2) P(x) > %(F;5(x))

jer se zahtev (2) za saglasnoSéu preslikavanja i funkcionala
svodi na
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X1+X2

—_—)

£xq) + f(x,) 2 21 ( >

J - konveksnost funkcije f.

Funkcional ¢ na kompaktnom prostoru X dostiZe minimum.
Taj minimum se dostize u jedinstvenoj zajednicCxo] nepokret-
noj tacki

+ 400 + 8
& ! n

ao= (s’ooo|S), s = 0
n
svih preslikavanja Fij’ i,j=1yee.,n. Time je

x) > €(a) = £(s).

Primens niza preslikavanja u kome se svako od preslike-

vanje Fij javlje beskonaéno puta daje niz vektora koji kon-

vergira nepokretnoj tacki a®. Dovoljno je pretpostaviti i
da se svaki od indeksa 1,...,n javlja beskonacno puta, ne
radunajué¢i preslikavania F,, = id. Dobijeni niz brzo kon-

vergira [BJE96]. Tako je odreden interpolacioni niz
e(a) > ?(Fij(a)) > ... » f(s).

Slededa nejednakost je posledica nejednakosti (1):

£( ry@ +ec.rrp8, ) <riflay) +..04 r fla,),

n

gde je ri> 0, i=1,.....n, I‘1+...+I‘n = 1.

U naredne dve teoreme date su interpolacije
Jensenove nejednakosti koje imaju konaéno ¢lanova. Same
formule sugeriSu kako izgledaju kompletne interpolisane

nejednakosti.

TEOREMA B.
a) Ako je funkcija f konveksna, tada je
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: X, tX X tX +X
n-1 "n %y
£(x)) 4 eent 2(x ) TTF T et TS0+ 1555
2
n n
(3) X, +teeotX
> £(— Dy,
n
b) Ako je x> ... »x, 1l X ¢ ... X, tada
4 X, +X X _+X
1 72 : n 1
f£( ) + e + F(—)
F(xq) + oo +f(x ) 2
: — > 2>
n n
Xq+X o +X X, 4 +X_+X X +X +X
(4) p(-L—2 3y, Rzt n 1y pnl "2
> 2 3 3
n
> f( xl + o e 0 + xn )

n

Jedna nejednakost u (4) ne vaZ?i za nemonotone nizove.
Dokaz. a) Druga nejednakost u (3) je posledicae
Jensenove nejednakosti (1). Prva nejednakost se dobija pri-
menom teoreme Hardy - Littlewood - P8lye - Karamata 2,13.
na vektore (v.2.13.2.)
X1 +X, X, +Xq
2

9 o000 9 2 ).
Ako je' (yl,...,yn) vektor s desne strane u (5), tada zbir

(5) (xli'ot|xn) > (

y[l] + eee + y[i] 9 i'-:l'oo.’n (V.2¢12.) Sadrﬁi 2i brOJeva

XiseeesX od kojih se svaki broj X4 najvise dvaput ponav-

n’
lja, tako da je

Y1 *+oeee * Y4 <X[] *oeee * X(4]°
Ova nejednakost u (3) za monotone nizove moze se lako doka-
zati matematic¢kom indukcijom.
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b) Poslednja nejednakost u (4) je posledica Jensenove
nejednakosti.
Pokazimo da je

X, +X X X Xq+X4ptX X_+X4+X
(6) (-—Lz——z’...’_llz_l) > ( 1 32 3,.00’ 31 2)0

Ako smatramo da je niz X;,...,X, cikli¢no produzen X .4 =
= Xyseee o onda je odncs majoracije (6) tadan za n = 1,2,3.

MoZe se pretpostaviti da je n > 4.
Neka je

Xi+X X +X X _+X X, +X.
1 72 i-1""%  n 71 i i+l
5= . — > % 2y .02

1 " n " n
8By > ... 2 847 2> 8 > 8y 2 ... 2 8,4

xj_1+xj+xj+l ) Xn+X1+X2 ) xj+xj+l+xj+2
3 3 3 z

0 i 0 i

Il il i
b

Vv
o

n_l ’>, LA N ]

1<i<n, 1<j<k<n.

Najpre je

b1 + eee + bn = al + 00 + 8.

Takode je
b, 8, Jjer 2x,+2X,+2X53 ¢ 3x+3X5 5 2X5 Xy + X5
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kao i b[n] =b _,>8, 17 a[n] , tako da je

| b[ll + e00 + b[n-l] gam e t A )
Pokazimo da je

b[l] + oo + b[m] <a[1] + ees + a[m]'

(7)
ti. 6b[1] + oo +6b[

/N

63[1]+ .;.;+Ga[m],

m]
m=2,...,0=2 . Za sludajeve (i) i (ii) vaZi stroZa ne-

jednakost ‘
(8) b[l] + eee + blm] LBy * oo t By -

(1) m < 3. Za m = 2 nejednakost (8) postaje
2x1+-4x2+4x3+2x4 <3x1+61é+3x3 ’ Ji:3+2x4 < Xq+2%,. |

Za m> 2 jJe
2xy +4%, 4-6:(3 + eee + BX HAX) 4 +2Xp .5

< 3x1 +6)t2 + eee *+ 6xm +3xm+1 .
5to sadrii i vrednost m = 2.
(i1) Jj g m <k. Sada je (8)

b[1]+...+ b[m] = b1 +...+bm +bn -bm gal + eee + 8

ekvivalentno sa

Xnel *Pme2 +6b, - 6by Xy + 2Xp

 Fm+d +23:'tm+2
Xy + 2%, £ 2X . + Xpqe
Poslednja nejednakost sledi iz

x1+2xn <x1+xn+xn_1 = jbn_l <

< 3bm = Xm+ Xm+1+ Xm+2

+,2xn + 2x1 + 2x2 <Xt 2x2 + 2xm+ 2xm+1+2xm+2,
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(iii) m » k, m <i. Sada je

) -b_-b
+bm+bn+b b

b[ll + o0 + b[m] =' bl t oo n-l m m"'l

tako da (7) postaje

X1t o t 2X 4t 2X, t2Xy % 2x,t 2Xqt 2Xg S
< Xqt 21(2 + 2xm_1 + 21m+ 2xm+1+ 21m+ 21m+l+ 2xm+2 )

(9) 2% _q +2X + 3%y L 2xp 5+ 4Xp ¢ 5> SR

3(x +x1) +2xn 1*%, € I(x_+x 1)+~2xm_1+-x

m me m

Iz uslova m <1 sledi By €8y Vo Xt Xy KX P X

(iv) m> k, m>» i. Nejednakost (7) postaje

b1+...+bm+ 6bn.+ 6b 6b -6b a1+...+a ta -8 .

Koristeéi (9) dobija se
2xn_1+ 4xnf Bxl’ <

< 2Ryt Axpt IXpe1t X+ 3% - 3 = 3y o

ili 2X 1t X, € 2x, 1+ X -
Ako je (x1,12,13,14) = (-1,1,-1,1), tada je
(31032933134) = (0, 0,0,0) < ("'",%!"‘ =) = (blg b3ab4)v
a za konveksnu funkciju f(x) = |x]| je

f(a1)+ f(a_2)+ f(a3)+f(a4) = 0

i f(b1)+ f(b2)+ f(b3)+-f(b4) = .

Wi

Time je zavrsen dokaz.
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TEOREMA C. Neka je funkcija f konveksna, Tada je

n

X, +X
(1) 3 ‘il tx) >3 3 tEh 5 £ %?:lxi ),
1= =

gde je m broj sabiraka u zbiru Z koji sadrie sve parove

i1, = 1,...,n takve da je a) 1 <, p) 1 <Jy ) 18§

Dokaz. &) Prvu nejednakost u (10) dokazademo ma-
tematidkom indukcijom. Za n = 1 nejednakost je taéna, pret-

postavimo da je tadna za n

(11) (n-1) 2_f; -2 f_ fi5 > O
_ = ij=1
X, +X
gde je m = Mé—ll ot = £(xy), Ty = £ 12 Jy. Treba

pokazati da je

ﬁ n+l
n £, -2 f =
. T4 1%_:1 i3
= (n-1) gfi + gfi + nfm_1 -2 i%lfij - 2gfi,n+17,;o

Ova nejednakost sledi iz induktivne pretpostavke 1

gfi + n%u»l 2 2 gfi,n-rl ¢

b) Ovde je m .—..r}.(_rz_li.l_).. Iz nejednakosti (11) se dobija

(n+l) ?;fi --2 i%lfij > 0

nejednakost ekvivalentna nejednakosti pod - b).

¢) Broj sabiraka je m = n2, a (11) daje

n f - f 2 > 0‘
?:1 1 1,2521 i3~
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2.1.2. STEFFENSENOVA NEJEDNAKOST.

Ova nejednakost uopStava Jengenovu nejednakost
tako da se zove i Jensen - Steffensenova nejednakost.

TEOREMA. J.F. Steffensen, 1919., [MI7109)
Neka je f konveksna funkcija i niz &, (k=1,...,n)

neopadajuéi. Neka brojevi ¢y ( k=1,...,n ) zadovoljavaju
uslove

0 {éck <gck,, m=1l,...,n, g.ck> 0.
Tada je
' : n
— 4 -

(1) f | =—

Do kaz. Neka je prostor

X = {x Ialgxlg...gxngan ’ ;ckxk = gckak }

i funkeional

Neka je
X] = eee = xil < xil+1 ce = xi2 < x12+1 = .
cee = xi$_1 < xis LT e = xis =X,
dk = clk-1+1 + + cik ’ k=1,...,s
io = 0, is+1 =n+l, X = -, Xpel = t
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Ako je X; = % i xj =X defini8imo preslikavanja
p q
X, xi<xj, dpdq>0
Fi(X) = ’
J X inace

1, = 1,000,0, 1<J. Vektor x° je

X = (Xl,...,xi _l’xi +1+E,...,Xi+£,...,xi +£,Xi +1,co-

p p p

2

q-1 q-1

..C’XG

i +1—8".',xj—5’.."xiq—s,xiq+1’.‘.,xn).

a
Pri tome je 6= -EE-G , tako da je ispunjen drugi uslov u de-

q
finiciji domena X.

Ako je p+1 = q, onda se uzima da je

X, - X
xi+e=xj-8,tj. ez—i———aé- .
1+ =
q
Neka je p+1 <q. Ako je dp>0, onda Jje
dq
€= min { x; -x‘,—-(x:L - x4 Yy > 0.
p+l 17 4 q q-1

Time je xi+£= xip+1 i1i- Xy -5= xiq-l , & monotonost niza
je sacduvana.

Ako Je dp<0, pa 1 dq<0’ tada Je

d
q
€ = max {x -x, 5, —(x; - X )](0.
\ fpa 1p’ 4y ig el _
Iz uslova teoreme gsledi
n
Ei Cy = ds> 0.

]

Sem toga
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Ck=d1+ ick,

¢, €

k=il+1

tako da je dl}-O. Dakle, ako je €<0, onda je p> 1 i
qQ <n tako da x’eX.

Preslikavanja Fij su monotono nerastuéa u odnosu na

funkeional ¥
(2) (x) > Y(Fij(x))

Za. x £ x” (2) je ekvivalentno sa

dpf(xi) + dqf(xj) p3 dpf(xi+£) + dqf(xj-S) : dq£>0
111 a,
f(xj) - f(xj-a-;e) f(x; +€) - fxy)
d > ’
2 ;
q

8to je svojstvo konveksne funkcije f.

Funkcional ¥ na kompaktnom skupu X dostiZe minimum u
nekoJ zajednickoj nepokretnoj tadki svih preslikavanja Fij‘
Ako -je al;) = (ag,...,aﬁ)

neka zajednicka nepokretna tadka i dl,...'.dS parcijalne
sume koeficijenata CysneesC odredene vektorom a°®. Zato

je

n

gg = ag 114 dp dq £ 0, pri Cemu Jje ai: ag ,aO o

za sve 1,j =1,...,n, i<j.

Medu brojevima dysee.yd_ ne postoje tri rezlidita od

s
nule, jer bi tada dva od njih imala isti znak i a° bi bila
pokretna tacka nekog preslikavanja. Ako se pretpostavi da
su dva broja d, 1 dy (k <) razlidita od nule, tada iz

uslova teoreme sledi da je dI>»O. Kako su 4 d

xk 1 dg
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suprotnog znaka, to je d, <0, 3to protivredi pretpostavka-

me datim u teoremi. Dakle, najviSe jedan broj medu dqy...

...,ds nije nula. Ako je to d, onda je
dm==d1+...+ds==c1+...+cn> 0.

Dalje Je

o o
c,.a, = 4. a
E§£ kk m im

tako da Jje

]
™
Q

=
o]
O
8
1]
T
(¢]
w
s ]
-y

Na kraju je

[ 1
e, £ (al) a_£(al ) c. .8
é‘lk ko Tme Ty 2;1“

‘f(ao) = =

> "n >
Cx Cx

k=1

Primenom preslikavanja. Fij mo’e se obrazovati konaéan

interpolacioni niz nejednakosti (1). Dokaz se moZe zavrsiti
i primenom matematidke indukcije po broju razliditih koor -
dinata vektora a.

2:;1.3. POVRATNI NIZOVI.

Iz relacije koja definiSe konveksne funkeije

X+ ' £(x)+ £(y)
f(—-z—l) < > :

proizaSle su nejednakosti oblika
(1) f(L(xl,...,Xn)) <L(f(xl)’0009f(xn))'

gde L oznacava linearnu kombinaciju. Za monotone nizove i
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niihove alternirajuce kombinacije vaZe nejednakosti oblika
(1) - teoreme Szegha, Bellmans i Brunk - Olkina 2.1.4.
Ovde uvedeni povratni nizovi se mogu smatrati za suprotnost
monotonim nizovima i za njih vaje nejiednakosti suprotne (1).
Teoremsa B. data u ovoi tacki moZe se dokazati neposrednom
primenom teoreme majoracije HLPK 2.13., 2 ona je i pogebhan
sluCaj teoreme A, 7Zg razliku o0d uslova ovih teorema, oso-
bina povratnosti niza se jednostavno proverava, tako da je
u poslediei dato nekoliko novih jednostavnih nejednakosti
suprotnih formuli (1). U poslednjem tvrdenju su povezani pov-
ratni nizovi i uredenje majoracije., Takode, povr=ini nizovi
5 neparnim brojem flanova imsiu ceo broj "oscilacija", Sto
mo#e objasniti neparan broj elemenats u nekim nejednakna-
tima ( Szegh ).

TEOREMA A. P.M. Vasié, R.R. Janié, 1970, [PEE73]

Ako je funkcija f konveksna i ako broievi a

17 8m
zadovoljavaju uslove

1

2k € 8oy, %1( -1 >0, k-1,
1=,

tada je 2m+1 2m+1 ]

-1 ray <f ~ni-lg

Dok az. Neka je prostor
m+1 . 2m+1 -
X = {x s SRR <-1>1“1ai]

i=1 1=1
i funkecional

Preslikavanje

F2(X1,X?,X3,ooo’)'n\ = (xl"‘x2 “*’XB’XB’X?,OOQ'Xn)

je monoono neopadajudée u odnosu n- funkcions’ €
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¥ix) R, 00,
ti. —f(x1)+-f(x2) g -Tlxg +E)+ Flx,+E), &= Xq-X;
f(xl+£) —?f(x]) gf112‘+£§ - f(x,),
$to je definiciona ne jednakost Wright konveksnosti. Vektor
Fz(x) pripada prostoru X i zadovoljava uslove teoreme. Ta-
ko se mogu definisati 1 preslikavanja F4,...,F2m. Interpo-
lacioni niz je
¢(a) > «(Fy(a)) > ... ;*’(F?_m...(Fz(é)...) =

2m+1 i-1
- g (-1)7 "aj,8qs8qs e 0080, 9%0ms] )

2m+1 -1
f( :Z__; (-1) ay ) —f(BB) + f(a‘l) ~ eee -f(::t?_m+1)+f'(a?m

1 .
£ ( ?2; (-1 e, )

DEFINICIJA. Niz aj,...,an je povratan ako je

i}

i}

854-1 € "21 2 %2141 ¢ = 1,25000 o

niz je obrnuti povratan ako je
8o 1> Bpg € 8541 v 1T LiZeeee

Drugacije zapisano

ay € 8 > 84 < 8y > eees 8y 2 25 € 84 > 8y € eae o

Za povr=tan niz je

é(-l)k-lak s. min { al’. o.’an} [}

dok za obrnuti povratan niz vazi

g;(-l)k'lakz max {al,...,an} .
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TEOREMA B. Neks je al,...,a2n+1 povratan ili obranuti

povratan niz i funkeija f konveksna, tada je

n+l an+l
(2) % (-0 e <7 {2 (DF e |
k=1 ) x=1

Ako je a > 0 ili, za obrnuti povratan niz a <0,
£(0) > 0, tada je

r K=l k-1
(3) > DMy ¢ kﬁ; Sl

D o k a z. Dokaz rejiednukosti (2) je slican dokazu

prethodne teoreme, Povritan niz 81400008, n = 2m , a, > 0
se more produziti s 8,7 = 0 do povratnog niza s neparnim

brojem ¢lunova, Primena nejednakosti (1)

;(~1)k“1f(ak) < ?11 D% e <
9 k-1 k-1
g(-n ak} . g(’” akJ

Diskretna Opialova nejednakost 2.21. je posledica ne -
jednakosti (3). '

< f

daje nejednakost (2).

POSLEDICA. Neka je 892 ... 2 85, 4 1 £ konveksna

funkcija, tada je

(4) f(al) + ég;l(—l)kf(ak) <f [81 + ég;l(—l)kak}
(-1)kf(ak} + f(a2n+1) f [2n (-1)kak + a2n+1]
k=1 k=1
1
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n (o) 2n+1 { n 2%5%
- f(a + f(a,) T -.Ezia + a .
g KW & T o1 % kS k]

Ako je f(0) > 0, tada je

n
- f f fl|- .
TR LRI S (i it |

Dok az., Nejednakosti se dobijaju primenom teoreme B.
na povratne nizove respektivno
8198398500098 ,198%2n >
898y erBon 8501780041
Bs8p4p0ne e 081800108041 0
a2n+1’an""’an+2’al'an+1 ’

aZn,an,...,an+1,al,0 .

Ove nejednakosti se mogu dokazati primenom teoreme
HLPK 2.13. Npr., nejednakosti (4) napisanoj u obliku
) n 2n+l X
f(al) + 1gi‘(am() € fle) + ;2; f(a2k+1), c=‘ al+k§ (-1) a)

odgovaraju vektori
x

(81'82""’a2n)’ y = (c'aB"“'a2n+1)
za koje vazi odnos majoracije x <Yy.

TEOREMA C. Neka je xl'yl""’xn-l’yn—l'xn povratan
ili obrnuti povratan niz i
yn=xl+ao. +Xn-y1-...'yn_1.

Tada je X<y .

Dok az., Neka je f proizvoljna konveksna funkeci ja
¢iji je domen interval koji sadrzi brojeve xl,..,xn,yl,..,yn.
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Prema teoremi B. za dati povratan niz vazi

gl 3
f(x)) - 2_fly,) < Xy - %Z;y
Ei; k 1k Ezg k k= k
ili

J-
(5) 2_f(x) € Z:f(yk).

Nejednakost (5) vaZi za sve konveksne funkeije, tako da na
osnovu teoreme HLPK 2.13. sledi da je x<y.

Direktan dokaz je duZi., .Za dati povratan niz vaji
X1 ¢
.Xl + X2 syl +y2
(6) ..'..‘....""'.'.'."

Xl + ..+ xn-l syl+ ¢ o0 +yn..1

+ see + = e e o

Nejednakosti (6)svojim oblikom li&e na definiciju relacije
majoracije, ali ne dokazuju odnos majoracije Jer nizovi x

i y ne moraju biti monotono opadajuéi, Odnos majoracije
sledi iz

x[]-] + eee + I[k] = Xi t cee + Xi

1

Y. t see t+ Y.
< iy 1,

gyu] t oees + y[k] ’

k

k =1,...,n-1, tako da je x <y.
Za obrnuti povratni niz Jje
X + X, <x1+x2+x3-y2+... *Xy =¥po1 = Yn*tY,

'."IC'...."'.'l....'l.l...'00...0..0..'.'.!'...

x1+...+ xn-]. < X1+ ...+Xn‘_1 +Xn-yn_1 = yn+yl + "'+y1’1-2'
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Takode je
X T esee0 + X = X.
(1] (x] iy K |
,gxil+ coe +Xik»+ Z(xs_ys)

=y- + oeoe +y-
1 1k

+ see + X,
1

gym + o0 + Y (k]

gde se sabiranje Z vr3i po indeksima s = 1,...,n ,

8 # 1.00..1(.

NEJEDNAKOSTI SZEGOA, BELLMANA I BRUNK - OLKINA.

INTERPOLACIJA I OBRAT.

2.1.4.

TEOREMA A. G. Szegd, 1950.

Ako je 8, > a8, D oeee D> 851 > 0 i f konveksna funk-

cija na [O,all, tada je
m-1

=1
(1) g; (-1)%1r(a) >t [k=1 <—1)k‘1ak] .

TEOREMA B. R. Bellman, 1953.
Neka je 81> eeo >a, > 0, f konveksnu funkcija na
<

[O,al] i f(0) 0. Tada je

(2) (-1)*%e(a) > 1 [)f(-nk'lak] .
k=1 k=1

TEOREMA C, H.D. Brunk, 1956.,[BEC48,MIT113,BRU]
Neka je By > e > 8, >0, 1 ;h1> ...‘> hn> o,

£f(0) 0 i f konveksna funkcija na [O,all. Tada je

(3) gi(-nk'lhkf(ak) > [§<-1)k‘1nkakl :
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Do kaz. Neka je prostor

k-1, _ 1 k-1
X =4x Iallez....sz,I; Q, kil(-l) hkxk = ].;(-1) hkak
i funkcional

f(x) = Eg;(-l)k'lhkf(ak).

Ako je Xy = eee = Xy, onda je preslikavanie
F(XI,IXQ,coo"Xj,Xj‘Fl,'coyxn) =
= (x1 —E’Xj+1’""Xj+1’xj+1""’xn)' X1 =
Pri tome je

. ﬁ: k-1
hyxy + hXj = hl(xl-e) + hxj+1 R h = (-1) hy
h
€= h,

1 J+1 3

Preslikavanje F je monotono nerastude u odnosu na fun

kcional
e(x) 3 e(F(x)),

t'j. - |
hlf(xl) + hf(xj) > hlf(xl €) f hf(xj+1),
f(xl) - f(Xl-i) f(Xj+1) - f(Xj)
; S — ’
Jj+1 J

S8to je svojstvo konveksne funkei je.

Funkcional ¥ ns kompaktnom prostoru X dostiZe minimu
u nepokretnoj tacki

preslikavanja F., WMoZe se obrazovati i interpolacioni niz
€la) > €(F(a)) > ... > 1(a)) - €a®) .

Dobijena je nejednakost
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ﬁt -1
L $-(pyk- i _
f[hl k=1(-1) 1hkak] + [ T (-1) & 1hk]f‘(0),

k=2

(4)

u kojoj je drugi sabirak nenegativan. Na kraju je

1 k-1 1

1 ke~
>f[ 1h, i( -1 hya k+(1'h1)o]
_ ﬁ: k-1,

TEOREMA D. Neka je 80> eeo 2;1“)0, 12}11; e

oo 2h >0, f(0) O i T konveksna funkcija na [O,al].

n/
Tada je
'g(-l)k"lhkf(ak) > by f{-ﬁl; ;( S DL k] [;’( l)k"lhk]i‘(t
(5) 21‘[' (-1)%"1n o, [1 - ;( -1k 1y ]f(o

>f [i( -1k 1y ha k}
g(-l)k-lhkf(ak) >h f é;( -1)k-1p

(6) > hy f L& ety
1 k=

k-1,
>f[i(1) kk].

Dok az. Nejednakosti (5) slede iz dokaza teoreme C.

9

Nejednakost (6) se dobija iz Brunkove nejednakosti (3) za



2.1 .44

. h hp
niz 1 _n
h1> oo 2 ny 0
n h
S (-F Ky yr [i( 1)kt _k ak],
K=1 1 k=1 1

iz uslova f(0) ¢ 0 1 definicije konveksne funkeije.

Ako se u Brunkovoj nejednakosti (3) f(x) zameni sa
f{x) - £(0) dobija se Olkinova nejednakost ( I. 0lkin,1959.)

) ;(-1)k'1hkf(ék) ; {'1 - g_'](—l)k-lhklf(o) S

' k-1
LE?z_-_i(-l) hkak] .

Slededa teorema pokazuje kako Olkinova nejednakost mo-

('

-~3

7 1

e pojadati samu sebe, a takoie i dati svoj obrat. Primetimo
dsa su nejednakosti (9) =sadriune u (5).
MnoZenjem nejednakosti (7) s =1 i dodavanjem jednog

dlana dobija se nejednakost

!%(-l)khkf(ak) ’ {1 - é(—l)khk]f(c) <
g 2f(0) - f {:g;(—l)k-lhkak]
k= )
kaja zajedno s

2£(0) <7 {g(—l)k-lhkak} . {:(;(_-1)%1{&4

(-1)%h, f(a,) 1 §n (-1)%n, | £(0) <
&' x Bkt T T k| S
(8) ]
£ {5‘(-1)‘% a ] )
<& Kk

Sledi teorema koja interpoliSe Olkinovu i obrnutu Olkinovu
nejednakost. '
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TEOREMA E. Neka je 87 > ... > 8 > 0 i 12}11;...

>h > 0 i f konveksna funkeija na [0,&1] odnosno

[i‘( -1) hkak,a ] . Tada je
n
k%(-l)k'lhkf(ak) . [1 - é(-l)knlhk]f(-()) >

| - 1 k-1
(9) | >Jﬁ_f{ﬁz-ggg(-l) hkak] + (1—h1)f(0)

2t [g‘:( -1ty k]
é_:('l)khkf(ak) . ll - g(-l)khk] £(0) <

1 k-1
< ~h1f'[h1 2 (-1) hkak} + (1+h1)f(0)

<f [g (-l)khkak] .

Dok a z. Olkinova nejednakost (7) za niz

(10)

h1 h
'_>"'>h )O daje

PR RCR [ g;(—l)k"lhk]f(O) >
; , k-1
f{;q g;(-l) hkak]

nejednakost koja s definicionom nejednakoséu za konveksne

funkcije daje (9).
. Prva nejednakost u (10) sledi iz (9), a druga iz

1
(1+h yf(0) < [g( -1) h } + hy f[HI ;(-l)k-lhkak].
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Iz nejednakosti /8) se dobija duains Brunkova teorema

TEOREMA F. Neka je 81> «..>8, >0, 12h > ..,
£

.ee>h_ >0, £0)>0 i

n 2 konveksna funkcija na

i(-l)“hkf(ak) <f [kfm)knkak].

Polazne teoreme ove talke vae sa suprotnom nejednako$-
éu ako se neki od uslova zameni suprotnim : konveksnost

funkcije s konkavno$déu, monotonost niza s povratnosddu i

yk-1

znak (-1 sa znakom (—l)k.

TEOREMA G. Ako je 812 eee 285, 120 1 T konkav-
na funkcija ili ByseeesBon 4 povratun niz i f konveksna
funkcija, tada vazi obrnuta nejednakost (1).

Dokaz sledi iz (1) i iz teoreme 2.1.73.B.

TEOREMA H. Ako je 81> ... > a, f konkavna funkcija
na [O,ai] i £(0) <0 ili ag,...,a  Dpovratan niz j a, >0
(a, £ 0 za obrnuti niz ), f konveksna funkcija na [O-,al]

i f(0) 0, tada va?i suprotna nejednakost u (2). Ako je
89 2 +.s > 8, > 0, f konveksna funkcija na _[kiil(—l)kak s 81]

i f£(0) » 0, tada je

ST <f | ST -k
e TS %—1-' k|
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2.1.5. NEJEDNAKOSTI PETROVICA I BARLOW - MARSHAL -
- PROSCHANA.

hko je f konveksna funkcija na segmentu
[0,a], xié[O,a], 12140000 i Xq + oue +'xné [0,a] ,
tada je
(1) flxq) + oon + £(x) CF(xq + oot X)) + (n-1)£(0).

Petrovideva nejednakost (1), kao i Olkinova nejednakost
2.1.4. sadrZane su u nejednakosti R.E. Barlow, A.W. Marshall
F. Proschan, 1969. [BAR, PEC68]

Neka je X] Koo < Xy <0 gxmﬂ eoe Xy M E

e{O,l,‘...,n}, xie_I,_ i=1,...en0, 0€I 1 neka je

p = (pl’...’pn)’ Pk= p1+ ...+ pk’ §k=pk+00‘+pn’ k= 1".’n¢
Ako je

0 spk Sl' k—‘zl....,m, 0 gik él’ k=m+1,.o.,n v
tada je

(2) f [;ﬁ;pixi] < E?; pifixg) + {1 - :g;pi]f(o) .
. = = ’ . 1=

Uz nedto drukdije pretpostavke va?i suprotna nejednakost (2).

Ove nejednakosti se mogu dokazati postupkom primenjenim u

prethodnim dokazima.

Ako je .
p1> 0, ngk <p1, k'—'l,o.c'm’ 0 <Pk <p1' k=m+1'aao’n 9

tada iz (2) sledi |
1 1 g ' ?‘:Pi
. - - — | £(0),
f [E; Ei pixi] < Py & pyfixg) + {1 . By ]f( )

b 1
py T [5; lﬁgpixi] + (1-p))£(0) <

<§Pif(xi) + [1 - gpi] £(0) .
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Ako je

P, <minfp.,1}, &

< lyeoeym,
< min{pl,l}, k

N

0 ¢
(3)
o)

X
Py

<
~

77\

n

m+l,...,n,
onda vazi interpolisana nejednakost (2)

1 n

i__pl.f(xl.) + [1 - ipiJ f(0),
1=1 " ,

(4)

F

<

N\

b N

=1

[

Uslovi (3) su potrebni i dovoljni da bi nejednakosti
(4) vaZile za sve nizove i sve konveksne funkcije.

Nejednakost M. Petrovida se moje uops8titi na slidan
nacin

(5) plf(xl) toees 4+ pnf(xn) <

1
< P f[iz ;g;pixi] + pgf(O) t oeee 4 pnf(O).

Univerzitet u Beogradu
Prirodno-matematicki Jakrulte!

MATEMATICKI FAKULTET
BIBLIOTEKA

Broj .Datum

AR ARErS

48
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2.2. NEJEDNAKOSTI SA SREDINAMA.
Neka je a = (al,...,an) n-torka pozitivnih

brojeva. Kvadratna, aritmeticka, geometrijska i harmonij-
ska sredina su

2 2
By + 00 + 8
K(a) 1 n ,

A(a) = n ?
n

G(a) = By eces 8 ,

H(a) = L

Potencijalna sredina reda p je

p plp
a+‘..+a
u<a>=[1 n]. p # O.
P n

2.2.1. NEJEDNAKOSTI SA OSNOVNIM SREDINAMA,
TEOREMA A, A.L, Cauchy, H.A. Schwarz, V.J. Buniakowski

o 2 v < [;:1 a';‘]% [g bi]%.

Jednakost vaZi ako i samo ako su nizovi a ‘i b proporci~-
onalni,

DOkaZ. Neka je 3120, bi>0’ i=1’.p.,n’

prostor
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{y-|yi> 0, i=l,...,n, gyi - ;bg}
f(x’y) = i xiyi.

i=1

i funkcioneal

Preslikavanja

Fij(xll...,Xi,...,xj,.-.,xn) =

2 .2 2 .2
X.+X X, 4X
o e Sl | e S |
= (119°°°0 5 e 2 ""’xn)’

odnosno proizvod Fi;} X Fij' su monotono neopadajuca u odno-
su na funkcional - gaglasna su s funkcionalom f
(2) £(x,y)  £(Fy4(x),Fy5(y))

Zahtev (2) je ekvivalentan sa

+X Yty
xiyi+xjy:l <2\/i J\/i j,

2.2 2,2 2,2 2.2
Xg¥y + 2xX3¥4% 4Y §+X4Y 5 <XyYy +xiyj +xjy +X4Y 4

)2

(xg¥y *g¥3 ) 30
tj. X4 X 2
{y_i - '_y'g'] > 0, z8 yiiyj >0.

Na kompaktinom prostoru X funkcional ¢f dostiZe maksi-
mum i to moZe biti jedino u zajednidkim nepokretnim tatkama
preslikavanja Fij)<Fij , 1,3 = 1y...4n. Nepokretna tacka

je par vektora
= ( K(a)’ooo’x(a))p bo = ( K(b)a--o, K(b) )o
Uzastopnom primenom preslikavanja Fij)cFij, beskonacéno puta

svako, dobija se interpolacioni niz koji ima podniz (ceo niz)
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koji konvergira nepokretnoj tadki i za koji je
f(a,b) > f(F5(a),Fi,(0)) > ... > £(a%,b°) = nK(a)K(b).

jednakost vazi jedino akoyje aibj = ajbi, za sve 1i,j =

= l,...on, tj. ako su nizovi a i b proporcionalni.

TEOREMA B. G(a)  A(a),

Jednakost vaZi ako i samo ako je 8) = ... =a..

Dok az. Neka je prostor
X={x|x;>0, i=1,...,n ix =§;a }.
| i ’ 1 4 1 4 ’ 1=1 i = 1

f(x) = Xy eee X

funkcionsal

i preslikavanja
Fid(xl,...,xi,...,xj,...,xn) =

Xi+X X, +X

= (Xl,...,-——E—l,...,-—E——l

2 ,...,xn),
i, = 1,...yn. Preslikavanja Fij su monotono neopadajuéa
u odnosu na funkcional

f(x) < f(Fi,‘j(X))’

jer
x;+x,12
i .
xixj s [__2_1} daJe ( xi - xj

Funkcional f na kompaktu X dostiZe maksimum u zajed-
ni¢koj nepokretnoj tadki preslikavanja F

> 0.

ij° Nepokretna
tadka je vektor s jednakim koordinatama a° = ( A(a),...

.oy A(a) ). Interpolacioni niz,u kome se svako preslikavanje
pojavljuje beskonadno puta,brzo konvergira nepokretnoj tadki

f(a) € £(PF,(8)) < ... <£(a%) = a(a)”,
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TEOREMA C. A(a) K(a),

jednakost vazi ako i samo ako je 83 = ... = 8.

Dok a z. Neka su prostor i preslikavanje kao u
prethodnom dokazu 1 funkcional
2

f(x) = X + e ¥ xg .

Tada je
£(x) > £(Py, (X)),
J
jer ) _
X.,+X.
xi + x§ > 2 [..1_.5_41] ili (x5 = x; )2 >0.
TEOREMA D.

H(a) G(a),

jednakost vazi ako i samo ako je 87 = ... = 8.

Do kaz. Neka je m = min{al,...,an}, M max {al,..

...,an}, prostor

x = {x ‘ m(Xi(M, i=1,..,n. Xl...xn 8.1...an}

i funkcional

Preslikavanje

Fij(xl’...’xi’.."xj'...’xn) =

= (xl,...,VEixj....,V§ixj,...,xn)

( 1,j = 14...,n ) su monotono neopadajuéa u odnosu na fun-

kcional '
£(x) <f(Fij('x))
Jer 1 2
1 2
x—i+-x—j>@ 111 (Vi}-V’iE);o.

Funkcional f na kompaktnom prostoru X dostiZe maksimum
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u zajedniékoj nepokretnoj tadki a° = ( G(a) ,..., G(a) ).
Nejednakost se interpolira primenom preslikavanja,

TEOREMA E. H. Minkowski, 1910., [POL79',data dva do-
kaza]

V(a1+b1)...(a +b ) > Val...a V 1...

G( a+b ) > G(a) + G(b),

ti.

jednakost se dosfiie ako 1 samo ako je ay = 2bi (i=1,..,n).

Dokaz. Neka je m = min{al,...,an}, M= max{al,..
...,an}, 8 = min{bl,...,bn}, S = max[bl,....,bn} i pros-

tor
XS{X|m<xi<M, i=1.ooo.n, Xloooxn=&1...an}x

X[y I Bsyi ss’ izl,ooo,n, yloooyn = blcccbn}c

Neka je funkcional
f(x,y) = G(x+y)

i preslikavanja

Fij(xl,...,Xi...'.,xj....,xn) =

= (xl,.-.,vxix ’.'o,VEixJo’oo.gxn)c
Tada je proizvod preslikavanja Fiijij monotono ne-

rastuéi u odnosu na funkcional f

f(x,y) > f(Fij(x)’Fij(y))’

- Jer

(xg +¥3)(x5 +34) 2 (Vxixy + Vs )2,

daje

0 ¢ [x¥y - "in]z

Sl 7 e
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Funkcional f na kompaktnom skupu X dostize minimum
u zajednicdko] nepokretnoj tacki svih preslikavanja
F..xF,, ( i,j = 1,...,n ). Nepokretna tadka je par vektora

ij J
20 - ( ala), ...,0(a) ), ¥° = ( G(b),...,G(D) ).

MoZe se obrazovati interpolacioni niz, & jednakost vazi je-

dino za proporcionalne nizove.

2.2.2. HOLDEROVA NEJEDNAKOST.

TEOREMA. O. Hblder, 1889.
Neka je 8By > 0, bi > 0, i=1,0eeon , P> 1,

1. 1, tada

q

(1) S e < {gag]% {gbgl% .

Ako je p ¢ O 1li gq <0 vaii obrnuta nejednakost.

o
+

Jednakost vazi ako i samo ako je ali’ = ¢b‘j {14

bg = bag, i =1,.009n, &1 B sU konstante.

Dok a z. Neka je prostor

: n
X = {x |xi;30, i=1,...,0, gz; xg = ;g; a?}

i funkcional ,
f(x) = i x.b,.
< i1

Neka su Fij , i,3 = 1,...,n preslikavanja

Fij(xl’""xi""’xj"""xn) =

e (:(1’00-’X£’ooo,x3:,ooo,xn),
d xg + xR | p 1P + xB %
rpen® | e |
bi + bj pd + be
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¢ime je postignuto da je

P P _ P p P, +°P _ +9 ., 4
x4 +xj xi+xj, x5 .xj ‘bi‘bj'

PokaZimo da su preslikavanja Fij monotono neopadajudéa

u odnosu na funkcional

(2) £(x) <f(FiJ(x)).‘
tj. '
x,b, +

ijj <x{bi + xj'bj,
bi(xi - x{) < bj(15 - xj).

Ako je xg - x{p = xgp - xg > 0, dobija se
1 1

by xj‘ - Xy [xjp]p - [xp]p

b \ x; - X < pTr? -p]P

J i i [xi] - [xi ]p

Lagrangeova teorema za funkciju y(t) = tl/p daje

1
[.p]fn [xp]p -[25’].5-1[1"”- Ig]’ xggzg gxgp
1 1
WP - o - 3 [ - xp] stk
Time (3) postaje
' 1 54 1
LY L1 G O
1_,4 1
P B)°
111 2 > X: ) e |
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3to je tacno.

Ako Je xg - x{p = xgp - xg < 0, onda je (3) ekviva-
lentno sa

i P p P P P p
kada je 1 Xy (%3 €%y i Xy € 2 <xj.

Funkcional f na kompaktnom skupu X dostiZe maksimum,
koji se moZe dostiéi jedino u zajednidkoj nepokretnoj talki
preslikavanja Fij (i1, = 1,.0.,n ). Za nepokretne tacke
preslikavanja Fij vazi

P . <P - 3 . pd
Xy ¢ xj = bi : bj’

tako da postoji tacdno jedna zajednidka nepokretna tacka

[ 1

p|=

q VZ;_ #1 | P
P i=

0] o o
8 = (al,...’an)’ B.i-“-bi

i = 1,...,11. Tada je

£(a°)

]
o
e
1
+
[

0
=5 'l
Mp
®
e
[
o |

_a9+ P qP _
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Uzastopna primena preslikavanja Fij odreduje niz vek-

tora a, F12(a), ... koji konvergira ka a® i interpolaci-
oni niz

f(a) £(F,(a)) ... <£(a%).

NAPOMENA 1. Nejednakost (3) se moZe napisati u obliku

1
b s x b [xg + xg]5 [ %-+1 g-fl]
1Py * X305 < T [Pt by
[bg + bg]5 |
: 1 1
= [xg + xg]p [bg + b}]q.

Dakle, glavni deo dokaza je sadrzan u dokazivanju H¥lderove
ne jednakosti za n = 2,

NAPOMENA 2, Neka su preslikavanja
Fij (Il,. ) ’xi’...,xj’ K .xn) =

1

= (Il,....

Gij(ylvoo-oyi'--'syJQOO'!y ) =
1

+yq y§+yq e
= (yl'..o, 'EEEX) '..o,yn).

Tada, zahtev monotonosti |
<P . xp}l/p[ycii . yg]l/q

) i S
xiyi + xjyJ <'2 { 5 5

ti.
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1
= [xg + xg] P [yg + yg]

takode postaje Holderova nejednakost za n = 2, Ova presli-

1
q .

kavanja odreduju drukiji interpolacioni niz.

Ako je Py 2 0, 1 =1,000,0y Py * oeo + P, = 1,
mose se definisati ponderisana sredina reda s

1
Mg(a) = [il piai] 8 .

TEOREMA. Ako jJe -0 g8 <t €+, tada

(1) uP(a) < Mi(a).

Jednakost vaZi ako i samo ako je & = ... = 8,.

Doka z., Neka je prostor
X={X|Xi>0, i=1.ooo.n’ M%(X) =M¥(a)}

i funkcional
f(x) = Mg(x).

Neka su preslikavanja

Fij(xlyooo,xigcoong,.oo’xn) =

1 1

t t]t t tlt
- (x pixi+pjxj P X3 +P 3% )
= l,ooog. pi+pj geoey '———'———pi+pj geecey n

i, = 1ye009M Preslikavanja Fij su saglasna s funkcionalom

f(x) € f(FiJ(x))

ili
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t .t 18
s s pixi + pP:X {
Pi¥y * pjxj < (pi+pj) P. + p;! : ’
‘ i J
1 1
8 s1s t t]t
X > .
(2) Pity * Py¥; PyX{ + Pyx;
- < : s>0
pi + pj pi + pj ’ ’
8to je nejednakost (1) za sludaj n = 2.
Ako je .. Py . b, . .
—P1+pj ' -T)Tp:}-' c =xi ’ d=xjr
(2) se moZe napisati u obliku
t o p
(3) (&e +8d) % ¢ «c¥ 4+ pa®
114 t R
€( e + Bd) CdLe(c) + me(a), e(x) = x5, s>1,

8to je nejednakost koja vaii za sve konvekane funkeije,

Skup X je kompaktan, tako da funkcional f dostize
svoj maksimum na X. Taj maksimum se dostiZe u zajednidkoj

nepokretnoj tadki ( postoji tadno Jedna takva )

a® = ( Mg(a) seoay Mg(a) )

svih preslikavanja Fij vy 1,3 = 1

secegll,

Uzastopna primena preslikavanja Fij kojom se svaka ko-

ordinata " ujednaduje " beskonadno puta, daje brzo konver -

gentni niz sukcesivnih aproksimacija kome odgovara interpola-

ioni ni
cront nee £(a) < £(a) <... <1(a0).



2.2.4., MINKOWSKIJEVA NEJEDNAKOST.

TEOREMA. H. Minkowski, 1896., [BEC25].
Ako je p > 1, tada

(1) Mp(a+b) <Mp(a) + Mp(b) .
Za p <1 veii suprotna nejednakost.

Jednakost vazi ako i samo ako su nizdvi ai b

proporcionalni,
Dok az. Neka je prostor
X"—'{X‘X:L;O’ i =1'ooo,n’ Mp(X) =Mp(a)}
i funkcional C£(x) = Mp(x+b).

Neka su preslikavanja

Fij(xl'...’xi’...’xj'...’xn) =

=(x xl xl X ) : ._1
1'...’ i’t“, j’bao'n, 1’,]" ,...,n,

x’ = b x§+xp 1/p xP4xP]1/P
17 U575 Xy =%l
bi+bj f bi+bj

gime je postignuto da je

P S Y, 3 -p p _ P P
x4 ¢ xj = bi : bj i x& o+ xj = Xy + xj.

Preslikavanja Fij su monotono neopadajuéa u odnosu

na funkeional f
f(x) € f(Fij(x)).

ili o
(xi+bi)p + (xj+bj)p < (x£+bi)p + (x5+b.)p, p>0

J
1 1 1 1
3 )Y 5 p 5 P 3 P
PyP - lrx PP ‘PyP 1(<PyP
(3) [(Xi) +bi] {kxi ) +bi} g{(xj ) +bj] {(xj) +bj] .
Radi odredenosti, neka je Xj ghxj. Neka je i

xg - x{p = 15p - xg > 0. Primenom Lagrangeove teoreme na
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y(t) = [tl/p + c]Ii ¢ - konstanta,
ne jednakost (3) postaje |

L p-1 1,
PyP 1 ,PypP P _ ,-P
P [(zi) + bi] 5 (z1) [xi xi] <
1
' - 1p-1 1_
<P [(zg)p + bj] % (zg)p 1 [xgp - xg],
gde je
x’pg zg gxg, X (zg <x5p.
Dalje je 1
z, +b,1P" z, + b,|P"1 p>1
i J d 9
[ “1 ] < [ %3 ]
b b . xJ b VA
1+ g1+, caaxte je 2= 2 L g0 ge
24 j x! z
J J J
taéno.

p p .

i xg < zg (xj'p, dovoljno je promeniti smer nejednakosti

posle (3). _
Funkcional f na kompaktnom skupu X dostiZe maksimum

( p>1 ) u zajedni&koj nepokretnoj tadki

o
&

a® = (ag,...,ag), ag = Db

i=l,...on

svih preslikavanja Fij"t° je

o i3 B
o L

o0 Lo

= Mp(a) + Mp(b).
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Ova presllkavanaa odreduJu i interpolacioni niz. Za
druge vrednosti parametra p, dovoljno je u dokazu promeni-

ti smer nekih ne jednakosti.

NAPOMENA. Nejednakost (2)

l p L p
(b, P (x 0 P [ ke OO O
x +(x + + |b, +
*? 30 < | b}i)mp i JloP+oR|
J i)
1
o p
(6P +1?) Jx§+x§]p + 1
o TP, P 11/P
J [bi+bj]
1 1
= {(xg+x§)p + (bp+b§)p]
ie ekvivalentna ne jednakosti (1) za n = 2.
Ako Jje
Hij(al,...,ai,...,aj,...,an)=

1 1

aP+al P aP+al |P
i
= (al’ooo’ {_15--1] 9 ..o,{ 23} g ooy an)Q

onda zahtev za mono tonosdéu

f(a,b) LI(H,; j(a) JH. j(b))

takode je ekvivalentan nejednakosti (1) za n = 2.

2.2.5. GEOMETRIJSKA SREDINA KAO POTENCIJALNA,
UOPSTENA A - G NEJEDNAKOST.

TEOREMA A. [HAR2T]

lim M (a) = G(a) .
r—0

Do ka z., Neka je m = min {al,...,an},

M = max {al,.;.,an} i prostor
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X = [x-lm <xy <M, i=1,...,n, G(x) = G(a)}.

Neka je funkcional ‘
£(x) = inf {u (x) | r>0}
i preslikavanja

Fij(xl"..’xi"..’xj’.‘.'xn) =

= (xl'";’inxj'""vxixj";"xn)’
i,J=1,...,n. Preslikavanja Fij su monotono nerastudéa u

odnosu na funkcional f .
£(x) > £(Fy;(x)).

Dovoljno je pokazati da je
Mr(X) > Mr(Fij(x))’

x§ + x§ > 2’[V§;§3] T

8to je deo nejednakosti (1) za n = 2. PFunkecija

tj.

y(t)y = tT + ¥, t>0, tt = X%,

ima izvode

rRd e Saf | I G BN 1 S
t t2 t t

ct
o
'
H
'
|
-
| N———1

. -l -r-1 t r
t=tr - —_—= = 1%
y(t) r r T T [

tako da funkcija y(t) ima minimum za t = % = inxj .

Funkcional f na kompaktnom skupu X dostiZe minimum u
zajednic¢koj nepokretnoj tadki
ao = ( G(a) gecey G(a) )
svih preslikavanja Fi:j’ Time je f(a) > A

Sli¢no se dokazuje i druga nejednakost

_sup{Mr(a) | r <O} £ G(a).
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TEOREMA B. [HAR29]

Ry P, PyBy tesstD B Pyte.*Py
8.1 PRI an < Pl +°'°+Pn

Dokaz. Neka je prostor
X = {x |xi;0, i=1,...,n, p1x1+...+pnxn=plal+..+p.nan}

i funkcional

Py Pn
f(x) = X7 e X, -

Neka su preslikavanja

Fij(xl,...,Xi,...,xj,-o.,xn) =

"PaX,+PsXs X.+p.X.
= (X "..,__E-i ] -..,MJ,...,X ),
1 pi+pj pi+pj n

i,j=1,...,n. Preslikavanja Fij su monotono neopadajudéa u

odnosu na funkcional

8to je ekvivalentno sa

J
p P pPsX; + PsiX
x 1,73 < i71 373 )
i 73 8 Py + Py
Funkcija
y(t) = tpi %pj £ >0, p.t+ pst X. + psX
s 2 Y i pj-pll pJJ
ima izvod
: p:-1 _p.:-1 P: -P:=1D
yo(t) = pyt * o Lpt Tt -p—:f
J
py-1 _ps-1 (o
= pyt v [T -¢],

tako da y(t) ima najveéu vrednost za 1 = t. Punkcional f
na kompaktnom skupu X dostize maksimum u zajednifkoj ne-
pokretnoj talki
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P18y + ... + DA,
pl + eee + pn

o)
8 = (8y...,8), 8 =

svih preslikavanja. MoZe .se obrazovati interpolacioni niz
Pyteso+D
f(a) € £(Fp(a)) € .oy ¢ £(a%) = 5 1 m,
2,2.6., SREDINE ZA MATRICU.
TEOREMA. [MIn57] Neka je 8pn 2 0 m = 1,..,M,
n=1,...,N i neka Mgm) oznadava sredinu reda r u odnosu

na indeks m. Ako je r < s, tada vazZi nejednakost
(1) Mén)[mim)(amm)]' g}mﬁm)[mgn)(amn)] .
Do kaz, Neka je prostor
X = {(xmn) Ixmn>-0, Mgn)(xmn) = Mgn)(amn), m=1,...,M,

n = 1,0..,N]

i funkcional
) = W 5]

Neka su preslikavanja

ﬂ ’ : N
xll ® @& 6 &6 &6 ¢ 6 0 0 xlN ! xll ® 6 006 6 0 0 0 2 xlN
ik _ o o
Fij ..C..xij..xik.... - ....'xij‘.xik.." ’
le ® 6 0 080 9 00 xm J le ® ® 0% & 06 06 0 xm
gde je’ '
8 8
o pT 8 8 o _ qF s 8
i3 7 T8 s (xij+xik)’ *ik T T8 E (xij+xik)’
p* + qF p* + ¢
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< . . . ik .
Pokazimo da je preslikavanje Fij monotono neopadajuce

u odnosu na funkcional

£(xpn) € f(p1§<x

Funkcija
;

&}

Xll escssccs xlN

s .
e T S n 3 S
y(t) = f o.oo.t 'ot e s e 0 NM 'Y t + ts-——' Xij + Xik
LXMIQIQ.I.III&T
ima izvod e gop -
’ 8 r T r-1 s |Ir r-1 t

( =T S-r
- sts--l [tr+p] e S [;r+q] r §r-s }
L

. g1 s-r
- stS7! i Wl + t-rp] r - [1 + %—rq] r }

7a r>0 je y°(t)>0 ako je t™Fp > t 7 g, tj. t ot

1 1
2 qF : pf, @ za r<0 je y°(t)»0 ako je t™Tp > 17 q
8to daje isti odnos. Time funk01ga y(t) ima maksimum za
11
t:t=pf:of

. ) ) . o)
8to daje vrednosti xj5 1 Xype

Funkcional f nea kompaktnom skupu X dostiZe maksimum
u zajednidkoj nepokretnoj tacki (dmﬁ) svih preslikavanja

Fi‘J‘ 1=1,...,M, j,k = 1,...,N. Pri tome je

r - r - L
dij : dik = p : q

= . r r L r r
= D a_ . - d;. H d - d =
?ﬁ—=1 ‘mj 1] e mk ik

ot



] [n]

. _ (m) . w(m)
djs ¢ dyy = Mrm (d,.) : Mrm (dyy)-

ili

Dakle, zajednidka nepokretna tadka preslikavanja je matrica
s proporcionalnim kolonama, a s time i proporcionalnim vrsta-

ma, NJjeni elementi su oblika dmn = bmcn’ m=1, ..., M,

n = 1, -o-,No Time je

fla ) g fld ) = f(b c ) =

y(n)
= Mg ( cqM (b)), ..., ogM (b))

#

Mr(bm) Ms(cn)

M_( byMg(e )y von y byM (c )
- Mim)[Mén)(bmcn)] , (d_) € X
Mim)[Mgn)(amn)] .

Eksplicitan izraz za elemente nepokretne tacke je

Mr(amj) Ms(ain)

d

ij Mgn)[Mim)(amn)]
tako dé je
Ms(ain) Mr(amj)
b, = . = .
1 \/&gn)[mim)(amn)]’ 3 \/Mé“’[Mi”’<amn)] )
i=1,...,M, j =1,...,N.
ik

Uzastopna primena preslikavanja F daje interpolaci-

ij

oni niz,
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2.2.7. ANHARMONIJSKA RAZMERA SREDINA.

Anharmonijska razmera Zetiri tadke A, B, C, D na
pravo]j je broj
AC ~ AD
[A,B,C,D] = 4p ' DB
Pri tome je kolidnik AC/CB pozitivan ako su duzi AC i
CB istog smera, & negativan ako su suprotnog smera.

Harmonijska razmera je anharmonijska razmera ko ja
ima vrednost -1. Anharmonijska razmera ima ogsobinu da
se ne menja primenom projektivnog preslikavanja.

Anharmonijska razmera ( dvorazmera ) za brojeve

[a,b,c,d] se definisSe na slidan nadin. Svojstvo oluvanja

anharmonijske razmere je karakteristidno svojstvo za bili-
nearna preslikavanja

b
£(2) = 757

Pojmovi razmere i ( potencijalne ) sredine su poveza-
ni posredstvom pojma mere.

HIPOTEZA. Neka je s €[-o, +o] . Ako je s> O,
tade

(1) \[m_l(a).Ml(a).mo(a>,ms<a>]| ERER

ako je s <O vaZi suprotna nejednakost.
Jednakost vaZi ako i samo ako je &4 = ... = 8, ili

8 = —i, 0, 1, pri emu nejednakost (1) treba napisati u
obliku bez deljenja.

Nejednakost (1) se moZe zapisati i u oblicima
|[M_1,Ml,MO,MS]|<|[-1,1,o,s]| ,  M_(a) = M,

‘[H, A, G, Ms]l gl[-l, 1, o, s]l,



G-H M_-H 1-s
A-G‘A-MS. ST sl
G - H 1-s||M_-H
< S
A-G N |T+s||a-m | "
(2) |1+s||A-MS|(G-H)<|1-s|(A-G)|MS-H|.
Detaljnije,
. l-s
s>1 : T <[HAacu] <o
1 -
O<s<l : o< [HAGM] <5
S1<s<0 T2 < [HAGM] <+eo
l-s
s <-1: ~eo < [HAGM] <2

Time je za 8 € (-o0,-1) v (0,1)
o] <dst,

114 (1+8)(A-M)(G-H) < (1- 8)(A- G) (M -H),

za druge vrednosti parametra s vazi suprotno.

Ako niz vektora (_am ) konvergira vektoru sa jednakim

koordinatama, tada je

(3) . 1lim [H(am),A(am),G(am),Ms(am)] = [-1.1,0.3] .
m—s0

Dakle, anharmonijska razmera se moZe neprekidno dodefinisati
i za vektore sa jednakim koordinatama.

Za pridruzivanje N : s-—»Ms moZe se reéi da je sub-

projektivno odnosno superprojektivno. Ako vektor a ima
" pribliZno " jednake koordinate , tada je preslikavanje
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a : s —»Ms(a)

" plizu " projektivmog preslikavanja. Anharmonijski odnos
je tada aproksimiran bilinearnom funkcijom

1l -8

£(s) ='1 + 8

Anharmonijska razmera vrednosti - sredina H(a), G(a), A(a)
i Ms(a) je pribliZna razmeri brojeva -1, 0, 1, s. Kako je
G(am) - H(a))

1im = 1
mn—00 A(am) - G(am)

?

time su vrednosti M_(a) na segmentu [mina, max a] , se

€ [-o, +o) rasporedene u istim ( obiénim ) razmerama kao i
brojevi s na realnoj pravoj tj. njenom segmentu [~c, c] ,
c €eR ( prava umanjena na beskrajno malom segmentu ).

7a 8 = -@ 1 8 = +o nejednakost (1) postaje

H - min G - H max - H
A - min < A-G ~ max - A
max = max {al,....an}; z8 8§ = 2
G -H < 1 K-H
A-G Y 3K-aA

Funkcional

£ (a) = \[H AG Ms]-llL.-g-

je mera ujednacenosti ili koncentracije koordinata vektora

Bys eees 8p. Za 8>0 je fs(a) <1, vrednosti bliske 1 -

ge dobijaju za vektore s ujednacenim koordinatama, U 2.13.2.
je ova mera dopunjena s merom rasejanosti n - torke tacdaka.
Za razliku od nje, ova mera nije saglasna s relacijom =<,
Odnos

fs(al,...,ai,...,aj,...,an) <

8.+8. a.+8.,
1
st(algooo,_T-'l’-oo,_lTl,aoq,an)
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je u vrlo retkim sludajevima naruSen, tako da odnos majora-

cije x <y mne poviai f_(x) g’fs(y).

Neke nejednakosti se mogu napisati u obliku sli&nom
(1), npr. nejednakosti tipa Radoa i Popoviciua, kao i
nejednakost H. Kobera, 1958. [KOB, MIT379]

3 * "
(n-2) a, +n(aj...a_ )0 -2 ZE:_ (a.a,) 0
i=1 i 1 n 1<i<j¢n i3 2

se moze napisati kao razmera

Myso - G n-1
A - G n

N
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2,3, J. HADAMARD, 1893.[HAR49]. Najpoznatija nejed-
nakost u teoriji matrica je nejednakost J. Hadamarda. Kao
posledica novog dokaza ove nejednakosti dobijena je karak-

terizacija pojma ortogonalne matrice.

TEOREMA A. Ako je A realna kvadratna matrica reda n,

tada je

we < £ 4.
i=1 | j=1

Jednakost vazi ako i samo ako je

(2) Bi1847 * Byplip * eee B 8 ) = 0

za svaki par razliditih i,Jj ili kad je bar jedan od faktora
s desne strane (1) jednak nuli ( tj. kada (2) vazi bar za
jedno 1i=j ).

Dok az. Neka je

X {(x ) ‘jfixz 3 a’ i=1 }

= - '-: , 1= 'CQQ’n
ij | 1J gz% ij

i f(A) = |A| # O. Neka je

i 1
811 o aln

oo 0000 so 0o V2 2
8,4+ «+8.
_ . . . il *° in
e s 000000000 VAil+...+Ain

a .. 8
| nl nn |

J = 1,..04n, Aij su kofaktori. Pokazimo da su preslikavanja

Fi (i=1,...,n) monotono neopadajuéa u odnosu na funkcional f.

Relacija
£(A) £(F;(A))

je Cauchy-Schwartz-Buniakowskijeva nejednakost
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2 2
a5 +...+a
' il *"*""in 2 2
(4) ao A01+...+a A < (Ail+‘..+Ain).

1171 in"in N\
2 . 2
Vkil+"'+Ain

Jednakost u (4) va%i jedino ako je vrsta 89000008y

proporcionalna vrsti odgovarajgéih kofaktora A A

il’***""in°
Skup zajednifkih nepokretnih tagaka preslikavanja
Fl,...,Fn nije prazan jer sadrzi dijagonalnu matricu s

dijagonalom \/a§i+...+a§n y 1=1,...,n. Ako je D = (dij)

proizvoljna matrica iz skupa zajednickih nepokretnih ta-
caka, tada je

ID| = ldilDil+..}+dinDin|

_ V.2 2 v 2 2 2 2
= Vdil+...+din Dil+...+D1n = ci(dil+...+din).

gde su c, # 0 (i=1,...,n) koeficijenti proporcionalnosti.
Odatle Jje

n [& 2
(5) Ioi® = [ ci[j}::ldij]

S druge strane je

dy3 -+ dp Dyy " Dyp
ID] = |eeeieeennnn| _ |[&2 ©1
dnl .0 dnn ® 006000t 0000
Dnl Dnn
u
. D11 .o D1n .
-1
= c_.-:'E_ eescs0os0c 0000 = -c—'.—.—c_llD| D I-
1 n 1 n
Dn1 .o Dnn
1 nj.-1 1 n-1
= Cye-eCp ID' 'D, | = Cl---Cp ID'
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Time je

(6) DI® = cqe..c, | DS
Jednakosti (5) i (6) daju

Iol® - f‘l {;dij] - ] [;aij}'

i=1

Funkcional f najveéu vrednost dostife na kompaktnom skupu
X na skupu zajedniékih nepokretnih tadaka preslikavanja
Fl""’Fn‘ '

Tteracijom niza preslikavenja Fl,...,Fn generisSe se
niz matrica koji konvergira ( ofigledno je da ima podniz

koji konvergira ) zajednickoj nepokretnoj tacki tih pres-
likavanja.

NAPOMENA. Funkcija

X X &13 ce

i - 2.2 2 .2
Y(x)=|8y1 Bps eeceen]= XAy, +XAj, +C, XT+X"=87)+8y,

® 060 9 0600 060 00 00 00

ima najveéu vrednost ako je X : X = Ayq t App - Tako
odredena preslikavanja
al, 84, 8
11 12 13 *° 2 2
11y - la. &, a s = V811+312 A
12 - 21 22 23 *°|? 11 5 5 11 °

® 09 8 0 00 60092 9 080 A11+A12

sliéno se definisdu i ostala preslikavanja, imaju isti
skup zajednidkih nepokretnih talake kao i preslikavanja

Fl, ...,Fn.

Navedeni dokaz daje drugaéiju kerakterizaciju skupa
matrice na kome vaZi Hademardova jednakost, tako da se
moze formulisati sledede tvrdenje.
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TEOREMA B, Neka je A realna kvadratna matrica

reda n. Slededi uslovi su ekvivalentni

(i) Jednakost

vivj = 841847 * o0 ¥ 8in%4n = 0
vazi za svaki par razliditih 1,j, ili je
bar jedna od vrsta nula-vektor.

(ii) Postoje konstante cy # 0 takve da je

(Ail....,Ain) = ci(ail’o--'ain), i=1’o.¢,n

ili je ba; jedan od tih vektora nula-vektor.

TEOREMA C. Matrica A je ortogonalna ako i samo

ako je ispunjen neki od medusobno ekvivalentnih uslova

1, i= i
(1) iy = iy < 0, 1i4#3j

(ii) A°A = I, ( AA°= 1 ), gde je A’ transpono-

vana matrica i I jediniéna matrica

(i11) A° = a7t
(iv) A = adj A’
(v)  Vrste matrice A su normirane
vi_ = ail + eee + gin =1, i=1l,...,n

i srazmerne vrstama matrice kofaktora adj A’

(Ail’o..Ain) = ci(ail’oo’ain)' Cifo, i=1,o.’n

Dobijeni uslov proporcionalnosti vrsta matrice i
vrsta matrice kofaktora je analogon proporcionalnosti
nizova stepena kod H8lderove nejednakosti i nekih drugih.
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2.4. OSNOVNA NEJEDNAKOST GEOMETRIJSKOG PROGRAMIRANJA.

R.J. Duffin, E.L. Peterson i C. Zener, 1967., [DUF110]
au dokazali nejednskost koja je osnova geometrijskog pro-

gramiranja.

TEOREMA. Neka je x proizvoljan vektor s n kompone-

nata i y proizvoljan vektor s n nenegativnih komponena-
ta. Tada

(1) :leiyi.. < [ln iexi] [i yi] +

i=1 i=1
o+ i:y lny, - i-iy in iy ’
77t [i: 1] =t
gde se podrazumeva da Je y lny = 0 kada je y = 0.

x
Jednakost vazi ako i samo ako je yi = L€ i, i=1,..,n,«<€R,

n
Dok az. Neka je g:yi>0, prostor
=]

Ky = {(zl,.,.,zn) l gzi = éyi, 212 0, i=1,...,n}

i funkcional n
£(z) = leizi .
i=

Neka je
\e(t) = f(yl,.."yi?l’t".’i’yj‘*l’...'yn)
t+ 3=y, 4+ Yy te[O,yi+yJ].
Tada je
€’(t) =1nt +1 - 1nt - (xi-xj)
b ¢
i
= I1n -—t--: € .
I x
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Time funkcija ‘€(t) ima minimum keda je t:t=g tied
i1i eksplicitno '

Y. +y. x, - Y: + ¥y, x
e '+ e e lved
Preslikavanje

Fij(yl,...,yi,...,yj,..,yn) = (yl,.i,to,..,zo,..,yn)
je monotono neraétuée u odnosu na funkcional f
£(y) > f(FiJ.(y)).
Zajednicka nepokretqa taka 2z = (zl,...,zn) preslika -
vanja Fij (1,j=1,...,n) je takva da je 2y 2 ozy =

x4 xJ :
= e i ev, za sve i,j, pa je

n

Z X
y
Elk Xy

2y = ————e¢ il

i e

X, i =
e 2 B
k= k= k=

Na kompaktnom skupu Ky funkcional f ima minimum i

i
i=1 n
x [ 1 9 oo gdie
e k

taj minimum moZe biti jedino u nepokretnoj tadki z .
Iteracija niza preslikavanja Fll' F12, coe an gene-~

riSe niz talaka koji konvergira ka z. Dakle,

1) > HFLGD > ... > £(2)

- [1:1 gexk] [izk}«» gzi [ln el _ 1y er_l_lexk]

k=1

n
- Z xkzk = 0.

k=1
NAPOMENA. Nejednakost E. Duca [Pseudogeometric
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“inequalities, Anal. numer. et theor. approxim., 1987.,
R788-12B1] je produzenje navedene nejednakosti dobijeno

n X

tako 8to je 1n :Z:e 1 zamenjeno s vecim izrazom
i=1
n X,
i
ie -1
i=1

2.5. NEJEDNAKOSTI ZA INDEFINITNE FORME.
2.5.1. U ovoj tafki su dati dokezi Aczélove, Popovi-

ciuove i Bellmanove nejednakosti za indefinitne forme .

Neke pretpostavke su ispravljene i dati su potrebni i do-
voljni uslovi kada u Popoviciuovoj i Bellmanovo]j nejedna-
kosti veZi jednakost. Takode, dato je i jedno uopstenje i

pojadanje Bellmanove ne jednakosti.

Indefinitna forma je [BEL]

$(x) = ( xll) - xg —eeem xg )l/p . p>1

za vrednosti Xy u oblasti R odredenoj pomodu
(8) xizo

(b) x> ( Xg + xg teoot xﬁ )2/P,

Ovekve forme se pojavlijuju u Einsteinovoj teoriji specijal-
ne relativnosti. Sledeéu teoremu je dokazao J. Aczél, 1956.
[MITS8] .

TEOREMA A. Nekea su a = (al,...,an) ib= (bl""’bn)
dva niza realnih brojeva takvih da Jje

2 2 2 . 2 .2 2
al-az-o - .-&n 2 o, 111 bl-bz-o - obn > O-

Tada

2 2 2y/.2 .2 2 2
(81'82“ oo e -an)( bl’bz'- . o'bn) < (albl"azbz-o . e -anbn) ]



8 jednakoSéu ako i samo ako su nizovi a i b proporci-

onalni.

2.5.2. T. Popoviciu je uopStio Aczélovu ne jednakost

(1) (a3-83-...-a0) (b]-bB-...-bP) < (a;b -8 b,-...a b )P,

Uslovi

(2) afl’-ag-...-ag >0, ili _bll’-bg-_...-bg > 0

i ppl datiu [MIT] nisu dovoljni. Jedini izvorni &lanak
Popoviciua u bibliotekama u nasoj zemlji vise ne postoji .
Kontraprimer je p =3, a = b = (2,1,1,1) kada (1) pos-

taje 5.5¢l. Za svako p>2, n =2 i a;>a,  vaii

suprotna ne jednakost
(3) (&P - &b )25 ( a? - g2 )P

i14
a P 2

t-1 > (tq-l)l/q, t = Pgl] y qQ = = .
2 q

Funkci ja y(t) = ( t9-1 )l/q, t>21, O0<q<1l ima izvod

y(t) = (1-t79 Y T 5 granicama Ogy’(t)<l, iz &ega
sledi (3).

TEOREMA B. Ako su a = (al,...,an) i b = (bl""’b )

n
nizovi nenegativnih realnih brojeva takvih da je

(4) ag -ag T eeoe -ag 2 0 i bg "bg-o.o -bg 2 O,
tada, 2za O<p <2 vaZi
p _ -aPV1/P( P 4P _ _wPy1/p
(5) (af -af -... -aP)/P(oP —vb -... -bP)1/P¢
< albl - 32b2 = e e e - anbn’

i obrnuto 2za p <O.
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Ako je p<2 jednakost vaii ako i samo ako je
a = (al,O,...,O) i b= (bl,O,...,O). Ako je p =2

jednakost vazi ako i samo ako su nizovi & i b propor-

cionalni.

Dokaz. Neka je O<pg2,

X = {(xl,...,xn)|x1>0,..., x>0,
P _ P P _ P _gaP .  _gP
Xl X2 o0 @ xn = 8.1 8.2 e s an},
Y = {(yl,...,yn)!y1>o,..., Y20

L
=

yrl)." yg * e 'yg bp - bg “es e bp}’
i funkcional f : XXY—R
) P -

f(x’y) = ( xlyl '3(2}'2 - eee ~— Xnyn

RS B T Y0 B ST AL

Ako je a&,=a, ili Dby=b; za neko ie{2)3ye00yn}, tada

je (5) trivijalno. Dakle, moZe se pretpostaviti da Je
al>ai i b1>bi za sve 1 = 2,3,...,0.

ai bi
Neka je = 5o =5 i «£<p. Neka je
1 b 4
(6) . b' = ( b]’.'b2’...'bi-l'bj’_’bi+l’...’bn )'
gde su bl' i bi' takvi da je
-p - p _ lp - P . . . _
(7) by bP = by - by i bl : bl =8y : 85.
Uslovi (7) su zadovoljeni ako je
| S
by = 68y, by = bay, 6= .

[0}
fandte ] Lophte)
|
[0}
[dte] [ atiae’
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Odnos «<h povladi da je bi<bl i b]{<b:.L .

PokaZimo da je f(a,‘bv))f(a,b’) tj.

V4 Vg 2 2
a.lb1 - aibi > alb1 - aibi = 5(31 - ai)’
ili -
p_ p - - p A - p
(8) by-bs ¢ 12171780 [P 1-5 1-4
aP-a? a®-al (1-«B)P  (1-L)P
-+P - p-1
Neka je g(t) =-i=% tel€, 1], tako da je g*(3)= R&-t" ™)

£)P’

(1-4t)P+1

Ako je O <¢pl tadad<l <tp-1 » & ako je 1l<pg2 tada «f

«P1<tP L, tako da je g°(£)<0, L<t<1, &to poviadi (8).
U slucaju da je «>m sliéno se definiSe a’ . Presli -

kavan ja Fi : XXY —eXxY, i=2,...,n

| (x,¥7), ako X,y <X,y
Fi(x,y) - ) i 1s71V4
(x,y), ako xiylleyi ’

su u saglasnosti s funkcionalom f - monotono su neopadajuéa

f(x,y) 2 f(F;(x,y)).

Neka je

(9) | Fil’ Fiz, e ece ’ Fin 'Y oo

niz obrazovan od preslikavanja F2,...,Fn u kome se svako

-0d. ovih preslikavanja pojavljuje beskonadno puta. Primena
niza (9) generiSe niz vektora

(100 (a,», @D D) - (&), ...
1

(a(n),b(n)) - Fin(a(n‘l),b(n"l))'
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Koordinate vektora u (10) ne rastu, tako da postoji

lim (a(m),b(m)) = (c,d)éXXY
M- 00

i
1D a3 t@p )30 16@™ ™) s (e, ).

Preslikavanje Fk' ké{2,3....,n} je neprekidno tako

da je
lim Fk(a(m),b(n)) = F (c,d).
M= _
Neka je {jm} niz indeksa takvih da je i, =k, mel,
m
Niz (i +1) (i +1) (107 (1)
(a ™ b M . F, (a m oy "My ml,2,...

je podniz od dva konvergentna niza

tako da oni konvergiraju istoj granici (c,d) = Fk(c,d).

Dakle, (c,d) je zajednidka nepokretna tadka za sva pres-
likavanja F2,...,Fn, 8to povlaci proporcionalnost

d = Ac , A1>0.

Ostaje da se dokaze

_ 2_2_  _.2\P _ (A P_.P_ _.Py2
f(e,e) = (cy-cHo=...=cp) (cy-c5=...-c )" > 0.

: 2
_ 2_ 2 e 2\p
hl(t) = (t c2 oo @ cibl t o s o -cn)
- (tp- cp—o s e ™ 05_1- :Ep- o« o™ cg)z Y

. . 2
pri tome je t 2 ¢y - ¢ - t7 = Cy = C§ odakle

se diferenciranjem dobija t - tt° = O. 1Izvod funkcije je
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h{(t) = ‘2(tp"cg-ooo“€200o“cg)pt(tpnz- .t.p-z) 2 0

tako da je
f(e,c) > f(H;(c),H;(c)),

gde je

V 2 2

Hi(C) = ( cl-ci’CZ""’ci-l’o’ci+l’...’cn).
Zato je _ ’

f(c,c) > f(Hz(c),Hz(c)) S .2

(12) |
> f(Hn(...Hz-.(c)...),Hn(...Hz(c).'..))v =

[2 2 2 2 2 2
= f((VL1‘°2‘°°°‘°n,0v---’0),(Vgl-cz-----cn,O,...,O)) = 0.

Ako je p <O, tada je

¢(a)¢(b) > albl ; albl - azbz = eee = anbn,

i odigledno je kada vazZi jednakost. Ako je p=0 uslovi
(4) nisu zadovoljeni, tako da je teorema tadna.

Za p<2 jednakost u (5) vazi ako i samo ako ona
vazi u nizovima (11) i (12), &to povladi da mora biti
a8 = (&l,o.,...,O) i b = (bl,o,...,O). Ako je p = 2 Y

tada je f(c,c) = O, tako da jednakost vaZi jedino za pro-
porcionalne nizove.

2.5.3. Za Bellmanovu nejednakost (13) u [MIT] su
pretpostavljeni isti uslovi (2). Protivprimer je p = 3,
a=(920,...,0), b=1(0,1,0,...,0), kada (13) postaje
1 + (-1) < ¢/-18 . U originslnom &lanku [ BEL], kso i u
[BEC36-39], pretpostavka je stroza

P _ gP _ - gP P _ P _ - nP
a3 85 —ee.= 8 > 0 i b1 b2 PP bn > 0.

Ovi uslovi su u sledeéoj teoremi malo oslabljeni.
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TEOREMA C. Ako su & = (al,...,an) ib= (bl,...,bn)

dva niza nenegativnih realnih brojeva koji zadovoljavaju

uslov
b P _. ..-4&P . pP - pP -,..- DbP
al - 82 ee o an>0 1 bl b2 o e o bn>o,

. tada, za p>1 vazi

(13) (8] -ay-uee al)MP 4 (0F -bh-...- bP)/P ¢

P_ . _ p 41/p
< ( (a1+b1) (a2+b2) coe (an+bn) ) .
Jednakost vazi ako i samo ako su nizovi a 1 b pro-
porcionalni.
Dok az. Neka je funkcional
(14) f(a,b) = ¢(a,b) - §(a) - ¢(b).
Nejednakost f(a,b) ;,f(a,b’), v. (6), je ekvivalentna s
(al+b1)p - (ai+bi)p > (a1+5al)p - (ai+5ai)p
- pP_pP P
= (aj-a3) ( 1+6)
- ((aP-aD)1/P o (oPbB)1/P)P
ili /
P__Py1/p p_.Py1/p p 1/
(15)  (ab-aD)MP + (uB-oD)MP [(a1+bl). - (ay+p)P|1/P
&to predstavlja nejednakost (13) za n=2.
ay b

+= . Funkcija
1

/AN

Radi odredenosti, neka je Pl
1

1 1
glt) = [(t+b1)p_(ai+bi)p] /p _ (tp-ag) /p _ (bg_bg)l/p ’
b3
gde je t }-——-ai , ima izvod

b,
i

1l-p 1-p
g’ (t) = [(t+bl)p-(ai+bi)p] P (t+b1)p"1 - <tP-a§) p ¢P-1,




Relacija g’(t)>0 se moZe svesti na

(t+0))P (tP-ad) > [(t41))P - (ai+bi)p] tP,

p p p P A
tj.  tH(ag+b )" > aj(t+by )’ i time thy > ba, .
by ' ‘ .
Dakle, g(a;) >g(—a; ) =0, B5to dokazuje (15).
, by

Kao i u dokazu prethodne teoreme B. 1 ovde se mo¥e -
formirati niz (11). Funkcija (14) ima nultu vrednost za
proporcionalne nizove ¢ i d - kada jedino vaZi jedna-
kost u nejednakosti (13). -

Ndpomenimo da se u ovom dokazu mo%e transformisati

samo jedan vektor, npr. b, b(l), cee o b(n), 99 9
koji konvergira ka vektoru proporcionalnom vektoru a.

2.6,1. KOLI(?NIK SREDINA. Posebni sludajevi odnosa

sredina —:—I- i —I‘{— su ocenjeni u nejednakostima

Schweitzera i Polya - Szegbe. Gornju granicu odnosa

di
. 8re na Mgn)(a)

Qs’t(a) = W, - <t<s<+w

je odredio W. Specht, 1960. [SPE], a G.T. Cargo i
0. Shisha, 1962. [SHI] su ponovo dobili isti rezultat
sa uslovima _kéda. nastupa ;jednékost [MIT?9] « 0d nejedna-
kosti koje su ovim postupkom nezavisno ponovo dobijene ,

ove formule ( za neponderisane sredine ) su najsloZenije.
Pri tome je najpre razmatran odnos Ms/ i A - jednos-

tavniji odnos koji je i istorijski ranije reSen od strane
K. Knoppa,1935. '
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2.6.2. TEOREMA. Ako je 0<mgai<M (i=1y44e4)

i t<s, +tada vazi sledeéa nejednakost
(1) Q.+ < Mg 5 0

gde je C =

2=
[N

[' ) £(62%-¢") ]S [ 8(C -Csl]'f (gt#0)
3

b (s-)(C%-1) (t-8)(C%=1)
/c8-1y 13
_ - ) |5 (t= 0)
C ln(CS/(C -1))
: 1
t/(ct-1) -1
- C t (s= 0)
t
e ln(Ct/(C '1))

Jednakost u (1) za st # O vaZi ako i samo ako su

S W (- 11
s-1 | ¢85 ct-1
1 R s

L = - n
s-t | ¢t c8-1 |

celi brojevi i ako je K brojeva L L jednako
m, & L brojeva jednako M.
D okaz., Neka je funkcional
f(a) = Qs,t(a) . t>o0.
Neka je aigaj i

Fij(al,...,ai,...,aj,...,an)
),

= ( al,...,ai-U,oo.,aj+V,...,&n

86
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t-1 t-1

gde je u-ay = v-aj . Ako su u i v Dbeskrajno male

nenegativne velic¢ine, tada je

t, t _ t,, ,u t VN o e ot t
ai+aj = ai( 1 t-E; ) + aj( 1l + tfgg) = (ai u) +(aj+v)

8, .8 s u s v s s
ay+a, £ ai( l-s-az-) + aj( 1+s-§5-) = (ai-u) +(aj+v) .

( Drukéije iskazano, ako je

y(X) = f((al’""ai—l'x’ai-}-l""’aj—l’i’aj-{»l""'an))’--

gde je x' + %t - ab s ab - const. ( "vezane" promenljive)
i J
t _t
’ a+a;|7
mgxs<M, mgi(M i xg<x, tj. x < [—i-z——llt = dt(;z)(ai,aj),

tada je y(x) nerastuéa funkcija po x. )
Time je funkcional f monotono neopadajuéi u odnosu na pres-

likavanja Fij £(a) <.f(Fi'(a)’
v : J
pri éemu su u i v odredeni tako da je mga; - u g M,

m (aj + v{(M 1i tacna je bar jedna od jednakosti a; -~ u=m

ili aj + v = M. Posle kénaéno primena preslikavanja Fij

-dobija se vektor

b= (m...,md,M,...,M)
sa k 1 1 elemenata jednakih m i M respektivno i nejed-
nakost

f(a) € f(b) = [kms + d° + 1MS]

[kmt +a® s mt]

cHE Wi

Sada je
g°(d) = [(km"+1mt) as-t_ ymb- 1Mt]dt-1M§-s(b)M;t-l(b),

tako da g(d) , mgd M najvedéu vrednost dostiZe na granici
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gegmenta [m,M].
Otuda proizlazi da je
s . TuS|l/s
f(a) < [km + ki ]I/t = h(k)9
Shov ot t]
hﬂn + kM _

gde je k racionalan broj iz segmenta [0,1] 1 ktk = 1,
Ispitajmo ekstenziju funkcije h(k) na ceo segment [0,1 .

Izvod funkcije h(k) je
1 1

- U L
[km8+kms] . [kmt+kmt]t h’(k) =

% (ms_MS) (kmt+l_(Mt) _ % (mt_Mt) (kmS_EMS)

t
m {x[s(ct—l) - t(Cs—l)] + scS(ct-1) - tct(cs-l)} = 1(¥),
stk

gde je X = —-15—; 0. Koeficijent uz X Jje negativan jer je

. Slobodni &lan u vitidastoj zagradi je

t -0 8
xCcX
pozitivan jer je funkcija y(x) = = rastuda, njen
c*-1
izvod je
x
yl(x)= C "XlﬂC-l)O.

[c* - 12
Sem toga, neka je

sc8(ct-1) - tct(cE-1)
t(c8-1) - s(ct-1)

(2) X, =
reSenje jednadine 1(X) = 0. Time je

- scS(ct-1) - tc¥(c®-1)
0
sc®cct-1) - tet(es-1) + t(cS-1) - s(ct-1)

sc®(ct-1)-tct(cs-1)
(s-t) (cs-1) (ct-1)




za ¥

je u

_ 1 | sc® _ _4cf
=t |51 ¢t

£ . _t(c®-1)-s(ct-1)
© (s-t) (¢%-1) (c®-1)

_ 1 t _ s o
s-t |et-1 ¢4

Zakljuuje se da je 1i(X)>0 za ie(O,fo) i i(¥)<0

>¥, 1 time h’(k)>0 za ke(O,kO) i h°(k)<0 za
0,1). Funkcija h(k) ima maksimum

| 11
- [(s-t)(Cs-l)(Ct—l)] t s,

] [sCs(Ct-l) - tc¥(c®-1) + tcS(cB-1) - écs(ct-lﬂ

- Qi+

[aCs(Ct—l) - tc¥(cB-1) + tet(cs-1) - sct(ct-lﬂ

}-}[ s st]%
[(e-t)(eB-ny(et-n] ¥ 7 & JpleD(C €y

[sct-1) (5]
[ae -

Za sludaj s<0<t, kao i t <0, jedina promena u dokazu
smeru nekih pomoénih nejednakosti.

Odredimo - = lim 4+« Prema definiciji izvoda
8,0 i .o I8t

t 1

Jje

T — Takode,
C’-1 t—o0 1nC

1
t

s 1
2 ey e
= |1 - =2 —_—+ ¢ 8
8 s

dalje se dobija
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1
11 cS-1 |t 11 [cs-l 1}1
im |———7% = expd lim -lj=»=
two | C°-C tao LCS-ct It
1
t { S ]
= exp |lim —g—:l—-—ll = exp InC__ olC7-1]
two CS-ct % c3-1
|" _ 1im |" sl s olet-1
S’o—t-»o g,t’lnC g !

5to daje izraz iz teoreme. Preostala ocena se dobija na
" slidan nadin. Jednakost (1) vaZzi jedino ako funkcija h
dostiZe maksimum.
Takode, primetimo da je
Em,t - iﬂ‘mg,t =¢= E,-cn'
Sto je ocigledna ocena

M r M
Qoo t =—ﬂ< +o,t  m °

!
2.6.3. Nejednakost (1) vazi i za ponderisane sredine,

u dokazu treba samo dopisati ponderske koeficijente. Takode,
isti dokaz za ocenu kolicnika Ms : Mt vazi i za sve funk-
cije F(x,y) ¢iji je izvod oblika

F(M_,M,) " = G [MMy - N M |
t3.
(2)  glu) = F(x(w),y(w) = 6(w) [x (ylw) - x(w)y (w),

x(u), y() m,M i G(u) O. -S druge strane je

(3) g (u) = F X (u) +_Fyy (u).
Iz (2) i (3) sledi da Je F; = Gy 1 da je F& = - Gx .

Time su dobijeni uslovi koji su ekvivalentni (2)
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(4) F:> 0 i xe+yF§=O.

Parcijalna diferencijalna jednadina (4) ima pridru¥enu -
karakteristiénu jednadinu

dx _ dy . gz
X y oz

¢ija su reSenja z =C; , x/y = Cye Time su sva re3enja
jednadine (4) funkcije oblika F(x,y) = f( 5" ), gde je f
proizvoljna funkéija. Zahtev nenegativnosti parcijalnog

izvoda F£ = f’(;) % > 0 se svodi na zahtev da je funkci-

ja f rastuéa.

Dakle, ako je f(u) strogo rastuéa funkcija na seg -

mentﬁ [ﬁ ’ g] , tada je
M s s\1l/s -
£ _§_) < f( ij + LM ) )h’
() ( My © 70 (kmt 4+ wmb)i/t

8to Jje ofigledna posledica nejednakosti (1).

PRIMER 1. Funkcija f(u) = 3:% s UD1l je rastuca ,

tako da za st £ 0 vazi

1 1 1 11 1 lr: ]l
M -My < £5(s-1)F [cs—l]t[cs-ct]S - ts(s—t)s[Ct—lls[Cs—Ct t
Mgty N1 1 1 1 1 1 1 1
£S(s-t)* [cs-l]{[cs-ct] s , ts(s—t)s[ct-l]s[cs-ct] t
posebno je
a A
A -G ¢l  _ ¢ 1p¢C-2
s I -
c-1 o-1
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PRIMER 2. Neka je

f(u) = a>b, u>1,

lop L B e

]
—
o
1]
+
—
[S—

o 151 b 15[ a1 be
= |u +1] u +1 [ - u ] > 0,
jer je ua-1>ub-1. Time je
a ala 1 1]
Ma(MB’Mt) [Ms * Mt] Z[b T a P
M, (M_,M,) =
pMge g [Mb . Mb]b
s t
- N a ET 1
1 [ tesch |5, 12 s(cs-ct) |3 | a
. | 2 [ (s-t)(Ct-1) ] 2 {(s-t)(c®-1)] |
S | [ 8 At b s At TE" 1
% t(Cc”-C") s ,1 s(C>-C") |t b
| © L(s-t)(Cct-1) | 2 [ (s-t)(c®-1)]
POSLEDICA. Najgrublja ocena 1 < r € C daje
s, t N
nejednakost
1 1
t oS-ct|s | s ct-c®|” %
1 < s-t At t-s s ¢
cto1 | c®-1 h

koja je ekvivalenina slededoj




B

‘ [Cs_Con-o [Co;CtJo-t g - t]5-t ot
1S ls-0) o -t ;;jgf < e

nejednakosti €iji opSti oblik ( n=3 ) sadrii izraz

[Cs_ct]s-t [Ct_Cth-u cU_cgSu-s

s - t t-u [u-s] -
NAPOMENA. Jedan obrat tvrdenja (5) glasi : Funkcijé

F(x,y) , x3»¥3»0 koja ima osobinu da F(Ms(a),Mt(a))

dostiZe maksimum za vektor odreden u teoremi, za sve para-
metre n,s,t,m,M i proizvoljne pondere, je nuZno homogena
funkcija nultog stepena F(x,y) = f( x/y ) i F; > 0.

2.7. 0 OBRATU CAUCHYEVE NEJEDNAKOSTI.

P. Schweitzer [BEC44], kao i G. PSélya - G. Szegd,1925.
[MITGO] su dokazali obrat Cauchyeve nejednakosti. U drugom
delu tacke je dato uopStenje koje umesto kvadratnih suma
( sredina ) ima sredine proizvoljnog stepena, ovo uopStenje
sadrzi i diskretnu nejednakost J. Karamate. Time su jednom
formulom obuhvadene ove dve nejednakosti, kao i odnos Ms : A,

2.7.1‘. TEOREMA A.Ako je O<m1<xig Ml ’

O<m2<yi<M2 9 i = l,ocogn' tada

- -

AR [ -l

m)ms

(1) 1 < o > < .
[inyi} 2

i=1

r
L

Jednakost u drugoj nejednakosti (1) vaZi ako i samo

ako su brojevi
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Ml M2
m m
1 2
K = — I L = — n
Ml Ny Ml . Mz‘
my m, my m,

prirodni i ako je K odnosno L brojeva XyyeeesXy jed-
nako my odn. M, respektivno, i ako je odgovarajuci broj

byseeenby jednak M, i m, respektivno. ( Dopuna: Jednakost

odigledno vaii i ako je my = My im, = My )
Do ka z. Prva nejednakost u (1) je Cauchyeva nejed-

nakost. Neka je
X = {Z = (zl’.."zn) l Z1+000+Zn = X1+¢ov+xn}

i f(x,y) funkcional na X odreden srednjim izrazom u (1).

Mo7e se pretpostaviti da je

(2) X1 € X2 eee XXy i yy>2¥> cee 2V

jer se sume u brojiocu f(x,y) ne menjaju preuredenjem, dok
na osnovu teoreme Hardy - Littlewood - P8lya imenilac
ima najmanju vrednost ( a time funkcional najveéu ) za

suprotno uredene nizove (2).
Ako je

F(x) = (ml,...,ml,xi—d,...,xj+d,M1,,..,M1),

| m1<:xi,xj<:Ml, d = min {xi-ml,Ml—xj} R
tada je ’
2 2 2 2
Xy + Xy <’(xi—d) + (xj+d)

Xi¥3 t X595 > xiyi+xjyj-d(yi—yj) = (xi—d)yi + (xj+d)yj.

Time je preslikavanje F monotono rastuée u odnosu na funk-

cional f
f(a,b)  f(F(a),b).
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Primenom preslikavenja F moZe se obrazovati konadan mo-

3 . .
notono rastuci niz u odnosu ne funkcionzl

f(a,b) { f(a’yd) ... < flc,b),

de je .
g J CcC = (ml,o.o,ml’d,Ml’ooa,Ml), m1<d<M1
vektor sa k i 1 elemenata jednakih donjoj i gornjoj gra-
nici respektivno - nepokretna taika preslikavanja F.

Neka je g(d) = f(c,b), tada je '

2 2
b1+... +bn

2 g’(d) =
[ml(b1+...+bk) + dbk+1 + Ml(bk+2+...+bn)]

| 2 .2
- 24 [ml(b1+.~..+bk)+M1(bk+2+..+bn)] ~2b, ) (km3+1M3).

Izvod g°(d) ima isti znak kao i linearna funkcija s desne:
g’(0)<0 1 g°(d)>0 za dovoljno veliko d. Time funkcija
g(d) najvecdu vrednost dostiZe na granici domena [ml, Ml].
Dakle, £(c,b) ¢ f(c’,b),

gde c’ ima, uz sliéne oznake, k i k elemenata jednakih
my i Ml - donjoj i gornjoj granici - respektivno. Istim

postupkom se moZe dobiti niz b’ sa 1 i 1 elemenata jed-

nakih M2 i m, respektivno, za koji je

2

r _ -

kmd + kmf] [1M2 + 1m§}

P . ’ L n n:

f(c”b) (flc%Hb") = — 5+ k<L
km M, + ( 1—kt)1M1M?' + 1M1m2]

Treba ispitati funkciju,huz istu oznaku

[rmi + f‘Mi] [SMS + Emg]
f(r,S) = *

- 2
rm1M2 + (s-r)M1M2 + sM1m2]
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Ako je

- K
r {0 = LT THm, + myM,
tada
[rm1M2 + (s-r)M1M2 + lemQ] cire)
2 _2 rr,s
sM2 + sm2

2 2 =

= (m1 - Ml) [rmle + (s—r)M1M2 + lemz] -

2 =2
- (rm1+rM1) 2 (m1M2-M1M2)

(M, - m) [_- r-mz(mi - m2) - sM) (my M) (Mp-my) +
2
+ chMZ - Mlmz(m1+M2)]

M m2
1 ( -M§M2 + mi

> (M, - m) {
2| 1 M1m2+m1M2

M, ) - M1M2m1 -

2 2 2 2
-M1M2 +M1m1m2 + M1m2 +2M1M2 -Mlmlme-Mlm2

M, -m
G ! 3 2 .2
= MmN [‘Mlmzmz + MjMomim, - MyMomym, +

3 2 2 2,,2

1
m, My M, (Ml-ml)(M2_m2) > 0.

Time je f(r,s) f(r°,s), gde je 1r’= min {s,6}. Ako je
r>0, tada je s>0 i s<1 -0, zbog simetriénosti fun-

kcije f je f°_» 0 i f(r,s) < f(rys”), 8’ = max {r,a}.
S

Posle jednog ili dva ovakva preslikavanja je

f(r,S) g f(tyt)-
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Za 1r>»s funkcional f se iskazuje drugadije

o 5] - ]
rmy + rM sM, + sm
' [smlM2 + (r-s)mlm2 + 5M1m2]2

Zahtevi f;(r,s) =0, f;(r,s) = 0 daju

2 2 2
| me(Ml-ml)r + ml(ml+M1)(M2-m2)s = 2m2M1-M1m2(m1+M1)
(3

” 2_ 2 2
m2(M1-m1)(M2+m2)r + ml(MZ—mz)s 2m1m2+M1m2(m2+M2)
Determinanta sistema (3) linearnih Jednadina po r i s
Je jednaka nuli, sistem nema reSenja tako da funkcional f
dostiZe maksimum na granici oblasti O £rs8<l, r »s.
Na segmentu granice s = 0 je
rmi + f-Mi
f(r,0) =

[rml + §M1]2 )

( 8to je odnos sredina ). Kako je
[zmy+70, )% £2(x,0) = (-4 (rmy 43, )~ (m2+72) 2 (m, -1 )
= (Ml-ml)( -rmi-—:?mlml-rmlml-§M§+2m§+2§M§ )

- (Ml—ml)E(fMI-rml),

M3

to f(r,0) ima najveéu vrednost za r =
: 1

2 2
m1M1+mlM_1 5 M_l s my 2
" m, +My (ml My ) my My
1 - B
f(—li:l—, 0) =



2.7 o 98

Sto je manje ili jedneko oceni u (1). Ista ocena se dobije
i za deo granice r = 1, Tako da ostaje da se odredi maksi-
mum funkcionala na dijagonali oblasti.

Ispitajmo funkciju
{rm?L + i:"M%] {rmg + i"mg]

[rmlm2 + fMlmz] 2

f(r,r)

2,2 2 2 22 2 2
¥mIMs + mom, + M{MS o+ Mgm
_ 172 172 1 i 172 = y(%),
[mll\ll2 + MlmZ]
gde je X= -15- Sada je
T
3 oy -
[mlM2 + MlmZ] y(¥) =
2,2 2_2 2,2
= [2}m1M2 + mym, + M1M2] [Xmlmz + M1m2] -
22,2 2_2 2,2 2 2
- [I mll\li2 + mym, + M1M2 + Mlm2 ] 2m1M2
= xm1M2 [2m1M2M1m2 + mimg + Mng - 2m1m2 -
2ys¢ 2 2 2,42
- 2M1M?] + M.m, [mlm2 + MyM5 - 2m1m2M1M2]

L}

2
[MIMZ - mlmz] [- Xmll‘d2 + Mlm2 .

tako da y(¥) ima najveéu vrednost za ¥ = 12,
m,M
, , 172
Dobijena vrednost X 1 uslov ¥+ ¥ =1 daju brojeve

K i L i granicu (1). Iz dokaza je jasno kada moZe da
va?i jednakost u nejednakosti (1).
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2,7.2. TEOREMA B. Neksa je s>1 i

0<ax; <A, O0<bgy;<B  za i=l,...,n.

Tada
- 1 , 1
M_(x) M_(y) [Kas + LA?]S [KBS + Lbs]s
(4) 1"n < i ’
KaB + LAb
= 2 XY
n {33 1°1
gde je , ’
K = vV + Vﬁ' L = - =2u
-2u+v+v'5 -2u + v + V0
u=ps+qs_—2-s(pq-1)
v = (s-1)(1-pq) (p®+q®) + 2(p®q®-pq)
D = (s-1)%(pq-1)2(p®-q°)2 +4(p®-1) (1-¢%) (p®-pq) (pq-¢°)
' A b
p:a, qzﬁ.

Jednakost u (4) vaZi ako i samo sako su Kn i Ln celi
brojevi 1 ako je Kn brojeva medu XyseeesXy Jjednako a 1

In istih brojeva jednako A, i ako je Kn i Ln brojeva
Yyseees¥y jednako B i b respektivno.

Nejednakost (4) za s=1 i s8=2 daje nejednakosti
KARAMATE i SCHWEITZERA respektivno, a za b=B nejedna-
kost KNOPPA za kolifnik sredina M_/ A - poseban

'siuéaj opdteg kolidnika sredina (2.6.)

Dok az, Neka je funkcional

MS(X) Ms(y)
f(x,y) = .

L :f:
= > '
n £=7iYi
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More se pretpostaviti da jé

Xy < % <+ <X, i Y2 y2>.'..;yn,
jer takv1m uredenjem brojilac f(x, y) ne menja, 8 imenilac

ima najmenju vrednost. Neka je preslikavanje

F(x) = (Byc..,8,X;

l-d’ .o .,J‘(j*‘d,A,A. . .’A)

a l,x < A, d = min {xi-a, A-xj} ,
tada Je
8 g S S
Xy + X5 g (xi—d) + (xj+d)
= xi - sts'ld + x? + sns—ld

3 E[Xi°d.xi], r]e[xj;Xj+d], je ekvivalentno

0 < sd( St o sy,

N
Takode Jje
xiyi +'xjy3~ > (xi"d)yi + (xj+d)yjs
tako da je

£(x,y) < T(P(x),¥).

Posle primene nekoliko preslikavanja F na vektor X
dobija se
f(x,y) gf((a,...,a,d.A,...,A),y) =

1
[ - %] ( ka® + a5 + A% )® Ms(y) )
= n =g(d,
a(y1+...+yk) + 4y, g * A(yk+2+...+yn)
Sada Je

['1‘“%] -1 |
n Ms (y) [a(y1+...+yk) + dyk+1+A(yk+1+..+yn)}
1

'[kas+ds+IAs] S g(a) = as-1 [a(y1+...+yk) + Ay, *

+ A(yk+2+...+yn)]- (kas+dS+IAS)yk+1 .
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Izvod g°(d) ima isti znak kao i funkcija s desne strane

koja ima oblik as~13 - M, pa funkcija g(d) ima maksimum
na granici domena, tj za d =a ili 4 = A. Slican zak-
ljucak se moZe izvesti i za vektor y.

Time je

. n
f(x,y) < k

k,2€{0,1,...,n}, k+k=2+F-n, k2. Novi funk-
cional opiSimo istim slovima

' 1 1
[kas + EAS] S [IBS + ibs] S

‘kaB + (2-k)AB + IADb

f(k,1) =

s domenom D i varijablama k,P€[0,1], k + k = 1 + P =1
k {¥. Na segmentima granice k =0 i ? =1 Je
| 1
s L8| s
NORTRN CARg
ka + kA

1

S 181 8
£(0,2)= [rpe . I‘_’]
TB + b

8to je kolidnik ( ponderisanih)sredina Mg : A. Da bi izbeg-
1i poredenje ocene za kolidnik sredina M, : A i ocene (4)

primetimo da je

- 1
f(k,l) = [kas + EAS] S
' ka + kA ,
1 1
[kas + EAS] s [ kBS + Ebs] 8
S kaB + kAb = fOel,

Sto je posledica sledeéih nejednakosti
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1
keB + kAD yp 4 jy g [kB® + ] S, s»1
Sada je ka + kA
[kaB + (B-k)AB + Tan) 2 10 s -8 1
— £7(k,2) == [ka + kA ]
[IBS ' Ibs]l/s k s

1
.[kaB + (2-kK)AB + iAb][as—AS] - [kas + ﬁAs]S (aB - AB),

tako da fé(k,l)'ima isti znak kao i

[kB(a-A)+IA(B-b)+Ab] (a%-A%) - sB(a-A) [k(as—As)+As] =

= -k(s«l)(Asoas)(A-a)-IA(AS—aS)(B—b)+sASB(A-a)—Ab(As—as).

Parcijalni izvod po drugoj promenljivoj je
, S S
g-fI(k,I) = -kB(A-a)(B°-b~) -

— 2(s-1)A(B-b)(B%-bS) +Ab(B®-b°)-sAb”(B-D),
(¢>0 ). Talka eksirema funkcionala f zadovoljava sistem

jednadina fé(k,I) =0, fi(k,I) =0
k(s-1)B(A-a) (A%-a%) + PA(B-b) (A5-a®) =
(5) = sAS(A-a) - Ab(A%-a®)

KB(A-a) (BS-b®) + R(s-1)A(B-b)(BS-b°) =
- Ab(BS-b®) -_sAbs(B-b).

Determinanta sistema (5) Je

D = = 82 - 28.

Primetimo i da su izrazi s desne strane (5) pozitivni
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s _s
sA®B(A-a) > Ab(AS-a%), tj. gaS—1 f >:_£;:§__,

Deljenjem prve jednaline u (5) s ( A®-a% ), druge sa
( B5-b® ) i sabiranjem se dobija

| s . ..8

: -asB(A-a) + R

(6) KB(A-a) + PA(B-b) = A(B-b).

Kako je

AS ' bs
s> 1 i 38 bs>l’ za 2 b®> B, to prava
A"-a -

(6) sefe pravu k=2 u k = 2> 1, sem toga, seie pozi-
tivne delove osa k i 2, tako da prava (6) nema zajed -
nidkih tadaka s oblaséu D. '

Ostaje da se ispita funkcija

£(k) = £(k,k) = [a® + &3] 5 [k® + 0]

1 1
S

kaB + iAb

-

1
- [ k] 3 [+ ﬁqs]

k + ﬁpq

. Sada je

WX
o]
]

i o

ili
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1-1

s S

— (k)
k2

1 .
o _ 1-2 _
(k+qu)2 [k+kps] S kk+kqsl

[(l-ps)(¥+qs) + (1—qs)(x+ps)] ( ¥+pq) -
- 8(1-pq) (¥ +p°)( ¥+q)

¥- K¢
k

y(})o [09*‘”]0
Dovoljno je ispitati znak funkecije

y(¥)

12 [s(pqul) + 2 - (ps+qs)] +
+ }’[(s-l)(psms)(pq-l) + 2(pq—psqs)] +

+ (1-0%)p®%pq - (°-1)a®pq - s(1-pa)p®a®

u }2 + v + w.
Primetimo da Jje

u spq - ps - qS + 2 - 8

H

1 }
-2 + 8.
s
p>1 0<qgl
21,

s 1
+— +
P

ps+1qs+1 [ _

Pq q

Poka?imo da je u <0, a kako uslovi i

1

prelaskom na reciproéne vrednosti daju O(Il-) gl ,

tako da iz uslova

u <0 zbog simetriénosti sledi

q
w>O0 .

Ako je

©€(q) = spq - p° - q° + 2 - 8 = a(p,q,8s),

onda

L ¢ (q) -1

sp - s8q° s( p - 31> o,

jer je p>1l, qgl 1 s>1. Time je

€(q) { ¢(1) = sp - p° + 1 - = Y (p).

Dalje je




P
5
B
8
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Y'(p) = g - sps-l = g (l_ps-l) <o
i zato :

¥(p) ¢ ¥(1) =8 -14+1-35=0.
Funkcija y( ¥) je parabola za koju je y(0) = w>O

i y(¥), za veliko ¥ , ima znak kao i u<O. Neka je
¥, nula kvadratne jednadine y(¥) = O

x = V+_v1_)_

° -2u

(s-1)(pa-1)(p®+qa®) + 2(pa-p°e®) + |
2 [ps +q° -2 - s(pq—l)]

+ V(s-l)Q(pq-l)z(ps-qs)2 + 4(1-q%) (p®-1)(p®-pq) (pq-q°)

Navodimo transformacije kojima se diskrimenanta jedna-
¢ine transformiSe u zbir nenegativnih izraza

D = v - 4uw

(8-1)2(pa-1)2(p%+q®)2 + 4(s-1)(pq-1) (p%+q%)-
- (pq-p%q®) + 4(pq-p®q®)°? -

- 4 [s(pa-1) + 2 - (p®+q®)] [#p®a®(pa-1) -
_ 2ps+1qs+1

+ pa(p®+q”) |
82 (pq-1)°(p%-q®)%
-2s  (pa-1)%(p®-q%)2
+ [(P%+a®) (p%41) - 2(pa+p®a®)]

2

(s-1)%(pa-1)2(p%-q%)2 - (pq-1)2(p5-q®)? +
2

+ [(0%+a®) (pa+1) - 2(pa+p%e®)



106
- (s-1)%(pa-1)2(p5-¢)? +
+ [pq(ps+qs?2)+ps+qs~2psqs-p<1<ps-qs)+ps-qs]'
. [pq(ps+qs'—2)+ps+qs-2psqs+pq(ps—qs)—ps+qs]

- (s-1)2(pg-1)2(p°-q%)% + [2paa’-2pa+2p°-

-2p°¢°) [ZDQPS-ZPQ+2qS-2quS]
(5-1)2(pg=12(p%-a®)? + [ 2pa(a®-1) +

+ 209(1-0%)] [2pa(r®-1) + 20%(10%) ]

(s-1)2(pq—1)2(ps-qs)2 +
+ 4(p®-1)(1-0®) (p°-pa) (pa-q°)

1z x= £ - X sledi da je k= —F- . Neka je
k 1-k 1+ ¥
¥o v_guiﬁ_ v + VD -2u
K = = = L = .
1+ io v+ VD -2u+v+\VD ’ —2u+v+\VD

1+=>5—

a intervalu ;xe[o. 10] odnosno k e[O,K] funkcional f(k)

e rastuéi, a na intervalu.%e[xo,+oo] odn. k € [K,l]

 funkcional f(k) je opadajuéi, tako da f(k) maksimalnu vred-

ost dostize za8 k = K.

Da ova teorema sadrzi tri navedene nejednakosti ne pro-
erava se na nadin da se iz ocene u (4) izvode ocene iz tih
ejednakosti, nego se iz ¥ - odnosa K : L dobijaju odnosi
z tih nejednakosti. Prvi nadin je direktniji, a drugi je

Virtual Library of Faculty of Mathematics- University of Belgrade

raé¢i i mozda vazniji.
Za s = 1 u nejednakosti (4) se dobija koliénik proiz-
voda aritmetidkih sredina dva niza brojeva i aritmeticke
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sredine njihovog skalarnog proizvoda iz diskretnog analo-
gona nejednakosti J. KARAMATE, Tada je

_ Va(p-1)(1-9) (p-pq) (pa-q)
2 [p + @ =2 -pq +1]

Vpa (p-1)(1-q) _ Veg - \[Ab
(p-1)(1-q) - aB

S$to je odnos K : L iz nejednakosti Karamate.

76 s = 2 se dobija kolidnik iz nejednakosti A.L.
CAUCHYA i ©P. SCHWEITZERA i tada je

(pq-l)(p2+q2) + 2pq(l-pq) + V
2 ( p2 + q2 -2pq )

+ V(pq..1)2(p2-q2)2 + 4(p°-1) (1-9%) (p°-pq) (pa-¢°)

(pe=1)(p-q)2 + V

2 (p-q)°

+ VZp-q)2 (p2+q2)(pq+l)2'+ 2pq(p2q2-2pq+l—2p2q2-2)

(pq-l)(p-q)2 + VQp-q)z(pq+l)2(p-q)2
2(p-q)°

pq -1 +pq +1 ~Ab
= 2 = P9 = Gy

Sto je odnos iz nejednakosti Schweitzera.

Ao je b =B tj. q =1, onda nejednakost (4) daje

gornju granicu kolidnika sredina




2.7 | a 108
Ms(x) MS(X)
M (x) A

8to je odnos Ms : Mt’ za t =1, iz tadke 2.6. ( koji je,
prema literatﬁri, prvi odredio K. KNOPP ). Umesto jedna-
kosti gornjih granice kolifnika Ms / A u ove dve nejed -

nakosti, proveridemo jednakost ¥= odnosa. 7a t=1 i
uz C =p formula 2.6.(2) postaje

¥ o _sp°(p-1) - p(p°-1)
(0] S
p -1 -s(p-1)

(s-1)pp® - sp° + p ]

ps —sps +8 -1

Za q =1 formula (5) daje istu vrednost

(s-1)(p-1)(p®+1) +2(p-p°) +(s-1)(p-1)(p°-1)
2 [ps -1 —s(p—l)]

X, =

(s-1)(p-1)2p° + é(p-ps)
2 [ps -Sp +8 -1]

(s¥1)pps —(s-l)pS +p -ps

ps -gp +8 -1
kao 1 odnos u nejednakosti SPECHTA 2.6.

NAPOMENA. Za s32 je M2(x)'<MS(x), pa je na osno-
vu Cauchyeve nejednakosti donja granica kolicnika u (4)

jednaka taéno 1, a za 1 < s € 2 granica je manja od 1.
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2.8. P. SCHWEITZER, 1914. [MIT59,MAR81].

Nejednakost (1) se moZe posmatrati i keo kolié-
nik aritmetidke i harmonijske sredine, i kao takva sadrzana
je u opstoj nejednakosti SPECHTA 2.6.(1). Takode, Schweitzer

je dokazao i integralni sludaj nejednakosti. Primetimo i da

je

B
31—

( M+m )2 M+ m +
aMm 2 2 -

TEOREMA. Ako je O<mga, <M, k =1,...,n, tada

13 12 1] _ e m?
) [n;‘:_iak}.[n}%ak}< gm

Dokaz. Neka je prostor

n
X = {(xl,...,xn)l m <X, <M, k=1,..,n, %Xk = iak}

i funkcional

' n n
1 1 1
Ako je '
y(x) = f(al,...,ai_l,x,...,aj_l,i,...,an), X+X = a,+a
] e b
n{-gK x2 % x°%2

d ={min'{min ai,aj} -m, M- max{ai;aj}} .

j!
tada je

Neka Je

Preslikavanje
Fij(al’...’ai’..’aj,..’an) = (al'.',ai,...’ag’...’an)

odredimo tako da je a4 = 85 - d, aj = aj + d ako je  a;ga

v . o___ . L - K .. k
i da je a4 a; + d, aj + aJ d ako Je ai)aJ Tako

j'
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odredeno preslikavanje Fij je monotono neopadajude u

odnosu na funkcional f

f(al,...,an) < f(Fij(al,...,an)).

ZajednicCka nepokretna tacka preslikavanja Fij (i #3)
je do na redosled koordinata vektor oblika
(myoooymyMyoes, Myd), m ¢d <M,

km + IM + d = 8 + ... + a, . Funkcional f dostizZe svoj

n.

maksimum na skupu zajednidkih nepokretnih tadaka

.1 k  * 1
f(al,...,an) S‘;E [km + IM + d][ R a]

a) Ako je k (I, pokaZimo da je
f(ms'-°9mst--vM)d) <f(m9'°vmaM7'0vM9m)s

sto je ekvivalentno s

k [%4»

={]-%
1
N
[ N—— ]
VA
)
e
=
+
=]
=
o
| S——)

Dovoljno je proveriti da je

y .M 4 m_ 4
g(d)-a yt3ta 2+

BI=

8to sledi iz

g°(a) =m+M

2—<d2-mm) i g(m)

i
s
C

{1
e

b) Ako je k221, onda je

f(my...om,M,..,M,3) ¢ f(m,..,m,M,..,M,M),

M4 _ ¥, m_m_d
I[d+M 2] Sk[m+M 3 m]’

Sto se svodi na prethodni slulaj.

110

-Dakle, mozemo pretpostaviti da je koordinata 4 = m



2.8 | - 111
ili d =M i da je ubrojana u k ili X.
c) Ako je k<21, pokazimo da je

f(m,ooo,m M M’...,M) f(m,oocm m M’.CO'M)’

ili : _
k 1 k X 1 1

[km+IM][ﬁ+ﬁ]<[km +‘ IM +m -M] [ﬁ+ﬁ+ﬁ-ﬁ]’
tj. :

0 < Cemedit) MM o (mopg) IR - (pyp) BN

Mm Mm Mm !

5to se svodi na 0 ¢ ( T -k -1 )( M-m ).
d) Ako je k>121, onda se
f(m’...’m'm,M’...’M) éf(m,...,m,M’M’."’M)

svodi na 0 ¢( k -T -1 Y( M-m ).
Na osnovu c) i d) moZe se pretpostaviti da je |k -II(l

e) Ako je k = I, onda je

k k| 2 1 1
[km + kM][ﬁ + ﬁ] = k [m + M][ﬁ + ﬁ] .
f) Ako je k+1 = 1, onda se
A [m + 1] [t + Ta] ¢ em®
n°mM AMm
svodi na
mM < [!_‘;ﬂ] 2

~ NAPOMENA. Iz dokaza sledi da jednakost u (1) vazZzi jedino
ako je m =M ili je n paran broj i n/2 brojeva

Byseees8y jednako m, & ostali brojevi jednaki M.

Zemena s = 1, t = =1 u 2.6.(1) daje

-1
1 C -C 1| ¢ 1 1
1-(=1) [C -1 C‘l-ll 2 [C—l 1-¢C 5

pri tome je i L = % n, Sto daje maksimum iz nejednakosti.
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2.9. G. GRUss, 1935., [MIT70].

U dokazu ove nejednakosti je koridcdena permu-
tacija nizova, Jednostavniji pojam nego permutacija -
- " rearrangement " funkcija [HAR313], Zto inade pred-
stavlja sadrZinu prvog dela datog dokaza,

TEOREMA. Neka su f i
( ¢,d ) 1i neka je

a {f(x) ¢A 1 b (glx) {B,
za svako x e(c,d). Tada je

g funkcije integrabilne na

d d d
1
i j f(x)g(x)dx - zGi:;;§S f(x)dx j g(x)dx | <
c c c
(1) 1
Dokaz., MoZe se pretpostaviti da je ¢ =01i d = 1.
Neka Je
1 1 1
D(f,g) = S f(x)g(x)d- S f(x)dx S g(x)dx.
o) (o) o

Neka su p = (pl,...,pn) i q = (ql""’qn) vektori &ije

su koordinate Py+GQ4 ( i=1,...,n ) vrednosti funkci ja

f i g redom u tadkama ekvidistantne podele intervala

( 0,1 ). Razlika integrala D(f,g) moZe se proizvoljno do -
bro aproksimirati funkcionalom

n n n
(2) ¢(p,q) = . - P q.
ZPi% T 252 %

pomnozenim korakom podele intervala. Odredimo maksimum

funkcionala Y¥(p,q) na Dekartovom proizvodu X XY , gde

je
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n
X = {(xl’..,xn)l agxi <A9 i=19009n’ j;xi:j%pi}

: &
Y = {(yl,..,yn)l b<y; <B, i=1,..,n, gyfgqi} .

Na osnovu teoreme Hardy - Littlewood - Polya vaZi

¥(p,q) < e(r,s),
gde su r 1 s permutacije nizova p i q redom u neopa-
dajuéem poretku '
Ty { Tp€e+-KTpr 81 { 82€--- (5"
Ako je v
a='r1- X .ri_1<ri<rj<rj+1 Seee =I'n=A,

definisimo preslikavanje

F(r) = (1‘1'..-,ri-d,...,rj+d,...,rn),

gde je d = min {ri-a, A-rj}. Pri tome je ispunjen uslov

monotonosti e(r,s) < €(F(r),s),

Jer je 0 ( -dsi‘ + dsd. Nepokretna talka preslikavanja F

je vektor oblika r° = (ByeeesByK,Ap0.0,4), 8L <A .

AXp je 8% = (b,...,b,P,B,...,B), b <P <B, nepokretna

taika analogno odredenog preslikavanja G : Y—=Y, to ,j.e
€(r,8) < €(x%,s°).

Nizovima 1r° i s° mogu se pridruZiti funkcije ( i is-
pitivanje nastaviti ponovo u skupu funkeija ).

a, O<xgu ‘ 1
1
f(X) = ’ u = — [A - S f(X)dX] ,
A, u<x<1 A-a °
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b, 0<X<V 1
e(x) = , v = _g}_g[s - g(x)dx]
B, v¢x<l1l - ©

f )0 sada je utvrdeno da je D(f,g) {D(9,6). Ako je u <V,

+ w=v 1
b, O0<Kx(u
6’ (x) = ’
B, u<x<l
onda je
D(¢,6) - D(9,8) =

. 1
= Sl 9 (x)[s(x)- 6'(1:)]dx - 51 £(x)dx S [G(x) -6 (x)] dx
o o o)
1
- wA(B-b) + w(B-b) | f(x)ax
o

1
- w(B-b)( A - | f(x)ax ) (0.
o
Na kraju Je
D(f,g) D(%,6") =

= uab + (1-u)AB - [ua +(1—u)A] [ub +(1-u)B]
2

uab + AB - uAB - u“ab - u(l-u)aB -

- u(l-u)Ab - (1-u)2AB
(A-2) (B=-b) (u-u?) -

1 \
( Z (A-a) (B-b),

jednakost vazi za u = % .

S1idno se odreduje minimalna vrednost funkcionala D,

koja se dostiZe za jednu rastuéu i jednu opadajuéu funkciju

1 (A-a)(B-b).

i iznosi - Z
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Ovaj dokaz daje i profinjenje Grussove nejednakosti
D(f,g) < (u-u)(A-a)(B-b) < %(A-a)(B—b).
Zbog simetriénosti vazi i
D(f,g)  (v-v%)(A-8)(B-D) < F(A-8)(B-b).

Sjedinjavanjem ovih nejednakosti se dobija

D(f,8) < min {u(l-u),v(1-v)} (A-a)(B-b) < F(A-a)(B-b).

2.10. J. KARAMATA, 1948.,[MIT73].

TEOREMA. Neka su f i g integrabilne funkcije na
[0,1] i neka je

O<agf(x)gA i 0<b gglx) B za 0gx<1.
Neka je

1 1
S f(x)dx S g(x)dx

R(£,g) = —2 ° i K = Vv + Va5
' VaB + Vab

1
( f(x)g(x)ax
0

tada je

E%. K R(£,8) < K°.

NAPOMENA. Primetimo da je K2 1. _

Do ka z. Zbir f(xl)g(xl) + eee *+ f(xn)g(xn) ima
najmanju vrednost za onu permutaciju za koju je f(xi)
i=1,...,n rastuéi i g(xi) opadajuéi niz. Postupkom

kao u prethodnoj tafki se dobija da funkcional R na
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skupu parova funkcija s domenom [0,1] za koje su integ-
rali konstantni, najveéu vrednost za par funkcija oblika

8, 0¢x P b, 0 <xgq
k(x)= , 1(x) = .
A, p<xgl B, gq<x<l

Tada je , uz p =1 - p, g=1-4q, qgP

[pa + ﬁA][qB + Eb]

= = 5(pyq)
qaB +(p-q)ab + pAb

R(k,1)

tako da ostaje da se ispita jednostavniji funkcional S(p,qa).
Sada je

[an +(p-qlab + ﬁAb] 2
pa + pA

Sé(p,q) =

i}

(B-b) [an +(p-q)ab +§Ab] - (gB+gb)(aB-ab)

an2 +(p-q)abB + pAbB - qabB - (p-q)ab2 -

2 2

- 5Ab2 - qaB2 + qabB - GabB + gab’

(1-p)(A-a)(B-b),

tako da je S(p,q) g S(p,p).
Ako je q » p, onda je

[pa + EA][qB + ab]
paB + (g-p)AB + gAb

S(p,q) =

paB +[(q—p)AB + aAb] 2
pa + pA

sé(p.q) =

(B-b) [paB +(q-p)AB +§Ab] - (qB+3b) (AB-Ab)

paB2 + (q—p)AB2 + QAbB - pabB -

]
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-(q-p)AbB - ﬁAbe - qA32 +qAbB-gAbB +§Ab2
= - pB(A-a)(B-b),
tako da je S(p,q) < S(p,p).

Ostaje jos da se odredi najveda vrednost funkcije

S(p,p) = , m =

(p+pm) (pn+p) A B
pn + pm a .

IzraCunajmo izvod

(pn+pm)2s*(p,p)

[(l-m)(pn+§) + (p+§m)(n-1)] (pn+pm) -

. ovm

- (p+pm) (pn+p) (n-m)

= p2n2 + ppn - pzmn2 - ppmn + p2n - p2n +
+ppmn -ppmn +ppmn +§2m - pﬁmzn - §2m2 +
+ppmn -ppm + 52m2n - §2m2 —p2n2 -ppn -

-pﬁmn2 -Ezmn +p2mn +ppm +p§m2n +52m2

- p2n(m-l)(n-1) + pm(m-1) (n-1).

Dakle, funkcional S(p,p) ima najvedu vrednost kada je

p Vm Vb
5  Va VeB '
pa Je time ' .
Vi _ VaB VBa
P Vio+Vas ' 7 Vio +VaB  VBa +Vor

Za funkcije odredene tim parametrom funkcional R dostizZe

maksimum




2.10
5 ) [ Ab + AV__][BVEE + b aB] Vab + VaB
PP T Vi + VeB) 2 aBVAB + AbVaE
: [mm]? o

Rk

Donja granica se odreduje slicno.

Nejednakost J. Karamate, tj., njen diskretni analo-
gon, je sadriana kao poseban slucaj u opS8toj nejednakos-
ti datoj u tacki 2.7.

2.11. KY FANOVA NEJEDNAKOST, OBRAT I SRODNE NEJED-
NAKOSTI.

TEOREMA A. [ Ky Fen, 1961.,[BEC5] |.  Ako je

ngigé z i1i=1,...,n, tada

[!LI X5 i;ll(l-xi)

i=l

- S
[étx ]n [ (1-x )ln
{3 i {= i

(1)

118

sa jednakoddéu ako i samo ako su svi Xy medusobno jednaki.

Dok a z. Nejednakost (1) se moZe napisati u obliku

e 3 s n
f(x) = rj;!. l'Ii < [ ] ’

gde je x = (xl,...,xn), 8 = Xy + ... + Xp. Time je od

den funkcional. Neka je

X = {(yl,...,yn) \ Ogyigé,izl,..,n, .Zyi= S

re-
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xi+xj Xi+Xj

= (xlgo-o, 2 g ooy

—_E—_"‘°’xn)

i,j=1,.e.,n. Tada se zahtev monotonosti
f(x) € f(Fij(x))

svodi na

ili

Sto je ispunjeno. Funkcional f(x) na kompaktu X dostiZe
maksimum u zajednickoj nepokretnoj tacki svih preslikavanja

Flj ’ Xo = ( I§1’ sceey I§1 ).

MoZe se obrazovati i niz sukcesivnih aproksimacija

£(x)  £(F15(x)) < F(Fyy(Fi5(x))) < vvn < £(x°) =
[ L
' =)

i=11
Ne jednakost (1) se moZe dokazati i direktnom i obrnu-

Siw

1
Sia

tom indukcijom, kao i primenom Jensenove nejdnakosti na

funkeciju Yy = 1n X .

l - x
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TEOREMA B. [Alzer Horst, 1989., A converse of Ky
Fan’s inequality, Math. Repts. Acad. Sci. Can. 11,

RZ89-7B3 ].
Ako je aiGE(O,l) , i=1,...,n, tada vazi obrat

nejednakosti K. Fana s
1

S e, n S,
(2) = <I ] [—83—] =t
i =1

X l-2.
i=1

Do k az. Neka je s =8 + ... +a ,

n

. n
X = {X=(X1,...,Xn)| 0 <Xi <1, i=1’o.’n, izlxi = 8 Y

funkcional na X

i
L 1%
i s
f(x) = rn][ }
1=1117%4
i S
n ai]s
Pry = | | [ =
k2 1=1,14k,2 L1781

Neka je

y(x) = f(alyoo-oai_lvx'0'~iiyaj+ls°-ovan)9

x €(0,1), xe€(0,1), x + X = &y + 85.

Nejpre, za funkcije oblika 2z = u¥ je 1n z = v lnu,

tako da je njen izvod
(3) 2z’ =u' [v’lnu +v-u§-].

Primenjujuéi formulu (3) za logaritamsko diferenciranje fun-

kcija dobija se
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1 g x 1 X Z
N 1 I e EAE
ij 1- 1-x (1-x) x 1-Xx
X, _ X - -
. [ x ]s [ x_|8 1, x_, I -i . 1:x
1-x 1-x 1-x % (1-%) x
1 X, _ X -
=-[L]S[L_]s m X o E L L oL,
8 {1-x 1-x l-x 1-x 1-x l-x
- . X 1 1
Ako je x ¢ X, onda je > X i -
N 1= S 13 1-x Y1-%

tako da y(x) ime najvedu vrednost za x = X = % (a4 + aj).
Time je utvrdeno da je preslikavanje

Fij(al’""ai""’aj""’an) =

8. +8 a,+8
= (alyoou,'_i'z_igooo,%—'l,ooc,an)

monotono nerastuée u odnosu na funkcional f
f(a) > f(Fij(a) ).

Zajednidka nepokretna tadka preslikavanja Fij’ za sve
i,j =1,...4n, je vektor s jednakim koordinatama al =
= ( %, cee 9 % ), za koji funkcional f dostiZe minimum
1 n
n g ]n s n
f(a) > £(a°%) = 1 sl = =
1=1|* ~ & 1-3a
n
2. 84

1=

;g;(l—ai)
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More se formirati beskonadni niz sukcesivnih aproksi-
macija koji interpolira vrednosti f(a) 1 £(a%).

TEOREMA C. [M.S. KLAMKIN, D.J. NEWMAN, 1970.,
KLAMKIN, 1975., MARS7].

Ako je n

Ii> O, i=1l,...,n 1 gli=1,

tada

ﬁmix ke ﬁ—l—:ﬁ>< )2
n+l)", n-1 ’
31 X4 7 il X4 7

1l+x
i n+ljin
> 23] "

1=1 l-xi n-1

D o k a z poslednje nejednakosti., Neka je

n n
X = { y=(y1....,yn)| yi> 0, i=1,..,n, gyi = Exi

i funkcional n

l1+y4
£(y) = | | .
l-yi

i=1

Preslikavanja odredimo kao u prethodnim teoremama

Fij(xl,oo-gz:i,occh'jgtoo,xn) =

X +xa- X +XJ
= (xl’...' 12 12 ""!xn)

i,j =1,...,0. Takva preslikavanja su monotono nerastuda
u odnosu na funkcional f
£(x) > £(Fg(x)).

Da bi se proverila monotonost odredimo minimum funkcije

Univerzitet u Beogradi
Prirodno-matematicki fakultet!

MATEMATICKI FAKULTET
BIBLIOTEKA

Broj . Datm....... o
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1+x  1+X

l1-x 1-x

y(x) =

Njen izvod je “
2 1+X 1l4x 2

yi(x) = -
(1-x)¢ 1-% 1-x (1-x)2
2(x%-%%)
oy )
(1-x)2(1-%)2
: _ XX
tako da y(x) ima najmanju vrednost za X = X = ___5_1-°

Zajednicka nepokretna tacka preslikavanja Fij’ i,j=1,..,n,

je vektor sa jednakim koordinatama. Jedino za vektor sa
koordinatama % vazi jednakost. Dokaz se zavrsava time da

niz sukcesivnih aproksimacija konvergira zajednickoj nepok-

retnoj tadki preslikavanja, ili uodavanjem zatvorenog pod-
skupa domena X.

2.12, MUIRHEADOVA LEMA. Poznata Muirheadova lema Jje
u teoriji majoracije jedno od osnovnih tvrdenja. Originalna
lema se odnosi na vektore sa celobrojnim koordinatama :
vektor x, takav da je x < y, moZe se dobiti od vektora y
uzastopnom primenom konaénog broja T - transformacija .
Hardy, Littlewood i Polya [MAR29] su dokazaliovu lemu za vek-
tore s proizvoljnim realnim koordinatama tako da iz samog
dokaza sledi da se vektor x moZe dobiti primenom ne vise
od n-1 T - transformacija.

Iz dokaza datog u ovoj tadki dobija se jedna varijanta
ove leme : Vektor x se moze dobiti od vektora y (>x )
uzastopnom primenom konaénog broja T - transformacija iz
skupa koji ima n-1 transformaciju ( Sto je posledica do-
kaza koji su dali Hardy i dr. ) - pri tome skup transfor-
macija koje se koriste ne zavisi od vektora y. Drugim
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reéima, dovoljna je n-1 T - transformacija ¢ijom se
uzastopnom primenom od svakog vektora y , 28 koji Je
y > x, moZe dobiti u konacno koraka nekonstantni vektor

X
Matrica T-transformacije ( termin Muirheada ) ima

oblik
T = Al + (1-2)Q,

gde je 0g¢Aagl 1 Q - matrica permutacije koja se od
jedinidne matrice I dobija zamenom mesta dve vrste ili

dve kolone. T-transformacija je

XT = (Il, e e e ’xj“l, 2XJ+(1-2)xk!xj+1,‘ LR

""xk-l’axk+(l'2)xj’xk+l’""Xn)

(Xl, e e ’Xj+‘d’ L) ,Xk-d, ) o,xn)o

U lemi se pojavljuje relacija majoracije, ¢iji ter-
min i oznaku su uveli Hardy i dr. navedenih godina. Uz
oznaku X ) PIRER > X(n) ze nerastuéu permutaciju vek-

tora x, relacija x<y vazi ako je

k .

fg Xa] S gym, k = 1,...,n-1,
n

i%"[1] = 2. e

2.12.1. LEMA. [R.F. Muirhead, 1903., G.H. Hardy, J.E.
Littlewood, G. Pélya, 1934.,1952.]

Ako je x <y, tada se vektor x moZe dobiti od
vektora Yy uzastopnom primenom konaénog broja T - trans-
formaci ja.

Doka z. Bez ogranidenja op3tosti moZe se pretpos-



2.12 : 125

taviti da je X2 cee = X i Y12 eee 2 Ypo Neka je

X = {z I 29> eee22p zl+...+zn=xl+...+xn}
prostor i preslikavanja

x 4
Fi(y) = (yl,o-o’yi-d,yi+l+d,ooo,yn) = y ]

Iy :
d = min{..i_ai.’-_l’ di], i= 1,...,11-1.

Pri tome Je

za Yy: ¥y, - X =dy >0, zay’: d] =4,
Yyte ¥4 17Xy Xyy = d; 120 4y =444
yl+o¢+yi - Xl"...—xi = di } O di' = di"‘d
Yyte o t¥q 1 Xy=eee=Xy,q = 43,920 diya = din
y1+ooo+yn-xl"oooo"xn = dn = O dr’1 = 0 .

Time je postignuta monotonost koordinata vektora ¥y’
Y312 Y3742 Vit > V5.0
kao i saglasnost preslikavanja FJ; s poretkom
y > FI(y) > x,
8to se neposredno proverava.

Neka je funkcional na prostoru X
n
*(y) = 2_ 4.
i=1

Tako su preslikavanje FJ; monotono nerastuéa u odnosu na

funkcional fx
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£ (y) > £(F(Y).

Niz preslikavanja u kome se svako od preslikavanja
Fi,...,F;_l javlja beskonadno puta generiSe niz vektora

koji konvergira zajednicko] nepokretnoj tadki - vektoru

y® = (y3s...,¥,). Najpre je

d(y,F?(y) d(yvy’) = \/(yl"yl)z + ... ¢t (yi_l"yi_l)z +

2

2
¢ (3gy @ (g, Y 70T+l pYy)

2 + a2 - V2 a
V2 [ £ - RN ]

tako da , prema [BJE22] niz sukcesivnih aproksimacija

( y(i) ) dobijen primenom preslikavanja Fi yeoany F§~1
brzo konvergira

+00

izl a(y ) 3y Cheo

Pokazimo da je y° = x. Z2a svaku nepokretnu tadku ,

konkretno za nepokretnu tacku y° preslikavanja Fi ,

i=1,...,n-1, vazi
o _ O . _ .0 o . _ _y =
(1) Yy =Yia 111 4y = ¥] teee *¥4 "Xy Teee Xy < 0.

1 5 SeeeT dn = 0, onda je yo = X, Ako se

pretpostavi da je d1 = eee = dk—l =0 1 dk:> 0 , tada

Ako je 44 = d

je
-"'3 = Xy eee yﬁ-l = Xyp-1 ﬁi > Xy s

pa je na osnovu (1) yi =z y§+] . Sada je
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g = G + Vi ~ Fie1 > I Vg T Ty = 24, 1td
Nastavljajuéi postupak dolazi se do kontradikcije

0 <dk <dk+l <o¢¢ <dn=oo

Poka?imo da se vektor x moZe dobiti primenom konadnog
broja T - transformacija. Konstantni i minimalni vektor

Xy cee = X BE€ lako moZe dobiti iz vektora y pomodu

najvise n-1 T - transformacija. Za ovaj vektor, uz y # x
i n >2, svaki niz, dobijen primenom svih preslikavanja

F? beskonadno puta, ima beskonano medusobno razliditih
¢lanova,

Pretpostavimo da vektor x nema sve medusobno jednake
koordinate. Primenimo metod matematidke indukcije i iz pret-
postavke da je tvrdenje taéno za sve k ¢ n, pokaiimo da
je tadno za n. Ako u nizu sukcesivnih aproksimacija

y >y(1)>' y(2)>’ eee > X

bar za jedno preslikavanje F? , koje se primenjuje na vek-

tor y(k), vazi
(k) (k)
Yi ~ ~ Y441 (k) (k)

onda je d§k+l) = 0. Zato se vektori 'x i y(k+1) mogu
razbiti na podvektore

ul = (Xl,...,xi), uz = (Ii+l,...,xn),

k
Vl = (y£k+1)’°-9y§k+l))’ V2 = (y§+11)'."y£k+l))’

. v k3 u . R
za koje vaZe odnosi Vy>u; 1 V5 >Uj
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Prema indukcijskoj pretpostavci, postoje konaéni nizovi
vektora dobijeni primenom T - transformacije kojima se
vektori v, i A transformisu redom u vektore u, i Uy

Tim transformacijama su jednovremeno odredene i transfor=-
(k+1)

maclje yextora y u vektor x.

Ako dik) nijednom nije minimum u (2), tada niz

( y(k) ) konvergira vektoru sa medusobno jednakim koordi-
natema, 8to je suprotno pretpostavci.

Kao posledica ovog dokaza moze se formulisati slededa
varijanta Muirheadove leme.

LEMA A, Ako Jje x <y, tada se X moZze dobiti iz Yy
uzastopnom primenom konacno puta najvife n-1 razliéitih
T - transformacija koje ne zavise od Y.

Sledeéa formulacija je odredenija.

Neka je

12 x12> )xin 111 xll]) x[2]>...;x[n]

i
%(={y |x<y}.

Tada, nekonstantni vektor x se moze dobiti od ma

X4

kog vektora Yy € Mx uzastopnom primenom konalnog broja

T - transformacija parova koordinata
(3) (11485)s (ipeig)y eee s (i _qaip)

ili ([1]’[2])’ ([2],[3]), css » ([n-l],[n])-

Ako je x konstantan vektor, tada se za n = 2 vek-
tor X mo%e dobiti jednom primenom jedine ( neidentidne )
T - transformacije.
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Ako je n>2 i y #x, tada se vektor x moze
dobiti jedino uzastopnom primenom T - transformacija iz
skupa (3) Dbeskonadno puta - vektor x je granica niza
sukcesivnih aproksimacija.

2.12.2. TEOREMA. [R.F. Muirhead, 1903., G.H. Hardy,
J.E. Littlewood, G. P8lya, 1934., 1952., MAR97]

Neka je y; > O (i-=1,2y0..,0n ) 1 & < b, tada

a a a b b b

1 2 n 1 2 n
(4) :E:yp(1> Yp(2) ** Yp(n) § ZE:yp<1) Yp(2)**Yp(n)’

P P

gde se sumiranje vrSi po svim permutacijama niza 1l,...,n.

Dokaz. Prema Muirheadovoj lemi, postoji konalan
niz vektora dobijen T - transformacijama za koji Je

a < a(l)—< a(2)< cee <X b,

Neka Jje a a a
1 2 n
fa) = ) ¥p(1) Yp(2) *+ V()
P
i
a(l) = (al,oon,ai"‘d,.o.’aj-d,..o’an), 8.1> aj °

Da bi se dokazala nejednakost (4) dovoljno je wutvrditi
da su T - transformacije monotono neopadajuée u odnosu
na funkcional f

£(a) < £(a'1)),

Sume f(a) 1 f(a(l)) se mogu razbiti na pojedinadne sume
diji faktori obrazuju nejednakost

. . . . .+d a.-d ,a;+d a.-d
(5) 83 85 8; 83 8i+C¢ 25 i b
Yy Y1 ¢t Y1 Yk < A% Y1 + yl Y ’
faktori uz levu i desnu stranu (5) su jednaki - to je suma
proizvoda po permutacijama ostalih brojeva.
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a.+ a. a. - a.
Ako je s = __15__1 , € = u_i_g__l., onda (5) postaje
g+e_g-e s+e_8g-e s+e+d_s-e-d s+e+d_s-e-d

Yy Y7 tV Yk (Y N1 * X ’

e +d e +4d

vel® (%] [% A
-_— + | — { —_— + | — ,
Y1 Yk 51 Yk
Ostaje da se proveri da je funkcija g(t) = ct + c-t mo-

notono rastuéa. Njen izvod Je

g (t) = ctine + ( % )tln

(o] § ol

= 1lnc [cx + c-x] 2 0.

Dobijeni dokaz je slidan originalnom dokazu Muirheada
[MaR121].

2.13. NEJEDNAKOST HARDY - LITTLEWOOD - POLYA - KARA-
MATA I MERA RASEJANOSTI SKUPA.

Pored dokaze poznate nejednakosti u ovoj tadki je data
i mera rasejanosti skupa brojeva koja je saglasna sa rela -
cijom majoracije.

2.13.1. TEOREMA. [G.H. Hardy, J.E. Littlewood, G. P6-
lya, 1929., J. Karamats, 1932. BEC30, MIT164]

Neka je x = (xly...,xn), y = (yl,...,yn) i x >y.
Tada, za svaku konveksnu funkciju f vazi

£xy) + £xy) + oe0 ¥ £(x,) 2

(1)
pJ f(yl) + f(y2) + eeo + f(yn).

Dok az. Neka je prostor

IMy = { X l X >y }
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i funkcional
g(x) = f(xl) + f(xz)’+ cee + f(xn).

Kako je x >y, prema Muirheadovoj lemi, postoji kona-
¢an niz vektora dobijen T - transformacijama za koji je

»

X>X'>xl > e >'yo

Saglasnost funkcionala g(x) i preslikavanja T - trans-

formacije
g(x) > g(xT),

tj.
f(xl) + f(xz) + ee. + f(xn) >

p-2 f(_xi) + f(xz') + eee + f(xI;)
se gvodi na elementarno svojstvo konveksne funkcije

f(xi) + f(xj) > f(xi-d) + f(xj+d),

x x
uz npr. Xy Xy i time O d (—j————i—.

2.13.2, Ovde uvedena jednostavna mera rasejanosti ,
razbacanosti skupa ima vazno svojstvo saglasnosti sa ure-
denjem majoracije.

TEOREMA. Neka je x (xl,...,xn) i y-= (yl,...,yn)

i x<y , tada je

n n
@ 1%_;1 =4 - 5 <1§1|"1 -9l -

Do k az, Ako je

g(t)

n
; |""‘1|'

onda se funkcional f moZe predstaviti u obliku

FOOY = 200 -0+ 3 (xn)
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Pokazimo da je funkcija g(t) konveksna

a+b
2

2 gl ) < g(a) + g(b).

Ako Je Xy g8 <b 1li x4 > b, tada

b
2 rg%— - xi| = |a-x;| + Ib—xi|,

dok za a <Xx; < b vazi

a+b

2 - - xi|'< |a-xi| + lb—xi| .

Kao zbir konveksnih funkcija, funkcija g je konveksna.
Sada nejednakost (2) sledi na osnovu nejednakosti Hardy-
- Littlewood - Pélya - Karamata (1).

Napomenimo da se nejednakost (2) moze izvestl i iz

Muirheadove leme.

U [BJE99] je dokazana teorema :

Neka je
X = (Il,...,xn) € Rn,
>
1(x) = X -X .
psygq=1 % ql
p<4q
x’ = (%(xl+x2),%(xz+x3),...,%(xn+x1).
Tada je
(2) 1(x) - 1(x") ;;max{rxp - qu,p,q=1,...,n}.

Ova ocena se dostizZe.
Poredenje (2) i (3) navodi na pretpostavku da je
1 1 , 1
( §(x1+x2), §(x2+x3), cee s §(xn+x1) ) <

< ( Xq1Xps eee 9 Xp ).



2.14. NEJEDNAKOST CEBISEVA I HARDY - LITTLEWOOD -
- POLYA

2.14.1. TEOREMA. [P.L. CebiZev, 1882., MIT36]
Ako su a = (8y,...,8) 1 b= (bl""*bn) konadéni
ekvimonotoni nizovi
a; <8, ... <8

ili
8y > 8y,> «-0 28, 1 D3> by> cee 2D
tada

(1) [% ili] [;1 iﬁ;bi] <

sa jednako3déu ako i samo ako je

=1 1
O
I

o

et

o’
[

(2) 8.1 L a2 = see = an ili bl = b = eee = b .

Doka z. Neka je funkcional
f(a,b) = aby + asby, + ... + &b,

prostor
x = (Xl,...,xn) ‘ X1+...+Xn = &1+...+&n

i preslikavanje

X +X .
1+X X, +X

FiJ(X) = (xlgnoo'xi_lp 2 ,.oo,xj_lg—ig—l.oochn),

i,j = 1,24...,n. Tada su preslikavanja Fij mono tono

nerastuéa u odnosu na funkcional f
f(a,b) > f(Fij(a),b),

tj. a,+8.
e S |
aibi + a.jbj P> 5 (bi+bj),
8to daje
( ay - aj ) ( bi - bj ) > 0.
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Funkcional f najmanju vrednost dostize u zajednic-
koj nepokretnoj tafki preslikavanja Fij’ to je konstant-

ni vektor o _ _ _
a” = (8,...,8), a =

S

(al+...+an).

Niz preslikavanja Fij u kome se svaki par indeksa javlja
beskonadno puta daje niz sukcesivnih aproksimacija koji
konvergirs nepokretnoj tafki

(3) £(a,b) > £la’yb) > ...»F(a°%,b) = Fa(by+..+d) = &6 .

Jednakost u (1) odnosno (3) vaZi ako i samo ako je
f(a,b) = f(Fij(a),b) za sva preslikavanja i time

(4) ay = 8y ili by = bj’ za sve 1,j=1,...,n.

Pokazimo da su uslovi (2) i (4) ekvivalentni. Za n =2
iz uslova (4) sledi uslov (2). Neka je n » 3 1 neka svi
84 qyo i svi bi , nisu medusobno jednaki. Dakle, ako

je a4 # 8y i bj # b, » prema (4) tada je Dby = bj i

aj = 8. Odatle dalje sledi 8y # ay i by # by kontra-
dikcija sa (4).

Dokaz se mo¥e izvesti i polazedi od nejednakosti
f(a,b) 2 f(Fij(a),Fij(b)).

2.14.2. TEOREMA. [G.H. Hardy, J.E. Littlewood, G.
Pélya, 1934., HAR314]

b ) i

Nek& je a = (allpcoc,an) Py b = (bl,..., n

a[1]> 3[2] > eee 2 B1n] preureden niz a. Tada je

iaibi < zria[i]b[i] .

i=1 i=1

(5) Ert:&"[i] b[n—:i+1] <

i=1
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Do kaz., Neka je funkcional
n
f(a,b) = > ab
i i=1 i i
i preslikavanje
Tij(a) = (algooogaj'oooA,ai,ooo.an)

i,j =1,2eeeyn, 1 <J transpozicija.
Za drugu nejednakost (5) preslikavanja
Fij(a’b) = (a’,b")

odredimo formulama

&y by > bj tada a’= 8, b= b
© 8y <&y b, < bJ 2= Tij(a)' b= Tij(b)
ay > aj,' bi < bj a’= a, b’= Tij(b)
8y < 8y by 2 bj a’= Tij(a)’ b’= b .,

U prva dva sludaja formula (6) jJe
f(a!b) = f(Fij (aQb) ) ]

‘a u druga dva odnos
f(a,b) < f(Fij(a yb)),
je ekvivalentan sa
j g aibj + ajbi R
( by J)go.

ibi + aJ

b
(ai-a)

114

Preslikavanja Fij ureduju nizove smanjujuéi broj in-

verzija. Posle konadno korakas dobija se zajednifka nepokret-
na tadka preslikavanja - dva monotono rastuéa niza,

Prva nejednakost u (5) se dokazuje sliéno.
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2.15. MARKOVICEVA NEJEDNAKOST.

? D. Markovié, 1958., [VASlOB] je dao uopsStenje

Nejednakcsti M. Petrovica.

TEOREMA A. Ako je funkcija f predstavljena redom

= i
f(x) = asx
i=0

giji je polupreénik konvergencije & i
By =8y = -ee =8y =00 8> 00 By >0

( k >1, 1 = 1,2,... ), tada vazZi nejednakost

n - kK K
(1) 2 flxy) (f j{ixi + (n-1)f(0),
i=1 i=

k
. . . k
gde je Xy e[b,a), i=1,2,..,0, \’x¥ +oee. + X é[O,a) .

Doka2z. Neka je funkcional

?(Xl,...,xn) = Eg; f(xi)

K % | N
Fi(xl'.no'xi,oag'xn) = ( Il+Ii,...,o,--.,Xn)

i preslikavanje

(i=2,...,n ) na skupu n-torki. Tada je preslikavanje

F mono tono neopadajudée u odnosu na funkcional ¢

i
(2) ?(xl,...,xn) < Q(Fi(xl,...,xn)).

Nejednakost (2) sledi iz

2 a_ =2 s&a
(o] [o]

J J k k] i/k
ay x{ + 85 Xj 8y [xl + X

5to je posledica konveksnosti funkcije y(x) = xJ/k (i >2k).
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U zajednickoj nepokretnoj talki preslikavanja Fs
dostiZ+ se najvela vrednost funkcionela

[k
S| k _k
‘e(xl,...,xn) < \"L\/xlﬂtz, O,x3,...,xn] < -

[k
{ A4 L\/x}{ +oaot xg, Oyeeey O]

k
= f[\/x% oot xg }+ (n-1)f(0).

Dal je generalizacije su dali P.M. Vasid, 1968. i
J.D. Kedkié i I.B. lackovié, 1970.,[MIT358].

TEOREMA B. Neka je f dva puta diferencijabilna
funkcija na [0,a) i neka na tom intervalu zadovoljava

sledeéu diferencijalnu nejednacinu

x £77(x) - (xk-1) £°(x) > O,

gde je k realan broj razlicit od nule. Tada je

k/_k k
| Xy teeet X, f(xl) 4 ee. + f(xn)
(4) 4 \/ - < — ‘ <

f[ﬁ/;ﬁ oot xi] + (n=-1)f(0)
< ,

n

za

Doka z. Neka je funkcional
CiX yeeyx ) = £x) + .00+ £x)

i preslikavanja , za i = 2,3,...,0 ,

k
/ k _k
Fi(xl,...,xi,...,xn) = ( Vx1+xi,...,0,...,xn)

137

k
Xy € [O,a) ( i=1,...,n) i \/111( + eee + xg € [O,a).



2.15 ' 118

k k =4+

‘Xk+Xk
1 .
,coo’\/ 2l,l0,xn)0

Tada je ispunjen zahtev monotonosti tj. saglasnosti pres-

Gi(xl’...,xi’..']Ln) = (

likavanja i funkcionala
N (NI N) RTEPPRRRL N <[Py (xyreeerny)]
( Radi jednostavnosti Y(xl,...,xn) ne razlikujemo od

?((xl,...,xn)). }y za funkciju
1 1

sx) = £(x5) « £((s=00K), xe[0,9), s=xiaxf e [0,a°),100
Je 1 1 1 1
= -1 = z-1
k y'(x) = £ (x¥) xX - £ ((s=x)5) K
1 25 1 1_5
K2 yo(x) = £70(x) x¥ s £7(x5) (1-k) x5 +
1 2 _» 1 1_>5
+ £ ((s=)5) (s=x)K T 4 £7((s-x)K(1-k) (s=x)K
1_o» 1 1 1
- xk [ <k £77(2K) - (k-1) £oGxBY |+
1 _5 1 1 1
+ (s-x)K {(s-x)kf"((s-x)k) - (k=1 ((s-x)K)].

1/k € [0,a), na osnovu (3)

Kako je xl/ke[O,&) i (s-x)
sledi da je vy °(x) » O, tako da y(x) ima najmanju vred-

nost za X = i najveéu za x =0 (x=38).

N

U zajednickim nepokretnim tadkama preslikavanja Gi ,
odnosno Fi , funkcional ¥ dostize najmanju, odn. najvedu

vrednost.
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NAPOMENA. Pretpostavka da je k > O nije data u
‘eoremi, a koriScena je u dokazu. Neophcinost pretpos -
tavke sledi iz suprotnog primera k =-1 i y = x. Pozi-

tivna vrednost za k moZe biti pretpostavljena u oznaci

VA

2.16. UOPSTENJE BERNOULLIEVE NEJEDNAKOSTI.
Poznata nejednakost
(1 +x)%>1 + nx
se moze uopStiti [MIT35]
(1) (T4xy) e (T4x ) 21 + X3 + oon + X
Dovoljno je polaznu nejednakost napisati u obliku

(1+x) voee (14x) > 1 + X 4+ ... + X,

=
§to vodi uopsSenju (1) ne koje se veé moze lako primeniti pos-
tupak nepokretne tacdke.

Slededa nejednakost interpolira Bernoullievu, a sadrzi
i nejednakost (1). U dokazu se pojavljuje i jednostavna
nejednakost (3). U drugoj teoremi se daju slabiji uslovi za
vazenje nejednakosti (1).

TEOREMA A. Neka su Xy > -1, i=1,...,n s8svi istog
znaka i
S
x =2 (X + .00 +X ).

n
Tada je

(2) (1+x)™ 3 (14x) ... (+x ) > 1 + nx ,
jednakost vazi ako i same ako Jje X, = ... = X .

1 n

Do k a z. Prva nejednakost u (2)
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n
1+x1 + oo + 1+xn S \ﬂhxl) (1+xn)
n

je odnos aritmetidke i geometrijske sredine.

Druga nejednakost, za sludaj x; > O, posle mnozenja

postaje ocigledna. Neka je -1 <X, < 0 i Yy = 1+ x4,
tada (2) postaje
Yy eee Yo ) 1+ yl—l + eee + yn-l
ili
(3) Yyt oeee v ¥ {n=1 + ¥y «ee Yy 0 < ¥;<

Neka je funkcional

f(yll""yn) = yl Foeeot yn - yl e e yn
i preslikavanja
Fi(yl""yi"”yn) = (yls-oylt"vyn)v
(1=1,...,n ). Ta preslikavanja su saglasna s funkciona-

lom - monotono su neopadajuéa
£(yqseees¥y) SR,

jer Je

yl+..+yi+o.+yn - yloc-yi_lyiyi+laooyn <

=

< yl+“+yi—1+l+yi+l+"+yn - yl"yi—llyi+1"yn
ili 7
i+ (L=yI¥yee¥i ¥ ¥y <91 1 V= L
Time je
£(¥qreees¥y) < f(l.yz,..,yn) gf(l,l,yj,..,yn) <

{eeee K f(1,...,1) = n - 1.

Sledeée tvrdenje prodiruje uslove za vazenje nejedna-
kosti (1).
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TEOREMA B. Neka su svi brojevi x5 (1i=1,400yn)

istog znaka. Ako su brojevi negativni, neka postoji

podskup skupa indeksa I ¢ {1,...,n} sa 1 1ili 2k
( k =0,1,2,... ) elemenata, takav da je

xg <=1, i€l 1 xyy -1, j#L.

Tada je

.g (1+x) ... (1+x ) > 1 + Xp 4 eee + X,

jednakost vazi ako 1 samo ako je n = 1.

Dokaz., Neka je I ={1}. Tada je

_% (1+xz) e (1+xn) < (1+x)n-}

O

3 X, + + X

: _ 2 e o n

< * = n -1 ’

%i po8to proizvod nenegativnih brojeva, uz stalan zbir, 1ima
j%f najveéu vrednost kada su ti brojevi jednaki. Time je
& (@ (L4xy) (14xy) e (14x ) > (Laxy) (Lax)™L,

~§ Iz nejednakosti |

y n-1

3 (1+x) [+0™ 1o 1] 30 > (n-1)x

&  sledi

- (5) (1+x) (L+0)™71 > 1+ x; + (n-1)x.
= Iz (4) i (5) proizlazi

(14x1) (T4x5) woa(Tax) 2 1 + Xy X5 +eoot X

Neka je I = {1,...,2k}, k31, tada je

(14x) oo (Qaxy) (Taxyy 1) oo (L4x)) > 0 >

2 (1 +xq +o0 #x5 ) (L4x,, 1) oee (L4x))

21 +x+ 00004 Xop * Xogal F oo X s
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gde poslednja nejednakost sledi iz prethodno razmotrenog
slucaja.

Nisu ispitani sludajevi s 3,5,... brojeva manjih
Od -10

2,17, CIKLICNA NEJEDNAKOST.

TEOREMA.  A. Zulauf, 1958.,[MIT134]
Vazi slede& nejednakost

X X X

1 2 n-1 n

1 < + + oo + + < I’l—l 'Y
Xl + X2 X2 +X3 xn_1+xn Xn + Xl

gde SU  Xq,e..9Xy (n»3 ) nenegativni brojevi i svi
imenioci pozitivni.
D o k a z, Funkcije

& X

y(x) =z txer X2 0, a,c #0
ima izvod > >
yo(x) = c(x+8)° - a(x+c)

(x+a)2(x+c)2
i ekstremne vrednosti za
x + 8 VVEL 6. x = Vae.
c
Ako je ax»c , onda je y(Vac) =__2_\f—q__ najveda , a
| Va +Vo

y(0) = 1 najmanja vrednost. Za &a ¢ vazi obrnuto.

Neka je funkcional

X X
1 n

Xq+X o X, +Xq

f(xl,...,xn) =

i preslikavanja

Fi(xlv'-vxivo'vxn> = (xl""vxi—lxi+1""xn)' i=2,..,0.



Gornja granica. Ako je x; = 0, tada je
f(xl,...,xn) < n-1, pri Ce¢ru jednakost ne mozZe da nastupi.

Sem toga, ako za neko i vazi Xi1 < X4 0 onda je
f(x10'°’xi!'0’xn} <f(xlyao,0,oagxn) <n“1.

Pretpostavimo da je Xi_9 > Xi4 28 8ve i=2,..,n-1.
Ako je n = 2m+l , onds je
Xy > X3 e > Xons1r Xo > Xp» - 2> Xon
i time
f(xl,...,x2m+l) gf(xl,vxlx3,x3,...,12m+1) €ree €
<f(xl,\/xlx3,x3,\/x315,x5,...,12m+1) '
poslednji niz je monotono nerastuéi. Ako je n = 2m, onda

je
(1) f(xl,...,xzm) <

< T(x XX g9 X g0 eee 'xzm-3'\f"2m-3"2m-1-"2m-1'xzm) .

Za X, 1 » Xop poslednji niz je nerastuéi. Ako je

Xom-1 € *¥om <Vx2m_312m_1 , onda se veda vrednost u (1)

moZe majorisati sa

f.(xl""*szm-3"2m-1'VV12m-3"2m-1 Xom ¢ Xom)
vrednoséu za nerastuéi niz, Najzad, ako je' Xom 2
>V§2m-312m-1 moZe se \/x2m-312m-1 zameniti sa O.

> 0. Pros-

Ostaje da se ispita sluéa] X122 oo p X,

tor
72 = {(xl,zz,...,zn_l,xn)|xl> Zo) + )2 2 Xp zieR].
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je kompaktan i funkcional £(x) na prostoru Z dostize
meksimum, Taj maksimur moZe biti jedino u zajednicko]

nepokretnoj tacki preslikavanja FoseeerFy e Ta taCka

je geometrijska progresija
(0] n-
X = (Xl,xlq,...,xlq

Niz preslikavanja F F2,... odreduje niz

2,0-0'Fn-1,

sukcesivnih aproksimacija

X, F2(x), FB(F2(X)), ces

koji konvergira ka x° za koji je

f(xl""’xn) g f(FE(Xlgoo.,xn) g... <f(xo) = h(Q).

Sada je
xq X419 x qn-1
h(q) = + + oeee + =
X, +X1q X,4+X¢q X9 +X4
- n - 1 . qn-l
l + g 1 4+ qn-l '
i
n=-2
h’(q) = = __"1 + (n-l)q
(1+q)2 (1+q%)2
= (n-1) (l+q)2qn‘2 - (1+qn-1)2
(1+q)2(1+q" 1) 2

(n-l) (l-qn)(qn-2—1)
(1+q)2(1+qn-1)2
Kako je h7(q) < O, dobija se

h(q) < 1im h(q) =n - 1.
J—»0
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Donja granica. Vazi isti dokaz, uz promenu smera
ejednakosti i q— +to , Sto daje ocenu 1.

tada Je

% 2.18. WIRTINGEROVA NEJEDNAKOST.

© - .
o Nejednakost W. Wirtinger, 1916., E. Almanski,
g 1905., [BEC177] je interpolirana u dokazu.

© TEOREMA. Ako uf(t) ima periodu 27 i

>

= 20

h

i [ u(rat = o,

> o

[=

)

2 2w
u(v)]%at g § [umv)] “at,
: o

|

sa strogom nejednako3cu, izuzev za

(¢

u(t) = cq cost + c5 sint.

D o k a z. Funkcija u(t) se moze razviti u Fourierov

red

+00
u(t) = ;;;[akcoskt + bksinkt].

Ne jednakost je dovoljno dokazati za konacdne trigonometrijske

sume

n
v(it) = (z [akcoskt + bksinkt]

= (al’bl’oao’an’bn)(t)

Neka je funkcional

Virtual Library of Faculty of Mathematics

o
t) = 7 [vr92 - vw)?]as
o
i preslikavanja
Fi(v) = (85,000,0) 150,0,8, 14000, bp)

= W, k=1,...,n.
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Sada je
2 2
f(v) = S [( -kaksinkt + kbkcoskt +w )¢ -
0
. 2
- ( akcoskt + bksmkt + W ) ] dt
2
= 3 [kzaisinzkt + kzbicoszkt + w'2 -
0
2 . . ’
- 2k akbk31nktcoskt - 2kaK51nktw +
+ 2kbkcosktw' -aicoszkt - bisinzkt -
- we - 2a, b, cosktsinkt - 28, cosktw -
- 2b, sinkt w ] dt .
Kako je
2
j coskt sinkt dt = O,
(0]
2
J coskt sinit dt = O, k £ 1
(0]
2
J coskt cosit dt = O, k # 1,
0
to je
2 2 2. ¢ 2
£(v) = f(w) + (k“-1)(ap+by) j cos‘kt dt.

o}
Time je pokazana saglasnost preslikavanja i funkcionala

f(v);;f(Fk(v)), k = 1,.00,0,

pri &emu jednakost vazi jedino ako je k =1 1ili a.= b, =0.
Zajednidke nepokretne talke preslikavanja FZ”"’Fn su

funkcije oblika alcost + b1 sint. MoZe se obrazovati niz

sukcesivnih sproksimaci;e



2.18 ' 147

F(v) 3 LFL(V) > el 2 £(Fy(a. L (P (¥))...)) = O.

2.19. INTERPOLISANA BUNIAKOWSKIJEVA NEJEDNAKOST.

V. Buniakowski - L. Schwarzova integralna
ne jednakost [BEC21] je direktna posledica diskretnog slu-
Caja. Dati dokaz interpoliSe ovu nejednakost.,

TEOREMA. Neka su f i g realne i integrabilne
funkcije na [a,b]. Tada je

o,

b b b 2

(1) | f0e(x)ax g{} fZ(X)dx] [§ gz(x)dX] .
a a a

jednakost vazi jedino ako je Af=Bg, gde su A i B kon-
stante od kojih bar je jedna razlidéita od nule.

Dok az. Neka je X skup svih periodiénih integ-
rabilnih funkcija sa periodom b - a i funkcional

b
e(f,g) = S f(x)g(x)dx.
a

Neka je preslikavanje na skupu X

1=

2 2 2
[Fd(f)](x) ={f (x) ; f (x+d) | gen.

Pri tome je

b b 2 2 b
X Fg(f)(x)dx = & £ (x);f (x+d) dx = X fz(x)dx.
a o a

Integracijom nejednakosti ( diskretan slucaj nejednakosti
za n=2, koji se direktno proverava )

(2) f(x)g(x)+f(x+d)g(x+d)

Univerzitet u Beogradu
Prirodno-matematicki fakulteti

MATEMATICKI FAXULTET
BIBLIOTEKA

Broj Datum

(1)
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1
<{}2(x> v 2 0xea)) 2 [20x) + gz(x+dﬂ

[NO2 o

se dobija da je preslikavanje Fd monotono neopadajude u

odnosu na funkcional
e(f,g)  €WF (), Fy(e)).

Integracijom kvedrats nejednakostli geometrijske i kvadret-

ne sredine
[fz(x) R gz(x)]

b b .
{X fz(x)dx +&ag2(x)dx‘.
a

Time je funkcional Y 6graniéen na prostoru

f(x)eglx) <

o

dobija se

=

e(f,8)

[\

[

b b
2 2
Xfx Xg = 4{u &au (x)dx = &af (x)dx} x
b b
X v \ S v2(x)dx = X gz(x)dx < XXX
a a

na kome dostiZe maksimum.

Najvedu vrednost funkcional ¥ dostife u zajednicékoj

nepokretnoj tadki preslikavanja F, , O £ d < b-a. Nepok-

retna tadka preslikavanja Fd je konstantna funkcija, za&

koje funkcional ¥ dostiZe maksimum i kada u (1) vazi jed-
nakost. Sem toga, jednakost u (1) vazi i za one funkcije
za koje vazi jednakost u (2), a to su srazmeTne funkecije.

POSLEDICA. N .
o b {52 2 2( 2 2 5
& f(x)g(x)dx & {f (x);f (X+d)] [g (x);g (x+d)]
a a

b 2 b
oo € [& fz(x)dx] [X gz(x)dx] .

“a a

dx <



e e

2020 : 150

gde su f, = f(xi), g: = g(xi), i=1,...,i vrednosti

(e(glw-o,&n) = [ =

funkcija u tadkama ekvidistantne podele koraka d. Dakle,
neka je prostor

n
X = {(xl,..,xn) 0 g x; €1, 1=1,..,n, gxi: %I_lgi}

i ¢ ocenjivani funkcional. Ako je
1=8) = o0 =81> 8, 85> 83,3 =--+= & = 0,
neka je preslikavanje
F(gl,...,gi,...,gj,...,gn) =
= (gl,...,gi+h,...,g3-h,...,gn),
gde je h = min {l-gi, gj} . Ocigledno je ispunjen zahtev

monotonosti

C(8yseeer8y) € C(F(Byy.ees8))).

Nepokretna talka preslikavanja F je vektor, koji se dobija
posle uzastopne primene konadnog broja preslikavanja F,

go = (1,00.,1’rk+1’0’000,0)’

gde je Xk+1 = {gg;gi]- k, k = En [;g;g%} gde je En -

funkecija ceo deo. Time je

(2) ‘e(glyoooggn) ( {gfi]d + fk+1fk+1d.
Neka Je
N 1, 0gxgec
g (x) = .
0, c <x K1
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Suma s desne strane (2) aproksimira integral

&&4'0

b
& £(x)g* (x)dx = £(x)dx ,
a

a

§to zavrsava dokaz.

Leva nejednakost se dokazuje simetricéno.

2.21. OPIALOVA NEJEDNAKOST.

U navedenom dokazu se dolazi 1 do diskretne

Opialove nejednakosti (5). Izdvaja se i zanimljiva nejed-
nakost (4), koja je poseban sludaj Holderove nejednakosti

2 2 2
pl . pn ( p1+ e +pn)
—-+ L2 X +.—>
9 4y Q * e * 9y

TEOREMA. 2. Opial, 1960., [MIT154]
Neka je f apsolutno neprekidna funkcija na [o,h] i
neka je f(0) = f(h) = 0. Tada vazi nejednakost

h h
(1) { l£(x)e°(x) |ax < B X |£7(x)|%ax.
(o] . 4 (o]

Jednakost va®i samo ako je f(x) =c¢x, za O X % .

i f(x) = ¢( h-x ), 28 g £x h , gde je c konstanta.

Dok a z. Nejednakost je dovoljno dokazati za poli-
gonalne funkcije odredene tackama uo(o;o), Mi(xi’yi) za

i =1,ceeon-1 1 Mn(h,O). Mo¥e se pretpostaviti i da je

yi; O, i-= 1;00-,!1-1. Tada je

X

i
Y = i f(x)f (x) dx = i g £(x)f(x)dx =
° =1 x50



| Yo + 95 |y - ¥y
(2) = Eg; T2 X S x, (xg-x4 )
1 2 2
= 3 ;g;lyi-l - yil
=b§+o¢.+b§-a§-...-ak,

gde su
0= 8y <b1> a, < "'gbk-l> ak<bk> cee> 8y <bk

lokalni minimumi i maksimumi funkcije f(x).
Druga strana je

n(®_, .2 h *1 2
(3) Y= = X £(x)dx = = & £’(x)%dx
4 Jo 4 i= xi-l

h Eg;‘f?i'yi-l)z
4 21 Fyxqa

Integral Y ne zavisi od podele X1seee9X, intervala

[0,h], tako da treba naéi najmanju vrednost ¥ po svim
podelama intervala [0,h], uz nepromenjene vrednosti Yy-
Kako je
Xp =Xy + eee +X, -X 4 =h,
"to treba posmatrati funkciju

2
r 8
y(x) =+ .

Njen izvod jJe

2

y(x) =-1r x~2 sz(c-x)'z,

tako da y(x) ima najmanju vrednost za X :C-X=Ir2:8.
Time suma (3) ima najmanju vrednost ako je niz brojilaca
proporcionalan nizu imenilaca, uz nove oznake,

P P
(4) _1"' ) +-'£ > kpl + see + kpn =




(py +eeot pn)2

= k(pl teoet pn) = q‘; +...4 qn 9

- 1 .
2_ 4; = 1, q; = = P i=1,...40 .
f5 i ! i x i

Jednostavnije, nejednakost (4) je poseban slucaj

Holderove nejednakosti za nizove

2 2, L 1
11, e 0 ¢ '] ]n q1,‘0a0 ] qn
; 1

uz vrednostl p = > g = -1.

Na osnovu (4) je

o 2 B S

h
e > 3

[gﬁ;‘yi - Y34l }2

=(b1+...+bk—a1-...—&k)c

Dakle, ostaje da se dokaze Opialova nejednakost za ni-

zove

2

2 2 2 2
(5) (bl teoot bk "'al Te e -ak) > b1+0.o+bk "al'occ"ak .

Dokaz izvodimo metodom matematidke indukcije. Za n=1

je bi > bi, jer je a; = O. Pretpostavimo da je (5) tadno

za n = k. Tada je

2 2
+ d(bl-al+...+bk—ak)(bk+1-ak+l) +

2
L T U DR
3.2 2 2 2

2 2
+ D1 T @018kt By
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tako da treba proveriti

- N 2 2
2(by Bytecetby-ay )by 1-a, 17 @b g8 *ar,g D> -8p, 1,
8to daje -
2(by-8y+e..4by-ay-ay 1) (b -8, ) =

= (bl'a2+b2-a3+"'+bk—1-ak+bk-ak+1)(bk+1-ak+1) > 0.

NAPOMENA. Za poligonalnu liniju sa ekvidistantnom po-

delom [O,h] odnos -%— raste ako se izvr3i linearizacija
funkcije na monotonom segmentu, tj. ako je f(xi_l) < f(xi)(
< f(xi+1), onda se f(xi) zamenjuje sa % [f(xi_l) +

+ f(xi+1)] . Uzastopna primena preslikavanja linearizacije

daje (5).

2.22. NEJEDNAKOSTI OSTROWSKOG.

TEOREMA A, A. Ostrowski, 1938.[MIT297]
Neka je f diferencijabilna funkcije u intervalu

(a,b) 1 neka je, u (a,db), |f’(x)|<M. Tada je, za svako
x €(a,b)

1 b [X —éﬂ]z
£(x) - gog | T)ax| ¢ |3+ 2 |o-adu,
a

1)
( (b-a)2

Do k a z. Neka je

b
£(x) < F%E S f(x)dx .
a

0d svih funkcija koje za dato x imaju vrednost f(x) naj-
veéi integral ima funkcija za koju je f“(t) = =M na inter-

valu (a,x) i f°(t) =M na (x,b) - posmatraju se samo

funkcije koje zadovoljavaju uslove teoreme. Tada se
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postize maksimum

b
f(x) - T%_-X f(x)dx | € -f(x) + 51%537-[2f(x) + (x—a)M]+

a

v 57K [2£0) + (-]

za neko d > 0. Dovoljno je pokazati da su preslikavanja

1 [ 2 2| M

& = L(x-a) + (b=x) ] 7(b-8)

.

[X _ a+b]2

IQ = % + —-——-——'—27— (b"a)M .

A L (b—a)

TEOREMA B. A. Ostrowski, 1952., [BEC32]

'é Ako realna funkcija F od n promenljivih zadovoljava
§f uslove Schura

; oF F

f; za svako 1 # j, tada za x >y vazi

(2) F(x) > F(Y) .

g Doka z. Neka je prostor

% X = {(21’000,zn) l zl> o-o> an zl+ooo+zn-xl+ooo+xn}
i funkcional f : X—R

' f(Il,...,Xn) = F(X).

é Kako je X >y, prema Muirheadovoj lemi postoji niz dobijen
: T - transformacijama u skupu X takav da je
> x>xVs ., > x(™ . y.

éﬁ IzvrSene transformacije su oblika

: Fij(xl,ooo,xn) = (Xl,...,Xi-d,...,xj'Fd,..-,Xn),
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Fij monotono nerastuéa u odnosu na funkcional

(3) f(xlgoobchn) > f(Fij(xlgo.oi.“{n)).

Ako je _
u(x) = f(xl,...,xi_l,x,...,xj_l,x,...,xn),

X € [xi—d,xi], X + X = Xy + Xy,

tada je
. af _
u (X) = _-axi'(XI’cccix’cco’x,ooo,xn) -
of -
__——axj(XI’o.o,x’oo.,x,...'xn)‘

Iz uslova Schura i x 2 X sledi da je u’(x)> 0 i time
vazi (3).

vazi 1 obrnuto.tvrdenje, ako je F(x) > F(y) za svaku
funkeciju koja zadovoljava uslov Schura, onda je X >y .

2.23. NEJEDNAKOSTI LANDAUA I ABELA.

TEOREMA A. E. Landau, 1914,, [MIT381]
Neka je f realna funkcija koja na intervalu duZine
ne manje od 2, ispunjava uslove

lr(x)| g1 1 £ ()] 1.
Tada Je
|£°(x)| <2,

gde je konstanta 2 najbolja mogula.

D ok a z. Bez smanjenja opStosti, moZe se posmatrati
interval [0,2]. Neka je a € [0,2] proizvoljan broj, poka-
?imo da je |f“(a)| 2. Takode, moZe se pretpostaviti da

je f‘(a) > 0. Neka je prostor
X, = {8 |g : [0,2)—=R, g(a) = f(a), g’(a) = £7(a),

le”"(x)] {1 za sve xé[O,Z]}
i funkcional
¢(g) = g(2) - g(0).
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U skupu Xa nadimo funkciju g za koju funkcional

¢ dostize minimum, tj. z& koju je g(2) - g(0) najmanje.

Vrednost g(2) je najmanja kada funkcija 8&(x) u svako]

tadki intervala [a,2] ima najmanju vrednost g’(x) -

najsporiji rast. Punkeija h(x) = g’(x) ima najmanju

vrednost ne intervalu [&,2] ako njen izved h’(x) = g’ (x)
ima vrednost -1l. Tada je

2
I
g(x) = 5 + Cx + C1

x2

=-S5 [f'(a)+a]x +a_22_ [f’(a)+a]a + f(a)

za a X §2, gde su c i €4 odredeni tako da funkci-

ja g pripada skupu X. Slicno, g(0) je najvele za fun-

kciju '
X2

g(x) = < [f (a)

a]x - = - [f'(a) - a]a + f(a)

za 0 ¢x ¢a. Dakle,

2(2) - g(0) = =2 + 2( £°(a) + a ) - a°
- 2r°(a) - (a-1)° - 1,
tako da je
2f°(a) - (a-1)° -1 g £(2) - £(0) <2,
odakle je
. 3 3 _132
(2) £7(a) <3 + iﬂgll_. <2
114

2
£rx) g5+ ZH g

Uop3tenje ovog rezultata su dali V.G. Avakumovié 1
S. Aljandié.
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TEOREMA B. N.H., Abel.
Neka su
Byseeen8, 1 Dby,...b ( by > «ee>b >0 )

dva niza realnih brojeva i

Sk=&l+... +ak (kzl,.cc,n ).
Ako jJe
m = min {Sl”°"sn} i M = max {sl,...,sn},
tada je
(3) mb,  a;b; + ... +ab < Mb,.

D o k 2 z. Druga nejednakost (3). Neks je prostor

X = {(Xl,...,xn) | bl = Xj > oo e 2 xnv> O }
i funkcional

f(x) = alxl + eee + 8. X ’ X=(X1,..oyxn)o

nn

Neka je 1i,j =1,...,n, 1 <1 Jj 1 preslikavanja

X , ako je Xy = eee = xj

F, . (x) =
13 X , inacde ’
gde je
.
(xlgo.’xi_l,o.o,xi_l’xj+1,0oo’xn)1
= . ako je 8; t ce0 t 8D 0

ﬂ J

(xlgooo’xi-1,XJ+1, QO,XJ'_’_lgo.a,xn),

| ako je &a; + ... +8;,<0, x =0.

J n+l

Time je ispunjen zahtev monotonosti
f(x) < f(Fﬁ(x)).

Niz x za koji je

Xq 3 oo 2 xi_1> Jc'_1 = oaee = xj>xj+1> cee 2 X,

je pokretna tacka preslikavanja Fij' Dakle, zajednicke
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nepokretne tadke svih preslikavanja Fij su nizovi oblika
bl = Cp = eee T O D> Cpy T eee = c, = 0,
k € {2,...,n}. Pri tome je 8 = M. Ako je Sj = M
(j<k), tada je aj+1 +oeee + 8 <€ 0. Kako je ¢ mnepok-
retna tacka preslikavanja F(j+1)k , to ne moze biti

aj+1 + oo + 8. < 0. Time je aj+

Sliéno, ako je sy = M (k<I), tada je

1+... +&k=0 iSk=M-

Bpr * oo

+ 8y > 0. Niz c Je nepokretna tadka preslikavanja Fk(I-l)
tako da nije &, 4 + «.. + 83 > O 1 time Je s = M.
Funkcional f na kompaktnom skupu X dostize najvedu

vrednost i to moze biti jedino u nepokretnim tackama pres-
likavanja ¥, ( nizovi (4) ), 3to je potreban i dovoljan

uslov da va?i jednakost u (1).
Uz promenu smera nekih nejednakosti, isti dokaz vazi i

za prvi deo (1).

TEOREMA C. [MIT337]
Neka su bl""’bn realni brojevi i neka je

Vv

(4) i a. < i b, ( k=1,...40n ).
. Ir= Ir=
Tada Je
2 2

Doka z., Primenidemo metod matematilke indukcije.
7a n = 1 tvrdenje je talno. Pretpostavimo da je tvrdenje
tadno za sve i < n. Neka je funkcional
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£(a) = - a2 .
r=1

Neka je a{ = a; +d, gde je d najmanji broj za koji

neka od nejednakosti (4) postaje jednakost, tj.

d = min §§;b - Ef;a K= 1,... n.}.
{ Ir= r Ir= k? ’

Ako se jednakost pojavi za neki indeks k < n, onda se
uslovi (4) dele u dve grupe nejednakosti

ay < b1

® ¢ 0 & 8 0 0 08 0 5 08 08¢0 00

a1+o-oo+ak=b1+ooo+bk

8141 € Pk+1

® 00 04 0 s o0 ® 2 06000 ¢ 00 800 o

B+l Foeee + 8y < bk+1 toeee # bn

i tada se moZe izvesti induktivni zakljucak.
Ako je k = n, onda se transformacija moZe nastaviti
primenom preslikavanja

F(al’...,an) =

e . e »
= Cagpre, 8p-gmg 5 eev By ) =87

gde je e najmanji broj za koji se u (4) negde postiZe
jednakost - ovoga puta je k <n, Sem toga je

2 2
8] + ... + 8) <

e \2

< (al+e)2 + (32 --n__:i < )2 .

+ es e + (an‘n__T

Time je tvrdenje blago pojadano :
Postoji k , k <n, takvo da je
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K

S 82 > 1P i §a2<‘f_b2.
r r

r=1 r=1

I

2.24. FAN - TODDOVA NEJEDNAKOST.

U ovoj tadki je interpolisana Fan - Toddova
ne jednakost.

2.24.1, TEOREMA A. A.M. Ostrowski, 1951., [MIT66]
Neka su & = (al,...,an) i b= (bl""’bn) dve niza,
neproporcionalna, realnih brojeva. Neka je X = (xl,...,xn)

priozvoljan niz realnih brojeva za koje vazi

: n
(1) i a;%; = 0, 1% byx; = 1.

i=1
Neka je
2 2 <
A-—-gai, Bngi, C-éaibi.
Tade
(2) ?;2 A
x5 » —s
m I AB - c? '
sa jednako8c¢u ako i samo ako je
Ab, - Csa
(3) xk = k k k=1’0.',no
AB - C2

n

Do ka z, Neka je prostor X = R i funkcional

f(x) = zi: xi .

i=1
Neka je y = (yl,...,yn} vektor &ije su koordinate date

formulom (3). Neposredno se proverava da vektor Yy zadovo-
ljava uslove (1). Neka je preslikavanje najjednostavnije

13 Xty
(x) 5
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Pokazimo da je uslov monotonosti

(4) £(x) > £(P(x))
ekvivalentan sa nejednakoscu (2) koju treba dokazati.

(4) daje
2 x2 + 2X,y. + 2
x{ > :§; i iYi v Y4
i= i= 4
111 5
> Abi-Cai (Abi—Cai)
32 %Xy 222 ¥ T——o ¢ 7.7
1= z = AB-C =1 (AB-C")
2 ES;AI b - g?;Ca X +
AB-02 - i7i — i*i
+ -————15—5 ;?;Azbi - 2AC ;ﬁ;biai + ;g;czai
(AB-C ) = = =

- S A28 - 2ac2 + C°A
AB—C2 (AB-C?)2
3A
AB-C2

Pretpostavimo da za neko x vazi suprotna nejednakost

A
(5) f(x)  —= .
Y pB-c?
Neka je
(6) ’ X, xl = x+(X“y). seey xn s xn_l + (Xn_l-Y), see

" udaljavajuéi " niz, suprotan nizu

(7 %, F(X)) eeee » FHX), ...

koji konvergira vektoru y. Iz (5) sledi da Je f(x)gf(fg—y),
tako da za niz (6) vazi

£(x) > £(xq) 2 o0 > (X)) 2 0o
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Ali, 1lim f(xm) = +m, 5to je kontradikcija koja obara (5).

M=

Niz (7) je interpolacioni niz
A
AB-C

£(x) > L(F(X)) 3 ove 2 T(F(x)) 2 5 -

2.24.2. TEOREMA B, K. Fan, J. Todd, 1955., [MIT67]
Ako su a8 = (al,...,&n) i b = (blgooogb ) ( n>2 )

dva niza realnih brojeve takvih da je a;b 3 # a5 b, za i # i

Tada
2
2
<
PP )
a b - a,b
3 i = i - i-1
n n aj 2
n -2
(8) <O Y wmam|
=1 |3 I J
341
Slededi &lan interpoliSe nejednakost (8)
n Ab,+Ca 2
2 n -2 1*¥¢84
2 E ( E + >

Dokaz je sliéan prethodnom.

2.25. MATRICNA NEJEDNAKOST. [KUR383]

Za kompleksne brojeve {aij |i = lyesoynny J = 1,...,m}

vazi nejednakost
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N =

1
m 212 n n 2 2

(1) i .. .
o P  P  P

D o k az, Neka je perstor

m
X = {[xij] Ixij>o, j%xij = gaij’ i=1,...,n }
i funkcional 1
f(A) = i [il agjli' .
i=

j=1
Ako je .
x x 8y oo almW
a a Bonq eeo 8
y(x) = f 21 "2z "23 em , X3>0, x + X =a, +8;,

@ 9 6 0 2 0 0 0600 082 000 80008000

onda je

,y’(x) = = ’
VX2+... +af11 Vi2+ ...+a§2

tako da y(x) ima minimum za

I2 agl + eee + &nl
(2) — =
i2 2 2

822 * eee * 82
Uslovom (2) su odredene vrednosti ail i aiz i preslika-
vanje Fi%(A) koje elemente a,4 i 815 matrice A zamenju-
je sa ail i 31’2‘ Sliéno se odreduju i ostala preslikavanja
Fif{ (i=1,...,n, jok = 1,...,m, j # k ) koja su monotono

nerastuéa u odnosu na funkcional f
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ij
£(A) > £(F;)(A)).
Uzastopna primena preslikavanja Fii , beskonaéno puta sva-

ko, odreduje niz matrica ( A ) monotono nerastudi u od -

nosu na funkcional

(3) £(a) » £(ay) > .00 £OAL) > ...

Niz matrica ( A_ ) u kompaktnom prostoru X ima konver-

gentni podniz koji konvergira matrici B = [bij]' Matrica

B je zajednidka nepokretna tacka svih preslikavanja pld

ik*
2 2 -2 2 2 2
bij blj+"'+bnj—bij blj +400t bnj
2 2 2 .2 .2 2
bik b1k+' . '+bnk—bik blk +eoot bnk

kvadrati elemenata, a time i sami elementi kolona medusobno
proporcionalni Ki = ciKl’ i=2,...,m. Sada je

2 2 2
= b e o o
f(B) j§= [blj + oy teeot bnj]

NI
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= [b. + Chb.. + 400 + =D ]2
{= il 271l ‘m il
2

2
(1+c2+...+cm)Vb11+...+bn1.

he Y o

Iz dockaza sledi da jednakost (1) vaZzi ako i samo ako su
kolone matrice medusobno proporcionalne.

Prethodni primer [KUR383]

n 2 n -

S ou] 3
< ;

k=1 K i,3.1 1+

nije korektan, npr. a = (1,1).

2.26., DVE NEJEDNAKOSTI ZA SREDINE.
( OBRAT I UOPSTENJE A - G NEJEDNAKOSTI. )

Nejednakost (1) predstavlja svojevrsni obrat
nejednakosti potencijalne i geometrijske sredine
G(a) ¢ M_(a) , 8 >0

Ms(a) € G(a) , s <O.

Izdvojen je obrat aritmeticke i geometrijske nejednakosti.
U drugom delu je dato uopSenje A - G nejednakosti.

2.26.1. TEOREMA A. Ako je s > 0, tada

S

M (a)®

. aS S
(1) M_(a) ° < {all'." {?] :

za 8 <0 vaZi obrnuta nejednakost. Jednakost u (1) vaiZi

ako i samo ako je 81 = ee0 = 8 ili 8 = 0.

Do kaz., Logaritmovanjem nejednakosti (1) se dobija

s 1 s s
(2) Ms(a) 1n M_(8) 3 [al lna; + ..o + anlnan] .
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Ako se uvedu oznake ad = x. 1/s

3 T i=1l,...,n i f(x) = xlnx

onda se (2) moZe zapisati u obliku

X + ee0e¢e t X
f[l n]g%[f(xl)+... v 1(x,)]

n

Jensenove nejednakosti za funkeiju f(x). Njen izvod je

1
T(x) = % (Inx +1) 1 f£°°(x) = —, tako da je funkcija
SX

f konveksna za s8>0 1 konkavna za s<0 ( log. konv. ).

7a s = 0 mnejednakost (1) postaje
G(a) < G(a) ’
aza s =1 dobija se

(3) {al +oeee ¥ B

n < 8] e By

3to je jedan obrat uopstene A - G nejednakosti 2.2.5.1.B.

Py Py P8y * eee 7 PL8, Pytee«tPp
al * @ @ n < pl+ o oo +pn

Mo¥e se napisati produZena nejednakost

G.+..18
8.1+ .o +8,n 8.1 &n &i‘!—. . +ai 1 n
(4) [al""coc"‘il-] g al ccoan < .
n 8.1+. . .+8.n

Nejednakost (3) se moZe napisati u obliku

1
B toeeoett
By * eee * By ‘ aal aan‘] 1 n
n Y ] 1 s 00 n

a 1

—1 a n
_|LE . =
- Ll o o @ n

a8 &n

= G ( 8.1 L) o e 9 anA ) L)

]
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gde je A = A(a). Dobijena nejednakost (3) je obrat A - G
nejednakosti

! &n
Alay,-..,2)) 7< G( alA s eee s anA )
(4) daje 8 32
A Colat i at ) gKTz :

2.26.2. U sledeéoj nejednakosti (5) je data jedna gor-
nja granica za potencijalne sredine nenegativnog reda. Ona
ge moze posmatrati i kao uopStenje A - G nejednakosti
za 8 = 0 sge dobija G <A.

TEOREMA B. Ako je s > O, tada

as+1
n-1 i
(5) M (a) ¢ 222 . .
n 4= 8q+te..ta = Ay

Jednakost vazi uko i samo ako je &, = ... = 8,.
Do ka z. Neke je prostor
X = {X |Xi> 0, i=1,...,n, MS(X) = MS(B) }

i funkcional
Xs+l
f(X) - n-1 - i

s
= xl+...+xn Ii

Neka su preslikavanja
.Fij(xlgo..,Xi,...,xj,...,xn) =

1 1
8

x§+x§ s I?'PX;
= ( xlgooo, ’QOf’ ,...,Xn ).

2 2

PokaZimo da su preslikavanja Fij monotono nerastuda u od-

nosu na funkcional f

f(x) > f(Fij (x)),
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s+l
b x3+xS| °®
Is+1 xs+1 L“%__i]
i h| 2
S * S 22 S S '
+C X, +C X, + X.
* 3 U R
2

S S S ]
C=Xl+...+In—Xi-Xj.

Pokazimo da funkcija

g+l ¥s+1 _
Q
y(t) = Es + 5 , t 20, ts + t° = x? + x?
t"+c ttec
xSx? |1/
ima minimum za t =t = d7J . Najpre Jje
2
- ’ -’ S-l - ’ -
(2] = —ot=t, ¥ - -, [25+1]7 - ~(s+1) 571,
t
Dalje je _ _
oty = (sHDET(E%e) + £S5+l gy
-c +
( t7 + ¢ )2
-(s+1)§ts-l(ts+c) - ;S+1sts-1
+ -
( t° + ¢ )2 ,

(t8+c)2(€s+c) yit) = (s+1)ts(ts+c)2(¥s+c) + sts—lts+l(ts+c)2—
- (s+1)ts'l§(ts+c)(¥s+c)2 - sts'1€s+l(€s+c)2
= (s 1)t (1540) (8%40) [t(15%40) - B(T%ee) | +
+ st [ 1541 (£%,0)% - ¥S+1(Es+c)] .
Dakle, izvod y‘(t) ima isti znak kao i izraz t - t , tako

da funkcija y(t) ima najmanju vrednost za t = t ( konveks-
nost ).

Funkcional f na kompaktnom skupu X dostize minimum u
zajednickoj nepokretncj tacki
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a® = ( Ms(a) s eea s Ms(a) )

svih preslikavanja Fij‘ Time je

f(a) > f(a% = M_(a).

Za 8 = 0 nejednakost (5) postaje

G <A.
Za s =1 se dobija
n ai
S<§ ‘_s—-_—-a._g S=31+00.+an,
j=1 ——=*
n-1
114 '
= ai_ s
(6) E =—a. 7 = A(a)
=1 i n-1 n-1 .

Ova nejednakost je slidéna s poznatim odnosom [MIv59]

n

n aj
g; s-gi> n-1"

z6 n =3 V. 5.5. Ako je n = 2, onda (6) glasi
ai ag . 3 3
;;; + WEI- >e8, +a,, tj. 8j+8; ;‘(al+a2)alaz,
il1i (a, +a )(az-a a +az) (a,+a,)a,8
1t82)(81-8185+85) 23 (8,+85)8,85 .
Za n = 3 dobija se
a2 b2 c2 a+ b +c¢c
+ + 2 .
b+ ¢ c+8 a+b 2
TEOREMA C. Ako je s > 1, onda
s
8ji

n
n-1 E
(7) Ms(a) < n s-1
i=1
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Jednakost (7) vaZi ako i samo ako je By = ee. = 8

ili je s = 1.
Dok az, Dokaz je slidan dokazu prethodne teoreme.

Ovde se posmatra funkecija

s T8 -
y(t) = ¢ + ! , t 30, t54+ 1% x§+-x§.
ts'1+c ts'1+c
’ S‘l -
Tako je [58_1] = (s-—l)?:s—2 -t = -(s-l)t:"'1 $8-1
¥s—1
i -
il Gt D IR o G DLk S
( ES’I + C )2
---x.:s'cs'l('cs"1 +c) - %S(s~1)ts-2
+ *
( tS‘l + C )2
Dalje je

(ts—1+c)2(;s—1+c)2 yt(t) = Sts-l(t8-1+0)(€s-1+0) [ts—l_ES‘l]

¢ (s-1)t52 -1 [ts‘“l(‘cs’lm)2 - €s+1(¥s-1+c)2].
Ostalo je isto.

Za s = 1 se dobija

A = A,
Za 8 = 2 se dobija nejednakost
a2
i n
P = =
:§: s - a Z n-1%> K = K(a) 'M2(a)’
1=1 i

koja je stroza od odgovarajuée nejednakosti (6).



GLAVA III

GEOMETRIJSKE REJEDNAKOSTI

Veéina geometrijskih nejednakosti je nastala u ovom
veku. OpSti postupak nepokretne tadke je primenjen na
jednom izboru tih nejednakosti. U prvoj tadki je data
nova ne jednakost jedinstvena po tome S8to postaje jednakost
za jednakokrake i pravougle trouglove. Time su ove dve vaZne
grupe trouglova okarakterisane jednom nejednakoséu. Inade,
veéina nejednakosti'ia trouglove postaje jednakost za jed-
nakostraniéne trouglove, a samo mali broj za neke posebne,
npr. 3.2. U 3.13. je dato uopstenje izoperimetrijske nejedna-
kosti za poligone.

3.1. KARAKTERIZACIJA JEDNAKOKRAKIH I PRAVOUGLIH
TROUGLOVA.

TEOREMA A. I.J.Schoenberg, 1935. [KO0O] . Ako tadke
Ai ( i=1,...,n) s-dimenzionog euklidskog prostora RS

leZze na (hiper)sferi poluprednika R, tada za sve realne
bro:jeve Ai ( i=1,coo’n) V&Ei

2R2( 3oy 22 Do 2y 1% (A AL,
i=1 . 7 i,J=1 J 1 J

gde d(Ai,Aj) oznadeva euklidsko rastojanje izmedu A, i A;.

J

Iz Schoenbergove nejednakosti za n=3, 0. Kooi, 1958.

[K00, BOT121] je dobio viSe poznatih nejednaskosti za tro-

uglove, kao 8to su formule Kubota, Weitzenbdck, Finsler
i Hadwiger i Gerretsen.,

172
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TEOREMA B. Ako su PysPp1P3 realni brojevi, tada

(1) ( py+P,tP, I p2p332 + p3p1b2 + plpgcz.
Dokaz. Neka je

(2) Py + Pp + Py =P

i 2

_ 2 : 2
£(pysDysPg) = PpP38  + P3pyb” + pipseC.
Ako je ¥y = f(x,i,p3) i X+4X = P1*Py 4 tada je

y" = py(bi-af) + (x-x)el.
( Ako je xo’io refenje jednadine y‘=0, moZe se defini-
sati preslikavanje F3(p1,p2.p3) = (xo,io,pB) koje je mo-
notono u odnosu na funkcional f(pl,p2,p3) < f(FB(pl’p2’p3))‘
Dakle, da bi f(pl,pz,pB) bila ekstremna vrednost mora biti
(3) (pl'pz)cz + (az-bz)P3 = 0,

Za parove P,sP; i pa,pi sli¢no se dobija

(4) (p,-py)e% + (¥%-c)p; = 0,
(5) (p3-p1)b2 + (cz-az)p2 = 0.
Sistem linearnih jednadina (2)-(5)
Py * Py ¥ P3 =P
uczpl + 02p2 + (bz-az)p3 =0
b2p1 + (a2~02)p2 - b2p3 =0,
ti. Py + P, + p3 =p
262 p, + (b2ac?-a2)p, =o%p
(82-b°-c?) p, - 2v? py =-bp,

pri demu se poslednja jednadina moZe zameniti s




202 3 2 ’
ima resenje
q = kaz(b2+02-a2)
q = kb2(c2+a2-b2)
qy = k02(82+b2-02),

gde je
p

282b2+2b202+2c232—a4-b4—c4.

Kori&éenjem obrazaca za povrSinu trougla, Heronovog i

abe
P = R

f(ql’q2’q3) = k32b202 [(92+32'b2)(32+b2—02) +
+ (a2+b2-c2)(b2+c2-32) + (b2+02-32)
(c2+az-b2)]

imamo

= k232b2c2(232b2+2b202+20232-a4-b4-c4)
p232b202 p232b202 o o
- - = p R .
2a2b24+2b2c2-at-ph-ct 16P°

Schoenbergova jednakost vazi ako je 8in2«= TPy ( reR )
8in2ph = rp, i s8in2¢ = Ip,y [BOa].'Takode Je

= k322bccos£ = —Ri sin2d4&
ql = = p 5P .

Nejednakosti za trougao u veéini sludajeva postaju
jednakosti za jednakostranidan trougao. Slededa nejedna-
kost je poseban sludaj op8te nejednakosti Schoenberga,

a ima svojstvo da postaje jednakost za jednakokrake i
pravougle trouglove. Nejednakostranidni sludajevi u [BOT]
su 2.~ 10,11,13,17,18,19,20., 4.-19., 11.-18,20,21,22.,
14.-2., i to d=p1i cosdL= V3/3 ; jednakokraki trougao
( 4.19. ) ; pravougli sa uglovima /4 .
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TEOREMA C. Neka su &, b i c stranice i R polupreé-

nik kruZnice opisane nko trougla.

a)
2 2
oR > b~ +cC

4
Véb2+202—82

jednakost vaZi ako i samo ako je b=c ili &==%%.

b)
" b2+c2 02+a2 a2+b2

2R } max

}
Véb2+202—a2 V%cz+2az-b2 V&a2+2b2—c2

Jednakost vazi ako i samo ako je trougao jednako-
kraki ili pravougli.

¢) Ako je ocg_"'é‘-", tada

a «  \2bli2c2-a°

ain% { ——— » 00352‘ ’
v2b2+2c2 V2b2+202
V 2 2
tgf < a . 2R > 2b"+2¢c ,
2 NV 2,32 2 <
2b"+2¢ -8 20035
i obrnuto za &2'5 . Jednakost vazi ako i samo
ako je b=c 1li = g .

Doka z. Posmatrajmo Schoenbergovu nejednakost (1)
sa dva jednaka parametra. Funkcija f(pl,pz,pz) .

p1+2p2'= const. ima maksimum ako je

pl(b2+02) + 2py(a?-b?-c?) = 0,
tJ. = 2 b2+02-a2
(6) Py = Po—— ¢
b +c¢C

7a ovu vrednost nejednakost (1) postaje

2 2 2
(2 DTrcT-8" | 5 y2p2 5 82 4 2(b%4c-8?),
2,2
+C
Sto daje a).
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>l

Ako je &= 5 onda vazi jednakost a), takode, za
b=c je
2 2 2b
2v° 2v° . ) 2? _ op
Vin2-a2  Vopli2p2eos« Vb+4cos2£%-2 2sinh

Ako pretpostavimo da jednakost vaZi u a), tada ona
vazi u (1) i iz 45 = 43 sledi

b2(a2_b2) _ 02(a2_b2),
tJ. bzcos& = czcosoc,
7T

tako da je b=c 1ili «= 5

Funkcija f(pl,l,l) - (p1+2)2R2 ima maksimum za
2R%p; = bP+c-4RC,

8to takode daje a). Poredenje s (6) daje

> b2+c2-a <,b2+c2—4R2
*
b2+c2 A 2R2
-4r%a%+16R% < (b2+02)2-8R2(b2+c2)+16R4,
' 2
b2+02—4R2 2 2R V4R2—a2 = 2R|[-2—- a2,
: sin“c
2 1
b2+02:> a + 8 acos<« _ a2 1+cog¢ _ a2 ,
sin2& sind sin« sinc« l-cosL
t3. 2 2
(7 b+e” o _1

N
32 1-cos&

(7) je ekvivalentno s cl) i (b-c)zcosdly:o. Na kraju,

c4) je ekvivalentno s

a Vobls2c?

2 —=

2sinoc cos% 2cos—
2 2 2 .
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a time i s cl).

Relacije ¢) mogu dati viSe novih nejednakosti.
Nejednakost J. Karamate [BOT27]

te® + g+ tgf V3
& + 82 + 82 Yy V3

postaje jednakost ako i samo ako je trougao jednakostra-

nian. Za o3trougle i pravougle trouglove se dobija

a b c
(8) + b — 2:V§ .
\@b2+2c2-32 Véc2+232-b2 V;az+2b2-c2

Neka je A = Véb2+202—32, B = Vé02+232—b2, C =V5a2+2b2—c

f - leva strana (8) i

2

X = {(a,b,c)] a0, agb+e, cikl.}

Rezmotrimo sistem jednacina

£ = (b2+c)A™7 - abB™> - caC™? = 0
(9) 1] = —abA~> + (c2+af)B”) - beC™3 = 0
fé = -caA-3 - ch—3 + (82+b2)c-3 =0 .

Prve dve jednadine (9) daju

((b2+c2)(c2+&12)--f_=x2b2)13-3 ((b2+c2)bc+82bc)c'3,
02(32+b2+02)B"3 = bc(32+b2+c2)0'3,
tJ. b:c¢c = B-3 : C-B.
Tako je
a: b:c = A"3 : B-3 : C_B.

Ako je d = 28°+2b°+2¢° , tada

a2/3 . v2/3 _ B2 . A% - (4-3v9) : (d-38°),

ili al 8273 2 w273y 3 a3 - W3y,
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Dakle,

3 3
a=> i1i a ==,
r—s
3.3
(10) b= o i1i 4 = 8-t
s-1
3.3
¢ =a 11 PR
t-r
gde je T = 82/3, 8 = b2/3, t = 02/3.

Ako u prvoj koloni (10) vaZe dve ili tri jednakosti, tada
je a =Db =c. Ako u prvoj koloni (10) ne vaZi nijedna
jednakost, tada iz

(r+s)(r2+sz) = (r+t)(r2+t2)
sledi )

2,343

rsz—rt2+r25-r t+s = 0

tj. s =1t, a timei a =b = c. Ako u prvoj koloni (10)
va?i tadno jedna jednakost, npr. a=b, tada je

d = 4r3+2t3 = B(T*t)(r2+t2)’

or° = (r+t)3, t = ( 21/3 -1 )r.

Za takav trougao sa stranicama : 1, 1, (21/3 - 1)3/2

Je f:»V— .
Poka¥imo da je f > 2 na granici skupa X. Ako Je
npr. c¢ = 8+b, tada

a b _ a+b
a+2b * Za+b T Ta-b °

Neka je u = a+b = const., onda

. 1 1 1
fa=2U.( - 2"" )<09
(u+b)2  (u+a) (a-b)2
tako da je
£ >1limf = 2 >V3 .

a/u
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3.2. D.F. BARROW, 1937, R.R. JANIC, 1967. za nega-
tivoe brojeve, [BOT123]

Neka su X,y,z realni brojevi takvi da je xyz > 0,

tada
yz ZX xy

.f
(1) XCO84 + YCOSB 4+ ZCOSY (- ¥ >y 22!

Ako je xyz<O0, tada je nejednakost (1) obrnuta.

Jednakost vazi u oba sludaja ako i samo ako je

l:l:l = gin« : sinm : siny .
X'y z
Dokea z. Neka je f(«£,0,¥) leva strana (1) i

neka su X,y i z pozitivni brojevi. Ako je

y(t) = xcost + ycos¥, 0t C«+p, T+t =+ n,

tada
(2) y (t) = -xgint + ysint
i
.| X - 8int xaint
- 1 . -
= gint
7 n
Odnos k(t) = sint je strogo rastuéa funkcije po t jJer
sin
je k(t) = ~§1§§%iél. Dekle, postoji jedinstven par
sin<t
sin«
1 y .
brojeva «, 61 takav da Je sing, =z Tako je odredeno

preslikavanje FC(&,b,Y) = (xl,ﬁl,fi) koje je monotono u
odnosu na funkcional f

f(x,P,&) f(FC(o(,rs,r)).

Niz preslikavanja FA’FB’FC'FA’FB"" formira niz trojki
- brojeva, koji ima podniz koji konvergira k (do’ﬂb’XB) -
zajednifkoj nepokretnoj talki preslikavanja FA’FB’FC'

Pri tome je X + bo+ 10=S€' i

ff,P,¥) < f(dl’{sl’xl) S e <f(°(o'n‘o"'ro)‘
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i) Neka je min{xo,ho,rq} > 0. Vektor (< ,B 1)

je nepokretna tacka preslikgvanja FA’FB’FC’ tako da je
gsin«_ : sind : sinr = 1 : i : 1 .
o} o} o} x 'y z
Za proizvoljan trougao s uglovima “o’”o’ra i stranama

a,b,c vazi

]
o
o
(e}

sin« : sinbp_ in &
i o s 5 si o

L3 b
f(&o,ﬁo,vs) = XCOS«, + YCOSP, + 2COBY,
= xyz ( % % cos<  + % lcosb + % %00836 )

_Jz zx xy
=72x ° 2y T2z ¢

ii) Neka je £,=0, P, < ¥ . Ne moZe biti p,> 0, Jer

tada (O.bo,Yb) nije nepokretna tadka za F Kako je'

C.
£(0,0,X) = x+y-z, treba proveriti
yz 2X Xy
w=—2—i+-§§-+-2—;-x-y+z>o.

Ako ',je z2gy, tada

2
t 2z ” -1 =

kT 2x? 2yz 252’

odakle se izracunava najmanja vrednost za w

yz y-z  (y-2)@ yz
2 Yz 2yz y-

Neka je x gz <0. Iz (2) sledi

W(l_z:z—)= y+z=0.

f(®,6,8)  £(+P,0,¥) =-xcos¥+y+z cos{{F(M,0,0)==-x+y+2,

8to je sluéaj b).



3.3. T.R. CURRY, 1966. [BOT45].

4PV_§ (__9.2.].)_9__

S a+bse

Jednakost vaii ako i samo ako je &=b=c.

Doka z. Neka je

f(a’b,C) = -E?-%g’_c—. .

Neke jeh visina iz temena ¢ 1 x=AC’ - rastojanje do pod-

nozja visine, koje je negativno ako je A€CB . Dalje,
neka je

y(x)=f(alx),b(x),c), be-x° +h 32=iz+h2, X+X=C.

Tada je

Ef——bi—(—!) (a’b+ab’)(a+bse) - ab(a’+b”)

-y ' (x)
= a'(b2+bc) + b’(a2+ac)

X alas+c) - X b(b+e).
b a

Ako je x<O ( x>c %}, X<0 ), tade je vy (x)<O0

( y'(x)>0 ). Zato funkcija y(x) minimalnu vrednost dos-

ti%e na intervalu {0,c]. Radi odredenosti, nejednakost
y’(x) <0 Je ekvivalentna s

(1) X _ brc b

= Save o2
X at+c &

Uslov (1) se moze transformisati

X
b & <b+c co8x Sin«<  Db+C
x b a+c’ cosp sinPh T a+c ’
) a
ili
gin2« sin2b sin2« sin2h
b+c Y a+c * sinh +sin?¢  sin« +sin?¥ :

Dakle, neka vrednost Xq€ [0,c] odreduje trougso

FC(A) = Al = AABC,



8 elementima al,bl,c,‘il,(sl,fl, za koji je

f(a) = £(a,b,c) > f(al,bl,c) = f(Fc(AS))

i DK .
sin?2 1 sin? l.’;l

by +c = aj+c
Niz preslikavanja FA’FB’FC’FA"" odreduje niz
. trouglova (Z&n ) koji konvergira zajednidkoj nepokretnoj
taékl preslikavanja FA’FB’FC u kojoj funkcional f dostize

ekstremnu vrednost. Slededa lema zavr3ava dokaz.

LEMA. Ako je

(2) sin2« sin2np sin2vy
ginfh+siny sinV+sind sin«+sinh
tada je «£ =P=V¥,

?

Dokaz. Ako je «=0M, onda

sin2« -8in4« 1

sing+sin2¢ 2sin« il1 T+2cosx = —©082%,
tJ. . -20083& - coszdc + cosL = O,
Dakle, cos< mo¥e biti O, % -1, pa je &= ”3" .

Iz prve jednakosti (2) sledi

sin(«+0) (8in2«4-gin2n) = ginhsin2h - ginksin2<,
ili

sin%¢cos«cos B - sin®mcos«cos d + cos><singsinf -

- cos%sin&sinb = cosh - c083b - COS&L + cos3oc ’
odakle je

(cosz - coszoc) cos(d+P) =
= (cosh - cosdL)( 1 + cos&cosb-cosaoc-coszl‘!‘ ).

Ako je L # rn, onda

(3) (cos« + cosP)(cosg+cosh-cosy) = 1 + 3cosdLcosh,
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Pormule sliéne (3) vaze i za parove p,d i F,«, ¢ijim
sabiranjem se dobija

(4) 2( coszd + cosz + 00323’) =
=3+ 3 ( co8Lc08N + COSPCOSE + COBYCOS* )

Za od3trougli trougao Je [BOT24]

coszx + coszb + coszi <1,

tako da iz nemoguénosti (4) sledi «£=6. Za pravogull 1

tupougli trougeo (2) ne moze biti tadno, jer bi tada jedan

razlomek bio nula odn. negativan, dok su ostali pozitivni.
3.4. M. PETROVIG, 1938. [BOT136].

Ako je (n-1)s (s>0) obim poligona od n strana

8y (i=1,...,n) 1 ako Jje a;g8 (i=1,...,n), vazi nejed-
nakost
n a a
— Tt z o
n- a2+- . o+an 8.3+ e .+an+8.1
an n-1
L N + \< n-2 -

al+ L B +an_1

D o k a z. Najpre je

A C A+C
5t D220
ekvivalentno s (D-B) (AD-BC) > O.
Tako Jje
a1+az
a8, a2 2 2
ay+c * 8, +c 2 8, +e, v ORB3Tes ¥y
S+ C

ekvivalentno s
(al—az)(a§+alc—ag—a20) = (31-32)2(31+32+c) > 0.
Time Je

aj an
f(al,...,an) = W + e +
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a1+ag &1+&2

>/f( 2 ’ 2-’ a3’0."an)>0...
Bl+e. ot Al teeot
;f(-_l—__—i,o.o’ 1 an)
n n
n
= n-1°

Druga nejednakost (1) sledi iz
f(al,.,..,an) gf(al+a2-s,s,aj,...,an) <
. gf(&1+a2+&3-28,8,8,a_4,...,&n) < e ee

n-1

<f(0,8,---,8) ="n—_2' ’

gde al+a2-s>0, itd. sledi iz uslova teoreme.

3.4.) L. EULER, 1765. [BOTS,48].

Ako su R i r - poluprednik opisane i upisane kruznice
trougla respektivno, tada

R > 2r.
Jednakost vazi jedino za jednakostranicéne trouglove.

Dokaz. Neka je A=AABC i f(A) = R funkcional
na skupu X svih trouglova opisanih oko kruga k upisanog u.
trougao/N\. Neka Je Ay presedna tadka simetrale ugla A 1

kruga k, ona za koju AAl sadrzi centar I kruga k. Neka
su Bl‘i C1 preseci tangente kroz Al na k s pravama AB
i AC redom. Ako je pH2¥, onda BéABl i CleAC.
Pokazimo da novi jednakokraki trougao
F,(A) = AABCy =Dy
ima manji ili jednak poluprednik opisanog kruga R,. Prema

2 Cok (e =BG, )
5sing > R1 = Zsind 8) = B1& s
tako da je dovoljno utvrditi da je a xa,. Ako je ‘¢ ugao

sinusnoj teoremi R =

izmedu visine ha i AAl, onda
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(1) h, = v + Alcos¥ <r + Al = AA; = h_.
Neka je D = BCnB,C, 1 E tadka na produZetku AB,

takva da je ¢£BDB1 =.LB1DE. Ugao B, je odtar, tako da

je BB1 §B1E, a gem toga B1D gDCl, tako da je

P(BDBy) § P(B{DE) § B(DC,C),
gde P oznadava povrdinu, Odatle sledi P(ABC) > P(ABlcl),
§to zajedno s (1) daje aya,. Niz preslikavanja
FpoFpoFooFyuees odreduje niz trouglova A, 4, AQ,

koji ima konvergentni podniz (ceo niz konvergira) éija je
granica zajednilka nepokretna tafka preslikavanja F,,Fg,F,

- to je jednakostraniéhi trougao A . Znadi
R=Ff(A)2 F(L)2 ... 2 £(A,) = 2r.

Dokaz II. Neka je f(A) =r 1 X prostor svih
trouglova upisanih u krug K opisan oko . Neka je A‘l

srediste luka BAC kruga K 1 [&1 = AlBC. Ako su I 1 I1
centri krugova upisanih u A i A, polupreénika r 1 ry,
tada je £ BIC =51B11C = 24, Talke B, I, I, C se nalaze

na jednom luku, pa je T ¢ry. Na osnovu teoreme [BJES3],

niz regulacija ([sn) brzo konvergira pravilnom trouglulﬁo
i

r=f£(a) (A ..o FAY) = 3.
3.5. S.I. ZETEL”, 1962. [BOoT127].

Neka je P unutradnja tacka trougla ABC. Neka su
- L,M,N tadke u kojima prave AP, BP, CP seku stirane BC, CA,
AB respektivno. Tada

~ 8-AM-BN-CL < abec.

Jednakost vazi ako i samo ako je 7P teziste trougla.
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Do kaz., Neka je funkcional
f(P) = AM-BN'CL .
Uvedimo oznake m=BL,  n=1LC, y’= CM,
x’= AN,' x = NB, y = MA.
Na duzi AL odredimo tadku P1 u kojoj funkcional

dostiZe najvedlu vrednost. Na osnovu Chevijeve teoreme je

my” x" _
n y x l'
odakle je y’ = y-EZ— . Dalje je y + ¥y BX . v , Bto daje
mx ‘ mx *
y=b—2%5__ | Funkcija g(x) = Xy = bm—2x ( O<x<c )
mx *+nx mx ‘+nx
ima izvod * '
. 2
L@.IT;Tnng'(x) = (x’-x)(mx‘+nx) - xx’(n-m)

- mx'2 - nxQ.

=

b'Bi

FPunkcija g(x) dostife najvedéu vrednost ako je

y
kada je i —_— =

x
xl
m
o ) =
y- B .
Je

x* _\/m
2 '\ﬁ:' Preslikavanje FA(P Py

odredimo tako dea Py tadka na AL za koju je

BN AM m
B E
Tada je f£(P) g’f(Pl). Niz preslikavanja FA’FB’FC’FA""
odreduje niz tacaka P,Pl,P2,... za koji Jje
£(P) < £(Py) < £(Py) <.

Niz (Pn)’ima bar podniz koji konvergira tadki PO trougla.

Uz iste oznake, Po je nepokretna tadka ze preslikavanje FA

tako da je 5’ = Z’ = V§~. Takode, P, je nepokretna tadka
X y

za FB s pa je

M IM

=2, &to zajedno daje m = n. Time je
m

’

=
b
]
o}
"

ed
|

= y’, znadi, P je teziste trougla ABC.



3.6. S.I. ZITEL’, 1962. [BOT128].

Neka je M unutraénja tadka trougle ABC. Prave kroz
sredidne tadke dusi AM, BM, CM paralelne stranama BC,
CA, AB respektivno, obrazuju sa stranama trougla ABC
trouglove s povrsinama PA' PB' PC' Tada

P 4P 4+DP.> P
A+B+C>'3"

Jednakost va¥i ako i samo ako je P teziste trougla ABC.

Do ks z. AkOo su Al, Bl’ C1 preseci pravih iz

temena A,B,C redom kroz tadku M sa suproinim stranams,
tada je

2
Py = P ( mom)° P
¢ ¢Cy 4 cc?
Neka je " P CM2 BM2 AM2
(M) = - + + R
4 2 2 2
1 BBl AAI

Neka su E i P preseéne tadke strana AC 1 BC s

pravom kroz tadku M koja Je paralelna s AB. Neka su

M’ i M" preseci strane AB s pravama kroz M paralelnim
8 BC i AC redom. Tada

2

BMZ | _
BB.2 AA° ¢ c
1 1

!
N

+
N

Posto je AM’ + BM" = ¢ + P°P" = const.,

to zbir kvadrata BM"2 + AM’2 ima najmanju vrednost kada
su sabirci jednaki. Dakle, ako je preslikavanje FC(M) = My
takvo da je M, srediste duzi EF, onds je funkcional f

monoton u odnosu na preslikavanje f(M);Zf(Ml). Niz presli-

kavanja F,,F Fpyoo odreduje niz tacdska M, M, N, ...

A’ B’FC’
koje konvergiraju teZidtu T - zajednifkoj nepokretnoj tacki
preslikavanja F,,Fg,Fo 1 f(M) > ...>f(T) = P/3.
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3.7. %. MITROVIC, 1967. [BOT22]
Ako je A realan broj; tada

(1) cos«< + ) (cosm+ cosr)g1+-;‘—2-.

2

Jednakost vazi ako je O<cA<2, cos;(:l-%——, cosh= cos{--)

?o
Do k az. Neka je
P(L,p,¥) = cosd + A(cosh +cos ¥ ).
Zbir cos b +cos¥ , uz H+¥¢ = const., ima najveéu vrednost
ako je P=¥, tj.

cosh + cos¥ 2 cos b;g ’

p+y H-Y P+ Y n+ty T
jer 2 cos—5- cos § 2 cos— ( 5 <§).
Dakle,

+
F(L,M,¥) gf(i,g-;—f,'%—’:) = cOso« + 27\cosh2f=

= COSoL + 2Asing = cos« + A V2 Vi-cos«.

Neka je y(x) = x + AV2W1-x , 0<x<1,
onda go(x) = 1 - aVz  _ V2Vi-x -2
Vi-x ;VEVi-X

| 72a 240 u (1) vaZfi stroga nejednakost, a za A>2 je y' <0
2

y(x) <¥(-1) = -1 + 2ag1 +A—,

tj. (2—2)2> 0. Za 0<A<2 funkcija y(x) ima najvedu vred-
2
nost za Y2Vi-x =2, tj. x = 1-—"2— i tada je

2 2
A%y - A
y(lz) 1+2.

3.8. J.M. CHILD, 1939. ([BOT31].

sec« + sech + sec¥ 2 6.

Jednakost vaZi ako i samo ako je trougao jednakostra-
nican.
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Doka z. Pokazimo da je zbir sec«+ sech , uz
uslov o« + b= const., najmanji kada je «=nH . Neka je
y(x) = secx + gsecx, 00X <dL+h, X+X = £+H<T,
Sada je
> I

2 [l ’ . 2" . - 2
cos®xcos“X y (x) = sinx cos X - 8inx CO0S X

. , . 2= .= o= . 2
= sinx - 51nx31nzx - ginx 4 8Inxsin X

( sinx - sinx )( 1 + sinxsinx ),

teko da y ima njamanju vrednost za x=x. Tako za funk-

cional £(<,/,¥) = secd + sech + sec ¥
vazi
£lec,2,¥) > £ IED) S e ) 75,50 = 6,

najmanjae vrednost se postiZe u nepokretnoj taCki presli-
kavanja (=, 0,8) (m+0 d+b ),

3.9. C.V. DURELL, A. ROBSON, 1948. [BOT27].

tg2°§‘ . tgzg tgzér Y 1.

Jednakost vazi ako 1 samo ako je trougac jednako-
stranic¢an.
Dok az. Neka je

2% + tgzx, 0<x <5i2 X oz = X2P

y(x) = tg

tada
cos2xcoszi y(x) = 2tgxcoszi - 2tgicoszx,

%cosBxcos3i y(x) = sinxcos % - sini0053x

. = . - . 2= . o= s 2
sinxcosx - Sll’lXCOSXSlDZI -cosxsinx + cosxsinxsin X

gin(x-x) + sinxsinX(sinxcosx-sinXcosx)

gin(x-x) + sinxsinXcos(x+X)sin(x-X)

]

gin(x-x) ( 1 + sinxsinxcos(x+x) ).

7nadi, y (x) ima isti znek kao x-X, pa y(x) ima najmanju
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vrednost za x = i%ﬁ., Trazena nejednakost sledi iz niza
ne jednakosti

£, 0) > FCE, 28 5> oy 141D - 1,

najmanja vrednost se postlze za zajednicku nepokretnu
tadku preslikavanja (1’5’{)__,(£%Q,é%ﬁ,f)’ cikl.
3.10. H.W. GUGGENHEIMER, 1967. [BOT34)].

1l + cosx cosh cosd

(1)

sin«g sinm ginvr 7 3.

Jednakost vazi ako i samo ako je trougao jednakostra-
nidan.

Doka z. Neka je f(«,p,¥) funkcional odreden izra-
zom 8 leve strane (1) i

y(x) = £f(x,x,¥V), O <¢x<«L+h , X = L+P-X.
Tada je

sinzxsin2

x8in¥ y(x) = ( -sinxcosx + cosxsinx )cosy¥sinxsinx-
- (1 + cosxcosxcos{)(cosxsinx - sinxcosXx)
= sin(x-x) (cos¥sinxsinx - cosxcosxcos ¥ - 1)
= sin(x-x)( -cos¥cos(x+x) - 1 ).
Time y(x) ima najmanju vrednost za x =‘f%£ . Dakle,
funkcional f dostiZe minimalnu vrednost u zajedniékoj nepok-

retnoj tadki preslikavanja (L, 0,Y) > (‘*Zb, o+ X’), cikl.

i to f(g,%‘,g) = VE .
3.11. J.M. CHILD, 1939. [BOT24].

3
coshcos! + cosicos« + cos«<cosh ¢ ik

Nejednakost je stroga, izuzev kada je trougao jednako-
straniéan,
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Doka z. Neka je f(x,p,¥) izraz s leve sirane

gornje nejednakosti i zamenimo o 8 X i hs X =L+B-X.

Tada je
f;[ - cos r ( sinX - sinx ) -sinxcosx + cosxsinx
= cos ¥ 2cos EiBgin X XZI + sin(x-x)
= 2 gin =X ( cos ¥ cos TP 4 cos T2X ).

Izraz w zagradi je uvek pozitivan, tako da fi ima isti

onak kao 1 X - x, 0<x<«L+p  Time je

(‘*"5 ‘+f5 r)

Tamy L3
f(d,ﬁ,f) s e gf(393'3) 4

3,12, J.M. CHILD, 1939. [B0T111,3KL51] .
RiR,Ry 2 8rir,ry .
L. FEJES TOTH, 1948, 1953, [BOT138,5KL59) .
Neka su Ry rastojanja unutrasnje talke M poligona

od vrhova i ry rastojanja M do njegovih strana. Tada je

Ry ... Ry 2 ( aecg e Ty «¢o T

n n’

gde jednakost vaZzi jedino za regularan poligon i njegov
centar.

Dokaz. Neka je P = Al...An poligon i funkcional

r r
1.0. n
£(P) = 55—
Rl...%
Neka su Mi podnoZja visina iz talke M na prave AiAi+l

( i=1,...,0 ), {51' =LA MM, 1 By =<M/MA, 4 orijentisani
uglovi, tako da je
01' +BY] + ... +_IBI; +pp = 27,

Tako je
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f(P)2 TryToTply e Ty (T T) i
R1R2R2R3R3 .-« R RRy

- P " ’ "
cosr:1 cogbl ‘oo cosﬁn cosﬁn

g(/bl', P M ).

Najpre Je
2 L+p

cos« cosph  COS 5 s

8to sledi iz konkavnosti funkcije y(x) = 1n cosx, jer je

i yn(x) = “;
co8 X

najveéu vrednost dosti%e u zajednidkoj nepokretnoj tadki
preslikavanja

ginx

yi(x) = - co8X

<0. Time funkcional g

+XAn X,+X
2 71 72
2 ’ 2 QXB""xzn)’

x
1
(xl,x2,13,..,x2n)——v(
cikl., tj.

, ¢ T
f(P)z = g(bl’...’bgn) < 8(%,000’% = 0082n ﬁ

-

POSLEDICA. Tacdka koja ima najvedéi koliénik f u tro-
uglu je centar upisanog kruga.

3.13. E.JUST, N. SCHAUMBERGER, 1963. [BoT138].

2a svaki konveksan poligon P sa stranams Bseces8y
vazi n ‘
2 g
(1) 2. 8] > 4P tgl .

Jednakost vazi jedino za regularne poligone.

Do kaz. Neka je Q = Al ces An poligon i funkcional
£(Q) 2 4 ...+ a2,

= al n
Preslikavanje
Fi(Q) = Ql = Al...Ai-lAiAi‘fl...An
Jje takvo da je prava AiAi paralelna s pravom Ai-1A1+l i
841 = Ai-lAi = AiAi+1 = ai. Poligoni Q i.Q1 imaju istu

povr3inu i preslikavanje je monotono u odnosu na funkcional
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£(Q) 2 T(Fy(Q))s

Ako je A, podnozje visine h iz A, na Ai—lAi+1 ,

to je ) ) )
f(Q)"f(Ql) = ai"'l + &i - Zai
2 2 21 2 2
RV ot T GO WY Vet
1
=3 [ 1A1+2Ax 1+1 ~(hy_ A +hy Ai+1)]
1
=5 (hy_yhy=hihsp)°
)2
) W
(2) a{_1.= aig' max{ai_l,ai}.

Niz preslikavanja
Fil’Fiz’Fi3,." = FI'FQ"."FH’FI,...
odreduje niz poligona Q,QI,QQ,... . Ako je rastojanje

izmedu poligona
d(Qs’Q3+1) = max{Ags)A(8+l) i=1,...,n},

i
onda (8). (8+1)
2 8 8+ 2
) 1im 47(Qq00,1) = Jinlhy Ay T
(3 n -
= lim ( £(Qg) - £(Qg.) ) =0

80

Iz (3) sledi da postoji meN, takvo da je za sve
sym - d(Qs’Qs+l) { €/2n. Neka je sym takvo da je

is=2’ tade za i=2,...,0
o(8) _ (s)l l (s)_ (S+1) o (3+1) o (s42)  (8+2)_
1

_a(s+3)+ (s+1 -1), (s+1 1)_,(s+1)
3 ceeTBi) O YEy 23
(—)
e
S 2n

(S) (s”
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( Primetimo da je :E; d(Qs’Qs+1)2 { o , postupkom kao u
8=
[BJEIV] moZe se utvrditi da niz (Q,) brzo konvergira

jednakostraniénom poligonu; )
Funkcional f je neprekidan, tako da je nejednakost (1)

dovoljno dokazati za poligone s jednakim stranama

8 = ... =8, = 8. Pokazimo da od svih poligona Q s jednakim

stranama a najveéu povrsSinu ima pravilan poligon. Defini-
8imo preslikavanja u skupu Ja svih jednakostraniénih poli-
gona &ije strane su a

Gi(Q) = Gi(AloooAiAi+loqun) = Al.'AiAi"‘l'.% = Qlo

Temena Ai i Ai+l su talke za koje Jje prava AiAi+1 paralelna

pravoj Ay 1Ay o 1 time
LA = LAy qAJA . =LAA] Ay 5 =LALL,.
Da bi se dokazao odnos monotonosti P(Q) < P(Gi(Q)) .
P oznadava povrd8inu, treba dokazati
P(Ay_1Ajhy q44,0) S P(A{AJA{ 1Ay,0).
Neka je c=A, A, , 1 x - rastojanje, koje moze biti i
negativno, temena Ai_1 do podnozja visine iz Ai na pravu

Aj_ P40 Tada je

y(x) = 4P(A _qA A  1A4,5)

2cVa§-x? + 2V;2-x2+(c-x)2 VQQ-%(32-12+(0-X)2
2¢ @?-i? + v32+02-201 V5a2-32+2cx
ZcVaz-x? + V2a2+(c2-82-20x) Véaz—(ca—aa—Zcx)

2¢ V;?sz + Vﬁa4-(02—a2-20x)2,

Prvi izvod je
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v (x) = -cx 1 2(02-32—2cx)20
2
a2-x2 2V§é4-(02-32-20x)2
- -CX + (02-82—2CX)C S 0,
2
82X Vﬁa4-(02-a2-2cx)
ako je
(02—32-20x)2 S x2
X g '
4&4—(0 -aé-2cx;§- a“~-x
82(02-&2-2CX)2 > 4a4x2 ,
5 c-a
ti. c“-a“ > 2cx+2ax , ili 5 >X.

Dakle, y(x) ima minimum za 2x=c-a, 8to je trebalo dokazati.

Niz preslikavanja Gl""’Gn'Gl"" odreduje niz

jednakostraniénih poligona Q;,Qps... U kome se izjedna-

duju susedni uglovi i u kome je povrsina poligona neopada-
juéa. Jednakost se postiZe za pravilne poligone - nepokret-
ne tadke preslikavanja F; 1 Gy .

NAPOMENA. Nejednakost (1) se moZe izvesti iz izoperi-
metrijske nejednakosti za poligone i odnosa izmedu kvadrat-
ne i aritmetidke sredine brojeva. Postupak dat u prethodnom
dokazu se moZe primeniti i na ispitivanje nejednakosti (1)
za sredine strana proizvoljnog reda.

TEOREMA A. Neka je Q = Aj...A  bilo koji poligon

povrSine P sa stranama Byseees8pe Posmatrajmo nejednakost

1
1 < P|p 4 7
ili

(4°) a§+...+a§>n{él’tgi], (p#0).
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Neka je p(n) = min {p |vazi (4) za sve Q }
a) p(n) ¢1, za sve neN,
p(n) >0, za n >3,
b
) p(3) = 0,
Za p=4 vazi

a® + vt + o4 > 16P°
(F.Goldner, 1949. [BOT45]),

za p=2 vazi

a2 + b2 + ¢ > 4V3 P

(R.Weitzenb8ck, 1919. [BOT42)).

‘ 4
M_(a,b, )/V—P
pl@sbsc) > =

(C.N.Mills - O.Dunkel, 1927.[BOT47])

za p>0

i za p=0

(5) : Mo(a.b,c) = 3\/ab‘c )V-—-V% F.

(L.Carlitz - F.Leuenberger, 1961, H.W.Guggenheimer, 1965,
[BOT46]).

Jednakost vazi ako i samo ako je trougao jednakostra-
nican.

c) | p(a) = 4 S04 . o,687422..

Za p=2 vaizi

a2 + b2 + ¢® + a° > 4p

(Z.A.Skopec, V.A.Zarov, 1962.[B0T32]),
za p=1 vaZi izoperimetrijska nejednakost
a+b+c+d 2 4Vp ,

za p)pl4) p

(6) ap+bp+cp+dp>4P2.
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Ze p>p(4) vaili jednakost u (6) ako i samo ako je
Setvorougao pravilan, a za p = p(4) jednakost vazi ako i
samo ako je &etvorougao pravilan ili je sveden na jednako-
stranidan trougao.

Ne jednakost (6) pojadava izoperimetrijsku ne jednakost

P(4),,p(8),p(4), 4p(4)] 1/p(4)

a+b+c+d
"4"""""’ 2 4 }V? 3

Dokaz. a) Prva nejednakost sledi na osnovu izo-
perimetrijske nejednakosti za poligone. DokaZimo drugu ne-

jednakost. Postoji poligon B,...B ( n=-123 ) ¢éija je

n-1

povrdina P >O0. Neka je B/ tacka na strani Bn—lBl’ tada

n-poligon By...B B - ima takode povrsinu P. Ako
B —B
n

1 tada bn——~»0 i time

- n e
Mo(bl’...’bn) - blooobn O,

tako da (4) ne vazi za p=0.

b) DokaZimo nejednakost (5). Neka je funkcional
f(ABC) = abc.
Radi odredenosti, pretpostavimo da je ugao ¥ ostar i

neka su x 1 X rastojanja podnozja C visine h iz temena

C na stranu AB do B i A respektivno ( x je negativnog
znaka ako Be&CA ). Funkcija

y(x) = a(x)b(x), a(x):Vx2+h2, b(x)=Vi2+h2, X+X=C

ima izvod

1 ‘ - - Xy - X
y(x) = a’b + ab” = ab ap -

Tako je Yy’ (x) O ako je

x(§2+h2) < i(x2+h2),
ili

x%(%-x) € h%(%-x).

Za ostar naspramni ugao je x§'<h2, tako da je y“(x) istog
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znaka kao x-Xx. Neka je C, takva talka da je CC, para -

lelno AB i da je zadovoljen jedan od uslova

_ T s T
ACl = BCl, <AQB 52 ili cAclB = 5

Preslikavanje FC(ABC) = ABCl cuva povrsinu i monotono
opada u odnosu na funkcional f

P(ABC) = P(F(ABC)), f(ABC) » f(F,(ABC)).

Niz preslikavanja FC,FB,F

A = ABC,A1 = FC(ABC), ee. . Niz (An ) se nalazi u

Coeee odreduje niz trouglova

kugli K( A, diamA), tako da ima konvergentni podniz ,

koji konvergira nepokretnoj talki preslikavanja F F

B i
- jednakostraniénom trouglu [30 = A B C, povr8ine P.

C

Time je dobijen niz nejednakosti

4

f(A) > flAD 2 ...2f(A) = = P.
Ako je p « O, onda o ) i } 1
. (8+bT+ctyp _ (cTyp | (1yp

Mp(a,a,c) ( 3 ) < (3) (3) C.

Nejednakost (4) ne vazi jer se ¢ moZe proizvoljno smanjiti,
a a povedlati, tako da povrdina P jednakokrakog trougla
ostane nepromenjena.

¢) Neka je funkcional

£10Q)  \AjAy + A A5 + (AR, + \[K Ay
f(Q) = fz(Q) = .

'SE

MoZemo pretpostaviti da je Cetvorougao Q = A1A2A3A4 kon-

veksan, jer se od strana duZina jednakih duZinama strana
detvorougla Q moZe obrazovati konveksan Cetvorougao veée
povrsine., Neka je A, podnozje visine h iz temena A,

na Ai-lAi+1’ x - rastojanje izmedu Ai-l i éi’ koje je
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negativnog znaka ako je A, jehA;A; 4 1 X - nd slican

nadin odredeno rastojanje izmedu A, i A tako da jJe

i+l?
X + X = Ai—lAi+1 = const. Pri tome se podrazumeva da je

Ao = A4 i A,5 = Al’ Sem toga neka je

8. 1=A i qAy, 8y FAA . ®ELAGAL AL g Aschyhy 1Ay 10

Tada, zbir dva clana iz fl(Q)

4 4
y(x) = \a,_(x) + Véi(x) = \/x2+h2 + \/i2+h2

ima izvod

b'e
3/2 °
2ai

. _ X
yo(x) = 2a 372
i-1

Ako je x g0, onda je y’(x)<0. Neka je 0<¢<x<Xx, tada

zahtey Yy (x) <O daje

x° 52 X cosh _ Fi-1 sin«
3 < 3 ’ tJ' 20(< = - p 9
ay_1 aj cos a8y sin
, 2 . ., 2
ginp (1 - 8in“P ) ¢ sin«( 1 - sin“« ),
sinp - sin«g < sian - SinBOC ,
.2 . . . 2
(7 1 € 8in“« + sin« sinm + sin“p .

x .
Ako jJe A, AjA; 4 <5 onda je

8in®s +sin« sind +sin°h > sin2¢c+sin=(sin( % -) +
+ sin2( g -&) = 1 + sin«g cosx > 1.
Neka je tacka A? takva da je AiAfL paralelno s Ai—lAi+1

. s _ ,s
i A A-AiA

. < . s
1-14% Neka je tacka AieAiAi takva da

i+l®
funkcija y(x) ima maksimum za X = AiAi'. Na osnovu
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prethodnog sledi da ako je AAi-lAiAi+1 < 5 onda je
’ 8
Ai = Ai.
Neka je
Hi(Q) = Ql = Alo.-Ai_lAj’-Ai+l...A4, i:l,.-,4
i

Q, ZA; je tup
Hi(Q), inade .

Preslikavanjsa F.l ne menjaju povriinu detvorougla i mono-

tono su opadajuéa u odnosu na funkcional f
Osim toga, ako je maxQ - najduza strana detvorougla Q,
onda je maxQ » maxF,(Q).

Definisimo i drugo preslikavanje

Q, Q nema naspramnih tupih ili—

G(Q) =

o8trih uglova
Qo inace .
Ako su A, 1 /_A4 tupi (o8tri) uglovi, tada je
Q2 = AiAEA%AX detvorougao sa stiranama jednakih duzina
analognim stranama &etvorougla Q, kod koga je jedan od
uglova ZLAE iliALAz prav a drugi tup ili prav i npr.
A{,

AiAg ). Preslikavanje G ne menja duzine strana cetvo-

A%el&lA3 i AlAi = A3A'3' ( za o3tre uglove Al’Ajé

rougla i monotono je opadajuée u odnosu na funkcional f

£,(Q) = fl(G(Q)), £,(Q) g‘fz(G(Q))-

Osim toga, primetimo da je maxQ = maxG(Q).
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Niz preslikavanja

Fl,F2,F F4,G’F1’F2,F3’F4,G,Fl’l00

39
odreduje niz cetvorouglova Q, Ql’ Qy ... 28 koji je

£(Q) 3> £(Q)) » £(Q) 3 .-

1 maxQ > male > maxQ2 2 ees
feka Je (1)1 (g (1) 5 (2022522 (2)
R - 040,050, Ry = i egtest ety Ry=0,7 657 037 0y,

niz detvorouglova podudarnih &etvorouglovime niza

(1)_o(2)

Q, Ql’ Q2, ceo respektivno, za koji Je Clzcl =Cy 7=

Niz Getvorouglova (Rn) ima neopadajuéu povrsinu i nalazi
se u kompaktnom skupu, tako da ima bar konvergentni podniz
koji konvergira Cetvorouglu RO = ¢9 02 3 4 - zajednicko]

F F i G.

nepokretnoj talki preslikavanja F,, F 30 Fy

P,
Time je
£(Q) = £(R) > £(Qy) = £(Ry) > ...2T(R,).

Nepokretna tadka preslikavanja G Je cetvorougao bez
naspramnih tupih uglova, & nepokretna tadka preslikavanja

Fi»F, FB’F je Setvorougao kod koga su strane koje obra-
zuju oStar ili prav ugao jednakih duzina. Cetvorougao RO

je nepokretna tadka preslikavanja G, tako da mozZe imati
najvise dve tupas ugla. Ti uglovi moraju biti nenaspramni
i time susedni. Dakle, bar dva susedna ugla, ne primer

(o} . (o] - . . . . N . . _ _
z:Cl i 402 su o8tri ili pravi i time Jje C4C = 0102 =
= C 03 a. Ako je ijedan od uglova 40‘; i1i /_c4

ostar ili prav, cetvorougao RO je kvadrat. Zato ,

pretpostavimo da su uglovi 4103 i 4102 tupi 1 time
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je cgcz = b <a. U prethodnom dokazu je pokazano da od

svih Cetvorouglova sa stranama a,a,a,b najvedu povrsinu

ima ( jednakokraki ) trapez. Ako je T = C1D2D3D4 trapez

sa stranama D4C1 = C1D2 = D2D3 =a 1 D3D4 = b, onda je

f(R,) > £(T).

Dakle, nejednakost (6) je dovoljno proveriti na skupu
jednakokrakih trapeza J. Umesto na celom skupu J, nejed-
nakost éemo proveriti samo za dva njegova ¢lana. Nastavimo
postupak ispravljanja Cetvorougla. Neka je HB(T) =T ,
tako da je maxT = mngl. Niz preslikavanja
G, F

F2, FB’ F4, G, Fl’ ... odreduje novi niz cetvoroug-

10
lova Tl' Ti, Ti, eee « Ovaj niz Cetvorouglova, na isti
nac¢in kao gore, odreduje novi jednakokraki trapez T, 2a
koji je f(Tl) > f(T2) i maxT, > maxT,. Nastavljanjem
postupka dobija se niz jednakokrakih trapeza Tl’ T2, TB""

za koJji je
£(T)) 2 f(T5)>... 1 maxT; > maxT,» ... .

( Time Jje obrazovan i transfinitni niz popravki polaznog
detvorougla Q. )
Niz ( Tn ) ima konvergentni podniz koji konvergira trapezu

ABCD, koji je nuzno nepokretna tacka preslikavanja Hl'H2’
Neka je DA = AB = BC =a, CD =b ga, «= LACD {1
p=,CAD. Cetvorougao ABCD je nepokretna tacka preslika-

vanja H4, tako da je
2 . b
cos L _ sinB  _ <1
2,  Sing a x°°

cos™ B



Dalje je b =-a-2a8acos(«x+n), tako da je

pl1oc

= 1 - 2coslasn) = 1 + 2sin«sinf - 200840084,

Ako se uvedu oznake X = gin«, ¥y = sinn, dobija se

sistem jednadina

2
(8) 1 + 2xy - 2 \[(l-xz)(l—yz) =—]1;:-)-[-§-: }x( = k.
=Y

1

k
1-k°x° = %(1-x2), (1-k)x° = 1-k.

Tako je y = kx i l-y2 = (1—12), i dalje

Ako je k=1, &etvorougao je kvadrat, a ako je Ogk<1l ,

onda je
1 k
x=—_-————, y_—.———‘—‘—‘—,
Vl+k+k2 V1+k+k!
p? o 2 Lk
N = ') = .
l1+k+k l+k+k

Smena u (8) daje

1,,__2&.5_2\/_1;(_111%27:1(
1 +k+k (1+k+k<) ’

ok - 2VK (1+k) = k-1 ,
t3.

Vi o a2l | okPrksl
2(k+1) 2 !
odakle je
2ok -2VE+1=(1-VE).
Time je k =1 - Vk, tj. k +Vk -1=0,
2
5to daje k = - =[V§ - 1] _ 36
a 2 2

Dakle, detvorougao ABCD je kvadrat ili " zlatni "



3.13 ' 204
trapez - jednakokraki trapez sa stranama a,a,a,b za koje

je odnos Va : Vb odnos zlatnog preseka, tj. &iji je odnos
strana a : b kvadrat odnosa zlatnog preseka. Funkcional
f za kvadrat ima vrednost 1, a za "zlatni" trapez ZT je

3Va +Vo = ( 3+ V5 -1

3,6180339..Va,

3,6014584..Va,

4
s 5;V§ V& _ (B2
4

tako da je f(ZT) = 1.0046024.. . Dakle, nejednakost (6)
za p»1/2 vazi za sve one Cetvorouglove ¢ija je granica

£,(21)

kvadrat ili "zlatni" trapez.

Ostala je da se ispita joS jedna nepokretna tacka
datih preslikavanja - pravilan trougao DA = AB = BC = a
i CD = 0. Za a =1 nejednakost (6) postaje

[%]1/p>\/ﬁ4 1 [;%G_]pgz ’

eksplicitno, 4
l 1n§ > 1n_ifi
p 47 2
ln2 ln4 . ln4
P > 4 =__7__.__ = 4 3
7 4 2 16
3 In— In—
1n3 3 3

tako da je uslov pj p(4) neophodan,

Neka J
eka je 1
1 -
-— 1% )% p Pl P
fp(Q) = 5 [A1A2 +A2A3 +A3A4 + A4A1] .

Ako Je
wWx) = ag_l(x) + ag(x),
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-1 . -
tada e’(x) = p 85-131-1 +p ag a
oGPl x Pl X
=P8 851 P 8y a;
X x|
=D T T2 p)
p p
#i-1 °1
Iz nejednakosti 3
2-p
a, 412 a, -]
X i-1 i-1
x i 1]

sledi da uslov y (x)g0O povladi °(x) 0. Na osnovu
toga i definicije preslikavanja Fi sledi

£(Q) > £ (Fy(Q),

a o¢igledno je 1
f f (G( .
p(Q) > f, Q))
Formirani nizovi detvorouglova su monotono opada juéi
i u odnosu na funkcional fp' jedina izmena je neophodna

kod odredivanjs trapeza T Vrh Ds je takav da je DD

1.
paralelno s D2D4 i da tada fp ima najmanju vrednost, tj.
(9) X - [81‘1]2_p
- = a b
x i

S1iéna izmena vazi i za naredne clanove niza T2, TB”" .

U skupu jednakokrakih trapeza DA = AB = BC = a ,

CD = b<a, odredimo moguéu granicu tako obrazovanog niza.
Iz (9) sledi da je

1
x —_
a _ _E_l_p cosdt P _ sin«
2 "l ’ sin -~ sinn?
b

S5to vodi do izmenjene produZene jednakosti (8)
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1
1+ 2xy - 2 V(l-xz)(I: 2y - L ] e .
y = ) =3 q.
1-y2] 2(1-p)

Njeno resenje je 1

. - [V§ - 1]1-P

2 ’

zea p = % dobija se q = k. Time je

b - fiiiéiq a .

Ne jednakost (6) je dovoljno dokazati za p = p(4). Za
tu vrednost i a = 1 odnos

1l
3ap + bP[P S a+db a2 _ [a-bIZ
4 = 2 2

0,7716296.. » 0,7557594.. ,

postaje
8to zavrsava dokaz.

NAPOMENA 1. Za paralelograme, kao i za trouglove,
dovoljno je pretpostaviti da je p> 0O da bi vazila nejed-

nakost (4).

NAPOMENA 2. Nejednakost (6) za jednakokrake trapeze

se moZe napisati u obliku

1
3xP + llp x+1 _ [ x-1]2
4 J2 2 2 ’ le.
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3,14, V.0.GORDON, 1966. [BOT43]

bc+ca+ab>4Pr,

jednakost vazi ako 1 semo ako je trougao jednakostranican.

Doka 2. Neka je AN=0ABC i funkcional
f(A) = bc + ca + ab.

Neka je C podnozje visine iz temena ¢ na suprotnu stranu,
x - rastojanje izmedu A i C, koje je negativno ako je

A €CB, X - rastojanje izmedu C i B, tako da je X + X = ¢,

Tada je £f°(x) = b’c + ca” + a’b + ab’
.Xx X X X
= e - - e e g
bc ca ab + 5

= X (a+c) - X (b+e).
b a

Ako je x<O0, onda je £°(x) <0, moZe se pretpostaviti da
je O0gxgx. Zahtev £°(x) <0 Jje ekvivalentaen s

b+c b

a+cC a

(1)

AR

Ne jednakost (1) je ispunjena ako Je ¥ o3tar ugao, Jjer

(2)

N

= ’
32 a+c a

M=

prva nejednakost (2) se moZe napisati u obliku

=2

x (% 2 2)

+h2 Y <X (x*+h
ili _ o -
xx (¥ -x)<h® (x-x).
Neka je tadka D takva da je CD paralelno s AB i AD=BD.

Ako je ALADB<<g', tada je C° = D, a ako je £ ADB> g ,

tada uzmimo da je taéka C’ na CD tekva da je LAC ‘B =

I

Time je odredeno preslikavanje
Fo(A) = AL ABC”
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koje je monotono opadajuée u odnosu na funkcional f

T(A) > f(F,(a)).

Niz preslikavanja FC,FB,FC,FB,FC,... odreduje niz tro-
uglova
(3) A,Al’A2, e e o0

Za niz (3) funkcional f je monotono nerastuéi

tD) > 1A > £(Ay) 3 oon

Niz (3) ima bar konvergentni podniz, koji konvergira za-

Jednickoj nepokretnoj tacki preslikavanja Fp i Fo -

jednakostraniénom trouglu ZXO. Time je

f(L) > (L)) 2.0 2 (D) = 4 PV

3.15. P. GOLDNER, 1949.[BOT15]

b%e? + c2a? + a%v% > 16P2,

jednakost vazi ako i samo ako je trougao jednakostranidan.

D o kaz. Uz oznake iz prethodnog dokaza, funkcional
f odreden izrazom s leve strane nejednakosti ima izvod

2bb'c2 + 022a3'+ 2aa’b + 2a

cz(x—i) + a2x - b2—.

2

f(x) bb *

Za xgXx 1 oStar ugao ¥ je x : X g b : a2 , tako da je

f7(x) ¢0. MoZe se obrazovati niz trouglova za koji je
2
£(A) > T(A) > «ov > F(A) = 1692,
3.16. NEJEDNAKOSTI S POLUOBIMOM TROUGLA.
A. PADOA, 1925.[BOT12]
8(s-a)(s=-b)(s-c) < abe,

Jednakost vazi ako i samo ako je trougao jednakostranidan.
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Dokaz. Neka je
f(a,b,c) = abc - 8(s-a)(s-b)(s-c)
trazeni funkcional. Ako je
y(x) = T(x,X,0), XtX=ath, Xy%% 0,
tada

xc-xc-8(s-¢) (-s+X+5-X)

(x-x) (c-8(s-c))
(x-x)(5¢c-4a-4b).

y (%)

a+b

Ako je c najkraca stranica trougla 1 e = , onda je
f(a,b,c) > f(e,e,c). Nejednakost f(e,e,c )0 se svodi na
c(c-—e)Z; 0.

A. SANTALD, 1943. [BOT16)].

Vs < Vs-a + Vs-b + \s-c g V?Q .

Jednakost vazi ako i samo ako je trougao jednakostranican.

Dokaz. Neka je funkcional

fla,b,c) = Va-a + Va-b + Vs-c .

Ako je y(x) = f(x,x,c), x+X=a+b, x,x>0,
tada je
(1) y(x) = -1 . 1 .

2\s-x 2 Vs-x

Funkcija y(x) ima maksimum ako je x = X, tako da se za
preslikavanje moZe uzeti

Pola,b,c) = (252, &b, ¢ ), cikl,
F ¢ Su monotono neopadajuéa u od-

Preslikavanja F F

A B
nosu na funkcional f i funkcional f najveéu vrednost dos-
ti%e u zajednidkoj nepokretnoj tacki tih preslikavanja

2s 2s 2s _
f( 5303 ) = \Bs .

Takode, na osnovu (1), uz oznaku e =
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f(a,b,c) > f(e,s,c) = Vs-e+\Vs—c =Vc+Ve >\Vc+e =\s.

GAZ. MAT.,1956. [BOT16].

15 s+a s+b s+c 9
— S + + -
4 b+c c+a a+b

n

jednakost vazi ako i samo ako je a = b = c.

D o k a z. Neka je funkcional

_  S+a s+b sS+cC
fla,b,0) = o5+ cva * &vp
Ako ,je y(x) = f(x’)—(,c)' X+i = a+b, X,i) O’
tada je - =
X+ C + 8 + X C + X+ 8 + X
(1) y(x) = - 2 - 2
(x +c¢c ) (c+x)
) 28 _ 28
( x + ¢ )2 (c+x )2

Funkcija y(x) ima minimum ako je x = x , &ime se sugerisu
preslikavanja

Fc(a,b,c) = ( £%¥1,£%§3, c ), cikl.

Preslikavanja F F

A* Fpo FC su monotono neopadajuda u od-
nosu na funkcional f i funkcional f najvedu vrednost dos-

tiZe u zajednidkoJ nepokretnoj taéki tih preslikavanja

28 2s 28 y _ 15
f( 3 3 03 ) = T

Iz (1) sledi da y(x) ima najmanju vrednost za svedeni

+b-c a+b+c
trougao sa stranama C, -5—5—— = e, —s = s, kada je
S+e 2s s+c
f(e,s,c) = s+cC c+e e+C

]

c+2e 2c+e
2 2c+e M c+2e
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A e - C c-e
+ +
2c+e c+2e

Ll

(c—e)2 ¢ 9 .
(2c+e)(c+2e) 2

Primetimo da prva nejednakost u tvrdenju vazi za sve

a, b, c>0.



GLAVA IV

DOKAZI NEKIH TEOREMA

Postupkom nepokretne take mogu se dokazivati i

- teoreme koje ne sadrie nejednakost : minimsaks teorema
Fishera, Birkhoffova teorema o konveksnom omotacdu bisto-
hastic¢kih matrica, Landauova teorema o turnirims i dr.

4.1, MINIMAKS TEOREMA FISHERA. E. Fisher, 1905.,
R. Courant, D. Hilbert, 1953. [MARS514]
Neka je A matrica reda n s karakteristiénim

vrednostima A > )2 S .. > }n .
Tada
max XAX max XxAx’ = )1,
x xx’ xx ‘=1
min max XAX = Az,
X xx’
yx ‘=0
Min max XA.I’ = Aj"‘l, j=1,oa.’n"’l,
yi X xx
i=1,..,3 yix'=
izl’."J
min XX . Ap -
x xx’

Zamena mesta min 1 max daje s druge strane Anrj'

Dokaz. Proizvod xAx’ ne zavisi od izbora baze.
- Neka je €11€550009€y karakteristiéna baza, tj.

eiej = 613’ Aei’. = Aiei’ i’j=1'co"nc
Ako je

X = X1€) + ee0 + X 0 = (xl,....xn),

tada 3
Ax’ = x1)1e1 + eee + xn)\nen

212
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i xAx’ = xikl + cee + xi)n'
Neka je xAx’ xizl + eee + xﬁ)n
f(x) = = 2
H' xl + o0 + Xn
i 1 J
gly*y...,y9) = max  f(x), J=1,...,n-1
p <
i=1,ooo,j
j=l. Keko je 2 ( x§+...+x121 )
f(x) € = 2

X] Heeot X
to funkcional f(x) dostiZe maksimum za x=el=(1,0,...,0).

j=2. Pokazimo da se ekstremna vrednost postize za
y = € i x=ce,. Najpre pokazimo da je
gly) > S(y+pe1), p> 0.

Neka Je x=(x1,...,xn) n-torka za koju se dostiZe maksimum

g(y+pe;). Nadimo n-torku % takvu da je yx’=0 i

gly) > £(x) > £f(x) = gly+pey).

Kako Jje
(y+P91)I = (y1+p)xl + YoXo + eee + Y X = o,
X
ako se uzme X = x 4+ == pe., ¥y, # 0, bide yx’ = 0.
¥i 1 1
( Ako je ¥1=0, onda je g(y):kl. ). Tada je odnos
- x§(1+pyil)2A1 + x%Az + ees + xiAn
1) £(x)= =15 2 7 >
x1(1+pyl )T+ x5+ eee + X
2 2
‘ X3A7 + eee + X
> 323 g)n = £(x)
xl + eee + xn
ekvivalentan s
2 -1.2 2 2 2 -1,2,.2
x7 (1+py7™) Ap(xJ+e.o+xp) > x] (1+py7™) (X1X1+---+X§2n)-
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Dakle, g(y) > g(y+pe)) > lim g(y+pe;) =

i} he ) )
= 1im g( > +el) = g(el) = Ape
P
Za vektore yl,...,y;j moZemo pretpostaviti, bez og-
raniéenja op8tosti, da su oblika
1 1.1
y o= ( y1:y2v--01y3; )

2 2 2
y = ( 0! yzvtt-syn )

yd = ¢ 0,...,0,yg,...,yg ).

Slic¢no kao u prethodnom sludaju, pokaZimo da je

(2) &yt s(yl+pel.y2.---.yj) > s(el.y‘?..-.yj)-

Neka je x vektor takav da jJe

(y1+pe1)x' =0 1 yix' = 00 1=2;-°°oj

2'...’yn).

X'= 0, (i=1,...,3)

i za koji se dostiZe maksimum g( yl+pe1,y

Za isti vektor Xx = x + xlyilpel je yi

i prva nejednakost (2) je ekvivalentna (1). Niz (2) se moZe
nastaviti

gyt ey > ... g(el,...,ej) = Aje10

ekstrem se postiZe za X=€y,.q-
4.2, BISTOHASTICKE MATRICE. Jednakost skupova (1)
nije dokazana metodom nepokretne tadke, nego sekvencijalnom
" dekompozicijom " matrice. Time je variran op3ti pristup
da se relacija AcB dokazuje iz niza A = Al < A2C «s. B,

Dobijen je -dokaz L. Dulmagea i I. Halperina iz 1955. [MAR46],
ali na nacdin da je jasno zaSto se uzima vrednost (3).

Dva puta stohastidke matrice su kvadratne matrice éiji
su elementi nenegativni brojevi i &iji zbir u svakoj vrsti
i svakoj koloni iznosi 1. Matrica permutacije je matrica
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koja u gvakod vrsti i svakoj kolomi ima tadno jednu jedini-

cu, a svi ©%
TEOREMA - G, Birkhoff 1946. Skup dva puta stohastiékih
dnak je konveksnom omotadu skupa matrica permuta-

tali elementi su jednaki nuli.

matrica Jje
cija

(1) BSHM = conv {Kl,..., ﬂnj} .

2. >: Matrice permutacija su dva puta stohas-
a skup BSHM je konveksan, tako da sadrzi
conv-{ﬁl,..., ﬂh!} - najmanji konveksan

Doké
tidke matric®s
konveksan omotac

skup koji 864rEL Tpsees Tyy

Nadimo razlaganje dva puta stohastidke matrice P

P11 *** Pin

ee e s s eco o = £ 7{' + ces + &L ’r

P = 171 n!
pnl * & ® pnn

n n
pij> 0, iZ=1 pij = .j% pij' i,j = 1,...,0.

n! °?

Neka J® T proizvoljna matrica permutacija. PokaZimo
da postodi £€[0,1] 1 dve puta stohastilka matrica P’
takvi da J€ _ _
(2) P=dT+ <P, £ =1-4£.

Iz (2) sledl _
P’== (P -a¥), Z # 0.

NI

Zbir eiemenata proizvoljne vrste matrice P’ je

P P;ji=&« P
.j_.l + see +"_i_3_'—+ o e o + _l_n = l,
L : e <

jer se u gvakoj vrsti matrice ' nalazi tacno jedna jedinica.
Isto vazi 1 za kolone. Sem toga, matrica P’ mora imati

e elemente, tako da se zahteva da je -£2 0,

nenegativn Py
za sve parove (i,j) =za koje matrica T ima (i,J)-ti

element jedtnak jedinici. Najbolje je uzeti
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(3) &= min {p,5| py>0, T(1,§)=1,1,3=1,...,n}.
Matrice P’ ima viSe nula elmenata nego matrica P, tako da

se " dekompozicija " zavrSava posle konaéno koraka.

4.3. TEOREMA LANDAUA O TURNIRIMA. Tvrdenje H.G.
Landaua, 1953. [MAR197] iz kombinatorne analize utvrduje
potrebne i dovoljne uslove za strukturu rezultata takmide-
nja. Turnir je konadan graf G = (X,U) bez petlji (x,x),
takav da je svaki par razli&itih &évorova x,y€X povezan
samo jednom granom iz U - ili (x,y) ili (y,x) . Broj
poena t, &vora xy€ X jednak je broju grana u G koje

polaze iz X4 . Vektor rezultata turnira G je vektor

( tl,tz,..o,tn ) 28 ko'ji je t1>t2> e o e )‘tno

TEOREMA. Neka su t1> t2> oo )tn celi nenegativni
brojevi. Da bi vektor (tl.t2,...,tn) bio vektor rezulta-

ta nekog turnira, potreban i dovoljan uslov Je

( t1’t2’o-o’tn ) < ( n-l,n-2,...,l,0 )o

D o k & z. Neophodnost., Neka Je (tl....,tn) vektor

rezultata turnira (predstavljenog grafom) G = (X,U) .
Neka je X skup svih turnira s istim skupom &vorove X i
f funkcional na ¥

f(G) = ( tl’t2’°°"tn )o
Evor koji odgovara broju poena t (r=1,...,n) oznadimo s
xir . Neka je t1=n-1, ceo s tj_1=n-:]+1, tjpln—;j i time
t3<n-j. Tada, postoji indeks

k = min {rl (Ii ’xij)éG‘ I')J} .
Ir

Neka je F(G) = G’ novi turnir koji se od grafa G razlikuje

jedino u tome 3to umesto grane (x:L ' Xy ) sadrzi granu
k J
(x. ' Xy ). Ako je t_=n-r (r=1,...,n), onda je F(G)=G.
k

i,
J
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7Za novi turnir je
f(G’) = ( n"l,ooo’n“j+1’tj+1,tj+1,ooo,tk~1,

,tk+1,...,tI,tk-1,t1+l,...,tn ),

gle je t, = ... = tp> b,y 28 Y=n vektor se zavrsava s

tk—l. Preglikavanje F je monotiono u odnosu na funkcional f
£(G) <f(P(G)).
Nepokretne tatke preslikavanja F su maksimalni elementi 1

postoji lanac

(t £) = £(6) <£(F(G)) <...< £(FYG)) = (n-1,..,1,0),

12!
8 nekO m=0,1,... .
Dovoljnost. Neka je dat vektor (tl,...,tn) <

(n-1,...,0) 1 neka je t1=n-1,...,tj_1=n—-j+1 i tj<n-j.

Ako je tj = n-j-d, onda je trgn-j-d , T>J, pa Jje

Q+d +d d
(1) > (n—r—tr) > (n-r-n+j+d) = 2 r .
r=] r= r=
Neka Je im:>j takav indeks da je
i i

_ m m
(2) i t <i n-r (jgr<i__q) >  t_ = > n-r
Ir= r r=1 m-17° I'= r Ir=
i il< 12<.... <:|.m indeksi za koje Jje tir> n - ir

(r=1,.0.,m ). Metodom matematidke indukcije pokazimo da
za njik vazi

(3) tir -n+i gr.

Za 1r=1 Je til$ til_lsn-il+1 y pa je ty = n-i,+1.

, 1
Neka je (3) tadno za proizvoljno r. Ako je 1., =1, +1,
tada je
t. -n+i_ . < t; -n+i_+1 ¢ r+l.
i+ r+1 = ir ros
U sluéaju da je ir+1> ir+1, to je tir+l-n+i

|
=

*

r+l ©
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Iz (1), (2) i (3) proizlazi da je m3>d.

Podniz jl,...,jd niza i{s0.441 ~odredimo tako da za

m

F(tl,.o-,tn) = (tl’..o.tj-l,tj+d,..o,tjr-l,.ca,tn)

za sve r=4d,...,1, pored oéiglednog uslova monotonosti
(tl,ooo'tn) <F(t1,..o'tn)
bude zadovoljeno i

F(tlgooo ,tn) < (n-l,...,O).

Neka je jl=im. Kako je t1 > ti +1? 28 im<:n, to je
m m

vektor (tl"“’tj+1""’ti -1,...,tn) ureden po velidini
m

i, na osnovu (2), manji od (n-1,...,0). Ostale &lanove de-
fini8imo induktivno. Neka je szil. Ako je

(4) jii (tr+k) <f:§: {(n-r), 8=1,..0, 3,1
r= ral

onda je J, ., = ip_y. Ako se u (4) negde pojavi jednakost,

onda je Jk+1 = ih' gde je ih najmanji indeks za koji vaZi

takva jednakost. Transformisani vektor

(4t1,'.. .’tj+k+1’ e e 'tjr-lgooo'tn), r=k+1'0|0,1

je ureden po velié&ini.
Dakle, postoji niz interpoliranih vektora
(tlgco..,tn) < F(tl’.'.,tn) '< L X R ] <Fn-l(t1'co,tn) =(n-1’.o’0)c

Sem toga, postoJi maksimalno stratifikovani turnir G s
vektorom rezultata (n-l1,...,0). Turnir G’ s vektorom rezul-

tata Fn'z(tl,...,tn) se dobija od grafa G tako 8to grane

(xj,xJ ) (r=1,...,d) promene smer, itd. Nizom transforma-
r

cija grafa G obrnutim od niza transformacija vektora
(tl,...,tn) dobija se traZfeni turnir.
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4.4. TEOREMA " REZONANCE ". E. Landau 1907. [BECllG]
Potreban i dovoljan uslov da red

S ey ?

a ’ P>1
2 el
konvergira jeste da redovi

>
a_b
n=1 nn
konvergiraju za sve nizove ( by ) z8 koje
o
>_[b,|
n=l

konvergira, gq = p/(p-1).

Dok az. Neoﬁhodnost. Sledi na osnovu H¥lderove
nejednakosti

g‘i e by € (Z1 P)P (}H_L bq)q < (21 P)P (2‘1 bq)q

Dovoljnost. Pretpostavimo da je

o0

E;; !an|p = g;% anp = 0,

PokaZimo da postoji niz (bn) takav da Je

(-]

X0
r;.bg =c<w 1 Zlanbn = .

Neka je

{(x )’ x>0, neéEN, Z x = c}

£((x)) = Z o x, -

n—
Neka je Dysecesyyeee podniz skupa prirodnih brojeva

takvih da je

n
k+1
P (x+1)p

&n z 2 (no=0).

n=nk+l
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4.4
Preglikavanje
Fk((xn)) = ( xl’...’xnk’bnk"‘l,‘..’bnk+l’xnk+1+l,... )
( k= 1 2,... ) odredujemo tako da je segment
pd ELRREY bg proporcionalan segmentu aﬂ +10c " ,ag
0yt k+l ' k k+l
i de Je Oyy1 S
qQ » R
o > x
n=nk+1 n=nk+l
5to se postiZe s
_ Dr+1 r+l
qQ _
(1) b, = aﬁ :E xg :E aﬁ
n=nk+1 nznk+1

Preslikavanje Fk je monotono rastude u odnosu na funkcional

d £((x,)) < £(F((x))).

Zajedniéke nepokretne tadke preslikavanja Fy (keN) su
pizovi (b,) =za koje vaii (1) tj. koji su po segmentima

proporcionalni nizu (an). Za niz (bn) vazi AHBlderova
kost
jears
o Dys o [ Bysl % oy %
P q
pe) ) > ab=) | > eBlT > .
_ k=0 n:nk+1 k=0 n=nk+l : n=nk+1
x4l
ko uzmemo da je E b3 = 2%l (keW), tede je
n=nk+1
]
Q. (L.l 1 .
;bn-(2+4+000+2n+00c)c-0,
pa de (b )EX 4



4.4

£((b,)) > ;1:0 2kt (27K L)

4.5.

4.5.1.

221

-OIH
»-Qll'-‘

NEWTON, HERON, STEINER-LEMUS.
I. Newton, 1665,

(a+b ) = EE% (e "X, n=1,2,... .

Dokaz, Neka je

£(a,b) = j?: (2)a " |
=0

Ako je X = a+b-x i y = f(x,x), teda

yl

tako da Je

4.5.2,

- E{% () (o) K1z - Soo(n ) k-1

k=1

:E%(k+1)(k+1)xn “k-lgk Zg;( yex k15K 2o,

£(a,b) = f(a+b,0) = (a+b)™,

HERONOV OBRAZAC.

P = V%(s-a)(s-b)(s-c) ,

a,b,c - strane, s -~ poluobim, P - povrsina trougla.

e z. Transformidimo funkcional f pod korenom
(a+b+c) (a+b+c-2a) (a+b+c-2b) (a+b+c-2c)

((a+b)2- c2)(c2-(a-b>2>

2,412-¢2)(2ab-82-b2+c?)

2 -c2 2.

(2ab+a“+

4a e 2 (a

podnozje visine h iz temena A, x = CA1 ragstojanje

koje je negativno ako je Ce€AB 1 x = a-x. Tada je

Dok
16f =
Neka Je Al
b2 = 12+h2

i 2 =2..,2

¢ = x"+h i

162 °(x) = 8a82bb’ - 2(a2+b%-c2)(2bb’-2cc”)
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8&2x - 4(az+x2-i2)(x+i)

18(2ax-8%-x°-(a-x)?) = 0,
tako da f ne zavisi od x. Ako je A =AABC i preslikavanje

F(A) = £§1 = A,BC u skup pravouglih trouglova za koje je

Azc = h kateta, tada je

£(x) = £(0) = § a%h® = PP(A) = P2(A).

S o L

4.5.3. STEINER, LEMUS, 1840. [COX23]. Ovo je jedno
od najpoznatijih i najviSe dokazivanih tvrdenja. Svi poznati
dokazi su indirektni. Navedeni Je takav u onoj meri koliko
je indirektno zakljuéivanje :

A=B i AgC<HB, tada A =C

TEOREMA. Svaki trougao koji ima jednake duzine
simetrala dva ugla Je jednakokraki.

Dokaz. Neka je s, = AAj, p =CA 1 g = BA,, tada

a
2 2 2 &
p- =D +sa-2bsac08§
2 _ 2,2 &£
q' = ¢ +sa-2csacos§
(1) 2 2 <
p< - q =‘(b-c)(b+c-25&cos§),
(2) 32 = (p+q)2 = b2+c2-2bccos£ = b2+c2+2bc-4bccos2g
2
_ _ 4bccos”«/2
= (b+c)(b+c Bro )
Kako je ﬁ = E, to je g;: = %}g- , tako da iz (1) i (2)
sledi obo
& «
8, = pro COS 5 = H(b,c) cos§ .
Neka je «£gB, tada
& K&
(3) sin§ < 281n§cos§ _sinc _8 a+c
sin2 ~ 2sinBcos? sinh = b = b+c
2 2 2
Ako Je 8, = By tada
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2be < 2ac o
vrc %2 T m+coo®2’
odakle
be sine ac sin B
(b+0)sin3 i} (a+c)sing ’

gde su brojioci jednaki dvostrukoj povrdini trougla, tako
da je

sin

]
.

(4)

YT VTS

sin

Iz (3) 1 (4) sledi <=8,



GLAVA V
ELEMENTARNE ANALITICKE NEJEDNAKOSTI

U poslednjem odeljku su dokazane razlidite elementarne
analitidke nejednakosti. Tu se &esto ideja postupka zajed-
nic¢ke nepokretne tadke preslikavanja pojavljuje u jasnijem

obliku nego prilikom dokazivanja sloZenijih nejednakosti.
U tadki 5.l1. je data nova nejednakost.

5.1. TEOREMA A., AMM1935, [MIv61]

12+y2+z2 - (yz+zx+xy) + u2+v2+w2 - (vw+wu+uv)
u x 1
(1) 2V |v y 1.
w 2z 1

Do k a z. Neka je funkcional f(x,y,z,u,v,w) razlikas
leve i desne strane nejednakosti (1) i preslikavanje
Fa(x,y,z,u,v,w) = (x-a,y-a,z-a,u,v,w).
Tada je
f(Pa(x,y,z,u,v,w)) = (x-a)2+(y-a)2+(z-a)2-(y-a)(z-a)-

-(z-a)(x-a)-(x-a)(y-a) sulsvliwlo (vw+wu+uv)-

u x-a 1
- VS. v y-a 1| = f(x,y,z,u,v,w).

w z-a 1

Time je

£(x,¥,z2,u,v,w) = f(x-2,y-2,0,u-w,v-w,0).
Radi jednostavnosti, umesto x-z, y-z, u-w, v-w dalje se
moZe pisati x, y, u, w respektivno. PFunkei ja

£(x,y,0,u,v,0) = 12+y2-xy + ulavlouy - V3 (uy-vx)

po argumentu x je kvadratna sa minimumom u

y V3

Xo = -5V

224



5.1 ’ 225
f(x,y,0,u,v,0) > f(x ,¥,0,u,v,0) =

%y2+u2+zv uv-V-uy*r—é—vy .

Nova funkeija po argumentu y ima najmenju vrednost za

f(xo'y'o,u,v,o) 2 f(xO'yO’o’u’v’o) =

2 2 2
Z(Su guv%—)+u2+%v2-uv-2u2+uv+uv-‘21— = %—; 0.
Najmanja vrednost se postiZe za v=0, y=i%ﬂ1, =i%7

(x,y,2) = (a+z,28+2,2), (u,v,w) = (V3a+w,w,w), aeR.

tJ.

Nejednekost (1) se moZe uopstiti.
TEOREMA B. AKkO 8U Xj,e¢eeyX, 1 Yyreees¥po n23

monotoni nizovi realnih brojeva
Xy 2 e > X, il1i obrnuto i

7 7
Yy 2 oo 2 ¥y ili obrnuto,

tada je
x+ +x° - (X XntesetX, X +X_Xq) +
R 1727 " n-1"n" "n"1
2 2
(2) + Y +ee o4y = (F¥pbee ¥V Yt YY)
Xy V3 1l
Z’VS X5 Yo 1
Xq Y3 1 .
Jednakost vaZi ako i samo ako je Xy = ... = X, i

yl = eee = Jpo
POSLEDICA 1.

o J V)

2
XJ+eeotXy - (xlxz+...+xn_1xn+xnx1) +

2 2
+ y1+ooo+yn - (y1y2+...+yn_1yn+ynyl) 2
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’
SRS N I s WA | B RO W
(3) > V3 max < *2 Y2 Lol %2 Yno1 Y| o |[¥2 *ae1 3|
[1*3 931 X3 ¥p-p 1 Y3 *p-2 1

POSLEDICA 2.

2 2
X{+eeotX - (xlx2+...+xn_1xn+xnx1) >

(4) X; X, 1
> !z- x x 1

= 2 2 n-1 )
x3 xn_2 1

NAPOMENA 1. Na osnovu teoreme Cauchy-Schwartza i
takode Hardy-Littlewood-Pdlyae, za svaki niz vazZi
2 2
8)+e..48) > 8j85+...48) ja 48 8.,
jednakost vazi jedino ako je niz 87,...,8, proporcionalan

nizu a,,...,8,,8; tj. a;=...=a . Nejednakost (4) je poja-

n.
¢anje Cauchy-Schwartzove nejednakosti za monotoni niz i za

jedno mesto ciklidno pomereni isti niz. Ocena V3 je dobijena
za proizvoljne trojke brojeva, tako da se za monotone nizove

mozda moZe poboljsati.

NAPOMENA 2.
Xy ¥y 1 .. 1 1
X, Yo 1 .. 1 1
x; ¥y 1 X3 Y3 1 .. 1 1
X5 Yo 1} = Xy Yy o .. 1 1
X3 ¥; 1 seesccesseasasassanna
Xp-1 ¥p-1 0 .- 1 1
X, Yn o .. 0 1

U dokazu teoreme B. koristidemo slededu lemu.
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LEMA. Ako je
n ) n
(%) By (XyseerXg)= 2 %] - :Zixixi+l’ Xp417%1
1=

tada je
gn(x1+a,...,xn+a) = gn(xl,...,xn), aeR.

Do ka z. Primenidemo metod matematiCke indukcije,
za n=1 je 9 9
(x1+a) -(xl+a)(xl+a) = X]-XyXy.
Ako pretpostavimo da je (5) taéno za proizvoljno neN,
tada je

gn+1(xl+a,...,xn+l+a) = (x1+a)2+...+(xn+a)2+(xn+l+a)2—

—(x1+a)(x2+a?-...-(xn_1+a)(xn+a)-(xn+a)(xn+1+a)-

2
—(xn+1+a)(x1+a) = gn(xl,...,xn) + (xn+1+a) +

+ (xn+a)(x1+a) - (xn+a)(xn+1+a) - (xn+1+a)(x1+a) =

gn(xl""’xn) * (xn+1+a)(xn+1-xn)+(x1+a)(xn-xn+l)

gn(xl,...,xn) + (x

n+1-xn)(xn+l-xl)

gn(xl""’xn) t XX * Xph T %pFas T Foal®a

= gn+l(xl""’xn+1) ’
8to zavrsava dokaz.

Do k a z teoreme B. Neka je

Xy N 1
fn(x,y) = gn(x) + gn(y) -3 X5 Yo 1
' 13 y3 1
i
Fn(x) = (xl—xn,...,xn_l-xn,o).
Tada je

fn(x,y)

0

fn(Fn(x).Fn(y))

fn"'l( (Il-xn, e oo ,Xn_l-xn) ’ (yl-yn, oo ,yn_l"yn))

(6) + (k=% (xy=x)) + (¥ _=¥) (¥1-¥p) 2



5.1 _ 228
2 fn_l( (xl‘xn, e s e ,xnﬂl‘xn) ’ (yl"yn’ es e ,yn_l—yn))

2fn—2((x1-xn-l""’xn-2-xn-1)’(yl-yn-l""’yn-2-yn-1))

2... 2 fa((xl—x4,12"x4913‘x4)’ (yl-y4ay2-y4oy3'y4))

= f3((xl,x2,13),(yl,y2,y3)) 2 0.

Dokaz se zavrSava primenom teoreme A,

Jednakost u (2), prema (6), vaZi ako i samo ako je

Xn=xn_1= s =13, yn——-yn_l: seee = y3

i ako jednakost vaZi na kraju (6) tj. (1), &to zbog mono-
tonosti povlaci Xy =X5=X4 i Y1=¥p=Y¥3.

5.2. A.Ostrowski [MIv40]»

2,2 3.3
b
a;b a ;b a ;b gﬂ ; (a,b>0).

Do k a z. Neka je f(a,b) funkcional odreden izrazom

6..6
8 leve strane nejednakosti i a’ = b’ = (J&—gh-)l/6=36(8'b)-

6 .6
Tada Je f(a,b) g f(&’,b’) - a ;b ,
3.3 3., -3
jer je 2 ;b <2 ;b - a3 ili SB(a,b)gSG(a,b) i sl.
5.3. V.A.Kredmar [MIv40)
1 + 1l 1
1.1 1.1 S 3 1+ (8,b,c,d>0).
a'th c 3 a+c ' b+d

Dokaz, Neka je f(a,b,c,d) funkcional odreden
izrazom s desne stirane nejednakosti. Ako je O<sx <a+c ,
x+x° = a+¢ i

bx dx *
Y= b * X%4d
tada
. e 3120, 2,3Y2_A32 2
v = b(x+b)-bx _ d(x’+d)+dx’_ b (x’+d)“-d“(x+b)

(x+b)2 (x°+d)2 (x+b)2(x’+d)?
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Funkcija y ima maksimum kada je b(x"+d) = d(x+b) ili

X :x =0b: d. Dakle, ako je k = —%19— imamo

1
f(a,b,c¢,d) < P(kb,b,kd,d) = P . —.

k(b+d) * b+d

5.4, G.H.HARDY [MIv41]
1 1 1 -
(=1 ¢ -1 ) ( =-1) 28, a,b,c>0, a+bsc=1.

Dok a z. Posto je
1

(3-1)031) > (=5 -1)2,
Jer 4 4 1 12 b 2
111 . -a- -a- :
- 2 - , >4 ili (a-b)<20,
&T a B (&+b)2 a+b (a+b)2
to Je
(10010 351) = f(a,bye) 3 £( 22,840 oy 5

> £( a+b b+ic+a’ b+§c+a ) >

5.5. V.A.Kredmar [MIv41)

a b c 3
b+c T o+a T BB 2 5 (a,b,c>0).
Dokaz, Neka je f(a,b,c) = -2 b ., _¢

b+c + c+a a+b °?
O0gxga+b, x+X = a+b i

y = _x s X c_ .
X+C c+Xx X+X
Tada je - _
+ . X#C+X _ X+C+X _  a+b+c a+b+c
- = - - ’
(x+c)? (x+c) (x+ci2 (x+c)©

pa y ima najmanju vrednost kada je x = Xx 1

£la,b,e) > S5, 20,0) > ... pr(athie atbic arbio)

N W
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5.6. V.A.Kredmar [MIv4l]

2
S 8 <] n
+ - + L B ) + 2 ’
s a1 8-8, s-a_ n-1

gde je 8,+...+8 = 8, ak>0, k=1,...,n.

Dok a z. Neka je

8
f(al,...,an) = 5-8, taee + oy
0 + % = iy = — 2. Tad
SXgagta,, X+X = 8448, 1y= g+ s . ada je
y’ = 8 - - 8 L tako da y ima najmanju vrednost kada
(s-x) (s-x)
je x = x. Neka je
ai-:-a:j as+a,

Fij(al,..,&i,..,aj,..,an) = (al,.o’ 2 9oy 2 J,..,an).

Tada je £(8y,...,8,) > £(F j(al,...,a )),

pa funkcional f najmanji vrednost dostiZe u zajednilkoj nepok-

retnoj tadki ( g""'n ) svih preslikavanja Fij (i,3=1,..,n),
a to je upravo data vrednost,
5.7. C.V.Durell,A.Robson [MIV57)
(Va +Vb + Ve )Vd + Vbc + Vca + Vab < §(a+b+c+d),
a,b,c,d30.

W

Dokaz. Neka je f(a,b,¢c) funkcional odreden izrazom
8 leve strane nejednakosti. Tada je zahtev

f(a,b,c) f(Flz(a,b,c)) = f(a,a,c), 2a = a+b

ekvivalentan s

(1) (Va+Vb)Vd + Ve(Vb+Va)+Vab < 2VaVva + VeoVa + a

Relaci ja Va + Vo $2V§ se svodi na Vab<a, 3to dokazuje (1).

Otuda je f(a,b,c) < f(a,8,c) < +.. < f(s,s,s8), 3s=a+b+c.

Ostaje da se proveri 3VsVd + 3s ¢ 3(3s+d), 3to ponovo daje
X2

odnos aritmetidke i geometrijske sredine 2Vsd <s+d.
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5.7. AMM1961 (MIva? (Y )P o 1
Z2 = 4 b4

gde je x? + yn = zB, n realan broj i x,¥,2>0.

D o k a z. Ako je xn+yn = ¢, ¢ je konstanta, to je

n=1

nxn-lx, . nyn-ly, =0 i y, - - xn-l .
y

Funkcija f(x) = xy" ima izvod

n-1

n—lyn-l (y-x xn_ ) = nxn'l(yn—xn),
y

f’(x) = nx

pa postiZe maksimum za X=Y.
5.8. L.Crosland [MIv40)]
6abc < be(b+e) + ca(c+a) + ab(a+b).

Doka z. Neka je f(a,b,c) razlike desne i leve strane
nejednakosti, zbir b+c konstantan 1 time b =1 1 c’=-1.

Tada Je
fé(a,b,c) (c-b)(b+c)-ca-a(c+a)+a(a+b)+ab-6ac+6ab
(b-c)(Ba=b=c).

Ako je asbxyec 1 2d = b+c, to jJe

£(a,b,c) > £(a,d,d) = 2d(a-b)° > O.
5.9. L.Crosland [MIv40]
(32b+b2c+cza)(ab2+bc2+caz);2 9a2b202.
D o k a z. Nejednakost jJe ekvivalentna sa
R RS IS R R AR
sto je sadrzano u nejednakosti

, 1 1
(_x+y+z)(—i+§+

NI

) = 9.

Ako je zbir x+y konstanten, tada je zbir reciproc¢nih vred-

1

nosti i 3 najmanji za jednake brojeve, i dokaz sledi

uobidajeni postupsak.
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5.10., AMM1964 [MIv40]

3 3,3,1,.1. 1
a’ + b +c +a+5+6>4p,

a,b,c su strane trougla, 2p perimetar trougla.
D o k a z. Neka je f(a,b,c) funkcional odreden levom

stranom dokazivane nejednakosti. Postoji trougao sa stranama
84 84b ¢, njegov obim je takode 2p. Relacija

f(a,b’c) ) f(%.Q’g%E’c)
je ekvivalentna s

g(a,b) = a3+b3+é+%- 2(-5;—11)3— 2 -2_3> o.

a+b
Neka je bs<a, tada je
. .2 ,8+b\2 4 1
g (a,b) = 3(b°=-(=7)°) + -= <0
b 2 (a+b)2 b2

i time g(a,b)> g(a,a) = 0. Trougao sa stranama a,a,cC
postoji. Dakle,

£(a,b,0)> ... > £(28,28,20),

Ako je e=23, onda se odnos f(e,e,e) = 3(e3+%)2 12e svodi

1

na (9-3)220.

5.11. AMM1964 [MIvS4)

n

> p, logp,> 2 p, logg
25 Px kZ £5 Px K °

o

gde Jje- pk>0, qPO, k=1,...,n0, PyteeetPy = Qqtecotqy -

Doka z, Neka je p = (pl,...,pn), q = (ql,...,qn)

n
i f(q) = % p, logq, -

Ako je y = pjlogx + pjlogi y X4X = q;+a45

tada o 1 1
Y = P33 - Ps=
ix iz ’

tako da y ima minimum kada je x : X = Py i Py Dakle,
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ako Je ) Q4+

= q q q :——-—-l =
q = [q]_"",qiv”’Qj,'“’qn): qS pi+pjps’8 i,
onda f£(g) < f(q). Tako dobijena preslikavanja Fij(q)=a

(i¢j) su saglasna s funkcionalom f. Njihova zajednicka
nepokretna tacka je niz proporcionalan p, & time i jednak
p. Funkcional f na domenu

X = {(xy,...,x)|xp0,.., X0, PR JETIRT
je ogranifen s gornje strane i nije ogranicen s donje
strane, tako da najveéu vrednost dostiZe u p. Niz sukce-
gsivnih aproksimacija u kome se primenjuju sva preslikavanja

Fij beskonadno puta
£(q) < £(F5(q)) < ... <f(p)

konvergira maksimumu,.
5.12. C.V.,Durell,A.Robson [MIv58]

% + g + % + %? 4’ a,b,C,d>0.

Ova nejednekost je sadriana u slededoj [VRE2§] .

Neka je & : R—R pozitivna, neprekidna, periodiéna
funkcija periode 1. Tada vaZi ne jednakost

X
(1) j:g vy dx = 1.

Dok a z. Dovoljno je dokazati diskretni analogon.
Pretpostavimo da je a=§ racionalan broj, q sadrzasno u n,
xo=0,x1=%,.m.,xn=l ekvidistantna podela intervala (0,1)

i gi=g(xi)ﬂ i=1,...,n. Integral u (1) se moZe proizvoljno

blizu aproksimirati sumom, tako da je dovoljno dokazati

n -
(2) £(8yreerry) = D o
i=1 &i+p

=2 n .

Ako
(0] Je y = f( gl,...’gi"l,x"'.’gn),
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1 gi--p

gi+p x2
nost za x = Vgi-pgi+p‘ Zajednicke nepokretne tadke pres-

likavanja

Fi(gl,..,gi,..,gn) = (gl,.., gi_pgi+p,..,gn),
i=1,...4n, 2zbog ciklicnosti, su jedino nizovi jednakih
brojeva. Funkcional f na domenu

tada je y° » tako da y ima najmanju vred-

[m, ¥]®, m ={min 81r++28}s M = max{g,,..,g}

dostize minimum i to moZe biti jedino u zajedni&kim nepok-
retnim talkama. Jednakost u (2) vaZi ako i samo ako je
] = eeo = 8o Nejednakost (1) za iracionalne brojeve sledi

iz neprekidnosti funkcije g i dokazanog.
Za direktan dokaz (1) moZe se uzeti

F(g(x)) = Ve(x-a)g(x+a),

kada Je

1 1 _
f(g) = 50 §%§§%7 dx = % SO(-Eé%;%l-+-§%§$%%7)dx‘
1 -
>, \/%’Eﬁ“g%—:% ax = £(F(g)).

5.13. G.H.,Hardy,J.E.Littlewood,G.Pélya [HARTY)]
Ako je aPO ili -1<ak<0, tada Je

n n
[ 1+a, V> 1+ > 8 .
k=1 k=1

Dokaz. Neka je f(a) = (1+al) ces (l+an)

i Fi(a) = ( 81+ai,82,oo,ai_1,o,oo’an)-

Tada je (l+al)(1+ai)>>(1+al+ai)(l+0) i time f(a)>~f(Fi(a).

Ako Jje al+...+ang—1 nejednakost je oligledna, inade je

f(a) > £(Fy(a))> ... > £(F (.. (Fy(a)..))

f( 8y+...+8,0,..,0 )

+ + eee .
1 . 8,4 + a,



n
5.14. [HARSO] Ako je a0 i [ ] & = bY,
K by k

: n
tada je r1 l+a, ) = ( 14b 2.

Dokacz. Ako je f(a) = (1+al) (1+an)

i
Fij(a) (al,..,a1 1,Vaia vees8y_ \E j,..,a ),

tada se zahtev f(a) 2 f(Fij(a)) tj.
(1+ai)(1+aj) > (1+Vaiaj)2 svodi na ai+aj> 2Vai 3"

Funkcional f najmanju vrednost dostiZe u zajednidkoj nepok-
retnoj tadki (b,...,b).

5.15. C.V.Durel,A.Robson [MIVv57]

a® bl (c+d)Ctd < c° d¢ (a+0)2*®, a,b,c,d>0

Dokaz., Neka je x+X =c+d 1 y = xx xx

Tada je y (x) = logy ( logx - logx ),

c+d

tako da y ima maksimum za e = 5 kada nejednakost postaje

a® b 4eg ( a+b )2e .
5.16. G.H.Hardy ([MIv50]

32 S2
(1+81){1+&2) s e (1+an) < 1 + Bn +-7If1- + e +_rl._I!l ,
ai>0 y 8y = 8% ...48.

Do ka z. Neka je f(al,..,an) = (1+a1) .o (1+an).

a;+8, 5
Najpre je (l+a;)(1l+a,) < (1+ )=, Jer Je
(a)+8,)? 2
8y+a,+8,8, al+a2+—-T—— ili (al—az) > 0.

. a,+a, 8.,+8
Time Je flay,..,a,) <f( 12 2, 12 2,33,---,%) S ooee

n ny _ _n\n
"‘Sf(n ’naogn)é(l"'n) n
S
=1+ (MB+ D3+ .0+ (DB
1'n 2 n2 n’ .n
s2 Sn
<1 + s +—r|l-+. + -2
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OZNAKE
funkcional na skupu X
preslikavanje skupa X u samog sebe
skup nepokretnih tadaka preslikavanja F

niz xl,xg,...,xn,...

unutrasnjost skupa S

granica skxupa S

konveksan omotad skupa S

rastojanje tadaka x i y

kugla s centrom x i poluprednikom r

potencijalna sredina brojeva Xqyseees Xy
reda p

harmonijska sredinsa
geometrijska sredins
aritmeticks sredina
kvadratna sredinsa
ermutacija x ceed X nizs
P J [1]2 2 ¥[n]

Xl,.."xn

(xl....,xn)-<(y1,...,yn), X(p)tee-t gyt et Ve

a,b,c

.k=1,...,n-1, x[1]+...+x[ﬂ]=yDJf...+yhﬂ

strane trougla

poluobim trougla

polupreénik opisanog kruga trougla
poluprecénik upisanog kruga trougla

transponovana matrica
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