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uvobp Ry Datum

; Ovaj doktorski rad pripada Spektralnolj téariji kona&nih
i beskona&nih grafova, koja objedinjuje elemente téorije grafova,
linearne algebre i opzte spektralne teorije operatora. Pod spek-—
trom (kona&nog ili beskona&nog) grafa, podrazumevamo ina&e spektar
odgovarajuée matrice susedstva posmatranog gréfa.

Ra&unari su imali suztinsku ulogu u. izradi ovog rada.
Pre svega prilikom izra&unavanja spektara pojedinih grafova, gde
je koriZeen standardni program “Eigen", zafim kod ispitivanja
izomorfnosti grafova i kod postupka za generisanje &itavih klasa
grafova i pretrativanja nijiihovih spektara u cilju aodredivania npr.
maksimalnih grafova u odgovarajuéim klasama.

. Ukratko <emo objasniti prirodu problema posmatranih u
ovaom radu.

‘Neka je G proizvolijan konaZan povezan graf bez petlji i
vixestrukih grana. Relacija H € G ce ozna&avati da je graf H indu-—
kovéni podgraf grafa 6. Za indukovani podgraf obi&no <emo pret—
postavljati da je takode povezani graf.

Od najvece vainosti u celom radu bice tzv. teorema pre-

plitanja, koju navodimo bez dokaza.

Teorema 0.1 (Teorema preplitanja) Neka Jje 6 graf sa
spektrom Ai > xz Z aas = xn i neka je H njegov indukovani pod-—
graf sa spektrom Hy P Ho T .. = Ho. Tada vaze sledece
nejednakosti

Nemei S M SN (1 = 1,0caym .

Neka je dalje P izvesna grafovska osobina. Reé¢i ¢emo da
je osobina P hereditarna, ako iz uslova da graf 6 ima osobinu P
sledi da svaki njegov indukovani podgraf takode ima ovu osobinu.
Veecina problema posmatraﬁih u ovom radu jesu tereditarni problemi

ili se svode na takve probleme. Takvi su na primer prablemi u



poélavljima I, 11, v, VI, VIII i IX. Svi problemi - posmatrani u
ovom radu su inaze kompletno reZeni.
Hereditarni problemi su do sada viZe puta prougavani u

matematizkoj literaturi, od ¢ega navadimo radeve [1]s [2]y [5]s
[71, [e]s [7]s [0l [111s [1s]s [re]. [7]s [9]s [20)s [
[24] -

koji imaju posmatranu osobinu nazivamo dozvol jenim za odgovarajuéi

Kod posmatranja bilo'kog hereditarnog problema, grafove

problem, a 'ostale grafove nazivamo zabranjenim. Uloga zabranjenih
grafova kod generisanja svih dozvoljenih grafova moze biti od
bitnog znazaja, a testo je 1 skup svih minimalnih =zabranjenih
grafova (minimalnih u smislu relacije € ) u posmatranom problemu
konazan. Stoga je i ovaj tzv. metod zabranjenih grafova vrlo bitan
kod rezavanijia hereditarnih problema. Vrlo &ésto se moie mnogo
saznati o strukturi izvesnog grafa, ako je poznato da neki drugi
konkretan graf ne moze biti niegov indukovani podgraf.

Kao ilustraciju navodimo teoremu H. Smith-a (str. 98),
iz koje sledi da ije povegani graf kompletan multi-partitan graf

ako i samo ako ne sadr#i nijedan od slede¢a dva grafa

kao svoj indukovani podgraf.

Ukratko <¢emo opisati sadrzaj ovog rada po pojedinim
poglavl jima.

Ceo rad se sastoji iz 10 poglavlja, 2 priloga i spiska
literature (str. 193-1935).

U poglavlju I (str. 1-43) posmatramo problem odredivanja
kona&énih i beskona&nih grafova sa 6 sopétvenih vrednosti razliei-

tih od nule ukljugujuei i njihove vizestrukosti. Ovaj problem za

p = 3,4,5 sopstvenih vrednosti posmatrao je A. Torgazev u radovima




[19] i [20]. U ovom poglavljuvu odredenoj meri pobol jfavamo metodu

primenjenu u navedenim radovima A. Torgazeva. Najvainiji rezultat
u ovom poglavlju je Lista 1.1 (str. 10-43), koja daje kompletan
spisak kanonie¢kih grafova sa tagno 6 sopstvenih vrednosﬁi razliei-

tib od nulg.

U Poglavliju II (str. 44-46) dajemo spisak svih maksimal-
nih kanoni&kih grafova koji imaju & sopstvenih vrednosti razli&i-
tih od nule. Osim toga, u kratkim crtama je opisan postupak za
generisanje kanoni&kih grafova sa n nenula sopstvénih vrednosti

(n € N).

U Poglavlju III (str. 47-468) posmatramo sopstvene nor-
malne digrafove, kao jednu vrstu uopztenia obi&nih grafova. Izmedu
ostalog uvodimo definiciju prostih i mezovitibh normalnih digra-

fova i dokazujemo &itav niz osobina takvih digrafova.

U Poglavlju IV (str. 69-80) , upotrebom racunara, u pot—-
punosti opisujemo sve sopstvene normalne digrafove sa 6 i 7
£vorova. Sli#an problem je posmatrao A. Torgazev u radu E22] za
normalpe digrafove sa 3,4 i 5 &vorova. Najva:ni ji rezultat ovog
poglavl ja su Liste 4.1 (str. 71-72) i 4.2 (str. 73-80), koije
respektivno daju kompletan spisak svih normalnih digrafova sa

taéno &6 1 7 &vorova.

U poglavliju V (str. 81-94) posmatramo sve povezane gra-
fove &ija energija (tji. suma svih pozitivnih sopstvenih vrednosti
ukl jucujuci takode niihove vizestrukosti) nije veca od 4. U radu
[21] A. Torgazev je posmatrao sve povezane grafove £ija energija
nije veca od 3. Primenjena metoda u ovom poglavlju se u izvesnim
detal jima razlikuje od metode koja je data u radu [21].u Listi S.1
naVeden je potpuni spisak grafova (ukupno 154) -&ija energija ne
prelazi 4, a vedca je od 3.

U Poglavlju VI (str. 95-102) opisujemo sve povezane gra-
fove &ija prva redukovana energija, tj. suma apsolutnibh vrednosti
svih sopstvenih vrednosti bez maksimalne, nije veéé od 5. Pokazano
je da postoji ta&no 795 takvih grafova sa ta&no jednom pozitivnom
sopstvenom vrednoZcu, i 137 takvih grafova sa vize od jedne pozi-
tivne sopstvene vrednosti (Lista 6.1). Osim toga, u Teoremi 6.1

dokazan je i jedan op#ti rezultat koji se odnosi na kona&nost



_iv...

skupa svih grafova sa uniformno ograni&enom prvom redukovanom
energi jom.

‘U Poglavl ju VII (str. 103-113) opisujemo sve povezane
grafove ¢&ija druga redukovana energi ja, tj. suma apsolutnih vred-
nosti svih sopstvenih vrednosti bez minimalne, nije veca od 6.
Pokazano je da postoji tagno 91 takvih grafova sa ta¢éno Jjednom
pozitivnom sopstvenom vrednogcu, i tacno 319 takvih grafova sa
vite od jedne pozitivne sopstvene vrednosti (Lista 7.1). Osim

toga, u Teoremi 7.1 dokazan je i jedan op#ti rezultat koji se

odnosi na kona&nost skupa’svih grafova sa uniformno ogranigenom

drugom redukovanom energijom.

U Poglavlju VIII (str. 114-123) u potpunosti su opisani
svi povezani grafovi &ija tre¢ca redukovana = energija, tji. suma
apsolutnih vrednosti svih sopstvenih vrednosti bez minimalne i
maksimalne, nije veca od 2.5. Za razliku od rezultata iz poglavlja
vI i VII, dobijeni skup je beskonazan. Osim toga, dokazana je i
vaina opita teorema kona&nosti (Teorema'B.Z) koja se odnosi na
skup svih kanoniékih grafova sa uniformno ograniéenom tredcom
redukovanom energi jom. '

U Poglavlju IX (str. 124-130) uvodimo definiciju k-pozi-
tivne redukovanje energije, k — negativne redukovane energije 1
(k,&) — redukovane eneragije, i dokazujemo neka osnovna svoistva
ovih energija. U Teoremi 9.1 dokazujemo da je za svako k € No =
= N U {0}, skup svih grafova sa uniformno ograniZenom k — pozitiv-
nom redukovanom energijom uvek konadan. U Teoremi 9.3 dokazan je
sli®an rezultat za grafove éa uniformno ograniZenom k — negativnom
redukovanom energijom. U teoremi 9.3 dokazana je slizna teorema
kona&énosti, ali za skup svih kanoni&kih grafova sa uniformno ogra—
ni&enom (k,&) — redukovanom energijom. Odgovarajuéi  skup svih
grafova sa uniformno ograni&enom ovom vrstom  energije je inade
uvek beskona&an.

U Poglavl ju X (str. 131-138) posmatramo problem real-
nosti izvesnih grafovskih polinoma @3(G,C,x) za odredene klase
grafova. flvaj problem je u izvesnoj meri razradivan u literaturi,
i od velike je vaznosti u nekim primenjenim naukama (pre svega U
hemi ji). Postoji hipoteza da su nule ovog polinoma uvek realne,

ali opzti matematieki dokaz Jjoz nije pronaden. u nedavno




objavl jenim radovima [12] i [13] ova hipoteza je dokazana za neke
posebne klase grafova. U ovom poglavlju mi dokazujemo ovu hipotezu
za jednu klasu grafova koja uopztava grafove iz. rada [13]. Kao
sporedan rezultat, u Stavu 10.2 dobijena je &itava klasa

kospektralnih grafova.

U prilogu A (str.139-163) dajemo kompletan spisak karak-
tgristi&nih polinoma svih povezanih grafova &iji je odgovarajuéi

kanoni&ki graf reda n (2 £ n = 6).

U prilogu B (str. 164-192) dajemo iivorne programe koje
najvize koristimo za rezavanje pojedinih problema u ovom radu. Svi
navedeni programi su napisani u maiinskoh jeziku MACRO-11
(asembleru), na sistemu DELTA-644.

U najvecem delu rada koristimo sledece oznake. G Jje
proizvol jan (konaZan ili.beskonaéan) povezani graf. V(G) je skup
zvorova grafa G. E(G) je skup grana grafa G. |G| Jje broj é&vorova
grafa G, tij. njegov red. Ako je |G|= n, tada je xl > xz 2 e Z A
njegov spektar, ti. spektar odgovarajuce 0—-1 matrice susedstva
grafa G.

Sva tvrdenia u ovom radu klasifikovana su ina&e u obliku

stavova, teorema (vaznijih stavova) i korolara, ¢&ije numeraci je

teku odvoieno.

Koristim ovu priliku da se zahvalim mentoru ovog rada,

vanrednom profesoru A. TorgaZevu na sugesti jama, primedbama i

nesebi&noj pomoéi  pri izradi istog rada. Takode izraxavam

zahvalnost Akademiku redovnom profesoru D. Cvetkovieu, Akademiku

redovnom profesoru I. Gutmanu, kao i docentu M. Petroviéu na

korisnim sugesti jama pri izradi ovog rada.

Kragujevac, 11. Ol. 1991. god.
Autor

Univerzitet & Beogradt
Prirodno-matematicki fakultetl
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I. ODREDIVANJE SVIH KONAXNIH I BESKONA&NIH GRAFOVA SA 6
SOPSTVENIH VREDNOSTI RAZLIEITIH OD NULE

_ U ovom peglavl ju posmatramo problem odredivanja kona&nih

i beskona&nih grafova sa p sopstvenih vrednosti razli&itih od

nule. Ovaj problem za p = 3,4,5 posmatrao je A. Torgatev u rado-

vima [19] i [20]. Mi ¢emo posmatrati problem za p = 4, s tim zto

¢emo u izvesnom smislu modifikovati postupak koji je primenjen u
radovima A. Torgazeva. ' '

Osnovni pojmovi i defjnicije koje se odnose na spektral-

nu teoriju kanoniékih grafova sadrfani su u sledecem odeljku, 1

) poti&u iz radova [19] i [20].

1.1 Osnovni pojmovi i definicije

U celom odel jku posmatramo povezane prebrojivo besko-
nagne grafove bez petlji i vizestrukih grana. Skup &vorova V(G)
grafa G je skup prirodnih brojeva N. Matrica susedstva A(B) grafa

6 je matrica A(G) = [aij] beskonaznog reda N X N, gde je

i
a =fa" 2, (i,J) - susedni
ij 0 '

y (i43) — nisu susedni

i a je konstanta iz intervala I = (0,1).

Beskona&nu matricu A(G) mofemo posmatrati kao matricu
linearnog operatora A u Hilbertovom prostoru £ sa ortonormiranim
bazisom {ei}. Operator A definisan na ovaj na&in Jje Hilbert-

Schmidt—ov operator, Jjer Jje

n =Y la. . [°< w0 -
1)

Spektar o(G) grafa G se definize kao spektar o(R) =
o(A(B)) ovog Hilbert-Schmidt-ovog operatora.
Navodimo bez dokaza teoremu koja daje osnovna svoistva

spektra o(A(G)).




Teorema 1.1 ([19],[20]) Spektar . ¢(A(B))  pridruten

matrici susedstva A(G) beskonaZnog neori jentisanog grafa G ima

sledece osobine:

(i} o(G) je realan, sadr%i nulu i konaZan ili beskona&an niz
sopstvenih vrednosti { A | Ay = 0, i = 1,24a0e4N } .
Svako ki # O je kona&ne mnogostrukosti i hn — O kada

n — o ako je niz beskona&an.

(ii) Maksimalna vrednost hl = r(G), koja se naziva spektralni
radi jus, je jednostruka. Ako je -r (G) sopstvena vrednost

grafa G, tada je -r(G) takode jednostruka.

(iii) Spektralni radijus r(G) = llal < d, gde je d realna kons—

» _ ay 2
tanta, tj. d =
: (I—az)V i+a

G lezi u intervalu [—d,d].

, tako da spektar o(G) grafa

Od posebnog interesa su beskona&ni grafovi sa kona&nim
spektrom o(G) = {xl,xz,...,xp,o,o,...} . U ovom sluzaju A =0 je
sopstvena vrednost beskonacéne ,mnngostrukosti. Ko-dimenzija pot-

prostora X = {xeX| Alx) =0 } je p.

Definicija 1.1 ([19],[20]) Neka je 6 beskona&an graf sa
spektrom o(B) = {Al,kz,...,kp; o} o * 0zai € {1,2,...,p} ).

Tada je G graf sa p—kona&nim spektrom.

Definicija 1.2 ([19],[20]) Graf G je graf kona&nog tipa
ako i samo ako se skup V(G) = N mofe razbiti na kona&an skup
NI’NZ""’Nk karakteristi&nih skupova, tako da su bilo koja dva
&vora iz istog skupa Ni nesusedna i bilo koja dva podskupa Ni i Nj

=11} kumbletnu susedna ili kompletno nesusedna.

Na skupu &vorava V(BG) uvodimo relaciju ekvivalenci je
Evoravi X,y su ekvivalentni (u relaciji) ako i samo ako imaju iste

susede. Pudskdpuvi Ni’Nj su klase ekvivalencije u aodnosu na defi-



nisanu relaciju.Izborom po jednog &vora iz svake klase Nk dobi jamo
koli#nik g grafa G. Graf g = g(Nl,Nz,...,Np)'naziya se kanonié&ka

slika grafa G.

Teorema 1.2 ([19],E20]) Kanoniéki graf g grafa 6 ima

sl edece osobines

(i? Beskona&an graf konaénog tipa k ima p-kona&an spektar,

gde je p = p(G) = k .

(ii) Svaki graf sa p—kona&nim spektrom je koné&nog tipa k,

gde je k < 2P - 1.

(iii) Ako je G = g(Nl'N2""'Nk) graf kona&nog tipa, onda je
broj sopstvenih vrednosti razliéitih od nule p(B) grafa
G jednak broju sopstvenih vrednosti razli&itih od nule

p(g) grafa g..

Time se problem odredivanja svih beskonaénih grafova sa
p sopstvenih vrednosti razli&itih od nule upravo svodi na problem
nalatenja svih kanoni&kih grafova takode sa p sopstvenih vrednosti

razli&itih od nule.
Sa g, oznaéimo bazni podgraf grafa G sa p é&vorova koji

ima svojstvo da su mu kolone (vektori) matrice susedstva A(go)

linearno nezavisne.

Navodimo slede¢i rezultat koji daje osnovna svojstva

baznog grafa 9,

Stav 1.1 ([19],[20]> Bazni podgraf g grafa G ima

slededce osobine:

(i) Graf g, nema izolovanih é&vorova.

(ii) Svaki &vor x € V(B)\V(go) je susedan bar jednom é&voru
y € V(go).

(iii) Matrica susedstva A(go) grafa 9, je regularna.

Praoblem odredivanja svih kona#nih i beskona&nih grafova
sa & sopstvenih vrednosti razlieéitih od nule obraden je na raéu-

naru DELTA-444. U programu je ostavl jena moguénost za obradu svih




*

kanoni&kih grafova sa n (3 = n < 10) supst?ehih vrednosti

razlie#itih od nule. Vééina programa koji se odnose na’ ovu
problematiku pisana je na jeziku COBOL. | |

U sledecem odel jku dajemo osnovne rezultate koji se
odnose na problem odredivanja kanoni&kih grafova sa p sopstvenih

vrednosti razligitih od nule.

1.2 Osnovni rezultati

Obrazlozicemo postupak rekonstruisanja matrice susedstva
kanoni#kog grafa g prema radovima [19] i EZO];

Prvo odredujemo skup svih baznih grafova reda n. Bazni
grafovi reda n nemaju nulu u spektru. Svaki bazni graf pred—
stavl jen je matricom susedstva [aij]’ gde je a;; = 1 ako su
&vorovi X i xj susedni, a aij = O ako &vorovi xi i xj nisu
susedni. OznaZimo sa a;, = (ail'aiz""’ain) (i = 1,2,0ae,n)
vektore vrste matrice susedstva baznog grafa 9, - Vektori a, su
linearno nezavisni pa je rang ([aij]) = n.

Pfetpostavimo da od baznog grafa 9, treba generisati
graf 9, dodavanjem &vora X = (xl,xz,...,xn),tako da graf 9, sadr$i
isto n sopstvenih vrednosti razli&itih od nule. Matrica susedsva
A(gl) generisanog grafa g, je oblika

_ . 1
(o a12 a X

as, 0 -ee 855 %3

A(gl) = - « ma- « . -

Tada je x linearna kombinacija vektora {ai}, te postoije
skalari {pi} tako da je x = p,a;, * py3, + ..o+ PA - Definizimo
vektore X 1 Ai na slede¢i nagin: X = (x,0) = (xl,xz,...,xn,O)‘ i

Ai = (ai,xi) = (ail’aiZ""’ain’xi) (i = 1,2,...,0). Vektor X Je



!

I
linearna kombinacija vektora {Ai} i skalara {pi}, tj. imamo da je

(x,0) = pltal,xl) + pz(az,xz) + ... + pn(an,xn . Mnotenjem skalara

{pi} i vektora {ai} , prethodna relacija se svodi na relaciiju

(1.1) (x,0) = (pla1 + c0a + pnan,plxlf+ ces + pnxn).

|

Imajuéu u vidu da je ¥ = p,a, + -e- *p 3, iz relacije

(1.1) dobijamo sledeéu relaciju |

+ + 4es +px =0,
{(1.2) Py * Poiin R
Ako stavimo da je p = (pl,pz,...,pn)irelacija (1.2) se
svaodi na uslov da je skalarni proizvod <p,x> = O.
Relacija (1.1) se jednostavnim transformacijama svodi na

slede¢i sistem od n jedna&ina i

B =
844Py * 3yPp * eer T AP, T X
a59Py * 85P5 * see T B, B, T X5

(1.3) ] ] - . ..
L 2q1Py * 8.2P2 Foeee # anPn = *n

Ovaj sistem ima jedinstveno rezenje jer je po pretpos-
tavci det ([aij]) # 0. Za generisanje svih kanoni&kih grafova sa n
sopstvenih vrednosti razlie¢itih od nule potrebno je odrediti sve
vektore x. i p . Vektori x, sadrie elemente iz skupa {0,1} i
izborom svih moguc¢ih kombinacija elemenata iz {0,1} u vektoru
X &€ Rn nalazimo sistemom jedna&ina (1.3) vektore pi, X; - Pri tome

vektori P; i X4 zadovol javaju sledece uslove:

(i) x. # 03
i

(ii) Skalarni proizvod <xi,pi> = 03

(iii) x; #ay (3= 1,2,...,0).




Relacija (iii) va¥i jer u suprotnom |sluzaju generisani
graf g, ne bi bio kanoni#ki zato Zto bi &vorovi koiji odgovaraju

vektorima Xi i aj imali iste susede.

Sada ¢emo pokazati kako se na bazni graf dndaju. dva
évora tako da novi generisani kanoniéki graf l92 sadr#i n Ssop-—
stvenih vrednosti razligitih od nule. Istim poFtupkom se generizu
kanoni&ki grafovi 9, koji imaju (n+k) &vorova i takode n
sopstvenih vrednosti razlieitih od nule. Neka " je matrica A(gz)

generisanog grafa 9,

12 °°° Tin "1

A(gz) = - - . sae - - - 9

N Yl Y2 o= yﬂ yn+1 _

gde je vektor y#x i vektor y je neki od vektora koji su odredeni

sistemom jednaina (1.3).
Za trenutak pretpostavimo da su elementi generisane

matrice A(gz) simetri&ni u odnosu na glavnu di jagonalu.

Tada j@ % = (X, 4Xo3-==,y%_) linearna kombinaci ja vektora
1772 n

{ai} i skalara {pi} iy-= (yl,yz,...,yn? linerana knmbinacija vek-

tora {a, } i skalara {q, }- Definizimo vektore ¥ i B, na sledeci
if. i _ i

na&in: Y = (y,yn+1,0) = (Yl’y2""’yn’yn+1’°) i Bi = (ai,xi,yi) =

(ail,aiz,...,ain,xi,yi) (i = 1,25.-.,n). Vektor Y je linerana
kombinaci ja vektora {Bi} i skalara {qi}, tj. imamo da je vektor

(y,yn+1,0) = 91(al’xl’yl) + qz(az,xz,yz) + see * qn(an,xn,yn).
Mno:enjem skalara {qi} i vektora {ai}, prethadna relacija se svodi

na relaciju

(1.4) (y,yn+1,0) = (qlal+...+qnan,q1x1+...+qnxn,q1y1+...fqnyn).



Iz relacije (1.4) neposredno dobijamo sledece relacije

= - = w +
(1.35) Yo+l a;%4 + A%, 1

(1.6) 0

Yy ¥ e T Ay, -

Desna strana relacije (1.5) predstavlja skalarni proiz-—
vad vektora x,q i upravo iz ove relacije vidimo kako se odreduju
elementi matrice susedstva A(gz) generisanag g&afa_gz. Ako je ska-
larni proizved vektora x,q € {0,1} tada katemo da su vektori x,q
koegistentni. Ako je skalarni proizved <x,q> = 0 tada &vorovi koji
odgovaraju vektorima x,y nisu susedni. Ako je skalarni proizvod
<X4yq9> = 1 tada su &vorovi koji odgovaraju vektorima u,y susedni.
Osim toga primetimo da je relacija (1.6) sadrzana u uslovu (iii)
pri odredivanju vektora X; 9Py -

Navodimo sledec¢i -rezultat koji se odnosi na na&in gener—
isanja elemenata matrice susedstva kanoni#kog grafa g. Ovom teore-—
mom se ujedno dokazuje simetriénost elemenata generisanih vrsta i
kolona u odnosu na glavnu di jagonalu matrice susedstva. Sa k ozna-—

€imo ukupan broj vektora x koji se odreduju pomocu relacije (1.3)

Teorema 1.3 Za proizvolijne indekse i,J e {1,2,...,k}
va¥i komutativnost skalarnog mnozenja vektora xi,pj po indeksima

i.i, tj. <xi,pj> = <x5,pi>.

Dokaz. U dokazu ove teoreme vektore a;, Ai, Bi
(i =1,2,...,K) i X definizimo na isti na&in kao u razmatranju

generisanja matrice susedstva kanoniékog grafa dodavanjem dva
€vora na bazni graf.

Neka je data matrica susedstva A(gz) u obliku

O 845 === 3y, % vy
821 9 eee 85, %5 v,
A(gz) = - - - =W - - - -
%t hz - 0 *n Yn
Xy Xp mem % 0 y (1)
| Yy Y5 se- Ya y(2) O i




Dovol jno je dokazati da je y(1) = y(2). Néjpre dokazimo

da ako je x = (xl,xz,...,xn) linerna kombinacija vektora {a; b i

skalara {pi}, tada je X linerna kombinacija vektura‘{ﬁi} i skalara
{pi}-

Pretpostavmo da je X linearna kombinaci ja vektora {Ai} i
skalara {qi}, ti. (x,0) = ql(al,xl) + ... + q,¢a,»% ). Sobzirom da
je (x,0) = ((xl,xz,...,xn),O) i na osnovu prethodne relacije imamo
da je x = Q8; * ...+ An35" Po pketustavci % je linearna kombina—
cija vektora {ai} i skalara {pi}, Pa neposredno dobijamo da je
{pi} = {qi} (i»e {1,2,...,n}).

Pretpostavimo da je vektor y = (yl,yz,...,yn) linearna
kombinacija vektora {ai} i skalara {qi}. Analogno prethodnom raz-

matranju dokazuje se da je vektor Y = (y,y(1),0) linerana kombina—

cija vektora {Bi} i skalara {qi}, tj. imamo da je vektor
(y,y(l),O) = ql(al,xl,yl) LA qn(an,xn,yn). Odavde neposredno

dobi jamo sledecu relaci ju

(1.7) y(1) = Q%3 + wan + a.x, -

Stavimo da je Z = (x,0,y(2)). Lako se pokazuje da Je
vektor (x,0,y(2)) = pl(al,xl,yl) + oa.. + pn(an,xn,yn).lz prethodne
relacije imamo

(1.8) Y(2) =py + ... PaYp -

Neka je R = (yl,yz,..;,yn,y(Z),O). Pretpostavimo da je
vektor R linearna kombinacija vektora {Bi} i skalara {ri} s ti.
Z = (y,¥(2),0) = Pl(al,xl,yl) + owe. + rn(an,xn,yn).lz ove relaci]g

neposredno dobijamo
(1.9) Yy =r

(1.10) - y(2) = rlxl + cea + rnxn -



Fo pretpostavci je vektor y linearna kombinacija vektaora
{ai} i skalara {qi} pa iz relacije (1.9) imamo da je {ri} = {qi}
(i e {I;Z,n..,n}). Kona&no iz relacija (1.7), (1.8) i (1.10) imamo

da je y(1l) = y(2).

U sledecoj listi dat je kompletan spisak svih kanonigkih

neizomortnih grafova ca ta#no & copstvenih veednocsti razli&itih od

nule, €ime je navedeni problem za kona&ne i beskonagne grafove

potpuno rezen. Tako dobijamo glavni rezultat u ovom poglavl ju.

Teorema 1.4 Fostoji tano 1644 neizomorfnih povezanih
kanoni&kih grafaova koji imaju &6 sopstvenih vrednosti raliZitih od

nule.

Slog Liste 1.1 (str. 10 - 43) svih kanonizkih grafova sa

¢ sopstvenih vrednosti razlie¢itih od nule predstavljen je u obliku

1 M2 212 #13%23 " %1n%n n-1,n °?

gde je n, redni broj odgovarajuceg grafa G, n je broj njegovih

2
grana i a,, a;qa g --. alna2n"'an—1,n je gornji trougaoni aoblik

odgovarajude matrice susedstva grafa BG.
Mapomenimo da Lista 1.1 sadr2i:

sa gvorova : 352 grafa,

6

sa 7  &vorova 158 grafova,
8
9

sa evarova : 332 grafa,
sa evorova : 437 grafova,
sa 10 &vorova : 373 grafa,
sa 11 &vorova : 204 grafa,

sa 12 &vorova 70 grafova,

sa 13 &vorova

15 grafova,

¥

sa 14 &vorova grafa.




LISTA 1.1 SFISAK KANONICKIH GRAFOUA
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0001
0002
D003
Q004
QO0%
0004
0O07
$1eT818 1
Q00Y
0010
O0L1
0012
Q013
0014
O01%
0016
0017
0018
o011y
000
Q02
QO3
0023
D024
0025
0024
Q027
0028
0029
0030
Q031
Q032
0033
0034
QOIS
0034
QOX7
0038
0039
0040
0041
0042
0043
DO44
QO4%
0044
Q047
D048
004
H0S0
0051,
DOHA
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0Dé
Q04
04
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0b
07
o7
O7
o7
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07
Q7
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07
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01
11
11
11
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01
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11
0l
11
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01
11
Q1
i1
01
11

o0seba0e sane

001
001
Q01
011
Q01
001
Q01
o0l
Q01
001
Q01
003,
011
001
001
V01
011
101
011
001
001
001
101
101
101
D11
001
001
001
001
011
011
101
101
111
001
Q01
011
1i1
111
101
111
111
011
1L
101
011
101
111
111
111
111

0001,
0100
Q001
00N
1001
0011
0101
D011
0001,
0111
Q011
1001
Q001
0011
0001
0111
1001
OO0
oLl
1001
1001
1001
0001
1001
0001
1001
1111
0011
011l
OO0 1
1111
Q001
QO 1
1001
0001
1111
0001,
1011
0001
0111
D001
0011
0001
1111
1 I )
0101,
110
1111
1111
1111
Ol
1111

00001
D000,
00001
OO 100
QOO0 Y
OO0ON]
O0O0NO],
03100
10O00]
00010
00100
10001,
01001,

-00001],

00011,
QOO0
QOO0
10001
00001,
11001
10101
10001
10001
00010
00011
DOOLO
00001
00111
10001,
11011
00001,
11011
11001
10001
00011
00010
10111
10011
11011
10001
10111
10011
10011
OO01L0
Q0010
10111
11504
01001
11001
10001
11111
11111

|
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QOA
WIS
Q05
OO%S
005/
QUGG
QOEY
QOHQ
0061
Q062
0063
D064
004
0044
Q047
OO6LHY
00GY
QO7 0
Q71
OO7
Q075
Q07 4
OO7%
QO7 &
Q077
07
DO7Y
DVED
00&1
QOB
0083
0O84
Q08
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007
DS
008y
DOPO
O0Y 1
QU
0093
DOY4
Q09PE}
OO é
QO%7/
0098
0099
0100
01Ol
0102
0100
D104
0105
QL0
Q107
0108

0
0
0é
07
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174
o7
W7
Q7
Qf
07

07

08
08
08
0
Q8
06
08
0O
O
{6
O
Q5
08
D8
08
08
08
08
08
OY
0
09
Oy
0%
oY
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O
O
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06
O
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09
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07
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Oy
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09
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1
1
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1
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1
1
1
1
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1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
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00
Q0
Q0

- 01

01
Q1
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00
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11
01
01,
01,
o1

11
00

01

01

Ol

.0l

Ol
01
0l
Q1
01
0l
01
11
01
11
11
11
Q1
11
11
11
01
11
11
0l
01
11
01
11
11
0l
01
01
11
01
11

Q01
001
001
011
001
001
001
001
Q01
Q01
001
001
011
001
001
011
001
0111
001
D01
Q01
011
0Ll
001
001
QD1
001
OOl
001
001
001
011
101
001
001
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1Ol
011
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001
001
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001
001
011
001
001
011
001
001
001
001
001
01
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OO0
0001
0001
D001
0100
0100
000
0100
0011,

Q0100
0001
0011
1001,
0101
0001
HOO1
0011
DO
£101
0011
0011
OO0
0001,
0100
0101
0011,
0011
0011
0101,
0011
0011
0111
0001
1001
1,001,
0001
1001
1111
0001,
1001
0001
1001
1001,
1001
1311
0011,
1001,
1001,
1001,
1001,
0111
0101
0001
0001,
0001,
0001

00001
00001
00001
QD 1LO0
Q0001
QD001
Q0001
OO001
QOO
ROV
DO0O],
0001
Q0001
OO0
00001
00100
ODQO 1
00100
00001,
0100
0000,
{31000
01001
D000
Q0001
D01
00001
QD001
00001
00001
00100
DOOD
10001
10101
10001
10001
QOOLO
00001
10001
Q0010
10001
10101
1.0001
HDO0LO
00001
OOOO
00010
10101
10001
QOO0
Q0001
OO0
10001
00001
10001
Q0001
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100101
010001
010010
000001
QOL0L0
QD1LO0L
010010
101000
010100
Q10010
010001
010010
01.0000
Q00101
QLOVLO
001100
QDN101
010001
L0000
010000
103001
100000
GO OD
OL1I010
O1LO001
DON1L10O
010100
100010
000110
011000
100001
QNN 100
Q1000
100000
001000
D00 1O
O O0D0
010000
010000
010000
100000
10000
100000
010000
1. 00000
110100
QOO0 L
001000
010000
100000
Q01001
110100
1010190
100101
100101
DD110L




0109
0110
0111
0112
0113
0114
0115
0114
0117
0118
0119

0120

0121

0122 1
0123

D124
01325
0124
ora7
0128

0129

D130
0131
0132
0133
0134
QLEE
0134

01357

0138

0139 1

0140
OL41
0142

QL4331

0144
0145
N1l44
Q147
0148

0149
- 0150

Q151
0152
0153
0154
0185
D154
Q157
D158
0159
0140
0161
D162
01463
0164
01L6%
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Ol&7
0166

Q9
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01
11
01
01
01
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11
11
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01
11
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01
11
11
11
11
1l
11
11
01
11
11
01
01
0l
Q1
o1
11
01
11

o1

11
01
11
01
01

11
11
11
01
01
11
11
11
11
01
11

Ol
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11

11

11
11
01
01

011
001
011
001
011
011
001,
101
101
101
001
011
101
101
001,
OD1
101
101
001
101
001,
101
001
001
001
011
00,
001
011
011
011
011
114
001

01

001
Q01
(0191
101
Q11
111
191
101
101
Q01
111
001
001
001
101
003,
001,
011
101
001
101
101
101
111
001,

0001,
0111
1111
0001
0001
0111
100)
OO0,
1001
1001
0111
1111
1414} ]
0001,
0111
1001
OO0,
1001
0111
QDN
0001
1003,
1001
1001
1001
1001
0101
1003
0001
1001,
1011
1111
0111
OO0
1011
01311
0001
1001
0003,
0111
0001
1001
0001,
OO0,
1001
(01919} ]
0111
1001
0111
D001,
0011,
0111
1111
0001,
0001
1001
000,
0101
QL
1001

01001
10001
Q0001
11011
11011
9101414 )]
101903
10001
1000,
OB301.0
L0001,
91074195 ]
10001
11001
1000
10101
10001
QD010
10001
00011
11011
10001,
10007,
10101
10001
DOH10
0000,
10007,
Q1001
QOO0
10011
Q010
1000,
L1011
10011
10001
10111
10101
10001,
0001
11011
10001
11001

10001

10101
11011
10001,
10001
10001
10001
00111
10001
0000,
10001
11011
00010
10111
10111
16001
190101

101000
100000
010000
000010
0L0O000
100100
100010
010100
001000
0010190
000010
Q01000
100100
010000 -
001000
L1O000
001001
QOON1
QD0100
POOOD1L L
100000
1O000)
100100
D1OH0
010001,
ON1LD1LO
L0102
001101,
Q01011
Q10011
001000
Q0000
Q0L OO0
DLOL0O0
QOO0010)
001001
ODO1LLG
101100
100101
011001
QOO0O0]
001001
011000
001011
Q01101
200100
Q10001
001101
Q010100
010101
110001
101000
010001
110010
001001
001110
Q00011
DONON Y,
010010
101011




0Ras Oy
Daa4a 09
Q2% 0OY
\).AA'(Q Oy
o9
0273 09
DAy 09
DI30 09
0?31 oy
QP32 10
0233 10
0234 10
023% 10
OA.’J)L) 10
237 10
0238 10
Q39 10
0240 10
0241 10
0242 10
0243 10
Q244 10
024% 10
0244 10
Q247 10
0248 10
Q249 10
Q2250 10
02%1 10
052 190
GRS 10
0254 10
Q255 10
0256 10
Q257 10
0258 10
Q259 10
D260 10
0261 11
0262 11
Q263 11
D264 11
0265 11
D264 11
Q247 11
D248 1
Q246Y 11
Q70 11
Q471 11
Q72 11
Q273 11
Q274 11
0278 11
02746 11
0277 11
Q278 11
0279 11
0280 11
0281 11
0282 11

P e e T R il ol ot el 00 il ol ol sl ol o D b et beb e R e b b D bR R b el bbb b e S

01
00
ol
00
0l
01
Q0
01

01
11
11

01

0l

11

11
11
01
11
1l
01
0l
11
11
01
ol

O1
00
11
00
01
Ol
01
01

419}
01
91

Q0
11
11

01
11
Ol

01
11
11
11

01
11

11
1l
11
1
11
11
01
11
01
11
11

001
001
001
001,
00l
001
Q01
001,
oLl
1) |
101
001
001,
101
011
101
001,
P01
101
001
001
011
001
001
Q01
001
001
001
001
001
001
D01
OO
001
001
01
001,
D01
001
011
101
011
011
103
101
101
D01,
001
101
001
00
011
101
101
001
001
101
001
101
101

D100
000
0101
919143 )
Q100
D101
Qo011
0011
0001
1001
OO0
1001
1111

QU1
1001,
0001
0101
1001
QO
1001
1111
1001
1001
1001
0101
0101
0011
0001
0011
0001
0011
0101
0101
Q011
0L
0001
0011
DO 1,
0111
0111
0001
OO0 1,
3 I A A
1001
0001
1001
1001
D11l
Q001
0001
011l
10901
1001
0001
1001
1001
1001
0011
0001
1001

- 14 -

00001
OO0 1
OO0
OO0,
Q00N
QOO0
QOO
OO0
OD1.00
10001
10001
10101
OOO0 L
10001
00010
10001
Q0001
10001
10001
10101
Q0001
QNN 10
10001
10101
Q0001
00001
00001
OOO0 1
00001,
10001
Q0100
OT4T4 103
QOO
DOOOL
00010
10001
00001,
Qo001
10001
DOO0
11001
11011
Q000
00010
100D
10001
10101
10001
10001
11011
10001
00010
Q0010
10001,
10001
10101
10001
00001
10001
00010

000110
010100
000001
100010
QLO0LO
DO LO0O0
Q00100
OO 1D0O0
GOO0O0 1
D10
OD0010
010000
001000
QR 1OH0
010000
DDON1LO
QL0001
00010
001000
Q00010
Q01000
DOV L
Q00001
001000
QL1000
010010
100100
010000
001001
ON0D1O0
011000
OHOOOL
Q00001
100100
Q00010
QDN L0
000101
001101
Q01000
000100
Q01000
OG01.00
Q01000
OO0011
QL0OGO0
D0001.0
OO 1000
QN0 100
D0LO00
OO0010
Q00100
(91479 14143 )
010100
0H0010
010000
Q00N 10
000010
001001
010100
010000

1010000
1000101
QOOLOTO
1010100
1ODON0 L
0100100
1010010
0110000
OOOL0LO
1000000
100HODO0
1000000
01.00000
1000000
1. 000000
00100060
1010000
DO 10000
0100000
100H000
1000000
OO 10000
0100000
1000000
1000010
1000001
1010001
0101010
0110100
0101010
1000001
D010110
0001101
1010010
0010001
0191100
0101010
0100000
1000000
1010000
0100000
0100000
Q10D000
DOLOGO0
1001000
1 ODDOO0
Q1LO0H0 L
0D 1DOOO
0110000
0100000
QLODO00
0N1OOD0LD
1000000
0010010
0100010
0001100
0010000
1011000
1000000
0101000




02835 1

0284 11

Q28w 11

02846
Q287
0288
0289
0290

291
0292
0293
D394
0295
V24

0z

0298 1

Qa9y
Q300
0301,
O3E02
03035
0304
0305
V304
0307
0308

0309 1

0310
0311
0312
0313
0314
0315
0316
0317
0318
0319
D320
0321
Q3
Q323
0324

0326
0B
0328
0320
0330
0331
0333
0333
0334
0335
0334
0337
0338
033
O340
0341
D345

12
15
12
12
12
12
12
12
12
12
12
1%
13
12
14
12
1%
13
12
12
13
12
13
12
15
12
12
12

12

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

1
1

1.
i

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

11
01
Q1.
01
01
01
1.
D1
11
Ol
11
01
11
01
11
11
11
11
Q1
01
01
11
Ol
11
11
11
01
11
11
11
11
01
11
11
Q1.
D1
11
11
0l
11
11
11
01
11

L 001
1001
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QD001
11013
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011
001
111
011
001
001
101

1111
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0001
0001
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0111
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100901
0001
1000
L0011
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10101
1001
OO0,
10111
11011
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10011
00001
01001
11011
10001
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10001
10001
19101
QOO0 1
10011
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QOO
10011
11011
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000100
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16H3EY 37
1640 42
1641 42

1 01 011 1011 10011 O00DOLD 0010000 DO1DLOD0
0110010000 10010000011 1OO1OL1I01000

1L 11 001 0001 11011 000010 OO1HNOLG OLOLO00
LOO00OONDN 10001000000 101011001100

1 01 011 1011 10011 000001 Q000LOT 0D 10000
0010101001 10010000000 101110100100
1 01 011 1011 10011 000001 001000 DO0LOLD0
0101110000 10100000011 101001000110

1 01 OL1 1011 100181 000010 00HLO0OH O0GLON1L10
0101000101 10010000000 1011100010140

1 11 101 0001 11001 OO1 000 OLO0O0O0 OLOLOL00
1000010111 10001000100 111010001010

1 01 011 1011 10011 0OGOO0L OO01LOO0 QODIN100
O100100000 N10DLLINO0LO 011010011001

1 01 011 1011 10011 020010 0O10000 01000120
0110010001 10010000101 101110001110 ‘
101 011 1011 10011 000001 0001010 01001000
0110100101 10100000110 101001001100

1 01 011 1011 10011 000010 0010100 01000100
1001000011 10010111000 1011100031101

1 01 011 1011 10011 001000 0100010 01001001
1001000111 10010100110 101110010001

1 01 011 1011 10011 000001 0100100 01011100
1001000101 10100001101 101001011110

1 11 101 0101 10111 000001 0010100 00101100
0111000000 10091101111 110100011010

1 01 011 1011 10011 010010 0101001 QL1IODOLLL
1001001010 10100111001 101011010110

1 01 011 1011 10011 010010 0101110 01101001
1001011010 10100011011 101001110110

Q10101011
001010101
011010000 .
011101100
100110110
100110101
100100101
100010111

100010111
101001101
110101011

100100101

01 OD0 1000
010110010
ODLOD1L0LO
QLG 10000
Q01010001
Q1L LO0HO00
001001011
010100010
010111000
011001000
011010010
3100010101
010100011
011101100

100100101
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g, Ranonicki grafovi sa 14 ¢vorova
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LU TR P

101 011 1041 10011 000001, 0000101 00100000 001001010 ,
0010101001 10010000000 100101010010 1011101001001
1 01 011 1011 10011 000100 0100100 01011100 011001010
0111010100 10001000111 101000011110 1010010110010
1 01 011 1031 10011 010001 0100101 01010001 011001011
1001001101 10100111101 101011101010 1011101011000
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II. MAKSIMALNI KANONI&KI GRAFOVI SA 6 SOPSTVENIH
VREDNOSTI RAZLIZITIH OD NULE

U prethodnom razmatranju opisali smo sve konazne i bes—
ove koji imaju ta&no & sopstvenih vrednosti razlieitih

kgnaene graf
maksimalnih kano-

od nule. U ovom poglavl ju dajemo spisak svih

ni&kih grafova koji imaju takode & sopstvenih‘vredmosti razli&itih

od nule. Osim toga, u kratkim crtama je opisan postupak za generi-

sanje kanoni&kih grafova sa n sopstvenih vrednosti razli&itih od

nule.

*. * *

Neka je n = 2 fiksirani ceo brolj. Ozna¢imo sa T(n) skup

svih neizomorfnih grafova sa tazno n sopstvenih vrednosti razliei-

tih od nule, a sa TC(n) ozna&imo skup svih kanoni&kih grafova koji

pripadaju skupu T(n). S obzirom da je broj sopstvenih vrednosti

razlizitih od nule n(g) kanonizkog g

vrednosti razligitih od nule n(G) grafa G (graf g Je
T(n) mo%e generisati pomocu

rafa g jednak broju sopstvenih

kanoni&ki

graf grafa G), jasno je da se skup
U prethodnom poglavl ju je dokazano

n &vorova

skupa kanonizkih grafova T _(n).
da svaki graf g € Tc(n) sadr%i indukovan podgraf H sa
skupu Tc(n). Takav podgraf nema nulu u

v grafa g ili "bazni graf" grafa 0.

koji takode pripada
spektru, i nazivamo ga "Jjezgro
skup svih baznih grafova sa n vorova. Kako Je

Ozna&imo sa #
konazan. Oeigledno je da graf G

moze imati vize razlizitih baznih grafova.

Pozto je svaki &vor x € v(g)\V(H) susedan bar
a,b € V(@ nemaju iste

< . . 3
* Tctn), jasno je da je skup %

jednom

zvoru y € V(H) i bilo koja dva ¢&vora

susede, sledi da je |gl = 2" - 1.
Na osnovu svega regenog, jasna Jje metoda za
sopstvenih vrednosti

generisanje

skupa svih kanoni&kih grafova koji imaju n
Dakle, polazimo od skupa baznih grafova, 1 za
primenjujemo metod ekstenzije
x susedan bar nekom
kombinaci ja

razlieitih od nule.
bilo koji fiksirani bazni graf H,
dodavanjem novih &vorova tako da je novi &vor
Ispitivanjem svih moguéih

od &vorova baznog grafa H.
nog grafa H i vee doda-

vsusedstva"” novog &vora X sa &vorovima baz
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tih &vorova, generiZemo kanoni&ke grafove kuji ‘pripadaju  skupu
Tc(n). U ovom postupku primenjujemo metod zabranjenih podgrafova.

Ovim nazinom dat je opis metode za generisanje kano-
ni&kih grafova koji imaju n 'sopstvenih "vrednosti razlieitih od
nule. Medutim ovaj postupak nije primenjen u Poglavlju 1 za
generisanje skupa Tc(b) s obzirom da izlofena metoda iziskuje
neuporedivo viZe vremena. Naime, kao 2£to je opisano, za svaki
bazni graf H generisali smo vektbre X5 9Pg -1, ispitivanjem uslova
koegzistenci je (da 1i je skalarni proizvod <xi,pj> € {0,1}) gene-
risali kanoni&ke grafove koji pripadaju skupu Tctb).

Pretrat®*ivanjem spektara svih povezanih grafova sa &6 &vo-
rova (postoji tazno 112 takvih grafova), lako se utvrduje da
postoji taeno 52 grafa koji nemaju nulu u spektrﬁ. Dakle, postoji
taéno 52 bazna grafa iz klase Tc(b). U ovom poglavl ju kondénzujemo
rezulate koje smo dobilu u prethodnom razmatranju, tj. navodimo
skup svih maksimalnih grafova koji imaju & sopstvenih vrednosti
razlieitih od nule. Za graf g Tc(n) reci cemo da je maksimalan
ako i samo ako nijedan njegov nadgraf ne pripada skupu Tc(n) (ti.
bilo koji njegov nadgraf ili nema n sopstvenih vrednosti razli&i-
tih od nule ili nije kanoni&ki).

Koriste<i program za izdvajanje maksimalnih kanoni&kih

grafova iz skupa Tc(n) (3 < n < 10) dobijamo sledeci rezultat.

Teorema 2.1 Postoji tazno 27 maksimalnih kanoni&kih
grafova sa & sopstvenih vrednosti razli&itih od nule. Svi ovi gra-
fovi su predstavljeni u Listi 2.1. Navedeni grafovi imaju respek—

tivno 6, 8, 9, 10, 11, 12, 13 ili 14 &vorova.

Napomenimo da je slog Liste 2.1 svih maksimalnih kano-

ni&kih grafova sa & sopstvenih vrednosti razli&itih od nule pred-

stavl jen u obliku

ny Nz N3 32 213%23 """ %1n%2n " %h-1,n

gde je ny redni broj odgovarajuceg grafa, n, je broj &voraova

ansd

grafa, n3 je broj njegovih grana i 312 313323 .ns alnaZn n-1,n

je gornji trougaoni oblik odgovaraju<e matrice susedstva grafa G.
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002
003
004
003

006
007

008
009
010
011
012

013
014

015

016

017
018
019
020

021

T

LISTA 2.1 MAKSIMALNI KANONI&KI GRAFOVI SA 6 SOPSTVENIH
VREDNOSTI RAZLI&ITIH OD NULE

06 08 1 10 001 0101 11001

06 09 1 11 111 1000 10001

046 10 1 10 001 0101 11111

06 11 1 10 110 1010 11111

06 15 1.11 111 1111 11111

08 16 1 10 001 1110 11101 000100 1010111

0g 22 1.11 111 1111 10011 101011 1100111

b9 24 1 11 111 1001,00001 001111 0101111 11100000

69 21 1 11 111 1001 10001 000111 0110000 11110110

o9 22 1 10 001 1100 11001 001101 1010111 11100111

09 24 1 11 111 1001 10001 101011 1100111 11110100

09 24 1 11 111 1001 00001 010111 1100111 11011011

Jo0 25 1 11 111 1111 00001 000101 0010011 01000111 100001111

10 29 1 11 111 1001 00001 011100 1011101 11011011 111000111

{1 24 1 10 001 0101 11010 010000 0100011 10000001 100001101
1101011010

41 28 1 10 001 0101 11010 001000 0010011 10011001 100111101
1101011010

12 26 1 10 111 0011 00010 010000 0110010 10000010 100010000
1011001001 11100110000

j2 28 1 11 111 1001 10000 001011 0011010 01001000 010100000
1010000101 11001011000 |

{2 30 1 10 001 0101 11010 000010 0010010 01000000 011101100
1001111011 11010110100

12 30 i 10 001 0101 11010 000010 0010010 01000000 100110010
1001111011 11010110110

12 30 1 10 001 1010 00001 000110 0010101 01101101 100100010
1010001011 11100101001

12 32 1 10 001 0101 11010 001001 0110110 01110010 011101011
1000001001 10000101101

13 30 1 10 001 1010 00001 000001 0001100 00100101 001010111
0110110001 10000100011 101000010010 '

4337 1 10 001 1010 00001 000110 0010011 00110110 011110000
1000100111 10011101001 101101100110

14 35 1 10 001 1010 00001 001010 0100000 01001000 011000000
1000011010 10001001111 101000011100 1010100111100

14 43 1 10 001 1010 00001 001010 0100100 01001110 011011100
1000011111 10100001110 110001110001 1110011100010

14 49 1 10 111 0011 00010 010011 0101000 0110011l 011011000

1000111111 10101111010 101100110100 1100110110001




III. NEKI REZULTATI IZ TEORIJE NORMALNIH DIGRKFOVA

s

U ovom poglavl ju uvodimo definiciju prostih i mezovitih
digrafova i ujedno dajemo neke osobine normalnih digrafova.

Osnovni pojmovi i definicije koji se odnose na spektral-
nu teoriju normalnih digrafova sadrfani su u sledecem odeljku i

poti¢u iz rada E22]. '

3.1 Osnovni pojmovi i definicije

U celom poglavl ju posmatramo povezane kona&ne digrafove
G = (V,E) bez vizestrukih grana i petlji. V = V(G) je skup &vorova
grafa G i E(B) je skup orijentisanih grana, tj. skup uredenih
parova (x,y} skupa V(GE) (x = y). Ako par ((x,y) € E(BG) ili
(y,x) & E(G) tada xy zovemo luk grafa G.

Ako x,y € V(B), &vor x je susedan &voru y ako i samo ako
(x,y) € E(B). Na osnovu definicije imamo da za svaki uredeni par
(x;y) € E(B) postoji najvi%e jedan orijentisani 1luk od é&vora x
ka y, i za bilo koji par razlie&itih &vorova x,y postoiji najvize
dva orijentisana luka koji spajaju x i vy. ‘

Ako je x susedno sa y i y nije susedno»sa %, tada pizemo
X — y. AKko je x susedno sa y i y susedno sa x onda pizemo
X &> y. Ako je x — y ili ako je y — x tada luk xy zovemo prosti
luk (simple). Ako je x «— y, tada luk xy zovemo dvostruki luk
ili dupla grana (double).

Za digraf 6, neka je A = A(G) = [3; ;] 0-1 matrica sused-
stva grafa G, gde je axy = 1 ako je x susedno sa y i axy = 0 ako x
nije susedno y. Graf G se naziva normalnim ako je matrica sused-
stva bridruiena grafu G normalna, tj. ako je AR’ = A’A. Graf B je
simetrizan ako su mu svi lukovi dvostruki. Kako je simetriZan graf
otigledno normalan - ovaj slu&aj ne posmatramo jer nastojimo da
uopztimo spektralnu teoriju simetri&nih grafova. Stoga prou&avamo

samo nesimetriéne normalne digrafove koje oznazavamo sa PND
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(proper normal digraphs). U daljem izlaganju pod pojimom normalni
digraf podrazumevamo nesimetrié&ni normaini digraf.

Za digraf G ozna&imo sa Go graf generiﬁén ‘digra{om G
brisanjem orijentacija svih lukova u G. Graf G zovemo bazni graf.
Ako je G bazni graf digrafa G, tada G zovemo nadgrafom grafa G .
Red d1grafa G (broj &vorova digrafa G) je red njegovog baznug
grafa G i obi&no se obelexava sa |BG]|. Digraf G. je povezan ako i

samo aku je G povezan. Pod stepenom Zvora X e V(B) podrazumeva-

¢emo stepen &vora x u baznom grafu B .
Kao #to pakaquu primeri, nemaju svi bazni grafovi odgo-
varajuce normalne digrafove, te se u teoriji normalnih digrafova

javljaju tri osnovna prablema:

(1) Nac<i sve klase grafova S; (i € N) tako da svaki graf

G € S ne sadr#i nijedan nadgraf G {bazni graf Go ne

sadril n13edan normalan digraf).

(ii) Na¢i sve bazne grafove Go koji imaju bar jedan narmal an
digraf. ’
(iii) ako klasu takvih grafova ozna&imo sa Sg i ako je Go € Sg

na¢i sve normalne digrafove nad Go.

Ako je 6 digraf sa n &voroava, spektar digrafa G se defi-
nize kao spektar matrice susedstva A = A(G) digrafa G, ti. o(B) =

A TELY
nije realan. Ako je G normalan d1graf, onda spektar digrafa G

- ,Kn} (Re(KI) Z aae = Re(K )). U opztem slu&aju spektar

sadr*i bar jednu kompleksnu nulu. Spektar normalnog digrafa Je

ozigledno simetriZan u odnosu na realnu osu.
Neka svoistva spektra normalnih digrafova sadrzani su u

sledecoj teoremi.

Teorema 3.1 ([22]) Neka je o(B) = {X;s RAps =-- o Ayt

spektar normalnog digrafa G (Re(X ) > ... 2 Re(l)).
Tada Jje:
(i) Spektralni radijus r(G) = KI(B) je realan;

(ii) Spektar o(BG) lezi u krugu |x1| £ r(G);
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(iii) r(G) je jednostruka vrednost akkeo je G povezan digraf;

(iv) G je bipartitan akko je o(B) simetrizan u odnaosu na
koordinatni pozetaks

(v) Ako je -r(B) e o(B), onda je G. biparitan i -r(6) je jed-
nostruka sopstvena vrednost digrafa 6, ukoliko je 6

povezani digraf;
(vi) Spektralni trag je nula, tj. 2 hi = 03

(vii) Numeri&ki rang W(A) = {<Ax,x> Jixl = 1} digrafa 6 jednak

Je konveksnom omota&u spektra o(6).

(viii) Postoji bar jedan sopstveni vektor koiji odgovara sopst—

venoi vrednosti- r(G) &ije su sve koordinate realne i

pozitivne;

(ix) Postoji skup uzajamno normalnih vektora vl,vz,...,v'1 € H
koji respektivno odgovaraju sopstvenim vrednostima
Al ,7\2,-.-,7\n- Skl.lp VEktDl"a {Vl,vg,--.,vn} &ini OI"tDﬂDl"""

miranu bazu Hilbert-ovag prostora H.

Ako su Gl i 62 dva digrafa, katemo da je 61 izomorfan sa
62 i piZemo Bl = 62 akko pastoji bi jekci ja w: V(Gl) -~ V(Gz) tako

da je ispunjen jedan od sledec¢a dva uslova:

(i) Za bilo koja dva &vaora x,y € V(Bl) iz (x,y) e E(Bl)
sledi da je (w(x),w(y)) € E(Bz).

(ii) Za bilo koja dva &vara X,y € V(Bl) iz (x,y) € E(Bl)
sledi da je (w(y),wix)) & E(Bz).

U prvom slu&aju kazemo da su digrafovi B1 i 62 iste
ori jentaci je, dok u drugom slu&aju suprotne.

Ako su Ai = A(Bi) matrice susedstva dégrafova Gi (i=1,2;
i Bl = 62 onda*postoji unitarna matrica U tako da Jje Az = UAIU
ili A2 = UAI'U . Spektar izomorfnih digrafova (uklju&ujuéi i mul-
tiplicitet) je o&igledno isti. Iz tih razloga se teorija normalnih

digrafova moxe reducirati na teoriju neizbmorfih narmalnih digra-

fova.
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U sledecom odel jku koristicemo dva ekvivalentna krite-

rijuma normalnosti.

3.2 Osnovni rezultati

Definicija 3.1 ([22], [14]) Neka su x i y &vorovi digrafa

G. &vor z € V(G) se zove zajednigki naslednik (successor) &vorova
%« i y ako i samo ako su X,Y susedni evoru z. &vor 2 e V(G) se zove
ajednizki prethodnik (predecessor) &vorova X i y ako i samo ako

je z susedan i &voru X i &évoru Y.

Dznaélmo sa sucg (ay) = suc(x,y) broj svih zajedni&kih
naslednika &vorova x,y 1 sa preg (X,y) = prcix,y) broj svih zajed-
niékih prethodnika &vorova x,y. Specijalno, suc (x) = sucix,x) Je

broj svih &vorova y € V(G) tako da je X susedno sa y, 1 prc(x) =
pro(x,x) Jje broj svih &vorova y € V(G) tako da je &vor Y susedan
&voru x. Takode sa sc(x) ozna&imo broj svih &vorova y € V(B) tako
da je x — Yy i sa pc(x) broj svih &vorova ¥y € V(B) tako da Je
y — X.

Uzimajuéi u obzir definiciju normalnih digrafova imamo

sledec¢i stav.

Stav 3.1 (E22]) Digraf 6 je normalan ako i samo ako su

ispunjena sledeca dva uslova:

(i) suci{x,y) = proix,y) za bilo koja dva razligita é&vora

X,y € V(B).

(ii) suc(x) = proc(x) ili ekvivalentno sc(x) = pc(x) za bilo

koji &vor X € v(B) .

Definicija 3.1 normalnosti digrafova vezana je za samu
strukturu grafa. Ispitivanje da 1i je digraf normalan ili ne u
veéini sluaajeva svodi se na kombinatorno prebrojavanje grana koje
jzlaze (ulaze) iz odredenog &vora. S drugé strane na&in utvr—

divanja normalnosti digrafova definici jom 3.1 zavisan je i od gra-—

fi&ke repre2entacije baznog grafa Go.
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Stav 3.2 daje jedinstven metod utvrdivanja normalnosti
digrafova ignorizuéi strukturu grafa (red grafa, broj grana u

jednom grafu, na&in grafiéke reprezentacije).

Neka je
_ -
0 a3 -er 34,
a21 0 ... azn
(3.1) . « sss =
i %n1 %p2 - o ]
matrica susedstva dxgrafé_G. Ozna¢cimo sa a, = (ail’aiz""7ain) i
r} = . = z
sa aj (ali,aZi,...,ani) (i 1,2,...4n ) respektivno vektore

vrste i vektore kolone matrice susedstva (3.1). Definizimo matrice

B = B(bij) i B = B‘(b;j) respektivno kao proizvod matrica A,A’ i

a’,A, tj. B = AA* i B’ = A’A. Na osnovu definicija matrica B, B’ i

uslova da Jje a;j = aji imamo slede<¢e relacje:
(3-2 Bii = 2 Ay~ 2 fikdik
k k
’ = ’ = 4 .
(3.3 : b Z 2 k3K j 2 ATk -
k k

Relacije (3.2) i (3.3) odnose se respektivno na skalarno

mnozenje vektora ai,aj i af,33 u odnosu na ortonormirani bazis

{ei} prostora R". Iz relacija (3.2) i (3.3) neposredno dobijamo da

je uslov normalnosti AR’ = A'A ekvivalentan sledecoj relaciji

(3.4) <a;ja > = <aj,aj> (i,j € {1,2,...,n},

=a. .a.. +a..8., + ... +a,a, oznakili ska-
gde smo sa <ai,aj> allaJl alzan an in

3

larni proizvod vektora a, i a;.
v Uzimaju¢ei u obzir relaciju (3.4) navadimo slededce

tvrdenje.
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Stav 3.2 Digraf 6 je normalan ako i samo ako Jje

<ai,aj> = (ai,a3> (i,J € {1,;,...,n}).

Stav 3.2 uslav normalnosti suc(x,y) = prcix,y) i teoriju
normalnih digrafova svodi na algebarski uslov normalnosti. Teoreme
i svojstva normalnih digrafova koja se dokazuju uslovom sucx,y) =

pre(xy,y? w veéini sluzajeva se na jednostavniji na&in dokazuju

relacijom (3.4).
Radi ilustracije, uzimajuei u obzir Stav 3.2 dokazacemo

na drugi na&in dva rezultata koje je A. Torgazev dokazaa u radu
[22]-

Teorema 3.2 Ako je bazni graf Go stablo, tada nad Go ne

pustnji ni jedan nesimetri&ni digraf G (tj. normal an digraf generi-

san baznim grafom Go).

pDokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoii normalan di-
graf G nad Go. S obzirom da je operaci ja numericaje normalnog
digrafa ipvari jantno svojstvo, ne umanjuju¢i opstost dokaza moiemo
pretpostaviti da je za neko i,j é&vor X sgepena jedan obelezen Sa
1 i njemu susedan &vor X, obelezen sa 2. Matrica susedstva

normalnog digrafa tada ima oblik

0 1 ... O ]
1 0 ... a
0

(3.5). e o ma= = -

L n2

1z uslova <ai,aj> = (a;,3> za i,J € {1,2,...,n} imamo

da je as; = 8,51 tj. uslov normalnosti pokazuje da su sve grane iz
&vora xj duple u normalnom digrafu. Stavimo da Jje G1 i ndukovani

podgraf digrafa G koji se dobija eliminacijom &vora x. {stavimo da
je x, = %, ) iz grafa 6 , tJ. l31 =6 \ {xii} . Pokazacemo da je B

1.
normalan digraf denerisan nad baznim grafom Go \ {xi b -
1
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Neka Jje

0 323 “wea azn

a32 0 ... a3n
(3- 6) .:‘. - - e a -

] a o an3 “ea (o] |
matrica susedstva digraf G i =
grafa 19 zatim Ai (ail’aiz""’ain)

(i = 2,3,...,n) odgovarajuéi vektori vrste matrice (3.6). Uzimaju-

¢i u.obzir definiciju normalnosti digrafa 6 imamo da je <ai,aj> =
<a;,a3> za i,j € {2,3,...,n}. Na osnovu ove relacije i definicije

vektora Ai (i1 e {2, I n} ) neposredno dobijamo relaciju

a,.a,. + <Ai,9j> = a_,,a

11215 11251 ¥ <A1aR5>-

Iz uslova da je alialj = ailajl i prethodne relacije do-

bi jamo da je <Ai’Aj> = <A;,A3> (i,j € {2,3,.-.,n}), &ime smo doka-

zali da je digraf 61 normal an.

ste-
2
. Sli#no se pokazuje da su odgo-

Bazni graf Go\ {xil} je stablo pa postoj; &vor X

pena jedan. Neka je x. susedno x.
. i i

: 2 2

varajuei vektori vrsta i vektori kolona &vorova X ,xj simetrieéni,

2 2
odgovarajuéi

bazni graf

6, = 6 \ {xil,xiz} je normalan digraf i
Bo'\ {xil,xiz} digrafa G, je stablo.
posle (n—2) koraka imamo da je

Induktivnim razmatraniem,

(3.7) 6., =6\ { K, yX: goomgX, } = K
n—-2 1,1, i - 2

normalan nesimetrizan digraf, #to je kontradikcija. Do relacije

(3.7) smo doxli iz pretpostavke da nad grafom Go postoji normalan

digraf. Time je tvrdenje dokazano. O
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Teorema 3.3 Neka je G normalan digraf reda n. Dal je,
neka je GT =6 U {x} digraf generisan digrafom G dodavanjem &vora
% (% sadr#i samo duple grane), tako da je % susedan svim &vorovima

X 4 =1,2,...,n digrafa G. Tada je B1 takode normalan digraf.

Dokaz. Neka je

(3-8) L - - e s - -

=

matrica susedstva digrafa Bl‘ Ai— ain,l)(i=1,2,...,n)

(ail’ai2""'
i x = (1,1,000,1,0) odgovarajuci vektori vrste matrice (3.8). 1z
uslova normalnosti <ai,aj> = <a;,a3> (1,5 = 1,24.-.,0) digrafa G,
lako je videti da Jje <Ai,Aj> = <A;,A3> ekvivalentno sledeéoj
relaciji '

1 + <ai,aj> =1 + <a;,as> (i,j = 1,240-249M)e

Proverimo uslov normalnosti za &vorove X, (i= 1,24...4N)

i #vor x. Imamo da je

(3.7} CA. x> — <AL x> = <A, x> — LA x> =
i i i i
z 3 T~ z aLi = <ai,ai> - <ai,ai> .
k k

Iz relaciije (3.9} neposredno sledi da je generisani di-

graf G1 dodavanijem &vora x normalan. o

Prirodno je postaviti pitanje pod kojim uslovom narmal an
digraf pri eliminaci ji odredenih &vorava indukuje normalan pod-
graf, odnosno pod kojim uslovima Jje operaciia "eliminacije"

zvorova normalnog digrafa zatvorena na skupu svih normalnih di-

grafova Sn(G).
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Pretpostavimo da je dat normalan digraf ‘u matrié&nom

obliku

1 212ttt A | Ay vee Ay,

a LI ’
821 922 B2k | F2k+1 "7t F2n
1 %z ke | Fwker ot g

.10 ...‘ aas
(3.10) Fk+11 Fp+12 A+1k| P11 Bir
k421 P22 " ak+2k| bag = Bap

i e
i %n1 %2 o %nk | By =os Bpr ]

gde je r = n—-k.
Vektore vrste matrice (3.10) ozna&imo sa a i defini-

2imo sledece n—dimenzione vektore:

A, = (a, 138 0000098;,30,0,000,00 (i = 1,2,...,n),

B. = (0,0y00.,0,b, (i = 1,2,0..,r).

i j17Bi20---0b; 0

normalnim

podgraf Sk generisan

Pretpostavimo da je
digrafom G eliminacijom &vorava Xg9 x2, amn g Xk normalan. Neka je
matrica susedstva normalnog digrafa oblika (3.10). Tada uzimajuei

u obzir uslov normalnosti (3.4) imamo da Jje

<a;,a;> = <aj,aj>  (i,d e {k+1,k+2,..0yn ).

Imajuci v vidu definiciju definiciiju vektora Ai' Bi i

prethodnu relaciju imamo da je <Ai+Bi'Aj+Bj> = <Ai+Bi,Aj+Bj>. Pos—

lednja relacija se svodi na ekvivalentan oblik

s

- ’ ’ ’ ’
(3.11) <Ai,Aj> + (ﬁi,Bj> = <Ai,Aj> + (Bi,Bj>.

Po pretpostavci je digraf G, = 6 \ {xl,xz,...,xk} pa Jje
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matrica AIB ) = Dbij] ( i,i € {1,2,---,r} ). Iz uslova normalnosti

digrata Bk i prethodne relacije dobi jamo

(3.12) <Ai,Aj> = <A7,AL> (i,j € {k+1,k+2,...,n}).

Relacija (3.12) je bitna za razmatranje pod kojim uslo-
vima je operacija valiminacije" &vorova invarijantna nad skupom
normalnih digrafova. Njenom primenom i primenom relacije (3.11)

neposredno dobijamo sledec¢i rezultat.

Teorema 3.4 Ako je G normalan digraf i matrica susedstva
digrafa G ima oblik (3.10), tada Jje 6 \ {xl,xz,...,xk} normalan

ako i samo ako je ispunjen uslov (3.12).

Teorema 3.5 Neka je G normalan digraf. Digrat G = G\&xl}

je normalan ako i samo ako su sve grane iz &vora X, duple.

Dokaz. Pretpostavimo da je Bl normalan digraf. Neka Jje
matrica susedstva digrafa G oblika (3.10). Za digraf 61 vektori Ai

i A; imaju oblik

A2 = (a21) ’ A2 = (312),

AS = (a31) ’ A3 = (313),

An = (anl) ’ An = (aln)'
Iz uslova <Ai,Aj> = <AifAj) sledi da je 31351 = a;;a8;," Speci-—
jalno za i1 = j imamo da je a?l = afi, odakle neposredno dobi jamo

da je a,, = a;, (i e {2,3,...n}).

Sada pretpostavimo da iz é&vora x4 polaze sve duple
grane. U ovom slu&aju imamo da je Ai = A; (i = 2,3,...40). 1z
uslova normalnosti digrafa 6 i relacije (3.11), neposredno  imamo

da je digraf 81 sppstveni normalani digraf. o
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Iz ove teoreme direktno dolazimo do zakljuzka da je
"eliminacija" &vorova koji imaju sve duple grane u sopstvenom nor-—

malnom digrafu 6 invarijatno svojstvo.

Teorema 3.6 Ako je G normalan digraf, 6, = 6 \ {xl,xz}
normalan digraf i Xq1%5 &vorovi koji nemaju iste susede na skupu
Ve \ {xl,xz} baznog grafa G_, tada su sve grane iz &vorova Xy 1%n

duple.

Dokaz. Neka je matrica susedstva digrafa 6 u abliku

(3.10). Za digraf G, vektori Ai i A; imaju oblik

2

Az = (agps333)  » A3 = (a;5.a53),
Ay = (agga3,5) A = (34,850,
An = (anl’anz) ’ An = (aln’aZn)'

Iz pretpostavke da X9 X5 nemaju iste susede na skupu

&vorova V(G) \ {xl,xz} sledi da postoji &vor x, = xiou indukovanom

normalnom digrafu 62 = 6 \ {xl,xz} tako da je Xy susedan sa xio i

2 nije susedan sa Xy o Odgovaraju&i vektori za &vor X5 su Ai =
o ] ]
(ai 1,0), Ai = (ali ,0).Iz relacije (3.12) imamo da je <Ai ,Ai > =
o o o ] ]
<A ,A; >. Iz poslednje relacije neposredno dobijamo da je a, ; =
' o

R

o
a{i =1, tj., vektor Ai = Ai = (1,0).
(o] o o
Ako pretpostavimo da postoji. orijentisana grana iz &vora

X, u neki é&vor xj indukovanog podgrafa 62, tada imamo da je
o
A. = (a, ,4a. o) = (1l,a. ) i1 A’ = (a,. 48,
Jg il i 2 i =2 i, 15 723

) = (O,a,, ).
, 23

Iz uslova normalnosti daobi jamo



e
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odakle je 1 + a; o = Q + ay; - 1z poslednje relacijevdobijamo kao
0] o .
jedino refenje da Jje ajoz =0 1 azjo = 1, tJ. yektor Ajo
Ag = (0,1). S5kalarnim mnozen jem vektora Ai ’Aj i mamo
o o

= (1,0) i

0
<A, HA; > = <AL LAY D,
(4] 4] (4] [0}
odakle je <(1,0),(1,0)> = <(1,0),(0,1)>, ti. 1 = 0, £to je kontra-—
dikcija. Daobijena kontradikci ja je posledica pretpostvke da iz

gvara x, postoji bar jedna orijentisana grana.

Konazno, pretpostavimo da iz é&vora xl postoji orijenti-=
sana grana u &vor X, S abzirom da &vorovi Xy i X imaju duple
grane na skupu gvarava V(G)\&xl,xz} neposredno sledi da se odgo-
varajuci vektori ai i a; razlikuju samo u jednoj koordinati

1 1
(u koordinati koja odgovara grani xlxz). Odavde eksplicitno sledi
da je <a, ,a; > ¥ <aj jaj >» 2to je u kontradikciji sa pretpoesT
171 1 1
tavkom o normalnosti digrafa G. O

‘gledec¢i rezultat u izvesnom smislu predstavlia generali-

zaciju Teoreme 3.5 i Teoreme 3.6.

7Za bilo koji &vor ¥ € G (G je PND) re&i cemo da Je ¥
&isti &vor (clear vertex) ako i samo ako &vor x ne sadrzi nijednu
orijentisanu granu. Ako &vor x sadrii bar jednu orijentisanu granu

onda &vor X nazovimo mezovitim *varom (mixed vertex) .

Teorema 3.7 Neka je G normalan digraf i neka je A =Eaij]

odgovarajuca matrica susedstva od G. Tada je:

(1) Dodavanje (ili brisanje) duplih grana gistim &vorovima

digrafa 6 zatvarena operacija na skupu svih normalnih

digrafova Sn(G).

{ii) Dodavanije &varava digrafu G koji su susedni samo istim
zvorovima digrafa G (novodadati é&vorovi nemaju orijen—

tisanih grana) takode zatvorena operacija na skupu svih

normalnih digrafova Sn(B).




=59 -

9

o -

Dokaz. (i) Oznazimo sa A = |a, . matricu susedstva
. T Tdkxk

indukovanog podgrafa digrafa 6 koji nastaje brisanjem svih e&istih
e

i; matricu susedstva

&vorova iz G. Zatim, ozna&imo sa C =

L 23
podgrafa 6 koji nastaje brisanjem svih mezovitih &vorova iz G.
Podesnom numeraci jom &vorova X, € G, odgovarajuée matrice A 1 A’

imace respektivno ablik

’ [ — ¥ [ — T
¢
Akxk ka( AI«:xk ka(
, -
i B'Zxk Cixi i i B.Zxk C£x£ i

Iz uslova normalnosti AA’

bi jamo sledecu relaciju

= A’A digrafa G neposredno do-

AR + BB’ AB + BC A’A + BB’ A'B + BC
| B‘A‘ + CB’ B‘B + CC | | B’A + CB’ B’B + CC |
Iz poslednie jednakosti imamo sledece dve relacije
(3.13) AR’ = A’A ,
(3.14) AB = A’B .

Iz relacije (3.13) sledi da digraf G ostaje normalan di-

graf ako se iz njega odstrane svi &vorovi koji sadrie duple grane
(Teorema 3.5). Takade primetimo da je digraf G normalan ako i samo
ako vaze relacije (3.13) i (3.14). duplih
grana #istim &vorovima digrafa G, odgovarajuée matrice susedstva A

i B se ne menjaju, pa iz relacija (3.13) i (3.14) nepoasredno dola-

Dadavanjem (brisanjem)

zimo do zakl jutka da je odgovarajuéi generisani digraf digrafom G
normalan digraf.

(ii) Oznaéimo sa Gs digraf koji nastaje dodavaniem é&is—

digrafu G. Za digraf Gs definizimo

tih &vorova

XI'XZ'-II,XS
matrice A i C na potpuno isti na&in kao u dokazu (i). Ozigledno da
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je odgovarjuca matrica susedstva A za digraf GS ista odgovarajuéoj
matrici A za digraf G. S obzirom da je digraf 6 normalan sledi da

va:i relacija (3.13) za digraf G . Da bi smo dokazali normalnost
digrafa G_ dovol jno je pokazati da va:i relacija (3.14).
ZJaista,imamo da odgovarajuce matrice Bi C imaju respek-

tivno ablik [b. | 0 ] i [c. ] , gde je O nula
il kes 40 L s ccers) kxs

matrica reda kxs. Relacija (3.14) je ekvivalentna slede¢oj matrié&-

noj relaciii

o 0

odakle neposredno sledi dokaz tvrdenja. O

Mnogi primeri pokazuju da parcijalni digrafovi generi-—
sani normalnim digrafom brisanjem svih duplih grana ostaju nor-
malni digrafovi (normalni parcijalni digrafovi). Za dalje prouca-

vanje normalnih digrafova uveZcemo neke nove pojmove i definicije.

Definicija 3.2 Neka je G normalan digraf i G, digraf
generisan digrafom G eliminacijom svih niegovih duplih grana. Ako
Jje Gl normalan digraf, tada G nazivamo prostim (simple) normalnim
digrafom. Ako Gl ni je normalan, tada G nazivamo mezovitim (mixed)

digrafom.

Pretpostavimo da je B prost normalan digraf. Neka je A =
[ ] matrica susedstva digrafa G. Pretpostavimo da je Gl digraf
generisan digrafom G brisanjem svih duplih grana. Neka je B =
E) ] matrica susedstva digrafa 61 Osim toga, pretpostavimo da
je 62 digraf generisan digrafom 6 brisanjem svih orijentisanih
grana. Neka je C = [ ] matrica susedstva digrafa G,. Digraf G,

je normalan digraf jer Je simetrican. Iz uslova normalnosti

digrafova G, 61, 62 dobi jamo

Univerziiet Rpu»\ TG
Prircdéno-malemeiicki ja’ m,u

MATEMATICKI FARULTET
BIBLIOTEKA

Broj Datum




- 61 -

<ai,aj>'= (a;,33> ’

(3- 15) ’ ’ ‘
. { <bysb> =<bi,bl>,

’ - ’ ’
<:i,cj> <ci’cj> .

-

Relaci ja (3.15) se mofe napisati u ekvivalentnom obliku
G, 4.7 + R, 4b.> + .4b. > + . =
x J> cx’b3> (cJ,b1> <b1,bj>
<ci,cj> + <ci'bj> + <c3,b;> + <b;,b3> .
Iz uslova da je c, = ci i prethodne relacije imamo

<by = by,c > + Kby = bi,c;> + <by,b> = <bi,bi>.

Iz poslednje relacije vidimo da je G prost normalan di-

graf ako i samo ako vazi sledeca relacija

Definizimo matricu D =[d..] sad,,=b,, - b... Relacija
1) 1) 1] J1
(3.16) svodi se na relaciju u matri&nom obliku
DC = K ,
gde je K — koso-simetri&na matrica. Zaista, ozna&imo elemente

matrice K sa kij' U skalarnom obliku iz relacije (3.146) i pret-
hodne relacije neposredno sledi da je kji + kij = 0, pa je K
koso-simetri¢na matrica. '

S druge strane, lako je pokazati da ako je DC koso-
simetri&na matrica, tada je digraf 6 prosti normalni digraf.

1z prethodnog razmatranja‘ neposredna dobijamo sledeci

rezultat.

Teorema 3.8 Neka je G normalan digraf i neka je A =[aij]

matrica susedstva digrafa G. Osim toga neka je C = E:ij] matrica
susedstva digrafa 82 koji nastaje brisanjem svih orijentisanih

grana iz 6 i D = th] matrica definisana sa dij = a;; ~ aj- Tada

je digraf G prost ako i samo ako je DC koso-simetriéna matrica.
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Teorema 3.9 Neka je 6 normalan digraf i neka je A =[aij]
matrica susedstva digrafa G. Osim toga neka je R = D\j] matrica
susedstva baznog grafa G 1 D = [dij] matrica definisana sa dij =
aj; ~ 35 Tada je digraf 6 prost ako 1 samo ako je DR Lkoso-
simetri#na matrica.

"

Dokaz. Digrafovi Gl'Gz i sdgevarajuée matrice susedstva
B =[Pij] iC =[cij] se defini%u na isti na&in kao i u dokazu pret—

hodne teoreme. Kako je bazni graf G, simetrizan, uslov normalnosti

baznog grafa motemo da izrazimo u skalarnom obliku <ri,rj> =
<r;,r3> (i,j e {1,2,...,n} ). Poxto je G simetri&an imamo da je

r., = r; (i = 1,24...4n). Osim toga, ozigledno je R = C + B + B,

odnosno r, = C; + b, + b;-(i = 1,2,--=4,n). Prvo pretpostavimo da

je G prosti normalni digraf. Tada imamo
(3.17) ¢b. - b%,b. + b!> +<b, — bi,b, ¥ b.> = O.
J j° 1 1 1 17 ] J
Na osnovu prethodne teoreme imamo da svaki prosti normalni digraf
G zadovol java relaciju
(3.18) <b., — b’,c.> + <b_. — b’ ,c.> = O.
i 1 ] J J 1

Sabiranjem relacija (3.17) i (3.18) imamo

(3.19) <b. — bi,r. > + <b. - b’ ,r.> 0.
i i 3 J J 1

odakle neposredno dobijamo da je DR koso—-simetri&na matrica.

Sada pretpostavimo da je DR koso-simetri&na matrica.

Dokazacemo da je digraf G prosti normalni digraf.

iz ove pretpostavke sledi da Jje zadovoljena relacija
(3.19). 1z ove relaci je neposredno dobijamo

(3.20) <bi~bi,cj> + <bj—b3,ci> + 2<bi’bj> - 2<bi'bj> = O.

Uzimajuéi u obzir normalnost digrafa G, .imamo relaciju

(3.20) <bi—bi,c3> + <bj—bj’ci> + <bi’bj> - <bi,bj> = O.
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Iz relacija (3.20) i (3.21) neposredno sledi da je
(bi,bj> = <b;,b3> (1,5 = 1,24.0e,4n) ,
2to dokazuje da je digraf G prosti normalni digraf..n

‘ Teorema 3.10 Ako je digraf 6 prosti normalni digraf tada
je DK koso-simetri&na matrica, gde je D = A - A’ i K je matrica

susedstva kompletnog grafa Kn.

Dokaz. Pretpostavimo da je 6 prosti normalni digraf.

Tada je po Definiciji'3.2 digraf 61 normalan digraf. Ozna&imo sa G

komplement digrafa 61. Ozigledno G je sopstveni normalni digraf

nad grafom Kn. Ozna#imo odgovarajucu matricu digrafa G sa A h[;ij]
i D=A-A. Neka je 51 digraf generisan digrafom G eliminacijom
sv;hlnjegovih duplih grana. Digraf B1 je qormalan zato zto je izo-
morfan digrafu Gi' Odavde zakljuzujemo da je digraf G prosti
normalni digraf. Na osnovu Teoreme 3.9 neposredno sledi da je DK
koso-simetri&na matrica. Uzimajuei u obzir definiciju D=Aa-8a1i
D =A - A& okigledno imamo da je D = D, ¢ime je dokazano da je DK

koso-simetri&na matrica. o

Suprotno tvrdenijie u op&tem sluzaju ne vatxi. Naime, za
digraf na Slici 3.1 odgovarajuca matrica DK je koso-simetri&na i

isti digraf nije prosti normalni digraf.

Teorema 3.11 Svaki normalni digraf'nad kompletnim grafom

Kn je prosti normalni digraf.

. Dokaz. OznaZimo sa R = [rij] i A = [aij] respektivno
matrice susedstva grafova Kn i G. Na osnovu Teoreme 3.9 treba da
dokazemo da je DR koso-simetri&na matrica, gde je D = [dij] i
d.. =a,. — a...

ij ij ji

Stavimo da je cij

Na osnovu definicije matrice D neposredno imamo

= {di,l“j> + (dj’r"i> (i’j = 1,2,--.,")-

— — L4 — .
(3.22) cij = (ai ai,rj> + <aj aj,ri>.
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Definizimo Fi = (Lylyeeeyl) —ry U= 1,2,...,n). Relacija (3.22)

je ekvivalentna sledecoj relaciii

(3.23) (Ka . ~a',r.> + <a.—af,;.>) + (Ca.~a".,r.7 *t <a.—a.,F.>)
i i3 i i’ j o3l i J'

= c.. + <a.-a',ri> + <a.—a’ ,ri’>e
13 i 1 J ]

| -a’ r = < -a’ = - ty =

Poxto je <ai ai,rj+rj> {ai ai,(l,l,...,1)> dg(ai) dg(ai) 0,
gde je dg(x,) ukupan broj jedinica u vektoru ¥, (i = 14240unyM)y
leva strana relacije (21) je nula. Na osnovu ovoga i relacije

<a.—a',F.> + <a.—a€,F.> = (a.. —a..) + (a.. ~ a..) =0
i i 3 j 31 1] Jji ji i)

imamo da je cij = 0 za bilo koje vrednosti indeksa i,j. Time je

dokaz zavrZen. O

Teorema 3.12 Svaki normalni digraf G nad kompletnim bi-

partitnim grafom K je prosti normalni digraf.
nysno .

Dokaz. Pretpostavimo da je |G| = n = n, + n, i pret-

postavimo da su karakteristi&ni skupovi od V(G)

N1 = {1,2,...,n1} ' N2 = {h1+1,n1+2,...,n}.

Tada se matrica susedstva R = [r. ] grafa 6
ij o n,,n

it
-~

mo:e prikazati u obliku




_65_

gde je R, = [r-. ] s R, = [r.' ] .
1 ij nlxn2 2 iJj nzxn1

Definizimo matricu D = [dij] i vektore r,, ;i na potpuno
isti na&in kao i u prethodnoj teoremi. Treba da doka*emo da je DR
koso-simetriéna matrica. DefiniZimo cij = <di,rj> + <dj,ri>. Na

isti na&in kao i u prethodnoj teoremi dolazimo do relacije

- .. + .':-f -. '—..— = -
(3.24) c1J <a1 al,rJ> + <aj aJ,ri> 0

Ako pretpostavimo da su oba indeksa i,j € N1 ili 1,3 e,Nz, nepos-

redno dobi jamo da je cij = 0. Kona#no, ako pretpostavimo da Jje -

ieN ije Nz; iz poslednje relacije imamo

cij + dg(ai) - dg(ai) + dg(aj) - dg(aj) =0 ,

odakle je ponovoao €5 j = 0. Prema tome, DR je kososimetri&na matrica
¢ime je teorema dokazana. O

Dve poslednje teoreme ne mogu se generalisati za m-par—

titan graf K (m = 3). Kao konfraprimer navodimo digraf
' nl,nz,...,nm

(Slika 3.1) koji je normalni sopstveni digraf i nije prost, a

njegov bazni graf je K2,2,2 -

Slika 3.1

Od interesa je pronaéi sve klase grafova koji imaju samo
Napomenimo da su svi normalni digrafovi
digrafovi. Takode

proste normalne digrafove.
i ji broj ¢vaorova ne prelazi 5 prosti normalni
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je utvrdeno da je ukupan broij normalnih digrafova sa -6 &vorava 55,
i da u tom skupu postoji tazno 51 prostih normalnih digrafa, a od
267 normalnih 'digrafava reda 7 postoji ukupno 251 prostih.

U radu [23] A. Torgatev je opisao sve klase sopstvenih
normalnih digrafova &iji stepen &vorova nije veci od 3. Lako je
proveriti da su svi ovi digrafovi prosti normalni digrafovi.
Problem utvrdivanja svih normalnih d1grafova &iji stepen &vorova
nije veci od 4 nije u potpunostl rezen, mada je utvrdeno da
postoje beskona&ne klase ovih digrafova koji nisu prosti normalni
digrafovi (mezoviti d1grafov1).

U ovom puglavlju napomenu11 smo da svi bazni grafovi ne
sadrie sopstvene normalne digrafove. U radu EZZ] A. Torgazev
takode je dokazao da stabla i monocikliki grafovi nemaju PND
(graf nije ciklus Cn). Stoga se prirodno namece praoblem utvr—
divanja svih klasa baznih grafova koji ne cadrfe nijedan sopstveni

normalni digraf. Ovaj opzti problem ostaje otvoren u oOvom radu.

Na kraju ovog odeljka, jlustracije radi, dokazacemo
jedno svajistvo normalnih digrafova korizecenjem uslova normalnosti

koji je dat Definicijom 3.1.-

Teorema 3.13 Ako je bazni gra+t Bo biciklizki graf, tada

nad Go ne postoji nijedan sopstveni normalni digraf.

Dokaz. Razmotrimo sluzaj kada bazni graf ne sadr2i &vo-

rove stepena jedan.

Slika 3.2
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Pretpostavimo da gra{'Bo reda n (n 2 4) éadrii ciklus
dutine n kao parcijalni podgraf. Tada postoje &vorovi x,y € V(Go)
i stepen &vorova x,y je tri. S obzirom da je broij grana u é&voru
y tri, iz &vora y mora da postoji jedna dupla grana. Ako pretpo-
stavimo da je yz dupla grana, tada uz uslov da je sc(z) = pci(z)
mora postojati dupla grana iz &vora z u neki &vor u. Induktivnim
razmatranjem dolazimo do zakljueka da su sve grane u ciklusu

duine n duple. Dakle, grana xy mora biti dupia.

Pretpostavimo da iz &vora y postoji ori jentisana grana u
évor 2. Uz uslov normalnosti sc(z) = pc(z) sledi da postoji ori-
jentisana grana iz &vora z u &vor u. Lako dolazimo do zakl ju&ka da

je indukovani nadgraf nad baznim grafom 60 graf sa Slike 3.2.

S abzirom da je suc(t,y) # prc(t,y) sledi da indukovani

nadgraf nije sopstveni normalni digraf.

Slika 3.3

Sada pretpustévimo da graf Go reda n (n =2 4) ne sadrii
ciklus reda n kao parcijalni podgraf. Na osnovu prethodnog raz-
matranja dolazimo do zakl juéka da ako postoji Jjedna dupla grana u
ciklusu Ck tada su sve grane u ciklusu duple. Pretpustavimo prvo
da ciklusi u 60 nemaju zajedni&kih é&vorova. Tada postoiji  &vor
Yy € V(Go) stepena tri i postoji dupla grana iz &vora y u neki &vor
z € V(G). Oxigledno da je indukovani nadgraf nad baznim grafom Go

digraf sa Slike 3.3.
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S obzirom da je suc(x,z) # prcix,z) sledi da indukovani

nadgraf nije sopstveni normalni digraf.

Sada pretpostavimo da ciklusi u Go imaju zajedni&ki &vor
y. Uzimajuéi u obzir Sliku 3.3, motemo pretpostaviti da je ; =y i
Zz = z. Pozto je suc(x,2) X prc(x,z) bez obzira da li je iz &vora y

u #vor z dupla ili orijentisana grana, sledi da indukovani nadgraf

nad baznim grafom Go ni je sopstveni normalni digraf.

Slu#aj kada bazni graf GO ima &vorove stepena jedan je
jednostavan.Posto je grana iz #vora x stepena jedan dupla, lako je
videti da su duple i sVe grane iz &vorova koji su susedni &voru X.
gliznim razmatranjem kao i u prethodnim sluzajevima, dolazimo do
zakl juzka da nad baznim biciklizkim grafom Go ne postoji nijedan

sopstveni normalni digraf. O
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IV. ODREBIVANJE SVIH SOPSTVENIH NORMALNIH

DIGRAFOVA REDA 6 I 7

Povezani graf G nazivamo normalnim digrafnm ako je odgo-
varajuca O-1 matrica grafa G normalna. Digraf G se naziva sop-
stveni normalni digraf i ozna*ava PND (proper normal digraph) ako
je odgovarajuca matrica digrafa G normalna i nije simetrina. U
radu [22] A. Torgazev je opisao sve PND sa 3,4, i S e&vorova. U
ovom poglavlju, kori%éenjem ra&unara, u potpunosti opisujemo sve

PND sa 6 i 7 &vorova.

4.1 Rezultati

U ovom poglavl ju posmatramo pnvezaﬁe digrafove bez vize-
strukih grana i petlji. Odgovarajucu 0-1 matricu susedstva digrafa
G oznazavamo sa A = Eaij] a red digrafa G (broj &vorova digrafa G)
sa |G|. Za odredeni PND oznaZicemo sa Bo odgovarajuc¢i bazni graf
digrafa G. Bazni graf Go ima isti skup &vorova kao i PND G, i dva
&Evara X,y € V(Go) su susedna u Go ako i samo ako je ¥ susedan

&voru y ili y je susedan x u digrafu G.

U ovom poglav}ju opisujemo PND sa 6 i 7 &vorova. Sve PND
reda 6 i 7 generisali smo upotrebom programa za izomorfizam nor-
malnih digrafova i programa koji od odredenog baznog grafa gene-—
rife odgovarajuce normalne digrafove. Pritom, pri razmatranju ovog
probléma, polazimo od skupa svih povezanih grafova sa 6 i 7

&vorova ( 112 i 853 grafova, respektivno).

Glavni rezultati sadrzani su Listi 4.1 i Listi 4.2. Na

taj nazin dobijamo sledece rezultate.

Teorema 4.1 Postoji tazno S5 neizomorfnih sopstvenih

normalnih digrafova reda 6.
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Teorema 4.2 Postoji ta&no 267 neizomorfnih- sopstvenih

normalnih digrafaova reda 7.

1z rezultata koji su sadrani u Listama 4.1 i 4.2, dobi-
jamo da od 112 povezanih grafova sa & &vorova, postoii 30 grafova
koji imaju bar jedan odgovarajuéi PND. Takode, od 853 grata sa 7

gvorova, postoji taZno 157 grafova koji imaju bar jedan odgovara-

juei sopstveni normalni digraf.

Lako je videti da su u Listi 4.1 normalni sopstveni di-

grafovi sa rednim brojévima 30, 35, 37 1 43 mezoviti, dok su

ostali digrafovi u ovoj listi prosti.

U Listi 4.2 normalni sopstveni digrafovi sa rednim
arojevima 121, 136, 144, 158, 139, 168, 179, 207, 220, 273, 224,
227, 232, 233, 242, i 246 su me<oviti, dok su ostali digrafovi u

ovoj listi prosti.

Svi sopstveni normalni digrafovi u Listama 4.1 i 4,2

predstavljeni su u obliku

I"ll--l"l2 n3 811312--.81'1 321322--.‘32n cen 8 a s ad v

gde je ny redni broj sopstvenog normalnog digrafa, n, je redni

broj baznog grafa Bo koji odgovara digrafu G, Ny je broj grana Uu
a

sopstvenom normalnom digrafu G i a11a12...a1n 321a22 “es 2n

a je odgovarajuéa matrica susedstva sopstvenog nor-—

a .-Ia Ll
nl n2 nn?

malnog digrafa G.
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LISTA 4,1 SFISAK SYIH GOPSTYENGH NGRMALNIR DIGRAFOVA 58 & CVOROVA
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05,03 1 OL0L00 101000 010001 001010 000101 100010

04,04 08 000101 100000 OlOﬁlQ 001000 100000 001000
0% .04 132 010110 101000 H1L0101 101000 001000 100000

L8008 13 010000 101000 010111 0061001 001100 001010
07.08 13 001000 001000 110111 001010 001001 001100

08,07 13 010100 001010 010001 101000 000101 1000610
09 .07 14 D10101 100010 010100 101010 000101 101000

10,08 12 010100 001010 100001 100015 GLO00L 001100
11.0"? 14 Q00111 100000 010011 001000 101001 101010
12,10 09 O00001 100100 010000 001001 000100 010010
15,11 14 Q010000 101111 0LODLO GLLOODD L0501 010100
14,12 .15 001001 101000 1100110 001010 001100 011000
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v aal,

25,22 18 011101 001010 100111 101001 110000 101100

Adye 2B 18 OLO000 101111 010011 011010 010101 011100

g = 2

27,323 19 010000 101111 010111 011001 011100 011010

28,24 1 011000 000101 010100 000011 101000 100010
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. LISTA 4,2
001.001 07
002,002 12
003,003 12
004,004 1%
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006.006 15
007.007 1%
008,008 14
009,009 15
0L0.010 14
011.011 12
012,012 16
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014,014 16
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SFISAK SVIH SOPSTVENTH NORMALNIN DIGRAFOVA S& 7
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‘V. O GRAFOVIMA &IJA ENERGIJA NIJE VEGA OD 4

U nedavnom objavljenom radu [21], A. Torgazev je opisao
sve konaéne povezane grafove\éija energija (tj.'suma_svih'pozitiv-
nih sopstvenih vrednosti ukl ju#ujuci takode njihove vizestrukosti)
nije veca od 3. U ovom poglavl ju opisujemo sve povezane grafove
#ija energija nije veca od 4. Primenjena metoda se u izvesnim

detal jima razlikuje od metode koja je data u radu [21].

'5.1 Rezultati

U ovom poglavl ju pbsmatraéemu opet proste kona&ne pove-
zane grafove. Spektar grafa G je skup xl Pad kz Z tee =2 Kn sopst—-
venih vrednosti 0-1 matrice susedstva grafa G.

_ ' Suma svih pozitivnih sopstvenih vrednosti (ukljugujuei
takode i njihove vizestrukosti) oznacava se sa S(G) i naziva ener-—
gi jom grafa G. Poito je |K1| > 1, sledi da je §(6) = 1 =za bilo
koji povezani graf G. Za proizvolinu realnu konstantu a 2 1 pos—

matracemo klasu grafova

P(a) = { G | 8(G) = a } -

U ovom poglavlju u potpunosti opisujemo klasu P(4). _

; Ako graf G pripada klasi P(4), reéi cemo da je 6 dozvo-
ljeni graf, u suprotnom graf G nazivacemo zabranjenim za klasu
P(4). ‘

'S obzirom da je u radu [21] A. Torgazev potpuno opisao
klasu P(3), u ovom poglavlju iz klase P(4) izostavljamo grafove
&¢ija energija nije veéa od 3. Prema tome, opisacemo u stvari klasu
grafova R(4) = P(4) \ P(3).

U radu [21] takode je dokazano da je klasa P(a) kona&na
za svako realno a = 1. Naza metoda se u nekim detaljima razlikuje

od odgovarajuéce metode u radu [21]. Naime, prvo opisujemo kom-
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pletan skup kanoni&kih grafova iz klase P(4), zatim generizemo sve

grafove 1z ove klase.
Na osnovu definicilje pozitivne energi je, lako se doka—
zuje da je svaki podgraf H dozvol jenog grafa B takode dozveolien

graf. Iz tog razloga, za generisanje svih dozvolijenih grafova koji

pripadaju klasi P(4), vrlo je pogodno koristiti metod sabranjenih

podgrafova.
Reci cemo da su dva &vora X,y € V(G) ekvivalentna u

grafu B, u oznaci X ~ ¥ ako ¥ nije susedng Sa Y, i x i y imaju
identi&ne susede u grafu G. pDzigledno je relacija ~ relacija ekvi-

valencije na skupu &vorova V(B). Odgovarajuéi kolignik skup (graf)

oznaéicemo sa g, 1 nazivati kanoni&kim grafom grafa G. Graf g e

takode povezan, 1 pzigledno imamo g < G. Na primer, ako Je G =
= Km1’m2*""mp (p =2 2) kompletni m—partitni graf, onda je niegov
kanoni&ki graf kompletan grat Kp. kanoni&ki graf kompletnog grafa
Kn~je takode graf Kn.

Za graf G ka¥emo da je kanoni&ki ako 1G] = lagl, tj. ako
graf G nema ni jedan par ekvivalentnih &vorova.

Neka je g kanoni&ki graf grafa G, lg|= k, i NI’NZ""’Nk
odgovarajuéi skupovi ekvivalentnih &vorova u G. Tada oznagavamo
G = g(Nl’Nz""’Nk)’ ili jednostavnije G = g(nl,nz,...,nk), gde je
INil = ny (i = 1,4245-=-3K), podrazumevajuéi da je g ozna&eni grat.
Skupove NI’NZ""’Nk nazivamao karakteristi&nim skupovima grafa G.
Deigledno, gvaki skup Ni S V(B (i = 1,2,...,K) sadri samo izo—
lovane &vorove, 1 ako postoji bar jedna grana jzmedu skupova Ni’
Nj (i # j), onda postoje sve moguce grane izmedu é&vorova tih
skupova. Stoga je zgodno prikazati skupove Ni (i = 14245.044K)
pomocu belih (tj. praznih) krugova, a sve maoguce grane izmedu
¢#varova skupa Ni i Nj sa samo jednom granom izmedu odgovarajuéih
krugova. Ako.je, na primer, O kaompletan bipartitan graf Km,n sa

karakteristi&nim skupovima N1 i N2, onda se graf Km n jednostavno
s

gznaéava
¢ - O—O >
Ny o
podrazumevajuéi da je |Ni| = n, (i = 1,2).
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Jasno je da se bilo koji graf B, &iji je kanonizki graf
g, mot*e dobiti variranjem, na odredeni na&in, vrednosti parametara
nl,nz,...,nk € N.

Ako je g kanonizki graf grafa G, sledi da je g € 6 i ako
6 € Pl4) 5 g € Pl4).

Odavde sledi da je klasa Po(4) svih kanoni&kih grafova koji pripa-
daju klasi P(4) kona&na. Iz tog razloga, u ovom poglavlju prvo
opisujemo klasu P°(4), zatim pomocu kanqni&kih grafova iz klase
Po(4) gen?riiemo celu klasu P(4), odnosno klasu_Q(4).

Osim toga, lako se uozava da se i mnogi drugi heredi-
tarni problemi u Spektralnoj teoriji grafova mogu reducirati na
generisanje najpre Ddgovargjuéeg skupa kanoni&kih grafova. U tom
smislu mogu se videti radovi [19], [20], [24] itd.

Generisanje kompletnog skupa kanoni&kih grafova iz klase
P(4) zasniva se na sledecoj opitoj teoremi koja je dokazana u E24]

i koja moze biti wvrlo kor}sna pri rezavanju drugih sli&nih prob-

lema.

Teorema 5.1 (E24]) U svim, osim-u nizu konkretnih slu-
#ajeva, svaki povezani kanoniZki graf sa n &vorava (n 2 3) sadr#i
bar jedan indukovani podgraf sa n-1 &vorava, koji Jje takode

povezan i kanonié&ki. Izuzetak od ovog pravila su grafovi

=1 (i<j)
yixj =)

L g

Gornji grafovi o&igledno zadovol javaju relaciju To =

ST, €S T, see =
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4

Direktnimrpretraiivanjem spektara svih povezanih grafova
sa ne vize od 7 &vorova, nalazimo da klasa P(4) sadrzi ta&no 39
kanoni&ékih grafova. Oni su prikazani u Listi 5.1.

Kao £to je poznato, postoiji ta&no 11.117 povezanih gra-
fova sa 8 évorova. Direktnom proverom njihovih spektara, nalazimo
da klasa P(4) ne sadrzi ni jedan kanonieki graf sa g8 e&vorova.

Na osnovu Teoreme 5.1 neposredno  debi jamo sledeci
rezultat.
Teorema 5.2 Lista 5.1 je kompletna lista svih kanonié&kih

grafova iz klase P(4).

Neka su K , P i € respektivno kompletan
nl.,n;_,,...,nm n n

m—partitan graf, putanjia 1 ciklus sa n &varova.

Klasa P(4) sadr*i ta#no 39 neizomorfnih kanoni&kih gra-

fova. Pored toga, primetimo da neki grafovi iz Liste 1 pripadaju
klasi P(3), pa ne pripadaju klasi Q(4). Medutim, oOvi kanoni&ki
grafovi mogu variranjem parametara nl’“Q""’nm generisati neke

grafove iz klase Q(4). Pomenuti grafovi su slededéi

g, = Kpr 95 = K30 937 Far 920 95 = Kg2 9, = F5 * 97
Za kanoni&ki graf g € 0(4) reeci cemo da je prost ako ni-—

jedan graf G (G # g), €iji Je kanoni&ki graf g, ne pripada klasi
P4).

Stav 5.1 Kanonié&ki grafovi 9y 9447 959 9,47 99’ 900
O30 947 9250 926 9287 9297 9307 g3y 9327 933° 9347 9357 936

937 93g° 930 jz Liste S.1 su prosti.

Dacemo samo ideju dokaza ovog stava. Lako Jje proveriti
da su svi navedeni kanoni&ki grafov dozvol jeni. S obzirom da Jie
svojstva S(G) = a hereditarno, dovol jno Jje pokazati da se dodava-

njem novog &vora, koji Je ekvivalentan nekom &voru kanoni&kog

grafa g uvek dobi ja zabranjen graf.

Nadal je, za bilo koii od preostalih grafova iz Liste

5.1, dajemo potrebne i dovol jne uslove pod kojim odgovarajuéi

nadgraf kanoni&kog grafa g pripada klasi @(4).
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Stav B.2 Graf G = gl(m;n) e B(4) (m £ n) ako i samo ako

(m,n) = (1,10),(1,11),(1,12),(1,13),(1,14),(1,15),(1,16)
2,9, 2,60, (2,7), (2,8), (3,4), (3,9, (4;4).
Dokaz. Pozto je g1 = K2, graf G = Km n je kompletan bi-

L) .
partitan graf, pa ima samo jednu pozitivnu sopstvehu vrednost

r(G) = Y mn . Prema tome; graf G € GQ(4) ako i samc ako je
9 < mn < 16, odakle lako dobijamo dokaz tvrdenja. o

Stav 5.3 Graf 6 = (myn,k) ( m < n < k ) pripada klasi

92
R(4) ako i samp ako je

(mynak) = (1,1,4), (1,1,5), (1,1,6),
(1,2,2), (1,2;3), (2,2,2).

' pokaz Poxto je g, = K., graf 6 je kompletan 3-partitan
———— 2 3

graf K Graf 6 ima samo jednu pozituvnu sopstvenu vrednost,

myn,k”
koja je maksimalan koren r(G) polinoma

F(A\) = x3 - (mn + mk + nk)A - 2mnk.

Odavde imamc da 6 € B(4) ako i samo ako je 3 < r(G) = 4,

odakle lako sledi dokaz tvrdenja. D

Stav 5.4 Graf 6 = g3(m,n,k,t) (m< & ili m=2¢ n = k)

pripada klasi R(4) ako i samo ako (myn,k,d ima jednu od sledecih
vrednosti:

(1,1,1,4), (1,1,1,5), (1,1,1,6), (1,1,1,7),

(1,1,1,8), (2,1,1,3), (2,1,1,4), (2,1,1,3),

(2,1,1,6), (3,1,1,3), (3,1,1,4), (1,1,3,1),

(1,1,4,1), (1,1,5,1), (1,1,2,2), (1,1,3,2),

(1,1,2,3), (1,2,1,2), (1,3,1,2), (1,4,1,2),

(1,2,1,3), (1,3,1,3), (1,2,1,4), (1,2,1,5),
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(1,2,2,1), (1,2,3,1), (2,2,1,2), (2,2,1,3),
(1,2,2,2)-

Dokaz. Lako je proveriti da svi navedeni grafovi pripa-

daju klasi Q¢4). Pored toga, lako se dokazuje da graf: 93(2,2,2,2)

ima energiju vecu od 4, dakle zabranjen je za klasu P(a). 1z tog
razloga, ako je neki grat B = g3(m.n.k,{) e Q(4) (m < L ili m = ¢,
n <€ k) onda je

m=11ilin=1 ili k = 1.

Dal je, primetimo da su sopstvene vrednosti ovih grafova

odredena jednaéinom

k4 - (mn-+ nk + kt)hz + mnkl = 0.

Stoga se ove sopstvene vrednosti mogu eksplicitno odre-
diti. Sada je lako pokazati da graf G = gs(m,n,k,t) e B(4) ako i

samo ako je ispunjeno
9 ¢ mn + nk + k& + 29mnks = 164

iz ove relacije neposredno dobi jamo dokaz stava. 0O

Stav 5.5 Graf 6 = 0 (myn,k,O (kK < ¢) pripada klasi Q(4)
4

ako i samo ako (m,n,k,f) ima jednu od sledeéih vrednosti:

(mynqak,0) = (1,1,1,2), (1,1,1,3), (1,1,1,4), (2,1,1,2),
(2,1,1,3), (3,1,1,10, (3,1,1,2), (4,1,1,1),
(8,1,1,2), (5,151,541}, (6,1,1,1), (741,1,1),
(1,2,1,1), (1,3,1,1), (2,2,1,1), (3,2,1,1),

(1,2,1,2)5 (1,1,2,2), (2,1,2,2) -

Dokaz ovog stava je u potpunosti slizan sa dokazom pret—

hodnog stava, pa ga jzostavl jamo.
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Stav 5.6 Graf B = g_(m,n,k,&) (m<n <k < & pripada

95
klasi @(4) ako i samo ako je (m,n,k,&) = (1,1,1,2).

Dokaz. Direktno se proverava da graf 95(1,1,1,2) pripada
klasi @(4). Pozto grafnvi'g5(1,1,2,2) i 95(1,1,1,3) imaju energiju

veécu od 4, tvrdenje je dokazano. o

Stav 5.7 Graf G = gb(m,n,k,e,p) (m < p ili m=p, n= 0
pripada klasi @(4) ako i samo ako (m,n,k,{,p) ima jednu od slede-

¢ih vrednosti:

(11,1,1,2)5 (1y1,1,1,3), (1,1,1,1,4), (1,1,1,1,5),
(2y1,1,1,2), (2,1,1,1,3), (2,1,1,1,4), (3,1,1,1,3),
(1,2,1,1,1), (1,2,1,1,2), (1,2,1,1,3), (1,3,1,1,1),
(1,1,2,1,10, (1,1,3,1,1), (1,1,4,1,1), (1,1,2,1,2),
(1,1,3.1,2), (1,1,2,1,3), (1,2,1,2,1), (1,1,1,2,2),

(1,2,2,1,1), (2,1,2,1,2).

Dokaz. Lako je proveriti da gornji gréfovi pripadaju klasi
R(4). Poxto svi grafovi gb(m,n,k,t,p) (m < p ili m = p,n £ &), gde

(m,n,k,Z,p) ima jednu od sledeéih vrednosti

(1,2,1,3,1), (1,1,1,2,3, (1,1,1,3,2),
(1,1,2,3,1), (1,1,3,2,1), (2,1,2,1,3),
(2,1,3,1,2), (1,1,1,1,86), (2,1,1,1,5),
(3,1,1,1,4), (1,2,1,1,8), (1,3,1,1,2),

(1,1,5,1,1), (1,1,4,1,2), (1,1,3,1,3),

imaju energiju vecu od 4, neposredno dobi jamo dokaz tvrdenja. o

Na sli&an na&in dokazujemo sledec¢a tvrdenja.

Stav 5.8 Graf 6 = g?(m,n,k,t,p) m < £ili m=¢ n < k)
pripada klasi @(4) ako i samo ako (m,n,k,l,p) ima jednu od slede-

¢ih vrednosti
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(1,1,1,192)y (1,1,1,1,3), (2,1,1,1,1), (2,1,1,1,2),
(3,1,1,1,10, (3,1,1,1,2), (4,1,1,1,1), (5,1,1,1,1),
(1,2,151,1), (1,2,1,2,1), (2,1,1,2,1), (1,2,1,3,1),

(2,1,1,2,2).

Stav 5.9 Graf 6 = gB(m,n,k,Z,p) (L < p) pripada klasi

Q(4) ako i samo aka (m,n,k,4,p) ima jednu od slede¢ih vrednosti

(1,1,1,1,1), (1,1,1,1,2), (2,1,1,1,1),

3,1,1,1,1), (1,1,2,1,1), (1,2,151,1).
Stav 5.10 Graf 6 = gq(m,n,k,t,p) (m < n ili m = n,k £ p)

pripada klasi @(4) ako i samo ako {m,n,k,Z,p) 1ma jednu od slede-

&ih vrednosti

(1,1,1,1,1), (1,1,1,1,2).

Stav 5.11 Graf 6 = glotm,n,k,(,p)(m { n ili m = n,k = p)
pripada klasi Q(4) ako i samo ako (myn,k,<,p) ima jednu od slede-

«ih vrednosti

(1,1,1,1,1), (1,1,1,2,1), (1,1,2,1,1), (1,2,1,1,1).

Stav 5.12 Graf 6 = gll(m,n,k,t,p) (k < p) pripada klasi
Q(4) ako i samo ako (m,nykyLp) ima jednu od sledecih vrednosti

(1,1,1,1,1), (1,1,1,2,1), (2,1,1,1,1).

Stav 5.13 Graf 6 = 913(m,n,k,£,p) (k <& = p) pripada

klasi @(4) ako i samo ako (man,Kkq,Lyp) ima jednu od sledeéih vred-

nosti
(1,1,1,1,1), (2,1,1,1,1).

Stav S5.14 Graf G = 917(m,n,k,£,p,q) (m < gq ili m=9q

n<pilim=qg, N = P, kK < ¢ ) pripada klasi Q(4) ako i samo ako

(m,n,k,l,p,qi ima jednu od sledeé¢ih vrednosti

(1,1,1,1,1,1), (1,1,1,1,1,2).
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Stav 5.15 Graf G =’ng(m,n,k,l,p,q) (m < p "ili m=p ,
n < {) pripada klasi @(4) ako i samo ako (m,n,k,1,p,q) ima jednu

od slédeéih vrednosti

(1,1,1,1,1,1), (1,1,1,1,1,2),(1,1,1,1,2,1).

Stav 5.16 Graf G = g21(m,n,k,£,p,q)(m < n) pripada klasi
Q(4) ako i samo ako (m,n,k,&,p,q) ima jednu od slede¢ih vrednosti

(1,1,1,1,1,1), (1,1,1,2,1,1).

Grat 6 = 955
m = Z,n = k,p £ q) pripada klasi @(4) ako i samo ako (m,n,k,¢p,q)

(myn,k,&,p,q) (m< 2 ilim=¢ n < k ili

ima jednu od slede¢ih vrednasti (1,1,1,1,1,1), (1,1,1,2,1,1).

Graf G = 92?(m,n,k,t,p,q) (m < £ilim= 4, n = k) pri-
pada klasi @(4) ako i samo ako (m,n,k,1,p,q) ima jednu od sledec¢ih

vrednosti (1,1,1,1,1,1), (1,1,1,1,1,2).

Stavovi 5.1-5.16 i Teorema 5.2 u potpunosti opisuju
klasu 2(4). Kao nepasrednu posledicu»Stavova 5.1-5.16 i Teoreme

5.2 imamo sledeé¢i rezultat.

Teorema 5.3 Postoji ta&no 154 neizomorfnih grafova &ija
je energija veéa od 3 i nije veéa od 4. Svi ovi grafovi su dati u

Listi 5.2.

Svi grafovi u ovoj 1listi predstavljeni su u obliku

Ny "2 "3 312 #13%23 """ ®1n?2n"""%n-1,n °’

gde je n1 redni broj odgovarajuceg grafa, n, je broj &vorova

grafa, Ny je broj njegovih grana i a5, ay3a5y === alnaZn"'a

n—1i,n
je gornji trougaoni oblik odgovarajuce matrice susedstva posmat-—-

ranog grafa.



LISTA 5.1
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LISTA 5.2 SPISAK SVIH NEIZ0MORFNIH GRAFOVA 12 KLASE QC4)

001 05 05 1 10 001 0101

002 035 09 1 10 001 1100

003 0S5 06 1 10 001 1110

004 05 06 1 10 110 1001

005 05 06 1 10 001 1101

006 05 06 1 10 110 1010

007 05 o7 1 11 111 1000

008 03 O7 1 10 011 1101

009 05 o7 1 10 111 0011

010 05 08 1 10 111 0111

011 05 08 1 11 111 1001

012 05 09 1 10 111 1111

013 05 10 1 11 111 1111

014 06 05 1 10 001 1000 00010
015 06 05 1 10 001 1000 01000
016 06 05 1 10 001 0100 00001
017 06 064 1 10 001 0101 00100
018 06 06 1 10 110 1000 10000
019 06 06 1 10 001 0100 01001
020 04 06 1 10 001 0100 10010
021 06 06 1 10 001 0100 10100
022 06 06 1 10 001 1000 00101
023 06 06 1 10 100 1000 01001
024 06 06 1 10 110 1000 00001
025 06 06 1 10 001 1000 10100
026 06 06 1 10 011 1000 00010
027 06 06 1 10 001 1100 00100
028 06 06 1 10 001 0100 00011
029 06 06 1 10 001 1010 00001
030 06 O7 1 10 001 1101 00100
031 06 O7 1 10 110 1000 10001
032 06 O7 1 10 110 1000 00011
033 06 O7 1 10 001 1101 01000
034 046 O7 1 10 110 1000 00101
035 06 O7 1 10 110 1010 01000
036 06 O7 1 10 001 1000 11100
037 04 O7 1 10 001 1000 11001
038 06 07 1 10 001 1000 10110
039 06 07 1 10 100 1000 01101
040 06 O7 1 10 001 1010 10100
041 06 O7 1 10 100 1000 11100
042 06 07 1 10 001 0101 01010
043 06 07 1 10 001 1110 00010
044 06 O7 1 10 001 1110 01000
045 0& O7 1 10 011 1000 00101
046 06 O7 1 10 011 1001 00001
047 06 08 1 10 001 1010 10011
048 06 08 1 10 011 1000 10011



049
050
031
052
053
054

055
056
057
058
099
060
061
062
063
064
0465

066
067
068
069
070
o7l
ovr2
073
074
073
076
(s rarg
078
ore
080
081
082
083
084
0835
086
o8y
088
089
090
071
092
093
094
093
096
o097
098
099
100
101
102
103

06
0b6
06
06
06
06

06
06
06
06
06
06
06
06
06
06
06

o7
o7
or
o7
07
o7
o7
o7
o7
o7
o7
o7
o7
o7
o7
o7
o7
o7
o7
oT
o7
o7
o7
o7
o7
o7
o7
or
o7
0T
o7
o7
o7
o7
o7
o7

o7

oT

o8
08
08
08
08
08
08
08
09
09
09
07
09
10
10

i1.

12

06
06
06
06
06
06
06
(0723
(072
o7
o7
o7
o7
o7
o7
o7
o7
o7
08
0B
08
08
o8
o8
08
o8
08
09
09
09
09
09
09
10
10
10
10
10
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10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10

10
10
10
10
10

. 10

10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10

100
110
011
011
001
110
001
001
001
001
110
110
100

011

o011
100
111

100
001
001
001
001
001
001
001
001
001
001
001
110
001
001
100
001
110
001
100
100
100
100
001
001
011
011
011
011
100
011
100
001
100
100
100
100
100

1000
1000
1001
1000
1100
1000
1000
1000
1101
1101
1000
1001
1111
1001
1001
1111
0111

1000
1000
1000
1000
1000
1000
0100

1000

1000
1000
0100
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1101
1000
1000
1000
1000
1010
0100
1001
1001
1001
1001
1000
1001
1000
1010
1000
1000
1000
1000
1000

10111
11100
01100
10110
01101
11010

11101
11011
11010
01110
01111
11001
10001
11110
11101
11110
11101

10000
00100
10000
10000
01000
00010
00001
00100
01000
00100
10010
10000
10000
00100
00010
10000
10000
10000
01000
10000
01101
10000
01101
10100
10010
00001
00001
10010
10010
10000
01100
10111
10011
01101
10000
01001
11100
10000

-0 -

000001
000010
010000
000100
000100
000100
000010
001000
000010
100001
010000
100001
010000
101000
100100
010010
001100
100000
010000
001101
000100
100011
000001
100000
100010
000010
000001
000100
010000
101110
000001
000001
100000
011010
111110
011110
111000
011111




104

103
1046
107

108
109
110
111
112
113

114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129

130
131
132

133
134
135
136
137
138
139
140
141
142

143
144
145
146
147

148

149

or
ov

o7

o7

o8
o8
o8
o8
08
o8
o8
08
08
o8
08
08
o8
08
o8
o8
o8
o8
08
08
o8
08

08

o8’

08

o7
0%
09
09
o9
09
09
09
09
09

10
10
10
10
i1

11

12

11

11
11
12

o7
or
o7
or
or
o8
08
08
08
08
o8
o8
09
09
09
09
09
09
10
10
11
12

13
15
16

o8
o8
08
o8
o8
o8
09
09
09
i4

09
09
10
16
10

10

i1
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L I

N

i

N L

10
10
10
10

10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10
10

i0
10
10

10
i0o
10
10
10
10
10
10
i0
10

10
10
10
10

10

011
011
100
011

100
001
100
001
001
001
100
001
001
100
001
110
100
100
001
100
001
001
100
011
100
100

100
o011
o11

100
001
001
100
001
100
100
100
110
100

100
100
100
100

100

1001°

1001
1111
1001

1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000

1010.

1000
1010
1000
1000
1001
1000
1000

1111
1001
1001

1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000
1000

1000

1000

1000
1000

1000

1000000000
1 10 100 1000
1000000000

10010
01100
10001
01101

10000
10000
10000°
00100
00100
00100
10000
00010
00100
10000
00010
10000
10000
10000
10100
o1101
10100
00100
10000
10010
10000
10000

10001
01101
01101

10000
00100
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000
10000

10000
10000
10000
10000
10000

10000
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101100

100101
100010
100101

100000
000100
000001
001000
001000
001000
100000
100100
101000
100000
100100
010000
100000
100000
100000
000001
100000
001000
100000
000100
100000
100000

100010
100101
100101

100000
001000
000100
100000
000100
000001
100000
100000
010000
100000

100000
100000
100000
100000
100000

100000

1 10 100 1000 10000 100000
1000000000 10000000000

0001000
0001000
0000001
0010000
1000000
0100100
0010100
0001000
0010000
1000010

1000000°

1000000
0001110
1010010
0010000
0000010
1000000
0110100
0101011
1000000
0101111
0111111

1000100
1001010
0110101

0001000
1000000
0001000
0001000
0001000
0000001
1000000
1000000
1000000
1000000

1000000
0001000
1000000
1000000
1000000

1000000

1000000

10000000
10000000
00010000
00010000
10000000
10000000
00100100
10000010
10000000
01111111

10000000
10000000
10000000
10000000
10000000

10000000

10000000

000000001
000100000
100000100
011111111
100000000

000000001

100000000



150

151

152

153

154

13

14

15

16

17

12

13

14

15

14

~ oy -

1 10 100 1000 1dOOO 100000 1000000 10000000 100000000
1000000000 10000000000 100000000000

1 10 100 1000 10000 100000 1000000 10000000 100000000

1000000000 10000000000 100000000000 1000000000000

1 10 100 1000 10000 100000 1000000 10000000 100000000
1000000000 10000000000 100000000000 1000000000000
10000000000000

1 10 100 1000 10000 100000 1000000 10000000 100000000
1000000000 10000000000 100000000000 1000000000000

10000000000000 100000000000000

{ 10 100 1000 10000 100000 1000000 10000000 100000000
1000000000 10000000000 100000000000 1000000000000
10000000000000 100000000000000 1000000000000000
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VI. NEKI REZULTATI O PRVOJ REDUKOVANOJ ENERIJI' GRAFA

U ovom poglavliju opisujemo sve povezane grafove ¢&ija
prva redukovana energija, ti. suma apsolutnih vrednosti svih

sopstvenih vrednosti bez maksimalne, nije veca od S.

U ovom poglavlju, posmatracemo takode proste konaé&Ene
povezane grafove. Spektar grafa G je skup xlvz A2 = ..; = Xn saop-—
stvenih vrednosti 0-1 matrice susedstva grafa G.

Sumu sopstvenih vrednosti |K2| + |R3| L |Kn| ozna-
&icemo sa RI(G) i nazivaé¢emo je prvom redukovanom energijom grafa
G. Pozto je lknl =z 1, sledi da je Rl(B) > 1 za bilo koji graf BG.

Za proizvolinu realnu konstantu a 2 1 posmatracemo klasu grafova

= <
_ Cl(a) { G | RI(B) < a } -

U ovom poglavlju u potpunosti <emo opisati klasu 01(5).
Ako graf B pripada klasi CI(S)’ onda <¢emo reci da je G

dozvol jeni graf; u suprotnom naziva¢emo ga =zabranjenim za klasu

C1(5).

Neka je H bilo koji povezani (indukovani) podgraf grafa
6B (H< 6). Na osnovu teoreme preplitanja sledi da je RI(H) =< Rl(B)

pa je bilo koji povezani podgraf dozvolienog grafa takode dozvo-

ljen. 1z tog razloga se za generisanje dozvol jenih grafova moxe
koristiti metod zabranjenih podgrafova.
Dokazacemo najpre jedno va:no svojstvo proizvoline klase

Cl(a) a2z 1).

Teorema 6.1 Klasa Cl(a) je konaena za svaku konstantu

1]
v
-



- 9% -

' Dokaz. Neka je G bilo koji graf koii pripada klasi Cl(a)

Tada imamp da je

prema tome G € S(a), gde je S(a) = { G | z |xi| < a } klasa koja
x> O |
i

je razmatrana u radu [21]. Sledi da je C,(a) < S(a). Poito Jje po
Teoremi Z U [21], klasa S(a) konaZna za svako a z 1, naZa teorema

je dokazana. O

Poxtto kompletan m—-partitan graf K ima samo
N, qNpgen=9N
: 172 m

jednu pozitivnu sopstvenu vrednost r(G), on c<ce pripadati klasi

Dl(a) ako i samo ako je r(B) £ a.

Odredimo prvo sve vrednosti parametara nl,nz,...,nm za

j j 2 < € aa. = jen.
koje 1e graf kn JNygeeesh (n1 n, nm) dozvol jen
172 m
Stav 6.1 Graf Km n (m < n) je dozvolien samo Za slededce
3 .

vrednosti parametara m,n:

1. m=1,n= 1,24...329.

2. m=2 ,n= 2,3,-0.4512.

3. m=3,n = 3,4,..-,8.

4. m=4, n = 4,5,6.

5. m=5,n=5.

Dokaz. Pozto je Km n kompletan bipartitan graf, imamo da

je r(G) = Y mn . Prema tome G € C1(5) ako i samo ako je mn < 29,

odakle neposredno dobi jamo tvrdenje. O

Stav 6.2 Graf K (m €< n < k) Jje dozvol jen samo 248
?m,n,k

sledece vrednosti parametara mynyk:
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1- m = 1 , n = 1 , k = 1’2,...'10. ’

2' m=1 9 n=2 y k=2,3,-ou’6-
3. m=1,n=3, k = 3,4.
a. m=2,n=2, k =2,3.

Dokaz. Karakteristi&ni polinom grafa K je
——— ‘ m,n,k

+ -
POu = AMNTK=3 3 (an + mk + nkOA — 2mnk).

Stoga je rutinska stvar proveriti da je r(B) £ 5 upravo

za nazna&ene vrednosti parametara m,n,k. O

Stav 6.3 Graf K (m <n <k <0 je dozvoljen samo
my,n,ky<

za sledece vrednosti parametara m,n,k,<:

(myn,kyd) = (1,1,1,1), (1,1,1,2), (1,1,1,3), (1,1,1,4)

(1,1,1,5), (1,1,2,2), (1,1,2,3).

Dokaz Lako se proverava da su svi gore nazna&eni gra-

fovi dozvol jeni. § druge strane, pozto je graf K zabranjen
mynykyl

za vrednosti parametara (myn,k,%) = (1,1,1,6),(1,1,2,4),(1,1,3,3),

na osnovu teoreme preplitanja imamo dokaz. O

Stav 6.4 Graf K (m £<n <k =<?¢=p)
myn,k,<,p

1jen samo za sledece vrednosti parametara m,n,k,,ps

je dozvo—

(m,n,kylyp) = (1,1,1,1,1), (1,1,1,1,2).

Dokaz. Lako sa proverava da su oba naznacena grafa doz—

vol jeni. Pozto je graf K zabranjen za vrednosti para-
myn,k,<,p

metara (m,n,k,&p) = (1,1,1,1,3), (1,1,1,2,2) neposredno dabi jamo
dokaz. a

(k 2 &) je dozvoljen

Stav 6.5 Graf G = K
n1 ’n2,- - " ’nk

ako i samo ako je k = 6 i G je graf Kb‘
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Dokaz. Graf K6 je o&igledno dozvol jeni gréf. S druge
strane su grafovi K1,1,1,1,1,2 i K7 zabranjeni, pa neposredno

dobi jamo dokaz tvrdenja. o

Sada ¢emo odrediti sve dozvol jene grafove iz klase CI(S)

koji imaju bar dve pozitivne sopstvene vrednosti. Na osnovu rezul-

tata H. Smith-a u [1?] imamo

‘ Teorema 6.2 ([1?]) Graf 6 ima bar dve pozitivne sop—
stvene vrednosti ako 1. samg ako gadrzi jedan od sledecih grafova

keo (indukovan) podgraf

Primetimo da su oba grafa Bl’ 32 dozvol jeni. 0Ozna&imo
C1'= {61,62}. Ako je 6 € (1 i 8§ je neprazan podskup skupa Evorova
vV(G), neka Jje Gx graf generisan grafom G dodavanjem novog &vora X
koji je susedan samo #vorovima koiji pripadaju skupu §. Ozna&imo sa
[., skup svih neizomorfnih dozvol jenih grafova Gx’ gde 6 € (1, i
5 € V(B \ {0} . Ako je konstruisana klasa (i , definizimo sa (i+1

klasu koju dobijamo pomocu (i na slizan na&in kao zto je (2 daobi-—

jena pomocu Cl. Ozna&imo

¢ =V . -

i eN !
Ma osnovu Teoreme 6.1, klasa { Jje kona&na, ti. imamo da Jje Ci = O
za sve dovolino velike vrednosti i. Svi grafovi koji pripadaju

skupu { su, po definiciji dozvol jeni grafovi 1 sadrie bar dve

pozitivne sopstvene vrednosti. Ovo sledi na osnovu zinjenice da za
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- bilo koji povezani graf G i za bilo koji njegov pdvezani indu-
kovani podgraf H, postoji niz povezanih indukovanih podgrafova
Hi €6 (1 = 0,1,...r) takvih da je

i 'Hi+1' = lHil + 1 (i = 0,1,...,r-1).
Koriste¢i ra&ﬁnar, mo¢emo generisati skup svih neizomor-—
fnih dozvol jenih grafova koji imaju bar dve pozitivne sopstvene

vrednosti.
Na ovoj na&in dobijamo sledecu teoremu.

Teorema 6.3 Klasa 81(5) sadr#i ta&no 137 neizomorfnih
grafova koji imaju bar dve pozitivne sopstvenih vrednosti. Svi ovi

grafovi su prikazani u Listi 6.1.

Stavovi 6.1-6.5 i Teorema 6.3 u potpunosti opisuju klasu

01(5).Spe:ijé1no dobi jamo da klasa CI(S) sadrzi ta&no 75+137 = 212

neizomorfnih grafova.

Svi grafovi u ovoj listi predstavljeni su u istom obliku

kao i grafovi iz Liste 5.2 (str. 91-94) iz prethodnog poglavl ja.
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DOZVOLJENI GRAFOVI KOJI IMAJU BAR DVE POZITIVNE

' SOPSTVENE VREDNOSTI

001
110

001 1000
001 0100
001 0101
011 1000
001 1100
110 1000
001 1010
001 1110
110 1001
001 1101
110 1010
111 1000
011 1101
111 0011
111 1001

001 1000 10000
001 1000 00010
001 1000 01000
001 1000 00100
001 1010 00100
001 0100 01100
001 1010 00001
011 1000 00100
011 1000 10000
011 1000 00001
110 1000 10000
110 1000 00100
001 1000 00110
001 1000 11100
001 1000 10110
001 1010 10100
110 1001 00100
110 1001 10000
100 1000 01101
o001 1101 01000
001 1000 01101
100 1111 00010
100 1111 00001
111 0011 00010
011 1101 00001
011 1101 00100
110 1001 00110
011 1001 00011
011 1001 00101
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VII. NEKI REZULTATI O DRUGOJ REDUKOVANOJ ENERGIJI GRAFA

U ovom poglavlju opisujemo sve povezane grafove &ija
druga redukovana energija, tj. suma apsolutnih vrednosti svih

sopstvenih vrednosti bez minimalne, nije vedca od &.

* ® *

Posmatraijmo opet proste kona&ne povezane grafove. Spek-—
tar grafa G je skup Kl g RZ e 4 Kn njegovih sopstvenih vred—

nosti.

Sumu sopstvenih vrednosti lxll + (Kzl + ... * lkn_ll
ozna&icemo sa 81(6) i nazvacemo je drugom redukovanom energi jom
grafa G. Po%to je lkll > 1, sledi da je SI(B) > 1 =za bilo koji
graf 6. Za proizvolinu realnu konstantu a > 1 posmatracemo klasu

grafova

= <
Dl(a) { G | 51(5) < a } -

u ovom.poglavlju u potpunosti cemo opisati klasu Dl(b).

Ako graf G pripada klasi Dl(b), reci cemo da je graf 6
dozvol jeni graf; u suprotnom, graf cemo nazivati =zabranjenim za
klasu Dl(b).

Na osnovu definicije druge redukovane energije, nepos-—
redno sledi je svaki podgraf H dozvoljenog grafa G, takode dozvo-
1jeni graf. Iz tog razloga, za generisanje svih dozvol jenih gra-

fova koji pripadaju klasi Dl‘b) primenjujiemo postupak zabranjenih

podgrafova.
Dokazacemo najpre jedno vaino svojstvo opste klase
Di(a) (a > 1.

Teorema 7.1 Klasa D1(a) je kona&na za svako a 2 1.
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Dokaz. Neka je G bilo koji graf koji pripada klasi Dl(a)

Tada imamo da je

n-1
a2 Yoz Y gl
i= Ai> 0o
prema tome 6 € S(a), gde je S(a) = { G| 2 |Xi| € a } klasa koja

Ai> 0
je razmatrana u radu [21]. Sledi da je Dl(a) € S(a). Poito je po
Teoremi 2 u [21], klasa S(a) kona%na za svako a 2 1, nata teorema

je dokazana. Q

S obzirom da kompletan m-partitan graf K ima
nl’nz’--l’nm

samo jednu pozitivnu sopstvenu vrednost, on d¢e pripadat: klasi

Dl(a) ako i samo ako je 2r(G) + xn < a.

Odredicemo najpre sve vrednosti parametara "1’"2“"'nm
za koje je graf K {n, £n;, £ ... < L ) dozvol jen.

nl,nz,...,nm 1 2

Stav 7.1 Gra+f Km n (m < n) je dozvoljen za sledece vred-
L ] -

nosti parametara m,;n:

2. m=2 ,n=2,3,...,18.
3. m=3,n=3,4,...,12.
4. m=4 ,n=4,5...,9.
5. m=5 ,n=5,6,7.

6. m=6,n = 6.

Dokaz. Pozto je Km kompletan bipartitan graf, imamo da

’n
je r(B) = Y mn . Prema tome G e Dl(b) ako i samo ako je man = 36,

odakle ﬁepusredno dobi jamo tvrdenije. o
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Stav 7.2 Graf Km,n,k»(m < n £ k) je dozvol jen za sledece
vrednosti parametara m,n,k:
1. m=1,n=1, k= 1,2,...,16.
2. m=1,n=2, k= 2,3,4,5.‘
3. m=1,n=3,k= 3.
4. m=2,n=24y k=2

Dokaz. Karakteristi&ni polinom grafa K je
— myn,k

Py = AMTTRTS [ A3 — (mn + mk + nk)A — 2mnk ] .

Udavq? je lako proveriti da je lkll + |K2| < & upravo za

naznaene vrednosti parametara mynNyk. O

. < < < 3 i
Stav 7.3 Braf Km,n,k,l (m<n=<kx<Z) Je dozvol jen za

sledece vrednosti parametara myn,k,ds
(myn,k,f) = (1,1,1,1), (1,1,1,2).

Lako je videti da su oba nazna&ena grafa dozvo—

Dokaz.
zabranjen za vred—

1 jena. § druge strane, posto je graf Ko o.k,¢

nosti parametara (myn,k,8 = (1,1,1,3), (1,1,2,2) dokaz stava Jje

zavrEen. O

zabranjen, na osnovu teoreme

K (m 2 5)
nl’nzgc--,nm :

S obzirom da je graf KS

preplitanja sledi da je svaki graf oblika G =

takode zabranjen. ©

e dozvol jene grafove iz klase Dl(b)
ra&u-—

Sada ¢emo odrediti SV

koji imaju bar dve pozitivne sopstvene vrednosti. Koristeéi

prethodnom poglavlju moZe se gene—

nar, metodom koja je opisana u
‘imaju bar

risati skup svih neizomorfnih dozvol jenih grafova koji

dve pozitivne sopstvene vrednosti.
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Na ovoj na&in dobi jamo sledecu teoremu.

Teorema 7.2 Klasa Di(é) zadr2i ta#no 319 neizomorfnih

grafova koji imaju bar dve pozitivne sopstvenih vrednosti. Svi ovi

grafovi su prikazani u Listi 7.1.

Stavavi 7.1-7.3 i Teorema 7.2 u potpunosti opisuju klasu

Dl(b).Specijalnn dobi jamo da klasa Dl(b) sadr#i tazno 91+315 = 406

neizomorfnih grafova.

Svi grafovi u ovoj listi su predstavl jeni na isti npa&in

xao i grafovi iz Liste 5.2 (str. ?1-94) .

Univerzitet u Beogradu
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" LISTA 7.1 SPISAK SVIH DOZVOLJENIH GRAFOVA KOJI IMAJU BAR

DVE SOPSTVENE VREDNOSTI

001 04 03 1 10 001

002 04 04 1 10 110

003 05 04 1 10 001 0100

004 05 04 1 10 001 1000

005 05 05 1 10 011 1000

006 05 05 1 10 001 1100

007 05 05 1 10 001 0101

008 05 05 1 10 110 1000

009 05 05 1 10 001 1010

010 05 06 1 10 110 1010

011 05 0b 1 10 001 1101.

012 05 04 1 10 110 1001

013 0S5 04 1 10 001 1110

014 05 07 1 10 011 1101

015 05 07 1 10 111 0011

016 05 O7 1 11 111 1000

017 05 08 1 11 111 1001

018 0& 05 1 10 001 1000 10000
019 06 05 1 10 001 1000 00010
020 04 05 1 10 001 1000 01000
021 06 05 1 10 001 0100 00010
022 04 05 1 10 001 1000 00100
023 06 06 1 10 001 1010 00100
024 06 046 1 10 001 0100 01001
025 04 06 1 10 011 1000 00001
026 04 06 1 10 001 1010 00010
027 06 06 1 10 001 0100 00011
028 06 06 1 10 011 1000 10000
029 04 06 1 10 001 0100 01100
030 04 Ob 1 10 110 1000 10000
031 06 06 1 10 001 1010 00001
032 06 06 1 10 001 1000 00110
033 046 06 1 10 001 0101 00001
034 04 06 1 10 011 1000 00100
035 06 06 1 10 110 1000 00100
036 06 07 1 10 001 0100 11001
037 04 07 1 10 100 1000 01101
038 046 07 1 10 011 1000 10100
039 04 O7 1 10 001 0100 11100
040 06 07 1 10 001 1000 10110
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VIII. NEKI REZULTATI O TREEOJ REDUKOVANOJ ENERGIJI GRAFA

U ovom poglavl ju opisacemo sve povezane grafove i ja
treca redukovana energija, tj. suma apsolutnih vrednosti svih sop-

stvenih vrednosti, bez minimalne i maksimalne, nije veéa od 2.35.

* * *

Neka je G proizvoljan graf reda n i kl 2 kz Z .. 2 xn

njegov spektar.
Sumu sopstvenih vrednosti IXZI + |k3[ + ... + Ikn_ll oz-
nacicemo sa TI(B) i nazivacemo trecom redukovanom energijom grafa

G. Za proizvoljnu realnu keonstantu a > O posmatraéemo klasu gra-

fova

El(a) = { G | TI(B) < a } .

U ovom poglavl ju u potpunosti <¢emo opisati klasu E1(2.5).

Ako graf G pripada klasi E1(2.5), reci c¢emo da je oan
dozvol jeni graf; u suprotnom, nazivacemo ga zabranjenim =za klasu

E, (2.5).
Na osnovu definicije trece redukovane energije, jasno je
da je svaki podgraf H dozvol jenag grafa G, takode dozvol jeni graf.

Iz tog razloga mozemo primeniti postupak zabranjenih podgrafava

za generisanje svih grafova koji pripadaju klasi El(a) (a > 0).
S obzirom da kompletan m-partitan graf K ima
UPEL TR L
samo jednu pozitivnu sopstvenu vrednaost, i da je ri(BG) = |K2| +
+ |K3| + ... + |An|, lako je videti da on pripada klasi El(a) ako

i samo ako je AI(G) + kn(G) < a.

Poitp graf Km,n pripada klasi El(a) za sve vrednosti
parametara m,n N, zakljugujemo da je klasa El(a) beskona&na za
svaku konstantu a > O.

| Da bi smo generisali skup svih grafova kaoji pripadaju

klasi E1(2.5),prvo cemo odrediti kompletan skup kanoni&kih grafova
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iz ovog skupa. Naime, ako je g kanoni&ki graf gra#é' G, tada 1z

G e El(a) Qg € El(a).

Iz tog razloga, vrlo je zgodno prvo opisati skup svih kanoni&kih

grafova koji pripadaju klasi‘El(a).

Generisanje kompletnog skupa kanani&kih grafova 1z klase

E, (2.5) sasniva e na Teoremi el ([24]) (str. 83).

Sada <emo dokazati osnovnu osobinu opzte klase El(a)

(a > 0). Dokaz se zasniva na Teoremi B.1 koja je data u radu [19].

Teorema 8.1 ([19]) 7a svako n € N, skup svih kanoni&kih

grafova koji imaju n nenula sopstvenih vrednosti je kona&an.

Teorema 8.2 Za svaku konstantu a > 0, skup svih kanoni-—

&kih grafova koji pripadaju klasi El(a) je kona&an.

pokaz. Podimo od suprotne pretpostavke, tj. pretpo—

stavimo da postoji neka konstanta a > 0, takva da je skup kano-

ni&kih grafova iz klase El(a) beskonaéan. Dzigledno se mo%e pret-—

postaviti da je a prirodan broj- Tada, na osnovu Teoreme 8.1, Z4a

svaki realan broj M > O postoji graf G tako da vaki
. <
(8.1) |h2| + |h3| + ... *t |hn_1| < a 4

i Bimap =M nenula sopstvenih vrednosti. Multiplicitet sopstvene

vrednosti A = 0 grafa G jeg=n— P- Pretpostavimo da Jje xs >

> h5+1 = aes = k5+q =0 > k5+q+1. Odgovarajucl karakteristié&ni
polinom grafa G tada se moie napisati u obliku

-1
P = 23 (AP + alxp e

| ew= '|Xn| -

gde Jje Iapl = hl-hz- .an -h5~|h5+q+1
Ne umanjujucéi op%tost dokaza motemo uzeti da jeq = 0,

odnosno N = P- Pretpostavimo da je n jzabrano dovoljno veliko tako
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da je n = a+ 5. Imamo da je |\ lknl < n-1, a iz relacije

|
1
(8.1) sledi da je |7\i| < '/; Za 1 = 243yesayn—1,

Oznagimo ¢ = L i neka je k ukupan broj sopstvenih

Yn

vrednosti hi, takvih da je IAiI 2e (i= 2,3y0esyn-1). Lako je
pokazati da je k » a + 3. Zaista, u suprotnom sluéaju postojalo bi
najmanje n - (k+2) sopstvenih vrednosti Xi (2 €1 £ n-1) takvih da

je |xi| > £. Relacija (8.1) daje

. n-1
: - ' +
(8.2) az z |x.|>l——“ﬂ>w/n a+s

2 o /n

Potto je Y n 2 a + 5, iz relacije (B.2) dobijamo a > Y n - 1, zta

je u kontradikciji sa pretpostavkom. Stoga je k 2 a + 4.

Dal je, neka je k ukupan broj sapstvenih vrednosti ki

(1 = 2,3,...,n-1) takvih da je |Xi| ¥ 1. Koritéenjem relacije

(8.1) imamo

n—1 k
o
az 2 IA. | 2 2 1 =k
i o
i=2 i=1
Odavde sledi da je ko < a.
Sada kona&no imamo

= . . . b =3 . . . . <
lagl = I gL I D= I A (g gl ix 1] s

< tn-12 /n- v/—' A A L
Ao S

k k n — (k+k +2)
e

£to je kontradikcija pozto Ianl € N (an # 0). Stoga je skup svih

kanoniekih grafova iz El(a) kona&an za svako a > O. o

Direktnim pretrazivanjem spektara svih povezanih grafova

sa najvi£e O &vorova, nalazimo da klasa E1(2.5) sadr2i ta¢no 11

b mpmrmeis lrs by s abLimrrm wmmrd=s 2 2T A 179 = AOms 11 mrsbra=ami o1 iceks 8.1
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a .
1 4 : 4 3 1 5
[, SRS, 2
1 2 'O 2 3 3 1 2 2 8 P
9, g, 9, g, 9 9,
[3
4 5 5 4
3
/\ 5 3 1 o 4 4 5 3
2 2 _
1 2 4 43 i 2 3 3 1 2
9o . 9a 9o Y50 944
LISTA B.1

Kao zto je takode poznato,'postoji tazno 112 neizomor-

fnih povezanih grafova sa & &vorova. Direktnom proverom njihovih

spektara dobi jamo da klasa E1(2.5) ne sadr#i nijedan kanoni&ki

graf sa 6 &varova.

Na osnovu Teoreme 8.1 i Teoreme 8.2 neposredno dobi jamo

sl edeéi rezultat.

Teorema 8.3 Lista 8.1 je kompletna lista svih kanoni&kih

grafova iz klase E1(2.5).

Sada, koristeci listu svih kanoni&kih grafova iz klase

E1(2.5), generiZemo sSve grafove 1z te klase.

Stav 8.1 Graf 6 = gl(m,n) € E1(2.5) za sve vrednosti

parametara m,n (m £ n).

Dokaz. Pozto je g§; < Kz, graf 6 = Km n je kompletan bi-
L]

partititan graf, pa ima tazno jednu pozitivnu i tazno jednu nega=
= 0 =za svaki kompletan

tivnu sopstvenu vrednost. Stoga je TI(B) =

bipartitan graf G. O

Stav 8.2 Graf G = gz(m,n,k)~(m <n < k) pripada klasi

E1(2.5) ako i samo ako je
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(m,n, k) = (1,1,1) , (2,2,2) , (2,3,3) 4 (Zy4H4)

gde ﬁ zna#i da je odgovarajuéi parametar veéi ili  jednak p, a p

zna¢i da je odgovaraju¢i parametar manji ili jednak p.

Dokaz. Po¥to je g, = K3, graf 6 je kompletan J-partitan

graf Km n.k i sadr#i samo tri nenula sopstvene vrednosti, koje su
ety .

koreni polinoma

PIN) = A5 = (mn + mk + nkOA - 2mnk.

Prema tome G € E1(2.5) ako i1 samo ako je IXEI < 2.9, ti.
ako i samo ako je P(-2.5)-> 0. Odavde lako dobijamo dokaz tvr-

denja. 0O

Stav 8.3 Graf G = g3(m,n,k,() (m = & pripada Kklasi

E1(2.5) ako i samo ako {(m,n,k,{) ima jednu od sledeé¢ih vrednosti:

(1, 1, 1, 1) , (1, 1, 1, 1) , (1, 1, 1, 1) ,

(1, 1, 1, 1) , (1, 2,2, D , (1, 3, 2, 4 ,

(1, 3, 3, 3 , (1, 4, 3, 3 , 1, 4, 4, 2) ,
(1, 5, 2, 3 , 1, 7, 2, 2, , 8,26, 2) ,
(1, 9,14, 2) , (1,10,10, 2) , (1,11, 8, 2) ,
(1,12, 7, 2) , (1,15, &, 2) , (1,21, 5, 2) ,

(1,53, 4, 2) , (1,54, 3, 2) , (2, 1, 3, 4 ,

. - .

2, 1, 4, 3 , (2, 2, 2, 2).

Dokaz. Lako je proveriti da svi gornji grafovi pripadaju

klasi E1(2.5), Primetimo da su sopstvene vrednosti ovih grafova

odredene jednaéinom

AY = (mn + nk + kKOAZ + mnkZ = O.
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Dakle, ove sopstvene vrednosti mogu se‘eksﬁlicitno odre-

(m,n,k,&) € E (2.39)

diti. Odavde je lako pokazati da graf G = 1

I3
ako i samo ako je ispunjeno

o56mnks — 400(mn + nk + kO + 625 = 0.

iz ove relacije neposredno dobi jamo dokaz stava. O

Stav 8.4 Graf G = g4(m,n,k,£) (tk = O .pripada klasi

E1(2.5) ako i samo ako (m,n,k,{ ima jednu od sledeéih vrednosti:
{m,n,k,8 = (1, 1, 5, 1> , (1, 1, 6,39) , (1, 1, ?,1?) .

(1, 1, 8,1?) , (1, 1, 9, ?) y (1, ?, 1, 1) ,

(1, 2, 2, 20 , (1, 6, 1,86) , (1, 7, 1,35 ,

(1, 8, 1,2?) , (1, 9,»1,2}) , (1,10, 1,1?) ,

(1,11, 1,17 , (1,12, 1,186) , (1,14, 1,19 ,

(1,17, 1,14 (1,24, 1,13) , (1,43, 1,12) ,

(1,44, 1,11 , <2, 1, 1, o, (2, 2, 1, 8 ,

(2, 5, 1, B , (2, ;, 1, 4 , (3, 1, 1, & ,

3, 2, 1, 3 , (4, 2, 1, 3, (10,1, 1, 2) ,

(11,1, 1, 2 , 12,1, 1, 1 .

- Dokaz. Primetimo da su sve nenula sopstvene vrednosti

grafa 6 &iji je kanoni&ki graf 9, koreni polinoma
4 2
POV =X -~ (mn + nk + nd + kOAT — 2nkdn + mnkd.

Za proizvoljan graf 6 = (m,n,k,{) moie se odrediti kons-—
tanta c < O tako da je P(c) < 0 i P(2.5 + ) < 0. Ako takva kons-—
tanta postoji sledi da je |K3| <lc|, ]kzl < 2.5 —-lcl 1 |X2|+|k3| £
< 2.5, pa je graf 6 = (m,n,k,8 dozvolijen. Na primer, za graf
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(m,n,k,& = (1,1,6,30) motemo izabrati € = -2.0975. Poito je
P(-2.0975) < 0 i P(0.4025) < 0 sledi da je |K3l < 2.0975 i lle <
{ 0.4025. Ovaj graf je dozvoljen, a primenom teoreme preplitanja
dolazimo do zakl juéka da su dozvoljeni i grafovi sa parametrima

{m,n,k, &) = (1,1,6,30). § druge strane, za graf (myn,ks<)

= (1,1,6,31) imamo da je P(-2.0975) > 0 i P(0.4025) > 0, pa je
|K3| > 2.0975 1 |K2| > 0.4025. Dakle, ovaij graf je zabranjen. Pri-
menom, ponovo teoreme preplitanja sledi da su svi grafovi sa para-
metrima (m,n,k,& = (1,1,6,31) takode zabranjeni. Na sli€an na&in

odreduju se svi dozvoljeni grafovi &iji je kanoni&ki graf Og- (o

Stav 8.5 Graf G = gS(m,n,k,t)'(m <n <k £ { pripada

klasi E1(2.5) ako i samo ako je (m,n,k,& = (1,1,2,1).

Dokaz. Lako je videti da su nenula sopstvene vrednosti

grafa G ¢iji Jje kanoniéki graf 95 koreni polinoma

4
POU =A% = (mn + mk + mf + nk + nZ + kOAZ -
~2(mnk + mné + mké + nkdHXN — 3Imnkd .
Pozto su grafovi sa parametrima (m,n,k,d = (1,1,3,1) , (1,2,2,2)

zabranjeni dolazimo do zakl juka da je graf ovakvog tipa dozvolijen
samo ukoliko jem =n =1 i k = 2. Za graf (1,1,2,8 imamo da Je
lkzl = 1. Takode moze se videti da je graf G = (1,1,2,8{) dozvolijen

ako i samo ako je Pl(—l.S) > 0, gde je

PI(K) = Ks - K2 — (4 + 4DN — &8 .

FPoxto je Pl(—l.S) -3 imamo da je graf G = (1,1,2,8) dozvolien
8
za svako £ € N. Takode zakl juEuiemo da |l3l — 1.5 aka ¢ — .

Zaista, ako stavimo da je K3 = -1.95 + & (£ >0) imamo da Je

P1(~1.5 + £) € 0 za dovolino veliko £, pa je lk3| > 1.9 — £. Prema

tome dokazali smo da |x2| + |K3| — 2.9 kada £{ —» ® . ©

Univerzitet u Beograd
Prirodno-matematichi fakultell
M ATEMA TICOWE BAWCH TSP
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Stav 8.6 Graf B = gblm,n,k,&p) (m < p ili m =p, N < 0
pripada klasi E1(2.5) ako i samo ako (m,n,k,<,p) ima jednu od sle-
de¢ih vrednosti:

(1,1,1,2,2) , (1,1,2,1,2) , (1,1,2,7,1) ,
(1,1,3,5,1) , (1,1,7,4,1) , (,1,8,3,1) .
Dokaz. Lako je proveriti da svi gorniji grafovi pripadaiu

klasi E1(2.5). pal je, primetimo da su nenula sopstvene vrednosti

grafa 6 odredene jedna&inom
4 2
AT - (mn + nk + k& + I F mnké + mndp + nk{p = 0.

Odavde sledi da se nenula sopstvene vrednosti grafa G
mogu eksplicitno na¢i. S druge strane, lako je dokazati da graf

6 = gb(m,n,k,t) e E1(2.5) ako i samo ako je
o546 (mnks + mnép + nkip) — 400(mn + nk + k& + &) + 625 < 0.

Iz ove relacije neposredno dobi jamo dokaz tvrdenja. 0O

Stav 8.7 Graft G = g?(m,n,k,t,p) (m < p) pripada klasi

EI(Z.S) ako i samo ako (m,n;k,t,p) ima jednu od sledeéih vrednosti

(1,1,1,2,5) , (1,1,1,3,4) , (1,1,2,2,1) -
(1,1,3,1,1) , (1,2,1,1,2) (1,2,1,3,1) ,

(1,2,2,1,1) , (1,3,1,2,1) , (1,3,2,1,1) .

Dokaz. Primetimo da su nenula sopstvene vrednosti grafa

G #iji je kanonié&ki graf 95 kareni polinoma

Pou = A% = (mn + nk + nZ + k& A% - Znkdn +

+ mnké + mnip + nkip .
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Za proizvoljan graf G = (m,n,k,<,p) odreaujémo konstantu
c < 0 takp da je P(c) € ¢ 1 P(2.5 + c) < O. Ako takva konstanta
postoji sledi da je |x3| < e, |x2| < 2.9 —|c| i |x2|+|k3| £ 2.5.
Jasno je da je graf 6 = (m,n,k,{) dozvoljen. Na sli&an na&in kao i

u Stavu 8.4 odredujemo sve dozvol jene grafove ¢&iji Je kanonieki

graf 9. O

Stav 8.8 Graf G = ga(m,n,k,z,p) (m < n) pripada klasi
E1(2.5) ako i samo ako (m,n,k,{p) ima jednu od sledecih vrednosti

(1, 1, 2, 1, 1) , (1, 1, 3, 1, 4 , (1,1, 4, 1, 3) ,

(1, 1, Sy 1, 2) 4, (1, 2, 1, 1, &) , (1, 2, 2, 1, 2) ,

(1, 2, 3, 1, 1) , (1, 3, 1, 1, 2) , (1, 3, 2, 1, 1),
(1, 4, 1, 1, 1) , (1, 5,16, 1, 1) , (1, 6, 6, 1, 1),
(1, Ty &y 1, 1) 5 (1, 9y 3, 1, 1), (1,15, 2, 1, 1),
(1,16, 1, 1, 1) , (2, 2, 1, 1, 20 , (2, 2, 2, 1, 1) ,

(2,10, 1, 1, 1) , (3, S, 1, 1, 1) .

Dokaz. Lako je videti da su nenula sopstvene vrednosti

grafa G &iji je kanoni&ki graf g, koreni polinoma
B .

P(N) = K4 — {mn + mp + nk + né+ ki + Zp)Kz - 2nkd\ +

+ mnké + mnkp + mkép + nkép .

Na potpuno sli&an na¢in kao i u prethodnom stavu nala-

zimo sve dozvol jene grafove &iji je kanoni&ki grat 9g- o

Stav 8.9 Graf G = (myn,k,&,p){(k = £ < p) pripada klasi

99
E1(2,5) ako i samo ako je (myn,k,<,p) = (1,1,1,1,1).

Dokaz. Nenula sopstvene vrednosti grafa 6 &iji Jje kano—

niezki grat 99 su koreni polinoma
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. |
PN = A e mn +nk + nl+np + kE+ kp + IAS -

_ 2(nks + nkp + ndp + kGIAT +

+ (mnk{ + mnkp + mn{p - 3nké{pir + 2mnkip .

Pozto su grafovi sa parametrima _(m,n,k,t,p) = {(1,1,1,1,2) v
(2,1,1,1,1) zabranjeni, zakl juzujemo da je graf posmatranog oblika
dozvol jen samo ukoliko je m = k = L=p=1. 1a graf G=(1,n,1,1,1)

imamo da je |A IA,l = 1. Takode e mote videti da je graf G

sl =
dozvol jen ako i samo ako je PI(O.S) < 0, gde je

PO = 23 - 222 — ann + 2n.

Posto Jje P1(0.5) = 3 imamo da je 6 = (1,n,1,1,1) dozvol jen za
8"
svako n € N. Na sli&an pa&in kao i u Stavu 5.1 =zakl juzEujemo da

Ile — 0.5 ako n — ® . Prema tome sledi da |x2|+|x31+|x4| — 2.9

kada n — 0 .0

Stav 8.10 Graf G = glo(m,n,k,t,ﬁ) (k < p) pripada klasi
E1(2.5) ako i samo ako je (myn,k,&yp) = (1,?,1,1,1).

Dokaz. Poxto su grafovi sa parametrima (nymyk,&,p) =
= (1,3,1,1,1) , (2,2,1,1,1) , (1,2,1,2,1) . (1,2,1,1,2) zabranieni,

tvrdenje je dokazano. O

Stav 8.11 Graf G = ﬁll(m,n,k,t,p) (k £ & pripada klasi
E1(2.5) ako i samo ako je (myn,k,&,p) = (1,1,1,1,1).

Dokaz. Pozto je odgovarajuci graf zabranjen ako je bilo

koji od parametara myn,ks&p jednak dva, stav je dokazan. 0O

gtavovi 8.1-8.11 i Teorema 8.2 u potpunosti opisuju

klasu 51(2.55.
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IX. NEKI REZULTATI O (k,D = REDUKOVANOJ
ENERGIJI GRAFA

U prethodnim poglavljima posmatrali smo neke vrste ener-
gija (sumu apsolutnih vrednosti svih sopstvenih vrednosti bez

maksimalne RI(G), sumu apsolutnih vrednosti svih  sopstvenih
vrednosti bez minimalne SI(B)’ zatim sumu apsolutnih vrednosti

svih sopstvenih vrednosti bez minimalne i maksimalne TI(G)' i sumu
svih pozitivnih sopstvenih vrednosti 5(G)), i.u potpunosti opiséli
odredene klase grafova =za pomenute vrste energija. U ovom
poglavl ju dacemo definiciju k - pozitivne redukovane energilje,
k - negativne redukovanelenergije i (k,& - redukovane energije, 1
dokazacemo neka svojstva ovih energija koja uopftavaju rezultate

dobijene u prethodnim poglavljima.

U ovom poglavliju takode posmatramo kona&Zne povezane
grafove bez petlji i vizestrukih grana. Spektar grafa 6 Jje skup

Kl Z AL T ae. = Kn sopstvenih vrednosti 0-1 matrice susedstva pri-

druzene grafu 5.
Meka je k » O fiksirani prirodni broj ili nula. Sumu ap-

solutnih vrednosti sopstvenih vrednosti IAII + |K2| + ... + |Kn_k|
(k < n) oznacimo sa Si(B) i nazovimo je k - pozitivna redukovana
energi ja (ona sadrii bar jednu pozitivnu sopstvenu vrednost).
Po£to je |A1| > i, sledi da ije SE(G) > 1 =za bilo koji povezani
graf G. Za proizvolinu realnu konstantu a 11k e N0 =N U {0},

posmatrajmo klasu grafova
ke _ k
E+(a) = { G | §,.(B) < a }.

Sada dokazujemo jednu va®nu osobinu opxte klase Ei(a).

Teorema 9.1 Za svaku realnu konstantu a > 1 i bilo koji

fiksirani broj k € No’ skup Et(a) je kona&an.
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Dokaz. Neka je a = lbproizvoljna konstanta i 6 proiz-
vol jan graf reda n iz klase E (G). Dalje, neka je k (0 = k X n)

fiksirana konstanta. Tada imamo

(2.1) + <
|X1| |x2| + ... t |hn_k| <a

Dsim toga neposredno dabi jamo

n n 2
2
(2.2) - < = =
 2tnm1) < 2n LN [ Y o ]‘ ,

i=1 ' i=1

gde je m broj grana u grafu G. Iz relacija (92.1) i (?.2) sada

imamo

n—k n n
(9.3) Y 2(n-1) < z I 1+ z 1S ax 2 Nl =
i=1 i=n—-k+1 i=n—k+1

1A

a + klkll < (k+l)a.

2
1z relacija (?.1) i (9.3) sledi da je n = 1+ (et1)
2
odakle neposredno dobi jamo tvrdenje. O
pako stavimo da je k = 1, iz prethaodnog stava dobiijamo

Teoremu 6.1 (str. 95-946) . Takode primetimo da Teorema 9.1 pred—

stavl ja generalizaciju Teoreme 2 u radu EZI] Zaista, za proiz-

vol jnu konstantu a = i, Dznaé1mo sa B (a) klasu svih grafova &ija

poluenergija (tj. suma svih poz1t1vn1h sopstvenih vrednosti
ukl juujuei i njihove vizestrukosti) nije veda od a. Tada, imamo

sledeé¢i rezultat.

Teorema 9.2 Za svaku realnu kanstantu a z 1, skup E+(a)

je.kanaéan.
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Dokaz. Za bilo koji realan broj a 2 1, uzimajuei k = 0,

u Teoremi 9.1 sledr da je skup Eglﬂa) konatan. Iz uslova

neposredno dobijamo da je E _(a) = E|(2a), GED.

Dal je, za proizvoljan fiksirani broj k > 0 sumu apso-

lutnih sopstvegih vrednosti |Kk+1| + 'Kk+2| + ... + Iknl (k <

oznacimo sa § (B) 1 nazovimo je k - negativnom redukovanom

energl jom (ona sadr#i bar jednu negativnu sopstvenu vrednost).
Posto je Iknl Z 1, neposredno sledi da je SE(G) 2 1 za bilo koji
povezani graf G. Za prizvoljnu. realnu konstantu a 21 1 k e N0

posmatracemo klasu grafova

EX(a) = { G | S < a } .

. k
Dokazaéemo osnovno svaoistvo klase E_(a).

Teorema 9.3 Za svaku realnu konstantu a 2 1 i1 bilo koji

fiksirani broj k € No’ skup EE(a) je kona&an.

Dokaz. Neka je:a 2 1 bilo koji realan broj i 6 proiz-
vol jan graf reda n iz klase EE(G). Dal je, neka je k ( O < k < n)

fiksirana konstanta. Tada vazi

<
(9.4) Mgyl * Ayl * eee + X1 S a

Ozna&imo I { i ] 1 < k+1, Ki < O } . Iz relacije (9.4)

i relacije




S0 o

n
z > -
I N L e N Y D L
i=k+1. Ai( 0 iel
sledi
(9.5) < ' | |
. Y Isa+ Y ony I Sas ’2 Al S
A< 0 iel ' i el
< a+ klknl = (k+1)a .
S obzirom da Jje skup E+(a) konaZan i z |Ki| =
| A< 0 |
= 2 |Ai| na osnovu relacije (2.95) neposredno dobijamo tvrdenje.o
X.>0
i
Posebno, ako stavimo da je k = 1, dobijamo Teoremu 7.1

(str. 103-104).
Dal je, neka su k,{ proizvolini fiksirani prirodni bro-
jevi takvi da je k+¢ < n. Sumu apsolutnih vrednosti sopstvenih
. . < X
vrednosti |Ak+1| + 'Kk+2| + + ... + lkn_ti ozna&iéemo sa Sk(G) i
nazvacemo je Ck,®d - redukovanom energijom grafa. Za bilo koji

realan broj a > 0 i parametre k,¢ € N, posmatrajmo klasu grafova

B

74 4
= <
Ek(a) { G | Sk(G) < a } -

S obzirom da kompletan bipartitan graf Km n pripada

k]
klasi E:(a) za svako myn € N,.zaklju&ujemo da je klasa Eﬁ(a) bes~—
kona&na za svaku konstantu a > O i parametre k,{ € N. Medutim, kao
2to ¢emo kasnije videti (k,& — redukovana energija imaée osobinu

kona&nosti na skupu svih kanoni&kih grafova.

Za bilo koji realan broj a > 0 i parametre k,{ € N, pos—

matraimo klasu kanoni&ékih grafova
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~ Z .
= <
LY { G| 5 (6 <a } ] ,

Ako je k = ¢, klase St(a), Et(a), Et(a) cemo respektivno

oznaéiti sa Sk(a), Ek(a), Ek(a).

Sada dokazujemo osobinu kona&nosti opste klase Ek(a)

(a > 0, k « N}. Dokaz c@ zasniva na Teeremi 8.1 ([19]) (str. 113).

Teorema 9.4 Za svaku realnu konstantu a > 0 i svako

k € N, skup Ek(a) je kona&an.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji neka konstanta
a > 0 i parametar k € N tako da je skup ﬁk(a) beckonazan. Tada, na

osnovu Teoreme 8.1, za svaki realan broj M > 0 postoii graf G tako
da vaxi
(7.6) M !+ ez —y

i Gimap > M nenula sopstvenih vraednosti. Vizestrukost nule grafa
G je g = n—Pp. Pretpostavimo da je hs > XS+1=...= x5+q= o > xs+n+1.

Tada ijie odgovarajuci karakteristi&ni polinom grafa 6

P N = A9 (AP + alxp“l + ... Fa_ )

P
gde Je |ap| = xl-xz- “ne -hs-|x5+Q+1|- - -|xn| .

. Ne umanjuiuéi opztost dokaza, mofemo uzeti da je g = 0,
odnosno N = Pe. Pretpostavimo da je n izabrano dovol jno veliko tako
da je ff > [a] + &k. Imamo da je [N | = n-1 za i € {1,24---,kp U

U {b-k+1,n-k¥2,...,n} s @ 1z relacije (92.6) sledi |Ai| < ¥Yn za

i = k+1‘k+2,---,n_k-
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. 1 . .
Oznaeimo € = ——, i neka je r ukupan broj sopstvenih

/o

vrednosti ki, takvih da je Ikil e (i = k#l,k+2,...,n~k). Lako je
pokazati da je r > [a] + 8k. Zaista, u suprotnom sluzaju postojale
bi najmanje (n - (2k + r)) sopstvenih vrednosti Ki (k+1 = i = n—k)

tako da je Ix;| > & . Relacija (9.6) daje

n—k 1 o :
aj+bk
(9.7) [a] +1>a2 ) ;x3>""‘2k+">/:—-[——]——.

i=k+1 ' /: /n

"

Pozta je ¥ h 2[a]+ ék,iz relacije (9.7) dobijamo [a]+ 1 > Yn-1,
zto je u kontradikciji sa pretpostavkom.

. Dalje, neka je "o ukupan broj sopstvenih vrednosti xi
(i = k+1,k+2,...,n-k) takvih da je |x;| > l. Korizeenjem relacije

(?2.46) imamo

n—k o
[a]+1>a22 IK.|221=|~.
i ) o
i=k+1 i=
. . < T
Odavde sledi da je r_ = [a].

Sada konazno imamo

<

lag b=y tee- M) [Prn e TSU) | (LY EPER 1) =

1-1 ... 1 < 1,

< -0 Lo A n #j—_-/l—_
n n n
|

r r
o

L J
n—(r+r +2k)
o

2to je kontradikciija pozto lanl € N (an # 0). Prema tome, skup

Ek(a) je konaxan za svako a >01i k € Na. O
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. 1z prethodne teoreme posebno uzimanjem k = 1, dobijamo

Teoremu 8.2 (str. 115-116).

Na osnovu Teoreme 9.4 neposredno dobi jamo sledeéi rezul-

tat koji se .odnosi na opztu klasu kanoni&kih grafova Eé(a).

L]

Teorema 9.5 Za svaku realnu konstantu a > 0 i ks € N,

skup Ei(a) je kona&an.

Dokaz. Ne umanjujuéi opitost dokaza pretpostavic¢emo da

je k =2 {. Neka je G proizvol jan graf iz skupa Eé(a). Tada iz

relaciie

n—k n—~<

< <
I LU

i=k+1 i=k+1
sledi da je 6 € Ek(a), tj. Ei(a) < Ek(a). Kako je skup Ek<a) kona-—
&an za svaku konstantu a > 0Oi k € N, sledi i da Je skup Eé(a)

takode kanaZan za svako a >01i k,leN. 0O
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X. ISPITIVANJE REALNOSTI NULA NEKIH GRAFOVSKIH POLINOMA

U nekim problemima teori jske hemije bitno je da su sve
nule grafovskog polinoma 3(G,C,x)} realni brojevi. Smatra se da Jje
ovaj uslov ispunjen za sve grafove G i sve nﬁihnve cikluse C,
medutim opzti matematieki dokaz ovog rezultata jo%¥ nije naden.
Nedavno je N. Mizoguchi u radu [13] dokazao da gornji uslov vazi
sa monocikliéne i bicikli&ne grafove. Takode su I. Gutman, M.
Petrovie¢, N. Mizoguchi i M. Lepovié¢ u radu [12] dokazali realnost
nula pqlinuma p(G,C,yx) za~pojedine klase grafova koje zavise od
nekoliko proizvolinih parametara.

U ovom poglavl ju uopztavamo osnovni rezultat iz nedavno

objavl jenog rada [12].

Za proizvoljan graf G reda n polinom sparivanja (match-
ing polynomial) se defini<e pomodcu relacije
n
alByx) = Y -1 F mE, K0 %"
k=0

-2k

gde je m(G,k) brolj naina na koji se mogu izabrati k nezavisnih
grana u grafu G. Fo definiciji uzima se da je m(G,00 = 1. Poznato

je da za bilo koji graf G, odgovarajuéi polinom sparivanja o(G,x)

ima realne nule.
Grafovski polinom 3(G,C,x) definiZe se na slede¢i na&in

B(G,Cyx) = alBG,x) — 2a(G\C,x)

gde je B\P podgraf grafa G koji je generisan brisanjem svih é&vo-
rova koji pripadaju ciklusu C.

U ovom poglavliju posmatracemo klasu grafova koji imaju

10.1.

najvize tri nezavisne grane oblika prikazanog na Slici
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G = G(pl,pz,pB,ql,qz,q3.r)'

Slika 10.1

predstavljaju sku-—

vred-

Na gornjem dijagramu veliki krugovi
povezanih é&vorova. Primera radi, graf 6 sa
r =1 (i =1,2,3) predstavl jen

pove uzajamno ne
nostima parametara p; = 3, q; = 2,

je na Slici 10.2.

6(3,3,3,2,2,2,1) =

Slika 10.2

Za graf 6 = B(pl,pz,p3,q1,q2,q3,r) posmatracemo grafov—

ski polinom
»* *
B(G,C ,x) = alB,x) — 20(G\C ,%)

gde je C* proizvolijan ciklus grafa 6 sa ta&eno 6 &vorova (pi > 0,

q. =21, r = 0), i ujedno <emo dokazati da navedeni polinom ima re-

i 2
alne nule za hilo koju kombinaci ju parametara pi,qi,r (i = 1,2,3).
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. Na taj na&in uopztavamo sli&an rezultat dokazan u radu
[12],‘gde su posmatrani grgfbvi oblika G = G(p,p,yPyG+Q+Q,")
(p20,q21, r =0). | |

U dal jem izlaganju, zbog konciznijeg kndiranja “matema-

tizkih relacija, oznazicemo vektor (pi,pz,ps,qi,qz,qs,r) sa

. . *
(pi,qi,r), odgovarajuce polinome a(G,x), 3(G,C ,x) respektivho sa

a(x) = a(pi,qi,r)(x), Bx) B(pi,qi,r)(x),»ivkoe¥icijente m(G, k)
grafa G = G(pi,qi,r) sa m = mk(pi,qi,r).
Za graf G na Slici 10.1 polinom sparivanja aix) Jje

oblika

. JD _ n—2 n—4 _ n—bé
alx) = x m, x + mox Q3x ’
gde je
(10. 1) m, =Py + Po + Py +,2q1 + 2q2 + 2q3 + 3r ,
= + +
(10.2) my = PyPy ¥ PPz * PyA; * 2Py 9 T P43 * 2pyr * PPy
Poa, * P29z + 2p,a5 + 2por * 2p3a, *+ P39 * P393 +
, 2 2
2pgr + a; - Qp + 3940, + 3a,a5 + 4ar Ay ~4a;
2 2
_3q2q3 + 4q2r + a3 a3 + 4q3r + 3r 3r
. +
(10.3)  my = P PPy + PPy * PyPyA3 * PyRr + PyP3ay * PyP3A7
- +
PyPgr *+ P00 * P19 a3 + Pyayr * P59 1
P,a,95 + 2p,0,r + Pyagr + pyr(r = 1)+ PPy *
+
PoPgA3 + PoPgr * Pp810p * Pad Oz * Pad)" * P2Axf3
- - +
pzqzr + p2q3(q3 1) + 2p2q3r + pzr(r 1)
+

p3a,(a; — 1) + p3a,a; * P39,93 * 2P39;" T P393
P3aFr + pgazr + p3r(r -1 + ql(q1 - l)q2 +

- - - +
qltq1 )qg + q, (a, 1)r + qlqz(q2 1

2q,a,95 + 39,ar * 9 aglag - 1)+ 3q,a50 ¥
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- - + -
| 2q1r(r 1) + qz(q2 1)q3 q2(q2 r +
q2q3(q3 - 1) + 3q2q3r + 2q2r(r - 1) + q3(q3 - 1)r +

2qurir = 1) +r(r = Dir = 2),

3

im =0zakz4 Polinom sparivanja podgrafa g\c* &\c" je komp-

, * _
letno nepovezan graf sa n-& &vorova) Jje a(G\p oX) = x" b « Prema

* .
tome, odgovarajuéi polinom p(G,C ,x) je oblika
n-6 , 6 4

2 o
3(x) = X (x~ — m2% + myx o < my 2) .

1z prethodne relaci je neposredno sledi da se ispitivanjie
realnosti nula polinoma (3{x) svodi na utvrdivanie ggzistencije

realnih nula polinoma ﬁo(x) = ao(x) - 2, gde je

I R -
ao(x) = % mlx + mzx m3 .

Primetimo da, ukoliko polinom ﬁb(X) ima realne nule, na
osnovu Descartes—ovog pravila o promeni znaka, nule polinoma ﬂo(x)
moraju biti pozitivne.

Sada ¢emo dokazati jedno svojstvo kolie se odnosi na

opztu klasu grafova G(pi,qi,r).

Stav 10.1 Za svako X,5 € R1 i za bilo koju kombinaci ju

parametara pi,qi,r (i = 1,2,3), vaie sledece relacije
(i) ao(pi+5,qi,r)(x+5) = ao(pi,qi,r)(x) ’
(ii) ﬁo(pi+5,qi,r)(x+s) = ﬁo(pi,qi,r)(x) .

Dokaz. Na osnovu definici je polinoma ao(x), imamo da Jje

3 s 2 s s
1 = -_— s, —
(10.4) ao(pi+s,qi,r)(x) X myx + moX ms s

k

gde je mi = m (pi+s,qi,r) (k = 1,2,3); Uzimajuéi u-obzir relacije
(10.1), (10.2), (10.3), l1ako je videti da je
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s
(10.9) m = 3s + m o
(10.64) mS = 352 + 2m,s + m

2 . 1 2 : ]

s _ 3 2
(10.7) m3 =5 + mls + mzs + m3 -

Zamenom mi (k = 1,2,3) u relaciji (10.4) neposredno dobi jamo dokaz

tvrdenja (i). Relacija (ii) dokazuje se na potpuno isti na&in. o

. Ozna&imo sa'xj,yj respektivno nule polinoma ao(pi,qi,r),

ﬁo(bi,ql,r) (j = 1,2,3). Na osnovu relacija (i),(ii) iz Stava 10.1

neposredno sledi da su xj+ S, yj+ s, (i = 1,2,3) respektivno nule

polinoma ao(pi+s,qi,r), ﬂb(pi+5,qi,r).

Teorema 10.1 Za bilo koju kombinaciju harametara CFEL FRL

(i=1,2,3) nule polinoma ﬂb(x) = ao(x) - 2 su realne i nenegativne.

Dokaz. Neka je G proizvoljan graf iz klase G(pi,qi,r), i

neka je s € R1 proizvol ina konstanta.Tada se polinom ao(pi+5,qi,r)

moze predstaviti realcijom (10.4). Uzimajuei u  obzir relaciju

(10.9), odredimo S, < R1 konstantu za koju je mlo = 0. Na osnovu

relacija (10.6) i (10.7) dobijamo da je

2
5o B ml
(10.8) m., = —_—+ m,
3
50 2m13 m1m2
(10.9) m3 = - + m3 -
27 3

s .
Uz uslov da je mlo = 0, polinomi ao(x), ﬁo(x) se svode

reshektivno na kanoni&ki oblik polinoma oCix) = ao(pi,qi,r)(x),

ﬁo(x) = ﬁo(pi,qi,r)(x). Time se problem odredivanja nula polinoma

ao(x), ﬂo(x) reducira na problem odredivanija realnih nula niihovih
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odgovarajuéih kanoni&kih polinoma. Iz relacije (10.4),‘ nepasredno

sledi da su navedeni kanoni&ki polinomi predstavl jeni u obliku

I
X
+
2

I
3

0
a (pi,qi,r)(x)

(¢} (o]
3 (pi,qi,r)(x) Qa (pi,qi,r)(x) - 2.

Definizimo parametarske funkcije A(p.,q,,r= m20 i B(p,,q,,r)= m3?
Na osnovu relacija (10.8) ,(10.9),(10.1),(10.2) i (10.3) 1lako je
pokazati da vate sledece dve jednakosti

2.2 2 _ _ _ _
—2p a, + Pag + PyAy * Ppdy ~ 2P,A3 < 2P59, ¥
2 2 2
P34, + p3q3 + qy + a9 + Q9 T 9449, T 9,43 ~

—qzqa + 3q1 + 3q2 + 3q3 + 9r ,

crso sty = 30T - 36T - S0 + S - g + g
“39192 + 12p,p,p3 — 12P,p,48, +6P PyA; * 6PyP5A3
’3pxp§ + 6pyp3ay * 6Py P3A; T 12"1“3"3 - 3"1“? -
-6p,;q,q9, + 12p,q,a5 *+ 99,44, * 6”1“5 ~ 6pya5a3 ~

2 - 3 2 2
-18p,a, ~ 3p,a3 + P a3 + 2p; ~ 3PPy v Iea,

2 2 2
3poa, — 6PLA — 3P Py * 6P,P5A, T 12p5P5A, *

SpoP393 ~ 3”2“? + 12p,q,q, ~ 6PyAy95 * FPy9;
’3pzq§ — 6pyaxay * A, * 6"2“% - 18pya5 * 2p3 -
'6p§q1 * 3”%“2 * 3p§q3 + 6”3“% ~ 6p3849; ~
~6p3a,a3 ~ 18p39; ~ 3pya5 + 12p3A,95 + 9P5a, -
o+ g - 2+ Sy + e + 1052 ¢

3“1“2 - 12q,q,95 ~ 189449, 3“1“% — 18q,95 -

3 2 2 2
—2q2 + 3q2q3 + 18q2 + 3q2q3 - 18q2q3 - qu +

18q§ + S54r.
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Iz poslednie dve relacije, neposredno doBijamo da je

(10.10) A(pi+s,qi+t,r+u) = A(pi,qi,r) - 3 +w

(10.11) B(pi+s,qi+t,r+u) B(pi,qi,r) + 2u.

Posmatrajmo sada polinom ao(x) = ao(pi,qi—l,r+1)(x).

Tada je njegov odgovarajuéi kanoni&ki polinom-

3 —so 2

o, . -
' o (pi,qisl,r+1)(x) = x + m, x = m3o ’
-So S,
gde je m," = A(pi,qi-l,r+1) i my = B(pi,qi—l,r+1). Na asnovu
=

relacija (10.10) i (10.11) neposredno imamo da je m2° = m2o v
=) s
m3o = m3° + 2. 1z poslednje relacije neposredno sledi da je
(10.12) ao(pi,qi—l,r+1)(x) = ﬁp(pi,qi,r)(x) .

S obzirom da polinom ao(pi,qi,ri(x) ima realne nule za
bilo koju kombinaciju parametara P z 0, q; >0,r 20 (i = 1,2,3),

i na osnovu relacije (10.12) sledi da i polinom ﬁo(pi,qi,r)

(pi Z 0, a; 21, r 2 0) takode ima realne nule (i = 1,2,3). 1z
relacije (ii) neposredno sledi da i polinom ﬁo(pi,qi,r)(x) ima

realne nule za bilo koju kombinaciju parametara pi,qi,r. o

Ozna&imo sa Ds kompletno nepovezan graf sa s Zvorova. Na

osnovu Teoreme 10.1 imamo sledeéi rezultat.

Korolar 10.1 Za bilo koju kombinaciju parametara P; 9,7

(i = 1,2,3) vaze sledeée relacije
(i) ﬂo(pi,qi,r)(x) = ao(pi+1,qi—1,r+1)(x) ’

(ii) AUEQp, ,q,,r) U 01),0*,x) = alB(p,+1,a,~1,r+1) ;%) .
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Neka Jje P(B(pi,qi,r),x) = |xI - A] karakteristi&ni poli-
nom grafa G, i neka je A = [aij] 0-1 matrica susedstva od G.
Stavimo da je g = min {ql,qz,q3}. Na osnovu ovih pretpostvki

neposredno dobi jamo sledeée tvrdenje.

Stav 10.2 Za bilo koju kombinaciju parametara P, a; s r

tralan sa grafom G(pi+5,qi—s,r+s).

Dokaz. Metodom koja je opisana u Prilogu A (str.134-159)
el

lako se pokazuje da je karakteristini polinom grafa G(pi,qi,r)

_ _n—6 () 4 2
P(G(pi,qi,r),x) = X (x~ = ayx + ax - a3)

-~

gde je
a, = PPy ¥ PyP3 * Py T 2p,a, + PyA3 * P47 * PaP3
Pty * Ppip ¥ 2R3 Y 2p,r + 2p3ay * P3z * P33 +
2pgr 39,4, * 3q,a5 * 2q,r + 39,95 * 2q5r + 293"
ay = PyPyPz * PPz T p,Podg * PPN * PyP3Y + pyPzan
pyP3r * P99z T P19193 + pya r + PyO593 * Pya57 M
poPgdy * PoP3A3 * PoP3” + pof, G, * Px9y93 * P2 +
poagay * Ppax" T P39192 + pya,95 * P393 * P3”
p3agr * 4449593 * 9,957 + qga3r * 993" -
Ako stavimo da je a, = ak(pi,qi,r), lako se proverava da
je ak(pi+s,qi—s,r+s) = ak(pi,qi,r) (k = 1,2,3), odakle neposredno

dobi jamo dokaz tvrdenja. O
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PRILOG A

U ovom prilogu dajemo spisak karakteristi#nih polinoma
svih grafova &iji je odgovarajuei kanoni&ki graf reda najvize 6.
Osim toga, u najkra¢cim crtama nbrazlniiéemoA metndu‘ generisanja
pomenutih karakteristi#&nih polinoma, koja se oslanja na rezultate
u radu [18] A. Torgazeva.

U prilogu A ujedno su dati svi programi .za odredivanje

karakteristienih polinoma grafova ¢iji je kanoni&ki graf reda 6.

Neka su Nl’ N2’ “weey Nk karakteristiéni skupovi grafa 6,

i neka je |Ni| =n,- Tada je G = g(nl,nz,...,nk), gde je g odgo-

varajuei kanonieki graf grafa G.

U radu [18] A. Torgazev je dokazao da su sopstvene vred-

nosti grafa G odredene jedna&inom

’ AL
(11.1) det [ b, . - ——-5, . ] =0 ,
1] n. 1}
i
gde je B = Bﬁj] 0—1 matrica susedstva kanoniékog grafa g, a 6ij

Kronecker—ov & - simbol.
- Karakteristi#ni polinom grafa G sa odgovarajuc¢im kanoni-—

ekim grafnmigi predstavimo u obliku

P, () = A e,

gde Je Pi polinom &i ji su koreni nenula sopstvene vrednosti grafa

G. Koeficijente polinoma Pi mofemo da predstavimo u obliku
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k—1
’ ‘1,5 ‘2, kyi
. .= .+ L T Y. aa. '
(11.2) a, c:o,J z cm‘J ny N, n, ’
m=1
k
gde je na osnovu relacije (11.1) 0 <¢ =1 1 2 4 2z 1.
1,41 1,4]
i=1

1z relacije (11.2) vidimo da se koeficijenti odgovara-

juceg karakteristiénog polinoma odreduju rezavanjem sistema od

k. .
27 jednaéina.

FORTRAN-ski program (str. 156-159) za odredenu kombina-—

ciju parametara n,, Noy «-- Ny (k = &) daje koeficijente odgova-—

rajuceg karakteristiznog polinoma Pi'

FORTRAN-ski program (str. 160-163) rezava sistem (11.2)
i za odredenu konstantu € j odreduje odgovarajucu kombinaci ju
v
parametara nl; N, ye-=1 Ny (k = &).

Univerzitet u Beogradu
Prirodno-matematicki fakultell
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LICTA 11.1
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962
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959

970
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Py i

P2 =3\5—* (nm+nlc+mk)l - 2nmKk.
P _ll-l- ( 2

5 = - (nm + mk + kOX™ + nmké.

b % - (mm o+ mk o+ omb + KOAS - 2mkpd + okl

3%~ (a4 nk o+ nf o+ omk + b FRDAS +

Pc
Y
~2(nmk + nml + nk + mk )X - 3nmkC.
P, = _14 ~ (nm + mk + k€ + (’,p)}\gﬁ nok € + nmp + mkfp.

P =)\4 - (nm + mk + m€ + kf.+£p)12 - 2mk A+

nmk ¢ + nmlp + mkép.

P, =2 - (nm+mk+k(’,+kp+{’_p)}\5—2kfp12+
(nmk¢ + nmkp + nmlp + mk{p) A + 2nmklp.

SA5 - (nm + nk + mk + k€ + kp +‘€D)l§ - 2(nmk + kfp)]\g +

9
(nmk € + nmkp + nm€p + nklp + mkf ) A + 4nmktp.

P10 22 - (nm + mk + mp + k& + kp + {p)}\.5 - 2(mkp + kEp)}\2 +
(nmk€ + nmkp + nm€p) X + 2nmk€p.

Py -2 - (nm + mk + m@ + mp + k€ + kp + ep)l5 +

-2(mke + mkp + mfp + ].-:Ep))\g +
(nmk € + nmkp + nmép - 7mkep) A + 2nmk{p.

}?12 =.)L5 - (nm + np + mk + k(’,;r Qp)l5 +
(nmk¢ + nmkp + nm€p + nktp + mkep)A - 2nmkEp.
Pl35 =JL4 ~ (nm + np + mk + m@ + k€ + Ep)).2 - 2mke +
nmk @ + nmkp + nkp + mkép.
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Py =37 - (nm + mp + mk *+ mp + k& + kp +'Ep))\3'+‘
_Q(mILp + mkp + kﬁp)lz + (nmk  + nmlp + nkf,p))t +
2nmkfp.

P, =2 - (nm+np+mk+m£+mp+k€+kp+€p)15+
-2(nmp + mk€ + mkp + mlp + kﬂp),l2 +
(nmk  + nkfp - 3mkfp)A + 2nmkfp.

P =.7L5—(nm+nk+nt+np+mk+m£+mp+kﬂ+kp+fp)JL3+

,—2(nmk?rnmt+nmp+nk€+nkp+n€p+mk€+m.kp+
mtp+k€p)12— 5(nmkﬂ+nm1@+m£p+nkfp+
mkép)A - 4nmk€p.

P =l6—(nm+mk+kﬂ+€p+l>q}]~4+
(nmk € + nm€p + nmpq + mk€p + mkpq + kqu)j\2 ~ nmkfpq.

P =26 (nm+mk+kt+kq+€p))4+
(nmk ¢ + nmkq + nmfp + mkfp + I«:Cpq)).2 - nmkfpq.

P, =2 (nm + mk + kK€ + kp + fp + eq) ot - 2kaJ\3 +
(nmk € + nmkp + nmfp + nmfq + mkfp + mkéq + kqu)ﬁ2 +
2nmktp - nmképq.

Pog =28 - (om + mk + kB + Ep + fq + p)X* - 26paa’ +
" (nmk€ + nmfp + nmlq + nmpq + mk{p + mk€q + mkpq +
ktpg)2® + 2(amfpq + mkfpa)A - nmkpa.

=28 - (mn+mk+mf_+k€+kp+€_q)}ﬁ—2mkﬁi\.3+
(nmk& + nmkp + nmlq + mk€p + mkfq + kpr)lz - nmk€pq.

.=).6-— (nm + mk + k€ + kp +kq+tp)3.4— 2ktp_;\3+
(nmk® + nmkp + nmkq + nmfp + mkfp + kaq)A2 +
2nmk€p ) - nmkfpq.



6
Pg3 = A

Pog
6
P, = A
.6
Pog = A
P =N

29
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~ (mm + mk + m€ + k8 + {p + fa+ pq_)l4 +
~2(mk { + {pq)15 + (nmk€ + nmfp + nmlq ; nmpq + mklp +
mkfq + mkpq + nlpqg + kﬁpq)l? + (Pnmbpq + 4mkfpa) X +
- nnk(pa.

- (nm + mk + ml + mp + mg + kl + pQ)IA +
~2(mkf + mpq)}\5 + (nmk? + nmpq + mkfp + mkfq + mkpq +

nlpag + kQPQ)Aa + bmkfpa) - nmk{pq.

- (mn +Ink +ok +ml +fp +tfa+ pq)/\4 +
-2(nmk + ﬁpq)}§ + (nmkf + nmfp + nmfq + nmpq + nkfp +
nkfq + nkpq + mklp + mkfq + mkpaq + mqu)l2 +
o(mmklp + nmkfq + nmkpq + nnfpg + nkfpq + mkfpg) A+
snmk€pa.

-(mn+mk+mp+kﬁ+€p+pq)x"+
(nnk® + nmfp + nmpq + mkpq + kﬂpq)l2 - nmklpq.

—(n_m+m1c+mp+kﬁ+kp+ﬂp+ﬁq)]\4+
-2(mkp + k@p)AB + (pmkf + nmkp + nmfp + nmfq + mk{q +
mfpqg + kﬂpq))? + 2(nmkfp + mk€pg)X - nmkfpag.

—(nm+mk+mp+k€+kp+ﬁp+pq)ﬁ4+
-2(mkp + kﬁp)l? + (nmk€ + nmkp + nmp + nmpg +
mepq + kepa)A° + 2nmklpy - nmkfpa.

~ (nm + mk + k€ + k q+({p+qu-l-pq)_7\5
-2(kfq + epq) X + (nmkt + nmkq + nmfp + nmfq + nmpq +
mifp + mklq + mkpa)A + >(nmkfq + nufpg + mk€pa).
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PBO=3“6"'(nm+mk+kﬁ+'kp+kq+€p+ ta + pA* +
-2(kbp + klq + kpq + flpq).k5 + (omkl + nmkp + nmkq +

nulp + nmlq + nmpq + mklp + mkq + mkpq - 3klpq)A® +
2(nmktp + nmklq + nmkpq + nmlpq + mklpg)A + 3nmkfpq.

p. =20- (nm+mk+mt+mp+k€‘+kp+8p+pqn4+
~2(mk€ + mkp + mlp + kf_p)l5 + (nmk€ + nmkp + nmlp +
nmpq - Zmklp + mkpq + mlpg + klpq)A® +

2(nmkfp + mkf€pg)x - nmkfpq.

31

P52=.X6- (nm+n_k+mk+m€.+mq+e,p+€q+pq))c4+
~2(omk + mq + £pa))’ + (mmk€ + nmkq + nm¢p + nmq +
nmpq + nkfp + nkfq + nkpg + mklp + mklq + mk'PQ)]lg +
2(nmklp + onmkeq + nmkpq + nmlpq + nkfpqg + mkfpg)A +
4nmk€pq.

P, =A° - (om + nk + mk + m€ + mp + mq + €p + Cq+pQ)l4+
~2(nmk + mfp + m€q + mpq + Cpq).?t.3 + (nmk€ + nmkp +
nmkq + nmfp + vnqu + nmpg + nkfp + nkfq + nkpq +
mkép + mkiq + mkpq - Zmbpq)A° + 2(2nmkfp + 2nmklq +
2nmkpq + nmfpq + nklpg + mkfpq)A + 7nmkipg.

, P34=J\6-N(nm+mk+mq~ka+ ep + pX* +

(nmk? + nmfp + nmpq + mkfp + mkfq + mkpq + mfpq +
kqu)_k2 - 2mkfpg ) - nmkfpq.

P35=J.6— (m+mk+m€+mq+kt+(p+pq)l4- 21nk€13+
" (nmk¢ + nmfp + nmpq + mkf{p + mk{q + mkpqg +
ktpq)3° - nmkpq.
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(nmk(’.+nmkp+nmtp+nmpq+mk€p+mk£q+
nfpq + 1«:81g>q)}\2 + 2onmklp) - nmk€pq.

1357.-=}L4-(nm+m1c+mq+]zt(+k<1"'tp1“9(1)}\2"amkcl}\-+

nmkﬂ+nmkq+nm€p+nmpq+mkfp+mk(q+

mkpq + nfpa.
P38=3\.6—(nm+mk+m(’.+mp+mq+k€+(’_p+pq)}x4+
~2(mk¢ + mfp + mpq)}\5 + (omk( + nmp + nmpg + mklq +
wkpq + Ktpa)a® + 2mklpaX - nmkfpq.
P =15- (nm+mk‘+mq+k€+kp+kq+€p+pq)_k3+

%9
~2(mkq + Xlp + kpq)l2 + (nmk{ + nmkp + nmkq + nmflp +

nmpq + mkfp + mklq + meq)l'ii 2(nmklp + nmkpq +

nk{pq) .

PI‘O:}F— (nm+mk+mt+mq+kﬂ+£p+ﬁq+pq)lu+
—2(mk€ + mfq + epg)a’ + (nmk€ + nmlp + nnfq + nmpq *+
mkfp + mkpq + xbpq)2® + 2(amfpq + mk fpg)X +
- nmklpq. |

P41=)"6- (nm+mk+mp+mq+k€+€P+€Q+PQ))-4+
~2(mpq + tpq))?' + (nmk @ + nmfp + nmfq + nmpq +

mkpq + kﬁpq)}\2 + 2nmfpal - nmkqu;

P4.2=}\6— (nm+mk+mt+mp+mq+k€+kp+Cp+pq)14+
~2(mkf + mkp + mfp + mpa + ktp)J\5 + (nmkf + nmkp +
omfp + nmpq - 3mklp + mkfa + ktpa)2® +
o(nmkfp + mkfp)x - nmkfpa.




Pﬂ-; =

le_

P%=

P47

P48=
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\15-(nm+mk+mt+.mq+kﬁ+kq+(p+_Cq+pq)A§+

-2(mkl + mkq + mq + klq + f_pq)le + (omkf + nmkq +
nmlp + nmlq + nmpq + mklp - 3mkfq + mkpg)) +
2(nmkfq + nmlpq + mkipq). |

A8 - (nm + mk + mg + k€ + kp + kg + €p + f_q+pq)}_4+
-2(mkq + kip + kfq + kpg + £pa)2’ + (nmkl + nmkp +
nmkq + nnlp + nnlq + nmpq + mkfp + mPpq - 3kfpq)A® +
2(mmklp + nmk{q + nmkpq + nmfpq + mkfpq)} + 3nmklpa.

P =A6-(nm+mk+m€+mq+kﬁ+kp+kQ+fP+CQ+PQ)J\4+

-2(mk€ + mkq + &g + kip + klq + kpg + £pQ)A° ;
(nmk€ + nmkp + nmkq + nmlp + nmfq + nmpq - 3mklq +

- akcpq)J@ + 2(nmkfp + nmklq + nmkpq + nmlpg)) +
3nmk(lpq. |

16— (nm+mk+mf.+mp+mq&+kt+kp+kq+(p+ fq +
pq)}.q' - 2(mk€ + mkp + mkq + mlp + mlq + mpq + kfp +
ktq + kpg + (pA’ + (mmk{ + nmkp + nmkq + nmfp +
nnfq + nmpa - Zmklp - Zmklq - 3mkpq - 3mfpq +
~3klpa)A® + 2(nmklp + nmklq + nmkpq + nmlpq +
~2mk fpg) A + 3nmkfpq.

A6 . (nm+nq+mk+,k€+ep+pq)14+
(nmkf + nmkq + nm{p + nmpq + nklq + nlpq + mkfp +
mkpq + lcepq)}2 - 4nmk€@pq.

2% - (om + np + nq + mk + k€ .+ €p + pq)J\.4 - 2npql3 +
(nmk € + nmkp + nmkq + nmlp + nmpq + nkfp + nkfq +
ntpq + mklp + mipq + kpa)a® - 2(nmkep - nmkpg +

- nkpg)X - 4nmklpq.



Peo

P51

P52

Pe3

Fey

...]_50.-

=}\.6- (nm+nf_+nq+mk+kf,f"€p +qu)¢\4'+l

(nmkq + nmlp + nmpq + nk{q + mklp + mkpq +
kﬁpq)lz - nmk{pQ. | |
= - (mn+nk+nt+nq+mk+kt+ tp+pq)fl +
—z(mnk + nkt)l5 + (nmkq + nm{p + nmpq + nkﬁp + nkfq +
nkpq + mklp + mkpg + klp)a® + 2(nmkfp + amkepg)} +
- nmklpa.
=27 - (nm+nq+mk+mq+kt+kp+€p+pq)?t5+

_o(nmq + kip)A2 + (nmkl + nmkp + nmkq + mmfp + ompq +
nklq + nkpq + nlpg + mklp + mklq + mfpa + klpa)d +
o(mmkfp + nmkfq + ambpq. + nkfpa).

=3 - (nm+nk+nq+mk+mq+kf.+f.p+pq))«. +
-2(nmk + amg)x> + (omkf + nmp + nmpq + nklp + nk(q +
nkpq + nfpg + mkfp + mktq + mkpq + mfpq + kqu)l +
2(nuktp + nmklq + nmkpg + mmfpq - nkfpq - mkfpa)A +
- Snmkfpq.

_—=}\6—’"(nm+np+nQ+mk+kt+kq+EP*‘PQ)?LL'"'ZHPQ-?\B*

(nmkﬂ+nmkp+nm€p+nmpq+nkﬁp+nk€q+nkpq+
nlpq + mkip + ,mkpq)ﬁz - onmk{p) - nmkfpq.

=26 - (nm+nk+np+nq+mk+kﬁ+€p+pq)}4+
-2(nmk + npg)A’ + (nmkl + nmkp + nmkq + nmf{p + nmpq +
nktq + nkpa + nfpg + mkip + mkpq + ktpa)X° +
4nmkpq)) - 4nmkpa.
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P55=15- (nm+nk+nf.4~nq+mk+m(ﬁ+kﬁ+"ﬁp+_PQ)?\3+
-2(nmk + nml + nk{ + mkﬁ')}\2 + (-%nmk{ + nmkq + nm{p +.
nm{q + nmpq + nklp + nklq + nkpq + mkip + mkpq +

nlpq + klpa)A + 2(nmklp + mnkﬁq + nmkpq + mkipq).

5 ==?\-(mn+nk+n€+nq+mk+k€.+kp+€p+1><1)}L4
-2(mnk+nk€+k€p).13+(nmkp+nmkq+nmep+nmpq+
nkfq + mkfp + mkpq + k?.pq)}\ + 2nmk{p) - nmk{pqg.

=Jk6-(nm+np+nq+mk+mq+k€+'kp+€p+pq)f+
-2(nmq+npq+k(’.p)13+ (nmk ¢ + nmkq + nmlp + nkfp +

57

nkfq + nkpq + nfpq + mklp + mkfq + mipq + ktpq)]s.2 +
2(nmklq + nmipq + 2nkfpa)A - nmkfpq.

P§8=A6- (nm+nk+np+nq+mk*k€+kp+€P+Pq)f\4+
_o(amk + nkp + npg + ktp)A> + (nmke + nmkq + nmép +
nmpq + nktq + népq + mkép + mkpq + klp@)A® +
2(nmklp + nmkpq + nkfpg)A - 4nmklpq.

=]\6- (nm+nk+np+nq+mk+mq_+k?,+ep+pq)l4+
—o(umk + nmg + npa)A> + (nmk€ + nmkp + nmép + nkéq +
nkpq + nfpq + mkPp + mklq + mkpq + mlpq + lpq)a® +
2(nmkeq + numkpq + nm{pq - mkfpa)A - 4nmk€pg.

P59

=l - (nm+nk+n€,+np+nq+mk+k£+ep+pq)}g +
-2(nmk + nk¢ + nfp + npq)Jk3 + (nmkp + nmkq + nmép +
nmpq + nk{q + nkpq + mkép + mkpq + kﬂpq)}\‘?
o(nmk{p + 2nmkpq + nk&pa)r - nmk{pq.

Peo
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= —(nm+nk+nﬁ+nq+mk+k€+(p+ﬂq+pq)l +
~2(omk + nkf + nlq + ¢pa)r’ + (nmkq + nmfp + nmfq +
ampq + nklp + nkpq + mktp + mklq + mkpa + Klpa)a® +
o(nmklp + nmklq + nmkpq + nmlpq + nklpg + mkipa)a +

3nmk{ pa.

_ ok -(nm+np+nq+mk+mt+kt+kq+.tp+pq)?\2+
~2(npq + mk¢)A + nmk{ + nmkp + nmfq + nmpg + nklp +
nkeq + nkpq + nfpq + mkfp + ukfq + mkpg + mfpa.

=28 - (nm+n,k+np+nq+mk+mp+mq+kﬂ+ﬁp+pq)l4+
'_o(nmk + nmp + nmq + npq + mpq)}g5 + (nmkf + nonlp +
_%mmpq + nklq + nkpg + nfpa + mkla + mkpq + nipq +
klpa)2® + 2(nmkbq + nukpa + nmpa) - nmkipa.

& _ (nm + nt + np + nq + mk + mf + mp + k€ + €p + pq).?\l+ +
~2(nm€ + nmp + nCp + npq + mkl + m(’.p)]x5
(nmkp + nmkq - Emnﬁp + pmﬁq + nkfp + nkfq + mkpaq +
mfpq + ktpa)A°® + 2(nmktp + nmklq + nukpq + nmfpq +

nkfpq + mkipa)A + 4nmkfpq.

=15-—(nm+nk+np+nq+mk+kt+kq+ep+€q+pq)115+
—2(nmk+nkq+npq+k£q+ﬁpq)‘x2 + (nmk€ + nmkp +
nmfp + nm{q + nmpq +mkfp+mk€q+m_kpq)l+

2(nmktq + nmkpq + nmfpq + mkipa).

= 16 - (nm + nk + n€ + np + na + mk + k€ + kp + €p + pq)l4 +
—o(nmk + nk? + nkp + np + npa * Klp)a” +
(nmkq + nmfp + nmpq - Znkfp + nkéa + mkfp + mkpq +
ktpa)a® + 2(nmkep + nmkpq + nk{pq)A - nuk{pd.
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Pen =2° - (om +nk +n + np + nq + mk + mg + kC + Cp + pO)X* +
-2(nmk + nmq + nkt + nfp + zapq)l3 + (omkp + nmfp +
nmfq + nkfq + nkpq + mklp + mkfq + mkpq + mlpq +
kepa)A® + 2(nuklp + nmk€q + nmkpq + nmfpg + -
nk{pq - mkfpq)A - Snmkfpq.

._(nm+nk+nt+np+nq+mk+‘m(.+k€-+€P+PQ)R4+

-2(nmk + nmf + nk{ + nlp + npq + mkﬁ),k3 +
(-?nmk{ + nmkp + nmkq + nm{q + nmpq + nkiq + nkpq +
mklp + mkpq + mlpq + kfpq))® + 2(nmkfp + nmkfq +
2nmkpq + nmlpq + nklpq + mk{pg)A + 4nmklpq.

P69=A6~ (nm+nk+nt+nq+mk+mp+mq+kﬁ+€p+pq»\4+
. =2(nmk + nmq + nkC + mpq)k5 + (nmkp + nmfq + nkfp +
nkfq + nkpq + mkCq + mkpq + m{pq + k(qu)l2 +
2(nmkfq + nmkpa)X - nmkfpa.

P7O=]"6_ (nm+nk+n?,+np+nq+.mk+mﬁ+mp+k€_+fp+
p)2} - 2(nmk + nm? + nmp + nk@ + nfp + npg +
mkl + mlp)A° + (-%nmkl + nmkq - 3nmlp + nmfq +
nkfq + nkpq + mkpq + mfpq + kEpQA® +

2(nmk{q + nmkpq + nmfpq + nképq + mkfpq)A + 3nmk{pq.

P7l=l6- (nm + nk + n€ + np + ng + mk + m€ + k€ + €p + €q +
p)X* - 2(nmic + nm€ + nk€ + nfp + nfq + npq +
mkl + pa)° + (-3nmkf + nmkp + nmkq + nmpq +
nkpq - 3nfpq + mkfp + mkeq + mkpq + m€pq + kqu)lz +
2(nmk{p + nmklq + 2nmkpq + nmtpq + nkfpq + 2mk€15q)). +
7nmk€pq.
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P72=}\6— (nm+nk+nﬂ+nq+mk+m£+mp+kﬁ+kq+£p+
pq)?t4 - 2(nmk + nm€ + nk + nkq + mkf + me)j\5 +
(-%nmik{ + nmkp + nmq + nklp + nkpd + mklq + mfpa)° +

o(nmk{p + nmk{gQ)A - nmk{pd.

P =,k5 - (pm + nk + nf + np + 04+ mk + nf + mq + kl + fp +

7%
pq)A} - 2(nmk + nmf + nmq + okt + nfp + npq +

0@ + (~Znmkel + nmkp + nmkla + nkpg * mklp +
mklq + mkpq + kfpa)A + 2(nmkfp + nmk{q + nmkpgq +
nkfpq).

P74=}\6— (mn+nk+n?.+np+nq+mk+k€+k-p+kq+ap+
EQ’fPQ)J&u-2(nmk+nk€,+nkp+nkq+nﬂp+n(q+
npq + kep + klg + kpa + fp)X° + (nmfp + nmlq +
nmpq ~ 3nklp - 3nktq - 3nkpq - Znfpa + mkp +
mk{q + mkpq - 5kﬁpq)l2‘ + 2(nmkfp + nmklq +

nmkpq + nmfpq - 2nklpq + mkfpq) A + 4nmkfpa.

P75 = 3? - (nm + nk + n¢ + np + nq * mk + mp + mq + k€ + kp +
tp + pa)2* - 2(umk + omp + nmg + nk¢ + nkp + nfp ¥
npg + mkp + mpq + xtp)}> + (-3nmkp + nmfq - 3nmpq +
~Znkfp + nkfq + mklq + mfpg + kepq))? +

o(nmkfq + nmfpq + nklpa + mkbpa) A + 3nmkE€pg.
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6=l6- (om + nk + nf + np + nq + mk + mb + k€ + kp + kq + |
tp + fq + p) X - 2(amk + nnf + nk? + nkp + nkq +
nfp + nfq + npq + mk{ + kfp + klq + kpq + to)A> +
(-3nmkf + nmpq - 3nk{p - 3nklq - ?nkpq - 3nfpq +
mkpq + mfpg - 3kfpa)a® + 2(amkpq + nmlpq +
~2nkbpq + mkfpq)A + 3nmkepq. |

Py

=l6-(nm+.n.k+ne_+np+nq+mk'+.mf+mp+mq+kﬂ+

kp + kq + €p + £q + pa)A - 2(amk + nmf + nmp +

Eon

nmq+nk{.’,+nkp+nkq+n€p+n€q+npq+mk€+
mkp + mkq + mfp + mfq + mpq + klp + kfq + kpg +
ﬁPQ)J\3 - Z(nmkf + nmkp + nmkq + nmfp + nmfq +
nmpq + nklp + nkfq + nkpq + nfpq + mklp + mkfq +
mkpq + mfpq + xfpq) ) - 4(nmk{p + nmkfq + nmlkpq +
nm{pq + nkfpq + mkepg)A - Snmklpg.
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DIMENSION X(lOO),Y(b),A(IOOO),R(IOOO)
DOUBLE PRECISION Z(35)

INTEBER U(100),FILE

DATA FILE /1/,IFILE/2/

UPEN(UNIT=FILE,TYPE='DLD',NAME=’DR2:§100,1046MATRIX.CAN’,
ACCESS='DIRECT‘ ,RECORDSI ZE=104 ,RECORDTYPE="F1 XED’ ,
FORM=’FORMATTED’) = |

UPEN(UNIT=IFILE,TYPE=’NEW’,NAME='DR2:§160,104éMATRIX.PDL’,
RECORDSIZE=42, RECORDTYPE='FIXED)

EPS=1.0E-3

K=0

K=K+1

READ (FILE ‘K ,88,ERR=24)N,L, (U(I) ,1=1,100)
FORMAT (212,10011)

IF (L.EG.99)G0 TO 99

M=0

L=99

WRITE (FILE’K,88,ERR=25)N,L, (U(I),1=1,100)

po 77 I = 1,N
L = (I-1)%10
po 77 J = 1,1
L=L+1
M=M+1
X (M) =FLOAT (U(L))
CONT INUE

po 23 Ii=1,2
po 23 I12=1,2
po 23 I3=1,2
DO 23 14=1,2
po 23 I5=1,2
DO 23 16=1,2

Do 1 I=1,1000
A(I)=0.
R(I)=0.

CONT INUE

K=(I1#I11+11)/2
DO 3 J=1,I12
po 2 I=1,I1
K=K+1
A(K) =X (2)
CONTINUE
K=K+d
CONT INUE
K=11+12
= (KHKHK) /2

po & J=1,I3
DO 4 I=1,11




Y

) -
£

14

K=K+1
AKI=X(4)
CONTINUE

DO 5 I=1,12
K=K+1
AK)Y=X (3}

CONTINUE

K=K+J

CONTINUE

K=11+I12+I3
K= (K*K+K) /2
DO 10 J=1,14
DO 7 I=1,It
K=K+1
AK)=X(T)
CONT INUE

DO 8 I=1,I12
K=K+1
A(K) =X (8)

CONTINUE

DO 9 I=1,I13
K=K+1
A (K) =X ()
CONT INUE
K=K+J
CONTINUE

K=I1+I2+13+14
K= (K*#K+K) /2
DO 15 J=1,1I5
DO 11 I=1,I1
K=K+1
A(K)=X(11)
CONTINUE

DO 12 I=1,12
K=K+1
AKI=X(12)

CONTINUE

DO 13 I=1,I3
K=K+1
AK)=X(13)

CONTINUE

DO 14 I=1,I4
=K+1
AKI=X(14)
CONT INUE
K=k+dJ
CONT INUE
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<=11+12+I3+I4+15
K=(K*K+K)/2
DO 21 J=1,16
Do 16 I=1,I1
K=K+1
AK) =X (16)
CONT INUE

po 17 I=1,12
k=K+1
AK) =X (17)

CONTINUE

po 18 I=1,13
{=K+1
AK)=X(18)

CONT INUE

po 19 I=1,14
K=K+1
A(K)=X(19)
* CONTINUE

po 20 1=1,19
K=K+1
AE)=X(20)
CONT INUE
{=K+J
CONT INUE
N=I1+12+13+I14+15+16
MV=0
CALL EIGEN(A,R,N,MV)
J=0
M=0-
Y (3)=0.
Y (4)=0.
Y (5)=0.
Y (6)=0.
po 22 I=1,N
J=J+1
IF(ABS(A(J)).LT.EPS)GD
M=M+1
Y (MY =Ad)
CONTINUE

Z(1)=Y(1)*Y(2)+Y(1)*Y(3)+
Y(2) %Y () +Y () #Y () +
Y (3)#Y (5)+Y (31 *Y (6) +

Z(2)=Y(1)*Y(2)*Y(3)+Y(1)*
Y(l)*Y(2)*Y(6)+Y(1)*
Y(l)*Y(B)*Y(6)+Y(1)*
V(1) #Y (5) #Y (L) +Y (2) *

8 -

TO 22

Y(1)*Y(4)+Y(1)*Y(5)+Y(1)*Y(6)+
Y(2)*Y(S)+Y(2)*Y(6)+Y(3)*Y(4)+
Y(4)*Y(S)+Y(4)*Y(6)+Y(S)*Y(6)

Y(2)*Y(4)+Y(1)*Y(2)*Y(5)+
Y(3)*Y(4)+Y(1)*Y(S)*Y(S)+
Y(4)*Y(5)+Y(1)*Y(4)*Y(6)+
Y(3)*Y(4)+Y(2)*Y(3)*Y(S)+

Y(2)*Y(3)*Y(6)+Y(2)*Y
Y(2)*Y(5)*Y(6)+Y(3)*Y
Y(3)*Y(5)*Y(6)+Y(4)*Y

(4)*Y(S)+Y(2)*Y(4)*Y(6)+
(4)*Y(5)+Y(3)*Y(4)*Y(6)+
(5) *Y (&)




C ’ .
Z)=Y (L) *Y () *Y (T #Y(Q)+Y (1) #Y (2) %Y (I #Y(S)+Y (1) %Y (2) »
1 Y(3)*Y(6)+Y(1)*Y(2)*Y(4)*Y(5)+Y(1)*Y(2)*Y(4)*Y(6)+
2 Y(l)*Y(2)*Y(S)*Y(6)+Y(1)*Y(3)*Y(4)*Y(5)4Y(1)*Y(3)*
3 Y(A)#Y (L) +Y (1) #Y(I) #Y (S) #Y (L) +Y (L) ¥V (F) #Y (S) #Y (L) +
4 Y (2)#Y () *#Y (B) #Y(S)+Y (2) %Y () Y (4) #Y (L) +Y (2) #Y (3) #
' Y(S)*Y(b)+Y(2)*Y(4)*Y(5)*Y(6)+Y(3)*Y(4)*Y(S)*Y(6)
C
ZA)=Y (1) *Y () ¥Y () #Y (4) #Y () +Y (1) #Y () #Y () #Y (4) #Y (L) +
1 Y(l)*Y(2)*Y(3)*Y(5)*Y(6)+Y(1)*Y(2)?Y(4)*Y(5)*Y(6)+
2 Y(1)*Y(3)*Y(4)*Y(5)*Y(b)fY(2)*Y(3)*Y(4)*Y(5)*Y(6)
c . .
Z(S)=Y(1)#Y(2)#Y () 2Y (4) %Y (5) %Y (&)
Z(2)=—Z(2)
2{(4)=-Z(4)
C
WRITE(IFILE,1000Z,I1,12,13,14,15,164
100 FORMAT(SF10.2,612)
23 CONT INUE
GO0 TO 26
24 TYPE #, %’
GO TO 26
29 TYPE *,’%’
26 CALL EXIT

END
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DIMENSION A6S,65) ,B(65) X (65)
DOURLE PRECISION Z(S) -

BYTE

DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA

DATA
DATA

DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA

TXT(342)

TXT(1)

TXT(8)

TXT(19)
TXT(26)
TXT(37)
TXT {44)
TXT(S5)
TXT(62)
TXT(73)
TXT (BO)

TXT(?1)
TXTA(?7)

TXT(103)

TXT(109)
TXT(113)
TXT(121)
TXT(1L27)
TXT(133)
TXT(139)
TXT(143)
TXT(151D)
TXT(15?)
TXT(163)
TXT(169)
TXT(173)
TXT(181)
TXT(187)
TXT(193)
TXT(199)
TXT (205)
TXT(211)
TXT(214)
TXT(219)
TXT (224)
TXT(229)
TXT(232)
TXT(237)
TXT(242)
TXT(247)
TXT (250)
TXT(255)
TXT (260)
TXT (263)
TXT (268)
TXT (273
TXT(278)
TXT(283)
TXT (2886)
TXT(291)
TXT(296)

/int/,
/'K,
/'n'/,

. =N ~ 0~

3333333333

LS

. s

3

NN N SN NN SN NN
~_

~

~ 0~

~ L - ~8

-

TXT(2) /'m’/, /!
TXT(13) 7/n’/7, TXT(14) /7
TXT(20) /'p’/, TXT(23) /!
TXT(31) /'m'/7, TXT(32) /°
TXT(38) 7’1’7, TXT(43) /!
TXT(49) /'m’/y TXT(S0) /7
TXT(56) 7’17/, TXT(61) /°
IXT(6T) 77k’ 7, TXT(68) /7
IXT(74) 7'p’ /7y TXT(TD) /'
TXT(8S) /'p’'/7, TXT(8B&) /7’
TXT(92) /’'m’/7, TXT(I3) /'
TXT(98) 7°m’/, TXT@QF /°
TXT(104) /'m’/, TXT(103)
TXT(110) 7'm’/, TXT(111)
TXT(116) 77k’ /7, TXT(117)
TXT(122) 7'k’ /7, TXT123)
TXT(128) 7/ k’/, TXTUZN
TXT(134) 7717/, TXT(133)
TXT(140) /°1°/, TXT(141)
TXT (146) 7'p’/, TXT(147)
TXT(152) /’k’/, TXT(133)
TXT(158) 7'k’/7, TXT(159)
TXT(164) /'k*/, TXT(165)
TXT(17O) 77177, TXT(171)
TXT (176 /7177, TXTQ77)
TXT(182) /'p’/, TXT(183)
TXT(188) 7’17/, TXT(189)
TXT(194) 7717/, TXT195)
TXT(200) /'p’/, TXT(201)
TXT(206) /7 p’/, TXT(207)
TXT(212) /'m’/, TXT(213)
TXT(217) /'n’/, TXT(218)
TXT(220) /'p’'/, TXT(223)
TXT(225) /7 k’/, TXT(226)
TXT (2300 /'m’/, TXT(231)
TXT(235) /'n’'/, TXT(236)
TXT(238) /'q’/, TXT(241)
TXT(243) /'p’/, TXT(244)
TXT(248) 7/ k'/, TXT(249)
TXT(253) 7‘n’/, TXT(254)
TXT (256) 7°q’/, TXT(259)
TXT(261) /'p’ /s TXT(262)
TXT(266) 7717, TXT(267)
TXT(271) 7'’ /, TXT(Z72)
IXT(278) /'p’/, TXT(277)
IXT (279 7/‘17/7, TXT(280)
TXT(284) /'k’/7, TXT(283)
TXT(289) /'m’/, TXT(290)
TXT(292) 7'/, TXT{293)
TXT(297) /'p’/, TXT(298)

TXT(M?

3 = 3

-0 =0 0 3

- . ON NS
\\\\\\\\\.\\\

~

~ ~ - -~ ~

~




B
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TXT (302)

TXT(303)°

DATA TXT(301) /'n’/ /'m'/, /'K
DATA TXT(304) /177, TXT(30S) /‘p‘/, TXT(30&) /* '/
DATA TXT(307) /'n’/, TXT(308) /’'m’/, TXT(309) /’k’/
DATA TXT(310) /71°/, TXT(311) /'q’/, TXT(312) /' '/
DATA TXT(313) 7/n’/, JIXT(314) /'m’/, TXT(315) /°k’/
DATA TXT(316) /'p /7, TXT(317) /’q’/, TXT(318) /' '/
DATA TXT(319) /'n’/, TXT(320) /‘m’/, TXT(321) /‘1'/
DATA TXT(322) /‘p’/, TXT(323) /'q‘/, TXT(324) 7/’ */
DATA TXT(325) /’n‘/, TXT(326) /’'k’/, TXT(327) /°1°/

CDATA TXT(328) /p’/, TXT(329) /’'aq’/, TXT(33Q) 7’ '/
DATA TXT(331) /'m’/, TXT(332) /’k’/, TXT(333) /'1’/
DATA TXT(334) /'p‘/, TXT(333) /'q°/, TXT(336) 77 '/
DATA TXT(337) 7'n’/, TXT(338) /'m’/, TXT(339) /’'k’/
DATA TXT(340) 717/, TXT(341) /‘p‘/, TXT(342) /‘'q’/
DATA IFILE /1/

DPEN(UNIT=IFILE,TYPE='DLD',NAME=’DR2:§100,1046MATRIX.POL’,
RECORDSIZE=62,RECORDTYPE="FIXED")
EPS=1.0E-3

Do 99 I1=1,300
IF(TXT(I).EQ. ‘n’)GO
IF(TXT(I) .ER. ‘'m’ )60
IF(TXT(1).ER. 'k’)G0O
IF(TXT(I).ER. '1’)G0O
IF(TXT(D) .EQ. ‘'p’) GO
IF(TXT(D) .E@. 'q’)B0
TXT(I) = '

CONTINUE

TO
TO
TO
TO
TO
T0

99
99
99
99
29
99

DO 15 J=1,5
DO 3 I=1,64
READ (IFILE ,2,END=3)2Z,11,12,13,14,15,16
FORMAT (5F10.2,612)

B(I)=Z ()
ACI,1) = I1
A(I,2) = 12
A(I,3) = I3
A(I,4) = 14
ACI,S) = IS
ACL,6) = 16
ACI,7) = I1%I2
A(I,B8) = I1x*I3
A(I,9) = 11xI4
A(I,10) = I1%*I5
A(I,11) = I1x16
A(I,12) = I2%13
A(I,13) = I2%14
A(I,14) = I2#I5
A(I,15) = I2x%16
A(I,16) = I3*14
A(I,17) = I3*1IS
A(I,18) = I3x%16



A(I,19)
A(1,20)
A(I,21)

ACI,22)
Al,23)
A(I,24)
A(I,25)
AT ,26)
A(1,27)
A(1,28)
All,29)
ACI,30)
ACI,31)
ALI,32)
ACI,33)
ACI,34)
AT ,35)
ACI,36)
A(I,37)
A(L,38)
AL ,3
A(I,40)
AT, 41)

A(L,42)
A(I,43)
“A(I,44)
A(I,45)
A(1,46)
A(I,47)
ACI,48)
A(L,49)
A(1,50)
A(I,51)
A(I,S52)
All,53)
A(1,54)
ACI,S5)
A(1,56)

20

A(1,S57)
A(I,58)
A(1,59)
A(I,60)
ACI,61)
A(I,62)

A(L,63)
A(L,64)
CONT INUE

ion

1
o4
0O
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1415
14%16
1516

= J1#I12%I3
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o

I11%12%14
[1#I2%1I5
I1%12%16
I1*I3%14
[1#I3%15
I11#13%16
I11%14%15
11#14%]16

CT1*IS*I6

12#13%14
I2*#I3%15
I12%1I3%16
I2%14%105
I12%14%16
I12%I5*16
I3%*14%10
I3*x14%16
I3#I5*16
I14x1I5*16.

I1*I2%13%14
I1#12%13%1I5
I1%I2%I13%16
I1%I2%14%1I5
I1#IZ2*14%16
I1#I2*IS5*16
I11#I3%14%15
I1%I3%14%16
I1#I3*IS*16
I1#I4%15%16
IZ*I3%14%1I5
12%I3%14%16
I12#I3#1S*16
IZ2x14%1S*16
IZxIax1IS*16

T1%I2%I3%I4%1I5
I1#I2*#I3%14%16
I1XI2%I3*IS*16
T1#I2#14%I5*16
I1#I3%I4%IS*16
12%I3#14%IS*16

1% 2% 13%I4%15*16

1.




) =
8}

o
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13
14

15

16
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DO 5 I=L,N
IF (ABS(A(I,L)).LT.EPS) GO TO S
M=1
.GO TO &
CONTINUE
IF (M.ER.Q)GO TO 16
IF (N.ER.L) GO TO 10
.D0 7 I=L,N
X (65) =AM, I)
AM, D) =AW, D)
AL, I)=X(65)
CONT INUE
X (65) =B (M)
B(M)=B(L)
B(L)=X (&65)
M=L+1
DO 9 I=M,N
DO 8 K=M,N
ACTK)=A(I,K)~(A(T,L)*A(L,K) 7A(L,L))
CONTINUE
B(I)=B(I)—(A(I,L)*B(L)/A(L,L))
CONTINUE
L=L+1
G0 TO 4
X (N> =B (N) /A (N,N)
DO 12 I=1,N-1
X (65)=0.
DO 11 K=1,1
X (65) =X (65) +A (N—T ,N—K+1) #X (N-K+1)
CONT INUE
X (N-I)=(B(N-I)—X (65)) /A (N-I ,N-1)
CONT INUE

WRITE(2,88)
FORMAT (* 7}

DO 14 I=1,N
IF(ABS(X(1)).LT.EPS)GO TO 14
L = (I-7)*6+1
Li=N-J-1
WRITE(2,13)L1, (TXT(M) ,M=L,L+35),X (D)
FORMAT (14,5X,6A1,5X,F10.3)
CONTINUE
REWIND (IFILE)
CONTINUE
GO ¥O 17
TYPE %,J
CALL EXIT
END
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PRILOG B

U aovom prilogu dajemo izvorne programe koji su najxexce

u upotrebi u ovom radu, U regavanju nekih problema spektralne

teorije grafova.
Vecina programa u ovom prilogu je napisana u asembleru

(MACRO - 11), 1 za njih je karakteristi&no da su neuporedivo brzi

od programa koji su pigani u bilo kom vizem maginskom jeziku.

Program GRAFIND.MAC (str. 167—-171) generiZe sve povezane
grafove nad skupom grafova iz datoteke MATRIX.OLD i formira izlaz-—
nu datoteku MATRIX.NEW. Ukoliko ne postoji datoteka MATRIX.OLD

onda se ovim programom formira datoteka MATRIX.NEW sa slogom

(grafom) K2.
U prvom bajtu u slogu obe datoteke nalazi se broj é&vo—

rova grafa G, u drugom bajtu broj grana, u trecem i #etvrtom bajtu

parametar grafa, a ostalih 20 bajtova je rezervisano Iza& rep—

rezentaci ju matrice susedstva grafa 5. Matrica susedstva je kodi-

rana pomocu slova engleske abecede 1 speci jalnih znakova. Ilust—

raci je radi, napomenimo da slovo A predstavlja vektor 00000

(binarno nula), B vektor 00001 (binarno 1y, C 00010 (binarno 2},
itd. S obzirom da je za slovo A ASCII vrednost 65, za B 66 itd.,

neposredno se wocava da karakter X u reprezentaciji matrice sused-

stva grafa G predstavlja vektor (binarni broj) &ija Je vr-ednost

ASCII(X) — 65.

Program SORT.MAC  (str. 172-176) od ulazne datoteke

MATRIX.NEW formira privremenu datoteku MATRIX.TMP koja se koristi

za odredivanie parametra grafa G (treci i «etvrti bajt u slogu),

a nakon toga Lreira 1zlaznu sortiranu datoteku MATRIX.S10.




Program IZOGRAF.MAC (str. 177-185) od wulazne datoteke
MATRIX.S10 formira datoteku neizomorfnih grafova MATRIX.I10.

Program LISTGRAF.CEL (str. 186-189) dezifuje slog ulazne
datoteke MATRIX.L10 (dekodira matricu susedstva grafa G) i kreira

listu MATRIX.LST neizomofnih grafova.

Program LAMDA.FTN (str. 190) od ulazne datoteke
MATRIX.L1O daje sopstvene vrednosti grafa G. Fotpragram SUBL.. MAC
(str. 121-192) u ovom programu dezifruje matricu susedstva, i pri-
prema uslove za direktno pozivanje potprograma EIGEN.FTN.Sopstvene

vrednosti se prikazuju na ekranu terminala.

Na kraju, dajemo 1 kompletah postupak upatkebe navedenih
programa. Fretpostavimo da datoteka MATRIX.O006 sadrxi sve neizo-—

morfne grafove reda &, i da zelimo da kreiramo sve neizomorfne

grafove reda 7.

fredosled koraka ie sledeéi,

FIF MATRIX.OLD=MATRIX.00& :kreiramo datoteku MATRIX.OLD
RUN GRAF IND : skreiramo datoteku MATRIX.NEW
FIF MATRIX.OLD:*/DE/LD ‘ sbrizemo datoteku MATRIX.OLD
RUN SORT :kreiramo datoteku MATRIX.510
FIF MATRIX.NEW;*/DE/LD :brizemo datoteku MATRIX.NEW
FIF MATRIX.TMF;*/DE/LD sbri<emo datoteku MATRIX. TMF
RUN IZOGRAF ;kreiramo datoteku MATRIX.I10

Univerziiet u Bzograda
Prirodno-matemaiicki fakulteli

MATEMATICKI FAXULTET
BIBLIOTEKA

Broj Datum
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Kreirana datoteka MATRIX. 110 sadr%i sve neizomorfne gra-
fove reda 7.Nakon poslednieg koraka arhiviramo datoteku MATRIX.I10
(recimo pod nazivom MATRIX.OO?). Ukoliko ne postoii datoteka
MATRIX.006, onda pozivanjem programa GRAFIND formiramo sve neizo-
morfne poveznane grafove reda 2 (graf K2). Ukoliko ponovimo &itav
postupak dobiéemo sv& poavezane grafove reda 3- 0d grafova reda 3,

formiraju se jstim postupkom'svi neizomorfni grafovi reda 4, zatim
reda 5, reda &.

Ukoliko felimo da kreiramo listu ‘neizomorfnih grafova
reda 7, onda prvo kopiramo datoteku MATRIX.007 u MATRIX.L1O0, a
zatim pozivimo program LISTGRAF. Na istu datoteku mozemo primeniti

program LAMDA za odredivanje sopstvenih’vrednosti.

Napomenimo da se svi MACRO programi u ovom prilogu mogu
primeniti na bilo kom 16 - adresibilnom Digital—ovom ra&unéru. Na
vAX—u (32 - adresibilnom, bd—-adresibilnom, itd.) svi ovi MACRO

programi se mogu lako modifikovati zamenom nekih WORD instrukcija

BYTE instrukcijama.

Svi navedeni programi mogu se primeniti na grafove &iji

red (broj &vorova) nije veci od 10.

Univerzitet u Beogradu
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FDBUL :

FDBIZ:

SLGBUL:
SLG1Z:
IMEUL:
A2z
Al=.-A2

A4:
A3=.-A4

Ab:
A5= - _Ab

IMEIZ:
BZ:
B1i=.-B2

B4:
B3= - —B4

Bb6:
BS=.-B&

ERORS:

N

.« TITLE

« IDENT

« MCALL
-MCALL
« ENABL

FSRSZ%

FDBDF %
FDRC$A
FDOP$A
FDBF $A

FDBDF$
FDAT$A
FDRC$A
FDOP$A
FDBF$A

-BLKB
.EVEN
.BLKB
. EVEN

. WORD
.ASCI1

- EVEN
.ASCI1

. EVEN
.ASCI1

.EVEN

« WORD
.ASCII

- EVEN
.ASCII

- EVEN
.ASCII

-EVEN

.ASCII
«ASCI1
.ASCI1
.ASCI1I

GRAFIND.MAC
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/LEPOVIC MIRKO/

FDAT$A,FDBDF$,FDBFSA,FDRCSA,FDOPSA,FSRSZS,FINIT$¢:
OPENS$R ,OPENS$W,BET$ , PUTS ,CLOSES ,EXIT$S,QI0W$S

LC

60-

FD. INS,SLGUL ,24.
1, IMEUL, ,FO.RD
,15360.

R.F1X,FD.CR,24.
FD. INS,SLG1Z,24.
2,IME1Z, ,FO.WRT
,15360.

24.

24 -

A1,A2,A3,A4,A5,A6

/DR1:/

/76100,

/MATRIX.OLD/

104¢&/

Bi,B2,B3,B4,B5,B6

/DR1:/

/5100,

/MATRIX.NEW/

/Read
/Writ
/0Open
/0pen

104¢/

error
error
error
error

at
at
at
at

* ¥
¥* 3%
¥* 3%
* %%

DR1:%100, 1046MATRIX.OLD
DR1: %100, 1046MATRIX.NEW
DR1:£100,1046MATRIX.OLD
DR1: %100, 1046MATRIX. NEW

*N%/
*nn/
*Hn/
*Hn/



CcODe:

MTX:
MO1:
MOZ2:
MO3:
MO4:
MOSF:
MO6:
MO7:
MCBs
MO9:
M10:

BUF:
CMB:
HCB:
PAR:
OPEN:

RDUL =

pCcoD:

ECOD:

COPY:

LDOP:

.BYTE
.BYTE
.BYTE
.BYTE
.BYTE

-BYTE
. BYTE
.BYTE

. WORD
.BLKB
.BLKB
.BLKB
. BLKB
. BLKB
.BLKB
.BLKB
. BLKB

. BLKB
.BLKB

. BLKB
« WORD
- WORD
. WORD
- WORD

FINITS
OPENS$R
OPENSW
GETS
MoV
MoV
MOVB
SuUB
MUL
CLR
MOVB
INC
INC
cHMpP
BNE
INC
CMP
BNE
CLR
CLR
MoV
CLR
CMP
BEQ
Mov
INC
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0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,1,1
0,0,1,0,0,0,0,1,0,1,0,0,1,1,0,0,0,1,1,1
o,1,o,o,o,o,1,0,0,1,0,1,0,1,0,0,1,0,1,1
0,1,1,0,0,0,1,1,0,1.0,1,1,1,0,0,1,1,1,1
1.o.o,o,o,1,0,0,0,1,1,0,0,1,0,1,0,0,1,1
1,0;1'O'Qy1.0,1101111,0y191’01110111111
1,1,0,0,0,1,1,0,0,1,1,1,0,1,0,1,1,0,1,1
1,1,1,0'0’1'1'1’01111,111!19011!1111101
MOl,MOZ,H03,M04,M05,M06,M0?,MOB,MO?,MIO
10. ' o
10.

10.

10.

10.

10.

10.

10.

10.

10.

100.

#FEDBUL , 4 » » 5 s EROUL
BFDBIZ,, 449 ERDIZ
#FDBUL , , , ERRUL
#4 ,RO

#BUF ,R1

SLBUL (RO} ,R3
#101,R3

#5,R3

R2

COD (R3) , (R1)+
R3

R2

#5,R2

ECOD

RO

#30,RO

DCOD

RO

R3

MTX (RO) ,R1

R2

#5,R2

INIC

BUF (R3) 4 (R1) +
R2




INIC:

COMB:

NEXT:

CLRS:

COMC:

ROWS:

coLS:

ADD
JMP
ADD
CMP
BNE
MOV
CLR
INC
ASL
CMPB
BNE
INCB
MOVB
DEC
CLR
CMP
BEQ
INC
MOV
CLR
CLR
ADD
cMP
BNE
CLR
CLR
MOV
ASR
MOV
ASL
SUB
ADD
MOVB
INC
TST
BNE
ASL
CLR
MOVB
ADD
MOVB
CLR
MOVB
DEC.
ASL
MOV
CLR
MOV
ADD
CMP
BNE
ASR
CLR
CLR
MOV

#2,R3
LOOP
#2,R0

#24 ,RO
coPY
#1,CMB

RO

RO

CMB

RO, SLGUL
comMB
SLGBUL
SLGUL,SLGIZ
CMB '
NCB
NCB,CMB
RDUL

NCB
NCB,HCB
RO

BUF (RO)
#2,RO
#12,RO
CLRS

RO

R3

HCB,R1

HCB
HCB,R2

R2

R2,R1
R1,R3
R1,BUF (RO)
RO

HCB

comMmC -

R3

RO

St GUL+1,RO
RO,R3
R3,5L61I7+1
SLGIZ+2
SLGUL ,RO
RO

RO

MTX (RO) ,R1
R2

BUF (R2) , (R1) +
#2,R2
#12,R2
ROWS

RO

R2

R3

MTX(R2) ,R1
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ADD RO,R1
MOVB BUF (R3) , (R1)
ADD 2,R2
INC R3
CMF #12,R3
BNE coLS
‘ CLR RQ

UNCD: MOV MTX (RO) ,R1
CLR FAR

INIT: CLR RZ2
CLR R3
MOV #20,R4

UNRW: CLR RS
MOVB (R1)+,RS
MUL R4 ,R3
ADD RS,R3
INC R2
ASK R4
CMP #5,R2
BNE - UNRW
ADD #101,R3
MOV rRO,R2
ADD #4 ,R2

- ADD PAR,R2

MOVB R3,SLGIZ (R2)
CMP #1,PAR
BER UNCL
MOV #1,PAR
JMP . INIT

UNCL: ADD #2 ,RO
CMF #24 ,RO
BNE . UNCD
PUTS #FDB1Z,,,ERRIZ
JMP NEXT :

EROUL: CMPB #177746,F.ERR(RO)
BE® WRK?2
MoV #ERORS , RO
ADD #100. ,RO
OIOWSS HIOD.WLB,#5,,,,,%R0O,#50.>
JMP EXIT

WRK2: OFENSW #FDBIZ,,,s,,EROIZ
MOVB #2,5LG1Z
MOVE #2,5LGIZ+1
CLR SLGIZ+2
MOVB #’1,5LGI1Z+4
MOVE #/A,5LGIZ+5
MOVE #/'0,5LGIZ+6
MoV #7,RO

FULL: MOVB #’A,SLGBIZ (RO)
INC RO
CMP #30,RO
BNE FULL
PUTS #FDpBI1Z,, ,ERRIZ

CLOSE$ #FDBIZ
EXITSS




- 171 -

ERDIZ: MOV #ERORS,RO
ADD #150. ,RO
QIOWSS #I0.WLB,#5,,,,,<R0,#50.>
JMP EXIT
ERRUL: CMPB #IE.EOF ,F.ERR(RO)
BER EXIT
MOV #ERORS , RO
QIOWSS #I0.WLB,#5,,,,,<RO,#50.>
JMP EXIT -
ERRIZ: MOV #ERORS , RO
ADD #50. ,RO

QIOWSS #I0.WLB,#5,,,,,<R0,#50.>
: JMP- EXIT
EXIT: CLOSE$ #FDBUL
: CLOSE$ #FDBIZ
EXIT$S :
.END OPEN




FDBUL:

FDBIZ:

FDBRD:

SLGUL :
SL6IZ:

IMEUL:
AZ:
A1=1—A2

A3=.-A4

.TITLE
. IDENT

- MCALL
-MCALL
« MCALL
.MCALL
. ENABL

FSRSZ%

FDBDF %
FDRC%$A
FDOP$A
FDBF$A

FDBDF ¢
FDATSA
FDRC%A
FDOP$A
FDBF %A

FDBDF %
FDRC#$A
FDOP$A
FDBF $A

.BLKB
. EVEN

-BLKB
- EVEN

«WORD
.ASCII

. EVEN
.ASCI1I

.EVEN
.ASCI1

.EVEN

. WORD
.ASCII

.EVEN
.ASCI1I

-EVEN
.ASCII

. EVEN
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SORT.MAC
/LEFOVIC MIRKO/

FDAT$A ,FDBDF$,FDBF$A,FDRC$A,FDOP$A,FSRSZ$
OPENS$M ,OPEN$W , OPENSR,GET$,PUT$,GETS$R
PUT$R,CLOSES ,EXIT$S,FINITS
I0W$S , SPWNSS , WTSESS

LC ’

3.

FD. INS!'FD.RAN,SLGUL ,24.

1, IMEUL, ,FO.MFY
,512.

R.FIX,FD.CR,12.

FD. INS,SLGIZ,12.
2,IMEIZ, ,FO.WRT

,512.

FD. ING,SLG1Z,12.
2, IMEIZ,,FO.RD
,512.

Al,AZ,A3,A4,A5,A6
/DR1:z/

/78100,104¢/

/MATRIX.NEW/

B1,B2,B3,B4,B5,B6
/DR1z/

/8100,104¢/

/MATRIX. TMP/




SCL:

SRTA:

SRTB:

ERORS:

COD:

MTX:
MO1:
MO2:
MO3:
MO4:
MOS:
MO&:
MO7:
MOB:
MOF:
M10:

BUF:
LVX:

POZ:
PAR:

START:

RDUL =

DCOD:

ECOD:

«RADS0O
-ASCII
«ASCII
«EVEN
.ASCII
.ASCII
- EVEN

.ASCII
-ASCII
.ASCII
.ASCII
.ASCII
.ASCII

«.BYTE
-BYTE
.BYTE
.BYTE
.BYTE
.BYTE
.BYTE
-BYTE

- WORD
- BLKB
- BLKB
.BLKB
.BLKB
. BLKB
.BLKB
.BLKB
-.BLKB
-.BLKB
-BLKE

- BLKB
. BLKW

«WORD
. WORD

FINITS
OPENS$M
OPEN$W
CLR
INC
GET$R
MoV
MOV
MOVE
SuB
MUL
CLR
MOVEB
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/8CL.../

%SRT DR1:5100,104¢MATRIX. TMP=DR1:%5100,1046MATRIX. TMP%

%/FO:F:12/KE: CN3 10%

%SRT DR1:5100,104¢MATRIX.S510=DR1:£100,1046MATRIX. NEWX

%/FO:F:24/KE:CN1. 4%

DR1:8100,104EMATRIX.NEW

/Read error at TR .

/Rewr error at *%¥% DR1:5100,104EMATRIX.NEW
/Writ error at *%# DR1:%100,1046MATRIX. TMP
/Read error at *##% DR1:%5100,1046MATRIX. TMP
/0pen_ error at *%% DR1:5100,104EMATRIX.NEW
/0pen error at #%% DR1:5100,104¢MATRIX.TMP
0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,1,1
0,0,1,0,0,0,0,1,0,1,0,0,1,1,0,0,0,1,1,1
0,1,0,0,0,0,1,0,0,1,0,1,0,1,0,0,1,0,1,1
0,1,1,0,0,0,1,1,0,1,0,1,1,1,0,0,1,1,1,1
1,0,0,0,0,1,0,0,0,1,1,0,0,1,0,1,0,0,1,1
1,0,1,0,0,1,0,1,0,1,1,0,1,1,0,1,0,1,1,1
1,1,0,0,0,1,1,0,0,1,1,1,0,1,0,1,1,0,1,1
1,1,1,0,0,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1

Mol ,MO02,M03,M04,MO5,M046,MO7,MO8B,MO?,M10O

i0.

i0.

10.

10.

10.

10.

10.

10.

10.

10.

1060.

10.

#FDBUL , , , 5 4  EROUL
#FDBIZ,,,,,,EROIZ
POZ

POZ
#FDBUL, , ,POZ, ,ERRUL
#4,RO

#BUF ,R1

SLGUL (RO) ,R3
#101,R3

#5,R3

R2

COD(R3) , (R1)+

®¥%/
*%w/
*%%/
*%%/
*H/
* %%/

e

B8 W8 ‘SR We we



NEXT:

LOOP:

CMPA:

CLRS:

ADRS:

COMP:

COLM:

COrY:

ERRUL.:

INC
INC
CMP
BNE
INC
CMP
BNE

CLR
CLR

MOV
CLR
CMF
BEQ
MOV
INC
ADD
JMP
ADD
cMP
BNE
CLR
CLR
ADD
CMP
BNE
CLR
CLR
MOV
CLR
CLR
CMPB
BEQ
INC
CMPB
BNE
INC
JMF
DEC
ASL
INC
ADD.
INC
CMPE
BNE
MOV
MOV
CLR
MOV
MOVB
ADD
INC
CMP
BNE

PUTS

JHP
CMFPB

R3

R2

#5,R2
ECOD

RO
#30,RO
pCOD

RO

R3

MTX (RO} 4R1
R2

#5,R2
CMPA

BUF (R3) , (R1)+
R2 ‘
#2,R3
LOOP
#2,RO
#24 ,RO
NEXT

RO

LVX (RO)-
#2,R0
#24 ,RO
CLRS

RO

R1

MTX (RO) ,R2
R3

R4
K3,SLEUL
CoLM

R3

#1, (R2)+
COMP

R4

COMP

R4

R&

LVX (R4)

. #2,RO

R1

R1,SLGUL
ADRS
POZ,SLGIZ
#2,R1

RO

LVX (RO) ,R2
R2,SLGIZ (R1)
#2,RO

R1

#24 ,RO

COPY

#FDBIZ, ,,ERRIZ
RDUL

#1E.EOF ,F.ERR(

-1

RO)

nl




EXITA:

ERRIZ:

EROUL :

ERO1Z:

SRTC:

RDUA:

SAME:

REWR:

HOLD:

_ HOLA:

ERRUA:

EXITB:

ERRUB:

BEQR

MOV
RI0WSS
CLOSES
CLOSE%
EXIT$S
MOV
ADD
GI0WSS
IMP
MOV
ADD
RIDWSS
IMP
MoV
ADD’
RIOWSS
JMP
CLOSE%
SPUWN$S
WTSES$S
OPENS$R
CLR
MOVB
GETS
MOV
CLR
CMP
BNE
ADD
ADD
CMP
BNE
MOV
GETS$R
MOV
PUTSR
JMP
INC
MoV
CLR
MOV
ADD
ADD
CMP
BNE
JIMP
CMPB
BER
MoV
ADD
QIOWSS
CLOSES$
CLOSES$
EXIT$S
MOV
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SRTC

#ERORS , RO

#10.WLB,#5, ,,,,<RO,#50. >
#FDBUL

#FDBIZ

#ERORS , RO

#100. ,RO ,
#10.WLB,#5,,,,,<R0,#50.>
EXITA

#ERORS,RO

- #200. ,RO

#$10.WLB,#5,,,,,<R0O,#50. >
EXITA

#ERORS,RO

#250. ,RO
#10.WLB,#5,,,,,<RO,#50. >
EXITA :
#FDBIZ

#SCL, , , #100,#100,#1, , ,#SRTA, #69. ,#5
#1

#FDBRD, , 4 , 5 , ERORD

PAR

#’ % BUF

#FDBRD, , , ERRUA

#2,R1

RO

BUF (RO) ,SLGIZ (R1)

HOLD

#2,RO

#2,R1

#12,RO

SAME

SLG1Z,PDZ
#FDBUL , , ,POZ, ,ERRUB
PAR,SLGBUL+2
#FDBUL , , ,POZ, ,ERRUC
RDUA

PAR

#2,R1

RO

SLGIZ (R1) ,BUF (RO)

#2,RO

#2,R1

#12,R0

HOLA

REWR

#1E.EOF ,F.ERR (RO)

SRTD

#ERORS , RO

#150. ,RO
#10.WLB, #5, , ,, <RO, #50. >
#FDBUL

#FDBRD

#ERORS , RO




ERRUC:

ERORD:

SRTD:

DIOWSS
JMP
MOV
ADD
RIOWSS
JMP
mMov
ADD
RIDWSS
IMP
CLOSE®$
CLOSES
SPWN$S
WTSES$S
EXITS$S
.END

- 176 -~

#I10.WLB,#5,,,,,<RO,#50.>
EXITB

#ERORS, RO

#50. ,RO
#10.WLB,#5,,,,,<RO,#50.>

EXITB

#ERORS (RO

#250. ,RO

RI0.WLB, #5, 4,44 <ROH#30. 2

EXITB

#FDBUL -

#FDBRD
#SCL,,,#IOO,#IOO,#I,,,#SRTB,#bB.,#5

#1

START

. Univerzitet & Beogradi
Prirodno-matemaiicki Fakatelt
MATEMATICKI FARULTET
BIBLIOTEKA

Br Q,fmm.,.m EM,D‘}MW SIS o BN




FDBIO:

FDBWR:

SLG:

IMEIO:
A2:
Al=.-A2

A3=.-A4

B4:
B3=.-B4

Bé6:
BS=.-B6

ERORS:

TITLE
. IDENT

«MCALL
.MCALL
-MCALL
. ENABL

FSRSZ$

FDBDF $
FDRC%A
FDOP$A
FDBF $A

FDBDF$
FDATS$A
FDRC%A
FDOP$A
FDBF $A

-BLKB
.EVEN

. WORD
-ASCII

. EVEN
.ASCII

. EVEN
«ASCII

.EVEN

. WORD
.ASCII

.EVEN
.ASCII

- EVEN
.ASCII

.EVEN

.ASCII
.ASCII
.ASCII
~ASCII
.ASCII
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I1ZOGRAF . MAC
/LEPGOVIC MIRKO/

FDAT$A,FDBDF$,FDBF$A, FDRC$A ,FDOP$A, FSRSZ$
OPEN$M, OPEN$W, PUT$ ,GET$R, PUT$R,FINITS

CLOSE$,EXIT$S,0I0WsS

LC

60.

FD. INS'FD.RAN,SLG,24.

1,IMEIO, ,FO.MFY
,15360.

R.FIX,FD,CR,24.
FD. INS,SLG,24.
2, IMEWR, ,FO.WRT
, 15360.

24.

Al,A2,A3,A4,A5,A6
/DR1:z/

/5100,104¢/

- /MATRIX.S10/

B1,B2,B3,E4,B5,B6
/DR1z /

/8100,104¢/

/MATRIX.I10/

/Read error at
/Rewr error at
/Writ error at
/0Open error at
/Open error at

X%
X% %
X %%
* X%
* X%

DR1:%100,1044MATRIX.S10
DR1:%100, 1044MATRIX.S10
DR1:£100,104¢6MATRIX. I10
DR1:35100,1046MATRIX.S10
DR1:4100,1046MATRIX.I10

*H*/
*e%/
*%/
*Hn/
*un/

. s we



COD:

MTX:
MOl:
MO2:
MO3:
MO4:
MOS:
MOb:
MO7:
MO8:
MOP:
M10O:

GTX:
GO1:
GO2:
G03:
504:
GO5:
604
GO7:
G0O8:
G02:
G10:

LTX:
LO1:
LOZ2:
LO3:
LO4:
LOD:

LOG6: |

LO7:
L 08:
LO9:

DINX:
LVX:
CLV:

BUF =
HSL 2
ADR:

POZ:
FAR:
KEY:
CPY:

.BYTE
.BYTE
. BYTE
.BYTE
.BYTE
. BYTE
.BYTE

.BYTE

- WORD
.BLKB
. BLEB
. BLKB
. BLKB
.BLKB
.BLKB
. BLKB
.BLKB
.BLKB
.BLKB

. WORD
. BLKB
. BLKB
. BLKB
. BLKB
.BLKB
.BLKB
. BLKE
.BLKB
.BLKB
.BLKB

- WORD
. BLKE
.BLKE
. BLKB
-.BLKB
.BLKE
.BLKB
. BLKE
.BLKB
.BLEB

. BLEW
- BLEW
- BLEW

.BLEER
. BLEW
. BLKW

. WORD
. WORD
. WORD
- WORD
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0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,1,1
0,0,1,0,0,0,0,1,0,1,0,0,1,1,0,0,0,1,1,1
0,1,0,0,0,0,1,0,0,1,0,1,0,1,0,0,1,0,1,1
0,1,1,0,0,0,1,1,0,1,0,1,1,1,0,0,1,1,1,1
1,0,0,0,0,1,0,0,0,1,1,0,0,1,0,1,0,0,1,1
1,0,1,0,0,1,0,1,0,1,1,0,1,1,0,1,0,1,1,1
1,1,0,0,0,1,1,o,o,1,1,1,0,1,0,1,1,0,1,_1
1,1,1,0,0,1,1,1,0,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1

M01,M02,M03,M04,MOS,MO&,MO?,MOB,Moq,M1o
10. A
10.

10.

10.

10.

10.

10.

10.

10.

10.

GOI,602,603,504,605,606,80?,808,809,610
10.

10.

10.

10.

10.

10.

10.

10.

10.

10.

L01,LOE,L03,L04,LOS,LOb,LO?,LOB,LQ?
100.
100.
100.
100.
100.
100.
100.
100.
100.

10.
10.
10.

100.
12.
2




HLR:
HLC:
RDN:
NDG:
CHG:

OPEN:

RDIO:

HOLD:

RDIN:

PAIR:

CcOoDns:

DCOD:

ECOD:

. WORD
- WORD
« WORD
- WORD
- WORD

FINIT$
OPENS$M
OPEN$W
MOV
MoV
CLR
INC
GET$R

CMPB
BEQ
PUTS
CLR
MoV
ADD
CMP
BNE
MOV
CLR
INC
GET$R
CMPB
BEQ@
CMP
BEQ
MOV
JMP
cCALL
cALL
CLR
ST
BNE
MOV
CALL
cALL
CLR
CALL
CLR
JIMP
MOV
ASL
MOV
ADD
MOV
CLR
MOVB
sSuB
MUL
CLR
MOVE
INC
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#FDBI0,,,,,,EROIO
#FDBWR, , 4 5 » y EROWR

#HSL ,ADR
#SLG, ADR+2
FOZ

POZ

#FDBIO, , ,POZ, ,ERRIO

#/%,5L6

RDIO
#FDBWR, , , ERRWR
RO

SLG (RO) ,HSL (RO)

#2,RO
#30,R0
HOLD
POZ ,KEY
CPY

POZ

#FDBIO, , ,POZ, ,ERRIN

#%,5L6
RDIN

SLG+2 ,HSL+2
PAIR
KEY,POZ
RDIO

CODS

COPY

RO

cPY

SETP

#1 ,CPY
CODS

COPY

RO

CLRS

RO

SETP
CPY,RO

RO

ADR (RO) ,R4
#4 ,R4

#BUF ,R1

RO
(R4)+,R3
#101,R3
#5,R3

R2
COD(R3) , (R1)+
R3

.




COFY:

NEXT:

THAT:

LOOP:

NEWA:

CLRS:

MOVE:

LEVL:

ROWS:

SETF:

INC
CcMP
BNE
INC
cMpP
BNE
RTS
CLR
CLR
TST

BEG-
Y
CLR
JMP
MOV
CLR
CcMP
BEQ
Mav
INC
ADD
JMP
ADD
CMP
BNE
RTS
CLR
CLR
ADD
CMP
BNE
CLR
CLR
MOV
CLR
CLR
CMPB
BEQ
INC
CMPB
ENE
INC
INC
JMP
DEC
ASL
INC
ADD
INC
CMPB
BNE
RTS
CLR -
ADD
CMP
BNE

R2

#5,R2
ECOD

RO

#24 ,RO
DCOD

PC

RO

R3

CPY

THAT

GTX (RO) ,R1
R2

LOOP
MTX (RO) ,R1
R2

#5,R2
NEWA

BUF (R3) , (R1) +
R2 ‘
#2,R3
LLOOP

#2 ,RO
#24 ,RO
NEXT

PC

DNX (RO)
LVX (RO)
#2,R0
#24 ,RO
CLRS

RO

R1i

MTX (RO) ,RZ
R3

R4
R3,SLG
ROWS

R3

#1, (R2)+
LEVL

R4

LVX (RO)
LEVL

R4

R4

DNX (R4)
#2 ,RO

R1
R1,5LG
MOVE

PC

CLV (RO}
#2,RO
#24,RO
SETF
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SUBC:

SUBR:

NUMD:

ROWD:

CHGR:

ROWC s

coLC:

CHGA:

CLR
CLR
CALL
JMP
INC
MOV
SuB
MoV
CLR
ADD
MOV
CLR
CLR
CMPB
BEQ@
INC
CMPB
BNE
INC
JMP
cMP
BNE
INC
CMP
BNE
RTS
CLR
cMP
BEQ
CLR
Mov
MOV
CLR
MOV
MOV
MOV
INC
cmpP
BNE
CLR

- ASR

ASR
ASL
MOV
MoV
ADD
ADD
MOVB
MOVE
MOVB
ASR
INC
CMPB
BNE
Mov
Mov

PAR

RO

SUBC

CHGR

CLV (RO)
RO,R1
#2,R1
RO,R2

RDN

#2 R1

GTX (R1) ,R3
NDG

R4 }
R4,5L6
ROWD

R4

#1, (R +
NUMD

NDG

NUMD

NDG ,LVX (RO)
SUBR

RDN
RDN,CLV (RO)
SUBR

PC

CHG

R1,R2

CHGA

PAR

6TX (R1) ,R3
GTX (R2) ,R4
RS
(R3) ,— (5P)
(R4) , (R3)+
(SP)+, (R4) +
RS

#5,R5
ROWC

RS

R1

R2

RS

GTX (RS) ,R3

R3,R4
R1,R3
R2,R4
(R3) ,— (5P)
(R3) , (R3)
(SP)+, (R&)
RS

RS

RS,SLG
CoLC

GTX (RO) ,R3
MTX (RO) ,R4
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MOV RO,R1
ASR R1
INC R1
ADD R1,R3
ADD R1,R4
EQUI: CMPB (R3)+, (RA) +
BNE EQUL
INC R1
CMPB R1,5L6G
BNE EQUI
MoV LTX(RO) 4R3
CLR RS
HOLG: MoV GTX (RS) ,R1
CLR R2 .
HOLR: MOV (R1)+, (R3)+
INC RZ2
cMpP #5,R2
BNE HOLR
ADD #2,RO
CMP #24 ,RS
BNE HOLG
ADD 2,R0
ASK RO
INC RO
CMPB RO, SLG
BEQ® REWR
DEC RO
ASL RO
CALL SUBC
CHMP R1,R2
BNE FARS
JIMP CHBR
PARS: MOV #1,CHG
MOV #1,PAR
MOV R1,HLR
ASR R1
ASK R2
CLR . RS
JMP EQUA
REWR: MOVB #°%,5L6
FUTSR  #FDEIO,,,POZ,,ERREW
JMP  RDIN
EQUL: MOV R1,R2
MOV R3,RS
DEC RS
EQUC: INC K1
CMFPE (R3) , (RS)
BNE CMPN
INC R3
INC R4
JIMP EQUC
CMPN: CMPB (R3)+, (R4) +
BEQ EQUC
TST RO
BEQ ASLK

CLR RS




EQUA:

ASLR:

TETC:

CHGN:

CMPR:

BACK:

CMPL:

CMFD:

MOV
MOV
ADD
ADD
CMPR
BNE
ADD
CMP
BEQ
JMP
ASL
ASL
JMP
TST
BE@
CLR
CLR
JMP
MOV
MoV
mov
mMav
ADD
ADD
ADD
INC
CMPB
BEQ
INC
INC
CMPB
BEQR
CMPB
BER
CLR
JMP
mMav
CLR
CLR
CMF
BNE
INC
ADD
CMP
BNE
ADD
MOV
DEC
AsL
cHMP
BEQ®
T8T
BNE
MOV

suB |

Mav

GTX(RS) ,R3
R3,R4
R1,R3
RZ,R4
(R3), (R4)
TSTC
#2,RS

RO ,RS
ASLR
EQUA

R1

R2

CHGR

CHB

CHGN

RDN

RS

CMPL

GTX (RO} ,R3
MTX (RO) ,R2
R1,HLC
R3,R5
R1,R3
R1,R4
R2,R5

R1
R1,5LG .
BACK

R3

R4
(R3) , (RS)
CMPR
(R3) , (R4)
CMPR

" RS

EQUA
HLC, K1
RDN
RS
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LVX (RS3) ,LVX(RGQ)

CMPD

RDN

#2,RS

RS, RO

CMPL
CLV(RO) ,RDN
LVX (RO) ,RS
RS

RS
RDN, DNX (RS)
CMPX

PAR

PART

RO,RS

#2 RS

LTX (RS) ,R1




CcOPL.:

COFR:

FART:

CMPX:

CMPY:

CMFZ:

ERRIN:

RDEND:

ERREW:
ERRWR:

ERRIO:

CLR
MOV
CLR
MOV
INC
CMP
BNE
ADD
CMFP
BNE
cCALL
JMF
MOV
INC

MOV
ASL
CALL
JIMF
CLR
CLR
sSuUB
MOV
DEC
ASL
8T
BEQ
CLR
CLR
JMP
CMFP
BNE
JMP
CALL
CLR
CALL
JMF
CMFB
BER
MoV
RI0W$S
JMP
MOV
JMF
MOV
ADD
RIOWSS
JMpP
MOV
ADD
RIOWSS
JMP
CMFPB
BE®
Mov
QDI0OWS
JMP
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R2

BTX(R2) ,R3
RS

(R1)+, (R3)+
RS

#5,RS

COPR

#2 ,R2

#24 ,R2

COPL.

SUBC

FARS

CLV (RO) ,RDN
CLV (RO)

HLR,K1

R2

SUBR

PARS

PAR

CLV (RO)

#2,RO

LVX (RO) 4R5

RS

RS

RO

CMPY

RDN

RS

CMPL.

CLV (RO} ,DNX (RS)

CMPZ

RDIN

COPY

RO

SUBC

CHGR

#1E.EOF ,F.ERR (RO)

RDEND

#ERORS , RO

#10. WLE,#5, , 4 ,<RO,#50. >
EXIT

KEY,FOZ

RDIO

#ERORS , RO

#50. ,RO
#I0.WLE, #5, ,,,,<RO,#50. >
EXIT

#ERORS , RO

#100. ,RO

#I0. WLB #5, , 4, s CRO,#50. >
EXIT

#1E.EOF ,F.ERR (RO)

EXIT

#$ERORS , RO
#10.WLB,#5,,,,,4R0,#50. 7
EXIT ' .




EROIO:

EROWR:

EXIT:

MoV
ADD
QIOWSS
JMP
MOV
ADD
RIDWSS
JMP
CLOSES
CLOSES$
EXIT$S
-END
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#ERORS, RO
#150. ,RO
#10.WLB,#5,,,,,<R0,#50. >
EXIT

#ERORS , RO

#200. ,RO
#10.WLB,#5,,,,,{RO, #50. >
EXIT

#FDBIOD

#FDBWR

OPEN
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IDENTIFICATION DIVISION.
PROGRAM-1D. LISTGRAF.

AUTHOR.

MIRKO LEPOVIC.

ENVIRONMENT DIVISION.
INPUT-OUTPUT SECTION.

FILE-CONTROL.

GELECT DAT-1 ASSIGN TO “DRl:élOO,104CMATRIX.L10".
GELECT DAT-2 ASSIGN TO "DRI;%IOO,1046MATRIX.LST".

DATA DIVISION.
FILE SECTION.

FD DAT-1 LABEL RECORD IS STANDARD.
01 SLOG-1.

02 NUM-CVOR PIC X.

02 NUM-GRANA PIC X.

02 FILLER PIC XX.

0z MATRIX PIC X OCCURS Z0 TIMES.
FD DAT-2 LABEL RECORD IS STANDARD.
o1 RED PIC X(79).
WORK ING-STORAGE SECTION. )
01 - 1 FPIC 99.
01 J PIC 99.
(031 L PIC 99.
o1 SLOG—-2.

02 FILLER PIC XXX.

02 LIS—-RED PIC 999.

02 FILLER PIC X.

02 LIS-CVOR PIC 99.

02 FILLER PIC X.

02 LIS—-GRANA PIC 99.

02 FILLER PIC XXX.

02 LIS-ELEM PIC X OCCURS 60 TIMES.
01 FUN-COD PIC S999 COMP VALUE S51Z.
01 LUN-TI PIC S99 COMP VALUE 5.
01 EVENT-FLAG pPIC 599 COMP VALUE 1.
01 PROCES—WORD PIC S99 COMF VALUE O.
01 STATUS—WORD pIC 599 COMF VALUE O.
01 PAR.

02 ADRESA PIC S99 COMP.

02 NUM—CHAR FIC S99 COMF.

0z COD-RETURN FIC 599 COMP VALUE 13.

02 FILLER PIC X(&).
01 END-STATUS PIC §99 COMF VALUE O.
o1 POLJE-MATRIX. '

0?2 P—M FIC X(10) OCCURS 10 TIMES.
(531 MATRIX-POLJE REDEFINES POLJE-MATRIX.

02 M—F PIC X(5) OCCURS 20 TIMES.
o1 ROW-MATRIX.

02 R—M PIC X OCCURS 10 TIMES.
(031 CVOR-NUM PIC 99.
01 GRANA~-NUM FIC 99.
01 RED-SLOG PIC 999 VALUE ZERO.
01 RED-BROJ PIC 99.
01 FOLJE-CVOR FIC XX.

01

NASLOV-LISTE.
0z N-L PIC X OCCURS &0 TIMES.




.

01 NASLOV-NASLOV. .
02 N-N PIC X OCCURS 72 TIMES.
o1 ENCODE-MATRIX.
02 E-M PIC X(S5) DCCURS 32 TIMES.
o1 MATRIX—-ENCODE REDEFINES ENCODE-MATRIX PIC X(160).
01 SKOK PIC 9. ”
01 POLJE-SPACE PIC X(80) VALUE SPACE.
o1 COD-CHAR PIC S999 COMP.
01 CHAR-COD REDEF INES COD-CHAR PIC X.
01 ESCAPE PIC S999 COMP VALUE 27.
o1 ESC REDEF INES ESCAPE PIC X.
PROCEDURE DIVISION.
ABC.

STRING "0000000001000100001100100001010011000111"
*0100001001010100101101100011010111001111"
“1000010001100101001110100101011011010111"
“1100011001110101101111100111011111011111"
DELIMITED BY SIZE INTO MATRIX-ENCODE.

OPEN INPUT DAT—1 OUTPUT DAT-2.

DISPLAY ESC "<" ESC "(S" ESC "%0;7m" ESC "s2J"
WITH NDO ADVANCING.

DISPLAY ESC “"&131H" POLJE-SPACE ESC "5132H"
*Author : Mirko Lepovic"
WITH NDO ADVANCING.

DISPLAY ESC "&23;1H" ESC "#&6" " " ESC "&2;40H" " "

ESC "£0m" ESC “&2;10H" "Lista matrica susedstva"

WITH NO ADVANCING.

DISPLAY ESC "&7m" ESC "&3; 1H" POLJE-SPACE ESC "E3; 2H"

"Broj upisanih slogova : " RED-SLOG
ESC "%0m" WITH NO ADVANCING.
MOVE ALL "q" TO POLJE-SPACE.

DISPLAY ESC " (0" ESC “&5; 1H" POLJE-SPACE ESC "£35;1H" "1"

ESC "£5;17H" "w" ESC "&£5;80H" "k"
WITH NO ADVANCING.

DISPLAY ESC "&6j3 1H" "x" ESC "86317H" "x" ESC "E63BOH"

WITH NO ADVANCING.

DISPLAY ESC "&7;1H" POLJE-SPACE ESC "&731H" "m"
ESC "&7;17H" "v" ESC "&73;80H" "j" ESC " (g"
WITH NO ADVANCING.

MOVE SPACE TO NASLOV-LISTE.

DISFLAY ESC "£0;1;7m"ESC "&b6;2H" " Naslov liste i
ESC "%0m" ESC "&6;19H" WITH NO ADVANCING.

CALL "GETADR" USING ADRESA NASLOV-LISTE.

MOVE 60 TO NUM-CHAR.

le 1]

CALL “"WTQIO" USING FUN-COD LUN-TI EVENT-FLAG PROCES-WORD

STATUS-WORD PAR END-STATUS.
DISPLAY ESC "&8;1H" WITH ND ADVANCING.
MOVE ZERO TO I.
MOVE ZERO TO J.
Li.
COMPUTE I = I + 1.
IF N-L(I) NOT = SPACE MOVE I TO J.
IF I NOT = 60 GO 7O L1.
MOVE SPACE TO NASLOV-NASLOV.



L3.

L4.

Lb.
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COMPUTE I = (72 — &) / 2.
IF J = ZERO MOVE 1 TO J.
MOVE ZERO TO L.

COMPUTE L = L + 1.
COMPUTE 1 I + 1.
MOVE N-L (L) TO N-N(I).
IF L NOT = J B0 TO LZ.
MOVE ALL SPACES TO RED. ’ A

STRING " " NASLOV-NASLOV DELIMITED BY SIZE INTO RED.
WRITE RED AFTER PAGE. ‘
MOVE SPACES TO RED.

WRITE RED AFTER 2 LINES.
MOVE ALL "#" TO POLJE-CVOR.
MOVE 3 TO RED-BROJ.

non

READ DAT-1 AT END GO TO LY.

MOVE ZERO TO COD-CHAR.

MOVE NUM-CVOR TO CHAR-COD.

MOVE COD-CHAR TO CVOR—NUM.

MOVE NUM-GRANA TO CHAR-COD.

MOVE COD-CHAR TO GRANA-NUM.
COMPUTE GRANA-NUM = GRANA-NUM / 2.
MOVE ZERO TO I.

COMPUTE I =1 + 1.

MOVE MATRIX(I) TO CHAR-COD.
MOVE COD-CHAR TO L.

COMPUTE L = L — 64.

MOVE E-M(L) TO M-P(I}.

IF I NOT = 20 GO TO LA4.

MOVE ALL SPACES TO SLOG-2.
COMPUTE RED-SLOG = RED-SLOG + 1.
MOVE RED-SLOG 1O LIS-RED.
MOVE CVOR-NUM TO LIS-CVOR.
MOVE GRANA-NUM TO LIS—-GRANA.

IF CVOR-NUM NOT = FOLJE-CVOR MOVE CVOR-NUM TO POLJE-CVOR

MOVE 2 TO SKOK.

MOVE ZERO TO L.
MOVE 1 TO I.

COMPUTE 1 = I + 1.
MOVE P-M(I) TO ROW-MATRIX.
MOVE ZERO TO J.

COMPUTE J J + 1.
COMPUTE L = L + 1.
MOVE R-M(J) TO LIS-ELEM(L).
IF g NOT = ( I - 1) GO TO Lé&.
IF I NOT = CVOR-NUM COMPUTE L = L + 1
GO TO LS.
IF RED-BROJ NOT < 60 MOVE 1 TO SK.OK
MOVE ZERO TO RED-BROJ
WRITE RED FROM SLOG-2 AFTER PAGE ELSE
WRITE RED FROM SLOG-2 AFTER SKOK LINES.
COMPUTE RED-BROJ = RED-BROJ + SKOK.




L?Y.
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MOVE 1 TO SKOK. | ,

DIVIDE 100 INTO RED-SLOG GIVING I REMAINDER I.

IF I NOT = ZERO GO TO L3.

DISPLAY ESC "&7m" ESC nE3; 27H" RED-SLOG ESC "&0m"
ESC "&831H" WITH NO ADVANCING.

GO TO L3.

DISPLAY ESC "&7m" ESC "&3;27H" RED-SLOG ESC "&0m"
ESC "&8; 1H" WITH NO ADVANCING.

CLOSE DAT-1 DAT-2. .

STOP RUN.
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PROGRAM LAMDA

DIMENSION A (200) ,R(200)

LOGICAL *1 X(24)

INTEGER FILE

DATA FILE/1/
UPEN(UNIT=FILE,TYPE=’DLD’,NAME='DR1=§100,104éMATRIX.L10’,

1 RECDRDSIZE=24,RECDRDTYPE=’FIXED')

cC
] READ(FILE,IO,END=20)(X(I),I=1,24)
10 FORMAT (24A1) ' :
CcALL SUBL (N,X,A4R)
MV=1
CALL EIGEN(A,R,N,MV)
J=0
TYPE *,” '
DO 15 I=1,N
J=J+1
TYPE *,A(J)
15 CONTINUE
G0 TO S
20 CALL EXIT

END
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.TITLE LEPOVIC
. IDENT /MIRKO/
.6LOBL SUBL

COD: .BYTE 0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0
.BYTE 0,0,1,0,0,0,0,1,0,1,0
.BYTE 0,1,0,0,0,0,1,0,0,1,0
.BYTE 0,1,1,0,0,0,1,1,0,1,0
.BYTE 1,0,0,0,0,1,0,0,0,1,1
.BYTE  1,0,1,0,0,1,0,1,0,1,1
.BYTE 1,1,0,0,0,1,1,0,0,1,1
.BYTE 1,1,1,0,0,1,1,1,0,1,1
BUF: .BLKB  100.
ONE: .WORD  0,40200
SUBL:: MOV 4 (R5) 4RO
CLR 32 (RS)
MOVB ' (RO) ,22(RS)
ADD #4 ,RO
MOV #BUF ,R1
CLR R4
DCOD: MOVB (RO) +,R3
SUB #101,R3
MUL #5,R3
CLR R2
ECOD: MOVB COD(R3), (R1) +
INC R3
INC R2
CMP #5,R2
BNE ECOD
INC R4
cMP #24,R4
BNE DCOD
Mav &6 (RS) ,RO
MOV 10(RS) ,R1
CLR R2
CLRS: CLR (RO) +
CLR (ROY+
CLR (R1)+
CLR (R1)+
INC R2
CMP #200. ,R2
BNE CLRS
MoV 6 (RS) 4RO
CLR R1
LOOP: MOV K1,R3
MUL #12,R3
INC R1
CLR R2
FULL: MOVB BUF (R3) ,R4
ASL R4
MOV ONE (R4) , (RO) +

CLR

(RO +
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INC
INC
CHMP
BNE
CMP

" BNE

RTS
- END

R3

R2

R1,R2
FULL
R1,%2(RS)
LOOP

PC
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