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PREDGOVOR

Osnova za izradu ovog rada bila su saopstenja profesora dr Milana R. Tas-
koviéa: A new method for MIN - MAX theory (III godisnj sastanak IWAA, 9.
juna 1989. u Kuparima); New Convex Mimmax theory (IV godisnji sastanak
TWAA, 1.juna 1990. godine u Kuparima). Ve¢i deo rezultata izlbienih na tim
saopitenjima Taskovi¢ je objavio u radovima [1990],{1992],{1993b] 1 [1993c].

Pojedine delove ovog rada izlozili smo u okviru sledeéih saopstenja: Trans-
verzalne tacke i uopstene konveksne funkcije (FILOMAT ‘20, 28. septembra
1991. u Nisu); Nekonveksne minimaks teoreme (seminar iz primenjene matem-
atike. u Beogradu 7. aprila 1992.); Jedno uopStenje KKM principa 1 njegove
primene (FILOMAT ‘92. 9. oktobra 1992 u Nisu); Konveksnost 1 nepokretne
tacke (Matematicki institut SANU, 18. februara 1993.); Fazi skupovi u teoriji
igara (Matematicki institut SANU, 1. aprila 1993.); KKM preslikavanja 1 Saud-
erova hipoteza (Matematicki fakultet - Beograd. 9. maja 1995.); KKM pres-
likavanja. njihova uopstenja i primene (Prirodno Matematicki fakultet - Novi
Sad, 9. juna 1995.); O Sauderovoj hipotezi (Matematicki fakultet - Beograd.
9. januara 1996.); On the weakly admissibility on topological vector space and
its application in fixed point theory (II Matematicka konferencija - Pristina.
27. septembara 1996.); A new extension of Kakutani’s fixed point theorem
(4. simpozijum iz matematicke analize i njenih primena - Arandelovac.

29. maja 1997.): Mere nekompaktnosti (Filozofski fakultet - Nis, 5. maja 1998. ).
Neki od dobijenih rezultata objavljeni su u radovima [1992a}. [1992b]. [1993].
[1995]. [1996]. [1997] 1 [1998].
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Metode koris¢ene u dokazima teorema jednog dela ove teze primenjivah
smo prvi put u magistarskom radu: "Jedan ekvivalent Brauerove teoreme i nje-
gove primene u nelinearnoj analizi”, odbranjenom na Matematickom fakultetu
u Beogradu 16. decembra 1993. godine. Clanovi komisije dr Milan R. Taskovié,
dr Dusan D. Adamovié, dr Duro Kurepa i dr Vladimir Rakogevié pruzili su mi
veliku pomo¢ prilikom izrade tog rada. Njihove ideje i saveti duboko su utkani
u ovu tezu. Sa Zaljenjem podseam da akademik Duro Kurepa nije docekao
da vidi prakti¢no ostvarenje izvesnih svojih ideja, usled svoje tragitne smrti
septembra 1993. godine.

Delove ove teze protitali su dr Olga Hadzi¢, dr Ljilana Gaji¢, mr Branislav
Mijajlovi¢, mr Vladimir Gruji¢, mr Marina Milovanovié-Arandelovié i Nebojsa
Nikolié. Oni su mi ukazali na vise propusta i ﬁomogli prilikom njihovog otklan-
janja. U reSavanju problema tehnicke pripreme i obrade teksta veliku nesebicnu
pomo¢ su mi pruzili kolege Miroljub Andelkovié, diplomirani matemati¢ar i

Dragan Krstié, diplomirani inZenjer masinstva. |

Na kraju mi pfeostaje prijatna obaveza da se zahvalim mentoru rada dr

Milanu R. Taskoviéu i éla.novimz; komisije za pregled i odbranu, dr Ljubomiru

B. Ciri¢u i dr Vladimiru Rakoteviéu na korisnim savetima i sugestijama.




TUVOD

Nelinearna funkcionalna analiza je matematicka disciplina koja posled-
njih godina dozivljava buran razvoj. Njeni prapoteci su radovi iz varijacionog
raéﬁna Isaka Njutna, Jakoba Bernulija, Leonarda Ojlera, Zozefa Luja Lagranza,
Karla Fridriha Gausa i Gustava Lezena Dirihleta, zatim je sledio niz Poenkare-

ovih rezultata sa primenama u mehanici, da bi se klasican period nelinearne
analize zavrsio Bolovim rezultatima iz 1904. "Zadatak o brahistohroni” koji
je postavio Jakob Bernuli 1696. godine, obi¢no se uzima za pocetak varija-
cionog ratuna, pa prema tome 1 nelinearne funkcionalne analize. Medutim,
Bernulijevim razmatranjima prethodili su jedan Galilejev problem, kao i Fer-
maov princip geometrijske optike. Prema istrazivanjima Josifa Vukovica [1988],
jedan problem optimalnog upravljanja korektno je postavio i resio Isak Njutn
u svojim ”Principima prirodne filozofije”. Kratak istorijski pregled nastanka
varijacionog ratuna moze se naéi u radu Zorana Stokié¢a [1991]. Jedan od
najznacajnijih dogadaja u klasiénoj nelinearnoj analizi je predavanje Davida
Hilberta na medunarodnom kongresu matematicara u Parizu 1900. godine, u
kome je izlozio 23 najznatajnija neresena problema ondasnje materﬁatike, od
kojih 19, 20. i 23 pripadaju varijacionom racunu, pa prema tome i nelinearnoj
analizi.

Moderan period istrazivanja u nelinearnoj analizi zapoceo je 1920. godine.
kada je uopstavajuéi klasicnu Pikarovu teoremu o egzistenciji resenja diferenci-
jalnih jednagina. Stefan Banah u svojoj doktorskoj tezi dokazao poznati stav o

fiksnim tackama kontraktivnih preslikavanja. Banahova teza je objavljena dve
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godine kasnije u ¢asopisu Fundamenta Matematika. Prou¢avanje fiksnih tacaka
kontraktivnih preslikavanja je i danas jedna od najvaznijih oblasti nelinearne
analize.

Prvo tvrdenje koje je ekvivalentno Brauerovoj teoremi o fiksnim tadkama
iskazao je i dokazao Anri Poenkare 1883. godine, a sledeée Pirs Bol 1904. godine
(prvi jednodimenzionalni ekvivalent je poznata Bolcanova teorema o nulama
neprekidne funkcije dokazana 1817. godine). Brauer 1909. dokazuje stav o fik-
snim taCkama za slu¢aj trodimenzionog euklidskog prostora. 1910. Adamar
dokazuje odgovarajuée tvrdenje za proizvoljan konaénordimenzionalni prostor,
koriste¢i Kronekerov indeks, a isto tvrdenje dokazuje Brauer 1912. koristeéi
simplicijalnu aproksimaciju i pojam stepena preslikavanja. Detaljniji komen-
tari 0 odnosu Brauerovog i Bolovog rezultata mogu se naéi u ¢lanku Milorada
Bertolina [1972], kao i u monografijama Taskoviéa [1986] i [1993a].

Iako su Poenkare i Bol dali direktne primene svojih rezultata u teoriji dife-
rencijalnih jednatina, kao i u Nebeskoj (Poenkare), odnosno Analitickoj (Bol)
mehanici, dugo nijé bilo ozbiljnijih primena Brauerovog stava u Matematiékoj
analizi, izuzimajuéi jedan rezultat Saudera iz 1927. godine koji se odnosi na
egzistenciju reSenja eliptickih parcijalnih jednaéina. Do naglog preokreta dolazi
kada je DZon fon Nojman [1928] primenio Brauerovu teoremu, koja je veé
nasla siroke primene u Topologiji i Diferencijalnoj geometriji (teorija polja), u
dokazu egzistencije refenja matriénih iga;a sume nula u skupu kombinovanih
strategija. Ovaj rezultat, koji predstavlja osnovu klasicne teorije igara, naglo
Je povecao interes matemati¢ara razli¢itih specijalnosti za proucavanje primena
ove teoreme u razlicitim oblastima analize. Fon Nojmanova teorema je dozivela
brojna uopstenja od kojih je najpoznatije dokazao M. Sajon [1958].

Knaster, Kuratovski i Mazurkjevié [1929] daju jednostavan dokaz Brauer-
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ove teoreme, koji se danas prakticno moze nai u svakom udzbeniku topologije.
Koristeéi Spernerovu kombinatornu. lemu, oni najpre dokazuju stav o prese-
canju, poznatiji kao KKM lema, iz koga dobijaju dokaz teoreme. Moze se
pokazati da je KKM lema ekvivalentna sa Brauerovom teoremom. Intere-
santno je da tvrdenje 0 nepraznom preseku ostaje tatno i kada su svi skupovi
koji pokrivaju simpleks otvoreni! To su dokazali, 50 godina kasmje, verovatno
nezavisno jedan od drugog, korejski matemati¢ar Kim [1987] i tajvanski Sih
[1986]. Sihov rezultat je objavljen 1986. a Kimov 1987; medutim, oba rada
su predata za §tampu u prolece 1985. godine. Od mnogobrojnih uopstenja
KKM leme najznaéajnije je dokazao Ki Fan [1961]. Ta teorema je poznata kao
KKM princip i do danas je dobila mnogobrojne primene u razliGitim oblastima
nelinearne analize. Njihov detaljan pregled moze se naéi u poznatom ¢clanku
Marka Lasondea [1983]. U poslednjevdve decenije veliki broj radova je posvecen
prenosenju pojma konveksnosti na topoloske prostore koji ne moraju imati al
gebarsku strukturu. Na tim klasama prostora dobijena su razlitita uopstenja
KKM principa (Horv'at [1983] i [1991], Bardaro i Kepiteli [1988],...).

Sauder [1930] prenosi tvrdenje Brauerove teoreme sa konatno dimenzionih
(euklidskih) na beskona¢no dimenzione (normirane) prostore i daje nove pri-
mene U teoriji jednatina matematicke fizike. Tihonov [1935] pokazuje da odgo-
varajuéi stav o fiksnim tatkama vazi na lokalno konveksnim topoloskim vek-
torskim prostorima. Dalja uopstenja teoreme Tihonova dali su: Ki Fan [1964],
K. Zima [1977} (za slu¢aj metrizabilnih prostora), B. Zepecki [1979], O. Hadzi¢
[1981], A. Idzik [1988] i N. T. Nhu [1996]. Novi dokaz teoreme O. Hadzic [1981]
dat je u radu I. Arandeloviéa [1995]. Medutim, do danas je ostalo nerasvetljeno
pitanje, poznato kao Sauderova hipoteza: da i odgovarajuca teorema vaZi na

proizvoljnim Hausdorfovim topoloskim vektorskim prostorima?
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Matusov [1978] je dao dokaz Sauderove hipoteze za koji se kasnije is-

postavilo da je nekorektan. U poslednjih pet godina najznacajniji rezultati o
Sauderbvoj hipotezi, pored navedenih, objavljeni su u radovima: E. De Paskale
[1998], E. De Paskale, G. Trombeta i H. Veber [1993], N. T. Nhu i L. H. Tri
[1994]; 1 T. V. An, N. Nhuyj i L. H. Tri [1995)].

Japanski matematicar S. Kakutani [1941] uopétio je Brauerovu teoremu na
odozgo poluneprekidna viseznatna preslikavanja. Dalja prosirenja Kakutani-
jeve teoreme dobili su S. Eilenberg i D. Montgomeri [1946), F. H. Bohnenblust
i S. Karlin {1950], I. L. Gliksberg [1952], Ky Fan [1952], O. Hadzi¢ [1981] i
A. Idzik [1988].

Pored brojnih uopstenja, intenzivno su prougavani i mnogobrojni ekvi-
valent1 Brauerove tebreme. Najpoznatije éd njih formulisali su: Kakutani
[1941], Ki Fan [1952), [1961] i [1972], Hartman i Stampaija [1966] i Feliks
Brauder [1968].

Savremeni period u razvoju nelinearne analize karakterise grananje is-
traZivanja u razli€itim pravcima, 3to je delom podstaknuto potrebama me-
hanike, fizike 1 ekonomije. O velikom interesovanju za nelinearnu analizu na-
jbolje svedoti &injenica da je u poslednjih 50 godina objavljeno preko 15000
naucnih radova samo iz teorije nepokretne tacke i njenih primena, koja i danas
predstavlja najvazniju oblast u neﬁneamoj analizi. Detaljan pregled primena
metode nepokretne tatke moze se naéi u radu Kurepe [1991] i monografijama
Taskovica [1986], [1993a). U savremenoj nelinearnoj analizi sve veéu primenu
nalaze ‘homoloske metode Ciji se detaljan pregled moZe naéi u monografiji
Taskovi¢a [1993a). Elementaran pristup ovim metodama dat je u radovima
Branislava Mijajlovica [1990] i [1997].

Ovaj rad je podeljen u Sest glava. Prva od njih je posveéena‘deﬁni—
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ciji mere nekompaktnosti na ravnomernim (uniformnim) prostorima. Pojam
mere nekompaktnosti na metriékim prostorima uveden je u klasicnom radu
Kuratovskog [1930]. Ovaj pojaﬁ nasao je mnogobrojne primene u topologij,
teoriji operatora i nelinearnoj analizi. Pored mere nekompaktnosti Kuratovskog
uvedeno je jos nekoliko neekviw}alentnih definicija od kojih su neke date ak-

siomatski. Glavu pocinjemo sa izlaganjem osnovnih osobina mere nekom-
paktnosti na metrickim prostorima a nastavljamo prenosenjem nekih osobina

klasicnih mera nekompaktnosti (mere Kuratovskog 1 Hausdorfa) sa normiranth

prostora na metricke linearne prostore. Posle toga, uvodimo meru nekompakt-
nosti na pseudo metrickim prostoﬂma, a zatim dajemo definiciju pojma mere
nekompaktnosti na ravnomernim prostorima 1 ispitujemo njene osobine. Kao
§to se pojam ravnomernog prostora moze definisati na vise razlicitih nacina,
tako se i pojam mere nekompaktnosti na ovoj klasi prostora moze uvesti na
vige nacina. Mi smo izabrali jednu od moguénosti koja nam izgleda najprik-
Jadnija za primene. Posle toga dokazujemo stav o karakterizaciji kompletnih
ravnomernih prostoré. Glay‘u zavréavamo stavovima koji uopstavaju odgo-
* varajuce rezultate Horvata iz rada [1985]. Ti stavovi se odnose na postojanje
ekstremnih vrednosti i fiksnih tacaka.

U drugoj glavi se govorl o stavovima o presecanju KKM tipa. Prenosenje
klasi¢nog rezultata Knastera, Kuratovskog 1 Mazurkjeviéa sa euklidskih na ap-
straktne prostore je problem kojim se dosada bavilo vise autora. U ovoj gla.vi
dajemo vide teorema o presecanju zatvorenih 1 otvorenih skupova. U naSim
teoremama je uslov kontraktibilnosti zamenjen slabijim tépoloékim uslovom
trivijalnosti odgovarajuéih homotopskih grupa. Dobijeni rezultati uopstavaju
ranije rezultate Horvata [1983], [1984], [1987] i [1991], Canga i Zanga [1991] i

Canga i Maa [1992]. Njihovim primenama su posveene treta, cetvrta i peta
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glava.

U trecoj glavi su uopsteni izvesni fezultati o fiksnim tatkama koje je do-
bio Horvat u radu {1984]. U naSim rezultatima uspeli smo da oslabimo uslov
kontraktibilnosti. Kao posledicu dobijamo jedan stav o fiksnim tatkama koji
sadrzi, kao specijalne slutajeve, Brauerovu teoremu i njena uopstenja koja su
dali Sauder [1930], Tihonov [1935], Ki Fan [1964], Zima [1977], Zepecki [1979]
1 O. Hadzi¢ [1981].

Cetvrta glava je posvéena KKM preslikavanjima na topoloskim prostorima.
KKM preslikavanja su dosad dobila mnogobrojne primene u razli¢itim oblas-
tima nelinearne analize. Proutavanje daljih moguénosti za primenu preslika-
vanja ovog tipa dovode do potrebe za njihovim definisanjem na prostorima
koji ne poseduju algebarsku strukturu. Glavu poéinjemo uvodenjem pojma
parakonveksnih prostora a zatim pokazujemo da su definicije ranije razmatranih
klasa prostora koji su se pokazali pogodnim za definisanje KKM preslikavanja
(topoloski vektorski prostori, konveksni prostor - Lasonde [1983], konveksni
topoloski prostori - Komija [1981], pseudo konveksni prostori - Horvat [1983] i
H prostori - Bardaro i Kepiteli [1988]) specijalni slucajevi nase definicije. Dati
su i primeri iz kojih se vidi da se parakonveksni prostori ne uklapaju ni u jednu
od prethodnih definicija. Nasi osnovni rezultati u ovoj glavi su: lema IV.1,
koja daje dovoljne uslove za pripadanje klasi KKM preslikavanja; teorema V1.1,
koja uopstava teoreme Ki Fana [1961] i Bardara i Kepiteli [1988], teorema IV.2
koja je uopstenje Fan - Brauderove teoreme o fiksnim tackama viseznaénih
preslikavanja; minimaks nejedﬁa.kost koja uopstava rezultat Ki Fana [1972].
Pobolj$anja ranijih rezultata dobijena u ovoj glavi ne odnose se samo na domen
funkcija kod koga je oslabljen uslov kontraktibilnosti, veé i na uslove koje is-

punjavaju funkcije jer se umesto klasi¢ane konveksnosti u iskazima teorema
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koristi prosirena konveksnost koja je uvedena u radu Taskoviéa {1992]. Zatim
sledi jedan stav o fiksnim tackama visezna¢nih preslikavanja koji uopstava Fan
- Kakutanijevu teoremu i varijacioni princip koji je zajednicko uopstenje rezul-
tata koje su dali Hartman, Stampadija, Ki Fan, Kirk, Brauder, Gede, Mazur,
Sauder 1 Park.

U petoj glavi razmatrana su razlicita uopstenja stavova o presecanju fon
Nojmanovog tipa. Dobijeni rezultati su direktno primenjeni u dokazivanju
minimaks teorema i stavova o fiksnim tatkama viseznacnih preslikavanja.

Sesta glava je posvecena stavovima O nepokretnim tackama viseznacnih
preslikavanja. definisanim na dopustivim 1 slabodopustivim podskupovima to-

poloskih vektorskih prostora.
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I. MERE NEKOMPAKTNOSTI

1.0 Uvod

1.1 Mera nekompaktnosti Kuratovskog na metric¢kim linearnim prostorima
1.2 Hausdorfova merahekompaktnosi na metrickim linearnim prostorima
1.3 Istrateskuova mera nekompaktnosti 1 DaneSova nejednakost

1.4 Aksiomatsko definisanje mere nekompaktnosti na metrickim prostorima
1.5 Mere nekompaktnosti na pseudometrickim prostorima

1.6 Mera nekompaktnosti na ravnomernim prostorima

1.7 Jedna mera nekompaktnosti na ravnomernim prostorima i njena primena
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1.0 UVOD

U mnogim teoremama klasi¢ne i moderne matematicke analize vaznu ulogu
ima uslov kompakinosti, koji je cesto restriktivan za primene. Da bi se ta]
uslov oslabio, neophodno je na neki natin proceniti koliko se posmatrani skup
razlikuje od kompaktnog skupa. Taj problem se uspesno resava uvodenjem

pojma mere nekompakinosti.

Prva definicija mere nekompaktnost: na metrickim prostorima data je u
klasicnom radu Kuratovskog [1930]. Zbog teskoca koje se javljaju prilikom
konkretnog izra¢unavanja, kasnije je uvedeno jos nekoliko neekvivalentnih defi-
nicija. pri ¢emu novouvedene funkcije zacirZavaju osobine mere Kuratovskog.
Medutim u funkcionalnoj analizi javljaju se mnogobrojni primeri nemetrizabil-
nih prostora. Zbog toga smo prvu glavu posvetili definiciji mere nekompak-
tnosti na ravnomernim (uniformnim) prostorima. Pre toga moramo da raz-
motrimo jo§ neke osobine mere nekompaktnosti na metrickim linearnim pros-
torima, jer su se sva dosadasnja istraZivanja uglavnom ogranicavala na klasu
normiranih prostora. Zatim dajemo apstraktne definicije mere nekompakt-
nosti na klasama metrickih i pseudometrickih prostora. Date definicije obuh-
vataju. kao sto éemo videti, najvaznije dosad uvedene mere nekompaktnosti.
Koristeéi meru nekompaktnosti dajemo i novu karakterizaciju kompletnosti
pseudometrickih prostora. Posle toga uvodimo pojam apstraktne mere nekom-
paktnosti na ravnomernim prostorima ; izlazemo njene najvaznije osobine.

U prvom odeljku prenosimo osnovne osobine mere nekompaktnosti Kura-

tovskog. u drugom Hausdorfove a u trecem mere Istrateskua, sa normiranih
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na metricke linearne prostore. Pored toga se u drugom odeljku dokazuje da

je Hausdorfova mera nekompaktnosti jedini¢ne lopte u lokalno ogranitenim
linearnim prostorima jednaka jedinici. U nastavku treéeg odeljka se razmatra
Danesova nejednakost. Njenom primenom izra¢unavamo meru nekompaktnosti
Kuratovskog jedini¢ne kugle u 7 i L? prostorima za 0 < p < 1. U &etvrtom,
petom i Sestom odeljku dajemo definicije apstraktne mere nekompaktnosti na
metrickim, pseudometri¢kim i ravnomernim prostorima. Peti odeljak se nas-
tavlja resavanjem problema karakterizacije kompletnosti pseudometri¢kih pros-
tora. U Sestom odeljku se prenosi Kantorov stav na kompletne xjavnom.erne
prostore. Takode dajemo 1 uopstenja Vajerstrasovih teorema o egzistenciji ek-
stremnih vrednosti, u kojima se oslabljuje uslov kompaktnosti. Sedmi odeljak
je posvecen konstrukeiji jedne konkretne mere nekompaktnosti koja ispunjava
osobine koje zahtevaju aksiome date u Sestom odeljku. Odeljak zavrsavamo

ispitivanjem osobina 1 primenama novodefinisane funkcije.
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1.1 MERA NEKOMPAKTNOSTI KURATOVSKOG NA
METRICKIM LINEARNIM PROSTORIMA.

Kao 5to smo ve¢ napomenuli, meru nekompaktnosti na metrickim pros-
torima definisao je Kuratovski{1930]. Taj pojam je ubrzo nasao Siroke primene
u razli¢itim matematickim digciphnama: topologiji. teorlji operatora. nelin-
earnoj analizi i teoriji diferencijalnih jednacina (videti Banas i Goebel [1980]).
Medutim, prilikom konkretnog izratunavanja mere nekompaktnosti Kuratov-
skog. javljaju se teskoce koje su dovele do uvodenja novih definicija koje nisu
ekvivalentne sa prvobitnom. Kao 3to ¢emo videti, novodefinisane funkcije
zadrzavaju na;jvaZnije osobine funkcije Kuratovskog.

Sada éemo dati definiciju mere Kuratovskog. U daljem tekstu, sa P(X)
¢emo oznacavati partitivni skup skupa X, a sa diam(.) dijametar posmatranog

podskupa metrickog prostora.

DEFINICUA 1.1.1.. Neka je (X, d) metriéki prostor. Mera nekompaktnosti Ku-
ratovskog je preslikavanje o : P(X) — [0, o0}, definisano sa
n
alA) = inf{r >0]AC U Si, S; € X, diam(S;)<r1<i<n. n€&N},
i=]

za svaki A C X.

Neke vazne osobine prethodno definisane funkcije da¢emo u sledecem stavu

&ji je dokaz elementaran, pa ga zato izostavljamo (videti Banas i Goebel [1980]

ili Rakocevié [1994]).
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STAV 1.1.1. Neka je (X,d) pseudometricki prostor, A,B C X i a : P(X) —
[0, 00] mera nekompaktnosti. Tada je:

1) a(A) = oo ako i samo ako skup A nije ograniéen;

2) a(A) = a(4);

3) iz a(A) = 0 sledi da je A totalno ograniéen skup;

4)iz A C B sledi o(4) < o(B);

5) a(A|J B) = max{a(4), o(B)};

6) a(A(B) < min{a(4),«(B)}.

Slede¢i stav, koji je dokazao Kuratovski [1930], posebno je znatajan u
teoriji nepokretne tacke i nelinearnoj analizi. U nastavku glave da¢emo uop-

Stenje tog stava sa metrickih na ravnomerne prostore.

Stav 1.1.2. Neka Jje X kompletan metricki prostor. Ako je {Br}nen niz nje-
govih zatvorenih podskupova koji ispunjavaju sledeée uslove:

1) Bp+1 C B, zasvakon € N;

2) imp—0 a(B,) = 0,

tada je K = [, cn Bn neprazan kompaktan skup.

Zapazamo da je stav 1.1.2 uopstenje poznate Kantorove teoreme o umet-
nutim odsetcima.

Mera nekompaktnosti Kuratovskog dosada je najvise prou¢avana na klasi
normiranih prostora. Njene najvaznije osobine na toj klasi prostora dajemo
u sledecem stavu (za dokaz videti takode Banas i Goebel [1980] ili Rakogevié

[1994]). Sa conv éemo oznacavati konveksni omotat posmatranog skupa.

STAV 1.1.3. Neka su Q, Q; i Q ograniéeni podskupovi normiranog prostora
X, z € X i proizvoljan skalar. Tada je:
1) a(@ + @2) £ a(Q1) + a(Q2);
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2) a(z + Q) = a(Q);
3) a(8Q) = |8l(Q); '
4) a(conv(Q)) = a(Q).

Prenosenje osobina navedenih u prethodnom stavu na proizvoljne metricke
linearne prostore nije uvek moguce. Na primer, u L? prostorima, 0 < p <
1, mera nekompaktnosti Kuratovskog jedini¢ne kugle je jednaka 2 (8to ¢emo

kasnije pokazati u stavu 1.7.3) a njen konveksni omotaé je neogranicen skup.

Medutim, osobine 1) i 2) se prenose na metricke Linearne prostore (8to ¢emo
videti iz stava 1.1.4), a u stavu 1.1.5 se dokazuje da se osobina 3) moze uopstiti
na klasu lokalno ograni¢enih prostora.

Sada ¢cemo navesti osnovne ¢injenice iz teorije metrickih linearnih prostora
(videti Rolevi¢ [1972]).

Neka je X metricki linearan prostor. Tada postoji metrika d na X koja je
ekvivalentna sa izvornom metrikom na X, takva da funkcija ||| : X — [0, +00),
definisana sa |z|| = d(:c,O) ima sledele osobine:

1) |z|| = 0 ako i samo ako z = 0;

2) Jz] = | -zl

3) fz + yll < Jall + vl

4) 0 < a < B povladi |az|| < |Bz|.

Preslikavanje |.|| se naziva F—norma ili paranorma. Ako postoji broj p.
0 < p < 1, takav da je |tz|| = |t|P|z| za svaki skalar t i svaki z € X, onda
kazemo da je || p-norma a X p-normirani prostor.

Neka je X Hausdorfov topoloski vektorski prostor. Skup A € X je ograni-
¢en ako za svaku okolinu nule U, postoji skalar a, takav da je A C al’. Prostor

X je lokalno ogranicen ako u njegovoj topologiji postoji ograni¢ena okolina
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nule. Vazi sledece tvrdenje: topologki vektorski prostor X je lokalno ograni¢en
ako 1 samo éko Je metrizabilan 1 p-normiran.

Neka je (X, d) metricki prostor, z € X i r > 0. Sa B(z,r) oznatavaéemo
zatvorenu kuglu {y € X : d(z,y) < r}, a sa U(z,r) otvorenu kuglu {y € X :
d(z,y) <r}.

Sada prelazimo na izlaganje nasih rezultata.

STAv 1.1.4. Ako su Q, @, i Q; ograniéeni podskupovi proizvoljnog metriékog
linearnog prostora X iz € X, tada je:

1) (@1 + Q2) < o(Qr) + o(Q2);

2) ao(z+ Q) = Q).

=1

DOKAz: Neka je Q1 C UL, 4;i; diam(4;) < Q1)1 Q2 C Ui=1 Bjs
diam(B;) < a(Q,). Iz |

Qi +Q ¢ |J 4+ B

i=] j=1
i diam(A; + B;) < diam(A;) + diam(B;), sledi a(Q1 + Q1) < a(Q1) + a(Qs).
Iz 1) imamo a(z + Q) < a({z}) + a(Q) = a(Q), &to povlasi
(@) = o~z + 24 Q) < a(z+ Q). Odatle sledi a(z + Q) = a(Q).

STav 1.1.5. Ako je X lokalno ograniéen Hausdorfov topoloski vektorski pros-
tor, @ C X njegov ograniéen podskup, ||| p-norma na X i 8 proizvoljan skalar,

tada je
o(BQ) = |BlPa(Q).
DOKAZ: Nekaje f#0. Iz Q C UL, S; sledi Q C U™, AS;. Sada je
diam(f5;) = sup |B(z —y)|| =18 sup |(z —y)| = |B|Pdiam(S;)
z,y€S; z,y€Si
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odakle sledi a(8Q) < |BIPa(@Q). Posto je 7 fQ = Q, imamo

a(Q) < |81~Pa(BQ), pa je |BIPx(Q) < a(8Q). Odatle sledi a(fQ) = |BPa(Q).
Sada navodimo poznato tvrdenje Furija i Vignolija [1970] &iji se dokaz za-

sniva na topoloskom principu Ljusternika, Borsuka i Snirelmana. Detaljnije in-

formacije o tom principu, njegovim gkviva.lentima,i njhovim primenama mogu

se naéi u monografiji Taskovi¢ [1993a] i radu Taskovié [1993b)].

Stav 1.1.6. Ako je X beskonaéno dimenzionalni normiran prostor. onda je

o(B(0.1)) =2.

'Na$ naredni stav je proéirenje‘ stava 1.1.6 na beskonatno dimenzionalne
metricke linearne prostore. Za njegov dokaz nam je potrebna slede¢a lema.

koja je verzija klasi¢nog rezultata Borsuka, Ljusternika i Snirelmana.

LEMA 1.1.1. Neka je E, n-dimenzionalni metricki linearni prostor. ... F,
njegovi zatvoreni podskupovi 1 S77! = {z € Ey | |z)| = 1}. Ako je St71 C

U™, F; onda postoje = € Sr—1iie{l,..,n} takvidaz € Fi1—2 € F;.

Dokaz: Neka je ||| Euklidska norma na E, i "' = {z € E, | [lz|| = 1}.
Preslikavanje h : S?~! — S™7! definisano sa h(z) = 17y Je homeomorfizam
skupova S™~! 1§71 koji ispunjava uslov h(—z) = —h(z). Iz Sn=1 C UL, F,
sledi S™~! C UL h(F;). Iz teoreme Borsuka, Ljusternika 1 Snirelmana sledi
da postoje y € S™1 i1 € {1,..,n} takvi da y € h(F}) i —y € h(F}). Ako je
r=h1(y)= T;iﬂ’ ondaz € F;i—=z E.F,‘.

Interesantno je da tvrdenje prethodne leme vazi i za pokrivanja otvorenim
skupovima!
LEMA 1.1.1°. Neka je E, n-dimenzionalni metricki linearni prostor. Us..... Uy
njegovi otvoreni podskupovi i S71 = {z € E, | |z]| = 1}. Ako je Sn=1 C
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Ui, Ui onda postojez € Sp~' ii € {1,...,n}, takvidaz € U; i —z € U;.

DOKAZ: Svakoj tacki z € S™ ! mozemo pridruziti okolinu V, takvu da za
svako j € {1,...,n} iz z € U; sledi

z€V,CV,CU;

Familija skupova {V;}, csn-1 Obrazuje otvoreni pokrivat skupa SI~'. Iz kom-

paktnosti te sfere sledi da postoje z1,..., zx takvi da je

k
set e | Ve
=1
Familija skupova
Fj= U Vz;
z;€U;

ispunjava sledece uslove:

1) F} su zatvoreni skupovi;

2) Sy~ QUL Fy;

3) F; CU;.

Prema Lemi I1.1.1 iz 1) i 2) sledi da postoje z € SP~!i1i € {1,...,n}, takvi
daz € F;1 —z € F;. Odatle, 1z 3)sledidaz € U; i —z € U;.

STAv 1.1.7. Ako je X beskonaénodimenzionalni metriéki linearan prostor, i

B(0,1) njegova zatvorena jediniéna kugla, onda je

diam(B(0,1)) > a(B(0,1)) > inf |2z].

DoKAzZ: Zapazimo da je diam(B(0,1)) > a(B(0,1)). Ako je a(B(0,1)) <
s = inf|z= |2z||, onda postoje zatvoreni skupovi Fi,...,F,, C X, takvi da je

B(0,1) € UL,F;, i diam(F;) < s, 1 £ ¢ < n. Neka je {z;,...,2,} linearno
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nezavisan podskup od X. Tada je E, = lin{z1,...,2x} konatno dimenzionalni

potprostor od X 1

S ={z € Ba | o]l = 1) CULFiN ST

Iz Leme 1.1.1 sledi da postoje z € S*1i1 € {1,...,n}, takvi da je {z, -z} C

F.n$" . Iz d(z,—z) = |2z sledi diam(F}) > s, 5to je kontradikcija.

PoSLEDICA 1.1.1. Ako je X beskonatno-dimenzionalni lokalno ogranicen Ha-
usdorfov topoloski vektorski prostor, 2o € X, |.|| p-norma na X ir>0. onda
je

r9? < o B(zo,r)) < rdiam(B(0,1)).

DokAZ: Za r > 0 uslovi |zf| < 11 |r%x|l < r su ekvivalentni, to povlaci

B(0,r) = T%B(O,l){ Odatle imamo

o(B(zo,7)) = a(zo + B(0,r)) = «(B(0,r)) =

= o(r?B(0,1)) = ra(B(0,1)) > r2?

i diam(B(zo,7)) = diam(B(0,r)) = diam(r¥ B(0,1)) = rdiam(B(0,1)).

Prethodni stav nas dovodi do problema odredivanja dijametra jedini¢ne
kugle u metrickim linearnim prostorima. Ako prostor nije normiran, taj prob-
lem postaje prilicno komplikovan jer dijametrar kugle ne mora biti jednak ras-
tojanju izmedu algebarski dijametralno suprotnih tataka. Naravno, iz nejed-
nakosti trougla sledi da je u proizvoljnom metrickom prostoru diametar zatvo-
rene kugle manji ili jednak od dva polupretnika, ali ta vrednost ne mora uvek
biti dostignuta. U primerima 1.1.1 i 1.1.2 pokazaéemo kako se moze odrediti

dijametar jedini¢ne kugle lokalno ogranicenim prostorima £ i L? (0 <p < 1).
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PRIMER 1.1.1. U £ prostoru (0-<p< 1) je diam(B(0,1)) =2,

Dokaz: Posmatrajmo vektor z; = (1,0,0,...) i 2, = (0,—1,0,...). Ocigledno

je 'zl”l” = '1’2”(}’ 1 Iit] - :tzulp =2.
PRIMER 1.1.2. U L? prostoru (0 < p < 1) je diam(B(0,1)) = 2.

DoxAz: Posmatrajmo L? (0 < p < 1) prostor nad prostorom mere (X, 2, u),
gde je p regularna mera. Iz regularnosti sledi da postoji A € ) takav da je
p(A) = p(A°). Neka je

t=p(A)77.

Posmatrajmo funkcije:

t, zaz €A
0, zaze A€

f1($)={

fa(2) = {-()-’t, Z: i zjﬁ
Ocigledno je |z3]|1s = |Z2||1r 1 |21 — Z2]|1» = 2.

U narednim odeljcima ¢emo izloziti definiciju i osnovne osobine mera nek-
ompaktnosti Hausdorfa 1 Istrateskua. Koriste¢i te mere i Danesovu nejed-
nakost koja ih povezuje, pokazacemo da je mera nekompaktnosti Kuratovskog
jedini¢nih kugh u prostorima # 1 LP, 0 < p < 1, jednaka 2. Odgovarajuéi

rezultat za obe klase prostora u sluéaju p > 1 sledi iz stava 1.1.6.
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1.2. HAUSDORFOVA MERA N EKOMPAKTNOSTINA
METRICKIM LINEARNIM PROSTORIMA.

Sada éemo izloziti definiciju i osnovne osobine Hausdorfove mere nekom-

paktnosti.

Dermicna 1.9.1. Neka je (X, d) metriéki prostor. Hausdorfova mera nekom-
paktnosti je preslikavanje x : P(X ) — [0,00], definisano sa

x(Q) = inf{e >0 : Q ima konacnu £— mrezu u X }.
za svaki Q C X.

Hausdorfovu meru nekompaktnosti su definisali Goldestejn, Gohberg i
Markus [1957). Naziv je dobila po tome to je Hausdorfova mera nekompakt-
nosti proizvoljnog skupa jednaka Hausdorfovom rastojanju tog skupa od famil-
ije nepraznih kompaktnih skupova (posmatrane kao potprostora partitivnog
skupa u eksponencijalnoj topologiji). Ukoliko se u definiciji 1.2 zahteva da
tacke iz konaéne é— mreze pripadaju skupu @, dobija se definicaja unutrasnje
Hausdorfove mere nekompaktnosts koju oznacavamo sa x;.

Sve osobine mere nekompaktnosti Kuratovskog navedene u stavovima 1.1.1,
1.1.2i 1.1.3 prenose se na Hausdorfovu meru nekompaktnosti (videti Rakogevi¢
[1994]). Sada éemo preneti stavove 1.1.411.1.5 na Hausdorfovu meru nekom-
paktnosti. Rezultati koje dajemo uopétavaju tvrdenja dobijena za klasu #7
(0 < p) u radu I Jovanoviéa i V. Rakocevita [1994].

Stav 1.2.1. Ako su Q, Q; i Q2 ograniéeni podskupovi proizvoljnog metri¢kog

linearnog prostora X iz € X, onda je:
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1) x(Q1+ Q2) < x(@1)+ x(Q2);
2) x(z+ Q) = x(Q)-

DoKAz: Neka je § > 0 proizvoljan pozitivan realan broj. Posto je

Q1+ Q2 € | UB(=:i, x(Q1) + 6)+ B(y;, X(Q2) + 6)],

i=] j=1
iz z € Q1 + Q2 sledi da postoje z; € Q1 i 22 € Q2, takvi da je z = z; + 29,

d(z1,7i) < x(Q1)+0id(22,y;) < x(Q2)+6,zanekes,j (1<i<n;1<j<m).
Posto je
d(z,z; +y;) = d(21 + 22,2 + y;) = d(21 — 24,y — 22)
< d(z1 = 2,0) + d(22 — y;,0) = d(21, ;) + d(22, ;)
< x(@1) + x(Q2) + 26,
kad § — 0%, dobijamo x(Q1 + Q2) < x(Q1) + x(Q2)-
Iz 1) sledi x(z + Q) < x({z}) + x(Q) = x(Q), 8to povlati

x(Q) = x(—m-f z+@Q) < x(z+ Q). Prema tome je x(z+ Q) = x(Q).

Za dokaz narednog tvrdenja potrebna nam je sledeca lema:

LEMA 1.2.1. Ako je X lokalno ograni¢en Hausdorfov topoloski vektorski pros-
torir,s > 0, onda je

B(0,rs) = T%B(O,s),
zanekop, (0 <p<1).

Dokaz: Iz z € X i |z|| < s sledi r|z|] < rs, §to povlad lr%xn < rs za neko p

(0<p<l).

tor, @ C X njegov ogranicen podskup i a proizvoljan skalar, onda je

x(aQ) = |af’x(Q)
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zanekop0<p<l.

Doxaz: Nekaje a# 0. Iz Q C UL, {zi+B(0,x(Q))} sledi

aQ C U{am,-i—aB 0, x(@))} = U{amz +B(0, [alPx(@))}

sto poviagi x(e@) < aPx(Q). 12 a™aQ = @, sledi X(Q) < la| "x(eQ).
Prema tome je |a|?x(Q) < x(e@). Odatle sledi x(aQ) = lax(Q).
Sada dajemo stav o Hausdorfovoj meri nekompaktnosti jedini¢ne kugle u

jednoj klasi prostora.

sTAV 1.2.3. Ako je X beskonaéno-dimenzionalan lokalno ogranicen Hausdorfov

topoloski vektorski prostor i B(0,1) njegova jedinicna kugla, onda je

X(B(Ov 1)) =

Dokaz: Ogigledno je x(B(0,1)) < 1. Ako pretpostavimo da je x(B(0,1)) =
s < 1, onda postoji € > 0 takvo da je s+¢ < 1. Odatle sledi da postoji konacna

(s + ¢)-mreza skupa B(0,1). Neka su njeni elementi z1,...,Zn- Odatle sledi

B(0,1) € | J{z: + B(0, s+ )} = | J{z: + (s + )5 B0, 1)},

=1 =1

= x(B(0,1)) £ Joax x(z; + (s +6)%B(0,1))=
= X((s+€)* B(0,1)) = (s + )x(B(0,1)) = (s +&)s.
Iz s +¢ < 1sledi da je s = x(B(0,1)) = 0, sto povlaci da je B(0,1) to-

talno ogranicen, odakle sledi da je X konatno-dimenzionalni prostor, sto je

kontradikcija sa polaznom pretpostavkom.
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PosLEDICA 1.2.1. Ako je X beskonatno-dimenzionalan lokalno ogranicen Ha-

usdorfov topoloski vektorski prostor, zg € X.ir > 0, onda je
X(B(zo,7)) = .

DoKaz:

x(B(zo,7)) = x(z0 + B(0,7)) = x(B(0,r)) = x(r* B(0,1)) = rx(B(0,1)) = r.




1.3. ISTRATESKUOVA MERA NEKOMPAKTNOSTI
1 DANESOVA NEJEDNAKOST.

Pored navedenih, koristi se i Istrateskuova definicija mere nekompaktnosti.

DEFINICUA 1.3.1. Neka je (X, d) metricki prostor. Za AC X kazemo da je ¢-
diskretan ako je rastojanje bilo koja dva njegova elementa veée ili jednako od €.
Istrateskuova mera nekompaktnosti je preslikavanje I skupa svih ogranicenih
podskupova prostora X u skup realnih brojeva definisano sa

I(Q) = inf{e >0 : svaki e— diskretan podskup od Q je konacan}

za svaki ograni¢en () C X.

Kao §to vidimo iz narednih stavova Istrateskuova mera nekompaktnosti

ima sliéne osobine kao i prethodno razmatrane mere nekompaktnosti.

STav 1.3.1. Ako su Q, Q; i Q, ograniéeni podskupovi proizvoljnog metriékog

linearnog prostora X iz € X, tada je:
1) I(Q1 + Q2) £ I(Q1) + I(Q2);
9) Iz + Q) = 1(Q).

DoKAZ:
1) Neka je ¢ > 0 i neka niz {2;} obrazuje proizvoljnu
[1(Q1) + I(Q2) + €]-mrezu u skupu Q1 + Q2, pri Cemu je z; = Zi + Yi. gde je

z; € Q11 y; € Qy. Tada je za sve t # j:

Q1+ Q) — € < |z — zj|| <l — 23]l + lyi — yjll-
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Posmatrajmo proizvoljnu T(Q)—+ e-mrezu skupa {z;}. Ona je konaéna
1 prema tome, u okolini jednog od njenih tataka oznagidemo je sa z} mora
se nalaziti beskonaéno mnogo &lanova niza {z;}. Njih éemo oznatavati sa z!,
1=2,3,---. Svitlanoviniza {z}} ispunjavaju uslov |z} ~z}|| <T(Q;)+¢. Sada
opisani postupak primenjujemo na niz {z} } i tako konstrusemo niz {?}, zatim
konstruisemo nizove {z}}, {z?},... Neka je u; = z. Ogigledno je |u; — u;]| <
I(Q1)+¢. Odatle sledi da postoji podniz {v;} C {y:} koji obrazuje I(Q,+Q,)—
I(Q1)—2¢ mrezu skupa Q. Odatle sledi da je I(Q, +Q2)—I1(Q1)—2¢ < I(Q,),
za svako € > 0. Tvrdenje sada sledi iz proizvoljnosti broja ¢.
2) Iz 1) sledi I(z + Q) < I({z}) + I(Q) = I(Q), &to povlai

I(Q)=I(-z+z+Q) < I(z+ Q). Prema tome je I(z + Q) = I(Q).

U slu¢aju kada je X normiran tvrdenje 1) prethodnog stava je dokazala

Nina Jezarkova 1982. godine i tako potvrdno odgovorila na Danesovu hipotezu

iz rada [1972].

STAV 1.3.2. Ako je'X lokalno ograni¢en Hausdorfov topoloski vektorski pros-
tor, @ C X njegov ograniéen podskup, |.| p-norma na X i f proizvoljan skalar
tada je

1(6Q) = 18P1(Q).

DoKAZ: Neka je 8 # 0. Iz relacije

Bz — Byll = 181"z - ]|

sledi da svakom kona¢nom e— diskretan podskup od @ odgovara jedan konaéan
|B|Pe— diskretan podskup od AQ i da svakom konaénom |B[Pe— diskretnom
podskupu od BQ) odgovara jedan konatan e— diskretan podskup od Q, odakle
sledi da je 1(8Q) = |8]PI(Q).
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Vezu izmedu cetiri navedene mere nekompaktnosti daje nam Danesova

nejednakost (Danes [1972]).
Stav 1.3.3 - DANESOVA NEJEDNAKOST. Neka je (M, d) metricki prostor i
Q C M njegov ogranic¢en podskup. Tada je:

X(Q) £ x:(@) < I(Q) < o(Q) < 2x(Q)-

Sada izracunavamo Istrateskuovu meru nekompaktnosti jedinicne kugle u

¢? (0 < p < 1) prostoru.
Stav 1.3.4. U ¢ prostoru (0 <p<1)je I(B(Q,l)) =2.
DokAz: Iz Danesove nejednakosti i stava 1.10 sledi da je
I(B(0,1)) < 2x(B(0,1)) = 2. Neka je e; element prostora £F (0 < p < 1)
kome je i-ta koordinata jednaka 1 a ostale su 0. Ocigledno je d(e;.¢;) = 2
za 1 # j. Prema tome, skup {e;}ien je beskonacan i rastojanje svaka dva
njegova elementa je jednako 2, pa je prema tome I(B(0,1)) > 2, sto povlali
I(B(0,1)) = 2.
StAv 1.3.5. U £ prostoru (0 < p < 1) je a(B(0,1)) = 2.
DokAz: Prema Danesovoj nejednakosti je

I(B(0,1)) < a(B(0,1)) < 2x(B(0,1)).
. Tvrdenje stava sada direktno sledi iz stavova 1.2.3 1 1.3.4.
PosLEDICA 1.3.1. Akojezq € #? (0 <p<1)ir >0, ondajea(B(x¢.7)) =2r.
DOKAZ: Zar > 0 uslovi |z|| £ 11 |r%:c|] < r su ekvivalentni, §to povlaéi
B(0.r) = r? B(0.1). Odatle imamo

a(B(zg,7)) = a(zo + B(0,r)) = a(B(0,7)) =

= a(r7B(0,1)) = ra(B(0,1)) = 2r.
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STAv1.3.6. U.L? prostoru (0< p< 1) je I(B(0,1)) ==2.

Doxkaz: Iz Danesove nejednakosti i stava 1.10 sled; da je.
1(B(0,1)) < 2x(B(0,1)) = 2. Neka je {An}nen niz disjunktnih merljivih
podskupova mernog prostora nad kojim se posmatra L? prostor, takvih da A,

ima strogo pozitivnu meru za svaki n € N, a skup A = U,en konaénu meru.

Neka je

tn = p(An)77
Posmatrajmo funkcije:
tn, zaz €A,
Jnle) = {0, 287 € AC.

Octigledno je d(f;,j;) = 2zai # j i |fill = 1. Prema tome, skup {fi}ien je
beskonagan i rastojanje svaka dva njegova elementa je jednako 2, pa Je prema

tome I(B(0,1)) > 2, sto povlagi I(B(0,1)) = 2.
STAV 1.3.7. U L” prostoru (0 < p < 1) jea(B(0,1)) =2."
DOKAZ: Prema Da:neéovoj nejednakosti je

1(B(0,1)) < &(B(0,1)) < 2x(B(0,1)).
Tvrdenje stava sada direktno sledi iz stavova 1.2.3 i 1.3.6.

POsLEDICA 1.3.2. Akojezo € I? (0<p< 1)ir >0, onda je a(B(zo,7)) =
2r.

DokAz: Za r > 0 uslovi |z < 1 i |r%x|| < rsu eicviva.lentni, Sto povlaci

B(0,7) =¥ B(0,1). Odatle imamo

a(B(zo,7)) = a(zg + B(0,7)) = a(B(0,7)) =

='a(r%B(O, 1)) = ra(B(0,1)) = 2r.
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1.4. AKSIOMATSKO DEFINISANJE
MERE NEKOMPAKTNOSTI NA
METRICKIM PROSTORIMA.

Da bi se definicije mera nekompaktnosti razmatrane u prethodnim odelj-
cima objedinile napravljeno je viSe aksiomatskih pristupa ovom pojmu. Defini-
cija koju su dali Banas i Goebel [1980] vazi samo na normiranim prostorima.
Pored nje postoje i definicije Turniéija [1980], Pasickog [1979] i Rusa [1981]
(videti takode radove Rus [1983] i Marginean [1983]). Mi ¢emo se ovde opre-
deliti za jednu novu definiciju, koju smatramo najpogodnijom za primene u

matematicko) anahzi.

DEFINICA 1.4.1. Neka je (X,d) metricki prostor. Mera nekompaktnosti je
preslikavanje ¢ : P(X ) — [0, 0], koje ispunjava sledece uslove:

1) ¢(A) = oo ako i samo ako skup A nije ograniten;

2) p(A) = ¢(A);

3) ¢(A) = 0 ako i samo ako je A totalno ogranien skup;

4) iz A C B sledi ¢(A) < ¢(B);

5) Ako je {By}nen niz zatvorenih podskupova od X takvih da je Bnyy C
B, za svakon € N ilimp—co ¢(Bs) = 0, tada je K = [,y Bn neprazan

kompaktan skup.

Nasa definicija se razlkikuje od Rusove definicije u tome 3to je dodata
aksioma 1) koja nam omoguéuje da preko mere nekompaktnosti karakterisemo

ogranicene skupove.
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Iz dokazanih stavova sledi-da se dosad definisane mere nekompaktnosti

uklapaju unavedenu definiciju. Nas glavni zadatak u ovoj glavi je da prenesemo
‘pojam mere nekompaktnosti na ravnomerne topoloske prostore. Pre toga ¢emo
se podsetiti osnovnih ¢injenica o ravnomernim prostorima, a zatim ¢emo uvesti

pojam mere nekompaktnosti na pseudometriékim prostorima.
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15 MERE NEKOMPAKTNOSTI NA
PSEUDOMETRICKIM PROSTORIMA.

Ako je X neprazan skupid: X xX — [0, 00) preslikavanje koje ispunjava

uslove:

1) d(z,z) = 0;

2) d(z.y) = d(y, z);

3) d(z,y) <d(z.z)+d(z,y)
za svako z,y, z € X, onda se ureden par (X,d) naziva pseudometricks prostor.

Neka je (X,d) pseudometricki prostor. Pojmovi koji se uvode preko ra-
stojanja u teoriji metrickih prostora (dijametar skupa, Kosijev niz. komplet-
nost, ogranicen skup, totalno ogranicen skup,...) potpuno se analogno definisu1
na pseudometrickim prostorima. Na primer, dijametar skupa ¥ C X se definise
sa: diam(Y") = sup{d(y1,¥2) | v1,%2 €Y} Za 2,y € X kaZemo da suu relaciji
~ i piSemo z ~ y ako i samo ako je d(z,y) = 0. Jednostavno se pokazuje da
je ~ relacija ekvivalencije a njen koli¢nicki prostor X = X/ ~ metricki prostor
u odgovarajuéoj metrici. Elelement prostora X u koji se slika tatka ¢ € X pri
koli¢ni¢kom preslikavanju p: X — X oznatavaéemo sa Z, sliku skupa A C X
pri istom preslikavanju sa A, a metriku indukovanu koli¢nigkim preslikavanjem
sa d.

Kao 5to smo videli, postoje razlicite definicije pojma mere nekompaktnosti
na metrickim prostorima. Sve se one mogu direktno preneti na pseudometricke
prostore, zato §to ne zavise od separacionih osobina.

Mi ¢emo se ovde opredeliti za aksiomatsku definiciju iz prethodnog odeljka

1 prene¢emo je na pseudometricke prostore.
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DEFiNicua 1.5.1. Neka je (X7 d) pseudometriéki prostor. Méra nekompakt-
nosti je preslikavanje ¢ : P(X) — [0,00), koje ispunjava sledeée uslove: |

1) ¢(A) = oo ako i samo ako skup A nije ograniéen;

2) ¢(4) = ¢(4);

3) ¢(A) = 0 ako i samo ako je A totalno ogranicen skup;

4) iz A C B sledi ¢(A) < ¢(B);'

5) Ako je {By}nen-niz zatvorenih podskupova od X takvih da je B, C
B, za svakon € N ilimuoo ¢(Brn) = 0, tada je K = (nen Bn neprazan
kompaktan skup.

Naredni stav nam omoguéuje direktno prenosenje osobina mere nekom-

paktnosti sa metrickih na pseudometri¢ke prostore.

STAV 1.5.1. Neka je (X,d) pseudometricki prostor, AC X i ¢ : P(X) — [0, o0]
mera nekompaktnosti. Tada je:
#(A) = ¢*(A), gde je sa ¢* oznacena mera nekompaktnosti na prostoru

(X,d).

DoKAZ: Iz diam(A) = diam(A) sledi 1). F je zatvoren (totalno ogranicen)
skup u pseudometrickom prostoru (X, d) ako i samo ako je F' takav skup u
prostoru (X,d). Odatle dobijamo 2) 1 3). 4) sledi iz ekvivalencije: A C B ako
1 samo ako ACB.

Neka je (X, d) kompletan pseudometri¢ki prostori { B, }nen niz zatvorenih
podskupova od X, takvih da je Byyy C By zasvakon € N i limy—oc .c_,b(Bn) =
0. Onda je (X, d) kompletan metricki prostor i {Bn}nen niz zatvorenih pod-
skupova od X’, takvih da je Bn.,.l C B,zasvakon€ N i m,ymeo é(Bn) = 0.
Prema tome, A = ﬂne N B, je neprazan kompaktan skup. Odatle sledi da je

(nen Bn neprazan zatvoren totalno ogranicen skup, 3to povlaéi da je taj skup

.33




kompaktan.

1z narednog stava sledi da se problem ispitivanja kompletnosti pseudomet-
rickog prostora svodi na ispitivanje kompletnosti odgovarajuteg koli¢nickog

prostora.

STAV 1.5.2. Pseudometricki prostor (X,d) je kompletan ako 1 samo ako je

odgovarajuéi koliénick: prostor (X,d) kompletan.

DokAZ: Ako {z,} Koijev niz u prostoru X, onda je i odgovarajuci niz {2,} C
X Kosijev, jer je d(z;. z5) = J(:Zi,:ij) za svaka dva prirodna broja ¢ i j. Takode,
iz konvergencije jednog od tih nizova sledi konvergencija drugog.

Sada smo u moguénosti da, koristeéi prethodni stav, direktno dobijemo
sledeée tvrdenje o karakterizaciji kompletnosti pseudometrickih prostora 1z
odgovarajuéih tvrdenja za metricke prostore.

Naredna teorema sadri nekoliko karakterizacija kompletnosti pseudomet-

rickih prostora. Detaljniji prikaz rezultata ovog tipa za metricke prostore moze

se nadi u radovima M. Taskovi¢ [1984]; S. Park i B. Rouds [1986].

TEOREMA 1.5.1. Ako je (X,d) pseudometricki prostor, i ¢ mera nekompak-
tnosti na X koja ispunjava uslov diam(A) > ¢(A) za svaki A C X, onda su
sledeci uslovi ekvivalentni:

1) X je kompletan;

2) svaki niz {z,} C X koji ispunjava uslov S d(ZnyTay1) < oC jE
konvergentan;

3) svako kontraktivno preslikavanje ima bar jednu nepokretnu tacku:

4) svaki opadajuéi niz nepraznih zatvorenih skupova ¢iji niz dijametara

tezi ka nuli, ima neprazan presek dijametra jednakog nuli;
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5) presek svakog opadajuceg niza nepraznih zatvorenih skupova éji niz

mera -nekompaktnosti teZi ka auli je neprazan i kompaktan.

NAPOMENE: Ako je (X,d) metriéki prostor, onda:

- implikacija 1) == 3) sledi iz poznatog Banahovog stava o nepokretnoj
tacki;

- dokaz implikacije 3) => 1) mozZe se naéi u knjizi [1981] M. Taskovica
1 D. Arandelovica; - ekvivalenciju 1) <= 4) je dokazao Kuratovski [1930] i
ona predstavlja uopstenje poznatog Kantorovog stava o umetnutim odse¢cima;
njen dokaz se moze nacii u knjigama S. Aljanéi¢a [1968] strane 50-51 (stav 7)
i Kolmogdrov-Fomina [1957] strana 65 (teorema 1.);

- u radu Kuratovskog [1930] takode je dokazana i implikacija 1) = 5),
njen dokaz se moze nadi i u knjizi V. Rakogevi¢ [1994];

- dokaz ekvivalencije 1) <=> 2) moze se naéi u zbirci zadataka D. Aran-

delovica i M. Taskoviéa [1971] kao i u knjizi [1981] istih autora;

DoxkAz: Dokazi navedenih ekvivalencija i implikacija slede iz odgovarajuéih
tvrdenja za metricke prostore i stava 1.5.2, zato &o su svi navedeni uslovi
metricke prirode, a koli¢ni¢ko preslikavanje ¢éuva” rastojanje. Zapaziéemo da
u kompletnim pseudometri¢kim prostorima kontrakcije ne moraju imati jedin-
stvenu fiksnu tacku ali da je rastojanje izmedu bilo koje dve fiksne tacke jedne
kontrakcije jednako nuli. Takode zapa?amo da u pseudometriékom prostoru
neprazan skup ¢&iji je dijametar jednak nuli ne mora biti jednoclan. Preostaje
.nam da pokazemo da iz uslova 5) sledi 1) jer ta implikacija dosad, koliko je
nama poznato, nije dokazivana u matematickoj literaturi (poglédati 1storijsku
napomenu).

Neka pseudometricki prostor ispunjava uslov 5). Dovoljno je da pokaZemo
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da je onda ispunjen i uslov 4). Posto mera nekompaktnosti proizvoljnog skupa
nije veéa od njegovog dijametra, 1z uslova 5) sledi da je presek opadajuce famil-
ije zatvorenih podskupova datog pseudometrickog prostora, Ciji niz dijametara
tezi ka nuli, neprazan, jer mere nekompaktnosti tih skupova teze ka nuli. Da
je dijametar tog preseka jednak nuli sledi iz éinjenice da je on manji od svakog
¢lana nula-niza. |

ISTORIJSKA NAPOMENA: Na jednom od sastanaka Ljvovske sekcije poljskog
matematickog drustva odrzanom 18. januara 1930. godine Kuratovski je izlozio

jednu od najpoznatijih karakterizacija kompletnih metrickih prostora (metricki
prostor je kompletan ako i samo ako svaki opadajuéi niz zatvorenih nepraznih
skupova ¢iji niz dijametara tezi nuli ima jednoélan presek), uveo je pojam mere
nekompaktnosti (na metrickim prostorima) i dokazao da presek opadajuceg
niza nepraznih zatvorenih skupova, ¢iji niz mera nekompaktnosti tezi nuli, mora
biti neprazan i kompaktan. Rezultati saopsteni na tom predavanju objavljeni
su u radu Kuratovskog [1930] i mnogo puta su citiram u matematickoj liter-
aturi. Medutim, izgleda neverovatno da je jednostavna ¢injenica da se kom-
pletnost metrickih prostora moze karaktensati preko navedene teoreme o meri
nekompaktnosti promicala Kuratovskom, njegovim saradnicima i ulenicima
kao i svima koji su se kasnije bavili problemom kara.kteﬁzacije kompletnosti
metrickih prostora ili merama nekompaktnosti, sve do 11. juna 1992. godine
kada je profesor Vladimir Rakotevi¢ na seminaru katedre za realnu i funkcio-
nalnu analizu Matemati¢kog fakulteta u Beogradu odrzao predavanje o merama
nekompaktnosti, na kome je izloZio teoremu Kuratovskog. U diskusiji posle
predavanja profesor Dusan Adamovi¢ je postavio pitanje da li se ta teorema
mose iskoristiti za karakterizaciju kompletnosti metrickih prostora. Potvrdan

odgovor na profesorovo pitanje je dat u prethodnoj teoremi.
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1.6. MERA NEKOMPAKTNOSTI'NA
RAVNOMERNIM PROSTORIMA.

Postoje zna€ajni matematicki pojmovi u teoriji metrickih prostora koji
se ne mogu definisati na proizvoljnom topoloskom prostoru, zato §to nisu
topoloske invarijante. To su, na primer, kompletnost prostora, ravnomerna
nepekidnost funkcije, pojam Kosijevog niza,...

Klasu ravnomernih topoloskih prostora (mozda je pravilnije re¢i prostora
sa ravnomernom topologijom) - najopstiju na koju se svi navedeni pojmovi
mogu preneti, prvi je opisao A. Tihonov 1930. godine preko njihovih separa-
cionih svojstava kao kompletno regularne prostore. 1934. godine D. Kurepa
razmatra metricke prostore sa apstrakinim rastojanjem, tj. prostore u kojima
rastojanje izmedu tacaka ne méra biti realan broj. Zatim su usledile definicije
A. Vejla [1938], Efremovica [1951], Antonovskog, Boltjanskog i Sarimsakova
[1960] i B. Bajsanskog [1960]. Detaljni istorijski komentari mogu se nadi u
radu D. Kurepe [1992]. Klase prostora koje su uveli Kurepa i BajSanski su
nesto opstije od ostalih navedenih ali ne ispunjavaju, u najopstijem slu¢aju, sve
uslove koji se zahtevaju od njih. Preostale navedene definicije su ekvivalentne
i, kao §to je primetio B. Bajsanski [1960], razlike izmedu njih su uglavnom
terminoloske prirode.

Mi éemo usvojiti naziv ravnomeran prostor koji potice od A. Vejla. On
je pokazao da je topoloski prostor ravnomeran ako i samo ako se njegova

topologija moze definisati preko familije pseudometrika i dokazao da topoloske
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grupe i kompaktni prostori pripadaju ovoj klasi prostora. Dokazi navedemh
¢injenica mogu se naci u monografiji Kejlija [1975].
Sada mozemo definisati meru nekompaktnosti na proizvoljnom ravnomer-
nom prostoru i prouiti njene osobine koje ée nam biti potrebne u daljem radu.
Postoje razlicite definicije pojma mere nekompaktnosti na topoloskim vek-

torskim prostorima. Medutim, nijedna od njih se ne moze direktno preneti na
ravnomerne prostore na nain koji zahtevaju nase potrebe. Misljenja smo da

svaka mera nekompaktnosti mora da ima osobine koje se zahtevaju u definiciji

14.

DEFINICIJA 1.6.1. Neka je X ravnomeran prostor. Mera nekompaktnosti na
X je preslikavanje ¢ : P(X) — [0, 0] koje ispunjava sledece uslove:

1) ¢(A) = oo ako i samo ako skup A nije ogranicen;

2) ¢(4) = ¢(A);

3) iz ¢(A) = 0 sledi da je A totalno ograniéen skup;

4) iz A C B sledi ¢(A) < ¢(B);

5) Ako je {Bn}nen niz zatvorenih podskupova od X takvih da je Brt1 C
B, za svakon € N ilimpneo ¢(Bn) = 0, tada je K = (\,en Bn neprazan

kompaktan skup.

Zapazamo da smo uspeli da damo definiciju mere nekompaktnosti na uni-
formnim prostorima koja je analogna definicijama koje vaze na pseudometri-
¢kim i metrickim prostorima. Objasnjenje te analogije moZe se na¢i u radu
Kurepe [1937).

Definiciju Kanioka [1990] ne moZzemo koristiti na prostorima bez odgo-
varajuée algebarske strukture. Definicija de Paskalea, Trombete i Vebera [1993)

nije odgovarajuca jer mera nekompaktosti uzima vrednosti u partitivnom skupu
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skupa pozitivnih realnih brojeva, sto je po nasem miéljenju-nepotrébno,jerﬂ:ao
‘§to ¢emo videti u odeljku 1.7, moze se konstruisati Tunkcija koja ima realne

vrednosti i ispunjava uslove 1) - 5).

TEOREMA 1.6.1. Neka je (X,d) kompletan ravnomeran prostor i ¢ mera ne-
kompaktnosti na X. Tada je

<EL
jeJ
za svaku familiju {G; | j € J} zatvorenih podskupova od X koja:

1) ima svojstvo konaénog preseka;

2) za svakot > 0 postoji konatan skup A C J, takav da je ¢([,c 4 G;j) < t.

DOKAZ: Za svako n € {1,2‘,...} postoji konacan skup F(n) C J takav da je

¢(Njer(n) Gi) < 7. Definisimo niz skupova Bn, na sledeéi natin:

B = () G@)iBrtr = B[ ) [] Gi)i

JEF(1) JEF(n+1)
Zbog svojstva konagnog preseka, B, je neprazan skup za svako n € {1,2, b
Pored toga je ¢(Bn) < <. Preostali uslovi teoreme 1.2: zatvorenost skupova
"Bn i Bpy1 € B, trivijalno su ispunjeni. Sada iz teoreme 1.2 sledi da je
K = (),en Bn neprazan kompaktan skup. Za svaki konaéni skup F' C J
je Crn = (Njer GiNBn) # ¥ za svaki prirodan broj n. Niz {CFn}nen
takode ispunjava uslove teoreme IL1, pa je [,y CF,n neprazan podskup od
K. Odatle sledi da je ((;er G;)( K neprazan skup za svaki konacni skup
F C J. Kako familija zatvorenih skupova {G; (| K} jes ima svojstvo konacnog
preseka, iz kompaktnosti skupa K sledi (;c ;(Gj (1K) # 0, pa je, prema tome,
Njes G5 #0.

Prethodna teorema je uopitenje jednog rezultata Sarla Horvata [1983).

Moze se bez problema pokazati da je nje ; G; kompaktan, jer je zatvoren
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(presek zatvorenth skupova) i totalno ograniten (njegova mera nekompaktnost:
je jednaka nuli). Naredni stav takode daje jednu karakterizaciju kompletnih
ravnomernih prostora. On uopstava karakterizaciju datu u Kejli [1975] - teo-

rema 6.23 i sadrzi jedan Tezultat S. Horvata [1985] koji je dokazan za metricke

prostore.

grav 1.6.1. Neka je (X,d) kompletan ravnomeran prostor 1 ¢ mera nekom-

paktnosti na X. Tada je
Gi+0
jeJ
za svaku familiju {G; | j € J} zatvorenih podskupova od X koja:

1) ima svojstvo konacnog preseka;

2) za svako t > 0 postoji j € J, takav da je ¢(G;) < 1.

Navedeni stav je direktna posledica prethodne teoreme i njegov dokaz
necemo navoditl.

Ovo poglavlje nastavljamo sa dve primene u dokazima egzistencije ek-
stremnih vrednosti funkcije, koje uopstavaju poznate Vajerstrasove stavove.

Neka je f: X — R, gde je X proizvoljan topoloski prostor. Funkcija f

je poluneprekidna odozgo u tacki zo € X ako je ispunjen uslov:

km sup f(z) < f(zo)-

Z—+Zo

f je poluneprekidna odozgo na skupu A C X ako je poluneprekidna odozgo u
svakoj tacki skupa A. Ako f : X — R, poznato je da je f poluneprekidna
odozgo na X ako i samo ako je skup {z € X : f(z) < r} otvoren za svako
r € R. Poznata teorema kaze da, ako je X kompaktan topoloski prostor 1
funkcija f : X — R poluneprekidna odozgo na X, onda f ima maksimum.
U narednom tvrdenju iskaz te teoreme prenosimo na kompletne ravnomerne

prostore.
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TEOREMA 1:62. Neka je X kompletan ravnomeran prostorif : X — R
odozgo poluneprekidna funkcija, takva Ha Jje

if dlyeX 1@< fmh =0
Tada f dostize svoj maksimum na skupu X.

DoxAz: Posmatrajmo familiju skupova {G,},ex definisanu sa G, = {y €
X : f(z) £ f(y)}. Kako ta familija ispunjava sve uslove stava 1.6.1 presek
svih njenih ¢lanova je neprazan, pa prema tome, postoji g € X koji pripada
svim skupovima iz {G;},ex. Odatle sledi da je za svaki z € X ispunjen uslov
f(z) £ f(z0), pa prema tome f dostize maksimum u z,.

Neka je f : X ——) R, gde je X proizvoljan topoloski prostor. Funkcija f

je poluneprekidna odozdo u tacki zo € X ako je ispunjen uslov:

liminf f(z) > f(zo).

ZX—=Zo

Funkcija f je poluneprekidna odozdo na skupu A C X ako je poluneprekidna
odozdo u svakoj tacki skupa A. f je poluneprekidna odozdo na X ako i samo
ako je skup {z € X : f(z) > r} otvoren za svako r € R. Ako je X kompaktan
topoloski prostor i f : X — R, poznata teorema kaze da, ako je funkcija f
poluneprekidna odozdo na X, onda f ima minimum. U narednom tvrdenju

iskaz te teoreme prenosimo na kompletne ravnomerne prostore.

TEOREMA 1.6.3. Neka je X kompletan ravnomeran prostor i f : X — X
odozdo poluneprekidna funkcija, takva da je

inf d({fy € X | f(v) < f(2)}) =0.

Tada f dostiZe svoj minimum na skupu X.

DoKAZ: Posmatrajmo familiju skupova {G,.};ex definisanu sa
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G, = {y € X : f(z) 2 f(y)}. Kako ta familija ispunjava sve uslove stava
1.6.1, presek svih njenih ¢lanova je neprazan, pa prema tome postoji zg € X
koji pripada svim skupovima iz {G;}zex- Odatle sledi da je za svaki £ € X

ispunjen uslov f(z) > f(zo), pa prema tome f dostize maksimum u z.
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1.7. JEDNA MERA NEKOMPAKTNOSTI
NA RAVNOMERNIM PROSTORIMA
I NJENE PRIMENE.

Sada ¢emo pokazati kako se na prizvoljnom ravnomernom prostoru moze

konstruisati jedna mera nekompaktnosti.

DEFINICUA 1.7.1. Neka je X ravnomeran prostor i {d;|¢ € I} familija pse-
udometrika koje definiSu topologiju na X. Neka je funkcija ® : X — [0, 00]
definisana sa

®(K) = sup @;(K)
il

za svako K C X, gde je {®;}ie; familija mera nekompaktnosti na pseu-
dometrickim prostorima (X,d;), koje ispunjavaju uslov diam(A) > ®;(4) za
svakii € I isvaki A C X. |

Definisana funkcija je uopstenje mere nekompaktnosti Kuratovskog. Slki-

¢nim postupkom mogu se uopstiti i ostale definicije. Neke elementarne osobine

prethodno definisane funkcije daéemo u sledeéem stavu.

STAV 1.7.1. Neka je X ravnomeran prostor, {d;|i € I} familija pseudometrika
koje defini$u topologijuna X, A,BC X i® : P(X) — [0, 00) mera nekompak-
tnosti. Tada je:

1) ¥(A) = &(4);

2) ®(A) = 0 ako i samo ako je A totalno ogranicen skup;

3)iz A C B sledi (A) < ®(B);

4) (AU B) = max{®(4), ®(B)};
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5) ®(A(B) < min{2(4), ¥(B)};
6) ®(A) > ®;(A) zasver € L.
Dokaz: Tvrdenje 6) je direktna posledica definicije 1.7.1 Dokazi tvrdenja 1),
2), 4) i 5) slede direktno iz definicije 1.7.1 i stava 1.5.1. Sada ¢emo dokazati
tvrdenje 3). Oznaéimo sa ®; meru nekompaktnosti na pseudometrickom pros-
toru (X.d;). Ako je ®(A) = 0, onda je prema tvrdenju 2) i ®(A) = 0, odakle iz
“tvrdenja 6) sledi ®;(4) = 0 za svako i € I. Prema tome, skup A je kompaktan
u topologiji prostora (X, d;) za svako i € I, jer je zatvoren i totalno ogranicen
(stav 1.5.1), odakle sledi i da je skup A kompaktan (videti Kejhi [1973]). Na
kraju dobijamo da je skup A totalno ogranicen jer je podskup kompaktnog
skupa.
STAv 1.7.2. Neka je X kompletan ravnomeran prostor. Ako je {Bn}nen niz
njegovih zatvorenih podskupova koji ispunjavaju sledece uslove:
1) Bpy1 € B, za svakon € N;
2) imp—c ®(Bn) = 0,
tada je K = [),en Bn neprazan kompaktan skup.
DokAz: Neka je {d;|i € I} familija pseudometrika koje definiSu topologiju na
X. Iz kompletnosti prostora X sledi da su i prostori (X, d;) kompletni za svako
; € I. Oznaéimo sa ®; meru nekompaktnosti na pseudometrickom prostoru
(X,d;). Iz tvrdenja 6) stava 1.7.1 sledi da je lim, .o ®:;(B») = 0 pa je, prema
tome, skup A neprazan i kompaktan u topologiji prostora (X,d;) za svako
i € I. Odatle sledi da je K kompaktan i u topologiji prostora X.

Iz stavova 1.7.1 i 1.7.2 direktno sled: slede¢a teorema.

TEOREMA 1.7.1. Ako je X ravnomeran prostor, onda je ® jedna mera nekom-

paktnosti na X.




Sada éemo izloZiti nekoliko stavova o karakterizaciji kompletnih ravno-

Tnernih prostora.

STAVI73. Ako je (X,d) ravnomeran prostor i {d;|i € I} familija pseudomet-
rika koje definiSu topologiju na X, onda su sledeci uslovi ekvivalentni:

1) X je kompletan;

2) presek svakog opadajuceg niza nepraznih zatvorenih skupova Ciji niz

mera nekompaktnosti tezi ka nuli je neprazan i kompaktan.

Dokaz: Implikacija 1) = 2) dokazana je u teoremi 1.7.1. Ako je ispunjen
uslov 2), onda ¢e on vaziti i na svim prostorima oblika (X, d;) i € I, pa su,
prema tome, svi ti prostori kompletni. Kompletnost prostora X sada sledi iz
poznatog stava Kejlija [1975).

Za datu familiju skupova kazemo da ima svojstvo konaénog preseka ako
Je presek svake njene konaine neprazne podfamilije neprazan. U narednim
stavovima dademo karakterizacije kompletnosti koristeéi meru nekompaktnosti
1 svojstvo konatnog preseka. Naredni stavovi prirodno uopstavaju poznati ek-
vivalent definicije kompaktnosti topoloskih prostora koji kaze da je topoloski
prostor kompaktan ako i samo ako svaka familija njegovih zatvorenih pod-

skupova koja ima svojstvo konaZnog preseka, ima neprazan presek.

STAV 1.7.4. Neka je (X, d) ravnomeran prostori {d;|; € I} familija pseudomet-
rika koje definiSu topologiju na X. Tada je prostor X kompletan ako i samo
ako je ispunjen uslov (\;c; G; # @ za svaku familiju {G; | j € J} zatvorenih
podskupova od X koja:

1) ima svojstvo konaénog preseka;

2)zasvakot > 0 postoji konacan skup A C J, takav da je (.4 Gj) < t.
DoxAz: Pretpostavimo da je prostor X kompletan. Za svako n € {1,2,...}
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postoji konatan skup F(n) C J takav da je &(jer(n) G;) < L. Definisimo
niz skupova B, na sledeéi nagin:
By = [) Gla)iBanr = Ba[ [] Gidi
JEF(1) JEF(n+1)

Zbog svojstva konacnog preseka, B,, je neprazan skup za svako n € {1,2,..}.

Pored toga je @(Bn) < ;11- Preostali uslovi stava 1.7.3: zatvorenost skupova
B, i Buy1 C B, trivijalno su ispunjeni. Sada iz stava 1.7.3 sledi da je
K = (\nen Brn neprazan kompaktan skup. Za svaki konatni skup F C J
je Crn = (N;erGi1Bn) # 0 za svaki prirodan broj n. Niz {CF.n}nen

takode ispunjava uslove teoreme IL.1, pa je Naen CF,n neprazan podskup od
K. Odatle sledi da je (N;epG;) (| A neprazan skup za svaki konacni skup
F C J. Kako familija zatvorenih skupova {G;[] K} e ima svojstvo konaénog
preseka, iz kompaktnosti skupa K sledi ()¢ ;(G; N K) # 0, pa je prema tome
NiesGi#0-

Sada dokazujemo obrnutu implikaciju. Predpostavimo da za svaku famil-
iju {G;};es zatvorenih podskupova od X, koja ispunjava uslove teoreme, vazi
ﬂjE ;G;j # 0. Posmatrajmo proizvoljan opadajuéi niz zatvorenih skupova ¢iji
niz mera nekompaktnosti tezi nuli. Takav niz ocigledno ispunjava uslove teo-
reme, pa je, prema pretpostavci, presek njegovih tlanova neprazan. Sada kom-

pletnost prostora X sledi direktno iz stava 1.7.3.

Prethodni stav je uopstenje jednog rezultata Sarla Horvata [1983]. Moze
se bez problema pokazati da je () i€ ;G; kompaktan, jer je zatvoren (pre-
sek zatvorenih skupova) i totalno ogranien (njegova mera nekompaktnosti
je jednaka nuli). Naredni stav takode daje jednu karakterizaciju kompletnih
ravnomernih prostora. On uopstava karakterizaciju datu u Kejh [1975] - teo-

rema 6.23 i sadrzi jedan rezultat S. Horvata [1985] koji je dokazan za metricke
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prostore.

:STAVI75. Nekaje(X,d) ravnomeran prostor i {d;|i € T} familija pseudomet-
rika koje definisu topologiju na X. Tada je X kompletan ako i samo ako
Jje ispunjen uslov (\;c;G; # 0 za svaku familiju {G; | j € J} zatvorenih
podskupova od X koja:

1) ima svo jstvo konacnog preseka;

2) za svako t > 0 postoji j € J takav da je ®(G;) < t.

Navedeni stav je direktna posledica prethodnog i njegov dokaz neéemo
navoditi.

Sledeéi stav o fiksnim tatkama je uopstenje Horvatovog rezultata [1985).

STAV 1.7.6. Neka je X kompletan ravnomeran Hausdorfov prostor, {d;|i € I}
familija pseudometrika koje definisu topologijuna X i ® : P(X) — [0,00) mera
nekompaktnosti. Ako funkcija g : X — X ispunjava uslove:

1) funkcja = — sup,c; di(z, g(z)) je poluneprekidna odozdo;

2) infrex supier di(z, 9(z)) = 0;

3)infzex ®({y € X | sup;er di(y, 9(y)) < sup;e; di(z,9(2))}) = 0,

onda postoji o € X, takvo da je zo = g(zo).

DoxkAz: Iz Teoreme 1.6.3 primenjene na funkciju f(z) = sup;¢;di(z,g(z))
sledi da postoji zo za koju je f(zo) = 0 jer je infzex f(z) = 0. Prema tome je
di(zo,9(z0)) = 0 za sve 1 € I. Posto je X Hausdorfov prostor, odatle sledi da
je zo = g(zo)-

Sledeéi stav je direktna posledica prethodnog. On nam daje jedan dovoljan
uslov za postojanje fiksnih tacaka preslikavanja definisanih na kompaktnim

Hausdorfovim prostorima.




STAv 1.7.7. Neka je X kompaktan Hausdorfov prostor 1 {dili € I } familija
pseudometrika koje definisu topologiju na X. Ako funkcija g : X — X ispun-
java uslove:

1) funkcija z — sup;e;g di(2,9(z)) je poluneprekidna odozdo;

2) inf e x sup;er di(2,9(2)) =0,
onda postoji 7q € X, takvo da je zp = g(zq).
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dI. STAVOVI-O PRESECANIU KKM TIPA

I1.0 Uvod
I1.1 Homotopske grupe
I1.2 Stavovi o presecanju KKM tipa

I1.3 Mere nekompaktnosti i stavovi o presecanju
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I1.0 UVOD

U drugoj glavi se govori o stavovima o presecanju KKM tipa. PrenoSenje
klasi¢tnog rezultata Kﬁastera,, Kuratovskog i Mazurkjevica sa euklidskih na ap-
straktne prostore je problem kojim se dosada bavilo vise autora. U ovoj glawi
dajemo vie teorema o presecanju zatvorenih 1 otvorenih skupova. U nasSim

teoremama je uslov kontraktibilnosti zamenjen slabijim topoloskim uslovom
trivijalnosti odgovarajuéih homotopskih grupa. Dobijeni rezultati uopstavaju
ranije rezultate Horvata [1983], [1984], [1987] i [1991], Canga i Zanga [1991] i
Canga i Maa [1992]. Njihovim primenama su posvecene treca, Cetvrta i peta
glava.

U prvom odeljaku, da bismo &itaocu olaksali pracenje daljeg teksta dajemo
osnovne informacije, o homotopskim grupama. U drugom odeljku se dokazuju
teoreme o presecanju za konaéne familije zatvorenih i otvorenih skupova. Prob-
lem prenoenja osobine presacanja sa simpleksa u konacno dimenzionom pros-
toru na apstraktne prostore reava se konstrukcijom jedne funkcije, ¢ija je egzis-
tencija dokazana u teoremi I1.1. U tre¢em odeljku se resava problem prenosenja
teoreme o preseku beskona¢ne familije zatvorenih skupova na nekompaktne

prostore.
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JI1  HOMOTOPSKE GRUPE

~ Neka je X topoloski prostor. Neprekidno preslikavanje f:00,1] - X
naziva se put. Za X kaZemo da je putno povezan ako za svako z,y € X
postoji put f takav da je f(0) = z 1 f(1) = y. Akoje zo € X put f sa
osobinom f(0) = f(1) = z¢ naziva se petlja pridruzena tacki z,. Skup svih

petlji pridruzenih tacki zo obelezavaéemo sa P(zy).
DeFINICUA I1.1.1. Neka je X topoloski prostor, o € X i a,8 € P(zy).

Petlje o i B su ekﬁvalentne, Sto oznacavamo sa a ~ 3, ako i samo ako postoji

neprekidno preslikaffa.nje H :[0,1] x [0,1] = X koje ima sledece osobine:
H(s,0) = a(s),

H(s,1) = p(s),

H(O,t) = H(l,t) = Zg.-

| Preslikavanje H naziva se homotopija.
Na skupu P(zo) mozemo definsati operaciju mnozenja na sledeéi nagin:

a(2t), za0<¢

(a*ﬂ)(t)z{ﬁ(%—l), za t <t

Na taj natin smo uspeli da na skupu svih petlji koje su pridruzene tacki
z¢ pridruzimo algebarsku strukturu grupoida. Koli¢nicka struktura
(P(zo)/ ~,*) ispunjava aksiome grupe i naziva se homtopska grupa prvog reda
(fundamentalna grupa) pridruzena tacki zo i oznacava se sa II; (29, X ). Ako
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i
je X putno povezan onda su sve 'f@dmentme grupe pridruzene njegovim
tackama medusobno homeomorfne. U tom sluéaju se koristi oznaka IT; (X').

Oznééimo sa ¢ konstantno presléika&anje c(t) = zo zasvako t € [0,1]. X je
kontraktibilan ako je za svako a € I?(X ) 1 svako z¢ € X ispunjen uslov a ~ c.

Za X kazemo da je prosto povéizan, ako je putno povezan i ako je II;(X)
trivijalna grupa. |

Neka su X 1Y topoloski prostox% i C(X,Y) skup svih neprekidnih preslika-
vanja koja preshkavaju X uY. K&mpaktno otvorena topologija na prostoru
C(X.Y) je najmanja topologija koja sadrzi sve skupove oblika C(K.U7), gde je
K C X kompaktani U C Y otvorenvi skup.

Neka je X topoloski prostor, zo € X iy, € P(zo) konstantna petlja
(yo(t) = 2¢ za svako t € [0,1]). Ozﬁac':imo sa Y prostor II(zg,X) snabdeven
kompaktno otvorenom topologijom. .

Homotopsku grupu reda n pridruzenu tacki zo definiSemo rekurentnom
relacijom: :

Hn(zO,X). = H'n—l(ym Y)

Ako je X putno povezan onda su sve homotopske grupe reda n pridruZene
njegovim tatkama medusobno homeomorfne. U tom slucaju se koristi oznaka
II(X).

Ako je X kotraktibilan onda je :'Hn(X ) trivijalna grupa za svako n.
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112 STAVOVI:O PRESECANIU KKM TIPA

Ako je X proizvoljan skup sa P(X) oznatavaéemo njegov partitivni skup;
sa 2% skup svih nepraznih, a sa F (X)) skup svih konaénih podskupova skupa
- X.

Vektore ortonormirane baze n + 1—dimenzionalnog euklidskog prostora
(n 2 1) oznatavaéemo sa €y, ..., € a njihov konveksni omotaé (n—dimenzionalni
standardni simpleks) sa A,. Za A C {eg,...,n} konveksni omotaévskupa A
oznacavacemo sa A 4.

Knaster, Kuratovski i Mazurkjevi¢ objavili su u radu [1929] jednosta-
van dokaz Brauerm}e teoreme, koji se danas prakti¢éno moze naéi u svakom
udzbeniku topologije. Koristeéi Spernerovu kombinatornu lemu, oni prvo do-
kazuju sledece tvrdenje o presecanju konaéne familije zatvorenih skupova (stav
II.1), poznato kao -KKM lema, iz kojeg dobijaju dokaz teoreme. Moze se
pokazati da je KKM lema ekvivalentna sa Brauerovom teoremom. Interesantno
je da tvrdenje o nepraznom preseku ostaje taéno i kada su svi skupovi koji
pokrivaju simpleks otvoreni (stav II.1')) To su dokazali, 50 godina kasnije,
verovatno nezavisno jedan od drugog, korejski matemati¢ar Kim [1987] i taj-
vanski Sih [1986]. Sihov rezultat je objavljen 1986. a Kimov 1987; medutim,

oba rada su predata za Stampu u proleée 1985. godine.
STAV 11.2.1 (KKM LEMA). Neka su Fy, ..., F, neprazni podskupovi od R"1,
takvi da je Ay C UejeAF}" za sve A C {eg,...,en}. Ako su svi skupovi F;

0 < 7 £ n zatvoreni, onda je:

N £#o

0<in
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Stav 11.2.1°(Kim [1987], St [1986)). Neka su Fu,...,Frn neprazni podsku-
povi od R™*1, takvi da je Ay C Ue_,'GA F;, zasve AC {eg, .., €n}. Ako su svi

skupovi F; 0 < j < n otvoreni, onda je:

[ F#0.

0<ikn

U daljem radu bi¢e nam neophodan sledeti stav koji predstavlja uopstenje

poznatog Borsukovog stava o kontraktibilnim prostorima.

Stav 11.2.2 (SPANIER [1966); FUuKs, FOMENKO I GUTENMAHER [1969)).

Neka je X putnopovezan topoloski prostor ¢ija je n—ta homotopska grupa
trivijalna. Tada je svako neprekidno preslikavanje definisano na skupu 0Ap41
sa vrednostima u X . restrikcija nekog neprekidnog presﬁkavanja‘skupa Ans1

u skup X.

Sledeée tvrdenje je uopstenje nekih ranijih rezultata Sarla Horvata [1983],

[1984], [1987] i [1991].

TEOREMA 11.2.1. Neka X topoloski prostor, I neprazan skup i H : 27 — 2%
preslikavanje koje ispunjava uslove:
1) za svako A € F(I) skup H(A) je neprazan i putno povezan;
r 2) ako skup A € F(I) ima n elemenata, n > 3, onda je n — 2-ga homotopska
grupa skupa H(A) trivijalna;
3) za svako A,B € F(I)iz AC B sledi H(A) C H(B).

Ako je A = {zo,...,2n} € F(I), onda postoji neprekidno preslikavanje

f: A, — X takvo da je za svaki B C {0,...,n} ispunjen uslov:

f(Ap) € H({z;:j € B}).
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DoKAZ: Izaberimo proizvoljne elemente yg, ...,y € X koji ispunjavaju uslov

Y € H({zi}) za sve 0 < k < n. Definisatemo funkciju f; koja preslikava skup
{€0s.r€n} u prostor X sa fy(e;) = y;- fo je definisana na konaénom pod-
skupu euklidskog prostora, odakle sledi da su svi podskupovi njenog domena
otvoreni u indukovanoj euklidskoj topologiji, pa je prema tome neprekidna.
Skupovi H({yi, y;}), ¢ # j su putno povezani. Izabraéemo po jedan proizvol-
Jan put u svakom od tih skupova. Svakim putem koji spaja tatke y; i Ui
0 <72 <7 < n, definisano je jedno neprekidno preslikavanje intervala [0, 1]
u prostor X. Posto je duz [e;,e;] homeomorfna sa tim intefvalom, mi pres-
likavanje f, mozemo neprekidno produziti do preslikavanja f; definisanog na
uniji jednodimenzionih grana (ivica) simpleksa A, sa vrednostima u skupu X.
Zbog trivijalnosti prve homotopske grupe to preslikavanje se moze neprekidno
produziti do preslikavanja f, definisanog na uniji dvodimenzionalnih grana,
Sto sledi iz sledi iz stava I1.2.2. Nastavljajuéi opisani postupak dobijamo niz
f2, f3,-..; fn—1 neprekidnih preslikavanja ¢ije slike pripadaju prostoru X, pri
¢emu je preslikavanje fr 2 < k < n — 1 definisano na uniji k—dimenzionalnih
grana simpleksa A,. PoSto je n — 1 homotopska grupa skupa H(A) trivi-
jalna preslikavanje f,_; definisano na rubu simpleka A, moze se neprekidno

produziti do preslikavanja f : A, — X, koje ispunjava uslov teoreme.

PosLEDICA I1.2.1 (HORVAT [1991]). Neka X topoloski prostor i
H : F(X) — 2% preslikavanje koje ispunjava uslove:
1) za svako A € F(X) skup H(A) je kontraktibilan;
2) za svako A.B € F(X) iz AC B sledi H(A) C H(B).
Ako je A = {zg,..,2,} € F(X), onda postoji neprekidno preslikavanje

55



f:An — X takvo da je za svaki B C {0, ...,n} ispunjen uslov:

f(Ap) € H({z; : j € B}).

U naredne dve teoreme daéemo potrebne uslove da jedna familja skupova

u topoloskom prostoru ima svojstvo konaénog presecanja. Tvrdenja tog oblika
nazivaju se Stavovi o presecanju KKM tipa. Prva od njih uopstava ranije

rezultate koje su dobili Cang i Zang [1991] i Cang i Ma [1992].

TEOREMA 11.2.2. Neka X topoloski prostor i I neprazan skup. Familija zatvo-
renih podskupova prostora X {G;}ies imace svojstvo konacnog presecanja ako
i samo ako za svako J € F(I) postoji preslikavanje Hy : 27 — 2\ koje koje
ispunjava uslove:

1) za svako A € F(J) skup H;(A) je neprazan 1 putno povezan;

2) ako skup A € F(J) iman > 3 ¢lanova, onda je n — 2-ga homotopska grupa
skupa H j(A) trivijalna;

3) za svako A, B € F(J) iz A C B sledi H j(A) C H;(B).

4) za svako L € F(J) vazi H;(L) C U, G-

Doxaz: Ako {G; | ¢ € I} ima svojstvo konatnog presecanja, onda je za svaki
J € 21 vazi ﬂjeJ G; # 0. Izaberimo proizvoljno z. € N, G(z;) i definisimo
Hj(A) = {z.} za svako A € F(J). Uvedeno preslikavanje ispunjavace uslove
1), 2), 3) i 4).

Pretpostavimo sada da {G;}ies ispunjava uslove teoreme i da nema svo-
jstvo konaénog presecanja. Onda postoji J € F(I) takav da je: [) iesGi= 0.
Ako je J = {y1,¥2,-,Yn} onda prema teoremi I1.2.1 postoji neprekidno pres-

likavanje f : A, — X takvo da je za svaki B C {0,...,n} ispunjen uslov:

f(Ap) CH;({y; : j € B}).
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Posmatrajmo familiju zatvorenih skupova {Gilied } definisanih sa G} =
f7Y(G;). Ti skupovi ispunjavaju uslove stava 11.2.1 pa je prema‘tome

Njes G; # 0. Medutim, odatle sledi da postoji z. € (1;c; G} Sada je f(z.) €
G; za svako j € J 3to protivureéi pretpostavei da je presek te familije skupova

prazan.

Ako u iskazu teoreme I1.2.2 pretpostavimo da su skupovi G ; otvoreni a u

dokazu primenimo stav I1.2.1’ umesto stava I1.2.1 dobijamo sledeée tvrdenje.

TEOREMA 11.2.2°. Neka X topoloski prostor i I neprazan skup. Familija otvo-
renih podskupova prostora X {G;}:e; imade svojstvo konaénog presecanja ako
za svako J € F(I) postoji preslikavanje Hy : 27 — 2% koje koje ispunjava
uslove:

1) za svako A € F(J) skup H;(A) je neprazan i putno povezan;

2) ako skup A € F(J) iman > 3 élanova, onda je n — 2-ga homotopska grupa
skupa H j(A) trivijalna;

3) za svako A,B € F(J) iz A C B sledi H;(A) C Hy(B).

4) za svako L € F(J) vazi H;(L) C U;¢,, Gj-

POSLEDICA I1.2.2 CANG I Ma [1992]. Neka X topoloski prostor. Familija
zatvorenih podskupova prostora X {G.}.e; imade svojstvo konaénog prese-
canja ako i samo ako za svako J € F(X) postoji preslikavanje Hjy : 27 — 2%
koje koje ispunjava uslove:

1) za svako A € F(J) skup Hy(A) je kontraktibilan;

2) za svako A,B € F(J) iz A C B sledi Hj(A) C Hy(B);

3) za svako L € F(J) vazi Hy(L) C Ujer G;-

PosLEDICA 11.2.3 CANG I ZANG [1991]. Neka X Hausdorfov topoloski vek-

torski prostor. Familija zatvorenih podskupova prostora X {G,},ex imaée svo-
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istvo konaénog presecanja ako i samo ako za svako J € F(X) postoji 1-1 pres-

likavanje h : J — X takvo da za svako L € F(J) vazi conv(h(L)) € U.er Ge-
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I1.3 MERE NEKOMPAKTNOSTI I STAVOVI:O PRESECANJIU

‘Naredno tvrdenje uopstava rezultat S. Horvata [1983).

TEOREMA 11.3.1. Neka je X kompletan ravnomeran prostor, ¥ proizvoljna
mera nekompaktnosti definisana na X i {G;};es data familija zatvorenih pod-
skupova prostora X. Ako za svako t > 0 postoji konaéan skup A C J takav da
je ¥(N;ea Gj) < t i ako za svako J € F(I) postoji preslikavanje Hj : 27 — 2%
koje ispunjava uslove:
1) za svako A € F(J) skup H j(A) je neprazan i putno povezan;
2) ako skup A € F(J ) ima n > 3 élanova, onda Jje n — 2-ga homotopska grupal
skupa H j(A) trivi_jéilna; |
3) za svako A, B Ey F(J) iz AC B sledi H;(A) C H;(B);
4) za svako L € F(J) vazi H;(L) C U, Gj

onda je ();e; Gj # 0.

Dokaz: Data familija skupova ima svojstvo konatnog presecanja prema teo-
remi I1.2.2. Posto je X kompletan, primenom teoreme 1.6.1 dobijamo da je

presek cele familije neprazan.

POSLEDICA 11.3.1 HORVAT [1983]. Neka je (X, d) kompletan metricki prostar,
¥ proizvoljna mera nekompaktnosti definisana na X i {G;}jer data fa.m.ilija.
zatvorenih podskupova prostora X. Ako za svakot > 0 postoji konacan skup
A C J takav da jep([),c 4 Gj) < tiako za svako J € F(I) postoji preslikavanje
Hj: 27 — 2X koje ispunjava uslove:

1) za svako A € F(J) skup Hj(A) je kontraktibilan;

2) za svako A,B € F(J) iz AC B sledi H;(A) C H;(B);
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3) za svako L € F(J) vazi Hyj(L) C UjeL Gj;
onda je ;¢ G # 0.

Specijalan slu¢aj prethodne teoreme je naredni stav koj predstavlja uop-

stenje jednog tvrdenja S. Horvata [1985].

STAv 11.3.1. Neka je X kompletan ravnomeran prostor, {d;|i € L} familija
pseudometrika koje definisu topologiju na X i {G ;}jer data familija zatvorenih
podskupova prostora X. Ako zasvakot > 0 postoj1j € J takav da je a(G;) < t
i ako za svako J € F(I) postoji preslikavanje H; : 27 — 92X koje ispunjava
uslove:
1) za svako A € .7:(.J) skup H ;(A) je neprazan i putno povezan;
2) ako skup A € F(J) iman > 3 ¢lanova, onda je n — 2-ga homotopska grupa
skupa H j(A) trivijalna;
3) za svako A, B € F(J) iz A C B sledi H;(A) C Hy(B);
4) za svako L € F(J) vazi Hj(L) C Ujer, Gis

onda je (;¢; G; # 0.

PosLEDICA 11.3.2. HORVAT [1985). Neka je X kompletan metricki prostor,
4 proizvoljna mera nekompaktnosti na X i {G;}jer data familija zatvorenih
podskupova prostora X. Ako za svakot > 0 postojij € J takav da je a(Gj) < t
i ako za svako J € F(I) postoji preslikavanje H : 27 — 2% koje ispunjava
uslove:
1) za svako A € F(J) skup Hj(A) je kontraktibilan;
2) za svako A, B € F(J) iz AC B sledi H;(A) € Hy(B);
3) za svako L € F(J) vazi H;(L) € U;er Gjs

onda je ();e; Gj # 0.
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TI1.-STAVOVI:O FIKSNIM TACKAMA NA KOMPAKTNIM
HAUSDORFOVIM PROSTORIMA

IT1.0 Uvod

IT1.1 Stavovi o fiksnim tatkama na kompaktnim Hausdorfovim prostorima
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I11.0. UVOD

U treéoj glavi su uopsteni izvesni rezultati o fiksnim tackama koje je do-
bio Horvat u radu [1984]. U naim rezultatima uspeli smo da oslabimo uslov
kontraktibilnosti. Kao posledicu dobijamo jedan stav o fiksnim tatkama koji
sadr?i kao specijalne sluéajeve Brauerovu teoremu i njena uopstenja koja su
dali Sauder [1930], Tihonov [1935], Ki Fan [1964], Zima [1977), Zepecki [1979]
i 0. Hadzi¢ [1981]. Dokazani stav nas priblizava resenju Sauderove hipoteze

kojoj éemo posvetiti vise paznje u narednim glavama.

62




II11. STAVOVI O FIKSNIM TACKAMA NA
KOMPAKTNIM HAUSDORFOVIM PROSTORIMA

Neka .su X 1Y proizvoljni skupovi. Funkcija G : X — P(Y), naziva
se viSeznacno preslikavanje. ViSeznatnom pfeslikava.nju komplementarno je
preslikavanje G* : X — P(Y), gde je G*(z) = Y\G(z) za svakoz € X, a
inverzno G~! : Y — P(X), gde je G~} (y) = {z € X : y € G(z)} za svako
y € Y. Primetimo da je (G*)* =G idasuzaz € X,y €Y ekvivalentni uslovi
yEG(z)iz e G y) paje (67 =6,

Termin viseznacno preslikavanje, kao §to vidimo, koristi se za funkcije ¢ije
su vrednosti podskupovi nekog skupa. Odluéili smo se na upotrebu ovog izraza,
zato §to je on uobitajen u literaturi iz ove oblasti, mada je u samoj definiciji
pojma preslikavanja prisutna jednoznatnost.

Neka je X neprazan skup i F : X — P(X) viSeznatno preslikavanje. Za,
zo € X kaemo da je nepokretna tatka preslikavanja F ako je ispunjen uslov
2o € F(zo) Za viseznaino preslikavanje F : X — P(X) uslovi z € F(z) i
z € F~1(z) su ekvivalentni pa F' i F~! imaju iste nepokretne tacke.

Sa.dé ¢emo izloziti izvesne posledice teoreme 11.2.2, koje uopstavaju odgo-

varajuée rezultate Sarla Horvata [1984].

TEOREMA I11.1.1. Neka su sve homotopske grupe kompaktanog topoloskog
prostora prostora X trivijalneinekajeR: X — P(X) viseznacno preslikavanje
koje ispunjava uslove:

1) R~z je otvoren skup za svako z € X;
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2)iz (¢4 R(z) # 0 sledi da su sve homotopske grupe skupa (,¢ 4 R(z) trivi-
jalne, za svako A € 2X,
onda ili postoji =y € X koje ispunjava uslov zo € R(zo) ili je R(yo) = 0 za

neko yo € X.

DoKAZ: Kompletnost i ravnomernost prostora X slede iz njegove kompakt-
nosti. Za svaki A € F(X) oznatimo sa Askup {z € X | A C R(z)}. Neka
je H(A) = Uea CR()akoje/i;é(binekaje H(A) = X u suprot-

nom sluéaju (4 = (0). Neka je Ha(J) = H(J) za svaki J € F(A). Ako za

H(J
proizvoljno A € F(X) H(A) € U.ca R*~1(z) onda postoji zo € H(A) za koje
je A C R(zo). Posto je u tom slucaju H(A) C R(z0) dobijamo zo € R(zo). U
suprotnom slucaju je H(A) € U,es 7' (z), pa prema teoremi 11.2.2 famil-
ija zatvorenih skupova {R*7(z)}.ex ima svojstvo konaé¢nog presecanja. Iz
kompaktnosti prostora X sledi da je onda [, cx R*~1(z) # 0. Odatle sledi
da postoji yo € MN,ex B*~(z) sto povlati z ¢ R(yo) z2 svako z € X, tj.

R(y[;) = @

TEREMA 111.1.2. Neka su sve homotopske grupe kémpaktanog topoloskog
prostora prostora X trivijalne i neka je R : X — 2% viseznacno preslikavanje
koje ispunjava uslove:

1) R™'z je otvoren skup za svako z € X;

2) iz (Ve B(z) # 0 sledi da su sve homotopske grupe skupa [, ¢ 4 B(z) trivi-
jalne, za svako A € 2x,

Onda za svako neprekidno preslikavanje f : X — X postoji bar jedno zo € X

koje ispunjava uslov zo € R(f(zo)-

Dokaz: Preslikavanje definisano sa V(z) = R(f(z)) ispunjava uslove pred-

hodne teoreme i njegove vrednosti su neprazni skupovi. Prema tome postoji
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2o € X koje ispunjava uslov zo € V(zp).

Ako je X meprazan skup sa A = {(z,z) | z € X} oznaavamo dijagonalu
skupa X.

TEOREMA I11.1.3. Neka su sve homotopske grupe kompaktanog Hausdorfovog
topoloskog prostora prostora X trivijalne i neka postoji baza {v;}ic; simet-
riénih (iz (z,y) € v; sledi (y,z) € v;) i otvorenih (u topologiji prostora X x X )
okolina dijagonale skupa X. Oznaéimo sa Vi(z) skup {y € X | (z,y) € v}
Ako za svako A € 2% iz (¢, Vi(z) # 0 sledi da su sve homotopske grupe
skupa (¢4 Vi(z) trivijalne onda svaka neprekidna funkcjja f : X — X ima

bar jednu nepokretnu tacku.

DOKAZ: Ako je f : X — X neprekidna funkcija bez fiksnih taaka onda je

{(z,f(2)) |z € X}[ )2 =0.

Odatle sledi da za x}eko 19 € I vazi

{(:li,f(:l!)) I.’II € X}mvio =0.

Viseznaéno preslikavanje R : z — V;,(z) ispunjava uslove teoreme I11.1.2 odakle

sledi da je zo € R(f(z0)) za neko zo € X §to je kontradikcija sa predpostavkom

{(z,£(2)) | 2 € X}[Yvi = 0.

Predhodna teorema u sluéaju kada je X kontraktibilan svodi se na Hor-
vatov rezultat [1984]. Njena direktna posledica je sledeéi stav koji uopstava
mnoge rezultate iz teorije fiksne tacke: Brauerovu teoremu, Sauder [1930], Ti-
honov [1935], Ki Fan [1964], K. Zima [1977], B. Zepecki [1979], O. Hadzi¢
[1981]....

65




Stav I11.1.1. Neka je X Hausdorfova topoloska komutativna grupa, K C X
kompaktan skup, ¢ije su sve homotopske grupe trivijalne i {V;}ic1 baza simetri-
¢énih (iz = € V; sledi —z € V;) okolina nule u X. Ako za svako A € 2K iz
EN(Nsealz + Vi) # 0 sledi da su sve homotopske grupe skupa

KN(N,calz+ Vi) trivijalne onda svaka neprekidna funkcija f : K — K ima

bar jednu nepokretnu tacku.

DEFINICIIA 111.1.1. Neka je E topoloski vektorski prostor, U baza otvorenih

okolina nule prostora E i K C E. Kaemo da je skup K Zimanog tipa ako 1
samo ako za svako V € U postoji U € U takvo da je co(U (K — K))C V.

DEFINICIIA 111.1.2. Neka je E topoloski vektorski prostor 1 K Q E. Kazemo
da je skup K lokalno konveksan ako postoji baza otvorenih okolina nule prostora

E U takva da za svako z € K isvakoV € V postoji U € U takvo da je

" conv((z+ U)[)K) S (z+ V).

POSLEDICA 111.1.1. Neka je X Hausdorfov topoloski vektorski prostor K C X
njegov kompaktan i konveksan neprazan podskup. Ako je funkcija f : K — K
neprekidna i ako je ispunjen jedan od sledecih uslova:

a) (Brauerova teorema) X je konacno dimenzionalan;

b) (Sauder [1930]) X je normiran;

¢) (Tihonov [1935]) X je lokalno konveksan;

d) (Ki Fan [1964]) postoji familija neprekidnih linearnih funkcionala,

koja razdvaja taéke prostora X;

e) (Zima [1977]) X je metrizabilan i K je Ziminog tipa;
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f) (Zepecki [1979]) K je lokalno konveksan;
e) (Hadzi¢ [1981]) K je Ziminog tipa;

onda ‘f ima bar jednu nepokretnu tacku.

Navedena posledica sledi iz Stava II1.1.1 jer se kompaktni i konveksni pod-
skupovi koji isunjavaju bilo koji od uslova a)-e) mogu afino preslikati u lokalno

konveksni topoloski vektorski prostor.
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/. KKM PRESLIKAVANJA NA TOPOLOSKIM PROSTORIMA
I NJIJHOVE PRIMENE

IV.0 Uvod

IV.1 Parakonveksni prostori

V.2 KKM preslikavanja na parakonveksnim prostorima 1 njihove primene
IV.3 Minimaks nejednakosti i njihove primene

IV.4 Stavovi o presecanju otvorenih skupova i njihove primene

IV.5 KKM preslikavanja na ravnomernim parakonveksnim prostorima
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Iv.0. UVOD

Cetvrta glava je posvéena KKM preslikavanjima na topoloskim prostorima.
KKM preslikavanja su dosad dobila mnogobrojne primene u razlicitim oblas-
tima nelinearne analize. Proucavanje daljih moguénosti za primenu preslika-
vanja ovog tipa dovode do potrebe za njihovim definisanjem na prostorima koji
ne poseduju algebarsku strukturu.

U prvom odeljku uvodimo pojam parakonveksnih prostora a zatim pokazu-
jemo da su definicije ra.nijé razmatranih klasa prostora koji su se pokazali
pogodnim za definisanje KKM preslikavanja (topoloski vektorski prostori, kon-
veksni prostor - Lasonde [1983], konveksni topoloski prostori - Komija [1981],
pseudo konveksni prostori - Horvat [1983] i H prostori - Bardaro 1 Kepiteli
[1988]) specijalni slu¢ajevi nase definicije. Dati-su i primeri iz kojih se vidi da
se parakonveksni prostori ne uklapaju ni u jednu od prethodnih definicija.

U drugom odeljku razvijamo teoriju KKM preslikavanja na parakonvek-
snim prostorima. Nasi osnovni rezultati u ovom odeeljku su: lema IV.2.1, koja
daje dovoljne uslov¢ za pripadanje klasi KKM preslikavanja; teorema VI.2.1,
koja uopstava teoreme Ki Fana [1961] 1 Bardara i Kepiteli [1988], teorema IV.2.2
koja je uopstenje Fan - Brauderove teoreme o fiksnim tatkama viSeznaénih pres-
likavanja.

Treéi odeljak posveéujemo minimaks nejednakostima. Prvi rezultat tog
tipa dao je Ki Fan [1972]. Poboljsanja ranijih rezultata dobijena u ovom
odeljku ne odnose se samo na domen funkcija kod koga je oslabljen uslov kon-

traktibilnosti, ve¢ i na uslove koje ispunjavaju funkcije jer se umesto klasicane
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konveksnost: u iskazima teorema koristi prosirena konveksnost koja je uvedena
u radu Taskoviéa [1992]. Rezultati koje izlazemo uoptavaju minimaks nejed-
nakosti Ki Fana [1972], Jena [1981], Granasa i Liua ['1983], [1986], Bardara i
Kepiteli [1988], [1989] i [1990] i Parka [1991]. Kao posledice dobijenih rezultata
dobijamo varijacionu nejednakost Hartmana i Stampatije, teoremu o fiksnim
tatkama neekspanzivnih preslikavanja definisanih na zatvorenim, ogranicenim
i konveksnim podskupovima Hilbrtovih prostora (teorema Braudera, Kirka i
Gedea) i jedan ekstermalni princip koji uopstava principe Mauzer-Saudera i
Parka [1991].

Cetvrti odeljak je posveden primena stavova o presecanju otvorenih sku-
pova. Najznacajnija dd njih je jedan stav o fiksnim tatkama visezna¢nih pres-
likavanja koji uopstava Fan - Kakutanijevu teoremu.

Peti odeljak se bavi oslabljenjem uslova kompaktnost koji javlja u stavo-

vima dokazanim u drugom i tretem odeljku.
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IV.1.1. PARAKONVEKSNI PROSTORI

U ovoj glavi ¢emo definisati pojam parakonveksnog prostore i naveséemo

razliéite primere takvih prostora.

DEFINICIA IV.1.1. Parakonveksan prostor je ureden par (X,H) gde je X
topoloski prostor, a H : F(X) — 2% preslikavanje koje ispunjava uslove:

1) za svako A € F(X) H(A) je putnopovezan skup;

2) Ako skup A ima n > 3 clanova prvih n —2 homotopska grupa skupa
H(A) su trivijalne;

3) za svako A,,,B € F(X) iz A C B sledi H(A) C H(B).

DEFINICIIA IV.1.2. Neka je (X, H) parakonveksan prostor. Skup Y C X je
konveksan ako iz A € F(Y') sledi H(A) €Y.

Kao 5to vidimo, parakonveksan prostori omogucuju prenoSenje pojma kon-
veksnosti na topoloske prostore koji ne moraju imati algebarsku strukturu.
Sada ¢éemo navesti nekoliko primera parakonveksnih prostora.

PRIMER IV.1.1. (Topoloski vektorski prostori)

Neka je X topoloski vektorski prostor i H(A) konveksan omotat skupa A €
F(X). Tada je (X, H) H-prostor jer su koveksni skupovi u X kontraktibilni.
PRIMER IV.1.2. (Konveksni prostori)

Neka je Y konveksan podskup realnog topoloskog vektorskog prostora X.
7a Y éemo reéi da je konveksan prostor ako se topélogija koju X indﬁkuje na
konveksnim omotaéima njegovih konaénih podskupova poklapa sa njihovom

Euklidskom topologijom. Ova klasa prostora je usla u Siru upotrebu posle rada

71




Lasondea [1983]. Ako sena Y uzme topologija indukovana sa X, a preslikavanje
H se definise isto kao i u primeru L.1. uredeni par (Y, H) je H-prostor.
PRIMER 1V.1.3. (Konveksni topoloski prostori)

Konveksni topoloski prostori definisani su u radu [1981) japanskog matem-
atmaticara Hidoto§i Komije. Komijina istrazivanja nastavljena su radovima
O. Hadzi¢ [1984) i 1. Arandeloviéa [1992b] ali rezultati vezani za Konveksne
topoloske prostore nisu bﬁvukli neku vecu paZnju.

Neka je X Hausdorfov topoloski prostor; H-operator na X je preslikavanje
[]: P(X) — P(X) koje ispunjava sledece uslove:

a) [0]=0;

b) [{z}] = {z}, za svako z € X

c) [[4]) = [4] , za svako A € P(X);
d) [4] = UFG}'(A) [F].

Konveksni omota¢ skupa A C X je skup [A4]. Skup A C X je konveksan
ako je, jednak svom konveksnom omotatu, tj. [4] = A.

Neka je R skup svih funkcija f : N — R ( N je skup prirodnih brojeva)
takvih da je skup {z : z € N, f(z) # 0} konatan. Drugim recima R =
Yien Ris gde je R; = R, za svako i. Topoloska i algebarska struktura na R
su uobicajene. Neké~ je [.] H-operator na topoloskom prostoru X, i neka je
H(X) = {[4]: 4 € FX)}.

Za G € H(X), funkcija ¢ : G — R naziva se strukturno preslikavanje na
G, ako ispunjava sledece uslove:
a) ¢ je homeomorfizam topoloskog potprostora G na ¢(G);
b) Ako je A C G onda je ¢([A]) = [#(A)), gde je [#(A)] konveksni omotat skupa
#(A) u vektorskom prostoru R.

Sa Sg skup svih strukturnih preslikavanja definisanih na G. Ako je Sg # )
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za svako G € H(X) onda za proizvoljno @ € [];cy Sc kazemo da je struktura

na X u odnosu na H-operator [.]. Uredena trojka (X, [.],®) gde je X Hausdor-
fov topoloski prostor, [.] H-operator na X i @ struktura na X u odnosu ne [.],
naziva se konveksni topoloski prostor.

Ako je (X, [.],®) Konveksni topoloski prostor, onda je ureden par (X, k),
gde je h : F(X) — H(X) preslikavanje definisano sa h(A) = [A], jedan H -
prostor. Necemo navoditi dokaz ovog tvrdenja ve¢ ¢emo samo napomenuti da
su konveksni omotaci konaénih skupova u Konveksnim topoloskim prostorima,
homeomorfni sa konveksnim omotaéima kona¢nih skupova u Euklidskim pros-
torima.

PRIMER IV.1.4. (Pseudokoﬁveksni prostori)

Pseudokonveksni prostori su definisani u radu Sarla Horvata [1983)]. Napo-
minjemo da rezultati dobijeni u Horvatvom radu [1983] predhodi uvodenju
pa.ra.koﬁveksnih prostora. Nesto opstija definicija se moze naé¢i u radu Horvat
[1991].

Neka je X topoloski prostor i h : X? x [0,1] — X preslikavanje koje
ispunjava uslov A(z,y,0) =y i h(z,y,1)=z zasvez,y € X. Zaskup ACX
reéiéemo da je h-konveksan ako h(z,y,)\) € A za sve z,y € Aisve A € [0,1].
Konveksni omotaé skupa A C X definisaéemo kao presek svih h-konveksnih
podskupova skupa X koji sadrze A i oznatavatemo sa [A]. Ako je za svaki
A € F(X)restrikcija preslikavanja h na skup [A]? X I neprekidna, za ureden par
(X, h) kaze se da je pseudokom}eksa.n prostor. Ako uzmemo da je H(A) = {4]
za svako A € F(X), uredeni par (X, H) je H-prostor (videti rad Bardara 1
Kepitelijeve [1988]).

PRIMER IV.1.5 (H-prostori)
H-prostori su definisani u radu Karla Bardara i Rite Kepiteli [1988]. Nji-
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hova definicija direktno predhodi uvodenju parakonveksnih prostora. Strukturu
sliénu H-prstorima - c—prostore opisao je Sarl Horvat [1991].

H-prostor je ureden par (X, H) gde je X topoloski prostor, a H : F(X) —

P(X) preslikavanje koje ispunjava uslove:
1) H(A) je kontraktibilan skup za svako 4 € F(X);
9) za svako A, B € F(X)iz AC B sledi H(4) C H(B).

Neka je (X, H) H-pi'ostor. 7a'Y C X refi ¢emo da je H-konveksan ako iz
A€ F(Y)sledi HA)CY.

H-prostori su parakonveksni zato §to su sve homotopske grupe kontrak-
tibilnog skupa trivijalne. Najznacajniji rezultati u teoriji H-prostora dati su u
radovima: Bardara i Kapitelijeve [1988], {1989}, [1990] i [1995]; Dinga i Tana
[1990]; Tarafdara [1990]; Horvata [1991]; Dinga [1993]; Dinga i Tarafdara [1994);
Canga i Maa [1992] i Huanga [1994].

PRIMER IV.1.6. (Proizvod parakonveksnih prostora)

Neka su (X,Hx) i (¥, Hy) H-prostori i Z = X x Y skup snabdeven
uobicajenom topologijom proizvoda. Tada funkcija Hz : F(Z) — P(Z),
Hz(C)= Hx(A)x Hy(B) gde je A prva a B druga projekcija skupa C, ima os-
obine 1) (jer je homotopska grupa proizvoda dva topoloska prostora izomorfna
proizvodu njihovih homotopskik grupa) i 2) (otigledno) iz Definicije 1.2. pa
je (Z,Hz) parakonveksan prostor. Na analogan nalin se moze konstruisati
parakonveksna struktura na proizvodu konatnog broja parakonveksnih pros-
tora. Odgovarajuéa konstrukcija za H-prostore data je u radu Huanga [1994].
PRIMER IV.1.7. (Konveksan podskup parakonveksnog prostora)

Neka je (X, H) proizvoljan parakonveksan prostor i ¥ C X njegov kon-
veksan podskup. Ako preslikavanje Hy definisemo sa Hy(4) = H (A) za sve
A€ F(Y), onda je ureden par (Y, Hy) jedan parakonveksan prostor.
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PRIMER IV.1.8.

Neka je X proizvoljan topoloski prostor i zop € X. Ako je H(A) = {zo}
za sve A € F(X), onda je ureden par (X, H) jedan parakonveksan prostor. Iz
ovog primera se moZe zapaziti da je pojam parakonveksnih prostora $iri od poj-
mova Konveksnih topoloskih prostora i pseudokonveksnih prostora. Medutim
navedeni prostor spada takode u klasu H-prostbra.

PRIMER IV.1.9. |

Neka je X proizvoljan nekontraktibilan topoloski prostor, ¢ije su sve ho-
motopske grupe trivijalne. Ako je H(A) = X za sve A € F(X), onda je ureden
par (X, H) jedan parakonveksan prostor, koji ne pripada klasi H-prostora.
PRIMER IV.1.10. (Tof)oloéka mreza)

Ako je (X, <) topoloska mreza (X je parcijalno uredeni topoloski prostor,
na kome relacija poredka < ispunjava aksiome mreée) takva da svaki neprazni
interval [a,b] C X ima sve homotopske grupe trivijalne i H : F(X) — 2X

preslikavanje definisano sa:
H(z1,...,zn) = [inf{Z1,...,Zn},50p{Z1, -, Zn}},

onda je (X, H) jedan parakonveksan prostor.
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IV.2. KKM PRESLIKAVANJA NA PARAKONVEKSNINIM
PROSTORIMA I NJJHOVE PRIMENE

Sada ¢emo dati definiciju KKM preslikavan)a.

DEFINICLIA IV.2.1. Neka je (Y, H) parakonveksan prostor, i X C Y. Visezna-
éno preslikavanje F : X — 2Y naziva se KKM preslikavanje ako je ispunjen
uslov H(A) C |J,c4 F(z) 72 svaki A € F(X).

KKM preslikavanja (definisana na topoloskim vektorskim prostorima i na
H-prostorima) nasla su Siroke primene u nelinearnoj analizi. Najvazniji rezul-
tati vezani za ovu klasu preslikavanja 1 njene primene dati su u radovima: Fan
[1961], [1972]; Brauder [1968]; Lasonde (1983}, [1990}; Tarafdar {1989}, [1990];
Park [1989], [1990], [1991], [1994]; Park, Bae i Kang [1994]; Granas i Lasonde
[1991]; Liu [1991]; Siodi [1991}; Cang i Zang [1991]; Cang i Ma [1992); Bardaro
i Kapitelijeva [1988], [1989], [1990] i [1995); Ding i Tan [1990]; Horvat [1983],
[1984], [1985], [1987], [1990] i [1991]; Ding [1993] i Huang [1994}.

Ovu glavu nastavljamo lemom koja nam daje dovoljne uslove za pripadanje
klasi KKM preslikavanja.
LEMA IV.2.1. Neka je (X, H) parakonveksan prostor1 G : X — P(X) vise-
znacno preslikavanje. Ako vazi:
1)z € G(z) za svako z € X;
2) G*~(z) je konveksan skup za svako r € X;
onda je G jedno KKM preslikavanje.
DoxAz: Dovoljno je da dokazerno: ako G nije KKM preslikavanje, onda G*

ima bar jednu nepokretnu tatku. Kada G nije KKM preslikavanje, tada postoje
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konatan skup {zi,...,za} € F(X) 1 2o € X tako da je 2o € H({z1,...,20})
i 2o ¢ Uiz, G(z:). Odatle sledi da je zo € ()., G*(z;) pa prema tome vasi

=1
z; € G*7(z) za 1 < i < n. Posto je G*~(z4) konveksan skup, onda je
H({z1,...,zn}) € G*~*(z0) odakle dobijamo da je zo € G*(zo).

Koristeci lemu IV.2.1. mozemo dobiti sledeéu karakterizaciju jedne klase

KKM preslikavanja na izvesnim parakonveksnim prostorima.

POSLEDICA IV.2.1. Neka je (X, H) parakonveksan prostor u kome je ispunjen
uslov z € H({z}) za sve z € X ineka je G : X — P(X) viSeznaéno pres-
likavanje sa osobinom: G*~!(z) je konveksan skup za svako z € X. Tada su
ekvivalentni sledeci uslovi:
1)z € G(z) za svaki z € X;
2) G je KKM preslikavanje.

DOKAZ: 2) sledi iz 1) prema lemi IV.2.1. Ako je G jedno KKM preslikavanje,
onda je za svaki z ispunjen uslov H({z}) C G(z) odakle sledi z € G(z) za
svaki z € X.

Predhodna posledica moze se zapisati 1 u obliku teoreme o nepokretnoj
tacki.
POSLEDICA 1V.2.2. Neka je (X, H) parakonveksan prostor u kome je ispunjen
uslov z € H({z}) za sve z € X i neka je G : X — P(X) viseznacno preslika-
vanje sa osobinom: G~!(z) je konveksan skup za svako z € X. Tada su sledeci
uslovi ekvivalentni: |
1)z € G(z) za nekoz € X;
2) G* nije KKM preslikavanje.

Izlozenu posledicu neéemo dokazivati jer je direktna posledica prethodne
(sa G* umesto G).
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TEOREMA 1V.2.1. Neka je Neka je (X, H) parakonveksan prostor i G : X —
P(X) KKM preslikavanje, ¢ije vrednosti su zatvoreni skupovi. Tada je:

N G(z) #0,

IEA

za svaki A € F(X).

DOKAZ: Viseznaéna preslikavanja definisana sa H4(F) = H(F) za svaki F €
F(A) i familija skupova {G(z)}sex} ispunjavaju sve uslove teoreme IL.2.2.
Odatle dobijamo da familija skupova {G(z)};ex ima svojstvo konatnog prese-
canja.

Navedena teorema je uopstenje poznate KKM leme koju su za simplekse
u euklidskim prostorima dokazali Knaster, Kuratovski i Mazurkijevic¢ [1929].
Teoremu je na topoloske vektorske prostore preneo Ki Fan [1961]). Ki Fanovo
tvrdenje se obiéno naziva KKM princip. Odgovarajuce tvrdenje za konveksne
prostore dokazao je Mark Lasonde [1983], za pseudokonveksne prostore Horvat
[1983], za H—prostore. Bardaro i Kepiteli [1988] a za konveksne topoloske pro-

store I. Arandelovi¢ [1992b]. Detaljan prikaz moguénosti za primenu teoreme

ovakvog oblika dao je Lasonde [1983].

POSLEDICA IV.2.3. Neka je (X, H) parakonveksan prostor a G : X — P(X)
KKM preslikavanje, &ije vrednosti su zatvoreni skupovi, od kojih je bar Jedan
kompaktan. Tada je:

M G(z) # 0.

z€X

DoKAZ: Neka je G(zo) kompaktan skup. Definisatemo viseznalno preslika-
vanje G' : X — P(X) formulom G'(z) = G(z)[)G(z0). Posto prema teo-

remi IV.2.1 svaka konaéna podfarmnilija od {G'(z) | z € X'} ima neprazan presek
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a svi ti skupovi su sadrzani u kompaktnom skupu G(zg) onda je

pa prema tome i

Sada smo u moguénosti da koris¢enjem leme 1. i posledice 1. dokazemo
sledeée uopstenje poznate Fan-Brauderove teoreme. Analogni rezultat za kon-

veksne topoloske prostore dokazao je Komija u radu {1981].

TEOREMA IV.2.2. Neka je X neprazan, parakonveksan i kompaktan prostor.
Ako je T : X — P(X) viseznaéno preslikavanje koje ispunjava uslove:

1) za svaki z € X je T(z) neprazan i konveksan skup;

2) za svakiy € X je T~'(y) otvoren skup;

onda T ima nepokretnu tacku.

DoxAz: Dovoljno je da dokazemo da T~! ima nepokretnu tacku, Sto ¢emo
uéiniti pomoéu leme IV.2.1 sa G = T~!* dokazujuéi da G nije KKM pres-
likavanje a skup G*~!(y) jeste konveksan za svako y € X (tada ne moze bitl
z € G(z) za svako z € X, pa je zo € G*(z0) = T™(20) za neko z € X).
Drugi uslov je zadovoljen jer je G*~!(y) = T(y) za svako y € X. Ako bi G
bilo KKM, onda bi prema posledici 1. [),¢x G(z) bio neprazan jer su skupovi
G(z) zatvoreni i otuda kompaktni. Odatle bi sledelo da je U,cx G*(z) # X

§to je kontradikcija sa &injenicom da su skupovi T'(z) neprazni za svako z € X.

Kao 5to se zapaza dobijeni rezultat proSiruje Fan-Brauderovu teoremu
oslabljivanjem uslova konveksnosti. Uopstenje u kojem je oslabljen uslov kom-

paktnosti dato je u radu Canga [1991].
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LEMA IV.2.2. Neka je (X,H) parakonveksan prostor i F,G : X — P(X)
-dva viSeznaéna preslikavanja. Ako je z € F(z) C G(z) za svaki z € X i ako je
F*~1(y) konveksan skup za svakoy € Y, onda je G KKM preslikavanje.

DoxAaz: Dovoljno je da dokazemo da ako G nije KKM preslikavanje, onda F™
ima bar jednu nepokretnu tacku. Ako G nije KKM preslikavanje, onda postoje
konacan podskup {xl, vy Zn} € F(X)izg € X takvodajey € H({z1,...,2n})
i 7o ¢ U, G(z;). Odatle sled: da je 2o € (12, G*(2:) C Ny F*(2:), pa
prema tome vazi z; € F*71(zg) za 1 < ¢ < n. Posto je F*~Y(z;) konveksan

skup, onda je H({z1,...,za}) C F*~1(zg), odakle sledi da je 7o € F"(zo).

TEOREMA IV.2.3. Neka je X neprazan i konveksan podskup parakonveksnog
prostora E. Ako su S,T : X —» P(X) viseznacna preslikavanja koja ispun-
javaju uslove:

1) za svaki = € X je skup S(z) neprazan i S(z) C T(z);

2) za svaki z € X je T(z) konveksan skup;

3) za svakiy € X je S7(y) otvoren skup, a za bar jedno y, € X je skup
57'*(yo) kompaktan,

onda T ima nepokretnu tacku.

DoxAz: Dovoljno je dokazati da T~ ima nepokretnu tacku. Skup

MNyex 5=1*(y) je prazan zato §to je skup S(z) neprazan za svako z € X. 5Svi
skupovi S7™1*(y), y € X, su zatvorem a bai jedan od njih je kompaktan pa.
na osnovu posledice IV.2.1, §~'* nije KKM preslikavanje. T7'* nije KKM
preslikavanje na osnovu leme IV.2.2. jer je T7**(z) C S7'*(z) za sve z € X.
Po pretpostaveci je za svako z € X skup (T7*)7!*(z) = T(z) konveksan odakle

pomoéu leme IV.2.1. dobijamo ca je z € (T™**)*(z) = T~'(z) za neko z € X.

Zapazamo da se u sluéaju & = T nasa teorema svodi na teoremu IV.2.2.
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IV.3. MINIMAKS NEJEDNAKOSTI
I NJIHOVE PRIMENE

DEFINICIJA IV.3.1. Neka je X topoloski prostor, f : X — R, g: R — R,
o(z) = maz{f(z),9(f(2))} 1 b(z) = min{f(z),g(f(c))} 22 svako z € X. Za
funkciju f reéi éemo da je:

1) g—po]uneprekidna odozgo na X ako je a poluneprekidna odozgo na X;

2) g—poluneprekidna odozdo na X ako je a poluneprekidna odozdo na X.

Odozdo i odozgo g-poluneprekidne funkcije definisao je Taskovi¢ u radu
[1992]. Potetni deo Taskovilevih istrazivanja je saopSten u Kuparima 1990.

godine, kao §to smo naveli u uvodu.

DEFINICIIA IV.3.2. Neka je X vektorski prostor, Y njegov konveksan pod-
skup, ¢ : R — R i a(z) = maz{f(z),9(f(z))} za svako z € Y. Funkcija
f:Y — R je

1) konveksna, ako je f(Az + (1—A)y) < Af(z)+(1- M f(y) za svakoz,y €Y
i svako A € [0,1};

2) kvazikonveksna, ako je f(Az+(1—M)y) < maz{f(z), f(y)} zasvakoz,y €Y
isvako A € (0,1];

3) konkavna, ako je f(Az + (1 —A)y) 2 Af(z) + (1 - M f(y) za svakoz,y €Y
i svako X € {0,1];

4) kvazikonkavna, ako je f(Az +(1—A)y) > min{f(z), f(y)} za svakoz,y € Y
i svako A € {0,1].

5) g—prosireno kvazikonveksna ako je a kvazikonveksna funkcija;
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6) g—prosireno kvazikonkavna ako je-a kvazikonkavna funkcija;

Neka je f: Y — R, gdeje Y pioizvolja.n konveksan podskup nekog vek-
torskog prostora. Moze se pokazati da je funkcija f kvazikonveksna ako 1 samo
ako je skup {z € Y | f(y) < r} konveksan za svako r € R, odnosno da je
f kvazikonkavna ako i samo ako je skup {z € Y | f(y) > r} konveksan za

svako r € R. g-prosireno kvazikonveksne i g-kvazikonkavne funkcije definisao
je Taskovi¢ u radu [1992]. Pocetni deo Taskovicevih rezultata saopsten je 1990.
godine u Kuparima, kao to smo naveli u uvodu. Navedene definicije kvazikon-

veksnih funkcija mogu se bez problema preneti na parakonveksne prostore.

DEFINICIIA IV.3.3. Neka je (X, H) parakonveksan prostor, Y njegov kon-
veksan podskup, f : Y — R, g : R — R, a(z) = maz{f(z),¢(f(z))} i
b(z) = min{f(z),9(f(z))} za svakoz € Y. Za funkciju f recicemo da je:

1) f je kvazikonveksna ako je skup {y € Y | f(y) < r konveksan za svakor € R;
2) f je kvazikonkavna ako je skup {y € Y | f(y) > r konveksan za svakor € R;
3) g—prosireno kvazikonveksna ako je a kvazikonveksna funkcija;

4) g—prosireno kvazikonkavna ako je a kvazikonkavna funkcija.

Naredna teorema daje minimaks nejednakost Ki Fanovog tipa za g—pro-
sireno konkavne i g—odozdo poluneprekidne funkcije. Ona uopstava rezultate:
Fana [1972], Jena [1981], Granasa i Lina [1983] i [1986], Bardara 1 Kapitelijeve
[1988], [1989] i [1990], Parka [1991] i Arandelovita [1992b] 1 [1993].

TEOREMA IV.3.1. Neka je X parakonveksan prostor a C' njegov neprazan 1
konveksan podskup. Ako su p,q: C* — Rig: R — R realne funkcije sa
svojstvima:

1) p(z,y) < g(z,y) 22 sve 2,y € X;

2) supzecg(g(z,z)) < supzecq(s,T) = A;

82




3) za svaki y € C funkcija.z — ¢(z,y) je g-kvazikonkavna na C;

4) za svaki z € C preslikavanje y — p(z,Yy) je g- poluneprekidno odozdo;

5) za neko zo € C je skup {y € C : maz{p(zo, y), 9(p(z0,y))} < A} kompaktan;
6) ¢ je rastuca funkcija,

onda postoji § € C takvo da je:

SuszCP(xa g) < suszCQ(za 2)'

DOKAZ: Neka je h(z,y) = maz{p(z,y),g(p(x,y))}'i
k(z,y) = maz{q(z,y), 9(q(z,v))} Iz uslova 2) sledi da je A = supzeck(z,z) a
iz 1) i 6) da je h(z,y)< k(z,y) za sve z,y € X. Nekasu 5,T: C — P(C)
viteznaéna preslikavanja definisana sa:
S(y) = {z € C: hz,y) > A},
T(z) = {y € C: k(z,y) > A}.
Iz predpostavki teoreme dobijamo dalje:
a) T nema nepokretnu tacku;
b) S(y) C T(y) 72 sve y € X;
¢) za svako y € C skup T(y) je konveksan;
d) za svako z € C je skup S (z) = {y € C : h(z,y) > A} otvoren u C;
e) bar za jedno z¢ € C je skup S™**(z) kompaktan.
Na osnovu teoreme IV.2.3. postoji § € C takvo da je S(§) = 0 te je

h(z,9) < A} za sve z € C i otuda p(z,§) < A} zasvez € C.

Naredna teorema je zajedniéko uopstenje predhodne i Parkove teoreme iz

rada {1991].

TEOREMA IV .3.2. Neka je X konveksan podskup parakonveksnog prostora E.
Akosup,g: X xX — R, g: R— Rih:X — R realne funkcije koje
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ispunjavaju sledece uslove:

1) pz,y) < g(z,y) za sve 2,y € X;

2) ¢(z,2) <0 zasvez € X;

3) supsex9(q(z,z)) < supzex (2, z);

4) za svaki y € X funkcija z —— g(z,y)+ h(y) — h(z) je g-kvazikonkavna na
X;

5) za svaki ¢ € X preslikavanje y — p(z,y)+ h(y) — h(z) je g-poluneprekidno
odozdo na X;

6) postoji 7o € X takvo da je skup

{y € X : maz{p(z0,y)+h(y)—h(z0), 9(P(z0, y)+h(y)—h(z0)) < 0} kompaktan;
7) ¢ je rasutca funkdija,

onda postoji § € X takvo da je:
p(z,9) + h(§) < h(z)

za sve z € X.
DoOKAZ: Stavljajuéi u predhodau teoremu p(z,y)+ h(y) — h(z) umesto p(z,y)
a q(z,y) + h(y) — h(z) umesto g(z,y), dobijamo da postoji g € X takvo da je:
p(z,§) + h(g) — h(z) < 0.

Prva primena prethodne teoreme odnosice se na varijacione nejednakosti.

Tvrdenje koje navodimo potice od Hartmana i Stampacije [1966].

PosLEpIcA IV.3.1. Neka je F realan Hilbertov prostor, K C E konveksan,
zatvoren i ograni¢en podskup, i neka je sa (.,.) oznacen skalarni proizvod na
E. Tada za svako f : K — E koje ispunjava uslove:

1) f je neprekidno na K;

2) {f(z) - flg)yz—y) 20 zasve z,y € K;
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postoji 2* € K takvo da je:

(f(z*),2* —2) <0

zasvez € K.

DoKAZ: Nekajeq(z,y) = (f(y),y—z) ap(z,y) = (f(z),y—z) zasvez,y € K,
g(t)=tzasvet€ Rih(z)=0zasvez € K. Neka je zo proizvoljan element
1z K. Skup {y € K : p(;'zo,y) < 0} je ogranicen i zatvoren u K pa prema tome
kompaktan u slaboj topologiji. Tvrdenje sledi direktno iz teoreme IV.5.

Iz dobijene posledice mozemo izvesti poznatu teoremu Kirka, Braudera i

Gedea o nepokretnim tatkama neekspanzivnih preslikavanja.

PosLEDICA 1V.3.2. Neka je K konveksan, zatvoren i ogranicen podskup Hil-
bertovog prostora E. Ako je f : K — K neekspanzivno preslikavanje (
If(z) = f()ll £ llz — y|| za sve z,y € K), onda f ima bar jednu nepokretnu
tacku.

DokAz: Neka je h(z) = z — f(z). Funkcija h ispunjava sve uslove posledice
IV.3.1. pa postoji 7o € K takvo da je: (h(z¢),z0—2z) < 02asvez € K. Prema
tome je za z = f(zo) vazi ||zo — f(zo)||* < 0 odakle sledi zo = f(z0).

Treéa primena teoreme IV.3.2 je sledeéi ekstermalni princip, koji je uopste-
nje Parkovog ekstermalnog principa iz rada [1991] i Mazur-Sauderovog ekster-

malnog principa.

PosLEDICA IV.3.3. Neka je X konveksan podskup parakonveksnog prostora
E. Ako h: X — R realna funkcija koja ispunjava sledece uslove:

1) za svaki y € X funkcija £ — h(y) — h(z) je kvazikonkavna na X;

2) za svaki z EvX preslikavanje y — h(y) — h(z) je poluneprekidno odozdo na
X;
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3) postoji zo € X takvo da je skup {y: h(y) — h(zo} < 0} kompaktan;

onda postoji § € X takvo da je:
h(§) < h(z)

zasvezr € X.

DokAZ: Uzeéemo da je p(z,y) = ¢(z,y) = 0 za sve z,y € X 1 tvrdenje sledi

direktno 1z teoreme IV.3.2.
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IV.4 STAVOVI O PRESECANJU OTVORENIH
SKUPOVA I NJIHOVE PRIMENE

Glavu zavrsavamo sa nekoliko primena stavova o presecanju za otvorene

skupove.
TEOREMA IV .4.1. Neka je Neka je (X, H) parakonveksan prostor 1G : X —
P(X) KKM preslikavanje, ¢ije vrednosti su otvoreni skupovi. Tada je:

ﬂ G(z) # 0,

T€A

za svaki A € F(X).

DOKAZ: Viseznaéna preslikavanja definisana sa Hu(F) = H(F') za svaki F €
F(A) i familija skupova {G(z)}zex} ispunjavaju sve uslove teoreme IL.2.2".
Odatle dobijamo da familija skupova {G(z)}:ex ima svojstvo konatnog prese-
canja.

Navedena teorema. je uopstenje rezultata koje su dokazali Sih [1986] i Kim
[1987). Moguénosti za primenu teoreme ovakvog oblika na topoloskim vek-
torskim prostorima dali su Lasonde [1990] i Park [1990].

Naredni stav o fiksnim tackama pokazuje pod kojim uslovoma se pret-
postavka da su inverzne slike otvoreni skupovi, u teoremi IV.2.2 moze zameniti
pretpostavkom o zatvorenosti odgovarajuéih skupova. Analogni rezultat za

topoloske vektorske prostore dokazao je Mark Lasonde u radu [1990].

TEOREMA IV.4.2. Neka je X neprazan, parakonveksan i kompaktan prostor.

Ako je T : X —» P(X) viSeznaéno preslikavanje koje ispunjava uslove:
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1) za svaki z € X je T(z) neprazan i konveksan skup;

2) za svakiy € X je T~'(y) zatvoren skup;
3) postoji neprazan konacan skuip A€ F(X) takav da je T(z) [} A # 0 za svako
z€X; )

onda T ima nepokretnu tacku.

DoKAz: Dovoljno je da dokazemo da T~ ima nepokretnu tacku. Uslov

T(z)( A za svako z € X, je ekvivalentan sa X Cieq T-!(z). Sada éemo
posmatrati viseznaéno preslikavanje G = T~!*. Posto je skup G*7!(y) =
T(y) konveksan. za svako y € X dovoljno je da dokazemo da G nije KKM
preslikavanje, jer tada prema lemi IV.2.1 ne moze biti z € G(z) za svako
z € X. paje zg € G*(z0) = T7'(z0) za neko zo € X. Ako bi G bilo KKM,
onda bi prema teoremi IV.4.1 (),¢4 G(z) bio neprazan jer su skupovi G(z)

otvoreni. Odatle bi sledelo da je (J,cx G*(z) # X Sto je kontradikeija.

Naredni rezultat je teorema o fiksnim tatkama odozgo poluneprekidnih
preslikavanja. On uopstava klasiéne rezultate 1z radova: Kakutani [1941],
F. H. Bohnenblust i S. Karlin [1950], I. L. Gliksberg [1952], Ki Fan [1952] i
O. Hadzié¢ [1981].

Jedno slican rezultat je dat u petoj glavi (teorema V.4.2). U toj teoremi

je pretpostavka o konveksnosti slike zamenjena sa uslovom aciklicnosti.

TEOREMA IV.4.3. Neka je X kompaktan Hausdorfov topoloski prostor i
{v; }ie; baza simetriénih (iz (z,y) € v; sledi (y,z) € v;) i otvorenih (u topologiji
prostora X x X ) okolina dijagonale skupa X. Ako postoji familija preslikavanja
{H,}ier Hi: F(X) — 2% takva da je:

1) (X, H;) parakonveksan prostor, za sfa.ko 1€ 1

2) Vi(z) = {y € X | (z,y) € v;} konveksan skup u (X, H;) za svakoz € X
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isvakoi € I,

onda za svako odozgo poluneprekidno viseznaéno preslikavanje G : X — 2%,
¢ije vrednosti su neprazni kompaktni konveksni skupovi, postoji bar jedno z, €

X takvo da je z¢ € G(zo).

DOKAZ: Posto je X kompaktan Hausdorfov topoloski prostor, dovoljno je da
pokazemo da za svako'i € I postoji z; € X takvo da je Vi(z:)[G(z:) # 0.
Fiksirajmo v;. Iz kompaktnosti sledi da postoji konatan skup A C X takav
da je X C |J,e4 Vi(a). Posmatrajmo viéznaéno preslikavanje F; : X — 2X

definisano sa

Fiz)= {J {vlveVip)}

PEG(2)
Posto je F(z)[)A # 0 za svako z € X, iz Teoreme IV.4.2 sledi da je postoj
z; € X takvo da je z; € F(z;), §to poviaci Vi(z;)[) G(z;) # 0.

Naredna teorema je, kao §to ¢emo videti kasnije uopstenje odgovarajuceg

rezultata Si Parka [1990] dokazanog na Konveksnim prostorima.

TEOREMA IV.4.4. Neka je X neprazan i konveksan podskup parakonveksnog
prostora E. Ako su F,G : X — P(X) viSeznacna preslikavanja koja ispun-

javaju uslove:

1) za svaki z € X je skup F(z) neprazan i F(z) C G(z);

2) za svaki z € X je G(z) konveksan skup;

3) za svaki y € X je F~'(y) zatvoren skup;

3) postoji neprazan konacan skup A € F(X) takav da je F(z)[)A za svako
z€X;

onda G ima nepokretnu tacku.
DokazZ: Dovoljno je dokazati da G~! ima nepokretnu tacku. Skup
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Nyex F~1*(y) je prazan zato §to je skup F(z) neprazan za svako z € X. Svi
skupovi F~1*(y), y € X, su otvoreni. Iz leme IV.2 sledi da G™** nije KKM
preslikavanje na jer je G™'*(z) C F~'*(z) za sve z € X. Po pretpostavci je
za svako £ € X skup (G!*)"'*(z) = G(z) konveksan odakle pomoc¢u leme

IV.2.2. dobijamo da je z € (G™**)*(z) = G™*(z) za neko z € X.

Zapazamo da se u slu¢aju F' = G nasa teorema svodi na teoremu IV .4.2.

PosLEDICA IV.4.1 - S1 PARK [1990]. Neka je X neprazan i konveksan pod-
skup konveksnog prostora E. Ako su S,T : X — P(X) viSeznaéna preslika-
vanja koja ispunjavaju uslove:

1) za svaki z € X je skup T(z) C S(z);

2) za svaki = € X je S7!(z) konveksan skup;

3) za svaki y € X je T(y) zatvoren skup;

4) postoji neprazan konacan skup A € F(X) takav da je X = (J,c 4 T(z);

onda S ima nepokretnu tacku.
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IV.5. KKM PRESLIKAVANJA NA RAVNOMERNIM
PARAKONVEKSNINIM PROSTORIMA

U ovoj glavi pokazujemo kako se uslov kompaktnosti koji se javlja u stavo-
vima dokazanim u odeljcima IV.2 i IV.3 mozZe oslabiti koris¢enjem rezultata
dobijenih u II1.3. Pri tome se mora uvesti dodatna pretpostavka da je topoloski

prostor na kome se posmatra parakonveksnost ravnomeran i kompletan.

TEOREMA IV.5.1. Neka je X kompletan ravnomeran prostor, ¢ mera nekom-
paktnosti na X, (X, H) parakonveksan prostor a G : X — P(X) KKM pres-
likavanje, ¢ije vrednosti su zatvoreni skupovi. Ako za svako t > 0 postoji

A € F(X) takvo da je:
$([) G(=) <,

TE€EA
onda je:

[ G(z) # 0.

zeX
DoOKAZ: Iz teoreme IV.2.1 sledi da posmatrana familija skupova ima svojstvo

konaénog presecanja. Nepraznost celog preseka sledi iz teoreme 11.3.1.

PoOSLEDICA IV.5.1. Neka je X kompletan ravnomeran prostor, ¢ mera nekom-
paktnosti na X, (X, H) parakonveksan prostor a G : X — P(X) KKM pres-
likavanje, &ije vrednosti su zatvoreni skupovi. Ako za svakot > 0 postoji
A € F(X) takvo da je:

¢(G(z)) <1,

onda je:

[ G(z) # 0.

zeX
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DOKAZ: Iz teoreme IV.2.1 sledi da posmatrana familija skupova ima svojstvo

konaénog presecanja. Nepraznost celog preseka sledi iz stava I1.3.1.

Prethodna dva tvrdenja uopétavaju posledicu IV.3.2 u slucaju kada je X
kompletan ravnomeran prostor.

Sada smo u moguénosti da dokazemo sledeca uopétenje poznate Fan-Brau-

derove teoreme.

TEOREMA IV.5.2. Neka je X neprazan, parakonveksan, kompletan ravno-
merni prostor i ¢ mera nekompaktnosti na X. Ako je T : X — P(X)
vijeznaéno preslikavanje koje ispunjava uslove:

1) za svaki = € X je T(z) neprazan i konveksan skup;

2) za svaki y € X je T™*(y) otvoren skup;

3) za svaki t > 0 postoji € X takav da je ¢(T™'*(z) < t;

ondz T ima nepokretnu tacku.

DOKAZ: Dovoljno je da dokazemo da T~' ima nepokretnu tacku, Sto ¢emo
uciniti pomocu leme IV.2.1 sa G = T-1* dokazujuéi da G nije KKM pres-
likavanje a skup G*~(y) jeste konveksan za svako y € X (tada ne moze biti
z € G(z) za svako z € X, pa je 9 € G*(z¢) = T~ '(20) 22 neko z € X).
Drugi uslov je zadovoljen jer je G*~'(y) = T(y) za svako y € X. Ako bi G bilo
KKM, onda bi prema stavu IV.2.1. (], cx G(z) bio neprazan jer su skupovi
G(z) zatvoreni i otuda kompaktni. Odatle bi sledelo da je U,cx G*(z) # X

§to je kontradikcija sa éinjenicom da su skupovi T'(z) neprazni za svako z € X.

TEOREMA IV.5.3. Neka je X neprazan i konveksan podskup parakonveksnog
kompletnog ravnomernog prostora E i ¢ mera nekompaktnosti na X. Ako su
S, T : X — P(X) viseznaéna preslikavanja koja ispunjavaju uslove:

1) za svaki z € X je skup S(z) neprazan i S(z) C T(z);
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2) za svaki z € X je T(z) konveksan skup;
3) za svaki y € X je S~}(y) otvoren skup, a za svkot > 0 postoji z, € X takvo
da je ¢(S™1*(z,)) < t,

onda T ima nepokretnu taéku.

DokAZ: Dovoljno je dokazati da T~? ima nepokretnu tacku. Skup

ﬂyex 5~ *(y) je prazan zato 5to je skup S(z) neprazan za svako z € X. Svi
skupovi S~1*(y), y € X, su zatvoreni pa, na osnovu teoreme IV.2.1, S™1* nije
KKM preslikavanje. T~** nije KKM preslikavanje na osnovu leme IV.2.2. jer
je T~1*(z) C $~*(z) za sve z € X. Po pretpostavci je za svako z € X skup
(T-1*)~1*(z) = T(z) konveksan odakie pomoéu leme IV.2.1. dobijamo da je
z € (T7'*)*(z) = T7(z) za neko z € X.

Zapazamo da se u sluéaju S = T nasa teorema svodi na teoremu IV.5.2.

TEOREMA IV.5.4. Neka je X parakonveksan kompletan ravnomeran prostor,
¢ mera nekompaktnosti na X a C C X njegov neprazan i konveksan podskup.
Ako su p,q: C? — Ri g : R — R realne funkcije sa svojstvima:

1) p(z,y) < g¢(z,y) za sve z,y € X;

2) supzec9(g(z,2)) < supzecq(z,z) = A;

3) za svaki y € C funkcija £ — g(z,y) je g-kvazikonkavna na C;

4) za svaki z € C preslikavanje y — p(z,y) je g- poluneprekidno odozdo;

5) za svako t > 0 postoji z; € C takvo da je

o({y € C : maz{p(z1,v),9(p(z1,y))} < A}) <%

6) g je rastuca funkcija,
onda postoji § € C takvo da je:

supzecp(z,§) < supzecq(z, ).
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DoxAz: Neka je h(z,y) = maz{p(z,y),9(p(z,y))} i

k(z,y) = maz{g(z,y),9(¢(z,y))}. Iz uslova 2) sledi da je A = sup.eck(z,z) a
iz 1)1 6) da je h(z,y) < k(z,y) za sve z,y € X. Neka su 5,T: C — P(C)
viseznac¢na preslikavanja definisana sa:

S(y) = {z € C: hz,y) > A},

T(z) = {y € C: k(z,y) > A}.

Iz predpostavki teoreme dobijamo dalje:

a) T nema nepokretnu tacku;
b) S(y) C T(y) za sve y € X;
c) za svako y € C skup T(y) je konveksan;
d) za svako z € C je skup S7™(z) = {y € C : h(z,y) > A} otvoren u C;
e) za svako t > 0 postoji z; € C takvo da je ¢(S™"*(zy)) < t.
Na osnovu teoreme IV.5.3. postoji § € C takvo da je S(3) = 0 te je
h(z,§) < A} zasve z € Ciotuda p(z,§) < A} zasvez € C.

Naredna teorema je zajednicko uopstenje predhodne, Parkove teoreme iz

rada [1991] i teoreme IV.3.2

TEOREMA IV .4.5. Neka je X konveksan podskup parakonveksnog kompletnog
ravnomernog prostora E i ¢ mera nekompaktnosti na E. Ako su p,g : X X
X — R, g: R— Rih:X — R realne funkcije koje ispunjavaju sledece
uslove:

1) p(z,y) < q(z,y) za svez,y € X;

2)q(z,z) <0 zasvez € X;

3) supzex9(q(z,z)) < supsexq(z,z);

4) za svaki y € X funkcija z — ¢(z,y) + h(y) — h(z) je g-kvazikonkavna na
X;
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5) za svaki z € X preslikavanje y — p(z,y)+ h(y) — h(z) je g-poluneprekidno
odozdo na X;
6) za svako t > 0 postoji z; € X takvo da je

6({y € X : max{p(z1,y) + h(y) — h(z+), g(p(z1,y) + h(y) — h(z:)) S 0}) < ;

7) g je rasutéa funkcija,

onda postoji § € X takvo da je:

p(z,§) + h(§) < h(z)

zasvezr € X.

DoKAZ: Stavljajuéi u predhodnu teoremu p(z,y)+ h(y) — h(z) umesto p(z,y)
a g(z,y) + h(y)— h(z) umesto ¢(z, y), dobijamo da postoji § € X takvo da je:
p(z,§) + h(§) — h(z) < 0.

Primenom teoreme IV.5.5 dobija se sledeéi ekstermalni princip, koji je
uopstenje Parkovog ekstermalnog principa iz rada [1991] i Mazur-Sauderovog

ekstermalnog principa.

POSLEDICA IV.5.2. Neka je X konveksan podskup parakonveksnog komplet-
nog ravnomernog prostora E i ¢ mera nekompaktnosti na E. Akoh: X — R
realna funkcija koja ispunjava sledece uslove:

1) za svaki y € X funkcija z — h(y) — h(z) je kvazikonkavna na X;

2) za svaki z € X preslikavanje y — h(y) — h(z) je poluneprekidno odozdo na
X;

3)zasvakot > 0 postojiz, € X takvo da je skup o({y : h(y)—h(z¢) < 0}) <t;

onda postoji § € X takvo da je:

h(§) < h(z)
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zasver € X.

Doxaz: Uzeéemo da je p(z,y) = ¢(z,y) = 0 za sve z,y € X 1 tvrdenje sledi

direktno iz teoreme IV.5.3.
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V. STAVOVI O PRESECANJU FON NOIMANOVOG TIPA

V.0 Uvod

V.1 Homoloske grupe

V.2 Uopstenje Horvatove teoreme

V.3 Stavovi o presecanju i minimaks teoreme

V.4 Stavovi o fiksnim taékama visezna¢nih preslikavanja
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V.0. UVOD

U petoj glavi razmatrana su razli¢ita uopstenja stavova o presecanju fon
Nojmanovog tipa. Dobijeni rezultati su direktno primenjem: u dokazivanju
minimaks teorema i stavova o fiksnim tackama viseznatnih preslikavanja.

U prvom odeljku smo 1zneli osnovne ¢mjenice o homoloskim grupama.
Drugi odeljak sadrzi uopstenja nekoliko rezultata iz rada Horvata [1984]. Treéi
odeljak je posvecenjen dokazivanju jednorﬁ novom stavu o presecanju koji
uopstava ranije rezultate fon Nojmana [1928] i Ki Fana [1953], kao i njegovim

primenama u dokazima minimaks teorema fon Nojmanovog tipa. Cetvrti odel-
jak daje jo$ jedan novi stav o prescanju koji primenjujemo u dokazu stava o

fiksnim tackama viseznac¢nih preslikavanja.
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V.1 HOMOLOSKE GRUPE

U glavi 11.1 dali smo osnovne pojmove iz teorije homotopskih grupa. U
ovoj glavi dajemo kratak uvod u teoriju homoloskih grupa. Pri poredenju
te dve klase topoloskih invarijanata zapaia se da se pojam homoloskih grupa
uvodi na mnogo komplikovaniji nalin ali da se one mnogo lakse izra¢unavaju na
konkrektnom topoloskom prostoru. Citalac detaljnije informacije o ovoj teoriji
moze naéi u monografijama Spanijera [1966] i Fuksa, Fomenka i Gutenmahera
[1969], a o njenim p:imenama u nelinearnoj analizi u monografiji Taskovi¢

(1993).

DEFINICIJA V.1. Neka je X topoloski prostor. Proizvoljno neprekidno pres-
likavanje standardnog simpleksa A, u prostor X naziva se n—dimenzionalni

singularni simpleks.

DEFINICIJA V.2. Neka je X topoloski prostor i G abelova grupa. Izraz oblika
Z kifi
iel

gde je {ki}ier € F(G) konaéan podskup grupe {CalG} a {f['}ies skup n—di-

menzionalnih singularnih simpleksa prostora X ; naziva se simplicijalni lanac.

"Sabiranje” simplicijalnih lanaca iste dimenzije moZe se definisati kao sabi-
ranje linearnih kombinacija koje ih generisu. Na taj nalin se dolazi do slobodne
abelove grupe C,(X) &iji su generatori svi n—dimenzionalni simplicijalni lanci
prostora X.

Nas sledeéi zadatak je da uvedemo pojam grani¢nog homomorfizma kao

preslikavanja grupe C,(X) u grupu C,—;(X). Posto je Cn(X) slobodna grupa,

99




dovoljno je to preslikavanje definisat] na njenim generatorima tj. na n—dimen-
zionalnim singularnim simpleksima. To se moze uraditi na slede¢i nacin:

0,7 = (-1,

gde je sa f'~! oznadena restrikcija singularnog simpleksa f" na 1—tu granu

standardnog simpleksa.

Derinicuia V.3. Koliénicka grupa
Ker(8a)/Im(8n41)

se naziva homoloika grupa n—tog reda prostora X.
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V.2 UOPSTENJE HORVATOVE TEOREME

Ako su X 1Y neprazni skupovii A,B:Y — P(Y) dva viSeznaéna pres-
likavanja, tvrdenja koja govore o egzistenciji elementa zo € X takvog da je
A(zo)()B(zo) # 0 nazivaju se stavovi presecanju fon Nojmanovog tipa, koji ih
je prvi uveo u nelinearnu analizu u svom poznatom radu [1928]. Svaki stav tog
oblika moze se iskazati u ekvivalentnom obliku koji govori o postojanju tacaka
zo € X iyo €Y takvih da je yo € A(z0) i zo € B~ ys.

Ako je X kompaktan topoloski prostor onda za svako njegovo konatno
otvoreno pokrivanje U, ..., U, postoje realne funkcije ¢, ....,¢n : X — R takve
da je wi(z) =0 za sve z ¢ U i daje o1(z)+ ...+ pn(z)=1zasvez € X. Ta
familija funkcija se naziva podela jedinice koja odgovara datom pokrivanju.

Glavu zapodinjemo sledeéom stavom o neprekidnoj selekeiji koja uopstava

rezultat Horvata [1984].

STAV V.1.1. Neka su sve homotopske grupe kompaktanog topoloskog prostora
prostora X trivijalne i1 neka je R : X — 2X viSeznaéno preslikavanje koje
ispunjava uslove:

1) R~*(z) je otvoren skup za svako z € X;

2) iz ), e R(z) # 0 sledi da su sve homotopske grupe skupa [, ¢ 4 R(z) trivi-
jalne, za svako A € 2%.

Onda postoji neprekidno preslikavanje f : X — X takvo da je f(z) € R(z) za

svez € X.

DoKAZ: Zbog uslova nepraznosti vrednosti preslikavanja R vazice

X CUyex R~!(y). 1z kompaktnosti prostora X sledi da postoje
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Uo,...yn € X takvi daje X C ULy R (y). Ako je o, ..., pn odgovarajuca
podela jedinice onda je sa ¥ : £ — (@o(Z), s n(z) definisano jedno neprekidno
prelikavanje ¥ : X — Ay, Preslikavanje H . 9{0,on} _, 92X (definisano sa
H(J) = N{R(z) | y; € R(z) ¥j € J} ispunjava sve uslove teoreme 11.2.1.

Prema tome postoji neprekidno preslikavanje ¢ : A, — X takvo da je

#(A7) C[){R(z) | v; € R(z) Vi € J}.

Na kraju zakljutujemo da neprekidno preslikavanje f = ¢ 01 ispunjava uslov
f(z) € R(z) zasvez € X.

Primenom predhodnog stava i teoreme II1.1.2 dokazaéemo sledecu stav fon

Nojmanovog tipa koji uoptava rezultat Horvata [1984].

TEOREMA V.1.1. Neka su sve homotopske grupe kompaktanog topoloskog
prostora prostora X trivijalne i neka su A,B : X — 2% dva viSeznaéna pres-
likavanja koja ispunjavaju uslove:
a) A(z)™', B(z) su otvoreni skupovi za sve z € X;
b) skupovi (,ey B~ (y) i(,ey Aly) su prazni ili su im sve h}omotopske grupe
trivijalne, za sve Y € 2X.
c) B~ z)# 0 zasvez € X.

Tada postoji tacka zo € X takva da je

A(zo) [ | B(zo) # 0.

DOKAZ: Preslikavanje A mora prema stavu V.1 imati neprekidnu selekciju f.
Prema teoremi II1.1.2 viseznaéno preslikavanje B~ o f mora imati bar jednu

fiksnu tacku z¢. Za to z¢ Ce vazitl

A(zo) [ B(go) # 0.
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V.3. STAVOVI-O PRESECANIU
1 MINIMAKS TEOREME

Sada ¢emo Teoremu o koincidenciji, koju je dokazao Ki Fan [1953], preneti
na parakonveksne prostbre. Inace preteca Ki Fanove teoreme je jedan rezul-
tat fon Nojmana [1928]. Odgovarajuéi rezultat za pseudokonveksne prostore

dokazao je Horvat [1983], a za H-prostore Arandelovi¢ [1993].

TEOREMA V.3.1. Neka su X C E 1Y C F neprazni, konveksni, kompaktni
skupovli u parakonveksnim ﬁrostorimaE iF. Nekasu A,B: X — P(Y) dva
viSeznacna preslilmya.nja takva da je:

a) A(z) otvoren i B(z) neprazan konveksan skup za sve z € X;

b) B~!(y) otvoren i A~'(y) neprazan konveksan skup za svey € Y.

Tada postoji tatka zo € X takva da je

A(z0) () B(=o) # 0.

Dokaz: Skup Z = X x Y u parakonveksnom prostoru E x F' (videti primer

IV.1.5) je neprazan, konveksan i kompaktan. Viseznafno preslikavanje T :

Z — P(Z) definisano sa
T(z,y) = A" (y) x B(z)

ispunjava uslove:
1) za svako (z,y) € Z je T(z,y) neprazan konveksan skup;
2) za svako (z,y) € Z je T™'(z,y) = B~(y) x A(z) otvoren skup;
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pa prema teoremi TV.2.2 postoji (:cd,yo) € Z takvo da je (zo,y0) € T(20,%0)-
Iz (z0,90) € A7 (y0) X B(z,) dobijamo yo € A(zo) i yo € B(zo) te je yo €

A(zo) [ B(2)-
LEMA V.3.1. Neka suX iY skupovi, s : X x¥ — R, f . XxY —Ri
t: X xY — R. Ako je s(z,y) < f(z,y) L t(z,y), za svako (z,y) € X x Y i
ako postoje infyey s(z,y) i sup,¢x ¢(2,y) onda je:

SUp, ¢ x infyey 8(2,y) < sup,ex infyey f(2,y) <

<infyey sup,cy f(2,y) < infyey sup,ex t(z,Y)-

Doxaz: Nejednakosti supzexinfyeys(z,y) < supzexinfyey f(z,y) 1
n fyevsuprex f(z,y) < infyevsuprext(z,y) vaZe jer je s(z,y) < f(z,y) <
t(z,y) za svako (z,y) € X x Y. Ostaje nam jos da dokazemo nejednakost
suprexinfyey f(z,y) < infyeysupzexf(z,y). Ona sledi iz Cinjenice da za
proizvoljno (z*,y*) € X XY vaziinfyey f(z*,y) < f(2*,y") < supzex f(z,y").
U dokazu naredne teoreme koristicemo sledece Cinjenice o poluneprekid-
nim funkcijama. Ako je A proizvoljna familija odozgo poluneprekidnih realnih
funkcija definisanih na topoloskom prostoru X i ako je funkcija g definisana sa
g(r) =infreaf(z) za svako z € X kona¢na na X, onda je ona poluneprekidna
odozgo na X. Ako je A proizvoljna familija odozdo poluneprekidnih realnih
funkcija definisanih na topoloskom prostoru X i ako je funkcija g definisana sa
g(r) = supseaf(z) za svako z € X konaéna na X, onda je ona poluneprekidna

odozdo na X.

TEOREMA V.3.2. Ako su X 1Y kompaktni i konveksni skupovi u parakon-
veksnim prostorima E,F' 1 f : X x Y — R, realna funkcija, koje ispunjava
uslove:

1) za svako r € X funkcija y — f(z,y) je kvazikonveksna i poluneprekidna
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odozdonaY,

2) za svako y € Y funkcijaz — f(z,y) je kvazikonkavna i poluneprekidna
odozgo na X; |

onda je maxzex minyey f(z,y) =minyey maxzex f(z,y)-

DOKAZ: Zbog poluneprekidnosti odozgo funkcije f po prvoj promenjljivo; fun-
keija ¢(y) = max.ex f(z,y) je defnisana za svako y € Y. ¢ je poluneprekidna
odozdo, jer je supremﬁm poluneprekidnih odozdo funkcija, pa prema tome
dostize svoj minimum. Zbog poluneprekidnosti odozdo po drugoj koordinati
funkcije f funkcija p(z) = minyey f(z,y) je defnisana za svako z € X. p je pol-
uneprekidna odozgo, jer je mﬁmum odoigo poluneprekidnih funkcija, pa prema
tome dostize svoj maksimum. Odatle sledi da su izrazi max.ex mingey f(z,y)
1 mingey ma.xzex‘f(:z, y) definisani.

Iz leme V.3.1 sledi da je

<
max min f(z,y) < minmax f(z,y).

Ostaje nam jos da dokaZemo da ne vaZi stroga nejednakost:

ma.xmm b <1mnma.x o
z€X yeY f(z,9) yeEY z€X f(z,9)

Ako vazi stroga nejednakost, onda je:

n < <m1nmax z
x&a%i%x flz,y)<r i f(z,y),

za neko r € R. |

Definisaéemo viseznaéna preslikavanja A,B : X — P(Y) izrazima:
Az)={yeY: f(z,y)>r}iB(z)={y€Y: f(z,y) <r}.

Mozemo zapaziti da da A i B ispunjavaju sve uslove teoreme V.3.1 Prema tome
postoji zo € X takvo da je A(zo)()B(zo) # 0. Odatle sledi da postoji yo € ¥

takvo da je r < f(zo,¥0) < r 5to je nemoguce.
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Ovom teoremom obuhvacéene su poznata Sajonova teorema [1958], koja
se odnosi na funkcije definisana na komaktnim i konveksnim podskupovima
topoloskih vektorskih prostora, Komijina teorema iz rada [1981] koja je prosi-
renje te teoreme na konveksne topoloske prostore 1 teorema 1. Arandelovica
[1993] koja se odnosi na H-prostore. Originalan dokaz Sajonovog tvrdenja,
bitno razliéit od svih predhodnih, dao je Taskovi¢ u radu [1990]. Uslovi kvazi-
konveksnosti i kvazikonkavnosti za koordinatne funkcije mogu se jo§ oslabiti

kao 5to nam pokazuje sledeca teorema.

TEOREMA V.3.3. Ako su X i Y kompaktni i konveksni skupovi u parakon-
veksnim prostorima E,F i f : X x Y — R, realna funkcija, koje ispunjava
uslove:

1) postoji skup T C R, takav da je za svaki par realnih brojeva a,b € f(X,Y),
a < b, ispunjen uslov T N (a, b) # 0;

2) za svako z € X funkcija y — f(z,y) je poluneprekidna odozdo na Y a
skup {y € Y|f(z,y) < t} je konveksan za svakot € T;

2) za svakoy € Y funkcijaz — f(z,y) je poluneprekidna odozgo na X a skup
{z € X|f(z,y) >t} je konveksan za svako t € T}

onda je max,ex mingey f(z,y) = minygey maxzex f(2,¥)-

DokAz: Zbog poluneprekidnosti odozgo funkcije f po prvoj promenjljivo) fun-
keija ¢(y) = maxzex f(z,y) je defnisana za svako y €Y. ¢ je poluneprekidna
odozdo, jer je supremum poluneprekidnih odozdo funkcjja, pa prema tome
dostize svoj minimum. Zbog poluneprekidnosti odozdo po drugoj koordinati
funkcije f funkcija p(z) = minyey f(z,y) je defnisana za svako z € X. p je pol-
uneprekidna odozgo, jer je infimum odozgo poluneprekidnih funkcija, pa prema

tome dostize svoj maksimum. Odatle sledi da su izrazi max,ex minyey f(2,y)
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1 minyey max;ex f(z,y) definisani,
1z leme V3.1 sledi da je

max min < min
ma yEYf( z,y)< Eymea;gf( z,y).

Ostaje nam jos da dokaZemo da ne vaZi stroga nejednakost:

Enea).){czrg%}f( ,y) <§%111111n€axf( ay)

Ako vaZi stroga nejednakost, onda iz uslova 1) sledi da postoji realan broj r € T
takav da je:

<
grlea%cg%lgf( z,y) <r< nfélgmeuf(x,y)

zaneko r € R.
Definisa¢emo viseznaéna preslikavanja A,B : X — P(Y) izrazima:
Alz)={y €Y : f(z,y) >r}iB(z)={y €Y : f(z,y) <r}..
Mozemo zapaziti da da A1 B ispunjavaju sve uslove teoreme V.3.1 Prema tome
postoji zo € X takvo da je A(zo) () B(2o) # 8. Odatle sledi da postoji yo € Y
takvo da je r < f(zo,y0) < r 5to je nemoguce.

Prethodna teorema obuhvata kao specijalan slugaj teoremu I. Arandeloviéa

iz rada [1992a], dokazanu na topoloskim vektorskim prostorima.
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V.4. STAVOVI O FIKSNIM TACKAMA
VISEZNACNIH PRESLIKAVANJA

Neprazan topoloski prostor je aciklican ako su sve njegove Cehove ho-
moloske grupe nad poljem racionalnih brojeva trivijalne. Specijalno kontrak-
tibilni prostori su acikli¢ni, pa su takvi i svi konveksni i svi zvezdasti podskupovi
topoloskih vektorskih prostora. Takode i svi putno-povezani topoloski prostori
¢ije su sve homtopske grupe trivijalne su acikliéni.

Ako su X 1Y topoloski prostori viseznatno preslikavanje F' : X — Y je
odozgo poluneprekidno ako za svaku tacka zq € X 1 za svaku otvorenu okolinu
V od F(z¢) postoji otvorena okolina U tatke z¢ u X, takva da je F(z) C V za
sve z € U. Viseznatno preslikavanje F' je odozgo poluneprekidno ako 1 samo
ako je za svaki zatvoren skup A C Y skup {z € X | f(z)[)A # 0} zatvoren.
Ako su X 1Y kompaktni prostori, onda je F': X — Y odozgo poluneprekidno

preslikavanje ako i samo ako je njegov graf
Gr(F) = {(z,y) | z € X,y € F(a)}

zatvoren u X x Y. Ako je g : X — Y neprekidna funkcija, onda ¢ pripada
takode klasi odozgo poluneprekidnih preslikavanja, ako se njene vrednosti pos-
matraju kao jednoélani podskupovi od Y.

U narednom izlaganju bi¢e nam neophodan sledeéa lema iz rada N. Siodi

[1991], koja uopstava rezultat koji je dobio Ha [1980].

LEMA V.4.1. Ako je C kompaktan, konveksan i neprazan podskup od R" i
K kompaktan topoloski prostor. Ako je g : K — C neprekidna funkcija 1

F: C — K jedno odozgo poluneprekidno viéznacno preslikavanje takvo da je
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za svaki z € C F(z) neprazan, kompaktan i aciklikliéan podskup od K. Tada
postoji 2o € C takvo da jezg € g(F(z0))-

Sada dajemo jos jedan stav o presecanju Fon Nojmaﬁmog tipa koji uop-

stava odgovarajuce rezultate Dinga i Tarafdara [1994] i Komije [1986).

TEOREMA V.4.l. Neka je X nerazan kompaktan topoloski prostor i (Y, H)
parakonveksan prostor. AkosuF : X — 2Y 1 G : Y — 2% dva viseznaéna
preslikavanja takva da je:

1) F(z) je konveksan skup za svako z € X

2) F~*(y) je otvoren skup za svakoy €Y;

3) X CUyer F7 W)

4) G je odozgo poluneprekidno preslikavanje;

5) G(y) je kompaktan acikli¢an skup,

onda postoje o € X iyo €Y takvi da je o € G(yo) iyo € F(zo).

DOKAZ: Iz kompaktnosti prostora X i uslova 3) sledi da postoje yo, ..., yn € X
takvi da je X C Ul F'y. Neka je za svaki J C 2{00—n} H'(J) =
H({yi | vi € J}). Prema teoremi IL2.1 postojace neprekidna funkeija g :
A, — X takva da je g(Ap) C H'(B) za svaki B C 2{0.1,-2}  Posto je G
odozgo poluneprekidno, slozeno preskikavanje Go g : A, — 2% bice odozgo
poluneprekidno i imace kompaktne acikli¢éne vrednosti. Ako je @y, ...,¢n podela
jedinice koja odgovara pokrivanju F~Y(yo),..., F " (yn) onda je sa f(z) =
S, wi(z)ei definisano jedno neprekidno prelikavanje f : X — Ap. Iz leme
V.2 sledi da postoji zo € An za koje vazi zp € f(G(g(20)))- Odatle sledi da
postoji zo € G(g(z0)) takvo da je zo = f(zo) = Son wi(z)ei. Ako je

Jo = € {000} | 95(20) # 0} = {i € {0,.-m} | 20 € P ()},
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onda je

zp = Z wj(To)e; EA,.
1€Jo

Odatle sledi zo € F~1(y;) za sve j € Jo, pa je y; € F(zo) za svako j € Jo.
Posto je F(zo) konveksan skup onda je H'(Jo) C F(zo), pa je g(z0) € F(ao),
pa prema tome mozemo uzeti yo = g(zo). 1z predhodno izvedenih relacija sledi
z¢ € G(yo) 1 yo € F(zo)-

Naredni stav o fiksnim ta¢kama odozgo poluneprekidnih preslikavanja uop-
stava mnoge ranije rezultate vezane za fiksne tacke viseznaénih preslikavanja
(Kakutani, Eilenberg-Montgomeri, Himelberg, Hadzi¢,...) i jednoznaénih pres-
likavanja (Brauer, Tihonov, Zepecki, Hadzi¢, Horvat [1991],...), kao i teoremu
I11.1.3.

TEOREMA V.4.2. Neka je X kompaktan Hausdorfov topoloski prostor i {v;}ier
baza simetriénih (iz (z,y) € v; sledi (y,z) € v;) 1 otvorenih (u topologiji pros-
tora X x X) okolina dijagonale skupa X. Ako postoji familija preslikavanja
{Hi}ier Hi : F(X)— 2% takva da je:

1) (X, H;) parakonveksan prostor, za svako : € I;

2) Vi(z) = {y € X | (z,y) € vi} konveksan skup u (X, H;) za svakoz € X
isvako1 € I,
onda za svako odozgo poluneprekidno videznaéno preslikavanje G : X — 2X,
éije vrednosti su neprazni kompakini acikliéni skupovi, postoji bar jedno zo €
X takvo da je zo € G(zy).

Dokaz: Posto je X kompaktan Hausdorfov topoloski prostor, dovoljno je da
pokazemo da za svako i € I postoji z; € X takvo da je Vi(z;)G(z:) # 0.
Definisa¢emo viéznatno presﬁka@je F:X —2% sa F(z)={y | y € Vi(z)}.
Iz Teoreme V.5 sledi da je postoje z;,y; € X takvidajey; € F(z;)iz; € G(y:)-
Iz y; € F(z;), zbog simetri¢nosti, sledi z; € V(y;), Sto zajedno sa z; € G(y:)
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daje Vi(z:) N Glz) #9.
U narednom stavovima dacemo dovoljane uslove za postojanje fiksnih
tacaka odozgo poluneprekidnih viseznaénih preslikavanja definisanih na kom-

paktnim i konveksnim podskupovima Hausdorfovih topoloskih vektorskih pros-

tora, koji slede iz teoreme V.4.2.

STAV V.4.1. Neka je K neprazan, kompaktan i konveksan podskup Haus-
dorfovog topoloskog vektorskog prostora X i neka je L{ fundamentalni sistem
simetri¢nih okolina nule u X , takav da za svako U € U postoji Hy : F(X) — 2%
za koje vazi:

1) (K, Hy) parakonveksan prostor;

2) skup (z+U) ﬂK je konveksan u prostoru (K, Hy) za svakor € K.
AkojeF: K —- K ’-odozgopoluneprekidno pfeslilmvanje i ako je F(z) kompak-
tan acikli¢an skup/ za svako z € X, onda F ima bar jednu fiksnu tacku.

STAV V.4.2. Neka je K neprazan,vkompa.kta.n i konveksan podskup Haus-
dorfovog topoloskog vektorskog prostora X i neka je U fundamentalni sistem
simetriénih okoliné nule u X takav da za svako U € U i svaki konacan skup
Y = {z1,...,2n} € K vazi:

1) Z = Nzex Nzey+v(z + U) je putnopovezan skup;

2) ako je n > 3 n — 2 homotopska grupa skupa Z je trivijalna.
Ako je F : K — K odozgopoluneprekidno pres_iika.vanj¢ i ako je F(z) kompak-
tan aciklican skup za svako z € X, onda F ima bar jednu fiksnu tacku.

Doxkaz: Preslikavanje Hy se definiSe sa

Hy({z1,-1Zn}) = ﬂ z+U
€K [\ Y+U

i primeni se stav V.4.1.

111




VI. STAVOVI O NEPOKRETNIM TACKAMA NA
DOPUSTIVIM 1 SLABODOPUSTIVIM SKUPOVIMA

VI.0 Uvod

V1.1 Stavovi o nepokretnim tatkama viseznacnih preslikavanja
definisanih na dopustivim skupovima

V1.2 Stavovi o nepokretnim tackama na slabodopustivim skupovima

V1.3 Stav o nepokretnim tatkama kondezujucih preslikavanja
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"VI1.0. UVOD

Sesta glava je posveéena stavovima o nepokretnim tatkama viseznatnih
preslikavanja, definisanim na dopustivim i slabodopustivim podskupovima to-
poloskih vektorskih prdstora. Prvi odeljak sadrzi stav o fiksnim tatkama odozgo
poluneprekidnih prelikavanja definisanim na kompaktnim, konveksnim i dopus-
tivim podskupovima Hausdorfovih topoloskih vektorskim prostorima i njegove
primene. U drugom odeljku taj stav se, u sluéaju jednoznaf:nih preslikavanja,
prenosi na slabodopustive skupove. Treéi odeljak je posveéen dokazu jednog

stava o fiksnim tackama kondenzujuéih preslikavanja.
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VI.1. STAVOVI O NEPOKRETNIM TACKAMA
VISEZNACNIH PRESLIKAVANJA

DEFINISANIH NA DOPUSTIVIM SKUPOVIMA

U ovoj glavi razmatramo postojanje fiksnih tataka odozgo poluneprekid-
nih viseznaénih preslikavanja i neprekidnih funkcija definisanih na kompak-
tim 1 kon{feksnim podskupovima Hausdorfovih topoloskih vektorskih prostora.
Pored toga dokazujemo sli¢no kao u predhonoj glavi jednu teoremu Fan-Juhvi-
dovljevog tipa za viSeznatna preslikavanja i nekoliko njenih posledica.

Neka su X,Y topologki prostori. Za neprekidnu funkciju‘ f: X =Y
kazemo da je kompakina ako je TCX_) kompaktan skup. Neka je E Topoloski
vektorski prostor. Funkcija f : X — E je konaéna ako je kompaktna i ako je
f(X) podskup od ’nekog konaéno dimenzionog podprostora od E. K C E je
dopustiv ako za svaki kompaktan A C K i svaku otvorenu okolinu nule U u E
postoji konatno preslikavanje h : A — K takvo da je h(z) — z € U. Pojam
dopustivih skupova uveo je V. Kli u radovima {19602}, [1960b] i [1961]. Do
danas je ostao neresen sledeéi problem: Da li postoji konveksan nedopustiv skup
u nekom topoloskom vektorskom prostoru. Primer nekonveksnog, kompaktnog
nedopustivog podskupa Hilbertovog prostora I* moze se naéi u monografiji
O. Had#ié {1984}, kao i mnogo vise informacija iz teorije dopustivih skupova.

Nag prvi rezultat u ovom poglavlju je sledeca teorema.

TEOREMA VI.1.1. Nekaje X Hausdorfov topoloski vektorski prostor,1 K C X

njegov kompaktan, konveksan dopustiv i neprazan podskup. Ako je F': K —
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2K odozgo poluneprekidno viSeznaéno preslikavanje, takvo da je F'(z) neprazan
zatvoren 1 aciklican skup, za svakoz € K, onda F' ima bar jednu fiksnu tacku.

DoxAz: Neka je U fundamentalni sistem okolina nule u X, i F : K — K
odozgo poluneprekidno preslikavanje. Dovoljno je da pokazemo da za svako
V € U postoji z € K takvo da je z + V[ F(z) # 0, zato 5to je K kompaktan
i Hausdorfov topoloski prostor. Posto je K dopustiv skup, za svako V € U
pbstoji neprekidno preslikavanje h : K — K takvo da je h(z) —z € Vi L
konaéno dimenzioni podprostor od X takav da je h(K) C L. Skup LK
je kompaktan, konveksan podskup konaéno dimenzionalnog prostora L, i h :
LNK — LN K. Sada, iz leme V.4.1 da postoji zo € L[} K za koje vazi z¢ €
h(F(z¢)). Onda je zo = h(yo) za neko yo € F(z¢) i prema tome yo € zo+ V.
Poétb, za svako V € U, postoji zg € K za koje vazi zo + V([ F(zo) # 0, F

mora imati bar jednu fiksnu tacku.

Predhodna teorema uopstava dosadasnje rezultate koje su dobili Kakutani
[1941], S. Eilenberg i D. Montgomeri [1946], F. H. Bohnenblust i S. Karlin
[1950], I. L. Gliksberg [1952], Ki Fan [1952], O. Hadzi¢ [1981] i A. Idzik [1988].
Pored toga moze se primeniti i u nekim drugim slu¢ajevima o ¢emu nam govor:

sledeéi stav.

PosLEDICA VI1.1.1. Neka je E Hausdorfov topoloski vektorski prostor, i K C
X njegov kompaktan i konveksan neprazan podskup. Ako E pripada jednoj
od sledeéih klasa prostora:

1) lokalno konveksni prostori;

2) L? za neko (0 < p < 1);

3) Sjo,1) (prostor merljivih funkcija definisanih na intervalu [0,1] u kome je

topologija zadata konvergencijom po meri);
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4) Orliéev prostor SLg(X,A,m);
5) Orlicev prostor K Lg(X,A,m);
6) Ultrabacvast prostor koji ima Sauderovu bazu;

tada svaka odozgo poluneprekidna funkcija F : K — K ima najmanje jednu
fiksnu tacku.

DokAZ: U svim tim prostorima skup K je dopustiv jer je konveksan i kom-
paktan (videti O. Hadzi¢ [1984)).
Naredna teorema je uopstenje teorema I. S. Juhvidov [1964), Ky Fan [1966),

Feliks Brauder [1968] i Olga Hadzi¢ [1983].

" TEOREMA VI.1.2. Neka je K neprazan, dopustiv, kompaktan i konveksan
podskup Hausdorfovog topoloskog vektorskog prostora X, Y topoloski prostor,
C CY zatvoren podskup 1 G : K X K — Y odozgo poluneprekidno preslika-

vanje. Ako je za svako z € K skup:

v € KIG(z,4)(C # 0}
aciklican, onda postoji z, € K takvo da je g(z.,z.)[)C # 0.

DOKAZ: Za svako z € K definisacemo, T(z) C K na slededi naéin:

T(z) = {y € K|G(z,y)[ | C # 0}.

Tada je za svako z € K T(z) neprazan, zatvoren i aciklican podskup od K,

Ako je Gr(T) graf viseznacnog preslikavanja T,
Gr(T) = {(z,y) | z € K,y € T(z)},

razmatramo kao podskup od K x K, onda je (z,y) € Gr(T) ako i samo ako

je G(z,y)(\C # 0. Predpostavimo da Gr(T) nije zatvoren skup, tj. da T nije
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odozgo poluneprekidno. Tada postoji konvergentni uopsteni niz {(z;,y:)}ier €
K x K (gde je (I, >) usmeren parcijalno ureden skup) takav da je
G(zi,4:)C # B za sve i € I, (zi,4:) = (2T+,%) 1 G(z2,%)NC = 0. To
povlaéi daje G(z.,y«) CY\C. Medutim, zbog konvergentnosti nopstenog niza,
postoji 4o € I takvo da i 2 % povladi G(z;,4:) CY\C 4j. G(zf;yf)ﬂC =40,
zato 5to je Y\C otvoren skup i G odozgo poluneprekidno viseznatno pres-
likavanje, sto je kontradikcija. Prema tome Gr(T) jé zatvoren skup 1 T je
odozgé poluneprekidno pa prema teoremi VI.1.1 T ima fiksnu tacku. Ako je
z, ta fiksna tatka t). ako z. € T(z.) tada je prema definiciji preshikavanja T
G(z.,z:) [V C # 0. |

Naredno tvrdenje je uoﬁtenje rezultata I. S. Juhvidova [1964], F. Braudera
[1968] 1 O. Hadzi¢ [1983].
POSLEDICA VI.1.2. Neka je K neprazan, dopustiv, kompaktan i konveksan
podskup Hausdorfovog topoloskog vektorskog prostora X, Y topoloski vek-
torski prostor, i G.: K x K — Y odozgo poluneprekidno viSeznacno preslika-
vanje koje ispunjava uslov

a1G(z,y1) + @2G(z,42) € G(z, 0091 + a2y2)

zasve z,y1,Y2 € K 1a3 20, a3 > 0 za koje vazi a; +a; = 1. Ako za svako
z € K postoji y € K takvo da 0 € G(z,y), onda postoji z. € K za koje vaZi
0 € G(zx,24).
DOKAZ: Ako uzmemo C = {0}, i zapazimo da je za svako z € K, skup {y €
K|0 € G(z,y)} neprazan i konveksan. Sada prema teoremi VI.1.2 postoji
z. € K za koje vazi 0 € G(Z«,Z4).

Naredno tvrdenje je uopstenje rezultata Ki Fana [1966], F. Braudera [1968]
i 0. Hadzi¢ [1983).
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PosLEpica VI.1.3. Neka je K neprazan, dopustiv, kompaktan i konveksan
podskup Hausdorfovog topoloskog vektorskog prostora X, C neprazan, zat-

voren 1 konveksan podskup od X. Ako je F : K — X odozgo poluneprekidno

preslikavanje takvo da je skup F(z)(\(K + C), neprazan i konveksan za svako
z € K, onda postoji z, € K za koje vazi F(z,)(z.+C # 0.

DokaZ: Akouwzmemo X =Y 1G(z,y)= F(z)—yzasvez,y € K, onda je

G(z,y) = {y€ K|(F(z) - y)[C #0}

neprazan 1 konveksan skup. Sada prema teoremi VI.1.2 postoji z. € K za koje

je 0 € G(z4,2,) tj. F(z.)z.+C)#0.
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V1.2 STAVOVI O NEPOKRETNIM TACKAMA
NA SLABODOPUSTIVIM SKUPOVIMA

U radu [1996] N. T. Nhu je uveo pojam slabe dopustivosti za kompaktne

1 konveksne podskupoye metric¢kih linearnih prostora na sledeéi naéin. - Neka
je (X,d) metricki linearni prostor. Za skup neprazan, konveksan i zatvoren
skup K C X kazemo da je slabo dopustiv ako za svako € > 0 postoje zatvoreni
konveksni podskupovi Kj,....Kn, od K takvi da je K = conv ({J._, Ki), i
neprekidne funkcije f; : Ky —» K[ E,i=1,...,n gde je E konatno dimenzioni
potprostor od X takve da je :,'-;l(f,-(zi)—z.-) <ezasvakoz; € X;it=1,...,n.
Nhu je u istom radu dokazao slede¢u teoremu o fiksnim tatkama.
STAV VI.2.1 - NHU [1996]. Ako je X metricki linearni prostor, K C X nje-
gov neprazan, kompaktan, konveksan i slabo dopustiv podskup, tada svaka
neprekidna funkcija f : K — K ima najmanje jednu fiksnu tacku.

~ Sada ¢emo uvesti pojam slabe dopustivosti za kompaktne i konveksne pod-
skupove topoloskih vektororskih prostora.
DEFINICUIA V1.2.1. Neka je X Hausdorfov topoloski vektorski prostor, U fun-
damentalni sistem otvorenih okolina nule u X 1 K C X neprazan, zatvoren i
konveksan podskup. Za K kazemo da je slabo dopustiv ako za svako V € U
postoje zatvoreni konveksni podskupovi K} ,..., Kn od K takvi da je
K = conv (U, Ki), i neprekidne funkcije f; : K; — KNE,i=1,..,n gde
je E konaéno dimenzioni potprostor od X takve da je Yo (filzi)—zi) eV
zasvakoz; € X;i1=1,..,n.

U dokazu narednog tvdenja, neophodna nam je sledeca lema.
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LEMA VI.1. Neka je X beskonaéno dimenzionalni konveksan podskup topolos-
kog vektorskog prostora, A;, + = 1,...,n konaémi podskupovi od X i U bal-
ansirana simetriéna otvorena okolina nule. Tada postoje disjunktni konaéni
podskupovi By, ..., B, takvi da:

i) B = Ji, B: je linearno nezavisan skup;

ii) iz z € conv(B;) sledi z —y € U za svakiy € conv(4;) 1 =1,...,n;

iii) postoji afino presliavanje h : |J_, A; — B takvo da z — h(z) € U za

svako z € conv(A).

DokAZ: Neka je ¢ € {1,..,n}. Sa K; oznatavacemo trijangulaciju skupa
conv(A4;) a sa K trijangulaciju skupa conv(A) koja ispunjava uslove: 4; C K?,
A CK® (Sa K° je oznaten skup temena trijangulacije K i |Ji_, K} = K°).

Neka je m kardinalni broj skupa X° i V balansirana simetri¢na okolina
nule takva da je

V.. .VCU.
N, e’
m—puta

PoSto je X beskona¢no dimenzionalan, postoji linearno nezavisan skup
By ={h(v):veK}CX
takav da je:
(v—h{v) eV

za svako v € K. Induktivno mozemo birati linearno nezavisne podskupove
By = {h(v) : v € K} \UK“} CX\1m<U By),
=1
za k = 2, ...,1 takav da je:
(v—h(v)) €V
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za svako v € KY.

Tako je konstruisan skup B = |J_, B; &ji element su linearno nezavisni

i=1
vektori. Sada ¢emo proveriti 1spunjenost uslova ii).
Ako z € conv(B) onda je z =E§=1 a;h(v;) gde v; € conv(4;), a; € [0,1],
i=l.,ki T e =1

Neka je y = E;c:l a;v; € conv(A4;). Posto je k < m dobijamo

k-
m—y:Zaj(h(vj)—vj)GV---V_C_U.

=1 m—puta

Time smo pokazali da je ispunjen uslov ii).

Produzimo preslikavanje h linearno na svaki simpleks 0 € K. Ako je
A=J., 4 €K’ imamoz = ELI a;ivi,a; € [0,1),i=1,...,k iZL] a; = 1.
Posto jem 2> k imé.mo

k
z—h(z) =) oi(vi—h(v;) €Y -V CU.

i=1 m—puta

Ovim smo pokazali da je i uslov iii) ispunjen.
Ovaj rad nastavljamo sledeéom teoremom koja obuhvata sve dosad postig-
nute rezutate iz teorije fiksnih tacaka neprekidnih funkcija na Hausdorfovim

topoloskim vektorskim prostorima za klasu neprekidnih funkcija osim, mozda,

A. 1dzik [1988] i restrikcije stavova V.4.1i V.4.2 na klasu neprekidnih funkcija.

TEOREMA VI1.2.1. Ako je X Hausdorfov topoloski vektorski prostor 1 K C X
njegov neprazan, kompaktan, konveksan i slabo dopustiv podskup, tada svaka

neprekidna funkcija f : K — K ima najmanje jednu fiksnu tacku.

DoKAZ: Neka je Y fundamentalni sistem simetriénih okolina nule u X, i f :

K — K neprekidna funkcija. Dovoljno je da pokazemo da za svako V € U
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posioji z € K takvo da je f(z) € 4V, zato sto je K kompaktan i Hausdorfov
topoloski prostor.

Pretpostavimo da postoji V € U takvo da je ¢ — f(z) € V za svako
z € K. Tada postoje Wy, Wy, W3, Wy € U koje ispunjavaju uslove W; + W; C
ViWi+ Wiy CW,za1=1,23 Postoje X slabo dopustiv, postoje

zatvoreni konveksni podskupovi K1,.... K C K takvi da je K = conv({J_, K;)
i neprekidna preslikavanja f; : K; — K(\E, i = 1,..,n gde je E konatno-
dimenzionalni podprostor od X, takva da je Y i, (fi(z:) — z:) € Wy za svako
r; € X;1i=1,...,n.

Prvo dokazujemo:

«) Za svako i = 1,...,n postosi neprekidno preslkikavange g; 1z f;(X;) v kon-
veksan poliedar F; takvo da je

St (gily) —y) € Wy zasvakoy € fi( X;) ii=1,....n.

Ako je familja skupova W konalan pokriva¢ skupa Z, onda se maksi-
malan broj elemena.ta 1z W koji sadrze jedan element iz Z, naziva red pokri-
vanja W i obelezava se ord(W) Neka sa D; oznatena dimenzija skupa f;(X;).
Posto je f(X;) konatno dimenzioni kompaktan skup postoji konacan skup
A; = {z;,..,zi} € fi(X;) 1 U otvorena simetri¢na balansirana okolina nule,
takva da je 1

fixyc |Jazi; +0,

J=1
oo —
(14 D;)n—puta

iord(U;) <1+ D; gde jeU; = {zi; + U, ey Thy, + U}.
Neka je {)i; : 1 £ j < l;} razlaganje jedinice koje odgovara pokrivanju U;.

Neka je



1g: fi — F; preslikavanje definisano formulom:

1
g(y) =D M; (W)zs;.
i=1 .

Sada je:

n
S -9=2> M= —y)E VU CW,

- bd & >
i=1 i=1 j=1 (14+D;)n—puta

odakle sledi tvrdenje a.

- Uveséemo oznaku F = eonv(|J._, F).

B) Tada postoji afino preslikavanje g iz F u konveksan poliedar G C X
takvo da je

f(z)—g(z) € W3 za sveko z € F.

Neka je m = dsim(F)+1 iU balansirana simetri¢na okolina nule takva da
je

U+---+UC W,

m—puta

Posto je f uniformno neprekidno (jer je f neprekidna funkcija definisana
na kompaktnom skupu) postoji K, trijangulacija skupa F takva da je
f(a)— f(o) C U za svako o € K.

Neka je g(v) = f(v) za svako v € K® 1 G = conv({g(v) : v € K°}. Tada
mozemo ¢ linearno produziti na svaki simpleks ¢ € K. Tako smo konstrisali
afino preslikavanja G : F' — G.

Ako z € F tada postoji ¢ € K takav da z € 0. Tada jez =37 a;v; gde
jea; €10,1], X i =1iv; €0

Iz n < m sledi

(a)—o(a) = Ya(f(e) ~ Fv) CU+-+ T C Wy

=1 m—puta
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odakle sledi tvrdenje 3.
Neka je G° = {g(v) : v € K°}. Tada je G = conv(G°). Zapazamo da za

svako ¢ € G° vazi z = g(v) za neko v € K°. Posto je
G° C X = conv(Ky | J-++| JKn

1mamo da je
z= Y ai(v)zi(v),
1=1
gde je zi(v) € Ki, a; €(0,1] 1 Y00 = 1.
Neka je A; = {z;(v) : v € K°} C K;. Tada je Gy C conv(4), gde je A =
Uiz, Ai. Neka je X — conv(A;) retrakcija. Izaberimo balansirane simetri¢ne
okolinu nule W,Z C W, takve da iz z — conv(4;) C W sledi (ri(z) —z) € Z 1

daZ+4-+2ZCW,
\q’——/
n—puta )
Primenom leme VI.2.1 dobijamo da postoje disjunktni konaéni skupovi

B; = {b;:7=1,---n(1)}, = 1,...,n koji imaju sledece osobine:
- skup

B=|JBi={bij,j=1,n(i), i=1,..,n

=1

je linearno nezavisan;
-z —conv(A;) C W, za svako z € conv(B;),1=1,---,n.
- postoji afino preslikavanje h : conv(A) — conv(B), gde je A = |J_, Ai.
takvo da je:  — h(z) C W, za svako z € conv(4).
Iz prthodnih relacija sledi da je 2 — rj(z) € Z za svako z € conv(B;).
Sad dokazujemo:
v) Tada postogi neprekidno preslikavanje ¢ : G — F takvo da je z —p(z) € Wy

za svaki = € h(g(convA)).
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Posto je B linearno nezavisan skup za svako z € conv(B) postoje jedin-

stveni brojevi A;; € [0,1] i vektori z;;€ B;, j =1,...,n(3), 1 =1,...,ntakvi

da je

n n(i)

2D N=1

=1 j=1

n (i)

Tr= zz /\,-jm,-j.

=] j=1

Iz linearne nezavisnosti skupa
B=|JBi={bj:i=1,...,nj=1,...,n(i)}
i=1

sledi da je conv(B;) Nconv(B;) =0 za i # j. Neka je \; = Z:‘i’l) Aij 1

J=1

= Ai—lzn(i) Aijzi; € conv(B;), za A; > 0,
' 0z2a \;=0.

Zapazimo da je Y, di=1iz =Y o \iz;, gde je z; € conv(B;) ako je

A; > 0.

Neka je
oi(z) = {gi(fi(ri(ivi))), za A; > 0,

0z2az;=0.
Sad preslikavanje ¢ definisemo formulom:
p(z) = Z Aigi(zi)-
=1
Posmatrajmo neprekidnu funkciju ¢ : F — F definisanu relacijom 3%(z) =

(h(g(z))). Sada je

f(z) —z = (f(z) — g(z)) + (9(z) — h(g(=))) + (A(9(z)) — w(h(g(z))) + (so(h(g(x)) - z)
€ Ws+ Wi + Wy + (¥(z) —z) € W1 + (¥(z) — z)
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za svako z € K. Neka je 2o € F fiksna tacka funkcije ¢ véije postojanje sledi iz
Brauerove teoreme. Tada je f(zo) — 2o € W1+ (¥(z0) — Zo) ti. f(zo)—20) C
W; C V sto je kontradikeija.

NAPOMENA: U radu de Paskale, Trombeta i Veber [1993] konstruisani su pri-
meri dopustivih skupova koji ne ispunjavaju Idzikove [1988] uslove. Medutim
nije nam poznato da i postoji skup koji ispunjava Idzikove uslove a nije (slabo)
dopustiv?

Ovu glavu zavriavamo sa jo3 nekoliko otvorenih problema.

Nekoliko otvorenih problema

ProBLEM 1. (V. Kli [1960]) Da li je svaki kompaktan konveksan podskup

Hausdorfovog topoloskog vektorskog prostora dopustiv?

PRrOBLEM 2. (N. T. Nhu [1996]) Da li je svaki kompaktan konveksan podskup

Hausdorfovog topoloskog vektorskog prostora slabo dopustiv?

Pozitiva odgovor na bar jedan od problema 1,2 dovodi nas do pozitivnog

resenaja Sauderove hipoteze.

ProBLEM 3. (N. T. Nhu [1996]) Da li je svaki slabo dopustiv kompaktan kon-

veksan podskup Hausdorfovog topoloskog vektorskog prostora dopusiiv?

PROBLEM 4. Neka je K slabo dopustiv neprazan kompaktan konveksan pod-
skup Hausdorfovog topoloskog vektorskog prostora. Neka je F' : K — K
poluneprekidno odozgo viSeznaéno preslikavanje, takvo da je F(z) neprazan
kompaktan konveksan skup za svako z € K. Ako je K slabo dopustiv, da li F

ima bar jednu fiksnu taéku?

126




VI3 STAV:0 NEPOKRETNIM TACKAMA
KONDENZUJUGIH PRESLIKAVANIA

Sada smo u moguénosti da koriste¢i rezultate dokazane u prvoj glavi
1 jedan ekvivalent aksiome izbora prosirimimo teoremu VI.2.1 izostavljnjem .
uslova kompaktnosti. | ‘

Za parcijalno ureden skup se kaze da je potpuno ureden ako su svaka dva
njegova elementa uporediva. Parcijalno ureden skup je induktivan ako svaki
njegov potpuno ureden podékup ima majorantu. Narednu lema je ekvivalentna

sa aksiomom izbora. Dokaz te Einjenice dao je Taskovié [1986].

LEMA VI.3.1.-Taskovi¢ [1986]. Neka je (P,<) induktivan skup i {fi}ies
familija preslikavanja koja preslikavaju skup P u sebe samoga i ispunjavaju
uslov

z < filz)

za svako z € P i svako 1 € I. Tada familija {fi}ies ima bar jednu zajedniéku
fiksnu tacku.

Prethodna lema ima mnogobrojne primene u nelinearnoj. analizi koje su
sistematski izlozene u radovima i monografijama Taskoviéa [1986), [1988], [1992]
i [1993).

DEFINICUA VI1.3.1. Neka je X ravnomeran prostor i f : X — X neprekidno
preslikavanje. f je kondenzujuée ako postoji preslikavanje ¢ : X — [0, 00) koje
je mera nekompaktnosti na X i koje ispunjava uslove:

2) $(4) = $(f(4)) ako i samo ako je $(A) = 0;
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b) iz ¢(A) > 0 sledi ¢(f(A4)) > ¢(A),
za svaki ogréniéen skup A C X.

U dokazu rezultata o fiksnim tatkama neophodna nam je sledeca lema.

LEMA VI.3.2. Neka je X neprazan, kompletan ravnomeran prostori f : X —

X kondenzujuée preslikavanje. Tada postoji neprazan skup K C X takav da
je K C f(K).

DOKAZ: Nekaje z € X proizvoljan element. Neka je M = {z, f(z), f*(z),...}.
Iz M = {z}|J f(M) sledi da je ¢(M) = ¢(f(M)) pa je prema tome M relativno
kompaktan. Neka je K skup svih tataka nagomilavanja skupa M. Akojez € K

onda postoji {kn} rastuéi niz prirodnih brojeva, takav da je

z= lim fk(z)

. Niz {f*¥»~1(z)} je sadrzan u kompaktnom skupu pa postoje {r,} C {k, — 1}
iy € X takvi da je
y= lim f'"(z).
Iz neprekidnosti funkcije f sledi f(y) = z. Iz prethodnih relacija sledi da je
f(z) € K. Time smo pokazali da je K C f(K).
Osnovni rezultat ove glave je naredna teorema.
TEOREMA VI1.3.1. Neka je E kompletan Hausdorfov topoloski vektorski pros-

tor, X njegov zatvoren, ogranicen i konveksan podskup 1 f : X — X konden-

zujuée preslikavanje, koje ispunjava uslov:

¢(conv(f(A))) = ¢(A),

za svaki A C X. Ako je svaki konveksan i kompaktan podskup od X slabodo-

pustiv onda f ima bar jednu nepokretnu tacku.
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Doxaz: Neka je K C X skup koji ispunjava uslov K C f(K). Egzistencija
takvog skupa dokazana jeu lemi 6.3.2. Definisimo familiji podskupova o skupa,

X na sledeéi naéin:
o= {Y.Q X :Y je kompaktan i konveksan, K, f(Y) C Y}.

Na skupu ¢ moZe se uvesti relacija poretka na sledeéi naéin:

Y; <Y, ako i samo ako je Yy C Y;. Definisani poredak na o je indukti-
van jerk je za proizvoljan potpuno uredeni podskup od ¢ presek svih njegovih
elemenata majoraﬁta u poretku definisanom na . Definisa¢emo preslikavanje

g : 0 — o na slede¢i nadin:
§(Y) = comv(F(¥)).

g(Y) € o jer je konveksni omotat zatvorenog skupa zatvoren skup,iiz K CY

sledi f(K) C f(Y') pa prema tome imamo
| KCf(K)SfY)CY.
Sada iz konveksnost1 i zatvorenosti skupa Y sledi
g(Y) = conv(F(Y)) C conv(Y) = Y.

Iz leme V1.3.1 sledi da postoji Yy € o takav da je g(¥p) = Yp. Taj skup je

konveksan i zatvoren jer pripada o. Iz relacije

¢(conv(f(Yp))) = ¢é(¥s),

sledi kompaktnost skupa Y. Prema tome f:Y, — Y}, f je neprekidno i Yj je

slabodopustiv pa prema teoremi 6.3.1 f ima fiksnu tacku.
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