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FRED G OVOR 

Osnova za izradu ovog rada bila su saop§tenja profesora dr Milana R. Tas-

kovia: A new method for MIN - MAX theory (III godikiji sastanak IWAA, 9. 

juna 1989. u Kuparima); New Convex Minimax theory (IV godikaji sastanak 

IWA.A, 1.juna 1990. godine u Kuparima). Veei deo rezultata izlo2enih na tim 

saop§tenjima TaskoviC je objavio u radovima [1990],[1992],[1993b] i [1993c]. 

Pojedine delove ovog rada izlozili smo u okviru sledeeih saop§tenja: Trans-

verzalne take i uop§tene konveksne funkcije (FILOMAT '20, 28. septembra 

1991. u NiSu); Nekonveksne minimaks teoreme (seminar iz primenjene matem-

atike. u Beogradu 7. aprila 1992.); Jedno uop§tenje KKM principa i njegove 

primene (FILOMAT' '92. 9. oktobra 1992 u Ni§u); Konveksnost i nepokretne 

taeke (Matematieki institut SANU, 18. februara 1993.); Fazi skupovi u teoriji 

igara (Matematieki institut SANU, 1. aprila 1993.); KKM preslikavanja i aud-

erova hipoteza (Matematieki fakultet - Beograd, 9. maja 1995.); KKM pres-

likavanja, njihova uopkenja i primene (Prirodno Matematieki fakultet - Novi 

Sad. 9. juna 1995.); 0 Sauderovoj hipotezi (Matematieki fakultet - Beograd. 

9. januara 1996.); On the weakly admissibility on topological vector space and 

its application in fixed point theory (II Matematiaka konferencija - PriStina. 

27. septembara 1996.); A new extension of Kakutani's fixed point theorem 

(4. simpozijum iz matematieke analize i njenih primena - Arandelovac. 

29. :maja 1997.); Mere nekompaktnosti (Filozofski fakultet - Nis, 5. maja 1998.). 

Neki od dobijenih rezultata objavljeni su u radovima [1992a]. [1992b]. [1993]. 

[1995]. [1996]. [1997] i [1998]. 
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Metode korikene u dokazima teorema jednog dela ove teze primenjivali 

smo prvi put u magistarskom radu: "Jedan ekvivalent Brauerove teoreme i nje-

gove primene u nelinearnoj analizi", odbranjenom na Matematiekom fakultetu 

u Beogradu 16. decembra 1993. godine Clanovi komisije dr Milan R. Taskovi6, 

dr Dusan D. Adamovie, dr Duro Kurepa i dr Vladimir Ralcoeevi6 pru2ili su mi 

veliku pomo6 prilikom izrade tog rada. Njihove ideje i saveti duboko su utkani 

u ovu tezu. Sa 2aljenjem podse6am da akademik Duro Kurepa nije doeekao 

da vidi praktieno ostvarenje izvesnih svojih ideja, usled svoje tragiene smrti 

septembra 1993. godine. 

Delove ove teze proeitali su dr Olga Haaie, dr Ljilana Gaji6, mr Branislav 

Mijajlovie, mr Vladimir Gruji6, mr Marina Milovanovie-Arandelovie i Nebo.* 

Nikolie. Oni su mi uka.zali na vise propusta i pomogli prilikom njihovog otklan-

janja. U re§avanju problema tehnieke pripreme i obrade teksta veliku nesebienu 

pomo6 su mi pruiili kolege Miroljub Andelkovie, diplomirani matematiear i 

Dragan Krstie, diplomirani inienjer ma§instva. 

Na kraju mi preostaje prijatna obaveza da se zahvalim mentoru rada dr 

Milanu R. Taskovieu i elanovima komisije za pregled i odbranu, dr Ljubomiru 

B. Ciricu i dr Vladimiru Rakoeevieu na korisnim savetima i sugestija..ma. 
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ITVOD 

Nelinearna funkcionalna analiza je matematieka disciplina koja posled- 

njih godina doiivljava buran razvoj. Njeni prapoeeci su radovi iz varijacionog 

raeuna Isaka Njutna, Jakoba Bernulija, Leonarda Ojlera, 2ozefa Luja Lagran2a, 

Karla Fridriha. Gausa i Gustava Le2ena Dirihleta, zatim je sledio niz Poenkare- 

ovih rezultata sa primenama u mehanici, da bi se klasiean period nelinearne 

analize zavr§io Bolovim rezultatima iz 1904. "Zadatak o brahistohroni" koji 

je postavio Jakob Bernuli 1696. godine, obieno se uzima za poeetak varija-

cionog raeuna, pa prema tome i nelinearne funkcionalne analize. Medutim. 

Bernulijevim razmatranjima prethodili su jedan Galilejev problem, kao i Fer-

maov princip geometrijske optike. Prema istra2ivanjima Josifa Vukoviea [1988], 

jedan problem optimalnog upravljanja korektno je postavio i re§io Isak Njutn 

u svojim "Principima prirodne filozofije" Kratak istorijski pregled nastanka 

varijacionog raeuna mote se na6i u radu Zorana Stokiea [1991]. Jedan od 

najznaeajnijih dogadaja u klasienoj nelinearnoj analizi je predavanje Davida 

Hilberta na medunarodnom kongresu matematieara u Parizu 1900. godine, u 

kome je izlozio 23 najznaeajnija nere§ena problema onda§nje matematike, od 

kojih 19, 20. i 23 pripadaju varijacionom raeunu, pa prema tome i nelinearnoj 

analizi. 

Moderan period istra2ivanja u nelinearnoj analizi zapoeeo je 1920. godine. 

kada je uop§tavajuei klasienu Pikarovu teoremu o egzistenciji re§enja diferenci-

jalnih jecinaeina, Stefan Banah u svojoj doktorskoj tezi dokazao poznati stay o 

fiksnim taekama kontraktivnih preslikavanja. Banahova teza je objavljena dye 
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godine kasnije u .i.a.sopisuTundamenta Matematika.:Proueavanjelksnih taeaka 

kontraktivnih preslikavanja je i dams Jedna od najvanijih oblasti nelinearne 

analize. 

_Pm tvrdenje koje je ekvivalentno Brauerovoj teoremi o fiksnim taekama 

iskazao je i dokazao Anri Poenkare  1883. godine, a sledeee Pirs Bol 1904. godine 

(prvi jednodimenziona1ni ekvivalent je poznata Bolcanova teorema o nulama 

neprekidne funkcije dokazana 1817. godine). Brauer 1909. dokazuje stay o fik-

snim taekama za slueaj trodimenzionog euklidskog prostora. 1910. Adamar 

dokazuje odgovarajuee tvrdenje za proizvoljan konaeno dimenzionalni prostor, 

koristeCi Kronekerov indeks, a isto tvrdenje dokazuje Brauer 1912. koristeei 

simplicijalnu aproksimaciju i pojam stepena preslikavanja. Detaljniji komen-

tari o odnosu Brauerovog i Bolovog rezultata mogu se naei u elanku Milorada 

Bertolina [1972], kao i u monografijama Taskoviea [1986] i [1993a]. 

Iako su Poenkare i Bol dali direktne primene svojih rezultata u teoriji dife-

rencijalnih jednaeina, kao i u Nebeskoj (Poenkare), odnosno Analitiekoj (Bol) 

mehanici, dugo nije bilo ozbiljnijih primena Brauerovog stava u Matematiekoj 

analizi, izuzimajuei jedan rezultat Saudera iz 1927. godine koji se odnosi na 

egzistenciju re§enja eliptiekih parcijalnih jednaeina. Do naglog preokreta dolazi 

kada je Dion fon Nojman [1928] primenio Brauerovu teoremu, koja je vee 

nagla §iroke primene u Topologiji i Diferencijalnoj geometriji (teorija polja), u 

dokazu egzistencije re§enja matrienih igara sume nula u skupu kombinovanih 

strategija. Ovaj rezultat, koji predstavlja osnovu klasiene teorije igara, naglo 

je poveCao interes matematieara razlieitih specijalnosti za proueavanje primena 

ove teoreme u razlieitim oblastima analize. Fon Nojmanova teorema je doiivela 

brojna uop§tenja od kojih je najpoznatije dokazao M. Sajon [1958]. 

Knaster. Kuratovski i Mazurkjevie [1929] daju jednostavan dokaz Brauer- 
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ove teoreme, koji se danas praktieno mote naei u svakom ud2beniku topologije. 

Koristeei Spernerovu kombinatomu lemu, oni najpre dokazuju stay o prese-

canju., poznatiji kao KKM lema, iz koga dobijaju dokaz teoreme. Mo - e se 

pokazati da je KKM lema ekvivalentna sa Brauerovom teoremom. Intere-

santno je da tvrdenje o nepraznom preseku ostaje taeno i kada su svi skupovi 

koji pokrivaju simpleks otvoreni! To su dokazali, 50 godina kasnije, verovatno 

nezavisno jedan od drugog, korejski matematiear Kim [1987] i tajvanski Sih 

[1986]. Sihov rezultat je objavljen 1986. a Kimov 1987; medutim. oba rada 

su predata za gtampu u proleCe 1985. godine. Od mnogobrojnih uop§tenja 

KKM leme najznaeajnije je dokazao Ki Fan [1961]. Ta teorema je poznata kao 

KKM princip i do danas je dobila mnogobrojne primene u razliCitim oblastima 

nelinearne analize. Njihov detaljan pregled mote se 'mei u poznatom elanku 

Marka Lasondea [1983]. U poslednje dye decenije veliki broj radova je posveeen 

prenoknju pojma konveksnosti na topolo -Ske prostore koji ne moraju imati al-

gebarsku strukturu. Na tim kiasama prostora dobijena su raglieita uop -Stenja 

KKM principa (Horvat [1983] i [1991], Bardaro i Kepiteli [1988],...). 

Sauder [1930] prenosi tvrdenje Brauerove teoreme sa konaeno dimenzionih 

(euklidskih) na beskonaeno dimenzione (normirane) prostore i daje nove pri-

mene u teoriji jednaeina matematieke fizike. Tihonov [1935] pokazuje da odgo-

varajuei stay o fiksnim taekama vazi na lokalno konveksnim topolo§kim vek-

torskim prostorima. Da1ja uopftenja teoreme Tihonova dab su: Ki Fan [1964], 

K. Zima [1977] (za slueaj metrizabilnih prostora), B. Zepecki [1979], 0. Ralik 

[1981], A. Idzik [1988] i N. T. Nhu [1996]. Novi dokaz teoreme 0. Had2ie [1981] 

dat je u radu I. ArandeloviCa [1995]. Medutim, do danas je ostalo nerasvetljeno 

pitanje, poznato kao Sauderova hipoteza: da li odgovarajuea teorema vaii na 

proizvoljnim Hausdorfovim topolo§kim vektorskim prostorima? 
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Matusov 119781 ,je dao dokaz 8auderove inpoteze za loji se kasnije is-

postavilo da je nekorektan. U poslednjih pet godina najznakajniji rezultati o 

Sauderovoj hipotezi, pored navedenih, objavljeni su u radovima: E. De Paskale 

[1993], E. De Paskale, G. Trombeta i B. Veber [1993], N. T. Nhu i I. H. Tri 

[1994]; i T. V. An, N. Nhuj i L. H. Tri [1995]. 

Japanski matematiear S. Kakutani [1941] uop§tio je Brauerovu teoremu na 

odozgo poluneprekidna vikznaena preslikavanja. Dalja pro§irenja Kakutani-

jeve teoreme dobili su S. Eilenberg i D. Montgomeri [1946], F. H. Bohnenblust 

i S. Karlin [1950], I. L. Gliksberg [1952], Ky Fan [1952], 0. Hadiie [1981] i 

A. Idzik [1988]. 

Pored brojnih uop§tenja, intenzivno su proueavani i mnogobrojni ekvi-

valenti Brauerove teoreme. Najpoznatije od njih formulisali su: Kakutani 

[1941] , Ki Fan [1952], [1961] i [1972], Hartman i Stampacija [1966] i Feliks 

Brauder [1968]. 

Savremeni period u razvoju nelinearne analize karakterik grananje is-

tra2ivanja u razlieitim pravcima, §to je delom podsta.knuto potrebama me-

hanike, fizike i ekonomije. 0 velikom interesovanju za nelinearnu analizu na-

jbolje svedoei einjenica da je u poslednjih 50 godina objavljeno preko 15000 

nauenih radova samo iz teorije nepokretne taeke i njenih primena, koja i danas 

predstavlja najvatniju oblast u nelinearnoj analizi. Detaljan pregled primena 

metode nepokretne taeke mote se naei u radu Kurepe [1991] i monografijama 

Taskovioa [1986], [1993a]. U savremenoj nelinearnoj analizi sve veou primenu 

nalaze homolo§ke metode Eiji se detaljan pregled mote na6i u monografiji 

TaskoviCa [1993a]. Elementaran pristup ovim metodama dat je u radovima
. 

Branislava Mijajloviea [1990] i [1997]. 

Ovaj rad je podeljen u §est glava. Prva od njih je posveeena defini- 

7 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



ciji mere nekompaktnosti na ravnomernim (uniformnim) prostorima. Pojam 

mere nekompaktno'sti na metriekim prostorima uveden je u klasienom radu 

Kuratovskog 11930]. Ovaj pojam na:sao je mnogobrojne primene u topologiji, 

teoriji operatora i nelinearnoj analizi. Pored mere nekompaktnosti Kuratovskog 

uvedeno je jOS nekoliko neekvivalentnih definicija od kojih su neke date ak-

siomatski. Glavu poeinjemo sa izlaganjem osnovnih osobina mere nekom- 

paktnosti na metriekim prostorima a nastavljamo preno§enjem nekih osobina 

klasienih mera nekompaktnosti (mere Kuratovskog i Hausdorfa) sa normiranih 

prostora na metrieke linearne prostore. Posle toga, uvodimo meru nekompakt-

nosti na pseudo metriekim prostorima, a zatim dajemo definiciju pojma mere 

nekompaktnosti na ravnomernim prostorima i ispitujemo njene osobine. Kao 

§to se pojam ravnomernog prostora mote definisati na vise razlieitih naeina, 

tako se i pojam mere nekompaktnosti na ovoj klasi prostora mote uvesti na 

vise naeina. Mi smo izabrali jednu od moguenosti koja nam izgleda najprik-

ladnija za primene. Posle toga dokazujemo stay o karakterizaciji kompletnih 

ravnomernih prostora. Glavu zavr§avamo stavovima koji uop§tavaju odgo-

varajuee rezultate Horvata iz rada [1985]. Ti stavovi se odnose na postojanje 

ekstremnih vrednosti i fiksnih taeaka . 

U drugoj glavi se govori o stavovima o presecanju KKM tipa. Prenoknje 

klasienog rezultata Knastera, Kuratovskog i Mazurkjeviea sa enklidskih na ap-

straktne prostore je problem kojim se dosada bavilo vise autora. U ovoj glavi 

dajemo vise teorema o presecanju zatvorenih i otvorenih skupova. U na§im 

teoremama je uslov kontraktibilnosti zamenjen slabijim topolo§kim uslovom 

trivijalnosti odgovarajueih homotopskih grupa. Dobijeni rezultati uop§tavaju 

ranije rezultate Horvata [1983], [1984], [1987] i [1991], Canga i Zanga [1991] i 

Canga i Maa [1992]. Njihovim primenama su posveeene treoa, eetvrta i peta 
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glava. 

U treeoj giavi su uopgteni izvesni rezultati o fiksnim taekama koje je do-

bio Horvat u radu [1984]. U nagim rezultatima uspeli smo da oslabimo uslov 

kontraktibilnosti. Kao posledicu dobijamo jedan stay o fiksnim taekama koji 

sadni, kao specijalne slueajeve, Brauerovu teoremu i njena uopgtenja koja su 

dali 8auder [1930], Tihonov [1935], Ki Fan [1964], Zima [1977], 2epecici [1979] 

i 0. Had .Zie [1981]. 

Cetvrta glava je posveena KKM preslikavanjima na topologkim prostorima. 

KKM preslikavanja su dosad dobila mnogobrojne primene u razlieitim oblas-

tima nelinearne analize. Proueavanje daljih moguenosti za primenu preslika-

vanja ovog tipa dovode do potrebe za njihovim definisanjem na prostorima 

koji ne poseduju algebarsku strukturu. Glavu poeinjemo uvodenjem pojma 

parakonveksnih prostora a zatim pokazujemo da su definicije ranije razmatranih 

klasa prostora koji su se pokazali pogodnim za definisanje KKM preslikavanja 

(topologki vektorski prostori, konveksni prostor - Lasonde [1983], konveksni 

topologki prostori - Komija [1981], pseudo konveksni prostori - Horvat [1983] i 

H prostori - Bardaro i Kepiteli [1988]) specijalni slueajevi nage definicije. Dati 

su i primeri iz kojih se vidi da se parakonveksni prostori ne nklapaju ni u jednu 

od prethodnih definicija. Nagi osnovni rezultati u ovoj glavi su: lema IV.1, 

koja daje dovoljne uslove za pripadanje kla-si KKM preslikavanja; teorema VI.1, 

koja uopgtava teoreme Ki Fana [1961] i Bardara i Kepiteli [1988], teorema IV.2 

koja je uopgtenje Fan - Brauderove teoreme o fiksnim taekama vigeznaenih 

preslikavanja; minimaks nejednakost koja uopgtava rezultat Ki Fana [1972]. 

Poboljganja ranijih rezultata dobijena u ovoj glavi ne odnose se samo na domen 

funkcija kod koga je oslabijen uslov kontraktibilnosti, vee i na uslove koje is-

punjavaju funkcije jer se umesto klasieane konveksnosti u iskazima teorema 
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koristi prokrena konveksnost koja uvedena u radu TaskoviCa [1992]. Zatim 

sledi jedan stay o fiksnim taekama vi§eznaenih preslikavanja koji uop§tava Fan 

- Kakutanijevu teoremu i varijacioni princip koji je zajednieko uop§tenje rezul-

tata, koje su dali Hartman, Stampaeija, Ki Fan, Kirk, Brauder, Gede, Mazur, 

auder i Park. 

1,7  petoj glavi razmatrana su razliCita uopitenja stavova o presecanju fon 

Nojmanovog tipa. Dobijeni rezultati su direktno primenjeni u dokazivanju 

minimaks teorema i stavova o fiksnim takkama vi§eznaenih preslikavanja. 

8esta glava je posveeena stavovima o nepokretnim taekama yi§eznaenih 

preslikavanja, definisanim na dopustivim i slabodopustivim podskupoyima to- 

polo§kih vektorskih prostora. 
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I. MERE NEKOMPAKTNOSTI 

1.0 Uvod 

1.1 Mera nekompaktnosti Kuratovskog na metriekim linearnim prostorima 

1.2 Hausdorfova mera, nekompaktnosi na metriekim linearnim prostorima 

1.3 Istrateskuova mera nekompaktnosti i Dane§ova nejednakost 

1.4 Aksiomatsko definisanje mere nekompaktnosti na metriaim prostorima 

1.5 Mere nekompaktnosti na pseudometriekim prostorima 

1.6 Mera nekompaktnosti na ravnomernim prostorima 

1.7 Jedna mera nekompaktnosti na ravnomernim prostorima i njena primena 
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1.0 UVOD 

U mnogim teoremama klasiene i moderne matematieke analize vahiu ulogu 

ima uslov kompaktnosti, koji je eesto restriktivan za primene. Da bi se taj 

uslov oslabio. neophodno je na neki naein proceniti koliko se posmatrani skup 

razlikuje od kompaktnog skupa. Taj problem se uspeSno reSava uvodenjem 

pojma mere nekompaktnosti. 

Prva definicija mere nekompaktnosti na metriekim prostorima data je u 

klasienom radu Kuratovskog [1930]. Zbog teSkoea koje se javljaju prilikom 

konkretnog izraeunavanja, kasnije je uvedeno joS nekoliko neekvivalentnih defi-

nicija, pri eemu novouvedene funkcije zadr2avaju osobine mere Kuratovskog. 

Medutim u funkcionalnoj analizi javljaju se mnogobrojni primeri nemetrizabil-

nih prostora. Zbog. toga smo prvu glavu posvetili definiciji mere nekompak-

tnosti na ravnomernim (uniformnim) prostorima. Pre toga moramo da raz-

motrimo joS neke osobine mere nekompaktnosti na metriekim linearnim pros-

torima, jer su se sva dosadakija istra -Zivanja uglavnom ogranieavala na klasu 

normiranih prostora. Zatim dajemo apstraktne definicije mere nekompakt-

nosti na klasama metriekih i pseudometriekih prostora. Date definicije obuh-

vataju, kao Sto eemo videti, najvatnije dosad uvedene mere nekompaktnosti. 

Koristeei meru nekompaktnosti dajemo i novu karakterizaciju kompletnosti 

pseudometriekih prostora. Posle toga uvodimo pojam apstraktne mere nekom-

paktnosti na ravnomernim prostorima i izla2emo njene najvanije osobine. 

prvom odeljku prenosimo osnovne osobine mere nekompaktnosti Kura-

tovskog. u drugom Hausdorfove a u treeem mere Istrateskua, sa normiranih 
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na metrieke linearne prostore. Pored toga se u drugom odeljku dokazuje da 

je Hausdorfova mera nekompaktnosti jediniene lopte u lokalno ogranieenim 

linearnim prostorima jednaka jedinici. U nastavku treeeg odeljka se razmatra 

Danekva nejednakost. Njenom primenom izraeunavarno meru nekompaktnosti 

Kuratovskog jediniene kugle u tP i LP prostorima za 0 < p < 1. U eetvrtom, 

petom i §estom odeljku dajemo definicije apstraktne mere nekompaktnosti na 

metriekim, pseudometriekim i ravnomernim prostorima. Peti odeljak se nas-

tavlja re§avanjem problema karakterizacije kompletnosti pseudometriekih pros-

tora. U §estom odeljku se prenosi Kantorov stay na kompletne ravnomerne 

prostore. Takode dajemo i uop§tenja Vajer§trasovih teorema o egzistenciji ek-

stremnih vrednosti, u kojima se oslabljuje uslov kompaktnosti. Sedmi odeljak 

je posveeen konstrukciji jedne konkretne mere nekompaktnosti koja ispunjava 

osobine koje zahtevaju aksiome date u §estom odeljku. Odeljak zavr§avamo 

ispitivanjem osobina i primenama novodefinisane funkcije. 
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Li MERA NEKOMPAKTNOSTI KURATOVSKOG NA 

METRICKIM LINEARNIM PROSTORIMA. 

Kao to smo vec napom enuli, meru nekompaktnosti na metrickim pros-

torima definisao je Kuratovski [1930]. Taj pojam je ubrzo nasao siroke primene 

u razlicitim matematickim disciplinama: topologiji. teoriji operatora. nelin-

earnoj analizi i teoriji diferencijalnih jednacina (videti Banas i Goebel [1980]). 

Medutim.. prilikom konkretnog izracunavanja mere nekompaktnosti Kuratov-

skog.. javljaju se teskoce koje su dovele do uvodenja novih defini cija koje nisu 

ekvivalentne sa prvobitnom. Kaosto cemo videti, novodefinisane funkcije 

zadr2avaju najvaznije osobine funkcije Kuratovskog. 

Sada cemo dati definiciju mere Kuratovskog. U daljem tekstu, sa 2(X ) 

cemo oznacavati partitivni skup skupa X, a sa diam(.) dijametar posmatranog 

podskupa metrickog prostora. 

DEFINIcnA 1.1.1.. hieka je (X , d) metricki prostor. Mera nekompaktnosti Ku-

rat ovskog je preslikavanje a : 2(X) —> [0, oo], definisano sa 

n 

a(A) = inf{r >0 A C jSi, Si C X, diam(S ~ ) <r 1 < i < n, n Ent}, 

za svaki A C X. 

Neke vane osobine prethodno definisane funkcije dacemo u sledecem stavu 

ciji je dokaz elementaran, pa ga zato izostavljamo (videti Banas i Goebel [1980] 

iii Rakocevic [1994] ). 
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STAY 1.1.1. Neka je (X, d) pseudometridki prostor, A,B CX i a : 1 )(X) 

[0, 00] mera nekompaktnosti. Tada je: 

1) a(A) = oo ako i samo ako skup A nije ograniden; 

a(A) = a(:=17); 

3) iz a(A) = 0 sledi da je A totalno ograniden skup; 

4) izACBsledia(A)<a(B); 

5) a(A U B) = max{a(A),a(B)}; 

6) a(AnB) < minfa(A),a(B)). 

Sledeei stay, koji je dokazao Kuratovski [1930], posebno je znaeajan u 

teoriji nepokretne taeke i nelinearnoj analizi. U nastavku glave daeemo uop-

§tenje tog stava sa metriekih na ravnomerne prostore. 

STAY 1.1.2. Neka je X kompletan metridki prostor. Ako je {B n },,EN niz nje-

govih zatvorenth podskupova koji ispunjavaju sledede uslove: 

1) Bn+1  C B„ za svako n E N; 

2) lim, 	a(Bn ) = 0, 

tada je K = WHEN Bn  neprazan kompaktan skup. 

Zapaiamo da je stay 1.1.2 uopftenje poznate Kantorove teoreme o umet-

nutim odseecima. 

Mera nekompaktnosti Kuratovskog dosada je najvik proueavana na klasi 

normiranih prostora. Njene najvainije osobine na toj klasi prostora dajemo 

u sledeeem stavu (za dokaz videti takode Banas i Goebel [1980] ili Rakoeevie 

[1994]). Sa cony eemo oznaeavati konveksni omotae posmatranog skupa. 

STAY 1.1.3. Neka su Q, Q 1  i Q2 ogranieeni podskupovi normiranog prostora 

X, x EX i Q proizvoljan skPlar. Tada je: 

1 ) ict(Qi +Q2) 5_ a(Qi) a(Q2); 
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2) a(x + Q) = ce(Q); 

3) a(/3Q) = Pla(Q); 

4) a(conv(Q)) = ck(Q)• 

Preno§enje osobina navedenih u prethodnom stavu na proizvoljne rcietrieke 

linearne prostore nije uvek moguee. Na primer, u LP prostorima, 0 < p < 

1, mera nekompaktnosti Kuratovskog jediniene kugle je jednaka 2 (§to demo 

kasnije pokazati u stavu 1.7.3) a njen konveksni omotaZ je neogranieen skup. 

Medutim. osobine 1) i 2) se prenose na metrieke linearne prostore (§to demo 

videti iz stava 1.1.4), a u stavu 1.1.5 se dokazuje da se osobina 3) mote uop§titi 

na klasu lokalno ogranieenih prostora. 

Sada demo navesti osnovne einjenice iz teorije metriekih linearnih prostora 

(videti RoleviC [1972]). 

Neka je X metrieki linearan prostor. Tada postoji metrika d na X koja je 

ekvivalentna sa izvornom metrikom na X, takva da funkcija 1.11 : X [0. -boo ), 

definisana sa 1x11 = d(x, 0) ima sledeee osobine: 

1) 1x11 = 0 ako samo ako = 0; 

2) ix11 =1 —  xii; 

3) ix + yil 	lxll + MI; 

4) 0 < a < povlaei laxil < 1 /3x11. 

Preslikavanje 1.11 se naziva F—norma iii paranorma. Ako postoji broj p, 

0 < p < 1, takav da je ltxll = itiPlx11 za svaki skalar t i svaki x E X, onda 

ka2emo da je 1.11 p-norma a X p-normirani prostor. 

Neka je X Hausdorfov topolo§ki vektorski prostor. Skup A C X je ograni-

een ako za svaku okolinu nule U, postoji skalar a, takav da je A C aU. Prostor 

X je lokalno ogranieen ako u njegovoj topologiji postoji ogranieena okolina 
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nule. Vaii sledeee tvrdenje: topologki vektorski prostor X je lokalno ograniEen 

aim i samo ako je metrizabilan i p-normiran. 

Neka je (X, d) metrieki prostor, x EX i r > 0. Sa B(2, r) oznaeavaeemo 

zatvorenu kuglu {y E X d(x, y) < r}, a sa U(x,r) otvorenu kuglu {y E X 

d(x , y) < . 

Sada prelazimo na izlaganje nasih rezultata. 

STAY 1.1.4. Ako su Q, Q i  i Q2 ogranieeni podskupovi proizvoljnog metriacog 

linearnog prostora X i x E X , tada je: 

1) a(Qi + Q2) 5_ a(C21)+a(Q2); 

2) a(x + Q) = a(Q)• 

DOKAZ: Neka je Q i  C 	diam(Ai) < a(Q1) i Q2 u7=1 B;;  

diam(Bi) < a(Q2 ). Iz 

n m 

Q1 + Q2 C VU [Ai ± 
:=1 j=1 

i diam(Ai Bi) < diam(Ai) diam(Bi), sledi a(Qi  H- Q2) < a(Qi) + a(Q2)• 

Iz 1) imamo a(x + Q) < a({x}) + a(Q) = a(Q), .Sto povlaei 

a(Q) = a(—x x + Q) < a(x + Q). Odatle sledi a(x Q) = a(Q). 

STAY 1.1.5. Ako je X lokalno ogranieen Hausdorfov topola§ki vektorski pros-

tor, Q C X njegov ogra.ni6en podskup, p-norma na X i ,8 proizvoljan skalar, 

tada je 

aPQ) = Ifir ce( Q). 

DOKAZ: Neka je Q  0 0. Iz Q C U= 1 Si sledi flQ C 	Sada je 

diam(OSi) = sup 10(x — y)11 = 1#1P sup 1(x — y)11 = 1/31Pdiam(Si) 
x,yESi 	 x,yESi 
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odakle sledi a(fiQ) < 10IPa(Q). Posto je (3 -1 )3Q = Q, imamo 

a(Q) < loi -Pa(8c2), Pale 10I P a(Q).5_ a(0Q). Odatle sledi a(0Q) = 10I P a(Q). 

Sada navodimo poznato tvrdenje Furija i Vignolija [1970] eiji se dokaz za-

sniva na topolo§kom principu Ljusternika, Borsuka i Snirelmana. Detaljnije in- 

formacije o torn principu, njegovim ekvivalentima i njihovim primenama mogu 

se naei u monografiji Taskovie [1993a] i radu Taskovie [1993b]. 

STAY 1.1.6. Ako je X beskonano dimenzionalni normiran prostor. onda je 

a(B(0.1)) = 2. 

Na§ naredni stay je pro§irenje stava 1.1.6 na beskonaeno dimenzionalne 

metrieke linearne prostore. Za njegov dokaz nam je potrebna sledeea lema. 

koja je verzija klasienog rezultata Borsuka, Ljusternika i Snirelmana. 

LEMA 1.1.1. Neka. je E„ n-dimenzionalni metrieki linearni prostor, 

njegovi zatvoreni podskupovi i S:1-1  = {x E En  I Ixil = 1}. Ako je S7.1 -1  C 

onda postoje x E S:" i E {1, ..., n} takvi da x E 	E 

DOEAZ: Neka je 	Euklidska norma na En  i Sn -1  = {x E Er, I ilxil = 1}. 

Preslikavanje h : 	 definisano sa h(x) = 11211 je homeomorfizam 

skupova 	i Sn -1  koji ispunjava uslov h(-x) = -h(x). Iz 	CUi Fi 

sledi Sn' C 	 Iz teoreme Borsuka, Ljusternika i Snirelmana sledi 

da postoje y E S' i i E 	takvi da y E h(Fi)i -y E h(Fi). Ako je 

x h'(y) = 411 , onda x E i -x E 

Interesantno je da tvrdenje prethodne leme vazi i za pokrivanja otvorenim 

skupovima! 

LEMA I.1.1 . . Neka je En  n-dimenzionalni metriaki linearni prostor. U1 . ..•• U71 

njegovi otvoreni podskupovi i S.n -1  = 	E En  I 	= 1}. Ako je 	C 
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onda postoje x E 	i E {1, ..., n}, takvi da E Ui i -x E Ui. 

DOKAZ: Svakoj taeki x E ST-1  moiemo pridruiiti okolinu Vx  takvu da za 

svako j E 	n1 iz x E 	sledi 

x E Vz  C V x  C Ui . 

Familija skupova 	 obrazuje otvoreni pokrivae skupa S s7-1 . Iz kom- 

paktnosti to sfere sledi da postoje x 1 ,...,xk takvi da je 

5:-1 C 
Vz 

i=1 

Familija skupova 

	

Fi 	Vx i 
x 1 EU; 

ispunjava sledeee uslove: 

1) su zatvoreni skupovi; 

2) S,7 -1  C 

3) Fi C Ui. 

Prema Lemi I.1.1 iz 1) i 2) sledi da postoje x E S:z-1  i i E 11, 	n}, takvi 

da x E 	i - x E Fi. Odatle, iz 3) sledi da x E 	-x E Ui. 

STAY 1.1.7. Ako je X beskonaanodimenzionalni metriai linearan prostor, 

B(0,1) njegova zatvorena jediniena kugla, onda je 

diam(B(0,1)) > a(B(0,1)) > inf 12x11. 
Ixll=1 

DOKAZ: Zapazimo da je diam(B(0,1)) > a(B(0,1)). Ako je a(B(0, 1)) < 

s = inf  14=1  124, onda postoje zatvoreni skupovi F1 , 	C X, takvi da je 

B(0,1) C UZ 1 Fi , i diam(Fi) < s, 1 < i < n. Neka je 	 linearno 
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nezavisan podskup od X. Tada je En  = 	konaeno dimenzionalni 

potprostor od X i 

ST -1  = E En  1 1x11 = cu= 1Fi n s*-1  

Iz Lune 1.1.1 sledi da postoje x E 5r 1  i i E 	takvi da je {x, —x} C 

F, n 5T-1. Iz d(x, —x) = 124 sledi diam(Fi) > s, §to je kontradikcija. 

POSLEDICA 1.1.1. Ako je X beskona6no-dinienzionaini lokalno ogranie.en Ha-

usdorfov topoloaki vektorski prostor, xo E X, 	p-norma na X i r > 0. onda 

je 

r2P < a(B(xo ,r)) < rdiam(B(0,1)). 

DOKAZ: Za r > 0 uslovi 1x11 < 1 i 144 < r su ekvivalentni, Sto povlaei 

B(0, r) = rt,  B(0,1). Odatle imamo 

a(B(xo,r))= a(xo+B(0,r))= a(B(0,r)) = 

= a(r liB(0,1)) = ra(B(0,1)) > r2P 

i diam(B(xo,r)) = diam(B(0,r)) = diara(rt;B(0,1)) = rdiam(B(0,1)). 

Prethodni stay nas dovodi do problema odredivanja dijametra jediniene 

kugle u metriekim linearnim prostorima. Ako prostor nije nornairan, taj prob-

lem postaje prilieno komplikovan jer dijametrar kugle ne mora biti jednak ras-

tojanju izmedu algebarski dijametralno suprotnih taeaka. Naravno, iz nejed-

nakosti trougla sledi da je u proizvoljnom metriekom prostoru dia,metar zatvo-

rene kugle manji iii jednak od dva polupreenika, all to vrednost ne mora uvek 

biti dostignuta. U primerima 1.1.1 i 1.1.2 polcazaeemo kako se mote odrediti 

dijametar jediniene kugle lokalno ogranieenim prostorima EP i LP (0 < p < 1). 
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PRIMER 1.1.1. U tP prostoru (0 -<p < 1) je diam(13(0 1)) =2. 

DOKAZ: Posmatrajmo vektor s l  = (1, 0, 0, ...) i x_2  = (0,-1, 0,...). Oeigledno 

je Ix 1 II= 12'211tP  i Ixi — x2ileP =2. 

PRIMER 11.2. VIP prostoru (0 < p <1) je diam(B(0,1)) =2. 

DOKAZ: Posmatrajmo LP (0 < p < 1) prostor nad prostorom mere (X, S2, p), 

gde je p regularna mera. 1z regularnosti sledi da postoji A E S2 takav da je 

p(A) = A(Ac). Neka je 

-t = p(A)_p. 

Posmatrajmo funkcije: 

fi( x ) ft 0 , 

za x E A 

za x E AC 

0, za x E A 
f2(x) = { —t, za x E A'. 

Oeigledno je Is i  liLp = IX2 IILP IX1 - X2 IILP = 

U narednim odeljcima Cemo izloiiti definiciju i osnovne osobine mera nek-

ompaktnosti Hausdorfa i Istrateskua. Koristeei to mere i Dane§ovu nejed-

nakost koja ih povezuje, pokazaeemo da je mera nekompaktnosti Kuratovskog 

jedinienih kugli u prostorima £ i LP, 0 < p < 1, jednaka 2 Odgovarajuei 

rezultat za obe klase prostora u slueaju p > 1 sledi iz stava 1.1.6. 
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1.2. HAUSDORFOVA MERA NEKOMPAKTNOSTI NA 

METRICKIM LINEARNIM PRO STORIMA. 

Sada eemo izloziti definiciju i osnovne osobine Hausdorfove mere nekom-

paktnosti. 

DEFINICIJA 1.2.1. Neica je (X, d) metriaki prostoi. Hausdorfova mera nekom- 

paktnosti je preslikavanje x : P(X) 	[0, oo], definisano sa 

x(Q) = inf {E > 0 : Q ima konaenu e— mrau u X}. 

za svaki Q C X . 

Hausdorfovu meru nekompaktnosti su definisali Golde§tejn, Gohberg i 

Markus [1957]. Naziv je dobila po tome ko je Hausdorfova mera nekompakt-

nosti proizvoljnog skupa jednaka Hausdorfovom rastojanju tog skupa od famil-

ije nepraznih kompaktnih skupova (posmatrane kao potprostora partitivnog 

skupa u eksponencija1noj topologiji). Ukoliko se u definiciji 1.2 zahteva da 

taeke iz konaene E- rarde pripadaju skupu Q, dobija se definicaja unutragnje 

Hausdorfove mere nekompaktnosti koju oznaeavamo sa 

Sve osobine mere nekompaktnosti Kuratovskog navedene u stavovima I.1.1, 

1.1.2 i 1.1.3 prenose se na Hausdorfovu meru nekompaktnosti (videti Rakoeevie 

[1994]). Sada eemo preneti stavove 1.1.4 i 1.1.5 na Hausdorfovu meru nekom-

paktnosti. Rezultati koje dajemo uopkavaju tvrdenja dobijena za klasu P 

(0 < p) u radu I. Jovanoviea i V. RakeeviCa [1994]. 

STAN,' 1.2.1. Ako su Q, Q i  i Q2 ogranieeni podskupovi proizvoljnog metriekog 

linearnog prostora X ix EX, onda je: 
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a) X(Qi+ Q2) :5_ X(Q1) -+ x(Q2); 

2 ) x(x+  Q) = x(Q)• 

DOKAZ: Neka je b > 0 proizvoljan pozitivan realan broj. -Pato je 
71 in 

Qi + Q2 S U U [B(xi,X(Qi) + 6) -I-  B(Y. i,X(Q2)+ b)], 
t=1 j=1 

iz z E Qi + Q2 sledi da postoje z i  E Qi i 22  E Q2, takvi da je z = zi  + 22, 

d(z i , xi) < x(Q1)+b i d(z2, < X(Q2)+b, za neke i,j (1 < i < n; 1 < j < m). 

Po'Sto je 

d(z,xi+ yi) = d(zi z2,x1+ Yi) = d(zi xi,Yi z2) 

< d(zi  x7,0) d( z2  Yi3O) = d(zi, xi) + d(z2,Yi) 

_5_ X(Qi) + X(Q2) + 28, 

kad -4 0+ , dobijamo x(Qi + Qz) < X(Cli)± X(Q2)• 

Iz 1) sledi x(x H- Q) < x({x})+ x(Q) = x(Q), §to povlaei 

X(Q) = X( — x + x + Q) < x(x + Q). Prema tome je x(x+ Q) = x(Q)• 

Za dokaz narednog tvrdenja potrebna nam je sledeCa lema: 

LEMA 1.2.1. Ako je X lokalno ogranieen Ilausdorfov topolaki vektorski pros-

tor i r,s > 0, onda je 

B(0, rs) = r t,  B(0, s), 

za neko p, (0 < p < 1). 

DOKAZ: Iz x E X i jx11 < s sledi rix11 < rs, §to povlaei IrPx11 < rs za neko p 

(0 < p < 1). 

STAY 1.2.2. Ako je X lokalno ogranieen Hausdozfov topolaki vektorski pros-

tor, Q C X njegov ogranieen podskup i a proizvoljan skalar, onda je 

X(.2Q) = 	X(Q) 
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zanekop 0 <p<1. 

DoKAz: Neka je a 0. Iz Q C Uy_ i {xi+ B(0, x(Q))) sledi 

n 	 n 

aQ c Ulaxi+cd3(0,X(Q))}' U{axi 4- B(0,1a1 P X(Q))1 
2=1 	 1=1 

sto povlaei x(aQ) 5- laIPX(Q). Iz a-l aQ = Q, sledi 	1(/1 -P X(4). 

Prema tome je lai P X(Q) < X(aQ). Odatle sledi x(aQ) = laIP X(Q)• 

Sada dajemo stay o Hausdorfovoj meri nekompaktnosti jediniene kugle u 

jednoj klasi prostora. 

STAV 1.2.3. Ako je X beskonaano-dnnenzionalan lokalno ogranieen Hausdorfov 

topoloki vektorski prostor i B(0,1) njegova jediniana kugla, onda je 

X (B( 0 , 1)) = 1. 

DOKAZ: aCigledno je x(B(0,1)) < 1. Ako pretpostavimo da je x(B(0,1)) = 

s < 1, onda postoji e > 0 takvo da je s--FE < 1. Odatle sledi da postoji konahla 

(s E)-mreia skupa B(0,1). Neka su njeni elementi x 1 , •••, xn• Odatle sledi 

71 

B(o,i) C U{x i + B(0,s+ E)} = U{xi+ (s + e)t, B(0,1)}, 
2.1 

s = X(B( 0 , 1 )) ine n  X(xi + (s + E)* B(0, 1 )) = 

= XUS e)t, B(0,1))= (s E)x(B(0,1))= (s c)s. 

Iz s c < 1 sledi da je s = x(B(0,1)) = 0, §to povlaei da je B(0,1) to-

talno ograni .Cen, odakle sledi da je X konaeno-dimenzionalni prostor, §to je 

kontradikcija sa polaznom pretpostavkom. 
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POSLEDICA 1.2.1. Ako je X beskonadno-dimenzionalan Jokalno ograniden Ba-

usdorfov topolaSki vektorski prostor, zo E X./ > 0 ondaje 

X(13(xo, r)) = r. 

DOKAZ: 

X(B(xo, 	= x(x ± B(0, r)) = x(B(0, r)) = x(74B(0, 1)) = rx(B(0, 1)) = r. 
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1.3. ISTRATESKUOVA MERA NEKOMPAKTNOSTI 

1 DANE§OVA NEJEDNAKOST. 

Pored navedenih, koristi se i Istrateskuova definicija mere nekompaktnosti. 

DEFINICIJA 1.3.1. Neka je (X, d) metriaki prostor. Za A C X ichemo da je E- 

diskretan ako je rastojanje bilo koja dva njegova elementa veee ill jednako od E. 

Istrateskuova mera nekompaktnosti je preslikavanje I skupa svih ogranieenih 

podskupova. prostora X u skup realnih brojeva definisano sa 

1(Q) = inf{E > 0 : svaki E— diskretan podskup od Q je konaean} 

za svaki ogranieen Q C X . 

Kao •Sto vidimo iz narednih stavova Istrateskuova mera nekompaktnosti 

ima sliene osobine kao i prethodno razmatrane mere nekompaktnosti. 

STAY 1.3.1. Ako su Q, Q i  i Q2 ogranieeni podskupovi proizvoljnog metriekog 

linearnog prostora X ix EX, tada je: 

1) I(Q1 + Q2) C -r(Q1)+ I(Q2); 

2) I(x + Q) = 1-(Q). 

DOKAZ: 

1) Neka je E > 0 i neka niz 	obrazuje proizvoljnu 

[/(Qi )4- I( Q 2 ) H- d-mre2u u skupu Q i  + Q2, pri eemu je zi = x + y:. gde je 

z E Qi i yi E Q2. Tada je za sve 	j: 

-1(Q1 + Q2) - E 	1Zi 	2j11 	i X ill+ Iv= — 
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Tosmatrajmo proizvoljnu 	e-mrdu skupa {zi}. Ona, je lonaena 

prema tome, -u okolini jednog od njenih taeaka oznaeieemo je sa mora 

se nalaziti beskonaeno mnogo elanova niza {xi}. Njih 6emo oznaeaArati sa 

i = 2,3, 	Svi elanoviniza {4} ispunjavaju uslov 14 —2111 <1(Q 1 )+E. Sada 

opisani postupak primenjujemo na niz {4} i tako konstru§emo niz {x?}, zatim 

konstrui§emo nizove {4}, 	Neka je ui = 	Oeigledno je lui — ui 

)+E. Odatle sledi da postoji podniz {vi} C {y i } koji obrazuje /(Qi +Q2)— 

./(Q 1 )-2e mrdu skupa Q2. Odatle sledi da je /(Q i + Q2 )- I(Q 1 )-2e.  < I(Q2 ), 

za svako e > 0. Tvrdenje sada sledi iz proizvoljnosti broja E. 

2) Iz 1) sledi /(x + Q) <1.({x})-1- I(Q) = I(Q), §to povlaei 

I(Q) = I(—x x Q) < I(x Q). Prema tome je /(x + Q) = I(Q). 

U slueaju kada je X normiran tvrdenje 1) prethodnog stava je dokR7a1a 

Nina Jdarkova 1982. godine i tako potvrdno odgovorila na Danegovu hipotezu 

iz rada [1972]. 

STAY 1.3.2. Ako je .  X lokalno ogranieen Ilausdorfov topaloaki vektorski pros-

tor, Q C X njegov ogranieen podskup, 1.11 p-norma na X i lg  proizvoljan skalar 

tada je 

1.( 3Q)= 113 1 1(Q)- 

DOKAZ: Neka je # # 0. Iz relacije 

Iflx - 411 = 	- yII 

sledi da svakom konaenom e — diskretan podskup od Q odgovara jedan konaean 

1#1Pe— diskretan podskup od /3Q i da svakom konaenom 1/31Pe— diskretnom 

podskupu od OQ odgovara jedan konaean e— diskretan podskup od Q, odalde 

sledi da je I(13Q)=101PI(Q). 
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Vezu izmedu tetiri navedene mere nekompaktnosti daje nam Dan6ova 

nejednakost (Dane§ [1972]). 

STAY 1.3.3 - DANESOVA NEJEDNAKOST. Neka, je (M,d) metrioli prostor i 

Q C M njegov ogranieen podskup. Tada je: 

X(Q) Xi(Q) 5 1-(Q) 5 a(Q) < 2X(Q). 

Sada izra6unavamo Istrateskuovu meru nekompaktnosti jediniene kugle u 

P (0 < p < 1) prostoru. 

STAN-  1.3.4. IT P prostoru (0 < p < 1) je I(B(0,1)) = 2. 

DOKAZ: Iz DaneSove nejednakosti i stava 1.10 sledi da je 

/(B(0,1)) < 2x(B(0,1)) = 2. Neka je ei element prostora P (0 < p < 1) 

kome je i-ta koordinata jednaka 1 a ostale su 0. Oeigledno je d(c i .cj ) = 2 

za i j. Prema tome, skup {ei}iEAr je beskonaean i rastojanje svaka dva 

njegova elementa je jednako 2, pa je prema tome /(B(0,1)) > 2, Sto povlaei 

I(B(0,1)) = 2. 

STAY 1.3.5. U P prostoru (0 < p < 1) je a(B(0,1)) = 2. 

DOKAZ: Prema Dane§ovoj nejednakosti je 

I(B(0,1)) < cx(B(0,1)) < 2x(B(0, 1)). 

Tvrdenje stava sada direktno sledi iz stavova 1.2.3 i 1.3.4. 

POSLEDICA 1.3.1. Akoje x o  E P (0 < p < 1) i r > 0, onda je a(B(x o . )) = 2r. 

DOKAZ: Za r > 0 uslovi lx11 < 1 i Irt, x11 < r su ekvivalentni, §to povlaei 

B(0, r) = r B(0, 1). Odatle imamo 

a(B(x o ,r)) = a(x0  B(0,r)) = a(B(0, 

= a(r*B(0,1)) = ra(B(0,1)) = 2r. 
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:STAY 1.3.6. IT,.Lp prostoru (0 < p < 1) je AB(0,1)) =72. 

DoKAz: lz.Dan.dove nejednakosti i stava 1.10 sledi da 

I(B(0,1)) < 2x(B(0,1)) = 2. Neka je {An)n6A/ niz disjunktnih merljivih 

podskupova mernog prostora nad kojim se posmatrali prostor, takvih da A n  

ima strogo pozitivnu meru za svaki nE.Ar,a skup A = UnEg konaanu meru. 

Neka je 

in  = p(An) —  

Posmatrajmo funkcije: 

fn(x) 
= { i n , za x E A n  

0, za x E 

Oeigledno je d( fi, jj) = 2 za i j i ILI' = 1. Prema tome , skup {fi}j Eg je 

beskonaean i rastojanje svalca dva njegova elementa je jednako 2, pa je prema 

tome I(B(0,1)) > 2, §to povlaei /(B(0, 1)) = 2. 

STAY 1.3.7. U LP prostoru (0 < p < 1) je a(B(0, 1)) = 2 

DOKAZ: Prema Dane§ovoj nejednakosti je 

/(B(0, 1)) 5 a(B(0, 1)) 5 2x(B(0,1))- 

Tvrdenje stava sada direktno sledi iz stavova 1.2.3 i 1.3.6. 

POSLEDICA 1.3.2. Ako je X0 E LP (0 < p < 	r > 0, onda je a(B(xo,r)) = 

2r. 

DOKAZ: Za r > 0 uslovi ix < 1 i 144 < r su ekvivalentni, §to povlaei 

B(0, r) = r p B(0, 1). Odatle imamo 

a(B(xo,r)) = a(xo + B(0,0) = a(B( 0, r)) = 

= a(r liB(0,1)) = ra(B(0,1)) = 2r. 
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14. AKSIOMATSKO DEFINISANJE 

MERE NEKOMPAKTNOSTI NA 

METRICKIM PROSTORIMA. 

Da bi se definicije mera nekompaktnosti razmatrane u prethodnim odelj- 

cima objedinile napravljeno je vise aksiomatskih pristupa ovom pojmu. Defini-

cija koju su dali Banas i Goebel [1980] vazi samo na normiranim prostorima. 

Pored nje postoje i definicije Turnieija [1980], Pasickog [1979] i Rusa [1981] 

(videti takode radove Rus [1983] i Marginean [1983]). Mi Cern() se ovde opre-

deliti za jednu novu definiciju, koju smatramo najpogodnijom za primene u 

matematiekoj analizi. 

DEFINICIJA 1.4.1. Neka je (X, d) .rnetrieki prostor. Mera nekompaktnosti je 

preslikavanje q5 : P(X) -4 [0, 00], koje ispunjava sledeee uslove: 

1) 0(A) = oo ako i samo ako skup A nije ograniEen; 

2) Cb(A) = O(A); 

3) 0(A) = 0 ako i samo ako je A totaino ograniaen skup; 

4) iz A C B sledi 0(A) < 0(B); 

5) Ako je {Bn} nEN niz zatvorenih podskupova od X takvih da je Bn+1 C 

B ii  za svako n E N i lim„,,, cb(Bn ) = 0, tada je K = W HEN Bn neprazan 

kompaktan skup. 

Na§a definicija se razlkikuje od Rusove definicije u tome §to je dodata 

aksioma 1) koja nam omogueuje da preko mere nekompaktnosti karak.terikmo 

ogranieene skupove. 
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iz dokaganih stavova sledi da -se dosad definisane mere nekompaktnosti 

uklapaju unavedenu definiciju. Ta:s" glavni zadatak u ovoj glavi je da prenesemo 

pojam mere nekompa.kt.nosti na ravnomerne topolake prostore. Pre toga eerao 

se podsetiti osnovnih einjenica o ravnomernim prostorima, a zatim Cern() uvesti 

pojam mere nekompaktnosti na pseudometriekim prostorima. 
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I.5 MERE NEKOMPAKTNOSTI NA 

PSEUDOMETRIOKIM PROSTORIMA. 

Ako je X neprazan skup id:XxX [0, co) preslikavanje koje ispunjava 

uslove: 

1) d(x, ) = 0; 

2) d(x,y)= d(y, x); 

3) d(x,y) 	d(x,z)+ d(z,y) 

za svako x, y, z E X, onda se ureden par (X, d) naziva pseudometrieki prostor. 

Neka je (X, d) pseudometrieki prostor. Pojmovi koji se uvode preko ra-

stojanja u teoriji metriekih prostora (dijametar skupa, KoSijev niz. komplet - 

nost, ogranieen skup, totalno ogranieen skup,...) potpuno se analogno definikt i 

na pseudometriekim prostorima. Na primer, dijametar skupa Y C X se definik 

sa: diam(Y) = sup{d(y i , y2 ) I Yi Y2 E Y}. Za x, y E X ka2emo da su u relaciji 

ti i piSemo x y ako i samo ako je d(x,y) = 0. Jednostavno se pokazuje da 

je relacija ekvivalencije a njen kolienieki prostor X/ ti  metrieki prostor 

u odgovarajueoj metrici. Elelement prostora X u koji se slika taeka q E X pri 

kolieniekom preslikavanju p : X ---+ X oznaeavaeemo sa x , sliku skupa A C X 

pri istom preslikavanju sa‘ A, a metriku indukovanu kolieniekim preslikavanjem 

sa d. 

Kao .Sto smo videli, postoje razlieite definicije pojma mere nekompaktnosti 

na metriekim prostorima. Sve se one mogu direktno preneti na pseudometrieke 

prostore, zato S. to ne zavise od separacionih osobina. 

Mi eemo se ovde opredeliti za aksiomatsku definiciju iz prethodnog odeljka 

i preneeemo je na pseudometrieke prostore. 
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DEFINICIJA I:5.1. Neka je (X, d) pseudometrieki prostor. Mera nelion2pakt- 

nosti je preslikavanje q5 : P(X) [0, oo), koje ispunjava siedeee usiove: 

1) 0(A) = oo ako i samo ako skup A nije ograniden; 

2) OM) = 0(71); 

3) 0(A) = 0 ako i samo ako je A totalno ogranieen skup; 

4) iz A C B sledi 0(A) 5 0(B); 

5) Ako je {En}nEN niz zatvorenih podskupova od X takvih da je B n+1  C 

, — n B n  za svako n e N i limn_,. 	 nEN 0(Bn ) = 0, tada je K = n 	B neprazan 

kompaktan skup. 

Naredni stay nam omoguauje direktno prenoknje osobina mere nekom-

paktnosti sa metriekih na pseudometrkke prostore. 

STAY 1.5.1. Neka je (X, d) pseudometrieki prostor, A CXi0: 2(X) —4 [0, oo] 

mera nekompaktnosti. Tada je: 

0(A) = 0* (A), gde je sa 0* oznaeena mera nekompaktnosti na prostoru 

, 

DOKAZ: Iz diam(A) = diam(A) sledi 1). F je zatvoren (totalno ogranken) 

skup u pseudometrkkom prostoru (X, d) ako i samo ako je F takav skup u 

prostoru (X, d). Odatle dobijamo 2) i 3). 4) sledi iz ekvivalencije: A C B ako 

isamoako AC B.  

Neka je (X, d) kompletan pseudometrkki prostor i {B n } nEN  niz zatvorenih 

podskupova od X, takvih da je Bn+1 C Bn  za svako n E N i 	0(Bn) = 

0. Onda je 	kompletan metrieki prostor i ft raj nEN niz zatvorenih pod- 

skupova od X , takvih da je En+1 C l37, za svako n E N i limn, (/)(En ) = 0. 

Prema tome, k = nnE N En je neprazan kompaktan skup. Odatle sledi da je 

nnEN Bn neprazan zatvoren totalno ogranken skup, §to povlaei da je taj skup 
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kompaktan. 

Iz narednog stava sledi da se problem ispitivanja kompletnosti pseudomet-

riekog prostora svodi na ispitivanje kompletnosti odgovarajueeg kolieniekog 

prostora. 

STAY 1.5.2. Pseudometriaki prostor (X,d) je kompletan ako i samo ako je 

odgovaraju6 kolicnicki prostor (X , kompletan. 

DOKAZ: Ako {x,,} KoSijev niz u prostoru X, onda je i odgovarajuCi niz {i n } C 

K6Sijey, jer je d(xi, xi) = 	za svalca dva prirodna broja i i Takode. 

iz konvergencije jednog od tih nizova sledi konvergencija drugog. 

Sada smo u moguenosti da, koristeei prethodni stay, direktno dobijemo 

sledeee tvrdenje o karakterizaciji kompletnosti pseudometriekih prostora iz 

odgovarajueih tvrdenja za metrieke prostore. 

Naredna teorema sadr2i nekoliko karakterizacija kompletnosti pseudomet-

riekih prostora. Detaljniji prikaz rezultata ovog tipa za metrieke prostore mote 

se naei u radovima M. Taskovie [1984]; S. Park i B. Rouds [1986]. 

TEOREMA 1.5.1. Ako je (X, d) pseudometrieki prostor, i q  mera nekompak-

tnosti na X koja ispunjava, uslov diam(A) > 0(A) za svaki A C X. onda su 

sledeei uslovi ekvivalentni: 

1) X je kompletan; 

2) svaki niz {x, i } C X koji ispunjava uslov Encti  d(s„, x„+1) < oc je 

konvergentan; 

3) svako kontraktivno preslikavanje  ima bar jednu nepokretnu ta .aku: 

4) svaki opadajuei niz nepraznih zatvorenih skupova aiji niz dijarnetara 

te2i ka nuii, ima neprazan presek dijametra jednakog nuli; 
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5) presek svakog opadajueeg ..niza nepraznili zatvorenih skupova ciji niz 

mera nekompaktnosti teii 	uli jeiieprazan i kompaktan. 

NAPOMENE: Ako je (X, d) metricki prostor, onda: 

- implikacija 1) = 3) sledi iz poznatog Banahovog stava o nepokretnoj 

taeki; 

- dokaz implikacije 3) 	1) mote se naei u knjizi [1981] M. Taskovioa 

i D. Arandeloviea; - ekvivalenciju 1) .4=t,  4) je dokazao Kuratovski [1930] i 

ona predstavlja uop§tenje poznatog Kantorovog stava o umetnutim odseecima; 

njen dokaz se mote naei i u knjigama S. Aljanei6a, [1968] strane 50-51 (stay 7) 

i Kolmogorov-Fomina [1957] strana 65 (teorema 1.); 

- u radu Ktu.atovskog [1930] takode je dokazana i implikacija 1) 	5), 

njen dokaz se mote , naci i u knjizi V. Rakoeevie [1994]; 

- dokaz ekvivalencije 1) 	2) mo'Ze se naci u zbirci zadataka D. Aran- 

deloviea i M. Taskoviea [1971] kao i u knjizi [1981] istih autora; 

DOKAZ: Dokazi navedenih ekvivalencija i implikacija slede iz odgovarajueih 

tvrdenja za metrieke prostore i stava 1.5.2, zato §to su svi navedeni uslovi 

metrieke prirode, a kolienieko preslikavanje "euva" rastojanje. Zapazieemo da 

u kompletnim pseudometriekim prostorima kontrakcije ne moraju imati jedin-

stvenu fiksnu taeku ali da je rastojanje izmedu bilo koje dye Blume take jedne 

kontrakcije jednako null. Takode zapaiamo da u pseudometriekom prostoru 

neprazan skup ciji je dijametar jednak nuli ne mora biti jednoelan. Preostaje 

nam da poknemo da iz uslova 5) sledi 1) jer to implikacija dosad, koliko je 

names poznato, nije doknzivana u matematiekoj literaturi (pogledati istorijsku 

napomenu). 

Neka pseudometrieki prostor ispunjava uslov 5). Dovoljno je da pokaiemo 
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da je onda ispunjen i uslov 4). Po§to mera nekompaktnosti proizvoljnog skupa 

nije veea od njegovog dijametra, iz uslova 5) sledi da je presek opadajuee famil-

ije zatvorenih podskupova datog pseudometriekog prostora, eiji niz dijametara 

te2i ka nuli, neprazan, jer mere nekompaktnosti tih skupova tee ka nuli. Da 

je dijametar tog preseka jednak nuli sledi iz einjenice da je on manji od svakog 

elan a nula-niza. 

ISTORIJSKA NAPOMENA: Na jednom od sastanaka Ljvovske sekcije poljskog 

matematiekog drukva odrianom 18. januara 1930. godine Kuratovski je izloZio 

jednu od najpoznatijih karakterizacija kompletnih metriekih prostora (metrieki 

prostor je kompletan ako i samo ako svaki opadajuei niz zatvorenih nepraznih 

skupova eiji niz dijametara tezi nuli ima jednoelan presek), uveo je pojam mere 

nekompaktnosti (na metriekim prostorima) i dokazao da presek opadajueeg 

niza nepraznih zatvorenih skupova, eiji niz mera nekompaktnosti teli nuli. mora 

biti neprazan i kompaktan. Rezultati saop§teni na tom predavanju objavljeni 

su u radu Kuratovskog [1930] i mnogo puta su citirani u matematiekoj liter-

aturi. Medutim, izgleda neverovatno da je jednostavna einjenica da se kom-

pletnost metriekih prostora mo .Ze karakterisati preko navedene teoreme o meri 

nekompaktnosti promicala Kuratovskom, njegovim saradnicima i ueenicima 

kao i svima koji su se kasnije bavili problemom karakterizacije kompletnosti 

metriekih prostora ili merama nekompaktnosti, sve do 11. juna 1992. godine 

kada je profesor Vladimir Rakoeevie na seminaru katedre za realnu i funkcio-

nalnu analizu Matematiekog fakulteta u Beogradu odriao predavanje o merama 

nekompaktnosti, na kome je izlozio teoremu Kuratovskog. U diskusiji posle 

predavanja profesor Dusan Adamovie je postavio pitanje da li se ta teorema 

mo2e iskoristiti za karakterizaciju kompletnosti metriekih prostora. Potvrdan 

odgovor na profesorovo pitanje je dat u prethodnoj teoremi. 
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16. MERA NEKOMPAKTNOSTI 

RAVNOMERNIM TROST ORIMA. 

Postoje znaeajni matematieki pojmovi u teoriji metriekih prostora koji 

se ne mogu definisati na proizvoljnom topolakom prostoru, zato §to nisu 

topolo§ke invarijante. To su, na primer, kompletnost prostora, ravnomerna 

nepekidnost funkcije, pojam Kokjevog niza,... 

Klasu ravnomernih topoloSkih prostora (moida je pravilnije reei prostora 

sa ravnomernom topologijom) - najopStiju na koju se svi navedeni pojmovi 

mogu preneti, prvi je opisao A. Tihonov 1930. godine preko njihovih separa-

cionih svojstava kao kompletno regularne prostore. 1934. godine D. Kurepa 

razmatra metrieke prostore sa apstraktnim rastojanjem, tj. prostore u kojima 

rastojanje izmedu taeaka ne mora biti realan broj. Zatim su usledile definicije 

A. Vejla [1938], Efremoviea [1951], Antonovskog, Boltjanskog i Sarimsakova 

[1960] i B. BaiSanskog [1960]. Detaljni istorijski komentari mogu se naei u 

radu D. Kurepe [1992]. Klase prostora koje su uveli Kurepa i Baj§anski su 

ne§to opftije od ostalih navedenih all ne ispunjavaju, u najopftijem slueaju, sve 

uslove koji se zahtevaju od njih. Preostale navedene definicije su ekvivalentne 

kao gto je primetio B. BaiSanski [1960], razlike izmedu njih su uglavnom 

terminolake prirode. 

Mi eemo usvojiti naziv ravnomeran prostor koji potiee od A. Vejla. On 

je pokag,a,o da je topolo§ki prostor ravnomeran ako i samo ako se njegova 

topologija mole definisati preko familije pseudometrika i dokazao da topolo§ke 
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grupe i kompaktni prostori pripadaju ovoj klasi  prostora. Dokazi navedenih 

einjenica mogu se naei u monografiji Kejlija [1975]. 

Sada moiemo definisati mere nekompaktnosti na proizvoljnom ravnomer- 

nom prostoru i proueiti njene osobine koje Ce nam biti potrebne u daljem radu. 

Postoje razlieite definicije pojma mere nekompaktnosti na topologldm vek- 

torskim prostorima. Medutim, nijedna od njih se ne mote ciirektno preneti na 

ravnomerne prostore na naein koji zahtevaju na§e potrebe. Migljenja smo da 

svaka mera nekompaktnosti mora da ima osobine koje se zahtevaju u definiciji 

1.4. 

DEFINICIJA 1.6.1. Neka je X ravnomeran prostor. Mera nekompaktnosti na 

X je preslikavanje cb : P(X) —4 [0, co] koje ispunjava siedeCe uslove: 

1) 0(A) = oo ako i samo ako skup A nije ogranieen; 

2) cb(A).--  0(71); 

3) iz 0(A) = 0 sledi da je A totalno ogranieen skup; 

4) iz A C B sledi 4)(A) 5_ 0(B); 

5) Ako je {B.}.EN nit zatvorenih podskupova od X takvih da je B n+1  C 

W HEN  za svako n E N i limn_,,, 0(Bi,) 	 n EN Bn 0, tada je K = n 	neprazan 

kompaktan skup. 

Zapaiamo da smo uspeli da damo definiciju mere nekompaktnosti na uni-

formnim prostorima koja je analogna definicijama koje vane na pseudometri-

ekim i metriekim prostorima. Obja:snjenje to analogije mote se na6i u radu 

Kurepe [1937]. 

Definiciju Kanioka [1990] ne moiemo koristiti na prostorima bez odgo-

varajuee algebarske strukture. Defmicija de Paskalea, Trombete i Vebera [1993] 

nije odgovarajuea jer mera nekompaktosti uzima vrednosti u partitivnom skupu 
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,skupa pozitivnih realnih -brojeva,, ito je.po naiem miiljenju-nepotrebno, jerIcao 

gto eemo videti u odeljku 17, mote se ionstruisati funkcija koja ima zealne 

vrednosti i ispunjava uslove 1) - 

TEOREMA 	Ne.10. je (X, d) Iornpietan savnomeran prostor mera 

kompaktnosti na X. Tada je 

nGj#0 
jEJ 

za svaku familiju {GiIjE 	zatvorenih podskupova od X koja: 

1) ima svojstvo konaanog preseka; 

2) za svako t > 0 postoji konai.an skup A C J, takav da je 	G j) < t. 

DOKAZ: Za svako n E {1,2, 	postoji konakan skup F(n) C J takav da je 

o(n iEF( n)  G,) < • Deftni§imo niz skupova Bn na sledeCi nakin: 

B1 = n G(.);....;Bn+, 
	

Bnn( n C j); 
jEF(1) 	 jEF(n+1) 

Zbog svojstva konaknog preseka, Bn  je neprazan skup za svako n E {1,2, 

Pored toga je 4)(B n ) < n. Preostali uslovi teoreme 12: zatvorenost skupova 

Bn i Bn+1 C Bn  trivija1no su ispunjeni. Sada iz teoreme L2 sledi da je 

K = WHEN Bn neprazan kompaktan skup. Za svaki konaani skup F C 

je CF,n = (njEF Gi n Bn) 	0 za svaki prirodan broj n. Niz {CF,n}nEN  

takode ispunjava, uslove teoreme 11.1, pa je WHEN CF,n neprazan podskup od 

K . Odatle sledi da je (n F C1) nK neprazan skup za svaki konakni skup 

F C J. Kako familija zatvorenih skupova, { G1 nKli E j ima svojstvo konaknog 

preseka, iz kompaktnosti skupa K sledi niE  j(G, nK)* 0, pa je, prema tome, 

niEJ G # • 

Prethodna teorema je uopAtenje jednog rezultata Sarla Horvata [1983]. 

Mote se bez problema pokazati da je f JE  j  Gi kompaktan, jer je zatvoren 
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(presek zatvorenih skupova) i totalno ograniten (njegova mera nekompaktnosti 

je jednaka nuli). Naredni stay takode daje jednu karakterizaciju kompletnih 

ravnomernih prostora. On uop§tava karakterizaciju datu u Kejli [1975] - teo-

rema 6.23 i sadrzi jedan rezultat S. Horvata [1985] koji je dokazan za metrieke 

prostore. 

STAY 1.6.1. Neka je (X, d) kompletan ravnomeran prostor i mera nekom-

paktnosti na X. Tada je 

nGio 
JET 

za svaku familiju {Gi I j E J} zatvorenih podskupova od X koja: 

1) ima svojstvo konaanog preseka; 

2) za svako t > 0 postoji j E J, tak-av da je 0(Gi) < t. 

Navedeni stay je direktna posledica prethodne teoreme i njegov dokaz 

neeemo navoditi. 

Ovo poglavlje nastavljamo sa dye primene u dokazima egzistencije ek-

stremnih vrednosti fUnkcije, koje uop§tavaju poznate Vajer§trasove stavove. 

Neka je f : X ---* 7., gde je X proizvoljan topologki prostor. Funkcija f 

je poluneprekidna odozgo u taaki x o  E X ako je ispunjen uslov: 

lira sup f(z) 5_ f(xo). 

f je poluneprekidna odozgo na skupu A C X ako je poluneprekidna odozgo u 

svakoj taeki skupa A. Ako f : X 	R, poznato je da je f poluneprekidna 

odozgo na X ako i samo ako je skup 	E X : f(x) < r} otvoren za svako 

r E R. Poznata teorema ka..e da, ako je X kompaktan topolo§ki prostor i 

funkcija f : X R poluneprekidna odozgo na X, onda f ima maksimum. 

U narednom tvrdenju iskaz to teoreme prenosimo na kompletne ravnomerne 

prostore. 
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TEOREMA 	Neka je X lompletan ravnomeran prostor .1 f : 

odozgo poluneprekidna funkcija, takva da, e 

_tirdSc ONY € X I Az) f(y)})= O. 

Tada f dostige svoj maksimum :na skupu 

DOKAZ: Posmatrajmo familiju skupova {G x } xEx definisanu sa Gx  = {y E 

X : f(x) < f(y)}. Kako to familija ispunjava sve uslove stava 1.6.1 presek 

svih njenih elanova je neprazan, pa prema tome, postoji xo E X koji pripada 

svim skupovima iz {G r } zE x. Odatle sledi da je za svaki x E X ispunjen uslov 

f (x) < f (x 0 ), pa prema tome f dostiie maksimum u x o . 

Neka je f : X 	R, gde je X proizvoljan topolo§ki prostor Funkcija f 

je poluneprekidna odozdo u taaki xo E X ako je ispunjen uslov: 

liminf f(x)?. f(xo). 

Funkcija f je poluneprekidna odozdo na skupu A C X ako je poluneprekidna 

odozdo u svakoj taEki skupa A. f je poluneprekidna odozdo na X ako i samo 

ako je skup {x E X : f(x) > r} otvoren za svako r E R. Ako je X kompaktan 

topolo§ki prostor i f : X R, poznata teorema Ica& da, ako je funkcija f 

poluneprekidna odozdo na X, onda f ima minimum. U narednom tvrdenju 

iskaz to teoreme prenosimo na kompletne ravnomerne prostore. 

TEOREMA 1.6.3. Neka je X .kompletan ravnomeran prostor i 

odozdo poluneprekidna funkcija, takva da je 

pjfx  (buy EX I (y) f(x)}) = Q. 

Tada f dostiie svoj minimum na skupu X . 

DOKAZ: Posmatrajmo farniliju skupova {Gx}zEx definisanu sa 

f : X X 
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Gz = { y  E X : Az) 	f(y)}. Kako to farailija ispunjava sve uslove stava 

1.6.1, presek svih njenih elanova je neprazan, pa prema tome postoji x o  E X 

koji pripada svim skupovima iz {G z } zEx. Odatle sledi da je za svaki x E X 

ispunjen uslov f (x) > f (x0), pa prema tome f dostiie maksimum u xo• 
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JEDNA 1VIERA NEKOIVIPAKTNOSME 

NA RAVNOMERNIM PROSTORIMA 

a NJENE PRIMENE. 

Sada Cern° pokazati kako se na prizvoljnom ravnomemom prostoru mote 

konstruisati jedna mera nekompaktnosti. 

DEFINICIJA 1.7.1. Neka je X ravnomeran prostor i 	E I} familija pse- 

udometrika koje deBniau topologiju na X. Neka je funkcija : X 	[0, oo] 

defmisana sa 

41)(K) = sup ■Ii(K) 
iEI 

za svako K C X, gde je {4i}i Er familija mera nekompaktnosti na pseu-

dornetrielim prostorima (X, di), koje ispunjavaju uslov diam(A) > (1)i(A) za 

svaki iEI svaki A C X . 

Definisana funkcija je uop§tenje mere nekompaktnosti Kuratovskog. Sli-

Cnim postupkom mogu se uop§titi i ostale definicije. Neke elementarne osobine 

prethodno definisane funkcije daeemo u sledeeem stavu. 

STAY 1.7.1. Neka je X ravnomeran prostor, {dili E I} familija pseudometrika 

koje definia-u topologiju na X, A,B C X i .1) : P(X) —÷ [0, oo) mera nekompak-

tnosti. Tada je: 

1) ck(A) = CAT); 

2) 4)(A) = 0 ako i samo ako je A totalno ogranieen skup; 

iz A C B sledi (I)(A) < (1)(B); 

4) (1)(A B) = max{(1)(A),41)(B)}; 
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5) .1)(A n B )  < min{(1)(A),4(B)}; 

6) (1)(A) > (1)i(A) za sve i E I. 

DOKAz: Tvrdenje 6) je direktna posledica definicije 1.7.1 Dokazi tvrdenja 1), 

2), 4) i 5) slede direktno iz d-finicije 1.7.1 i stava 1.5.1. Sada Cern° dokazati 

tvrdenje 3). Oznatimo sa4.i meru nekompaktnosti na pseudometri&om pros-

toru (X, di ). Ako je (10(A) = 0, onda je prema tvrdenju 2) i C(A) = 0, odakle iz 

tvrdenja 6) sledi (13.i(A) = 0 za svako i E I. Prema tome, skup A je kompaktan 

u topologiji prostora (X, d i ) za svako i E I, jer je zatvoren i totalno ogranieen 

(stay 1.5.1), odakle sledi i da je skup A kompaktan (videti Kejli [1975]). Na 

kraju dobijamo da je skup A totalno ogranieen jer je podskup kompaktnog 

skupa. 

STAN' 1.7.2. Neka je X kompletan ravnomeran prostor. Ako je 	niz 

njegovih zatvorenih podskupova koji ispunjavaju siedeee uslove: 

1) B i2+1  C B r, za svako n E N; 

2) lim,o,c  (I)(Bn) = 0, 

tada je K = nnEN Bn neprazan kompaktan skup. 

DOKAZ: Neka je {d i Ii E I) familij a pseudometrika koje defini§u topologiju na 

X. Iz kompletnosti prostora X sledi da su i prostori (X, di) kompletni za svako 

i E I. Oznaeimo sa 	meru nekompaktnosti na pseudometriekom prostoru 

(X, di ). Iz tvrdenja 6) stava 1.7.1 sledi da je 	CPO = 0 pa je, prema 

tome, skup K neprazan i kompaktan u topologiji prostora (X, d i ) za svako 

i E I. Odatle sledi da je K kompaktan i u topologiji prostora X. 

Iz stavova 1.7.1 i 1.7.2 direktno sledi sledeea teorema. 

TEOREMA 1.7.1. Ako je X ravnomeran prostor, onda je 43. jedna mera nekom-

paktnosti na X. 
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'Sada eemo izloziti nekoliko stavova o karakterizaciji lompletnih ravno-

inenaih prostora. 

STAV 17:3. Ako je (X, d) ravnomeran prostori {dili E .1} familija pseudomet-

rika koje deftnik topologiju na X, onda su aledeei uslovi ekvivalentni: 

1) X je kompletan; 

2) presek svakog opadajueeg .niza nepraznih zatvorenih skupova ciji niz 

mera nekompaktnosti tel ka null je neprazan i kompaktan. 

DOKAZ: Implikacija 1) 	2) dokazana je u teoremi 1.7.1. Ako je ispunjen 

uslov 2), onda ee on vaiiti i na svim prostorima oblika (X, di) i E I, pa su, 

prema tome, svi ti prostori kompletni. Kompletnost prostora X sada sledi iz 

poznatog stava Kejlija [1975]. 

Za datu familiju skupova katemo da ima svojstvo komaenog preseka ako 

je presek svake njene konaene neprazne podfamilije neprazan. U narednim 

stavovima daeemo karakterizacije kompletnosti koristeei meru nekompaktnosti 

i svojstvo konaenog preseka. Naredni stavovi prirodno uop§tavaju poznati ek-

vivalent definicije kompaktnosti topologdh prostora koji ka.2e  da je topolo§ki 

prostor kompaktan ako i samo ako svaka familija njegovih zatvorenih pod-

skupova koja ima svojstvo konaenog preseka, ima neprazan presek. 

STAY 1.7.4. Neka je (X, d) ravnomeran prostor i {di Ii E I} familija pseudomet-

rika. koje defani.§u topologiju na X . Tada je prostor X kompletan ako i samo 

ako je ispunjen uslov n jE  Gi 0 za svaku familiju {GiIjE zatvorenih 

podskupova od X koja: 

ima svojstvo .konainog preseka; 

za svako t > 0 postoji konaaan skup A C J, takav da je41)(n zEA  Gi ) < t. 

DOKAZ: Pretpostavimo da je prostor X korapletan. Za svako n E {1, 2, 
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postoji konaean skup F(n) C J takav da je 4(ni EF(n) GJ) < n. Defini§imo 

niz skupova B n  na sledeei 

B1 = n G(s);....;Bn+i = Bnn(  n 
jEF(1) 	 jEF(n+1) 

Zbog svojstva konaenog preseka, B n  je neprazan skup za svako n E {1,2, ...}. 

Pored toga je (1)(B n ) < n. Preostali uslovi stava 1.7.3: zatvorenost skupova 

13, i B,2+1 C Bn  trivijalno su ispunjeni. Sada iz stava 1.7.3 sledi da je 

nnEN Bn 

je CF,” = (niEF G; n Bn) 0 0 za svaki prirodan broj n. Niz {CF.n}nEN 

takode ispunjava uslove teoreme II.1, pa je WHEN  CF,n  neprazan podskup od 

K. Odatle sledi da je (njEF  Gi)nK neprazan skup za svaki konaeni skup 

F c J. Kako familija zatvorenih skupova {Gi n K }JE , ima svojstvo konaenog 

preseka, iz kompaktnosti skupa K sledi njEj(Gi n K) 0, pa je prema tome 

njEJ G1 0  • 

Sada dokazujemo obrnutu implikaciju. Predpostavimo da za svaku famil-

iju {Gi } jE  zatvorenih podskupova od X, koja ispunjava uslove teoreme, va2i 

i€J G- 0 0. Posmatrajmo proizvoljan opadajuei niz zatvorenih skupova eiji 

niz mera nekompaktnosti teii nuli. Takav niz oeigledno ispunjava uslove teo-

reme, pa je, prema pretpostavci, presek njegovih elanova neprazan. Sada kom-

pletnost prostora X sledi direktno iz stava 1.7.3. 

Prethodni stay je uopStenje jednog rezultata Sarla Horvata [1983]. Moe 

se bez problema pokaY.ati da je n i€  Gi  kompaktan, jer je zatvoren (pre-

sek zatvorenih skupova) i totalno ogranieen (njegova mera nekompaktnosti 

je jednaka nuli). Naredni stay takode daje jednu karakterizaciju kompletnih 

ravnomernih prostora. On uop .Stava karakterizaciju datu u Kejli [1975] - teo-

rema 6.23 i sadrzi jedan rezultat S. Horvata [1985] koji je dokazan za metrieke 

neprazan kompaktan skup. Za svaki konaeni skup F C J 
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irostore. 

STAY 1.7:5 . Ne.ka je (X, d) ravnomeran prostori {dili El}_farnilijapseudomet-

rika koje dermi§U topologiju ma X. Tada je X kompletan ako i samo ako 

je ispunjen uslov niEj  Gi  # 0 za svaku fa.miliju -{Gj I j E zatvorenih 

podskupova od X koja: 

1) ima svojstvo konaanog preseka; 

2) za svako t > 0 postoji j E J takav da je 41)(Gi) < t. 

Navedeni stay je direktna posledica prethodnog i njegov dokaz neCemo 

navoditi. 

Sledeei stay o fiksnim taekarna je uop§tenje Horvatovog rezultata [1985]. 

STAY 1.7.6. Neka je X kompletan ravnomeran _Tlausdorfov prostor, {d i  E I} 

familija pseudometrika koje definiaU topologiju na X i 41) : P(X) [0, oo) mera 

nekompaktnosti. Ako fiinkcija g : X —+ X ispunjava uslove: 

1) funkcja x supiE/  di (x,g(x)) je poluneprekidna odozdo; 

2) infxEx suPier di(x, g(x)) = 0 ; 

3) infrEx t({  E X suPiEi di(Y,g(Y)) C sup iE/  di(x,g(x))}) = 0, 

onda postoji x o  E X, takvo da je x o  = g(xo)• 

DOKAZ: Iz Teoreme 1.6.3 primenjene na funkciju f(x) = supier  di (x,g(x)) 

sledi da postoji xo za koju je f(x0) = 0 jer je infrexf(x) = 0. Prema tome je 

di(x o , g(x 0 )) = 0 za sve i E I. Po§to je X Hausdorfov prostor, odatle sledi da 

je xo = g(xo)• 

Sledeei stay je direktna posledica prethodnog. On nam daje jedan dovoljan 

uslov za postojanje fiksnih taEaka preslikavanja definisanih na kompaktnim 

Hausdorfovim prostorima. 
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STAY 1.7 .7 . Neka je X kompaktan Hausdorfov prostor i 	E I} fanhilija 

pseudometrika koje defini§u topologiju na. X . Ako funkcija g : X X ispun- 

java uslove: 

1) funkcija x 	supiu  di(x,g(x)) je poluneprekidna odozdo; 

2) inf z cx sup ci di(xIg(x))= 0, 

onda postoji x o  E X, takvo da je xo = g(zo). 

48 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs
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II.0 Uvod 

II.1 Homotopske grupe 

11.2 Stavovi o presecanju KKM tipa 

11.3 Mere nekompaktnosti i stavovi o presecanju 
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11.0 UVOD 

U drugoj glavi se govori o stavovima o presecanju KKM tipa. Preno§enje 

klasienog rezultata Knastera, Kuratovskog i Mazurkjeviea sa euklidskih na ap-

straktne prostore je problem kojim se dosada bavilo vise autora. U ovoj glavi 

dajemo vise teorema o presecanju zatvorenih i otvorenih skupova. U nakm 

teoremama je uslov kontraktibilnosti zamenjen slabijim topolo§kim uslovom 

trivijalnosti odgovarajueih homotopskih grupa. Dobijeni rezultati uop§tavaju 

ranije rezultate Horvata [1983], [1984], [1987] i [1991], Canga i Zanga [1991] i 

Canga i Maa [1992]. Njihovim primenama su posveeene treea, eet -vrta i peta 

glava. 

U prvom odeljaku, da bismo eitaocu olak§ali praeenje daljeg teksta dajemo 

osnovne informacije. o homotopskim grupama. U drugom odeljku se dokazuju 

teoreme o presecanju za konaene familije zatvorenih i otvorenih skupova. Prob-

lem preno§enja osobine presacanja sa simpleksa u konaeno dimenzionom pros-

toru na apstraktne prostore re§ava se konstrukcijom jedne funkcije, Eija je egzis-

tencija dokazana u teoremi II.1. U treeem odeljku se re§ava problem prenoknja 

teoreme o preseku beskonaene familije zatvorenih skupova na nekompaktne 

prostore. 
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11.1 110MOTOPSKE GRUPE 

Neka je X topolo§ki prostor. Neprekidno preslikavanje f : [0,1] 	X 

naziva se put. Za X kaiemo da je putno povezan ako za svako x, y E X 

postoji put f takav da je f(0) = x i f(1) = y. Ako je x o  E X put f sa 

osobinom f(0) = 1(1) = xo naziva se petija pridruiena taeki x o . Skup svih 

petlji pridru2enih taeki xo obeleiavaCemo sa P(xo). 

DEFINICIJA II.1.1. Neka je X topolo§:ki prostor, xo E X i a,,8 E P(x o ). 

Petlje a i 13 su ekvivalentne, ,§to oznaaavarno sa a — Q , ako i samo ako postoji 

neprekidno preslikavanje H : [0,1] x [0,1] X koje ima sledeee osobine: 

H(s,0) = a(s), 

H(s,1) = 13(s), 

H(0,t) = H(1,t) = xo . 

Preslikavanje H naziva se homotopija. 

Na skupu P(x o ) moiemo definsati operaciju mnoienja na sledeei naein: 

(a *0)(i)  = a(2t), 	za 0 < t < 

#(2t — 1), za 2 < t < 1. 

Na taj naein smo uspeli da na skupu svih petlji koje su pridruiene taeki 

x0  pridru2imo algebarsku strukturu grupoida. Kolienieka struktura 

(P(xo )/ *) ispunjava aksiome grupe i naziva se homtopska grupa prvog reda 

(fundamental aa grupa) pridruiena taki x o  i oznaeava se so 11 1 ( x 0  , X ). Ako 
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je X putno povezan onda su sve fundamentalne grupe pridruiene njegovim 

taekarna medusobno homeomorfne. U tom slueaju se koristi oznaka I1 1 (X). 

Oznaeimo sa c konstantno preslikavanje c(t) = x o  za svako t E [0, 1]. X je 

kontraktibilan ako je za svako a E 1?(X) i svako xo E X ispunjen uslov a ti  c. 

Za X kaiemo da je prosto povOan, ako je putno povezan i ako je 11 1 (X) 

trivijalna grupa. 

Neka su X i Y topolo§ki prostori i C(X, Y) skup svih neprekidnih preslika 

vanja koja preslikavaju X u Y. Kompaktno otvorena topologija na prostoru 

C(X,Y) je najmanja topologija koja sadr2i sve skupove oblika C(K, U), gde je 

K c X kompaktan iUCY otvoren skup. 

Neka je X topolo§ki prostor, x o  E X i yo  E P(xo ) konstantna petlja 

(yo (t) = xo za svako t E [0, 1]). Oznaeimo sa Y prostor 11(x0, X) snabdeven 

kompaktno otvorenom topologijom.. 

Homotopsku grupu reda n pridruisenu taeki x o  defini§emo rekurentnom 

relacijom: 

117,(x0,x)=11._1(yo,37). 

Ako je X putno povezan onda su sve homotopske grupe reda n pridru2ene 

njegovim taekama medusobno homeomorfne. U tom slueaju se koristi oznaka 

11,i (X). 

Ako je X kotraktibilan onda je II,i (X) trivijalna grupa za svako n. 
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n.2 STAVOVI PRESECANJU IC-KM TIPA. 

Ako je X proizvoljan skup sa P(X) oznaeavaCemo njegov partitivni skup, 

sa 2x skup svih nepraznih, a sa skup svih konaenih podskupova skupa 

X. 

Vektore ortonormirane baze n 1—dimenzionalnog euklidskog prostora 

(n > 1) oznaeavaCemo sa e0, ..., e n  a njihov konveksni omotae (n—dimenzionalni 

standardni simpleks) sa A n . Za A C ..., e n } konveksni omotae skupa A 

oznaeavaeemo sa AA. 

Knaster, Kuratovski i Mazurkjevie objavili su u radu [1929] jednosta-

van dokaz Brauerove teoreme, koji se danas praktieno mole naki u svakom 

ucabeniku topologije. KoristeCi Spernerovu kombinatornu lemu, oni prvo do-

kazuju sledeee tvrdenje o presecanju konaene familije zatvorenih skupova (stay 

II.1), poznato kao • KKM lema, iz kojeg dobijaju dokaz teoreme. Moe se 

pokazati da je KKM lema ekvivalentna sa Brauerovom teoremom. Interesantno 

je da tvrdenje o nepraznom preseku ostaje taeno i kada su svi skupovi koji 

pokrivaju simpleks otvoreni (stay II.1')! To su dokaza1i, 50 godina kasnije, 

verovatno nezavisno jedan od drugog, korejski matematiear Kim [1987] i taj-

vanski Sih [1986]. Sihov rezultat je objavljen 1986. a Kimov 1987; medutim, 

oba rada su predata za §tampu u prole& 1985. godine. 

STAN' 11.2.1 (KKM LEMA). Neka su Fo,...,Fn  neprazni podskupovi od Rn+1  , 

takvi da je AA C uei EA  Fj, za sve A C leo , ...,en l. Ako su svi skupovi 

0 < j < n zatvoreni, onda je: 

n F. 
0<i<n 
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STAN II.2.1'(KIM [1987], Sill [1986]). Neka su 	neprazni podsku- 

povi od Rn -f l  , takvi da je AA C je EA Fi , za sve A C {e0 , ..., en }. Ako su svi 

skupovi F, 0 < j < n otvoreni, onda je: 

n 	(4 ' 
0<i<n 

daljem radu bite nam neophodan sledeei stay koji predstavlja uop§tenje 

poznatog Borsukovog stava o kontraktibilnim prostorima. 

STAY 11.2.2 (SPANIER [1966]; FURS, FOMENKO I GUTENMAHER [1969]). 

Neka je X putnopovezan topola§ki prostor eija je n—ta homotops.ka grupa 

trivijalna. Tada je svako neprekidno preslikavanje definisano na skupu 

sa vrednostima u 	restrikcija nekog neprekidnog preslikavanja skupa An+1 

u skup X. 

Sledeee tvrdenje je uop§tenje nekih ranijih rezultata Saila Horvata [1983]. 

[1984], [1987] i [1991]. 

TEOREMA 11.2.1. Neka X topolo§ki prostor, I neprazan skup i H : 2 1 	> 9X  

preslikavanje koje ispunjava uslove: 

1) za svako A E .F(I) skup H(A) je neprazan i putno povezan; 

2) ako skup A E .F(I) ima n elemenata, n > 3, onda je n — 2-ga homotopska 

grupa skupa H(A) trivijalna; 

3) za svako A, B E F(I) iz A C B sledi H(A) C H(B). 

Ako je A = 	 E .T(I), onda postoji neprekidno preslikavanje 

f : D n  —4 X takvo da je za svaki B C{O,...,n} ispunjen uslov: 

f (AB) C  H({x; E B}). 
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DOKAZ: Izaberimo proizvoljne elemente y o , yn  E X koji ispunjavaju uslov 

Yk E II({xk}) za sve 0 < k < n. Definisaamo funkciju fo  koja preslikava skup 

{eo , ..., en } u prostor X sa fo (ei) 	je definisana _na konaenom pod- 

skupu euklidskog prostora, odakle sledi da su svi podskupovi njenog domena 

otvoreni u indukovanoj euklidskoj topologiji, pa je prema tome neprekidna. 

Skupovi H({yi, ki}), i j su putno povezani. IzabraCemo po jedan proizvol-

jan put u svakom od tih skupova. Svakim putem koji spaja taeke yi i 

0 < i < j < n, definisano je jedno neprekidno preslikavanje intervala [0,1] 

u prostor X. Poko je duz [ei, ei] homeomorfna sa tim interva1om, mi pres-

likavanje fo  mo2emo neprekidno produ2iti do preslikavanja f 1  definisanog na 

uniji jednodimenzionih grana (ivica) simpleksa O n  sa vrednostima u skupu X. 

Zbog trivijalnosti prve homotopske grupe to preslikavanje se mote neprekidno 

produiiti do preslikavanja f2  definisanog na uniji dvodimenzionalnih grana, 

ko sledi iz sledi iz stava 11.2.2. Nastavljajuei opisani postupak dobijamo niz 

neprekidnih preslikavanja eije slike pripadaju prostoru X, pri 

eemu je preslikavanje fk 2 < k < 72 - 1 definisano na uniji k—dimenzionalnih 

grana simpleksa 	Poko je n 1 homotopska grupa skupa H(A) trivi- 

jalna preslikavanje 	definisano na rubu simpleka O n  mote se neprekidno 

produ2iti do preslikavanja f : 	—) X, koje ispunjava uslov teoreme. 

POSLEDICA 11.2.1 (HORVAT [1991]). Neka X topolo§ki prostor i 

H : .7-(X ) 	preslikavanje koje ispunjava uslove: 

1) za svako A E .F(X) skup H(A) je kontraktibilan; 

za svako A. B E F(X) iz A C B sledi H(A) C H(B). 

Ako je A = {x0,...,x n } E .F(X), onda postoji neprekidno preslikavanje 
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f 
	

X takvo da je za svaki B C {0, 	ispunjen uslov: 

f(AR) C _Fl({x;  : j E B)). 

U naredne dye teoreme daeemo potrebne uslove da jedna familja skupova 

u topolo§kom prostoru ima svojstvokonaenog presecanja. Tvrdenja tog oblika 

nazivaju se Stavovi o presecanju KKM tipa. Prva od njih uop§tava ranije 

rezultate koje su dobili ang i Zang [1991] i tang i Ma [1992]. 

TEOREMA 11.2.2. Nelm, X topolaki prostor i I neprazan skup. Familija zatvo- 

renth podskupova prostora X {Gi}j El inmee svojstvo konaanog presecanja ako 

i samo ako za. svako J E .F(I) postoji preslikavanje Hj : 2J 	21  koje koje 

ispunjava uslove: 

1) za svako A E .F(J) skup HAA) je neprazan i putno povezan; 

2) ako skup A E .T(J) ima n > 3 aanova, onda je n — 2-ga homotopska grupa 

skupa H j(A) trivijalna; 

3) za svako A, B E ..F(J) iz A C B sledi H j(A) C Hj(B). 

4) za svako L E 	va2i _F/J(L) C UjEL  G 

DOKAZ: Ako {G i  i E ima svojstvo konaenog presecanja, onda je za svaki 

J E 2 /  va2i 	• n,E, G • 	0. Izaberimo proizvoljno x,, E ni—i G(xi) i defini§imo 

1-/J(A) = {x.} za svako A E 	Uvedeno preslikavanje ispunjavaee uslove 

1), 2), 3) i 4). 

Pretpostavimo sada da 	ispunjava uslove teoreme i da nema svo- 

jstvo konaenog presecanja. Onda postoji J E .T(I) takav da je: RicJ  G = 0. 

Ako je J = 

likavanje f : A n  —4 X takvo da je za svaki B C {0, n} ispunjen uslov: 

{YI, Y2, yn} onda prema teoremi 11.2.1 postoji neprekidno pres- 

f (AB) C BAY; j E B)). 
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:Posmatrajmo farniliju zatvorenih skupova {G lj J j -E 	definisanih sa 

skupovi ispunjavaju uslove stavaiI.2.1 pa je prematome 

fiE J G -* 0. Medutim, odatle sledi da postoji 2. E nje j ai. Sada je f (z.) E 

Gi za svako j E J §to wotivureei pretpostavci da je presek to familije skupova 

prazan. 

Ako u iskazu teoreme 11.2.2 pretpostavirao da su skupovi Gi otvoreni a u 

dokazu primenimo stay 11.2.1' umesto stava, 11.2.1 dobijamo sledeee tvrdenje. 

TEOREMA 11.2.2'. Neka X topalobli prostor i I neprazan skup. Familija otvo-

ren112 podskupova, prostora X {Gi}j er  imaee svojstvo konaenog presecanja ako 

za svako J E ,F(I) postoji .preslikavanje H j : 2J -4 2)c koje koje ispunjava 

uslove: 

1) za svako A E .F(J) skup Hj(A) je neprazan i putno povezan; 

2) ako skup A E T(J) ima n > 3 aanova, onda je n — 2-ga homotopska grupa 

skupa Hj(A) trivijalna; 

3) za svako A, B E .7(J) iz A C B sledi H j(A) C H j(B). 

4) za svako L E T(J) vaZi H j(L) C U, EL G. 

POSLEDICA 11.2.2 CANG I MA [1992]. Neka X topolo§ki prostor. Familija 

zatvorenih podskupova prostora X {G x } xer imaee svojstvo konaanog prese-

canja ako i samo ako za svako J E ..9X) postoji preslikavanje H j 9J 9X 

koje koje ispunjava uslove: 

1) za svako A E i(J) skup Hj(A) je kontraktibilan; 

2) za svako A, B E 	iz A C B sledi Hj(A) C H j(B); 

3) za svako L E .1(J) va2i HAL) C UjEL  G j. 

POSLEDICA 11.2.3 CANG I ZANG [1991]. Neka X Hausdorfov topologki vek- 

torski prostor. Familija zatvorenih podskupova prostora X {Gx } x  Ex imaee svo- 
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jstvo konaCnog presecanja ako i samo ako za svako J E F(X) postoji 1-1 pres-

likavanje h : J --+ X takvo da za svako L E ..7"(J) va2i conv(h(L)) C UxEL  G x . 
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1L3 MERE NEKOMPAICTNOSTI a STAVOVI PRESECANJU 

'Naredno tvrdenje uop§tava rezultat S. Horvata [1983]. 

TEOREMA 11.3.1. Neka je X kompletan ravnomeran prostor, ti, proizvoljna 

mera nekompaktnosti defmisana na X i j EI data familija zatvorenih pod-

skupova prostora X . Ako za svako t > 0 postoji konaaan skup A C J takav da 

je 0(n. EA  Gj) < t i ako za svako J E postoji preslikavanje Hj : —4 2x 

koje ispunjava uslove: 

1) za svako A E .F(J) skup Hj(A) je neprazan i putno povezan; 

2) ako skup A E .T( J) ima n > 3 61anova, onda je n — 2-ga homotopska grupa 

skupa H j(A) trivijalna; 

3) za svako A, B E 	iz A C B sledi Hj(A) C H j(B); 

4) za svako L E Y(J) vazi Hj(L)g UjELGi; 

onda je I ier Gi 0 . 

DOKAZ: Data familija skupova, ima svojstvo kon.a'anog presecanja prema teo-

remi 11.2.2. Po§to je X kompletan, primenom teoreme 1.6.1 dobijamo da je 

presek cele familije neprazan. 

POSLEDICA 11.3.1 HORVAT [1983]. Neka je (X, d) kompletan metric:ki prostor, 

1,1) proizvoljna mera nekompaktnosti definisana na X i {Gi}jEl data familija 

zatvorenih podskupova prostora X . Ako za svako t > 0 postoji konaaan skup 

A C J takav da je ticrEA  Gi) < t i ako za svako J E .F(I) postoji preslikavanje 

Hj : 2 i  2x  koje ispunjava uslove: 

1) za svako A E .F(J) skup Hj(A) je kontraktibilan; 

2) za svako A, B E .F(J) iz A C B sledi H j(A) C Hj(B); 
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3) za svako L E .9,1) vazi H J(L) C  U,EL G j; 

onda je Ric/  G j  0. 

Specijalan slueaj prethodne teoreme je naredni stay koji predstavlja uop-

§tenje jednog tvrdenja S. Horvata [1985]. 

STAY 11.3.1. Neka je X kompletan ravnomeran prostor, {diii E 	familija 

pseudometrika koje defini§n topologiju na X i {G j} jEl data familija zatvorenih 

podskupova prostora X . Ako za svako t > 0 postoji j E J takav da je a( Gi ) < t 

i ako za svako J E Y(I) postoji preslikavanje Hj : 	2x  koje ispunjava 

uslove: 

1) za svako A E _TM skup H AA) je neprazan i putno povezan; 

2) ako skup A E .T(J) ima n > 3 e:lanova, onda je n — 2-ga homotopska grupa 

skupa H AA) trivijalna; 

3) za svako A, B E _TM iz A C B sledi H j(A) C H AB); 

4) za svako L E .7-(J) vazi Hj(L) C H 	G 

onda je 	G 	0. 	

• 

POSLEDICA 11.3.2. HORVAT [1985]. Neka je X kompletan znetriaki prostor, 

proizvoljna mera nekompaktnosti na X i JET data familija zatvorenih 

podskupova prostora X . Ako za svako t > 0 postoji j E J takav da je a(G j) < t 

i ako za svako J E F(/) postoji preslikavanje Hj : 2J  —4 2 X  koje ispunjava 

uslove: 

1) za svako A E 	skup HAA) je kontraktibilam 

2) za svako A, B E .T(J) iz A C B sledi H AA) C HAB); 

3) za svako L E _T(J) vai HA(L) C UJ EL Gi; 

onda je njei  Gj 0 0. 
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-STAVONI t0 FIKSNIM TA -OKA-MA NA ICOMPAXTNIM 

HA-USD ORFOVIM PROSTORIMA 

III.0 Uvod 

III.1 Stavovi o fiksnim taEkama na kompaktnim Hausdorfovim prostorima 
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UVOD 

treeoj glavi su uop§teni izvesni rezultati o fiksnim taelcama koje je do-

bio liorvat u radu [1984]. U nairn rezultatima uspeli smo da oslabimo uslov 

kontraktibilnosti. Kao posledicu dobijamo jedan stay o fiksnim taekama koji 

sadr2i kao specijalne sluaajeve Brauerovu teoremu i njena uop§tenja koja su 

dali Sander [1930], Tihonov [1935], Ki Fan [1964], Zima [1977], 2epecki [1979] 

i 0. Had2ie [1981]. Dokazani stay nas pribli2ava re§enju Sauderove hipoteze 

kojoj Cern° posvetiti vise palnje u narednim glavama. 

62 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



zII 1. STAVOVI 0 TIKSNIM TAOKAMA 

KOMPAKTNIM HAUSDORFOVIM TROSTORIMA 

Neka su X i Y proizvoljni skupovi. Funkcija G : X 	2(Y), naziva 

se vi§eznaeno preslikavanje. Vikznaenom preslilcavanju komplementarno je 

preslikavanje G* : X 	2(Y), gde je G*(x) = Y\G(x) za svako x E X, a 

inverzno G -1  : Y 	1)(X), gde je G -1 (y) = {x EX:yE G(x)} za svako 

y E Y. Primetimo da je (G*)* = G i da su za x E X,y E Y ekvivalentni uslovi 

y E G(x) i x E G -1 (y) pa je (G-1 ) -1  = G. 

Terrain vi§eznaeno preslikavanje, kao §to vidimo, koristi se za funkcije Eije 

su vrednosti podskupovi nekog skupa. Odlueili smo se na upotrebu ovog izraza, 

zato §to je on uobiEajen u literaturi iz ove oblasti, mada je u samoj definiciji 

pojma preslikavanja prisutna jednoznaEnost. 

Neka je X neprazan skup i F : X 	7)(X) vikznaeno preslikavanje. Za 

xo E X kaiemo da je nepokretna taeka preslikavanja F ako je ispunjen uslov 

xo E F(xo) Za vi§eznaeno preslikavanje F : X —+ P(X) uslovi x E F(x) i 

x E F-1 (x) su ekvivalentni pa F i F-1  imaju iste nepokretne taeke. 

Sada Cemo izloziti izvesne posledice teoreme 11.2.2, koje uop§tavaju odgo-

varajuCe rezultate Sark Horvata [1984]. 

TEOREMA III.1.1. Neka su sve homotopske grupe kompaktanog topologkog 

prostora prostora X trivijalne i neka je R : X -+ P(X) viaeznac:no preslikavanje 

koje ispunjava uslove: 

1) R -1 x je otvoren skup za svako x E X; 
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2) iz n.EAR(z).# 0 sledi da su sve hoznotopske grupe skupa n zEA  R(x) trivi- 

jalne, za svako A E 2x ; 

onda ill postoji x o  E X koje ispunjava uslov x o  E R(xo) je R(y o ) = 0 za 

neko yo E X. 

DOKAZ: Kompletnost i ravnomernost prostora X slede iz njegove kompakt- 

nosti. Za svaki A E .T(X) oznaeimo sa A skup {x EX I A C R(x)}. Neka 

je R(A) = UxEA C R(x) ako je A 	0 i neka je H(A) = X u suprot- 

nom slueaju (A = 0). Neka je HA(J) = H(J) za svaki J E F(A). Ako za 

proizvoljno A E .F(X) H(A) UxEA R*-1(x) onda postoji x o  E H(A) za koje 

je A C R(xo). Po§to je u torn slueaju H(A) C R(x o ) dobijamo xo E R(xo). U 

suprotnom slucaju je H(A) C uzEA  R* -1 (x), pa prema teoremi 11.2.2 famil-

ija zatvorenih skupova {R* -1 (x)} x Ex ima svojstvo konaenog presecanja. Iz 

kompaktnosti prostora X sledi da je onda n. Ex  R*'(x) 	0. Odatle sledi 

da postoji yo E nrex R* -1 (x) §to povlaei x 	R(yo) za svako x E X, tj. 

R(yo) = 0. 

TER.EMA 111.1.2. Neka su sve hornotopske grupe kompaktanog topoiogkog 

prostora prostora X trivijalne i neka je R : X 2x vi§eznaano preslikavanje 

koje ispunjava uslove: 

1) R'x je otvoren skup za svako x E X; 

2) iz nrEA R(x) 0 sledi da su sve homotopske grupe skupa nxEA R(x) trivi-

jalne, za svako A E 2x. 

Onda za svako neprekidno preslikavanje f : X -4 X postoji bar jedno x o  E X 

koje ispunjava uslov x o  E R( f (x 0 ). 

DOKAZ: Preslikavanje definisano sa V(x) = R(f(x)) ispunjava uslove pred- 

hodne teoreme i njegove vrednosti su neprazni skupovi. Prema tome postoji 
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.To E X koje ispunjava uslov x € V(20). 

Ako je X neprazan skup sa = {(x, x) I x E X} oznaeavamo dijagona1u 

skupa X. 

TEOREMA III .1.3 . Neka su sve homotopske grupe kompaktanog Ilausdorfovog 

topolo§kog prostora prostora X trivijalne i neka postoji baza {vili E / simet-

rianih (iz (x, y) E v2 sledi (y, x) E vi) i otvorenih (u topologiji prostora X x X) 

okolina dijagonale skupa X . Oznaeimo sa Vi(x) skup {y E X I (x, y) E vi}. 

Ako za svako A E 2x  iz n. EA  vi( x )  0 sledi da su sve homotopske grupe 

skupa nx E A Vi(x) trivijalne onda svaka neprekidna fiinkcija f : X X ima 

bar jednu nepokretnu tatku. 

DOKAZ: Ako je f : X X neprekidna funkcija bez fiksnih taeaka onda je 

{(x, f(x)) 	E 	n  A = 0. 

Odatle sledi da za neko i o  E I vaii 

{(x,f(x)) I z E X} n vio = 0. 

Vi§eznaeno preslikavanje R : x V io (x) ispunjava uslove teoreme 111.1.2 odakle 

sledi da je x o  E R( f (x 0 )) za neko xo E X §to je kontradikcija sa predpostavkom 

{(x, f(x)) I x E X} n vio .0. 

Predhodna teorema u slueaju kada je X kontraktibilan svodi se na Hor-

vatov rezultat [1984]. Njena direktna posledica je sledeei stay koji uop§tava 

mnoge rezultate iz teorije fiksne take: Brauerovu teoremu, Sauder [1930], Ti-

honov [1935], Ki Fan [1964], K. Zima [1977], B. 2 epecki [1979], 0. Hadtiie 

[1981],... 
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STAY III.1.1. Neka, je X Bausdorfova topoldica, komutativna grupa, K C X 

kompaktan skup, eije su sve homotopske grupe trivijalne i {Vi} iE j baza sirnetri-

anih (iz x E Vi siedi —x E Vi) okolina nule u X . Ako za svako A E 21  iz 

K n(n.E, (x + Vi)) 0 sledi da su sve homotopske grupe skupa 

K n( -LEA(' Vi)) trivijalne onda svaka neprekidna funkcija f : K K ima 

bar jednu nepokretnu taau. 

DEFINICIJA III.1.1. Neka je E topologki vektorski prostor, U baza otvorenih 

okolina nule prostora E i K C E. Kaiemo da je skup K Zimanog tipa ako i 

samo ako za svako V E U postoji U E if takvo da je co(U n(K - K)) C V. 

DEFINICIJA 111.1.2. Neka je E topoloS-ki vektorski prostor i K C E. Kaiemo 

da je skup K lokalno konveksan ako postoji baza otvorenih okolina nule prostora 

Ell takva da za svako xEKi svako V E V postoji U E takvo da je 

conv((x U) n  K) C (x + V). 

POSLEDICA III.1.1. Neka je X Hausdoz-fov topologki vektorski prostor K C X 

njegov kompaktan a konveksan neprazan podskup. Ako je funkcija f : K K 

neprekidna i ako je ispunjen jedan od aledecah uslova: 

a) (Brauerova teorema) X je konazzo dimenzionalan; 

b) (.auder [1930]) X je normiran; 

c) (Tihonov [1935]) X je lokalno konveksan; 

d) (Ki Fan [1964]) postoji familija neprekidnih linearnih funkcionala, 

koja razdvaja taeke prostora X; 

e) (Zima [1977]) X je metz-izabilan i K je Zin2inog tipa; 
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f) (2epecki [1979]) K je loicalno konve.ksan; 

e) (Had2ie [1981D K je _Ziminog tipa; 

onda f .ima bar jednu nepokretnu taaku. 

Navedena posledica sledi iz Stava 111.1.1 jer se kompaktni i konveksni pod-

skupovi koji isunjavaju bilo koji od uslova a)-e) mogu afmo preslikati u lokalno 

konveksni topolo§ki vektorski prostor. 
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KKM PRESLIKAVANJA NA TOPOLOSKIM PROSTORIMA 

I NJIHOVE PRINLENE 

IV.0 Uvod 

IV.1 Parakonveksni prostori 

IV.2 KKM preslikavanja na parakonveksnim prostorima i njihove primene 

IV.3 Minimaks nejednakosti i njihove primene 

IV.4 Stavovi o presecanju otvorenih skupova i njihove primene 

IV.5 KKM preslikavanja na ravnomernim parakonveksnim prostorima 
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1V.O. PUNTOD 

Oetvrta glava je posveena KKM preslikavanjima na topolakim prostorima. 

KKM preslikavanja su dosad dobila mnogobrojne primene u razlieitira oblas-

tima nelinearne analize. Proueavanje daljih moguenosti za primenu preslika-

vanja ovog tipa dovode do potrebe za njihovim definisanjem na prostorima koji 

ne poseduju algebarsku strukturu. 

U prvom odeljku uvodimo pojam parakonveksnih prostora a zatim pokazu-

jemo da su definicije ranije razmatranih klasa prostora koji su se pokazali 

pogodnim za definisanje KKM preslikavanja (topoloili vektorski prostori, icon-

veksni prostor - Lasonde [1983], konveksni topologki prostori - Komija [1981], 

pseudo konveksni prostori - Horvat [1983] i H prostori - Bardaro i Kepiteli 

[1988]) specijalni slueajevi na:se definicije. Dati su i primeri iz kojih se vidi da 

se parakonveksni prostori ne uklapaju ni u jednu od prethodnih definicija. 

U drugom odeljku razvijamo teoriju KKM preslikavanja na parakonvek-

snim prostorima. Nasi osnovni rezultati u ovom odeeljku su: lema IV.2.1, koja 

daje dovoljne uslove za pripadanje klasi KKM preslikavanja; teorema VI.2.1, 

koja uop§tava teoreme Ki Fana [1961]1Bardara i Kepiteli [1988], teorema IV.2.2 

koja je uop§tenje Fan - Brauderove teoreme o fiksnim taekama vikznaenih pres-

likavanja. 

Treei odeljak posveCujerno minimaks nejednakostima. Prvi rezultat tog 

tipa dao je Ki Fan [1972]. Poboljknja ranijih rezultata dobijena u ovom 

odeljku ne odnose se samo na domen funkcija kod koga je oslabljen uslov kon-

traktibilnosti, ved i na uslove koje ispunjavaju funkcije jer se umesto klasieane 
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konveksnosti u iskazima teorema koristi prairena konveksnost koja je uvedena 

u radu Taskoviea [1992]. Rezultati koje izlaierao uopiavaju minimaks nejed-

nakosti Ki Farm [1972], Jena [1981], Granasa i Liva [1983], [1986], Bardara i 

Kepiteli [1988], [1989] i [1990] i Parka [1991]. Kao posledice dobijenih rezultata 

dobijamo varijacionu nejednakost Hartmana i Stampaeije, teoremu o fiksnim 

taekama neekspanzivnih preslikavanja defmisanih na zatvorenim, ogranieenim 

i konveksnim podskupovima Hilbrtovih prostora (teorema Braudera, Kirka i 

Gedea) i jedan ekstermalni princip koji uopStava principe Mauzer-Saudera i 

Parka [1991]. 

Cetvrti odeljak je posveeen primena stavova o presecanju otvorenih sku-

pova. Najznaeajnija od njih je jedan stay o fiksnim taekama vi.§eznaenih pres-

likavanja koji uop§tava Fan - Kakutanijevu teoremu. 

Peti odeljak se bavi oslabijenjem uslova kompaktnost koji javlja u stavo-

vima dokazanim u drugom i treiiem odeljku. 
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IV.1.1 .. PARATKONVEKSN1 PROSTOR1 

U ovoj glavi eemo defnisati pojam parakonveksnog prostora i nave§6emo 

razaite primere takvih prostora. 

DEFINICIJA IV.1.1. Parakonveksan prostor je ureden par (X, H) gde je X 

topologki prostor, a H : ..7"(X) ---+ 2x  preslikavanje koje ispunjava uslove: 

1) za svako A E .T(X) H(A) je putnopovezan skup; 

2) Ako skup A ima n > 3 alanova prvih n — 2 hornotopska grupa skupa 

H(A) su trivijalne; 

3) za svako A,B E .F(X) iz A C B sledi H(A) C H(B). 

DEFINICIJA IV 1 2 Neka je (X, H) parakonveksan prostor. Skup Y C X je 

konveksan ako iz A E .F(Y) sledi II(A) C Y. 

Ka,o §to vidimo, parakonveksan prostori omogueuju preno§enje pojma kon-

veksnosti na topolo§ke prostore koji ne moraju imati a1gebarsku strukturu. 

Sada eemo navesti nekoliko primera parakonveksnih prostora. 

PRIMER IV.1.1. (Topolaki vektorski prostori) 

Neka je X topolo§ki vektorski prostor i II(A) konveksan omotak skupa A E 

Tada je (X, H) H-prostor jer su koveksni skupovi u X kontraktibilni 

PRIMER IV.1.2. (Konveksni prostori) 

Neka je Y konveksan podskup realnog topolo§kog vektorskog prostora X. 

Za Y eemo reci da je konveksan prostor ako se topologija koju X indukuje na 

konveksnim omotakima njegovih konaknih podskupova poklapa sa njihovom 

Eliklidskom topologijom. Ova klasa prostora je uga u *S'iru upotrebu posle rada 
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Lasondea [1983]. Ako se na Y uzme topologija indukovana sa X, a preslikavanje 

H se defmik isto kao i u primeru I.1. uredeni par (Y, H) je H-prostor. 

PRIMER IV.1.3. (Konveksni topolo§ki prostori) 

Konveksni topolcai prostori definisani su u radu [1981] japanskog matem-

atmatieara Hidoto§i Komije. Komijina istra2ivanja nastavljena su radovima 

0. Hadiie [1984] i I. ArandeloviCa [1992b] ali rezultati vezani za Konveksne 

topologke prostore nisu privukli neku veeu painju. 

Neka je X Hausdorfov topolo§ki prostor; H-operator na X je preslikavanje 

[.1 : 2(X) —4 7)(X) koje ispunjava sledeee uslove: 

a) [0] = 0; 

b) [{x}] = {x}, za svako x E X; 

c) [[A]] = [A] , za svako A E P(X); 

d) [A] = UFET(A)[F]. 

Konveksni omotae skupa A C X je skup [A]. Skup A C X je konveksan 

ako je, jednak svom konveksnom omotaeu, tj. [A] = A. 

Neka je 7Z skup svih funkcija f : N 	( N je skup prirodnih brojeva) 

takvih da je skup : x E N, f(x) 0} konaean. Drugim reeima 7Z = 

EieN  TZ2 , gde je 7Z= = R, za svako i. Topolaka i algebarska struktura na R 

su uobieajene. Neka je [.] H-operator na topolo§kom prostoru X, i neka je 

7-I(X) = 1[A] : A E F(X)}. 

Za G E 7-1(X), funkcija 	G 	7Z naziva se strukturno preslikavanje na 

G, ako ispunjava sledeee uslove: 

a) 0 je homeomorfizam topolo§kog potprostora G na 0(G); 

b) Ako je A C G onda je q([A]) = [0(A)], gde je [0(A)] konveksni omotae skupa 

cb(A) u vektorskom prostoru 7Z. 

Sa SG skup svih strukturnih preslikavanja definisanih na G. Ako je SG 0 0 
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za svako G E 	onda za proizvoljno E rIGEw  SG kaiemo da je struktura 

na X u odnosu na B.-operator Uredena trojka (X, [.] 	gde je X Bausdor- 

fov topologd prostor, [.] H-operator na X i struktura na X u odnosu na [.], 

naziva se konveksni topolo§ki prostor. 

Ako je (X, [.], 4)) Konveksni topolcai prostor, onda je ureden par (X, h), 

gde je h : .F(X) 7-t(X) preslikavanje definisano sa h(A) = [A], jedan H -

prostor. Neeemo navoditi dokaz ovog tvrdenja vee Cern° samo napomenuti da 

su konveksni omotaei konaenih skupova u Konveksnim topologdm prostorima, 

homeomorfni sa konveksnim omotaeima konaenih skupova u Euklidskim pros-

torima. 

PRIMER IV.1.4. (Pseudokonveksni prostori) 

Pseudokonveksni prostori su definisani u radu Saris. Horvata [1983]. Napo-

minjemo da rezultati dobijeni u Horvatvom radu [1983] predhodi uvodenju 

parakonveksnih prostora. Negto op§tija definicija se mote naei u radu Horvat 

[1991]. 

Neka je X topolo§ki prostor i h : X 2  x [0, 1] 	X preslikavanje koje 

ispunjava uslov h(x, y, 0) = y i h(x,y,1) = x za sve x, y E X. Za skup A c X 

reeieemo da je h-konveksan ako h(x, y, A) E A za sve x, y E Ai sve A E [0,4 

Konveksni omotae skupa A C X defmisaCemo kao presek svih h-konveksnih 

podskupova skupa X koji sadrie A i oznaeavaCemo sa [A]. Ako je za svaki 

A E F(X) restrikcija preslikavanja h na skup [A]2  x / neprekidna, za ureden par 

(X, h) kale se da je pseudokonveksan prostor. Ako uzmemo da je H(A) = [A] 

za svako A E uredeni par (X, H) je H-prostor (videti rad Bardara i 

Kepitelijeve [1988]). 

PRIMER IV.1.5 (H-prostori) 

H-prostori su definisani u radu Karla Bardara i Rite Kepiteli [1988]. Nji- 
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hova definicija direktno predhodi uvodenju parakonveksnih prostora. Strukturu 

slienu H-prstorima - c—prostore opisao je Sari Horvat [1991]. 

H-prostor je ureden par (X, H) gde je X topolo§ki prostor, a H : .7(X) 

P(X) preslikavanje koje ispunjava uslove: 

1) H(A) je kontraktibilan skup za svako A E .F(X); 

2) za svako A, B E F(X) iz A C B sledi H(A) C H(B). 

Neka je (X, H) H-prostor. 2#2, Y C X reei eemo da je H-konveksan ako iz 

A E (Y) sledi H (A) C Y . 

H-prostori su parakonveksni zato §to su sve homotopske grupe kontrak-

tibilnog skupa trivijalne. Najznaeajniji rezultati u teoriji H-prostora dati su u 

radovima: Bardara i Kapitelijeve [1988], [1989], [1990] i [1995]; Dinga i Tana 

[1990]; Tarafdara [1990]; Horvata [1991]; Dinga [1993]; Dinga i Tarafdara [1994]; 

Canga i Maa [1992] i Huanga [1994]. 

PRIMER IV.1.6. (Proizvod para.konveksnih prostora) 

Neka su (X, Hx) i (Y, Hy) H-prostori i Z = X x Y skup snabdeven 

uobieajenom topologijom proizvoda. Tada funkcija Hz : ..T(Z) P(Z), 

H z (C ) = H x (A) x Hy (B) gde je A prva a B druga projekcija skupa C, ima os-

obine 1) (jer je homotopska grupa proizvoda dva topolo§ka prostora izomorfna 

proizvodu njihovih homotopskil, grupa) i 2) (oeigledno) iz Definicije 1.2. pa 

je (Z, Hz) parakonveksan prostor. Na analogan naein se mote konstruisati 

parakonveksna struktura na proizvodu konaenog broja parakonveksnih pros-

tora. Odgovarajuea konstrukcija za H-prostore data je u radu Huanga [1994]. 

PRIMER IV.1.7. (Konveksan podskup parakonveksnog prostora) 

Neka je (X, H) proizvoljan parakonveksan prostor i Y C X njegov kon-

veksan podskup. Ako preslikavanje Hy defini§emo sa Hy (A) = H(A) za sve 

A EE F(Y), onda je ureden par (Y, Hy) jedan parakonveksan prostor. 
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PRIMER IV.1.8. 

Neka je X proizvoljan topolaki prostor i xo E X. Ako je 1/(A) = {x 0 } 

za sve A E_Y-(X), onda je ureden par (X, H) jedan parakonveksan prostor. Iz 

ovog primera se mote zapaziti da je pojam parakonveksnih prostora §iri od poj-

mova Konveksnih topolakih prostora i pseudokonveksnih prostora. Medutim 

navedeni prostor spada takode u klasu H-prostora. 

PRIMER IV.1.9. 

Neka je X proizvoljan nekontraktibilan topolo§ki prostor, eije su sve ho-

motopske grupe trivijalne. Ako je H(A) = X za sve A E 7(X), onda je ureden 

par (X, H) jedan parakonveksan prostor, koji ne pripada ldasi H-prostora. 

PRIMER IV.1.10. (Topolalca mreia) 

Ako je (X, <) topolo§ka nareEsa (X je parcijalno uredeni topolo§ki prostor, 

na kome relacija poredlca < ispunjava aksiome rare2e) takva da svaki neprazni 

interval [a, b] C X ima sve homotopske grupe trivijalne i H : 7(X) 2x 

preslikavanje definisano sa: 

H(x i ,...,x.)= [inf{ ,...,x,),suP{xi,...,x.}}, 

onda je (X, H) jedan parakonveksan prostor. 
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IV.2. KKM PRESLIKAVANJA NA PARAKONVEKSNINIM 

PROSTORIMA I NJIHOVE PRIMENE 

Sada Cern° dati definiciju KKM preslikavanja. 

DEFINICIJA IV.2.1. Neka je (Y, 	parakonveksan prostor, i X C Y. Vi§ezna- 

Eno preslikavanje F : X -* 2 Y  naziva se KKM preslikavanje ako je ispunjen 

uslov 11(A) C LL EA  F(x) za svald A E .7(X). 

KKM preslikavanja (definisana na topolo§kim vektorskim prostorima i na 

H-prostorima) nala su §iroke pr:mene u nelinearnoj analizi. Najvainiji rezul-

tati vezani za ovu klasu preslikavanja i njene primene dati su u radovima: Fan 

[1961], [1972]; Brauder [1968]; Lasonde [1983], [1990]; Tarafdar [1989], [1990]; 

Park [1989], [1990], [1991], [1994]; Park, Bae i Kang [1994]; Granas i Lasonde 

[1991]; Liu [1991]; Siocdi [1991]; tang i Zang [1991]; tang i Ma [1992]; Bardaro 

i Kapitelijeva [1988], [1989], [1990] i [1995]; Ding i Tan [1990]; Horvat [1983]. 

[1984], [1985], [1987], [1990] i [1991]; Ding [1993] i Huang [1994]. 

Ovu glavu nastavljamo lemon koja nam daje dovoljne uslove za pripadanje 

klasi KKM preslikavanja. 

LEMA IV.2.1. Neka je (X, H) parakonveksan prostor i GH X 	P(X) viS-e- 

znaeno preslikavanje. Ako va2i: 

1)a E G(x) za svako x E X ; 

2) G* -1 (x) je konveksan skup za svako x E X; 

onda je G jedno KKM preslikavanje. 

DOKAZ: Dovoljno je da dokaierao: ako G nije KKM preslikavanje, onda G* 

ima bar jednu nepokretnu taeku. Kada G nije KKM preslikavanje, tada postoje 
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konaean skup {zil...,:cn} E $(X) i x o  E X tako da je xo E -H({xi,...,xn}) 

zo L:-1G(zi). Odatle sledi da je x 0  E nin-1  G*(x i ) pa prema tome vaii 

E G*-1 (xo) za 1 < i < n. Pc:a° je G*-1 (x o ) konveksan skup, onda je 

H({x i ,...,x,,}) C G*-1 (x 0 ) odakle dobijamo da je x o  E G* (xo). 

Koristeei lemu IV.2.1. moiemo dobiti sledeeu karakterizaciju jedne klase 

KKM preslikavanja na izvesnim parakonveksnim prostorima. 

POSLEDICA IV.2.1. Neka je (X, H) parakonveksan prostor u .kome je ispunjen 

uslov x E H({x}) za sve x E X i neka je G : X P(X) vigeznaano pres-

likavanje sa osobinom: G*-1 (x) je konveksan skup za svako x E X. Tada su 

ekvivalentni slede6 uslovi: 

1) x E G(x) za svaki x E X ; 

2) G je KKM preslikavanje. 

DOKAZ: 2) sledi iz 1) prema lemi IV.2.1. Ako je G jedno KKM preslikavanje, 

onda je za svaki x ispunjen uslov H({x}) C G(x) odakle sledi x E G(x) za 

svaki x E X . 

Predhodna posledica mole se zapisati i u obliku teoreme o nepokretnoj 

taeki. 

POSLEDICA IV.2.2. Neka je (X, H) parakonveksan prostor u kome je ispunjen 

uslov x E H({x}) za sve x E X i neka je G : X —4 2(X) vi§eznaeno preslika-

vanje sa osobinom: G-1 (x) je konveksan skup za svako x E X . Tada su sledeei 

uslovi ekvivalentni: 

1) x E G(x) za neko x E X ; 

2) G* nije KKM preslikavanje. 

Izlcdenu posledicu neeemo dokazivati jer je direktna posledica prethodne 

(sa G* umesto G). 
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TEOREMA IV.2.1. Neka je Neka, je (X, H) parakonveksan prostor i G : X —4 

7)(X) KKM preslikavanje, Eije vrednosti su zatvoreni skupovi. Tada je: 

I G (s ) 0  °' 
zEA 

za svaki A E F(X). 

DOKAZ: Vi§ezna .6na preslikavanja definisana sa HA(F) = I-1(F) za svaki F E 

Y(A) i familija skupova {G(x)} x€ x) ispunjavaju sve uslove teoreme 11.2.2. 

Odatle dobijamo da familija skupova {G(x)} x Ex ima svojstvo konaenog prese-

canja. 

Navedena teorema je uopftelaje poznate KKM leme koju su za simplekse 

u euklidskim prostorima dokazal :i Knaster, Kuratovski i Mazurkijevie [1929]. 

Teoremu je na topoloSke vektorske prostore preneo Ki Fan [1961]. Ki Fanovo 

tvrdenje se obieno naziva KKM princip. Odgovaxajuee tvrdenje za konveksne 

prostore dokazao je Mark Lasonde [1983], za pseudokonveksne prostore Horvat 

[1983], za H-prostore Bardaro i Kepiteli [1988] a za konveksne topolo'Ske pro-

store I. Arandelovie [1992b]. Detaljan prikaz moguenosti za primenu teoreme 

ovakvog oblika dao je Lasonde [1983]. 

POSLEDICA 	Neka je (X, H) parakonveksan prostor a G : X 	P(X) 

KKM preslikavanje, Eije vrednosti su zatvoreni skupovi, od kojih je bar jedan 

k-ornpaktan. Tada je: 

fl G(x) 0 0. 
EX 

DoKAZ : Neka je G(x 0 ) kompak tan skup. Definisaeemo vikznaeno preslika- 

vanje G' : X 	P(X) formuloin G1 (x) = G(x)nG(x0). PoSlo prema teo- 

remi IV.2.1 svaka konaena podfamilija od {C(x) I x E X} ima neprazan presek 
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a svi ti skupovi su sadriani u kompaktnom skupu G(x 0 ) onda je 

n G1 (2 ) 0  
zEX 

pa prema tome i 

n G(x)* o. 
zEX 

Sada smo u moguenosti da korikenjem leme 1. i posledice 1. dokaiemo 

sledeee uop§tenje poznate Fan-Brauderove teoreme. Analogni rezultat za kon-

veksne topolake prostore dokazao je Komija u radu [1981]. 

TEOREMA IV.2.2. Neka je X neprazan, parakonveksan i kompaktan prostor. 

Ako je T : X 	P(X) vigeznaano preslikavanje koje ispunjava uslove: 

1) za svaki x E X je T(x) neprazan i konveksan skup; 

2) za svaki y E X je T -1 (y) otvoren skup; 

onda T ima nepokretnu taeku. 

DOKAZ: Dovoljno je da dokaienao da T -1  ima nepokretnu taeku, §to eemo 

ueiniti pomoeu leme IV.2.1 sa G = T-1 * dokagujuei da G nije KKM pres-

likavanje a skup G*'(y) jeste konveksan za svako y E X (tada ne mote biti 

x E G(x) za svako x E X, pa je xo E G*(xo) = T-1 (xo) za neko x E X). 

Drugi uslov je zadovoljen jer je G*'(y) = T(y) za svako y E X. Ako bi G 

bilo KKM, onda bi prema posledici 1. nzEx G(x) bio neprazan jer su skupovi 

G(x) zatvoreni i otuda kompaktni. Odatle bi sledelo da je UZEX G*(x) 0 X 

§to je kontradikcija sa einjenicom da su skupovi T(x) neprazni za svako x E X. 

Kao §to se zapaia dobijeni rezultat prokruje Fan-Brauderovu teoremu 

oslabljivanjem uslova konveksnosti. Uop§tenje u kojem je oslabljen uslov kom-

paktnosti dato je u radu Canga [1991]. 
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LEMA IV.2 2. Neka je (X, H) parakonveksan prostor i F, G : X -4  7)(X) 

dva vigeznaana preslikavanja. Ako je x E F(x) C G(x) za svaki x E X I ako je 

F*'(y) konveksan skup za svako y E Y, onda je G KKM preslikavanje. 

DOKAZ: Dovoljno je da doka2emo da ako G nije KKM preslikavanje, onda F* 

ima bar jednu nepokretnu taeku. Ako G nije KKM preslikavanje, onda postoje 

konaean podskup {xi, xn} E .7(X) i xo E X takvo da je xoE H({x17...7xn}) 

i xo U:1_ 1 G(xi). Odatle sled da je xo E ryiLi  G*(xi) C n= 1  F*(x i ), pa 

prema tome vaii xi E Fs-1 (x°) za 1 < i < n. Po§to je F* -1 (x0) konveksan 

skup, onda je H({x i ,...,x n }) C F*-1 (x 0 ), odakle sledi da je xo E F*(xo). 

TEOREMA IV.2.3. Neka, je X neprazan i konveksan podskup parakonveksnog 

prostora E. Ako su S, T : X --+ P(X) vi§eznaena preslikavanja koja ispun-

javaju uslove: 

1) za svaki x E X je skup S(x) neprazan i S(z) C T(x); 

2) za svaki x E X je T(x) konveksan skup; 

3) za svaki y E X je S -1 (y) otvoren skup, a za bar jedno yo  E X je skup 

S -1 *(yo) kompaktan, 

onda T ima nepokretnu taaku. 

DOKAZ: Dovoljno je dokazati da 	ima nepokretnu taeku. Skup 

nyEx S-1 *(y) je prazan zato Seto je skup 5(x) neprazan za svako x E X. Svi 

skupovi S'*(y), y E X, su zatvoreni a bar jedan od njih je kompaktan pa, 

na osnovu posledice IV.2.1, 5 -1 * nije KKM preslikavanje. T'* nije KKM 

preslikavanje na osnovu leme /17.2.2. jer je T'*(x) C S'*(x) za sve x E X. 

Po pretpostavci je za svako x E X skup (T-1 *) -1 *(x) = T(x) konveksan odakle 

pomoeu leme IV.2.1. dobijamo je x E (T'*)*(x) = T -1 (x) za neko x E X. 

Zapaiamo da se u slueaju S = T na:sa teorema svodi na teoremu IV.2.2. 
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IV.3. MINIMAKS NEJEDNAKOSTI 

I NJIHOVE PRIMENE 

DEFINICIJA IV.3.1. Neka je X topolaki prostor, f : X 	R, g : R 	R, 

a(x) = max{f(x),g(f(x))} i b(x) = min{f(x),g(f(x))) za svako x E X. Za 

funkciju f reel Cenio da je: 

1) g—poluneprekidna odozgo na X ako je a poluneprekidna odozgo na X; 

2) g—poluneprekidna odozdo na X ako je a poluneprekidna odozdo na X. 

Odozdo i odozgo g-poluneprekidne funkcije definisao je Taskovie u radu 

[1992]. Poeetni deo Taskovieevih istrailvanja je saop§ten u Kuparima 1990. 

godine, kao 'Sto smo naveli u uvodu. 

DEFINICIJA IV.3.2.. Neka je X vektorski prostor, Y njegov konveksan pod- 

skup, g : R 	R i a(x) = max{f (x), g(f(x))} za svako x E Y. Funkcija 

f : Y 	R je: 

1) konveksna, ako je f (Ax + (1— A)y) Af (x) + (1— A)f(y) za svako x,y E Y 

i svako A E [0, 1]; 

2) kvazikonveksna, ako je f (Ax + (1—A)y) < max{ f (x), f (y)} za svako x,y E Y 

i svako A E [0,1]; 

3) konkavna, ako je f(Ax + (1 — A)y) Af(x)+ (1 — A)f(y) za svako x, y E Y 

i svako A E [0, 1]; 

4) kvazikonkavna, ako je f(Ax + (1— A)y) > min{ f (x), f(y)} za svako x, y E Y 

i svako A E [0,1]. 

5) g—pro§ireno kvazikonveksna ako je a kvazikonveksna funkcija; 
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6) g—pro§ireno kvazikonkavna ako je :  a kvazikonkavna funkcija; 

Neka je f : Y 	R, gde je Y proizvoljan konveksan podskup nekog vek- 

torskog prostora. Moe se pokazati da je funkcija f kvazikonveksna ako i samo 

ako je skup {x E Y f(y) < r} konveksan za svako r E R, odnosno da je 

f kvazikonkavna ako i samo akc, je :skup {x E Y I f(y) > r} konveksan za 

svako r E R. g-pro'Sireno kvazikonveksne i g-kvazikonkavne funkcije definisao 

je Taskovie u radu [1992]. Poeetni deo TaskoviCevih rezultata saop§ten je 1990. 

godine u Kuparima, kao §"to smo :aaveli u uvodu. Navedene definicije kvazikon-

veksnih funkcija mogu se bez problema preneti na parakonveksne prostore. 

DEFINICIJA IV.3.3. Neka je (X , H) parakonveksan piostor, Y njegov icon-

veksan podskup, f : Y R, g : R R, a(x) = max{ f (x),g(f (x))} i 

b(x) = min{ f (x), g( f (x))1 za svako x E Y. Za funkciju f reeiCemo da je: 

1) f je kvazikonveksna ako je skup {y EYIf(y) < r konveksan za svako r E R; 

2) f je kvazikonkavna ako je skup {y E Y I f(y) > r konveksan za svako r E R; 

3) g—pro§ireno kvazikonveksna ako je a kvazikonveksna funkcija; 

4) g—proaireno kvazikonkavna also je a kvazikonkavna funkcija. 

Naredna teorema daje miniinaks nejednakost Ki Fanovog tipa za g—pro-

kreno konkavne i g—odozdo poluneprekidne funkcije. Ona uopStava rezultate: 

Fana [1972], Jena [1981], Granasa i Lina [1983] i [1986], Bardara i Kapitelijeve 

[1988], [1989] i [1990], Parka [1991] i Arandeloviea [1992b] i [1993]. 

TEOREMA IV.3.1. Neka je X parakonveksan prostor a C njegov neprazan i 

konveksan podskup. Ako su p, q : Rig:R R realne funkcije sa 

svojstvima: 

1) p(x, y) 5 q(x,y) za sve x, y E X; 

2) supzE cg(q(x,x)) sup rEcq(x,x) = A; 
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.3) za svaki y E C funkcija 	q(x, y) je g-,kvazikonkavna na C; 

4) za svaki x E C preslikavanje y 	p(x, y) je g- poluneprekidno odozdo; 

5) za neko xo E C je skup {y E C : m.ax{p(x o , y), g(p(xo, y))} < A} kompaktan; 

6) g je rastuea funkcija, 

onda postoji y E C takvo da je: 

sup.Ecp(x,g)supxEcq(x,x). 

DOKAZ: Neka je h(x ,y) = max{p(x,y),g(p(x,y))} i 

k(x , y) = max {q(x , y), g(q(x , y))). Iz uslova 2) sledi da je A = supx Eck(x,x) a 

iz 1) i 6) da je h(x , y) k(x , y) za sve x,y E X. Neka su S, T : C 'P(C) 

vikznaana preslikavanja definisana sa: 

S(y) fx E C : h(x , y) > A), 

T(x) = {y E C : k(x , y) > A). 

Iz predpostavki teoreme dobijamo 

a) T nema nepokretnu taeku; 

b) S(y) C T(y) za sve y E X; 

c) za svako y E C skup T(y) je konveksan; 

d) za svako x E C je skup S-1 (x) .{yEC: h(x , y) > A} otvoren u C; 

e) bar za jedno xo E C je skup S-1*(x) kompaktan. 

	

Na osnovu teoreme IV.2.3. postoji y E C takvo da je S(y) 	to je 

h(x , 5_ A) za sve xE Ci otuda p(x, < A) za sve x E C. 

Naredna teorema je zajednieko uop§tenje predhodne i Parkove teoreme iz 

rada [1991]. 

TEOREM A IV.3.2. Neka je X konveksan podskup parakonveksnog prostora E. 

Ako p, q:X xX --+ R, g : R 	Rih:X --+ R realne funkcije .koje 
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ispunjavaju sledeCe uslove: 

1) p(x,y) 5 q(x,y) za sve x, y E X; 

2) q(x,x) < 0 za sve E X; 

3) suPzex9(4(x,x)) 5_ supzExq(x,x); 

4) za svaki y E X funkcija x 	q(x,y).-+ h(y) — h(x) je g-kvazikonkavna na 

X; 

5) za svaki x E X preslikavanje y 	p(x,y)-1- h(y) — h(x) je g-poluneprekidno 

odozdo na X; 

6) postoji x o  E X takvo da je skup 

{y E X : max{p(xo,y)-Fh(Y)—h(x0),g(Axo,Y)-Fh(Y)—h(x0)) < 0} kompaktan; 

7) g je rasutCa funkcija, 

onda postoji Q E X takvo da je: 

p(x, "Y) h(Q) 	h(x) 

za sve x E X. 

DOKAZ: Stavljajuei u predhod:au teoremu p(x , y) + h(y) — h(x) umesto p(x , y) 

a 17(x, y) h(y) — h(x) umesto 7(x, y), dobijamo da postoji y E X takvo da je: 

p(x, h(Q) — h(x) 5 0. 

Prva primena prethodne teoreme odnosiee se na varijacione nejednakosti. 

Tvrdenje koje navodimo potiee od Hartmana i Stampaeije [1966]. 

POSLEDICA IV.3.1. Neka je E realan Hilbertov prostor, K C E konveksan, 

zatvoren i ograniC'en podskup, i neka je sa (.,.) oznaaen skalarni proizvod na 

E. Tada za svako f : K E koje ispunjava uslove: 

1) f je neprekidno na K; 

2) (f(x) — f(y),x — y) > 0 za sve x,y E K; 
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postoji f E K takvo da je: 

(f .  (2* ), x *  — x) 5. 0 

za sve x E K. 

DOKAZ: Neka je q(x,y) = (f(y),y—x) a p(x,y) = (f(x),y—x) za svez,y E K, 

g(t) = t za sve t E R i h(x) = 0 za sve x E K. Neka je x o  proizvoljan element 

iz K. Skup {y E K : p(x o , y) < je ogranieen i zatvoren u K pa prema tome 

kompaktan u slaboj topologiji. Tvrdenje sledi direktno iz teoreme IV.5. 

Iz dobijene posledice moiemo izvesti poznatu teoremu Kirka, Braudera i 

Gedea o nepokretnim taekama neekspanzivnih preslikavanja. 

POSLEDICA IV.3.2. Neka, je K konveksan, zatvoren i ogranieen podskup  Hil-

bertovog prostora E. Ako je f : K K neekspanzivno preslikavanje ( 

II f (x) — f (y)II < Ilx — y II za sve x, y E K), onda f ima bar jednu nepokretnu 

taku. 

DOKAZ: Neka je h(x) x — f(x). Funkcija h ispunjava, sve uslove posledice 

IV.3.1. pa postoji xo E K takvo da je: (h(x 0 ), x o  — x) < 0 za sve x E K. Prema 

tome je za x = f(xo) va:z1 lixo — f(xo)II 2  < 0 odakle sledi xo = f (xo). 

Tre6a, primena teoreme IV.3.2 je sledeai ekstermaLui princip, koji je uop§te-

nje Parkovog ekstermalnog principa iz rada [1991] i Mazur-Sauderovog ekster-

malnog principa. 

POSLEDICA IV.3.3. Neka je X konveksan podskup parakonveksnog prostora 

E. Ako h : X realna funkcija koja ispunjava sledeee uslove: 

1) za svaki y E X funkcija x --) h(y) — h(x) je kvazikon.kavna na X; 

2) za svaki x E X preslikavanje y 	h(y) — h(x) je poluneprekidno odozdo na 

X ; 
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3) postoji x o  E X takvo da je skup fy : h(y) — h(xo) 5 0) kompaktan; 

onda postoji y E X takvo da je: 

h(0 5_ h(x) 

za sve x E X. 

DOKAZ: Uzeeemo da je p(x,y) q(x,y) = 0 za sve x,yEXi tvrdenje sledi 

direktno iz teoreme IV.3.2. 
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W.4 STAVOVI 0 PRESECANJU OTVORENIH 

SKUP OVA I 1\TJIHOVE PRIMENE 

Glavu zavr§avamo sa nekoliko primena stavova o presecanju za otvorene 

skupove. 

TEOREMA IV.4.1. Neka je Neka je (X, H) parakonveksan prostor i G : X —4 

2(X) KKM preslikavanje, elk vrednosti su otvoreni skupovi. Tada je: 

n G (1 ) 
xEA 

za svaki A E .7*(X). 

DOKAZ: Vikznaena preslikavanja definisana sa HA (F) H(F) za sva.ki F E 

.F(A) i familija skupova {G(x)}.Ex} ispunjavaju sve uslove teoreme 11.2.2'. 

Odatle dobijamo da familija skupova {G(x)}.ex ima svojstvo konaenog prese-

canja. 

Navedena teorema je uop§tenje rezultata koje su dokazali Sih [1986]1 Kim 

[1987]. Moguenosti za primenu teoreme ovakvog oblika na topolo'Skira vek-

torskim prostorima dali su Lasonde [1990] i Park [1990]. 

Naredni stay o fiksnim taekama pokazuje pod kojim uslovoma se pret-

postavka da su inverzne slike otvoreni skupovi, u teoremi IV.2.2 mote zameniti 

pretpostavkom o zatvorenosti odgovarajucih skupova. Analogni rezultat za 

topolo§ke vektorske prostore dokazao je Mark Lasonde u radu [1990]. 

TEOREMA IV.4.2. Neka je X neprazan, parakonveksan i kompaktan prostor. 

Ako je T : X --4 1)(X) via -eznaeno preslikavanje koje ispunjava uslove: 
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1) za svaki x E X je T(x) neprazan i konveksan skup; 

2) za svaki y E X je T -1 (y) zatvoren skup; 

3) postoji neprazan konaaan skup A E .T(X) takav da je T(x) n  A *12) za svako 

E X; 

walla Tuna nepokretnu tac,ku. 

DoKA.z: Dovoljno je da dokaiemo da 	ima nepokretnu taeku. Uslov 

T(x) n  A za svako x E X, je ekvivalentan sa X C zEA T"(x). Sada Cern° 

posmatrati vikznaeno preslikavanje G = T-1 *. Poko je skup G* -1 (y) = 

T(y) konveksan. za  svako y E X dovoljno je da doka2emo da G nije KKM 

preslikavanje, jer tada prema IZemi IV.2.1 ne mo .Ze biti x E G(x) za svako 

x E X. pa je xo E G*(xo) = 71-1 (x0) za neko xo E X. Ako bi G bilo KKM, 

onda bi prema teoremi IV.4.1 n. EA  G(x) bio neprazan jer su skupovi G(x) 

otvoreni. Odatle bi sledelo da je UrEx G*(x) X ato je kontradikcija. 

Naredni rezultat je teorema o fiksnim taekama odozgo poluneprekidnih 

preslikavanja. On uopkava klasiene rezultate iz radova: Kakutani [1941], 

F. H. Bohnenblust i S. Karlin [1950], I. L. Gliksberg [1952], Ki Fan [1952] i 

0. Hadiie [1981]. 

Jedno sliean rezultat je dat u petoj glavi (teorema V.4.2). U toj teoremi 

je pretpostavka o konveksnosti slike zamenjena sa uslovom aciklienosti. 

TEOREM A IV.4.3. Neka je X kompaktan Hausdorfov topoloaki prostor i 

{v„} iEj  baza sinaetrienih (iz (x, y) E v i  sledi (y, x) e v i ) i otvorenth (u topologiji 

prostora X x X) okolina dijagonale skupa X. Ako postoji familija preslikavanja 

{Hi } iE / Hi  : .F(X) 	2x takva da je: 

1) (X, Hi ) parakonveksan prostor, za svako i E I; 

2) Vi (x) = {y E X I (x,y) E vi} konveksan skup u (X, Hi) za svako x E X 
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i svako i .E I, 

onda za svako odozgo poluneprekidno vikznadno preslikavanje G : X -4 2x  , 

eije vrednosti su neprazni kompaktni konveksni skupovi, postoji bar jedno xo E 

X takvo da jezo E G(zo). 

DOKAZ: Po§to je X kompaktan Hausdorfov topolo§ki prostor, dovoljno je da 

polcaemo da za svako i E I postoji x i  E X takvo da je Vi(zi)n G (xi )  # 0. 

Fiksirajmo vi. Iz kompaktnosti sledi da postoji konaean skup A C X takav 

da je X C UaEA  Vi(a). Posmatrajmo vieznaano preslikavanje Fi : X 2x 

definisano sa 

Fi(x)= 	I y E Vi(P)}• 
pEG(z) 

Pogto je F(x) n A 0 0 za svako x E X, iz Teoreme IV.4.2 , sledi da je postoji 

xi E X takvo da je xi E F(xi), §to povlaei Vi (si)n G( 

Naredna teorema je, kao §to Cern° videti kasnije uop§tenje odgovarajueeg 

rezultata Si Parka [1990] dokazanog na Konveksnim prostorima. 

TEOREMA IV.4.4. Neka je X neprazan i konveksan podskup parakonveksnog 

prostora E. Ako su F, G : X —' 7)(X) vigeznaana preslikavanja koja ispun-

javaju uslove: 

1) za svaki x E X je skup F(x) neprazan i F(x) C G(x); 

2) za svaki x E X je G(x) konveksan skup; 

3) za svaki y E X je F-1 (y) zatvoren skup; 

3) postoji neprazan konaean skup A E .T(X) takav da je F(x) n A za svako 

x E X; 

onda G ima nepokretnu taeku. 

DOKAZ: Dovoljno je dokazati da G -1  ima nepokretnu taelcu. Skup 
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je prazan zato §to je skup F(x) neprazan za svako x E X. Svi 
nyEX F-1* (Y) 

skupovi F -1 *(y), y E X, su otvoreni. Iz leme /V.2 sledi da 	nije KKM 

preslikavanje na jer je G — '*(x) C F-1 *(x) za sve x E X. Po pretpostavci je 

za svako x E X skup (G-1 *) -1 *(x) = G(x) konveksan odakle pomoeu leme 

W.2.2. dobijamo da je x E (G-1 *)*(x) = G-1 (x) za neko x E X. 

Zapa2amo da se u slueaju F = G na:s'a teorema svodi na teoremu W.4.2. 

POSLEDICA IV.4.1 - Si PARK [1990]. Neka je X neprazan i konveksan pod-

skup konveksnog prostora E. Ako su S, T : X P(X) vineznaCna preskika- 

vamja koja ispunjavaju uslove: 

.1) za svaki x E X je skup T(x) S(x); 

2) za svaki x E X je S -1 (x) konveksan skup; 

3) za svaki y E X je 71(y) zatvoren skup; 

4) postoji neprazan konaan skup A E F(X) takav da je X = UREA T(x); 

onda S ima nepokretnu taaku. 
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KKM PRESLIKAVANJA NA RAVNOMERNIM 

PARAKONVEKSNINIM PRO STORIMA 

U ovoj glavi pokazujemo kako se uslov kompaktnosti koji se javlja u stavo-

vima doka7anim u odeljcima IV.2 i 11/.3 mote oslabiti korikenjem rezultata 

dobijenih u 11.3. Pri tome se mora uvesti dodatna pretpostavka, da je topolaki 

prostor na kome se posmatra parakonveksnost ravnomeran i kompletan. 

TEOREMA IV .5.1. Neka je X kompletan ravnomeran prostor, mera nekom-

paktnosti na X, (X, H) parakonveksan prostor a G : X P(X) KKM pres-

likavanje, eije vrednosti su zatvoreni skupovi. Ako za svako t > 0 postoji 

A E .1(X) takvo da je: 

n G(x)) < t, 
xEA 

onda je: 

n G(1) 0' 
xEX 

DOKAZ: Iz teoreme /V.2.1 sledi da posmatrana familija skupova ima svojstvo 

konaenog presecanja. Nepraznost celog preseka sledi iz teoreme 11.3.1. 

POSLEDICA IV.5.1. Neka je X kompletan ravnomeran prostor, 4  mera nekom-

paktnosti na X, (X, H) parakonveksan prostor a G : X P(X) KKM pres-

likavanje, cije vrednosti su zatvoreni skupovi. Ako za svako t > 0 postoji 

A E .1(X) takvo da je: 

( G( x ) ) < t, 

onda je: 

n G(z)° 0
. 

xEX 
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DOKAZ: iz teoreme IV.2.1 sledi da posmatrana familija skupova ima svojstvo 

konaenog presecanja. Nepraznost celog preseka sledi iz stava 11.3.1. 

Prethodna dva tvrdenja uopi;tavaju posledicu /V.3.2 u slueaju kada je X 

kompletan ravnomeran prostor. 

Sada smo u moguenosti da dokaemo sledeea uop§tenje poznate Fan-Brau- 

derove teoreme. 

TEOREMA IV . 5 .2 . Neka je X neprazan parakonveksan, kompletan ravno- 

merni prostor i mera nekompaktnosti na X . Ako je T : X —4 7)(X) 

viseznacno preslikavanje koje ispunjava uslove: 

1) za svaki x E X je T(x) neprazan i konveksan skup; 

2) za svaki y E X je T -1 (y) otvoren skup; 

3) za svaki t > 0 postoji x E X takav da je 0(T'*(x) < t; 

onda T ima nepokretnu taaku. 

DOE AZ: Dovoljno je da dokaiemo da 	ima nepokretnu taeku, sto eemo 

u6nati pomoeu leme IV.2.1 sa G = T'* dokszujuCi da G nije KKM pres-

likavanje a skup G*'(y) jeste konveksan za svako y E X (tada ne moie biti 

x E G(x) za svako x E X, pa je xo E G*(xo) = T-1 (x0) za neko x E X). 

Drugi uslov je zadovoljen jer je G*'(y) = T(y) za svako y E X. Ako bi G bilo 

KKM, onda bi prema stavu IV.2.1. n.ex  G(x) bio neprazan jer su skupovi 

G(x) zatvoreni i otuda kompaktni. Odatle bi sledelo da je H G*(x) X 

§to je kontradikcija sa einjenicom da su skupovi T(x) neprazni za svako x E X. 

TEOREMA IV.5.3. Neka je X neprazan i konveksan podskup parakonveksnog 

kompletnog ravnomernog prostora E i mera nekompaktnosti na X. Ako su 

S, T : X --+ P(X) vikznaana preslikavanja koja ispunjavaju uslove: 

1) za, svaki x E X je skup S(x) neprazan i 5(x) C T(x); 
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2) za svaki x E X je T(2) konveksan skup; 

3) za svaki y E X je S-1 (y) otvoren skup, a za svko t > 0 postoji x i  E X takvo 

da je 0(S'*(x i )) < t, 

onda T ima nepokretnu ta'au. 

DOKAZ: Dovoljno je dokazati da T -1  ima nepokretnu taau. Skup 

nyEX S-1 *(y) je prazan zato §to je skup 5(x) neprazan za svako x E X . Svi 

skupovi S-1 *(y), y E X, su zatvoreni pa, na osnovu teoreme IV.2.1, S -1 * nije 

KKM preslikavanje. T-1 * nije KKM preslikavanje na osnovu leme /V.2.2. jer 

je T'*(x) C S -1 *(x) za sve x E X. Po pretpostavci je za svako x E X skup 

(T -1 *) -1 *(x) = T(x) konveksan odakle pomoeu leme IV.2.1. dobijamo da je 

x E (T-1 *)*(x) = T -1 (x) za neko x E X. 

Zapatamo da se u slu'eaju S = T na§a teorema svodi na teoremu IV.5.2. 

TEOREMA IV . 5 .4. Neka je X parakonveksan kompletan ravnomeran prostor, 

mera ne.kompaktnosti na X aCCX njegov neprazan i konveksan podskup. 

Ako su p, q : C 2 	 --+ R realne funkcije sa svojstvima: 

1) p(x,y) < q(x, y) za sve x, y E X; 

2) supxE cg(q(x,x)) sup zE cq(x,x) = A; 

3) za svaki y E C fi  n ktija x —4 q(x, y) je g-kvazikonkavna na C; 

4) za svaki x E C preslikavanje y 	p(x, y) je g- poluneprekidno odozdo; 

5) za svako t > 0 postoji x i  E C takvo da je 

66 ({Y E C max{P(xi,Y),g(P(xi,Y))} < A}) < t; 

6) g je rastuea funkcija, 

onda postoji g E C takvo da je: 

supzEcp(x, 5_ supxEcq(z, x)• 
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Doi(Az: Neka je h(x,y) = max{p(x,y),g(p(x,y))) i 

k(z, y) = max {q(x , y), g(q(x, y))}. Iz uslova 2) sledi da je A = supz Eck(x, x) a 

iz 1) i 6) da je h(x,y) < k(x,y) za sve x,y E X. Neka su S,T : C 'P(C) 

vikznaena preslikavanja definisana sa: 

S(y) = Ix E C h(x,y) > 

T(x) = {y C : k(x,y) > A}. 

Iz predpostavki teoreme dobijamo dalje: 

a) T nema nepokretnu taeku; 

b) S(y) C T(y) za sve y E X; 

c) za svako y E C skup T(y) je konveksan; 

d) za svako x E C je skup S-1 (x) = {y E C : h(x, y) > A} otvoren u C; 

e) za svako t > 0 postoji x i  E C takvo da je 0(S -1 *(x t )) < t. 

Na osnovu teoreme IV.5.3. postoji y E C takvo da je S(0 = 0 to je 

h(.r, < A} za sve xECi otuda p(x,9) < A} za sve x E C. 

Naredna teorema je zajecinieko uolAtenje predhodne, Parkove teoreme iz 

rada [1991] i teoreme /V.3.2 

TEO REM A IV.4.5. Neka je X konveksan podskup parakonveksnog kompletnog 

ravnomernog prostora E i mera nekompaktnosti na E. Ako su p, q : X x 

X R, g : R h : X R realne funkcije koje ispunjavaju sledeCe 

uslove: 

1) p(x, y) < q(x, y) za sve x,y E X; 

2) q(x,x) < 0 za sve x E X; 

3) supsExg(q(x,x)) 5_ supzEx q(x,x); 

4) za svaki y E X funkcija x 	q(x,y)+ h(y) — h(x) je g-kvazikonkavna na 

X; 
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5) za svaki E X preslikavanje y 	p(x, y)+ h(Y) —  h(x) je g-poiuneprekidno 

odozdo na X; 

6) za svako t > 0 postoji xt  E X takvo da je 

0({Y E X : max{p(xi,Y) -I- h(Y) — h(xt), g(1)(xt, 	h(y) — h(zt)) 5 0}) < -t; 

7) g je rasutea funkcija, 

onda postoji y E X takvo da je: 

p(x,o+ h(g) 5_ h(x) 

za sve x E X . 

DOKAZ: Stavljajuei u predhodnu teoremu p(x,y)+ h(y)— h(x) umesto p(x, y) 

a q (x, y) + h(y) — h(x) umesto q(x, y), dobijamo da postoji y E X takvo da je: 

p(x, + h(Q) — h(x) 5 0. 

Primenom teoreme /V.5.5 dobija se sledeei ekstermalni princip, koji je 

uop§tenje Parkovog ekstermalnog principa iz rada [1991] i Mazur-Sauderovog 

ekstermalnog principa. 

POSLEDICA IV.5.2. Neka je X konveksan podskup parakonveksnog komplet-

nog ravnomernog prostora E i mera nekompaktnosti na E. Ako h : X R 

realna funkcija koja ispunjava sledeee uslove: 

/) za svaki y E X funkcija x 	h(y) — h(x) je .kvazikonkavna na X; 

2) za svaki x E X preslikavanje y 	h(y) — h(x) je poluneprekidno odozdo na 

X; 

3) za svako t > 0 postoji x t  E X takvo da je skuP 0({Y h(y)—h(x i ) 5 0}) < t; 

onda postoji y E X takvo da je: 

h(y) < h(x) 
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za sve x E X. 

DOKAZ: Uzeeemo da je p(x,y) = q(x,y) = 0 za sve x,y E X i tvrdenje sledi 

direktno iz teoreme IV.5.3. 
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V. STAVOVI 0 PRESECANJU FON NOJMANOVOG TWA 

V.0 Uvod 

V.1 Homolo§ke grupe 

V.2 Uop'Stenje Horvatove teoreme 

V.3 Stavovi o presecanju i minimaks teoreme 

V.4 Stavovi o fiksnim taekama vi§eznaenih preslikavanja 
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V.0. UVOD 

Ti petoj glavi razmatrana su razlieita uop§tenja stavova o presecanju fon 

Nojmanovog tipa. Dobijeni rezultati su direktno primenjeni u dokazivanju 

minimaks teorema i stavova o fiksnim taekama vi§eznaEnih preslikavanja. 

prvom odeljku smo izneli osnovne einjenice o homolo§kim grupama. 

Drugi odeljak sadni uop§tenja nekoliko rezultata iz rada Horvata [1984]. Treei 

odeljak je posveCenjen dokazivanju jednom novom stavu o presecanju koji 

uop§tava ranije rezultate fon Nojmana [1928] i Ki Fana [1953], kao i njegovim 

primenama u dokazima minimaks teorema fon Nojmanovog tipa. Cetvrti odel-

jak daje joS jedan novi stay o prescanju koji primenjujemo u dokazu stava o 

fiksnim taekama vikznaenih preslikavanja. 
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'VA liOMOLO§ICE GRUPE 

11 glavi II.1 dali smo osnovne pojmove iz teorije homotopskih grupa. U 

ovoj glavi dajemo kratak uvod u teoriju homolo§kih grupa. Pri poredenju 

to dve _Uwe topoldikih invarijanata zapaia se da se pojam homoloSlih grupa 

uvodi na mnogo komplikovaniji naein ali da se one mnogo lakk izraeunavaju na 

konkrektnom topolo§kom prostoru. Citalac detaljnije infornaacije o ovoj teoriji 

mote naei u monografijama Spanijera [1966] i Fuksa, Fomenka, i Gutenmahera 

[1969], a o njenim primenama u nelinearnoj   u monografiji Taskovie 

[1993]. 

DEFINICIJA V.1. Neka je X topola§ki prostor. Proizvoljno neprekidno pres-

likavanje standardnog simpleksa On  u prostor X naziva se n—dimenzionalni 

singularni simpleks. 

DEFINICIJA V.2. Neka je X topoloSIi prostor i g abelova grupa. Izraz oblika  

E k ifr 
iEI 

gde je {ki}iEj E .7-(g) konaean podskup grupe {CalG} a f.friiE/ skup n—di-

menzionalnih singularnih simpleksa prostora X ; naziva se simplicijalni lanac. 

"Sabiranje" simplicijalnih lanaca iste dimenzije mote se definisati kao sabi-

ranje linearnih kombinacija koje ih generi§u. Na taj naein se dolazi do slobodne 

abelove grupe Cn (X) Eiji su generatori svi n—dimenzionalni simplicijaini lanci 

prostora X. 

Na. sledeei zadatak je da uvedemo pojam granienog homomorfizma kao 

preslikavanja grupe Cn(X) u grupu Cn _ i  (X). Po§to je Cn (X) slobodna grupa, 
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dovoljno je to preslikavanje definisati na njenim generatorima tj. na n—dimen-

zionalnim singularnim simpleksima. To se mote uraditi na slede6i naein: 

71 

an(fn) E(-1 ) 1 f: -1 ) 
i=1 

gde je sa f n -1 oznaeena restrikcija singularnog simpleksa f n  na i—tu granu 

standardnog simpleksa. 

DEFINICIJA V.3. Kolienielca grupa 

Ker(a )/Im(an+i) 

se naziva homalo§ka grupa n—tog reda prostora X. 
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17.2 IJOP *8TENJE TIORVATOVE TEOREME 

Ako su X i Y neprazni skupovi i A ,B : Y P(Y) dva vikznaena pres-

likavanja, tvrdenja koja govore o egzistenciji elementa xo E X takvog da je 

A(x o )nB(. 0 ) 0 nazivaju se stavovi presecanju fon Nojmanovog tipa, koji ih 

je prvi uveo u nelinearnu analizu u svom poznatom radu [1928]. Svaki stay tog 

oblika mote se iskazati u ekvivalentnom obliku koji govori o postojanju taeaka  

x o  E X i yo  E Y takvih da je yo E A(x o ) i xo E B-1 yo. 

Ako je X kompaktan topologli prostor onda za svako njegovo konaeno 

otvoreno pokrivanje U 1 , ..., Ur, postoje realne funkcije (io n  : X R takve 

da je soi(x) = 0 za sve x Ui i da je o i (x)+ + cp„(x) = 1 za sve x E X. Ta 

farnilija funkcija se naziva podela jedinice koja odgovara datom pokrivanju. 

Glavu zapoeinjemo sledeeom stavom o neprekidnoj selekciji koja uopStava 

rezultat Horvata [1984]. 

STAY V.1.1. Neka su sve homotopske grupe kompaktanog topaiakog prostora 

prostora X trivijalne i neka je R : X 2x vi§eznaeno preslikavanje koje 

ispunjava uslove: 

1) R' (x) je otvoren skup za svako x E X; 

2) iz nrEA R(x) 0 sledi da su sve homotopske grupe skupa nrE, R(x) trivi-

jalne, za svako A E 2x. 

Onda postoji neprekidno preslikavanje f : X X takvo da je f (x) E R(x) za 

sve x E X . 

DOKAZ: Zbog uslova nepraznosti vrednosti preslikavanja R vaii6e 

X g Uy Ex R-1(Y). Iz kompaktnosti prostora X sledi da postoje 

101 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



yo, •••5 	E X takvi da je X g U= o R -1 (y). Ako je  Vo)...)Vn odgovarajuea 

podela jedinice onda je sa : x 	(c00 (x), cp iz (x) definisano jedno neprekidno 

prelikavanje : X Preslikavanje H : 2 X  definisano sa 

H(J) = nIR(x) I yi E R(x) Vj E J} ispunjava sve uslove teoreme 11.2.1. 

Prema tome postoji neprekidno preslikavanje : An  X takvo da je 

(0.1) C nfR(x) yi E R(x) Vi E J}. 

Na kraju zaklj&ujemo da neprekidno preslikavanje f = o 0 ispunjava uslov 

f(x) E R(x) za sve x E X. 

Primenom predhodnog stava i teoreme 111.1.2 dokazaeemo sledeeu stay fon 

Nojmanovog tipa koji uopiava rezultat Horvata [1984]. 

TE0REMA V.1.1. Neka su sve homotopske grupe kompaktanog topolakog 

prostora prostora X trivijalne i neka su A, B : X -+ 2 x  dva vigeznaena pres-

likavanja koja ispunjavaju uslove: 

a) .4(x) -1 , B(x) su otvoreni skupovi za sve x E X; 

b),skupovi nyEy  B -1 (y) i n ycy  A(y) su prazni ili su im sve homotopske grupe 

trivijalne, za sve Y E 2X ; 

c) .8 -1 (x) 	za sve x E X. 

Tada postoji taaa xo E X takva da je 

A ( xo )n B(x.) 0. 

DOKAZ: Preslikavanje A mora prema stavu V.1 imati neprekidnu selekciju f. 

Prema teoremi 111.1.2 vi§eznaeno preslikavanje o f mora imati bar jednu 

fiksnu taeku z o . Za to z o  ee vaiti 

A(s o ) n B(x o) 0. 
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-STAVOVI 0 PRESECANJU 

IVIINIMAKS TEOREME 

Sada Cemo Teoremu o koincidenciji, koju je dokazao Ki Fan [1953], preneti 

na parakonveksne prostore. Inake preteea Ki Fanove teoreme je jedan rezul-

tat fon Nojmana [1928]. Odgovarajuei rezultat za pseudokonveksne prostore 

dokazao je Horvat [1983], a za H-prostore Arandelovie [1993]. 

TEOREMA V.3.1. Neka su X CEiYCF neprazni, konveksni, kompaktni 

skupovi u parakonveksnim prostorima E i F. Neka su A, B : X —* P(Y) dva 

vi§eznana preslikavanja takva da je: 

a) A(x) otvoren i B(x) neprazan konveksan skup za sve x E X; 

b) B -1 (y) otvoren i A' (y) neprazan konveksan skup za sve y E Y. 

Tada postoji taaka, xo E X takva da je 

A(x 0 )nB(s o ) 0. 

DOKAZ: Skup Z=XxYu parakonveksnom prostoru E x F (videti primer 

IV.1.5) je neprazan, konveksan i kompaktan. Vikznaeno preslilcavanje T : 

Z --+ P(Z) definisano sa 

T(x,y) = A"(y) x B(x) 

ispunjava uslove: 

1) za svako (x,y) E Z je T(x,y) neprazan konveksan skup; 

2) za svako (x, y) E Z je T-1 (x, y) = B-1 (y) x A(x) otvoren skup; 
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pa prema teoremi IV.2.2 postoji (xi))  yo) E l takvo da je (zo,Yo) E T(xo, Yo). 

Iz (xo,Yo) E A-1 (yo) x B(x0) dobijamo yo  E A(x0) l yo E B(z0) to je yo E 

A(x0)nB(xo). 

LEmA V.3.1. Nei c a su X i Y skupovi, s :X xY 	.R, f :X xY 	R 

t : X x 	R. Ako je s(x,y) f(x,y) t(z,y), za svako (z,y) EX xYi 

ako postoje inf y Ey s(x, y) i sup zEx t(x,y) ondaje: 

supx€x inf y EY s(x,y) suPsEx inf y EY f(x,Y) 5 

inf yEy  suP xEx f (x, y) 5.inf y Ey sup xEx t(x ,Y). 

DoKAz: Nejednakosti suprExinfy Eys(x,y) < sup,Exinf y €Y f(x,Y) 

in fy EysuPzEx f(x,Y) < inf y EysupEExt(x,y) vane jer je s(x,Y) < f(x,y) < 

t(x,y) za svako (x, y) E X x Y. Ostaje nam jo§ da doka,emo nejednakost 

sup, Exinf uEyf(x, y) < infyE ysup zE x f(x,y). Ona sledi iz einjenice da za 

proizvoljno (x*, y*)EXx17  vaii infy  Eyf(x*,y) f(x*, y* ) supxExf( x, y* 

1,7  dokazu naredne teoreme koristieemo sledeee einjenice o poluneprekid-

nirn funkcijama. Ako je A proizvoljna familija odozgo poluneprekidnih realnih 

funkcija definisanih na topolo§kom prostoru X i ako je funkcija g definisana sa 

g(x) = inf fEAf(x) za svako x E X konaEna na X, onda je ona poluneprekidna 

odozgo na X. Ako je A proizvoljna familija odozdo poluneprekidnih realnih 

funkcija definisanih na topolo§kom prostoru X i ako je funkcija g definisana sa 

g ( x ) = sup f E A f ( ) za svako x E X konaena na X, onda je ona poluneprekidna 

odozdo na. X. 

TEOREMA V.3.2. Ako su X i Y kompaktni i konveksni skupovi u parakon-

veksnim prostorima E,F if :X x Y --+ R, realna funkcija, koje ispunjava 

usiove: 

1) za svako x E X funkcija y --+ f(x, y) je kvazikonveksna i poluneprekidna 
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odozdo na Y; 

2) za svako E Y funiccija z -' f (z, y) je kvazikonkavna i poluneprekidna 

odozgo na X; 

onda je max. Ex miny  Ey f (x, y) = minyEy  maxzEx f (x, y). 

DOKAZ: Zbog poluneprekidnosti odozgo funkcije f po prvoj promenjljivoj fun- 

kcija q(y) = max zEx f(x, y) je defnisana za svako y E Y. q je poluneprekidna 

odozdo, jer je supremum poluneprekidnih odozdo funkcija, pa prema tome 

dostiie svoj minimum. Zbog poluneprekidnosti odozdo po drugoj koordinati 

funkcije f funkcija p(x) = nainy E y f (x, y) je defnisana za svako x EX. p je pol-

uneprekidna odozgo, jer je inftmum odozgo poluneprekidnih funkcija, pa prema 

tome dosti2e svoj maksimum. Odatle sledi da su izrazi max z ex minyEY f(x,y) 

i Milly Ey MaXx Ex f(x, y) definisain. 

Iz leme V.3.1 sledi da je 

max min f (x ,y) < min max f(x, y).  
rEX yEY 	 yEY zEX 

Ostaje nam jo§ da doka2emo da ne vaii stroga nejednakost: 

max min f (x , y) < nlinmax f (x , y). 
x€x yEY 	 yEY zEX 

Ako veszi stroga nejednakost, onda je: 

max min f (x, y) < r < min max f (x, y), 
x€x yEY 	 yEY sEX 

za neko r E R. 

	

Definisaeemo vi§eznaena preslikavanja A, B : X 	2(Y) izrazima: 

A(x) = {y E Y : f (x , y) > r} i B(x) = 1y E Y : f(x, y) < . 

Mo2emo zapaziti da da A i B ispunjavaju sve uslove teoreme V.3.1 Prema tome 

postoji zo E X takvo da je A(x0) n B (xo )  # 0. Odatle sledi da postoji yo E Y 

takvo da je r < f (x o , yo ) < r §to je nemoguee. 
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Ovom teoremom obuhvaCene su poznata Sajonova teorema [1958], koja 

se odnosi na funkcije definisana na komaktnim i konveksnim podskupovima 

topolo§kih vektorskih prostora, Komijina teorema iz rada [1981] koja je pro§i-

renje to teoreme na konveksne topolo§ke prostore i teorema I. Arandelovka 

[1993] koja se odnosi na 11-prostore. Originalan dokaz Sajonovog tvrdenja, 

bitno razlieit od svih predhodnih, dao je Taskovie u radu [1990]. Uslovi kvazi-

konveksnosti i kvazikonkavnosti za koordinatne funkcije mogu se jc:." oslabiti 

kao Sto nam pokazuje sledeCa teorema. 

TEOREMA V.3.3. Ako su X i Y kompaktni i konveksni skupovi u parakon-

veksnim prostorima EF.i f : X x Y --+ R, realna funkcija, koje ispunjava 

uslove: 

1)postoji skup T C R , takav da je za svaki par realnih brojeva, a, 12 E f(X,Y ), 

a < b, ispunjen uslov T n (a, b) 4  0; 

2) za svako x E X funkcija y 	f(x,y) je poluneprekidna odozdo na Y a 

skup {y E Y1 f (x, y) < je konveksan za svako t E T; 

2) za svako y E Y funkcija x --+ f(x,y) je poluneprekidna odozgo na X a skup 

E XI f (x, y) > t} je konveksan za svako t E T; 

onda je max.Ex min y Ey f(x, y) = minyEy  max.Ex f(x,y)• 

DOKAZ: Zbog poluneprekidnosti odozgo funkcije f po prvoj promenjljivoj fun-

kcija q(y) = max xEx f(x, y) je defnisana za svako y E Y. q je poluneprekidna 

odozdo, jer je supremum poluneprekidnih odozdo funkcija, pa prema tome 

dosti2e svoj minimum. Zbog poluneprekidnosti odozdo po drugoj koordinati 

funkcije f funkcija p(x) = miny Ey f (x, y) je defnisana za svako x E X. p je pol-

uneprekidna odozgo, jer je infimum odozgo poluneprekidnih funkcija, pa prema 

tome dosti2e svoj maksimum. Odatle sledi da su izrazi max zE x minyEy  f (x, y) 
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i minyEy  maxxEx f(z, definisani. 

Iz leme V:3.1 sledi da je 

max min f (x, y) -5_ min max f (2, y). 
-TEX yEY 	lEY zEX 

Ostaje nam jo§ da dokaiemo da ne vazi stroga nejednakost: 

max min f (x ,y) < minmax f (x , y). 
xEX yEY 	 yEY zEX 

Ako vazi stroga nejednakost, onda iz uslova 1) sledi da postoji realan broj r E T 

takav da je: 

max rain- f (x, y) < r < -min max f y), 
xEx yEY 	 yEY EEX 

za neko r E R. 

	

DefinisaCemo vi§eznaena preslikavanja A, B : X 	P(Y) izra.zima• 

A(x) = {y E Y : f y) > r} i B(x) = {y E Y : f (x, y) < r} 

Mo2enao zapaziti da da A i B ispunjavaju sve uslove teoreme V.3.1 Prema tome 

postoji x o  E X takvo da je A(x o )nB(x0)* 0. Odatle sledi da postoji yo E Y 

takvo da je r < f(xo,yo) < r §to je nemoguee. 

Prethodna teorema obuhvata kao specijalan slueaj teoremu I. Arandeloviea 

iz rada [1992a}, dokazanu na topolo§kim vektorskim prostorima. 

107 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



STAVOVI 0 FIKSNIM TA CKAMA 

VIEZNAONII-1 PRESLIKAVANJA 

Neprazan topologki prostor je iacildilan ako su sve njegove Cehove ho-

mologke grupe nad poljem racionalnih brojeva trivijalne. Specijalno kontrak- 

tibilni prostori su aciklieni, pa su takvi i svi konveksni i svi zvezdasti podskupovi 

topoloskih vektorskih prostora. Takocle i svi putno-povezani topologki prostori 

-Citje su sve homtopske grupe trivijalne su acikani. 

Ako su X i Y topolo§ki prostori vi'Seznaeno preslikavanje F : X 	Y je 

odozgo poluneprekidno ako za svaku taaa x o  E X i za svaku otvorenu okolinu 

V od F(x 0 ) postoji otvorena okolina, U take x o  u X, takva da je F(x) C V za 

sve x E U. Vi§eznaeno preslikavanje F je odozgo poluneprekidno ako i samo 

ako je za svaki zatvoren skup A C Y skup {x EXIf(x) n  A 0 0) zatvoren. 

Ako su X i Y kompaktni prostori, onda je F : X -+ Y odozgo poluneprekidno 

preslikavanje ako i samo ako je njegov graf 

Gr(F) = {(x, y) I x E X, y E F(x)) 

zatvoren u X x Y. Ako je g : X -4 Y neprekidna funkcija, onda g pripada 

takode klasi odozgo poluneprekidnih preslikavanja, ako se njene vrednosti pos-

matraju kao jednoelani podskupovi od Y. 

narednom izlaganju biee nam neophodan sledeea lema iz rada N. Siodi 

[1991], koja uopStava rezultat koji je dobio Ha [1980]. 

LEMA V.4.1. Ako je C kompaktan, konveksan i neprazan podskup od Rn i 

K kompaktan topala§ki prostor. Ako je g : K 	C neprekidna funkcija 

: C K jedno odozgo poluneprekidno vieznaano preslikavanje takvo da je 
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za svaki z E C .F(x) neprazan,:kompaktan i „aciklikliaaa2 podskup old . Tada 

postoji zo E C takvo da je z o  E g(F(xo)). 

Sada dajemo jo'S' jedan stay o presecanju Fon Nojmanovog tipakoji uop-

gtava odgovarajuee Tezultate Dinga i Tarafdara [1994] i Komije [1986]. 

TEOREMA V.4.1. Neka, je X nerazan kompaktan topologki prostor i (Y,H) 

parakonveksan prostor. Ako su F : X -4 2 Y  i G : Y dva vigeznaena 

preslikavanja takva da je: 

1) F(x) je konveksan skup za svako x E X; 

2) F-1 (y) je otvoren skup za svako y E Y; 

3) X C U yEy  F-1 (y); 

4) G je odozgo poluneprekidno preslikavanje; 

5) G(y) je kompaktan acildiean skup, 

onda postoje xo E X i yo E Y takvi da je xo E G(yo) i yo E F(zo). 

DOKAZ: Iz kompaktnosti prostora X i uslova 3) sledi da postoje y o , yn  E X 

takvi da je X C 	 Neka je za svaki J c 	Hi( j) 

1/({yi I yi E J}). Prema teoremi 11.2.1 postojake neprekidna funkcija g : 

An 	X takva da je g(LB) C Hi(B) za svaki B C 	 Po§to je G 

odozgo poluneprekidno, sloieno preskikavanje G o g : An  -4 2x  biee odozgo 

poluneprekidno i imaee kompaktne acikliEne vrednosti. Ako je 	cp n  podela 

jedinice koja odgovara pokrivanju F-1  (yo),...,11-1 (yn ) onda je sa f (x) = 

o Vi(x)ei definisano jedno neprekidno prelikavanje f : An . IZ leme 

V.2 sledi da postoji zo E On za koje vazi 2 0  E f(G(g(4))). Odatle sledi da 

postoji zo E G(g(zo)) takvo da je zo = f (xo) = Ako je 

Jo  = 	E 	I C./i(zo)* 0) = 	E {0,...,n} xo E F-1 (YJ)), 
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onda je 

zo  = 	tai(xo)e; E 
jEJo 

Odatle sledi x o  E F-1 (yi) za sve j E Jo, pa je yi  E F(xo) za svako j E 

Porto je F(xo ) konveksan skup onda je 11 1 (J0) C.F(x0), pa je g(zo) E F(xo), 

pa prema tome moiemo uzeti yo = g(z o ). Iz predhodno izvedenih relacija sledi 

x o  E G(yo ) i yo  E F(xo)• 

Naredni stay o fiksnim taekama odozgo poluneprekidnih preslikavanja uop-

§tava mnoge ranije rezultate vezane za fiksne taeke vikznaenih preslikavanja 

(Kakutani, Eilenberg-Montgomeri, Himelberg, 	i jednoznaenih pres- 

likavanja (Brauer, Tihonov, Zepecki, Had2i6, Horvat [1991},...), kao i teoremu 

111.1.3. 

TEOREMA V.4.2. Neka je X kompaktan Hausdorfov topoloSIi prostor i {v i } E 

 baza simetria:1112 (iz (x, y) E vi sledi (y, x) E vi) i otvorenih (u topologiji pros-

tom X x X) okolina dijagonale skupa X. Ako postoji familija preslikavanja 

{-B ri}iEI Hi :.F(X).--+ 2x takva da je: 

(X, Hi) parakonveksan prostor, za svako i E I; 

2) Vi (x) = {y E X I (x, y) E vi) konveksan skup u (X, Hi) za svako x E X 

i sva.ko i E I, 

onda za svako odozgo poluneprekidno vi§eznaeno preslikavanje G : X 	2x , 

cije vrednosti su neprazni kompaktni aciklieni skupovi, postoji bar jedno x o  E 

X takvo da je x 0  E G(xo). 

DOKAZ: Porto je X kompaktan Hausdorfov topolo§ki prostor, dovoljno je da 

poka2emo da za svako i E I postoji x i  E X takvo da je Vi (x)nG(xi) # 0. 

Definisaeemo vieznaeno preslikavanje F : X 2x sa F(x) = {y y E Vi(x)}. 

Iz Teoreme V.5 sledi da je postoje x i , yi E X takvi da je y i  E F(xi) i xi E G(yi). 

Iz y i  E F(xi), zbog simetrienosti, sledi x i  E Vi(yi), §to zajedno sa x i  E G(y i ) 
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daje vi (ion G(xi)#  O. 

U narednom stavovima daeemo dovoljane uslove za postojanje filcsnih 

taeaka odozgo poluneprekidnih vikznaenih preslikavaaaja definisanih na kom-

paktnim i konveksnim podskupovima Eausdorfovih topolakih vektorskih pros-

tora, koji slede iz teoreme V.4.2. 

STAY V.4.1. Neka je K neprazan, konapaktan i konveksan podskup Haus- 

dorfovog topologkog vektorskog prostora X i neka je U fundamentalni sistem 

simetrianih okolina nule u X , takav da za svako U E 1.l postoji Hu : F(X) ---) 2 x  

za koje 

1) (K, Hu) parakonvek -san prostor; 

2) skup (x + n K jelonveksan u prostoru (K, Hu) za svako x E K. 

Ako je F : K K odozgopoluneprekidno preslikavanje i ako je F(x) kompak-

tan acikliaan skup za svako x E X, onda F ima bar jednu fiksnu 

STAY V.4.2. Neka je K neprazan, kompaktan i konveksan podskup Haus- 

dorfovog topologkog vektorskog prostora X i neka je U fundamentalni sistem 

simetrianih okolina nule u X takav da za svako U E U I svaki konaan skup 

= {x i , 	C K 

1) Z n = "zEK n.Ey,u(x+ U) je putnopovezan skup; 

2) ako je n > 3 n — 2 homotopska grupa skupa Z je trivijalna. 

Ako je F : K K odozgopoluneprekidno preslikavanje i ako je F(x) kompak-

tan acikliean skup za svako x E X, onda F ima bar jednu fiksnu tatku. 

DOKAZ: Preslikavanje Hu se definik sa 

Hu({x.„.„})= n x±u 
.EK nY-EU 

i primeni se stay V.4.1. 

111 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



VI. STAVOVI 0 NEPOKRETNIM TACKAMA NA 

DOPUSTTVIM I SLABODOPUSTIVIM SKUPOVIMA 

VI.0 Uvod 

VI.1 Stavovi o nepokretnim taekama vikznaenih preslikavanja 

definisanih na dopustivim skupovima 

VI.2 Stavovi o nepokretnim taakama na slabodopustivim skupovima 

VI.3 Stay o nepokretnim taekama kondezujueih preslikavanja 
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E.O.*V UVOD 

Sesta glava je posveeena stavovima o nepokretnim tgkarna vi§eznaenih 

preslikavanja, definisanim na dopustivim i slabodopustivim podskupovima to-

polo§kih vektorskih prostora. Prvi odeljak sadrii stay o fiksnim taelaraa odozgo 

poluneprekidnih prelikavanja definisanim na kompaktnim, konveksnim i dopus-

tivim podskupovima Hausdorfovih topolakih vektorskim prostorima i njegove 

primene. U drugom odeljku taj stay se, u slueaju jednoznaenih preslikavanja, 

prenosi na slabodopustive skupove. Treei odeljak je posveeen dokazu jednog 

stava o fiksnim taekama kondenzujueih preslikavanja. 
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VI.1. STAVOVI 0 NEPOKRETNIM TACKAMA 

VISEZNANIH PRESLIKAVANJA 

DEFINISANIH NA DOPUSTIVIM SKUPOVIMA 

U ovoj glavi razmatramo postojanje fiksnih taeaka odozgo poluneprekid-

nih vi§eznaanih preslikavanja i neprekidnih funkcija definisanih na kompak-

tim i konveksnim podskupovima Hausdorfovih topolo§kih vektorskih prostora. 

Pored toga dokazujemo sail° kao u predhonoj glavi jednu teoremu Fan-Juhvi-

dovljevog tipa za vikznaena preslikavanja i nekoliko njenih posledica. 

Neka su X, Y topolo§ki prostori. Za neprekidnu funkciju f : X 	Y 

kaZemo da je kompaktna ako je f(X) kompaktan skup. Neka je E Topolo'Ski 

vektorski prostor. Funkcija f : X je konadna ako je kompaktna i ako je 

f(X) podskup od nekog konaeno dimenzionog podprostora od E. K C E je 

dopustiv ako za svaki kompaktan ACKi svaku otvorenu okolinu nule U u E 

postoji konaeno preslikavanje h : A K takvo da je h(x) — x E U. Pojam 

dopustivih skupova uveo je V. Kli u radovima [1960a], [1960b] i [1961]. Do 

danas je ostao nerekn sledeei problem: Da li postoji konveksan nedopustiv skup 

u nekom topolo§kom vektorskom prostoru. Primer nekonveksnog, kompaktnog 

nedopustivog podskupa Hilbertovog prostora 1 2  moZ. e se naei u monografiji 

0. Had2ie [1984], kao i mnogo vise informacija iz teorije dopustivih skupova. 

Nas prvi rezultat u ovom poglavlju je sledeea teorema. 

TEOREMA VI.1.1. Neka je X Hausdorfov topolaki vektorski prostor, i K C X 

njegov kompaktan, konveksan dopustiv i neprazan podskup. Ako je F : K 

114 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



2K  odozgo poluneprekidno viaeznat.no preslikavanje, takvo daje.F(2) neprazan 

zatvoren i aciklidan skup, za svako z E X , onda F ima bar jednu Rksnu  tatku. 

DOKAZ: Neka je U -fundamentalni sistem okolina mule u X, iF:K 	K 

odozgo poluneprekidno preslikavanje. Dovoljno je da pokatiemo da za svako 

V E ti postoji x E K takvo da je z V nF(x)* 0, zato §to je K kompaktan 

i Hausdorfov topolo§ki prostor. Po§to je K dopustiv skup, za svako V E lf  

postoji neprekidno preslikavanje h : K K takvo da je h(x) --x E V i L 

konaen6 dimenzioni podprostor od X takav da je h(K) C L. Skup L n  K 

je kompaktan, konveksan podskup konaeno dimenzionainog prostora L, i h : 

L n K___,L n K. Sada, iz leme V.4.1 da postoji x o  E LnK za koje vati xo E 

h(F(xo)). Onda je r o  = h(yo) za neko yo E F(x0) i prema tome yo E so ± V. 

Po§to, za svako V E U, postoji so E K za koje vati x o  + V nF(x0 ) 0 0, F 

mora imati bar jednu fiksnu taeku. 

Predhodna teorema uop§tava dosadanje rezultate koje su dobili Kakutani 

[1941], S. Eilenberg i D. Montgomeri [1946], F. H. Bohnenblust i S. Karlin 

[1950], I. L. Gliksberg [1952], Ki Fan [1952], 0. Hadiie [1981] i A. Idzik [1988]. 

Pored toga mote se primeniti i u nekim drugim slueajevinaa o eemu nam govori 

sledeei stay. 

POSLEDICA VI.1.1. Neka je E Hausdorfov topoloa.ki vektorski prostor, i K C 

X njegov kompaktan i konveksan neprazan podskup. Ako E pripada jednoj 

od alededih klasa prostora: 

1) lakaino konveksni prostori; 

2) L-P za neko (0 < p < 1); 

3) 510 , 1 1 (prostor merljivih funkcija definisanib na intervalu [0, 1] u kome je 

topologija zadata konvergencijom po meri); 
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4) OrliCev prostor SL(p(X, A, m); 

5) Orlieev prostor KL4,(X,A,m); 

6) Ultrabaavast prostor koji ima Sauderovu bazu; 

tada svaka odozgo poluneprekidna funkcija F : K —4 K ima najmanje jednu 

fiksnu taEku. 

DoKAz: U svim tim prostorima skup K je dopustiv jer je konveksan i kom-

paktan (videti 0. Had2ie [1984]). 

Naredna teorema je uop§tenje teorema I. S. Juhvidov [1964], Ky Fan [1966], 

Feliks Brauder [1968] i Olga Hadiie [1983]. 

TEOREMA VI.1.2. Neka je K neprazan, dopustiv, kompaktan i konveksan 

podskup Hausdorfovog topoloakog vektorskog prostora X, Y topoia§ki prostor, 

C C Y zatvoren podskup IG:KxK Y odozgo poluneprekidno preslika-

vanje. Ako je za svako x E K skup: 

{y E KIG(x,y)n, 

acikliean, onda postoji x,, E K takvo da je g(x., x.) n  C 

DOKAZ: Za svako x E K definisaCemo, T(x) C K na sledeei naein: 

T(x) = {y E KIG(x,y)nc 0}. 

Tada je za svako x E K T(x) neprazan, zatvoren i acikliean podskup od K , 

Ako je Gr(T) graf vikznaenog preslikavanja T, 

Gr(T) = {(x,y) I x E K,y E T(x)}, 

razmatramo kao podskup od K x K, onda je (x, y) E Gr(T) ako i samo ako 

je G(x, y) n C 0. Predpostavimo da Gr(T) nije zatvoren skup, tj. da T nije 
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odozgo poluneprekidno. Tada postoji .konvergentni uop§teni niz {(zi,yi)}i E/ c 

K x K (gde je (I,>) usmeren parcijaino ureden skup) takav da je 

G(2 yi) n  C 4  <0 za sve i E 1, (x i , yi) --+ (x.„,,y„,) i G(x . 	n C = 0. To 

povlaei da je G(x.,y.) CY\C. Medutim, zbog konvergentnosti uo$tenog niza, 

postoji io E I takvo da i > i s)  povlaei G(zi, Yi) c Y \ C tj. G(zi, yi) n C = 0, 

zato §to je Y\C otvoren skup i G odozgo poluneprekidno vikznaeno pres-

likavanje,sto je kontradikcija. Prema tome Gr(T) je zatvoren skup i T 

odozgo poluneprekidno pa prema teoremi VL1.1 T ima fiksnu taeku. Ako je 

to fiksna taEka tj. ako x. E T(x.) tada je prema definiciji preslikavanja T 

G(x.,x.)r)C # O. 

Naredno tvrdenje je uop§tenje rezultata I. S. Juhvidova [1964], F. Braudera 

[1968] i 0. HadZie [1983]. 

POSLEDICA VI.1.2. Neka je K neprazan, dopustiv, kompaktan i konveksan 

podskup Ilausdorfovog topola§kog vektorskog prostora X, Y topalo§ki vek-

torski prostor, i G.: K x K Y odozgo poluneprekidno vigeznaano preslika-

vanje koje ispunjava uslov 

al G(x, yi) + a2G(x Y2) g G(x, aly + cl2y2) 

za sve x,Yi, Y2 E K i a l  > 0, a2  > 0 za koje vazi ai  ce2 = 1. Ako za svako 

x E K postoji y E K takvo da 0 E G(x, y), onda postoji x. E K za koje va2i 

0 E G(x,„x.). 

DOKAZ: Ako uzmemo C = {0}, i zapazimo da je za svako x E K, skup {y E 

K10 E G(x , y)} neprazan i konveksan. Sada prema teoremi VI.1.2 postoji 

x. E K za koje vazi 0 E G(x , x.). 

Naredno tvrdenje je uopftenje rezultata Ki Fano, [1966], F. Braudera [1968] 

i 0. Hadiie [1983]. 
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POSLEDICA VI.1.3. Neka je K neprazan, dopustiv, kompaktan i konveksan 

podskup Hausdorfovog topolo§kog vektorskog prostora X, C neprazan, zat-

voren i konveksan podskup od X. Ako je F : K X odozgo poluneprekidno 

preslikavanje takvo da je skup F(x) C), neprazan i konveksan za svako 

x E K, onda postoji E K za koje va21 F(x.) n x.+c O. 

DORAZ: Ako uzmemo X = Y i G(x,y) = F(x) — y za sve x,y E K, onda je 

G(x , y) = {y E KI(F(x) - OnC"} 

neprazan i konveksan skup. Sada prema teoremi VI.1.2 postoji x. E K za koje 

je 0 E G(x,„x.) tj. F(x„,)n(x,, + C) 	0. 
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171.2 STAVOVI 0 NEPOKRETNIM TAelcAMA 
NA SLAB OD OP USTIVIM SKUP OVIM A 

U radu [1996] N. T. Nhu je uveo pojam slabe dopustivosti za kompaktne 

i konveksne podskupove metrieldh linearnih prostora na sledeei naein. Neka 

je (X, d) metrieki linecrni prostor. Za skup neprazan, konveksan i zatvoren 

skup K C X kaiemo da je slabo dopustiv ako za svako E > 0 postoje zatvoreni 

konveksni podskupovi od K takvi da je K = cony i1

neprekidne funkcije : Ki  K n E, i = 1, n gde je E konaeno dimenzioni 

potprostor od X takve da je Ein_ i (fi(Xj)—xi) < E za svako xi E Xi i i = 1,...,n. 

Nhu je u istom radu dokazao sledeeu teoremu o fiksnim taekama. 

STAY VI.2.1 - NHU [1996]. Ako je X metrieki linearni prostor, K C X nje-

gov neprazan, kompaktan, konveksan i slabo dopustiv podskup, tada svaka 

neprekidna funkcija f : K K ima najmanje jednu fiksnu taeku. 

Sada eemo uvesti pojam slabe dopustiyosti za kompaktne i konveksne pod-

skupove topologlih vektororskih prostora. 

DEFINICIJA VI.2.1. Neka je X Hausdorfov topolcZki vektorski prostor, U fun-

damentahn sistem otvorenih okolina nule u X i K CX neprazan, zatvoren i 

konveksan podskup. Za K kal:emo da je slabo dopustiv ako za svako V E Lf 

postoje zatvoreni konveksni podskupovi K1,..., Kn  od K takvi da je 

K = cony (L il_ 1  Ki), i neprekidne funkcije f= : K i 	K n E, i = 1, ...,n gde 

je E konae.no dimenzioni potprostor od X takve da je Ein_ i (fi(xi) — xi) E V 

za svako xi E Xi i = 1, ...,n. 

U dokazu narednog tvdenja, neophodna nam je sledeoa lema. 
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LEMA VI.1. Neka je X beskonaano dimen.zionalni konveksan podskup topolog-

kog vektorskog prostora, A,, i = 1,...,n .konaeni podskupovi od X i U bal-

ansirana simetriena otvorena okolina nule. Tada postoje disjunktni konaeni 

podskupovi B 1 ,...,B n  takvi da: 

i) B=Uin- 1 B, je linearno nezavisan skup; 

iz x E conv(B1) sledix - yEUza svaki y E conv(A,) i = 1, n; 

iii) postoji afino presliavanje h : Uin_ 1 .A 1  -4 B takvo da x - h(x) E U za 

svako x E conv(A). 

DoKAZ: Neka je i E 	 Sa /Ci oznaeavaeemo trijangulaciju skupa 

conv(A,) a sa K trijangulaciju skupa conv(A) koja ispunjava uslove: A, C 

A C /C °  (Sa 	je oznaeen skup temena trijangulacije 1C i 	= /C° ). 

Neka je m Icardinalni broj skupa 	i V balansirana simetriena okolina 

nule takva da je 

V • • • V CU. 

Poko je X beskonaeno dimenzionalan, postoji linearno nezavisan skup 

= {h(v): v 	x 

takav da je: 

(v - h(v)) E V 

za svako v E K. Induktivno moiemo birati linearno nezavisne podskupove 

k-1 

Bk = {h(v) : v E /4\ U 	X\lin( 	B,), 
2.1 

za k = 2, i takav da je: 

(v - h(v)) E V 
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za svako v 

Tako je konstruisan skup B = Un i.1  13, Eiji element su linearno nezavisni 

vektori. Sada Cern° proveriti ispunjenost uslova ii). 

Ako z E conv(B) onda je z =Eik=l aih(vi) gde pi E conv(Ai), al  E [0,1], 

j = 	k 	= 1. 

Neka je y = E.7k-=1 ta3v .i E conv(Ai). Po§to je k < m dobijamo 

x — y  = Eaj(h(vi ) — v; ) Ev••.v CU. 
j.1 	 m-puta 

Time smo pokazali da je ispunjen uslov ii). 

Produiimo preslikavanje h linearno na svaki simpleks a E K. Ako je 

A  = Ui=1 Ai C imamo x = 7 aivi, ai E [0, 1], i = 1, 	k 	ai = 1. 

Po§to je m > k imamo 

X - h(x) = 	ai (v i  - h(vi) E V•-CC U. 
i=1 	 m-puta 

Ovim smo pokazali da je i uslov 	ispunjen. 

Ovaj rad nastavljamo sledeCom teoremom koja obuhvata sve dosad postig-

nute rezutate iz teorije fiksnih taeaka neprekidnih funkcija na Hausdorfovim 

topolo§kim vektorskim prostorima za klasu neprekidnih funkcija osim, moida, 

A. Idzik [1988] i restrikcije stavova V.4.1 i V.4.2 na klasu neprekidnih funkcija. 

TEOREMA VI.2.1. Ako je X Hausdorfov topoloaki vektorski prostor i K C X 

njegov neprazan, kompaktan, konveksan i slabo dopustiv podskup, tada svaka 

neprekidna funkcija f : K K ima najmanje jednu fiksnu taeku. 

DOKAZ: Neka je U fundamentalni sistem simetrienih okolina nule u X, i f : 

K 	K neprekidna funkcija. Dovoljno je da pokatemo da za svako V E 
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postoji x E K takvo da je f(x) E x + V, zato §to je K kompaktan i Hausdorfov 

topoloski prostor. 

Pretpostavimo da postoji V E U takvo da je x — f(x) V V za svako 

x E K. Tada postoje W1 , W2, W3, W4 E U koje ispunjavaju uslove C 

V i Wi+1  Wi+i  C W, za i = 1,2,3. Po§to je X slabo dopustiv, postoje 

zatvoreni konveksni podskupovi 	C K takvi da je K = conv(Uin  1  Kt) 

i neprekidna preslikavanja 	: Ki 	K (l E, = 1, n gde je E konaeno- 

dimenzionalni podprostor od X, takva da je 	1 (f t (x t ) — x i ) E W4 za svako 

z1 EX= i i=1, .. ; n.  

Prvo dokazujemo: 

a) Za svako i = 1,...,n postoji neprekidno preslkikavanje gi iz fi(Xi) u kon-

veksam poliedar Fi takvo da je 

Ein=i  (gi(y) — y) E W4 za svako y E fi(Xi) i i = 1,....n. 

Ako je familja skupova W konaean pokrivae skupa Z, onda se maksi-

malan broj elemenata iz W koji sadrie jedan element iz Z, naziva red pokri-

vanj a W i obele2ava se ord(W) Neka sa D i  oznaeena dimenzija skupa 

PO§to je f(Xi) konaeno dimenzioni kompaktan skup postoji konaean skup 

A i  = {x i , , x i ,} C fi (Xi ) i U otvorena simetriena balansirana okolina nule, 

takva da je 
t i  

fi(xi ) c U xi;  + u, 
j=1 

V .  • • • U C 
—

W4 

(14-Di)n—puta 

	

ord(14i) < 1 + Di gde je ui = {x ii 	U, • ,xi,, 	U}. 

Neka je 	: 1 < j < /il razlaganje jedinice koje odgovara pokrivanju 

Neka je 

= conv({xii  : 1 < j < li }) 
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i g : fi 	preslikavanje definisano formulom: 

gi(y)=E Aii  (y)x ii 
 j=i 

Sada je: 

n n 

Ecgico — = EE Aii (xis — y) C U• • • U C W4 
(1+Di)n—puta 

odakle sledi tvrdenje a. 

- Uvekemo oznaku F = conv(Uin_ i  Fi ). 

0) Tada postoji afino preslikavanje g iz F u konveksan poliedar G C X 

takvo da je 

f(x)— g(x) E W3 za svako x E F. 

Neka je m = dim(F)-F 1 i U balansirana simetriena okolina nule takva da 

U+ • • • + U C W3. 

m—puta 

Po§to je f uniformno neprekidno (jer je f neprekidna funkcija definisana 

na kompaktnom skupu) postoji K, trijangulacija skupa F takva da je 

f(a)— f(a) c u za svako a E 

Neka je g(v) = f(v) za svako vEViG= conv({g(v) : v E K°}. Tada 

moiemo g linearno produilti na svaki simpleks a E K. Tako smo konstrisali 

afino preslikavanja G : F G. 

Ako x E F tada postoji a E K takav da x E a. Tada je x = ET: aiv i  gde 

je ai E [0,1], E,n_ i  ai = 1 i vi E cr°. 

Iz n < m sledi 

f(X) g(S) = .raitf(X) f(Vi)g U + • • ' + U C W3 

t-1-1 	 m—puta 
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odakle sledi tvrdenje Q. 

Neka je 	= {g(v) : v E K ° }. Tada je G = conv(G° ). Zapaiamo da za 

svako x E 	x = g(v) za neko v E K ° . Po§to je 

c X = conv(K, U .  — U K' 

imarno da je 

x = 	ai(v)xi(v), 
i=1 

gde je xi(v) E Ki, ai E [0,1] i 	ai = 1. 

Neka je A i  = {x i (v) : v E 	C Ki. Tada je G o  conv(A), gde je A = 

LL ]  Ai. Neka je X -4 conv(Ai) retrakcija. Izaberimo balansirane simetrkne 

okolinu nule WZ C W4  takve da iz x - conv(Ai) C W sledi (ri(x) - x) E Z i 

da Z-1-•••+Z C W4. 

n—puta 

Primenom leme VI.2.1 dobijamo da postoje disjunktni konaeni skupovi 

B i  == {bii  : j = 1, • n(i)}, i = 1,...,n koji imaju sledeee osobine: 

- skup 
n 

U Bi= {bij,j=1,• • n(i), i = 1,...,n 
z=1 

je linearno nezavisan; 

- x - conv(A i ) C W, za svako x E conv(Bi), i = 1, • • • ,n. 

- postoji afino preslikavanje h : conv(A) 	conv(B), gde je A = Uin-1 Az, 

takvo da je: x - h(x) C W, za svako x E conv(A). 

Iz prthodnih relacija sledi da je x - ri(x) E Z za svako x E conv(Bi). 

Sad dokazujemo: 

Tada postoji neprekidno preslikavanje cp : G -4 F takvo da je x - cp(x) E W2 

za svaki x E h(g(convA)). 
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Posto ,je B linearno nezavisan skup za svako -E conv(B) postoje jedin-

stveni brojevi Aij E [0,1] i vektori zij E .Bi , j = 1, ... i = I, , n -takvi 

da je 
n n(3) 

EE AU =3.  
i=1 j=1 

n n(1) 
X = E At3 X 11 . 

1=1 j=1 

lz linearne nezavisnosti skupa 

B= UBi = {bii : =1, 	,n j = ... ,n(i)} 
i=i 

sledi da je conv(Bi) fl conv(Bi) = 0 za i * j. Neka je Ai = Ein(2i)  Aii  i 

{ AT I-  .EVi  ► iixij E conv(Bi), za Ai > 0, 

Zapazimo da je Ein_i  Ai = 1 i x = 	Aixi, gde je xi E conv(Bi) ako je 

A i  > 0. 

Neka je 

(toi(x). 
{gitfi(ri(xi))), za Ai > 0, 

0 za xi = 0. 

Sad preslikavanje definigemo formulom: 

Cp(X) = 
i=i 

Posmatrajmo neprekidnu funkciju : F F definisanu relacijom 0(x) 

co(h(g(x))). Sada je 

f(x) — x = (f(x) — g(x)) + (g(x) — h(g(x))) + (h(g(x))— cp(h(g(x)))+ (cp(h(g(x)) — x) 

E W3 + W3 + W2 + ( tk( ) x) E 	(0(x) — x) 
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za svako x E K . Neka je x o  E fiksna taeka funkcije ti) eije postojanje sledi iz 

Brauerove teoreme. Tada je f (x 0 ) — xo E 	(0(x0)— x0) tj. f (x 0 ) — x 0 ) 

C V §to je kontradikcija. 

NAPOMENA: U radu de Paskale, Trombeta i Veber [1993] konstruisani su pri-

meri dopustivih skupova koji ne ispunjavaju Idzikove [1988] uslove. Medutim 

nije nam poznato da li postoji skup koji ispunjava Idzikove uslove a nije (slabo) 

dopustiv? 

Ovu glavu zavitavamo sa jscAs nekoliko otvorenih problema. 

Nekoliko otvorenih problema 

PROBLEM 1. (V. Kli [1960]) Da .1i je svaki kompaktan konveksan podskup 

Hausdorfovog topola§kog vektorskog prostora dopustiv? 

PROBLEM 2. (N. T. Nhu [1996]) Da Ii je svaki kompaktan konveksan podskup 

Hausdorfovog topoloSIog vektorskog prostora slabo dopustiv? 

Pozitiva odgovor na bar jedan od problema 1,2 dovodi nas do pozitivnog 

reknaja Sauderove hipoteze. 

PROBLEM 3. (N. T. Nhu [1996]) Da li je svaki slabo dopustiv kompaktan kon-

veksan podskup Hausdorfovog topolo.§1cog vektorskog prostora dopustiv? 

PROBLEM 4. Neka je K slabo dopustiv neprazan kompaktan konveksan pod-

skup Hausdorfovog topoloSlog vektorskog prostora. Neka je F : K K 

poluneprekidno odozgo vtheznaano preslikavanje, takvo da je F(x) neprazan 

kompaktan konveksan skup za svako x E K. Ako je K slabo dopustiv, da Ii F 

ima bar jednu fiksnu tae.ku? 
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STAY z  0 NEP OKRETNIM TAeKAMA 

KONDENZUJUelH PRESLIKAVANJA 

Sada smo u moguenosti da koristeei rezultate dokazane u prvoj glavi 

i jedan ekvivalent aksiome izbora proAirimimo teoremu. VI.2.1 izostavljnjem 

uslova kompaktnosti. 

Za parcijalno ureden skup se kae da je potpuno ureden ako su svaka dva 

njegova elementa uporediva. Parcijalno ureden skup je induktivan ako svaki 

njegov potpuno ureden podskup ima majorantu. Narednu lema je ekvivalentna 

sa aksiomom izbora. Dokaz to einjenice dao je Taskovie [1986]. 

LEMA VI.3.1.-TASKOVIe [1986]. Neka je (P,<) induktivan skup i {f i } ier 

 familija preslikavanja koja preslikavaju skup P u sebe sarnoga i ispunjavaju 

uslov 

x < fi(x) 

za svako x e P i svako i E I. Tada familija {fi }iE/ ima bar jednu zajedniaku 

fiksnu taeku. 

Prethodna lema ima mnogobrojne primene u nelinearnoj 	 koje su 

sistematski izloiene u radovima i monografijama Taskoviea [1986], [1988], [1992] 

i [1993]. 

DEFINICIJA VI.3.1. Nelca  je X ravnomeran prostor i f : X —> X neprekidno 

preslikavanje. f je kondenzujuee ako postoji preslikavanje : X --> [0, oo) koje 

je mera nekompaktnosti na X i koje ispunjava uslove: 

a) 0(A) = 0( f (A)) ako i samo ako je 0(A) = 0; 
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b) iz 0(A) > 0 sledi q5(f (A)) > 0(A), 

za svaki ogrank"en skup A C X . 

U dokazu rezultata o fiksnim taekama neophodna nam je sledeoa lema. 

LEMA VI.3.2. Neka je X neprazan, kompletan ravnomeran prostor i f : X —4 

X kondenzujuce preslikavanje. Tada postoji neprazan skup K C X takav da 

je K f (.K ). 

DOKAZ: Neka je x E X proizvoljan element. Neka je M = {x, f(x), P(x),. .}. 

Iz M = {x} u  f (M) sledi da je 0(M) = f (M)) pa je prema tome M relativno 

kompaktan. Neka je K skup svih taealca nagomilavanja skupa M. Ako je z E K 

onda postoji {k„} rastuei niz prirodnih brojeva, takav da je 

z = lim f k n(x) 
n—+oo 

. Ni ,z { f " —1  (X)} je sadrian u kompaktnom skupu pa postoje 	C 	— 1) 

iyEX akvi da je 

y = lim frn(x). 

Iz neprekidnosti funkcije f sledi f(y) = z. Iz prethodnih relacija sledi da je 

f(z) E K. Time smo pokazali da je K C AK). 

Osnovni rezultat ove glave je naredna teorema. 

TEOREMA VI .3 .1 . Neka je E kompletan Hausdorfov topolo§ki vektorski pros-

tor, X njegov zatvoren, ogranieen i konveksan podskup i f : X X konden-

zujuee preslikavanje, koje ispunjava uslov: 

cb(conv( f (A))) = 0(A), 

za svaki A C X . Ako je svaki konveksan i kompaktan podskup od X slabodo-

pustiv onda f ima bar jednu nepokretnu tat:1u. 
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DOKAZ: Neka je,K C X skup koji ispunjava uslov K C f (K). Egzistencija 

takvog skupa dokazana je u lemi 6 3 2 Definiiimo familijii podskupova, a skupa 

X na sledeei naein: 

{Y C X : Y je kompaktan i konveksan,K, f(Y) C Y 

Na skupu Q mote se uvesti relacija poretka na sledeei naein: 

< Y2  ako i samo ako je Y2 C 	Definisani poredak na a je indukti- 

van jer je za proizvoljan potpuno uredeni podskup od a presek svih njegovih 

elemenata majoranta u poretku definisanom na a. Defmisaeemo preslikavanje 

g:a—ana sledeei naEin: 

g(Y) = conv(f(Y)). 

g(Y) E a jer je konveksni omotae zatvorenog skupa zatvoren skup, i iz K C Y 

sledi f(K) C f(Y) pa prema tome imamo 

K C f(K) C f(Y) c y. 

Sada iz konveksnosti i zatvorenosti skupa Y sledi 

g(Y) = conv(f(Y)) C conv(Y) = Y. 

Iz leme VI.3.1 sledi da postoji Yo  E a takav da je g(Yo) = Yo. Taj skup je 

konveksan i zatvoren jer pripada a. Iz relacije 

0(conv(f(Y0))) = O(Yo), 

sledi kompaktnost skupa Yo . Prema tome f :Yo  Yo , f je neprekidno i Yo  je 

slabodopustiv pa prema teoremi 6.3.1 f ima fiksnu taelcu. 
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