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UvopbD

1. U teoriji funkcija kompleksne promjenljive razlikuju
se dﬁije vrste problema: takozvani graniéni 1 unutra3nji prob-
lemi. Grani&ni problemi odnose se na utvrdjivanje raznih svoj-
stava pojedinih analiti®kih funkcija, ili klasa analiti&kih
funkcija na skupovima ta&aka koje pripadaju granici odgovaraju-
ée oblasti definisanosti ovih funkcija. Unutra3nji problemi od-
nose se na utvrdjivanje svojstava ovih funkéija na skupovima
tacdaka koje pripadaju njihovoj oblasti definisanosti. Posled-
njih pedeset godina su, pored ostalog, posebno proudavane tzv.
klase funkcija Hp,0<p§w,N,Bp,0<p<1,Dp,0<p<w,Ap,0<p<w, ¢ija su
mnoga svojstva tretirana u ovom radu.

Koristeéi se metodama funkcionalne analize, u toku pos-
lednjih trideset godina ove klase funkcija posﬁatraju se i kao
odgovarajuéi prostori analitickih funkcija. vidan doprinos izu-
¢avanju ovih prostora dali su: G.H.Hardy, I.E.Littlewood, P.L.
Duren, B.W.Romberg, A.L.Shilds, I.I.Privalov i dr. Istaknuto
mjesto, u teoriji prostora analitidkih funkcija ima problem u-
tvrdjivanja nekih svojstava Adamarovog (J.Hadamard) proizvoda

(fog)(z) = né)anbn.z" | 4 .
ako su poznata neka svojstva njegovih komponenata - analiti&kih
funkcija

f(z) = réoanz" 1 g(z) = n‘éobnz",
kao i njemu obrnut problem: ako su poznata svojstva Adamorovog

proizvoda feg i jedne komponente, ¥ta se moZe utvrditi za dru--

gu komponentul[15],[39]1,[34].



U krugu tih problema &Zesto se ispituju i utvrdjuju neop-
hodni i dovoljni uslovi koje treba da ispunjava komponenta f da
bi Adamorov proizvod f @ g pripadao datom prostoru analiti&kih
funkcija za svaki element g nekog datog prostora analitilkih
funkcija. Najjédnostavniji je slu&aj kada se neophodni i dovolj-
ni uslovi koje treba da zadovolji funkcija f svode na pripadnost
ove funkcije nekom prostoru analitikih funkcija 3to nije uvijek
moguéno. Najde%fe se neophodan 1 dovoljan uslov izraZava u ter-
minima Tejlorovih koeficijenata; stoga se isto analitic¢ka funk-
cija f(z) = 55 anzn identifikuje sa nizom {an} svojih Tejlorovih
koeficijenatZTOTada se postavlja slede¢i problem: okarakterisati
nizove'{an} tako da Adamarov proizvod

(fogl)lz) = nz:::oa"b"zn
pripada datom prostoru B analitickih funkcija,’odnosno prostoru

(-]
. . n
nizova (ako se Adamarov proizvod Z:anbnz

n=0
zom {anbn} svojih Tejlorovih koeficijenata), za svaku analitidku

identifikuje sa ni-

funkciju g(z) = Z:bnzn ili svaki niz {bn}) datog prostora A.
n=0
Niz {an} sa tim svojstvom je mnoZitelj prostora 4 u pro-
stor B. Skup svih takvih mndiitelja oznalava se (4,B). Tada se

problem sastoji u tome da se okarakteriZe (A,B).

2. U ovom radu tretiram, koristeéi metodu ﬁﬁoiitelja,
Adamarove proizvode prostora Hp,Bp,Dp 7 Ap, tj. mnoZitelje ovih
prostora; moji rezultati odnose se na mnoZenje u pP i AP pros-
torima.

Rad se sastoji od tri glave.

U prvoj glavi se navode poznati rezultati koji se odno-

se na pojedina svojstva elemenata prostora ili prostora Hp,Bp,



P ¢ AP i koji se koriste u II i III glavi. Takodje se dokazuje
jedna nova teorema (teorema 1.4.3) koja daje pobo‘ljéanj'u ocjenu
za M_(r,f).

Problematici mnoiitelja’je posvecena druga glava ove
disertacije. Odeljék 2.3. sadrZi nove rezultate za mnoZitelje
pP prostora (teoreme 2.3.1. - 2.3,12). Utvrdjeni su neophodni i
dovolijni uslovi da niz {An} pripada: a) (Dp,Dz), 2¢<pg> (teorema
2.3.5); b) (HI,D)~(teorema 2.3.9); c) (D2,D) (teorema 2.3.10). U
ostalim teoremama pomenutog odeljka utvrdjuju se dovoljni uslo-
vi za posmatrane mnoZitelje.

U trecoj glavi razmatra se najprije (u odeljku 3.1)
problem odredjivanja prostora AP kojima pripada izvod f'(z) ako
analiti¢ka funkcija pripada prostoru 49, i njemu obrnut prob-
lem. Ovaj odeljak sadrZi jedno originalno pooé;renje koje je u
Bergmanovim prostorima ranije dobio japanski matematicar Hiro-
ehi Watanabe [31]; odnosnu teoremu 3.1.3 dokazao sam koristeci
svoj raniji rezultat (teorema‘’l.4.3), na osnovu kojeg sam ta-
kodje dokazao jo¥ jednu novu teoremu (teorema 3.1l.4), koja tvr-
di da, ako f(z) € AP, 0<p<», tada f(k) (z) € A7 za

1. k‘>2(-é——-g?-) 1 0gpeq<l

2, k;(l-%) + 2(%—%), 1gq<» ' f
Dobijeni rezultati su bolji od poznatih.

U odeljku 3.2 dokazao sam da se neke poznate ocjene
Tejlorovih koeficijenata prostora AP mogu poboljSati (teorema
3.2.1). Kao posledice tih novih ocjena dobio sam sledeée re-

zultate:
1

2 e(aP,11) ako je 0<psi;
(n+1)p

a) Niz {



1
2 11 € (aP,1%) ako je 1sps2.
(n+1)p 2

Na kraju je data bibliografija koriscenih radova.

b) Niz {



I GLAVA

PROSTORI ANALITIKIH FUNKCIJA HP, BP, pP i 4P

U ovoj glavi se, za svaki od prostora Hp, Bp, P i Ap,
navode neki poznati rezultati koji su u ovom radu koriSéeni kao
polazna tafka u ispitivanju nekih novih svojstava Adamarovih

proizvoda funkcija koje tim prostorima pripadaju.
1.1. HARDIJEV PROSTOR HP

1. Navedimo definiciju prostora #? i N, a zatim utvrdi-
mo njihov odnos i ponaZanje elemenata tih prostora na granici
jedini&nog kruga. Zatim femo navesti nekoliko teorema koje daju
ocjene rasta integralnih sredina elemenata prostora HP. ove te-
oreme pripadaju, uglavnom, Hardiju i Lifvudu.

DEFINICIJA 1.1.1. neka je f(z) analiti&ka funkcija de-

finisana u jedinié&nom krugu p={z;|z|<1}, i neka je
27 1

Mp(r,f)z(%; Jlf(re“’updaﬂ’, 0<p<e;
0
M_(r,f)=maz|f(z)]|;
2] =r
an
zv(r,f)zg—" flog+|f(re7’e)|de.
0

Tada
a) f(z) eHP, 0<p<=, ako je sup M_(r,f)<=;

Ogr<l

b) f(z)eH , ako je sup M_(r,f)<=;
Ogr<l

c) flz) €N, ako je sup N(r,f)<=;
0gr<l



Prostori definisani pod a) i b) u literaturi su poznati kao Har-
dijevi (G.H.Hardy), a prostor pod c) kao Nevanlinin (R.Nevan-
linna) prostor.

Teorema l.1.l., Za prostore na koje se odnosi prethodna
definicija (1.1.1) vaiZi:

B*ciPcrlicn 0<q<p<e.

DOKAZ: Relacija B c HP slijedi iz ¢injenice da su e-
lementi prostora B ograni&ene analitike funkcije.

Neka je 0gr<l i g<p. Ako je

A ={o€el0,2n1]; !f(reie)|>1},

tada vazi relacija

27 :
(1.1.1) %; J.|f(re$e)|qde:%; J]f(rete)|qde+
0 A

+%? j.lf(reie)lquS%; J]f(reze)lpde+1.
A

€A
Iz ove nejednakosti slijedi da je

>

-HPC:Hq za 0<q<p<®.

Dokaz da je HPC N slijedi iz procjene

2 2r . 1
(1.1.2) -12—" fzn(1+|f(re"")|)d’e<(§—1r f (1+|-f(re*®)|)Pde)P.
0 0

U sva tri slu&aja inkluzija je prava, S$to potvrdjuju i
primjeri: 1

1) funkcija f(z)=(1-2) pEHq(q<p), ali f(z) ¢ HP,

2) f(z)zznrlz-eyp(wpw), ali f(z) ¢ H ;
L
_1-z : p
3) f(z)=e €N, ali f(z) ¢ H" (0<pg=).
Za razvoj teorije Hardijevih prostora od posebnog su

znafaja teoreme o postajanju grani&nih vrijednosti njihovih ele-

menata; navedimo - bez dokaza - dvije od tih teorema.



TEOREMA 1.1.2.(NEVANLINA) Funkcija analitidka u krugu
|z| <1 pripada klasi ¥ ako i sam ako je ona koli&nik dvije ogra-
ni¢ene funkcije ([51) . Znadaj ove teoreme je u tome ¥to se
svojstva ograni&enih funkcija mogu prenijeti na funkcije prosto-
ra n.

TEOREMA 1.1.3. Za funkciju f(z) € N skoro svugdje posto-
ji netangentni limes f(eie) i anf(eie)l je integrabilna funkci-
ja, izuzev ako je f(z)=0. Ako f(z)GEHp (p>0), tada f(eie)e
€ L%o,zn]' (rs1) .

NAPOMENA 1.1.1. Iz prethodne teoreme slijedi da svaka
funkcija f(z) e zP (0<pg») ima netangentnu grani¢nu vrijednost
f(eie) u skoro svakoj grani&noj tadki jedini&nog kruga. S tim u
vezi uvedimo oznaku

HP=(£(*%); £(e*0)=tin £(re*®), flz) € HP).

w___eze

«
Kao i obi¢no, i u ovom sludaju smatrademo da su dvije funkcije

re

jednake ako se skoro svugdje poklapaju.
Iz teoreme 1.1.3. slijedi da je

p p
& C-L[0,21r]

i da je P vektorski potprostor prostora L?o 271" Celishodno je
3

definisati veliédinu

151 1=1 1| p=tin M, (r, £)
r->1
gdje je Mp(r,f) ranije definisane integralna sredina funkcije

f(z).

Poznato je da je (b. [5]1) #P(0<p<=) P - zatvaranje

16

skupa polinoma po e ~. Kao posledica toga slijedi &injenica da



je HP Banahov (Banach) prostor (I1sp<=), dok je za 0<p<l komp-
letan metridki prostor sa metrikom

arf,g)=l1-gl15-

2, Faktorizacija elemenata prostora ¥ je vezana za poj-
move Blagkeovog (W.Blaschke) proizvoda, unutradnje funkcije i
spoljasnje funkcije.

DEFINICIJA 1.1.2. Neka je {a } niz kompleksnih brojeva
u jedini&nom krugu |z|<1, 0<|a1|s|a2|s....<1, ;i;(l—lan|)<W.

Proizvod © la | a -z

Blz)=z"TT —2 2—, m=0,1,2,...
a 1-a =z
n=1 n n

zove se Bladkeov proizvod.

DEFINICIJA 1.1.3. Analiticka funkcija f(z) definisana u
|z|<1 je unutradnja funkcija ako je

|f(z)]<1 i |f(eie)|:1 skoro svugdje.

DEFINICIJA 1.1.4. Analitidka funkcija F(z) je spoljasnja

funkcija klase 7P ako‘Be oblika
am .
__ iy 1 | e "+z
F(z)=e e.'cp{2Tr J- 7T
0 ¢ ~
1

z
gdje je y realan broj, W¥(t)20, In V(t)eL i V(t) erP.

In V(t)dt}

DEFINICIJA 1.1.5. Unutra3nja funkcija S(z) je singular-

na ako je

it

e “+2

77 dU(f)}r
e -z

2w
S(z):exp{—J.
0

gde je u(t) ograniena neopadajuca funkcija sa osobinom da je
skoro svugdje u’(t)=0.

U vezi sa BlaSkeovim proizvodom i unutra$njom i spo-
l1jasnjom funkcijom naveSéemo bez dokaza tri teoreme koje karak-_

teri8u njihovo ponaS$anje u prostoru 5P,

¥



TEOREMA 1.1.4 (Teorema o kanonskoj faktorizaciji). A-
naliti¢ka funkcija f(z)fo pripada prostoru Hp, O<p<», ako i sa-
mo ako je

| f(z2)=B(z) S(z) F(z), gdje je B(z) Bladkeov proizvod for-
miran od nula funkcije f(z), S(z) singularna unutra3nja funkcija

i F(z) spoljadnja funkcija klase P, (I[51).

Teoremom 1.1.4.okarakterisan je prostor Hp faktorizaci-
jom svojih elemenata, a naredna teorema ukazuje kako se moZe
okarakterisati prostor W.

TEOREMA 1.1.5. Analiti&ka funkcija f(z) pripada prosto-

ru N ako i samo ako je

5, (z)
f(z)=B(z) F(z) ——7—7

gde je B(z) Blaskeov proizvod formiran od nula funkcije f(z),
Sl(z) i Sz(z) su singularne unutrasnje funkcije, a F(z) spo-
ljasnja funkcija prostora ~¥. ([5]).

Slededa teorema utvrdjuje da f(re ) konvergira ka
f(eie) u smislu metrike u Lp{

TEOREMA 1.1.6. Ako funkcija f(z) € H® (0<p<=), tada je

2w ) 2% .
(1 1.3.) zmj |f(re"“°)lpde=J'lf(e”)lpde
r+10 0
i
(1.1.4.) Zimf |f(reie)-f(eie)|pde:0.
(151). r>1p

3. Sada ¢cemo navesti definicije joS nekih pojmova koje
éemo kasnije koristiti.

DEFINICIJA 1.1.6. Neka je f(z)=3} a, 3" analiti¥ka funk-
n=0

cija definisana u jedini¢nam krugu |z]<1 i neka je g>0. Tada je
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parcijalni izvod reda g te funkcije.

(gl

(1.1.5) f(z)=2w-—ﬁ¥:z'%is—)—a z"

n 3

n=0
a parcijalni integral reda B te funkcije

(1.1.6) f (2)= 3 =274, 3
[8] n:of(n+1+6) n

1z navedene definicije neposredno slijedi da su parcijal-

ni izvod i parcijalni integrali uopStenja obidnog izveoda i integ-

rala.

Veza izmedju tih dvaju integrala, odnosno izmedju tih

dvaju izvoda data Jje relacijama:
2

S f(E)dE:zf[ll(z),

0
odnosno

1
1 (2)=1ar (201
Odnos izmedju funkcije i njenog parcijalnog integrala

utvrdjuje sledeéa teorema:

PEOREMA 1.1.7. Neka funkcija f(z) € B (0<p<=). Tada

fray(®) ex?, o<e<%, q=fé};-
Uslovi za 8 i g ne mogu se poboljSati ([211).

4. Prije nego 5to navedemo nekoliko teorema o rastﬁ in-
tegralnih sredina funkcija prostora Hp, navedimo tfi nejednako-
sti (1.1.7, 1.1.8. i 1.1.9, dokaz u [5] ), koje se Eesto koris-

te u raznim dokazima, a i u ovom radu fe biti kori%éene.

LEMA 1.1.1. Za svako p>% vaZi relacija

L

(1.1.7) S o -g—1

= ), r~1
. 2. p
(1-2rcos®+r") (1-r)

2p-1

-
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LEMA 1.1.2. Svaka funkcija f(z)EEHp, 0<p<=, mo¥e se

predstaviti u obliku

f(z)=f1(z)+f2(z)
gdje funkecije fl(z) i fz(z) pripadaju prostoru BP i nemaju nula
u krugu |z|<1, a pri tome

(1.1.8) |7, |lp<2||fllp, n=1,2.

LEMA 1.1.3. Neka je p>1 i p=%(1+r). Tada

or
(1.1.9) flpeze-rl-pdE):O ((l-r)l-p), r+1,
0

TEOREMA 1.1.8. Neka je 0<pg~,B>0 i f(z) analiti&ka funk-

cija u krugu |z[<1; tada je

1
M (r,f)=0(———7%),
ako i samo ako je .

1

(1-r)8+1

Mb(r,f')=0( ). ([5,str.80]).

TEOREMA 1.1.9. Neka je 1<p<w, l<ag<w, -l<b<e i f(z) ana-

liti&ka funkcija u krugu |z|<1; tada je

1 1
j (1-r)b{up(r,f)}“dr<C{j (1—r)a+b{Mp(r,f')}qdr+|f(0)|a},
) |

0
gdje konstanta ¢ ne zavisi od f(z). ([5,str.81]).

TEOREMA 1.1.10. (Hardi - Lilivud). Ako je f(z) analitid-

ka funkcija u krugu |z|<1 i ako je

M (r,f)‘s-__ﬂ_'_s., 0<p<oo, 820,
p (1-r)
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tada postoji konstanta XK=K(p,B), nezavisna od f(z) i takva da je

KC ®
Mq(r,f)S 7 1° D<q<®s

(1-r)**p7g
Specijalno ako je B=0 (tj. ako f(z)GEHp), onda je

11

‘Mq(r,f):ﬂ((l-r)q P),

pri tome je eksponent B+é—% najbolji mogucéi. ([21,str.84]).

TEOREMA 1.1.11. (Hardi - Lilvud). Ako je 0O<p<q<w, f€H&?,

. 11 .
A> i a===, tada je
1% D q’

1
j (l—r)xa-J{Mq(r,f)}Adr<w. ([5,str.87]).
0

TEOREMA 1.1.12. Neka f(z) € HP, 0<p<1. tada je
1 1,
)P
j (1-0)7 “wy(r, pavse |IF ] (1810
0

5. Netaknuto mjesto u teoriji analitickih funkcija zau-
zimaju Tejlorovi koeficijenti. Naime, postavlja se sledede os-
novno pitanje: da li na osnovu pripadnosti analitic¢ke funkcije
nekom prostoru moZemo neS$to recdi o njenim Tejlorovim koefici-
jentima, i obrnuto, ako znamo ponasanje Tejlorovih koeficijena-
ta, moZemo li neSto reéi o funkciji f(z).

Za prostor Hp, ako je p=2, odgovor je jasan: f(z) e H2

- .3

ako i samo ako E:Ian|2<w.
n=0

U ostalim sludajevima problem je sloZeniji. Ako je

I<p<=, ponaSanje koeficijenata #P prostora svodi se na slucaj
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Furijeovih koeficijenata u P prostoru.

Djelimi&an odgovor na ova pitanja daju sledefe Setiri
teoreme:

TEOREMA 1.1.13. Ako funkcija f(z)= 3, anzn e P, 1¢p<e,
n=o

tada 1.1

{an}EZq, -54'5:1_,
Z

a1, < £l
Obrnuto, ako"{an} € 1P, I1gtp<2, tada

Sy P 1,1
f(z)-—ZanzeH, +q-1

n=o p
i vaZi nejednakost
el < THa 3. (1510

TEOREMA 1.1.14. (Hardi - Litlvud). Ako

flz)=2 anzneﬁp, 0<pg2, tada je

n=0 1 .
LT )P 2 |PYP <opl|r]|
n=0 p
i s s
> P |an|P<«». ([51).
n=1
TEOREMA 1.1.15. Ako je {an} niz kompleksrfih brojeva ta-
kav da je

> 1n972|aq_|9<= za neko q, 24q<w,
n=1 n

tada funkcija ©
flz)=Y, anzn e g?

n=0
i vaZi nejednakost 1
| |51 |qscq{n§0(n+1)q lanlq}q,

gdje Cq zavisi samo od q.

Sledec¢a teorema odnosi se na ocjenu Tejlorovih koefici-
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jenata funkcija koje pripadaju prostoru Hp, 0<pgl. ([51).
TEOREMA 1.1.16. Ako funkcija
f'(z):za zneﬂp, O<p<1.
A N
n=0
tada je 1
—=]
(1.1.10) anzo(np ), noo

i 1
p
o1, £
(1.1.11) a_|<Cn llfllp
Ocjena (1.1.10) je najbolja moguéna, jer za svaki nula-

-niz {6 } postoji funkcija

f(z)= Zaz e gP
n=0

tako da je 1,

p
an#ﬂ’(ﬁnn ).
DOKAZ: RAko f(z)esHl, tada je na osnovu Riman - Lebegove

leme
an=o(1).

Neka je 0O<p<1. Iz

f f_‘(z)dz repet

lzl—

slijedi
(1.1.12) lanlsr'"Ml(rf,f).
7-1
Posto je szzgf):o(l—r) P (reorema 1.1.10), to je "™
7 ,

- 1

Sobzirom da je Mb(:nf) < ||f||p, na osnovu teoreme (1.1.10) do-

bijamo da je 1

(1.1.13) M (nf) < C||f||p(1—-r) p

i 1-1

M (nf)=0(1-2) P,
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pa iz (1.1.12) i (1.1.13) slijedi tvrdjenje (1.1.11) tj.
1

1
Ianl<Cnp llfllp-
1.2. BANAHOV OMOTAE BP PROSTORA HP

Kao 3to je poznato Hardijev prostor Hp, p>1 je Banahov
prostor. Medjutim ako je 0<p<lI, :i4 nije Banahov, veé F - prost-
or. Problem odredjivanja Banahovog omotaga BP prostora 5P,
0<p<1, tj. Banahovog prostora u kome je ovaj svugdje gust, dalo
je snaZan podsticaj daljem razvoju gP - prostora.

Mnoga svojstva prostora Hp, 0<p<1, dokazana su upravo
poslednjih desetak godina.
| DEFINICIJA 1.2.1. Prostor BP, 0<p<l, je prostor anali-
ti%kih funkcija f(z) u krugu |z|<I za kéje vazi

1 1, .

Lf Hgp=11F 5= _[ (1-2)P M, (nf) dr<e.
0
U sledefoj teoremi tvrdi se da je prostor BP Banahov

omotad prostora Hp, i utvrdjuju se neka njegova svojstva.
TEOREMA 1.2.1. Prostor BP sa normom ||f||5 je Banahov

prostor; taj prostor ima sledeée OsoObine:
1
a) If(2)lsc lIfllgea-1210 5
1 |
_ p _ .18 : .
b) f(z)=o(1-|z|) P, 2+1 (2=2"") uniformno po ©;

c) Za svako f(z)Ein, fp+f u BP? - normi kada p+1, gdje
je fp(z);f(pz);
a) #P je svugdje gust podtprostor prostora Bp;

&) |Ifllgeclifll,, £edP, o<pet. (I21D).
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Kako je HpQBp, prirodno se postavlja pitanje Sta je sa
svojstvima prostora P koja se prenosi na Siri prostor Bp, i ko-

ja nova svojstva ima prostor BP,
Ocjena I

M_(1,f)=o((1-r) F),
koja vazi za prostor Hp, 0<p<1, oOstaje da vazi i u $iroj klasi
BP (teorema 1.2.1.).
Slededa ocjena Tejlorovih koeficijenata, koja je najbo-
1ja za klasu #P, takodje ostaje da va¥i i u $iroj klasi BY, za
koju vaZi i suprotno tvrdjenje.

TEOREMA 1.2.2. RAko funkcija f(z)=Zanzn€Bp, tada je

n=0
L,
(1.2.5) a =o(nf ), nsw,
i 1
(1.2.6) |an|<Cp||f||Bnp :
Obrnuto, ako je 0<p<Il i an=ﬂ(na), a<-§;-%, tada
f(z)e BP. Eksponent %-% je najbolji moguéi, jer postoji funkcija
o 13
flz)=), anzn tako da je an:ﬂ(np 2), ali ne pripada prostoru BP.
n=0 '
DOKAZ: Neka f (z) € BP. Kako je
a f L(i. dz
n 21r'L
lz]=»
to je i 7
M {nf) 1=-L
1" -n
la, ls=m—sc, 17 11 7" (1-r)" P

za svako r<l. Uzimajuéi da je r::l-%, dobijamo relaciju (1.2.5.)

Nejednakost (1.2.6.) slijedi iz osobine da je
1

f(z)=0((1-7) P) za f(z) €8P,

Obrnuto, ako je an=ﬂ’(n°‘) i, ne umanjujuéi op¥tost,

predpostavimo da je a>—1_, imacéemo



17

M (r,f)<M (r,f)= Za £ <CZ (n+1) 2 2n~(((1 )71 Za)
n=0 n=0
ra je

1 1 1 1,1

I
”f”B:f(l-r)p M, (r,f)drsc [ (1-p)P 2
0

dr < o

© 1 1 . 1 3
za p+2+2+a<1, tJ. a<z-5 5°
Da je ova ocjena najbolja, pokazano je u radqu [21].

NAPOMENA 1.2.1. Uslov a = ﬂ(na), a<é-§, je dovoljan za
Pripadnost analitidke funkcije f(z) prostoru BP. Teorema 1.2.2

ne kazuje nisSta o neophodnosti istog uslova.

—1—1

Kako je a, =omP ) neophodan uslov za pripadnost fun-
kcije f(z) prostoru Bp, uoava se &injenica da je taj uslov sla-
biji od uslova a_ = 2(n%), gdje je a<l-3,

n p 2

Pored dovoljnog uslova za pripadnost funkcije prostoru
BP navedenog u prethodnoj teoremi, utvrdjen je jo8 jedan dovoljan
uslov u terminima Tejlorovih koeficijenata.

TEOREMA 1.2.3. Neka je f(z) = Y, a z" analitika funkci-

ja u krugu |z|<1 Ako red

Zn pla |

konvergira, tada f(z) € BP. Eksponent 1—; je najbolji mogudi.

DOKAZ
f(l 1»)p M (r,f)dr<f(1 r)P (Zar )dr<€) . n pla | <oo.
n=1 n=1

Da je eksponent l—é najbolji moguéi pokazano je u radu
[20].

U uvodu smo istakli da je jedan dio III glave posveden
utvrdjivanju svojstva funkcije f(z)ako f'(z)éEAp i opratno, svoj-
stva funkcije f'(z) ako f(z) e AP,

7a prostor B° odgovaraju€i problem je potpuno rijeSen sle-
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dedom teoremom:

TEOREMA 1.2.4.Ako je 0O<p<q<l 1i8~= ;-'q. Tada
a)l f(z)EBp =°f[8](z)€Bq.
b) £lz) ep¥s £l8) (o) eBP.

Dokaz ove teoreme nalazi se u [22
1.3. DP PROSTOR

1. Prostori pP nijesu univerzalno poznati u matematickoj
literaturi. Njih je, koristeéi kao motiv sledeéu teoremu, kojom

se utvrdjuje odnos integralnih sredina Mp(r,f) i integrala tzv.

area-funkcije A(r,f), definisao i dokazao neka njihova svojstva

M. Jevtié ([351).

TEOREMA 1.3.1. Neka je f(z) analitifka funkcija u krugu

|z|<1 i neka je f(0)=0. Tada je za p>2

Z p
(1.3.1) Mp(r,f)<0 Jf(A(p)) do,
a za 0O<p<2

z p

p Alp) s
(1.3.2) Mp(r,f)chg/}—7r—) de,

gdje je

P
2

Videti dokaz u radu [32].

DOKAZ. Xako je

2w
p = P - 1 18,1p
Mp(r,f) = Mp(r) = 3= f |f(re””)|¥de,
0
2w

2 2n
| “r77,

A(r) = A(r,f) = ff olf’ (pe | 2 dodo= HZnIa

n-



na osnovu Hardi-Stejnove identiénosti

r 2x

2 . .
d 6,1P=2 pr 8, 2
rCHMg(r) :%Fff |f(pe7' )|p | 7 (pe* )| “edpde,
00

koji va%Zi za 0<r<1 i p>0, i nejednakost
r

Mg(r,f)zif[M(p)]pdp, p>0,
0
gdje Jje
M(p) = M(p,f) = sup{|f(z)]|; |z| = o}
pokazujemo:

a) Ako je p=2, tada Jje

1]
Q
Q,
©
™

2w
2 1 26,2
My(r,f) = 'Z—ﬂf | £(re®®)|“do
0

ova jednakost vaZi i za (1.3.2).

b) Neka je p>2. Tada je
r 2w

2 - .
rd%Mg(r)s%rM(r)p fo 177 (0e*%) | 2pdode =
0 0

2 -
:—%—M(r)p 2A(r),
ki

pa je i
r

. 2 - -7
MZ(r)s%ﬂjM(p)p Al(plp “do.
0

Koristeéi Holderovu (HSlder) nejednakost, gdje je p'=-£—

p-2
dobijamo
5 T p-2 r p 2
Mg(r)#;—;r( M(0)Pdp) P(f(f—%f’—))zdp)%
0

0
E—Z r P 2

2 £
LB (r)) P(f(ﬁﬂ)zdp)l’ -
am p p
0
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_2:3 r 2
=2 (WP (r)) P (fr_/(A(D))gd )P,
0
i14
2 o, 2
[Mp(r)]P sl?z-(—frf(ﬂﬂi)zdp) ,
0
to jest
r _2 r
WP (r) < pP (f(A(p))de) c f(ﬂ"l)zdp
T 0 ;

Neka je 0<p<2. Tada Jje

r 2m r 27

A(r) = ff |f'(peie)|2pdpd6\<M(r)2_pff 17006 )P 7218 (00" ®) | Zpdode
0 00

pa je i
r 21
0 2 A ;
A(r)< M(r)z pff |£(pe®®) |P 2 ittoe™D) |1 (0e®) |Zpdpde
to jest
pZ 2-p_d
B atr)<m(r) Pp r S MP ().
Stepenujuéi lijevu i desnu stranu sa-% i koristeéi Hardijevu ne-
3 l___2_ . l__Z__ .
jednakost za p "7 p igqg =0 dobijamo
P P D P
p (2-p )5
A(r)2<M(r) 2 Z[d(Mp(r))]z
ll dr\'p

(Zﬂ)

Integri8uéi lijevu i desnu stranu od 0 do r po p, dobijamo

r 2-p 4
f “”) dp<(fM(p)pdo) 2 [Mp(r)]2<
2 p
(2p)2
2-p 2-p P

<Il 2 [Mp(r)] 2 [Mp(r)]Z,
p p
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to jest
7 P
WP (r) s C /(ﬂﬂ)—)zdp.
p pJ

2. Koriste€i nejednakost (1.3.1) i (1.3.2) kao motiv, M.
Jevtié¢ je definisao prostor oP.
Navedimo ove njegove definicije.
DEFINICIJA 1.3.1. Neka je f(z) = f;anzn analiticka fun-
n=

kcija u krugu |z|<I. Funkcija f(z) eD?, O<p<=, ako je
1 p

P _ 2 e
||f||Dp = of[A(r)] dr<e,

gdje je

A(r) = Al(r,f) = jﬁ/]f’(a)lzdxdy =1 Z:nlanlgrgn.
|z|<r n=1

DEFINICIJA 1.3.2. Neka je f(z) = 2, anzn analitidka fun-
n=1

kcija u krugu |z|<1, Funkcija f(z)eD°° ako je

1712 = ac, g0 = [ 157 ) 2asay = 1 E nla, | e,
|z|<1 n=1.

Napominjemo da je M. Jevtié upotrebio za oznaCavanje pros-
tora oznaku IF zbog toga §to se u literaturi koristi oznaka D 2za
prostor funkcija sa kona&nim (DiriSleovim) integraiom.

Jasno,prostori pP su uopitenje prostora D:

DCDp, 0<p<e.

Posledica teoreme 1.3.1 i definicije prostorazf ukazuiju
da postoje izgledi da prostori PP zauzmu zapaZeno mjesto u teo-
riji Hardijevih prostora.

Navedimo radi slededeg izlaganja nekoliko rezultata M.
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Jevtidéa.

POSLEDICA 1.3.1. Rko je 0<p<2, tada je #'c DP.

POSLEDICA 1.3.2. Rko je p=2, tada je H2 = DZ.

POSLEDICA 1.3.3. Ako je p>2, tada je pPc HP.

prostori DP se ne mogu uporediti (u odnosu na inkluziju)
sa prostorom BY ako je 0<p<i. Naime, DP\BP# ¢ i BP\DP#¢. ( 5 ).

Kao i Hardijev prostor P, prostor P je Banahov ako je
l<p<», a F-prostor ako je 0O<p<l1.

TEOREMA 1.3.2. Neka su f(z) = i}anzn ig(z) = Zjbnzn
analiti&ke funkcije u krugu |z|<1 i i "

hiz) = gglanbnzn

Ako f(z)EDp, 1<pg>, g(z)qu, §+§=1; tada:

1) postoji konstanta C>0, koja ne zavisi od f(z) i g(z)
i takva da je

nes)l<elifll el s

2) Funkcija k(z) je neprekidna u krugu |z|<1, [34].

@

POSLEDICA 1.3.4. Ako Jje lspsm,-l+l:1 ig(z)= b z" en?
pa n=1 "
tada
°(f) = limYa b r", f(s) = Xaz'e 0P,
r>In=1 " " n=1 "

defini%e neprekidni linearni funkcional u prostoru.Dp.

POSLEDICA 1.3.5. Ako funkcija f(z)= b z"eDP, o0<pse,

n=1
tada je .
‘ 1.1
(1.2.3) b =P ?),
Uslov (1.3.3) je neophodan da analiticéka funkcija f(z)Z'Z:bnzn

. n=1
pripada prostoru DP.

Interesantno je da neophodan uslov
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Z np—glan [P, 0<ps<2,
n=1
[+ ]
da f(z)z'z:anzn pripada prostoru gP ostaje da va%i i u daleko 8i-
' 1
p

n
roj klasi

TEOREMA 1.3.3. Neka je funkcija f(z)= Zanzn analitiéka u
n=1
krugu |z|<1. Rko f(z)€ 0P, 0<p<2, tada je

(1.3.4) 3 nP"%|a_|P<w.
n=1 n

DOKAZ. Prema teoremi Boas-a i Askey-a [11],[ 12 ] imamo

da je
1

5
f[A(r)] dr<e
0

ako i samo ako je

- 2
w (22 Kklagl®)
(1.3.5) 3, X202 <o,

n=1 n

Takodje, na osnovu jedne teoreme Hardija i Litlvuda [v. 271, iz

uslova (1.3.5) slijedi da je -
E:np—2|a |P<w, 0<p<2.
— n
n=1
Prema tome, ako f(z) e P, 0<p<2, tada je

Y nP7?|a |P<s.
— n
n=1
Uslovi (1.3.3) i (1.3.4) su neophodni da funkcija f(z)= anzn
n=1
pripada prostoru oP.

Navedimo i neke dovoljne uslove.

TEOREMA 1.3.4. 1) Neka je f(z)=) a 3" analitiZka funkci-
n=1

ja u krugu |z]|<1. Ako je an=0‘(na), a<§‘-1, O<p<~ , tada f(z)GDp.-
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2) Funkcija g(z)-}: nP " &DP, 0<p<e. 0d interesa je navesti i

n=1
njen dokaz.

DOKAZ. 1) Za dokaz iskoristimo da je

[}

Z na-lrnm T(G)a, p+1,a> 0,
n=1 (1=p)
§to znalli da je
1 P p
f[A(r,f)] 2dr<0f( E o+l 2") dr<
0
1
\<Cf(1—r)_p(a+1)dr<°°.
10 _p_ 1 . .g.-l p
2) f[A(r,g)]zdr= Cf(an )Zdr’.
0 0 n=1
Posto je
© —g-—] -g-
an rznmc(l-r) P
n=1
to jJe i
1
/[A(r,g)] dr =
0
o -%—1
TEOREMA 1.3.5. Ako Jje Zn |an|p<w, tada funkcija
n=1
flz) = Za 2 er O<p<2.

n=1
Postoji funkcija

g(z) = X b z"d DP
n=1 n ¢
ako Je

Znsla |P<o za svako B<E-1.
n=1 n 2

P v P

1
DOKAZ:I [A(r,f)]zdrscz n2|a |P Ipnpdp
n=1 n )

0
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P_q

= 2
<CXn Ian|p<°°.
n=1
l_l "
Funkcija g(z)= E: nk, gdje je k+1;q>1. K=1,2,..., ne pripa-
n=1

da prostoru Dp, iako je

> nfla_|P<= za svako B<%<1.
n=1 "

i.4. BERGMANOVI PROSTORI ANALITICKIH FUNKCIJA

Bergmanovi prostori AP*% su uopstenje Hardijevih pro-

stora. Naime, Hpc:Agp,o<p<°° . Utvrdjivanje svojstava Bergmano-=
1 .
vog prostora pP (gP= 2l»P “2) imalo je veliki znadaj u razvitku

teorije HP prostora.
DEFINICIJE 1.4.1. Analiti®ka funkcija f(z) definisana u
jedini%nom krugu |z|<l pripada Bergmanovom prostoru AP>® ocpem,

-I<a<», ako je

m

1 2
llf“ip,a %f f |£(re®®)|P(1-22)® rdrdgxe.
0 0

11

prostor 4 P , 0<p<l, je prostor BP. Kao i u sludaju Hardije-
vih prostora #P, Bergmanov prostor 4P>% je Banahov prostor ako

je Igp<=, a F-prostor ako je 0<p<1, sa metrikom
d(fsg) :”f-g”p s I geAP,G
AP,G
U daljem radu posmatralemo prostor Ap,O = 4P,

TEOREMA 1.4.1. Funkcija f(z), analiti&ka u krugu |2]<1,

pripada prostoru AP ako i samo ako je

.
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; .
f Ml;(r,f)drw.
0

DOKAZ. PosSto je

L

1 2
1£117) = giff |£(re™)|Prdrd®
A 00
1 I
= 2er§ (r, f)drsl fMg(r,f)dr
0 ' 0

1
17 llp= f ulir, £)dr

1
ZJMp(r f)rdr>2 ——f (r,t)dr,

2L
2 2

to je i

1
Mpp(r,f)drsnfnp \<2f Mg(r,f)dr.
Ak

LY
N"-—.N

Tvrdjenje teoreme 1. 4. 1 je neposredna posledica ove poslednje ne-

jednakosti.

Proucavajuf€i pP - prostore i utvrdjujuéi njihov odnos
prema AP - prostorima M. Jevtié je pokazao sledecu teoremu.

TEOREMA 1.4.2. DPcC AP za 0<p<w.

DOKAZ: Ako je 2«<p<=, tada Je P c #P. Takodje je #P c 4P
za p>0, pa je i

DpCAp za 2<p<w.

Ako je 0O<p<2, tada Je
1

® p
15112,= [[TE nla, 1727 | ar

e
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P
Zan]Zdr

\V

]

[
S
1M
o
3—

24 1
[Mg(r,f)]zdr= j,Mg(r,f)dr
0

p - 1%
M ( 3 d - ( k]
P (7 f)dr=| f)lAp

W

to jest, ako f(z) € pP, tada f(z) € AP,

TEOREMA 1.4.3. RAko funkcija f(z) pripada prostoru Ap,

tada je

Mm(r,f)=0(——l——§>, 0<pgw.
(1-r)P

DOKAZ: Bko je p== tvrdjenje je ofigledno. Neka je

O<p<=, Tada je

711B = | [ 1rte) Pasay
SEIES:

> ijf | £(w) |Pdudv

|lw-2]<1-]z]|

> |f(z)|P J[_/~ dudv=|f(z)|pn(1—|z|)2,
lw-z|<1-|z]

to jest p
171,

YA

|7(z)|Ps ,
z|)

w(1-|

pa je za |z|=r

Mw(r,f)vfﬂ( 1 £>
(1-»)P

Navedeni originalni rezultat predstavlja poboljSanje u

odnosu na rezultat koji je A. Vatanaba dobio u svom radu [31]1;

naime, on je dokazao (lema 2) da

.



28
2

|f(reie)|sc (1-r) P za 0<pgl
p pPL

1,

a If(reze)lscp(l-r) P za I<pge.

Napominjem da sam ovu teoremu koristio u dokazivanju ne-
koliko novih teorema koje se odnose na AP - prostore (III gla-
va).

0d interesa je radi daljeg proudavanja prostora 4P na-
vesti teoreme koje daje H. vatanaba u svome radu [31].

PEOREMA 1.4.4. Rko je 0<p<I, tada Je BP c 4P,

DOKAZ: Ako funkcija f(z)EBp, tada Jje

1
-2-1
- p
(1.4.1) Mp(r,f)le(r,f)QCp(l r)
i 1
(1.4.2) lf(rew)lgcp(z-r) P,
stoga je 7 7

.fM P(p,f)drsC p_f(z-r)p'ldr<m,
; g

1

sto znadi da f(z)eaP (8%=a’

slijedi iz definicije).
Napominjemo da je poznato (r.[25]) da
(1.4.3) 5P c 4%P, 0<pge.
. 1 . 2p r .
TEOREMA 1.4.5. RAko je 0<p<§, tada je A°% ¢BY; ako Je

%sp<1, tada je BpC‘Azp.

DOKAZ: Neka je 0<p<é i f(z) e 4%P,

Na osnovu teoreme 1.4.3. je

1 2n

1 1
ig Log : .
(1-7)P Ml(r,f)dr:f(l—r)p (%;f 1£(ret®)12P | r(re®®) |17 %Pd0)dr
0 0
1 1 1
i-2 -=)1-2p
_,)P 2p -p) P
5_/}1 r) sz (r,f)%Cp(l r) i

0

dr
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1
1-2 2
= Cp p.szp p(r,f)dr<w.
0
Neka je, sada, -;—spd i f(z)GBp.

Prema (1.4.2) je

pa je i
i
vazi (v.
i

27

szgp(r,f):%—“-f |f(rete) |. |f(re7'e) |2p-1d9
0

-é— 2p-1
< gcp(l-r) 2 Ml(r,f)

1 1 1

fM 2p(r fldrgC 2p-1 (l-r)E-ZM (r,f)<e
2p ’ S 1 )
0 0

Teorema 1.4.5 i relacija (1.4.3) povlacle:
HPCAzpCBp za 0<p<-§-
HPCBPCA‘Zp za %5p<1.

Inkluzije su prave. Naime, za funkciju
J"(z)‘(l—z)-E L1091 i
- z %972

[51):
£(z) € BNA®P ako je s:—%; i 0<p<l,

f(z) € 4%P<gP ako je g=-1 i %<p<1.



IT GLAVA

PROSTORT ANALITISKIH FUNRCIJA 1P, P, pP 1 4P

U prvoj glavi, navedeni su u terminima Tejlorovih koefi-
cijenata, neki neophodni i neki dovoljni uslovi za pripadnost ana-
liticke funkcije f(z) prostora #P, odnosno Bp, i1i pP. Potpuna
karakterizacija pripadnosti funkcije f(z) nekom prostoru na osno-
vu njenih Tejlorovih koeficijenata moguéa je jedino u sludaju pro-

stora HZ (odnosno Dz).

Jedan od nadina da se utvrde nova svojstva Tejlorovih ko-
eficijenata jeste karakterizacija mnoZitelja datog prostora. Ova

glava je posvedena mnoZiteljima prostora #P, BP i DP.

U prvom odeljku navode se poznati rezultati o mnoZitelji-

ma (#P,19) i (BP,19).

Medjutim, problem mnozitelja (gP,59) i (Bp,BQ)je mnogo
sloZeniji. Dok su uglavnom utvrdjeni neophodni i dovoljni uslovi
da niz {An} pripada (Hp,Zq) i1i (BP,19) u sludaju mno¥itelja (#,
HR) i (Bp,Bq) takve karakterizacije u opStem slucaju nisu pozna-
te.

U drugom odeljku navode se neki poznati néophodni ili do-
voljni ili i neophodni i dovoljni uslovi da niz {xn} pripada (Hp,

#9) i1i (BP,B9). odeljak 2.3 sadr?i niz originalnih rezultata.
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Posmatrani u sklopu pdznatih rezultata,navedenih u odeljku 2.1 i

2.2, ovi prilozi otvaraju nove moguénosti za dalja istraZivanja.

2.1. MNO¥ITELJI (#P,1%9) 1 (BP,19)

Jedan od opStih problema teorije analiti¥kih funkcija je-

Ste problem utvrdjivanje svojstava Adamarovog proizvoda
(fOg)(z) = Y a b 3"
n=0 * "

ako su poznata svojstva komponenata f(z) = ), anzh i g(z),:}:bnzn
n=0 n=0

tog proizvoda, i obrnuto, ako su poznata svojstva jedne komponen-

te Adamarovog proizvoda, recimo g(z) i Adamarovog proizvoda f g,

$ta se moZe utvrditi za komponentu f(z).
Cesto se analiti&ka funkcija f(z) = io)\nz" identifikuje

n=

sa nizom {An} svojih Tejlorovih koeficijenata. Ako je zadatak da

se utvrde neophodni ili dovoljni, ili i neophodni i dovoljni us-

lovi da niz {An}, gdje je {)\r;} dati niz ili niz Tejlorovih koefi-

cijenata neke analitiéke funkcije, ima svojstva da Adamarov proi-

izvod fi: )\nanzn pripada prostoru B, za svaki element f(z):}?anzn

datog ;;gstora A analiticékih funkcija, onda se umjesto tz—rgnina

" Adamarov proizvod koristi ' termin mnoéitelj. )

DEFINICIJA 2.1.1. Za niz kompleksnih brojeva {An} kaZemo

da je mnoZitelj prostora HP u prostoru nizova 29 axo {Anan} A

Za svaku funkciju f(z) = Zanzn en?.
n=0

Skup svih nizova {) } takvih da 0 a} €19 za svaki ele-

ment f(z) = > anz" prostora #P oznadava se sa (5?,19).
n=0 .



32

Prije nego §to navedemo neke teoreme O mnoziteljima (#,
19) i (Bp,zq), primjetimo da se i za sluc¢aj kada HP i Z? prosto-
ri nisu Banahovi, primjenjuje teorema o zatvorenom grafiku.

Konkretno , za 0<p<l , P i 1P su P-prostori. Ako

je {1 } mnoZitelj, onda je inducirani linearni operator.
n

- n
) a z +{)\nan}
n=0

linearni operator iz prostora HP u rostor 19, poka¥imo da je A za-

zatvoreni operator

Pretpostavimo da fke Hp, fk->f €er? i da je
g, = A(fk)—>g€Zq.

Ako je
o (k).n O on.
fk(z) = iizan 2, f(z) = iiéanz ig = {bn}'

Prema teoremi 1.1.16, imamo da je
1—1
(k)
la, ' =a, | sonf If Al s (n=0.2,2,000,

k+o, za svako n = 0,1,2,...

odakle slijedi da an(k)+a

n

(k) C s a .
Kako Anan +bn (k>=), to je i Anan = bn' tj.

AMSF) = g,
pa je A zatvoreni operator, a prema teoremi o zatvorenom grafiku,
A je ogranileni operator.

TEOREMA 2.1.1. Neka je O<pgl. Niz {1 }€ (#P,1%) ako i sa-

mo ako je

(2.1.1) A = O(n P
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DOKAZ. Doka¥imo da je uslov (2.1.1) neophodan. Neka{ln}g

(Hp,Zm). Zatvoreni linearni operator
A:f—+{lnan}
preslikava P u 1. Na osnovu teoreme o zatvorenom grafiku, line-

arni operator A je ogranien, tj.

(2.1.2) szp|knan| = llasll<eliAl -

Uzmimo da Jje

- - P _ - n
g(z) = (1-3) - > bz,

1
gdje je bntn .
Neka je f(z) = g(rz) za fiksiran r<I. Iz (2.1.2) i leme

1.1.1. slijedi da je

1
p.n -1
|An|npr LC (1-r) "

Obrnuto, na osnovu teoreme 1.1.16. i uslova (2.1.1) sli-
jedi da -

0y emP, %),

primjetimo da {1 }€ (8,1%) ako i samo ako-{» }€(#P,C,),
gdje je C, prostor nula-nizova,

POSLEDICA 2.1.1. Bko f(z)e€ P, 0<pgi,
1

a = 0P )
n
je najbolja.
za funkcije klase #° to su pokazali Hardi i Litlvud

a za 0<pgl Daren (P.L Duren) i (G.D. Taylor) [22].

L4
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Ako se u definiciji 2.1.1 #P zamjeni sa B, dobide se mno-

sitelji (BP,19), za koje va¥i sledeéa teorema:
TEOREMA 2.1.2. Za 0O<p<I1 niz {An}fE(Bp,Zm) ako i samo ako
je 7

(2.1.3) X = Oln P),

DOKAZ. Neophodnost uslova (2.1.3) dokazuje se kao i kod

teoreme 2.1.1.
Pokazati da je uslov (2.1.3) dovoljan.

Neka je

flz) = Y a z'eBP
n=0 "

tada je, na osnovu teoreme 1.2.2,
1
a = O(nP )
n

pa je
= 7 €
A a 0(1), tg. {x a} 1.

TEOREMA 2.1.3. Neka je 0<p<l. Niz {A }€ (#%,19)(pgq<=)
ako i samo ako je

v 2
(2.1.4) X aPx |T = om?).

n=1

Za dokaz ove teoreme koristicdemo sledeéu lemu:
LEMA 2.1.1. Neka je bn;O i 0<B<o. Tada je
N o 8
(2.1.5) 3 n'b, = ON")
n=1

ako i samo ako je



35

(2.1.6) S b = on®9). \
n=y "

DOKAZ. PokaZimo da relacija (2.1.6) slijedi iz relacije

(2.1.5). Uvedimo, u tom cilju, oznaku

i k
S = nb,.
n %=1 k

Tada je
ud M_J -Qa =a ‘;CI -a
Z_bn = Z_jsn[n -(n+1) %1 + S M =5, N7 &
n=N n=N

M-1
<Czn8 =1, CMB .
n=N

Kada M-»~, slijedi tvrdjenje (2.1.6).
PokaZimo da relacija (2.1.5) slijedi iz relacije (2.1.6).

Ako uvedemo oznaku

Rn = ;bk’
k=n
imacemo
N a N a a a B
}; n bn = L [n-(n+1) ]Rn-N RN+1\<CIV-.
n=1 n=1

Ssada moZemo preéi na dokaz prethodne teoreme (videti [5 1]):

Dokaz teoreme 2.1.3. PokaZimo neophodnost uslova (2.1.4).
Ako {An}GE(Hp,Zq) tada prema teoremi o zatvorenom grafiku, opera-
tor,

A:f - {ankn}

je ograniden, tj.

1
(2.1.7) zhnanwi = Iacpli<elifll
n=0
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Za

f(z) :Za e i,
7"

Izaberimo f(z)=g(rz), gdje Jje

L 1
g(z) = (1-z) P :%bnzn, b BnP

Lo
N
——

2.1.7) slijedi

N
A 21: nP|a |9sc(1-r)7.

Uslov (2.1.4) dobijamo kada u poslednjoj relaciji stavi-

mo da je » = 1—%;

Primjetimo da je (2.1.4) neophodan uslov i za p31, ili g<p.
pokaZimo da je uslov (2.1.4) dovoljan.
Prema lemi 2.1.1, uslov (2.1.4) je ekvivalentan uslovu

) q(l-lJ
(2.1.8) L |x |9 =0 P,
n
n=y
§to zna&l da red Z:IAnlq konvergira.
n=1

Ne umanjujuéi opStost, pretpostavimo da je An>0 i Z:AZ:J.
n=1
Neka Jje

520 i 8§ =1-{ 2931/Y n=2,3,...
1 n %=1 k

gdje je v=q %— 1).

Primjetimo da Sn+1 kad n-ow=:
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Prema teoremi (1.1.11),

1
'I}J-r)y_lMg(r,f)dr<w (pgg<=)
0

FerP (0<p<1).
PoSto je Ml(r,f)arnlanl

] Sp+l

m>f2(1—r)Y'1M§(r,f)dr = ):f (J-r)Y_JMCJI(r,f)dr >
0 ! s
o Sn+1 o
-7 1 ,
> 2 la, |4 (1-2) " Mdr> -2 la, |%s790(1-5 )"~ (1-5 _, )"}
n=1 P n=1
n
1N .q) . (4,0 74
= Ynzz:lkn,an, (Sn) .

Iz uslova (2.1.8) slijedi
o 1
q.Y _ ¢
(2 <o
k=n

pa je
(5,079 5 (1=-2)79 5 7% 5 0,

Znadi, nizovi {(Sn)nq} su ograni&eni odozdo sa e °9>0, pa

ova ocjena pokazuje da je
Z 12,17, T e,

Sto znaéi da {An} G(Hp,Zq), (rs1).

POSLEDICA 2.1.2. Ako f(z) = Zanzneﬂp, o<p<l, tada je
n=0

Z:np_zla 1P <o,

_ n

n=1
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DOKAZ. Rko u teoremi 2.1.3. stavimo ¢=p i primijenimo da
. 1——2_. p
niz {n" P} €(4F,1P), tada

2
— [+ <] -2
=2 Z:|” panlp ) ;g;np lanlp'

TEOREMA 2.1.4. Niz () ) e(q',1%) ako i samo ako je

(2.1.9) §n2|xn|2 = on?).

n=1

DOKAZ. Neophodnost uslova (2.1.9) pokazuje se kao u teo-
remi 2.1.3.

Pokazimo da je uslov (2.1.9) dovolijan.

Neka f(z)=§:anzn6HJ. Pretpostavimo da f(z), nema nula

0
ulz|<1. Stavimo f=v2, gdje je

v(z) = 2. b zneHZ, pa je 2 |b |2<ao.
n=0 " n=0 "
n
Kako je an:égzbkbn—k’ to je

n
la, <2 2, byb, _,.

Pretpostavimo da je Anaa i bn>0. Koristeéi Kosi-Svarcovu

nejednakost dobijamo

© n n
a, < L v2 3. l-c 3 pPccp,
k=0 “k=[4] k=[%1]

pa je



Poka?imo sada da je Z:Ansn

LU

n=1
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<o,

Parcijalnim sumiranjem dobijamo

N
> \2g =% ¢
iz nn n
LN
gdje je s, = 2;1n A Az

niéen zbog uslova (2.1.9

N-1

v gsnA
n=1

n - xn+1

) 1 Zbk2<
0

Treba pokazati da ije

2 nzlA(n_ZB )|<
n

n=1

Kako je

Afn "B ) = (n+1)
n

to je i

L n
gdje je (n+1

Zna¢i, zaista

- ]

2:n2|A(n_2B )| <
n=1 n

POSLEDICA 2.1.3.

w'

-2
ABn+BnA(

Z()

Takodje je

m.

-2
(n Bn),

- i —2 3 -
x s A sabirak ¥ SnBN je ogra

n—2)
aB + 2 |a(n 2)!,
= n
el 2k+1
2 2 1
br<2 LbiY =

Ako f(z) € HP, 0<p<1, tada
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2

= |a_|
DA
n=1 n

TEOREMA Pelija (Paley's). Ako funkcija f(z):?§: anzn EH

1
[
n=0

tada je za svaki lakunarni niz {nk}

2 la, .
k=1 "k

DOKAZ. Neka je MysMgseest lakunarmi niz prirodnih brojeva

Sto znaci

n
ﬁ+1 5051,
k
i
1, n = n,,
A= k

Ako Jje nk§N<nk+1 '

N k
2 2 2
ﬁé%n |An| = jé%nj Snk{1+é§ e Q2 7=
1

pa je prema tome, {An} €(H ,HZ) £s51;
POSLEDICA 2.1.4. Niz
1 .q
{An} €(H ,17), 2gq<>,

ako i samc ako je ispunjen uslov (2.1.4).
DOKAZ. Zaista, ako niz {An} zadqvoljava uslov (2.1.4) i

a
ako je un:IAnIZ, tada prema uslovu (2.1.9) imamo da je
1 .2
unE(H,Z ),
pa je
~ 2 2
2w, 1%la, | <=,

n=1
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to jest
- 2
é§2|kn|q|an| <
a kako f(Z)EHZ-o a 0, to je
- q q m
Xl e

Uslov (2.1.4) nije dovoljan ako je p=1 i g<2, to se moZe vidjeti

ako posmatramo lakunarni red

nk+1

i n
flz) = 2, a, 2 k, >Q>1
k=1

kod kojeg je 2 |a |2<w, ali ) |a,|? = » zaq<2. Pri tomeniz (A ):
k=1 K 1k "

1, n = Mo

by =
n 0, n#nk,

zadovoljava relaciju (2.1.4) ali ne pripada (Hl,lq), qg<2.
Napomena 2.1.1. Nejednakost

|a,|
x5l

2

n=0
je poznata Hardijeva nejednakost. Iz te nejednakosti se neposre-

. a 1 1 .1
dno vidi da {m}e(ﬁ s17).

TEOREMA 2.1.5. Niz {A }€ (8P,17) ako i samo ako je
v L
(2.1.10) ¥ AP|a | = o(m).
n=1
DOKAZ. Neophodnost uslova (2.1.10) dokazuje se kao u te-
oremi 2.1.3, jer je ’HpCBp, pa “‘n}e (Hp,lz).

poka¥imo da je uslov (2.1.10) dovoljan. Na osnovu teore-

mé 1.2.4. imamo
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I
© © D-=
Zanz”eBP«: Yon Panz"631/2;

n=0 n=1

stoga je dovoljno dokazati teoremu za sludaj p=1/2; tada uslov

(2.1.10) dobija oblik

¥ 2
n |ln| = J(N).

n=1

Na osnovu leme 2.1.1. imamo da je Z I)‘nl‘“’- Zato uzima-
n=1

mo da je A 30 i X, A = 1.
n h__:]n

Neka Jje SZ:O i Sn: )‘k’ n=2,38,4..
7 k=1

Ako feBZ, tada je
1.

m>fM1(r',f)dr
0

n+l

© Sn+1
Ml(r,f)dr>2 Ianlf rtdr =
n=1 3

n

)
n=1

301\01

> n
;Eéxnlanl(sn) .

Na osnovu leme 2.4.1 i uslova (2.1.10) za p:%

1-8 <& td. sT>(1-2)">e" >0,
pa Jje {S:} ogranien odozdo pozitivnom konstantom, §to znaci da
1/2 | +
FeB =nZ_1xn|an|<m.

POSLEDICA 2.2.6. Niz {X } e(BP,19), 0<p<1, 1sq<=, ako i

samo ako je
v 4
(2.1.11) 2 AP |T = o).

n=1

DOKAZ. PoSto je #Pc BP, to {An}e (Hp, 19), pa se neopho-
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dnost uslova (2.1.11) dokazuje kao i kod Hp—prostora.
Dokazati da je uslov (2.1.11) i dovoljan.
Neka {An} zadovoljava (2.1.11) ; pokaZimo da tada

(—-1)(q 1)
(A |0 P e (8P,11).

=
I

Ako je

S

n 4
n ZKplk :d(nq),

onda parcijalnim sumiranjem dobijamo da je:
¥ L
AP lu | = o)
— n
n=1
pa na osnovu -teoreme 2.1.5. niz {un} G{Bp,zz), 8to znali da

(f(z) = 2. anzn EBp)"Z|unan\<co.
0 0

Posto je

to je

o ) -lco (é—l) (q-'l)
§|xn|"|an|.":§|xh|"|an||an|" <§|xn|qn la |19 <=
8to znadi da, zaista niz

{x» Yye(BP, 19).
n
2.2. wmno¥rtenJgr (#®,u8?), (BP,B9)

Poznati rezultati o mnoZiteljima (Hp,Hq) i (Bp,Bq),koje
navodimo u ovom odelijku, daju ideju za proufavanje mnoZitelja

(o?,p9).
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DEFINICIJA 2.2.1. 2a niz kompleksnih brojeva {x } kaZemo

da je mnoZitelj prostora #X u #? ako

Zxazefzq
n=0

za svaku funkciju

f(z) = 2: a, z"e gP.
n=0

TEOREMA 2.2.1. Neka Je 0<p<l i 0<q<1, i neka je v pozi-

. . . . 1 1
tivan cio broj tako da je SFISP<S

Niz kompleksnih brojeva {An} e(Bp,Bq) ako i samo ako funkcija
glz) = X knzn zadovoljava uslov

11

(v) 2 q "’

(2.2.1) M (r,g' ") = 0((1-2)P T ),

DOKAZ. PokaZimo najpre da je uslov (2.2.1) dovoljan. U

tom cilju posmatrajmo funkciju f(z) =2 anzneBp 1 pokaZzimo da
0
funkcija

- - n q
hi(z) = 20, Ananz €B*t.
Kako je

hipz) = Eell.f(peit)g(ze-it)dt, 0<p<1,
diferenciranjem te jednadine po z dobijamo:

oV h(“)(pz)': 5%.[ f(peit)g(”)(ze"it)e'itdt,
odakle je za z = reie,

™ 2
\)iﬂ_ [lh(")lpre’“eldwi { | £oet)lg ) (pet (0-t) | dede.
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pa je
1 1

—_——=y

v))¢ct1-2)P 4 Mo (o, f)

p“M1(pr,h(“))le(p,f)-Ml(r,g

Za p=r odatle imamo

2w of 0 )sc1-n)P 4wty 5).
Kako je
1 1 1 1 1
. (v 1y3 2 X 574
fMl( ') (1-p)° dr\<C’f(1—r) M (r,f)(I-r) dr
0 0
1
1 1
cf(z o7 “uyle, i = clifll oo zat =L a s,
0
(v) 1 _ 1 .
to znaci, h za 5 - E+v, pa je na osnovu teoreme 1.2.4.
nepl™¥® | +j. nesd.

PokaZimo sada da je uslov (2.2.1) neophodan. Neka {i }

€ (Hp,Bq). Tada je na osnovu teoreme o zatvorenom grafiku, ope-

rator
> n = n
A %: az - % A, 2

!z o n
f(z) = v = a z
(1_2)1+v n=v "
gdje Jje
nl!
@y (n=v)!

U ovom sluaju je

- n _ V. v
(3.2.2) hiz) = ’Z; Ananz =z g (z).



Neka je fr(z):f(rz) i hr(z)zh(rz) ; tada je

I, g = IACElSC ] -

Drugim rijeCima
: 1.3 l—v—l
(1-0)7 My (or,h)do<CM (. f) = o((1-0)? ),
‘0
jer je na osnovu leme 1.1.3.
1 2m 1
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Iz p E 1 de l_9 —
M(rf)'{—f . lde}s{——f o=
’ | 2n (l_r)(1+v7p

0

1 p 1
= 0( — )5 = 0¢( -T).
(l—r)(1+V)p ! (1- r)1+v

Na posletku

Ly 1g
.f(l p)q M (pr,h)dp<-[(1 -p)9 M (pr,h)dp = 0(‘——1”————

v+l- 1)

(1-r)
to jest
. 1—2 ==v-1
1( Jh) f(1-0)9 dp = ﬂ((l r)P ),

r

a odatle i iz (2.2.2) sledi tvrdjenje teoreme 2.2.1 (v. [18]).

POSLEDICA 2.2.1. Niz {1} e (BP,BP) ako i samo ako je

(2.2.1') M (r,g') = 0((1-r)" 7).

. .1 1
TEOREMA 2.2.2. Neka je 0O<p<l<qs> 1 ;:7<p<;,Y:l,2,3,...

Niz {An} G(Hp,Hq) ako i samo ako funkcija

glz) = 2.x 2"
0 n

zadovoljava uslov

.;".—\)—2

(51~ pre1-m)P ).

(2.2.3) M _(r,g
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U dokazu teoreme 2.2.2 koristi se slededa lema koju su
dokgzali P.L. Duren i G.H. Shields [20]:
LEMA 2.2.1. 2ko je f(z) funkcija analiti®ka u krugu |z]<

<1 i ako je
1
.f(l—r)an(r,f')dr<w, a>0, 1gqgw,
0
£ada je
1
f,(z—r) a—qu(r,f)dr«o.
0

Dokaz teoreme 2.2.2. Neophodnost uslova (2.2.3) dokazuje
se kao i1 kod teoreme 2.2.1.

DokaZimo da je uslov (2.2.3) dovoljan, tj. da

5 n_.q
hiz) -;:,Ananz e H?.

Neka niz {An} zadovoljava uslov (2.2.3) za datu funkciju
flz) =2 a 2" eBP
0 n
Diferenciranjem % (pz) dobijamo

2w
pv+1 Ih(v+1) (pz) lsgz;f |f(pe7't) | Ig(v+1) (ze_tt) |dt.
0

PoSto je g>1, na osnovu poznate Jansenove nejednakosti [10] do-
bija se
oY (20, kT (o, 20 (0, g1 )

1
Zoy-2
< C(1-r)P M (0,f).

Stavimo p=r i iskoristimo pretpostavku da fesBp tj.
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1 1
-=2
J‘(l—r)p MJ(P,f)<“§
0

dobicemo

1 1 1,
J.(J-r)vM (r,h(v+1))dr<.f(1-r)p Ml(r,f)<m.
0 1 0
Sukcesivnom primjenom prethodne leme zakljuujemo da je
1
.qu(r,h’)dr<m, pa je Mq(r,h)<w,
;-
to jest, zaista h(z) e #Y.

00

TEOREMA 2. 2. 3. (Hg,Hg) =1
Prije nego dokaZemo ovu teoremu, uodimo slededu osobinu
prostora HY: °

Kako funkcija
Fflz) =Y a z"epn?
n
0
ako i samo ako
> la |2" e y®
0 n
to i niz kompleksnih brojeva {An} e(Hp,HZ) ako i samo ako
I Ite (5P, 5%).

Dokaz teoreme 2.2.3 (v. [ 5§]). Ako je {An} G(Hp,Hg) tada

na osnovu teoreme o zatvorenom grafiku operator

2 n e n
A }ga 2" %:Ananz

je ogranicen, tj.

oo

2
a7 = ezl p
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pa je
(#P,5%) c1”.
78 o= . . 2 2 @
a p=2 slijedi (H",H")CLl .

Neka je {An}ezlm; tada za funkciju

f(z) =Y a anHZ
. g "

vazi
- 2
%:Ianl <

pa Jje
o 2 < 2 2 - 2
Zlknanl =2 Iknl la, | sCZIanl <,
0 0 _ 0

Znadi

© 2 )
1 cw?,w?), ti. n®,5%) = 1”7
Napomena 2.2.1. S obzirom na identifikovanje prostora

H? sa prostorom nizova 12, teoremu 2.2.3 mozemo formulisati i u

obliku: (22,1%) = 1~

Slededa posledica profiruje prethodnu teoremu za 2<p<«:

POSLEDICA 2.2.2. Za 2<pg> vaii

[}

(#®,5%) = 1%,

to jest

(#P,1%) = =,

TEOREMA 2.2.4. Ako Jje 0<pg2¢q<=, a=§-é i An=0(n-a) tada
niz

0,y (88,0
pri tome tvrdjenje va%i i ako je 0O<pgl a g=~ a ne vaZi ako je
I<p<2 a gq==. Broj a Jje najbolji moguéi, a za svako a<a postoji -

niz {A_}, A = C(n %), koji ne pripada (H?Hq).



DOKAZ. Neka je najpre 0O<psl 1 2gq<~. Za funkciju f(z)

1

(o] ==1
=), a " i vari da je a = o(nf ).

7o n
Kako Je

! o ' '-p 1 1 _
lknanlq <cn®? Ianlplanlq vt ;'_ 1,

pa je 1

[ <] ’ @«
~ -2
2na [T sc XaP % a |
0 0
Na osnovu teoreme 1.1.14. slijedi da je
had r ql
2l a |9 <ws(ra )el?,
0 nn nn
pa na osnovu teoreme 1.1.13. zakljucujemo da

ZA a z”eb’q.
g nn
Razmotrimo sada sludaj kada je 1<pg2=q, tj. kada je
1 1

A= ﬁ(nz P).
n
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Na osnovu poznate Holderove (HOlder) nejednakosti i teo-

reme 1.1.13 i 1.1.14., slijedi

2
© @ 1__.
2 p . .
%; |A,a, | sc %371 la, | la, <
© 1 o 1z
p=2 1297 p'ypt,. 1,1 _
A n a A a Wew; — + = = 1.
Lo a, PP CE a, | 5t 2

Prema tome zaista niz {Aﬁ} e(Hp,Hz).

Na kra;u, pretpostavimo da je 1<pg2<q<=. Za dato xnrfhf

neka je pn:n5 qxn. Kao 3to smo vel pokazali

1.1 1.1

tu} = (n2 9} = (n? Pye(uP,u?).
" "

a)’
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Da bismo nase tvrdjenje dokazali dovoljno je da doka¥emo da

11

n? %y e (n?

NAS

U tom cilju koristidemo rezultate do kojih su do$li Har-

di i Litlvud [281]:

. . 1 1
Ako je 0O<p<g<=, a==—-= 1
) PRq=r 97573
(2.2.4) » = —"L -, 7% 0%
* n  T(n+l+a)

tada

{» Ye(uP,59).
n

Iz uslova (2.2.4), primijenjenog na slu¢aj kojl razmatra-

mo, slijedi: .

1.1
’
(2.2.5) nd 2 L v,
3
P(n+§——)
1 3

gdje je v, = g(n? ).

ako X a z"eci’, tada {a }el”,
1
pa Jje
1 3 '
© ' © (———)q
2
2 Ival|?«crnd
1 nonl T

<w; 1<q'x<2.

Stoga {vn}WE(HZ,Hq), pa na osnovu relacija (2.2.4) 1 (2.2.5)

11

(2 2ye?, ).

Prema tome
1 1

tu ) c(uP,5%) 1 n9 %y < (u?,59)

pa. i



11 11 11

twn? 2y = (2 Dan? ¥y = 0y e?BY
/) n n

Tvrdjenje ne vazi ako je I<p<q=~.

Zaista, neka Jje
1

f(z) = (1-2) p':zx 2",
1 0 "
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ovdje je Anza(n P), te ako bismo imali da je {An} E(Hp,Hm) onda

bi na osnovu Kavenijevog (Caveny, v. 13 ) rezultata [(Hp,Hm)]:

14 1 1 ’
=#P 5*5,11 1<p<e; bilo ferP ¥to nije sludaj.

Na primer, neka je 0O<a<b<a. Tada funkcija

Medjutim mnoZenjem sa odgovarajuéim nizom {An},lnth;a

dobija se funkcija

lpia o
(1-z) 9 ¢ B, gge.

Otuda zakljudujemo da je o najbolji moguéi izloZilac.

2.3. MNOZITELJI DP PROSTORA

)s

1. U odeljku 1.3. je dokazano da jelfQ:Dp ako je 0<pg2,

i da je DPc BP ako je 2¢p<». Takodje se zna da je pP\BP # ¢
BP\DP =8, o0<p<l.

Lako se mo%e pokazati da Jje P pravi dio prostora AP
svako O<p<«. Dakle, pP se ne svodi na poznate prostore. Stoga

prirodno postavlja pitanje utvrdjivanja svojstava prostora i

njihova uporedjivanja sa odgovarajuéim svojstvima prostora #P,

i 4P,

i
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1.U ovom odeljku razmatra se Problem mnoZitelja prostora
P i utvrdjuju i dokazuju orginalni rezultati (teoreme 2.3.1 i
2.3.10). Uporedjujuéi ove nove rezultate sa poznatim rezultatima
O mnoziteljima prostora #P i Bp, lako se zakljuduje da &itav niz
otvorenih pitanja o mnoziteljima prostora pP ostaje otveoren.

ﬁnoiitelji prostora DP se definiSu kao i mnoZ¥itelji pro-

stora #¥ i BP. Treba samo u definiciji zamijeniti #P, odnosno P

p
sa pt. ] 1.1
TEOREMA 2.3.1. Ako je An:J(ng Py, O<pg=, tada
O, e 0P, 1%).
DOKAZ. Neka je f(z)zz anznez}p, O<pg<». Na osnovu posle-
. n=0
dice 1.3.5. za Tejlorove koeficijente a, vazi sledefa ocjena:

1.1
a, = o (nP 2), 0<pge=.

Prema tome je, s obzirom na pretpostavku
Anan =0(0(1), tg. {Anan}el ’
za svaku funkciju f(z)EEDp, O<pge.

TEOREMA 2.3.2. Ako niz {\ }e (0P,1%), o0<pge,

tada je

1 1

A, =0(n P).

DOKAZ. PoSto Je, kao 8to je ranije pokazano (posledica
1.3.1, teorema 1.3.1), #PcpP za O<pg2, to je i

(0P,1%)c (P, 1%).
Dakle, ako niz

{x Ye(DP,1%)
n
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tada i

( yedP, 17,
n
pa je zaista 1
1.-_.
N s oin P, 1<pse.
2. MnoZitelje (Dl,lq), 1gq<», prvi Jje razmatrao M.

Jevtié , koji je s tim u vezi dokazao dve teoreme, naime, da

N
Xanknl = 0(/n),

O ye(pt, 1) ako je
n —
n=1

odnosno

1 ¥ /2
{kn} € (D ,Zq), 1gq<=, ako je z:nq|xn|q = o(n%%).
n=1 .

3. Naredne teoreme odnose se na mnoZitelje pP u prostoru

09, D i 9, kao i na mnoZitelje prostora P u prostore D2 i D.

N
TEOREMA 2.3.3. Bko je 3 n|x |= g(V/N) , tada
n=1

1,1
{r ye(p",17).

N
DOKAZ. Uslovu 2:11|kn|:07/ﬁ) ekvivalentan je uslov
n=1

>

|
3 2 :”(71\7)-
n=N

3

Ne umanjujuéi op$tost, pretpostavimo da je

1,

2. = 15
n=1 vn
n—1|xk|
Parcijalne sume tog reda su: 5,50, § =3 ——, n=2,3,..-
" k=1 vk

Uocimo da je Sn+1;Sn, da je po pretpostavci, lim Sn = 1.
n->o

©

ako funkcija f(z)= ananEDl, tada je

n=1
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1 oo 2 i o Sn-)‘l o _1_
°°>f(II}:n|an| rzn)zdr: Y, (HZk[aklgr‘gk}gdr >
0 n=1 : n=1 k=1
n

i I,

© Sn+1
>Czl/ﬁlan|f rndraczu/ﬁlanl(sn)"
n=
5
n

n=1 n

«©
=cy la,| Ix 15, )™
n=1

Posto je 1—Sn$%, k>0, to je i

(s )" (1 - X,
n n
to jest
time1 - )7 = o"Ksg,
N> - n

pa je niz {Snn} ograniden odozdo pozitivnom konstantom . odakle
slijedi da je

T 1, la, <=
q

N a4
TEOREMA 2.3.4. RAko je 3 nql)\nlq = ow?), 1gq<=,
n=1 ‘
tada
(r el 19).
n
DOKAZ. Neka je
1
<(q-1)
2
L I)‘ lqn s
tada je
N N %+%
Yonlu | = Xon | A |q = g(/n).
n n
n=1 n=1

Na osnovu teoreme 2.3.3,

1 .1
{un} e(p,17).
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Prema tome, za syaku funkciju f(z) = 2: a z espl vaZi relacija
n=1

Z 2,1 a, | = Z e [le, |9 <CZ“ q (1——)(q—1)| |

n=1 n

1

°° ¢ 204 1) @
=0 X 1% g, = 0% Inlla, <

n=1I1
1

pakle, zaista niz {A } e(pl,1
TEOREMA 2.3.5. RAko je 2g<pg=, tada je

(0P, p%) = 1°.

DOKAZ. PoSto je (HZ,HZ) = 1" (teorema 2.2.3), to je i
1" = (8%,8%) = (0°%,0%) C (0P, 0%), p3a.
Na osnovu teoreme o zatvorenom grafiku je
(oP,p%)C 1%,
pPa je
1 = (0%,0%) Cc (0P, p%) C1”
to jest zaista

p 2, _ = .
(D,D") = 1, 2gpge~. 1,1

TEOREMA 2.3.6. Bko je ) =0(n P 2), gdje je 0<p<1, tada

p ,2
{x, }€H",0%).

DOKAZ. Neka je f(z) :Eanzne&’p, o<p<l.

1
Kako je
. s b ap & -§+1 (2-1)c2-p)
Zlknan =‘1,:|An| la,1P]a,| \<c§n n P |a, |P=

=C an_zlanlp,
y)

a na osnovu Hardi-Litlvudove teoreme (teorema 1.1.14) je, za f(z)

Py
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€ Hp, 0<pg2,

Y P78 |Pes,
1 n

to znaCi da je

=]

2
Yl a | %<,

1 nn

pa, prema tome, i funkcija

Z)\ a anDg,
7 nn

8to znadi da zaista

{An} € (Hp,DZ), 0<p<1.

TEOREMA 2.3.7. Neka je 0<p<2. 2ko je A =0(n" %), a>217-, tada

{r ye (0P, 0%).
n
= n P . . .
DOKAZ. Neka f(z) = E a, z € p¥. Kako je Tejlorov koefi-
1

11
‘o _ p 2 s
cijent an—ﬂ(n ), to je i

2
® ® © =2a+-=1
Z{Aa{gscz:nza-n p =cyn p
7 " 1 1

Poslednji red konvergira za
2a + 1 - 251,
p -

§to znaci da za a>é funkcija > Ananzne Dz, to jest da
1

{r_ 1€ (0P,0%), o<p<e.
" 1

TEOREMA 2.3.8. Neka je 0O<pgl. Ako je An=ﬂ(n P), tada
p
{An} € (HY,D).

DOKAZ. Neka f(z)= Zanzneap. Red
0 .
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(o]

anxnanlz , konvergira jer je

1
2 1
® @ w =2 (2-1)(2-p)
2 2 2= p _
Euig,l? =X, o, [ Pla, Po Zmn PP e, P -

(¢ ]
-2
DI Ianlp,
1

pa na osnovu Hardi-Litlvudove teoreme (teorema 1.1.14) za prosto-
re #Y zakljulujemo da je

2
l <O

[+d]
gglnlxnan
[o0]

i da,prema tome, funkcijaZAnanzneD, gto znaci da
1

e (#%,D), 0<p<I.

w®
Prema tome funkcija Z Ananzn € D.
1

TEOREMA 2.3.9. Niz {1 } e(rl,p) ako i samo ako je
v

(2.3.1) Y, n3|;\n|2 = o).
n=1 ‘

DOKAZ. Doka%imo najpre da je uslov (2.3.1) neophodan.Ako
{An} G(HJ,D), tada za svaku funkciju f(z) € HI vazi

oo

2 [e+)
?nlxnan| <o ZJ: |/ﬁxn|1"|a?lr’<w

i odatle sledi da Jje

{/an} E(HZ,Hz).
Na osnovu teoreme 2.1.4. imamo da Jje
o~ 2
S nlimia D2 = on®),
N n
1
%to znadi da je

T
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N
Z:n3|An12 = ow?).
n=1l

Jednostavno se dokazuje i da je uslov (2.3.1) dovoljan.

TEOREMA 2.3.10. Niz {An} e(DZ,D) ako i samo ako je
1

(2.5.2) A= d(n %),
DOKAZ. DokaZimo najpre da je uslov (2.3.2) neophodan.Ne-

ka {} } €(D°,D). Tada Je

[

2 nlay¥13,] %<
za svaku funkciju f(z) = é\:‘_,anzneDz.
Red
nla, 2,17 = £ (A, 17 e, 2en

&to znac¢i da

{/ﬁxn}e(nz,nz) = 1%

Prema tome, niz {/ﬁAn} je ograni&en, to jest

yna = 0(1),
n
ili _1
A o= O(n ).
n

Obrnuto, da je uslov (2.3.2) dovoljan neposredno se doka-

zuje.

TEOREMA 2.3.9. Rko je An=0(n-a}. a>g, tada

1
{An} €(D,D).
DOKAZ. Za funkciju f(z) = E _anzne DI,
1

1
a = J(nz),
n .«

pa je i

-
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o]

> 2 2
%;nl)\nanl = nIAnI |a

1

2
|7 <

ccXnn %, = oY n¥ e,
n
1 1
‘s . ‘ . 3
pPoslednji red konvergira za =-2+2a0>1, to jest >3, Sto zna-
¢i da zaista

(i re?l,n).
n

TEOREMA 2.3.12. Neka je O<p<l, 2<q<=. Rko je A = O(n %),
as£:2(1-1+1), tada
2 qp
{» Y e(pP,g9).
n

DOKAZ. Neka f(z) = ). anz”e pP. Tada je
n=0

v X —mn ! r_
> 130,19 c 37 |a |Pla |97P

P _ .5 . D2 p
|an| - an::z”" Ianl 3

pPa je na osnovu Hardi-Litlvudove teoreme (teorema 1.1.14) za #P

prostore
[

o« q .
z_:l)\nanl <
n=1
tako da sada moZemo na osnovu teoreme 1.1.13 zakljuliti da fun-
kcija

n q
n§1)\nanz € H*,

:1,

Qe

Sto znafi da zaista,

{An} E(Dp,Hq), O<p<l, 2<q<=.



IIT GLAVA

NEKA NOVA SVOJSTVA PROSTORA AP

Za razliku od prostora P i BP, problemi odredjivanja pro-
stora A9 kome pripada funkcija f(z) ako njen izvod pripada prosto-
ru AP, 0<p<1, i obrnut problem odredjivanja prostora 49 xome pri-
pada izvod f'(z) ako f(z) pripada prostoru AP, nijesu rijegeni.

Neki djelimidni rezultati objavljeni su 1977. godine ura-
du [31] Hirodi Vatanabe (Hiroshi Watanabe). Médjutim, potpuno rje-
Senje do sada jo$ nije dato.

proudavajuéi ovaj problem, doSao sam do izvesnih rezulta-
ta, koji su obuhvadeni u ovoj glavi. U prvom odjeljku 3.1l. ovog
rada dokazao sam da se ocjene koje je u radu [31] dobio Hiro3iVa-
tanabe mogu poboljSati.

U odeljku 3.2. navedene su neke ocjene Tejlorovih koefi-
cijenata elemenata prostora AP i u ovom sludaju, za razliku od pro-
stora #P i BP, dobijene su samo neke ocjene za koje nije utvrdje-
no da 1li su najbolje.

Dobio sam i neke ocjene Tejlorovih koeficijenata koje su

bolje od poznatih i izloZio ih u istom odjeljku.
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3.1. IZVODI I INTEGRALI PROSTORA AP

Najprije navedimo poznatu Hardi-Litlvudovu teoremu

koju ¢emo u daljem koristiti:

TEOREMA 3.1.1. Neka je f(z) analiticka funkcija u kruqu

|z <1 i neka je:

A
(3.1.1) u(r,8) = sup|flpe”")].
 pgr
Tada za O<p<e~ vazi nejednakost:
amn _l
(3.1.2) (lf up(r,f)de)pstMp(r,f).

2
0

(Ovo je tzv. "Max-teorema").

Problem odredjivanja prostora 49 kome pripada izvod f'(z)
ako f(z)e€ AP, 0<p<l, moZe se posmatrati op3tije:
Odrediti prostor 49 kome pripada f(n)(z) ako f(z)eAAp.

I obrnuti problem se moZe posmatrati opstije, pri &emu se

za parcijalni integral k-tog reda uvodi oznaka f(k)(z):

2
NOE ff‘(k_l)(r,)dc, k= 1,2,...
g

U vezi s tim koristifemo sledeéu teoremu (v. [311):
TEOREMA 3.1.2. Neka je k = 1,2,...; tada za funkciju f(z)

analiti€ku u krugu |z|<I va%e nejednakosti:
1 1
(3.1.3) “[Mq(r f )Jdr < C (l-r)quq(r fldr, 0<q<1
g 2T ()< Cq x q'rs¥7ars O<asis
0

1 1
q _,1kq—q+1,q w
(3.1.4) Mq(r,f(k))dr <Cq,k~/}1 r) Mq(r,f)dr, 1gq<e=.
0



63

2. Sada demo dokazati teoremu koja predstavlja u izvesnom
smislu op&tiji rezultat nego Lema 5, H. Vatanabe, formulisana u

pomenutom radu [31]:
TEOREMA 3.1.3. Bko f(z)€ AP 1 0<pgq<», tada za realno

vaZe nejednakosti:
1

P 1 1
M (r, f)dr, oz22(—=-=), 0<qsl
CI.[P & erelp Tyt TS

3

1
(3.1.5) f(l-r)aqu(r,f)dr <C,
0

i
1

fMg (r,f)dr,
0

1
(3.1.6) f(z—r)“q'q”Mq(r,f)dr <C
: q Psq

1 11
> (1-=) + 2(=-=), 1gqg<=.
* q p q a

DOKAZ. Doka%imo najprije nejednakost (3.1.5). Na osnovuna-

%e teoreme 1.4.3. imamo da je:

1 1 2w
f(l—r)aqu(r,f)dr = f(l-r)aq(-gl;f If(reie)lq-_plf(reie) |Pde)drs
0 0 0
1 _2 1 _2(q-p)
sfv(l—r)aqu;(r,f){Cp(l—r) Pya47Pgp = Cg—pf(l—r) p Ml;(r,f)drz
0 0
1 _2(q-p)

aq
= Cp,qf(l-r) p Mg(r,f)dr,

a kada je

oq - _Z_(q_l;_p.) >0, tJ. a22(==-=),

dobijamo da je

1
ag-—at
Cp’qb[(l—r) p Ml;(r,f)dr sC’p,qug(r,f)dr,
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Sto dokazuje gornju nejednakost (3.1.5).

Nejednakost (3.1.6) takodje dobijamo koristedéi nadu teo-

remu 1.4.3. naime:

1 4
f(l—r)aq_q”Mz(r,f)dr < f(z—p)“q’q”Mg(p,f){cp(z—r) Pya7Pgap =
0

0
) 1 aq_q+1_2(q-p)
= cg pf(l-r) p Mg(r,f)dr,

0

pa za

0q - q +1- ?-ﬂp:&);o, £, a;(z-i-) ¥ z%-é)

zakljuCujemo da je
1 1

f(l—r)aq-q+1Mg(r,f)dr < C;,qug(r,f)dr,

0 0
to jest da vaZi i nejednakost (3.1.6).

Napomenimo da je H. Vatanabe svoju odgovarajufu lemu for-
mulisao raS¢lanjenu na sludajeve: a) O<p<q<l; b) 0O<pglgg<e; c) 1g
$p<q<», pa je za svaki sluaj na poseban na®in dokazivao. Medjutim,
ja sam teoremu formulisao i dokazao u kompaktnom obliku, tj. =za
O<pgg<=.

3. Nasa teorema 1.4.3. koja va%i za 4P prostore, utice i
na ocjenu koju je H. Vatanabe dobio u svojoj teoremi 3 [31], tj.
pobolj8ava Vatanabin rezultat. Tu ocjenu utvrdjujemo slededom no-
vom teoremom, koja je analogna pomenutoj Vatanabinoj teoremi i
glasi:

TEOREMA 3.1.4. Neka je funkcija f(z) analitika u krugu

|z| <1. Za 0O<p<g<» va%i nejednakost
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1
P
p,q,kofMp(r,f)dr,

1
q
(3.1.7) qu(r,f(k)dr <C
0

to jest
f(z)EAp povlagi da f(k)(z)EAq

ako je:

1 1, .
1) k>,2(?—-a) i O<p<q<ls

1 1_1
2) kx(1-=) + 2(=-=), 1sq<=.
) q » q° q

DOKAZ. Poito je, prema relaciji (3.1.3)
1 1
q —ka,a
qu(r’f(k))dr<Cq,kf(1 r) Mq(r,f)dr, 0<qg1,
0 0
a na osnovu (3.1.5) je
1 1

-1 %494 P i
b[(l r) Mq(r,f)dr<Cp,qJMp(r,f)dr,
0

gdje je a>2(z—1)—é), 0<gq<1, to je

1 1

q p :
‘qu(r,f(k))dr <Cp,q,kap(r,f)dr i
0 0

k;Z(é"é) i 0<p<g<1.

Takodje, na osnovu relacije (3.1.4) u teoremi 3.1.2 i relacije

(3.1.6) u teoremi 3.1.3 slijedi da je
1
q 14
qu(r,f(k))drs Cp,q’kap(r,f)dr za
0 0
1_
p

Refenje inverznog problema daje slede€a vatanabina teore-

1 , 1
k)(l-—a) + 2( E), 1gg<e.

ma 4 [31]):
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TEOREMA 3.1.5. Neka je 0<p<gq<=. Rko f(z)e A%, tada za

1) k<

s 1<qe=,

2) k< s 0<q<1,

TSira S e
Qoo Qfa

vazi nejednakost
1

1 1 1
b (k)] fq )q
(3.1.8)(3[Mp(r,f' dr)\<cp,q,k(0 Mq(r,f)dzf

2

ili, drugim rije¢ima, tada

(k)(

flz)c A= 1% (z)c 4P,

3.2. KOEFICIJENTI ELEMENATA PROSTORA AP

prostor AP za I<p<= je Banahov, a za 0<p<l je F-prostor.
Dakle, teorema o zatvorenom grafiku se moZe pgimijeniti. Medjutim,
i pored toga malo je mnoZitelja prostora AP dosadq prouleno i uo-
pSte, poznato je malo ocjena Tejlorovih koeficijenata elemenata

prostora Ap.

U ovom odjeljku dokazao sam neke nove nejednakosti koje
vaze za Tejlorove koeficijente elemenata prostora AP, Koristeéi i-

ste lako se pokazuje da

1 3 E(Ap,ZZ) ako je 0<pg1,
(n+1)P
i
! e(Ap,ZZ) ako je 1Igpg?l.
2_1
(n+1)P 2

s 3
TEOREMA 3.2.1. Rko funkcija f(z) = Y anzn pripada pro-
n=0

storu Ap, tada vaZe nejednakosti:
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1

e la,l
(3.2.1) 2. i <C fMp(r,f)dr, 0<pgl,

71:0(n+1)2/p pO P =
i

= la,l® -
(3.2.2) ) —-———-—2—“<C fM (r,f)dr, 1gpg2.

n=0 ==-1 ) P

(n+1)P

DOKAZ. DokaZimo najpre nejednakost (3.2.1). Ako u relaci-

ji (3.1.5) (teorema 3.1.3) stavimo ¢g=1 i a=2(l—1) - 1), tada imamo
! 2(%-—1) ] .
f(l—r) Ml(r,f)drs Cprp(r,f)dr.
0 0

Posto je

|a | < M (rsf),

to je i
1
N 2(i-1)
(1-r) P Ml(r,f)drz
1
n+l

—

n=0

1
Cprp(r fldrz 2,
0

[N

1
o 2(3-1)

1,p 11
> 2 (552’ My(1-5:355F) (370 (nee) 2

® 1 n *® lanl
an-:o 7, (1- n+1 |an| 2 CPEO————-E s
(n+2)P  (n+1) (n+1)P

%ime je nejednakost (3.2.1) dokazana.
Doka¥imo sada nejednakost (3.2.2). Ako u nejednakosti(3.1,6)

(teorema 3.1.3) stavimo da je q=2 1 a-g-%, onda imamo:

1 1 4,

fMg(r,f)dr >,f(1—r)p (Z la | 202" ) ap =
0 0

n=0
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© |a g

2_,4
a B(—1, 2n+1) = C
OI nl p pﬁéé é
np

(o]
3

ol
n -1

I time je nejednakost (3:2.2) dokazana.

Napomenimo da je ova teorema analogna Vatanabinoj teoremi
5 u pomenutom radu [31], ali dok je prvi deo naSe teoreme isti kao
u Vatanabinoj, drugi deo predstavlja poboljSanje Vatanabinog re-

zultata.

Interpretirajuéi rezultate (3.2.1) i (3.2.2) u terminima
Adamarovih proizvoda, tj. mnoZitelija Ap~prostora u prostore nizo-
va, dobijamo sledefe dvije posledice:

POSLEDICA 3.2.1. AkO je 0O<pg<l, tada niz

1

(3.2.1") esP, 1),

2
(n+1)P

POSLEDICA 2.2. Ako je 1gp<2, tada niz

(3.2.2")
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