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UVOD 

1. U teoriji funkcija kompleksne promjenljive razlikuju 

se dvije vrste problema: takozvani grani6ni i unutragnji prob-

lemi. Grani6ni problemi odnose se na utvrdjivanje raznih svoj-

stava pojedinih analitiftih funkcija, ill klasa analitiftih 

funkcija na skupovima ta6aka koje pripadaju granici odgovaraju-

6e oblasti definisanosti ovih funkcija. Unutragnji problemi od-

nose se na utvrdjivanje svojstava ovih funkcija na skupovima 

ta6aka koje pripadaju njihovo:j oblasti definisanosti. Posled-

njih pedeset godina su, pored ostalog, posebno prou6avane tzv. 

klase funkcija 0,0<p403,N,BP,0<p<1,DP,0<p403,A P,0<p<co, aja su 

mnoga svojstva tretirana u ovom radu. 

Koristea se metodama funkcionalne analize, u toku pos-

lednjih trideset godina ove klase funkcija posmatraju se i kao 

odgovarajua prostori analitiftih funkcija. Vidan doprinos izu-

6avanju ovih prostora dali su: G.H.Hardy, I.E.Littlewood, P.L. 

Duren, B.W.Romberg, A.L.Shilds, I.I.Privalov i dr. Istaknuto 

mjesto, u teoriji prostora analitiftih funkcija ima problem u-

tvrdjivanja nekih svojstava Adamarovog (J.Hadamard) proizvoda 
OD 

(feg)(g) = Ea b z n 

n=0 
n n  

ako su poznata neka svojstva njegovih komponenata - analitiftih 

funkcija 

/2 azn  i g(z) = 	b gn , n n=0 	 n=0 n 

kao i njemu obrnut problem: ako su poznata svojstva Adamorovog 

proizvoda fog i jedne komponente, gta se moEe utvrditi za dru-- 

gu komponentu[15],[39],[34). 
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U krugu tih problems 6esto se ispituju i utvrdjuju neop-

hodni i dovoljni uslovi koje treba da ispunjava komponenta f da 

bi Adamorov proizvod fog pripadao datom prostoru analitiokih 

funkcija za svaki element g nekog datog prostora analitiaih 

funkcija. Najjednostavniji je slu6aj kada se neophodni i dovolj-

ni uslovi koje treba da zadovolji funkcija f svode na pripadnost 

ove funkcije nekom prostoru analitidkih funkcija 6to nije uvijek 

mogudno. Naj6eg6e se neophodan i dovoljan uslov izraZava u ter- 

minima Tejlorovih koeficijenata; stoga se isto analiti6ka funk-
. 

cija f(z) = /2 a n zn  identifikuje sa nizom {a n } svojih Tejlorovih 
n=0 

koeficijenata. Tada se postavlja slede6i problem: okarakterisati 

nizove {an } 
 tako da Adamarov proizvod 

(f og)(z) = 2] abn
zn 

n=0 
n  

pripada datom prostoru B analiti6kih funkcija, odnosno prostoru 

nizova (ako se Adamarov proizvod E a b zn identifikuje sa ni- n=0  n n 

zom {anbn } svojih Tejlorovih koeficijenata), za svaku analiti6ku 

funkciju g(z) = Ebn z n  ili svaki niz {b n }) datog prostora A. 
n=0 

Niz {an } 
 sa tim svojstvom je mnoEitelj prostora A u pro- 

stor B. Skup svih takvih mnoZitelja ozna6ava se (A,B). Tada se 

problem sastoji u tome da se okarakterige (A,B). 

2. U ovom radu tretiram, koristedi metodu mnoZitelja, 

Adamarove proizvode prostora HP,BP,DP  i AP, tj. mnoZitelje ovih 

prostora; moji rezultati odnose se na mnolenje u DP i AP pros-

torima. 

Rad se sastoji od tri glave. 

U prvoj glavi se navode poznati rezultati koji se odno-

se na pojedina svojstva elemenata prostora iii prostora HP,BP, 

CO 

CO 
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DP i Ap  i koji se koriste u II i III glavi. Takodje se dokazuje 

jedna nova teorema (teorema 1.4.3) koja daje poboljgar4u ocjenu 

za M.(r,f). 

Problematici mnogitelja je posve6ena druga glava ove 

disertacije. Odeljak 2.3. sadrgi nove rezultate za mnogitelje 

DP  prostora (teoreme 2.3.1. - 2.3.12). Utvrdjeni su neophodni i 

dovoljni uslovi da niz {an}  pripada: a) (DP,D2 ), 2<p4c0 (teorema 

2.3.5); b) (11 1 ,D) (teorema 2.3.9); c) (D 2 ,D) (teorema 2.3.10). U 

ostalim teoremama pomenutog odeljka utvrdjuju se dovoljni uslo-

vi za posmatrane mnogitelje. 

U tre6oj glavi razmatra se najprije (u odeljku 3.1) 

problem odredjivanja prostora AP kojima pripada izvod f'(z) ako 

analitifta funkcija pripada prostoru Aq, i njemu obrnut prob-

lem. Ovaj odeljak sadrgi jedno originalno poogtrenje koje je u 

Bergmanovim prostorima ranije dobio japanski matemati6ar Hiro-

ehi Watanabe[31]; odnosnu teoremu 3.1.3 dokazao sam koristedi 

svoj raniji rezultat (teorema"1.4.3), na osnovu kojeg sam ta-

kodje dokazao jog jednu novu teoremu (teorema 3.1.4), koja tvr-

di da, ako f(z) e AP, 0<p<co, tada f (k)  (z) E Aq  za 

1. k>2(
P  q
-) i 0<p4q<1 

/ / 2. k /(1-1) 	2(—
P
--
q
), 14q< co 

Dobijeni rezultati su bolji od poznatih. 

U odeljku 3.2 dokazao sam da se neke poznate ocjene 

Tejlorovih koeficijenata prostora AP mogu poboljgati (teorema 

3.2.1). Kao posledice tih novih ocjena dobio sam slede6e re- 

zultate: 
1 

a) Niz { 	2 e(AP,1 1 ) ako je 0<p.$1; 
(n+1)175 
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1 
b) Niz { 	 2 /} € (AP, 1 2 ) ako je 1<p2. 

(n+/)p7 

Na kraju je data bibliografija korigdenih radova. 
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I GLAVA 

PROSTORI ANALITI6KIH FUNKCIJA HP, B P, D P  i A P  

U ovoj glavi se, za svaki od prostora HP, BP, DP  i AP , 

navode neki poznati rezultati koji su u ovom radu korig6eni kao 

polazna tafta u ispitivanju nekih novih svojstava Adamarovih 

proizvoda funkcija koje tim prostorima pripadaju. 

1.1. HARDIJEV PROSTOR HP 

1. Navedimo definiciju prostora HP i N, a zatim utvrdi-

mo njihov odnos i ponaganje elemenata tih prostora na granici 

jediniftog kruga. Zatim demo navesti nekoliko teorema koje daju 

ocjene rasta integralnih sredina elemenata prostora HP. Ove te-

oreme pripadaju, uglavnom, Hardiju i Li(vudu. 

DEFINICIJA 1.1.1. neka je f(z) analiti6ka funkcija de- 

finisana u jediniftom krugu D={z;lz1<1}, i neka je 
27 	 1 

	

m (r,f)=(1- 	If(re i6 )1 PdaR, 0<p<°°;
27  

0 
111.(r,f)=maxlf(z)1; 

lzkr 

27 

N(r,f)=-15.7 flog+ If(reie )Ide. 

0 
Tada 

a) f(z)EHP, 0<p<03, ako je sup M (r,f)<02; 
Osr<1 P  

b) f(z) E H am , ako je sup M.(r,f)<0.; 

C) f(Z) E N, ako je sup N(r,f)<cei 
Ov.<1 
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Prostori definisani pod a) i b) u literaturi su poznati kao Har-

dijevi (G.H.Hardy), a prostor pod c) kao Nevanlinin (R.Nevan-

linna) prostor. 

Teorema 1.1.1. Za prostore na koje se odnosi prethodna 

definicija (1.1.1) van: 

H C Hp C H' C N 	0<q<p<co. 

DOKAZ: Relacija 	Ii°D C HP slijedi iz 6injenice da su e- 

lementi prostora H°  ograni6ene analitifte funkcije. 

Neka je Ov, <1 i q<p. Ako je 

A = {e e[0,27]; If(re ie )1>/l, 

tada vazi relacija 
21 T 

( 1 . 1 . 1 ) TIT f If(re " ) 	flf(re " ) lq de+ 

0 	 A 

+ 2w 	 '2ff I f(re i°  )1qcle<1-- flf(re ie  )1Pde+1. 
A 

Iz ove nejednakosti slijedi da je 

HPC Hq za 0<q<p<0.. 

Dokaz da je HPC N slijedi iz procjene 
27T 	 1 

(1.1.2) —27r f In(1+1f(re1.0 
	1 

 )1)(18E6rir  f (1+11(re " )I) P dO) P .  

0 	 0 
U sva tri slu6aja inkluzija je prava, 5to potvrdjuju i 

primjeri: 	 1  

1) funkcija f(z)=(1-z) P eHq(q<p), ali f(z) Et HP, 

2) f(z)=Zn i l  z EHP(0<p<0.), ali f( I H 4" ;  

1 

3) f(z)=e 1-z  EN, ali f(z) ft HP  (0<pc..). 

Za razvoj teorije Hardijevih prostora od posebnog su 

zna6aja teoreme o postajanju graniftih vrijednosti njihovih ele-

menata; navedimo - bez dokaza - dvije od tih teorema. 
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TEOREMA 1.1.2.(NEVANLINA) Funkcija analiti6ka u krugu 

Izi<2 pripada klasi N ako i sam ako je ona koli6nik dvije ogra-

ni6ene funkcije ([5]).. Zna6aj ove teoreme je u tome gto se 

svojstva ograni6enih funkcija mogu prenijeti na funkcije prosto-

ra N. 

TEOREMA 1.1.3. Za funkciju f(z) E N skoro svugdje posto-

ji netangentni limes f(e ie ) i inlf(e 2e )1 je integrabilna funkci-

ja, izuzev ako je f(z) =- 0. Ako f(z) E HP  (p>o), tada f(e ie ) E 

E L[ 0,27] . ([5]) . 

NAPOMENA 1.1.1. Iz prethodne teoreme slijedi da svaka 

funkcija f(Z)E H P  (0<rwo) ima netangentnu grani6nu vrijednost 

f(e ie
) u skoro svakoj grani6noj taai jedini6nog kruga. S tim u 

vezi uvedimo oznaku 

JrP=If(e ie  ); f(e ie )=lim Pre")), f(z)4EH P). 

reiW e ie  

Kao i obi6no, i u ovom slu6aju smatrademo da su dvije funkcije 

jednake ako se skoro svugdje poklapaju. 

Iz teoreme 1.1.3. slijedi da je 

r C P EP [0,2w] 

i da je ArP vektorski potprostor prostora LP0,2wr  Celishodno je [  
definisati veliftnu 

Ilf11=11f11Hp=lim Mp (r, f) 

r+1 
gdje je M (r,f) ranije definisane integralna sredina funkcije 

f(z). 

Poznato je da je (b. [5] ) °P  (0<p«) LP - zatvaranje 

skupa polinoma po e ie . Kao posledica toga slijedi 6injenica da 
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je HP Banahov (Banach) prostor 	 dok je za 0<p<1 komp- 

letan metri6ki prostor sa metrikom 

d(fIg)=11f-g1To . 

2. Faktorizacija elemenata prostora N je vezana za poj-

move Blagkeovog (W.Blaschke) proizvoda, unutragnje funkcije i 

spoljagnje funkcije. 

DEFINICIJA 1.1.2. Neka je {an } niz kompleksnih brojeva 
CO 

u jedini6nom krugu Izl<1, 0<la 1 lfla 2 k•.••<1, E (i—lczn I)<'• 
n=1 

Proizvod 	
m 

0. lan I an 	-z 
B(z)=z TT 	 m=0,1,2,... 

11 n=1 
 a 	1-a. z' 

zove se Blagkeov proizvod. 

DEFINICIJA 1.1.3. Analitiaa funkcija f(z) definisana u 

1z1<1 je unutragnja funkcija ako je 

If(z)k/ i If(e 2e )1-71 skoro svugdje. 

DEFINICIJA 1.1.4. Analitiaa funkcija F(z) je spoljagnja 

funkcija klase HP ako je oblika 

211.  it  

	

F(z)=e iYexpfl-2w fe. 	4- z in 11)(t)dtl 
0 e st - z 

gdje je y realan broj, 	1P(t)0, In 11)(t)EL 1  i 	11)(t) E L P . 

DEFINICIJA 1.1.5. Unutragnja funkcija S(z) je singular-

na ako je 
2f 

eit

., 

S(z)=exp{-
Jr e"-i.z  dp(t)}, 

-z 
0 

gde je p(t) ograni6ena neopadaju6a funkcija sa osobinom da je 

skoro svugdje p'(t)=0. 

U vezi sa Blagkeovim proizvodom i unutragnjom i spo-

ljagnjom funkcijom naveg6emo bez dokaza tri teoreme koje karak- ‘ 

 terigu njihovo ponaganje u prostoru H. 
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TEOREMA 1.1.4 (Teorema o kanonskoj faktorizaciji). A-

naliti6ka funkcija f(z)10 pripada prostoru HP, 0<p<co, ako i sa-

mo ako je 

f(z)=B(z) S(z) F(z), gdje je B(z) Bla§keov proizvod for-

miran od nula funkcije f(z), S(z) singularna unutragnja funkcija 

i F(z) spolja5nja funkcija klase HP . ( In). 

Teoremom 1.1.4.okarakterisan je prostor HP faktorizaci-

jom svojih elemenata, a naredna teorema ukazuje kako se mote 

okarakterisati prostor N. 

TEOREMA 1.1.5. Analiti6ka funkcija f(z) pripada prosto-

ru N ako i samo ako je 

S 1 (z) 
f(z)=B(z) F(z) 37i7. 

2 

gde je B(z) Blagkeov proizvod formiran od nula funkcije f(z), 

S /  (z) i S 2 (z) su singularne unutragnje funkcije, a F(z) spo-

ljaInja funkcija prostora N. ([5] ). 

Slededa teorema utvrdjuje da f(re ie ) konvergira ka 

f(e ie ) u smislu metrike u LP . 

TEOREMA 1.1.6. Ako funkcija f(z) E HP (0<zi<..), tada je 

2w 	 2.1r 

(1.1.3.) Um I f(re2e )1 Pde= .11 f(e" ) IPde 
r+1 0 	 0 

2w 

(1.1.4.) limilf(reie )—f(eie )1 Pd0=0. 

( [5] )• r;1 0 

3. Sada demo navesti definicije jo5 nekih pojmova koje 

demo kasnije koristiti. 
CO 

DEFINICIJA 1.1.6. Neka je f(z)=E a zn analiti6ka funk- 
n=0 n 

cija definisana ujedini6nan krugu 	i neka je >O. Tada je 
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1 0 

parcijalni izvod reda S te funkcije. 

[f3] 
(1.1.5) f(2)=E r("14-"  a zn , 

n=0 

a parcijalni integral reda S te funkcije 

n!  
(1.1.6) f (z)= 

[ 	nzO
r(n+1+f3)anz 

Iz navedene definicije neposredno slijedi da su parcijal-

ni izvod i parcijalni integrali uggtenja obi6nog izvoda i integ-

rala. 

Veza izmedju tih dvaju integrala, odnosno izmedju tih 

dvaju izvoda data je relacijama: 

f()d=zfili (z), 

0 
odnosno 

f[11 (Z)=W(01: 

Odnos izmedju funkcije i njenog parcijelnog integrala 

utvrdjuje slededa teorema: 

TEOREMA 1 .1 . 7 . Neka fiinkcija f (z) E HP  (0 <p <03). Tada 

f [0] (z) €1/61 , 0<13i, q=7.7fi.F. 

Uslovi za S i q ne mogu se pobolj6ati ([21]). 

4. Prije nego 6to navedemo nekoliko teorema o rastu in-

tegralnih sredina funkcija prostora HP, navedimo tri nejednako-

sti (1.1.7, 1.1.8. i 1.1.9, dokaz u [5] ), koje se 6esto koris-

te u raznim dokazima, a i u ovom radu 6e biti kori66ene. 

LEMA 1.1.1. Za svako p>1 vaii relacija 

(1.1.7) 
do 	=6,4 	 1 	 , r÷1 

712rcos0+r 
2 ) p 	(1 - r)2p - / I 

0, 
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LEMA 1.1.2. Svaka funkcija f(z)EHP, 0<p40., mote se 

predstaviti u obliku 

f(z)=f 1 (z)412 (z) 

gdje funkcije f 1 (z) i f2 (z) pripadaju prostoru HP  i nemaju nula 

u krugu 1z1<1, a pri tome 

(1.1.8) IlfnlIP4211f1IPJ n=1,2. 

LEMA 1.1.3. Neka je p>1 i p=1(1+r). Tada 

2.1r 

(1.1.9) i
(

lpe ie -r1 Pd0=0(1-r) 1-P), 

0 

TEOREMA 1.1.8. Neka je 	 i f(z) analiti6ka funk- 

cija u krugu 1z1<1; tada je 

M (r, f)=0( 
1  

(1-r)
°), 

ako i samo ako je 

p (2'31° ) -0( 	1 	). 	([5 ,str.80]). 
(1-r) "1  

TEOREMA 1.1.9. Neka je 1<p<co, 1<a<0., 	i f(z) ana- 

liti6ka funkcija u krugu IzI<1; tada je 

1 	 1 

J (1-r) b {M1  (r,f)} adr<c{S ( 1-r) a#NM (r i ?)} adr+If(0)1 a ), 

0 	 0 

gdje konstanta C ne zavisi od f(z). ( [ 5,str.81]). 

TEOREMA 1.1.10. (Hardi - Liavud). Ako je f(z) analiti6- 

ka funkcija u krugu Izl<1 i ako je 

M (r,f) 	 0' 
0<p<03,$)0, 

(1-r) 
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tada postoji konstanta K=K(19,0, nezavisna od f(z) i takva da je 

(1-r) 134- 177i 
Specijalno ako je 0=0 (tj. ako f(z) E HP ), onda je 

1_1 

'M (r,f)=G(O-r) q P ); 

pri tome je eksponent 0+I- 1  najbolji mogudi. ([21,str.84]). 
P 

TEOREMA 1.1.11. (Hardi - Lilvud). Ako je 0<p<q40., f EHP, 

A>p i a=-1
, 
tada je p cr  

1 
Act-1 

f (1—r) 	{M (r,f)}
x
dr<co. ( [5,str.87]). 

0 	. 

TEOREMA 1.1.12. Neka f(z) E HP , 0<p<1. tada je 

J 	 M 1  (r, f)dr<C 11211 • ( [51 ). ` 
0 

5. Netaknuto mjesto u teoriji analiti6kih funkcija zau-

zimaju Tejlorovi koeficijenti. Naime, postavlja se sledede os-

novno pitanje: da li na osnovu pripadnosti analiti6ke funkcije 

nekom prostoru mo'iemo negto redi o njenim Tejlorovim koefici-

jentima, i obrnuto, ako znamo ponaganje Tejlorovih koeficijena-

ta, mosiemo li negto re6i o funkciji f(z). 

Za prostor HP, ako je p=2, odgovor je jasan: f(z) E H 2 
CO 

ako i samo ako 2: la n I 2<c° - 
n=0 

U ostalim slu6ajevima problem je slozeniji. Ako je 

1<p<co, ponaganje koeficijenata HP prostora svodi se na slusaaj 

M (r,f) 	
KC 	

1 4 19 q " ' 
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Furijeovih koeficijenata u LP prostoru. 

NelimiCan odgovor na ova pitanja daju slede6e 6etiri 

teoreme: 
CO 

TEOREMA 1.1.13. Ako funkcija f(z). Ea z n  E HP, 1p0, 
n=o n  

tada 	{a  }._
1 1=1 1q , 	— p q 

11{an }il q  

Obrnuto, ako'{a n } E 
	 tada 

E 	1 1 
q 

f(z)=E an z E H
p  , =1 

P n=o 

i vagi nejednakost 

IfI l q 	I liczn Il Iv ([5] ). 

TEOREMA 1.1.14. (Hardi - Litivud). Ako 
CO 

f(z)=E anz n EHP„ 0<p2, tada je 
n=0 	 1 

E (n+1)P -2 1an IP}P .Cpl Ifl I 
n=0 

EnP -2 1an I P <00. ( [ 5] ). 
n=1 

TEOREMA 1.1.15. Ako je {an}  niz kompleksnih brojeva ta-

kav da je 
03 

E 	! an  1 q<co za neko 
n=1 

q, 2<q<co, 

tada funkcija 

f (z)= E a z n  E Hq 
n=0 n  

i vagi nejednakost 1 
lifil 	(n+1)q-2 1a l q l q i 

q  q  n=0 

gdjeC zavisi samo od q. 

Slede6a teorema odnosi se na ocjenu Tejlorovih koefici- 
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jenata funkcija koje pripadaju prostoru HP , 0<p<1. ([5]). 

TEOREMA 1.1.16. Ako funkcija 
CO 

f (z)= E a nzn E HP , 0<p<1. 
n=0 

tada je 

(1.1.10) a
n
=0(nP  ), n+co 

1- / 
(1.1.11) lan kCJ 	I If I I p . 

Ocjena (1.1.10) je najbolja mogu6na, jer za svaki nu1a-

-niz n 1 postoji funkcija 
CO 

f (z)= E a Z n  E HP  
n=0 n  

tako da je 	1-1 
an/ nnP ). 

DOKAZ: Ako f (z) E H 1 , tada je na osnovu Rifnan - Lebegove 

leme 
an=o 

Neka je 0<p<1. Iz 

a  = 1 	f 	0'<r<1, n 27ri n+1 ' 
lzkr 

slijedi 

(1.1.12) lan kr-nMi (r,f). 

Pogto je M1(,lf)=0(1 -r) p (Teorema 1.1.10), to ie . ' 

an=0(e ), 
r=1_1. 

Sobzirom da je M r, f) 	i If H P' na osnovu teoreme (1.1.10) do- 

bijamo da je 
/-7  

(1.1.13) M1 (r,f) < ClIfil (1-r) 
1 

M1 ( r,f)=0(1-r) 
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pa iz (1.1.12) i (1.1.13) slijedi tvrdjenje (1.1.11) tj. 

- 1  lan kCj11f11 12 . 

1.2. BANAHOV OMOTA BP PROSTORA HP  

Kao gto je poznato Hardijev prostor HP, 121 je Banahov 

prostor. Medjutim ako je 0<p<1, HP nije Banahov, ve6 F - prost-

or. Problem odredjivanja Banahovog omota6a BP prostora HP, 

0<p<1, tj. Banahovog prostora u kome je ovaj svugdje gust, dalo 

je snaZan podsticaj daljem razvoju HP  - prostora. 

Mnoga svojstva prostora HP, 0<p<1, dokazana su upravo 

poslednjih desetak godina. 

DEFINICIJA 1.2.1. Prostor BP, 0<p<1, je prostor anali-

ti6kih funkcija f(z) u krugu 1z1<1 za koje van 

1 	1_2 

1 If I I BP=  I If I 1 B= f ( 1 -  1) P 	( r,f) 
0 

U slededoj teoremi tvrdi se da je prostor BP Banahov 

omota6 prostora HP, i utvrdjuju se neka njegova svojstva. 

TEOREMA 1.2.1. Prostor BP  sa normom IifII B  je Banahov 

prostor; taj prostor ima sledede osobine: 

a) lf(z)kCp 11f11 B (/ - 1z() P ; 

b) f(z)=0(1-1zI) P, z+1 (z=2v ie ) uniformno po e; 

c) Za svako f (z) e BP, f p+f u BP - normi kada 1)+1, gdje 

je fp (z)=f(pz); 

d) HP je svugdje gust podtprostor prostora BP; 

e) I If I I :c I If li p ,  f E HP, 0<p<1. ([21]). 
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Kako je HP1tBP, prirodno se postavija pitanje gta je sa 

svojstvima prostora HP  koja se prenosi na giri prostor BP , i ko-

ja nova svojstva ima prostor BP . 

Ocjena 	 _ 1 

M (2,,P=o((l-r) P), 

koja vaZi za prostor HP , 0<p<1, ostaje da vaZi i u giroj klasi 

BP  (teorema 1.2.1.). 

Slededa ocjena Tejlorovih koeficijenata, koja je najbo-

lja za klasu HP, takodje ostaje da vaZi i u giroj klasi BP, za 

koju vaZi i suprotno tvrdjenje. 
03 

TEOREMA 1. 2. 2. Ako funkcija f (z)= E a Z n  E B P, tada je 
n=0 n  

1 

(1.2.6) lan kCp IVII B  

Obrnuto, ako je 0<p<1 i a
n=0(n

a ), a<2--3 tada 
P 

f(z) E B P . Eksponent 1 -3  je najbolji mogudi, jer postoji funkcija 
1 _ 3_ 

f(z)= E a z n  tako da je a =0(n` 2 ), ali ne pripada prostoru BP . 
n=0 n  

DOKAZ: Neka f(z)E B. Kako je 

a =--n- / 	f 	dz  
n 2ffs J 	z n#1 lzkr 

1 M ( rf ) 	 1-- 
lan k 

 1 	
<C 1 If 1 1 r"(1-r) P  

	

rn
3  	

p 	B 

za svako r<1. Uzimajudi da je r=171%, dobijamo relaciju (1.2.5.) 

Nejednakost (1.2.6.) slijedi iz osobine da je 
1  

f(z)=0((1-Y) P) za f(z) EBP . 

Obrnuto, ako je an=0(n
a
) i, ne umanjujudi opgtost, 

predpostavimo da je a>-T  imademo 

1-/ 
(1.2.5) an=o(nP ), n4.0 3  

to J e i 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



17 
co 	co 

M
2

(r,f)‘M 2
(r

'  fl= E a n r2n 	(n+1) 2a z
pn 

=C((1-Z)-1-2a), 
 n=0 	n=0 

pa je 

11 f 11 3  = 
 f

1 	
-2 	 1 	

P 
2  

(1-r) P  M 1  (r, f)dr<Cf (1-r) 	2  dr CO 

0 	 0 
1 	1 

	

za -p  4- 2 	-2- 	a<1, tj. a< 7.0  - 3 

Da je ova ocjena najbolja, pokazano je u radu [21]. 

1 NAPOMENA 1.2.1. Uslov a
n = O(n a ), a<-p --3 

 
, je dovoljan za 2 

pripadnost analitince funkcije f(z) prostoru BP . Teorema 1.2.2 

ne kazuje nAta o neophodnosti istog uslova. 

1 -/ 
Kako je an  =c7(nP  ) neophodan uslov za pripadnost fun-

kcije f(z) prostoru BP , uo6ava se 6injenica da je taj uslov sla-

biji od uslova an =c7(n a ), gdje je 

Pored dovoljnog uslova za pripadnost funkcije prostoru 

BP navedenog u prethodnoj teoremi, utvrdjen je jo5 jedan dovoljan 

uslov u terminima Tejlorovih koeficijenata. 
CO 

TEOREMA 1.2.3. Neka je f(z) = E a z n  analiti6ka funkci- 
n=0 n  

konvergira, tada f(z)EBP. Eksponent 1-1  je najbolji mogu6i. 

DOKAZ. 

	

1 	1_2 	 1 	
1- 

1 	 1 -2 	 co  
Jr (1 -r) -13  M1  Pdr4 P1-rg 	E a

n
rn )dr<CE n Plan kco. 

0 	 0 n=1 	n=1 

Da je eksponent 1--
1 
 najbolji mogu6i pokazano je u radu 

[ 2 01. 

U uvodu smo istakli da je jedan dio III glave posveden 

utvrdjivanju svojstva funkcije f(z)ako f'(z)E AP  i obratno, svoj-

stva funkcije P(z) ako f(z)EAP. 

Za prostorEP odgovaraju6i problem je potpuno rije5en sle- 

ja u krugu 1z1<1. Ako red 
A 1- 1  
L n Plan ' 
n=1 
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dedom teoremom: 
1 

TEOREMA 1.2.4.Ako je 0<p<q<1 i a= —q. Tada 

a) f(z) e BP  ‘fri31 (z) E 

b) f(z) 	f [13]  (z) GBP . 

Dokaz ove teoreme nalazi se u [21] . 

1.3. DP  PROSTOR 

1. Prostori DP  nijesu univerzalno poznati u matematiftoj 

literaturi. Njih je, koristedi kao motiv slededu teoremu, kojom 

se utvrdjuje odnos integralnihsredinaM (r,f) i integrala tzv. 

area-funkcije A(r,f), definisao i dokazao neka njihova svojstva 

M. Jevtid ([35]). 

TEOREMA 1.3.1. Neka je f(z) analiti saka funkcija u krugu 

1 2 1 <1 i neka je f(0)=0. Tada je za 2D2 

p  

(1.3.1) MP (r,f)C
P 
 )1(A(P) 124, 

0 

a za 0<p2 	
p  

(1.3.2) MP (r,f)C
P  P

A(P) ) 2 dp, 

0 

gdje je 

PP  

2 2 .11 

Videti dokaz u radu[32]. 

DOKAZ. Kako je 

2n 

MP(r,f) = MP (r) = —f 'Pre
ie )1 p de, 

p 	2n 
0 

r 2w 
.
)1 6 

0 
dedp=n A(r) = A(r,f) = Jr ].  Olf i  ( Oe" 	

Enlani2r2n, 

n=1 
0 0 
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na osnovu Hardi-Stejnove identi6nosti 

2  r 2w 

r-c-IM(r) 	27r 	If(peie)IP-21f'(pe")12pdpde, dr p  
0 0 

koji van za 0<r<1 i p>0, i nejednakost 

MP
P
(r,f) 1 .1.[M(p)] PdP, p> 0 , 

0 

gdje je 

M(p) = M(p3f) = - supflf(z)I; lzl = 

pokazujemo: 

a) Ako je p=2, tada je 
27r 

M2
2  (r ' f) = 

1 jr If(re 2e )1
2 do = C 2 jr

A(pp)
dip; 

	

0 	 0 

ova jednakost van i za (1.3.2). 

b) Neka je p>2. Tada je 

2 	r 27r 

rd p .4 MP ( )<E-M( ) 19-2 )rjr If ' (pe ie )1 2 pdpde = 

0 0 

2 
=-EM(r) 19-2A(r), 211.  

pa je i 
2 

MPp (r)11 271.  jiM(p)P-2A(p)p
-1 do. 

0 

Koriste6i Holderovu (Wilder) nejednakost, gdje je p'=iET  i 

dobijamo 

2 	 p-2  r 	P 	2  
MP(r)412-(P(p) Pdp) P (Jr("1: ) ) 2 dp) P‹ p 	2w 

0 	 0 

	

2 	p- 2  r 	11 	2  
<E-(nMP (r)) P(PA(P) ) 2dpg = 

	

'27r 	p 
0 

19 

r N2ir  r 
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p -2 	r 	p 	2 
2 

P  (MP (r)) P  (2-f p(A(D) ) 2 dP) P 3 
-1 p 	TT  

0 
iii 

2 

' 	2 	r 	 5 
M
p (

1 r ( A( p)  ) 2 dp) 
 2 7j 	p 

0 
to jest 

f A(p) 2 	_ 	f ,A(P)  ifd p.  
MP  (21) 4 	( (-) dp) = Cp

P 	 P 	P p 
-2-  2 II 	

0 	 0 
 

Neka je 0<p<2. Tada je 

r 27 	 r 27 

A(r) = 
J J I f ' (Pe i°  )1 2  pdpd04M(r) 2P  ff.  If( Pe ie  ) 13-2 Ifi (Peie) 1 2 Pdpd 0  

0 0 	 0 0 

pa je i 
7 

2 	2 	P 2 	
i0 v - 2 	i e 

P A(r)‹ 19  M(r) 2-P  f f If( pe )1' fl) If (peie)I 2pdpde 
27 	27 

0 0 
to jest 

2 
A(r)<M(r) 2-  27 	PrImPp(r). 

Stepenujuai lijevu i desnu stranu sa P i koristec5i Hardijevu ne-

jednakost jednakost za p'= 21T, i q'q-, dobijamo 

,19 	9 	(2-02 -E 	 p  
L--  A(r) - 4M(r) 	2r

2 [d /lel 2 .  

	

P 	 k p dr 

(21r) 2  

Integrigudi lijevu i desnu stranu od 0 do r po 1:), dobijamo 

r 	2 	r 	2-p 	P 

eI ( A(p) ) 2 44fill0 Pdp) 2  [11119 (rT< 

	

P 	P 	 P 
(2p) 20 	 0 

	

2-p 	2-p 	IL 
<II 2  [MP

P 
 (r) 	P 

] 2  [MP  (1 2  i 
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to jest 

MI9 (r)CP  f(
A(p) ) 2 dp. 

 P 
0 

2. Koristedi nejednakost (1.3.1) i (1.3.2) kao motiv, M. 

Jevti6 je definisao prostor DP . 

Navedimo ove njegove definicije. 

DEFINICIJA 1.3.1. Neka je f(z) = 	azn  analiti6ka fun- 
n=0 n  

kcija u krugu Izi<2. Funkcija f(z) EDP , 0<p<00, ako je 

1 
lifil P  = jr[A(r)17dr<0. 

DP 

gdje je 

A(r) = A(r,f) = ffir(z)1 2 dxdy = II 2: nla 12r2n. 
= 

n=1 	ni  

CO 

DEFINICIJA 1.3.2. Neka je f(z) = 2] a zn  analiti6ka fun- 
. n=1 n  

kcija u krugu 1z1</, ;unkcija f(z)ED ako je 

MA: = A(1,f) = if 11(z)1 2 dsdy = n Enia 1 2 <, 
n 	n  

lzkl 	
=1. 

 

Napominjemo da je M. Jevti6 upotrebio za ozna.davanje pros-

tora oznaku DP  zbog toga gto se u literaturi koristi oznaka D za 

prostor funkcija sa kona6nim (Dirigleovim) integralom. 

Jasno,prostori DP  su uopgtenje prostora D: 

DC:DP, 0<p‹.... 

Posledica teoreme 1.3.1 i definicije prostora DP ukazuju 

da postoje izgledi da prostori DP zauzmu zapaeno mjesto u teo-

riji Hardijevih prostora. 

Navedimo radi slededeg izlaganja nekoliko rezultata M. 

03 
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I 21<r 
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Ako je 0<p<2, tada je HP c DP. 

Ako je p=2, tada je H 2  = D 2 . 

Ako je p>2 1  tada je DP c HP. 

Prostori DP se ne mogu uporediti (u odnosu na inkluziju) 

sa prostorom BP  ako je 0<p<1. Naime, DP\BP 	i BP\DPO. ( 5 )• 

Kao i Hardijev prostor HP , prostor DP  je Banahov ako je 

14p<co, a F-prostor ako je 0<p<1. 

TEOREMA 1.3.2. Neka su f( ) = E a zn  i g(z) = 	b zn 
n=1 n 	 n=1 n  

analiti6ke funkcije u krugu 1z1<1 i 
Co 

h(z) = 2] a b z n  
nr1  n n 

Ako f(z) EDP, 14p<0., g(z)ED cl , 1 + 1=1; tada: 
P 

1) Postoji konstanta C>0, koja ne zavisi od f(z) i g(z) 

i takva da je 

I h(z) I<C11 f II 	Dq; 

2) Funkcija h(z) je neprekidna u krugu lzkl, [34], 
Co 

POSLEDICA 1.3.4. Ako je 	1 +1=1 i g(z)= E b n z n  ED- 
P 	 n=1 

tada 
CO 	 CO 

0(f) = lim b rn , f(z) = 12a z n  DP, 
r4-1n=1 n n 	 n=1 n 

definige neprekidni linearni funkcional u prostoru . DP . 
Co 

POSLEDICA 1. 3. 5. Ako funkcija f(z)= Eb z n  E DP , 
n=1 n  

tada je 
1_1 

(1.3.3) b
n 
=0(nP 2 ). 	

CO 

Uslov (1.3.3) je neophodan da analitieka funkcija f(z)= E 
n=1 

pripada prostoru DP. 

Interesantno je da neophodan uslov 

JEVtida. 

POSLEDICA 1.3.1. 

POSLEDICA 1.3.2. 

POSLEDICA 1.3.3. 
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E np-2
I

P ‹ ., 

n=1 
n

I 
0<p‘2, 

 

da f(z)= E a zn  pripada prostoru HP  ostaje da va sii i u daleko gi- 

n=1 n  
roj klasi DP. 

CO 

TEOREMA 1.3.3. Neka je funkcija f(z)= Ea zn  analiti6ka u 
n=1 n  

krugu 1z1<1. Ako f(z)E DP , 0<pa, tada je 

co 
(1. 3. 4) E nP-2  lan I P  <co. 

n=1 

DOKAZ. Prema teoremi Boas-a i Askey-a [ // ],[ 12 	imamo 

da je 
1
r 

 

0 

ako i samo ako je 

v  kla k  1
2 ) 2 

(1.3.5) 1] -=1"
n 
	  <08 •  

n=1 	n
2 

Takodje, na osnovu jedne teoreme Hardija i Litivuda [v. 27] , iz 

uslova (1.3.5) slijedi da je 

E n19-2  I an 1p <co, 0<p42. 
n=1 

Prema tome, ako f(z) E DP, 0<p42, tada je 

22J 21  lan I <'. 
n=1 

CO 

Uslovi (1.3.3) i (1.3.4) su neophodni da funkcija f(z)= E a zn  
n=1 n  

pripada prostoru DP . 

Navedimo i neke dovoljne uslove. 
CO 

TEOREMA 1.3.4. 1) Neka je f(z)=E a zn  analitifta funkci- 

1 n=1 n  
ja u krugu IzI</. Ako je an=e(n a ), a71, 0<p<ce , tada f(z) EDP 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



1 
00 --/ 

2) Funkcija g(z)=-  > nP  z n  g DP , 0<p<co. Od interesa je navesti 
n=1 

njen dokaz. 

DOKAZ. 1) Za dokaz iskoristimo da je 

L n a-1 
r  n  r‘, 

 r(a) r÷1, a > 0, 

n=1 	(1-r) a  

gto znaft da je 

1 	p 	1 co, 	P 
E 7241a+/ r2n7dr4  

)11/4 (r, fi.] 2  dr01  j i ( 
0 
	

0 n=1 

1 
‹C ji(1-r) P(a+l) dr<0.. 

1 0  1 	P 	1 ,co 2-1 	p 

2) 	jr[A(r,d 2 dr = cp 2, np 
r2n)2dr. 

0 	
0 n=1 

Pogto je 

2
03 --,171 	

2 -- 

E ni.' r2  n q,C(1-r) P  -I 
n=1 

to je 
1 

f 1A(r,g)i 2 dr = co. 

0 
co 

TEOREMA 1.3.5. Ako je En 	 tada funkcija 
n=1 

cc 

f(z) = Ea zn  EDP, 0<p42. 
n=1 n  

Postoji funkcija 
cc 

g(z) = Eb n znI DP 
n=1 

ako je 
cc 

E fl a k IP<co za svako B1-1. 
n=1 	n  

	

1 	 0, E. 	1 
DOKAZ: f [ A (r,f)] 2 drsICE n 2 lan 1P frnPdr 

n=1 

	

0 	 0 
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c-1 
‹cE 71" 	lan I P <co. 

n=1 

/ 1 _-...5  
Funkcija g(z)=E W;(1 z

nk , gdje je n
k+/ ----q>1. K=1,2,..., ne pripa-

n=/ 	
nk 

da prostoru Di', iako je 

2] n'lanl P<03 za svako O<E<1 2 
n=1 

1.4. BERGMANOVI PROSTORI ANALITI6KIH FUNKCIJA 

Bergmanovi prostori AP ' a  su uopgtenje Hardijevih pro-

stora. Naime, HP CA2P ,o<p<o. . Utvrdjivanje svojstava Bergmano- 

/ 
vog prostora B'  (BP= A -1 375 -2 ) imalo je veliki zna6aj u razvitku 

teorije HP  prostora. 

DEFINICIJE 1.4.1. AnalitiOka funkcija f(z) definisana u 

jedinionom krugu 1z1<1 pripada Bergmanovom prostoru Ap' a,0<p‹., 

-1<a<0., ako je 

1 	27r 

II f 	=f f if(reie) IP (1-r 2 ) a  rdrde<co. 
AP'a 

i 
 
0 0 

1, 1  -2 
Prostor A P 	0<p<1, je prostor BP. Kao i u sluOaju Hardije- 

vih prostora HP, Bergmanov prostor AP' a  je Banahov prostor ako 

je 1<p<c, a F-prostor ako je 0<p<1, sa metrikom 

d(f,g) = 	
PP'a , 

f, gEAP' a . 
A 

U daljem radu posmatra6emo prostor AP' °  = A1'. 

TEOREMA 1.4.1. Funkcija f(z), analitiOka u krugu Izi</, 

pripada prostoru AP ako i samo ako je 

OD 
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1 27 

lifil P  = 2 	f If(re i61)1 Prdrd0 
AP 	

27r  
0 0 

1 

= 2f rMP  (r, f)dr2 f MP (r, f)dr 

0 	 0 

i 

f MP (r, f) dr<co. 

0 

DOKAZ. Pato je 

26 

lifilAp= 2 f r M pP(r, f)dr 

0 

	

1 	 1 

?,2 Mr9 (r, f)rdr2 2 J q(r,t)dr, 

	

1 	 1 
2 

to je i 

	

1 	 1 

f M rr(r,f)dr lifli rr  `2, f M r(r'  f)dr . 

	

1 	 A 	0 
2 

Tvrdjenje teoreme 1. 4. 1 je neposredna posledica ove poslednje ne-

jednakosti. 

Proue'avajudi DP - prostore i utvrdjuju6i njihov odnos 

prema AP - prostorima M. Jevti6 je pokazao slede6u teoremu. 

TEOREMA 1. 4. 2. D P  C AP za 0 <p < °3 . 

DOKAZ: Ako je 2<p <co, tada je DP C HP . Takodje je HP c AP 

za p>0, pa je i 

DP C AP za 2<p <03. 

Ako je 0<p<2, tada je 

1 

A f l I P= 	[i
n

et
=1

nlan I
2r2n 1 Tdr 

Dp 
  

0 
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1  
f [ 2 I  a  2r 2n ydr  
J n=1 	

n 

1 	 a 	1 

= 	[M 2
2  
(r,f)]

2 dr= f. M(r 3 
 f)dr 

2  
0 	 0 
1 

> 	MP (r,f)dr=1(f)1 1) ,3 
AL" 

0 

to jest, ako f(z) EDP , tada f(z)EAP . 

TEOREMA 1.4.3. Ako funkcija f(z) pripada prostoru AP, 
tada je 

M.(r,f)=0( 	1  2 )3 O<Pw. 

(1-r)P.;  

DOKAZ: Ako je p=0. tvrdjenje je ongledno. Neka je 

Tada je 

I IfI IP = J 	If(z) P  dxdy 
AP 

1z1</ 

ff 	
if(w)1Pdudv 

Iw-zI <1 -IzI 

If(z)IP ff 	dudv=i f (z)IPTr(1-1z0, 

to jest 
II flIP4  

If(z ) I P ‹ 
¶(1-1z1) -3  

pa je za IzI =r 

M.(r,f)=1( 	1 
 

2 

(1-r) P  

Navedeni originalni rezultat predstavlja poboljganje u 

odnosu na rezultat koji je H. Vatanaba dobio u svom radu [31]; 

naime, on je dokazao (lema 2) da 
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2 - _ 

'Pre
ie)kC (1-r) P  za 0<p<1 

1 
---1 

f(re i8 )kC (1 - r) P 	za 1<pco. 

Napominjem da sam ovu teoremu koristio u dokazivanju ne-

koliko novih teorema koje se odnose na AP - prostore (III gla-

va). 

Od interesa je radi daljeg prouCavanja prostora AP na-

vesti teoreme koje daje H. Vatanaba u svome radu [31]. 

TEOREMA 1.4.4. Ako je 0<p<1, tada je B P  CAP.  

DOKAZ: Ako funkcija f(z)EB P , tada je 

---/ 

(1.4.1) 	 M (r,f)<M1 ' (r f)<Cp  (1
- r) P  

(1.4.2) 	 If(re
ie )kC (1 - r) P ; 

stoga je 11 1 

P(r,f)drC 19 1(1-r) P-i dr<co, 

0 	 0 
1 

gto znan da f(z)EAP (B 2=A 1  slijedi iz definicije). 

Napominjemo da je poznato (r.[25]) da 

Hp CA 21) , 0<p‹... 

TEOREMA 1.4.5. Ako je 0<p<4, tada je A 2PCBP ; ako je 

tada je BPcA 2P . 

DOKAZ: Neka je 0<p<2 	f(z) EA
2p . 

2 

Na osnovu teoreme 1.4.3. je 

/ 	-2 	
/ 
	

1_2 	27T 
— 

f(1-13) 19  Mi ( r,f)dr=jr(1-r)P  (0 If(re ie )1 2P 1Przie )1 1-2PdO)dr 

0 	 0 	 0 
1 

4,-2 
	 -? 1-2p  -2p 

4(1 -r)'' M2p - L-
9n 

 (r,f) ) C (1-r)q 	dr 
I P 

0 
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1 

= C 1-2P  f M2p2P  (r' f)dr<co. 

0 
Neka je, sada, 2u<1 i f(z) € B P . 

Prema (1.4.2) je 

2w 

M 2 P (r' 	2 ir f)=1-- f If(re ")1.1 f(re ie  ) I 2P-1  de 
2p  

0 

-11 
IC (1-r) P 

2p-1 
M(r' f) P 	1  

pa je i 1 	 1 1  -2 
f M2p2P  (r, f)drC 

P  2
P-1  f (1-r)P M 1  (r, (r f)<.0  • 

0 	 0 

Teorema 1. 4.5 i relacija (1.4.3) povlaee: 

HP C A 2 P C BP za 0 <p<2 

i 	
HP C BP C A 2 P za 	<1. 

Inkluzije su prave. Naime, za funkcijU 

1 

f(z)=(1 - z) P11- zlog'-1-z
7-18 

van. (v .[ 5 ) : 

f(z) E B PNA 2P  ako je i 0<p<2 , 
2' 

f ( z) E A 2PNBP ako je 8=-1 i i<p</. 
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II GLAVA 

PROSTORI ANALITI6KIH PUNRCIJA HP, BP, DP I AP 

U prvoj glavi, navedeni su u terminima Tejlorovih koefi-

cijenata, neki neophodni i neki dovoljni uslovi za pripadnost ana-

liti6ke funkcije f(z) prostora HP , odnosno BP , ili DP. Potpuna 

karakterizacija pripadnosti funkcije f(z) nekom prostoru na osno-

vu njenih Tejlorovih koeficijenata mogu6a je jedino u sluCaju pro-

stora H 2 (odnosno D 2 ). 

Jedan od naeina da se utvrde nova svojstva Tejlorovih ko-

eficijenata jeste karakterizacija mnoZitelja datog prostora. Ova 

glava je posvedena mnoZiteljima prostora HP, BP i DP. 

U prvom odeljku navode se poznati rezultati o mnoZitelji-

ma (HP,1 7 ) i (BP,1 47 ). 

Medjutim, problem mnoZitelja (HP ,H47 ) i (BP ,Bq )je mnogo 

sloleniji. Dok su uglavnom utvrdjeni neophodni i dovoljni uslovi 

da niz {A n } pripada (0,1 47 ) ili (BP,1 q ) u slu6aju mnoZitelja (11% 

HE) i (BP ,B (1 ) takve karakterizacije u opgtem slu6aju nisu pozna-

te. 

U drugom odeljku navode se neki poznati neophodni ili do-

voljni iii 1 neophodni i dovoljni uslovi da niz {X II } pripada 

Hg ) ili (BP,B 47 ). Odeljak 2.3 sadrZi niz originalnih rezultata. 
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Posmatrani u sklopu poznatih rezultata,navedenih u odeljku 2.1 i 

2.2, ovi prilozi otvaraju nove mogudnosti za dalja istranvanja. 

2.1. MNO.tITELJI (Hp , 1 q ) I (BP , 1 61 ) 

Jedan od opgtih problema teorije analiti6kih funkcija je-

ste problem utvrdjivanje svojstava Adamarovog proizvoda 

(fog) (z) = 2: a b z 
n=0 n n  

n 

ako su poznata svojstva komponenata f(z) = 2: a z n  ig(z)=Eb zn  
n=0 n 	n=0 n  

tog proizvoda, i obrnuto, ako su poznata svojstva jedne komponen-

te Adamarovog proizvoda, recimo g(z) i Adamarovog proizvoda f g, 

gta se mote utvrditi za komponentu f(z). 
CO 

esto se analiti6ka funkcija f(z) = 2: X zn identifikuje 

n=0 n  
sa nizom {An}  svojih Tejlorovih koeficijenata. Ako je zadatak da 

se utvrde neophodni iii dovoljni, ili i neophodni i dovoljni us-

lovi da niz {A n }, gdje je {An}  dati niz iii niz Tejlorovih koefi-

cijenata neke analiti6ke funkcije, ima svojstva da Adamarov proi- 

izvod 2: n  A a n  z n  pripada prostoru B, za svaki element f(z)=Eanz
n 

n=0 	
n=0 

datog prostora A analiti6kih funkcija, onda se umjesto termina 

Adamarov proizvod koristi .termin mnontelj. 

DEFINICIJA 2.1.1. Za niz kompleksnih brojeva {A n } kaiemo 

da je mnontelj prostora HP u prostoru nizova lq ako {A ri an } 

Za svaku funkciju f(z) = E a zn EHp . 
n=0 n  

Skup svih nizova {A n } takvih da {A ri an } El q  za svaki ele- 
CO 

ment f(z) = 2: an zn prostora Hp ozna6ava se sa (HP,e1 ). 
n=0 

CO 
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Prema teoremi 1.1.16, imamo da je 

1 
(k) 

Ian 	-an I 
-1 

CnP Vic-flip, (n=0,1,2 3 . . . ), 

32 

Prije nego gto.navedemo neke teoreme o mnoZiteljima 

1 g ) i (BP ,1 g ), primjetimo da se i za slueaj kada HP  i /P 
 prosto -

ri nisu Banahovi, primjenjuje teorema o zatvorenom grafiku. 

Konkretno , za 0<p<1 , HP  i tP  su F-prostori. Ako 

je {a n } mnoZitelj, onda je inducirani linearni operator. 

co 

A: 
E 

a 
71
zn {X 

n
a 

n=0 

linearni operator iz prostora HP  u rostor / q . PokaZimo da je A za-

zatvoreni operator 

Pretpostavimo da fk E HP , fk-÷f E HP i da je 

g k  = A (f
k

) ±g E lg. 

Ako je 

fk (z)  = 	

an(k)
z
n , f(z) = 	anz

n  = {b n }. 

n=0 	 n=0 

odakle slijedi da a
n
(k)

4a
n
, k4 co, za svako n = 0,1,2,... 

Kako A n an
(k)

41)
n 

(k4c0), 

A(f) = g, 

to je i A n
an 

= b n
, tj. 

pa je A zatvoreni operator, a prema teoremi o zatvorenom grafiku, 

A je ograni6eni operator. 

TEOREMA 2.1.1. Neka je 0<p<1. Niz {A n } E (HP ,r) ako i sa- 

mo ako je 
, - 1 
i — 

(2.1.1) A n = e(n p ) 
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DOKAZ. Dokanmo da je uslov (2.1.1) neophodan. Neki{X n}E 

(HP ,r). Zatvoreni linearni operator 

A: f {X n an } 

preslikava HP  u I mo . Na osnovu teoreme o zatvorenom grafiku, line-

arni operator A je ograni6en, tj. 

(2.1.2) suplA n an i = A f II \ 	p .  

Uzmimo da je 

g(z) = (1-z) 	P = E b zn , 
n=0 n  

1 

gdje je b n(03 nP . 

Neka je f(z) = g(rz) za fiksiran r<1. Iz (2.1.2) i leme 

1.1.1. slijedi da je 

1X ni nPrnC 1 (1-11)-1.  

Za r = 1 -I- dobidemo (2.1.1). 

Obrnuto, na osnovu teoreme 1.1.16. i uslova (2.1.1) sli- 

jedi da 

{Xn
} E (HP , I ce ) . 

Primjetimo da {X n }E(HP ,r) ako i samo ako.{An }  E (HP ,C 0 ), 

gdje je Co  prostor nula-nizova, 

POSLEDICA 2.1.1. Ako f(z)E HP , 0<pl, 

4-1 
a
n = a(nP  ) 

je najbolja. 

Za funkcije klase H c°  to su pokazali Hardi i Litivud 

a za 0<p<1 Daren (P.L Duren) i (G.D. Taylor) [22]. 
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Ako se u definiciji 2.1.1 HP zamjeni sa BP, dobi6e se mno-

Htelji (B 19 ,1 q), za koje vazi slededa teorema: 

TEOREMA 2.1.2. Za 0<p<1 niz {A n } E(BP ,r) ako i samo ako 

je 
/ - 

(2.1.3) A
n 

= e(n 	P). 

DOKAZ. Neophodnost uslova (2.1.3) dokazuje se kao i kod 

teoreme 2.1.1. 

Pokazati da je uslov (2.1.3) dovoljan. 

Neka je 

00 

f(z) = 
1] a zn E Bp 

n=0 n  

tada je, na osnovu teoreme 1.2.2, 

-1-1 
an = e(n 19  ), 

pa je 

A
n

a
n 

= 0(1), tj. n an }E 

TEOREMA 2.1.3. Neka je 0<p<1. Niz fA n lE (HP ,/q)(p<q‹.) 

ako i samo ako je 

N q 
(2.1.4) E nP  I X n i q  = e(N (1 ). 

n=1 

Za dokaz ove teoreme koristi6emo slede6u lemu: 

LEMA 2.1.1. Neka je b 7,1 0 i 0<13<a. Tada je 

N 
(2.1.5) 	n abn = c(N') n=1 

ako i samo ako je 
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CO 

(2.1.6) 1: b = e(N 6-(1 ). 
n=N 

DOKAZ. Pokagimo da relacija (2.1.6) slijedi iz relacije 

(2.1.5). Uvedimo, u tom cilju, oznaku 
n k  

S
n 

= 1: n h t . 
k=1 

Tada je 

M 	M-1 
)2 b n = )2 S n [n

-a -(n+1)
-a ] 	S M

-a-S
N-1

N -a < 
n=N 	n=N 

CM S  C E 	+ CM . 
n=N 

Kada 	slijedi tvrdjenje (2.1.6). 

Pokagimo da relacija (2.1.5) slijedi iz relacije (2.1.6). 

Ako uvedemo oznaku 

R
n 

= 	b k' 
k=n 

ima6emo 

E n ab n = E [n - (n+/) a 7R n
-N

aR 	< CN a 
N+1'` 	• 

n=1 	n=1 

Sada mogemo pre6i na dokaz prethodne teoreme (videti [5 ]): 

Dokaz teoreme 2.1.3. Pokagimo neophodnost tislova (2.1.4). 

Ako n }E(HP,e) tada prema teoremi o zatvorenom grafiku, opera- 

tor, 

A:f {an X n } 

je ogranie'en, tj. 

1 

(2. 1. 7) 	it I A
n  a

n  11 7  = HA ( f ) II ■Cl[fn, 
n=0 
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za 
CO 

f(z) =Ea Zn E HP . 
0 n  

Izaberimo f(z)=g(rz), gdje je 

c4 	
1 

g(z) = (1-z) 	P  =Lb zn , b rv13;11r  
0 n  

Iz (2.1.7) slijedi 
1 

EinPrnA n  I q C(/ - r) q.  

q 
nP  rnq  IX n  I 61f C(/-2, ) 67 , 

1 

N 1  

r
Nq E nP  I A n  I q 4C(/ -r) 
 1 

Uslov (2.1.4) dobijamo kada u poslednjoj relaciji stavi- 

da je r 	1--N-1 . 

Primjetimo da je (2.1.4) neophodan uslov i za p>1, ili q<p. 

PokaZimo da je uslov (2.1.4) dovoljan. 

Prema lemi 2.1.1, uslov (2.1.4) je ekvivalentan uslovu 

q(1-1) 
 

(2.1.8) t, IA 1 67  = O(N 	P  ), 
n=N n  

CO 

gto zna6i da red /2 lA n l q  konvergira. 
n=1 

Ne umanjuju6i opgtost, pretpostavimo da je n 0 i EX=1. 
n=1 n  

Neka je 

=1-{ S 1 =0 i Sn k  k=1 

gdje je y=q(-
1  - 1). 

Primjetimo da 	kad 
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Prema teoremi (1.1.11), 

1
' 

 (pq<c..) 

0 

f E HP (0<p<1). 

Pato je M 1  (r, f) 	I an  I 

S n +/ 

w>fE(1--r) Y-1 /1/671 (r,f)dr = Ef 	(1-r) Y-1 0(r3  f)dr  
0  1 

n 

	

s 
n 

+1 	 co 
, E lan i q

f
(1-r) l-lrng-7- 1-7‘ lan  I gSn ' q l(1-

n )
Y - (1 -sn+1) 1 1 4-# I  n=1 	 n=1 S n 

0,',1an iqrsn )". 
Y n=1 

Iz uslova (2.1.8) slijedi 

1 co 
E Aq}Y <2- 

	

k 	'n' k=n 

pa je 

(s n 
	n 
) nq > i _c...) nq e -cq >0.  

Znaei, nizovi {(S n )
nq

} su ogranie'eni odozdo sa e cq >0, pa 

ova ocjena pokazuje da je 

EIg la n=2  n 	n 

5to znaa'i da {A n } E (HP , Z 61 ), ([ 5 ])• 
03 

POSLEDICA 2.1.2. Ako f(z) = E a z n EHP, o<p</ , tada je 
n=0 n 
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CO> 

n=1 	 n=1 

2 

E In Pan I P  = E 	21an IP • 
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DOKAZ. Ako u teoremi 2.1.3. stavimo q=p i nrimijenimo da 

niz fn 12 1 E (iiP , 1 P ) tada 

TEOREMA 2.1.4. Ni2
n }E(H

12
) ako i samo ako je 

(2.1.9) En 2 
 1Al21 

2 
= e(N 2

) . 
n=1 

DOKAZ. Neophodnost uslova (2.1.9) pokazuje se kao u teo-

remi 2.1.3. 

Pokanmo da je uslov (2.1.9) dovoljan. 
CO 

Neka f(z)=Ea 2 n E11 1 . Pretpostavimo da f(z), nema nula 0  n 

ulz1<1. Stavimo f=s02 , gdje je 

1 , 1  2 +'(z) = E b n z n E H 2 , Pa je E ivn i <-• n=0 	 n=0 

n 
Kako je an = E b k bn-k' to je 

k=0 

n 
an  <2 	bkbn-k . 

k=[1] 

Pretpostavimo da je A 7,1 0 i b n ,0. Koristedi Kogi -gvarcovu 

nejednakost dobijamo 

0. 	n x- 2 
n 	

\---, 	2 	2 a 2
‹44t z... b 	L., 1) k =C1  f bk = cak' k=0 k k=fil 	k=[-'1.2 ] 

pa je 

2 2 	v. 2 2_, A 	a 	2_, n t3 n  n 	< C  n=1 	n=1 
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N 
Pokanmo sada da je 2: A 2 8  <co. 

11=1  n n 

Parcijalnim sumiranjem dobijamo 

N 9 	 N-1 , -2 A-
n

8
n 

= N
-2

S
n N 

- 12 S n Ain $n ), 
n=1 	 n=1 

gdje je S
n 

= 2: n
2

A
2 
' Ax

n 
 = x

n+1
- x

n
, a sabirak N -2 S

n 8 N 
je °gra-n n=1 

nieen zbog uslova (2.1.9) i 
0 m  

Treba pokazati da je 

E n 2 1 (n -2 8 n ) 1 <03. 
n=1 

Kako je 

A(n
-2

13
n
) = (n+1)

-2
JA

n
+13

n A(n
-2

) 

to je i 

E 	I A(n
-2

13 n )1 = N _ 
( n 	 2:  n 2, IA(n-2 )  n+1 "n 	n 	"n 1  n=1 	 =1  

00 

gdje
je 1-4 

( n ) 2 643<. ,  Takodje je 
 n=1 n+1 	n 

	

n 	 9 2k+1 7  n2 a IA(n 
-2

)k2 1.2 .t 2: b 702  2 E h i,- 22 
n=1 	n 	 n=1 k=[-'-] m 	k=/ mn=k 

03 

k=1 
E b k

2
<co

' 

znaft, zaista 
00 

n=1 
n 1A(n 	an ii<00. 

2 1 	 - 2 	, 1  

POSLEDICA 2.1.3. Ako f(z) e HP, o <p <1 , tada 
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- 1 a n 1 2   
n=1 

TEOREMA Pelija (Paley's). Ako funkcija f(z)= E a zn  EH 1 , 
n=0 n  

tada je za svaki lakunarni niz {n k } 

L I  ark <co. 
k=1 - k 

DOKAZ. Neka je n 1
,n 2' 	

lakunarni niz prirodnih brojeva 

gto znan 

n
k+1  >Q>1 
n k 	

' 

11, n = n k' A = n  
0, n / n k . 

Ako je n k /11<n k.1.2 , tada je 

N  ..., 	2 	2  
En t  lA n I 2  = Lj ns.' n k {/4- 

1
÷. . . 4- 	2(1 - k) 

)...CN 2 , 
n=1 	 j=1 'I  	Q 	Q 

pa je prema tome, {A n } E (H 1 ,H 2 ) - [ 5 l; 

POSLEDICA 2.1.4. Niz 

{A } E (H 1 , 14 ), 2<q<c°, 

ako i samo ako je ispunjen uslov (2.1.4). 

DOKAZ. Zaista, ako niz {a n } zadovoljava uslov (2.1.4) i 

q 

ako 7e n=IAn I 2 , tada prema uslovu (2.1.9) imamo da je 

p E (H 1 ,1 2
), 

pa je 

2 Y2 IP n I lan
2 

 
n=1 

40 
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4 1 

to jest 
cc 
E Ix n l g lan l 

2
'3 

n=1 - 

a kako f(z) E H i  an-0, to je 

CO 

lA n I g lan 
• n=1 - 

Uslov (2.1.4) nije dovoljan ako je p=1 i q<2, to se mote vidjeti 

ako posmatramo lakunarni red 

n k n
k+1 ,A>1 f(z) = 12 a k z 

k=1 	n k 
00 

kod kojeg je E la 1 2 <co, ali Ela k l q  = 	zaq<2. Pri tome niz (An ): 
k=1 	 1 

A n = 
1, n = n

k
, 

0, n 	n k, 

zadovoljava relaciju (2.1.4) ali ne pripada (H
1 ,Z

q ), q<2. 

Napomena 2.1.1. Nejednakost 

1n+711 1 .ff 11f11 1il l  
n=0 

je poznata Hardijeva nejednakost. Iz to nejednakosti se neposre- 

/ 
1 dno vidi da { n+---}E(H

1 ,Z 1 ). 

TEOREMA 2.1.5. Niz {X n
}e (Bp , 1 1 ) ako i samo ako je 

N 
(2.1.10) E nP  I A n  I = 0(N). 

n=1 

DOKAZ. Neophodnost uslova (2.1.10) dokazuje se kao u te-

oremi 2.1.3, jer je HP C BP, pa {A n } E (HP ,I 1 ). 

Pokafimo da je uslov (2.1.10) dovoljan. Na osnovu teore-

me 1.2.4. imamo 
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1 
... 	 0. 	2-- 
E azn  E BP  . E n 	

p a
n
z n E B

1/2 ; 
n n=0 	n=1 

stoga je dovoljno dokazati teoremu za sluaaj p=1/2; tada uslov 

(2.1.10) dobija oblik 

n
2 Ix l = aN). 

n=1 
CO 

Na osnovu leme 2.1.1. imamo da je /2 Ia n 	• Zato uzima - 
n=1 

00 

mo da je X n >0 i 2] X = 1. 
n=1 n  

CO 

Neka je S =0 i S n
= EX k' n=2,3,... . 

/
1 	k=1 

Ako fE fi', tada je 

1 03 in+1 S co 	f 	
rndr = 

n+1 

co > jr M 1  (r, f)dr = 	Mi (r,f)dr> E I an  I 
nE1 ) 	 n=1 

0 	 Sn 	
Sn  

/2 X lan l(Sn ) n . 
n=1 n  

Na osnovu leme 2.4.1 i uslova (2.1.10) za p-T 

1-S ‹. 	tj• Sin1 (1-2 )%-z-c >0, 

pa je {S n } ograni6en odozdo pozitivnom konstantom, gto znan da 
co 

f E B 1 / 2 . E A n  I an  I <co • 
n=1 

POSLEDICA 2.2.6. Niz {Xn
} E(BP ,1q ), 0<p<1, 	ako 

samo ako je 

N 
(2.1.11) 1, nP lA n l q  = °(Ng). 

n=1 

DOKAZ. Pogto je HPc:BP , to {X 71 }E (HP , 1 q ), pa se neopho- 
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dnost uslova (2.1.11) dokazuje kao i kod H P-prostora. 

Dokazati da je uslov (2.1.11) i dovoljan. 

Neka {An}  zadovoljava (2.1.11) ; pokaZimo da tada 

(--1)(q-1) 

un 	Ixn14n 
P1 E (BP ,1 ). 

Ako je 

n 
Sn = 	KP I x k l q  = 0(71 61 ), 

k=1 

onda parcijalnim sumiranjem dobijamo da je: 

N 1 
LV 

2] nP 11.1 	0(N) 
n=1 	n  

pa na osnovu -teoreme 2.1.5. niz {p r }E(BP ,Z 1 ), gto znan. da 

CO 
	

CO 

(f(z) = L a n 
	0  zn  E 	n a  n'<. 0 	

1co  

Pogto je 

2 -1 
an = C(nP ) 

to J e 

c° 	(1-1) 
Ni g  lan i q  =Ec°  ixn i g lan Han i ci-1 E Ixn i gn P 	lan 1 fri-1) "3-' 

1 	 1 	 1 

gto znaci da, zaista niz 

} E (BP ,1 61 ). 

2.2. MNOITELJI (HP ,H47 ), (BP , ) 

Poznati rezultati o mnoZiteljima (0,11q ) i (BP ,B 41 ),koje 

navodimo u ovom odeljku, daju ideju za prou6avanje mnoZitelja 

(DP„Dq). 
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DEPINICIJA 2.2.1. Za niz kompleksnih brojeva {X
n

} kaemo 

da je mnontelj prostora HP  u Hq  ako 

03 

EA a zn E lig  
n=0  n n 

za svaku funkciju 

CO 

f(z) = E a zn E Hp . 
n=0 n  

TEOREMA 2.2.1. Neka je 0<p<1 i 0<q<1, i neka je v 

je 	

pozi- 

/ 

pozi- 

tivan cio broj tako da e x 4p< ;.. 

Niz kompleksnih brojeva {A n } E(BP ,B 61 ) ako i samo ako funkcija 
00 

g(z) = 1] a n z n zadovoljava uslov 
n=0 

1 1 

(2.2.1) M(rg (v)
) = O((1 -r) '  q ). 

DOKAZ. Pokanmo najpre da je uslov (2.2.1) dovoljan. U 

tom cilju posmatrajmo funkciju f(z) =Eazn 
 EBp  i pokaftmo da 

o n  
funkcija 

Co  

h(z) =E x nan z n EB
q 

0 

Kako je 

2ff 

h(pz) = 21'n jr Ppe
it

)g(ze -it )dt, 0<p<1, 

0 

diferenciranjem to jednanne po z dobijamo: 

2ff 
v 

h
(v)

(pz) = 
2ff 	

f(pe
i 

g (v) (ze -it )e -itdt, 

Co

0  

odakie je za z = re iC) , 

211-  227 

f w If(peitlg(v)(rei"-t)Idtde, flh (v) I 	le I Pre 	de<=1— 
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pa je 

/_/ v  

p vM (pr,h (v) ))11 1 (p,f).M1 (r1g
(v) )<C(1-r) p q- M (p,f). 

Za p=r odatle imamo 

1-1_ v  

r  vM1 	' (r 2  h (v) )C(1-r) P  q M1  (r,f). 

Kako je 

11 	1 1 	 1 
4- 2 

JIM(rh (v) )(1-r) -  drCjr(1-r) 19 q  M(r' f)(1-r) -  dr 

0 	 0 
1 

4- 2 
= C f (1-r)" M 1  (r, 	= CIIf II „<0,  za s  = 

	+ v, q 
0 

to znaft, h (v)
E B s za 1—= 1+v, pa je na osnovu teoreme 1.2.4. 

h E B 1-vs 
, tj. h E B q . 

Pokanmo sada da je uslov (2.2.1) neophodan. Neka {an } 

E (HP ,B 61 ). Tada je na osnovu teoreme o zatvorenom grafiku, ope-

rator 

A: Ean z n  9 /2 X na n z
n 

 a 	0 

ograni6en za v4- 1 	v - —‹p41 . Neka je 

gdje je 

f(z) = v!z
v  

a nz 
(1-z)1."= 	

n 

v 

n!  a n = (n-v)! .  

U ovom slu6aju je 

(2.2.2) h(z) = 1] X n an zn = z V g V (z). 
n=v 
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Neka je fr (z)=f(rz) i h r (z)=h(rz) ; tada je 

Ilh r 16 = 1111(fr )11:01f2110• 

Drugim rije6ima 

1 	/ 	 1 

	

-2 	 --v-1 
P1- 0'7  M1

(pr
'
h)dp<CM

p
(r

'
f) = 0((1-r) P 	), 

'0 

jer je na osnovu leme 1.1.3. 

	

27 	 1 	27 	 1 
, v m 19(2, 34. ) 	f 

27r 	I 

	

= 	l f 	.9:2 	 de  
1+v I Pde}{ ;Tr if (14-v)p 

}IT) , 
 j 	'  

0 	 0 (1-z) 	 (1-r) 

1 
11  

, O( (1#v)p-1 )1) = or 
(1-r) 

	

(1-r) 	
1+v-1

P
)* 

Na posletku 

1 	1 -2 -2 	 1-2  
jr (1-p) q  M 	

0 

(pr,h)dp4(1-r) q  Mi (pr,h)dp = C( 	
1 	

_1) 
r 

(1-r)  v-1-1 p  

to jest 

1 	1 	 1 -2 	 --v-1) 
M 1  (r

2 ,h) f(1-0 (1  dp = 4(1-r) P  

r 

a odatle i iz (2.2.2) sledi tvrdjenje teoreme 2.2.1 (v. [18]). 

POSLEDICA 2.2.1. Niz n 1 E (B p , Bp ) ako i samo ako je 

(2.2.1') 	M1 	' (r g') = e((1-r) -1 ). 

TEOREMA 2.2.2. Neka je 0<p<1<q‹.0 i -- v4.
1 
 1 <P <T,"=1 ' 2 ' 3 ' •••  

Niz n }E (HP ,Hq ) ako i samo ako funkcija 

CO 

g(z) = 	A z n  
0 n  

zadovoljava uslov 

--v-2 
(2,2.3) M (r,g (v+1)

) = r((1 - r) P  
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U dokazu teoreme 2.2.2 koristi se slededa lema koju su 

dokazali P.L. Duren i G.H. Shields [20]: 

LEMA 2.2.1. Ako je f(z) funkcija analiti6ka u krugu lz 1 < 

<1 i ako je 

jr (1 -r) aM 
q
(r,f 1 )dr<0, a>0, 

tada je 

1 

f .(1-r) a-1 M (r,f)dr<0.. 

0 

Dokaz teoreme 2.2.2. Neophodnost uslova (2.2.3) dokazuje 

se kao i kod teoreme 2.2.1. 

Doka siimo da je uslov (2.2.3) dovoljan, tj. da 

00 

h (z) = 2:A
n on Z n EHq . 

0 

Neka niz n } zadovoljava uslov (2.2.3) za datu funkciju 

CO 

f(z) = Ea 
n

z n  E B P  

Diferenciranjem h(pz) dobijamo 

27r 
p v+11 h (v+1) (pz p .„1 f if(peitmg(v+1)(ze-it) Idt. 

1 27r 	I 
0 

Pogto je q,1, na osnovu poznate Jansenove nejednakosti [10] do-

bija se 

p (y+19
)M1 (p,f)M47  r,g (v+1) 

1 -v-2 
C(1-r) 19 	M 1 (p,f). 

Stavimo p=r i iskoristimo pretpostavku da f E B P  tj. 
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0 

dobi6emo 

jr(1-r) 

1 	1 

	

(1-r) p 	Mi (r,f)<°D; 

1 	 1 	1 
--2 (v+1)

)dr<jr(1-r)P M (r M
1' 

 (r f)<-. 
.0 	 0 

Sukcesivnom primjenom prethodne leme zaklju saujemo da je 

ir M (r,h')dr<0., pa je M 
0 

to jest, zaista h(z)EHq . 

TEOREMA 2.2.3. (H 2 ,H 2 ) = 

Prije nego doka'iemo ovu teoremu, uo saimo slede6u osobinu 

prostora H 2 : 

Kako funkcija 
03 

f(z) = E a
n

z n  E H 2  
0 

ako i samo ako 

L la  I z n e  H 2 

0 

to i niz kompleksnih brojeva {A n } E (HP ,H 2 ) ako i samo ako 

{lA n I}E(HP ' 112)•  

Dokaz teoreme 2.2.3 (v. [ 5 ]). Ako je {An } E (ilP ,H 2 ) tada 

na osnovu teoreme o zatvorenom grafiku operator 

CO 

A :Ea z n -4- 
0 n  

je ograni6en, tj. 

EA n an z 
0 

CO 

E IA n an 1 2  = HA(PH:C11.11 
HP 0 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



49 

pa je 

(HP,H2 )cro. 

Za p=2 slijedi (H
2
,H

2
) C 1

03
. 

Neka je {An } E 1 °3 ; tada za funkciju 
CO 

f(z) = E a
n

z n  E H 2  
0 

vaZi 

pa je 
co 

2]  lAnan I
2 =E 1  An 12 1 a n I E0' 1 an 1 2<00.  

0 	 0 

Zna6i 

C(H
2
,H

2
), tj• (H

2
,H

2
) = e° . 

Napomena 	2.2.1. S obzirom na identifikovanje prostora 

H 2 sa prostorom nizova Z 2
, teoremu 2.2.3 molemo formulisati i u 

obliku: (Z 2 ,Z 2 ) = 

Slededa posledica pro5iruje prethodnu teoremu za 212<00: 

POSLEDICA 2.2.2. Za 	van 

(HP ,H2 ) = 

to jest 

(Hp , Z 2 ) = 

1 	. 
TEOREMA 2.2.4. Ako je 0<p2q<co, a=-

P
--

1  1 A n
=0(n

-a
) tada 

niz 

{A
n } E (0,0); 

pri tome tvrdjenje vaZi i ako je 0<p..1 a q=00 a ne vaZi ako je 

1<p<2 a q=0.. Broj a je najbolji mogudi, a za svako a<a postoji 

{A,}, A ii =e7 (n-a ), koji ne pripada (HP,0). 
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DOKAZ. Neka je najpre 0<p1 i 	 Za funkciju f(z) = 
/ -1 

_ E a
n

z n 
 E Hp 
	da je a

n 
= o 	) 

0 

Kako je 

Ix a 
n 
 re<Ceelan1PlanlqiPi q + 	= 1 , n  

pa je i 

. 	. 
ra lx n  an  re.cEnP-2 1an I P . 
0 	 0 

Na osnovu teoreme 1.1.14. slijedi da je 

1:IAn annan ) E l q  
0 

pa na osnovu teoreme 1.1.13. zakljOujemo da 
Co 

E n an ZnE Hq . 
0 

Razmotrimo sada slu6aj kada je 1<p2=q, tj. kada je 

1 1 

A 
n 

= e(n
2 p

). 

Na osnovu poznate Holderove (Holder) nejednakosti i teo- 

reme 1.1.13 i 1.1.14. slijedi 

co 	 a,  1 -1  1 lx an i
2 
 c'En plan t' an  

n 	1 
3 

 <C{ EnP-2 Ia
n
IP}P{ E la IP }1)'<,o; 1 

— — 
1 /. 

1 	 1 	n 	P 	p' 

Prema tome zaista niz {An}E(H P,H 2 ). 

Na kraju, pretpostavimo da je 1<p<2<q<0.. Za dato Ajan-c'), 
1_1 

neka je pn =n 2  qAn . Kao gto smo ved pokazali 

_1 _ 1 	 1 1 

{1
n
} = {72 q2 	- -25} E(HP ,H 2 ). A

n
} 	72  
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(2.2.4) An = r(n+1+a) =n
-a 4-0(n-a-1 ) n! 

mo, slijedi: 

// 

(2.2.5) nq 2  - 	
n, 

un 3 / r(n+-2- -77 ) 
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Da bismo nage tvrdjenje dokazali dovoljno je da doka'iemo da 

/ 1 
4T 	2 

{n 	1 E (H 

U tom cilju koristidemo rezultate do kojih su dogli Har-

di i Litivud [281: 

'Ako je 0<p<q<co, 	 i- a=11  
P q 

tada 

{ a
n

} E (HP ,Hq ). 

Iz uslova (2.2.4), primijenjenog na slu6aj koji razmatra- 

1_3 

gdje je vn  = e(nq 2 ). 

Ako E an z
n 

E H
2 

, tada {an } E, 
cc 

pa je 

00 	 1 3 

E va le Eci 
n n 	

<co; 1<q'$.2. 
1 

Stoga {v 11 } E (H 2 ,0), pa na osnovu relacija (2.2.4) i (2.2.5) 

1_1 

{ nq }E (H2,Hq). 

Prema tome 

{P n } E (HP , H 2 ) i {n q 2 } E 	,Hq ) 

CO 

pa i 
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1 1 	1_1 	1 _ 1 
2 

ip
n
n
q , 

= 	A
n
nq 

2
} = IA

n
1e (HP ,HCI ) 

Tvrdjenje ne vaZi ako je 1<p<q=o. 

Zaista, neka je 
1 

Z 	(1 -  z) p = 	
n 
 zn. 

_/ o 
Ovdje je

n
=0(n P), to ako bismo imali da je {a n } E(HP ,Hm ) onda 

bi na osnovu Kavenijevog (Caveny, v. 13 ) rezultata [(H P ,H °3 )].= 

' 	/ =HP , -+-/  =1, 1<p<rm, bilo f€ HP'  gto nije slu6aj. 
P P' 

Na primer, neka je 0<a<b<a. Tada funkcija 

-1-b 
(1 - z) q 	ZHP . 

Medjutim mnolenjem sa odgovarajuCim nizom {A n } An="na )3  

dobija se funkcija 

1 
- -b+a 

(1-z) q  • qm. 

Otuda zaklju6ujemo da je a najbolji mogu6i izloZilac. 

2.3. MNOftTELJI DP  PROSTORA 

1. U odeljku 1.3. je dokazano da je HPC DP ako je 

i da je DPC HP ako je 2p<m. Takodje se zna da je DP\BP / 0 

BP \DP =0, 099<1. 

Lako se mote pokazati da je DP pravi dio prostora AP za 

svako 0<p<00. Dakle, DP se ne svodi na poznate prostore. Stoga se 

prirodno postavlja pitanje utvrdjivanja svojstava prostora DP  

njihova uporedjivanja sa odgovaraju6im svojstvima prostora HP,BP  

i A. 
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1.0 ovom odeljku razmatra se problem mno2itelja prostora 
DP 

i utvrdjuju i dokazuju orginalni rezultati (teoreme 2.3.1 i 

2.3.10). Uporedjujudi ove nove rezultate sa poznatim rezultatima 

o mnonteljima prostora HP i BP, lako se zaklju6uje da 6itav niz 

otvorenih pitanja o mnonteljima prostora DP ostaje otvoren. 

Mnon.telji prostora DP se definigu kao i mnontelji pro-

stora HP i BP . Treba samo u definiciji zamijeniti HP , odnosno BP 
sa D . 

1 1 
TEOREMA 2.3.1. Ako je An =e(n 2  P), 0<pcc., tada 

{A n } E (DP , l c°  

OD 

DOKAZ. Neka je f(z)= E a z n  E DP  0<pEc. Na osnovu posle-

van_ slede6a ocjena: 
n=0 n  

dice 1.3.5. za Tejlorove koeficijente a n  
1 1 

an = e(n' 2 ), 0<pco. 

Prema tome je, s obzirom na pretpostavku 

an 
 an  = 0(1), tj. fx n

an le 1 c° , 

za svaku funkciju f(z) E D1', 0<pco. 

TEOREMA 2.3.2. Ako niz {A
n } E(DP,r), 0<p2, 

tada je 

1--1  

A n = O(n P ). 

1.3.1, 

Dakle, 

DOKAZ. Pato je, kao gto je ranije 

teorema 1. 3.1) , HP C DP  za 0<p , to 

( DP  , l ) C ( HP  , l ) 

ako niz 

{A n } E (DP , r) 

pokazano (posledica 

je i 
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tada 

{A n
}G(HP,e' )J 

pa je zaista 
1 --  

A = 0(n p ), 1<p<2. 
n 

 

2. MnoZitelje (D 1 ,1 61 ), 

	

	prvi je razmatrao M. 

Jevti6 , koji je s tim u vezi dokazao dve teoreme, naime, da 

N 
{X }E (D

1
,Z

1
)  ako je 	EnIA n

I = O(/F), 
n=1 

odnosno 

N 

1 n 1 E (D 1 , i g ), 1<02, ako je 	nclIA n
l q  = 0(Nq/2 ). 

n=1 

3. Naredne teoreme odnose se na mnontelje DP u prostoru 

Dq , D i Hq , kao i na mnontelje prostora HP u prostore D
2 i D. 

N 
TEOREMA 2.3.3. Ako je 1] nlAn l= r(VV) , tada 

n=1 

{x } E (D, 1). 
N 

DOKAZ. Uslovu EnlA n ke(iV) ekvivalentan je uslov 
n=1 

a n d  
 or1  —N ). 

Ne umanjujuci opgtost, pretpostavimo da je 

‘17_,Ia n  
	 = /; 

n=1 4,7 

Parcijalne sume tog reda 

Uo6imo da je Sn+1' >S n
, da je po pretpostavci, lim S

n 
= 1. 

n=N 

n-11X 1,1 
su: S 1 	n =0 ' 

S =1.2 	, n=2,3,. .. • 
k=1 

CO 

Ako funkcija f( z)= E a z n  E D 1 , tada je 
n=1 n  
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03 	
S
n#1 	00 	

1 
co> (11 	n an  2 r 2n . 

dr = E jr 	(11 Ekla k l 2r2k
)
2

dr >, I
) 
 2 

0 	
n=1 S n=1 	 k=1 

sn.f./ 	 n IA,1 
E 	a f rn  dr 	E VT/ I a n I (sn ) 	

= n 
S  n=1 	 n=1 
n 

CO 

c E lan ilxj(s n )n. 
n=1 

Pogto je 	 k>0, to je i 

(s n ) n  > (1 - 11) 12   n 

to jest 

lim(1 - 
k  71-) n  = e

-k 
>0, 

n÷cc. 

pa je niz {S nn } oarani6en odozdo pozitivnom konstantom odakle 

slijedi da je 
CO 

I] lA n Ilan i <0° . 
n=1 	- 

TEOREMA 2.3.4. Ako je 1] nglA n i q  = e(N 2 ), 1<q<co, 
n=1 

tada 

{An }
1 q ) 

DOKAZ. Neka je 

p
n 

= IA
n
Ign 

2 4q-1) 
3 

tada je 

N 	N 241  
nlu n l = 1] n

2 2
lA n 1

q = e( ✓T1). 
n=1 	n=1 

Na osnovu teoreme 2.3.3, 

( lin } E  ( D 2 3  11) 
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n 
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CO 

Prema tome, za svaku funkciju f( )= Ea z n ED
1  vazi relacija 

n=1 n  

	

lA n Iglan lq = E 	 IA n 	aIqn(14)(q-1) 1 n=1 	 n=1 	 n=1 

Go 
CE Icin2 	lan l = C E lunllan n=1 n 	 n=1 

Dakle, zaista niz {A
n

} e (D Z q ). 

TEOREMA 2.3.5. Ako je 2p<co, tada je 

(DP , D 2 ) = 1°3 . 

DOKAZ. Pogto je (H ,H ) = Z
00 
 (teorema 2.2.3) , to je 

i co = (H 2 ,H 2 )  = (D 2 ,D 2 ) 	(Dp .09 2 ), p32•  

Na osnovu teoreme o zatvorenom grafiku je 

(DP ,D 2 ) C 1 c° , 

pa je 

l c°  = (D 2 ,D 2 ) C (DP , D 2 ) C Z cc  

to jest zaista 

1 1 ---+- 
TEOREMA 2.3.6. Ako je A n =r(n P 2 ), gdje je 0<p<1, tada 

{An E (Hp, D 2 )
• 

00 

DOKAZ. Neka je f(z) = E a z n  EHP  , o<p<1. 
1 n  

Kako je 

-L1-1 (1-1)(2-p) IA 
n 
 a 

n 

 12 = E IAn h 2 lan i P lan 1 2-P<CEn 	n P 	lam p= 1 	 1 	 1 
00 

= c E nP -2 1an  IP, 
1 

a na osnovu Hardi-Litivudove teoreme (teorema 1.1.14) je, za f(z) 

(q-1) 
<00, 

2 2 

(DP , D 2 ) = Zw , 2<p,<co. 
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0 E HP 	<p<2, 

E n19-2  la 1 1) <., 
i 

1 	
n 

 

to znan da je 

El ', fl a n 1
2 
<c°, 

pa, prema tome, i funkcija 
CO 

E An an zn  E D 2 , 

gto znan da zaista 

{An ) E
P
,E

2
), 0<p<1. 

TEOREMA 2.3.7. Neka je 0<p<2. Ako je n=r(n- a), 	f 
a>i tada 

P 

{ O
n } E (DP ,D 2 ). 

00 n 
DOKAZ. Neka f(z) = Z., a z E Dr. Koko je Tejlorov koefi-

1 1 	 1 n  

cijent an=e(/P 2 ), to je i 

1 1 -2a+1-1 
E IA an i 2 C'E n-2a 

2 (- 
. n

1,-T) 	
CEn 	P 

1 	n 	1 	 1 

Poslednji red konvergira za 

2 
2a + 1 - 

P
—>1, 

gto znan da za a> 1  funkcija 
02 

Anan z
n
E D 2 , to jest da 

{X
n

} E (DP ,D 2  ), 0<p<2. 	
1 

TEOREMA 2.3.8. Neka je 0<p<1. Ako je Xn=e(n P), tada 

{
n } E (HP ,D). 

CO 

DOKAZ. Neka f(z)= Ea zn EHP . Red 
0 n  

1 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



58 

EnIXn
an

I 2 , konvergira jer je 
1 

co 	 co 	 —1  (1- 1)(2—p) 	n  co 

12111A n an 1
2 

= 	ni A n 1 2 1an
1 2-P lan I P <C E r•n Pn P  

1 	 1 	 1 	

lamp 

co 
= c 	nP -2 1an iP, 

pa na osnovu Hardi-Litivudove teoreme (teorema 1.1.14) za prosto-

re HP  zaklju saujemo da je 

03 

niA a 12 <co 
n n n=1 

cc 

i da,prema tome, funkcijaEA n  a n
Z n  E D, gto 	da 

.7   

{a n } E (HP ,D), 0<p<1. 

G9 

Prema tome funkcija E A n
an

z n 
E D. 

1 

TEOREMA 2.3.9. Niz {A n } e(l/
1 ,D) ako i samo ako je 

N 
(2.3.1) E 3  n lAn 1 2  = e(N

2 ). 
n=1 

DOKAZ. DokaZimo najpre da je uslov (2.3.1) neophodan.Ako 

IA n 1 E(H
1 ,D), tada za svaku funkciju f(z)E H 1  vaZi 

co 
n I A n an i 2

<co 

1 

CO 

E 14TAn Irlan i 
1 

r< co 

i odatle sledi da je 

f man 1 E(H 1 ,H 2 ). 

Na osnovu teoreme 2.1.4. imamo da je 

1 
	2 (1-77i1), n 1) 2  = 0(N 2 ), 

6to znaci da je 
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N 
n 3 1A 	= 0(N2 ). 

n=1 	n  

Jednostavno se dokazuje i da je uslov (2.3.1) dovoljan. 

TEOREMA 2.3.10.Niz n
} E (D 2 , D) ako i samo ako je 

1 

(2.3.2) A n 
= e(n 2 ). 

DOKAZ. DokaZimo najpre da je uslov (2.3.2) neophodan.Ne-

ka {A n } E(D
2 ,D). Tada je 

E n 1 an  1 2  1 An  1 2 <co 
1 

za svaku funkciju f(z) = Ea Z n E D 2 . 
1 n  

Red 

E nlan 1 2 1A n 1 2  =E (1711X n 1) 2 1an 1 2 <co 
1 	 1 

6to znan da 

{ iTIA  }E (D 2 , D2) = 

Prema tome, niz {in), n } je ograni6en, to jest 

inA n = 0(1), 

iii 	 1 

A n = 0(n 
2 ). 

Obrnuto, da je uslov (2.3.2) dovoljan neposredno se doka- 

zuje. 

TEOREMA 2.3.9. Ako je An=0(n-a ), a>i, tada 

{An} E (D
i ,D). 

co 
DOKAZ. Za funkciju f(z) =E a zn E D 1 , 

1 n  1 
an = e(n

2 ), 

pa e 
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m 	 co 	 00 	 co 

=E nI n 1
2 
 Ian ' 2 “ E rrn - 2a .n = CE n2-2a, nl A

n
an l 2 

1 	 1 	 1 	 1 

3 Poslednjiredkonvergira za - 24-2a>1, to jest a>-i ' gto zna- 

6i da zaista 

fA
n

1 E (D
/
,D). 

TEOREMA 2.3.12. Neka je 0<p41, 24q<c, . Ako je An  = e(n -a ), 

W-2 	p  2(1- 1 + 1 ) '  tada 

{A n } E (DP ,Hq ). 

CO 

DOKAZ. Neka f(z) = E a z n E DP. Tada je 
n=0 n  

	

00 	 00 
2] I Aan icii‘c E 71 aq'  lan IP lan I cl '-P n 

	

n=1 	 n=1 

1 1 . 	, (---)W—p)  
p 2 =CEn—a q n 
	 la

n l p  = c E nP-2  I an IP 1 n=1 	 n=1 

pa je na osnovu Hardi-Litivudove teoreme (teorema 1.1.14) za HP  

prostore 

	

. 	, 
E lA n a n l q  

n=1 

tako da sada mosiemo na osnovu teoreme 1.1.13 zakljunti da fun-

kcija 
00 

1 
+ —

1 3 E An a
n

z
n 

E 0 i q 	q I = .
7 

 

6to znan da zaista, 

< co, 

n=1 

{an } E(DP ,Hq ), 0<p41, 24q<ce. 
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III GLAVA 

NEKA NOVA SVOJSTVA PROSTORA AP 

Za razliku od prostora HP i BP, problemi odredjivanjapro-

stora Aq kome pripada funkcija f(z) ako njen izvod pripada prosto-

ru A 1', 0<p<1, i obrnut problem odredjivanja prostora Aq kome pri-

pada izvod r(z) ako f(z) pripada prostoru AP, nijesu rijegeni. 

Neki djelimiani rezultati objavljeni su 1977. godine ura-

du [31] Hirogi Vatanabe (Hiroshi Watanabe). Medjutim, potpuno rje-

genje do sada jog nije dato. 

Prou sdavajudi ovaj problem, dogao sam do izvesnih rezulta-

ta, koji su obuhva6eni u ovoj glavi. U prvom odjeljku 3.1. ovog 

rada dokazao sam da se ocjene koje je u radu [31] dobio HirogiVa-

tanabe mogu poboljgati. 

U odeljku 3.2. navedene su neke ocjene Tejlorovih koefi-

cijenata elemenata prostora APi u ovom slu6aju, za razliku od pro-

stora HP i BP , dobijene su samo neke ocjene za koje nije utvrdje-

no da li su najbolje. 

Dobio sam i neke ocjene Tejlorovih koeficijenata koje su 

bolje od poznatih i izlozio ih u istom odjeljku. 
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3.1. IZVODI I INTEGRALI PROSTORA AP 

Najprije navedimo poznatu Hardi-Litivudovu teoremu 

koju cemo u daljem koristiti: 

TEOREMA 3.1.1. Neka je f(z) analiti6ka funkcija u krugu 

IzI</ i neka je: 

(3.1.1) p(r,8) = suplf(pe ie )1. 
p4r,  

Tada za 0<p<0,  vaZi nejednakost: 

2ff 

(3.1.2) (r pP(r,f)de)P C 
P 
 M 
P
(r,f). 2T  

0 

(Ovo je tzv. "Max-teorema"). 

Problem odredjivanja prostora A q  kome pripada izvod f'(z) 

ako f(Z)E A P , 0<p<1, mote se posmatrati opgtije: 

Odrediti prostor Aq kome pripada f (n) (z) ako f(z) E A P . 

I obrnuti problem se mote posmatrati opgtije, pri emu se 

za parcijalni integral k-tog reda uvodi oznaka f
(k) (z): 

z 

f (k) (z)  = jrf(k - 1) (c)dc, k = 1,2,... 

0 

U vezi s tim koristidemo slede6u teoremu (v. [31]): 

TEOREMA 3.1.2. Neka je k = 1,2,...; tada za .  funkciju f(z) 

analiti6ku u krugu lz1<1 vane nejednakosti: 

(3.1.3) JO (r,f (k) )dr Cci,k  f (1-r) kgMq (r,f)dr, 0<v1, 
0 	 0 

1 	 1 

(3.1.4) JiMq (rf(k) )dr <Cq,k jr(1-r)
kg-v-1M(r,f)dr, 

0 	 0 
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2. Sada demo dokazati teoremu koja predstavlja u izvesnom 

smislu op6tiji rezultat nego Lema 5, H. Vatanabe, formulisana 

pomenutom radu [31]; 

TEOREMA 3.1.3. Ako f(z) E A P  i 0<p4q<co, tada za realno a 

vane nejednakosti: 

1 	 1 

(3.1.5) f (1-r)"M q  (r,f)dr < C P,q 
	 P q 
f M P

P 
 (r,f)dr, ,at2 (2- - 1), 0<q1., 

 
0 	 0 

1 	 1 

(3.1.6) f (1- r) aq-q+1Mq  (r, f) dr < C 
p,q 	P 

f M P  (r, f) dr, 

0 	 0 

cL(./ --) + 2(p 	14q<.. 
P q 

DOKA Z. Dokanmo najprije nejednakost (3.1.5). Na osnovuna- 

6e teoreme 1.4.3. imamo da je: 

/ 	 / 	 27 

f (1 - r) aq t4C1
4

(r,f)dr, 	= f (1 - r) C1C1 (iiif If(re ie ) 1 771) 1f(re ie  )IPde)dr< 

0 	 0 	 0 

1 	 _2 	 1 	2 (q-p)  

4 f(1-r) acIMP  (r,f){C 
P 	 P 

(1-r) P}qPdr = CqP  f 	
a q 	 

P 
(1-r) 	p MP (r, 

P  
0 	 0 

1 	aq- 2 (q-p)  

= Cp,q  f (1-r) 	p  MP
P 
 (r,f)dr, 

0 
a kada je 

	

/ 	/ 
aq — 2( p p)  ?0, tj• a)-2(—

P 
 — —), 

dobijamo da je 

1 	2 (q-p) 	 1 

C f 	
aq 

(1-r) 	p MP  (r, f) dr 
<CPig 

 iMP (r, f) dr, 

0 
P',4 	

MP (r, 

	
P 
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gto dokazuje gornju nejednakost (3.1.5). 

Nejednakost (3.1.6) takodje dobijamo koriste6i nagu teo-

remu 1.4.3. naime: 

1 	 2 
f (I -H ag-V-1W?  (r,f)dr, J (1--r)a4 q +1 	f){C (1-r) P } qPdr = 
0 	 0 

1 	 2(q-p) 
= C

q-Pf(1 -r)
aq-q+1 

P MP (r,f)dr, 
0 

pa za 

aq - q 	1 - 2(61-19) 0, tj. a>.(1 -q) 1-  2( -1 ) P 
zaklju6ujemo da je 

)1(1 -r) aq-67+1 0(r,f)dr <C
P
' 
,q 

j(M
P (r,f)dr, 

0 	 0 
to jest da vazi i nejednakost (3.1.6). 

Napomenimo da je H. Vatanabe svoju odgovarajudu lama for-

mulisao ragelanjenu na slueajeve: a) 0<19q..1; b) 0<pq<=0; c) 

.p.q<-, pa je za svaki slu6aj na poseban nann dokazivao. Medjutim, 

ja sam teoremu formulisao i dokazao u kompaktnom obliku, tj. za 

0<p„<q<co. 

3. Naga teorema 1.4.3. koja vagi za. AP prostore, utiCe i 

na ocjenu koju je H. Vatanabe dobio u svojoj teoremi 3 [31], tj. 

poboljgava Vatanabin rezultat. Tu ocjenu utvrdjujemo slede6om no- 

vom teoremom, koja je analogna pomenutoj Vatanabinoj teoremi 

glasi: 

TEOREMA 3.1.4. Neka je funkcija f(z) analiti6ka u krugu 
IzI <1. Za 0<p<q<oo vagi nejednakost 
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1 	 1 

(3.1. 7) , f P 
q(r (k)

dr C p,q,ki  M p " f ) dr 

0 	 0 

to jest 

f(z) G AP povlan da f (k)  (z)E Aq 

ako je: 

1)
P q 

i 0<p4q<1; 

1 
2) k“1 -- 

1  ) + 2(—
P 
 -- 1 ), 1<q<co. 

DOKAZ. Pogto je, prema relaciji (3.1.3) 

fM
q

(r  f(k) )dr <Cq,k
i (1-r)

kq M
q (r,f)dr, 0<q(1, 

0 	 0 

a na osnovu (3.1.5) je 

f (1-r) aqMqq (r,f)dr < Cp,q  f MPp (r,f)dr, 

0 	 0 

gdje je cl2(1 -1), 0<q<1, to je 
P q 

1 	 1 

fMqq (r,f(k) )dr Cp,q,k 
fM pP  (r f)d r i 

0 	 0 

P
1 1 

q
i 0<p<q<1. 

Takodje, na osnovu relacije (3.1.4) u teoremi 3.1.2 i relacije 

(3.1.6) u teoremi 3.1.3 slijedi da je 

fmq
q 
(r,f (k) )dr 

Cp,q,k p 
fM P  (r,f)dr, 	za 

0 	 0 

1 	1 
q 

k)(1-- 
1 
 ) + 2(-

P 
 - -), 14q<1:q<°'.. 

Regenje inverznog problema daje slede6a Vatanabina teore- 

ma 4 [31]: 
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TEOREMA 3.1.5. Neka je 0<p<q‹... Ako f(z)EA q , tada za 

1) k<191 - 	1<q<00, 

2) k<pl. 	0<q<1, 

vaZi nejednakost 

(3. /.8)(IMP (r,f (k)  kir) ..cepiq,k (f mqg (r,f)drY 

1 	 0 
2 

drugim rije6ima, tada 

f(z)C A q -of (k) (z)C A P . 

3.2. KOEFICIJENTI ELEMENATA PROSTORA A P  

66 

Prostor AP  za 14p<0,  je Banahov, a za 0<p<1 je F-prostor. 

Dakle, teorema o zatvorenom grafiku se mote primijeniti. Medjutim, 

i pored toga malo je mnoZitelja prostora AP dosad prou6eno i uo-

pgte, poznato je malo ocjena Tejlorovih koeficijenata elemenata 

prostora AP. 

U ovom odjeljku dokazao sam neke nove nejednakosti koje 

vaZe za Tejlorove koeficijente elemenata prostora AP . Koristedi i-

ste lako se pokazuje da 

1 	
 

2 E(AP ,1 1 ) ako je 0<p.<1, 

((n4- 1 ) 15  

1 
 
E(AP ,1 2 ) ako je 4p,..,12. 

2_1 

(714-1) P 	....2  

a 
TEOREMA 3.2.1. Ako funkcija f(z) = 	a

n
z n pripada pro- 

n=0 

storu A p , tada vane nejednakosti: 
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lan  l 	
1 

	

(3.2.1) E 	< 	i p  MP(r,f)dr, 0<p41 

	

2/ 	
, 

n=°(n+1) 19 	P  
0 

	

, 	Ian12 	
1 

(3.2.2) 2_, -----<c IMP (r,pdr., .1<p2. 
4 	P 	P 	

■ ... 
n=0 	-- 1 	0 

(n+1) 19  

DOKAZ. Dokaiimo najpre nejednakost (3.2.1). Ako u relaci - 

/ 
ji (3.1.5) (teorema 3.1.3) stavimo q=1 i etz-- 2(-

P 
 - 1), tada imamo 

	

1 	1 	 1 
2(- 1) 

f (1-r ) P 	M 1 
 (r,f)dr CP 
	P 
fMP(r,f)dr. 

0 	 0 

Pato je 

rn 

to je i 
1 

1 	 1-
n+2 	2(1--1) 

f Cp p 	 1 
iMP  (r, f) dr E (1-r) P 	M 1 (r' f)dr . 

n=0 
0 	 1 

, 2(-1  

	

-1) 	1 	1 ) P 	M 1 (1- n+13
'f) 

n=0 
n4-2 	 (n+1) (n+2) 

la t 1 
2 1 	0---) n  lan 	E 	n 2, n+1 

n=0 	--1 	
pn=0 

 

	

(n+2)P  (n+1) 	 (n+1)P  

'aime je nejednakost (3.2.1) dokazana. 

DokaIimo sada nejednakost (3.2.2). Ako u nejednakosti(3.1. 6 ) 

(teorema 3.1.3) stavimo da je q=2 i a=-; - 2 ,
onda imamo: 

1 	 1 	1_2 

fM P  (r, f) dr >,J (1-r)P 	
Ian'  2 r 2n )dr  

n=0 
0 	 0 

n+1 
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(33 	la 	1 2  = 
a
n 
12
B( 

-*P- 
4 
—1, 2n+1) = C 2:  4 n  n=0 	 Pn=0 --1 

np  

I time je nejednakost (3.2.2) dokazana. 

Napomenimo da je ova teorema analogna Vatanabinoj teoremi 

5 u pomenutom radu [31], ali dok je prvi deo nage teoreme isti kao 

u Vatanabinoj, drugi deo predstavlja poboljganje Vatanabinog re-

zultata. 

interpretiraju6i rezultate (3.2.1) i (3.2.2) u terminima 

Adamarovih proizvoda, tj. mnontelja AP-prostora u prostore nizo-

va, dobijamo sledede dvije posledice: 

POSLEDICA 3.2.1. 	Ako je tada niz 

(3.2.1') 1 E(Ap,11). 
2  

(n+1) 17  

POSLEDICA 2.2. 	Ako je 11;12, tada niz 

(3.2.2') 1 	 2 E(AP .,1). 2 	1 

(n-0-1) P 	2  
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