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U ovom radu se ispituje medjusobna zavisnost
nekih uslova koji se odnose na module glatkosti, k-te razlike
114 na transformusant Fourierov red 29— periodidne funkeije
feb,. Resultati su dati u obliku teovema ulaganja © poklapa-

nja klasa funkeija.

tro jo wy(£,8), k-ti modul dlatkosti, bKf k-ta ra-
2lika s korakom t, A (z;) Fourierov red funkczae fELp e(0,®), %ty
nenegativna funketja takva da Je ?ﬂa(t)dtzm" i B(n) brojni niz,
onda ti uslovi za 2T = periodidku ofunkciju feLp jedne nezavisno

proqupljive, glase

am . | ‘
[ atiuy(f,t) dt<= (1)
0 ’ P
2T
A ldt<°° 2
n a(t)“ f(x)‘p (2)
Postojt FeLp ([o,2n]) takva da je F«@An(x)ﬁ(n) (&)

Klase funkeija koje ispunjavaju navedene uslove onri-
Javaju se, redom, sa E, A, V. Ispitivanju odnosa uslova (1), {2)
(3), odnosno ulaganju % poklapanju klasa B, A, W posvecdeno de mrnoi
padova (L.Leindler, 0.V. Besov, P.L.Uljanov, A.A. Konjudkov, V.A.
Andrienko, T.I.Amaﬁov M.X.Potapov, < dr.).
Tako na primjer, u radu /1/ dokazuje se da se, uz usZove p=2, Y=1,
a(t) nerastuda funkczga takva da je § 2[ t a(t}dt<cf a(t)dt, za

§<6, /5 - fikeirano/ © B(n) f a(t)dt kZase B 1 W pokZapagu K
-1

n
radovima /18/ © /19/ odnos klasa B i W se utvrdjuje za af(t)=c * 7

ain)=2f M, w0, 1<06<e, itd.
U radovima M.K. Potapova (/8/, /13/, 14/, /15/, /57

odnos klasa B 1 A se iept [tuje uz najmanje uslova na funkeiju alt,

- = e o rus A4y klasa B(k) 7» B(;' ) kac




Ir

iamedju klasa B(p) i B(q).
U radu /12/ ti pezultati se uopdtavaju, a daje se i
veza'ikmedju klasa B(0) % B(01). U iatom radu utvrdjen je odnos

klasa B i W aa proiavoljnu funieiju al(t).

Svi reaultati u tim radovima dokazuju se primjenom
osobina najbolje aproksimacije funkeije,

U glavi I ovoga rada ved posnate relacije izmediu
klasa B(p) i B(q) dokasnuiu se koriddenjem oaobina modula glatkosti
funkeija.

U glavi II se ispituju odgovarajude klase funkeija
vide /dviju/ nezavisno promjenljivih, 27 - periodidkih po svakoj
od promjenljivih. Te klase su oznadene sa SB, SA, SW.

U § 1 glave IT utvrdjuje se odnos klasa SB i SW za
protavoljnu funkeiju a(tl,t2) /teorema 1/. Teorema 2 govori o tad-
nosti teoreme 1,

US§ 2 glave II utvrdjuju se odnosi klasa SB u zavis-
nosti od parametara p,8, E.

UGS 3 iste glave data je veza izmediu klasa SB 1 SA.

U glavi III definidu se odgovarajude klase funkeija
koje pripadaju prostoru L; i dokazuju se relacije analogne relacija-

ma dobijenim za klase SB, SW, SA u glavi II.

Reaultati iz glave II ovoga rada izloZeni su na
"Konferenciii mladih naudnih radnika Mehaniko-matematiékqg fakulteta
MGU", a dio tih rezultata objavlijen je u zborniku radova sa te kon-

ferencije.

Najvedi dio reaultata ovog rada dobijen je za vrijeme

" - . . " "
mog staZiranja na Moskovskom drZavnom univerzitetu "Lomonosov

1 .



IIT

pod rukovodstvom dr fizidko-matematidkih nauka Mihaila Konstanti-
novida Potapova, prof. Mehanilko-matematidkog fakulteta,
Dugujem duboku zahvalnost prof. M.K.Potapovu za formu-

lisanje problema kao i brojne konsultacije ¢ savjete.




GLAVA I
5 1. KLASE B(p,0,k,a). TEOREME ULAGANJA PO p

1.1. Oznake, definicije i osnovni rezultati

Sa Lp([0,2"]), 15ps® éemo oznalavati prostor mjerlji-
vih, 27T - periodiékig funkcija f(x) takvih da je
”f“p=( lf(x)lpdx)1/p<“ , za  p<e
o .

/
o $ugsf 1101 e p-e

Sa Atf(x) ¢emo oznacavati k-tu razliku funkcije f
s korakom t, tj.

k k=V.v
k -1 C f vt
Atf(x)=v§0( ) k (x+ve)
i sa wk(f,t)p modul glatkosti reda k funkcije f u metrici Lp, tj.
K
w (f,8) =sup ||ak £(x)]
((F8)pmsup llag £0ll,
fieka je a(t) funkcija mjerljiva na [0,2r], integra-
bilna na [§,2r] za svako &e(0,2m) i a(t)2C>0.

Klasu B(p,0,k,a), 0<6<= odredjujemo kao klasu fun=-

kcija f(x)eLp([o,zn]), takvih da je
2w
3=/ alt)wd(f,t) dtce.
. p

KaZemo da funkcija a(t) ispuhjava o uslov, ako po-

stoji realan broj o, takav da je

) )
fa(t)t%dt<eo [ a(t)t% Cdt=w , za svako 8e(0,2m) i e>0,
o .

0
KaZemo da funkcija a(t) ispunjava o* uslov ako

10 ispunjava o uslov
20 postoji fea]an broj o*>0 takav da je

s §
fPa(t)t" dtscf a(t)t ™ dt.
0 )



U radu /14/ je dokazano da se, ako funkcija a(t) ispunjava o*
uslov, za k>o0*/8, klase B(p,0,k,o) poklapaju, a za k<o*/® klasa
B(p,%,k,®) sadrzi samo funkcije ekvivalentne konstanti.

| U ovoj glavi ¢emo pretpostaviti da a(t) ispunjava
o* uslov i da je k>0*/0, pa €emo, uz ove pretpostavke, za klasu
B(p,0,k,a) koristiti oznaku B(p,8,0).

Lako se dokazuje da, ako funkcija a(t) ispunjava o*
uslov, onda i funkcija a*(t)=a(t)te(1/p'1/Q), p<q ispunjava isti
uslov za 0*-(1/p-1/q)+€, €>0 pa, u tom slu€aju, ima smisla oznaka
B(p,0,0a%), |

Uslov o* nije dovoljan za inkluziju B(p,e,a)ch, pP<q
/P.L. Uljanov je konstruisao primjer koji to potvrdjuje/ pa se od
funkcije a(t) traze dodatni uslovi. . 4

Oznalimo po(t)=1, pno(t)=Jj1 lnv-f! » gdje Je n, pri-
rodan broj, te(0,27, Tnju=lnu Tnyu=1n[in,_,u], v=2,3,..., n,
lnvdv=1.

KaZemo da funkcija a(t) ispunjava (A.Y,no) uslov,ako
je,za §<5_, f"a(t)t*p;Y(t)dtsCGAg§:1(5) 7°a(t)dt.

268 0 s

Ako je no=0, kaZemo da funkcija o(t) ispunjava X uslov, tj: fun-

kcija o(t) ispunjava X uslov ako Je
2m

[ ageyt?
26

S A
dtsc i a(t)t dt

Dokazacemo sledeée teoreme ulaganja po p:

Teorema 1. Neka je 1sp<q<®, funkeija a(t) i8punjava
XA uslov, A/621/p-1/q i a*(t)=a(t)te(1/p—1/q). Tada je

B (p, 6, o)l < B (q, 6, a*)

Teorema 2. Neka je 1<p<q<w, funkeija oa(t) ispunjava

» -1/q)7Y(;
(A,Y,no) uslov za A=60(1/p-1/q), Y=max(0/q,1) i a*:a(t)te(l/p l/q)pn:‘




e

Tada je

’ » B (p, e, a) C B (q,. e.’ a*)
‘ Teorema 3. Neka je 1<p<qs®, funkczga a(t) Tepunjava
Auslov za A=0(1/p-1/q), a*(t)=a(t)te(1/p 1/4) A
4f(x)~vg1 avcosyx,'av+0. Tada je
B (p.' e: ®) = B (QJ e.i a*)!
Primjedba: Navedene teoreme su dokazane u radovima

/8/ 1 /14/ pomoéuy najbolje aproksimacije. U ovom radu iste teore-

: 2
me se dokazuju pomocéu modula glatkosti i uz uslov da je Jf(x)dx=0ss.
. 0

1.2, Pomoéni stavovi

22™"

- 2w

Koristicemo oznake: u(0)=] a(t)dt,'u(n)-f a(t)dt,n>1,
2"

‘Lema 1. Postoje konstantec1 1 ¢y, takve da je.

¢y niou (n)mk(f -_) <[ alt)up(f,t) pdtec, I ou(n)mk(f y —)
‘ 29
Lema 2. /17/. Ako je 15p<qs® i [ f(x)dx=0 ss, onda je
0

p.

2o » gdje je r=1 za gq=w ,r=q,q<=

W (Fiomlgse §, 2 (1/p-t/alnye 5

Lema 3. /14/. Ako funkciga a(t) ispunjava A uslov,

onda je: 2"A5cu(n) ; vgou(v)Z'vA<cu(n)2'nA

Lema 4 /8/. Ako je a*(t)= =a(t)t pnY(t). onda postoje
konstante Cy i ¢y takve da je:

1270y, o mysu(m sep2™ ol (Loyus(n).

Lema 5 /8/ Ako funkcija a(t) ispunJava (A,Ys n ) us-
n
a*(t)=a(t)t pnY(t), onda je I u*(n)=B u*(n), gdje je

- lov 1 ako je

Lema 6. Neka je f(x)~vzoavcosvx. a t0. Tada je



4,

e p2,d Q¢ _
2) Za 1<pegen B vHAI(F,0) scud(f E1-)q
4-4
b) Za Q=" \,gzhva wk.(f'%)pscwk(f’%ﬁ)p
Primjedba: Sa c ¢emo oznafavati konstante /po pravi-

lu razli€&ite u svakom koraku/.

1,3, Dokazi teorema 1, 2 1 3

- Dokaz teoreme 1. Neka feB(p,6,a), tj.
0

/ a(t)w (f,t) dt<=, k20*/6. Na osnovu leme 1 i leme 2 i izraZa-

0

vaju€i u* preko M bice:

J -}"a* £yl (f,t) dt<c Eoux(myed (£l <

5c.n§o 2'ne(1/p-1/q)u(n){v§nzv(1/p-1/q)qmg (f;lv)p}e/q-
2

Neka je 0<62q. Primjenjujuéi’nejednakost /5/

(n;o as 1/Bs(n§o az)1la. O0<a<B<w | a 20, dobijamo:

Snzoz-ne(1/p-1/q)u(n)vgn2ve(1/p~1/q)m§ (.l -

.Zv)p

[Tl

0 - v - -
=y 02\) (1/P 1/q)mg (f _1__ T U(n)z n6(1/P 1/q)'

Uzimajuéi u obzir da je A/0821/p-1/q i da funkcija a(t) ispunjava
A uslov, imacemo, na osnovu leme 3,
Ta(t)ud (£.t),d
3 sc vfo K, (f Shpr(v)se [alt)og (F,t)at.
0
" Neka je 6>q. Pr1m3enjujuéi nejednakost /8/:

0

[ ] o0 o

nZo an(vgnbv) Spko @ (y b ) » 2,20, b 20, vigdv=2,Y, » dobijamo:
o :

Jysc nfou(N)ank (f’zn)p’ gdje je
n=[u(n)] 2n9(1/P 1/q) E u(v)z‘ve(1/P‘1/Q)’ tj. YnSC- Tada je

J,fc u(n)mk (f'zn)p’ i, znaéi. za svako 6¢e(0,»)




5.

.<}“ i
3 < / a(thu (f,t) dt.

Neka je k1<0*/6. Tada je f=c /o(t) ispunjava o* ysloy/ s, 1,znaéi,

J1<9. Ako je k130*/e klase B(p,6,k,a) i B(p,9, k1,a) se poklapaju,

pa iz feB(p,6,k,a) slijedi da fEB(p,G,k1,a), tj.
2m
] a(t)wg (fyt) dt<wo, odnosno J1<w.
0 { p
Kako je a(t)>c>0 i J1<w, to je

wk (f, 1)q_ f wk (f,t) dtsc? a(t)wk (f, t) dt<w,

1
Funkciju f(x), i f(x)dx=0 moZemo predstaviti u obliku:
0 S :

f(x)= i:ll—— f Ak'fdt pa je

Il 7‘”? ¢ Fatf| < NI (R {/EN (Fs2mgsen (Fu1)g<e, ti.feL .

Iz feLq T Jy<2, slijedi da feB(q,8,0*), Time je teorema 1 dokazana.

Dokaz teoreme 2. Neka feB(p,6,a). Na osnovu leme 1
i leme 4 je

] a*(t)w (f,t)dtsc Fu(n)2™p Yy k (f _-)

sc, ngo“*(")wg4(f’%ﬁ)q' IzraZavajuéi modul g]atkosti’u metrici
Lq, preko modula glatkosti u metrici L /lema 2/, za q<=, dobiJamo;
Jpsc nf wk(n){,, f aVa(1/p- 1/q)wq(f 1 I }e/q
Dokaz, dalje, ide kao i dokaz prethodne teoreme samo se treba po-
zivati na lemu 5, umjesto na lemu 3.

Dokaz teoreme 3. Obzirom na teoremu 2, dovoljno je
dokazati inkluziju B(q,0,a%)cB(p,06,a). Kako je p<q, to iz
vfeB(q 6,0%) slijedi da felp. Jo3 treba dokazati konaéndﬁt integra-
la Jg= } a(t)wk (f, t) dt. Primjenjujuéi lemu 1 i izraZzavajuéi y

preko u*, imacdemo:



6.

JSSC ngou*(n)zne(1/9'1/Q)w8(f,%ﬁ)p'

Neka je q<». Neposredno se provjerava da je

{,n(1/p-1/ 1y 18 _(,n(g-p)/ 1y 1%/4q
on(1/p q)wk(f’zﬁ)p} ~{o"(q-p) Pwﬁ(f,zﬁ)p} <
£
fC{szmeP 2mﬁ(f,%4p}e/q. Primjenjujuci lemu 6 dobijamo:

Opp 1 C .
Jasc ngou*(n)mk(F,Eﬁ)q. Kako feB(q,8,a*), velidina na desnoj

strani je kona&na, pa je i J3<“. Time je teorema dokazana za q<=,

Za gq== treba primijeniti drugi dio leme 6.




GLAVA 11
§ 1. MEDJUSOBNA VEZA KLASA SB(p,0,a) i SW(p,6,a)

1.1. Oznake, definicije 1 osnovni rezultati

Sa L,([0,27]*), 1 <p < = Cemo oznalavati pro-
stor mjerljivih funkcija f(x,y), 27 - periodi&kih po svakoj od
promjenljivih x i y i takvih da je

2mam
flly=(S Sle(xy)Pdxdy) /Pe e, za p <=

- , (o} (o} |

el = sup vrad |f(xay)l < o
| ye[0,2n]

/S.M. Nikoljski /5/ je pokazao da se definicija velizine |Ifll,
P <= moZe profiriti i na slutaj p = «, ako jer“ <o, P = wf,
Ako fEL ([0 Zﬁ] ) i } fdx } fdy s.s. R kor1st1éemo i oznaku

ch° ([o 2712). °

Sa [&&f ({&k‘f ¢emo oznaavati kg = u (k2 - u)
razliku funkcije f(x,y) po promjenljivoj x (y), s korakom t,
(tz) i sa [} k’f mjeSovitu razliku, tj.

quzf Zxkiz (-1)k2-n2CE?(x+";§9

Sa wk(f,61)p (wk(f,sz)p) ¢emo oznalavati module
glatkosti funkcije f u metrici L, po promjenljivoj x (y) i sa
wk‘kéf,61,62)p mjeSoviti modul glatkosti, tj.

Iak bl

Wk, (F284s85) = sup
ki ky Poe)ss,, (eSS, t« 6"



v 1
Ako je Tnpr([O,Zn]z) (TnzeLp([O,Zﬂ]z)) trigonometri-
jski polinom stepena n, (n,) po x (y) » nz0,1,2,..., (n,=0,1,.),
onda ¢emo sa Yn n (f)p oznalavati najbolju aproksimaciju dvodi-
' N

menzionalnim uglom, funkcije f po x i y, tj.

Y = inf J1e=(T, +T, )],

(f)
n, n, p s 1y
Neka je a(t,t,)2C>0 funkcija mjerljiva na kvadratu
[0,2n]2 i integrabilna na pravougaoniku [8, ,2n]x[68,,27],za sva-
ko 84e(0,21), i=1,2.
Klasu funkcija SB(p,6,0), 1 < p <2, 0 < & < = definide-

mo kao klasu funkcija feL ([0,2112), takvih da je

6 2n 2xn
.9 ©

6 2n 2w
IZ = I !a(t‘ ’tZ)w?( (f:tq )p dt4dt2<°°

o 1 { |

2n 2w '
13 = I a(t,.tz)wﬁz(f,tz)p dt, dt, <o

0

Za ny2 1 i n, 2 1 uvedimo sledeCe oznake:

( ?n ?n
Bo(ny,n )= a(t,, t,)dt;dt,;
22 1/n‘ 1/"2 1* 2 fov2
kg 1/n, 2m k,®

31(“1:“2) ny f I a(t, ’tl)td dtydty;

o 1/n

2n 1/ k.0
62(n1,n2) nz j ] a(t,,tz)t dt,dt; ;

, O
ke ko 1/n 1/ny k,e k, 6

33(n,,n2) npon, [ [ altysty)t; ty dtdty
(0] (0]
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Klasu funkcija SW(p,6,0), 1 < p <, 0 < § < » odredju-
jemo kao klasu funkcija feLp([O,Zn]z) koje zadovoljavaju uslov:

Ako. je

o - (-]

P A (x,Y)
n=0 n,=0 M Ny

Fourierov red funkcije f(x,y), onda postoji funkc1ja g(x,y)e

L ([0 21} 2) &1ji je Fourierov red

<o

g~ 2 Z B(n4.nz)An n, (X.y)

+=0 n,=0

= 6 av_oB 6
gdje je B(0,0)-Bo(1,1), B (ny,0)=By (n,,1)+8,(ny ,1), za
n 21, 8%(0,n,)=89(1,n,)488(1,n,), za n,21,
Be(n,.n2)=3?(]n,,n2)+BP(n4,n2)+329(n,,n2)+839(n4.n2), n 21, n, 21,

Bl
Sa M ozna&imo klasu funkcija f(x,y)eLp([O.Zn]z) &iji

je Fourierov red:

oo
f~ ] { a, cosn, xcosn,y, a_+0, b 30,
7] 27 L]
n,=0 n,=0 "2 M &

Klasu funkcija f(X.y)eLp([O,anz)koje imaju Fourierov

red oblika
fv ] { a cosn, xcosn, y
n,=1 n, =1 "4 n2 ! 2
gdje je an:a;, za n,-Z ™, a, =0, za n,#Zm » Mmy=0,1,2,..,;

koef1c1ﬁenti b su odredJen1 analogno, ¢emo oznalavati sa L,
U ovom paragrafu cemo dokazati sledete teoreme:

Teorema 1. a) Ako je max(2,p)<0<»,onda je
SW(p,0,0)C SB(p, 8,
b) Ako je 0<0<min(2,p), onda je

SB(p,08,0)C SW(p, 0, a)



10.

Posledice: 1. Klase SW(2,2,a) i SB(2,2,a) se poklapaju.
2. Ako je p#2 i min(2,p)<6<max(2,p), klase SW(p,0,a)
i SB(p,0,a) se sijeku i mogu se naci funkcije f i g takve da

feSW(p,0,0)-SB(p,0,0), geSB(p,6,a)-SW(p,0,a).

Teorema 2. Ako je 1 < p < » , onda je
a) MNSB(p,p,0a)=MNSW(p,p,a)
b) LN SB(p,2,0)=L/NSW(p,2,a)
Primjedbe: 1. Teorema 1 je uop3tenje na funkcije dveju promje-

nljivih rezultata rada /1/.

2. Analogni rezultati za funkciju jedne promjenljive

dati su u radovima /12/, 113/, /14/.

3, Teorema | ranije je dokazana /15/ u ovom specija-
Tnom sluCaju: 6=max(2,p) u tatki a), 6=min(2,p) u tacki b), a
funkcija a(t,,t,)ima oblik a(t,,t,)=0a,(t;)a,(t,) pri Cemu fun-

kcija ot;) ispunjava uslov

. . . g 2T
fﬁhdti)kLBdt scdk‘eé aft;)dt; ,8:e(0,2m),i=1,2
0

1.2. Pomoéni stavovi

Za dokazivanje navedenih teorema koristicemo:
1. poznate brojne nejednakosti, najte3ée uopitenu nejednakost
Minkowskoga.
2, osobine modula glatkosti:
w (F,8)psCIFll 3wy (F+g,8) sy (F,8) +uy (9,8) 3
postoje konstante C; i Cz takve da je: wk(f,ra)psg wk(f,a)p,r>0;

w, (f,8,) w, (f,8,)
k *M2 k 1
8 8,




Navedene osobine ima i mje3oviti modul glatkosti,

3. sledece leme:
Lema 1. /2/. Ako stg([o.zq]Z), onda je

< ' i <
wk'k}f’tﬂ)p-c wk,kéf’t"1)p i wkz(f, tz) C mk k (fs1, tz)p

Lema 2. /2/. Ako feL ([O,Zn]z). onda je

L,
’n+1’n+1

(f) Ska K, (f

Lema 3. /3/. Svaka funkcija feLp([O,Zﬂ}Z) ima jedno-
znaénu reprezentaciju:

f(x,y)=F(x,y)+F, (x)+F, (¥)+F ,

. - i
FeLg([O,Z'ﬂ]?),F‘ ELg([O,Z'ﬂ’]), FZSLS(IO’Z“])’ Fb.-‘konstanta.

Parcijalne sume Fourierovog reda funkcije F(x,y) reda
n, po x, n, poy, n4po x i n, poy Cemo oznalavati, redom, sa

Sume s

Spyo* Sep, * Sn,nz' ne (f'swnz)’ Swnz(f'sn4w) i

sn4“+smn2-sn4n2éemo oznatavati, redom, sa an, an, Un,né

Zapisom f(x)<<g(x) €emo oznacavati da postoji konstan-
ta ¢>0 koja ne zavisi od x, takva da je f(x)<cg(x). Ako je is-
tovremeno f(x)<<g(x) i g(x)<<f(x), koristiéemo i oznaku
f(x)=g(x).

Lema 4. /4/. Ako feLp([o,zw]z), 1<p<=, onda je

Yn,nz(f)psnf'un,nj‘p

Lema 5. Ako fel ([o 2m1%), onda je
w Lo e o S,
k k{Sn,n, *m * " .
g K2 Ng Ny "Ny xlayz n, nii p
Dokaz. 1z nejednakosti /9/:

11,
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ke Ky -

Ky +k K
: n n, (X’Y)“ '(Zsinn ( M )h(2$1nn hz) 4\ h h, n1qJ|p‘

B

gdje je Tn n2(x,y) trigonometrijski polinom stepena <n, u odnosu
4

na x i stepena  <n, u odnosu na y, 1<pg>, he (0,m/ny), hze(o,n/m).

73 h, = 7%7 , b, = ?%; , slijedi da je

Ky ok
"ax 43y ; n,nA\ <<n Z\VX n1’7—— n4nJ\p' Iz definicije i
osobina modula glatkosti, dalje, slijedi:

ak4 + kz

\\axkf ayE2 ny "2“ <<n, 412 “ky kz( Ny My ’Z"T’?"?)
k k

=ng n, wk1k2(Tn4n2,1/nP1/qap
Nejednakpst u obrnutom smjeru je posledica nejednakosti Bern-

§tajna.

Lema 6. (teorema Littlewood-Paley)./5/. Neka funkcija

fel ([0 2m]%), 1<p<=, ima Fourierov red f~ g 1 5_1A (x,y) 1
n, n, ngny
2™ 2M,

(X,y)= ) ) (xsy), gdje je
e ny 2™ "t "l e

[2""=0, za mz=0 i [2™7']=2"T, m= 1,23,

roas 5o 1l 4o %o mfo shon .

Lema 7. (Lema Marcinkiewicz-a). /5/ Neka je A

neka je

i niz, A,A -
brO%n1 "%Z’ ngam g atin, 0y 0 f2tng e, ® An1.n2+1 nysny
Fny=1 ny=thn n, (xs¥) 1 neka je i, 0o | <M i

2M-1 2™ -1 | |
Ay Ay A <M.
m4§2n4-1 mf N =1 1772 m, m,

Tada postoji funkcija ¢(x,y)eLp([0,2n]2) &iji je Fourierov red




o~ g, n, 21 %n n, An nz(x »y) i “¢”p‘°p”"f"p-

1 oMy m m ,m
Lako se provjerava da nizovi: 42 '20) ~ B(0,272) ,B(27,22)
th'ki, i -1 _ Ny g(0, n,) g(n, tna)
—-Er—', 2nt <nL52mL, i=1,2 kao i nizovi njihovih reciproénih
n _
vrijednosti, ispunjavaju uslove leme 7 /ograniceni su i monotoni/.

Lema 8. Uz oznake leme 6 va?¥i ekvivalencija:

(™M M 2m k, ,2m k 7
= z 2725 e ] ”
[m, =0 m, =0 Am1 M P

y % sz"*Z"Mp

gn' En my KMy kg
Dokaz. Ako je T nn, (x,y)= m, =1 m2-12 ‘,2 2 Anqnéx.y).

onda je, prema lemi 6,

[}
't 92 2m, Kk, ,2m, k ]2" (1)
‘ 1 2 ® 00 0000
“ " n(x.y)“ l[m, =0 mi:oz 27 Am,mz P
1 Ke

S druge strane, niz T2 ispunjava uslove leme 7, pa je

m, kK, ,m, kK,
2n1 an E 1™ 252 P

1

k .
) L , 2 s
vet v2_1Av4vz(x.y) Fourierov red neke funkcije Qn,n}x y)

i, obzirom na lemu 6 Lon nllp*”Tn n,\lp ceeenen (2)
y 112

Kako je “Qn nznp H-—E--F; 2"42"1“P’ to, iz (1) i (2) slijedi

My Kg oMy Ky
Analogno se, koristeé1 é1n3en1cu da niz gF—__%—"" ispunjava us-

love leme 7, dobija nejednakost u obrnutom steru.

Lema 9. /6/. Neka je f(x)eL s 1<p<w, f- f =13,008nx, an+0.

P oP-2,1/
Tada Je w(f,1/n) =n”* 2 m(k+1)o-2)1/0 (8 ap w753 0P

Lema 10, /6/. Neka f(x)ELp. 1%p<”, f~§=1 a cosnx, an=a; ’
za n=2" 4§ 3 =0, za n#?m. Tada je:

o (f, 1/n) =n k{z Ly ak m2Ky /2,8 neg2l) 172,

Lema 11. Ako feLp([o.zn]’), 1<p<e, 0<B<w . i
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i" Z&(t,,tziwi Ttst)pdt e onda je

: 2r 2w
fr fa(t,,t dufy, (£t )8t dtz<e 1f falt, ot )wk (F,t,),dt, 4t ca
0

Dokaz: Kako fng , to je, prema lemi 1, mk‘(f,t,)p<<mk‘kéf,t4, )p,
pa e, za tze(1,2f), biti:
W ,(f'tf)p<<wk,kz(f’ tr:tz/tz)pﬁwk K, (f,t‘,tz)p i, znati,

k
A ORARNIRRRITLE " }a(t4,tz)w (£t )ity 0t <<
0 (o}

T 27 )
<< a(t, ,t, )w f,t,,t,). dt,dt,<= .
7 ottt u (£t )8t 8ty

Analogno se dokazuje konatnost drugog integrala.
Sa ZSBO(D,G,u) cemo oznaZavati klasu funkcija f(x,y)e
eLp([o,Zw]Z),E takvih da je

0
I

m™ om 0
a(ty 1ty )uy g, (Fatyaty)pdtydty <
I

1 m

O o
"
) O

™
Ta(thtz l.\)k (F4 ,t4) dt;, dt2<°°
TB(t, .ty )wk (Fy 2ty)  dt, dty <o,
0

gdje su F, F, , F, funkcije iz leme 3.

Lema 12. Klase funkcija SB(p,6,a) 1 ESB°(p,e,a) se po-
klapaju. ,

Dokaz: Neka FESB(p,0,a), ti. I <= , I,<» , I,<= , gdje
su I, I,, I veli&ine kojima se odredjuje klasa SB(p,0,a).
Kako je wkakz(F’ t, » tﬁ)p=wk,k2(f’ t, tz)p' to, iz I,<°° , Sli-
jedi I4<” Uzimajuéi u obzir /o&igledne/ relacije:

(ﬁ >ty ) -wk (f-F, t,)p Sy, (f, t,) +mk (F,t ) dobijamo:

6 2w 2w om
Iy § {oltist, )“k (fs tg) dtydty+g {a(tfttg)wk (Fat,),dt dt,.

 Prema pretpostavci, prvi integral je konaan. Iz I;<®, na osnovu
leme 11 slijedi kona&nost i drugog integrala, a‘t1me i konalnost

intearala I:.
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Analogno se dokazuje da je I <w,

Iz konalnosti integrala 1,, I i I, slijedi da fezSB®(p,6,a).

Obrnuto, neka feZSB®(p,6,a), tj. I,<wm, Is<m, I, <.

Iz relacija wk,kz(f’ti’ti)p=“k1kz(F’t1’t2) 1 I,<», slijedi I <o,

p
Kako je wk,(f’t')p=wk,(F+ﬁ ot )pswk1(F’t1)p+“k,(Fi’tf)p’ to, za

t,e(1,2m), prema lemi 1, imamo:

wk,(f’tf)pswk1k2(F’t4’t2)p+wk1(ﬁ {t,)p i, znaéi,
921[ 2%

0
1, s£ { altysto)up , (Fatyaty)pdt dty+
w w
) 6,,0
z ? q(t,,tz)mk1(F,t4)pdt4dt2<lq+15<w .
1
Analogno: Iy <=, Time je lema dokazana.

Lema 13 /Teorema Palye) /7/. Neka je {Cn} niz nenegati-
~ vnih brojeva koji konvergira nuli i {C:} nerastuéi niz istih bro-
jeva, Ozna&imo: M" = ¥ C: n""2 4 pxre § Cxr nf-2

n=1 n=1 _
Tada: a) Ako je M<» , postoji funkcija feL_, pp2, f-~ ¥ ¢C e‘"x;

P . n=1 "
“f“psApM*. gdje je A_ konstanta koja zavisi samo od p.

Y

inx ’ :
p* p<2 i f~n§1cne s onda je_M*sAp“f"p. gdje

konstanta koja zavisi samo od p,

b) Ako felL

Je Aﬁ

Leme 2, 4, 5, 6, 7, 8 su uop¥tenja na funkcije dveju
promjenljivih odgovarajuc¢ih lema za sluZaj funkcije jedne neza-

visno promjen]jiVe.

1.3. Dokazi teorema 1 1 2,

Dokaz teoreme 1 a). Neka feSW(p,0,a) i

f. ¥ ¥ A, nz(x'Y)' Iz definicije klase SW(p,8,a) slijedi
, .

“n, %0 n, %o
postojanje funkcije geLp([o,anz), g"n,go nzzos("1'“2)An,nz(x’y)‘

)]

Klase SB(p,0,a) i £SB?(p,0,a) se poklapaju, /lema 12/, pa treba
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dokazati da iz feSW(p,0,a) slijedi da je [492, Ig<e, Ig<=,
My
Uvedimo oznake: #(0,0)= u(t,,tz)dt,dtz,
2/2V 2w 1
W(v,0)= J fa(t ,t )dt dt , 28 v=1,2,... 1 za vy =1,2,...4
' 242M 2422
B T A LA TRR A VP
1/2V% 1/2V,
i) 11
Tada je 14 v? . \,}?_0 by vy duy e (Fs > 'zT)P-
0 . 11
v, zo \’zg nv ’vz)wh kz(F'UZ'\" 2V TV +0pv +55%i Y ’;\T«_’W)D"

Iz osobina modula glatkosti i relacije (a+b)e=ae+be, a,b,0,> 0,

slijedi da je
0 0 1 1
17¢< ¥ ¥ v, , F-U,v, pVp 71—y —

8 1 1 8 1 1, .96 1 1
+‘”k‘ k, (T2V4 :szsz)p“”k' Ky (02\’2 ’ET'-zv_z)p+w|Yk1 (52\’;2\&.2 w 2\,2 )pJ
ili, primjenjujuéi lemu 5,

6 11 :

I4<<v, £ v, Eo uv 'Vz)[ k, (F-UpV 2"2 Rl EV,E—"—ETN“ t

, 12 B 5o |[8]-0y #9405
szkze la Ky 2““p v.ke Ve K, e“ax"'aykz 2V 374"

Na osnovu osobina modula glatkosti i leme 6, bice:

1 1 LI

J n(v, :Vz)w L Kz (F-U 2V V2 ’2 % pf

m
17 v,go v, fo

£ o8 u(vew “F-U vzvng .

<
"\)‘ =0 \)2 70

= vqgo g?o“(W’W) Lﬁf f.A p/ZdXdy}e/p .

Primjenjujuéi nejednakost Minkowskoga (6>p), imacemo:
T o

0 =] v 16
e<tf" TR F ulyy [m,f\ﬁ mf\ﬁAm,mz(x’”] /2P dxay) /P, f
2

0 0 Y=0 VY=o
Prema pretpostavci je 622, pa, ponovo primjenjujuéi nejednakost

Minkowskoga, dobijamo:

2m 2w

J <<(f [t % Am n, 85 (2™ ,2M2 )} P/24xay.

oomomzo
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Iz Teme 8 slijedi da je

v k
= U (Vi) 7 o _
27 vfo o BRELIERT2M -
B v‘

2w 2w 1. '
| s 2mk p/2 e/
* ko vfo it [ oy m”Ammf"’”] dxdy) T,

o lm=0 mzv,
a 1z pretpostavke 6>p, primjenom nejednakosti Minkowskoga, da je

. 2w 27
dpectf L8 8 AL (xy)eE (2™ 2] P Paxay /P
0 o 'mzo mzo 2

Analogno se dokazuje da je

k,
‘J3=v,§o vzgo %é{%é&l”g}???&”g <<

T oM m, ,my {p/2 e/p
9 2 2 "2 d d C .
“ (z Z {mgo m;goAm{"z(x v1g} )] xdy)™

|

Najzad, na osnovu leme 8 i nejednakosti Minkowskoga (62p, 6>2),

0 kl+k2 6
. da j = ¥ 7 l‘-(-‘é'—"zl@ 9 s .
imamo da je J, S0 yeo 2902V “W 2‘*2"zup

w
=f ¥ M [ 7 ¥ 22Mhp2nkop ‘(x.y)]p”dxdy}?/p <<
y=o y=o 2¥2Y m=o mso. ie)

2m 27
¥ % p2(2™,2™ y) P/ 24xdy)87P,
<[ TLE, F N Ao e

Sabirajuéi ocjene za 01, 02. J3 i 04. dobijamo:
6 w(q P/6.,P/0 5 p/6,, p/6,08/p
1<y #0403+, 2 (470 4,70 T4 370 T4d, 70 T) <<

T 27 ’

f | £ % g2(2M2m A,,%(x.y)] P/24xdy) /P>

mfo m;o

i1i, na osnovu leme 6,

12<<“?”8, gdje je ¥(x,y)~ ¥ 318(2m32m§An‘nz(x.y).

2
<<([
0

m; ,m o ‘

1

- Brojni niz Awns g ﬁ &f za szl:n,szmu ispunjava uslove leme 7')
nn, "

pa ako je G~n1§1 nZZ,B(npn,)A,,'nz(X.y), onda je ||¥|l s|lell,.

Kako feSW(p,8,a), to je “G“p<w. odnosno i I,<w,
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. [
') Analogna konstatacija za jednostruki niz glasi:

n"4
Ako je O(n)=n®® [Ta(t)t*%at i 8,(n)= j a(t)dt, 1 ako je

0 BY (om L8O (om
2m'1<n52m, onda brojni niz Aj= 2 ) 2( ) ispunjava uslove
leme Marcinkiewicza. Zaista:
6,9(2'") .
a) A RULUY gdje je 4= —3 . Bice:
82(n)+85(n)
, n
822"y 2"Ke/ a(t) tkOat 82(2")
J1<’g < ? K6 77 KO 2*0 Jo= 2 el
gy (n) 2(M KO eyt Cae 89(n)+a3(n)
o
- 'I
g a(t)dt+f o(t)dt . J:&(t)dt (Ta(t)dt
= Jgtdy. 3= S o 19 =
81(n)+62( ) By(n)+Ba(n) B/(n)
0
L,,(t)t T zmk [ a(t)tk® Ko -85(n) 1
= < H = <1,
8%(n) G "keia(t)tk°dt * 68(n)+pd(n)
Iz dobijenih nejednakosti slijedi da je Ae<2ke ke+1 i, znaci
Al =2, <M |
m
X =) - m 1 _ 1 1. B(2")
b) Ap-Aner=B(2 )[B(n} Bn+T)l 6(n)8(n+1)x
{m
*{(n+1) ke[ a(t)t Sat+f o yat]/0- [ ke[ a(t)tkedt+[ La(t)dt]'/ 0=
(nM)"
B(2" ,
- o A(n), Izraz A(n) je pozitivan:

(n+1)ke?H”.t)t dt+ a(t)dt- nke[ a(t)t ®¢- [ a(t)dt=

lnM)

-(n+1)kef”a(t)t dt+[ a(t)dt+f a(t)dt nk°[ a(t)tke

(n+4)71 4y
ke[ a(t)t Oat-f"a(t)dt=(n+1)K } a(t)t k84 ke[M(t)t
(neg)! n ° °

B(2"
Ag=h ]S -—i—-}—-< M

Analogno se dokazuje odgovarajuée tvrdjenje za dvostruki niz A

kOit>0, tj.

n, N,




4

Koristeéi osopine modula glatkosti, dobijamo:

6 2m 2w

0 1
1. ] a§§,,§) ug(Fy .ti)pdgdffn‘goll(npo)‘”S’“‘;o'z—ﬁ;)p<<

% o, 1 0, 1
<< % op(n,0)w (son,—)+ & M(N,0)w, (F-s,n,—) =J +J,.
nFo f Ky 2" 2™ n=0 ! kj' 72 12” P56

/Sa SoN, SMO oznalili parcijalnu sumu Fourierovog reda funkcije

Fy(x)/. Na osnovu leme 5 i leme 8, biéce:

21 q
. u(n,0 L 2mk, p/2,4,+8/p
35S0 ?(ﬂde_l{g[m,foz W () P Caxy P
odakle, primjenjujuéi nejednakost Minkowskoga, dobijamo:
2m
® 2mk,f ¢ W(n,0 ]2/9 p/2 6/p
Jes {: x)2 Y %dx s 111
5<(] MFO[me ) ["fm12" 4 )
2w ‘ o)
| % a2(2M,11]P/ 245 0/P
s [E] e

Ocijenimo, jo3, veli&inu J6. Iz osobina modula glatkosti slije-

di da je J < mfoH(m,O)HF-szd‘g.

Primjenjujuéi lemu 6, a zatim nejednakost Minkowskoga, dobijamo:

2
Je<< ¥ u(m,O){fﬂ[ ¥ [&m(x)]P/zdx}e/p <<
n=0 0 itm=n,

2n m .
«(g {migoA '-"1( X [n;‘:,“(n,,O) ]Z/Q}pIde) KL I P

i 20 oM, p/2,.,06/p
e LR T

- Sabiraju¢i ocjene za Jg i Jg, dobijamo ocjenu za 15:

” | |

1g<<(f ¢ B An(x) 8727 1)462(2™, 1) ]/ 2ax) 0P o/
” 0 m,=o '
o

= ([ 8 Ap(x)82(2™0)] P/2ax)O1P,
(o] m'=0 m'

Na osnovu leme 6, biée

1(5<<H~y1||p,_ gdje je ¥, (x)-..n‘f“B(Zm‘,O)AAn‘(x)
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(

m
Brojni niz An g ﬁ 50) | 2mf1<m§2“, ispunjava uslove leme 7, pa je
1 BNy

I¥l,<lieall, sdge de 6 EiB(nu0)A(x). Kako de |G [| <=(fesu(p.0,a)),
to je I <=. Analogno se dokazuje da je i Tg<o,
Time je tvrdjenje a) teoreme 1 dokazano.

b). Neka feSB(p,0,a), Tada /lema 12/ feIsa®(p,0,a),
Da bi dokazali da fesW(p,8,a), treba dokazati postojanje funkci-

ja G, G1, Gz iz leme 3 &iji su Fourierovi redovi

GpEy e BmAL (xy) s Gy 8(na0) AL 0y LGy~ By BLOA L (x3).
U tom cilju, prvo ¢emo dokazati postojanje funkcije
\P(X,y)ELp([O,?“]Z)’ ~ 1 n 18(2“]‘ 2mz) n n(x3Y)

Veli&inu /lema 6/ HWHp,

”W“p } } [m Lo mﬁoB (Zm‘ZmQAm m(x.y)]plzdxdy, predstavimo u ob11ku

Ihe ||P 2/64p/2 _
”w”P= ' Z“{m10 m oAm m(x,y)[s (2m‘2 5] 1P dxdy

™ T

{m 50 mZ oAm m(x’y)[B +B4 +|32+|3 ]zle}plzdxdy =

™ U

o

|
2
g
2
i

{ _§° mEOAm m(xa.Y)(B +B4 +B +B )} dXdy J7+J8+J9+J10‘

O I O 1N

Ocijenicemo pojedinaZno dobijene 1ntegra1e
w w
sy

0 0
T 2w ' mo m
. Z Z (nfo nfolm,m{xs¥) (2o \f L (v )2/ ©)P 2axay.

o © m am p/z _
m4-z-o mzzoAm m(x’-Y)B (274,279} “dxdy

Prema pretpostavci je 6<2 i 6<p, pa, primjenom nejednakosti

Minkowskoga, dobijamo da je:
2n 2w

Jgsf T L2
0 0 V=

; g £ 1P/2% Saxdy, od
Y=o v u(y, %)[m4=vqmz=vz&m m(x yﬂ xdy, odnosno

I ™8
o
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X
!

ow 2w
, ® 2 p/2 8/pyp/0
Primjenjujuéi, redom, lemu 6, lemu 4 i lemu 2, dobijamo:

J7<“<(,°§o gz 4’2)”F ~U ’ane)p (vfo Q:Ou(W’z)Y2“2$(F) )p/es

< 0 1 p/e 1P

-(\%go \;ou(\g.\g)wk&(f’.—— "") ) 4 .

Kako erSBo(p,ega), integral 14 je konalan, pa je i J7<°.
Ocijenimo velicinu

T oM o ‘ '
J8=} } {mgo m?osf(zmﬁzmQZX;,mést)}pldedY =

4] 4] )
2m 2m | ' . M
@ 2 2 (v,
f oyt %2 '“""Amqmz(x.y)(v_m yEo ;‘V )2/8P 2 4xay.
o o M° "L

Uzimajuéi u Jbzir da je 952 i 6sp, dobijamo:

m 2n :
IA :}Q z 2mk 6/2.,p/0 i

"o
2m 2w
85(v ov OHL'Y%Q{I I m¥;m vzzmhlx (x’y)]pIdedy}e/p)ple

odakle, na osnovu leme 8, slijedi da je

0 1
Ey oo B 12w Tzv.n")"’ °

21
Lako se provjerava da je .2_\—’“{“ “‘“ps ”AUZ“ ijlp =

”s“m F- Smw)ll <<mk4k(F’—ﬂ‘ ) /2/, pa je

<<( f

. 1 1 8/p P,
Jg<<lyly ggou(w'w)wk,kz(F";Q';i)p) =lq <.

Analogno se dokazuje da je
- M oMy A 2 p/2 P e
Jg } ? {m Lo 08 (2™, 2 )Z&mqméx,y)} dxdy<<I4<‘.

Rgzmotrimo integral J,,. Zamjenjujuéi veliginu Qs(ZWuZma; ima€emo:
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X4
K

i $ A2 m, 5y \P/2
Jm:c{ c{ {“‘go‘m,_goAm. n{*»¥) B (274279 )7 Pdxdy=
=?"7"{ $ R 2mkp2moaz (yyy( f  F 2lww) )2/8 P/24ydy
o o MmO mo m,m, VEmy My 2\% 9V 0

Primjenjuju¢i nejednakost Minkowskoga za 2/61 p/6, dobijamo:
2m 27
, 2 2
Jg sg g (p 0§ ulww ¥ ¥ MKZW&ZX ) 12,0 Ryyay, 111

V70 gfo 2» e m=0 m

2v 2w 2
[ mzzzzmxzzmxzxmmjplzdxdy}elp)p/e

2

(v, v
J10'(\) 0 o zwﬁézgﬁﬁ
Na osnovu leme 8 je

+K,

1 (v 5 kit /

<< _Lﬁgng. .
Y10 (v 0 v =0 2“ 2V e“‘;ﬁg;@ 2 gwp » 2 na osnovu leme 5:

J. <<( ¥

0
10°“(yF0 2 w ("zynk k, (F W z%) )#/Pa1]

4<%

Iz ocjena za Jy, Jgs Jg 1 Jyq slijedi da vel ([o,2n]2).

Brojni niz xn n -iﬂ%—ﬁ— Zml <n; gzmg i=1, 2 ispunjava uslove
{72 B2 ‘2m9

leme 7, prema tome postoji funkcija GeLp([O,Zn]z),
G~n?;1 n§16 (npnz)An‘ ng(.x’.y) .
Ocijenimo, sada, integral S,

em on ,
Pof (£ 2 (MO AR P Baxe] 1 o Ap(x)[8° (270)] 0 P/ axe
_ 2 8 | 2/6 2
.fz"{m?;oAm(x)(s, (2™, 1)+ 832" 1))2°1 P 2 0, 40, 5.

Zamjenjujuéi B, 1 B, i primjenjujuéi nejednakost-Minkowskoga za

2/6, dob1jamo
11-[ { f Zzw&[&m(x)(vfm—iﬁég))zle}plzdx < ‘ ,

L
(¢ M v, th 2 8/2,p/6 ‘
SZ Yo 5V ! ( [&msx)) P %dx,
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Primjenjujuéi)nejednakost Minkowskoga .za p/@, biée:

J11<(v 0 E%%Egl{f ZMKZX (x)]p/zdx}e/p)p/e, odakle, na osnovu

leme 5, slijedi da je

.8 - . . ‘ :
J11<<%goy(q,0)9k}F4,%q)}p/e, ili, zamaenjuju@i M(v,0) 1 uzimaju-
€i u obzir da je Ipce: '

n 2n
J11<< ({) f1 a(t'.,tz )w?(‘(F",t‘)dtq dti)p/e<oo.
Analogno se dokazuje da je i J12<¢, a time je dokazano da je i
<* , odnosno, uzimajuéi u obzir lemu 6, da funkcija vi,

~n?;18(2m‘,0)A'm 0(x) pripada prostord L ([O,ZW 1).

Brosni niz A LE{%%?%; Zm‘ <n<2m'zadov013ava uslove leme 7, §to
"B

zna¢i da postoji funkcija G,eLp([O,Zn]), 64“6%16("00)Am,o(x)'
Analogno se dokazuje postojanje funkcije 62'

Funkcija g=6+G,+6G,+G , G =A  8(0,0) pripada prostoru Lp([O,Zn]?)
i ima Feurierov red

%o niof (MMAy n(Xsy) 1, s11jedt, feSH(p,0,a), $to Je 1 treba-
1o dokazati.

Dokaz teoreme 2 a). Uvedimo oznake:

2n 2n v T
n(0,0)=f f a(t,,ty)dty;dt,, n(v,0)= f 1 a(ty,ty)dt, dt, ,y>1
11 4 4 w4
n(vy sV, )= [fa(t,,t,)dt, dtz,g>1 3;1.
Wﬁl ?ﬁv !

Razmotrimo integral J1:
J ;} }'a t, t,)wl . (F,t,,t,) dt,dts
170 0 altt oy (Fatyaty ) dt diy

En (vsvlo kz(F'\’L’ vl[ )p + Ako f(x,y)eM, onda je f(x,y)=
V= 1
z .

< ¢
1 18
,:gﬂ
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=f(x)f(y), 1 tada je wk‘kz(f,t4,tz)p=wk‘(f,, t‘?pwkz(fz’tz)p
Obzirom na to, primjenjujuéi lemu 9, prostim izracunavanjem dobijamo:

2§ P 3 P 20" 2 (nky) ™ [Ba(tyt) P LD dt, dt, +
I n 1n2-1 n, o .

km f} aft) t,)hk'pdt,dffnkzpf Ia(t,.g)t}z dt,dffff (tpt)dtdy, ...
Ocuemmo, sada, integral J2 } 1} (tpt)® k k (Fotpty) dt,dtz
0

Kako je, za t,€(1,20), w k(F’H’E)p“wk}F’t)p’ to, primjenjujuci
)

temu 9, dobijamo:

+1 2 f p p"'2 =

J2 vf1 1,0)wE(F )" v§1n(w,0){—m- nZ a n(K )p- W=%+1amm }

© 0 © n. 1
= % aPaP2.kp % w0), ¥ .PnP-2'r. nlys0).
n=1 "n* I V=n, N Pzt Sngt V=1 1
Kako red n21 bP nP” 2 konvergira, to je

2
-2 p-2 k

U= n§1nz1 ap by {f fa(n Q)dtdwn4“pf Jﬁ(t t)tkPatat} ...

Analogno dobijamo da je
2y 1

f ({a(t, tzmk (, (Frtpt)pdtdte
n$1n§1 aP bp nP2nf" Z{f Ia(t, g)dt,dt,+n"apj f'a(t, ) tPdtdt) ... (3)

i J4=?1T Tt g)mk k (F t,,t.z) dtdt, =

2
. P 2 a(t yto)dt, dt, ... ' (4)
'n;1 q§1 n,bnzn j { teme z

Iz (1), (2), (3) 1 (4) slijedi da je
m m
12"2 Z a(tpt)of | (Futnt) dtdte, £ty 2 bh, " “2pP=28P (1) =S.

n= 1n 1 “n,

Neka je p22 i feSB(p,p,o). Tada je 12<“, i, znaci S<w.Pr§mjenjuju-
¢i lemu 13 zakljuéujemo da postoji funkcija GeLp([O,Zﬂ]z),

G“n§1n§1 aanP(m,m)cosn,xcosnzy i 16]| jsTg<=s t3. FeSW(p.p,a).
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Analogno se dokazuje da za p22 F, i F, takodje pripa-
daju klase Sw(ﬁ.P.a). |

!

Time je dokazano da, ako feM SB(p,p,a) i p>2, to
feMNSH (p,psa), ti. MASB(p,p,a)CMNASH(P,Ps®)eeercsensnas (5)

Iz teoreme 1 a) slijedi obrnuta inkluzija:

MASW(p,p,a)C MASB(P,P,8) +eveieransn (6)
Iz (5) i (6) slijedi tvrdjenje a) teoreme 2 za p>2.

Neka je p<2 i feM SW(p,p,a). Tada, iz definicije klase
SW(p,p,o), slijedi da postoji funkcija geLp([O,anz),
g~ § ¥ ab B(n n)cosn, xcosn,y. Na osnovu teoreme Palye slijedi

n=0 nFo NN,
da je S<», i, zna&i Iz<w.

-Anafogno: Ig<°° i Ig<w. Time je dokdzano da feESBo(p,p,a).
Obzirom na lemu 10, zakljulujemo, da za p<2,
MASH(pP,P,a)C MNASB(P4Ps®) ceeevense (7)
1z teoreme 1 b) slijedi da je. za pg2

MASB(PsP»0)C MASH(P,Ps2) voveneans , 4 (8)
1z (7) 1 (8) slijedi tvrdjenje a) teoreme 2 i za ps2.

b) Razmotrimo integral J5:

Jg= af t, twp K, (Fat, t,) dt-,cnz-\,l’1 v§1n(v,.\5)mk K, (F = )

O Ny =
O Ny -

W 'p

Primjenjujuéi lemu 8, lako se dobija da je:

Jg* Vf1 \; nbnz{ nZk 2"4 ]a(t £, ) 2N &dthffj ot t)dtdty

2k ' 2k 2
+n, gnf_;a(t,.tz)t, dtdtn, "zf ;a(t, t) t2 kgt
Na isti nalin moZe se dokazati da je za, t €(1,2m):

1 2w  oq _
J6={, ! a(t' 13-))mk k (F ti ’tz) dgdtLI { a(tgﬂtz)mltﬁ(F:t‘)pdf‘(?tf
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L 2k fil 9 o v{
=gy an il {a(t.,mt,"‘dt.dqé faltytatdt, |

Uzimajuéi u obzir konvergenciju reda sz dobijamo:
Ny
B4

Jg® 1 nzf 2b {n f fa t,,tl)t dgdgz fa(t,,, )dt,dg} .
Ana1ogno. ‘ 2" { , i
J7={ f a(g,g)wélkz(F,tpggdedgf
L 2w 4

n§1 nf1 az,b;z{"ZZk’{ f“(t1.f1)t2'9dth,+f Ia(tpt,)dtdg}

2w 2m

T n
Jo= alt,tyu o (F, t,t) = F, E, ab2 a(t,t)dtdt.
8? ? fﬂ@mhh(» 4wpnﬂ n=t “n'n { { (tah)dydy
Sabirajuci Js,,Jﬁ, J7, 08 dobijamo:
) .
I4=J5+J6+J7+J& - 1_2_1 n:g1 a;b;e’(n, mz)-"-llﬁll,_? (*)

f

gdje GeLp([o,Zw]’). G~nf1 nf (ny sy )cosn, xcosn,y.

b 8
L)
Iz tvrdjenja (*) slijedi da, ako FelNSB(p,2,a), onda
FelnSW(p,2,a), i obrnuto.

Analogno se dokazuje da, ako F, €ELnSB(p,2,2), onda
FL€ELASW(p,2,%) i obrnuto, i=1,2,

Uzimajuéi, josd, ulobzir lemu 3, ddbijamo tvrdjenje b) teoreme 2.

5 2. ODNOS KLASA SB°(p,8,K,a)PO PARAMETRIMA p,0,K,. .

2.1. Oznake,definicije i osnovni rezultati

Kla;u SBo(p,e,?.a), 1<pg», 0<6<=, ﬁ=(k,,k2),k,,k25N,
a=o(t,, t,)funkcija odredjena u 1.1., odredjujemo kao klasu fun-

kcija f(x,y)ng([O,Zn]’) i takvih da je

2m 2 6
J= al(t, ,t fat, t,)dt, dtgo
£ £ (tysty)w quz( vy 2)dt, 2

KaZemo da funkcija a(t,,tz) zadovoljava 3=(a1,oz)uslov,




27.

ako postoje rsPIni brojevi o,i c&takvi da za svako §, ¢(0,2m),

.~

GZE(O,ZW).e,>0 ig, >0 vaze relacije:

o 2w 2w ' ‘
1 f f a(t,, S)t e dtdty <o, |
. . |
§ & ‘ ;
2° a) alty st )t & X 2 dtdtew

[

o o
2 ‘

2{ fa(t“ti)tfz-ezdt,dtfw
0

" Kazemo da funkcija a(t‘,tz) zadovo]jéva 3*=(of,o;) ako

19 zadovo]java S uslov
28, 28

2% &) [ f a(t,,t,)t"i t°= dt‘dgfcf Ia(cq.tz)t,* t) " dt‘dtz

' b) ?‘ ﬂim(t,,\})t‘" dt‘d1i<cf fza(t,,tz)to' dtdt,
c) f‘st ?a(t,,tz)t"z dtdt, <c?‘ %(tf.tl)toﬁ dtdt,
Navedene definic13e su uop3itenja def1nicija datih za funkciju
jedne nezavisno promjenijive u radu /12/. U radu /12/, kao pri-
mjer navedena je funkcija koja ne zadovoljava o - uslov ni za
jedno 3, kao i funkcija koja zadovoljava o uslov, ali ne zado-
voljava o* uslov ni za -jedno 3*>3.0dgovarajuci primjeri mogu se

konstruisati 1 u slu¢aju funkcije dveju'nezavisno promjen]jivih,

Kazemo da funkcija a(t,t) zadovoljava X=(A, %) uslov

ako postoje realni brojevi A i A;takvi da je:

2m 2m 26, 26
o -jﬂm(t,,t,)t*'t*tdt,dtz <cf j (tot) ) dtdt,
25, 26 5
20 268 24, 25,

20 f f alt,t)tMtdy <c[ [a(t',t,)tﬁdt,dt,
&
26' 21r 26 26
.‘f 3°I Ia(t.,tz)tz"df,dtzscf fa(t‘ Rz dtdy
.28, 8y 2.-
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U ovom paragrafu dokazacemo sledece'teoreme:

Teorema 1. Neka je 1spsw, 0<0<w i neka funkeija altpst,)

azadovoljava 3=Td;o) uslov. Tada:

a) Ako je k;0<0, 1,2, onda klasa SB°(p,0,%k,a) sadr-

31 sve konstante < samo njih.

b) Ako je k 0204 i k,0<0,, klasa SB°(p,8,k,a) sadrii

1

sve funkeije koje ne zavise od y i1 samo njih,

~¢e) Ako je k16<01 z kzezdg, klasa SBa(p,e,f,a) sadrii

sve funkeije koje ne zavise od x 1 samo njih.

Teorema 2. Ako za brojeve p i 6 i vektore 3*=(01,0§),

i:(kl,kz), f*f(k;,kg) vafe nejednakosti: 1<psm, 0<0<m, k020*,

%*623*, a funketija a(tl,tz) tspunjava a* uslov, onda se klase

58%(p, 8,%,0) i 5B%(p,0,%}a) poklapaju.

Teorema 3, Ako je oiskie<o§, 1=1 211 1=2, onda se kla-
ge SBo(p,e,i,a) ne poklapaju s klasama SBo(p,e,i,a) za ie<3,

takodje ni sa klasama SBo(p,e,f,a) K020+,

(

Teorema 4. Neka za brojeve p, q,6, ki; k*

1::
[of ]
(] t
vaZfe nejednakosti: 1<p<q<wo, 0<6<w, kiezog, kgz T

Ags0ds 51,2
1,1 2,11
v p g Y7paq
funkeija a(t,t) ispunjava o* © X - uslove i neka je

,8(1/p=1/q)  6(1/p-1/q)
. .

)ty

al(tl’tz)za(tzft Tada Je

2
SBo(p,e,i,u)c:sao(q,e,i*,az)

Teorema 5. Neka za brojeve p, q, r © 8 vaZe relacije:
15p<qs®, r<@<e, r=q, 2a q<= i r=1 za q=w= 1 neka funkeija

alty,ty)=alt, )alt,) ispunjava uslove:
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2w 2w r '
I f {(t, ¢ )B(I/P'1/4+1/”’ (ty)alt, )Y 0t dt, =M<w ©

: _ 8(1/p-1/q+1/r) o
tq t D 0
6(1/p-1/q+1/r) 157=0 7
A f f[(yzyz) /pmi/ar alyys¥,))" dy,dy,} T

Tada je SB(p,0,a)c SB(q,e,Gl)
t1 83

Teorema 6. Ako je @, (t,,t,)= a(yl,yz)dyzdyz}ﬁ'

t

1
1t

t
2t to
E_ o
i 6<61, onda je SB(p,e,a)c:SB(p,el,al).
- ) 1
am 2w o, (ty,t,) w7
Teorema 7. Ako je 8,<8 ¢ f (L2 1

-2 dt. dt <=
o o o zftl,tz) "2

q
onda je SB(p,QJ,chSB(p,esa )

Primjedba: Analogni rezultati za funkciju jedne promje-

" nljive dati su u 712/ i /14/.

2.2. Pomoéni stavovi

Lema 1. Ako iunkcija a(t1,t2) iadovoljava o* uslov,
onda, za k1z§1 > 92 s m1>0, m220 vaze nejednakosti:
f U(ﬂ1,n2)<<u(m1,m2)
ny=my np=my FAKP,KE KO ,MKD
, ) 5o u(n1.0) u(m1.0) YU -u(0, “2) p(p,mz)
17ny=my Hnkd —_Eﬁ" 27 ny=m, zth KD

a) S=

/Veliina u(n1,n2), n1=0,1,2,.... n2=0,1,2,;.. definisana je u 41/,

Dokaz. a) Sumu S predstavimo u obliku:
U(n1vn2) u(n1,m2)

| b
S= n1-m1+1 n2§m2+1 mEezﬁgé n1-m1+1 Emezﬁﬁ

¥ U(m1)n2) u(m lmz)
nz-m2+1 thezth Zn&ezth

Zaﬁjenjujuéi'veliéinu u(n1,n2), dobijamo:




-y .m‘

4

1 2™

' Z’mp2&0 0

f a(ty,t, )tkedt dt
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a(t1,t2)t1he tzhﬁdt dt,+ —KT§ [ f a(ty,t 2)t1K9 dtydt,+

N(m1sm2)

Obzirom da funkcija a(tysty) 1spunjava a* uslov bice:

%22 2 * ok kAen® kae-q¥
54<C B et )tk*6 kedt1dt =C fja ty,t,)t] tos kP t597% qtdt

’m‘ 2 mz

Kako je k1 20,4

54 <<C2" M=) o~ k-

Na isti nadin se dokazuje da su 1 sume Si:

2
12 m,

, to je

) U(m1sm2) U(m1am2)
Mo, 2%& WKGth?

U(m1’m2)

S.<< , 1=4,5,6.
i< T8 1B

Tvrdjenja b) i c) dokazuju se analogno.

Lema 2 /5/.
1/8

Tada je (&, a,®)

Lema 3/8/.

Tada je a) Ako je

§]
56‘v§1av

b) Ako je

v21av(n§v
Lema 4 /2/.

Tada je

~gdje je velilina Ynn

12

Lema 5 /2/.

o o

Lema 6 /2/.

<( £

Y&m-ﬂ&m_](f) chfn YEN,

{(vy+1) (v, +1)}(1/p 1/9)-

Neka je ak>0, O<q<f<m,

)
aka)

Neka je an>0, bn>0, 1<0<,

zn a,=a B, onda je v§1a“(nz1bn)es

(8.b.)°.

vV Vv

v 13,53, Y onda je

@ It 3 ™

)

Neka feL°(|0 21| 2), 1<psqse.
(v+w) (1/p-1/q)

¥ 2 Y f)p »

o] ] P

definisana u § 1,

Neka feL°(Lo 2m12%), 1<pgqse. i

ty. fo)p<w Tada fel ([0 2n)?),

Neka fel ([0,2m1%) 1 2% s14s2% 4,2,
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C u¢1 q¢1
fada Je wk k'f ’T— ’T—)p TRTT nfo nfo mzn'&v[zv, Nk \a-1J ()

Lema 7 A17/. Ako feLo([O 2m]2), 1<p<qg=, onda

r 1T 1

LAy e ® 8 orlww(i/e-1/q),r
mk,kz(f?znfzn)q<<w=m+1 q5q¢12 9K,

1 1
kz ( f 9‘2—“'3?,‘) p
gdje je r=1 za q== i r=q za q<=,

-

Lema 8 . Ako f€L°([0,2ﬂjz), 1$ps>, 0<6<= | onda je

vgo(f)p+vi’ou(\’.,‘0)v:\,,o(f)pwfou(o.g)v (f)p+vfo JEou(u, uz)y w4 pes

T em

0 =

O™

?

<<
0 ¢

Dok?z: Kako je Yoo(f)p<<“k,k;(f”’1)p /lema 2.1.2/ i

a(ty,t,)zc>0, to je Ygo(f)p«? ?"wﬁ‘  (Fatyaty)dtydtccd .. (1)
. Na osnbvu iste leme, za t25(1v2“)’ bice:

Eoﬁ(v1.0)v o (Flp=, £, \fe (f)p;_z } a(tysty)dt,dt,<c
I
<<1 “ro? (t1,t2)wk Ky (f, t1,1) dt dtz_

1 \),-oJ;a(tPt )w + ka (f, t1,t2) dt dtZSJ RERER (2)
Analogno: f u(O,vz)Y qsf)p<<d Ceevenes | (3)

Pozivaju¢i se jo3 jedanput na istu lemu imamo:

vgo \Fo“(‘“’ 2)Y 2, \,‘(f)p \fo \go“("v"z)“‘ k(f. W?) =) ,. (4)

Iz (1), (2), (3) 1 (4) slijedi tvrdjenje leme.

Lema 9. Neka felL ([0, 27]%), 13ps=, 0<6<= | a(t1,t2)

zadovoljava o* uslov, k6>0* Tada je

J‘“”oo(f)lo’*\%go“(\’1’0)\(2"'0(f)l)’t\go“(o ‘*)Y (f)p+\zfo \i—ou("’\‘)v 4 e

¢
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|
Dokaz: 1z leme 6 slijedi da je

1 1
= oo no Eou(nyang)ey o (f Pl

<<

n'go nfo mez {Yoo(f)p'f\)zoz YZ“O P+\iz Z\mY f) +

ke, e 6,
+Lo \igl A A S
Primjenjujuéi lemu 1, dobijamo:

0 0 (n1’ 2) 4] 6
Jy= “zo %go ;EEF;EEG (f) <<u(0 O)Y (f)p<<Yoo(f)p
Neka je 0<8 <1, Tada je /lema 2/

. H(n,,n,) n
g TMeM (] po¥y o (f) s g g Ll("1"‘2) M \ky 8
"r'O =0 z’hk-oezrkl; 0( )p 'nﬁo,\}:ozmzequgé 2\‘k’ 2N (f) )
U(n s N ) '
§ KOO 1°2' ¢ ,0)Y8 (£ .
“v=o0© 2\%( )Pn,qu n,ogo 2“:'2492i@<<‘%=°u(v1 ) 2‘*0( )p

/U zadnjem koraku smo koristili 3* usiov/.

Na isti na&¢in dokazujemo da je, za 0<6s1,

2 9 u(n ,n) n2 A
I57nko npo B ogel Y g TIp <syflon (02D, (P

u(n1,n2) NV 0
%4%n:b oo W{Jo Lo H2M (1137

oo (on (v V)Y o (e
Sabira3u61 J1, Jz, J3 i J4 dobijamo tvrdJenje leme za 0<6%1,
Nek <6< 0 24 B nlktezn:kze % “(V :"2)
eka je @, Oznalimo: =
! " H{nyanp) Nen ?_‘*'562’5";B

Primjenjujuéi lemu 1, iz neJednakost1

2n|k462n:kze ¥ ¥ u(v 13\)2)

B . . Cn <<
H(n,,n, \=n, %JMETWEEQEE ,» slijedi da je Qu 1.

Oznadavajuci Bv &_OZQK 2Vh-v “2“4f) i primjenjujuéi lemu 3,

dobi jamo . u(n1,n2) B(n,,n,) .
, - ¥ F z’ } c« P F_L1072 j}«
‘]4 nFo0 N=0 zn,k',ezmﬁ'é B NF0 NE0,NK O, [n,Bn
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U(n]‘- 2) M _nk nKq )
ot oo L who? 2 Vyngns (Fp] 7+

A gt 210 5 kP u(nysv,) . L
o je -TWTTWETW ng EﬁXFZEEE , to,iz leme 1,slijedi da je

Bx<<1. OznaéavaJué1 B*=2WK2mKN i primjenjujuc¢i lemu 3, dobi-
Ny Ne oTyo Ny
U( 1°

*
jamo: J4<<" =0, "r° oM eznz [nPﬁJ bo 11 J4<<“§° “§°u(n"n2)Y2W2_“z(f)P
Ocjene za J,.1 Jg dobijamo na isti naéin. '

Time je lema'dokazana za svako 8€(0,).

Lema 10. Ako funkcija a(ty,t,) zadovoljava X uslov, onda

Wy =Wy (N1 202
a) szQn}k<U(n1,n2) b) S-“ o u%;u(v1’v2)2 v <<Eﬁxzﬁx:—

Do&az%ﬂKako je a(t1,t2)3c>0, to je, za n121 i n221:

2% 24 .
Ay
c<<{ Z altyst, )t1 £, Mty dt,s i

¢

™
M
Primjenjujuéi T uslov, dobijamo:

2 2
- - LA u(n oN )
. 2M 2%
Tvrdjenje leme za slulaj n1=0 111 n2=0 jzvodimo takodje koristeci

% uslov.

b) Sumu S predstavimo u obliku:
n'..1 %1 u("p 2)+"1'1 U(\’pnz) "f1 u(“1s\’2)' (n1 'nz) ,
S=yeo o 2V P WO Ui "o S, e
Lako se dokazuje da se sve dobiJene sume majoriraju veli&inom
u(n1,n2) Zaist
. ista:
2" g 21 2w Ay u(ngany)
net net H(Yp,Y) Talty ty)ty tptdt, dtz«W
=L I, 12
\*"0 \L-O 2\&2 gl- 2».,

Primjenjujuci X, dobijamo-
n-1 \1(\’1,n2) v ﬁ 11("1’“2) ,
vio SN zn;,\,z= I—l; v=0 I-l- cl(1"1'1:2)131 d 1dta= o e

€.



.

2.3, Dokazi osnovnih teorema

Dokaz teoreme 1 a). Ako je f(x,y)=c, ofigledno je da
£eSB(p,0,K,a). -
' m T
‘ . e
Neka f(x,y)ESBO(p 8, E a), tj. J=/ / a(t1,t2)mk Ky (f, t“;g dtdt,<>,
) o

T
Razmotrimo integral J1 f f a(t1,t )wk k, (f, t1.t2) dt dt2

1z osobina modu]a g]atkost1 ]9/ slijede nejednakost1

“, kz”*tvtz’p«zk,zn TR L ‘2}9
K K, 'Ky +»
t) ot byt |
m m s s s s
wque(f'ﬁT' FE)PZ\CH.HZ\’ gdje su C  Fourierovi koeficijenti

, 23 t{5t1 i téSt2 i

funkcije f, Primjenjujuéi ove nejednakosti, dobijamo:

T W
6 k@
ool 4 I [a(ty,t))t] 23:;1:2.
-~ Kako je, za kyB<oy 1 k e<02. fm I%a (tysty)ty ‘dt1dt2=°
/2 a) o- uslov/, i J1<J<w, to Je C

3> (-—-)""’(—-)"2"\c

n4n,’0 za n121 i n2>1. Uzima-
C e . 0 . . . m .
juéi u obzir 0-2- b) uslov i nq3ednakost1 Cnp‘“k4(f’ﬁ7) i

W (ty) W (tg) . .
“"—F"" »2 ’"_F——’ t1st1,. zakljulujemo da je CW0=0 za n121.
1 1 :
Analogno se qQkaque da je i Com_=0 za n221.
Iz navedenoga slijedi da samo koeficijenat COo moZe da bude
razli¢it od nula, i, znaci, funkcija f je ekvivalentna konstanti.

Tvrdjenja b) i c) su, sada, ofigledna.

‘Dokaz teoreme 2.'Preﬁa definiciji funkcija feSBO(p,e,f,a)
ako je J=§“ zﬂa(t1,t2)w£‘k2(f, t1,t2)pdt1dt2<f.

Sa SY°(p,0,0) ozna&imo klasu funcija feLp([O,anz),

takvih da jé

) . ) 9 9 -
Yoo (F)ptyEau(u0)Y y (£t Fou(Ou)Y oo (M o Joutwmwy oy ((Fpee.




Iz lema 8 i 9 slijedi da se, pri uslovima teoreme 2,klase

SY°(p,6,a) i SB°(p,6.K,a). odnosno klase SY°(p,e,a), i SB°(p.e,F*,a)
poklapaju, a odatle zakljutujemo da se i klase sB%(p,0,K,a) i
SB°(p,e.f*,a) poklapaju.

Time je teoreﬁa 2 dokazana.

Dokaz teoreme 3, Naveiéemo primjer iz koga slijedi tvr-

djenje teoremé 3:

Funkcija f(X.y)=n§1 n§1 a?‘az’cos;%?cos—%y, 0<ai<1, i=1,2
1 as

ima module neprekidnosti /10/:

w11(§,t1st2)c2ct1t21nf%1n %E /za @eku konstantu c/ i

mzz(f:t1st2) =0(t1t2)-
Ako je,a(t1,t2)-

tq.'.'ltad.‘l Y> 1! o1=02=e, Onda je,

\ (lnf-ln 1E-.)‘f

za Y <1, j j a(t1,t2)m11(f tysty) dt pdtp== i
(¢} :
j j a(t1,t2)m22(f tyaty) dtydty<e , ti.

FesBO(p,0,(22),2), alt FHSBO(p,0,(11),0).

Dokaz teoreme 4, 1z ekvivalencije

m }n _ 5
J= ] a1(t1.t2)mk*k*(f,t1,t2) dt dt2=-

o o
qfo 2?0"1(v1’ 2)mk*k*(f’ 5 “) . primjenjujuéi Temu 7
za q<=, dobijamo: | '
(n#n) (1/p- 1/d 9,9
J<<\{fo “?ou1(v1,v2){a§w+1 q;%% AL ML ) Vg i (f.__ __)a

Izraiavajuéi~u1 preko n i primjenjujuéi lemu 2. imademo, za ecq:

| - - - 0
J<<“§ £ 2 0 (v+y) (1/p 1lq>"(W'W)nzv+1@?“¢126(W+m)(1(p 1/Q)“kf =

Sinst u(vyavy)
- 20 (n#n)) (1/p- 1/q) e L ALY u(vysvy g
'"321"? * s (T zm)p\%fo\;fo‘ >6(vry) (17P-179)



6.

‘ {
Uzimajuéi u obzir da je Aize(% - %) i primjenjujudi lemu, 10 lako

se dobija da 5e

1 g ¥
J<<, £ nl?1“(n1’na)wk*k*(f "1)P nEong ou(n1"‘2)mk*k*(1r 2" 2"2)p "

Zﬂ 2m
Na osnovu teoreme 2 bice J, J g u(t1,t )mk kéf vttt ) dtydt,=J,,

pa, iz fesp® (p,e,k,a),sl13ed1 Jo <, odnosno d1<“.
Time je dokazano da je i J<w.
Jo¥ treba dokazati da felL .
™ ™
Iz J<o, slijedi da je ? % (t1,t )“E Kk, (f,t1,t2)th1dt2<m, a iz

1r1re
nejednakosti wk  (Fa1a1)gs ? ? Ky Ky (Fotytp)qdtydtys
<c% ? altysty up i, (Fatyaty)qdtydty<a, slijedi da e IR RIRE
{
(2)
-+f(x,y)}dt1,dt2, to Je

nf\\q

5T '
{f(x+t1,y+t2)-f(x,y+t2)-f(x+t1,y)+
0

(Zﬂ) “I I At tfdt 7 PERER n\<2n\\A efllqeqq (F2. 2ﬂ) <

Wy (fs1.1)q Analogno se dokazuje da 3°"f"q<mkk(f Tal)gs td.felg
1z feLq i JSN, slijedi da feSB® (q,e,k*,a ) §to je i trebalo do-
kazati.

Ako je 06>q, ﬁri dokazivanju da je J<« primjenjujemo lemu 3.
Teorema 5 se dokazuje analogno odgovarajuéoj téOremi
za slutaj funkcije jedne promjenljive /12/,
Teorema 6 slijedi poslije nekoliko p}ostih majoracija.
Teorema 7.se dokazuje direktnom prdmjenom Hbderove ne-

jednakosti.
5 3. ODNOS KLASA $B°(p,0,K,a) i S a%(p,0,K,a)

Klasu S A°(p,6,r,a) odredjujemo kao klasu funkcija
ftx,y)EEL, takvih da je: |




57.

A ]
" 1ttty koo Cat,at, <o
o a oy Atitzf” dtydt,<
/Veli&ina Aftf i funkcija a(t1,t ) uvedeni suu § 1.1./,
KaZemo da funkcija a(t1,t2) zadovoljava y-uslov éko je
2m 2m a(t1,t2)
s ——TT?E——dt1dt25ca(61,62),, za svako 61,625(0,2w).

Osnovni rezultat ovog paragrafa je

Teorema 1: Ako brojevi p i 07 vektort E;* i?, P LopuU-
njavaju ualove; 1<pgw, 1£0<» %023* K*020* s a funkeija a(tl, )
aadovoljava o* £ Y uslovima, onda se klase s10° (p, G,k,a) 7
SBo(p,G,z*,a) poklapagju.

Primjedba: Analogna teorema za funkciju jedne promjeniji-
ve data je u /14/. |

Dokazacemo sledecu lemu:
_ Lema 1. Neka feLp([O,ijz), 15pse, 1505, ot 1,t ) i
punjava o* i Yy uslove. Tada je SAO(p,O,?,a)c:SY (p,s06,a).

Dokaz: Obzirom na définicije klasa SA? i SYO,-treha.

dokazati da iz
2 ?w Kol 0
f a(t1, “A 4‘2“ dtydty<e , slijedi
0

) ' ) 0
Yoolf ,0)Y f € u(0,v,)Y f) +
of )p vk u(v1 0) 2\40( )p+%fou 5) oz“é )p

+ ? Eon(vysv))Y (F) <

20 V2 o 2\),?\)2
Meka su prirodni brojevi Rr i m. r=1,2 izabrani tako da je
k.2max {;—+1, Eﬁ:il} ;£—<m < ;i—+1’ n=1,2,.., r=1,2.
anaéimo sa Kn,(t) jezgro Jacksoza:
2k £, 2Ky C .
Knk(t)=b (sin —?—) F(sin =) , gdje je bmr jzabrano

tako da jef K. (t)dt=1.
ki) r



nejednakost kao i ¢injenicu da, za te(n,;) 2t <sint i uslova

R 1
m >>n. f k Ydt=1, slijedi da je b <<nr r¥ , odnosno, ako

ZR -1
je n =7 r, hm:<. r( )

1z nejednakosti /11/: Yy (f j"j K (6K, Wt |\A andt1d't2
-T=T 4

primjenom lidlderove rmje<|nakost1, doInJamo.

Yz\)zv P *“U“Vl\, t) “/\ ’l'"::dl.]]”o.

"R . e TO=004 .
-U 2\,(Lq)l<2\,v(t.)(lt1] /94,

]

kk, 170 o A{0=00 .,
51 I K w8 K?\) ||A4 r“pdt} (K vz(lz,)} dt,.
Pr1mJenJu3u61 jo& Jjedanput Holderovu nejednakost, dobijamo
-1 0
Y s{f I K v \, ”/\klf“ dtqdt }”9{1 K )) /
tj. 0 < I\]," ‘0
Yg\a?w qr [ ko280, uf 28|47 thl dt dt, i, znati,
(o] ()? 6
L % oj(v,,V <
V=0 %fo“( 1 Z)Yzwzy!f)p-
JEE R RN L I L OB Lt
0 2t 2t P Y=o \)2 2 1 02 1 2 172
-V (2k.-1) Vy .. )
Uzimaju¢i u obzir da je b <p” v T Y, m.>2 , dobijamo da je
r
= f (f:’ s _
s—\,1=0 \,25011(\)1,vz)KZ\,’(ZH)KZ\,z(ZtZ)fs =
¥ 2 v, -2k . 2Ky 0. =2k, oV, - 2%
=v1_§0 \,ZEOH(\)1,\)2)(2 11-_1) 4_2\/1(5-,,],“41;1) (2 th) 222(S1nm2tz)v

Uzmimo prirodan broj 11 tako da za fiksirano t1€(0,ﬁ/ﬂ bude

21t1s1 za gsi1 i 2“t1>1, za v12i1+1. Na isti nalin uzmimo i i,.

Sumu S’ predstavimo u obliku:
-t i - i~ i

Sr= % D) Lo ¥, ¥

. . . §.=S +So+S5,+S,.
Vy=0 V,=0 V =i V,=0 Vy=0 V=i, V=iV, =i 17227°37°4

.2
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~

Uzirhajuéi u obzir da je sin m.t.sm.t. i da funkcija a(t1,t2) za-

dovoljava ¥y us]ov, 2a S1 dobijamo oc;enu
. . ?2 ,
i=1 a0 =1 a(tyst, )
X ) VoV, % pX ——— b =
S1<_<\~"=0 OH(W’W)Z'ZZ”vfo Ve o [.'2\, t1t
1) E1E2 e Uqlg
2ty 2ty

7a dohijanje ocjene za sumu S, zamijenimo sin m1t1 sa 1 i sinm?t?

= du,du,<<a(2t ,?t '
,f&;o P dupsca(2ty ?)

Sa m2 ?,

e -
S, ‘;; Z \,"\,)t12 2=V 2Ky oW o
_ Ve Vg
i1 =vko0
-2(1+1)?k,?-1K2T, -k0=1) @ B0 272 Y (vey) =
\) 1, V=0
1_ '22 k0
Us o 2™
PrimJenjuauéi prvo g* uslov, a zatim Y uslov, dobijamo:
AP g™
kD, i, 2 U v =ike
5,52 i,21v2§0 229 szf;' 2[ a(ty,ty)dtydty o
l',Z"i'. ’l.'-"za(t t ) 2 2 OL(U u )
i=~-1 1°°2 p 1272 :
~) . L — dt,dt,c [, [.— du,du,gq(2t,,2t,).
2.2],' \)2=0 2—-‘/2 t1t2 1 2 ZIZ‘L' 2{-12 U1u2 1 2 a(‘ 1’ 2)

Analogno se dokazuje da je b,;<<a(?.t1,2t?).
Za dobijante ocjene sume S,, zamijoeninmo .".‘imnrl‘.r sa 1 i koristimo

pretpostavku da je 2'iir-kro-1>0 i 2'('i"”)5"l:rs?.-.i" , r=1,2:

<t -2k, ‘E 39 Y (\),,\)2)2'\)1‘(402'\3»."‘202"\’4(?‘2& -11‘(‘-1)

l L0

> T2

<<yl k19211'~2071fziz 5. )‘

v (v y)2” - Wk kP
=1y g

Kako funkcija m(’c1 ?) zadovo]aava o* q Y uslove, b1<fe
2 2%

< k0, k0 1, i, ko, k
5452 2 z({ ({ a(t1,t2)t1‘t2@dt1dt2<{



40.

byl 4 #Z@Qfﬁa(u1 uz)
lplz | t,,t,)dt,dt s [ fz du1duq$a(2t12t2)
<< 2 2;,2£ A(ty,tp)dtydty 2%, 24, uqus

Sabiraju€i 5S4, Sos 53 1_54, dobijamo da je S$<< (2t1,2t2) i, znali,

T T
@ 0 2 (2 /\k1 Ky JIO _
ZO vfo“(W’%)Y v vf/ f a(2t1,2t2) \ t1t2f“pdt1dt2 =

V= = Vi V)
i 7 212 o

T 0
= fu(t1,t2)l ! t,,“ dtydt, (1)
0o 0

©

Ocijenimo, sada,sumu Sp, Sﬁﬁﬂ%n “(“PO)K,W(2t1)‘
- l

-2k,

r\) -
0c¢iqledno je da je 5 ) “(w,ﬂ)(R'L1) h? (alHN1 )2ky =515,

5
-1 B . ok iy- ? 0
gdje je SG=JX (v, ,0)(2 m1) ?P'Z (S|nm1t1)? 1< ) 1u(v1 )=
::0 )
), (i y
-i|-1 2? ?." ) 2-“ (t/l, 2
2N, Tlagt,t dtdtf tydt,dt,<<
“umo? g o “(Etp)dtdt j,{ —. T, t2itet

2w 2w a(t1t )

i
<< _2' ) '?—'——t—'f‘z—"dt1dt2<a(2t1,2t2) ‘
22" 27 1 .
-kvo0 i
-k - u(v,,0)2 12 [ [ a(tysty)dt dt,=
5 <<ty Pl 2m W2k k0T Vi (0) gzt ] 1
fgh2m ;

altysty) , .
i ~~ﬁﬁlf..?_f dtydty<ca(2ty,2t,), ti. Sge<a(2ty,2t,).

T o
. N 0 < ‘ £ Akk' x
Iz nejednakosti wgou(v1,0)Y2W0- g £ éﬁéﬁ dlp qéou(v1’0)K2v£2t1)’

tada, slijedi da je
44 0 kk 0
"L My
WEol(V150)Y y s ({ ({a tysty) ]]At1t2f||pdt1dt2 ceeee(2)
~ Analogno se dokazuje da je

5 U5 : kb el fat,at, ..., 3
\)z;-.—.o“(o » Vo ”? f I t" ts ”l\ f”P(H 5 (3)

Konaéno, iz Y f) <f f “A f”pdt1dt2, primjenjujuc¢i Holderovu

nejednakost i uz1ma3ué1 u obzir da je a(t1,t2)2c>0, dobijamo:




41,

Ygo(f:)p«z'" '-i"”zst"’* f“edt dt?«; ; u(t1,t2)“A K f“gdt1dt2 . (8)

1z (1), (2), (3) i (4) slijedi tvrdjenje teoreme.

Dokaz teoreme. Iz leme 9, 2.2, Cinjenice da je
“A f“p‘w&&ff’t1’t2)p i leme 1. slijedi da se, pod pretpostavka-
ma na%e teoreme, klase SAO(P,O,E,a)'i SYO(p,O,a) poklapaju.
Iz leme 2.2.8 1 2.2.9 slijedi da se, pod istim pretpostavkama,
i klase sB%(p,0,K,a) i sY%(p,0,a) poklapaju.

Time je teorema dokazana.



GLAVA III

§ 1. MEDJUSOBNA VEZA KLASA SB(3,%,2) I SW(P,3,a)

1.1. Oznake, definicije i osnovni rezultati

Sa Lx([0,27]%), B=(pqysPy), 1p;cm, 21,2 Cemo oznata-
vati prostor mjerljivih funkcija f(x,y), 27 - periddiékih po

promjenljivima x 1 y i takvih da je

I3, ¢ 0,2e1 2y W= WUl < -

Velicdine wk&(f,61,62)3 i waéf)g se definiSu analogne

velic¢inama whh(f’61’62)p i Y\Wz(f)p /11107,
Klasu funkcija SB(E,E,a),“§=(p1,p2) 15p, <=, 5=(01,62),

|
0<64<=, i=1,2 definidemo kao klasu funkcija sta([O,Zn]z), ta-

kvih da je
™

= |

-~

a(ty,ty): K&'F (s tp)3dty 1 8¢ <e

=5

) m ) /@ w
I, altysta)ufoty)zdt, 3% % at,<

™ ™

1=

L)

2

2
-!
2
K
2
f

-~
_ e VY O (N O N

a(t1,tz)w&(f,tz)gdt1}@/adt <o

Za v121 i 2.1 uvedimo sledece oznake:

2m .
8% (v, ,v,)= é_ { Q}a(t1,t2)dt1}q/aut
2 1

em 4
B2 (v1,v2);v$%-é { f‘a(t1,t2)t$adt1}Q/th2

_L
szz(v} v, fv % a(ty,t )t?ﬁ}@/@dtz

i “
B (g, v,)=vKE k@4%‘ { altyty)tho%kOee, 1/ Gat,




Klasu funkcija SW(E,8,a)s B=(py.pp)s 1sPys B=(0,56,)
0<p;<e, i=1,2 definiSemo kao klasu funkcija feLBKD,Zw]z) koje za-
dovoljavaju uslov: Ako je

Wgo %go Ay, vi%s¥)
Fourierov red fpnkcije f(x,y),onda postoji funkcija g(x,y)e

ELE([O,Zﬂ]Z) &€iji je Fourierov red

véx.Y),

. . 0 &) 6
gdie je B(0,0)=8,(1,1),8% (vy,0)=B72(vy,1)+BAvys1),8°%(0,vp)=

g~g§o: g?o B(vy,vp) Ay,

0 0 0 0, 6,
2805 (1,9,)+83(1,9) 8% (912950 =B W) +B{ YY) + 82 Y ) #8150
U ovom paragrafu dokazuju se sledele teoreme:

Teorema 1. Neka je 1<pi<w, 0<6 <>, 2=1,2. Tada
a) ako je max(Z,pl,pz)Smin(el,Gz), onda Je
sW(p,8,a)cSB (D, 8,0)
b) ako je max(el,ez)fmin(z,pl,pz), onda je
SB(p,8,0)csW (D, 8, )
Teorema 2. a) Ako je p1=p2=p-i 61=62=p, onda Je
' > > > > :
MnSW(p,p,a)=MnSB(p,p, o)
b) Ako je P 17D =P i‘61=62=2, onda je

LnSB(p,3,a)=LNSW(p, 2, o)

1.2. Pomoéni stavovi

Lako se provjerava da modu] glatkosti u prostoru
Lg([O,Zn]z) ima sve oéobine koje i u prostoru Lp([O,Zwlz).

Nejednakosti Minkowskoga i Hldera u metrici Lg([O,Zﬂ]z)
dokazane su u /16/.

- Leme analogne lemama 5z 111.2. vaze takodje i u metrict
Lp([0,21r]2). :



Zaista,

Iz uslova feLQ([O 2712) slijedi da je f(x,y)=

i—?l— I fdt2 i, znaci:

Zm e, 2T b R/P VD
f,80)2" Ko su l ki R
ay (F284)3 \t?U251HAH\\3 o' P6 7—(f { f f Lefat, axdey )
Primjenjujuéi nejednakost Minkowskoga, dobijamo .
21 21 27 ‘
f,8,)2< i 1 1
05, B L] e o0

odakle, primjenom Hdélderove nejednakosti, dobijamo

2m 2T 2m
\ti.uz51 b ff\\

0
= sup j HA 1/Q3c . sup lla h&f\ﬁ
\tﬂ <8y |t 6,1t 27
Iz poslednje nejednakosti, koristedi definiciju i osobine moduia
glatkosti dobijamo da e

mk;f’61)3schb‘f’61’1)3 , Cime je dokazana }ema11L1.2. u metrici

teme analogne lemama 2 i 4 dokazane su u /2/.

Leme analogne lemama 6 i 7 dokazane su u /16/.

Leme 5 i 8 u metrici Lg dokazuju se kao i u metrici LO.

Lema 11 u metrici La glasi:

Ako feLg([O,Zﬂ]z), 15p; <=, i=1,2 1 ako je
27 2w
[t 2Jupi(fatyst t,)5dt)% Uty<o , onda je

a(t1,tz)wg(f,t1)3dt1}Q/th2<w i
a(t1,tz)w%(f,tz)sdt1}Q/th2<m

i dokazuje'se analogno odgovarajucoj lemi u metrici Lp.

Yy




Sa £SB%(p,8,a) oznaZavamo klasu funkcija f(x,y)e

eLa([O,Zw]z), takvih da je:

21 2W
f {f 0‘“:1’ z)kaZ(F t'l’ Kdt }el/e’dt2<oo

Zw 2w
Ig= [ {f a(ty,t z)wk(F1,t )3dt1}92{34dt2<w

1 o

T T

2m 2
eﬁ-f{f (tyst, 4(F yt,)adt }el/efdt <o
1 Wt T2 27871 2

gdje su F, F1, F2 funkcije iz leme 3 II1.2.
Dokaz tvrdjenja da se klase ZSB°(3.3,a) i SB(E,5,a) poklapaju je

analogan dokazu odgovarajuceg tvrdjenja u metrici Lp, /lema 12/.

1.3. Dokazi teorema 1 i 2

Obzirom da se klase SB(E,@,&) i 2530(3,3,a) poklapaju
za dokaz teoreme 1 treba dokazati da

fe SH(P,B,a)e(lgke, 18w, 18k=).

+ > )
a) Neka feSW(p,0,a) ,
(s . ri4

Ozna&imo: M(0,ty)= } a(t1,t2)dt1, u(v,t2)=Lfa(t1,t2)dt1, za v2i.
1 v

Kako je F=F=U +T. +0

1.2/, to j
P pu S puy, /1 1-2/0 0 Je

10 I atey ot Jogt (Fatyoty)zaty ¥ Sae,
2% ¢ &/
zozv,{fo u(v1,t % ol F v, )+} dt, =
2.2
b b 1 6/6,
Y=0 21"2 {""0 u(v‘l’tz) k;k(F - 42\’2 2\’1+Q \’z 2“2\"" 2\’4 2"2) b dtp<s
<<Ji+J2+J3+J4.

¢

Veli€ine J1, JZ’ J3 i J4 ocijenicemo pojedinaéno.



-,
2:27%
5 9 RIS
= Z 4 - f
i : T 1
Iz osobina modula glatkosti slijedi da je wKKJF-Uzﬂz%fZQ’EQ)E <
< . .
=\F=U + , i, tada je
“ 2\12\’2”[)' J

Vg 'ﬂ'
® ¥ F a2 10/240 B/Pa O/ py8/0
1,8 z;oz_v{ DIRTERAT ]{] [m e vAm;nA' dx B/Pay) /Py 0,

Primjenjujuci neJednakost Minkowskoga za §/p, 8/p, %/Pv &/ s

redom,dobicemo:
-V,

2.7%
315(}n{?ﬂzgq§u(vﬁo“(w'ﬁﬂlm B, n(xoy) |38 ¥ e, RSB/ Pay) 0/

0 o

(2] (o]

2.92
. % ? ) 6/2,8/8
TN CRIES A LS RTCRS .M el L L L
ocijenimo primjenjujuci nejednakost M1nkowskoga za §/2 i 8/2.
Dobijamo da je:

V
My 22° N 2% g 8,6
} [0l (t1,t2)dt]ez/ T

MEREE (no mwo n XY (2 J

'Va.

o] o] 2
=(quO m;o Am m(x,y)B;(zmgzmq)@/ .
2T 2T o,

Tada je J <(f {f[ Bg(zmuzquéqm(x,yﬂ /244 30/ dy)@/pu=

my 0 m O
Voo nfors aixiiegemem ]! /2% .

Primjenjujuéi lemu 5 i lemu 8 dobicemo da je

2.2'\/2 . e‘.‘/
= 2 DR L ) 5
J2 \é=02£v{\)1=0u 1’tl ki(T 2\)?')'6} dtz o
Ry
o) 2-2 7 ’t
T ) \\a"' ”e.}exe,dt N
VFo 2“9. V=0 2\)4k;94 - 2
2.57% w
\‘%:02“{1 V=0 \)(k_'e‘ m‘ 0 mz \)2_ m, mz]

odakle, primjenjujuéi nejednakost Minkowskoga, slijedi da je

J <(§ ? AZ m(x,y)Bf(Zm,ng]szdx} E/de)QJpz=
2

momo




|2 o 22,aptc2 2] 1720

5Ana1oqno se dokazuje da je

i,

Vs o[ﬁ V= v1, )whg \& w

D31 e, s

< mczmz 1/%,6

l[m;'o mzzo m, m, 32(

Ocijenimo, jo§, integral J4

64 6/ 6
st ﬂt
Jg= foza{ V=0 u(vs Z)mh& 242§2W zvzﬁj

Primjenjujuc¢i lemu 5 i 8, a zatim nejednakost Minkowskoga:

‘>’:° zf u(vyst, ”ak«”kz . ”& % 84y,
VEO 2% v10 zukazﬁ&e ngaikz 2 Vg \iI1P 2
®» % (\),t‘,) °° y
s 22mko2mkAZ  Tn/24 1R/ P gy <
"f°zf”= V=0, vkeg vke, ﬁ J'l v k inf ! arg 1dyJ Y e,
T

" &/p, _
o) m, »M p/2 n/p ) 2 =
{C{ [mgo ng:o 832(2 ‘,2 Z)A:I4N£X’y)} 1 dx} ¢) 4dy

2
e
0 h

” [m,:zoo m}:o Anzumz 332(2'"‘,2'"2)]1/2”%

Sabirajuéi ocjene za J1, J2, J3, J4, dobijamo:

4<<(? {? [m o nf £, a2 mz(x,y)82(2m’,2"k)]p'/2dx}pz/f’1dy)@/Pz=

- ® 2 m, ,m, 1/2”%
'”B;on%o %xmf (272 9] P
Primjenjujuéi lemu 6, utvrdjujemo da je

T<<|lvflfs gdie de w(x,y)- 2 B(Zm‘ 2"A (x,y).

v-1 v=1 A
Brojni niz —B(Zm‘z 9[?(v1, 2)] zadovoljava uslove leme 7

§to znadi da,ako je
6~ %31 vf13(v_1,v2)l\v‘v2(x,y), onda je “‘l’llg«llGllg i, znaci,

14<<”GHa<m y ti. Iy<e,

-



Na isti nalin se dokazuje da je 15<<“qus<m :
I6<<HGZHE<°°' '

Time je tvrdjenje a) teoreme 1 dokazano,

b)fNeka je I s®,Ig<e i 1.<=. Dokazacemo postojanje fun-
kcija G, G1, G2 iz leme 3, éiji su Fourierovi redovi, redom:

r~\,‘z1 \) 18( 1’\)2.)A\W£(X’\V)s G1~\)1§1 B(V1,0)A\,10(X,)/) i

G2~\&§18(0,v2)l\0\,2(x,y)-
Prvo €emo dokazati postojanje funkcije W(x,y)eLB([O,Zw]Z)

(<] m .
Y. 21 W1 B(2 ',z”E)A\,‘\,a(x,y).

Ocijenimo integral J:

o oo nfof* @™ 2mar o 172 5| [ Eonfooiniata™ ™)/ &1/ 2] -

“ lmzom O

(s 8, +s +Be 7/e|1/2“p=”[m OmzoA,%,m(B +82+82+82) ]1/2

f

<10fo oo 0251 s IE o2, 22 w8372

Mo nfo 4, m 221 % l5 I lnko nfo 03 wed]"/Alp=9r+0gra5t3s,.

Ocijenimo integral J10,

o) 0 2w 2 1/0

_ 2 oMy oMy n2 /201 1/2 a/n b,

. _ m, om
gdje Je Sy (x.y)=E, ; §(2 H2U) AL (X)) |

'mq,

i 2mk,, 2 2" kS, k@ 12/8
'm,go m‘;o 2<% "Ekz[\: m [g’ tZ)t'i “t?idt‘”%/e/‘dtzj /€,
_ 2mk» 2 2 z y 1°%2) /9 2/
m;o q?o 2me W&Am4m( AN ﬁ; L)m,EjETEUEE]q fdtyk A

Primjenjujudi nejednakost Ninkowskoga za 2/6, i 2/6, dobicemo:

v 277 @ Wy, tp) 2mk,, 2
5 A MK, 2 6/2,6/6 2/6,
> "‘z(" OJ;{" 0 5 kB, VKD Lny 2 e " éx’y)]{ PH )




“' e

e e e e . . . . e e s e o es . . ‘
Zamjenjujuéi dobijenu ocjenu 1 primjenjujuéi nejednakost Minkow~-

skoga za p/6, p/8, p/8, p/6, redom, imacemo

227 My,
¥ ® /8 1/6 e
J10‘(\)2§ I { E ;—WHP\N ) “ }62 4dt2) 5, gdje Je
WY 2 2 2
“PV‘VZ(X’-Y*: [mzo mZzo 2 mlklz mz‘EAZ ( ,y)] H;
Primjenjujuci lemu 8, a zatim lemu 5 dobicéemo:
2 \’1 ,t ) 9 kit Ky 8 92/6 1/
.. > idt e2<

V 0 [2 \) 0 142\’2&64 u j‘la‘ykz 2 42\)2“ ’ )

22" @ /9 1/6,
s(vzzoz_fvz{v‘_gou(vp )mgk szv'z\’ﬂ '{v‘)*} dt,)

. 'l 1 1 >

1 1 1 1 .

< — e } > +<< _— )
-wk1kl(F’zv"zvz)p+Y2\)12\)2(f)p wquz(Fsz\,‘sz\)z)pa to Je

g Fref 0 (F ] 0/ 040 11/
J1O<<(g=0245{2=02ﬂ.a(t1’t2)mkkéF’2V’ “Q+}z dt,) =1,

Pozivaju€i se na leme 2 i 4, sliino se dokazuje da je 5 <<I <,
Iz dobijenih ocjena slijedi da je J<w, a odatle, primjenjujuci

lemu 6, dobijamo da je HWH+<w ivel ([0 211?).
Brojni niz A -B(v1,v2 [3 m‘ZmO] 1 m‘sv.<2ma1, i=1,2 ispunja-
va uslove 1eme 7 i, znali, postoji funkcija CeL+([0 211%),
llellz<<ll¥lls G~v . vf1e(v1, Z)Avyéx,y).

Na isti na&in moze se dokazati postojanje funkcija G,
i G2'

Tvrdjenje b) teoreme 1 time je dokazano.
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Dokaz teoreme 2. Iz pretpostavke teoreme, definicije
veli&ine nfng i definicije klasa SB 1 SW, slijedi da je
SB(E,K,a)=SB(p,p,u) i Sw(ﬁ,?,a)=sw(p,2,a), pa je teorema 2 di-

rektna posledica teoreme 2 11 1.1,

> > o

5 2. 0DNOS KLASA SB°(P,3,%k,a) PO PARAMETRIMA B, k. .

2.1. Oznake, definicije i osnovni rezultati

>

Neka vektori p,g, k ispunjavaju uslove: B=(p1,p2),
> . . .
15pi<w, §=(61,62) 0<Oi<w, k=(k1,k2), kieN, i=1,2 i neka je
a(ty,ty)=(alty),0ft,)) adje su ag(ty) i ag(ty) funkcije mjerlji-
ve na [0,2n], integrabilne na ﬁi,Zn] za svako &§;e(0,2m), i
) . ’

ai(ti)zci>0, i=1,2.

Klasu funkcija SB° (p,8,K,a) odredjujemo kao klasu
funkcija f(x,y) [0 2n]2) i takvih da je

22'rr 2m §/0
-I {I oy (ty)ay(t, wK&(f styaty)pdt 1R Ndt <
KaZemo da funkcija a(t1,t2) zadovoljava §=(o1,02) uslov, ako

postoje realni brojevi oy i Oy takvi da je za svako Gie(O,Zﬂ) i

svako €i>0:

) 8
f h1(t1)t? dt, <o fz[az(tz)tg‘]g/th2<w
0 0
i 8 - 8 -
j '(11 (t1 )t(;i €1(]'(';1:00 I 2[a2(t2)tgz e2‘.]%/th2=c:o

0
Kazemo da funkcija 3(t1,t2) zadovoljava 3*=(o?,o§)
uslov, ako

1)

alt 1’t2) zadovoljava S uslov

2) ja1 )t oFdt <<f ay(t )t % dt, ,




. 26 _
6 v
01 0,/0; 44 VLT
3) [ {op(ty)tr )02 4dt2<<é {dz(tz)tz"‘}’ dt,.
0 .

51.

KaZemo da funkcija 3(t1,t2) zadovoljava K:(A1,A2) us-

lov, ako postoje realni brojevi 11 i 12, takvi da je za svako

6e(0,2m):

27 26

[ o (t)tMdtgf o (t, )t dt, i
AR K 1 1V 1M 1

26 , 8

2 26

gd{az 5) t;2}92/94dt2<<£ {uz(tz)t%2}92/94dt2.

Teoreme analogne teoremama 1, 2, 3, 4 datimu I.2.

/sa zamjenom k1ase‘SB°(p,9,E,a) klasom SB°(§,3,?,3)/ vaze i u-

metrici Lg, pa njihove- formulacije ne navodimo. Formulisacemo

i dokazati leme iz kojih ¢e uslijediti tvrdjenja tih teorema.
2m 2
Oznatino: uy(0)=[ aq(t))dtys up(0)= tap(t2)1 ¥ O g,
1

20" Vil )
M, (n) f o % (ty)dty, uz(n)=(J;n{d2(t2)}qy 4dt2)%/%., za n21
Lema 1. Neka funkcija &(t1,t2) zadovoljava o* uslov
i neka je ki912°i’ i=1,2. Tada je za vi>0:

e () () Qup (0,30 gy (971 O
a) L << << ‘
NEY SNy K8 5K, nEv, o N, K8, oV K, 0y

Dokaz b) Zamjenjujuéi uz(n), dobijamo:
: ) )
. {uy(ny )} % ) {uy(v,)2¥ '

S = =
Ng=V2 — ,N k0, 9 V2K 0,
-n ' 6,
- £, 1 T et (t,))% % at ~{u2(v2)}ez/ +
251 SN KRB gy 2 2 VoK, 0y
+] {az(t 2"2 t'z(‘—e‘ -0,y &/ b dt, . -

Uzimajuéi u obzir o* uslov, bice:
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{uz(vz)}eﬂ/o' | 2% D2 )10

5)
STE t,)t %18/ 8¢, .

<<

Tvrdjenje a) se dokazuje prosto.

sa SYO°(p,8,a) oznakimo klasu funkcija feL%([O,Zw]2),

takvih da je:

&/ 8
Ve B w1 (¥ B Bty (n)1 o (F)51Y %
+n2§0{n4§0 u1(n1)u2(n2)Y:‘n %/4<w :

Lema 2. Ako je 15Q5w, 0<8<=, onda je
sBO(p,8,k,0) c sY°(P,3,3)
Dokaz: Tvrdjenje odmah slijedi iz definicije klasa

s8% 1 sY® i teme 2, II1.2.

Lema 3. Ako funkcija 3(t1,t2) zadovoljava o* uslov,

onda je, za kie1zo$, i=1,2,
v°(7,8,8)c sB%(p,8,K,a

Dokaz: Neka fsSYO(E,E,E). Ocijenimo integral

) 8 (11 \,18,/8
olv, zot1 (V) Ha (V)0 (Fooguog)gd 20 b

Obzirom na lemu 6, 112.2. bice

J 622

n g

Vs

9 % U1(\)1)U2(\)2) e‘( +}el/e

J «<v20{v 0 Vi Ky 912V2k29 00

+9§°{“§° :l(k1;?§izéie,(nzozmhyzmo(f)g)Q}OZ/Q+

+\’z§°{v§° :1’(: 2312f)zk294 ngz IsYoz (f)'*)e’}%/e#

+%§°{“§° I (nsg 202 'QQ$N2nQn£f)3)GGQJQEJ1+J2+J3+J4.

2v4k4e‘2v2k261

Na osnovu leme 1, bice:
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3y << (0)up (0) ¥ O v 2 (£)am(vB () 2) 02/,

>0
p
Za dobijanje ocjene velicina J2, J3 i J4 razlikovaéemo slulajeve

6151 i e1>1.

6151. Primjenjujuéi lemu 2 IJ2.2, imaéemo:

\Y \Y
c Foy b)) oy zm&qye, (f)+}Q/m

8
(Uz(vz))ez/ ! nke e‘ (f)+ U1(V1) 62/9,,
n vp”g 2“4E¢91

Primjenjujuci lemu 1, dobiemo Jy<<{, z u,(n1) (f)+} ®, /8¢

Iz leme 2 112.2. i leme 1, s113ed1 da je

0 /94 i
luy(v,) 172 e Wy(Vvy) ! nkfy (f)+} 6,/8) ¢

2~ 02

6 6, /0
{ ¥ ko n(£)33027%1
VAIPAZL PP A 02"

Ako je 9 1, onda, pr1mjen3u3ué1 jo3 jedanput lemu 2. Il2.2,

dobijamo:
: 0 .
o (v, o w 1M (V,))} &8
Ja<<. X 2( 2) znzkz (f >= ¥ Z%QY b 2( 2) 62/ 1<<
3 Yo oV2K, B2 n- 02 p ng=0 02% V=N, oWk, Y,

<< 3 {u }%/’YO f)p=_ E {1, (n f *}62/et
n=o 2(ny) 022 n ) nFo 2( )Y "z( )p;

Ako je 92>91, onda, primjenjujuéi lemu 3, 1[2.2, dobijamo:

{u ( )} ez/e,vkzezyez

2 2k_62

o V2 Ky O « o (N, )}6/6
L %0 <<1, odnosno
2

135, 38,7 " saze se

By -

2 Ty (o 1T T s

J3<<y, Zf {uz("z)Ye‘ (f)+}62/e‘
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Primjenjuju¢i lemu 2, 172.2., a zatim lemu 1,'dob1jamo da je

@ W %, nke nko,6 “2(“2) uyplvy) 8,78,
Iy s %?o{ngo n;o 2 &40 zzwz Qn}f) ———E—E win —;TYTET <
Roopo®on,k, 00 K (Vy) 6, /0
< 1 {7z 2R %)y 219
- Qfo{qfo n,o2 ananéf) v2R26 " (n1)}
Ako je 62<e1, ponovo na osnovu leme 2, Il 2.2, dobijamo:
V) My (V) '
¥ R onyk, 0, 2172 8,/6,
J4<<g;o nzo{nzo ” Y mzn(f)p "V;E;E“—“ (ny)) )
i, (v,) 39,78 .
- I AN @ n,k,0,.08 . 8, /8
= % 5 274 2/ %¢
ngo FaUSPRPLVLP) {nfoz 2 YZWZn}f);u1(n1)} <
2 ¢ ® ' 8 8,/8,
<<q§o{m§o‘u1(n1)“2(n2)vznqn;f)g} .

Istu nejednakost za 92_ 1s dobijamo primjenom leme 3, 11.2.2.

20 61> 1. Primjenjujuc¢i lemu 3 112.2. dobijamo:

0 {u (\) )}6 /el © u(\))
o Lt Shr Gl bt e S

Primjénjujuéi nejednakost Minkowskoga (6 >1), dobijamo
Ty (vy)30,70,

F 2 ' (%

J4<<gfo ngk o, q?o(wyo

Iz ove nejednakosti, primjenjujuéi lemu 3, 112.2. za 0,21, odno-

(o)2hekefr 0, (e 8%
24

sno lemu 2, I112.2. za 62<1, dobijamo:
© . @ 0y 0,/6,
J4<<q§o{n%o N1(n1)u2(n2)Y2m2n£f);} ’ )
Odgovarajuée nejednakosti za J2, i J3 i slucaj 91>1 dokazuju se

analogno.

Sabirajuci J1, JZ’ J3 i J4 slijedi tvrdjenje leme 3.

Lema 4. Neka je q (q1,q2 T—(A1, )5 r= (r1,r2)
S (F(ty) 200 (t,)), Ay ri=1/ps=1/q.s F20,r,a%(t.)=a (t:)t. 011
1851050 80 ), p2as ry=1/pg-1/a5, A28yr 0 (ty)=0, (b))t

i=1,2 i neka &(t1,t2) zadovoljava by uslov, Tada je:




5.

0,/6
n=t . U1(n1) : n=1 * 0./0 {Uz(nz)} z2° ™
) ylo MO T 0 B2 e

Dokaz. Zamjenjujuéi nz(n) i primjenjujuéi b

uslov, dobijamo:
—\I

n-1 n-12:77

S= ,Z, { uy(v )}62/0‘=g§ [ tap(ty)tp )02/ Prge

f {a tzg}eﬁ/e tz(e1r2-xz)ez/e,dt2‘
2"(”
1z uslova X261?, slijedi:
—n2 8,/8,
-n, 8,1 +n,1,0,/6, 8, /0 tiy(ny)d 2
§5<<2" "2 2 2 [ 2 z)tzz} 4dt2<< znzezr

Tvrdjenje a) se dokazuje analogno.
Iz lema 1,2 i 3 slijede teoreme analogne teore-

mama 1, 2 i 3 IL2, a iz leme 4 slijedi teorema analogna teoremi
4 112.

5 3. ODNOS KLASA SBO(p,%,k,a) i sA%(p,8,k,a)

Y . . o+3++ N
Klasu funkcija SA”(p,0,k,a) definiZemo kao klasu fun-
keija f(x,y)FLS, takvih da je

6,8
i"{?“a1(t1st )“ rxt1} 2/ 1dt2<m

o

/Parametri P,8, K,a odredjeni suu § 2.1/.

KaZemo da funkcija 3(t1,t2)=(a1(t1),a?(t2)) zadovoljava
vy uslov ako je za svako Gie(O,Zw), i=1,2

o, (t t.)16,/6 8, /6
f“ 1(t1) azi 2)] 2%t 4oy
3 ! 2

dtyscay(8y) i {éz [ “seey(dy)

-> ->
Teorema 1. Ako je prifw, =1,2, 1591592<“ s kelio*,
> >
a funkeija 0‘(1:1_,1:2) ispunjava O* 7 Y uslove, onda se klase

sa°(5,%,%,8) ¢ s8°(p,8,%,a) poklaraju.
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Za dokaz teoreme 1 potrebne su .nam sledele leme:
Lema 1. Neka funkcija &(t1,t27 ispunjava o* i y us-

Tove i neka je K (t) jezqro Jacksona /II.3/. Tada je:
2n
B(n)K (2t)<<a(2t)

0

/0 6,/0
()] 2 Teefay(on)] B

[Velicine U1(n) i Uz(n) definisane su u 2.1/.

Dokaz: b) Neka su prirodni brojevi k i m izabrani

kao i u Il.3. Tada je:
o) 8,/96 '
271 %
S=nZo Ma (MK (26)] © e[y (m]

6,0 i 6 /0
"(2"t) 2R (sinmt)2R] 27

O0dredimo prirodan brojrn0 tako da je za svako fiksirano te(O,n/Z]i

nings 2"t<t i, za n>n s 2"t>1. Sumu $ predstavimo u obliku

n
o-1 ’
S= L +§ =S, + 8§
n=o0 n=n, 1 2
Zamjenjujuéi sinmt sa mt, imacemo:
ng-1 0,/ n .1 2.27M q,(u),05/®
515 g [Uz(n)zn] 271 - g 1 i [ 3 ] 2 1, odakle, primjenju-
n=0 n=o 2~

' 6,/0
5uéi Y uslov i uslov 2"0t<1, dobijamo da je Sy<<[up(2t)] %

Zamjenjujuéi sinmt sa 1 i uzimajuci u obzir da jJe 2R2-k291-1>0, ima-
cemo: 6. /6

S <<[t'zkz-z'"°(2E2"k26"1)]62/61 ¥ [u(“)z-kzn 6‘] 271 odnosno,
2 n=no-

primjenjujuéi o* /2.1/, a zatim y uslov,

6,/6, ™o, (u).0,/0
n 2" 1. 2 2" 1
52«[—2 ° “2("0'1)1 zimj u ! dus<a, (2t).

Iz ocjena za S, i 52 slijedi tvrdjenje b). /Analogno se dokazuje
tvrdjenje a)/.

Lema 2. Neka fEL%([O,Zﬂ]z), 1<pise, i=1,2,
128,¢8,<=, &(t1,t2) ispunjava o* i Y sulove. Tada je

sA%(p,8,%,8)c sYO(p,8,3).
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Dokaz: Neka feSA®. Ocijenimo veli&inu

@ 0 8 .
J'nzéo {n'go u1(n1) uz(nz)Y2%‘2n1(f)s}, Kako je
k, k
n , <j f K nz(tz)”At:€”5dt1dt2’ to, postupaju¢i kao i u
dokazu 1eme II 3 1 i primjenjujuéi lemu 1 a), dobijamo:
- T : T 62/61
|
n, ko ( K2n2(2t2)u2(n2)f o HA b2t f"ﬁdt dt,)
Prim3en3u3ué1 neJednakost Minkowskoga (ez>e1), dob1Jamo
m™
8 2 1 2 876
J<<(£ [ HAt 2t “'dt { ?O K n, (22007 (np) /° 1} /° 1) ¥%

i1i, na osnovu leme 2,

k) k 84/0
. ™ m 1 ™2 .
Jf(f f a1(t1)a2(t2)”At1t2fH% dt1dt2) 2 1
0

, odakle, primjenjujuéi

Hodderovu nejednakost, slijedi da je
6,/84
J<< (T T A flj2dt, dt, <o,
g (f) *1 ”1:41;2 “ ) 2
Analogno se dokazuje konalnost i ostalih suma kojima se definile

klase SY°, a odatle slijedi da fesy®,

Dokaz teoreme 1. Tvrdjenje teoreme 1 odmah slijedi

iz lema 2 i 3, 2.1 i leme 2.
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/9/
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/117

/12/
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