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UVOD 

U ovom radu se ispituje medjusobna zavisnost 

nekih uslova koji se odnose na module 
glatkosti, k-te razlike 

ili na transformisani 
Fvurierov red 2g- periodi3ne funkciie 

fLG . Rezultati su dati u 
obliku teorema ulagania i poklapa - 

nja kiasa funkciia. 

Ako je k (f' 6) 	k
-ti modul glatkosti, A 7.(t f k -ta ra- 

P 

ztika s korakom t, lA n (x) Fourierov red funkciie fELP3 eE(0,'),a,t,) 

nenegativna funkciia takva da je ra(t)dt=0. i R(n) brojni 

onda ti uslovi za 27 - periodiCku funkciiu fEL
p  jedne nezavisno 

promjenZjive, glace 
2Tr 

	

f a(t)w
e (f,t) p  dt<co 	

(1) 

5 

 

271 
a(t)I1A t f(x)11 pdt < 
	 (2) 

Postoji FCL (ro,2vj) takva da je F A n 	 (3) 

Klase funkciia koje ispunjavaju navedene uslov( -J 

W. Ispitivanju odnosa usZova (1), 2 
javaju se, redom, sa B, 	

) 

(3), odnosno ulaganju i poklapanju kZasa B, A, W posvedeno j e r'c 

radova (L.Leindler, O.V. Besov, P.L.Uljanov, A.A. Konju5kov i  V.A. 

Andrienko, T.I.Amanov, M.K.Potapov, i dr.). 

Tako na primjer, u radu /1/ dokazuje se da se, uz uslove 
p=2, - 

2 

a(t) nerastuda funkciia takva da je 6-2f6 
	

7 
t 2 a(t)dt<cf a(t)dt, za 

	

,27r 
	6 

6<6 /6 - 
fiksirano/ i 13(n)=J a(t)dt, kZase B i W poklapaju. 

0 	0 

	

- 1 	 -r)- 

radovima 
/18/ i /19/ odnos kiasa B i W se'utvrdjuje za a(t)=,7 

5(n)=2
ren , r>0, 1<e< 00, itd. 

U radovima M.K. Potapova .(/8/, /13/, /14/, /15/, / 

odnos klasa B i A se ispituje uz najmanje usZova na funkciju 

w,70,747.1 kZasa B(k) i B(k7), kac 
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II 

izmedju kZasa B(p) i B(q). 

U radu /12/ ti rezuZtati se uopatavaju, a daje se i 

Veza izmedju klasa B(0) i B(0 1 ). U istom radu utvrdjen je odnoo 

kZasa B i W za proizvoljnu funiciju a(t). 

Svi rezultati u tim radoVima dokazuju se primjenom 

osobina najbolje aproksimacije funkcije. 

U glavi I ovoga rada ved poznate reZacije izmedju 

klasa B(p) i 13(q) dokanuju se koriicdenjem onoHna modula glatkonti 

funkcija. 

U glavi II ne ispituju odgovarajude kZase funkcija 

vige /dviju/ nezavisno promjenljivih, 2w - periodiikih po svakoj 

od promjenZjivih. Te kicse su ozna c ene sa SB, SA, SW. 

U § 1 glave II utvrdjuje se odnos klasa SB i SW za 

proizvoljnu funkciju c(t 1 ,t 2 ) /teorema 1/. Teorema 2 govori o ta5- 

nosti teoreme 1. 

U § 2 gZave II utvrdjuju se odnosi klasa SB u zavis-

nosti od parametara p,0, 

U § 3 iste gZave data je veza izmedju kZasa SB i SA. 

U gZavi III definigu se odgovarajude klase funkcija 

koje pripadaju prostoru L4
P  i dokazuju se reZacije anaZogne reZacija-

ma dobijenim za ?<lase SB, SW, SA u glavi II. 

RezuZtati iz glave II ovoga rada izZogeni su na 

"Konferenciji mladih nauanih radnika hiehaniko-matematiakog fakulteta 

MGU", a dio tih rezultata objavijen je u zborniku radova sa to kon- 

ferencije. 

Najvedi dio rezultata ovog rada dobijen je za vrijeme 

mog stagiranja na Moskovskom drgavnom univerzitetu "Lomonosov" 
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'HT 

pod rukovodstvom dr fizi5ko-matematijkih nauka Mihaija Konstanti-

novida Potapova, prof. Mehaniako-matematiakog fakulteta. 

Dugujern duboku zahvalnost prof. M.K.Potapovu za formu-

lisanje problema kao i brojne konsuitacije 	saviete. 
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GLAVA I 

§ 1. KLASE B(p,O,k,a). TEOREME ULAGANJA PO p 

1.1. Oznake, definicije i osnovni rezultati  

Sa L ([0,2 7 ]), 1$p5c° demo oznaeavati prostor mjerlji- 

vih, 2 7r - perioditkih funkcija f(x) takvih da je 

NfIln=( 	If(x)1 P dx) 1/P <co , za 
o 

= sup vrai if(x)1 	za p=0) 
P x(10,21 

Sa A t f(x) demo oznatavati k-tu razliku funkcije f 

s korakom t, tj. 
v 

A k
f(x). E  (-1) k-v  C k f(x+vt) 

t 	• v=o 
i sa wk (f,t) p  modul glatkosti reda k funkcije f u metrici L p , tj. 

wk(f05)p=a5114 f(x)Op 

Neka je a(t) funkcija mjerljiva na (0,2n 	integra- 

bilna na [6,2711 	za svako Sc(0,27) i a(t)2C>0. 

Klasu B(p,O,k,a), 00<o odredjujemo kao kiasu fun-

kcija f(x)eL p ([0,2111), takvih da je 

J=f a(t)4(f,t) ndt<c... 
o 

Ka2emo da funkcija a(t) ispunjava a uslov, ako po-

stoji realan broj a, takav da je 

famedt<co i f a(t)ta cdt=0,  , za svako 6c(0,271 . ) i 	c>0. 
0 

Ka2emo da funkcija a(t) ispunjava a* uslov ako 

1 °  ispunjava a uslov 

2 °  postoji realan broj a*>a takav da je 

f a(t)t a*
dtsCfa(t)t a*

dt. 

P"' 

0 
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2. 

U radu /14/ je dokazano da se, ako funkcija a(t) ispunjava a* 

uslov, za k?. 0 */0, klase B(p,O,k,a) poklapaju, a za k<a*/8 klasa 

B(p,O,k,a) sadr2i samo funkcije ekvivalentne konstanti. 

U ovoj glavi demo pretpostaviti da a(t) ispunjava 

a* uslov i da je k>0*/0, pa demo, uz ove pretpostavke, za klasu 

B(p,O,k,a) koristiti oznaku B(p,O,a). 

Lako se dokazuje da, ako funkcija a(t) ispunjava a* 

uslov, onda i funkcija a*(t).a(t)t 0(1/p-1/q)
, p<q ispunjava isti 

uslov za 0*-(1/p-1/q)+c, c>0 pa, u tom sluEaju, ima smisla oznaka 

B(p,O,a*). 

Uslov a* nije dovoljan za inkluziju B(p 1 0,a)cL q , p<q 

/P.L. Uljanov je konstruisao primjer koji to potvrdjuje/ pa se od 

funkcije a(t) tra2e dodatni uslovi. 
pr 	dv Oznadimo p o (t)=1, p rio (tNJ 1  1n 1 	, gdje je n

o pri- 

rodan broj, tc(0,21, ln l u=lnu ln vu.ln[1n v_01, yr-2,3,w, n o , 

1n d =1. 

Ka2emo da funkcija a(t) ispunjava (A,Y,n o ) uslov,ako 

-y 	 2 
je,za 6<6 0 ,

ff 
 a(t)t p

no (t)dtC 6X  p no
4+1 	6  (6) j u(t)dt. 

26 6 
Ako je n 0 =0, ka2emo da funkcija a(t) ispunjava A uslov, tj: fun- 

kcija a(t) ispunjava A uslov ako je 

2ff 
f a(t)t A dt5.0 	a(t)t X dt 
26 

Dokazademo sledede teoreme ulaganja po p: 

Teorema 1. Neka je 1Sp<q<co, funkcija a(t) ispunjava 

uslov, X/6>1/p-1/q i a*(t)=a(t)t 0(1/1)-1/q )  Tada je 

B (p, O., a) c B 	0, e) 

Teorema 2. Neka je 1Kp<Oco, funkcija a(t) ispunjava 

e(1/p-1/q)Y(i (X,y,n o ) uslov za X=8(1/p-1/q), y=max(0/q,1) i a*=art)t  
no 
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3• 

Tada je 

B (p3 0, a) c B 	6, a*) 

Teorema 3. Neka je 1<p<q$.0°_, funkcija a(t) ispunjava 
. A usZov za X=0(1/p -1/q), a*(t)=aft)t0(1/p-1/q) Z 

ffx)- vri  a vcosyx, a v+0. Tada je 

B 	0, a) = B (q, 0, aat) i  

Primjedba: Navedene teoreme su dokazane u radovima 

/8/ i /14/ pomodu najbolje aproksimacije. U ovom radu iste teore- 

me se dokazuju pomodu modula glatkosti i uz uslov da je ff(x)dx=Oss. 
0 

1.2. Pomodni stavovi  

	

2w 	 2.2-n 

Koristidemo oznake: u(0)=; 	a(t)dt,n>1. 
1 

2 - n 
Lema 1. Postoje konstantec i  i c 2 , takve da je . 

271 
un)(2,1- <) e 	t) 	ec 	p(n)we(f,L) . c 1 n=!o( 	(f k 	

2
n) 

p 1 (t 	(f- a 	wk ' pdt 2 n Eo 

	

k 	2n P 
27r 

Lema 2. /17/. Ako je 15p<q5c° i f f(x)dk.o ss, onda je 
0 

r 	1 	 ,v(i/p - 1/q)r tor,- L w  (f --) 5c L 	 r 	) 	qdje je r=1 za q=c= 2 n q 	v=n 	 ' 2v p 	- 

Lema 3. /14/. Ako funkcija a(t) ispunjava A uslov, 

2 nA scp(n) 	i vEo p(v)2
-vA

<cp(n)2 -11A
. = 

- Lema 4 /8/. Ako je a*(t)0a(t)t p
n (t), onda postoje o
y  

konstante c
1 i c 2 takve da je: 

nA 	1 c i 2 py
n  (-1.71)11*(n)5p(n)Sc22nX py ( 1

—)u*(n). 

	

2 	 no 2 n 
Lema 5 /8/. Ako funkcija a(t) ispunjava (A,y, 

n 
onda je vEo p* (n)=0n p*(n), gdje je = 

onda je: 

n0 ) us- 

lov i ako je a*(t).a(t)tApnY(t), 

1 150 5cp ( --). n 	no 2 n 

Lema 6. Neka je f(x)-
v=  !o aN.) cosvx, a v 	Tada Je 
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4. 

a) Za 1<p<goo vre0044(f,) p&C4( 

b) Za q=c" j2n44 V4-4 ilik (f  '7 ) p 5cwk (f  '712  ) p 
1 

Primiedba: Sa c demo oznatavati konstahte /po pravi-

lu razlitite u svakom koraku/. 

21r 

a(t)wk (f,t) p dt<co, k>04 /0. Na osnovu leme 1 i leme 2 i izra2a- 
0 
vajudi P* preko P bide: 

gff 
Jr) a* (t)wk (f,t) ci dtfc n cf0 P*(n)w9 (f 91_) 5 

4 	 1( 1 	2 n (1  

	

<, ! o -ne(1/p-1/q) 11 ,„ 1 ( ! o v(1/p-1/q)q wq 14..1 	1 0/q 
J0 	 kul vo' 	k" 27/p' 

Neka je 0<egq. Primjenjujudi'nejednakost /5/ 

( n!o n a e ) 1/ %( nTo  a cnt ) lia , 0<a<0<°° , a l?0, dobijamo: =  

/ u 
1  < 	9-n0(1/p-1/q),,,

k
„ 1 	9v0(1/p-1/q) we if,1 1  = 

u 1 - n=o` 	 v= n' 	 k 	'I) 

= ! 2ve(i/P-1/' e 
v0 	''' wk (f,2-7)E P(n)2-ne(1/13-1/q) • 2 P n= 0  

Uzimajudi u obzir da je X/W/p-1/q i da funkcija a(t) ispunjava 

A uslov, imademo, na osnovu leme 3, 

2 7r 
J <c ! 	p (f,L.) ii 	 k 

	

(v)<c 	a(t)we  (f,t) dt. 1 -  v=o k i 	2v 	- 	 l 	p0  
' Neka je 8>q. Primjenjujudi nejednakost /8/: 

n 

n!o a n (vnbv ) 8 < n  !o  a n  (y n  b n  )', a n  20, bn 	v zO, E o  a v  =a n  y n  , dobijamo: ==-= =  
0 J c 1 -  n=oli(n)Y n wk (f' 

1  --) , gdje je 
2 n  P 

y =p(n)] -1 2 n13(1/p-1/q) n  p(v)2 -"(14-1 /0  
n L 	 V

E
0 	 , tj. y n Sc. Tada je 

0 	1 —7z  J1- c  n  !o  p(n)w k  (f, 	)
P 
 , i, znati, za svako Oc(0,(0) : 

=   

1.3. Dokazi teorema 1, 2 i 3  

Dokaz teoreme 1. Neka fcB(p,8,a), tj. 
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5. 

2ff 	0 
J 1 5C 	a(t)wk  (f,t) p dt. 

o 

Neka je k 1 <a*/0. Tada je f=c /a(t) ispunjava a* uslov/ 

J 1 <°°. Ako je k 1 ?cr*/0 klaSe B(p,O,k,a) i B(p,e, k 1 ,a) se poklapaju, 
pa iz feB(p, 0 ,k,a) slijedi da fcB(p,0,k 1 ,a), tj. 
2w 
f a(t)w e  (f,t) dt<co, odnosno J<00. 
o 	k f 	p 	' 	 i  

Kako je a(t)>c>0 i J 1 <03, to je 
n 0  

4 4 (f,l) n 5 f wk (f,t) q dtscra(t)(4 1 (f,t yt<co. 9 

	

2w* 	 1 
Funkciju f(x), j f(x)dx=0 mo2emo predstaviti u obliku: 

0 

k i  2n 
f(x)- (-1)  	f ~ek, 	 pa je 2Tr 	0 	t,  

q _ 	t  fdtl ifl < sup 114. 1 fH q 5w 	2w ki (f, ) q 5 c w'kt (f , l) <0", tj.feL . 
(If <--eAk 	I 

9- Iti<2w 

Iz feLq i 1 <co slijedi da feB(q,0,a*). Time je teorema 1 dokazana. 

Dokaz teoreme 2. Neka feB(p,e,a). Na osnovu leme 1 

i leme 4 je 
2n 

J 2 = f a*(t)wk  
0 

(f,t) q dtSc n! 11(n)r nA  ' 0  
o 	Pn  wk 	_) °Y 

I 	2 
(f,1n q < 

Sc 1 n!o (n) u*w! 	 Izra2avajudi modul glatkosti u metrici = 	 2 , 1 4 .  

Lq' preko modula glatkosti u metrics L /lema 2/7 za q<co, dobijamo: 

1  s- ! -*/- 1 { r 2vq( 1 /P -1 /c)of.P 1- 1  l e/ q. "2 	no" "/ vn 	 1 ' n/pf 1 	2 
Dokaz, dalje, ide kao i dokaz prethodne teoreme samo se treba po-

zivati na lemu 5, umjesto na lemu 3. 

Dokaz teoreme 3. Obzirom na teoremu 2, dovoljno je 

dokazati inkluziju B(q,e,a*kB(0,e,a). Kako je p<q, to iz 

feB(q,0,a*) slijedi da fcL p . Jo§ treba dokazati konatnost Integra-

la J 3 = j a(t)wk  (f,t) pdt. Primjenjujudi lemu 1 i izra2avajudi m 

preko 	P*, imademo: 
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J 3 c 111*(n)2 "(1/13-1/q) we (f' 1  ) 2 n p* 

Neka je q<co. Neposredno se provjerava da je 

{ 2 n(1/p-1/q)w 	,1 i } 6 . { 2 n(q-p)/pq (f,17.1) } O/ c:1 ,5  

k'' 2np 	 2 	P 

 <c{j2n, 4 1) f -2to icl( (f ,-1--) p } e/ q Primjenjujuti lemu 6 dobijamo: 

J 35c jop*(n)4(f, 117 ) n . Kako fc13(q,e,a*), velitina na desnoj 
2" " 

strani je kohatna, pa je i 	Time Time je teorema dokazana za 

Za q=co treba primijeniti drugi dio leme 6. 

6. 
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GLAVA 	II 

t 1. MEDJUSOBMA VEZA KLASA SB(p, 0,a) i St4(p, 0,a) 

1.1. Oznake, definicije i osnovni rezultati  

Sa L ( [0 ,27i] 2 ), 1 s p s cc demo oznadavati pro-

stor mjerljivih funkcija f(x,y), 27r - periodidkih po svakoj od 

promjenljivih xi y i takvih da je 

27r 27r 
Ild p =( f f If (x sy)Ipdxdy) 14 < co, za p < 

o o 

sup vrai 	I f(x,y)i < 
xet0,21d 
ye[,271] 

/S.M. Mikoljski /5/ je pokazao da se definicija velidine Hd p , 
p <co no2e protiriti i na slutaj p 	ako 	 <., p = co/. 

4 7T 	4 71  
Ako fcL ([0,2 71'1 2 ) i 	J fdx=j fdy s.s., koristidemo i oznaku 

0 	0 	• 

Sa 	itlf (4t1 f) demo oznadavati k 1  - u ( k 2  - 

razliku funkcije f(x,y) po promjenljivoj x (y), s korakom t 1 

 (t2 ) i sa 	122  f mjetovitu razliku, tj. 

A k 2 .c=  A ki 	 1(2  - n2 N..
(x+n C 1..  tO 1-1  t f  tl I  LAt i  no  =o 

_ 1 	
lc* 

Sa wk (f,y p  (wk (f,6 2 ) p ) demo oznadavati module 

glatkosti funkcije f u metrici L po promjenljivoj x (y) i sa 

wk 4  k'1'2)p mjetoviti modul glatkosti , tj. 

	

(f,6„6 2 ) = 	sup 	ttAk4 1(2..0 
ki kt 	 p 	It 06 1  , It2\462 t2 p 

feL °  (t0,27T). 
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8. 

Ako je W. p ([0,27q 2  ) 	(T nt eL p ([0,27q 2  )) trigonometri- 

jski polinom stepena n, (n 2  ) po x 	(y) , 	 (n2  =0,1,.) 

onda demo sa ni 112 (f) p 
oznadavati najbolju aproksimaciju dvodi-

menzionalncim uglom, funkcije f po x i y, tj. 

Y 	(f) = inf 	 +T., )11 
11 4 	P 	nni 	f 	11 2 	P „  

Neka je a(tii t t )C>0 funkcija mjerljiva na kvadratu 

[0,27r1 2  i integrabilna na pravougaoniku [64 ,27r] xrd 2  ,27r] ,za sva-

ko S i e(0,27r), 1=1,2. 

Klasu funkcija SB(p,0 03), 1 s p < C°  0 < 	< 	defini§e- 

mo kao klasu funkcija feL p ([0,27r3 2  ), takvih da je 

e 	2ir 27r 
=, f 	f a(t4 ,t2)tuk4f ( ,t 4  , t2  ) pdti dt2 <=3 •  

0 o 

0 	27r 2iT 
I z  = f f a(t4 ,t 2 )w eki  (f,t 1  )p dt4 dt2 <ao  

1 

21T 2Tr 
I e = f f a(t i  ,t a )w

kz
(f,t

2
)

P 
dt„ dt2  <co 

1 	0 

Za n 1 k 1 i n 2  z 1 uvedimo sledede oznake: 

27r 	27r 
8 0 (n 1 ,n 2 ). f 	f a(t„ , t z )dt i  dt2. ; 

1/n1  1/n2  

10 1/ ni  27r 	 k e 
o i (n 1 ,n 2 )=n 1 	f 	f a(t, ,ti  )t,

4 
dt dt2 ; 

o 	1/n2  

k20 27r 	1 / n2 	k e 
f3 (n i , n,2 )=n 1 	f ce(t, ,t2  )t 	dt,dt2  ; 2 	 1/n4 

kie 1/n 1  1/n1 	k 1 0 
0 3 (n, ,n 2. )=n 4  n2 	f 	f scc(t 4  ,t 2  )ti 	t 2 	dt, dt2  

0 	0 
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9. 

Klasu funkcija SW(p,e,a), 1 < p <co, 0 < e < 	odredju- 
jemo kao klasu funkcija fcL ([0,2w1 2 ) koje zadovoljavaju uslov: 

Ako . je 

A n n  (x,y) n1  =o nz =0 	4 2 

Fourierov red funkcije f(x,y), onda postoji funkcija g(x,y)c 

L ( LO , 27r) 2  ) tiji je Fourierov red 

Co 	CO 

I fi(n 4  ,n1)An 
4 
 n 

/ 
(x,y) 

n i =o n, =o 

gdje. je 	0(0,0)=0 0 (1,1), f3 0 (n 4  ,0)=14(n d  , 1 )+0:(n i  ,1), za 

e 	 e n 1 k1 , 0 (0,n 2  )=i32e (1.,n, )+0 0 ( 1 ,n 2 ), za n2 k1, 

e 	 e 	e 
I 

Sa M oznatimo kiasu funkcija f(x,y)eL p ([0,2w] 2 ) diji 

je Fourierov red: 

CO 	CO 

f.. 	 a b cosnocosny ' an+0' b +0. 
n hI =o n2 =o 

n n2 

Klasu funkcija f(x,y)eL p (10,211 2 )koje imaju Fourierov 

red oblika 
CO 

f- 	 a n  b cosn i xcosn2 y , 
n =1 n2 =1 	2- 

gdje je a =a', za n 1 =2 m4, a n =0, za 	#2 111I , m4 =0,1,2,...; n4  ni 	 i  

koeficidenti• b nz su odredjeni analogno, demo oznaZavati sa L. 

U ovom paragrafu demo dokazati sledede teoreme: 

Teorema 1. a) Ako je max(2,p)<8<m,onda je 

SW(p,O,a)C:SB(P•ela) 

b) Ako je 0<e4min(2,p), onda je 

SB(p,e,a)C:sW(P.03,a) 
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10. 

Posledice: 1. Klase SW(2,2,a) i SB(2,2,a) se poklapaju. 

2. Ako je p#2 i min(2,p)<0<max(2,p), klase SW(p,O,a) 

i SB(p,O,a) se sijeku i mogu se nadi funkcije f i g takve da 

fcSW(p,O,a)-SB(p,O,a), gcSB(p,O,a)-SW(p,6,a). 

Teorema 2. Ako je 1 < p < 	onda je 

a) MnSB(p,p,a)=M11 SW (p,p,a) 

b) L/1 SB(p,2,a)=L /1SW(p,2,a) 

Primjedbe: 1. Teorema 1 je uop§tenje na funkcije dveju promje-

nljivih rezultata rada /1/. 

2. Analogni rezultati za funkciju jedne promjenljive 

dati su u radovima /12/, /13/, /14/. 

3. Teorema 1 ranije je dokazana /15/ u ovom specija-

lnom slutaju: 0=max(2,p) u tatki a), e=min(2,p) u tadki b), a 

funkcija a(t i ,t z )ima oblik a(t4  ,t1 )=a4 (t4 )a 2 (t2 ) pri emu fun-

kcija cyti,) ispunjava uslov 

k0 	
211. 

f Mtt) 	dt 5c6 e f agtOdtt,ke 0,210,i=1,2 

1.2. Pomodni stavovi  

Za dokazivanje navedenih teorema koristidemo: 

1. poznate brojne nejednakosti, najde§de uopftenu nejednakost 

Minkowskoga. 

2. osobine modula glatkosti: 

wk (fog p sOlf11 13 ; w k (f+gog riwk (fog p+w k (gog p ; 

postoje konstante C i  i C2 takve da je: wk (f,rd) p 5C4  wk (f,6) p ,r>0; 

w k (f ° 62) .p.  4 r  w k (f ' 64)  k 
2 

<6 2. . 
$511‘ 
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Navedene osobine ima i mje§oviti modul glatkosti. 

3. sledede leMe: 

Lema 1. /2/. Ako fc0( o 216 2 ), onda je 

w k k I 2 
(f 134 )p.1C Wk

s 2  I,  .. ( f •t4 ,1 )p 1 	Wk z  (f • t2  )p,'SC 
W ksi k2 

 

Lema 2. /2/. Ako feL
P 
 ([0,2n] 2 ), onda je 

vr 	1 	1 
Y  n 4  n2  ( f ) 1:4 C(4 ( 4  k2, ‘ ' '7177T ' T17-17/

%  
p 

f,1 ,t 2  ) p  

Lema 3. /3/. Svaka funkcija fcL ([0,2w 2 ) ima jedno-

znadnu reprezentaciju: 

f(x,y)=F(x,y)+F4 (x)+FI (y)+F o , 

0 9 2W3 2 ) 9 F4EL;([0 9 211) 9  F2 cL;((0,211), F; - konstanta. 

Parcijalne sume Fourierovog reda funkcije F(x,y) reda 

n 4  po x, n 2  po y, n4 po x i n2  po y demo oznadavati, redom, sa 

s 	, s 	, s 	 s._ (f-s n4w ) i n i ce 	mn2 	n4 n2 	 112  

s n402+s. 112 -s nin2 demo oznadavati, redom, sa T nint' U
nin; 

Zapisom f(x)<<g(x) demo oznadavati da postoji konstan 

ta c>0 koja ne zavisi od x, takva da je f(x)5cg(x). Ako je is-

tovremeno f(x)<<g(x) i g(x)<<f(x), koristidemo i oznaku 

f(x)=g(x). 

Lema 4. /4/. Ako feL ([0,211 2 ), 1<p<03, onda je 

Y n i n2 (f) plf-U n4 n211 p 

Lema 5. Ako 	(jo,2w1 2 ), onda je 

11. 

FcL° ( 

k(s 	
1 	1 	-k -k 	kf  +k 2 a  , 7) =n 4 	n2 	Rd 	s n n2 1 p . n4  n2 	p 	ax ay 

Dokaz. Iz nejednakosti /9/: 
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12. 

+k2  

11' 3)( 1(4 ay k2  
( x ,y )11 < ( 	PI 	

)k1( 
	. n1  	) 1(1"A h1 hkz Tn 	11 	$ 

p -  2sinn f 	2s, nn2  h z 	L 	p 

gdje je T n4n2
(x,y) triOnometrijski polinom stepena <n i  y odnosu 

na x i stepena <n2 u odnosu na y, 	 (O,n/n1), h 2 e(0,n/n2), 

za h1  = 	, hi  = 	slijedi da je 

II k4 	k2 T n 	o" nki n k2  11A 7---ki 1(2- Tr T n 	D . 

 k + k a 

 x 	ay 2 	I n2 . 	 ni  *:217; 	4  2  
osobina modula glatkosti, dalje, slijedi: 

11 
 0(4  + k2 	 k4  k2 	 n 	Tr 

-a xkl ayK? 	I
n4 n21

1 
p«

n4  4t Wki  kIT ni  n2 '7FT'2727 p 

=n il<  n1 wk k (T n n ' 1 inP "P 

Nejednakost u obrnutom smjeru je posledica nejednakosti Bern-

§tajna. 

Lema 6. (teorema Li ttl ewood-Pal ey) ./5/ . Neka funkcija 

fel ( [0 ,21. 1 2  ) , 1<p<0., ima Fourierov red f ! 	! A 	(x y) i 7n, =1 nt .1 n4 n2 	$ 
2 M4 	2M2. 

neka je 	A 	(x,y)= A 	(x,y), gdje je 
m1 IT)2. 	

ni 	1+1 n2 42m2  _ 11.  n4  n2  

[2 m i, 	.0, za m1.0 i [2 mt -1 1 .2 mi. -1 , mt. 1 ,2,3, 	. 

p ~ILm 4 ro m z ro A; m2 ] 

Lema 7. (Lema Marcinkiewicz-a) . /5/. Neka je An 
i 
 n 

oo 	Itz 

brojni ni z, Al A
ni 	+1,nz_

x
n4 ,ni ' z 	,n2

=X
n1 ,ri

t 
+1

_ A
n4 ,n2' 

f- 	! A n i  .1 n i .1 ni  n2 (x ' y) i neka je \A n„n21 51'1 i  

2 n1-1 	2,12 

E. n - 1 	E 	n -1 	4 2  M Mi 2 4 	Mz=2 E 	 1 

Tada postoji funkcija 4)(x,y)eL p ( [0,27T) Fiji je Fourierov red 

Iz definicije i 

-11 

Tada je 

, 
m 2 I5M. 
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...  
n 1  =1 nz  =1 	n 1 n 2 (x a) 	i 	114► 11pc CpM0fHp. 

Lako se provjerava da nizovi: 8  rs °
0 0,2m1 	0(2 1114  ,2 m2 )  

m. k• 
__ 2 L L _ 1  m . -1 	m. 	 n+ g 	' 0 	n2 	0 (n4 ,n 2  ) 	' 

2 t. 	<ni. <2 L  , i=1,2 kao i nizovi njihovih reciprodnih 
vr  

nk 
vrljednosti,ispunjavaju uslove leme 7 /ograniteni su i monotoni/. 

Lema 8. Uz oznake leme 6 va2i ekvivalencija: 
+ 4 

4 	2. 	 jj1/1 1 nid II P 
1 1 11 
4 

a X i( t  y kl 	2 	

nlip 	ni 	nz  

	

[m =0 m 	1( 1 2 2m2  k2  A 
E 

2 nf 	2 n2  
Dokaz. Ako je T n n (x,y)= E ), 	= 2 m4 1(42 m2. 4A 	(x,y), 

	

i 2. 	 Mr' m2 	 n 1  n2.  
onda je, prema 1 emi 6, 

4 

S druge strane, niz 
2 n1 	2 n2  

v4E  =1 vz
E  =1 Avi v2 (x,y) vik' v1(1  Fourierov red neke funkcije Q m m (x,y) 

6 	
iii 11 2 

k  i/ n i  n
1
11 pqTni  n2 1Ip 

i , obzirom na 1 emu 	 (2) 

Kako je 
IN n 11 l a 	2  

4 2  p 	ax kf  ayk2 s 2n42n1.1113  I 
to, iz (1) i (2) slijedi 

da je 113 k4+kz 
b 	s m 	m 	n 	1 	

n 	
22m4 k 4 2 2 mz  1(2  A 	1/11 4 

a X k4  ay N2. 	2 114  2 1IL II A r'l — E 	 LIIM 4  mli II p' m2  4 -u 	=o 

	

2 m4 	k4 2
m
t
k
z Anal ogno se, koristedi einjenicu da niz 	 ispunjava us- 

	

k 	k ni l n.1 1 love leme 7, dobija nejednakost u obrnutom smjeru. 

Lema 9. /6/. Neka je f (x )ML I)  , 1<p<co, f-ri . l a n cosnx, a n + 

	

-k n  P (k+1)13-2}1/o {il 	a! mp-2}1/p Tada je wk(f,1/n) " (j1 am m 	 4. m=n+1 ' 

Lema 10. /6/. Neka f(x)eL
ro 

t.ip<ce, f-71 . 1  a n cosnx, a n  =a n  9 

za n=2 m i a n =0 za nO2 m . Tada je: 

wofo/n) =n -k{ E 	a2 2k}1/2 + {! 	a2} 1/2 
P 	m=1 m m 	m=n+1 m 

Lema 11. Ako feL ° ([0,2 7r] 2  ), 1<p<00, 0<e<co 

1 3. 

s- leao m2 =o 
111',14 n  (x • vl 	 22  2 2m f k 12 2m2  k2A 	

]211 
k4 kg 

2 n1  
n4

1 1(1 
 nz 
 el N2- 

ispunjava uslove leme 7, pa je 
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14. 

r ild (t 1 ,tz  )td eki k(f,t i  ,t 1 ) pdt 1  dtz <co 	, onda je 

2Tr arr 

In  p((t s 9 t 1 )4 i  (f,t4 ylt i  dt2.<a) if fa (ti  ,t 2. )
r
4 (f,t t ) p dt i  dt z <«, 

0 	 1    

Dokaz: Kako feL
P , 

to je, prema lemi 1, w ki  (f l t s  ) p<<w ki k2y,ti  ,1) p , 

pa de, za t 2 e(1,270, biti: 

, 
w k  (fst )wk k  (f, t i ,t z /t0 p =w klk  (f,t 1 ,t0 p 	znati , i 

1 p 	 2. 

fffgct i ,tow: (f,to p dt,dt, 5 	ficrqt,,towe,, (f q t4  ) p dti  dti. << 

• 1` 	 o 	o 	 1 1' 

<< 	7ff4(t„t1)w k (f  ,t4 ,t0
p dt i dt 2 <ez. . 

O o 	 z 

Analogno se dokazuje konatnost drugog integrala. 

Sa ESB ° (3,0,13) demo oznatavati klasu funkcija f(x,y)e 

EL(1. 0,2111 2 ),E takvih da je 

0 = 
	ra(t i  ,t 2 )(1) 6 	(F,t l ) p dt i  dt2. <0* 

? 
1 5  = Tr f alr (tht2 )44  (F4  ,t 4  ) p dt4 dt 2 <ce 

I: = r fA(t i  ,t 2 )(4
2..

(F 2  ,t 2 ) p dt4  dtz <co, 

gdje su F, F4  , F2 funkcije iz leme 3. 

Lema 12. Klase funkcija SB(p,0,a) i ESB ° (p,0,a) se po- 

klapaju. 

Dokaz: Neka f€SB(p,e,a), tj. I 1  <°° 9 12 <C° , 13 <0 	gdje 

su I 1  , I z , I3 	vel *Hine kojima se odredjuje klasa SB(p,O,a). 

Kako j eWki k2 ( F ti 	tl ) 13 =W kik~ ( f  9 	
, t 2 ) p , to, iz I t  <°3  , sli - 

jedi Iii <e3 .Uzimajudi u obzir /otigledne/ relacije: 

w k' (F4  ,t4  ) p =w ki 	) p 	(f, t 1  )p+wk1 (F,t i ) p , dobijamo: 

2Tr 2Tr 	 21r 2ir 
oir) 	la(t i  ,t 2  )w k  (f, ti ) p dt 4  dt2. +L 	ia(t 4  ,t2 )w k  (F,t 1  ) p dt i  

Prema pretpostavci, prvi integral je konatan. Iz 	na osnovu 

leme 11 slijedi konatnost i drugog integrala, a time i konatnost 

integrala I. 
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15. 

Analogno se dOkazuje da je 16
8  
<=2. 

Iz konatnosti integrala Iy, Is i 16 slijedi da feESB ° (p,8 a). 

Obrnuto, neka feESB ° (p,8,a), tj. 	 I6  <o. 

Iz relacija 1.0102 (f,t 1 ,t0 p=w102 (F,t i ,t0 p  i 	slijedi I4  <co. 

Kako je to ki (f,t 1 ) p =ulki (F+Ft  ,t ) p sw
k1

(F,t 1 ) p +wki (F, ,t0 p , to, za 

tI c(1,27r) 	prema lemi 1, imamo: 

wk4 (fot s ) p fwkik (F,t4 ,t0 p+wki (F, ,t 1  ) p  i, znati, 

2 1. 2n 
12
8
5f f a(t s ,t2 )we 

• 1( 1 k
(F,t1 ,t2 )pdt4dt2+ 

o 	1 

1 71  ra(t i ,t 2 )4 (F,t4 ) pdt i dt2 4-14<03 
0 	1 1 	 1  

Analogno: I5 <00. Time je lema dokazana. 

Lema 13 /Teorema Palye) /7/. Neka je {C IO niz nenegati-

vnih brojeva koji konvergira nuli i {CV nerastudi niz istih bro-

jeva. 	! c r pr-2 	M*r= ! c* r „r-2 jeva. Oznatimo: M r  
n " n=1 n 	 n=1 

Tada: a) Ako je M<00  , postoji funkcijafcL 	pk2, f.. ! C einx; 
Pi 	n=1 n  

liffl p sA pM* , gdje je A p  konstanta koja zavisi samo od p. 

b) Ako feLp 	
" 

	

, p<<2  i f-. ! C„e inx , onda je M*$.Apfll 	gdje 
n=1  

je A' konstanta koja zavisi samo od p. 

Leme 2, 4, 5, 6, 7, 8 su uopftenja na funkcije dveju 

promjenljivih odgovarajudih lema za slutaj funkcije jedne neza-

visno promjenljive. 

1.3. Dokazi teorema 1 i 2.  

Dokaz teoreme 1 a). Neka feSW(p,8,a) i 

f- ! 	
2=  ! Anint (x,y). Iz definicije klase SW(p,8,a) slijedi n f =o 	o  

postojanje funkcije 	([o,211.12), g-0 	8(n 9 n )A 	(x.y). n 4 =0 nt =o 	4 2  noll  

Kfase SB(p,8,a) i ESB ° (p,8,a) se poklapaju, /lema 12/, pa treba 

• 
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dokazati da iz fcSW(p,0,a) slijedi da je I 4 <c°, I 5 <°°, I 6 <a). 

?•rr ?•ir 
Uvedimo oznake: P(0,0)=J 	J ct(t 4  ,t 2 )dt i  dt z , 

2/2v.  21T 	 1 	1 

p(v,0).= J 	foc(t ,t )dt dt , za 	v=1,2,... i za v1=1,2,...i 
, . 1  

y2  =1 	p(v4  ,v2 	
2/2v 2/2"2

cd(t  j 	 ,t2  )dt 4  dt 2  
1/2u1 1/2vz 

Tada je I e 	 p(v v )we 	iF, 	1 

	

4 vi  =o v2  =o 	' 	1( 4  kl 	2 v4 	2 v2  ip 

= 	 v(v ,v )(.13 8 	(F-U vi  v +T v +Q v +s y v v i  0 v2 =0 	I 	k l  k 2 	2 	2 1 	2 1 	2 .t 	2 1  2 	' 2 v4  '2v2 p .  

Iz osobina modula glatkosti i relacije (a+b) e r=a 6 +b e , a,b,0,> 0, 

slijedi da je 

I e << ! 	p (v v ){td e 	(F-U v v , —1---, --1-) + 

	

4 vf=0 v2=0 	I ' 2 	k i  k2, 	2 1  2 / e l 	2 v1  p 
0 	 1 	1 	0 	in  ,, 	1 	1 1  , 6 	I , 	1 	1 N ..H.13
k k 

( T 2 v4  ,--v-- 	1 
1 2 	 1  ' 72 2  "I°4-4) kl ka \ (2v2 '77 1 '77 11 P .w102 ‘a2424171-1.2 ' 2 v2 i d ' 2 	 2 	2  

ili , primjenjiujudi lemu 5, 

T O„ 	.ie 	 \ 	0 	iv II 	1 	1 , , 1 	a kd T 	0 .4.  j.  ....... 	 I, 	! 	p ( VI  , V / [ W 	k  1 - v VI  - V. 9 	9 	j 1- R"TdH• nVill • 4 vi  =0 vz  =0 	2 	k 1 k 2 	2 	c '4  2V1 2V2 P 2 i to ax 4 • 	p 

	

1 11 k2 	J0+ 	  k +k 

	

l i a 	.2. 	 0 + 	 
2

v
1 

k
2 

0 II 	
ay

k
2 

Q 2 "21Ip 2 m1( 40 2 v.i k2  011 ax klay k2  s 2 vi2 v2 11p 1=J 1 +J 2 +J3+Jit. 

Na osnovu osobina modula glatkosti i leme 6, bide: 

, vi ro  „too 	 (F-U 2 vo yz  • w k i  k2 	 2 v1  2v1 P- 

5 v 1  r0 v2 !.0 „ ( v,,v2) 11F_u 2 v 2 ,40 

v 4 =0 v2= !Am  m 2
1 P/2dxdy}e/P 

o o imf= v4  m2= V2  1 

Primjenjujudi nejednakost Minkowskoga (0>p), imademo: 

Ji<<qn Y7 r 	! 11(\1'i) [ r 	r 	. (x.yde/ 2 }"gxdy)'/P. 

	

o o \fro v2-o 	 vi m1  v2  

Prema pretpostavci je e?2, pa, ponovo primjenjujudi nejednakost 

Minkowskoga, dobijamo: 

27r 2ff 

	

E 	
z  E 
	m 	( ml ,2 m2 P /2 dxdy. « I f {  	P m  

	

o 0 m=0 m=0 	1 2 

16. 
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17. 

1 ' 

Iz leme 8 slijedi da je 

k4  
J 2 
 = ! ! 	re 4 = vo 3x • 2  

= vto VTO 11 8 V2)4W  r[ 1)4 	
2 2mk4A Hp/2, 	6/p mrc  y) 	axdy) 

4 	12' 	oomro min 
a iz pretpostavke 0>p, primjenom ne.iednakosti Minkowskoga, da je 

2w 2w 
‘32«(f 	 A 2  (X

' 	4 
,Y)(3 2 (2 M4

' 	
P i2 dxdy 	, 

0 0 Mr° Mr0 

Analogno se dokazuje da je 

v  1 J - 	11 	11' k2  n 	11 0  < 
3 -v=o =o v 	11 	1172%p < 4 	2 	2 

;1r gir 

	

<< 0 i [ ! 	! Amm (x,y)02(2mfam)iP/ 2 dxdy)e P 
o 0 m=0 m=0 -r2 	1  

2 

Najzad, na osnovu leme 8 i nejednakosti Minkowskoga (8>p, 0>2), 
ua ko-kl  

- imamo da je J.= ! 	! 
1=0 V2=0 2 	2v2 Ilaxklaykl s2me* 
2ff 271. [  

{f f 	r 
22 
*/2 2111(2 4N 	x,y)1 13/2dxdO e/P  << 

0. 0 M4=0 M20. 

2w 2w 
"(f f C r 8:(2 111%2 111.)& (x,y)1 1242 dxdy) e/ P, 

= 	2 0 0 M0 M=0 	 MP12 i  

Sabirajudi ocjene za J 1 , J 2 , J 3  i J 4 , dobijamo: 

04"J1+J eJ34.J4=P1P"4.J2PR+J3 P ".4-J4PRY/P " 

2w 2w 
I "(f f ! 8 2 ( 2 ", 21A (x,y)1Pi 2 dxdy)e/p ,  

0 0 M=0 M=0 
1 	2 

na osnovu leme 6, 

4 	p' gdje je 	 ! 1  ! 8(2 11l'a m2)A n4n2 (x,y). ni=y1 
9m 

Brojni niz X 
11P2 	n4 ,112 

- -641-1!421 za 2 mrn, s2 m1, ispunjava uslove leme7 1 ) 

. pa ako je G-4 1  41 0(no rO nInpa), onda je Hill p sOGR p• 

 Kako feSW(p,0,a), to je I\G4<m, odnosno i 
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mkofn1  
<  	 < 

ke 	- 
0 1 (2

m 
 ) 	a(t)t

kodt 	
(32 (2M  ) 	_ i 

1  0 ° (n) <2(111-/)-"fV(t)t" 	
2 	J 2 

 dt 	 0 	0 
W n)"2 (n)  0 

e (2m) 
 a) XII =J I +J 2 , gdje je J1= 	0 	0 	Bide:  

f3 1 (n)."2 (n)  

1 ) Analogna konstatacija za jednostruki niz glasi: 

Ako je 0 113 (n).-n" f 
n-d 
 a(t)t"dt i 	09 (n)...

1 
 f a(t)dt, i ako je 

2m-1 <n<2
m , onda brojni niz n 

00029+02(2m)  
ispunjava uslove 

Y n)."32 (n)  

18. 

leme Marcinkiewicza. Zaista: 

1 
mot( t )d t+ fi,a( t )dt 	

n
a(t)dt 

= 	 M 	J 3 +J 4. J 3 - 0 	0 0 1 (n)+02 (n) 	 0 1 (n)+02( 

 

Ima(t)dt 

rpt(t)t ke t" kedt 	2mke lVamtkedt _ 	 5 	(m-1 )ke 	 < 2". JA- -2(n) 
A0

A 	< 1. 2 	" 	Ice 
4(n) 	 ja(t)t - dt 	-T  q(n)+4(n) 

Iz dobijenih nejednakosti slijedi da je Ag<2 k 04.-,k0+1 i, znadi 

1 j .  0(2 m )  x  
b  A -A  nn+1 =f3(2m) V(n) 	-0-PY-01-1 	

B(n)0(n+1) 

1,044.4  
{[(n+1)""f a(t)t"dt4Lt(t)dt1/0- 

	'7 ' 
[n ke l a(t)tk edt+6(t)dti l i e l. 

9m 
- ( ;-.1  atk )11.1.1)  A(n), Izraz A(n) je pozitivan: 
(n+1) "711t)t kedt11,44.94((t)dt-n ke fwa(t)t"dt-fI ct(t)dt= 

n" 
1,00ttel 	leA 	,W.4  

=(n+1)" - f a(t)t -- dt+) a(t)dt+f l a(t)dt-n ke re(t)t kedtT 

	

(n+111 	rri 	 1 	fm441 
o 

L 	n-4  ("4414  	' -'14  -e ua  f a(t)tkedt-f4a(t)dt=(n+1)k 
0  f a(t)t k 0  dt - n. 

0 
 f a(t)tk 

0 
 dt>0, tj. 

1  

	

rn+f4 	 6 	 0 	 0 

lAn-xn+11-4n-An+1 i, znadi 
gm8M

) 

W.  

	

nt21.1.11 An+r x n1 5X 2M ". 1 .1. 1 	0((;'14.1) < M 

1 , 111 = Ano 

Analogno se dokazuje odgovaraJude tvrdjenje za dvostruki niz n n • i 2 
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19. 

Koristedi osopine modula glatkosti, dobijamo: 

6 
2w 

 1 
w 

2w 	 e 1 5= , 	a( to  t2) (Aik  F , ti ) p d ten ; u( ni , 0 ) tok  ( 	« 
0 	1 	 1 	 1 	 I 	2 1  P 

E p(ne o)w (s n 1—)+ ! ti(n,O)wi e (F-s n 	=J +J . 

	

n=o 	ICI 2 P 2 n1  n=o 	kl  4 2 Pei  p 5 6 

/Sa s 2 nI smo oznaZili parcijalnu sumu Fourierovog reda funkcije 

F 1 (x)/. Na osnovu leme 5 i leme 8, bide: 

 j 	u(n4,0) { /  i 	2  2m,ki  A ( 0)/2 do e/p 9 5-
,... 
y  2.o 	

7r ri . 

2 N1(40 	o uyo 	Limf 	i _  
odakle, primjenjujudi nejednakost Minkowskoga, dobijamo: 

J5s(11T{ ! A m (x)2 211111! 114110-1 2° )P 
o m=o 	4 	n1=m1 2 n  4 	

/2 dX) e/ P , Ili 
1 

2w 

JOU [ E 01 (2 m/0)1 P/2 dxi e/P  
o 111170 

Ocijenimo, jog, velilinu J 6 . Iz osobina modula glatkosti slije- 

di da je
v

! H(n,0)11F-s 24:. 
 ni=o 

Primjenjujudi lemu 6, a zatim nejednakost Minkowskoga, dobijamo: 

J6" ! P(N9 0 )4 71! A m (x), P/2 dx/ 6/ P << 
nl=o 	o min 4  

27r 

Zff m 	m 
J6<<() 	E fe(2 -10),A ml(x)]P /2 dx) (// P . 

o 0 mr 

Sabirajudi ocjene za 4 5  i J6 , dobijamo ocjenu za 1 5 : 
2 w  

I 5
0
"(f { !Aa m (x)[q(2 m1,1)+0:(2 mY)11 13 / 2 dx)e/P = 

o m=0 
2w 

(f ( r Am(x)02(2m10)JP/2dx)0/1). 
0 .m-0 

Na osnovu leme 6, bide 

I <41)4 gdje je 414 (x)..,170(2m4,0)A 
4
(x) 

r n sw4  
"(i { Vmi(x)i. 	 a /P , 	111 m- 	= 
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20. 

2 m4  
Brojni niz 	= 	, 2 mr 1 	m  <n+<-2 f, ispunjava uslove leme 7, pa je 

ni e 

11414.1G4ilp , gdje je Gi- n! 1 a(n0 0)A ni(x). Kako je liGi ll p <0.(fcsw(P,e,a)), 

to je 1 5 <c°. Analogno se dokazuje da je i I 6 <03. 

Time je tvrdjenje a) teoreme 1 dokazano. 

b). Neka fCSB(p,0,a), Tada /lema 12/ rcESB ° (pO l a). 

Da bi dokazali da fCSW(/),0,a), treba dokazati postojanie funkci-

ja G, G 1, G 2 iz leme 3 Fiji su Fourierovi redovi 

G- 	! a(n,n)A 	(x,y), G 	! 	, 	 Y, 	! 	,n 	( nr1 11=1 	2 	n2 	1 nr1 a(n0)A  ' 	Pio (x)G  ' 	2 ni=1 0(0)A  on x, Y ).l  

U tom cilju, prvo demo dokazati postojanje funkcije 

T(x,y)EL ([0,27T), 
T- n 13 1 n!1" 2m, ' 2m1A nn x 'Y ) * 1 	2 

Velitinu /lema 6/ 	1141 p , 

0 2 (2%2 11194 m (x,y)1P /2 dxdy, predstavimo u obliku: 
P o o 	mr ° 	-4 -z 

1101. r /r { 	/■. 	(x,y)pa (2 m1,2 n11)1 2/° }P /2 dxdy o o T o To m i l% 

2 7  27 

= f f { rjo m; 	i  oA2mmP'Y) [e44 +0P+0:] 2/6 } P/2 dxdy = 
o o 

27. 27 	, 	2  =f1 f r 	Am m(xa)(0024-042+0:+a:)}
p/2 dxdy=J7+JeJeJlo. 

o o { m h o 'Iv 	4 2 

Ocijenidemo pojedinatno dobijene integrale. 

J7= 
Ljff 	

m= 
F m=o  r o  pam  m (x, y )R:(21114,2mvP/ 2 dxd y  7 o 	 2 	1 

ff  ! 	! 	
mi 

2/6  m m (x,y){ E 	E p(v,m)))P /2  ( 	 dxdy. 
O o mro To 4 	 Ni=0 VO 

Prema pretpostavci je e<2 i o<p, pa, primjenom nejednakosti 

Minkowskoga, dobijamo da je: 

27 27 co 	co  
J 7 ‘f T {E 	E pke m)r. E 	 1" 2  P 6  dxdy, odnosno 

O 0 Vf=0 V2=0 	 1.."' 4 =  VI M2
E 

 2. M I 
111(x,y

2 
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21. 

2w 2w 0. 
1":2dxdy} e/ P)P ie  j 7 5( viro vzro ti(Pi' vdq 	[miEvi  miviA tm i mPa )  

Primjenjujudi, redom, lemu 6, lemu 4 i lemu 2, dobijamo: 

J 7 “(jo v=o 1-1(v1' v2) 11F-U 2 v1240 13/24o 17oll(li' v2) q \42 \01 p )Ple  2 

.(
! " 	"! p,v)w 	,, 	) 13/8=04  . voro

(v  12 kik2(F  2 vd  2 v2) p 

Kako fcESB ° (p 00), integral 1 4  je konatan, pa je i J 

Ocijenimo velitinu 

Jer r ( mFo  4.0 012  (2 m/, 2m2),A lt imlx,y)1 /3/2 dxdy = 

21r 2w 	 co 	m2 f f 	 2 2m,k,
Am 	

E 	z  

	

4
no 

2 
-Jikv_ 	_ V-0 2  vik4e 	1 	

dxdy. 1._N  
o o mFo mro 

Uzimajudi u Obzir da je 0<2 i esp, dobijamoi 
2w 2w m  

8- 0 	
{

1 0  vf= 0 V2= 

  

2mk 4  4A 	(x y)) (3/2 }" edxdy m,= o 	v2 	i—M11 	9  4  1111   
2\1  

0 

2 v  
8s(vrovro, 1 	

{ 	
2w 
f 	E' E v

A
(x,y)} 13/2 dxdyl ei) ) 13/6  m=om= 1 	2 	 0 	 2 2 	M1M2, 

odakle, na osnovu leme 8, slijedi da je 

( ! 	! 	 T v11 0 ) Pie  8 	v1 	I =o v=o 2 4  , 	TT I 	2 4 p 

	

1l 	 ilAk, 
Lako se provjerava da je 2 N 13;

a 1(4 
T  2 villps W-11/2\1'

T  
2‘111p 

=11s mr(F-s 00\) 11 13 <<wk4 	N2  ) p/2/, pa je 

<,(/ 	! 	 /r 1 1 % 0/P_TP ‹. 
"8 1 1=o vli‘ ove•ii wk i  k2  ‘' ' 2 v,' 2 v2/pi 	'4 • 

Analogno se dokazuje da je 

J g =~ r {mro 	 ( 2m'. 2m2)/., 2  m(xoY) )13/2 dxdY"I 
0 0 	1 	2 	 4 2 

Razmotrimo integral J 10 . Zamjenjujudi veliCinu 133 ( m4,2 	imademo: 
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27r 27 

J 10 = f f 	? { 	13 ,6, 2  ( X 	2 	I 	P /
2 

o o mro
( m 	mon2  ,Y)B.5  (2 M  92 M  1} 	dxdy= 

r  

27r 27r 	 2/0 p/2 ...f f 
{mho 

J0 2 2111A2 21#2A 2  fw u1/
rm lam m‘A , Jitv 	41 
1 4 	2 1 2 ° 4  2A 	

} 	dxdy 
oo 	f 	z 	 1 2 

Primjenjujudi, nejednakOst Minkowskoga za 2/0i p/O, dobijamo: 

2 Tr 2 ir 

0 o 	r 	.2- 	2 1 7 2 ikle nil ° 1112- 0 	 nim
2)(1/2)13i(6dy, ili 

j 10 4  f I jo vro 11(vir) 	
( 	22m4  _ vt 	k12 	2  

J105(v! 	
! ii(v4,v2) 	[40  40 2 MI

6
N2 2mAA 111njP 12dxdy}elP P IG  

	

,2 f 1-  2 f Tr r ui 	vi 2  

1 = 0 yo 2 v4k40 2 .ikp' 0 0  

Na osnovu leme 8 je 

ly-k2  

KreW d 10" ( vZo - 4 V27  2 	2 	
11 
 'kJ 
9x ay 	_ p )e/P ,ana osnovu leme 5: ie   

J << (' `f 	! p(v v)(.0 6 	(F,17 ,17) ) 6  P=0,1‹... 10 	v4=o yo ( + ' 	 4 2v2 P 

Iz ocjena za 	 J 8 , J 9 i J 10 J 7 , 	 slijedi da TEL
P 
 ( lo,21T1 2 ). 

Brojni niz x 

	

	- ,2 m171 <nL1.2 m 1/4 1=1,2 ispunjava uslove 
n 4  n 2  0 (

2p 
 M 

fl  ( 11 :1!ell  

leme 7, prema tome postoji funkcija Oct. ( [0,27r) ), 

G- nT-- 1 nZ' (  ' n1)A n d n 2c x ' 31) • 

Ocijenimo, sada, integral S, 

27r . 	 D/2 	2IT 	.A (x) i a 8 (2 m4,0)
] 

2/o}  p/ 2 dx=  
SP4 { E 0 2  (2 n14,0)L 2 (x)) • 	dx=f {: 

4  
0 	9

6 M 1  
0 	° 

co A 2 	 m 	m 	2/6 D/2 (x)(13 (2 	1)+ 1312 4  1 	 d )( J 11 +J 12* 
o 

m4=o m4 	
' 	 , 

Zamjenjujudi 13 + i 130  i primjenjujudi nejednakost - Minkowskoga za 

2/0, dobijamo: 
2ff 

= r f 
. 
! 2 2mik, A l f  „ 

v
! 1104,0)12/61"2dx  J 11 	'mo 	LAm4 	4 ,^1t=m4 2 v4kie / 

0 	1  

v4  n m4L 
E 2  cK4  A 2 

(rvo 	
8m4(x»8/2 Wedx, 

22. 
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23. 

Primjenjujudi )nejednakost Minkowskoga .za p/O, bide: 

21 
J 	p 11 <( v =0 i 	ff [In ‘i o  2 2 n;k4A m  ( x )1 13 / 2 dx} e/ P)P ie , odakle, na osnovu 

2++ 	0 	1 	 i 
leme 5, slijedi da je 

J ii «k:fou(v4 ,0)(4 64,
N

(F4 siv )} 1/0 , 	zamjenjujudi u(v4 ,0) i uzimaju- 
' 	I   

di u obzir da je 

27r 27r 
J ii<< 	f a (t4,t2  )to k4( F4  ,t 4  )dt 4  dtt  )Pie<co . 

' 	1 

Analogno se dokazuje da je i J 12<oz. , a time je dokazano da je i 

S<°' odnosno, uzimajudi u obzir lemu 6, da funkcija 	, 

4  
- 11 1 (2n11' 0)A n4 , 0 (x) pripada prostord L ([0,27r 	). .-  

Brojni niz A „L6  	,2 1114-1 <tils2 ms zadovoljava uslove leme 7, to ( 	) 

znadi da postoji funkcija G 4 c L p ( [0,21.1), G 4 - ncf_ i f3 (n4 ,0)A n4,0 (x). 

Analogno se dokazuje postojanje funkcije G 2 . 

FunkCija g=G+G1+G2+Go, Go=AooR(° 

i ima Feirierov red 

g- nro nf! 0(n nz)An4 nz  (x,y) i , slijedi l  feSW(p,e, a ), tto je i treba-o  

lo dokazati . 

Dokaz teoreme 2 a). Uvedimo oznake: 
27t 27r 

no 0)=f f a(t 4 ,t 2 )dt 4 dt 2 , n(v1,0). A J a(t 4  ,t 2 )dt 1  dt2  04,>1 
1 	1

4 	 ti 	1  

11(114  ,v2)= 	Va(t ,t2 )dt dt 2  
Vo4 V2-71.4 

Razmotrimo integral J 1 : 

J 1 ..1 J d(titt )wk 	(F,t ,t ) dt 4  
0 0 

k 2 	g p  

,o) pripada prostoru L p ( (0 27r1 ) 

cf. ! 	n (v v) 
P 	(c. 4 	1 

• vi= v=1 	
2 wk k ,. 

	

1 2 vf 	
p • Ak0 f x,y)E 1M, onda le f(x.y).= 
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Pf(x)f(y), i tada je tdki kz  (f,t 4  t ) =wki  (f 4 	)nwk2(f2 St2)p 

Obzirom na to, primjenjujudi lemu 9, prostim izratunavanjem dobijamo: 
nq n1 	kiP 4 J ....,t  ! ap 

by 
b p..2 b p..2 { bikip ntkp f f a( ti.t2)t4 c dtt dt2 4.  

1 n 2 1n2z1  n4  ni  i 	2 1 	 0 o 
v  1 	 k

Pf
. 4 614 	i 

kip i J 4  J .  la( to  t2) tilciP d tid t2+n2. 1 	f a( ti  , t2) tYd ticl ti.i. f j lit( to  t2) d tid t 	. , • ( 1 ) . 
+ ni 	0 tili  

r 1 	V4  p (1y-1)p-2 i.  ! arI nT -2  
P 	

}. 
J2lin(M$ 0 )(1)1(F,k)p = mri n(10) 1;kri 	 nd.v4+1 4  

4 
n-1' 

= 	aPnP -2 n kflp 	n(m'° ) +  7 aPn P - 2 dE n(Ve 0 )• 
. yl 	ni  4 	I Vim ni \Iv 	N. 1 	of  4 	f=1 

Kako red 
111  11 

bP 11P -2  konvergira, to je 

J 	! aP bP

2  

Ato t2)Adten P g(t,t)t k Pdtdt ...(2) 
2=nr 1 nfl 	N n2  1 	2 	tri f 4 	 A 

Analogno dobijamo da je 
2w 1 

J 3 = 1 	b  (F,te t2) pdtfdy 
1 	o 	̂2 

= ! ! an bP nP-2nP-20a7f4a(tf,yAdy-n91 w-  kto t2)49d;d9 .... (3) 

	

nini 1 	N n2  i 	t 	4 ni 

W 

et(tot2)14 4 	( F 	t2) p d tid t2  

	

,4= 1 	1 2 ff  2w 

n
! 	! 1 
	

1)  b p n p2 n p-2f f a(t 1  ,t 2 )dt 1  dt2 
.1 n 	n 2  4 	i 
1 	2 	7  

Iz (1), (2), (3) i (4) slijedi da je 

I4= 
gn 	 w 	,p 	-2 
J J a(te t2)4 0F,to O p dtidtlqin lil a np o n  nip nt  P (ne r0=S. 4  

	

0 0 	 2 	1 	2 

Neka je p.?2 i feSB(p,P,a).  Tada je 04<c°, i, znati S<0..Primjenjuju-

di lemu 13 zakljudujemo da postoji funkcija GcL p ([0,2w] 2 ), 

G- ! ! a b B(ne nt)cosn f xcosn l y i 114135,I4<c°' tj. FcSW(p,p,a). 
ty 1 ry 1 N ni s 

	

n'44  a . 	' 	wiftil  
t Zff 	P 

	

OCijenimo, sada, integral J 9 .) 	) 
et( ti' tz)wk  k2 

(Fstoti)pdticitt• 

	

' 0 	1 

Kako je, za t 2 c(1,210, wki  4F,tistOptgtok1F,9p, tofprimjenjujudi 

lemu 9, dobijamo: 

(4) 
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25. 

Analogno se dokazuje da za 	i F2  takodje pripa- 

daju klase SW(p,p,a). 

Time je dokazano da, ako fcM SB(p,p,a) i p>2, to 

fcMnSW(p,M), tj. MASB(p,p,a)cMr6W(p,p,a) 	 

Iz teoreme 1 a) slijedi obrnuta inkluzija: 

MASW(p,p,a)c MnSB(p,p,a) 

Iz (5) i (6) slijedi tvrdjenje a) teoreme 2 za p>2. 

Neka je p<2 i fcM SW(p,p,a). Tada, iz definicije klase 

SW(p,p,a), slijedi da postoji funkcija gcL p ([0,2n] 2 ), 

g- 0 !o 	b 	ndcosn i xcosn ly. Na osnovu teoreme Palye slijedi ni= nlro 	ni e 

da je S<00, i znati 04<m. 

	

AnaTogno: q<cs. i 	Time Time je d kdzano da fcESB ° (p,p,a). 

Obzirom na lemu 10, zakljutujemo, da za p<2, 

MnSW(P,P,a)C MnSB(p,p,a) 	 (7) 

Iz teoreme 1 b) slijedi da je za p<2 

MASB(p,p,a)c MnSW(p,p,a) 	 ( 8 ) 

Iz (7) i (8) slijedi tvrdjenje a) teoreme 2 i za pS2. 

1 	1 
	b) Razmotrimo integral J 5 : 

J g gf f a(t4,t4)(1)1(4  kt  (F,titOpd;c1V-141 4111(1)4,)Wks 	F  A4i?p 
o o 

Primjenjujudi lemu 8, lako se dobija da je: 

44krfl„( te t)t.V(dvy-11„7 
k
4.  facti,wt, utot . 

"5 - m=1 T.1 "nilin2" 	o o 
1 « ! 	! s t k l i n 21(4 " (tf t  

ni4 	 ° 

9 	6-4  11 4  

9 4   

) ) 211( t, 	)ti2k4t221fidtidt1+, 	og(ti  ydytt 
2 

Na isti natin mote se dokazati da je za, t e(1,2ir): 
1 	1T 	 1 	1T 

Jef f a(t1,90); k  (F,t i ,tz ) pdyttlf f a(ti,Wcip,t ) dyte 
o 1 	 a 	 o 1 
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4  9VtI4 	 Al  T 
=

n! 1 a l {n"Fra(to tOt kidt4dy-J fa(toydytt. 
r1.1 	n 	f 4 	0 4 	 hill 

Uzimajudi u obzir konvergenciju reda Eb 2n
, dobijamo: 

kt  n-44  " 	"• 	ii  
j-= T 	F a 2 b 2 {n 2  f fa(t

i
,t0t 2k 	' 	

z 

dt4da(t
4
,ti)dtidy. to n4=1 y1 	ni  n t  1  0 4  . 	. f • , . 

t 	r 
4 4  
1' 

Analogno: 	2 11  1 

J 7 =f f a(t4 ,ytol k2  (F,tey pdyy 

	

' 1 	0 

2n 6-4 	 2W 4 
= 

n=1 nr 
 r 

1 n n 2 
ay{n2k4 fa(tpytNtidttlff fa(t

42 
 tptdt2, i = 

42 	12 	10 	 1 "i  
271-  27r 

a(to yq k  (F, te tO n = nr i nT 1  a 42.1 b 42.1  f f a(t,t)d1dtit. 
'8= 1 	1 	 4 	 P  4 	2 	2 1 	1 

Sabirajudi J 5 , J 6 , J 7 , J 8  dobijamo: 

I 2 =J +J +J +J = ! 	! a 2 b 2 B 2 (n ,=IIGn z  5 6 7 	q 	1 rif 1 	ni  n 	f n) z F  
gdje GcL

p
([o,2 7r ] 2),

ni
!
r" 1 J 1 a b 0(n 4  ,n

2 
 )cosn i xcosn y. 

nt  

Iz tvrdjenja (*) slijedi da, ako FELASB(p,2,a), onda 

FcLnSW(p,2,a), i obrnuto. 

	

Analogno se dokazuje da, ako 	ELASB(p,2,a), onda 

FLELASW(p,2,a) i obrnuto, i=1,2. 

Uzimajudi, jot, u obzir lemu 3, dobijamo tvrdjenje b) teoreme 2. 

§ 2. ODNOS KLASA SB ° (p03,t,a)P0 PARAMETRIMA p,o,t, 

2.1. Oznake,definicije i osnovni rezultati  

Klasu SB ° (p,O,t,a), 1<p5.0, 0<0<co, t=(k 4 ,1( 2 ),k 4 ,k 2 EN, 

a=a(t t , t 2 )funkcija odredjena u 1.1., odredjujemo kao klasu fun-

kcija f(x,y)app,2711 2 ) i takvih da je 

2n 2n 
J=f f a(t i ,t 2 )w k k (f,t 4 ,t0dt i dtto. . 
o o 	1 2 

Ka2emo da funkcija a(t1,t 2 ) zadovoljava -8:=(a1,a2)uslov, 

26. 
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27. 

ako postoje realni brojevi ai i al takvi da za svako 6e(0,2w), 

62 e(0,2n),c 4 >0 icl >0 va2e relacije: 

2n 2.ff 
1 ° 	f f a( t , t 2 ) t ic:4  tlaa dtldt2  

0 o 

64  62  

	

a) f 	a(t i ,t2 )t farelhfeldtidti cci 
o o 
64  27r 

	

b) j 	f a(t 4  ,t 2 )t iar c1  dtidtfo,  
o 1 

7r (62. 
c) 2 la(t i  ,t2)t2a2c2 d tid tit co 

	

1 	o 

Ka2emo da funkcija a(t i  ,t2 ) zadovoljava 	ar,an ako 

1 °  zadovoljava a 

• 

uslov 
01 02  

	

f 	
52 

2 °  a) 	j a( ti, t2) t ai +Ic t (Idtd trIc f fa(ct4, t2.) tr t ar d tid 
o o 	 61 : 62 	 2  

b) 	ta( t.2) t c4r;k d td .Vc 16 162a( t2)‘t ai i* d tid 
o 1- 	 6ia  62. tts  

c) 1251  At( ti , t2) t tat d tld 	2j1( t2) t laik d tid 
64  0 	 64  62  

Navedene definicije su uop§tenja definicija datih za funkciju 

jedne nezavisno promjenljive u radu /12/. U radu /12/, kao pri-

mjer navedena je funkcija koja ne zadovoljava 	uslov ni za 

jedno a, kao i funkcija koja zadovoljava a 

• 

uslov, ali ne zado-

voljava a*  uslov ni za jedno a*>a.Odgovarajudi primjeri mogu se 

konstruisati i u slutaju funkcije dveju nezavisno promjenljivih. 

	

Kalemo da funkcija a(t4,t2) zadovoljava 	( 	uslov 

ako postoje realni brojevi a,i A z takvi da je: 

27r 21r 	 264  262  
f f a (t, , y trfy d tid <cf f a( , ty.) t.ft2 2- d tad ti  

264  262 	
64 62  

27r 262 	 261 262 

2 °  f f a(t.4 ,WtNtldt2  <cf f a(ti,t2)tiNt4dtt 
264  62 	 64  62  

264 	 x 	264  262, 	X 
3 °  f 

f 
 a(trtOtldtidtocf f a(tpt022dt4dt-2. 

64  260 	 6 4  (S2. 

2 °  
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28. 

K 

U o(tom paragrafu dokazademo sledede ( teoreme: 

Teorema 1. Neka je l‘psw, 0<e<02 i neka funkcija a(t i ,t 2 ) 

zadovoijava v4 d, 	uslov. Tada: 

a) Ako je ki 0<aij  i=1,2 3  onda Musa Se(p)0,t,a) Saar-

Ni eve konstante i samo njih. 

b) Ako je k11 
 02a* i k 2  8<a2 , 

lac= SB° (p,O,t0 a) sadrli 

sve funkcije koje ne zavise od y i samo njih. 

c) Ako je k 1 0<a 1  i k 2 02q, kiasa SB° (p,0,t,a) sadrgi 

eve funkcije koje ne zavise od x , i samo njih. 

Teorema 2. Ako za brojevepieivektore a* -7(at l a2), 

t=(kk 2 ), '  .*=(k*1  k*2) vale nejednakosti: 1<p5m, 0<0<, t02;*,  

'1 02",:i*, a funkcija a(t 1 ,t 2 ) ispunjava ;* uslov, onda se klase 

SB° (p,e,r,a) i SB° (p,0„rla) pokiapaju. 

Teorema 3. Ako je ai ski e<al, i=1 ili i=2, onda se /act-

se SB° (p,e,t,a) ne poklapaju s lac:mama SB° (p,O,t,a) za t04, 

takodje ni,sa klasama SB ° (p 3 0,t,a) t02;*. 

Teorema 4. Neka za brojeve p, q„0„ k i , kl, Av al, i=1, 2 
at 	1 	1 Ai >1 1 vale nejednakosti: 1<p<q<co, 0<0<ce, 	1(12 T- - F  + 	7--p- 1 

4 

funkcija a(t,4) ispunjava a* i 	- uslove i neka je 

0(1/p-1/q) t2  0(l/p-1/q). Tada je a1 (t 1" t 2 )=a(t .1" t 2 )t   
SB°  (p, 0,t, a) c. SB °  (q, o, k *, a 1 ) 

Teorema 5. Neka za brojeve p, q, r i 8 vale relacije: 

1<p<qsoc.„ r<0<co, r=q, za q<co i r=1 za q=c0 i neka funkcija 

a(t1° t 2  )=a(t 1  )a(t 2  ) ispunjava uslove: 
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21.  2n 

i ) 0(1/p-1/q+1/r) a(t  ) it )) 77Pdt idt 2 =14<00 f f { ( t 	 / 	2 

t t )={(t/t2) 
0(1/P-1/q+1ir) a(t 1 ,t 2 ) }r-6  

*1 
 !1

t 2  

I VY1Y2
)0(1/p-1/q#1/r)a% ,

Y/' Y2
) 

o o 

Tada je SB(p, e s  a) c SB(q.,0,a ) 

 

i4=7dy1dy2j r 

29. 

0 0 

	

t1 t 2 	 6 1 
Teorema 6. Ako je a l (tv td= 717,—{f I a(y1,y2)dyidy2}0 

'1'2 t/ t2 

i 0<0 11  onda je SB(17,0,a)c SB(p,0 J a i ). 
/1 2n 2w a 0 

 (t t 2 ) 	-671- 
Teor,ema 7 . Ako je 0 0 	f f { 1  

01 	} 	1  dt dt <00 1  
ooar 	 1 2  

onda je SB(1), 13, 3 c0cSB(p,O j al ) 

PriMjedba: Analogni rezultati za funkciju jedne promje-

nljive dati su u /12/ i /14/. 

2.2. Pomodni stavovi  

Lema 1. Ako funkcija a(t 1 ,t 2 ) iadovoljava 	uslov, 

onda, za k i kT, k2Z 62 9  MI?0, m2 ?0 vale nejednakosti: 

! 	P1' n 2 )11(m 1' m 2 )  

a) S=n 1 !m 1 ne n12 	2 111  0 	2Me2111A0  

b S 	
P01 1 ,0) p(m i  0) 	

S c) 	
. 

- 	 E 	
u(0,n2)<p(0,m2) 

) n 1 -m 1  TAT- 	2mA 	2 

	

,0 	 2=m2 	 2mP 

/Velidina p(n 1 ,n 2 ), 	 n2=0,1 2,... definisana je u 41/. 

Dokaz. a) Sumu S predstavimo u obliku: 
p(n o n ) 	p(n i ,m 2 ) 

S= n = I! 	 i 4  + 
m 1 +1 n 2 =m 2 +1 2 ,110 2 nly n

1
=m 1 +1 2 191,0 2 1smp 

+ 	
p(m 1 ,n 94) 	p(m

1
,m2 ) 

nrmel 2W2 11AP 21110(02M0 

ZaMjenjujudi velidinu p(n 1 ,n 2 ) dobijamo: 
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30. 

-m. 	 ro, 

S 	f a( t i 	 2  ,t 2 )t i  IC°  t 2 1(Pdt i dt 9 + 47 	i  7i f 	a(t 
0 0 	 2.y.v 0 v72  

t 	t kPdt 	11(mi'M2)  S S +S +S 
' —F1176 	"(w1 '

t 
2 ) "2 — 1

dt 
— 2 +  24,8 2 5kp 	3 +  4 5 6 

o 

Obzirom da funkcija 
e2 

S 3 a f f a(t 1 ,t 2 )t 

Kako je 	 , k.ea.1 	to je 

S3<<C2-1111(1(16-412-1144-at) P(m1 ' m2)  <11(m 1' 111 2 )  

2 1111611 5-11W‹  2 114(16 2 mhe  

Ma isti natin se dokazuje da su i sume S.: S.«
u(m1m2) 

 , 1=4,5,6. 
" 211/M2"ikle  

Tvrdjenja b) i c) dokazuju se analogno. 

Lema2 /5/. Neka je a00, 0<a<0<co, 

Tada je (kr, a k ly/f3g (kr 1  a k a ) 

Lema 3/8/. Neka je a n 0, b n A, 1<e<m. 

Tada je 	a) Ako je vrn  a v=a n an , onda je vr i a v ( 

.562 vr1 av"vb v )0 * 
n 

b) Ako je vz i a v=a n yn , onda je 

vr 1 a v ( n rvb n ) e g e 6  r i a v (yvb v ) 0 . 

Lema 4 /2/. Neka feL ° (l0,21r1 2 ), 1<psq<... 

Tada je Y 	 ! 	! 2 ( M+ NO (1/13-1/ q ) u 

	

nr 	(f) q m=n4 	 I2W1 Vtr il f  

gdje je velitina Yflintdefinisana  u § 1. 

Lema 5 /2/. Neka feL ° (0,270 2 ), 1.95q5.e.i 

7 f(v.+1)(v2+1)1(14-1/(1)-1Y- (f) p‹.. Tada feL q ([0,21] 2 ). 
N=o veo 	 viva 

end  2"2 

Lema 6 /2/. Neka feL ([0,2711 2 ) i 
2 vt ‘ii52 vt+1 ,  1=1,2. 

)t i " dt i dt 2 + 

a(t 1 st 2 ) ispunjava ;* uslov 

21 	
i 

m42.2-m' k76 	 Q* 
 fa(t,t9)tF 

144   

bide: 

t2:t kie-aik4167atdtdt 
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31. 

	

/f
,

1 	1"C 	v,+1 \1V 20,21Ary Tada je Loki 1(2  y T7 TF, p - 1 k, 	ni=0 na= 	tnp. 

	

1 	2 
Lema 7 /17/. Ako feLp [0,2w] 2 ), 1<pssoo, onda 

r 	if 	<< 	 2 r(v,+4)(iip-.1/co tor 	(f L $L_ wk k2 	2 n, 2  ni q v,= n,+1 vens+i k
4 
 k 
	$

2 /9  2 vi
)
• P 

gdje je r=1 za q=c0 i r=q za q<o. 

Lema 8 . Ako feL P ( L0,270 2 ), 1.5psce, o<e<o) , onda je 

Y e  (f) 	11 04, 0 )Y e 	11 ( 0 0 	 POWit)Y e  oo 	p veo 	2N40 (f)  p io 	0Y° 02
v4(f) 

 P M °  Mr °! 
	

2\ 
 271 2w 

«f f a(t 1 ,t 2 )44f,t i ,t ) p dt i dt 2 =J. 
o o 

Dokaz: Kako je Y oo  (f) p «wk,k1 (f 1,1) /lema 2.1.2/ 

a(t 1 ,t 2 )kc>0 to je Y:0 (f)„
P
«111.  fwwr(4 0f,t.,t 2 )dt i dt 2 «J... (1) 
 1 

Na osnovu iste leme, za t 2 c(1,21.), bide: 

vr o r ov 1  ,O)Y e  (f) = r Y e  (f) ) ) a(t i  2 \10 . p vro 24O 	pi4 

Analogno: mrlo p(0,v2  
"

o 

02/°1P<' 
Pozivajudi se jo§ jedanput na istu lemu imamo: 

p(v v 	ff) << 	p(v v )we  (f ‘1=0 	o 	1 ' 2 2  v2  va% p 	o vg= o 	1 ' 2 ki  
Iz (1), (2), (3) i (4) slijedi tvrdjenje leme. 

f) « 

) d t i d t 2 « 

2, 	A 	
1 

 
<4 f 	ot(t 	 )  

	

veop.1 	2 )wlec i  k 2  (f  't 	pdt 1dt 2- 

4 	', 
«f ! ra(t ,t )(d e 	(f,t ,t ) dt dt SJ  	 (2) 1 	0A 	1 	2 1(0(2 	1 	2 p 1 	2 

( 3 ) 

Lema 9. Neka fEL p ([0,27r] 2 ), 1<p<co, 0<e<c° 	a(t i  ,t2) 

zadovoljava 	uslov, ite>i)14 . Tada je 

(k<Y,
uu 

 _(f ) + 	)1(v ,o)t °  (f) + 	p(o vr e  (f) + 	1.04  urt 
P 	1 	240 	P 42.°3 	02 	P ‘1  ° 	° 	9 4  2 ‘12 

)p 
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Dokaz: Iz leme 6 slijedi da je 

F 	E p(n ,n 
)tu 	(f ' 	" ni=o 	1 	2 k 4 k 2 	2 n, 2 nt  p 

 

32. 

p(n 1 	
,n 2 

 ) 
y 	 N 	 n 

 E << 	
t 

f 	(f) + E 2 111Y 	(f) + 	2 
=o ni o 2  n,10 2  npap oo 	p v

' 
 =o  2‘'0 	P  

+ E r E 

	 "k 
1N27 	,j 6 =J I +J 2 +J 3 +J 4 . 

N.00 

nt 

 4= 0 	22 '2  

02 ( f
) p+ 

 

 

Primjenjujudi lemu 1, dobijamo: 

J1= 

= 	cto 	p(n i ,n o ) 0 	, 
	̀ 	(f) <q1 ( 0 , 0 )Y (f) <0 00 (f) p  

1 4=0 4=0 2 n,k,10 2 MA oo 	p 	,00 	p 

Neka je 0<0 	Tada je /lema 2/ 

J = t, 	P(n i  ,n 2 ) , 	okly  (f) }0<  ! ! p(n i ,n 2 ) 	vio  0  
2 1=0 leo 2 n,k4 O 2  'AO t  v4.= o 2 \40 P volybeikeeNNIO2 Y 2\40 (f) P =  

P(n i  ,n2) 	
6 =j00/(40 Y 0 \14  ( -O p  ! 	7 	nkA nAte"40P(v1°)Y2\40'.113 

tfl 

	

• 
1 	2 

/U zadnjem koraku smo koristili 	uslov/. 

Na isti natin dokazujemo da je, za 0<051, 

J= = ! 	P(n1 ' n2) (  111242y 	(f) 0« 	p(0,v )Y 0 	i 
-3 n+='0  yo 2 r1,0 2 NV veo 	0 2 \IA P 	 2  0 2 VS 

J - 	11(n " n2) {  I;;4 	2 *42 	(f) }0«
4 -  n,= o f  o 2  n,k1u 2  nAk20 	o Ni= o 	2 xi2 vr 	p 

6 	/;\ 
v!0 
	)y 

eo 4:-.o 	1' 2 	2 12 \ii  (f ) p' 

Sabirajudi J 1 , J 2, J 3 i J 4 
dobijamo tvrdjenje leme za 0<e<1. 

2 14A0 2 1A 0  y P(v 1' n 2 )  
Neka je 1<0<°3. Oznatimo: On, P(n i  ,n 2 ) 1=n•1 2  vskie2 ntkp 

Primjenjujudi lemu 1, iz nejednakosti 

a <<2 n.k.0 2 20 , ! 	! 
P(n 1 ,n 2 ) N=n, 3F411211q2346 , slijedi da 

n2  

Oznatavajudi O vr \i0 2 1" 244Y2 
‘k 

 (f)
P 
 i primjenjujudi lemu 3, 

‘42  

«1 . 
 rit 

dobijamo 	co 	co 11 (n i  ,n 2 ) { 	le<< ci, 	11(n i  ,n) 

	

J 4 = E 	E 	 

	

4 -
- 
 nio nr o 2  nilctu 2  nik,20 	o

B 	

ni= o 	o 2  NO 2  nzkLe I. n,Li n 
« 
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Ako je 

zadovoljava 	us 
P( 0 i ,  

)2 ''2 ""<< , ' 
2 41 2 

lov, onda 
n2) 2  

riX,2  

21T 
c<4 

1 1 

dobijamo: 
p(ni ,n 2 ) 

a( t i  ,t 2 )t i  dtidt2= 2nd 
2•1 	 2'" 2 • Tsz 

33• 

P(nipn9) 	ni nte. 6 
<< 	E 	 E 2 ."2N4  Y 	(f) 16)o

2NNP2nAke 1L=" 0 	2 n°2 n2 	Pi 

2 42% 
p(n„n 9 ) 

jamo: J << ! { 	. 	 ro*B*16 }, 
4 nF o ni= o 2 n,k,0 2 11kie L ng  021 

Ocjene za J 2  ,i J 3  dobijamo na isti natin. 

Time je lema dokazana za svako Oc(0,c9. 

Lema 10. Ako funkcija a(t 1 ,t 2 ) 
N 	ns 

b) S= 144 4I 0p(v 1  v 
2 442 1121<<P (n 1 ' n 2 )  

* 	 Oni , v2 ) 	a - 	 to,iz leme 1,slijedi da je 
ni  p(n i ,n 2 )vn/ 2 Nk0 2 1#10 

Oznatavajudi B*
ns
=2N1424,), 	i primjenjujudi lemu 3, dobi- 

it J « ! 	! u(n n )Y 	(f) 4 n=o n=o 	1' 2 	nno 2 2 2 	' 

Dokaz:a)Kako je a(t 1 ,t 2 )>c>0, to je t, za n 1  a1 i n 2 z1: 

x+ 	< 	r 

	

a(t i  t 2 )t i  t 2  dt i dt 2 _ 	g 	j(t.,t 1 .04  t Xklt dt 
1 	2 	1 	2' 

	

Primjenjujudi 	uslov, dobijamo: 

	

x 	2 p(n,n ) 
4a(t„ 	

1  r  t9 )dt i dt o = 	o„ 

	

2 14 	2' 	I 	 2' 4-12 1" 
Tvrdjenje leme za slutaj n 1 =0 ili n 2 =0 izvodimo 

uslov. 

takodje koristedi 

b) Sumu S predstavimo u obliku: 

Nli 	p(v i ,v2 )41i1 	 u(n i ,v2 ) 4.  p(n 1 ,n 2 ) 

S= 1=0 \I= 0 2 \lAg2 4X2 

.4. 

V4=  ° ViA42 r/S4 	1=C1  2 11/1\12 4A1 	24V144  

Lako se dokazuje da se sve dobijene sume majoriraju velitinom 

p(n i ,n 2 ) 
	 Zaista: 
44" 	 2ff 2w 

r-1 r4-111(v 1' v2 ) ,,f 	f a (t 1 •2 )t)14t  

1= 0  1= 0  2' 244 A kis. 

	, 
24"4 2'k^2  • 

Primjenjujudi 

p(v i ,n 2 ) 

=° 2' 2 024 
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2w 2 .41.  
Neka f(x,y)cSe(13989 11. 0), ti. J=1 f a(ti•t9)4 u (f,t0Y Adv00 

7 7 	0 	0 	
g.. 	N t  mi 

0 	i 

Razmotrimo integral J 1 =f f a(t i ,t 2 )w
k1k2

(f,t p t2 ) p dt i dt 2 . 

Iz osobina modula glatkosti /9/ slijede nejedn ' akosti: 

°kik, (f,ti,t 2 )p <<214., 21(2 wk' O f : t
k4 
 i '1 ) 0  9 za ti.lt i  i pt2  i 

1(4 	lq t 1 t 2 	
t 	V 2. 1 	2 

4102 ( qT' -- 
11:12 ) n 1C ni nj , gdje su C n4nz  Fourierovi koeficijenti 

funkcije f. Primjenjujudi ove nejednakosti, dobijamo: 

1 	IT n i 	n 2 1 1(ze  
C 	l e  f f a(t ,t )t ielt.dt 2 . J O> ( 17— ) (Tr— ) 	\ -ni  n21 0 0 	1 2 

Kako je, za k l e<a l  i k 2 0<a 2 , (f) I, ella(t i ,t 2 )t letrdt i dt 2 = 03  

/2 a) a- uslov/, i J 	to je Cn4n2  =0 za n 1 ?1 i n 2 >1. Uzima- 
7 

judi u obzir a-2 °  b) uslov i nejednakosti C np 50 k4 (f,ITT ) 

Wk ( k 1 ) 	k W
k— , tom, tist i , zakljutujemo da je C A =0 za n i ?l. k 	 9P t i 	t , "

1  

1 
Analogno se dokazuje da je i C ON  =0 za n 2 >1 . 

Iz navedenoga slijedi da sumo koeficijenat C 00  mo!e da bude 

razlitit od nula, i, znadi, funkcija f je ekvivalentna konstanti. 

Tvrdjenja b) i c) su, sada, otigledna. 

Dokaz teoreme 2. Prema definiciji funkcija feSe(p,OS,a) 

ako je J= 1ff  	a(tist2 % w  6 
 

/k k 4 2 (f, t i ,t„c ) p  dt i dt 2  < . 
o o 

Sa SY ° (0,0,a) oznaCimo klasu funcija fa p ([0,27V), 

takvih da je 

Y e  (f) p  + m  ! o p 09 	= 
y e 1 	, 	/A l e 	4.  V V 
1 2 \10

;1
'P'Neo ll ' - ' 4

y  
f"oiNV

ifl
W\4=0Ne0 1   4)"2 2 (f) ° <°21  

2.3. Dokazi osnovnih teorema  

Dokaz teoreme 1 a). Ako je f(x,y)=c, otigledno je da 

fcSB 0 (0,e,t,a). 
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Iz lema 8 i 9 slijedi da se, pri uslovima teoreme 2,klase 

Se(Ppe,a) i Se(p,0,t0), odnosno klase Se(p,O,a), i Se(p03,t*,a) 

poklapaju, 0 . pdatle zakljutujemo da se i klase SB ° (p,e,t,a) i 

SB ° (p,O,t*,a) poklapaju. 

Time je teorema 2 dokazana. 

Dokaz teoreme 3. Navademo primjer iz koga slijedi tvr-

djenje teoreme 3: 
n 	1 	1 Funkcija f(x,y)t, c4,3 

1 	n la 2
f 	s -- coxcos y 0<a i  <1, i=1,2 N 

ima module neprekidnosti /10/: 	
a l 	a2g 

w 44 (f,t 4 ,t,),?.ct i t 9 1nTiln 	/za neku konstantu c/ " 	' '1 '2 
w22 (f,ti,t2)c=0(tit2). 

Ako je a(ti,t2)-  1+1 +1 1 	1 	y> 1, a
1 =a 2 =0, onda je, t 1  t 2  (1nTT 	1  Ti) 

f4 f 
za Y- 651, f 	a(t i ,t 2 ) 04 1 (f,ti,t2) cdtidt 2 =.0  
S I  62 	o o  
f f a(t i ,t 2 )(4 2 (f,t i ,t 2 ) c dt i dt 2 <- , 
o o 

feS0(p,0,(0) a), ali 4S0(p,0,(10),a)• 

Dokaz teoreme 4. Iz ekvivalencije 

0 0 	 1 ^z 

=1= !o ‘1!o p 1 (v 1' v2k*kt ‘ lf 1 	Idq , prilmjenjujudi lemu 7 =  

za q<°°, dobijamo: 

J5‹ ! 	! p i ( v ,v ){ 	! 	2(W1)(1/P-1/4)qwq 	(f.
" 	

1 
NY 

 ,e/q 
ven Nen 	1 2  nevi" V- 17" 	 ktki -27-11$ 2 

Izra2avaJudi p i  preko p i primjenjujudi lemu 2, imademo, za etq: 

j<<  r 	2 -eN+vd(lip-licoove‘i) 	 2 0(rivo,p_i/co u3 0 
ve ove o 	 ni_vi-fincv,+1 	 kik kt 

y y 20(n1+112)(1/p-1/q) .. 0 	leff, 1 	1 / nt 111,7 1 	11 (visv2) 
ry. 1 ril= 	 w 1(4* kz 	2 112  pvi  43 1  2 e( vi+ vd ( 1 /p - 1 /q) 

j=f  
2w 	

oti ,t 2 )4*k* (f .) q  dt 1  dt 2  = 
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Uzimajudi u•obzir da je 	1 	1 - 	i primjenjujudi lemu,10 lako 

se dobija da je 

)« 	ur. 	Imo 	If 1 	% 
1 J<< ! 	)0 	,1—,-1  

n=1r ! 1 	1 n/ 2 	
(f ,ktkt 	2 n i  el p n=on=

2 
 o 

4 	 1`1 r̀ 2. 	2 Ill 2 "i V  
2w 2w 

Na osnovu teorleme 2 bide J i =g 	a(t 1s t 2 )44  4f,t 1 ,t 2 ) p dt i dt 2 =J 2 , 

pa, iz fESB ° (0,6,it,a),slijedi J 2 <m, odnosno 4 1 <c°. 

Time je dokazano da je i J<m. 

Jo§ treba dokazati da feL q . 

	

ff 	ff  Iz 	slijedi da je 	Ia(t1,t 2 )40f,t 1 ,t 2 ) ci dt i dt 2 <m, a iz 

nejednakosti bl ikz (f,1,1) q .5cr 114 
k1 

 (f,t i ,t 2 ) (i dt i dt 2 .5 
1 

_<c 	,t t' w k e4k2 (f,t 1 ,t 2 ) (I dt i dt 2 <co, slijedi da je wv1f,1,141 <.. 
1 	1 

Kako je f(x,y).  1 Y 	(f(x+t i ,y+t 2 )-f(x,y+t 2 )-f(x+t 1 ,y)+ 
(27) 2  o 

4 f(x,y)}dt i ,dt 2 , to je 

	

27 2, 	1 1 
11110-1 	1  4 	At 4 	tdq 5  

	

, (2-7) 2  o o 	
trdt 	 M152 wsuAptzl<2w 11A 411(1-4311(f,".") cif, 

fc1411(f° ,1) .Analogno se dokazuje da <w (f,1,1) 	tj. q 	kikz 	q, 	feL q. 

Iz feL
g 
 i ,1<°°, slijedi da fESB o (q,6,1t4 ' a 1 ) 	to je i trebalo do- 

kazati. 

Ako je 0>q, pri dokazivanju da je J<00 primjenjujemo lemu 3. 

Teorema 5 se dokazuje analogno odgovarajudoj teoremi 

za slulaj funkcije jedne promjenljive /12/. 

Teorema 6 slijedi poslije nekoliko p irostih majoracija. 

Teorema 7 se dokazuje direktnom pr&mjenom Wilderove ne-

jednakosti. 

§ 3. MOS KLASA SB ° (p,e,t,a) i S p° (p,e,t,a) 

Klasu S e(p,6,t,a) odredjujemo kao Iclasu funkcija 

f•x,y)c1.11 , takvih da je: 
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27r 2w 
f f a(t 1  ,t ) 	

Akik21 edt 
o o 	1 	2 	tt 2 	p 	

1 dt 
2

<co 

/Velitina 	i funkcija a(t i ,t 2 ) uvedeni su u § 1.1./. 

Ka2emo da funkcija a(t 1 ,t 2 ) zadovoljava y-uslov ako 

2w 2w a(t i ,t 2 ) 

k • 	t 	1 t 2 	
dt i dt 2 .1ca(6 1 ,6 2 ),. za svako 6 1 ,6 2 c(0,2w). 

Osnovni rezult a t ovog paragrafa je 

Peoroma 1: /l Ito brojovi: p i 0 i vektori 	 inpu- 

njavaju uolove: 1<p<00, 1<0<00 	19>;*, li*0>3. * , a funkcija a(t i ,t_) 

sadovoljava ;$ i y uslovima, onda se klase SA ° (p,0, -k,a) 

SB ° (p,O,k*,a) poklapaju. 

Primjedba: Analogna teorema zajunkciju jedne promjenlji-

ve data je u /14/. 

Dokazademo slededu lemu: 

Lema 1. Neka fcy (0,2wi 2 ), 15p5o, 1SOsco, a(t 1 ,t2) is-

. punjava ;* i y uslove. Tada je Se(p,OS,a)c:SY ° ( p,O,a). 

Dokaz: Obzirom na definicije klasa SA °  i SY ° , -treha 

dokazati da iz 
2w 2w 	 k V HO f 	f a(t i ,t 2 )11A, 4  211 dtidt 2 <co , slijedi 
o o 

t. 2  p 

Y e  (f) + F p(v 4 ,0)Y e 	(f) 	Y p(0,v,)1/ 8 	(f) + 
00 	p vi=o 	 2 m 0 	p 	 02v2  p 

+,3! 	v(v ,v )Y e 	(f) <0. . 

	

r o vo 	1 2 2 m 2 v2  p 

Neka su prirodni brojevi T r  i m r , r=1,2 izabrani tako da je 

1- max 

	

k 	k 0+1 	II 
r +i 	r r < m  < 1.11_41, n=1,2,.., r=1,2. ?max  7-  '' --7--  ' 717 r -  2-k 

r 
Oznatimo sa K nr 

 (t) jezgro Jacksona: 

mrt 	 t 
K n  (t)=b (sin —7—)

2k  r(sin 7 )
21r  , gdje je b m izabrano 

mr 

tiaka da jef 	(t)dt=1. 
"r 
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Tr 	m t 2kr  71 	m t 2R 	2T , 	'r 	 a r  
) 	r(sin) -..-.) 	s •dt. - f ( Kako je f (sin 	 '/

o 	
sin —i—) 	( sin -) 	'= 

Tr 
_1 	rilir 	sint 	2-kr 	> 1 	f ,sint 	,2I r  
— 11-  ( 	4. ) 	dt_ 	k 	t  ) 	dt, to, koristedi dobijenu 
m i 
r 0 	sin= 	

m
r 0  sin-- 

M r 	 m r  
2t 	i nejednakost kao i dinjenicu da, za te(0, 7 ), 7F— 5,sint 	uslova 

m r  n r 	
i f kn r 

 (t)dt=1, slijedi da je b m  <<n r
2k

r
+1 , odnosno, ako 

r 
V " 	' - v  (21,-1) 4 , , , h .‹ .<2 	r 	. je n r 	Mr 

Iz nejednakosti /11/: Y vv (f) Wfu K (t)K (t) liA1 dt i  
4i 	p _ ii.,rr  vi 	v, 	ti t 	p 	

dt 2 

primjenom 1161derove nejednakosti, dobijamo: 

, 	11 
(r) 	f rif 	1 / 0 2 \v v.,/ 	 s 2 1( 1 )K \, 	H „( 1.2 ) 	A 	11 (11, 1 	• 

rr K_ v(t)K _1( .1 ..2)(rt  1(0 - 0/0 1,41. ;  
2  Ju 

	

L 'n 	2 	1  2 \' 

{f- K "(t)K v(t)11A 42frdt } 1 "(K (L)fo-1)" dt 2' ..71. 	2 	1 	2  2 	• tit2  p 	2v2 

Primjenjujudi jog jedanput 1161derovu nejednakost, dobijamo 

Y ( 

	

(f) 	K v (t)K 	 Vdt dt } 1 "{f .ff i< ,9dt }(©-1)/0 
of f 	v(÷NnAkkc 

2 vf2 v2_ 	p 	,n. 2  I 	2  2 ‘2/ 11 tt i  p 	1 	2 	-Tr 2 v2  

ti. y 0 
<<fri 	K v(291: 2\ (2;)1 	_ r dt 	znadi, 

V1  o 	

2 v42 "2- 
) 
P 	o 	o 	2 	

A  2It:2 tzf  p 	1 dt  2 	' 

3?  P(v ,v )Y ° 	(f) 5  o 	1 	2 	2  vI2 	p 

<111 
1  I2 

k 
 t12 

k2 
 t ' p 

f 119 v
i . o v2 

59,  K 
2 v

(2t.)K 
2v

(2t,)11 (v i ,v 2 )dt i dt 2 . 
01 	0 . o  

lizimaju6i u obzir da je b?_
vr (2"k r  -1) , mr >2

vr
, dobijamo da je 

S. 	cf 11 (v ,v )K 	(2t )K v (2t„)f,S= 

	

m=o v2t,  o 	1 	2 	2+ 	
1 	

2z 
c 

= v!o  v c'E:0 P( 	V 2  )(2 V1t ) -21(1 .2 \i1 (Si 	ti) al( 2 V2t 2  ) -21(2  2 \12 ( Si rIM ti). 2TK2-  . 
1 	2 

Uzmimo prirodanbroj i 1
tako da za fiksirano t 1 c(00T/2] bude 

za 	i 	2vit 1 >1, za v 1 i 1 +1. Na isti nadin uzmimo i i 

Sumu S' predstavimo u obliku: 

E 	E+ 7 	E+ E 	
Co.+ Co 
	7  .s.4.ses 3 +s 4 . 

Vi =0 V2 =0 V4  =i i  V2 =0 Vi =0 V2=12  Vi =i I  V2=1 2  I 

2 
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Uzimajudi u obzir da je sin m i t i <m i t i  i da funkcija a(t 1 ,t 2 ) za-

dovoljava y uslov, za S 1 
 dobijamo ocjenu: 

	

i 4-1 i2-1 	 i f-1 i/-1 2,0 V\Ici(t 1
,t 2

) 

S 1 << 
	p(v,v,)2 vOL E 	E 	), ), 	

_ 

	

1 	v1=0 vro 	1 , 	-vi= 0 v2 0 2-  "I 2- vf. 	t 1 t 2 

	

2 	2 	a(t i ,t 2 ) 	 2w 	2w a(ul,u2 	
i 

) 

	

4 	I,; 	t 
	 dtidt2:5 2t

i  2t% 

1 	f 	 dudu,<<aPti,2t2 

2611 &1) 1
t 
 2 	

u 1  u 2 	c 

7a dohijanje ocjene za sumu S 2 
zamijenimo sin m 1  t 1 

sa 1 i sinm t 2 

i-1 	-vko 

<2 
(1 1 1 	21)2ki 	 1 	), 

r? 	2 	2 	1  2 711(vey 

T° 

	

2v2. 1 	fa(t i ,t 2 )t iedt i dt2. 

	

2.2 	P•1 

2 fl 2 	F, 
v.0 	o 2-1/z  

Primjenjujudi prvo 	uslov, a zatim Y uslov, dobijamo: 

2.Z''2
i C 1 	'42 z2 -11k4 	f 	r 	, s25.2 k0 2 	v E 0  2 2 	4 J ., Letkt i  ,t2)dtidt2 	• 

Prf 

1v7isi-12'"(t1't2) 	
2w 	2w a(u l ,u 

4 ' 2E) 	t t 	
dt l dt 2 <.  f, f 	1' 

, 

1  2 	
2.24, 2142 	02  

Analogno se dokazuje da je S 3 <<“(2t 1 ,2t 2 ). 

/a dohijanjo (1I;jl!Il1? sumo S , 1  zamijonimo sium r  L r 
 sa 1 1 korisLim6 

pretpostavku da je 2f r  - k
r  0

- 1>0 i 2 - "" ) <t
r - 
<2 -ir , r=1,2: 

' 

S ‘t 1
-2F. It

2
2 

v
Y
i v 

(3! .p(v v
2
) 1 

==1  4 4 2 2 

-vP,p 2 -Wki  -14)-1 ) 2..\v 2k
2 

_
kP

_, )« 

i 	 V Iv 	xikl° 2 -W «2 4k01 2 ik 
CI 2 2 i  2. 	v2 12 	

vIr
Li11 

Kako funkcija a(t 1 ,t 2 ) zadovoljava (1* i 

	

.214 	 k0 kp S 4 <2 ; 1"1°  2WAW 	1 	"(t1 , t2) t i 
o 	o 

y uslove, bide: 

< < 

sa ml'? I 	• ' 
i2-1 

S 2 5 	
v2N t - 2 k i 2 - v1 ( 2 k i  -1 ) 2 	< 

2 vt. i t  vr 0 	1 

u du 	ot(2t ,2t ). 
2 	- 1 	2 
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4.241  k,zq2 01.0 110.1 9 ) . 	. 

	

<<2 14 2 12  J. f ; a(ti,t 2 )dt 1
dt 25 

f 	f 	u1 "  u2 duldu2 5a(2t12t2). 
2.2-71 21-1. 	 211 

Sabirajuti S i , S 2 , S 3  i S 4 , dobijamo da je S<< (2t 1 ,2t2) i, znati, 

7r 	Tr 
0 k  

4o 40 11( vi ,x9 Y  v v< 12  f 2 a(2t 1 ,2t )-H A til t22 11 p dt i dt 2  
2 12 2:-  

0 0 

0 

p
dt 1 dt 2 

06JOIliflIrlt""9""" p(v 0)K v(2t ). 
- v_ A) 	 , 	1 

Otigledno je da je S r .e..' 	X 11(V)(2v 	
21 

1 11 ) -  ' 1 2 t(sinm i t 1 )2ki =SOS 7 , 
J 	0 

-2ki 	
• 	I i-1 

gdje je S,= 	u(v i3 O)(2 vIt i ) 	el(s inm i t i  )2k i f _!x 0 2\10 ( v1 ,0)= 

u v.0 

i - 1 , IV- 4 2r 11- 
a(t = 	2 '1) 	) 	 =j2 2Tr a(ti't2) i  dt 1

dt 2 

	

ell 	1 
,t 2)dt 1dt2i 	t 1 t 2 

n 	4.2-4/ 211- 

s  „cal 2 -i4(2k4  -1<40-1) 3° .  p(v.1 ,0)2 -1q1"< 	ot (t i ,t 2 )dt i dt 2 =  
7 

0-42Tr a(ti,t2)  

. I 	v--•-teAtidt <<“(2t1,2t2), tj. S 5 <<a(2t 1 ,2t 2 ). 

2'f is  1 	1 b 2 

Tr 	Tr 

Iz nejednakosti 	r p(v 	0)Y 0 	f 4 11 1/11(1 	f 	1,7  u( s v i 3O)K 2v,(2t 1 ), 
e 

vio 	1' 
"0 0 0 	2 ;2 t2 

tada, slijedi da je 
W 

JOII(V1,0)ev S f fa(t i ,t 2 ) 11Ae'lfirdt
1  dt 2 10 0 0 ' 	itz 	p 	2  	(2) 

Analogno se dokazuje da je 

11 	'ff 
p(0,v 2 )Y ° 	f ot(t 	) A k4  frdt dt  	(3) o 	 p 	1 	2 02 , 0 0 

Konatno, iz Y
oo 

 (f) 
p
<Yu  '1°11011(2 

V 
dt 

 1 dt2' 	
primjenjujudi Holderovu 

I titi  
0 0 

nejednakost i uzimajudi u obzir da je a(t i ,t 2 )?c>0, dobijamo: 

a(ti,t2) Inve
1 

Ti 	7 	
I 

21 
0 

(1 ) 

	

27r 	271 et(tit2) 

	

<<
2.2 

I 
i 	tit2 I • 	dt 1 

 dt 2 
 <a(2t 1 ,2t 2 ) 	i 
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41. 

ki/ 0 	
7T 	 edt-dt 2«r 

Yoo(f)p< 	
a(t i  ,t 2 )11A tit2  f 

1 	tftp. 	P 1 0  

Iz (1), (2), (3) i (4) slijedi tvrdjenje teoreme. 

 

I °  p dt 1
dt

2 
... (4) 

Dokaz teoreme. Iz leme 9, 2.2, injenice da je 

t 	
sm pkik2.(f,t1 ,t 2  ) p 

 i leme 1. slijedi da se, pod pretpostavka- 
it2  

ma na p e teoreme, klase SA ° (p,OS,a) i Se(p,O,a)  poklapaju. 

Iz leme 2.2.13 i 2.2.9 slijedi da se, pod istim pretpostavkama, 

i klase Se(p,0,01) i SY ° (p,0,0) poklapaju. 

Time je teorema dokazana. 
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G L A V A III 

§ 1. MEDJUSOBNA VEZA KLASA SB(6,.6,a) I SW(ii,,a) 

1.1. Oznake, definicije i osnovni rezultati  

Sa L i;,([0,2711 2 ), 6.(p 1 ,p 2 ), 1‘p i 4m, i=1,2 demo oznata-

vati prostor mjerljivih funkcija f(x,y), 27 - perioditkih po 

promjenljivimaxiyitakvih da je 

, ( [0,21.11 2  )= 114 riz 	1)1, 	pey  < C° 

Velidine woz(f,8 1 03 2 )i))- i Y4(f)6 se defini§u analogic 

velitinama w k (f,6 1 ,6 2 ) p  i Y xv(f) p  /I.1.1./. 

Klasu funkcija 	 ii=(0 1 ,0 2 ) 1<p i <co, '6=(0 1 ,8 2 ), 

0<0 3 <00, i=1,2 definitemo kao klasu funkcija feL6([0,271 2 ), ta- 

kvih da je 
27i. 	2w 

I?4 =f 	{ f a(t i ,t 2 )(442.(f,t i ,t 2 ) 11-dt i )V eldt 2 <co 
0 	0 
27 	27 02_ 1 2 	f a(ti,t2)04:(f,t1)60t10/01 0t2<c° 

0 

I 3~ =f
7 	27 

{ f a(t i ,t 2 )wk+(f,t 2 )rit i }q/ eldt 2 <oo 

0 	1 

Za v 1 1 i 	v>1 uvedimo sledede oznake: 2- 
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Klasu funkcija 	 6.(p 1 ,p 2 ), 	 .6-- (0 1 ,0 2 ) 

0<0.<00, i=1,2 definiemo kao klasu funkcija .F6.10,2711 2 ) koje za-

dovolja,vaju uslov: Ako je 

Y 	A 	(x,y) 
v4= o 	o 	vi  vg.  

Fourierov red funkcije f(x,y),onda postoji funkcija g(x,y)c 

cL+([0,27r1 2 ) diji je Fourierov red 

g - jo Nic:fo O(v 1 ,v2 ) A vo(x,y), 

gdje je a(0,0)=130 (1,1),0 az (v1, 0 )=4 2. (v1 ,1 )+Rvi ,1 ) , e2 ( 0,v2 )= 

 =42 (1,v2 )+61,v2 ),02. (v 1 ,v2)=0N)+420400+4'0100 -4\4,v). 

U ovom paragrafu dokazuju se sledede teoreme: 

Teorema 1. Neka je 1<pi <0o, O<O i <00, i=1,2. Tada 

a) ako je max(2,P1,P2)min(01,02), onda je 

SW (t), a)cSB (to, -6, a) 

b) ako je max(0 1 ,0 2 )<min(2,p 1 ,p 2 ), onda je 

SB(r),, a)cSw(t), "6, a) 

Teorema 2. a) Ako je p 1 =p 2 =p.i 0 1 =0 2=p, onda je 

4. 4.  
MnSW(p, p,a)=MnSB(p,p,a) 

b) Ako je p 1 =p 2=p i 0 1 =02=2, onda je 

LASB(Uct)=LnST14,ta) 

1.2. Pomodni stavovi  

Lako se provjerava da modul glatkosti u - prostoru 

L÷( [0,21T1 2 ) ima sve osobine koje i u prostoru L (0,2w1 2 ). 

Nejednakosti Minkowskoga i Noldera u metrici L-*([0,27] 2 ) 

dokazane su u /16/. 

Leme analogne lemapa iz 111.2. vale takodje i u metrici 

L (0,2w12). 
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Zaista, 

Iz uslova feLR-([0,2w1 2 ) slijedi da je f(x,y)= 

k2,  27r 

Tr - (-1)  	f p k2.  fdt i, znedi : 
- 2 	0  te 	2 

wk (f. ' 6 1 ) r It s1 11 4 116t1 	
= 	sup 

i 	.t1\ 1 - 1 

Primjenjujudi nejednakost Minkowskoga, dobijamo. 

	

27r 	27r 	27r 

[dA 142-fridx1 1/Pidt 2 1 1)"dy) 1/N,  w ki(f,o0p sup 	1 (f 
{ 

f 	r 

I t 1 1 (5 1 7-f  o 	o 	o 

odakle, primjenom Holderove nejednakosti, dobijamo 

	

w ki(f,6 1 )7t5 	sup 

	

p- 
	"1 

2w 21T 2w 

	

1 ,r 	r { r l k In 	nin1dt2dy) 

	

7T- k ) 	J 	I A  '12f1"dx)— . 1/13/. 

	

0 	0 

= sup 'dt 1/  2)kc 	sup 	0 4Mt 

14 at 	 It 415.6,&152w 	'1 '41 v 

Iz poslednje nejednakosti, koristedi definiciju i osobine modula 

glatkosti dobijamo da -'je 

w ki(f,(3 1 )-6(.0 141(f,6 1 ,1)1 , dime je dokazana 	 u metrici 

Leme analogne lemama 2 i 4 dokazane su u /2/. 

Leme analogne lemama 6 i 7 dokazane su u /16/. 

Leme 5 i 8 u metrici L 11 dokazuju se kao i u metrici L 0 . 

Lema 11 u metrici L P glasi: 

Ako feL °13 (10,2w1 2 ), 15p i < 0., i=1,2 i ako je 

2w 2w 
, onda je 

i dokazuje , se analogno odgovarajudoj lemi u metrici Lp. 

271 	2 IT 	2 Tr 
1Pi 	Pip. 1/. 
T-T (f { I 	A khfdt 	dx}dy ) 

‘ 
o 	o 	0 	2 	• 

f {f a(t1,t2)442(f,t1,t2)6dt1),
a/ e tt2<co 

o o 

2w 2w 
I a (t i ,t 2 )41(f,torit i Ol eidt 2 <. 
o 

2w 2w 
I {4I a(t i ,t 2 )44(f,t 2 ) 1;dtoaleidt 2 ‹. 
0 	1 
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Sa ESB ° (% .6,a) oznaCavamo klasu funkcija f(x,y)c 

cL6([0,27r] 2 ), takvih da je: 

0... 	 2w 271.  
1 4" 	f {f ot(t

1
,t 2 4:k2(F t ,t 2 ) dt 1  } eldt 2 <co 

o o 

2ir 27T 
igz. f {f a(t 1 ,t 2 )wk'(F„t 1  ) lvt 1 }q/%t 2 <co 

1 	o 

0 	2w 2w 
1 02 = f {f a(t 1 ,t 2 )(42(F 2 	)dt i l ed eldt 2 <no 

o 	1 

gdje su F, F 1 , F 2  funkcije iz leme 3 11.1.2. 

Dokaz tvrdjenja da se klase ESB ° (',.6. ,c1) i SB(11,,a) pokiapaju je 

analogan dokazu odgovarajudeg tvrdjenja u metrici L p , /lema 12/. 

1.3. Dokazi teorema 1 i 2  

Obzirom da se klase SB(11 .,, a) i ESO(M,a) poklapaju 

za dokaz teoreme 1 treba dokazati da 

fc SW(;, -6,a)<=k09,I5kco, It<co). 

a) Neka feSW(p,e,a) 
fl• 

OznaCimo: 11(0,t 2 ). ) ct(t 1 ,t 2 )dt 1 , p(v,t 2 ).eot(t i ,t2)dt 1 , za yl. 
1 

Kako je F=F-U 2'42 „+T, v+Q 2 v+s
2 2 v42 

v
2 
 /I 1 .2/, to je 

v2  2 4   

n  2w 2w 
f (f a(t ,t )0/ (F,t ,t )-4-dt i"dt 2  = 

4 - 	 1 	2 	1 	2 p 	1 
o o 

v  9.1 
, u(v ,t )(24 	L Neldt 2  vr-u 	1 	2 k4k2 	2 	2  4.  

2.1v2  cc, 
E f { v E 	(V t )w 4  (F-U 	i-T +Q +s 	,L -L)+} eidt « 

ve o 	4:--0 	9 2 ki kz 	2 v,2 vz 2 vi 2 v2 2 v42 vz 2 v4 2  vz  p 

<<J 1 -i-J2+J 3 +J 4 . 

VeliCine J 1, J 2,  J 3 i J 4 ocijenidemo pojedinadno. 
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1F-U 2\12 0-1; , 	tada je 

co  2 -vg co 	21r 27r 	co 	00 
J1v

E.;  

0  J { J 11 0)02 0 )(f {I V,E vomm1R/ 4dx R/Rdy) edRed eldt 2 . 
ra 	p 0 	4 4 t 2 v2.1 

Primjenjujudi nejednakost Minkowskoga za 	 Vp2„ 

redom,dobidemoj 

.3 1 5.(rfrj o fv (40P(vi,t)[ 176AN0 im(x,y /2 )"dt 2  Riqx1R/Rdy)Q1  
2 2r- 2  

1 	1  Iz osobina modula glatkosti slijedi da je 	(F-U 
klkz 	2 v4 2 \1? 2 v'' '  2 vz

1.÷ 

i  P < 

0 0 

SUMU S vv (X ' Y)=J 0  j 	E 110)
4' 

 t.2)[m v (3  A 2 	(X y)1 4/2 1V eidt 2 = 4 	 2 42" V4=13 	4 1 m i vm 2 2 	m2 
ocijenimo primjenjujudi nejednakost Minkowskoga za 61/2 i 

Dobijamo da je: 

S (x,y 	 A2 	
0-vg[ 

E 
 1111 2e 

)5( 7 	
4 

vv2, 	
(x,y)( v E 	 et(t t , )dt 1"cit 2

1 2 / Q- V 2 = To int= o m i  ma 	o fig  vi = orli 	1  

= ( 

 

CO A 	(X,y)132 (2 n14,2 MIn eji2 . M= 0 Mi= 0 M  Mt 	0 

2Tr 2Tr 0„ 
Tada je J i <,(f {f [m E 0 m E 0  8 02 (2 m4,2 m2)A,„2  m (x,y)] P4 / 2 dx}ri/Rdy) e2/P,2_ = 

0 0 4 	Z 	 m 4 m 1 

1 / 2 1 A 2 	(x .3013 2 (2 n112 n12)11-92.* 
M=0 M=OMM / 	0 	 j 

4 Z 	 HP 	• 

Primjenjujudi lemu 5 i lemu 8 dobidemo da je 

2-2 v2  
v 2 Li. 	tlyw el (— 	1 	eje T 

2 	2 0 2. 1 V1 2:0 1-A  
1\1% 2 V1  2+ 2 V2.• P

4dt2 2 
  

E 	.4 22 i{ E ( vi , t2)  pk■ 
ve o 2- z. m=o 2  v4k,a, 	p 

—T 
 2v1 

 lief} Old t 2  
c"  

	

j2{ 	P(vi , t?) F 	qii m21 .1/1041 V eldt 2 , 
vz=o rvl  vi  =o 	2 vAel 	Im4  =o mv 2. 	 -0 

odakle, primjenjujudi nejednakost Minkowskoga, slijedi da je 

J 2.jr ( 	(i° 	cf Am2 	(x y )13 2 ( 2 1111  2 1111)1P{/ 2 dx } PAdy) e2/ 132. = m=o m=o 	in 	' 	' Z 	a 
0 	0 
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mq (2m4,2 m2)11/21 
4 2 	 p 

ilnalogno se dokazuje da je 

fv2  

J= 
	) 	fL 	t lhiel in 	L 1  3 V=0 TV.2 V=0 	' 2' -kW 2 v;2 ve 2 vzip 2 L 

Cm2o mio Am2 4 m 2  2( 21111,2n11) i 1/211:2  

Ocijenimo, jo§, integral J 4 , 

- 	2:fi l 	p(v ,t )we4 	1 	1 	01 0114.  
4 - v2=0 2-v/  vo 	1  2 	h(s 

 2v42c-\-)2 :2v/IP 	‘2' 

Primjenjujudi lemu 5 i 8, a zatim nejednakost liinkowskoga: 

F 2 v= F. P(v1 , t2)  HM2  11Cij edeldt 
44  \T o  2)41 '  Vo 2W2xikA 11 ;x klay k2 seedIP 	

2< 

< F 2.11{ 7 11( vi';) yr F F 2 2 mA2 2,1 102 2  mone 2 dx1a/R dl edylkit2 f v2=0 242 v1=02  vk,6,2 v2k20, 	Lm i= vn2= 
o 0 

2w 2w 	 VP2. _ 
4(1  {f [111,g0 	03(2m4amlo (x,y)P1/ 2 do R/Rdy ) 	- 

0 0 	 M4 Ma  • 

= 	{m ro  Como  m  

	

A 2 	(3!(2 171 1,2 m2) }1/2 02.  

1 	2 	4 111 1  .5 

Sabirajudi ocjene za J 1 , J 2 , J 3 , J 4 , dobijamo: 

I 482<<(rd7r  [Jo m ro  Am2,4x,y ) 02(2m4,2m2) 11v2dx}P.Nd y) (vp2.. 
0 	0 	i 	2  

=II[mro ml °o 
e _02(2 miamq/211;? 
2 • nil M 2  

Primjenjujudi lemu 6, utvrdjujemo da je 

1 	2vvz
'-' Brojni niz 	X =f3(2 rn',2 1112) [8(v

1
,v2 )] 	zadovoljava uslove leme 7 

42  
§to znai da,ako je 

onda je IITIkAGH4- 6- v11 40( 1 ,v2)A vp,y), 

, ti. 14<00. 

I4 «HT m 11.91;  gdje je 	 J1 J1 0(2 m4,2 m2)A (x,y). e  
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Na isti na .din se dokazuje da je I 5 «11A 

'6" 1 1G 211r .  
Time je tvrdjenje a) teoreme 1 dokazano. 

b)JNeka je I 4 v9,I 5503 i loco. Dokazademo postojanje fun-

kcija G, G 1 , G 2  iz leme 3, 6iji su Fourierovi redovi, redom: 

G- 	7 Mv v ')A (x y), G 	! P.(v ,O)A (x,y) v4 1 v2 1 	1' 2 	v,v 	' 	1 - 1 	1 	vio 

G 	mo v )A (x y) 2 	1 	' 2 	ov2 	' 	• 
Prvo demo dokazati postojanje funkcije T(x,y)EL([0,27r1 2 ), 

E° 	! 
v4=1 v2 1 

Ocijenimo 

J= 2 (2 1114,2 1112)A 2 	11/2 1k=1 
M=0 2 	 M4 M 21 	P [

! ! 02 1. 0 02 ,2M4, 2M2) } 2/02.11/2 
M4= 0 Mr 0 P k p 

 

= 	 A2  ff30 .00 .0 0 .0 0 1 2/0 11/214_11r 	A 2 if32 4. (32 43 2 .1.(3 2 \ 11/2 
111 M4-7-0MfeMN 0 1 2 "3 1 	I 	HplUmi. omTo mP2' o 1 2 3 1 ] 

13(2 rT4,2 1119A4x,y). 

integral J: 

<11V3  - 	=o M=0 2 

A 2 	,2,1,2r 
p 
 .„ IlL =13  Jo AM 01] 1/2 4+  m 1  m2 oj 	o 

+I 
co 

-m=o mo 
A2 	A2 1 1  / 2 1144.11[ 

m i m 2 "2.1 	pp 	m=o Jo 2 m(1131/24=J7+JeJ9+31o* 

 

Ocijenimo integral J 10 , 

J =H[ lo 	m4=F  0 
2Tr 2n 4  in 	 n

idy1 /13, 
(3 2 (2 mi 	)A 2 	14.., 	sl/ix ,y)dx)P2/ 

	

k 	P 'Tiro 3 	2m2mi 
m21/211 

 p 	mini2  

gdje je S M 4  M 2 	Mi= 
(x,y)=.!

0 m! 132(2m1,21712)A44x,y)= o 3 
2in2  2.1111  

= ! 	! 2 21111 1(12 2nAA 2  (x,y)p { f a(t i ,t 2 )t i  kAt iqicit }V eldt 1 2/ k m=o 	 m 1 m2 	 2 	1 	2j 2 	 0 	0 

2.2.v 
= 	22 Mikt 22111,A

m4  A

2 
(x,Y) c 	T-v 2  Li°  u( iv, 1 't r ) 1 11/°idt1 2 / 62 

2 	
. 

= mho m
ho 	 m 2 	ve m2 2 	-v1n14  2 V.1 '‘ 1°1 2 V2°4.1 	

2 
1  

Primjenjujudi nejednakost Minkowskoga za 2/02  i 2/81, dobidemo: 

S 	5(  ! 	11(v 1 ,t 2 ) 	1? 2 2,141(42 2m,2 
M  4 M2. V17-:  ° 241 Vi= 	2 viklei2 v2I(294 Dril ir 	RT.° 	 m m 2 (x ,y 	2 0/ 81dt )2/6: 
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Zamjenjujudi dobijenu ocjenu i primjenjujudi nejednakost Minkow- 

	

Skoga za 	p1/01 , p2/02, p1/64, redom, imademo 

	

pfi 
E 	! g( 
y0 1.42  vi 0 

	

Ilpv4 ,12. (x ,y 	IL Ito mit 2 211k 2ng<2A r2r, m  ( y 

Primjenjujudi lemu 3, a zatim lemu 5 dobidemo: 

< 	
2f1 	p(v 1 ,t 2 ) 

	

v=o 	vi=o 2 misoi2 v2101  10- 	 2 

	

2 	2 	 /I  ax1(4;y 	
s2m2v211111}e2/edt )1 / 

2je2
1 	1 1+}e2/edt 2 )1/C1L. 

v  .(ro  {v 0'01' t 2 ) 1k2  s 22VT:T2I P 
2 2--"2 	

1 

	

1 	1 	< 	I F 1_ 1---)+44.0 (F -s 
2  Kako je w ( s 	-70 	ki  k2k 	v v2,  p 	 M2vz 

	

kik2 2 v42 \12 2 	2 	 2 f 2 	
k

2 

< 	 f).4. <w (F,1—,17) + , co 	 v  v( /p < 	kik2 	2 v1 	P 1(11(2 	2v4 2": P 	2 42 2  
to je 

P(v t 1' 2 ) hp 	H e  VG, 	1/0 eimemirwx,y)4} dt 2 ) 	gdje je 

	

V 	-V 

J <<( 	
;2 

{ E ) a( t ,t W e  IF 'I— 1  ) 4'0/ eldt 2  ) 1/ (1=1 4 <'. 
10 	V2= 0 ri 	fv, 	1 2 , 	2v:2\12 P 

Pozivajudi se na leme 2 i 4, slitno se dokazuje da je J 7 <<I 4 <c°, 

3 8«1 4<w J 9 «1 4 <w * 

Iz dobijenih ocjena slijedi da je J<.., a odatle, primjenjujudi 

lemu 6, dobijamo da je IITWc° iTeL;( [0,271 2 ). 

Brojni niz XV  =0(v 1  ,v 2  ) [B(2
m4,2m2)] -1 , 	vi <2 111;t 1 , i=1,2 i spunja- 

va uslove leme 7 i, znati , postoji funkcija GcL4( [0,27T), 

114,<< 14 , „mr,S(v 1 ' v2 )A viv2(x ' 3°' 

Na isti natin mote se dokazati postojanje funkcija G 1  

i G 2. 

Tvrdjenje b) teoreme 1 time je dokazano. 
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Dokaz teoreme 2. Iz pretpostavke teoreme, definicije 

i definicije klasa SB i SW, slijedi da je 

SB(11;01,a)=SB(p,p,a) i SW( .6,0)=SW(p,2,a), pa je teorema 2 di- 

rektna posledica teoreme 2 II 1.1. 

5 2. ODNOS KLASA SB ° 01. ,"6. ,t, -CO PO PARAMETRIMA n, t, , 

2.1. Oznake, definicije i osnovni rezultati  

Neka vektori 	ispunjavaju uslove: 

"kp i <co, 6=(0 1 ,0 2 ) O<O i <0., t=(k 1 ,k 2 ), 	k i eN, i=1,2 i neka je 

ct(t 1 ,t 2 )=(oVt i ),cgt 2 ))gdje su a1 (t 1 ) i ci.(t 2 ) funkcije mjerlji-

ve na [0,2ff], integrabilne na [6 i ,211-1 za svako d i c(0,270, i 

i=1,2. 

Klasu funkcija 	 odredjujemo kao klasu 

funkcija f(x,y)eL 11( [0,27T) i takvih da je 

271. 27r
024 	a l (toa2 (t 2 )A(f,t i ,t 2 );dt i }Voidt 2 <co . 

0 0 

Ka2emo da funkcija "Ol(t i ,t 2 ) zadovoijava -;=(a 1 ,a 2 ) uslov, ako 

postoje realni brojevi a l  i a2  takvi da je za svako 6 i c(0,271 

svako c.>0: 

f al (totT dyw 	j 2 Ca 2 (t 2 )qz]Widt 2 <03 

0 	 0 

) aototridt i . 	f
a
2[a 2 (t 2 )t 22 c1]vicit 2. 

0 	 0 

Ka2emo da funkcija a(t i ,t 2 ) zadovoijava ;*=(alic,alp 

uslov, ako 

1) -0i(t i ,t 2 ) zadovoijava 	uslov 

a* 	2 
2) fa 1 (t 1 ) l idt i <.<f a l (tOt i l

a*  
dt i , 

0 	 6 

50. 
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26 
3) f {a2(t2)t2 	 6 	2 L )t ,,r}" dt {a2 (t 2 )t22 	d 2t «f•{ (t 

0 

Ka2emo da funkcija a(t i  ,t 2 ) zadovoljava T.(x 1 ,x 2 ) us- 

lov, ako postoje real ni brojevi A l  i A2 , takvi da je za svako 

6e(0,27): 

2u 	 26 

f 	a 1  (t i  )t i t dt i 	a i (t i )t iA4  dt i  i 
26 

27r 	 26 

{a9 (t) q2 } 82/ 81dt 2 «f {a2 (t 2 )q2} e2 /81dt 2 . 
2'6 	" 	" 

Teoreme analogne teoremama 1, 2, 3, 4 datim u 1.2. 

/sa zamjenom klase SB ° (p ,0,t,a) klasom SB ° (% .6. ,11. ,a)/ va2e i u 

metrici 	
' 

L+
P 
 pa njihove,  formulacije ne navodimo. Formulisademo 

i dokazati 1 eme iz kojih de uslijediti tvrdjenja tih teorema. 
27 	 27 

Oznatimo: p i  (0)=f a l  (t i  )dt i  , 112 (0)=f { a2 (t 20/81 d 2 1 	' 	 1 
f n 

P i  (n ) =fin  a l  (tOdt i  , 11 2 (n).(fin  {a2 (t 2 )} el/ e4  dt 2 )V el , za n>1 

Lema 1. Neka funkcija 	,t 2 ) zadovoljava a* uslov 

i neka je k i  0 1  ka i  , i=1 ,2. Tada je za v i >0: 

n)  r P 1 (n 1 ) <<  P 1 (v 1 ) 
 n4= vi 2  rWal 2  vilsOi  

b 	
{ v2 (n 2 )}q/e4<<  fi-1 2 ( v2 )02/(34  

) L 
n2 v2 2 n2 Y2 	 2vk 2 02 

53.. 

Dokaz b) Zamjenjujudi P 2 (n), dobijamo: 

	

{1-1 2 (n 2 ))" 	{112 (v2 )}
✓

el + S = n2  =v2 	2 n I k 2 e2 	2 v 2 k 2 0 2 

2;2 n2 {u 2 (v2 )} 02/ 
1 	fa (t )1V e4  dt 2 - v k 0 

	

n 2 =v2+1 2 n 2 k 2 e.z 2-rt, 2 	2 2 2 2  I 
_ V2 

 +j2  a 2 t 2 2 (It t tel  C12*  } a' t2 ' 0  

Uzimajudi u obzir a* uslov, bide: 
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I  

S<<
{1-12(v2)}

0 /0 
 1 	 .2 v2 

+lel e4,1+ 2_ {OL,1( 1. 2 ) 1,22 	L. 

	

2 1)2k :2 131 	2v2k2e2 - v29it 2 v2.
2 

 

Tvrdjenje a) se dokazuje prosto. 

	

Sa 	 oznatimo klasu funkcija feL;([0,27] 2 ), 

takvih da je: 

Y e/+{ °E p ( n 
co 	n i o 	1 	1 )Y

e, 
(f)÷}V °1+ 

2 r110 	P 	n 2 6{112(n2)Yel n(f)+
P

01/61+ 
o2 

)elri  11 1 (n 1 )/1 2 (n 2 n 2 =o
{ 
 n 4 =o 	 2 12n

(f) ro el e4<0 • 

Lena 2. Ako je 1511.5.3, 0<0 1<00, onda je 

SB ° 0: , It tOc SY ° ( 3). ,,tt) 

Dokaz: Tvrdjenje odmah slijedi iz definicije klasa 

SB °  i SY °  i leme 2, 11.1.2. 

Lema 3. Ako funkcija -ci(t 1 ,t2) zadovoljava a* uslov, 

onda je, za k i e l zat, i=1,2, 

SY °O. , T1',t0CISB ° ( 1- ,.6,t, -Ci) 

Dokaz: Neka feSY 0 (13% .6. , 703 ). Ocijenimo integral 

J 	{ 	c3 	( 	11-1 ( 	
, 	1 	1 , 4.02  / 

-

• 

v 2 0 v i 0. 	2 s v2i wk, 	' 2 W 2 v2Ip' 	• 

Obzirom na lemu 6, 112.2. bide 

1 132<<  03 Pl(v1)112(V2)  yei(f)÷}edel+ 

	

V20` 
E 

 M=0 2 v 1 k 1 012 V 2 k 2 04 00 	p 

+ E { E 111"01-12"2)1.42nikly 	(f)±0 2} ° /64  vf o vT o 2v4k1012v2k201 In= o 	2 n10 	p 
1 

u 1 (v 1 )u 2 (v2 )u1 (v 1 )u 2 (v2 ) , v + =o v 

Co 
{ 

Co 

=o v i k o v k 0 ‘ L' 2  2n2 
k 

Y  n(f)+0 81}82"44.  v 1 	2 	i 12 2 2 4 n2=o 	o2 n2 

, 
Co 

{ 
Co Yv1)112(v2) 	V4 	V2 , I, n  1/  

VI= 0 Vi= o vk 0 vk 0 ( 7
-: 	2"02"2Y 	(f)z) (210031=J 1 +0 2 +J 3 +J 4 . 

2 4 4 12 2 2 1 
ni-o n20 	2ne2 p 

Na osnovu leme 1, bide: 

52. 

2 ( v2 ) 02/'  

2 v2k2e2 	• 
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53- 

e/o 
J1

«(111 
0 ) 11 2 (°) " Y ozo (f )r (Y oo (f)  

/e l  

Za dobijanje ocjene velitina J 2 , J 3  i J 4  razlikovademo slutajeve 

0 1 51 	i 0 1 >1. 

1 °  ° I sl. 	Primjenjujudi lemu 2 112.2. imademo: 

J ‘ 	1  ! 	p i  (v 1 )11 2 (v 2 ) 
	  V1  2 nfkielY ei( f ) 4 } V; = 2 mTo m=o 
2

V
I

k
1

ul
2

v
2

k
2

0 1 	
n
7

0 
2% P 

	

Co 
	(v2(v20/041  r 2nikolyet, (f)

"

, 0. w  11:1,1 - 
le 

(v i ) 	e2 /e, 

	

-v2.0 
	2v2 k 2 0 2 	h i= 0 	 n 	} 

2"o 	m= ni 2' 1 ' 4  

Primjenjujudi lemu 1, dobidemo J «{ 7 P '(n )Yei (f)+} 02/ 84 : 2 	no 1 	1 	2 nio 	p 

Iz leme 2 I{.2.2. i leme 1, slijedi da je 

J < ! 	2 2  {P (v )} 132  / 04 	P i  ( V i  ) 	v2 	L, 	A 
{ E 	i 	. 	E 2 nnqv -4 ,, ,

p
,..).} 0 2  / 0 1 < 

	

3 —  v2 	 '2"i 

	

z 	2 v2k2u2 	M=0  2 v i k i elnr ° 	02 n  
8/0 

! Cu 2
(v

2
))  2 1 

5P 1 0)  v=o 	V, k 0, {j20 2112Y1Y(31 n( f ); }e2/91  
2 ,2 2 	2 	02 2  

Ako je 0 2 0 1 , onda, primjenjujudi jo§ jedanput lemu 2. 11.2.2, 

dobijamo: 

elf) 

	

00 	{p (1) 	2 
J« E 	2 2 

)1 	
t2 2  ri2k,e2y  e2 	f 	sio 2  n,k2fly  e2 	cf 	2 2  

{p ( v 	V 01  
3 v=o 

2
V

2
k

2 e 2 	r12=0 2=n 2 	2 2 k 2 U 2 	
<< 

0 2 n2  'p n=o 	02 n2 v 

	

2 	 2 

« y7o  fu 2  (n 2  )0/6110 n2 p  (f)-4-= y  ! o  {11 2  (n 2  )Y el  (f)*0 2 / el, n 	n 02 	- 1  

Ako je 0 2 >0 1 , onda, primjenjujudi lemu 3, 112.2, dobijamo: 

IN( v0)/ 02/ 01 	e_ 	q/01 
J3<<4

,, 	̀v 	u 	2 1 2Y Z (f). 3 v 	gdje je 

	

- 	2 2^.2 2 	02i 	v  2  

0, 
 2

v 2 k 2 02 
	F {II 2 ( n 2 )}e/e 

v - «1 odnosno 2 	
2

(v
2

)}(1/03.1 yvi 	el 2 k 2 0 2  

J 3 << v7 {11 2 (n 2 )Yei (f) 10 e2/64.  2  0 	02 n2 	' 
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Primjenjujudi lemu 2, 112.2., a zatim lemu 1, dobijamo da je 

	

11 2 (v2 ) 	11 1 (v 1 ) 0 2 / 0.1 1 ‹ 	{ X2 	7 2 l f2 rIkle  rIMY el 	f ) 4 	 '  
■....--.1,—..... J 	v2=o l ni,:o ryo 	

2 + 
2 nz 	p 2 v2 k 2  el  vi= n, 2 v, .,  e, 

co 	v2 	CO 	n le 0 	A 	p
2
(v

2
) 

< 	E { E 	E 2" 2. -2 - I Y -1  - v„...0 no no 	n ' n (f) i; v k 0 Pl(n1)/
0 2/0 l

i 2 	1 	2 2 1 	• 2 2 2 1  

Ako je 0 2 <0 1 , ponovo na osnovu leme 2, II 2,2, dobijamo: 

	

Co 	v" 	Co 	n k e0 	P 2 (v2 )  j « E 	E { E 2 2 2 4 Y In fl (f):  , b n 	Jn i )) 02/°1  = 4 vizo n,Fo ni=0 	ri2"2 	P  2 v2(` 2 " 

{1-1 2 (V 2 )}°2/81  = n
°. 	_ 	__ 	{ i°  2112)(201y04 	(f)-'u in  N I % / ek<  

	

f7 °  v

37

2 	 = o =n 2 	2v2 k202 	n 1 	2 r112 n 	11/ " ‘  " 

<< F { ni 
CO 

II
1  (n 1  )p 2  (n 2  )1101 	(f)÷} 02/0 i ni...o 	.o 	 2 n12 n2 	p 

Istu nejednakost za e 2 ?e 1 , dobijamo primjenom leme 3, 11.2.2. 

2 ° 0 > 1. Primjenjujudi lemu 3 112.2. dobijamo: 

	

! 	 {p 2 	(v2 )}0 2 /01 	p.(V.) J 	 Vz v 	k2y 
{ V 	( E 2  " 

k
2 2 	V n (f) ;: 0)92/ef ' 4 	2Vzk2U1 	4  0 2 v i k l e i  

2 2 2 r  

Primj6njujudi nejednakost Minkowskoga (0 1 >1), dobijamo 
fp ( v ) }0 	1  

j  << ! 	2 	2 	
2/0 	

E2  f 	 3 11 2 k 2 eiv el 	f .c‘ ,..0 1/04 }02.  
4 v.o 	2vke ‘v=o"1 	1 1 ' / o 	I 	 ' v 	t l ii 212 n 2 	P • i 	2 22 	n  

Iz ove nejednakosti, primjenjujudi lemu 3, 112.2. za 0 2 1, odno-

sno lemu 2, 112.2. za 0 2 <1, dobijamo: 

J << CO { ! 	(n )p (n )Y e' 	(f)÷} 6 1/ 64 . 4 Ivo nro 1 	1 2 2 2 n,2 n2 	p 

Odgovarajude nejednakosti za J 2 , i J 3  i slutaj 0 1 >1 dokazuju se 

analogno. 

Sabirajudi J 1 , J 2 , J 3  i J 4  slijedi tvrdjenje leme 3. 

Lema 4. Neka je 	;=(q 1 ,q 2 ), 1.=(A 1 ,X 2 ), ;=(r 1 ,r 2 ), 

54. 

Cit*.(a1(t 1 ),a2 (t 2 )), 	r i =1/p i -1/9 i , Ize 1 r,a i (t0=ai (tOt i 0 1% 

i=1,2 i neka -ci(t 1 ,t 2 ) zadovoljava 	uslov. 	Tada je: 
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55• 

	

nr1 	* 	111(n1) 	n21 	* f 	0 2  /0 4 	{11 2 (n 2 ) }

e2/e

l  

b) v% p(v 1 )« 	n 	b) t
o  {112‘v2/

) 
 } - 	

"<< 22- n A 2 r2 

	

1 v 	 2 n 4  v i  r 	v=f  2  

Dokaz. Zamjenjujudi u2(n) i primjenjujudi 1 .  

uslov, dobijamo: 

n-1 2.2- 2  

	

n,-1 	* 	
r 6 / S= 	(v )} 02 	f {ct (t )0 1  2 	2 el  dt2= 

	

V0 	2 2 	2  0 ,44 2 2 2 

= f {a2 (t 2 )t 2 } e1ie  t 2 "t r2-A2)821e1 dt 2 . 
2 (nf 

Iz uslova T>0 1 ;, 

{1.1 (n ))
02 /0 1  2.2  S«2 - X2e z i

in 
 f 	(t )tae} 

eil el dt 2 << 	
2 2 

2 n z
e 
2 r2_ 2.n2  

Tvrdjenje a ,se dokazuje analogno. 

Iz leme 1,2 i 3 slijede teoreme analogne teore-

mama 1, 2 i 3 IL2, a iz leme 4 slijedi teorema analogna teoremi 

4 IL2. 

§ 3. ODNOS KLASA SB ° (;,,t,;) i SA ° 01:6,t,to 

Klasu funkcija SA ° (1,.0. ,t,«) defini§emo kao klasu fun-

kcija f(x,y)c4, takvih da je 

0 0 

{f a l (tist 2 ) A , f dt, 
27 	 k k 1. 04  

t t p 
	} (12/e ldt 2 <0. 

/Parametri 	 odredjeni su u § 2.1/. 

Ka2emo da funkcija tc(t i ,t 2 )=(a l (t i )0 2 (t 2 )) zadovoljava 

y uslov ako je za svako S i c(0,27), i=1,2 

2ff rra l (t i ) 	 ff  ra2(t2) 1 0 2 / 6
1 
 d 

2  6 
	

2 
./6, ‹  

	 dt cce ( 	) 	 t) I 	4-ca(e2  
1 	

) 

	

(- 	 t 	j dz. 	2 [ 

+ + 
Teorema 1. Ako je 1<p <°' i=1,2, /0) <e <- 	ke >a* 

- 1 -  2 	' 	1 -  ' 

a funkcija a(t t 2 ) ispunjava a* i Y uslove, onda se klase 

So(p,$,t,a) i SB° (7),M,t) poklopaju. 

• 
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56, 

Za dokaz teoreme 1 potrebne su nam sledede leme: 

4 
Lema 1. Neka funkcija ;(t 1 ,t 27 ispunjava (5* i y US-

love i neka je K (t) jezgro Jacksona /11.3/. Tada je: 

2n 

a) n! 0  P i (n)K 	(2t) << a(2t) 
2n 

8 /0
2
/0

1 
b) n !0 [11 2 (n)K ..,(2t)1 2 	1 "[a2 (2t)1 

2 " 

/Veliine 1-1
1
(n) i P

2
(n) definisane su u 2.1/. 

Dokaz: b) Neka su prirodni brojevi kt i m izabrani 

kao i u 11.3. Tada je: 

 
S= ! [P (n)K 	

/ 	
82/ 0 1 	

8 
2/

0 
1 

n 

	

28 1 <<  7 r, "0 
n (2t)1 	 r n -21.4 n 	. 	2 R2 1 ' 

=o 2 	 n=o 0'2"" 	1. (2 t) 	2 (sinmt) 
2" 

Odredimo prirodan broj n o  tako da je za svako fiksirano te(O,ir/2]i 

n<no' 2
n
t5.1 	za n>n o , 2

n t>1. Sumu S predstavimo u obliku 
 

n o _ i  

S= E 	+ ! 	= S + S 2 

	

n=o 	n=n o 	1 

Zamjenjujudi sinmt sa mt, imademo: 

n 2 -1 2f . 2-n [ 

n=o 2 - n 

judi y uslov i uslov 2 n °t<1, dobijamo da je S i << [a 2 (2t) 

Zamjenjujudi sinmt sa 1 i uzimajudi u obzir da je 2R 2 -k 0  -1>0, ima-

demo: 
0 e ldel 

S  « {c2R2.  _ 2 -n o  (2R2  -k 2 0 1 -1 )162/el 	
! [p(n)2 -k 2 n v] 	I , odnosno, 

2 	 n=n o  

primjenjujudi 6* /2.1/, a zatim y uslov, 

0 /0 44%a (u) A /0 

S 2
<<[2n0 2 (n o -1)1 2 
	 2 	1 	<< dua2 (2t). 2.2"r'01 

2 
 U 

1z ocjena za S 1  i S 2  slijedi tvrdjenje b). /Analogno se dokazuje 

tvrdjenje a)/. 

Lema 2. Neka fEL;([0,2w1 2 ), 	 i=1,2, 

1<0 <0 < 

	

1- 2 	' 	
( 1,t2)  ispunjava a* i Y sulove. Tada je 

sA° (f"),t,t,a) c sy°(p;&, -gt). 

n 	 0 /0 
S1< 1

1 [P 2 (n)2n 1 2 1  - 
n=0 

a2 (u ) 1 0 2 /0 1  
u 	1 	

, odakle, primjenju- 

0 2/ 0 1 
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57. 

Dokaz: Neka fESA 0 . Ocijenimo velitinu 

J= ! 	T 	! p (n ) p (n )11(3 ' 	(f)-01. 	Kako je 
n 2 o 	n,o 	1 	1 	2 	2 	2 n, 2 n, 	p 

Y 	(f)-0-<ITK_ (t )K (t )11A i dt 1  dt 2  to, postupajudi kao i u 

	

n,n1 	p- -71-71 n, 	1 	n l 	2 	t i tl
÷  , p " 

dokazu leme 11.3.1 i primjenjujudi lemu 1 a), dobijamo: 

n 	 7 	 n  102 	 e2/61 
J .< n  Z o  ff 2  K

Z 
	(2t2 )11 ? (n 2 )f a l (t i )HA tl 2t1 .1fIldt i dt 2 } 

	

2 	0 	2 2 	o 
Primjenjujudi nejednakost Minkowskoga (e 2 >8 1 ), dobijamo 

7T 	IT 	 k 1  k2 A 	
eeee 

J<<(f 	f al (tOpti2tpildt i { n2 To  K2n2(2t2)112(n2) 2/ 1 	1/ 2 	0/01  
<< ) 	dt2 )2 ' 

11 

0 

ili, na osnovu leme 2, 

• J1.1 7  fal(tOa2(t2)116t:t:f
il dtidt2)0 

/01 
 , odakle, primjenjujudi 

o o 
Holderovu nejednakost, slijedi da je 

	

k i k l 	e 	2/01 
J << f ff l fir  (11(ti)a2(t2)11°t4t2 fli t/dt i l . 	dt2<-. 

0 	0 

Analogno se dokazuje konatnost i ostalih suma kojima se defini§e 

klase SY ° , a odatle slijedi da feSY ° . 

Dokaz teoreme 1. Tvrdjenje teoreme 1 odmah slijedi 

iz lema 2 i 3, 2.1 i leme 2. 
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