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Tema ovoga rada je ispitivanje 

izvorainformacija, bez predpostavke 

Maime, u matematiaoj Teoriji informacija4• nastalo 

1948. Bodine radon C. E. Shannona, jedan od osnovnih 

pojmova jeste izvor . informacija. Od 

uglavnom bila upravljena na 

sebno, na ergodi6ke 

dosta pogodne osobine stacionarnih ergodieki izvoral 

 naraito poznata osobina 	koja je potrebna 'kod 

Shannonovih teorema o kodiranju i-pre- 

nOsu:informacija:krozkanal sa 

Medutim, dok i je stacionarnost dosta-Prirodha oso-

bina izvora informacija4 ergodi6nost 	ne mora biti 

barem ne u istom stepenu. 

Fla taj nain, ovaj rad predstavlja uopgtenje dosa-

dagnjih rezultata. Specijalno, pokazalo se da i neergo- 

stacionarni izvori imaju dosta pogodne osobine pa-

6ak 1, delimi6no modifikovanu, osobinu 

Osnovni rezultat u Citavom radu je teorem 

take 5, koji nosi naziv teorem o entropijama. 6itav 

rad sastavijen tako da odgovara torn cilju. Najpre 

da so taj teorem dokaIe- a, zatim da se-izirukuniegave! 

posledice. 

Sam se rad sastoji pd sedam taaka koje se:mogu 

podeliti u dva, dela. Prve tri take su twodne i sadrie 

poznate dOfinicije-i osobirteilzvora,litformimija4 

dokaza/. Proostale Cetiri take tine glavni de0 
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sadro originalna razmatranja o stacionarnim izvorima 9  

boz uslova ergodi6nosti. Prema tome, razmatrani su iq 

kijaivo stacionarni izvori informacija, a pridev "no-

ergodgki" se odnosi na nove osobine 9  koje ergodgki 

izvori nemaju. 

Pri tome su svi originalni rezultati teoreme 

lame numerisani rednim brojevima u svakoj taki po-

sebno. Suprotno tome, rezultati koji se navode nisu 

numerisani. 

Saeto 9  sadeiaj poJedinih t.& aka je sledo6ir 

Taka 1 sadrM definiciju izvora informacija 

kao diskretnog izvora sa konanim alfabetom. Uveden je 

pojam stacionarnosti a zatim su definisani Bernoullijev 

izvor Markova. 

Taka 2 obuhvata ergodgnost. Sem osnovnih osobins 9  

data je i geometrijska interpretacija ergodi6nosti radi 

boijeg sagledavanja problems ergodgnosti odnosno neer-

godiCnosti stacionarnih izvora. 

taki 3 Jo dveden pojam entropije, kako za, pro-

stu slaajnu promenjljivu, tako i za stacionarni izvor 

informacija. Definisana je osobina naveden 

nati McMillanov teorern. 

Te tri take ne sadeie originalne - rezultate. Sho-

dho tome, dokazi su da*ani sato tamo gde-je to bib 

neophodno. Nasuprot tothe sledeCe 66tirl take sadrie 

dosada Aeratmatranu ma-p6*TAjSri: 

ginalni. 

Taka 4 9  prva od` ; tiiP, posve6ena je dekompoziciji 

s roionarnih neergodiikih izvoras Pokazano Jo so svaka,  

svi datl dokazi su ori 
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stacionarna thera: Verevatno6e;izvora moie.PTikitciti kad 

linearnakombinacija:ergodibkih merit u smislu geomet-

rijske interpretacije /. Konstruisani su i primeri iz-

vora ije dekompozicije imaju ieljeni broj naneva od 

jednog do kontinum mnogo. 

Aqi8ka 5 se bavi. entropijama nanova dekompozicije 

stacionarnih neergodiftih izvora, gto je klju6ni deo u•

radu.. Peale definisanja:neophodnih, pojmova dokatane: su:... 

dve neophodne lame, a 	osziovu njih' 	rezultat 

radar Teorem o entrOpijama koji odredUje entropije 

nanovadekomPozici 

Atesledicekcije proizilazdAz teoremao entropijama: 

nalaze se u tafti 6. Tu je dokazano dase uslOvna 

tropija staclonarnogAzvora ne smanjuje ako.: UsloV• 

neka Os-algebra invarj.jaritnjh:skupovaosnosnO neka in-- 

varijantna, s10ajnapromenjljl.va :poO tA tega:sn debive." 

ni petrebni i dovoljnx*UslOyi da bi staCionarnt:iivor - - 

informacija *mad osobinu 	i OkatanoAe da konstrui- 

saniPr4MertAz4a0ke:4 mogu 4a0 n!orgopinco stacionarr, 

 no izvore koji imaju osobinu 6. Na 42'00 Ove.tAbke, 

pokazano je da svaki stacionartijzVor iMa jednu Ofjo 

binivkCja.predstavljaiiiVespO Uopgten osobine • 

toga t :speei.jAlno sledi da se vaien je poznatih Shannon 

Ovih teorema mote progiriti sa ergOdOkih na proirVol• 

ne stactonarne izvora. 

Kanano, taka 7 sadrii primenu predhodnih rezu 

tata na izvore Markova. Posebn pokazanoda 	a 

broj 4anova dekompozicije' kop.a6an i to..ogranOef b 

em apira u alfabetu; 
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Korig6eni matematifti aparat obuhvata sem uobi6aj-

nih motoda iz teorije verovatnoee i teorije informaeija, 

aparaturu monotonih kiasa, uslOvnih verovatno6a i us-

lovnih oeekivanja. Pri tome je, s obziram na,potpunost, 

uglavnom navodena knjiga koja je navedena u 

literaturi. 

Spisak literature, sem neposredno korig6enih 

sadrU manji broj naslova koji su od interesa za ovu 

()blast. U radu je litellatura navarena, iskljaivo, hme-

nom autora. 

Na kraju, ose6am obavezu da se zahvalim profesoru 

Zoranu Ivkovieu na pomoei i podstieanju koje mi je pru-

HA) prilikom moga rada. 

Jankovie Slobodan, 

•novembra 1978. • 
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r. 

. IZVORI INFORMACIJA. 

a. Definlais 

U Teoriji informaclja, j 	d hajzna6ajp1j1h 

pojmova jests izvorAmforMaci 	ihj649666 se'raziatraiu 

diskretni izvorl ea: konaCnim alfilbetft- to 	-ov e 

slU6a3. Matematifti, :  on, se'Moie opisati d1skretnik' 

s1u6ajnim procesam 

X,.1 )  X..1 1  X0, Xi)  

k ji uzima vrednosti u konanom alfabetu cc Tu je oc 

strap dsPustivih s3 nala, to jest slova -  koji je po r 

postivei kona . an a 4.  je slovo,koje . je izvor emitovao 

u trenutku 	Pri tome se 

• 

radi jednostavnosii, uzima za skup sv1h trenutak 	o- 

Jima izvor emituje signale. 

10 i proces' 1 . se n pogodn1 e -zada na 

govarajueem faznom pro storu verovatno6 

skup svih tiajekto1.1 	est vos ru 

eskonaZnih nizova 

• • 

de je' CCK za svako 	 6-algebra na 

	

ner1rana algebro cilindara 	rtome 	sv 

j es t'; $ oblika 
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CF 	(.%). 

gdo je Cc: 0/ bLza toga cilindra. Kako je svaki takav 

cilindar konaona disjunktna untja takozvanih tankih 

cilindara 

Utm  

gdo su 00, ... an.1 slova iz 0( 0  to se C 9  pa i a, moo 

generirati tim tankim cilindrima. Kako svaki 

cilindar odreduje kona66 

va t  prirodno je koristiti 

biti slu6aj. 

Konano, ako je 

dogadaja 

niz uzastopno emitovanih slo- 

terminreO, ato 6e nadalje 

t4(C ) definisano kao yerovatno6a 

tads, je p konano-aditivna mera verovatnoee na . 

Moo se pokazati dlbe u • q-aditivno /Neveu, str. 82/ 

gto znaei da se jednoznano progiruje na. meru verovat- 

noCe na fa, a). 
Pri tome , prema definioiji mere verovatno4e 

koordinatni proces 

• • 3f....2 	.14.1 	.4CT 	• t 	• • • 

ima iste funkcije raspodele kao i zadani proces /1/, 

so izvor informacija mole opisati i koordinantnim pro- 

verovatnoee cesoM /2/ odnosno,i navedenim prostorom  

Obratno, ako je 	neka mera verovatnoee 

(S1 	tada koordinatni proces' 2 opisuje jeddh: 

izvor informacija. 

Na'osnovu toga, mote so dati t formalna definicija. 

DefiniCila.  Izvor informac1ja e .Par_ 

vemevettno6e n a gde je ci( konaban alfibet, 
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(a; a) gde. je 

Naravno dovoljno j e meru verovatno6e (vt zadati na. 

rebima utn  . Ako je 

("ga y, [ 00 ' • • all- ■ J 	HY.; xt 
tada 9  o6ig1edno l  vai 

t4 4.01 ta - • • a 	2  0 
Cciol 

czo 

E v1+1 [ ao, • -• an-1, a.ca 
Obratno 9  ako funkoije ex tol  zadovoljavaju to us 

love s, one 6ine saglasne funkeije raspodele koordinatnog 

procesa /2/ 9  to je sa 

/TA 	) 

definisana meraverovatno6e 

b. Staelonarnost  

Neka je T obostrano jednozna6na transformaelja 

definisana sa 

	

, .X.k )( 0,  x i)  . . 	11=2 	. .  

to jest ( Tx) = x+41 • Naziva se pomeraj- i move 

interPretirati kao , translaelja 

pred. ta: , rani.j 

T 	; 

Na osnovu toga4 stacionarnost proee6a /1/ jeste 

valentna.isa (T C) = ot. (C) svako C. € 

sa zahtevom da T Cuva meru eUindara. NO, 

ekvivalentno i da T uopgto 'Ouva meru. Naime, 

{Aea 'TAea, e (TA). e.(A) 
i 
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.Sini monotone klasu .zoja sadr sii sve cilindre, to se 

idoe pokazati da je dd.-a /Nevou, str. 14/. 

Na osnovu toga, stacionarnost izvora se mae ovakO 

dafinisati: 

	

izvor informacija X 	t.t] je sta- 

cionaran ako je (A. ( T A) tA (4) za svako A e a o  Kae 

so, takode, da je tada i mera verovatno6e 	stacio- 

narna. 

U odnosu na funkcije 11.4, m  stacionarnost znaei da 

jo 	 gto daje potreban i dovoljan uslov 

stacionarnost izvora. X- Cot, tal 

41 	E. 	0 -4,610, 	 t,11 [ 

S obzirom na primene, u Teoriji inforwacija se 

najeogee razmatraju stacionarni izvori, gto 6e i ovdo 

biti slueaj. Stoga je, u stacionarnom sluCaj 	indeks 

nepotrebaii to ee biti ispugten. Na primer, 	e„ 

oznaCavaju u. o, 	ako je stacionarnost utvrdena. 

PIimtEllaamLalanaulla 

1!, 

Neka je zadan konaear alfabot tot i neka je p 

(POctEct vektor pozitivnih verovatno6a. Znaei t  pc, >0, 

II, 	p. .= 1 . Stavijajuei da, je 	 

ttto3 t a . . . o& Pao  - Pa A" 

uslovi /3/ i /4/ biee zadovoljeni, to se dobija stacio-

narni izvor X -1 t.t, t] 0  Takav se izvor naziva . Bernoul-

lijev izvor, jer su tada koordinatne, promenjljive u /2/ 

nezavisneo 

U drugoni sin6ajn, neka je takode 	kona6an 
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-12- 

bet i p (104) ee pt  vektor poiltivnih 

ink& je 	C pa meta  matrices verovatno6ap 

66„4 pad' --- 1 „ Stayl jajuci dat je 

pti ,n  [Q0, • • • a„-s J = Pap Papa, •  • Pap-2  Q A., 

uislovi. /3/ jesu zadovoljeni o  dok je /4/ okvivalentno sa 

P . 1 p sv  to Jost da,  je p staelonarni vektor za matri- 

n. Dakle. r  dobija- se igvor-..koli moge bitt stacionair-
c4,:. 

auk. Naziva se izvor Markova, jer ea sada koordinatne 

promenjijive u /2/ Markovski zavisnop 
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ERGODI6NOST 

Neka je zadan staelonaran izvor X .= [a, taj Skup 

S e a je invarijantan ako je (A( S 4 -rs).o. Kolekeija 

F svlh invarijantnih skupova Ziini 6 -podalgebru od a. 
Prema Birkoffovom ergodi6kom teoremu Preveu, str.21o/, 

za svaku integrabilnu funkelju 	na 
1.4 

/1/ 	4- 37„ 	(Tv.x 	t(4 v) 
gde je E (f I 	uslovno oe'ekivanje od 

6 -algebru 	0(1' i)osebnog je zna'eaja da 

nost bude konstanta gto zahteva izvesna 

5 -algetru 99 . 

Definicila.  Stacionaran izvor informacija X sm'Ca, eti 

je ergodi6a.n ako je svaki invarijantan skup mere 0 Hi 

1, to jest ako je 6-algebra Y)  trivijalnal Takata se 

kae da je tads i mera verovatnoCe itt ergodfana. 

Dakle, u ergodiCkom slu6aju, grani6na vrednost 

/1/ je EM. Specijalno, ako je Icy indikator skupa 

E 	bi6e 

skoro izvesno 

integrale6i po meri 	p dobija se 
11-1 

skoro izvesno 

u odnosu na 

grani6na vred- 

ograni6enja za 

t la Verb 

sa Ip (Y) 

za A,I3e, a . Cibratno, stavljaju61 za A i B invari- 
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jantan skup S , dobiCe se tt(5) 	tt(5)(4(5)„ to jest 

(14(s) = 0 ili 1. Dakle je /2/ potreban 3 dovoljan us-

lov da stacionarni izvor bude ergodi6an. 

ergodie'nost je dovoljno i da /2/1 	samo 

A , 
(3 € C pa., stoga, i &tufo za tanke oilindre - re61. 

Zalstal  iz toga aledi deb je 	C E C 

={A€a; -.1- ,(A(Att -rvc) -4HAle(C)) 
monotona klasa:, te je sit c  = a . S11.6no tome, z p ,  . AEq, 

,MA 	 'tt(Anrue,) --4t(A) (6j 	t 

16' takode monotonet.klasa. te je 	a gto zna61. da,  • 

vaii . I net. a. 
Za, Bernoullijev, rizvor 

tt(ArT Pe) tt(A)tt(T" 8) (t.,(A) tt ( B ) 

za temke cilindre A j: dovoljno veliko y t te je 

Bernoullijev izvor ergodl6an. 

Slicno razmatranje pokazuje det je ze. stazionairn 

izvor Markova /2/ ekvivalentno sa 
"1-1 	00 ) 

f17,•  Pac 	Pg 
gde je local element matrice fl 9 to jest verovatno6a 

preiaza u v koraka. Detaljnije o ergodi6nosti izvora. 

Markova. big .recd. u,-4aZki 

Oeometrijska internretaelia 

Ovde Ce ibiti govora. o geometrijakOj interpretaci ji  

ergodi6npsti k ja omogn6ava preglednije'predstavljanj 

pOjma ergodie'nosti. 

fiksirani kona6n1 altabet Ot situp svih stacio- 

narnih mora vorovatnotia 	ft 	 jaste konveksan 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



u smislu da sa 	i (Az  sadrM i X(A, + (1-1 )(R za 0 

Ekstremno take toga: konveksnog skupa su one mere 

vorcivatno6o (A. za koje nije mogu6o 

/3/ 	 + (1-)t) tt 	za 0 < )‘<i i ra,z1r6ite 

stacionarne 	i (A 2  

06igledno, ako stacionarna mera verovatno6e e nije 

ergodi6na, tada je 

(-) 	f4 (5)e(*1 6 )+ 't(sc )(14 ( . 1 5r ) 

za neki netrivijalni invarijantni sialP 52 Pa /3/ val. 

Obratno ako vaft /3/9 tada. se mope pokazati da nije 

orgodi6no /Billingsley, stre 39/ 

Dakle, ergodioke mere verovatno6e 

veksnog skupa stacionarnihear. Stoga se mole oeeki-

vati da se stacionarne neergodifeke mere mOgu prikazati 

kao linearne kombinacije ergodfokih mera. 0 tome 6e 

biti govora u ta6ki•gde 6e biti i.preciznija tormu-

lacija. 

su vrhavi kon- 
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ENTROPIJA 

1Teka su 	7, 	slu6ajne promenjiji.ve 

( , a,'(, koje uzimaju kona6no mnogo vrednosti. Radi 

seietosti pisanja, neka tt(k) ozna6ava verovatn,o6e 

pojeclini.h vrednosti za g.. Precliznije ako su ga) vred- 
nosti za t tada j 

tql) 	t't {-4 ; X '".§(()) 

analogno za 7,.,. Sli6no tome, 
t4 (11.,9 \ 	ft(t.'9)  

	

I 1 	11.40) 
ozna6ava verovatnoee pojedinth vrednosti za 

lovom da je 7 uzelo neku svoju vrednost. 

Entropija od . je broj 

1-1M tof - i.e.Mtoje(t) 	E [40,7 e.4(1)] 
Uslovna entropija od t za datu vrednost od 	je slu- 

Zajna promenjljiva 

	

H(1ll,) 
	

cli7)/opcki7) 
i t 	e4(117) .1 E 

Uslovna entropija ad . za dato 	broj 

„H(117) =2:Et4(1)11(k117) 	E11.1(kii7)] 7 
Pri tome je osnova logaritama 2

, aa. Olog0 se detintge . 
kao 

Slobodno govore61. 1.4() meni poodrodenost duos ,- 
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no informaciju koju sadrgi slu6ajnar promenjijiva. t I:  

(U') informaciju•koju sadrii also je poznata 

realizovana vrednost za, 7 9  a. 14(, 1") informaciju 

koju sadrgi ako se 7 ve6 realizovalo. 

Ostovne osobine ovih entropija se elementarno do- 

kazuju: 

/// 
	

Sve entropije su nenegativne 

/2/ 
	

5 tojklt 	gde je I broj vrednosti 

za 

) 

H (ary ) 	 I-1 () 4- 14 (10 ) 

(m 	5 ti (  04)) 

124 1nIrolj a  izvc)ra....atE21.122:2112.  

Za stacionarni izvor X.=Loc.v 	informacija koju 

nose re61 od n slova je 

1-1 11 	N 	• • • x-t.+11-4) 

	

— 	(A", Lap, • .. 	loy f cvs C 	 j 

gde se sumira po svim ao , • • • ct.n_i  6 ot . Po osobinama /4/ 

1 /6/ 

14 Oct + 	Cx4:4t 1 	• ' • 14(xt401-11 'Lk, • 	5'4-4,1-2) 

Zbog stacionarnosti 9  

Hy 	14 (.x t+v-i I akt, • 	v-2 

je, Po 6sobini /5/ 9  monotono nerastu61 niz. Kako je on 

odozdo ograni6en nulom 9  to postoji njegova granica 

No tada i niz aritmetiftib sredina 

	

j4n  lee 716. ( 	+ 111/ 	 ) 

/5/ 

/6/ 
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Osobina 

takooTe monotono nerastuee konvergira ka Istoj graniel 

Zato sledees, d.efinicija ima smisia. 

Definicija.  Entropija stacionarnog izvora 

broj 

WOO 	 H(sct 
.440 

Slobodno govore61 14(X) je infonnacija koju sta-

cionarni izvor daje, u proseku, svak g trenutka svOga 

emitovanja. jrasno, van 

0 S 14(X) 5 1-1(ic4) 5 44714 

broj slova u alfabetu of .

stacionarni izvor NarkoVa je 

PQ /0/ pc, — 
( n 1) pa pal 17Pae 

te Jo njegova entropija 

1.1(X) = con 	L PaPetc logrete L 
Specijaino, ako je Pce  g PC , radi se o Bernoul-

lijevom izvoru s, to je njegova entropija 

=MOS 111■•• 

Neka je, za stacionarni izvor X= E a,( 4 3 i fiksi-

rano t 

Dakie , to je 

-yrednosti za u„ (X) 

w  2 	14 	gde je 

to jest konkietile rre61,. Njfh ima 

14 broj. Si ova: Alfabettu , . at . 

	

Definiciia.  Stacionarni 	 t4J Era entre- 

	

pijom II (X) W ima. osobinu 	ako za prolzvoljne ED . 

S >0 postoji. n tako da,  se sve,•re61. u,, mogu podeliti, 
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u (Ivo grupo tako da, 

& toci iz prvo takozvano visoko verovatne grupe 

;If, 4 

/7/ 
	

< 

-ukupna verovatnoea rel iz drugo 9  takozvane nisko 

verovatuo grupo jesto manja od S 

Osobina 4: Jo od posebno vagnosti u Teoriji infor-

ua,c;J.jc. Grubo govoraip ona garantujo izvesnu "ujedna- 
,10i 

-0.0sV, naive da je (4(u,)2 	a re6i iz grupe 

ukupue verovatno6e bliske 1. Sa drug° strano 9  broj roi 

u toj, visoko verovatnoj grupi je 2  prema /7/  manji od 

0 t1.:c) 
to je odnos toga broja proms, broju svih reCi 

< 2  -a( 	ecl u) o 

Lt V < 	14 J. dovoijno malo 	Dakle 9  u tom slue'aju, 

visoko verovatna grupa obuhvata relativno mall broj 

rebi. 

Do inicija osobine & rao'e se ekvivalentno napi-

sati kao 

efaz., 	-vc(EleoN))—wl<diki—cc 
zo,: prolzvoljne 	̀<>C) I dovoljno volt/1w 713 9  6to ozna- 

oavo, konvergenelju u verovatno6i niza slue'ajnih pro-

menjijivih 

ka ontropiji U Potrebne uslove za osobinu 	daje 

r,IcMillanovteorem. 	stacionarni izvor X=[01,0 

sa entrppijom 

e cx) 	 04) 	skoro izvesno c2z 

gde je 	invarijantna, to jest Y-merijiira funkeija 

a oi‘Sokive,inj ern E 	, TJ orgodilikom slu6aju, e(x) Hsi 
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iriia osobinu 	/Guiau, str. 118/. 

treba primetiti dve stvari: Najpre konvergencija 

o kojoj Se FOC' je ne samo u verovatnoeii, ve6 i skoro 

izvesna. Drugo, klasa izvora sa osobinom 	je gira od 

klase ergodi6kih izvora.'Primer neergodincog izvora sa 

osobinom 	bite dat u teal 6, gde ee biti izvedeni 

potrebni i dovoljni uslovi za osobinu 

4 
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DEKOMPOZICIJA NEERGODIeKIET MORA 

• ,T-7- 	VW1 

Neka. je X:Id use) 	staclonarni neegodiCki 

Vdda 9  postoji invarijantni netrivijaini skup S  DaUe'9  

neka Se 

Odatle sledi da se stacionarna mera verovatno6e (4 mae 

prikazati kao linearna kombinacija tih dveju novih sta-

cienarnih mera: 

_r(s) 

P2 ''(4(5)  

I2 2 

gde je 	> 0 9  p2 > 	9 pi  4- pa  

Ukoliko neka 2  111 obe 9  od.wera. 9 	efZ 2 nije ergo- 

-..1116ka 2  postupak se moe nastaviti. Tako 6o se (( prika-

atj kao linearna kombinacija od 	2 	novih merg. U 

sledeeem koraku lh ima 	Nastavljajuei taj postu- 

pak dolazi se do jedne od sledealh situacija: 
4 

Prva, najjednostavnijakmoganost je da se posle 

kouaono mnogo koraka doglo do linearne kombinacije od 

e4-godi6kih mera: 

C-4 

 

- Pert 	' 7 * P11012 

gde su 	. . . p 	pozitivni broljevi zbira• I. • 

”rugn mogainohlt Jo da so u ova -10m, sem kona6no 
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mnogo, gore opisanih koraka dobija jedna ergodielcali 

jednaneergodiaamera. IT tom sluZaju, mera 
(-A je line- 

arna koMbinacija od' beskona6no ali prebrojivO runogo 

ergodi6kih mord: 

+ P2 e4  2 4.•  • • 

gde su p,, p 2 , 	pozitivni brojevi zbira 1. 

Tre6a meguenost je da se u beskonaCno mnogo koraka 

dobijaju po dve neergodince mere. Razumno je o6ekivati 

da se i tako dolazi do ergodi6kih mord, ali da ih ima 

vise od probrojivo mnogo. Cilj je takvo tvrdenje doka- 

zati 1, tai vige, dati primer izvora gde se ovakva mo- 

ganost pojavljuje. 

U svim tim slui5ajevima, predstavljanje stacionarne 

mere e. kao linearne kombinacije ergodi6kih merit zvaZe 
se, radi jednostavnosti, dekompozicija, to mere, a od•

govaraju6e ergodi6ke mere Ce se nazivati Clanovima to 

dekompozicije. 

b. Tvrden12 

Najpre, neka je X 	I V 1 	zadani stacionarni 
izvor i 

( • ) 	pt /SO 	xe 

udlovna verovatno6a u odnosu na qi-algebru invarijan-
tnih skupova 59 . Drugim re6ima, 	je, kao funkcija 

od 	invarijantna - dakle Y-merljiva funkcija 

koja zadovoljava 

/1/ 	tx(Almil) usS s  ttx(A)(a(JA) 	za ikE(7, 5 ESP 

Pokazaee se da su bag mere (AA  61anovi dekompozi- 
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cije mere tt. Dokaz ,6e biti izveden u vise etapa, for-, 

mulisanih kao leme. 

Najpre, s obzirom da 	nije jedinstveno odredeno 

relacijom /1/ 	jer su svake dve verzije jednake samo 

skoro izvesno - to je potrebno izabrati onu verziju 

koja jeste mera verovatnoCe za svako 

Lema 1. (41,/  se mote tako izabrati da bude rnera 

verovatnoCe na (n. , stz) za svako x E 

Dokaz. Neka je za i < 

•• • Ct • 

neka je ti.-i 	algebra,  generirana tim tankim ci- 

lindrima. Pri tome je 

U 	 C 
jer je svaki cilindar iz 	kona6na disjunktna unija 

nekih tankih cilindara. Za proizvoljno 	potrebno 

je odrediti 	tako da budu mere verovatno6e na (.l, a), 

prvom koraku, neka 	bude verovatno6a na Co. 

Dakle, 

lux(ca.) Z a l  E. (fAx (coo ) 
e Ot 

za svako 

To je moguee. Na primer, jedan od naCina da se do 

to verzije dole je slede6i. Najpre, za neko 120E Cx je 

0 5: 

skoro izvesno, to jest za ,X iz nekog skupa 0.-mere 1. 

Za preostale X 	te.x  (Ca ) 	mosie tako izmeniti da 

gornjavjednakost va;'61. Pri tome se samo redukuje broj 

verzija za 	Dal je se z neko drugo :12:€ oc verzi je, 

za 	dalje redukuju take a 

0  -54 ("3( (C 040 S 
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tax(C) Oft* 

skoro izvesno 

za svako e St. Nastavljaju61 to j postupak, ,dola-
1 

zi se do traienih verzi,ja. 

U drugom koraku, od dobivenn verzija za tux, bi-

raju se one koje jesu verovatno6o na toa t 	Dakle, 

px(Caeas) 	
Cd
Y;

at 
14 4t (Ca ) 	•tx (Cab ) 

a G 

za svako .s( 

U treCem koraku, 	se odreauje tako da bude ye- 

rovatno6a na 	-i,o. t  , u etvrtom na 	0, 1, 2 . Nas- 

tavljaju61•taj postupak, 14,x  ee biti mera verovatnoCe 

na C za svako 	to se rnok'e jednozna6no prorariti 

na a, 
Loma 2. Mera tt je linearna kombinacija meth tt. x  u 

smislu da je 

/ 2/ 	fA A ttic (*) 
	

d x ) 

to jest 14 = E ttx  

Dokaz. Dovoljno je staviti . Eita u relaciji / 1/. 

lema 3. tt y  je stacionarno skoro izvesno, to jest 

r 	 je stacionarno 

Dokaz. Neka je C 
	

SG P. Tada je, jer Jo 

r stacionarno, 

tc(TC(NS) ...te.(T(C nS)) 	t(c (I s) 

pa je, prema /1/, 

S s  tt x (TC) cI 

gto . zn-ab* da je'. 

tA x (•C) fizs tA y  CC). 

Kako je algebra 	prebrojiva, to je 

(A { 1 ; ttx(Tc) 	r" (C) 	za neko C 

""' tt (yt  {X; A  (TO +. tAx(c) 
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s 	 tt .t, ( TC 	(C 

cer 

=0 

Dakle, postoji skup Q.E Q mere 1, tako da za 

zt€ 	(tA.x  6uva meru clilindara. NO, kao to je poka- 

zano u ta6k1 Lb , to zna61 da su to mere f.4., t  stacionarne. 

• Loma 4. tA x  je- ergodi6ko skoro izvesno, to jest 

x 	t-tJt•je ergodiCko 

	

Dokaz. Neka je .1( E 	&act: Tad a, prema er- 

go(116kom teoremu, 

	

r Crvie) 	 E 	?) vt, 	ea 

skoro izvesno. 	o:geei sa. IA (.X') 	integrale61 po 

meri tt„ dobija se 

rta(ArIT vb) 	 E[IA -E(Ie,IT) 
yove, 

No, E(I 12,1?) je Y-merijivo s, pa je desna strana 

jednaka 

e(1,201T).E(IAtT)—tAxte)-(tAx(A) 

skoro izvesno. Dakle postoji fle E Q tako da je D-e C 

Sis 	r(Sl e )== 1I da i*e za .x 	tA4, zadovoljava 

kriterijum ergodi6nosti 	ta6ka 2.a, relaci.ja /2/ 	za 

cilindre A B S116no kao I u dokazu predhodne leme, 

dokazuje se da to (A,,, zadovoijava kriterijum ergod16- 

nosti za svaki par cilindara. Prema tome, e x  je ergod- 
3 

Vino za Jt 

j. Postoji verzija, za tt x  koja je stacionarna 

i ergodiCka mera verovatnoCe za svako 

Dokaz. Po lemama 1,3 1 4 tAx  je, za X E e sta-

cionarna 1 ergodieka mera verovatno6e. Za 	-ace  neka 

je tA a  uvek jecina ista stacionarna I ergodi6ka mera 
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verovatnae, Na primer, jedna od 	AE.D. c  . Na, taj 

na6in, dobivena je traiena verzija. 

' Skupljene zajedno, I me 2 i 5 daju potrebno tyrde- 

nje: 

Teorem 1. /teorem o ekompoziciji/ 	zadani sta- 

cionarni izvor [0k, e] 	postoji kolekcija izvora 

CcIti etad 	Uell koji su svi stacionarni i ergodiC- 

ki i pri tome je e. 

Drugim reCima, neergodiaa etacionarna mera tA se 

moe prikazati kao linearna kombinacija ergodiCkih .mera 

(Ax . Ukoliko je (4 ergodi6ko, tax dekompozicija je tri-

vijalna jer je tada t.4 3 (4  za svako at€ 

c. Primers dekompozicile 

Da bi dalja razmatranja•odekompoziciji neergodie, 

kih -  izvora imala dovoljno smisla, potrebno -  je dati pri-

mere izvora sa potrebnim brojem 61anova dekompozicije. 

Sledeea konstrukcija ee obubvatiti takve primer°. 

Najpre, neka je (U, 11.1,(P) neki prostor verovatno.7 

ee. Konkretne, neka je U poluotvoreni interval 1_0, 1 ) 

sa realne prave, 2/ Borelova 5-algebra na njemu, a 0 

Lebcsgueova mera. Daije, neka je 	kona6an alfabet eK 
- 	m 	

. 

tiksiran i neka, za svako tAE 	
i 

, [°, tA bude stacio- 

naran ergodi seki izvor i neka- ie pri tome r (A) , za. 'sva-

ko A Ea , 11-merljiva funkcija po. u  koja uzima re&- 

liCite vrednosti za-razli6ite vrednosti argumenta 

To se eve mote posti6i, na primer, ovako. Neka je 
I 	\ 

1).4 v41  .1., Pa E a , (AEU ko) ekolja vektora pozitivnib ve- 
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rovatno6a, tako da je svaka 	U -merljiva funkcija 

Po u Dalje, mere (4  neka su definisane sa 
u, 
tai .xt-ab) • - 	..4-1 	3 122  Pa. • • Paw-, 

Sada su svi izvori 	, (Alt  I 	c U Bernoullijevog tipa, 

te su •svi stacionarni I ergodini. Pri tome je 1,4,( c) 

11-merljiva za svako C e 	Dalje, 

A u 	1 A ECt 	et̀  (A) je 11-merljivo 1 

jeste monotona klasa koja sadrii sve cilindre, to je 

A u -- Cl, to zna6i da je 1.4 4 (04 ) V-merljivo za svako 

Verovatno6e Fla  se mogu izabrati tako da budu obo-

strano jednoznane funkcije pc) U Na primer, mogu se 

uzeti monotone funkcije. Tada su, jasno, mere t4 raz-

liate za razli6ite vrednosti tL 

g 
Dakle, svi potrebni uslovi za izvor Cot, et. J  su 

postignuti. Sada se mote definisati izvor Ea, tt] sa 

(A) == u r') Q(dI ) za 	E C/ 

06igledno je r  stacionarna mera verovatno6e„ jer 
t4 

su t akv e 1 tt 	EA E U Definisana je bag kao linear- 

	

4 	. 

na kombinacija ergodiokih mera 	I pokazaee se da ,  su 

upravo 	Clanovi njene dekompozicije. 

Teorem 2. Zs. svako u bro gde je cfp skup Lebes-

gueove mere I, postoji tako da je tA  ""." 144  te 

merit e x ima harem koliko i more r 
, 
to jest, u ovom 

slif6aju, kontinuum mnogo.. 

Bokaw. Najpre, po ergodiCkom teoremu, za svako CEC 

Ic  (1"x) 	rx(c) 

-skoro izvesno, to jest, za XEQ 1, gde je tt(-0-0)=1  i• 

No, kako au mere (4.  ergodi6ke, to za svako C E 
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Ic ( r vx) ;1770. etc) 

tit skoro izvesno, to jest za 	gde je em(Q4)= 
za svako u 6 U Sada, neka je 

Kako je 

r(ao) = Lem(go) (9 (46) 
to je ttm (D-o)z--1 	e-skoro izvesno, to jest za UE(J0 . 
gde je @We ) 1. Se.d.a je. aigledno da je i tA4P.104 )=1 
za 4,4  € U0  . 

Kona no, ako .x6..Q 	za 1.46 U0  , tada, za proiz- 

voljno Cet 
•V,- 1 

-Lin Ict -rvso 	eirtc) Var 

je (1.4  x 	, s to dokazuje tvrdenje. 

tt" (c ) 

Elko se pridruM.vanje 	, definisano sa,xeS): 
za u € . (4, obelezi sa tA. 	tada je, eksplicitno, 

(.4.x (-
4453( 

. Skup svih tako dobivenih merit eAjc  se ne mora 

poklopiti sa skupom svih mera 	 all y  ali ipak obuhvata 

njihov bitan deo. Naime, skup odgovaraju6ih bx -ova obu-

hvata 

.Qu 4 essSur 
eteuo  

Kako je ("NS240 ) = i 	?-skoro uzvesno to je 

6)-skoro izvesno gto daje 

definicije mere (A. Da,kle, sa 

cA"(pu.) 

tux — (4" I 

1, na osnovu 

E rUo  clobi 7  
jaju se ako ne sve, onda skoro izvestan deo ad svih 

merd (-4 ,e 

Sacla je lako modifikovati ovaj primer da bi se 

dobila dekompozicija sa manje Clanova. Modifikacija se 

odnosi prvenstveno na s -algebru u i to tado da se U 

generira deobom intervala U .0.[0 2 1) na konaan il i 
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beskona6an broj podintervala U. Pri tome mora i svako 

Pa 9 kao funkcija od u, biti konstanta na svakom od 

tih podintervala. Tada je 	e funkcija indeksa pod- 

intervala Ui za koji IA e 	Tada je 

t(A) E 1)1'00 tquo 

gde e 	t°'r 	za tkE Ui. 

Preen ranijem t  sada za svako 	postoji 3 12: za 

Ike () it  tako da je (az- r 	Ka.o i rani je, drugib mera 

(Ax skoro izvesno nema, a mogu so i zameniti jednom od 

dobivenih. Znasei, mere ex ima koliko i mera 	, to 

sada dekompozicija ima konaeno iii. beskonano prebro-

jivo mnogo 61anova. 
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5. ENTROPIJE OLANOVA DEKOMPOZICIJE 

at-E2S111.2112 

Sem ranije uvedenih pojmova i oznaka, pot .rebno je 

uvesti i izvestan broj novih. Neka, kao i ranije, N" 
14(X) oznaava entropiju staeionarnog izvora X40(,(A]. 

Dalje, neka 144  ozna6ava entropije 61anova dekompoziei- 
je, to jest izvora aCeS1. Analogno kao i u 

ta6ki 3.a, 11.„ se mote oznaZiti i sa H (x 11 	pa se 
mo'ie uvesti i 

14(XIT) 	E t4 ( X 11 U7) 	E 14x 
Opgtije, ako je .T IC. 5P, neka je 

t: ( • 	 (1̀.. 	I Y 1 ) 	.1( E.- 

Kao i u to ki 4.b, moie se pokazati da su tux stacio-

narne mere verovatno6e za svako JE6SL, odnosno da pos-

toji takva verzija. Naravno, one ne moraju biti ergo-

diCne, 6ak ni skoro izvesno. 

Dalje, neka je 14; w;i1-1()(11i) entropija izvora 

[ (an za X E Q i 

1-1(x159° ) 	E H( X II r') = e 	, 
uslovna entropija izvora X za dato 	SpecijalnO 

je.  

1-1(XIT.) - HO() 

gcIe je 	.10) &4 Takode, ako 	 kona6na algebra 
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sa h invarijantnih netrivijalnib atoma SA 3  • • Sir , 

bide 

t-t(xi 	vcso 14(x Isr,) 
q=I 

gde je 	 x== 14(X 0370 za xe SK eritopija izvora 

[a 	( • 1 SK).] 

PI( X I N71) se mcO]e interpretirati kao srcdnja koli-

6ina informaelje koju izvor X daje u jedinici vreinena 

:pod uslovom da se realizovao meld dogadaj iz S DI  

Sada, kako $u sve mere e, ergodi6ke, skup 

=..{ 	; 	) 	 ( 3(  (C) za 

svako C 6 t" 

zadovoljava. tAx(g/..x) =1 te se ino'ie nazvati nosiocem 

mere tt x  . Pri tome su svaka dva nosioca 111 jednaka iii 

disjunktna zavisno od toga da li su od.govarajuoe mere 

jednake 111 raz116ite. Naime, alto je 	 nepra- 

zno, tada je 	(IA 	te je i _a u 	dolt u slu6aju 

da su. •SL2, disjunktni, odg;ovaraju6e mere moraju 

biti raz116ite. 3ta vise, prema ergodi6korn teoreniu, za 

sva. co C E.  t 

jn-  I  lc Cr vZ 	) E(Ic  1 T) 	(C) 

e. - sk or o izvesno, gto zna6i da ace .g.„ (ta -skoro izvesno. 

Kona6no, neka. je kao i rauije 

; .34 	• • 	X.t+n-1 	1+4-71-4 

) 	 m
— 	( 	( 7 ) ) 

Prema MeMillanovom teoremu, 	je invarijantna fun.keija 

e 	. Konkretne vrednosti za siu seajnu re6 u„ (3 ) 

bide oznar;ene sa. M . 

	

Na lira j1.1 nekoilko nflpomena. Si ova 	Fitt 	ki, 

dodatnim oznakama de biti rezervisana zaskupove 61ja 
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je neka mera 1, a slova 5, takode sai eventualnim do-

datnim oznakama, 6e oznaavati iskiju6ivo invarijantne 

skupove. izraz "skoro izvesno" 111 skra6eno "s. i." 6e 

se osnositi iskiju6ivo na meru tot, dok 6e se sza drugs 

mere koristiti odgovaraju6i prefiks, na primer: 

-skoro iZVOS130. 

b. Leme 

Osnovni cilj je odrediti entropije H, 61anova .  

dekompozicije stacionarnogizvora X 20= toL t rti u to svr-

hu, najpre je potrebno dokazati dve leme. Prva od njih 

je jedno uopgtenje osobine /5/ . 	take 3.a. zai Shanno- 

nova entropiju. 

Le, ma 	 . 
I. Ako je .7" c .7" tada je H(X Y) 14(x VI 

Naipomenal Tvrdenje leme 6e se koristiti samo za 
Y .mc 

,a„ 7  

zbog 6pga su korig6ene takve oznake, mada 

lerna vaii i za proizvoljne G -podalgebe od a. 
D 	 d 	 "okaz. Uz o6iglenu oznaku (.4( . )17'2 1T ) ko- 

risti6e 2e 6injenica da je e 4 Qo9 e integrabilna ma- 
0 joranta za --tts  toject 	zatim Jensenova nejednakost u 

obliku 

e (-pie Apt:1° ) < - (et: 1 99) i7  Qv:I F') 
/Neveu, str. 55 . 1 122/, kao.i s1pde6e dve osobine us- 

lovnih o6ekivanja: 

E(E 	Y " ) Sfq 	Y') s. 

Polaze6i od definicije uslovne entropije izvora 

koriste6i navedene 6injenice, dobija se 
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14( x I T il  
E[ e ( 	 (vim) 

/0y (1-1:( 4,4) I 591  1 

eoj (A.: (144 

A -L 	e it4  

eog e(ntAsol 99') 
e 

[- 
&Ito  

je :Iowa dohazana. 

Specijalno, s obzirom da 	:3. dobija se 

slcde6a nejednakost: 

/1/ 	ER A, 	H 

Slede6a 60 lema biti od osnovne veinosti jer sa-

dri sugtinski odnos koji je potreban za odredivanje 

entropijg L. 

Lema 2. et-skoro izvesno po a i fA jc-skoro izvesno 

po U vai 

[i x 	k 
Primeciba: Sarno tvrdenje leasenije jednostavno, kao 

to neee biti ni njen•dokaz. Treba obratiti panju da u 

parovima (a )  u) za koje vaii gornja nejednakost ( na' 

ocireden na6in zavisi od 	. Forma1no 9  tvrdenje leme se 

moe napisati kao 

r fy; 
	 ii 

Dokaz,. Neka je 

S 1,==siU; u< 

s 	I .x; ttu(s.x) > O 

Kako je funkcija /(v) merljiva i invarijantnal 

ttia  
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to je i situp S merljiv i invarijantan za svako AeSI. 
Promo, tome, definicija skupa S ima smisla. Jasno je da 

so (,!,,(5.0 >0 moiie zameniti sa eta $x) 	 jer su 
mere (424  crgodi6ne. Sada je potrebno dokazati da je 

skup S merijiv, a tada je o6igledtio i da je on inva, 

rijantan. 

Zaista, skup 

{ (44 4 	; 

je merijiv u proizvod prostoru (Six 	Cr ®a 	jer 

	

funkcija 1.4x 	(w) 	C/ 0 0-merljiva. No, oftgledno 

je sekcija /se6enje/ toga skupa po 4-1coordinati upravo 

x  o Na osnovu toga, sledi da je 

	

Sx) 	Sst ISx  (3) (4,E (c1;) 
CZ-merijiva funkcija po Jt /Neveu, str. 74/, to je I 

situp S 	(7-merljiv, Ito je i bib() potrebno dokazati. 

Zna6i, pstoji (4(S) 

Lako jc proveriti da je S komplement skupa JC-OVa 

navedenih u primedbi posle iskaza leme. Stoga je potre- 

bno dokazati da je (45) 	0. Neka je , suprotno tome, 
(it(5) > 0. 

Sada je cilj dokazati da predpostavka tt(S) > 0 

dovodA do kontradikcije. 

Najpre, kako je svako tax  ergodi6no dok Ato ne 

morn biti, iz McMillanovog teorema sledi da 

/2/ 	 /otp  (A( tkyt 	), 

gta) 	14x tAx(u,n0)) 	ogs 

tA I C6-skoro izvesno po 	. Kako !A(.9.!) 	neophodno 
daje (A x (SIn ==i idt-skoro izvesno po X , to relacija 

/2/ vai rskoro izvesno po X i ra7skoro izvesno po 

to jest za 
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E-  

pri oemu je 

A(. -° ) S24:. 	 1 /za 	c D.°  / 

Dalje, neka je 

E..)° 	S 

S„ " D.: 

Tada ie 

tA (sb) 	r(S) >0 

ex( S(; ) (4 x (S x )  

Sada kako je 	G, 	s: G„, 	to za. 

Jc E 	E S 	va i 11 x  < e(1 ) i relacija /2/, Ito 

zajedno daje 
tt (Lk% ('4)) 

(Ax(vtv(v)) 	 z a 	S° 	G Sx°  

Prema Patouovoj lemi /Neveu, str. 42/,odatle se 

dobija 

cr, limits 	1.-tz (i.4.(v)) 
	

( 	 ) 

= 	1.4 04-(1))  
( .4))  

v= 0 

/za E Sn.a°  ==t S 6 / 

za 	e S°, j e Sc;‘ , to mora biti 

/3/`rP 	
ii-1(t41,(1)) 	0 

,t -soo t  tx( 14,, (1)) 
r  -skoro izvesno po e, Dakle, za 

E Sb) 	E S; 	E 

e je tt(s:0) — 1, veCii relacija /3/. 

Nahalje, neka je 

S 4 	50  el Se 	£2. x =am 	n S1 

Tada 

5. 
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1, zbog, 

vazi 

gde 

( st ) 	L 14 ,c( 5 ' ) t4( 4.0 

tt ,it sl ) 	za 	6 51 C. S i  

-36- 

r(62 ) 	ti-(6 1 ) >0 

Zato je 

AA (D.' A 	.x) 	 za xE S2  

lz ZED-xl  sledi 6 ax  gto daje, na osnovu defi- 
ni nielje nosioca S2,, (11A-=.11.4. 31  za E e 	c 	gde je 

(.4 44 (S1 : ) aI za x F S2  Dakie, 

/4/ 	at E S2 , a e Il x  =4 pi.  

Odnos izmedu pojedinih skupova pregledno je prika-

zan na slede6oj shemi: 

	

U 	Lr 
S' 

	

U 	U 

	

sa 	SL x 

Sada, neka 

/5/ 	ac E Sa  i 7 E se'40  z e  .j  /za x e S2  

Takva trojka'sigurno postoji jer je 

( 6 2 ) > D 
t44 ( Spat ) 
	

itA.)tGa2)1) 
	

I /za- 	e 	/ 

to su ti skupovi neprazni. Prema gornjoj shemi, pret-

postavka /5/ implicira 

t 50 , 	E S x°  

a to, prema ranijem razmatranju, implicira relaeiju /3/. 

Sa druge strane, predpostavka /5/ implicira i 

=tx 
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'6110 p erne., / 11/ daj 	eit z„, 	(4. jt p a to je u suprotnosti 

sa 'zelacijom /3/0 

Dakie p  iz mogu6e pretpostavke /5/ slede dve uzajam-

Rontradlktorlle posledice Ito obara polaz•u hipotezu 

(2,1 je  (q S > O, Zato je (f.A(.5) ==. 0, Cline je lettia to pot-

punpsti dokazana. 

Treba napomenuti da. eke se: iskazi ovih: dveju lema kas-

aijo poboljgati, kaoj relacija /1/. To 6e biti uradeno 

u . ta6ki 6 U ovom obliku 9  kao to su navedene 9  one se 

koriste radi dokativanja osnovnog teorema. 

Osnoyni. teorein 

rada se moe pristupiti dokazivanju osnovnog teore-

Lla. 9  koji je jedan od glavnih ciljeva ovog rada. Taj te-

orem oared:11j° entropije i4 , izvora rot )  r a j to jest 

61anova dokompoicije stacionarnog izvora X =lot, 
TcLaLTA1 0  /teorem o entropijama/ 	Za svaki staci- 

onaran izvor jo 

q 	&(..;,c) skoro izvcsno. 

Neka je 

() 

; (tat ( 1221 = 

Proms. 1eiti 2 je 

( 	) 	(c)=i zq x E 

Dalje, neka je  
is 

) 	esS 6up eco ; E 

Tada je 	:5 H at  za 	E _a* Najpre je potrebno doka- 

Dokaz. 

n' 
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z -F14 da tu vai jedmakost, skoro izvesno, to jest, da 

je skup 
n S 	; rok. CY-) < H 

mex nula„ 

Pre svea je 

• E( 1 T) 	k(1)(i44(01.0 
hu)e4a:(010 

voo 

	

Hkoro izvesno,, ier Je CA (A)• 
	 skoro izvesno, Pre- 

ma Mcffillanovom teoremu jé 

----- E(E(ody)) 	E 

ULtoIjko bi bib o (4(S) >Op tada je e(x) < [IA  

S ma skupu <0 pozitavne mere, pa je, uzimajuei u obzlr 

nejednakost /1/, 

Prema tome je 	 H 
, 5to je nemoguee. flak- 

l e  je (A 	---- 0 	to je 

/6/ 	 skoro izvesno. 

Sada je potrebno dokazati da je 41) 	(441 -skoro 

izvesno konittanta, naravno, jednaka 	(x) U tom ci- 

lju, neka je 

S c„. . 
d,

4'*( ;j) <&(x } 

=s y • 
(A It  ( S:r0 " 

Kao I u dokazu leme 2, dokazuje se da je •So" mer .- 
1 j:kv skupQ Elko je V.(6** ) '0, tada je 	(O skoro 

lzvosno, to pov1&i da je 

• /7/ 	e,(v) 	C(x) 	-skoro izvesno po )C 

et.x-skoro izvesno po 	
I 
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4 nytp 
4, 0 (an° tvra3n3 e 71Koliko je 	( 5 - ) > 0 

.(d) 

P 	. 
- 	4 ) 

) ) 
, 	 , 

jor , 	e,(d) < 	(:0 v4a 	iz skupa S x  6i- 
, 

:Ora pozitivna,prema definiciji skupa S O  

oaovu toga pretpo3tavke 
	> 0 jednakostf 

nejednakostft /1/ I MeMillanovog tcorema p  sledi da 

11 .) , 	H 
ne . . ,:augu60 Time je dokazana j ednakost /7/. 

. 	 1 edi 	
4 
	0A-skoro lzvesno 

te jo zato za svako ,y. 

/CV 
	 t 	H 	(.4 2 -skoro izvesno po rci 

JcOiaosti /6/, , 	i /8/ zajedno daju 

izvesno p0 x 

-f:21.cf)r0 izvesno po U 0 — 

o 	zu t-Jup 

= W 
7. 	 • 

1-i 	 4 - zvespo po . 	 •  

- ;co?/'..ema u potpunosti dokazana,, 

NAp-JDmenaTije mogu6e, s1e3o61 postupak iz take. 

T:wogt -riti iskaz; teorema tako da M =AO vai za. 

nazlog tome je gt© funkcija e.(:0 no mora 

44U\ 

eo&i..;Lanleerta / na primer peka :c;'e M moo biti mere 
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beskonano za 	E 	dok su entro- 

H x  ograni6ene 	iv? g gde je 1,1  hroj sib- 

va alfabota/. 

Neposredan znaCaj ovog teorema je u povezivanju 

entropija 61anova dekompozicije izvora tux ] 

,sa funkcijom t(x) 6ija je definlcija direktna, z&raz-, 

likes od pomenutih eniropiji; MedUtim, vige znaaja de: 

imati Posledice kOje protstiu iz ovog , teorema. 
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6. POSLEDICE TEOREMA 0 ENTROPIJAMAI 

a. Lema 

Prva, 'neposredna: posledica teorema. o entropijama 

je poboljgande relaelje /1/ iz take 5. Nairn° kako •je 

NX 1g2  E s. 1. 1 .  et 14 to je 

/1/ 	E 14 * 

to jest 1.1( Xi 4S) 

Da bi se dokazalo opgtije tvrdenje 	u lemi 1 

iz prehodne ta6ke va i znak i jednakosti predhddno je 

potrelino aokazati jednu,  lemu, koja i saia predste:vlja 

t4 

znaseajnu posledicu teorema o entropijama. 

Lema 1,, Alto je za neko S E 	(S) > 0 

14 ( (XIS) 	 14 	( clit (4($) s 
DOkaz. Ako je tA(s). , iSkaz leme verii 

tada..  

tada je 

t4 3 ., cfr 	El441400 	t(Xi) .  

prema,  dokazanol 

Sada, ukelikd je 	 1 

dokazati da relaciji /2/ vaii znak 

Pre sve4ii prema deiini.ciji, 

XI I 4) s=g 	 . (4 64%1S) Co 14,„ 

iCako je, prema definleiji Ara ex, 

t 04.1 s 	I s 	(u.) tt(c1.0 
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posle kra6eg sredivanJa, dobija ,  

	

H5 ; tizri 	11,,t,4„(4,0 (A( io 

	

11 	e0.0.} 
Fin  /0/t4' ts) 

DrUgiH tiabirak je,ijasnOio • jednak null, dok se na prvi 

PriMeniti:jeasettovanejednakaet 

ticel4110110..i x  

toit, ti(430 
isfia os•ovu toga,: sledi, da

,  je 
[1(X(S) ( 	"in v-1. Y.. Is  my  tA.. 	71 	it0 

ex (mm) 
i kaki) (44,Apuj, imaintegrabilnu majorantu 

sa limesom moge pei pod integral, pa je 
1-1(X15)   c'I  . 

sr 	s 	-7-1 	("" (4. 
Q  ey /AA 

S Fe4 	UJc (.1°36  
prema definiciji entropij& M x . Time je dobijena trage-
na nejednakost. 

Sada treba dolcazati da ni za j 	SE S9  
< r(6)< 1 tu ne moge stajati efektivno znak :>. 

ista, ukoliko bi to bio slu6aj, zip, algebra g )2, koja 

tie generisana sa S ,  i g, van 

=s (s) 14( x I s) + 

> Es 	t4  () 
~ E Nx  

= 4(X) 

prema /1/. No, prema lemi 1 iz prethodne 

ii(XIT2) 	14EXIT0)=1400 

6ime se dobija kontradikcija. Dakle, t1 /2/ mora staja- 

(sc.) 14 ( xts` ) 

tafti Meru biti 
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ti znak jednakosti za svako netrivijalno 5 E 92 , dime 

je lemau potpunosti doicazana. 

Interesantno je da se ova lema mo'ie napisati u ob-

liku koji uklju6uje slue'aj tc.() =0. Naime, s akoje 

	

x f) s) 	 ( n s) tel e (vm n s) 

takozvana "nekompletna entropija" izvora 

da je lako proveriti da je iskaz 1.eme ekvivalentan Se, 

	

n 5) 	c s  14( 	T) 	s E So  
g to baca novo svet1O nal uslovnii entroplju 14(xlIT) -14 .x. 

b Teoremi 

Sada je: moguee, kao Tosledicu teorema o entropija-

ma, dokazati da u lemi 1 iz'taeke 5 mbra stajati znak 

jednakOsti. 

Teorern 1.  Za svaki stacionaran izvor X = ta, 0 

za svak6 6-poda1gebru invarijantnih skupova: x'je 

H(XiV) = DO • 

Dokaz. Kako je Yo (= TC: Jr, to 	na osnovu lame 1 

iz• take 5, 

1-1(x1.T.) 	1-1( 1 ) ?. 14(X1SP) 

44(X1W„) --- 	a na osnovu /1/ je i H(XIT) =n-lx 

H(X), time de dobija tra,siena jednakost.• 

Primedba: 	U op sotem s1u6aju, 1-1( X I 43) za (Baa s, 

moVe biti i manje od I4(X). Na primer, H(xla)0, jer 

je et( ,.10) =1. (4,,==0 11 i 	Prema tome , znaCajna oso- 

bima invarijantnih skUpova je u tome da se uslovna en-

tropija, stacionarnog izvora ne smanjuje alto se f.eali-

zovao neki situp iz bilo koje es* -podalgebre invarijan- 
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tnih skupova. 

To se mote iskazati i u terminima slu6ajnih promen- 

ljivih. Nairn°, ako se za slu6ajnu promenljivu 	deff- 
% 	Ai 5e 

H(X10 = H (x kr-algebra genera sans: sa 
tads,, za invarijantno 	teorem 1 daje 

1-1(XI) 	14b0  

gto znai da znanje o invarijantnom I  to jest, infor-

.maeija koju ono nosi, neumanjuje:entrOpfju staeionar-

nog izvora, kao 5to bi se moglo o6ekivati. 

Slede61 teorem, 1ji se dekaz oslanja 

eau lezu, daje potrebne i dovoljne UslOve,za 

Teorem 2., Zasvaki:stadionaram ,  fzvor, 

Ca tri iskaza su ekvivalentnit:, 

pa- prethod-

osebinM 

X ima osobinu 

Nx  je konstanta skoro izvesno /naravno, 

ka N / 
(iii) za svaki invarijantam skup S pozitivne mere j e,  

H(X16) = H(X) 

Dokaz. Preraa MoMillanovom teoremu, (I) 	a 4 zni da j. 

e(x)=H skoro izvesno. Prema teoremu o entropijama, 

sledi da je ii. ekvivalentno sa 

Kako jo E14 ), -Et, 	siedi de. ssvaka 

za Hs  more ekorO 	 jednaar 

dokazano da je(f)44(11): 

tz4f1) sledi, prema prethOdnoj lemi, 
1 1-1( X 5) 	h(s)  Ss  

za, svako invarijantno S pozitlyne mere:.Dak1e4(.104 

Obratno, iz(iff) slpdi da invarijantni: skup 

jedna 

skord izvesno: ';  V
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S =k.)(; L4 >U I 
mend. nula. Nairn°, ako bi bib ° HS) > 0 , tada je • 

LI  (4 ), olr• > 

to je u uprotnosti sa protpostavkom iii. WA analogart .  

naan,  se dokazuje da skup • 

61 HJ < 

iifta morly nula v  to je g a :' 0 skoro izvesno. Dakie, 

Cime je teoreiii u potpunosti dokazan. 

Prema izloienom, I noergodi6ki stacionarni izvori 

motx imati osobinu è Dro6i se osnovne konstrukcijo 

iz taiike 4.c, lako je dati,primer takvog izvora. Naime, 
, 

dovoljno je vektore verovatno6e f) =.(RO ctEce  birati ta- 

ko da entropije 

1-1  = 	pc, te7  
oleo 

budu iste. To se moie posti6i ukoliko alfabet of ima bar 

tri 	Dobija se neergodiCki stacionaran izvor ta- 

OA kav da entropije nanova dekompozicije 14 	H 	budu , - 

skoro izvesno jednake konstantil to 6e dobijeni izvor 

osobinu 

Naravno, u opgtem slOaju, stacionaran izvtbr no mo-

ra imati osobinu 	Tads., kako god bila izabrananis- 

ko verovatna grupa /male akapne verovatno6e/, read 

preostaloj, visolco verovatnoj grupi, ne6e zadovoljavati 

or.movnu relacija /7/ iz take 3
. 

ipak, kao posledica teorema o entropijama, myie se 

poTiazati da vail negto opgtija osobina. 

2.22z10_2. Za svaki stacionaran izvor X1cxJI 

proizvoljne 	> 	postoji prirodan broj I, tako da se 

sire ren u, mogu podeliti a dye grape v tako da 
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ukupna Verovatno6a real u nis*io veroVatnoi 

grupi bude manja od 4, i 

za re61 11 visoko verovatnoj grupi 
-.rt(11 *.+E)' 

(Ht.t0 c Z 

e 

g(x) 

41 *  = esssup g(x) 
nenegativni kona6ni brojevi. 

	

Dokaz. Ako je 	broj, slova u alfabetu oc
, sledi 

0 5 e(x) 	eoy u skoi9 izvesno 

5. e(X) < 14 *.  skoro izvesno 1 

loaex(u,44) -T.3747* 
	

verovatno61. 

sledi preostali deo tvrdenja, 6ime je i Iva teorem 

dokazan. 
" 	,,*  Brojevi m y, 	n mogu se nazvati ,donja 1 gornja 

ontropija stacionarnog izvora X . Na osnovu gornjeg 

teorema, broj re61 u visoko verovatnoj grupi Ce sada/ 

	

in( 	) 	 * 	0 biti manji bd Z . Prema tome, za 	< co ,, g 

taj je.broj vrio mall ti odnosu na broj svih re6i 

	

pri dovpljno velikom 	Na taj naiA, i izvori bez 

deobine 4: mogu 	dsobine 

izvori sa. osobinom 

Tab°, na primer, u Shannonovim teormibla o iodi-

ranju i prenosu informacijaa kroz kanal sa gumoirima 

/Gular, str. 159 i 163/, osnOvni uslov ' je da,  je izvor 

ergodi6an sa entropijom 14 < C , gde je C kapacitet 

anel gne , opima' koje 

r. 
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kanala. Pri tome se kodiranje zasniva na.reCima iz 

visoko verovaine grupe i osnovnu ulogu.igra njihov 

broj. 

Stoga 6e, prema gore dokazanom teoremu, Shannon-

ove teorme vahti i za proizvoljne stacionarne Izvore, 

hez obzira na ergodi6nost ilk. osohinu 	pod uslovom 

da je N < L. Na taj se mein znatno pro5iruje pod-

raje njihove primene, gto jeste od znaaja. 
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7. SLULIAJ IzvonA MWOVA 

a. Rastavllivost  

Sada 6e se dOsadagnja razmatranja primenIti na 

stacionarno izvore Markova. Zaio, neka u ovoj 

A =Em,t-t] ozaava izvor Markova deiinisan matricom 

verovatnoee n i stacionarnim vektorom pozitivnih vero-
vatno6a p . Prema definiciji /Feller, str. 384/, matri-

ca n je rastavljiva ako postoji moc: (x) 0(6# 0 , oc. 

tako da je 

geoto 
paps 	1 	za sVako a e cxo  

Drugim re6ima, tada je no 	NCI Cea E 0/0 	pravit 

podmatrica verovatno6e od [7. Kako je tada 
/1/ 
	

(1•4 C‘tf ) 	tfori Cu 	; X - E ao • • • -1( %, E Oto  

1=. ef:101 	Pa..s Pa-t,a-m+i 41 	oto 
	 • Pa a 

E. pc, at 
# 0, 1 

jer su svi p4 pozitivnii takav izvor Markova nije ergo-

:di6an. 

Obratno, ako staoiodaran izvor Markova X nije 

ergddi4an, mo'ie se pokazaiti da je matrica 17 rastav-

ijiva /Billingsley, str. 31/. Prema tome, neergodi6nost 

stacionarnog izvora Marko4a jeste ekvivalentna rastav-

ijivosii njel4ove matrice. 
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Sada, neka stacionaran izvor Iqarkova 	nije 

godiean. Ako je oto  odgovarajuci pravi podalfabet uslov 

J.stacionarnosti p n P se mo;ie napisati u,  obliku- 

E Pa Pa t ÷ 2: Pa Pct e = Pe otEgb  fao  
Sumiraju6i to jednakost po svim ec (go i uzimajuci u 

obzir da je matrica 11 rastaviiiva, dobija se, 

21 	e == 0 	za svako 0 ci do  
geoco  

to je 

21 p. c 	1 	za svako a E 011 
gEal 

gcie je (CI  co.d.-- 010. 

Dritagin rea.ma, tada jai n i 	pad a . 6 Fa y , prava 

podmatrica verovatnoee od 

iz toga sledi, prema /1/, da invarijantni skupovi 

zadovoljavaju 

/2/ 
	

D-0) 	0, 4, 	tA 	it 0,1 

( 	+ 	= 1 

Na aj na6in, dobija se slede6e tvrdenje: 

Lenra 1. Ako stacionaran izvor Markova X nije 

ergodi6an, njegov se alfabet 0'. note razbiti Aa. dis- 

junktne delove do  i d i , tako da vai. /2/. 

b Dekompozickil_Lana  Markova  

Prema pred4odnom, za stacionarni neergodi6k1 izvor 

Markova X , odgovaraju6a mattica verovatnoee a se no t e 

rastaviti na dye podmatrice verovatno6e i n1° Ako 

je neka od matrica no, n, takode rastavljiva / odnos- 

5. 	odgovarajua. izvor ne 	diCan 
	is -4, se postupak 
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mope  primeniti i na nju. Nastavljaju6i tako z dalje, 

na kraju se dolazi ill do nerastavljivih podmatrica 

verovatno6e, 
u krajnjem slu6aju, do inatrica vero- 

vatnoce dimenzija 	koje su, oCigledno,.opet 
nerastavijive. 

Pri tome se alfabet et razbija na disjunktne de-

love e( i) 	01k tako da su odgovaraju6e matrice vero- 

vatno6e 	pad ni g Ett4K s k = I . h nerastavljive. 
Prema gornjoj lemi, za Si. tc. = oc it it 	vaii 

t(..0k-tc) # 
log

i 
 tt(sttc) Kc 

Naravno, k 	gde je U broj slova u elfabetu / jer 
svako o 	sadxii bar po jedno slovo. 

Za move mere verovatno6e 

tk tt(•tA(• In-K.) 

za a o  . - • an_, 	oc k  vazi 

(dt. tcf .x; Y,E= 0 0 )  •• • xt-1.14-. 1",1-1 
gde je 

PO a  P4 	I 
• 	 Ctecig, 

Kakoje 

/. 

Peea, " • PC11$-.2$2*-1 

Gk ic 
E P4 ra 	

r 	rapqg 	pc  Eot 	•    
z a e 6 0(K to 	 [ t() et] staeionarni izvori Markova 

sa nerastavijivim matricama f K . &Ian. mere (AK su 
elAgodi6ke 

predstavDja dekompoziciju mere tt na k S 

merd 

Na. osnovu rezuitata iznetih ti ta s6kama 5 1 6, en-
' tropije izvorg [01 7  tA3 zadovoljavaju 

ergodiekih 
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e•00 	skoro izvesno za xelI K  

Daljd, stacionaran izvor Markova X Em,e1 ima 

osobinu G ako i saino ako ea entropije HK jednake 

medusobno. Ukoliko A nema osobinu 	tada tpak pos- 

toje visoko verovatna i nisko verovatna grupa u smislu 

iznetom u teoremu 3 iz predhodne take. Specijalno, 

tada je 

H * = irnir 1-1„. 
Istt.siz 

* 	'max 1-4 14 

t'S ■tlkt 
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