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. PREDGOVOR

Tema ovoga rada je ispiﬁivanje esobina,stacionaxnih

1"

fizvora 1nformacija, bez preépostavke 6i°fgddi8ﬁds£i'“'

7j_‘Eaime, u matemat1ékoj Teorlji informacija; nasféisgf‘u,

V,}1948 godlne radom C. E. Shannona, Jedan od osnovnlh

fpojmovaigeste izvor 1nforma013a. Od samog pocetka, paﬁ5

fnj'{j uglavnom bila upravlgena na staclonarne i, po-;7”

éebno, na ergod1éke 1zvore informacija. Razlog tome su

"y :

  dosta pogodne osobine stacionarnih ergodickih izvora,it:
53: narooito poznata osobina E. koja je potrebna kod doka~‘ ""1

"Z1van3a_osnovnih Shannonov1h teorema o kodiranju i pre-;gg{‘ |

. osu iﬁformacija kroz kanal sa §umovima.;_ ‘  S
o Medutim, dok je stacionarnost dosta prirodnw oso-;j:i
'bina izvora informacij&, ergodi&nost t? ne mora biti,z,i
_;bérem ne u istom stepenu.-.A:;. _t»i] ]: T ' ‘ f‘ 'fi 5¥'

“Nantaj naéin, ovaj rad predstavlja uop§tenje doéa;:f.[

- dasnjih rezultata, Specijalno, pokazalo se ﬂa i neerg0~u'q
. L

;WLfﬁdicki stacionarni izvor1 imaju dosta pogodne osobine pan

| éak i, delimiﬁno modifikovanu, osobinu 5

 ;teorem 1 iz,_ffg 

Osnovni rezultat u citavom radu J

“ taéke 5, ko;i nosi naziv teorem o entropijama. éitav

je rad sastavljen tako da odgovara tom cilju. Najpre
"ﬁ_:da se taj teorem dokaie,,a zatim da seiizvuku nJegovti

}iposledlce.

Sam se rad sastogi od sedam taéaka kOJe se mOgu:‘a;xﬁu
'W"“podeliti u dva delw, Prve tri taéke sn uvodne 1 sadrﬁ
U poznate definicije i osobine izvora infoerCiJ&L/bez

- dokaza/ Preostale &etiri taéke éine glavni deo rada'1



saﬁra@ ar1g1na1na razmatranga o atﬂCiOH&Tﬂlm 1zvor1ﬁa,
b@@ EulOV& ergodlcnostl. Prema tome, razmatrani su 1s-yﬁ
 k1Juéivo stacionarni izvori informaczja, a pridev "ne«f  f
ergodicki™ se odnosl na nove osobine, koje ergodicki
izvori nemaju.
jTi tome su svﬁ originalnl rezultat1 - teoreme i 5"f

%.‘vleme = numerisani redn1m brojev1ma a svakoj tacki p0_>?1?,~
sebﬂco Suprotno tome, rezultati kejl se navode n1su -
numorlsani. | _‘: | ‘ N

rSazeto, sadraaj pojedinih taéaka Ja sledeél°

Taéka 1 aadrzi definlciju izvora infOrmacija i tog;;5

!Raasdiskretnog izvora sa konacnim alfabetom. Uveden je775“"”

pogam staclonarnosti a zatlm su deflnlsani Bernoulllgev

I 1zvor Markova.
Tadka 2 obuhvata ergodlénOIt Sem osnovnih osobina,

: data je i geometrlgska 1nterpreta013a ergodicnostl radi

"holgeg sagledavanga problema ergodionosti odnosno neer-”}

godzcnestx stacionarnih izvora.w

e

U ﬁacki 3 j@ dveden pojam entroplje, kako za pro».-1~r
stu siucajnu promenjljivu, tako i za sta01onarni izvor.;-_
1nforma01}ao Deflnisana Je osobina ff 1 naveden Je poz~

nati MeMlllanov tecrem.

Te tri taéke ne - sadrze orlginalna rezultate. Sho-‘

5 posveéena Je dekompoziclji

prva od ti;

‘_stnciunﬂrnih na@rgoﬁi(kih 1zvora. Pokazano je 86 svaka




u_sta01onarna meraAverovatnoée izvora moze prikazati kan

¥
! !

llnearna.kombinacijawergodi6k1h merag/:m smislu geomet-

'”%vrijskeQLnterpretacije / Konstruisani suli'priéqrifiz—

;ivvra@” je dekompozicije 1majn %eljeni hroj Elande - od
jednog do kontinum mnogo.  f'

Tacka 5 se bavi entrop13ama 61anova dekompozicije?*“

:stacionarnih neergodiékih izvoraﬁ §to je kljuéni deo.u

_radu._Posle definisanja neopho&nih»paJmovwsdokazane swt__HJ

:clanova dekompozicije.

Posledice koge pro1zi1aze iz teorema.o entropijamm,:

" 'né1aze se u faéki 6.vTu je quazqﬁofddﬂsé”ﬁslbyha-gg;

"tropiga stacionarnog izvora ne smanjuje ako Je uslov

vneka 8 -algebra mva.rijantnih skupova osnosno nek&'in- :
'  var1jantna‘Bluéagna;promenjljiva ' b obive

.'ni potrebnl i dovoljn1 ug;ovi,da biﬁstacionarni izvor .

1n:tormacija 1ma.o osobinu 5 1 poka.zano Je dw konstrui-

ffsaniprimeriﬂlz taéke 4 mogu dati neergodiéke stagionar-

lne izvore koji 1ma,ju osobinu £ Na krajuh ove‘*taéko,

. em alo&a 1] alrabetu.




Kori%ceni matematiékl aparat obuhvata sem uobicaJsiéﬁ
nih nmetoda 1z,teor13e verovatnoce i teori3e informacigw,f
i aparaturu monotonlh klasa, uslovnlh verovatnoca 1 us~ :
lovnlh oceklvanga. Pri tome Je,_s obzirom na‘potpunost f
vglavnom navodena Fnjiga Neveua, koga je navedena u

:‘llteraturi.s

Splsak literature, sem neposreﬂno kori§cenih dela,]5;?,

”madrzi i manji brog naslova koji su od 1nteresa za ovu

. oblast U radu je liteJatura navodkna, iskljuéivo, 1me~_ f3

R
[ Lo

nomr autora., FEE

Na kraju, osecam obavezu da se zahvalim profesoru vf

ﬁﬁ-Zeranu Ivkoviéu na pomoci i podstican”u koje mi Je pru-;., ‘

zxo prlllkom moga rada.

ILJankovié‘Slqbodan;'

‘novembra 1978.
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‘1. IZVORI INFORMACIJA

:;_isluéajn:m procesom

X"") X"‘: X°: x!
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(“%t'f"J% 3 ¢ E }
béza toga 01lindra. Kako.Je svaki takav

"101lindara D -'*V*kj&,rw
ut. = {ki -x_t —"ao’ 0 o‘ . .X_h.n_' “‘!}

‘g,da 8u - a'o Q. - slova iz 0( to se C, pa i a moae |

generirati i t1m tzmklm cilindrima. Kako svaki tanak

k."‘}cllindar odrec“{u]e konacah mz uzastopﬂﬁ ;__@miw"&nih slo-

éto de nadal;je

- va, prlrodno Je korlstlti termin reéf

“..bjti slucaJ.__f ’ | (.
Konacno; ako ,]e‘ (A(Ca) daﬁnisan fkao verov&tnoéa .
(X{;“~ X{;)GE

‘tada Je @ konaiéno-adinvna mera verovatnoce na& (-Q- C)

'[‘Moze se pokazati da’[]e poi G’—adltivno /Nevam, str. 82/,

";sto zna01 da 8e jednoznacno pro§1ru3e na meru verovat-'
.noce ‘na .Q. G) 1

Prl tome, prema dafinioi;i mere verovatnoce ft, - - fﬂ

“koordin&tni proces

1
4

,“ /2/ LI .X -2 5 5‘.4, ~‘(Q“ 3;) el §

ima. iste funkclge raspodele kao i zadanl proces /1/, t@ ifﬁuﬁ

se izvor 1nforma013a mOﬁe Opisati i koord&nantnim pro-‘»"‘f-f'3

“cesom /2/ odnosno i navedennn -‘prostorom verovatnoée

s (Q- a («t) Obratno, ako je (4 neka mera verovatnoce

'9/ opi suj e ,jedan

' na (Sl- a tada koordinatni proces“

o 1zvor i‘hi‘ormac:zl,]a. l

efinlcija. Izvor informacl,ja

‘ng je o konaéan al:i.’abet,]



(.Q. Cl) gde Je _Q.== * L. aa Je §-algebra generirana
fcucilinarlma, | Ce e
,Naravno, dovoljno Je meru verovatnoce “ zadat1 na

"'r@éima : Uy o Ako je

)

H{ﬂ[ao e h,] =H{x x{‘ao "'xf*.on'Ea-n-‘}
””tada, oclgledno, va¥i

E"t‘n[qo Q.,._.] >
§__;/ 'Z'_ (u“ La] =1 e

a‘:-—-;- 4, maq [aa ""an:.au] ==(4£.n[a, v.. S
Obratno, ako funkcije Gen zadovoljavaﬁu te. us--'5

"'f"‘love, one &ine saglasne funkcije raspodele koordina;tnog“
;“procesa /2/, te Je sa .
HlUgy) = (“'f”w; [a ... On..]

de:tin1sana mera verovatnoée (u na (..Q. CI) “

b, Stacionarnost

Neka je T obostrano ,jednoznaéna transformacija naz

Q. dei’ini sana sa

Tt im0 ) = (ke %, 0, .f_f)‘;_

|7 to jest (Tx), =

e 'se

Xigq o Nas21va se pomeraj i mo

interpr Etirati k&o tra.nslaciga zaji

”“_fsa' zahtevom da T cuva meru cilindara. No, sm time Je

‘ ;_ekvivalentno i da T uop§te cuva meru. Naime,

.w{AGCl & TAea F(TA)n(A(A)}




Dt e o

il

¢ini monotonu klasu kojaasadrz1 sve cilindre, te se

“moﬁe'ﬁekazati da je- J% C? /Beveu, str, 14/ .

| Na osnovu toga, stacionarnost izvora se mo&a ovako'wf -

definmisati:

.

Definicija. Izver informacija )(ﬁ=[u,&4] je sta=-

cionaran ako je p(TA) =@(A) za svako A€ U, Kaje

se, takode, da je tada i mera verovatnoée [ stacio~
nerna,. | = .

Uuodnosubna funkecije {eq fstaciénarﬁoéf znadi da
jo fiwnn = tm o daje potreban i dovoljan uslov
za stacionarnost izvora X = (o, m] : |

/zi/ Z EA{']H»'[C""‘ Qo, --. au—;] "’P‘«‘:u[ﬂo °~'Q'n-|]

G et
S5 obzirom na prlmene, u Teoriji 1nf0rmaciaa se

ﬁdjbeSC@ razmatraju stacionarni izvori, Sto e i ovde

biti sludaj. Stoga Je, u staclonarnom slucaju9 1ndeks_:5h'””

+ nepotreban te de biti ispusten, Fa.prlmer, u, i y

oznacavaju Uy 1 Men ako je stacionarnost utvrdena.
] .

0, Primeri izvora informaciijd

Neka je zadan konadan alfabet & i neka je P -
(Pa)aew Vektor pozitivnih verovatnola. Znaéi,'pq:>0,
2 aca Pax =1 Staﬂjajuéi da je | |

f“'{ M [a" . ah~v] Pﬂ s Pa,,-,

uslovi /J/ i /4/ Dbibe zadovoljeni, te se dobiga stacio-_f
narni izvor X = La, u]. Takav se izvor naziva Bernoulprf.ﬁ

lijev 1ZVOr, jer su tada koordinatne promenJljive w /2/$f

nezavisne.,

U drugom sluéaju, nekazjéAtakodetﬁ=

:kongéaﬁ gafafif




neka J@ 57 m-ﬁFh@]ggea‘ ma%rica verovatnoca, Zna51,:   ;
h pa@JuO E:gg« Pae-*i1 Stavlgajuci da j@ L
Pen [, . 8y, ] = P%Pa,,a, s pa,,.,a.,,,, - _
) uslov1 /3/ jesu zadovolgeni, dok Je 4/ ekv1va1entno sa

pfl P to Jesﬁ ﬂaxje F’ stacionarni vektor za matri»

rfcw i? Bakle, aob:ja ge. 1ﬁvor koji;moée blti stacionaw« .

. Fw

»anw Na21va se izvor'ﬁarkova, Jer su—sada koordinamne

‘promenglalve u /2/ Markovski zavisne.




2, ERGODICNOST

"~ a, Definicija

' Neka je zadanvstaé:'ionaran izvor K=, @]. Skup

‘-SIE'CI je invar‘ijantan ako je P(S aTS)=(, Kolekeija

? svih invarijantnih akupova ¢ini &-podalgebru od a.
Prema Blrkoi’fovom ergodiékom teoremu /N'eveu, str, 210/,

z& svaku :mtegrab:Llnu funkc1,3u .{ na: .Q;

/1/ 1 Z {(T .x) -——--—-y E(.ﬂ?) skoro izvesno

. "

V=0

gde Je ; E(“?) uﬂovno ocekivan;e od f u odnosu na
-algebru ¥, od’ i)osebnog je znacaj& da- gra.nléna vred-
nost bude konstanta ¥to zahteva izvesna ogranienja za

§ -~algebru g,

Definicija. vStacionaran izvor ihformaéija » X"[u, E*J

je ergodifan ako je svaki invarijantan skup mere O ili

1, to jest ako je €-algebra ¥ trivi;jalna[ Takode se
kade da je tada 1 mera verovatnode u ergodiéna.

Dakle, u ergodlcko‘n sluéagu, graniéna vrednost u .

/1/ je E(“ Specu,jalno,' ako ge 13 indikator skupa i :’,

Be bice% o

!

Cam Z‘ 13(T “) “"""‘"’ H(Eﬂ . :'skoro iz‘v'es‘n“(‘)‘* SRS

‘MnoZeli sa IA (%) 1 integraleci po meri B, dobija se e T

/2/ —"Z (*(A"T 8) ———> 3(4)(4(6)

h :Ugo . “-—’n

za A BeQ, dbratno, stavl]ajuci za A i B invarl-»l‘_‘:’.’_

i

!




'zi’lé-f'lfjjantan Skup S ’ doblce se (A(S) -—-—%(4(5)(-«(5), to jest
kﬂ:fats) 0 ili 1, Dakle je /2/ potreban i dovoljan us-‘
'fvv,;;lov da staclonarni izvor ‘bude ergodiém. | - \
| Zw ergod1cnost je dovoljno A da /2::vazi samé za‘;;fﬂﬁ
;._'"A B € f Pa, stoga, i samo. za tanke qilindre - re?Sl.
%';7'asi‘staﬁ, iz togw sledi da; Je za Cé C’

e ={aeq; nZMAﬂT‘C)*-*NA)e“)} SE
i;:bmonotona klasa, te je .ﬂc CZ’._Slicno tome,‘z& AEa,

- My = ={Beq; “Z(A(AQT'"B)-—-)(*(A)(A(B)} =N
j‘je takode monotona. klasa, te . je JlAﬂa §to znaéi da

/2/ vaii  na. Q. s o
’“f Za»Bernoulligav{j;j;tﬁ“' G

L e(AnT“’e)aecA)t«(T ‘8) ={4(M(-«(B) e
za tanke cilindre A3 B dovoljno veliko v ,te ,je

Y ;Barnoullij ev izvor ergodléan .

Slicno razmatrange pokazu,je da: Je za sta:cionarni&_-;_.-.‘.: o

. ‘_‘?'"izvor Markova /2/ ekvivalentno sa.

n-t (p)

Z P m-no ' PG

gde je p ﬁlement matricevﬂ to ,jest verovatnoéa
"prelazw u vV koraka. Detaljnije o ergodlénosti izvora

ff.;Harkov& bife redi i ?tat‘ki 7.

_v‘_;0vde ée ‘biti govora o geometriv,jsko;} 1nterpretaci;]

ergodi&npsti koJa omoguéava preglednije predstavljanje

v_Lpogma ergodicnosti. »f, :,'

Za :fiksirani konaéni al,fabnt u, skup Sv-j_h ata,cio—“‘e ,

..,fnamih mera verovatnoégw na (Q. Cl) Jes_tu konvel:ua.n '




vu smislu da sa TP sadrii'i ly,%—(i-))(a, za 0%

’l Eksisremne tacke toga konveksnog skupa su one mere

“"”gverov&tnoce f“ B ko,je nije moguce

A}

"/5/ i p = >~(A,+(1-M vy  za 0<1<1 i razlidite .
| - ‘ stacmnarne ¢y 1 (g
Oélgledno, ako staclonarna mera: verovatnoce ¢ nije

ergodlcna, ‘tada je

(A( ) = @(S)p(: 1s) + QA(S‘)(A( 19°)

za neki netrnrlgalnl 1nvar13antn1 skup 5, pa /3/ ve¥i.
Obratno, ako vaal /3/, tadw se moz.e poka,za:ti da [4 nije N

ergodlcno /Billingsley, str. 39/

‘Dakle, ergodlcke mere verovatnoce su vrhovi kon-

veksnog s}\upa stac1onamih mer&. Stoga se, moze ocekl—_-"

vati. da se stacmname naergodieke mere megu prikazati'

- kao linearne komb1nacije ergodiékih merae O tome ce

h1t1 govora u taéki 11, gde ée. bitl i prec:.zniga ;l!ormu—

1a01ja.




‘.3, ENTROPIJA

a, Shannonova entropija’

_ ~Weka su E ‘7, 3 | sluéagne promenjljive na
(.Q, 0,54) ko,]e uzimaju konacno mnogo vrednosti Radi |
;}"ji‘fgs&bzetosti pisanja, neka (-A(E) oznacavw verovatnoée &
-:ipo,]edinih vrednosﬁi za § . Preéizni,]e, ak'o su § vx':ed-:
vl‘;"nosti za § ’ tada ,je _ - g -
| 6%)=M%§~?ﬂ | ; 9“”'
g analogno za ') 3 .. Sli&no tome, |

el
H(.H"?) =77:;')2‘

‘*'-}"'oznaéava verovatnoce pojedinih vrednosti za g pod us—
_ 110vom da je 7 uzelo neku svogu vrednost,
Definicija. Entropija. od § ,je bro,j

HS) w-Z. (A(k)/ogp(S) = E[ &gﬂ(S)]

- Uslovna entropija od § Za datu vrednost od 17 Je slu-

s “ca;gna promenjljiva .

R H(;Hy) ==~;-Z c*(élv)logr(ély)
e e;[ Loy etsin)]
;:{'Uslovna entropi,]a, oé _(’, za dato 7 Je broj
o wa)azwwmuﬂes[mnwj

__Pri tomevg_,]e osnova logaritama 2, a OlogO se de:t:lniéj

| Slobodnov govoreéi, H(§) meri Hn
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no informaciju koju sadriZi sluajna promenjljiva §,
H(EU?) informaciju koju sadr¥i % ako je pozmata

reallzovana vrednost za %, a H(’glv) informaciju

¢ koju sadrZi E ako se Y] veé realizovalo.

Ozpovne osobine ovih entropija se elementarmo do-

kazuju:
/1/  Sve entropije su nenegativme
/e H(%) < /05 “g gde je"“ﬁ broj vrednosti

| _za §
/31 g;v) < H(EY
/5/ H(gv)mnw>+mvw)
/5/ CH(g]m, 5) < Hlkly)

e/ %7\3)=H(ﬂ§3*ﬂbl§§)

.'Ei!,, Entropija izvora informacija

Za stacionarni izvor X=[o, u] , informacija koju
nose re¢i od n slova je |
H, = H(-H,--; X4pu-t ) .
= - 2. alae, -+ an,] foy pallo, - . Gu,]

gde se sumira po svim @p, ... Qp, € ot . Po osobinanma /4

i /6/ je

Hy = Blx) + H (x**'le‘)'." con B tepma ] ®e, o x;*;.‘_z')'.,a
7hog stacionarnosti, | V | L
H:. =I H(*gavm | X, "“Q v-"z.)
je, po ésobnu /57 monotono nerastuéi niz. Kako je on |
odozdo ogranlcen nulom, to postogi n,jegova granica H
No tada i niz aritmetiSkih sredina
LW el x e Wl)




Ll ‘La,koae monotono nerastuce lfonverglra ka‘ istog gra:nwi

Zaﬁo sledeca dei’iniciaa ima SmiS’la',

Deflnici]as. Entropl,]a stacionarnog izvora X f-" t‘.] i .
| (X) ?;m -%- H(“t DEPRN 3‘-&0\4) | -

o N-peo - ; S
Slobodno govoreéi, H(X) Je informacija ko;;u sta-
cionarni izvor da,je, u prosek‘u, svakog trenutka svoga

s emitcvan,]a., J’asno, vazi | | oo ER

gde J& H broj slova u alfabetu or .

Za st&cionarni izvor Ma,rkova je o o
| = -—Z Pﬁi"gf’u - (""‘1) Z— P“Fat' /?Fae T
L te je naegova entropija | : .

H(x) = lim 2 = - i PaPa ’°a/°«e T A
Speclgalno, ako je qu ==]°g » radi se o ‘Bemonl—”ﬁ“i‘ |
- lljevom izvoru, te ,]e ngegova entropiga | |

H(X) ""'Z. Pa &qu ‘

Co Osoﬁina E

Neka je, za stacionarni izvor 'Xé[a)t‘] vi,fikSi;f'
Vrano '9:

un (x) { 'y e t ‘, S ', xtw\-t = "‘N-n-s } = f_'”.j‘ SR

!L"i‘fv_ifDakle, 110 Je sluca;)na reé Dalje neka

Uy ;.ozuaé &va

”%g:vrednosu za u.,(x) N to Jest konkretne: eéi. N”jmh ima

i om fog N f. :
“ 2%"‘ °c7 gde Je. N bro;j slova U alia‘hatu ot.

De:tlnlcija. Staeionarni izvor X=[°& t*] . s& entro-'
' pijom “(x)"' ima» osobinu E ako za proizvoljne E

€ $50 posto;jl n | tako c‘ta ‘8e. sve a.,,i mogu podaliti




@

©e19-

dve gyupe tako da.
38 Hecl iz prve, takozvane viuoke verovaine grupe

o eaCuss) ) =0 {i-8)

0y

-

~pkupna verovatnola redi iz druge, takozvane nlisko
verovatne grupe jeste manja od g)o

Ogobina E je od posebmne vaZuosti u Teoriji infor-
naclje. Grube govoreli, ona gax *ammje izvesnu "ujedna-
tenost?, naime da je plus) =3 ﬁn.mg za reli iz grupe
ultupne verovaﬁmoéa bliske 1. Sa druge strane, broj reli

u toj, visoko verovatnojd grupi je, prema /7/, manji od
a{HvEd

)
3

te 30 odnos “hoga, broja prema broju svih reci

“»

¢
&

K R X

zae < é’@g“ i dovoljno malo & . Dakle, u tom siudaju,

visoko verovatna grupa obuhvata rxelativno mali broj

~D@finicija osobine é’i mo¥e se ekvivalentno napi-
sati kao v »
é’*ﬂ%éi : g,.,;i. ﬁ@:}?(ﬂ(@ﬂw(a)) - H E < & z% 2. ﬂwg
ma: proizvoline € 5“6@ i doveljno veliko N, §to czna~-
tava konvergenciju u verovatnoéi miza sludajnih pro-
menjljivih

p

kg entropiji H ., Potrebne uslove za ésobinu g daje

() = -"*-' fggfxwm(x))

w

"HMeMillanov teorem. Z& staclaﬁa 1. izvor }(@-[0* f"]

sa entrppijom M
é Cx) N g®

gde je é, 1nvar1}antna, to jest ?~merl3iva ftmkciga

ety é(ﬁ) skoro izvesno

pa obokivenjem E & e} H , U @rgod:’aékom' sludaju, = H,
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te X ima osobinu E /Guiagu, str, 118/

Treba prlmetlti dve stvari: Eagpre, konvergeneija
0 kojoj Jje red je ne samo u verovatnoci, veé i skoro
izvesna. Drugo, klasa izvora sa osobinom & Je §ira od
klase ergodidkih izvora. Primer neergodickog izvora sa
osobinom & bide dat u talki 6, gde Ge biti izvedeni

potrebni i dovoljni uslovi za osobinu é .



Neka je }('m[@‘,(ﬁ&j . stacionarni néé;&ﬁgodiéki izvor,
-‘i'éiéiag, postoji invarijentni netrivijaini skup S . Dalje,
noka je | : o

Cpat) = (18), po=p(8)
pa () = QA(Jl&Be)" Pa e‘s{&(%e)
Ndatle sledi da se stacionarnea mera verovatnofe g4 moZe
prikazati kao linearna kom‘binacvija ’Mh dveju novih st‘m«‘
{::é@narnﬂa merd s | |
{;‘ - f;,i(g;q + [Py (J.z
gde Je P >0, P> 0, Peep, =1,

U;Emliim neke, i1i obe, od merd (L@, s (2 nije ergo-
1itka, postupak se moZe nastaviti. Tako ¢e se “ prika~
zati kao linearna kombinacije ed & 22 novih meré"l.o U
sledeCem koraku ih i:ﬁa £23 . Nastavljajuéi taj postu-
pak, dolazi se do Jjedne od'sledeéih”situacija:

vavwﬁ“ na-,jjednostavnije&;ﬁaqggéxﬁssﬁayj@ da: se posle
Immaémo tmogo'vlkoraka; doélb} 'd'ow 1ineam§.ikom§in&cije o'd"
samo eygodickih merd; . N

(= Pt o . P (e

su 24, « o Py pozitivni broljevi zbira 1. R

e ‘

Bruga moguénost je da se u svalkoit, sew konatno




fw}ﬁ ergodidkih merd:

=98

‘mnogo, goré opisanih koraka ddbija jednézergodiékmvi

arna kombinacija od heskonadno ali prebrojivo mnogo

= Pifts+ Papra + -

- gde su p,, Pa, ... pozitivni’ﬁroje#i-zbira 1.

Treéa meguénost Je da se u beskonacno mnogo 5oraka

 ‘7f;.d0b1J&Ju po dve neergodiéke mero.,Razumno je oéekivatl

%

da. se 1 tako dolazi do ergadiéxlh meré, ali da ih ima
vi§é od prebrojivo mnogo. Cilj Je takvo tvrdenje doka-

zati i, $ta vige, ciati primer izvora gde se ovakva mo-

vguénost'poja#ljuje.

U svim tim sluéajevima, predstavljanje stacionarne

mere ¢ kao linearne kombinaci,}e ergodidkih mer& zvaée

se, radi Jednostavnosti dekompozicija te mere, & od-

f govaraguce ergodicke mere ée se naznrati clanovnna te

1

dekompo71cjge.

b. Tvrdenije

Najpre, neka je X =[«, u] zadani stacionarni

izvor i

t‘x()"(‘( [¥), .xe.Q.

uélovna verovatnoca u odnosu na -algebru invarijan-

J

‘tnlh skupova f. Drugim ret‘iima, gx je, kao :t’unkc:.ga

od xeQ), invarijantna - dakle y-merl,jiva - funkeija

k'oja' zadovol java

/1/ (;.(AnS) "Ss Ra(A) w(dx) - za Aed, SeY

Pokazade se da su ba$ mere #x Clanovi dekompozi-

L jedna neergodlzka mera. U tom slulaju, wera ¢ Jje line~ -



| cije mere 4., D(l)l'{a;lz 'ée bifi izveden u vié"e etapa, for-
. mulisanih kao leme., |
o Najpre, s obzirom da s nij'e jeéinstveno odredeno
relacijom /1/ - jei‘ su svake dve verzije jednake samo
‘skoro izvesno - to Je‘potrebno izabrati onu verziju
koja jeste nmera‘ verovatnode za svako xe O,
Lema 1. P.&- se mo_fée tako izabrati da bude mera
‘verovatnoée na (L, (1) za svako .:.XG'_Q_-.
Dokaz. Neka Jfé za t<f,
’Ca‘...qj ={.x Xg=gy, .- X =a; j

!
ifneka je ti-..j . algebra.' generirana tim tank:Lm ci-

; !

lindrima. Pr1 tome je
Ut =6
< . ‘
Jer je svaki cilindar iz o konadna disjunktna‘ unija
nekih tankih cillndara. Za pr01zv013no xe.Q_ potrebno,
je odrediti ¢x tako da budu mere verovatnoée na (.Q a).
..U prvom koraku, nekaﬂ:" Hx bude verovatnodéa na C, .

Dakle,
Hx (Cao) 2 O)

‘za svako xe L) .
To je ﬁxoguée. Na primei‘, jedan od raéina da se do

te verzije dode je sledeci. Na'jpre', za neko a,’é o je
0 < (u,((cao) s;;i

skoro izveqno, to Jest za

iz ﬁehog skupa‘ (t-méfe 1,
' Za preostale e (A,(Cq;') e moze tako izmeniti da

gorngaa ne,)ednakost vazi. Prl tome se samo redukuge bro,;
‘verzija za (. Dalje se z

za: ¢y dalje redukuju tako$da

S ea(Car) s 1R plcy)

neho drugo ga'° € X verzije
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vazi za. svako .er. Nastavl;;a,]um taj postupak, dola-

|
zi se do trazenih ver21)a.

U dru{rom koraku, od doblvenlh vermja za (4,‘, bi~
: ra,]u se one koje )esu verovatnoce na Co( o Dakle, .
¢x (Coea, ) 20, Z H;(CM‘) = (. (Cq,)
Y za svalko ve L, ; ,
| U‘ ti‘ec’em koraku, ﬂi se pdred‘ujé tako da ﬁude ve- -
rovatnoda na C-,,o’, S, ou E’:’étvrfbmr na C-1’°'1.2 . Nas-
tavljajuéi -taj postupak, x ée biti rﬁere; verovatnode
L na C za svako .xe.Q- te .se mo¥e jednoznacno pro*;irlti
c na CZ N '
Lema 2, Mera “ Je . 11nearna kombinacija merd: . Hx u
smislu da je | ‘ V
/2/  pl-) wSa m()e«(dx)
to jest p=Epy . |
Dokaz. Dovoljno je staviti: =0 u rela'ciji ./1‘/.

‘ , _I_J_gﬂg._}. (> Jje stacionarno skoro izvesno, to jest
kT ‘-‘ - ¢ {*; . Jje stacionarno } = {
| ‘Dokaz. Neka je CE€ C i VS‘E 9"..'.Pada je, jer je
(4' qtacionarno, |
| H(Tcn5)=(~("'(€f‘$)) ==(-*(Cr\5)
pa je, prema /1/,
| S (Ax(TC) J(« = Ss vx(C) Je
'sto' znaéi da je' . e L
| }*u(TC) = Q‘x (C) ~. o skoro izvesﬁo
Kako Jje slgebra C prebro;iva, to je o :
| {-‘l; _t*x(TC')’i“‘(f‘x(C)  za neko CE€ t;}
(Y o+ eacey)
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€2 plx; palTO #F pata)}

Dakle, postoji skup Qg €d  mere 1, tako da za

MG.Q-S “a ¢uva meru ciliindara. No, kao $to je poka~

" zano u tadki i.b to znali da su te mere ¢4x stacionarne.

- Lema 4, (A, je ergodidko skoro 1zvesno, to jest
f“{““;: Bx - Je ergodlcko} e=-1 |

Dokaz. Neka je .ueﬂ.s i A Bel, Tada, prema er-

? godlckcm teoremu, :

V0

A5 T (1) s E(T]Y)
skoro i*vesno. M‘toaeci sa. IA(J!) i integraleéi po

meri (Ax ’ dobi]a se
E.or‘a(AnT"’B) —— E[1,- G(:ce.w}l‘f]

No, E(Ig,\‘:?) je ?-merljivo, pa je desna strana

jednaka N | ‘ _
E(Tel¥) E(Ia19) = pul®) pa(A)

skoro izvesno. Dakle, pons»toji Qe el tako da je J QI
Qe i p(Qe)=11 da g za xe Qo p zadovol java
kriterijum ergodilnosti - tadka 2.a, relacija /2/ - za
cilindre A &, Slidno kao i u dokazu predhodne leme,
dokazuje se da to #x zadnvol,]ava ‘{rlterljum ergodié-
nosti za qvaki par cillndara. Prema tome, HJ‘ je ergod-«
i¢no za x € Q.e. ) . |

Lema 5. Postoji Verzijé Vz’a Px koja je stacionarna
i ergodidka mera verovatnode za svako xe Q..

Dokaz. Po lemama 1,3 i 5 Px je, za xeSle sta-
cionarna i ergodicka mera verovatnole. Za xe€ .ch ’ néka;.

je P nvek jedna ista stacionarma 1 ergodidka mera
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; i
i
§ '

verovatnoce, Ha prlmer jedna od Qx_, ’ xele . Na taj
tl
nadin, . dob:wena Je trazena verzija.
" Skupljene zagedno, 1 '_me 215 daju potrebno tvrde-

nje{

Teorem 1. /teorem o »ekbmpoziciji‘/ Za zadani sta-
cionarni izvor [o, ]  postoji kolekeija izvér&

[*, #x] , %eQ koji su svi stacionarni i ergodid~
ki i pri tome je g.mE(Ax.

' Drugim recima, neergodicka stac1onarna mera (¢ se
mno¥e prikawatl kao linearna kombinacija er(.,odiéklh mera

¢#x . Ukoliko je @ ergodilko, ta delkompozicija je tri-

o vijalna jer je tada Px '=(~‘~ za svako xe K2,

c. Primexri dekompoziciie

Da bi dalja razmatranja o dekompoziciji neergodid-
kih izvora imala do#oljno smisla; potrebno je dati pri-
mere izvora sa po'trebnim ‘brojem &lanova dekompoz’i'ci,je.

Sledeéa konstrukcija_ée obuhvatiti takve primere. 
Najpre, neka je (U u @) neki pr;ostoi' verovatno~

ée, Konlcretno, neka je U poluotvorenl interval [0 1)

_Sa realne prave, u Borelova G-algebra na njemun, a ®

Lebesgneova mera. DalJe, neka je kona.can a.li’abet X

’ R

i fiksiran i neka, za svako we u [d‘ [‘] bude stacio-—.
naran ergodidki izvor i neka je pri tome ¢ (A) za. sva-
ko A€ a U-merljiva funkclja po 4 koja uzima rah—
liéite vrednosti za razlidite vrednosti argumenta U ,

| To se sve_mo’z’.é postié’i, na primer, ovai:o. Yeka je;‘

p'“ = (Palacx , 4e€U Xolekelja vektora pozitivnih ve-
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rovatn.béa,' tako da je svake p: u -merljiva funkcija
po uvchalje, mere [I-“ neka su definisane sa

Hu{“i My =8y, v - 'J‘un-l‘“aaaa} = pa': e /oa‘:.,
Sada su svi izvori [m,(a-“], wel Bernoullijevog tipa,
te su svi stacionarni i ergodi‘éki. Pri tome je (.c“(c)
U-merljive za svako C€&, Dalje, |

My = {Aaea; 'GL“U\) je U—merljivo}
jeste monotona klasa koja sadrii sve cilindre, te je

,Mu‘J Cl, sto znadi da je [4“(4) U-merrjivo za svako

Aelt,

Verovatnoce 'Pau se mogu izabrati tako da bwdu obo-
strano ,jednoznac‘fne funkcije po- 4 ., Na vprimer, mogu se
uzeti monotone':t‘unkcije. Tada su, ‘jas.no, mere (uu raz-
1igite ua razlilite vredno_vvsti w .,

Dakle, svi potrebni uslovi za izvore [, td-“_] su
postignuti. Sada se moZe definisati izvor [, ] sa

p(A) =, p (A @) za A€Q

O¢igledno je ¢ stacionarna mera verovatnode, jer
su talkve 1 (_IA“ , uelU, pnefinisana Je bas kao linear-
na kombinacija ergodiékih merd (A_u i pokazade se da su
upravo (*“ ¢lanovi njene dekompozicije.

Teorem 2., Za svako uE U, gde je U, skup Lebes-~
gueove mere 1, postoji é_Q— tako da je Y= CA“ tg
merd (Avx ima barvem koliko i merd t* , to jest, u ovom
slui‘iaju, kontinuam mnogo; |

Do}eaz. Na,jpre, po ergodickom teoremu, za svako CGC

L5 L (T s e (O

V=d

(A-skoro izvesno, to jest, za X€ .Q.o gde je C‘('Q'"\:L

No. talto su mere " ergoditke, to za svako (€ C
’ e (4 '



net .

""ZI (%% -————-b(a(c)

(l“- skoro izvesno, to jest za xe Q" gde je F(.Q-“)ti
za gvako « € U, Sada, neka je \
=Q,nQ°
Kako je |
1= 0 (Ro) = () () @)
to je l-«"(:)-o)=1 ®-skoro 1zvesno, to jest za uel,

gde je @(U Y=1, Sada je oéigledno da je i g(.Q. V=1

za uwe U, _
Konafno, ako xeSl, za uel,, tada, za proiz-
voljn‘o_ Ce C '
*EIc(T"x) e He(C) L u(e)
te je My =(" | ¥to dokazuje tvrdenje.
Ako se pridru¥ivanje U «—> X, definisano sa .xe.Q_:
za « €'U,, obeleri sa u=¢x , tada je, eksplicitno,

.
M = ¢ . Skup svih tako dobivenih mers x Se ne mora

| poklopltl sa skupom svih mera P s ali 1paL obuhvata

n,]1hov bitan deo. FNaime, ukup odprovarajucih X -ova obu-

hvata

L, = esssup Q.

’ o “EU@ :
Kako je (*u(-g-o)=’ @ -skoro uzvesno} to Je i ta (.QU)
=1 @—skoro izvesno ¥to daje c«(.QU )==1 na osnovu
definici,]e ‘mere (JL Dakle, sa M, = [4#‘, xe "U dobi-
jaju se ako ne sve, onda skoro izvestan deo ‘0d 8vih

mers “x.

_ Sada je lako modifikovati ovaj primer da bi se

dobila dekompomciga sa manje clanova. Modifikacija se .

odnos:. prvenstveno na G -algebru U i to tado da se u

generira deobom intervala U =(0,1) na kona¥an i1i



beskonalan broj podintervala U;. Pri tome mora i svako
Fﬁ 0 kdo funkecija od @, biti konétanta na svakom od
tiﬁvpodintérvala. Tada je i F“ funkecija indeksa pod-
intervala Ui za koji we Ui. Tada je

; (.t(A) aZp(A)(-t(U)

g za W€ U;..

Prema ranijem, sada za svako t postoji xéJQ: za,
we U;, tako da je Mx= ' . Kao i ranije, drugih meréd
f*x skoro izvesno nema, a mbgu sé i éameniti jednom od
dobivenih, Znadi, mer& p° ima koliko i merd (4£, te
sada dekompozicija ima konaéno ili beskonadno prebro-

jivo mnogo ¢lanova.
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5. ENTROPIJE CLANOVA DEKOMPOZICIJE

a. Definicije

_Sem ranije luvedenih pojumova i oznaka; potrebno ‘je
e 1v1.v'ésti ‘i izvestan br:o;j novih, Neka, kao i rdnije, H=
H(X) oznadava entropiju stacionarnog izvora X=[°(, (4_].
Dalje, neka H.x oznaEava entropije E’:lanova dekompozici~
je, to jest izvora [d, ft,,] , %eX)l, Analogno kao i u
tatki 3.a, H, se ‘mo¥e ozna¥iti i sa H(X“ ¥) , pa se
moZe uvésti i .' ; v |
H(X1¥) = EH(XUIY) =EH,
e Op?;"ti;je, ako je .?’C 9’, neka je
(4;(.3 = (- 1Y), Ase_Q. |
Kao i u tacki '-1.5, moZe se pokazati da su /A_: stacio~
narne nere vero.va.tnoée za svako Jte.Q.., odnosno da poé-
toji takva verzija. Naravno, one ne. moraju biti ergo-
o didne, ¢ak ni skoro izvesno. :
SR : Dalje, neka je H; “‘H(XU 39’) Jenvtroﬁi_ja' izvora .
fo, s ] zd xeQ o1
O H(XIY) = EH(XIYY) =EH
uslovna entropija iivora X za dato .‘P'C . Specijalnq’
i : : _
HXI%) = H(x) |
gde je % =='{¢,>_Q.}. ‘Takode, ako je _ff’k:,konatina algebra




-%31=
sa R iﬁvarijantnih netrivijalnih atoma S,;... Sy,
bhide
$iw
H{XI9) = 3 #ls«) H(XISK)
q=t
gde je H(X15¢) = K(XU¥,) za xe Sk entopija izvora

[Q,fi(‘lsu)]e

H{ X lY{) se moXe interpretirati kao srednja koli-
ina informacije koju izvor X daje u jedinici vremena

' /

pod uslovom da se realizovao meki dogadaj iz ¥ .

Sada, kako 81 sve mcre Uy ergodicke, skup

“-‘{g; :,Z,‘Z. I.(T” ;}) T Me(C) za
o svako CE{‘}

zadovol java (Aﬂ(Slx)==1 te se moZe nazvati nosiocen
mere py . Pri tome su svaka dva nosioca 11i jednaka ili
disjunktna zavisno od toga da 1i su odgovarajule mere
jednake il1i razlifite. Naime, ako je Ll,n Q. nepra-
zro, tada je py=pe te je i Q. ==_.Q_xl, dok u sluéaju'
da su ,SL, i 0, disjunktni, odgovarajudle mere moraju
biti razlidite, Sta viée,‘prema?ergodiﬁkom teoremu, za
svaso C €€

Tt

L LM =2 E(Tel¥) = gy (C)

- -skoro izvesno, Sto znaci da xe.ﬁl CA»Skoro izvesno.
Konaino, neka je kao i raﬂige

wy () ""{3‘*“'«.‘2’“ s e Xagnoy T Jeanas }

by = = lim by e Cn )
Prema McMillanovom teorenu, z je invarijantna funkcija
i EL =H. Konkretne vrédnosti za sludajnu red u,(y)
bife oznalene sa Uy.

Na kraju, nekoliko napomena. Slova L) sa nekim

dodatnim oznakama ¢e biti rezervisana zaskupove Cija
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je neka wera 1, a slova S, takode sa éventualnim do~

datnim oznalxama, ce oznalavati 181;:1311?511/'0 1nvar1,]<mtne
skupovc. Izraz "skoro izvesno" ili skxaccno g, i."‘ce
e osnositi iskljudivo na meru (A , dok ée se.za druge
mere Koristiti ot!.,ggovdrajuéi prefiks, na primer: Mx -

~8koro izvesno,

b. Lenme

Osnovni cilj je odrediti entropije Hx ¢lanova

dekompozicije sta,c'ioz-:arnog,izvora X “‘[0*,(4]. ¥ tu svr-

hu, najpre je potrebno dokazati dve leme. Prva od njih
je Jjedno uop§tenjevosob1ne /5/ iz tatke 3.a za Shanno-
nnvu-entropijﬁ. .

Lema 1. Ako je ¥ ~‘f", tada je H(X,tf) H(X’&f”)

Namomena‘ Tvrdenge leme ¢e se koristltl samo za
3’ ¢ \9" zbog Cega su kori¥déene takve oznake, mada
lema vaZi i za f»roizvoljﬁé G—-poda.lggebfe od CI

Dokaz. Uz odipglednu oznaku ‘u:(') F’(*('I?") ko-
ristide se i’:injenica da je e“[oye integrabilna ma-
Jjoranta za “‘H: [oj[u;' s zatim Jensenova nejednakost u
obliku | :

(——(4, foy(a IS" ) < - E(h |y )’Og E(ps 1¥')

/Neveu, str, 55 1 122/, kao 1 sledece dve osobine us- -

lovnlh ObeklvaHJd ‘
E(E(-]1¢)) =€E()
E(eC-19D1¢) =e(-1%) &

Polazedi oa definicije uslovne entropije izvora i

koristeéi navedene &injenice, dobija se



g G

Hx19") = el-lim T el bg i)
®
= €[ €(-{m 7 Lt )
ﬁog(u,f(ww\i ¢’y |
= B[ liw = T € (=gl i)
&;7 ICHIRSN
Sel-tm 57 ety
’eﬁog E(pdua)] ¥') ]
= | [—- fgm %Eﬂ;(u%] fog {Al(uu)]
=H{x1Yy") |
¢ime je lema dokazava. '
Specijalno, s obzirom da je L= A dobija se
sledeCa nejednakost:
/1/ EH, SH
Sledela Ce lema biti od osnovne vaZnosti jer sa-
Adr#i sudtinski odnos koji je pdtreban-za odredivanje
entropijé Hy.
éﬁ@ﬁwge éﬁ—skoro izvesno po X 1 @M ,-skoro izvesno
po j vazi
H, 2 A(y)
Primedbha: Samo tvyrdenje leme nije jednostawno, kao

%tc nede biti ni njen dokaz. Treba obratiti pa¥nju da u

parovima (&,g‘). za. koje vaZi gornja nejednakost j na’

odreden nadin zavisi od X . Formalno, tvrdenje leme se
moZe napisati kao
’ (A{J{; (A}{g;’}H,‘z a(a)}mi} = 1
Dd%az, Neka je
5, ={7; H.< L}
S =“—{.X; ("'u(Sx)>O}

Kako je funkcija a merlijivea i invaiijantna,
d) - -

H



.

to je i skup 3,‘ ‘T!@I‘].JIV i 1nvar13antan za svako .xe.Q.
Prema tome, definicija skupa © ima smisla. Jasno je da
se x(5x) >0 wmo¥e zameniti sa (u;(Sx)'ﬂ I, jer su
. mere M; crgodidne. Sada je potrebno dokazati da je i .
skup & nerljiv, a tada je oelgledno i da je on inva—
rijentan,

Zaista, skup

{eps w-bp) |
3@ merijiv u proizvod prostoru. (.Q." -Q-, C?®Cl) jer
je funkci,ja f{n --2(9) a®a-z§xerljiva. No, oCigledno
je sekeija /se&i?enje/ toga ‘skupa po X-koordinati upravo
53 o Na osnovm toga, sledi da Jje
(e (5x) = S,&L IS)al &) (“x(‘!ﬁ |

(-merljiva funkeija po x /Neveu, str. 74/, te je i
skup S A-merijiv, Hto je 1 bilo potrebno dokazati. |
Znadi, pstoji p(s) .

~Lako je proveriti da je S komf)lement skupa X-ova
navedenih u primedhi posi“e iskaza leme, Stoga Jje potre-
bno dokazali da je (4(5) = () . Neka ,je, suprotno tome,
B(S) ? 0.

Sada je cilj dekazati da predpostavka (A(S) >0
dovoda do kontradil\.ci,]e. | |

Najpre, kako je svako “x ergodlcno, dok @ to ne
mora biti, iz McMillanovog teorema sledi da

/2/ ; (‘u(un('a)) ""*onﬁ)' 2(3) — Hy

ﬁtf* i fé}-s:coro izvesno po 7 . ‘Kako y(Qf) = { nebphodn6

: (Q°) =1 ; :
daje [“=x = [* -skoro izvesno po X, to relacija
/2/ va¥i (#-skoro izvesno po X i (*s~8koro izvesno po

'3 y b0 jest za



xéQf) gégli
pFi éemﬁ je“
(«(Q”) =1, c.za(_Q:) =1 /za ve Q°/
Dalje, neka je |
5° = S5 nQ°
6% =5,nQ;
Tada je
| p(o) = p(s) >0
'(*x($;5‘Hx(%x)“1 /za xe 5nQ° = S/
Sada kako je 9° S,.Qo i Sic S“,.Q:, to za
».,xe5° i g&%; vaZi H;S é’~(_g) i relacija /2/, &to
zajedno daje |

H(u»(ﬁ)) N . °© 0
Falua(y) wsem® O 2@ x€S, g€,

Prema Fatouovoj lemi /Neveu, str. 112/ odatle se

dobija

- » H;(uh(?))

fg [nzmj e (oo (9))
< . (42(‘*&('3))

< ﬂwnﬂtﬂg._s_q_ B Con 075 «(dz)

Y T (4= (3)
lim ind £l

e(cla)

== 0

za Xxe S°%, 7€ %, te mora biti i
.. frelun(y)) __
750 lmed TG TO

p ~skoro izvesno po 2z . Dakle, za

LI

| x€8% ‘ne Sy, ze_Q.
3de je (u(.Q.) = 1, va¥i relacija /3/.
NaBlalje, neka je
C 8'=8%haq' Q. =9]n59
Tada je

p(s') = p(e®)y >0



s

36

i, zbog,
| {4(5') = SSQ Hx( s') (““(4&)

va¥i
pa () =1 za xeS'e s
. gde je i
p(9Y) = (s >0
Zato je i

Hx(gll) = { za xe S?

Iz %G-Qi sledi 'éE-Q §%o daje, na osnovu defi-
nicije nosioca Q-J;, Me =(Mx z& TE .Q_ Cﬂx gde je
(= (D) = za xeS . Dakle,

/u) xe 8 ze_Q =2 My =Mx
Odnos izmedu pojedinih skupova pregledno je prikah

zan na sledeéoj shemi:

4 ° A
Q Q, c Q,
| U U
$>9% s 5
U U
s a?
Sada, neka
: 2
/5/ xe & i gesi, z2e O, /za xeS?/
Takva trojka sigurno postoji jer je
@ ( $?) >0 i

e (8 =1, Q3 )= d /za xe & /
te éh ti skupovi neprazri, Prema gornjqj shemi, pret-
postavka /5/'implicira 4"

‘xe S°% g€ S:, .2.;'&.‘:&, .
a to, prema. ranijem razmatranju, implicira relaciju /3/.

Sa drugevstrane, predpostavka /5/ implicira i



epge

e D
gto, prema /L), daje fAa = iz s & o je u suprotnosti
sa relacijon /%/.

Dalkle, im wopule pretpostavke /5/ slede dve uzajam-
ne kentradiktorne posledice, Sto obara polaznu hipotezm
g je {4(&} >0, %ato je @(5& = (), 8ime je lema u potb-
punpstl dokazena, |

Treba napowenuti da Ce se iskazi ovih dveju lema kas~
wijo poboljsati, kao i relacija /1/. To de biti uradeno

w badki 6. U ovom obiiku, kao Sto su navedene, one se

koriste radi dokazivanja osnovaog teorema,

Osnovni teorem

HeE
19

u&ﬁa‘se moZe pristupiti dokazivanju osmovnog teore-
ma, koji je jedam od glavnih ciljevs ovog rada., Taj te-
oxem nﬂréduje entropije H$ izvora i:m, F#] ,» to jest
¢lanova dekompozmicije stacionarnog izvora X g;{Q§2&J.
Teorem 1. /teorem o entropijama/  Za svaki staci-
onaran izvor jo
Hy, == éi(x) skoro izvesno,
ﬁokazo Helta je
0% ~{qi H, 2 L)
Q7 = @l (Q5) =1)
Prema lemi 2 je .
QA(.QL%‘)'&-? i Qﬂu(—Q‘i)“ﬁ zq xe Q°
Dalje, neka je |

2%(&) = és«:-.«, sup { Q(g} 3 al € ,Q.i}

kS

S

-

Tada jeo a“(x):ﬂ Hx za we QF . Najpre je potrebno doka-



zotl da tu vali jodnakest skoro izvesno, to jest,_.d‘a
5 ={x; LT <H, )

Pre gvero je

E(QIY) = (g Lopypacdy)

2oz L))
< [?i (x)
:53.'4{{3557:‘»‘l'ﬁh'ei"w'a:—';n«f»g Jer je ﬁia(gj)m’i - skoro izvesno, Pre-
ma MeMillonovom teoremn je 1
H=El <E(e(l]ly)) <£0”
Uitoliko bi bilo (»m('s*) >0, tada je ﬁ#(x} < H,
na skupn 5" pozitivne mere, pa je, uzimajuéi u obzir
i nejednakost /1/, |
E0F < 'EH., f:'-_ 4
-.Ii"rema tome je HﬁE@ <H » 3to je nemoguée. Dak-

4

P

¢ Je fﬂ(»‘a;)m . te je
/6/ 0 Uﬁ = H, skoro izvesno.

Sada je potrebno dokazati da Je Q(g) “x-skoro
izvesno konstenta, naravno, jednaka Zi‘(a) o U tom ci-
1ju, neka 30 .

S, ={y; Ly < Q ()}
5™ = |y, (A“(Sx) v>..o}'

Kao 1 u dokazu leme 2, dokazuje Se da je ‘ﬁf* mexr-
Piiw skup° Ako je (A(S#*)‘“O tada je Mu(9, 2)=0 skoro
izve ﬁo, §to povliadi da je |
/77 Q(@) = L% (¢ -skoro izvesno po x ,.

$.~skoro izvesno po g



MVWQCYJOO Jkolik

Tkolike je u(5™) >0

E(L
. (4
¢ , j. iz slkupe S, &i-
ciji skupa S%%,

HOLA p@ziﬁjvna?p rema deflini
, Jjednakosti

=L
“’uwpﬁﬁu avie EL(% 3

3
e
l‘:l‘{"'] 3

.l'\JDaJ:} EoR

1ovog teorema, sledi da

alkest: /1/ 4 McMillan

f”wmm&wnaaﬁ%xmﬂgH

.
bR LIS 3
uée, Time je dokazana jednakost /7/.

i S, sledd {ry =(+s  (4~skoro izvesno

5 T
io mato ma

LR f_; o éa@ '}'\.—
fod l% B “ m en ~0 1Eves e
It Cl! F I U i uK{OI i E8N0 33‘0 d
Jedunakosti /6/, /7/ 1 /8/ majedno daju
. ﬂ . %\ﬂ
gy My e PO X
AP Hy ¢ ?
(if" Kk Bo 3 ®
iiima, wo slup

-gitoro 1Zvesno po Y.

«n

: AN L 3 ..Y:,'. % : N

i SONG

fije mognde, slededi postupak iz talke
=l vari za

o r‘

ftan teorema tako da w
&Y

1.

A UL A} L

' poo2triti ioian
.

. ﬁ(x) ne mora

v Lh . Basnlop tome je Bio funkeija
/ na pfim@ , neka wed 4, mo¥e biti mere




i i i

nuia te Je e(x) beskonac‘ino zZa' X € un/, dok su- entro-
 pije’ H;- ogranicene / sa, f%y&l , gde je W broj 810-";_
.; va alfaheta/ ,\‘ ‘}° |
Neposredan znacaj ovog teorema Je u povezivanju

X entropi,ja 61anova dekompozici,je - izvora (=, t.u,] -

“',sa. funkcijom &(x) Eija Je deﬁnici,ja diraktna, za raz- . -
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T i : . . ) \

6. POSLEDICE TEOREMA O ENTROPIJAMA'
‘. a, Lema

Prva, neposredna posledica teorema o entropmama : '
| je pobolj%aﬁje relaci‘je /1/ iz tat‘ike 5. Naime, kako ,]e‘

H “Q(x\ s., i1 EQ=H to,je | R
,_”‘/1/{ ‘{1 « =H

   ~tm ;jest H(XW)==H(X) | |
e Da bi se’ dokazalo op§tije tvrd“enJe, da i u 1emi 11 

vlz prehodne taéke va%i znak jednakost1, predhodno jé -
potrebno dokazati. Jednu' lemu, koja i sa..'iaa predstavl;a ,
':‘f}‘:znara‘jmx posledlcu teorema o entropigama. | |
| | “Lema 1., Ako Je za. neko Sey ("(5) > 0 t‘ai_iablje |
12/ ',14(x\s) HJS)S & |

ﬁakaz. Ako je (A(S) =1, 1ska_z 1éme va¥i, jer je .

\

tada. V_', - |
XHJ(=EH1HU%~MHQ
; »;‘prema dokazanoj x‘elaciji /1/ T

c Sada, ukoliko Je O < (4(5\ < 1 , tada ée se n;.Jpre
i-_lf-::dokazati da u rclaciJi /2/ va§1 znak 3’. l LT e
' Pre svoga prema definicigi, | < |

H(Xlé) ==-—-1im —-—Z_ (-t(u ls\ﬂoye}unls) . S
Kako je, prema dei’inicigi tn‘)ré (‘x, ‘ B -

| (.«(u 15) :== t“(&) K ("‘-t 0 (A(J)d




) , iy : .
to se, posle kra,ceg sredwanja, dobiaav- Ny '
| H(XlS) I e,.(«uw(m]

[03 [Ig, (“x(“u) t‘(d.x)]
lvm [°3t‘(5)

t(s) : I
Drugi sabirak je, jasno, jednak rmli dok se na. prvi

_f‘?wmol@ primeniti Jeusenova nejednakost u: obl:lkn
‘ | -*Us Ux p(Jx)] —eog[fs uxct(é’x)

. 2 - fs U [oﬂ“-’ (A(Jx) :

Iﬂ”a osnovu toga,’ sledl da je R By S

u(xls) > -’Ns) lm Z Ss Mm s 3

EER log P () t'(c!x)
, ikako '.-_.(ux'(oa(a, : 1ma 1ntegrabilnu maJOrantu e1[°7e ’

"‘:'.';'to se sa limesom mo%e uéi pod integral, pa je .
| n(xxs} S lum--z g,om
Pog(a,(u,) C“(Jx) ‘

= ;—@;S Uy ewxs

‘: ",1.3_':‘.prema dei’iniciji entropi,jﬁ l—(,. Time Je dobijena traﬁe-l S

: t‘ii‘:?""\

na nejednakost | ‘!;v. | . e
~ Sada treba doLaz,afbi da ni 28 Jetino SE .‘:P
"'0 < (-*(6)<1 tu ne moZe sta,jati erektlmo znak >
‘iata, ukoliko b1 to bio sluéa;, z& algebru SP koja o

'je generisana sa S i5° sy VAZIi- ST N R el T
) H(xl SP,) - y(s) H(Xls) +e(8‘);H(Xls‘) S
_5(‘(4& TR S ¢

" “prema / 1/ . No, prema iem’i 1 iz prﬁéihodhéf*taé_i&é}"i&m ‘15:_‘13;
' H(X1%) & H(x|'5>.,)-.=ﬂ(x) e

".Eime se dob:x,]a kontrad:ikcija. Bakle, u /2/ mdra sta,ja-.




;43-‘

ti znak ,]ednakosti za svako netrivualno Se SP Sime
je lema u potpunosti doi{azana.

In“bmresantno je da se 'ov& lema mo¥e napisati w ob- -

lilu koji ukljuduje sludaj («t(&)=~0 Naime, ako je
H(xNS) = —-It'm—z_ e(umns)l’ogta(umﬂs)

talkozvana "mekompletna entropija!’ izvora X ——~[°\, tA], ta~

da je lako proveriti da je i skaz iemé ekvivalentan sa.»
| H(X Nns) = S Hix | ¥) Jt‘; se $

gto baca novo <xve1:10 na uslovnu entropi,}u H(XU‘-‘?) “x.

by _Teoremi

Sada je mogule, kao lposl,edicu teorema o entropija-
* R ma, Gokazati da u lemi 1 iz tadke 5 mora stajati znak
| jednakdsti,

Teolrem 1. Za svaki stacionaran izvor X=[o,p] i

zZa svahﬁ 6—poda1grebru invarijantnih skupova 50 Jje
H(XE¥') = H(x)"
Dokaz. Kako je J. < ¥'c ¥, to Jje, na osnovu leme 1
| iz tacke 5, |
CH(X1%) 2 HIXL¥) 2 Hxiw)
No, H XW’ ) = H(X), a na ospovu /1/ je 1 H(Xl?) EH,

HD‘-) éime de dobija traZena jednakost,

Primedba. U opstem sluca,]n, H( x| @) , z8& (Bc:a

mo%e bi‘bi i manje od H(X) Na primer, H(X‘a) 0, jer

: je t;(wg..la) u..,“‘"o i1 i 4 . Prema tome, znadajna 0so~ '
bima invarijantnih skupova je u tome da se uslovna en-
tropija stacionarnog izvoraA ne smanjﬁje. ako se i'ea;lié

zovao neki skup iz bilo koje = -podalgebre invarijan-




tnih s}mpova. .

To se moZe iskazati i u temlnima sluéajnlh promen-~
| ljiv;th., Naume, ako se za slutajnu promenljivu § deﬁ-—

nide » | : "-;‘. |
| Hxlg) =H (x ls‘-algebra generisana sa E)
tada, za 1nvar13antno ¥, teorem 1 daje |
H(xIg) = H(x)

i_§1§.o znaci da znanje o invarijantnom S 'bo Jest, 1nfor-v |
'.",'macija koju ono nosi, ne umanjuje entrOpi,ju sta01onar-—

nog, izvora,, kao $to bi se moglo oéekivatl.

Sledeéi teorem, éiji ge dokaz oslanga na, prethod-

nu 1emu, daje potrebne i dovoljne uslove za osol&inu 8
’I‘eorem 2.‘ Ze svaki. staciona.ran izvor X P slede-!

éa tri iskaza su ekvivalentna. ST
(i) X ima osobinu. E 'i |

- (if): Hx Jje konstanta skoro 1zvesno /naravno, jednw—

ka H /

(i1E) za svalci invarljantam skup S pozltivne mere je* )

H(xls) = = H(X)

Dolcaz. Prema MecMillanovom teoremu, (i) znaél da- j&

a(x) H skoro izvesno, Prema teoremu o entropijama, o

?sledi da je ii. ekv1va1entno sa H, "“ skoro izvesno.

| Kako ,je EH ==E& = H » sledi da svaka ms:ﬂmiﬁ" fv:red-
'i}',"nos‘h za H, mova, skoxzo izvesno biti .jednakal H. Time

| 'Je dokazano da je (1)@(11). . " ' |
l I’z’z(ii) sledi, prema prethodnoj lemi

za. svako 1nvarija,ntno S pozitivne mere..Dakle (.h) -9(111)

Obratno, iz (111) sledi da invarijamtni slrup

.

t




S, ={x; H,>n}
ime mern nula. Naime, ako bi bilo @($)> 0, tada je
. ’ . ‘
gte je u suprotnosti sa pretpostavhom iii, Na analogan

netin so dokazuje da i skup

S, :{y; He < HJ
ima meru nula, te je Hy=H skoré izvesno, Dakle,
@i =» (1} , gime je teorem u potpunosti dokézéﬁ.

Prema lzlo¥enom, i neergoditlki stacionarni izvori
wmogn imati osobinu gfo Dr#edli se osnovme konsfrukcije
iz batke h.c, lmko:je dati‘briMQr“takvdg izvbra, Naine,
do%@ljnﬁ je vektore verovatnode ;o“==(F;)qe« birati ta-
ko da entropije V | |

W =T P«&g& |
budu iste., To se mo¥e postiéi ukoliko alfabet. & ima bar
bri slova, Ddbija se neergodidki stacionaran izvor ta-
leay da-eﬁtropije ¢lanova dekompozicije H$,=i“¢x budu
skoro izvesno jednake koﬁéﬁantﬁ, te Ce dbbijeni izvor
imati osobinu & o |

Naravno, u opitem slufaju, stacionaran izvér ne mo-
re imati osobinu & , Tada, kako god bila izabranaﬂﬁis—“
ko wverovaina grupa=/ma1® ukupné vefovéthoée/ redi u

preoostalo]j, visoko verovatnoj grupl, nece zadovoljavati s

csmovnu relaciju /7/ iz tadke 3e

Lpak, kao posledica,t@orema'o entippijama, moéé ée‘
peﬁazaﬁi da vaZi neSto opStija osobina..

Teorem 3. Za svaki stacionaran izvor X==[“,&J i
proizvoljne £,§:>D, postoji prirodan broj M, tako da: se

sve redi W, mogu podéliti u dve grupe, tako da



- ukupna verovatnoca redi u nistko verowratnoJ'

o grupi bude manJa od 5 ’ :[

' | entropija stacionamog izvora X . Na osnovu gomjeg

'izvori sa. osobmom ’6

- za reéi n visoko verovatnoj grﬁpi vazi
‘2~n(H +e) <(*( n)( 2 n(m. e) o
gde su o L o
H*’w essmf a(x)
l'H"'r = ess sup Q(xj
- nenegatim1 konacni broaevi; |
| Dokaz. Ako Je N “vroj: slové. u alfabetu 0(, sledi
da 'Je : . ’
" : " 0 S ﬁ(x) - H < [og IJ skoro izvesno -
te 33. {¢. | x
0s u*,u S[Ogu S

H S Z(.x) <l-l - skoro izvesno 1 ‘ :

' [og(u(u-.(x)) e d Q(x) o verovatnoci
.sledi preostali deo tvrdenja, Eime Jje 1 bvaj teorem
.}v;dokazan. | ‘
| Bro,]evi H* i H mogu se nazvati don,ja i gornJa *

t

h teorema, bro,] reéi u visoko verovatnou grupi ée Sadas " %
' d m(H*ge ) 4

bit1 ma.ngl bd L . Prema tone, za H < Dg”
- ta,j je broj vrlo mali w odnosu na broj lvih re&i a,,, v-

. pri dovoljno velikom n Na ta,j naﬁiﬁ :I. izvori bez

osobine & mogu imati dso'bine anali)gne onima ko;je :lmajhjf", )

' ST l.
'v,;, o

‘I’aleo :na primer, u. Shazmonovim teorelmima o kodi- |
- ranju i prenosu in:farmacija kroz kanal sa: Eumovima
. /Guiagu, str. 1)9 i 163/, osnovni. uslov ,je da je izvor

;;: ".-ergodléan sa. entropijom H <C ’ gde je C kapacif.et S




brOJ.

kanala. Pri tome se kodiranje zasniva na: redima iz

-visoko verovakne grupe i osnovnu ulogu.lpra njihov

|

/

Stoga de, prema fore dokazanom teoremu, Shannon-
ove teoréme vaziti i za proizvoljne stacionarne izvore,

bez obzira.na:erﬁodiénOSt'ili osobinu E- pod uslaovom

da je H <C, Na taj se nacin znatno pro§1ru3e pod~

rv%ye njlhove pr]mene, sto jeate od znadaja,

-



-

i
*

‘didan.

7. SLUCAJ IZVORA MARKOVA

a. Bastavlijivost

Sada dCe se ddsadaéng’&-~ra;zmat'rén,ja ptimen‘iti na
étécionarmm izvore Markova, Zaﬂo, neka u ovbj tadki
X =[o,u] ozadava 1zvor Markova definisan matricom
verovatnoée [l i stacionarnim vektorom pozitivnih vei'o-
vatnoéa P . Prema definiciji /Feller, str, 3811/; maytri‘-

ca [l je rastavljiva ako I)OStOjl ¥, & X, 0<°’9“ @, %

»tako da je

Z Pat = { za svako qaeol,
Drup:im rec¢ima, tada je M, =.[Pas.] @,8€ ol pravh

podmatrica verovatnode od ﬂ. Kako je tada

71/ ,. (J.(O(:) zz"((;‘m'(A{-\(; Xen €0, . Xy € ol )
- — fc'm ZZ Pa.» Pa.yans, * * * Pay,a,
==E:& Pq |

Jer su svi p, po_zitiimi; takav‘izvor Marikova nije ergo- v
Obratno, ako stacionaran izvor Markova X nije
erg,dd&qan, mo%e se pokazeJtl da je matrica 1 rastav-
l,jlva /B1111ngsley, str, 31/. Prema tome, neergodlcnost
stacionarnog izvora Marko*a Je&‘te ekvivalentna rastav-

1jivos:! Ei nj ei’ove matrice .




Sada, neka stacionaran izvor Markova A nije er-

godidan., Alo je ©f odgovarajuéi'pravi podalfabet, uslov

stacionarnosti p M=p se mo¥e napisati uw obliku

agolp :
Sumirajuéi tu jednaliost po svim Beoly i uzimajuéi uw

2. PaPat ’*‘% F'aPQ€ = P¢

obzir da je matrica [I ms,tavljiva, dobija se

2. Pat = O za svako Q¢ dg,
gedp

te je i . _ |
| P3N Pat = i za svako Q€ 0,
{Dﬂc je o, == d-ol,, |
| Drugim rec,ima, tada je i ”1 = [qug.] q, e, s brava
poﬁmatrica verovatnoée od [], |

Iz toga sledi, prema /1/, da invarijantni skupovi
I .

Q, = q;t, Q=
zadovoljavajiu
/2/ H(gfo)"fzogh pl2,) # 0,1
, : (A(‘Q_OB +(A_(.Q.0 = 1
Na iﬁa.j nacin, ﬁdbijﬁ se sledele tvrdenje: }
Lewa 1. Ako s‘bacioharan izvoer Markova X nije

ergodian, njegov se alfabet & mo¥e razbiti da dis-

junktne delove o, i oly, take da va¥i /2/.

b, Dekompozicija izvora Markova

Prema predhodnom, za stacionarni neergodidki izvor
Markovh X, odgovarajuéa matrica verovatnoée [| se moe
rastaviti na dve podmatrice verovatrnocle ﬂo i ﬂ,,. Ako

je neka od matricé ﬂ,,, ”1 takode rastavljiva / odnos-

no odgovarajuéi izvor nes igan /, ‘isti- se postﬁpak



mo¥e pmimeﬁiti i na nju, Fastavljajuéi tako' i dalje,
nei krajo se do]am ili do nerastavl,jivx.h podmatrica
vermmtnooé ili, u ls:ragnjem sluéaju, do matrica vero-—
vatnole dimenzija (1, 1) koje 8u, 001g1ednq,-~opet '
nera.@'tavljive, _

Pri tome se alfabet o razhija na disjunktne de-

love Oy, «.. oy tako da su odgovarajuce matrice vero-

vatnode [l =[ P“"g]“.ﬂéwx : K=1 ... k nerastewl]ive. :
" T
Prema gornjoj lemi, za .Q.k-—“-O(K s Vazi
Q*(Q.K) + 0, 1

= Z Q) =1
é IO“ ke (M( K)‘ o
Naravno, R<H , gde je M broj silova u elfabetu o / jer
svako oy sadr¥i bar po Jedno slovo /.

Za nove mere verovatnode

Bels) = (-] 04)

12za Gpy ... Ay, € oy va¥i

N k . !
Hai; xy=ao, ... ¥tamey =0y} = Pa. Paga, - - - Ioah-,'_q,,_,

1

gde je

% ' :
‘2: FaPat = B 2 PaPag = Pe
za €e g, to su [uK, tel stacionarni izvori Markova
sa nerastav]givm matricama ﬂ.(. Znac‘li mere (.4« su
ergodidke i “
| S b,

H= & Prpre | | ‘
predstavlija dekompoziciju mere ¢ na ks H ergodifkih
) mer§ .cAke l }

Na osnovu rezultata iznetih u tackama 5 i 6 en-~

‘tropige :mvor& [o( M) zadnvolaavagu




e

He = &m | skoro izves:novza_ XE€ .O.K
Daijé, stacionaran izvor Markova X = [o,p] ima
osoéinu & éko i samo ako su entropije H, jednake
medusobno. Ukoliko X nema osobinu E, tada j,‘pak;pq.s-‘
toje viéoko verovatna i nisko verovatna grups w ‘sniis'Lu!._
iznetom u teoremu 3 iz predhodné tadke, Specijéln_o,

tada Je

it

Hy = min H

tsus i
H* = max Hq
1swgk
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