Univerzitet u Beogradu
Matematicki fakultet

Zoran S. Pucanovié

PRSTENI SA JEDNOZNACNOM
FAKTORIZACIJOM

magistarski rad

Beograd
2002.



Sadrzaj

Uvod i istorijski osvrt

Faktorizacija u klasiénim domenima
1.1 Osnovni pojmoviioznake . . ... ... ... ... ... ....
1.2 Faktorizacija u klasi¢nim domenima . . . . . ... ... ... ..

Faktorizacija u raSirenjima prstena
2.1 RaSirenjaprstena . . . . . .. ...
2.2 Lokalizacija i faktorizacija . . . . . . . ... . ... ... ... ..
2.3 Nagatina teorema . . . . . . . . .. ... Lo
2.4 Faktorizacija u integralnim ra§irenjima . . . . . . . . . . ... ..
2.5 Jednoznac¢na faktorizacija u kompletno

integralno zatvorenim domenima . . . . . ... ... ...
2.6 Faktorizacija u prstenu polinoma i prstenu formalnih redova . . .

Grupa valuacija faktorijalnog domena

3.1 Osnovne osobine valuacionih domena . . . . . . . ... ... ...
3.2 Grupavaluacija . . . . . . ...
3.3 Valuacije i njihova veza sa faktorizacijom . . .. ... ... ...
3.4 Invertibilni ideali u faktorijalnom domenu . . . .. ... .. ...

Neterini prsteni i generalizacija jednoznacne faktorizacije
4.1 Definicija i osnovne osobine Neterinih prstena . . . . . . . . . ..
4.2 Jednoznacna faktorizacija u Neterinim domenima . . . . . . . . .
4.3 Primarna dekompozicija ideala u Neterinim prstenima . . . . . .
4.4 Jednoznacna faktorizacija ideala u

Dedekindovim domenima . . . . . .. .. ... L

Grupa klasa divizora Krulovog domena
5.1 Divizori . . . . . . .
5.2 Krulovidomeni . . . ... ... ... ... 0.
5.3 Rasirenja Krulovih domena . . . . .. ... ... ... .. ....
5.4 Divigori u Krulovim domenima . . . . . ... ... ... ... ..
5.5 Grupa divizor klasa Krulovog domena . . . . .. ... ... ...

22
22
23
27
30

32
34

36
37
37
45
49

52
92
93
95

o7



5.6 Grupa CI(A) i faktorizacija . . . . ... ... ... ...

Lokalni prsteni, algebarska geometrija i faktorijalnost
6.1 Definicije, oznake i vaznija tvrdjenja . . . . . .. .. .. ... ..
6.2 Faktorizacija u regularnim lokalnim

prstenima . . . . ... Lo
6.3 Primena na formalneredove . . . . . . . .. ...
6.4 Jednoznacna faktorizacija u algebarskoj

geometriji . . . . ...

Faktorizacija u nekomutativnim prstenima

7.1 Definicija nekomutativnog UFD-a . . . . . . ... ... ... ...
7.2 Faktorizacija u prstenima slobodnih ideala . . . . . . . ... ...
7.3 Primeri nekomutativnih UFD domena . . . . .. ... ... ...



Glava 0

Uvod 1 istorijski osvrt

Jednoznaéna faktorizacija u prstenu Z je opStepoznata osobina koju cesto i
nesvesno koristimo pri radu sa celim brojevima. Jos je Euklid znao da se svaki
ceo broj na jedinstven nacin predstavlja u obliku up('p3*...pl*, gde su p;
medjusobno razli¢iti prosti brojevi i u = 1 ili v = —1. Ovo svojstvo rad sa
celim brojevima ¢ini udobnim i lakim. Dodajuéi prstenu celih brojeva resenje
jednagine 22 + 1 = 0, Gauss je 1828. pokazao da ista osobina vazi i u prstenu
Z][i]. Jednoznaéna faktorizacija ¢ini lakim ra¢un u ovom prstenu kao i u prstenu
Z. Prirodno se dalje nametnulo pitanje da li ée isto vaziti i prstenu Z[(], gde je
¢ koren nekog polinoma iz Z[z]. Ovo pitanje blisko je povezano sa resavanjem
Fermaove poslednje teoreme, naime neke njene specijalne slucajeve Kummer je
resio podrazumevajuéi jednozna¢nu faktorizaciju u prstenu Z[w], gde je w koren
iz jedinice. Klju¢na stvar u dokazu je da se jednacina z™ + y™ = 2", moze, u
tom slucaju, faktorisanjem leve strane, napisati u obliku:

(Z+y)(z+wy)... (z+w" Ty =2",

pa se poredjenjem ovih faktorizacija moze, relativno lako, dobiti zeljeni rezul-
tat. Problem sa ovim dokazom je medjutim u tome $to Z[w] ne mora imati
jednozna¢nu faktorizaciju, npr. za n = 23. Jednoznacna faktorizacija eleme-
nata u proizvod ireducibilnih nije moguc¢a ni u mnogim drugim prstenima ovog
oblika, npr. u Z[v/10], Z[/—17]. Trazeé¢i neku vrstu generalizacije jednoznacne
faktorizacije koja ¢e vaziti u ovim prstenima Kummer uvodi pojam ”idealnih
brojeva”. Resavajudi isti problem, Dedekind dolazi na ideju da umesto elementa
a prstena R posmatra sve njegove umnoske (a) = {ar | » € R} i uvodi 1871.
pojam ideala. Savremena algebra ne moze se zamisliti bez ovog pojma, pa se
moze reéi da je pocetak moderne algebre povezan upravo sa resavanjem prob-
lema faktorijalnosti. Dedekind je dokazao da se da se u ovim prstenima svaki
ideal moze jednoznacno razloziti u proizvod prostih ideala i nasao uslove pod
kojima ¢e dati prsten R imati ovu osobinu. U njegovu ¢ast domeni u kojima se
svaki ideal jednoznaé¢no razlaze u proizvod prostih ideala, zovu se Dedekindovi
domeni. Dalje je razvoj algebarske geometrije uslovio rad sa prstenima poli-
noma k[zi,xa,...,%,], gde je k algebarski zatvoreno polje. Kako ovi prsteni



nisu Dedekindovi za n > 1, za ideale ne vaze prethodna tvrdjenja. Trazec¢i neku
drugu vrstu razlaganja neophodno je proizvode zameniti presecima ideala. Ovo
vodi u drugi tip generalizacije jednoznacne faktorizacije tzv. primarnu dekom-
poziciju ideala. Lasker je 1905. pokazao da je svaki ideal prstena polinoma sa
vise neodredjenih presek konacno mnogo primarnih ideala. Ova dekompozicija
nije medjutim jednozna¢na. Emmy Noether je 1920. uvela uslove kidanja lanaca
i na taj nacin objedinila Laskerove i Dedekindove rezultate. Pri tome je Neterin
domen faktorijalan akko su njegovi minimalni prosti ideali glavni.

Tako sustinski razlicita, jednoznacna faktorizacija elemenata u faktorijalnim
domenima i ideala u Dedekindovim domenima ima dosta zajedni¢kih osobina.
Dalja uopstenja ovih osobina vode ka vaznoj klasi Krulovih domena koja sadrzi
obe ove klase. Ovi domeni ¢uvaju neke od bitnih osobina faktorijalnih domena,
dok se provera faktorijalnosti Krulovog domena A svodi se na racunanje nje-
gove grupe divizor klasa Cl(A). Pri tome je Krulov domen A faktorijalan akko je
Cl(A) = 0. Osim grupe divizor klasa, koja se moze pridruziti svakom Krulovom
domenu, proizvoljnom domenu A moze se takodje pridruziti jedna grupa pomocu
koje se mogu dobiti neke informacije vezane za faktorizaciju elemenata; to je
tzv. grupa valuacija, u oznaci G(A). Pri tome je domen A faktorijalan akko
je G(A) slobodna Abelova grupa. Ovo predstavlja potpuno drugaciji pristup
pitanju jednoznac¢ne faktorizacije; umesto klasi¢nih provera da li svaki element
ima atomié¢no razlaganje i da li je ono jedinstveno, moze se prosto odrediti grupa
G(A), odnosno CI(A), ako je A Krulov. Na taj nacin pitanje jednoznac¢ne fak-
torizacije u prstenu svodi se na tehnike rac¢unanja ovih grupa. Sama provera
faktorijalnosti nekog domena, kao i odredjivanje ovih grupa, Cesto je netrivijalno
pitanje, pa je osim ovih, pozeljno imati i druge kriterijume za proveru faktori-
jalnosti, kakvi su npr. Nagatina i teorema Kaplanskog.

Jednoznacna faktorizacija ima i svoju vezu sa algebarskom geometrijom.
Koordinatni prsten neke mnogostrukosti V' dimenzije n bice faktorijalan akko
je svaka podmnogostrukost dimenzije n — 1 generisana glavnim idealom. S
druge strane, ako posmatramo fiksiranu tacku x € V', onda funkcije definisane
u x formiraju lokalan prsten o,. Pitanja faktorijalnosti ovih prstena obi¢no se
reSavaju homoloskim metodama. Ako je x prosta tacka mnogostrukosti, onda
je 0y regqularan lokalan prsten, koji mora biti faktorijalan.

Iz svega reCenog moze se videti da je jednoznacéna faktorizacija bitno svo-
jstvo prstena. Cilj ovog rada sastoji se u preciznom opisu faktorijalnih prstena
i njihovih veza sa drugim znacajnim klasama prstena, kao i u opisu kriterijuma
za proveru faktorijalnosti i nekim uopstenjima pojma jednoznacne faktorizacije.
Rad je neposredno inspirisan programom seminara za Algebru Matamatickog
fakulteta u Beogradu. Pojedini delovi u tekstu, a posebno glava 5, oslanjaju se
na teme obradjene na seminaru.

Glava 1 sadrzi pocetne definicije jednoznacne faktorizacije u prstenu kao
i veze faktorijalnih domena sa klasi¢cnim domenima: Euklidovim, Gausovim,
Bezuovim i glavnim domenima. U Glavi 2 posmatra se ponasanje faktorizacije
u raSirenjima prstena. Posebno se razmatraju tipi¢na rasSirenja kao §to su cela
raSirenja, polinomi, formalni redovi, lokalizacija i uslovi pod kojima se jed-
nozna¢na faktorizacija prenosi sa prstena na njegovo rasirenje. Glava 3 sadrzi



neke delove teorije uredjenih Abelovih grupa i valuacionih domena, potrebnih za
opis grupe valuacija. Istice se nova karakterizacija faktorijalnosti u zavisnosti
od ove grupe i opisuju se karakteristike valuacija u faktorijalnim domenima.
Glava 4 posvecena je faktorizaciji u Neterinim domenima. Dat je kriterijum
faktorijalnosti, kao i izvesna uopstenja: primarna dekompozicija i jednoznacna
faktorizacija ideala. Glava 5 predstavlja sintezu prethodnih glava. Uvodi se
pojam divizorskih ideala i Krulovih domena. Dat je pregled osnovnih osobina
Krulovih domena, konstrukcija njegove grupe divizor klasa CI(A) i nova defini-
cija faktorijalnog domena bazirana na ovoj grupi. Glava 6 vezana je za neke
homoloske metode pri proveri faktorijalnosti. Data je veza CM, regularnih i
regularnih lokalnih prstena sa faktorijalnim domenima uz naglasak na prime-
nama u algebarskoj geometriji i prstenima formalnih redova. U Glavi 7, koja
se bazira na [6], posmatra se nekomutativan slu¢aj i potpuno je nezavisna od
prethodnih glava. Razmatra se problem definisanja nekomutativnog faktori-
jalnog domena koji bi naravno trebalo da sadrzi komutativan slucaj, i daje se
kratak prikaz osnovnih rezultata iz ove oblasti.



Glava 1

Faktorizacija u klasicnim
domenima

1.1 Osnovni pojmovi i oznake

Ako se ne naglasi drugacije domen A bi¢e komutativan prsten sa jedinicom bez
delitelja nule. Invertibilne elemente domena A oznacava¢emo sa A*.

Definicija 1.1.1. Elementi a,b domena A su asocirani ako Ju € A* tako da je
a = ub.

Definicija 1.1.2. Ideal P domena A je prost ako:
P£A i abeP=(aePVbeP)

Ekvivalentno je reéi da je faktorprsten A/P domen.

Kako je u domenu nula ideal uvek prost, proste ideale razli¢ite od nule zva¢emo
pravim prostim idealima.

Definicija 1.1.3. Ideal M domena A je maksimalan ako je
M#A i MCICA=({I=MVvVvI=A)
Ekvivalentno je reéi da je faktorprsten A/M polje.

Definicija 1.1.4. Za element p # 0 domena A kaZemo da je atom ili da je
ireducibilan ako:

pg¢A* i p=ab=>ac A" Vbe A"
Definicija 1.1.5. Za element p # 0 domena A kaZemo da je prost ako:

pgA* i plab=plaVplb.



Ekvivalentna karakterizacija moze se dati pomocu ideala:

Element p € A je prost akko je glavni ideal (p) pravi prost ideal.

Element p € A je atom akko je (p) maksimalan medju svim pravim glavnim
idealima u A.

Tvrdjenje 1.1.6. Prost element v domenu je ireducibilan.

Dokaz. Neka je p € A prost tj. ideal (p) je pravi prost ideal. Neka je
() € (¢) & A. Tada je p = qr, za neko r € A, pap | qili p | r. Ako
p | r onda je r = ps za neko s € A, pa je p = gps, tj. gs = 1, odakle je ¢ € A*.
Odavde je (¢) = A. Ako p | g onda je (¢) C (p), odakle je (p) = (¢). Dakle
jedini glavni ideali u kojima je (p) sadrzan su A = (1) i sam ideal (p). Ideal (p)
maksimalan je medju glavnim idealima domena A, pa je p atom. [

Veza prostih i ireducibilnih elemenata bitna je za faktorizaciju. Obratna imp-
likacija u prethodnom tvrdjenju ne mora da vazi $to se moze videti iz slede¢ih
primera.

Primer 1.1.7.
A=Z[V-1T] ={a+bV=1T7 | a,b € Z}

Za element o € A definise se njegova norma N(a) = N(z + yv/—17) = 2% +
17y?. Invertibilni elementi u A su oni sa normom =#1. Jedina celobrojna resenja
jednagine 22 + 17y?> = £1 su x = £1,y = 0 pa je A* = {1,—1}. Broj 2 je atom
u A koji nije prost; U domenu A nema elemenata sa normom 2 jer jednacina
22 + 17y?> = 2 nema celobrojnih resenja. Jedini delitelji elementa 2 su dakle
asocirani s njim, jer:

2=af=4=N(a)N(p)

Odavde je N(a) = 1 ili N(8) = £1 pa je 2 asociran sa « ili sa 8, odnosno 2
je atom. Element 2 medjutim nije prost jer npr.

218 = (1 4+ v=17)(1 — v=17)

21 (14+v=17), 24 (1 —/—17)

Poslednje vazi zbog toga sto su 1 ++/—17 , 1 — +/—17 ireducibilni §to se moze
videti poredjenjem normi, naime, ako je 1++1/—17 = af onda je 18 = N(«a)N(f).
Mogu¢nosti su dakle (N(«), N(8)) = (£1,+£18) , (N(«w),N(8)) = (£2,19),
(N(«a), N(B)) = (£3,=£6) ili obrnuto ako a i § zamene mesta. Kako jednacine
224+17y? = 2, 22+ 17y = 3 nemaju resenja u skupu celih brojeva pa mora, biti
N(a) = £1 , odnosno 14 /—17 je atom. Analogno vidimo da jei 1—+/—17
atom. Primetimo da je broj 2 koji je prost u prstenu Z prelaskom u Z [\/717 ]
izgubio to svojstvo. Primetimo takodje da faktorizacija u ovom prstenu nije
jednoznaéna: (14++/—17)(1—+/—17) , 2-3-3 su dve razli¢ite atomicke faktorizacije
broja 18. ¥

Primer 1.1.8.
A=k[X,Y,Z,T)/(XY - ZT)



Ovde je k proizvoljno polje i A = k[x,y, 2,t], gde su sa z,y, z,t oznacene
odgovaraju¢e homomorfne slike: t =X+ 1, y=Y + 1, z2=Z+1,t=T+1,
I = (XY — ZT). A je prsten generisan elementima x,y, z,t nad poljem k koji
su povezani relacijom:

xy = 2t

Element x ovog prstena je atom koji nije prost jer iz generisuce relacije: x | zt,
xtz,xtt. ¥

Primer 1.1.9.
A=71[2X,2X?2X° ]

Na A mozemo gledati kao na potprsten prstena polinoma Z [X] u kome su
koeficijenti uz X, X2, ...parni. Kako X ¢ A , elementi 2X ,2X? ... su atomi
ovog prstena. Nijedan od njih medjutim nije i prost, npr.

2X |4X%=2-2X% ali 2Xt2, 2X¢2X?
2X?[4X? =2X-2X ali 2X?{2X ¥

Primer 1.1.10.
A=7Z+XQ[X]

A je potprsten prstena polinoma Q [X] ¢iji su elementi polinomi sa celim kon-
stantnim koeficijentima. Nasuprot prethodnim primerima ovde se ne moze svaki
element faktorisati u proizvod atoma. Sama neodredjena X nije atom u ovom
prstenu i ne moze se razloziti u proizvod atoma , npr:

X=2-—=2.2-—=2-3.—=...V
2 4 6
Definicija 1.1.11. Domen A je atomic¢an ako je svaki nenulti, neinvertibilni
element proizvod atoma.

Definicija 1.1.12. Domen A je domen sa jednoznacnom faktorizacijom ( fak-
torijalan, UFD ) ako zadovoljava sledede uslove:

(A1) A je atomican.

(A2) Faktorizacija je jednoznacna u sledeéem smislu: Dve atomicke faktor-
izacije istog elementa a € A jednake su do na redosled atoma u faktorizaciji i
do na mnoZenje invertibilnim elementima.

Na taj nacin, ako je A UFD i a € A takav da je:

a=pip2..-.-Pn = 4192 ...-qdm

gde su p;,q; atomi u A mora biti n = m i odgovaraju¢om prenumeracijom p;
asociran je sa ¢; tj. p; = u;q; za neko u; € A*.

Tvrdjenje 1.1.13. Neka je domen A UFD . Element p € A je atom akko je
prost.



Dokaz. Pretpostavimo da je p € A atom i neka ab € (p). Tada je ab = pc za neko
c € A. S obzirom da je A UFD elementi a, b, c imaju atomicke faktorizacije, pa
vazi:

ay...apby...by, =pcr...cp
gde su a;,b;,c; ireducibilni. Iz jednoznacnosti gornje faktorizacije atom p mora
biti asociran s nekim od atoma a; odnosno b; tj. p | a ili p | b. Ovo poslednje
ekvivalentno je sa a € (p) ili b € (p). Ideal (p) odavde je prost pa je takav i
element p. Ovim je tvrdjenje dokazano jer prema tvrdjenju 1.1.6 obratno vazi
u svakom domenu. O
Iz prethodnog tvrdjenja vidimo da u faktorijalnim domenima ireducibilni ele-
menti koji uéestvuju u faktorizaciji imaju jace svojstvo: oni su prosti. Takodje,
primenom ovog tvrdjenja mozemo videti da nijedan od prstena iz prethodnih
primera nije UFD; prva tri imaju atome koji nisu prosti, dok poslednji nije
atomican. U primenama ovog tvrdjenja ipak treba biti obazriv, npr. u prstenu
A=7Z[V3]={a+bV3|abeZ}vazi 2-11 = (5+ v/3)(5 — V3) §to navodi
na pomisao da faktorizacija nije jednoznacna. Ipak, Z [\/g ]jeste UFD. Ovo
se naravno lako moze objasniti; prosti celi brojevi 2 i 11 u prstenu Z [\/3]
nisu atomi, pa samim tim nisu ni prosti. Najpre, elementi a = 1 + /3 ,
B = —1 + /3 su ovde ireducibilni jer iz pretpostavke a = wv sledila bi jed-
nakost normi N(a) = N(u)N(v), odnosno —2 = N(u)N(v). Mora dakle biti
N(u) = £1ili N(v) = %1 pa su jedini delitelji broja « asocirani s njim, odnosno
« je atom. Iz istih razloga § je atom. Na slican nac¢in moze se pokazati da su i
elementi v = 1+2v/3 , § = —1+2/3 ireducibilni u ovom prstenu. Ovde je nar-
avno 5+v/3 = ad , 5—+/3 = #y. Jednakosti 2 = af3, 11 = 6 pokazuju da 21 11
nisu atomi. Dakle 2-11 , (5+v/3)(5—v/3) , (14+v3)(—=1++/3)(1+2v/3)(1-2v/3)
su razlicite ”faktorizacije” broja 22 u ovom prstenu. Samo poslednja je medju-
tim atomicka tj. faktorizacija u smislu nase definicije.
Vratimo se sada definiciji faktorijalnog domena, odnosno uslovima Al i A2.
Ako u domenu A vazi A1l svaki element moze se razloziti u proizvod atoma.
Takva faktorizacija ne mora obavezno biti i jedinstvena. Ako u A1l zahtevamo
viSe, da se svaki element moze razloziti u proizvod prostih elemenata, uslov A2
postaje suvisan. S tim u vezi je i sledece tvrdjenje.

Tvrdjenje 1.1.14. Prosta faktorizacija elemenata domena uvek je jednoznacna.

Dokaz. Neka je A domen i a € A element koji ima dve proste faktorizacije

a=pip2...-Pn =4q192-.-.9m

gde su p;,q; prosti. Iz gornje jednakosti imamo da p; | ¢i1g2...¢m. Kako je
p1 prost, ovo zna¢i da py | ¢1 V -+ V p1 | ¢mm. Ne umanjujuéi opstost mozemo
pretpostaviti da p; | ¢1. Kako su p; i q; prosti, pa dakle i atomi odavde je p;
asociran sa g1 tj. ¢ = up; za neko u € A*. Na taj nacin gornja faktorizacija
moze se ”skratiti” sa p;, pa dobijamo

P2...Pn =Uqg2...qm



Dalje, indukcijom dobijamo da je n = m i p; je asociran sa ¢; tj. faktorizacija
je jednoznac¢na u smislu A2. 0O

Kombinujuéi prethodna tvrdjenja, vidimo da se uslovi A1 i A2 mogu zameniti
ekvivalentnim uslovom:

(A3) Svaki ne-nula, neinvertibilan element domena ima prostu faktorizaciju.

U skladu sa tim dajemo i novu definiciju faktorijalnog domena.
Definicija 1.1.15. Domen A je UFD ako zadovoljava uslov (A3).

Definicija 1.1.16. Neka je S C A. Za podskup S kaZemo da je multiplikativno
zatvoren ako zadovoljava uslov: a,b € S = ab € S. Ako vazi obratna implikacija
podskup S je multiplikativno zasicen.

Lako se moze pokazati da je skup S svih elemenata domena A koji imaju
prostu faktorizaciju multiplikativno zatvoren i zasi¢en. Multiplikativno zatvoreni
skupovi znacajni su, izmedju ostalog, i zbog konstrukcije prostih ideala; ako
imamo multiplikativno zatvoren podskup S, svaki ideal I <t A takav da je
INS = ) mozemo primenom Zorn-ove leme radiriti do maksimalnog ideala
J takvog da J D I, JNS = . Ideal J je prost. Na taj nac¢in, uz pomo¢ multip-
likativno zatvorenog skupa S uvek mozemo konstruisati prost ideal disjunktan s
njim. Ova Cinjenica koristi se pri dokazu sledeéeg veoma prakti¢nog kriterijuma
za proveru faktorijalnosti domena.

Teorema 1.1.17 (Kaplansky). Za domen A sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(i) A je UFD.
(i) Svaki pravi prost ideal w A sadrzi prost element.

Dokaz.

(i) = (i7) : Neka je A UFD i P < A prost ideal, P # 0. Tada postoji
p € P, p#0, p¢ A*. Kako je A faktorijalan p ima neku prostu faktor-
izaciju p = p1ps2...pr. Kako je P prost, bar jedan od p; € P, i to je trazeni
prost element.

(i1) = (i) : Pretpostavimo sada da svaki pravi prost ideal u A sadrzi prost
element. Neka je S skup svih elemenata domena A koji imaju prostu faktor-
izaciju, i @ € A proizvoljan element, takav da je a # 0, a ¢ A*. Dovoljno je
pokazati da a € S, jer ¢e u tom slucaju biti ispunjen uslov (A3), pa je A UFD.
Pretpostavimo suprotno, da a ¢ S. Tada je (a) NS = @ jer u suprotnom bi
postojao neki element ¢ € (a) NS, pa je c = ab = p1pa...px € S. Skup S je
medjutim multiplikativno zasi¢en, pa dobijamo da a € S, Sto je u kontradikciji
sa pretpostavkom da a ¢ S. Glavni ideal (a) mozemo sada rasiriti do maksi-
malnog ideala P disjunktnog sa S. On je prost, pa prema pretpostaci sadrzi
prost element p. Medjutim p € S prema definiciji skupa S, pa opet dobijamo
kontradikciju PN .S # . Dakle a € S, paje A UFD. O

Primer 1.1.18.
A=17[2X,2X?2X° .. ]



Ideal P = (2X, 2X2 2X3,.. ) je prost u ovom prstenu jer je faktorprsten

Z[QX,2X2,2X3,...}/( )gz

2X,2X2% 2X3, ...
domen. Ideal P ne sadrzi medjutim nijedan prost element (videli smo ve¢ da su

2X,2X?% 2X3, ... atomi koji nisu prosti). Domen A prema prethodnoj teoremi
nije UFD. v

Definicija 1.1.19. Prost ideal P je visine ili ranga n, u oznaci ht(P) = n, ako
postoji lanac prostih ideala P = Py 2 Py 2 - -+ 2 P, i nema duZih lanaca. Proste
ideale visine 1 zovemo minimalnim prostim idealima. Skup svih minimalnih
prostih ideala domena A oznadavaéemo sa P(A).

Teorema 1.1.20. Pravi prosti glavni ideali u faktorijalnom domenu su mini-
malni.

Dokaz. Neka je A UFD, P = (p) pravi prost ideal u A, tj. p je prost, dakle
atom, i neka je Q C P, gde je Q pravi prost ideal. Tada prema teoremi 1.1.17,
Q sadrzi prost element ¢, pa je (¢) C (p), odnosno p | q. Odavde, s obzirom
da su p i ¢ atomi, oni moraju biti asocirani pa generisu isti ideal (p) = (q) tj.
@ = P, pa je P minimalan. [

Teorema 1.1.21. Neka je A domen sa jednoznacénom faktorizacijom. Mini-
malni prosti ideali su onda glavni.

Dokaz. Neka je P € P(A). Postojip € P, p # 0, p ¢ A*. Kako je A UFD p
ima prostu faktorizaciju p = p1ps ...pg. Medjutim, to znaci da pyps...px € P
odakle, s obzirom da je P prost ideal, py € PV ---Vp, € P. Neka npr. p; € P.
Tada imamo lanac prostih ideala P D (p1) 2 (0). Medjutim ht(P) = 1, odakle
mora biti P = (p1) tj. P je glavni. O

Primedba. Obrat ove teoreme vazi u Neterinim domenima.

Primer 1.1.22.
A=7Z[X,V2X]

Neka je P = (X, v/2X) ideal nekonstantnih ¢lanova. P je prost jer je
71X,v2X]/(X,V2X) = 7Z domen. Neka je dalje Q C P pravi prost ideal
sadrzan u P. Mogud¢i su slededi slucajevi:

(1) X €@, vV2X ¢ Q. Tadajei2X = v2Xv2X € Q. S obzirom da je Q
prost dobija se da v2X € Q §to je kontradikcija.

(i) vV2X € Q , X ¢ Q. Tada je i vV2Xv2X = 2X € Q. S obzirom da je
Q prost i da X ¢ @ dobija se da 2 € Q. Odavde je medjutim i 2 € P §to je
kontradikcija sa pretpostavkom da je P ideal koji ne sadrzi konstantne ¢lanove
razli¢ite od nule.

(i) X ¢ Q , vV2X ¢ Q. Tada ni Xv2X ¢ Q pa Q mora sadrzati konstantni
¢lan g. S obzirom da je @ C P jedina moguénost je ¢ = 0. Odavde je @ = 0 sto
je u kontrdikciji sa pretpostavkom da je @ pravi prost ideal.

Ostaje dakle jedino moguénost X € Q , v2X € Q i u tom slucaju je Q = P.
Dakle P je minimalan prost ideal u A koji nije glavni. Prema prethodnoj teoremi
A nije UFD. v



1.2 Faktorizacija u klasicnim domenima

Definicija 1.2.1. Neka su a,b € A, a,b # 0. Element d € A je najveci
zajednicki delitelj elemenata a i b, u oznaci d = nzd [a,b], ako vazi:

(i) d|a,dl|b

(ii) dla,d|b=d|d

Definicija 1.2.2. Neka su a,b € A. Element m € A je najmanji zajednicki
sadrzalac elemenata a i b, w oznaci m = nzs|a,b], ako vaZi:

(i) alm,b|m

(i) alm' ,b|m =m|m

Naravno, za par elemenata a,b € A, najveéi zajednicki delitelj, odnosno na-
jmanji zajednicki sadrzalac ne moraju postojati, a ako postoje ne moraju biti
jedinstveni. Oni su odredjeni jednozna¢no do na mnozenje invertibilnim fak-
torom. Za elemente a, b kazemo da su koprosti ako je nzd [a,b] = 1. Primetimo
ovde da iz definicije najmanjeg zajednickog sadrzaoca neposredno sledi:

m =nzs|[a,b] < (m) = (a) N (b)

Egzistencija najmanjeg zajednickog sadrzaoca za par elemenata a,b € A ekvi-
valentna je dakle sa uslovom da je presek glavnih ideala (a) N (b), glavni ideal
generisan upravo nzs-om tih elemenata.

Tvrdjenje 1.2.3. Neka su a,b elementi domena A za koje postoji nzs[a,b].
Tada postoji i nzd [a,b].

Dokaz. Neka jem = nzs[a,b] tj. (m) = (a)N(b). Tada je (ab) C (a)N(b) = (m),
pa (Jc € A) t.d. je ab = cm. Pokazademo da je c = nzd [a,b]. Kakom € (a)N(b)
imamo da je m = ady = bds odakle je ab = cad; = cbds. 1z poslednjih jednakosti
dobijamo b = ¢dy , a =cdy pac|a, ¢|b Nekasada z|a, z|b Tada je
a=ze,b=zf odakle a | zef, b | zef pa je zef zajednicki sadrzalac za a i
b. Kako je m = nzs[a,b] vaziée m | zef, pa je ecm = ab = zzef = zmg odakle
c=2z2g,tj. z]e. O

Primer 1.2.4. Neka je A=7 [\/—17 ] U jednom od prethodnih primera videli
smo da je 2 atom ovog prstena koji nije prost. Oznacimo sa « i 3 elemente ovog
prstena o = 14/ =17, f=1—+/—17. Vazi18 = af € (2) dok o, B ¢ (2). Kako
su 2, o atomi ovog prstena nzd [o, 2] = 1. S druge strane 18 = a8 € (2) N ()
medjutim 18 = af ¢ (2a) pa nzs [, 2] ne postoji. ¥

Iz prethodnog tvrdjenja i primera vidimo da egzistencija najmanjeg za-
jednickog sadrzaoca elemenata a i b povla¢i za sobom i egzistenciju najveceg
zajednickog delitelja za isti taj par elemenata, kao i da obratno ne mora uvek
da vazi. Medjutim, ako za svaki par elemenata a,b postoji nzd [a,b] dolazi se do
pravilnosti; onda svaki par elemenata ima i nzs. Domeni u kojima ovo vazi ¢ine
giroku klasu klasi¢nih domena. Sledeéa dva tvrdjenja odnose se na ove domene
i bi¢e posledica osobina grupe valuacija domena A pa ih ovde ne¢emo posebno
dokazivati.



Tvrdjenje 1.2.5. U domenu A sledeci uslovi su ekvivalentni:
(1) (Vz,y € A) 3nzd[z,y].

(2) (Va,y € A) Inzs|x,y].

(3) Presek dva glavna ideala domena A je glavni ideal. O

Definicija 1.2.6. Domen koji zadovoljava ekvivalentne uslove prethodnog tvrd-
jenja zovemo Gausovim (pseudo-Bezuovim, GCD) domenom.

Tvrdjenje 1.2.7. U GCD domenu vaZi:

(1) nzd[ab,ac] =a-nzd[d,c].

(2) nzd[a,b] =d=>nzd[%,2]=1.

(3) nzd[a,b] =nzd[a,c]=1=nzd[a,bc] =1.
(4) nzd|a,b] -nzs[a,b]=ab. O

Neka je sada A domen sa jednozna¢nom faktorizacijom i a,b € A nenulti,
neinvertibilni elementi. Tada oni imaju neke faktorizacije:
a = [Ip{* , b =TIp" paje nzd[a,b] = [Ip}" , nzs[a,b] = []p]", gde je
vi = min{a;, Bi} , 0; = max{a;, 0;}. Odavde ocigledno svaka dva elementa u
faktorijalnom domenu imaju nzd i nzs pa je ovim dokazano sledeée tvrdjenje:

Tvrdjenje 1.2.8. Svaki UFD je Gausov domen. O
Tvrdjenje 1.2.9. U Gausovom domenu ireducibilan element je prost.

Dokaz. Neka je A Gausov domen i p € A ireducibilan, takav da p | ab. Pret-
postavimo suprotno, da p { a, p t b. Tada ée, s obzirom da je p atom, vaziti:
nzd[a,p] = nzd [b,p] = 1. Odavde je medjutim nzd [p,ab] = 1. Kako p | ab
dobijamo da p | 1 tj. p € A*, 8to je u kontradikciji sa pretpostavkom da je p
atom. O

Teorema 1.2.10. Za domen A sledeéi uslovi su ekvivalentni:

1) A je UFD.

2) A je atomican i za svaka dva elementa a, b € A postoji nzd [a,b].
) A je atomican i za svaka dva elementa a, b € A postoji nzs|a,b].
) A je atomican i presek dva glavna ideala je glavni ideal.

5) A je atomican i svaki atom je prost.

Dokaz.

1 = 2: Tvrdjenje 1.2.8.

2 & 3 < 4: Tvrdjenje 1.2.5.

2 = 5: Tvrdjenje 1.2.9.

5 = 1: Iz atomic¢nosti svaki nenulti neinvertibilni element ima a € A ima fak-
torizaciju @ = p1ps . .. pr. Kako je svaki od atoma koji uéestvuju u faktorizaciji
prost, ova faktorizacija je jednozna¢na prema tvrdjenju 1.14. [

Sada se mozemo vratiti na pocetnu definiciju faktorijalnog domena i istaknute
uslove (A1), (A2). Prethodna teorema daje nam, uz pretpostaku da vazi
atomicnost, neke ekvivalentne uslove za (A2):

(A2’) Svaki atom je prost.

(A2") Svaka dva elementa u A imaju nzd.



(A2") Svaka dva elementa u A imaju nzs.
(A2"") Presek svaka dva glavna ideala u A je glavni ideal.
Pogledajmo sada sta su dovoljni uslovi za (A1); neka postoji a € A, a ¢ A* koji
nema atomi¢nu dekompoziciju. Tada a nije atom jer u suprotnom bi a = a -1
bilo atomicko razlaganje. Dakle postoje elementi b,c € A , b,c ¢ A* takvi da je
a = be. Ako bi b i ¢ imali atomicku dekompoziciju onda bi je imao i a. Mozemo
dakle pretpostaviti da jedan od njih, npr. b nema atomicko razlaganje. Tako
dobijamo:

a=bc=bla= (a) & (b)

Vazi stroga inkluzija (a) # (b) jer ¢ ¢ A*. Ovaj postupak sada se moze nastaviti
jer b nema dekompoziciju. Na taj nacin, svakom elementu a € A koji se ne moze
rastaviti u proizvod atoma mozemo pridruziti strogo rastuéi lanac glavnih ideala:

L: (a) € (a1) & (az) & ... Dovoljan uslov za atomi¢nost domena biée

dakle uslov kidanja ovakvih lanaca. Skraéeno ¢emo taj uslov oznagiti sa ACCh
a njegov ekvivalent sa (ACCy)’

(ACC;) Svaki strogo rastuéi lanac glavnih ideala u A je konacan tj. za svaki lanac

L: (a) G (a1) C (a2) & ... (In) td. je (an) = (ant1) = ...

(ACC;)" Svaka neprazna familija glavnih ideala u A ima maksimalan element u
odnosu na inkluziju.

Posledica 1.2.11. Domen A je faktorijalan akko je Gausov domen u kome vaZi
uslov ACC,. O

Na osnovu prethodnog vidimo da se mogu dati i druge, ekvivalentne definicije
faktorijalnog domena. U nekim slu¢ajevima ovi uslovi pokazuju se pogodnijim,
npr. ako je iz nekog razloga pogodnije raditi sa idealima mozemo dati slede¢u
definiciju:

Definicija 1.2.12. Domen A je UFD ako je svaki strogo rastuci niz glavnih
ideala u A konacan i presek dva glavna ideala u A je glavni ideal.

Tvrdjenje 1.2.13. Svaki glavni domen je UFD.

Dokaz. Kako su svi ideali glavni, to je i presek glavnih ideala glavni ideal, pa je
dovoljno pokazati da vazi uslov ACC;. Neka je: (a) & (a1) & (az) & ... strogo

rastudi lanac glavnih ideala. Kako je u pitanju lanac, to je i |J (a,) = I ideal
neN

i to glavni, npr. I = (a). Kako a € |J (a,) to je a € (a,) za neko m € N.
neN
Odavde je I = (a) C (am). Iz obratne inkluzije (a,) €T = |J (an) dobijamo
neN
da je I = (an) pa (Im € N) takvo da je (am) = (@m41) = ... odnosno vazi

uslov kidanja lanaca ACCy;. O

Primer 1.2.14.
A=7[X* X%



Domen A nije Gausov pa samim tim nije ni UFD. S obzirom da X2 { X? jer
X ¢ A biée nzd [X?, X3] = 1. S druge strane nzs [X?, X3] ne postoji jer ako bi
postojao, to bi morao biti element X°. Ovo nije moguée jer X° je zajednicki
sadrzaoc ovih elemenata (X¢ = X2X* X% = X3X3) a X°{ X% Drugim
re¢ima presek glavnih ideala (X?2)N(X?) nije glavni, pa A nije UFD. Primetimo
da u ovom prstenu elementi X°, X® nemaju nzd, pa samim tim ni nzs. Ovde
su naime 1, X2, X3 njihovi zajednicki delitelji. Nijedan od njih medjutim ne
ispunjava uslov definicije najveéeg zajednickog delitelja: X3 nije nzd jer je X2
zajednicki delitelj i X2 X3; X2 nije nzd jer je X3 zajednicki delitelj i X3¢ X?;
Najzad X°, X6 ocigledno nisu koprosti pa ni 1 nije nzd. ¥

Primer 1.2.15.
A={ao+3mX +aX’+ - +a,X" | a;€Z, neN}

Na A mozemo gledati kao na potprsten prstena polinoma Z[X], u kome su
koeficijenti uz X deljivi sa 3. Slitno kao i u prethodnom primeru mozemo
posmatrati elemente a = 3X,b = 3X2. Ovde naravno 3X { 3X?, jer X ¢ A.
Samim tim je i nzd [3X,3X?2] = 1, dok nzs i ovde ne postoji. Kako je

9X? =3X-3X, 9X?=3-3X2,

jedini "kandidat” za nzs je 9X2. Medjutim, ako postoji, nzs[a,b] bi svakako
morao da deli proizvod ab §to ovde nije slucaj jer 9X2 t 9X3. Presek glavnih
ideala (3X) N (3X?) nije glavni ideal, pa A nije UFD. ¥

Videli smo da u faktorijalnom domenu svaka dva elementa imaju nzd i kako
se on moze odrediti ako znamo faktorizacije tih elemenata. Ove faktorizacije
u nekim sluc¢ajevima medjutim nije lako odrediti. Za odredjene klase domena
postoji jo$ jedan nacin za raCunanje najveteg zajednickog delitelja, poznatiji
kao Euklidov algoritam.

Definicija 1.2.16. Domen A je Euklidov ako postoji funkcija o : A\{0} — ZT
sa osobinama:

ab # 0 = plab) > p(a) (1.1)
(Ma,be A, b#0)(3g,r € A) a=bg+r ¢(r) <) (1.2)

Funkciju ¢ iz prethodne definicije zovemo Euklidskim algoritmom. FEuklidski
algoritam ne mora postojati, a i ako postoji, ne mora biti odredjen jednoznacno.
Mozemo naci vise funkcija koje zadovoljavaju gornje uslove, npr. ako je ¢
Euklidski algoritam onda je to i funkcija ¢ + 1 pa se moze govoriti o familiji
algoritama ;. Koristeéi definiciju Euklidske funkcije ¢ moze se pokazati da
je »(0) = 0 kao i da je p(a) = 1 < a € A*. Sama definicija Euklidovog
domena zahteva dakle spoljnu funkciju te je stoga ¢esto nepogodna za koriséenje.
Unutrasnja karakteristika ovih prstena je da u njima vazi algoritam ”deljenja sa
ostatkom”. Elemente ¢ i r iz definicije funkcije ¢ zovemo Euklidskim koli¢nikom
i ostatkom. Euklidovi prsteni su npr. prsten celih brojeva Z sa Euklidskom
funkcijom ¢(n) = |n|, prsten polinoma k[X] nad poljem k sa odgovaraju¢om



funkcijom o(f) = 29¢9) kao i takozvani Gausov prsten Z[i] sa funkcijom
o(a+bi) = a?+b% U sva tri sluéaja radi se o glavnoidealskim domenima. Vazi
sledece tvrdjenje.

Tvrdjenje 1.2.17. Euklidov domen je glavni (pa samim tim i UFD).

Dokaz. Neka je A Euklidov domen i I < A proizvoljan ideal. MoZemo pret-
postaviti da postoji a € I , a # 0 jer je u suprotnom I = (0) ocigledno glavni
ideal. Skup {p(a) | a € I,a # 0} je dakle neprazan podskup skupa prirodnih
brojeva N pa kao takav ima najmanji element npr. ¢(b) = m. Neka je a € I.
Iz algoritma deljenja, postoje elementi ¢ i r takvi da je a = bg + r i ¢(r) < m.
Kako je i r € I, mora biti » = 0 tj. a = bg. Odavde je I C (b). Obratna
inkluzija b C (I) je ocigledna jer b € I pa je dakle I = (b) glavni ideal. O

Iz prethodnog tvrdjenja vidimo da se neprijatno pitanje egzistencije Euklidove
funkcije ¢ za dati domen A, moze znacajno redukovati, jer je dovoljno posma-
trati samo glavne domene. Npr. u prsten polinoma Z[X] ne moze se uvesti
Euklidova funkcija. Naime, Z[X] nije glavni domen, pa nije ni Euklidov; u
njemu ne vazi algoritam deljenja sa ostatkom. Neka je sada A Euklidov domen,
 odgovarajuca funkcija i a,b € A, b # 0. Tada se prema (1.2) moze generisati
sistem jednacina:

Tico =Tic1qi +1i, (1) <p(ric1) , i=1,2... (1.3)

roa=a,ro=b,q=q,r1=r7

Ovaj proces prekida se kada je rp+1 = 0 1 moze se pokazati da je tada r; upravo
nzd [a,b] i vise, da je on njihova linearna kombinacija. Ovo se mozZe formulisati
u obliku sledeéeg tvrdjenja:

Tvrdjenje 1.2.18. U Euklidovom domenu za svaka dva elementa a,b € A
postoji nzd [a,b] i vaZi

nzd[a,b] = aa + Bb za neke o ,f € A (1.4)

Naravno moze se dati i direktan dokaz da je Euklidov prsten faktorijalan, ne
koristeci tvrdjenje 1.2.17.

Tvrdjenje 1.2.19. FEuklidov domen je UFD.

Dokaz. Proverimo najpre atomic¢nost. Neka su (a), (b) glavni ideali Euklidovog
domena A takvi da je (a) & (b). Tada je a = bc ,c ¢ A* odakle je ¢(a) =
w(bc) > @(b). Drugim recima vazi: (a) & (b) = ¢(a) > ¢(b). Odavde se
svakom strogo rastuéem lancu glavnih ideala:

Ly : (a1) & (a2) & (a3) & ...

moze pridruziti lanac prirodnih brojeva:

Lo wlar) > plaz) > p(az) > ...



Kako je lanac Lo konacan, to je i £1 konacan pa vazi uslov ACCy tj. A je
atomican. Dokazimo sada da vazi i uslov A2, tj. neki od njegovih ekvivalenata
npr. A2". Neka je p € A ireducibilan. Dovoljno je pokazati da je p prost. Zato
pretpostavimo da p | ab i da p f a. Osim toga ni a { p, jer je p atom, pa je
nzd [a,p] = 1. To znadi da postoje elementi A\, u € A takvi da je:

aX+pp=1

Ako poslednju jednakost pomnozimo sa b dobijamo abA + pbu = b. Kako je
ps = ab, jer p | ab, dobijamo b = p(s\ + bu) pa p | b, odakle je p prost. O

Prsten algebarskih celih.

Neka je d € Z bezkvadratan, tj. oblika d = £pips...pk, gde su p; # p; prosti
brojevi. Posmatramo kvadratno rasirenje Q[v/d] = {u +vvd | u ,v € Q} polja
racionalnih brojeva Q. Element o € (@[\/3 ] je ceo nad Z ako je koren nekog
moni¢nog polinoma iz Z[X]. Ako su a, § celi moze se pokazati dasuia+f ,af
celi, pa svi celi elementi obrazuju jedan prsten koji éemo oznaciti sa

Q(d) = {u+vVd | u+vVd ceo nad Z}

i zvacemo ga prstenom algebarskih celih. U vezi sa ovim prstenima moze se
postaviti niz zanimljivih pitanja kojima se bavi algebarska teorija brojeva, npr:
Kakvog su oblika ireducibilni i prosti elementi ovih prstena i u kakvoj su vezi
sa prostim brojevima iz Z? Sta su inverzibilni elementi u ovim prstenima ? Za
koje d je Q(d) glavni? Da li u njima vazi Euklidov algoritam ? Sta se moze reéi
o faktorizaciji u njima? Moze se lako pokazati da je:

Q) =zZ[Vd]={a+bVd|a,beZ} akoje d=2 (mod4),d=3 (mod 4)

1+d

Q) =2|—

b
= {; + 5@ | a,b € Z iste parnosti} ako jed =1 (mod 4)

Za element o = u 4 vvd € A, gde je A = Q(d), definise se ceo broj, njegova
norma, N(a) = u? — dv?. Za ovako definisanu normu vazi:

N(af) = N(a)N(B)

a€Q(d)" & N(a) ==+1

Moze se pokazati da prsteni algebarskih celih u slu¢aju d < 0 imaju konac¢no
mnogo inverzibilnih elemenata i da su oni zadati nulama polinoma % —1, z*—1,
2% — 1, dok u sluéaju d > 0 prsteni Q(d) sadrze beskonaéno mnogo inverzibilnih
elemenata. Ovo se moze dobiti kao specijalan slu¢aj poznate Dirihleove teoreme
o jedinicama. U prstenu algebarskih celih mozemo definisati norma-funkciju sa:

¢(a) =|N(a)] ilisa N(a)=|A/aA|,a#0



Mogu se postaviti sledeéa pitanja:

Za koje d je Q(d) Euklidov odnosno kada je norma-funkcija Euklidski algoritam?
Za koje d ¢e prsten Q(d) biti UFD?

Oba pitanja imaju veoma dugu istoriju u algebarskoj teoriji brojeva. Prvo
pitanje u potpunosti je reseno (Chatland, Davenport 1950). Oni su dokazali da
medju prstenima Q(d) ima svega 21 Euklidovih.

Teorema 1.2.20. Q(d) je Euklidov akko
de{-11,-7,-3,-2,-1,2,3,5,6,7,11,13,17,19, 21, 29, 33, 37,41, 57, 73}

Drugo pitanje reseno je samo delimi¢no, za d < 0. Dokazano je naime, (Baker,
Stark 1966), da za d < 0 ima tacno 9 UFD prstena. Preciznije, vazi sledeéa
teorema:

Teorema 1.2.21. Za d < 0 prsten Q(d) je UFD akko
de{-1,-2,-3,—7,—11,-19, —43, —67, —163}

U dokazu, koji nije algebarskog karaktera, koristi se teorija eliptickih modu-
larnih krivih i transcendentna teorija. Za d > 0 problem nije u potpunosti
resen. Mada se za manje vrednosti, npr. za d < 100 znaju svi UFD-ovi ne zna
se da li je njihov broj konacan. Istaknimo ovu nedokazanu hipotezu:

(H) Za d > 0 beskonacno mnogo prstena Q(d) ima jednoznacnu faktorizaciju.

Takodje se ne zna da li je broj glavnih prstena Q(d) konacan ili ne. Kasnije
¢emo medjutim videti da su ova dva pitanja za prsten algebarskih celih ek-
vivalentna tj. da je Q(d) glavni akko je UFD. Ovde se mogu dati i primeri
glavnih prstena algebarskih celih koji nisu Euklidovi. Takvi su npr. prsteni
Q(-19) =Z[1++v-19)/2] i Q(—43)=Z[(1+v—43)/2].

Videli smo da u Euklidovom domenu A za proizvoljna dva elementa a,b
postoji najveéi zajednicki delitelj d i da je on njihova linearna kombinacija,
d = aa+ Bb za neke o, 8 € A. Ovo zapravo znaci da je zbir glavnih ideala (a) i
(b), glavni ideal (a) + (b) = (d). Indukcijom je onda i (a1) + (a2) + -+ + (an)
glavni ideal. Sledeéi uslovi su dakle ekvivalentni:

(i) (Va,be A)(Id € A) d=nzd[a,b] i d=aa+ b zanekea,B €A
(ii) (a,b) = (d) (zbir glavnih ideala u A je glavni ideal)
(iii) (a1, ag, - . . ,an) = (d) (svaki kona¢no generisan ideal u A je glavni)

Definicija 1.2.22. Domen A je Bezuov ako zadovoljava jedan, a time i svaki
od uslova (i), (i1), (ii7).

U Bezuovim domenima svaka dva elementa imaju nzd, pa prema prethod-
nom i nzs tj. u ovim domenima je presek i zbir glavnih ideala glavni ideal.
Posebno ovo znaci da je u Bezuovim domenima ispunjen uslov A2 tj. u njima
je su svi atomi prosti. Da bi Bezuov domen bio UFD dovoljno je dakle da bude



atomican. Neposredno iz definicije Bezuovog domena sledi da je svaki glavni
domen i Bezuov, kao i da je svaki Bezuov domen i Gausov. Da obratno ne mora
da vazi moze se videti iz slede¢ih primera.

Primer 1.2.23. Neka je A = Z[X]. A je UFD pa je stoga i Gausov domen.
On medjutim nije © Bezuov. Npr. ideal (2, X) nije glavni pa ne vazi uslov ().

Primer 1.2.24. Neka je
A=7Z+ XQI[X]

prsten iz primera 1.1.10. A je Bezuov domen koji nije glavni.

Neka su f,g € A. A je potprsten Euklidovog prstena Q [X] pa za polinome f, g
postoji d =nzd [f,g] ,d € Q[X] i

d=qf +rg (1.5)

za neke polinome ¢,r € Q [X]. Kako je najvedi zajednicki delitelj odredjen do
na asociranost vazi:

nzd|[f,g]={sd | s€Q, s#0} (1.6)

pa mozemo smatrati da su polinomi d, g, u (1.5) iz potprstena A. Dakle (1.5)
je Bezuova relacija u A. Uo¢imo sada strogo rastuéi lanac glavnih ideala

(35 ()5 (2)s-

Ovaj lanac se ne prekida, pa nije ispunjen uslov kidanja lanaca koji mora da vazi
u glavnim domenima. A dakle nije glavni domen jer ideal (X/Q7 X/22,X/23, ... )
nije glavni. ¥

Iz prethodnog primera mozemo videti da se Bezuovi i glavni domeni razlikuju u
uslovima konac¢nosti. Preciznu formulaciju, kao i vezu Bezuovih i faktorijalnih
domena, daje nam slede¢a teorema.

Teorema 1.2.25. Za domen A sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(1) A je glavni.

(2) A je Bezuov i atomican.

(3) A je Bezuov i UFD.

Dokaz.

(1)=(2): Neka je A glavni domen. Tada vazi uslov ACC1 pa je A atomican. Svi
ideali u A su glavni pa je i svaki kona¢no generisan glavni. A je dakle i Bezuov.
(2)=(3): Ako je A Bezuov i atomican uslovi (A1) i (A2) ocigledno vaze pa je
A i UFD.

(3)=(1): Neka je I <« A, I # 0. Tada postoji a € I , a # 0 i glavni ideal
(a) € I. A je UFD pa a ima faktorizaciju a = p1ps...pr duzine k. Mozemo
pretpostaviti da smo odabrali a € I sa najmanjom duzinom faktorizacije. Pret-
postavimo dalje da je (a) # I. Tada postoji b € I'\ (a), pa je (a) & (a,b). Kako
je A Bezuov (a,b) je glavni ideal pa vazi:

(a) & (a,b)=(d) , d=ax+byel



Iz (a) & (d) dobijamo da d | a, d # ua , u € A*. Odavde je duzina faktor-
izacije elementa d € I manja od k Sto je kontradikcija sa izborom elementa a.
Dakle I = (a). Proizvoljan ideal I < A je glavni pa je i A glavni domen. [
Na osnovu prethodnih tvrdjenja i primera vidimo da medju klasi¢nim domenima
vaze slede¢i odnosi:

Euklidovi = Glavnoidealski = Bezuovi = Gausovi
FEuklidovi = Glavnoidealski = Faktorijalni

kao i da vazi: Faktorijalni N Bezuovi = Glavnoidealski



Glava 2

Faktorizacija u rasirenjima
prstena

2.1 RasSirenja prstena

Neka je A potprsten prstena B koji ¢emo jo$ zvati i rasiremjem prstena A.
Zanimaju nas zajednicke osobine ovih prstena tj. da li neka uocena osobina
prstena A, u ovom sluc¢aju faktorijalnost, vazi i u B i obratno. Pogledajmo neke
od prethodnih primera.

Primer 2.1.1. A =7 [2X,2X?2X3,...] , B=Z[X]. A nije, dok B jeste UFD.
Primer 2.1.2. A=7Z ,B=27 [\/717 ] A je UFD. B nije UFD.
Primer 2.1.3. A=7Z, B=7Z[i]. A je UFD. B je UFD.

Ve¢ iz ovih primera vidimo da se osobina koja nas ovde zanima - jednoznaé¢na
faktorizacija, dosta lose ponaSa u rasirenjima. Potprsten UFD-a ne mora biti
UFD, takodje ni rasirenje UFD-a ne mora biti UFD. Ipak, u nekim raSirenjima,
faktorijalnost se cuva. Cilj ée nam biti da opiSemo ta rasirenja. Od posebnog
interesa biée veza medju prostim idealima ovih prstena. Ako je P < B prost
ideal u B, onda je PN A = P prost ideal u A koji zovemo i kontrakcijom ideala
P. Ako je P prost ideal u A onda ideal PB < B zovemo i ekstenzijom ideala
P. Za razliku od kontrakcije, ekstenzija prostog ideala ne mora biti prost ideal.
Postavlja se pitanje kada je svaki prost ideal u A kontrakcija prostog ideala iz
B, odnosno kada je svaki prost ideal u B ekstenzija prostog ideala iz A. Odgovor
na ovo pitanje zavisi naravno od vrste raSirenja. Univerzalne osobine koje su
od interesa u svakom rasirenju su: LO (lying-over, natkrivanje), GU (going-up,
rast), GD (going-down, opadanje) i INC (incomparability, neuporedivost).

Definicija 2.1.4. Neka je B rasirenje prstena A. Oznac¢imo sa P i Q) proste
ideale u A i sa P i Q proste ideale w B. Par (A,B) zadovoljava redom LO, GU,
GD, INC ako je ispunjeno:
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(LO) VP 3P takodaje PNA=P.

(GU) YPVYQ VP (PCQ,PNA=P)3Q)takoda PCQ, QNA=Q
(GD) VPVQVQ (PCQ,QNA=Q)3P)takoda PCQ, PNA=P
(

INC) YPVQ PNA=QnA = P=0Q.
U vezi sa ovim osobinama vaze sledeéa tvrdjenja [15]:

Tvrdjenje 2.1.5.

(1) Ako za par (A,B) vazi GU onda vazi i LO.

(2) Ako za par (A,B) vazi INC i ako je PN A = P onda je ht(P) < ht(P).

(3) Neka za par (A,B) vazi GU i neka je P< A , ht(P) = n. Tada postoji
P<aB, PNA=Piht(P)>n. Ako uz to vazi i INC onda je ht(P) = n.

(4) Ako za par (A,B) vazi GU i INC onda je dim(A) = dim(B). O

Tipi¢na raSirenja prstena A sa kojima radimo su: lokalizacija Ag, cela rasirenja
A’, prsten polinoma A[X] i prsten formalnih redova A[[X]]. Za ova raSirenja
vazi:

Par (A, Ag) zadovoljava GD, INC. Par (A, A’) zadovoljava GU, LO, INC.
Par (A, A[X]) zadovoljava GD, LO . Par (A, A[[X]]) zadovoljava GD, LO .

2.2 Lokalizacija i faktorizacija

Neka je A prsten, S C A multiplikativno zatvoren podskup, 0 ¢ S. Na A x S
definisemo relaciju ekvivalencije:

(a,8) ~ (bt) & (FueS) ulat—0s)=0 (2.1)
Specijalno, ako je A domen relacija (2.1) svodi se na:
(a,8) « (b,t) & (at —bs) =0 (2.2)

Klasu ekvivalencije elementa (a,s) oznac¢avac¢emo formalnim razlomkom a/s.
Na skupu svih klasa ekvivalencije, u oznaci Ag ili S~!A, definisemo sabiranje i
mnozenje klasa sa:

a b ab a b at-+bs
s t st S t st

Sa ovako definisanim operacijama (Ag, +, -) je prsten, koji zovemo lokalizacijom
prstena A. Na taj nac¢in pomoc¢u prstena A i njegovog multiplikativno zatvorenog
skupa S dobija se novi prsten u kome svi elementi iz S postaju inverzibilni. Pri
tome postoji i kanonski homomorfizam ¢g : A — Ag definisan sa ¢g(z) = z/1.
Njegovo jezgro Kerpg = {xz € A| sx =0, za neko s € S} je trivijalno akko
S ne sadrzi delitelje nule prstena A i u tom slucaju g je utapanje. Naravno,
ovo vazi uvek ako je A domen, pa je lokalizacija Ag rasSirenje domena A. Par
(A, As) u tom slucaju zadovoljava GD i INC ali ne i LO pa samim tim ni GU.
U opstem slucaju je dim(Ag) < dim(A).



Neka je sada A domen. Tada je njegov podskup S = A ~\ {0} multiplikativno
zatvoren. Ako lokalizujemo po ovom skupu S svi ne-nula elementi domena A
postaju inverzibilni, pa je

Agz{%\a,seA, 8#0}

jedno polje. Ovako dobijeno polje je polje razlomaka ili koli¢nicko polje domena
A, u oznaci k = Frac(A). Primetimo da je ovde S najsiri podskup po kome
se moze lokalizovati. Suzavanjem skupa S odgovarajuée lokalizacije S~ A biée
potprsteni koli¢nickog polja k pa na lokalizacije domena mozemo gledati kao na
potprstene njegovog polja razlomaka. Veza medju idealima u A i Ag potpuno
je odredjena slede¢om teoremom.

Teorema 2.2.1 (teorema o korespodenciji). Neka je A domen, S C A multip-
likativno zatvoren podskup 1 As odgovarajuca lokalizacija prstena A.

(i) Svi ideali uw Ag su ekstenzije ideala iz A tj. oblika IAs za neki ideal I <1 A.
Preciznije, J = (J N A)Ag za svaki ideal J < Ag i preslikavanje J — J N A je
rastuca injekcija uredjenog skupa svih ideala u Ag u uredjen skup svih ideala u
A.

(i) Prosti ideali u As su u uzajamno jednoznacnoj korespodenciji sa prostim
idealima u A disjunktnim sa S. Preciznije, ako je P < Ag prost preslikavanje:
P — PN A skupa svih prostih ideala u Ag u skup prostih ideala u A disjunktnih
sa S je bijektivno i ¢uva uredjenje.

Dokaz. (i). Dokazimo najpre da za ideal J < Ag vazi (J N A)Ag = J. Neka
x:%EJ, a€A,seS. Tada sx =a€J pa a€ JNA. Odavde je

1
x:g-ae(JﬂA)As pa je dakle J C (JNA)Ag

Sdruge strane, kako je JNA C J bitei (JNA)Ag C JAs = Jodakle je
J=(JN A)Ag. Neka su sada I, .J ideali u Ag sa istim kontrakcijama:

JNA=INA = (JNA)As=INA)As = J=1 (2.3)

Preslikavanje J — JN A je prema tome injektivno. Specijalno odavde sledi i da
za par (A, Ag) vazi INC.

(ii). Neka je sada P prost ideal u Ag i PN A = P. Ideal P je prost i prema (7)
je PAs = P. Kako je P prost on ne sadrzi invertibilne elemente (u suprotnom
dobijamo kontradikciju P = Ag), odakle je P NS = (). Obratno, neka je sada
P prost ideal u A disjunktan sa S. Treba pokazti da je PAg prost ideal u Ag.
Neka je

ayp Gz a1az p

— - —€PAs = =— zaneke pe P, sef (%)
S1  So 5182 53

Iz poslednje jednakosti bice psiss = szajas € P. Kako s3 ¢ P mora biti

a1€PVa26P:>ﬂEPAS\/a—26PAS (**)
S1 S92



Kako je PAg pravi ideal u Ag, jer u suprotnom PAg = Ag pa 1 =p/s € PAg
odakle je s = p € PN S sto je kontradikcija sa pretpostavkom PNS = (), prema
(*) i (**) on je prost. Ako sa P oznaéimo proste ideale u Ag i sa P’ proste u A
disjunktne sa S mozemo definisati preslikavanja:

¢:f—>'P/ ’(/):’P/—>f
o(P)=PAA  w(P)= PAs

Ova preslikavanja daju uzajamno jednoznaénu vezu izmedju P i P/. 0O

Multiplikativno zatvoreni skupovi po kojima lokalizujemo mogu biti razli¢iti
a najcesée ¢emo koristiti slede¢a dva podskupa:

(i) S ={1,f,f2 ...} gdeje f € A nenilpotentan element. Za lokalizaciju Ag
u tom slucaju koristimo oznaku Ay. Prema 2.2.1 prosti ideali u Ay su u kore-
spodenciji sa prostim idealima u A koji ne sadrze f.

(ii) S = A\ P komplement prostog ideala P < A. Za lokalizaciju Ag uobi¢ajena
oznaka je Ap umesto A4\ p. Elementi prstena Ap su formalni razlomci:

Ap:{% | abe A, bgéP}
dok su njegovi invertibilni elementi:

A}‘;:{% | agéP,bgzP}

Dobijeni prsten Ap ima lepu osobinu - on ima ta¢no jedan maksimalan ideal, u
oznaci Pp ili PAp, u kome se nalaze svi neinvertibilni elementi domena A:

Pp:{% | aeP,ngP}

Drugim re¢ima Ap je kvazilokalan' domen. Prema 2.2.1 prosti ideli prstena

Ap u korespodenciji su sa prostim idealima u A koji su sadrzani u P, pa vazi
dim(Ap) = ht(P).

Teorema 2.2.2.

Neka je A domen sa jednoznaénom faktorizacijom i S C A multiplikativno
zatvoren podskup. Tada je i Ag faktorijalan domen, tj. lokalizacija UFD-a
je UFD.

Dokaz. Iskoristimo teoremu Kaplanskog: Domen je UFD akko svaki pravi prost
ideal sadrzi prost element. Neka je zato P < Ag pravi prost ideal. Prema 2.2.1
njemu u korespodenciji odgovara P N A = P pravi prost ideal u A takav da je

1Domen A je kvazilokalan ako zadovoljava jedan od sledeéih ekvivalentnih uslova:
(i) A ima ta¢no jedan maksimalan ideal.
(ii) Svi neinvertibilni elementi domena A sadrzani su u nekom pravom idealu.
(iii) Skup svih neinvertibilnih elemenata domena A je jedan ideal.



PnNS=10. Ajepo pretpostavci UFD pa ideal P < A sadrzi neki prost element
p. To znaci da je glavni ideal (p) = pA prost. Tada je:

(p)CP pa PNS=0= (ppNnS=0

Sada se opet moze primeniti teorema o korespodenciji: prostom idealu (p) < A
odgovara prost ideal (p)As < Ag tj. element p ostaje prost i u Ag. Kako je

P=PnAtojei p€ P, pajep trazeni prost element. [
Veza faktorizacije u A i u Ag

Prema prethodnom prost element p € A postaje invertibilan u Ag ako p | s
za neko s € S. U suprotnom p ostaje prost i u Ag. Neka je sada A UFD (a
samim tim i Ag) i neka je z € Ag. Ozna¢imo sa P skup atoma u A. Element
x je oblika x = a/s =a-1/s, a € A, s € S. Dalje je s invertibilan u Ag
pa mozemo uvesti oznaku 1/s = u € AY5. Kako je A UFD i a € A postoji
jednoznacna faktorizacija elementa a:

a=[]»" (1)
pEP

Ako neki od atoma p € P pripada i S, ta¢nije ako p | s za neko s € S, on je
invertibilan u Ag jer:

pls = ap=s,a€A = 1/p=a/s€ Ag

Takve elemente mozemo dakle iskljuciti iz gornje faktorizacije tj. skup P mozemo
redukovati tako Sto izbacimo skup

P'={peP | p|ls, zanekose S}

Faktorizacija proizvoljnog elementa = € Ag imace dakle sledeéi oblik:

r=1u H p"? u € Ag (2)

Ova faktorizacija je jednozna¢na prema 2.2.2. Moze se reéi da su generalno
faktorizacije u lokalizaciji ”kraée” sto je i ocekivano jer su neki od atoma postali
invertibilni.
Primer 2.2.3.

A=Ek[X,Y]/(XY —-1)

k je proizvoljno polje. Ako sa x,y oznac¢imo odgovarajuée slike elemenata X,Y
pri kanonskom homomorfizmu k[ X, Y] — A 2z =X+ (XY -1),y=Y +
(XY — 1), tada je A generisan elementima z,y nad poljem k sa definisué¢om
relacijom xy = 1, pa je

A = k[z,y] = kl[x,1/z] = k[z][1/z] = k[z]s

gde je S = {1,z,2%,...}. Kako je k[r] UFD (glavnoidealski) to je prema 2.2.2
i A= k[z]s UFD. v



Primer 2.2.4.
A=C[X,Y]/(X?+Y? 1)

C je polje kompleksnih brojeva. Uz iste oznake kao i u prethodnom primeru
imamo da je A = C[x,y] , 2% +y? = 1. Ako transformiSemo definisuéu relaciju
na sledeé¢i nacin:

1=2a2+y? = (z +iy)(z — iy) = wv z=(u+v)/2, y=u—v/2

dobijamo da je A = C[u,v] sa definisu¢om relacijom uv = 1. Prema prethod-
nom primeru C[U,V]/(UV —1) je UFD, pajei A UFD. ¥

Primedba. R[X,Y]/(X2 4+ Y2 — 1) nije UFD.

Moze se pokazati npr. da je z atom koji nije prost jer iz jednakosti:
?=1-y’=(1-y)(l+y)
sledi da z | (1 — y)(1 + y). Dalje se pokazuje da zt1—y, 11+ y.

Primer 2.2.5.
A=7Z[v-5], P=(3,2++v-5)

A nije UFD dok lokalizacija Ap jeste. Iz ovog primera vidi se da obrat teoreme
2.2.2 u opstem slucaju ne vazi. Dodatne uslove pod kojima ¢e to vaziti daje
poznata Nagatina teorema. ¥

2.3 Nagatina teorema

Teorema 2.3.1 (Nagata). Neka je A domen koji zadovoljava uslov ACC} i
S C A multiplikativno zatvoren podskup generisan prostim elementima. Ako je
Ags UFD onda je i A UFD.

Dokaz. Neka je S generisan prostim elementima {p; | i € I } i neka je Q pravi
prost ideal u A. Dovoljno je pokazati da @ sadrzi neki prost element. Ako je
QNS #0Dondas=pips...pr € QNS gde su p; generatori skupa S. Kako je
Q prost ideal mora biti p; € QV ---V pi € Q pa @ sadrzi prost element.

Moze se dakle pretpostaviti da nijedan od generatora p; nije u @ tj. da je
QNS =0. Prema 2.2.1 prostom idealu @ < A u korespodenciji odgovara pravi
prost ideal QAg = Q < Ag. Kako je Ag UFD ideal @ sadrzi neki element ¢ koji
je prost u Ag. Dalje se mozZe pretpostaviti da je ¢ € @ jer:

ngeé,aeQ,seS = sg=a€qQ
RQNS=0 = s¢Q = qeQ

Takodje se moze pretpostaviti da nijedan od generatora p; skupa S ne deli ¢ jer
ako npr. p; | ¢ onda:

9 cona—o i 4 qa
pTEQﬂA—Q p1|q=>(Q)§<p1>



q q q q
= ) e Gn)
pip2  p1 1 P1p2

Na taj nacin dobija se lanac £ glavnih ideala u A,

L We (,j’) ¢ (pqp) = (ppqp) -

Medjutim u A vazi uslov ACC; pa se lanac £ mora zaustaviti, tj.

(3m) tako da je ( a ) = ( q )
Pip2---Pm Pip2 - .- PmPm+1

Odavde je ppy1 € A*, §to je besmisleno jer su p; prosti. Ostalo je jos da se
pokazZe da je ¢ prost element u A tj. da je (¢) prost ideal u A. Pretpostavimo
zato da ab € (q). Prelaskom u Ag gde je (¢)Ags prost dobija se da a € (¢)Ag ili
b e (q)As. Neka npr. a € (¢)Ag. Tada je:

c
a=-q, zaneko s=p;...pxr €85
s

odavde je sa=-cq tj. pi1...pxa=cq (1)
Iz poslednje jednacine dobija se da elementi p1, ..., px dele cq. Kako su p; prosti
elementi koji ne dele ¢, to znacida p; | ¢, i =1,..., k. Odavde je ¢ = p; ... pgc

pa jednakost (i) postaje:

P1~~Pka=P1-~~PkCIQ

Odavde je a = ¢’q pa ¢ | a tj. a € (¢). Prema tome (q) je prost ideal
u A odnosno g je prost element koji pripada @ Sto je i trebalo pokazati. [

Nagatina teorema jedno je od najkorisnijih tvrdjenja u teoriji faktorijalnih dom-
ena. Njena primena obi¢no daje elegantna reSenja u raznim problemima vezanim
za faktorizaciju. Npr. uobic¢ajen nacin kojim se dokazuje da se faktorijalnost
prenosi sa prstena A na prsten polinoma A[X] je primena Gausove leme i moze
se nadéi u standardnim udzbenicima komutativne algebre. Ako na raspolaganju
imamo Nagatinu teoremu dokaz je znatno kraci.

Teorema 2.3.2.
A UFD = A[X] UFD.

Dokaz. Neka je k = Frac(A) koli¢ni¢ko polje domena A. Neka je S = A\ {0}.
Kako je A prema pretpostavci UFD svaki element s € S ima prostu faktorizaciju
pa je multiplikativno zatvoren podskup S C A generisan prostim elementima u
A. Iz utapanja A — A[X] moZemo smatrati da je S multiplikativno zatvoren
podskup u A[X]. Kao takav on je takodje generisan prostim elementima. Ovo
vazi jer ako je p prost element u A onda je:

A[X]/pA[X] = (A/pA) [X]



domen, odnosno glavni ideal (p) = pA[X] < A[X] je prost pa element p ostaje
prost i u A[X]. Neka je dalje £’ lanac glavnih ideala u A[X].

L (f1) S (f2) S(fs) S...
Neka su a; € A vodedi koeficijenti polinoma f; € A[X]. Tada:

(f1) S (f2) = folfi = az]lar = (a1) C (a2)

pa se lancu £’ moze pridruziti lanac £” glavnih ideala (a;) u A generisanih
vodeéim koeficijentima polinoma f;.

L": (a1) C (az) C (az) C ...

Kako je A UFD lanac £” se kida, pa se kida i £’ tj. u A[X] vazi uslov ACC}.
Kako je A[X]s = k[X] Euklidov prsten, pa samim tim i UFD ispunjeni su svi
uslovi teoreme 2.3.1 pa je A[X] UFD. O

Kako je A[X,Y] = A[X][Y] indukcijom se ova teorema moze prosiriti na poli-
nome sa vise neodredjenih.

Posledica 2.3.3.
AUFD = A[Xy,Xo,...,X,] UFD. O

Posledica 2.3.4 (Klajn - Nagatina teorema).

Neka je k algebarski zatvoreno polje, Char(k) # 2 i neka je F € k[Xq, ..., X,]
nedegenerisana kvadratna forma, gde jen > 5. Tada je Ap = k[X1, ..., X,]/(F)
UFD.

Dokaz. Moze se pretpostaviti da je F = XX + G(X3,...,X,). Polje k je
algebarski zatvoreno i n > 5 pa je polinom G(Xs, ..., X,,) ireducibilan. Ako sa
x; ozna¢imo homomorfne slike z; = X; + (F) , i =1,...,n dobijamo da je:

Ar/r1AF =2 k[Xy, ..., X,]/(G)

pa je Ar/x1Ar domen tj. 1 je prost u Ap. Multiplikativno zatvoren podskup
S C Ar , S = {1,z1,2%, ...} tada zadovoljava uslove teoreme 2.3.1 jer je
generisan prostim elementom x; pa je dovoljno dokazati da je odgovarajuca
lokalizacija (Ar)s = Ap[z;'] UFD. Kako u Ap vazi:

0=F(x1,22,...,2,) = 2120 + G(23,...,2p)

dobija se: Ty = —G(x3,...,0,)2] " € klxs, ..., xn, 27 "]
pa je: Ap[xl_l] = k[z1,xa, ..., 2y) [xl_l] = klz1,x3,...,24) [:171_1]
Elementi x1, z3, . . ., ,, sada su algebarski nezavisni pa je k[z1,z3,...,2,] izomor-

fan prstenu polinoma sa n —1 neodredjenih nad poljem & koji je prema 2.3.3
UFD. Prema 2.2.2 i njegova lokalizacija (Ar)s = Ap[z7'] je UFD &to je i
trebalo dokazati. [



Primer 2.3.5 (Samuel).
A=kX,Y,Z]/(X?+Y? + 2% - 1)
A je UFD ako je k polje, Char(k) # 2 tako da i ¢ k.

Dokaz. Oznacimo sa z,y, z slike pri kanonskom homomorfizmu. Pri ovim oz-
nakama A = k[, y, 2] gde je 22 + 4%+ 22 =1 odnosno 2% +y? = (1 —2)(1+2)

Af(z=1) = k[z,y,2]/(2=1) = k[X,Y, Z]/F | (F,1-Z)/F = k[X,Y, Z]/(F,1-Z)

— kXY, 2)/(1- 2) | (F,1-2)/(1 - Z) = k[X,Y]/(X> + ?)

gde je sa F oznacen ideal F = (X2 + Y2 + Z% — 1). Kako je Char(k) # 2 i
i ¢ k, polinom X2 + Y? je ireducibilan pa je ideal (X? + Y?2) prost, odakle je
A/(z — 1) domen, tj. (2 — 1) je prost u A. Neka je S ={1,z—1,(z —1)%,...}
it=(z-1)"%

Py =—(z-1D(z+1) = 24+1=—t@*+y*) = z<cklxy,t

odakle je: Alt] = k[z,y, z,t] = klz,y, t]

Kako je 1/t = z — 1 = —t(2% + y?) — 2 € k[z,y, t] vazi inkluzija k[tz,ty,1/t] C
klx,y,t]. Sdruge strane je:

(tx)? + (ty)? =2 (1 — 2%) =2 (1 — (1/t + 1)?) = t3(—2/t — 1/t*) = =2t — 1

odakle je t = —1/2((tz)? + (ty)® + 1) € k[ta, ty] ,z = (tx) - 1/t , y = (ty) - 1/t
pa z,y € k[tz,ty,1/t]. Vazi dakle i obratna inkluzija k[z,y,t] C k[tx,ty, 1/t]
pa je:

klz,y,t] = k[tz, ty, 1/t] = kltx, ty][1/t] = k[tx, ty]r
gde je T multiplikativno zatvoren podskup T = {1,¢,2,...}. k[tz,ty] je prsten
polinoma sa dve neodredjene pa je UFD a ujedno je to i kftx, tylr = Aft] kao
njegova lokalizacija. Medjutim A[t] = Ag gde je S generisan prostim elementom
z —1 pajei A UFD prema Nagatinoj teoremi. [
Na sli¢an nac¢in moze se pokazati da je k[X,Y, Z]/(X" + Y* + Z*) UFD ako su
r, 8,t uzajamno prosti i k proizvoljno polje [24].

2.4 Faktorizacija u integralnim rasirenjima

Definicija 2.4.1. Neka je A potprsten prstena B. Element o € B je ceo nad
A ako postoji monican polinom g € A[X] takav da je g(a)) = 0.

Moze se pokazati da je a ceo akko je A[a] konaéno generisan A-modul. Skup
svih celih elemenata A’ = {a € B | @ ceo nad A} je tada jedan potprsten
prstena B koji zovemo integralnim zatvorenjem prstena A u B. Specijalno, ako
je A’ = B kazemo da je B celo rasirenje prstena A, a ako je A’ = A kazemo da
je A integralno zatvoren u B.



Definicija 2.4.2. Neka je A domen i k = Frac(A) njegovo polje razlomaka.
Domen A je integralno zatvoren ako je integralno zatvoren u k.

Neke od osobina celih rasirenja i integralno zatvorenih domena dajemo u obliku
sledeceg tvrdjenja. Dokazi se mogu naéi u [15].

Tvrdjenje 2.4.3. Neka je A’ celo rasirenje prstena A. Tada vaZe sledeée os-
obine:

(1) Ako je A’ domen onda je i A domen.

2) Ako je A’ domen onda je A’ polje akko A je polje.

3) Ako je S C A multiplikativan onda je A’ celo rasirenje od As.

4) Par (A, A") zadovoljava GU, LO, INC.

Par (A, A") zadovoljava i GD ako je A’ domen i A integralno zatvoren.
dim(A) = dim(A").

Ako je A’ kvazilokalan onda je i A kvazilokalan.

Presek (| A; familije integralno zatvorenih domena A; je integralno zatvoren.
i€l
Lokalizacija integralno zatvorenog domena je integralno zatvoren domen.

)
6
7
8
9

— o

(
(
(
(
(
(
(
(

Integralna rasirenja ne ¢uvaju faktorijalnost $to se moze videti u brojnim
primerima prstena algebarskih celih Q(d). Svi ovi prsteni su cela rasirenja fak-
torijalnog domena Z. Kao $to smo veé videli u mnogima od njih faktorizacija
nije jednoznacna. Sledeéi primer pokazuje da je mogué i obratan slucaj; u celom
rasirenju A’ faktorizacija je jednoznac¢na dok u A nije.

Primer 2.4.4.
A=ZvV-3]={m+nv-3 | mneZ}

Lako se moze videti da A nije faktorijalan. Npr. 2 je atom ovog prstena koji
nije prost. Jednaéina m? + 3n? = 2 nema celobrojnih resenja pa su elementi

1++v/=3,1—/=3 ireducibilnii 2 | (1+v/=3)(1—v/=3), 24 1+v/-3, 21 1-/-3

S druge strane njegovo celo rasirenje:

14+v-3

Q-3 -z

] je glavni domen pa je UFD. ¥

Vec iz ovih primera vidimo da u opstem slucaju cela rasirenja nisu zanimljiva
sa stanovista faktorizacije. Faktorijalni domeni pripadaju medjutim Sirokoj klasi
integralno zatvorenih domena.

Teorema 2.4.5. Gausov domen A je integralno zatvoren.

Dokaz. Neka je k = Frac(A) i a € k ceo nad A. Tada postoji moni¢an polinom
g € A[X] takav da je g(a) = 0. Neka je:

g(z) ="+ ap_ 12" V@ +ao , ag,a1,...an_1 €A

Za element @ = u/v € k moze se pretpostaviti da je ”neskrativ razlomak”
tj. nzdu,v] = 1. Ovo vazi jer je domen A prema pretpostavci Gausov, pa



u suprotnom mozemo podeliti u i v njihovim najveéim zajednickim deliteljem.
Kako je g(a)) = 0, na taj nacin dobijamo:

u\” u\n—1 m
(&) oo (&) e (B e
( v v

Mnozenjem gornje jednakosti sa v™ dobijamo:

U+ ap_qou” a0 4 agu™ =0

n 1

odnosno: u" =v(—ap_u" " — o — a2 — aovnfl)
Odavde dobijamo da v | ™. Medjutim nzd[u,v] = 1 pa mora biti v € A* tj.
a=u/ve A O

Posledica 2.4.6. Svaki UFD je integralno zatvoren. U

Primer 2.4.7.
A={a+2bi | a,beZ}

A je potprsten Gausovog prstena B = Z[i], pa je Frac(A) C Frac(B) = Q[i].
Neka je u € Frac(A) ceo nad A. Tada postoji moni¢an polinom f € A[X] takav
da je f(u) = 0. S obzirom da je tada f € B[X] i u € Frac(B) iz jednakosti
f(w) = 0 dobijamo da je u ceo nad B. Kako je B UFD on je i integralno
zatvoren, pa u € B. Odavde je A’ C B.

Neka je sada o € B, a = a + bi a,b € Z. Tada je (o — a)?> = —b%, odnosno
a? — 2aa + a® + b* = 0. Postoji dakle moni¢an polinom p € Z[X] C A[X] koji
« ponistava:

p(z) =2® —2ar +a* +b* , pla)=0

Odavde je o ceo nad A tj. B C A’. Integralno zatvorenje domena A je dakle
A’ = B # A pa A nije integralno zatvoren. Prema prethodnoj posledici A nije
UFD. v

Postoje naravno integralno zatvoreni domeni u kojima faktorizacija nije jed-
noznaéna. Takav je npr. domen A = Z[y/—5]. Odavde vidimo da obratno u
posledici 2.4.6 ne mora da vazi.

2.5 Jednoznacna faktorizacija u kompletno
integralno zatvorenim domenima

Definicija 2.5.1. Neka je A domen i k = Frac(A). A-podmodul I polja k je
razlomljen ideal ako postoji d € A\ {0} tako da je dI C A.

Obiéni ideali domena A su prema ovoj definiciji razlomljeni i njih zovemo celim
idealima. Razlomljen ideal je pravi razlomljen ideal ako je razli¢it od nule. Skup
svih pravih razlomljenih ideala oznacavamo sa I(A). Ako P,Q € I(A) onda i
P:Qel(A),gdejeP:Q={zeck|zQ CP}



Definicija 2.5.2. Element z € k je skoro ceo nad A ako je ideal Alx] = > Ax*
k=0

razlomljen.

Prema ovoj definiciji element z je skoro ceo ako postoji d € A, d # 0 takav
da je dA[z] C A tj. svi njegovi stepeni imaju isti imenilac: z™ = a,/d ,
a, € A, n € N. Svi celi elementi su naravno i skoro celi. Moze se dati
karakterizacija skoro celih elemenata preko razlomljenih ideala: = € k je skoro
ceo akko postoji P € I(A) takav da je z € P : P. Moze se takodje pokazati da
je skup: B

A={zek]|xskoro ceo nad A }

jedan potprsten polja k koji zovemo kompletnim integralnim zatvorenjem dom-
ena A.

Definicija 2.5.3. Domen A je kompletno integralno zatvoren ako je A = A.

Ako je A kompletno integralno zatvoren domen onda je svaki skoro ceo z € k
u A. Kako je svaki ceo i skoro ceo onda su i svi celi u A tj. A je i inte-
gralno zatvoren. Odavde je dakle svaki kompletno integralno zatvoren domen
i integralno zatvoren, uz napomenu da u Neterinim domenima vazi i obratno.
Takodje je i presek familije kompletno integralno zatvorenih domena kompletno
integralno zatvoren. Preko razlomljenih ideala moze se dati sledec¢a karakter-
izacija: domen A je kompletno integralno zatvoren akko A = P : P za svaki
razlomljen ideal P € I(A). Da bi utvrdili vezu faktorijalnih i kompletno inte-
gralno zatvorenih domena potrebno je nekoliko pomo¢nih tvrdjenja.

Lema 2.5.4. Presek familije glavnih ideala u faktorijalnom domenu A je glavni
ideal.

Dokaz. Neka je (a;);er familija glavnih ideala u A. Svaki od elemenata a; ima
jednoznacnu faktorizaciju:

a; = u; H PRt uj € A"
pLEP

U slucaju trivijalnog preseka (1) (a;) = (0) je oc¢igledno glavni ideal. U slucaju

icl
da je presek razlicit od nule bice:
1 max{o;k|i€l
ﬂ(ai):(d) gde je d= Hpk {oinli€l} .
el prEP

Lema 2.5.5. Neka je A UFD i pe A, p¢ A*. Tada je ) (p") = (0).
neN

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da je

") # (0)



Prema prethodnoj lemi presek je neki glavni ideal (q) , ¢ # 0. Tada:

ﬂ ®)=(@q) = (@< "), Vn = Vn ¢=a,p" zanekoa, € A

= gl =ap" e, Vn, n>1pagp e ﬂl(p”) =(q)
n>

1

jer je (p¥) C (p) , k > 1. Odavde je gp~' = aq tj. g(ap—1) =0

Kako je ¢ # 0 mora biti ap =1 tj. p € A* §to je kontradikcija. O

Teorema 2.5.6. Domen A sa jednoznacnom faktorizacijom je kompletno inte-
gralno zatvoren.

Dokaz. Neka je A UFD, k = Frac(A) i = u/v € k skoro ceo nad A. Moze se
pretpostaviti da je nzd[u,v] = 1. Kako je x skoro ceo nad A postoji d € A\ {0}
tako da je dz" € A ,¥n € N. Odavde je:

dZ—nEA,VnéU"|du",Vn

nzdfu™,v"] =1 = 0" |d, Vn

= (d)C(@"),V¥n = (d)C ﬂ (v™) = (0) prema lemi 2.5.5
neN
Odavde je dakle d = 0 sto je kontradikcija. Mora dakle biti v € A*, odakle
z=ufve A O

Primer 2.5.7.
A=Ek[X,XY,XY? ...], k polje

Y = XY/X paY € Frac(A). Kako XY™ € A, 'Y je skoro ceo nad A. Na
taj nacin vidimo da A nije kompletno integralno zatvoren jer Y ¢ A. Prema
prethodnoj teoremi A nije UFD. ¥

Postoje kompletno integralno zatvoreni domeni koji nisu faktorijalni. Takvi su
npr. svi prsteni algebarskih celih u kojima faktorizacija nije jednoznaéna. Obrat
prethodne teoreme prema tome ne vazi.

2.6 Faktorizacija u prstenu polinoma i prstenu
formalnih redova

Faktorizacija u prstenu polinoma potpuno je odredjena teoremom 2.3.3. Ako je
A domen sa jednoznacnom faktorizacijom takvi sui A[X], A[X1, Xo,..., X,
Prsten formalnih redova ne mora medjutim imati ovu osobinu mada se kon-
traprimer ne moze bas lako na¢i. Jedan od nacina konstrukcije faktorijalnog
domena A pri ¢emu A[[X]] nije UFD dat je sledeéim tvrdjenjem. Detalji ove
konstrukcije mogu se naéi u [24].



Tvrdjenje 2.6.1. Neka je A Neterin domen x,y,z € A i m,n,p € N takvi da
su ispunjeni sledeci uslovi:

(i) mnp > mn + np + pm

(i) y prost

(iii) = ¢ (y)

(iv) x™ 1 ¢ (y,2) , a™ € (yP, 2")

Tada A[[X]] nije UFD. O

Primer 2.6.2.
A=k[X,Y,Z]/(ZP — XPT! — vt

gde je k polje, Char(k) = p > 3. Moze se pokazati da je A UFD koji zadovoljava
uslove prethodnog tvrdjenja pa A[[T]] nije UFD. V¥

Formalni redovi u opsStem sluc¢aju dakle ne ¢uvaju faktorijalnost. Da bi se fak-
torijalnost prenela sa A na A[[X]] potreban je, kao §to éemo videti u poglavlju o
Krulovim domenima, dodatni uslov: regularnost prstena. Sto se ostalih osobina
tice istaknimo da se kompletna integralna zatvorenost prenosi sa domena A na
A[X] kao i na A[[X]]. S druge strane integralna zatvorenost domena A prenosi
se na prsten polinoma dok to nije slucaj i sa formalnim redovima.



Glava 3

Grupa valuacija
faktorijalnog domena

Promenom pristupa proucavanju jednoznacne faktorizacije u domenima, tako
§to umesto prstena A posmatramo samo njegov monoid (A ~\ {0},), dobija
se nova karakterizacija faktorijalnosti kao i mnogi drugi zanimljivi rezultati.
Jednoznaéna faktorizacija je naime multiplikativno svojstvo prstena, pa zato
ima smisla posmatrati ove monoide.

Na proizvoljnom monoidu sa kraé¢enjem® M relacija deljivosti

albeb=ac zaneko ce M (7)

predstavlja ocigledno jedno preduredjenje. Sada iz @ | b 1 b | a dobijamo
a =bc,b=ad tj. a =adc. S obzirom da je M monoid sa kra¢enjem, mora
biti dc = 1 gde je sa 1 oznaen neutralni element monoida M. Odavde su d i ¢
invertibilni, odnosno a i b su asocirani elementi. To posebno znaci da je a = b,
odnosno (7) je parcijalno uredjenje na M, akko je 1 jedini invertibilan element
u M. Takve monoide zovemo konic¢nim. Od proizvoljnog monoida M moze
se naravno konstruisati koni¢an M /U, gde je sa U ozna¢ena njegova podgrupa
jedinica, Sto posebno znaci da se svaki monoid sa kraéenjem moze urediti na
opisani nac¢in. Cohn u [6] daje sledeéu definiciju UF-monoida,;

Definicija 3.0.3. Komutativan monoid sa kracenjem M je UF-monoid ako je
njegov asocirani konican monoid M /U slobodan komutativan.

Na taj nac¢in prica o domenima sa jednozna¢nom faktorizacijom postaje prica
o UF-monoidima; domen A je naime UFD akko njegovi nenulti elementi formi-
raju UF-monoid u odnosu na mnozenje. Osobine monoida (A \ {0}, -) koji nas
ovde interesuje operativnije je proucavati ako ga posmatramo kao podmonoid
pozitivnih elemenata grupe valuacija G(A). Naredno poglavlje posveéeno je
stoga uredjenim grupama i posebno grupi valuacija.

1Posebno, ako je A domen, onda njegovi elementi razli¢iti od nule formiraju monoid sa
kradenjem.
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3.1 Osnovne osobine valuacionih domena

Definicija 3.1.1. Neka je A domen i k = Frac(A). A je valuacioni domen ako
zadovoljava jedan od ekvivalentnih uslova:

(1) Va,be A al|b V bla

(2) Yabe A (@) C () v (5)C (a)

3) Vx €k re€AV 2z led tj AuUAl=k

Neka su I, J proizvoljni ideali valuacionog domena A takvi da I € J tj. postoji
x €1, x¢ Jineka jey # 0 proizvoljan element iz J. Tada y { = jer bi u
suprotnom & = ya € J. Toznac¢idax | y tj. y/x € A. Odavdejey = x(y/x) € I
pa je J C I. Odavde vidimo da ideali u valuacionom domenu obrazuju linearno
uredjen skup u odnosu na inkluziju. To posebno znaé¢i da je svaki valuacioni
domen i kvazilokalan. Ako odgovarajuéi maksimalan ideal ozna¢imo sa m prema
uslovu (3) je k\ A = {z € k* | 27! € m}. Na taj na¢in prsten A potpuno je
odredjen svojim maksimalnim idealom m i poljem k. Osim toga, iz uslova (1)
sledi da za svaki par elemenata a, b valuacionog domena A postoji nzd|a, b] (koji
je jednak a ili b) tj. A je Bezuov pa dakle i Gausov domen. To nam posebno
govori da su atomicni valuacioni domeni i faktorijalni. Sada su prema teoremi
2.4.5 valuacioni domeni i integralno zatvoreni. Moze se pokazati da vazi sledeca
teorema koja povezuje valuacione i integralno zatvorene domene [15]:

Teorema 3.1.2. Domen A je integralno zatvoren akko A = (1, Vo gde su V,
valuacioni domeni, ACV, Ck, k= Frac(A). O

Kako je svaki UFD integralno zatvoren, prema ovoj teoremi svaki UFD je presek
nekih valuacionih domena, pa je zbog toga ova klasa domena zanimljiva za
pitanja faktorijalnosti.

3.2 Grupa valuacija

Definicija 3.2.1. Neka je A domen, k = Frac(A) njegovo polje razlomaka, k*
multiplikativna grupa polja k i A* podgrupa invertibilnih elemenata iz A. Grupa
valuacija G(A) domena A je faktorgrupa k*/A*.

Za x,y € k* moze se definisati relacija < na sledeéi nac¢in:
xgy(}:%f:n\y (WA)syr e Ae Az D Ay

Ovako definisana relacija ocigledno je refleksivna i tranzitivha pa predstavlja
jedno preduredjenje na k*. Ako za x,y € k* stavimo,

r~ye |y, ylzeo Ar=Ays y=xa,a € A" &y e xA”,

G(A) = k*/A* postaje uredjena grupa. Ako sa z* = zA* | y* = yA* oznac¢imo
slike elemenata z,y € k* pri kanonskom homomorfizmu k* — k*/A*, onda je
uredjenje na G(A) dato sa:

<y ax|y(uA) s Ax D Ay (1)



Ovako uvedeno uredjenje saglasno je sa operacijom, tj. vazi
xly=xz|yz Vzek” (2)

Ako je poznata struktura grupe valuacija G(A) onda se mogu dobiti znacajne
informacije o samom domenu, naime neke od unutrasnjih osobina domena mogu
se formulasati u ovim terminima. To ¢e posebno vaziti i za jednoznacénu faktor-
izaciju; Za domen A vazi:

(1) A je UFD akko je G(A) = ZU) (teorema 3.2.16).

(2) A je valuacioni akko je G(A) linearno uredjena.

(3) A je Gausov akko je G(A) mrezasto uredjena.

(4) A je DVR akko je G(A) = Z.

(5) A je Krulov akko je G(A) = H, gde je H neka podgrupa grupe Z0).

Ove ekvivalencije govore o znacaju i bliskoj povezanosti grupe valuacija nekog
domena i njegovih karakteristika. Za poredjenje sluzi grupa Z(), sa kompo-
nentnim uredjenjem:

(@i)ier < (bi)ier &g <b; Viel (3)

Primetimo da (1) predstavlja sustinski novu karakterizaciju faktorijalnih dom-
ena. Sam dokaz zahteva poznavanje nekih osobina uredjenih grupa koje ¢emo
ukratko izloziti. Detaljnije o teoriji uredjenih grupa, potrebnoj za dokaze ostalih
tvrdjenja, moze se nadéi u [4].

Uredjene grupe. Grupa (G,-) na kojoj je zadato uredjenje ” < 7 je ured-
jena ako je uvedeno uredjenje saglasno sa operacijom grupe, tj. ako je za svako
a,b € G ispunjen uslov: a < b= za < xb, ax < bx , Vr € G. Iz ove osobine i
tranzitivnosti relacije 7 < ” dobija se da u svakoj uredjenoj grupi vazi:

a<b,c<d=ac<bd (4)

Element a € G je pozitivan ako je 1 < a. Akosa P ={x € G |1 <z},
ozna¢imo skup svih pozitivnih elemenata uredjene grupe G, dobijeni skup P je
prema (4) multiplikativan, pa predstavlja jednu podpolugrupu grupe G. Pritom
za a,b € G vazi: a <b< 1< ba"! < ba~! € P, pa je polugrupom pozitivnih
elemenata P, uredjenje ” <” potpuno odredjeno.

Lema 3.2.2 ([17]). Neka je G grupa i P njena podpolugrupa. Tada na G postoji
uredjenje u odnosu na koje je P polugrupa pozitivnih elemenata akko su ispunjens
sledect uslovi:

(a) 1€ P.

(b)acP,ateP=a=1.

(c)aeP,xeG=atazeP. O

Ako je uz to grupa G linearno uredjena i a ¢ P, odnosno a < 1, onda je
l1=aa"!'<a !paa ! e P.S druge strane, ako uz uslove prethodne leme vazi



i uslov,
(d) VacG ac€PVvaleP

neposredno se moze proveriti da je onda formulom:

a<b&Lplep (5)

definisano jedno linearno uredjenje grupe G. Na taj nacin dobija se sledeca
lema.

Lema 3.2.3. Polugrupa P pozitivnih elemenata grupe G definise linearno ure-
djenje na G akko uz uslove prethodne leme vazi i uslov (d). O

Definicija 3.2.4. Uredjena grupa G generisana polugrupom svojih pozitivnih
elemenata, G = PP~1, naziva se usmerenom (filterskom) grupom?.

Definicija 3.2.5. Grupa G je mreZasto uredjena ako svaki konacan podskup?
elemenata ima supremum i infimum.

Moze se pokazati da je mrezasto uredjenje i filtersko uz napomenu da ne mora
da vazi i obratno. Podgrupa mrezasto uredjene grupe ne mora biti mrezasto
uredjena. Proizvod [, ; Gi, familije uredjenih grupa (Gj)icr, je uredjena grupa
ako se uvede komponentno uredjenje: (z;)icr < (yi)icr akkox; <wy;, Vi € I. Pri
tome je proizvod mrezasto uredjenih grupa takodje mrezasto uredjena. Posebno
je odavde i ZU) = {(;)ier | ©; € Z, x; # 0 samo za kona¢no mnogo i € I}
mrezasto uredjena grupa. Zbog rada sa Abelovim grupama ovde je pogodnije
koristiti aditivnu notaciju. Ako grupu oznacimo aditivno sa (G,+) a sa P =
{x € G|z > 0} polugrupu pozitvnih elemenata onda uslovi (a), (b) leme 3.2.2
postaju:

(¢)0 € P.

(t)aeP,—a€eP=a=0tj. PN(-P)={0}.

dok je uslov (c¢) suvisan u komutativnom slucaju. Uslov (d) i relacija (5) su
ovde: (d') PU(—P) = G odnosno (5') a < b < b—a € P. Za mrezasto uredjene
grupe vazi sledece tvrdjenje ([4]).

Tvrdjenje 3.2.6. Neka je G uredjena grupa i@ P polugrupa njenih pozitivnih
elemenata. Grupa G je mreZasto uredjena akko su ispunjeni sledeéi uslovi:

1) G je filterska (G = P — P).

2) (Va,y € P)(F*supp(x,y)). O

Ovi rezultati mogu se sada primeniti na grupu valuacija, odnosno na njoj
izomorfnu grupu glavnih razlomljenih ideala P*.

Grupa P*. Neka je A domen, k = Frac(A) polje razlomaka, G(A) = k*/A*

20vaj uslov ekvivalentan je uslovu (Va,b € G)(3c € G)a < c,b<c.
3Dovoljno je raéi: svaki par elemenata.
40vaj uslov moze se zameniti ekvivalentnim: (Vz,y € P)(3infp(z,y)).



grupa valuacija i P* = {Axz | @ € k*} grupa glavnih razlomljenih ideala
(operacija je proizvod razlomljenih ideala AzAy = Azy). Tada je preslika-
vanjem xA* — xA ocigledno definisan izomorfizam G(A) = P*. Ako grupu
P* uredimo inkluzijom ovaj izomorfizam menja poredak, tj. vazi z* < y* <
Ax O Ay. Iz tog razloga uredjenje ” < ” na P* definiSemo suprotno inkluziji:
Ax < Ay ! Ax D Ay. Na taj nacin izomorfizam ¢ : G(4A) — P*, defin-
isan sa @(x*) = Ax, ¢uva poredak, tj. vazi z* < y* & Az < Ay. Sada je:
¥ > 1" < Ax > A < Az C A, pa su pozitivni elementi grupe P* upravo celi
ideali domena A, dok su pozitivni elementi grupe valuacija svi nenulti elementi
domena A (z* > 1* & 1|z e xve A, 2#0). Kakoje PNP 1 =A*i1€P,
to je prema lemi 3.2.2 G(A) uredjena grupa. Ona ¢e biti i linearno uredjena
akko je PUP™! =k tj. akko (Vo € k)x € AVa~! € A. Poslednje upravo znaci
da je A valuacioni domen. Takodje je P*, odnosno G(A) filterska grupa jer
je k = Frac(A) pa je svaki z € k oblika x = a/b = ab™!,a,b € A, b # 0.
Neka su sada x,y € k*. Grupa P* obi¢no je uredjena inkluzijom, dok je
Ax < Ay & Az O Ay u cilju ¢uvanja poretka. Ovde moze doéi do zabune
koja se moze izbedi isticanjem uredjenja koje posmatramo:

inf(z,y) = d = nzd [z, y] < sup c (Az, Ay) = Ad = inf < (Az, Ay)  (6)

sup(z,y) = m = nzs [z,y] < inf - (Az, Ay) = Am =sup < (Az, Ay) (7)

Infimum i supremum naravno ne moraju postojati, a ako postoje odredjeni su
do na mnozenje invertibilnim elementima iz A*. U jednakostima (6) i (7) pre-
poznaju se uslovi iz definicije Gausovog domena. Vazi: A je Gausov domen akko
je grupa valuacija G(A) mrezasto uredjena. Sada se, koristeé¢i osobine supre-
muma i infimuma, moze pokazati da svaki element x mrezasto uredjene grupe
G ima reprezentaciju x = T — 27, gde je T = sup(x,0), x~ = sup(—=z,0) i
vazi inf(xz*,27) = 0. Preformulacija na grupu valuacija, odnosno na P* je poz-
nata osobina Gausovih domena; ako je P* mrezasto uredjena, odnosno ako je A
Gausov domen, onda se svaki element x € k* moze predstaviti u obliku ”neskra-
tivog razlomka” x = u/v, gde su u, v € A koprosti, tj. inf (u,v) = nzd [u,v] = 1.
Elementi z,y mrezasto uredjene grupe G su nezavisni ako je inf(x,y) = 0°.
Prema tome, z,y biée nezavisni u G(A) akko su koprosti. S druge strane,
(celi) ideali Az, Ay su nezavisni u P* akko sup  (Az, Ay) = A tj. akko je
inf < (Az, Ay) = A. Osnovne osobine mrezasto uredjenih grupa date su slede¢im
tvrdjenjem (dokaz [4]).

Tvrdjenje 3.2.7. U mrezasto uredjenoj grupi G vazi:
(1) inf(x — z,y — 2) = 0 & inf(z,y) = 2.

(2) inf(z,y) =0, z > 0 = inf(z, z) = inf(x,y + 2).

(3) inf(z,y) =0,2>0,z<y+z=z<z

(4) inf(z,y) = inf(x, z) = 0 = inf(x,y + z) = 0.

(5) inf(x;,y;) =0=inf(z1 + -+ 2n,y1 + -+ Ym) =0.

(6) inf(x;, :v)—O i#£j,i,5=1,...,n=sup(x1,...,zp) =21+ ... 2,. O

5Primetimo da su nezavisni elementi prema definiciji pozitivni.



Ako je A Gausov domen preformulacija ovog tvrdjenja na grupu valuacija G(A)
predstavlja uobicajena pravila za rad sa nzd-om i nzs-om;

(1") x/z,y/z su koprosti < z = nzd [z, y].

(2") nzd [z,y] =1, z € A\ {0} = nzd [z, 2] = nzd [z, yz].

(3 nzd[z,y] =1,z€ A\{0}, 2z |yz = 2| 2

(4') nzd [z,y] = nzd [z, 2] =1 = nzd [z,yz] = 1.

(6") nzd [z;,y;] =1 = nzd[z1...2p, Y1 ... Ym] = L.

(6') nzd [z, z;] =1, i # j = nzs[z1,...,Tn] =T1... Tp.

Ako se za uredjenje grupe P* uzme ”<”, onda tvrdjenje 3.2.7 ima sledeéu for-
mulaciju:

(1") inf(Ax/z, Ay/z) = A & inf(Az, Ay) = Az.

(2") inf(Ax, Ay) = A, Az C A = inf(Az, Ay) = inf(Ax, Ayz).

(3") inf(Ax, Ay) = A, Az C A, Ayz C Az = Az C Ax.

(4") inf(Azx, Ay) = inf(Az, Az) = A = inf(Az, Ayz) = A.

(65") inf(Ax;, Ay;) = A= inf(Az1 ...z, Ay1 ... Ym) = A.

(6”) inf(Ax;, Ax;) = A, i # j = sup(Axy,..., Azy,) = Az ...z,

Ekstremalni elementi uredjene grupe.

Definicija 3.2.8. FElement uredjene grupe je ekstremalan ako je minimalan u
skupu njenih strogo pozitivnih elemenata.

Neka je (G,4+) uredjena grupa, z € G njen ekstremalni element i y > 0
proizvoljan pozitivan element. Tada je mogué jedan od sledecih slucajeva:
(i) inf(z,y) ne postoji.
(i1) inf(x,y) = x.
(#41) inf(z,y) = 0.
Ako je uredjenje mrezasto uslov (i) otpada, pa je svaki pozitivan element ili veéi
od ekstremalnog elementa p ili nezavisan s njim. To posebno znaci da su svaka
dva ekstremalna elementa u mrezasto uredjenoj grupi nezavisna. U grupi P*
ovo Ce znaciti da je glavni ideal pA ekstremalan akko je maksimalan (u odnosu
na inkluziju) medju glavnim idealima u A. U grupi valuacija G(A), p € A je
ekstremalan ako je atom.

Teorema 3.2.9. Element x > 0 uredjene grupe G koji zadovoljava uslov:
(P) r<y+z,y>0,2>20=>zx<yVze<z

je ekstremalan. Obratno, ako je G mreZasto uredjena, onda za ekstremalne
elemente vazi uslov P.

Dokaz. (=:) Neka za x vazi uslov P i neka je 0 < y < z. Tada postoji z > 0
tako da je x = y + z. Iz uslova P mora biti x < y ili z < z. Ako je x < y onda
iz y <xmorabitiz=y. Akoje < z,ondaizz=x—y, vazi x <z —y tj.
y < 0 pa je y = 0. Element x je prema tome ekstremalan.

(«:) Neka je sada G mrezasto uredjena grupa, * € G ekstremalan i y,z € G
pozitivni elementi. Tada je inf(z,y) = 0 ili inf(z,y) = 2. U prvom sluc¢aju
2 1 y su nezavisni pa prema 3.2.7(3) mora biti < z. U drugom slucaju je



inf(x,y) =z pajex <y. O
Preformulacija ove teoreme na grupu G(A) daje poznato tvrdjenje: prost ele-
ment domena je ireducibilan, dok u Gausovom domenu vazi i obratno.

Teorema 3.2.10. Neka je G mrezasto uredjena grupa i G' njena podgrupa
generisana ekstremalnim, medjusobno razlicitim elementima (p;)icr. Tada za
element x =) ;. nipi, i € Z podgrupe G' vazi: x je pozitivan akkon; >0, Vi.
Dokaz. Neka je x = > ,np; >0, I' ={iel|n; >0}, 1" ={ie€I]|n; <0}.
Tada

T = Znipi + anpj > 0= Znipi 2 Z (=n;) pj = pr s
I I I I
>0

za fiksirano k € I”. Prema tome vazi: pp < n;p; = p; +...p;, pa je prema
uslovu P, pr < p; odakle se dobija kontradikcija pr, = p;. Dalje I = (), pa je
I=1I=n; >0, Vi. Obratno o¢igledno vazi, jer n; > 0= 2 =Y n;p; > 0, pa
je ovim teorema dokazana. [J

Primedba. Neka je sada © =), n;p; = 0. Tada je > 0i —z > 0, pa je prema
prethodnoj teoremi n; > 0 i —n; > 0, Vi, odnosno n; = 0, Vi. Ako sada sa
P(A) oznacimo skup ekstremalnih elemenata uredjene grupe G i sa I skup iste
kardinalnosti Card(I) = Card(P(A)), onda je pod uslovima teoreme 3.2.10 sa:

(ni)ier — Y nip; (8)

el

definisan izomorfizam grupe Z() i podgrupe G’ generisane ekstremalnim ele-
mentima. Uslov izomorfizma G = Z()| je dakle pored mrezaste uredjenosti
grupe G i to da je G generisana svojim ekstremalnim elementima. Poslednji
uslov moze se zameniti ekvivalentnim uslovom:

(M) Svaki neprazan podskup pozitivnih elemenata grupe G sadrzi minimalan
element.

Ovde se mogu prepoznati poznati uslovi iz definicije faktorijalnog domena.
Uslov M je zapravo uslov (A1), dok je uslov mrezaste uredjenosti uslov (A2).

Teorema 3.2.11. Z) je mrezasto uredjena grupa u kojoj vazi uslov M.

Dokaz. Z) je mrezasto uredjena, kao proizvod mrezasto uredjenih grupa. Neka
je P’ neprazan podskup pozitivnih elemenata u Z) i neka je x € P’. Tada je
x oblika x = Y n;e;, n; > 0, gde je (e;) standardna baza za 7M@) . Tma konaéno
mnogo pozitivnih elemenata manjih od z (njihov broj je [[(n; + 1)), pa je i
podskup P” C P’, pozitivnih iz P’ manjih od z konacan. Odavde P” sadrzi
minimalan element, koji je minimalan i u P/. O

Primer 3.2.12.
Gz)=72"=>"17,

peEP

gde je sa P oznacen skup prostih brojeva i sa I skup iste kardinalnosti. ¥



Teorema 3.2.13. Neka je G uredjena grupa u kojoj je ispunjen uslov M i neka
je P podskup ekstremalnih elemenata v G. Tada:

(Vx> 0)(FpeP) tako dap<cx.

Dokaz. Neka je P' = {y € P |0 <y < z}. Kako je P’ neprazan (z € P’), iz
uslova M, u P’ postoji minimalan element p. On je ekstremalan prema definiciji
ekstremalnog elementa. [

Teorema 3.2.14. Ako u uredjenoj filterskoj grupi G vazi uslov M i za svaki
ekstremalan element vazi uslov P, G je generisana ekstremalnim elementima.

Dokaz. Neka je P podskup pozitivnih elemenata u G. Tada je G, s obzirom da
je filterska, generisana pozitivnim elementima, G = P — P. Dovoljno je zato
pokazati da je svaki pozitivan element x > 0 suma ekstremalnih. Posmatramo
zato skup

E={yecGly>0,y=x—(pr+---+pn), pi € P}

Kako je x > 0, prema teoremi 3.2.13 postoji ekstremalan element p € P takav
dajep <z tj. y=x—p >0. Skup E je dakle neprazan, pa iz uslova M
on ima minimalan element ¢q. Ako pretpostavimo da je ¢ # 0, onda iz 3.2.13
postoji ekstremalan element p takav da:

p<q=>y=q—-p>0=q—peFlFiqg-—p<yq,

§to je u kontradikciji sa minimalnoséu ¢ u E. To znaci da je ¢ = 0, tj. proizvoljan
element x > 0 je suma ekstremalnih. [J

Teorema 3.2.15. U uredjenoj filterskoj grupi G sledeci uslovi su ekvivalentni:
(1) G =z,

(2) G je mrezasto uredjena grupa u kojoj vazi uslov M.

(3) G zadovoljava uslov M i za svaki ekstremalan element ispunjen je uslov P.
4) G je generisana ekstremalnim elementima i za svaki od njih vazi uslov P.

(
Dokaz.

(1) = (2) : Teorema 3.2.11.

(2) = (3) : Teorema 3.2.9.

(3) = (4) : Teorema 3.2.14.

(4) = (1) : Teorema 3.2.10 (primedba). O

Neka je sada A domen i G = G(A) njegova grupa valuacija. Uslov M je ovde
zapravo uslov ACC1, uslov P znaci da je element prost, dok uslov mrezaste
uredjenosti znaci da je A Gausov domen. U tom smislu, uslovi (2),(3) i (4) su
poznati ekvivalentni uslovi za faktorijalnost domena, dok je uslov (1) sustinski
nov. Formulisemo zato teoremu 3.2.15 za (uredjenu, filtersku) grupu valuacija

G(A) = k* /A*;



Teorema 3.2.16. Za domen A sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(1) G(A) =z®.

(2) A je Gausov domen i ispunjen je uslov ACCY.

(3) U domenu A vazi uslov ACCy i svaki atom je prost.

(4) A je atomican i svaki atom je prost.

(5) A je UFD. O

Ako uredjena filterska grupa zadovoljava ekvivalentne uslove teoreme 3.2.15,
onda postoji familija P pozitivnih elemenata u G, takva da se svaki pozitivan
element = € G na jedinstven na¢in moze predstaviti u obliku:

(i) «x= Z z(p)p , z(p) >0, z(p) #0 samo za kona¢no mnogo p € P
peP

Formulom (¢) data je ”faktorizacija” pozitivnih elemenata grupe G pomodéu
ekstremalnih. Kako je G = P — P, gde je P skup pozitivnih elemenata grupe G,
svaki element z € GG ima reprezentaciju z = x —y, x,y € P. Ako sada predjemo
na domen A i multiplikativnu grupu G(A), formula (7) postaje:

(1) v=u H por@ [ w,(x) >0, vy(z) # 0 samo za konacno mnogo p € P,
pEP

gde je u € A* invertibilan element. Pozitivni su ovde upravo svi elementi
domena A razli¢iti od nule, dok se svaki z € G(A) moze predstaviti u obliku
z=ua/y, z,y € A\ {0}. To posebno znaci da se u formuli (#4) mogu dopustiti i
negativni eksponenti v, (z).

Teorema 3.2.17. Ako uredjena grupa G zadovoljava ekvivalentne uslove teo-
reme 3.2.15, onda je familija P C G odredjena jednoznacno. To su upravo
ekstremalni elementi grupe G.

Dokaz. Neka je P’ skup svih ekstremalnih elemenata u G.

P’ C P : Neka je x € P'. Tada je z > 0, pa z prema (i) ima reprezentaciju
=3 cpx(p)p. To znaci da postoji p € P takav da je x(p) > 0, odakle je
p < z. Kako je z ekstremalan mora biti z = p tj. P’ C P.

P C P’ : Neka je sada x € P. Onda je x > 0 pa prema 3.2.13 postoji
p € P’ takav da je p < x. Medjutim p > 0, pa ima jednozna¢nu faktorizaciju
p =2 ,epP(y)y. Dalje, kako je p < z tj.  —p > 0 imamo da je x —p =
> yep 4 (y)y. Odavde je:

z=> (pW+a)y

yeP

Kako je z € P, iz jednoznacnosti faktorizacije vaziée p (y) + ¢ (y) =0, za y # x
p(z) +q(x) =1, pa se moze uzeti p(y) =0zay # x ip(x) =1. Sada se iz
pocetne reprezentacije za p, p = Zyepp (y)y, dobijap=x tj. z€P'. O

Primedba. 1z ovog tvrdjenja vidi se da pri definisanju faktorijalnog domena
nije neophodno isticati ekstremalnost elemenata familije P. Na taj na¢in moze
se dati sledeca, na prvi pogled opstija, definicija faktorijalnog domena.



Definicija 3.2.18. Domen A je UFD ako postoji podskup P C A takav da se
svaki nenulti element © € A na jedinstven nacin moze predstaviti u obliku

T=1u H por@ 9)

peEP

gde jeuw € A* | vy(z) >0, vy(x) #0 samo za konacno mnogo p € P.

3.3 Valuacije i njihova veza sa faktorizacijom

Definicija 3.3.1. Neka je (G,+) linearno uredjena Abelova grupa i k neko
polje. Preslikavanje v : k — G U {0} je valuacija polja k ako zadovoljava
sledeée uslove:

(v1) v(zy) = v(z) + v(y)

(v2) v(z +y) = min{v(x), o(y)}

(v3) v(x) =00 & =0

Iz (v1) vidimo da valuacija polja k definise jedan homomorfizam v : k* — G
multiplikativne grupe polja k u grupu G. Slika v(k*) je podgrupa grupe G koju
zovemo grupom valuacija za v. Obitno je A domen i k = Frac(A). Tada je
dovoljno da restrikcija v : A — G zadovoljava uslove (v1) i (v2). Ovo preslika-
vanje moze se u tom slu¢aju prosiriti na k ako stavimo v(a/b) = v(a) — v(b). Iz
definicije se neposredno dobijaju sledec¢e osobine valuacija:

(1) v(a™!) = —v(a)

(2) v(1) =0

(3) v(=a) = v(a)

(4) v(a) < v(b) = v(a+b)=0v(a)

Ako je v valuacija iz osobina (vy), (v2) skup:
Ay ={z € k|v(r) =0}

je prsten. Kako je v(a™!) = —v(a) za svako a € k vazi¢e a € A, ilia~! € A, pa
je prsten A, valuacioni. Prsten A, zovemo valuacionim prstenom koji odgovara
valuaciji v. On je naravno i kvazilokalan sa maksimalnim idealom:

m, = {z € k|v(z) >0}

Iz ovoga se vidi da svaka valuacija polja k definise jedan valuacioni domen.

Obratno, ako je dat valuacioni domen A, grupa G(A), odnosno grupa P*, je
linearno uredjena pa za grupu G mozemo uzeti upravo P* = G = {Ax | x € k*},
samo Sto je ona sada multiplikativna. Sada se moze definisati preslikavanje
v:k - GU{x}sav(x)=Az, x € k*, v(0) = co. Grupu P* uredili smo
stavljaju¢i Ax < Ay < Az D Ay pa Ce ovde vaziti:

v(z) <v(y) & Az D Ay



Za ovako definisano preslikavanje ispunjeni su uslovi (vy), (v2), (v3) pa je v jedna
valuacija polja k sa valuacionim prstenom A, = A. Pri tome valuacija koja
odgovara valuacionom domenu A nije odredjena jednoznac¢no ali su svake dve
takve valuacije ekvivalentne (valuacije vy : k* — Gy , vy : k* — G4 su ekviva-
lentne ako postoji izomorfizam ¢ : G — G3 takav da je p ov; = v3). Iz svega
recenog sledi da valuacioni domeni i aditivne valuacije opisiju istu stvar tj. vazi
sledec¢e tvrdjenje.

Tvrdjenje 3.3.2. Za svako polje k postoji bijekcija izmedju valuacionih prstena
polja k i klasa ekvivalentnih valuacija na k. U toj bijekciji prstenu A odgovara
valuacija v akko je A valuacioni prsten zav. [

Posebno vazan slucaj je kada je grupa valuacija k*/A* ciklicna. Odgovarajudi
valuacioni prsten tada zovemo diskretnim valuacionim prstenom, ili krace DVR.
To posebno vazi ako za grupu G uzmemo aditivnu grupu celih brojeva (Z,+).
Netrivijalne valuacije sa kodomenom Z zovemo i glavnim valuacijama (valuacija
je trivijalna ako je v(x) =0, z € k* i v(0) = 00). Ako je v glavna valuacija
onda je v(k*) podgrupa grupe Z pa je cikliéna, v(k*) = nZ. Pomodéu valuacije
v mozemo dobiti novu valuaciju v = (1/n)v (normiranje glavne valuacije) i
dobijamo da je grupa valuacija upravo Z. Za valuaciju v’ kazemo da je diskretna,
ranga 1. Diskretni valuacioni prsteni imaju veoma prostu strukturu. To su
glavni domeni sa ta¢no jednim prostim idealom, dok su svi ostali ideali njegovi
stepeni. Potpun opis diskretnih valuacionih prstena daje sledeca teorema.

Teorema 3.3.3. Neka je v valuacija polja k i A, odgovarajuci valuacions prsten.
Tada je v glavna valuacija akko je A, glavni. Vazi i vise: postoji p € k takav
da je k* = (p)A%. Element p € k je prost element valuacije v. Odredjen je
jednoznacno do na invertibilan faktor.

Dokaz. Neka je v glavna valuacija i A, = {z € k | v(z) > 0}. Normiranjem
mozemo naéi p € A, tako da je v(p) = 1. Neka je sada x € k proizvoljan element
takav da je v(z) > 0 tj. v(x) = n, za neko n € N. Tada je:

o(ep™™) = v(@) + v(p") =n—n =0

Odavde je zp ™™ =a € A} tj. x=ap", a € A. Ako bi postojala i druga
reprezentacija x = Gp™ , § € A% onda bi vazilo 0 = v(a/8) = v(p™ ") = m—n.
Odavde je m = n pa je reprezentacija x = ap™ jednozna¢na do na mnozenje
invertibilnim elementom. Ako je I <A, ideal, I # A,, tada je v(z) > 0 za svako
x € I, pa postoji m = min{v(z) | z € I}. Odavde je I = (p™) tj. I je glavni
ideal. Kako to vazi za proizvoljan ideal A, je glavni.

Obratno, neka je sada A, glavni valuacioni prsten i m< A, maksimalan ideal. I
on je naravno glavni npr. m = (p). Kako je A, glavni pa prema tome i UFD
iz leme 2.5.5 imamo da je [, cn(p") = (0). Dakle za element a € A, , a # 0
vazi a ¢ (),cn(P™), pa postoji i najmanje n tako da je a € (p") , a ¢ (pnth).
Odavde je a = up™ , u € A,. Treba jo§ pokazti da je u invertibilan u A,. Ako
pretpostavimo suprotno, da u ¢ A¥, mora biti « € m = (p) pa je u = vp. Dolazi
se do kontradikcije a = uvp™*! € (p"*1). Reprezentacija:

a=up”,uecA,, neN (1)

v



je jednozna¢na. Prema (1) moze se definisati valuacija stavljajuéi v(a) def .

Definicija se moze prosiriti na polje k sa v(a/b) = v(a) —v(b). Za x € k* imamo
z = a/b=up"/vp™ = (u/v)p" "™ = wp* tj.

c=wp®, we Al kel (2)
Iz (2) se dobija k* = (p)A%. O
Teorema 3.3.4. Neka je A valuacioni domen. A je UFD akko A je DVR.

Dokaz. Ocigledno, ako je A DVR, on je glavni pa je zato i UFD. S druge strane,
ako je A faktorijalan domen, on ima najvise jedan ireducibilan element p. Ako
pretpostavimo suprotno, da postoje dva razli¢ita atoma p i g, s obzirom da je
A valuacioni, vazi p | ¢ V ¢ | p. To znagi da su p i ¢ asocirani pa ih mozemo
identifikovati. Svaki element x domena A ima dakle jednozna¢nu reprezentaciju
x=up”, u€ A* , n>0. Prema prethodnom A je DVR. O

Primer 3.3.5. k[[X]] je UFD ako je k proizvoljno polje.

Formalni red
f=a0+a1 X +axX?+--- € A[[X]]

je invertibilan u A[[X]] akko je a¢ invertibilan u A. To posebno znaci da je za
A = k formalni red f invertibilan akko je ag # 0. Neinvertibilni elementi ovog
prstena su dakle oblika:

g=a X +aX*+---=X(a1 +axX +...)=Xh

Drugim rec¢ima k[[X]] je kvazilokalan domen sa maksimalnim idealom (X).
Proizvoljan element f € k[[X]], f # 0 ima reprezentaciju f = gX" gde je
g € K[[X]]*, n >0 paje k[[X]] DVR dakle i UFD. v

Primer 3.3.6. Neka je k = Q polje racionalnih brojeva i p € Z fiksiran prost
broj. Svako x € k moZe se na jedinstven nacin predstaviti u obliku:

n

r=ap”, a=u/v, nzd[u,v] =nzd[u,p]| =nzd[v,p]=1, neZ

Definisemo vp(x) 4f . Lako se vidi da su za ovako definisano preslikavanje
vp zadovoljeni uslovi (v1) ¢ (v2) pa je v, jedna valuacija polja Q pridruZena
prostom broju p € Z. QOwvako odredjene valuacije zovu se p-adiéne valuacije.
Moze se dokazati da su sve metrivijalne valuacije polja Q upravo p-adicéne.

Primer 3.3.7. Ako za polje k uzmemo polje racionalnih funkcija k = K(X),
gde je K proizvoljno polje, mozZemo postupiti na isti nacin kao u prethodnom
primeru fiksirajuci ireducibilan polinom p € K[X]. Osim p-adicnih valuacija
vp 2o treducibilan polinom p, moZe se pokazati da polje K(X) ima jos jednu
netrivijalnu valuaciju v definisanu sa v(f/g) = deg(g) — deg(f).



Iz ovih primera vidimo da se na poljima Q = Frac(Z) i K(X) = Frac(K[X])
moze definisati familija p-adi¢nih valuacija indukovana atomima ovih prstena.
Videc¢emo sada da vazi i opstije: u svakom faktorijalnom domenu moze se defin-
isati familija (vp)pep p-adicnih valuacija.

Nekaje AUFDia€e A, a¢ A*, a#0. Neka je P C A skup ekstremalnih ele-
menata grupe G(A) tj. skup atoma u A. Tada a ima jednozna¢nu faktorizaciju:

a=u[]p* , wvpa)>0 (3)
peP

pri ¢emu je vp(a) # 0 samo za konaéno mnogo p € P. Faktorizacija (3) za
fiksirano p € P definise preslikavanje A +— Z dato sa: a +— wvp(a). Neka su
a,b € A elementi domena A sa faktorizacijama a = u[[p*(®) | b= v [[p»®
gde su vp(a), vp(b) > 0. Tada je:

ab = uv Hp”f“(“H”f’(b) = vp(ab) = vp(a) + vp(b) (4)

o=@+ oI =TT (u [T + o [T ) =
N——
T )

gde je: my, = min{v,(a), v,(b)}

vpa) =myp +ap ,a, >0

vp(b) =myp +b,, b, >0

yeA = y:pr“P(y),vp(y)ZO (5)
Sada iz (4) i (5) dobijamo:

vp(a+b) = vy(zy) = vp(z) +vp(y) = my +vp(y) = My

odakle je:
vp(a+b) = min{vy(a), vp(b)} (6)

Iz (4) i (6) vidimo da za preslikavanje v, vaze uslovi (v1), (v2) tj. vp je jedna
valuacija koju standardno Sirimo na polje k¥ = Frac(4). Za x € k imamo
reprezentaciju:

ngpm,mél,nzd[u,p]:nzd[v,p}zl (7)
v

pa definiemo v, (x) 4 . Na taj nacin fiksiran atom p odredjuje jednu p-

adi¢nu valuaciju, pa se u svakom faktorijalnom domenu A moze govoriti o familiji
(vp)pep takvih valuacija. Sve ove valuacije su diskretne, ranga 1, pa su odgo-
varajudi valuacioni prsteni A4, diskretni. Kako je za z € k, prema reprezentaciji
(7) vp(x) >0 < m >0, dobijamo da je:

Ay, ={r €k | vp(r) >0} = Ay



M, ={z €k | vp(z) >0} = (p)Ap)

Odgovarajuci valuacioni prsten A, je upravo lokalizacija po glavnom idealu (p)
sa maksimalnim idealom (p)A,). Dalje je:

reAd & x:qu”P(w),vp(x)ZO s zx€d,,peP & xc ﬂAvP
pEP pEP

Pa je sam domen A jednak preseku odgovarajuéih lokalizacija:

A= ()4, (8)

peEP

Dalje, za svako a € A, a # 0, vazi vy(a) # 0 samo za kona¢no mnogo valuacija
familije (vp)pep, jer iz jednoznaénosti faktorizacije imamo:

a=upy” (a) ...p%]m(a) vp, (@) >0,...,0p, (a) >0
= aeMvpl,...,aeMvpm

dok u ostalim valuacionim domenima A,, vazi vy, (a) = 0 tj. a je inverzibilan
u njima. Na ovaj nacin dokazana je sledeéa teorema koja u suStini kaze da je
svaki UFD Krulov domen.

Teorema 3.3.8. Neka je A UFD, k = Frac(A) i (Fp) familija svih p-adi¢nih
valuacija indukovanih atomima u A. Tada ova familija zadovoljava sledece
uslove:

(i) Svaka valuacija familije (F,) je diskretna ranga 1.

(i) Presek svih valuacionih prstena je sam prsten A, A = ﬂvefp A,.

(iti)) Ya € A, a# 0, vaZi v(a) = 0 za gotovo sve valuacije familije (Fp). O

3.4 Invertibilni ideali u faktorijalnom domenu
Za razlomljen ideal I € I(A) definise se njegov inverzni I~ sa:
I'"'=A:T={xck | I C A}

Ocigledno uvek vazi II-! C A. Invertibilni ideali biée oni kod kojih vazi i
obratna inkluzija.

Definicija 3.4.1. Razlomljen ideal I je invertibilan ako je II™' = A.
Neka je IT-1 = A. Tada je
1:a1b1+-~~+anbn (1)

za neke a; € I,b; € I~. Mnozenjem poslednje jednakosti sa x, gde je z € I
dobija se:
z = (bx)ar + -+ (bpz)a, Vrel



Kako su b;z € A ideal I je kona¢no generisan I = (ay,...,a,). Ako je domen
A jos i kvazilokalan onda bar jedan od elemenata a;b; u jednakosti (1) mora
biti invertibilan. U suprotnom bi naime svi bili u maksimalnom idealu M < A
odakle prema (1) dobijamo kontradikciju 1 € M. Neka je npr. a;b; invertibilan
ix € I. Tada za neko ¢; € A vazi:

1=a1bie; = x=(bcrz)ay = I=(a1) jer bjciz € A

Na taj nacin dokazana su sledeca tvrdjenja u vezi sa invertibilnim idealima;

(i) Svaki invertibilan ideal je kona¢no generisan.

(if) Svaki invertibilan ideal u kvazilokalnom domenu je glavni.

Moze se pokazati i da se invertibilnost ideala ¢uva lokalizacijom: ako je I invert-
ibilan ideal u A onda je i Ig invertibilan ideal u Ag, gde je S C A multiplikativno
zatvoren podskup.

Teorema 3.4.2. Invertibilni ideali u faktorijalnom domenu su glavni.

Dokaz. Neka je A UFD, k = Frac(A) i I € I(A) invertibilan ideal.
I'"'=A:I={vck | a2ICA}={zck | ICAx "}
II''=A = abi+--+anb,=1 zaneke a; € I,b; € I!
el = bBICA = ICh'A = TCN, Ab "
Neka je sada z € (I, Abi_l. Tada je byx € A, ..., b,z € A pa vazi:
v =ay(xhy) + -+ an(xb,) € 1

odakle je (7, Ab; ' C I. Iz ove i prethodne inkluzije sledi da je I = ()_, Ab; '
S obzirom da je A UFD, prema 2.5.4 I je glavni ideal. [

Kako je svaki glavni ideal (a), gde je a # 0, invertibilan, u kvazilokalnim
domenima invertibilni i glavni ideali se poklapaju. Svaki kona¢no generisani
ideal ne mora medjutim biti i invertibilan. Klasu domena u kojima je svaki
kona¢no generisan ideal invertibilan zovemo Priiferovim domenima. Prema
definiciji Bezuovog domena svaki konacno generisan ideal je glavni, dakle i in-
vertibilan, pa je svaki Bezuov domen i Priiferov. S druge strane, svaki valua-
cioni domen je i Bezuov, pa imamo sledeée inkluzije:

Valuacioni domeni C Bezuovi domeni C Priiferovi domeni (2)

Moze se pokazati da u vezi sa ovim domenima vaze slede¢a tvrdjenja [15], na
koja éemo se kasnije pozivati.

Teorema 3.4.3. Neka je A domen i I konacéno generisan ideal. I je invertibilan
akko In; je glavni ideal za svaki maksimalan ideal M < A. O

Teorema 3.4.4. Kwvazilokalan domen je valuacioni akko je Bezuov. O



Teorema 3.4.5. Za domen A sledeca tvrdjenja su ekvivalentna:

(i) A je Priiferov domen.

(i) Ap je valuacioni domen za svaki prost ideal P < A.

(iii) Apr je valuacioni domen za svaki maksimalan ideal M < A. O

Teorema 3.4.6. Neka je A Priiferov domen, k = Frac(A) i V wvaluacioni
domen: A CV C k. Tada je V lokalizacija po prostom idealu, tj. V mora biti
oblika Ap, za neki prost ideal P< A. O



Glava 4

Neterini prsteni i
generalizacija jednoznacne
faktorizacije

Razlicite klase komutativnih prstena u algebarskoj teoriji brojeva i algebarskoj
geometriji nisu faktorijalni domeni. Ipak, neki od njih poseduju nesto slabija
svojstva koja mozemo smatrati i nekom vrstom generalizacije jednoznac¢ne fak-
torizacije. Umesto faktorizacije elemenata, u Neterinim prstenima posmatra
se "faktorizacija” ideala. Jednozna¢na dekompozicija elemenata u proizvod
atoma u UFD-u, u Neterinim prstenima moze se zameniti primarnom dekom-
pozicijom ideala (teorema 4.3.3), dok se u Dedekindovim domenima, posebnoj
klasi Neterinih domena, moze zameniti jednoznac¢nom ”faktorizacijom” ideala u
proizvod prostih ideala (teorema 4.4.4).

4.1 Definicija i osnovne osobine Neterinih prstena

Definicija 4.1.1. Komutativan prsten R je Neterin ako zadovoljava neki od
ekvivalentnih uslova:

- Svaki rastuci lanac ideala u R je konacéan. (ACC)

- Svaki neprazan skup ideala u R ima maksimalan element u odnosu na inkluziju.
- Svaki ideal' prstena R je konacéno generisan.

Neterini prsteni ¢ine Siroku i po svojim specificnostima znacajnu klasu prstena,
pa se kao takvi ¢esto posebno razmatraju. Za faktorizaciju su posebno zanimljivi
Dedekindovi i glavni domeni kao posebne klase Neterinih domena. Iz obilja ma-
terijala vezanih za ove prstene bi¢e spomenute samo neke od teorema znacajnih
sa stanovista faktorizacije. Detaljnija analiza ovih prstena, kao i dokazi svih
tvrdjenja mogu se naéi u [3, 15, 21]. Jedna od najvaznijih teorema vezana za
ove prstene je Krulova glavnoidealska teorema.

1Dovoljno je ograniéiti se na proste ideale.
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Teorema 4.1.2 (Krulova glavnoidealska teorema).
Neka je prsten R Neterin , x € R, x ¢ R* i p minimalan prost ideal prstena
R koji sadrzi glavni ideal (z). Tada je ht(p) < 1.2 0O

Teorema 4.1.3 (Generalizacija Krulove glavnoidealske teoreme).
Neka je R Neterin prsten i I = (aq,...,a,) ideal prstena R, I # R. Ako je p
minimalan prost ideal nad I onda je ht(p) <n. O

Posledica 4.1.4. Prosti ideali v Neterinom prstenu su konacéne visine. [

Teorema 4.1.5 ([21]). Za valuacioni domen R sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(1) R je DVR.

(2) R je glavni.

(3) R je Neterin. O

Teorema 4.1.6 ([21]). Za prsten R sledeéi uslovi su ekvivalentni:
(1) R je DVR.

(2) R je kvazilokalan, glavni i nije polje.

(3) R je lokalan® , dim(R) > 0 i maksimalan ideal M je glavni.
(4) R je lokalan, integralno zatvoren i dim(R) =1. O

Teorema 4.1.7 ([15]).
Neka je R Neterin integralno zatvoren domen i P(R) = {p< R | ht(p) = 1}.
Tada je R, DVR za svaki minimalan prost ideal p € P(R) i

R= () Ry m
pEP(R)
Za rasirenja Neterinih prstena vaze sledeca tvrdjenja:

Teorema 4.1.8 (Hilbert). Ako je R Neterin prsten onda je i prsten polinoma
R[X] Neterin. O

Teorema 4.1.9. Ako je R Neterin prsten i S C R multiplikativno zatvoren
podskup onda je i Rg Neterin. [

Teorema 4.1.10. Ako je R Neterin prsten onda je i prsten formalnih redova
R[[X]] Neterin. O

4.2 Jednoznacna faktorizacija u Neterinim domenima
U Neterinim domenima svaki rastuéi lanac ideala:

LCLCIs...
je konacan. To posebno znaci da je i svaki rastuéi lanac glavnih ideala:

(a1) C (a2) € (a3) ...

2Ako x nije delitelj nule onda je ovde ht(p) = 1. To specijalno vazi ako je R domen.
3Neterin kvazilokalan.




konacan, tj. vazi uslov ACC] pa je svaki Neterin domen atomican. Neterin
domen je dakle i UFD ako zadovoljava uslov (A2) ili neki od njegovih ekvi-
valenata. To posebno znaé¢i da je Neterin Gausov domen UFD. Ovo se moze
formulisati i u obliku sledeceg tvrdjenja.

Tvrdjenje 4.2.1. Neterin domen R je UFD ako zadovoljava jedan od sledeéih
uslova:

(1) Svaki atom u R je prost.

(2) Presek glavnih ideala u R je glavni ideal. O

Pored ovoga primenom Krulove glavnoidealske teoreme moze se pokazati da u
Neterinim domenima vazi i obrat teoreme 1.1.21.

Teorema 4.2.2. Neterin domen R je UFD akko je svaki minimalan prost ideal
p € P(R) glavni.

Dokaz. Minimalni prosti ideali u svakom faktorijalnom domenu su glavni pa je
dovoljno dokazati jednu implikaciju. Pretpostavimo da je R Neterin domen i da
su svi ideali u P(R) glavni. Prema prethodnom tvrdjenju dovoljno je pokazati
da je svaki atom prost. Neka je zato p € R atom i p < R minimalan prost ideal
koji sadrzi (p). Onda prema teoremi 4.1.2 vazi ht(p) = 1 tj. p € P(R). Prema
pretpostavci p je onda glavni ideal, p = (q) , ¢ ¢ R*. Tada je:

(P)C(q) = p=qr, TR (1)

Kako je p ireducibilan mora biti » € R* pa su prema (1) elementi p i ¢
asocirani, odnosno (p) = (¢) = p. Odavde je (p) prost ideal tj. p je prost
element. [

Teorema 4.2.3. Neka je A glavni domen. Tada je A[[X]] UFD.

Dokaz. S obzirom da je A glavni domen, dakle Neterin to je i A[[X]] Neterin
pa mozemo primeniti prethodnu teoremu. Neka je p minimalan prost ideal u
A[[X]]; p je konacno generisan pa postoje formalni redovi f1,..., f, takvi da je
p=(f1,.-., fn)- Neka su a; € A slobodni koeficijenti ovih formalnih redova,

fi=ai+Xg, g € Al[X]],i=1,...,n (2)

Tada je (ai,...,a,) ideal u A. Kako je A prema pretpostavci glavni domen,
postoji a € A tako da je (a1, ...,a,) = (a). Postoje dakle elementi b; € A takvi
da je a; =ab; , i=1,...,n. Tada je prema (2) :

Kako X ¢ p, jer bi u suprotnom imali (X) C p, sto je u kontradikeiji sa pret-
postavkom da je p minimalan prost ideal, iz (2) i (3) ideal p generisan je for-
malnim redom:

f=a+Xg, geAlX]] (4)
Odavde p = (f) je glavni ideal i A[[X]] je prema prethodnoj teoremi UFD. O



Primer 4.2.4.
Z[[X]], KXY, RIXITT), ZE(X]) S ZIV3][X]]

su faktorijalni domeni. ¥

4.3 Primarna dekompozicija ideala u Neterinim
prstenima

Kao motivacija za uvodjenje pojma primarnog ideala i primarne dekompozicije
moze posluziti prsten celih brojeva Z, ili bilo koji glavni domen A. Neka je zato
A glavni domen, dakle i UFD, i a € A nenulti, neinvertibilni element domena
A. Tada a ima prostu faktorizaciju:

‘s n T .

a=py'py’...p" (4)

U terminima ideala, ovo zna¢i da svaki pravi ideal (a) < A ima jednoznacnu
" faktorizaciju”:

(a) = (p1)" (p2)"* ... (pK)™ = (p1)™ N (p2)"> N -+~ N (pr)"™* (44)

gde su p; prosti elementi, n; > 01 (p;)™ = (p;"*). Iz ovih osobina, aritmetika
glavnih domena sliéna je aritmetici prstena celih brojeva, §to ih ¢ini udobnim
za rad. Lako se pokazuje da ideali (p;)™ u dekompoziciji (#4) imaju osobinu:
bec € (pi)™,b ¢ (pi))™ = ¢ € (p;)™, tj. oni su primarni. Na taj nacin, svaki
ideal glavnog domena moze se na jedinstven nacin razloziti u presek primarnih.
U glavnim domenima je (p¥) = (p)¥, pa je svaki primaran ideal stepen prostog
ideala. Ovo medjutim ne vazi u prozvoljnom Neterinom domenu, npr. u prstenu
polinoma k[X,Y] nad poljem k ideal (X,Y?) je primaran i nije stepen prostog.
Struktura ideala u prstenu polinoma sa vise neodredjenih nad poljem bitna je
u algebarskoj geometriji. Da bi se dobila neka vrsta generalizacije jednoznacéne
faktorizacije ideala u ovim prstenima, motivisani primerom glavnog domena,
proizvod menjamo presekom ideala, dok stepen prostog menjamo primarnim
idealom. Dac¢emo kraé¢i prikaz ovog razlaganja uz napomenu da se svi dokazi
tvrdjenja vezanih za primarne ideale, kao i dokaz teoreme 4.3.3, mogu naci npr.
u [13].

Definicija 4.3.1. Ideal I < R je primaran ako: ab€ I = a € 1V b* €I za
neko k > 0. Ideal I je ireducibilan ako = JNK = 1 =J V I = K, za sve
ideale J, K prstena R za koje je I CJ il C K.

Moze se pokazati da je u komutativnim Neterinim prstenima svaki ireducibilan
ideal primaran. Prema ovoj definiciji prosti ideali su i primarni dok obratno
ne mora da vazi. Takodje stepen prostog ideala ne mora biti primaran, niti
primaran mora biti stepen prostog*. Svakom primarnom idealu q mozemo med-
jutim pridruziti jedan prost ideal, njegov radikal:

p=va={rcR| 2" cqranckok >0} = ﬂ J (1)

J2q, J prost

4Stepeni maksimalnih ideala su primarni.



U tom slucaju kazemo da je q p-primaran ili da je p asociran prost ideal za
q. Za primaran ideal q, ideal p = /q odredjen je jednoznacno, medjutim ideal
p moze biti asociran i za druge primarne ideale, npr. u prstenu Z primarni
ideali (p?), (p®),... imaju isti asociran prost ideal (p). Kako je, \/qr...q, =
Vairn-Ngn = 4N ---N4/qy, to je za p-primarne ideale qi,...,qy, ideal

q1N- - -Ngy, takodje p-primaran. Svaki ideal sadrzan je o¢igledno u svom radikalu.
Ideale koji su jednaki svom radikalu zovemo radikalnim idealima. Svaki prost
ideal je prema tome i radikalan. Ako je I radikalan ideal onda je:

I=VI={)p (2)

p21

pa je radikalan ideal presek familije prostih ideala koji ga sadrze. U ovom
preseku mozemo se naravno ograniciti samo na minimalne proste ideale nad
I. U Neterinom prstenu takvih je kona¢no mnogo pa je svaki radikalan ideal
Neterinog prstena presek kona¢no mnogo prostih. Ova lepa osobina radikalnih
ideala ne prenosi se medjutim na sve ideale Neterinog prstena.

Definicija 4.3.2. Ideal I<R ima primarnu dekompoziciju ako postoje primarni
ideali q1,...,qy, takvi da je I = q1 N ---Nqy. Ova dekompozicija je redukovana
ako nijedan od ideala q; ne sadrzi presek ostalih © ako su asocirani prosti ideals
pi = /9 medjusobno razliciti.

Uslov kidanja lanaca u Neterinim prstenima dovoljan je da bi se svaki ideal
predstavio kao kona¢an presek ireducibilnih. Ako to ne bilo ispunjeno, s obzirom
da je prsten Neterin, postojao bi maksimalan ideal I sa tom osobinom. Taj ideal
nije ireducibilan, pa je presek dva ideala I = J N K. Medjutim J i K su prema
pretpostavci konacni preseci ireducibilnih ideala, Sto je kontradikcija. Svaki
ideal I Neterinog prstena R ima dakle konacnu dekompoziciju:

I=JinJdyN---NJ, gdesu J; ireducibilni. (3)

Jednoznaénost ove dekompozicije, koja nas ovde zanima, nije medjutim ispun-
jena i moze se naru$iti na razne nacine. Najpre, kako su J; ireducibilni, oni su
i p;-primarni, gde je p; = v/J;. Moze se desiti da medju p;-ovima ima jednakih,
npr. p; = --- =p; =p. U tom slucajuje/JiN---NJy=p,paJiN---NJg
posmatramo kao jednu komponentu®. Na taj nac¢in, moze se smatrati da je (3)
primarna dekompozicija u kojoj su asocirani prosti ideali p; razli¢iti. Takodje,
ako neki od ideala J; sadrzi presek preostalih on se moze izostaviti, pa se moze
govoriti o redukovanoj primarnoj dekompoziciji. Ovo se moze formulisati na
slededi nac¢in; u Neterinom domenu R svaki ideal I ima kona¢nu dekompoziciju:

I=KiNnKyn---NK, gdesu K; primarni t.d. (4)
(i) K; su p;-primarni®.
(1) Prosti ideali p; su medjusobno razliciti, tj. dekompozicija (4) je redukovana.

50vim se medjutim gubi ireducibilnost komponenata.
6p; su mozda reducibilni.



I ovde se medjutim mogu javiti problemi, naime ideal I moze imati vise razli¢itih
redukovanih dekompozicija. Komponenta K; jednozna¢no je odredjena ako je
p; minimalan prost ideal nad I. Sam ideal p; u tom sluc¢aju zovemo izolovanim
prostim idealom. Nasuprot tome, ako je za neko j # 4 ispunjeno p; 2 p;, onda
je p; utapajuci ideal. Za utapajuéi ideal p; komponenta K; ne mora biti jed-
noznacno odredjena pa su ovi ideali uzrok ”nejednoznac¢nosti faktorizacije” (4).
Ipak, komponente p;, kao i broj n, u dekompoziciji (4) odredjeni su jednoznaéno,
Sto je rezultat sledece teoreme o dekompoziciji.

Teorema 4.3.3 (Lasker-Noether). Neka je R komutativan Neterin prsten i I
ideal v R. Tada postoje primarni ideali Q1, . ..,Q, takvi da je:

I=0Q1NQ2N---NQn.

Ideali Q; imaju razlicite asocirane proste ideale p; i nijedan od njih ne sadrzi
presek ostalih. U svakoj drugoj primarnoj dekompoziciji za I mora biti n ideala,
1 skup asociranih prostih je isti. [

Primedba. Asocirani prosti ideali p; = +/Q; prema ovoj teoremi jednoznaéno
su odredjeni idealom I, i potpuno su nezavisni od izbora primarnih kompone-
nata ;. Na taj nacin svakom idealu I Neterinog prstena R mozemo pridruziti
jednozna¢no odredjen prirodan broj n i konac¢an skup prostih ideala

Ass(I) = {p1,p2,...,Pn}.

Neka je sada A Neterin domen, S C A multiplikativan podskup, P ideal u
A iU ideal u Ag. Ako sa P¢ = PAg oznatimo ekstenziju ideala P u Ag,
isa U¢ = U N A kontrakciju ideala U u A, moze se pokazati da onda vazi
(VU)¢ =U<, (VP)¢ C v/P¢. Takodje se moze pokazati da za P-primaran
ideal Q u A, takav da je QNS = 0 vazi PNS = 0 , Q¢ je primaran i P¢ = \/Q°.
Ideal (Q™)¢¢ = Q™Ags N A zovemo n-tim simbolickim stepenom ideala @, u
oznaci Q™). Stepen Q" primarnog ideala Q ne mora i sam biti primaran ali
Q™ je primaran ideal koji sadrzi Q™. Posebno, ako je i Q" primaran, onda je
Q" = Q™). Vazi sledece tvrdjenje.

Tvrdjenje 4.3.4. Neka je q p-primaran, tj. p = \/q, i neka je n € N. Tada:
(4) 9" je p-primaran.

(i) Ako je q™ konacan presek primarnih ideala, tada je p jedini izolovan ideal,
Q" =q1N---Nqn = /q; = p 1 odgovarajuca primarna komponenta je q™. 0O

4.4 Jednoznacna faktorizacija ideala u
Dedekindovim domenima

Istorijski, pojam Dedekindovog domena potice iz algebarske teorije brojeva i
vezan je za prstene algebarskih celih. Zapravo, savremena komutativna algebra
svoje pocetke duguje reSavanju problema faktorizacije u ovim prstenima. Trazedi
neku vrstu analogije jednoznac¢ne faktorizacije koja ¢e vaziti u svim prstenima



algebarskih celih, Dedekind (1871) uvodi pojam idela. Radi motivacije moze se
pogledati sledeci primer.

Primer 4.4.1. A=7Z[y/-5]

Domen A nije UFD. U njemu nalazimo dve razli¢ite atomicne faktorizacije

broja 6:

2:3=(1+vV-5)-(1-V-5) (i)
Elementi 2 i 3 su atomi ovog prstena koji nisu prosti. Ako pogledamo ideale
(2), (3) koje oni generisu, moze se pokazati da je (2) = P?, (3) = P»P,
gde je P = (2,1 ++/=5), P, = (3,1 ++/=5), P3 = (3,1 —/=5). Dalje se
pokazuje da su P;, P>, P; maksimalni, dakle prosti ideali domena A, kao i da
vazi: (14++/=5)= PPy, (1—+/=5) = P, P3. Sada se faktorizacija (i) zameni
faktorizacijom ideala:

(2)(3) = (1++v=5)(1—-+=5) (i)

Koriste¢i gornje jednakosti, (i¢) postaje: P12P2P3 = P, P, P, P;. Zamenom ele-
menata idealima koji oni generisu, od nejednoznaé¢ne faktorizacije (i), dobija se
dakle jednoznacna ”faktorizacija” (ii). V¥

Ovu osobinu prstena algebarskih celih prvi je uocio i dokazao Dedekind, pa
se domeni u kojima se svaki ideal jednoznaé¢no faktorise u proizvod prostih ide-
ala zovu Dedekindovi domeni. Ova osobina ocigledno je ispunjena u glavnim
domenima. Za razliku od ideala, faktorizacija elemenata Dedekindovog domena
ne mora medjutim biti jednoznacna, pa se na Dedekindove domene moze gledati
kao na generalizaciju glavnih domena. Vremenom se doslo do puno ekvivalent-
nih karakterizacija ovih domena, pa se zato Dedekindovi domeni mogu definisati
na razlicite (ekvivalentne) nacine. Uobicajena je sledec¢a definicija.

Definicija 4.4.2. Domen R je Dedekindov ako je Neterin, integralno zatvoren
i svakt pravi prost ideal u R je maksimalan.

Sledeéa teorema ([15],[t.96]) daje novu, pogodnu karakterizaciju Dedekin-
dovog domena.

Teorema 4.4.3. Za domen R sledeci uslovi su ekvivalentni:

(1) R je Dedekindov.

(2) Svaki nenulti ideal u R je invertibilan.

(3) R je Neterin i Ry je DVR za svaki maksimalan ideal m v R. O

Teorema 4.4.4. U Dedekindovom domenu R svaki nenulti ideal jednoznacno
se faktorise u proizvod prostih ideala.

Dokaz. Egzistencija: Neka je I # 0 proizvoljan ideal u R. Ako je I prost
nema se $ta dokazivati. Ako I nije prost, on je sadrzan u nekom maksimalnom,
dakle prostom idealu P. Sada je, prema uslovu (2) prethodne teoreme, ideal P
invertibilan, PP~! = R, pa dobijamo faktorizaciju:

I=IR=(IP P , ISIP" (1)



U (i) vazi stroga inkluzija jer bi u suprotnom, iz IP~! = I, mnozenjem sa P
dobili I = IP. Medjutim i ideal I je invertibilan, pa se mnozenjem poslednje
jednakosti sa 1! dolazi do kontradikcije, P = R. Ako je IP~! prost, dokaz je
zavrsen. Ako nije, onda postoji prost ideal @ koji ga sadrzi i vazi:

IP7'=IR=(IP'Q"HQ , IPT'CIPT'Q7! (i)

Ovaj proces se dalje na isti na¢in nastavlja sve do trazene proste faktorizacije.
Proces se mora zaustaviti jer je R Neterin pa se lanac I G IP~' G IP7'Q™! ...
prekida.

Jednoznacnost: Neka su

PiPy...Py=Q1Qs...Qm (iii)

dve razlicite faktorizacije, gde su P;, @; prostiidealiu R. Ovde je PiP>... P, C
Q1 1 Q1 je prost, pa se bez ograniCenja opStosti moze pretpostaviti da je npr.
P C Q1. Medjutim R je Dedekindov, dakle dimR < 1, pa lanci duzine 2 ne
postoje u R. Odavde mora biti P, = ;. Mnozenjem jednakosti (7ii) sa P!
dobijase Py ... P, = Q3...Q.,. Dalje se indukcijom po n dobija m = n i odgo-
varaju¢om prenumeracijom P, = Q;. O

Primedba. U knjigama iz oblasti algebarske teorije brojeva mogu se naéi i druge
ekvivalentne karakterizacije Dedekindovih domena, izmedju ostalih i obrat teo-
reme 4.4.4. Istaknimo neke od tih karakterizacija u obliku sledeceg tvrdjenja,
uz napomenu da se dokazi svih ekvivalencija mogu naéi u [3, 20, 23, 13].

Tvrdjenje 4.4.5. Za domen R sledeci uslovi su ekvivalentni:
(1) Svaki pravi ideal u R jednoznacno se faktorise u proizvod prostih ideala.
(2) Svaki pravi ideal u R faktorise se u proizvod prostih ideala.
(3) Svaki pravi ideal u R je invertibilan.
(4) Svaki razlomljeni ideal je invertibilan.
(5) (I(R), ") je grupa.
(6) R je Neterin, integralno zatvoren i dim(R) = 1.
(7) R je Neterin i Ry je DVR za svaki maksimalan ideal m u R.
(8) R je Neterin i R, je DVR za svaki prost ideal p u R.
(9) R je Neterin i Priiferov. O

Jednoznacna faktorizacija ideala, kao Sto se moze videti iz primera 4.4.1,
ne povlac¢i za sobom jednoznac¢nu faktrizaciju elemenata. Takodje ne mora da
vaZi ni obratno, npr. prsten polinoma k[X,Y] nad poljem k je UFD ali nije
Dedekindov jer je dimenzije 2. Precizan odnos faktorizacije elemenata i ideala
dat je slede¢om teoremom.

Teorema 4.4.6. Dedekindov domen R je UFD akko je glavni.

Dokaz. Neka je R Dedekindov, faktorijalan domen, p proizvoljan prost ideal u
Ria € p. Kako je R UFD, a ima jednoznacnu faktorizaciju a = pi" p5? ... pg*,
gde su p; prosti elementi u R. Dalje, kako je a € pip je prost, neki od elemenata
p1,-- -,k pripada p. Neka npr. p; pripada p tj. (p1) C p. Kako je ht(p) = 1,



jer je domen R Dedekindov, i (p;) je prost ideal sadrzan u p, mora biti (p1) = p,
odnosno p je glavni. Neka je sada I proizvoljan ideal u R. Ideal I ima prostu
faktorizaciju, a pokazano je da su prosti ideali glavni, pa je I glavni ideal, t;j.
R je glavni domen. Kako obratno ocigledno vazi, ovim je teorema dokazana. [J

Teorema 4.4.6 karakterise glavne domene kao Dedekindove UFD domene i

ima Ceste primene u algebarskoj geometriji; da bi dokazali da je normalan domen
glavni dovoljno je dokazati da je dimenzije < 1 i da je faktorijalan. Na taj nacin
vidimo da su UFD domeni dimenzije 1 upravo glavni domeni, kao i da su lokalni
UFD domeni dimenzije 1 diskretni valuacioni prsteni. U algebarskoj teoriji bro-
jeva ova teorema ima primenu u prstenima algebarskih celih. Ovi prsteni su
integralno zatvoreni, Neterini, dimenzije 1 pa dakle i Dedekindovi. Pitanje fak-
torijalnosti ovih prstena teoremom 4.4.6 redukovano je na pitanje koji od ovih
prstena je glavni. U algebarskoj teoriji brojeva postoji metod kojim se, pri-
menom teoreme Minkovskog ([1, 23, 20]), direktnim ra¢unanjem moze proveriti
da li je dati domen glavni tj. da li je faktorijalan.
Ako sa ® oznacimo klasu Dedekindovih domena, sa 4 klasu faktorijalnih domena
i sa & klasu glavnih domena, onda vazi ® N4 = &. Odstupanje Dedekindovog
domena od faktorijalnosti moze se dakle ”izmeriti” njegovim odstupanjem od
glavnog domena. Ako sa F(R) ozna¢imo grupu svih glavnih razlomljenih ideala
Dedekindovog domena R, onda je F'(R) podgrupa grupe svih nenultih razloml-
jenih ideala I(R), dok je je odgovarajuca grupa koja meri odstupanje od glavnog,
odnosno UFD domena, faktorgrupa:

C(R)=I(R)/F(R) (1)

Grupa C(R) zove se jos i grupa klasa ideala. Ona je u stvari specijalan slucaj
grupe divizor klasa Krulovog domena. Pri tome je Dedekindov domen R UFD
akko je grupa C(R) trivijalna, tj. akko je klasni razred” |C(R)| = 1. Moze se
pokazati da je da je za sve prstene algebabarskih celih klasni razred konacan
broj. Za d < 0 poznati su svi prsteni algebarskih celih Q(d) klasnog razreda
1. Ima ih ukupno 9, (teorema 1.2.21). Mada se za d > 0 klasni razredi mogu
izracunati (tablice za d < 500 mogu se naéi npr. u [2]), kao Sto je veé receno, jos
uvek nije dokazana Gausova hipoteza da ima beskonaéno mnogo prstena Q(d)
klasnog razreda 1.

Razmotrimo sada blize faktorizaciju na proste ideale i odgovarajuce veze sa
valuacijama. Neka je R Dedekindov domen i P skup svih prostih ideala u R
razli¢itih od 0. Svaki razlomljeni ideal I € I(R) moze se na jedinstven nacin
predstaviti u obliku:

I= H p™» (D gde je samo konaéno mnogo ny,(I) € Z razlicito od 0. (2)
peP

Ocigledno je iz (2) I C R ceo ideal akko su svi eksponenti n,(I) > 0. Ako su

7Class number



sada I,J € I(R) razlomljeni ideali, I = [[p™* D), J = [[p™ ), onda vazi:

IJ = H p”p(l)""”p(J) , I+J= H pinf'(np(l),np(J))

peEP peEP
InJ= H psup(np(f)mp(J)) ., I:J= H pnp(I)—np(J)
pE’P pe'P

Odavde imamo sledeé¢e osobine:
JICRe&n,(I)>0VpeP
) I CJ e ny(l) =mny(J)

) np(I+J) =inf (np (1), np(J))

) np(INJ) = sup (np(l),np(J]))
Neka je sada a € R proizvoljan element razlic¢it od nule. Tada se glavni ideal
(a) jednoznacno faktorise u proizvod:

(a) =pi"py" op™ = [T o wpi(a) =y, 3)
peP
pa elementu a € R moZzemo pridruziti preslikavanja vp,,...,vp, : R — Z.

Prema (c) i (d) za ova preslikavanja vaze uslovi v1l, v2, pa ih sa vy(a/b) =
vp(a) — vp(b) mozemo prosiriti do valuacija na polju razlomaka k = Frac(R).
Na taj nacin dolazi se do familije valuacija (vp)pep pridruzenih Dedekindovom
domenu R. Odgovaraju¢i valuacioni prsteni su, slicno kao kod faktorijalnih
domena, lokalizacije po prostim idealima p € P t;j.

Ry, ={zck|vp(z) >0} =Ry,

sa maksimalnim idealom m,, = pR,. Oni su naravno diskretni valuacioni
prsteni (R je Dedekindov), vy(x) # 0 samo za kona¢no mnogo p € P (samo
za one proste ideale koji ucestvuju u faktorizaciji glavnog ideala Rx) i sam
domen R jednak je preseku svojih lokalizacija R = NyepRy. Ovo upravo znaci
da je svaki Dedekindov domen Krulov. Familija valuacija sa ovim osobinama
moze se, prema teoremi 3.3.8, pridruziti i svakom faktorijalnom domenu, pa se
oni mogu u §iroj klasi Krulovih domena razmatrati sa istog stanovista. Upravo
iz toga vidi se i znacaj Krulovih domena, kao univerzalnog koncepta za ispiti-
vanje zajednickih osobina Dedekindovih i faktorijalnih domena tj. faktorizacije,
kako elemenata, tako i ideala.



Glava 5

Grupa klasa divizora
Krulovog domena

5.1 Divizori

Neka je A domen, k = Frac(A) i I(A) skup svih razlomljenih ideala razli¢itih
od nule. Za p,q € I(A) definisemo relaciju p "ispred” q sa:

p<q &L Veek* (Az2p = Az D) (1)

Ovako definisana relacija suprotna je relaciji inkluzije medju razlmljenim ideal-
ima jer p 2 q = p < (. Ocigledno je prema (1) relacija "ispred” refleksivna i
tranzitivna, pa predstavlja jedno preduredjenje na I(A). Ako stavimo:

p~g & p=<qg,q=<p (2)

relacija ”ispred” postaje uredjenje na koli¢nickom skupu I(A)/~ koji éemo
oznaciti sa D(A). Elementi skupa D(A) su klase ekvivalencije razlomljenih
ideala, u oznaci div(p), za p € I(A) i zovemo ih divizorima prstena A. Pri
tome je:

divp <divq! & p=<q (3)

divp=divg & p~q (4)

Divizori glavnih razlomljenih ideala div (Ax) , x € k* zovu se glavni divizori,
u oznaci div(x) , x € k*. Prema (4) dva divizora su jednaka ako odgovarajuéi
ideali imaju iste familije glavnih ideala nad sobom. Ako je p € I(A) onda
postoji d € A ,d # 0 tako da je dp C A tj. p C Ad~!. Prema definiciji je dakle
razlomljen ideal sadrzan u nekom glavnom razlomljenom idealu, pa ima smisla
posmatrati presek:

p= () Az, pel(4) (5)

Az p

1Koristi se i oznaka P < Q, pri ¢emu se podrazumevaju divizori.
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Prema ovoj definiciji je p € Ad~', odnosno dp C A. Takodje je p # 0, jer
P2 p#0, pajep € I(A) razlomljen ideal. Pri tome vazi:

divp <divg & p<q < p27 (3"
divp=divg & p~q & p=g 4')
Definicija 5.1.1. Razlomljen ideal p € I(A) je divizorski ako je p = p.

Prema ovoj definiciji divizorski ideali bi¢e nenulti preseci nepraznih familija
glavnih razlomljenih ideala. Iz toga neposredno vaze sledeée osobine:

- Glavni ideali kao i nenulti preseci glavnih ideala su divizorski ideali.
- Nenulti presek familije divizorskih ideala je divizorski ideal.
- Ako je p divizorski ideal onda je i px divizorski ideal, x € k*.

Kako je p = P, ideal p je divizorski i p ~ p pa je p najmanji divizorski ideal
koji sadrzi p. Taj ideal jedinstven je u klasi divp. Ako je i q divizorski ideal u
toj klasi, onda je divq = divp pa je § = p. Kako je q divizorski § = q, pa je
q = p odakle sledi jedinstvenost ovog ideala.

Neka su sada p,q € I(A) inekajeq:p={r €k | zp C q}. MozZe se pokazati
da je onda iideal q : p € I(A). Vazi:

yeq:p & yreq,xep & yeq ', zep\{0} & ye (] q!
zep\{0}

Odakle je: q:p= ﬂ gzt

zep\{0}
Ako je q divizorski ideal, onda su divizorski i ideali qz~! , z € p, = # 0 pa
je takav i njihov presek, odosno ideal q : p je divizorski. U vezi sa divizorskim
idealima vazi sledeée tvrdjenje [3].
Tvrdjenje 5.1.2. Neka su p,q € I(A). Tada vazi:
(1) Ako je q divizorski ideal onda je i q : p divizorski ideal.
(2) divp=divg & A:p=A:q.
B)p=A:(A:p). O
Prema ovom tvrdjenju ideal p € I(A) je divizorski akko je p = A : (A : p) tj.
ako je (p~1)~! = p. Specijalno, ako je I invertibilan ideal onda je II~* = A pa
je (I71)~! = I. Kao posledicu dobijamo sledeée tvrdjenje.
Tvrdjenje 5.1.3. Svaki invertibilan ideal je divizorski. [

Teorema 5.1.4 ([3]).
(i) Svaki odozgo (odozdo) ogranicen podskup w D(A) ima supremum (infimum,).
Ako je (p;)ier familija elemenata iz I1(A) ogranidena odozgo (odozdo) onda je

sup (divp;) = div (ﬂﬁl) , inf (divp;) = div (Z pi) (5)
(i) (D(A), <) je mreza. O



Prema ovom tvrdjenju za p,q € I(A) skup {p,q} ograni¢en odozgo u D(A) sa
pNgq,iodozdo sa p + q ima supremum i infimum.

sup (p,q) = div (pNg) . inf (p,q) = div (p +q) (6)

Posebno, ako su z,y € k* onda:
Alz+y) CAz+ Ay = divA(x+y) > div(Ax + Ay) = inf (div Ax, div Ay)

pa za glavne divizore vazi:
div (x +y) > inf (div(x),div(y)) (7)
Lema 5.1.5. Neka su p,q,v € I(A) i p <q. Tada je i pr < qr.

Dokaz. Az Dpr = AxDpy (Vyer) = Azy ' Dp (Vyer)
Azy=tDq(Vyer) = Az Dqy (Vyer) = AxDqe

Svaki glavni ideal koji sadrzi pr sadrzi i qv pa je prema definiciji relacije 7 < ”

ispunjeno pr < qv. [

U mrezasto uredjenom skupu D(A) moze se definisati binarna operacija 7 +

na sledeéi nac¢in:

”

divp + divq % divpq (8)

Dobra definisanost: Neka je divp = divp’, divg = divg. To znaci da je
p~p,qg~q tj. p=<p,p <p,9=<49q,9 < g Primenom prethodne
leme i tranzitivnosti relacije ” < ” dobija se: pq < p'q < p'q’, p'q’ < p'q < pq.
Odavde je pq ~ p'q’, odnosno div(pq) = div(p’q’), iz cega sledi dobra defin-
isanost operacije "+”.

Saglasnost sa uredjenjem: Ako je divp < divq prema lemi 5.1.5 je onda i
div(pr) < div(qr). Prema definiciji operacije ”+” onda je i divp + dive <
divg +dive tj. "4” je saglasno sa uredjenjem.
Neutralni element: Kako je Ap = p, za svako p € I(A) vazi:
divp =divAp =divp + divA

pa je neutralni element 0 = div A = div(1).
Asocijativnost i komutativnost:

(pg)r =p(qr) = (divp+divg) +dive =divp + (divg + divr)

pg=gqp = divp+divg=divg+divp
Iz ovih osobina dobija se:

Teorema 5.1.6. (D(A),+) je uredjen komutativan monoid. O



Neka je p € I(A) razlomljen ideal. Tada je prema definiciji uredjenja na D(A):
divp>0 < divp>divA & pCA

Pozitivni elementi u D(A) su prema tome celi ideali u A. Naravno, vazno pitanje
ovde je odrediti uslove pod kojima ¢ée (D(A),+) biti grupa. To posebno vazi
ako se ograni¢imo na glavne divizore; neka je zato F'(A) = {div(x) | x € k* }.
Tada za z,y € k* vazi:

div(x) = div(y) < Ax=Ay & Ax=Ay (9)
div(x) < div(y) & Ax< Ay & Ax DAy (10)
Az Az ' =A = div(x) +div(x ') =0 (11)

Iz ovih osobina dobija se:

Teorema 5.1.7. (F(A),+) je uredjena Abelova grupa sa uredjenjem induko-
vanim uredjenjem ” <7 na D(A). Takodje je F(A) = P*, gde je (P*,-) multi-
plikativna grupa glavnih razlomljenih ideala uredjena inkluzijom. [

Za P,@Q € D(A) definisemo relaciju:

Pr~Q &L P =@ +div(x) zaneko x €k” (12)

Uvedena relacija ” a7 je relacija ekvivalencije na D(A). Elemente P, Q € D(A)
takve da je P ~ Q zovemo ekvivalentnim divizorima. Iz definicije (12) vidi se
da su za divizorske ideale p, q divizori div p,div q ekvivalentni akko p = qz za
neko x € k*, kao i da je relacija 7 = ” saglasna sa ” +”. D(A)/ = odnosno
D(A)/F(A) je komutativan monoid koji zovemo monoidom divizor klasa na A.
Neka je J(A) = {J € I(A) | JJ~! = A} skup invertibilnih ideala u A i neka
sup,q € J(A). Tadaipge J(A) jerpp™t =qq =4 = pq(pq)~! = A.
Takodje je divp + divp~! = 0, pa je i J(A) jedna podgrupa monoida D(A).
Kako je svaki glavni ideal invertibilan vaze sledece inkluzije:

F(A) € J(A) € D(4)

Moze se posmatrati monoid D(A)/J(A), kao i faktorgrupa J(A)/F(A). Faktor-
grupu J(A)/F(A) zovemo jos i Pikarovom grupom domena A, u oznaci Pic(A).

Lema 5.1.8. Neka sup,q € J(A) takvi da je divp = divq. Tada je p = q.

Dokaz. Neka v € J(A),dive = 0. Tada izt C A it~} = A, sledi da je
dive + dive™! = 0 odnosno divt™ = 0. To zna¢i da suv,t™' C Atj. ©v,A:
tC Aodakleje AC A:(A:r)=rt. Sadat C A i AC rdajeA=rtj
jedini invertibilan ideal t takav da je dive = 0 je sam domen A. Ako su sada
p,q € J(A) invertibilni ideali za koje je divp = divq onda je divp — divg =0
odnosno divpq~! = 0. Kako je pq~! invertibilan, jer je pq~'(pqg~!)~! = A,
prema prethodnom mora biti pg~ ' = A tj. p=gq. O



Teorema 5.1.9. Monoid D(A) je grupa akko je A kompletno integralno zatvoren.
Dokaz. (=:) Neka je x € k skoro ceo nad A tj. Alz] € I(A). Tada je:

zAlz] C Alz] = div(xA[x]) > divA[x] = div(x) + div A[x] > div A[x]

Kako je D(A) uredjena grupa, iz poslednje relacije bi¢e div(x) > 0, odnosno
Ax C A, pajex € A.

(«<:) Neka je sada A kompletno integralno zatvoren domen tj. A =1 : I za
svaki razlomljeni ideal I € I(A). Neka je p € I(A) proizvoljan razlomljen ideal.
Dovoljno je naéi inverzan element u D(A) za divp. Koriste¢i osbinu razlomljenih
ideala I : JK =(I:J): Kzal,J K € I(A)ikompletnu integralnu zatvorenost
domena A dobija se slede¢a jednakost:

A:p(A:ip)=(A:p):(A:p)=4
Odakle je A:(A:p(A:p)=A4:4=A
div(p(A :p)) =divA = divp+div(A:p) =0
Iz poslednje jednakosti A : p je trazeni inverzni element. [

Definicija 5.1.10. U slucaju kompletno integralno zatvorenog domena A fak-
torgrupu D(A)/F(A) zovemo grupom klasa divizora ili grupom divizor klasa
domena A, u oznaci

Cl(A) = D(A)/F(A)

Primedba. Grupa divizor klasa ne mora se definisati ovim putem. Jedan od
mogucih nacina za dobijanje grupe CI(A) je sledeéi [10]; Za D(A) uzmemo skup
svih divizorskih ideala sa operacijom ” -7 :

p-q A (A:pq) (13)

Desna strana ove jednakosti je prema 5.1.2 takodje divizorski ideal. Na ovaj
na¢in umesto sa klasama divp radimo sa reprezentima tih klasa - divizorskim
idealima. Racunanjem se moze pokazati da je ovako uvedena operacija asocija-
tivna i komutativna sa neutralnim elementom A, pa je (D(A),- ) komutativan
monoid. Uredjenje na D(A) dato je sa:

p<q e A:pDA:g (14)

Ako je A kompletno integralno zatvoren D(A) postaje uredjena Abelova grupa.
Dobijena grupa Cl(A) = D(A)/F(A) je ista kao i grupa dobijena definicijom
(8), pasu (8) i (13) ekvivalentne definicije.

5.2 Krulovi domeni

Definicija 5.2.1. Domen A je Krulov ako postoji familija (V;);cr valuacionih
prstena, A CV; Ck, k= Frac(A) takva da su ispunjena sledeéa tri uslova:



(K1) V; su glavni valuacioni (DVR).

(K2) A=Nier Vi (1)
(K3) Ako jea € A, a # 0 onda se a nalazi u najvise konaéno mnogo maksimal-
nih ideala M; domena V;, tj. invertibilan je skoro u svakom V.

Osobina (K3) je osobina tzv. lokalne konacnosti preseka (1). Ako je potrebno
naglasiti valuacijski pristup prethodna definicija moZe se dati i u slede¢em ek-
vivalentnom obliku;

Definicija 5.2.2. Domen A je Krulov ako postoji familija (v;)icr valuacija
njegovog polja razlomaka k za koje su ispunjeni sledeéi uslovi:

(K1) Valuacije v; su diskretne.

(Ké) A= ﬂie[ A'Ui' (2)
(K%) Presek (2) je lokalno konacan; ako jea € A, a # 0 onda je v;(a) # 0 samo
za konacno mnogo i € I.

Beskonacna familija diskretnih valuacionih prstena (V;);ecs koji definisu Krulov

domen u 5.2.1 ne mora biti jednozna¢na. Ako sa P(A) ozna¢imo skup mini-

malnih prostih ideala u A, moze se pokazati da za svaki minimalan prost ideal

p € P(A), A, pripada familiji (V;);er kaoidaje A= [ A, [15, 21]. Na
peEP(A)

taj nacin familija (Ap)ycp(a) je minimalna familija koja definise Krulov domen

A. Zbog toga se definicija Krulovog domena Cesto daje i u slede¢em obliku:

Definicija 5.2.3. Domen A je Krulov ako su ispunjeni sledeci uslovi:

(KY) Ay je DVR za svaki minimalan prost ideal p.

(K5) A= Nyep(a) Ap- (3)
(KY) Presek (3) je lokalno konacan; ako je a € A, a # 0 onda a leZi u najvise
konacéno mnogo p € P(A).

Sledece dve teoreme su neposredna posledica definicije Krulovog domena, teo-
reme 3.3.8 i osobina familije valuacija koje se mogu pridruziti svakom Dedekin-
dovom domenu.

Teorema 5.2.4. UFD je Krulov domen. 0O
Teorema 5.2.5. Dedekindov domen je Krulov. [

Kako postoje Dedekindovi domeni sa nejednoznac¢nom faktorizacijom, kao i fak-
torijalni domeni koji nisu Dedekindovi iz prethodnih teorema vidi se i znacaj
Krulovih domena kao §ire, objedinjujuce klase u okviru koje se mogu ispiti-
vati njihova zajednicka svojstva. Teorema 5.2.5 moze se dobiti i kao posledica
sledece teoreme iz koje vidimo da klasa Krulovih domena sadrzi i siroku klasu
normalnih? domena.

Teorema 5.2.6. Neterin integralno zatvoren domen je Krulov.

2Neterini integralno zatvoreni domeni.



Dokaz. Neka je A normalan domen i P(A) = {p< A | ht(p) = 1}. Prema

4.1.7 A, je DVR za svako p € P(A) i A= () A, pa je dovoljno pokazati
peP(A)

lokalnu konacnost ovog preseka. Neka je a € A, a # 0. Glavni ideal aA ima

kona¢énu primarnu dekompoziciju:

aA=q1N--Ndgp; Ass(ald) ={p1,...,pn}, Pi =V (4)

Iz primarnog razlaganja (4) sledi da ima samo konatno mnogo minimalnih
prostih ideala koji sarze glavni ideal aA pa a lezi u najvise konatno mnogo
peP(4). O

Svaki Krulov domen je i integralno zatvoren kao presek valuacionih domena
koji su integralno zatvoreni. Svaki Krulov domen nije medjutim i Neterin. Npr.
k[X1, Xa,...] prsten polinoma sa beskona¢no mnogo promenljivih nad poljem k
je UFD pa je Krulov i ocigledno nije Neterin pa obrat teoreme 5.2.6 ne mora da
vazi. Mogu se takodje naci primeri Neterinih ili integralno zatvorenih domena
koji nisu Krulovi.

Teorema 5.2.7. Svaki Krulov domen je kompletno integralno zatvoren.

Dokaz. Kako je Krulov domen lokalno konacan presek diskretnih valuacionih
prstena dovoljno je dokazati da je svaki diskretni valuacioni prsten kompletno
integralno zatvoren. DVR je prema 3.3.4 UFD, pa je prema teoremi 2.5.6 kom-
pletno integralno zatvoren. [

Ako imamo familiju Krulovih domena (A4;);c; sadrzanih u istom polju & i sa
(vij)jes oznacimo familiju diskretnih valuacija koje definisu A; onda i familija
(wij)je, gde su w;; restrikeije valuacija v;; na koli¢nicko polje domena (), ; As,
zadovoljava uslove definicije 5.2.2. Iz toga se dobija sledece tvrdjenje.

Lema 5.2.8. Neka je (4;)icr familija Krulovih domena sadrzanih u istom polju
k ¢iji je presek lokalno konacan. Tada je i A =();c; Ai Krulov domen. O

Posledica 5.2.9. Ako je A Krulov domen, k = Frac(A) i k' potpolje polja k
onda je i ANK" Krulov domen. O

icl

Posledica 5.2.10. Neka je A = (,c; Vi Krulov domen. Tada je i podpresek
A = njeJ Vi, gde je J C I, takodje Krulov.

Dokaz. Svaki diskretni valuacioni prsten V; je Neterin i integralno zatvoren dakle
Krulov. Kako je A C V; C k, za svako j € J, prema lemi 5.2.81 (.., V; je
onda Krulov. O

jeJ

5.3 Rasirenja Krulovih domena

Teorema 5.3.1. Lokalizacija Krulovog domena je Krulov domen. Preciznije,
ako je A = (\;c; Av, Krulov domen i S C A multiplikativan podskup, onda je
AS = mjej Avj ’ gde je:

J={jel | vi(s)=0,scS8}={jel | AsC A, } (5)



Dokaz. Najpre se pokazuje da je v;|s=0 < Ag C A,;. Neka je zato v |s= 0
ia/s€As,a€ A, s€S. Tada je

vj(a/s) = vj(a) —v;(s) = v;(a) > 0

jer je A C A,,. Odavde je a/s € A,, pa imamo inkluziju As C A,,. Obratno,
ako je As C A, i s € S proizvoljan element, onda 1/s € A,,, odakle je

v;j(1/s) = v;(1) — v;(s) = —v;(s) > 0

Kako je S C A, vazi i vj(s) > 0, pa mora biti v;(s) = 0, odnosno v; |s= 0.
Posebno, odavde imamo i inkluziju Ag C ﬂjEJ Ay,

Neka sada z € (;c; Av;- A je Krulov domen pa je iz uslova (K3) skup in-
deksa {i € I | w;(z) # 0} konacan. Specijalno je onda konacan i njegov
podskup J' = {t €I | v(z) <0}. Daklezat € J vazi x ¢ A,, pat ¢ J.
Postoji dakle element s; € S takav da je v;(s;) > 0 npr. vi(s;) = m;. Tada je:

ve(sytx) = nymy + v ()

Biramo n; tako da je v(s;*z) > 0. Ako za konacan skup indeksa J' stavimo
s = [l,e 0 st vazice vy(sx) > 0, za svako t € I. Odavde je sx € Atj. z € Ag,
pa je ovim dokazana i obratna inkluzija, dakle As = (), ; A,,. Sada je Ag
Krulov prema 5.2.10. O

Primedba. Obrat ove teoreme vazi pod uslovima Nagatine teoreme [11]: ako je
A domen u kome vazi uslov ACC; i S C A multiplikativan podskup generisan
familijom prostih elemenata takav da je As Krulov domen, onda je i A Krulov.

jeJ

Teorema 5.3.2. A Krulov = A[X] Krulov.

Dokaz. Neka je A = ), cp Ay, gde je F-familija diskretnih valuacija koja definise
Krulov domen A i neka je k = Frac(A). k[X] je glavni domen, dakle i Krulov,
pa je k[X] = ﬂvfeG Ay, gde je G-familija p-adi¢nih valuacija indukovanih
atomima f € k[X]. Svaka glavna valuacija v € F, v : k — Z, moze se produziti
do valuacije w : k(X) — Z, na sledeéi nacin; za polinom p (X) = ap + a1 X +
<o+ ap X" iz k[X] definisemo: w(p (X)) def min{v(a;)}. Za ovako definisano
preslikavanje vaze uslovi (v1), (v2) pa se moze produziti do valuacije na k(X)
stavljajuéi w(p(X)/q (X)) =w(p (X)) —w(q(X)). Neka je F’'-familija ovako
dobijenih valuacija. Sve valuacije vy € G, w € F’ su diskretne i ako je p € k[X]
onda je vs(p) # 0, w(p) # 0 samo za kona¢no mnogo vy € G, w € F’. Dovoljno
je pokazati da je tada:

AX]= () AXL, 0 () AXL) = kXN ( () AX]w)  (6)

v €G weF’ weF’
Neka jep = ap+ a1 X + -+ a,X™ € A[X]. Kako je A C A,, Vv € F to je
iv(a;)) >0,4=0,...,n odakle je i w(p) = min{v(a;)} > 0. To znaci da p €
AlXw, tj. A[X] C A[X]y, Yw € F'. Kako je A[X] C k[X] time je dokazana



inkluzija A[X] C k[X] N (NA[X]w). Neka sada polinom p € k[X] pripada i
preseku (), cp A[X]w. To znaci da je w(p) > 0, Yw, odnosno min{v(a;)} >
0, Yv. Odavde:

v(a;)) >0 Yo,V = a; € A, Yo,Vi = a; € mAU:A
veF

Odavde p € A[X], ¢ime je dokazana jednakost (6). O

Indukcijom se odavde dobija da je i prsten polinoma A[Xy,...,X,] Krulov
ako je A Krulov. Moze se takodje pokazati da je onda i A[X;, Xa,...] Krulov.
Koristeéi jednakost (6) moze se pokazati da su minimalni prosti ideali prstena
polinoma A[X] oblika pA[X], gde je p € P(A), ili oblika (f) N A[X], gde je
f € k[X] ireducibilan polinom.