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UVOD 

Teorijavarijacionih nejednatina razvijena je, ne tako davno aui je privukla 
pal/1;u mnogih pznatih matematieara i do2ivela buran razvoj tokom poslednje 
dve decenije. Temelje ove teorije postavili su Stampacchia, Brezis, Lions, 

Browder,Schauder i drugimatematitari koji su razvijali teoriju monotonih 
operators. 

Na varijacione nejednaeine se svode problemi iz raznih oblasti kao &to su 
na primer: okonveksni problemi minimizacije, komplementarni problem u 
matematiekom programiranju, zadaci sa slobodnom granicom, neki problemi iz 
ekonomije, saobraeaja ([16, 17]) itd. 

Karakterizaciji projekcije taeke na zatvoren konveksan podskup 

•Euklidskog prostora, preko varijacione n.ejednadine, razmatrana je u [9,18,26]. 
Veza izmedju konveksnih funkcija i varijacionih nejednaeina je razmatrana u 

[27,32]. Karamardijan je komplementarni problem u matematiekom 
programiranju sveo navarijacionu nejednaeinu na12 4. 11 . Veza izmedju problema 
konveksne minimizacije i varijacionih n.ejednatina je razmatrana u [251. 
Egzistencija reten.ja varijacione nejednaeine sa jednoznaenim operatorom je 
razmatrana u [101. 

Za varijacione nejednaeine sa jednoznatnim operatorom, razmatrane na 
konacno dimenzion.om prostoru, u slueaju kada je skup dopustivih taeaka opisan 
konveksnim ogranieenjima poznata je karakterizacija retenjaa15,16,17,27D. 
Takodje su razvijene metode za numerieko retavanje takvih varijacionih 
nejednatina(npr. u [17,27,3035]). Dovoljni uslovi za lokalnu jedinstvenost 
retenja varijacione nejednaeine u konaeno dimenzionom prostoru dati su u [421. 
Za varijacionu nejednaeinu sa viteznaenim operatorom, koja se retava na 
Banahovom prostoru karakterizacija retenja i metode za numerieko retavanje 
su dati u [4,5,6,7]. 



U ovom radu se razmatraju varijacione nejednatine, sa v .i.eznatnira iii 
jednoznaenim operatorom, na realnom Banahovom prostoru, u slutaju kada je 
skup dopustivih tataka opisan operatorskim i konusnim °granite njima. 

Prva glava je pripremnog karaktera. U njoj se navode, uglavnom poznati 

rezultati koji se odnose na viteznatna preslikavanja. 

U prvom odeljku se razmatraju viteznatnapreslikavanja polu-neprekidna 

odozdo (odozgo). Originalni rezultati su sadrtani u lemama 1.1.1., 1.1.2., 1.1.3. 
U drugom odeljku se navode poznati rezultati, koji se odnose na 

(neprekidnu) selektibilnost vi§eznadnog preslikavanja (kao §to su npr . 

Michaels Selection Theorem, teorema o aproksimativnoj selektibilnosti itd.), kao 
i na a-selektibilnost. Lema 1.2.1. koja se odnosi na a-selektibilnost vieznatnog 
preslikavanja, je originalna. 

U trecem odeljku se navode neki poznati rezultati koji se odnose na 
monotone operatore. 

Druga glava je posvedena varijacionim nejednatinama sa skupovnim 

operatorom (formulacija problema, egzistencija retenja, zavisnost retenja od 
parametra).. " 

U prvom odeljku se u vidu primera navode razni problemi koji se svode na 

varijacione nejednatine (komplementarni problem u matematidkom 

programiranju sa jednoznatnim iii viseznatnim preslikavanjem, problem 
minimizacije diferencijabilne odnosno subdiferencijabilne konveksne funkcije, 

odredjivanje ravnote2ne tatke u beskoalicionoj igri n lica, generalisane 

operatorske jednadine, projekcija tatke nazatvoren konveksan skup). 

U drugom odeljku se razmatra problem egzistencije retenja varijacione 

nejednadine na Hilbertovom prostoru, sa skupovnim operatorom. Uvodi se 

pojam koercitivnosti skupovnog operatora. Formulitu se i dokazuju dovoljni 

uslovi za egzistenciju retenja varijacione nejednatine sa skupovnim 

operatorom, polu-neprekidnim (odozdo iii odozgo). Rezultati koji se odnose na 

ovu problematiku sadr2ani su u teoremama 2.2.1. do 2.2.5.. Takodje je Mintina 

lema protirena navarijacionu nejednadinu sa skupovnim operatorom, koji je 

polu-neprekidan odozdo. U [8] je dokazana Mintina lema za varijacionu. 

nejednatinu sa skupovnim operatorom koji je maksimalno monoton. U posledici 
2.2.1. je dokazana egzistencija retenja varijacione nejednacine sa a-

selektibilnim skupovnim operatorom. Pod istim uslovima pod kojima va2i 

Mintina lema dokazano je da je skup retenja razmatrane varijacione 

nejednatine konveksan i slabo zatvoren (posledica 2.2.2). Klasidne 

egzistencijalne teoreme za varijacione nejednatine mogu se naci npr. u [11]. 
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U tredem odeljku druge gave razmatra se problem aproksimacije retenja. 

U radu [10] Browder je dao dovoljne uslove za egzistenciju retenja varijacione 

nejednatine sa jednoZnatnim operatorom i razvio metode aproksimacije retenja. 
U [10] se retavanje polazne varijacione nejednatine sa mono tonim operatorom 

svodi na retavanje niza varijacionih nejednaeina sa jako monotonim 
operatorom. Drugim reeima, vrti se regularizacija polazne varijacione 
nejednaeine. Ovaj postupak je sliean Tihonovljevom metodu regularizacije 
konveksnih problema minimizacije (izlo2enim npr. u [38,39,40,41]). U teoremi 
2.3.1. je dokazana konvergencij retenjaregularizovane varijacione nejednaeine 
ka retenju polazne varijacione nejednatinesa monotonim, polu-neprekidnim 
odozdo operatorom. Aproksimacija retenja koriteena u teoremi 2.3.1. se naziva 
Brauer-Tihonovom. Ovaj terrain je uveo Bakutinski u svom radu [6]. Slienom 
tehnikom kao u [43] dokazano je da niz retenja dobijen metodom uzastopnih 
aproksimacija konvergira karetenju polazne varijacione nejednatine. 

U eetvrtom odeljku se razmatra varijaciona nejednatina eiji operator i 
skup na kome se retava zavise od nekog parametra. Dokazano je da je skup 
retenja takve varijacione nejednaeine, pod odredjenim uslovima, polu-
neprekidna odozgo funkcija parametra (teorema 2.4.1. i posledica 2.4.1.). 

U tredoj glavi se razmatraju varijacione nejednaeine sa ogranidenjima. 

U prvom odeljku se daje karakterizacija retenja varijacione n.ejednadine sa 
konusnim i/ili operatorskim ogranidenjem. U teoremama 3.1.1. i 3.1.2. se daje 
karakterizacija retenjavarijacione nejednaeine sa skupovnim operatorom uz 

uslov da skup dopustivih taeaka ima bar jednu radijalnu tadku. U posledici 3.1.2. 
se dokazuje da je teorema 3.1.1. uopttenje prve teoreme u [71. Rezultati izlozeni u 
ovom odeljku inspirisani su odgovarajudim rezultatima izlo2enim u [15], koji se 
odnose na karakterizaciju retenja problema konveksne minimizacije, tto je 
specijalan slueaj varijacione nejednadine. 

U drugom odeljku se razmatra problem aproksimacije retenja varijacione 
nejednatione sa konusnim i operatorskim ogranieenjima. Polazna varijaciona 
nejednaeina se svodi nasistem varijacionih nejednaeina sa pogodnijim skupom 
dopustivih taiaka. U lemi 3.2.1 se dokazuje da iz monotonosti operatora polazne 

varijacione nejednatine sledi monotonost operatora odgovarajudeg sistema. U 
lemi 3.2.2. se dokazuje, uz neke dodatne uslove, da je operator sistema i hemi-
neprekidan. U teoremama 3.2.1. i 3.2.2. se dokazuje konvergencija niza dobijenog 
metodom uzastopnih projekcija ka retenju polazne varijacione nejednatine sa 
jednoznaenim hemi-neprekidnim operatorom. Navedena tvrdjenja se izvode 
primenom teoreme 3 u [4] i teoreme 3.1.1. Leme 3.2.3 i 3.2.4. se odnose na 
aproksimaciju retenja varijacione nejednaeine sa vi§eznatnim operatorom. 

Poslednja tvrdjenja se dobijaju primenom teorema 2.3.1. , 2.3.2. i 3.1.1. Takodje se 
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navode jot neke modifikacije navedenog algoritma. Na kraju se formulite i 

dokazuje jedna egzistencijalna teorema za varijacionu nejednatinu sa konusnim 

ogranitenjem (teorema 3.2.3). 

Numeracija formula u svakoj glavi po dinje iz poeetka. Kada se poziva na 

formulu iz iste glave navodi se broj formule a kada se poziva na neku formulu iz 

glave razlitite od tekude navode se broj glave i broj formule. 

Svi prostori koji se u radu pominju su realni tako da se to dinjenica nigde 

posebno ne naglaava. 

Oznake korWene u radu su standardne. Nave“emo samo neke: 
subdiferencijal funkcije f(u,v) po promenljivoj u se oznaeavasa O u f(u,v), izvod 

u smeru d funkcije g u tatkiu se oznaCava sa g'(u;d). Preslikavanje u-- ► X,g(u)> 

se ponekad oznadava sa Xg(u). MetriCka projektor nazatvoren konveksan skup 
U se oznadava sa P u , B(u,S) oznatava otvorenu a 13[11,8] zatvorenu kuglu sa 
centrom u Ladd u i poluprednika 8, B oznadava otvorenu jedinienu kuglu, R,.n 

oznadava nenegativni ortant prostoraRn, coneU u  oznadava konus sa vrhom 

uEU, generisan elementima. skupa U itd. 

Bibliografija sadr2i 46 bibliografskih jedinica, koje se odnose na 

varijacione nejednatine, probleme konveksne minimizacije, komplementarni 

problem, funkcionalnu analizu itd. 

Na kraju 2elim dazahvalim svojim mentorima dr Vladimiru Jankovidu i 

dr Slobodanu Dajovidu na korisnim sugestijama, prilikom izrade ovog rada. 



I GLAVA 

VISEZNACNA PRESLIKAVANJA 

1.1. Polu-neprekidna preslikavanja 

Neka su X i Y skupovi. Pod viteznatnim preslikavanjem F:X--► PY se 
podrazumeva pridrutivanje svakom elementu xeX podskupa F(x)CY. Domen 
preslikavanja F se definite slededom relacijom 

Dom(F):= (xEX:F(x)*0)• 

Pogodno je preslikavanje F(x) okarakterisati grafikom 

Graph(F) := ((x,y)E_XxY: yEF(x)). 

Neka je F* 91,F CXxY. Tada je uslovom Graph(F) = F, preslikavanje potpuno 
odredjeno, tj. preslikavanje F se mote zadati uslovom 

F(x) := (yEY:(x.y)El). 

Dalje demo smatrati da su X i Y Hausdorfovi topolotki prostori i da je 
Dom(F)=X. 

Definicija 1.1.1. Za preslikavanje F:X--oPY se kale da je polu-
neprekidno odozgo u tatki x0 EX ako za svaki otvoren skup W, za koji je F(x ) )C W, 
postoji okolina Melementa x0  takva da je F(M)C W. 
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Definicija 1.1.2. Neka su X i Y normirani prostori. Za. preslikavanje 
F:X--SPY se kale da je polu-neprekidno odozgo u E smislu u tatki x o  ako i samo 

ako 

(Ve>0)(38>0) F(x 0 +8B) C F(x 0 ) + eB. 

Za preslikavanje F se kale da je polu-neprekidno odozgo (u e smislu) ako i 

samo ako je takvo za svako x 0  EX 

Iz tinjenice da su F(xo ) + eB, x0 +88 specijalne okoline skupa F(x0 ) i 

elementa x o  sledi da iz polu - neprekidnosti odozgo preslikavanja F sledi polu- 

neprekidnost odozgo u e smislu preslikavanja F. Da obrnuto nije tatno pokazuje 

primer koji sledi. 

Primer 1.1.1. ([3]) Neka je F:R— ►PR2  preslikavanje definisano sa 

F(k) := ((x,y): x = k). 

Da bi dokazali da je ovako definisano preslikavanje F polu-neprekidno 
odozgo u e smislu za x = 0, dovoljno je u definiciji 1.1.2. staviti da je 8=e. Medjutim 

F nije polu-neprekidno odozgo u smislu definicije 1.1.1. jer ako se uzme da je 

W= ((x,y): lyl < 1/1x1) 

sledi da je F(0)CW i da za svako x*0 nije F(x)CW. 

Dakle iz polu-neprekidnosti odozgo u e smislu ne sledi polu-neprekidnost 

odozgo u smislu definicije 1.1.1. U slutaju kada je F(x) kompakt za svako xEX, 

navedene dve polu-neprekidnostiodozgo su ekvivalentne. 

Definicija 1.1.3. Za preslikavanje F:X-- ►PY se kale da je polu-neprekidno 

odozdo u tatki xo  ako i samo ako za svako yo EF(x0 ) i svaku okolinu W(y 0 ) take yo , 

postoji okolina W(x0 ) take xo  takvada 

(vx€114 x0 )) F(x)nRy0 ) * O. 
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Definicija 1.1.4, Neka.su X i Y normirani prostori . Za preslikavanje 
F:X--► 13Y se kate da je polu -neprekidno odozdo u e smislu, u tatki x o  ako i samo 
ako 

(Ve>0)(38>0)(Vx€x 0 +813) F(x 0 ) C F(x) + 

Jasno je da iz polu-neprekidnosti odozdo u e smislu, sledi polu-neprekidnost 
odozdo u smislu definicije 1.1.3. Obrnuto ne vati. Ako je F(x 0 ) kompaktan , 
preslikavanje F je u tatki x o , polu-neprekidno odozdo ako i samo ako je polu-
neprekidno odozdo u e smislu . 

Definicija 1.1.5. Za preslikavanje 	koje je polu-neprekidno 
odozdo i odozgo, kale se da je neprekidno. 

Lema 1.1.1. Neka su X, Y, Z Banahovi prostori, f:Y- ► 13Z polu-neprekidno 
odozgo i 	neprekidno preslikavanje, c<ER. Tada 

(a) Aka je preslikavanje 	polu-neprekidno odozgo, onda je 
preslikavanje F definisano sa 

F(u) := 1(11(u)) = U f(y) 
y€H(u) 

takodje polu-neprekidno odozgo. 
(b) Ako je preslikavanje 	polu-neprekidno odozgo, onda je 

preslikavanje G de finsano sa 

G(u) := 041(u) = (orz:zEH(u)), 

takodje polu-neprekidno odozgo. 

(c) Ako je preslikavanje H:Y-- ► PZ polu-neprekidno odozgo i 11(u) 
kompaktno za svako u€X, onda je preslikavanje Z definisano sa 

Z(u):=g(u)+ H(u)=.(g(u)+y:yEH(u)), 

takodje polu-neprekidno odozgo. 

Napomena: Lako se mote pokazati da de uslov naveden u teoremi za 
jednoznatnu funkciju f biti ispunjen ako i samo ako je f neprekidna funkcija. 
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Dokaz: (a) Neka je W otvorena okolina skupa F(u) tj. F(u)=f(H(u))C W. Iz 
neprekidnosti preslikavanja f sledi daza svako yEH(u) postoji okolina 11 y , takva 

da je f( Uy )C W. Definiimo M1  sa 

U Uy  
y€H(u) 

Ovako definisan skup M1  je otvorena okolina skupa 11(u), za koju va2i 

f(M1) = f( U Uy) = 	Uy) C 

yeH(u) y€H(u) 

jer je f(Uy ) C W, za svako yEH(u). 

Iz polu-neprekidnosti odozgo preslikavanja H i H(u)CM1 sledi da postoji 

okolina M, elementau, takvada je H(M) C Ml . Dakle , f(H(M))Cf(M1)C W. 

(b) Sledi iz (a) za f(x)=0a. 

(c) Neka je g(u)+H(u)C W, gde je WCZ, otvoren skup. Iz neprekidnosti 

preslikavanja g sledi da 

(VE>0)(3000) g(u+ocB) C g(u) + EB. 

Primetimo da, zbog otvorenosti skupa W i kompaktnosti H(u), postoji E>0 
tako da je 

g(u)+EB+H(u) C W, tj. 11(u) C W-(g(u)+EB) = 

je otvorena okolina H(u), pa zbog polu-neprekidnosti odozgo preslikavanja H 

sledi da postoji otvorena okolina M1 , elementa u , takva da je 

C W1  = W-(g(u)+€8). 

Takodje postoji 8>0 tako da je g(u+SB) C g(u) + €B, zbog neprekidnosti 

funkcije g. Neka je M:=Mi n(u+c<B). Tada je Motvorena okolina elementa u za 

koju va2i. 

g(M) + H(M) C W, 

sto znati da je preslikavanje Z polu-neprekidno odozgo.n 
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Lema 1.1.2. Neka je. GI,—)PY.preslikavanje polu-neprekidnosti odozgo u 

smislu i neka je G(u) zatvoren za svako ueX, gde su X i Y Banahovi prostori. Neka 
su, dalje (u n ), (vn ), (en ) nizovi za koje je, za svaki n EN 

un  EX A vn  EY A d(vn ,G(u n ))--► 0 (n--•00). 

Ako je lim u n  = uE Dom(F) A lim vn  = v, ondavE G(u). 
n-400 	 n---• co 

Dokaz:Iz definicije polu-neprekidnosti odozgo u e smislu sledi da 

(VE>0)(38>0)G(u+8B) C G(u) + eB. 

Neka je E>0. Iz 

lim un  = u , 1im vn  = v i lim d(vn,G(un )) = 0, 
n—oco 	n --• 

sledi da postoje prirodni brojevi n o , n1, n2  za koje vazi 

(Vn>n o ) Ilvn  - vll < e/3 (1)  

(Vn>n ) G(u n ) C G(u) + (e/3)B (2)  

(Vn>n2 ) 0 < d(vn ,G(u n )) < e/3 (3)  

Iz lim d(vn ,G(u r )) = 0 sledi da je za n > max(n0 ,n i ,n2 ), ispunjeno 
n--• 

vn EG(un ) + (e/3)B C G(u) + ( e/3)B + (e/3)B = G(u) + ( 2e/3)B, 

Iz (1) i (3) sledi da 

(Ve>0) v E G(u) + eB, pa je 

v E fl (G(u) eB) = G(u). 
e>0 

U lemi koja sledi navode se neke osobine kompozicije, zbira i mno2enja 
skalarom preslikavanja polu-neprekidnog odozdo. 
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Lema 1.1.3. Neka su X,Y,Z Banahovi prostori, f:Y— ► Z, jednoznaeno 

neprekidno preslikavanje. Tada 

(a) Ako je H:X—► PY, polu-neprekidno odozdo, onda je preslikavanje F 

definsano sa 

F(u):=f(H(u))4f(Y):YEH(0), 

takodje polu-neprekidno odozdo . 

(b) Ako je preslikavanje H:Y—PPZ, polu-neprekidno odozdo (u a smislu) , 
onda je preslikavanje G definsano sa 

G(u):=NH(u)=((gz:zEH(u)), 

takodje polu-neprekidno odozdo (u E smislu). 

(c) Ako je 	 polu-neprekidno odozdo u E smislu, onda je 

preslikavanje Z definsano sa 

Z(u):=f(u)+ H(u)=(f(u)+y:yEll(u)), 

takodje polu-neprekidno odozdo u e 

Dokaz: (a) Neka je zEf(H(u)). Tada postoji yEH(u) takvo da je f(y)=z. Dalje, 
neka je W(z) otvorena okolinatatke z. Tada je W 1 (y):=f-1 ( W(z)) otvorena okolina 

take yEH(u). Zbog polu-neprekidnosti odozdo preslikavanja I -1(u), postoji 

okolina W(u) takvada je 

(vvEcu)) H(v) n W1 (y)* 0, 

pa je 

(vv Emu)) f(H(v)) n W(z) * 0. 

(b) Za « = 0 tvrdjenje je odigledno. Pretpostavimo da je cc * 0. Neka je zatim 

u€Y, zEodi(u), W(z) proizvoljna otvorena okolina elementa z. Tada 

z 1 :=(1/0)zEH(u), W(z 1 ):41/0()W(z) je otvorena okolina elementaz i . Zbog polu- 

neprekidnosti odozdo preslikavanjall(u), postoji okolina W(u) takva da je 

(vveRu)) H(v) n IMO* 0, 

odakle sledi da je 

(VveW(u)) o-1(v)n «IMO* 0, tj. 

(Vv€W(u)) «H(v) n W(z)* 0, 
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tto znati da je•reslikavanje G polu-neprekidno odozdo. 

Pretpostavimo da je H(u) polu-neprekidno odozdo u e smislu. Tada 

(Ve>0)(38>0)(VvEu+813) H(u) C H(v) + (e/(x)B, odnosno 

(Ve>0)(35>0)(VvEu+SE3) 04I(u) C «H(v) + eB. 

c) Neka je z E f(u) + 11(u) i W(z) = z + eB. Tada z i := z - f(u) E Mu), pa iz 

einjenice da je preslikavanje H polu-neprekidno odozdo u e smislu sledi daza 
okolinu W(z 1 ) := z - f(u) + (e/2)B postoji okolina W(u) za koju je 

(VvEW(u)) H(v) n Rz i )* 0. 

Dakle za svako vE W(u) postoji wv EH(u) tako da je 11\v v-z 1  Ike tj. 

Ilwv +f(u)-z11<e/2 

Iz neprekidnosti funkcije f sledi dazes svako e>0 postoji 8>0 tako da vati 

(VvEu+SB) I11(u) - f(v)II < e/2 

pa je 

Ilwv +f(v)-z11 = 11wv+f(u)-f(u)+f(v)-z11 I Ilwv +f(u)-z1I 	Ilf(u)-f(v)II <2e/2 = e. 

Dakle, wv  + f(v) E z + eB = W(z), Wv  E H(v), pa je 

(VvE W(u)) (f(v)+ 11(v)) n W(z)* 0, 

tto znati da je Z(u) polu-neprekidno odozdo u e 

U konveksnoj analizi veoma znatajnu ulogu ima funkcija oslonca 
konveksnog skupa. Naime funkcija oslonca skupa K se definite relacijom 

aK(p) := sup <P,Y>. 
yeK 

Cesto se koristi konvencija crep )=a(K,p). Primetimo da se zatvoren 

konveksan skup KCY mote okarakterisati na slededi natin 

K = (yEY:(VpEY*) <p,y> s crep)). 
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Pretpostavimo da je dato viSeznaeno preslikavanje FX-- ►PY, za svako pEY* 

se mote posmatrati funkcija 

x —+ cr(F(x),p). 

Definicija 1.1.6. Za preslikavanje Fl-- ► 13Y se kale da je hemi-
neprekidno u tatki x0 EX, ako je za svako xEDom(F), za koje xo +txEDom(F), za 

0<t<1, i svako pEY*, funkcija t 	cr(F(x o +tx),p) neprekidna u tacki t=0. Za 

preslikavanje F se kate da je hemi- neprekidno odozgo ako je hemi -neprekidno 
odozgo u svakoj tatki x oEI 

Ako je F jednoznatno preslikavanje tj. F(x) = (f(x)), gde je 

jednoznatno preslikavanje, funkcijaa(F(x),p) se svodi na 

cr(F(x),p) = <p,f(x)> 

tako da ce preslikavanje F biti hemi-neprekidno u tatki x o  ako i samo ako je 

preslikavanje t <f(x o +tx),p> neprekidna u tatki t=0, za svako xEDom(F), za 

koje xo +txEDom(F), za Od<1, i svako pEY*. Jednoznatno preslikavanje f je hemi- 

neprekidno ako je za sve x,yEDom(f), preslikavanje t 	<f(x+ty),p> neprekidno 

za tE[0,1]. 

1.2. Neprekidne selekcije vileznatnog preslikavanja 

Uvedimo sada pojam (neprekidne) selektibilnosti vi'seznatnog 

preslikavanja. 

Definicija 1.2.1. Pretpostavimo da je data familija podskupova (F.,:c<EA) 

prostora X. Pod selekcijom ove familije se podrazumeva funkcija sa 
osobinom f(04)EF., . 

Egzistencija navedenog preslikavanja f sledi iz Aksiome izbora. 
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U ovom odeljku de biti navedeni neki rezultati, koji se odnose na 
egzistenciju neprekidne selekcije. U principu, neprekidno viteznatno 

preslikavanje ne mora da ima neprekidnu selekciju (primer 1.6.1. u [31). 

Definicija 1.2.2. Za viteznatno preslikavanje F:X-- ► PY se kale da je 
(neprekidno) lokalno selektibilno u tatki x 0 EX ako za svako yo EF(x0 ) postoji 
otvorena okolina W(x 0 ), take x o  i neprekidno jednoznadno preslikavanje 
f: W(x0 ).--PY takvo da va2i 

f(x0 ) = y0  A (VxEW(xo )) f(x)EF(x). 

Za viteznatno preslikavanje F se kale da je lokalno selektibilno ako je 
lokalno selektibilno za svako x 0 EX. 

Za preslikavanje F:X.- ► 13Y sazatvorenim konveksnim slikama, prirodno se 
mole uvesti pojam minimalne selekcije. Naime za svako xEX je 

m(F(x)) := PH.)(0), tj. 

m(F(x)) je element skupa F(x) saminimalnom normom. 

Vali 

Teorema 1.2.1. ([ 31) Neka je X metritki, Y Hilbertov prostor, 	i za 
svako xEX je F(x) zatvoren konveksan podskup prostora Y. Ako je F neprekidno 
viteznatno preslikavanje, onda je m(F(x)) neprekidna selekcija tog 
preslikavanja. 

Navedimo jot neke rezultate koji se odnosi na egzistenciju neprekidne 
selekcije lokalno selektibilnog preslikavanja. 

Teorema 1.2.2. (Michaels Selection Theorem)([31) Neka je X metritki 
prostor, Y Banahov prostor. Dalje, neka je polu-neprekidno odozdo i za 

svako xEX je F(x) zatvoren konveksan podskup prostora Y. Tada postoji funkcija 
koja je neprekidna selekcija preslikavanja F. El 

Da svako , polu-neprekidno odozgo, preslikavanje F ne mora da bude 
lokalno selektibilno pokazuje primer koji sledi. 



Primer 1.2.1. Neka je F:R-- ► PR, definisano sa 

F(x ) =(- 1 ) za x <O ,F(x )=(1) za x>0,F(0 ) =E- 1 ,11. 

Lako je pokazati da je F polu-neprekidno odozgo u 0 i da ne postoji 

neprekidno preslikavanje za koje je f(0)=OEF(0) i u nekoj okolini 0 va2i 

f(x)EF(x). 

Dakle, iako je F polu-neprekidno odozgo za x=0, F nije neprekidno 

selektibilno za x=0. Es 

Porto iz polu-neprekidnosti odozgo ne sledi neprekidna selektibilnost, 

navedemo jedan rezultat koji se odnosi na aproksimativnu selektibilnost. 

Teorema 1.2.3. ([3]) Neka je X metritki, Y Banahov prostor, F:X-- ►PY polu- 

neprekidno odozgo, za xEX je F(x) zatvoren konveksan podskup prostora Y. Tada 
za svako e>0 postoji lokalno LiOicova funkcija f e , eija je slika sadr2ana u 

konveksnom omotatu slika preslikavanja F i 

Graph(fE ) C Graph(F) €13. §1 

Definicija 1.2.3. Za viteznatno preslikavanje F:X—+PY se ka2e da je a-
selektibilno ako postoji opadajudi niz preslikavanja Fn 	sa zatvorenim 

grafikom i kompaktnim slikama za koji je 

a) (VnEN) Fn  ima neprekidnu selekciju. 

b) (VxEX) F(x) = fl Fn (x) 
nEN 

MoZe se pokazati da je svako preslikavanje polu neprekidno odozgo sa 

kompaktnim konveksnim slikamaa-selektibilno. 

1 0 

Lema 1.2.1. Neka je 	i zadovoljava uslov: 

F je a-selektibilno preslikavanje, pri temu je za preslikavanjaF n  iz prethodne 

definicije Fn(X) kompaktan. 
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. Dalje, neka je GX--,PZ, definisano sa 

G(u) := g(F(u)), 

pri demu je g: 	neprekidna funkcija. Tada je viteznaeno preslikavanje G a- 
selektibilno. 

Dokal: Neka je F n  niz iz definicije 1.2.4. Pokatimo da niz preslikavanja G n 
 de fin isan sa 

Gn(u) := g(Fn(u)) 

zadovoljava sve uslove navedene definicije. Otigledno iz einjenice da je F n 
 opadajudi i da je Fn (u), za svako u, kompaktan sledi da je niz G n  opadajudi i da je 

Gn (u) kompaktan za svako u. Pretpostavimo da (vk,pk)EGraph(G n ) vk—►v 
(k— ► 00), pk—► 3 (k--, 00). Tada je pk=g(q k ), za neki niz (qk) sa osobinom qkEF n (vk) 
za kEN. Zbog kompaktnosti F n (X) mo2emo smatrati da niz (qk) ima bar jednu 
tatku nagomilavanja. Bez smanjenja opttosti mo2emo smatrati da qk-- ► q (k—► 00). 

Zbog neprekidnosti funkcije g je p=g(q) a zbog zatvorenosti grafika 
preslikavanja F n  je qEFn (v) tj. (v,p)EGraph(G n ). Prema tome, grafik 
preslikavanjaGn  je zatvoren. Neka je f n  neprekidnaselekcija preslikavanja F n . 
Tada je funkcija gn (u):=g(fn (u)) neprekidna selekcija preslikavanja G n . Pored 
toga je zbog uslova b) iz definicije 1.2.3. 

G(x) = g(fl Fn(x)) = fl g(Fn(x)) = fl Gn(x) 
nEN 	nEN 	nEN 

Dakle Gn  ispunjava sve uslove definicije 1.2.3. pa je G a-selektibilno 

preslikavanje. ii 

Navedimo sada jednu verziju teoreme o fiksnoj tatki, koja se odnosi na a-
selektibilna preslikavanja. 

Teorema 1.2.4. ([3]). Neka je U konveksan kompaktan podskup 
Banahovog prostora X i neka je F a-selektibilno skupovno preslikavanje skupa U 

u samog sebe. Tada preslikavanje F ima fiksnu tatku tj. 

(Bu€U) u€F(u) 



1.3. Monotona preslikavanja 

Neka je X Banahov prostor, X* njemu dualan prostor. 

Definicija 1.3.1. Za vieznadno preslikavanje F:X-- ► PX* se kate da, je 

monotono ako i samo ako 

(Vx 1 ,x2 EDom(F)) (Vv 1 EF( x i ))(Vv2 EF (x2 )) <v 2  - v i ,x2  - x 1  > 0. 

Monotono preslikavanje F je maksimalno monotono ako i samo ako ne 

postoji preslikavanje G takvo da je Graph(F)CGraph(G) i Graph(F)CGraph(G). 

Definicija 1.3.2. Za monotono preslikavanje F se kate da je strogo 
monotono, ako u prethodnom uslovu jednakostvaii samo za x 2  = x l . 

Definicija 1.3.3. Za preslikavanje G:X— ► PX* se kale da je jako monotono 

ako postoji m>0, tako da 

(Vu 1 ,u 2 EDom(G))(W I EG(u1))( itty2EG(u2)) <y2  - y 1 ,u 2  - u 1 > 2. ifillU 2 - u10 2  

Preslikavanje definisano u primeru 1.2.2. je maksimalno monotono, dok je 

npr. preslikavanje G definisano sa 

G(x)=(-1) za x<O,G(x)=(1) za x>0,G(0)=(-1,0,1) , 

samo monotono. 

Navedimo sada neke osobine koje karakter.i .Su maksimalno monotone 

operatore. 

Lema 1.3.1. ([31) Vieznatno preslikavanje F:X-- ■ 13X* je maksimalno 

monotono ako i samo ako su, za svaki xEX i uEX*, slededa tvrdjenja 

ekvivalentna 

a) (V(y,v)EGraph(F)) <u - v,x - y 	0, 

b) u E 
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U lemi kojasledi navode se neke osobine maksimalno monotonih operatora. 
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Lema 1.3.2. ([3]) Ako je F:X--.13X* je maksimalno monoton, onda 

a) (VxEDom(F)) F(x) je zatvoren i konveksan. 

b) Ako zanizove (xo ) i (uo) vali 

un EF(xo ), za sve n EN, lim xn  = x i un  slabo konvergira ka u kad n-- ►00 n.-400 

onda uEF(x). 

Navedimo sada poznatu Mintinu teoremu u kojoj se daje karakterizacija 
maksimalno monotonog preslikavanja. 

Teorema 1.3.1. ([ 31) Neka je 	monotono preslikavanje Hilbertovog 
prostora X u 5amog sebe. Tada je F maksimalno monotono ako i samo ako je 1+F 
surjektivno. 

Iz leme 1.3.2. i teoreme 1.1.3. sledi 

Posledica 1.3.1. Neka je X metritki, Y Banahov prostor, ► PY, 
maksimalno monoton,polu-neprekidan odozdo operator. Tada je F neprekidno 
selektibilna. 

Da iz maksimalne monoton.osti ne sledi polu-neprekidnost odozdo pokazuje 
slede di primer. 

Primer 1.3.1. Neka je F:R.-413R, definisano sa 

F(x)=(-1) za x<0, F(x)=(1) za x>0, F(0)4-1,1]. 

Odigledno je F maksimalno monotono preslikavanje. Neka je y o  = 0 EF(0). 
Definiimo okolinu W(0) sa 

W(0) := (xER: 	< 1/2) . 
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Tada je 

(Vx4)F(x) n W(0) = 0, 

pa preslikavanje F nije polu-neprekidno odozdo. 

Veoma znadajna kiasa maksimalno monotonih operatora se navodi u 

sledeeem primeru. 

Primer 1.3.2. Neka je f:X—'R, konveksna funkcija, pri emu je X 

Hilbertov prostor. Tada je of:X-- ►13X, preslikavanje definisano sa 

of(x):= (p e X:(WeX) f(y) - f(x) <p,y - x )) 

maksimalno monoton operator. Ako je f jako (strogo) konveksna funkcija, onda 

je of jako (strogo) monoton operator. IM 

Mote se postaviti pitanje dali je svako maksimalno monotono preslikavanje 

subdiferencijal neke konveksne funkcije. U radu [31] R.T.Rockafellar je dokazao 

da za svako maksimalno monotono preslikavanje postoji konveksna 

funkcija f:R—'R za koju je bf(x)=G(x), zaxeDorn(G). 

Da svako maksimalno monotono preslikavanje ne mora da bude 

subdiferencijal konveksnog funkcionalapokazuje primer koji siedi. 

Primer 1.3.3. ([25]) Neka je F: R 2 —*R2  vektorsko polje 

F(x) = (x i ,x2 +g(x i )), x = (x i ,x2 )€R2 . 

Ovde je g*() glatka funkcija jedne promenljive x l  ER, takva da je 

Ig(t i ) - g(t2 )I 1 Itc t2 1,zasve t i t2 ER. 

Neka je dalje 	oznaka za skalarni proizvod u R 2 . Iz sledeeeg niza jednakosti i 

nejednakosti 

(F( x 1)_R x2),x 1.... x2) (( x 1 1 _ 2,2 1 ,0 2  _x22+g oc i 1 )_ g ( x2 1 )),( x i 1 - x2 1 , x 1 2 - x2 2 ) = 

= 110-x2 11 2 +(x 1 2 -x22 )(g(g(01)-g(x 2 1)) > 11x 1 -x2 11 2 -102-x2211g(xli)-g(x 2 01 

11 x 1 _x2112 (1/2)1x 1 2 -x22 1 2 -(1/2)1g(xl 1 )-g(x2 1 )1 2  1 (1/2)11x 1 - x2112 
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. sledi da je F monotono preslikavanje. Doka2imo sada da je preslikavanje F 

InakSi.M.ftlii0 monotono. Oznatimo sa is R 2 --0 R 2  identitko preslikavanje. 
Dokazademo da je i+F preslikavanje na. Neka je (x,y) ER2 . Tada (i+F)(xl,x2)=(x,y) 
ako i samo ako je ( 2x 1 ,2x2 +g(x 1 ))=(x,y) tj. ako i samo ako je x 1 =x/2 i x2 =(y-g(x 1 )/2. 
Time. je dokazano da je i+F na. Iz teoreme 1.3.1. sledi da je F maksimalno MOnoton. 
Medjutim, F nije gradijent nijedne konveksne funkcije.([32]). 



II GLAVA 

VARIJACIONE NEJEDNACINE 

2.1. Formulacija problema. Primeri. 

Neka je X Banahov prostor X* njemu dualan prostor, UCX konveksan, 

zatvoren podskup prostora X, F:X--- ►PX*. Pod varijacionom nejednatinom VI(F,U), 

podrazumeva se problem odredjivanja elementa uEX za koji je 

uEU A (vivEU) <F(u),v - u> 0. 

Za element uEU se kate da je reenje varijacione nejednatine VI(F,U) ako i 

samo ako 

(3yEF(u))(VvEU) <y,v - u> > 0. 

Sada demo u obliku primera navesti neke probleme koji se mogu svesti na 

reS'avanje varijacionih nejednatina. 

Primer 2.1.1. (Komplementarni problem) Neka je R.n:= (xERn : x i  0, 

i=1,...,n), F: R. 11  —,Re . Treba odrediti x 0 ERn za koje je 

x.ER.n A F(x0 )ER..n A <F(x0 ),x0 > = 0. 

Mote se dokazati (teorema 1.5.5. u [25]) da je x 0 E R.n re'Senje navedenog 

problema ako i samo ako je x o  re'Senje sledede varijacione nejednatine 

x 0 ER.,n A (VyE It + n) <F(x0 ),y - xo > 	M 
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Primer 2.1.2. (Komplementarni problem saviieznaenim p:?.slikavanjem) 
Neka je F:R.n —WW1  Za xo  se ka2e da je retenje komplementarn:g problema sa 

vAeznadnom funkcijoin F ako i samo ako 

x.ER.n A ((3yEF(x0 )) yE R.n A <y,x0 > = 0). 

Mote se pokazati da je x0 E R, n retenje navedenog problems ako i samo ako 

je reenje sledeee varijacione nejednatine 

xo E R.n A (WE R.n) <F(x0 ),v - xo > 10. li 

Primer 2.1.3. ([11]) Neka je X Banahov prostor, 	dif-!rencijabilna 
funkcija. Re8avanje problema 

u EX A (VvEX) f(u) f(v), 

dovodi nas doyetavanja sledede jednatine u X* 

r(u) = 0. 	 (1) 

Ako se razmatra optliji problem odredjivanja elementa u za koji je 

uEU A (VvEU) f(u) f(v), 	 (2). 

gde je UC X konveksan podskup prostora X, (1) ne mora da va2i :7 3kazademo da 
iz (2) sledi 

uEU A (WEU) <r(u),v - u> 0. 	 (3) 

Stvarno, neka je 4):[0,1]-•12, definisana sa 

:= f(u+t(v-u)) 

Primetimo da u+ t(v-u)EU, za u,vEU, tE[0,l] i da zbog difertacijabilnosti 
funkcije f va2i 

- '(0) = t<ff(u),v - u> + o(t). 

Iz (2) sledi da je 

(VtE[0,1]) 4)(0) I (DM. 

Dakle, 

0 s. lim (CO - 4)(0))/t = <r(u),v - 
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Ako je f konveksna onda (3) karakteriSe tat. ie za koje vali (2). Naime '(t)  

je takodje konveksna pa vali 

(DM CO) ci)'(0) lj 

f(v) 	f(u) <f'(u),v - u> f(u), 

za sve vEU. 

Primer 2.1.4. Neka je X Hilbertov prostor 	konveksna funkcija.. 

Mote se pokazati da je uEX reSenje problema min _mitacije (2) ako i samo ako je 

uEX reSenje sledede varijacione nejednadine 

uEU A (WEU) <6f(u),v - u> 1 0.E 

Primer 2.1.5. Neka je UCX zatvoren konv-Asan podskup Hilbertovog 

prostora X i neka je uEX. Poznato je da postoji je.:_nstveno retenje w, sledeeeg 

problema minimizacije 

nun 	- 	= 	- 
uEU 

pri emu je Ilull = ((u,u)) 1 /2  , gde je (,) skalarni prr_ _zvod definisan na prostoru X. 

Mote se pokazati ([11]) da je w retenje gornjeg problema ako i samo ako je 

reSenje varijacione nejednatine 

wEU A (VvEU) (w - u,v - w) 0.0 

Primer 2.1.6. (Beskoaliciona igra n ii-.- ada)([8]) Neka je dato n 

funkcionala: f2 (x i ,x2 xn ), fri (xi xi€Qi (Qi su zatvoreni 

konveksni podskupovi prostora X i ). Igra se sastoji _ tome da i-ti igra bira takvu 

strtegiju x i  sa ciljem da smanji Sto je vise moguee 7rednost funkcionala f i . Pod 

ravnotetnom tatkom igre n lica se podrazur_!va takav izbor strategija 
(xi*,x2*,•..,xn*)za koji je ispunjen slededi uslov 

(Vxi EPi) 	 s 	 _ 	i=1,2,...,n. 
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Odredjivanje ravnotetne taeke se mole svesti IIa re§avanje varijacione nejednatine VI(F,U). Neka je P =P1xP2x...xP a  . Definitimo funkcional O(W,i) na 
PxP na slededi natin 

ci) (w,x) = Z fi(x i , .... 	 . 
i= 1 

Lako se dokazuje da je x* ravnotetna tatka ako i samo ako je 

(VwEP) to(x*,x*) s ci)(<4,x*). 

U slutaju subdiferencijabilnosti funkcionala (co,x), po prvom argumentu, 
lako se mote dokazati da je x* retenje varijacione nejednatine VI(6 63 0(w,x),P) 

Primer 2.1.7. (generalisane operatorske jednatine)([8]) Retavanje 
generalisane jednatine OEF(u) sa apriornim uslovom uEU, gde je F:X —► PX*, 
UCX zatvoren konveksan podskup Banahovog prostora X, mote se svesti na 
retavanje varijacione nejednatine VI(F,U). ■ 

2.2. Egzistencija retenja varijacione nejednaeine 

sa viteznadnim operatorom 

U ovom odeljku demo razmatrati i formulisati uslove pod kojima postoji 
retenje varijacione nejednatine VI(F;U). Pretpostavljamo da je bilinearna 
forma 9:XxX*-- ►12 ogranitena. Vati 

Lema 2.2.1. Neka je X Hilbertov prostor, XxX-- ►12 ogranitena bilinearna 
forma. Tada postoji linearan ogranieen operator A:X- ►X, takav da je 

(VuEX)(VvEX) <u,v> = (Au,v), 

gde je (,): XxX--412 skalarni proizvod naX. I 

Naveteemo sada prvu teoremu o egzistenciji reenja 
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Teorema 2.2.1. Neka je X Hilbertov prostor, jti*UCX, konveksan 

kompaktan podskup prostora X, F:X—+PX viteznaeno preslikavanje polu-

neprekidno odozgo i UCintDom(F), F(u) je konveksan i kompaktan za svako 

uEU. Tada varijaciona nejednatina VI(F,U) ima bar jedno reenje. 

Dokaz: Uvedimo preslikavanje G:U-- ►PX sa 

G(u ) := u - A (F(u)), 

gde je 	linearan ograniten operator, tija egzistencija sledi iz leme 2.2.1. 

Iz leme 1.1.1. sledi da je G polu -neprekidna odozgo i da je za svako uEU, G(u) 

konveksan kompaktan podskup prostora X. Prema teoremi 1.2.2. sledi da za svako 

e>0 postoji lokalno LiOicova funkcija g e :U—► ( ( dakle neprekidna) takva da je 

Graph(g e  ) C Graph(G) t €13. 

Neka je (e n ) pozitivan nula niz i neka je 

fEn(u):=Pu ( gen (u)) 

Iz tinjenice da su P u  i g En  neprekidna preslikavanja sledi da je 

preslikavanje 

fen  : U —+U 

takodje neprekidno. Porto je pored toga, U konveksan i kompaktan, prema 
Sauderovoj teoremi, postoji u nE U tako da je 

un  = fEn (un ) = Pu(gEn (u.)) E Pu(G(un) 
	

B)) CPu(G(un )) enB. 

Iz tinjenice da je G(u) polu-neprekidno odozgo a P u  neprekidno 

preslikavanje sledi da je preslikavanje 

II(u) := Pu (G(u)) 

polu-neprekidno odozgo. Niz (u n ), dakle ima osobinu 

un  E H(u n ) + EnB. 	 (4) 

Zbog kompaktnosti skupa U molemo smatrati da postoji uEU tako da je 
lim un .u. 
n --• co 

Iz leme 1.1.2. i (4) sledi da je 

u E H(u) = Pu(G(u)) = Pu(u - A(Fu)). 

Iz poslednje relacije sledi da postoji yEF(u) tako da je 
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. 	u = Pu(u - Ay), 

pa je 

(VvEU) (U,V-U) (u-Ay,v-u) tj. 

(VvEU) <y,v-u> 0, 

tto po definiciji znati da je u retenje varijacione nejednatine 

Teorema 2.2.2. Neka je X Hilbertov prostor, UCX, U*0, konveksan i 
kompaktan podskup prostora X, F:X-- ► PX viteznatno preslikavanje polu-
neprekidno odozdo, UCintDom(F), za sve uEU, je F(u) kompaktan konveksan 

pgdskup prostora X. Tada varijaciona nejednatina VI(F,U) ima bar jedno retenje. 

Dokaz: Neka je G(u) preslikavanje definisano kao u dokazu prethodne 
teoreme. Porto su F(u), za svako uEU, kompaktni iz polu-neprekidnosti odozdo 

preslikavanja F sledi polu-aeprekidnost odozdo u e-smislu. Iz leme 1.2.2. sledi da 

je preslikavanje G polu-neprekidno odozdo. Pored toga G(u) je kompaktan i 
konveksan skup za sve uEU, pa iz Teoreme 1.2.3. (RefCelina), sledi da 
preslikavanje G ima neprekidnu selekciju g. Dakle postoji neprekidna funkcija 
g:U—►X, takva da je 

(VuEU) g(u)EG(u). 

Definitimo funkciju f : X--,X, sa 

f(u) := Pu(g(u)). 

Iz neprekidnosti projektora i funkcije g sledi neprekidnost funkcije f. 
Dakle, f:U—►U, je neprekidno preslikavanje konveksnog, kompaktnog skupa U 
u sam skup U, pa prema Sauderovoj teoremi o fiksnoj tatki, postoji uEU, takvo da 
je 

U = f(U) = Pu(g(U)) E Pu(g(U)) E Pu(G(U)) = P u(u - A(Fu)). 

Iz poslednje relacije sledi da postoji yEF(u) tako da je 

u = Pu(u - Ay). 

Kao u dokazu prethodne teoreme dokazuje se da je u retenje varijacione 
nejednatine VI(F,U). 

Iz posledice 1.3.1. sledi jot jedan dovoljan uslov za egzistenciju retenja 
varijacione nejednatine VI(F,U). 
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Teorema 2.2.3. Neka je X Hilbertov prostor, 0*UCX, konveksan i 

kompaktan podskup X, F:X-- ►PX maksimalno monotono vikznablo preslikavanje 

polu-neprekidno odozdo, UCintDom(F).Tada varijaciona nejednatina VI(F,U) 

ima bar jedno reenje. 

Dokaz: Iz Posledice 1.3.1. sledi da postoji neprekidna selekcija 

preslikavanja F. Slieno kao u dokazu prethodne teoreme se dokazuje da postoji 

reknje varijacione nejednatine VI(F,U). 

Da je kompaktnost skupa U bitna pretpostavka u prethodnim teoremama 

pokazuje primer koji sledi 

Primer 2.2.1.([111) Neka je X = R =U, F:R—+(0,00), < x*,x > := x*x. Tada se 

varijacionanejednaeina 

uEU A (VvEU)F(u)(v - u) 1 0, 

svodi naF(u) = 0, sto nije ispunjeno ni za jedan element uEU. 

Dakle, u slutaju kada skup U nije ograniten, da bi se obezbedila egzistencija 

reenja, potrebno je uvesti neku novu pretpostavku. Zbog toga cemo sledecom 

definicijom uvesti pojam koercitivnosti preslikavanja F. 

Definicija 2.2.1. Neka je IS*UCX, neogranieen konveksan podskup 

Banahovog prostora X, X* dualan prostor prostora X. Za preslikavanje F:X--- ■ 13X* 

kaiemo da je koercitivno na U ako i samo ako postoji v o  eU tako da 

(3z 0 EF(v0 ))(ct5TEF(u)) ry - z o ,u - v0  >/llu - v0 11 --• +00 

za uEU i Hull ---• +00. 

U sludaju kada U nije ograniden, uz uslov da je F koercitivan vali. 

Teorema 2.2.4. Neka je X konadno dimenzioni Hilbertov prostor, oUcX 

zatvoren konveksan podskup prostora X, F:X-41 3X, koercitivno preslikavanje za 

koje je UCintDom(F), za svako uEU je F(u) konveksan, kompaktan podskup 

prostora X i ispunjen je bar jedan od uslova: 
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(A) F je polu-neprekidno odoZgo. 

(B) F je polu-neprekidno odozdo. 

Tada varijaciona nejednatina VI(F,U) ima bar jedno r6enje. 

Dokaz: Neka je u R  reenje varijacione nejednatine VI(F,Ur1B10,RD: 

uEUnB[O,R] A (VvEUnB[0,R]) <F(u),v - u> 0, 

tija egzistencija sledi, pod uslovom (A) iz teoreme 2.2.1., a pod uslovom (B) iz 
teoreme 2.2.2.. Izaberimo R tako da bude R'Iv o '', gde je v o  iz definicije 2.2.1.. 
Tada je za svako yEF(uR ) ispunjeno 

,v0  - uR> = 	- zo ,uR  - vo  > + (Zo ,uR  - vo > S. 

S. 	- zo ,uR - V0 > 11z0 1111uR - v0 I1 

HuR - v0 11( 	- zo ,uR  - vo >/lIuR  - vo ll 11z0 11). 

Ukoliko bi za sve R >0 bilo IluRII = R, iz poslednje relacije bi sledilo da za 
dovoljno veliko R va2i 

(VyEF(u R )) ry ,vo  - uR  > < 0, 

't to je u suprotnosti sa pretpostavkom da je u R  retenje varijacione nejednatine 
VI(F,UnB[O,R]). Dakle, postoji R>0, za koje je IIu R II <R. Za svako uEU postoji €>0 
tako da uR+E(v-u R )EU. Iz einjenice da je u R  retenje varijacione nejednatine 
VI(F,UnB[O,R]) sledi da je 

(VvEU) <F(u R ),v - u R > 2. 0, 

sto znati da je u R  ret- enje varijacione nejednatine 

Za dalja razmatranja de nam biti korisna lema koj a sledi. 

Lema 2.2.2.(Mintina lema) Neka je 1.1*0 zatvoren, konveksan podskup 
Banahovog prostora X i 	preslikavanje koje je monotono i polu- 
neprekidno odozdo. Tada 

uEU A (3y€F(u))(Vv€U) <y, v 
 - u> 0 	 (5) 

ako i samo ako 

uEU A (VveU)(WEF(v)) ry,v - u> z 0. 	 (6) 
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Dokaz: Pretpostavimo dava2i (5). Zbog monotonije preslikavanja F je za 
svako vEU 

(VyEF(v))(VzEF(u)) <y,v - u> > <z,v - u>. 	 (7) 

Porto je u reenje varijacione nejedn.atine VI(F,U) (vati(5)), sledi da postoji 

neko zEF(u) za koje je 

(VveU) <z,v u» 0 

pa iz (7) sledi (6). 

Pretpostavimo dava2i (6). Ako se u (6), umesto v uvrsti u+(1/n)(v-u), 

dobija se 

uEU A (VvEU)(VyEF(u+(1/n)(v-u)) <y,v - u> 0. 	 (8) 

Za svako yEF(u) postoji niz y n EF(u+(l/n)(v-u)) tako dayn —•y (n---000), pa iz (8) 

sledi 

uEU A (VvEU)(VyEF(u)) <y,v - z 0 , 

a odatle 

uEU A (3yEF(u))(VvEU) <y,v - 	0 , 

to znati da je u reenje varijacione nejednatine VI(F,U) tj. vati (5). in 

Teorema 2.2.5. Neka je U*0, zatvoren, konveksan podskup Hilbertovog 

prostora X, F:X—+PX, preslikavanje, koje je monotono, polu-neprekidno odozdo na 

konatno dimenzionim podprostorima prostora X, UCintDom(F), za sve uEU je 

F(u) konveksan i zatvoren podskup prostora X. Tada, ako je ispunjen bar jedan od 

uslova 

(A) U je ograniten, 

(B) F je koercitivan, 

varijaciona nejednatina VI(F,U) ima bar jedno reenje. 

Dokaz: Pretpostavimo da vati (A). DefinAimo skupove C(v) sa 

C(v) := (uEU: (VyEF(u)) <y,v - u> z 0 ). 

Ovako definisan skup C(v) je slabo zatvoren i ograniten. Oznatimo skup svih 
reenjavarijacione nejednatine VI(F,U) sa U*. Lako se mote uotiti da je 
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U. = n C(v) 
v€U 

Iz pretpostavke da je U.=0 sledidapostoje v 1 , v2 , ...,vn EU tako da je 

C(v 1 ) n c(v2 ) n...n c(vn ) = 0. 	 (9) 

Neka je X 1  podprostor prostora X generisan vektorima v  v 2, vn . Neka je 
kanonitko ulaganje podprostora X 1  u X, p:X--► X 1 , preslikavanje 

definisano sa 

p(x) = Px i x, xEX (ortogonalna projekcija). 

Preslikavanje :X 1  --,PX 1  definisano sa 

F1(v) := p(F(i(v))), 

je polu-neprekidno odozdo, F 1 (v) je konveksan i kompaktan za sve vEUnX i , pa 
varijaciona nejednatina prema teoremi 2.2.2. ima bar jedno 

retenje u. Za reS'enje u va2i 

u E c(v i ) n c(v2 ) n...n avn ) 

sto je u suprotnosti sa (9). Prema tome 

n C(v) x 0 
vEU 

odakle i iz leme 2.2.2. sledi da varijaciona nejednatina VI(F,U) ima bar jedno 
reSenje. 

Pretpostavimo da je ispunjen uslov (B). Tada se slitno kao u dokazu teoreme 

2.2.4. mote dokazati da varijaciona nejednatina VI(F,U) ima bar jedno retenje. 

Naime oznatimo sa u R  ret'enje varijacione nejednatine VI(F,UnB[O,R]): 

uEUnB [0,R] A (VvEUCIB[O,R]) <F(u),v - u> 0, 

eija egzistencija sledi, iz dokazanog dela teoreme (A) . Izaberimo R tako da bude R 
gde je vo  iz definicije 2.2.1.. Tada je za svako yEF(u R ) ispunjeno 

(Y xo ute = -<Y zwuR vo ' * 420 ,uR vo' 

s 	- zo ,uR  - vo > Ilzo nuR - 

IIuR - v0 11( 	- zo•uR  - vo >nuR  - v0 11 + 11z0 11). 
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Ukoliko bi za sve R >0 bib° IluRll = R, iz poslednje relacije bi sledilo da za 

dovoljno veliko R va2i 

(WEF(u R )) <y ,v. - u R  < 0, 

sto je u suprotnosti sa pretpostavkom da je uR reSenje varijacione nejednatine 

VI(F,UnB[O,RD. Dakle, postoji 1b0, za koje je WO <R. Za svako uEU postoji 00 

tako da u R +E(v - uR)EU. Iz einjenice da je uR reSenje varijacione nejednadine 

V1(F,U1113[0,RD sledi da je 

(VvEU) <F(u R ),v - u R > 

to znati da je u R  reknje varijacione nejednatine VI(F,U). 

Ako je F a-selektibilno vieznatno preslikavanje onda iz leme 1.2.1. i 

teoreme 1.2.4. sledi sledee tvrdjenje o egzistenciji reenja varijacione 

nejednatine VI(F,U). 

Posledica 2.2.1. Neka je X Hilbertov prostor, 0*UCX konveksan i 

kompaktan, preslikavanje koje zadovoljava uslove leme 

1.2.1. Tada varijaciona nejednatina VI(F,U) ima bar jedno reknje. 

Dokaz: Iz leme 1.2.1. sledi da je preslikavanje H:U---41 3U de finisano sa 

H ( u):=P u (u - A(F(u))), 

gde je A operator dija egzistencija sledi iz leme 2.2.1., a-selektibilno. Iz teoreme 

1.2.4. sledi da preslikavanje H ima nepokretnu tacku u tj. da je uEH(u) za neko 

uEU. Shen° kao u dokazu teoreme 2.2,1, se dokazuje da je u reenje varijacione 

nejednatine VI(F,U).ES 

Iz leme 2.2.2., neposredno sledi 

Posledica 2.2.2. Ako su ispunjeni uslovi leme 2.2.2. , onda je skup reenja 

varijacione nejednatine VI(F,U), koji demo oznadavati sa U., konveksan, slabo 

zatvoren podskup skupa U. in 

Dovoljni uslovi za jedinstvenost reenja navode se u slededem tvrdjenju. 
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Teorema 2.2.6. Ako je UCX, konveksan zatvoren podskup Banahovog 
prostora X, F:U---.13X* strogo monotono skupovno preslikavanje, onda varijaciona 
nejednatina VI(F,U) ne mote imati vite od jednog retenja. 

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da varijaciona nejednacina VI(F,U) ima 
dva razlitita reenja u 1  i u2 . Tada je 

u I EU A (3yEF(ud)(Vv€U) ry,v - 	1 0, 

u2 EU A (3zEF(u2))(VvEU) (z,v - u 2 > k 0. 

Ako se u prvu relaciju uvrsti v=u 2 , u drugu v=u i , posle sabiranja se dobija 

(3yEF(u i  ))(3zEF(u2)) cz - y,u i  - u 2 > 0. 

tto je u suprotnosti sa tinjenicom da je F strogo monotono preslikavanje. I 

2.3. Brauer-Tihonova aproksimacija reten.ja 

U ovom odeljku se razmatraaproksimacija reten.ja varijacione 

nejednatine VI(F,U) nizom retenjanekih pomodnih varijacionih nejednatina. 
Ovakav natin aproksimacije retenjaza probleme minimizacije prvi je uveo 
A.N.Tihonov. Analogan, opttiji rezultat koji se odnosi na aproksimaciju retenja 

varijacione nejednatine sa jednoznatnim operatorom, dokazao je Brauer u radu 
[101. 

Teorema 2.3.1. Neka je X refleksivan Banahov prostor, F:X— ► PX*, 
preslikavanje koje je monotono i polu-neprekidno odozdo. Dalje neka je 

jako monotono preslikavanje sa osobinama: M je polu-neprekidno 

odozdo i preslikava ogranitene podskupove u ogranitene. Tada varijaciona 
nejednatina VI(F e ,U): 

uEU A (VvEU) <F e (u),v - u> z 0, 

gde je e>0, F e (u):=F(u)+EM(u), UCDom(F)nDom(M), zatvoren konveksan podskup 
prostora X, ima jedinstveno retenje u e  i iz sledi da ue --► u*, gde je u* 
retenje varijacione nejednatine 



ueU* A (VveU*) (M(u),v - u> ?. O. 

Dokaz; Iz jake monotonosti M i monotonosti F sledi jaka monotonost 

preslikavanja F e  za 00. Iz teoreme 2.2.5. sledi da postoji bar jedno reSenje 

varijacione nejednaeine VI(F e ,U). Zbog stroge monotonosti preslikavanja F e  to 

reSenje je jedinstveno. Oznatimo to jedinstveno reSenje sa u e . Dokatimo sada da 

iz E-00+, sledi Operatori F i F e  su viSeznatni. Dalje demo saF(u) (F E (u)) 

oznatavati proizvoljne elemente skupova F(u) (F e (u)), ako to nije drugaeije 

naglaSeno. Neka je wEU*. Tada va2i 

<F E (w) - EM(w),u e  - \PLO A Fe (u e  ),w - u e 	0, 

odakle sabiranjem sledi 

<F e (w) - F e (u e ) - EM(w),u e  - w> 2. 0 , 

odnosno 

<F(w) - F(u € ),u €  - w> + e<M(w) - M(u e ),u e  - w> - e<M(w),u e  - w> 1 

tj . 

<F (U E ) - F (w ),u€ - w> + e<M(u € ) - M(w),u e  - w> s e<M(w),w - ti e > 

Iz monotonosti preslikavanja F sledi da je 

mllu e  - w11 2  s <M(u e ) - M(w),u e  - w> s. <M(w),w - u e >. 	 (17) 

Porto M preslikava ogranitene podskupove u ogranitene bide za neko 
Co  ER, 11M(w)11SCo . Prema tome iz (17) sledi 

milu €  - w11 2 	Co llu e  - w11, 

tj. 

IIu e  - wil 	Co hn. 

Dakle u e , gde 	je uniformno ograniteno, pa zbog toga mo 2emo 

sinatrati da postoji u 0  takvo da u e  slabo konvergira ka u 0  kada E-► 0+. Doka2imo 

da u.EU*. Iz leme 2.2.2 sledi 

(VvEU)(ViyEF(v)+EM(v)) <y,v - u e> 0, 

2S 

odnosno 
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(VvEU)(Vy i  EF(v)) 	eM(v),v - u e > 1 0, tj. 

(VveU)(Vy i  EF(v)) <y 1 ,v - ue > + e<M(v),v - u e > 1 0. 

Zbog toga tto M preslikava ogranitene podskupove u ogranitene drugi 
sabirak u poslednjoj relaciji teti 0, kada Tada iz slabe konvergencije u e 

 ka u sledi 

(VvEU)(Vy i  EF(v)) <yi,v - u o  > 1 0, 

tto znati da je (sledi iz leme 2.2.2.) 

(VvEU*) <F(u o  ),v - u o  > 10, 

odnosno dauo  EU*. 

Oznatimo sau* retenje varijacione nejednatine VI(M,U*). Tadavati 

(VvEU*) <M(u*),v - u*> 0, 

Kada se u (17) w zameni sa u* dobija se 

mllu e-  u*I1 2  S <M(u e ) - M(u*),u en  - u*> s <M(u*),u* - U E > 	 (18) 

tj. 

mIlue  - u*II 2  s <M(u*),u* - u o > + <M(u*),u 0  - Li e > . 

U poslednjoj nejednakosti prvi sabirak je manji iii jednak od nule(jer je u* 
retenje varijacione nejednatine VI(M,U*)), a drugi teti 0 (zbog slabe 
konvergencije u e  ka uo ) pa sledi da Hu e  - u*11—+0(E.--00+) tj. 

Za operator M, u slueaju kada je X Hilbertov prostor, mote se izabrati da je 

M(u)=u. Tada je m=1. U teoremi koja sledi bite dokazano da niz tataka generisan 
algoritmom 

unfiEPu (un- o<n( F( un ) + enun ) ) 
	

(19) 

konvergira, pod odredjenim pretpostavkama, ka retenju varijacione 
nejednatine VI(F,U). 

Teorema 2.3.2. Neka je X Hilbertov prostor, F:X-- ► 13X preslikavanje koje je 
monotono, polu-neprekidno odozdo izadovoljava uslov 

(VuEU)(3yEF(u)) 1157. 11 L(1 + Hull). 	 (20) 
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Dalje, neka, je U ograniten, zatvoren, konveksan podskup prostora X, 

UCDom(F) i 	Neka su (0( n ) i(E n ) realni nizovi koji ispunjavaju uslove: 

an  >0, en  >0, ,:.(cdivergira, e n —► 0, 0% —► 0, 	=o(e n ), Zo< n2konvergira. 

Tada niz taaka generisanih algoritmom (19) konvergira, u normi prostora 

X, kareenju varijacione nejednatine VI(F,U) sa najmanjom normom. 

Dokat: OznaLmo sa u en re§eftje varijacione nejednatine 

uEU A (VvEU) <F(u)+E n u,v - u>.>_ 0, 

eija egzistencija i jedinstvenost sledi iz teoreme 2.3.1. Primetimo da je reSenje 

varijacione nejednatine VI(M,U.), za M(u)=u, element skupa U. sanajmanjom 

normom. Neka je (u.) niz generisan algoritmom (19). Vali 

Ilun d - 	 + Wen  - u En , jI. 	 (21) 

Zbog jake monotonosti preslikavanjaF En  je 

( WEF En (  uEn* ?)evizEFEn(UEn)) <z - y,L1 En  - 1.1 En4.1> 1 En 111.1 En  U cti+ 111 2 . (22) 

Iz einjenice da je u en  retenje varijacione nejednatine VI(F en  ,U), sledi da 

postoji znEFen (uen ) tako da je 

(VvEU) < zn ,v - uen > 2. 0. 

Iz (22) i (23) sledi 

ev`yeF eri (u En .,?) er,11u,„ - uErt+11 1 2  

 

(23) 

<Y , uen. 	Lien' 

 

<y  - zn , 1,U en+ 	LI En > 

gde je zn . IEFen . i (u en .1) za koji je 

(VvEU) < 	- u en . 1> 1 0 . 

 

(24) 

Primetimo da je z nfi=zn , 1*.en+ lu en 4.1, za neko z n . i *EF(u en .1); kao i da je 

yEFen (uen ,i) oblikay=yn+ 1*+en uen +i zaneko yn . i*EF(u en+ i)• 

Iz (24) za yn . 1*=zn .1* (tj. y=znfill+en uen+ i) sledi da je 

En llU en  - Llen.1112 < (E n  - E n .p 	 u en > < C0 ( E n  - En+  gUE n  Lien+ 

gde je W en . III 	Co , (nEN), odakle je 
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Nen  - uen . 	Cn ( en  - en+?/ En 
	

(25 ) 

Dalje je za sve yellu n ), 

Hue. - un , 1 11 2  = 11Pu(u i,-(xn(Fen (un )) - Pu(uen )11 2 

 S Hun  - uen - 0<n (y.enun )11 2  = 

= Hun  - uen 112  - 20<n<y enun,un  - ue  + c<n211y +enun I1 2 . 	 (26) 

Takodje je 

(Vy€F(un ))(VzEF(uen )) <y +en un,un  - uen > = +enuEn.un uen > 

- <z + en uen  - (y +en  ),un  - uen > = <z + enuen , un  - uen > + 

+ <y - z ,un  - uen > + En Hun - uen 11 2  . 	 (27) 

Neka je zneF(uen ), tako da <zn  +enuen ,un  - uen> 1. 0. Iz (27), zaz=zn  sledi 

(WEF(Li n )) y En tin , Un  - (len> > en llUn  uen 11 2 
	

(28) 

Dalje, iz uslova (20) sledi 

(3yEF(un )) IlY + e nun 11 2  s (HAI + IlEn un 11) 2  I 

i 

	s (L(1 + Ilu n ll) + En llun 11) 2  s. C3 (1 + Ilun 11) 2 
	

(29) 

1 + Hun ll 1 1 + Hun  - uen 11 + Huen 11 Hun  - uen 11+ Co  + 1, 

odakle posle kvadriranjasledi 

(1 + Hun 11) 2  S (Hun  - ue n11 + Co  + 1)2  = 

= Ilun  - uen 11 2  + (Co  + 1)2  + 2(C0  + 1)11un-ueills. 

Illun  - uen 11 2  + (CO  + 1)2  + ( Ilun  - Ue n11 2 	1)(C0  +1) = 

= C311Un  Uen 11 2  + C4. 	 (30) 

Iz (25), (26), (27), (28), (29) 1 (30) sledi 

Hun+i - uen 11 2  1 Hun  - uen 11 2 (1 - «n en + o(n2C 3 ) + C4 0<n2 , tj. 

Hun ,' - u 11 I (Hun  - uen 11 2 (1 - txn En + ,i2C 3 ) + c4 .(n 2)1/2 .  
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Prema tome za niz bellu n  - uen  II va2i 

0 bn+12  bn2 (1 - sn ) dn , 

pri emu je 

lim sn  = lim (0<n En  - 0(n 2C3 ) = 0, lim (dn/sn ) = lim (C40(n2 /(0(n E n  + ocn2 C 3 )) = 0 . 

n 	n 00 	 n 00 	 n 00 

Prema lemi 2.3.4. ([44]) sledi da je 

lim Hun  - uEn 0 = lim b n = 0. 
n—•00 	 n co 

Zbog 

Dun  - u.11 s Hu n  - u enH Huen  - 

i Iluen u*I1 	(en --► 0), gde je u* reenje varijacione nejednatiune VI(F,U) sa 

minimalnom normom. Prema tome, niz (u n ) generisan algoritmom (19) 

konvergirakau*. 

2.4. Varijacione nejednadine sa parametrom. 

Neka su X i Y Banahovi prostori. Razmotrimo varijacionu nejednatinu 
VI(F),,U(X)), gde je XEACY, parametar od koga zavise operator F i skup 

dopustivih taeaka U. Oznatimo sa U* (a.) skup reenja varijacione nejednatine 

VI(Fk,U(X)). U slededoj teoremi se navodi jedna osobinaskupaU.(A.). 

Teorema 2.4.1. Neka su X i Y Banahovi prostori, ACY kompaktan podskup 

prostora Y, U(X) neprazan podskup prostora X, F x:U(X)--+PX* viSeznatno 

preslikavanje polu-neprekidno odozgo po uEU(i) i A.EA. Pored toga 

pretpostavimo da je F x(u) kompaktan za svako uEU(X) , X*EintA , da je U(X) 

preslikavanje neprekidno u tatki X.=X* i postoji okolina 1V(X*) za koju je 

ev'kEltr(X*)) U.(X)0. 

Tada je preslikavanje U.(X) polu-neprekidno odozgo u tatki X=X*. 
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• Dokaz: Neka je (4) niz elemenata skupa A, takav da 4—)X*(k--► 00) i neka je 
, (u k ) niz elemenata skupa X, za koji je ukEU*(4). Iz U*(4)CU(X k ) sledi da je 

ukEU(4). Pored toga, zbog polo -neprekidnosti odozgo, preslikavanja U i 

kompaktnosti skupa A sledi da je U(A) kompaktan skup. Prema tome, mo2emo 
smatrati da postoji uEU(A) tako da 	(k--► 00). Iz polu-neprekidnosti odozgo 
preslikavanja U za X=X*, sledi da u€U(X*) tj. da je u dopustiva tatkaza 
varijacionu nejednatinu VI(Fx4 ,U(X*)). Iz polu-neprekidnosti odozdo 
preslikavanja U za X=X* sledi 

(VvEU(X*)) postoji niz (v 1 ) takav da vkEU(Xk ) i lim vk  = v 
k--► 0* 

Takodje za sve kEN va2i 

(VukEU(Xk))(3ykEF4(u k )) <yk ,vk  - uk > > 0. 

Iz polu-neprekidnosti odozgo viteznatnog preslikavanja F i kompaktnosti 
skupova A i U(A) sledi da je FA(U(A)) kompaktan skup. Zbog toga mo2emo 
smatrati da postoji y tako da 	(k--►00), pa zbog polu-neprekidnosti odozgo 
preslikavanja F i ykE.Fxk (uk ) sledi yEFI*(u). Zbog ogranitenosti bilinearne 

forme <,> je (y,v - u> 0 za svako vEU(A,*), tj. uEU*(X*), to znati da je 
preslikavanje 	polu-neprekidno odozgo u X*. 

Iz navedene teoreme, u slutaju kadavarijaciona nejednatina ima 
jedinstveno retenje sledi posledica. 

Posledica 2.4.1. Neka su U, F, A, X, Y, X* kao u teoremi 2.4.1. i neka 
varijaciona nejednatina VI(Fx,U(X)) imaza svako XEA jedinstveno re§enje 

u*(X). Tada je funkcija u*:A-4X neprekidna u X*. 

Dokaz: Neka je (Xk ) niz elemenata skupa A, takav da X k --,X*(k--•00). Iz 
teoreme 2.4.1. sledi da je U*(X) polu-neprekidno odozgo u X*, pa zbog 

jedinstvenosti retenja varijacione nejednatine sledi da u*(Xk)-- ,u*(X*)(k--0)0). 
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III GLAVA 

VARIJACIONE NEJEDNACINE SA OGRANICENJIMA 

3.1. Karakterizacija retenja 

Definicija 3.1.1. Neka su X, Y Banahovi prostori, SCY je zatvoren, 

konveksan konus. Za preslikavanje g:X--,Y se ka2e da je S-konveksno ako i samo 

ako za sve 0<«<1 i u 1 ,u 2 E X, vati 

«g(u 1 ) (1-00g(u 2 ) - g(ocu 1 +0-49u2) E S. 	 (1) 

Definicija 3.1.2. Neka je X Banahov prostor, UCX konveksan podskup 

prostora X. Za taeku z se ka2e da je radijalna tatka skupa U ako i samo ako 

(v'wEU)(3000) tako da du2 [z,z-«(w-z)] C U. 

Primetimo da ova osobina ne zavisi od norme prostora X. Ako U ima 

nepraznu relativnu unutratnjost riU, u odnosu na neku normu prostora X, onda 

U ima radijalnih tataka. 

Neka je Z Banahov prostor, bEZ i 	linearan neprekidan operator. 

Definiimo skupove U 1  i U2  na slededi natin 

U 1 =(uEX:-g(u)ES), U 2 =(uEX:Au=b), 

gde je S zatvoren, konveksan konus u prostoru Y sa nepreznom unutrakijoeu i 

preslikavanje g:X--•Y je neprekidno i S-konveksno. 
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Neka je Ti = Uo nUi , V = U 1 nU2 , pri temu je U0  c X konveksan skup. 

Razmatrademo sledede dye varijacione nejednadine 

uEU A (VvEU) <I7(u),v-u> 0 	 (2) 

uEV A (VvEV) <F(u),v-u> 0. 	 (3) 

Pretpostavimo da skupovi U i V imaju radijalnih tadaka. Oznadimo sa H skup 

generatornih elemenata za 	S*; tj. HC S* i S* je zatvorenje 
skupa (och:«ER.,.AhEcoH), gde je sa coH konveksni omotad elemenata skupa H. 

Zavarijacionu nejednatinu (2) va2i 

-g(u) E S ako i samo ako (Vq€H) <q,g(u)> s 0. 

Definitimo skupove H =  i H <  na slededi natin 

H,: --(qEH:(VuEU)<q,g(u)>=0) i H < :=H\H„ 

Neka je 13  slabo *  kompaktan podskup H <  takav da OEcoP. Uvedimo skup A 
na slededi natin 

= MP) = (uEU0  : (VqEMP) <q,g(u)> I 0). 

Neka je K = P*• Iz einjenice da je PCHCS* i da je S zatvoren konveksan 

konus, sledi da je KDS, i K*=cone(cicoP). Za uEU, defini.M.mo TT(u,P) kao 
zatvorenje konusa cone(A(P)) u . Potto je intS*0 ako i samo ako je skup 

generatornih elemenata konusa S* konveksan slabo* kompaktan skup H, za koji 

OEH, sledi da je intK*0. Iz Banach-Steinhausove teoreme, PCH je slabo* 

kompaktan ako i samo ako je P slabo* zatvoren ograniden u smislu norme 

prostora X*. Oznatimo sa zatvoren konveksan konus generisan sa P. 

Slededa lema se odnosi na strukturu skupa H. 

Lema 3.1.1. Neka u, vEU, pri emu je u*v; dalje neka je H skup 

generatornih elemenata za S. Tada je H unija disjunktnih konveksnih 
podskupovall (v-u and H...v-u , gde je 

11 (v-u :=NEH: (Vo<E(0,1)) <q,g(u+(x(v-u)> < 	 (4) 

v-u := NEH: (Vo<E(0,I)) <q,g(u+oc(v-u)> = <q,g(u)> = 0) 	 (5) 
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Takodje vale sledeta tvrdjenja 

(VrEOL,(<q,g(u)>)) <r,v-u> <0, za qE11,v -u i <q,g(u)> = 0 	 (6) 

(VrE60 (<q,g(u)>)) <r,v-u> = 0, za qE11.v-u i <q,g(u)> =0. 	(7) 

Specijalno, ako postoji (qgr(u;d) onda je 

(qgr(u;v - u) < 0, za, qEI-1 <v-u i <q,g(u)> = 0 i 

(qe(u;v-u) = 0, za 	i <q,g(u)> = 0. 

Ako je, pored toga v radijalna tatka skupa U, onda 11.v -u =II. i 11 4v-u = 

Tvrdjenje, ekvivalentno navedenoj lemi je dokazano u radu [151, u kome je 

razmatrana vektorska optimizacija uz konusno i operatorsko ogranitenje. 

U radu [7] , je razmatrana varijaciona nejednatina VI(F,U), za 

U=(uEU0 :g i (U)s0,i=1,...,n), pri temu je U 0  konveksan podskup prostora X, g i l— ►R 

su konveksne funkcije, iF monotono viseznatno preslikavanje. Varijacionoj 

nejednatini VI(F,U) je pridru2en sledeei sistem varijacionih. nejednatina 

(u,p)EU0 xR. n  A (V(v,q)EU0xR.n)(<F(u)+6„(pg)(u),v-u>2.0 A 

A <-g(u),q - p>10)• 

U radu [7] , uz pretpostavku da vali Slejterov uslov, dokazano je, da je u 
reenje varijacione nejednacine VI(F,U) ako i samo ako postoji pER + 11  ,takvo da 

je (u,p) reenje navedenog sistemavarijacionih nejednaeina. 

Varijacionoj nejednatini (2) pridruLdemo slededi sistem varijacionih 

nejednadina 

(u,X)EAxK*A (V(v,n)enxK )(<X 0F(u)+O u (Ng)(u),v - u> 10  A 

A <p.-X,-g(u)>10) 	 (8) 

U sledecoj teoremi se daje karakterizacija reenjavarijacione nejednaeine 

VI(F,U). 
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Teorema 3.1.1. Neka je F:X—,13X* viteznatno preslikavanje Banahovog 
prostora X u njemu dualan prostor X. S CY zatvoren konveksan telesni konus u 
Banahovom prostoru Y. Neka je U0 CX konveksan podskup prostora X ilMuEU0 :- 
g(u)ES), pri emu je g:X---►Y, S-konvekna funkcija, za koju postoji (qg)'(u;d), za 
qEP i ograniCen je na (dEX:114/1). Tada 

(a) Ako je uredjen par (u,X) reenje sistema varijacionih nejednatina (8), 
za neko Xo >0 onda je u reenje varijacione nejednatine (2). Ako je u reenje 
varijacion.e nejednatine (2) onda postoje X 0 .10, XEK*, ne istovremeno jednaki 

tako da je uredjen par (u,X) reenje sistema varijacionih nejednatina (8). 

(b) Ako skup U sadrzi radijalnu tatku *u. i ako je u reenje varijacione 
nejednatine (2), onda postoji XEK* tako da uredjen par (u,X) bude reenje 
sistema varijacionih nejednaeina (8), za X 0 =1. 

Dokaz: (a) Iz definicije skupova K i A, sledi da je 

u EU A -g(u)ES ako i samo ako uEA A -g(u)EK. 	 (9) 

va2i Pretpostavimo da je (u,X) reenje sistema (8), za X 0 >0 . Iz (8), tada sledi da 

(VAEK*) <ji,g(u)> < <X,g(u)>. 

Ukoliko bi bilo <X,g(u)» 0, za g=2XEIC` relacija (8) ne bila zadovoljena. 
Ukoliko bi bilo <X,g(u)><O, za g=0.5XEK* relacija (8) ne bi va2ila. Prema tome je 
<X,g(u)>=0. Iz S-konveksnosti preslikavanja g i XEK* sledi da je funkcija 

konveksna, pa je relacija 

(\r-EO -(4X-,g(u)>))<r,v-u> s. <X,g(v)> - <X-,g(u)> 1 0, 	 (10) 

taena za svako vE U. 

Iz (8) sledi da je (Vg€K*)<A,g(u)>5.0, odakle sledi -g(u)EK. Iz (8), (9) i (10) 
sledi da je u reenje varijacione nejednatine (2). 

Pretpostavimo da je ueU reenje varijacione nejednaeine (2). Tada postoji 
rEF(u) tako da vali. 

(VveU) <r,v-u> 2. 0. 
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Definitimo neprekidno linearno preslikavan je f:Y--*C(P) naslededi natin 

(WEY)(\kEP)f(y)(q) := q(y). 

Neprekidnosi sledi iz slabe* kompaktnosti P. Oznad.mo sa J konus 

nenegativnih funkcija iz C(P). Pored toga vEU ako i samo ako 

vEA A -g(v)EK tj. ako i samo ako vEA A -(fg)(v)E.J. 

Prema tome ne postoji vEA, za koje vati 

<r,v-u> < 0 A -(fg)(v) E J. 

Prema teoremi 2 u [131i teoremi 2.5.1. u [141 sledi da postoji X 0 10 i p€ 

koji nisu istovremeno jednaki nuli izakoje vati 

(WEA) <X 0 r,v-u) + p(f g)(v) z 0, 	 (11) 

Za v=u dobija se p(fg)(u) 0. Neka je p f=X. Tada XEK*CS* , pa sledi da je 

<X,g(u)>=0. To Znati da je 

(WEA) <X0 r,v-u> + <X,g(v)> > <X,g(u)>, 

odakle sledi dapostoji pEo u (Xg)(u) za koje je je 

(WEA) <X o r. p,v-u> 1 0 	 (12) 

(b) Egzistencija 	XEK*, ne istovremeno jednakih nuli, sledi iz (a). 

Pretpostavimo da je X 0 =0; tada p4. Neka je vEU radijalna tacka skupa U razlitita 

od u, tij a egzistencija sledi iz pretpostavki teoreme. Iz kompaktnosti P. sledi da se 

pEC(P)* mote predstaviti (regularnom) Radonovom merom w na P, odnosno da 

je 

(VtifEC(P)) ptif = pfkodw. 

Iz p(J)CR., sledi da je w nenegativna mera. Polo je <X,g(u)>=0 va2iee 

pi <q,g(u)>dw=0. Iz <q„g(u)>s.0 i wzO, (..) se mote posmatrati samo na 

Q 1 4qEQ:<q,g(u)>=0) (jer je mera razlike skupova Pi P i  jednaka nuli). Ali p4, 

(44, pa iz regularnosti mere (4, sledi da je w(A)>0 za neki kompaktan skup A CP I 

 Prema lemi 3.1.1. je za qEA, tfr(q)=(qg)'(u;v-u) < 0, pa sledi da je 

(Xg) 1 (u;v-u) = ptr = p,fkocico = pf ( fg)'(u,v-u )d w =pf(Cl ig ) ' (u;V - U)C1C4 = 

= 	t,0(q)dw <0. 
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Prema tome va2i 

(Vr€Ou (Ag)(u)) cry—u> c 0, 

tto je u suprotnosti sa (12) za X 0 =0. Prema tome X 0 *0 pa mo2emo smatrati da je 
X0 =1.Iz Iz <X,g(u)>=0 sledi da je 

(VgEK*)<-g(u),A-X>10, 

odnosno da je uredjen par (u,X) retenje sistema (8), za X 0 =1.11 

Prva nejednakost u (8) (za X0 =1), je ekvivalentna sa 

0 E F(u) O u (Xg)(u) - IT(u,P)* 	 (13) 

Otuda sledi 

Posledica 3.1.1. Pretpostavimo da su ispunjeni uslovi teoreme 3.1.1.(b). 

Tada je u retenje varijacione nejednatine (2) ako i samo ako postoji XEK* za 
koje je 

0 E F(u).6 0 (Xg)(u)-TT(u,P)* A (Vp.EK*)<A-X,-g(u)>?.0 	(14) 

Razmotrimo, sada, vezu izmedju teoreme 3.1.1. i rezultata u [71. Veza izmedju 
navedenih tvrdj en ja se mote formulisati na slede natin. 

Posledica 3.1.2. Neka je u varijacionoj nejednatini VI(F,U)F viseznacni 
operator i 

U=(u€14:gi(u)s.0,i=1,...,n), 

pri emu je U0  konveksan podskup Banahovog prostora X, g i :X-412 su konveksne 

i neprekidne funkcije. Ako je uredjen par (u,p) retenje sistemavarijacionih 
nejednaeina 

(u,p)ELTo xR,n A (V(v,q)€1.10 xR.n)(<F(u)+6,,(pg)(u),v-u>10 A 

A <-g(u),q-p>10), 
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onda je u reenje varijacione nejednatine VI(F,U). Ako je za skup U ispunjen 

Slejterov uslov (tj. za svako pER f n, p*O, postoji uel.1 0  take da je (p,g(u))<O) onda 

va2i. i obratno tvrdjenje, tj. ako je u reenje varijacione nejednatine VI(F,U), 

onda postoji pER f n, tako da je uredjen par (u,p) reenje prethodnog sistema 

varijacionih nejednatina. 

Dokaz: Neka je Y = Rn, S = P.n. Tada je 	= 	Skup U se mote opisati 

preko konusnog ogranitenja, naslededi natin: 

U = (uEU.:-g(u)ES), 

pri emu je S-konveksna funkcija g: 	definisana so g(u):=(g i (u),...,g n (u)). 

Tada je za skup generatornih elemenata H, konusa S*, moguce izabrati sledeCi 

skup: H = (e i : i=1,2,...,n), gde je e i  vektor, tije su sve komponente osim i-te 

jednake 0, a i-ta komponente je jednaka 1. Primetimo da ovako formulisan 
problem zaclovoljava.uslove teoreme 3.1.1.(b) i da je u slutaju, kada je zadovoljen 

Slejterov uslov H = H <  , H =  = 0. Izaberimo skup P iz teoreme 3.1.1. tako da je P = H < . 

U torn je slutaju K=P* =H* =S, K*=S*=1R 4.n , A=U0  pa sledi tvrdjenje teoreme. 

Prethodni rezultat izlo2en u teoremi 3.1.1. se mote proSiriti na varijacionu 

nejednadinu VI(F,V) tj na problem (3). 

Teorema 	Pretpostavimo da F, g, S zadovoljavaju uslove teoreme 

3.1.1 (b) Dalje neka su X i Z Banahovi prostori i A(X)=Z. Tada je u za koje vazi 

-g(u)ES, Au=b, reenje varijacione nejednatine (3) , ako i samo ako postoje 

XEK* i crEZ* za koje je 

(V(v,p.)EAxK*)<F(u).O L,(Xg)(u) - crA,v- u> 10  A <--g(u),11 - X>2.0 	(15) 

Dokaz: Oznatimo sa W jezgro operators A. Primenimo teoremu 3.1.1. pri 

ograniCenju vEu.W. Pretpostavimo da je u reenje varijacione nejednadine (3). 

Prema posledici 3.1.1 sledi daza neko vEF(u)fo u (Ng)(u) - n(u)* va2i vEW-L, gde 

je sa Wl oznaten podprostor prostora X* na kome se .anuliraju svi elementi W CX. 

Medjutim, A(X)=Z, (Aw=04<v,w>=0) ako i samo ako v=crA za neko cr€Z* (teorema 

2.2 u [111). Prema tome, vali 

0 E F(u)+O u (Xg)(u) - vA- TT(u,P)* A (VAEK*)<.J.--X,-g(u)) 0 	(16) 

Dalje iz (16) sledi (15). 
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Pretpostavimo sada dapostoje XEK* i vEZ*, za koje va2i (16). Slitno kao u 

dokazu teoreme 3.1.1. dokazuje se da je<X,g(u)>=0, -g(u)EK, 0dakle sledi da je u 

dopustiva tatka. Iz (15) sledi 

(u,X)EkocK* A (V(v,g)EAxK*)<F(u)+ZI o (Xg)(u),v-u>2.0 A 

A <11 - X,-g(u))2.0 	 (17) 

Kao u dokazu teoreme 3.1.1, dokazuje se da iz (17) sledi (3) . Dakle, u je 
re'8enje varijacione nejednatine (3). 

3.2. Aproksimacija retenja 

Neka su X, Y Hilbertovi prostori, U 0 CX zatvoren konveksan podskup 
prostora X i 

U .(uEU0 :-g(u)ES 

Neka je dalje F:U—+PX skupovno preslikavanje. Razmotrimo sada u nekim 
specijalnim slutajevima neke mogutnosti za numeritko reavanje varijacione 
nejednatine VI(F,U): 

uEU A (VvEU) <F(u),v-u> 0. 	 (18) 

U teorerai 3.1.1. je dokazano da je navedenavarijaciona nejednatina, pod 
odredjenim uslovima, ekvivalentna sistemu (8) (za X 0 =1). Oznacimo sa (1)(u,X) 

operator sistemavarijacionih nejednatina (8) tj. 

(I)(u,X) := (F(u)+6 1,(Xg)(u),-g(u)), 

U tvrdjenju koje sledi navodi se jedna osobina tog operatora. 

Lema 3.2.1. Ako je operator F varijacione nejednatine (18) monoton, onda 
je operator sistema (8) (za X0 =1), cD(u,X), takodje monoton. 
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Dokaz: 4(u,X) -4(u)*O u (Xg)(0, - g(u)). 

<4:(u i ,x 1 )-(1)(11 2 ,X2 ),(u i ,X 1 )-(u 2 ,X2 )) = <F(u i  )-F(u2 ),11,- 

<X 2 ,g(u i )> - <A 2 ,g(u 2 )) - <6.(X2 g)(u2 ),u 1 - ups (X I ,g(u 2 )) 

- <N 1 ,g(u 1 )> - <O u (X i g)(u1),u2-u1> 2. 0, 

zbog monotonosti operatora F i konveksnosti preslikavanja 7k g: 115 

7a Y=R i S=R., S-konveksnost se svodi na uobie...ajenu konveksnost. 

Lem 32.2. Neka je F;11 0 -4X monotono hemi-neprekidno preslikavanje, 

pri emu je U. zatvoren, konveksan podskup Hilbertovog prostora X, i neka je 

g:U.--+Y S-konveksno preslikavanje skupa U 0  u Banahov prostor Y, koje ima 

hemi-neprekidan izvod. Tada je '(u,X) takodje hemi-neprekidan. 

Dokaz: Pretpostavimo da pE[0,1 ]. Iz hemi-neprekidnosti preslikavanja F, 

g,g' sledi da je preslikavanje 

p 	<c1)(ufpv,A+pj),(w,w)> = <(Hu.pv).(X+pj..1)W(u+pv),-g(u.pv)),(w,(4)> 

= <F(u+pv),w> + <Xg'(u+pv),w> + p<pg'(u+pv),w> - <g(u+ pv),w>, 

neprekidno za sve wEX, i wEX*. 

Koristedi rezultate iz [4, 5, 6, 7] mote se pokazati da niz tataka generisanih 

algoritmom 

u n• i =PA(un-c<ii (F(un )+6,,(X„g)(u.)+e nun )), 	 (19) 

X n .i= PK-(X + ii(g(udje„X„)). 	 (20) 

konvergira ka reknju sistema (8). Naime va2i sledede tvrdjenje: 

Teorema 3.2.1. Neka su X, Y Hilbertovi prostori, U. zatvoren konveksan 

podskup X, U*0 i ima bar jednu radijalnu tatku (koja ne pripada U*).Dalje, neka 

je F:X —► X monotono hemi -neprekidno preslikavanje za koje je Dom(F)DU.., g: 

U.--+Y S-konveksno preslikavanje Banahovog prostora X u Banahov prostor Y, 

koje ima hemi-neprekidan i ograniten izvod. Takodje, pretpostavimo da realni 

nizovi (0(n ), (E.) .zadovoljavaju uslove: 
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c4n 2.° ,  en'O ,  enien-1 ,  en-4,  ENnen=°°, en/Exist- 1+0( 0%E ), 
n=1 

i da je zadovoljen bar jedan od uslova (A) i (B), 

(A) 1. ( 31...> 0 )(VuEU0 )11F(u)111L(1+11u11) 

2. ocs =o(Es ) 

(B) 1. ( 3L>0 )(Vu,vEU0)11F(u)-F(v)IIS 

2. lira sup (c<s /Es ) s 1/L2 . 
n 

Tada niz tataka generisanih algoritmom (19), (20) konvergira ka regenju 
sistema (8) (za X 0 =1), sa minimalnom normom, a niz (u s ) konvergira ,u normi 
prostora X, ka u * , gde je sa u *  oznateno jedno regenje varijacione nejednatine 
(18). 

Dokaz: -Tvrdjenje sledi iz teoreme 3 u ([4]). Pokazatemo da operator 
4) :U0 xS*--•X*xS zadovoljava uslove teoreme 3 ([4]). Stvarno, ako je F jednoznatno 
hemi-neprekidno preslikavanje, onda to va2i i za to. Bez smanjenja opgtosti 
mo2emo smatrati da je 

(VuEU0 ) Ilgi(u)11 < L. 

U sucaju kadava2i (A) imamo 

114) (u,X)11 = 11(F(u).(Xe(u),-g(u))11 

11F ( u )11 + 11( Xg)'(011+11g(u)11s11F(u)11+11X1111e(u)11+11g(u)11 

s 2L(1+11u11+11X11) 

Dakle 4)(u,X)zadovoljava uslov (A) u teoremi 3 ([4]). 

Pretpostavimo sada da vali (B). Tada 

Ilt(ui,X1)-0(u2,X 2 )11 =11F(u1) -F(u2)+(Xig)qui)-(X2g) 1 (u2 )11 118(u2)-g(u 1 )11 

s IIF(ud -F(u 2 )11 	11(X1g)qu1)-(X 2 g) 1 (u2 )11 11g(u2)-g(u 1 )II 

s 2Lalu 1 -u2 11 

Prema tome cku,X) zadovoljava uslov (B) teoreme 3 u ([4]).11 
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Primer 3.3.1. ([41) Lako se =de pokazati da nizovi (0() i (e n ) definisani 

kao sto sledi, zadovoljavaju uslove teoreme 3.3.1. 

(a) = n -0 5, E n =n- P (0 < p <0.5) 

(b) 0< n  = ke n , E n =n-11  (0 < p 1 0.5), k <2/(L+C) 2 

 Ukoliko je dopustivi skup U definisan sa 

U = (U E Uo : -g(u)ES A G(u) = 0) , 	 (21) 

gde su Uo : g, S, kao u teoremi 3.2.1., i G:X—rZ je operator, koji preslikavaBanahov 

prostor X u Banahov prostor Z, pri temu je funkcional 11G(u)11P konveksan i 

operator (IIG(u)IIP)' (p.11) je jako monoton, slitno prethodnoj teoremi mote se 

dokazati sledeCe tvrdjenje. 

Teorema 3.2.2. Pretpostavimo da varijaciona nejednaeina (18), pri Cemu 

je U definisano sa (21), ima re'Senja, i neka su F, g, X, Y kao u teoremi 3.2.1. Neka 

je G:X.—►Z operator koji preslikavaBanahov prostor X u Banahov prostor Z, pri 

t emu je funkcional IIG(u)IIP konveksan, a njegov izvod (IIG(u)IIP)' (p11) jako 
monoton. Takodje, pretpostavimo da realni nizovi (0< n ), (E n ) .zadovoljavaju 

uslove. 
oo 

c<n 10 en>0 , En en-1• e n-03, Eixnen= 00, En/En.1= 1+00x.Eid ,  
n=1 

i da je zadovoljen bar jedan od uslova (A) i (B): 

(A) 1. (3L>0)(Vu€U 0 ) (IF(u)11S.L(1-4 11u11 A - 11-(11G(u)11P)11 1 L(1.111111)) 

2. 0<n =o(En ) 

(B) 1. (3L>0)(Vu,veU0 )(11F(u) - F(v)II S. LIIu - vii A 

A 11(11G(u)11P) 1  - (11G(v)I1P) 1 11 LIIu - v11). 

2.1irn sup (0%/E n) m/L2 . 

Tadaza 	niz tataka generisanih algoritmom 

= Pn(u n -0< n(F(un )+O u(Xng)(u n )+E n (11G(un )11P) 1 ) 

X n •I=PK-(X. 4-0(n(g(un) -enki )  ) 
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Un+1= Pejurrocn(F(un)+N(Xiig)(Un)fenalG(Un)0191 

Xn*i =PK-(Xn"<n ( 8 (un)-edkn) ) 

konvergira ka reS'enju sistema (8) (za X 0 =1), koje ima osobinu da je IIG(U)11 
minimalna tj. niz (u n ) konvergira, u normi prostora X, ka nekom elementu 
skupa U* pri t emu je sa U* oznaten skup reknja varijacione nejednaeine (18), 

sa dopustivim skupom U koji je definisan sa (21).11 

Za aproksimaciju reknjavarijacione nejednaeine sa vikznatnim 

operatorom, primenidemo rezultate izlo2ene u teoremama 2.3.1., 2.3.2. i 3.1.1. 

Prema teoremi 3.1.1. varijacionanejednatina VI(F,U) je ekvivalentnasistemu 
(8). U tvrdjenju koje sledi demo pokazati da operator sistema (8) zadovoljava 
uslove teorema 2.3.1. i 2.3.2.. 

Lema 	Neka su X i Y Hilbertovi prostori, F: U 0 --► 13X vikznatno 
preslikavanje, polu-neprekidno odozdo, g: U0 —.Y neprekidno diferencijabilna 
S-konveksna funkcija. Tada je operator cl) (u , X):=(F(u)+6 0 (Xg)(u),-g(u)) polu-
neprekidan odozdo. 

Dokaz: Pretpostavimo da yo Ecku o ,X 0 ) i.e. yo =(y* -r(u o ),-g(u o ), pri temu je 
y*EF(u o ), r(u)=<g(u),g(u)>`. Pretpostavimo, takodje da je W(y o ) neka otvorena 
okolina yo . Iz polu -neprekidnosti odozdo preslikavanja F i neprekidnosti r, 

prema lemi 1.1.3., sledi da je preslikavanje F(u) - <g(u),g(u)> 1  polu-neprekidno 
odozdo , takodje. Dakle, za okolinu W(y o ), postoji okolina Wo(u o ) za koju je 
ispunjeno 

(VuEWo(u 0 )) (F(u) - <g(u),g(u))') n W(yo ) * 0 . 

Iz neprekidnosti funkcije g, sledi daza svaku okolinu 114(g(u 0 )), postoji 
okolina Wi(u o ) za koju je 

(VuE Wi(u o )) g(u)EM(g(u 0 )). 

Dakle, za svaku okolinu 0(yo ) elements yo , postoji okolina elements (u o ,X0 ), 

V(uo ,No ) = ( Wi (uo ) n wo(uo )) x mx0 ), 

za koju je 
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(vuEnri cu o )nwo (u 0 ))(v7kEY(X o ) ts(u,x) n o( yo ) * 0 . 

Prema tome, dokazano je da je operator It (u,X) polu-neprekidan odozdo. 

Iz leme 3.2.1. i teoreme 2.3.1. sledi, kao posledica sledeee tvrdjenje. 

Posledica 3.2.1. Neka su X, Y Hilbertovi prostori, SCY zatvoren 

konveksan telesni konus, U. nepraan tatvoren konveksan podskup prostora X, 

II—+PX1110110t0no vikznadno preslikavanje, polu-neprekidno odozdo, g:X —0X S-- 

konveksno i neprekidno diferencijabilno preslikavanje. Takodje, pretpostavimo 

da varijaciona nejednatina VI(F,U) ima bar jedno reenje. Tada sistem 

varijacionih nejednatina 

(u,X)EAxK* A (V(v,p.)€AxK* )(<F(u)+(Xg)'(u) -teu,v - u>2.0 A 

A <m-X,-g(u)+eX>2.0) 	 (22) 

za svako e > 0 , ima jedinstveno reknje (u € ,X € ) i iz e---.0+ • sledi da 

(u € ,X e )— ► (u*,X*), gde je sa (u*,X*) oznaceno reknje sistema varijacionih 

nejednaeina (8) (za X 0 =1), sanajmanjom normom. I 

Iz teoreme 2.3.1. i lema 3.2.1. i 3.2.3. sledi 

Posledica 3.3.2. Neka su X, Y Hilbertovi prostori, SCY zatvoren 
konveksan telesni konus, U. neprazan zatvoren konveksan podskup prostora X, 

F:X—+PX monotono viteznaeno preslikavanje, polu-neprekidno odozdo, g:X --+X S- 

konveksno i neprekidno diferencijabilno preslikavanje. Dalje, pretpostavimo da 

varijaciona nejednatina VI(F,U) ima bar jedneretenie. _Takodje, neka su-za 
realne nizove (o n ) i (en ) ispunjeni uslovi: 

cx. >0, En  >0, Zocn en divergira, e n -00, (Xn —► 0, o<n =0(E n ), Ec‹.2konvergira. 

Tada niz tat- aka generisanih algoritmom (19), (20) konvergira ka retenju 
sistema varijacionih nejednacina (8), (za X 0 =1), sa minimalnom normom, 

odnosno niz (u n ) konvergirakanekom retenju varijacione nejednatine 

Pretpostavimo da je UCX definisan sa 

U = (uEU.:-g(u)ES A Au = b), 
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Lema 3.2.4. Ako je par (u,X) retenje sledeteg sistema varijacionih 
nejednacina 

(U,X)EVoXS*AW(v,g)EVoxS*)(<F(u)+dL,(Xg)(u),v-u>20 A 

A <p. - X,-g(u)>2.0) 	 (23) 

onda je u retenje varijacione nejednatine (18). 

Dokaz: Pretpostavimo da je par (u,X) reenje sistema (23). Tada iz druge 

nejednatine u (23), sledi da je <X,g(u)>=0 i za svako gES*, <p.,g(u)>10. Odatle 
imamo da je 

-g(u)E(S*)*=S 

pa je uEU. Neka je vEU. Tada vali 

0 1 <X,g(v)> = <X,g(v)> - <X,g(u)> <O o (Xg)(u),v-u> 

Iz prve nejednakosti u (23) sledi 

uEU A (VvEU) <F(u),v-u> .1 0. 

Prema tome u je reenje varijacione nejednatine (18).11 

Napomena 3.2.1. Iz prethodnog tvrdjenja sledi da de posledica 3.2.1. va2iti 
ako se svuda A zameni sa V o (odnosno sa U0 ) a K* sa S*, i pretpostavi da sistem 

varijacionih nejednatina (23) ima reenja. Takodje posledica 3.2.2. ostaje na 

snazi ako se u algoritmu (19), (20) izvrti istazamena i pretpostavi egzistencija 
reenja sistema (23). 

Navedimo na kraju jednu egzistencijalnu teoremu za, varijacione   
nejednatine sa konusnim ogranidenjem. 

Teorema 3.2.3. Neka je U 0  kompaktan konveksan podskup Hilbertovog 
prostora X i neka je F:U o --► PX viteznatno monotono preslikavanje, sa 
kompaktnim slikama, koje je polu-neprekidno odozdo. Dalje, neka je g:U 0 —►Y, S-

konveksna neprekidno diferencijabilna funkcija, gde je SCY zatvoren 

konveksan telesni konus Banahovog prostora Y. Tada varijaciona nejednatina 
VI(F,U), gde je U definisano relacijom, 

U = (uEU0 :-g(u)ES ) *0, 

ima bar jedno retenje. 
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• konveksan telesni konus Banahovog prostora Y. Tada varijaciona nejednatina 

VI(F,U), gde je U definisano relacijom, 

U = (uEU0 :-g(u)ES) *0, 

ima bar jedno reenje. 

Dokaz: Iz leme 3.3.3. sledi da je 11 (u,X) polu - neprekidno odozdo. Pored toga 

iz S - konveksnosti funkcije g sledi da je U konveksan. Za, svako u€U0  je F(u) 

kompaktan konveksan skup, pa je zbog toga cb(u,X) takodje konveksan 

kompaktan za sve (u,X)EU 0 xS*. Neka je (u k ) proizvoljan niz elemenata skupa U. 

Zbog kompaktnosti U 0  moiemo da pretpostavimo , bez smanjenja optosti, da niz 

(u k ) konvergira ka nekom elementu uEU 0 . Iz u k EU sledi da je -g(u k )ES, pa iz 

neprekidnosti funkcije g sledi da je -g(u)ES. Pored toga je uEU o  pa uEU. 

Dakle, operator cD(u,X) je polu-neprekidan odozdo (prema lemi 3.2.3.), sa 

konveksnim i kompaktnim slikama, skup U je konvek:san i kompaktan. Iz 

teoreme 2.2.2. sledi egzistencija reenja sistema varijacionih nejednacina (23), 
pa prema leigi 3.2.4., kada se umesto V o  zameni Uo , sledi e gzisten cij a reenja 

VI(F,U). 
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