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Teorija varijacionih nejednac¢ina razvijena je, ne tako davno ali je privukla
paznju mnogih pznatih matematicara i doZivela buran razvoj tokom poslednje
dve decenije. Temelje ove teorije postavili su Stampacchia, Brezis, Lions,
Browder,Schauder i drugi matematicari koji su razvijali teoriju monotonih
operatora. ' .

Na varij'acione nejednacine se svode problemi iz raznih oblasti kao 3to su
na primer: konveksni problemi minimizacije, komplementarni problem u
matemati¢kom programiraniju, zadaci sa slobodnom granicom, neki problemi iz
ekonomije, saobracaja ([16, 17]) itd. .

K'arakterizacijd projekcije taéke na zatvoren konveksan podskup
Euklidskog prostora, preko varijacione nejednaéine, razmatrana jeu[9,18,26].
Veza izmedju konveksnih funkcija i varijacionih nejednacina je razmatranau
[(27.32]. Karamardijan je komplementarni problem u matemati¢ckom
programiranju sveo na varijacionu nejednacinu naR, 0 Veza izmedju problema
konveksne minimizacije i varijacionih nejednacina je razmatrana u [25].
Egzistencija resenja varijacione nejednacdine sa jednoznaénim operatorom je
razmatranau [10], ,

Za varijacione nejednaéine sa jednoznaénim operatorom, razmatrane na
kona¢no dimenzionom prostoru, u slu¢aju kada je skup dopustivih tacaka opisan
konveksnim ogranicenjima poznata je karakterizacija redenja([15,16,17,27]).
Takodje su razvijene metode za numeri¢ko resavanje takvih varijacionih
nejednaéina(npr. ul(17,27,30,350). Dovoljniusloviza lokalnu jedinstvenost
reSenja varijacione nejednadine u konaéno dimenzionom prostoru dati su u [42],
~ Zavarijacionu nejednaéinu sa viseznacnim operatorom, koja se resava na
Banahovom prostoru karakterizacija resenja i metode za numeri¢ko reSavanje
su datiu [4,5,6,7].
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-Uovom radu se-razmatraju varijacione nejednadine, sa viseznaénim ili
~ jednozna¢nim operatorom, na realnom Banahovom prostoru, u slu¢aju kada je

skup dopustivih tacaka opisan operatorskim i konusnim ograni¢enjima.

Prva glava je pripremnog karaktera. U njoj se navode, uglavnom poznati
rezultati koji se odnose na viseznaéna preslikavanja.

U prvom odeljku se razmatraju viSeznaéna preslikavanija polu-neprekidna
odozdo (odozgo). Originalni rezultati su sadrzani u lemama 1.1.1.,1.12.1.13.

U drugom odeljku se navode poznati rezultati, koji se odnose na
(neprekidnu) selektibilnost viseznaénog preslikavanja (kao $to su npr.
Michaels Selection Theorem, teorema o aproksimativnoj selektibilnosti itd.), kao
inac-selektibilnost. Lema 1.2.1. koja se odnosi na o-selektibilnost viseznaénog
preslikavanja, je originalna.

U trecem odeljku se navode neki poznati reiultati koji se odnose na
monotone operatore.

Druga glava je posvecena varijacionim nejednaé¢inama sa skupovnim _
operatorom (formulacija problema, egzistencija resenja, zavisnost resenja od
parametra)..”

U prvom odeljku se u vidu primera navode razni problemi koji se svode na
varijacione nejednacine (komplementarni problem u matematickom
programiranju sa jednoznacnim ili viseznaénim preslikavanjem, problem
minimizacije diferencijabilne odnosno subdiferencijabilne konveksne fun kcije,
odredjivanje ravnotezne taéke u beskoalicionoj igri n lica, generalisane
operatorske jednacine, projekcija tacke na zatvoren konveksan skup).

Udrugom odeljku se razmatra problem egzistencije redenja varijacione
nejednacine na Hilbertovom prostoru, sa skupovnim operatorom. Uvodi se
pojam koercitivnosti skupovnog operatora. Formulisu se i dokazuju dovoljni
uslovi za egzistenciju resenja varijacione nejednac¢ine sa skupovanim
operatorom, polu-neprekidnim (odozdo ili odozgo). Rezultati koji se odnose na
ovu problematiku sadrzani su u teoremama2.2.1.do 2.2.5.. Takodje je Mintina
lema prosirena na varijacionu nejednaéinu sa skupovnim operatorom, koji je
polu-neprekidan odozdo. U [8] je dokazana Mintina lema za varijacionu.
nejednacinu sa skupovnim operatorom koji je maksimalno monoton. U posledici
2.2.1. je dokazana egzistencija reSenja varijacione nejednacine sa o-
selektibilnim skupovnim operatorom. Pod istim uslovima pod kojima vazi
Mintina lema dokazano je da je skup reSenja razmatrane varijacione
nejednacine konveksan i slabo zatvoren (posledica 2.2.2). Klasicne
egzistencijalne teoreme za varijacione nejedna¢ine mogu se na¢i npr.u [11].
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- U radu [10] Browder je dao dovoljne uslove za egzistenciju resenja varijacione
" nejednacine sa jednoznatnim operatorom i razvio metode aproksimacije resenja.

U[10] se resavanje polazne varijacione nejednacine sa monotonim operatorom
svodi na re$avanje niza varijacionih nejednaéina sa jako monotonim
operatorom. Drugim reCima, vrsi se regularizacija polazne varijacione
nejednacine. Ovaj postupék je slican Tihonovljevom metodu regularizacije
konveksnih problema minimizacije (izloZenim npr. u (38.39,40,411). U teoremi
2.3.1. je dokazana konvergencij resenja regularizovane varijacione nejednacine
ka resenju polazne varijacione nejednaéinesa monotonim, polu-neprekidnim
odozdo operatorom. A proksimacija resenja koris¢ena u teoremj 2.3.1. se naziva
Brauer-Tihonovom. Ovaj termin je uveo Bakusinski u svom radu [6]. Sli¢cnom
tehnikom kao u [43] dokazano je daniz resenja dobijen metodom uzastopnih
aproksimacija konvergira ka resenju polazne varijacione ne jednacine.

U cetvrtom odeljku se razmatra varijaciona nejednacina ¢iji operator i
skup na kome se resava zavise od nekog parametra. Dokazano je da je skup
reSenja takve varijacione nejednacdine, pod odredjenim uslovima, polu-
neprekidna odozgo funkcija parametra (teorema 24.1.iposledica2.4.1.).

U trecoj glavise razmatraju varijacione nejednacine sa o 8ranienjima.

U prvom odeljku se daje karakterizacija resenja varijacione nejednacine sa
konusnim i/ili operatorskim ograni¢enjem. U teoremama 3.1.1. i 3.1.2. se daje

karakterizacija resen javarijacione nejednacine sa sku povaim operatorom uz

uslov da skup dopustivih ta¢aka ima bar jednu radijalnu tacku. U posledici 3.1.2.
se dokazuje da je teorema 3.1.1. uopstenje prve teoreme u [7]. Rezultati izloZenj u
ovom odeljku inspirisani su odgovarajuc¢im rezultatima izloZenim u [15], koji se
odnose na karakterizaciju resenja problema konveksne minimizacije, $to je
specijalan sluéaj varijacione nejednacdine.

U drugom odeljku se razmatra problem aproksimacije resenja varijacione
nejednacione sa konusnim io peratorskim ogranicenjima. Polazna varijaciona
nejednaéina se svodi na sistem varijacionih nejednadina sa pogodnijim skupom
dopustivih tacaka. U lemi 3.2.1 se dokazu je da iz monotonosti o peratora polazne
varijacione nejednacine sledi monotonost operatora odgovarajuceg sistema. U
lemi 3.2.2. se dokazuje, uz neke dodatne uslove, da je operator sistema i hemi-
neprekidan. Uteoremama 3.2.1.13.2.2. se dokazuje konvergencija niza dobijenog
metodom uzastopnih projekcija ka reSenju polazne varijacione ne jednacine sa
jednozna¢nim hemi-neprekidnim operatorom. Navedena tvrdjenja se izvode
primenom teoreme 3 u [4]i teoreme 3.1.1. Leme 3.2.3 i 3.2.4. se odnose na
aproksimaciju resenja varijacione nejednatine sa viseznaénim o peratorom.
Poslednja tvrdjenja se dobijaju primenom teorema2.3.1.,2.32.i3.1.1. Takodje se

Utrecem odeljku druge glave razmatra se problem aproksimacije resenja. ..
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" navode jo3 neke modifikacije navedenog algoritma. Na kraju se formulise i

dokazuje jedna egzistencijalna teorema za varijacionu nejednacinu sa konusnim

" ogranicenjem (teorema 3.2.3).

Numeracija formula u svakoj glavi pocinje iz poc¢etka. Kada se poziva na
formulu iz iste glave navodi se broj formule a kada se poziva na neku formulu iz
glave razlicite od tekuce navode se broj glave i broj formule.

Svi prostori koji se u radu pominju su realnitako da se ta ¢injenica nigde
posebno ne naglasava.

Oznake koris¢ene u radu su standardne. Navescemo samo neke:
subdiferencijal funkcije f(u,v) po promenljivoj u se oznacava sa 0,f(u,v), izvod

u smeru d funkcije g utackiu se oznacavasa g‘(u;d). Preslikavanje u—<A,g(u)>
se ponekad oznatava sa Ag(u). Metri¢ka projektor na zatvoren konveksan skup
U se oznacava sa Py, B(u,8) oznacava otvorenu a Blu 8] zatvorenu kuglu sa
centrom u tac¢kiu i polupreénika d, B oznacava otvorenu jedinicnu kuglu, R,
oznatava nenegativaiortant prostoraR?, coneU, oznacava konus sa vrhom

ueU, generisan elementima skupa U itd.

Bibliografija sadrzi 46 bibliografskih jedinica, koje se odnose na
varijacione nejednaéine, probleme konveksne minimizacije, komplementarni
problem, funkcionalnu analizu itd.

Na kraju Zelim da zahvalim svojim mentorima dr Vladimiru Jankovicu i
dr Slobodanu Dajovicu na korisnim sugestijama, prilikom izrade ovog rada.




I GLAVA

VISEZNACNA PRESLIKAVAN]JA

1.1. Polu-neprekidna preslikavanija

Neka su X i Y skupovi. Pod viseznaénim preslikavanjem F:X—PY se
podrazumeva pridruzivanje svakom elementu xe€X podskupa F(x)CY. Domen
preslikavanjaF se definisSe slede¢om relacijom

Dom(F) := (x€X:F(x)=g).
Pogodno je preslikavanje F(x) okarakterisati grafikom

Graph(F) = ((x,y)eXxY: yeF(x)).

Nekaje F= g,F CXxY.Tada je uslovom Graph(F) = F, preslikavanje potpuno
odredjeno, tj. preslikavanje F se moze zadati uslovom

F(x) = (yeY:(xy)eF).

Dalje ¢emo smatrati da su X i Y Hausdorfovi topoloski prostori i da je
Dom(F)=X.

Definicija 1.1.1. Za preslikavanje F:X—PY se kaze da je polu-
neprekidno odozgo u tacki x,€X ako za svaki otvoren skup W, za kou je F(x,)CW,

postoji okolina Melementa x, takva da je F(M)CW.



Definicija 1.1.2. Neka su X i Y normirani prostori. Za preslikavanje
" FX—PY se kaze da je polu-neprekidno odozgo u € smislu u tacki x, ako 1 samo

ako

(Ve>0)(3550) F(x,+88) C F(x,) + eB.

Za preslikavanje F se kaZe da je polu-neprekidno odozgo (u € smislu) ako i
" samo ako je takvo za svako x,€X .

Iz ¢injenice da su F(x,) + €B, x,+3B specijalne okoline skupa F(x,) 1
elementa X, sledi da iz polu-neprekidnosti odozgo preslikavanja F siedi polu-
neprekidnost odozgo u € smislu preslikavanja F. Da obrnuto nije tacno pokazuje

primer koji sledi.
Primer 1.1.1. ({3]) Neka je F.R—PR2 preslikavanje definisano sa

F(k) = {(xy):x=k).

Da bi dokazali da je ovako definisano preslikavanje F polu-neprekidno
odozgo u € smislu za x =0, dovoljno je u definiciji 1.1.2. staviti da je d=¢. Medjutim

F nije polu-neprekidno odozgo u smislu definicije 1.1.1. jer ako se uzme da je
W=((xy):lyl <1/Ixl)

sledi da je F(0)CW ida za svako x=20 nije F(x)CW.

Dakle iz polu-neprekidnosti odozgo u € smislu ne sledi polu-neprekidnost
odozgo u smislu definicije 1.1.1. U slu¢aju kada je F(x) kompakt za svako x€X,
navedene dve polu-neprekidnosti odozgo su ekvivalentne.

Definicija 1.1.3. Za preslikavanje F:X—PY se kaze da je polu-neprekidno
odozdo u tacki x, ako i samo ako za svako y,€F(x,) i svaku okolinu W(y,) tacke v,

postojiokolina W(x,) tacke x, takva da

(vxeW(x,)) F(x)NW(y,) = g.
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- Definicija 1.1.4, NekasuXiY normirani prostori . Za preslikavanje

AF :X—PY se kaze da je polu-neprekidno odozdo u € smislu, u ta¢kix, ako i samo

~ako

(Ve>0)(38>0)(Vxex,+3B) F(x,) C F(x) + B.

Jasno je da iz polu-neprekidnosti odozdo u e smislu, sledi polu-neprekidnost
odozdo u smislu definicije 1.1.3. Obrnuto ne vazi. Ako je F(x,) kompaktan ,

preslikavanje F je u taéki X,, polu-neprekidno odozdo ako i samo ako je polu-

neprekidno odozdo u € smislu .

Definicija 1.1.5_. Za preslikavanije F:X—PY, koje je polu-neprekidno
odozdo i odozgo, kaZe se da je ne prekidno.

Lema 1.1.1.NekasuX, Y,ZBanahovi prostori, £:Y—PZ polu-neprekidno
odozgo i g:-Y—Z neprekidno’ preslikavanje, «xcR. Tada

(a) Ako je preslikavanje HX—PY polu-neprekidno odozgo, onda je
preslikavanje F definisano sa

F(u) := f(H(u)) = U 1(y)

y€H(u)

takodje polu-neprekidno odozgo.

(b) Ako je presleikavanje H:Y—PZ polu-neprekidno odozgo, onda je
preslikavanje G definsano sa

G(u) := xH(u) = (xzzeH(u)),

- takodje polu-neprekidno odozgo.

(c) Ako je preslikavanje H:Y— PZ polu—néprekidno odozgo i H(u)
kompaktno za svako ueX, onda je preslikavanje Z definisano sa

Z(u):=g(u)+ H(u)=(g(u)+y:yeH(u)),

takodje polu-neprekidno odozgo.

Napomena: Lako se moze pokazati da ¢e uslov naveden u teoremi za
jednoznacnu funkciju f biti ispunjen ako i samo ako je f neprekidna funkcija.



Dokaz: (a) Neka je W otvorena okolina skupa F(u) tj. F(u)=f(H(u))CW. Iz
" peprekidnosti preslikavanija [ sledi da za svako y€H(u) postoji okolina Uy, takva

“daje f(U,)CW. Definisimo M, sa

Mp=U U
yeH(u)

Ovako definisan skup M, je otvorena okolina skupa H(u), za koju vazi

f(M;) = ((UU,) = URL,)C W,
yeH(u) yeH(u)

jer je £(U;) C W, za svako y€H(u).
Iz polu-neprekidnosti odozgo preslikavanja H i H(u)CM; sledi da postoji
okolina M, elementa u, takvadaje H(M) C M. Dakle , f(H(M)CE(M)C W.

(b) Sledi iz (a) za f(x)=xx.

(c) Neka je g(u)+H(u)C W, gde je WCZ, otvoren skup. Iz neprekidnosti
preslikavanja g sledi da

(Ve>0)(3x>0) g(u+xB) C g(u) + eB.

Primetimo da, zbog otvorenosti skupa Wi kompaktnosti H(u), postoji €>0
tako da je

g(u)+eB+H(u) C W, tj. H(u) C W-(g(u)+eB) = W,.

W, je otvorena okolina H(u), pazbog polu-neprekidnosti odozgo preslikavanja H
sledi da postoji otvorena okolina M;, elementa u , takvada je

H(M;) C W; = W-(g(u)+eB).

Takodje postoji 6>0 tako da je g(u+dB) C g(u) + €B, zbog neprekidnosti
funkcije g. Neka je M:=M;N(u+xB). Tada je M otvorenaokolinaelementau za

koju vazi
g(M) + H(M) C W,

sto znaéi da je preslikavanje Z polu-neprekidno odozgo. [ ]

J




p)

Lema 1.1.2. Neka je. GX—DPY. preslikavanje polu-neprekidnosti odozgo u €
smislu i neka je G(u) zatvoren za svako ueX, gdesuXiY Banahovi prostori. Neka
su, dalje (u,), (v,), (e,) nizoviza koje je, za svaki neN

Un€EX AV, EY A d(v,,G(uy,))—0 (n—soo),

Ako je lim u, =ueDom(F) A lim Vy =V,ondave G(u).
n— o0 n—o

Dokaz:1z definicije polu—né prek’idnbsti odozgo u € smislu sledi da
(V€>0)(3850)G(u+8B) C G(u) + €B.

Neka je €>0. Iz

limu, =u,limv,=v ilim d(v,.G(u,)) =0,
n— 00 n—oo .n—§0°

sledi da postoje prirodni brojeving, n,, n, za koje vazi

(Yndn,) vy - vil < e/3 (1)
(Vn>n;) G(u,) C 6(u) + (e/3)B (2)
(Yn>ny) 0 <d(v,,G(u,)) < /3 A (3)

Iz lim d(v,,G(uy)) =0 sledidajezan > max(ng.n;.n,), ispunjeno
n—oo

vneG(un) + (€/3)B C G(u) + (e/3)B + (e/3)B = G(u) + (2¢/3)8,

Iz (1) i (3) sledi da
(Vvex0) v e G(u)A+ €B, paje
ve N (Glu)+ eB) =G(u).

>0

U lemi koja sledi navode se neke osobine kompozicije, zbira i mnozenja
skalarom preslikavanja polu-ne prekidnog odozdo.



’Lema 1.1.3. Neka su X,Y.Z Banahovi prostort, f:Y-oZv, jednoznacno

7’ neprekidno preslikavanje. Tada

(a) Ako je H:XX—PY, polu-neprekidno odozdo, onda je preshkavanje F

definsano sa
F(u):=f(H(u))=(f(y):yeH(u)),

takodje polu-neprekidno odozdo .
(b) Ako je preslikavanje H:Y=PZ, polu-neprekidno odozdo (u ¢ smislu) ,
onda je preslikavanje G definsano sa ‘

G(u):=xH(u)=(«zz€H(u))},

takodje polu-neprekidho odozdo (u e smislu).
(c) Ako je H:Y—PZ, polu-neprekidno odozdo u € smislu, onda je

preslikavanje Z definsano sa
Z(u):=f(u)+ Hu)=(f(u)+y:yeH(u)),

takodje polu:neprekidno odozdo u € smislu.

Dokaz: (a) Neka je zef(H(u)). Tada postoji yeH(u) takvo da je f(y)=z. Dalje,
neka je W(z) otvorena okolina tacke z. Tada je W;(y):=f-1(W(z)) otvorena okolina

tacke yeH(u). Zbog polu-neprekidnosti odozdo preslikavanja H(u), postoji
okolina W(u) takvada je

(vveW(u) Hv) N W (y)= ¢,
paje
(vveW(u)) f(HV)) N Wz) = 4.

(b) Za « = 0 tvrdjenje je o¢igledno. Pretpostavimo da je o # 0. Neka je zatim

ueY, ze xH(u), W(z) proizvoljna otvorena okolina elementa z. Tada
2,:=(1/e)z€H(u), W(z{):=(1/) W(2) je otvorena okolina elementa z;. Zbog polu-

neprekidnosti odozdo preslikavanja H(u), postoji okolina W(u) takva da je

(vYveW(u)) H(v) N W(z)= g,

odakle sledida je

(vyveW(u)) «H(v) N «W(z))= ¢, tj.

(vveW(u)) <H(v) N W(z)= g,




. $to znacida je'preslikavanje G polu-neprekidno odozdo.

Pretpostavimo da je H(u) polu-ne prekidno odozdo u € smislu. Tada

(Ve>0)(38>0)(vveu+88) H(u) C H(v) + (e/x)B, odnosno
(Ve>0)(38>0)(Yveu+dB) «H(u) C «xH(v) + €B.

¢) Nekaje z € f(u) + H(u)i W(z) =z + €B. Tada z;:=z- f(u) € H(u), paiz

¢injenice da je preslikavanje H polu-neprekidno odozdo u € smislu sledi da za
okolinu W(z;) :=z- f(u) + (¢/2)B postoji okolina W(u) za koju je

(YveW(u)) H(v) N W(z;)= g.
Dakle za svako ve W(u) postoji w,€H(u) tako da je liwe-zli<e tj.
iwy+£(u)-zlli<e/2

Iz neprekidnosti funkcije f sledi da za svako €>0 postoji §>0 tako da vazi
(Vveu+dB) If(u) - £(v)Il < e/2

pa je
wy + £V )=zl = llwy+ £(u)-£Cu)+ S(v )=zl < liwg+ £u)-zll + 1ECu)-E(V)] < 2€/2 = €.
Dakle, wy + f(v) €z + €B = W(z), w, € H(v), paje

(YveW(u)) (£(v)+ H(v)) N W(z)= g,

Sto znacida je Z(u) polu-neprekidno odozdo u € smistu B

U konveksnoj analizi veoma znatajnu ulogu ima funkcija oslonca
konveksnog skupa. Naime funkcija oslonca skupaK se definise relacijom

og(p) :=sup <p,y>.
ye€eK

Cesto se koristi konvencija ox(p)=o(K,p). Primetimo da se zatvoren

konveksan skup KCY moze okarakterisati na sledeci nacin

K=(yeY:(vpeY*) xp,y> < ox(p)).



Pretpostavimo da je dato viseznaéno preslikavanje FX—PY, za svako peY*

' se moZe posmatrati funkcija

x — o(F(x),p).

Definicija 1.1.6. Za preslikavanje F:X—PY se kaze da je hemi-
neprekidno u tacki x,€X, ako je za svako x&€Dom(F), za koje xy+tx€Dom(F), za

0<tcl, i svako p€Y*, funkcija t — o(F(x,+tx).p) neprekidna u tacki t=0. Za

preslikavanje F se kaZe da je hemi-neprekidno odozgo ako je hemi-neprekidno
odozgo u svakoj tacki x,€X.

Ako je F jednoznaéno preslikavanje tj. F(x) = (f(x)), gde je £X—Y
jednoznac¢no preslikavanje, funkcija o(F(x).p) se svodi na

o(F(x).p) = <p.f(x)>

tako da ¢e preslikavanje F biti hemi-neprekidno u tacki X, ako i samo ako je
preslikavanje t — «f(x,+tx),p> neprekidna u ta¢ki t=0, za svako x€Dom(F), za
koje x,+tx€Dom(F), za 0<t<1, i svako pEY*. Jednoznaino preslikavanje f je hemi-

neprekidno ako je za sve x,y€Dom(f), preslikavanje t — <«f(x+ty),p> neprekidno
za t€[0,1].

1.2. Neprekidne selekcije viseznaénog preslikavanja

Uvedimo sada pojam (neprekidne) selektibilnosti viseznacnog

preslikavanja.
Definicija 1.2.1. Pretpostavimo da je data familija podskupova (F :x€EA)

prostora X. Pod selekcijom ove familije se podrazumeva funkcija f:A—X, sa
osobinom f(x)€F,, .

Egzistencija navedendg preslikavanja f sledi iz Aksiome izbora.
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U ovom odeljku ¢e biti navedeni neki rezultati, koji se odnose na
egzistenciju neprekidne selekcije. U principu, neprekidno viseznaéno
preslikavanje ne mora da ima neprekidnu selekciju (primer 16.1. u (3D.

Definicija 1.2.2. Za viseznacno preslikavanje FX—PY se kaze da je
(neprekidno) lokalno selektibilno u tacki x,€X ako za svako y,eF( X,) postoji

otvorena okolina W(x,), tacke x, i neprekidno jednoznacno preslikavanie
£: W(x,)—Y takvo da vazi

£(xo) =y, A (VxEW(x,)) f(x)EF(x).

Za viseznaéno preslikavanje F se kaze da je lokalno selektibilno ako je
lokalno selektibilno za svako X, EX. '

Za preslikavanje FX—PY sa zatvorenim konveksnim slikama, prirodno se
moZe uvesti pojam minimalne selekcije. Naime za svako xe€X je

m(F(x)) := PF(_X)(O)' tj.

m(F(x)) je element skupa F(x) sa minimalnom normom.

Vazi

Teorema 1.2.1. ([3]) Neka je X metricki, Y Hilbertov prostor, FX—PY iza
svako x€X je F(x) zatvoren konveksan podskup prostora Y. Ako je F neprekidno
viseznaino preslikavanje, onda je m(F(x)) neprekidna selekcija tog
preslikavanja. [

Navedimo jos neke rezultate koji se odnosi na egzistenciju neprekidne
selekcije lokalno selektibilnog preslikavanja.

Teorema 1.2.2. (Michaels Selection Theorem)([3]) Neka je X metricki
prostor, Y Banahov prostor. Dalje, neka je FX—PY polu-neprekidno odozdo i za
svako x€X je F(x) zatvoren konveksan podskup prostora Y. Tada postoji funkcija
fX—Y, koja je neprekidna selekcija preslikavanja F. M

Da svako , polu-neprekidno odozgo, preslikavanje F ne mora da bude
lokalno selektibilno pokazuje primer koji sledi.
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Primer 1.2.1. Neka je F:.R—PR, definisano sa
F(x)=(-1) za x0 F(x)=(1) za x-0,F(0)=[-1,11.

Lako je pokazati da je I polu-neprekidno odozgo u 0 i da ne postoji
neprekidno preslikavanje f:R—R za koje je £(0)=0 €F(0) i u nekoj okolini 0 vazi
f(x)eF(x).

Dakle, iako je F polu-neprekidno odozgo za x=0, F nije neprekidno
selektibilno za x=0.

Posto iz polu—neprekidnosti odozgo ne sledi neprekidna selektibilnost,
navescemo jedan rezultat koji se odnosi na aproksimativnu selektibilnost.

Teorema 1.2.3. ([3]) Neka je X metric¢ki, Y Banahov prostor, FX—PY polu-

neprekidno odozgo, za x€X je F(x) zatvoren konveksan podskup prostora Y. Tada
za svako €>0 postoji lokalno Lip3icova funkcija f¢, ¢ija je slika sadrzana u

konveksnom omotacu slika preslikavanjaF i

Graph(f,) C Graph(F) + €B. [B

Definicija 1.2.3. Za viseznacno preslikavanje F:X—PY se kaze da je o-
selektibilno ako postoji opadaju¢i niz preslikavanja F,.:X—PY sa zatvorenim

grafikom i kompaktnim slikama za koji je
a) (vneN) F, ima neprekidnu selekciju.

b) (vx&X) F(x) =N F, (x)
neN

Moze se pokazati da je svako preslikavanje polu neprekidno odozgo sa
kompaktnim konveksnim slikama o-selektibilno.

Lema 1.2.1. Neka je F: X—PY, izadovoljava uslov:

F je o-selektibilno preslikavanje, pri ¢emu je za preslikavanjaF iz prethodne
definicije F,(X) kompaktan.
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A Dalje, neka je GX—PZ, definisano sa

G(u) := g(F(u)),

pricemu je g: Y—Z neprekidna funkcija. Tada je viseznacno preslikavanje G o-
selektibilno.

Dokaz: Neka je F, niz iz definicije 1.2.4. PokaZimo da niz preslikavanija G,

definisan sa
Gp(u) = g(F (u))

zadovoljava sve uslove navedene definicije. O¢igledno iz Cinjenice da je F,
opadajuciidaje F,(u), za svako u, kompaktan sledi da je niz G, opadajuciidaje
Go(u) kompaktan za svako u. Pretpostavimo da (vi.pe)EGraph(G,) vi—v
(k—00), py—sp (k—00). Tada je py=8(qy). za nekiniz (q, ) sa osobinom qy€F,(vy)
za kEN. Zbog kompaktnosti F,,(X) moZzemo smatrati da niz (qg) ima bar jednu
tacku nagom_ila.van ja. Bez smanjenja opstosti moZemo smatrati da qx—q(k—oo0).

Zbog neprekidnosti funkcije g je p=g(q) a zbog zatvorenosti grafika
preslikavanja F, je q€F, (v) tj. (v,p)eGraph(Gn)._ Prema tome, grafik

preslikavanja G, je zatvoren. Neka je fn neprekidna selekcija preslikavanjaF,,.
Tada je funkcija g, (u):=g(f,(u)) neprekidna selekcija preslikavanja G, . Pored

toga je zbog uslova b) iz definicije 1.2.3.

G(x) = g(NF,(x)) =N g(F,(x)) =N Gy (x)
neN neN neN

Dakle G, ispunjava sve uslove definicije 1.2.3. pa je G o-selektibilno

preslikavanije. Il

Navedimo sada jednu verziju teoreme o fiksnoj ta¢ki, koja se odnosi na o-

selektibilna preslikavanija.
Teorema 1.2.4. ([3]). Neka je U konveksan kompaktan podskup

Banahovog prostora X i neka je F o-selektibilno skupovno preslikavanje sku paU

u samog sebe. Tada preslikavanje F ima fiksnu tacku tj.

(3uel)ueF(u) B
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1.3. Monotona preslikavanja

Neka je X Banahov prostor, X* njemu dualan prostor.

Definicija 1.3.1. Za viseznacno preslikavanje F:X—PX* se kaZe da je

monotono ako i samo ako

(V. %, €Dom(F)) (W €F (%)) (W, €F(%3)) «vp - viXp - x> 2 0.

Monotono preslikavanje F je maksimalno monotono ako i samo ako ne
postoji preslikavanije G takvo da je Graph(F)CGraph(G) i Graph(F)=Graph(G).

Definicija 1.3.2. Za monotono preslikavanje F se kaze da je strogo
monotono, ako u prethodnom uslovu jednakost vazi samo za X, = X;.

Definicija 1.3.3. Za prestikavanje G:X—PX* se kaZe da je jako monotono
ako postoji m>0, tako da

(Wu,.u,€Dom(G))(Wy  €6(u))(Wy,€G6(up)) «vp - yy.Up - up> 2 mllu, - uyli?

Preslikavanje definisano u primeru 1.2.2. je maksimalno monotono, dok je

npr. preslikavanje G definisano sa

G(x)=(-1) za x0,G(x)=(1) za x>0,G(0)=(-1,0,1) ,

samo monotono.

Navedimo sada neke osobine koje karakteridu maksimalno monotone

operatore.

Lema 1.3.1. ([3]) Viseznaé¢no preslikavanje F:X—PX* je maksimalno
monotono ako i samo ako su, za svaki x€X i ueX*, sledeca tvrdjenja
ekvivalentna

2) (W(y v )€Graph(F)) @ - v.x -y >2 0,

b)u € F(x) k8

U lemi koja sledi navode se neke osobine maksimalno monotonih operatora.
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Lema 1.3.2. ([3)) Ako je FX—PX* je maksimalno monotorn, onda

a) (Vx&€Dom(F)) F(x) je zatvoren i konveksan.
b) Ako za nizove (x,) i (u; ) vazi

u,€F(x,), za sve neN, lim X, =Xiu, slabo konvergira ka u kad n—soo
n—oo

. ondaueF(x). B

Navedimo sada poznatu Mintiny teoremu u kojoj se daje karakterizacija
maksimalno monotonog preslikavanja.

Teorema 1.3.1. ({3]) Neka je F:X—PX, monotono preslikavanje Hilbertovog
prostora X u samog sebe. Tada je F maksimalno monotono ako i samo ako je I+F
surjektivno. Il '

Izleme 1.3.2. i teoreme 1.1.3.sledi

Posledica 1.3.1. Neka je X metri¢ki, Y Banahov prostor, F.X—PY,
maksimalno monoton,polu-neprekidan odozdo operator. Tada je F neprekidno
selektibilna. BB '

Da iz maksimalne monotonosti ne sledj polu-neprekidnost odozdo pokazuje
slede¢i primer. ‘

Primer 1.3.1. Neka je F-R—PR, definisano sa

F(x)=(-1) za x<0, F(x)=(1) za x>0, F(0)=([-1,1].

Oc¢igledno je F maksimalno monotono preslikavanje. Neka je Yo = 0€F(0).

Definisimo okolinu W(0) sa

W(0) := (xeR: Ix| <1/2) .
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‘ Tadaje
(Wx=0) F(x) N W(0) = g,

pa preslikavanje F nije polu-neprekidno odozdo.

Veoma znacajna klasa maksimalno monotonih operatora se navodi u

slede¢em primeru.

Primer 1.3.2. Neka je :X—R, konveksna funkcija, pri ¢emu je X

Hilbertov prostor. Tada je 3f:X—PX, preslikavanje definisano sa
af(x):=(p € X:(WyeX) f(y) - f(x) 2 ¢y -x>)

maksimalno monoton operator. Ako je f jako (strogo) konveksna funkcija, onda

je of jako (strogo) monoton operator..-

Moze se postaviti pitanje da li je svako maksimalno monotono preslikavanje
subdiferencijal neke konveksne funkcije. U radu [31]R.T Rockafellar je dokazao
da za svako maksimalno monotono preslikavanje GR—PR, postoji konveksna
funkcija f:R—R za koju je 3f(x)=G(x), za x€Dom(G).

Da svako maksimalno monotono preslikavanje ne mora da bude
subdiferencijal konveksnog funkcionala pokazuje primer koji sledi.

Primer 1.3.3. ([25]) Neka je F: RZ—R2 vektorsko polje

F(x) = (x1.%5+8(x))), X = (x. %) ERZ.
Ovde je g=0 glatka funkcija jedne promenljive x; €R, takva da je
lg(t)) - g(ty)l € Ity- tyl, zasve t; t,ER.

Neka je dalje (,) oznaka za skalarni proizvod u R2. Iz sledeceg niza jednakosti i
nejednakosti

(F(x1)-F(x2),x1-x2) = ((x1,-x2 x1, -x2,+g(x!)-g(x2,)).(x}-x21 x1,-x%;) =
= lIx1-x2|I2+ (x1,-x2,)(g(g(x!))-g(x2})) 2 IxI-x2|12-|x1,-x2,| g (x] | )-g(x2{)] 2

> |Ix1-x2)12-(1/2)|x1,-x2,[2-(1/2)|g(x!)-g(xZ )2 2 (1/2)]Ix!-x2|2
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. sledi da je F monotono preslikafranje. Dokazimo sada da je preslikavanije F
maksimalne monotono. Oznaéimo sa i: R2—R2 identi¢ko preslikavanije.
Dokazacemo da je i+F preslikavanije na. Neka je (x,y)€R2. Tada (i+F )(x1,x2)=(x,y)
ako i samo ako je (2x1,2x2+g(x!))=(xy) tj. ako i samo ako je x!=x/2 i x2=(y-g(x1)/2.
Time je dokazano da je i+F na. Iz teoreme 1.3.1. sledi da je F maksimalno monoton.
Medjutim, F nije gradijent nijedne konveksne funkcije.((32]). B



II GLAVA

VARIJACIONE NEJEDNACINE

2.1. Formulacija problema. Primeri.

Neka je X Banahov prostor X* njemu dualan prostor, UCX konveksan,
zatvoren podskup prostora X, FX—PX*. Pod varijacionom nejednac¢inom VI(F,U),

podrazumeva se problem odredjivanja elementa u€X za koji je

u€U A (Wwel) F(u)v-u20.

Za element u€U se kaZe da je resenje varijacione nejednaéine VI(F,U) ako i
samo ako

(FIyeFu))(Wwel) y,v-u>20.

Sada ¢emo u obliku primera navesti neke probleme koji se mogu svestina

resavanje varijacionih nejednacdina.

Primer 2.1.1. (Komplementarni problem) Neka je R,n:= (x€R" : x;2 0,
i=1,...n),F:R,n —»R0  Treba odrediti x,&R? za koje je

X, € R, M AF(x,)ER, ™ A F(x,)xy> = 0.

Moze se dokazati (teorema 1.5.5.u [25]) da je x,&€ R," resenje navedenog
problema ako i samo ako je x, reenje sledece varijacione nejednacine

X, ER, N A (WyeR,?) F(x,)y-x,220.
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Primer 2.1.2. (Komplementarni problem sa viéeznaénim'p:eslikavahjem)
NekajeF:R,® —PRn . 7a x, se kaZe da je resenje komplementare:z problema sa

viseznacnom funkcijom F ako i samo ako vazi

X, ER,2 A ((IyeF(x,)) yER M A <y x> = 0).

Moze se pokazati da je x,&R," resenje navedenog problemz ako i samo ako

je resenje sledece varijacione nejednacine

XOGRtn A (VVE R’ﬂ) (F(XO)'V- xo) z 0

Primer 2.1.3. ([11]) Neka je X Banahov prostor, f-X—R, di’2rencijabilna
funkcija. Resavanje problema

ueX A (WveX) f(u) ¢ f(v),
dovodi nas do resavanja sledece jednacine u X*

f(u) =0. (1)
Ako se razmatra opstiji problem odredjivanja elementa u za koji je

uelU A (WvelU) f(u) < f(v), . : (2)

gde je UCX konveksan podskup prostoraX, (1) ne mora da vaZi >skazacemo da
iz (2) sledi

uE€U A (Wel) " (u)v-w 20, 3)
Stvarno, neka je §:[0,1]—R, definisana sa

®(t) = f(u+t(v-u))
Primetimo da u+t(v-u)eU, zau,veU, te[0.1] i da zbog diferzacijabilnosti
funkcije f vazi

®(t) - B(0) = tef*(u),v - u> + o(t).
Iz (2) sledida je

(Vte0,1]) €(0) < ().
Dakle,

0 < lim (@(t) - (0))/t = £ (u),v - w.
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Ako je f konveksna onda (3) karakteriSe tat e za koje vazi (2). Naime o(t)

je takodje konveksna pa vazii

B(1) 2 B(0) + 3(0) 1j.
f(v) 2 flu) + £ (u)v-us2 f(u),

4a sve vEU. B

Primer 2.1.4. Neka je X Hilbertov prostor 1 . X—R konveksna funkcija. .

Moze se pokazatida je u€X redenje problema min mizacije (2) ako i samo ako je

u€X resenje sledece varijacione nejednacine

ueU A (yvel) @f(u)v-uw 20

Primer 2.1.5. Neka je UCX zatvoren konv:ksan podskup Hilbertovog
prostora X ineka je ueX. Poznato je da postoji jez_.nstveno resenje w, sledeceg

problema minimizacije

min flu - vl = lw - ull
uelU

pri cemu je flufl = ((u,u))1/2  gde je (,) skalarni pr: zvod definisan na prostoru X.
Moze se pokazati ([11]) da je w resenje gornjeg problema ako i samo ako je
resenje varijacione nejednaline

weUA (Wwel)(w-uyv- w). > 0.8

Primer 2.1.6. (Beskoaliciona igra n iz-aca)({8]) Neka je dato n
funkcionala: f;(x{.%p....%X,). (%1%, %,), . £y (% 1-.x), x;€Q; (Q; su zatvoreni
konveksni podskupovi prostoraX;). Igra se sastoj: . tome da i-ti igrac bira takvu
strtegiju x; sa ciljem da smanji Sto je viSe moguce 7rednost funkcionala f;. Pod

ravnoteznom tackom igre n lica se podrazu=:va takav izbor strategija
(X% %% X, *) za koji je ispunjen sledeci uslov

(wiepi) fi(xl*,xz*,...,xn*) £ fi(xl* ..... Xi-l*'xi I._I*,...,Xn*), i=1,2,...n.
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Odredjivanje ravnotezne tacke se moze svesti na resavanje Varijacione
nejednacine VI(F,U). Neka je P = P(xPpx...xP, . Definisimo funkcional ®(wx) na

PxP nasledeéi nacin
n
B(wx) = T F Ry X0 Xy p Xy )
i=1

Lako se dokazuje da je x* ravnotezna tacka ako i samo ako je

(VweP) &(x* x*) ¢« &(w.x*).

U slu¢aju subdiferencijabilnosti funkcionala ¢(w,k), po prvom argumentu,
lako se moze dokazati da je x* reSenje varijacione nejednacine VI(e,d(w.x).P) B

Primer 2.1.7. (generalisane operatorske jednacine)([8]) Resavanije
- generalisane jednacine 0€F(u) saapriornim uslovom ueU, gde je F:X—PX*,
UCX zatvoren konveksa.n_ podskup Banahovog prostora X; mozZe se svesti na

re3avanje varijacione nejednacine VI(F,U). |l

.2.2.Egzistencija resenja varijacione nejednaéine

sa viSeznaénim operatorom

Uovom odeljku ¢emo razmatrati i formuljsati uslove pod kojima postoji
reSenje varijacione nejednacine VI(F:U). Pretpostavijamo da je bilinearna
forma <>XxX*—R ograni¢ena. Vazi

Lema2.2.1. NekajeX Hilbert.ov prostor, <> XxX—oR ogranitena bilinearna
forma. Tada postoji linearan ogranicen operator AX—X, takav da je

(VueX)(WeX) a,v> = (Au,v),

gde je (,): XxX—R skalarni proizvod na X.l§

Navescéemo sada prvu teoremu o egzistenciji resenja .
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’

Teorema 2.2.1. Neka je X Hilbertov prostor, g2UCX, konveksan

kompaktan podskup prostora X, F.X—PX viseznaéno preslikavanje polu-
neprekidno odozgo i UCintDom(F), F(u) je konveksan i kompaktan za svako

ueU. Tada varijaciona nejednacina VI(F,U) ima bar jedno resenje.

Dokaz: Uvedimo preslikavanje G:U—PX sa

G(u) :=u - A(F(u)),

gde je A:’X—X, linearan ogranicen operator, ¢ija egzistencija slediiz leme 2.2.1.
Iz leme 1.1.1. sledi da je G polu-neprekidna odozgo i da je za svako u€U, G(u)

konveksan kompaktan podskup prostoraX. Prema teoremi 1.2.2. sledi da za svako
>0 postoji lokalno Lipsicova funkcija g U—X (dakle neprekidna) takvada je

Graph(g, ) CGraph(G) + €B.

Neka je (e, ) pozitivan nula niz i neka je

fen(u):=Py(ge, (u))

Iz ¢injenice da su Py i g, neprekidna preslikavanja sledi da je
preslikavanje

f U—-U

€n -

takodje neprekidno. Posto je pored toga, U konveksan i kompaktan, prema
Sauderovoj teoremi, postojiu, & U tako daje

Uy = fen(uy) =Pylgen (ug)) € Py(Gluy) + €,B)) CPy(G(uy)) + €,4B.

Iz ¢injenice da je G(u) polu-neprekidno odozgo a Py neprekidno

preslikavanje sledi da je preslikavanje

H(u) = Py(G(u))

polu-neprekidno odozgo. Niz (u, ), dakle ima osobinu

u, € H(u,) + ¢,B. (4)
Zbog kompaktnosti skupa U moZemo smatrati da postoji u€U tako da je
limu,=u.

n— oo

Izleme 1.1.2.1(4) sledida je

u € H(u) =Py(G(u)) = Py(u - A(Fu)).

Iz poslednje relacije sledi da postoji y€F(u) tako da je
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u =Py(u - Ay),

. paje

(Wel) (uv-u) 2 (u-Ay,v-u) tj.
(¥vel) <y,v-u>2 0,

Sto po definicijiznaéidaje u reSenje varijacione nejednacine VI(F.U). I

Teorema 2.2.2. Neka je X Hilbertov prostor, UCX, U2g,konveksan i
kompaktan podskup prostora X, F.X—PX viseznaéno preshkavan]e polu-
neprekidno odozdo, UCintDom(F), za sve u€U, je F(u) kompaktan konveksan
pqdskup prostora X. Tada varijaciona nejednaéina VI(F,U) ima bar jedno resenje.

Dokaz: Neka je G(u) preslikavanje definisano kao u dokazu prethodne
teoreme. Posto su F(u), za svako ucU, kompaktni iz polu-neprekidnosti odozdo
preslikavanjaF sledi polu-neprekidnost odozdo u e-smijslu. Izleme 1.2.2. sledi da
je preslikavanje G polu-neprekidno odozdo. Pored toga G(u) je kompaktan i
konveksan skup za sve ueU, pa iz Teoreme 1.2.3. (RefCelina), sledi da
preslikavanje G ima neprekidnu selekciju g. Dakle postoji neprekidna funkcija
g:U—X, takva da je

(VueU) g(u)eG(u).

Definisimo funkciju f :X—X, sa

f(u) := Py(g(u)).

Iz neprekidnosti projektora i funkcije g sledi neprekidnost funkcije f.
Dakle, f:U—U, je neprekidno preslikavanje konveksnog, kompaktnog skupa U
u sam skup U, pa prema Sauderovoj teoremio f iksnoj ta¢ki, postoji u€U, takvo da
je

u = f(u) = Py(g(u)) € Py(gu)) € Py(G(u)) = Pylu - A(Fu)).

Iz poslednje relacije sledi da postoji y€F(u) tako da je
u-= Pu(u - AY)

Kao u dokazu prethodne teoreme dokazuje se da je u resenje varijacione
nejednacine VI(F,U).

Iz posledice 1.3.1. sledi jos jedan dovoljan uslov za egzistenciju res‘enja
varijacione nejednacine VI(F,U).
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Teorema 2.2.3. Neka je X Hilbertov prostor, ¢#UCX, konveksan i

kompaktan podskup X, F-X—PX maksimalno monotono videznaéno preslikavanje
polu-neprekidno odozdo, UCintDom(F). Tada varijaciona nejednacina VI(F,U)

imabar jedno redenje.

Dokaz: Iz Posledice 1.3.1. sledi da postoji neprekidna selekcija
preslikavanjaF. Sli¢no kao u dokazu prethodne teoreme se dokazuje da postojt

resenje varijacione nejednacine VI(F,U). -]

Da je kompaktnost skupa U bitna pretpostavka u prethodnim teoremama
pokazuje primer koji sledi .

Primer 2.2.1.({11]) Neka je X =R =U, F-R—(0,00), <x*,x > := x*x. Tada se

varijaciona nejednacina
uel A (Wwel) Fu)(v-u) 20,

svodi naF(u) =0, 3to nije ispunjeno niza jedan element uel. .

Dakle, u slu¢aju kada skup U nije ogranicen, da bi se obezbedila e gzistencija
resenja, potrebno je uvesti neku novu pretpostavku. Zbog toga ¢emo sledecom
definicijom uvesti pojam koercitivnosti preslikavanjaF.

Definicija 2.2.1. Neka je g2UCX, neogranicen konveksan podskup

Banahovog prostora X, X* dualan prostor prostoraX. Za preslikavanje FX—PX*
kaZzemo da je koercitivno na U ako i samo ako postoji v €U tako da

(3z,€F (v, ) )Wy EF (1)) v - Z5,u - v >/ llu - vl = +o0

zaueUi lull = +oo.
U slu¢aju kada U nije ograniéen, uz uslov da je F koercitivan vazi.

Teorema 2.2.4. Neka je X konaéno dimenzioni Hilbertov prostor, g=UCX
zatvoren konveksan podskup prostora X, F:X—PX, koercitivno preslikavanje za
koje je UCintDom(F), za svako u€U je F(u) konveksan, kompaktan podskup
prostora X i ispunjen je bar jedan od uslova:
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(A)F je polu-neprekidno odozgo.
(B)F je polu-neprekidno odozdo.

Tada varijaciona nejednacina VI(F,U) ima bar jedno resenje.

Dokaz: Neka je ug reSenje varijacione nejednacine VI(F,UNB[O.R]):

ueUNBIO.R] A (WweUNB[OR]) Fu)v-u20,

¢ija egzistencija sledi, pod uslovom (A) iz teoreme 22.1,apoduslovom (B) iz
teoreme 2.2.2.. Izaberimo R tako da bude R 2 fiv,ll, gde je v, iz definicije 2.2.1..

Tada je za svako y&F(up) ispunjeno

Y Vo UR> = ¥ ~ZUR - Vg > + &g Up - V> £

L=y - 25,up - v + iz llllug - v Il <

£ llug - voll( -y - 24up - Vo llug - vyl + liz,lh).

Ukoliko~ biza sve R >0 bilo [lugll =R, iz poslednje relacije bi sledilo da za
dovoljno veliko R vazi

(Vy€E€F(ug)) oy v, - up > <0,
Sto je u suprotnosti sa pretpostavkom da je u, reéenie varijacione nejednacine

'VI(F,UOBIO,R]). Dakle, postoji R0, za koje je lugll <R. Za svako u€U postoji >0
tako da up+e(v-up)eU. Iz ¢injenice da je up resenje varijacione nejednacine

VI(F,UNBI[OR]) sledi da je
(vwel) F(up),v-up> 20,

Stoznacida je up reSenje varijacione nejednacine VI(F,U). @

Za dalja razmatranja ¢e nam biti korisna lema koja sledi.

Lema 2.2.2.(Mintina lema) Neka je U2g zatvoren, konveksan podskup
Banahovog prostora X i F:U—PX*, preslikavanije koje je monotono i polu-
neprekidno odozdo. Tada

uel A (3yeF(u))(WelU) «y.v-u> 20 (5)
ako i samo ako

uel A (Wel)(WyeF(v)) «v.v-u> 2 0. - (8)
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Dokaz: Pretpostavimo da vaZi (5). Zbog monotonije preslikavanjaF je za
svako vel

(WyeF(v)(¥zeF(u)) cyv-uw 2 @v-w. (7)

Posto je u resenje varijacione nejednacine VI(F,U) (vazi(5)), sledi da postoji
neko z€F(u) za koje je

Mvel)av-w20

pa iz (7) sledi (6).

Pretpostavimo da vaZi (6). Ako se u (6), umesto v uvrsti u+(1/n)(v-u),
dobija se

ueUA (wel)WyeF(ur(1/n)(v-u)) cy.v-u>20. (8)

Za svako yE€F(u) postoji niz y, €F(u+(1/n)(v-u)) tako da y , —y (n—o), pa iz (8)
sledi

uelU A (WwelU)(VWyeF(u) qv-w 20,
a odatle

ueUA (3yeF(u))(wel) gv-w20,

Sto znacidaje u resenje varijacione nejednac¢ine VI(F,U) tj. vazi (5).

Teorema 2.2.5. Neka je U=g, zatvoren, konveksan podskup Hilbertovog
prostora X, F:X—PX, preslikavanje, koje je monotono, polu-neprekidno odozdo na
konaéno dimenzionim podprostorima prostora X, UCintDom(F), za sve u€U je
F(u) konveksan i zatvoren podskup prostoraX. Tada, ako je ispunjen bar jedan od

uslova
(A) Uje ogranicen,
(B) F je koercitivan,

varijaciona nejedna¢ina VI(F,U) ima bar jedno reSenje.

Dokaz: Pretpostavimo da vazi (A). Definisimo skupove C(v) sa
C(v) =(uel: (WyeF(u)) <y, v-u>20).

Ovako definisan skup C(v) je slabo zatvoren i ogranicen. Oznacimo skup svih
resenja varijacione nejednacine VI(F,U) sa Ux. Lako se moze uociti da je




Ux =N C(v)
vel

Iz pretpostavke da je Us =g sledida postoje vy, vy, ... v €U lako da je

C(v) N Cvp) N0 Clvy) = 6 | 4 (9)

Neka je X, podprostor prostoraX generisan vektorima V1. Vy, .., v,. Nekaje
1:X;—X, kanonicko ulaganje podprostora X; u X, pX—X,, preslikavanje

definisano sa

p(x) = Pg,x, x€X (ortogonalna projekcija).

Preslikavanje F|:X;—PX,, definisano sa
Fi(v) = p(F(i(v))),

je polu-neprekidno odozdo, Fi(v) je konveksan i kompaktan za sve velUnX,, pa
varijaciona nejednacina VI(F{,UNX;), prema teoremi 2.2.2. ima bar jedno

resenje u.Za resenje u vazi
u & Clv) NC(vy) N..NClv,)

Sto je u suprotnostisa (9). Prema tome

NC(v)=g
velU

odakle i iz leme 2.2.2. sledi da varijaciona nejednacina VI(F,U) ima bar jedno

resenje.

Pretpostavimo da je ispunjen uslov (B). Tada se sli¢no kao u dokazq teoreme

2.2.4. moze dokazati da varijaciona nejednacina VI(F,U) ima bar jedno resenje.

Naime ozna¢imo sa ug resenje varijacione nejednacine VI(F,UNB[O R]):

u€UNBIOR] A (¥veUNBIO.R]) F(u).v-us 3 0,

Cija egzistencija sledi, iz dokazanog dela teoreme (A) . Izaberimo R tako da bude R
2 lIvoll. gde je v, iz definicije 2.2.1..Tada je za svako y€&F(uy) ispunjeno

Y Vo mUR> = ~<¥ - Zo,Up = Vo > + g Ug - V> £

L=<y - z5.up - Vo> + lizglllug - v, il <

£ "uR - Vo"( '<Y - ZD'UR - Vo>/"UR - VD" + "Zo")
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Ukoliko bi za sve R >0 bilo llugll = R, iz poslednje relacije bi sledilo da za
dovoljno veliko R vaZi | '

(Vy€eF(ug)) <y v -up><0,
$to je u suprolnosti sa pretpostavkom da je uy resenje varijacione nejednacine

VI(F,UNBIOR]). Dakle, postoji R°0, 2a koje je llugll <R.Za svako ueU postoji >0
tako da ug+e(v-up)€U. Iz Einjenice da je up resenje varijacione nejednacine

VI(F,UNB[OR]}) sledi da je
(¢wel) Elup).v-up>20,

sto zna¢i da je uy redenje varijacione nejednatine VI(E,U). B

Ako je F o-selektibilno viSeznaéno preslikavanje onda iz leme 1.2.1. i
teoreme 1.2.4. sledi sledece tvrdjenje o egzistenciji reSenja varijacione
nejednacine VI(F,U).

Posledica 2.2.1. Neka je X Hilbertov prostor, g=UCX konveksan i
kompaktan, F:U—PU o-selektibilno preslikavanje koje zadovoljava uslove leme

12.1.Tada varijaciona nejednaéina VI(F,U) ima bar jedno resenje.

Dokaz: Iz leme 1.2.1. sledi da je preslikavanje H:-U—PU definisano sa

H(u) :=Py(u-A(F(u))),

gde je A operator ¢ija egzistencija sledi iz leme 22.1., o-selektibilno. Iz teoreme
124 sledida preslikavanje Hima nepokretnu tacku u tj. da je ueH(u) za neko
ueU Sliéno kao u dokazu teoreme 2.2,1, se dokazuje da je u reidenje varijacione
nejednacine VI(F,U). B

Iz leme 2.2.2., neposredno sledi

Posledica 2.2.2. Ako su ispunjeniuslovi leme 2.2.2., onda je skup resenja
varijacione nejednacine VI(F,U), koji ¢cemo oznacdavati sa U=, konveksan, slabo

zatvoren podskup skupa U. [

Dovoljni uslovi za jedinstvenost resenja navode se u sledecem tvrdjenju.
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Teorema 2.2.6. Ako je UCX, konveksan zatvoren podskup Bahahovog

prostora X, F:U—PX* strogo monotono skupovno preslikavanje, onda varijaciona
nejednacina VI(F,U) ne moze imati vise od jednog resenja.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da varijaciona nejedna.‘éina VI(F,U) ima
dva razli¢ita resenjau, i u,. Tada je

u1€U A (ByeF(up))vvel) g.v-up 20,
' u,€U A (3z€F(u,))(Wvel) v - up 2 0.
Ako se u prvu relaciju uvrsti V=Up, U drugu v=u,, posle sabiranja se dobija

(3y€F(u,))(BZEF(u2)) Z-yup-uy20.

Sto je u suprotnosti sa ¢injenicom da je F strogo monotono preslikavanje.

2.3. Brauer-Tihonova aproksimacija redenja

U ovom odeljku se razmatra aprokéimacija redenja varijacione
nejednacine VI(F,U) nizom redenja nekih pomoénih varijacionih nejednacina.
Ovakav nacin aproksimacije reSenja za probleme minimizacije prvi je uveo
ANTihonov. Analogan, o pstiji fezultat koji se odnosi na aproksimaciju resen ja
varijacione nejednacine sa jednoznaénim operatorom, dokazao je Brauer u radu
(10].

Teorema 2.3.1. Neka je X refleksivan Banahov prostor, F.X—PX*,
preslikavanje koje je monotono i polu-neprekidno odozdo. Dalje neka je-
M:X—X*, jako monotono preslikavanje sa osobinama: M je polu-neprekidno

odozdo i preslikava ogranicene podskupove u ogranitene. Tada varijaciona -
nejednacina VI(F.,U):

u€elUA (Wel) Flu)v-uw 20,

gde je €30, F(u):sF(u)+eM(u), UCDom(F)NDom(M), zatvoren konveksan podskup
prostora X, ima jedinstveno reSenje ug iiz e—0+ sledi da Ug—ru*, gde je u*

redenje varijacione nejednacine
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uels A(wels) Mu)v-uw20.

Dokaz: Iz jake monotonosti M i monotonosti I sledi jaka monotonost
preslikavanjaFe za €>0. Iz teoreme 2.2.5. sledi da postoji bar jedno resenje

varijacione nejednacine VI(F¢,U). Zbog stroge monotonosti preslikavanja Fe to
resenje je jedinstveno.Oznaéimo to jedinstveno resenje sa ue. DokaZimo sada da
iz e—0+, sledi u¢—u*. OperatoriF i F¢ su viseznaéni. Dalje ¢emo sa F(u) (Fe(u))
oznacavati proizvoljne elemente skupova F(u) (F¢(u)), ako to nije drugacije

naglaseno. Neka je weUsx. Tada vazi
Fo(w)-eMW)u,-wr20 A Felug)w-u.220,
odakle sabiranjem sledi
Felw)-Fclue) - eMw)ug-w>20,
odnosno
F(w)-Flug)ue-w>+ eM(w) - M(ug)ue - w> - eM(w)ug-w>20,
.
Flug) - F(w)ue - w>+ eM(ug) - Mw)ug -w> < eM(w),w-ug
Iz monotonosti preslikavanjaF sledi da je

mllue - wliZ2 £ M(ug) - M(w),ue - w> < M(w)w-uge. (17)

Posto M preslikava ograni¢ene podskupove u ogranicene bice za neko
- C,€R, IM(W)|I<C,. Prema tome iz (17) sledi

mllug - wli2 ¢ Collug-wl,
tj.
lug - wll < C,/m.

Dakle ue, gde e—0+, je uniformno ograniceno, pa zbog toga moZemo
smatrati da postoji u, takvo da ue slabo konvergira ka u, kada e—0+. Dokazimo
dau,€Ux. Izleme 2.2.2 sledi

(wWwel)(WyeF(v)+eM(v)) g, v-ue 20,

odnosno
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(Wel)(Vy €F(v)) <y +eM(v),v - ue> 2 0, j.

(WEUNWY (€F(V)) 1.7 - ug> + eM¥)v - ug> 2.0,

Zbog toga $to M preslikava ogranicene podskupove u ogranicene drugi
sabirak u poslednjoj relaciji tezi 0, kada e—0+. Tada iz slabe konvergencije u,

ka u, sledi

(Wvel)(Vy,eF(v)) <y, v-u,» 20,
Sto znacida je (sledi iz leme 2.2.2.)
(WweU=) F(u, ).v-u,>20,
odnosno dau, €Ux.
Oznacimo sa u* resenje varijacione nejednacine VI(M,Ux). Tada vazi
(Wwel=) M(u*),v - u*»20,
Kada se u (17) w zamenisa u* dobija se
mllue- u*l12 ¢ M(ug) - M(u*)ug, - U*> € M(u*)u* - ugp (18)
.
mllug - u*iZ2 < Mu*),u* -ugp + M(u*)u, - up .

U poslednjoj nejednakosti prvi sabirak je manjiili jednak od nule(jer je u*
resenje varijacione nejednaéine VI(M,Ux)), a drugi tezi 0 (zbog slabe
konvergencije ug ka uo ) pasledi da [lug - u*|—0(e—0+) tj. ue—u*(e—0+). M

Zaoperator M, u sluéaju kada je X Hilbertov prostor, moZe se izabrati da je
M(u)=u.Tada je m=1. U teoremi koja sledi bi¢e dokazano da niz tacaka generisan
algoritmom

Up.1€PY (UL~ (Flupy )+ €,u,)) - (19)

konvergira, pod odredjenim pretpostavkama, ka reSenju varijacione
nejednacine VI(F,U).

Teorema 2.3.2. Neka je X Hilbertov prostor, F:X —PX preslikavanje koje je
monotono, polu-neprekidno odozdo izadovoljava uslov

(VueU)(3yeF(u)) llyll <« L(L + flul). (20)
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Dalje, neka je U ograniéen, zatvoren, konveksan podskup prostora X,
UCDom(F) i Us 2¢. Neka su () i(e,) realni nizovi koji ispunjavaju uslove:

%, 0, €520, Zoxy€y divergira, €n—0, =0, o =0(€y), Zec,Zkonvergira.

Tada niz tacaka generisanih algoritmom (19) konvergira, u normi prostora

X, karesenju varijacione nejednaéine VI(F,U) sa najmanjom normom.

Doka%: Oznaéimo sa ug, redenje varijacione nejednacine
uel A (Wvel) Flu)requv-w 20,

¢ija egzistencija i jedinstvenost sledi iz teoreme 2.3.1. Primetimo da je resenje
varijacione nejednacine VI(M,U«), za M(u)=u, element skupa U« sa najmanjom

normom. Neka je (u,) niz generisan algoritmom (19). Vazi
Mup.r- Uenodl € Mupey- Uenll + Mueq - Uen. fl- 1)
Zbog jake monotonosti preslikavanjaF¢, je
(VY EF ¢ (Uen. ) (VZEF ¢n(Uen)) Z- Ylen - Uenop 2 Exlluen = Uen 1. (22)

Iz ¢injenice da je ug, resenje varijacione nejednacine VI(Fe, ,U), sledida
postoji z, €F ¢, (ue, ) tako da je

(WveEU) <z, v - Ugy> 2 0. (23)

Iz (22) i (23) sledi |

(VY EF cn(Uens)) €nlluen - Uen. fIZ £ V.Ueno1- Uen> £

£ <Y - Zn,pUene1™ Yen? (24)
gde je 2, ,1€F en. 1(Uen. P Za koji je

(Wwe&lU) <z,,1.V-Uegn.p 20.

Primetimo da je Z.1=Zn. 1 *€n+ (Uen-1 28 neko z, 1 * €F(Uen.p); kao i da je
yE€F ¢y (Uen.y) 0blika y=y ., (*+€nUen.1 22 neko yo.1* €F(ueq.y).
1z (24)za Yp.o1*=Zn.* (4. Y=Zp. " *€pUen. 1) sledida je

€nlluen - uﬁnol"2 < (€y - €n4P UenstUen+1~ Yen® £ Colen - €n.Plluey, - Uen.l .

gde je llue,.l ¢ Cy (n€N), odakle je
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luen - ueq fl ¢ Cyle, - € p/€p - (25)
Dalje je za sve yeF(u,),
lugy - uy, 12 = IIPU(pn—«n(fen(un)) - Pylugy 2 <
< llug - Ueq - o (yrequy)lI2 =
=llup - ugy 2 - 20 <y +enun:i1n T Uen>* o 2lly fenﬁnﬂz. (26)
Takodje je
(Vy€F(uy))(VzeF(u,,)) <y *€aUn Up - Ugy> = Z +E U, U - Q€n> -
T Zt€qUen - (Y €U ) Uy - U= @ +€pUgn Uy = Ugp? +
* Y - Z .Uy - Uy ¢+ Epllug - ug, N2 (27)
Neka jez,&€F(ug, ), tako da <, +equey .Uy - Uen> 2 0.12(27), za 2=z, sledi
(Vy€F(u,)) o +€qup,up - ugy> 2 €gllug - ug 2 | _ (28)
Dalje, iz uslova (20) sledi
(IyeF(uy)) Iy +equq iz < Uyl + lleyuy )2 <
< (LAL+ fupl) + epllugD2 < C5(1 + flugl)2 (29)
Lo lugll < T+ fluy - ueqpll + ugn I < uy - ugpll + C, + 1,

odakle posle kvadriranja sledi
(1 + JluyD? < (llug - ugnll + C, + 1)2 =
=lluy - uen 2+ (Co + 1D2 + 2(Cy + Dllug-ue i<
My - uea 12+ (Co+ 12+ (lluy - uegl + 1)(C, +1) =
=Cslluy - ue, 12 + Cy. - (30)
1z (25), (26), (27), (28), (29) i (30) sledi
Tup. 1~ Ueall? < llug - uenliZ(1 - oxye, + <, 2C5) + Cyex, 2, tj.

lug.1- Uenll < (lluy - ug I2(1 - Xp€nt p2C3) + Coox,2)1/2,
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Prema tome za niz b =lluy, - ue, Il vazi

0 ¢ by, 2 <by2(1-s,)+dy.
pricemu je
lim s, = lim (ecy€n - ®,2C3) = 0, lim (dy/s,) = lim (Cge¢y?/ (o€ + p2C3)) = 0.

Prema lemi2.3.4. ([44])) sledi da je

lim Jug - Uggll = lim b,=0.

n—=—»oo n— o

Zbog
llug - uall € lug - ueall + llugq - uadl,

i llug, - usll =0 (e,—0), gde je ux resenje varijacione nejednaciune VI(F,U) sa
minimalnom normom. Prema tome, niz (u,) generisan algoritmom (19)
konvergira kau«. i

2.4. Varijacione nejednatine sa parametrom.

NekasuXiY Banahovi prostori. Razmotrimo varijacionu nejednacinu
VI(F,,U(A)), gde je A€ACY, parametar od koga zavise operator F i skup

dopustivih tacaka U. Oznacimo sa U«(A) skup resenja varijacione nejednacine

VI(F,,U(A)). Usledecoj teoremi se navodi jedna osobina skupa Ux(}).

Teorema 2.4.1. Nekasu XiY Banahovi prostori, ACY kompaktan podskup
prostora Y, U(A) neprazan podskup prostora X, F,:-U(A)—PX* viseznacno

preslikavanje polu-neprekidno odozgo po u€U(R) iA€A. Pored toga
pretpostavimo da je F(u) kompaktan za svako u€U(A) ,A* €intA , da je u)

preslikavanje neprekidno u tackiA=A* i postoji okolina W(r*)za koju je
(VAe W) U« (R)=g.

Tada je preslikavanje Ux()) polu-neprekidno odozgo u tacki A=A*.
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- Dokaz: Neka je (L) niz elemenata skupa A, takav da Ay —A*(k—o0) i neka je

. (up) nizelemenata skupa X, za koji je U €Ux(Ay). 1z Us(A)CUL, ) sledi da je

u, €U(A). Pored toga, zbog polu-neprekidnosti odozgo, preslikavanja U i
kompaktnosti skupa A sledi da je U(A) kompaktan skup. Prema tome, moZzemo
smatrati da postoji u€U(A) tako da ug—u (k—00). Iz polu-neprekidnosti odozgo
preslikavanja UzaA-1*, sledi da ucU()A*) tj. da je u dopustiva tackaza
varijacionu nejednacinu VI(F3,,U(A*)). Iz polu-neprekidnosti odozdo

preslikavanja Uza A=A* sledi

(WeUM™)) postoji niz (v, ) takav da v, €U, ) i lim v, = v

k— o

Takodje za sve keN vazi

(VUkEU(lk))(aykeFlk(Uk)) V. Vg - Ug>2 0.

Iz polu-neprekidnosti odozgo viseznaénog preslikavan jaF i kompaktnosti
skupova A i U(A) sledi da je FA(U(A)) kompaktan skup. Zbog toga moZemo

smatrati da postoji y tako da y, —y (k—soo), pa zbog polu-neprekidnosti odozgo
preslikavanjaF iy, €F;,(u,) sledi yEF)«(u).Zbog ograniéenosti bilinearne
forme <> je v, v - u> 2 0 za svako veU(L*), tj. ueU=(A*), 3to znaéi da je
preslikavanje Ux:A—PX polu-neprekidno odozgou A*. W '

Iz navedene teoreme, u sluéaju kada varijaciona nejednacina ima

jedinstveno resenje sledi posledica.

Posledica 2.4.1. Nekasu U,F, A, X, Y, A* kao u teoremi 2.4.1.1ineka
varijaciona nejednaéina VI(Fy ,U(X)) ima za svako A€A jedinstveno resenje

u*(X).Tada je funkcijau* A% neprekidnau A*.

Dokaz: Neka je (A,) niz elemenata skupa A, takav da Ay —A* (k—0). Iz
teoreme 2.4.1. sledi da je Ux()) polu-neprekidno odozgo u A*, pazbog
jedinstvenosti resenja varijacione nejednacine sledi da u* (Ag)—u*(A* ) (k—so0).
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IITGLAVA

VARIJACIONE NEJEDNACINE SA OGRANICEN]JIMA
3.1. Karakterizacija reSenja

Definicija 3.1.1. Neka su X, Y Banahovi prostori, SCY je zatvoren,

konveksan konus. Za preslikavanje g X—Y se kaZe da je S-konveksno ako i samo
ako za sve O«x<l iuu,€X, vazi

xg(uy) + (1-x)glu,) - glecu; +(1-x)uy) € S. (1)

Definicija 3.1.2. Neka je X Banahov prostor, UCX konveksan podskup
prostoraX. Zatacku z se kaze da je radijalna ta¢ka skupa U ako i samo ako

(WvweU)(3«x>0) tako da duz [z,z-x(w-2)]. C U.

Primetimo da ova osobina ne zavisi od norme prostora X. Ako U ima
nepraznu relativnu unutradnjost riU, u odnosu na neku normu prostora X, onda
Uima radijalnih tacaka.

Neka je Z Banahov prostor, b€Z i AX—Z linearan neprekidan operator.
Definisimo skupove U; i U, nasledecinacdin

U,=(ueX:-g(u)es), U,=(u€X:Au=b),

gde je S zatvoren, konveksan konus u prostoru Y sa nepreznom unutradnjoscu i

preslikavanje g X—Y je neprekidno i S-konveksno.
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Neka je U=U,nU,, V-U,NU,, pm ¢emu je U, CX konveksan skup.
Razmatracemo sledece dve varijacione nejednacine

uel A (Wvel) Fu)v-w20 (2)
ueV A (VveV) E(u),v-u 2 0. : (3)

Pretpostavimo da skupovi UiV imaju radijalnih tacaka. Ozna(:imo sa Hskup

generatornih elemenata za S*; tj. HCS* i S* je zatvorenje
skupa (xh:x€R, Ah&coH), gde je sa coH konveksni omota¢ elemenata skupa H.

Zavarijacionu nejednaé¢inu (2) vazi

-g(u) € S ako i samo ako (YqeH) «q.g(u)> < 0.

Definisimo skupové H_iH naslede¢i nacin

H.:=(qeH:(VueU)q.g(u)>=0) i H.=H\H,_.

Neka je P slabo™ kompaktan podskup H takav da 0gcoP. Uvedimo skup A
nasledec¢i nacin

A = A(P) = (uel, : (WVqeH\P) «q,g(u)> < 0).

Neka je K =P*- 1z ¢injenice da je PCHCS* idaje S zatvoren konveksan
konus, sledi da je KOS, i K*=cone(clcoP). Za u€U, definisimo T(u,P) kao
zatvorenje konusa cone(A(P)),. Podto je intS=#g ako i samo ako je skup
generatornih elemenata konusa $* konveksan slabo* kompaktan skup H, za koji
0&H, sledi da je intK=g. Iz Banach-Steinhausove teoreme, PCH je slabo*
kompaktan ako i samo ako je P slabo* zatvoren ograni¢en u smislu norme
prostora X*. Oznaéimo_sa K* zatvoren konvgksan konus generisan sa P.

Sledeca lema se odnosi na strukturu skupa H.

Lema 3.1.1. Neka u, veU, pri ¢emu je u=v; dalje neka je H skup
generatornih elemenata za S*. Tada je H unija disjunktnih konveksnih
podskupova H YU and H_V-u, gde je

HYv :=(qeH: (Vxe&(0,1)) <q.g(u+x(v-u)><0) (4)

H_V-u.:={qeH: (Vxe(0,1)) <q,g(u+(v-u)> =<q,g(u)> = 0) (5)
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!

Takodje vazZe sledeca tvrdjenja

(vred,(«q.glu))) wv-u <0, 2;,a qeH YV i «q.g(u) =0 R (6)
(Vreo,(«q.g(ud)) wv-u>=0,2a qeH. vV i «q.glu)=0. (7)
Specijalno, ako postoji (gg)(u;d) onda je |
(qg)(uv-u)<0,zaqeHYY i «qglu)=01i

(qg)(u;v-u)=0,2aqeH. VY i «q.g(u) =0.

Ako je. pored toga v radijalna tacka skupa U, onda H."™ M i HYU-H

Tvrdjenje, ekvivalentno navedenoj lemi je dokazano u radu [15], u kome je

razmatrana vektorska optimizacija uz konusno i o peratorsko ogranicenje.

U radu [7] . je razmatrana varijaciona nejednacina VI(F.,U), za
U=(uel,:g;(u)<0,i=1,..n), pricemu je U, konveksan podskup prostoraX, g; X—R

su konveksne funkcije, i F monotono viseznalno preslikavanje. Varijacionoj

nejednacini VI(F,U) je pridruZen sledeci sistem varijacionih nejednacina
(u,p)€U,XR, 2 A (W(v.q) €U, xR, 2 )(F(u)+d (pg)u) v-ur20 A
A «g(u),q-p>20).

U radu [7], uz pretpostavku da vazi Slejterov uslov, dokazano je, da je u
resenje varijacione nejednacine VI(F,U) ako i samo ako postoji p€R, 0 takvo da

je (u,p) resenje navedenog sistema varijacionih nejednacina.

Varijacionoj nejednaéini (2) pridruzicemo slede¢i sistem varijacionih
nejednacina

(WN)EAXK* A (W(v,n)EAXK* YA F(u)+d,(Ag)(u).v-u20 A

A <pu-A,-g(u)»20) (8)

U sledec¢oj teoremi se daje karakterizacija resenja varijacione nejednacine
VI(F,U).
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Teorema 3.1.1. Neka je F-X—PX* viseznacno preslikdvanje Banahovog

prostoraX u njemu dualan prostor X*, SCY zatvoren konVeksaz_l telesni konusu
- Banahovom prostoru Y. Neka je UoCX konveksan podskup prostora X i U={u €l,:-

g(u)€ES), pri cemu je g X—Y, S-konvekna funkcija, za koju postoji (qg)‘(u:d), za
qE€Piogranicen je na{deX:|dll<1). Tada :

(a) Ako je uredjen par (u,\) reSenje sistema varijacionih nejedna¢ina (8),
za neko A>0 onda je u resenje varijacione nejednacine (2). Ako jeu redenje

varijacione nejednacine (2) onda postoje Ao20, A€EK*, ne istovremeno jednaki

nuli, tako da je uredjen par (u,\) redenje sistema varijdcionih nejednacina (8).

(b) Ako skup U sadrzi radijalnu tacku =u. i ako je u resenje varijacione

nejednacine (2), onda postoji A€K* tako da uredjen par (u,\) bude reSenje
sistema varijacionih nejednacina (8), za No=1.

- Dokaz: (a) Iz definicije skupova K i A, sledi da je
uelU A :g(u)ES ako isamo akou€A A -g(u)ek. (9)

Pretpostavimo da je (u,\) resenje sistema (8), za A0 . Iz (8), tada sledi da
vazi

(VueK*) qu.glu)> < n,glu)s.

Ukoliko bi bilo <A\,g(u)>>0, za p=2AekK* relacija (8) ne bila zadovoljena.
Ukoliko bi bilo <A\,g(u)><0, za p=0 5K * relacija (8) ne bi vaZila. Prema tome je

<A.g(u)>=0. Iz S-konveksnosti preslikavanja g i A€K* sledi da je funkcija
Ag:U,—R konveksna, pa je relacija

- (Vredylng(u)))<r,v-u> << glv)r - xglu)> < 0, - -~ (10)
tacna za svakove U. '

1z (8) sledi da je (WueK* )u,g(u)><0, odakle sledi -g(u)eK. 1z (8), (9) i (10)
sledida je u resenje varijacione nejednacine (2).

Pretpostavimo da je u€U resenje varijacione nejednacine (2). Tada postoji
r&€F(u) tako da vazi

(MvelU) «r,v-u> 2 0.
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I3

Definisimo neprekidno linearno preslikavanje f:Y—»C(P) nasledeci nacin

(wyeY)WqeP)f(y)(q) = qly).

Neprekidnost sledi iz slabe* kompaktinosti P. Oznacimo sa ] konus
nenegativnih funkcija iz C(P). Pored toga v€U ako i samo ako

ven A -g(v)EK tj. ako i samo ako veA A -(fg)(v)E].

Prema tome ne posloji vEA, za koje vaZzi
av-w<0 A -(fg)v) e ]

Prema teoremi2 u [13]iteoremi2.5.1. u [14] sledi da postoji A\ 20 i pE]*

koji nisu istovremeno jednaki nuli i za koje vazi

(WveEA) Agr.v-us + p(fg)(v) 20, (11)

7a v=u dobija se p(fg)(u) 2 0. Neka je pf=A. Tada A€EK*CS*, pa sledida je
<Ag(u)»=0.Toznacidaje

(WveEA) A r.v-us + A g(v) 2 AAglu),
odakle sledi da postoji p€0,(Ag)(u) za koje je je
(WveEA) A repv-u> 20 (12)

(b) Egzistencija A\,20, A€K*, ne istovremeno jednakih nuli, sledi iz (a).
Pretpostavimo da je A,=0; tada p=0. Neka je v€U radijalna tacka skupa U razlicita

od u, ¢ija egzistencija sledi iz pretpostavkiteoreme. Iz kompaktnosti P sledi da se
pEC(P)* moze predstaviti (regularnom) Radonovom merom w na P, odnosno da
je

(vyeCP)) py = wadoo.

Iz p(J)CR,, sledi da je w nenegativna mera. Posto je <A,g(u)>=0 vazice
pfeq.g(u)>dw=0. Iz <q.g(u)>¢0i w20, w se moze posmatrati samo na
0,={q€Q:<q.g(u)>=0) (jer je mera razlike skupova Pi P, jednaka nuli). Ali p=0,
w=0, pa iz regularnosti mere w, sledi da je w(A)>0 za neki kompaktan skup ACP,
Prema lemi3.1.1. jeza q€A, ¥(q)=(qg)‘(u;v-u) <0, pasledida je

(Ag) (u;v-u) = py¥ =P,deoo =pI(fg)'(u;v-u)doo =pf(qg)(uv-u)dw =

=pj\{/(Q)dw <0.
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Prematome vaZi
(Vreo,(Ag)(u)) «r,v-ur<0,

Sto je u suprotnostisa (12) za \,=0. Prema tome A,#0 pa moZemo smatrati da je
No=1.1z 1z <\,g(u)>=0 sledi da je

(VueK*)e-glu),u-n>20,

odnosno da je uredjen par (u,\) reSenje sistema (8), za A,=1. 1

Prva nejednakost u (8) (za \,=1), je ekvivalentna sa

0 € F(u) + 3,(Ag)(u) - (u,P)* | (13)

Otuda sledi

Posledica 3.1.1. Pretpostavimo da su ispunjeni uslovi teoreme 3.1.1.(b).
Tada je u reSenje varijacione nejednaéine (2) ako i samo ako postoji AEK* za
koje je ;

0 € F(u)+d,(Ag)(u)-TI(u,P)* A (WueK*)u-A,-g(u)20 B (14)

Razmotrimo, sada, vezu izmedj'u teoreme 3.1.1. i rezultata u [7]. Veza izmedju
navedenih tvrdjenja se moze formulisati na slede¢i naéin.

Posledica 3.1.2. Neka je u varijacionoj nejednacini VI(F.U)F viseznaeni
operator i

U={u€lU,:g;(u)<0,i=1,...n),

pricemu je U, konveksan podskup Banahovog prostoraX, g; X—R su konveksne

ineprekidne funkcije. Ako je uredjen par (u,p) resenje sistema varijacionih
nejednacina

(u.p)EU,XR, 2 A (W(v,q)EULXR,2)(<F(u)+d,(pg)u),v-u>20 A

A <-g(u),q-p>20),
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*onda je u redenje varijacione nejednacine VI(F,U). Ako je za skup U ispunjen
Slejterov uslov (tj.za svako pER,®, p=0, postoji u€U, tako da je ¢p.g(u)>0) onda

vazi i obratno tvrdjenje, tj. ako je u reSenje varijacione neje'dnaéine VI(E,U),
onda postoji pER,", tako da je uredjen par (u,p) resenje prethodnog sistema

varijacionih nejednacina.

Dokaz: Nekaje Y =Rn, § =R.n Tadaje S* =R,2. Skup U se moZe opisati
preko konusnog ogranicenja, na slede¢i nacin:

U=(uel,-g(u)es),

pri ¢emu je S-konveksna funkcija g:X—Y, definisana sa g(u)=(g(u)....g,(uv)).

Tada je za skup generatornih elemenata H, konusa $*, moguce izabrati sledeci
skup: H = (e;: i=1,2,....n), gde je e; vektor, ¢Cije su sve komponente osim 1-te
jednake 0, a i-ta komponenta je jednaka 1. Primetimo da ovako formulisan

problem zadovoljava.uslove teoreme 3.1.1 (b) ida je u sluéaju, kada je zadovoljen
Slejterov uslov H = H,, H_ = g. Izaberimo skup P iz teoreme 3.1.1.takodajeP=H,.

U tom je slu¢aju K=P*<H*=S,K*=S*-R,n , A=U, pa sledi tvrdjenje teoreme.

Prethodni rezultat izloZen u teoremi 3.1.1. se moZe prosiriti na varijacionu
nejednacinu VI(F,V) tj na problem (3).

Teorema 3.1.2. Pretpostavimo da F, g, S zadovoljavaju uslove teoreme
3.1.1.(b) Dalje neka su X i Z Banahovi prostori i A(X)=Z. Tada je u za koje vazii-
g(u)ES, Au=b, resenje varijacione nejednacine (3), ako i samo ako postoje
AEK* i g€Z* za koje je

(V(v.p)€AXK*)EF(u)+d,(Ag)(u)-agA.v-u20 A g(u).u-A>20 15) - -

Dokaz: Oznacimo sa W jezgro operatora A. Primenimo teoremu 3.1.1. pri

ogranicenju ve€u+W. Pretpostavimo da je u reSenje varijacione nejednacine (3).
Prema posledici 3.1.1 sledi daza neko v&€F(u)+3,(Ag)(u)-T(u)* vazi veEWL, gde

je sa WL oznacen podprostor prostoraX* na kome se anuliraju svielementi W CX.
Medjutim, A(X)=Z, (Aw=0=<v,w>=0) ako i samo ako v=0A za neko c&€Z* (teorema
22ul(ll]). Prematome, vaZi

0 € F(u)+3,(Ag)(u)-vA-TI(u,P)* A (VpeK*)q-A-gu) 20 (16)

Dalje iz (16) sledi (15).
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Pretpostavimo sada-da postoje A€K* i veZ*, za koje vaii (16).Sli¢no kaou
.dokazu teoreme 3.1.1. dokazuje se da je<h,g(u)>=0, -g(u)€K, odakle sledi da jeu
dopustiva tacka. Iz (195) sledi

(un)eaxk* A (V(v.u)€AxK* )F(u)+d,(Ag)(u),v-u>20 A
A <p-A,-g(u)>20. (17)

Kao u dokazu teoreme 3.1.1, dokazuje se da iz (17) sledi (3) . Dakle, u je
resenje varijacione nejednacine (3). B

3.2. Aproksiniacija reSenja

Neka su X, Y Hilbertovi prostori, U,CX zatvoren konveksan podskup
prostoraXi

U=(uel,-glu)es ),
Neka je dalje F:U—PX skupovno preslikavanje. Ra;motrimo sadau nekim

specijalnim slu¢ajevima neke mogucnosti za numeriéko resavanje varijacione
nejednacine VI(F,U):

uelU A (Wvel) F(u),v-u>2 0. (18)

Uteoremi 3.1.1. je dokazano da je navedena varijaciona nejednacina, pod
odr edjenun uslovima, ekvwalentna sistemu (8) (Za Ao I) Oznacnno sa <I>(u 7\)

operator 31stema varuacmmh ne jednaéma (8) t;

B(uN) = (F(u)+ 2, (Ag)(W)-g(w)),

U tvrdjenju koje sledi navodi se jedna osobina tog operatora.

Lema 3.2.1. Ako je operator F varijacione nejednacine (18) monoton, onda
je operator sistema (8) (za A,=1), (u,\), takodje monoton.
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Dokaz: $(u,A)=(F(u)+d,(Ng)(u),-g(u)). Vaii
Dy )-Oluy ) (up AD-(ug A = Fluy)Flug) s uz>
+ Ag.glu ) - Ay glug) - ‘bu(ng)(uZ),UrUz”‘7\1'8(‘12))
- ;7\1,g(u,)> - Qy(Ng)up)up-up 20,
zbog monotonosti operatora F i konveksnosti preslikavanja Ag: U,—R. B

72 Y=R1iS=R,,S-konveksnost se svodi na uobi¢ajenu konveksnost.

Lema 3.2.2. Neka je F:U,—X monotono hemi-neprekidno preslikavanje,
pricemu je U, zatvoren, konveksan podskup Hilbertovog prostora X, inekaje
g:U,—YS-konveksno preslikavanje skupa U, u Banahov prostor Y, koje ima

hemi-neprekidan izvod. Tada je ®(u,\) takodje hemi-neprekidan.

Dokaz: Pretpostavimo da p€l[0,1]. Iz hemi-neprekidnosti preslikavanjaF,
g.g sledida je preslikavanje

p = <«d(urpv A+pp).(w,w) = «(Flu+pv)+(A+pplg (u+pv),-g(u+pv)).(w.w)
= Flu+rpv),w>+ Ag(u+pv),w> + pcug(u+pv),w> - glu+pv),w>,

neprekidno za sve weX, i weX*. =

Koristec¢i rezultate iz [4,5, 6, 7] moZe se pokazati da niz tacaka generisanih
algoritmom

Ug.p = Palup-o<q (F(up)+3,(An8)(Up)+ €qUp)), (19)
Moo= POy (8(00)- €M), ‘ 0]

konvergira ka resenju sistema (8). Naime vazi sledece tvrdjenje:

Teorema 3.2.1. Nekasu X, Y Hilbertovi prostori, U, zatvoren konveksan
podskup X, Uz¢ i ima bar jednu radijalnu ta¢ku (koja ne pripada Ux).Dalje, neka
je F:X—X monotono hemi-neprekidno preslikavanje za koje je Dom(F)DU,., g:
U,—Y S-konveksno preslikavanje Banahovog prostora X u Banahov prostor Y,

koje ima hemi-neprekidan iogranicen izvod. Takodje, pretpostavimo da realni
nizovi (), (e,) zadovoljavaju uslove: :
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o0
20, €00, € <€, . €,—0, Z«nenwo, €/ €5 =1+ 0(ex
n=|

nen)o o

ida je zadovoljen bar jedan od uslovﬁ (A)i(B),
(4) 1. (AL0)(Vu €U NIF(u)ll< L1+ [jull)
2. o<¢;=0(e,)
(B) 1. (3L>0)(Vu,veUo)|IF(u)-F(v)| £ Lllu-vi.
2. lim sup (o, /e,) < 1/12,

n— o0

Tada niz tacaka generisanih algoritmom (19), (20) konvergira ka resenju
sistema (8) (2za A\,=1), sa minimalnom normom, a niz (u, ) konvergira ,u normi

prostoraX, kau”, gde jesau” oznaceno jedno reSenje varijacione nejednacine
(18). ‘

Dokaz: Tvrdjenje sledi iz teoreme 3 u ([4]). Pokaza¢emo da operator
$:U,xS* —X*xS zadovoljava uslove teoreme 3 ([4D). Stvarno, ako je F jednoznaéno

hemi-neprekidno preslikavanje, onda to vazi i za ®. Bez smanjenja op$tosti
moZemo smatrati da je

(VueU,) llg (u)ll < L.

U sucaju kada vazi (A) imamo

IDCu20 = BF(u)+(Ag) (u),-glu)l

< IECull+ NG ) (w)ll+ ligw)IIECu) i+ NIl (u)li+ g (u)ll

< 2L(1+flull+INI)

Dakle $(u,\) zddogroljav.zx uslo? .(.A) u teoz':é-xﬁi”j ([4]) N

Pretpostavimo sada da vazi (B). Tada

IPCup - (uy Al = FCug)-Flug)e (N g) (up)-(Apg) (up)l + lg(uz)-glupl

SUECup)-FCup)l + HON g)* (ug)-(Apg) (up)ll + lg(uz)-g(u)i

£ 2L g-uyll + A -2, 0.

Prema tome ®(u,\) zadovoljava uslov (B) teoreme 3 u ([4]).H
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Primer 3.3.1. ([4]) Lako se moZe pokazati da nizovi («,) i (e,) definisani

" kao sto sledi, zadovoljavaju uslove teoreme 3.3.1.

(a) <, =nY5, en=n"P (0 <p <0.5)

(b) oy = ke, €g=nP (0 <p £ 05), k<2/(L+C)2 B

Ukoliko je dopustivi skup U definisan sa
U=(ue U, -glu)es AGu)=0), | 1)

gdesu U, g, S, kaou teoremi 3.2.1,, i GX—Z je operator, koji preslikava Banahov

prostor X u Banahov prostor Z, pri ¢emu je funkcional [IG(u)llP konveksan i
operator (IG(u)|IP)* (p21) je jako monoton, slicno prethodnoj teoremi mozZe se
dokazati sledece tvrdjenije.

Teorema 3.2.2. Pretpostavimo da varijaciona nejednacina (18), pri emu
je Udefinisano sa (21), ima resenja, inekasuF, g, X, Y kao u teoremi 3.2.1. Neka
je G:X—Z operator koji preslikava Banahov prostor X u Banahov prostor Z, pri

cemu je funkcional IG(u)lIP konveksan, a njegov izvod (IG(u)lP)* (p21) jako
monoton. Takodje, pretpostavimo da realni nizovi (x,), (e,) zadovoljavaju

uslove.
©0
20, €,°0, €, €€, |, €n—0, Do €,=00, €,/ €, =1+0{oxp€p),
n=1

i da je zadovoljen bar jedan od uslova (A) i (B):
(A) 1. (AL0)(VueU,) (F(uLit+lull ARG N < L(1+ul))
2. o,=ol(ey)
(B) 1. (AL>0)(Yu,veU)IF(u) - F(v)ll <« Liu - vl A
A IUGWIR)” - CIGGDIP) Nl Ll - vID.

2.1im sup (x,/€,) < m/L2-

n—o0
Tada za p21 niz tacaka generisanih algoritmom
Up, = Palug o (F(u )+ 3y (N ,8)(up )+ € (IGCup lIP)Y)

Aot =Pr-Mprecp(glug)-epny))
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unol = PA(un-un(F(un)"au(xng)(un)*en("G(Un)"p)')
Moot =Pe-Oyy oty (glug)-e g0, ))

konvergira ka resenju sistema (8) (za Ao=1), koje ima osobinu da je IG(u)|
minimalnatj niz (u,) konvergira, u normi prostora X, ka nekom elementu
skupa U= pricemu je sa Ux oznaéen skup resenja varijacione nejednacine (18),

sa dopustivim skupom U koji je definisan sa (21),

Za aproksimaciju resenja varijacione nejednacine sa viseznaénim
operalorom, primenicemo rezultate izloZene u teoremama2.3.1,232.i3.1.1.
Premateoremi3.1.1. varijaciona nejednacina VI(F,U) je ekvivalentna sistemu
(8). U tvrdjenju koje sledi ¢emo pokazati da operator sistema (8) zadovoljava
uslove teorema 2.3.1.12.3.2..

Lema 3.2.3. Neka su X i Y Hilbertovi prostori, F: U,—PX viseznaéno
preslikavanje, polu-neprekidno odozdo, g: U,—Y neprekidno diferencijabilna
S-konveksna funkcija. Tada je operator (D(u,?\):=(F(u)+0u(Ag)(u).—g(u)) polu-

neprekidan odozdo.

Dokaz: Pretpostavimo da Vo€ED(u,N,) ie. Yo=(y*-r(u,).-g(u,), pri éemu je
y*€F(u,), r(u)=<g(u),g(u)>. Pretpostavimo, takodje da je W(y,) neka otvorena
okolinay,. Iz polu-neprekidnosti odozdo preslikavanja F i neprekidnosti r,

premalemi 1.1.3., sledi da je preslikavanje F(u)-<g(u),g(u)>’ polu-neprekidno
odozdo , takodje. Dakle, za okolinu W(y,). postoji okolina Wo(u,) za koju je

Jdspunjeno oo

(VuEW,(u,)) (F(u)-cg(u).g(ul) N Wiy,) = ¢ .

Iz neprekidnosti funkcije g.sledi da za svaku okolinu M(g(u,)), postoji
okolina W;(u,) za koju je

(Vue W,(u,)) glu)eMig(u,)).
Dakle, za svaku okolinu Xy, ) elementa y,, postoji okolina elementa (ug.A,).

Vlug o) = (W;(uy) N Wo(uy)) x M),

za koju je
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(Vue W (u,)INW,(u)YAEMA,) $(un) N O(y,) = 8.

Prema tome, dokazano je da je operator (u,A) polu’ne‘pre'kidan odozdo.

Iz leme 3.2.1.iteoreme 2.3.1. sledi, kao posledica sledece tvrdjenje.

Posledica 3.2.1. Neka su X, Y Hilbertovi prostori, SCY zatvoren
konveksan telesni konus, U, neprazan atvoren konveksan podskup prostora X,

FX—PX monotono viseznaéno preslikavanje, polu-neprekidno odozdo, gX—X S~
konveksno i neprekidno diferencijabilno preslikavanije. Takodje, pretpostavimo
da varijaciona nejednaéina VI(F,U) ima bar jedno resenje. Tada sistem

varijacionih nejednatina
(WA EAXK* A (Vv p)eAxK* )(F(u)+(Ag)(u)+eu,v-ur20 A
A <u-A,-glu)+eX>20) (22)

za svako €> 0 , ima jedinstveno redenje (ueAe) iiz e—0+, sledi da
(ue. he)—(u* A\*), gde je sa (u* A*) oznaceno resenje sistema varijacionih

nejednaéina (8) (za A,=1), sa najmanjom normom. |l

Izteoreme 2.3.1.ilema 3.2.1.13.2.3.sledi

Posledica 3.3.2. Neka su X, Y Hilbertovi prostori, SCY zatvoren
konveksan telesni konus, U, neprazan zatvoren konveksan podskup prostoraX,

FX—PX monotono viseznaéno preslikavanje, polu-neprekidno odozdo, gX—X S-
konveksno i neprekidno diferencijabilno preslikavanje. Dalje, pretpostavimo da

varijaciona nejednacina VI(F,U) ima bar jedno-resenje. Takodje, neka suza
realne nizove () i (€,) ispunjeni uslovi: ‘

o0, €, 50, Yo €, divergira, e,—0, «,—0, «;=0(€,), Tx,2konvergira.

Tada niz tacaka generisanih algoritmom (19), (20) konvergira ka reSenju
sistema varijacionih nejednacina (8), (za A,=1), sa minimalnom normom,

odnosno niz (u,y) konvergira ka nekom redenju varijacione nejednacine VI(F,U)

Pretpostavimo da je UCX definisan sa

U=(ueU,-g(u)eS A Au=b},
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. . { _
Lema 3.2.4. Ako je par (u.\) reSenje sledeceg sistema varijacionih

~ nejednacina
(U AN)EV,XS* ACY(V. L) EV, XS * )(F(u)+ du(Ag)(u)v-us20 A

A <u-A,-g(u)»20) ‘ (23)

onda je u reSenje varijacione nejednacine (18).

Dokaz: Pretpostavimo da je par (u,\) resenje sistema (23). Tada iz druge
nejednacine u (23), sledi da je <\,g(u)>=0iza svako peS*, «u,g(u)>£0. Odatle
imamo da je '

-glu)e(S*)*=S
paje ue€U. Neka je veU. Tada vazi
02 A gv)=nglv)-Aglu)2 dy(Ag)(u),v-u>.
Iz prve nejednakosti u (23) sledi
ueUA (.VVEU) F(u),v-u>20.

Prematome u je resenje varijacione nejednacine (18). 1§

Napomena 3.2.1. Iz prethodnog tvrdjenja sledi da ¢e posledica 3.2.1. vaziti
ako se svuda A zameni sa Vo(odnosnosaUy)aK* saS*, i prelpostavi da sistem
varijacionih nejednacina (23) ima resenja. Takodje posledica 3.2.2. ostaje na
snazi ako se u algoritmu (19), (20) izvrsi ista zamena i pretpostavi egzistencija
redenja sistema (23).

Navedimo na kraju jednu egzistencijalnu teoremu za varijacione

nejednacine sa konusnim ogranitenjem.

Teorema 3.2.3. Neka je U, kompaktan konveksan podskup Hilbertovog
prostora X i neka je F:U,—PX viseznaé¢no monotono preslikavanje, sa
kompaktnim slikama, koje je polu-neprekidno odozdo. Dalje, neka je gU,—Y,S-

konveksna neprekidno diferencijabilna funkcija, gde je SCY zatvoren
konveksan telesni konus Banahovog prostora Y. Tada varijaciona nejednacina
VI(E,U), gde je U definisano relacijom,

U={(uel,:-glu)es ) =4,

ima bar jedno resenje.
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- konveksan telesni konus Banahovog prostora Y. Tada varijaciona nejednaéina

VI(F.U), gde je U definisano relacijom,

U =(uel,-g(u)esS ) =4,

ima bar jedno resenje.

Dokaz: Iz leme 3.3.3.sledi da je d(u,\) polu-neprekidno odozdo. Pored toga
iz S-konveksnosti funkcije g sledi da je Ukonveksan. Za svako u€l, je F(u)

kompaktan konveksan skup, pa je zbog toga ®(u,N\) takodje konveksan i
kompaktan za sve (u\)€U,xS*. Neka je (u}) proizvoljan nizelemenata skupa U.
Zbog kompaktnosti U, moZemo da pretpostavimo , bez smanjenja opstosti, da niz
(uy) konvergira ka nekom elementu u€U,. Izu, €U sledi da je -g(uy) €S, paiz
neprekidnosti funkcije g sledi da je -g(u)&S. Pored toga je u€lU, pau€l.

Dakle, operator ®(u,\) je polu-neprekidan odozdo (prema lemi 3.2.3.), sa

konveksnim i kompaktnim slikama, skup U je konveksan i kompaktan. Iz

teoreme 2.2.2. sledi egzistencija resenja sistema varijacionih nejednacina (23),
pa prema lemi 3.2.4., kada se umesto V,zameni U, sledi egzistencija redenja

VI(F,U). @&
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