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UVOoD

Posmatrajmo sistem tacCaka (23 (¢ =1,2,3), gde su
!? parametri koji karakterisu bilo koju od talaka siste-
ma.

Klasicna definicija evrstog tela: "za sistem tadaks
se kaze da predstavlja evrsto telo ako je rastojanje is-
tovremenih polofaja dveju bilo kojih talaka sistema tokom
vremena nepromenljivo i zavisi samo od izbore tih dveju
tacaka", neodrziva Je u teoriji relativnosti Jjer se zasni-
Va na pojmu istovremenosti koji u teoriji relativnosti ne-
ma apsolutno znaéenje. Prema tome, usvajajuéi gornju de-
finiciju, u teoriji relativnosti bi se moglo redi samo da
je sistem tadaka Cee evrst u odnosu na odredjenog pos-
matraca, pa “"evrstoda" nekog sistema ne bi bila prirodna
osobina tog sistema sa stanovibta teorije relativnosti.,

Trafedi osobinu sistema tadska <:§c koja bi bila
kovarijantna u odnosu na$ transformacije teorije relativ-

nosti (i, prema tome, nezavisna od posmatraca) a koja bi
predstavljala generalizaciju klasiSnog ovrstog tela, Maks
Born1 (Max Born) je dao owvu definiciju relativistidki
cvzrstog tela: "za sistem tacdaka C.t 5e kaZe da predstavi,
lja relativisticki Bvrsto telo ako je za svake dve bliske
tatke tog sistema interval izmedju odgovaraauci@_svetsklh
linija, upravan na tim linijama, stalan tokom tog kreta-
nja", Izrazi "interval® i "upravan" su u ovoj definiciji
shvaleni u smislu metrike prostor-vremena, Potrebno je na~
1)

M. Born, Ann, Phys., 30, 1 (1909).




glasiti da je Born, definisuci reletivisticki ovrsto telo,
mislio na Svrsto telo u specijalnoj teoriji relativmnosti.
To je i prirodno, jer je vreme kada je Born dao svoju de-
finiciju prethodilo pojavi opste teorije relativmosti.
Interesantno je da nema radova iz kojih bi se videlo
da se Born kasnije bavio tim problemom i u opstoj teoriji
relativnosti, ma da se definicija koju je dao moZe, bez
ikakvih izmena, primeniti i u opStoj teoriji relativnosti,
Ubrzo po Bornovom definisanju relativistibki Gvrstog

3)

tela nerglocz) (G. Herglotz) i Neter”’ (P, Noether) su,
nezgvisno jedan od drugog, pokazali da ooTrnovo ¢vrsto telo
u specijalnoj teoriji relétivnosti ima samo iri stepena
slobode, Lo jJje oéigledan nedostatak Bornovog Evrstog tela.
Ali, keko do danas nije data nijedna prihvatljivija defi-
nicija, skoro svi radovi” koji su u vezi s relativistilki
cvrstim telom zasnivaju se na Bornovo] definiciji.
Problemom cvretog tela u opStoj teoriji relativnosti
prvi su se bavili i matematicki izrszili Bornovu definici-
ju Selcman i Taubb) (Go Salzman i A. Taub). U delu svoga

z)G. Herglotz, Ann. Phys. 31, 393 (1909-1910).
5)p. Noether, Ann. Phys., 31, 919 (1909-1910).

4)Pomenuéemo radove:

J,R.Pounder, Communications of the Dublin Institu-~
te for Advanced Studies, Ser.iA, No.1l1l (1954). U ovom radu
autor prouéava relativisticki cvrste obrine povrsine,

JeL.Synge, stud.Math, sl rech. Presented to Ri-
chard von Mises, New York, 1954, p.217. U ovom radu autor
proucava kretanje relativisticki &vrstilk povrsina uopste.

J. L. Synge, Math.Zeits., 72 (17, 82 (1959). U ovom
radu autor je proglasio za meru brzine deformacije izraz
koji Salcman i Taub oznacuju sa D"P (vidi izraz (1,22)),
i na osnovu toga je predloio jednu relativistiéku teori-
Jju elasticnosti. |

R«A,Toupin, Arch.hatl.Mech.Anal., 1 (3), 181(1958).
U tom radu sutor ukazuje da se ne mo%e formulisati mehanie

ka kontinuuma u relativnosti bez definicije relativistilkil

&vrstog tela.
(1954)'

5)G.$glzman-and AsH,Taub,Phys.Rev,, 95,1659




rada koji se odnosi na kinematiku Bornovog GVrstog tela
oni su, osim matematiékog oblika Bornove definicije, izve-
1i u tenzorskom obliku rezultate Hergloca i Netera, koji
se odnose na kretanje bOrnovog cvrstog tela u specijelnoj
teoriji relativnosti., rroblem broja stepeni slobode Bornowy
Vog cvrstog tela u Opstog teoriji relativnos+ti nisu ni oni
niti iko posle njih razmatralie

U ovome radu izlozicemo izvodjenje kxxzwmiyemye diferen-
cijalnih jednaéina kretanja Bornovog cvrstog tela u Opétoj
teoriji relativnosti koje su u pomenutom radu dali Salcman
i faub, zatim Gemo pokazati da te diferencijalne jednaline
mogu biti zadovoljene samo ako je zadovoljen jedan od dva
jednostavnija sistenma diferencijalnih jednatina. Pokazace-
mo, dalje, da sveki od ta dve sistema dopuSta kretesnje ko-
Je ima samo tri stepena slobode, Natin prilalenja problemu
i pojedini rezultati se potpuno rezlikuju od onih koje su
dali Hergloe i Neter., Dalje ¢emo pokazati da i klasicna
aproksimacija kretanja Bornovog Evrstog tela ima samo tri
stepena slobode, 5to konafno potvrdjuje da Bornovo relati-
visticki cvrsto telo nije generalizacija klasiénog évrstog
tela, pa smo naveli i jeden pokuéaj takve generalizacije,
Za koJji smo pokazali da predstavlja samo specijalan sluéaj
Bornovog tela, Najzad, nezavisno od problema broje stepeni
slobode, pokazasli smo da, i pored velikog nedostatka Borno-
vog relativisticki cvrstog tela, izmedju njega i k1a81cn0g
cvrstog tela postoji uoclalva analogija, koja na osnowvu
Bornove definicije nije 001g1edna. Na kraju smo predlozili
put za koji, na osnovu iskustva steéenog Zzg, Vvreme izrgde
ovog rada, Vverujemo da moze dovesti do re%enja problema re-
lativistiéke‘generalizacije klasiénog évrstog tela,

U izlegenju Gemo se slufiti oznakams, koje seLSalcman i
Taub koristili u svome gore pomenutom radm, Pri tome cde la-
tinski indeksi uzimati vrednosti ,2,3, a grckl 1,2,3,4.
Duznost ngm je da isteknemo da i navedena stilizscija Bor-
nove definicije pripade istim autorima,




GLAVA I

DIFERENCIJAINE JEDNACINE KRETANJA BORNOVOG
REIATIVISTICKI CVESTOG TELA U OPSTOJ TEORI-
JI RELATIVNOSTI

o

U datom koordinatnom sistemu N = prostor-vremena, gde
je J("= ct y Pri Cemu je @ brzina prostiranja svetlosti
u vakuvou a +t vreme u tom koordinatnom sistemu, kretanje

v . 'e v
sistema tacaka Q-r odredjendyjednacinama

s x“‘(;‘) 6) (1.1)
gde je Qv ma koji parametar vremenskog tipa (moZe se, na
primer, uzeti da je § = x%). Po pretpostavei, jednacine
(1.1) predstavljaju nesingulainu transformaciju izmedju ko-
ordinata fL i koordinata 3%9 + Dalje se prfatpostavlja
da jedne_tine (1.1), za fiksirane vrednosti '5" preds tav-
ljaju parametarske jednacine linije vremenskog tipa, jer
po pretpostavei nijedna talka Qii bilo kog sistema tacake
nema brzinu ni u jednom trenutku koja dostize ili prevazi-
lazi brzinu svetlosti, i da funkcije x“‘(';‘lle-) imaju ne~
prekidne druge parcijalne izvode po g"le . Neka Je
metri®ki tenzor prostor-vremena u x'* koordinatnom sistenu,
takav da signatura forme a\ls" = %.Lpa\xd'a\x@ bude 2 a
da tom formom definisan interval prostornog tipa bude po-
zitivan (tj. takav da u specijalnoj teoriji relativnosti
u odnosu nsa Galilejeve koordinate glasi

L)
ag = T, (deiyi- (a7
Neka Je




gde je ““JP kovarijan-

oLoxt |y
J
oL, 26
(u Je cetvorovektor brzine vremenskog tipa, pa mu je inten-
zitet
n,od S Ala
('gdp,u q'{ ) . (1-3)
Cetvorovektor

-4/2,

W k_%%fu*w‘) T (1.4)

je EetvorOVektor za koji je

gd@u"ur’ = u us- (1.5)

J
gde je
“f%dp“@a (1.6)
ti. \ke‘l je jediniéni ce-
tvorovektor brzine, Iz

(1~5) Je

al
“dipu =O, (ln7)

tni izvod vektora Wy po

£ .

Zepazimo, sada, svet-

ske linije dveju bliskih

‘ * ' Q I
tadaks Cyi 1C~,5a.._¢‘,2’t g Ot as
(81.1) i na svetskoj 1li- KRS S
niji tacke Qsi bilo ko~ sl.1,

ji dogadjaj x™ y @ na
svetskoj 1iniji tatke C~3¢+43; njemu bliski dogadjaj xq.'_
+ d.:{“. U opsStem slutaju pomeranje ' :

o _ ol iy o x™
dy -xl;a‘st -O-u 49, (x‘;g .;-:-S-;: ) (1.8)

nije upravno nas svetskoj liniji tadke st » ti. u opstem

v . ..
slucaju ne vazi




al
%Jg? W ’u(s-‘-' o. (1.9

Stoga nam je cilj da, za date vrednosti AS‘ , nadjemo §
ono A€ za koje je zadovoljenea jednacina (1.9). Stavlje-
juéi (1.8) u (1.9) dobivamo

“01 (ngt dgi '\"1‘(‘10\ e) =0,
odakle Je

w <%,
VR
Sto zamenom u (1.8) za pomeranje ondupravno na svet-

skoj liniji tacke Czi daje

i “S“u’“

%= (%, Wy 2y dyi

N q,d
Smenivsi, na osnovu (1l.4), U izrazom
v 4/ “

)

of
za, on dobivamo

of
4 x%= (.x“. e x" )ds , (1.10)
¢ , u?ur

i/2
Napominjemo da smo Loliénik sueli skratiti sa (—h,u )
of
jer Jje, kao 510 je vec spowenuto, h cetvorovektor vre-
menskog tipa pa je, svakako,'u u\"-f-o . Najzad, zgbog

(1.5), imamo da je

S s s s s s . ¥ -
Bornova definicija relativisticki Cvrstog tela zak-

teva, sada, da izraz

ta %d(b a\,,.a(“a\‘,xfs (1.12)

ne zavisi od G , Tj. da Je

qu‘-)‘e=o . (1.13)

Smenivei (1.11) u (1.12) dobivamo




als dulp (3 +ut "*)“’fﬂ("‘% + “ﬁ“p« “{:; )43'dyd.

odn,
Al g b iariagheg o “r" *"‘As*v‘sé‘*

gl gt Pt 44y,

ili, podesnom izmenom nemih indeksa i uzimajuci u ob-
zir (1.,5) i (1.6),

al’z (%4{5*“&“(})“%*?4 Ayl ‘*‘55 : (1.14)

S obzirom da veliline o\g ne zaviseS) od & is obzi-
Tom da su proizvoljne, sada se iz (1.13) dobiva

N - (1.15)
[(M*F‘d“p3¥ ) ",3‘],9
Izvevsi naznafeno parcijalno diferenciranje po &, do-

biva se

(%“@‘94- ST G)x x5 +(g“fb 1,)(.)!"‘
(1.16)

g gt (1) 2

Kako su drugi parcijalni izvodi funkc:Lga .J(dpo pret-
postavei neprekidni po argumentima '5 i 9’ to je

. o
(Xf;)’e.‘ (x Je)/i J
tia

9,04 ol ¥
oy = = .
uai).é- uli-{u’xxo"
(ud_'zz:" u“;ﬂf‘)
T UL A P
Kago je

. r . ¥
Uy o= Yoty X, o= "‘.t,xu

:6)‘;“

Salcman I Taub su u daljem izvodjenju uveli i

koristili pojam sopstvenog vremena,



I"?
|
%

i kako jJe

A VA
%%’QF %d'@)\x '9_ %d:’;}u ’
£3.
¥ L ETETE
Qap 6* f\\%sc{@x}*@r;s b

gde je {;}} Kristofelov simbol druge vrste, to
(1416) postaae

¥
[(ﬁou {3). +3tp{j} M qu " *“d.“% ru ]x“x@+

& ¥ IVLEEY N S
+ (%-L{fui“(h‘)u,r . ": +(§upt ") e X, °

rodesnom izmenom newih indeksa dobivamo

KC [} 4en LADW +u“\1 RN 1,u .

¥ £ B
+(%‘6‘3"’“8"‘,3)%:&*(@&7“\!“*&3u:@] X’;X/Ao °,

odn,

[%dx (h‘:(s * {(31} uk\ 9 U‘Lf QA} "‘)3 M

N ¥
i;x} W) U Ut

R -
AUV lrt ol Wa* S

P W o 3 _
+ UQ,L"‘ ’J}} u)‘)uyu@* (u;‘/ﬁ* {{;‘;} U )‘&.Luz] x:i x;d' =0,

S obzirom da izrazi w okruglim zagradama pred-
stavljaju kovarijantne izvode odgoverajucih vektora,

poslednja se jedna01na moZe napisati u obliku

\‘M\su‘ +¢3mu o P UL Kuw U, u‘

U al =

tjs u obliku
| ¥
( ;(s*u'x- Wy +Ug ot Uy, g p*

¥ =0
Uu +K 'Ll«d)x“ o




ili, najzad, u obliku

[ﬂ& (3‘ rl )-l-?A (3: “G‘“&}-t

J o B

B JafaWE Rt
gde je
gt
o ? o, T#
L
Kronekerov simbol,
Iz (1.4) je
' S WX 2
ud“('hxh ) Yol s (1,18)
i, na osnovu toga, " Y
: ] ‘ a uu
’\hr.%t&z ¥ “x“a‘? g.(' u%u ORI § KUJ )
/i
- A ¥
=(-l ),(3 (g rugtu )+
;m. k] 3
+Hel) \ugat Uent %e),
sto je, zbog (1.5) i (1.7),
I
)A (8 s Wy )= (-uﬁl}‘) Non . (1.19)
Korié’c’enjem (1.18) u obliku
W Uy w (1,20)

. . ’ 3 Al
i (1.19), (1.17) postaje, posle skracivanja Sai’ﬂ)h}’

Da bismo sebi olekSali dalje pisanje, uvedimo

tenzor

¥ r |
Dyp MouatUpsataszt Uartn Wy (1,20))]



-

Sa tom oznakom, (1.21) glasi

S A
Bdg £ . -i)d' ¢, (1.23)
odn.
Da™ 11%§
. et SRR N
L‘::i{b 2‘)3_( 'Z‘Jg (1.24)

b 4 Y ’I
Posmatrajmo, sada, izraz Dys W™ . Uzimajuci, po-
novo, u obzir (1.7) i (1.5) dobivamo

'I%%auf‘z.ﬂ.
v ’.A % )“‘. .
FnoZenjem te jednacine sa\:a;&,) dobiva se, zbog

odn,
| ’b,,‘&
D w o % (1.25)
?6
a, otuda, i
L ST SN
- s .... Nl O (1.26)
= 26wy
b:
i
“ox X =C.

R 26 a6 (1.27)

Ako joé, zbog podesnosti, za trenutak uvedemo oznaku
o
3""91

jednacine (1.24), (1.26) i (1.27) se zajedno mogu na-
pisati u obliku

Q Pyl
W o, (1.28)

_D“P "7 2%f

Posmatrajmo (1.28) kao sistem od 16 homogenih 1i-~




te b

nearnih jednaEina po 16 nepoznatih ’Ikia « Uvedimo wa-

tricu

L0 o
lli; } ) (1e29)

v
cija je determinenta

'3““} (1.30)

A=1T\= \?3;
Jakbbijan funkcija ;(’i u odnosu na promenljive S}' .

Da bismo napisali matricu koeficijenata uz nepozna-
te ]}.{{5 u sistemu jednaCina (1.,28) postupimo na slede-
ci natin., Pre svega fiksirajmo \ iel. Time u sistemu
(1.28) uoCavemo samo one jednatine koje imaju to fiksi-
ramo X\ i bilo koje (™ i u tim jednatinama posmatramo
samo koeficijente uz cetiri nepoznate D,(@ koje imaju
fiksirano«{ i bilo koje (5 . Matrica tih koeficijenata
Je
£3.

PYL 2% T (1.831)
A Y

Matrica S svih koeficijenata celog sistema (1.28) je,

2x% |
Ss&_;;- T} s
8to, na osnova (D II.3) (vid'i Dodatak II), predstavlja

Kronekerov proizvod matrice ~1 samom sobom, tj.

L=TxT (1.32)

sadea,

S obzirom da je | nesingularna matrica, jer je njena 1
determinanta A % © (na osnovu pretpostavke da jednali- !
ne (1.,1) predstavljaju nesingularnu transformaciju iz- ;
nedju koordinata X i koordinata ¥* ), i da je T ma-

trica cetvrtog reda, dobivamo da je determinanta sis_te-—’;
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ma jednaéina (1.28), na osnovu (D I1.5)

RE \T’l"l‘l‘l"= |T|3.= Agge, (1.33)

Otuda sledi da su jednaline (1,28) zadovoljene samo za

j)“(bﬂo- (1.34)
S obzirom na (1,22), jednatins (1.34) se moze eks-

plicitno napisati u obliku

T Y = (1.35)
Sto i predstavlje Salcman-Tauwbove diferencijalne jed-

nacine kretanje Bornovog Gvrstog tela uw opStoj teoriji
relativnosti,

J




—

GLAVA 11

DVE VRSTE KRETANJA BORNOVOG éVRSTOG TELA U
0FSTOJ TEORIJI RELATIVNOSTI

\Posmatrajuéi jednaginu (1e35), tis

'y 1 (241)
Wat ot gt U + gyt “y=°,

neposredno se vidi da Jje ta jednac';ina zadovoljena ako Je

242
u“;pa-ug‘)dso, (2.2)

tj. ako Jje tenzor ud,!,,; antisimetrican, jer je tada, zbog
o
(1.7), i ‘

¥ ¥, a
- - Q .
\&d;‘,u "‘:hf uz,)du Ky

Medjutim, vidi se da Je jednaéina (2.1) zadovoljena
i sko je | ‘
| | ¥ |
W : = 0. 2

Jednacine (2.2) i (243) su nezaviene, jer se jedns na

drugu ne moZe svesti. Zaista,na osnovu (2.2) sledi da je

< . ?
s Fha y a L 26 ¥ e u,)-*_\.

tj., zbog (1.7),

.
Mant e 4™ Yeup

13 |



éto, ng osnovu (2.2), ne mora biti jednako nuli. Cbrnuto,

na osnovu (2.3) i (1.7) jJe

» >
Sto na osnovu (2+3) ne mora biti jednako nuli, odekle
sledi da ni

ne mora biti jednako nuli.
: as . V. v
Medjutim, ne vidi se da jednaCina (2,1) nema rese-

nje koje nije resenje ni jedne od jednacine (2,2) ili

(2.3)s
Da bismo to pokazali napifimo jednacinu (21) u ob-
liku7)
L R RS L LY 2
(u.,‘;r+uw{)( &&4.& ud)(gaq-u Uy)= 0. (2.4)

Ovaj sistem homogenih linearnih jednaclina pou)‘(rur};

ima ofigledna trivijalna resenga

uaﬁ -Ftkr A=
Sto i predstavlja jednaSinu (2, 2). Da sistem (2,4) iwma
i resenja koja se razlikuju od (2.2) pokazacemo izradu—
navanjem determinante sistema,
RazmiSljenjem s1idnim razmi$ljanju koje smo koris—
tili pri nalaZenju determinsnte sistema (1.28) nalazimo

da je matrica koeficijenata sistema (2.4)

!

\mh’-‘ Lx L B (2,5) |

gde jé l_ matrica

L i%)\-ﬂ& u)} (2.6)

(od Je indeks vrste, a A kolone), Otuda je, opet na os-
novu (D II.5), determinanta sistema (2.4) |

7)Ova3 oblik jednacine (241) dali su Salcman i
Taub,. .




412

= | 1N (2.7)

Lako je izralunati da je

.r

ili, zbog (1,5),

\Li=o, (2.8)

pa Je

\Al=0,; (2.9)

Sto znaei da sistem (2,4) ima reSenja razlicCita od (22).
To smo mi, uostalomn, ve¢ i videli kada smo naveli jednaéi«-
ne (2.3)., Tatno je da jednaline (2.3) ne predstavljéju ve-
ze izmedju velicina uai. .|.(,|,i,b vod ! a11 c:LnJen:Lca da, zbog
(249), postoje medju t:Lm veli&inama veze koje se razliku-
ju od (2,2), dopufta mogucnost da se one, linearnim kom-
binecijama, mogu svesti na veze (2,3) izmedju veliéina
Wyp+ Pitanje da 1i su netrivijalna refenja aednac:Lna
(244) po “d.- +45; ekwivalentna ili nisu jednacinama
(2+43) svodi se, sada, na pitenje da 1i broj uslovljenih
nepoznatih8 Uy, 4-“,,“‘ u jednalinama (2.4) daje'ili
ne upravo broj uslovlgenlh nepoznatih "‘d. u jednacina~
ma (2¢3). Premas tomw, za odgovor na naSe pltan;;e presud-
no je odredjivanje rangova matrica sistema (2.3) i (244)
videli smo ved da je (2.5) matrica koeficijenata sisd
tema (2,4) i de je determinanta matrice L. jednaka nuliw

Kako je, na primer,
l 8; 'HLCU.A' |= 4+ u.‘u.; = -u"u“ #£O,
to je rang QU—) matrice L
qlLy=>. (2410)

Otuda je, na osnovu (2,5) i (D II.4), rang Q(—ll) matrice

Iy

8)Vidi iePsAndjelic: Matrice, Naubna Knjiga, Beograd,‘l

1962, str. 144,

I
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NSO §~QKL3E~=3 (2411)
Uvedimo oznaku

- , (2.12)
Sada rezultat (2,11) tvrdi da u sistemu (2.4) postoji de-
vet linearno nezavisnih jednacina., (Leko je pokazati da

su to, na primer, jednagine
(A% 4u® )L@@Hfau- A .20y) (2,13%)
LHORUOAS é) “a™

. . v, . <V . AP
Pored tih jednacine medju veliciname A ,, moraju vaziti

L

i

L4 L3 v.
1 jednacine

kojih ima sest, vLakle, za odredjivenje 16 netrivijalnih
reéenja é&% gsistema jednagina (244) imamo na raspoloie—
nju ukupno 15 linearno nezavisnih jednaina, pa je, pre-
ma tome, samo jedna od tih nepoznatih proizvoljna (slo-
bodna nepoznata).

Da bismo videli koliko otuda sledi proizvoljnih ve—
1i¢ina “d;a , prebrojmo jedna&ine koje nam stoje na ‘
raspolozenju za nalaZenje tih velilina kada su odredje-

' ne nepoznate » Pre svega, imamo deset linearno ne-

zavisnih jednalina (2.12), j.

| (2.14)

TR (PIE R PPN | |

 (deset ih je linearno nezavisnih, jer su jednaline (2,12 |
simetritne u odnosu na o i (b )« Pored tih jednawina po-'

: |

|

stoje cetiri veze (La7), tj«

R 4
w w - (2115

Izmedju jednaCina (2014) i (2.415) ne postoji linearna
zavisnost. Napominjemo da smo prilikom trafenja linear-
no nezavisnih jednaéina (2+4) koristili samo vezu quu‘g
=« 4 (na osnovu te veze smo zakljuGili da je \LIl=0),
Skup jgdnaEina (2.14) i (2,15) predstavlija sistem
od 14 jednalina (nehomogenih) sa 16 nepoznatih, pa su,




stoga, dve od njih proizvoljne. Kako je medju veliline-
ma !3_1;) jedna pro:.zvol;jna to imamo dve proizvoljne ve=-

licine .'{s i jednu proizvoljnu vezu u,\, t\\g. A= er
ako je X\ ® (pri &emu, naravno, mora biti %.r'#eé )
11i tri proizvoljne velidine Ua;y » 04 kojih je jedna
' uéh , 8ko je SAA proizvoljno. U oba slucaja, Trazub-
1jivo, nijedne dve prodzvoljne velicine w,. IS ne smeju
biti one koje ge pojavljuju u isto] 3edna01n1 (2+14).
Vratimo se, sada, na jednatine (2.3)s Njih moz emo
napisati u obliku
ud;gtsg;yu‘ua\:e. (2416)
Ovo je sistem od 16 homogenih linearnih jedna,éina sa'
16 nepoznatih u&; » e Trivijalnsa reSenja

- 2s1
ud;{b~9 (2417)

zadovoljavaju i jednacine (242), te nas, stoga, sada ne
interesuju. Lako se moze pokazati da je determinanta
sistema (2.16)

L ¢ © ©
o L o o© 4
- \L‘ =0,
e © L ©
o o © L

gde je ]l , opet, matrica (2,6). Otuda sledi da sisten
(2.16) ima reSenja razlicita od (2.17).

S obzirom da je Q(L\=3 , rang matrice koeficije-
nata

L \
(o}
©

© © ©
L o o
o L o
o6 © © L

sistema (2.,16) je I\QU.}: A2. Prema tome, u sistemu ,
{2+16) ima 12 linearno nezavisnih jednadina. (Leko je |

pokazati da su to, na primer, jednatine

@Pﬁ ‘Lﬁk.“)\l._“ﬁ- 0.) (2.18) ]



ey

Pored tih jednac':ina med ju velicinama u‘% 5 moraju vagiti
i jednacine (1.7), tj. |

Wy 0T, (2419)
koje su linearno nezavisne i kojih ima cetiri. Medjutim,
skup jednacina (2.18) i (2,19) nije sistem linearno ne-
zevisnih jednatina, 1 zaista, pomnoziv8i jednacine (2.19)

* b m . h .
sa 3‘{? LA S S sabravsi po '3 dobivamo
. . :

-’\;Ei 2 :'r‘ N "“ 1 &u 3
{\éz,“‘ RASTSLIL N

a to predstevlja tri linearne veze ( < = 1,2,3%) izmedju

jednacina (2,18), Prema tome, medju jednalinama (2.18) i
(2419) ima 13 linearno nezavisnih jednaaina sa 16 nepoz-
natih velicina “«u% N Sto znaci da su, kao i malopre,
tri od njih proizvoljne,

Na osnovu toga, sada smemo zakljuéiti da su jedinsa
resenja sistema (2.4), odn. (2.1), koja se razlikuju od
resenja sistema (2,2) upravo resenja sistema (2,3).

Proucimo jos koliko proizvoljnih veliéina,%kxig ima
aro se Bornovo ovrsto telo u 0p§toj teoriji relativnosti
krece tako da zadovoljava sistem diferencijalnih jednaéi—
na (2+2). A

Tih velilina je 16 i one, ®sim 10 jednaGina (2.2)

(% (3), tia
U o PR &, Aswowoo,  (2.20)

moraju zadovoljavati i Cetiri jednacine (1.7), odn.
(2.15), Jednaline (2,20) su, kao §to se i neposredno vi-
di, linearno nezavisne, Teko isto su i jednaCine (2,15)
meédju sobom linearno nezavisne, Medjutim,skup jednaCina
(2.20) i (2.15) je skup linearno zsvisnih jedngéina. Po-

’ ' . . . v,
kazacemo da je, na primer, jednacina

B

1 o~ l
u 3 o i A = ( 2' 2 )
PO sledica j edn.a.c ine ( 2. 2) i j ednaci na

u&’.;u = O, (2+422)

a 17 camnoe FAalre dm o o & B N
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(2.20) i (2.22) medju sobom linearno nezavisne,
Posmatrajmo izraz \lg’.{guﬁ k{%. S obzirom da je
uhyri’ na osnovu (2,2), antisimetrican tenzor, sledi da

Jje
A a2
R, ., w*uw =0, (2.23)

o (.

S druge strane, zbog (2.22), imamo da je
o {h \ . ;- s . i *
(u,.‘;{%u“‘jq =03 (W, wut wln,,, uSiu
. \ a ‘ "
{u’;“ Jw,

pa, poéto je

w"= \- h}hx§ “L’Bwf« O
L
(jer XMzet mora zavisiti od é} koje je vremenskog tipg
pa), dobivamo jednalinu (2,2%).
Skup jednacina (2.20) i (2.22) je, stoga, skup 13
linearno nezavisnih jednaaina sa 16 nepoznatih veliCina

W Prema tome, tri od tih velicina su proizvoljne,

w2 *
Na osnovu svega ovoga, sada mozemo tvrditi:

Bornovo evrsto telo u sttog teoriji relatiwosti

krece se tako da zadovoljave bar jeden od sistema dife-

A . . - v,
rencijalnih jednacina

Ryin* de':@ (242)

r
q‘&“ 3"-“ E?\L R%’-'-**‘-?‘, (2:3)

i pri tome su tri od velidina ‘5d‘3 proizvoljne,

Posmetrajudi sistem jedna8ina (2.1) vidi se da je
on zadovoljen 1 ako je zadovoljen sisten jednaclna

Yﬁ

Na osnovu onoga Sto smo dokazali trebalo bi olekivati da
mora postojati nacin da se linearnim kombinacijama sis-
tem jednacina (2.24) svede na jedan bilo koji od sistema

jednatina (2.2) ili (2.3) ili da se bar jedan od tih sis-



L
tems moze Svesti na sistem (2,24), Medjutim, svi pokusa;
jif u tom smislu su pretrpeli neuspeh, Sada cemo poka=-

zati da je to neslaganje s iznetim dokazom samo privid-
no,

Mnogenjem jednaéine (2424) s Mol | sabiranjem po

a dobivamo, zbog (1.5) i (1.7),

, 1)
W, R =D

L2 1 "
pa se, na osnovu tog rezultata, jednaéine (2¢24) svode

na

W, .= (2¢25)

TR

Dakle, jednaaine (2.24) tvrde isto Sto i jednacine
(2.25), pa su, prema tome, samo specijalan, trivijalan,
sludaj i jednacina (2.2) i jednacina (2,3),




GLAVA ITI

v
BROJ STEPENI SIOBODE BORNOVOG CVRSTOG TELA
U 0PSTOJ TEORIJI RELATIVNOSTI

Da bismo prouCili koliko stepeni slobode ima Borno-
vo cvrsto telo u opStoj teoriji relativnosti treha, slic-
no sluéaju Evrstog tela u klasiéhoj mehanici koji smo
prikazali u Dodatku I, prouciti koliko medju veliciname
?‘LL ' ima proizvoljnih. To 8to odgovor na pitanje o bro-
ju stepenl slobode Bornovog tela zasnivamo na istom prin-
cipu kao -1 odgovor na pltanae 0 broju stepeni slobode
k1a31cnog cvrstog tela ne treba da nas zbunjuje, jer po-
swatrac u teoriji relativnosti operibe istim pojmovima i
" velicinams kao i posmatraé u klasitnoj mehanici i jedina
Je razlika medju njime u metrici za koju su vezani. Po-
smatraé u teoriji relativnosti, 1aKo svesizn relgtlvnostl
rastojanjs i vremenskih intervala, 1pak posmatra rasto-
Jai.jo 1 vremenske intervale. Mera rastojanja ili vremen- .
- skog 1nter?ala Je reiativna, ali je apsolutna njihova
egzlstengijas.

U Glavi IT smo pokazuli da se Boruovo ovrsto telo

[ 4
krece tako da zadovoljuva 11i uiferencijalie jeduaCine

(3.1)

ud;(h"u{%;d;o'

ili diterencijalne jednacCine
Uy, + e p 0y = 0 (3.2)
I 2 R g’ ’

21 |
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oy

i da su u oba slufaja medju velil.naua u“ tri proiz-

voljne. , g
Sa veliCina W, i preualmo sada na velidine ua |
Vezu 1zwedju ujin uaje Jed..aclna (1,19), tj.

s e R T T
i S e e &=

umkg sl ye (~‘uku**§'“u%,_§ . (33

Izborow Tri veliCine ‘\a;a odredje.e su, i1 u sluéaju
(3.1) i u slucagu (3s2), ‘awe ostale, tako da (3. 3) pred-
stavija sistem oa 16 jecnaCine sa 16 nepoznatih iia, .
wedjutim, s obzirom aa je watrica koeficijenata s1stema
(3¢3) (vidi matricu woeficijenata sisteuwa \2+16)) singu-
larna, to 16 ;ednaéina (3.3) nisw medyu =obom linearno
nezsvisne., Necemo ispitivenjem matirice koeficijenata
proé;rene nezavionim claunovima na desnim stranasma jed-
nacina (3«3) pokazivati da sistew (3.3) nije protivre-
czn niti Cewo tim putem pokazivati kolik. je medju tim
jednaéinama linearno nezavisnih, ved Semo to ueiniti
jediiostavnijim putem,

- l'A L3 o] v- .
Nepisimo jeduacine (3,3) w obliku

o 1 ¥ ¥ . ; 3 2\ 4!':.‘, \ ,z
Q&;W ub‘;{» (éc&"’“ W)~ \'ux* \) ‘&g;,;:ﬁ e, (5:4)
Pokezacemo da iz Jedna01na
Qp=© | (3.5)

v
sledi jednacina Q,,z:¢ . I zezista, s obzirom na (1,5) i

(1.7) imamo da je

ra Jje
b u e wt
) ‘!{5 s Hbu ’
Mip
ili, na osnovu (3,5) i cinjenice da 39“4%;1& ) _\.g_*g

(jer )ﬁ“:. et wora zavisiti od parametra Q- )

O ®
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Stoga u sistemu (3,3)

» 0dn. (3.4), ime samo 12 linearno
nezavisnih jednatina, na brimer jednalire (3,5),
Prouc1mo prvo slucsj (3.1). PomnoZivsi jednacdinu
(3. 1) sa M-

i sabravsi po ‘?’ dobivamo, zbog (1.7),

4

(3.6)
¢ . . . .. ; A ila .
Pounoziv8i, dalje, jednalinu (3.6) sa(-u,l{) dobivamo
(37)
d;{;u

Jednacinu (3.6) mo%emo napisati u obliku

[cway™ ] o

odakle je

-1y ‘ =1/ |
(_u;hx) :I(s o« ?l.l 4 (- u"u.\) «&d) s e o

. N " -, .
Pomnozivsi owvu jedngcinu sa Wy dobivamo

T A e dla . ,
(‘u,‘\(xx IA uphdu r + (‘U)H 5 : %' ll u’hz O, (3‘8) ._
a izmenom indeksa of i ¥ u (3, 8), & obzirom ds je zﬁ“r‘
=y Yy
OON™ P " (5.9)
('u}u ),;‘?- “r"( u)uu ) 213 L u "’Q :

Najzad, oduzev8i jednaline (3.8) i (349) i podelivei re-

‘ .
zultujucu jednainu sa |- %"u)‘) " %20 imamo

?Xd‘au‘ Wy = u Wy - (3.10)

J

Sada smo u stanju da pokafemo da je i

i (3.11) |
®w=zo, .

Gy
I zaista je, s obzirom na (1. 7),

C’&au =(ugi.u+u hud)‘&

_. - {3 k
= U, us 1&,,,.&" w owt



Drugi &lan moZemo, s obzirom na (3.10) napisati u obli- ?
|

ku

pa se, zbog (1.5), dobiva (3.11).
Pokazacemo da, u slutaju (3.1) a na osnovu (3.11),
ni 12 jednecina (3.5) nisu linearnc nezavisne, nego da,

na primer, iz

Q;J-zﬂs (3.12)
sledi 4;, =0 . (3.11) se moze, za o=. , hepisati u
obliku
“_ 4
au'u ““'3’. ,
odakle je, uzevéi u obzir (3.,12) 1 w'¢e,
a‘a& =0.

Prema tome, medju jednaCinama (3.4), odn. (3.3),

ima, u sluéaju (3+1), samo devet linearno nezavisnih
jednaéiné. Kako su joS, kao Sto smo videli u Glavi II, £
tri medju EIXmx velicinama u.,ﬁ proizvoljne sledi da
medju veliCinama au{: imamo (16—9)+3—10 proizvoljnih,

Da bi nam dalge razmlslgange bilo blize onom kojim

smo se sluzili u Dodatku I, napiSimo jednacine (3,3) u !

obliku
X ! A . ) A"d N
: 7 " Vm =
‘h}f’ﬁ(é”r ruMug)E Wa') « S (3413)
v ‘o . T Il
Pre nego sto budemo o#’redili koje od V811Clnaii‘x3
smemo uzeti ze proizvoljne, razmotrimo velidine g* . i

3
- -

:aﬁi“ « Razlozi koje Semo navesti ubedide nas da pri iz-,
boru velilina koje Gemo uzeti za proizvoljne moramo bas
njih uzeti, neravno ukoliko proizvoljnost svake od tih
velicina ne dovodi do protivreénosti.
$to se tide velilina
uu ‘3(‘31 >+§ww
xfﬁ% p

(3 oxP \ 2 6 (3.14)




r

ni za jednu od njih ne smemo a da ne uzmemo da je proiz-

volgna Jjer bi je proizvol Jnost drugih velilins odredji-
2xk
26

njoj liniji izraz T « 5 obzirom da je sve do sada v

vala, cime bi bilo odredjeno %( y Odne u kraj-

8vim izvodjenjima bila saEuVana proizvoljnost paremetra
G (s jedinim ogranicenjem da mora biti vremenskog ti-
pa) koju smo pretposteavili uvodjenjem tog parametra na
pooetku Glave I, vidi se da prilikom izbora pro:LZVOl,]-
nih velilina moramo uzeti i sve medju sobom nezavisne
velicine :hi';{s »
U pogledu veliéina
1 e 2 (2 4 |
;A'faxk(go B4 ’ (315)
. DM

stvar stoji slicno jer izraz ~—— | koji implicira

koordinate brzine, mora biti rroizvoljan zbog proizvolj-
nosti parametra '9- ' |

JIreba jos samo v1de1;1 da 11 medju velilinama 71“!3
i 1(" by u"’h je ve¢ obuhvadeno u skupu velilina 3("15)
ne postoji neka zavisnost,

Odmah se vidi ds M u svakoj od jednatina (3. 13)
pOStOJl samo jeqna od vellclna 1( ;3 Da da ih, stoga,
“sve Getiri mozemo uzeti ze proizvoljne. JednaGine (3 13)

1( ¢
i

za oz i 75 4 (koje su linearno nezavisne) glase |
~ % ¢ N s adia o '_
k Sy (Bp+ wiuy)e CUUYY Tas,, (3.16)

S obzirom da su to tri jednatine sa tri velicine ut v
Na prvi pogled izgledsa da nijedna od njih ne mo%e biti [
proizvoljna nego da su sve tri odredjene resenaa £0Y~
njih jednadina. Medjutim, & «lavi II smo videli da su
medju velilinama u“ i tri proizvoljne, a, kao sSto se »
vidi iz jednaline (2 15) napisane za 3z u obliku

. . ¥ N . v
sve tri velicine u.‘;,, na desnim stranama jednacina

7 W A



(3.16) mogu biti uzete za proizvoljne, odekle sledi da

%Lﬂq mogu biti uzete za proizveljne velisine, gto, na
osnOVY onoga $to je gore recemo, i treba uliniti. |

Dakle, medju 10 xEXisima proizvoljnih velicina f.laﬁ
treba uzeti sedem velilina (3.14) i (3.15). Cd ostaliﬂ
devet velilina 2&25 treba za proizvoljne izabrati jos
samo tri. '

Sada moZemo pristupiti traZenju broja stepeni slo-
bode u sludaju kretanja odredjenog jednacinom (3.1). Jed-
naéina (3.6) predstavlja diferencijalnu jednacinu geode-
zijske linije, pa izraZzava jednu veoms vaZnu i zanimlji-
vu osobinu ove vrste kretanja Bornovog ¢vrstog tela. Na-
ime, Bornovo ¢cvrsto telo za koje vazi (3.1) krece se ta—
ko da je svetska linija svake njegove tacke geodezijska
linije prostor-vremena, .

Fiksirajmo, sada, jedan skup ‘EL « uobiveni rezul-
tat tvrdi da je svetska linija tacke C.: geodezijska
linija (koja je poaetnim uslovima potpuﬁiGOdredjena). Na
osnovu toga izgleda kao da ym kretanje tacke Q“; ima
jedan stepen slobode. Medjutim, u prostor-vremeﬁaopros~
torni poloéaj Je neodvojivo vezan za trenutak, tako da
razmiéljanje, uobiéajeno u klasiénoj mehanici, koje, aps~
trahujuéi vreme, dovodi do saznanja da je za odredjivanje
polozaja talke koja se kreCe po unapred odredjenoj kri-
voj dovoljan jedan parametar i koje na taj nalin dopusSta
proizvoljan zak.n puta, u prostor-vremenu moze biti po-
gresan, Pokazademo da je naSe kretanje upravo takvo i da
se tacka <:¥ﬁ krece po geodezijskoj liniji po zakonu ko-
ji Je poéetniﬁ uslovima potpuno odfedjen.

Posmatrajmo izraz ut‘ﬁ;ﬁi . Na osnovu (1.4) mo.vjemo

napisati da je

N 'ﬁ : ) 4la »i’ {:; B
WLl TR |

-
=iz .

YRS \ 4ja ’ ;'ﬁ ; o, kx"("' u 2 | I
= UM U e U N e
Keko je, iz (3.7),

@

PN . o
u"‘:.%]({ 2 g“ w, U=z,

[P
(=




PY;
to dobiwvamo

haaﬁl (- U, )"" WX (3.17)

SetivSi se da je
i da je

iz (3.17) dobivamo
) . ] ) Iz ;
:x ‘;, o | (3) ¢ 3, a2 A 1 oy %
h as (71 A;\-i(’\i( /6 w. (3.18) .
W b

. ’,
(Podsecamo da je k, T x= ane ... . ,) Sada cemo is-

26 e .
koristiti proizvoljnost parametra ., Kao sto swo i rek-
1i prilikom njegovog uvodjenja u poGetku Glave I, moze-
mo uzeti da je & = X" . Tada je

—"i&
Nk 3
U= 4 ) = (- u}h
a otuda ;
6 T : »
pa za @ = X" i olsk jednacina (3,18) daje
‘ ary A :
CUYMY T e Aty (3.19) -
\ Aﬁ 7,6 o %ggfh y '
pa se (3.18) moze napisati u obliku f
- «20) |
Q W’ u " 55 )Z( (‘3 ) i

: o . 3 X
1z ove Jednacine se vidi da je promena brzine &
Sa vVremenom '£= % G potpuno odredjena metrikom prostor—::;

vremena i brzinom h u tom trenutku, te je, prema to-
|



e, brzina du% cele svetske linije, a, stoga, 1 zakon ire
tenia, potpuno odredjena po‘c':etnim uslovima. Iz toge za-
kljuéujemo da kretanje tacke 52;L nema nijedan sterpen
slobode, e

 yakljuak je, mozda, na prvi pogled Cudsn i u kla-
~1cnog mehanici neuoblcaaﬂn, ali ima veonsz Jednoqtavro
tumacenge. Radi lakSeg bazumevanjs tumacenao cemo prime-
niti u slucaau gpecijalne teorije relativnosti, a otuda '
59, imajuéi u vidu moguéﬁ metriku op§te teorije relativ-
nosti, biti jesno da postoji analogija onoga Sto cemo na-
vesti sa tumaéenjem koje bi trebalo dati u opétoj teori-
ji relativnosti. ’

U specijalnoj teoriji relativnosti geodezijske li-

nije su prave, pa je kretanje tacke k’.;*{i pravoliniﬂ'sko,.
S obzirom da se u specijalnoj teoriji relatlvnostl mogu

uvesti tekve koordinate za koje su Kristofelovi simboli

druge vrste *i;}; jednaki nuli (Galilejeve koordinate),
L @7

v s T P ‘
iz (3.20) sledi da se tacka <~g; krece jednoliko prawo-

P . . AT . . [
l4nijski. S obzirom da se u teoriji relativnosti ne moze
govoriti o nekom apsolutnom miru i da se tatka koja je u
miru u odnosu na jednog posmatraéa u specijalnoj teoriji’
relativnosti kre¢e jednoliko pravoliniggki u odnosu na
drugog, vidi se da je kretanje nafe tacke ‘Q:C i u spe~-

. . .. s . . ve . .
cijalnoj i u opstoj teoriji relativnosti generalizacija
mirovanja talke u klasicnoj mehanici, koj'@ nema nijedan
stepen slobode. ‘

1. s . v . v

Fiksirsjmo, sada, Cn-af-) pa potrazimo brzinu tacke
s Y . 3 E-'3 ; .4
i A Lon dogadjaju «* ot A@.g , £de je x ;-.xw\;w%@‘,,
1ma3u01 B ¥xim na umu da znamo brzinu tacke i;g:. Do na

velicine prvog reda u odnosu na i ¢ brzina ta§ke

C‘;zi 1-“’3‘“59; Je
w @ e

»

A+ I 2ALX",

0d 10 proizvoljnih velilina H 45 njih sedem, tj. Xf:“

P
i U.,” je vezano za pr01zvolgnost izbora parametra g
»

pa, stoga, ne uticu na broj stepeni slobode. Prema tonme,

’ s> v 3 3 >
moguca pomeranja cvrstog tela pri fiksiranowm dogadjaju




xt zavisi od tri proizvoljne velicine te nase telo ima ;
samo tri stepena slobode. I
Sa stanovista posmatraéa, a u toj ulozi se mi i na—v
lazimo, uverljivija je sledeca analiza. FlkSlI‘aJuCl do-
gadjaj _{" fiksirali smo i trenatak &,- x" + PotraZis ,_

mo prostorne koordinate brzine tacke Qﬁe.* Ayt u doga-
djaju koji je istovremen dogadjaju x‘: , tj. u dogadja-

ju x‘:q.g\*,g“ , pri Semu je Ly
A" %o x?‘i Az‘ + hﬁdg
takav vektor pomeranja da jJe

d‘-\‘t ": ¢

Opet, do n=a velicine prvog reda u odnosu na a\g‘ s pros-
torne koordinate brzine tacke C:ii.:,i-d“i: u trenutku t@

su
U’ +31:4 A*,,a'

(jer je a“!“a@ Yo Medju velidinama 21‘4‘ , kao Sto smo
videli, ima samo tri proizvoljne, pa po;ovm zakljuéuje— ‘
mo da nafe telo ima semo tri stepena slobodes

Iz svega 5to je receno mogli bismo, moZda, reci da
je kretanje (3.1) neka vrsta generalizacije obrtanja -
cvrstog tela oko nepomicne tacke iz klasiSne mehanike, L‘j“:
ali ne treba izgubiti iz vida da je to kretanje takvo |
de svetske linije svih taCaka moraju biti geodezijske ,
linije prostor-vremena, Podrobnije ispitivanje kreta-
nja (3.1) neéemo dati, jer bi nas odvelo daleko od na-
Seg glavnog cilje - odredjivanja broje stepeni slobode
Bornovog cvrstog tela. -

Predjimo, sada, na ispitivanje sluaaja (%3.2). 04~ L.
redjivanje broja stepeni slobode ovog kretanja je nesjj‘
sravnjeno lskse., Odmeh uvidjamo da ne mora vaziti jed-
nacina (3.6), te da, stoga, svetske linije tazik taca—
ka nageg Evrstog tela ne moraju biti geodezijske lini- .
je prostor-vremena niti je svetska linija bilo kakva

odredjena linija. S druge strane, opet zato Sto ne mo- .



v v, . . n v v,
ra variti (3.6) ne mora vaziti ni (3.20), sto znaci da |}

kretanje tacke € ?s\. ne mora biti ni generalizecija jed-

nolikog kretanja niti )e odredjen bilo kakav zakon kre-
tenja dogadjaja po, inaGe neodredjenoj,krxxxmy svetsko] H

' » 0
liniji. Otuda sledi da kretanje tacke {0 ima tri ste-
44

pena slobode,
Izabravei svetsku liniju tacke {: s pokaaacemo da

gu svetske linije svih ostalih tacake odredgene. Zaista,
ma za koje fiksirano Q. fiksiran je dogadjaj xz pa,
prema tome, i jedinigni vektor 4% te izabrane svetcke
linije u dogadjaju .x . Do na velicCine prvog reda u 0d-.
nosu na Azt , JPdlnlcpl vektor svetske linije tacke

-

‘ ads o, .
AU PO dogadjaju x% + Agx ™ je
A4

. e ' e
uk"'l;;:‘éi{x .

NaSe telo se kreée tako da zadovoljava jednaéinu (%.2),

koju moZemo napisati u obliku

+ 0 .)‘4)‘»& (3.21)

A ]

,,.ﬁ
L v . v, ) .
Pomnofivsi ovu jednalinu sa sdex ~ dobivemo, zbog uprav-
. s A . -
nosti vektora w ™ i Agw”, ti, zbog € _ A, x =,

\La’: A ‘*e x:;':. 7 (3'22)

T e

L 4
Jednacina (3.22) izra%Zava &injenicu da su svetske linije
. ’ » . .
svih taCaka naseg tela medjusobno paralelne (u smislu
% o
metrike prostor-vremena), te svetska linija tacke .3
@ g3

odredjuje i svetske linije svih ostalili tachka, ili,&to

. . . v E Q R . . .
je isto, kretanje tacke €.\ odrediuje kretanje i sva-

%
-e

ke druge talke naseg tela.

Prema tome, Svrsto telo koje se krece tako da zado-
voljava diferencijalne jednacine (3.2) ima, takodje, tri
stepena slobode., Na osnovu izloZenih osobina tog kreta-
nja vidi se da ono predstavlja generalizaciju transla-
tornog kfetanja klasiénog gvrstog tela, |
bakle, postoje dva moguéa tipa kretanja Bornovog
 5vrstog tela u opstoj teoriji relativnosti i u oba slu-

géja kretanje takvog tela ima samo tri stepena slobode.

I ovde treba da pomenemo, kao i u Dodatku I, da i




sama strukturs prostora woze uticati na smanjenje broja
stepeni slobode,kmyx j» paxiwdiez ixkijmeive onog broja
koji je posledica iskljubivo definicije evrstog tela.




¢ LAVaA IV

KLASI&NA APROKSIMACIJAg) BORNOVOG éVRSTOG
TELA

U Uvodu smo ve¢ pomenuli da je Born, definifuli rela-
tivistilki &vrsto telo, %eleo ne s2uo da pou tim imenom
podrazurevsa jedﬁu klasu kret:nja sistema taCasna u teoriji
relativnosti, nego i da ta klasa kretanja predstavlja ge-

nerulizaciju kretaunja klasitbnog tvrstog tela,

Poznata je ¢injenica da je klasicna (Njutnova) meha-
nika aproksimac.ja specijalnog slulaja opSte teorije rela-
tiviosvi - specijalne teorije relativnosti, za brzine ko-

Je ~u dovoljno maule da se mogu zanemariti u poredjenju sa
brzinom svetlosti (klasicna aproksimacija). Stoga i svaki

relaivivis,ilki pojam, ako jeste generalizacija nekog kla-

silnog pojma, mors biti tukav da njegov specijalan oblik,
koji im:z u specijalnoj teoriji relatiwvmosti, u klasidnoj
aproksimaciji da upravo klasicni pojam &ija je on generali.
zaclija,

Na osnovu ovoga je jasno da Jje kretanje Bornovog Svr-
stog tela generalizacija kretanja klasignog tvrstog tela
samo ako se ono, u klas;éndj aproksimaciji, svede na oo
poslednje,

9)

Izraz "klasicna aproksimacija" smo upotrebili radi
kratkote i pod njim podrazumevamo aproksimaciju kojom re- |
zultati specijalne teorije relativnosti prelaze u rezulta-
te klasiéne (Njutnove) mehanike,

32




Prirodno je postaviti pitanje da 1i je uopste potrebno pro-
nalaziti klasicnu aproksimaciju kretanja Bornovog évrstog
tela, kada smo veC videli da ono ima samo tri stepena slo-

bode a ne Sest kao sto ima kretanje klasilnog cvrstog te=
la. Normalno je ocekivati da se aproksimacijom broj ste-
peni slobode nece povedati, Medjutim, zakljutiti samo na
osnovu tog ofekivanja da kretanje Bornovog Evrstog tela
P . . = . .Y v P
nije generalizacija kretanja klasicnog cvrstog tela nije
ubedljivo jer se unapred ne sme odbaciti mogucnost da se
. s s s . . 10)
aproksimacijom mogu pojaviti i novi stepeni slobode »
Fo definiciji, Bornovo &vrsto telo je onaj sistem ta-~

‘caka za koji vazi (1.13), tj.

(%a(gdo"“do“@\,gﬁ’ . (441)

Izraz u zagradi ima isti oblik i u specijalnoj teoriji re-
lativnosti, pri cemu je u tom specijalnom sluéaju uvek wo-
gude naéi takve koordinate (Galilejeve koordinate) da me—

triéki tenzor bude

%a&{'s: | ‘ (4.2)
Izaberimo, sada, da je
, . [
G=x" (=ct), (4.3)
Tada je
. eyt s e a
HAox* = % di‘i*u“‘\e* (4.4)
i
a,x" = 46, (4.5)

. : )
jer je, zbog (4.3),

lo)Na to me je upbzorio moj profesor Dr EKonstantin

Voronjec,



@7.’.‘::@ (446)

i
A b Dl
a —={, (4.7)
26
| “
Rezmotrimo Sta biva sa d,.x u klasitnoj aproksima-
Ciji;

Matematilki izraz pretpostavke da je brzina (trobr- ‘*
zina) taCke Qgi mala u poredjenju £ brzinom C svet-

losti je . ,
<™ =, (4.5)

§ obzirom na (4.7) 1 metriéki tenzor (4.2), iz uslova

0
upravnosti vektora W i dgx* dobivamo

. a : ‘ .(4 o
Ao 2’ ) . .
db"“ T o k d°'x ’ .
v 4
odakle je u klasicnoj aproksimaciji, zbog (4,8),

Ayt~ 0 (4.10)
e ~ . .
Na osnovu toga je, iz (4.4) i (4.5), b
e ’Bx: ¢
A x= o d (4.11)
S
i
dx"= 0. - (4.12)

o 4% % -,
ko sa X 4+d & obelezimo dogadjaj na svetskoj lini-
ji tacke c"i‘*‘*‘s" ‘koji je istovremen dogadjaju .‘iu na
svetsko] 1liniji talke QS\ , onda je

§ ¥ & .
A% ?;.e:,.;.agx (4.13)
oy

7

- » '
Sade se vidi da je klasicna aproksimescija vektora “‘o"‘m
% ol s e s . v v
vektor A x  (vidi Jednaélnu (4,6)), sto znaci da su, u

klasic‘:’noj aproksimaciji, dogadjaji ;(“i X’i““ae“&
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istovremeni,
. ¥ . -
Prema tome, klesicng aproksimacija xEkxmxx Bornovog
zahteva je '

5‘ A%x “;:\“x") (4.14)
ci:%

- v
ili, mnozenjem sa

L
dt

(\1 AN a*y >€ (4,15)

Dakle, u k1a31cnog aprok51ma01)1 Bornova definicijs

(=) 1 zbog & xi'zo,

zahteva dd rastogan;e:(u obiénom, prostornom snislu) is-
tovremenih poloza;ya talaka QS\ i Q? 1.9\3\ ostane to-
kom vremena nepromenjeno, a to je uprevo i zahtev defini- ‘
cije kla31cnog cvrstop tela, i

Da 1i se iz toga sme zak13u01t1 de se kretanje Borno-
vVog cvrstog tela u kla81cn03 aproksimaciji svodi na kreta-
nje k1a31cnog cvrstog tela, ®mkx ili, da budemo precizniji,
da je kretana Bornovog cvrstog tela generalizacija kreta~
. nja k1a51cnog cvrstog tela?

Jedna01na (4,15) tvrdi samo da je klasicna aproksimas~
cija Bornovog évrstog tela -~ évrsto telo u klasicnom sSmis-
lu. Lstina je da se iz jednaCine (4.15), koja je identicdns
jednadini (D I.2) za Dekartove pravougle koordinate, dobi-
vaju usloV1 (D I1.6) koje mors zadovdlgavatl kretanje kla-
51cnog cvrstog tela. Iz toga moZe 1zgledat1 verovatno da
Je i generallzac13a bilo kog klasitno moguceg kretanja
Al&Slcnog cvrstog tela neko kretanje Bornovog cvrstog te- |
la. Medjutim, na osnovu osobina moguclh kretanja Bornovog
cvrstog tela, koje smo upoznall u Glevi III, 1zg1eda, s
druge strane, kao da su moguca kretanja Bornovog cvrstog
tela generallzaclJe samo nekih od mogu01h kretanja kla31c-
nog cvrstog tela,

Konalan odgovor, prema tome, treba traZiti Jedino u
klaqlonog abrok81m30131 diferencijalnih jedna01na kretanje
Bornovog cvrstog tela, '

Sada smo pred izborom da 1i da se odlu01mo na traze_
nje k1331cne aproksimacije diferencijalnih 3edna01na (2, 1) 
ili na trazenge klasitnih aproksimacija posebno diferenci- .

. . N v, .
Jalnih jednacina (2,2), a posebno diferenciialnih -“edne_



g;na (2,3). Polazeci od jednacina (2.1) dobili bismo uslo-
ve koje, u klasiénoj aproksimaciji, moraju zadovoljavatl
veliline ﬂgtﬁg , ali nam oni ne bi jemcili, kao ni uslov
(4.15), da jé{SVako kretanje koje zadovoljava te uslove -
kretanje kome kao generalizacija odgovara neko od kretanja
Bornovog gvrstog telalm).

Definicija Bornovog Gvrstog tela dopusta da se ono
krece samo tako da zadovoljava ili sistem diferencijalnih
jednacina (2.2) ili sistem diferencijalnih jednacina (2.3).
Ispitajmo klasiane aproksimacije tih kretanja. Rezulteti
vih ispitivanja aace konazan odgovor na pitanje da 1li se
kretanje Bornovog Evrstog tela sue smatrati generalizaci-
jom kretanja klasiénog cvrstog tela ili ne.

U sp3013a1n03 teoriji relativnosti u odnosu na koordi-

u_odig
natefma E'jg je metricki tenzor det sa (4.2), je

m;ﬂl;, %ﬁ‘hv""‘, (B=x") (4.16)

odakle Je
AN
H o
\‘}‘l&u- = fng-o-h ?1 -4;
w4
odn,
‘, »y‘iL - : ": ;"L
W W) = \a-2LUWh
du = = il . (4.17)
vzd
Ta3j se izraz, s obzirom na (4.8), u klasicnoj aproksimaciji
svodi na
4!&
\‘u Z( ) | (4,18)
11) . Y . . . v, .
I zaista, klasicnom aproksiwacijom jednacina (2,1)

dobivajm se jednaéine (D I.6) i proizvoljnost veliginaﬁlgi.
Uvo tvrdjenje nebemo ovde dokazivati, ali, poklonivéi mu po
verenje, smemo zakljuéitivjedino, kao i iz jednatine (4.15) ./
da je svako kretanje Bornovog évrstog tela takvo da njegova
klasiéna aproksimacija predstavlja kretanje klasignog cvr-

stog tela, ali ne i obrnuto.




Utuda je, dalje, u klasisnoj aproksimaciji
8o )™
w" = odn z&
» u.‘ -

S druge strame, u odnosu na talilejeve koordinate u spe-

o . (4419)

cijalnoj teoriji relativnosti, imamo da je

%f':‘f}'g °

pa se, u odnosu na te koordinate, kovarijantni izvod svo-

. P . . . L
di na parcijalni izvod, tj. vazi

u&;(b = ud,(h ) (4.20)
Predjimo, szda, na traZenje klssicne aproksimacije
kretanja koje zadovoljava sistem diferencijalnih jednac.i—-
na (2,2). One za odzt R (’.b'aé i s obzirom na (4.20) i
(4.19) u klasiénoj aproksimaciji daju

,u.;d" + )(j,’» = (4.21)

za d&\: ,(b:."\

U. =0,

b (4422)

jer je, na osnovu (4.16),

;' I ‘0
a za o&:{ﬁ = 4 jednacinu

Fl

4 S
U, =o, (4024)

kO0jw je (treba imati na umu da je 9‘8-*“ ) trivijalna jer‘
tvrai da je '
- dxh
o (2o,
PxM N 9x
Jednacine (4.21) tvrde ono sto sledi i iz JednacCina

(4,15), tj+ da je klasicna aproksimacija Bornovog 'c':vrstog .



tels éije kretanje zadovoljava si.ven diferenciijalnih jed-

neéina (2,2) telo koje je Cvrsto 1 u klas:Lcnom sumiglu. 4

@“c ?’%é o .
seista, mnoZzenjem Jednac:ma (4.21) sa o3 S dobiva !

JEIT 43 -
h e - ’ -
- (3‘ e, # . {"‘d. )
f‘gu; J'x eﬁ“"f ﬁ':xfa I
e . * o*x “" o~ T (4 25)
L TR RS y
- - (SN
Kako je, dalje, uzevsi u obzir (4.16),
' s
3 wz *
oU; @?1‘ v ""‘ .‘ g
Qﬁi : Au’ [

'(4*25) postaje
V' ," 7 *‘- “L- €

&‘ & : :
'ﬂf é&& N AT \ <) 3"“6 -

-

ideutizno sa (4.13) za =L, Mno%enjem jednaéine (4,26)
c49~ (=

Uzgred pomenimo da je Jedna01na (4,26) ekvivalentna

s <) dobive se jednacina (4.15).

jedn 01nama (4421) s obzirom na proizvoljnost veligina

@ﬂt‘ y Sto se moze dokazati postupkom slidnim postupku

L&~
odn, ¢ )
’:;b N ‘o '.‘.‘ ‘j xﬂ - (. { '
el Rk = * (4 . 26) g
e S | 3 2 1; * }
b 4 . . |
i
MnoZenjem posleduje jeduscine se 0‘3”"43{ dobivamo 1 ;
o= S, |
9N Ax‘dxt=o0, (4.27) |
26 2 TF 3
Y | |
gde Je é
'
qa N , !
| Jt = d % ” i
g ‘3 - 7
3 |
|
|
;

k031 smo koristili pri izvodjenju jednacina (D I.6) iz
jednacine (D I,2)a
Jedna01na (4422), koja se,zbog (4.16) moze naplsati f

i u obliku

e -
auli“ o/ (4:28)




tvrdi da, fiksirajuéi bilo koji poloZaj (odredjen prostor-
nim koordinatama X', brzina svake taCke klasiCne aproksi- ‘

v v . .
mecije pornovog cvrstog tela cije kretanje zadovoljava sis-
}

tem diferencijalnih jednacina (2,2) koja se nadje u tom po-
loéaju ne zevisi od trenutka u kome se u tom polozaju na-
dje.

S druge strane, jednacine (3,6), tjs

4

koje se dobivaju mnoZenjem jednaline (2.2) sa !LP i sabi-

ranjem po (3 , u klasi1onoj aproksimaciji, na osnovu (4.20)
i (4+19), za wlw¢ glase

t_
q‘@(’% -
3.
U, ;

20 '’
ili, Sto je, zbog (4.16), isto Sto i r

2% (4.29)

— .
26

Ove jedna%ine tvrde da je brzina svake tacke klasiéne ap~
roksimacije Bornovog Evrstog tela Eije kretanje zadovolja-
va sistem diferencijalnih jednaéina (2.2), i to kao vek-

torska veliéina, stalna tokom vremena. Iz njih sledi da je

x .
55 ° sl = . e ('gi) (4430)

odakle je
x“'= Q{_‘. &+ j ¢ (SA) . (4431) :

SmenivSi nadjene ¥xe@mmskx izraze za funkcije X" u (4.26) ,

]

dobivamo

rél(c. ras‘
Z(’Dy 'b;i)( 3 =06,



odn.

, e ! ¢

ibfa‘u%u‘é NN ﬁ.?%?ii. o, (32
'234 25" ‘33& L g gl

Posto Jednaclne (4.32) woraju identiCki vaZiti po {3 dobi-

vamo, izmedju ostalog

'271 %u =0 (4433)

" ’bgl Tt

i, posebno, za

i (W
‘B ’
ez 4 EA
odakle sledi i

c

'a':;a

Jednacine (4.34) tvrde da u datom trenutku & sve tacke ;

klasicne aproksimacije Bornovog Evrstog tela Eije kretanje
zadovoljava sistem diferencijalnih jednalina (242) imaju
iste brzine i to kao vektorske veliéine, pa zajedno sa jed~
naeinama (4,29) tvrde da se naSe telo (proutavana klasicna
aproksimacija) xrede jednoliko pravolinijski translatorno.
Iz (4.29) i (4.34) za yeliginu X
27 S L AN S SR ML

T
sy
o A

oxd  og® Axed t26 '’

sledi, uzevsi u obzir i (4.16),

.. =0 . (4.55)
94
) Skup jednééina (4.35) 1 (4.22) tvrdi ponovo ono isto
Sto je tvrdio i skup jednaéina (4.34) i (4.29), neiwme, da
se u klasiénoj aproksimaciji kretanje Bornovog Evrstog te-
la koje se krede teko da zadovoljava sistem diferencijal-
nih jadnaéina (242) svodi na jednoliko pravolinijsko trans-
latorno kretanje, |
Podseéamo da smo, analizujuéi kretanje koje zadovolje~

va sistem diferencijalnih jednecina (2.2), u Glavi IIT na

T T T e




str. 29, rekli da je to neka vrsts generalizacije obrta-
- - v K

nje klasignog cvrstog tela oko nepomicne tacke, ili, gto

je, na osnovu Galilejevog k1a51cnog prinecipa relatlvnostl,

isto, oko tacke koja se krece jednoliko pravolinijski. Na
osnovu toga a2 u svetlosti rezultata koje smo sada dobili
izgleda da je "obrtanje" Bornovog ;vrstog tela malo u po-
redjenju sa brzinama kretanja njegovih tagaka, tako da u
klasiénoj aproksimaciji daje klasilno cvrsto telo koje se
krece jednoliko pravolonijski translatornd. .

To Sto smo zakljuEili, samo maglovito opisuje osobi—.
ne tog kretanja Bornovog Evrstog tela, ali bi nas, ponav—'
ljamo, potpunija snaliza tog kretenja suvise udaljila od
naSeg glavnog zadatka. U ovoj Glavi nas interesuje samo
klasilna aproksimacija kretanja Bornovog Evrstog tela, a
tekvu aproksimeciju kretanja koje zadovoljava sistem di-
ferencijalnih jednacina &2,2) smo dobili potpuno preciz-
No,

Nadjimo, sada, klasiénu aproksimaciju jednadina X2x%]
(243)+ S obzirom na (4,20) i (4,19) one se mogu napisati
u obliku

; { Q\ { s “i -
qla,f’a*hd,vzk ua*‘ud,h% oo o)

7a odz i , g‘b-.é' , dobivamo, zbog (4.8),

7a olet y (b= 4 imemo jednacinu
1 ALY TRl -
kl',ic +1";;ﬂuu 2‘.. +u€,ﬁu l(qu_o/

koja se, na osnovu (4.16) i (4.37), svodi na identiénost,

3 > "'
pa ne dajJe nikakav uslov za velicine

-L(m . (4.38)

7a oz i , (b=é » F zbog (4.23) i (4.24), jednacina

(4.36) se opet svodi na identignost, a isto takd i za

c(=(3 = l! .



Jednadine (%.37) i proizvoljnost izraza (4.38) zajeda
no tvrde da je kretenje Xzkz dobiveno klasicnom aproksima~-
cijom kretanja Bornovog Evrstog tela koje zadovcljava sis-
tem diferencijalnih jednaaina (2.3), translatorno.

Vidimo, dakle, da klasilna aproksimacija kretanja
Bornovog relativistidki Eﬁrstog tela daje klasitno trans-
latorno kretenje klasilnog &vrstog telas: u prvom slufaju
jednoliko pravolinijsko tramslatorno, ili, Sto je na osno-
vu Galilejevog klasiéhog principa relativnosti, isto, wiro-
vanje cvrstog tela, pri cemu to kretanje nema nijedan ste-
pen slobode, a u drugqm sluaaju proizvoljno translatorno
kretanje Evrstog tela koje, prema tone, ima tri stepena
slobode,

. '. 3 -
Na osnovu svega toga smemo zakljuciti da pormovo re-

lativisti&ki cvrsto telo nije generalizacija klesicnog
Evrstog tela.




GLAVA V¥

. v
TOMASOVO RELATIVISTIEKI CVRSTO TELO

U potrazi za definicijom relativistitki Cvrstog te-
la koje bi bilo generalizacija klasidnog cvrstog tela,
T. Tomasl2) (. Y. Thomas) je dao definiciju iz koje
sledi zahtev: sistem talaka cqsc predstavlja relati-
vistifki Svrsto telo ako se krefe tako da zadovoljava

S , =0, ’ X
| 7/\% *(h@ﬂ (5.1) |

Pokazademo da sisten talaka koji se krele tako da

- v L]
jednacine

. zadovoljava sistem diferencijalnih jsdnagina (5+1) pred-
stavlja Bornovo relativistifki Cvrsto telo i da, prema
tome, ne moZe biti generalizacija klasianog Evrstog‘te-
la.

Bornovo relativistilki &vrsto telo je onaj sistem
talaka Sije kretanje zadovoljave sistem diferencijalnih
jednaéina (2.1), koje se mogu napisati i uw ekvivalentnon '
obliku (2.4), tj.

U“’J{s* um\,)(.&;-pu"ug(g‘; +u{’uv3: o. (542) |

. , T\l
MnoZenjem ove jednaline sa (-‘u‘.’u Y i s obzirom na

12) T. Y. Thowas, Arch, Ratl. mech, Ansl,, Vol,9,
No.4., p.301 (1962), ‘

43



(1.19) dobivamo

A ‘s TN TP R R v I
[Ki;{sk 8:4-0.“& g)-ﬁk‘:" 9( '\ ;-} ““Kf“ﬁ(8> ?u“i&,“)ié‘r + %J.Q(*j .3)

S obzirom da, zbog (1.5), vazi
s ’g"-’-f’% = &% u (5.4)
v v A » A A

oslobadjajuéi se uglaste zagrade iz (5.,3) dobivamo

aha; §\£f+ udu "“8{: H&qu) JLQ(A' ;q-u“us‘)(&;-b Wi Nl (545)

v v . v .
Izmenivei na podesan nac.n indekse u drugom clanu dobivamo

Q ' AX ™, A ( 3 . 0, gxg..‘.\ 5#6
Kud;(s‘-h{i;ggig)*'u “;f)& g{i“dri&* “f‘) . (5.6)

Lako je pokazatilg) i obrnuto da se iz jednaCine (5,6) mo-
ve dobiti jeduacina (5.2).

Prema tome, ako se sistem tataka krece tako da zadovo
1java jednaine (5.1) sigurno zadovoljava i jednacine
(5.6), odn, Tomasovo relativistilki cvrsto telo je speci-
jalan siudaj Bornovog reiativisticki Evrstog tela i, sto-
ga, ne predstavlja generalizaciju klasiénog Evrstog tela,

| nretanje Bornovog Evrstog tela koje zadovoljava jed-
nacine (5,1) ima neke veoma interesantne osobine.
fokazaéemo,prvo, da je to kretenje takvo da je telo
“a posmatraga opgte teorije relativnosti cvreto i u kla-
siduom smislu (ne prelazeéi na klasicnu aproksimaciju).

jednacine (5,1) se mogu napisati u obliku

{ ﬁ“\* l y, r § L
W, e %*Mux ' uaé,-& i iﬁ{ﬁhg = e,

%1

13) Exvivalentnost jednacina (5,2) i (5.6) konstato-
vali su Salcman i Taub u svom ovde Vel pomenutom radu. Sa-
mo su oni pogresno verovali da su i jednacine (5.1) i (2.2
medju sobom ekvivalentne, areska u njihovom zakljuéivanju
je potekla, u krajnjoj 1liniji, zbog koriééenja pojma sop~

stvenog vremena,

T R R R AR AR S F 03




odakle je, dalje,

te, s obzirom na

‘ , { &.1 A \ &;z s
I EENRCEY * 3 %?‘ ] (5+7)

dobivamo

R N R TN
(9 g‘&*z‘*%*%*%‘\‘“ %376‘,‘.%%?&@*%{3? W
Loristeéi opet (5.7) imamo
¢ TR XIS )
%et{),\uuv‘%“f“k’)a*ﬂagv aldv—@.

v, . v, A v, ;
Pomnozivsi BrEX ove jednacine sa.ﬁti.xyi i sabravsi po )
w 1 (> dobivamo “

%%& ﬁk\) “ \*Qla u}x‘s& 2&‘::;'0‘,(5.8)'=
Zbog

o e e 5 ° T )
i‘faxz N M?j ) \}FQ)'J ) V"g "

| 5 N
3’%;1\ ® dwap /8= b,

jed..acine (5.,8) moZemo napisati u obliku

3‘ : x
éw “‘ IR {x“‘)&xﬁgﬁp 0 X R

ili, podesnom izmenom nemih indeksa,



13

[ &=, et
\%"Nﬁ*l . " j é (509)
PomnozivSi te Jsdnaclne sa AL ¢ 4‘ “‘ i sabravsi po N

i ; i & obzirom da ié;i, ne zavisi od ‘r dobivamo
-

A

T .
. . :
4 . %

. Afd L we .10
\2&%‘:: J‘ o 4, ’ (5.10)

. e 1. .1 .
Ako sada uzmemo da je ¥Rz ,t dobivamo

3
~oe L, :
«9:"‘ wa’ P TaAE ,
\%"l ;Mk }gl’"\ e . /;%r , 5. 11)
jer je

SNy

‘. =€

“yst

lzraz u zagrauwi, odn,

Al = T 5; (5 12)"

AL B *r e, .’ s /

. 54 i?ﬁ ‘:}‘im V] _

predstavlja rastojanje (u obicnomn prostornom smislu) isto-
vremenih (za datog poswatrac’:a)'polozaga tacdaka Q‘, ; i

s,,,} + , pa jedm&ina (5,11) i izra%ava cvrstocu te-
1a u klasu:nom smislu,

vruga interesantna osobina kretanja koje zadovoljava
jednaé'ine,“ (5.1) je u sledeGem, Pomnozivsi jednagine (5.1)
sa @(121‘ i sabravsi po ol i

i

U » U °‘;,( =

-1

o - . N .
sto se moze napisati u obliku

i1i najzad, s obzirom na (1.,2), u obliku

(i%&uﬁ’ @ =0, (5.14)

N .
7= dobivamo )

G e AR N SEns
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Jednacina (5,14) izreZava Cinjenicu da se dogadjaj X A
krece po svetskoj liniji tacke Qst tako da je intenzi-
tet cetvorovektora brzine stalan tokom kretanja. Pri to-
me je skup f} proizvoljan,

Pesmxkrxjuek rezuiiax XExXXY = xpeeijaimmy P A 13500
EeXaiivmaskk

Dalje, u specijelnoj teoriji relativmosti u Galile—
Jevim koordinatama, u odnosu na koje metricki tenzor ima
oblik (4.2), i za G ex" jedna%ina (5.14) ima oblik

AN

odakle je
S gl
vzd ’t

Ova jednaCina tvrdi da se svaka talka CZQs krece jedno-
likoa ;

S druge strane, jednecina (5.1) za gzgi ’ (3«:& y
u specijalnoj teoriji relativnosti za Galilejeve koordina-
te glasi

3, e 1
2{ b s = g{f, M
VR | . . .." ¥

5

. ¥ ‘
odn,, za Q;_g“, Qt s S obzirom da je 2&:—2(,-."; = -1,
_ e

W oee | (5.16)

%

Jednacine (5.16) tvrde da, flkSlraJuCl bilo koji polozaJ
6odred3en prostornim koordinatama x*) brzina svake talke
tela koja se nadje u tom polozaau ne zavisi od trenutka u
kome se u tonm polozagu nadge,

Posmatragu01 rezultat (5.11) u specijalnoj teoriji
relativnosti, moZemo odrediti prirodu kretanja odredjenog
jednaliname (5.1). Poznato je da ¥k 1 samo kretanje u re-
lativnosti prouzrokuje deformaciju duzina (tzv, Lorencova -
kontrakcija). Jedina moguc’nost de. se rastojanja (u obicnom

4 v s 2
prostornom smislu) tecaka tela ne menjaju tokom vremensg

Je da je, u Specijalno] teoriii relativnost +m et oot o



jedncliko pravolinijsko translatorno. Pri tom treba iuma-
t1 ne umu ds pomenuta rastojanja nisu invarijantne (pri-
rodne osobine tela), 510 jednaaina (5,11), uwostalom, i
ne tvrdi, vel samo da je invarijantna osobina unjihove
konstantnosti. To znaEi, ako su ta rastojanja konstantne
u odnosu na jedan koordinatni sistem - konstaninaz su v
odnosu na svaki drugi inercioni koordinatni sisteuw, cdn,
ako se telo krece jednoliko pravolinijski translatorno
u odnosu na jedan inercioni koordinatni sistem - krece
se jednoliko pravolinijski translatorno i u odnosu. na

svaki drugi inercioni koordinetni sistem.




GLAVA VI

———

ANALOGIJA KIASIENOG I BORNOVOG RELATTe
VISTICKI CVRSTOG TELAT4

Born svojom definicijom hije uspeo da genoralige
kretanje klasiCnog &vrstog tela. U nameri da nadjemo
takvu generalizaciju, ako se ona uopSte mozc naci (a
naSe Je mizijsxjix licno uverenje da za to mora posto-
Jjati neki nacln) pokusall Smo da, pre svega, sagledamo
razliku izmedju relativisticke i klasicne kinematike
cvrstog tela posmatrajuéi ih sa analognih gledisSta,

Pojam prostor-vremena hije privilegija teorije re-
lativnosti. I u klasianoj mehanici se moze definisati
odgovarajuéi pojam - klasicni prostor-vreme, kao skup
dogadjaja, gde pod dogadjajem podrazumevamo velicinu

odredjenu sa cetiri broja: tri broja xa koji odredjuju
polozag talke u brostoru i cetvrtog broga‘t‘kngl odre-
djuje trenutak u kome se tatka u prostoru posmatra,

Fretanau tacke odgovara neprekidan niz dogadjaja,
pa je takvo kretanje u kla31cnom prostor-vremenu pred-
stavljeno linijom - klasicnom Svetskom linijom.

Govoreéi o metrici prostor-vremens moramo Se ogra-

14)

radu koji je objavljen u 5asopisu Publication de 1'In-
stitut Mathématiques, Beograd, Tome 1(15),1961,str.25,
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Rezultate prvog dela ove Glave smo vec izneli u-

-



niditi samo na intervale izmedju dogedjaja ko]l leze U
istoj, bilo kojoj, hiperravni t = const. i tekav inter
val predstavlja rastojanje (u uobi&ajenom m prostornou
smislu) istovremenih poloZaja dveju tacaka,

Fosmatrajmo jedan dogadjaj & '© U prostor-vremenu
teorije relativnosti (sl.2a). Skup svetskih linija
svetlosnih zrakova kroz ¢ obrazuje nule-hiperpovrsi-
nu prostor-vremena (u specijalnoj teoriji relativnosti

) : .. %
nula-hiperkonus). Nula hiperpovrsina kroz JA = je nua

sl.2a shematski prikazena deb2lom linijom, Deo prostor-

vregens koji je na slici osencen éfe skup takvih doga-
djaja za koje su vektori pomeranja koji ih spajaju sa
dogadjajem = proatorhog tipa. Foze se pokazatilS)

da se uvek moZe naéi takav koordinatni sistem da doga~
djaji koje spaja vektor pomeranja prostorrog tipa bu-
du u odnosu na takav koordinatni sistem istovremeni,
Stoga se takvi dogadjaji, po Foku, i zovu kvaziistovre--
meni dogadjaji. Sada se vidi da je =nalogon osencenon
delu relativistilkog prostor-vremena u klasicnom pPros—

tor-vremenu (sl,2b) samo debela linija kroz dogadja]
Ji"i , tjs skup svih dogadjaja istovremenih dogadjaju
X

Neka je Q.ﬁ': (sls2a) svetska linije tacke ;%’@

. . " ) . . PR 4 ) . .
(koja prolazi kroz dogadjaj X~ ), a ~g b A svetska

L)y 8. A €0k TTReRwa rocTransTL A,
EPEMEBWA A TAMETEuwas, [EaTEaa. waf, Mok,




L

linije tatke Qgladyi . Neka su s™ed x® 1 x%e
M‘x.‘dogadjaji na svetkkoj liniji talke QEC*“E:

v kojima ona prodire kroz nula~hiperpovr§inu kroz X

1 neka je lu-!-d*a“ dogadjaj neo klasi‘énoj svetskoj
1iniji tadke Qgi,_,\si koji je istovremen dogedjsju
X%, skup dogadjsja na svetskoj 1iniji talke Qg:“\gc‘
izmedju dogadjaja Vi Aen™y 1x¥ed, x® je skup kva~
ziistovremenih dogadjaja tadke Q§:+d§f dogadjajun
x°‘, pa je x™+A™x™ klasifni analogon bilo kog doga-
djaja iz pomenutog skupa.

Kako, u teoriji relativnosti, dva vektora vremens
skog tipa ne mogu biti uzajamno upravnil6), vekior
a\.;“, definisan jednaCinom (1,11), mora biti prostor-
nog tipa, pa dogadjaj x“#a\oaﬂ Pripada ponmenutom
skupu dogadjaja. Medjutim, i pored toga sto izmedju
dogadjaja xdfdgxm i dogadjaja (u klasicnom prosto:
vremenu) x‘“anal*.x“ na taj necin postoji analogije,
odmah se vidi da, zbog mnofStva dogadjaja u relativig—
tilkom prostor-vremenu koji su analogni dogadjajux“-l-
-0-&“&“, ta analogija nije ubedljiva,

Najprirodnije Jje pretpostaviti da je analogija
potpuna izmedju dogadjaja x“-pd"x" u klasicnom
prostor-vremenu i srednjeg kvaziistovrenmenog dogadjaje
x“...o\* ™ 0 relativistiCkon prostor-vremenu, koji
Sé nalazi na sredini izmedju dogadjaja x>+ 44 X i

2%+A, x>, tj. takvog dogadjaja da je

al“.x = - - (641)

(na osnowvu Eega je do na velitine prvog reda u odnosu
na d‘x& , odn, %" i dogadjaj x ﬁ-c-d*.x ® 1a
svetskoj 1liniji talke Qgiq-d'i; )s pa u definieiji
relativistiki Svrstog tela zahtevati da interval gde-
finisan ga

16)Vidi J»L.Synge: Relativity, 1he Special Theo-

ry, north-Holland Publishing Conmp., Amsterdam, 1956,
Str¢27c



5

) ¢ M g
iéu“i*& ».—!\*x _ (6,2)

bude stalan tokom kretanja,

Medjutim, pokazaéemo da je \

Agx T2 AXT (6.3)

te da, s jedne strane, izmedju Bornovog relativisticki
Evrstog tela 1 klasiénog Evrstog tela postoji, na iz-

gled, potpuna analogija, i, s druge strane, da se ni

v v. » » - . »
tim putem ne moze resiti problem gensralizacije pojima

klasignog cvrs tog tela.

Posto su
Ax% s 2Tyt e AT 46 (6.4)
i
Ax™e &S ast e aTAE (6.5)

to je, na osnovu (6.1)J

P VL TR " -
| (.:,)*.x ;-j(”:.,i? r &L . y (6,6)
. v E
gde su A, i A6 resenja jednacine
I S A ST TS S JFY SR s
g’&{.ﬁ &-X e A._ +A A ey \'*’ﬁ As T+ d A;&J n (6‘7)
Ova se jadnagina moze napisati u obliku

R A i PialiLRPT &, % A4
Aoz 4 4 \‘xé"}""”fﬂaa"{ "'f‘{ét"%*ﬁ%"ﬂ'“{j A b se, (6.8)

cdakle je
| I,
- ”‘, e N | o=
~der 4 4
pa (646) postaje
A B Y
o a 2 {x “A .x 'éq -—i i ¢
gl*x‘=\4“"’ ,3 »ﬂ“, L |
= L A



2 A ;
Q’l*’a.%*: “\-\&- f**&**-",;;’”‘;‘. (6.9)

e

S obzirom da je vektor d,-&"’ dat jednacinom (1.11), %

x a o Ay e
Apa s aT waTagwli)agt (6,10)

poredjenjem jednacina (6,9) i (6,10) dobiva se (6,3),
kao Sto smo u poéetku i tvrdili,

* * *

Poredjenje sl;Za sa 81,2b 1 neuspeh Bornovog po-
kus'aja genaraliza.cije' klasié'nog Evrstog tela navodi na
sledece razpisljanje.

Izabravéi ma koji invarijantan nacin odredjivanje
dogadjaja n& sveiskoj 1iniji tacke Q‘L‘#di‘ koji Jje
kvaziistovremen dogad,]aau x% y tie uz:.ma;;uél umesto

jeduadine (6,1) Jednacn.nu

=
o\*xda A A x+ tx - (6.11)

X-M

gde je A > & skslarna invarijanta, sigurno je, ma

da to nismo pokusali da doka‘éemo, da bismo dobili kred
tanje koje bi u 'klasignoj aproksimaciji dalo neke kle-
se kretanja klasignog Evrstog tela (na primer, zax"-‘,
n: osnovu rezulteta Glave IV, klasu translatornog kre-
tanja klasilnog cvrstog tela). Medjutim, nijedsn od
tih izbora ne bi doveo do kretanja tela koje bi pred-
gtavljalo generalizaciju kretanja klasignog zvrstog te
la,
' Stoga odavde proisticu dva predloga: ili

1. u definieciji relativisticki ‘évrstog tela zah-
tevatl da izraz (6,2) bude .talan tokom kretanja, pri
cemu je d*_x dato jednacinom (6.11), gde je A>D

proizvolimn izabrana skalarna invarijanta, ili

2, zahtevati da povrsina "trougla" c:L;|a su teme-
na u dogadjajima .:t'i,.x&*-d Jt‘°‘ i xo‘-ﬂ-d % X (ta
je povrSina infinitezimalna pa se moZe aproksimativno

uzeti da je ravna) bude stalna tokom kretanja.



vrugi predlog nam izgleda prihvatljiviji, Jer Je
k1 asicnon pojomu rastojanja izmedju dogadjaja x‘m;‘ i -
x%‘.g"’ sa s1.2b, potpuni snalogon ustvari bas
povréina romenutog trouglas

Medjutim, i predlozi nemaju nileg zajednickog
s razmatrenjem cornovog relativistiCki cvrstog tels,

’
te ih u ovom radu necemo ni ispitivati.




DODATAK I

‘ v
BROJ STEPENI STOBODE CVRSTOG TELA U KLAe
 518N0J MEHANICI

Neka su konacne ,]ednacn.ne kretanja sistema taoaka
(\%& (A= 1,2,3) u nekom koordinatnom sistemu x‘

K= (3“:’&}: {¢z4,3,2;, (D1.1)

v . . v
gde je T vreme, VY klasicnoj mehanici taj sistem taba-

ka predstavlja cvrsto telo ako je

K [ M .
€T i o= C L I.2
\%G‘ a-“AK&}’t C?' { )
gde je %\)‘ metricki tenzor, a
. “Hat "
dat =z X oacR (D 1.3)
Eh-adi

vektor pomeranja koji spaja tadku (.g:&\ s istovremenim
polozagem tacke Q. K*d%ap

Korlstecn oznake analogne oznskama iz Glave I,
c:n.ja e upotreba bez ikakvog daljeg preciziranja biti
iz teksta jasna, jednacina (D I, 2) se, s obzirom da
velicine ﬁg* ne zavise od vremensa, moze napisati u
obliku

g
\%‘4 ra Iél,tJ di =%,

odakle je, zbog proizvoljnosti velicina zﬂi«“‘\,
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R i
\‘ﬂ“"_\*?h L s e (D I¢4)

I'd .
Imajuci na umu da je

7

; | ,% R : ( L ~ o= -
ety nt T\ TG Syt A e

(jer‘“;; ekeplicitno ne zavisi od vremena) i da je

[ » *

. Y )
3’ g \ g 1 3 ‘5 & y‘ ’ - “ . a, P
\&tu‘;t VRV, 4 A 7a IRy

postupkom slighim postupku u Glavi I dobivamo

. 4
{2, 3 P
(CUeosltos ava? e (D 1.5)
ARI¥ &gb, Fat,g =0
Ako joé uzmemo u obzir da jednacine (D I.l) predstav-
ljaju u svakom trenutku & nesingularnu transformaci-
ju koordinata #** u kordinate X%, to mera biti

£
o,
-
5

Aet | "’,“,"F <
pa iz (D 1.5) Sledi17)
kﬂL ‘fl(.. IR (DI‘6)
24 A+ |

T u klasicnu mehaniku se moze uvesti pojam pros-
tor-vremena, kao Sto smo i udinili i objasnili u Gla-
vi VI, ali se ne moZe definisati metrika gxﬁ takvog
klaslcnog prostor-vremena veCc ssmo metrika g.- nje-
govog potprostora - oblcnog prostora. Stoga ne post031

ni mo: uénost obrazovanja kovarijantnih izvoda .X

4 Sh

pri cemu bi X trebalo da predstavlja vreme, Jedino

Sto se moze to je obrazovanje parc:LJaln:Lh 1Z'\'Oda§( Y F
l

DU, U ‘ -

= ¢ (smatrajuci U¢ funkcijom promenljivih % ,%

a ne X%, ¢) koji odredjuju kovarijantne koordinate

‘@J; ubrzanja, definisane sa

17)0va jednatine je izveo Th,De Donder: Bull Acad'
Roy Belg, (Classe des Scimnces),Séance du 3 ganv1er
1942, Nos 1-3, p.8.

£ B
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WTos U L A R (D L.7)
Bl = - 2, L I E% .
A‘:IQ (3 8 "é?,i &J "

, z v . v
Fokazacemo, sada, da se broucavanjem 12 velicins

ﬁicd i 2(;‘,.». (D 1.8)
mo¥e zakljuliti da %vrsto telo u klasicnoj mehsnici ima
Sest stepeni slobode,

Velidine (D I.8) nisu medjusobno.nezavisne, Izmedju
njih 12 postoji Sest relscija (D I.,6) zs & %4 + Dakle,
samo su njih Sest proizvoljne, Medjutim, ne mogu biti
proizvoljne bilo kojih Sest. Pre svega proizvoljne su
velicine ‘%wq jer se ne pojavljuju u relacijama (D 1.6)
Iz relacija (D I.6) se, dalje, vidi da se za preostale
tri pr01zvolgne veliline mogu uzeti tri velidine JL
za koje je ¢ #}1 i pri tome da medju njima nema dve ko=
Je imaju iste indekse, na primer tri vellclne'&‘x (sﬁg )
Dakle, skup Sest proizvoljnih velicina

o i)
lesq,, 4o, (D 1.9)

b

\=-

i
odredjuj@sve ostale velicine (D T, 8),

Na koji se nalin mogze protumac1t1 pr01zvolgnost
Sest velicina (D I, 9)? Fiksirajmo skup i koji 1naCe
mozemo proizvoljno izabrati, Tada proizvoljnost veliCi-
na J‘A izrazava proizvoljnost ubrzanja tadke \igi ,
odn, nr01zvolgnoet kretanja te talke u tri pravca pros-—
tora, dakle, trl stepena slobode njenog kretanja,

Biranjem d za talku ’sw“ odredili smo diferen.
cijalne geﬂna01ne kretanga (p I. 7) talke 5‘3“ y pa i
samo njeno kretange. (rretpostavl1a se da su dati poCet-
ni uslovi, KOJl 1nace, po definiciji stepena slobode, i
ne uticu na njihov broj.) Time su odredgene i velicine
\k; za tu tacku,

Fik81ra3mo, sada, trenutak vremens & lepotra21m0
brzinu talke \’i"’ .,,da;;*-\ 1ma3ucl ® M na unu da znamo
brzinu talke {.3f¢ » Do na veliBine prvog reda u odno-

Su ng gf* brz:.na tacke Qiq+d§q je



1
A

: . .4 5y 1.1

Fd

\

gde jesﬂd‘ dato sa (D I.3). To znaCi da je polje brs
zina svih tafaka Cvrstog tela bilo u kom trenutku pot-
puno odredjeno brzinom -&; tatke ﬁis: i skupom ve-
licina ?‘éj . Posto je medju ovim poslednjim njih

tri proizvdljno, to pomeranje Evrstog tels pri fik-
siranom poloZaju talke {:,ﬁ; ima nova tri stepena slo-
bode, pa sledi da definiczja (D I.2) cvrstog tela do-
pusts da Svrsto telo klasitne mehanike ima Sest stepe-

ni slobode,
Potrebno je pomenuti da i sama struktura prosto-
ra moze uticati na smanjenje broja stepeni slobode -

broja koji je posledica iskljuzivo definicije Evrstog

tela, Medjutim, u Euklidovom prostoru takvih dopun-
skih ogranigenja nema, tako de kretanje klasictnog

v :

cvrstog tela u Buklidovom trodimenzioncem prostoru ima

upravo sest stepeni slobode,




DODATAK II.

NEKI OBRASCI IZ ALGEBRE KRONEKEROVOG
PROIZVODA DVEJU MATRIUI\IB)

Kronekerov proizvod matrice

5

o : .
A= %0.{53 Q=‘|,--‘-,*N ;{3: e, ™) (D IT.1)
tipa (WA ,M ) i matrice
,_ W ) v
%=E\Qv} (X.-. {,...’f.;?z 4’-..’9) (D 11.2)
tipa (4,4 ) je, po definiciji, matrica
AXB= ! Q.’; B'} (D I1.3)

tipa (wip,™g).
Ako é;(%i oznacava rang matrice A, onds vazi

obrazac ,
§B{AXE¥"‘): C{A) SRS, (D 11.4)

Ako je A matrica reda s , a B matrica reda %
i ako (‘ﬂ oznalava determinantu matrice A y onda je

L

IARE =80 |& (D II.5)

1B)Vidi CuCsMac Duffee: The rheory of Matrices,

Chelsea Publishing Company, iew York, 1946, Str.82,83
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