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UVOD 

Posmatrajmo sistem tacaka C. ( 	= 1,2,3), gde su 
parametri koji karakteritu bilo koju od ta6aka sista- 

ma. 

Klasicna definicijaCvrstog tele: "za sistem tacaka 

se kaze da predstavlja evrsto telo ako je rastojanje is-

tovremenih polotaja dveju bilo kojih tacaka sistema tokom 

vremena nepromenljivo i zavisi samo od izbore tih dveju 

tacaka", neodrhva je u teoriji relativnosti jer se zasni-

va na pojmu istovremenosti koji u teoriji relativnosti ne-

ma apsolutno znacenje, Prams tome, usvajajuci gornju de-

finiciju, u teoriji relativnosti bi se moglo reCi samo da 
je cistern tacaka 	cvrst u odnosu na odredjenog pos- 
matrata, pa "Bvrstoda" nekog sistema ne bi bila prirodna 

osobina tog sistema sa stanovita teorije relativnosti, 

TrateCi osobinu sistema tacaka C./ 1: koja bi bila 
kovarijantne u odnosu na$ transformacije teorije relativ-

nosti (i, prema tome, nezavisna od posmatraea) a koja bi 
predstavljala generalizaciju klasie.nog cvrstog tela, Maks 
Born1) 

(Max Born) je dao ovu definiciju relativistieki 
cvrstog tela: "za sistem tacaka QT" se kate da predstav, 
lja relativistAki Cvrsto telo ako je za svake dve bliske 

take tog sistema interval izmedju odgovarajueitsvetskih 

linija, upravan na tim linijama, stalan tokom tog kreta-

nja". Izrazi "interval" i "upravan" su u ovoj definiciji 

shvaCeni u smislu metrike prostor-vremena. Potrebno je na, 
1)
M. Born, Ann. Phys., 12, 1 (1909)* 
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# 	 , 
glasiti da je Born, definisuci reletivisticki cvrsto telo, 

mislio na cvrsto telo u specijalnoj teoriji relativnosti. 

To je i prirodno, jer je vreme kada je Born dao svoju de-

finiciju prethodilo pojavi op'Ste teorije relativnosti. 

Interesantno je da nema radova iz kojih bi se videlo 

da se Born kasnije bavio tim problemom i u op'stoj teoriji 

relativnosti, ma da se definicija koju je dao mote, bez 

ikakvih izmena, primeniti i u olAtoj teoriji relativnosti. 

Ubrzo po Bornovom definisanju relativistibki ;vrstog 

tela nergloc
2) (G. Herglotz) i Neter 3) (F, Noether) su, 

nezavisno jedan od drugog, pokazali da Dornovo e'vrsto telo 

u specijalnoj teoriji relativnosti ima samo tri stepena 

slobode. To je otigledan nedostatak Bornovog Cvrstog tela. 

Ali, kako do danas nije data nijedna prihvatljivija defi-

nicija, skoro svi radovi 4)  koji su u vezi s relativistiCki 

cvrstim telom zasnivaju se na Bornovoj 

Problemom cvrstog tela u olAtoj teoriji relativnosti 

prvi su se bavili i matematicki izrazili Bornovu definici-

ju Salcman i Taub 5)  (G. Salzman i A. Taub). U delu svoga 

2) G. herglotz, Ann. Phys. 31, 393 (1909-1910). 

3)F. Noether, Ann. Phys., 21, 919 (1909-1910). 

4) Pomenucemo radove: 
J,R,Pounder, Communications of the Dublin Institu-

te for Advanced Studies, Ser.A, No.11 (1954). U ovom radu 

autor proucava relativistieki evrste obrtne povr;ine. 

J.L.Synge, otud.Math. and xech. Presented to Ri-

chard von Hises, New York, 1954, p0217. U ovom radu autor 

proucava kretanje relativisticki cvrstik povrsina uop'ste. 

J. 1,4. Synge, iviath.Zeits., 72 (17, 82 (1959). U ovom 

radu autor je proglasio za meru brzine deformacije izraz 

koji Salcman i Taub oznacuju sa Deto (vidi izraz (1.22)), 

i na osnovu toga je predloZio jednu relativistieku teori-

ju elastienosti. 

R.A.Toupin„ Arch.itatl.Mech.Anal., 1 (3), 181(1958). 

U tom radu autor ukazuje da se ne mote formulisati mehani-

ka kontinuuma u relativnosti bez definicije relativistiCki 

cvrstog tela. 

5)G.Salzman and A.H,Taub,Phys.Rev. 1 25.,1 659 (1954). 
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3 

rada koji se odnosi na kinematiku Bornovog cvrstog tela 

oni su, osim matematiLog oblika Bornove definicije )  izve-
li n tenzorskom obliku rezultate Hergloca i betera, koji 

se odnose na kretanje Bornovog cvrstog tela u specijalnoj 

teoriji relativnosti, eroblem broja stepeni slobodeBorno41 

vog cvrstog tela u opgtoj teoriji relativnosti nisu ni oni 
niti iko posle njih razmatralii. 

• • 
U ovome radu izlozicemo izvodjenje ±xx 	diferen- 

cijalnih jednaLna kretanja Bornovog cvrstog tela u op;toj 

teoriji relativnosti koje su u pomenutom radu dali Salcman 

i Taub, zatim Cemo pokazati da to diferencijalne jednatine 

mogu biti zadovoljene samo ako je zadovoljen jedan od dva 

jednostavnija sistema diferencijalnih jednaCina. Pokazace- • 

mo, dalje, da svaki od to dva sistema dopugta kretanje ko-

je ima samo tri stepena slobode. Natin prilatenja problemu 

i pojedini rezultati se potpuno razlikuju od onih koje su 

dali Hergloo i Neter. Dalje 8emo pokazati da i klasiCna 

aproksimacija kretanja Bornovog cvrstog tela ima samo tri 

stepena slobode, Ito konalno potvrdjuje da Bornovo relati-

visticki cvrsto telo nije generalizacija klasiLog cvrstog 

tela, pa smo naveli i jedan poku;aj takve generalizacije, 

za koji smo pokazali da predstavlja samo specijalan slaaj 

Bornovog tela, Najzad, nezavisno od problema broja stepeni 

slobode, pokazali smo da, i pored velikog nedostatka Borno-
vog relativistiCki cvrstog tela

, izmedju njega i klasilnog 
cvrstog tela postoji uocljiva analogija, koja na osnovu 

Bornove definicije nije ocigledna. Na kraju smo predlolili 

put za koji, na osnovu iskustva ste8enog za vreme izrade 

ovog rada, verujemo da moze dovesti do re p
senja problema re-

lativistieke generalizacije klasi.8'nog cvrstog tela, 

U izlaganju cemo se sluhti oznakama koje s*Salcman i 

Taub koristili u svome gore pomenutom raft. Fri tome Ce la-

tinski indeksi uzimati vrednosti 1,2,3, a greki 1 1 2,3,4. 
Duznost nam je da istaknemo da i navedena stilizacija Bor-

nove definicije pripada istim autorima. 
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GLAVA I  

DIFERENCIJALNE JEDNA5INE KRETANJA BORNOVOG  

RELATIVISTIaI ;VRSTOG TEL. U OPSTOJ TEORI- 

JI RELATIVNOSTI  

U datom koordinatnom sistemu jt0/  prostor-vremena, gde 

je Ji ll = et , pri emu je C brzina prostiranja svetlosti 

u vakuumu a t vreme u tom koordinatnom sistemu, kretanje 
.. 	 e. 	.. 

sist ema tac aka C.11. odredj eno ivjednacinama 

tit 	.4, 
.)4  = XCS0) 	

(1.1) 
J 	,I 

gde je G ma koji parameter vremenskog tipa (rnoe se, na 

primer, uzeti da je 0 = x4 ) . Po pretpostavci, jednaCine 

(1.1) predstavljaju nesingulatnu transformaciju izmedj -a ko-

ordinata 44: i koordinata *S' .1  0 . Dalje se pretpostavlja 

da jednaJine (1.1.), za fiksirane vrednosti "% predstav- 
r 

ljaju parametarske jednacine linije vremenskog tipa, jer 
• 

po pretpostavci nijedna taCka C e i bilo kog sistema taeakE 

nema brzinu ni u jednom trenutku koja dostize ili prevazi-

lazi brzinu svetlosti, i da funkcije 30' 1 (14:,0.) imaju ne- 

prekidne druge parcijalne izvode po "1` , G . Neka je quo 3  
metrind tenzor prostor-vremena u ,iel koordinatnom sistemu, 

takav da signatura forme eti'll  = 4 ebed. c..A.x ( 	bude 2 a 
uska 

da tom formom definisan interval prostornog tipa bude po-

zitiva_n (tj. takav da u epecijalnoj teoriji relativnosti 

u odnosu na Galilejeve koordinate glasi 

% 
ok#1 .z .r- X (ax1 )2. — (4x 4 31 .) 

it4 
Neka je 
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tj. btu  je jediniCni ce-
tvorovektor brzine. Iz 

(1,5) je 

( 1 ,7) 

gde je ttai43  kovarijan - 

tni izvod vektora U. po 

. 

r (4 ( 1 . 2) 

je cetvorovektor brzine vremenskog tipa, pa mu je inten-
zitet 

(1.3) 

Cetvorovektor 

je cetvorovektor za koji je 

14)- 412. teki 

etcs tk 44 	tta  let  - 4 

gde je 

$.t t` it* 

(1, 4) 

(1.5) 

(1 . 6) 

Zapazimo, sada, svet-

ske linije dveju bliskih 

tae. alca, 	CV. 4. 411i, 
(s1,1) i na svetskoj li-

niji take 4:% bib ko- 

ji dogadjaj 	a na 

svetskoj liniji take CaZ 4 4.1; 

el a °I = .)(4,& 43i + 21'440 	x°1. 	 (1.8) , 
nije upravno na svetskoj liniji take Cs.% 	tj. u op;tem 
slucaju ne vazi 

njemu bliski dogadjaj 41044. 
♦ kec U opbtem sluCaju pomeranje 
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( I, 9 ) 

Stage nam je cilj da, za date vrednosti 

ono AO za koje je zadovoljena jednaCina 

juCi (1.8) u (1.9) dobivamo 

nadjemo 

. Stavija- 

t■,t 	As i +VIA o) 

odakle je 

eit 6 '4 •4•N 	 di St  

Y 
sto zamenom u (1.8) za pomeranje 

skoj liniji take ca z daje 

'elk .), X 

„Itr 4  
bmeniv;i, na osnovu (1.4), 14 

411 
izrazom 

C, 

" eal ct 

~oX upravno na svet- 

(

N) 4 h .4  

-1(0t t&  

za oto bi dobivamo 

di 0 4 4  = (. ..1 14  
X X J 14 )41 (1.10) 

atiti SElk.01.1) 

cetvorovektor vre-

• klajzad, zbog 

Napominjemo da smo koliCnik smell skr 

jer je, kao sto je vec spomenuto, 

menskog tipa pa je,  svakako l lyi 0 0 

(1.5), imamo da je 

40 3C*1 4; 

Bornova definicija relativisti *Cki Cvrstog 

teva, saaa, da izraz 

MI = %Jb,  ,x (b 
°L( 	° 

ne zavisi od 	tj. da je 

ca kt) ) 41 .= 0 • 

(1.12) dobivamo SmenivL (1.11) u 

tela zah, 

(1.12) 

(1.13) 
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AV= (3.4(b 	+tt,.64  14.s..),xx,o(4(!i  tkcattli,x 1,:i ).43`443gi, 
odn, 

ae:: tir5 4(64,i  idOSitAietkrdelli: $i A*S4Si f  

414:13(A 	jiA'S dpiejou, AL' VAT  A 1 	/ 
at* 	3k (S 	* 	44  rb 	

4 43i 

podesnom izmenom nemih indeksa i uzimajuci u ob- 
zir (1,5) i (1,6), 

ae-= ci.ers+ttak(0 s)( C4  Al` As1 i  (1.14) 

r- 
7 

e, 

	

S obzirom da velicine 	ne zavise6) od 	i s obzi- 
tom da su proizvoljne, sada se iz (1,13) dobiva 

(1.15) 

	

(44,4 + K.44 1.t.0 	..e4s  I 0. p• 

lzvevL nazna6eno parcijalno diferenciranje po e l  do-
biva se 

( 10t,b,+ 1%,o$Ner))0,z (Oa  + 4 ti Ajec4 ) qt 	t # 

(1,16) 
r (1 . 	= O. 

1444 1k  0 .4 4 

Kako su drugi parcijalni izvodi funkcija J at  e po pret-
postavci neprekidni po argumentima 	i 	to je 

LeI d ie = (-Y AO, ) 
tj. 

t11  1,e)4 	Itct4  

( 	= ILIC)4 	= 1( 44  
• 	

) 
— 1,3 	er— Tx ( 

icaxo je 

— 	 A — it i4 4— ai r 	— 

6) 
Salcman I Taub su u daljem izvodjenju uveli i 

koristili pojam sopstvenog vremena, 
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i kako je 

f314(1,t1.:"" 	$Xe 

tj, 

icA(04 ('L f::x } %5,1  1641; ) 

Ede je io l Kristofelov simbol druge vrste, to 

(1.16) postaje 

[(lay icsx1+11,3i.:5;.1)14,+N,rIt'rit,t 

A.ok V 	t 
cCktb+tttt r) IA / 34 ,i )( Ii 41,1p+  %L`ttb)  JZf ti 4 

rodesnom izmenom neih indeksa dobivamo 

lk 

141 A 

	

\11° 	, + 	- - 	z  .,)( • 
(i16+ --tt!1) ett. 	orter 	' 	. 

odn. 

[I ck60j(rtp +(;).t)4&.10t(iti, + LI tit ) 4-  

kket .i 	%‘ ),Ikytt+ 	 tk.x.)R k4,÷  

	

( it!aCt.  kalcf)J 	(let  + "Chf), 	1)( 11. 4 3. = 
r 	Ill 	 414. ?i 	It ill 

	

S obzirom da 	u- okruglim zagradama pred- 

stav1jaju kovarijantne izvode odgoverajuCih vektora, 

poslednja se jednaCina mote napisati u obliku 

(S€31.1. 1t
1

+ 111(5141;of #401;02/rtt. 4 4 1;v  lertta  

♦ 	.16 4.zi t■fb  

tj. u obliku 

1( 
CItc4)(N + 14  V) (6 ILI: tt1  + 	

k 

11(6  
V 	ot 3  

	

itYtt 	+ 	(A tt 	.1( .)(ko  

	

itc4;:r 	(bic 

0. 
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najzad, u obliku 

g 4•41'44 

(1.17) 

gde je 

 

 

Kronekerov simbol. 

Iz (1,4) je 

ci 	ist  ;It  jit k  
(1,18) 

1, na, osnovu toga, 
1/2. 

+ Lip = 04)■14 ) . ,) LC Z/4(-11)41(  tk  'ok 

xxv% 4:14 	) 	Lt t 	at 

*sto je, zbog (1,5) i (1,7) )  

1 	 . 

" 

(1.19) 

Korigeenjem (1.18) u obliku 

(1,20) 

i (1.19), (1.17) 114  posta-je, posle skraCivanja 	), 

, 

kik 4'ttals %4 	 tt 	a • 	‘"? 
(1,21) 

aL 	S 	11; 

Da bismo sebi olakgali dalje pisanje, uvedimo 

tenzor 

Y 	 c 4tc(b+-4. r4 Kot ( 1.22 ) 
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Sa tom oznekom t  (1,21) glasi 

(1. 23) 

odn. 

(1424) 

0. 
Posmatrajmo, sada, izraz 	 6 Uzimajuol, po- 

novo, u obzir (1,7) i (1,5) dobivamo 

linotenjem to jednacine sE6744, f  j 	dobiva se, zbog 

(1,20), 

oda, 

 

( 1.2 5 ) 

a, otuda, i 

*4P 

 

(1,26) 

z 	e, 

	 (1,27) 

Ako jos, zbog podesnosti, za trenutak uvedemo oznaku 

x 0, 

jednaZine (1,24), (1.26) i (1,27) se zajedno mogu na-

pisati u obliku 

74t °I 1  44 
z • 

40 )e 	ft  
(1.28) 

Posmatrajmo (1.28) kao sistem od 16 homogenih 
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nearnih jedna;ina po 16 nepoznatih 1%4 15 Uvedimo ma-

tricu 

( 1 *  2 9 ) 

cija je determinanta 

.D3 
Jakobijan funkcija 	u odnosu na promenljive 

Da bismo napisali matricu koeficijenata uz 

(1.30) 

•)4, 

nepozna. 

to 3%4 1b  u sistemu jednatina (1,28) postupimo na slede-

ci nacin. Pre svega fiksirajmo i col, Time u sistemu 

(1.28) uo&ivamo samo one jednatine koje imaju to fiksi-

rano )1/4  i bilo koje su, 2  i u tim jednatinama posmatramo 

samo koeficijente uz cetiri nepoznate Zoo koje imaju 

fiksirano..4, i bilo koje (4 Matrica tih koeficijenata 

je 

ekQ  ,ax e4 e4  14,0
d 	mot" 

t j , 

T bt  — °4(64  T 
4.4) 	• 

(1.031) 

Matrica 	svih koeficijenata celog siste ma (1.28) je, 

sada, 

SY 
l'7•4( 

.;71  
sto, na osnovu (D I14) (vidi Dodatak II), predstavlja 

Kronekerov proizyod matrice T samom sobom, tj. 

=Tx -r, 	 (1.32) 

S obzirom da jelr nesingularna matrica, jer je njena 

determinanta 44k0 (pa osnovu pretpostavke da jednan.- 

ne (1,1) predatavljaju nesingularnu transformaciju iz-

medju koordinata 3e i koordinata 3 )' ), i da je 

trica cetvrtog reda, dobivamo da je determinanta siste- 
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12 

ma jednacina (128), na osnovu (D 11.5) 

St= (1.33) 

Otuda sledi da su jednaCine (1.28) zadovoljene samo za 

(1.34) 

S obzirom na (1,22), jednaCina (1.34) se moze eks-

plicitno napisati u obliku 

11.IAA ts.lt Lite= 0, 	(1.35) 

sto

et; 	led et. 	d • e 	d 

i predstavlja Salcman-Taubove diferencijalne jed-
naCine kretanja Bornovog '6vrstog tela u opkoj teoriji 
relativnosti. 
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GLAVA II  

DVE VRSTE KRETANJ1 BORNOVOG CVRSTOG TELL  

OPSTOJ TEORIJI RELATIVNOSTI  

w. 
Posmatrajuci jednacinu (1.35), 

4 it  Ned- + (4* I tLC 	
IA A; T Lt./  tt01 = 0 ( 2 1 ) 

neposredno se vidi da je to jednaLna zadovoljena ako je 

tki6;45dliC), 	 (2. 2) 
u*i.) 

tj. ako je tenzor U. 	antisimetritan, jer je tada, zboE 

(1.7), i 

to. 
ca:ir — Lt. 	Lt.

r ik It  

Medjutim, vidi se da je jednaLna (2.1) zadovoljena 

i ako je 

(2.3) 

Jednacine (2,2) i (2.3) su nezavisne, jer se jedna na 

drugu ne mole svesti. Zaista,na osnovu (2,2) sledi da je. 

140(.; 
A Ul f

en.  CL) 	""lf; 12 141Z 

tj., zbog (1.7), 

‘Iteil-41 ‘Led. " 
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sto, na osnovu (242), ne mora biti jednako nuns Obrnuto : 

 na osnovu (2.3) i (1.7) je 

LL 
Cl.k ol;A li.kk l:b;414 	N 	--3e; 	4 = 	Cij (5*  

sto na osnovu (2 3) ne mora biti jednako null, odakle 
sledi da ni 

ei;(14 /"IA?%)04 

ne mora biti jednako 

Iiedjutim, ne vidi se da jednagina (2,1) nema rese- 

nje koje nije resenje ni jedne od jedne;ina (242) ili 

(2.3). 

Da bismo to pokazali napigimo jednaLnu (2t1) u ob-

liku7) 

QA. tit.Ax 8x  +Lextt )( Sr+ ck 	at   j1.
0 

(2,4) 

Ovaj sistem homogenih linearnih jedna6ina pokA,+ 

ima Aigledna trivijalna regenja 

IA 	4- Lt. 	0  

sto i predstavlja jednacinu (2.2). Da sistem (2.4) ima 

i resenja koja se razlikuju od (2.2) pokazaCemo izraju-

navanjem determinante sistema. 

Razmigljanjem sliCnim razmigljanju koje smo koris-

tili pri nalal'enju determinante sistema (1,28) nalazimo 

da je matrica koeficijenata sistema (2.4) 

gde je L matrica 

= X L. (2. 5) 

( 2. 6 ) 

je indeks vrste, a > kolone). Otuda je, opet na os-

novu (D 11.5), determinanta sistema (2,4) 

0 
Ovaj oblik jednacine (2.1) dali su Salcman i 

7) 

Taub. 
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z Li 
Lako je izraLnati da je 

'ILI 7." 	3 II:xfit.14Lk 

zbog (1.5), 

pa je 

0 , 

A+ 4. 

( 2. 7 ) 

(2. 8 ) 

LAI= 0, 

to znAi da sistem (2.4) ima regenja razliCita od (2.2), 

To smo mi, uostalom, vec i videli kada smo naveli jedna8i- 
, 

ne (2.3). TaCno je da jedna6ine (2.3) ne predstavljaju 

' 

	ve- 

ze izmedju veli8ina U- 
4.0rb.;%4, 	

all cinjenioa da, zbog -ovit    
(2.9), postoje medju tim veliSinama veze koje se razliku-

jn od (2.2), dopugta mogu6nost da se one, linearnim kom-

binacijama, mogu svesti na veze (2.3) izmedju veliana 

t 	A k%L.4t 	an Pitje da 	su netrivijalna regenja jednaeina 

	

,(2 	 0 

(2,4) po et.EN  4(tt ; 	ekvivalentna 	nisu jednacinama 014 
(2.3) svodi se, sada, na pitanje da li broj uslovljenih 

nepoznatih
8)  u 	+.14 	u jednacinama (294) daje 

0 

ne upravo brojtlov13enih nepoznatih tt 	u jednacina- 

ma (2.3). Prema tome, za odgovor na nage pitanje presud-

no je odredjivanje rangova matrica sistema (2.3) i 

Videli smo ve8 da je (2.5) matrica koeficijenata sis4 

tema (2.4) i da je determinanta matrice L. jednaka 

Kako je, na primer, 

= "t14114 * 4 / A 	 g 

to je rang 	matrice L 

(2.10) 

Otuda je, na osnovu (2.5) i (D 11.4), rang 	matrice 

8/ Vidi 1.P.Andjeli4: Matrice, haana imjiga, Beograd 

1962, str. 144, 

( 2 .9) 
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.LO 

(2A11) 

Uvedimo oznaku 

i 	„ t 	 (2.12) 
4111., 

Sada rezultat (2,11) tvrdi da u sistemu (2.4) postoji de-

vet linearno nezavisnih jednacina ll  ask° je pokazati da 

su to, na primer, jednaCine 

u 	, 4 	4/ ikp 

Pored tih jednahna medju velieinama 

i jednahne 

(2,13) 

moraju vsziti 644 

bt, Talt; 14/tki 

kojih ima sest. .uakle, za odredjivanje 16 netrivijalnih 

re;enjasistema jednan.na (2,4) imamo na raspoloe-S4.0 
nju ukupno 15 linearno nezavisnih jednacina l  pa je, pre-
ma tome, samo jedna od tih nepoznatih proizvoljna (slo-

bodna nepoznata) *  

Da bismo videli koliko otuda sledi proizvoljnih ve- 
.e. 

licina 4„ prebrojmo dednaeine koje nam stoje na 

raapololenju za nalatenje tih velieina kada su odredje-
ne nepoznate 	. 	svega, imamo deset linearno ne- 
zavisnih jednaeina (2,12), 'j, 

Ike, +41.c4.; 	sip 
	 (2,14) 

(deset ih je linearno nezavisnih, jer su jednaeine (2.12: 

simetriene u odnosu na .1 i ), Pored tih jednaiiina po-' 
stoje cetiri veze (1,7), tj, 

b — 

4 
V. 	tt

46 
 -0 • (2.15) 

Izmedju jedneeina (2,14) i (2,15) ne postoji linearna 

zavisnost. kiapominjemo da smo prilikom traZenja linear-

no nezavisnih jednaCina (2,4) koristili samo vezu VC= 
- 4(na osnovu to veze smo zakljundi da je ILI = 0). 

Skup jednanna (2,14) i (2,15) predstavlja sistem 

od 14 jednaeina (nehomogenih) sa 16 nepoznatih, pa su, 
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stoga, dve od njih proizvoljne, Lek° je medju velthne- 

ma 4,t jednaproizvoljna to imamo dve proizvoljne ve- 

licine 	i jednu proizvoljna vezulitkev14; x7=x cL  
4.:11 

ako je X. r  (pri emu, naravno, mora biti X i c.,*0 ) 

iii tri proizvoljne velicine(1  od kojih je jedna 

tkitt . iet  ako je IS444  proizvoljno, U oba sluCaja, razum-

ijivo, nijedne dve proizvoljne veliCine L ab ne smeju 
biti one koje ye pojavljuju u istoj jednaCini (2,14). 

Vratimo se, sada, na jednabine 	Njih molemo 

napisati u obliku 

( /5.  4. ut.,{4; 	t,,,b  o (2,16) 

Ovo je sistem od 16 homogenih linearnih jednaCina sa 

16 nepoznatih 	Trivijalna resenja 

U' 	
(2,17) 

g)  

zadovoljavaju i jednaCine (2.2), to nas, stoga, sada ne 

interesuju. Lako se mote pokazati da je determinanta 

sistema (2,16) 

L 

Lo 

o 

o L 

0 0 L 

L 1 4 .= o , 

  

  

gde jet , 
opet, matrica (2.6), Otuda sledi da sistem 

(2..16) ima resenja raz1icita od (2.17)* 

S obzirom da je 	 rang matrice koeficije- 

nata 

\
LL  o c) c) 
o L o c) 
e) c) L c) 
c) c) o 

sistema (2..16) je 	U..)z 442.e Prema tome, u sistemu 
{2,16) ima 12 linearno nezavisnih jednaCina. (Lako je 

pokazati da su to, na primer, jednatine 

(gt 	te't04-.11(.1= 0. ) (2,18)
I. 
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4i* k 4.t 	i4 

a to predstavlja tri linearne veze ( i = 1,2,3) izmedju 

moraju vaziti Pored tih jednacina medju velinnama 

i jednaEne (1,7) 1  tj, 

(2.19) 

koje su linearno nezavisne i kojih ima Cetiri. Medjutim, 

skup jednacina (2,18) i (2.19) nije sistem linearno ne-

zavisnih jednacina: I zaista, pomnoniv5i. jednanne (2.19) 
Al 

sa 	itz i sabravgi po 	dobivamo 

jednacina (2,18). Prema tome, medju jednaCinama (2.18) i 

(2.19) ima 13 linearno nezavisnih jednacina sa 16 nepoz- 

natih 	
. 	. 

 velicina Woo , sto znaci da su, kao i malopre, 

tri od njih proizvoljne, 

Na osnovu toga, sada smemo zakljuclti da su jedine 

resenja sistema (204), odn. (2.1), koje se razlikuju od 

resenja sistema (2.2) upravo resenja sistema (2.3). 
.v. Proucimo jos koliko proizvoljnih velicina 	ima 

ako se Bornovo cvrsto telo u ops

• 

toj teoriji relativnosti 

krece tako da zadovoljave sistem diferencijalnih jednaci

--

-

na 

Tih velAina je 16 i one, esim 10 jedna;ina 2 2) 

), tj, 

(2.20) 

moraju zadovoljavati i Cetiri jednaCine (1.7),  odn. 

(2.15)* JednaCine (2,20) su, kao sto se i neposredno vi-

di, linearno nezavisne. Tako isto su i jednaeine (2.15) 

medju sobom linearno nezavisne. Medjutimokup jednacina 

(2.20) i ( 2.15) je skup linearno zevisnih jedntwina. Po-
, 

kazacemo da je, na primer, jednacina 

▪
•, 

las iem. 

posledica jednacina (2.2) i jednaLne 

(2,21) 
ItN:; 

(2.22) 

A 17, Rnmnss -Enfre, 	 • 
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1 9 

(2,20) i (2,22) medju sobom linearno nezavisne. 

Posmatrajmo izraz U. 44. VA. LL 	S obzirom da je 

na osnovu (2,2), antisimetrican tenzor, sledi da 

je 

„ (2.23) 

3 druge strane, zbog (2.22), imamo da je 

1 	 _ 	. 	 4 
(t 	4,0"0.t 	0 : 	V‘ • te4  LA, t  1- L 0. 	U. 4.14 r; t, 	• 	 c 	) 	Oi; 

••■ 
• 4 4111% 	Iti 

pa, po;to je 

-74 

(ier 4ell act. more zavisiti od 	koje je vremenskog tiff 

pa), dobivamo jednatinu (2.24), 

Skup jednahna (2,20) i (2,22) je, stoga, skup 13 

linearno nezavisnih jednacina sa 16 nepoznatih veliCina 

Prema tome, tri od tih veliCina su proizvoljne. 4)16.1 
Na osnovu svega ()yoga, sada mozemo tvrditi: 

Bornovo evrsto telo u opgtol teoriji relativnosti  

krece se take da zadovoljava bar jedan od sistema dife-

rencijelnih jednahna 

40i 	4,1 ; 	 (2.2) 

iii 

Abt; 4 1. 'A r tIL ( 2, 3 ) 

i pri tome su tri od velleina at 	proizvoljne, 
i i i  

Posmetrajuci sistem jednecina (2.1) vidi se da je 

on zadovoljen i ako je zadovoljen sistem jednaCina 

; 	
(2.24) 

tiSIr ‘t. 

Na osnovu onoga to smo dokazali trebalo bi ocekivati da 
mora postojati nacin da se linearnim kombinacijama sis-

tem jednaCina (2,24) svede na jedan bile koji od cisterns 

jednaCina (2,2) ili (243) ili da se bar jedan od tih sis. 
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terra mote svesti na sistem (2 4 24). Medjutim, svi pokusai 

ji4 u tom smislu su pretrpeli neuspeh. Sada cemo poka-

zati da je to neslaganje s iznetim dokazom samo privid-

no. 

34, 

Mnoenjem jednaCine (2.24) s A?` i sabiranjem po 

dobivamo, zbog (1.5) i (1.7), 

pa se, na osnovu tog rezultata, jedneline (2.24) svode 

na 

(2425) 

i jednacine 

trivijalan, 

• 
Dakie, jednacine (2.24) tvrde isto "Sto 

(2.25), pa su, prema tome, samo specijalan, 
0 	. 	. 	0. 

slucaj 	jednacina (2.2) i jednacina (2.3). 
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131;(S 	(tAica 

ili airerencijalne jednaeine 

u. 

(3 .1 ) 

(3 . 2 

GLAVA III  

BROT STEPENI SLOBODE BORNOVOG ;VRSTOG TEIA  

U OPSTOJ TEORIJI RELATIVNOSTI  

Da bismo proueili koliko stepeni slobode ima. Borno-

vo cvrsto telo u opstoj teoriji relativnosti treba, 

c 	

sli6- 
w 

no slucaju cvrstog tela u klasicnoj mehanici koji smo 

prikazali u Dodatku,I, prouCiti koliko medju velicinama 

14414  A ima proizvoljnih. To `s to odgovor na pitanje o bro- 

ju stepeni. slobode Bornovog tele zasnivamo na istom prin-

cipu kao .i odgovor na pitanje o broju stepeni slobode 

klaaiCnog Cvrstog tela ne treba da nas zbunjuje, jer po-

smatrae u teoriji relativnosti operine istim pojmovima 

velicinamo kao i posmatrac u klasibnoj mehanici i 'edina 

je razlika medju njima u metrici za koju su vezani. Po-

smatra; u teoriji relativnosti, lax° svestn rel&tivnosti, 

rastojanjF? i vremenskih intervala, ipak posmatra  rasto-
janj i vremenske intervale. Mere rastojanja iii vremen-, 

skog intervala je reiativna,  ali je apsolutna  njihova 
egzistenaila. 

u G1 ,vi II smo pokaz:ai da ee Bornovo Cvrsto telo 
• krece tako da zadovolj -va 	uiferencijalne jednaoine 
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i da 	u oba slutaja medju velitnawa 3.464 ,tri proiz- 

voljne. 
velieins 	; , preujimo soda. na  na Veline 

Vezu izweaju 	uaje jedi-atina (149), tj. 

lk 	e 6 	141 14"g.  

Izboro. Iri velitine 	odreaje._e su l  i u slueaju 

(3.1) i u zluCNu (3.2), we ostale, tako da (343) prea-

stavija sioIem oa 16 jeunaoina za 16 nepoznatih t( 

s obzirom ua je watrica koeficije..sta sistema 

0.3) (viai matricu .‘oeficijenata sistewa 12.16)) singu-

larna, to 16 j ed,,..eina (3.3) nis- med j u 	linearno 

nezEvisne. Necemo ispitive.4em matrice koeficijenata 

pros_Lrene 	 clauovima na desnim stranama jed- v 

nacina (303) pokazivati da siste. 0.3) nije protivre-
v 
c‘=-11 niti ce.o tim putem pokazivati 	je medju tim 

jednaeinama linearno nezavisnih, vec cemo to uciniti 

jedLlostavnijim putem. 

vapi6imo jedhaCine (3.3) u obliku 

44 	• 	14.0 	k 
(3.4) 

PokazaCemo da iz jednahna 

Cki,4  ( 3.5) 

sledi jednacina 	. I zaista, s obzirom na 4.5) i 

(1.7) imamo da je 

to. 

CCI40 
Pa je 

.o if  
na osnovu (3.5) i einjenice da jele44), 

424 (jer 	e 	more zavisiti od parametra 0). ) 

(3.3) 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



(3.6)  LJL 
414 	 • 

i podelivAi re— Najzad, oduzevgi jednaCine (3.8) i (3,9) 

zultujucu jednaCinu sa lbjer 4/47.0 0 imamo 

• 

23 

Stoga u sistemu (3.3), odn. (3.4), ima samo 12 linearno 

nezavisnih jednacina, na primer jednaCine (3.5). 

ProuCimo prvo s1uCaj (3.1). Pomnogivgi jednahnu 
(3.1) sa 46:4 i sabravL po 	dobivamo, zbog (La): 

Pomnolivgi l  dalje, jednaCinu (3.6) sa(7 k It)h/& dobivamo A 

0. 

(3.6) molemo napisati u obliku 

{(4(
)

'lc 1.9 Int ="Cli 
 

odakle je 

, r,ttv'it.,+ (-14,e) 1c,) ,1 

Pomnoivgi ovu jednRCinu sa LL a. dobivamo 

+ c-tlxit )45 4/1  kw, lt al= 0, 

a izmenom indeksa 0„I i 1 u 	s obzirom da je keit 

It).111A51,141 u 	041#1)4Y 111 	IL,4  4' 6  (3.9) 

JednaCinu 

I zaista je, s obzirom na (1.7), 

	

:.111 	 V 	\ = 	''1/4  di 

.ic 4A r 444  

(3.7) 

(3.8) 

IA,  (4 	tt 	, . 

Sada smo u stanju da pokaemo da je i 
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Drugi clan maemo, s obzirom na (3.10) napisati u obli-

ku 

pa se, zbog (1.5), dobiva (3.11). 

Pokazacemo da, u slutaju (3.1) a na osnovu (3.11), 

ni 12 jedna;ina (3.5) nisu linearno nezavisne, nego da, 

na primer, iz 

(3.12) 

sledi (3.11) se mo te, za , napisati u 
obliku 

v. 
odakle je, uzevsi u obzir (3412) i 

: G.  

Prema tome, medju Itednatinama (3,4) )  odn. (3.3), 

ima, u slueaju (3.1), samo devet linearno nezavisnih 

jednaeina. Kako su jog, kao nto smo videli u Glavi II, f' 

tri medju Rlama velin.nama tt.ti,;(1, proizvoljne sledi da 

medju veliCinama 	imamo (16-9)+3=10 proizvoljnih. 

Da bi nam delje razmigljanje bib bliZe onom kojim 

smo se sluZili u Dodatku I, napigimo jednaeine (3.3) u 

cbliku 
, 	„4/ 

IN (3,13) 

Pre nego ibto budemo odredili koje od velicinav[; ;2 

smemo uzeti za proizvoljne, razmotrimo velicine d 4  i 
Razlozi koje cemo navesti ubediCe nas da pri iz-, 
v. 

boru velicina koje cemo uzeti za proizvoljne moramo bas 

njih uzeti, naravmo ukoliko proizvoljnost svake od tih 

velicina ne dovodi do protivrecnosti. 

nto se tie ve1ihna 

1),k 4  
,.•■••■ 'W

. 	1))((h 	 (3.14) 
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ni za jednu od njih ne smemo 	da ne uzmemo da je proiz- 
voljna jer bi je proizvoljnost drugih velitina odredji- 

vale, Cime bi bilo odredjeno ar(2)444)
'D 	

, odn, u kraj- 

S obzirom da je sve do sada u 

svim izvodjenjima bile sacuvana proizvoljnost parametra 

6. - (s jedinim ograniCenjem da more biti vremenskog ti- 
pa) koju smo pretpostevili uvodjenjem to parametra na 
poCetku Glave I, vidi se da prilikom izbora proizvoij- 
nih veliCina moramo uzeti i sve medju sobom nezavisne 
velicine 

U pogledu veliCina 

) 	1;14 1 k v, 
T-10  90 	 (3.15) 

stvar stoji slieno jer izraz 	, koji implicira 
Ze 

koordinate brzine, more biti proizvoljan zbog proizvolj- . 
 nosti parametra 

,Treba joe samo videti da li medju velainama 
1L ;14  je vec obuhvaceno u skupu veliCina 

ne postoji neka zavisnost. 

	

Odmah se vidi da 	u svakoj od jednacina (3.13) 
postoji samo jedna od velicina 1( 4.1  pa da ih, stoga, 
sve cetiri mozemo uzeti za proizvoljne. Jednaeine (3,13). 
za 0.4a 	i ,thr. 4 	(koje su linearno nezavisne) glase 

(84r + t4(''tlf) .% .-1›,/,t)4/L  ;4 • 	(3.16) 

2 obzirom da su to tri jednacine sa tri velieine
4 

na prvi pogled izgleda da nijedna od njih ne mone biti 

proizvoljne nego da su eve tri odredjena re;enja gor- 
njih jednaLna. Medjutim, 	ulavi II smo videli da su 
medju velainama 	tri proizvoljne, a, kao to se 
vidi iz jednacine (2.15) napisane za 11.4 u obliku 

	

it. 	te 	zr-0 

	

J4 	ill 4 	J 

eve tri velaine 	na desnim straname jedneeina 
1AL -66.N.- • ._, 

njoj liniji izraz 
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CV 

(3.16) mogu biti uzete za proizvoljne, odak1e slecli da 
, o 

1L, 4  mogu biti uzete za proizvoljne veneine t  sto t  na 
o 	 o 

osnovu onoga sto je gore receno, i treba uciniti. 

Dakle, medju 10 xmiimixx proizvoljnih veliCina dt 

treba uzeti sedem velinna (3.14) i (3.15)• Od ostalih 

devet veli6ina treba za proizvoljne izabrati jos 

eamo tri. 

Sada molemo pristupiti traZenju broja. stepeni slo-

bode u slueaju kretanja odredjenog jednatinom (3.1). Jed-

naeina (3.6) predstavlja diferencijalnu jednaeinu geode-

zijske linije, pa izraava jednu veoma vanu i zanimiji-

vu osobinu ove vrste kretanja. Bornovog evrstog tela. Na-

imei Bornovo cvrsto telo za. koje vazi (3.1) krece se ta-

ko da je svetska linija svake njegove take geodezijska 

linija prostor-vremena. 

Fiksirajmo t  sada, jedan skup .1) 	 rezul- 

tat tvrdi da je svetska. linija take CTZ  geodezijska 

linija (koja je pocetnim uslovima potpuno odredjena). Na 

osnovu toga izgleda kao da 101 kretanje take 	ima 

jedan stepen slobode. Medjutim t  u prostor-vremenu pros-

torni polol'aj je neodvojivo vezan za trenutak, tako da 

razmisljanje, uobieajeno u klasiCnoj mehanici, koje o aps-•  

trahujuCi  vremeo dovodi do saznanja da je za odredjivanje 

polozaja take koja se kreCe po unapred odredjenoj kri-

voj dovo1jan jedan parametar i koje na taj naein dopu;ta 

proizvoljan zak..n puta, u prostor-vremenu mane biti po-

gresan. PokazaCemo da je nase kretanje upravo takvo i de 

se tacky C. krece po geodezijskoj liniji po zakonu ko- 

ji
Imo' 0 

 je pocetnim uslovima potpuno odredjen. 

Posmatrajmo izraz 

napiseti da je 

at 
Na osnovu (1.4) mozemo 

tot 	 4 

4/1. 

11>•11)4 	 1( 
k3/4ir, 
j 	4  4 LA . 

Kako je, iz (3.7), 
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4 i a 
C 

to dobivamo 

1k  at, 	) i 1 ."' 	1. ,4 
(\••• 

IA 44  - 	• 

Setivn_ se da je 

(3. 17) 

i da, je 

0, 

I 

iz (3.17) dobivamo 

IA 	iflAtt 	■ 	4  • ( 3.18) . 

	

,.......— 	 	
. 

(Podsecamo da je‘ 0. It 	1)21*  ,.. 	 ..---.... .)) Sada cemo is- / )0 a ne 
114* 

koristiti proizvoljnost parametra 6.. Kao sto so 
li prilikom njegovog uvodjenja u poCetku Glave I, 

mo uzeti da je 6,  z 4 4  • Tads je 

14 	4 tt =  

a otuda 

is 

J 

Pa za 	xI 	jednaCina (3.18) daj e 

i rek- 
. 

MOZe- 

(3.18) mote napisati 

(-1Ax it") 

4  
fti.. 	 i 

4 	1Sr 

Iz ove jednacine se 

t 2tY 
	

(3.19) 

u obliku 

Nvgi (4'1) 1(  I( 	
(3.20) , 

vidi de je promena brzine 

Pa se 

sa vremenom 

vremena i brzinom 

potpuno odredjena metrikom prostor 
1/41 u 

tom trenutku, te je, prems to- 
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me, brzina duwz cele svetske linije, a, stoga, i zakon .ire i 

 tauja, potpuno odredjena pocetnim uslovims. Iz to 	za- 

kljucujemo da kretanje tacke 	nema nijedan stepen 
ro 

slobode. 

_ ZakljuCak ; je, mo;,da, na prvi pogled Cudan i u kla-

-i8noj mehanici neuobiCajen, ali ima veome jednostavno 

tumacenje. Radi lakeg tazumevanja tumaCenjt cemo prime-

niti u slucaju $pecijalne teorije relativnosti, a otuda 

ee l  imajuei u vidu mogucu metriku opgte teorije relativ-

nosti, biti jasno da postoji analogija onoga vito cemo net- 
,. 

vesti sa tumacenjem koje bi trebalo dati u op;toj teori- • 

ji relativflosti. 

II specijalnoj teoriji relativnosti geodezijske li- 
e 

nije su prave, pa. je kretanje tacke 	pravolinijsko l  

S obzirom da se u specijalnoj teoriji relativnosti mogu 

uvesti takve koordinate za koje su Existofelovi simboli 

drugs vrste jednaki nu1i (Galilejeve koordinate), 

ten . 
iz (3.20) sledi da se tacka 	krece jednoliko pram's:)- 

. 
liinijski. 6 obzirom da se u teoriji relativnosti ne moze 

govoriti o nekom apsolutnom miru i da se tacka koja je u 

miru u odnosu na jednog posmatraCa u specijalnoj teoriji' 

relativnosti kre6e jednoliko pravolinidOki u odnosu na 

drugog, vidi se da je kretanje nage tacke (!-Z i u spe- 
40 

cijalnoj i u op;toj teoriji relativnosti generalizacija 

mirovanja take U klasiCnoj mehanici, koj lt nema nijedan 

stepen slobode. 
y 

Piksirajmo, sada, 41, 44.:  pa potra'Zimo brzinu tacke 

u dogadjaju 	41,44'4', gds je 

imajuci n 'joist na umu de znamo brzinu tacke 	e Do na 

velicine prvog reda u odnosu na 	brzina take 

Zie 

exw. Od 10 proizvoljnih velicina 	njih sedem, tj. 4 

i le 	je vezano za proizvoljnost izbora parametra t7i , 
;4 

pa, stoga, ne uticu na broj stepeni slobode. Prema tome, 
# 

moguca pomeranja Cvrstog tela pri fiksiranom dogadjaju 
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*it zavisi od tri proizvoljne velicine to nase tele itne. 

samo tri stepena slobode. 	 1- 

Sa stanovilta posmatraCal  a u toj ulozi se mi i na 

lazimo, uverljivija je sledeca analiza. Fiksirajuci do- 

gadjajjel4  fiksirali smo i trentitak to= 1  4 4  , PotraLe. t_ 
0 	 c * 

mo prostorne koordinate brzine take QV' 

djaju koji je istovremen dogadjaju 	• 
	tj * U 

.414 	,* 	. v 
ju 	co

4, ce 	, 	cemu je 

vit r. 

 

u doga-

dogadja-1  

I t t 
,fi t +  

takav vektor pomeranja da je 

,4* 
Opet, do na veliCine prvog reds u odnosu na 	pros- 

torne koordinate brzine take (1iL i.cav4 z u trenutku 
4, 

SU 

11Z.IA 
 ti  + 	, . A „.1i  

..., A 

(jer je ot 
4 	 v 

X eL0 ). Medju velicinama it 	kao ;to smo _I *  
; 	 v 

 videli, ima samo tri proizvoljne, pa ponov6 zakljucuje-

mo da nase telo ima samo tri stepena slobode. 

Iz svega "s to je reCeno mogli bismo, mo da, reel da 

je kretanje (3.1) neka vrsta generalizacije obrtanja 

cvrstog tela oko nepomicne tacks iz klasi8ne mehanike, 

ali ne treba izgubiti iz vida da je to kretanje takvo 

da svetske linije svih tataka moraju biti geodezijske 

linije prostor-vremena. Podrobnije ispitivanje kreta-

nja (3.1) neeemo dati, jer bi nas odvelo daleko od na-

seg glavnog cilja - 'odredjivanja broja stepeni slobode 

Bornovog evrstog tela. 
• 

Predjimo, sada, na ispitivanje slucajs (3.2). Od- L 

redjivanje broja stepeni slobode ovog kretanja je nee* 

sravnjeno lakge. Odmah uvidjamo da ne more vaZiti jed- 
.. nacina (3.6), to da, stoga, svetske linije txmitk taCa- 

ka naseg cvrstog tela ne moraju biti geodezijske lini- 

im 	
CI( 

je prostor-vremena niti je svetska linija bilo kakva 

odredjena linija. S druge strane, opet zato nto ne mo- 
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ra vaziti (3.6) ne mora vaLti ni (3.20), ;to znaL da 

kretanje tackene more biti ni generalizacija jed- Viss  

nolikog kretanja niti je odredjen bib kakav zakon kre-

tanja dogadjaja po, nace neodredjenoj,kxilu4 svetskoj 

liniji. Otuda sledi ds kretanje tacke 	ima tri ste- 
e0 

pena slobode, 

Izabravgi svetsku liniju tacke 	pokazaCemo da 
46  

su svetske linije svih ostalih tacaka odredjene. Zaista, 

ma za koje fiksirano 	fiksiran je dogadjaj Jet  pa, op 

prema tome, i jediniCni vektor. 444  to izabrane svetske 

linije u dogadjaju ok o  . Do na velicine prvog reda u od-. 

nosu na. AL ,cZ , jediniCni• vektor svetske linije take 

u dogadjaju Jc 44  *A0A je 

4.14. 'At 

Nage telo se kre4e tako da zadovoljava jednacinu (3.2), 

koju motemo napisati u obliku 

et 	A 

	

, 	. 

	

A 1`  4 A 	 (3.21) 

PomnoLvgi ovu jednannu sax'
s dobivemo, zbog up -ray-

11°8tivekt°1"11.10‘j—dIca lc.-t tte 

(3.22) 

Jednacina (3422) izrAava 6injenicu da su svetske linije 

svih teGke naseg tele medjusobno peralelne (u smislu 

metrike urostor-vremene), to svetske, linija tacke 

odredjuje i svetske linije svih ostalih tavc)aka, ili,Ato 

je isto, kretanje take 	odredjuje kretanje i SVF- 

ke druge take naseg tela. 

Prema tome, Csvrsto telo koje se krece tako da zado-
s. 

voljava diferencijalne jednacine (3.2) ima, takodje, tri 

stepena slobode. Na osnovu izlozenih osobina tog kreta- 

nja vidi se da ono predstavlja generalizaciju transla- 
. 

tornog kretanja klasiLog cvrstog tele. 

Dekle, postoje dva moguca tipa kretanja Bornovog 

'C'vrstog tela u op;toj teoriji relativnosti i u oba 

caja kretanje takvog tale. ima, samo tri stepena slobode, 

I ovde treba da pomenemo, kao i u Dodatku I, da 
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sama strukturs prostora mote uticati na smanjenje broje 

stepeni slobode,koti tm paximi±ez islattutima onog broja 
w. 

koji je posledica iskijucivo definicije cirrstog tela. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



*LAViA 	IV 

KLASIONA APROKSIMACIJA 9)  BORNOVOG CVRSTOG  

TEIJA 

U Uvodu smo vec pomenuli da je Born, definiguci 

tivistiCki 6vrsto telo, Zeleo ne Sao da you tim imenom 

podxazumeve jednu kiasu kret:Lnja sistema tata..a u teoriji 

relativnosti, :.ego i da to klasa kretanja predstavlja  ge- 

neralizaci;ju  kretanja klasienog tvrstog tela. 

2oznata je Cinjenica da je klasiCna (Njutnova) meha-

nika aproksimac4a 4;pecije1nog sluCajaopgte teorije rela-

tiw.os -A specijalne teorije relativnosti, za brzine ko-

je uu dovoljno male da se mogu zanemariti u poredjenju sa 

brzinom svetlosti (klasiCna aproksimacijaj. $toga i svaki 

pojam, ako jeste generalizacija  nekog kla- 
y 

uicnog pojma, morn biti takav da njegov specijalan oblik, 

Koji im, u specijalnoj teoriji relativnosti, u klasiCnoj 

aproksimaciji da upravo klasiCni pojam Cija je on generali* 

zacija. 

Na osnovu ovoga je jasno da je kretanje Bornovog ;yr-

stog tela generalizacija kretanja klasignog tvrstog tela 

samo ako se ono, u klasienoj aproksimaciji, svede na oso 

poslednje. 

9) Izraz "klasiCna aproksimacija" smo upotrebili radi 

kratko6e i pod njim podrazumevamo aproksimaciju kojom re- 1 

zultati specijalne teorije relativnosti prelaze u rezulta 

te klasiene (Njutnove) mehanike0  

32 
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Prirodno je postaviti pitanje da li je uopgte potrebno pro. 

nalaziti klasilnu aproksimaciju krotanja Bornovog Zvrstog 

kada smo veS videli da ono ima samo tri stepena slo- 

bode a ne iest kao to ima kretanje klasi sonog evrstog te- 
r 

la. Normalno je ocekivati da se aproksimacijom broj ste-

peni slobode nece poveCati, Medjutim, zakljuCiti samo na 

osnovu tog oCekivanja da kretanje Bornovog cvrstog tela 

nije  generalizacija kretanja klasienog Cvrstog tela nije 

ubedljivo jer se unapred ne sme odbaciti moguenost da se 

aproksimacijom mogu pojaviti i novi stepeni slobode 10) 

Po definiciji, Bornovo evrsto telo je onaj sistem ta-

'cake za koji va'zi (1.13), tj. 

Ceaeo cA oxe'a01,0= 0 
	

(4.1) 

Izraz u zagradi ima isti oblik i u specijalnoj teoriji re-

lativnosti, pri ;emu je u tom specijalnom slu vcaju uvek mo-

'' gue naci takve koordinate (Galilejeve koordinate) da me-

triCki tenzor bude 

4 a c> o 
O i 0 CP 

4 

i> 

(4.2), 

Izaberimo, sada, da je 

4  cz c..t) 	 (4.3) 

Tada je 

(4.4 

A ce 	r. 4.49- 	 (4.5) 

jer je, zbog (4.3), 

lo) Na to me je upozorio moj profesor Dr Konstantin 

Voronjeo, 
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(4.6) 

) 	 (4.7) ik  _mss  a 

i) Q' 
.bt Razmotrimo *ta, biva sa acl .x u klasitnoj aproksima- 

ci j i. 

Matematilki izraz pretpostavke da je brzina (trobr- 

zina) take (11Z mala u poredjenju s brzinom C svet-

losti je 

k` (4.8) 

S obzirom na (4.7) i metrick_i tenzor (4.2), iz uslova 

upravnosti vektora 1 4  i cioat'd  dobivamo 

ji 41: Lle 
v 	iti 

odakle je u klasicnoj aproksimaciji, zbog (4.8), 

cloJi 4  7.t C) . 

Na osnovu toga je, iz (4.4) i (4.5), 

(4.9) 

( 4. 10): 

(4.11) 

(4.12) 

Ako sa .044.a* obelezimo dogadjaj na svetskoj lini- 

ji ta.C.Iceelitt■ koji je istovremen dogadjaju 	na 

svetskoj liniji take C.1 ■ 	onda je 

e .ie ea  
44.X 	 Ont.. 

Sada se vidi da je klasicna aproksimacija vektora 

vektor aVt•c *4  (vidi jednaLnu (4.6)), tto znaei da su, u 

klasienoj aproksimaeiji, dogadjaji Jel  i je4.440 ,004  

(4.13) 
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F 
:27 

istovremeni. 

Prema tome, klesicna aproksimacija xxictxxx Bornovog 
zahteva je 

. 4  zGt.„...., )

4

. 

0 , 	 (4.14) 
04:4 

ili, mnozenjem sa i4J.k (=c) i zbog G Jc 
v 	 i* 

Ott 

oi *Ji." 4.1 	) :' q, 
r - 	

(4v15) 

Dakle, u klasicnoj aproksimaciji Bornova definicija 
zahteva di rastojanje (u obignom, prostornom smislu) is-
tovremenih poloLja tagaka Cist i as ■.4.,ksZ. octane to-
kom vremena nepromenjeno, a to je upravo i zahtev defini-

cije klasiLog cvrstog tela. 

Da li se iz toga sme zakljuciti da se kretanje Borno-

vog cvrstog tela u klasicnoj aproksimaciji svodi na kreta-

nje klasicnog cvrstog tela, xi iii
, da budemo precizniji, 

da je kretanje Bornovog cvrstog tela generalizacija kreta-
nja klasicnog cvrstog Lela? 

Jednacina (4.15) 1-vrdi samo da je klasicna aproksima•. 
cija Bornovog cvrstog tela - cvrsto telo u klasicnom smis- 

v 
lu, istina je da se iz jednacine (4.15), koja je identiena 
jednaZini (D 1.2) za Dekartove pravougle koordinate, dobi-
vaju uslovi (D 1.6),koje more zadovoljavati kretanje kla- v 
sicnog cvrstog tela. 1z toga mote izgledati verovatno da 

' v  je generalizacija bilo kog klasicno moguceg kretanja 
klasicnog cvrstog tela neko . kretanje Bornovog cvrstog te-

la. Yedjutim, na osnovu osobina mogucih kretanja Bornovog 

cvrstog tela, koje smo upoznali u Glavi III, izgleda l  s 
druge strane, kao da su moguca kretanja. Bornovog cvrstog 

tela generalizacije samo nekih od mogucih kretanja klasic- v 
nog cvrstog tela. 

KonaCan odgovor, prema tome, treba tratiti jedino u 

klasicnoj aproksimaciji diferencijalnih jednacina kretanje' 
v 

Bornovog cvrstog tela. 

Sada smo prod izborom da li da se odlucimo na traze-
V 

nje klasicne aproksimacij ►  diferencijalnih jeanacina (2,1) . 
 ili na trazenje klasignih aproksimacija posebno diferenci- 

jalnih jednacina (2.2), 8. posebno diferenciialnih iednn- 
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cina (2.3). Polazeci od jednacina (2.1) dobili bismo uslo-

ve koje, u klasiCnoj aproksimaciji, moraju zadovoljavati 

velicine 	ali nam oni ne bi jemcili, kao ni uslov 

(4.15), da je svako kretanje koje zadovoljava to uslove -

kretanje kome kao generalizacija odgovara neko od kretenja 

Bornovog cvrstog tela
1M) , 

Definicija Bornovog evrstog tele dopu;ta da se ono 

krece samo tako da zadovoljava iii sistem diferencijalnih 

jednacina (2.2) iii sistem diferencijalnih jednacina (2.3). 

Ispitajmo klasicne aproksimacije tih kretanja. Rezultati 
• 

-611 ispitivanja dace konacan odgovor na pitanje da li se 

kretanje Bornovog C'vrstog tela sme smatrati generalizaci-

jom kretanja klasiLog evrstog tela iii ne. 
U specijalnoj teoriji relativnosti u odnosu na koordi- 

aSAIOs 
natertia-ko e je metricki tenzor dat sa (4.2), je 

(4.16) 

odskle je 

odn. 

, 4 	 • 4/ a. 

c-b ( A 	le it t  (4.17) 

Taj se izraz, s obzirom na (4.8), u klasiLoj aproksimaciji 

svodi na 

cx  di 4. 
ltot 	A. 

(4.18) 

11) I zaista t  klasicnom aproksiiiiacijom jednacina (2.1) 

dobivajt se jednaSine (D 1.6) i pnoizvoljnost ve1iLnalt44.• 

uvo tvrdjenje ne6emo ovde dokazivati, ali t  poklonivgi mu po 

verenje, smemo zakljuciti jedino l  kao i iz jednaeine (4.15) 

da je svako kretanje Bornovog t vrstog tela takvo da njegova 

klasicna aproksimacija predstavlja kretanje klasicnog cvr-

stog tela, ali ne i obrnuto, 
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Utuda je t  dalje, u klasienoj aproksimaciji 

odn, (41119) 

S druge strane, u odnosu na tiali1ejeve koordinate u spe-

cijalnoj teoriji relativnosti, imamo da je 

O , r 

pa se, u odnosu na to koordinate, kovarijantni izvod svo-

di na parcijalni izvod, tj. van. 

' 	 '41 14* . i 06  , 	4' 
. 	

(4.20) 

Predjimo, s:_da, na trazenje klasicne aproksimacije 

kretanja koje zadovoljava sistem diferencijalnih jednaci- 
. 	. 

na (242). One za cbi‘ ‘ , (12,4 i s obzirom na (4,20) i 
(4.19) u klasienoj aproksimaciji daju 

( 4 . 21) 

za oi % 	, 

lk • : • V (4.22) 

jer je, na osnovu (4.16), 

( . 2 3 

a za 04: z 	jednacinu 

I(' 
ko;_ j (treba iwati na umu da je 6-zJi 
tvrai da je 

( 

'DJi k 14 14  ) 17- °1  

(4424 ) 

trivija1na jer 

Jednaeine 

(4415), tj, da 

(4421) tvrde ono ;to sledi i iz jednacina 

je klasiLa aproksimacija bornovog evrstog 
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• 

tele cije kretanje zadovoljava si,uem diferencijalnih jed-v 

Gina 
	 w 

licina (2.2) telo koje je evrsto i u klasicnom smislu. i 
4 	 V 	 :A t  SA 	- 

2.ista, mnozenjem jednacina (4.21) sa , - 7 , -,.; dobiva 

• 

• tr'dit 	 yov 
_ 	 - 46666 

(4.25) 

Kako je, dalje, uzevgi u obzir (4.16), 

0.25 ) po staje 

r 6;" 	tw i,t4.- 

ow. 

odn. 
r 
	 t 

• 
fbuo  

kno lienjem posleduje jednacine sa 

(4.26) 

dobivamo 

(4.27) 

gde je 

 

(2) t 

ideutiLo sa (4.13) za ahi 	Mnozenjem jednacine (4,26) 

016 s. 	(=C;) dobiva se jednacina (4.15). 

Uzgred pomenimo de je jednacina (4.26) ekvivalentna 

v * jedrLcinama (4.21) s obzirom na proizvoljnost velicina 
0 

ak1r:. , sto se mote dokazati postupkom slicnim postupku 

koji smo koristili pri izvodjenju jednacina (D 1.6) iz 

jednaCine (D 1.2) 
0 

Jednecina (4.22), koja se,zbog (4.16) moze napisati 

i u obliku 

(4.28) 
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tvrdi da, fiksirejth bilo koji pololaj (odredjen prostor-

nim koordinatama Je), brzina svake take klasiCne aproksi-

mecije Dornovog evrstog tele cije kretelije zadovoljave sis- 

tem diferenoijalnih jednaeina (2,2) koja se nadje u tom p0- 

lohju ne 	od trenutka u kome se u tom pololaju na- 

dje. 

druge strane, jedneeine (3.6), tj . 

41i4b 

koje se dobivaju mnotenjem jednaeina (2.2) se UP i sabi-

ranjem po(b , u klasiCnoj aproksimaciji, na osnovu (4.20) 

i (419), za eLni. glase 

t j. 

iii, to je, zbog (4.16), isto to i 

1°4 %1:0. 
	 (4.29) 

Ove jednaCine tvrde da je brzina svake take klasiene ap-

roksimacije Dornovog Cvrsto# tele Cije kretanje zadovolja- 

va sistem diferencijalnih jednagina (2.2), i to kao vek-

torska velicina, stalna tokom vremena. Iz njih sledi da je 
y .  

k`m. 11 -(V), (4.30) 

odakle je 

34 z =  C. .14- -f i ` q•i). 	(4.31) 

Smenivsi nadjene 	 izraze za funkcije Je t  u (4.26) 
dobivemo 

• 

eYie z 	 + 	*Tot 0 

r0'  A e Iel 	rb/it 	4111 
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uzA 

odn. 
	 ►  

d. 	

4 
---r 	vet--; 	• 	 , 1=0 	(4,32) 2 ta A   

0 

ZaA el9 (DP2142 	S 
Porto jednaZine (4.32) moraju identicki vaziti po 	dobi- 

vamo, izmedju ostalog, 

	

1p e'er rae 
	

(4,33) 

614 
em6111 

posebno, za 

(

0 ei)it t )4' 
eksti  

odakle sledi i 

(4.34) 

Jedn.acine (4.34) tvrde da u datom trenutku 	sve tacke 	
A 
1 

klasigne aproksimacije Bornovog cvrstog tela V. 
	

kretanje 

zadovoljava sistem diferencijalnih jednaCina (2,2) imaju 

iste brzine i to kao vektorske velicine, pa zajedno sa jed• 

nacinama (4.29) tvrde da se nage telo (proue'avana klasiLa 

aproksimacija) kreCe jednoliko pravolinijski translatorno. 

Iz (4429) i (4.34) za velicinu 

ezilt 4  (;)3"1- 	it‘ G 
eZIXA `;(9 Or 4  

sledi, uzevri u obzir i (4.16), 

(4.35) 

Skup jednAina (4.35) i (4.22) tvrdi ponovo ono isto 

to je tvrdio i skup jednaeina (4.34) i (4,29), naime, da 

se u klasicnoj aproksimaciji kretanje Bornovog cvrstog te-

la koje se kred'e tako da zadovoljava sistera diferencijal-

nih jednacina (2.2) svodi na jednoliko pravolinijsko trans- 

lstorno kretanje. 
0 

Podsecamo da smo, analizujuci kretanje koje zadovolja 

vs sistem diferencijalnih jednecina (2.2), u Glavi III na 
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str. 29, rekli da je to neka vrsta generalizacije obrta- 
0 

nja klasicnog cvrstog tela oko nepomicne tacke, 	sto 

je, na osnovu Galilejevog klasicnog principa relativnosti, 

into, oko take koja se kreee jednoliko pravolinijski. Na 
osnovu toga a u svetlosti rezultata koje smo sada dobili 

izgleda da je nobrtanjen Bornovog cvrstog tela malo u po- 

redjenju sa brzinama kretanja njegovih ta sCaka, teko da u 

klasicnoj aproksimaciji daje klasieno cvrsto telo koje se 

krece jednoliko pravolonijski translatorno. 

To ;to smo zakljuLli, samo maglovito opisuje osobi-

ne tog kretanja Bornovog cvrstog telal  ali bi nas, ponav-

ljamo, potpunija analiza tog kretanja suvise udaijila od 

naseg glavnog zadatka. U ovoj Glavi nas interesuje samo 

klasiLa aproksimacija kretanja. Bornovog cvrstog tela, a 

takvu aproksimaciju kretanja koje zadovoijava sistem di-

ferencijalnih jednaCina 42.2) smo dobili potpuno preciz-

no. 
0 

kiadjimo, sada, klasicnu aproksimaciju jednacina 

(2,3). S obzirom na (4,20) i (4,19) one se mogu napisati 

u obliku 

	

lt 	lt 4. 114 it 	- 0 
 °V1  

Za $24 	(f" 	i$ 	dobivamo, zbog (4.8) , 

'11( 	'NM (.1 41 

Za 	 (44 :A 4 imamo j ednacinu 

(4.36) 

(4.37) 

 

koja se, na osnovu (4.16) i (4.37), svodi na identAnost, 

pa ne daje nikakav uslov za velin.ne 

(4.38) 

Za *44 4 , 	= 	, IF zbog (4.23) i (4.24), jednacina 
(4,36) se opet svodi na identiC'nost, a isto tako 1 za 

Colt, (1 41' 4 
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v 
Jednaicne (4.37) i proizvoljnost izraza (4.38) zajedR( 

v 
no tvrde da je kretanje iaia dobiveno klasicnom aproksima-

cijom kretanja Bornovog cvrstog tela koje zadovoijava sis-

tem diferencijalnih jednagine (2.3), translatorno. 

Vidimo, dakle, da klasiena aproksimacija kretanja 

Bornovog relativistioki cvrstog tela daje klasigno trans-

latorno kretanje klasionog cvrstog tela: u prvom sluceju 

jednoliko pravolinijsk0 translatorno, 	to je na osno- 

vu Galilejevog klasinog principa relativnosti j isto, mire-

vanje cvrstog tele, pri eemu to kretanje nema nijedan ste-

pen slobode, a u drugom slueaju proizvoljno translatorno 

kretanje cvrstog tela koje, prema tome, ima tri stepena 

slobode. 

iNa osnovu svega toga smemo zakljuoiti da bornovo re-

lativistAki ;vrsto telo ni4e  generalizacija klasiLog 

cvrstog tela. 
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GLAVAV 

TOMASOVORELATIVISTItKI CVRSTO TEL() 

U potrazi za definicijom relativistiCki Cvrstog te-

la koje bi bilo generalizacije klasilnog cvrstog tela, 

T. Tomas 12) (T. Y. Thomas) je dao definiciju iz koje 

sledi zahtev: sistem tacaka C 	predstavlja relati- 

vistigki gvrsto telo ako se kreee tako da zadovoljava 

jednagine 

le. 0, 
)04  

( 5 .1) 

PokazaCemo da sistem tacaka koji se kree tako da 

zadovoljava sistem diferencijalnih jednaLna (5.1) pred-

stavlja Bornovo relativistigki *Cirrsto telo i da, prema 
tome, ne more biti generalizacija klasignog Cvrstog 'te-
la. 

Bornovo re1ativistigki I vrsto telo je onaj sistem 

tacaka gije kretanje zadovoljava sistem diferencijalnih 

jednaCina (2.1), koje se mogu napisati i u ekvivalentnom 

obliku (2.4), ti* 

CU` Vi (S+tt(i; VY(- X's).Vit  N'‘) 	11Sti 	121a  ):: 
,t tx, 

Mnozenjem ove jednagine sa (-AO( ) 	i s obzirom na 

12) T. Y. Thomas, Arch. Ratl. mech. Anal., Vol.9, 

No.4., p.301 (1962), 

(5.2) 

43 
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(1,19) dobivamo 

 

414 )„ 	(5  3) )4 1-44 14.0, 
v. 

S obzirom da, zbog (1,5) )  V8Z1 

  

L t .: 4- U. 61  tt o)(6 x +-14. 	 4,441.4  aj 

oslobadjajuh se uglaste zagrade iz (5,3) dobivamo 

4'.4tedit4.tiokt 	(1itt(4)(k'+‘ei4,) cti 	 "tr4  

( 5 .4 ) 

0.(5e5) 

izmenivsi na podesan nacJ.n indekse u drugom Lanu dobivamo 

Lako je pokazati13)  i obrnuto da se iz jednagine (5,6) mo-

ze dobiti jedmacina (5,2). 

Prema tome, ako se sistem tagaka krece tako da zadovo ,  
v . 

ljava jednacine (5.1) sigurno zadovoljava i jednacine 

(5.6), odn. Tdmasovo relativistigki cvrsto telo je speci- 
. 	✓ 

jalan siucaj Bornovog relativisticki cvrstog tela i, sto- 

ga, ne predstavlja generalizaciju klasicnog cvrstog tela, 

11.retanje Bornovog gvrstog tele koje zadovoljava jed- 
.. nacine (5.1) ima neke veoma. interesantne osobine. 

.vokazacemo,prvo l  da je to kretanje takvo da je telo 

zm posmatraca opste teorije relativnosti cvrsto i u kla- 

smislu (ne prelazeci na klasicnu aproksimaciju). 
0 

Jednacine (5,1) se mogu napisati u obliku 

vzi(N 	 qx I ‘4. 

13) Ekvivalentnost jednagina (5,2) i ( 5.6) konstato- 
, 

vali su Salcman i Taub u svom ovde vec pomenutom radu,  ba- 

mo su oni pogre bAno verovali da su i jednagine (5,1) i (2,2] 

medju sobom ekvivalentne. tire eLa u njihovom zakljutivanju 

je potekla, u krajnjoj liniji, zbog korigCenja pojma sop-

stvenog vremena. 
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odakle je, dalje, 

te, s obzirom na 

(5 . 7) 

dobivamo 

' %ot) ■ 	 1)t 1‘ t 	'  4i- IS44  A  bkr‘S. 'kr 	It 	C r4 

Loristeci opet (5 4 7) imamo 

r it  34 
c, 	), 	S.4  

Pomnozivsi mpLt ove jednacine SR 

▪ 	

' I i sabraysi po 
Fl* 

• i 	dobivamo 

Zbog 

jed_aLne (5.8) molemo napisati u obliku 

; 	 ( 

kJi .1 

podesnom izmenom nemih indeksa l  

It 1')I 	 j*, 
I 	.11.0 

r4  A. J44. 4i ). 	Ali. t _Jr val 
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it 
A .4, 

it 	1 01 

tj. 

(5.9) 

Pomnozivsi to jednacine sa ,,4/4 	-4, 	i sabraysi po 

i s obzirom fa 	ne zavisi od 	dobivamo 

Ako sada uzmemo da je 
4 

dobivamo 

444 

 

40  • 

 

jer je 

dr 

40 

lzraz u zagraui, odn. 

(5.10) 

(5 .11) 

(5.12)) 

predstavlja rasto j anje (u obienom prostornom smislu)  isto-

vremenih.(za datog posmatraca) polozaja tacaka 	6 i 

1  pa jednacina (5.11) i izrazava Cvrsto6u te-

la u klasienom smislu. 

iruga interesantna osobina kretanja koje zadovoljava 

jednan.ne (5.1) je u eledeCem. PomnoLvgi jednan.ne (5.1) 

sa 
Le,4 1e • 

sabraysi po *14 i 	dobivamo 

gto se mote napisati u obliku 

(JA, 1 4 , 	 ( 5.1') 

ili najzad, s obzirom na (1.2), u obliku 

). 	 (5.14) 
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41 

Jednacina (5.14) izraava Cinjenicu da se dogadjej 
kreCe po svetskoj liniji taCke4% tako da je intenzi-

tet tet 6etvorovektora brzine stalan tokom kretanja. Fri to-
me je skup 	proizvoljan 

NaRmaimxpagi ximatat IUTTI  X xpigitaimat imaxiti 
XRIRiiYX0Xii 

Dalje, u specijalnoj teoriji relativnosti u Galile- 
jevim koordinatama, u odnosu na koje metriCki tenzor ima 
oblik (4.2), i za (9.‘x 4  jednaeina (5.14) ima oblik 

odakle je 

(5,15) 

Ova jednaeina tvrdi da se svaka taeka (1 	krece jedno- 
, 

1iko. 

4  
u specijalnoj teoriji relativnosti za Galilejeve koordina- 
te glasi 

S druge strane, jednaelna (5,1) za 42.441 Z 

ry 
4111, 

odn 	za 	44; s obzirom da j e 

(5.16) 

Jednacine (5.16) tvrde da, fikeirajuCi bilo koji polcAj 

(odredjen proatornim koordinatama`' brzina avake tacks 

tele koja se nadje u tom polcAju ne zavisi od trenutka u 
kome se u tom polo wz'aju nadje. 

Posmatrajuei rezultat (5.11) u specijalnoj teoriji 

relativnosti, motemo odrediti prirodu kretanja odredjenog 

jednaeinama (5.1). Poznato je da 10 i samo kretanje u re-

lativnosti prouzrokuje deformaciju dueine (tzv. Lorencova 
kontrakcija). Jedina moguenost da se rastojanja (u obicnom 

prostornom smislu) taeaka tela ne menjaju tokom vremena 
je da je, u specijalnoj teoriji relpitivrinsti_ 
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jednoliko pravolinijsko translatorno. Pri tom treba ima-

ti ne umu de pomenuta rastojanja nisu invarijantne (pri-

rodne osobine tela), to jednacina (5.11), uostalom, 
• ne tvrdi, vec same da je invarijantna osobina njihove 

konstantnostia To znaL l  ako su to rastojanja konstantne 

u odnosu na jedan koordinatni sistem konstantna su iu 

odnosu na syski drugi inercioni koordinatni sistem, odn. 

ako se telo krece jednoliko pravolinijski translatorno 

u odnosu na jedan inercioni koordinatni sistem — krece 

se jednoliko pravolinijski translatorno ± u odnosu na 

svaki drugi inercioni koordinatni sistem. 
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GLAVA VI  

ANALOGIJA KLASI6NOG I BORNOVOG RELATI, 

VISTICKI 6VRSTOG TELA14)  

Born svojom definicijom nije uspeo da generalise 

krotanje klasienog cvrstog tela. U nameri da nadjemo 

takvu generalizaciju, ako se ona uopgte mote nah (a 
nase je mixiimm*a licno uverenje da za to mora posto-

jati neki naein) poku;ali smo da, pro svega, sagledamo 
razliku izmedju relativisticke i klasicne kinematike 
cvrstog tela posmatrajuci ih sa analognih gledigta. 

Pojam prostor-vremena nije privilegija teorije re- . lativnosti. I u klasicnoj mehanici se mote definisati 
odgovarajuci pojam klasicni proctor-vrepe l  kao skup 
dogadjaja, gde pod dogadjajem podrazumevamo velicinu 
odredjenu sa eetiri broja: tri broja 	koji odredjuju 
poloEaj take u prostoru i Cetvrtog broja 	koji odre- 
djuje trenutak u kome se taeka u prostoru posmatra. 

Kretanju take odgovara neprekidan niz dogadjaja, 
pa je takvo kretanje u klasicnom pros tor-vremenu pred-

stav1jeno linijom klasi'Cnom svetskom linijom. 

Gcvoreci o metrici prostor-vremena moramo se °gra- 

. 14)
Rezultate prvog dela ove Glave smo vec izneli u 

radu koji je objavljen u casopisu Publication de ltIn- 
stitut Mathematiques, Beograd, Tome 1 ( 15),1961,str.25. 
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nieiti samo na intervale izmedju dogadjaja koji le;,e u 

istoj, bilo kojoj, hiperravni const, i takav inter 

val predstavlja rastojanje (u uobiCajenom MIR prostornog 

smislu) istovremtnih pololaja dveju ta;aka. 

losmatrajmo jedan dogadjaj jelk  u prostor-vremenu 

teorije relativnosti (s1.2a). Skup svetskih linija 

svetlosnih zrakova kroz aek  obrazuje nula-hiperpovr;i-

nu prostor-vremena (u specijalnoj teoriji relativnosti 

nuts-hiperkonus). Kula hiperpovrsina kroz j ; je na 

s1 2a shematski prikazena debalom linijom..Deo prostor-

vratpena koji ja na slici osencenle skup takvih doga-

djaja za koje su vektori pomeranja koji ih spajaju sa 

dogadjajem j( prostornog tipa. Moze se pokazati 15)  

da se uvek mote naci takav koordinatni sistem da doga-

djaji koje spaja vektor pomeranja prostornog tipa bu-

du u odnosu na takav koordinatni sistem istovremeni. 

Stoga se takvi dogadjaji, po Foku, i zovu kvaziistovre- . 

 meni dogadjaji. Sada se vidi da je enalogon osencenom 

delu relativistiCkog prostor-vremena u klesiLom pros-

tor-vremenu (s1., 2b) sumo debela linija kroz-dogadjaj 
IL 

j% 1  tj. skup svih dogadjaja istovremenih dogadjaju 

Neka je 	(s1.2a) svetska linija tacke m g 

(koja prolazi kroz dogadjajJeK  ), a 	 svetska 

15) Vidi 	. 	. 4tt 	*
.
te r 	sti-.1` 1- 4. 	4 

EPE m Eirol 	.4 ri7 a *A 04  • a 4....T%1184 	ler. 4 r, sy1 c ,.AL, 

4 3:4%7, .T 	6,7r, • 
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linija take Q.S4 4.1i3; 	Neka su .v.e4 444 A s(  i 30441- 
+4 4,4dogadjaji na svethkoj liniji take C4144AC 
u kojima ona prodire kroz nuls—hiperpovAinu kroz 
neks je 	4-4A sP.at °‘ dogadjaj no klasienoj svetskoj 

liniji take C.Z44Asi koji je istovremen dogadjaju 

Skup dogadjeja na svetskoj liniji tacke e:.043  
izmedju dogadjaja 304 + 4Ag 31 '14  i 304+4:44...104  je skup kva-
ziistovremenih dogadjaja take ev:44,1st dogadjaju 

)04  2 pa je X,444403t 6L  klasicni analogon bilo kog doga- 
djaja iz pomenutog skupa. 

Kako, u teoriji relativnosti, dva vektora, vremeni 
skog tipa ne mogu biti uzajamno upravni16) , vektor 
4kotlk , definisan jednatinom (1,11), mora biti prostor-
nog tipa, pa dogadjaj .104 440.10(  pripada pomenutom 
skupu dogadjaja. Medjutim, i pored toga to izmedju 

dogadjaja JOCAlp./04' i dogadjaja (u klasi;nom prostol 
vremenu) ,04'+-4.41*.04" na taj nacin postoji analogija, 

odmah se vidi da, zbog mncAtva dogadjaja u relativis-

tilkom prostor-vremenu koji su analogni dogadjaju, k+ 
+A 	to analogija nije ubedljiva. 

Najprirodnije je pretpostaviti da je analogija 

potpuna izmedju dogadjaja *4  +.4 *A 14' u klasiCnom 
prostor-vremenu i srednjeg kveziistovremenog dogadjaj 

X 
It ear. 

A 1-  u relativistikom prostor-vremenu, koji 

se nalazi na sredini izmedju dogadjaju. A
Ok 

4N A
CX 

i 
, tj. takvog dogadjaja da je 

c14, cA4 304 +-404,I.A ck  
( 6. 1) 

(na osnovu cega je do na velicine prvog reda u odnosu 
na 	x 	odn, 4441 s4  i dogadjaj 	4"4 .4....4 A 16  na sit 
svetskoj liniji tahe C.1: 4„,A v Z ), pa u definiciji 
relativistihi Zvrstog tele zahtevati da interval de-
finisan sa 

16)
Vidi J.L.Synge: Relativity, The 'Special Theo- 

ry, worth-Holland Publishing Comp., Amsterdam, 1956, 
str.27, 
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A a "1  
0- 	4. 

bude stalan tokorn kretanja. 

Medjutim, pokazacemo da je 

i 	to* 	as 
0.14. 

( 

( 

6, 

6. 

2) 

3) 

is dal  s jedne strane, izmadju Bornovog relativisticki 
cyrstog tela i klasicnog cyrstog tele postoji, na iz-

gled, potpuna analogija, 1, s druge strane, da se ni 

tim putem ne mo;e resiti problem generalizacije pojma 

klasicnog cvrstog tela. 

Po;to su 

; 4  k ttt 
	..kI z 4.•("4, 44 	(6,4) 

et. 
A:4,A 41 	 (6.5) 

to j e, na oanovu (6.1).•  

-tat 	z 	zst. .4.44  
* 	-.1" • .A 	4.• (6,6) 

gde su 	i A,J; resenja jednacine 

+ A tr'N (6.7) 

Ova se jednacina moze napioati u obliku 

di 	 '6' •■ Asst..  A A 009 4 .1  
Ct 4  A A • Ave/. "i.;1, 	-Jt • 6. 8) 

odakle je 

A4 0 +.11. 

Sid 4 

pa (6.6) postaje 

lk 
4,41 ■ 	et 

A 
 

lk 
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t j. 

to% 

/  

A 
° 	

, SAX 
I d • 

(6.9) 

0 
S obzirom da je vektor 	dat jednacinom (1.11), t 

. 10• A. kb (6.10 

poredjenjem jednaZina 	i (6,10) dobiva se (6 3), 

kao sto smo u pocetku i 

Poredjenje sl.2a se 81.2b i neuspeh Bornovog po-

kusaja generalizacije klasicnog cvrstog tela navodi na 

sledece 

Izabravgi ma koji invarijantan nacin odredjivanja 

dogadjaja na svetskoj liniji take (1144Ax: koji je 
Jh 

kvaziistovremen dogadjaju jt -', tj, uzimaju6i umesto 

jed“acine (6.1) jednacinu 

64 	) 44 X 6‘4. art 

X 4#11 

(6,11) 

gde je A C skalarna invarijanta, sigurno je, ma 

da to nismo poku;ali da dokazemo, da bismo dobili kre4 

tanje koje bi u klasiLoj aproksimaciji dalo neke kla-

se kretanja. klasiCvnog C'vrstog tela (na primer, zaiz4, 

osnovu rezultata Ulave IV, klasu translatornog kre-

tanja klasicnog cvrstog tela). Medjutim, nijedan od 

tih izbora ne bi doveo do kretanja tela koje bi prod- 
. 

stavljalo generalizaciju kretanja klasicnog cvrstog to 

la. 

Stogy odavde proisticu dva predioga: iii 

1. u definiciji relativisticki cvrstog tela zah-

tevati da izraz (6,2) bude 	tokom kretanja, pri 

Cemu je .01*.g°4  dato jedna7cinom (6.11), gde je ) ■ >.0 

proizvollas izabrana skalarna invarijanta, iii 

2, zahtevati da povr;ina "trougla" Cija su tame-

na u dogadjmjima ..10'4 ,J04 4-44.1e °(  i .6 4" +-4•4 4...34*' ( ta 

je povrgina infinitezimalna pa se mow aproksimativno 

uzeti da je ravna) bude stalna tokom kretanja. 
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Drugi predlog nam izgleda prihvatljiviji, jer je 

klasinom pojmu ra$tojanja izmedju dogadjaja JO` 

 Alci-Okt04 4‘ sa s1.2b, potpuni analogon ustvari ba; 

povr;ina pomenutog trougla. 

hedjutim, ti predlozi nemaju niceg zajednickog 
w 

s razmatranjem s.Jornovog relativisticki clirstog tela, 

to ih u ovom radu necemo ni ispitivati. 
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DODATAKI 

BROJ STEPENI•SLOBODE CVRSTOG TEIA U KLAe 

SI6NOJ MERANICI  

Neka su konacne jednacine kretanja sistema tacaka 
(43.46(0,-= 1,2,3) u nekom koordinatnom sistemu 

(D 1.1) 4 1  4., 

gde je t vreme. 17 klesicnoj mehanici taj sistem taca-

ka predstavija cvrsto telo ako je 

\It" 

gde j e ktAi,  ji metriCki tenzor, a 

(1) 1.2) 

(D 1.3) 

vektor pomeranja koji spaja tacku la.r 4A s istovremenim 
polo;ajem tacks CA0.4„44,.‘, 

KoristeCi oznake analogne oznakama iz Glave I, 

cija ce upotreba bez ikakvog daijeg preciziranja biti 

iz teksta jasna, jednacina (D 1.2) se, s obzirom da 

velicine 	ne . zavise od vremena, mote napisati u 
obliku 

odakle je, zbog proizvoljnosti velin.na 
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• 

1/4'1:4 A 

• 
(D 1..4) 

imajuCi na Umu da je 

(jer 	eksplicitno ne zavisi od vremena) i da je 
'7  A 

esk 
le" '1t 	lg./11A 

. 

j  
kccA 	z .4. • 

postupkom slicnim postupku u Glavi I dobivamo 

• 
,#10 • A I' 

,4; • 	I A. 	•16 
(D 1.5) 

Ako jos uzmemo u obzir da jednacine (D 	predstav- 

ijaju u svakom trenutku 	nesingularnu transformaci- 

ju koordinata 	u kordinate .40, to mara biti 

pa iz (D 1,5) sledil7)  

e e 	t 	#* 
,? .0  

( D 106) 

pri cemu bi A!  trebalo da predstavlja vreme. Jedino 
to se mo;e to je obrazovanje parcijalnih izvoda14. 

 * smatrajuci ' funkcijom promenljivih 
, 

a ne Jeu, t) koji odredjuju kovarijantne koordinate 
ubrzanja, definisane sa 

17) Ove jednatine je izveo Th.De Dander: Bull,. cad. 

Roy.Belg. (Glasse des Sciences),S4ance du 3 jenvier, ,  

1942, Nos 1-3, p.8. 

I u klasicnu mehaniku se mote uvesti pojam pros-

tor-vremena, kao gto smo i ucini1i i objasnili u Gle-

vi VI, ali se ne mane definisati metrika 441‘,14 takvog 

klasicnog prostor-vremena, vec samo metrika nje- 

*v. 	
(4 nje- 

govog potprostora - oblcnog prostora. Stoga ne postoji 

ni mogucnost obrazovanja kovarijantnih izvoda C;4 1 
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,7 

• 

W. 	4,4.% 	• 	• 	.40 (D IN7) 

Ickaza*Cemo, sada, da se proutavanjem 12 velicina 

(D 1,8) 

mote zakljuati da Cvrsto telo u klasi'Cnoj mehanici ima 

sest stepeni slobode, 

Ve1i;ine (D 1.8) nisu medjusobno nezavisne. Izmedju 

njih 12 postoji sest relacija (D 1.6) za 	Dakle, 
samo su njih sest proizvoljne. Medjutim, ne mogu biti 

proizvoljne bib kojih ;est. Pre svega proizvoljne su 
velicine 1144 jer se ne pojavljuju u relacijama (D 1.6) 

Iz relacija (D 1.6) se, dalje, vidi da se za preostale 
.v 	 v. tri proizvoljne velicine mogu uzeti tri velicine 44.4

. 
 

za koje je Zikl i pri tome da medju njima nema dve ko-

je imaju iste indekse, na primer tri velicine ) 
Dakle l  skup sest proizvoljnih velicina 

(D I.9) 

odredjujesve ostale velicine (D 1.8). 

Na.koji- se naEin moze protutaeiti proizvoljnost 

sest velicina (D I.9)? Fiksirajmo skup 11:6  koji inace 
moemo proizvoljno izabrati. Tada proizvoljnost 

1 . 
na .44 izraZava proizvol.jnost ubrzanja tacke - 

odn. proizvoljnost kretanja to tacke u tri pravca pros-
tore, dakle, tri stepena slobode njenog kretanjai 

10. Biranjem a.. za tacku'•
) 	

odredili smo diferen.. (04 
cijalne jednaZine kretanja (D 	tacke 	, pa i • 
samo njeno kretanje. (Pretpostavlja se da su dati poe'et- 
ni uslovi, koji/ inaZe, po definiciji stepena slobode, 

ne uticu na njihov broj.) Time su odredjene i velicine 
za to taCku. 

Fiksirajmo, sada, trenutak vremona t pa potrahmo 
brzinu take 	 imajuCi Alt na umu da znamo 
brzinu tacke c4' 144 . Do na velitine prvog reda u odno-ir; 
su na 4A ,s4L brzina tacke 	rk+avrk je 
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tie; 

w. 
gde j e 	4  dato se (D 1.3) • To znacm da 

(D 1.10) 

e polje brg 

zinc svih tanka cvrstog tele bilo u kom trenutku pot-

puno odredjeno brzinom 	teeke 	i skupom ve- 

licina 4:4 	losto je medju ovim poslednjim njih 

tri proizvoljno, to pomeranje cvrstog tela pri fik-

siranom polotaju take (44 ima nova tri steicene 

bode, pa sledi da definicija (D 1.2) cvrstog to la do- 
. 

puna da Cvrsto telo klasiCne mehanike ilia s eat stepe- 

ni slobode, 
Potrebno je pomenuti da i same struktura prosto- 
w 

ra mote uticati na smanjenje broja stepeni slobode - 

broja koji je posledica iskljucivo definicije cvrstog 

tele. Medjutim, u Euklidovom prostoru takvih dopun-

skih ogranienja nema, tako de kretanje klasi wcnog 

cvrstog tee. u Euklidovom trodimenzionom prostoru ime 

upravo test stepeni slobode. 
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DODATAK II. 

NEK1 OBRASCI IZ ALGEBRE KRONEKEROVOG 

PROIZVODA DVEJU MATRIUA18) 

Kronekerov proizvod matrice 

1 	40 z 

tipa (461/4 1 4,0 i matrice 

Vo l 	( 	 z 1,•••,$ 	(D 11.2) 

tipa 	) je, po definici j i , matrica 

(D II.3) 

tipa 	i), 

Ako f(A6 oznacava rang matrice 	onda vazi 
obrszac 

.1s 

(D II.4) 

Ako je 	matrica reda NA , a matrica reda f" 
ako oznacava determinantu matrice 4 , onda je 

A (D 11.5) 

18)
Vidi C.C.Mac Duffee: The Theory of Matrices, 

Uhelsea Publishing Company, ,iew York, 1946, str.82,83 
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