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Uvod 

Automat 21 je petorka (A, Q, B, (poi)), gde je A - konaena ulazna azbuka, B - 

konatna izlazna azbuka, Q - konatna azbuka stanja, cp : Q x A 	Q, 

Q x A 	B, redom, funkcije prelaska i izlaska automata. Ako izdvojimo 

stanje qo  automata, onda takav automat nazivamo inicijalnim i obeleiavarno sa 

2190 , a stanje qo  nazivarno potetnim stanjem. 

Neka je dat graf L = (V, .E) i neka su Sl i E azbuke koje sadr .Ze simbole 

kojim oznatavamo, redom, tvorove i grane grafa L, takve da Sl\E = A, gde je 

A prazan simbol. Ako su svi tvorovi i sve grane grafa L oznateni slovima iz 

11 i E tako da su razlitite grave koji izlaze iz istog tvora oznatene razlititim 

slovima, tada takav graf nazivarno lavirintom. Lavirint sa izdvojenim tvorovima 

vo , v 1 , 	, yr, nazivarno inicijalnim lavirintom i oznatavamo saL ~0iv1 a tvoro- 

ve vo , v 1 , 	, v, nazivamo inicijalnim. Oznatimo sa ,C(S1, E) klasu svih lavirinata 

Iiji su evorovi obeleZ"eni slovima iz S2, a grane slovima iz E. 

Automat 21 je dopustiv za klasu lavirinata, L(S2,E), ako se njegov ulazni 

alfabet sastoji od slova a oblika (w, , a,}), gde je w E , an } C 

C E, izlazni alfabet je EU{K}, gde K E pri temu je 1/)(q, a) E { 0-1, • • , 0-71}U{K}- 

Oznakieerno sve takve automate sa At(S2,, E). Neka je 21 90  inicijalni automat iz 

At(Si,,E), i neka je L, inicijalni lavirint iz E). 

Uvedimo pojam funkcionisanja automata 21 90  u lavirintu L,. U potetku 

je automat 21 90  postavljen u Ivor vo  lavirinta L,. Pretpostavimo da se automat 

nalazi u stanju q u tvoru v. Automat proverava oznaeene grane koje izlaze iz 

tekuteg evora. Ulaz automata u torn trenutku je uredeni par koga Line oznaka 

tvora i oznake grana koje izlaze iz evora. U sledeeem koraku ako je 11)(q, a) 

automat prelazi u Ivor granom koja je oznatena V)(q, a), a ako je 1/)(q, a) 

automat ostaje na istom mestu, a novo stanje je u oba slueaja (q , a). Na 

ovaj natin, automat se, korak po korak, kreee lavirintom, menjajuei stanje i u 

svakom trenutku odlutujuti kuda ide. Na taj natin funkcionisanje 21 90  u lavi-

rintu L,, nioenio posmatrati kao pona§anje automata 21 0  u lavirintu L,. Niz 

urectenili parova koji karakteri§u stanje u kome se nalazi automat moiemo zapisati 

na sledeei naein: 71(210 ; L,) = (qo, v0 ) , (q1 , v 1 ), . . 	Niz (2190 ; L,) nazivarno 

pona§anje automata 24 0  u lavirintu L,, ako je vi,+1  Ivor lavirinta u koji auto-

mat stiie iz tvora v i , menjajuei pri torn stanje iz q i  u qi+i  Ako za neki Ivor 
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0 sintezi optimalnih automata u nekim klasama lavirinata 	 4 

v E L,, postoji stanje q automata 21 0  takvo da urecteni par (q, v) pripada nizu 

(1790  ; L„), kazaeemo da automat 21 9, obilazi Ivor v lavirinta L„. Izdvojimo skup 

svili evorova lavirinta L, koje automat 21.0  obilazi i oznaeimo ga sa int(21. 90 ; L„.)- 
Ako /71,42i.go , L,) tine svi evorovi lavirinta L.„0 , kazaeemo da automat 2( 90  obilazi 

lavirint L,. 

Zadatak koji treba reSiti je sinteza automata koji ima minirnalni broj stanja 

koji prolazi zadati put u zadatom ravnom pravougaonom lavirintu (taj put mote 

biti, recimo, od ulaza do izlaza iz lavirinta). 

Kako je vremenska zavisnost sinteze optimalnog automata od duiine puta, 

tj. broja stanja optimalnog automata, eksponencijalna, uvode se heuristike ko-

jima se ne garantuje optimalnost automata, ali je vreme sinteze polinornijalno. 

U prvom delu su dati osnovni pojmovi i problerni o automatima, lavirintirna 

i ponaSanju automata u lavirintirna. 

Drugi deo je posveeen centralnoj terni - sintezi optimalnog automata koji 

prolazi zadati put. Prvo to biti uveden pojam maksimalnog automata koji pro-

lazi zadati put. Potom to biti razmatran odnos maksimalnog automata i drugih 

automata koji prolaze zadati put. Nakon toga, bite uveden pojam grafa nesa-

glasnosti maksimalnog automata i razmotren odnos bojenja grafa i nesaglasnog 

razbijanja skupa stanja maksimalnog automata. Nakon toga, bite opisana tri 

postupka sinteze optimalnog automata, sinteza pomoeu homornorfizma, sinteza 

pornoeu rekurzije i sinteza pornoeu kompatibilnih skupova. Pored posttipaka 

sinteze optimalnih automata, data su i dva postupka optimizacije maksimalnog 

automata, tj. odrectivanje automata koji prolaze zadati put i imaju manji broj 

stanja od maksimalnog automata. 

U treeern delu je izvrSeno uporeclivanje algoritama sinteza optimalnog au-

tomata i algoritama optimizacije. Kao najefikasniji su se pokazali algoritam sin-

teze optimalnog automata pomoeu rekurzije, i postupak optimizacije saZimanjem 

susednih stanja. 

Na luaju. izraZavam zahvalnost prof. dr Stepanu Ukurnlieu i prof. dr. 

Goranu Kilibardi koji su mi savetima pomogli u izradi magistarske teze. 
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1 Apstraktni automati i lavirinti 

U ovoj glavi bite navedeni osnovni pojmovi i problerni teorije apstraktnih au-

tomata, kao i osnovni pojmovi i rezultati o pona§amju automata u lavirintima. 

1.1 Po jam apstraktnog automata. 
Naani zadavanja automata. 

Ovaj odeljak je posveeen definiciji automata i naainima njihovog zadavanja. Radi 

toga, ovde se navode i najosnovniji pojmovi o grafovima [34 

Oznaeimo sa 93k(X) sve podskupove skupa X koji imaju taano k elemenata, 

i neka je 93 <k (X) = Uk i ¶3 i (X). Graf je urecteni par G = (V, E), gde je V 

konatan skup, a E C 932 (V) (sl. l.a i 1.f). Elemente skupova V i E nazivamo 

radon' ovorovima i granarna grafa G. Ovako definisan graf nazivamo i neorzjen-

tisanim graforn. Ako je E = a32 (V), kalemo da je graf potpun. Cvor v E V 

je incidentan grani e E E ako je v E e. Za razliaite avorove u, v E V katemo 

da su susedni ako {u, v} e E. Dve razliaite grane e l , e2 E E su susedne ako 

el  n e2  0. Graf sa petljama je urecleni par G = (V, E), gde je V konaaan skup, a 

E C B <2 (X); elemente skupova V i E nazivamo, redom, cvorovima i granarna, a 

grane oblika e = {v} (v E V) petljarna. Geornetrijska reprezentacija u ravni grafa 

G se dobija tako §to se njegovim evorovima pridruie razliaite taake u ravni, a 

granama linije koje spajaju te taeke i to tako da se grani e = {u, v} pridruii linija 

koja spaja taeke koje odgovaraju avorovima u i v. Geometrijsku reprezentaciju 

grafa sa petljama dobijamo tako §to gani oblika e = {v} pridruZujemo luk koji 

vodi od taake koja odgovara evoru v do iste te taake. 

Neka, je V konaaan skup. Oznaelmo D y  = {(v, v) v E 1/}. Uredeni par 

G = (V, E), gde je E C V2  \Ay  nazivamo orijentisanirn graforn iii orgraforn (sl. 

1.b). Elemente skupa V zovemo avorovima, a elemente skupa E orijentisanim 
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e) 

Slika 1. 

d) 

a) c) 

.f) 

0 sintezi optimalnih automata u nekim klasama lavirinata 	 6 

granama orgrafa G . Za granu e = (u, v) E E kaiemo da izlazi iz evora u, a da 

ulazi u Ivor v, i da su avorovi u i v incidentni grani e. Geometrijsku reprezentaciju 

orijentisanog grafa dobijamo sham reprezentaciji neorijentisanog grafa, samo §to 

kraj grane obeleZavamo strelicom. 

Ako u definiciji orgrafa pretpostavimo da je E C V2 , dobijarno definiciju 

orgrafa sa petljarna; petljama nazivarno grane oblika e = (v, v), v e V. Graf 

(orijentisani) sa vigestru,kim granarna i petijarna je urecteni par G = (V, E), gde 

je V konaaan skup, a E multiskup nad a3 <2 (V) (nad V 2 ). 

Broj grana grafa G (orijentisanog iii neorijentisanog), incidentnih evoru v, 

naziva se stepenom avora v i oznaeava sa st(v). Graf G eiji su svi avorovi stepena 

m nazivamo regularnirn m-grafom. 

Neka, su date azbuke St, E i graf G. Ako je svakoj grani (evoru) grafa G 

pridruZeno neko slovo iz azbuke St (E), tada G nazivamo grafom sa oznaaenirn 

granarna (graforn sa ozna6enim 6vo•ovima). Ako je G graf sa oznaeenim granarna 

i evorovima, tada za graf G kaiemo da je oznaaen. 

Matrica susedstva M = Ern  - ii,nxn grafa G = (V, E) je kvadratna 0-1 ma-

trica reda it (njeni elementi su 0 ili 1) takva da je = 1 akko {vi , vi } e 

E E. Na sliean naein se mogu uvesti matrice susedstva za orijentisane grafove 

kao i grafove sa petljama. 
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0 sintezi optimalnih automata u nekim klasama lavirinata 	 7 

Neka su C i  =(V1 Ei ) i C2 = (V2, E2 ) g,rafovi i neka je 	C V2iE1 C E2. 

Tada kaerno da je graf C 1  podgraf grafa G2 (sl. 1.e). Graf G' = (V, E') nazivamo 

grafom, grafa G = (V, E) ako je E' C E (sl. 1.c). Graf (A, EA) 
je podgraf grafa G = (V, E) gene•isan skupom cvorova A, ako AC Vi EA = 

E n 2 (A). i oznaeavarno ga sa (A) G  (sl. 1.d) (ako je iz konteksta jasno u 

odnosu na koji graf G se posmatra ovakav podgraf, onda se umesto oznake (A)G 

koristi oznaka (A)). 

Neka je sTt neko svojstvo koje mogu irnati grafovi a G neki graf. Maksimalni 

podgraf grafa G u odnosu na uoeeno svojstvo je svaki generisani podgraf (X) 

grafa G za koji ne postoji podgraf (Y) datog grafa, koji poseduje takode svojstvo 

513, takav da je X C Y (X je pravi podskup skupa Y). 

Niz grana 7r: e l , e2 , 	, e k  (k > 1) za koje postoji niz avorova v o , 	, vk  

tako da ei  = {vi_ 1 , vi }, i = 1, 	, k, nazivamo pute• u grafu G; za put 71 kaierno 

da povezuje Ivor v o  sa avorom vk, i da je v o  poaetni, a vk  krajnji Ivor puta 

Put u kome se svaka grana pojavljuje najvi§e jednorn, naziva se lancem. Lanac 

u kome se svaki Ivor javlja najviSe jednorn naziva se pvostim lancem. Ako je 

vo  = vk, ka2e se da je put zatvoren. Zatvoren lanac naziva se ciklom. Zatvoren 

lanac kod koga se poklapaju samo poaetni i krajnji Ivor naziva se p•ostint ciklom 

Ako za svaka dva avora grafa G postoji put koji ih povezuje, kaemo da je graf 

povezan. Povezan graf G bez ciklova naziva se drvo (sl. 1.f ) . 

Analogno pojmu puta u grafu, mo te se definisati pojam puta u orijenti-

sanom grafu. Neorijentisan put u orijentisanom grafu G je niz grana 

i = 1, ... k, takvih da postoji niz avorova v o , 	vk, tako da je c, = (v•-i, vi ) 

= (vi, vi_ 1 ), i = 1, 	, k. Put u orijentisano• grafu G je neorijentisani put 

u grafu G, takav da e i 	(vi_ i , vi ), = 1, 	, k. 

Sada eerno formulisati definiciju apstraktnog konaanog automata i opisati 

natine njihovog zadavanja. Zatim Cern° uvesti pojam funkcionisanja automata. 

Apst•aktni konaani automat 21 je petorka (A, Q,B,c,o,V)), gde su: A = 

= {ab  , • r„} ulazna azbuka, Q , ign } skup stanja, B = {b 1 , . . . bp } 

izlazna azbuka, cp : Q x A —> Q - funkcija prelaska, aV):Qx A —+ B funkcija 

izlaska. Ako su cp i //) parcijalno definisane funkcije, automat 91. se naziva parci-

jalnim apst•aktnim automato•. 

Ako su poznate ulazna i izlazna azbuka kao i skup stanja automata, zada-

vanje automata se svodi na zadavanje funkcija cp i Uobiaajeni naain zadavanja 

ovill funkcija je pomoeu tablica oblika predstavljenog na slici 2. 
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0 sintezi opthnalnih automata u nekim klasama lavirinata 	 8 

Navedene tablice se rnogu objediniti u jednu, tako da tablica, u preseku 

i-te vrste i j-te kolone sadr2i par (co(qi  , ai )),0(q, ai )). Moguee je da funkcija 

prelaska bude definisana za odredeni par (q, a), a funkcija izlaska ne. Neka su 

i Do , redorn, skupovi uredenili parova (q, a) za koje su funkcije y i definisane. 

RazmatraCerno takve automate, kod kojili je D, = Do , i taj skup parova (q, a) 

za koje su funkcije y i definisane oznaeieerno sa Da. 

qi 	• • 	qa 	qn 

• • 	co(q, 07 ) 

q 
	

q.9 

a l 	 al 

ai) 

a, 	 am \ 

Slika 2. 

Automat se zadaje i tzv. Murovint dijagrantom. Murov dijagram se kon-

struiSe tako Sto se konstruiSe orijentisani graf sa viSestrukim granama i petija-

ma, koji ima evorova koliko automat ima stanja. Cvorovi grafa oznaeavaju se 

slovima iz Q tako da razlieiti evorovi budu obeleeni razlititim slovima. Neka je q 

proizvoljni Ivor i neka je (q, a) e D. Tada se konstruik orijentisana grana koja 

vodi od evora obele2enog sa q u Ivor koji je obele2en slovom co(q, a), i oznaeava 

sa (a, b), gde je b = 0(q, a). Navedenim postupkom konstruiSerno oznaeen ori-

jentisan graf koji ima onoliko evorova koliko automat him, stanja, pri eemu su 

evorovi obeleeni slovima iz Q, a grane uredenim parovirna, iz skupa A x B. Ako je 

= Q x A, tada je odgovarajud. Murov dijagram oznaoen regularan m- graf, gde 

je m broj slova ulazne azbuke A. Na slici 3 dati su primeri Murovili dijagrama. 

(a1,b1) 

a) b) 
Slika 3. 
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0 sintezi optinialnih automata u nekim klasama lavirinata 	 9 

Automat 21 = (A, Q, B, 01. , ) u kojem je izdvojeno tzv. po 6etno stanje qo  

nazivamo ini.cijalnirn, apstraktnim konaenim automaton i obelaavamo sa 2tgo . 

Dakle, incijalni automat 2t o  je S'estorka (A, Q, B, q0)• 

Automat 21 1 = (A, Q', B, cp' , VI) je podautomat automata 2t= (A, Q, B, 0), 

ako je Q' 	Q, i za svaki par (q, a) E Q' x A, vaii cp' (q, a) = cp(q, a) i (q, a) = 

0(q, a). Murov dijagram podautomata 2t' automata 2t je, u stvari, podgraf 

generisan skupom evorova Q' Murovog dijagrama automata 21_ Parcijalni automat 

21'= (A, Q', B, ,111) je podautomat parcijalnog automata 21= (A, Q, B, cp, 11)), ako 

je C Q, /),• C D21  i za svaki par (q, (1) E .1)&, (q, a) = co(q, a) i (q, a) = 

= 	a). Murov dijagram podautomata 2t' parcijalnog automata 2t je, u stvari, 

podgraf Murovog dijagrama parcijalnog automata 2t. 

Poeetni interval duiine n (n E N) skupa prirodnih brojeva je skup n = 

{1, 2, ... , n}; poeetni interval duEne 0 je prazan skup. Konaena niska elemenata 

nekog skupa je svako preslikavanje nekog poeetnog intervala skupa prirodniii bro-

jeva u taj skup. Kaierno da je konaena niska prazna, ako odgovara poeetnorn 

intervalu duEne 0. Duiina konaene niske je broj elemenata sadrZ'an u odgo-

varajueem poeetnorn intervalu. 

Uzminio neprazan konaean skup C i nazovimo ga azbukom; elemente skupa 

C u torn slueaju zovemo slovirna, a proizvoljnu konaenu nisku slova a skupa C 

zovemo re6 u azbuci (ili nad azbukom) C. Prazna red je ree koja odgovara praznoj 

niski. Ree a, a : 77, 	C (n > 1), se obiano zapisuju u obliku a = a1  a2 • • • an, 

gde je a.,:  = a(i). Prazna ree se oznaoava sa A. Sa 	oznadmo du2inu red a. 

Ako je 	= n, tada Cesto umesto a pikrno a(n)  Skup svili red nad azbukom C 

oznaeavanio sa C*, skup svili nepraznih red sa C+, a skup svih red duiine 1 sa 

Za red skupa C* je definisana operacija konkatenacije: rezultat konkatenacije dve 

red b 1  b2 	i c1 c2 	c, je re6 d1 	dni dni+i  . . . 	gde je d1  = b 1 , 	, dm, = 

drn+i 	.. • , dm+, = 	Ako se ree -y dobija konkatenacijom red a i 

piSemo = a,3. Ako su 	i 6' red, pri eemu je -y = 6a8' za neku ret a, tada 

kaZ"erno da, je 6 po6etak, a. 6' kraj red Ako je 6 -y, tada poeetak 6 red -y 

nazivamo pravim po'Cetkom; ako je 6' 'y, tada kraj 6' red -y nazivamo pravim 

krajer•. Poeetak red -y duiine 1 oznaeavarno sa (-d o  = A), a kraj red -y duEne 

1 sa -y[ i  (-y[o = A). 

Ulaznim reeima, izlaznim ree-ima i re6ima stanja automata 2t, 2t = (A, Q, B, 

cp,0), nazivamo redom red nad azbukama A, B i Q. 

Beskonaene nizove slova azbuke C, tj. preslikavanja oblika a : N 	C, nazi- 
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vamo w - ree'irna nad azbukom C. Skup svih w-reei nad azbukom C oznaaavarno 

sa w-reei azbuka A, Q, B automata 2t = (A, Q, B, cp, nazivamo redom 

ulaznirn c f.) -reeirna, (4)--yeeirna stanja i izlaznirn cid -mefirna automata 2i. 

Funkcije prelaska i izlaska automata 2t = (A, Q, B, cp, prokrimo na Q x A* 

na sledeei naain: 

c,o(q, A) = q, co(q, aa) = co(cp(q, a), a) gde q E Q,a E A*, a E A; 

11)(q, A) = A, (q, aa) = 0(,o(q, a), a) gde q E Q, a E A*, a E A. 

Skup uredenih parova (q, a) E Q x 	za koje su funkcije cp i 145  definisane, 

oznaeieemo sa D. 

Ako je u C data relacija linearnogporetka <, to na skupu C* moZ"emo 

definisati linearni poredak (alfabetski poredak), oznaeavaeemo ga takode sa <, 

na sledeei naein. Pre svega pretpostavimo da je A < a za svako a E C. Neka 

su a,13 E C* dve proizvoljne reel Reei Cern° da je a < 13 ako: iii postoji ry E C* 

takvo da je a = = -Y0 1 , 101 > 1 i < 1311, ill postoji 6 E C* takvo 

da je 3 = a6. 

Automat 2t = (A, Q,B,c,o,l,b), nalazeei se u stanju q, ulaznu ree a (m)  trans-

formiSe u ret stanja i izlaznu rea koje oznaeavamo sa (q, a(m ) ) i Tgq, a ( m ) ) na 

sledeei naein: 

415(q, a(m))=  cp (q,  ct (m)} 0 ),p (q, a tm)] i ) 	co(q, a(m)]m) 
Tb(q, a (m) ) = (q, a (m) 11)0(q, a (m) 12) • • • 7/4q, a (m.) krz). 

Transformisanje ulaznih real a(m )  automaton 21, mo'e se opisati relacijom: 

F21 	{(a (m )  , 	at"`) ), 711)(q, a(m ) ))1a(m )  E A*, q E Q, (q, a (m ) ) E 	rn = 1,2 ...} 

Relaciju F21  nazivamo funkcionisanjem automata 2t. 

Navedimo primer automata a zatim konstruikmo njegov Murov dijagram i 

opikmo funkcionisanje. 

Primer: Neka je 2L = ({a1, a2},{qi,q2},{b1, b 2 }, cp, 0), gde su funkcije cp i 

zadate tablicom na sl. 4. 

qi 	q2 
al 	(qi, bi) 	(qi, b2) 
a2 	(q2, bi) 	(q2, b2) 

Slika 4. 

Murov dijagram automata 2t predstavljen je na slici 5. 
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(al,h1) 

 

(42 1,h, ) 

 

(a2.6 1 ) 

Slika 5. 

Za qi  E Q,i E {1. 2} i proizvoljnu ree a = aii a,i2  ... aim  iz A*, imarno 

T75(qi , ai , 
ail  ... aim) = ... aim ) = bi bi, bit  bi„,_,. Funkci-

onisanje automata 21 modelira element zadrkce, u stvari, elektrienu emu koja se 

koristi u elektronskim raeunskim maknama za zachtavanje impulsa signala. 

Ako je 2t9c, inicijalni automat tada se funkcionisanje opisuje relacijom 

F2igo  = { (a, co(q0 , a), TP(q0 , a)) la e A*, co-  i 71-1) su definisani za (q0, a)} 

Stanje q inicijalnog automata 2t qc, = (A, Q, B, cp, , q o ) naziva se dostiinim 

iz poOetnog stanja q o  ako postoji trojka (a,7, B) E Figo  takva da reO ry  sadri 

stanje q. 

Inicijalni automati i njihovo funkcionisanje zadaje se i tzv. kanonickirri 

jednaainama. Nije te§ko uoeiti da je funkcionisanje qo  inicijalnog automata 

= (A, Q, B, 	q0), skup trojki reei (a, 	takvih, da za neko m E 

E {1, 2, .} va2i 

= a,(1)a(2) 	a(m); ry = q(1)q(2)...q(m + 1); fd = b(1)b(2) ...b(m,) 

i pri tome su zadovoljene relacije: 

q( 1 ) = go 
q(t + 1 ) = Co(g(t),a(t)) 
b(t) = (q(t) a(t)) 

(t = 1, . ,m) koje nazivamo sistemom 	jednaoina automata 2t9„ 

1.2 Osnovni tipovi pona'Sanja automata 

Jedna od najvanijih karakteristika, apstraktnih automata je takozvano pona§anje 

automata. Ovde Cern() navesti tri osnovna tipa ponaSanja automata. 

Neka je 210  = (A, Q, B, v),11), q o ) inicijalni automat. Slovarna funkcija 

f (a (m) ) = Vj(gro, u ( m) ), koja preslikava skup A* u skup B* predstavlja ponaganje 

automata 210  kao pretuaraoa. Funkciju f (a (m ) ) nazivamo konaano automatnom 

funkcijom, koja se realizuje (ili izratunava) automaton 2t 9o . Inicijalni automat 

razmatran sa ovog stanovi§ta, naziva se automat pretvarae. 
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Inicijalni automat 21. 9„ zadat Murovim dijagramom predstavljenirn na slici 

6. realizuje preslikavanje ulazne reei a u izlaznu ree Q tako Sto se u njoj nule 

koje se nalaze posle jedinica zamenjuju jedinicama. Opisano preslikavanje je 

osnovna karakteristika zadatog automata, koji se razmatra kao pretvarae reei 

njegove ulazne azbuke A = {0,1} u red izlazne azbuke B = {0,1}. 

(0,0) 

Slika 6. 

Neka je dat inicijalni automat 2( 90  = (A, Q,B,co 	q0 ) i skup B' C B. 

Uoenno skup LB red_ azbuke A definisan na sledeei naein: 

LB' = fa(m)  E A* 10(qo, a (m) ) E 

Skup LB' nazivamo pona§anje inic7jalnog automata 21.0  kao akceptora u 

odnosu na skup B' ili dogadajem predstavIjivirn, inicijalnirrt, autontatom, 21.90  pomo6u 

skupa B'. Na taj naein, pona:sanje automata % go  kao akceptora predstavlja, skup 

ulaznih reel na koje automat 2t. 90  reaguje pojavorn na njegovom izlazu signala iz 

izdvojenog skupa B'. U ovom slueaju, automat %go tretiramo kao uredaj koji 

raspoznaje ove ili one klase ulaznih red.. Inicijalni automat, razmatran sa ovog 

aspekta, naziva se automat akceptor. KaZe se da zadati automat prepoznaje iii 

akceptira tj. prihvata opisani skup LB' reei ulazne azbuke. 

Nije teSko uoeiti da se skup M ulaznih reei automata 2t 9„ zadatog Murovirn 

dijagramom predstavljenim na slici 7, za koje automat posle njihovog prihvatanja 

na izlazu daje jedinicu, sastoji od reei oblika: 

1 ... 1 0 ... 0 1 ... 1 1 ... 1 0 	0 1 ... 1 0 .. . 1 ... 1 0 	0 1 ... 1 0 1 ... 1 1 

k3 	72]mlk2 	172 	M2 	 k A 	n, 	m A 	k A +1 

gde je s > 0, 	> 0, 71, > 1, m, > 1, i = 1, . . . , s +1 (u slueaju s = 0 ree je oblika, 

1...1 1). 
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Slika 7. 

Pre nego nego Sto navedemo joS jedan tip pona:Sanja automata za koji se 

automat naziva upravljaekim automaton, uvedimo definiciju Murovog automata. 

Automat 2( = (A, Q, B, 1/;) naziva se Murouira automatonn, ako funkcija 

izlaska 1/)(q, a) ne zavisi od promenijive a, tj. ako je 1/)(q, a) = OM. Dijagram 

Murovog automata molerno pojednostaviti tako Sto eerno evorove njegovog dija-

grama obele2avati slovinia skupa stanja i odgovarajueini slovima izlazne azbuke, 

a njegove grane obeleZavati samo slovima ulazne azbuke. 

Na slici 8 predstavljen je dijagrani Murovog automata 21(0,11, {q 1 , q2 , q3 , 

{ 0 , 1 },CO30). 

0 

Slika 8. 

Proces upravljanja mote se Sernatski predstaviti kao na slici 9. gde je V 

upravljaki uvedaj, a W objekat upravljanja. Tizmirno da su V i W konaeni au-

tornati koji funkcioniSu u diskretnoni vremenu t = 1, 2.... i neka je W Murov 

automat. Za upravljaeki automat V mogu se postaviti sledeei zadaci: prevoclenje 

objekta upravljanja W, koga nazivamo upravljivirn automaton', u neko zadato 

stanje, zadrZavanje automata W unutar nekog zadatog skupa stanja; optimizacija 

uCestanosti nalaZ'enja automata W u stanjima nekog zadatog skupa stanja, itd. 
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Zavisno od postavljenog cilja za upravljivi automat realizuje se problem nje-

gove konstrukcije poznat kao zadatak sinteze automata. Napomenimo da je 

posebno bitan zadatak sinteze univerzalnili upravljatkili automata za neku klasu 

upravljivili automata. 

V 

Slika 9. 

Defini§inio, sada, pojam pona§anja inicijalnog automata kao upravljaakog 

uredaja. 

Ponaganje inicijalnog automata 2L = (A, Q, B, cp,11),q0 ) kao upravljaa 

naziva se par (21' 4 , 7r), gde je 	= (B, Q', A, (p' 	, 	inicijalni konatni Murov 

automat, 7 niz eetvorki (q0 , qo , 6/•0 , b0 ), (q1 , 	a 1 , b 1 ), 	za koje je ao  = 11/ (q0 ), 

bo  = 1/)(q0 , a'0),=  co(qi, 	q+1 = 	bi.), 	= 	bi+1 = 	ai+i)• 

Niz 7r opisuje rad sistema, koji se dobija kao rezultat izjednaeavanja izlaza au-

tomata 21 go  sa ulazom automata 21' q[3 , a ulaza automata 21. 0, sa izlazom 21ivo . Za 

proizvoljno i = 0,1, 	qi  je stanje automata 24°  u trenutku t = i; 	je stanje 

automata 21'4, u trenutku t = 	ulazni signal, a bi  izlazni signal automata 240 

 u trenutku t = 2,. 

Slika 10. 

Pona§anje automata kao upravljaekili uredaja u tesnoj je vezi sa pona§anjem 

automata u lavirintima. 

Na slici 10. predstavljen je dijagram upravljaCkog automata 21 41  koji au-

tomat 21, ciji je Murov dijagram predstavljen na slici 8, i Cije je poCetno stanje 

proizvoljno, posle konaenog broja koraka prevodi u stanje q 2  i dalje neogranieeno 

dugo ostaje u tom stanju. 
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1.3 Homomorfizarn i izomorfizam automata 

Neka su dati autoniati 2t = (A, Q, B, p,V>) i 21' = (A', Q', B', co', 	Trojku pre- 
slikavanja (f, 9,h), gde je f : A 	A', 9 : Q 	Q' i h B 	B', nazivamo 
homomoi fizmom automata 21 u automat 21', ako je 

	

g(yo(q, a)) = yo' (g(q), f (a,)), 	h(0(q, a)) = 11)/  (g(q), f (a)) 

za svako (q , a) E D. Ako su preslikavanja f , g i h surjektivna tada kaZerno da 

je trojka (f, 9, h) homorno7fizam automata 21 na automat 21'. Ako postoji horno-

morfizarn automata 21 na automat 21', tada za 21' kaiemo da je homornorfna slika 

automata 21. Ako su f,gih bijekcije, onda, trojku (f, g, h) nazivamo izomor-

fizmom automata 21 na automat 21'. Ako postoji izomorfizam automata 21 na 

automat 21', kaZerno da su automati 21 i 21' izomat 

Uoeimo .specijalni slueaj homornorfizma kada su ulazne i izlazne azbuke 

automata jednake i kada je f = 1A  i h = 1B  (ix  (z) = x za svako x E X). Tada 

homornorfizam odreduje samo preslikavanje g : Q Q', i zato Cern° ubuduCe 

homomorfizam (i A , g,iB ) obele'Zavati sa 9, i nazivati ga 9-homornorfizam. 

Za proizvoljan Thhomomorfizarn g automata 21=(A, Q, B, yo, V>) u automat 

21'=(A, Q' , B, yo' .0 1 ) oznaeimo sa g* preslikavanje 9* : Q* —> Q'* takvo da je 

9 * (9192 qk) = 9(91).9(92)- • 9(qk) za proizvoljnu rec qlq2... gk E Q*. Za pres-
likavanje g* vaZi sledeee tvrdenje. 

Lema 1. Neka je g proizvoljn,i -h,omomar fizarn, automata 21= (A, Q, B, cP, 

u automat 21' = (A, Q', B, yo' ; 111. Tada je, 

g 	(rn) )) 	9(q) a (rn) 	17(q, Ce(M) 	g (q) a (7 .  I ) 

za svako (q, a ( m ) ) E D2 t. 

Dokaz: Tvrdenje Cern° dokazati matematiekom indukcijom po duiini m 

reei ci ( fh ) . Ako je m. = 1, tada je ce (1)  = a za neko a E A. Kako je 

g* (775(q, a)) = g* (qyo(q, a)) = g(q)g(yo(q, a)) = 9(q)yo' (g(q), a) = o '(g(q), a), 

to je prva jednakost taena za m = 1. Pretpostavimo da je ono taena za proizvoljno 

m, tj. da je 9* (Z7-o(q, a( m ) )) = (7-o' (9(q), a( m ) ) i dokairno da je taana za m H- 1, tj. 

da le 9 * (45 (9> (1(7'1+1) )) = 7P 1 (9(9), 06(m+1) ). Iz 9 * (S3(9, a (m) )) = 47/ (9(q), a (rn) ) sledi 
da je 9(yo(q, a ( m ) )) = yot(g(q), a( m ) ). Dalje imamo da je 

.(75(q. a (m+i) ) 	a(m) a) 	a(m) )4,0(cp(g, a  (rn) a) 
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yo/(9(q), 
(m+1)) 	(70-/(9(q), 

a(m)a) = 
cof (g(q),  a(no)(pi(c0/(9(7), a(m)),  a). 

Otuda sledi da je 

q* ( .C725 	a(n + 1) )) 	q* 	(q a (7,)) (p ( a ( c, , a (m)) ,  a)) 
	9 * (c

o
(q, a(m) )) . 

 
g p ( co (q. 

a(nt)), 
a )) 	To,  ( .9 (q) a (m) ) co / ( 4p , (g  ( q ) a (770) , a )) 	a(m-f-1)) ,  

time je prva, jednakost dokazana. Dokaz druge jednakosti je analogan. 

Neka je X, t E I} indeksirana familija skupova. Tada, za svako c E I sa 

oznaCirno funkciju projekcije proizvoda n X, na 	Clan X,. ovog proizvoda. 
EI 

Neka je F C A* x Q* x B* funkcionisanje automata 2t = (A, Q,B,cp,11)). 

Uvedimo skupove P21  = {(a03) : Q*)(a,u,13) E F2j, U = p1 (F21 ) = 

P1(P24) i -[21 = p3(F) = P2(P21)• 
Primetimo da iz leme 1 sledi da ako postoji g-homomorfizam automata 21 

u automat 21', onda 	C P. 

Preslikavanje g : Q' —> Q" je g-homornorfizarn inicijalnog automata 214 

(A, Q' , B, co' , '0 1 ,q0 (na) u inicijalni automat 2L IC, = (A, Q" , B , co" , zlb" , 	ako je go 
(iA ,ThiB) hornomorfizarn automata 2L' (na) u automat 2t" i ako je g(q0') = q0" 

(automati 	i 2t" su odgovarajuei neinicijalni automati za automate 2t4 i 2c.00 ). 

Za g-homomorfizam inicijalnih automata vane sledeCa tvrclenja: 

Tvrdenje 1. Ako postoji g-lborriomorfizam, inicijalnog automata 2tc.„, = 

= (A, Q, B co, 'tI), q0 ) u inicijalni automat 214 = (A, Q', B, ,111 , ako je a E 

U °  onda je a E U2rq„ r  1/7(q0, a) = b (q/o , a). 

Dokaz navedenog tvrdenja sledi iz leme 1. 

Tvrdenje 2. Neka su parcijalni inicijalni automati 2tgo  = (A, Q' ,B, 

cp' , rY, q') i 214 = (A, Q", B , co" ,71)" , q") g-homomorfni. Tada je 
go 	vo 

sledstveno, 1121, C tie 	C 	). 
yo 	< 	go 	vo,  

Dokaz: Ako je (a, 0) E P21/ tada je (a, 0) 	(a, 1/) (q,13 , a)). Prema tvrclenju 
go 

1, 1T1  (q() , a) = 	, a), pa je (a03) = (a,T1)" (q0 , a)) e P21/1, , time je tvrclenje 
go' 

dokazano. 

1.4 Analiza i sinteza automata 

Natini opisivanja ponaSanja automata se mogu podeliti na dve grupe, na grupu 

jezika, tj. algebarsko logiekog opisivanja, i grupu natina koji opisuju unutrakije 
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procese realnih automata, kao Sto su npr. Murovi dijagrami, izvornici i sl. 

Prelazak sa prvog na, drugi naein zadavanja, nazivamo sintezom automata, a od 

drugog na prvi naein zadavanja, analizom automata. 

U odeljku 1.2 reeeno je da se automaton' prilivatatem zadaju, tj. prepoz-

naju skupovi reel ulazne azbuke koji se nazivaju dogadajima. Dogadaji koji se 

predstavljaju automatima rnogu se, takode, zadavati ponloCu tzv. izvornika. 

Neka je zadat inicijalni automat 2( 9  = (A, Q, B, cp, q) i podskup B' C B. 

Reei Cerno da automat 21 9  predstavlja podskup E, E C A*, pornoeu izdvojenog 

podskupa B', ako je za proizvoljnu ree a iz A* pripadnost a podskupu E ek-

vivalentna relaciji V)(q, a) e B'. Automat 219  sa izdvojenim podskupom 

oznaeieerno sa (24 B ' ) iii  sa 219 = (A, Q, B, cp,11), q, B'). Podskupove skupa A* 

eerno ubuduCe nazivati dogadajima. 

Izvornik nad azbukom A je konaeni orijentisani graf G eije je svako rebro 

obeleZeno slovom azbuke A, u kojem je izdvojen tzv. poeetni Ivor v o  i neprazan 

podskup F zavr§nili evorova, pri eemu su ispunjeni uslovi: 

1) razlieita rebra koja izlaze iz jednog istog evora obeleZena, su razlieitim 

slovima azbuke A. 

2) za svaki Ivor v postoji put 7 1  koji vodi iz vo u v i put 712 koji vodi iz v u 

neki zavrkii Ivor. 

Broj evorova izvornika G nazivamo njegovom sloieno§eu i oznatavamo sa 

Svaki izvornik nad azbukom A odreduje dogadaj ICI-skup reci p = 

= ai , 	u azbuci A, za koje postoji put 71 = v o pia vi , 	u izvorniku G, 

koji vodi iz vo  u zavrkti Ivorv ,;k eije je rebro p ij (1 < 7 < k) obeleZeno slovom 

Govorieemo da ree: 	odgovara putu 21. 

Neka je 2(_ (A, Q. B, cp, go) automat i neka je L(9A,B ,) 0 dogadaj pred-

stavljen podskupom B' skupa slova izlazne azbuke B. 

Razmotrimo izvornik G (2t , B1), Iiji je skup evorova podskup Q' skupa Q, 

koji se sastoji iz svili q E Q za koje postoje reei a„5' E A*, takve da je q = 

cp(q0 , a), 11) (go , a) E Iz Nora qi  vodi rebro u Ivor q2  izvornika obeleZeno 

slovom a iz A, tada i samo tada, kada je ca(g i , a) = q2 . Poeetni Ivor je stanje g o , a 

skup F zavrSnill evorova sastoji se iz svih q E Q' za koje je 0(g) E B'. Oeigledno, 

za svaki, na ovaj naein konstruisani, izvornik vaZi jednakost (21,B1) = 

Obrnuto, neka je C-proizvoljni izvornik nad A, vo  njegov poeetni Ivor i F 

skup zavrSnill evorova. Razmotrimo automat 21 = (A, Q. {0,1}, (,o,//), vo ), eiji se 

skup stanja sastoji iz skupa evorova izvornika G i dodatnog elernenta q'. Ako je 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs
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q E Q, q 	q' i izvornik G sadri rebro iz evora q u Ivor q1 , obeleMno slovom 
a. tada je yo(q, a) = q1 . Ako iz Cvora q ne izrazi rebro obeleZ"eno slovorn a, tada 
je cro(q , a) = . Osini toga cp(q' , a) = q' za proizvoljno a i 11)(q) = 1 , tada i samo 
tada, kada q E F. Oeigledno je L( 21 ,{ 1 }) = I G I 

Ukazana, ekvivalentnost izmedu natina zadavanja dogadaja automatima i 

izvornicima ornogueuje svodenje, dalje razmatranill zadataka analize i sinteze au-

tomata na odgovarajuee probleme za izvornike, koji su vise podesni sa teorijskog 

aspekta. 

Pokazano je da se skup dogadaja koji se rnogu predstaviti autornatima, 

podudara sa skupom regularnill dogadaja, koji se predstavljaju pornoeu tzv. re-

gularnili izraza. 

Neka je A = {a l , 	a m } konaena azbuka i ( , ) , V , •, <, >, e - pornoeni 

simboli koji ne pripadaju azbuci A. Definikmo induktivno regularan izraz nad 
azbukom A. 

1. Svako slovo ai  azbuke A, a takode i simbol e su regularni izrazi nad A. 
2. Ako su R1  i R2 regularni izrazi nad A, tada su R = (R1  v R 2 ), R = 

(R 1  • R2 ) i R = (R 1 ) takode regularni izrazi nad A. Respektivno govorimo da je 

R dusjunkczja, konjunkcija i iteracija izraza R1  i R2. 

Definikrno, takode, slo2enost L(R) regularnog izraza R, 
L(e) = 0 

L(a i ) = 1, ai  E A 

L((R)) = L(R) + 1 

L((R 1  v R 2 )) = L((R 1  R 2 )) = L(R 1 ) + L(R2 ) + 1. 

Svakom regularnom izrazu R nad azbukom A pridruZimo neki skup red 

1R1 nad azbukom A, koji eerno nazivati regularnirn dogactajern, zadanim datim 
izrazom R. Nainie, 

Icf = {A} (A - prazna red) 

= 

v R2 )I = IR1I u 
l(Ri R2)I = {p: (]pi,q)(P q . r A q 	A r E  IR21)} 
(ROI = fp : (]pi , 	p,)(p = 1)1  . . . ps  A pt  E 1R1  A • A ps 	U {A} 

PoSto je 1R 1  (R2  • R3)1 = 1 (R 1  • R2) • R3 1, 1R1  v (R2  V R3 )1 = 1 (Ri  V R2 ) v R3 1, 
1(R 1  v R2 )1 = 1(R2  VR1 )1, to regularne izraze koji se razlikuju rasporedom zagrada 

u delovima oblika Rk , R1  V ... v Rk  i poretkom e'lanova u izrazirna oblika 
R1  V 	V Rk , smatraeerno uvek jednakirn, ukoliko to nije posebno naglageno. 
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Neka je C> zadati izvornik. Analizom izvornika G nazivamo postupak odredi-

vanja regularnog izraza R, tako da je 	= 1R1 { 17]. 
Problem obrnut problem analize izvornika naziva se problem sinteze izvor- 

nika. 

Neka je dat regularan dogadaj zadat regularnim izrazom R. Postupak odredi-

vanja. izvornika G. takvog da je 	= 	nazivamo sintezom izvornika G. 

Zbog opisa algoritma sinteze izvornika G uvedimo nekoliko novili pojmova. 

Neka je regularan  dogadaj zadat regularnim izrazom R. 

Ako je regularan izraz oblika R 1  v R2 .. Rk, gde izraz Ri (1 < i, < k) nije 

disjunkcija, onda se izrazi R 1 , Rk  nazivaju aanovima izraza R. Ako regularni 

izraz nije disjunkcija onda je on Clan samoga sebe. 

Mestom razdvajanja u regularnom izrazu R nazovimo specijalni znak posta-

vljen izrnedu proizvljna dva znaka tog izraza (uldjueujuei i zagrade). Mesto koje 

se nalazi levo od prvog simbola izraza R nazovimo potetnim mestorn, a mesto 

koje se nalazi desno od poslednjeg simbola izraza R poslednjirn iii konaenim. Ako 

se iz mesta a regularnog izraza mote pred u mesto 0, koristed samo prelaz preko 

e, tada kaZemo da je mesto podredeno mestu a. 

Uvedimo sledeCa pravila podredenosti mesta: 

1. PoCetna mesta swill elanova izraza R zatvorenog u obiene iii iteracione 

zagrade, podredena su mestu koje se nalazi neposredno levo od poeetne zagrade. 

2. Mesto, koje se nalazi neposredno desno od zatvorene (desne) zagrade, 

podredeno je konaCnim rnestima, svih elanova izraza zatvorenog u odgovarajuee 

zagrade, a u sluCaju iteracionth zagrada, takode i mestu, koje se nalazi neposredno 

levo od odgovarajuee otvorene (leve) zagrade. 

3. Poeetna mesta svih Clanova izraza zatvorenog u iteracione zagrade, 

podredena su mestu, koje se nalazi neposredno desno od odgovarajuee desne 

(ztvorene) zagrade. 

4. Mesto koje se nalazi neposredno desno od simbola prazne red, podredeno 

je mesto koje se nalazi neposredno levo od tog simbola. 

5. Ako je mesto -y podredeno mestu 0, a mesto mestu a, tada je i mesto 

-y podredeno mestu a. 

6. Svako mesto podredeno je samorne sebi. 

7. Ne postoje drugi sluaajevi podredenosti mesta. 

Neka je p re6 u azbuci A nad kojom je zadan regularan izraz R. Uvedirno, 

induktivno, definiciju mesta 3, koje p-sledi za mestom a tog izraza. 
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1. Mesto /3 e-sledi za mestom a, tada i samo tada, ako je Q  podredeno a. 
2. Neka je mesto p  p-sledi za mestom a i neka je mesto -y podredeno mestu 

0, pri eernu se neposredno desno od mesta nalazi slovo a. Tada mesto 8, koje 
se nalazi neposredno desno od slova a, pa-sledi za mestom a. 

Osnovnim mestom regularnog izraza R, zadatog nad azbukom A, nazivamo 

mesto neposredno levo od kojeg se nalazi slovo to azbuke, a takode i poeetno 

mesto. Osnovno mesto izraza nazivamo finalnim, ako mu je podredeno konaeno 

mesto tog izraza. Mesto izraza R neposredno desno od kojega, se nalazi slovo 

azbuke A nazivamo predosnovnim. 

Odredimo izvornik G = S(R) nad azbukom A koja se podudara sa azbukom 

zadatog izraza R, tako da je IGI = 

Za poeetni Ivor v o  izvornika G = S(R) uzmirno potetno mesto izraza R. 
Neka je a. proizvoljno slovo azbuke A. Odredimo skup va  svih osnovnih mesta 

izraza R, koja a-slede za njegovirn poeetnim mestom. Ako je v 1  0, tada je 
va  Ivor izvornika G, u koji ulazi rebro koje izlazi iz evora v o  i eija je oznaka 

slovo a. Ukoliko je va  = 0, tada iz evora v o  ne izlazi rebro obeldeno slovom a. 

Pretpostavimo da je v \Tee konstruisani Ivor izvornika G, koji je ustvari neprazan 

skup osnovnih mesta izraza R, za proizvoljno slovo b azbuke A odredimo skup va 

svih osnovnih mesta izraza R, koja b-slede bar za jednim mestom skupa osnovnih 

mesta v. Ako je vb  = 0, tada se iz evora v ne konstruik rebro obeldeno slovom b, 
Ako je v b  0 i ako se podudara sa nekim -yea konstruisanim evorom w izvornika G, 

tada konstruikrno rebro iz evora v u Ivor w i oznaeavamo ga slovom b. Ako je vb 

 0 i ne poklapa se ni sa jednim od vec konstruisanih evorova, tada konstrui§emo 

novi Ivor v b  i rebro p, koje vodi iz v u v b , oznatavajuei to rebro slovom b. Cvor v 

konstruisanog izvornika G je zavrSni ako sadr2i bar jedno finalno mesto izraza R. 
Primetimo, da ako je k broj svih pojavijivanja azbuke A u izrazu R, tada broj 

evorova izvornika G nije veei od 2 k+ 1 . 

Sledeeom teorernom, koju navodirno bez dokaza, dokazana je korektnost 

opisanog postupka sinteze. 

Teorema 1. [17]) JednakostIRI = S(R)I je taana za proizvoljan regularan 
izraz R. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



0 sintezi optimalnill automata u nekim klasarna lavirinata 	 21 

1.5 Minimizacija automata 

Postupkom sinteze automata, opisanom u prethodnom odeljku, dobija se automat 

koji, u opkem sluaaju, nema minimalan broj stanja. Tako, na primer, automat 

ciji je dijagram predstavljen na sl. 11.a realizuje isto preslikavanje kao automat 

eiji je dijagram predstavljen na sl. 11.b. 

(0,1) 

a) 

 

Slika 11. 

Automat na slici 11.b dobijen je razbijanjem skupa stanja automata pred-

stavljenog na sl. 11.a u dve grupe {q 2 , q4 , q5 } i {qi , q3 }, i zatim njihovim iz-

jednaeavanjem u okviru iste grupe. Ovo je moguee jer automat za sva stanja 

iz iste grupe daje ista izlazna stanja (slova) i pri tome njegov prelaz iz stanja 

jedne u stanja iz druge grupe jednoznaeno je odreden ulaznim signalom nezavisno 

od izbora predstavnika grupe. Zato se stanja iste grupe mogu izjednaeiti i tako 

dobiti automat predstavljen na sl 10.b). 

Postupak dobijanja iz zadatog automata G takvog automata G' koji ima 

manji broj stanja i koji realizuje isto preslikavanje (pretvaranje) skupa ulaznmh u 

skup izlaznih re6i, naziva se minimizacijom automata. Konaani automat na koji 

se postupak minimizacije vise ne moie primeniti, zove se minimalnim odnosno 

svedenim automatorn. Ovde Cern° umesto termina minirnalni automat koristiti i 

terrain optimalni automat. Re§avanje problema dobijanja optimalnog automata, 

tj. automata svedenog oblika, nameee potrebu razmatranja niza relacija ekviva-

lencije vezanili za funkcionisanje automata. Razmotrimo neke od 

Neka su zadati automati 2t = (A, Q, B, cook) i 2C' = (A, Q', B, , '). Za 

stanja q i q', q E Q i q' E Q', kaZemo da su nesaglasna ako postoji ree a E A+ 

takva da (q, a) E .D2  (q', a) E i 11)(q, a) '(q', a); za ovakvu me a kaZemo 

da razlikuje stanja q i q'. Za stanja q i 	qEQieE 	kaZemo da su saglasna 
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ako nisu nesaglasna, tj. ako za svaku ree a E A+ iz (q, a) E D21  i (q', a) E D2L ,  

sledi da je 11)(q, a) = 11;/(q', a). Ako su stanja q i q' saglasna i za svaku Tee a E A+ 

vazi da je (q, a) E D21  akko (q', a) E , tada za stanja q i q' kaerno da su jako 

saglasna Sto eerno oznaeavati sa q ti  q'. Primetimo da se u slueaju "potpunih" 

automata pojmovi jake saglasnosti i saglasnosti poklapaju. 

Postupak minimizacije automata sastoji se i u odredivanju skupova njegovih 

saglasnih, odnosno nesaglasnih stanja. Pre nego Sto navedemo tvrdenje kojim 

se daju potrebni i dovoljni uslovi o nesaglasnosti dva zadata stanja automata 

2t = (A, Q, B, cp,11)), navedimo sledeee oznake i leme. 

Neka je dat automat 2t = (A, Q,B,(p,71)), gde je Q 	 i neka 

je q e Q i k eN. Oznaenno sa Nig` skup svih stanja q' automata 2t takvih da je 

(q, a) E D2li  (q', a) E D21/ i Tp( q , a) 4 (q', a) za neku ree a C A+ duiine najvi§e 

k, a sa Ark uredenu n-torku k  q , • , A rk  q,n) •
42 

Lema 2. Ako za parczjalni automat 21 -= (A, Q, B, cp, V)) postoji k EN tako 

da je Ark = Ark+i , onda je za svako 1> k, Arc = Ari . 

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje k, 1 E N, 1 > k 	tako da 
je  Ar k 4  Ark+i , a  Ark 4 Al'. Odavde sledi da postoji i (1 < i < n) i q e Q takvo 

da su i q nesaglasna, stanja, a da svaka ree iz A+ koja ih razlikuje nema manju 

du2inu od k + 2; neka je a (t)  jedna od takvih "najkraeihn red (znaei t > k + 2). 

Neka je s = t - k i neka su yo(qi , a (t) ] s_ i ) = q' i cp(q, = q". Primetirno 

da q" N:„ zato S. to bi u suprotnom postojala kraea rec od a( t) koja razlikuje 

i q §to je nen.ioguee. Po§to 1/)(qi , a (n) 	0(q, 	odatle sledi 11;(q' ,a(t) [k+1) 4 

4 'OW , 0 ) [k+a), §to znati da q" 	tj. N:, 	, §to je suprotno 

pretpostavci leme. 

Lema 3. Neka je 2t = (A,Q,B,cp,O) parcijalni automat, i neka je IQI > 2. 

Tada je najmanje k, za koje je Ar k 4  Ark+1, manje iii jednako od 1Q1 2  - 1Q1. 

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. postoje nesaglasna stanja i q2 iz Q, 

takva, da svaka ree iz A+ koja ih razlikuje nije duEne manje od 1Q12-1(21+1. Neka 

je a (t)  jedna od takvih najkraeih reei. U nizu (q? , q3), , (q1-1  , qt  1 ) , gde 

je 	 (cp(q?, a(t)] i ), cp(g3, a(t) j i )) (i = 1, . . . ,t - 1) se ili neki od njegovih 

elanova ponavlja 	je qi = q2 za neko 0 < i < t - 1, §to je nernoguee po§to 

ree razlikuje stanja 	i 	Neka se neki elanovi niza ponavljaju, i neka su to, 

recimo, elanovi (qik ,q'2̀ ) i 	k < 1. Tada uniesto reel a = a(t) posmatrajmo 

rec a' = a]k a[i . Oeigledno, ree 	razlikuje stanja 	i qr) , ali ona je kraea od reei 
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a. Iz dobijene kontradikcije sledi taenost leme. 

Napomena. Prirnetinio da za automate ("potpune", ne parcijalne) mini-

malna ree koja razlikuje proizvoljna dva nesaglasna stanja je uvek kraea od 1Q1 
(dokaz ovog tvrclenja se mote naei, na primer, u [34D. 

Iz navedenih lema sledi teorema. 

Teorema 2. Dva stanja zadatog parcijalnog automata 2t = (A, Q, B, (p,11)), 

1Q1> 2, nesaglasna su ako i samo ako postoji ree" duiine najvi§e IQ1 2  - 1(21 koja 

razlikuje.. 

Graforn, prelaska automata 2t = (A, Q, B,go,V)) naziva se orijentisani graf G 

dobijen brisanjem oznaka grana i evorova njegovom Murovog dijagrarna. Automat 

2t je (jako) povezan ako za proizvoljna dva evora grafa prelaska G toga automata 

postoji (orijentisan) put u grafu G koji ih povezuje. 

Teorema 3. Neka postoji g-homornorfizam parcijalnog automata 21' = 

= (A, Q', B, co' 	na parcijalni autornati 2t" = (A, Q", B, co" 	neka su stanja 

E Q' nesaglasna. Tada su i njihove hornomorfne slike g(q/i ) I g(q'j ) takocte 

nesaglasna stanja. 

Dokaz: Neka je g(q;) = 	i neka je g(q.10 = 	PoSto su stanja 	i 

nesaglasna, postoji ree a E U21/ koja ih razlikuje, tj. za koju je TT(q,". , a) 
70 

115(q; , a). Na osnovu lerne 1 1/) (q,", a) = 	(g (q/i ), a) = 17" (q'i' , a) i isto vazi 

za stanje q ji , tj. 	(q 31. a) = 11)" (g (q ), a) = 	(q j" , a). Odatle zakljueujerno da 
—11 
z1) 	, a) 	11) (q;', a), cime smo dokazali da su stanja 	i 	nesaglasna. 

Sada eerno navesti neke pojmove vezane za potpune automate. Operacija 

sabiranja automata definiSe se na sledeei naein. Neka su zadati parcijalni auto-

mati 2t = (A, Q , 3 cp, V)) i = (A, Q', B, co' 41), i Q n Q' = 0. Surma automata 

i 21' (u oznaci 2t + 21') je automat 2t" = (A, Q U Q', B, cp" , IP") gde je 

50"(q. a) .,_ { (P(q,  
i,a' (q, a), 	, 	111q, a) , 

 

'01 (q, a), q c 

Teorema 4. [17] Neka su dati autornati 21 = (A, Q, B, cool)) i 21' = 

= (A, Q 1 , B ,71/), gde je. Q n Q' = 0, 7: neka je qEQ i q' E Q' Stanja q i q' su 

saglasna ako i samo ako za proizvoljnu ree al c2 I +1 Q1- 1  E A* vaii 17(q,  °Pl+VI--1 ) 

= 71-.17(q 1  , °PH-VH-1)
. 
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Dokaz: Neka je automat 21" = 2t + 2t' suma automata 21 i 	Ako su 

stanja q i q' u ovom automatu nesaglasna, onda, dokaz teoreme sledi iz napomene 

koja prethodi teoremi 2. Ako su stanja q i q' saglasna, tvrclenje va2i po definiciji 

saglasnosti. 

Primetirno da se u opStem slueaju ocena 1Q1 + IQ"! - 1 duZine reel kojima 

se realizuje raspoznavanje saglasnih stanja ne rrioZ'e biti pobolj§ana. 

Za automat 21 = (A, Q, B, co, 0) kalemo da je slabo uronjiv u automat 

2t' = (A, Q', B, ,0 1 ) (u oznaci 21 < 21') ako za proizvoljno stanje q E Q i 

proizvoljnu rea a E A* postoji stanje q' E Q' tako da je 711)(q, a) = 7%(q', a). 

Za automat 21 = (A, Q, B, cool)) kaZemo da je uronjiv u automat 

21' = (A, Q', B, co' (u oznaci 21 -< 2e) ako za proizvoljno stanje q, postoji 

njemu saglasno stanje q' automata 21'. 

Oeigledno, ako je 21 uronjiv u 	onda je 21 slabo uronjiv u 21'. Takode, 

jasno je da je slaba uronjivost tranzitivna, tj. ako 21 < 21' A 21' < 21" 	21 < 21". 

Odavde direktno sledi i tranzitivnost uronjivosti. 

Sada se postavlja pitanje, ako je automat 21 (slabo) uronjiv u 2e, da li je 

21' (slabo) uronjiv u 21, tj. da li je (slaba) uronjivost simetriena relacija? Da 

uronjivosti nisu nisu simetri6ne relacije govori sledeea teorema. 

Teorema 5. [17] Za proizvoljni automat 21 = (A, Q, B, 01)),IBI ?_ 2, 

postoji automat 21' = (A, Q', B, cp' ,1711) takav da je 21 -< 21' i 2t' 	21. 

Dokaz: Neka je Q = {go, 	qyi_ i } i neka je a 1  E A. Obrazujmo 

reei a ()  = a1 , a 1  = 	• • , an-i = al . . al. KonstruiShno automat 21" 
n—puta 

= (A, Q' B , ,0 1 ) , gde je Q' = 	 n Q' = 0, cpt(qii , ai) 	q7/:+1(mod n) 

i CiOl (q12:, a) = qlo  za a = a1 ; V/ (qii , a1 ) 	714, ai ) i za neko fiksirano b 1  je s/1 (q,', a) = 

= b1 , za proizvoljno a = a l  i i = 1, 	, n. Nije teSko dokazati da je za proizvoljno 

q E Q,5(q, an) 	771) (qoi  , an). Prema tome, automat 21" nije slabo uronjiv u 

automat 21. Za automat 21' uzmimo automat 21 + 21". PoSto je automat 21" 

slabo uronjiv u automat 21', to automat 21' ne moie biti slabo uronjiv u automat 

21. Uronjivost automata 21 u automat 21 + 21" je oeigledna. Time je teorema 

dokazana. 

Automate 21 i 21' nazivamo slabo saglasnir• (slabo nerazlikujuairn) 

(u oznaci 21 ti  21') ako je 21 < 	i 21' < 21. Automate 21 i 	nazivamo saglasnim 

(ne•azlikuju6im) (u oznaci 21 ti 21') ako 21 -< 21' i 	21. 
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Iz saglasnosti automata 21 i 21', oeigledno, sledi i njihova slaba saglasnost. 

Moe se pokazati da iz slabe saglasnosti ne mora da sledi saglasnost (kao ko 

je vaLlo i za uronjivost). Moe se postaviti pitanje kada su uronjivost, slaba 

uronjivost, saglasnost i slaba saglasnost medusobno ekvivalentni? 0 tome govori 

sledeea teorema. 

Teorema 6. [17] Ako su 21 i 	jako povezani automati i ako je 21 slabo 
uronjiv u 21', onda su automati 21 i 	saglasni. 

Dokaz: Neka su dati automati 21 = (A, Q,B,(p,z1)) i 21' = (A, Q', B, cp' , 	, 

gde je Q = {q0 ,q1 ,. i Q' = {q(') , q11 , • i neka je a l  neka ree iz 

A*. Oznaeirno sa Q(al ) skup takvih stanja q' E Q' za koja vazi 17(qo, al) = 

TT' (q' , al ). Skup Q(ai ) je neprazan, jer je 21 < 2e. Posmatrajmo skup Q/(a l ) = 

fc,-0/ (qi , al) q' c Q(a1)}. Kako je Q(ai) neprazan skup, onda je i Q 1 (al ) neprazan. 

Takode jasno je da za svaku ree 7 E A* vali I q(ctl. ) I> IC2 1 (a1 7)1, (ko je rat 

dua sve je rnanje stanja koja se npona§aju na njoj" isto kao i q0 ). Ako postoji 

ree yl  takva da je, 1Q 1 (a1 -y1 )1 < razmotrimo ree a2 = aly1. Za ree 

a2 odredujemo njemu odgovarajuei skup Q/(a2) i ispitujemo da li postoji ree 

E A* tako da V(a272)1 < 1Q 1 (ce2)1. Ako postoji, tada neka je a 3  = a2-)12 = 

itd. Jasno je da ee se ovaj proces na odredenom koraku n zaustaviti. 

Neka je a = an . Tada ee, oeigledno vaEti 1C2 / (a)1 =- 1Q 1 (a7)1 za proizvoljnu 

ree -y E A*. Po§to je automat jako povezan, postoje reei E A*, 

tako da za proizvoljno i (i = 0, 1,... ,n — 1), q)(q.„6i) = qi+1(mod 72). Ako je 

(P(qo, qk, konstrui§imo ree a6k 6k-F1 • • - 6n-160 61 • • • 4-1, i njoj odgovarajuee 

skupove Q 1 (aSk), Ql (a6k5k+0, (2 / (abk... 8n-160 ... bk-1). Pokaii.mo da ako je qi 

proizvoljno stanje Q i q' proizvoljno stanje iz (a6k 6,_ 1 .150 bi_ i(mod 72) ) onda 

je q, ti  q'. Ako bi stanja q2  i q' bila nesaglasna, onda bi postojala ree y E A*, 

za koju 7/)(qj,-y) -y). To bi znaailo da je (a6k 6,„,_160 . Si--17)1 < 

(a6k 	6,_ 1 60 	bi _ 1 )1 §to protivureei izboru reel a. PokaZimo da za proizvo- 

ljno stanje automata q2 automata 21' postoji takvo stanje qj  automata 21, da vaZi 

q3 . Neka je q bilo koje stanje automata 21 i neka je q' stanje automata 21' , 

za koje je q ti  q'. Kako je 21' jako povezan automat, postoji ree a tako da je 

yo/(q1 , a) = Odatle sledi da ako je qj  = co(q, a) onda je qj  ti  qi' 

Oznakimo sa K(A, B) skup svih automata sa istim ulaznim i izlaznim 

azbukama A i B i kojima su sk-upovi stanja podskupovi prebrojivog skupa 

{q1 , 	...}. Relacije saglasnosti i slabe saglasnosti razbijaju skup K(A, B) na 
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klase ekvivalencije. 

Teorema 7. [17] Ako je 1B1 > 2 onda je broj klasa ekvivalencije, slabe 

saglasnosti prebrojiv. 

Dokaz: Neka je 2t proizvoljan automat iz K(A, B). Na osnovu teoreme 

5 postoji takav niz automata 21 = 21 1 ,212 , 	K(A, B), da automat 24 1  nije 

slabo uronjiv u automat 2t i  i da je 217:  uronjiv u 	i = 1, 2, ... Pokalimo da 

automat' 	i 2ti , i j, pripadaju razlititim klasama slabe saglasnosti, eime bi 

dokazali teoremu. Slobodno moZ"emo pretpostaviti da je i < j. Pretpostavimo 

suprotno, tj. da 21g . Odatle sledi da je 2t, < 2t i , a poko < 24+1 , ..., 

21j _ 2  < 2tj _ 1  dobijamo 21;  < 21; _ 1 , ko je protivureano uslovu formiranja niza 

automata. 

Oznatimo sa Kz(A, B) skup svih automata iz K(A, B) koji su saglasni s 

automaton' 21 iz K(A, B). Oznatieemo sa T i (A, B) skup automata iz K (A, B) 

koji su slabo saglasni sa automaton' 21 E K(A, B). 

Automat 21 aija su sva stanja meclusobno nesaglasna je, u stvari, minimalni 

automat, tj. automat svedenog oblika. Sledeea teorema pokazuje kakav je odnos 

optimalnog automata 21 i klase K A(A, B) automata K(A, B) koji su saglasni sa 

automaton" 2t. 

Teorema 8. [17] Za proizvoljni automat 21 klasa K2t (A,B) sadrii sa 

ta .eno.§6u do izornorfizma jedinstven automat svedenog oblika. 

Dokaz: Po§to je relacija saglasnosti stanja relacija ekvivalencije, relacija 

saglasnosti stanja automata 21, razbija skup njegovih stanja Q na klase ekviva- 

lencije Q i , Q2, . 	Q k. Neka je cp funkcija prelaska automata 21. PokaEmo da za 

proizvoljno Qi , i = 1, 2, 	proizvoljna stanja q i q' iz Qi  i proizvoljno a E A, 

ako je co(q, a) E Qi, onda ,o(q' , a) E Qi, tj. saglasna stanja pod dejstvom iste 

ulazne reCi prelaze u saglasna stanja. Pretpostavimo suprotno, tj. za neko i pos-

toje q, q' Qi  iae A tako da co(q, a) E Q.;  (p(q' , a) E Q , i pri tome je j. 

Kako y), (qi, a) i yo(q, a) pripadaju raznim klasama saglasnosti, onda su to stanja 

nesaglasna, tj. postoji neka reO a E A* koja razlilcuje stanja cio(q,a) i 4o(q1  , a). Sa 

druge strane, 	aa) = 11)(q, a)711)(c,o(q, a), a) i (q', aa) = 71)(q' , a)711)(c,o(q' , a), a) 

odakle dobijamo da je ?(q, aa) 	aa), a to znati da su stanja q i q' nesa- 

glasna 'Sto je u kontradikciji sa pretpostavkom da su u istoj klasi Q.  Oeigledno 

je da za svako q, q' E Qi , 1 < i < k, i a e A va2Zi 11)(q, a) = 11)(q' , a). Na osnovu 

opisanih svojstava rno2emo konstruisati automat 21' = (A, Q', B , 	 na sledeei 
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natin: Q' = 	qk' }, tj. birarno po jedno stanje iz svake klase ekvivalen- 

cije; So' (q;, a) = q.; ako postoje takva stanja q iz Q i , i q' iz 	da je yo(q, a) = q' 

i 11)(q, a) = 111(q', a). lz konstrukcije automata sledi da su sva njegova stanja 

medusobno nesaglasna, i da je proizvoljno stanje q iz Q i  automata 21 saglasno 

stanju iz Q' automata 21', a vaii i obrnuto, tj. da je proizvoljno stanje iz 

saglasno proizvoljnorn stanju q iz Qi  automata 21. Time smo pokazali da je 21' 

sveden i da se sadrZi u .K2 1 (A, B). Sada treba dokazati drugi deo teoreme, tj. da 

je konstruisani automat jedinstven do na izoniorfizam. 

Neka je 21" E K21(A, B) proizvoljni svedeni automat. Treba pokazati da su 

automati 21' i 21" izornorfni. Kako su oba automata svedena, i kako su saglasna, 

onda imaju jednak broj stanja. Neka su Q' = 	,qkl  } i Q" = 

redom, skupovi stanja automata 21' i 2t". Sada treba uspostaviti vezu medu tiro 

stanjima. Zato. definikmo funkciju : Q' 	Q" na sledeei natin: e(qp = 	ako 

je Ovakvo preslikavanje je uzajamno jednoznaeno i za funkcije izlaska 

automata 21' i 21" vaZi jednakost '01 (q;, a) = 11;" ((q',), a). Sada je jedino preostalo 

da pokaienio da za proizvoljne i, = 1, ... vaZi - (c,o(q.'i , a)) = yo"(e(q/i ), a), 

gde je v)" funkcija prelaska automata 21". To mora biti taeno zato SW pod de-

jstvom istog ulaznog slova, automati 21' i 2t" iz saglasnih stanja moraju preei u 

saglasna stanja, jer bi u protivnorn polazna stanja bila nesaglasna. 

Moe se pokazati da tvrdenje analogno prethodnoj teoremi za klasu slabo 

saglasnili automata T2t (A, B), nije taeno. Naime, skup medusobno neizornorfniii 

automata svedenog oblika sadrZ"anih u klasi TWA, B) moie biti beskonaean. 

1.6 Pojam lavirinta. Neke klase lavirinata 

Neka su Si i E disjunktne azbuke slova (.4) i a , pri eernu Si\E sadr'Zi prazan simbol 

A i neka je dat orgraf G = (V,E). Trojku L = (G, fL ,hL ), gde je fL  : V —+ 

Si preslikavanje kojim su evorovima orgrafa G pridruZena slova iz azbuke Si, i 

hL  : E 	E preslikavanje kojim su orijentisanim granama orgrafa G pridruZena 

slova iz azbuke E tako da, ako za y 1 , ')/2 E E 	 = p2 ('-y2 ), tada je 

nazivamo lavirinto7n. Skup evorova V i skup grana. E orgrafa 

predstavlja skup evorova i skup grana lavirinta L i nadalje Cern° ih oznakavati 

sa V (L) i E(L) redom. 

Lavirint L sa izdvojenim skupom evorova Vo  = 	v2 , 	, vn l, koje nazi- 

vamo po .6etnim ili inicijalnirn, 6vorovirna lavirinta L, nazivamo inicijalnirn, i oznaea- 
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vamo sa 	Lvo  iii (L; V0 ). 

Sa L(S2, E) oznakimo klasu svih lavirinata sa skupom oznaka evorova slovima 

azbuke S l i skupom oznaka grana slovima azbuke E. 

Neka je En = {el , , en }, skup baznih jedinianih vektora n-dimenzionog 
euklidskog prostora Rn, i neka je 	{el, . , e„, 	, 	gde je 

—e2 ,1 < i < n. U slueaju da je n = 2, E2  = {i,j},E 2  = {i,j,—i, —j}. 
Nadalje demo umesto oznaka vektora i , j, 	—j, koristiti, redom, oznake e, n, w, s. 

Lavirint L = (C, E L(S2, gde je C simetriaan orgraf (orijentisan 
graf kod koga je skup grana simetriana relacija nad skupom avorova) nazivamo 

71- dirnenzionalnirn, lavirintorn, n > 2, ako 
1) E = rni  i = {A} 

2) za sve u, v E V(L), ako je (u, v) E E(L), tada je 	= —hL (u, v) 
Nadalje, za lavirint L = (C, f umesto oznake E E(L), ko-

ristidemo oznaku 174,  a ukoliko je iz konteksta jasno o korn je lavirintu red, 
koristiderno oznaku 1-y1. 

Za n-dimenzionalne lavirinte L l  i L2 kakmo da su slabo izornorfni ako 
postoji bijekcija g : V (L i ) -.4 V (L2), takva da (u, v) E E(L1) ako i sarno ako 
(g(u), g(v)) E E(L2 ), i pri tome ako jedan od lavirinata ima ulaz, to i drugi lavirint 
ima ulaz i pri tome g(q) = vg, gde je vo ulaz lavirinta L i , a vg ulaz lavirinta £2. 
Ako je jo§ 1(u, v) 1L, = 1 (g(u), g(v))4, 2 , za sve (u, v) E 4E4), tada kaierno da su 
lavirinti L i  i £2 izornorfni. Mi nedemo razlikovati izomorfne lavirinte i pisaeemo 
L l  = L2. 

Neka su M, N Elln,M N ieer. Kaierno da je vektor 	e-vektor 
ako je M.1\ = ae i a > 0. Skup T duii iz Rn nazivamo n-konfiguracijorn, ako 
svake dve dui iz tog skupa mogu imati ne vise od jedne zajedniake taeke, pri 

eemu, ako ona postoji, tada je ona krajnja taaka obe dui". 

n-dimenzionalni lavirint L, gde je V(L) C Rn nazivamo n-dirnenzionalnirn 
pravouglirn lavirintorn, ako: 

1) za svako (u, v) E E(L) tada je vektor 7.7t je 1(u, v)1-vektor, 
2) skup dui T = fur): (u, v) E E(L)} je n-konfiguracija. 
n-dimenzionalni lavirint L izomorfan nekorn n-dimenzionalnom pravouglom lavi-
rintu, naziva se kvazipravougaonirn. 

Neka je L neki n-dimenzioni pravougaoni lavirint. Figuru 

= U uv 
(u,v)EE(L) 
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u R" nazivarno realizacijorn, n-dimenzionog pravouglog lavirinta L. 

Na slici 4 predstavljena je realizacija 2-dimenzionalnog pravougaonog lavi-

rinta L = (G, fL , hL ), gde je: G = (L), E(L)), V (L) = {v i  , v2 , . , v s }, gde su 

v 1  = (-0.8,2.0), v2  = (0.5,2.0), v3 = (2.8, 2.0), v4 = (0.5, 0.5), v5 = (2.5, 0.5), 

VG = (3.3, 0.5), v 7  = (2.5, —0.2), v 8  = (4.5, —0.2), skup grana E(L) = {(v l , v2 ) , 

(v 2 , v3 ) , (v 2 , v4 ) , (v4 , v5 ) , (v 5 , va) (v 5 , v7), (v7, v s )} i preslikavanje kojim se orijenti-

sanim granama pridru2uju oznake iz azbuke {e, n, w, s}, je dato sa Ivi, v2IL = e, 

iv2, v3IL = e, Iv2, v4I L = S, I V4 , V51L= C, IV,5, v6 I L = C, 17)5,V7 i L = 8, 11)7, V81L = C. 

A 

V 1  v3 

v5 	v6 

v4 

v7 	 vs 

Slika 12. 

Neka je Zn celobrojna re§etka u 	Ako je V(L) C Zn, tada n-dimenzioni 

pravougli lavirint L, nazivamo n-dimenzionim celobrojnim lavirintom. Ako je L = 

= (V, E), n-dirnenzioni celobrojni lavirint, i ako vazi da je T = ficTi : (u, v) e E} 

skup segmenata duiine 1, onda kaemo da je lavirint L n—dirnenzioni rnozaiani 

KaIerno da je Ivor v u n-dimenzionom mozaienom lavirintu L, otvoren u L, 

ako postoji beskonaeni n-dimenzionalni mozaieni lavirint L 1  takav da L n Ll  = 
= {v}. Ako je 7t = 2 govorieerno da je lavirint ravan, npr,•ravan mozaieki lavirint 

(sl. 13), ravan pravougaoni lavirint, i sl. 

Nacrtajmo sve moguee prave linije paralelne koordinatnim osama koje pro-

laze kroz evorove iz Z". Lik dobijen na taj naein je realizacija n-dimenzionog 

lavirinta koji oznatavarno sa Z. Skup avorova ovog lavirinta je Z. Primetimo da 

n-dimenzioni mozaieni lavirint moierno definisati i kao povezani deo lavirinta Z. 

Potpuni podgraf lavirinta Zn nazivamo n-dirnenzionirn, galbovsicim lavirintom. 
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Ako sve parove suprotnih grana zamenimo odgovarajueim rebrima, onda 

dobijamo neusmeren graf koji oznaeavamo sa G(L). 
Neka je L = (V, E) neki ravan pravougaoni lavirint. Skup 	je otvoren, 

i nepovezan (sem ako G(L) nije drvo). Lavirint L nazivamo (r+1)-povezanirn, ako 
skup Rng; ima r ogranieenib povezanih komponenti koje nazivamo rupama. Neka 
je L neki ravni §ahovski lavirint, i neka su U1, , Ur  sve komponente povezanosti 
skupa Rn \L. Neprazan skup D oblika U/nZn nazivamo :9-ahovskorn ruporn lavir-
inta L. Ako je D konakno, onda rupu nazivamo konanorn, a u suprotnom je 
nazivamo beskona6norn. Ravni §ahovski lavirint nazivamo +1)-povezanim ako 
ima takno k konaknih rupa, k E {0, 1, ...}. Ako je k = 0 lavirint nazivamo 
jednopovezanirn. 

Prost lanac u ravnom mozaikkom lavirintu L aemo nazvati hodnikom. Reei 
eerno za hodnik da je hodnik bez skretanja ako su sve grane koje izlaze iz kvorova 
vi  oznakene slovima iz {w, e} ili slovima iz {n, s}. 

Slika 13. 

Oznaaimo sa £2 klasu svih ravnih mozaienih lavirinata, sa Lo  klasu svih 
konaknih lavirinata iz £2 i sa Ll  klasu svih beskonaknih lavirinata iz L 2 . 

1.7 Pona§anje automata u lavirintima 

U ovom odeljku oe biti uveden pojam pona§anja automata u lavirintima. Nakon 

toga, bike uveden pojam obilaienja lavirinta. Odogovarajuei pojmovi ee biti 

uvedeni i za kolektive automata. 

Automat 2t je dopustiv za klasu lavirinata L(Sl, E) ako mu se ulazna azbuka 
sastoji od slova a oblika (w, {0 1 , , gde je (.4) E S/ i C E, a 
izlazna azbuka mu je E U {K}, K E i 11)(q, a) E p2 (a) U {,c}. Klasu svih takvih 
automata oznakimo sa At(S2, E). Neka je 21. 0  E At(St, E), i neka je L,„„ E L(S1, E). 
Opi*Simo funkcionisanje automata 21.0  u lavirintu L. U poketku se automat 
21.0  nalazi u k'voru vo lavirinta Lvo . Pretpostavimo da se u nekom vremenskom 
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trenutku automat nalazi u stanju q u evoru v lavirinta L„. Pretpostavimo da au-
tomat "osmatra" oznaeene grane koje izlaze iz tog evora. Ulazno slovo automata 

u torn trenutku je uredeni par koga Line oznaka evora i oznake grana koje izlaze 

iz evora. U sledeeern trenutku, ako je (q, a) K, automat prelazi u Ivor u koji 
ulazi grana oznaeena sa Igq, a), a ako je 11)(q, a) = K, automat ostaje u uoeenorn 
evoru i u oba navedena slueaja prelazi u stanje co(q, a). Na ovaj naein, automat 
realizuje kretanje po lavirintu, korak po korak prelaze6i neki put. Funkcionisanje 
automata 21.0  u lavirintu moemo definisati kao pona§anje automata 2t 90  
lavirintu L,. Niz 71- (2t9o ; L,) = (q0, vo), (qi, v1), 	nazivamo ponaganje automata 
2to  u lavirintu 	(sl. 14), ako je vi+1  Ivor lavirinta Lt,„, u koji automat prelazi 
iz evora v i , nalazeei se u stanju q i , i qi+1  stanje u koje automat 2t90  prelazi. 
Oznaeimo sa Tr (21-go  ; L,) niz oznaka (vo,  v1 )1, (vi  , v2 ) I, ., a sa Tr(210 ; L,; .$) 
prvih .s elemenata niza Tr(21 10 ; L,). Ako za neki Ivor v E L„, postoji stanje q 
automata %go  takvo da uredeni par (q, v) pripada nizu 71- (210 ; L,), kaIerno da 
automat 21.qo  obilazi Ivor v lavirinta 4) . Oznaeimo sa Int(210 ; skup svih 
evorova lavirinta L, koje automat 21 0  obilazi. 

Neka je L.„0  E G(S2, E) i 2t90  E At(S2, E). Ako je Int(21 q0 ; L,) jednako 
skupu evorova lavirinta Lvo , kalerno da automat 210  obilazi lavirint u pro-
tivnom lavirint L, nazivarno zamkom za 21.90 . Ovi pojmovi se mogu prokriti 
i na neinicijalne automate i na neinicijalne lavirinte, kao i na bilo koju kombi-

naciju (ne)inicijalnih automata i (ne)inicijalnih lavirinata. Neka je L E 02, E) 
i neka je 21 E At(S2, E), gde i 21 i L mogu biti i inicijalni i neinicijalni. Neka su 
a, E {I, A, E}. = I ako je lavirint inicijalan, # I u suprotnom, i neka 
isto to vaIi za automat, tj. 21 je inicijalni automat ako a = I (a I u suprot-

nom). Slovo A ukazuje da su svi evorovi neinicijalnog lavirinta, odnosno sva 

stanja ne inicijalnog automata 21 razmotrena. Sada mo'Zemo uvesti pojam cr13- 
obilaska i #a-zanike, na, primer: lavirint Loo  E G(Sl, E) je IA zamka za automat 
21 E At(S2, E) ako za svako stanje q E Qv, lavirint je zamka za automat 2t 9 . 
Automat V E At(S2, E) AA-obilazi lavirint L ako za bilo koje stanje automata, 
automat sa tin) poeetnim stanjern obilazi lavirint krenuv§i iz bilo kog evora lavi-
rinta. Uvekerno konvenciju za posebne izbore•a i /9. Ako su a, /3 E {I, E} tada 
6emo reel obilazi i zamka umesto a0-obilazi i #a-zarrike. Ako a, E {I, A}, 
kazaeerno jako obilazi i jaka zamka umesto a0-obilazi i #a-zamke. 
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V0 

Slika 14. 

Do sada smo razmatrali ponaSanje jednog automata u lavirintu. Moguae 

je razmatrati i pona:sanje sistema automata u lavirintu. Neka je dat lavirint 

Lv1 ,..•,vn  E G(S1, E) i neka je dat sistem dopustivih automata A = (2t9 , 21Z). 
Ako pod ponaSanjem sistema, podrazumevamo n-torku koju 'eine ponaSanja svakog 
automata pojedinakno, tj. (71- (2t 9,; , 7r (211„,; L,)), onda takav sistem nazi-

vamo nezavisnim sistemom, a pona§anje nazivamo ponaAanjem nezavisnog sis-

tema. Nezavisni sistem opravda svoj naziv zato §to automati ni na koji nakin 

nisu svesni prisustva drugili automata, pa sam tim i njihovo ponaAanje uop§te ne 

zavisi od ponaSanja drugili automata. 

PonaSanje sistema moZ- emo ojakati uvoctenjem "svesnosti" automata drugili 

automata i njihovih pona:sanja. Ovakva "svesnost" se mote uvesti na razne 

natine. Neka su automati kodirani slovima u l , , gde je ui  iii stanje i-tog au-
tomata 2t9 i  u datom trenutku ili A. Neka je ulazna azbuka automata 2e gi , 1 < i < 
< n sastavljena od slova a = (w, . , ui+1 , /in }, {al , . , (7,}), gde 
w E Sl , { 	, an } C E a izlazna azbuka je skup E U {K}, K E, funkcija izlaska 
je zi)i (q, a) E pr3 (a) U {K}, q E Qvgi , tada sistem A nazivamo kolektivon2. 

Kao i kod sistema (nezavisnih) automata, moiemo uvesti pojam funkcioni-

sanja. Funkcionisanje kolektiva A = 	,21,7n ) u lavirintu L,„,...,, opisujemo 
na sledeei nakin. U poaetku je automat 2t iqi  u avoru vi  (1 < i < n) lavir-
inta 	Neka se u trenutku t automat 2t iqi  nalazi u avoru v i stanju 

Tada automat proverava urectenu trojku koju eine: oznaka evora, kodovi svih 

automata sistema (tj. njihova stanja, ako se nalaze u datom evoru 	simboli 
A u suprotnom slueaju) osim automata 2t igi  i oznake grana koje izlaze iz evora 

Ako je 	a) 	automat prelazi u Ivor u koji vodi grana oznakena sa 
11) 2 (q2, al), a ako je 	al) = rc , onda automat ostaje u evoru v. Nakon toga 
automat prelazi u stanje 	Niz urecleniii parova je 
ponaganje automata 2f igi  u lavirintu 	ako vaE (e 4  

	

, ) 	 (qi , vi ), i ako 
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je v +1  Ivor u koji automat 2f igi  prelazi iz evora 24, menjajuei stanje iz q u 
Moiemo reei da automat 2e obilazi evorove v?, Taj skup evorova 

oznacirno sa Int (A, L va ,...,,; i). Sada mozemo uvesti pojam pona.:§anja kolektiva 
automata. Niz 71-(A, = (4, , qn° , v?, v t), (qi, , gni , vi, v ni) , 
takav da je (e , v (2), , 	, 	pona§anje automata 219 i  iz kolektiva A u lavirintu 

nazivamo pona§anjem kolektiva automata A u lavirintu 	. Neka je 
rt 

Int(A, Lv1 ,...,) = U Int(A, L,„,...,,,„; i). Alco je Int(A, 	= V, tada kaierno i=" 
da kolektiv obilazi lavirint L,,.„,, 'nate kaZ- erno da je lavirint 	zarnka za 
kolektiv A. KaIemo da A jako obilazi lavirint L ako za bilo koji izbor inicijalnih 
evorova lavirinta L, kolektiv ga uvek obilazi. 

1.8 Osnovni rezultati o ponaSanju 
automata u lavirintima 

Teorija automata u lavirintima se razvila u poslednjih aetrdeset godina. Za to 

vreme pojavilo se vise od 100 radova vezanih za problematiku pona§anja au-

tomata u lavirintima. 

Prvi rad, &me je i zapoeeto bavljenje ovim problernom, je rad K. Senona 
[24]. 

Navedimo neke rezultate vezane za problematiku ponaSanja automata u 

lavirintima. Pregled ovih, i svih ostalih znaaajnijih radova se mole naei u [18]. 

Jedan od prvih i vaZnijih problema koji se razmatrao u okviru ove teorije 

je problem obilaienja automaton' svih lavirinata iz neke zadate klase. 

Neka je klasa (konaanill i/ili beskonaenih) lavirinata. Automat (kolek-

tiv automata) 2( je univerzalan za klasu ,C ako obilazi svaki lavirint iz to klase. 

Postavlja se pitanje da li univerzalni automat uvek postoji. Lako je pokazati pos-

tojanje klasa lavirinata za koje ne postoji univerzalni automat. Recimo, ako se 

posmatra klasa svih konaanili pravouglih 3-dimenzionalnih lavirinata, to za nju 

nije moguce naei, ne samo univerzalan automat, nego i univerzalan kolektiv au-

tomata [3], [13] i [14 To jest, za svaki unapred zadati kolektiv automata, moguae 

je naei lavirint-klopku koja pripada razmatranoj kiasi lavirinata. Za neke druge 

sluaajeve koji se odnose na dovoljno vane klase lavirinata, intuitivno, takocte, 

bilo je jasno da nije moguCe za njih naei univerzalan automat. Do odgovarajueeg 

strogog dokaza nije se moglo tako lako doe". 

Recirno ako je ,Ckm  klasa svih konaenih mozaienih ravnih lavirinata, tek 
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je Budah [7], pokazao da je za svaki automat (dopustiv za, tu klasu) mog -,uee 
naei lavirint-klopku iz £km . Prva varijanta njegovog dokaza izlolenog u [7] je 

bila veonia, komplikovana i dugaeka. Dokaz je bio na 90 strana. Razing za to 

je u glaxmoni leZao u primenjenorn maternatiekorn aparatu (aparat teorije kate-

gorija). On nije bio ni logieki potpun, nije razmatran jedan od mogueill slueajeva. 

Prelaskoni na jezik teorije automata dokaz se viSestruko skraeuje i uprokava 

(Potkolzin [34]) Sukinski, dokaz se nije razlikovao od [7], ali je za razliku od njega 

bio logieki potpun. Sasvini drugi dokaz, dobijen prinienoni maternatieke induk-

cije, i nesumnjivo do sada najkraei, dat je u [31], mada se mora naglasiti da je 

sloienost klopki datih u [31] nmogo veea, od odgovarajueill klopki konstruisanih 

u [34]. U [1] dato je uopkenje tvrdnje iz [7], pokazano je da da zvaki konaean 

nezavisni sisterna automata postoji klopka iz ,Ckni• 

Razmatrani su i problem" slolenosti dobijenih lavirinata-klopki. Sloienost 

lavirinta sa moie procenjivati na dva nakina. Moe se razmatrati slolenost po 

broju evorova koji pripadaj klopki, a takocie i takozvana sloMnost po broju 

konaenill rupa. 

U [2] je dokazano da za svaki inicijalni automat sa n stanja postoji konaena 

ravna, regularna klopka sa brojern evorova ne yearn od 

c exp ((27/ log 2  2n) 1 /2 ), gde je c konstanta. 

Sa druge strane u [19] je pokazano da za svaki inicijalni automat postoji 

konaena ravna regularna r-povezana klopka tako da je r < 3. 

Pokazano je da za klasu £kn, postoji univerzalni kolektiv automata tipa 

(2,0) i (1,2) (kaZemo da je kolektiv tipa (a,b) ako se sastoji od a,H-b automata od 

kojih b njili "najprostijeg n-logueeg vida" - ima samo jedno stanje i kreee se du2 

neke grane, ako i samo ako, zajedno sa njim duz to grane se kreee neki od prvili a 

automata; ovi autornati se joS" zovu kamenovima i imaju ulogu spoljne mernorije" 

([4], [30]). 

Razmatran je slueaj klase svili mozaieni ravnili lavirinata (i beskonaenill), 

u [25] je pokazano da postoji kolektiv tipa (1,5) univerzalan za tu klasu. Posle 

rezultata izloienill u [28] ostalo samo nejasno pitanje da li postoji kolektiv tipa 

(1,4) koji obilazi sve lavirinte iz date klase lavirinata. 

Svi izloleni rezultati, na neki naein, daju negativnu karakterizaciju mog -u-

enosti u obilaZenju jednim automaton klasa lavirinata (osim u sluaaju ako klasa 

lavirinata nije sasvirn trivijalna, npr konaenim automatima). Primetimo da u 

slu6aju klase svili drvolikih lavirinata takav automat postoji, dovoljno je da se 
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on sluii pravilom leve (desne) ruke. U [26], [27] navedene se neke klase lavirinata 

koje jedan automat ipak mote da obide (univerzalan je za njih) 

Neka je L konatan ravni mozaieki lavirint. Za svaku stranu f = ("Y1,72, • • 
,-yn ) (strane su uzete u odnosu na kretanje obrnuto od kretanja kazaljki na 

easovniku) lavirinta L skup tvorova {pr i (-6)11 < i < 2,1 < j < n} oznaeavamo 
sa [f]. Klasu svih strana koje ograniCavaju konaane rupe lavirinta L oznatimo sa 
F(L). Broj max{diam[f]if E F(L)} nazivamo stranionim dijametrom lavirinta 
L. 

U [27] je pokazano da za svako d E N postoji inicijalni automat 2t koji jako 

obilazi klasu svih konatnili ravnih mozaiekili lavirinata Ciji stranitni dijametar 

nije veei od d, broj stanja automata 2i je jednak Cd a vrerne obilaska lavirinta sa 
n evorova iz ove klase je ograniten sa gde su C i C' konstante. 

I u sluaaju kad automat obilazi lavirint, on Cesto nije "svestan" to einjenice. 

On test° nije u stanju da se zaustavi i signalizira nekirn svojim unapred defin-

isanim stanjern cin obilaienja. NajvaZniji razlog za to le2i u einjenici da on svoj 

svet (lavirint) posmatra iznutra, tj. nije u stanju da baci "pogled" na njega sa 

strane. Taj problem se razmatrao pod nazivorn problem zaustavljanja. U [10] je 

dokazano da ne postoji konaani automat koji obilazi i zaustavlja se nakon obilaska 

bilo kog lavirinta iz klase jedno-povezanih konatnill ravnih S'ahovskih lavirinta. 

Razmatrana su i pitanja postojanja algoritama kojima se utvrctuje za svaki 

predloleni automat da li on obilazi zadatu klasu lavirinata iii ne. U sluaaju kada 

je klasa lavirinata konaena odgovor je trivijalan, dovoljno je "pustiti" automat 
da pok-uSa da obide svaki lavirint iz zadate klase. Slci2eniji sluaajevi se odnose na 

beskonatne klase lavirinata. Neki od till slutajeva su razmatrani u [12]. 
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2 Sinteza optimalnih automata 
u nekim klasama lavirinata 

U ovoj glavi ee biti pokazano da je moguee sintetisati automat koji prolazi zadati 

put u lavirintu. Isto tako, bide dati i postupci sinteze minimalnog automata (po 

broju stanja), kao i neki postupci sinteze neoptimalnog automata koji prolazi 
zadati put u lavirintu. 

2.1 Maksimalni automat 

Neka je dat je ravan pravougaoni lavirint L i neki put P u torn lavirintu. U (worn 
poglavlju de biti dat postupak sinteze automata koji prolazi datim putem P u 
L. Kako evorovi nisu oznaeeni, na pona§anje automata u lavirintu L utiee samo 
trenutno stanje i "okolina" evora u kome se on trenutno nalazi, koja se kodira 

(zadaje) odgovarajueim podskupom skupa D = E 2  = {n, e. w, 
Kretanjem nazivamo bilo koji konaean niz t oblika (a l , b1 ), 	, (an , bn ) (n> 

> 1), gde je a i  C D i bi, e D za svako 1 < i, < n, takav da je {b i_ i , bi } C a i  za svako 
2 < i < n. Podniz niza t, takav da t 1  eine susedni elementi niza t, nazvaeemo 
podkretanjem kretanja t. Inicijalni automat 21 = (A, Q, B, q), dopustiv za 
klasu ravnih pravougaonih lavirinata, izvrSava kretanje t, ako postoji niz stanja 
go  = q, q1, q2, ... , q , takvili da je urectena trojka (a 1  ... an , go , q1 q,, b1  . . . br) 
element funkcionisanja inicijalnog automata 21. 

Neka je P = el, • • • , e, proizvoljan put u lavirintu L, i neka su vo, v1, • • • , vn. 

evorovi lavirinta L takvi da je ei  = 	vi ) za svako 1 < i < n. Broj n 
nazivamo duZinom puta i oznatavarno sa 	Neka je [vi] skup oznaka grana 
koje izlaze iz evora v i , a 	oznaka grane 	Lako je proveriti da je niz t(P) =- 
([vo], 	D, • • , Uvn-i] 

	

1) jedno kretanje; to kretanje nazvaeenio kretanjern 
koje odgovara putu P u lavirintu L. Inicijalni automat prolazi datim putem P, 

36 
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ako izvrSava kretanje t (P). 

Skup svili automata koji izvrSavaju dato kretanje t (prolaze datim putern 

P u lavirintu L) oznaaimo sa Aut() (Aut(P)). Na:s glavni zadatak je da u skupu 

Aut() svili automata koji izvrSavaju kretanje t pronademo onaj automat koji ima 

minimalan broj stanja. Pre nego §to se pozabavimo tim problemom razmotrimo 

da li tako definisan problem ima uopke smisla, tj. da li je Aut(t) 0 za svako t? 

PokaZ"irno sledeCe tvrdenje. 

Tvrdenje 3. Za svako kretanje t je Aut(t) 0. 

Dokaz: Neka je t = (a l , b 1 ), . , (•n , bn ) (n > 1). KonstruiSimo automat 

2r"(t) = (A, Qr n , B, co' ,Orn dopustiv za ravne pravougaone lavirinte, na 

sledeei naein. Neka je Qm = {grin, q2 , ... ,q,m} (kako je automat dopustiv, to 

je A = 93(D), a B = DU {k}), a qi poeetno stanje. Definikrno funkcije co' 

i Neka je (pril(qr, (L i ) = za i E It — 1, a cprn(C, an ) = qin (ustvari 

moZ. erno uzeti da je col 	, an ) jednako proizvoljnom stanju iz Qm , ali ne mo'Zerno 

ostaviti nedefinisanom ovu vrednost, jer je D im = Dien). Takode, uzmirno da je 

ai ) = bi  za svako i E n. Jasno je da ovaj automat izvrSava dato kretanje. 

Automat %Tr (t) = (A, Qx n , B , coni ,Orn grin) iz dokaza prethodnog tvrdenja 

zovemo inaksimalnim automaton koji izvrgava zadato kretanje t; ako je iz kon-

teksta jasno o kom kretanju t je ret umesto gornje oznake koristieerno oznaku 

27. Kada, se ovaj automat nade u stanju qrin, ako se na ulazu pojavi simbol 

automat prelazi u stanje e.'+1 , a na izlazu daje b i  (za druge ulazne simbole 

funkcije (pm inisu definisane). 

Na osnovu tvrdenja 3. molemo zapisati algoritam sinteze maksimalnog 

automata. 

{ce je ulazna niska, npr. (ns), (ns), (us), 

procedure max_aut(a, 0) 

co := {}; := {}; 1 = len(a) 

for i:=1 to 1 — 1 do 

:= •/) U ((qi , a(i)), (i)) ; Co := Co U ((qi, (i)),qi+1); 
'0 U  ((qi , a(1)), 0(1)); co := cP U ((q1, a(l)), qt); 

return (P({n, e , w, 8}), { 	, q}, 	s}, Co, 0, qi); 

je, izlazna niska, npr. n, n, n, . 
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ws.s nws,w) 	(nes.s news.w news vil news,$) 	news,s 

    

      

CO 0 0 121 0 0 0 0 
ne n) 	 (es.$) 	 (ews,w) 	(news,w) 	(nes,s (new,w) 	. 	news,w 

CID 	(Pro (II) 	al (II) 0 
(n ews,$) 

Slika 15. Primer maksimalnog automata. 

Sledeee tvrdenje pokazuje da je klasa Aut(t) "zatvorena" u odnosu na g-
hornomorfizme. 

Lema 4. Neka su dati kretanje i dva dopustiva (za klasu svih •avnih 
pavouglih lavirinata) automata 2eq, I 2c„ . Ako automat 2tq, izvr§ava kretanje 
t, tj. ako je 2tq, E Aut(t), i postoji g-homomolfizam h : 2eq, tada je 
2eql„ E Aut(t). 

Dokaz: Iz postojanja g-hornornorfizma h : 21: —+ 21" i tvrclenja 2 sledi da 
je P C Otuda i iz 2iq, E Aut(t) neposredno sledi da automat 2t9„ izvrSava 
kretanje t, dime je tvrdenje dokazano. 

Iz pretliodne leme sledi da ako postoji g-homornorfizarn maksimalnog au-

tomata u automat a q  da onda automat 2t. g  izvr§ava kretanje t. Sledeaa teorema 
pokazuje da va2i i "obrnuto" tvrdenje: ako automat 217 izvfSava kretanje t, to 
postoji g-homornorfizarn maksimalnog automata u automat 21g 

Teorema 9. Neka je dato k•tanje t. Automat 2tq  izvrS-ava kretanje ako 
I samo ako postoji g-homomorfizam automata 2rmax u automat 2tq . qi  

Dokaz: Neka je t = (a l , 	 (an , bn ). Mao Sto smo videli , iz leme 4 
sledi da ako postoji g-homonlorfizam maksimalnog automata za dato kretanje 
u automat 2i g , to automat 2(q izvrSava kretanje t. DokaErno obrnuto tvrdenje. 
Porto je 	E Aut(t), to je (a, 1  ... ate . e 	, b 1 	10 element funkcionisanja 
automata 2(4r. Takode, kako je 21 9  E Aut(t), to postoji niz stanja 	. , qc 
takvih da je (a 1  ... 	 bn ) element funkcionisanja automata 2t q . 
Uoaimo preslikavanje 	 = 1 	n. Doka2imo da je ovo preslikavanje 

hornomorfizarn. Iz definicije maksimalnog automata za dato kretanje sledi da su 

sva stanja u nizu q111 , 	, qk razlieita, to je preslikavanje h jednoznaano. Funkcije 
prelaska i izlaza, za automat 2(mer oznatimo redom sa cpm i 'Om, a za automat 91, 
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(es,$) 
(ews,w) 

Slika 16. 
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redoni sa 	i 	Kako je 21q E Aut(t), to je 

• i ) 	ai ) = 111 (h(qn , ai ) 

1 

	

hap' (gm a,i )) = h(C1 ) = qii+1  = 	ai ) = cp t  (h(e), ai ) 

za svako 1 < i < n, tj. h je g-homornorfizarn automata 217 u automat 21. q . 

Kalerno da je automat optimalan za dato kretanje t, ako je on automat 

sa minimalnim brojem stanja koji izvr§ava kretanje t. Jasno je da optimalnih 

automata mote biti vise. Iz prethodne teoreme sledi sledeea teorema. 

Teorema 10. Neka je dato kretanje t. Tada je svaki optimalni automat za 

kretanje t g-hornomorfna slika rnaksimalnog automata za dato kretanje. 

2.2 Graf nesaglasnosti automata. 
Procena broja stanja optimalnog automata 

U ovom pogla-vlju uveSeerno pojrnove grafa nesaglasnosti za zadati automat, bo-

jenja grafa i pojam hromatskog broja grafa. Nakon toga ee biti pokazano da 

za utvrdivanje nesaglasnosti dva stanja nije neophodno proveravati ponaganje 

automata za sve ulazne niske du2ine n, gde je n duEna puta. Na kraju, bice 

pokazana veza izmedu broja stanja optimalnog automata koji prolazi zadati put, 

i hromatskog broja grafa nesaglasnosti odgovarajueeg maksirnalnog automata. 

Neka su a i dve proizvoljne reai nad azbukom C. Ka2emo da je ree -y E C* 
najve& zajedniaki po6etak reei a i i pikrno -y = nzp(a, (), ako je 7 poeetak za 
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obe date red a i 0, i ako bilo koja druga ree E C*, takva da je 	< 	nije 

poeetak za barem jednu od datili red. 

Tvrdenje 4. Neka je dato kretanje = 	 neka su qm i g1:11, 
i < j, dva stanja automata 2t ql."(t). Stanja 	su nesaglasna ako i samo ako je 
re6 a = nzp(a, iai+i  ... 	aj aii .+1 ... an ) neprazna i za nju vazi da je zpin(gr, a) 

(q.rin ce ), 

Dokaz: Neka je 	funkcija izlaza automata animax(t). Ako je ree a 	A 
tada, su vrednosti 	a) 	(qy , a) definisane, i u slueaju da je Oni(qr, a) 

(q.71 , a) stanja su qm i qrf nesaglasna. 

Obratno, pretpostavimo da su stanja qm i qm nesaglasna. Tada postoji 

neprazna ree 	takva da su vrednosti 7,/,m(q 11 , 0), Om(q71 , 0) definisane i da je 
Orn(e, 0) 	(qm 0). No iz definicije maksimalnog automata tada sledi da je 
ret poeetak za reel 	a, i 	an , a time i poeetak za ree a, odakle 

sledi da je 	 (q7 a) 'Om (gril a), drne je tvrdenje dokazano. 

Primetirno da je u prethodnom tvrdenju 	< 71. - j + 1. Takode, jasno je, 

da ako je ret a prazna, da tada stanja et i gip nisu nesaglasna. 

Neka je 2t proizvoljan parcijalan automat i Q skup njegovili stanja. Binarnu 

relaciju 

RN (20 = {(q1 q2) E Q2  q1  i q2  su nesaglasna stanja} 

na skupu Q nazivamo relac?Jom nesaglasnosti parcijalnog automata 2t. Relacija 

nesaglasnosti je oeito simetriena relacija. Neorijentisani graf C(2t) = (Q, RN(20) 
eemo zvati grafom nesaglasnosti automata 2t (na sl. 17 je prikazan graf nesaglas-
nosti automata sa slike 15.). 

• 2 	• 
• 1  

17 • • 

•9 

• 11 

13 

Slika 17. 
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Neka su qm i qr , i < j, dva proizvoljna stanja rnaksimalnog automata 

za dato kretanje P = {(0,7:, 	neka je a = nzp(aiai +i • • • an, aiaj±i • • • an). 
Ka,o §to smo videli, ako je a = A, tada stanja 	nisu nesaglasna. Ako 
je a 	A, tj. 	= 1, gde je 1 < 1 < 9t — j + 1, tada razmotrimo dva slueaja. 
Ako je 	(gm, a) = ,Orn(qm, a), tada za svako 0 < k < 1 stanja 	k1 Cif ic  nisu 
nesaglasna. Ako je li)m(q7, a) 	Om(C, a), tada postoji neko ko , 1 < ko  < 1, 
takvo da je bi+k, 	bj+ko  i bi+k = bj+k za, svako 1 < k < /co . U tom slueaju 
su stanja 	i q37-1+k  nesaglasna za svako 1 < k < ko . Ovo razmatranje navodi 

na 'ainjenicu, koju eemo kasnije i pokazati, da svaki neorijentisani graf ne mote 

biti grafoni nesaglasnosti za neki maksimalni automat. Takode, koristeei uoaena 

svojstva molerno zapisati algoritam za dobijanje grafa nesaglasnosti maksimalnog 

automata za neko kretanje, u obliku sledeeeg programa. 

Program GrafNesaglasnosti(input, output); 

const 

MAX_STANJA = 100; 

var 

mat_nes:array[1..MAX_STANJA,L.MAX_STANJA] of Boolean; 

inoutarray[1..MAX_STANJA] of String[8]; 

size:Longlnt; 

f: TextFile; 

procedure UcitajPut; 

begin 

AssignFile(f, Editl.Text); 

Reset(f); 

size: =0; 

// ucitavanje ulaza i izlaza 

while not Eof(f) do begin 

size := size + 1; 

readln(f, inout[size]); 

end; while 

CloseFile(f); 

end; 

procedure GenerisiGrafNesaglasnosti; 

var 

j ,k, 1, m:integer; 

flag:boolean; 

begin 

// postavljanje pocetnih vrednosti za matricu nesaglasnosti 

for i:=1 to size do 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



0 sintezi optimalnih automata u nekini klasama lavirinata 	 42 

for j:=1 to size do 

mat_nes[i,j]:=false; 

i:=1; 

while i 5 size - 1 do begin 

j:=i+1; 

while jsize do begin 

flag:=true; k:=i; 1:=j; 

while Copy(inout[141,4)=Copy(inout[1],1,4) and I.ssize and not flag and 

mat_nes[k,1]=false do begin 

if Copy(inout145,4)<>Copy(inout[1],5,4) then flag:=false; 
k:=k+1; 1:=I+1; 

end;{while} 

ako su stanja nesaglasna onda je flag=false 

if not flag then begin 

for m:=0 to k- i do begin 

rnat_nes[i+m,j+m):=true; mat_nes[j+m,i+m]:=true; 

end; {for} 

j:=j+k-i; 

end; {if} 

j:=j+1 ;  

end; {while} 

i:=1+1; 

end; {while} 

end; {proc} 

pocetak programa 

begin 

UcitajPut; 

GenerisiGrafNesaglasnosti; 

end. 

Program u matricu nesaglasnosti rnat_nes u kolonu i i vrstu j zapisuje true ako 
su stanja 	i 	nesaglasna, a u suprotnorn false. 

Neka je dat neorjentisani graf C. Maksirnalni potpuni podgrafovi grafa C; 
zovu se klikarna grafa C. Ako sa S oznaenno skup svih klika grafa G onda je 
gustina datog gala broj 

k(G) = max 14 
KES 

Graf C .; nazivamo r-obojivirn ako evorovi grafa C; mogu biti obojeni sa r boja tako 

da ne postoje dva susedna evora koja su obojena istorn bojom; drugim reeima, 

graf G = (V, E) je r-obojiv, ako postoji r-bojenje grafa G , tj. funkcija b : V 7r-
takva da je b(u) b(v) za svako (u, v) c E. Najmanji broj r talcav da je graf G 
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r-obojiv nazivamo hromatskim brojem grafa C; i oznakavarno sa -y(C). Nije teSko 

uoCiti da, je k(G) < -y(G). Primetinio da je hromatski broj potpunog grafa jednak 

broju C- vorova u grafu. 

Tvrcienje 5. Za svaki automat 219  = (A, Q, B,co,0,q) E Aut(t) vazi ne-
jednakost: 

1(21 	G niqr 
Dokaz: PokaZinio da svaki g-hornornorfizani maksimalnog automata odredu-

je jedno bojenje odgovarajueeg grafa nesaglasnosti. Neka je g : 2tmqr --+ 211 , 
217 = (A, Qm B, con`  1pm , q1n), 2tq  = (A, Q , B , cp , , q), Q = , . Tada 
rrio2emo odrediti bojenje b : Qin -77  grafa C;(2imeir(t)) na sledeei nakin: b(q) = 
= k(1 < k < r), akko g(q) = qk . Lako se pokazuje da je preslikavanje b zaista 

bojenje grafa nesaglasnosti sa 1Q1 boja odakle direktno sledi dokaz tvrdenja. 

U prethodnom tvrctenju smo pokazali da svaki g-hornomorfizarn maksimal-

nog automata 27(0 odreduje i jedno bojenje grafa nesaglasnosti G(27(t)). 

Da obrnuto tvrdenje ne vazi , pokazuje sledeei primer: 

      

     

• q4 

     

1 

    

      

• C15 

Slika 18. 

Za kretanje F i graf nesaglasnosti koji su prikazani na prethodnoj slici izaberirno 

bojenje b(qi ) = b(q10 ) = 1, b(q2 ) = b(q3 ) = • • • = b(q9 ) = 2. Lako se prove-

rava da ovim bojenjem nije odreden g-hornoniorfizam. Kako je hromatski broj 

grafa nesaglasnosti sa prethodne slike jednak 2, vidimo da tvrdenje ne vazi ni za 

optimalno bojenje. 
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2.3 Sinteza optimalnog automata. 

Pokazano je da g-homomorfizam maksimalnog automata, grupik stanja maksi-

malnog automata u skupove medusobno saglasnih stanja, aime opisuje razbijanje 

skupa stanja automata. Kako svako razbijanje ne odreduje g-homomorfizam, 

postupak sinteze optirnalnog automata se mote svesti na pretraEvanje svih razbi-

janja skupa stanja maksimalnog automata i odredivanje minimalnog razbijanja 

koje odreduje g-homomorfizam, a time i minimalni automat koji izvitava zadato 
kretanje t. 

Familija podskupova X = (X )„ E A) skupa X zove se pokrivanjem skupa 
X , ako je 

AE 
 U X ), = X. Pokrivanje X je •azbijanje skupa X , ako su svaka dva 

elementa familije X disjunktna. Svako razbijanje skupa Qm odreduje jedno 
preslikavanje g : Qm 	Q', gde je Q' = 	 a 1 = 	gde g(qi ) = 
= g(qi ) akko q, i qj  pripadaju istom elementu familije 	Preslikavanje g odreduje 
relacije c3 1  = {(qii , a, qii ) I (Dqr, qcm E Qm) g(q 171 ) = g'iAg(e) = g'i A(pm(qr, a) = 
i 17) 1  = {(q ì , a, d) (]qtn, E Qm) g (on = A Om (qr, a) = d} Ako su relacije 	i 
funkcijske, tada one odreduju funkcije prelaska i izlaska co' i 7// automata 2e = 
= {A, Q', B, ,111 , 	Koristeei razbijanje skupa stanja maksimalnog automata, 

moierno formulisati algoritam sinteze automata sa k stanja koji izvr§ava zadato 
kretanje t: za svako r•zbijanje skupa stanja 	na k podskupova, maksimalnog 
automata 2tin8X(t), formirati odgovarajude preslikavanje g i p•overiti da li je, time 
odreden automat, i ako jeste, da li izvrgava zadato kretanje t. 

Algoritam sinteze optirnalnog automata koji izvr§ava zadato kretanje, je 
prikazan sledeCim prograrnom: 

Program SintezaOptimalnogAutomata(input, output); 

const 

MAX_STANJA = 100; 

ulazi: array[1..15] of String[4]= (' 0001','0010','0100','1000','1001','1010','1100','0101','0110', 
'0011','1101','1110','1011','0111','1111'); 

TStanje = 0..MAX_STANJA; 

TSkupStanja = set of TStanje; 

TUlaz = string[4]; 

TIzlaz = string[4]; 

razbijanje:array[1..MAX_STANJA] of integer; 

br_st:Integer; 

type 

var 
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phi:array[1..MAX_STANJA,1..15] of TStanje; 

psi:array[1..MAX_STANJA,1..15] of TIzlaz; 

inoutarray[1..MAX_STANJA] of String[8]; 

size:Longlnt; 

f: TextFile; 

procedure UcitajPut; 

begin 

AssignFile(f, Editl.Text); 

Reset(f); 

size:=0; 

// ucitavanje ulaza i izlaza 

while not Eof(f) do begin 

size := size + 1; 

readln(f, inout[size]); 

end; while 

CloseFile(f); 

end; 

// formira automat na osnovu razbijanja 

function Formiraj():Boolean; 

var 

j, k:integer; 

begin 

formiraj:=true; 

for i:=1 to size do 

for j: =1 to 15 do begin 

phi[i,j]:=0; 

psi[i,j]:="; 

end; 

// idi po stanjima iz maksimalnog automata 

// i preslikavaj ih u stanja automata sa i stanja 

for i:=1 to size do begin 

// pronadji redni broj ulaza 

k: =0; 

for j:=1 to 15 do 

if ulazi[j]=copy(inout[i],1,4) then begin 

k:=j; 

break; 

end; {if} 

postavijamo izlaz 

if (psi[razbijanje[i],k]=") or (psi[razbijanje[i],k]=copy(inout[i],5,4)) then 
psi[razbijanje[i],k]:=copy(inout[i],5,4) 

else begin 
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formiraj:=false; 

break; 

end; 

// postavljamo sledece stanje 

if (phi[razbijanje[i],k]=0) or (phi[razbijanje[i],k]= razbijanje[i+1]) or (razbijanje[i+1]=0) then 
if 	size then 

phi[razbijanje[i],k] := razbijanje[i] 

else 

plii[razbijanje[i],k] := razbijanje[i+1] 
else begin 

formiraj: = false; 

break; 

end; { if} 

end; {for} 

end; proc} 

// proverava da li formirani automat izvrsava kretanje 

function izvrsava():boolean; 

var 

br, st,i,k:integer; 

iz:TIzlaz; 

begin 

st:=1; 

br:=1; 

while br.ssize do begin 

// odredi izlaz i uporedi sa zeljenim 

k:=0; 

for i:=1 to 15 do 

if ulazi[i]=copy(inout[br],1,4) then begin 

k:=i; 

break; 

end; {if} 

if psi[st,k]<>copy(inout[bi],5,4) then 

// doslo je do kontradikcije 

break; 

// idemo no sledecu io nisku 

br:=br+1; 

st: =phi[st,k]; 

end; {while} 

if br>size then 

izvrsava: = true 

else 
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izvrsava: =false; 

end; {proc } 

// generisanje automata pomocu razbijanja 

procedure SintezaOptimalnogAutomata; 

var 

opt_aut, i , j:integer; 

flag, fl:boolean; 

begin 

for i:=1 to MAX_STANJA do 

razbijanje[i): =0; 

opt_aut := 0; 

for br_st := 1 to size do begin 

// postavimo sve brojace na 1 

for i:=1 to size do 

razbijanje[i]:=1; 

// generisemo sva preslikavanja size stanja 

// u br_st stanja 

while razbijanje[size]Sbr_st do begin 

f1:=formiraj(); 

if fit and izvrsava() then begin 

// pronasli smo jedno razbijanje 

opt_aut:=opt_aut+1; 

break; 

end;{ if) 

// generisemo sledeci izbor razbijanja 

flag := true; 

j:=2; 

while flag and (j s size) do begin 

razbijanje[j]:=razbijanje[j]+1; 

if razbijanje[j] 5 br_st then 

flag := false // zavrsili smo 

else begin 

razbijanje[j]: =1; 

j:=j+1; 

end; {if} 

end; {while} 

if j> size then 

Break; 

end; {while} 
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if opt_aut > 0 then 

Writeln('Broj stanja optimalnog automata', br_st); 
end; {for} 

end;{ proc}  

pocetak programa 

begin 

UcitajPut; 

SintezaOptimalnogAutomata; 

end. 

Primetirno da postupak prikazan pretliodnim programom, ne koristi ainjenicu 

da se dva nesaglasna stanja ne mogu preslikati u isto stanje optimalnog automata. 

Ovaj algoritarn je neefikasan za puteve kojima odgovaraju optimalni automati 

sa veeim brojem stanja, ali je znaaajan zbog algoritrna, slueajnog pretra2ivanja o 

korne ee biti red kasnije. 

2.4 Kompatibilni skupovi i 
sinteza optimalnog automata 

U ovom poglavlju eerno opisati postupak sinteze optimalnog automata koji koristi 

einjenicu da se nesaglasna stanja maksinialnog automata ne mogu preslikati u isto 

stanje optimalnog automata. Zbog toga, uvodimo pojmove kompatibilnog skupa 

i prostog kompatibilnog skupa koji predstavljaju skupove stanja koja se mogu 

preslikati u isto stanje optimalnog automata. Na taj naein, ne pretraktiju se sva 

razbijanja skupa. vee se odbacuju ona koja sig-urno ne mogu da daju optimalni 
automat. 

Podskup X skupa stanja Qm maksinialnog automata 21Mqr(t) nazivarno korn-
patibilnim ako svaka dva stanja iz skupa X nisu nesaglasna. Pokrivanje skupa 

Qm  na.zivamo kompatibilnim pokrivanje7n ako je svaki element familije kom-

patibilan skup. Primer pokrivanja (razbijanja) za sliku 18, pokazuje da svako 

kompatibilno pokrivanje ne odrectuje automat koji izvr§ava kretanje. To znad 

da je potrebno postaviti i dodatne uslove za pokrivanje da bi se mogao odrediti 

automat koji izvr§ava kretanje t. 

Oznaeinio sa co„ funkciju cpa (q) = v)m(q, a), gde je q E Qm, a Qm je skup 
stanja maksinialnog automata 2171n (t) '= (A, Qm, B, com  11)m, koji izvr§ava kre-
tanje t. Skup coa  (X), X C Qm, a E A nazivamo impliciranim skupom skupa X 
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za ulaz a.. Pokrivanje 	skupa Qin je zatvoreno ako je svaki impliciran skup 

proizvoljnog elernenta familije 	podskup nekog elernenta familije 

Tvrcienje 6. Svako zatvoreno i kompatibilno vazblianje skupa stanja Qin 

inaksimalnog automata 2t9ln(t) od•ectuje automat koji izvvgava kretanje t. 

Dokaz: Neka je = {Q1, Q2,... , Qi} zatvoreno i kompatibilno razbijanje 

skupa Qm. PokaZimo da je automat 21' dobro definisan: 2e = (A, 0. , B, , t1)', Q), 

gde je Q/0  E AD go E (2 10 , cil(q, = ako je co'a (C4) Q'j , a 111 (qi , a) = b ako 

postoji q' E Q, tako da Orn(q' , a) = b. Kako je iD razbijanje skupa Qm , Q10  uvek 

postoji, funkcija cp' je dobro definisana zato Sto je razbijanje zatvoreno, a funkcija 

/// je dobro definisana zato S"to je razbijanje kompatibilno. Time smo pokazali da 

je automat dobro definisan. Pokazaeerno da automat izvrSava kretanje tako S"to 

eemo pokazati da je sledeee preslikavanje g-liornomorfizarn: g : Qm --+ g(q) = 

Q', ako Q' E ID, q E Q'. Neka je (q, a,) E D2tinax. Tada je g((pm(q, a)) = (g(q), a) 
pa definiciji funkcija g i . Na slitan natin, 1)in(q, a) = 111(g(q), a), time smo 

pokazali da je g, g-lioniornorfizarn, ko znati da automat 21' izvrSava kretanje t. 

Sinteza optimalnog automata koji izvr§ava kretanje t se svodi na odredivanje 

kompatibilnog i zatvorenog razbijanja ID skupa Qm, koje ima minimalan broj 

elemenata. Algoritam sinteze optimalnog automata n -iolerno zapisati na sledeei 

natin: genevisati sve kompatibilne skupove nad skupom Qin . Za sve moguoe izbore 

dva kompatibilna_skupa proveviti da li oni p•edstavljaju zatvoreno i kompatibilno 

razbijanje. Ako ni za jedan izbor nije dobijeno zatvoreno kompatibilno razbijanje, 

postupak ponavljati za 3, 4, kompatibilna skupa sve dok ne, dobijemo zatvoreno 

kompatibilno razbijanje. Dob7jenim razbijanjem je odrecten optimalni automat. 

Program SintezaOptimalnogAutomata(input, output); 

const 

MAX_STANJA = 100; 

ulazi: array[1..15] of String[4]= ('0001V0010'.'0100','1000',1001','1010','1100','0101','0110', 

'0011','1101','1110','1011','0111','1111'); 

TStanje = 0..MAX_STANJA; 

TSkupStanja = set of TStanje; 

TUlaz = string[4]; 

TIzlaz = string[4]; 

mat_nes:array[1..MAX_STANJA, 1..MAX_STANJA] of Integer; 

inoutarray[1..MAX_STANJA] of String[8]; 

type 

var 
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size:LongInt: 

f: TextFile; 

komp_skupovi: array[1..1000000] of TSkupStanja; 
komp_broj:LongInt; 

razbijanje:array[1..MAX_STANJA] of integer; 

max_skup:TSkupStanja; 

br_st:Integer; 

function kompatibilan(skup: TSkupStanja):Boolean; 
var 

i,j: Integer; 

b: Boolean; 

begin 

b := False; 

for i:=1 to size-1 do 

for j:=i+1 to size do 

b:= b or (mat_nes[i,j] and (i in skup) and (j in skup)); 
kompatibilan := not b; 

end; 

function d(skup:TSkupStanja; ulaz:TUlaz):TSkupStanja; // generisanje impliciranog skupa 
var 

st: 1..MAX_STANJA; 

tmp:TSkupStanja; 

begin 

tmp:=[]; 

for st: =1 to size do 

if (st in skup) then 

if (Copy(inout[st],1,4)=ulaz) then 

include(tmp, st); 
d:=tmp; 

end; ffunc} 

function razbija():boolean; // da Li postojeci izbor komp. stanja pokriva sva stanja 
var 

s:TSkupStanja; 

i:integer; 

pokriva:boolean; 

begin 

s:=H; 

for i:=1 to br.st do 

s:=s+komp_skupovi[razbijanje[i]]; 

if s=max_skup then pokriva:=true 
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else pokriva:=false; 

if pokriva then begin 

razbija: = true; 

for i:=1 to br_st-1 do 

for j:=i+1 to br_st do 

end;{func} 

	 if (komp_skupovitrazbijanjefiJrkomp_skupovi[razbijanje[j]p<>[J then razbija:=false; 

function zatvorena:boolean; // da li je razbijanje zatvoreno 

var 	i,j,k:integer; 

da:TSkupStanja; 

flag, fl:boolean; 

begin 

flag := true; 

// idi po svim skupovima 

i:=1; 

while (i5 br_st) and flag do begin 

// idi po svim mogucim ulazima 
=1 ;  

while 0515) and flag do begin 

da := d(komp_skupovi[razbijanje[i]],ulazi[j]); 

fl:=false; 

// proveri da li je impliciran skup pokriven nekim od skupova 

for k:=1 to br_st do 

if komp_skupovi[razbijanje[k]]sda) and (komp_skupovi[razbijanje[k]]<> da) then 

fl:=true; 

flag := flag and (not f1); 

j:=j+1; 

end; {while} 

i:=i+1; 

end; {while} 

zatvoren:=flag: // vracamo rezultat 

end; {func} 

procedure GenerisiOptimalniAutomat; 

var 

j, opt_aut:integer; 

flag:boolean; 

begin 

// da li ima optimalnih automata sa 1 do size stanja 

opt_aut := 0; 

for br_st := 1 to size do begin 

// postavimo sve brojace na 1 
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for i:=1 to br_st do 

razbijanje[i]:=1; 

// generisemo sve izbore br_st od komp_broj elemenata 

// skupa kompatibilnih skupova 

while razbijanje[br_st] komp_broj do begin 

if razbija() and zatvoren() then 

// pronasli smo jedno razbijanje 

opt_aut: = opt_aut+ 1; 

// generisemo sledeci izbor kompatibilnih automata 

flag := true; 

j:=1; 

while flag and (j..S br_st) do begin 

razbijanje[j]:=razbijanjeW+1; 

if razbijanje[j] 5 komp_broj then 

flag := false II zavrsili smo 

else begin 

razbijanje[j]:=1; 

j:=j+1; 

end; {if} 

end; {while} 

if j> br_st then begin 

// prosli smo kroz sve izbore razbijanja sa 

// br_st stanja i sada idemo dalje ako nismo 

// pronasli optimalni automat 

if opt_aut > 0 then 

writeln('Br. stanja optimalnog automata: ', br_st); 

Break; 

end; {if} 

end; {while} 

if opt_aut > 0 then 

Break; 

end; {for} 

if opt_aut > 0 then 

Writeln('Br. stanja optimalnog automata: ', br_st); 

end; { proc} 

function intpow(b:integer; pinteger):integer; 

var 

ret:integer; 

begin 

ret:=1; 

for i:=1 to p do ret:=ret*b; 

intpow: = ret; 
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end; 

// generisanje kompatibilnih skupova 

procedure GenerisiKompatibilneSkupove; 

VW' 

i, j:integer; 

s:TSkupStanja; 

vr: string; 

begin 

// generisi sve podskupove i eleminisi nekompatibilne skupove 

komp_broj:=0; 

for i:=1 to IntPow(2,size) do begin 

s:=H; 

for j:=1 to size do 

if ( (1 shl 6 - 1)) and i ) <> 0 then 

include(s, j); 

// da Ii je kompatibilan 

if kompatibilan(s) then begin 

komp_broj:=komp_broj+1; 

komp_skupovi[komp_broj]:=s; 

end; 

end; {for} 

end{proc}; 

procedure Ucitaj; 

begin 

AssignFile(f, Editl.Text); 

Reset(f); 

size:=0; 

max_skup:=[]; 

// ucitavanje ulaza i izlaza 

while not Eof(f) do begin 

size := size + 1; 

readln(f, inout[size]); 

// pravimo maksimalni skup stanja 

include(max_skup, size); 

end; {while} 

CloseFile(f); 

end; 

begin 

Ucitaj; GenerisiGrafNesaglasnosti; 

GenerisiKompatibilneSkupove; 

GenerisiOptimalniAutomat; 
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end. 

Nedostatak postupka sinteze optimalnog automata koji izvrSava zadato kre-

tanje t pomoeu kompatibilnih skupova, je u tome ko je potrebno dosta memorije 

za srneStanje svih kompatibilnih skupova, a sa poveeanjem broja kompatibilnih 

skupova raste i vrenie potrebno za sintezu optimalnog automata. Broj kompati-

bilnih skupova je manji iii jednak od 2n gde je n dutina puta t. 

2.5 Sinteza optimalnog automata metodom rekurzije 

Neka su a = a 1 a2  a, E A+, Q = b 1 b2 	E B+, radon', ulazna i teljena 
izlazna niska automata 2 1  = (A, Q,B,co,11), 1), gde je Q = {1, 2, ... s}, s < n. 
Automat 21 1  ee biti predstavljen stekom eiji elementi su oblika (st i , u, i, , st2), gde 
su st i , st 2  E Q, u E A, i E B, tako da i = 0(st 1 ,u), a st2  = cp(st i ,u). Lako se 

mote pokazati da se na ovaj naein mote predstaviti bilo koji parcijalni automat. 

Rad automata 21 1  za datu ulaznu nisku a opisan nizom eetvorki (st 1 , a 1 , b1 , st2 ), 
(st2, a2 , b2 , st3 ), 	, (sti , a,i

, bi,sti+i), gde je st 1  = 1. 

Zapikrno algoritam sinteze automata koji izvrSava kretanje t metodom 

rekurzije: 

A. Proglasi stek praznim 
B. Na stek postavi (1, a i  , b i  , 1) 
C. Proveri da li automat opisan stekom izvrSava kretanje t 

MoguCa su tri slueaja: 
1. automat izvrSava kretanje t 
2. automat ne izvrSava kretanje zato Sto se prilikom izvrSavanja 

doSlo do elementa steka 	bi , sti+i ) 
gde (sti+i , ai+i , b,:+1,  sti+2) ne postoji u steku 
(katerno da je automat nedefinisan) 

3. Automat ne izvr§ava kretanje t zato ko se prilikom 
izvrSavanja do§lo do (st i , 	sti+i), 
i postoji k < tako da sti  stk, 	= ak bi 	bk 
(katemo da je doko do kontradikcije) 

D. Ako automat opisan stekom izvrSava kretanje t prikati automat 
E. Ako je doSlo do kontradikcije onda 

- Izbaci sa vrha steka sve elemente oblika (st, a, b, s) 
- Ako je stek ostao prazan onda ne postoji automat sa s stanja 

koji izvr'Sava kretanje t. 
- element na vrhu steka (st', a, b, st") 

zameni elementom (st', a, b, st" + 1) 
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F. Ako je do§lo do neodredenosti onda dodaj element (st i+i  a,i+i , /4 +1 , 1) 
na vrli steka. 

G. Idi na korak C. 

Prethodni postupak, kao rezultat, daje automat sa datirn brojem stanja s 

koji izvrSava kretanje t, iii signalizira, da se automat sa s stanja ne mole sintetisati. 

Ako uveeavamo broj stanja od 1 do duZine puta t, u jednom trenutku eemo dobiti 

optimalni automat. Sledi program za, sintezu optimalnog automata koji prolazi 

zadati put. 

program OptimimalniAutomat(input, output); 

type 

TStek =record 

stl:integer; 

ui:string[8]; 

st2:integer; 

end; 

var 

br_st,s,duz_steka:Integer; 

ui:string[S]; 

Stek:array[1..1000] of TStek; 

inoutarray[1..MAX_STANJA] of String[8]; 

function ok_stanje(st:integer; oii:string):integer; 

// vraca -1 ako je kontradikcija 

// -2 ako nema takvog ui para 

// stanje u koje prelazimo, ako nije ni -1 ni -2 

var 

i:integer; 

begin 

i:=1; 

while i5duz_steka do begin 

if (stek[i].stl=st) and (stek[i].ui = uii) then begin 

ok.stanje: = stek[i].st2; 

break; 

end; 

if (stek[i].stl=st) and (copy(stekgui,1,4) = copy(uii,1,4)) then begin 

ok_stanje := -1; 

break; 

end; 

i:=i+1; 

end; 

if i>duz_steka then begin 
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ok_stanje := -2; 

s:=st; 

ui:=uii; 

end; 

end; 

function pusti_aut():integer; provera korektnosti automata 

var 

stanje, tek_ul, tmp:integer; 

begin 

stanje: =1; 

tek_ul:=1; 

while tek_ulsize do begin 

tmp := ok_stanje(stanje, inout[tek_ul]); 

if tmp>0 then begin 

stanje:=tmp; 

tek_ul:=tek_u1+1; end 

else break; 

end;{while} 

if tek_ul>size then 

pusti_aut := 0 

else 

pusti_aut := tmp; 

end; 

procedure SintezaOptimalnogAutomata; 

label t; 

var 

lKraj:boolean; 

tmp,k,max_stinteger; 

ss:string; 

begin 

duz_steka:=1; 

stek[1].st1:=1; 

stek[1].st2:=1; 

stek[1].ui := inout[1]; 

for max_st := 1 to size do begin 

araj:=false; 

// kreiraj pocetni automat 

while not lKraj do begin 

t: 	 tmp:=pusti_aut(); 

if tmp=0 then Break; I/ pronasli smo automat 

if tmp=-1 then begin// doslo je do kontradikcije 
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while (duz_steka>0) and (stek[duz_stekaj.st2 = max_st) do 

duz_steka:=duz_steka-1; 

if duz_steka=0 then 

IKraj: = true 

else 

stek[duz_stekalst2:=stek[duz_stekaj.st2+1 

end 

else begin // stanje nije bilo definisano 

duz_steka:=duz_steka+1; 

stek[duz_stekalstl := s; 

stek[duz_stekalui := ui; 

stek[duz_steka).st2 := 1; 

end; 

end; {while} 
if tmp=0 then begin 

writeln('Broj stanja automata', max_st); 

Break; 

end; 

end; {for} 
end; 

begin 

UcitajPut; 

SintezaOptim alnogAu torn at a; 

end. 

Karakteristi&m: broj automata opisanog stekom je broj kb = 1s1 s2  sk0 0, 

koji ima n cifara, predstavlja broj stanja koji odgovara elementu na steku u 

trenutku pre izvrSavanja koraka oznaCenog labelom t: 

(sk-i,ak, b k , sk) f- vrli steka 

( 82,4 1 3, s3) 

(s1, 'Y2, 1 2, s2) 
(1, a!, ,111 , s i ) 	dno steka 

Primetimo da karakteristiCni broj predstavlja broj zapisan u osnovi o koja 

je jednaka max_st+1. Tokorn izvr§avanja programa, karateristitni broj se menja, 

eineei niz brojeva zapisaniii u osnovi o: kbl , kb2 , , kbn , • Lako se pokazuje da 

je taj niz brojeva strogo rastuei. 

Lema 5. Program. OptimalniAutornat zavv§ava rad. 

Dokaz: Dodelimo svakom trenutku pre izvr§avanja koraka obeleienog la- 
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belom t, broj b, = 1 oo . . o — kbi , gde je o osnova brojnog sistema i jednaka 
n-1 puta 

je vrednosti max_st u trenutku i.. Niz brojeva, b i b2 	bi 	je strogo opadajuei, 

po§to je niz brojeva kb i , kb2 	strogo rastuei. Kako procedura ok_stanje zavr§ava 
rad nakon najvi§e 	koraka, a pusti_aut nakon najvi§e 	koraka, i kako je niz 
b 1 , b2 , 	bi , 	strogo opadajuei, a bi  > 0 za svako i , sledi da program zavr§ava 
rad. 

Neka je kb; = 101 02 ... ok _ l ok  modrfikovan ka•akte•isti6an broj u trenutku 
koji smo dobili tako §to smo odbacili nule na kraju karakteristienog broja. 

Primetimo da je kbnk = kb4 i ik ako ok <o — lao osnova brojnog sistema. 

Poka2nno da, ako je u trenutku i modifikovani karakteristieni broj kb, = 
10 1 02 ... ok, za koji vazi da je ok < o, onda se cifra ok menja pre cifara 0 1 02 . • • ok--i. 
Pretpostavimo suprotno, tj. da se neka. od cifara 0 1 02 	ok_ i  menja pre cifre 0k• 

Neka je 	prvi trenutak korne su se cifre 0 1 02 ... ok- 1  promenile pre cifre o k , i 

neka su = 10 1 02 ... ok _ i ok  i kb,*, o'k _l ok  ..• on' modifikovani 

karakteristiani brojevi u trenutku —1 i u trenutku i'. Da bi se cifre 0 1 02 • ok-1 
promenile u trenutku neophodno je da ok = 0, §to je suprotno pretpostavci da je 

ok  < o. Time smo pokazali da se cifra ok  mora promeniti pre cifara 0 1 02 . • • ok-1. 
Na osnovu prethodnog tvrdenja, lako se pokazuje sledeea lema: 

Lema 6. Ako je u nekom trenutku modifikovani karakteristiZni broj kb; = 

= 101 02  ok , gde, je, ok  < o, tada ce u nekorn, narednorn trenutku biti kb; = 

= 101 02 ... (o k  + 1) ili 6e biti pronacten automat. 

Na osnovu navedenili tvrdenja i lema moiemo formulisati sledeeu teoremu: 

Teorema 11. Algo•itam sinteze optimalnog automata rekurzijom sinteti:se 

optimalni automat koji prolazi zadati put. 

Dokaz: Pretpostavimo da optimalni automat ima o stanja. Svakom opti-

malnom automatu, dodelimo odgovarajuei karakteristieni broj na sledeei naein: 

neka je funkcionisanje optimalnog automata za par (a, [3) ulaznu i izlaznu nisku 

(a1 qil qi2 > b1), ( a 2 ) qi2 qi3, b2), • • • (an, 	bn). Iz niza izbacimo vi§estruka 

pojavljivanja istili Cetvorki, tako sto ostavljamo prvo pojavljivanje eetvorke. Iz 

takvog niza generikmo karakteristieni broj kb; = 101 02 ...01 , gde je qii  = 1, 

= of 	. Neka je kb* najmanji karakteristieni broj od will optimalnih au- 

tomata sa o stanja. Dokailin-io da algoritarn sintetik automat sa karakteristienim 
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brojern kb*. Posmatrajmo karakteristiane brojeve koje dobijamo tokorn rada al- 

goritma. Neka je i poslednji trenutak u kome kb* ima najved zajednieki poaetak 

sa kb, . Neka je zajednieki poaetak duEne k < 1 i neka je kb* = 101 	oko ik+1 . . a 

= 1o1  ok oZ +1 	Ako je otk+i  < oZ+1  tada je u nekom prethodnom trenutku 

n-ioralo da bude ok +i  = oZ+1 , dime smo pokazali da je najveei zajedniaki poeetak 

du2ine k 1 §to je nemoguee. Ako je o'k+i  > oZ+1  tada je 0'k+1  = o (zato ko 

je to poslednje pojavljivanje sa najvedim zajedniekim poeetkorn), odakle sledi da 

je dk+i  > o ko je nemoguee. Time smo pokazali da najveei zajednieki poeetak 

morn imati bar it stanja, dime je tvrdenje dokazano. 

2.6 Optimizacija maksimalnog automata 
algoritmom slueajnog pretraiivanja 

Postupak sinteze optimalnog automata pornoeu homomorfizma, opisan u 2.3, nije 

pogodan zato §to je za put du2ine it ciji optimalni automat ima k stanja, potrebno 

ispitati najmanje 1+2n-F3n-1-...+(k —1) 11 +1 a najvi§e 1+2n+3n-4-...+(k-1)n±km 

homomorfizama. 

Algoritam naveden u 2.3 m&Zerno modifikovati tako ko nederno ispitati sve 

moguee hornornorfizmirne, nego demo, za fiksiran broj 1, 1 < 1 < n (n - du2ina 

puta) generisati na slucajan nadin homornorfizme maksimalnog automata na au-

tomate sa 1 stanja. Ako pronaderno homomorfizam, time smo pronaS1i i auto-

mat sa 1 stanja koji prolazi zadati put. Ako za fiksiran broj (npr. 1000000) 

tako generisanili homomorfizama dobijemo automat sa 1 stanja onda postupak 

mo2erno nastaviti tako §to demo probati da pronactemo automat sa 1 — 1 stanja. 

Ako nismo prona:sli automat sa 1 stanja onda pretpostavljamo da automat sa 

/ stanja, koji prolazi zadati put, ne postoji. Na taj naein dobijamo algoritam 

koji prikazan sledeeom procedurom, koja u programu iz 2.3 rnenja proceduru 

SintezaOptimaln ogAutomata: 

procedure OptimizacijaMaksimalnogAutomata; 

var 

min_aut, i, j, t: integer; 

flag, f1: boolean; 

vr, vrl: string; 

begin 

Randomize; 

br_st := size - 1; 

min_aut := 0; 
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razbijanje[1] := 1; 

t := 1000000; // milion pokusaja 

for i := 1 to t do begin 

// generisi slucajno pokrivanje 

for j := 2 to size do 

pokrivanje[j] := random(br_st) + 1; 

fl := formiraj(); 

if fl and izvrsava() then begin II pronasli smo 

zapamti_min_aut(i); // zapamti trenutno optimalni automat 

if br_st > 0 then begin 

min_aut := min_aut + 1; 

br_st := br_st - 1; 

end; {if} 

end; {if} 

if br_st = 0 then 

break; 

end;{for} 

// prikazi broj stanja optimizovanog automata 

writeln('Broj stanja optimizovanog automata: ',br_st+1); 

end; {OptimizacijaMaksimalno gAutomata} 

Da navedeni algoritam ne mora dati optimalni automat je jasno iz same 

prirode algoritma, poSto je algoritam jedna varijanta slueajnog pretraiivanja. 

Lako je primetiti da, je vreme potrebno za optimizaciju linearno u odnosu na 

duEnu puta n. 

2.7 Optimizacija maksimalnog automata saiimanjem 

U ovom poglavlju ee biti data modifikacija algoritma rekurzije. Iz algoritma 

rekurzije je eliminisan deo koji vodi do rekurzije, eime se eliminik eksponencijalna 

zavisnost vremena od broja stanja optimalnog automata, ali zato optimizacijom 

ne moramo dobiti optimalni automat. Sledi procedura koja menja proceduru 

SintezaOptimalnogAutornata u programu iz 2.5: 

procedure OptimizacijaSazimanjem; 

var 

1Kraj: boolean; 

tmp, k: integer; 
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max_st: integer; 

begin 

duz_steka := 1; 

stek[1].stl := 1; 

stek[1].st2 := 1; 

stek[1].ui := inout[1]; 

maxst := 1; 

IKraj := false; 

while not IKraj do begin 

tmp := pusti_aut(); 

if tmp=0 then 

Break; II pronasli smo automat 

if tmp = -1 then 

stek[duzsteka].st2 := stek[duz_steka].st2 + 1 
else begin 

// stanje nije bilo definisano 

duzsteka := duz.steka + 1; 

stek[duz_steka].stl := s; 

stek[duz_steka].ui := ui; 

stek[duz_steka].st2 := s; 

end; 

end; {while} 

end; 

Lako je pokazati da ovaj algoritam u najgorem sltfeaju radi u vremenu 

aN2  +brt+c gde su a, b, c neke konstante koje zavise od puta. Da algoritam ne mora 

davati optimalni automat mote se videti na primeru kretanja (news,n),(news,e), 

(news,n). 
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3 Neke karakteristike algoritama sinteze 
optimalnog automata 

U prethodnom delu smo opisali algoritme sinteze optimalnog automata, kao i neke 

algoritme optimizacije maksimalnog automata. U ovom delu Cern() analizirati 

neke karakteristike na,vedenih algoritama. 

3.1 Vremenska ocena algoritama sinteze 
optimalnog automata 

U ovom odeljku Cern° opisati zavisnost vremena izvr§avanja algoritama od duiine 

puta i broja stanja optimalnog automata koji izvrSava zadato kretanje. Za al-

goritme sinteze optirnalnih automata eemo ustanoviti da to zavisnost eksponen-

cijalna. Za algoritme optimizacije maksimalnog automata eemo pokazati da je 

zavisnost vremena od duiine puta polinomijalna, ali i da njihova preciznost opada 

sa duEnom puta. 

Ispitajmo algoritam sinteze optimalnog automata pomoeu homomorfizma. 

Ako je k broj stanja optimalnog automata koji izvrSava zadato kretanje P a n 

du2ina puta, tada je proseean broj hornomorfizama koje treba proveriti jednak 

1 + 2' (k — 1)n + 2 • k". Vreme se mote poboljSati ako znamo da je broj 

stanja optimalnog automata jednak k, i tada je proseean broj homomorfizarna 

koje treba proveriti Z k 72 . 

Algoritani sinteze optimalnog automata pornoeu kompatibilnih skupova irna 

sane osobine kao i algoritam sinteze pornoeu homornorfizma. Algoritam prvo 

formira skup svih kompatibilnih skupova, i nakon toga pokuSava da od njih 

formira zatvoreno razbijanje sa 1, 2, ... k elemenata, gde je k broj stanja opti-

malnog automata. Ako je broj kompatibilnih skupova b, tada je potrebno prover-

iti kompatibilnih skupova. Kako b mote da raste eksponencijalno 
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sa du2inom puta n to najgorem slueaju morarno proveriti C2, + C2n + 	+ 

skupova. 

Algoritam sinteze optimalnog automata pornoeu rekurzije u najgorem sluea-

ju ee proveriti in + 2' + + automata, gde je n duiina puta a k broj stanja 

optimalnog automata. 

Za algoritam sluaajnog pretra2tivanja prikazanog u odeljku 2.6 se mote 

pokazati da je vreme C • n • t. gde je t broj pokuSaja, a n duZ. ina puta. Kako je 

obieno t fiksirano, to moZ. erno reei da je ocena 0(n). 

Za algoritam optimizacije maksimalnog automata sailmanjern je reeeno da 

je vreme potrebno za sintezu u najgorem slueaju a,n2  + bn + c. Vreme mote biti 

i krace,sto pokazuje primer puta (news, n), (news, n), . . . , (news, n), za koji se 

optimizacija izvr§ava u linearnorn vremenu. 

U praksi je najbolje rezultate postigao algoritam sinteze optimalnog au-

tomata pornoeu rekurzije. Algoritarn sinteze optimalnog automata je pokazao 

lokje rezultate, a najlokje rezultate je pokazao algoritam sinteze optimalnih au-

tomata pornoeu kompatibilnih skupova. 

Algoritmi su testirani takosto je generisano po 100 slueajnili puteva u 

ravnom pravougaonom lavirintu, duZina od 5 do 20 (ukupno 1600 puteva). Po-

torn su primenjivani algoritmi sinteza optinialnili automata na generisane puteve. 

Jedino je algoritam sinteze optimalnog automata pornoeu rekurzije uspeo da 

zavrk sintezu optirnalnih automata, za puteve svih duEna. 

DuEna puta 	Pros. vreme 
5 	 0,002 sekundi 
6 	 0,002 sekundi 
7 	 0,002 sekundi 
8 	 0,003 sekundi 
9 	 0,005 sekundi 
10 	 0,011 sekundi 
11 	 0,076 sekundi 
12 	 0,100 sekundi 
13 	 2,093 sekundi 
14 	 1,535 sekundi 
15 	 1,869 sekundi 
16 	 57,813 sekundi 
17 	 1,631 sekundi 
18 	 48,136 sekundi 
19 	 53,375 sekundi 
20 	 133,080 sekundi 
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U pretliodnoj tabeli se mote primetiti da je u nekim slueajevima, npr. za  

puteve du2ine 17, proseeno vreme sinteze optimalnog automata manje nego za 

puteve duEne 16. Uzrok tome je einjenica da su putevi generisani sluaajno, i da 

je za puteve duEne 16, sintetisano 9 optimalnih automata sa 5 stanja, 19 opti-

malnih automata sa 4 stanja, 48 optimalnili automata sa 3 stanja i 24 optimalna 

automata sa 2 stanja. Za puteve duEne 17 dobijeno je 29 optimalnili automata sa 

4 stanja, 50 optimalnih automata sa 3 stanja i 21 optimalni automat sa 2 stanja. 

NeSto preciznija slika se stite kada se grupi§u putevi po broju stanja op-

timalnog automata. Mectutim, ni to ne dobijamo pravu sliku zbog malog broja 

puteva sa odgovarajueim optimalnim automatima koji imaju 6 i 7 stanja. 

Br. stanja opt. automata Pros. vreme 	Br.puteva 

	

1 	 0,001 sekundi 	140 

	

2 	 0,005 sekundi 	619 

	

3 	 0,241 sekundi 	581 

	

4 	 16,709 sekundi 	214 

	

5 	 624,159 sekundi 	39 

	

6 	 284,76 sekundi 	6 

	

7 	 203,272 sekundi 	1 

Algoritam sinteze optimalnili automata pornoeu homornorfizma daje losije 

rezultate nego algoritam sa rekurzijom. Algoritam pomoeu bomomorfizma je 

uspe§no odredio optirnalne automate za puteve duilna do 5 do 12. Algoritam je 

prekidan nakon 3 sata ako u meduvremenu nisu odredeni optimalni autornati. 

	

Duiina puta 	Pros. vreme 
5 	0,0003 sekundi 
6 	0,0003 sekundi 
7 	0,0020 sekundi 
8 	0,0033 sekundi 
9 	0,0176 sekundi 
10 	0,0525 sekundi 
11 	6,5676 sekundi 
12 	47,7642 sekundi 

Algoritam sinteze optimalnili automata pornoeu kompatibilnih skupova daje 

najlciSije rezultate. Naime, primenom ovog algoritma na slutajno generisane 
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puteve dobijeni su rezultati koji za puteve duZina 5 do 9. Algoritam je prekidan 

nakon 3 sata, ako u mectuvremenu nije dao optimalne automate. Rezultati su 

prikazani u sledeeoj tabeli: 

DuZina puta 	Pros. vreme 
5 	0,003 sekundi 
6 	0,017 sekundi 
7 	0,265 sekundi 
8 	2,769 sekundi 
9 	49,312 sekundi 

3.2 0 taenosti algoritama optimizacije 

U prethodnom delu je reCeno da algoritmi optimizacije maksimalnog automata 

koji izvrSavaju zadato kretanje t, rade u polinomijalnom vremenu (linearnom i 

kvadratnom). Negativna strana navedenih algoritama je Cinjenica da se opti-

mizacijorn ne mora doCi do optimalnog automata. 

Kako algoritam sluCajnog pretraZivanja 'prekriva' sve moguee homomor-

fizme pomoeu t poku§aja da bi se doSlo do optimalnog automata automata 

bliskom njemu), to molemo pretpostaviti da ako raste broj homomorfizama a t 

ostaje fiksirano, dolazi do sve slabijeg 'prekrivanja' homomofizama, a samim tim 

i algoritam postaje sve neprecizniji. 

Da bi potvrdili to pretpostavku, izvr§ena je optimizacija automata pornoeu 

algoritama za sluC'ajno generisane puteve duZina od 5 do 20 (po 100 za svaku 

du2inu puta). Dobijeni rezultati su uporedeni sa rezultatima dobijenim pomoeu 

algoritma rekurzije. Rezultati potvrduju pretpostavku da sa porastom duiine 

puta dolazi do pada taenosti algoritma sluCajnog pretralivanja. U slede6oj tabeli 

je prikazano proseeno odstupanje grupisano po duzini puteva: 

DuZina puta Pros. odstupanje Pros. vreme 
5 0,02 5,08 
6 0,03 10,02 
7 0,04 12,11 
8 0,01 14,50 
9 0,03 17,91 
10 0,03 18,50 
11 0,04 19,52 
12 0,05 20,21 
13 0,05 20,70 
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14 	 0,05 	 20,11 
15 	 0,07 	 21,18 
16 	 0,07 	 21,86 
17 	 0,06 	 23,98 
18 	 0,27 	 24,12 
19 	 0,21 	 23,92 
20 	 0,41 	 24,30 

Sane rezultate dobijamo ako grupi§erno odstupanja po broju stanja opti-

malnog automata 

Br. stanja opt. automata Proseeno odstupanje 
1 	 0,00 
2 	 0,04 
3 	 0,09 
4 	 0,21 
5 	 0,51 
6 	 0,67 
7 	 1,00 

Algoritani optimizacije sa2imanjem radi takosto pokuSava da za tekuee 

stanje, dodefinik funkcije prelaska i izlaska, tako da izvr§ava Sto yeci deo puta. 

Ako u nekom trenutku docie do kontradikcije (kada automat da pogreSan izlaz) 

onda se uvodi novo stanje. Na osnovu postupka se mote zakljuaiti da bi sa 

porastom duZine puta do§lo i do poveeanja grevSke optimizacije. Da je to zaista 

tako, pokazuje primer optimizacije automata za 1600 slueajno generisanih puteva 

du2ina od 5 do 20: 

DuEna puta 	Pros. odstupanje 	Pros. vreme 
5 	 0,05 	 0,002 sekundi 
6 	 0,10 	 0,002 sekundi 
7 	 0,20 	 0,002 sekundi 
8 	 0,29 	 0,002 sekundi 
9 	 0,36 	 0,002 sekundi 
10 	 0,50 	 0,002 sekundi 
11 	 0,69 	 0,002 sekundi 
12 	 0,92 	 0,003 sekundi 
13 	 0,89 	 0,002 sekundi 
14 	 1,13 	 0,004 sekundi 
15 	 1,26 	 0,004 sekundi 
16 	 1,39 	 0,004 sekundi 
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17 1,70 0,004 sekundi 
18 1,57 0,004 sekundi 
19 1,93 0,005 sekundi 
20 2,34 0,004 sekundi 

Sliene rezultate dobijamo ako gr, upiSemo rezultate po broju stanja opti-

rnalnog automata. 

Br. stanja opt. automata 	Proseeno odstupanje 
1 0,00 
2 0,65 
3 1,22 
4 1,54 
5 2,03 
6 1,67 
7 2,00 

Porectenjern algoritam optimizacije slueajnim pretralivanjem i algoritma op-

timizacije saErnanjern, dolazimo do zakljuaka je algoritam optimizacije salimanjern 

tatniji. Porectenje je vrSeno za fiksirani broj pokuSaja (1.000.000) kod algoritma 

optimizacije slueajnim pretraLvanjem, a rezultati su prikazani u sledeeoj tabeli: 

duz puta vr.saz saz.br .stanja rnd.br .stanja vr.rnd 
5 0.002 1.53 1.50 5.080 
6 0.002 1.86 1.79 10.020 
7 0.002 2.18 2.02 12.110 
8 0.002 2.33 2.05 14.500 
9 0.002 2.62 2.29 17.910 
10 0.002 2.89 2.42 18.500 
11 0.002 3.31 2.66 19.520 
12 0.003 3.64 2.77 20.210 
13 0.002 3.53 2.69 20.700 
14 0.004 3.92 2.84 20.110 
15 0.004 4.26 3.07 21.180 
16 0.004 4.52 3.20 21.860 
17 0.004 4.78 3.14 23.980 
18 0.004 4.89 3.59 24.120 
19 0.005 5.46 3.74 23.920 
20 0.004 5.75 3.82 24.300 
30 0.010 7.98 6.74 74.656 
40 0.014 10.76 11.61 103.002 
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50 0.022 13.71 17.28 120.422 

60 0.029 16.34 24.35 150.066 

70 0.040 19.01 33.25 166.271 

80 0.053 22.13 42.88 187.831 

90 0.068 24.81 55.32 212.083 

100 0.082 27.03 68.38 232.268 

125 0.116 33.71 106.13 284.896 

150 0.179 40.20 142.68 341.523 

200 0.387 54.15 199.69 429.343 

500 3.899 133.31 
750 10.941 201.25 

1000 24.197 266.70 

U drugoj koloni se nalaze proseeno vreme potrebno za optimizaciju maksimalnog 

automata algoritmom satimanja. U treeoj koloni se nalazi proseean broj stanja 

automata posle optimizacije algoritmom satimanja. U tetvrtoj koloni je prikazan 

proseean broj stanja posle optimizacije algoritmom slueajnog pretrativanja. 

petoj koloni je prikazano proseeno vreme potrebno za optimizaciju algoritmom 

slueajnog pretrativanja. 

Na osnovu rezultata se mote zakljueiti da algoritmom optimizacije se dobija 

automat sa brojem stanja koji se priblitava eetvrtini broja stanja maksimalnog 

automata. Pored toga, mote se primetiti da je algoritam optimizacije slueajnim 

pretrativanjem taeniji od algoritma opotimizacije satimanjern do puteva dutine 

30. Nakon toga, taenost algoritma optimizacije sluaajnim pretrativanjern naglo 

opada, da bi za maksimalne automate sa 200 stanja dobili vrlo malu taenost. 

Rezultati navedeni u pretliodnoj tabeli potvrduju da je vremenska ocena algori-

tam optimizacije satimanjern 0(n2 ), a algoritma slueajnim pretrativanjern 0(n). 

3.3 Zakljueak 

Svi algoritmi sinteze optimalnog automata pokazuju eksponencijalnu zavisnost 

vremena od broja stanja optimalnog automata koji prolazi zadati put. Vee za 

puteve sa odgovarajueim optimalnim automatima sa 8 i vise stanja postaje teSIo 

odredivanje optimalnili automata. Zato se uvode algoritmi optimizacije maksi-

malnill automata. Primenom tih algoritarna se ne garantuje optimalnost dobi-

jenili  ali se dobija automat koji ima manji broj stanja od maksimalnog. 

Svi prikazani algoritmi sinteze optimalnog autornta, i algoritama optimiza- 
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cije imaju svoje mane i prednosti. Od algoritama sinteze optimalnili automata 

kao najefikasniji se pokazao algoritam koji se koristi rekurzijmn. Sto se algori-

tania optimizacije tiee, algoritam optimizacije saZimanjem se pokazao tatnijim 

od algoritnia slueajnog pretra2ivanja za fiksirani broj pokuSaja. Sa druge strane, 

algoritam slueajnog pretralivanja se lako mo'ie paralelizovati, a uveeanjem broja 

poku§aja mo2e se uveeavati taanost optimizacije. 
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