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Uvod

Automat 2 je petorka (A,Q,B,¢,v), gde je A - konatna ulazna azbuka, B -
kona¢na izlazna azbuka, @ - konatna azbuka stanja, ¢ : Q@ X A — @,
Y 1 Q X A — B, redom, funkcije prelaska i izlaska automata. Ako izdvojimo
stanje go automata, onda takav automat nazivamo inicijalnim i obelezavamo sa
2., & stanje gop nazivamo pocetnim stanjem.

Neka je dat graf L = (V,E) i neka su ) i & azbuke koje sadrze simbole
kojim oznacavamo, redom, ¢vorove i grane grafa L, takve da 0\ = A, gde je
A prazan simbol. Ako su svi ¢vorovi i sve grane grafa L oznaceni slovima iz
Qi ¥ tako da su razlicite grane koji izlaze iz istog ¢vora oznaCene razlicitim
slovima, tada takav graf nazivamo lavirintom. Lavirint sa izdvojenim ¢vorovima
Vg, V1, - . . , Uy, DAZivamo inicijalnim lavirintom i oznac¢avamo sa Ly 4, ... v, & EVOTO-
ve vg, V1, - -, Up Nazivamo inicijalnim. Oznatimo sa £(§2, ¥) klasu svih lavirinata
Ciji su ¢évorovi obelezeni slovima iz {2, a grane slovima iz 2.

Automat 2 je dopustiv za klasu lavirinata £(§2, %), ako se njegov ulazni
alfabet sastoji od slova a oblika (w,{0y,...,0,.}), gdejew € Q, {01,...,0,} C
C %, izlazni alfabet je ZU{k}, gde k ¢ X pri cemu je ¥)(g,a) € {01, ...,00,}U{K}.
Oznagi¢emo sve takve automate sa At(€}, £). Neka je 2, inicijalni automat iz
At(Q2, %), 1 neka je L,, inicijalni lavirint iz £(S2, Z).

Uvedimo pojam funkcionisanja automata 2, u lavirintu L,,. U potetku
je automat 2, postavljen u &vor vg lavirinta L,,. Pretpostavimo da se automat
nalazi u stanju ¢ u ¢voru v. Automat proverava oznacene grane koje izlaze iz
tekuéeg eévora. Ulaz automata u tom trenutku je uredeni par koga &ine oznaka
¢vora i oznake grana koje izlaze iz ¢vora. U sledeem koraku ako je 1(g,a) # &k
automat prelazi u ¢vor granom koja je oznacena v(g,a), a ako je ¥(g,a) = k,
automat ostaje na istom mestu, a novo stanje je u oba slucaja ¢(g,a). Na
ovaj nacin, automat se, korak po korak, krece lavirintom, menjajuéi stanje i u
svakom trenutku odlucujuéi kuda ide. Na taj nacin funkcionisanje 2, u lavi-
rintu L,,, mozemo posmatrati kao ponaSanje automata 2, u lavirintu L,,. Niz
uredenih parova koji karakteriSu stanje u kome se nalazi automat mozemo zapisati
" na sledeéi natin: 7(ge; Luy) = (g0,%0),(q1,01),.... Niz 7(™Uy; Ly,) nazivamo
ponasanje automata 2, u lavirintu L., ako je v;4; ¢vor lavirinta u koji auto-

mat stize iz ¢vora v;, menjajuéi pri tom stanje iz ¢; u g;4+;. Ako za neki ¢vor
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v € Ly,, postoji stanje ¢ automata U, takvo da uredeni par (¢,v) pripada nizu
7T (Vo Lug ), kazaéemo da automat g, obilazi ¢vor v lavirinta L. Izdvojimo skup
svih évorova lavirinta L., koje automat 2, obilazi i oznatimo ga sa Int(2g,; Lu,)-
Ako Int(™y,; Ly,) Eine svi &vorovi lavirinta L,,, kazatemo da automat 2, obilazi
lavirint L.

Zadatak koji treba resiti je sinteza automata koji ima minimalni broj stanja
koji prolazi zadati put u zadatom ravnom pravougaonom lavirintu (taj put moze
biti, recimo, od ulaza do izlaza iz lavirinta).

Kako je vremenska zavisnost sinteze optimalnog automata od duzine puta,
tj. broja stanja optimalnog automata, eksponencijalna, uvode se heuristike ko-
jima se ne garantuje optimalnost automata, ali je vreme sinteze polinomijalno.

U prvom delu su dati osnovni pojmovi i problemi o automatima, lavirintima
i ponaSanju automata u lavirintima.

Drugi deo je posveéen centralnoj temi - sintezi optimalnog automata koji
prolazi zadati put. Prvo ¢e biti uveden pojam maksimalnog automata koji pro-
lazi zadati put. Potom ée biti razmatran odnos maksimalnog automata i drugih
automata koji prolaze zadati put. Nakon toga, bi¢e uveden pojam grafa nesa-
glasnosti maksimalnog automata i razmotren odnos bojenja grafa i nesaglasnog
razbijanja skupa stanja maksimalnog automata. Nakon toga, biCe opisana tri
postupka sinteze optimalnog automata, sinteza pomo¢u homomorfizma, sinteza
pomoéu rekurzije i sinteza pomoéu kompatibilnih skupova. Pored postupaka
sinteze optimalnih automata, data su i dva postupka optimizacije maksimalnog
automata, tj. odredivanje automata koji prolaze zadati put i imaju manji broj
stanja od maksimalnog automata.

U treéem delu je izvrseno uporedivanje algoritama sinteza optimalnog au-
tomata i algoritama optimizacije. Kao najefikasniji su se pokazali algoritam sin-
teze optimalnog automata pomoéu rekurzije, 1 postupak optimizacije sazimanjem
susednili stanja.

Na kraju, izrazavam zahvalnost prof. dr Séepanu Uséumliéu i prof. dr.

Goranu Kilibardi koji su mi savetima pomogli u izradi magistarske teze.



1 Apstraktni automati i lavirinti

U ovoj glavi bi¢e navedeni osnovni pojmovi i problemi teorije apstraktnih au-

tomata, kao 1 osnovni pojmovi i rezultati o ponasanju automata u lavirintima.

1.1 Pojam apstraktnog automata.
Nacini zadavanja automata.

Ovaj odeljak je posvecen definiciji automata i na¢inima njihovog zadavanja. Radi
toga, ovde se navode 1 najosnovniji pojmovi o grafovima [33].

Oznacimo sa B (X ) sve podskupove skupa X koji imaju tatno k elemenata,
i neka je Bx(X) = UL, Bi(X). Graf je uredeni par G = (V,E), gde je V
konacan skup, a E C B5(V) (sl. 1.a i 1.f). Elemente skupova V i E nazivamo
redom Cévorovima i granama grafa G. Ovako definisan graf nazivamo i neorijen-
tisanim grafom. Ako je E = B5(V), kazemo da je graf potpun. Cvorv eV
je incidentan grani e € E ako je v € e. Za razlitite Cvorove u,v € V kazemo
da su susedni ako {u,v} € E. Dve razliCite grane e;,e; € F su susedne ako
e;Ney # 0. Graf sa petljama je uredeni par G = (V, E), gde je V konacan skup, a
E C B<2(X); elemente skupova V i E nazivamo, redom, évorovima i granama, a
grane oblika e = {v} (v € V) petljarna. Geometrijska reprezentacija u ravni grafa
G se dobija tako Sto se njegovim ¢vorovima pridruze razliCite tatke u ravni, a
granama linije koje spajaju te tacke i to tako da se grani e = {u,v} pridruzi linija
koja spaja tacke koje odgovaraju ¢vorovima u i v. Geometrijsku reprezentaciju
grafa sa petljama dobijamo tako §to grani oblika e = {v} pridruzujemo luk koji
vodi od tacke koja odgovara ¢voru v do iste te tacke.

Neka je V konacan skup. Oznacimo Ay = {(v,v)|v € V}. Uredeni par
G = (V,E), gde je E C V?\ Ay nazivamo orijentisanim grafom ili orgraforn (sl.
1.b). Elemente skupa V zovemo ¢vorovima, a elemente skupa F orijentisanim
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granama orgrafa G. Za gramu e = (u,v) € E kazemo da izlaezi iz ¢vora u, a da
ulaziu evor v, i da su &vorovi u i v incidentns grani e. Geometrijsku reprezentaciju
orijentisanog grafa dobijamo slicno reprezentaciji neorijentisanog grafa, samo $to
kraj grane obelezavamo strelicom.

Ako u definiciji orgrafa pretpostavimo da je E C V2, dobijamo definiciju
orgrafa sa petljarna; petljama nazivamo grane oblika e = (v,v), v € V. Graf
(orijentisani) sa videstrukim granama i petljama je uredeni par G = (V, E), gde
je V konatan skup, a E multiskup nad B<,(V) (nad V?). '

Broj grana grafa G (orijentisanog ili neorijentisanog), incidentnih ¢voru v,
naziva se stepenom ¢vora v i oznacava sa st(v). Graf G ¢iji su svi ¢vorovi stepena,
m nazivamo reqularnim m-graforn.

Neka su date azbuke €, £ i graf G. Ako je svakoj grani (¢voru) grafa G
pridruzeno neko slovo iz azbuke {2 (¥), tada G nazivamo graforn sa oznalenim
granama (grafom sa oznaéenim ¢vorovima). Ako je G graf sa oznatenim granama

i ¢vorovima, tada za graf G kazemo da je oznacen.

d) 2 b

Slika 1.

Matrica susedstva M = [my;].xn grafa G = (V, E) je kvadratna 0-1 ma-
trica reda m (njeni elementi su 0 ili 1) takva da je m; = 1 akko {v;,v;} €
€ E. Na slican na¢in se mogu uvesti matrice susedstva za orijentisane grafove

kao i grafove sa petljama.
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Neka su Gy = (Vi, By) 1 Gy = (Va, B,) grafovi i neka je Vi C V, 1 B, C E,.
Tada kazenio da je graf G, podgraf grafa G, (sl. 1.e). Graf G’ = (V, E') nazivamo
delimicnim grafomn grafa G = (V,E) ako je E' C E (sl. 1.c). Graf (A, E,)
je podgraf grafa G = (V, E) generisan skupom cvorova A, ako A C Vi B4 =
= E N By(A). i oznacavamo ga sa (A)g (sl. 1.d) (ako je iz konteksta jasno u
odnosu na koji graf G se posmatra ovakav podgraf, onda se umesto oznake (A)g
koristi oznaka (A)).

Neka je P neko svojstvo koje mogu imati grafovi a G neki graf. Maksimalni
podgraf grafa G u odnosu na uoteno svojstvo P je svaki generisani podgraf (X)
grafa G za koji ne postoji podgraf (Y') datog grafa, koji poseduje takode svojstvo
B, takav da je X C Y (X je pravi podskup skupa Y).

Niz grana 7: €1, €,,...,¢x (kK > 1) za koje postoji niz &vorova vg, v;. . .., Uk
tako da ¢; = {vi-1,v:}, 7= 1,..., k, nazivamo putemn u grafu G; za put 7 kazemo
da povezuje ¢vor vy sa ¢vorom v, 1 da je vy pocetni, a v, krajnji ¢vor puta 7.
Put u kome se svaka grana pojavljuje najvise jednom, naziva se lancem. Lanac
u kome se svaki ¢vor javlja najvise jednom naziva se prostim lancem. Ako je
VYo = Uk, Kaze se da je put zatvoren. Zatvoren lanac naziva se ciklom. Zatvoren
lanac kod koga se poklapaju samo pocetni i krajnji ¢vor naziva se prostim ciklom.
Ako za svaka dva ¢vora grafa G postoji put koji il povezuje, kazemo da je graf
G povezan. Povezan graf G bez ciklova naziva se drvo (sl. 1.1).

Analogno pojmu puta u grafu, moze se definisati pojam puta u orijenti-
sanom grafu. Neorijentisan put u orijentisanom grafu G je niz grana e,
t = 1,...k, takvih da postoji niz ¢vorova vy, v1, ..., 0, tako da je ¢; = (v;—1,v;)
ii e; = (vi,v;21),i=1,...,k. Put u orijentisanomn grafu G je neorijentisani put
u grafu G, takav da ¢; = (v;-1,v:),i=1,... k.

Sada ¢emo formulisati definiciju apstraktnog konaénog automata i opisati
nacine njiliovog zadavanja. Zatim ¢emo uvesti pojam funkcionisanja automata.

Apstraktni konaéni automat U je petorka (A,Q,B,p,¢), gde su: A =
= {a1,...,0n} ulazna azbuka, Q@ = {g1,...,¢,} skup stanja, B = {b,...b,}
izlazna azbuka, ¢ : @ x A — @ - funkcija prelaska, a ¢ : @ x A — B funkcija
izlaska. Ako su ¢ i % parcijalno definisane funkcije, automat U se naziva parci-
jalnim apstraktnim automatom.

Ako su poznate ulazna i izlazna azbuka kao i skup stanja automata, zada-
vanje automata se svodi na zadavanje funkcija ¢ 1 ¢/. Uobi¢ajeni nacin zadavanja
ovih funkcija je pomoc¢u tablica oblika predstavljenog na slici 2.
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Navedene tablice se mogu objediniti u jednu, tako da tablica u preseku
i-te vrste i j-te kolone sadrzi par (¢(g;.a:)),¥(g;,a:)). Moguée je da funkcija
prelaska bude definisana za odredeni par (g, a), a funkcija izlaska ne. Neka su D,
1 Dy, redom, skupovi uredenil parova (g, a) za koje su funkcije ¢ i 4 definisane.
Razmatracemo takve automate, kod kojih je D, = Dy, i taj skup parova (g, a)

za koje su funkcije ¢ i ¢/ definisane oznaci¢emo sa Dy.

a; a
a; Yl @) a; el 0)
Qm am

Slika 2.

Automat se zadaje i tzv. Murovim dijagramom. Murov dijagram se kon-
struise tako S$to se konstruiSe orijentisani graf sa viSestrukim granama i petlja-
ma, koji ima évorova koliko automat ima stanja. Cvorovi grafa oznacavaju se
slovima iz Q tako da razli¢iti ¢vorovi budu obelezeni razli¢itim slovima. Neka je ¢
proizvoljni ¢vor i neka je (g,a) € Dy. Tada se konstruise orijentisana grana koja
vodi od ¢vora obelezenog sa ¢ u ¢vor koji je obelezen slovom ¢(g, a), i oznacava
sa (a,b), gde je b = 9¥(g,a). Navedenim postupkom konstruisemo oznacen ori-
jentisan graf koji ima omnoliko ¢vorova koliko automat ima stanja, pri cemu su
¢vorovi obelezeni slovima iz ), a grane uredenim parovima iz skupa A x B. Ako je
Dy = ) x A, tada je odgovarajuéi Murov dijagram oznacen regularan m-graf, gde
je m broj slova ulazne azbuke A. Na slici 3 dati su primeri Murovih dijagrama.

{a1.61)

{az.by)

Slika 3.
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Automat 2 = (A, @, B,p,) u kojem je izdvojeno tzv. pocetno stanje go
nazivamo inicijalnim apstraktnim konaénim automatorn i obelezavamo sa g .
Dakle, incijalni automat 2, je Sestorka (4,Q, B, ¥, ¥, go).

Automat A'= (A, Q', B,¢,4') je podautomat automata A= (A, Q, B, ,¥),
ako je @ C Q, i za svaki par (g,a) € Q' x A, vazi ¢'(g,a) = ¢(g,a) i ¥'(g,a) =
= 4(g,a). Murov dijagram podautomata 2’ automata 2 je, u stvari, podgraf
generisan skupom ¢vorova Q' Murovog dijagrama automata 2. Parcijalni automat
A= (A, Q,B,¢,4) je podautomat parcijalnog automata A= (4, Q, B, ¢, ), ako
je Q' C Q, Dy C Dy i za svaki par (g,a) € Diy ¢(g,a) = ¢(g,a) i ¥'(g,a) =
= (g, a). Murov dijagram podautomata ' parcijalnog automata 2 je, u stvari,
podgraf Murovog dijagrama parcijalnog automata 2.

Potetni interval duzine n (n € N) skupa prirodnih brojeva je skup m =
{1,2,...,n}; potetni interval duzine 0 je prazan skup. Konacna niska elemenata
nekog skupa je svako preslikavanje nekog pocetnog intervala skupa prirodnih bro-
jeva u taj skup. Kazemo da je konatna niska prazna, ako odgovara pocetnom
intervalu duzine 0. Duzina kona¢ne niske je broj elemenata sadrzan u odgo-
varajuéem pocetnom intervalu.

Uzmimo neprazan konacan skup C i nazovimo ga azbukom; elemente skupa
C u tom sluéaju zovemo slovima, a proizvoljnu kona¢nu nisku slova a skupa C
zovemo reé u azbuci (ili nad azbukom) C. Prazna reé je re¢ koja odgovara praznoj
niski. Ret o, a: 7 — C (n > 1), se obi¢no zapisuju u obliku a = @102 ... an,
gde je a; = a(i). Prazna ret se oznatava sa A. Sa || oznatimo duzinu reci o,
Ako je |a] = n, tada ¢esto umesto & pisemo o™ Skup svih re¢i nad azbukom C
oznacavamo sa C*, skup svih nepraznih reéi sa C*, a skup svih reci duzine [ sa C'.
Za reci skupa C* je definisana operacija konkatenacije: rezultat konkatenacije dve
reti byiby... by icicy. .. CpjeTel dy .. dpdpis .. myn, gde je dy = bi,...,dp =
b, dma1 = C1,-- -y dmin = Cn. Ako se ret y dobija konkatenacijom reéi o i 0,
pisemo v = af. Ako su v, § 1 & reci, pri cemu je v = §aé’ za neku rec o, tada
kazemo da je § pocetak, a, &' kraj reti . Ako je § # 7, tada pocetak 6 reci v
nazivamo pravim pocetkom; ako je & # v, tada kraj & reti v nazivamo pravim
krajemn. Potetak reci v duzine [ oznacavamo sa v (vJo = A), a kraj reci vy duzine
Usa v (vfo=A).

Ulaznirn reéima, izlaznim recimai recima stanja automata 2, A = (A, Q, B,
¢, 1)), nazivamo redom re¢i nad azbukama A, B i Q.

Beskonaéne nizove slova azbuke C, tj. preslikavanja oblika a : N — C, nazi-



O sintezi optimalnih automata u nekim klasama lavirinata 10

vamo w-re¢ima nad azbukom C. Skup svih w-re¢i nad azbukom C' oznatavamo
sa C. w-reti azbuka A, @, B automata A = (A, Q, B, ¢,%) nazivamo redom
ulaznim w-reéimna, w-reétma stanja i izlaznim w-redima automata 2.

Funkcije prelaska i izlaska automata 2 = (A, Q, B, ¢, ¥) prosirimo na @ x A*
na slede¢i nacin:

p(g,A) = g, p(g,a) = p(p(g,a),a) gde g € Q,x € A*, a € A
P(g,A) = A, P(g,aa) = Y(p(g,@),a) gde g € Q, € A", a € A.

Skup uredenih parova (g,a) € @Q x A" za koje su funkcije ¢ i 4 definisane,
oznaci¢emo sa Dy.

Ako je u C data relacija linearnog poretka <, to na skupu C* mozemo
definisati linearni poredak (alfabetski poredak), oznatavatemo ga takode sa <,
na sledeéi nacin. Pre svega pretpostavimo da je A < « za svako a € C*. Neka
su @, f € C* dve proizvoljne reci. Re¢i ¢emo da je o < g ako: ili postoji v € C*
takvo da je o = yo/, f =0, ||, |B| 2 11 ]; £ 1, ili postoji § € C* takvo
da je 8 = aé.

Automat 2 = (A, Q, B, p, %), nalazeéi se u stanju ¢, ulaznu re¢ o™ trans-
formige u re¢ stanja i izlaznu re¢ koje oznatavamo sa %(q, ™) i 9(g,a™) na

sledeéi nacin:

_@(Qa a(m)) = (P(q, a(m)]O)Lp(Q> a(m)h) te 1,0((], a(m)}m)
ﬂ)(qv a(m)) = 1/)(% a(m)]l)w(% a(m)b) T 1/)((]7 a(m)]m)’ -

Transformisanje ulaznih re¢i o™ automatom 2, moze se opisati relacijom:

Fy = {(a'™, B(q,a™), ¥(g,a™))ja!™ € A*,g € Q, (g, &™) € Dy, m=1,2.. .}

Relaciju Fy nazivamo funkcionisanjem automatae 2.

Navedimo primer automata a zatim konstruis$imo njegov Murov dijagram i
opisimo funkcionisanje.

Primer: Neka je & = ({a1, a2}, {q1, 92}, {b1, b2}, 0, ¢), gde su funkcije ¢ i
1) zadate tablicom na sl. 4.

! g2
a; | (g1, b1) (g1,b2)
(g2,b1) (g2, b2)

Slika 4.

Murov dijagram automata 2 predstavljen je na slici 5.
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(alth) (alsh2)

(a2,b2)
Cw_ ®

(Uz.-b 1)
Slika S.

Za q; € Q,7 € {1,2} i proizvoljnu re¢ ¢ = a;ai,...q;, iz A*, imamo
2(gi, 0iyasy - .- 0i) = GiGinGin - - - Gin, > V(Giy 04 Gy - - 05,,) = bibi iy .. by, _,. Funkci-
onisanje automata 2 modelira element zadrske, u stvari, elektricnu Semu koja se
koristi u elektronskim racunskim masinama za zadrzavanje impulsa signala.

Ako je 2, inicijalni automat tada se funkcionisanje opisuje relacijom

Fy,, = {(,®(q0, @), (g0, @)) | € A*, 7 i ¢ su definisani za (go, @)}

Stanje ¢ inicijalnog automata %,, = (A, @, B, ¢, ¥, go) naziva se dostiznim
iz poCetnog stanja go ako postoji trojka (a,v, ) € Fy, takva da re¢ -y sadrzi
stanje gq.

Inicijalni automati i njihovo funkcionisanje zadaje se i tzv. kanonickim
jednacinama. Nije tesko uociti da je funkcionisanje Fy,  inicijalnog automata
A, = (A, Q,B,¢,%,q0), skup trojki redi (a,~, ), takvih, da za neko m €
€ {1,2,...} vazi

a=a(l)a(2)...alm);y=¢(1)q(2)...qg(m +1); 8= b(1)b(2) ... b(m)

i pri tome su zadovoljene relacije:

q(1) = go
q(t+1) = p(q(t),a(t))
b(t) = ¥(q(t), a(t))

(t =1,...,m) koje nazivamo sistemom kanonickih jednacina automata U,

1.2 Osnovni tipovi ponasanja automata

Jedna od najvaznijih karakteristika apstraktnih automata je takozvano ponasanje
automata. Ovde ¢emo navesti tri osnovna tipa ponasanja automata.

Neka je %, = (A,Q,B,¢,¢,q) inicijalni automat. Slovarna funkcija
f (™) = (g0, a™), koja preslikava skup A* u skup B*, predstavlja ponasanje
automata Uy, kao pretvaraéa. Funkciju f(o™)) nazivamo konaéno automatnom
funkcijom, koja se realizuje (ili izratunava) automatom 2. Inicijalni automat

razmatran sa ovog stanovista, naziva se autormnat pretvarac.
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Inicijalni automat 2, , zadat Murovim dijagramom predstavljenim na slici
6. realizuje preslikavanje ulazne re¢i o u izlaznu re¢ § tako $to se u njoj nule
koje se nalaze posle jedinica zamenjuju jedinicama. Opisano preslikavanje je
osnovna karakteristika zadatog automata, koji se razmatra kao pretvara¢ reci

njegove ulazne azbuke A = {0,1} u redi izlazne azbuke B = {0,1}.

(0,0)

Slika 6.

Neka je dat inicijalni automat 2, = (4,Q,B,¢,%,q) i skup B’ C B.

Uoc¢imo skup Lp: reci azbuke A definisan na sledeéi nacin:
Ly = {o!™ € A*[4(go, ™) € B'}.

Skup Lp nazivamo ponasanje inicijalnog autornata 2, kao akceptora wu
odnosu na skup B'ili dogadajem predstavlyivim inicijalnim autornatom g, pomocu
skupa B'. Na taj nacin, ponasanje automata 2, kao akceptora predstavlja skup
ulaznih re¢i na koje automat 2, reaguje pojavom na njegovom izlazu signala iz
izdvojenog skupa B’. U ovom slucaju, automat 2, tretiramo kao uredaj koji
raspoznaje ove ili one klase ulaznih re¢i. Inicijalni automat, razmatran sa ovog
aspekta, naziva se automnat akceptor. Kaze se da zadati automat prepoznaje ili
akceptira tj. prihvata opisani skup Lp  re¢i ulazne azbuke.

Nije teSko uociti da se skup M ulaznih re¢i automata 2, , zadatog Murovim
dijagramom predstavljenim na slici 7, za koje automat posle njihovog prihivatanja
na izlazu daje jedinicu, sastoji od rei oblika:

ki T3 my ko n2 m2 ks Mg Mg kot

gdejes>0,k>0,n>1,m>1,i=1,...,8+1 (uslucaju s = 0 rec je oblika

1..11)
——
ksts
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(LD

(0,0)

Slika 7.

Pre nego nego $to navedemo jo§ jedan tip ponasanja automata za koji se
automat naziva upravljackim automatom, uvedimo definiciju Murovog automata.

Automat A = (A, Q, B, ¢,v¥) naziva se Murovim automatomn ako funkcija
izlaska 1)(g,a) ne zavisi od promenljive a, tj. ako je ¥(q,a) = ¥(g). Dijagram
Murovog automata mozemo pojednostaviti tako Sto éemo ¢vorove njegovog dija-
grama obelezavati slovima skupa stanja i odgovarajuéim slovima izlazne azbuke,
a njegove grane obelezavati samo slovima ulazne azbuke.

Na slici 8 predstavljen je dijagram Murovog automata 2({0, 1}, {q1, g2, 43, ¢4 }

{01}, 0, 9).

Slika 8.

Proces upravljanja moze se Sematski predstaviti kao na slici 9. gde je V
upravljackr ureday, a W objekat upravijanja. Uzmimo da su V i W konacni au-
tomati koji funkcionisu u diskretnom vremenu t = 1,2,... i neka je W Murov
automat. Za upravljacki automat V mogu se postaviti sledeci zadaci: prevodenje
objekta upravljanja W, koga nazivamo upravljivim automatom, u neko zadato
stanje, zadrzavanje automata W unutar nekog zadatog skupa stanja; optimizacija

ucestanosti nalazenja automata W u stanjima nekog zadatog skupa stanja, itd.
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Zavisno od postavljenog cilja za upravljivi automat realizuje se problem nje-
gove konstrukcije poznat kao zadatak sinteze automata. Napomenimo da je
posebno bitan zadatak sinteze univerzalnih upravljackih automata za neku klasu

upravljivih automata.

Slika 9.

Definisimo, sada, pojam ponaSanja inicijalnog automata kao upravljackog
uredaja.

Ponasanje inicijalnog auvtomata A,y = (A, Q, B,¢,%,q) kao upravijaca
naziva se par (A, 7), gde je A'y = (B,Q', 4, go’,;(p',q(’)) inicijalni konatni Murov
automat, 7 niz cetvorki (qo, g5, @o,bo), (q1,4:,a1,b1), - - ., 2a koje je ag = ¥'(qp),
bo = 9 (o, @0), Gis1 = ©(qi, 4i), diyy = ©'(h b); Qir1 = Y'(@hgn)s bivr = P(giv1, Qiv1).
Niz 7 opisuje rad sistema, koji se dobija kao rezultat izjednacavanja izlaza au-
tomata 2y, sa ulazom automata ™A'y, a ulaza automata 2, sa izlazom 'y, Za
proizvoljno i = 0,1,..., ¢ je stanje automata 2, u trenutku t = 7; g; je stanje
automata 'y, u trenutku ¢ = 1, a; ulazni signal, a b; izlazni signal automata 2y,

u trenutku t = 1.

(L1

(1.0%(0,0)

Slika 10.

Pona$anje automata kao upravljackil uredaja u tesnoj je vezi sa ponasanjem
automata u lavirintima.

Na slici 10. predstavljen je dijagram upravljackog automata 2 koji au-
tomat 2, ¢iji je Murov dijagram predstavljen na slici 8, i ¢ije je poCetno stanje
proizvoljno, posle konatnog broja koraka prevodi u stanje g, i dalje neograniceno

dugo ostaje u tom stanju.
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1.3 Homomorfizam i izomorfizam automata

Neka su dati automati A = (A, Q,B,p,v) i A' = (4, Q, B, ¢',4'). Trojku pre-
slikavanja (f,9,h), gdeje f: A = A", g: Q — Q' i h : B — B, nazivamo

homomorfizmom autornata A u automat A', ako je

9(p(g,a)) = ¢'(9(q). f(a)),  h(v(g,a)) = +'(9(g), f(a))

za svako (g,a) € Dy. Ako su preslikavanja f, g i h surjektivna tada kazemo da
je trojka (f, g, k) homomorfizain automata A na automat A'. Ako postoji homo-
morfizan automata A na automat ', tada za A’ kazemo da je homomorfna slika
automata 2. Ako su f, g i h bijekcije, onda trojku (f, g, h) nazivamo fzormn.or-
fizmom automata A na autonat A'. Ako postoji izomorfizam automata 2 na
automat ', kazemo da su automati A i A' 1zomorfni.

Uocimo specijalni slu¢aj homomorfizma kada su ulazne i izlazne azbuke
automata jednake i kada je f = 14 i h = ip (ix(z) = z za svako z € X). Tada
homomorfizam odreduje samo preslikavanje g : Q — @', i zato ¢emo ubuduée
homomorfizam (i4, 9,75) obelezavati sa g, i nazivati ga g-homomorfizam.

Za proizvoljan g-homomorfizam ¢ automata A=(4,Q, B, ¢, 1)) u automat
A'=(A, Q. B,¢'.¢') oznatimo sa ¢* preslikavanje ¢* : Q* — Q* takvo da je
9" (@192 - - qx) = 9(q1)9(g2) - .. 9(gx) za proizvoljnu re¢ q1gs...qx € Q*. Za pres-
likavanje ¢* vazi sledeée tvrdenje.

Lema 1. Neka je g proizvoljni g-homomorfizamn automata A= (A, Q, B, ¢, 7))
u autornat A' = (A, Q', B, ¢',¢'). Tada je

9" (@l 0'™)) = F(9(9). ™) i (g, a™) =7 (g(g), ™)

za svako (q, ™) € Dy.

Dokaz: Tvrdenje ¢emo dokazati matematickom indukcijom po duzini m

reci (™). Ako je m =1, tada je oY) = a za neko a € A. Kako je

97(®(g:0)) = 9(gv(q, 0)) = 9(9)9(e(g, ) = 9(a)¢' (9(q), ) = F'(9(q). a),
to je prva jednakost tatna za m = 1. Pretpostavimo da je ono ta¢na za proizvoljno
m, tj. da je ¢"(®(g, '™)) = T (9(q), ™) i dokazimo da je tatna za m + 1, tj.
da je ¢"(@(g, ™)) = F'(9(g), &™), Tz g"((g, ™)) = P'(9(g), @™ sledi
da je g(ip(g,a™)) = ¢/(9(g), ™). Dalie imamo da je

?(g. ™) = p(g, 0™ a) = B(g, ™) p(0(g, &™), a)
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7 (9(g), &™) = F'(9(q), a™a) = F'(9(q), &™)’ (¢'(9(g), &™), a).
Otuda sledi da je

¢ (Blg, ™)) = ¢*(B(g, ™ >)90(90(q a(’")),a)) = g"(®(g, ™))
9(le(g.a™),a)) =T (9(q), ™) (¢'(9(g), ™), a)) = F'(9(q), ™)),

¢ime je prva jednakost dokazana. Dokaz druge jednakosti je analogan.

Neka je {X, |. € I} indeksirana familija skupova. Tada, za svako ¢« € I sa

p, oznacinio funkciju projekcije proizvoda [] X, na ¢-ti ¢lan X, ovog proizvoda.
€7

Neka je Fy C A* x Q* x B* funkcionisanje automata 2 = (A, Q, B, ¢, 9).
Uvedimo skupove Py = {(a,0) : (3u € Q*)(a,u,B) € Fy}, Uy = p1(Fo) =
P1(Pa) i In = p3(Fa) = pa(Pa).

Primetimo da iz leme 1 sledi da ako postoji g-homomorfizam automata A
u automat A, onda Py C Py

Preslikavanje g : Q' — Q" je g-homommﬁzam tnecyjalnog automata QL’, =
(A, Q", B, ¢, q) (na) u inicijalni automat ,, =(A,Q",B,o",y", q), ako je
(24,9,1p) homomorfizam automata 2’ (na) u automat A" i ako je g(qp) = g5
(automati ' i A" su odgovarajuéi neinicijalni automati za automate Ql;(,) i Ql;’z]).

Za g-homomorfizam inicijalnih automata vaze sledeca tvrdenja:

Tvrdenje 1. Ako postoji g-homomorfizam inicijalnog automata Ay =
= (A, Q,B,p,v, q) u inicijalni automat 91;6 = (A, Q,B,¢, Y, q) 1 ako je a €
Uy, onda je a € Uﬂl‘qé: 1 (g0, @) = P (g}, a).

Dokaz navedenog tvrdenja sledi iz leme 1.

90

Tvrdenje 2. Neka su parcijalni inicijalni autornati Ql; . = (A,Q', B

¢\, q) 7:2[:1/6' = (A, Q",B,¢". 4" q") g-homomorfni. Tada je Py, C Pys (i,
o 4o
sledstveno, Uy C Uge @ Iy C Ign ).
90 90 9o 9
Dokaz: Ako je (o, §) € Py, tadaje (o, ) = (a,@’(q(’),o:))‘ Prema tvrdenju
9o
1, ¥(gp, ) = ¥'(g5,), pa je (2, 8) = (o, ¥ (g0,0)) € Py, , Cime je tvrdenje
g,

dokazano. °
1.4 Analiza i sinteza automata

Nacini opisivanja ponasanja automata se mogu podeliti na dve grupe, na grupu
jezika, tj. algebarsko logickog opisivanja, i grupu nacina koji opisuju unutrasnje
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procese realnili automata, kao $to su npr. Murovi dijagrami, izvornici i sl.
Prelazak sa prvog na drugi nacin zadavanja, nazivamo sintezom automata, a od
drugog na prvi nacin zadavanja, analizom automata.

U odeljku 1.2 receno je da se automatom prihvatacem zadaju, tj. prepoz-
naju skupovi rec¢i ulazne azbuke koji se nazivaju dogadajima. Dogadaji koji se
predstavljaju automatima mogu se, takode, zadavati pomoéu tzv. izvornika.

Neka je zadat inicijalni automat A, = (4,Q, B, ¢,¥,q) i podskup B’ C B.
Reéi ¢emo da automat 2, predstavlja podskup E,E C A*, pomoc¢u izdvojenog
podskupa B’, ako je za proizvoljnu re¢ « iz A* pripadnost a podskupu E ek-
vivalentna relaciji v(q, ) € B’. Automat 2, sa izdvojenim podskupom B’
oznaci¢emo sa (A, B') ili sa A, = (A,Q,B, ©,9, ¢, B’). Podskupove skupa A*
¢emo ubuduce nazivati dogadajima.

Izvornik nad azbukom A je konaé¢ni orijentisani graf G cije je svako rebro
obelezeno slovom azbuke A, u kojem je izdvojen tzv. pocetni ¢vor v, i neprazan
podskup F' zavrsnih ¢vorova, pri ¢emu su ispunjeni uslovi:

1) razlicita rebra koja izlaze iz jednog istog ¢vora obelezena su razli¢itim
slovima azbuke A.

2) za svaki ¢vor v postoji put 71 koji vodi iz vg u v 1 put 7, koji vodi iz v u
neki zavrsni ¢vor.

Broj ¢vorova izvornika G nazivamo njegovom sloZeno$éu i oznaavamo sa
|Gll. Svaki izvornik nad azbukom A odreduje dogadaj |G|-skup reci p =

= Q... 04

. U azbuci A, za koje postoji put m = vp;,v;, . .. p;, v;, U izvorniku G,
koji vodi iz vg u zavrsni &vor v;, Cije je rebro p; (1 < 7 < k) obelezeno slovom a;;.
Govori¢emo da re¢ a,, ... a;, odgovara putu 7.

Neka je % = (A, Q. B, ¢, 1, go) automat i neka je Ly 5y # 0 dogadaj pred-
stavljen podskupom B’ skupa slova izlazne azbuke B.
koji se sastoji iz svih ¢ € @ za koje postoje re¢i o, € A*, takve da je ¢ =
©(qo, @), ¥ (go, @) € B'. Iz &vora g; vodi rebro u &vor ¢, izvornika Gy 51, oObelezeno
slovoni a iz A, tada i samo tada, kada je ¢(q;,a) = go. Pocetni ¢vor je stanje go, a
skup F' zavrsnih ¢vorova sastoji se iz svih ¢ € @' za koje je ¢/(q) € B'. Ocigledno,
za svaki, na ovaj nacin konstruisani, izvornik vazi jednakost Ly ) = |G2,51))-

Obrnuto, neka je G-proizvoljni izvornik nad A, vy njegov pocetni ¢vor i F
skup zavrsnih ¢vorova. Razmotrimo automat % = (A, Q,{0,1}, ¢, 9, vo), Ciji se
skup stanja sastoji iz skupa ¢vorova izvornika G i dodatnog elementa ¢’. Ako je
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g € @, ¢ # ¢ iizvornik G sadrzi rebro iz ¢vora q u ¢vor ¢;, obelezeno slovom
a tada je ¢(g,a) = ¢;. Ako iz ¢vora ¢ ne izlazi rebro obelezeno slovom a, tada
je ¢(g,a) = ¢". Osim toga (¢, a) = ¢ za proizvoljno a i ¥(g) = 1, tada i samo
tada, kada ¢ € F'. Ocigledno je Ly (1)) = |G|.

Ukazana ekvivalentnost izmedu nacina zadavanja dogadaja automatima i
1zvornicima omoguéuje svodenje, dalje razmatranih zadataka analize i sinteze au-
tomata na odgovarajuée probleme za izvornike, koji su vise podesni sa teorijskog
aspekta.

Pokazano je da se skup dogadaja koji se mogu predstaviti automatima,
podudara sa skupom regularnih dogadaja, koji se predstavijaju pomocu tzv. re-
gularnih izraza.

Neka je A = {a;,...,a,} konatna azbuka i (,),V, -, <, >, e - pomoéni
simboli koji ne pripadaju azbuci A. Definisimo induktivno regularan izraz nad
azbukom A.

1. Svako slovo a; azbuke A, a takode i simbol ¢ su regularni izrazi nad A.

2. Ako su R; i R, regularni izrazi nad A, tada su R = (R, VR,), R =
(R1- Rp) i R= (Ry) takode regularni izrazi nad A. Respektivno govorimo da je
R dusjunkcija, konjunkcija i iteracija izraza Ry i Rs.

Definisimo. takode, slozenost L(R) regularnog izraza R,

L{e)=10

L(a;)=1,a, € A

L({R))=L(R)+1

L((RyV Ry)) = L((Ry - Ry)) = L(Ry)) 4+ L(Ry) + 1.

Svakom regularnom izrazu R nad azbukom A pridruzimo neki skup reci
|R| nad azbukom A, koji éemo nazivati regularnim dogadajern, zadanim datim
izrazom K. Naime,

lef = {A} (A - prazna rec)

|aif = {ai}

[(Ry v Ry)| = |Ry| U | Ry

(B Ro)l =4p: Gp.@)lp=g-rAge|R| AT € |Ry)}

[(R) [ =Ap: Gpr,-.p)p=p1...peApr € R A~ Ap, € R U}

Posto je | /: - (Ry- R3)| = |(Ry - Ra)- Ra|, |[Ry V(R V Rs)| = |(Ry V Ry) V Ral,
[(R1V Ry)| = [(RyV Ry)|, to regularne izraze koji se razlikuju rasporedom zagrada
u delovima oblika Ry ... Ry, Ry V...V Ry i poretkom ¢lanova u izrazima oblika

Ry V...V Ry, smatra¢emo uvek jednakim, ukoliko to nije posebno naglaseno.
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Neka je G zadati izvornik. Analizom izvornika G nazivamo postupak odredi-
vanja regularnog izraza R, tako da je |G| = |R| [17].

Problem obrnut problemu analize izvornika naziva se problem sinteze izvor-
nika.

Neka je dat regularan dogadaj zadat regularnim izrazom R. Postupak odredi-
vanja izvornika G, takvog da je |G| = |R|, nazivamo sintezom izvornika G.

Zbog opisa algoritma sinteze izvornika G uvedimo nekoliko novil pojmova.
Neka je regularan dogadaj zadat regularnim izrazom R.

Ako je regularan izraz oblika R; V Ry... Ry, gde izraz R;(1 < 7 < k) nije
disjunkcija, onda se izrazi R;,... Rk nazivaju élanovima izraza R. Ako regularni
izraz nije disjunkcija onda je on Clan samoga sebe.

Mestom razdvajanja u reqularnom izrazu R nazovimo specijalni znak | posta-
vljen izmedu proizvljna dva znaka tog izraza (ukljucujuéi i zagrade). Mesto koje
se nalazi levo od prvog simbola izraza R nazovimo poetnim mestom, a mesto
koje se nalazi desno od poslednjeg simbola izraza R poslednjim ili konacnim. Ako
se 1z mesta « regularnog izraza moze pre¢i u mesto J, koristeéi samo prelaz preko
e, tada kazemo da je mesto J podredeno mestu «.

Uvedimo sledeéa pravila podredenosti mesta:

1. Pocetna mesta svih ¢lanova izraza R zatvorenog u obicne ili iteracione
zagrade, podredena su mestu koje se nalazi neposredno levo od pocetne zagrade.

2. Mesto, koje se nalazi neposredno desno od zatvorene (desne) zagrade,
podredeno je kona¢nim mestima svih ¢lanova izraza zatvorenog u odgovarajuce
zagrade, a u sluéaju iteracionih zagrada, takode i mestu, koje se nalazi neposredno
levo od odgovarajuce otvorene (leve) zagrade.

3. Pocetna mesta svih Clanova izraza zatvorenog u iteracione zagrade,
podredena su mestu, koje se nalazi neposredno desno od odgovarajuce desne
(ztvorene) zagrade.

4. Mesto koje se nalazi neposredno desno od simbola prazne reci, podredeno -
je mesto koje se nalazi neposredno levo od tog simbola.

5. Ako je mesto v podredeno mestu 4, a mesto § mestu «, tada je i mesto
v podredeno mestu .

6. Svako mesto podredeno je samome sebi.

7. Ne postoje drugi slucajevi podredenosti mesta.

Neka je p re¢ u azbuci A nad kojom je zadan regularan izraz R. Uvedimo,

induktivno, definiciju mesta g, koje p-sledi za mestom o tog izraza.
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1. Mesto 3 e-sledi za mestom a, tada 1 samo tada, ako je § podredeno c.

2. Neka je mesto § p-sledi za mestom o i neka je mesto v podredeno mestu
8, pri ¢emu se neposredno desno od mesta v nalazi slovo a. Tada mesto 6, koje
se nalazi neposredno desno od slova a, pa-sledi za mestom o.

Osnovnim mestom regularnog izraza R, zadatog nad azbukom A, nazivamo
mesto neposredno levo od kojeg se nalazi slovo te azbuke, a takode i pogetno
mesto. Osnovno mesto izraza nazivamo finalnim, ako mu je podredeno konaéno
mesto tog izraza. Mesto izraza R neposredno desno od kojega se nalazi slovo
azbuke A nazivamo predosnovnim.

Odredimo izvornik G = S(R) nad azbukom A koja se podudara sa azbukom
zadatog izraza R, tako da je |G| = |R].

Za pocetni evor vy izvornika G = S(R) uzmimo po¢etno mesto izraza R.
Neka je a proizvoljno slovo azbuke A. Odredimo skup v, svih osnovnih mesta
izraza R, koja a-slede za njegovim pocetnim mestom. Ako je v; # 0, tada je
Vo Cvor izvornika G, u koji ulazi rebro koje izlazi iz ¢évora vy i ¢ija je oznaka
slovo a. Ukoliko je v, = 0, tada iz &vora v, ne izlazi rebro obelezeno slovom a.
Pretpostavimo da je v ve¢ konstruisani évor izvornika G, koji je ustvari neprazan
skup osnovnih mesta izraza R, za proizvoljno slovo b azbuke A odredimo skup v
svih osnovnih mesta izraza R, koja b-slede bar za jednim mestom skupa osnovnih
mesta v. Ako je v, = ), tada se iz évora v ne konstruise rebro obelezeno slovom b,
Ako je vy, # 01 ako se podudara sa nekim veé konstruisanim &vorom w izvornika G,
tada konstruisemo rebro iz ¢vora v u évor w i oznaéavamo ga slovom b. Ako je v, #
0 i ne poklapa se ni sa jednim od veé konstruisanih évorova, tada konstruisemo
novi &évor v, 1 rebro p, koje vodi iz v u vy, oznacavajuéi to rebro slovom b. Cvor v
konstruisanog izvornika G je zavrsni ako sadrzi bar jedno finalno mesto izraza R.
Primetimo, da ako je k broj svih pojavljivanja azbuke A u izrazu R, tada broj
¢vorova izvornika G nije veéi od 251,

Slede¢om teoremom, koju navodimo bez dokaza, dokazana je korektnost
opisanog postupka sinteze.

Teorema 1. [17]) Jednakost |R| = |S(R)| je tacna za proizvoljan reqularan

wzraz R.
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1.5 Minimizacija automata

Postupkom sinteze automata, opisanom u prethodnom odeljku, dobija se automat
koji, u opStem slu¢aju, nema minimalan broj stanja. Tako, na primer, automat

Ciji je dijagram predstavljen na sl. 11.a realizuje isto preslikavanje kao automat

¢iji je dijagram predstavljen na sl. 11.b.

(1,0)

©.1) (1,1)

0.1)

a) b)
Slika 11.

Automat na slici 11.b dobijen je razbijanjem skupa stanja automata pred-
stavljenog na sl. 1l.a u dve grupe {gs,49s, 95} 1 {q1,¢3}, i zatim njihovim iz-
jednacavanjem u okviru iste grupe. Ovo je moguée jer automat za sva stanja
iz iste grupe daje ista izlazna stanja (slova) i pri tome njegov prelaz iz stanja
jedne u stanja iz druge grupe jednoznacno je odreden ulaznim signalom nezavisno
od izbora predstavnika grupe. Zato se stanja iste grupe mogu izjednaciti i tako
dobiti automat predstavljen na sl 10.b).

Postupak dobijanja iz zadatog automata G takvog automata G’ koji ima
manji broj stanja i koji realizuje isto preslikavanje (pretvaranje) skupa ulaznih u
skup izlaznih re¢i, naziva se minimizacijomn automata. Konacni automat na koji
se postupak minimizacije viSe ne moze primeniti, zove se minumalnim odnosno
svedenim automnatomn. Ovde ¢emo umesto termina minimalni automat koristiti i
termin optimalni automat. ReSavanje problema dobijanja optimalnog automata,
tj. automata svedenog oblika, namece potrebu razmatranja niza relacija ekviva-
lencije vezanih za funkcionisanje automata. Razmotrimo neke od njih.

Neka su zadati automati A = (A,Q,B,p,¢) i A = (4,Q,B,¢,v¥'). Za
stanja g i ¢, g€ Qiq¢ € @, kazemo da su nesaglasna ako postoji re¢ a € A*
takva da (¢,a) € Dy, (¢, ) € Dy i 9(g, ) # ¢'(¢, @); za ovakvu re¢ a kazemo
da razlikuje stanja ¢ i ¢’. Za stanjagi ¢, ¢ € Qiq € @', kazemo da su saglasna
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ako nisu nesaglasna, tj. ako za svaku re¢ o € A% iz (¢,a) € Dy i (¢',a) € Dy
sledi da je ¢)(q, @) = ¢¥'(¢’, ). Ako su stanja ¢ i ¢’ saglasna i za svaku re¢ o € A™
vazi da je (¢, ) € Dy akko (¢', ) € Dy, tada za stanja ¢ i ¢’ kazemo da su jako
saglasna $to éemo oznacavati sa ¢ ~ ¢’. Primetimo da se u slu¢aju "potpunih"
automata pojmovi jake saglasnosti i saglasnosti poklapaju.

Postupak minimizacije automata sastoji se i u odredivanju skupova njegovih
saglasnihi, odnosno nesaglasnih stanja. Pre nego $to navedemo tvrdenje kojim
se daju potrebni i dovoljni uslovi o nesaglasnosti dva zadata stanja automata
2A = (A Q, B, ¢,¢), navedimo sledee oznake i leme.

Neka je dat automat % = (A, Q, B, y,¢), gde je @ = {q1,4¢2,.--,¢n}, 1 neka
je g € Q1ik eN. Oznacimo sa N: skup svih stanja ¢’ automata 2 takvih da je
(¢,0) € Dy, (¢',a) € Dy i (g, ) # (¢, ) za neku re¢c o € A* duzine najvise
k, a sa N'* uredenu n-torku (N}, Nf, ..., Nk ).

Lema 2. Ako za parcijalni automat A = (A, Q, B, p, ) postoji k € N tako
da je N* = N**1 onda je za svako | > k, N* = N .

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje k,l € N, > k+1, tako da
je Nk = N*+1 g Nk £ AL Odavde sledi da postoji i (1 <i<n)igé€ Q takvo
da su ¢; 1 g nesaglasna stanja, a da svaka re¢ iz A* koja ih razlikuje nema manju
duzinu od k + 2; neka je o!¥ jedna od takvih "najkraéih" re¢i (znagi t > k + 2).
Neka je s = t — k i neka su ¢(g;,a®],_1) = ¢' i v(g,a®],_1) = ¢". Primetimo
da ¢" ¢ N:,, zato §to bi u suprotnom postojala kraéa re¢ od o koja razlikuje
g; i g 5to je nemoguée. Posto ¥(g;, o) # (g, o), odatle sledi ¥/(q’, @ [rs1) #
# 9(¢",aMis:), $to znaéi da ¢ € N, tj. NE # NE*1, sto je suprotno

pretpostavei leme.

Lema 3. Nekaje? = (A, Q,B,¢,v) parcijalni autornat, i neka je |Q| > 2.
Tada je najmangje k, za koje je N* = N*+1 manje ili jednako od |Q]* — |Q).

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. postoje nesaglasna stanja ¢ i ¢3 iz @,
takva, da svaka ret iz A™ koja ih razlikuje nije duzine manje od |Q|*—|Q|+1. Neka
je oY jedna od takvik najkraéih re¢i. U nizu (¢9,¢9), (¢}, 3), ..., (g7}, ¢571), ede
je (¢i,¢5) = (g aM), (g, a))) (i = 1,...,t — 1) se ili neki od njegovih
¢lanova ponavlja ili je ¢i = ¢, za neko 0 < 7 < t — 1, Sto je nemoguce posto
re¢ razlikuje stanja ¢¥ i ¢3. Neka se neki ¢lanovi niza ponavljaju, i neka su to,
recimo, clanovi (g%, ¢%) i (¢}, ¢b), k < I. Tada umesto re¢i @ = o¥) posmatrajmo

re¢ o = alyaf;. Ocigledno, re¢ o razlikuje stanja ¢ i ¢3, ali ona je kraéa od reci
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a. Iz dobijene kontradikcije sledi tacnost leme.

Napomena. Primetimo da za automate ("potpune", ne parcijalne) mini-
malna re¢ koja razlikuje proizvoljna dva nesaglasna stanja je uvek kraca od |Q)
(dokaz ovog tvrdenja se moze nadi, na primer, u [34}).

Iz navedenih lema sledi teorema.

Teorema 2. Dwva stanja zadatog parcijalnog automata A = (A, Q, B, v, ),
|Q| > 2, nesaglasna su ako i samo ako postoji reé¢ duzine najvise |Q* — |Q| koja

th razlikuge.

Grafom prelaska automata A = (A, Q, B, ¢, v) naziva se orijentisani graf G
dobijen brisanjem oznaka grana i cvorova njegovom Murovog dijagrama. Automat
2 je (jako) povezan ako za proizvoljna dva ¢vora grafa prelaska G toga automata
postoji (orijentisan) put u grafu G koji ih povezuje.

Teorema 3. Neka postoji g-homomorfizamn parcijalnog automata A" =
= (A, Q', B, ¢ ¢') na parcijalni automati A" = (A, Q", B,¢",¢") 1 neka su stanja
i, q; € Q' nesaglasna. Tada su @ nyihove homomorfne slike 9(q;) i g(q;) takode
nesaglasna stanja.

Dokaz: Neka je g(¢}) = ¢/ i neka je g(¢;) = ¢j. PoSto su stanja g; i
g; nesaglasna, postoji re¢ a € U% koja ih razlikuje, tj. za koju je ¥(q, a) #
# 9(g},a). Na osnovu leme 1 ¥'(g},a) = 9" (9(q),a) = ¥ (¢, a) i isto vazi
za stanje ¢, tj 'z/_)/(q.;-?a) = 'L/_)”(g(q;-),a) = 9’ (¢/, ). Odatle zakljuéujemo da

(q1 o) # Y (q;’ , ), ¢ime smo dokazali da su stanja ¢’ i ¢j nesaglasna.

Sada ¢emo navesti neke pojmove vezane za potpune automate. Operacija
sabiranja automata definise se na sledei nacin. Neka su zadati parcijalni auto-
mati A = (4,Q,B,0,¢) 1A = (A,Q,B,¢,¢),i QN Q = 0. Suma automata
A i A (uoznaci A+ A') je automat A" = (4, QU Q', B,¢",¢") gde je

,a),q € (g,a),q €
o (305G owa-(21ES

Teorema 4. [17] Neka su dati automati A = (A Q,B,p,y) 1A =
= (A Q. B,¢.¢), gdejeQNQ =0, inekajeqge Q iq € Q. Stanjaq iq su
saglasna ako i samo ako za proizvoljnu re¢ @1 ¢ A* vazi (g, oFHIIY) =
— (g, al@H@ -1,
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Dokaz: Neka je automat 2" = % + 2’ suma automata % i %" Ako su
stanja ¢ i ¢’ u ovom automatu nesaglasna, onda, dokaz teoreme sledi iz napomene
koja prethodi teoremi 2. Ako su stanja g i ¢’ saglasna, tvrdenje vazi po definiciji

saglasnosti.

Primetimo da se u opstem slu¢aju ocena |Q| + |@Q’'| — 1 duzine reci kojima
se realizuje raspoznavanje saglasnih stanja ne moze biti poboljsana.

Za automat U = (A, Q,B,p,¢) kazemo da je slabo uronjiv u automat
A = (4,Q,B,¢,¢) (u oznaci A < U') ako za proizvoljno stanje ¢ € @ i
proizvoljnu re¢ o € A* postoji stanje ¢ € @ tako da je ¥(g, @) = ¥(q’, @).

Za automat % = (A4,Q,B,p,¢¥) kazemo da je wuronjiv u automat
A = (4,Q,B,¢,¢') (u oznaci U < A') ako za proizvoljno stanje g, postoji
njemu saglasno stanje ¢’ automata 2.

Ocigledno, ako je % uronjiv u &', onda je U slabo uronjiv u %’. Takode,
jasno je da je slaba uronjivost tranzitivna, tj. ako A < A A Y < A" = A < A",
Odavde direktno sledi i tranzitivnost uronjivosti.

Sada se postavlja pitanje, ako je automat 2 (slabo) uronjiv u ', da li je
' (slabo) uronjiv u &, tj. da li je (slaba) uronjivost simetri¢cna relacija? Da
uronjivosti nisu nisu simetri¢ne relacije govori slede¢a teorema.

Teorema 5. [17] Za proizvolyni automat A = (A,Q, B,¢,¥),|B| 2 2,
postogi automat A' = (A, Q', B,¢',¢') takav da je A < A" 1 A" £ A

Dokaz: Neka je Q@ = {g0,q1,---,9n-1} 1 neka je a; € A. Obrazujmo n

reéi ap = a1, @ = Q101, ..., Gp_y = 01...0a;. Konstrui§imo automat A" =
n—puta

= (Av Q. B¢, ¢'), gde je Q' = {%> R q;1—1}> QNQ' =0, ¢'(d}, a) = q':',+1(mod n)
i ¢'(q,a) = g za a # ay; ¥/(g;, a1) # ¥(g;, o) 1 za neko fiksirano b, je Y'(g,a) =
= by, za proizvoljno a # a; 17 = 1,...,n. Nije tesko dokazati da je za proizvoljno
g € Q.9(q,an) # ¥(gh, ). Prema tome, automat 2" nije slabo uronjiv u
automat 2. Za automat ' uzmimo automat 2 + 2”. Posto je automat A"
slabo uronjiv u automat 2, to automat 2’ ne moze biti slabo uronjiv u automat
2. Uronjivost automata 2 u automat A + A" je otigledna. Time je teorema
dokazana.

Automate % i U nazivamo slabo saglasnim (slabo merazlikuguéim)
(u oznaci A ~ A') ako je A < A i A < A Automate U i A’ nazivamo saglasnim
(nerazlikujuéim) (u oznaci U ~ A’) ako A <A1 A" < A
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Iz saglasnosti automata 2 i ', otigledno, sledi i njihova slaba saglasnost.
Moze se pokazati da iz slabe saglasnosti ne mora da sledi saglasnost (kao 3to
je vazilo i za uronjivost). Moze se postaviti pitanje kada su uronjivost, slaba
uronjivost, saglasnost i slaba saglasnost medusobno ekvivalentni? O tome govori
slede¢a teorema.

Teorema 6. [17] Ako su U ¢ A’ jako povezani automati i ako je A slabo

urongiv u A', onda su automati % i YA saglasni.

Dokaz: Neka su dati automati A = (A, Q,B,¢,¢) i A = (A4,Q', B, ¢, y'),
gde je @ = {90.91,- -, qn-1} 1 @ = {¢5,¢,..., 90}, i neka je a1 neka re¢ iz
A*. Ognatimo sa Q(ay) skup takvih stanja ¢ € Q' za koja vaii (g, ;) =
-ﬂ(q’, ;). Skup Q(a;) je neprazan, jer je % < . Posmatrajmo skup Q'(a;) =
{¢' (¢, 1) | ¢ € Q(as)}. Kako je Q(a;) neprazan skup, onda je i Q'(c;) neprazan.
Takode jasno je da za svaku re¢ v € A* vazi |Q'(a)| > |Q'(ay)], (5to je reé
duza sve je manje stanja koja se "ponasaju na njoj" isto kao i gg). Ako postoji
rec v; takva da je, |@'(aym)| < |@ ()|, razmotrimo re¢ @y = oy7y;. Za ret
oy odredujemo njemu odgovarajuéi skup @Q'(as) i ispitujemo da li postoji re¢
1o € A* tako da |Q'(aeys)| < |@'(a2)]. Ako postoji, tada neka je az = apyy =
17172, itd. Jasno je da ¢e se ova] proces na odredenom koraku m zaustaviti.
Neka je a = a,. Tada ¢ce, ocigledno vaziti |Q'(a)| = |Q'(ay)| za proizvoljnu
re¢ v € A*. Posto je automat jako povezan, postoje reci ép,...,6,-1 € A%,
tako da za proizvoljno 7 (i = 0,1,...,n — 1), ©¥(¢i,8) = Giti(mod n)- Ako je
(g0, @) = g, konstruisimo re¢ adrbryi - --0n_1806: ... 6k-1, i njoj odgovarajuce
skupove Q' (adx), Q' (@bxbr+1), @' (adk...bn160...6xk—1). Pokazimo da ako je g¢;
proizvoljno stanje @ i ¢’ proizvoljno stanje iz Q'(adk . . . §n—180. . . &;_1(mod »)) Onda
je ¢; ~ ¢. Ako bi stanja ¢; i ¢’ bila nesaglasna, onda bi postojala re¢ v € A*,
za koju ¥(gi,7) # ¥(¢,~). To bi znatilo da je |@(abi...b6n_1b0...6_17)| <
|Q' (@b ... 60180 .. 8:i—1)| Sto protivureéi izboru reci . Pokazimo da za proizvo-
ljno stanje automata ¢, automata 2’ postoji takvo stanje ¢; automata %, da vazi
g, ~ ¢;. Neka je ¢ bilo koje stanje automata 2 i neka jé ¢ stanje automata 2’
za koje je ¢ ~ ¢/. Kako je U’ jako povezan automat, postoji re¢ « tako da je
¢'(¢, @) = ¢/. Odatle sledi da ako je ¢; = ¢(g, @) onda je g; ~ g;.

Oznacimo sa K(A,B) skup svih automata sa istim ulaznim i izlaznim
azbukama A i B i kojima su skupovi stanja podskupovi prebrojivog 'gkupa
{gs,...Gn,...}. Relacije saglasnosti i slabe saglasnosti razbijaju skup K (A, B) na
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klase ekvivalencije.
Teorema 7. [17] Ako je |B| > 2 onda je broj klasa ekvivalencije slabe

saglasnosti prebrojiv.

Dokaz: Neka je ¥ proizvoljan automat iz K(A, B). Na osnovu teoreme
5 postoji takav niz automata A = A;, Ay, ... € K(A, B), da automat %;;; nije
slabo uronjiv u automat %; i da je %; uronjiv u ;41,7 =1,2,... . Pokazimo da
automati 2; i U;, 1 # j, pripadaju razlicitim klasama slabe saglasnosti, ¢ime bi
dokazali teoremu. Slobodno mozemo pretpostaviti da je « < j. Pretpostavimo
suprotno, tj. da %U; ~ U;. Odatle sledi da je %; < U;, a posto A, < Ajyq, ...,
2A;_o < AU,y dobijamo %; < 2,_;, §to je protivure¢no uslovu formiranja niza

automata.

Oznagimo sa Ky(A, B) skup svili automata iz K (A, B) koji su saglasni s
automatom ¥ iz K (A, B). OznatiCemo sa Ty(A, B) skup automata iz K(A, B)
koji su slabo saglasni sa automatom 2% € K(A, B).

Automat U ¢ija su sva stanja medusobno nesaglasna je, u stvari, minimalni
automat, tj. automat svedenog oblika. Slede¢a teorema pokazuje kakav je odnos
optimalnog automata 2% i klase K4(A, B) automata K(A, B) koji su saglasni sa
automatom .

Teorema 8. |[17] Za proizvoljni automnat U klasa Ky(A, B) sadrzi sa

taénodéu do izomorfizma jedinstven automat svedenog oblika.

Dokaz: Posto je relacija saglasnosti stanja relacija ekvivalencije, relacija
saglasnosti stanja automata 2, razbija skup njegovih stanja @ na klase ekviva-
lencije @1, @2, ..., Q- Neka je ¢ funkcija prelaska automata 2. Pokazimo da za
proizvoljno @;, 1 = 1,2, ... .k, proizvoljna stanja g i ¢’ iz @, i proizvoljno a € A,
ako je ¢(g,a) € @;, onda ¢(¢,a) € Q;, tj. saglasna stanja pod dejstvom iste
ulazne reci prelaze u saglasna stanja. Pretpostavimo suprotno, tj. za neko % pos-
toje q,¢ € Q;ia € A tako da ¢(g,a) € Q; 1 o(¢,a) € @, 1 pri tome je | # j.
Kako ¢(¢,a) i ¢(g,a) pripadaju raznim klasama saglasnosti, onda su ta stanja
nesaglasna, tj. postoji neka ret o € A* koja razlikuje stanja ¢(g,a) i ¢(¢,a). Sa
druge strane, ¥(g, ac) = ¥(g,a)P(p(g,a),@) i P(¢aa) = ¥(¢',a)¥(p(q. a), )
odakle dobijamo da je ¥(g,ac) # ¥(¢,aa), a to znati da su stanja g i ¢’ nesa-
glasna $to je u kontradikciji sa pretpostavkom da su u istoj klasi @;. Ocigledno
je da za svako ¢,¢' € @, 1 < i< k,ia€ Avazi ¢¥(g,a) = ¥(¢,a). Na osnovu
opisanih svojstava mozemo konstruisati automat %' = (4, Q’, B, ¢',¢’) na sledeti
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nacin: Q' = {¢,,...,q}, tj- biramo po jedno stanje iz svake klase ekvivalen-
cije; ¢'(g),a) = ¢, ako postoje takva stanja g iz Q;, 1 ¢' iz Q; da je p(g,a) = ¢
i ¥(g,a) = ¥'(¢',a). 1z konstrukcije automata sledi da su sva njegova stanja
medusobno nesaglasna, i da je proizvoljno stanje ¢ iz Q; automata 2% saglasno
stanju ¢/ iz Q' automata ', a vazi i obrnuto, tj. da je proizvoljno stanje ¢, iz Q'
saglasno proizvoljnom stanju ¢ iz Q; automata 2. Time smo pokazali da je A
sveden i da se sadrzi u Kg(A, B). Sada treba dokazati drugi deo teoreme, tj. da
je konstruisani automat jedinstven do na izomorfizam.

Neka je 2" € Ky(A, B) proizvoljni svedeni automat. Treba pokazati da su
automati 2’ i A" izomorfni. Kako su oba automata svedena, i kako su saglasna,
onda imaju jednak broj stanja. Neka su @ = {¢{....,q} 1 Q" = {¢7,. - -q}s
redom, skupovi stanja automata 2’ i 2”. Sada treba uspostaviti vezu medu tim
stanjima. Zato, definisimo funkciju £ : @ — Q" na slede¢i nacin: £(q;) = g; ako
je g; ~ gj. Ovakvo preslikavanje ¢ je uzajamno jednoznacno i za funkcije izlaska
automata A’ i A" vazi jednakost ¢'(g, a) = ¥"(€(¢}),a). Sada je jedino preostalo
da pokazemo da za proizvoljnei =1,...,kia € A vazi £(p(g,a)) = ¢"(&(q1), a),
gde je ¢ funkcija prelaska automata ”. To mora biti taéno zato Sto pod de-
jstvom istog ulaznog slova, automati ' i A" iz saglasnih stanja moraju preci u

saglasna stanja, jer bi u protivnom polazna stanja bila nesaglasna.

Moze se pokazati da tvrdenje analogno prethodnoj teoremi za klasu slabo
saglasnih automata Ty (A, B), nije tacno. Naime, skup medusobno neizomorfnih

automata svedenog oblika sadrzanili u klasi Ty (A, B) moze biti beskonacan.

1.6 Pojam lavirinta. Neke klase lavirinata

Neka su §2i ¥ disjunktne azbuke slova w i o, pri ¢emu (\X sadrzi prazan simbol
A i neka je dat orgraf G = (V,E). Trojku L = (G, f,hy), gde je f1 : V —
() preslikavanje kojim su ¢vorovima orgrafa G pridruzena slova iz azbuke (1, 1
hy : E — T preslikavanje kojim su orijentisanim granama orgrafa G pridruzena
slova iz azbuke ¥ tako da, ako za v1,72 € E vaii 'pl('yl) = p2(12), tada je
hi(v1) # hi(m), nazivamo lavirintomn. Skup ¢vorova V' i skup grana E orgrafa
G predstavlja skup &vorova i skup grana lavirinta L 1 nadalje ¢emo il oznacavati
sa V(L) i E(L) redom.

Lavirint L sa izdvojenim skupom évorova Vo = {v1,vs,...,vn}, koje nazi-

vamo poéetnimn ili tnicijalnim cvorovima lavirinta L, nazivamo tnicijalnim i oznaca-
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vamo sa L, . ili Ly, ili (L; Vp).

Sa L({1, Z) oznacimo Klasu svih lavirinata sa skupom oznaka évorova slovima,
azbuke () i skupom oznaka grana slovima azbuke Y.

Neka je E™ = {ey,...,e,}, skup baznih jediniénih vektora n~dimenzionog
euklidskog prostora R™, i neka je E" = {ey,...,e,,7,...,8,}, gde je
€ = —€,1 <1< mn Uslutajudajen = 2, E? = {z’,j},*]?2 = {4,7,—1,—7}.

Nadalje ¢emo umesto oznaka vektoras, §, —1, — 7, koristiti, redom, oznake e, n, w, s.

Lavirint L = (G, f,hy) € L(Q),T), gde je G simetrican orgraf (orijentisan
graf kod koga je skup grana simetri¢na relacija nad skupom évorova) nazivamo
n-dimenzionalnim lavirintom, n > 2, ako vazi:

NE=E"iQ={)\}
2) za sve u,v € V(L), ako je (u,v) € E(L), tada je hy (v, u) = —hy (u,v)

Nadalje, za lavirint L = (G, f1,, hy) umesto oznake hi(v),y € E(L), ko-
ristiéemo oznaku |v|, a ukoliko je iz konteksta jasno o kom je lavirintu reg,
koristicemo oznaku |y]|.

Za n-dimenzionalne lavirinte L; i L, kaZemo da su slabo wzomorfni ako
postoji bijekcija g : V(L1) — V(Lo), takva da (u,v) € E(L;) ako i samo ako
(9(w), 9(v)) € E(Ly), i pri tome ako jedan od lavirinata ima ulaz, to i drugi lavirint
ima ulaz i pri tome g(vf) = v, gde je v} ulaz lavirinta L,, a vg ulaz lavirinta L,.
Ako je jo§ |(u, )|, = |(g(u), 9(v))|L,, za sve (u,v) € E(L,), tada kazemo da su
lavirinti Ly i Lo tzomorfni. Mi neéemo razlikovati izomorfne lavirinte i pisacemo
Ly = L.

Nekasu M,N e R®", M # Niee€ E". Kajemo da je vektor MN e-vektor
ako je MN=o0cia>o0 Skup T duzi iz R™ nazivamo n-konfiguracijom ako
svake dve duzi iz tog skupa mogu imati ne vise od jedne zajednicke tacke, pri
cemu, ako ona postoji, tada je ona krajnja tacka obe dusi.

n-dimenzionalni lavirint L, gde je V(L) C R™ nazivamo - dimenzionalnim
pravouglin lavirintom, ako:

1) za svako (u,v) € E(L) tada je vektor @ je |(u, v)|-vektor,

2) skup duzi T = {wv : (u,v) € E(L)} je n-konfiguracija.

n-dimenzionalni lavirint L izomorfan nekom n-dimenzionalnom pravouglom lavi-
rintu, naziva se kvazipravougaonim.

Neka je L neki n-dimenzioni pravougaoni lavirint. Figuru
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u R" nazivamo realizacijom n-dimenzionog pravouglog lavirinta L.

Na slici 4 predstavljena je realizacija 2-dimenzionalnog pravougaonog lavi-
rinta L = (G, f, hy), gde je: G = (V(L),E(L)), V(L) = {v1,v9,...,vs}, gde su
v = (~0.8,2.0), v = (0.5,2.0), vs = (2.8,2.0), v; = (0.5,0.5), vs = (2.5,0.5),
vg = (3.3,0.5), v, = (2.5,—0.2), vs = (4.5,—0.2), skup grana E(L) = {(v, v2),
(v2, vs), (v2, va), (s, v5), (vs, v6), (vs,v7), (v7,v8)} 1 preslikavanje kojim se orijenti-
sanim granama pridruzuju oznake iz azbuke {e,n, w, s}, je dato sa |v;,vs|, = e,

,'UQ,'U:J,IL = ¢, ’UZav4IL =S, |v47'05|L =€, }’0572}0[1.} =€, '1)5,’07']_, =8, ,'U7,’Us|1_, = e

A
4! 2 W V3
_1
Vg A3
V4
0 1 2 3 4 5
1 1 ] i 1 )
V7 Vg
Shika 12.

Neka je Z™ celobrojna reSetka u R™. Ako je V(L) C Z™, tada n-dimenzioni
pravougli lavirint L, nazivamo n-dimenzionim celobrojnim lavirintom. Ako je L =
= (V, E), n~dimenzioni celobrojni lavirint, i ako vazi da je T = {wv : (u,v) € E}
skup segmenata duzine 1, onda kazemo da je lavirint L n—dimenzion: mozaiéni
laverint.

KaZzemo da je ¢vor v u n-dimenzionom mozai¢nom lavirintu L, otvoren u L,
ako postoji beskonatni n-dimenzionalni mozaiéni lavirint L, takav da ZLN1L; =
= {v}. Ako je n = 2 govori¢emo da je lavirint 7avan, npr, ravan mozaicki lavirint

(sl. 13), ravan pravougaoni lavirint, i sl.

Nacrtajmo sve moguce prave linije paralelne koordinatnim osama koje pro-

laze kroz ¢vorove iz Z". Lik dobijen na taj nacin je realizacija n-dimenzionog
lavirinta koji oznatavamo sa Z". Skup ¢vorova ovog lavirinta je Z". Primetimo da
n-dimenzioni mozai¢ni lavirint mozemo definisati i kao povezani deo lavirinta Z™.

Potpuni podgraf lavirinta Z™ nazivamo n-dimenzionim Sahovskim lavirintom.
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Ako sve parove suprotnih grana zamenimo odgovarajuéim rebrima, onda
dobijamo neusmeren graf koji oznatavamo sa G(L).

Neka je L = (V, E) neki ravan pravougaoni lavirint. Skup R™\L je otvoren,
i nepovezan (sem ako G(L) nije drvo). Lavirint L nazivamo (r+1)-povezanim, ako
skup R™\L ima 7 ograni¢enih povezanih komponenti koje nazivamo rupama. Neka
je L neki ravni sahovski lavirint, i neka su Uy, ..., U, sve komponente povezanosti
skupa R™\L. Neprazan skup D oblika U;NZ" nazivamo $ahovskom rupormn lavir-
inta L. Ako je D konagno, onda rupu nazivamo konaénom, a u suprotnom je
nazivamo beskona¢nom. Ravni sahovski lavirint nazivamo (k + 1)-povezanim ako
ima tafno k konatnih rupa, k € {0,1,...}. Ako je k = 0 lavirint nazivamo
jednopovezanim.

Prost lanac u ravnom mozaickom lavirintu L éemo nazvati hodnikom. Reéi
¢emo za hodnik da je hodnik bez skretanja ako su sve grane ko je izlaze iz &vorova

v; oznacene slovima iz {w, e} ili slovima iz {n, s}.

Slika 13.

Oznatimo sa £, klasu svih ravnih mozaiénih lavirinata, sa £y klasu svih
konatnih lavirinata iz £, i sa £; klasu svih beskonaénih lavirinata iz £,.

1.7 PonaSanje automata u lavirintima

U ovom odeljku ¢e biti uveden pojam ponaSanja automata u lavirintima. Nakon
toga, bi¢e uveden pojam obilazenja lavirinta. Odogovarajuéi pojmovi ée biti
uvedeni i za kolektive automata.

Automat 2 je dopustiv za klasu lavirinata £(§2, L) ako mu se ulazna azbuka
sastoji od slova a oblika (w,{01,...,0,}), gde jew € Qi {oy,...,0,} C I, a
izlazna azbuka mu je E U {x}, k ¢ £ i ¢(q,a) € p2(a) U{k}. Klasu svih takvih
automata oznatimo sa At((2, I). Neka je 2, € At(Q2,T), i neka je L,, € L(§1, D).
Opisimo funkcionisanje automata 2%, u lavirintu L,,. U potetku se automat
Ay, nalazi u ¢voru v lavirinta L,,. Pretpostavimo da se u nekom vremenskom
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trenutku automat nalazi u stanju ¢ u évoru v lavirinta, L,,,. Pretpostavimo da au-
tomat "osmatra" oznatene grane koje izlaze iz tog ¢vora. Ulazno slovo automata
u tom trenutku je uredeni par koga ¢ine oznaka &vora i oznake grana koje izlaze
iz ¢vora. U sledecem trenutku, ako je 1(g,a) # k automat prelazi u ¢vor u koji
ulazi grana oznatena sa v(g, a), a ako je ¢(q, a) = k, automat ostaje u uotenom
cvoru i u oba navedena slucaja prelazi u stanje ¢(q,a). Na ovaj natin, automat
realizuje kretanje po lavirintu, korak po korak prelazeéi neki put. Funkcionisanje
autornata ™Ay, u lavirintu L,,, mozemo definisati kao ponasanje automata Ay u
lavirintu Ly,. Niz 7(g; Lu,) = (go, v0), (q1,1), . . . nazivamo ponaanje automata
Ay u lavirintu Ly, (sl. 14), ako je vy, &vor lavirinta L,,, u koji automat prelazi
iz €vora v;, nalazeéi se u stanju g, i g;+; stanje u koje automat A, prelazi.
Oznagimo sa Tr(%; Ly,) niz oznaka |(ve,v1)], |(v1,22)],-- -, a sa Tr(Ugy; Luo; 8)
prvih s elemenata niza Tr(2g,; Ly,). Ako za neki évor v € L,,, postoji stanje ¢
automata 24, takvo da uredeni par (¢,v) pripada nizu 7(yy; L,,), kazemo da
automat g, obilazi ¢vor v lavirinta Ly,. Oznatimo sa Int(2,y; L,,) skup svih
¢vorova lavirinta L,, koje automat 2, obilazi.

Neka je L,, € L(§,Z) i ™%, € At(2, ). Ako je Int(yy; Ly,) jednako
skupu ¢vorova lavirinta L., kazemo da automat 2, obilazi lavirint L.,, u pro-
tivnom lavirint L, nazivamo zamkom za 2. Ovi pojmovi se mogu prosiriti
i na neinicijalne automate i na neinicijalne lavirinte, kao i na bilo koju kombi-
naciju (ne)inicijalnih automata i (ne)inicijalnih lavirinata. Neka je L € £(§, L)
i neka je 2 € At(§2, X), gde i % i L mogu biti i inicijalni i neinicijalni. Neka su
a,f € {I,AJE}. § =1 ako je lavirint inicijalan, 8 # I u suprotnom, i neka
isto to vazi za automat, tj. 2 je inicijalni automat ako o = I (a # I u suprot-
nom). Slovo A ukazuje da su svi &vorovi neinicijalnog lavirinta, odnosno sva
stanja ne inicijalnog automata 2 razmotrena. Sada mozemo uvesti pojam of-
obilaska i Ja-zamke, na primer: lavirint L, € £(),¥) je IA zamka za automat
A € At(12,Z) ako za svako stanje ¢ € Qy, lavirint L,, je zamka za automat /o
Automat V € At(§2,Z) AA-obilazi lavirint L ako za bilo koje stanje automata,
automat sa tim pocetnim stanjem obilazi lavirint krenuvsi iz bilo kog évora lavi-
rinta. UveS¢emo konvenciju za posebne izbore'a i 8. Ako su o, 8 € {I,E} tada
¢emo reci obilazi i zamka umesto af-obilazi i fa-zamke. Ako o, € {I,A},
kazaéemo jako obilazi i jaka zarnka umesto af-obilazi i Ba-zamke.
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Slika 14.

Do sada smo razmatrali ponaSanje jednog automata u lavirintu. Moguée
Je razmatrati i ponaSanje sistema automata u lavirintu. Neka je dat lavirint
Ly,,..on € L(Q,X) i neka je dat sistem dopustivih automata A = (2(;1, AT ).
Ako pod ponasanjem sistema, podrazumevamo n-torku koju &ine ponasanja svakog
automata pojedinacno, tj. (7(g,; Ly,), ..., 7(%,; Ly, )), onda takav sistem nazi-
vamo nezavisnim sistemom, a ponaSanje nazivamo ponasanjem nezavisnog sis-
tema. Nezavisni sistem opravda svoj naziv zato §to automati ni na koji nagin
nisu svesni prisustva drugih automata, pa sam tim i njihovo ponasanje uopste ne
zavisi od ponasanja drugih automata.

Ponasanje sistema mozemo ojatati uvodenjem "svesnosti" automata drugih
automata i njihovih ponasanja. Ovakva "svesnost" se moze uvesti na razne
nacine. Neka su automati kodirani slovima u,, . .., u, gde je u; ili stanje i-tog au-
tomata 2[;2 u datom trenutku ili A. Neka je ulazna azbuka automata 2[;,, 1<i<
< n sastavljena od slova a = (w,{u1,...,%i-1, %41, .. -Un},{01,...,0,}), gde
w €, {o,...,0,} C T aizlazna azbuka je skup TU{k}, & ¢ T, funkcija izlaska
je ¥i(g,a) € pry(a) U {k},q € Qv,,, tada sistem A nazivamo kolektivorn.

Kao i kod sistema (nezavisnih) automata, mozemo uvesti pojam funkcioni-
sanja. Funkcionisanje kolektiva A = (2(31, .+, ™A% ) ulavirintu L, ..., opisujemo
na sledeéi nacin. U pocetku je automat A, u evoru v; (1 £ 4 < n) lavir-
inta L, ... Neka se u trenutku t automat Qlfh nalazi u évoru v} i stanju ¢.
Tada automat proverava uredenu trojku koju ¢ine: oznaka évora, kodovi svih
automata sistema (tj. njihova stanja, ako se nalaze u datom é&voru %, ili simboli
A u suprotnom sluéaju) osim automata 2[;‘_ i oznake grana koje izlaze iz ¢vora
v}. Ako je 9;(g},al) # k automat prelazi u ¢vor u koji vodi grana oznacena sa
¥i(g, af), a ako je 9;(¢f,al) = k, onda automat ostaje u &voru vf. Nakon toga
automat prelazi u stanje ¢;(¢f,a!). Niz uredenih parova (g°,v?),(q},v}),... je
ponasanje automata A; u lavirintu L,,..,., ako vazi (¢?,20) = (g;,v:), i ako
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. T .. ; . ; e .. ;
je ¥I™" &vor u koji automat A, prelazi iz ¢vora v] menjajuéi stanje iz g u

(3

41 . ,e 3 . . . .
g@;"". Mozemo reéi da automat A, obilazi ¢vorove v, v},.... Taj skup &vorova
oznactimo sa Int(A, Ly, »,;%). Sada mozemo uvesti pojam ponasanja kolektiva

: — (0 0,0 0y (A1 1,1 1
automata. Niz 7(A, Ly, . ..,) = (¢,...,¢5,29,...29), (g, qi, vl o),

takav da je (¢?,%?), (¢}, v}),. .. ponasanje automata A: iz kolektiva A u lavirintu
Lu,,..v,, nazivamo ponasanjem kolektiva automata A u lavirintu L., ., Nekaje
t(A, Luy,..0n) = U Int(A4, Loy . 0ni7). Ako je Int(A, Lo, o) = V, tada kasemo
da kolektiv obilazizﬁvirint L., ., nace kazemo da je lavirint Lo....om» zamka za
kolektiv .A. Kazemo da A jako obilazi lavirint L ako za bilo koji izbor inicijalnih

¢vorova lavirinta L, kolektiv ga uvek obilazi.

1.8 Osnovni rezultati o ponasanju
automata u lavirintima

Teorija automata u lavirintima se razvila u poslednjih etrdeset godina. Za to
vreme pojavilo se vise od 100 radova vezanih za problematiku ponaSanja au-
tomata u lavirintima.

Prvi rad, ¢ime je i zapoteto bavljenje ovim problemom, je rad K. Senona
[24].

Navedimo neke rezultate vezane za problematiku ponaSanja automata u

-lavirintima. Pregled ovih, i svih ostalih znagajnijih radova se moze naéi u (18].

Jedan od prvih i vaznijih problema koji se razmatrao u okviru ove teorije
je problem obilazenja automatom svih lavirinata iz neke zadate klase.

Neka je £ klasa (konatnih i/ili beskonatnih) lavirinata. Automat (kolek-
tiv automata) A je univerzalan za klasu £ ako obilazi svaki lavirint iz te klase.
Postavlja se pitanje da li univerzalni automat uvek postoji. Lako je pokazati pos-
tojanje klasa lavirinata za koje ne postoji univerzalni automat. Recimo, ako se
posmatra klasa svih konatnih pravouglih 3-dimenzionalnih lavirinata, to za nju
nije moguée naéi, ne samo univerzalan automat, nego i univerzalan kolektiv au-
tomata [3], [13] i [14]. To jest, za svaki unapred zadati kolektiv automata, moguée
je nati lavirint-klopku koja pripada razmatranoj klasi lavirinata. Za neke druge
slucajeve koji se odnose na dovoljno vazne klase lavirinata, intuitivno, takode,
bilo je jasno da nije moguée za njih naéi univerzalan automat. Do odgovarajuéeg
strogog dokaza nije se moglo tako lako doéi.

Recimo ako je £, klasa svih kona¢nih mozai¢nih ravnih lavirinata, tek
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Je Budal [7], pokazao da je za svaki automat (dopustiv za tu klasu) mogudée
naci lavirint-klopku iz £4,. Prva varijanta njegovog dokaza izlozenog u [7] je
bila veoma komiplikovana i dugacka. Dokaz je bio na 90 strana. Razlog za to
je u glavnom lezao u primenjenom matematickom aparatu (aparat teorije kate-
gorija). On nije bio ni logi¢ki potpun, nije razmatran jedan od mogudéili slucajeva.
Prelaskom na jezik teorije automata dokaz se visestruko skrac¢uje i uproséava
(Potkolzin [34]) Sustinski, dokaz se nije razlikovao od [7], ali je za razliku od njega.
bio logicki potpun. Sasvim drugi dokaz, dobijen primenom matematicke induk-
cije, i nesumnjivo do sada najkraéi, dat je u [31], mada se mora naglasiti da je
slozenost klopki datih u [31] mnogo veéa od odgovarajucih klopki konstruisanih
u [34]. U [1] dato je uopstenje tvrdnje iz |7], pokazano je da da zvaki konatan
nezavisni sistema automata postoji klopka iz £s,,.

Razmatrani su i problemi slozenosti dobijenih lavirinata-klopki. SloZenost
lavirinta sa moze procenjivati na dva natina. Moze se razmatrati slozenost po
broju tvorova koji pripadaj klopki, a takode i takozvana slozenost po broju
kona¢nili rupa.

U [2] je dokazano da za svaki inicijalni automat sa n stanja postoji konacna
ravna  regularna  klopka sa  brojem  ¢vorova ne  veéim  od
¢ exp ((2nlog, 21)/?), gde je ¢ konstanta.

Sa druge strane u [19] je pokazano da za svaki inicijalni automat postoji
konatna ravna regularna r-povezana klopka tako da je » < 3.

Pokazano je da za klasu £, postoji univerzalni kolektiv automata tipa
(2,0) i (1,2) (kazemo da je kolektiv tipa (a,b) ako se sastoji od a+b automata od
kojih b njih "najprostijeg moguéeg vida" - ima samo jedno stanje 1 krece se duz
neke grane, ako i samo ako, zajedno sa njim duz te grane se kreée neki od prvil a
automata; ovi automati se jos zovu kamenovima i imaju ulogu spoljne memorije"
(14, [30]).

Razmatran je slutaj klase svih mozai¢ni ravnih lavirinata (i beskonatnih),
u [25] je pokazano da postoji kolektiv tipa (1,5) univerzalan za tu klasu. Posle
rezultata izlozenih u [28] ostalo samo nejasno pitanje da li postoji kolektiv tipa
(1,4) koji obilazi sve lavirinte iz date klase lavirinata.

Svi izlozeni rezultati, na neki natin, daju negativnu karakterizaciju mogu-
¢nosti u obilazenju jednim automatom klasa lavirinata (osim u slucaju ako klasa
lavirinata nije sasvim trivijalna, npr konacnim automatima). Primetimo da u

slucaju klase svili drvolikih lavirinata takav automat postoji, dovolino je da se
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on sluzi pravilom leve (desne) ruke. U [26], [27] navedene se neke klase lavirinata
koje jedan automat ipak moze da obide (univerzalan je za njih)

Neka je L konacan ravni mozaicki lavirint. Za svaku stranu f=Mm,m,...

-»n) (strane su uzete u odnosu na kretanje obrnuto od kretanja kazaljki na
casovniku) lavirinta L skup ¢vorova {pr, ()11 £4<2,1 <7 < n} oznacavamo
sa [f]. Klasu svil strana koje ograniCavaju konacne rupe lavirinta L oznaéimo sa
F(L). Broj max{diam[f]|f € F (L)} nazivamo straniénim dijametrom lavirinta
L.

U [27] je pokazano da za svako d € N postoji inicijalni automat 2 koji jako
obilazi klasu svil konaé¢nih ravnih mozaickih lavirinata Ciji strani¢ni dijametar
nije veci od d, broj stanja automata 2 je jednak C'd a vreme obilaska lavirinta, sa
n Cvorova iz ove klase je ograniCen sa C'n, gde su C' i C' konstante.

I u slucaju kad automat obilazi lavirint, on &esto nije "svestan" te ¢injenice.
On Cesto nije u stanju da se zaustavi i signalizira nekim svojim unapred defin-
isanim stanjem ¢in obilazenja. Najvazniji razlog za to lezi u Cinjenici da on svoj
svet (lavirint) posmatra iznutra, tj. nije u stanju da baci "pogled" na njega sa
strane. Taj problem se razmatrao pod nazivom problem zaustavljanja. U [10] je
dokazano da ne postoji kona¢ni automat koji obilazi i zaustavlja se nakon obilaska
bilo kog lavirinta iz klase jedno-povezanih kona¢nih ravnih Sahovskih lavirinta.

Razmatrana su i pitanja postojanja algoritama ko jima se utvrduje za svaki
predlozeni automat da li on obilazi zadatu klasu lavirinata ili ne. U slucaju kada
je klasa lavirinata kona¢na odgovor je trivijalan, dovoljno je "pustiti" automat
da pokusa da obide svaki lavirint iz zadate klase. Slozeniji slucajevi se odnose na,

beskonacne klase lavirinata. Neki od tih slu¢ajeva su razmatrani u [12].



2 Sinteza optimalnih automata
u nekim klasama lavirinata

U ovoj glavi ¢e biti pokazano da je moguce sintetisati automat koji prolazi zadati
put u lavirintu. Isto tako, biée dati i postupci sinteze minimalnog automata (po
broju stanja), kao i neki postupci sinteze neoptimalnog automata koji prolazi

zadati put u lavirintu.

2.1 Maksimalni automat

Neka je dat je ravan pravougaoni lavirint L i neki put P u tom lavirintu. U ovom
poglavlju ¢e biti dat postupak sinteze automata koji prolazi datim putem P u
L. Kako ¢vorovi nisu oznaceni, na ponasanje automata u lavirintu L utice samo
trenutno stanje i "okolina" évora u kome se on trenutno nalazi, koja se kodira
(zadaje) odgovarajuéim podskupom skupa D = E? = {n, ¢, w, s}.

Kretanjem nazivamo bilo koji konaéan niz ¥ oblika (a1,b1),.. ., (an,b,) (n >
2> 1),gdejea, CDib; € Dzasvakol <1 < n, takav da je {b;_;, b;} C a; za svako
2 <4 < n. Podniz ¥ niza ¥, takav da ¥ ¢ine susedni elementi niza £, nazvaéemo
podkretanjem kretanja . Inicijalni automat U = (A4,Q,B,¢,v,q), dopustiv za
klasu ravnih pravougaonil lavirinata, izvrsava kretanje &, ako postoji niz stanja
9 = ¢,91:G2,--.,4¢n takvil da je uredena trojka (a; ... Qny 40y q1- -Gy br ... by)
element funkcionisanja inicijalnog automata 2.

Neka je P = ey,. .., ¢, proizvoljan put u lavirintu L, i neka su v, vy,. .., v,
¢vorovi lavirinta L takvi da je ¢; = (vie1,v;) za svako 1 < 41 < n. Broj n
nazivamo duzinom puta i oznacavamo sa |P|. Neka je [v;] skup oznaka grana
koje izlaze iz ¢vora v, a |e;| oznaka grane ¢;. Lako je proveriti da je niz ¥(P) =
([wo]sle1])s - -+, ([on-), len1]) jedno kretanje: to kretanje nazvatemo kretanjem

koje odgovara putu P w lavirintu L. Inicijalni automat prolazi datim putem P,

36
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ako izvrsava kretanje £(P).

Skup svili automata koji izvrsavaju dato kretanje ¥ (prolaze datim putem
P ulavirintu L) oznacimo sa Aut(t) (Aut(P)). Nas glavni zadatak je da u skupu
Aut(¥) svih automata koji izvrsavaju kretanje ¥ pronademo onaj automat koji ima
minimalan broj stanja. Pre nego $to se pozabavimo tim problemom razmotrimo
da li tako definisan problem ima uopste smisla, tj. da li je Aut(t) # @ za svako ¥?
Pokazimo sledeée tvrdenje.

Tvrdenje 3. Za svako kretanje ¥ je Aut(¥) # 0.

Dokaz: Neka je ¥ = (a1,01),...,(as,bn) (n > 1). Konstruisimo automat
91;’;.3"(?) = (A,Q™, B,p™,y™ ¢), dopustiv za ravne pravougaone lavirinte, na
slede¢i nacin. Neka je Q™ = {¢P,¢P,...,¢™} (kako je automat dopustiv, to
je A = B(D), a B =DU{k}), a ¢™ pocetno stanje. Definisimo funkcije (™
i Y™ Neka je ¢™(¢g™ a;) = ¢5, 2ai € n—1, a p™(¢™,a,) = ¢™ (ustvari
mozemo uzeti da je ¢™(g;', a) jednako proizvoljnom stanju iz @™, ali ne mozemo
ostaviti nedefinisanom ovu vrednost, jer je Dym = Dyw). Takode, uzmimo da je

¥™(gi, ;) = b; za svako i € . Jasno je da ovaj automat izvrsava dato kretanje.

Automat 2[;??"(?) = (A,Q™, B, ¢™, y™, ¢) iz dokaza prethodnog tvrdenja
zovemo naksinalnim automatom koji izvréava zadato kretanje ¥; ako je iz kon-
teksta jasno o kom kretanju £ je re¢ umesto gornje oznake koristi¢emo oznaku
QI;’ES". Kada se ovaj automat nade u stanju ¢™, ako se na ulazu pojavi simbol
a;, automat prelazi u stanje ¢f};, a na izlazu daje b; (za druge ulazne simbole
funkcije ¢™ i )™ nisu definisane).

Na osnovu tvrdenja 3. mozemo zapisati algoritam sinteze maksimalnog

automata.

{a je ulazna niska, npr. (ns), (ns), (ns),...; B je izlazna niska, npr. n,m,n,...}
procedure maz_aut(a, )
p:=A{tv¢:={}l=len(a)
for i:=1to {—1do
= 'l/) U ((qia a(i))vﬁ(i)); p=pU ((Qi,a(i)),@:.{.]);
¥ =9 U (g, ), B1); ¢:= U (g, ) q);
return (P({TL, c,w, S}), {q:la === 7q1}7 {nv €, w, S}, P, Q/)7 91),
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(ws.s) (nws,w) (nes.s) (news,w)  (newsw)  (news,s) (news,s)

(news.s)

(news,w) (ews,w) (news,w)

Slika 15. Primer maksimalnog automata.

Sledece tvrdenje pokazuje da je klasa Aut(t) "zatvorena" u odnosu na g-
homomorfizme.

Lema 4. Neka su dati kretanje ¥ 1 dva dopustiva (za klasu svih ravnih
pravoughh lavirinata) automata %, i ™A Ako automat A, izvrSava kretanje
¥, . ako je A, € Aut(E), 1 postosi g-homomorfizam h : A, — A, tada je i

o € Aut(p).

Dokaz: 1z postojanja g-homomorfizma h : Ay — A" i tvrdenja 2 sledi da
je Py C Py, Otuda i iz Ql;, € Aut(¥) neposredno sledi da automat 91;/,, izvrSava

kretanje ¥, ¢ime je tvrdenje dokazano.

Iz prethodne leme sledi da ako postoji g-homomorfizam maksimalnog au-
tomata u automat 2, da onda automat 2, izvrsava kretanje . Sledeéa teorema
pokazuje da vazi i "obrnuto" tvrdenje: ako automat 2, izvrsava kretanje ¢, to
postoji g-homomorfizam maksimalnog automata u automat 2A,.

Teorema 9. Neka je dato kretanje t. Automat A, tzvrdava kretanje ¥ ako

1 8amo ako postogi g-homomorfizam automata Q[f;l‘ré“ u automnat A,.

’

Dokaz: Neka je t = (a1,b1),..., (an,b,). Kao $to smo videli, iz leme 4
sledi da ako postoji g-homomorfizam naksimalnog automata za dato kretanje
u automat 2, to automat A, izvrsava kretanje ¢. Dokazimo obrnuto tvrdenje.
Posto je m™ € Aut(t), to je (a1...an, g™ .. g™, by . .. bn) element funkcionisanja
automata Q[’q’:ma". Takode, kako je U, € Aut(¥), to postoji niz stanja ¢i,...,q,
takvih da je (a;...a.,¢;...¢.,b;...b,) element funkcionisanja automata A,
Uotimo preslikavanje g™ % ¢/, i = 1...n. Dokazimo da je ovo preslikavanje g-
homomorfizam. Iz definicije maksimalnog automata za dato kretanje sledi da su
sva stanja u nizu g7°, . . ., g razlicita, te je preslikavanje h jednoznaéno. Funkcije

prelaska i izlaza za automat Ql;’:n?" oznacimo redom sa ¢™ i ¢™, a za automat A,
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redom sa ¢" i’ Kako je U, € Aut(t), to je

", a) = 9(g, ai) = ¢'(A(g]), ;)

h(e™ (", ) = h(gh,) = ¢iyy = /(g}y ) = ¢'(R(gM), a;)

za svako 1 <7 < m, tj. h je g-homomorfizam automata 2[;’)?.?" u automat 2.

Slika 16.

Kazemo da je automat optirnalan za dato kretanje E, ako je on automat
sa minimalnim brojem stanja koji izvrsava kretanje €. Jasno je da optimalnih
automata moze biti vise. Iz prethodne teoreme sledi sledeéa teorema.

Teorema 10. Neka je dato kretanje ¥. Tada je svaki optimalni automat za

kretanje ¥ g-homomorfna slika maksinalnog automata za dato kretange.

2.2 Graf nesaglasnosti automata.
Procena broja stanja optimalnog automata

U ovom poglavlju uveséemo pojmove grafa nesaglasnosti za zadati automat, bo-
jenja grafa i pojam hromatskog broja grafa. Nakon toga ée biti pokazano da
za-utvrdivanje nesaglasnosti dva stanja nije neophoélno proveravati ponasanje
automata za sve ulazne niske duzine n, gde je n duzina puta. Na kraju, bide
pokazana veza izmedu broja stanja optimalnog automata koji prolazi zadati put,
i hromatskog broja grafa nesaglasnosti odgovarajuéeg maksimalnog automata.
Neka su a1 § dve proizvoljne reci nad azbukom C. Kazemo da je re¢ y € C*
najveci zajednickr pocetak re¢i i 3, i pisemo v = nzp(a, 3), ako je v pocetak za
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obe date reti o i f, i ako bilo koja druga re¢ v’ € C*, takva da je |y| < |¥/|, nije
poctetak za barem jednu od datih reéi.

Tvrdenje 4. Neka je dato kretanje ¥ = {(a;,b;)}7,, 1 neka su g™ 1 q",
1 < 7, dva stanja autornata QI;I:,,?"(?), Stanja g; © ¢; su nesaglasna ako ¢ samo ako je
re¢ o = n2zp(Q;Qiy1 .. . Ap, Q30541 - . . Q) NEPIAZNG T 20 NJu vaF da je Y™ (g™, ) #
# Y™l ).

Dokaz: Neka je y™ funkcija izlaza automata ngina"(k). Ako jeret a # A
tada su vrednosti ¢™(g", o), ¥™ (¢, ) definisane, i u slucaju da je ¥"™(¢™, o) 5
# Y™ (¢, @) stanja su g™ i ¢;" nesaglasna.

Obratno, pretpostavimo da su stanja ¢™ i g;" nesaglasna. Tada postoji
neprazna re¢ [ takva da su vrednosti ¢™ (g™, 3), Y™ (g, B) definisane i da je
Y=g, B) # ¢™(¢7, B). No iz definicije maksimalnog automata tada sledi da je
ret [ potetak za reti @iQiy1 ... an 1 @jG541. .. an, & time i pocetak za re¢ o, odakle
sledi da je o # A 1 9™ (¢™, @) # ¥™(g", a), ¢ime je tvrdenje dokazano.

Primetimo da je u prethodnom tvrdenju |a| < n — 7 + 1. Takode, jasno je,
da ako je re¢ o prazna, da tada stanja g™ i g;" nisu nesaglasna.
Neka je 2 proizvoljan parcijalan automat i Q skup njegovih stanja. Binarnu
relaciju
Rn(2) = {(q1,¢) € @ | ¢ i g su nesaglasna stanja}

na skupu @ nazivamo relacijom. nesaglasnosti parcijalnog automata 2. Relacija
nesaglasnosti je oCito simetri¢na relacija. Neorijentisani graf G(2) = (Q, Ry(2))
¢emo zvati grafomn nesaglasnosti automata 2 (na sl. 17 je prikazan graf nesaglas-

nosti automata sa slike 15.).

Slika 17.
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Neka su ¢ i ¢, 7 < j, dva proizvoljna stanja maksimalnog automata
za dato kretanje ¥ = {(a,;,b;)},, i neka je a = nzp(a;a;y, ... Uy Qj0 41 - . - Q).
Kao sto smo videli, ako je o = A, tada stanja ¢™ i g;" nisu nesaglasna. Ako
jea# Aty la| =1, gde je 1 <1 <m-—j+1, tada razmotrimo dva slucaja.
Ako je Y™ (g, a) = ¢™(¢", ), tada za svako 0 < k < I stanja g5k 1 g5y, misu
nesaglasna. Ako je ¢™(¢",a) # Y™ (g7, ), tada postoji neko ko, 1 < ko < I,
takvo da je biyk, # bjiko i bivk = bjik za svako 1 < k < ko, U tom slucaju
su stanja ¢, 1 g7y, nesaglasna za svako 1 < k < ko. Ovo razmatranje navodi
na cinjenicu, koju ¢emo kasnije i pokazati, da svaki neorijentisani graf ne moze
biti grafom nesaglasnosti za neki maksimalni automat. Takode, koristeéi uoéena
svojstva mozemo zapisati algoritam za dobijanje grafa nesaglasnosti maksimalnog

automata za neko kretanje, u obliku sledeéeg programa.

Program GrafNesaglasnosti(input, output);
const
MAX_STANJA = 100;
var
mat.nes:array[1. MAX_STANJA, 1. MAX_STANJA] of Boolean;
inout:array[1. MAX_STANJA] of String|[8];
size:Longlnt,;
f: TextFile;
procedure UcitajPut;

begin
AssignFile(f, Editl.Text);
Reset(f);
size:=0;
// ucitavanje ulaza i izlaza
while not Eof(f) do begin
size 1= size + 1;
readln(f, inout[size]);
end; while
CloseFile(f);
end;

procedure GenerisiGrafNesaglasnosti;
var
1, j .k, I, m:integer,
flag:boolean;
begin
/I postavijanje pocetnih vrednosti za matricu nesaglasnosti
for i:=1 to size do
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for j:=1 to size do

mat.nes[i,j]: =false;

i=1;
while i < size - 1 do begin
Ji=it1;
while j<size do begin
flag:=true; k:=1; l:=j;
while Copy(inout[k],1,4)=Copy(inout[l},1 4) and I<size and not flag and
mat_nes[k]]=false do begin
if Copy(inout[k],5,4)<> Copy(inout[l],5,4) then flag: =false;
ki=k+1; l:=1+1;
end;{while}
// ako su stanja nesaglasna onda je flag=false
if not flag then begin
for m:=0 to k-i do begin
mat.nes[i+m,j+m}:=true; mat.nes[j+m,i+m]:=true;
end, {for}
J=jtk-i
end, {if}
=)+
end; {while}
L=i+1;
end; {while}
end; {proc}
// pocetak programa
begin
UcitajPut;
GenerisiGrafNesaglasnosti;
end.

Program u matricu nesaglasnosti mat_nes u kolonu 4 i vrstu j zapisuje true ako
su stanja ¢ 1 ¢" nesaglasna, a u suprotnom false.

Neka je dat neorjentisani graf G. Maksimalni potpuni podgrafovi grafa G
zovu se klikamna grafa G. Ako sa S oznatimo skup svih klika grafa G onda je
gustina datog grafa broj

k(G) = max |K|.
Graf G nazivamo 7-obogivim ako ¢vorovi grafa G mogu biti obojeni sa 7 boja tako
da ne postoje dva susedna ¢vora koja su obojena istom bojom: drugim re¢ima,
graf G = (V, E) je r-obojiv, ako postoji r-bojenje grafa G, tj. funkcija b: V — 7
takva da je b(u) # b(v) za svako (u,v) € E. Najmanji broj  takav da je graf G
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r-obojiv nazivamo hromatskim brojem grafa G i oznatavamo sa v(G). Nije tesko
uociti da je k(G) < ¥(G). Primetimo da je hromatski broj potpunog grafa jednak
broju &vorova u grafu.

Tvrdenje 5. Za svaki automat A, = (A,Q, B, ¢,v,q) € Aut(t) vasi ne-

jednakost:

Q1 = v(GEm®)).

Dokaz: Pokazimo da svaki g-homomorfizam maksimalnog automata odredu-

je jedno bojenje odgovarajuceg grafa nesaglasnosti. Neka je g : 2(;’:3" — 2,
™ = (A,Q™,B,¢™ y™,q"), U = (A,Q,B,0,%,9), @ = {g1,...,¢}. Tada
mozemo odrediti bojenje b : Q™ — 7 grafa G(Q((’;.l‘n‘”‘(t)) na slededi na¢in: b(q) =
= k(1 < k <), akko g(g) = gx. Lako se pokazuje da je preslikavanje b zaista

bojenje grafa nesaglasnosti sa |Q| boja odakle direktno sledi dokaz tvrdenja.
U prethodnom tvrdenju smo pokazali da svaki g-homomorfizam maksimal-
nog automata 2{%‘3"(?) odreduje i jedno bojenje grafa nesaglasnosti G(Q(;’i‘n“ (8)).

Da obrnuto tvrdenje ne vazi, pokazuje sledeéi primer:

q, q
| e
. ' q
1‘[ ) * 4
q, |
. q5
J 9% . * q,
10 11 4, q,

Shika 18.

Za kretanje £ i graf nesaglasnosti koji su prikazani na prethodnoj slici izaberimo
bojenje b(¢g1) = b(gi0) = 1, b(g2) = b(gs) = --- = b(gy) = 2. Lako se prove-
rava da ovim bojenjem nije odreden g-homomorfizam. Kako je hromatski broj
grafa nesaglasnosti sa prethodne slike jednak 2, vidimo da tvrdenje ne vazi ni za

optimalno bojenje.
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2.3 Sinteza optimalnog automata.

Pokazano je da g-homomorfizam maksimalnog automata, grupise stanja maksi-
malnog automata u skupove medusobno saglasnih stanja, ¢ime opisuje razbijanje
skupa stanja automata. Kako svako razbijanje ne odreduje g-homomorfizam,
postupak sinteze optimalnog automata se moze svesti na pretrazivanje svih razbi-
janja skupa stanja maksimalnog automata i odredivanje minimalnog razbijanja
koje odreduje g-homomorfizam, a time i minimalni automat ko ji izvrSava zadato
kretanje £.

Familija podskupova X = (X, A € A) skupa X zove se pokrivanjem skupa
X, ako je U X, = X. Pokrivanje X je razbijanje skupa X, ako su svaka dva
elementa fé\xerfilije X disjunktna. Svako razbijanje O skupa Q™ odreduje jedno
preslikavanje g : @™ — @, gde je Q@ = {¢},q3,...,q/} a | = |9, gde g(q:) =
= 9(g;) akko g; i g; pripadaju istom elementu familije £. Preslikavanje g odreduje
relacije &' = {(g;, @, ¢§) | (3¢5", ¢ € Q) 9(g7) = gin9(q™) = gine™ (g, a) = ¢}
i¢'={(g:e,d)| B’ € @™) 9(aP) = ¢/ A Y™ (gP", a) = d} Ako su relacije @' i ¢
funkcijske, tada one odreduju funkcije prelaska i izlaska ¢’ i ¥’ automata A’ =
={A,Q, B, ¢',¢',q'}. Koristeéi razbijanje skupa stanja maksimalnog automata,
mozemo formulisati algoritam sinteze automata sa k stanja koji izvrsava zadato
kretanje & za svako razbijanje skupa stanja Q™**, na k podskupova, maksimalnog
autonata A™*(¥), formirati odgovarajuée preslikavange g i proveriti da li je time
odreden automat, i ako jeste, da li 1zvr$ava zadato kretange %.

Algoritam sinteze optimalnog automata koji izvrsava zadato kretanje, je

prikazan sledeéim programom:

Program SintezaOptimalnogAutomata(input, output);
const
MAX_STANIJA = 100;
ulazi: array[1..15] of String[4]= (*0001’,’0010",’0100",'1000°,’1001°,"1010","1100°,’0101° "0110",
’0011°°1101°,°1110°,°1011°,°0111°,°111 1°);
type ’
TStanje = 0.MAX STANIJA;
TSkupStanja = set of TStanje;
TUlaz = string[4];
Tlzlaz = string[4];
var
razbijanje:array[1.MAX _STANJA] of integer;
br_st:Integer; ‘
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phi:array[1. MAX_STANIJA,1..15] of TStanje;
psi:array[1. MAX_STANJA,1..15] of Tlzlaz;
inout:array[1. MAX_STANJA] of String[8];
size:Longlnt,
f: TextFile;
procedure UcitajPut;
begin
AssignFile(f, Editl. Text);
Reset(f);
size:=0;
// ucitavanje uvlaza i izlaza
while not Eof(f) do begin
size := size + |;
readin(f, inout[size]);
end; while
CloseFile(f),

end;

// formira automat na osnovu razbijanja
function Formiraj():Boolean;
var
1, j, kiinteger,
begin
formiraj: =true,
for i:=1 to size do
for j:=1 to 15 do begin
phifi,j}:=0;
psilij)i=";
end,
// idi po stanjima iz maksimalnog automata
/11 preslikavaj ih u stanja automata sa i stanja
for i:=1 to size do begin
// pronadji redni broj ulaza
k:=0;
for ):=1 to 15 do
if ulazi[j]=copy(inout[i},1,4) then begin
k:=j;
break;
end; {if}
// postavijamo izlaz
if (psi[razbijanje{i]k]=") or (psi[razbijanje[i},k}=copy(inout[i},5,4)) then
psi[razbijanje[i} k]: = copy(inout{i}.5,4)
else begin
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formiraj: = false;
break;

end;

// postavljamo sledece stanje
if (phi[razbijanje[i},k]=0) or (phi[razbijanje[i}k}= razbijanje[i+1]) or (razbijanje[i+1]=0) then
if iz size then
phi[razbijanje[i} k] := razbijanje[i)
else

phifrazbijanje[i].k] := razbijanjefi+1]

else begin
formiraj: =false;
break;

end;{if}

end; {for}

end; { proc}

// proverava da li formirani automat izvrsava kretanje

function izvrsava():boolean;

var
br, st,i,k:integer;
1z Tlzlaz;

begin
st:=1;
bri=1;

while br<size do begin

// odredi izlaz i uporedi sa zeljenim
k:=0;
for i:=1 to 15 do
if ulazi{i]=copy(inout[br),1,4) then begin
k=i
break;
end; {if}
if psi[st,k]<>copy(inout[br],5,4) then
// doslo je do kontradikcije

break;

// idemo na sledecu io nisku
bri=br+1;
st:=phi[st.k];

end; {while}
if br>size then

else

izvrsava: =true
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i1zvrsava: =false;

end;{proc}

// generisanje automata pomocu razbijanja
procedure SintezaOptimalnogAutomata;
var
opt.aut, 1, jiinteger;
flag, f1:boolean;
begin
for i:=1 to MAX_STANJA do
razbijanje[i]: =0,
opt.aut := 0,
for brst := 1 to size do begin
// postavimo sve brojace na 1
for i:=1 to size do

razbijanjefi]:=1;

// generisemo sva preslikavanja size stanja
// u br.st stanja
while razbijanje[size]<br._st do begin
f1:=formiraj();
if f1 and izvrsava() then begin
// pronasli smo jedno razbijanje
opt.aut:=opt_aut+1;
break;

end;{if}

// generisemo siedeci izbor razbijanja
flag := true,
=2
while flag and (j< size) do begin
razbijanjefj}: =razbijanjefjj+1;
if razbijanjefj] < brst then
flag := false // zavrsili smo
else begin
razbijanjefj]:=1;
J=)+1L
end; {if}

end; {while}

if j> size then
Break;
end, {while}
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if opt_aut > 0 then
Writeln(’Broj stanja optimalnog automata’, br.st);
end; {for}
end;{proc}

// pocetak programa
begin
UcitajPut;
SintezaOptimalnogAutomata;
end.

Primetimo da postupak prikazan prethodnim programom, ne koristi ¢injenicu
da se dva nesaglasna stanja ne mogu preslikati u isto stanje optimalnog automata.
Ovaj algoritam je neefikasan za puteve kojima odgovaraju optimalni automati
sa ve€lm brojem stanja, ali je znacajan zbog algoritma slu¢ajnog pretrazivanja o

kome ¢e biti re¢i kasnije.

2.4 Kompatibilni skupovi i
sinteza optimalnog automata

U ovom poglavlju éemo opisati postupak sinteze optimalnog automata koji koristi
¢injenicu da se nesaglasna stanja maksimalnog automata ne mogu preslikati u isto
stanje optimalnog automata. Zbog toga, uvodimo pojmove kompatibilnog skupa
i prostog kompatibilnog skupa koji predstavljaju skupove stanja koja se mogu
preslikati u isto stanje optimalnog automata. Na taj nacin, ne pretrazuju se sva
razbijanja skupa. ve¢ se odbacuju ona koja sigurno ne mogu da daju optimalni
automat.

Podskup X skupa stanja Q™ maksimalnog automata Agw (8) nazivamo korn-
patibilnim ako svaka dva stanja iz skupa X nisu nesaglasna. Pokrivanje 9 skupa
Q@™ nazivamo kormnpatibilnin pokrivanjem ako je svaki element familije Q kom-
patibilan skup. Primer pokrivanja (razbijanja) za sliku 18, pokazuje da svako
kompatibilno pokrivanje ne odreduje automat koji izvrsava kretanje. To znaci
da je potrebno postaviti i dodatne uslove za pokrivanje da bi se mogao odrediti
automat koji izvrsava kretanje .

Oznacimo sa ¢, funkciju v.(g) = ¢™(g,a), gde je ¢ € Q™ a Q™ je skup
stanja maksimalnog automata U () = (4,Q™, B, o™, ¢p™, q), koji izvrsava kre-

tanje & Skup ¢,(X),X C Q™,a € A nazivamo #npliciraninm skupom skupa X
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za ulaz a. Pokrivanje Q skupa Q™ je zatvoreno ako je svaki impliciran skup
proizvoljnog elementa familije Q podskup nekog elementa familije Q.
Tvrdenje 6. Svako zatvoreno 1 kowmpatibilno razbijanje skupa stanja Q™

maksimalnog autornata Ygw (¥) odreduje automnat kogi izvrsava kretanje b.

Dokaz: Neka je Q = {Q1,Qy,...,Q;} zatvoreno i kompatibilno razbijanje
skupa Q™. PokaZimo da je automat 2’ dobro definisan: ' = (4,0, B, ¢, ¢, Qh),
gde je Q5 € 9, g0 € Qp, ¢(Q}ya) = @} ako je ¢(Q)) C Q) a ¥/(Qa) = b ako
postoji ¢’ € Q; tako da ¥™(¢’,a) = b. Kako je Q razbijanje skupa Q™, Qj uvek
postoji, funkcija ¢’ je dobro definisana zato $to je razbijanje zatvoreno, a funkcija
' je dobro definisana zato §to je razbijanje kompatibilno. Time smo pokazali da
je automat dobro definisan. Pokazacemo da automat izvrsava kretanje ¥ tako §to
¢emo pokazati da je sledece preslikavanje g-homomorfizam: g: Q™ — 9; ¢(q) =
Q', ako Q" € Q, ¢ € Q". Neka je (g,a) € Dymsx. Tada je g(p™(g,a)) = ¢'(9(g), a)
po definiciji funkcija g i ¢’. Na slican naéin, ¥™(q,a) = ¥'(9(q), a), ¢ime smo
pokazali da je g, g-homomorfizam, $to znali da automat ' izvrsava kretanje .

Sinteza optimalnog automata koji izvrsava kretanje ¥ se svodi na odredivanje
kompatibilnog i zatvorenog razbijanja Q skupa Q™, koje ima minimalan broj
elemenata. Algoritam sinteze optimalnog automata mozemo zapisati na sledeéi
nacin: generisati sve kompatibilne skupove nad skupom Q™. Za sve moguce izbore
dva komnpatibilna skupa proveriti da li oni predstavljaju zatvoreno 1 kompatibilno
razbijanje. Ako ni za jedan izbor nije dobijeno zatvoreno kompatibilno razbijange,
postupak ponavljati za 8, 4, ... kompatibilna skupa sve dok ne dobijemo zatvoreno

kompatibilno razbijanje. Dobijenim razbijanjem je odreden optimalni automat.

Program SintezaOptimalnogAutomata(input, output),
const
MAX STANJA = 100;
ulazi: array[l..15] of String[4]= (’0001°,0010°,’0100°,1000","1001°1010°,"1100°,°0101°,0110",
’0011°,°1101°,1110°,1011°,°01117,°1111°);

type
TStanje = 0.MAX_STANIJA;
TSkupStanja = set of TStanje;
TUlaz = string[4];
Tlzlaz = string[4];

var

mat_nes:array[1.MAX_STANJA, 1.MAX STANJA] of Lnteger;
inout:array[1.MAX_STANJA] of String[8];
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size:Longlnt;

f: TextFile;

komp skupovi: array{1..1000000] of TSkupStanja;
komp _broj:Longlnt;
razbijanje:array[l..MAX.STANJA] of integer;
max_skup:TSkupStanja;

br.st:Integer;

function kompatibilan(skup: TSkupStanja):Boolean;

var
ij: Integer,
b: Boolean;
begin
b := False,
for i:=1 to size-1 do
for j:=i+1 to size do
b:= b or (mat.nes(ij] and (i in skup) and (j in skup));
kompatibilan := not b,
end;

function d(skup:TSkupStanja; ulaz:TUlaz): TSkupStanja; // generisanje impliciranog skupa
var

st: 1.MAX_STANIJA;

tmp: TSkupStanja;
begin

tmp: =[],

for st:=1 to size do

if (st in skup) then
if (Copy(inout[st],1,4)=ulaz) then
include(tmp, st);

d:=tmp;

end; {func}

function razbija():boolean; // da li postojeci izbor komp. stanja pokriva sva stanja

var
s:TSkupStanja,
i:iinteger,
pokriva:boolean;
begin

s=[};

for i:=1 to brst do
s:=s+komp.skupovi[razbijanje[i]];

if s=max_skup then pokriva:=true
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else pokriva: =false;
if pokriva then begin
razbija: =true;
for i:=1 to brst-1 do
for j:=i+1 to brst do
if (komp,skupovi[razbijanje[i]]"komp_skupovi[razbijanje[j]])<>[] then razbija:=false;
end ,'{func}

function zatvoren():boolean; // da li je razbijanje zatvoreno
var  ijkiinteger;
da:TSkupStanja;
flag, f1:boolean;
begin
flag := true;
// idi po svim skupovima
=1
while (1< br.st) and flag do begin
// 1di po svim mogucim ulazima
=1
while (j<15) and flag do begin
da := d(komp_skupovi[razbijanje[i]],ulazi[j]);
fl:=false;
/ proveri da li je impliciran skup pokriven nekim od skupova
for k:=1 to br.st do
if komp_skupovi[razbijanje[k]]<da) and (komp_skupovi[razbijanje[k]]< > da) then

fl:=true;
flag := flag and (not f1);
=)L
end; {while}
L=it+l;
end; {whjle}

zatvoren:=flag: // vracamo rezultat
end; {func}

procedure GenerisiOptimalniAutomat;
var
1, J, opt_aut:integer;
flag:boolean;
begin
// da li ima optimalnih automata sa 1 do size stanja
opt_aut := 0;
for br.st := 1 to size do begin
// postavimo sve brojace na 1
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for i:=1 to br.st do
razbijanje[i]: =1,
// generisemo sve izbore br.st od komp.broj elemenata
// skupa kompatibilnih skupova
while razbijanje[br.st]<komp.broj do begin
if razbija() and zatvoren() then
// pronasli smo jedno razbijanje
opt.aut:=opt_aut+1;
// generisemo sledeci izbor kompatibilnih automata
flag 1= true;
ji=1;
while flag and (j< br.st) do begin
razbijanje[j]:=razbijanje[j]+ 1
if razbijanje[j] < komp_broj then
flag := false // zavrsili smo
else begin
razbijanje[j]:=1;
=)+
end,; {if}
end; {while}
if j> br_st then begin
// prosli smo kroz sve izbore razbijanja sa
// br.st stanja i sada idemo dalje ako nismo
// pronasli optimalni automat

if opt.aut > 0 then

writeln(’Br. stanja optimalnog automata: ’°, br.st);

Break;
end; {if}
end; {while}
if opt.aut > 0 then
Break;
end; {for}
if opt.aut > O then
Writeln(’Br. stanja optimalnog avtomata: °, br.st);

end; {proc}

function intpow(b:integer; p:integer):integer;
var
1, ret:integer;
begin
ret:=1;
for i:=1 to p do ret:=ret*b;
intpow:=ret;
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end;

// generisanje kompatibilnih skupova

procedure GenerisiKompatibilneSkupove;

var

begin

i, ):integer;
s:TSkupStanja;

vr:string;

// generisi sve podskupove i eleminisi nekompatibilne skupove
komp._broj:=0;
for i:=1 to IntPow(2,size) do begin
s:=[J;
for j:=1 to size do
if ( (1 shl (j-1)) and 1 ) <> O then
include(s, j);
// da li je kompatibilan
if kompatibilan(s) then begin
komp_broj:=komp.broj+1;
komp_skupovi[komp_broj]:=s;
end;
end, {for}

end{ proc} ;

procedure Ucitaj;

begin

end,

begin

AssignFile(f, Editl.Text),
Reset(f);
size:=0;
max.skup:=[];
// ucitavanje ulaza i izlaza
while not Eof(f) do begin
size := size + 1;
readin(f, inout[size]);
// pravimo maksimalni skup stanja
include(max._skup, size),
end; {while}
CloseFile(f);

Ucitaj; GenerisiGrafNesaglasnosti;
GenerisiKompatibilneSkupove;
GenerisiOptimalniAutomat;
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end.

Nedostatak postupka sinteze optimalnog automata koji izvrsava zadato kre-
tanje ¥ pomoc¢u kompatibilnih skupova, je u tome §to je potrebno dosta memorije
za smestanje svih kompatibilnih skupova, a sa poveéanjem broja kompatibilnih
skupova raste i vreme potrebno za sintezu optimalnog automata. Broj kompati-

bilnih skupova je manji ili jednak od 2™ gde je n duzina puta k.

2.5 Sinteza optimalnog automata metodom rekurzije

Neka su o = a;0y...a, € A%, B = bjb,...b, € B+, redom, ulazna i Zeljena
izlazna niska automata %; = (4,Q, B, ¢,¥,1), gde je Q = {1,2,...8}, s < n.
Automat 2 ée biti predstavljen stekom ¢iji elementi su oblika (st1,u,1, sta), gde
su sty, sty € Q, u € A, 7 € B, tako dai = )(st,u), a sty = o(sty,u). Lako se
moze pokazati da se na ovaj na¢in moze predstaviti bilo koji parcijalni automat.

Rad automata 2; za datu ulaznu nisku a opisan nizom éetvorki (st1,a1, b, st3),
(sta,a0,by, st3),. .., (sti,a:,b;, stiy1), gde je sty = 1.

ZapiSimo algoritam sinteze automata koji izvrsava kretanje ¥ metodom

rekurzije:

A. Proglasi stek praznim
B. Na stek postavi (1,a1,b;,1)
C. Proveri da li automat opisan stekom izvrsava kretanje ¥
Mogucéa su tri slucaja:
1. automat izvrsava kretanje ¢
2. automat ne izvrsava kretanje zato $to se prilikom izvrSavanja
doslo do elementa steka (st;, a;, b;, sti11)
gde (stiy1,ai41, biy1, Stiy) ne postoji u steku
(kazemo da je automat nedefinisan)
3. Automat ne izvrsava kretanje ¥ zato sto se prilikom
izvrSavanja doslo do (st;,a;, b;, stii1),
i postoji k < 7 tako da st; = stx, a; = ax i b; # bx
(kazemo da je doslo do kontradikcije)
D. Ako automat opisan stekon izvrsava kretanje ¥ prikazi automat
E. Ako je doslo do kontradikcije onda
- Izbaci sa vrha steka sve elemente oblika (st, a, b, s)
- Ako je stek ostao prazan onda ne postoji automat sa s stanja
koji izvrsava kretanje &.
- element na vrhu steka (st', a, b, st”)
zameni elementom (st a,b, st” + 1)
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F. Ako je doslo do neodredenosti onda dodaj element (st;41, @11, bit1, 1)

na vrh steka.
G. Idi na korak C.

Prethodni postupak, kao rezultat, daje automat sa datim brojem stanja s
koji izvrSava kretanje ¥, ili signalizira da se automat sa s stanja ne moze sintetisati.
Ako uvecavamo broj stanja od 1 do duzine puta £, u jednom trenutku éemo dobiti
optimalni automat. Sledi program za sintezu optimalnog automata koji prolazi

zadati put.

program OptimimalniAutomat(input, output);
type
TStek =record
stl:integer;
ui:string[8];
st2:integer;
end;
var
br_st,s,duz_steka:lnteger;
ui:string[8];
Stek:array[1..1000] of TStek;
inout:array[1.MAX_STANJA] of String[8];
function ok.stanje(st:integer; uii:string):integer;
// vraca -1 ako je kontradikcija
// -2 ako nema takvog ui para
// stanje u koje prelazimo, ako nije ni -1 ni -2
var
Linteger;
begin
i:=1;
while i<duz_steka do begin
if (stek[1].st1=st) and (stek[i].ui = uii) then begin
ok _stanje: =stek]i].st2;

break;

end;

if (stek[i].st1=st) and (copy(stek[i].ui,1.4) = copy(uii,1,4)) then begin
ok.stanje := -1;
break;

end;

L=1+1;

end;
if i>duz_steka then begin
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ok.stanje := -2;
S:=st;
ui:=uii;

end;

end;

function pusti_aut():integer; provera korektnosti automata
var
stanje, tek_ul, tmp:integer,
begin
stanje:=1;
tekul:=1;
while tek_ul<size do begin
tmp := ok.stanje(stanje, inout[tek.ul});
if tmp>0 then begin
stanje:=tmp;
tek_ul:=tek_ul+1; end
else break;
end;{while}
if tek_ul>size then

f
o

pusti_aut :

else

pusti.aut := tmp;

end;

procedure SintezaOptimalnogAutomata;
label t;
var
IKraj:boolean;
tmp,.k,max.st:integer;

ss:string;
begin
duz.steka:=1;
stek[1].stl:=1;
stek[1].st2:=1;
stek[1].ul := inout{l1];
for max_st := 1 to size do begin
IKraj:=false;
// kreiraj pocetni automat
while not [Kraj do begin
t: tmp:=pusti-aut(),

if tmp=0 then Break; // pronasli smo automat
if tmp=-1 then begin// doslo je do kontradikcije
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while (duz.steka>0) and (stek[duz_steka].st2 = max.st) do
duz.steka:=duz_steka-1;
if duz_steka=0 then
IKraj: =true
else
stek[duz.steka].st2: =stek[duz.steka].st2 +1
end
else begin // stanje nije bilo definisano
duzsteka:=duz steka+1;
stek[duz._steka].st]l := s;
stek[duz_steka].ui := ui;
stek[duz steka).st2 := 1;
end;
end, {while}
if tmp=0 then begin
writeln(’Broj stanja automata’, max.st);

Break;
end;

end; {for}
end;
begin

UcitajPut;

SintezaOptimalnogAutomata;
end.

Karakteristi¢ni broj automata opisanog stekom je broj kb = 1s185...5.0...0,
koji ima n cifara, s; predstavlja broj stanja koji odgovara elementu na steku u
trenutku pre izvrSavanja koraka oznacenog labelom t:

(Sk—1,aj, b}, sx) < vrh steka

(82, 03,03, 53)
(81,0ah, b5, 83)
(1,a%,b, 1) « dno steka

Primetimo da karakteristicni broj predstavlja broj zapisan u osnovi o koja
je jednaka max_st+1. Tokom izvrSavanja programa, karateristiéni broj se menja,
¢inedi niz brojeva zapisanih u osnovi o: kby, kby, ..., kb,,.... Lako se pokazuje da
Je taj niz brojeva strogo rastudi.

Lema 5. Program OptimalniAutornat zavréava rad.

Dokaz: Dodelimo svakom trenutku pre izvrsavanja koraka obelezenog la-
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belom t, broj b; = 1g0...0—kb;, gde je o osnova brojnog sistema i jednaka
N —r

n-1 puta
Je vrednosti max_st u trenutku 7. Niz brojeva byby...0;... je strogo opadajuéi,

posto je niz brojeva kby, kb, . . . strogo rastuéi. Kako procedura ok_stanje zavrsava
rad nakon najvise || koraka, a pusti_aut nakon najvise |¢|? koraka, i kako je niz
b1,bg,...b;,. .. strogo opadajuéi, a b; > 0 za svako 4, sledi da program zavriava

rad.

Neka je kb = 1010,...0k_10x modifikovan karakteristiGan broj u trenutku
i, koji smo dobili tako $to smo odbacili nule na kraju karakteristicnog broja.
Primetimo da je kb} Je = kb +1] k ako or < 0— 1 a 0 osnova brojnog sistema.

Pokazimo da, ako je u trenutku 7 modifikovani karakteristicni broj kb? =
1010, ... 0k, za koji vazi da je o < 0, onda se cifra ox menja pre cifara 0,0, ... 0x_1.
Pretpostavimo suprotno, tj. da se neka od cifara 0105 ... 0x—; menja pre cifre o.
Neka je 7' prvi trenutak kome su se cifre 0,05...0x_; promenile pre cifre o, i
neka su kbj_; = 10103...0k_10k... 0 1 kb = 10105 ...0,_,0f . .. 0, modifikovani
karakteristicni brojevi u trenutku 7/ — 1 i u trenutku 7’. Da bi se cifre 010 . . . 0p—;
promenile u trenutku 7' neophodno je da ok = 0, $to je suprotno pretpostavci da je
0x < o. Time smo pokazali da se cifra o, mora promeniti pre cifara 0,0, ... 0x_1.

Na osnovu prethodnog tvrdenja, lako se pokazuje sledeéa lema:

Lema 6. Ako je u nekom trenutku modifikovani karakteristiéni broj kb =
= 10105...0k, gde je o < o0, tada ée u nekom narednorn trenutku biti kb; =

10105 ... (0 + 1) i ée biti pronaden automat.

Na osnovu navedenili tvrdenja i lema mozemo formulisati sledeéu teoremu:
Teorema 11. Algoritam sinteze optitnalnog automata rekurzijom sintetise

optirnalnt autornat koji prolazi zadati put.

Dokaz: Pretpostavimo da optimalni automat ima o stanja. Svakom opti-
malnom automatu, dodelimo odgovarajuéi karakteristiéni broj na sledeéi nagin:
neka je funkcionisanje optimalnog automata za par («, 8) ulaznu i izlaznu nisku
(a1, iy, 9z, 01), (02, Gy, @i, 2), - - (s Gins Ginar» ). Iz miza izbacimo viSestruka
pojavljivanja istih cetvorki, tako $to ostavljamo prvo pojavljivanje ¢etvorke. Iz
takvog niza generiSemo karakteristi¢ni broj kb; = lo102...0;, gde je ¢;; = 1,
gi, = 01... . Neka je kb* najmanji karakteristicni broj od svih optimalnih au-

tomata sa o stanja. Dokazimo da algoritam sintetiSe automat sa karakteristi¢nim
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brojem kb*. Posmatrajmo karakteristicne brojeve koje dobijamo tokom rada al-
goritma. Neka je 7 poslednji trenutak u kome kb* ima najveéi zajednicki pocetak
sa kb}. Neka je zajednicki pocetak duzine k < ! ineka je kb* = 101 ...0x0)y; ... 8
kb =1lo;...040¢,,.... Akojeo ., <o), tada je u nekom prethodnom trenutku
7 moralo da bude 0, = 0 ,, Cime smo pokazali da je najveéi zajednicki pocetak
duzine k + 1 $to je nemoguce. Ako je o, > o}, tada je oy, = o (zato §to
je to poslednje pojavljivanje sa najvetim zajednitkim pocetkom), odakle sledi da
je 0x,; > o §to je nemoguce. Time smo pokazali da najvedi zajednicki pocetak

niora imati bar 7 stanja, ¢ime je tvrdenje dokazano.

2.6 Optimizacija maksimalnog automata
algoritmom slucajnog pretrazivanja

Postupak sinteze optimalnog automata pomoéu homomorfizma, opisan u 2.3, nije
pogodan zato Sto je za put duzine 7 ¢iji optimalni automat ima k stanja, potrebno
ispitati najmanje 14+2"+3"+...4+(k—1)"+1 anajvise 14+2"+3"+. . .4+ (k—1)"+k"
homomorfizama.

Algoritam naveden u 2.3 mozemo modifikovati tako $to necemo ispitati sve
moguce homomorfizmime, nego ¢emo, za fiksiran broj [, 1 < I < n (n - duzina
pﬁta) generisati na slu¢ajan nacin homomorfizme maksimalnog automata na au-
tomate sa [ stanja. Ako pronademo homomorfizam, time smo prona8li i auto-
mat sa [ stanja koji prolazi zadati put. Ako za fiksiran broj (n}ﬁr. 1000000)
tako generisanih homomorfizama dobijemo automat sa [ stanja onda postupak
mozemo nastaviti tako $to ¢emo probati da pronademo automat sa [ — 1 stanja.
Ako nismo pronasli automat sa [ stanja onda pretpostavljamo da automat sa
[ stanja, koji prolazi zadati put, ne postoji. Na taj nacin dobijamo algoritam
koji prikazan slede¢om procedurom, koja u programu iz 2.3 menja proceduru

SintezaOptimalnogAutomata:

procedure OptimizacijaMaksimalnogAutomata;
var

min_aut, I, j, t: integer;

flag, f1: boolean;

vr, vrl: string;
begin

Randomize;

br.st := size - 1;

min.aut ;= 0;



O sintezi optimalnih automata u nekim klasama lavirinata 60

razbijanje[l] := 1;
t := 1000000; / milion pokusaja
for 1 := 1 to t do begin
/1 generisi slucajno pokrivanje
for ) := 2 to size do
pokrivanje[j] := random(br.st) + 1;

fl := formiraj();
if f1 and izvrsava() then begin // pronasli smo pokr.
zapamti.min.aut(i); / zapamti trenutno optimalni automat

if brst > O then begin
min_aut := min_aut + 1;
br.st := brst - 1;
end; {if}
end; {if}
if brst = 0 then
break;
end;{for}

// prikazi broj stanja optimizovanog automata
writeln(’Broj stanja optimizovanog automata: ’,br.st+1);
end,; {OptimizacijaMaksimalnogAutomata}

Da navedeni algoritam ne mora dati optimalni automat je jasno iz same
prirode algoritma, posto je algoritam jedna varijanta slucajnog pretrazivanja.
Lako je primetiti da je vreme potrebno za optimizaciju linearno u odnosu na

duzinu puta n.

2.7 Optimizacija maksimalnog automata saZimanjem

U ovom poglavlju ¢e biti data modifikacija algoritma rekurzije. Iz algoritma
rekurzije je eliminisan deo koji vodi do rekurzije, éime se eliminise eksponencijalna
zavisnost vremena od broja stanja optimalnog automata, ali zato optimizacijom
ne moramo dobiti optimalni automat. Sledi procedura koja menja proceduru

SintezaOptimalnogAutomata u programu iz 2.5:

procedure OptimizacijaSazimanjem;
var

1Kraj: boolean;

tmp, k: integer;
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max.st: integer;

begin
duz.steka := ];
stek[1].stl := 1;
stek[1].st2 := 1;
stek[1].ui := inout[1];
max.st ;= 1;
IKraj := false;

while not Kraj do begin
tmp := pusti_aut();
if tmp=0 then
Break; // pronasli smo automat
if tmp = -1 then
stek[duz steka}.st2 := stek[duz.steka].st2 + 1
else begin
// stanje nije bilo definisano
duz_steka := duz.steka + I;
stek[duz_steka].stl := s;
stek[duz_steka].ui := ui;
stek[duz_steka].st2 := s;
end;
end; {whjle}
end;

Lako je pokazati da ovaj algoritam u najgorem slu¢aju radi u vremenu
an®+bn+c gde su a, b, ¢ neke konstante ko je zavise od puta. Da algoritam ne mora

davati optimalni automat moze se videti na primeru kretanja (news,n),(news,e),
(news,n).



3 Neke karakteristike algoritama sinteze
optimalnog automata

U prethodnom delu smo opisali algoritme sinteze optimalnog automata, kao i neke
algoritme optimizacije maksimalnog automata. U ovom delu ¢emo analizirati

neke karakteristike navedenih algoritama.

3.1 Vremenska ocena algoritama sinteze
optimalnog automata

U ovom odeljku éemo opisati zavisnost vremena izvrsavanja algoritama od duzine
puta i broja stanja optimalnog automata koji izvrsava zadato kretanje. Za al-
goritme sinteze optimalnih automata ¢emo ustanoviti da ta zavisnost eksponen-
cijalna. Za algoritme optimizacije maksimalnog automata ¢emo pokazati da je
zavisnost vremena od duzine puta polinomijalna, ali i da njihova preciznost opada
sa duzinom puta.

Ispitajmo algoritam sinteze optimalnog automata pomoéu homomorfizma.
Ako je k broj stanja optimalnog automata koji izvrsava zadato kretanje € a n
duzina puta, tada je prosetan broj homomorfizama koje treba proveriti jednak
142" +...+ (k—1)"+1- k™. Vreme se moze poboljsati ako znamo da je broj
stanja optimalnog automata jednak k, i tada je prosetan broj homomorfizama
koje treba proveriti 3k™.

Algoritam sinteze optimalnog automata pomocu kompatibilnih skupova ima
sliéne osobine kao i algoritam sinteze pomo¢u homomorfizma. Algoritam prvo
formira skup svih kompatibilnih skupova, i nakon toga pokusava da od njih
formira zatvoreno razbijanje sa 1,2,...,k elemenata, gde je k broj stanja opti-
malnog automata. Ako je broj kompatibilnil skupova b, tada je potrebno prover-
iti C} +C2+. . .+Cf kompatibilnih skupova. Kako b moze da raste eksponencijalno

62
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sa. duzinom puta 7 to najgorem slu¢aju moramo proveriti Ch, + CZ. + ... + C5.
skupova.

Algoritam sinteze optimalnog automata pomoéu rekurzije u najgorem sluca-
ju ¢e proveriti 1" + 2™ + ... + k™ automata, gde je n duzina puta a k broj stanja
optimalnog automata.

Za algoritam slu¢ajnog pretrazivanja prikazanog u odeljku 2.6 se moze
pokazati da je vreme C - 7 - t. gde je t broj pokusaja, a n duzina puta. Kako je
obicno t fiksirano, to mozemo reéi da je ocena O(n).

Za algoritan optimizacije maksimalnog automata sazimanjem je receno da
je vreme potrebno za sintezu u najgorem slu¢aju an? + bn + ¢. Vreme moze biti
i kracde, §to pokazuje primer puta (news,n), (news,n),. .., (news,n), za koji se
optimizacija izvr$ava u linearnom vremenu.

U praksi je najbolje rezultate postigao algoritam sinteze optimalnog au-
tomata pomoéu rekurzije. Algoritam sinteze optimalnog automata je pokazao
losije rezultate, a najlosije rezultate je pokazao algoritam sinteze optimalnih au-
tomata pomocu kompatibilnih skupova.

Algoritmi su testirani tako $to je generisano po 100 slu¢ajnih puteva u
ravnom pravougaonom lavirintu, duzina od 5 do 20 (ukupno 1600 puteva). Po-
tom su primenjivani algoritmi sinteza optimalnih automata na generisane puteve.
Jedino je algoritam sinteze optimalnog automata pomoc¢u rekurzije uspeo da

zavr$i sintezu optimalnih automata, za puteve svih duzZina.

Duzina puta  Pros. vreme

5 0,002 sekundi
6 0,002 sekundi
7 0,002 sekundi
8 0,003 sekundi
9 0,005 sekundi
10 0,011 sekundi
11 0,076 sekundi
12 0,100 sekundi
13 2,093 sekundi
14 1,535 sekundi
15 1,869 sekundi
16 57,813 sekundi
17 1,631 sekundi
18 48,136 sekundi
19 53,375 sekundi

20 133,080 sekundi
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U prethodnoj tabeli se moze primetiti da je u nekim slu¢ajevima, npr. za
puteve duzine 17, prosetno vreme sinteze optimalnog automata manje nego za
puteve duZine 16. Uzrok tome je ¢injenica da su putevi generisani slucajno, i da
je za puteve duzine 16, sintetisano 9 optimalnih automata sa 5 stanja, 19 opti-
malnih automata sa 4 stanja, 48 optimalnih automata sa 3 stanja i 24 optimalna
automata sa 2 stanja. Za puteve duzine 17 dobijeno je 29 optimalnih automata sa
4 stanja, 50 optimalnili automata sa 3 stanja i 21 optimalni automat sa 2 stanja.

Nesto preciznija slika se stice kada se grupisu putevi po broju stanja op-
timalnog automata. Medutim, ni tu ne dobijamo pravu sliku zbog malog broja
puteva sa odgovaraju¢im optimalnim automatima koji imaju 6 i 7 stanja.

Br. stanja opt. automata Pros. vreme Br.puteva

1 0,001 sekundi 140
0,005 sekundi 619
0,241 sekundi 581
16,709 sekundi 214
624,159 sekundi 39

284,76 sekundi 6
203,272 sekundi 1

N D Ut bW

Algoritam sinteze optimalnih automata pomoéu homomorfizma daje losije
rezultate nego algoritam sa rekurzijom. Algoritam pomoc¢u homomorfizma je
uspesno odredio optimalne automate za puteve duzina do 5 do 12. Algoritam je

prekidan nakon 3 sata ako u meduvremenu nisu odredeni optimalni automati.

Duzina puta Pros. vreme

5 0,0003 sekundi
6 0,0003 sekundi
7 0,0020 sekundi
8 0,0033 sekundi
9 0,0176 sekundi
10 0,0525 sekundi
11 6,5676 sekundi
12 47,7642 sekundi

Algoritam sinteze optimalnih automata pomodéu kompatibilnih skupova daje

najlosije rezultate. Naime, primenom ovog algoritma na slu¢ajno generisane
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puteve dobijeni su rezultati koji za puteve duzina 5 do 9. Algoritam je prekidan
nakon 3 sata, ako u meduvremenu nije dao optimalne automate. Rezultati su

prikazani u sledeéoj tabeli:

Duzina puta  Pros. vreme

) 0,003 sekundi
0,017 sekundi
0,265 sekundi
2,769 sekundi
49,312 sekundi

© 00 3O

3.2 O tacnosti algoritama optimizacije

U prethodnom delu je reteno da algoritmi optimizacije maksimalnog automata
koji izvr8avaju zadato kretanje ¥, rade u polinomijalnom vremenu (linearnom i
kvadratnom). Negativna strana navedenih algoritama je Cinjenica da se opti-
mizacijom ne mora doéi do optimalnog automata.

Kako algoritam slucajnog pretrazivanja 'prekriva’ sve moguée homomor-
fizme pomoéu t pokusaja da bi se doslo do optimalnog automata (ili automata
bliskom njemu), to mozemo pretpostaviti da ako raste broj homomorfizama a t
ostaje fiksirano, dolazi do sve slabijeg 'prekrivanja’ homomofizama, a samim tim
i algoritam postaje sve neprecizniji. A

Da bi potvrdili tu pretpostavku, izvr§ena je optimizacija automata pomodéu
algoritama za sluCajno generisane puteve duzina od 5 do 20 (po 100 za svaku
duzinu puta). Dobijeni rezultati su uporedeni sa rezultatima dobijenim pomoéu
algoritma rekurzije. Rezultati potvrduju pretpostavku da sa porastom duzine
puta dolazi do pada tatnosti algoritma slucajnog pretrazivanja. U sledeéoj tabeli

je prikazano prose¢no odstupanje grupisano po duzini puteva:

Duzina puta  Pros. odstupanje Pros. vreme
5 0,02 5,08

6 0,03 10,02

7 0,04 12,11

8 0,01 14,50

9 0,03 17,91

10 0,03 18,50

11 0,04 19,52

12 0,05 20,21

13 0,05 20,70
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14 0,05 20,11
15 0,07 21,18
16 0,07 21,86
17 0,06 23,98
18 0,27 24,12
19 0,21 23,92
20 0,41 24,30

Slicne rezultate dobijamo ako grupisemo odstupanja po broju stanja opti-

malnog automata

Br. stanja opt. automata Prose¢tno odstupanje
0,00
0,04
0,09
0,21
0,51
0,67
1,00

N Oy O bR W N

Algoritam optimizacije sazimanjem radi tako $to pokuSava da za tekuée
stanje, dodefinise funkcije prelaska i izlaska, tako da izvrsava $to veéi deo puta.
Ako u nekom trenutku dode do kontradikcije (kada automat da pogresan izlaz)
onda se uvodi novo stanje. Na osnovu postupka se moze zakljuciti da bi sa
porastom duzine puta doslo i do poveanja greske optimizacije. Da je to zaista
tako, pokazuje primer optimizacije automata za 1600 slucajno generisanih puteva
duzina od 5 do 20:

Duzina puta Pros. odstupanje Pros. vreme

5 0,05 0,002 sekundi
6 0,10 0,002 sekundi
7 0,20 0,002 sekundi
8 0,29 0,002 sekundi
9 "~ 0,36 0,002 sekundi
10 0,50 0,002 sekundi
11 0,69 0,002 sekundi
12 0,92 0,003 sekundi
13 0,89 0,002 sekundi
14 1,13 0,004 sekundi
15 1,26 0,004 sekundi
16 1,39 0,004 sekundi

i
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17 1,70 0,004 sekundi
18 1,57 0,004 sekundi
19 1,93 0,005 sekundi
20 2,34 0,004 sekundi

Slicne rezultate dobijamo ako grupisemo rezultate po broju stanja opti-

malnog automata.

Br. stanja opt. automata Prosecno odstupanje
0.00
0,65
1,22
1,54
2,03
1,67
2,00

=~ Ut ab W N

Poredenjem algoritam optimizacije slucajnim pretrazivanjem i algoritma op-
timizacije sazimanjem, dolazimo do zakljucka je algoritam optimizacije sazimanjem
tacniji. Poredenje je vrseno za fiksirani broj pokusaja (1.000.000) kod algoritma

optimizacije sluéajnim pretrazivanjem, a rezultati su prikazani u sledecoj tabeli:

duz puta vr.saz saz.br.stanja rnd.br.stanja vr.rnd
5 0.002 1.53 1.50 5.080

6 0.002 1.86 1.79 10.020
7 0.002 2.18 2.02 12.110
8 0.002 2.33 2.05 14.500
9 0.002 2.62 2.29 17.910
10 0.002 2.89 2.42 18.500
11 0.002 3.31 2.66 19.520
12 0.003 3.64 2.77 20.210
13 0.002 3.53 2.69 20.700
14 0.004 3.92 2.84 20.110
15 0.004 4.26 3.07 21.180
16 0.004 4.52 3.20 21.860
17 0.004 4.78 3.14 23.980
18 0.004 4.89 3.59 24.120
19 0.005 5.46 3.74 23.920
20 0.004 5.75 3.82 24.300
30 0.010 7.98 6.74 74.656

40 0.014 10.76 11.61 103.002
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50 0.022 13.71 17.28 120.422
60 0.029 16.34 24.35 150.066
70 0.040 19.01 33.25 166.271
80 0.053 22.13 42.88 187.831
90 0.068 24.81 55.32 212.083
100 0.082 27.03 68.38 232.268
125 0.116  33.71 106.13 284.896
150 0.179  40.20 142.68 341.523
200 0.387 54.15 199.69 429.343
500 3.899 133.31 - -

750 10.941 201.25 - -

1000 24.197 266.70 - -

U drugoj koloni se nalaze prose¢no vreme potrebno za optimizaciju maksimalnog
automata algoritmom sazimanja. U trec¢oj koloni se nalazi prosetan broj stanja
automata posle optimizacije algoritmom sazimanja. U cetvrtoj koloni je prikazan
prosecan broj stanja posle optimizacije algoritmom slucajnog pretrazivanja. U
petoj koloni je prikazano proseno vreme potrebno za optimizaciju algoritmom
slu¢ajnog pretrazivanja.

Na osnovu rezultata se moze zakljuciti da algoritmom optimizacije se dobija
automat sa brojem stanja koji se priblizava €etvrtini broja stanja maksimalnog
automata. Pored toga, moze se primetiti da je algoritam optimizacije slu¢ajnim
pretrazivanjem tac¢niji od algoritma opotimizacije sazimanjem do puteva duzine
30. Nakon toga, tacnost algoritma optimizacije slu¢ajnim pretrazivanjem naglo
opada, da bi za maksimalne automate sa 200 stanja dobili vrlo malu ta¢nost.
Rezultati navedeni u prethodnoj tabeli potvrduju da je vremenska ocena algori-

tam optimizacije sazimanjem O(n?), a algoritma slu¢ajnim pretrazivanjem O(n).

3.3 Zakljucak

Svi algoritmi sinteze optimalnog automata pokazuju eksponencijalnu zavisnost
vremena od broja 'stanja optimalnog automata koji prolazi zadati put. Veé za
puteve sa odgovarajuéini optimalnim automatima sa 8 i vise stanja postaje tesko
odredivanje optimalnili automata. Zato se uvode algoritmi optimizacije maksi-
malnilh automata. Primenom tili algoritama se ne garantuje optimalnost dobi-
jenih rezultata, ali se dobija automat koji ima manji broj stanja od maksimalnog.

Svi prikazani algoritmi sinteze optimalnog automta, i algoritama optimiza-
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cije imaju svoje mane i prednosti. Od algoritama sinteze optimalnih automata
kao najefikasniji se pokazao algoritam koji se koristi rekurzijom. Sto se algori-
tama optimizacije tice, algoritam optimizacije sazimanjem se pokazao tacnijim
od algoritma slutajnog pretrazivanja za fiksirani broj pokusaja. Sa druge strane,
algoritam slucajnog pretrazivanja se lako moze paralelizovati, a uveéanjem broja

pokusSaja moze se uvetavati tatnost optimizacije.
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