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Uvod 

Osnovna zelja koju imamo jeste utvrdivanje mesta neke matematieke struk-
ture,odnosno procena njenog mesta prema drugim strukturama. A osnovno 
matematieko sredstvo koje koristimo za tako nesto je preslikavanje. U slueaju 
topologkih prostora koristimo neprekidna preslikavanja, u slueaju algebarskih 
struktura to su homomorfizmi,a u slueaju skupova bez strukture to su "na-
jobienija" preslikavanja. Poslednji slueaj je suvige siromagan i svodi se na 
proveru uskladenosti aksioma teorije skupova i nekih dodatnih aksioma poput 
GCH,AD,CH,MA itd.. Medutim put koji nudi deskriptivna teorija skupova je 
nesto vijugaviji,pa samim tim koristi mnogo vige matematiekog alata,posebno 
Borelove skupove uoe'enog Poljskog prostora i Borelova preslikavanja. Tako 
u slueaju Borelovog preslikavanja izomorfizam se svodi na proveru bijektivn-
odti i proveru borelovosti preslikavnja a ne i njegovog inverza. Svaka prebro-
jiva struktura se mode videti kao jedan element prostora 2 N ,dok izomorfizam 
medu strukturama odreduje dejstvo simetriene grupe S„„a to je zapravo 
jedna Borelova struktura. Teorija mera takode omoguauje da na Borelovom 
skupu uvedemo mogu6nost "vaganja" na kolikom delu uoeeno svojstvo 
ili 

 vadi 
ne vaE,u terminima svuda,skoro svuda,na konula skupu. Tokom ovih 

razmatranja mogu se dobiti rezultati koji su zanimljivi,na prvi pogled pred-
stavljaju nesto sasvim jednostavno,kao Ato je tvrdenje koje zauzima centralni 
deo u narednom tekstu. 

Ovde je cilj da se predstavi teorema o nemoguenosti pravljenja k o  — 1 
preslikavanja sa prostora invarijantne mere opremijenog F2-dejstvom homo-
morfizmom u modularnu relaciju ekvivalencije. Oba naeina koji su ovde pred-
stavljeni koriste teEnske funkcije na slobodnoj grupi od dva generatora. Dok 
se razlika medu njima nalazi u pravljenju kompozicije preslikavnja u prvom 
slueaju L2  (2F2  ) / 1 (F2),a u drugom slueaju preslikavnje / 2 (.F(F2)) 1'(F2 ) 
zajedno sa teorijom unitarnih reprezentacija. Oba slue'aja imaju isti za-
kljueak,koji se svodi na kontradikciju,da slabi centri jedne teEne moraju biti 
linearno uredeni. 

Prvo poglavlje se sastoji iz osnovnih pojmova deskriptivne teorije skupova 
koji óe biti korigeeni. Slieno su u drugom delu navedeni samo neki elementi 
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2 

teorije klasifikacije sa naglaskom na neuredenost hijerarhije. 
U treaem delu se obja:s'njava pojam modularnosti,i dati su primere takvih 

relacija,dok se u C'etvrtom delu nalazi predstavljanje teEna na koje se oslan-
jaju oba dokaza. 

Peti deo daje preslikavanje na koje se oslanja Hjortov dokaz u gestoj 
glavi.Dokaz u Aestoj glavi koristi prelaz na 1-1 preslikavanje koji originalno 
nije koristio Hjort. U sedmoj glavi je dat uvod u teoriju reprezentacija koji 
je u narednoj osmoj iskoriMen u dokazu. I na kraju su dati neki primeri 
antimodularnih relacija ekvivalencije. 

Na kraju bih 2eleo da se zahvalim profesorima Mili MiSevie i Zarku Mija-
jlovi6u,a posebnu zahvalnost dugujem profesoru Bobanu Veliekovi6u koji me 
je uputio u oblast deskriptivne teorije skupova. 
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Glava 1 

Deskriptivna teorija skupova 

U osnovi deskriptivne teorije skupova se nalazi Poljski prostor , a to je 
topologki prostor koji je separabilan i kompletno metrizabilan.Takvih pros-
tora ima jako puno a neki primeri toga su: 

(i) otvoren interval (0, 1) sa naslednom topologijom, 

(ii) prostori R, C, Rn, Cm, RN, CN , If = [0, 1], T = {x E C : Ix' = 11, 

(ii) Kantorov prostor C = 2N , 

(iv) Berov prostor H = NN . 

Od jednog ili vie Poljskih prostora mo'iemo praviti novi Poljski prostor. 

Stay 1.1 
for 

(i) Kompletiranje separabilnog metriekog prostora je Poljski pros- 

(ii) Zatvoren potprostor Poljskog prostora je Poljski 

(iii) Proizvod niza Poljskih prostora je Poljski 

(iv) Suma niza Poljskih prostora je Poljski 

(v) Potprostor Poljskog prostora je Poljski akko je Go-podskup 

Posebni slue"ajevi topologkih prostora su topologke grupe,tj. one eija je 
topologija Poljska.Neke od takvih grupa su: 

(i) (R, +); (R \ {0}, •); (T, •), 

(ii) (X, +) gde je X separabilan Banahov prostor, 

(iii) Kantorova grupa 4, 
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GLAVA 1. DESKRIPTIVNA TEORIJA SKUPOVA 	 4 

(iv) Ako je skup K = R iii K = C,tada gledajuoi matrice n x n kao podskup 
od Kn2  dolazimo do Poljskih grupa G Ln (K), S L n (K) , U (n), 0(n), SU (n), S 0 (n), 

(v) Liove grupe su Poljske grupe. 

Topologki prostor (X, T) sa topologijom T popravljamo do malo bogatije 
strukture (X, B(X)),a pigemo (X, B(T)),tj. do jedne Bulove algebre i do-
bijamo Borelov prostor.To je zapravo najmanja a — algebrakoja sadrzi sve 
otvorene skupove na topologkom prostoru,ovde je oznaena sa B(T).Njeni 
skupovi su poredani u izvesnu hijerarhiju: 

E l c E2 -  • • Eo 

A? c AS)  • • A 
0 Ho c  Ho 

• • • li

n 

	

1 	 2 

pri e'emu je 	kolekcija svih otvorenih skupova,a no, kolekcija svihzatvorenih 
skupova,pri emu 

H0 
	 0 =fAc: A E En } "n 

	

Ano 	n  TT 

I pored sve zanimljivosti ove hijerarhije na dalje je ne6emo razmatrati jer nije 
od sugtinske vanosti za ono gto sledi. 

Definicija 1.1 Ako su X i Y topolaki prostori,preslikavanje f : X -4 
Y nazivamo Borelovim ukoliko je inverzna slika svakog Borelovog skupa Borelov 
skup.Posebno ako je f bijekcija i oba funkcije f i f -1  su Borelove,onda gov-
orimo o Borelovom izomorfizmu,a ukoliko je iX=Y o Borelovom 
automorfizmu 

Kako nam sama topologka struktura ne dolazi do izraaja a posmatramo 
samo Borelove skupove onda to formalizujemo narednom definicijom. 

Definicija 1.2 Merljivi prostor (X, S),skup sa a-algebrom,je standardan 
Borelov prostor ukoliko je izomorfan sa (Y, 5(Y)) za neki Poljski prostor 
Y,ili ekvivalentno ukoliko postoji Poljska topologija Ttakva da je S = 5(T). 

Jedan nestandardan primer ovoga,i ne tako aigledan je Effros Borelov 
prostor od F(X) = F},gde je X neki Poljski prostor.A ovde 
je a-algebra generisana skupovima oblika: 

{FEF(X):FnU (111 
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GLAVA 1. DESKRIPTIVNA TEORIJA SKUPOVA 	 5 

Definicija 1.3 Standardna Borelova grupa G je standardan Borelov pros-
tor G gde je G grupa a preslikavanje (x, y) xy -1  je Borelovo. Standardn 
Borelova grupa je Poljiena ukoliko postoji poljska topologija T koja joj daje 
Borelov prostor takva da je (G, T) topolo.§-ka grupa. 

Sta vise, standardne Borelove grupe imaju osobinu da mo2e postojati 
najvige jedna Poljska topologija koja im daje strukturu Borelovih skupova,da 
je u njoj grupa topologka.A primeri za ovakvih grupa su: 

(i) grupa G C TArsastavljena od nizova {x,,} takvih da je xn  = 1 za sve 
dovoljno velike n 

(ii) podgrupa /2  C risa nasledjenom topologijom 

Poljski prostori imaju mogu6nost promene Borelovih skupova u otvoreno 
zatvorene skupove bez narugavanja Borelove hijerarhije,a to izraIava slede6a 
teorema. 

Teorema 1.1 Ako je (X,T) Poljski prostor, a A C X Borelov skup,tada 
postoji Poljska topologija pri cemu jeTA  D T i B(TA ) = B(T),i uz to je A 
otvoreno-zatvoren skup u TA 

Posebno ukoliko je (X, T) Poljski prostor,a Y je prebrojive baze,f : X 
Y Borelovo preslikavanje,tada postoji Poljska topologija Tf  D T koja ne 
menja Borelove skupove a preslikavanje f : (X,T f ) --+ Y postaje neprekidno. 
Definicija 1.4 Neka je X Poljski prostor, tads skup A C X nazivamo anal- itiekim ako postoji Poljski prostor Y i neprekidno preslikavanje f :Y -÷ X 
takvo da je f(Y) = A. Specijalno je i prazan skup 

Klasu analiti6kih skupova ozna6avamo sa 	i za nju vaE: 
1 

1' 
a ukoliko je X neprebrojiv Poljski prostor vaE presiznije: 

B(X) C Ei (X), 

dok za standardan Borelov prostor vaN: 

(B)(X) = Al(X) 

kao is 
n  

11  Lin 1  In 

lli = {AC : A E E1 (X)}. 

Za razliku od neprekidnih preslikavanja Borelova preslikavanja imaju jaa 
svojstva gto pokazuje slede6a teorema. 

B(X) C E 
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GLAVA 1. DESKRIPTIVNA TEORIJA SKUPOVA 	 6 

Teorema 1.2 Neka su X i Y standardni Borelovi prostori i neka je f : X —* 
Y preslikavanje,tada je sledede ekvivalentno: 

(i) f je Borelovo 

(ii) graf(f) je Borelov 

(iii) gra f (f) je analitijki 

Posebno ukoliko je f Borelova bijekcija,tada je f Borelov izomorfizam. 

Ukoliko je (X, 8) merljiv prostor tada preslikavanje p : S ---+ [0, +co] koje 
zadovoljava uslove: 

p(0) = 0 

p(U A n) = E p(A n ) 
n 	 n 

,gde je {An} disjunktna familija podskupova koji pripadaju S, nazivamo 
merom. Posebno ukoliko je p(X) = 1 govorimo o verovatnosnoj meri,a 
ukoliko je u pitanju Borelova a-algebra govorimo o Borelovoj meri.0 skladu 
sa prethodnim predstavljamo neke primere: 

• Lebegova mera na Rtn  

• Ako je G poljska lokalno kompaktna grupa,tada postoji,jedinstvena do 
na mno .ienje pozitivnom konstantom,a-konaena Borelova mera Pc na 
G takva da: 

K — kompakt = pG(K) < oo 

U 0 otvoren = pG(U) > 0 
(Vg E G)(VBorelovA)(p G (gA) = pG(A)) 

i ovakvu meru nazivamo levom Haarovom merom na G 

• Uzmemo li 0 < p < 1 i da je skup 2 = {0, 1}mo2emo zadati meru na 
ovom dvo6lanom skupu sa 

II({ 0}) =1), 

11(M)) = 1  — 1) 
to je mo2emo progiriti do proizvod mere na 2 N  = C zadavaju6i: 

pp(N3) = pa(1 __ py, 
gde je s = (so , sl , . . . , sn_ i ) E r i a = card({i < n : si  = 0}) i 
b = n — a. Posebno za p = -11  dobijamo Haarovu meru na grupi Z = C 
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GLAVA 1. DESKRIPTIVNA TEORIJA SKUPOVA 	 7 

Specijalno kada grupa dejstvuje na merljivom prostoru (X, S, p) kahmo 
da je mera invarijantna ukoliko je: 

(Vg E G)(VA E S)(p(gA) = p(A)) 

dok meru nazivamo G-ergodknom ukoliko je svaki G-invarijantni skup 
mere 0 iii 1,Posebno, mera je Ec-neatomska ukoliko je mera svake orbite 
nula,tj.: 

p({gx : g E G}) = 0, Vx E X 
Za dva data skupa X, Y i skup P C X x Y,uniformizacijom skupa P 

nazivamo podskup P* C P takav da : 

(Vx E X)(3yP(x, y) <=> 3!yP* (x, y)). 

Drugim re6ima, P* je graf funkcije f sa domenom A = projx(P),i takvu 
funkciju nazivamo uniformizacionom funkcijom za P. 

Teorema 1.3 (Lusin Novikov): Neka su X i Y standardni Borelovi pros 
tori i neka je PC X x Y Borelov skup.Ako je zasek P s  prebrojiv, tada P 
ima Borelovu uniformizaciju to je i projx(P) Borelov skup. 

Sta vise P se mote napisati kao U ri  Pn,gde je Pn  Borelov graf,tj. ako vazi 
Pn (x,y) i Pn (x,y) tada je y = 

Posledica 1.1 Ako su X i Y standardni Borelovi prostori a f : X 	Y 
Borelovo preslikavanje koje je 	—1 (inverzna slika svake take je prebrojiv 
skup) tada je f (X) Borelov skup i postoji Borelova funkcija g : f (X) 	Y 
takva da je f (g(y)) = y za sve y E f (X). 

Posledica 1.2 Ako su X i Y standardni Borelovi prostori,a PC X x Y 
Borelov skup sa prebrojivim zasecima, tada postoji niz Borelovih funkcija fn  : 
projx(P) Y takvih da je Ps  = {fn (x) : 71 E N} za sve x E projx(P). 

Dalje,ukoliko je A n  = {x : card(Ps) = n} za n = 2, 3, 4, 	Ro,tada je A n  
Borelov i za svaki n postoji niz (4(n) ) i,n  Borelovih funkcija fi(n)  : An 	Y sa 
disjunktnim grafovima tako da za x E An  vaii Ps  =: i < n}. 

Naredna teorema zbog svoje vanosti zasluIuje da bude dokazana. 

Teorema 1.4 (Feldman -Moore): Neka je X standardan Borelov prostor i 
neka je E na njemu zadata Borelova relacija ekvivalencije,tj. Borelov podskup 
od X x X .Ukoliko je E prebrojiva relacija(svaka klasa je prebrojiva) tada 
posoji prebrojiva grupa G Borelovih automorfizama od X takva da je xEy .(=> 
g E G(gx = y). Sta vise, grupa G se mote izabrati tako da je: 

xEy <=> 2ginG(g2  = 1 A gx = y) 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



	

GLAVA 1. DESKRIPTIVNA TEORIJA SKUPOVA 	 8 

Dokaz: Kako E ima prebrojive sekcije onda se po prethodnoj teoremi mote 
napisati u obliku : 

E  = U Fn 
n 

za neki niz Borelovih grafova {Fn }nEN.Pri tome mokmo podrazumevati da 
je Fn  n Fm  = 0 ako je n m. Neka je Fnfin  = Fn  n Fi 1  gde je F C X 2  
definisan sa : 

F-1  = {(x, y) : (y, x) E F}. 

S obzirom da mokmo uzeti predstavljanje : 

X2  \ '6'x = U(AP x Bp) 
P 

gde su Ap  i Bp  medusobno disjunktni Borelovi podskupovi od X, dobijamo 
da je : Fn,m ,p  = Fn,m n Op  x Bp ) oblika: 

Fn,m,p  = gra f (fitfin ,p) 

za neke Borelove bijekcije: 

fn,m,p : Dn,m,p ----> Rn,m,p 

Dn,m ,p n Rn,m,p = 0 
Pa se mote definisati niz {gn,m,p} Borelovih automorfizama od X sa: 

fngn,m,p  = 	fni. p (x) 	; x E Dn,m,p :p(x)   
{ 

X 	

; X E Rn,m,p  
; inaee 

Medutim gn2 mp  = 1 i uz to va'ii: 

E  = U graf (gn,m ,P) 

to je 2eljeno dejstvo nastalo od grupe r .< gn,m,p >. 	 o V
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Glava 2 

Klasifikabilnost 

Relacija ekvivalencije E na skupu X mo'iemo posmatrati kao podskup 
Dekartovog proizvoda X 2 , i u tom smislu je nazivamo Borelovom, uko-
liko je skup u standardnom Borelovom prostoru X 2 .Najjednostavniji primer 
tako neeega jeste najfinija relacija ekvivalencije - identitet sa jedne strane,i 
najgrublja sa druge strane-svak je sa svakim u relaciji.0 prostoru izmedu 
ove dve javija se razni primeri pa prvo gto pokugavamo da ueinimo jeste da 
uvedemo nekakav poredak.Da bi to uradili treb nekako da euvamo klase ekvi- 
valencije pri upotrebi osnovnog sredstva - preslikavanja,ovde su to Borelova 
preslikavanja. 

Definicija 2.1 Neka su (X1, B1) i (X2, B2) dva standardna Borelova pros-
tora sa relacijama ekvivalencije E1  i E2  redom na njima. Tada Borelovo pres-
likavanje nazivammo homomorfizmom ukoliko vaii: 

(Vx1,x2 E Xi)(xiE1x2 = f(xi)E2f(x2)) 

Ovakvim preslikavanjem nam je omogueeno da eitave klase skupljamo u 
jednu taeku,pa i da eitve prostore kontrakujemo u jednu taeku i na taj naein 
mak oeuvamo od relacije,radi eega uvodimo finije preslikavanje,odnosno po-
jam. 

Definicija 2.2 Neka su (X 1 , B 1 , E1 ) i (X2, B2, E2) dva standardna Borelova 
prostora sa Borelovim relacijama ekvivalencije tada kaiemo da je Borelovo 
preslikavanje f : X 1  -- X2 redukcija relacije ekvivalencije E 1  na relaciju 
ekvivalencije E2 ukoliko vaii: 

(Vzi, x2 E X)(xiEix2 <=> f(xi)E2f(x2) 

i koristimo oznaku E 1  < E2 
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GLAVA 2. KLASIFIKABILNOST 	
10 

Na ovaj nae"in smo sa6uvali razfieltost klasa i nismo umanjili kardinalni 
broj klasa,grubo govorth u prethodnonj definiciji smo postigli da je X 1 /E1  utopljen u X2/E2 . Tako da bi prvi pokugaj da se uvede red biolo uzimanje 
jedne take kao predstanvika klase. 

Definicija 2.3 Neka je X prostor sa relacijom ekvivalencije E,tada je za 
E transverzala skup T C X takav da T see svaku klasu u tajno jednoj 
taeki,dok je preslikavnje s : X -- X takvo da je xEy = s(x) = s(y) nazvano 
selektor 

U opgtem slue'aju postojanje transverzale i selektora je ekvivlentno,dok u 
slue'aju da 2eInno Borelovu transverzalu ili Borelov selektor negto kompliko-
vanije. 

Ukoliko je relacija ekvivalencije E na skupu X takva da se njene klase pok-
lapaju sa orbitama dejstva grupe G na skupu X tada kaemo da je relacija 
indukovana dejstvom grupe i oznaavamo sa Ec,odnosno: 

xEy <=> (3g E G) (gx = y) 

Ukoliko je svaka klasa relacije ekvivlencije konana onda govorimo o kon-
anoj relaciji ekvivalencije, a ukoliko su klase prebrojive o prebrojivoj 
relaciji ekvivalencije.A ovakve su sve relacije nastale dejstvom grupe Z 
ili neke konane grupe.Borelov selektor uvek povlai postojanje Borelove 
transverzale, dok obrnuto vaE za prebrojive Borelove relacije ekvivalencije. 

Definicija 2.4 Prebrojivu Borelovu relacija ekvivalencije nazivamo aperi-odienom relacijom ekvivalencije ukoliko su joj sve klase beskonacne, a uko- 
liko se mote predstaviti kao rastu6a unija konacnih relacija ekvivalencije nazi-
vamo je hiperkonaJnom . 

Teorema 2.1 Ako je E Borelova relacija ekvivalencije tada je ona hiperkon-
acna akko je indukovana Borelovim Z-dejstvom. 

Definicija 2.5 Ukoliko su (X 1 , E1 ) i (X 2 , E2) dva standardna Borelova pros- 
tora sa Borelovim relacijama ekvivalencije, a p : X1  --- X2 Borelov izomor-
fizam koji zadovoljava: 

x1E1x2 <=> p(xl)E2P(x2) 

tada kaiemo da su E1  i E2 Borel izomorfne , u oznaci E1  -'--' E2 

Jog jedan pokugaj prilaska ovakvim relacijama je sledeoi. 
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Definicija 2.6 Borelova relacija ekvivalencije E na standardnom Borelovom 
prostoru X je drvljiva ukoliko postoji simetriena Borelova relacija R takva 
da je: 

RCXxX 

eije komponente povezanosti predstavljvju klase ekvivalencije relacije E,pri 
cemu ne sadrie ciklove. 

ili Posebno relacije ekvivalencije koje se redukuju na R nazivamo glatkim 
konkretno klasifikabfinim. 
Grupa F2 deluje na prostoru 2F2  sa gift dejstvom: 

(o-  f)(T) = f (o --1r); f E 2F2 ; 0 T E F2 

i za bilo koje f1i  f2 F2 	{0,1} zadajemo relaciju sa : 

fiE00/2 akko (3o- E F2)(011 = ./2) 

Ako sa F(F2 ) ozna6imo slobodni deo ovog dejstva,tj.one f za koje (Vu E 
F2)(uf f),tada dobijamo restrikcijom relaciju 

E00  je maksimalna prebrojiva Borelova relacija ekvivalencije,tj. za svaku 
drugu prebrojivu relaciju ekvivalencije E vazi E < E„„,dok je ET. maksi- 
malna drvljiva Borelova relacija ekvivalencije. Primeri zna6ajnih Borlovih 
relacija ekvivalencije su: 

• relacija ekvivalencije slaganja na 2N 

xEoy <=> (]k)(Vn > k)(x(n) = y(n)) 

• eventualno slaganje taaka Kantorovog prostora 

x, y E (2N ) N  

xEi y .(=> (31c)(Vn > k)(x(n) = y(n)) 

• malo labavije slaganje taaka 

x, y E (2N) N  

xE3y <=> (Vn)(x(n)EoY(n)) 

• relacije jednakosti 

0,1,2,3,...,n,...,N,R 
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• relacija od koseta grupe / 1  = {x E 118N : E ix(i)1 < oo} videna kao 
podgrupa od RN - oznaka E2 

Hijerarhija medu ovim relacijama mo'ie biti predstavljena sledeeim dija-
gramom: 

A(1) < 6,(2) < ...P(n) < 	< N < R < Eo  
Eo<E1 

 Eo  < E3 

E0 < E2 

pri emu znamo da izmedu N i R nema kao ni izmedu R i E0, dok su E1  i 
E3 medusobno neuporedive. 

Teorema koja ee u narednim glavama biti pokazana omogueava da pron-
ademo relaciju ekvivalencije koja nije drvljiva a nije ni Borel reducibilna na 
ET..To je relacija ekvivalencije Ex.. x E0  koju neou podrobnije opisivati zbog 
obimnosti,a nalazi se u [1.Takode mo'iemo doei do relacije ekvivalencije E 
tako da vaE: 

E0  < E < ET. 

Za kraj kao u slue'aju prethodne glave izla&mo lemu koja po svom znaeaju 
zaslu'2uje da bude spomenuta. 

Lema 2.1 (Lema o markeru)Svaka aperiodicna Borelova relacija ekviva-
lencije dopuata opoadajuei niz markera,tj. opadajuoi niz Borelovih kompletnih 
sekcija ciji je presek prazan. 

Dokaz: Bez gubljenja opgtosti mo'iemo podrazumevati da naga relacija ek-
vivalencije E lezi na X = 2N.Sa sn (x) oznaeavamo leksikografski najmanji 
s E 2n  takav da 

l[x]E nAls1 = 00 
pa definigemo : 

X E An  <=> xin = sn (x) 
Na ovaj naein dobijamo opaduajuei niz Borelovih skupova: 

{An}nEN 

od kojih svaki see svaku klasu u beskonano mnogo taeaka.Sa druge strane 
skup 

A= U A n 
nEN 

seee svaku klasu od E u najvige jednoj taeki,tako da je zeljeni niz: 

Bn  = An  \ A. 

0 
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Glava 3 

Modularnost 

Za dve particije P = fAi l,Q = {Bi} skupa Y sa P A Q = {Ai  n Bi } 
ozna6avamo zajedni6ko profinjenje.Takode koristimo oznaku P < Q akko je 
svaki Ai  sadfian u nekom Bi ,tj. ukoliko P profinjuje Q. 

Definicija 3.1 Borelovo dejstvo diskretne grupe r na standardnom Borelovom 
prostoru Y nazivamo modularnim ukoliko postoji niz prebrojivih Borelovih 
particija {Pn} od Y da 

Pn  = 

n Ai n)  = 0, i 	Mn)  = Y 
iEI 

i da {Pn} generige Borelove skupove tako da je svaki P n  i r— invarijantan;tj. 
za svaki -y E r, n E N, i E In  postoji j E In  da vazi -y • e)  = A in)   .Posebno isticemo konaeno modularna dejstva kod kojih su uocene particije Pn  {A n) , 	, Ajcn)  } sve konacne. 

Napomena 3.1 Merljiv prostor (X, S) je izomorfan nekom (Y,13(Y)) gde 
je Y neki separabilan metrizabilan prostor akko je S prebrojiva familija koja 
razdvaja tacke,tj. za svake dye tacke x, y E X postoji A E S da je x E A, --)(y E A).Tako da na ovaj nacin donekle mozemo proveriti da li {P n } 
generge ieljenu kolekciju Borelovih skupova. 

Od polaznih particija koje potvrduju modularnost mozemo dobiti nove par-
ticije uzimajudi: 

Qn Po A Pi A ... A Pn  
pri &emu je svaki 2„ i r - invarijantan a ispunjeno je is 

20 > 21 	• • • > Qn 	• • • 

13 
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a {2„} generige Borelove skupove. 

SliOno moiemo reoi da je dejstvo modularno ukoliko postoji rastuoi niz 
Bulovih algebri 

	

Bo  c 	. c 	c . . . 
takvih da P - dejstvo permutuje svaku od njih a sama Borelova o -  - algebra 
je generisana sa UnEN Bn 

Modularnost zadovoljava slede6a svojctva: 

(i) Ako r—deluje modularno na Y i to potvrdjuje particija {Pn}tada je i za 
svaki F-invarijantan Borelov skup Z C Y,F-dejstvo na Z modularno,a C_ 
to potvrduju particije:{Pn IZ} = fn Z} 

(ii) Ako F-deluje modularno naY a A deluje modularno na Z pri emu to 
potvrdjuju particije {Pn} i {Qn } onda je i proizvod akcija od r x 
A takode modularna,a to svedaiparticija P n  x Q , gde je Pn = 
'Aln) , Qn  = {BP) }, Pn  X Qn  = {AiCn)  X Br} 

Ukoliko r deluje modularno na X i Y pri e'emu to svedoe'e particije 
{Pn} i {Qn} tada r deluje modularno i na direktnoj sumi X G Y pri 
e'emu to potvrduju particije {Pn  ® Qn } date sa Pn  Q = {Acn) Bind} 

Definicija modularnosti u sebi sadfii inicijalno postavljanje drveta e'iji 
bi e'vorovi mogli biti odredeni elementi iz particije koje potvrduju mod-
ularnost,tako da se osnovni primeri modularnog dejstva uvode na prebro-
jivom korenskom drvetu pomo6u njegovih automorfizama.Za prebrojivo ko-
rensko drvo T, sa korenom vo , sa [T] oznaavamo skup svih njegovih beskon-
anih putanja a = (vo , vi , ...) koje painju iz korena, a za svaku kona6nu 
putanju s = (vo, vl , • . , vn ) neka je N3  = {a E [T] : Vi < n(a(i) = vi )}. 
Pri topologiji ciji su bazni otvoreni skupovi N3 , [T] postaje Poljski pros-
tor.Ukoliko prebrojiva grupa F deluje automorfizmom na T, i to tako da je 
(V-y =E r) vo  = vo),onda r deluje neprekidno na [71 sa (vo, v1, v2, ...) = 
('y • vo , Y v1 , -y v2 , ...).A da je ovo dejstvo to potvrduju particije {P n},gde je {N, : Is' n}. 

Jedan drugi primer,jako blizak ovom,dolazi iz dejstva grupe izometrija 
na ultrametrielom Poljskom prostoru. Ako je (X, d) ultrametrie'ki Poljski 
prostor,a prebrojiva grupa r deluje izometrijama na X tada modularnost 
potvrduje {Pn }, gde je Pn  sa6injeno od otvorenih lopti radijusa 	u X. U 
ultrametri6kom prostoru dye kugle polupree"nika 	sa centrima udaljenim 
vise od -1- su medusobno disjunktne. n+i 

Slede6i stay daje ekvivlentno videnje modularnog dejstva. 
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Stay 3.1 Ukoliko prebrojiva grupa r deluje na Borelov naein na standard-
nom Borelovom prodtoru Y, tads je sledeee ekvivalentno: 

(i)r dejstvo na Y je modularno 

(ii) Postoji dejstvo od r automorfizmima na prebrojivom korenskom drvetu 
T i Borelovo F utapanje od dejstva r na Y u indukovano r dejstvo na 
[T],tj. Borelova injekcija q5 : Y 	[T] takva da je -y • 0(y) = 0(-y y) 

(iii) Postoji dejstvo od F izometrijama na Poljskom ultrametrickom prostoru 
(X, d), Borelovo F - utapanje od dejstva r na Y u dejstvo od r na X. 

Dokaz: 

Neka je Po  > Pl  > 	niz Borelovih particija koje svedae da je r — 
dejstvo  na Y modularno,a bez g-ubljenja opkosti mokmo uzeti da je 
Po = {Y}.Tada korensko drvo definikmo sa : 

(a) koren od T je Y 

(b) sledbenici od Y su elementi od 

(c) za A E Pbsledbenici od A su B E P2,takvi da je B C A 

Na ovakvom T grupa r deluje prirodno nasledenim automorfizmima,a 
'ieljeno utapanje je: 

: Y 	[T] 

(Ao, Ai, . .) akko Vn(y E An) 

Prostor [T] postaje ultrametrieli Poljski prostor ukoliko ga opremimo 
metrikom d(ce, 13) = 2-n-1 ,gde je n najmanji takav da -t(a(n) = /3(n)). 
Pa ukoliko F deluje na T automorfizmirna onda je indukovano dejstvo 
od r na ([T] , izometrie"no. 

Usled postojanja utapanja, Y mokmo poistovetiti sa invarijantnim 
podskupovima od X,a na njega se modularnost prenosi sa nadpros- 
tora. 

0 

Sledeoi stay daje mogu6nost popravke modularnog dejstva. 

Stay 3.2 Neka je E prebrojiva Borelova relacija ekvivlencije na standard-
nom Borelovom prostoru X i neka grupa r deluje na modularan naein na 
standardnom Borelovom prostoru Y .Ukoliko postoji It o  - 1 Borelov homo-
morfizam p sa E u Er ,xEy p(x)Er p(y),tada postoji modularno dejstvo 
prebrojive grope ri  na nekom standardnom Borelovom prostoru Y l  i Borelov 
1 — 1 homomorfizam sa E u 4,1 . 
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Dokaz: Najpre fiksiramo prebrojivu grupu A koja deluje modularno i 
Borelovo na standardnom Borelovom prostoru Z, i to tako da A-dejstvo ima 
beskonanu orbitu.Mo& se uzeti : 

A = 	= Z2 ED z2 e 
a dejstvo je kordinatno sabiranje na Z = 211  = 

Zeljene prostore i dejstva dobijamo uzimaju6i da je r, = r x A, Y1  = 
Y x Z,a dejstvo od r, na Y1  je modularno zbog osobina modularnog dejstva 
da se prenose na proizvod dejstva. 

Dalje neka je {,zri }neN , 1 — 1 enumeracija beskonane orbite od 0-dejstva 
na Z.Mozemo fiksirati Borelovo preslikavanje f : p(X) x N X tako da je : 

P-1 ({Y}) = {f(Y, n) :.n E N} 

Dalje stavljajuoi: 

Pl (x) = (p(x), z n.) 
gde je nx  najmanji n takav da je f (p(x), n) = x.Injektivnost je ocigledna pa 
ostaje da se proveri homomorfizam,odnosno 

xEy = pi (x)Er1;:Pi (Y). 

A ovo vaE jer ako je xEy  onda je p(x) p(y) ,te mcAemo uzeti ry E r da je 7 • p(x) = p(y). Takpde neka je p i  (x) = (p(x), n); P1(y) = (p(y), m),ali tada 
mo&mo naoi S E A takvo da je S • zn  = zm .Odnosno ('y, 5) • p1(x) = pi (y) ,te 
smo doAli do kraja dokaza. 

0 
Analogno slue"aju modularnosti,mo2emo i u slue'aju konane modularnosti 

reoi da je to ekvivalentno sa tim da se r-dejstvo na Y koje je kona6no mod-
ularno mo'ie mote utopiti u r dejstvo na nekom drvetu [7] , gde r deluje 
automorizmima na korenskom drvetu T ,a drvo T je lokalno konano,svako 
teme ima samo konano mnogo sledbenika.Kona6na modularnost je u bliskoj 
vezi sa rezidualno konanim grupama , tj.onim grupama r koje zadovol-
javaju slededi usov: 

(V-y E r, ry  1)(3N 4 r)([r : 	< 00 A 	E N)) 

Poencareova lema tvrdi da je presek dve grupe konanog indeksa takode pod-
grupa konanog indeksa,tako da svaka podgrupa konanog indeksa sadrE 
normalnu podgrupu konanog indeksa - presek njenih konjugata.Za prebro-
jivu grupu r slede6i iskazi su ekvivalentni: 

(a) r je rezidualno kona6na, 
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(b) postoji opadajudi niz r = ro  > 11 1  > 	podgrupa konadnog indeksa 
takvih da je nr, rn  = {1}, 

(c) postoji opadajuel niz r = ro  > ri  > 	normalnih podgrupa konanog 
indeksa da je nn  rn  = {1}. 

Dobro znan primer rezidualno konadnih grupa su konano generisane lin-
earne grupe,tj. konaeno generisane podgrupe od GL„(F) gde je F neko polje. 

Stay 3.3 Prebrojiva grupa r dopuga slobodno konajno modularno dejstvo 
akko je r rezidualno kona6na. 

Dokaz: Ukoliko je r rezidualno konae'na tada mo&mo fiksirati opadajudi 
niz normalnih podgrupa konanog indeksa r = ro  > ri  > takvih da je 
nn rn  = {1}.Pa u cilju pokazivanja konaenog modularnog dejstva konstru-
igemo lokalno konadno drvo T na kome r deluje automorfizmima grana: 

(a) koren drveta je ro 

(b) sledbenici od r o  su koseti od 111  

(c) sledbenici od Fi-koseta su svi r, koseti sadrhni u r, itd. 

r deluje na [T]sa: 

7 (ro, 71111, 72112, •••) = (ro, 7711 1 1, 772112, • • .) 
a ovo dejstvo je slobodno jer ukoliko je -y(ro, 71111, • • .) = (ro, y1 F1 , • • .),gde je ro  y1F1 721'2 ...imali bismo da je yn 177n E rn  za svako n afi -y E 
nn = { 1 }- 

Obrnuto ako r deluje slobodno na Y konae'no modularnim nadinom gto 
potvrduje slededa particija Po  > Pl  > ...,zbog slobode dejstva za y E Y 
vaN (v-yEr)(7•Y=y 7 1). Te neka je An  E Pn  takav da je y E An i stabilizator rn  = {y E r : 7 A n  = An } i obzirom da r deluje na Pn  permutacijom I' • Pn  C Pn  ima konadno moguonosti te je [r : rn] < oo.Sa 
druge straneje An  D An+i = rn  > rn+1.I na kraju za -y E nn  r,,, vazi -y A n  = An  te je 'Y • (nn An) = nn An,a takode je nn  An = {y} odnosno 
7 • y = y te mora biti y = 1,dime je dokazano slobodno dejstvo. ► 4  

Ovaj stay mo'iemo za nijansu poboljgati u slededem. 

Stay 3.4 Prebrojiva grupa r dopuRa slobodno dejstvo sa invarijavtnom verovat-
nosnom Borelovom merom akko je r rezidualno kona6na. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



GLAVA 3. MOD ULARNOST 	
18 

Dokaz:Ukoliko r dopuka slobodno modularno dejstvo na Y sa invari-
jantnom merom it a to potvrdjuje particija Po > Pl > ...,nadalje moIemo 
smatrati da je svaki clan od P n  pozitivne mere,inge moMmo preai na konula 
skupove.Dalje dobijamo da je za svako n i svaki A E Pn  , r orbita od A kon-
a6najer je mera celog prostora konana i jednaka 1.Tako da dokaz moIemo 
sprovesti do kraja kao u drugom delu dokaza prethodnog stava. 

Kada je r rezidualno konana tada imamo strogo opadaju6i niz normalnih 
podgrupa 110 = > 11 1  > r2  > takvih da je nn  rn = nam 
omogu6ava da definigemo drvo T kao u prvom delu prethodnog stava: 

(a) koren drveta je ro 
(b) sledbenici od ro  su koseti od r, 
(c) sledbenici ri—koseta su r2—koseti unutar rikoseta i tako dalje 

r deluje uobie"ajeno na [7].Dalje bazni otvoreni skupovi {N, : Is! = n +1, n > 
0} dine kona6ne particije,tako da je [r : 	= kn  omoguailo da uvedemo meru 
na [7] da ispunjava p(Ns ) = k , i to je upravo invarijantna mera za r dejstvo na [7]. 

0 
A sada au navesti primer nekoliko manje standardnih modularnih dejs-

tava: 

(A) Neka (N) N  oznaava skup svih 1 — 1 preslikavanja iz N u N.To je jedan 
zatvoren podskup od NN na kome simetri6na podgrupa S oo  deluje sa: 

7 a(n) = a(7 -1 (n)) 

i ostavlja (N)N invarijantnim u ovakvom dejstvu. Uzmemo li prebrojivu 
podgrupu r < Soo  onda ona deluje modularno na (N)N gto polazuju 
slede6e particije {1Pn }: 

Pn  = fiqn) }k< oo  

A in) { {a E (N) N  : a(k) = n} ; k E N 
k —  (N)N ukEN  A(kn) 	; k = oo 

(Vk E N) (V7 E r) (7 • A (kn)  = A,),(7)k) ) 
Podgrupa so°  videna kao podskup Soo  C (N)Nje invarijantna pod ovim 
dejstvom pa nasleduje modularno,st i dejstvo od r na Soo  dato sa: 

7 • a = a o 7-1 
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Takode preslikavanje a a-1  iz Soo  u Soo  predstavlja Borelov izomor-
fizam desno translacionog dejstva i levo translacionog dejstva od r na S o ,tj.: 

7 * a = 7a 
to je i ovo jedno modularno dejstvo. 

(B) Grupa r = sLn (z) deluje na prebrojivoj diskretnoj abelovoj grupi 
G = (Q/Z)n mno&njem na uobie"ajen nain: 

M. 
-y = (aii ) E r, g = 	E G,7 • g --= 

	

gn 	

an  - - • ain 

an1 • • • any   { gg  ni  
Grupi G mo&mo pridruNti kompaktnu Poljsku grupu K = G,grupa 
koju dine neprekidni homomorfizmi iz grupe G u jedini6ni krug kom-
pleksne ravni T.Pa se dejstvo od r prirodno prenosi na K: 

x:G --*T-karakter, 7  E r, 7 -x:G-- T, 7 • x(g) = x(7-1  • g) 
Da bi se izraunao dual 6 po&ljno je pool od duala za Q koji pois-
tove6ujemo sa podgrupom od r +  sastavljenom od {ak } E r+  takvih 
da je ak = x(k), a:11 = ak zaa sve k E N+.Pa se dalje (Q/Z) mo'ge 
videti kao podskup nizova {a k } E T ,tkvih da: 

(ak ) E II Rk!, ( V k e N +)(a 1VF-1 = ale) •a lkcI  = 1, 
kEN+ 

Rk! je skup k!-tih korena jedinice.Tako da dobijamo predstavljanje - n K = (Q/Z)n r----' (Q/Z) u vidu n-torki ({a (1) , . . . , fa(k 
F 

 n) }}) gde su fali)  

	

a 	
} 

prethodno definisani.I konno se dobija dejstvo od = sLn (z) na K dato formulom: 

= (aii) E SL n (Z),x = (fail) }, 	{an) E K,7•x = y 	 ,{4,n ) }) 

	

t) = (c4,1) )alt (c4,2) )a2. 	(aLn) )an., za k E 	1 < i < n 
Sve ovo omogu6ava da r deluje automorfizmima na korenskom drvetu 
T sastavljenom od: 

(4) , 	ctin) ); a N) k E Rk!; k = 1, 2 

(1, . , 1) je koren 
naslednici od (a(1) 	(). k 	, aka) ) su svi (a(1)  k+1 ,  ' • • , aln+)].) 

takvi da je (c4:L) k+1  = aV.A kako se K moze identifikovati sa [T] ovo 
polazuje da je dejstvo od P na K kona6no modularno. 
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(C) Neka je K kompaktna Poljska grupa koja deluje na tranzitivno Borelov 
nain na standardnom Borelovom prostoru Y i neka je r prebrojiva 
gusta podgrupa od K.Ukoliko bi postojao opadajudi niz r = ro  > r 1  

fl 
 > normalnih podgrupa od r takvih da je [1.1  : rn] < +oo i rn = {1} to bi znailo da je F-dejstvo na Y, konano modularno.Pa 

ako je x E Y, L = Kx  {k E K : kx = x} stabilizator,imamo da je 
K—prostor Y Borel izomorfan sa K prostorom K/L,te se mote uzeti 
bez gubljenja opgtosti da je Y kompaktan ,a da K deluje neprekidno 
na Y. Te,ukoliko je Hn  = rn takvo da Hn  <1 K, [K : Hn] < oo, nnHn = {1} i ako je Pn  particija sastavljena od Hn  orbita od Y , a to su otvoreno 
zatvoreni podskupovi jer ih ima konano i svaki je zatvoren.Kako je 
Hn  a K,r gusto u K,bioe da r deluje na Pn .Sa druge strane {Pn} 
razdvaja take jer bi inae za (x y) u Y za svako n bili u istom 
elementu od Pn  i x i y,te bi postojao hn  E Hn  : hnx = y.Ovako bismo 
dobili niz fhni- koji zbog kompaktnosti konvergira , recimo h nt  --+ h,tj. h E nnHn  = {1},odnosno hn2 x hx = x = x = y,kontradikcija. 
Specijalan slue'aj ovoga je za n > 2, p — prost : 

K = SL n (Z) 

Y — k-dim. potprostor od n-dim. vektorskog prostora Qpn, 1 < k < n, F = SL n (z), Fin  je jezgro kanonske surjekcije SL n (Z) —3 SL n (ZhnZ), 711 = 0, 1. . . 	je jezgro kanonske surjekcije SLn (Zp) 	SL n (Zp/pmZp) 
Drugi primer je levo-translatorno dejstvo od SL n (Z) < SL n (Z) na SL n  (Zr) 
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Glava 4 

Tezine 

Nadalje je F2 =< a, b >,slobodna grupa generisana sa a i b. 

Definicija 4.1 Teiina za F2 je preslikavanje w : F2 	R koje zadovoljava uslove: 

(i) w(o-) > 0 za sve o-  E F21 

( 0) 0 za neko E F2 y 

E l l (F2 ). 

Element u o  E F2 nazivamo centrom ukoliko svaka od cetiri oblasti u Caylevom 
grafu od F2 ima w—tainu < 	w iii.Formalno ovo zapisujemo da za svako 
g E {a±1 ,1)± '} 

E{co(o-08) : gOredukovana reel _< 	w  

Slieno ovome, ukoliko svaka od 4 oblasti oko cr o  ima w-tezinu manju od < 
w 	onda go  nazivamo slabim centrom .Formalno da za svaki g E {a±1,1)±1 } 

rec} 	5 II w 111 • 

Odavde odmah sledi da je svaki centar i slabi centar. 

Pitanje polcdaja i postojanja centara i slabih centara,kao i njihovu egzis-
tenciju regava nekoliko narednih lema. 

Lema 4.1 Svaka tezina ima barem jedan centar,pa samim tim i slabi centar. 

E{w(o -00) : go redukovana 

21 
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Dolcaz:Polaze6i od suprotne pretpostavke za teEnu w imali bismo i da 
neutral slobodne grupe 1 E F2 nije centar,gto povla6i da je za neko g o  E {a± 1 , b±1 } ispunjeno >{w(g08) : gSredukovana rec} > z II w Ili.Dalje obzirom 
da ni go  nije centar po pretpostavci,mo2emmo /mei g 1  E {a±1 , b± 1 } tako da je E{w( gogi 8) : g1 8 — redukovana} > aII w II I  a uz to gogi 1 ,ti- Yogi 
je redukovana re&Nastavaljajua ovaj postupak mo2emo na6i go , g1, , gn  E {a±1 , b±1 } takve da je gogi  gr, redukovana ree' za svako n i uz to vaN za 
obaranje centra E{w(g ogi  gno) : g„J — redukovana} > w Ili.Medutim 
prethodni stay je u suprotnosti sa tim da vige od pola tezine mora biti skon-
centrisano u lopti konanog radijusa oko 1 u Caylievom grafu,jer w E 1 1 (F2),te polazna pretpostavka ne 

Lema 4.2 Ukoliko posmatramo dejstvo od F2 na 11 (F2 ) desnim mnozenjem: 

T • f (CT) = f (UT) 

tads je ao  centar tezine w akko je cr0 T -1  centar tezine T • C ;i analogno je ao 
 slabi centar tezine w akko je 00T- ' slabi centar za T • w. Te ukoliko je C„, skup 

centara za w ,a WCw  skup slabih centara za w onda je : 

T • Cu, = Cru,,T • 	= WCru, 

Dokaz: Ide direktno iz definicije. 	
❑ 

Lema 4.3 Slabi centri tezine obrazuju konacan skup,koji je konveksan u 
smislu Caylievog grafa.S1i6no vazi i za centre. 

Dolcaz:Ukoliko a lei na geodezijskoj liniji koja povezuje dva slaba centra 
0-1 i 0-2 tezine w,tada moIemo primetiti da su sve 6etiri oblasti oko a ukljue'ene 
u neku od oblasti koje okrOuju o -i  iii a-2 i tako da su tezine na njima sigurno 
manje od < 	w II i ,pa je i a slabi centar. 

Obzirom da je w E / 1 (F2 ), mo4emo uzeti dovoljno veliko n tako da je 
deo tezine skoncentrisan unutar lopte radijusa n oko 1 u Caylijevom grafu 

w Ili.Dalje ukoliko je na rastojanju veoem od n+1 od 1 u Caylijevom grafu 	ne mo'Z'e biti slabi centar,jer jedan od 4 njegova okolna regiona sadri 
prvobitno uo6enu loptu na kojoj se nalazi > 	w 111.Pa se slabi centri mogu 
nalaziti samo unutar uaene lopte,a za to postoji samo konano kandidata. 

0 

Lema 4.4 Svi slabi centri se nalaze na jednoj liniji,tj. na geodezijskoj liniji 
koja povezuje dva temena Caylievog grafa. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



GLAVA 4. TEZINE 	
23 

Dokaz:Ukoliko ovo nije tan° a w je slabi centar koji ima tri suseda 
w1, w2, w3 koji su slabi centri, tada tri disjunktne oblasti R1, R2, R3 date sa = {wig( : g8 — redukovana, g E {a±1 , b±1 } {gi}},gde je gi E {a±1 , b± 1 } takvo da cvgT 1  = wi , imaju teEnu > 3 11 w 11 1 .A ovo daje da 11 w 111>i' w 111 
gto je nemogu6e. 

❑ 

Lema 4.5 Ako su w 1  i w2  tezine takve da je 	w2 II1< lz II w2 II1 tada je svaki centar od w 1  i slabi centar od w2. 

Dokaz:Neka je a centar za w 1 ,a R neka od njemu pridru&ne oblasti ,tada 
je: 

Eco1(.5) — EW2(6) 1.11 wi 	iii< A II (.02 
SER 	 bER 

i uz to je jog: 

13 11 col 1115-11 W2 11 + col 	co2 Ili<11W2 111 +
1 
 u II W2 II 1= T2- II wz 111 

a kako je: 
7 

Ewi(J) < 2 II w1 111< —12 11 w2 111 
JER 

bite: 

Ew2(5) < 	II W2  I I i+Ewi(6) 
ER 	 bER 

1 	7 	2 
< 12- II co2 lk +u. II W2 111= 5 II co2 

0 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Glava 5 

Od L2 (2F2) do / 1 (F2) 

Nadalje neka je 2 F2  = {0,1}F2 kolekcija funkcija iz F2 u , 1} opremljena 
proizvod merom,pri emu F2 deluje mnoMnjem sa desna, 

• f (0-) f (07), f E2F2 ia,TE F2 

A ovo dalje indukuje dejstvo na L 2 (2F2 ) standardnim putem: 

za b : 2F2 	C definigemo 

sa: 

TOM = 0(T -1 .i) 
Za kona6an skup S C F2 definigemo odgovaraju6u funkciju : 

	

2As : 2F2 	{ — 1, 1} 

f 1_4  (_1)1{crES:f(cr)=- 1}1 ,  

kojoj f dodeljuje vrednost 1 ukoliko se S i f slazu na parnom broju mesta,jer je f zapravo karakteristi&la funkcija nekog podskupa od F2.Tako je posebno 
: f H 1 konstantna funkcija sa vrednogou 1.Takode, familija {Os  : S C F2 — konacan} obrazuje ortonomiran sistem 6iji je linearan omotae' svuda 

gust u L2 (2F2 ).Posebno ,vektor b E L2 (2F2 )je ortogonalan na konstantnu 
funkciju akko se nalazi u potprostoru koji je zatvorenje linearnog omotaa za {Os : S O — konacan}. 

Sa 2eljom da sebi gto vise pribliEmo prostor L 2 (2F2 ) uaavamo najpre 
prebrojivi skup T(F2 ) = {S C F2 : S — konacan},pomoou koga formiramo 
jog jedan Hilbertov prostor / 2 (TE  (F2)).Tako da se mo'ie uspostaviti linearna 
izometrija indukovana sa {Os : S C F2 — konacan}: 

	

A : L2 (2F2 ) 	/2 (F(F2 )) 

24 
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GLAVA 5. OD L 2 (2F2) DO Ll(F2) 	 25 

Os 1---* 5s, gde je 6s(T) = 1 ;T 
0 ;T = #S 

Hilbertov prostor 1 2 (.7(F2)) mo'iemo iskoristiti za dobijanje elemenata iz 
1 1 —prostora na slede6i nain: 

E : 12  (.7.  (F2)) 	1 1  (F(F2)) 

E (0)(s) = 10(02  
tako da posebno dobijamo: 

II E(0) II/ 1 =II 	1112 

Za kraj preostaje da prostor .F(F2 ) na neki na6in pojednostavimo putem 
slede6eg preslikavanja: 

E : 1 1 (.F(F2 )) 	1 1 (F2 ) 

E(0)(u) = i Isho(s) 
seF(F2),Gres 

tako da je u slu6aju pozitivnog 0,i ako je 	= 0, dobijeno linearno pres- 
likavanje koje zadovoljava II E(q) II/1=11 

Sklapanjem ova tri uaena preslikavanja u celinu dobijamo: 

7r = EE : L2  (2F2) —, 1 1 (F2 ) 

E(E(A(0))) 

Lema 5.1 Za 951, E 12 ((F2)) 

II E(0i) — E(02) 1111 	(II 01 1112 + 11 02 111 2 ) II 01 — 	1112 

Dokaz: 

II E(o1) — E(02) 1111= E lEcoo(s)— E (02)(5 )1 
sE.F(F2) 

= E lo1(s)2 — cb2(8)21 = 
sE.F(F2 )  

E loi(s)(cbi(s)— q52(s)) +.(4.2(s)(o,(s)—phi2(s))I 
sE.F(F2 )  

< E loi(s)1 1951(s) — o2(s)1+ E lo2(s)Hoi(s) — 4)2(s)1 .9,2)  sE.F(F2) 
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=< 	101 — 021 > < 1021, 101 — 021 >, Cauchy - Schwarz, 
5-11 01 111 2  • II 	— 02 1112 + 	02 1112  • 	— 02 1112 

= (II 01 1112  + 11 02 1112 )' 	— X2 111 2  

Za konadan podskup S C F2 i T E F2 uzimamo da je: 

T•S= far : a E S}, 

odnosno 

	

a E S <=> 	ET • S 

a7- ES•#.a- ET•S 

pa slidno ovome defini§emo T f za f E /2 (.T(F2)) U / 1  (.7"(F2 )) sa: 

T • f (S) =-- f (7-  • S) 

to ako je f = Ss„ bide: 

T • f (S) = 1 <=> T-1S 	•(=> S T • So 

pa je: 

T • OS0  = gr•So 

Lema 5.2 (o) Za E L2 (2F2 ), ortogonalnu na konstantnu funkciju i norme 
1, bite II 7(0) Il i i= 1 

	

N II 7 (01) 	r(02) 11/ 1 	(II 01 IIL2 + 11 02 11 12) 11 	— fi2 11L2 

(ii) 7r je F2-preslikavanje,tj. za a E F2 i q E L2 (2F2 ) 

r(o-  • 0) = • 7r(0) 

(iii) Za koje nije s.s. konstantno ,7r(q) je taina 

(iv) Za svako 	i a E F2,a0  je centar od ir(q) akko je a0•-1  centar od ir(a • 0),0-0 je slabi centar od ir(q) akko je aoa-1  slabi centar od 7r(o-  • 0). 
(v) Za jediniene vektore i 0 2 u L 2  (2F2 ) ortogonalne na konstantnu funkciju 

takve da je II 01 — 02 	— 

	

12 ,a 	je slabi centar od 7r(01),tako da je 
a0 slabi centar od 7 (02) 

Dokaz: 
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GLAVA 5. OD L 2 (2F'2 ) DO Ll(F2) 	 27 

(o) i (i) Slede neposredno iz prethodno uaenih izometrija i prethodne leme. 

(ii) Najpre se mo'e pokazati da je A jedno F2 —preslikavanje,a to proveru je 
dovoljno uraditi za bazne elemente oblika lAs gde je S C F2 konaan,f E 2F2 , T E F2: 

T '0,9(f) =1,1)(7-1  • f
) 

= (-1)1{0 ES:r i f ( 0)=1 }1 

(_1)1{crES: f(crr -1 )=1}1 = (_1)1{crr ES: f(a)=1}1 

(_1)1{cre r S: f (cr)=1}1 	,o7.s (f) 

odnosno: 

Aer • Os) = 44'•s) = (Y•r.s = T ( 5  S = T (Os) 
Dok je E aigledno F2 preslikavanje to je u E prikriveno rogobatnim 
sumama: 

(E(T • f))(0-) =-_r r  • f (S) 	v-N f(T -1  

al-dES IS I 	crZ-lES 	IS I 

E  f(s) _ E  Als1)  

crEr S I S I 	cyr ES 181  

( E (f))(ar) = 	E (f))(a) 
pa komponovanjem F2 —preslikavanja dobijamo F2 —preslikavanja. 

(iii) Direktno iz definicije. 

(iv) Za bilo koji g E {all , b±l }je: 

E fir(o- • 0)(Tgo-oa-1 ) : Tg — redukovana} = 

E fo- • 71- (0)(Tgo-oo--1 ) : rg — redukovana}, zbog(ii), = 

E{r(0)(Tgcro ) : rg — redukovana} 

tako da se tvdenje za okolne oblasti u slue'aju centra iii slabog centra 
prenosi ekvivlentno. 

(v) Ukoliko odaberemo vektore iz tvrdenja 6 11L2=II 	iiL2= 1 , 01, 9521C. 
II`, II 	— 02 II L2 tada koristeoi (o) i (i) dobijamo: II r(951) 	r(02) 1112 < 7(01) II —12 4 71*(02) 	to je za cro  E F2,11 E {a±1, b±1} 
ispunjeno: 

Efr(o1)(Tguo : Tg — redukovana)} — Efr(02)(Tgcro : Tg—redukovana)} I 
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GLAVA 5. OD L 2 (2F2 ) DO Ll(F2) 	 28 

ogranie'eno sa k II 7(02 ) II /2,pa ako je: 

E fr(phi i )(7-go-0  : rg — redukovana)} < -2-1  II 7(01 ) II i i= -2-1  II 7(02 ) II / 1 
odnosno: 

Efr(o2)(7-go-0): rg—redukovana} < --1  II 7(02 ) H o  +-6-1  II 7(02 ) II /1= 52  II 7(02) liii 

to smo dobili 2eljeni odnos na susednim oblastima. 	 ❑ 
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Glava 6 

Hjortov dokaz 

Teorema 6.1 Ako je E konacna modularna relacija ekvivalencije na stan- 
dardnom Borelovom prostoru (X, !3),a M c 2 F2  je skup pune mere,tj. mere 
1.Podrazumevamo da je 2F2  snabdeven obie-nom proizvod-merom, tada ne pos-
toji 	— 1 merljivo presllikavanje: 

e : M X 

koje je homomorfizam,tj. takvo da za sve f l , f2 E 2F2  vazi: 

fiEF2 f2 = e(n)Ee(h) 

Dokaz:Najpre uslov da je u pitanju 	— 1 preslikavanje mokmo za- 
meniti sa tim da onda postoji 1 — 1 preslikavanje koje je homomorfizam sa 
M u neku modularnu relaciju ekvivalencije,gto sledi iz stava u poglavlju o 
modularnim relacijama ekvivalencije.A zbog jednostavnijeg zapisa nadalje 6u 
podrazumevati da je M = 2F2 ,gto ne umanjuje opgtost. 

Dokaz se sprovodi polazeoi od pretpostavke da ovakvo preslikavanje pos-
toji i izvodimo kontradikciju. 

Neka je G prebrojiva grupa koja deluje Borelovim dejstvom na X i odreduje E = Ec,to postoji po Feldman-Moorovoj teoremi,i neka su B o  C 131  C 	C Bn  C . . . B konane Bulove algebre takve da UB n  generige B i svaka Bn  je G— invarijantna.I neka jog A(B n ) oznaava atome Bulove algebre B n  i za svaki B E Bn  uzimamo da je: 

	

= 	(B) 

= : B E 	= {i3 : B E Bn} 
A(B n ) — atomi Bulove algebre 

Medutim pogto je e 1 - 1 preslikavanje,a Borelov skup se u Borelovom 
1 — 1 preslikavanju slika u Borelov skup,dobijamo da B generige Borelovu 
algebru na 2 F2 . 
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GLAVA 6. HJORTOV DOKAZ 	
30 

Za x E {all , 	f E 2F2  sa gf, x  E G oznaavmo element koji zadovol- 
java: 

gf,.- e(f) = e(x • f), 
ovim zelimo da odglumimo dejstvo grupe G na F2 gde ono u osnovi nije 
dato.Zbog prebrojivosti grupe G i principa uniformnosti kad Borelov skup 
ima prebrojive zaseke molemo uzeti da je za fiksirano x preslikavanje 

I 1---4 gf ,x — Borelovo 

U daljem se dokaz zasniva na nekoliko pomo6nih tvrdenja. 
Tvrdnja 1: 

(Vx E {a±1 , b±1 })(Ve > 0)(3M C 2F2 )(3n E 

tako da vaZi: 

p(M) >1— 

E A( 8,0)(V/i, f2 E B n m)(gf,,. = gf2,.), 

odnosno funkcija f 1—÷ gf ,x  zavisi samo od B E A(8,,,) na kome se f nalazi. 
dokaz tvrdnje:Najpre primetimo da za fiksirano x postoji mnogo vred-

nosti za razne gf, x ,tako da molemo dobiti prebrojivo mnogo merljivih skupova 
od kojih je svaki sastavijen od elemenata koji se slikaju u jedan fiksirani ele-
ment grupe G. Obzirom da je mera celog prostora 1, molemo uzeti konaan 
posdkup F C G takav da elementi van F odvuku manje od 2 mere na F2.Te 
ukoliko uzmemo kolekciju 

9f,x = 

P( U > 1  - ;) 
gEF 

Kako U .6n  generge a—algebru ,to znai i da je U ,gin  gust u ovoj merljivoj 
algebri ,pa: 

(Vg E F)(Bng E N)(34 E 13,,g )(p(i3gAM9) < 5T-1-1 ) 

Dalje uzimaju6i : 

n = max{n g  : g E 

M ( U Mg ) \(U EgAMg) 
gEF 	gEF 

(Mg)gEF tada je za sve f E Mg : 

dobijamo 'ieljeni M. 0 
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Koristeoi ovu tvrdnju i zbog invarijantnosti proizvod-mere na 2 F2  mo'iemo naki skupove N2 C 	C 2F2 , n E N da je: 

	

g: A(13n) x {a, 	b, b-1 } 	G 

	

(E, x) 	gE,x  
i uz to: 

(1) (VT E  F2)(Vf E N2) (d(T, e)  5  3 = T f E 

(ii) p(N2 ) > 1 — 10-9 , 

(iii) (f3 E A(8n)) A (f E En N1) A (x E {a±1 , b11 }) 	(gb x  = 97,z ), a mote 
se podrazumevati da je p(B) < 10-8  za sve B E A(,Cin)• 

Tvrdnja 2: Ako je x E {a±1 , b±1 }; B1 , B2 E A(Bn); x•(flinNi)nb2nN1 
 onda je: 

(i) x • (El  n 	c :62  

(ii) x-1 (E2  n N1 ) c Bl 

(iii) x • (B1 ) D B2  n 

Dokaz tvrdnje: 

(i) Ako je fo  E B1  n N1  n x'(i32)imaemo da je gfo ,r  = gBl  zbog naina 
na koji smo odabrali N1  i N2.Sa druge strane je: 

g.(31 ,x • e(fo) = e(x fo) E B2, 

a poko G permutuje A(8n) vaN6e gbix  • Bi  = B2,te óe za sve f E 
n Nl  biti: 

8(x f) = gf,x - e(f) = gb,,x  • 0(f) E B2, 

odnosno x • f E B2. 

(ii) Sledi analogno iz (i) 

(iii) Ako je fo  E /3211N1tada je 	fo  E B1  zbog (ii) odnosno x • (x -1  • fo) E x • Bi tj. fo E x (BO 
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Za atom B E A(13n) kakmo da je dobar ukoliko 

110)   
\ N2) 

< 10-4  

a inae ga nazivamo lo§im Tako da u slue"aju logeg atoma B E A(13n ) vaE: 

< 104  • AO \ N 2)) <104 tz (2F2  \ N2) <104 19-9 = io-5  
pa imamo: 

f.t(U{E E A(En ) : B — log} U (2F2 \ N2)) <10 -5  +10-9  < 10-4  

Dalje uaimo skup: 

N3 = ff E 2F2  : VT E F2(d(T, e) < 3 r•f E N2 \ U{E E A(En ) : b—log})} 

pa óe biti ispunjeni procena mere sa: 

ii(N3 ) > 1 — 4•(3 3 + 3 + 1) • 10 -4  = 1 — 0,0052 > 1 — 10-2 

 Tvrdnja 3:Ako je fo E N3 n B1 , T E F2, d(T, e) < 3, T • fo E B2 tada je: 

A(B1)E (  104 — 1 	104 

,u(B2) 	104 ' 104 — 1 ) ' 

iL(7-  n10./j2) < 4 • 10-4minfp(1i1),P(E2)}. 

Dokaz tvrdnje:Neka je T = XoXix2 gde je x2 E {a±1 , b±1 } i neka su 
C1, C2 E A(13n ) atomi koji redom sadfie x2  • fo i xix2 • fo.Pa 6e tvrdnja (iii) 
iz prethodnog stava dati: 

x2 • bi DC1 n N1  

x i  • el D 02 n 
X1) • 02 D B2 n N1  

Tako da 6e za svaki E /3211 N2 C E2 (I N1 vaiti zbog (i) u odabiru za 
i N2: 

7-1 	= 	 E  
Kre6uoi se unazad dobijamo da 

x6.1 f E C2 n 
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E C1 n 
T-1/ E B1  

to imajudi u vidu da je T • fo  E N3 i da je N3 samo od delova dobrih atoma i 
jog je 'T • fo E B2,dobijamo: 

T • (f3i) D 132 n N2 

gto se odra2ava i na meru: 

/(E2 (T • El)) < 10-41-1 ( -132) 

bt ( 132 )/-1 (E1) = µ(E2)µ(T El) < 10-4/4E2), 
a slidan razlog daje da 

T-1 (132) 3Bl n N2, 

B2  3 T(f31 n N2), 

µ
(
((T\ E2) < 10-4µ(B1),

gni) - 14E2)) < 10-4/01), 

0 Za atom En  C 2F2 ,pozitivne mere tt(b) E (0,1) definigemo -yA, E L2 (2F2 ) 

	

ruo) 	

	

, 	

,  ,„f E b) 

; f E b 
-44(f) = 

Vi-A(E) 

pri emu su ovakve funkcije ortogonalne na konstantnu funkciju i imaju 
normu 1: 

1112= f( -YE) 2  = f 	P(b)  f 	/2(E) 	1  

	

p( E) 	✓2F2o 1 -p(B) 

      

f 1 - 	f 
Jt3 	ACE) 	,/ 2F'2 

A(13)  = Vµ(13)( 1  µ(B)) — V ( 1  — g13)(1(13)) = 0  1  P(B) 

Pa demo govoriti da je cro  centar(slabi centar) za f E 2F2  ukoliko je za B E A(B,,) koje sadrE f cro  centar(slabi centar) za 7r(-Y8),gde je 7r preslikavanje 
zadato unapred. 

sa: 
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Tvrdnja 4:Za f E N3, T E F2, d(T, e) < 3, f E B1 , T • f E f32, B1 E A(E„),B2 E A(Er,) vaE: 

II T  • "Tiji  - 'YE, IIL2=11 7T . E,1  - 76,2  14,2< 3 • 10-2  

Dokaz tvrdnje:Prva jednakost sledi direktno iz definicije funkcije -yE i 
nain na koji smo zadali dejstvo na L 2 (2F2 ) od ranije.A za ostatak dokaza 
najpre oemo uaiti particiju: 

2F2  = (7-  • E1 Ab 2 ) 	n B2 ) U (2F2  \ (7-B1 U E B2)) 

i uzeti funkcije koje imaju nom& na ovim skupovima,redom 01 , 02 , 3  to je: 

7T.A.  - 7E2  = + + 

Tako da je za izvodenje nejednakosti dovoljno naoi pogodna ograni6enja za 
01 I1L 2 , II 02 11L2, II 03  I1 L2,a pri tome mo2emo pretpostaviti da je p(Bi) < 

p(B2),bez gubljenja opAtosti,a uz to zadnje tvrdenje daje: 

	

p(f32) < 	 104  - 1 /4131) 

Najpre procena za II /Pi II L2: 

II 1h. I lL2= 2 
Jr

radiAB2 

< Vit(TEi 	) • max,Ei ri2  

4 10-4 min{,01), P(B2)} p(11) 

4 • 10-4 • p(E1 ) 
ttbil 

= 2 • 10-2  

Ovde je koriMena nejednakost iz zadnjeg tvrdenja i pretpostavke da je pE i  < pE2 ,pa sada prelazimo na procenu za II 02 IIL 2  

2 

frijinB2 
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1  - p (f3i)  

   

5_ .602 ) ( 

 

1 - /462) )  

,u(E2) 
1- A(B1 ) 	1 - A(E2) 1(  1- ii(E1 )  

ki (f3i ) 	it(E2) 	P(B1) 

/102 ) ( 1-  µ(B2) ) 	1-  1-1(-62) )  

	

11 (131) 	11 ( 132) 

1(B2) - 14E1)  

it(-611) 

10-4p(bi ) 
< l<  	0-4  

APO 
U prethodnom delu je iskorigoeno da je odabir B 1  i B2 unapred uraden 

tako da su µ(B1), µ(B2) < 10 -8  te je - A(E1) p(E2 ) dovoljno 
blisko 1 te njihov zbir prelazi 1.1 za kraj ostaje jog jedna procena: 

II *3 IlL27--  

( 

2F2 \ ( rBiUB2) 

PA)  )2. 
1 - p(B2) 

P(Iji) 	ti(E2)  
1 - 	1 - P(E2) 

< V2tt(lii) + 4(B2) 

< -V2 10-8  + 2.10-8  = 2.10-4 . 

Tvrdnja 5:Ako je f E N3,T E F2, d(T, e) < 3,a o 0  je centar za f,onda je 
GroT-1  slabi cenatar za T • f. 

Dokaz tvrdnje:Fiksirajmo B1, B2 E A(B) takve da f E El,rf E B2 ,a po uslovu ao  je centar za 7(y,110.Dalje po osobini centra imamo da je a -07-1 
 centar za r(r • -yiji ) = re-yr • BO ,a iz prethodne tvrdnje dobijamo: 

II 	 1 
7r.Ei 	7/11 IlL2< 

gto implicira da je aor-1  slabi centar za r(7,62 ),odnosno za T • f 	❑ 

tu(132 ) ( 1 -102) 

P(B2) 

 

[(E2 ) 
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Da bismo priveli dokaz kraju uoeimo skupove N9 ,gde je g E {a±1 ,1)±1 , e} 
zadate sa: 

N9  = {f E N3 : centar za f je skup{wg : wg — redukovana}} 

Ne  = 	E N3 : centar od f je neutral e} 

pri emu smo napravili particiju:N3  = Ne  U Na  U Na-1 U Nb U Nb-I.Tako da 
bar jedan od ovih N9  ima meru > 5i(N3),recimo da je to Na ,a slieno se 
razmatraju i ostale moguenosti.Sa B, demo oznaeiti skup f E 2F2  da je neka 
redukovana red 0"T slabi centar za f . 

Dalje ukoliko je f E N3 n Na,T ne poeinje sa a,d(r, e) < 3,onda je po 
zadnjoj tvrdnji: 

T • f E Bar-i C A-1 

Za redukovanu red' T duEne 3 postoji 27 moguenosti ukoliko ne zelimo da 
zavegava sa a i za svaku takvu T de 

tz(B a.„--1) ?_ p(Na) 	p(N3 ) 

Medutim,oeigledno je 25:7 /2(N3) > 2p(N3 ),§to znaei da poostoji f E 2F2  u tri 
razlieita Bari 1 , Ba,v , Bam-i gde je svaka ari l  redukovana ree,i d(ri , e) = 
3.Ali ovo je u suprotnosti sa tim da su slabi centri jedne teEne linearno 
uredeni. 

0 
Ovu teoremu je moguee istim postupkom manjim izmenama poboligati. 

Definicija 6.1 Neka je (Z, C, v) standardan Borelov prostor i neka je Z F2 
 proizvod-prostor sastavljen od svih preslikavanja f : F2 —+ Z ,pri eemu uzi-

mamo produkt meru a dejstvo definigerno sa: 

F2 X Z F2  ZF2  

a • f (T) = f(rcf)• 

Ovako dobijen prostor sa ovim dejstvom i ovom merom nazivamo Bernulijev 
sift od dejstva F2 na Z F2  

Teorema 6.2 Ako je E Borelova relacija konajnog modularnog tips na (X, /3),a 
(Z, C, v) standardan Borelov verovatnosni prostor,M C Z F2  je pune mere, 
tada ne postoji No  — 1 merljivo preslikavanje 

koje je homomorfizam,tj. f,EF 2 F2 = 0(fi)E8(f2). 
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Glava 7 

Unit arne reprezentacije 

Definicija 7.1 Za prebrojivu diskretnu grupu r unitarna reprezentacija 
na separabilnom kompleksnom Hilbertovom prostoru H je dejstvo od na H 
unitarnim operatorima,ili ekvivalentno homomorfizam: 

7r : F 	U(H), 

gde je U(H) unitarna grupa Hilbertovog prostora H.I obieno piaemo,bez gubljenja 
opRosti da je: 

7 = 7(7) • 

ukoliko zelimo da istaknemo H paemo sa H,,jer, na jednom prostoru jedna 
grupa mote na razne nacine delovati.Dve reprezentacije 7r : r 	U(H,.) i p 	u(Hp) su izomorfne u oznaci it --r-s=j  p,ukoliko postoji izomorfizam T 
Hilbertovih prostora sa uslovom: 

T : H, H p  

(V7 E 1")(9/ .  E H,)(T(7 • 0 =-y • T(0) 
Podreprezentacija od 7r je restrikcija od it na neki r—invarijantni zatvoreni 
potprostor od 	ukoliko je reprezentacija izomorfna podreprezentaciji od 

kaiemo da je p jako sadriana u ir,oznacavamo p < it 

Napomena 7.1 Za svaku grupu mozemo naei bar jednu reprezentaciju na 
svakom Hilbertovom prostoru i to je trivijalna,kada sve elemente grupe slikamo 
u identitet. 

Ukoliko je Pri E11 prebrojiva familija unitarnih reprezentacija grupe r gde je Hi  = Hit  m•Aemo do6i do nove reprezentacije direktne sume EDiE/  7ri  : 
H = 	Hi-Hilbertov prostor familija {&},pri eemu pigemo 	E 
Hi, E II z Ilk 00 

37 
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< E94, 	E < 	— i > - zadavanje skalarnog proizvoda 

7 • ED4 = EDi(y Si) - zadavanje dejstva. 

06igledno da vazi HZ  < eiHi ,a direktna suma od n kopija reprezentacije it 
ozneavamo sa n 7,i posebno sa co • it = Ro • 7. 

Definicija 7.2 Za svaku prebrojivu grupu sa Ar 
larnu reprezentaciju od r na 12(r) datu sa: 

7. 'go) = *(7-1 J), 
Za svaku grupu 	njenu reprezentaciju it : r -4 H i svaka dva elementa 
E H uaavamo funkciju koja slika r C sa: 

kii(7) =-< 7 	> 

a nazivamo je matri6ni koeficijent , a posebno u slu6aju = r, dobijamo 
dijagonalne matrkne koeficijente zadate sa: 

7 H<7e,e> . 

Ovako dobijen dijagonalno matrie-ni koeficijent je pozitivno definitna funkcija,tj. 
preslikavanje f : 	C takvo da za sve 71,72, • • • , 'Yn E 	c2 , 	, cn  E C vaE: 

n 

E f (71 1 7i)ciei 
i,j=i 

Teorema 7.1 (GNS Teorema):Za svaku pozitivno definitnu funkciju f 
postoji jedinstvena do na izomorfizam trojka (7f  , Hf , 	sastavljena od uni- 
tame reprezentacije 7rf  grupe r na Hilbertovom prostoru Hf  i ciklienog vek- 
tora f  E H f,tj. vektora ciji je linearni omota6 od r • f  gust u H f ,i tada je 

f (7) =< 7 	f > • 

Ka2emo da je pozitivno definitna funkcija realizovana u unitarnoj reprezentaciji 
it ukoliko je jednaka nekom dijagonalnom koeficijentu od 7.Pa ako je f real-
izovana u ir,tada je 7rf < 7,jer ako je f(7) =< rye , > onda je 7rf  izomorfna 
podreprezentaciji od it na zatvoren podprostor < r • e > je kraaa oznaka za 
zatvorenje linearnog omotaa od r • e. 

oznaeavarno levo regu- 
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Definicija 7.3 Za dye unitarne reprezentacije it i p grupe r na Hilber-
tovom prostorima H,,Hp  redom kalerno da je 7r slabo sadriana u p,oznaka 
7 p,ukoliko je svaka pozitivno definitna funkcija realizovana u 7r moie 
predstaviti kao limes tacka po tacka niza kona6nih suma pozitivno definitnih 
funkcija realizovanih u p.Za dye reprezentacije prethodno uocene kaierno da 
su slabo ekvivalentne oznakom 7r ti p,ukoliko je 7r p i p 7r. 

Jezikom formula bi to znaello da ako je E I/ 7r , f (-y) =< 7 • 77i , r > tada 
postoji niz funkcija fn  oblika: 

kn  

	

fn = E < 7 	> 7 11i E Hp  
i=i 

takvih da (V-y E r)(f,(7) 	f (7)),a mokmo reoi da uspevamo uraditi 
aproksimaciju (Ve > 0)(V-y E 11): 

k 

< 7 	> — E < 	> I < E • 
i=1 

Neke od osobina relacije su: 

• tranzitivnost:7r p a r 	7rp, 

• boravi na podreprezentaciji:ir < p = 7 p, 

• izomorfizam je 6uva:r p 	p, 

• ostaje na prebrojivim familijama 

	

(Vi E I)(ir 	p) <=> (Bari --< p, 

• posebno:R- ti  oo • 7r. 

Stay 7.1 Ako je 7r unitarna reprezentacije prebrojive grupe r ,tada su slede6i 
iskazi ekvivalentni: 

(i) 7r 	Ar. 

(ii) 7r --< oo • Ar . 

(iii) Svaka pozitivno definitna funkcija u 7r je tacka po tacka limes niza poz-
itivno definitnih funkcija koje su realizovane u oo 
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(iv) Za svaki S1
, ... 	 E H,, i svaki E > 0,i svaki kona6an podskup F 

F,postoje 	,71n  E 11-„„.A , tako da za Vy E F 

< 	> — < 	77i > I < E. 

(v) Isto kao (iv) samo sto su 	, n  ortonomirani 	, rin se mogu 
uzeti takode kao ortonomirani. 

Dokaz: 

(i.)<=>•(i1)4=>(iii) Veo znamo da je co • A r  ti Ar a za prelaz sa (ii) na (iii) 
obrnuto treba videti da ako je p unitarna reprezentacija od r,tada je 
za , On  E Hp  ispunjeno: 

n 

E < 	0i) Oi >=< 	ED7-1-1 9i >) 
i=i 

odnosno suma konano mnogo pozitivno definitnih funkcija realizo- 
vanih u p je jednaka pozitivno definitnoj funkciji realizovanoj u oo p. 

(v)= (ii) Uzimajua specijalan slue"aj n = 1,za bilo koji jedinicni vektor 
E H,,bilo koje E > 0,i proizvoljno konaan skup F c r postoji 

jedinie"ni vektor E 1-/„„. A, takav da za sve -y E F 

< -Ye, e > — < -Y71, 7/ > < 

a obzirom da je svaki vektor skalarni umnozak nekog jedinienog vektora 
dobijamo tvdenje (ii).Ovde smo dobili i jo§ jaci zaklju6ak,tj. ne samo 
da odredene kona6ne sume konvergiraju,vea se one pretvaraju u obie'an 
niz. 

Ovde dokaz izvodimo u dva dela,kada reprezentacija ima 
cikRni vektor,i drugi slucaj kada reprezentacija nema cikRni vektor. 
S1u6a.j1:Ukoliko je E cikfiCni vektor ,tj. < I' • >= H.,tada za 
date el , , n  E H, , e > 0, F c r konaan mo2emo na6i za 1 < i < n 
zadovoljenje sledeoih uslova: 

, ce (i? n  E 

„,(i) 
ry (i) 	r , " • , , ni  

ni 

- E a(ki) (7V 	II< 6,1 < < n 
k=1 
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Uzimaju6i da je M = max{II 6 1  II, .. • ,i1 6n II} dobioemo: 

ni 	 nj 

	

< 7 .6i, 6.; > - < 7 E a (ki)  (l'ici)  • 6), E 	(71(P • 6) > I < 2E(E M) 
k=1 	 k=1 

a uz to vai slede6e: 

ni 
(i) 	(i) 	 Ci) < 	ak(7k • 6) 

3 

, 2_, ak k7 	> 
k 

k=1 	 k=1 

ni nj 

— E E ct ici) ceij)  < 77i,j) 6, 7/(i)6 > 
k=1 /=1 

ni  nj 

= E E ce(ki)ce-1) < (71i)) -177,(ci)6, S > 
k=1 /=1 

Sada mokmo iskoristiti uslov (iii) da bismo dobili aproksimacije za 
svaku pozitivno definitnu funkciju odredenu ca < (7 3 ) ) -177 	6 >,te 
analizom i E 	tako da za sve E F,1 < i < n va2i: 

ni  nj 

E E icei)ceP) 	< > — <, (7P) ) -177/(:)77, rl > I < E k=1 1=1 

Uzmemo li da 	= EIT 1 a (ki) (7/(ci) n) E Hoo .Ar. dobijamo aproksimaciju 
za (iv) jer je: 

I < 7 i,Sj > — < 777i , > I 

< 2E(e M)+ 
ni n • 	 ni 	 n - 

I < 'YE a(ki) (7i,i)6), E aii) (7i,j)6) > — < 7•E a (ki) (-Y i)n), t a(ki) (7en) > k=1 	 k=1 	 kz---1 	 k=1 
=--- 26(6 ± M)± 

ni nj ni nj 
E E ct;: )4)  < (7/) -1-ye6, > — E E ce (ki)4)  < eyil) - 177 )77, > 
k=1 /=1 k=1 /=1 

< 2E(E M) E 

S10aj2:U slu6aju kada 7r nema 	vektora tada mokmo naai 
predstavljanje: 

I/7r  = @kH,T, , 7r = ek7tk 
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gde svaki ric  ima cikli6ni vektor.Te ukoliko imamo 	, en  E 
mokmo imati zapis: 

= kdk) 	
E H,.k Si 

tako da je: 

< 7C1c7 C3 >= E < 	>, 
k 

jer za razlie-ite 	k vazi < 	, e >= O.Zbog konvergentnosti redova 
za E > 0, F C F kona6no mokmo naoi dovoljno veliko N tako da je: 

N 

< 7 	> - E < 7 	> I < 6, E F. 
k=0 

( Kako su 	, e) E H,,,tada po slu6aju 1 mokmo naci 1e)  , ,Ilnk) 
 E 

Hoo.A, takve da je: 

< 7  . 	ye) > < 7  . 7?) rijk) > < 

za sve 7 E F, 0 < k < N.Tako uzimajuoi: 

77i  = 77(o) e 7.1 1) e 	e  ,e)  

gde je 77i  E H(N+1)-(00.Ar ) Hoo.Ar  imamo da 

< 7 nob >= E < ' eg)  > 
k=0 

 

N + 1 

pa je za svaki E F: 

< 	> — <7' 	> I 5_ 

< 	> E < 7k) 

	

S( , 	 > 1+1 E < 	ei(k)—E < 	77jk )  > I 
k=0 	 k=0 	 k=0 

< 6 ± (N +1)  E  = 
N +1 26  

(iv) (v) Ukoliko su 	, n ortonomirani vektori u Ham , e > 0, F c r 
konaan podskup,tada po uslovu (iv) mokmo nah 74, ... 	linearno 
nezavisni,a ovo dalje mokmo popraviti pomoou Gram-Shmidtovog procesa,ukoliko 
je 6 dovoljno malo,do ortonomiranog sistema ni, • . • ,77n tako da: 

	

II 77: - 	II< E; i = 1, 	, n 
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A onda je za bilo koje 'y E r , 1 < j, i < n ispunjeno: 

< 7 71/, 71; > — < 	> I < 6 ( 1  + 6) + 6  

Ukoliko prebrojiva grupa 1' deluje Borelovski na standardnom Borelovom 
prostoru X sa invarijantnom merom p ,tada ovo dejstvo daje unitarnu reprezentaciju 
7rx na H = L2  (X , p) = L 2 (X) dato sa: 

(7(7) f)(x) = (7 f)(x) = f (7 -1x). 
Konstantna funkcija 1 na X odreduje 1-dimenzionalni invarijantni potprostor 
Cl od 7rx ,pri emu ima ortogonalni komplement: 

(Cl)' = 41(X) = { f E L 2 (X) : if dp = 0} 

koji je takode invarijantan pod 7rX .Sa 7ri3C  oznae'avmo restrikciju od 7r x  na Lux). 

Definicija 7.4 Dejstvo grupe r na standardnom Borelovom prostoru X sa 
invarijantnom verovatnosnom merom nazivamo tempiranim ukoliko je: 

X 
Ar 

Za svaku ireducibilnu reprezentaciju 7r grupe G ,sa fr ozna6avamo njenu 
klasu izomorfizma,a dual grupe G je: 

= fir : 7r — ireducibina unitarna reprezentacija naG}. 

Jedno od kljuenih mesta u teoriji reprezentacije zauzima slede6a teorema 
Peter-Weyla. 

Teorema 7.2 Ako je G kompaktna poljska grupa,tada 

(i) Svaka ireducibilna unitarna reprezentacija od G je kona6no dimenziona 

(ii) 0 je prebrojiva 

(iii) Svaka unitarna reprezentacija od G je direktna suma ireducibilnih reprezentacija. 

Te ukoliko je 7r neka odredena reprezentacija klase E G,tada njene ma-
tria-ne funkcije odreduju jedan konaan dimenzioni potprostor unutar L 2 (G),G 
je grupa sa Haarovom merom,koji oznaavamo sa eir ,a ne zavisi od odredene 
reprezentacije iz fiksne klase. 
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Teorema 7.3 Za kompaktnu poljsku grupu 

(i) L 2 (G) = ei.E OE*  

(ii) je ortonomirana baza za 6* uz to je dim(E,) = ca, 
gde je d, r  = dim(ir),a iii su odgovarajude matricne funkcije odredene 
prema bazi prostora. 

Za 1 < i < d,r,podprostor, 	E 71.z od e , r  razapet sa i-tom vrstom od ma- 
trice (fcc)lrii  je invarijantan za desno regularnu reprezentaciju,a po-
dreprezentacija od pG  odredena sa 	je izomorfna sa 

Neke od pojmova teorije ergodie'nosti,kao gto su ergodMnost i meganje, 
mohmo interpretirati u jeziku reprezentacija: 

(i) Dejstvo je ergodi&ilo ukoliko unitarna reprezentacija 7r (ic  od r na 
LUX) nema ne nula invarijantne vektore,tj. za E LUX) vai: 

(V7 E r) eye =) 	= 0 

odnosno 

1r7r,f. 

(ii) Dejstvo je srednje-meko ukoliko za svaki e E L8(x, 

lim I < 7e, > <ii II 
7-'00  

2 

(iii) Dejstvo je slabo meganje ukoliko 7r(f ne saddi nenula konaeno di-
menzionu reprezentaciju,a to se mo't'e ekvivalentno reoi da za bilo koje 
l, • • • , n E Lg(x), e > 0,postoji -y E r,tako da je: 

< 	e;  > < 6, 1 < i < n 

(iv) Dejstvo je jako meganje ukoliko je 711 jedna co —reprezentacija,tj. ma-
trie'ni koeficijenti tee nuli: 

< 	7, >---> 0, kad-y 	oo, VV, E 4(X) 

Jednu mogu6u vezu medu ovim pojmovima daje i slededa teorema. 

Teorema 7.4 r je beskona6na prebrojiva grupa koja deluje automorfizmima 
na kompaktnoj poljskoj grupi G (te ostavlja Haarovu meru invarijantnu) i 
ona zadovoljava: 
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(i) x 	G-dejstvo je ergodi6no. 

(ii) Dejstvo od r na G je slabo mesanje. 

Ako je 1G trivijalno 1-dimenzionalna reprezentacija od G,tada za svaki 
fr 	fr E G , rare je beskonaeria,gde je r, stabilizator od r — dejs tva 
na G. 

(iv) Za neki g E G, r • g je gusto u G. 

(v) Za u - skoro svako g E G, r • g je gust u G. 
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Glava 8 

Kechrisova verzija 

Teorema koja je u odeljku 6 dokazana,ovde de biti dokazano na drugadiji 
negto malo opkije koristedi unitarne reprezentacije grupa. 

Teorema 8.1 Neka je F prebrojiva grupa takva da je F2 < F,koja deluje 
Borelovski na standardnom Borelovom prostoru X sa ne-atomskom merom 
iz.Ukoliko je ovo dejstvo tempirano tada ne postoji N o  —1 Borelov homomor-
fizam sa Er u neki Eo gde je Eo modularna relacija ekvivalencije nastala 
dejstvom prebrojive grupe A na standardnom Borelovom prostoru Y. 

Dokaz:Najpre ukoliko teorema va2i. za  Fo  < F onda vaE i za F,pa demo 
ovde pokazati da vazi u slud'aju F = F2 ,a da bismo to izveli najpre treba 
da pokakmo da je dejstvo od F2 tempirano.Pa ukoliko je 71gC 1F2 restrikcija 
reprezentacije 7r(f na F2 tada je 7re,c  ArIF2 ,te je dovoljno potvrditi Ar IF2  < 
00 • AF2 ,jer oo • \F2 .0 torn cilju uodimo ortonomiranu bazu { es}o Er  od 12 (F) 
datu sa: 

{1 ,6= ry  es ('Y) = 
0 ,6 	-y 

Onda,ako su C1 (= F2), C2, ... desni koseti od F2 u 1" ,a Hi =< es : 6 E 
Ci >,imamo da je Hi  F2—invarijantan,H = GiHi ,a reprezentacija od F2 na 
Hi  je izomorfna sa AF2- 

Ovim je postignuto da se nadalje mote uzimati samo F = F2. 
Kao i u Hjortovom dokazu koristimo skup svih konadnih potskupova od F2 

i skup svih nepraznih konadnih podskupova od F2 u oznaci .F(F2 ) i skup svih 
nepraznih konadnih podskupova od F2 u oznaci To(F2),a na njima F2 deluje 
levim translatornim dejstvom -y • S = -yS,te deluje unitarno na l 2 (.F(F2)) sa : 

.P(S) = .1)(7-1,9) 

46 
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Ortonomirana baza za / 2 (.F(F2)) se mote zadati sa (es)s€1- (F2) sa: 

es(T)  _f 1 ,S=T 
1 0 ,SST 

pri emu je • es = e7.s,a 1-dimenzionalni podprostor < eo > odreden sa eo 
je F2 —invarijantan sa ortogonalnim komplementom: 

< eo >±=< es  : S O> 

Slie"no mo2emo uzeti fs E /2 (Fo(F2)) tako da je ffslsero (F2 ) jedna F2 - 
invarijantna ortonomirana baza za / 2 (.7-0(F2)),a preslikavanje es  4-4  fs je 
izomorfizam od F2-dejstva na < em >i  i dejstva na /2(To(F2))- 

Dejstvo od F2 na .7,(F2) ima beskonano mnogo beskona6nih orbita 01, 02, 
tako da imamo predstavljanje: 

/ 2 (-F0(F2)) = EBn < Is : S E On  > 

pri e'emu F2 deluje na {fs : S E On } tranzitivno i slobodno odakle sledi da je 
reprezentacija od F2 na < Is : S E On  > izomorfna regularnoj reprezentaciji 
od F2 .Te ako je 42  reprezentacija od F2 na /2 (.F0(F2)) imaoemo: 

n  0 
• '`F2 

dok je za slue'aj 1F2 ,reprezentacija od F2 na / 2 (.F(F2)): 

/ 2 (T(F2)) =< eo > ED ED < es  : s E On  > 
n 

AF2 
ti 

 1F2  e 00 • AF2  
Na Banahovim prostorima / 1 (F2), / 1 (T(F2)).1 1.To (F2 ) posmatramo dejstvo od 
F2 dato sa: 

7 1 (u) = f (7 -1u) 
Tvrdnjal: Postoji preslikavanje 8 : / 2 (.7-0(F2 )) --+ 1 1 F2  sa s;ededim svo-

jstvima: 

(i) 

(ii) 

(iii) 

II e(f) 111=11 I 112, V E 12 •ro(F2)) 

II e(f1) - 6(12) Ills 3  II 	— 12 I12, V11,12 E /2 (gb(F2)) 

O(I) ?. 0,v/ E /2(•o(F2)) 
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(iv) O je F2-preslikavanje,e(71) = 7 • e(f),V E 12 (T(F2)),'Y E F2. 
Dokaz tvrdnje:Dokaz ovog tvrdenja ide u mnogome paralelno sa Hjortovim 
dokazom,pa tako najpre uaavamo preslikavanje: 

f E /2 (Fo(F2)) 	f* E / 1 (To(F2)) 

If (s)I 	f 4 0 
r(S) = 	11 f 112 

0 	f = 0 

tako da 	f* 111=11 f 112, f* > 0,i ako je RS) = If(8)1 2  za f E /2(•7-0(F2)) imamo da za fi, f2 E /2 (To(F2)) koje su realne 

II :f; 	Iii? (II fi 112 + II f2112)• 11 	f2 112 

A 'eljeno preslikavanje Moe sastavljeno i od slede6eg niza preslikavanja: 

O : / 1 (To(F2)) -+ 1 1 (F2) 

(f)(7) = E f (S) 

-yEscyo(F2) Is' • 

Ovo je o6igledno preslikavanje koje ispunjava uslove: 

II C(f) IIi II f 1k 
f _? 0 	(II e(f) 111=11 f 111, 6 (f) 	0 ) 

Pa uzimaju6i za f E /2 (To(F2 )) da je: 

e(f) = e(f) 
i pogto je f* > 0 imamo: 

II e(f) 111=11 e(f*) 111=11 f* 111=11 f 112 
O(f) >o  

OjeF2  — preslikavanje 
a da bi dokazali 	koristimo slede6i postupak: 

II o(fl) - e(h) 111=11 e(fi) - (5 (f2 )112 
=11 6(f: - (2K) 111 

5_11 	-f2 II15_ 3.  11 11 — 12 112 
Tako da je preostalo pokazati da za fl, f2 E l2 (. (F2)) 

II fi - fz 1115_ 3• 	f2 112 

Da bismo ovako negto uradili razmatramo dva slue'aja,kada su f l  i 12 i opgti slue'aj. 

vazi: 

realni 
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Slu6aj 1: f1  i 12  su realne funkcije pri eemju A 0, i = 1, 2,jer u torn shAaju 
nejednakost odmah vaZi.Najpre ukoliko su f l  i f2  kolinearene imgemo 
r E IR, r 0, fl  = r • 12*o povlael: 

(r12) 2 	r 2  fl  

	

(rhr = 	„ 	 = Irl II ri2 112 	1 T 1' 11 f2 II2 

	

11 	— f2111=111r1f; — f2111 
=11r1— 11 11 f; 	1r — 11 II f2  

Za nekolinearne fl  i 12  imamo: 

11 fi — 12 111= E 1R(s) - f2(s)1 = 	1  fi(S)2 	fz(S)2, 
• 

	

SE.Fo (F2) 	 Se.ro (F2) 	fi 112 	II 12 112 '  
Skrakeno zapisujemo ai  =II fi 112 i ne umanjujuoi opkost, mo2emo 
podrazumevati da je a l  < a2  is 

II fi — f2 IIi= E I L(S)2 12(8)2 
1 o  

	

al 	a2 

1 

aiaz sE.F0 (F2 ) 

1 = 
aia2 11 (N/FC211) — ( -1aT/2) 111, 

pa po ve6 uradenoj nejednakosti za 11 A.— 12 111 imamo dalje: 

11 	fl 115-  ---ailaz(VE;a1 N/Fria2). Nr—n. f  
1 — al f2 112 

=11 (N/Fti 	T2)(—E  
11

T — 
12 )112, V Nic72 

az 5_11 fi —12 1 12 + II 	—a1 12 1 1 2 az 

5-11 11 f2 112 +r-j--  11 ai — 12 112 az  

5-Il fi — 12 112 	
az 

II —J1 — f2 112,9eral < a2 
1 

5-11 	— 12 112 + 2.  11 11 — 12 112= 3  11 f1 — f2 112 .  

Prethodna nejednakost koristi da ja 1I clachi  11 — 12 112< 2 11 fl  — 12 112 gto 
sledi iz toga da ako je 	ugao izmedu fl  i f2 ,a vazi II 9-2-ai  fi 112= a2 = 11 
12 112, bide: 

112 = 11 11 — 12 112 

SE.To(F2) 

E i(-vain(s))2 - (\firif2(s))21 
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• u slu6aju 0 < < 2 sledip = 54, 4 < p < odnosno: 

az 	 .Nn az 11 11— h112?_11 —a2 — 12 112 sinP 	7 - II —11 —12 112 2 	al 

1, 
al 4

. 	,, 
2 II 	 J1 	J2 II 2 ai 

• Za z < < 7r bide: 

	

11 12 — -2-11 112_ 2.  1112 	— f2 112 . 

SlOaj 2: Ukoliko su 11,12 E /2 (Fo(F2)) kompleksne funkcije, koristi6emo oznaku 
lfl(S) = if (S)1 tada 6e biti po prethodnom slue'aju: 

	

11 (1111) *—  (1121) * 	3. 11 Ifll — 1121 112 

ali pogto je (ILI)* = f* \rake: 

11 11 —12 115- 3 . 11 1 11 1 — 1121 112, 

to bi bilo dovoljno pokazati da 

	

II 1111 — 1121 1125-11 	— 12 112 

A ovo dobijamo koristea dobro znanu nejednakost kompleksnih brojeva 
Hal — Ibll < la — bl : 

II IfiI - 1121 fl= E lino) - If21(s)12 
sc.Fo(F2 )  

= i lifi(s)1 - imsm2 
SE.Fo (F2) 

	

5 E 	f2(s)12 =II 	- f2 113 • 
SE.ro (F2) 

0 

Dokaz teoreme nadalje koristi 6injenicu da moMmo pretpostaviti da je 
uoe'eni homomorfizam qS : X Y zapravo 1-1 ,a ne — 1 ,isto kao u Hjor-
tovom dokazu.Takode na dalje fiksiramo Borelovo preslikavanje: 

: F2 X X 
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0(7 • x) = a(7, x) • 0(x), Vx E X, 7 E F2 

i neka je Po  > P1  > 	opadajuei niz particija koji potvrduje modularnost 
od A na Y.S1i6no kao u Hjortovom dokazu uzimamo A = 0-1 (A). 

U daljem koristimo naredna tri tvrdenja,koja su yea od ranije poznata,pa 
neon predstavljati njihove dokaze. 

Tvrdnja 2:Za bilo koji konaan,simetri6an F C F2 koji sadrE 1,i bilo koje 
> 0,postoji Borelov skup M C A 1 U ... U An , a> p(Ai ) > 0, i = 1, 	, n,i 

by E F(x 1-4 a(7, x)je konstantna na svakom M n A i , i = 1, , n) 

Koristeoi ovo tvrdenje miAemo uzeti loptu F oko jedinice radijusa 3 u 
Caylijevom grafu,zatim 8 < z dovoljno malo,recimo 8 = 10',pa 6 takode 
dovoljno malo da 6 • (2 + i) < Z.Pa potom primenjujemo prethodno 
tvrdenje da bi dobili k, A1, . . • , An, M. 

Tvrdnja 3:Ako je -y E F, 1 < i < j < n, -y• (M n Ai ) n (M n A;) 0 
tada 

(M n Ai) c Ai , 
7-1 (/ n A;) c 

	

Skup Ai , 1 < i < n nazivamo dobrim ukoliko je 	< 6, a inae ga 
nazivamo logim.Tako da sad mo'iemo izvrgiti procenu: 

s > p(X \ M) E p(A i  \ M) 	E 
A -l08 	 Ai -103 

E P(Ai)• 
A4 —los 

Umesto skupa N3 iz Hjortove teoreme ovde uvodimo skup N sa: 

N = {x E X : E F(yx M A -yx E U{Ai  : Aije dobar})} 

tako da dobijamo jog jednu procenu: 

N) 	(26 + -s) < 2- 

tako da postoji barem jedan dobar element Ai.Uzimajuoi u definiciji skupa 
N da je -y identitet dobijamo da je: 

Ncmn{Ai : Aije dobar} 
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Tvrdnja 4:Ukoliko je x E N, x E Ai , 7  E F, y x E Ai tada vale procene: 

1 -

6<< 1 , 
p(Ai ) — 1

— 6 

p(-y • AiAA j ) 36 • p(Ai ). 

U ovom trenutku posedujemo konanu nepraznu kolekciju g dobrih pod-
skupova koji su medusobno disjunktni,uz to su Borelovi,i vaE da je 0 < 
p(C) < a za C E g.Pri tome imamo Borelov skup N C ug takav da je 
µ(N)> 2 ,iakojexEN,xECEg,-yEFbioei-y - xEDEgivai6e: 

(1 — (5) < LEI)  < 1  
p(D) — 1 — 

µ(-y • CAD) < 3 • p(D). 
Medutim pogto je dejstvo od F2 na X tempirano4 F2 , i pogto je 
it°1,2  ="="2- oo • A F2  ,koriste6i ekvivalentno predstavljanje tempiranosti iz glave o 
reprezentacijama,za svako E > 0 i , em  E Lo(X) postoje E 
1 2 (To(F2)) takvi da: 

	

(*) I < 7 • &, > — < • 	> 1 < El, V-y E F, 

uz to ako je El <II ei 112, 1 < i < m,tada je 	, rim 	0,za slue"aj 	= 1.0zna6avajuoi sa 1c  karakteristi6nu funkciju skupa C ,tada za kolekciju g = {C1 , , Cm } dobijamo niz funkcija: 

= — p(C); 1 < i < m 

pri e"emu one zadovoljavaju: 

E 42) (X), IISi fl= p(C i)(1— p(Ci )) > 0 

Kombinujuoi sa uslovom (*),uzimajudi 61 < "th (C i) (1  - P(Ci)) 	8 -11 II Si 113 01  ,1 < i < 771 dobijamo 7h, • • • , Tire E /2 (.Fo(F2)),takve da 	0,1 < i < m. 
Tvrdnja 1 nam daje preslikavanje 0,koje koristimo da bi dobili te2ine,naime 

za x E ug bide: 

w(x) = e(ni) 
gde je Ci  jedinstveni element od g takav da x E Ci. Ovako dobijeno w(x) 
je teEna na F2 ,i to takvo da ako je x E N, x E Ci E g, ry E F tada je ry x E 	E g jog je: 

(.0(7 x) = e(773) 
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Za privodenje dokaza kraju potrebno je izvesti i poslednju tvrdnju: 
Trrdnja 5:Predpostav1jajuci da je b izabrano dovoljno malo,imamo: 

II 7 	(x) - w( y  • x) II1< j 	w('y ' x) II1 
za bib okojexEN, •yEF. 

Dokaz tvrdnje:Uzmimo da je x E N, x E Ci E ~ , -y E F, ry  x E Cj  E 
g,tako da ce biti w(x) = O(i ), w('y • x) = O(r~j).Pa provera nejednakosti 
tvrdnje je zapravo provera da je: 

II 	- e() II1< i2  II o() Iii 
A posto vazi: 

II o()111=11 x;112 
II 	- e(7) Ill s 3•  II 	-x;112 

dovoljno je proveriti: 

I I •r ' 7i - ii 112 < 	362 1177j 112 

Kako unitarani operatori cuvaju normu,a 77—ovi su izabrani prema pravilu 
(*), a posebno da je ry neutaral imamo: 

IIlcill2- 117/;1121 <E1, 

II ~i ll2< 2' 11 ij 112, 
a prema pravilima za racunanje skalarnog proizvoda vazi: 

II 	7i — '7 112=11 7i 112+II 7)j  II  2- 
11 7 	- ; 112=II i 11 2 +11x;112-2Re<ry. i , j > 

odakle dolazimo do procene: 

	

I II 'r'7/i -llj 112 - II 7 i 	II 2 1 <- 
I 1 lm 11 2 - Ilill2l+lllill2 - II;1121+2I< ~ri, ~; >-<-r~; ,~j >I 

< 4e1  

a samim tim ,koristeci odabir za e l : 

II 	• r7i - 7/j ll2< 4e1+ II YSi - j 11 2 < sot II x;11 2 + II 7 ' i - x;112 

2Re < Y nii, T/; > 
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Tako da je dovoljno ustvrditi: 

II r 	- 	fl< 1(8) II 	11Z 

Za neku fiksiranu funkciju f : (0,1) -> R± takvu da lim,,01(a) = 0.S tim u 
vezi: 

II rysi — S7 fl= 11 (7CiACi) + 	- p(Ci )1 2  

+2 ( f (17.c,) - lc;  ) (1-1(q) - 1-"("i)) 

< 3 Sit(Ci) +µ(c7) 2 1 ifAu 	11 2  + 	 11 

gto sledi iz tvrdnje 4 i grube procene da je integral If L ),c  - lcj I to je : 
< 2, i uz 

11 ei fl= t/(C7)( 1-  it(Ci)) 
. Nakon skraoivanja sa p(Ci) da bi traena funkcija f trebala zadovoijavati: 

/IWO 38 + (Ci  )1 P(Ci) 11 2  + 41— 11 < f (8)(1 - tt(Ci )) 1-1 (C7) 	it(Ci) 

a kako je p(Ci) < z dovoljno bi bilo: 

tt(Ci) 	2 	P(Ci) 	1 38 + 1 7c—y)tt 	11 +41 it-
(c

.--,3)  11 < 

Tvrdnja 4 daje da vaE: 

1 - 
tt(Ci ) 	1 
p(Ci) -< 1- 

pa se mote uzeti: 
(a) = 6a2  + 2g(a) 2  + 8g(a) 

gde je : 

g(a) = max(a,  a  ) - 
- a 	1 

a 
 a 

Da bi priveli dokaz kraju uoeavamo za svako g E {all , b±1 } skup: 

Ng  = {x E N : centar od w(x)je redukovana ree oblika g-y} 

i jog uzimamo: 
Nl  = {x E N : lje centar odw(x)} 

0 
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Ovim je dobijena particija N = Na  U Na-1 U Nb U Nb-1 U N1,tako da za jedan 
skup recimo Na ,va2i: 

p(Na) -gl  p(N) 

Takode postoji skup K C F sainjen od 27 elemenata duEne taeno 3 koji se 
ne zavrAavaju sa a -1 ,a za y E K uaavamo: 

B7  = {x E ug : slabi centar odw(x)je oblika 71/} 

Istaknute tvrdnje ove teoreme ukazuju da ako je x E Na, y E K,tada w(x) 
ima centar c 1  koji painje sa a,te co(7 • x) ima slabi centar 7 • ci,odnosno 

E Br to vaE: 

p(B7) p(Na) 

Pravila za ra6unanje mere nam daju: 

µ(U B7) = Ett(B-y) 	E p(an  n B72 ) 
7EK 	yEK 	{71,72}€[K]2 

+ E p(B71  n B72  n B73)  + 
{71772,73}E[M3 

gde je 	= {a K : lal =- n}. 
Znajuei da su slabi centri odredene teEne linearno uredeni,ne mote biti 

da za neko {71, 72, 73} E [K] 3  vaii B71  nB72 nB72  0 otpada,tako da je za sve 
{71, 72, '73} E [K] 3  ispunjeno B71  n.B72 n.B73  = O.Medutim posledica ovoga ide 
korak dalje,te ako je -y2} } va'ii6e (B71  n B72 ) n (B71 n= 0. ,2 Procena mere kolekcije skupova g daje: 

p(Ug) 	E gay, n B72 ) > IK1 • ,u(5) — 27 
p(N) 

{71,72}E [K] 2  

a kako je utvrdeno tt(N) > a bide: 

27 127 
p(Ug) --5- • 2- = 

to 

a ovo je u kontradikciji sa tim da je mera prostora jednaka 1. 0 
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Glava 9 

Primeri antimodularnosti 

Gledaju6i Kechrisovu teoremu vidimo da je potrebno utvrditi tempiranost de-
jstva prebrojive grupe,a za tako negto se koristi neka od teorema reprezentacije 
koje áu ovde navesti bez dokaza. 

Teorema 9.1 Beskonaena prebrojiva grupa r deluje automorfizmima na kom-
paktnoj poljskoj grupi G i tada su sledeoi uslovi su ekvivalentni: 

(i) Dejstvo F x 	je maanje. 

(ii) Dejstvo od r je srednje meganje. 

Za bilo koje * L 1 G , F. je konaeno. 

(iv) Za svaku beskonacnu F0 < ,dejstvo F0  x G 	je ergodieno..ka vise 
ukoliko je r grupa bez torzije, gornje je ekvivalentno sa 

(v) 71-W cAd n • Ar,za neko 1 < n < oo. 

Imajai u vidu da je Borelovo dejstvo prebrojive grupe F na standardnom 
Borelovom prostoru X sa invarijantnom merom E0-ergodie'no akko za 
svaku hiperkonanu relaciju ekvivalencije E i Borelov homomorfizam q : 

E,postoji p—konula skup preslikan sa q  u jednu E—klasu izraavamo 
sledeou teoremu. 

Teorema 9.2 Beskonacna prebrojiva grupa r deluje automorfizmima na kom-
paktnoj poljskoj grupi G i tada je sledeoe ekvivalentno: 

(i) dejstvo x 	G je tempirano, 

(ii) za bilo koju fr fG,rije pristupaena, 

56 
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za bilo koju nepristupa6nu ro  < r, ro- dejstvo na G je ergodieno, 

(iv) za bilo koju nepristupa6nu ro  < r, ro  dejstvo na G je E0—ergodi6no. 

Posebno ukoliko je dejstvo od r na G tempirano,to je i dejstvo od ro  < r na 
F,za svaku beskona6nu podgrupuF0  < r 

Posledica 9.1 Beskona6na prebrojiva grupa r deluje automorfizmima na 
kompaktnoj Poljskoj grupi G,i tada je: 

(i) <=> 	 (iv) 4.). (v) gde : 

(i) dejstvo je maanje, 

(ii) dejstvo je srednje meganje, 

(iii) dejstvo je tempirano, 

(iv) dejstvo je slabo mesanje, 

(v) dejstvo je ergodieeno. 

Posebno ukoliko je dejstvo maanje onda je ono antimodularno. 

(A) 	r—beskona6na prebrojiva grupa. 

K—abelova kompaktna poljska grupa sa Haarovom merom v. 
G = 	--kompaktana poljska grupa sa taela-po-taka mmAen- 
jem. 

vr —prizvod mera koja je i Harrova mera na G. 
k<r = {{x7 } 7  : X7 E K, X 7  = 1 osim za konOno mnogo 7 - 
dualna grupaG 

(x7 ) 7  = x : 	T— karakter na proizvodu je odreden sa: 

{X7}7({k7}7) lix-r(k7). 

Dejstvo grupe r na Kr  dato giftovanjem 8•{k7} {k7-- 15} ovo je jedan 
automorfizam na Kr ,a njegovo odgovarajuoe dejstvo na 6 = k<r  je 
dato sa S • {Xr } =-- {X7-15}. 

Dalje ukoliko je K {1},biae k {1},pa je i dejstvo od r na G\{1} = 
K<r  \ {1} sa kona6nim stabilizatorima,Ato povlael da je dejstvo meganje 
odnosno da je tempirano.Tako u slu'daju dejstva grupe r > F2 sa §iftom 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



GLAVA 9. PRIMERI ANTIMODULARNOSTI 	 58 

na 2" = Z2 sa uobie'ajenom produkt merom dobijamo antimodularno 
dejstvo.Slie'no antimodularna dejstva dobijamo za dejstvo na Xr gde 
je X bilo kojinejednalan skup,kao i u slOaju dejstva grupe F > F2 giftom na Tr sa uobi6ajenom produkt merom. 

(B) Za n = 2, 3, ... grupa SLn (Z) deluje matrie'nim mno2enjem na Tn  = 
(R/271Z) n  i to je jedno dejstvo automorfizmom.Dual od Tn je Zn gde 
(k1 , , kn) E Zn  identifikujemmo sa karakterom: 

0(2'17 • • • 7 Zn) = Z IP • • • Znkn  

A indukovano dejstvo od SL n (Z) na Zn je dato sa: 

kl  
A 	, kn) = (A-1)t 

kn  

tako da je struktura stabilizatora ovog dejstva ista kao i struktura sta-
bilizatora obi'6nog matri6nog mno2enja na Zn. 

Posebno u slue'aju n = 2 dobijamo da su stabilizatori elementi iz Z 2 \{0} 
beskonane cildkne grupe,tako da dejstvo od SL 2 (Z) na T2  tempi-
rano,gto znai da je u pitanju antimodularno dejstvo. 

(C) Jedan naeln da grupu F2 utopimo u grupu SL 2 (Z) je takav da kopija 
ima konaan indeks u SL2(Z).Ovako smo dobili dejstvo od F2 na T2 

 koje deluje na dualu Z2  tako da ima beskona6no pristupOne stabiliza- 
tore.Tako da je dejstvo F2 na T2  tempirano,pa samim tim antimodu-
larno. 

Ukoliko F2 utopimo u SL2 (Z) tako da su sve matrice u kopiji od F2 
hiperboli6ke ,tj. imaju trag > 2 one neoe imati fiksnih taaka na 
Z2  \ {0}.Tako da indukovano dejstvo na Z2  \ {0} ima trivijalne sta-
bilizatore,te je dejstvo meganje,pa je relacija antimodularna. 

(D) Dejstvo grupe SL n (Z) na Tn za n > 2 je antimodularno 6ak i ukoliko 
izvegimo restrikciju na invarijantni konula posdkup od Tn.Razlog za to 
je postojanje kopije od F2 unutar SL n (Z) tako da je dobijeno dejstvo 
tempirano. 

(E) (A.Vallette,B.Bekka)Ako je G diskretna beskonaena podgrupa od SL2(JR),njeno 
kanonsko dejstvo na X = SL2(R)/SL2(Z) je tempirano a samim tim i 
antimodularno. 

(F) F-rezidualno kona6na grupa 
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r = 110 > 111 > . . . - opadaju6i niz normalnih podgrupa konanog 
indeksa takvih da je rI nrn  = {1} 

R-n  : r/rn+1  ---+ r/rn  

7rri+1 	-yrnkanonska projekcija 

K —inverzni limes od niza (rn ,71-n ) zatvorenih podgrupa kompak-
tne grupe nr, r/rn  

K = {(7nrn ) : 70110 D 7111 1 D • • .} 

Grupu r mokmo utopiti u K putem preslikavanja 

7 H (711n)nEN 

tako da je o(r) gusta podgrupa od K.Te ako je I-In  = 0(rn,),bi6e [K : H} < co i nrikin  = {1} jer je: 

Hn  = {(110, • • • rn, 7n-Flrn.1-17 +2F+2,...)7 	•) Fn. C 'Yn+irn+i c 7n -E2rn -1-2 

a ovo upu6uje na to da je dejstvo r na K konano modularno,po 
primeru iz glave o modularnim relacijama ekvivalencije. 

Ovo posebno zna6 da se svaka rezidualno konana prebrojiva grupa r 
mote gusto utopiti u kompaktnu Poljsku grupu K,tako da je induko-
vano dejstvo modularno. 

(G) Ako prebrojiva grupa r deluje na Borelov nain na standardnom Borelovom 
prostoru X sa ne-atomskom invarijantnom merom p ukoliko je ovo 
dejstvo slabo meganje onda ono nije modularno.Jer, ukoliko su {P}n  
particije koje odreduju modularnost tada mokmo naci dovoljno veliko 
n i bar jedan A E Pn  sa merom 0 < p(A) < 1.Tada je linearni omota6 
od {1A  —p(A) • 1 : A E {Pn}} nenula konano dimenzionalni potprostor 
od Lo(X) invarijantan za r—dejstvo,gto je kontradikcija. 
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dual grupe, 43 

ergodi6nost, 7 

glatka relacija, 11 

Haarova mera, 6 
hiperkonanost, 10 
homomorfizam, 9 

invarijantna mera, 7 
izomorfizam relacija, 10 

jako dejstvo, 44 
jako sadilana, 37 

levo regularna reprezentacija, 38 

matrMni koeficijent, 38 
mera, 6 
modularno dejstvo, 13 

podreprezentacija, 37 
Poljski prostor, 3 

redukcija, 9 
rezidualno konana grupa, 16 

selektor, 10 
slaba ekvivalentnost, 39 
slabi centar, 21 
slabo meganje, 44 
slabo sadfiavanje, 39 
srednje dejstvo, 44 

teEna, 21 
tempirano dejstvo, 43 
tranzitivno dejstvo, 20 

ultrametrika, 14 
unitarana reprezentacija, 37 
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SadrZ'aj 

Uvod 

1 Deskriptivna teorija skupova 

2 Klasifikabilnost 

3 Modularnost 

4 Teiine 

5 Od L2 (2F2) do 1'(F2 ) 

6 Hjortov dokaz 

7 Unitarne reprezentacije 

8 Kechrisova verzija 

9 Primeri antimodularnosti 

Literatura 

Indeks 

Sadriaj 

63 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs


	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40
	Page 41
	Page 42
	Page 43
	Page 44
	Page 45
	Page 46
	Page 47
	Page 48
	Page 49
	Page 50
	Page 51
	Page 52
	Page 53
	Page 54
	Page 55
	Page 56
	Page 57
	Page 58
	Page 59
	Page 60
	Page 61
	Page 62
	Page 63
	Page 64

