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Uvod

Osnovna Zelja koju imamo jeste utvrdivanje mesta neke matematitke struk-
ture,odnosno procena njenog mesta prema drugim strukturama. A osnovno
matematicko sredstvo koje koristimo za tako nesto Je preslikavanje. U slu¢aju
topoloskih prostora koristimo neprekidna preslikavanja, u slu¢aju algebarskih
struktura to su homomorfizmi,a u sluCaju skupova bez strukture to su "na-
Jobi¢nija" preslikavanja. Poslednji sluCaj je suviSe siromaSan i svodi se na
proveru uskladenosti aksioma teorije skupova i nekih dodatnih aksioma poput
GCH,AD,CH,MA itd.. Medutim put koji nudi deskriptivna teorija skupova je
nesto vijugaviji,pa samim tim koristi mnogo viSe matematic¢kog alata, posebno
Borelove skupove uotenog Poljskog prostora i Borelova preslikavanja. Tako
u slucaju Borelovog preslikavanja izomorfizam se svodi na proveru bijektivn-
odti i proveru borelovosti preslikavnja a ne i njegovog inverza. Svaka prebro-
Jiva struktura se moZe videti kao jedan element prostora 2N dok izomorfizam
medu strukturama odreduje dejstvo simetri¢ne grupe Sy,a to je zapravo
Jedna Borelova struktura. Teorija mera takode omogucuje da na Borelovom
skupu uvedemo moguénost "vaganja" na kolikom delu uodeno svojstvo vazi
ili ne vaZi,u terminima svuda,skoro svuda,na konula skupu. Tokom ovih
razmatranja mogu se dobiti rezultati koji su zanimljivi,na prvi pogled pred-
stavljaju nesto sasvim jednostavno,kao $to je tvrdenje koje zauzima centralni
deo u narednom tekstu.

Ovde je cilj da se predstavi teorema o nemogucnosti pravljenja Ny — 1
preslikavanja sa prostora invarijantne mere opremljenog Fp-dejstvom homo-
morfizmom u modularnu relaciju ekvivalencije. Oba naéina koji su ovde pred-
stavljeni koriste teZinske funkcije na slobodnoj grupi od dva generatora. Dok
se razlika medu njima nalazi u pravljenju kompozicije preslikavnja u prvom
slutaju L?(2™) — I'(F}),a u drugom sludaju preslikavnje I2(F(Fy)) — 11 (Fy)
zajedno sa teorijom unitarnih reprezentacija. Oba slufaja imaju isti za-
klju€ak,koji se svodi na kontradikciju,da slabi centri jedne teine moraju biti
linearno uredeni.

Prvo poglavlje se sastoji iz osnovnih pojmova deskriptivne teorije skupova
koji ¢e biti korigéeni. Sli¢no su u drugom delu navedeni samo neki elementi



teorije klasifikacije sa naglaskom na neuredenost hijerarhije.

U trecem delu se objasnjava pojam modularnosti,i dati su primere takvih
relacija,dok se u etvrtom delu nalazi predstavljanje teZina na koje se oslan-
jaju oba dokaza.

Peti deo daje preslikavanje na koje se oslanja Hjortov dokaz u Sestoj
glavi.Dokaz u Sestoj glavi koristi prelaz na 1-1 preslikavanje koji originalno
nije koristio Hjort. U sedmoj glavi je dat uvod u teoriju reprezentacija koji
Jje u narednoj osmoj iskoriséen u dokazu. I na kraju su dati neki primeri
antimodularnih relacija ekvivalencije.

Na kraju bih Zeleo da se zahvalim profesorima Mili Mrsevié i Zarku Mija-
Jlovi¢u,a posebnu zahvalnost dugujem profesoru Bobanu Veligkoviéu koji me
je uputio u oblast deskriptivne teorije skupova.



Glava 1

Deskriptivna teorija skupova

U osnovi deskriptivne teorije skupova se nalazi Poljski prostor , a to je
topoloski prostor koji je separabilan i kompletno metrizabilan. Takvih pros-
tora ima jako puno a neki primeri toga su:

(i) otvoren interval (0, 1) sa naslednom topologijom,
(ii) prostori R,C,R",C*" RN, CN I = 0,1],T={zeC:|z|= 1},
(ii) Kantorov prostor C = 2N
(iv) Berov prostor N = NN,
Od jednog ili viSe Poljskih prostora mozemo praviti novi Poljski prostor.

Stav 1.1 (i) K ompletiranje separabilnog metrickog prostora je Poljski pros-
tor

(ii) Zatvoren potprostor Poljskog prostora je Poljski
(i) Proizvod niza Poljskih prostora je Poljski
(i) Suma niza Poljskih prostora Jje Poljski
(v) Potprostor Poljskog prostora je Poljski akko Jje Gs-podskup

Posebni slu¢ajevi topoloskih prostora su topoloske grupe,tj. one &ija je
topologija Poljska.Neke od takvih grupa su:

(ii) (X, +) gde je X separabilan Banahov prostor,

(iii) Kantorova grupa ZY,



GLAVA 1. DESKRIPTIVNA TEORIJA SKUPOVA 4

(iv) AkojeskupK =Rili K = C,tada gledajuéi matrice n x n kao podskup

od K™ dolazimo do Poljskih grupa GL,(K), SL,, (K), U(n),O(n), SU(n), SO(n),
(v) Liove grupe su Poljske grupe.

Topolo3ki prostor (X, 7) sa topologijom 7 popravljamo do malo bogatije
strukture (X, B(X)),a piSemo (X, B(T)),tj. do jedne Bulove algebre i do-
bijamo Borelov prostor.To Je zapravo najmanja o — algebrakoja sadr#i sve
otvorene skupove na topoloskom prostoru,ovde Jje oznagena sa B(7).Njeni
skupovi su poredani u izvesnu hijerarhiju:

Sy Y

A} CAY---AD

LIl -IT

pri &emu je "7 kolekcija svih otvorenih skupova,a [ ]} kolekcija svihzatvorenih
skupova,pri ¢emu vazi:
0 0
={A°: Ae
II, =< 2

0 0
A?,:anﬂq

I pored sve zanimljivosti ove hijerarhije na dalje je neéemo razmatrati jer nije
od sustinske vaZnosti za ono $to sledi.

Definicija 1.1 Ako su X i Y topoloski prostori,preslikavanje f:X —
Y nazivamo Borelovim ukoliko je inverzna slika svakog Borelovog skupa Borelov
skup.Posebno ako je f bijekcija i oba funkcije f i f~! su Borelove,onda gov-
orimo o Borelovom 1zomorfizmu,a ukoliko je i X = Y o Borelovom
automorfizmu

Kako nam sama topoloska struktura ne dolazi do izraZaja a posmatramo
samo Borelove skupove onda to formalizujemo narednom definicijom.

Definicija 1.2 Merljivi prostor (X,S),skup sa o-algebrom,je standardan
Borelov prostor ukoliko je izomorfan sa (Y,B(Y)) za neki Poljski prostor
Y ,ili ekvivalentno ukoliko postogi Poljska topologija T takva da je S = B(T).

Jedan nestandardan primer ovoga,i ne tako otigledan je Effros Borelov
prostor od F(X) = {F C X : F = F},gde je X neki Poljski prostor.A ovde
Je o-algebra generisana skupovima oblika:

{FeEF(X):FNU #0}
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Definicija 1.3 Standardna Borelova grupa G je standardan Borelov pros-
tor G gde je G grupa a preslikavanje (z,y) — zy~'je Borelovo. Standardn
Borelova grupa je Polji¢na ukoliko postogi poljska topologija T koja joj daje
Borelov prostor takva da je (G, T) topoloska grupa.

Sta viSe, standardne Borelove grupe imaju osobinu da moze postojati
najvise jedna Poljska topologija koja im daje strukturu Borelovih skupova,da
je u njoj grupa topoloska.A primeri za ovakvih grupa su:

(i) grupa G C T¥sastavljena od nizova {z,} takvih da je z, = 1 za sve
dovoljno velike n
(i) podgrupa /2 ¢ RNsa nasledjenom topologijom

Poljski prostori imaju moguénost promene Borelovih skupova u otvoreno
zatvorene skupove bez narusavanja Borelove hijerarhije,a to izrazava slede¢a
teorema.

Teorema 1.1 Ako je (X, T) Poljski prostor, a A C X Borelov skup,tada
postoji Poljska topologija pri cemu jeTy D T i B(T4) = B(T),i uz to je A
otvoreno-zatvoren skup u T,

Posebno ukoliko je (X, 7T) Poljski prostor,a Y je prebrojive baze,f : X —
Y Borelovo preslikavanje,tada postogi Poljska topologija T 2 T koja ne
menja Borelove skupove a preslikavange f : (X, 7;) - Y postaje neprekidno.

Definicija 1.4 Neka je X Poljski prostor,tada skup A C X nazivamo anal-
wtickim ako postoji Poljski prostor Y i neprekidno preslikavanje f : Y — X
takvo da je f(Y) = A. Specijalno je i prazan skup analiticki.

Klasu analiti¢kih skupova oznadavamo sa 31 i za nju vazi:
1
Cc
B Y,
a ukoliko je X neprebrojiv Poljski prostor vazi presiznije:

B(X)c 3" (X),

dok za standardan Borelov prostor vazi:
(B)(X) = A1(X)

8=%,nII,
[[=ta:ae >},

Za razliku od neprekidnih preslikavanja Borelova, preslikavanja imaju jaca
svojstva $to pokazuje sledeéa teorema.

kao i:
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Teorema 1.2 Neka su X iY standardni Borelovi prostori i neka je f : X —
Y preslikavanje,tada je sledece ekvivalentno:

(i) f je Borelovo

(ii) graf(f) je Borelov
(ii) graf(f) je analiticki
Posebno ukoliko je f Borelova bijekcija,tada je f Borelov izomorfizam.
Ukoliko je (X, S) merljiv prostor tada preslikavanje 1 : § — [0, +-00] koje

zadovoljava uslove:
w(®) =0

ﬂ(U An) = Z /*‘(An)

,gde je {A,} disjunktna familija podskupova koji pripadaju S, nazivamo
merom. Posebno ukoliko je p(X) = 1 govorimo o verovatnosnoj meri,a
ukoliko je u pitanju Borelova o-algebra govorimo o Borelovoj meri.U skladu
sa prethodnim predstavljamo neke primere:

® Lebegova mera na R

® Ako je G poljska lokalno kompaktna grupa,tada postoji,jedinstvena do
na mnozenje pozitivnom konstantom,o-kona¢na Borelova mera Ue na
G takva da:
K — kompakt = pg(K) < 0o

U # Botvoren = pg(U) > 0
(Vg € G)(YBorelovA)(uc(gA) = pc(A))

1 ovakvu meru nazivamo levom Haarovom merom na G

e Uzmemo i 0 < p < 1ida je skup 2 = {0, 1}moZemo zadati meru na
ovom dvoé&lanom skupu sa

#({0}) = p,
p{1h))=1-p
te je moZemo progiriti do proizvod mere na 2N — C zadavajuéi:
pp(Ns) = p*(1- p)b

gde je s = (s0,81,...,8,.1) € " iqg = card{i < n : s = 0}) i
b=mn—a. Posebno za p = % dobijamo Haarovu meru na grupi ZY = C
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Specijalno kada grupa dejstvuje na merljivom prostoru (X, S, i) kazemo
da je mera invarijantna ukoliko je:

(V9 € G)(VA € 5)(u(gA) = u(A))

dok meru nazivamo G-ergodi¢nom ukoliko je svaki G-invarijantni skup
mere 0 ili 1,Posebno, mera je Eg-neatomska ukoliko je mera svake orbite
nula,tj.:

pr{gz:9€G}) =0,Vr e X

Za dva data skupa X,Y i skup P C X x Y ,uniformizacijom skupa P
nazivamo podskup P* C P takav da :

(Vz € X)(3yP(z,y) & IyP*(z,y)).

Drugim re¢ima, P* je graf funkcije f sa domenom A — projx(P),i takvu
funkciju nazivamo uniformizacionom funkcijom za P.

Teorema 1.3 (Lusin Nowikov): Neka su X i Y standardni Borelovi pros-
tori i neka je P C X x Y Boreloy skup.Ako je zasek P, prebrojiv, tada P
ima Borelovu uniformizaciju te Jje i projx(P) Borelov skup.

Sta vise P se mose napisati kao | J, P,,,gde je P, Borelov graf,ty. ako vazi
Pn(m, y) i Pn(x’ yl) tada jey= y,-

Posledica 1.1 Ako su X i Y standardni Borelovi prostori a f : X - Y
Borelovo preslikavanje koje je Ny — 1 (inverzna slika svake tacke Jje prebrojiv
skup) tada je f(X) Borelov skup i postogi Borelova funkcija g : f(X) - Y
takva da je f(g(y)) =y za sve y € f(X).

Posledica 1.2 Ako su X i Y standardni Borelovi prostori,a P C X x Y
Borelov skup sa prebrojivim zasecima, tada postoji niz Borelovih funkcija f, :
projx(P) =Y takvih da je P, = {f,(z) :n € N} za sve z € projx (P).
Dalje,ukoliko je A, = {z : card(P;) =n} zan =2,3,4,. .. , No,tada je A,
Borelov i za svaki n postoji niz ( fi("))i<" Borelovih funkcija f,-(") A, —>Y sa
disjunktnim grafovima tako da za x € A, va% P, = fi(") 11 <n}.

Naredna teorema zbog svoje vaZnosti zasluzuje da bude dokazana.

Teorema 1.4 (Feldman-Moore): Neka je X standardan Borelov prostor i
neka je E na njemu zadata Borelova relacija ekvivalencije,tj. Borelov podskup
od X x X.Ukoliko je E prebrojiva relacija(svaka klasa je prebrojiva) tada
posogi prebrojiva grupa G Borelovih automorfizama od X takva da je zEy <
9 € G(gz =y). Sta vige, grupa G se moZe izabrati tako da je:

zEy < 39inG(g° = 1 A gz = )
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Dokaz: Kako E ima prebrojive sekcije onda se po prethodnoj teoremi moe
napisati u obliku :
E=|JF,

za neki niz Borelovih grafova {F.}nen.Pri tome mo%emo podrazumevati da
je F, N Fy = 0 ako je n # m. Neka je F,,;, = F, N F;! gde je F C X?
definisan sa, :

F={(z,): (%) € F}.

S obzirom da moZemo uzeti predstavljanje :

X*\ Ax = J(4, x B,)

p

gde su A, i B, medusobno disjunktni Borelovi podskupovi od X , dobijamo
daje: Fomp= FnmN (A, x B,) oblika:

Fn,m,p =graf (f n,m,p)
za neke Borelove bijekcije:
famp : Damp = Romp
DnmpN Rymp =0

Pa se moZe definisati niz {9nm»} Borelovih automorfizama od X sa:
- -1 .
gnqup - n,m,p(x) 7x € R”'amﬂ)
T ; inade
Medutim g2, =11 uz to vazi:

E= Ugraf(gn,m,p)

te je Zeljeno dejstvo nastalo od grupe I' =< g, 1, , >. O



Glava 2
Klasifikabilnost

Relacija ekvivalencije E na skupu X mozemo posmatrati kao podskup
Dekartovog proizvoda X2, i u tom smislu je nazivamo Borelovom, uko-
liko je skup u standardnom Borelovom prostoru X2.N ajjednostavniji primer
tako necega jeste najfinija relacija ekvivalencije - identitet sa jedne strane,i
najgrublja sa druge strane-svak Je sa svakim u relaciji.U prostoru izmedu
ove dve javlja se razni primeri pa prvo 3to pokuSavamo da uinimo jeste da
uvedemo nekakav poredak.Da, bi to uradili treb nekako da uvamo klase ekvi-
valencije pri upotrebi osnovnog sredstva - preslikavanja,ovde su to Borelova
preslikavanja.

Definicija 2.1 Neka su (X, B,) i (X2, By) dva standardna Borelova pros-
tora sa relacijama ekvivalencije E, i E, redom na njima. Tada Borelovo pres-
likavanje nazivammo homomorfizmom ukoliko vazi:

(Vz1, 20 € X)) (2, E 125 = f(z1) Bz f(z2))

Ovakvim preslikavanjem nam je omoguéeno da &itave klase skupljamo u
jednu tacku,pa i da &itve prostore kontrakujemo u jednu tacku i na taj nadin
malo ofuvamo od relacije,radi ¢ega uvodimo finije preslikavanje,odnosno po-
jam.

Definicija 2.2 Neka su (X1,By, Ey) i (X2, B, E») dva standardna Borelova
prostora sa Borelovim relacijama ekvivalencije tada kaZemo da Je Borelovo
preslikavanje f : X; — X, redukcija relacije ekvivalencije E; na relaciju
ekvivalencije Ey ukoliko vazi:

(VZI, Iy € X) ($1E1$2 Aad f(xl)E2f(x2)

i koristimo oznaku E, < E,
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Na ovaj nacin smo sacuvali razlicitost klasa i nismo umanjili kardinalni
broj klasa,grubo govoreéi u prethodnonj definiciji smo postigli da je X;/E;
utopljen u X,/F,. Tako da bi prvi pokusaj da se uvede red biolo uzimanje
Jedne talke kao predstanvika klase.

Definicija 2.3 Neka je X prostor sa relacijom ekvivalencije E tada je za
E transverzala skup T C X takav da T sece svaku klasu u taéno Jjednoj
tacki, dok je preslikavnje s : X — X takvo da je Ey = s(z) = s(y) nazvano
selektor

U opstem sluéaju postojanje transverzale i selektora Je ekvivlentno,dok u
slu¢aju da zelimo Borelovu transverzalu ili Borelov selektor nesto kompliko-
vanije.

Ukoliko je relacija ekvivalencije £ na skupu X takva da se njene klase pok-
lapaju sa orbitama dejstva grupe G na skupu X tada ka¥emo da Jje relacija
indukovana dejstvom grupe i oznacavamo sa Eg,odnosno:

thy < (39 € G)(9z = y)

Ukoliko je svaka klasa relacije ekvivlencije kona¢na onda govorimo o kon-
agnoj relaciji ekvivalencije, a ukoliko su klase prebrojive o prebrojivoj
relaciji ekvivalencije.A ovakve su sve relacije nastale dejstvom grupe Z
ili neke kona¢ne grupe.Borelov selektor uvek povlaéi postojanje Borelove
transverzale, dok obrnuto vazi za prebrojive Borelove relacije ekvivalencije.

Definicija 2.4 Prebrojivu Borelovu relaciju ekvivalencije nazivamo aperi-
odiénom relacijom ekvivalencije ukoliko su Jjoj sve klase beskonacéne,a uko-
liko se moZe predstaviti kao rastucéa untja konacnih relacija ekvivalencije nazi-
vamo je hiperkonacnom .

Teorema 2.1 Ako je E Borelova relacija ekvivalencije tada je ona hiperkon-
acna akko je indukovana Borelovim Z-dejstvom.

Definicija 2.5 Ukoliko su (X, Ey) i (X3, E») dva standardna Borelova prOS-
tora sa Borelovim relacijama ekvivalencije,a p : X; — X, Borelov izomor-
fizam koji zadovoljava:

$1E1£L'2 = p(zl)Egp(zg)
tada kaZemo da su E; i E, Borel izomorfne , u oznaci E, & E,

Jo$ jedan pokuSaj prilaska ovakvim relacijama je sledeéi.



GLAVA 2. KLASIFIKABILNOST 11

Definicija 2.6 Borelova relacija ekvivalencije E na standardnom Borelovom
prostoru X je drvljiva ukoliko postogi simetricna Borelova relacija R takva
da je:

RCXxX

¢ije komponente povezanosti predstavijuju klase ekvivalencije relacije E pri
cemu ne sadrZe ciklove.

Posebno relacije ekvivalencije koje se redukuju na R nazivamo glatkim
ili konkretno klasifikabilnim.
Grupa F; deluje na prostoru 2 sa &ift dejstvom:

(@-NT)=flo7'r)ife2Pore R
1 za bilo koje fi, f : Fy — {0,1} zadajemo relaciju sa :
[iExfa akko (3o € B)(of1 = f,)

Ako sa F(F,) oznaéimo slobodni deo ovog dejstva,tj.one f za koje (Vo €
Fy)(of # f),tada dobijamo restrikcijom relaciju Er. .

E, je maksimalna prebrojiva Borelova relacija ekvivalencije,tj. za svaku
drugu prebrojivu relaciju ekvivalencije E vazi E < E,dok je Er._ maksi-
malna drvljiva Borelova relacija ekvivalencije. Primeri znacajnih Borlovih
relacija ekvivalencije su:

e relacija ekvivalencije slaganja na 2N

zEoy & (3k)(Vn > k)(z(n) = y(n))

e eventualno slaganje tataka, Kantorovog prostora
z,y € (2NN
zEry & (3K)(Vn > k)(z(n) = y(n))
e malo labavije slaganje tacaka
z,y € (2NN
2Esy < (Vn)(z(n) Eoy(n))

e relacije jednakosti
0,1,2,3,...,n,...,.NR
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e relacija od koseta grupe I! = {z € RV - 2. 1z(3)] < oo} videna kao
podgrupa od RN - oznaka E,

Hijerarhija medu ovim relacijama moze biti predstavljena slede¢im dija-
gramom:
A1) < A(2) <...A(n)<...<N<R<E

E0<E1
E0<E3
E0<E2

pri ¢emu znamo da izmedu N i R nema kao ni izmedu R 1 Ep, dok su Ej i
E3 medusobno neuporedive. .

Teorema koja ¢e u narednim glavama biti pokazana, omogucava da pron-
ademo relaciju ekvivalencije koja nije drvljiva a nije ni Borel reducibilna na,
Er,,.To je relacija ekvivalencije EXss x Ej koju neéu podrobnije opisivati zbog
obimnosti,a nalazi se u [7].Takode mozemo doéi do relacije ekvivalencije F
tako da vazi:

Ey<E< Ep_

Za kraj kao u sludaju prethodne glave izlaZzemo lemu koja po svom znafaju

zasluZuje da bude spomenuta.

Lema 2.1 (Lema o markeru)Svaka aperiodicna Borelova relacija ekviva-
lencije dopusta opoadajuéi niz markera,tj. opadajuéi niz Borelovih kompletnih
sekcija Ciji je presek prazan.

Dokaz: Bez gubljenja opstosti mozemo podrazumevati da naga relacija ek-
vivalencije E le#i na X = 2V.Sa sn() oznafavamo leksikografski najmanji
s € 2™ takav da vaZi:

lzle NN = o0

pa definiSemo :
T € Ap & zn = sy(z)

Na ovaj nadin dobijamo opaduajuéi niz Borelovih skupova:
{An} neN

od kojih svaki sede svaku klasu u beskonaiio mnogo tacaka.Sa druge strane

skup
A=A,
neN
seCe svaku klasu od E u najvie jednoj tacki,tako da je Zeljeni niz:
B,=A,\ A
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Modularnost

Za dve particije P = {4,;},Q = {B;} skupa Y sa PA Q = {4 n B;}
oznacavamo zajednicko profinjenje.Takode koristimo oznaku P < Q akko je
svaki A; sadrZan u nekom Bj,tj. ukoliko P profinjuje Q.

Definicija 3.1 Borelovo dejstvo diskretne grupe I' na standardnom Borelovom
prostoru Y nazivamo modularnim ukoliko postoyi niz prebrojivih Borelovih
particija {Pn} od Y da vazi:

Pr={A" }icr, 1] < R

(n) ™ _a;z. ) _
AVNAY =0i#5 AN =y
icly,
i da {Pn} generise Borelove skupove tako da je svaki Py, i T'—invarijantan;t).
za svakivyeI',neN,ie I, postogi j € I, da vaZ y - A§”’ = Ag-n) .Posebno

isticemo konaéno modularna dejstva kod kojih su uocene particye P, =
(A . ,A,(:)} sve konacne.

Napomena 3.1 Merljiv prostor (X,S) je izomorfan nekom (Y,B(Y)) gde
je Y neki separabilan metrizabilan prostor akko je S prebrojiva familija koja
razdvaja tacke,tj. za svake dve tacke T,y € X postoji A € S da je z €
A, ~(y € A).Tako da na ovaj nacin donekle mozemo proveriti da li {P,}
generse Zeljenu kolekciju Borelovih skupova.

Od polaznih particija koje potvrduju modularnost mozemo dobiti nove par-
ticije uzimajuci:

Qn=PoAPIA...AP,

pri Cemu je svaki Q, i ' — wnvarijantan a ispunjeno Jje i
Q>2A2...>20,>...,

13
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a {Qn} generise Borelove skupove.
Slicno moZemo reéi da je dejstvo modularno ukoliko postoji rastuéi niz
Bulovih algebri
ByCB,...CcB,C...

takvih da T — dejstvo permutuje svaku od njih a sama Borelova o — al gebra
je generisana sa J, .y B,

Modularnost zadovoljava sledeé¢a svojctva:

(i) Ako I'—deluje modularno na Y i to potvrdjuje particija {P, }tada je i za
svaki I'-invarijantan Borelov skup Z C Y I'-dejstvo na Z modularno,a
to potvrduju particije:{P,|Z} = {A{™ n 7}

(ii) Ako I-deluje modularno naY a A deluje modularno na Z pri éemu to
potvrdjuju particije {P,} i {@n} onda je i proizvod akcija od T" x
A takode modularna,a to svedogi (pa,rticija Pnx Q, gde je P, =
{47}, Q0 = (B}, P x Qn = {A™ x B}

iii) Ukoliko I" deluje modularno na X i Y pri éemu to svedode particije
(ii)
{Pn} i {Qn} tada I' deluje modularno i na direktnoj sumi X © Y pri
¢emu to potvrduju particije {P, ® Q,} date sa P, ® Q = (A" e B™}

Definicija modularnosti u sebi sadrzi inicijalno postavljanje drveta ¢iji
bi &vorovi mogli biti odredeni elementi iz particije koje potvrduju mod-
ularnost,tako da se osnovni primeri modularnog dejstva uvode na, prebro-
Jivom korenskom drvetu pomoéu njegovih automorfizama.Za prebrojivo ko-
rensko drvo T, sa korenom vy, sa [T] oznagavamo skup svih njegovih beskon-
atnih putanja o = (vg, v, .. .) koje poéinju iz korena, a za svaku konanu
putanju s = (vg,v1,...,v,) neka je N, = {a € [T] : Vi < n(a(s) = vi)}.
Pri topologiji &ji su bazni otvoreni skupovi N, [T] postaje Poljski pros-
tor.Ukoliko prebrojiva grupa I' deluje automorfizmom na T, i to tako da je
(V¥ =€ T)(y-vo = vy),onda T deluje neprekidno na [T] sa - (vg, v1, vy, .. )=
(7 - vo,7 - v1,7 - v3,...).A da je ovo dejstvo to potvrduju particije {P.},gde
je Pn={N; : |s| = n}.

Jedan drugi primer jako blizak ovom,dolazi iz dejstva grupe izometrija
na ultrametritkom Poljskom prostoru. Ako je (X,d) ultrametricki Poljski
prostor,a prebrojiva grupa I' deluje izometrijama na X tada modularnost
potvrduje {P,}, gde je P, sadinjeno od otvorenih lopti radijusa n—il uX. U
ultrametri¢kom prostoru dve kugle polupre¢nika n—_}_l sa centrima udaljenim
viSe od 15 su medusobno disjunktne.

Slede¢i stav daje ekvivlentno videnje modularnog dejstva.
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Stav 3.1 Ukoliko prebrojiva grupa I' deluje na Borelov nacin na standard-
nom Borelovom prodtoru Y, tada Jje sledeée ekvivalentno:

(i) T dejstvo na Y je modularno

(%) Postoji dejstvo od T automorfizmima na prebrojivom korenskom drvetu
T’ ¢ Borelovo ' utapanje od dejstva I’ na' Y u indukovano T dejstvo na
(T,tj. Borelova injekcija ¢:Y — [T] takva da je v - oY) = d(v-y)

(i) Postoji dejstvo od T izometrijama na Poljskom ultrametrickom prostoru
X,d), Borelovo T - utapanje od dejstva T na Y u dejstvo od T na X.
]

Dokaz:

(i)=>(ii) Neka je Py > P, > ... niz Borelovih particija koje svedode da je I' —

dejstvo na Y modularno,a bez gubljenja op3tosti moZemo uzeti da je
Py = {Y'}.Tada korensko drvo definiSemo sa :

(a) koren od T je Y
(b) sledbenici od Y su elementi od P,
(c) za A € Pi,sledbenici od A su B € Py,takvidaje BC A

Na ovakvom T grupa I’ deluje prirodno nasledenim automorfizmima,a
zeljeno utapanje je:
¢:Y — [T]

Yy (Ao, A1,...) akko Vn(y € A,)

(ii)=(i) Prostor [T] postaje ultrametricki Poljski prostor ukoliko ga opremimo
metrikom d(c, ) = 27" gde je n najmanji takav da =(a(n) = B(n)).
Pa ukoliko I" deluje na T automorfizmima onda je indukovano dejstvo
od I na ([T, d) izometri¢no.

(iii)=(i) Usled postojanja utapanja, Y moZemo poistovetiti sa invarijantnim
podskupovima od X,a na njega se modularnost prenosi sa nadpros-
tora. : (]

Slede¢i stav daje moguénost popravke modularnog dejstva.

Stav 3.2 Neka je E prebrojiva Borelova relacija ekvivlencije na standard-
nom Borelovom prostoru X i neka grupa I deluje na modularan nacin na
standardnom Borelovom prostoru Y. Ukoliko postogi Ng — 1 Borelov homo-
morfizam p sa E u EX xFy = p(Z)EX p(y),tada postoji modularno dejstvo
prebrojive grupe Ty na nekom standardnom Borelovom prostoru Y; i Boreloy
1 —1 homomorfizam sa E u E}?



GLAVA 3. MODULARNOST 16

Dokaz: Najpre fiksiramo prebrojivu grupu A koja deluje modularno i
Borelovo na standardnom Borelovom prostoru Z, i to tako da A-dejstvo ima
beskonaénu orbitu.Moze se uzeti :

A=ZN=Z,0Z ...

a dejstvo je kordinatno sabiranje na Z = 2N = z5.

Zeljene prostore i dejstva dobijamo uzimajuéi da je I'; = I' x AY, =
Y x Z,a dejstvo od I'; na Y1 je modularno zbog osobina modularnog dejstva
da se prenose na proizvod dejstva.

Dalje neka je {2, }pen, 1—1 enumeracija beskona¢ne orbite od A-dejstva
na Z.MoZemo fiksirati Borelovo preslikavanje f : p(X) x N — X tako da je:

P ({u}) = {f(,m) :n e N}

Dalje stavljajuéi:
p(z) = (p(z), 20, )

gde je n, najmanji n takav da je f (p(z), n) = z.Injektivnost je ocigledna pa
ostaje da se proveri homomorfizam,odnosno

zEY = p1(z) ER pu (y).

A ovo vazi jer ako je zEy onda je p(z) E¥ p(y),te mo¥emo uzeti v €I daje
7 p(z) = p(y). Takpde neka je pi(z) = (p(z), n); pu(y) = (p(y), m),ali tada
mozemo naci 6 € A takvo da je 6 - 2, = z,,.0dnosno (7:0) - pr(z) = p1(y) te
smo dosli do kraja dokaza. O

Analogno slu¢aju modularnosti,moZemo i u slu¢aju kona¢ne modularnosti
reci da je to ekvivalentno sa tim da se I-dejstvo na Y koje je konaéno mod-
ularno moze moZe utopiti u I' dejstvo na nekom drvetu [T] , gde I' deluje
automorizmima na korenskom drvetu T , drvo T je lokalno konaé&no,svako
teme ima samo kona¢no mnogo sledbenika.Konaé¢na modularnost Jje u bliskoj
vezi sa rezidualno konaénim grupama , tj.onim grupama I koje zadovol-
javaju sledeéi usov:

(V’yEF,’y;él)(HNSF)([I“:N] <o A=(yeN))

Poencareova lema tvrdi da Je presek dve grupe konaénog indeksa takode pod-
grupa kona¢nog indeksa,tako da svaka podgrupa kona¢nog indeksa sadrzi
normalnu podgrupu kona¢nog indeksa, - presek njenih konjugata.Za prebro-
Jivu grupu T' sledeéi iskazi su ekvivalentni:

(a) T je rezidualno konaéna,
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(b) postoji opadajuéi niz T' = o > Ty > ... podgrupa konatnog indeksa
takvih da je M, T, = {1},

(c) postoji opadajutinizI’ =Ty > T; > ... normalnih podgrupa konatnog
indeksa da je ), T, = {1}.

Dobro znan primer rezidualno konaénih grupa su konacno generisane lin-
earne grupe,tj. konatno generisane podgrupe od GL,(F) gde je F neko polje.

Stav 3.3 Prebrojiva grupa T dopusta slobodno konacno modularno dejstvo
akko je I' rezidualno konacna.

Dokaz: Ukoliko je I rezidualno konatna tada mozemo fiksirati opadajuéi
niz normalnih podgrupa konacnog indeksa I' = 'y > I't > ... takvih da je
N Tn = {1}.Pa u cilju pokazivanja konatnog modularnog dejstva konstru-
iSemo lokalno konaéno drvo 7" na kome I’ deluje automorfizmima grana:

(a) koren drveta je Iy
(b) sledbenici od Iy su koseti od T
(c) sledbenici od I';-koseta su svi 2 koseti sadrzani u I'; itd.

I" deluje na [T]sa:

v (FO’ 711-‘1; 721-‘2’ . ) = (P07 7711117 '7'72F27 . )

a ovo dejstvo je slobodno jer ukoliko je Y(To,mIy,...) = (Lo, mTy,...),gde
je Lo 2 mI't D oI . .imali bismo da je 7' € T, za svako n ali v €
N. = {1},

Obrnuto ako I' deluje slobodno na Y konagno modularnim naginom 3to
potvrduje sledeca particija Py > P1 > ... zbog slobode dejstvazay € Y
vaii (Vy e D)(y-y=y= v = 1). Te neka je A, € P, takav dajeye A,
1 stabilizator I', = {y € T" : Y- An = A,} i obzirom da I deluje na P,
permutacijom I' - P, C P, ima konatno mogucnosti te je [I' : '] < 00.9a
druge straneje 4, 2 A, = [, > Inya1.I na kraju za vy € N, Trn vazi
V- An = Ap tejey- (N, 4An) = N, An,a takode je N, A, = {y} odnosno
7 *Y =y te mora biti v = 1,¢ime je dokazano slobodno dejstvo. X

Ovaj stav moZemo za nijansu poboljsati u slede¢em.

Stav 3.4 Prebrojiva grupa I’ dopusta slobodno dejstvo sa invarijavinom verovat-
nosnom Borelovom merom akko je T' rezidualno konacna.
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Dokaz:Ukoliko T' dopusta slobodno modularno dejstvo na Y sa invari-
jantnom merom y a to potvrdjuje particija Py > P; > .. .,nadalje moZemo
smatrati da je svaki ¢lan od P, pozitivne mere,inace moZemo preéi na konula,
skupove.Dalje dobijamo da je za svako nisvaki A € P, , I' orbita od A kon-
afna,jer je mera celog prostora konatna i jednaka 1.Tako da dokaz moZemo
sprovesti do kraja kao u drugom delu dokaza prethodnog stava.

Kada je I' rezidualno konaéna tada imamo strogo opadajuéi niz normalnih
podgrupa I'o =T > T; > I, > ... takvih da je M, T» = {1}.Ovo nam
omogucava da definiSemo drvo T kao u prvom delu prethodnog stava:

(a) koren drveta je T
(b) sledbenici od Ty su koseti od T
(c) sledbenici I'; —koseta su I';—koseti unutar T';koseta i tako dalje

I’ deluje uobicajeno na [T].Dalje bazni otvoreni skupovi {N; : |s| = n+1,n >
0} ¢ine konaéne particije,tako da je [[': ;] = k, omoguéilo da uvedemo meru
na [T] da ispunjava p(Ns) = é,i to je upravo invarijantna mera za T’ dejstvo
na [T]. O

A sada ¢u navesti primer nekoliko manje standardnih modularnih dejs-
tava:

(A) Neka (N)N oznagava skup svih 1 — 1 preslikavanja iz N u N.To je jedan
zatvoren podskup od NN na kome simetri¢na podgrupa Sy, deluje sa:

- a(n) = o(r7(n))

i ostavlja (N)N invarijantnim u ovakvom dejstvu. Uzmemo li prebrojivu
podgrupu I' < S, onda ona deluje modularno na (N)N §to polazuju
sledece particije {P,}:

Pr = {Al(cn)}ksoo
A _ { {ae(N)¥:a(k)=n} ;keN
Tl N U a? koo
(Vk € N)(Vy € T)(7- 4" = AW

Podgrupa s, videna kao podskup S, € (N)Nje invarijantna pod ovim
dejstvom pa nasleduje modularnost i dejstvo od I na S, dato sa:

Y-a=ao~q7}
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Takode preslikavanje o — a1 iz Seo U So predstavlja Borelov izomor-
fizam desno translacionog dejstva i levo translacionog dejstva od I" na
Soostj.:

Y*o=ya

te je i ovo jedno modularno dejstvo.

Grupa I' = SL,(Z) deluje na prebrojivoj diskretnoj abelovoj grupi
G = (Q/Z)" mnozZenjem na uobi¢ajen nagin:

a1 aix -+ ap [
7=(a‘ij)erag= EG,’y-g= :

gn Ap1 ... Qnn In

Grupi G mozemo pridruziti kompaktnu Poljsku grupu K = G’,grupa
koju ¢ine neprekidni homomorfizmi iz grupe G u jedini¢ni krug kom-
pleksne ravni T.Pa se dejstvo od I' prirodno prenosi na K:

X:G—T~larakter,y €I,7-x: G — T, 7 x(g) = x (v~ *9)
Da bi se izratunao dual ¢ poZeljno je poéi od duala za Q koji pois-
tovecujemo sa podgrupom od TN* sastavljenom od {a4} € Ti“ takvih
da je ar = x(§),0ft! = oy zaa sve k € N*.Pa se dalje (Q/Z) moze
videti kao podskup nizova {or} € TN tkvih da:

(ak) € H ng, (Vk S N+)(Q§Ii = ak).a,'f = 1,
keNt+

Ry je skup k!-tih korena Jedinice.Tako da dobijamo predstavljanje
K= (Q/z)r ~ (Q/2)" u vidu n-torki ({a,?), ey {a,(c")}}) gde su {a{"}
prethodno definisani.I kona¢no se dobija dejstvo od ' = SL,(Z) na K
dato formulom:

7= (ay) € SLa(Z), = ({of"},... , {of”}) € K,z =y = ({BMy, ..
B = (o) @@y (o) 20 ke Nt 1<i<n
Sve ovo omoguéava da " deluje automorfizmima na korenskom drvetu
T sastavljenom od:
(a,(cl), ... ,a,(cn));a,(:) € Rp;k=1,2
(1,...,1) je koren
(1) (1) (n) )

naslednici od (oy”,...,0\") su svi (Cr e TN

takvi da je (a£23_1)k+1 = o). A kako se K mote identifikovati sa [T] ovo
polazuje da je dejstvo od T na K konagno modularno.

{87}
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(C) Neka je K kompaktna, Poljska grupa koja deluje na tranzitivno Boreloy
nadin na standardnom Borelovom prostoru Y i neka je T' prebrojiva
gusta podgrupa od K.Ukoliko bi postojao opadajuéi niz I' = Ty >
Iy > ... normalnih podgrupa od T takvih da je [l : T, < 400 i
N, Tn = {1} to bi znadilo da je I'-dejstvo na Y, kona¢no modularno.Pa,
akojez € VL = K, = {ke K:kx= z} stabilizator,imamo da je
K—prostor Y Borel izomorfan sa K prostorom K/L,te se moZe uzeti
bez gubljenja opstosti da je Y kompaktan ,a da K deluje neprekidno
na Y. Te,ukoliko je H, =T, takvo da H, Q4 K,[K : H,] < 00,N, H,, =
{1} i ako je P, particija sastavljena od H,, orbita od Y, a to su otvoreno
zatvoreni podskupovi jer ih ima konatno i svaki Jje zatvoren.Kako je
H, 94 KT gusto u K,biée da I" deluje na P,.Sa druge strane {P.}
razdvaja tacke jer bi inade za (T #y) u Y zasvako n bili u istom
elementu od P, i z i y,te bi postojao h, € H, : h,z = y.Ovako bismo
dobili niz {hx, } koji zbog kompaktnosti konvergira , recimo hn; — htj.
h € Ny H, = {1},0dnosno hne—hr=c=71= y,kontradikcija.

Specijalan slucaj ovoga je za n > 2, p — prost :
K = SL,(Z,)

Y — k-dim. potprostor od n-dim. vektorskog prostora Qp", 1 < k < n,
I' = SL.(Z), I',, je jezgro kanonske surjekcije SL,(Z) — SL,(Z/p™Z),m =

0,1...., I'y, je jezgro kanonske surjekcije SL,(Z,) — SLn(Zp/p™Zy,)

Drugi primer je levo-translatorno dejstvo od SL,(Z) < SLn(Z,) na
SL,(Z,)



Glava 4
TezZine

Nadalje je F; =< a,b >,slobodna grupa generisana sa a i b.

Definicija 4.1 Tezina 2a F, je preslikavanje w : Fy — R koje zadovoljava
uslove:

(i) w(o) >0 za sve o € Fy,
(1) w(o) # 0 za neko 6 € F,
(iii) w € I1(Fy).

Element oy € F, nazivamo centrom ukoliko svaka od cetiri oblasti Caylevom

grafu od Fy ima w—tesiny < 1 | w ||1.Formalno ovo zapisujemo da za svako

3
g € {a*!, b*'} vaz:
1
Z{w(aogé) : géredukovana rec} < 3 | wll .

Slino ovome, ukoliko svaka od 4 oblasti oko oy ima w-tesiny manju od <
2l w |1 onda g nazivamo slabim centrom .Formalno da 2a svaki g €
{a®, 51} vax:
2
Z{w(aogé) 190 redukovana rec} < 3 | wllz -

Odavde odmah sledi da Jje svaki centar i slabi centar.

Pitanje polozaja i postojanja centara i slabih centara,kao i njihovu egzis-
tenciju reSava nekoliko narednih lema,

Lema 4.1 Svaka teina ima barem jedan centar,pa samim tim i slabi centar.

21
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Dokaz:Polazeéi od suprotne pretpostavke za teZinu w imali bismo i da
neutral slobodne grupe 1 € F, nije centar,5to povla¢i da je za neko gy €
{a*!, 5*'} ispunjeno >2{w(g09) : goredukovana rec} > 3 || w ||1.Dalje obzirom
da ni go nije centar po pretpostavei mozemmo nadi g1 € {a*,b*1} tako da
je 3 {w(g0g16) : g16 — redukovana} > 3wl auz to gogs # 1 ,tj. gogy
je redukovana re¢.N astavaljajuéi ovaj postupak mo¥emo naéi 90,915---,0n €
{a*1,b*1} takve da je gog; ... 9gn redukovana re¢ za svako n i uz to vazi za
obaranje centra  {w(gog; - .. g,0) : g6 — redukovana} > 1 || w ||;.Medutim
prethodni stav je u suprotnosti sa tim da viSe od pola teZine mora biti skon-
centrisano u lopti konaénog radijusa oko 1 u Caylievom grafu,jer w € I1(Fy),te
polazna pretpostavka ne vazi. O

Lema 4.2 Ukoliko posmatramo dejstvo od Fy na IY(F3) desnim mnoZenjem:
7- f(o) = f(o7)

tada je o centar teine w akko Jje oo™ centar teFine T - w;1 analogno je og
slabi centar teZine w akko je o071 slabi centar za T - w. Te ukoliko je G, skup
centara za w,a WC,, skup slabih centara za w onda je:

7:Cy = Cru,,7-WC, = WC,,
Dokaz: Ide direktno iz definicije. O

Lema 4.3 Slabi centri tezine obrazuju konacan skup,koji je konveksan wu
smislu Caylievog grafa.Sliéno vasi i za centre.

Dokaz:Ukoliko o leZi na geodezijskoj liniji koja povezuje dva slaba centra
011 09 tezine w,tada mo¥emo primetiti da su sve &etiri oblasti oko o ukljudene
u neku od oblasti koje okruzuju oy ili oy,tako da su teZine na, njima sigurno
manje od < 2 || w ||1,pa je i o slabi centar.

Obzirom da je w € I1(F}), mozemo uzeti dovoljno veliko n tako da je
deo tezine skoncentrisan unutar lopte radijusa 7 oko 1 u Caylijevom grafu
> % | w [l;.Dalje ukoliko je o’ na rastojanju veéem od n+1o0d 1 u Caylijevom
grafu ,0’ ne moze biti slabi centar, jer jedan od 4 njegova okolna regiona sadrzi

2

prvobitno uotenu loptu na kojoj se nalazi > % |l w [l1.Pa se slabi centri mogu

nalaziti samo unutar uo&ene lopte,a za to postoji samo kona¢no kandidata.
O

Lema 4.4 Svi slabi centri se nalaze na Jednoj linigi,tj. na geodezijskoj liniji
koja povezuje dva temena Caylievog grafa.
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Dokaz:Ukoliko ovo nije tagno a w je slabi centar koji ima tri suseda
w1, w2, w3 koji su slabi centri, tada tri disjunktne oblasti Ry, Ry, Rs date sa
R = {wigd : g6 — redukovana, g € {a*, 6%} \ {g:} },gde je g; € {a*!, b1}
takvo da wg;! = w;, imaju tezinu > 3 |l w |[1.A ovo daje da | wlli>] w

S§to je nemogude. O

Lema 4.5 Ako su w; i wy tesine takve da je l| wy —ws |l1< Tli | wz ||, tada
Jje svaki centar od wy i slabi centar od Wy.

Dokaz:Neka je o centar za w1,a R neka od njemu pridruZene oblasti stada

je:
1
1) wi(d) - > wa(8) <l wi — wp 1< 73 ez I
JER J€R
1 uz to je jos:
1 13
Fwr <] ws fls + || wy ~ wy <l wa [y + | w2 Ji= = || w, 1
12 12
a kako je:
1 7
Dowi®) <5 e i< = || we |y
2 12
J0eR
biéde:

>owad) < 25l e s + 3 wn(6)

JeR d€ER

<l wn lh o s = 2 o |
12 12 3



Glava 5
Od L?(2%2) do I}(Fy)

Nadalje neka je 272 = {0,1}*2 kolekcija funkcija iz F3 u {0,1} opremljena
proizvod merom,pri &emu F) deluje mnoZenjem sa desna,

7-f(0) = f(o7), f € 2%2;0,7 € F,
A ovo dalje indukuje dejstvo na L2(2F: ?) standardnim putem:
za ¥:2P 5 C  definiSemo TY

' U(f) = Prf)

Za kona&an skup S C F, definiSemo odgovarajuéu funkciju :

bs: 2% — {~1,1}
f (_1)|{oes:f(a)=l}l,

kojoj f dodeljuje vrednost 1 ukoliko se S i f slazu na parnom broju mesta,jer
je f zapravo karakteristi¢na funkcija nekog podskupa od F3.Tako je posebno
Y : f — 1 konstantna funkcija sa vrednoséu 1.Takode, familija {¢5 : S C
Fy — konacan} obrazuje ortonomiran sistem ¢iji je linearan omota¢ svuda
gust u L?(2F2).Posebno ,vektor ¢ e L?(2")je ortogonalan na konstantnu
funkciju akko se nalazi u potprostoru koji je zatvorenje linearnog omotaca
za {Ys : S # 0 — konacan}.

Sa Zeljom da sebi §to vise priblizimo prostor L?(2f2) uo¢avamo najpre
prebrojivi skup F(Fp) = {SC F,: § — konacan },pomoéu koga formiramo
Jo§ jedan Hilbertov prostor ?(Fe(Fy)).Tako da se moze uspostaviti linearna
izometrija indukovana sa {¢g: S C F> — konacan}:

A L2(2F2) - P(F(F))

24
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) 1 :T=98
Ys > bg,gde  je 5S(T)={O "TaéS

Hilbertov prostor I2(F(F})) mozemo iskoristiti za dobijanje elemenata iz

I'—prostora na slede¢i nagin:
E: P(F(F)) — INF(F))
E(¢)(s) = |o(s)|?

tako da posebno dobijamo:

I E() la=]l ¢ |12,

Za kraj preostaje da prostor F (F3)

na neki na¢in pojednostavimo putem
sledeceg preslikavanja:

X INF(R) —» INF)
Z@)o) = D I8I7¢(S)

SE€F(F,),0€8
tako da je u slu¢aju Pozitivnog ¢,i ako je ¢()
likavanje koje zadovoljava || () ln=]l & ||,

Sklapanjem ova tri uotena preslikavanja u celinu dobijamo:

= 0, dobijeno linearno pres-

m=XLEA: L*(27) - [Y(F)
¢ — L(E(A(9)))
Lema 5.1 Za ¢y, ¢ € 2(F(Fy)) vas:

FE(81) = E(g2) ln< (| é1 iz + || 2 Jls) || by — 2 |2
Dokaz:

I E(¢1) — E(b2) la= " |E(¢1)(s) = E(¢)(s)|

SE}-(Fz)

= D 161(5)2 — 45(s)? =

SEF(F)
D 191(s)(61(5) = 8a(5)) + 62(5) (¢ (5) — phia(s))|
SEF(F?)
< D2 1819 [6a(5) — pa(s)| + D 182(3)] 161(s) — o(s)
SEF(Fy)

s€F(Fy)
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=<I|¢1l 161 — b3 > + < |ga], |1 — o] >, Cauchy — Schwarz,
< fle Il 1 = o e + 1] b |fia - || 1 — b2 ||z
= (1 61 lliz + 1] @2 le)- || 1 — o |

Za konagan podskup S C Fyir ¢ F, uzimamo da je:
T-S={ort7':0 €8},

odnosno
ceSeorler.s

cTeESSoeT-S

pa sli¢no ovome definisemo 7 fza felP(F(F)u INF(Fy)) sa:
T f(S) = f(r1.8)

te ako je f = dg, bice:

T'f(5)=1®T-IS=So¢$S=T°SO

pa je:
T 550 = 0r.5;

Lema 5.2 (o) Za¢ € [?(2P), ortogonalnu na konstantnu funkciju i norme
1, bice || 7(¢) ln=1

() I m(81) = 7(82) In< (| 6 llz2 + || b2 |fz2) || by — 2 |2
(i) 7 je Fy-preslikavange,tj. za o € Fy i ¢ € L*(2F2) yoz;:

n(o-¢)=o-m(g)

(i) Za ¢ koje nije s.s. konstantno ,7(9) Jje teFina

(v) Za svako ¢ i 0 € Fyq, Je centar od 7(¢) akko je ooo! centar od
(0 ¢);00 je slabi centar od 7(¢) akko je 040~ slabi centar od (o- ).

(v) Za jedinicne vektore ¢, i pau L2(272) ortogonaine na konstantnu Junkciju
takve da je || ¢ — ¢y ||12< 3,6 0y je slabi centar od 7(¢1),tako da je
0o slabi centar od w(¢,)

Dokaz:
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(0) i (i) Slede neposredno iz prethodno uodenih izometrija i prethodne leme.

(ii) Najpre se moZe pokazati da je A jedno Fy—preslikavanje,a tu proveru je
dovoljno uraditi za bazne elemente oblika vg gde je S C F, konadan, f €

2P e Fy
. Ys(f) =¢(r 1. )= (_1)I{oeS:r—1f(a)=1}|
= (_1)I{aeS:f(o-r-1)=1}| _ (—]_)I{O'TGS:f(a)=1}|
(— 1)!{a€rs: flo)=1}| _ Yrs(f)
odnosno:

AT - ds) = A(Yr.s) = brs =765 = 7 A(ghs)

Dok je E ogigledno F, preslikavanje to je u ¥ prikriveno rogobatnim

Sumama.:
SENICEDIE LN priumc . .
€S oeS
15) _ ~ £0S))
27 2

(E((eT) = (7-2(f))(0)

pa komponovanjem F>—preslikavanja, dobijamo F>—preslikavanja.
(iii) Direktno iz definicije.
iv) Za bilo koji g € {a*!, b*1}je:
(iv) g ]

Z{W (0-8)(rgo00™") : 7g redukovana} =

Z{U -7(8)(T90007 ") : g — redukovana}, zbog(ii), =
Z{W(¢)(T 900) : 79 — redukovana}

tako da se tvdenje za okolne oblasti u slutaju centra ili slabog centra
prenosi ekvivlentno.

(v) Ukoliko odaberemo vektore iz tvrdenja :|| ¢y || p2=|| ¢, lL2=1, ¢y, o LC-
W ll é1 — é2 |22 tada koristedi (0) i (i) dobijamo: || (1) — m(pa) ||le<
smin{|l m(¢) | =%, || 7(da) lu} te je za op € F,9 € {a*, 0%}
ispunjeno:

| Z{ﬂ'(¢1)(7'90'0 : Tg—redukovana)}—Z{w(ég)('rgao : T9—redukovana) }|
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ogranifeno sa ¢ || w(¢2) ||2,pa ako je:

2 r(phi) g0 : 79 ~ redukovana)} < | w(g) = 3 | () 1o

odnosno:

2 {m(82)(7900) : rg—redukovana) < 3 | w(62) o +£ | 7(62) = 2 | n(6) 1o

te smo dobili Zeljeni odnos na susednim oblastima. a




Glava 6

Hjortov dokaz

Teorema 6.1 Ako je E konacna modularna relacija ekvivalencije na stan-
dardnom Borelovom prostoru (X,B),a M C 2P Jje skup pune mere,tj. mere
1.Podrazumevamo da je 272 snabdeven obicnom proizvod-merom, tada ne pos-
togi Rog — 1 merljivo presllikavanje:

O:M-X
koje je homomorfizam,tj. takvo da za sve f1, 2 € 272 yaz:

[1ERfo = @(fl)E@(f2)

Dokaz:Najpre uslov da je u pitanju Ry — 1 preslikavanje moZemo za-
meniti sa tim da onda postoji 1 — 1 preslikavanje koje je homomorfizam sa
M u neku modularnu relaciju ekvivalencije,sto sledi iz stava u poglavlju o
modularnim relacijama, ekvivalencije. A zbog jednostavnijeg zapisa nadalje ¢u
podrazumevati da je M = 2F ?,8to ne umanjuje opstost.

Dokaz se sprovodi polazeéi od pretpostavke da ovakvo preslikavanje pos-
toji i izvodimo kontradikciju.

Neka je G prebrojiva grupa koja deluje Borelovim dejstvom na X i odreduje
E = E¢,to postoji po Feldman-Moorovoj teoremi,i nekasu By C B, C...C
B, C ...B kona¢ne Bulove algebre takve da UB, generiSe B i svaka B, je
G—invarijantna.l neka jog A(B,) ozna&ava atome Bulove algebre B, i za svaki
B € B, uzimamo da je:

B=6"Y(B)
3={§:B€B},l§n={B:BEBn}
A(b;n) — atomi Bulove algebre B,.

Medutim posto je © 1 — 1 preslikavanje,a Borelov skup se u Borelovom
1 — 1 preslikavanju slika u Boreloy skup,dobijamo da B generiSe Borelovu
algebru na 22,

29
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Za z € {a*!,b*1}, f € 2% sa g;, € G omatavmo element koji zadovol-

java:
952 O(f) =O(z - f),

ovim Zelimo da odglumimo dejstvo grupe G na F, gde ono u osnovi nije
dato.Zbog prebrojivosti grupe G i principa uniformnosti kad Borelov skup
ima prebrojive zaseke mozemo uzeti da, je za fiksirano z preslikavanje

[+ 972 — Borelovo

U daljem se dokaz zasniva na nekoliko pomocnih tvrdenja.
Tvrdnja 1:

(Vz € {a*!,6*'})(Ve > 0)(IM 27)(3n e N)

tako da vazi:
pM)>1-¢

(VB € A(B,))(Vf1, f2 € BN M)(9p,2 = 952),

odnosno funkcija f — 9« zavisi samo od B € A(gn) na kome se f nalazi.

dokaz tvrdnje:Najpre primetimo da za fiksirano = postoji mnogo vred-
nosti za razne gy ,,tako da mozemo dobitj prebrojivo mnogo merljivih skupova
od kojih je svaki sastavljen od elemenata koji se slikaju u jedan fiksirani ele-
ment grupe G. Obzirom da je mera celog prostora 1, moZemo uzeti konadan
posdkup F' C G takav da elementi van F odvuku manje od £ mere na F,.Te
ukoliko uzmemo kolekciju (M, ),er tada je za sve f €M,

gf,z =g
€
w(l>1- 5)
geF
Kako Ul?n generie o—algebru B ,to znaci i da je Ugn gust u ovoj merljivoj

algebri ,pa:

(Vg € F) (Hng € N) (HBg € B;g)(ﬂ(égAMg) < %FI)

Dalje uzimajuéi :
n=maz{ng,: g € F}
M= (U My) \ (U BgAMy)
geF geF
dobijamo Zeljeni M. O
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Koristeéi ovu tvrdnju i zbog invarijantnosti proizvod-mere na 2% mozemo
nadi skupove Ny C N; C 2% n € N da je:

g: A(l?n) X {a,a™1,b, b_l} -G

A

(B,:U) = 98¢

i uz to:
(i) (Vr e B)(Vfe No)(d(r,e) <3=7-f¢ Ny),
(ii) p(Ny) > 1 — 1079,

(iii) (B € A(B,))A (fEBNN)A(z € {a*1,5%1}) = (952 = 95.2), a moie
se podrazumevati da je u(B) < 1078 za sve B ¢ A(B,).

Tvrdnja 2: Ako je z € {a*!, b*'};B1, B,y € A(Bn);x-(élﬂNl)ﬂézﬂNl #
0 onda je:

(i) z-(BiNN,) C B,
(i) zY(B, N Ny) C B,
(iii) z- (B) D BN N,

Dokaz tvrdnje:

(i) Akoje fo € BN N, N z71(B,)imaéemo da e 95,2 = gp, , zbog nagina
na koji smo odabrali N; i N,.Sa druge strane je:

98,0 O(fo) =O(z- fo) € B,

a posto G permutuje A(B,) vaziée 98,z " B1 = Bate Ge za sve f ¢
By N N, biti:

O(z- f) =g5:-O(f) = g5,, - O(f) € By,
odnosno z - f € B,.
(if) Sledi analogno iz (i)

(iif) Ako je fo € Bzﬂletada jex - foe B zbog (ii) odnosno z-(z71-fy) €
CU'Bl tJ ngCII'(Bl)
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R X O
Za atom B € A(B,) kazemo da je dobar ukoliko vaZi:
u(B \ANZ) < 10~4
#(B)

a inace ga nazivamo lofim . Tako da u slu¢aju loSeg atoma B € A(B, ) vaZi:
(B <10 u(B\ Ny)) < 10% - 122\ Ny) < 10*-197% = 105
pa imamo:
wl (B € A(B,) : B - 108} U (27 \N;)) <1075 +107° < 10~
Dalje uo¢imo skup:
={f € 2™ :vr € Fy(d(r, e)<3=>7-feN,\U{B € A(B,) : B—103})}
pa Ce biti ispunjeni procena mere sa:
M(N3)>1-4-(3-34+3+1).-10"4 = 1-0,0052 >1—10"2
Tvrdnja 3:Ako je fo € N3N By, 7 € Fyd(r,e) <3,7- f, € B, tada je:

u(B)  100—1 10t
B

w(By) < I T

p(r - BlABz) <4-10"*min{u(B,), ,u(Bz)}

Dokaz tvrdnje:Neka je 7 = zz,z, gde je z; € {a*',b*'} i neka su
C’l, o= A(B ) atomi koji redom sadre Za - fo1x12o - f3.Pa ée tvrdnja (iii)
iz prethodnog stava dati:

wz'BlDélﬂNl
$1'é13é2nN1
Ty - ézDBzﬂNl

Tako da ¢e za svaki f' € By N N, C Byn N1 vaziti zbog (i) u odabiru za na
i N2

/

— — — — / —

Krecu¢i se unazad dobijamo da vazi:

.’Ealfl Eéanl
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.’l?i-lx[;lf/ Gélan
T_lfl EBl

33

te imajuéi u viduda je 7 fo € N3ida j Je N3 samo od delova dobrih atoma i

josjer- fye Bz,dObljamO
T- (Bl) ) anNz
Sto se odraZava i na meru:

wBa\ (7 By)) < 10~ 1(By)

u(B2)u(B1) = w(Ba)u(r - By) < 1074u(By),

a sli¢an razlog daje da vazi:
“UBy) D BiNN,,
B, > T(Bi N N),
(- B1)\ By) < 107u(By),
u(B1) ~ u(By)) < 107u(By),

O

Za atom B, C 2 pozitivne mere (B) € (0,1) definiSemo Vg € L2(2F%)

sa: .

18(f) ={ VB

#(B)
J5 -(f € B)

pri éemu su ovakve funkcije ortogonalne na konstantn
normu 1:

u funkciju i imaju

e (e [ 1=u(B) wB) _
I vg 2= /(’YB) /3 M(B) +/2F2\1§ 1 —.U(B)

<7, 1>= /\/1— /ﬂz\B’/ \/u(B

)1 = u(B)—/(1 - w(B)(u(B)) =

Pa ¢emo govoriti da je o, centar (slabi centar) za f € 22 ykoliko jeza B €

A(B,) koje sadrzi f-oo centar(slabl centar) za 7(vyz),gd
zadato unapred.

e je m preslikavanje
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Tvrdnja 4:Za f € Ny, 7 € Fy,d(re) < 3,f € B,,r- f ¢ By, B, €

A

A(Bn), B; € A(B,) vasi:

F7 78, = 8, 2=l %,.5, — 73, o< 3- 1072

Dokaz tvrdnje:Prva jednakost sledi direktno iz definicije funkcije 75 i
nadin na koji smo zadali dejstvo na L?(2%) od ranije.A za ostatak dokaza
najpre éemo uoéiti particiju:

2" = (7- BIABy) U (rBy N By) U (2 \ (tBiU € By))
1 uzeti funkcije koje imaju nosade na ovim skupovima,redom 1, Ya, Y3 te je:
YrBy = VB, = Y1+ Y2+ 13
Tako da je za izvodenje nejednakosti dovoljno naéi pogodna ograni¢enja za

I %1 llz2, || %2 |z, || s l|L2,a pri tome moZemo pretpostaviti da je uw(B,) <
p(Bsz),bez gubljenja opstosti,a uz to zadnje tvrdenje daje:

R 104 R
u(Bs) < Tor —7#(BY)

Najpre procena za || 9, || 2:

1 [loa= / g
TB1AB;

< \/,u(TEIAE2) L MAT, g A p, V2

~4 - min{u(B, 3)} - ;
< \/4'10 {u(B1), u(B)} (B

N |
= 4-104. ,U,(Bl)—,\
\/ pB;
=2-1072

Ovde je koriS¢ena nejednakost iz zadnjeg tvrdenja i pretpostavke da jeuB; <
1Bz, pa sada prelazimo na procenu za | Y2 ||z

| s 2= / g
7B1NB2
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= [1—uB) a6y
: “(B”(\/ u(B) \/ WB;) )
1= u(By) \/1—u(éz> \/1—u(81) L—u(B), /3
B, —— ~ ——— < 2
= VMl )(\/ 1(B1) 1(Bz) N 1(B1) 1(Bs) JVilE)
_ o L= pu(By) _ 1= u(By)
M By )™ )
=M( Az)‘jﬂ(éﬁ
u(Br)
< 107°u(By) 1) <107
u(B)

U prethodnom delu je iskoriséeno da je odabir B i B, unapred uraden

tako da su u(él),u(éz) < 107% te je 1/1— u(By) i \/1 ~ p(B,) dovoljno
blisko 1 te njihov zbir prelazi 1.I za kraj ostaje jo§ jedna procena:

| 3 || 2=

/ (\/ :u'( Al) _\/ #(82) )2
2F2\(Téluég) l[l,(él) 1_;”(32) )

<\/ “(BI)A + ”(Bz)A
VYV 1-p(B) 1-u(B,)

< V/2u(B)) + 2u(B,)
<v2-108+2-108=2-.10"%

a
Tvrdnja 5:Ako je f € N3, 7 € Fy,d(1,e) < 3,a 0y je centar za f,onda je
oo7 ™" slabi cenatar za T - f.
Dokaz tvrdnje:Fiksirajmo 31, By e A(Bn) takve da f € Bl, Tf € Ez,a
po uslovu oy je centar za ﬂ(vél).Dalje po osobini centra imamo da je ogr 1
centar za m(7 - y4 ) = w(yr - Bl),a iz prethodne tvrdnje dobijamo:

1
I %8, =78, llz2< E

Sto implicira da je og7~! slabi centar za m(vg,),0dnosno za 7 - f O
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Da bismo priveli dokaz kraju uo¢imo skupove Ng.gde je g € {a*!, b*1 ¢}
zadate sa:

Ny = {f € N3 : centar za f je skup{wg : wg — redukovana}}

Ne = {f € N3 : centar od f je neutral e}

pri €emu smo napravili particiju:Ns = N, U N, U N,-1 U Ny U Ny-1.Tako da
bar jedan od ovih N, ima meru > éu(Ng),recimo da je to N,,a slitno se
razmatraju i ostale moguénosti.Sa B, éemo oznagiti skup f € 22 da je neka
redukovana re¢ o7 slabi centar za f
Dalje ukoliko je f € N3 N N,,7 ne pocinje sa a,d(7,e) < 3,onda je po
zadnjoj tvrdnji:
T- f € Bar‘l - Br‘l

Za redukovanu re¢ 7 duZine 3 postoji 27 moguénosti ukoliko ne Zelimo da
zavrSava sa a i za svaku takvu 7 ée vaziti:

H(Bur-s) 2 (V) > £u(Ny)

Medutim,otigledno je £ u(N3) > 2u(N;) 3to znati da poostoji f € 22 y tri
razli¢ita Bar|!, Byr1, By gde je svaka ar;! redukovana reg,i d(m,e) =
3.Ali ovo je u suprotnosti sa tim da su slabj centri jedne teZine linearno
uredeni. O

Ovu teoremu je moguée istim postupkom manjim izmenama poboljsati.

Definicija 6.1 Neka je (Z,C,v) standardan Boreloy prostor i neka je Z
proizvod-prostor sastavljen od svih preslikavanja f : Fy — Z,pri demu uzi-
mamo produkt meru a dejstvo definisemo sa:

F2 X ZF2 — ZF2
o - f(7) = f(r0).

Ovako dobijen prostor sa ovim dejstvom i ovom merom nazivamo Bernulijev
$ift od dejstva Fy na ZF>

Teorema 6.2 Ako je E Borelova relacija konacénog modularnog tipana (X,B),a
(Z,C,v) standardan Boreloy verovatnosni prostor,M C Z*? je pune mere,
tada ne postoji Ro — 1 merljivo preslikavanje

O:M-—-X
koje je homomorfizam,tj. fiEp Fy => O(f1)EO(f2).
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Unitarne reprezentacije

Definicija 7.1 Za prebrojivu diskretnu grupu I unitarna reprezentacija
na separabilnom kompleksnom Hilbertovom prostoru H je dejstvo od I na H
unitarnim operatorima,ili ekvivalentno homomorfizam:

m:I'—= U(H),

gde je U(H) unitarna grupa Hilbertovog prostora H.I obi¢no piemo,bez gubljenja

opstosti da je:

v-E=m(y)-§
ukoliko Zelimo da istaknemo H pisemo sa Hy,jer na jednom prostoru jedna
grupa moZe na razne naéine delovati. Dve reprezentacije © : I' — U(H,) 4
p — u(H,) su izomorfne u oznaci 1 p,ukoliko postoji izomorfizam T
Hilbertovih prostora sa uslovom:

T:H,—H,
(VY € D)(YE € Hy)(T(y - €) =~ - T(€))

Podreprezentacija od 7 je restrikcija od m na neki U —invarijantni zatvoreni
potprostor od Hy,a ukoliko je reprezentacija izomorfna podreprezentaciji od
7 kaZemo da je p jako sadrZana u m,0znacavamo p < w

Napomena 7.1 Za svaku grupu moZemo naci bar jednu reprezentaciju na
svakom Hilbertovom prostoru i to Jje trivijalna,kada sve elemente grupe slikamo
u identitet.

Ukoliko je {m:cr} prebrojiva familija unitarnih reprezentacija grupe I" gde
je H; = H,, moZemo doé¢i do nove reprezentacije direktne sume EDie T

H = €, H;-Hilbertov prostor familija {&},pri emu pisemo @;¢;,¢; €
Hy, 3 0 & [l7< o0

37
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<@, ®imi >=> < &n—i>- zadavanje skalarnog proizvoda
Y- @i = Bi(y - &) - zadavanje dejstva.

Octigledno da vazi H; < ®;H;,a direktna suma od n kopija reprezentacije 7
oznatavamo sa n - ,i posebno sa 0o - 7 = N - .

Definicija 7.2 Za svaky prebrogivu grupu T sa Ar oznacavamo levo regu-
larnu reprezentaciju od T na *(T) datu sa:

Y- P(6) = p(y710),

Za svaku grupu T" i njenu reprezentaciju 7 : I' — H i svaka dva elementa
§,n € H uotavamo funkciju koja slika I' — C sa:

fE,n('Y) =<7- 5777 >

a nazivamo je matrié¢ni koeficijent , a posebno u slutaju § = 7, dobijamo
dijagonalne matri¢éne koeficijente zadate sa:

Y <y E>.

Ovako dobijen dijagonalno matri¢ni koeficijent je pozitivno definitna funkcija,tj.
preslikavanje f: I' — C takvo da za sve Y%, YTn €Liey,e,...,¢, € C
vazi:
n
> O e >0

4,j=1

Teorema 7.1 (GNS Teorema ):Za svaku pozitivno definitnu funkciju f
postoji jedinstvena do na izomorfizam trojka (ms, Hy, &5) sastavijena od uni-
tarne reprezentacije 7y grupe I' na Hilbertovom prostoru Hy i cikliénog vek-
tora &; € Hytj. vektora &ifi je linearni omotac od T - & gust u Hy,i tada je

fO) =<v-&,6 > .

KaZemo da je pozitivno definitna funkcija realizovana u unitarno ] reprezentaciji
7 ukoliko je jednaka nekom dijagonalnom koeficijentu od .Pa ako je f real-
izovana u ,tada je mj < m,jer ako je f(v) =< v£,€ > onda Jje ¢ izomorfna
podreprezentaciji od 7 na zatvoren podprostor < I'- ¢ > je kraéa oznaka za

zatvorenje linearnog omotaca od I' - £
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Definicija 7.3 Za dve unitarne reprezentacije ™ 1 p grupe I' na Hilber-
tovom prostorima H,H, redom kazemo da je m slabo sadrZana u p,oznaka
T < p,ukoliko je svaka pozitivno definitna funkcija realizovana u © moze
predstaviti kao limes tacka po tacka niza konacnih suma pozitivno definitnih
funkcija realizovanih v p-Za dve reprezentacije prethodno uodene kaZemo da
su slabo ekvivalentne oznakom 7 ~ p,ukoliko je m < p i p < .

Jezikom formula bi to znaéilo da ako je & € Hy, f(y) =<~v-mi,m > tada
postoji niz funkcija f, oblika:

n
Fo=) " <y mm>meH,

i=1

takvih da (Vy € T)(f.(y) — f(7)),a mozemo re¢i da uspevamo uraditi
aproksimaciju (Ve > 0)(Vy € T):

k
[<Y-&€>=> <y-mm>|<e
i=1
Neke od osobina relacije < su:
® tranzitivnost:r < p < o = P,
e boravi na podreprezentaciji:n < p = 7 < 0,
® izomorfizam je duva:r & p= 1 ~ 2,
® ostaje na prebrojivim familijama {m:},
(Vi € I)(m; < p) & @m; < p,
® posebno:w ~ 0o - 7.

Stav 7.1 Ako je w unitarna reprezentacija prebrojive grupe ' ,tada su sledeéi
iskazi ekvivalentni:

(i) © < Ap.
(ZZ) T < 00 - Ap.

(i) Svaka pozitivno definitna funkcija u  je tacka po tacka limes niza poz-
itino definitnih funkcija koje su realizovane u oo - Ap.



GLAVA 7. UNITARNE REPREZENTACILJE 40

(iv) Za svaki &, ... &, € H, i svaki € > 0,1 svaki konacan podskup F C
T',postoje my,...,n, € Hoo.xp tako da za Wy € F vasi:

l<7§i,fj > = <m,n > | <e.

(v) Isto kao (iv) samo $to su €1,...,& ortonomirani my,....n, se mogu
uzeti takode kao ortonomirani.

Dokaz:

()¢ (ii) > (ili) Veé znamo da je 0o - A\p ~ Ap a za prelaz sa (ii) na (iii)
obrnuto treba videti da ako je p unitarna reprezentacija od I',tada je
za 0y,...,0, € H, ispunjeno:

. ,
Z <7-6;,6; >=<7v-Q,6;,®7,6; >,

i=1

odnosno suma konaéno mnogo pozitivno definitnih funkcija realizo-
vanih u p je jednaka pozitivno definitnoj funkciji realizovanoj u oo - p.

(v)=(ii) Uzimajuéi specijalan slucaj n = 1,za bilo koji jedini¢ni vektor
§ € Hpbilo koje ¢ > 0,i proizvoljno konacan skup F C T postoji
Jedini¢ni vektor 7 € Hy,.y. takav da za sve v € F vaji:

| <Y E>—<ypn>|<e,

a obzirom da je svaki vektor skalarni umnogak nekog jedini¢nog vektora
dobijamo tvdenje (ii).Ovde smo dobili i Jjos jagi zakljudak,tj. ne samo
da odredene konaéne sume konvergiraju,veé se one pretvaraju u obi¢an
niz.

(iii)=(iv) Ovde dokaz izvodimo u dva dela,kada reprezentacija ima
cikli¢ni vektor,i drugi slu¢aj kada reprezentacija nema cikli¢ni vektor.
Slu€aj1:Ukoliko je & € H, cikli¢ni vektor 4. <T'- € >= H, tada za
date &,...,&, € Hy, e > 0, F C T konatan moZemo naéi za 1 <i<n
zadovoljenje sledeéih uslovas:

agi),...,agfi)ec

'yl(i),..., ,(:;,)EF

16 =) o’ ¢ <e,1<i<n
k=1
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Uzimajuéi da je M = maz{| & ||..., | & ||} dobi¢emo:
n; nj
[<766> =<7 a6, aP( - €) > | < 26(e + M)
k=1 k=1
a uz to vaZi sledeée:
ni nj
<7 > ad(W-€),Y o (P . ¢) >
k=1 k=1

o — B .
=33 oflaP < e >
k=1 I=1
Ny ()—— ) .
=2 > ol < (1) lyyg ¢ >
k=1 I=1
Sada moZemo iskoristiti uslov (ili) da bismo dobili aproksimacije za

svaku pozitivno definitnu funkciju odredenu ca < (’y,(j ) )‘177,?)5, & > te
analizom 7 € Hy.». tako da za sve v € F,1<1i<n vaj:

"n nj e . R . R
D 3 1ela?) | < () e e > — < W)y > | <e
k=1 I=1

Uzmemo li da je:; = Y orey a,(f) (7,9 ) € Hyo.z,. dobijamo aproksimaciju
za (iv) jer je:
| <7€,& > ~ < mi,m; > |
<2(e+ M)+
e . . nj 5 . ke . ) . .
| <7106, Y @/ P¢) > - < 1) (), 3" a@ (1) > |
k=1 k=1 k=1 k=1
=2e(e + M)+
ni Ty —_ n; N -
122 a0 <) et > =303 afad < () yr P > |

k=1 I=1 k=1 I=1
<2(e+M)+e
Slu¢aj2:U slu¢aju kada 7 nema cikli¢nih vektora tada moZemo naéi

predstavljanje:
Hy = ©rHy,, m = @ymy,
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gde svaki 7 ima cikliéni vektor.Te ukoliko imamo &,...,¢n € Hy,
moZemo imati zapis:

éi = Gaké]gk)’ €z(k) € Hﬂ‘k

tako da je:
<V, & >= ) <E A0 >,
k

jer za razlidite [ # k vazi < §,~(k), 5,-(1) >= 0.Zbog konvergentnosti redova
za € > 0, F C T konaéno moZemo naéi dovoljno veliko NV tako da je:

N
|<76.6>=-> <7 6P, ¥ > | <evye R
k=0
Kako su §§k), ey ,(.k) € H,,,tada po slu€aju 1 moZemo na¢i n§"’, e ,T)S,k) €
Hyo.y. takve da je:

(k) (k) k), (k)
& S — <y \ < —_
| <v-&7,§ vengmy > | Nl

za sve v € F,0 < k < N.Tako uzimajuéi:

n=n"onMe. o™

gde jen; € H(N+1).(°°.AF) = Hooar imamo da vazi:

N
<YM >=Y <y n® s
k=0

pa je za svaki vy € F:

|<’Y'§i,§j>—<7'§i,§j>|3

N N N
| <78:6> =30 <9€%.67 > 1D <9, 60) -3 < ®, g0 > |
k=0 k=0 k=0

€
N+1

(iv)=>(v) Ukoliko su &, ..., &, ortonomirani vektori u H,e>0,FCT

konacan podskup,tada po uslovu (iv) moZemo naéi 7,,.. ., n,, linearno
nezavisni,a ovo dalje moZemo popraviti pomocu Gram-Shmidtovog procesa,ukoliko
je 0 dovoljno malo,do ortonomiranog sistema 7, ..., 7, tako da:

<e+(N+1) =2

II 77;_772 H<E,z=1,,n
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A onda je za bilo koje v € I',1 < j,i < n ispunjeno:
|<7'7’;a7’;>—<7'7]i,77j>|<5(1+€)+6
d

Ukoliko prebrojiva grupa I deluje Borelovski na standardnom Borelovom

prostoru X sa invarijantnom merom K ;tada ovo dejstvo daje unitarnu reprezentaciju
™ na H = [*(X,p) = L*(X) dato sa:

(M) = (v- (@) = f(r7z),

Konstantna funkcija 1 na X odreduje 1-dimenzionalni invarijantni potprostor
C1 od 7% ,pri éemu ima ortogonalni komplement:

€ =100 = {f € 22X) : [ fau=0)

koji je takode invarijantan pod 7%.Sa T oznatavmo restrikciju od 7% na
L3(X).

Definicija 7.4 Dejstvo grupe I' na standardnom Borelovom prostoru X sa
invarijantnom verovatnosnom merom nazivamo tempiranim ukoliko je:

7!‘5(-</\1"

Za svaku ireducibilnu reprezentaciju m grupe G ,sa # oznatavamo njenu
klasu izomorfizma,a dual grupe G je:

G= {# : ™ — ireduciblna unitarna reprezentacija naG}.

Jedno od klju¢nih mesta u teoriji reprezentacije zauzima, sledeéa teorema
Peter-Weyla.

Teorema 7.2 Ako je G kompaktna poljska grupa,tada vazi:
(i) Svaka ireducibilna unitarna reprezentacija od G je konaéno dimenziona
(it) G je prebrojiva
(iii) Svaka unitarna reprezentacija od G je direktna suma ireducibilnih reprezentacija.

Te ukoliko je 7 neka odredena, reprezentacija klase 7 € é,tada njene ma-
tri¢ne funkcije odreduju jedan konagan dimenzioni potprostor unutar L*(G),G
Je grupa sa Haarovom merom,koji oznatavamo sa €,,a ne zavisi od odredene
reprezentacije iz fiksne klase.
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Teorema 7.3 Za kompaktnu poljsku grupu vazi:
(7‘) Lz(G) = Dsegtr

(1) {Vdzrijh<i<; je ortonomirana baza za €r ,1 uz to je dim(e,) = d?

)
gde je dp = dim(rm),a Ti; Su odgovarajuce matricne funkcije odredene
prema bazi prostora.

(i5i) Za 1l < i< dr,podprostor e;; od €, razapet sa i-tom vrstom od ma-
trice (v/ d,,)m-j Jje tnvarijantan za desno regularnu reprezentaciju,a Ppo-
dreprezentacija od pg odredena sa E#,i J€ tzomorfna sa .

Neke od pojmova teorije ergodi¢nosti,kao §to su ergodi¢nost i meSanje,
moZemo interpretirati u jeziku reprezentacija:

(i) Dejstvo je ergodi¢nio ukoliko unitarna reprezentacija 7 od I na
L3(X) nema ne nula invarijantne vektore,tj. za £ € L2(X) vazi:
0 J 0

(MyeD)(¥=¢eE=0

odnosno
X
11“7!’0 .

(ii) Dejstvo je srednje-meko ukoliko za svaki € € Li(z, & #0),vazi:
T <v66> ] <€
iii) Dejstvo je slabo meSanje ukoliko 7X ne sadrZi nenula kona¢no di-
0

menzionu reprezentaciju,a to se mo¥e ekvivalentno reéi da za bilo koje
§1,...,& € L§(X),e > 0,postoji v € T',tako da je:

| <7, &> <e,1<i<n

(iv) Dejstvo je jako meS3anje ukoliko je 7 jedna Co—reprezentacija,tj. ma-
triéni koeficijenti teze nuli:

<1 >— 0,kady — oo, V€, n € Lg(X)

Jednu moguéu vezu medu ovim pojmovima daje i sledeé¢a teorema.

Teorema 7.4 T je beskonacna prebrojiva grupa koja deluje automorfizmima
na kompakinoj poljskoj grupi G (te ostavlja Haarovu meru invarijantnu) i
ona zadovoljava:
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(i) T x G — G-dejstvo je ergodicno.
(i) Dejstvo od T na G je slabo medange.
(1) Ako Jje 1g trivijalno 1-dimenzionalna reprezentacija od G,tada za svaki
T # 1g, % € G,T'/T; je beskonacna,gde je T'; stabilizator od I'—dejstva
na G.
(iv) Za neki g € G,T - g je gusto u G.

(v) Za - skoro svako g € G,T - g je gust u G.



Glava 8

Kechrisova verzija

Teorema koja je u odeljku 6 dokazana,ovde ée biti dokazano na drugadiji
nagin,i neSto malo opstije koristeéi unitarne reprezentacije grupa.

Teorema 8.1 Neka je I' prebrofiva grupa takva da je Fy < I',koja deluje
Borelovski na standardnom Borelovom prostoru X sa ne-atomskom merom
. Ukoliko je ovo dejstvo tempirano tada ne postogi Ng — 1 Borelov homomor-
fizam sa EYX u neki EX gde je EX modularna relacija ekvivalencije nastala
dejstvom prebrojive grupe A na standardnom Borelovom prostoru Y.

Dokaz:Najpre ukoliko teorema vaZi za, I'o < T onda vaZi i za I',pa éemo
ovde pokazati da vaZi u sludaju I' = F3,a da bismo to izveli najpre treba,
da pokazemo da je dejstvo od F, tempirano.Pa ukoliko je wX|F, restrikcija
reprezentacije ¥ na Fj tada je & < Ap|Fyte je dovoljno potvrditi \p|F <
00+ Amy,jer 0o - Ag,.U tom cilju uoéimo ortonomiranu bazu {es}ser od 13(T)

datu sa:
1 ,0=x

ZORS ol

Onda,ako su Ci(= F,),C,,... desni koseti od FoulaH,=<e¢ :6¢
C; >,imamo da je H; Fy—invarijantan,H = @;H;,a reprezentacija od F, na
H; je izomorfna sa Ap,.

Ovim je postignuto da se nadalje moZe uzimati samo I' = F}.

Kao i u Hjortovom dokazu koristimo skup svih kona¢nih potskupova od F,
i skup svih nepraznih konagnih podskupova od F; u oznaci F(F3) i skup svih
nepraznih konagnih podskupova od F, u oznaci Fo(F3),a na njima F, deluje
levim translatornim dejstvom - S = v, te deluje unitarno na I?(F(F3)) sa :

v -p(S) = p(y718)

46
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Ortonomirana baza za I2(F(F3)) se moe zadati sa (es)ser () sa:

es(T)={ (1) :g:;

pri ¢emu je vy - eg = ey.,a 1-dimenzionalni podprostor < ep > odreden sa ey
Je Fy—invarijantan sa ortogonalnim komplementom:

<e>t=<eg:S#p>

Sli¢no moZemo uzeti fs € I2(Fy(Fy)) tako da je {fs}ser(r) jedna F-
invarijantna ortonomirana baza za I’(Fo(F,)),a preslikavanje eg «» fg je
izomorfizam od Fy-dejstva na < ey > i dejstva na P(Fo(Fy)).

Dejstvo od F;, na F,(F3) ima beskonaé¢no mnogo beskonacnih orbita Oy, O,, ...

tako da imamo predstavljanje:
lz(]:o(Fz)) =@, < fg:S5€ o, >

pri ¢emu F; deluje na {fg: S € O,} tranzitivno i slobodno odakle sledi da je
reprezentacija od Fy na < fg: S € O, > izomorfna regularnoj reprezentaciji
od F3.Te ako je p, reprezentacija od Fy na 12(Fy(F3)) imacemo:

/‘%'2 g o0 - AF'2
dok je za slu€aj up,,reprezentacija od F, na PB(F(F)):

PFR)=<e>0@ <es:Sc0, >

b = 1p, @00 AR,

Na Banahovim prostorima {!(F), I}(F(F})).1 ' Fo(F,) posmatramo dejstvo od
F, dato sa:
7 f(w) = f(y )
Tvrdnjal: Postoji preslikavanje © : I2(Fo(F;)) — I'F), sa s;edeéim svo-
jstvimas:

(i)
1 ©(F) h=Il f ll2,Vf € X(Fo(Fy))
(i)
16(f1) —=O(f2) 1< 3| fr = fa ll, V11, £z € 1(Fo(Fy))
(iii)

O(f) 2 0,Vf € B(F(F))



GLAVA 8. KECHRISOVA VERZIJA 48

(iv) © je Fy-preslikavanje,O(yf) = v - ©(f),Vf € B(F(F)),v € F,.

Dokaz tvrdnje:Dokaz ovog tvrdenja ide u mnogome paralelno sa Hjortovim
dokazom,pa tako najpre uoavamo preslikavanje:

f € B(Fo(F)) — f* € INFo(Fy))
T f#0
* = £l >
ro-f 12
tako da vazi:|| f* |li=| f ||z, f* > 0, ako je f(S) = |£(S)|? za f € P(Fo(Fy))
imamo da za fi, fo € I3(Fo(F3)) koje su realne vai:
I o=l () fulls + I f2 ll2)- 1| fr = fo ll2

A Zeljeno preslikavanje bice sastavljeno i od sledeéeg niza preslikavanja:
(:'j . ll(fo(Fz)) — ll(Fg)
~ f(S
6=y 9

YESEFo(F2) 151
Ovo je otigledno preslikavanje koje ispunjava uslove:

16(f) <l £ Il

f20=(16(f) lh=Il £ I, 8(f) > 0)

Pa uzimajuéi za f € I2(Fy(F)) da je:
O(f) =6(s7)

i podto je f* > 0 imamo:

1) 1=l &(f*) Ih=Il £* lIh=Il £ Il

o(f) =0
OjeF, — preslikavanje

a da bi dokazali (ii) koristimo slede¢i postupak:

16(£1) — ©(f2) =1l 6(f7) - B(3) Il
=18 - ) In
SIA=F <3 fi-falla
Tako da je preostalo pokazati da za f,, fo € B(F(F)) vazi:
I =F <30 fi—fall

Da bismo ovako nesto uradili razmatramo dva slucaja,kada su f; i f, realni
i opéti slucaj.
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Slu€aj 1: f; i f, su realne funkcije pri ¢emju f; # 0,7 = 1,2,jer u tom sludaju
nejednakost odmah vazi.Najpre ukoliko su f11 fz kolinearene imaéemo
r€R,r#0, fi =7 f,50 povlati:

* (Tf2)2 _ T2f22 — Lo
) = AR ST AT =M
05 = 75 =l Il = £ 1
<1l =11 55 < Jr = 1] | fo lomll £ — fo .

Za nekolinearne f; i f, imamo:

1fi-Flh= 3 15O -ge)= ¥ (L8 AOE?,

SeFo(Fy) Sefo(Fz) ” fl ”2 ” f2 ||2

Skraceno zapisujemo a; =|| f; 2 i ne umanjujuéi opstost, mozemo
podrazumevati da je a; < as i:

Ty 1 v (C) L 1C

SEFo(F2) @ @2
-1 (Va@fi(9)) - (Varfa(S))?
a1a2 SeFo(Fs)

= = | (V@) - (Jaifa) I,

Pa po ve¢ uradenoj nejednakosti za || fi— f2 l1 imamo dalje:

|5 = 5 1S (Ve + atos) | Vs — yais, |
=l (Vi + Ve - Ly,

a 2

a a
a2 <l fi=Ffalla+| \/711'— a—;f'z l|2
a; . a
< fi—=rfol- 'ﬂ/;l' | 2f1— fo II2
2

a .
<IA-fl2+] ffl — f2 ||2, jera; < ay

SHA=Fellz 42 fi=folla=3] fi - fo ll2 -

Prethodna nejednakost koristi da ja || 2fi— 22 fi— fo |2 Sto
sledi iz toga da ako je 4 ugao izmedu Ji1 faa vazi || 2f1 o= a2 =||
o ”2, bice:
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e usludaju 0 <9 < sledip = i P p < % odnosno:

7 04
a . \/5 a
| fr = fall2>]] —2'f1 — fallzsinp > == | —2f1 —fall2
ao 2 a

1 ag
>l =f —
>0 2h =Ll
® Za 7 <1 < 7 bice:

I f2— Z—f 12< 21| £2 <]l fi = Fa ||z -

Slucaj 2: Ukoliko su fi, f, € I?(Fy(F3)) kompleksne funkcije, koristi¢emo oznaku
| 1(S) = |f(S)| tada ¢e biti po prethodnom slu¢aju:

FAAD" = (fD* < 3 1 1AL = £l 112
ali posto je (|f1])* = f* vazice:

17 = B3 1A= 1) e,

te bi bilo dovoljno pokazati da vazi:

AN =1l 22 fi= fa ll2 -

A ovo dobijamo koristeéi dobro znanu nejednakost kompleksnih brojeva
lla — 8] < |a —b] :

HAI=1LIE= Y [IAIS) - |£I(S)]2

SeFo(Fz)
= > A -14H©)P
SeFo(F)
< Y AS) = RSPl fi-f 2.

SeFo(Fp)

O

Dokaz teoreme nadalje koristi Cinjenicu da moZemo pretpostaviti da je
uoCeni homomorfizam ¢ : X — Y zapravo 1-1 ,a ne R —1 ,isto kao u Hjor-
tovom dokazu.Takode na dalje fiksiramo Borelovo preslikavanje:

oa:Fax X - A
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¢(7 .’L‘) = a('%z) ’ ¢(.’L‘),V.’L‘ € Xa'y € F,
i neka je Py > P, > ... opadajuéi niz particija koji potvrduje modularnost
od A na Y Sli¢no kao u Hjortovom dokazu uzimamo A — ¢1(A).
U daljem koristimo naredna, tri tvrdenja,koja su veé od ranije poznata,pa
necu predstavljati njihove dokaze.
Tvrdnja 2:Za bilo koji konatan simetrican F C F; koji sadrzi 1,i bilo koje
€ > 0,postoji Borelov skup M C A, U . .. U/fn,-;- > u(fli) >0,i=1,...,ni

VY € F(z — a(y, z)je konstantna na svakom M N Ayi=1,... )

Koristeéi ovo tvrdenje mozemo uzeti loptu F oko jedinice radijusa 3 u
Caylijevom grafu,zatim § < % dovoljno malo,recimo § = 107%,pa ¢ takode
dovoljno malo da vazi |F|-¢- (2+ 3) < %.Pa potom primenjujemo prethodno
tvrdenje da bi dobili k, A;, ..., A,, M. R )

Tvrdnja 3:Akojey € F,1<i<j < ny-(MNA)N(MNA;) #0
tada vazi: R X

7(M0Az) g Aj)
’)’_I(M N /i]) Q fii.
Skup A;,1 < ¢ < n nazivamo dobrim ukoliko je w(A\M) < 0, a inade ga

n(4;)
nazivamo lo§im.Tako da sad moZemo izvr3iti procenu:

e>WX\M) 2 Y w(A\M)>5 3 u(dy),

A,’ —los Ai —los

%2 Z w(A;).

A,' —los

Umesto skupa N; iz Hjortove teoreme ovde uvodimo skup N sa:
N={zeX:VyeF(yze MAvyz € U{4; : Ajje dobar})}

tako da dobijamo jo§ jednu procenu:

1

HX\N) <|F|-(25+3) < 5

tako da postoji barem jedan dobar element fi,-.Uzimajuéi u definiciji skupa
N da je vy identitet dobijamo da je:

NCMN {A,» . Ajje dobar}
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Tvrdnja 4:Ukoliko je z € N,z € Ai, YyEF,v-ze /ij tada vaZe procene:

1—5<“(":1i) <!
S 4y T 19

uly - ANA;) < 35 u(4).

U ovom trenutku posedujemo konadnu nepraznu kolekciju G dobrih pod-
skupova koji su medusobno disjunktni,uz to su Borelovi,i vazi da je 0 <
p(C) < % za C € G.Pri tome imamo Borelov skup N C UG takav da je
p(N) > %,i akojer € NyzeCegG,ve F biteivy-z € D € G i vazite:

u(C) 1
(1-4)< m < =3

u(vy-CAD) <3-6-u(D).

Medutim posto je dejstvo od F, na X tempirano,r < Ar,, 1 posto je
u%z = 00 - A, koristeéi ekvivalentno predstavljanje tempiranosti iz glave o
reprezentacijama,za svako £ > 01 &, ... é€m € L3(X) postoje Mooy Nm €

*(Fo(F3)) takvi da:
(B [<7-&&>~<v-mn>|<e,VyeF,

uz to ako je €1 <|| & [l2,1 < i < mytada je M-, Mm # 0,2a sludaj v =
1.0znadavajuéi sa 1o karakteristi¢nu funkciju skupa C tada za kolekciju
G ={C,...,C,} dobijamo niz funkcija:

§i=1lc,—mC);1<i<m
pri ¢emu one zadovoljavaju:
& € Lg(X), || & II3= n(Ci)(1 — u(Cy)) > 0

Kombinujuci sa uslovom (*),uzimajuéi e, < wzi(C) (1 - u(Cy)) = oz | & 113
;1 <4 < m dobijamo 7, ...,n,, € P(Fo(Fy))takve dam; #0,1 < 1 <m.
‘Ivrdnja 1 nam daje preslikavanje ©,koje koristimo da bi dobili teZine,naime
za z € UG biée: :
w(z) = ()

gde je C; jedinstveni element od G takav da z € Ci. Ovako dobijeno w(z)
je teZina na F, ,i to takvo da ako jez € Nz € C; € G,y € F tada je
Y-z€C; €Gijosje:

w(y-z) = O(n)
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Za privodenje dokaza kraju potrebno je izvesti i poslednju tvrdnju:
Tvrdnja 5:Predpostavljajuéi da je ¢ izabrano dovoljno malo,imamo:

1

- wiz) —w(v-2) i< Sl wlr- ) [

za bilo koje z € N,y € F.

Dokaz tvrdnje:Uzmimo da jezeNzeCeGyeFy-z¢ C; e
G tako da ¢e biti w(z) = O(n,), w(y - z) = O(n;).Pa provera nejednakosti
tvrdnje je zapravo provera da je:

78 = (1) 1< = 1| ;) I

A posto vaZi:
1 ©m) = n; [I2

1Oy m) = O(m;) 1< 3 || v -1 — 5 ||
dovoljno je proveriti: '
7=y 13< s Iy 12
g 7 1i2 362 7 12

Kako unitarani operatori ¢uvaju normu,a n—ovi su izabrani prema pravilu
(*), a posebno da je v neutaral imamo:

&Nz =N 113 ] < e,

1€ M13< 2- |1 m; 1,
a prema pravilima za ratunanje skalarnog proizvoda vazi:

Il -m: = mi 13=llm: 113 + Il ms 2 —2Re < v - my, m; >

Iy & =& 3=l & |12+ || & |12 —2Re < &6 >

odakle dolazimo do procene:
My -m—m 3=l v-&& 13 <

Ll = W& NG 1+ 06112 = 1 & 1131 +2] < 163, ¢ > = <m;,m; > |
<4€1

a samim tim  koristeé¢i odabir za €1:

4
” YN —n; ”§< 4e1+ “ v&i — fj “§< @3 ” fj ”g + ” v-&i— fj II%
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Tako da je dovoljno ustvrditi:

Il -& =& 1I3< £8) 11 & 113

Za neku fiksiranu funkciju f : (0, 1) — Rt takvu da lim,_,o f(a) = 0.8 tim u
vezi:

176 = & ll= u(vC:AG) + |1(Cs) — w(C;)P?
#2( [ (1,6) - 16,)(u(Cy) - u(C)

< 3-6u(C;) +/£(Cj)2|% -1 +4”(Cj)|/lj((g'3 ~1

Sto sledi iz tvrdnje 4 i grube procene da je integral | [ 1,0, — lg;) £ 2,1 uz
to je :
1€ 2= w(Cs)(1 — u(Cy))

. Nakon skracdivanja sa 1(C;) da bi trazena funkcija f trebala zadovoljavati:

#G) 1, 8(C)
30 + u(C))|l—==% -1 +4|—=% -1 < f(6)(1 - u(C;
a kako je 14(C;) < 1 dovoljno bi bilo:
u(Cs) 2 u(Ci) 1
30+ |—=5 — 1P +4|==X — 1| < =~ f(6
ey gy Y =550
Tvrdnja 4 daje da vazi:
1(C) 1
l-6< —= < —
TuwC@) T 194

pa se moZe uzeti:
f(a) = 6a® +2g(a)® + 8¢(a)

gde je : o .

g(a) = maz(a, =) =12

O
Da bi priveli dokaz kraju uo¢avamo za svako g € {a*!, 51} skup:

Ny={zeN: centar od w(z)je redukovana re¢ oblika gy}

i jo§ uzimamo:
Ny = {z € N : 1je centar odw(z)}
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Ovim je dobijena particija N = N, L Ng-1 U Ny U Ny-1 U Nptako da za jedan
skup recimo N,,vazi:

HN) 2 2p(N)

Takode postoji skup K C F safinjen od 27 elemenata duZine tadno 3 koji se
ne zavrSavaju sa a™! a za v € K uocavamo:

By = {z € UG : slabi centar odw(z)je oblika '}

Istaknute tvrdnje ove teoreme ukazuju da ako je T € Ny, v € K tada w(z)
ima centar c; koji poéinje sa a,te w(vy - z) ima slabi centar 7 - ¢1,0dnosno
yc, € Br te vazi:

1(By) > u(N,) >

Pravila za ra¢unanje mere nam daju:

1( U B,) = Z #(By) - Z #(By, N By,)

Y€K YEK {m}elK]?

+ Z #(By N B,, NBy) +...
{71m2,13}€[K]3
gde je [K]* = {a C K : |a| = n}.

Znajuéi da su slabi centri odredene teine linearno uredeni,ne moze biti
daza neko {7, 12, %3} € [K]® vazi B,,nB,, NBy, # 0 otpada,tako da je za sve
{71,72,713} € [K]? ispunjeno By, NB,,NB,, = 0.Medutim posledica ovoga ide
korak dalje,te ako je {y1, 12} # {71, 7,} vazice (By,NBy,)N (Bvi NBy)=0.

Procena mere kolekcije skupova G daje:

H(N)

(S8 I

MUG 2 S0 BBy 2k B2y

{m,72}€[K]?
a kako je utvrdeno u(N) > 1 bice:

27 1 _ 27

1
mU9) 2 -5 =135

a ovo je u kontradikeiji sa tim da je mera prostora jednaka 1. ([l



Glava 9

Primeri antimodularnosti

Gledajuéi Kechrisovu teoremu vidimo da Je potrebno utvrditi tempiranost de-
Jstva prebrojive grupe,a za tako nesto se koristi neka, od teorema reprezentacije
koje ¢u ovde navesti bez dokaza.

Teorema 9.1 Beskonacna prebrojiva grupa T deluje automorfizmima na kom-
paktnoj poljskoj grupi G i tada su sledeéi uslov; su ekvivalentni:

(i) Dejstvo T x G — G je mesange.
(i) Dejstvo od T je srednje mesanje.
(ii) Za bilo koje 7t # 1¢,T» je konacno.

(iv) Za svaku beskonacnu Ty < T',dejstvo T 0X G — G je ergodicno..Sta vie
ukoliko je T grupa bez torzije, gornje je ekvivalentno sa

(v) 7§ =n-Ap,za neko 1 < n < co.

Imajuéi u vidu da je Borelovo dejstvo prebrojive grupe I" na standardnom
Borelovom prostoru X sa invarijantnom merom g, Ey-ergoditno akko za
svaku hiperkona¢nu relaciju ekvivalencije £ i Borelov homomorfizam o :
Ef — E,postoji p—konula skup preslikan sa ¢ u Jednu E—Kklasu izraZavamo
slede¢u teoremu.

Teorema 9.2 Beskonacna prebrojiva grupa T' deluje automorfizmima na kom-
paktnoj poljskoj grupi G i tada Je sledeée ekvivalentno:

(i) dejstvo T x G — G je tempirano,

(i) za bilo koju & # 1g, Taje pristupacna,

96
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(ii1) za bilo koju nepristupacnu Iy < T', To—dejstvo na G Jje ergodicno,
(iv) za bilo koju nepristupacnu Iy < T, Ty dejstvo na G Jje Ep—ergodicno.

Posebno ukoliko je dejstvo od T na G tempirano,to je i dejstvo od Ty < T na
[',za svaku beskonacnu podgrupul’o < T

Posledica 9.1 Beskonaéna prebrojiva grupa T deluje automorfizmima na
kompaktnoj Poljskoj grupi G,i tada je:

(1) & (i) = (i) = (iv) & (v) gde:
(i) dejstvo je mesanje,
(i) dejstvo je srednje mesange,
(iii) dejstvo je tempirano,
(iv) dejstvo je slabo mesanje,
(v) dejstvo je ergodicno.
Posebno ukoliko je dejstvo meSanje onda je ono antimodularno.

(A) I'—beskona&na prebrojiva grupa.
K —abelova kompaktna poljska grupa sa Haarovom merom v.

G = KT —kompaktana poljska grupa sa tac¢ka-po-tacka mnozen-
jem.

v —prizvod mera koja je i Harrova mera na G.

K< = {4}y : xy € K, Xy = 1 osim za konano mnogo v -
dualna grupaG

(Xy)y = x : G — T— karakter na proizvodu je odreden sa:

{2} ({ky},) = H X (k)

Dejstvo grupe I na KT dato siftovanjem 6-{ky} = {k,-15} i ovo je jedan
automorfizam na K*,a njegovo odgovarajuée dejstvo na @ = K<T je
dato sa 0 - {xr} = {x,-15}.

Dalje ukoliko je K # {1},bi¢e K # {1},pa je i dejstvo od ' na é\{l} =
K<T\ {1} sa kona¢nim stabilizatorima,$to povlaéi da je dejstvo meSanje
odnosno da je tempirano.Tako u slu¢aju dejstva grupe I' > Fj sa Siftom
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na 2" = ZJ sa uobitajenom produkt merom dobijamo antimodularno
dejstvo.Sliéno antimodularna, dejstva dobijamo za dejstvo na XT gde
je X bilo kojinejednoélan skup,kao i u sluéaju dejstva grupe I' > F,
Siftom na TT sa uobiajenom produkt merom.

(B) Zan =2,3,... grupa SL,(Z) deluje matri¢nim mnoZenjem na T =
(R/27Z)" i to je jedno dejstvo automorfizmom.Dual od T" je Z" gde
(k1,...,kn) € Z" identifikujemmo sa karakterom:

&(z1,. .. ) 2p) = z{“---z,’f".

A indukovano dejstvo od SL, (Z) na Z™ je dato sa:

ky
Ak, k) = (A0 )
kn

tako da je struktura stabilizatora ovog dejstva ista kao i struktura sta-
bilizatora obi¢nog matrinog mnoZenja na Z".

Posebno u slu¢aju n = 2 dobijamo da su stabilizatori elementi iz Z?\ {0}
beskonatne ciklitne grupe,tako da dejstvo od SLy(Z) na T2 tempi-
rano,Sto znaci da je u pitanju antimodularno dejstvo.

(C) Jedan natin da grupu F, utopimo u grupu SLy(Z) je takav da kopija
ima konacan indeks u SL,(Z).Ovako smo dobili dejstvo od F, na T2
koje deluje na dualu Z2 tako da ima beskonaéno pristupaéne stabiliza-
tore.Tako da je dejstvo F, na T2 tempirano,pa samim tim antimodu-
larno.

Ukoliko F, utopimo u SLy(Z) tako da su sve matrice u kopiji od F,
hiperboli¢ke ,tj. imaju trag > 2 one neée imati fiksnih tadaka na
Z? \ {0}.Tako da indukovano dejstvo na Z? \ {0} ima trivijalne sta-
bilizatore,te je dejstvo meSanje,pa je relacija antimodularna,

(D) Dejstvo grupe SL,(Z) na T za n 2 2 je antimodularno ¢ak i ukoliko
izvr8imo restrikciju na invarijantni konula posdkup od T™.Razlog za to
Je postojanje kopije od F, unutar SL,(Z) tako da je dobijeno dejstvo
tempirano.

(E) (A.Vallette,B.Bekka)Ako je G diskretna beskona¢na podgrupa od S Ly (R),njeno
kanonsko dejstvo na X = SLy(R)/SLy(Z) je tempirano a samim tim i
antimodularno.

(F) [-rezidualno konaéna grupa
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F'=Ty>I1>...- opadajuéi niz normalnih podgrupa konaénog
indeksa takvih da je NI, = {1}
Tn : I/Tpni1 - T/T,
Yl'n+1 — 4T kanonska projekcija

K—inverzni limes od niza (T, T,) zatvorenih podgrupa kompak-
tne grupe [ I'/T,

K = {(%I's) : %o 2 1y 2 oo}
Grupu I' moZemo utopiti u K putem preslikavanja

¢: 7= (7T n)nen

tako da je ¢(I') gusta podgrupa od K.Te ako je Hy = ¢(T,,),bice
[K:H,] <o0in,H, = {1} jer je:

H, = {(FO, veey an7n+lrn+la7n+2rn+2v .- ) Iy C Ynt+1lnt1 C Ynt+2lnga C ..

a ovo upucuje na to da je dejstvo I' na K konatno modularno,po
primeru iz glave o modularnim relacijama ekvivalencije.

Ovo posebno znaéi da se svaka rezidualno konagna prebrojiva grupa I
moZe gusto utopiti u kompaktnu Poljsku grupu K,tako da Jje induko-
vano dejstvo modularno.

(G) Ako prebrojiva grupa I' deluje na Borelov nagin na standardnom Borelovom
prostoru X sa ne-atomskom invarijantnom merom & ,1 ukoliko je ovo
dejstvo slabo meSanje onda ono nije modularno.Jer, ukoliko su {P}.
particije koje odreduju modularnost tada moZemo naéi dovoljno veliko
n 1 bar jedan A € P, sa merom 0 < #(A) < 1.Tada je linearni omotad
od {l4~u(A)-1: A € {P,}} nenula konatno dimenzionalni potprostor
od LZ(X) invarijantan za I'—dejstvo,3to je kontradikcija.

3
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