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1 

Uvod 

Teoreme saglasnosti, potpunosti, kompaktnosti, odlueivosti, Kregova interpolaciona 
teorema, Robinsonova teorema neprotivreenosti za zadatu aksiomatizaciju i klasu 
modela neke logike odrectuju najva2nija svojstva te logike i omogueuju njeno dublje 
proueavanje i uspe§nu primenu. Ovaj rad rezultat je ispitivanja pomenutih svojstava 
za iskazne verovatnosne logike. 

Iskazne verovatnosne logike predstavljaju konzervativna ra§irenja klasienog is-
kaznog raeuna pogodna za formalizaciju stepena verovanja u iskaz (verovatnoee 
iskaza) odnosno opisa stanja znanja. Detaljan opis ovih logika dat je u [10] i [13]. 
Proueavanje ovih logika znaeajno je ne samo za matematieke vee i za raeunarske 
nauke. 

1.1 Organizacija rada 

U poglavlju 2. najpre je dat je pregled najvaInijih osobina Bulovih algebri. Bulove 
algebre znaeajno mesto zauzimaju kako u matematiekoj logici tako i u verovatno6i, 
pa je prirodno oeekivati njihov doprinos tamo gde se te dve oblasti preplieu. Posebna 
pa2nja je posveeena merama na Bulovim algebrama. Konaeno-aditivne mere na 
poljima skupova detaljno su proueene u [1], odakie su preuzete glavne ideje za 
proueavanje konaeno-aditivnih mera na Bulovim algebrama. Rezultat tog prouea-
vanja su tvrctenja iz kojih ee proizaei i najvanija svojstva iskaznih verovatnosnih 
logika ali i predikatske verovatnosne logike prvog reda. 

U poglavlju 3. prikazane su iskazne verovatnosne logike LP i LP(n), n E N, 
pri eemu se polazi od rezultata iz [10] i [13]. Za razliku od pomenutih radova, u 
kojima se uvodi klasa modela koji podseeaju na modalne, ovde je posmatrana klasa 
takozvanih Bulovih modela koji se sastoje od Bulove algebre i konaeno-aditivne 
mere na njoj. Ovako uvedena klasa modela, zahvaljujuei rezultatima poglavlja 2. 
omogueiee dokazivanje najpre Robinsonove teoreme neprotivreenosti ali i , glavnog 
rezultata ovog rada, Kregove interpolacione teoreme. Po§to ee biti pokazano da 
se interpolant mote naei samo u proizvoljno 'finoj' logici LP(n), na kraju ovog 
poglavlja, dati su neki algoritmi, za nala2enje interpolanta u LP, pri eemu je glavna 
inspiracija proistekla iz [4] i [5]. 

U poglavlju 4. u kratkim crtama je prikazana predikatska verovatnosna logika 
prvog reda i moguenost dokazivanja analognih rezultata kao za iskazne verovatnosne 
logike. 
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1.2 Publikovani delovi rada 

Neki delovi ovog rada su prihvaeeni za stampanje u [6] i [7]. 

1.3 Zahvalnost 

Veliki doprinos ovom radu, najpre kroz predavanja i razgovore o algebri i logici, a 
zatim kroz konkretne zadatke dali su profesor dr Miodrag Ra§kovie, mentor rada 
i inicijator ovog istraEvanja i profesor dr Radosav Dorcievie, komentor ovog rada. 
Njihove sugestije prisutne su u mnogim delovima rada. 

Pored dr Ra§koviea i dr Dorcieviea, zahvalnost dugujem i profesorima dr Slavin 
Preieu, dr Zarku Mijajlovieu i dr Zoranu Ognjanovieu na ulolenom trudu oko 
eitanja teksta i korisnim primedbama i sugestijama. 

Najzad, 2elim da se zahvalim i Mariji Stanie na porno& oko kompjuterske obrade 
i §tampanja teksta. 
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2 

Bulove algebre 

Poeetak teorije Bulovih algebri datira od sredine XIX veka sa radovima D2ord2a 
Bula (George Boole, 1815-1864), koji je u svom 'IstraLvanju zakona mi§ljenja', ob-
javljenom 1854. godine u Kembrid2u, naveo spisak identiteta koji, kako je rekao, 
vladaju zakonima mi§ljenja, imajuei u vidu slienost izmedu dvoelementne algebre 
taeno-netaeno i algebre skupova. Aksiomatizacija Bulovih algebri pojavijuje se 
poeetkom XX veka, kada poeinje i izueavanje Bulovih algebri kao klase algebarskih 
struktura koja zadovoljava odrectene identitete. Danas, znaaaj Bulovih rezultata 
svakako prevazilazi okvire same teorije Bulovih algebri. 

2.1 Osnovni pojmovi i rezultati teorije Bulovih algebri 

Bulova algebra je svaka algebarska struktura B = (B, +, •, 0,1), sa dve binarne 
operacije + i na B, jednom unarnom operacijom — na B i dve konstante 0 i 1 iz 
B takva da za sve x, y, z E B va2i: 

x + (y + z) = (x + y) + z x • (y • z) = (x • y) • z 
x+y=y+x 	 x•y=y•x 
x + (x • y) =- x 	x • (x + y) = x 
x • (y + z) =x•y+x•z x + (y • z) = (x + y) • ( + z) 
x + (-x) = 1 	 x • (-x) = 0 

U daljem izlaganju, osim ako to posebno ne naglasimo, podrazumevaeemo da u 
svakoj Bulovoj algebri va2i i nejednakost 0 0 1. 

Za svaku Bulovu algebru B = (B, +, •, 0,1) mo2emo definisati binarnu relaciju 
< na B sa: x < y akko x • y = x ili ekvivalentno x < y akko x + y = y. Ovako 
definisana relacija je poredak na B, u odnosu na koji su 0 i 1, tim redom, najmanji 
i najveei elementi, a x•y i x + y su infimum i supremum, tim redom, skupa {x, y}. 

Ako je B = (B, +, •, 0,1) Bulova algebra i A CB zatvoren za operacije +, 
• i skup A je domen nove Bulove algebre A. Algebra A je podalgebra Bulove 
algebre B. Oeigledno svaka podalgebra od B mora da sadr2i. elemente 0,1 E B. 

Primeri. Neka je 7) (X) skup svih podskupova skupa X. Struktura P(X) = 
(7) (X), U, n, c, 0, je Bulova algebra. Podalgebre ove algebre nazivaju se poljima 
ili algebrama skupova. 
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Ako je X jednoelementni skup, tada P(X) ima dva elementa 0 i X koje ozna-
eavamo sa 0 i 1, a skup 70 (X) sa 2 = {0, 1}. Operacije ove Bulove algebre date su 
tablicom: 
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Lako se vidi da je dobijena algebra operacija iskaznog raeuna, koja pri inter-
pretaciji 0 i 1 kao taeno i netaeno predstavlja algebru iskaznih operacija: disjunkcije, 
konjunkcije i negacije. Inaee, algebra 2= (2, +, —, 0, 1) je, do na izomorfizam jedin-
stvena Bulova algebra sa dva elementa. 

Jedan od, moala, najznaaajnijih rezultata u teoriji Bulovih algebri je Stonova 
teorema reprezentacije. U strukturnoj teoriji ona u potpunosti karakteri§e Bulove 
algebre. 

Teorema 2.1.1 Svaka Bulova algebra izomorfna je nekom polju skupova. 

Prema Stonovoj teoremi sve probleme Bulovih algebri mo2emo svesti na probleme 
polja skupova, §to nikako ne znaei da se takvim svodenjem ovi problemi trivijalizuju. 
Ipak, u izvesnom smislu, Stonova teorema trivijalizuje aritmetiku Bulovih algebri. 

Neka su B = (B 7  +B7 	-B4OB, 1 B) i  C = (C, +C7 •C, -C,OC, 1c) proizvoljne 
Bulove algebre. Funkcija f : B 	C je homomorfizam Bulovih algebri B i C, ako 
za sve x, y E B, f (x+ By) = f (x)+c ,  f (y), f (x. By) = f (x). c f (0, f (-13x) = —c f (x), 
f (0 B ) = Oc  i f(1 B ) = lc . Homomorfizam je saglasan, takode, sa poretkom, tj. za 
sve x, y E B, ako je x <B y, onda je f(x) < c  f(y). Injektivan homomorfizam je 
monomorfizam, sirjektivan homomorfizam je epimorfizam, a bijektivan homomor-
fizam je izomorfizam. Sa B C oznaaavamo da su Bulove algebre B i C izomorfne. 

Neprazan skup F C B je filter Bulove algebre B = (B,+,.,—, 0, 1) ako za sve 
x, y E B 

(i) 1 E F, 

(ii) x E F i x <y implicira y E F, 

(iii) x e F 1 y E F implicira x • y E F. 

Filter F je trivijalan filter ako je F = {1}, a pravi filter ako 0 ct F. Ubuduee, 
pod terminom filter podrazumevaeemo pravi filter. Dakle, predpostavljamo da 
svaki filter F zadovoljava uslov 0 F. Filter F je ultrafilter Bulove algebre 
B = (B, +, •, —, 0, 1) ako za svako x E B, x E F ili —x E F, ali ne oba. Lako 
se mote pokazati da je filter F ultrafilter ako i samo ako je maksimalan, u odnosu 
na inkluziju, u kolekciji svih filtera date Bulove algebre. 

Neka je B = (B,+,•,—, 0, 1) proizvoljna Bulova algebra. Relacija ekvivalencije 
skupa B saglasna sa operacijama je kongruencija Bulove algebre B. Ako je F filter 
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Bulove algebre B, lako se proverava da je binarna relacija r•iF skupa B definisana 
sa: 

X 	y akko (x + (—y)) • ((—x) + y) E F 

kongruencija algebre B. Za proizvoljno x E B neka je [x]F = {y E B : x 	y} 
kiasa ekvivalencije elementa x, a B/F = {[x]F : x E B} kolienieki skup u odnosu na 
relaciju --F. Saglasnost operacija Bulove algebre B sa relacijom omogueava da 
na kolieniekom skupu B/F defini§emo strukturu Bulove algebre: za sve x, y E B, 

[x]F• e [y] F  = [x + y]F, [x]F,  0 [y]F = [x • Y]F, e[x]F 

Bulovu algebru B/F = (B/F, e, 0, e, [0]F, [1]F) u odnosu na ovako definisane 
operacije nazivamo kolienikom algebre B po filteru F. Treba primetiti da je [1]F = F 
i da je [0]F = {x E B : —x E F}. Trivijalno se pokazuje da je preslikavanje 
7r : B B/F  definisano sa 7(x) = [x] F , x E B homomorfizam koji eesto nazivamo 
kanonskim homomorfizmom. Takocte se lako proverava da je B/F 2 ako i samo 
ako je F ultrafilter Bulove algebre B. 

Kako Bulove algebre eine varijetet, mo2emo definisati pojam slobodne Bulove 
algebre. 

Bulova algebra B = (B,+,•,--, 0, 1) je slobodna nad skupom X C B ako za svaku 
Bulovu algebru C i svako preslikavanje f : X -4 C, postoji jedinstven homomorfizam 
7 : B C koji prcAiruje funkciju f. 

Teorema 2.1.2 Neka su B1 i B2 slobodne Bulove algebre redom nad skupovirna X i 

 i X2 . Ako su X l  i X2 jednake kardinalnosti Bulove algebre B 1  i B2 su izomorfne. 

2.2 Iskazni raeun i Bulove algebre 

Bulove algebre su algebarske strukture nastale iz radova Dora Bula, koji je pri-
menio algebarske metode u analizi tradicionalnih oblika zakljueivanja. I danas, 
mnogi opai koncepti kojima se bavi matematieka logika mogu se interpretirati i 
njihov smisao razumeti u klasi ovih algebarskih struktura. Zato, iako je po svojoj 
prirodi teorija Bulovih algebri eisto algebarska teorija ona se ipak smatra delom 
matematieke logike. Mi eemo se zadr2ati na vezi izmectu iskaznog raeuna i Bulovih 
algebri. 

Iskazni raeun formalizuje deo logike u kojem opravdanost argumentacije zavisi 
samo od toga kako su reeenice konstruisane, a ne i od njihovog znaeenja iii unutra§nje 
strukture. U ovom kontekstu irelevantan je njegov smisao. Bitna je samo njegova 
struktura u odnosu na logieke veznike. 

Skup formula For(I) iskaznog raeuna, sa skupom iskaznih slova I , ima veoma 
bliska svojstva Bulovoj algebri. Implikacija je refleksivna i tranzitivna, a konjunkcija 
i disjunkcija imaju sva svojstva bliska binarnim bulovskim operacijama. Medutim, 
sam po sebi, skup formula For(I) shvaeen kao slobodna algebra nad operacijama 
V, A i ipak nije Bulova algebra. Implikacija nije antisimetriena, pa nije poredak. 
Tek izjednaeavanjem ekvivalentnih formula, na kolianiekoj strukturi dobija se Bulova 
algebra. 
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Za proizvoljne formule iskaznog raeuna yo, E For(I), neka je 

ako i samo ako H yo <=> 7/). 

Lako se vidi da je 	relacija ekvivalencije na skupu For(I) i da za sve cp l , (p2, 

2 E For(I) va2i: 

(i) ako je (p i  — 1 , onda je i 	—0 1 ; 

(ii) ako je cp l  — 	i (192 	zP2 , onda je i (yo i  V (p2 ) — (0 1  V '02 ), kao i 

(01 A02). 

Neka je za yo E For(I),[w]= {11) E For(I) : cp 	} klasa ekvivalencije formule cp 

u odnosu na relaciju 	Osobine (i) i (ii) omogueuju nam da na kolieniekom skupu 

B(I) = For(I)/ 	{[(p] : (19 E For(I)} definiemo sledeee operacije: 

[01= [cP V 01) [y] [71)1 = 	A 0]7 — [v] 	HP] 

za proizvoljne (2, v E For(I). Ako stavimo da je 0 = [6) A —19] i 1 = [19 	gde je 

proizvoljna formula, lako se pokazuje da je B[I] = (B(I), +, —, 0,1) Bulova alge-
bra. Ova Bulova algebra naziva se Lindenbaumova Bulova algebra iskaznog raouna, 
ili samo Lindenbaumova algebra. Oeigledno je Bulova algebra B[./] generisana sa 
[I] = {[x] : x E I}, jer se svaka formula mote zapisati pomoeu iskaznih slova i 
logiekih veznika. Ali vali i vise, o aemu govori naredna. teorema. 

Teorema 2.2.1 B[I] je slobodna Bulova algebra sa skupom [I] slobodnih generatora. 

Dokaz. Neka je C proizvoljna Bulova algebra i f : [I] 	C proizvoljno preslika- 

vanje. Definiimo preslikavanje f : B[I] —+ C sa: 

idA) f (H), za P 

7([40 ] + [b]) = AM) +c f(kP1) ,  

7([(P] [0]) = 7({ (P1)*Cf (kid) ,  
7( — [(P}) 	--c f ([co]), 

za yo, 't1) E For(I). 
Za svaku formulu cp E For(I) ako je H (p, onda je f ([con = 1, § to se lako pokazuje 

indukcijom po duEni dokaza za cp u iskaznom raounu, odakle neposredno sledi da je 
f dobro definisano preslikavanje. Oeigledno je f i homomorfizam. ❑ 

Lako se vidi da je poredak u B[I] definisan sa: [co] < [0] ako i samo ako H 

za sve 	E For(I). 

Za svaki J C I, skup B[J] = {[(p] : sva iskazna slova koja se pojavijuju u formuli 
su iz J} je domen podalgebre algebre B[I]. 

Neka je T C For(I) i DT = f[cO] : T H yo}. Moe se pokazati da 

(1) T je neprotivreena teorija ako i samo ako je DT filter Bulove algebre B[I]; 

(2) T je kompletna teorija ako i samo ako je DT ultrafilter u B[I]. 

( (-P1 A (P2) 
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Dakle svaki neprotivreaan skup formula T C For(I) odrectuje jedan filter DT Bulove 
algebre 13[/], pa time i faktor algebru B[I]/D T. Elementi to nove Bulove algebre su 
skupovi formula 

[(P]T = 	E For(I) :T 	<=> 01, za co E For(I), 

pri eemu je jedinica 1T skup DT, a nula OT skup Op] : T 	Faktor algebru 
B[I]/DT  oznaeavamo sa BT[I] i nazivamo Lindenbaumovom algebrom teorije T. 

Prema tvrctenju (2), za svaku kompletnu teoriju T C For(I), je BT [/] 	2. 
Uopgte, postoji obostrano jednoznaena korespondencija medu kompletnim raMre-
njima neke teorije T i ultrafiltera na B[I]. Takocte, lako se vidi da ako su I l  i 
/9 beskonaeni skupovi takvi da je I l  C /2  a T2 C For(I2 ) konzervativno rairenje 
neprotivreene teorije Tl  C For(Ii ), tada se BT,[Ii] mote utopiti u BT2 [/2], tj. prva 
Bulova algebra se mote shvatiti kao podalgebra druge, pri aemu se [co] T, i 
identifikuju za sve co E For(Ii ). 

Glavna interpretacija klasienog iskaznog raeuna je Bulova algebra 2. Medutim, 
za interpretaciju klasionog iskaznog raeuna mote se uzeti ma koja Bulova algebra 
B = (B, +, —, 0, 1); u torn sluaaju znaci V, A, interpretiraju se kao odgovarjuee 
operacije Bulove algebre B, +, •, 	dok se iskazna slova interpretiraju kao elementi 
skupa B. Dakle, ako je I skup iskaznih slova, tada je svaka funkcija f : I 	B 
jedna interpretacija skupa I u algebri B, koja se na prirodan naain mote progiriti 
do funkcije f : For(I) --> B, definisane na svim iskaznim formulama, indukcijom po 
slo2enosti formula: 

• f (-co) = —f ((p), 

• f (49  A 	= f (co) • f (0), 

• f ((io v 1P) = f (co) + f (0), 

za co, 	E For(I). Ovako definisano preslikavanje nazivamo B—interpretacija for- 
mula skupa For(I). Takode ka2emo da je B—interpretacija f : For(I) —+ B model 
formule co ako i samo ako je f (cp) = 1. Ako je T C For(I) neprotivreena teorija lako 
se vidi da je preslikavanje fT  : For(I) -4 BT[I], definisano sa fT (co) = [(.10]T  model 
svih formula skupa T. 

Kao sto je vee reeeno, svaka Bulova algebra se mow predstaviti kao algebra 
skupova (Stonova teorema), ali, kako je u [2] primeeeno, tvrdeei da je formulisao 
spisak identiteta 'koji izra2avaju zakone mi§ljenja' Bul je mo2cla imao u vidu sledeeu 
reprezentaciju ovih algebri. 

Teorema 2.2.2 Za svaku Bulovu algebru B, u iskaznom raeunu postoji teorija T C 

For(I), za neki skup iskaznih slova I, takva da je B BT [I]. 

2.3 Mere na Bulovim algebrama 

U ovom delu razmatraeemo konaeno-aditivne mere na Bulovim algebrama. Defini-
cije i teoreme u ovom odeljku uglavnom su preuzete iz [1] i [11]. 
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Definicija. Neka je B = (B, +, •, —, 0, 1) Bulova algebra. Preslikavanje µ : B 
[0, 1], gde je [0, 1] realni interval, nazivamo (konaeno— aditivnom verovatnosnom) 
merom ako je ,u(1) = 1 i za sve x, y E B, takve da je x •y = 0, p(x+y) = p(x)± p(y). 

Teorema 2.3.1 Neka je p mera na nekoj Bulovoj algebri B = (B, +, • , 0, 1). 

(/) p(0) = O. 

(2) Za x, y E B, x 5 y implicira p(x) 5 p(y). 

(3) Za x,y E B, p(x + y) 5_ p(x) + ,u(y)• 

(4) Neka je m, k E N, k < m, Sm,k skup svih nizova prirodnih brojeva 

(13i)i<k takvih da je 1 < Pl < 	< pk < m. Tada za proizvoljne b1,... ,bm  E B 

E kt(bk) E 	> II bpi). 
k<m 	k<m pESTIOci<k 

Dokaz. Tvrdenja (1), (2) i (3) neposredno slede iz definicije. Tvrdenje (4) 
dokazuje se indukcijom po m, i predstavlja uop§tenje poznate formule p(x)+ p(y) = 
p(x + y) + p(x • y). 0 

Na svakoj Bulovoj algebri mote se definisati mera. Na primer, karakteristiena 
funkcija ultrafiltera je jedna {0, 1}—vrednosna mera. 

Primer 2.3.1. Kada se teorija verovatnoee izlaze intuitivno jedan od osnovnih 
pojmova je dogadaj i on se obiano odreduje kao neki skup mogueih rezultata izvesnog 
eksperimenta. Pri torn se podrazumeva da svaki dogactaj mote da se desi iii da se ne 
desi. Takode, u klasi svih dogadaja defini§u se tri operacije, povezane sa logiekim 
veznicima 'ilf , 'i' i 'ne'. Ako su A i B dogadaji, onda su dogadaji i A iii B, koji se 
de§ava kada se bar jedan od dogadaja A i B desi (ili oba), i A i B, koji se de§ava 
samo kada se oba dogadaja A i B dese. Ako je A dogadaj, onda je i dogadaj neA, koji 
se de§ava ako i samo ako se dogadaj A ne desi. Uvodi se i pojam sigurnog dogadaja 
koji se uvek de§ava i pojam nemoguaeg dogadaja koji se nikada ne de§ava. Dakle, 
ako je Q skup svih mogueih ishoda nekog eksperimenta (elementi skupa Q nazivaju 
se aesto elementarnim ishodima), svaki dogadaj identifikujemo sa nekim podskupom 
od Q, pri eemu se podrazumeva da je kolekcija svih dogadaja zatvorena za uniju, 
presek i komplementiranje u odnosu na Q, tj. da je 'algebra dogadaja' zapravo 
Bulova algebra skupova, gde unija skupova odgovara operaciji iii medu dogadajima, 
presek skupova operaciji i , operacija komplementiranja u odnosu na S2 odgovara 
operaciji ne, skup Q je tada siguran dogadaj, prazan skup 0 nemogue dogadaj, 
dok je verovatno6a mera na toj Bulovoj algebri. U najjednostavnijem slueaju kada 
je skup Q = {w 1 , , wn } konaean za 'algebru dogadaja' uzima se Bulova algebra 
P(Q). Verovatnoea se definge tako fto se najpre svakom elementarnom dogadaju 
wi  pridru2i realan broj P(wi) = ri  > 0, i = 1, , n tako da je r i  = 1, pa se 
zatim uzima da je verovatno6a dogadaja A C Q, P(A) = E.EA P(w)) ako je A 0 0, 
a da je P(0) = 0. 
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Primer 2.3.2. Bul je smatrao da je centralni problem teorije verovatnoée: kako 
izraeunati verovatnoeu nekog dogactaja ako su poznate verovatnoee dogactaja 
povezanih' sa njim. Zapravo on je proueavao vezu izmectu logiekih veznika iii , i i ne 
i formalnih osobina verovatnoee. Zato je umesto o dogactajima govorio o iskazima, 
a tra2enje verovatnoee da se izvestan dogactaj desi zamenio tra2enjem verovatnoee 
istinitosti odgovarajueeg iskaza, imajuei u vidu prirodne veze: dogadaj 	skup 
iskaz, iii H U ++ V, i 44 1144 A, ne C  Za takvo proueavanje bilo je potrebno 
na skupu svih klasienih iskaznih formula definisati [0, 1]—vrednosnu funkciju koja 
Oe imati sve elementarne osobine verovatnoee. Defini§imo jednu takvu funkciju na 
skupu formula For(pi ,... , pm ) u kojima se pojavljuju samo iskazna slova p i , , pn . 
Kao §to je poznato svaka formula pomenutog skupa, koja nije kontradikcija, ekvi-
valentna je disjunkciji konjunkcija oblika p 1 €(1)  A ... A pm f (n)  , E E {0,1}n , pri eemu je 
p° 	a  = 

	

p. Da bi definisati verovatnoeu na skupu 	 dovoljno je 
svakoj konjunkciji P1 6(1)  A... Apn ' (n) ,E E {0, 1}n  pridru2iti realan broj P(p i f (1) A ... A 
Pn E(n) ) = r, > 0, tako da je,,E{0,1}n rE = 1. Dakle, ako formula co(p i , , pn ) nije 
kontradikcija, ekvivalentna je formuli oblika 	A...Apr," (n) ), za neko k E N 
i neke E l , • • • , Ek E {0, 1} 71 , pa je njena verovatnoea P(49 (P1, • pm)) = 	rEk, a 
ako je (p(p i , . , pn ) kontradikcija uzima se da je P(cp(pi ,... , pn)) = 0. Lako se 
dokazuju sledeee osobine ovako definisane funkcije P: 

(i) ako je co, onda je P((p) = 1; 

(ii) P(M0) = 1  — P(W); 

(iii) Ako je co A kontradikcija, onda je P(yo V 0) = P(co) + P(0), 

(iv) ako je 	•#;• 71), onda je P(co) = P(0). 

Poko je osobinom (iv) utvrdeno da ekvivalentne formule imaju jednaku verovatnoeu, 
na ovaj naein je zapravo definisana mera na Lindenbaumovoj algebri B[p 1 , 	, pn ]. 

Iz prethodnih primera vidi se znaeaj proueavanja osobina mere na Bulovim al-
gebrama. Od posebne va2nosti bite re§avanje problema postojanja ekstenzije mere 
sa neke podalgebre date Bulove algebre na eitavu algebru. Prirodno je postaviti pi- 
tanje kada se data funkcija : A 	[0, 1], gde je A dati podskup domena B Bulove 
algebre B, mote pro§iriti do mere : B 	[0, 1] na B. Oeigledno, ako 1 E A, onda 
mora biti 11*(1) = 1. Pokazaeemo da od svih [0, 1]—vrednosnih funkcija definisanih 
na A C B, pri eemu 1 E A, takozvane parcijalne mere na A se mogu pro .81riti do 
mere na B. 

Neka je B = (B, +, •, —, 0,1) data Bulova algebra, B<'  skup svih konaenih nizova 
elemenata iz B, a ^ binarna operacija dopisivanja nizova definisana na B<"'. Neka je, 
dalje za m,kEN,k< m , Sni'k skup svih nizova prirodnih brojeva (p i ) i<k  takvih da 
je 1 < pi  < < pk  < m. Za konaane nizove (a i , , am ) i (b 1 , ... , bm ) elemenata 
iz B neka je (a i , 	, am ) 	, bm ) ako i samo ako va2i: 

E fJapt < E 	b7 . 
pESm.k i<k 	pES'n•k i<k 
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Na skupu B<"' definiimo relaciju < na sledeei naein: 
za sve (ai, .. • , am ), (b1, ••• , bn) E B<w, (a i , 	, am) < (b i , 	, bn ) ako i samo ako je: 

, am ) -< (b i , 	, bn), u sluaaju da je m = n, 
, am ) A  (0, 	, 0) -< (b1, 	, bn ), u slueaju da je m < n, 

n-m 
(a 1 , 	, am ) -< (b 1 , 	, bn )" (0, 	, 0), u sluaaju da je m > n. 

m-n 

Navedimo najpre, bez dokaza, neke elementarne osobine upravo definisane rela-
cije. 

Teorema 2.3.2 Neka je B proizvoljna Bulova algebra. 

(1) Relacija < na B<") je refleksivna, tranzitivna i saglasna sa operacijom dopisi-

vanja nizova. 

(2) Za svaki niz 	, am ) E B<w i svaku permutaciju 	skupa {1, ... , m} je 

(a1, . 	, am) < (a,(1), • • • , air(m))• 

(3) Za sve (a 1 , ••• , am), (b1, ..• , bn ) E B <w i svaki c E B, ako je (a l , • • • ,am.) A  (c) < 

tada je i 	. , am) < 	.. • , bn ). 

p) Za sve (b 1 , , bn ) E B<'" i svaki c E B, ako je (a1, 

(b 1 , .. • , bn) A (c) i ai  c = 0 za sve i = 1,...,m, onda je i (al, 

(bi, • • • , bn ). 

(5) Za sve (a 1 , . , am ) E B<w, ako je bk = EpEsm,k Fli<k  api , k = 1, 	, m, onda je 

(al, • • • , am) 5_ (bi, • • • ,bm) < (cti, • • • , am). 

Definicija. Neka je B Bulova algebra i S C B, takav da 1 E S. Funkcija 
p : S ---+ [0,1] je parcijalna mera na S ako za proizvoljne al, . • • , am, b1, 	, bn, E S, 
iz (a l , 	, am ) < 	, bn ), sledi da je 	A(ai) < 	1 it(bi)• 

Iz definicije neposredno sledi da je restrikcija parcijalne mere na podskup takocte 
parcijalna mera kao i sledeea dva tvrctenja. 

Teorema 2.3.3 Neka je p parcijalna mera na podskupu S, domena Bulove algebre 

B, pri a-emu 1 E S. 

(1) Ako a, b E S i a < b, onda je p(a) < A(b). 

. , am ) < 

. ,am ) < 
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(2) Ako a,b,a+b,a • b E S, onda je p(a+b) + p(a • b) = p(a)+ p(b). 

(3) Ako 0 E S, onda je p(0) = 0. 

Dokaz. (1) Uslov a < b je u stvari uslov (a) < (b), pa tvrdenje sledi iz definicije. 
(2) Prema prethodnom tvrdenju (5), je (a, b) < (a + b, a • b) < (a, b) 
(3) Iz (2) za a = 1 i b = 0.0 

Teorema 2.3.4 Neka je B proizvoljna Bulova algebra, i S C B zatvoren za op-

eracije + i takav da 0, 1 E S. 

(1) Funkcija p : S 	[0, 1] takva da je p(1) = 1 koja zadovoljava uslove (1)—(3) 

prethodne teoreme je parcijalna mera na S. 

(2) Ako je S podalgebra od B, funkcija p : S --+ [0.1] je parcijalna mera na S ako 

i samo ako je mera na S. 

Definicija. Neka je p  parcijalna mera na podskupu S domena Bulove algebre B 
takvom da 1 E S. Za svaki b E B, 

k 

gde je supremum uzet preko svih konaenih nizova (a 1 , .. • , am), (b1, . • . , b,) elemenata 
iz B takvih da je 

, arn) < (b. 
k 

je unutrakija mera od b u odnosu na parcijalnu meru p, skupa S. 
za b E B, 

Ae(b) = inf 	1 gai) — E711-1 (bi)  

gde je infimum uzet preko svih konaenih nizova (a l , .. • , am), (b1, 
iz B takvih da je 

b) < (al, • • • , am), 
k 

je spoljakija mera od b u odnosu na parcijalnu meru p skupa S. 

bn ) elemenata 

Teorema 2.3.5 Neka je p, parcijalna mera na podalgebri A Bulove algebre B. Za 

svaki b E B je p i (b) = supOi(a) : a E A, a < b} i 14(b) = inf{ii(a) : a E A, b < a}. 

pi(b) — sup 
~m kt(ai) — E7.1 kt(bi)  
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Dokaz. Neka je g(b) = sup{p(a) : a E A, a < b}. Oeigledno je pi(b) > g(b). Neka 
je e > 0. Postoje nizovi (al, .. • , ak) i  (b1, • • ., bk) elemenata iz A da je 

(al, • • • , ak) 	, bk) A  (b , 	  b) 

	

k 	 k 

m • (kii(b) — E) < E 11 (ai) E 
i=1 	i=1 

Na osnovu 2.3.2 mo2emo pretpostaviti da je a i  > ai+i , bi  > bi+i , za 1 < i < k. Neka 
je ci  = ai  — bi  i di  = bi  — ai , 1 < i < k. Tada je, takocte prema 2.3.2, 

(ci, • • • , ck) < (di, ••• , dk)" 	,O 
m 

µ(ti) — p,(di ) = ,a(ai ) — ,a(bi ), za 1 < i < k. 

Kako su elementi di , 1 < i < k disjunktni sa cl , 	, ck, imamo 

(ci, • • • , ck) < (b,...,b) . 

Neka je e i  = rE sk,i fli<i  cri , za i < max{k, m}. Tada je ei  < b za 1 < i < m, 
dok je e i  = 0 za i > m. Dakle, 

k 	 k 	 k 	 k 

	

M • g(b) > E kt(e i ) E 	E µ(ti) — E µ(di )
i=1 	 i=1 	i=1 

k 	 k 

--= 	11 (ai) 	E iu(bi) > m • (p (b) — 6). 
i=i 	i=i 

Kako je E > 0 proizvoljno, bite g(b) > iii (b), pa time i g(b) = 
Dokaz za µ e  je analogan. ❑ 

Teorema 2.3.6 Neka je µ parcijalna mera na podskupu S domena Bulove algebre 

B, takvom dal E S. 

(1) 0 < µi (a) < µe (a) < 1, za sve a E B. 

(2) Ako a E S, tada je µi (a) = pe (a). 

(3) Za sve a, b E B, takve da je a • b = 0, vaii 

1.4(a) + 	5 pi(a + b) 	+ µe (b) < ge (a + < µe(a) + kl e (b). 

(4) Ako su aESibEB takvi da je a • b = 0, tada je 

bli (a +b) = p(a)+ 

m e (a + b) = iz(a) + 14(0. 
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(5) Akojea,bEB,a•b=0 ia+bE S, ondaje 

,u(a + b) = pi (a) + µe(b) = µe(a) + ui (b). 

Specijalno, za sve a E B, /.ti(a) + µe (-a) = 1. 

Dokaz. (1) Za svaki b E S, (b) < (b, a), pa je 

14) - ,u(b)  

	

Pi (a) 	 = 0. 
1 

Takode je (a, 1) < (1,1), pa je 

	

me(a)  < P( 1 ) 	I-4 1 ) - ii( 1 )  
1 	

p( 1) = 1. 

Neka su a = (a i , 	, am ), fl = (b i , 	, bn ) , 7 = (c i , 	, cp ), i 	= (d1 , 	dq ) 
proizvoljni nizovi elemenata iz S, takvi da je a < 	(a, ... a), za neki k E N i 

k 
7" (̀ ate..) < (5, za neki 1 E N. Tada sabiranjem 1 prvih i k drugih nejednakosti, 

permutacijama i skraeivanjem koordinata jednakih a, prema teoremi 2.3.1, dobijamo 

	

A aA 7A 	A7 fin 	AfiA jA 	A 

pa je 
rn q 

1 E µl
( 
 aid - E ,a(bid < k [E u(di) - E 	. 

_i=i 

Kako su nizovi izabrani proizvoljno, sledi da je µ i (a) < pe (a 
(2) Po§to je za sve a E B, (a) < (a), imamo da je za sve 

parcijalne mere, A i (a) = pte (a). 
(3) Neka su a = (al , . • , am), 3 = (b1, • • • , bn), Y = (c1, 

proizvoljni nizovi elemenata iz S, takvi da je a < 13 ^  (a, .. 

k 
-y < (5" (b,...,b), za neki 1 E N. Tada je 

7A 	A 7A ,„A 	 ,cA 	A 1.A 0A 	A ,./\ 
L.0 	. . 	 U 	. . 	U 	. . . p (a + b) ")a  + b) 

kl 

pa imamo da je 

+ b) > 	- 	-  / 	/-t(cti) + k EY--m(ci) — 1 E:1-1 m(bi) — kE7-.1,u(di)  

ti. 

tii(a+ 	14) - En
. 

1 11 (bi)  + EL. 1-1 (ci) - L 1 1-t(di)  

	

k 	 1 
odakle sledi da je 	+ b) > µi(a) + pti(b). 

)• 
a E S, prema definiciji 

. , cp), i S = (c/ i , 	, dq ) 
, a), za neki kENI 

kl 
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Pokafimo da je kci (a + b) 
= 	. • • , bn), 7 = (ci, • • • , cp), 

iz S, takvi da je a < fi" (a + b,. 

k 

pi (a) + pe (b). Neka su a 
i d = , dq ) proizvoljni 
a + b), za neki kENi 7" (b, . 

/ E N. Tada je 

= (al , 	, am), 
nizovi elemenata 

, b) < 5, za neki 

A 	AA A 	A 	 AcAA 	AA a 	a 	-y 8^ 	o 	fi (a 	a) 

	

k 	 k 1 	 kl 

pa je 

gi (a) > 	1 11 (ai) 	ki(bi) 	1 12 (di) 	V=111 (ci)  

	

k 	
1 

Uzimajua supremum preko (a 1 ,... , am ), (b 1 , 	, bri ) i k, a zatim supremum preko 
(c1 , 	, cp), (d 1 ,..., dq) i l dobijamo pi  (a) > 	(a + b) — A e (b), odakie sledi tra2ena 
nejednakost. Ostale nejednakosti se slieno dokazuju. 

(4) Sledi iz (2) i (3). 
(5) Sledi iz (3). ❑ 

Sada smo u moguonosti da opiSemo uslove postojanja ekstenzije parcijalne mere 
do mere Bulove algebre. 

Teorema 2.3.7 Neka je p. parcijalna mera na podskupu S domena Bulove algebre B, 

takvom da l E S, b E B proizvoljan element i If  [0, 1}-vrednosna funkcija definisana 

na S U {b} koja se poklapa sa µ na S. Funkcija If  je parcijalna mera na S U {b} 

ako i samo ako je gi (b) < µ* (b) < 14(0. 

Dokaz. () Neka je µi (b) < ,u*(b) < pe (b), i neka su a l , 	, am , b1 ,..., b7, 
elementi iz S takvi da je 

(a l , 	, am ) A 	, b) < (b i  . . 

	

• ' 	
) (b 	, b) 

q 

za neke p, q E N. Treba da poka2emo da je 

p • p* (b) + Ep*(ai ) < q • p,* (b) + E p* (bi ) 
2:=1 

Zap = q nejednakost neposredno sledi iz 2.3.2(3). Pretpostavimo da je q—p = r > 0. 
Tada prema 2.3.2(3), 

(a i  , . • , am) < (bi, • • • , ki) \  (b, • • • , b), 
r 

pa je 
m 	 n 

r • (b) 	r • pi (b) 	E (ai ) — E (bi ) , 

eime je tvrcienje dokazano. Ako je q < p, koristimo einjenicu p,*(b) < pe (b). 
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() Neka je 	parcijalna mera na S U {b} i E > 0. Tada postoje elementi 
al 	, am , b1, 	iz S tako da je 

(a l , 	, arn ) A  (b,... b) < (bi 7  . • • ,bn) 

+ <E 1..t*(bi ) —E kt*(ai ). 
i=i 	i=i 

Medutim, 
m 	 n 

P 11* (0 + Eke (ai) < Ekt (bi). 
i=i 

Dakle, p*(b) < µe (b) +E za proizvoljni E > 0, to je A*(b) < /4(0. Slieno se pokazuje 
,u* (b) > p,i (b). ❑ 

Teorema 2.3.8 Ako je µ parcijalna mera na podskupu S domena Bulove algebre B, 

takvom dal E S, tada postoji mera na B koja je ekstenzija funkcije 

Dokaz. Dokaz izvodimo pomoeu principa transfinitne indukcije. Neka je B \ S = 
{cq : < 	gde je kardinalnost skupa B \ S. Za svaki ordinal e < ic, neka je 

= Se  U {ad, pri eemu je So = S. Ako je granieni ordinal, neka je Sc  = Uc<eS( . 
Ako je pe  parcijalna mera na Se , tada je funkcija bk +1  : Se+1  --+ [0, 	takva da je 
µc+1(a) = Ac (a) za a E 	Cue)i(ae) 5- I-Le+i(ae) < (11,e),(ac), parcijalna mera 
na S ± 1  koja pro§iruje 	Ako je e granieni ordinal, parcijalnu meru 1.q na 
definiemo na sledeei naein: za sve a E Se = Lic< Sc , je a E S(  za neki ( < e, pa 
mo2emo staviti da je µ; (a) = µ( (a). Oeigledno, je za < e < k, µ e  (SS 	 Pofto 
je B = Ue<k Se , parcijalnu meru µ : B —+ [0,1] defini§emo na sledeei naein: za svaki 
a E B, bite a E 	za neki < it, pa stavimo pt(a) = /C (a). Tada je µ tra2ena 
ekstenzija parcijalne mereµ na S. Oeigledno je TT, parcijalna mera na B. ❑ 

Neka su B 1  i B2 podalgebre Bulove algebre B. Ako su µl  i A2 mere na B 1  i B2) 
tim redom, postavija se pitanje, pod kakvim uslovima se mote definisati mera µ na 
B koja je ekstenzija obe mere µ1  i P2 . Odgovor na ovo pitanje daje sledeea teorema. 

Teorema 2.3.9 Neka su B 1  i B2 podalgebre Bulove algebre B, i µl  i A2  mere na 

B 1  i B2, tim redom. Potrebni i dovoljni uslovi da postoji mera µ na B koja je 

zajedniaka ekstenzija obe mere /21 i /12 su: 

(i) kti(a) < /22(0, za sve a E B 1 , b E B2 takve da je a < b, 

g i (c)> 122 (d), za sve c E B 1 , d E B2 takve da je c> d. 
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Dokaz. Uslovi (i) i (ii) su oeigledno potrebni. Dokahmo da su i dovoljni. Iz datih 
uslova neposredno sledi da za sve a E B1 fl B2 je /1 1 (a) = ,a2 (a). Definiimo funkciju 
T.1 : B 1  U B2 —+ [0, 1] na sledeei naein: 

	

1.7(a)  = 	kc i (a), ako a E 

/12(4 ako a E B2 

PokaZimo da je µ parcijalna mera na B 1  U B2. Neka su a l , , am+n  i bi , 	, bp±q 

proizvoljni elementi iz B 1  U B2 takvi da je 

(b1, .. • ,bp+q) 5_ (al, • • • anz+n)• 

Bez gubljenja opftosti molemo predpostaviti da a l , 	, am  E B1 , am+i , 	, a,n+n  E 
B2, b 1 , . , by  E B1 i bp+i, 	, bp+ E B2. Tada iz gornje nejadnakosti sledi 

(b i , 	, bp )" (bp+i , 	, bp+q) 	(a i  , . . • , am) A  (am+i, • • • , am+n)- 

Po§to 0 E B 1  fl B2, moiemo takocte predpostaviti da je i m =pin= q. Prema 
teoremi 2.3.2(2) mo2emo uzeti da je al  > . . . > am , am+1 > 	> am+n, b1 > • .. > bp  
i bp+i  > > bp±q. Neka je ci  = ai  • (—bi ) i do, = bi  • (—ai ) za i = 1, , m, 
ei = am+i  • (—bm+i )i fi = bm+, • (—a m+i) za i = 1, ... n, pa je, prema gornjoj 
nejednakosti 

	

. 	, dm) A  (fi , • . . , fn ) 5_ (c i , 	em) A (ei, • • • , en ). 

Primetimo da je c,•dj  = 0, za sve i , j = 1, 	, m kao i ei  •f3  = 0, za sve i , j = 1, 	, n. 
Prema teoremi 2.3.2(2) molemo predpostaviti da je c 1  > 	> 	d1 > • • • > dm, 
el  > 	> en  i fl > 	> fn . Gornja nejednakost daje: 

(fi, • • • 7 fn.) 5_ (c1, .. • , cm) i (di, • • • ,drn) < (el, • • • 7 en)
• 

 PO§t0 C1) •• • Cm, di, • • • 7 dm E B1  i el, . • . , en, f 1, • • , fn E B2 i kako je fi  < ci  i 
di  < ei , za sve i, prema datom uslovu je 

kti(ci) ?_ 	kiwi) i E112(ei) 	µ1 (di). 
i=1 	i=1 	i=1 	i=1 

Dakle, 
m 	 n 	 m 	 n 

	

Ti(ci) + 	Ti(ei) > + 	TI(L) 
i=i 	= 	i=i 	i=i 

odakle sledi da je Eirn-r gai) > 	it(bi). Dakle, µ je parcijalna mera na B1 U B2. 
Prema prethodnoj teoremi postoji mera µ na B koja je ekstenzija parcijalne mere 

Ovim je dokaz zaviten.0 

Defini§imo, najzad pojam strogo pozitivne mere na Bulovoj algebri. 

Definicija. Mera µ Bulove algebre B je strogo pozitivna ako je za svaki b E B, 
p,(b) = 0 ako i samo ako je b = 0. 

Teorema 2.3.10 Slobodna Bulova algebra dopufta strogo pozitivnu meru. 
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Dokaz. Neka je B slobodna Bulova algebra nad skupom slobodnih generatora 
X C B. Neka je Y C Xix EX\ Y. Oznaeimo sa A podalgebru generisanu sa Y, a 
sa C podalgebru generisanu sa AU {x}. Svako y E C je oblika y = (a • x) + (b • —x), 
za neke a, b E A. 

Ako je p, strogo pozitivna mera na A i 0 < r < 1, neka je p* realna funkcija na C 
takva da za svako y E C, p* (y) = r • p(a) + (1— r) • p(b), gde je y = (a . x) + (b. —x), 
za neke a, b E A. 

Neposredno se proverava da je p* strogo pozitivna mera na C koja progiruje meru 
A. Neka je P skup svih strogo pozitivnih mera na podalgebrama Bulove algebre B 
koje su generisane podskupovima skupa X. U odnosu na inkluziju, P je parcijalno 
urectenje. Za svaki lanac C 2, U G je gornje ogranieenje za L. Prema Zornovoj 
lemi, lanac L sadr2i maksimalan element p, koji je strogo pozitivna mera na B. Neka 
je A domen mere ,u. Ako je A prava podalgebra algebre B, prema konstrukciji, za 
neko x E B \A postoji prcAirenje mere kt na algebru generisanu skupom A U {x}, 
tj. µ nije maksimalan element u parcijalnom urectenju (2, C). ❑ 

U op§tem slueaju strogo pozitivnu meru ne dopugta svaka Bulova algebra. 
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3 

Iskazna verovatnosna logika 

Logike LP i LP(n), za 71 E N predstavljaju konzervativna ra§irenja klasienog 
iskaznog raeuna. Ove logike uveo je profesor dr Miodrag Ragkovie u [13]. Polaze& od 
rezultata iz pomenutog rada [13] dr Zoran Ognjanovie, u svojoj doktorskoj disertaciji 
[10], detaljno je prouaio i opisao ove logike dajuei za logiku LP novu beskonaenu 
aksiomatizaciju koja je korikena u ovom radu. Treba naglasiti da se beskonaanost 
odnosi na meta jezik, tj. dokazi mogu biti beskonaeni dok su formule konaane. li 
pomenutim radovima pokazana je saglasnost i potpunost u odnosu na klase modela 
u kojima su verovatnoee definisane nad mogueim svetovima. Ovi modeli podseeaju 
na modalne modele, s tim §to je umesto modalne relacije dostikiosti svakom svetu 
pridru2en jedan prostor mere. Taj prostor sastoji se od skupa svetova za koje se 
smatra da su u izvesnom smislu dostikii iz posmatranog sveta i verovatnooe defin-
isane nad podskupovima tih dostanih svetova. Ovde ee biti pokazana saglasnost i 
potpunost u odnosu na klasu takozvanih Bulovih modela koji se sastoje od Bulove 
algebre i konaeno-aditivne mere definisanje na njoj. 

3.1 Logika LP 

Neka je Q skup racionalnih brojeva, a [0, 1] realni interval. Skup koji sadrk: 

• beskonaean skup iskaznih slova I, 

• logiake veznike: negaciju 	konjunkciju A, 

• listu verovatnosnih operatora: P>, za svaki s E [0,1] n Q, 

• interpunkcijske simbole: desnu ")" i levu " (" zagradu, 

naziva se jezik logike LP i oznaeava sa .Cp (/) 
Skup ForZp (/) klasionih formula, ovog jezika, je najmanji skup konaanih nizova 

simbola iz Lp (I) koji sadr2i iskazna slova i zatvoren je za sledeea pravila: ako su 
i //) klasione formule, to su i 	(co A 0). Skup . Forrp (i) verovatnosnih formula je 
najmanji skup konaenih nizova simbola iz Lp (I) koji zadovoljava sledeee uslove: 

• ako cp E Forip(/) i s E [0,1] n Q, onda je P>sco verovatnosna formula; 

• ako su 1 i verovatnosne formule to su i 	(4) A W). 
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Skup ForL p(I) formula ovog jezika je For& (/) U ForLp (I). Radi lakkg pisanja 
formula usvajamo standardnu konvenciju o izostavljanju nekih od interpunkcijskih 
simbola. Takode, radi preglednijeg zapisivanja formula, u ovoj logici, uvode se i 
sledeei verovatnosni operatori: 

n 	def 
• -r<sCP = '-r>sq, 7 

def 
• P<.s (i0 	P>1-s -V) 

def n  
• 1->s (P "1-<.s (P7 

def 
• P=sco = P>s(to A -7 P>sio. 

Klasiani iskazni veznici V, 	i .<=> uvode se na standardan naein. Takode, sa 
oznaeavaeemo formulu 'I. A 	za proizvoljno E ForLp(I). 

Aksiomatski sistem, za logiku LP, sadr2i sledeee shema aksiome: 

(1) sve instance klasionih iskaznih tautologija, 

(2) P>oco, za sve co E For 5,(/), 

(3) P<rcp 	P<sc,o, za sve co E ForLp(I) i s,r E [0, 1] n Q takve da je s > r, 

(4) P<scp 	P<sco za sve :9 E ForS,(/) i s E [0,1] n Q, 

(5) (P>rco A P> s 'IP A P>_ 1( -'co V --10) 	P>min{1,r±s}(c0  V 11)) za sve co, b E ForLp(I), 
S E [0,1] n Q, 

(6) (P<rcp A P<8 0) 	P<r+s(cp V 0) za sve cp,0 E ForLp(I), s, r E [0, 1] n Q takve 
da je r + s < 1. 

i pravila izvoctenja: 

(R1) iz 1 i 	W , sledi 	za sve 	E Forg(/) iii (D, 111  E Forrp(/), 

(R2) iz co, sledi P>1(p, za sve co E Forfp(/), 

(R3) iz i = P>s_ik cp, za svaki prirodan broj k > s , sledi (I) 	P>scp, za sve (I) E 
Forrp (/), cP  E ForLp (I) 

Definicija. Formula (1. je teorema aksiomatskog sistema za logiku LP, u oznaci 
HLp ED, ako postoji najvik prebrojiv niz formula (I)i, , 4), takav da je svaka 
formula (D i , aksioma iii je pomoeu nekog od pravila izvoctenja izvedena iz prethodnih 
formula tog niza. Niz formula (D i , , je dokaz formule 

Definicija. Formula je sintaksna posledica skupa formula T C ForLp(I) iii 
teorema teorije T, u oznaci T 1-L F. i , ako postoji najvi§e prebrojiv niz formula 
c11, (1)2, . , takav da je svaka formula (D i , aksioma iii pripada skupu T ili je pomoeu 
nekog od pravila izvoctenja izvedena iz prethodnih formula niza. 

Indeks LP u oznakama 1-Lp . . . i T 	p . . . neeemo navoditi kad god nema 
opasnosti od zabune. Oznaku 	V . . . koristimo sa znaeenjem: nije 	.... 

Definicija. Teorija T C ForLp(I) je neprotivreena ako postoji formula cp E 
ForLp(I) takva da TI/Lp cp i postoji formula (I) E Forrp (/) takva da TVLp (I). Teorija 
T je maksimalno neprotivretha ako i samo ako je T neprotivreena teorija i va2i: 
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- za sve cp E ForZp (/), ako je THLp(p, onda cp ET i P>igo E T, 

- za sve .13 E Forrp (/), iii (13 E T iii -4 E T. 

Teorema 3.1.1 Za sve cp , E Forg p (I) 

(1) H P> ( 	) 	(P> ,(0 = I> ). 

(2) H P>). (So 	(P>ico P>04 

(3) H P>7.( p 	P>sco, r > s. 

(4) H P>i((p A 0) 	(P>iyo A P>10)• 

(5) H (P>ico A P>10) 	P>i (co A 0. 

(6) H P>1(40  A?) '4=> (P> co A P>oP). 

Dokaz. (1) Ako je s = 0, tvrdenje oeigledno va2i. Neka je s racionalan broj iz 
(0,1]. Primetimo najpre da je, prerna pravilu izvoctenja (R2), 

P>1 (-icp A —II) 	 (1) 

jer je 	A —11. Slieno, iz H 	A -, 1) V —1 -1(p imamo 

	

H P>1 ((--y A --11) V --r-qp). 	 (2) 

Prema aksiomi 5, imamo 

	

(P>s40 n P>o-LL A P>1( -'c.0 V -II)) 	P>s((p V 1). 

Pogto je H P>cci-L, prema aksiomi 2, iz (1) sledi da je 

	

H P>scp 	P>,((lo V 1). 	 (3) 

Formule P>s (co V I) i 	mo2emo zapisati i na sledeei naein P<1_ 8 ( --qp A -II) 
i 	redom. Prema aksiomi 6, imamo 

	

(P<1-5('40  A '1) A P<.9-'-'(P) 	P<1(('So A —11) V 'Tho). 

Iz (2) dobijamo 	(P<1-5( -in —II) A P<s-i-N,0) = (P< 1(( --q,o A 	V -,-, (p) A 
-1P<1 ( ( -1 (P A -II) V 	Dakle, P<1_, (-qp A -II) 	 tj• 

	

P>s (co 	P>s-r-v. 	 (4) 

Iz (3) i (4) dobijamo 

	

P>s(P 	P>s-r-ico. 	 (5) 

	

Negacija formule P>1((p 	(P>s(P 	P>80) ekvivalentna je sa P>1(-qp V 
0) A P>scp A P<s1P. Prema (5) poslednja formula implicira P>1(---qp V 0) A P>,--, --Kp A 
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P<,* iii , zapisano u drugom obliku, P>_ 1  Hp V 0) A P<i-s-V A P<s '11). Prema aksiomi 
6 je 

P<1_, --qp A P< s * 	P<i( -"lco V IA
deg i kako je P<1(P 	-1P>ico, imamo da je: 

H ---.( 13?1((P 	771)) 	(P>s(P 	P>szP)) 	-13>i(-1(P v 	A -1 P>1(-V V 0), 

§to je kontradikcija. Dakle P>i  (co 	(P>s(P = P>50). 
(2) Posledica tvrdenja (1). 
(3) Prema aksiomama 3. i 4. je P>rco 	P>scp, za r>siH P>,cp 	P>.540, 

sledi da je P>r(p 	P>sco, za r > s. 
(4) Dokaz je: 
I- (go A 0) 

( w  

P>1((Ca A 0) 	So) 
P;1((co A 0) 
P;1(co A IP) 	P>i(to 

[-- P>i((io A 0) = P>10 
P>1(Co A 0) 	(P>140  A P>10) 

(5) Dokaz je: 
H 	(tP 	(40  A 0)) 

P>i(49 	(40  A On 
F- P>ico 	P>i( 	( (io A 0)) 

P>1cp 	( 1'>10 	P>i(co A IP)) 
(P>140 A P>01) ) 	P>i ((t) A 0)• 

(6) Posledica tvrdenja (4) i (5). ❑ 

Teorema 3.1.2 (Teorema dedukcije) Ako je T proizvoljan skup formula a (I. i 

T obe bilo klasiene, bilo verovatnosne formule takve da je T U {(13.1 onda je 

T 

Dokaz. Ako su 	i T klasiene formule, dokaz je identiean kao dokaz teoreme 
dedukcije u klasienom iskaznom raeunu. 

DokaEmo da za sve verovatnosne formule (1) i' iz TU {(1.1 	sledi T 	T. 
Dokaz izvodimo transfinitnom indukcijom po du2ini dokaza za 'P iz T U {c1.}. Ako je 
duEna dokaza 1, tada je formulae aksioma T E T ili je T = (1). Ako je T aksioma 
ili ako T ET,s obzirom da je T 	T) instanca klasiene tautologije, koristeei 
pravilo (R1) dobijamo T F- 	T. Kada je T = 	imamo da je T 'I.= T, 
jer je Pretpostavimo, dalje, da tvrdenje va2i za sve formule, dokazive 
iz T U {(1.1, eija je duEna dokaza manja od k > 1. Neka je k duEna dokaza za T 
iz T U {(1.1. Formula ponovo mote biti aksioma iii pripadati skupu T iii je pak 
'P = pri eemu je iz istih razloga kao i malopre T F- 'P. Formula', u ovom 
slueaju, mote biti dobijena i primenom nekog od pravila izvodenja na prethodne 
formule u dokazu. Pretpostavimo da je T dobijeno iz T U {(1.1 primenom pravila 
(R1) na formule e i Dokazi za e i e T, iz T U {c1.}, su kraei od k, pa na 
osnovu indukcijske pretpostavke je T .13. 	 (I)= (e 	T). Dvostrukom 
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primenom pravila (R1) na aksiomu (d) 	(0 	T)) 	(((1) 	0) = ((D. 	T)) 
dobijamo da je T (1,  Neka je T = P>1co dobijeno iz TU{.13, } primenom pravila 
(R2) na klasienu formulu co. Po§to je cp kiasiena a 1 verovatnosna formula imamo 
da je T H yo. Primenom pravila (R2) dobijamo da je T P>i(p odnosno T T. 
Primenom pravila (R1) na aksiomu T T) dobijamo da je T (1,  T. 
Konaeno, neka je T= 0 P>scp, za neke 0 E ForP (I), cp E Forc (/) i s E [0, i]nQ, 
dobijeno iz T U {cD} primenom pravila (R3). Tada je 

T U {(DI H 0 = P>,_ o, za svaki prirodan broj k > s, 
T 	(I) 	(0 = /3, 3 _,1 (p) za svaki prirodan broj k > 	prema indukcijskoj 

hipotezi, 
T (.1) A 0) 	P,S _ k cp , za svaki prirodan broj k > 
T H (1 A 0) 	P>syo, primenom pravila (R3), 
T 	T. ❑ 

Teorema 3.1.3 Svaka neprotivreena teorija T , logike LP, mote se proairiti do mak-

simalno neprotivreene teorije. 

Dokaz. Neka je T neprotivreena teorija, Tc skup svih klasienih posledica teorije 
T i 1) 1 ,1.2, 	jedno nabrajanje svih verovatnosnih formula. Definiimo niz teorija 
To , 711, 712, . 	na sledeei naein: 

1. Neka je To  = T UT U {P>iso : E Tc}. 
2. Za svaki i > 0, ako je Ti  U {(D,} neprotivreean skup formula, tada je T24. 1  = 

Ti  U {(D,}, inaee, 
3. ako je Ti  U 	protivreean skup formula, a (1., formula oblika T = P>,11), 

tada za neki prirodan broj n > s stavljamo da je 14 1  = Tti  U {T 
inaee, 

4. Ti+i  = T,. 
Skupovi formula dobijeni u koracima 1,2 i 4 su oeigledno neprotivreani. Korakom 

3 takocte se dobija neprotivreaan skup formula. Ako pretpostavimo suprotno, da je 
Ti  U protivreean skup formula i da za svaki prirodan broj 7/ > dobijamo 
protivreean skup Ti  U { 	P, s _ 	, tada imamo: 

T, (D.= --43,_11/) H 1, za svaki prirodan broj n > 

Ti 	 za svaki prirodan broj n > S , prema teoremi dedukcije, 

Ti H (13. 	, za svaki prirodan broj n > 	prema klasienoj tautologiji 
B) (A 

Ti  H T 	prema pravilu izvoctenja (R3), 

odakle sledi da je Ti  protivreaan skup formula. Kontradikcija. Dakle svaki skup T i 
 je neprotivreean. 

Neka je T* = 	Doka2imo da je T* deduktivno zatvoren skup formula koji 
je neprotivreean, tj. ne sadr2i sve formule. Ako je co klasiona formula, po definiciji 
skupa To , formule co i 	ne mogu istovremeno pripadati skupu To . Slieno za svaku 
verovatnosnu formulu .01) skup T* ne sadr2i obe formule = (D, i 	= (DJ , jer bi 
tada Tmax{i,j }+1 bio protivreaan skup. Dalje, ako je co klasiena formula takva da je 
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T* cp, tada, prema definiciji skupa To , co E T* i P>iso E T*. Za svaku verovatnosnu 
formulu takvu da je T* molemo dokazati da (I) E T*. Neka je ‘11 1, W27 • • •  
dokaz za 1 iz T*. Dovoljno je dokazati da za svaki i E N, Wi E T*. Lako se vidi da 
svaka formula eiji je dokaz iz T* konaean mora pripadati skupu T*. Pretostavimo da 
je formula T i , oblika W = P>s*, dobijena primenom pravila (R3) na odgovarajuee 
formule skupa T*. Prema indukcijskoj hipotezi za svaki k > s, W P>s_ 7,b E T*, 
pa za svaki k > s postoji Tik  da kli 	 E Tzk . Ako T, ¢ T*, prema koraku 
3 konstrukcije, skup Tz+i , pa time i skup T*, sadr2i formulu 	P>s_171), za neki 

- 

n > s, §to je nemoguee jer je skup Tmax{i+i,i„}+1 neprotivreean. 
Najzad, doka2imo da za svaku verovatnosnu formulu 	cl) iii 	pripada T*. 

Neka je (1. = (D i  i —021. = 	Tada je 

Tmax{i,j}, I)  F- 1, 

Tina,{ i j }, —01) [- 

Tmax{io } F- cD A -4, 

pa je Tma„{id} protivreena teorija. Kontradikcija. ❑ 

Definicija. Bulov model za LP logiku je svaka struktura (B, f, p), gde je B 
Bulova algebra, f B—interpretacija skupa Forfp (/) klasienih formula a µ mera na 
B. 

Definicija. Neka je (B, 	prizvoljan Bulov model za logiku LP. Formula 
(1) E ForLp(/) va2i u modelu (B, f, p.), u oznaci (B, f, 	ako va2i: 

—ako (1. E ForZ(/), onda (B, Liz) j(I) ako i samo ako f ((1.) = 1, 

—ako je = P>s(P, cp E Forfp(/), s E [0,1] n Q, onda (B, f, bt) 	43. ako i samo 
ako p(f ((p)) _5: s, 

—ako je (I) = 	A 8, (II, 0 E Forrp(/), onda (B, f, p,) 	ako i samo ako 
(B, f, 	(B, f, tt) 	8, 

—ako je 	= 	E Forrp(/), onda (B,f,A) 	ako i samo ako nije 
(B, f, kt) 

Definicija. Formula (I. je zadovoljiva ako i samo ako postoji Bulov model 
(B, f, p.), takav da (B, Liz) (D. Formula je valjana, u oznaci (D, ako i 
samo ako je zadovoljiva u svakom Bulovom modelu. (B, f, je model teorije T ako 
i samo ako za svaku formulu (I) E T, (B, f, (D. Oznaku t7L koristimo sa 
znaeenjem: nije 

Teorema 3.1.4 (Teorema saglasnosti) Svaka teorija logike LP koja ima model 

je neprotivredna. 

Dokaz. Dovoljno je pokazati da su aksiome, za LP, vaijane u odnosu na klasu 
Bulovih modela i da pravila izvoctenja euvaju valjanost. 

Lako se pokazuje da su sve aksiome valjane. 
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Neka su i W obe klasione iii obe verovatnosne formule, takve da su i (1) 
vaijane. Ako pretpostavimo da 	postojaee Bulov model (B, f, 	takav da 
(B, f, u) 	ill. Po pretpostavci je (B, f, p) 	W, pa je (B, f, p.) 	§to 
protivreei valjanosti forrn.ule Ako je cp e FOrip(/) valjana formula, onda je za 
svaki Bulov model (B, f, p), f (cp) = 1 pa i kt(f(v)) = ,a(1) = 1, odakie sledi da je 
(B, f /-1 ) = P>i(P- 

Konaano, pravilo izvoctenja (R3) euva valjanost jer je urectenje realnih brojeva 
arhimedovsko. ❑ 

Teorema 3.1.5 (Teorema potpunosti) Svaka neprotivre6na teorija logike LP 

ima Bulov model. 

Dokaz. Neka je T neprotivreana teorija. Prema teoremi 3.1.3. postoji maksi-
malno neprotivreano progirenje T* teorije T. Neka je skup svih klasienih posledica 
teorije T, a BTc Lindenbaumova algebra teorije Tc i f : Forfp (I) BTc kanonsko 
preslikavanje definisano sa f ((P) = [co]T., co E ForF,p(/). Neka je 1.1 : BTc —4 [0,1] 
definisano sa: 

/2([(p] 7-c ) = sup{r E [0,1] n Q: P>7.cp E T*1, cp E Forfp(/) 

Dokazaeemo da je µ mera na BTc. 

Prvo, doka2imo da je µ dobro definisano. Dovoljno je dokazati da za sve cp,V) E 
ForZp (/), ako je 	[IP] 2-c , onda je i A([C°1T.) < it(['iTc)• Zaista, ako je ['P]T. 5_ 
[0]Tc, biee TC [-- (so 	0) pa i TE-P>i(W = 0). Dakle, ako P>,cp E T*, onda 
P>sti) E T*, Pa je bi([(PiTc) 5- /-1 ([11dTc)• 

Lako se vidi da je p(1) = 1. 
Najzad, pokaEmo da je 11, ([ (P]Tc) + 	 11.([40]T. + [0]2,), za sve (19, '11) E 

ForS,(/) takve da je [so] Tc  • [tp]Tc  = 0. Neka je /-1 ([(4.) = r, 11 ([0]Te) = s. Tada 
je r + s < 1. Pretpostavimo da je r > 0 i s > 0. Zbog monotonosti, za sve 
racionalne brojeve r' E [0, r) i 	E [0, s) imamo da P>s4 E T*. Dakle, 
P>ri --1-5 1 ( (P V 	E T*, pa je r+ s < sup{t E [0,1] n Q : P>t (cp V IP) E T*}. Ako 
je r + s = 1, oaigledno tvrctenje vaL. Pretpostavimo da je r + s < 1. Ako je 
r + s < to = sup{t E [0, 1] n Q : P>t (so V V)) E T*}, tada je za sve racionalne brojeve 
t' E (r s, to), 13>ti(co V V)) E T*. Izaberimo racionalne brojeve r" > r i s" > s 
takve da —1 P>ril(P, P<ril CP, —IP>sull), &ell!) E T* i r" + s" = t' < 1. Tada, imamo 
da P<ruco E T* i da V 0), -'P>ru-1-.9,, (cio V 0), -'P>t'(co V E T* §to je 
nemoguee. Dakle, A(M TC ) 	p ( ircok [0],/,c ). Dokaz je sliean za r = 0 i 
s = 0. Dakle, µ je mera na BTc. 

Lako se vidi da je (BT., fT., IL) Bulov model teorije T. ❑ 
Bulov model neprotivreene teorije T konstruisan u dokazu teoreme potpunosti 

naziva se kanonski Bulov model. 

Teorema 3.1.6 Neka je T C ForLp(I) maksimalno neprotivreena teorija, a Tc 

skup njenih klasijnih posledica. Funkcija 1.1 : BTc 	[0, 1] definisana sa 1-1 ([(4c) 

sup{r E [0, 1] n Q : P>7.cp E T}, (p. E ForEp(/) je jedina mera na BTc, takva da je 

(arc, frc, kt) Bulov model za T. 

25 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Dokaz. Neka je T C ForLp(I) maksimalno neprotivreena teorija, 1 -7c skup njenih 
klasienih posledica, a µ : BTc [0, 1] mera na BTc takva da je (B 2-c, Bulov 
model za T. Neka je, dalje, y E For5,(/) proizvoljna klasiena formula, i m = 
sup{r E [0,1] nQ : P>rcp E T}. Doka2imo da je p([y] Tc ) = m. Za svako r E [0, 1] nc2 
takvo da P>rco E T je A([ (PiT.) > r, pa je /1 ({C0]TC) > m. Pretostavimo da je 
p([y] Tc ) > m. Tada postoji racionalan broj q iz [0, 1] takav da je p([go6) > q > m. 
Prema izboru broja m, P>qco 0 T. Po§to je T maksimalno neprotivreena teorija, iz 
poslednjeg, sledi da E T, pa po§to je (B Tc, fTc, 1.1) Bulov model za T, imamo 
da je p([y]Tc ) < q §to je nemoguee prema izboru broja q. ❑ 

Interesantno je pomenuti da svaka neprotivreena teorija T C ForLp(I) ima i 
Bulov model (B, f, p) sa strogo pozitivnom merom p na B. 

Teorema 3.1.7 Svaka neprotivrecna teorija T C ForLp(I) ima Bulov model sa 

strogo pozitivnom merom. 

Dokaz. Neka je T neprotivreena teorija, a T* njeno maksimalno neprotivreono 
proM.renje. Neka je dalje Tc = {y E Fori;(1) : P>icp E T*}. PokaEmo, indukcijom 
po duEni dokaza, da za svaku formulu cp E ForLp(I), ako je Tc cp, onda mora 
biti cp E Tc, odakle ee slediti i neprotivreonost teorije Tc. Oeigledno sve klasione 
tautologije pripadaju skupu Tc. Neka je formula co E ForZp(I) dobijena iz 1,0 i 
cp primenom modus ponensa. Na osnovu indukcijske pretpostavke sledi da P>10, P>1 (0 	E T*. Prema teoremi 3.1.1(2) je P> 1 (0 	go) 	(P>10 	P>1W), 
pa primenom modus ponensa, dobijamo da P>icp E T*, po§to je 	deduktivno 
zatvorena teorija. Dakle, cp E Tc. 

Neka je BTc Lindenbaumova algebra teorije Tc, f : ForZp (I) --+ BT C kanonsko 
preslikavanje, a AL : BTc 	[0, 1] definisano sa: 

p([y] Tc ) = sup{r E [0,1] n Q: P>,.(p E T* }, E For S,(1). 

Kao u dokazu teoreme 3.1.5 se pokazuje da je /./ mera na BTc kao i da je (BTc, f, 
Bulov model teorije T. Poka2imo da je p i strogo pozitivna mera na BTc. Ako je 
c,o E ForF,p(/) klasiena formula takva da je kt(R01 7,c ) = 1, tada se lako zakljuOuje da 
P>i y E T* , pa y E Tc , tj. koj Tc  1.0 

3.2 Logika LP(n) 

Logika koju eemo razmatrati u ovom odeljku je restrikcija logike LP, u kojoj su 
dozvoljene samo verovatnoce sa konaanim unapred fiksiranim rangom, §to ima za 
posledicu va2enje teoreme kompaktnosti. 

Neka je n > 0 prirodan broj i S n  = {0, -717, 	Th=1„ 1}. Jezik logike LP(n) razlikuje 
se od jezika logike LP jedino u tome §to su dozvoljeni samo verovatnosni operatori 
P>, za s E Sn . Skup ForZp(n) (/) klasianih formula ove logike isti je kao za logiku LP, 
dok u skup Forrp(n) (/) verovatnosnih formula ulaze sve verovatnosne formule E 
Forrp(/) u eijem gractenju ueestvuju samo verovatnosni operatori dozvoljeni u ovoj 
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logici, tj. operatori P>9, s E Sn . Neka je ForLp(n)(/) = ForZp(n) (/) U Forrp(n) (/). 
Primetimo da je UnEN ForLP(n)(/) = ForLp(I). 

Skup aksioma za logiku LP(n) isti je kao za LP, uz ograniaenje da instance 
akioma moraju biti u skladu sa pravilima za formiranje formula, tj. u verovatnosnim 
formulama mogu se pojavljivati samo operatori P>s, s E Sn . Takocte, i ovde su 
pravila izvoctenja (R1) i (R2), dok je pravilo (R3) zamenjeno novim: 

(R3n ) za sve 	E ForLp(n)(/), cio E ForZp(n) (/), iz 	P>s_iy, sledi cl) 	P>s(p, za 
s E Sn  {0}, a iz 	P>oco, sledi 	P> i(p. 

Pojmovi teorema i dokaz (iz hipoteza) defingu se na uobieajen naein. PoSto 
beskonaano pravilo izvoctenja (R3) logike LP nije ukljuoeno u aksimatski sistem ove 
logike, dokazi su konaani, tj. nizovi formula u dokazima mogu biti samo konaeni. 

Pojam Bulovog modela za LP(n) defini§e se na isti naein kao za LP, s torn 
razlikom §to se za kodomen mere na odgovarajueoj Bulovoj algebri uzima skup S n . 
Zadovoljivost formule u modelima pomenute klase definiSe isto kao za LP, a i dokaz 
teoreme saglasnosti je isti. Dokaz teoreme potpunosti se sprovodi kao u prethodnom 
odeljku, uz jasno ogranieenje da su izvoctenja konaena (u konstrukciji maksimalno 
neprotivreene teorije ne koristi se korak (3)), pri aemu se u kanonskom modelu, za 
datu neprotivreenu teoriju T C ForL p(n)(/), mera definiSe sa: 

11 ({40}T.) = max{r E Sn  : P>r(p E T*}, 

gde je Tc skup klasienih posledica od T, a T* maksimalno neprotivreana ekstenzija 
teorije T. 

3.3 Veza izmeclu LP i LP(n) 

Primetimo da je formula 'I. ='(p 1 , 	, pn ) valjana (zadovoljiva), u LP ili u LP(n), 
ako za svaku (neku) meru i : B 	. , pn ) --+ [0,1] 	B (pi , • • • pn ) --+ Sn  imamo 
da (B(p 1 , 	, pn ), f, 	gde je B(p i , 	, pn ) Lindenbaumova algebra formula 
u eijem grad-enju ueestvuju samo iskazna slova skupa {pi,..•,P.}, tj. B(p1, • • - 
je slobodna Bulova algebra generisana sa {p i , 

Neka je (1. E Forrp(.0 a pl , 	, pn  lista razlieitih iskaznih slova meclu kojima se 
nalaze sve promenljive koje se javljaju u formuli 43. Atom a je svaka formula oblika 
±pi  A ... A ±pri , gde je ±pi  ili pi , ili —p i . Klasienim iskaznim rasuctivanjem mote se 
dokazati da je formula (1. ekvivalentna, u LP a takocte i u LP(n), formuli 

m ki 

DNF((D) = V A Pi,p5NDFi,;(p1, • ..,pn) 
i.1 3 .1 

gde je Pi ,j  operator P>7.ij  ili P<rii  a SNDFij (pi , 	,pn ) je klasiena formula u 
savr -Senoj disjunktivnoj normalnoj formi, tj. SND-Fi,i(Pi, • • 'pm) je disjunkcija 
nekih atoma. Formula (I. je zadovoljiva ako i samo ako je bar jedan disjunkt iz 
DiVF((1) zadovoljiv. Neka je x i  mera atoma a i . Izraz a E SNDFi,;(pi,...,pn ) 
oznaeava da se atom a javlja u SNDFij (p i , ,pn ). Dakle, disjunkt Di  = 
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,p,i ) iz DNF(.1.) je zadovoljiv ako i samo ako je zadovoljiv 
sledeei sistem linearnih jednaeina i nejednaeina: 

Xi = 1 
i=1 

xi > 0, za i = 1, ... , 2 97  

xl 
< 	ako 	= P<rii  

{ > rii, ako Pi,i = P>ri;  . 

Teorema 3.3.1 Ako je C E Forrp (I), onda =LP G ako i samo ako 	za sve 

n E N takve da 1 E Forrp(n) . 

Dokaz. Za svaki disjunkt D i , i = 1, 	, k iz DNF(--4) neka je S(i), i = 1, 	, k 
odgovarajuoi sistem jednaeina i nejednaeina sa racionalnim koeficijentima. 

Ako je 	tada svaki S(i), i = 1, 	, k nema re§enja u skupu realnih brojeva 
R, pa ni u skupu Sn , za svaki n E N. Dakle, LP(rt)(1' za sve n E N, takve da 

E Forrp(n) . 

S druge strane, ako je 
LP(n)11‘ tada svaki sistem 

u Sn , za sve n E N takve da E Forrp(n) , pa nema 
brojeva Q. Po§to su koeficijenti sistema S(i),i = 1, 
S (i), i = 1, . . . , k nema re§enja ni u R. Dakle, 1,.p 11)  

3.4 Interpolacija 

Teorema 3.4.1 Neka su T1  C ForLp(h ) i T2 C ForLp(12 ) neprotivredne teorije 

takve da je T1  n T2 C FOrLp(ii n12) maksimalno neprotivredna teorija. Ako su Tf i 

konzervativne ekstenzije teorije (T 1  n T2 ) c  , a (T1  U T2) c  konzervativna ekstenzija 

teorija Tf i T2 i  gde su Tf, T2, (T 1  rl T2) c  i (Ti  U T2 ) c  skupovi svih klasidnih posledica 

redom teorija T1 , T2, n T2 i T1 U T2 , tada je T1  U T2 neprotivreana teorija. 

Dokaz. Neka su (B 7-7 , 	p 1 ) i (B7-2 , f72 , p2 ) kanonski Bulovi modeli redom 
teorija T1  i T2. 	Pokazaeemo da, postoji mera µ na B( T1uT2). takva da je 
(B(Ti uT2 )c, .fmuT2)c 7 kt) Bulov model za T1  U T2. Po§to je (T1  U T2 ) c  konzervativna 
ekstenzija teorija Tf i T2, BTf i BTT su podalgebre od B(T1uT2 )c• Slicno, B(T1nT2 )c je 
podalgebra kako od 11/4 tako i od BT,;. Dakle, 

(B(T1nx2)c 	 1B(T1nT2)c) 

(B(T,nT 2 )c 471 nT2)c /-42 I B(TI nT2 
su Bulovi modeli teorije T1  n T2. Po§to je T1  n T2 maksimalno neprotivreena teorija, 
imarno da je 	= p2 ([0]) za sve 8 E ForZp(ii n /2). 

aiESNDFij (P1 ,--,Pn) 

S (i), i = 1, . 	k nema re§enja 
re§enja ni u skupu racionalnih 

,k racionalni brojevi, svaki 
. ❑ 
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Za sve (p i  E ForZp(h) i sve (p2  E Forfp(h) takve da je 	(p i 	492 , prema 
teoremi interpolacije za klasiean iskazni raeun, postoji formula ( 19 E Fori:p(Ii  n 12) da je 	(pi 	y i 	y 	c02. Dakle, za sve co l  E ForiC,p(ii) i sve co2  E ForZp(h), 
takve da je [(p i ] _< [y2 i, biee pi([4011) 5 = /12(M) C 122([402]), za neko y E 
For P(I1  n12 ). Prema teoremi 2.3.9 postoji mera µ na B(2 ,, u2-.2 )c koja je zajedniaka 
ekstenzija mera µ1  i k22 , pa je (B(TiuT2 )., f(T1 uT2)c, kt) Bulov model teorije T1  U T2 .0 

Slieno prethodnoj teoremi mote se pokazati da va2i i sledeee tvrctenje. 

Teorema 3.4.2 Neka su Ti C ForLp(ri)(Ii ) i T2 C ForLp(n)(I2) neprotivreone 

teorije takve da je T1  n T2  c ForLp(n)(li n 12) maksimalno neprotivreana teorija. 

Ako su Tf i T2 konzervativne ekstenzije teorije (T 1  n T2) c  , a (T1  U T2 ) c  konzervativna 

ekstenzija od Ti i 	tada je T1  U T2 neprotivrejna teorija logike LP(n). 

Teorema 3.4.3 (Interpolaciona teorema) Ako je verovatnosna formula, neka 

je r((p) skup svih iskaznih slova koja se pojavljuju u formuli 	Ako su (I) i 

verovatnosne formule takve da (D. nije kontradikcija, 	nije valjana i Lp (.31. 

tada za proizvoljno veliki prirodan broj 77, E N, takav da 	T E Forfp( ,) , postoji 

verovatnosna formula 8 takva da je 1,p(ri) (1' 	e, Lip (n ) e 	w i r(e) 
	

r((D) n 
F(T). 

Dokaz. Neka je no  E N prirodan broj takav da 	T E Forrp(no) . Po§to 
(I) nije kontradikcija postoji n 1  E N i mera Ju l  : B(r(c) --+ S„, takva da je 
(B(r(q))), f, 	(D. Sham). po§to T nije valjana formula postoji n 2  E N i mera 
kt2 B(r(T)) --+ Sn 2  takva da je (B(r(T)),f,p2) 	Neka je n E N priro- 
dan broj takav da jeS

, 1 , Sn2 C Sn , a al, • • • , a 2k lista atoma iskaznih slova iz 
n r(w). Neka je 

	

A = 	 p(a2k)) : p, : B(r(cD)) --+ sn , (B(r(iI.)), f, µ) 	1, 1 

B = {(,a(a1), • • • ,1-1 (a2k)) 	B(r(T)) --+ sn, (B(r(T)), f, 

	

Pogto je = Lp (1. 	') biee i Lp( 71)( (l' 	prema prethodnoj teoremi imamo 
da je A n B = 0. Neka je e1  = 	 gde je 7ri [A] skup i—tih koordinata 
2k —torki iz A i P, i [A]ai = VsEri[A] P—sai• Slieno, neka je 	= 	 gde 
je 7ri [B] skup i—tih koordinata 2 k —torki iz B i P,i [B]ai = VsE,,,[2] P_s ai . Tada je 

e1 i 	e2 Pa i .Lp(7-) -182 	Po§to je, A n B = 0 imamo 
HL,p(n) 81 = -02.0 
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3.5 OdrecTivanje interpolanta u nekim slueajevima 

U nekim specijalnim slueajevima interpolant se mote efektivno odrediti i u LP 
logici. Radi jednostavnijeg izra2avanja, u daljem tekstu, ka2emo da netrivijalno 
va2i samo ako formula (D nije kontradikcija a nije valjana formula. 

Primer 3.5.1. Neka su cp i klasiene formule, asit racionalni brojevi iz [0, 1], 
s > t tako da je netrivijalno = P>,cp = P>tO. Primetimo najpre da je t > 0 i 
da nije tautologija jer P>t0 nije valjana formula, a pogto je s > t > 0, co nije 
kontradikcija jer to nije formula P>syo. Takocte treba primetiti da tada netrivijalno 
vazi i cp t'. Ako bi bilo 13& co skup {co, —0} bi bio neprotivreaan, pa bi 
takav bio i skup {cp, 	P>lco, P>1-0}, u LP logici, §to je nemoguee jer u modelu za 
poslednji skup formula ne bi va2ilo P>s(p 	P>t1/). Pogto je netrivijalno 
prema interpolacionoj teoremi za klasiean iskazni raeun postoji formula 8, koja je 
gractena samo od iskaznih slova koja se pojavljuju i u cp i u 	takva da je cp = 0 
i 	odakle se lako vidi da ee va2iti 	P>s co 	P>r0 	P>r0 	P>t0 za 
svaki racionalan broj r takav da je s > r > t. 

Primer 3.5.2. Bulove ideje pomenute u Primeru 2.3.2 uop§tio je Halperin 
(Theodore Hailperin) u [3] re§avajuei sledeoi problem: ako su co i (Ai , .. • , An), • • , 
corn (Ai , .. • , An), 0(A1, , A n ) 'Bulove kombinacije' dogadaja (skupova, iskaza) 
A 1 , 	, An  i ako je si  < P(yoi(A i , 	, An )) < ti, i = 1, 	, m, pri eemu su dati re- 
alni brojevi si, ti E [0, 1], i = 1, , m, kako odrediti verovatnoeu P(*(A i , .. • , An))• 
Glavni rezultati ovog istra2ivanja sumirani su u narednom tvrctenju formulisanom u 
terminima teorije Bulovih algebri. 

Tvrdenje Neka su u 1 ,...,um ,v termi jezika Bulovih algebri u kojima se po- 
javljuju samo promenljive xi,...,x n , a µ : B 	[0, 1] mera na Bulovoj algebri B = 
(B,+,•,—, 0, 1). Tada za svaku valuaciju 	,an  E B promenljivih x1,. • • xn 
postoje 2m— arne funkcije 	 : [0,1]2' -4 [0, 1] takve da kad god jeum, 

si  < 	 , an]) < ti  za sve i = 1,...,m vaii s < 	 < t, gde je 
• • • 7  

Ovaj rezultat se lepo mote primeniti na ispitivanje odnosa mectu verovatnosnim 
formulama. Pre toga uvedimo sledeee oznake, koje oe nam biti od koristi: ako je 
cp klasiena iskazna formula, a s i t racionalni brojevi iz [0, 1], neka je Pmco aef 
P>sco A P<tco. Sada, prethodno tvrclenje ima za posledicu sledeee tvrctenje. 

Tvrdenje Neka su 	 klasicne formule. Tada postoje 2m—arne 

funkcije 	
: [0,1]2m —+ [0, 1] takve da je za si, • . • , s m , t1 , • • • ,tm,gym , 

s, t E [0,1] n Q 

P[si,tdSoi A • • • A P[sm,tm]com. 	P[s,t]0 

ako i samo ako je 

, sm , 11 • • • 7 tM)1 -41,...,(pn,  (Si,. • • SM7 t l, • • • trn)] C [S, t 

sm , 	tm ) = S i 	 , sm , 	, tm ) = t 

30 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Neka netrivijalno va2i 	W, pri eemu je (I) ekvivalentno sa 

k 	i 

V A P[aij  
i=1 j=1 

(* ) 

za neke 	,lk  E N, 	E [0,1] n Q, 	E Forfp, i =1,...,k, j =1,..., /i. 
Pogto je = 1 	za sve i = 1, ..., k bite =P[ 	 Neka su 3=1 	aj ,bi  3 

P1 • • • pm sva iskazna slova koja se pojavljuju u obe formule 	i W, a 01 , .. • 'Or= 
lista svih atoma nad promenljivim p i , 	Za fiksirano i E {1, . , k} neka 
je e it  — Let i 	i  (at, 	, 	14, 	, 60, 	— D eti 	i 	, 	, , 	, 	t = (pi,••-7W 	 (P1,•••IWIi 

1, ..., 	Lako se vidi da tada va2i (1. 	Viic_ 1 At2Lni  P[emi t9t , a takode i da je 
\rn 1A 2m  P 	0 t=1 	t 

Prethodni postupak je neprimenljiv ukoliko formula klf nije ekvivalentna formuli 
oblika (*), u LP logici. Medutim, postupak se uvek mote primeniti za nala2enje 
interpolanta u logici LP(n), za svako n E N, zahvaljujuei pravilu izvodenja R3n• 
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4 

Predikatska verovatnosna logika 
prvog reda 

U ovom poglavlju Mee razmatrana logika koja je pro§irenje klasiene logike prvog 
reda. Ova logika je uvedena i detaljno prikazana u [10],[13]. Definisanjem po-
jma Bulovog modela za predikatsku verovatnosnu logiku prvog reda mogu se i za 
ovu logiku dobiti analogni rezultati kao u prethodnom poglavlju, zato oe samo biti 
pokazana teorema potpunosti za klasu Bulovih modela. 

Predikatsku verovatnosnu logiku prvog reda oznaeavaeemo sa LFOP. 
Klasioni jezik prvog reda je svaki skup G = Relr  U Fun, UConstL, gde su Re1L, FunL, Const E  mectusobno disjunktni skupovi. Elemente skupa Rel c  nazivaeemo 

relacijskim znacima, elemente skupa Func  operacijskim znacima a elemente skupa 
Constc  simbolima konstanti. Za svaki jezik na skupu Relc  U Func  definisana je 
funkcija ar : RelLU Fun E  N, koja svakom znaku S E RelLU Fun c  pridru2uje 
neki prirodan broj ar(S), takozvanu arnost iii dufina znaka S. Jezik logike LFOP 
je svaki skup koji sadr2i neki klasiean jezik prvog reda i sledeee simbole: 

• klasiene iskazne veznike: A i 

• univerzalni kvantifikator: V; 

• promenljive: v i , v2 , . 	, vn , ...; 

• interpunkcijske znake: zarez , desnu ) i levu ( zagradu; 

• listu verovatnosnih operatora: P>, za svaki s E [0,1] n Q. 
Skup terama TermL(LF0P) je najmanji skup koji sadrE promenljive i simbole 

konstanti i zatvoren je za pravilo: ako su t 1 , 	, to  termi u F operacijski znak arnosti 
n, onda je i F(t i , 	, tn) term. 

Zatvoren term je term koji ne sadr2i promenljive. 
Ako su t i , 	, to  termi a R relacijski znak arnosti n, onda je R(t i , 	tn ) atomi- ena formula. 
Skup Forg (LFOP) klasionih formula je najmanji skup koji sadrE atomiene for-

mule i zatvoren je za pravila: 

• ako su cp i klasiene formule, to su i cp A i 

• ako je cp klasiena formula, a x promenljiva, tada je Vxco klasiena formula. 
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Skup Forr(LF0P) verovatnosnih formula je najmanji skup koji zadovoljava 
uslove: 

• ako je so klasiCna formula i s E [0, 1] n Q, onda je P>sw verovatnosna formula; 

• ako su 1 i verovatnosne formule, to su i A W i 

Skup formula je Forr(LFOP) = Pori (LFOP) U Fors (LFOP). Klasione vez-
nike V, = i <=> i verovatnosne operatore P>3, P<8  i P<S  uvodimo kao u odeljku 
3.1, dok egzistencijalni kvantifikator sa 3xcp def 

—1 VX -1(19. Kako je skup formula 
induktivno definisan, za svaku formulu potpuno je odrecien skup njenih potformula. 
Niz susednih simbola u nekoj formuli, koji je sam po sebi formula je potformula to 
formule. Pojavijivanje promenljive x u formuli so je vezano ukoliko je x pod dejstvom 
kvatifikatora, tj. x se pojavljuje u potformuli formule cp oblika Vx* iii 3x0, inaee 
je slobodno. Reeenica je svaka formula koja ne sadr2i slobodne promenijive. Ako 
je t term, a w formula, sa co(t/x) oznaeavamo formulu dobijenu iz w kada se sva 
slobodna pojavljivanja promenijive x u formuli cp zamene sa t. Ka2emo da je term t 
slobodan za promenljivu x u formuli cp ako nijedna promenljiva terma t nije vezana 
u formuli so(t/x). 

Aksiomatski sistem, za logiku LP, sadr2i sledeoe shema aksiome: 

(1) sve instance klasionih iskaznih tautologija, 

(2) Vx(cp) 	(cp Vx), gde x nije slobodno u cp , za sve cp E ForZ(LF0P) 

(3) Vxcp 	cp(tlx), gde je t term slobodan za x u cp, za sve cp E ForZ(LF0P) 

(4) P>o w, za sve w E ForZ(LF0P), 

(5) P<7.cp 	P<scp, za sve cp E ForZ(LF0P) i s, r E [0,1] n Q takve da je s > r, 
(6) P‹s cp = P<scp za sve cp E ForZ(LF0P) i s E [0,1] n Q, 

(7) (P>rcpAP>37PAP>i(-icoV -0)) = P>min{l,r±s}(cOVO) za sve cc, E ForZ(LF0P) 
r,s E [0, f] n Q, 

(8) (P<rcc A P<80) 	P<r+s (c0 V 0) za sve cp, V) E ForZ(LF0P), s, r E [0, 1] n Q 
takve da je r + s <1. 

i pravila izvoctenja: 

(R1) iz i 	sledi W , za sve 	E ForZ(LF0P) ili 	E Forf(LF0P), 
(R2) iz cp, sledi Vxw, za sve cp E ForZ(LF0P), 

(R3) iz cp, sledi P>i so, za sve cp E ForZ(LF0P), 

(R4) iz 1 	13, 3 _ cp, za svaki prirodan broj k >3, sledi (13. 	P>sc,o, za sve 	E 
Forr (LFOP), cp E ForZ(LF0P) 

Pojmovi teorema, dokaz, sintaksna posledica skupa re6enica, neprotivreanost sku-
pa ree'enica, maksimalno neprotivreaan skup redenica defingu se kao odgovarajuoi 
pojmovi za LP. Skup konstanti C je skup svedoka teorije T, ako za svaku formulu cp 
takvu da T 3xcp, postoji konstanta c E C takva da je T co(cl x). Na standardan 
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naein se mote dokazati da za svaku neprotivreenu teoriju T i skup novih simbola kon-
stanti C kardinalnosti IForc(LF0P)1, postoji maksimalno neprotivreeno prokrenje 
T* u jeziku G U C teorije T takvo da je C skup svedoka teorije T*. 

Neka je G jezik prvog reda i B = (B,+,.,—, 0, 1) kompletna Bulova algebra. 
B—interpretacija jezika u skupu M, gde je M neprazan skup, je svako preslikavanje 
J eiji je domen G da je: 

• za sve c E Constc, j(c) E M; 

• za sve F E Fun,c , J(F) mar(F)  M; 

• za sve R E Rel L , J(R) 

Umesto J(S) pisaeemo S M  za sve S E G. 
B-model jezika G nad nepraznim skupom M je svaki par (M, J), gde je J neka 

B—interpretacija jezika G u M. 
Valuacija promenljivih Var = {v i , v2 , ...} u skupu M je svako preslikavanje v : 

Var M. Za v : Var M i a E M sa v(x/a) oznaeavamo valuaciju koja svim 
promenljivim dodeljuje iste vrednosti u M kao i valuacija v, osim promenljivoj x 
kojoj dodeljuje vrednost a E M. 

Vrednost terma t jezika G u B—modelu istog jezika nad skupom M za valuaciju 
v : Var 	M, u oznaci tM[v], defini§emo indukcijom po slo2enosti terma t: 

• ako je t promenljiva x E Var, onda je tm[v] = v(x); 

• ako je t simbol konstante c E Const,c , onda je tm [v] = cm ; 
• ako je t oblika F(ti , 	, tn ), pri eemu je F E Func , ar(F) = n i ti , 	,tn, termi 

jezika r, onda je tM = Fm (tr[v], 	, tnm [v]). 

B—vrednost klasiene formule cp jezika G u B—modelu nad M za valuaciju v : 

	

Var 	M, u oznaci 	definikmo indukcijom po slo2enosti formule yo: 
• ako je cp oblika R(t i , 	, tn ), R E Relc, ar(R) = n a t 1 , 	, to  termi jezika r, 

onda je 

• ako je co oblika A 9, za neke formula i 61 , onda je 	= 110[v]llB • 11 0 [41B, 
• ako je cp oblika 	, za neku formulu 0, onda je liCo[v] I I = — 110[11]1113 
• ako je co oblika Vx0, za neku formulu i promenljivu x, onda je 11(00[7)111B = 

ilaEm 110[v(x/a)]11B. 

B—vrednost reeenice cp u nekom B—modelu ne zavisi od valuacije promenljivih 
pa jednostavno pikmo IIcpIIB 

Bulov model jezika G za logiku LFOP je svaka uredena eetvorka (B, M,J,,u), 
gde je B Bulova algebra, M neprazan skup, B—interpretacija jezika LuMip 
mera na B. Formula (1. E Forc (LF0P) vak u Bulovom modelu (B, M, J, za 
valuaciju v : Var 	M, u oznaci (B, M, J, 	(1, [v], ako i samo ako je: 

• ako je (1. klasiena formula, 

• ako je 	oblika P>scp, za neku klasienu formulu cp i neki s E [0,1] fl Q, 
A(iiCo[v]iiB) 	s; 

; Mar(R) _+ B.  

11 (P[v]lls = Rm 	[v], 	, trim [v]); 

11 (D [v111 B =1 ; 
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• ako je oblika w A 8, za neke verovatnosne formule W i 6, (B, M, J, 12) W[v] 
i (B, 	e[v]; 

• ako je oblika 	za neku verovatnosnu formulu W, nije (B, 	W[v]. 

Teorema saglasnosti u odnosu na ovako definisanu kiasu modela lako se dokazuje. 

Teorema 4.0.1 Svaki neprotivredan skup redenica T ima Bulov model 

Dokaz. Neka je T* maksimalno neprotivreena ekstenzija skupa T sa skupm 
svedoka C, TC skup svih klasienih posledica skupa T, BTc Lindenbaumova al-
gebra teorije Tc i D skup svih zatvorenih termova jezika teorije T*. Defini§imo 
BTc —interpr etaciju J datog jezika u D na sledeoi naein: 

• za c E Constr , neka je J(c) = c; 

• za F E Func , ar(F) = n i proizvoljne t 1 , . 
F(ti,...,tn); 

• za R E Rel r, ar(R) = n i proizvoljne t 1 , 
[R(t i , 	, tn )k. 

Neka je µ : BTc —4 [0, 1], preslikavanje definisano sa 

p(kok = sup{r E [0, ].] fl Q : .13?,.(p E T*}. 

Lako se pokazuje da je p, mera na BTc, kao i da je (B 2-c, D, J, p) model skupa 
reeenica T*, pa time i skupa T. ❑ 

,tom  E D, nekaje ,7(F)(ti, • • • , tn) 

. , t„ E D, neka je J(R)(ti, • • tn) = 
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