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PREDGOVOR

Kao prirodan nastavak proucavanja efektivnih operacija nad
brojevima javlja se proufavanje takvih operacija nad funkcijama.
Osnovna razlika je u tome Sto je broj konad¢an a funkcija, po pra-
vilu, beskonacan objekat, pa ¢e glavnu ulogu imati konaéna podfun-
kcija odnosno broj koji joj se moZe pridruziti. Tako dolazimo do

pojma rekurzivnog operatora.

U uvodnom dijelu ovoga rada daju se uobifajene napomene O
oznakama i neki poznati rezultati teorije efektivne izradunljivos-
ti koji se kasnije koriste. Dokazani su opS$tiji oblici teoreme
Rice-Shapiro nego S$to se u navedenoj literaturi mogu nadi mada se

dokazi potpuno oslanjaju na dokaz dat u knjizi od Cutlanda ([2]).

U drugom dijelu razmatraju se rekurzivni operatori
o) :jm_' jn (n>1), gdje su Tm ijn klase m-arnih odnosno n-arnih
funkcija nad N. Ovi operatori izloZeni su uglavnom na nadin kako
se to &ini u [2] (glava 10) pri &emu se i tvrdjenja data za opera-
tore & : :';1 - 3rl ovdje dokazuju za operatore q::j'm—'j‘n. Dat je
i veéi broj primjera konkretnih operatora.

U trecdem dijelu se razmatraju rekurzivni operatori
b: 'Tm X «o. X Tm ‘—’}'n kao uopStenje- operatora iz drugog dijela i
dokazujé da vaze anilogna tvrdjenja. Primjerom 3.3. pokazuje se da
se ta tvrdjenja ne mogu svesti na prethodni slu¢aj na prirodan na-
¢in tj. primjenom uobicajenih kodiranja k-torki prirodnih brojeva.
Dokazuje se tecrema o nepokretnoj tacki za operatore

d: };1x ..N?Q—*j;l(teorema 3.5.) kao i neka varijanta teoreme o

nepokretnoj tacki za k-torku operatora cbi: }-m X.e..X Srm _"Tm '
1 k i



l<is<k, (teorema 3.6.) Sto predstavlja uopStenje i rjeSenje za-

datka formulisanog u [2] (zad. 3, str.207).

U Cetvrtom dijelu se uvode efektivni operatori nad podskupo-
vima od N tzv. operatori prebrojavanja, a rekurzivni operatori
nad funkcijama dobijaju kada se operatori prebrojavanja primjene
na jednoznadéne skupove. Takav pristup pojmu rekurzivnog operatora
dat je u knjizi od Rogersa [6] {(glava 9). Uvode se pored rekurziv-
nih i djelimiéno rekurzivni i opSterekurzivni operatori i razma-

traju odnosi medju njima.

Zahvaljujem se mentoru Dr Zarku Mijajlovidu na korisnim su-
gestijama i velikoj pomoéi koju mi je pruZio prilikom pisanja

ovog rada.
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Neka je N uobicajena oznaka za sku 0,1,2,...% . Sa 2N
P

oznatavacemo skup svih podskupova od N. U ovom radu se pojavlijuju
funkcije iz N” u N za razne vrijednosti n. Oblast definisanosti
funkcije f oznaCavademo sa Dom(f), a oblast vrijednosti sa Ran(f).
Napominjemo da ¢emo pod pojmom funkcija f iz N u N podrazumijeva-
ti djelimi¢énu funkciju tj. funkciju &€ija se oblast definisanosti
ne poklapa obavezno sa N". Ako je Dom(f) = N" onda se radi o to-
talnoj n-arnoj funkciji f iz N u N. sa & (i odgovarajuéim indek-
sima oznacavacdemo konacne funkcije tj. funkcije &€iji je domen ko-
nac¢an skup, a sa ﬁb nigdje ne definisanu funkciju tj. funkciju za
koju je Dom(fg) = Ran(fg) = ¢. Za dvije funkcije f i g zapis
f(x)=g(x) zna¢i da je vrijednost f(x) definisana akko je defini-
sana vrijednost g(x) i ako je f(x) definisano onda je f(x) = g(x).

Sa x demo oznadavati n-torku (Xys eens x )

U nastavku navodimo neke osnovne pojmove teorije efektivne

izra€unljivosti koje femo u ovom radu koristiti.

Pod pojmom algoritma ili efektivne procedure (na intuitivnom
nivou) podrazumijevamo bilo kakvo mehaniéko pravilo ili automatski
metod, ili program za izvrSavanje nekih matemati&kih operacija.
Isto tako (neformalno) pod pojmom efektivno izradunljive ili, jed-
nostavno, izracunljive funkcije podrazumijevamo funkciju za koju
postoji algoritam kojim se mogu izracunati vrijednosti te funkcije.
No, u matematici se javlja potreba za formalizacijom odnosno stro-
gim definisanjem ovih pojmova i pocev od 30-tih godina ovog vijeka
veliki broj matematicara je radio na tom problemu. Kao rezultat
toga imamo ¢itav niz formalizacija intuitivnog pojma efektivne iz-
racunljivosti. Mi femo u ovom radu koristiti, uglavnom, sliijedeéa

dva pristupa.



1. MaSina sa neogranienim registrima (MNR)

Ovaj formalni sistem dali su Shepherdson i Sturgis [ Shepherdson J.
C., Sturgis H.E.; Computability of recursive functions, J.Assoc.

Comput. Machinery 10, 217-255; 1963.] . U ne8to izmijenjenom vidu
ovaj pristup detaljno je izloZen u [2] pa demo ovdje navesti samo

neke oznake.

Komande anuliranja, dodavanja jedinice, preadresacije i us-
lovnog prelaza na MNR oznacavacdemo redom sa Z(n), S(n), T(m,n),
J(m,n,q). Neka je P proizvoljan MNR-program i a1/ eeer 8y € N tada
P(ay, -« an)l znadi da e se, polazedi od aysr ... oag izraduna-
vanje po programu P nekada zaustaviti, a P(al, ooy an)T znac¢i da
se nikada nede zaustaviti. P(a;, ..., an)ib znadi da ée se, pola-
zeci od a;, ..., a, izraunavanje po programu P zaustaviti i kao
rezultat dati b. Neka je f djelimi¢na funkcija i P proizvoljan
MNR-program kaZemo da P MNR-izracunava funkciju f ako za svako

i1 eeey an,b vazi P(al, ceny an)lb akko (al, eeey, a_)E Dom(f) i

n)
f(al, ceoy an) = b. Funkcija je MNR izracdunljiva ako postoji prog-
ram koji je MNR - izracunava. Klasu MNR-izradunljivih funkcija oz-
nadavademo sa J, a klasu n-arnih izra&unljivih funkcija safrh; Pod

pojmom izracdunljivo podrazumijevademo MNR-izradunljivo.

2. Rekurzivne funkcije /G6del i Kleene, 1936./

Ovaj formalni sistem polazi od nekih osnovnih funkcija kao $to su:
a/ nula funkcija n:x— 0 , xXEN
b/ funkcija naslednika s:x— x+1, xEN

c/ projekcijske funkciije p? : (Xl’ oy xn)-—,x l1<ign, xiE N

il
i slijedeéih operacija nad funkcijama: zamjena, prosta rekurzija

(sa ili bez parametara) i minimizacija.



Najmanja klasa funkcija koja sadrZi osnovne funkcije i zat-
vorena je za operacije zamjene, proste rekurzije i minimizacije
predstavlja}daalFL djelimicno rekurzivnih funkcija. Uolimo dvije
vazne podklase ove klase funkcija. Op3terekurzivne funkcije pred-
stavljaju totalne funkcije iz klaseR . Prosto rekurzivne funkcije
dobijamo ako izostavimo operaciju minimizacije.

Navodimo bez dokaza (dokaz postoji npr. u [Z] str.58) slije-

dedu znacajnu teoremu:

Teorema 1.1. Klasa ) (MNR-izra&unljivih funkcija) poklapa se sa

klasom R (djelimiéno rekurzivnih funkcija).
Napominjemo da édemo u radu koristiti tezu Church-a koju mo-
Zemo ovako formulisati:

Teza Church-a: Klasa intuitivno izradunljivih funkcija poklapa se

sa klasom MNR-izracdunljivih funkcija.

S obzirom na prethodnu teoremu i prihvadenu tezu nedemo pra-
viti razliku izmedju klase intuitivno izradunljivih funkcija,
MNR-izracunljivih funkcija i djelimi¢no rekurzivnih funkcija.

Moguénost numeracije izracunljivih funkcija igra fundamental-
nu ulogu u teoriji efektivne izracdunljivosti. Mi &emo u ovom-.radu
fiksirati numeraciju koja je detaljno izlo¥ena u [2] a zasniva se
na efektivnoj prebrojivosti skupa svih MNR-programa. Napominjemo
da bitno koristimo izradunljivost slijedecéih bijekcija i njima in-

verznih funkciija:

a/ Tl : NXN— N, gdje je T[(m,n) = oM (2n+1)-1. Inverzna funkcija
T~! gefinisana kao TT—l(x) = (TTl(x),TTz(x)) gdje jeTTl(x)==(x+l)l
(izlozilac broja p, = 2 pri razlaganju x+1 na proste mnozioce)

_ 1 x+1 _
Myx) =5 ( 1).

(x)
2 b



b/ T):N" xN" xN" =N gdje jeT)(m,n,@) =T (T @m-1, n-1), g-1)
Nheo = (T AT 6+ 1, TG + 1, T + 1),

a a,+ta,+1

c/ T-:¥)Nk-—>N gdje je U (aj, ay, ..., a) =2 " +21 2 4+
>0 :
+a,+...+ - . - .
+ 2a1 ) <Eln"'k L. 1. 1Inverzna funkcija T ! dobija se po

slijedecoj proceduri: postoje jedinstveni brojevi Osb1< b2< AN

bl b2 bn
<bk (k=1) tako da je x+1 = 2 + 2 + ...+ 2 tada je

T-l = ) )| = 3 = - - i ‘
(x) (@y7eeey a ) adje je a;=b;, aj,q _bi.+1 b.-1 (l<i<k).

Teorema 1.2. Skup X svih komandi MNR je efektivno prebrojiv.

Dokaz: Posmatrajmo bijekciju D : K— N definisanu na slijededi

na&in:
Y(z(n)) = 4(n-1)

(sn)) = a(m-1)+1
f3(T(m,n)) = 4 T(m-1, n-1)+2

O (J(m,n,q) = 4ﬂ (m,n,q)+3
Inverzna funkcija D“l(x) dobija se po slijededoj proceduri: Neka

je x=4u+r gdje je OsY <4 tada

Za r=0 ﬂ-l(x)
za r=1 D_l(x)

za r=2 D -1 (x)

Z(u+1)

S(u+l) -

T(TTy (w+1, TT,@)+1)

za r=3 D _1(x) = J(m,n,q) aodje je (m,n,q) =ﬂ -l(u)-

Funkciije ﬂ i 0 -1 su izracunljive jer su izradunlijive funkcije
-1
-[_r 14 .[_r 1 r’ .[_r 2 r’ n r’ ﬂ ‘D

Teorema 1.3. Skup J° svih programa MNR je efektivno prebrojiv.

Dokaz: Pomodu bijekcija [ i 0 definiimo bijekciju V :J? — N

tako da je za proizvoljni program P ¢ije su komande Il""'Is

V (p)

T (D(Il)""’ D (I,)), analogno pomocu T i (37°?



.dobijamo inverznu funkciju V’_l(x). Izradunljivost funkcija V i

VL slijedi iz izradunljivosti funkcija T',[j , U -l,fj 1o

Broj V (P) zvademo kodnim brojem ili Gddelovim brojem ili
jednostavno indeksom programa P i oznadavati sa Pn program ¢iji je
kodni broj n tj. \/(Pn) = n odnosno Pn =V —l(n).

Na bazi opisane efektivne numeracije programa izvr&imo sli-

jedecu numeraciju izradunlijivih funkcija: (b;n) je n-arna funkci-

(n)

ja izracunljiva po programu P_. Oznacavacdemo sa Wa

E(n)
a

oblast defi-

nisanosti funkcije (b;n)

(n)

a

, @ sa oblast vrijednosti funkcije

. Gornji indeks necéemo pisati kada je n=1.

U radu déemo Cesto koristiti poznatu s-m-n teoremu koju ovdje
navodimo bez dokaza.

Teorema 1.4. Za svako m, n>1 postoji totalna izradunljiva (m+1l)-

-arna funkcija sg (e, x) tako da va¥i

)

<bém+n) (%, §):zq)m _ (y)  gdje je §=(xl,...,xm); §=(y1,...yn
Rekurzivne i rekurzivno prebrojive skupove definifemo na uo-
bi¢ajen na¢in. U mnogim dokazima koristimo skup K = {x | x € WX}
koji je rekurzivno prebrojiv (r.p.) ali nije rekurzivan.
U [2] Jje formulisana i dokazana teorema Rice=~

-Shapiro za jednoargumentne izra&unljive funkcije. Ovdje éemo da-

ti dva prirodna uop$tenja te teoreme koja femo kasnije koristiti.

Teorema 1.5. Neka je.A skup n-arnih izradunljivih funkcija takav

da je skup A = é{l_d})((n)e A} r.p. tada va%i za bilo koju n-arnu
izracdunljivu funkciju £

f EA = 8(6Cf i GEA) ; gdje je © konaéna funkcija.

Dokaz: Neka je f n-arna izradunljiva funkcija. Pretpostavimo da

je £ € A i eéA za svaku konaé¢nu podfunkciju ©C f. Posto je K r.p.



postoji izrafunljiva funkcija od jednog argumenta &iji je domen
K. Znali postoji program P sa svojstvom P(t)]| akko tE€ K.

Definisimo funkciju g na slijedeéi nadin:

ili manje

G(t, 2o gyl (FLreeeeEy)y ako PO za <zpoeenizy> o
17 14n’ — . ' ili manje

ne definisana, ako P(t)l za< Zyres 120> Yoraka

gdje je < Zyreeer2, > Cantor-ovo kodiranje n-torke (zl,...,zn).

Po tezi Church-a g Jje izracunljiva pa primjenom s-m-n teoreme
(n)

s(t)
na izraCunljiva funkcija. Po konstrukciji je ¢

imamo g(t, zy,...,z]) i=¢ (zy,...02z ), gdje je s(t) total-

(n) “
s (t) C £. Uoc&imo
implikacije:
(n)
teK = P(t)] za z, koraka = (1) (zl,...,zn) je definisana
S(t)( )
samo kad je <zl,...,zn> < z == n

o s(t)
(bér(lt),_)gé A= s(t) ¢ A

Dakle, t€E K ==s(t) ¢ A. Isto tako va3i

je konatna =

— 1 - (n) s(t)EA
tf K = P(t) glt, zy,000,2)) f(zl,...,zn)mcbs(t)EA@
Dakle, t@¢K =)s(t)E A. Ove implikacije zajedno daju ekvivalenci-
ju tEK & s(t)€ A.

Posto je s izrafunljiva i A po pretpostavci r.p. slijedi da je i

K r.p. a to je kontradikcija.

Dakle, postoji konac¢na podfunkcija ©C £ i eE,A .

Obratno, neka Jje f n-arna izrafunljiva funkcija takva da posto-
ji e Cf i eE./l i neka féjq. Definiéimo funkciju g na slijededi

naéin

f(zl,...,zn), ako je (zl,...,zn)e Dom(8)ili t€ K
g(t,zl,...,zn)zz

ne " definisana u ostalim slulajevima.

Po tezi Churcha g je izracunljiva pa primjenom s-m-n teoreme

(n)

imamo g(t,zl,...zn)z‘— ‘bs(t)

(zl,...,zn), gdje je S(t) totalna
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izracunljiva funkcija. VaZe implikacije:

tEK@d}ér(l,)c) = = (n))¢A = s(t)¢ A

s(t
té Kzzzdb ér(li)

£|Dom(e) = (zbog 6Cf) G =e= H %) ¢/

==s(t)EA pa je opet tEK & s(t)E A 8to znadi da je K r.p. a
to je nemoguce. Dakle, fEiA.D

Za n=1 imamo slijedecu posledicu:
Posledica. Neka je,A skup jednoargumentnih izracunljivih funkcija
takav da je skup A=<%\¢DXE,At> r.p. Tada za proizvodlinu jedno-
argumentnu izradunljivu funkciju f vaZi fEA@E!e eCcft i eEA ),
gdje je © kona&na funkcija.

Ova teorema vazi i kada je,A skup k-torki izrac¢unljivih
funkcija koje mogu imati i razli¢ite brojeve argumenata. Dokazuje-

mo i taj oblik teoreme jer dfemo ga kasnije koristiti.

Teorema 1.6. Neka je,A podskup skupa‘].m X]m XeooX)
: 1 2

gdje jm predstavlja skup svih izraunljivih funkcija od m, ar-
gumenata, takav da je A = <(e1,...,ek) ‘((pe ,...,(t)ek )EA} r.p.
1

Tada za svaku k-torku izracdunljivih funkcija (fl""’fk) gdje je

£i€ Imi (l<igk) vaZi:

(£,,..., 5 A Je,...3¢ (0,Cf i (e1,...,ek)eA)
Dokaz: Neka je (fl,...,fk)€J4 i neka je (el,..., ek)é,A za bilo
koju k-torku kona¢nih podfunkcija Gini (l<si<k).

Postoji program P sa svojstvom P(t)l akko t€ K. Definisimo funk-

cije 9yr---19 Da slijedec¢i nacin:
ili
: manje
o (t.2 . e fi(zl""’zmi)' ako P(t)T za <zl,...,zmi> korala
: A AR . .
* M ne definisana, ako P(t)l Za <Zys...,2 > ili

i manje
koraka
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Funkcije 9 (l=i=<k) su izradunljive papos-m-n teoremi va¥i

(m,)
gi(t, Zl"”'zm.)ﬁ (t)s(i) (zl,...,zm) gdje su si(t) totalne
i i i (m ) ,
izrac¢unljive funkcije. Po konstruk0131 je (b (t) C fi' Ako je

t€ K vaZi P(t)| . Neka je 2z, broj koraka za kOjl se P(t) zaustavi.
UocCimo skupove Bl""'Bk tako da je Bi=<(z1,...,zmi)| <z1,...,z i><zo>

(t) '7Bi

(m,)
(l=i=< k). Skupovi B, su kona¢ni i vaZi Dom (Cb

(m,) (mp)
Dakle, d) su konac¢ne podfunkcije od £, pa ((b Poese
3 (t) '
..,d) M odnosno (sl(t),...,sk(t))(j!E A. ako t¢ K onda je
k
(m;) (m,) (m )
q) 1 = fi pa (C}) 1 ) B d)mk )e/‘! odnosno (sl(t),.‘..,sk(t))GA.Iz

3 (8) 5, (t) s (t)
svega ovoga slijedi ekvivalencija te K<¢=> (s;(t),..0,sy (£))E AL

Kako je A r.p. i funkcije s -rSy  izraunljive bide i K r.p.

1’-

$to je nemogude.

1 m,

Obratno ,neka je (£,,...,f,), f£.€7. (l1=is<k) takva k-torka
i .

izradunljivih funkcija za koju postoje kona&ne podfunkcije eiC fi
tako da je (el,...,ek)eﬂ i(Ey .., £0¢ A

DefiniSimo funkcije 9yr--+s9; relacijama
ili
fi(zl""’zmi)’ ako je (zl,...,z )EDom (e ) tEK

g.

l(t,zl,...,z )=

m, - . -
i ne definisana u ostalim slucajev1ma

gdje je 1=six<k.

Na osnovu teze Church-~a i s-m-n teoreme bide

i . g .
gi(t,zl,...zm.)—- (‘) (zl,...,zm.) i Si(t) su opsSterekurzivne.
i si(t) i
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(m,) (m,) (m, )
Vaje implikacije: tEk=¢ * = £.= ¢ k )¢fl
si(t) s, (t) Sk(t)
m,
odnosno (s)(t),...,s; (t)) gA; tgxk=p ©~ =6, = (s,(t),...,
: s, (t)
1

-5, (t)) € A, Odavde imamo ekvivalenciju t€K &= (s, (t),... 5 (E)EA

koja daje kontradikciju K je r.p.

Napomenimo na kraju da je iz teoreme 1.5. mogude izvesti vr-
lo jednostavan dokaz poznate teoreme Rice-a i to za n-arne izradu-
nljive funkcije.

Teorema 1.7. Neka je[? skup n-arnih izradunljivih funkcija takav

da jef? # jn if? # @ . Tada skup B = {:x‘dDQH)er}} nije rekurzi-

van.

Dokaz: Neka je[q rekurzivan. Skupovi i 'Jn/f7 zadovoljavaju us-
love teoreme 1.5. Ako je f4€ f? tada za svako eEN d)én)e f)
Sto je suprotno pretpocstavci. Ako f¢€ (} tada za svako e€E N
¢)én)éﬁf7 Sto je takodje suprotno pretpostavci. Dakle B nije

rekurzivan.O
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REKURZIVNI OPERATORI

Neka je J_ (n>1) klasa svih djelimidnih funkcija iz N u

N. Pod operatorom ¢emo podrazumijevati funkciju é :}};—*3; i
operatore c¢emo oznadavati grékim slovima o, q],... . U ovom di-
jelu cemo posmatrati samo svuda definisane operatore tj. one ¢iji
se domen poklapa sa cijelom klasom ];. Cilj nam je da uvedemo iz~
radunliivi (tj. efektivni) operator ¢ . Intuitivno je jasno da
takav operator mora imati svojstvo da se bilo koja vrijednost iz-
lazne funkcije & (f), ako ona postoji, mo¥e efektivno izradunati
za kona¢no vrijeme i na osnovu konadne informacije o ulaznoj fun-

kciji f. Takve operatore moZemo ilustrovati slijedeéim primjerom.

Primjer 2.1. Posmatrajmo operatore &, i & koji preslikavaiju
1 2 p

iz }; u }; i definisani su na slijededéi nadin:

§l(f) =g, , gdje je g, (x)= 2 f(x)
$, (£)

9, » 9gdje je gz(x)z‘—tz £(t)
<X

Ove operatore moZemo smatrati efektivnim jer bilo koju konkretnu
vrijednost gl(x) funkcije g (ako ta vrijednost postoji) moZemo
efektivno izradunati iz jedne jedine vrijednosﬁi f(x) funkcije f.
Isto tako bilo koju vrijednost g2(x) (ako ona postoji) moZemo efe-
ktivno izrafunati iz kona&no mnogo vrijednosti funkcije f, odnos-
no znajuéi £(0), £(1),...,f(x).

znagi, @ (f)(x) se izradunava na osnovu konaénog dijela ©
funkcije f, pa zato operator ¢ mora biti tako definisan da i za
neku drugu funkciju g €iji je kona®ni dio takodje © vaZi

$ (£) (x) = @ (g) (x).
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No prije stroge Qefinicije rekurzivnog operatora uvedimo
neke pomoéne pojmove. Pod konaénim dijelom funkcije f podrazumi-
jevamo neku konaénu funkciju e koja se moZe produZiti do f. 0d
posebnog znacaja sﬁ ¢injenice da je svaka konafna funkcija izra-
¢unljiva i da se svaka konalna funkcija 6 moZe efektivno kodira-
ti brojem E;. Jedan od na¢ina na koji se to moZe uraditi je slije-

de¢i: Neka je o€ };, n-torku prirodnih brojeva x=(x
X, +1 x,+1 X _+1

kodirademo brojem cod(x) = p11 - P, 2 ...p (p; je i-ti

1,...,xn)

prost broj) a funkciju e brojem\§~tako da je

® =0, ako je Dom (8) =¢

— e(x) +1
e = r] P _ ' ako je Dom (8) #¢
X € Dom(e) ©*4 %)
Pri ovakvom kodiranju postoji efektivna procedura koja za proiz-
voljan broj z utvrdjuje da 1li je z = © (gdje je © neka konadéna

n-arna funkcija) i u sludaju potvrdnog odgovora utvrdjuje da 1i

neko zadano X pripada Dom (6) i ako pripada izradunava 6 (X).

Definicija 2.1. Neka je & :_;ﬁ-—{};. ¢é Jje rekurzivan operator ako

postoji izracunljiva funkcija 4)(z,§) tako da za svako fE ?m’

XeEN® i yEN vaZi:
$(£) (R) = ye—> 3 6(6CE i d)(‘é, %) = y).

PokaZimo da su operatori & 1 id 5 iz primjera 2.1. rekur-
zivni u smislu ove definicije.
Operator ¢>1: g}—*}; definisan kao & 1(f) = 94 gdje je

g1(x)=£ 2f (x), je rekurzivan jer je funkcija

20 (x) , ako je z=6 i x€ Dom (©)
O z.x) =

ne definisana u ostalim sludajevima
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izradunljiva po tezi Church-a i za svako f,x,y vazZi
$,(f) (x) = y & x€Dom(f) i y=2f(x)
<~ JeeCf i X€ Dom(®) i y=2 O(x))
&~ Je®Cf i Cb(é’, x) = y)).
Operator @:2 : g}——*}; definisan kao <¥2(f)=g2, gdje je

g2(x) = Z:f(t) , je rekurzivan jer je funkcija
t<x

-~

z:e(t), ako je z=© i 0,1,...,Xx € Dom(®)

(b(z,x)': t<x

ne definisana u ostalim sludajevima

izradunljiva po tezi Church-a i vazi
@, () (x) = ye=0,1,...,x Dom(f) iy = ) £(t)
tex

—=Je®©Cfio,1,...,xX€ Dom(®) i y= Ze(t))
tsx

> 3Je@®C*f i (Jp(é’ , X)=y).
VaZna svojstva rekurzivnih operatora su neprekidnost i mono-
tonost.

Definicija 2.2. Operator ¢ : 3;——+?; je neprekidan ako za proiz-

voljnu funkciju fEE}m i proizvoljne X iy vaZi:

P(f)(x)= ye= Hd6(0Cf i P(8) (X)=y).

—
Definicija 2.3. Operator & : }ﬁ——’jh je monoton ako za proizvo-

/-J
ljne funkcije £, g € S vaZi:
fCg=> P (f) C P(g).

Teorema 2.1. Ako je operator rekurzivan onda je on neprekidan i mo-

noton.
fa— X
Dokaz: Neka je &: m——éfh rekurzivan operator i neka je (b(z,x)

izradunljiva funkcija koja mu prema definiciji 2.1. odgovara. Tada
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za proizvoljne f Efm, -}?ENn, VEN iz P(f)(X)= y slijedi
Je(eCcf i d)(g ,X) = y) a odavde, stavljajuéi 6Ce, slijedi
$ (8) (x)=y. Obratno, neka postoji®Cf i P (e) (X) =y tada
391 Ce i (l)(‘é;,Q)-"—‘ y, a odavde, zbog 6, C f, slijedi
$b(f) (x)<Ly. Dakle ® je neprekidan operator.
Monotonost slijedi iz neprekidnosti jer ako je £(C g i
®(f) (X) = y tada (zbog neprekidnosti) 38@©C £ i @ (6) (X) = ¥y),
no posto je i ©(Cg (opet zbog neprekidnosti) slijedi ®(g) (X)=y.O
Znac¢i, vaZe implikacije
$ je rekurzivan = $ je neprekidan =— % je monoton.
Slijedeca teorema daje Jjedan kriterijum kojim se moZe pro-
vijeriti da 1i je neki neprekidan operator rekurzivan.

Teorema 2.2. Neka je P : ];——aji neki operator. @ je rekurzivan

akko vaZi: 1° $ je neprekidan i 2° funkcija dxz,§) definisana re-
lacijom

_ ( @(6) (X) , ako je z=6 i ee}fm
(b(z,x)ﬁ

ne definisana u ostalim slucajevima
je izracunliiva.

Y
Dokaz: Neka je & rekurzivan i neka je ¢) funkcija koja mu po defi-
niciji 2.1. odgovora. Uslov 1° slijedi iz prethodne teoreme. Doka-

zujemo uslov 2°. za proizvoljne xen? i vEN vazi:

Pz,x) = y «=32(2=8 1 $@©) @ =y

«3z36/(z=6 1 e, Co i Q@ =y)

Posto je funkcijadD,izraéunljiva, poslednji predikat je djelimicéno
rjediv, pa Jje djelimic¢no rjeSiv i predikat "¢)(z,§)=: y", dakle
funkcija d) je izracdunlijiva.

o]

Obratno, pretpostavimo da vaZe uslovi 1° 1 2°. Tada je:
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d(f) (X)= y¢=>3F6(6CEf i P(e)(X)=y) (iz 1°)

(=>Jel(eCf i ¢(6,§) =y ) (iz 2°)

Posto je d)izraéunljiva operator je prema definiciji 2.1. rekurzi-
van.O

Uocavamo da je neprekidnost posebno zna&ajno svojstvo rekur-
zivnih operatora. Smisao neprekidnosti ovdje je slijededi:

Neka je P };__’}; neprekidan operator i neka je fE:;;.
Tada za proizvoljnu kona&nu funkciju 8’ Cd (f) postoji kona&na
funkcija © C £ tako da je G’C‘b (8) i za svaku funkciju g koja je
"bliska" funkciji £ u smislu da se sa njom poklapa na kona¢nom sku-
pu Dom(6) slika < (g) je u istom smislu "bliska" sa P (f) jer
se sa njom poklapa na kona&nom skupu Dom@®’).

Navodimo primjere raznih operatora.

Primjer 2.2. Operator o : ];—_*37, definisan relacijom:

$(£f) (x) = f(x), ako je Dom(f) konacan
~ | ne definisana, ako je Dom(f) beskonaan

nije monoton pa nije ni neprekidan ni rekurzivan. Da nije monoton
pokazuje se jednostavno. Neka je g€ j? bilo koja totalna funkcija
i ® bilo koja njena kona&na podfunkcija uz ogranidenje Dom(8) # ¢.
Tada va?i © C g i ne va%i @ (g) C ¥ (g).

T .
Primjer 2.3. Operator @ : fﬁ’_*}; definisan relacijom

f(x), ako je Dom(f) beskonadan
P (f) (x) =
ne definisana, ako je Dom(f) konacan
jeste monoton ali nije neprekidan pa nije ni rekurzivan. PokaZimoc
monotonost. Neka je f Cg, tada i Dom(g) C Dom(g). Ako je Dom(f)
kona&an bide P (£f)C P(g) jer je uvijek f¢ C $(g). Ako je

Dom(f) beskonaan biéfe i Dom(g) beskonadan pa je $ (f) C & (g) jer
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je £(C g. Operator nije neprekidan jer za svaku kona&nu funkciju

eCf vazi & (e) = f¢ , dok odigledno ne mora biti ¢ (f) = f¢ .

Primjer 2.4. Operator ¢ : };-—ejq definisan relacijom

1, ako je x € Wx
$ (f) (x) =
0, ako x g W

X

preslikava svaku funkciju u funkciji h(x) koja je karakteristicna
funkcija predikata "xEEWx" i koja, kao Sto je poznato, nije izra-
¢unljiva. Operator ¢ je odigledno monoton i neprekidan. Medjutim,
funkcija

$(6)(x), ako je z=6 i e€7,

]

Cb(z,x):’:

ne definisana u ostalim slucajevima

odnosno
¢(z,X)£

nije izradunljiva pa po teoremi 2.2. operator ¢ nije rekurzivan.

h(x), ako je z=6 1 eE};

ne definisana u ostalim sludajevima

Primjer 2.5. Operator ¢ : j;——tﬁ' definisan relacijom

0, ako xE€ Dom(f)
D (f) (x) =

ne definisana inade

je rekurzivan. Neprekidnost se jednostavno pokazuje po definiciji.
Ako je P (f)(x)== y tada je x€EDom(f) pa za 6 moZemo uzeti re-
strikciju od f na skup <{x> i biée 6Cf i ¢ (6) (x) >~ y. Obratno,
ako postoji 6Cf i & (8) (x) =Y tada je xEDom(8) tj. x€ Dom(f)
pa je & (f) (x) = y.

‘0, ako je x& Dom(8)

Funkcija d)(é, X)>=
ne definisana inade

je izradunljiva po tezi Church-a pa je operator & rekurzivan.
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Primjer 2.6. Operator dijagonalizacije CID : }-2—’}'1 definisan re-

lacijom (1) (f) (x) = £(x,x) je rekurzivan. O&igledna je izradunlji-

vost funkcije ¢(5' x) = e(x,x) kao i neprekidnost operatora(b.

Primjer 2.7. Operator Ackermann-a (1) :}’2—')}‘2 definisan rela-
Cijama

(I)(f) (0,y) = y+1

d?(f) (x+1,0) = £(x,1)

D (£) (x+1, v+ =£(x, £lx+1,y))
je rekurzivan. Neprekidnost je jasna iz ¢injenice da svaka konkret-
na vrijednost funkcije Cb(f) (x,y) zavisi najvise od dvije konkret-
ne vrijednosti funkcije f. Funkcija q5(§, X, y) definisana rela-
cijama

Ct)(é‘, 0, y) = y+1

4)(5, x+1, 0) = 8(x,1)

(8 x+1, y+1 = 6(x, O(x+1, y))

je izradunljiva po tezi Church=-a.

Primjer 2.8. Operatord) :}-n“") }-n definisan relacijom

Cb(f) ~ gaof, gdje je géﬁj1 (tj. proizvoljna izradunljiva funkcija
od jednég grgumenta) je rekurzivan. Izracunljivost funkcije

Cb('é ,X) = g(e (X)) slijedi iz izradunljivosti funkcija g i e ,

a neprekidnost je oéigledna.

Primjer 2.9. Operator Cb : :’rn+T—) fn definisan relacijom

(i)(f) (x) = uy (£(x,y) = 0) je rekurzivan.

Funkcija (8 ,%X) =y (8 (X, y) = 0) je izradunljiva kao rezul-
tat minimizacije nad izra&unljivom funkcijom. Neprekidnost je od&i-

gledna.
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Rekurzivne operatore Cb:?m—’}’n ovdje smo uveli uz ograni-
¢enje da je n2>1 i da su definisani na cijelom };. Ako u defini-
ciji 2.1. uzmemo da je n=0 dobiéemo rekurzivne_funkcionale Sto
necemo razmatrati u ovom radu. O rekurzivnim operatorima koji ni-

jesu svuda definisani bice rije&i u Cetvrtom dijelu ovoga rada.

Rekurzivni operatori nad izracunljivim funkcijama

Lema 2.1. Neka je d?: j;;‘{};' rekurzivni operator i neka je

f€‘§;l izradunljiva funkcija. Tada je funkcija Cb(f) takodje izra-
¢unljiva.

Dokaz: Neka je ¢Hz,§) izra¢unljiva funkcija koja u skladu sa de-
finicijom 2.1. odgovara operatoru Cb tada vaizZi

CI) (£) (X) = ye=>30(OCf i (1)(5, X) = vy). Iz izradunljivosti
funkcija f i ¢) slijedi da je predikat na desnoj strani je djeli-
miéno rje$iv pa je funkcija.(b(f) izra€unlijiva.

I bez ovog dokaza intuitivno je jasno da je rezultat primje-
ne rekurzivnog operatora na izradunljivu funkciju opet izradunlji-
va funkcija. Postavlja se pitanje da 1li je, s obzirom na numeraci-
ju izracunljivih funkcija, indeks funkcije (1)@) moguce efektivno
na¢i na osnovu indeksa funkcije d). Odmah je jasno da ako postoji
funkcija koja izrac¢unava indeks funkcije<i)«b) na osnovu indeksa
funkcije d) ona mora biti opSterekurzivna (zbog toga &to jecb svu-
da definisan) i ekstenzionalna u smislu slijedeée definicije (zbog

jednoznafnosti preslikavanja <b).
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Definicija 2.4. Totalna funkcija h:N— N je ekstenzionalna ako

za proizvoljne a i b vaZi QBa = Ci) p = (bh(a) = C‘}h(b)

Kako mi posmatramo operatore d?’ j;re»}; to nam je potreban ops-
tiji pojam ekstenzionalnosti pa uvodimo m-n-ekstenzionalnu funkci-

ju slijededom definicijom.

Definicija 2.5. Totalna funkcija h:N—N je m-n-ekstenzionalna

ako za proizvoljne a i b vaZi

(m) _ AHm___ A(n) _ (n)
d)a = Y¥b =™ Yh(a) - Th(p) °

Odgovor na postavljeno pitanje je potvrdan 3to je suStina

prvog dijela teoreme Myhill~-Shepherdson.

Teorema 2.3. Neka je \%[: };r—>}; rekurzivan operator. Tada pos-
toji m-n-ekstenzionalna izradunljiva funkcija h tako da vaZzi

n)

L{J(cb;m)) - d):l (e€ N).

(e)

Dokaz: Neka je % izradunljiva funkcija koja odgovara rekurziv.nom

operatorul%}. Tada vaZi

(q)(m)) - ; CI)(m) -
(x) = ¥y > 3d6(8 C i (6,x) >~ y).
;P- e e \V
Pokazacemo da je funkcija g definisana kao
(m) _
gle, x) = I ) (%)
o

izradunljiva. No prethodno uvedimo predikat R na slijedeci nadin:

_ - (m) -
R(z,e,x,y)Eae(z=eiec¢ i \.!J(G,x) ~vy).

(e

Predikat R je djelimi¢no rjeSiv jer za njega postoji slijede€a ne-

formalna djelimi¢no rjeSavajuca procedura:
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1 Utvrdimo da 1li je za neko @ ispunjeno z=8 pa ako jeste
a s - - - m

nadjimo Dom(8) = {%1,...,xg} , xiG N

2° provjerimo da 1li je eC:¢éml izra&unavanjem ¢gnn (§i)
pa ako jeste tada

3° izra¢unavanjem 1P(z,§) provierimo da 1li je, ako postoji,
jednako vy.
Ovom procedurom €emo za konadno vrijeme ustanoviti istinitost pre-
dikata R(z,e,X,y) ako on to zaista jeste. Dakle, R(z,e,X,y) je
djelimi&no rjediv pa je i predikat 3JzR(z,e,x,y) djelimiéno rje-

S$iv. Medjutim vaZzi ekvivalencija
BZR(Z,G,_}Z,Y)(@ k{J( Cpe(m)) (§) =Yy

<=> gle,X) ~vy

Prema tome i "g(e,x)~ y" je djelimidno rjediv predikat pa je
funkcija g izracunljiva.

Dalje na osnovu s-m-n teoreme slijedi da postoji totalna iz-

radunljiva funkcija h tako da je gle,x) == é?;) (x) 3to znadi da
je (m) (n)
( ) (X) ~ (%)
L}J d)e q)h(e)

odnosno
(n)

(m)
LP( ¢; b s <bh(e)

S obzirom na jednoznacnost operatora qf biée zadovoljene implika-
cije

(m)

(l):n)=¢b N (¢;m)) ) L}J(d)

(m) (n) (n)
).___> =
b cbh(a) 4>1’1 (b)
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kako je h totalna to je i m-n-ekstenzionalna.D

Vazi i obrnuto. Svaka m-n-esktenzionalna izracunljiva funk-
cija h odredjuje jedinstven rekurzivan operator \%Iiz }; u j’
koji primjenjen na izradunljive funkcije ima svojstvo da se indeks

funkcije LP( q)ém)) izrafunava kao h(e). To je suStina drugog dije-

la teoreme Myhill-Shepherdson.

Teorema 2.4. Neka je h m-n-ekstenzionalna izrac¢unljiva funkcija.

Tada postoji jedinstven rekurzivni operatorlp: jm—_’?n tako da

za svako e € N vazi
n

(m)
Llj(dPe b s q)h(e)

Dokaz: Defini$imo prvo operator Lljo : jm——;-]n kao
(m) (n)

Yo - ¢
°© e h(e)

Pos3to je h m-n-ekstenzionalna operator Lpo je korektno definisan.
L[) o je definisan na svim m-arnim konac¢nim funkcijama e jer su
one iz klase jm Iskoristidéemo teoremu 1.5. (Rice-Shapiro) da po-

kazemo neprekidnost operatora \_ljo, tj. da za proizvoljnu izradun-

1jivu m-arnu funkciju £ vazi

Yo ) @ = yemdoecs 1Y o m =y,

Fiksirajmo x e NT i yvye N i uo&imo skup funkcijaﬂ gdje je
A= (£ | geT 1 Y0 (0 = =y}

Tada je skup A= {_ ,(’)(m)e _A_} { ] LIJ (i)(m)) (x) ~ Y>

(

no prebrojiv. Po teoremi 1.5. biée féﬂ «—> Je(ecft ieeA)

n

1

l 4)1'(1?23) (x) ~ vy }, s obzirom da je h opSterekurzivna, rekurziv-

$to upravo znaci da vaZi (*).
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Definigimo operator ‘Llj : j’m——)fn relacijom
Y=y =30ece 1 Y@=y

Jedinstvenost je ofigledna pa dokazujemo slijedece:
(i) LI] je korektno definisan

(ii) 1}/ je produZenje odLIj o

(iii) L{J je rekurzivan.

(i) Potrebno je dokazati jednozna&nost funkcijeqj(f) (%),
gdje je f proizvoljna funkcija iz J_. Neka Y (£) ®) nije jedno-
znaéna. Tada postoje funkcije 91, 92 C f tako da je za neko X
L{JO(91) (x) ~ Y, i L{Jo(ez) (x) ~ Y,- Uzmimo funkciju © kao re-
strikciju funkcije f na konadnom skupu Dom(91) U Dom(92) . Zbog
17 92 C © bide

~ e X) ~ ) (X) ~ e X) ~ . i -
Y4 .-LIJ o( 1) (x) ~ LIJO( ) (%) "‘Lljo( 2) (x) ~ Y, Dakle, za proizvo

1jno x e N° L{j(f) (X), ako postoji, jedinstveno je.

neprekidnosti operatora l{/o i ©

(ii) 1{} i LIJO se poklapaju na skupu jm jer za proizvoljnu

funkciju f é]m va%i

W) @) ~ v 300t 4 L[JO(G) (%) ~ y)<,—_>LIJO(f) (X) ~ y.
Ovim je s obzirom na definiciju operatoraqjo dokazano
¢y (m) (n)
Yo - 9
e h(e)
(iii) Dokazimo da je L}J rekurzivan po teoremi 2.2.
Naprekidnost slijedi neposredno iz definicije.
Da bi dokazali izradunljivost funkcije \l,/(g, X) ~ LIJ(S) (X) uodimo
da je u numeraciji skupa jm indeks svake konac¢ne funkcije eejm
moguée efektivno naéi pomoéu koda & . Dakle, po tezi Church-a, po-

stoji izradunljiva funkcija k tako da je © = 431(:2%) . Pa imamo
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(n)

yE 0= Perm =Y 43(m) )@ = ¢ ®

k(©) h(k(e))

8to s obzriom na izra&unljivost funkcija h i k zna¥i izra-
¢unljivost funkcije &/ . Prema tome l%lje rekurzivan operator.g
Primjedba. Iz dokaza ove teoreme slijedi da za svaku m-n-ekstenzi-

onalnu izracunljivu funkciju h postoji jedinstven neprekidni ope-

ratorI%] :‘j;——*jg sa svojstvom
(m) (n)
\y( 4) ) = <1>
e h(e)

i taj operator je rekurzivan.
Na osnovu navedenih teorema moZemo pokazati da je kompozici-

ja rekurzivnih operatora rekurzivan operator.

Teorema 2.5. Neka su CI): 3——’};1 i qj: _’frn—>_}r;) rekurzivni

m
operatori. Tada je operator(kfo(i): j;——*j; definisan kao

- _ - P
(qjo{:)(f)(x):y c)LIf(CI)(f))(x)::.y; XEN ; yEN; n,p>1
rekurzivan.

Dokaz: DokaZimo prvo neprekidnost operatora \}fo<¢). Iz rekurziv-

nosti operatora‘Q} i Cb slijedi da su oni neprekidni i monotoni.

Pa za proizvoljnu funkciju.f'éj; vazZi

(Pod () =y =WpEn® =y
(zbog neprekidnostiLIj ) => 36, [elcd)(f) i LIJ(GI) (x) ~ Y]
(zbog neprekidnosticb ) => 38, [392(92c fie,C d;)(ez) iLIj(el) (E)zﬂ
(zbog monotonosti qj ) => Je, [ech i \Ij(Cb (®,)) (x) = ﬂ
=> 138, [e,cf i Wo e, ) =] .
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Obratno,

je(e cf i (L{Jocpue) (X) ~y)=—>3e(ecf i L}J(cpiemi): y)

zbog monotonosti operatora d) i qj vazi

GCf=>qB(e) C Cﬁ(f) =>LIJ(C‘1b(G)) c LIJ(CI) (£))
pa kona®no imamo \{J(Cp(f))&) ~y ti. (LIjocb) (£) (%) = y.

Dokazujemo da je 0peratorqjo d) rekurzivan.
Posto su Cb i [y rekurzivni prema teoremi 2.3. njima odgovaraju
izra&unlijive funkcije redom hl(x) i hz(x) pri &emu je hl m-n-eks-
tenzionalna i h2 n-p-ekstenzionalna. PokazZimo da je funkcija h,
gdje je h(x) = hz(hl(x)) m-p-ekstenzionalna.

Zaista iz osobina funkcija hl i h2 slijedi lanac implikacija

(m) (m) (n) (n) (p) (p)
4) ) q) — ) h y ¢) h B ¢L h, (b
a b hl(a) l(b) h2( l(a)) 2( 1( ))
(p) (p)
—_> = Cb .
h(a) h(b)

Izracunljivost funkcije h je o€igledna pa na osnovu primjedbe pos-

lije teoreme 2.4. slijedi da postoji jedinstven neprekidan opera-
(m) (p)
tor ﬂ}--ﬁf tako da je ) ( ) =

RKako je operator l%}o qp neprekidan i za njega vaZi:

(m) (m) (n) (p) (p)
(q;o@)(q;e):Lp(cb(cbem))=qj(¢hl(e)>= o -0

h2(hl(e)) h(e)

to je 1= qjo cp . Po teoremi 2.4. () je rekurzivan pa je i

Lp o) (I) rekurzivan.o
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Teorema o nepokretnoj ta&ki za rekurzivne operatore

Teorema kojom se utvrdjuje da za svaki rekurzivni operator
postoji izracunljiva funkcija koja predétavlja njegovu najmanju

nepokretnu tafku, zove se jo¥ i prva teorema o rekurziji (Kleene).

Teorema 2.6. Neka je CID s S(m_—’-};n rekurzivan operator. Tada po-

stoji funkcija fg tako da vaZi:

1) DEp) = £
(ii) ako je za neko g€ Tm (@(g) = g, tada je fchg

(iii) f@ je izracunljiva.
Dokaz: Posto je @ rekurzivan on je monoton i neprekidan. Formi-
rajmo niz funkcija Grm} , N€ N na slijede¢i nacdin
£f =f¢f
@
fre1 =P (£

Zbog monotonosti operatora CI) bice fnC £ za svako n. Stavimo

n+1l

1i fcl: = U fn §to ima slijedede znadlenje: za proizvoljne §€ N
ngN

i y¢N

fq, (%) = ye=>3n (£ (X) = y)

PokaZimo da fcb zadovoljava (i), (ii), (iii).

(i) Prvo, qu C (fq:) jer za svako n vaZi fnC fcb tj. zbog mono-~
tonosti operatora(b , Cp(fn) CCP(fdP ) tj. za svako n vaiZi

£,C ¢(fcb ) , pa vazi i (J fnccib(fc[D ) odnosno £g, CCP(fCP )

neN

Drugo, zbog neprekidnosti operatora Ci) bice

D (g5 ) () = ye=>To(0cty i de©) @ = y)
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uzmemo li n tako da je & < fn opet zbog neprekidnosti operatora
(b bide Cp (£) (x) =y tj. fn+1(§) = y odnosno fg, (X)) ~ y 3to
znaéi da je CI)(fcb ) C fq;

Dakle, Cp(fcb ) = fCI?

(i1) Neka je g¢ F 1 b9 = g. Posto je f=f icg i iz
fkcg slijedi (zbog monotonosti@)) @(fk)cq)(g) tj. fk+1cg,

zakljuCujemo indukcijom da je za svako n fnc.g Sto znaci Qﬁ cg.

(iii) Prema teoremi 2.3. postoji izraunljiva funkcija h tako da

(n) (m)
je @) (d) ) = (b . Neka je u numeraciji m-arnih izradunlji-
© h(e) (m)
vih funkcija ey indeks funkcije f¢ tj. f¢ = (P . Definisimo
e
o
funkciju k relacijama
k(0) = e,
k(n+l) = h(k(n))
(m)
Funkcija k je izraunljiva i jo¥ za svako n vaZi fn = jer
k (n)
(m) (m) (m) (1)
je £,=0 £, =) =Pd )= ¢ =0
k(0) k(0) h(k(0)) k(1)
itd.
_ o m)
Pa ée biti: f‘I’ (X) = y<=> In( 4) (x) =vy).
k(n)

Predikat na desnoj strani je djelimiéno rjediv pa je funkcija f@,
izratunljiva.o

Primjedba. U dokazu ove teoreme rekurzivnost operatora @) koristi-
1i smo samo da bi dokazali izrafunljivost funkcije ﬁb , pa tvr-
djenja (i) i (ii) vaZe za bilo koji ﬁeprekidni operator. Isto tako
jasno je da ako je ﬁ# totalna funkcija onda je ona jedinstvena

nepokretna tafka neprekidnog odnosno rekurzivnog operatora.
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Razmotrimo nepokretne tafke nekih rekurzivnih operatora.

Primjer 2.10. Operator (1) : fl-—> ?1 definisan kao

1, ako je x=0
b =
f(x+1), ako je x#0

je ofigledno rekurzivan. Nepokretna ta&ka ovog operatora je svaka

funkcija oblika
1, ako je x=0

£ (x) =
c, ako je x#0

gdje je ceN, a najmanja nepokretna talka je
1, ako je x=0
ﬂi (x) =

ne definisana, ako je x#0.

Iz ovog primjera vidimo da rekurzivan operator moZe imati viSe ne-
pokretnih tacaka i da najmanja nepokretna tafka rekurzivnog opera-

tora ne mora biti totalna funkcija.

Primjer 2.11.1/ Operator d) : 3}—* 31 definisan kao

£(£f(x+3), ako je x<£2
O ) (x) =

x-2, ako je x >2

je ocigledno rekurzivan. Nepokretnu talku ovog operatora dobidema

metodom iz dokaza tecreme 2.6.

Formirajmo niz funkcija <?é> na slijededéi nadin:

fo = f¢
ne defini-
f (£ _(x+3)), ako je xg2 sana, ako je x<2
o'"o -
£, =D (£) ) = =
x-2, ako je x>2 x-2, ako je x>2

1/ Oovaj primjer inspirisan je McCarthy-jevom funkcijom (4 str.226.

)
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fl(fl(x+3), ako je x<£2 ne definisana, ako je xX1
£,00=0£) (x) = =1, ako Je x=2
x-2, ako je x >2 x-2, ako je x>2
fz(fz(x+3), ako je x<£2 ne definisana, ako je x =0
f3(x)=cb<f2) (x)= = 1, ako je 0< x<2
xX-2, ako je x>2 x-2, ako je x > 2

f3(f3(x+3), ako je x£2 | 1, ako je x<£2
£,0= (£5) (x) = =

x~-2, ako je x>2 x-2, ako je x> 2
Sve ostale funkcije u nizu tj. f5(X)' f6(x),... su iste kao i
funkcija f4(x) . PosSto za ‘svako n o&igledno vaZi fnC fn+1 bice
fcb = U fn = f4. Dakle, najmanja nepokretna talka operatora

neN
1, ako je xg?2
je %x) =
x-2, ako je x >2
Kako je ona svuda definisana funkcija to je ona i jedinstvena ne-

pokretna tacka operatora Cb

Primjer 2.12. U primjeru 2.7. pokazali smo da je operator Ackerma-

nna rekurzivan. Nepokretna tafka toga operatora bide svaka funkcija

Y koja zadovolijava relacije:

W)(O,y) = y+1
P (x+1,0) =~ P(x,1)
Y (x+1, y+1) =~ WY(x, Yx+l, y)).

Koristeéi prvu teoremu o rekurziji moZemo pokazati da je ovim re-
lacijama.definisana jedinstvena, totaina i izracunljiva funkcija.
Neka je qr) operator Ackermanr;é bice Y = f‘b . PoSto je @) rekur-
zivan to je \P izra€unljiva funkcija. Indukcijom po x i y pokaza-

éemo da je LlJ(x,y) totalna. Prvo, Y(0,y) je definisano za svako



- 32 -

Y- Ako je WY(x,y) definisano za svake y tada indukcijom po y zak-
ljuéujemo da je i ﬁ)(x+1,y) definisano za svako y. Dakle, q)(x,y)
je definisano za svako x i svako y. Po3to je W(x,y) totalna ona
je jJedinstvena nepokretna tadka operatora(i). Funkcija tV poznata
Je kao Ackermannova funkcija i istorijski je znaajna kao primjer
totalne izracunljive funkcije koja nije prosto rekurzivna. Rekur-
zija koja se ovdje javlja opStija je od proste rekurzije. To je
neki oblik dvojne rekurzije.

Ovaj primjer pokazuje kako se prva teorema o rekurziji moZe
iskoristiti da bi se pokazalo da neka definicija rekurzijom ima

smisla. Rekurzivne definicije najopStijeg oblika mogu biti pred-

t=0 1)

gdje jed? neki rekurzivni operator. Prva teorema o rekurziji po-

stavljene jednacinom

kazuje da takve definicije imaju smisla tj. da uvijek postoji, &ak
i izraCunliiva funkcija koja zadovolijava gornju jedna&inu. Ako
Zelimo jednoznanost definicije traZicemo najmanju nepokretnu ta&-
ku operatora(P . Dakle, u skladu sa prvom teoremom o rekurziji,
klasa izra€unljivih funkcija zatvorena je u odnosu na rekurzivne
definicije najopS8tijeg tipa.

Iz teoreme 2.4. i prve teoreme o rekurziji slijedi da za sva-
ku ekstenzienalnu izra€unljivu funkciju h postoji broj e tako da
je ct)h(e) - q)e' _

Zaista, h odredjuje jedinstven rekurzivan operator qj sa
svojstvom W (dpa) = d)h(a) i qj ima kao nepokretnu tadku izracu-

nljivu funkciju npr. (be tada vazi

cPe =l‘fj(¢e) =¢h(e) ’



Da isto tvrdjenje vaZi i za svaku totalnu izra¥unljivu funk-
ciju (ne mora biti ekstenzionalna) tvrdi druga teorema o rekurziji.
Ali u ovome radu nefe o tome biti rije¢i jer se na rekurzivne ope-

ratore odnosi samo prva teorema o rekurziji.
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U ovom dijelu posmatraéemo operatore koji preslikavaju k-to-

rke funkcija (koje mogd‘imati i razliCite brojeve argumenata) u

. x'3;2 X...X ];;—*9;.

Kao i ranije pretpostavidemo da je nz1 i da je operator de-

jednu n-arnu funkciju tj. operatore d[') : Srm

finisan na cijelom prostoru j; x.}’ X ... x jf .
1 m, mk

Intuitivno je jasno da je za rekurzivnost ovakvih operatora potre-
bno da se bilo koja vrijednost izlazne funkcije, ako ona postoji,
moZe efektivno izra&unati pomoéu kona&no mnogo vrijednosti ulaznih
funkcija. U tom smislu rekurzivan je npr. operator (ij : _Tlx _7’;;——’_21
dat relacijom @) (f,9) = fog adje je fé.}r; ig ej;l. Napominjemo
da ¢e definicije i teoreme koje se odnose na ove operatore biti
uglavnom uop$tenja definicija i teorema iz prethodnog dijela.

e s . . . qb .
Definicija 3.1. Neka jeij : ?ml xj;nz X oo xj:n—'>k _];1 . je

rekurzivan operator ako postoji izratunljiva funkcija od k+n ar-

gumenata Cb(zl,...,zk, X) tako da za svaku k-torku funkcija
(fy"”fk) gdje je fie};i (1<igk) i svako §eNnj.yeN
vazi: cp (f1r0000f) X y<=>3e; ... 3o (e, Cf, i Cb(é'l,...q(,E)zy)
gdje su Eﬁ,..., §k kodovi konaé&nih podfunkcija 8y reeey 8y -

Primjer 3.1. Operator db;.ja x,];—fj; » gdje je db(f.g):: fog i

fe 17 'ge:£1 rekurzivan je u smislu navedene definicije.

Zaista, funkcija (p od 2+n argumenata definisana na slijede-
¢i naéin
— . ~ . V od . - . —
el(ez(x)), ako je z,= 6 1 z,= 62 i xeDan(ez) 192(x)eDcm(91)

P z),2 %) =
ne definisana u ostalim sludajevima

izradunljiva je po tezi Church-a. Osim toga vaZi:
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Cb(f,g) (X) ~ y<=> X €Dom(g) i g(X)€ Dom(f) i f(g(x)) =y
| <—> 38,cg i §eDcm92) idecf i 8, (x) €Dm®,) i
6,(e,(x) =y
<< 36,38, (8 ,cf i @,cqg i ¢(§1'§2' x) = y)
Dakle, Cb je rekurzivan operator po definiciji 3.1.

Definicija 3.2. OperatorCI) : j:nl X _Tmz XoooX j:n-]:—*j; je

neprekidan ako za proizvoljnu k-torku funkcija (fl"

-0 f0),

fié}:n i proizvoljne XeN' i yeN vaZi:
i

@ (fl,.no,fk) (;E): y<=:'>391... 39k( elel,...,ekak i@( 31'...,6k) (§)=Y)

Definicija 3.3. Operatorcp : };nl X S(mz X...X jﬂ?];l je monoton
ako iz £,€9y,...,6, Cg, slijedi q)(fl,...,fk)ccp(gl,...,gn),
gdje su fié}:ni i giéj:ni za (1£igk).

Teorema 3.1. Ako je operator(jl): };nl x];nz X...X 3;1}:—)3[;1

rekurzivan onda je on neprekidan i monoton.
Dokaz: Neka je (i) rekurzivan tada postoji izradunljiva funkcija
(ﬁ(zl,. .. ,zk,§) tako da za proizvoljnu k-torku funkcija

(F1+-008) if,eF  iXeN" iyeN vari:
i

@(fl,...,fk)('i):y@Eel...Bek (6,cf, i cb(él,...,ék,}):y, posto

je eicei (1€i<k) dobijamo

Cb( Orreees ) (X)) =y.
Obratno, neka postoje Glc_fl,..., ekak tako da je

@ ( Gl,... ’ ek) (x) ~ y tada zbog rekurzivnosti operatora Cb vaZi:
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Cb (81,..., 9 ) (X) ~ y(::>38' . 39];(8£c8. (#(81,...,'5]'(,x) ~y)

ali posto je Gic fi (1<i<k) ovo poslednje je ekvivalentno sa

d) (fl fe e ’fk) (X) =~ y. Dakle, Cb je neprekidan opérator.

Dokazujemo monotonost. Neka je fngl,...,fkc_gk, gdje je
fi é};ni i 95 67;11 (1«£3i<k). Zbog neprekidnosti operatoraCﬁ
bice
ONCITPIRNE MECIES2EEE LI NI I by, o) ) = y)
poSto je ®; cg; opet zbog neprekidnosti operatora 43 bice
@ (gllo LR ’gk) (§) ::‘," Y'D

Dakle i za ove operatore vale implikacije: q) je rekurzi-

van —) @ je neprekidan —) ije monoton.

Lema 3.1. Operatord} : j:“l xj:mz X...X Ink—')jn je neprekidan
ako i samo ako Jje neprekidan po svakoj komponenti.

Dokaz: Neka je d) neprekidan. DokaZimo da je neprekidan po j-toj
.komponenti tj. dokaZimo za proizvoljno j, 1 € j<k , ekvivalen-
ciju: ‘

) Pley, e B @ = Y300 ety i PlE ey 05mnF) @ = y)

—_—):Cb(fl,...,fk) (x) > ye=>de,..., aej,..., Elek(elc_fl,...,ejcfj,...

...,ekc cb(el,...,e reeai8) (X) = y)

zbog neprekidnosti operatora(b . Posto je elc f1 Poo oy ej cej ’
‘ _.--,ekc fk zbog monotonosti operatora (b bice Cb(fl reoey ej yoo

. .,fk)('i)—: y). Dakle

Ggyre i B B = y =y 305 (0 c £y LD E ey 005 (R) =
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— i Neka postoji 6, C£, tako da je dy,..., 0 e iE) () = y.

Posto je f1 cfl, coey ej C.fj Peos ,fk ka i operator (P monoton
bide d) (£17-00,5) (X) = y.

Ovim je dokazana ekvivalencija (*).

Obratno, neka je CIJ neprekidan po svakoj komponeneti tj.

neka za svako j, 1<jg¢k vaZi ekvivalencija (*). Tada je

cb(fl,. ) W ayen3o) (8rcf) 1 Ploy fy,nn £) (R) = y)

<=>36) 36,(8cf1pycf, 16,6, ,E5,...,E) @ay

> 3e...30 ety 0y iD6) ... 0, B =y).

Dakle, CI; je neprekidan operator.o

Teorema 3.2. Neka je Cb: 3;1 X j;n X.. x};n—*};l neki operator .
1 2 k

Cb je rekurzivan ako i samo ako vazi: 1° Cb je neprekidan i 2°

- funkcija C})(z1 fe o ,zk,i) definisana relacijom

6 rees B )RIEKO Je Z,= B ,..., =6, i 6. eF ,...
1 k 1 %%k 1 9 m

_ ce.,0, €F
(#)_(zl,...,zk,x)".:ﬁ k N

ne definisana u ostalim sludajevima

\
je izrac¢unlijiva.

Dokaz: Neka-je q) rekurzivan i neka je d) izraCunljiva funkcija
od k+n argumenata koja mu po definiciji 3.1. odgovara. Uslov 1°

je ispunjen na osnovu teoreme 3.1. Dokazujemo uslov 2°.
Za proizvoline X e N va%i:
(b(zl,...,zk,x) ~ y<__—_>321... 32k(zl= 81re-eszy =g 1

Do 8)(F = y) (—»
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14

14 14
321,... 32k 391... 39k (Zl= 91,...,zk= 8, 18 ceyr..-

’ ’ ’ ’ -
---08ch i d; (81/ee0rBys X) xy).
I
poSto je funkcija (b izradunljiva poslednji predikat je djeli-
mi¢no rjeSiv pa je i funkcija (b izracunljiva.
Obratno, pretpostavimo da va¥e uslovi 1° i 2°.
Tada je

(@ (£)re- 1 B) () > ye=338, ... 30, (0, CE yuun, By C £y i(b( Oy 1ees 8)) (E)zy)il-%

~

> . o TV ) 4
Je,...30 (6, c f,...,00Cf i (8,..., 8 D=y iz

PosSto je funkcija d) izracdunljiva operator(i) je prema definiciji
3.1. rekurzivan.
Primjenom ove teoreme pokazafemo da su rekurzivni operatori

u slijedeé¢im primjerima.

Primjer 3.2. Operator Cb ::f;+l X 3;;;———»ji+l definisan kao

_ 0, ako je g(x,y)=0 _ '
CI) (£,9)(x,y)=( £(x+1,y)+1, ako je g(x,y) definisano i razli&ito odoO
ne definisana u ostalim sluajevima

gdje je xeN i yeN', Je rekurzivan.

Zaista, neprekidnost ovog operatora jasna je iz &injenice da
vrijednost izlazne funkcije(i)(f,g)(x,§) zavisi od najvise po jed-
ne konkretne vrijednosti ulaznih funkcija £ i g. Pa je uslov 1°
ispunjen. Osim toga funkcija

0, ako je ©,(x,y) =0

¢< 8, 8,x )= c;b( 8,1 8,) (%,7) = (O, (x+1,7)+1, ako je 0, (x,y) def.irazl.cd 8
ne definisana u ostalim slufajevima
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je izradunljiva jer su 91 i 92 izradunljive kao kona&ne funkcije.

Dakle, ispunjen je i uslov 2° pa je prema prethodnoj teoremi<i)

rekurzivan operator.

»

Primjer 3.3. Operator Cb : ;; x:;; X...X 3;——’3; definisan re-
1 2 k

lacijom

CP (£10+020£) (X) = h(X)

- 48
gdje su fi proizvoljne funkcije iz ‘}}1 r XeéeN i h fiksirana iz~
i
radunljiva funkcija iz };, je rekurzivan.
Neprekidnost ovog operatora je odigledna. Osim toga za bilo

koje konacne funkcije ei € }; funkcija
i
¢( §1""’@k’§) = CI)( 91,..., ek)()'() ~ h(x) je izra&unljiva pa
je prema prethodnoj teoremi qp rekurzivan operator.

Sada c¢emo posmatrati, kao i u prethodnom dijelu, kako rekur-

zivni operatori djeluju na k-torke izraGunljivih funkcija.

: . — ivni -
Lema 3.2. Neka je 45.13;1 X 3;2 XeooX j;k 3; rekurzivni opera
tor i neka su f eI reserf é; izracunljive funkcije. Tada je
1 m, k my
funkcija Cb(f1,...,fk) takodje izradunljiva.
ﬁokaz: Posto je (i)rekurzivan u skladu sa definicijom 3.1. posto-

ji izradunljiva funkcija od k+n argumenata (P(z1,...,zk,§) tako

da za proizvoljne XeN" i yeN va¥i
X ~ e i - B X ~
DEyreerf) @ = yer J0,...30, (0 cx ... 8 <t iD(B,..., 5,0 =y

Iz izracunljivosti funkcija f1""’fk i <# slijedi da je predikat
na desnoj strani djelimino rjeSiv pa je funkcija db(f1,...,fk)
izrac¢unljiva.no

Da bi formulisali i dokazali uop3tenja prvog i drugog dije-
la teoreme MYhill-Shepherdson za ove operatore potrebno nam je

slijedefe uopStenje pojma ekstenzionalne funkcije.
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Definicija 3.4. Totalna funkcija h:Nk———> N je ekstenzionalna ako

Za proizvoljne a; i bi (1<i<¢k) vazZi

(m.|)= (m1) (“b)_ (n12) ' (mk)= (nk)__ (n) )
(ba.l ¢b1 A d)az - cbb2 A a 4) ~>d>h(a‘I,...,ak)

(n)

¢h(b1,...,bk)

ZTeorema 3.3. Neka je \{j: 3';‘1

Tada postoji izracunljiva i ekstenzionalna u smislu definicije

XeooX _’1rm—' }; rekurzivni operator.
k

3.4. funkcija h tako da vaZi

(m

(m,) )
o 0 g

k h(e1,...,ek) .

(n)

Dokaz: Posto je L{j rekurzivan operator postoji izradunljiva funk-

cija od k+n argumenata \P(z1,...,zk,§) tako da vazi:

: (m,) (m ) (m,)
X 4) L d;mk ) (X) >~ ye=> 30,-.. 30, (O, c_ﬁb LR
e |ek e1

<8 e, i ‘1"51“"'61-;';’23” .
: _ (m,) (m ) _
Posmatrajmo funkciju g(e1,...,ek,x): \{j( (b L Pesoy d)mk ) (x)
€1 ®k

i poka%imo da je ona izracdunljiva. Prethodno uvodimo predikat

R(ZpeuesZys e1,...ek,§,y)-§ -361... Qek(z1=§1,...,zk= 'é'k i

(m1) (mk) | _ o
GICC]Pe1 yoooy ekC(bek 1_\{)(61,,,,,ek,x),=y) .
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Predikat R je djelimi&no rje¥iv jer za njega postoji djelimi&no
rjeSavajucfa procedura analogna proceduri opisanoj u dokazu teore-

me 2.3., pa je djelimiéno rje¥iv i predikat 321... HZk

R(z,, e 1€y X,y). Medjutim vaZi:

2kt Sqree

_ (m,) (my ) _
g(e,],...,ek,x)’:_’Y(:)LI}( ¢e recoy ¢) )(X)'zy
1

®x

(my) (m, )

—=v36.... 36, ( 6. cC ..., 0. i
1 x' €9 CPe reeer Oy <Pe
1 k
QfJ(’e"V... ’ék,§):y)

==> 32;... 32, Rz, ...,z ,e0,...,0,%,y)

pa je funkcija g(e1,...,ek,§) izra&unljiva.

Primijenimo li sada s-m-n teoremu bide g(e1,...,ek,§)::
(n) _
= q) (x) gdje je h totalna izra&unljiva funkcija.
h(e1,...ek)
n

Dakle va%i za proizvoljno X €N :

W q}(m) ¢(mk)”§’ _ ¢(n) - .

e h(e1,...,ek)

Zbog jednoznalnosti operatora\%/ vaze implikacije

(m,) (m ) (m, ) (m, ) (m, )
O 1=<t>b /\q)mk mk LIJ( d)mk):

a4 1 k

(m1) (mk) . (n) ) (n)
W(¢b1 ""'(Pb )§7¢h(a1,...,ak) (Ph(b.‘,...,b

" )

k

pa je funkcija h ekstenzionalna u smislu definicije 3.4.a



- 43 -

VaZzi i obratno tvrdjenje.

Teorema 3.4. Neka je funkcija h:Nk;—>N izracdunljiva i ekstenzio-

nalna u smislu definicije 3.4. Tada postoji jedinstven rekurzivan

operator LV: }:n1 X }"mz X...X Tm]:—')};

tako da svako (e1,...,ek)E:Nk vazi

,(m1) (mk) (n)
L}]((D e @ 5 = 0
e1 e h(eT,..,,ek) .
Dokaz: DefiniSimo prvo operator :‘j x‘j XeooX j ——*ﬁj
o m, m, m, n
relacijom

(m,) (m) . (n)
Yo 4 4 6

1 h(e1,...,ek) .

Operator{%{o je korektno definisan jer je h ekstenzionalna u smi-
slu definicije 3.4. Primijetimo da je on definisan na svim
k-torkama ( 91,..., ek), eie,;;_ kona&nih funkcija jer su one
izradunljive. :
Primjenom teoreme 1.6. tj. izvjesnog uop3tenja teoreme
Rice-Shapiro dokazacemo neprekidnost operatoral%fo. Za proizvolj-

nu k-torku izracdunljivih funkcija (fl""'fk)' fiJe}; vazi
i

(*) Lljo(f1,...,fk)(§): Ye=>38,. .. o, (e, cf ..., o, < 1

Wl &gret 0 () = v)
Fiksirajmo XeN' i yeN 1 uofimo podskup _ﬂskupa

x...x,j takav da je
jm1 . ]mz My

A= (g | £ie Tn, 2 Weleqreenit) B =
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)
Skup A —{(e.',...,e)l(d) Peeoy 4) 2 )éfl} je rekurzivno

prebrojiv, jer je
(m,) (m )
Gl gt o i)

={(e1""’ek ]CP (x) ~ y} . Prema teoremi 1.6. za
h(e.‘ ..,ek)

proizvoljnu k-torku izradunljivih funkcija (f1""’fk) gdje je
fieJm_ (1 €i<k) vaZi

i
(f1""lfk)e_A<:>ae1-.-gek( 91cf1l"'lekcfki ( 911"'I e]() eﬂ)

a ovo upravo znac¢i da je ispunjena relacija (*).

Sada éemo definisati operator \y: }'m X...X }m—-h }r; pomoéu
1 k
operatoraqj o Na slijedec¢i nain:

Wit o8 60 = ye=r30,--- 30, (0, cf, 4 WO( 17+ -1 0y) (X)ay)

gdje su fie?mi , 1&€£i¢k .

DokaZimo da je: (1) korektno definisan;

(2) \ijroduzenje od L{/ LI)'( d)(m ),..., (%)(mk)) = Ct)(n) i

e h(e1,...,ek)

(3) LI] je rekurzivan.

—
(1) Neka je (£,,...,£), £,€ I, proizvoljna k-torka funk-

cija. Treba pokazati da je qj (f1, . .,fk) (x) jednoznaé&no (ako

uopSte postoji). Pretpostavimo suprotno tj. da postoje funkcije

r 14
e1cf1,...,ekcfk i e1c_f1,..., ekcfk tako da je
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— ’ ’ _
‘ WO( 61,...,ek)(x) ~Yy i\[}o( 8, ,...,ek)(x)gy’ . Uzmemo

li za funkcije 6; (121<k) restrikcije funkcija fi na konac-
nim skupovima Dom(ei)UDom(efl) bice © ., e; c © . Kako je

I%[o neprekidan operator va¥i:
y:\[jo( O1reens ek)(x)ijo( o] r.-. 8 )(X):L}}O( P 912)(§)=y'

Dakle za proizvoljno x &N , L}ﬂf1,...,fk)(§) ako postoji jedin-

stveno je.

(2) Operator1[&f11{]o se poklapaju na jﬁ1x...xjgk.
Zaista, ako je (f1,...,fk) proizvolijna k-torka izracdunljivih funk-

cija, gdje je fj.&th vazi
i
L[J(f1,...,fk) ® = yc=y30,,..., 0, (0. f; il{jo(e1,..., 6,) (M =y) (po def. )

(=>k{jo(f1,...,fk) (X) =y (zbog rel.(*))

Odavde slijedi
(m,) (n)

(m ) (m,) (m, )
P, ,...,@Qn YO ey B =
€

e, h(eﬁ,...,ek) .

(3) Neprekidnosf-operatora q? jasna je iz njegove definicije.

Da bi dokazali izrafunljivost funkcije

Y88y X l[J( ©prennr 8) (%)

koristimo ¢injenicu da je u numeraciji skupa jnl indeks konacne
i
funkcije 9145‘]m moguée efektivno naéi pomoéu koda é; , pa
i .
po tezi Church-a postoji izracunljiva funkcija ti tako da je

(m,) ,
e, = ClP 1 . Ovo vaZi za svako 1<ig<k. Pa €e biti:
t.(9,)

i i
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(m,)
(8s..r B, ) =W(e,,..., 8) X =1/ 1
P e, S qj 1 % LI/ ¢t1( 5,
(m, ) (n) - :
(bmkﬂ ) (X) ~ (1) _ (x: . S obzirom na izra-
“eey tk( ek) h(t1( 91)""'tk(ek”

¢unljivost funkcija t1""'tk i funkcije h biée funkcija Wy
izraunljiva. Prema teoremi 3.2. LIJ je rekurzivan operator.
Primjetimc da jedinstvenost operatora L[j slijedi iz na&ina
kako je on definisan. Ovim je teorema dokazana.D
Postavlja se pitanje da li smo ove teoreme mogli dokazati
Jednostavnim svodjenjem na njihove analogone iz prethodnog dijela
primjenom nekog kodiranja k-torki prirodnih brojeva. Ne smanjuju-

¢i op3tost posmatrajmo operatorqj: f,x...x };—*}; . Prema teo-

k-puta
remi 3.3. postoji izrafunljiva i ekstenzionalna funkcija h:Nk—)N

tako da vazi Ly( (Pe1”"' (bek) = ¢h(e1,...,ek)" Pitamo se da 1i
postoji izracunljiva i ekstenzionalna funkcija s:N— N tako da

vaZi:
W((b.e(’”’q)?—k) = d)s( ©irees 8> )

. . k . . .
gdje je OV = C (e1 Feees e.k) tj. Cantor-ovo kodiranje
k-torke (e1,...ek).

Ako takva funkcija postoji prema teoremi 2.4. postoji jedin-

stven rekurzivan operatorqjs: 3'1 —’j; tako da je za svako

[I]s((be) = dJS(e) to dalje znali da se qj( ¢e1'“" (Dek) moZe do-

biti kao rezultat uzastopne primjene preslikavarija

( (Pe1 PR Cbek) —_> Cb<e1 Peooy ek> i LIJ s* Medjutim preslikavanje
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( (b Jeooy d) ) — 43&1, ceey ek> nijé korektno definisano jei‘
T8 Sk

funkcija ck : Nk—e N nije ekstenzionalna u smislu definicije 3.4.

Da bi dokazali da funkcija ck nije ekstenzionalna ograni&idemo se

na slu&aj kada je k=2 i konstruisati slijedeéi kontra primjer.

Primjer 3.3. Funkcije f(x) = x+1 i g(x) = 0 su izracunljive.

Napravimo za njih slijedeée MNR-programe.
za funkciju f program A: S(1)

S(1)
za funkciju g programe B: Z (1) icC: z(1)

U efektivnoj numeraciji proérama (teorema 1.3.) odredimo indekse

ovih funkcija. Bide

v =T (s =Ta-(-n+1) =Ty = 221 = 1

ve =L(Demn =Taea-1) =T(o) = 2241 = 0

Ve =3, Dean =Ta,0 = 2120 _ 4 -5

D numeraciji izradunljivih jednoargumentnih funkcija bide
B 4)1 9= 4)0 ) 4)5'
1+0+1 145+1

Dalje je <1,0> = ( 2 )+1 = 2 i Q4,5 = (0 2 ) +

+ 1 = 22. Ako deSifrujemo programe sa indeksima 2 i 22 dobijamo:
Z(1)
P2 Z(1) i P22 . Z(1)
Z(1) Z(1)
S(1)
. T =1 _ . T -1 _ Ca _
jer je (2) = (0,0) 1 (22) = (0,0,0,1). Vidimo da prog

ram P2 izra¢unava funkciju g(x) = 0 a program P22 funkciju

h(x) = 1. Iz svega ovoga slijedi 431 =¢1 A Cl)o =(P5 medjutim

<t><1,0> 7 ctD<1,5>
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Dakle, Cantor-ovo kodiranje parova (odnosno k-torki) prirodnih
brojeva nije ekstenzionalna funkcija u smislu definicije 3.4.
Na istom ovom primjeru moZemo pokazati da ni kodiranje
‘ e1+1 e2+1 ¢k+1 .
cod(e1,...,ek) =P, * Py -ee Py , gdje je P, i-ti prost

broj nije ekstenzionalna funkcija u smislu definicije 3.4.

Ograni¢imo se opet na slucaj k=2 i zadrZimo iste funkcije
f(x) = x+1 i g(x) = 0 pa imamo £ =¢1 i g =¢o =(1)5 . Dalje
je cod (1,0) = 2771 . 39*Y L 42 4 coa(r,s) = 2™ . 3%t 2 4.2 -
= 2916. Prema teoremi 1.3. da bi deSifrovali programe &iji su in-
deksi 12 i 2916 izra&unajmo | ~1(12) = (0,1,0) i | ~'1(2916) =
= (0,1,2,0,1,0,1). PoSto prema teoremi 1.2. broju 0 odgovara ko-
manda Z (1), broju 1 komanda S(1) a broju 2 komanda T(1,1) odgova-

rajuci programi bice:
z(1)

S(1)
Zz(1) T(1,1)
P12 : S(1) i P2916 : Z2(1)
Z(1) ' S(1)
z(1)
S(1)
Vidimo da program P12 izraéunavahfunkciju g(x) = 0 a program

Pyg16 funkciju h(x) = 1. Opet vaiZi

4>1 = d>1 i (bo = C:)S medjutim (#)cod(;l,O) # ¢cod(1,5) :

Dakle, ni ovo kodiranje ne predstavlja ekstenzionalnu funkciju u

smislu definicije 3.4.

No i dalje ostaje otvoreno pitanje da 1li postoji kodiranje

koje predstavlja ekstenzionalnu funkciju,
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Razmotrimo sada u kom obliku teorema o nepokretnoj tadki va-

Zi za rekurzivne operatore q) : fm x...x?-——’}; . Za slucaj ope-

1 Ty

ratora q;: Imx. I < }m’—’.};n imamo teoremu potpuno analognu teore-

mi 2.6.

Teorema 3.5. Neka je (b : }mx...x /er“’:":n
. s k-puta :
smislu definicije 3.1. Tada postoji funkcija f‘;, € }rm tako da vazi

(1) Pl ,--er B3 ) = £

(ii) ako je za neko ge.’J:n ispunjeno Cb (g,...,9) = g tada je

rekurzivan operator u

f@ C g\

(iii) fq: je izradunljiva funkcija.

Dokaz: Iz rekurzivnosti operatora (I) slijedi da je on nerpekidan
i monoton. Formirajmo niz funkcija @ID tako da je fo=f¢ , gdje

je qu nigdje ne definisana funkcija iz }rm,

£=P (E e f ) s DUE )

Zbog monotonosti operatora bice za svako n fncfn+1 . Stavimo

fciD - U £ 8to znadi da za proizvoljne XeN" i yeN vaZi:
néeN

fcp (X) ~ y=> in(fn(§) = Y).

Dokazimo (i). Kako je za svako n f c fcb\ bice

Py f)c Pleg reanify ) ti. 2a svako n £ ¢ Pleg ..., Eg)

sto znadi 1 U f e Pleg ,..oifp) t3. fcbccb(fcp,...,fcp).

neN

Obratno, iz neprekidnosti operatora @ slijedi
cp(fé reeerfp ) (X) =~ %=y30, --- 36, ( @;c fy 1

Plerer0)® =y

Uzmemo 1li za © restrikciju funkcije fé na konaénom skupu
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Dom( e
isk
£ic¢

i) » bie ¢ kona&na podfunkcija od fd) i jo8 za svako

n

1
1 k Qi C ©. Zbog monotonosti operatora CID iz (I)( 91,..., ek)
(X) ~ y slijedi (@ (8,..., ®)(X) ~y. Izaberemo 1li n tako da
je ©c¢ fn opet zbog monotonosti slijedi (b (fn, ...,fn) (x) =~y tj.

£ (X =y ti. fg () ~ vy, 8to znadi o) Egre- il ) C o

pakle, @ (£ By ) = gy

DokaZimo (ii). Neka je ge}r'n i (i)(g,...,g) = g. Posto je
£ = f¢cg i iz fkcg slijedi zbog monotonosti operatora Cp
fk+1 =CI) (fk,...,fk) Ccp(g,...,g) = g to indukcijom moZemo zaklju-

¢iti da je za svako n f cgpaijei rkx'eJN £.¢c9 t3. fcp cg.

Dokazimo (iii). Prema teoremi 3.3. postoji izra¢unljiva funk-
cija h:Nk——> N tako da vaZi

(m) (m)

d)(d)e(m),...,(p ) = O

e h( &recergl)
Neka je u numeraciji m-arnih izra&unljivih funkcija e, indeks

funkcije fo = f¢ definiSimo funkciju s kao

s(0) = e
s(n+1) = h(s(n),...,s(n))
(m)
Primjetimo da Jje s izradunljiva i da va%i f = CD ’
s (0)
(m) (m) (m) (m)
f1=cI)(fo,...,fo)= bt o e ) = =0
s(0) s(0) h(s(0),...,s(0)) s(1)
itd.
(m)
to zna&i za svako n, f = q) . Podto je
n s (n)
X (x m (x )
fr (X)) = ye=>3In(f_(x) = y)l¢=>3In ( X) =y i 2zbog izra-
& n ¢

¢unljivosti funkcije s predikat na desnoj strani djelimidno rjeSiv

pa je f@ izracunljiva.o
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Navodimo slijedefe primjere nepokretnih ta&aka za rekurzivne

operatore ove vrste,

Primjer 3.4. Operator(b : }r1 b4 32'1_,4;1definisan kao Cb (f,g):f@g,_

gdje su f,g é:ﬁ je rekurzivan (primjer 3.1.). Nepokretne tadke
ovog operatora su funkcije h(x) = x ili n(x) = ¢, ceN, a najmanja

nepokretna tacka je ﬁb = f¢

P ad
Primjer 3.5. Operator q) : }n+1 X }n+1—_> n+q definisan kao

0, ako je g(x,y) = 0
(b (£,9,) (x,7)={ £(x+1,¥#1 , ako je g(x,y) definisano i razli&.odO0
ne definisana u ostalim slucajevima
gdje su f,ge?'nﬂ, X€EN i ?eNn, je rekurzivan (primjer 3.2).
Nepokretna tacka ovog operatora je svaka funkcija oblika
h(x,y) = amz(k(x+z,y) = 0) gdje je k bilo koja izradunljiva
funkcija iz JF_,..
Dokazujemo ovo tvrdjenje. Prvo, h(x,y) je izradunljiva kao

rezultat primjene minimizacije na izracunljivu funkciju k. Posto-

je tri moguénosti:

(1) h(x,y)
ty. (I) (h,h) = h

0, tada je Cb(h,h) (x,¥) =0

(2) h(x,¥) = m, mi0 tada je (D(h,h)(x,¥) = hix+1,¥)+1 .
Posto je m =/Lz(k(x+z,§) = 0) , bide dalje h(x+1,y)+1 =
=jkz(k(x+1+z,§) = 0) +1 = m=1+1 = m.

Dakle opet je (I; (h,h) = h.

(3) h(x,7) nije definisana tada ni ( (h,h) (x,¥) nije defi-
nisana. Dakle uvijek je (I)(h,h) = h,
Najmanja nepokretna tafka ovog operatora je oCigledno §§ = qi

tj. nigdje ne definisana funkcija.
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Interesantno je posmatrati specijalan sludaj ovog operatora

kada je funkcija g fiksirana izradunljiva funkcija iz‘] Tada

n+1°’
je (i): ?n+1_—> 35n+1 definisan relacijom

0, ako je g(x,y) = 0
Cb (f) (x,y) = { £(x+1,Y)+1, ako je g(x,y) definisano i razli&.od 0

ne definisana u ostalim slufajevima.

rekurzivan operator. Najmanja nepokretna tadka ovog operatora je
£z, (x,?):vuz(g(x+z,§) = 0).

Na osnovu prve teoreme o rekurziji funkcija ﬁ? (x,¥) je
izratunljiva. U specijalnom slu&aju dobijamo da je izra&unljiva

funkcija
h(y) = fg (0,¥) = pz(g(z,y) = 0).

Medjutim ovo ne znadi da smo dokazali da je skup izradunlji-
vih funkcija zatvoren u odnosu na minimizaciju jer smo u dokazu
érve teoreme o rekurziji implicitno koristili tu é&injenicu. U jed-
nom drugom pristupu pojmu izradunljivosti koji se zasniva na tzv.
radunu rekurzivnih jednakosti (Kleene) prva teorema o rekurziji
dokazuje se bez korisScéenja S -operatora, pa u tom sludaju zatvo-
renost skupa izracunljivih fuﬁkcija u odnosu na minimizaciju moZe
da se dobije iz ovog primjera.

Ako Zelimo da ipak posmatramo rekurzivne operatore &iji je

ﬂ 3 . 3 »
domen 3' X }7 X ... x ¥ tada imamo neku varijantu teoreme
o nepokretnoj tac¢ki ali za k-<torku operatora.

Teorema 3.6. Neka su.qp1, <b2,..., Cpk.rekurzivni operatori takvi

da
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Cbi :_/f-m1 x?mz X ... x?mk—a}'mi (leisk, m 1)

Tada postoji k-torka funkcij £ R je
ada p ji orka funkcija (‘:13,1 ,quZ, ’ cbk)' gdje je

£ (3 f tako da vaZi:
P My

(1) (£ P 4 ) = £ (1 <1i<k)
cbl PRy %
(2) Za svaku drugu k-torku funkcija (g.',...,gn) gdje je

g, efmi 1 @ilgg,--009) = g, slijedi da je

fg € 9.4.-.0 £3 9
@1 1’ c%k k
(3) Funkcije fcI) (1¢€¢1i<k) su izraunljive.
i

Dokaz:
Formirajmo nizove funkcija {fl} . {fﬁ} na

slijede¢i nacin:

1 i
£, (e eny) e oD, (8 ,...,fé),...,f]; -d, )

1 1 ik o _ 1 X
15D, (£, s £ =Dy el =Dyl

. .

A ] i3 1
AU p WAV o PO > WELPRUOE oy BOROE S > WA

Primjetimo da je zbog monotonosti operatora Cbi odgovarajuéi niz

i i i . v . .
fo' f1,...,fn+1... rastuc¢i. Ovo vaZi za svako i, 1¢i<k.
1 i k
Neka je £g =\UJ £ ,...,fg5 = f,...,fp =1 £
CI31 neN o cbi neN o Cbk neN ™

m,
gdje unije imaju slijedede zna&enije: za neko X &N i | yeN

f¢, (X) ~ vy & ?.\n(fri1 (x) ~ y). Po konstrukciji ovih funkcija bice
i

fcbié};ni (1<ick) .
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m,
Dokazujemo (1). Ako je za neko xe N ¥ i ygN fg X)=y
i

tada postoji n tako da je f; (X) ~ y tj. postoji n tako da je

1 k - ~ v ¥ 1 k
CI)i(fn_1,...,fn_1) (x) = y, no posSto je fn_1C f§1""'fn-1Cf‘§'k

i operator(b ; monoton bide i(be ""'fEP ) (X) ~ y. Dakle,
1 k

fcgfcbi(fc§1""’fd>k) za svako i (1 <«1i £k). Obratno, ako je za

m,
neko x €N © i yYye N ispunjeno @i(fc@»“,...,f@k) (X) ~ y tada

zbog neprekidnosti operatora Cbi postoje konacne funkcije

e . ek gdje je eiC qu. tako da vazi @i( e1,..., ek) (X)~ y.

17
1

PosSto je ©.c¢c f postoji n., tako da je 6.c £l . Uzmimo da je
i $ i i i n,
n=max n, tada de za svako i (1 <i ¢k) biti f- Cfl jer je niz
: n. n ;

1€ick i

i i i . . i o .
fo' f‘l ' f2, ... rastucéi. Stoga je o ;€ fn sto zbog monotonosti

. i i

operatora CD ; daje q)i(fn

n+1 (x) ~ y 8to

,...,fg) (X) =~y tj. £

poviadi fr (X)~y, pajei@.(fxp s.-.,fx ) cfgx . Ovim je
P P, &, €y P,

dokazano da je (£ gees T ) = £ .
Cpl $, Sy @,
Dokazujemo (2). Pretpostavimo da postoji k-torka funkcija

N Ve ad .
(g1,...,gk), = Efm tako da, je Cbi(g1,...,gk) =g, za svako
i

i (1¢igk). PoSto je fécgi za svako i bice

=¢)i(f¢,...,f¢)c_(‘bi(g1,---,9n)

_ 1 k _ e -
-(pi(fo,...,fo) CCI)i(g1,...,gk) = g, nastavljajuéi ovako zak

f 9; iz istog razloga

- O

f
ljudujemo da je za svako ne N i (1 <i=<k) ispunjeno f; c9g;-

. . i .
Stoga je i (U f cgy ti. f‘#f g, - Dakle, f%1c g

,...’f Cg .
neN @k k

1
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Dokazujemo (3). PosSto su d)i rekurzivni operatori prema teo-
remi 3.3. postoje izradunljive i ekstenzionalne (u smislu defini-

cije 3.4.) funkcije h :N°—s N tako da va%i

(m,)

qu( ¢;m),..,,cp(mk)) _ (P i '

e| ek hi(el,...,ek)
Neka je é; indeks funkcije f¢ gdje je f¢ é,?; pri numeraciji
i
izracunlijivih funkcija od m, argumenata. Definisademo funkcije
P; (1€ i<k) na slijedeéi nadin:
k
P, (0) = h (el ,..., ef)

pi(n+1) = hi(p1(n),..., pk(n))

Funkcije p;, su izradunljive i jos vaZi:
: (m.) (m ) (m,)
i_ _ 1 - mk _ i =
fo—cbi(fé"“'fé)_cpi((?T ""'Cb )‘43 1 k ¢pi(0)
e e reeey
O .

isto tako je

. (m, ) (m,) (m,)
f§=cbi(f;, £5) =, ( d) o v O )=cbh * =

Py (0) 1 (P4 (0),..0ypy (0)) TP (7

nastavljajuéi ovako zakljufujemo da je za svako néN i 1¢i <k

(m,)
ispunjeno f; = d) 1 .Kona¢no imamo da za svako i (1 ¢«1i <Kk)
p. (n)
i
vazi
(my)
fc{: (X) = y¢(=) Bn(f (X) = y)=>3In( X))~y ).
i pi(n)

Poslednji predikat je djelimiéno rjesiv pa je djelimiéno rjeSiv i
predikat "f 3 (Xx) >~ y" $to zna&i da je funkcija fcb izraunliji-
i i

va. Ovim je teorema dokazana.
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Operatori prebrojavanja

Rekurzivni operatori koje smo do sada posmatrali preslika-
vaju funkcije u funckije. Postavlja se pitanje da 1li sli&an pojam
moze uvesti i za skupove prirodnih brojeva tj. elemente od 2N .
Odgovor je potvrdan jer i funkcije se mogu shvatiti kao posebna
vrsta skupova, pa za neke skupove veé imamo takva preslikavanja.
Treba ih samo pro$iriti na sve elemente iz ZN. Dakle, mi traZimo
preslikavanije (i)iz 2N u 2N koje ¢e imati slijededa svojstva:

o]

17 svuda je definisano;

2° pripadnost nekog elementa slici (i)(A) efektivno zavisi
od kona&no mnogo elemenata originala A.

Vidimo da ¢e ovdje vaZnu ulogu imati kona&ni skupovi pa je
podesno izvr3iti njihovu numeraciju. To se moZe uraditi uvodje-
njém kanoni&kih indeksa kona&nih skupova.

Definicija 4.1. Neka je A neprazan kona&an skup prirodnih brojeva

: Xy X,
{%l,xz,...,xé> gdje je X1€ X5 ¢ vun & X, - Broj 2 + 2 + ...

+ an nazivamo kanonikim indeksom skupa A. Kanoni&ki indeks

praznog skupa je O. Sa D, ¢emo oznafavati konadni skup €iji je ka-

noniéki\indeks' X .

OCigledno svaki kona&an skup ima jedinstven kanoni®ki indeks
i svaki prirodan broj je kanoni&ki indeks nekog kona&nog skupa.

Primjer 4.1. Skup A = {0,1,2,5} ima kanoniéki indeks

x = 2% + 21 4+ 22 4 25 2 39 ¢5, @,1,2,5} = Dy, . Obratno, 3ta je

D19 ? U binarnom sistemu zapis broja 19 je 10011 pa je

19 = 2° + 21 4+ 24 pakie Dyg ={o,1,4} )



- 58 -

Definicija 4.2. 2a svako z e¢N preslikavanje (i)z : ZN——>2N ’

gdje je za bilo koje A¢€ ZN

Cbz(A) = (x | 3u <xwew, 1 DuCA)>

Zove se operator prebrojavanja.

O¢igledno ovakvo preslikavanje je korektno definisano i za-
dovoljava uslove 1° 1 2°,

Ovi operatori su u vezi sa slijededom procedurom koja se mo-
Ze zadati konaénim spiskom instrukcija: Procedura poc¢inje neko iz-
radunavanje algoritamski i s vremena na vrijeme tra%i ulazni broj,
a s vremena na vrijeme daje izlazni broj. Kao ulazni4mo§e biti dat
bilo koji prirodan broj ili se moZe desiti da se ne da nikakav
broj. Neka je AcN. Pretpostavimo 1li da se u svojstvu ulaznih daju
elementi skupa A tada ¢e procedura u krajnjem u svojstvu izlaznih
dati elemente skupa B u nekom poretku. Poredak u kome se javljaju
elementi skupa B moZe se mijenjati pri promeni poretka ulaznih
vrijednosti, ali to ne smatramo znaajnim. Ako opisana procedura
postoji kaZemo da je skup B svodljiv po prebrojivosti na skup A.
Kratko reéenp skup B je svodljiv po prebrojivosti na skup A ako
postoji efektivna procedura za prebrojavanje skupa B iz bilo kog
prebrojavanja skupa A.

Pogledajmo u kakvoj je vezi ovo sa definicijom operatora pre-
brojavanja. Pretpostavimo da postoji procedura koja svodi po pre-
brojivosti skup B na skup A. Posmatrajmo sve kona¥ne nizove razli-
gitih prirodnih brojeva. KaZemo da je pri toj proceduri broj x iza-
zvan nizom (yl,...,yk) ako ta procedura daje x u svojstvu izlazne

vrijednosti posto su Yyre--sY) dati, redom, u svojstvu ulaznih
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vrijednosti ali prije nego ¥to je tra¥ena bilo kakva nova ulazna
vrijednost. Proveravajuéi redom sve kona¥ne nizove mofemo rekur-
zivno prebrojiti skup

{(x,u) lDu sadrZi elemente konafnog niza razli&itih brojeva kojim je izazvan x>
Dakle, postoji broj z tako da je opisani skup w, . Dalje je oéigle-
dno xeB<«=>Ju ( <x,u> ¢ W, i DuCA) » 3to znadi postoji operator
prebrojavanija (b 2 tako da je Cb z(A) = B.

Vazi i obrnuto, za svaki operator Cbz postoji procedura ko-
ja Cbz (A) svodi po prebrojivosti na A, gdje je A bilo koji element
iz 2N . Tu proceduru moZemo ovako opisati. Istovremeno pocinjemo
prebrojavati W, i traziti ulaze. U svojstvu ulaznih dajemo elemen-
te iz A. Kada se (x,ud pojavi u Wz provjeravamo da li se Du sa-
drZi u skupu veé dobijenih ulaznih vrijednosti za koje x nije bilo
dato kao izlazna vrijednost. U sludaju da se sadri dopisujemo x
spisku izlaznih vrijednosti. Na taj na&in za bilo koje z i bilo
koje A kao skup izlaznih vrijednosti dobijamo jedinstven skup

{xlau ( <x,u> e W, i DucA> tj. skup CI)Z(A).

Napomena: Kad god je intuitivno jasno da postoji efektivna proce-
dura koja skup l; svodi po prebrojivosti na skup A smatrademo da po-
stoji operator prebrojavanja CI)Z tako da je CDZ(A) = B.-U tom
smislu jasno je da je identidki operator I : A —» A operator pre-
brojavanja. Isto tako ako su (bi L{j operatori prebrojavanja kompo-
zicija @o\[} Je takodje operator prebrojavanja.

Definicija 4.3. Operator prebrojavanja ¢)z : ZN—a 2N je nepreki-

dan ako za proizvoljno A€ oN vaZi:

X é (bz(A) (=> 3D (D je kona&an i Deca i xerz(D)).
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N
Definicija 4.4. Operator prebrojavanja Cb z : 2N—-42 je monoton

ako za proizvoljne A,BeZN vazi: ACB =) sz(A) c Cbz(B) .

Teorema 4.1. Svaki operator prebrojavanja je neprekidan i monoton.

Dokaz: Neka je @z operator prebrojavanja i AcCN tada

xe@z(A)=> Ju ( ¢x,u> e W, 1 D,c A) stavljajuéi D = Du

slijedi x e (I:)Z(D) i D je konalan podskup od A. Obratno ako po-
stoji D (konalan podskup od A) tako da je x e CI)Z(D) tada

Ju( ¢x,u> € W, i D .CD) no zbog D _c A slijedi xe CPZ(A)' ovim
je dokazana neprekidnost. DokaZimo monotonost. Neka je AcB i

X e Q)Z(A) tada 3Ju( ¢x, vy e W, i D,cA) no posto je D ,cB
bice x e @Z(B).D

Operatori prebrojavanja analogni su, na nivou skupova, op3-
terekurzivnim funkcijama. Medjutim za razliku od njih raspolaZu
jednom vrlo povolinom osobinom a to je moguénost numeracije. Iz sa-
me definicije jasno je da numeracija operatora prebrojavanja pociva
na numeraciji rekurzivno prebrojivih skupova Wor Wyveoo o T ovdje

€emo zadrZati numeraciju uvedenu u uvodnom dijelu.

Primjer 4.2. odrediti (D,(X), gdje je X= {o,1,2,3} . U primjeru
3.3. vidjeli smo da je ‘(.bl(x) = x+1. Dakle Wl = N osim toga za
svako x, £X,0> € Wl i Do = @ Jje podskup svakog skupa pa je
(pl(X) = N bez obzira na X.

S obzirom da raspolaZu numeracijom postavlja se pitanje uni-
verzalnog operatora za operatore prebrojavanja. Za datu numeraciju

operatora prebrojavanja moZe se definisati univerzalni operator

U 2N—-> 2N relacijom U (A) = <<x,z> | Xe Cbz(A)} . Ovaj ope-
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rator igra posebno vaZnu ulogu u algebri operatora prebrojavanja
£= {E, I, o> gdje je E skup svih operatora prebrojavanja,

I je identilki operator, a o je kompozicija operatora. Sa alge-

barske tafke gledista € je semigrupa. sa jedinicom. U [7] je

pokazano da za svako n (n>2) postoji prebrojivo mnogo n-element-

nih baza algebre £ . Ograni¢imo se na n=2 i dokaZimo slijedeéu

teoremu.

Teorema 4.2. Postoji prebrojivo mnogo 2-elementnih baza algebre

€ . Jednoelementnih baza algebra € nema.

Dokaz: Prvo, € nema jednoelementnih baza jer operacija kompozi-
cije Cuva kako injektivnost tako i neinjektivnost operatora pre-
brojavanja.

Zatim, uoCimo operator 2z tako da je

Z(A) = {(x,y} l (x,y +1> € A} . Intuitivno je jasno da je Z ope-
rator prebrojavanja. Neka je numeracija rekurzivno prebrojivih
ékupova takva da je 2 =¢)o i neka je U univerzalni operator ko-
ji odgovara toj numeraciji tj. U (A) = {(x,z)l X € (I:)z (A)} .

DefiniSimo, za svako n operator Cn tako da je

Cn(A) = <jx] {x,n> € A } . Lako se vidi da je za svako n
Pn=cov icy,, =coz. Dalje e biti O =¢,0u ,
(1)1=Clou=coocboou ,@2=C20U=C10®°0U=

= Co oi}o o Cbo © U , itd. Dakle svaki operator sz moZe se
dobiti pomocu Co i U, akako £ nema jednoelementnih baza bide
Co i U dvoelementna baza.

Primjetimo, na kraju, da je umjesto Co moguce uzeti bilo

koje Ck takvo da je Ck ©oU = 2, bice opet Ck i y baza. Kako svaki
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operator ima prebrojivo mnogo indeksa postoji prebrojivo mnogo

2-elementnih baza algebre 6 .2

Funkcionalni operatori odredjeni operatorima prebrojavanja

Razmatrademo djelovanje operatora prebrojavanja na odredje-
ne elemente iz 2N koji odgovaraju funkcijama iz N u N. To su jed-
noznadéni skupovi.

Definicija 4.5. Skup A je jednoznalan akko je jednoznalna relaci-
ja {(x,y) | <x.y> EA} .

Primjecujemo da svakoj funkciji £ : N— N odgovara jedno-

znac¢an skup {(x, f(x)> \ xeDom(f)} koji éemo obiljeZavati sa

T(f). Isto tako svakom jednozna&nom skupu A odgovara funkcija £
takva'da je Dom(f) =< X l Jy (<&x,y> € A)} i pisa€emo f = fc‘l(A)
i’li Arg A = <x\ Jy ( <x,¥> eA)} .

Neka je }'l klasa svih funkcija iz N u N tada &e /C}—l
biti klasa svih jednozna&nih skupova. Bilo koji funkcionalni ope-
ratorl%/ je preslikavanje podkl;se od 371 u 33 i on odredjuje
preslikavanje [ podklase od 'Cfl u Ti . O%igledno vaZe sli-
jede€e relaciije r=’C\IJfC-1 i \I]= ’C'-lr’c .

Ako imamo bilo koje svuda definisano preslikavanije

@ : 2N——9 ZN pa ga ograniimo da mu i argumenti i vrijednosti
budu jednozna&ni skupovi dobili smo funkcionalni operator qj‘. To

moZemo posti€i na slijedeéi nadin:
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(i) .Dom W=¢_l (’C?l)ﬂ ’C?i
(i1) \[f =Cbna skupu Domqj

U ovom slu€aju za funkcionalni operator\{/ kaZemo da je odredjen
sa <i).

Interesantno je posmatrati funkcionalne operatore odredjene
operatorima prebrojavanja. S obzirom na efektivnost operatora pre-
brojavanja ofigledno je da smo dobili rekurzivne funkcionalne ope-
ratore kakve smo veé imali u ovom radu. Primijetimo da ovako dobi-
Jen funkcionalni operator ne mora biti svuda definisan jer iako

je (p 2 svuda definisan ne mora biti @z( T}.l) C ’C}; .

Definicija 4.6. qjje djelimi&no rekurzivni operator ako je:

(i) t}j funkcionalni operator

(ii) postoji z tako da je \%fodredjen operatorom prebrojavanja(i)z.

Definicija 4.7. Llj je rekurzivni operator ako je

(1) QJ djelimiéno rekurzivni
(ii) DomLIj = 3"1

Slijedeca klasifikacija odnosi se na vrstu funkcija koje
operator preslikava. Ako zahtijevamo da djelimi®no rekurzivni ope-
rator preslikava klasu svih totalnih funkcija (ozna&imo je sa Sr)

u takodje totalne funkcije tada je to opSterekurzivan operator.

Definicija 4.8. qjje op&terekurzivni operator ako je
(1) LU djelimiéno rekurzivan
(ii) TF c Domqf
1 Yh e T .
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Primjer 4.3. Neka je (b 2 bilo koji operator prebrojavanja koji
ima svojstvo da je za svako XC N Cbz(x) = N (takav je npr.(i)l).
Tada je funkcionalni operator qj odredjen sa (I:)z djelimié&no re-

kurzivan i jo¥ va¥i DomLIJ =¢ .

Primjer 4.4. Jedini&ni operator I algebre E je I(A) = A. Moze

se i formalno pokazati da je to operator prebrojavanja. Neka je z
indeks skupa <<x, 2%y ‘ XeN> (koji je ofigledno r.p. Dakle,
Wz = {(x, 2x7 l xeN> . Tada je za proizvoljno A, Cbz(A) = A,
Zaista, xeA => {xYcA = szc.A i (x, 2%> éWz =) X é@z(A) .
obratno, xerZ(A) => 3u( (x,u> € W, iDca) =>u=2X ;

DoxchA => {x}c A = XeA tj. Cbz (A) ¢ A. Dakle, Cbz(A) =A.

Funkcionalni operator odredjen operatorom Ci) 2 je opsStere-

kurzivan.

Primjer 4.5. Neka je z indeks r.p. skupa {3,10} tj. neka je

W, = {3,10} = { {1,0> , 43, 0)} . Operator prebrojavanja
(I) , 1ima svojstvo da je za bilo koje AcCN Cbz(A) = {l, 3} .
Skup (1, 3) je jednoznafan i njemu odgovara funkcija

0 =za x=1 ili x=3

h(x) = - . Pa funkcionalni operator l.}f
ne definisana inade

odredjen sa @z svaku funkciju preslikava u h tj. on je rekurzi-

van ali nije opS$terekurzivan.

Pokazacemo da je svaki opSterekurzivni operator i rekurzivan.

Teorema 4.3. Neka je L‘y djelimi¢no rekurzivni operator takav da
je? ¢ Dom \Ij . Tada je LI/ rekurzivan operator.
Dokaz: Pretpostavimo da \If nije rekurzivan i posmatrajmo operator

prebrojavanja d)z koji odredjuje \lj . Tada postoje skupovi A i D
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takvi da je CDZ(D) = A gdje je D jednoznafan i kona&an (po
teoremi 4.1.) i A nije jednoznaan. No skup D moZe biti produZen
do skupa B tako da je B = T (f) gdje je £ neka svuda definisana
funkcija. Zbog DC B i monotonosti operatora (I)z bice

P, @< P,y t5.ac P, t5. D) nije jednoznazan
Sto je suprotno pretpostavci ff C DomLI/ . Dakle LIj je rekurzi-
van.o
Posledica. Svaki opSterekurzivni operator je rekurzivan.

Navodimo-primjer preslikavanja koje se moZe produZiti do

djelimi¢no rekurzivnog operatora, ali se ne moZe produZiti do

rekurzivnog operatora.

Primjer 4.6. Posmatrajmo preslikavanjeqj sa svojstvom

Y [a,m) )= {0,0)
i Yo 42,00 )= {o,1)

Preslikavanije LI/ se moZe produZiti do djelimi&no rekurzivnog ope-

r'atora. Neka je W, = {(0,4> , L1,32)} . Operator prebroja-
vanja (i)z ima svojstvo:

P, L2hH = (o}

b, {30 = ()

Funkcionalni operator LI} ' odredjen operatorom @ 2 je djelimi&no

rekurzivan i predstavlja produZenje preslikavanja LIJ . Pretposta-
vimo da postoji rekurzivni operator L%f", gdje je Donll4f "= ‘3;
koji je produZenje preslikavanja Llj . U tom slu€aju bi operator

prebrojavanja kojim je LIJ " odredjen preslikavao jednozna&an skup

(2,5} u skup (0,1} koji nije jednoznadan, pa LIJ " ne moZe

biti svuda definisan.
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Poznato je da se ne moZe svaka djelimi&no rekurzivna funk-
cija produZiti do op3terekurzivne. Za operatore ovo u izvjesnom
smislu ne vaZi. Posmatramo li operatore na skupu '}'(svuda defini-
sanih funkcija) moZe se pokazati da se svaki djelimiéno rekurziv-

ni operator moZe produZiti do rekurzivnog.
\

Teorema 4.4. Postoji opSterekurzivna funkcija 6 , takva da za

svako z, ako Cb:z odredjuje djelimi&no rekurzivan operator\{f '
tada (i%%z) odredjuje rekurzivan operator q/ ' sa svojstvom da

za svaku svuda definisanu funkciju f vaZi

febomly = W) =) .

Dokaz: Poznato je ( (6] str.87.) da se skup W, (za svako z) moze

napisati kao {' (0) , (1) , ... } ,» gdje je £"(z) opSterekur-
£"(z) £"(z) ,

zivna funkcija i funkcija (bf"(z) obostrano jednoznadna pa je

to prebrojavanje skupa wz bez ponavlijanija.
. Za dato z, fiksirajmo jedan takav poredak skupa W, . Ako je

VeW, kaZemo da je u ispred v u W, ako je uew, i

u=d)(k) iv=Cb. (p) i k<p .
:z) 1z)

Posmatrajmo skup:
(*){3<x,y> r B | Dt je jednoznadan i ER (DSC.Dt 1 wx,yy, SY €W,

,1 Vy’Vs’_( Lx,yD> » 8'> Jje ispred ((x,y> ,s) uw, =

= DS,\J DS nije jednoznaéan))J}

Ovaj skup je rekurzivno prebrojiv i u numeraciji r.p. skupova in-

deks ovog skupa ravnomjerno zavisi od z, pa postoji opsSterekurzivna
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funkcija ¢ tako da je ovaj skup Wg . DokaZimo da (_I)
(z) 6 (z)

odredjuje rekurzivan operator tj. da je slika ma kojeg jednozna-

¢nog skupa jednoczna&an skup.

Neka je A jednoznafan skup i neka d)d (A) nije jedno-
(z)
znaCan. Tada vaZi (X, 7Y ¢ (A) i L{X,9.5 ¢ (p) i
| 1 q?(z) 2 CI>(<z)
Y, # Yo o tada gtl( ((x,yl) , tl> € W i Dt Cc A) i
6 (z) 1
Jt, ( WLxy5,% + £,> € W i D c A) . Po3to suD i
2 2 2 d(z) t2 tl

Dt jednozna&ni na osnovu (*) postoje s, i S, tako da je
2

Dslc Dtl i DSZC th i ((x,yl> ’ sl> € WZ 1

{&XrYy> S, ewz. Ne smanjujuc¢i opStost pretpostavimo da je

((x,yl> v 5> ispred ((x,y2> ’ 52> u wz pPa na osnovu (*)
D @) D, nije jednoznafan 8to je kontradikcija jer je

1 2

bD_ U D_ ¢ A. Dakle, d) odredjuje rekurzivan operator.
S17 %2 6 (z)

Neka je f svuda definisana funkcija i £ ¢ Dom L}f tj.

. T(f)) je jednozna®an skup, dokaZimo da je

T p (TaEn q)z o)

¢ (z)

Prvo, (X,¥5 ¢ cbd( )('r:(f))=_> It (WX, ¥y, t> ew i
2

5’(2)

1D cTEN= 3t Is (({x,¥y>, s> e W, i D_cD cT(£)) =

= (x,y)ed)z({(f)) .

Dakle, CP&( )(T(f))C¢Z(T(f)) .
2
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Obratno, <x,y>€ P _(T(£)) = 3s( wx,y> ,8> € W, i D_c T(£)).
U fiksiranom poretku skupa Wz neka je s prvi broj sa takvim svoj-
stvom. Posmatrajmo skup S =(s'| 3y' («x,y'> , s'> je ispred
{{x,¥>+ 8> uW)Y) .S je konaan pa je S = {sl,...,sk} .

Zasvako i (l1¢ic<k) wva¥i Ds 4: T(f) , jer iz Ds C T(f)
i i

slijedi ¢Z(Ds ) ¢ Cbz(’C(f)) » no kako postoji y’ tako da je
i

<{x,¥9'> € Cbz(Ds.) vazilo bi <x,y’'> € q)z(f(f)) i

1

(X, YD € CI)Z(’C(f)) Sto je nemoguée jer je Cbz(f'(f) jednozna-

¢an. KonstruiSimo skup D, tako da je DtC.’C'(f) i Arg D, =
= Arg DUArg D_ U ... \JArg D . Bide D_ konafan i jednozna-
s S, Sy t
¢an i za V s (DS U D, nije jednoznalan) jer Dg ¢ T(f) i f
i i
je svuda definisana. Na osnovu (*) slijedi Wx,y,> , td>e Wd
~ (z)
ti.  (X,¥5 ¢ (P (T(£)) . ako je S=¢ tada je D_ = D_ pa
6 (z)
opet vaZi <x,'y) € ) (T(f)). Ovim je teorema dokazana.n
(z)

Ovim smo pokazali da ako je f =l[j (g) i g svuda definisana
i qj djelimiéno rekurzivan tada postoji rekurzivan operator (I) !
tako da-je f =\[/ ‘(g) . Medjutim i dalje je otvoreno pitanje da 1li
postoje funkcije g i f takve da se g mo¥e preslikati u f djelimi&-
no rekurzivnim operatorom ali rekurzivnim operatorom ne mozZe. 0Od4-

govor Jje potvrdan i primjer takvih funkcija dao je D.T.Skordev.

Primjer 4.7. Neka je f proizvolina svuda definisana funkcija od

jedne promenljive koja nije opZterekurzivna.i neka je g definisana

relacijom:
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0, ako je f(c,(2)) = c,(2)
g(z) =
ne definisana u ostalim sludajevima

gdje su c, i c, inverzne funkcije Cantor-ovoj kodiraju€oj funkci-

ji tj. {e,(2) c2(z)) = z,

Intuitivno je jasno da postoji procedura koja skup

B = {{x,£(x)) |XeN} svodi po prebrojivosti na skup

A= {(z,g(z» | 2z eDom(g)) Jer kad god kao ulaz damo a €A zbog
a=4<z,0> i f(c,(z)) = c,(z) izlaz moZe biti b = ( c, (z),

' c2(z)'> = 2 = c,(a) . Dakle postoji djelimi&no rekurzivan ope-

rator LI/ tako da je f =qj (g).

Pretpostavimo da postoji rekurzivan operator QJ ' tako da
je f = q/ "(g) . Neka je h(x) = 0 tada va?i gch pa zbog monoto-
nosti operatora LI/ "y, LY'(g) C \-Y'(h) tj. £ ¢L1/'(h) tj.

f =1{/'(h) jer je f svuda definisana. Dakle f je izracunljiva
jer se dobija djelovanjem rekurzivnog operatora na izraCunlijivu

funkciju, a to je suprotno pretpostavci.

Na kraju razmotrimo moguénost numeracije operatora koje smo
ovdje posmatrali. Vidjeli smo da operatori prebrojavanja, po defi-
niciji, raspolaZ?u numeracijom. 3ta je sa djelimiéno rekurzivnim

odnosno rekurzivnim operatorima.

Teorema 4.5. Postoji numeracija klase svih djelimi®no rekurzivnih

operatora.

Dokaz: Neka je LI/ djelimi&no rekurzivni operator. Postoji Cb 2
(operator prebrojavanja) koji ga odredjuje. Numeri¥imo operator
LI/ brojem z. Obratno za svaki broj z, operator prebrojavanja sz

odredjuje tano jedan funkcionalni operator koji je, po definiciji,

djelimi¢no rekurzivan.o
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Ograni€imo 1li se na skup ’Jr svih totalnih funkcija moZemo

pokazati da i rekurzivni operatori raspolaZu numeracijom.

Teorema 4.6. Postoji numeracija rekurzivnih operatora na skupu _T

Dokaz: U dokazu teoreme 4.4. vidjeli smo da postoji opiterekurziv-
na funkcija 6 takva da je za svako feff i svako zéN

Sz - D, ()

6 (z)

i da za svako z odredjuje rekurzivan operator. Dakle,

d(z)

moguca je numeracija rekurzivnih operatora na skupu 5 . a
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