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PREDGOVOR 

Kao prirodan nastavak prou6avanja efektivnih operacija nad 

brojevima javlja se prouCavanje takvih operacija nad funkcijama. 

Osnovna razlika je u tome gto je broj kona6an a funkcija, po pra-

vilu, beskona6an objekat, pa 6e glavnu ulogu imati konafta podfun-

kcija odnosno broj koji joj se mote pridruZiti. Tako dolazimo do 

pojma rekurzivnog operatora. 

U uvodnom dijelu ovoga rada daju se uobiCajene napomene o 

oznakama i neki poznati rezultati teorije efektivne izra6unljivos-

ti koji se kasnije koriste. Dokazani su opgtiji oblici teoreme 

Rice-Shapiro nego gto se u navedenoj literaturi mogu nadi mada se 

dokazi potpuno oslanjaju na dokaz dat u knjizi od Cutlanda ([2]). 

U drugom dijelu razmatraju se rekurzivni operatori 

cip 	---' (n > 1) , gdje su 	i 3n  klase m-arnih odnosno n-arnih 
funkcija nad N. Ovi operatori izloleni su uglavnom na na6in kako 

se to eini u [2] (glava 10) pri emu se i tvrdjenja data za opera-

tore 4):-1 	jr ovdje dokazuju za operatore CID
m n 

Dat je 
i ve6i broj primjera konkretnih operatora. 

U tre6em dijelu se razmatraju rekurzivni operatori 

4D: 	x 	x _rink 	
kao uopgtenje:oiDeratora iz drugog dijela i 

1 
dokazuje da vaZe analogna tvrdjenja. Primjerom 3.3. pokazuje se da 

se to tvrdjenja ne mogu svesti na prethodni slu6aj na prirodan na-

6in tj. primjenom uobi6ajenih kodiranja k-torki prirodnih brojeva. 

Dokazuje se teorema o nepokretnoj ta6ki za operatore 

: m 	frn  (teorema 3.5.) kao i neka varijanta teoreme o 
nepokretnoj ta6ki za k-torku operatorat:j7m  x. .x 'cm  --Jr m.' 1  
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1 < i 	(teorema 3.6.) gto predstavlja uopgtenje i rjegenje za- 

datka formulisanog u [2] (zad. 3, str.207). 

U eetvrtom dijelu se uvode efektivni operatori nad podskupo-

vima od N tzv. operatori prebrojavanja, a rekurzivni operatori 

nad funkcijama dobijaju kada se operatori prebrojavanja primjene 

na jednozna6ne skupove. Takav pristup pojmu rekurzivnog operatora 

dat je u knjizi od Rogersa [6] (glava 9). Uvode se pored rekurziv-

nih i djelimi6no rekurzivni i opgterekurzivni operatori i razma-

traju odnosi medju njima. 

Zahvaljujem se mentoru Dr Z'arku Mijajlovidu na korisnim su-

gestijama i velikoj pomodi koju mi je pruio prilikom pisanja 

ovog rada. 
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I DIO 

UVODNI 	POJMOVI 
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Neka je N uobi6ajena oznaka za 	 . Sa 2N 

oznadavademo skup svih podskupova od N. U ovom radu se pojavljuju 

funkcije iz Nn  u N za razne vrijednosti n. Oblast definisanosti 

funkcije f ozna6avademo sa Dom(f), a oblast vrijednosti sa Ran(f). 

Napominjemo da demo pod pojmom funkcija f iz N n  u N podrazumijeva-

ti djelimidnu funkciju tj. funkciju 6ija se oblast definisanosti 

ne poklapa obavezno sa N n . Ako je Dom(f) = Nn  onda se radi o to-

talnoj n-arnoj funkciji f iz Nn  u N. Sa e (i odgovarajudim indek-

sima ozna6avademo konadne funkcije tj. funkcije 6iji je domen ko-

nadan skup, a sa f0  nigdje ne definisanu funkciju tj. funkciju za 

koju je Dom(f0) = Ran(f0) = 0 . Za dvije funkcije f i g zapis 

f(x)..:g( ) znadi da je vrijednost f(x) definisana akko je defini-

sana vrijednost g(x) i ako je f(x) definisano onda je f(x) = g(x). 

Sa x demo oznadavati n-torku (x l , 	xn). 

U nastavku navodimo neke osnovne pojmove teorije efektivne 

izradunljivosti koje demo u ovom radu koristiti. 

Pod pojmom algoritma iii efektivne procedure (na intuitivnom 

nivou) podrazumijevamo bilo kakvo mehani6ko pravilo iii automatski 

metod, ili program za izvrgavanje nekih matemati6kih operacija. 

Isto tako (neformalno) pod pojmom efektivno izraainljive iii, jed-

nostavno, izradunljive funkcije podrazumijevamo funkciju za koju 

postoji algoritam kojim se mogu izra6unati vrijednosti to funkcije. 

No, u matematici se javlja potreba za formalizacijom odnosno stro-

gim definisanjem ovih pojmova i podev od 30-tih godina ovog vijeka 

veliki broj matemati6ara je radio na tom problemu. Kao rezultat 

toga imamo ditav niz formalizacija intuitivnog pojma efektivne iz-

ra6unljivosti. Mi demo u ovom radu koristiti, uglavnom, slijede6a 

dva pristupa. 
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1. Magina sa neograni6enim registrima (MNR)  

Ovaj formalni sistem dali su Shepherdson i Sturgis [Shepherdson J. 

C., Sturgis H.E.; Computability of recursive functions, J.Assoc. 

Comput. Machinery 10, 217-255; 1963.] . U negto izmijenjenom vidu 

ovaj pristup detaljno je izlcAen u [2] pa demo ovdje navesti samo 

neke oznake. 

Komande anuliranja, dodavanja jedinice, preadresacije i us-

lovnog prelaza na MNR ozna6avademo redom sa Z(n), S(n), T(m,n), 

J(m,n,q). Neka je P proizvoljan MNR-program i a l , ..., an  E N tada 

P(a l , ..., an ) t zna6i da 6e se, polazedi od a l , ..., an  izra6una-

vanje po programu P nekada zaustaviti, a P(a l , ..., an ) T znaft da 

se nikada nee zaustaviti. P(a l , 	an)lb zna6i da de se, pola- 

ze6i od a l , ..., an  izra6unavanje po programu P zaustaviti i kao 

rezultat dati b. Neka je f djelimi6na funkcija i P proizvoljan 

MNR-program kaemo da P MNR-izra6unava funkciju f ako za svako 

al,..., an'  b vai P(a l , ..., an )Ib akko (a1' "" an )E Dom(f) i 

f(al , ..., an ) = b. Funkcija je MNR izra6unljiva ako postoji prog-

ram koji je MNR - izra6unava. Kiasu MNR-izra6unljivih funkcija oz-

na6ava6emo sal, a klasu n-arnih izra6unljivih funkcija saJ n Pod 

pojmom izra6unljivo podrazumijeva6emo MNR-izra6unljivo. 

2. Rekurzivne funkcije 	/Godel i Kleene, 1936./ 

Ovaj formalni sistem polazi od nekih osnovnih funkcija kao gto su: 

a/ nula funkcija n:x 	0 , xEN 

b/ funkcija naslednika s:x x+1, xE N 

c/ projekcijske funkcije p7 	(x1 , ..., xn) 	1 < i < n, x.EN 

i slijede6ih operacija nad funkcijama: zamjena, prosta rekurzija 

(sa ili bez parametara) i minimizacija. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Najmanja klasa funkcija koja sadrgi osnovne funkcije i zat-

vorena je za operacije zamjene, proste rekurzije i minimizacije 

predstavljaklasu -P_, djelimiono rekurzivnih funkcija. Uoeimo dvije 

vane podklase ove klase funkcija. Opgterekurzivne funkcije pred-

stavljaju totalne funkcije iz klaseR. Prosto rekurzivne funkcije 

dobijamo ako izostavimo operaciju minimizacije. 

Navodimo bez dokaza (dokaz postoji npr. u [2] str.58) slije-

dedu zna6ajnu teoremu: 

Teorema 1.1.  Klasa 7 (MNR-izraeunljivih funkcija) poklapa se sa 

klasomR, (djelimieno rekurzivnih funkcija). 

Napominjemo da demo u radu koristiti tezu Church-a koju mo-

gemo ovako formulisati: 

Teza Church-a:  Klasa intuitivno izraOunljivih funkcija poklapa se 

sa klasom MNR-izraOunljivih funkcija. 

S obzirom na prethodnu teoremu i prihva6enu tezu ne6emo pra-

viti razliku izmedju klase intuitivno izraCunljivih funkcija, 

MNR-izraOunljivih funkcija i djelimiOno rekurzivnih funkcija. 

Mogu6nost numeracije izraCunljivih funkcija igra fundamental-

nu ulogu u teoriji efektivne izraOunljivosti. Mi 6emo u ovcal - radu 

fiksirati numeraciju koja je detaljno izlogena u [2] a zasniva se 

na efektivnoj prebrojivosti skupa svih MNR-programa. Napominjemo 

da bitno koristimo izraOunljivost slijede6ih bijekcija i njima in-

verznih funkcija: 

a/ TT  : NxN--41\1, gdje je TT (m,n) = 2m  (2n+1)-1. Inverzna funkcija 
TI -1  definisana kao TT -1 (x) = (TT 1 (x),7 2 (x)) gdje jelTi (x) = (x+1) 1 

 (izlogilac broja p l  = 2 pri razlaganju x+1 na proste mnogioce) 

	

TT 2 (x' = 1 
	x+1  

	

2 	(x) 	1).  
2 
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7 

b/ 	: 	 xN+ 	N gdje je T (m,n,q) 

T1 -1 (x) = (Tyll i (x) + 1, 11 2 (11 1 (x)) 

U c/ T :Nk 	N gdje je T (a l , a2 , ..., 
1c)c) 

=Tr ( TT (m-1, n-1) , q-1) 

+ 	1, 11 2 (x) 	+ 1). 

al 	a 1 +a2 +1 
an ) = 2 - + 2 + 

a 1 +a2+...+an+k-1 
- 1. Inverzna funkcija T -1  + 2 	 dobija se po 

slijede6oj proceduri: postoje jedinstveni brojevi OKb i < b 2< 

<bk (k?--1) tako da je x+1 = 2
b1 

 + 2b2 
 + 	+ 2bn 

 tada je 

I -1 ( x ) 	(a 1 ,..., an ) gdje je 	a +1  = 

Teorema 1.2. Skup X svih komandi MNR je efektivno prebrojiv. 

Dokaz: Posmatrajmo bijekciju 	 definisanu na slijededi 

1(Z(n)) = 4(n-1) 

(S (n)) = 4(n-1)+1 

(T(m,n)) = 411(m-1, n-1)+2 

= 4T1(m,n,q)+3 

Inverzna funkcija ^-1 
 (x) dobija se po slijede6oj proceduri: Neka 

je x=4u+r gdje je Os-.r 4 tada 

Za r=0 1-1 (x) = Z (u+1) 

za r=1 '; -1 (x) = S (u+1) 

za r=2 1 -1  (x) =( TT 1  (u) +1 '2 (u.)+1) 

za r=3 11 -1 (x) = J(m,n,q) gdje je (m,n,q) =T1 -1 (u). 

1 Funkcije 	
i 	

-1 su izra6unljive jer su izra6unliive funkcije 

T1. 	1T2 , 	

-1 .
❑  

Teorema 1.3. Skup 	svih programa MNR je efektivno prebrojiv. 

Dokaz: Pomo6u bijekcija T i I definiimo bijekciju V :7-PN 

tako da je za proizvoljni program P 6ije su komande I l ,...,I s  

V (P) = T. (I (I i ),..., 	(I s )), analogno pomoau T -1  i n --1 
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dobijamo inverznu funkciju V -1 (x). Izra6unliivost funkcija V i 

V -1  slijedi iz izracunljivosti funkcija T , n , T -1, n -1., 

Broj V (P) zvademo kodnim brojem iii G8delovim brojem iii 

jednostavno indeksom programa P i ozna6avati sa P
n program 6iji je 

\) -1 kodni broj n tj. V (P n ) = n odnosno Pn = v 	(n). 

Na bazi opisane efektivne numeracije programa izvrgimo sli-

jededu numeraciju izra6unllivih funkcija: A,(n) 
 je n-arna funkci-

ja izra6unljiva po programu P
a . Ozna6avademo sa W a

n)  oblast defi- 
n) , 

a
( 	 ( nisanosti funkcije (11 	, a sa Ea

n) 
 oblast vrijednosti funkcije y 

4) (n) . Gornji indeks ne6emo a 	 pisati kada je n=1. 

U radu demo 6esto koristiti poznatu s-m-n teoremu koju ovdje 

navodimo bez dokaza. 

Teorema 1.4. Za svako m, 	1 postoji totalna izra6un1jiva (m+1)- 

-arna funkcija s n (e, x

- 

) tako da van_ 

(m+n) 	 (n)  
(7 e 	 ) gdje je 	 y=(yi ,...yn) 

Rekurzivne i rekurzivno prebrojive skupove definigemo na uo-

bi6ajen na6in. U mnogim dokazima koristimo skup K = Kx 1 x E W x 

 koji je rekurzivno prebrojiv (r.p.) ali nije rekurzivan. 

U [2] je formulisana i dokazana teorema Ricey 

-Shapiro za jednoargumentne izra6unljive funkcije. Ovdje demo da-

ti dva prirodna uopgtenja to teoreme koja demo kasnije koristiti. 

Teorema 1.5.  Neka je 	skup n-arnih izra6unljivih funkcija takav 

da je skup A = 	(I) x(n) E 	r.p. tada VaZi za bilo koju n-arnu 

izra6unljivu funkciju f 

f GA == 3 e(ecf ieEA), gdje je e kona6na funkcija. 

Dokaz: Neka je f n-arna izra6unljiva funkcija. Pretpostavimo da 

je f E 	 i e 	za svaku kona6nu podfunkciju ecf. Pogto je K 
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postoji izrae- unljiva funkcija od jednog argumenta diji je domen 

K. Znaei postoji program P sa svojstvom P(t)4 akko tE K. 

Definigimo funkciju g na slijededi 

ili manje ako P(t)1 za < z 	z 
1" n koraka 

man ne definisana, ako 	P (t) I.  za < 	• ' z n' koraka je
1 

gdje je < z i „...,zn  > Cantor-ovo kodiranje n-torke 

Po tezi Church-a g je izraCunljiva pa primjenom s-m-n teoreme 

imamo g(t, z i ,...,zn ) =---sd) (n) 
gdje je s(t) total- 

' s (t) 
(n) na izradunljiva funkcija. Po konstrukciji je 	s (t)  C f. UoCimo 

implikacije: 

(n) 
t e K > P(t)J, za z 0  koraka > 	(z 1 , 	, z n ) je definisana 

s 
 (n) samo kad je <z 1 ,...,zn > < zo 	
(t) 

s (t)  je konasana =--> 

	

1-1( ) . ,A =-.> s(t) 	A 

Dakle, t E K =--> s (t) A. Isto tako van_ 

tEtK 	P(t) 1. 	g(t, z i ,...,zn ) = 	E-A 
1  Sft) 	

s(t)E A 

Dakle, t 5"1‹ 	s(t)E A. Ove implikacije zajedno daju ekvivalenci- 

ju tE K < 	> s(t)E A. 

Pogto je s izraeunljiva i A po pretpostavci r.p. slijedi da je i 

K r.p. a to je kontradikcija. 

Dakle, postoji kona6na podfunkcija AC f i AE A . 

Obratno, neka je f n-arna izra'aunljiva funkcija takva da posto-

ji eC.f i AEA i neka fEtA. DefinisSimo funkciju g na slijededi 

naCin 
f 	 , aka je 	 Dom(e)ili tE K 

ne definisana u ostalim slueajevima. 

g(t, z 1 1— " z n )  

Po tezi Churcha g je izraCunljiva pa primjenom s-m-n teoreme 

imamo g(t, z i  , ...zn ) 	4) (n) s(t) (z1" zn' ) 	gdje je s(t) totalna 
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- 10 - 

izraCunljiva funkcija. Vae implikacije: 

s 
tEK=-->(1) (n)s(t)  = f=> 	(n(t)  ) 	A 	 s(t) ct A 

t K 	(1) 1"-E 	= f Dom ( 8) 	> (zbog ec f) (1) (t) 
	e 	 cbs(net.) 

e A 

E A 	pa je opet t EK <=---->s(t) e A gto znaci da je K r.p. a 

to je nemogu6e. Dakle, fEA•Cl 

Za n=1 imamo slijede6u posledicu: 

Posledica. Neka je A skup jednoargumentnih izra6unljivih funkcija 

takav da je skup A= €1 (ID x  E /I) r.p. Tada za proizvodljnu jedno-

argumentnu izrasaunljivu funkciju f van.. f E ,f1(=>3e (eC f i eE 	, 
gdje je e kona'ana funkcija. 

Ova teorema van i kada je skup k-torki izra6unljivih 

funkcija koje mogu imati i razlie'ite brojeve argumenata. Dokazuje-

mo i taj oblik teoreme jer 6'emo ga kasnije koristiti. 

Teorema 1.6. Neka je A podskup skupa 7. x7 x...x7 

	

m l m2 	1:11k 

gdje 1 m . p 	 rredstavlia skup svih izra6unljivih funkcija od m. a - 
1 (m ) , 1 

k
, 	1 	L  (mk ) 

gumenata, takav da je A = ((e l ,. • • ,ek) l y e 	f• • • V ek  
,_ ) 

	

1 	
r•p• 

Tada za svaku k-torku izrasounijivih funkcija (f 1 ,...,fk ) gdje je 

fiE 7 m 	(1<i < k) vaZi: 

(f i ,...,fk )E A 	el ... Lek  (eiC fi  i (ei  , ...,ek)E A ) 
Dokaz: Neka je (f i ,..., fk ) G A i neka je (8 1 ,• • • ek  )1 A za bilo 

koju k-torku konasonih podfunkcija e.0 f i 

Postoji program P sa svojstvom 	akko tE K. Definigimo funk- 

cije g 1 ,...,gk  na slijede6i nasein: 
ili 

f (z 1 , 	. ,z,„,
1". 

 ) 	ako P (t) 	za. <zi 	, z > manic 
gi (t,z 1 ,...,zm  j)=-- 	 1 	 mi koraka 

ne definisana, ako P(t) l za <z 	z > 
mi manje 

koraka 
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Funkcije gi  (1E;i-.5.;k) su izra6unljive paPos-m-n teoremi vai 

(mi ) 
gi lt, z 1 ,...,zm. )== 4) 5(t) 	(zi ,...,zm. ) 	gdje su s i (t) totalne 

1 	 1 i 	 1  (m1  ) izra6unljive funkcije. Po konstrukciji je cp 	C fi . Ako je s i (t) 
tE K va'2"1. P(t)I . Neka je z o  broj koraka za koji se P(t) zaustavi. 

Uoeimo skupove B 1 ,...,Bk  tako da je B i= ( ,...,zm )l<z 1 ,...,zm.><zo
) 

1 	 a. 
(m.) 

(1_..i_. k). Skupovi B i  su konaCni i vaia Dom ( CI) S. (t) 	)=B.• 1 
1 

( .ma.) (m1) Dakle, 	 su konaene podfunkcije od f i  pa ((1). 
si(t) 	 sl(t) 

) A odnosno (s i  (t) , 	, sk  (t) ) El A. Ako t K onda je •• 

k (t) 

(mi ) 

(1) 	= f. 
1 

Si (t) 

.1 ) 	(no 
) , 	, 	)E 	odnosno (si (t),•••,sk (t))€A.Iz 

(t) 	sk(t) 
pa 

svega ovoga slijedi ekvivalencija tE T(.==>(s i (t),...,s k (t))E A. 

Kako je A r.p. i funkcije s i ,...,sk  izra6unljive bi6e i K r.p. 

gto je nemogu6e. 

Obratno,neka je (f 1 ,—,fk), f i e Tm. 	 takva k-torka 

izraCunljivih funkcija za koju postoje kona6ne podfunkcije e 1 C f i 

 tako da je (e 1 ,...,ek )EA i (f 1 ,—,f00 

Definigimo funkcije g l „...,gk  relacijama 

g.(t,z 	z 1" m. 

iii 
fi(z1,—,z-....),akoje(z i ,—..,z_

mi
)E Dom (ei )tEK 

ne definisana u ostalim slu6ajevima 

gdje je 

Na osnovu teze Church-a i s-m-n teoreme bi6e 

(m.) 

4) gi (t,z i ,...zm 	 su opgterekurzivne. 
si  (t) 
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odnosno (s i  (t) , 	, sk  (t) ) V A; t ( s (t) ,.. ., 
s .
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 (t) 
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V.ae implikacije : t E K== 
(mi ) 	 (mi ) 	( my ) 

= f i  == 	
s k (t) 

() - )E1A 
s i lt) (t) 	 s (t) 1 

...,sk  (t) ) E A. Odavde imamo ekvivalenciju t E T 	(s i (t) , 	,sk  (t))EA 

koja daje kontradikciju K je r.p. 

Napomenimo na kraju da je iz teoreme 1.5. mogude izvesti vr-

lo jednostavan dokaz poznate teoreme Rice-a i to za n-arne izra6u-

nliive funkcije. 

Teorema 1.7. Neka je 	skup n-arnih izra6unljivih funkcija takav 

. Tada skup B = 
l 
x l Ck x(n) E 	nije rekurzi- 

rekurzivan. Skupovi 	i n/ 1 zadovoljavaju us- 
, 

love teoreme 1.5. Ako je f E 	tada za svako e E N 
P'S 

gto je suprotno pretpostavci. Ako f0 	tada za svako e E N 

(n) 
gto je takodje suprotno pretpostavci. Dakle B nije 

rekurzivan. 

da je n I n  i 

van. 

Dokaz: Neka je 
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II D I 0 

REKURZIVNI OPERATORI cb:1;,74 1-n  (n ?-- 1) 
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REKURZIVNI 	OPERATORI 

Neka je jrn  (n.:7e.t1) klasa svih djelimi6nih funkcija iz N n  u 

N. Pod operatorom demo podrazumijevati funkciju cip 
m 	n 

operatore demo oznaCavati graim slovima 	 . u ovom di- 

jelu demo posmatrati samo svuda definisane operatore tj. one Ciji 

se domen poklapa sa cijelom klasom Y. Cilj nam je da uvedemo iz-
raounliivi (tj. efektivni) operator cID . Intuitivno je jasno da 

takav operator mora imati svojstvo da se bilo koja vrijednost iz-

lazne funkcije 	(f), ako ona postoji, mote efektivno izraCunati 

za konaCno vrijeme i na osnovu kona6ne informacije o ulaznoj fun-

kciji f. Takve operatore molemo ilustrovati slijededim primjerom. 

Primjer 2.1.  Posmatrajmo operatore1 
	2 i 	koji preslikavaju 

iz 	1 u 351  i definisani su na slijededi na6in: 

= g i  , gdje je g1  (x)`^ 2 f(x) 

.(f) = g 2  , gdje je g2 (x)== 	f(t) 
tax 

Ove operatore molemo smatrati efektivnim jer bilo koju konkretnu 

vrijednost g 1 (x) funkcije g (ako to vrijednost postoji) molemo 

efektivno izra6unati iz jedne jedine vrijednosti f(x) funkcije f. 

Isto tako bilo koju vrijednost g 2 (x) (ako ona postoji) molemo efe-

ktivno izra6unati iz konaeno mnogo vrijednosti funkcije f, odnos-

no znajudi f(0), f(1),...,f(x). 

Zna6i, 	(f)(x) se izra6unava na osnovu kona6nog dijela 9 

funkcije f, pa zato operator c10 mora biti tako definisan da i za 

neku drugu funkciju g 6iji je konafti dio takodje e vaZi 

cip(f) (x) ti  c (g) (x) 
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No prije stroge definicije rekurzivnog operatora uvedimo 

neke pomodne pojmove. Pod konaenim dijelom funkcije f podrazumi-

jevamo neku konasenu funkciju e koja se mote produsiiti do f. Od 

posebnog zna6aja su 6injenice da je svaka konaena funkcija izra-

6unljiva i da se svaka konaena funkcija e moe efektivno kodira- 
ti 

ti brojem e. Jedan od nanna na koji se to moe uraditi je slije-

dedi: Neka je eE In , n-torku prirodnih brojeva 3Z=(x l ,...,xn ) 
x +1 	x2 +1 	x +1 kodira6emo brojem cod(x

- 

) = p11 	• p2 	... P n 	(pi  je i-ti 

prost broj) a funkciju e brojem e tako da je 

8 = 0 , ako je Dom (8) =0 

- 19(x) +1 
G = p 	 ako je Dom (e) 

; € Dom(e) cod(-x) 

Pri ovakvom kodiranju postoji efektivna procedura koja za proiz-

voljan broj z utvrdjuje da li je z = e (gdje je e neka konafta 

n-arna funkcija) i u slu6aju potvrdnog odgovora utvrdjuje da li 

neko zadano ST pripada Dom (8) i ako pripada izra6unava e(7). 

Definicija 2.1.  Neka je 43 : jcn -41 	cfp je rekurzivan operator ako 

postoji izra6unljiva funkcija 	 tako da za svako fe 17. rn , 

xENn i yEN vaZi: 

(f) (R) 	y<—> 3 e( eCf i (1) (-E-), )7) = y) . 

Pokaimo da su operatori 2 1  i clo 	iz primjera 2.1. rekur- 

zivni u smislu ove definicije. 

Operator 4 1 : TI-4 1  definisan kao 	1 (f) = g l , gdje je 

g i (x) == 2f(x), je rekurzivan jer je funkcija 

28(x) , ako je z=e i xE Dom (e) 

ne definisana u ostalim sluCajevima 
4)(z,x) = 
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izrasounljiva po tezi Church-a i za svako f,x,y van 

Gip /  (f) (x) = y < 	> x E Dom(f) 

	 3 e (eC f 

	> 3 el 	C f 

Operator cID 2 :1  	3:1  definisan kao cip 2  (f ) =g 2 , gdje je 

g 2  (x) = 	f (t) , je rekurzivan jer je funkcija 
tax 

	 e (t) , ako je z= e 	 ,x E Dom(e) 
() ( z , x)-----: 

ne definisana u ostalim slu6ajevima 

izra6unljiva po tezi Church-a i van 

cio 2 (f) (x) 	 Dom(f) 	i y = 	f(t) 
tax 

<—> -3 e (e C f i 0,1,...,xE Dom(e) i y= 	 e (t)) 
tax 

<--=> 3 e (8 C f i (1)C6 , 	y) • 

Vasina svojstva rekurzivnih operatora su neprekidnost i mono-

tonost. 

Definicija 2.2.  Operator GID m 	je neprekidan ako za proiz- 

voljnu funkciju fE Tin  i proizvoljne x i y van: 

(f) (x) 	y< 	> Be (e C f i cip (e) (T) 	y). 

Definicija 2.3.  Operator cl) : 	 je monoton ako za proizvo- 

ljne funkcije f, g Tr„ van: 

f Cg ==> cl)(f) C 43 (g). 

Teorema 2.1.  Ako je operator rekurzivan onda je on neprekidan i mo-

noton. 

i y=2f (x) 

i xE Dom(e) 	i y=2 e (x)) 

i (b(g , 	x) 	y)). 

Dokaz: Neka je cip : Tm-4 1n rekurzivan operator i neka je (I)(z,x) 

izraeunljiva funkcija koja mu prema definiciji 2.1. odgovara. Tada 
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za proizvoljne f E m , x E Nn , yEN iz 	(f)()7)== y slijedi 

3e (eC f i (( g,R)== y) a odavde, stavljajun eCe, slijedi 

cl)(e)(i)-22y. Obratno, neka postojieCf i t(8)(31) = y tada 

Be1  C e i 10(16-1 5()== y, a odavde, zbog e1 C f, slijedi 

040(f)(Tc)===y. Dakle cl) je neprekidan operator. 

Monotonost slijedi iz neprekidnosti jer ako je fC g i 

t(f)(i)1:.'2 y tada (zbog neprekidnosti) 3e(ec f i 	(6) (x) 	y), 

no pogto je i eCg (opet zbog neprekidnosti) slijedio(p(g)(27). y.0 

Zna6i, vane implikacije 

4pje rekurzivan > 	je neprekidan 	> 	je monoton. 

S1ijede6a teorema daje jedan kriterijum kojim se mote pro-

vjeriti da li je neki neprekidan operator rekurzivan. 

Teorema 2.2.  Neka je cip : 3 	neki operator. cip je rekurzivan 

akko van_: 1 °  clp je neprekidan i 2 °  funkcija (k(z,)0 definisana re-

lacijom 

d(e) (i) , ako je z=1; i eEL 

ne definisana u ostalim slu6ajevima 
je izra6unliiva. 

Dokaz: Neka je cr) rekurzivan i neka je 1  funkcija koja mu po defi-

niciji 2.1. odgovora. Uslov 1 °  slijedi iz prethodne teoreme. Doka-

zujemo uslov 2 ° . Za proizvoljne x ENn  i yEN vak".1.: 

	

(1)(z,70-=.  y < 	>3z(z= -6' i 	ci) (e) (R) 	y) 

	

< 	>3 z 	 i e 1  C e i (15 (6 1 ,R) 	y) 

Pogto je funkcij izra6unljiva, poslednji predikat je djelimi sono 

  

rjegiv, pa je djelimi6no rjegiv i predikat "4)(z,,7)== y", dakle 

funkcija 	je izraeunljiva. 

Obratno, pretpostavimo da vale uslovi 1 °  i 2° . Tada je: 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 18 - 

ct) (f) 	y<=- >e(ec f i 	cID (e) () 	y) 

	

ecf i 	(1)(9,3Z) 	y ) 

Pog'to je 	izra6unljiva operator je prema definiciji 2.1. rekurzi- 

van .0 

Uo6avamo da je neprekidnost posebno zna6ajno svojstvo rekur-

zivnih operatora. Smisao neprekidnosti ovdje je slijede6i: 

Neka je ct) : 	 neorekidan operator i neka je fel . 

Tada za proizvoljnu kona6nu funkciju e' Cct)(f) postoji kona6na 

funkcija e C f tako da je e'C (e) i za svaku funkciju g koja je 

"bliska" funkciji f u smislu da se sa njom poklapa na kona6nom sku- 

pu Dom(e) slika 40  (g) je u istom smislu "bliska" sa 	(f) jer 

se sa njom pokiapa na kona6nom skupu Domf9). 

Navodimo primjere raznih operatora. 

Primjer 2.2.  Operator cl): 	11 	definisan relacijom: 

4,(f) (x) f(x), ako je Dom(f) kona6an 
ne definisana, ako je Dom(f) beskona6an 

nije monoton pa nije ni neprekidan ni rekurzivan. Da nije monoton 

pokazuje se jednostavno. Neka je gE ) 7:1  bilo koja totalna funkcija 

i e bilo koja njena kona6na podfunkcija uz ograni6enje Dom(8) 0. 

Tada van 8Cg i ne van cl) (e)Ct(g). 

Primjer 2.3.  Operator 40 : 	 definisan relacijom 

f(x), ako je Dom(f) beskona6an 

ne definisana, ako je Dom(f) kona6an 

jeste monoton ali nije neprekidan pa nije ni rekurzivan. Pokanmo 

monotonost. Neka je fCg, tada i Dom(g) C Dom(g). Ako je Dom(f) 

kona6an bide t(f)C. 4)(g) jer je uvijek fo Ct(g). Ako je 

Dom(f) beskona6an bide i Dom(g) beskona6an pa je 4)  (f)  C 4)  (g) jer 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 19 - 

je f C g. Operator nije neprekidan jer za svaku kona6nu funkciju 

8C f vaZi cne) = fo , dok ongledno ne mora biti ck(f) = 
f0 • 

Primjer 2.4. Operator (ID : T1  —y 	relacijom 

( 

1, ako je x E Wx (f) (x) = 

preslikava svaku funkciju u funkciji h(x) koja je karakteristiena 

funkcija predikata "xEWx " i koja, kao gto je poznato, nije izra-

6unljiva. Operator cID je o6igledno monoton i neprekidan. Medjutim, 

funkcija 

0, ako 	x Et Wx  

01(z,x)=== 

odnosno 

4)(z,x)== 

{I  1;H8)(x), ako je z=:-8- 	i 9EFI 

 ne definisana u ostalim slu6ajevima 

h(x), ako je z= 

ne definisana u ostalim slu6ajevima 

nije izra6unljiva pa po teoremi 2.2. operator 4  nije rekurzivan. 

Primjer 2.5. Operator 43 : 	 definisan relacijom 

( f ) 

( 0, ako xE Dom (f ) 

ne definisana ina6e 

je rekurzivan. Neprekidnost se jednostavno pokazuje po definiciji. 

Ako je (f) (x) y tada je xEDom(f) pa za e molemo uzeti re-

strikciju od f na skup (x) i bi6e AC f i cl) (9)(x):. y. Obratno, 

ako postoji GCf i c (9) (x) 2=Y tada je xEDom(e) tj. xE Dom(f) 

pa je ci) (f) (x) === y. 
0, ako je xeDom(e) 

Funkcija 	4)(g, x)=,4 
ne definisana ina6e 

je izra6unljiva po tezi Church-a pa je operator cl) rekurzivan. 
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Primjer 2.6. Operator dijagonalizacije 4 • 	 definisan re- 

lacijom C) (f)(x)==, f(x,x) je rekurzivan. Ongledna je izra6unlji-

vost funkcije 4)(4, x) 	e(x,x) kao i neprekidnost operatora 

Primjer 2.7. Operator Ackermann-a 2 2  definisan rela-

cijama 

(f) (0,y) = y+1 

CID(f)(x+1,0) 	f(x,1) 

4 (f) (x+1, y+1) 	f(x+1,y)) 

je rekurzivan. Neprekidnost je jasna iz einjenice da svaka konkret-

na vrijednost funkcije 4)(f)(x,y) zavisi najvi6e od dvije konkret-

ne vrijednosti funkcije f. Funkcija (1)(8, x, y) definisana rela-

cijama 

0, y) = y+1 

(1)(6, x+1, 0) 	8(x,1) 

x+1, y+1 =-= 8(x, 	8(x+1, y)) 

je izraeunljiva po tezi Church-a. 

Primjer 2.8. Operator(t 	 definisan relacijom 

gof, gdje je gE'31  (tj. proizvoljna izrEieunljiva funkcija 

od jednog argumenta) je rekurzivan. Izra6unljivost funkcije 

(1)66 	 (R)) slijedi iz izra6unljivosti funkcija g i e 

a neprekidnost je ongledna. 

Primjer 2.9. Operator 	.:yn+ —>
1 	n 

definisan relacijom 

CID(f)(i)=ALy (f(Tc,y) = 0) je rekurzivan. 

Funkcija 	,70 	(e 	y) = 0) je izraeunljiva kao rezul- 

tat minimizacije nad izra6unljivom funkcijom. Neprekidnost je on-

gledna. 
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Rekurzivne operatore 	 ovdje smo uveli uz ograni- 

6enje da je T.11 i da su definisani na cijelom 	Ako u defini- 

ciji 2.1. uzmemo da je n=0 dobidemo rekurzivne funkcionale gto 

ne6emo razmatrati u ovom radu. 0 rekurzivnim operatorima koji ni-

jesu svuda definisani bide rije6i u 6etvrtom dijelu ovoga rada. 

Rekurzivni operatori nad izraeunljivim funkcijama 

Lema 2.1.  Neka je 4: 	 rekurzivni operator i neka je 

fEim  izraaunljiva funkcija. Tada je funkcija J(f) takodje izra-

6unljiva. 

Dokaz: Neka je 4(z,x) izraeunljiva funkcija koja u skladu sa de-

finicijom 2.1. odgovara operatoru 	tada van 

(f) (T) == y 	3e (eC f i 01)(i, R) = y ) . Iz izra6unljivosti 

funkcija f i (1,1 slijedi da je predikat na desnoj strani je djeli-

mien° rjegiv pa je funkcija 
	

(f) izra6unljiva. 

I bez ovog dokaza intuitivno je jasno da je rezultat primje-

ne rekurzivnog operatora na izraaunljivu funkciju opet izra6unlji-

va funkcija. Postavlja se pitanje da li je, s obzirom na numeraci-

ju izra6unljivih funkcija, indeks funkcije 100 mogude efektivno 
nadi na osnovu indeksa funkcije CI) . Odmah je jasno da ako postoji 

funkcija koja izra6unava indeks funkcije GPO) na osnovu indeksa 

funkcije 	ona mora biti opgterekurzivna (zbog toga gto jeCip svu- 

da definisan) i ekstenzionalna u smislu slijede6e definicije (zbog 

jednoznaanosti preslikavanja 10. 
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Definicija 2.4.  Totalna funkcija h:N-4N je ekstenzionalna ako 

za proizvoljne a i b van a  _ () b =---> (41(a)  = ( 11(13)  

Kako mi posmatramo operatore 	J7 _3, Tri  to nam je potreban opg- m 

tiji pojam ekstenzionalnosti pa uvodimo m-n-ekstenzionalnu funkci-

ju slijededom definicijom. 

Definicija 2.5.  Totalna funkcija 	 je m-n-ekstenzionalna 

ako za proizvoljne a i b van 

4)a(m) 	 6(n) 	cb (n) 
h(a) 	T h (b) 

Odgovor na postavljeno pitanje je potvrdan gto je sugtina 

prvog dijela teoreme Myhill-Shepherdson. 

Teorema 2.3.  Neka je 	 rekurzivan operator. Tada pos- 

toji m-n-ekstenzionalna izra6unljiva funkcija h tako da van 

(m) 	(n) 
W(11) 	) = 

h(e) 
(eE N). 

Dokaz: Neka je y izra6unljiva funkcija koja odgovara rekurzikbnom 

operatoru 	. Tada va f i 

(m) (m) qi( (1) ) (To = y > 3e(e c 	 y). 

Pokaza6emo da je funkcija g definisana kao 

(m) 
g (e 	 ) (3-c- ) 

izra6unljiva. No prethodno uvedimo predikat R,na slijededi naftn: 

(m) 
R(z,e,37,y)=--- 39(z= gi e C 	i xf) (9,x) = y) 

(e 

Predikat R je djelimi6no rjegiv jer za njega postoji slijededa ne-

formalna djelimiano rjegavajuda procedura: 
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1 o Utvrdimo da li je za neko e ispunjeno z= ii pa ako jeste 

nadjimo Dom(e) = Cx ' x iE  Nm  

d) (m) ' i le  
2° provjerimo da 	C je 	 zratunavanjem 4)e(m) (x ' )  

pa ako jeste tada 

3 o 
izra6unavanjem Y(z,K) provjerimo da li je, ako postoji, 

jednako y. 

Ovom procedurom demo za konaeno vrijeme ustanoviti istinitost pre-

dikata R(z,e,K,y) ako on to zaista jeste. Dakle, R(z,e,K,y) je 

djelimi6no rjegiv pa je i predikat 3z R(z,e, —x,y) djelimi6no rje-

giv. Medjutim Van_ ekvivalencija 

rO 3zR(z,e,3T,y)<=7>Y ("re
m) )( ) = y  

<=#>. 

Prema tome i "g(e,K) 	y" je djelimieno rjegiv predikat pa je 

funkcija g izratunljiva. 

Dalje na osnovu s-m-n teoreme slijedi da postoji totalna iz- 

- 	(n) rasounljiva funkcija h tako da je g(e,x) 	( h(e)  (x) sto znati da 

je 
(m) (n) 

) 	 ) 	 ) 

e 	 h(e) 

odnosno 

(m) 	(n) 

e 
y 	) = (I) 

h(e) 

S obzirom na jednoznatnost operatora 	bite zadovoljene implika- 

cije 

(rn) 	(m) 	 (m) 
= 	 ( 	) 

' a 	 a 

( (1)  (rn) ) 	ci) (n) 	(1) (n) 

h (a) 	h (b) 
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(m) 
4J() = 

Dokaz: Definigimo prvo operator kao 

h(e) 

Jm 

40(n) 
h(e) 
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kako je h totalna to je i m-n-ekstenzionalna.a 

Van i obrnuto. Svaka m-n-esktenzionalna izra6unljiva funk-

cija h odredjuje jedinstven rekurzivan operator yiz 	u 

koji primjenjen na izra6unljive funkcije ima svojstvo da se indeks 

funkcije 4J(CP (e 
 
m) ) izra6unava kao h(e). To je sugtina drugog dije-

la teoreme Myhill-Shepherdson. 

Teorema 2.4.  Neka je h m-n-ekstenzionalna izra6unljiva funkcija. 

Tada postoji jedinstven rekurzivni operator 
	Trn 	tako da 

za svako e c N van 

Pogto je h m-n-ekstenzionalna operator 4J0 je korektno definisan. 

o je definisan na svim m-arnim konaenim funkcijama () jer su 

one iz klase:Tm . Iskoristidemo teoremu 1.5. (Rice-Shapiro) da po-

kaemo neprekidnost operatora 

ljivu m-arnu funkciju f van 

(*) 1.1,1 0 (f) (i) 	 f i Y o te) (7) == y) 

Fiksirajmo x e Nn  i yeN i u&nmo skup funkcija J gdje je 

f f I f 6 Im 	i 	( f ) ( 	Y 

Tada je skup A=(? I (I)em)  j)= Ce I yo ( scf)m),(7c) = y 

tj. da za proizvoljnu izra6un- 

ce (Phri(e)) (x)Y 
s obzirom da je h opgterekurzivila, rekurziv- 

  

no prebrojiv. Po teoremi 1.5. bide fE /1,,,>3 19(ecf ie 

gto upravo znan da van (*). 
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Definigimo operator lir 3;74In 
relacijom 

qj(f) (R) 	y = 39 (e f i Yo (e) (R) = y) 

Jedinstvenost je o6igledna pa dokazujemo'slijedede: 

(i) 41 je korektno definisan 

(ii) je produ2enje odU o  

(iii) je rekurzivan. 

(i) Potrebno je dokazati jednozna6nost funkcijey(f)(R), 

gdje je f proizvoljna funkcija iz m . Neka 4J(f)(R) nije jedno-

zna6na. Tada postoje funkcije el , e2  c f tako da je za neko 

Y O (9 1 )  (R) 	yl i 	
u 

2 ) (3E) = y 2 . Uzmimo funkciju e kao re- 
_ 

strikciju funkcije f na kona6nom skupu Dom(9 1 ) () Dom(92 ). Zbog 

neprekidnosti operatora tif o  i e l , 9 2  C: ebi6e 

Y 1 	0 (e i ) (R) 	0(e) (x) = 	0 (82 ) (R) 	Y2* Dakle, za proizvo- 

ljno x E Nn 
	

(f) (x), ako postoji, jedinstveno J 

(ii) i
o 

se poklapaju na skupu lmjer  za proizvoljnu 

funkciju f 	van 

41 ( f )  (T) .=Y > 3e(ecf i 	0 (e) (7c) = y)ez._—> 0 (f) (7c) = y. 

  

tilOvim je s obzirom na definiciju operatora o  dokazano 

(  (I)(m)) 

. ijk(n) 

e 1111(e) 

(iii) Dokanmo da je 41rekurzivan po teoremi 2.2. 

Naprekidnost slijedi neposredno iz definicije. 

Da bi dokazali izraaunljivost funkcije y(g, 17)c= 111(e)(i) uon.mo 

da je u numeraciji skupa j rn  indeks svake konaene funkcije 86j
m 

mogu6e efektivno madi pomoau koda g . Dakle, po tezi Church-a, po-

stoji izraounljiva funkcija k tako da je 9 = q(410- ) . Pa imamo 
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11)(6- 	ql(8)(X) c=1.1J ( 	)(R) 	((n) (m) 
(TO , 

k(e) 	 h(k(8)) 
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fto s obzriom na izra6unljivost funkcija h i k znaai izra-

eunljivost funkcije 	. Prema tome 	je rekurzivan operator.0 

Primjedba.  Iz dokaza ove teoreme slijedi da za svaku m-n-ekstenzi-

onalnu izra6unljivu funkciju h postoji jedinstven neprekidni ope-

rator 	 sa svojstvom 

(m) 	(n) 
( 	) 	= 

h(e) 

i taj operator je rekurzivan. 

Na osnovu navedenih teorema mo .gemo pokazati da je kompozici-

ja rekurzivnih operatora rekurzivan operator. 

Teorema 2.5.  Neka su 4: 37 --, Er i lij: 	rekurzivni 

operatori. Tada je operator t1 o 17 	p definisan kao 

	

 

0 CID ) ( f) (X) = y ct=>yr()(f)) (X) 	x E N ; yE N; 

rekurzivan. 

Dokaz: DokaHmo prvo neprekidnost operatora tjf 0 cp Iz rekurziv- 

nosti operatora slijedi da su oni neprekidni i monotoni. 

  

Pa za proizvoljnu funkciju f 63-in  van_ 

yocp )(f)(R) == y =>(c (f))(X) =y 

(zbog neprekidnosti4J ) => 3E3 1  [e 1  G() ( f ) i 
4J 

(e l ) (x) 

(zbog neprekidnosti 	)> 3e1 [3e2 (e2 c1  f  eicCfre2 ) 	 ( 7()  

(zbog monotonosti 4f ) 	3e 2  [e 2  c f i 7f (4) (e 2 )) (R) 

===> 3e 2  [e 2 c f i ( ffolo) (B 2  ) ci, = yJ . 
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Obratno, 

3e(e Cf i (U0()) (e) 	y)=_->3e(e cf i y(c1)(e)) (To = y) 
zbog monotonosti operatora 	i 	vaIi 

(e) C 	(f) 	(e)) c 4J (Ct (f)) 

pa kona6no imamo 	 tj. (y.44)(f)(3i):= y. 

Dokazujemo da je operator Uo d'p  rekurzivan. 
Pogto su np i 	rekurzivni prema teoremi 2.3. njima odgovaraju 

izra6unliive funkcije redom h i (x) i h2 (x) pri emu je h l  m-n-eks-

tenzionalna i h 2 n-p-ekstenzionalna. Pokanmo da je funkcija h, 

gdje je h(x) = h 2 (h i (x)) 	m-p-ekstenzionalna. 

Zaista iz osobina funkcija h l  i h2  slijedi lanac implikacija 

(m) 	
b 
(m) 	(n) 	(n) 	(p) 	 (p) 

a 4 	= 4) ===> hl(a) = (1) h
1 (b) ==> h2(h1(a)) = 4h2(h1(b)) 

(p) 	4, (p) 
= 

h(a) 	Ph(b) 

Izraeunljivost funkcije h je ongledna pa na osnovu primjedbe pos-

lije teoreme 2.4. slijedi da postoji jedinstven neprekidan opera- 
(m) 	(p) 

for 171: 17  --* 	tako da je 1.1 ( CI) 	) = 9 
e 	h(e) 

Kako je operator yo 4400 neprekidan i za njega van: 

yo (1)) ( (1) (Tn)) = 4/(4)( (I)(m) » ( 	) = 
h (e) 	 (1P11 (e) 

(n) 	(p) 

1 	h2 (h 1 (e)) 

to je n.= yo 	. Po teoremi 2.4. fl je rekurzivan pa je i 

y o 	rekurzivan.m 
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Teorema o nepokretnoj ta6ki za rekurzivne operatore 

Teorema kojom se utvrdjuje da za svaki rekurzivni operator 

postoji izratunljiva funkcija koja predstavlja njegovu najmanju 

nepokretnu tatku, zove se jog i prva teorema o rekurziji (Kleene). 

Teorema 2.6. Neka je 4) :' 	 rekurzivan operator. Tada po- 

stoji funkcija fq, tako da van.: 

(i) C) (ft ) = fc:P 

(ii) ako je za neko gElrn 	(g) = g, tada je fcpc:g 

(iii) fci) 	je izratunljiva. 

Dokaz: Pogto je 	rekurzivan on je monoton i neprekidan. Formi- 

rajmo niz funkcija € 1.-1) , nE N na slijedeti natin 

fo = f, 90 
fn+1 = 	(fn )  

Zbog monotonosti operatora 	bite fn  C fn+1  za svako n. Stavimo 

li 	= U fn  gto ima slijedete znatenje:za proizvoljne Tc( N m  
nEN 

i yc N 

( x ) = y<=_->3 n (f(x) = y) 

PokaZimo da fct, 	zadovoljava (i), (ii), (iii). 

(i) Prvo, 	(fq)  ) jer za svako n vazi fn C fc/D  tj. zbog mono- 

tonosti operatora4), 	(fn)(=C131 (ftt ) tj. za svako n vaZi 

fn+1 4(f4)  ) , pa van i U fr :. (ft ) odnosno 	CCp(ft ) 
1101 

Drugo, zbog neprekidnosti operatora 	bite 

di) (fcp ) (R) = y<=>3e (8 cfci)  i Cl(8)  ( 37) = y) 
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uzmemo li n tako da je 8 <1 fn  opet zbog neprekidnosti operatora 

00 bide 0119(f n )(R):= y tj. fni_ 1 (R) =y odnosno f41), (R) = y gto 

znaft da je Op(f40 ) 

Dakle, () (f4)  ) 

(ii)Neka je g€ 	i CI) (g) = g. Pogto je fo= fs  C g i iz 

fk c:g slijedi (zbog monotonosti d) 1!)(fk )c:IfID(g) tj. f - k+1 4= g' 

zaklju6ujemo indukcijom da je za svako n fncg gto znadi fc  

(iii)Prema teoremi 2.3. postoji izraeunljiva funkcija h tako da 
(n) (m) 

je 	( () 	) = (1) 
 

. Neka je u numeraciji m-arnih izra6unlji- 
e 	h(e) 

(m) 
vih funkcija eo  indeks funkcije f0  tj. f0  = 41) 	. Definigimo 

e o 
funkciju k relacijama 

k(0) = eo 

k(n+1) = h(k(n)) 

( m) 
Funkcija k je izraeunljiva i jog za svako n vaZi f = 	jer 

k(n) 
(m) 	 (m) 	(rn) 	 (m) 

je fo  = 
k (0) 	fl 	fo) = 	1)k(0) ) = C)

=d2
h(k(0)) 	Tk (1) 

itd. 
(m) 

Pa de biti: f(40  (x) = y<—> 3n( 1 	(x) 
k(n) 

Predikat na desnoj strani je djelimi6no rjegiv pa je funkcija f ci6 

izra6unljiva.o 

Primjedba.  U dokazu ove teoreme rekurzivnost operatora 	koristi- 

li smo samo da bi dokazali izradunljivost funkcije fcl)  , pa tvr-

djenja (i) i (ii) vane za bilo koji neprekidni operator. Isto tako 

jasno je da ako je 	totalna funkcija onda je ona jedinstvena 

nepokretna ta6ka neprekidnog odnosno rekurzivnog operatora. 
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Razmotrimo nepokretne take nekih rekurzivnih operatora. 

Primjer 2.10.  Operator 	: 	definisan kao 

ako je x=0 

f(x+1), ako je x#0 

je oeigledno rekurzivan. Nepokretna ta6ka ovog operatora je svaka 

funkcija oblika 

1, ako je x=0 
fc (x) = 

c, ako je x0 

gdje je c cN, a najmanja nepokretna tasoka je 

1, ako je x=0 
f44,, (x) = 

ne definisana, ako je x#0. 

Iz ovog primjera vidimo da rekurzivan operator mo'ie imati vise ne-

pokretnih ta6aka i da najmanja nepokretna ta6ka rekurzivnog opera-

tora ne mora biti totalna funkcija. 

Frimjer 2.11. 1/ 
Operator Oij : J1 definisan kao 

f (f (x+3) , ako je x 42 
(f) (x) 

x-2, 	ako je x >2 

je o6igledno rekurzivan. Nepokretnu ta6ku ovog operatora dobi6emo 

metodom iz dokaza tecreme 2.6. 

Formirajmo niz funkcija 	(f2 na slijededi na6in: 

fo = f, P 

ne defini- 
fo  ( f 0  (x+3) ) , ako je x< 2 {: sana, 	ako je x<2 

f l  (x) = 	(fo) (x)= 
x-2, 	ako je x >2 	x-2, 	ako je x>2 

1/ Ovaj primjer inspirisan je McCarthy-jevom funkcijom (4 str.226.) 
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f l (f 1 (x+3), ako je 	2 	ne definisana, ako je x1 
f 2 (x)=41)(f 1 )(x) = 	 = 1, 	 ako je x=2 

x-2, 	ako je x >2 	x-2, 	 ako je x>2 

f3 (x)= 
f2 (f2 (x+3), ako je x‘2 	ne definisana, ako je x = 0 

)(x)= 	 = 	1, 	 ako je 0< x2 
x-2, 	ako je x>2 	x-2, 	 ako je x >2 

f4 (x) = (x) = 

	

(f3 (f3 (x+3), ako je x42 	1, ako je x2 
= 

x-2, 	ako je x >2 	x-2, ako je x> 2 

Sve ostale funkcije u nizu tj. f 5 (x), f 6 (x),... su iste kao i 

funkcija f 4 (x). Pogto za'svako n o6igledno van_ f n Cfni.j.  bite 

f41 = 	fn = f 4.  Dakie, najmanja nepokretna ta6ka operatora 
ngN 

1, 	ako je )c 2 
je 	= 

x-2, ako je x >2 

Kako je ona svuda definisana funkcija to je ona i jedinstvena ne-

pokretna ta6ka operatora 	. 

P.rimjer 2.12. U primjeru 2.7. pokazali smo da je operator Ackerma-

nna rekurzivan. Nepokretna ta6ka toga operatora bite svaka funkcija 

koja zadovoljava relacije: 

9) (0,y) = y+1 
(X+1,0) 	9)(x,1) 

y(x+1, y+1) = 	y(x, N)(x+1, y)). 

Koristedi prvu teoreinu o rekurziji mo't'emo pokazati da je ovim re-

lacijama definisana jedinstvena, totalna i izra6unljiva funkcija. 

Neka je 0i) operator Ackermanna bi6e y = . Pogto je rekur- 

zivan to je 	izra6unljiva funkcija. Indukcijom po x i y pokaza- 

demo da je T(x,y) totalna. Prvo, y(0,y) je definisano za svako 
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y. Ako je \(x,y) definisano za svako y tada indukcijom po y zak-

lju6ujemo da je i 9)(x+1,y) definisano za svako y. Dakle, 4)(x,y) 

je definisano za svako x i svako y. Pogto je y(x,y) totalna ona 

je jedinstvena nepokretna ta6ka operatora dj . Funkcija 	poznata 

je kao Ackermannovafunkcija i istorijski je zna6ajna kao primjer 

totalne izra6unljive funkcije koja nije prosto rekurzivna. Rekur-

zija koja se ovdje javija opgtija je od proste rekurzije. To je 

neki oblik dvojne rekurzije. 

Ovaj primjer pokazuje kako se prva teorema o rekurziji moe 

iskoristiti da bi se pokazalo da neka definicija rekurzijom ima 

smisla. Rekurzivne definicije najopgtijeg oblika mogu biti pred-

stavljene jedna6inom 

f = (1)(f) 

gdje je~j neki rekurzivni operator. Prva teorema o rekurziji po-
kazuje da takve definicije imaju smisla tj. da uvijek postoji, 6ak 

i izra6unlliva funkcija koja zadovoljava gornju jedna6inu. Ako 

zelimo jednozna6nost definicije tran6emo najmanju nepokretnu ta6- 

ku operatora 	. Dakle, u skladu sa prvom teoremom o rekurziji, 

klasa izra6unljivih funkcija zatvorena je u odnosu na rekurzivne 

definicije najopgtijeg tipa. 

Iz teoreme 2.4. i prve teoreme o rekurziji slijedi da za sva-

ku ekstenzionalnu izra6unljivu funkciju h postoji broj e tako da 

j e  ki(e) = Ip e* 

Zaista, h odredjuje jedinstven rekurzivan operator U sa 

svojstvom ej(4 a ) = Ckh (a) i 	ima kao nepokretnu ta6ku izra6u- 

nijivu funkciju npr. (I),e  tada van. 

= 	Ci)e) 	4h(e) e • 
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Da isto tvrdjenje van i za svaku totalnu izra6unljivu funk-

ciju (ne mora biti ekstenzionalna) tvrdi druga teorema o rekurziji. 

Ali u ovome radu nee o tome biti rijen jer se na rekurzivne ope-

ratore odnosi samo prva teorema o rekurziji. 
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III D I 0 

REKURZIVNI OPERATORI 4) : S. x is. x ... x 
1 	2 
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U ovom dijelu posmatra6emo operatore koji preslikavaju k-to-

rke funkcija (koje mogu imati i razli6ite brojeve argumenata) u 

jednu n-arnu funkciju tj. operatore 	: 	x 	x.... 3"--4 . 

	

m 1 .m2 	mk n  
Kao i ranije pretpostavidemo da je 1.1=1 i da je operator de- 

finisan na cijelom prostoru 

	

m x 	x 	x 

	

m2 	 mk 
Intuitivno je jasno da je za rekurzivnost ovakvih operatora potre-

bno da se bilo koja vrijednost izlazne funkcije, ako ona postoji, 

mote efektivno izra6unati pomo6u kona6no mnogo vrijednosti ulaznih 

funkcija. U tom smislu rekurzivan je npr. operator c):11 x 

dat relacijom 	(f,g) c.f.. fog 	adje je fa..T i g .jr. Napominjemo 1 

da 6e definicije i teoreme koje se odnose na ove operatore biti 

uglavnom uopgtenja definicija i teorema iz prethodnog dijela. 

Definicija 3.1. Neka je 	: x 	x 	x 	. 	100  je 
1 	m2 	 mk 

rekurzivan operator ako postoji izra6unljiva funkcija od k+n ar-

gumenata 	( z , 	, zk  , 37) tako da za svaku k-torku funkcija 

gdje je f
i e Tm (1‘ i‘k) i svako X 6 Nn  i yeN 

vagi: 	 ) (x)rz: y‹.;53e1  . ek  ( ei  c: f i  i 	• • • Zik  ,31) Y) 
gdje su 	 kodovi konaftih podfunkcija 	 ek . 

Primjer 3.1. Operator 	15 x 1-_,,r , gdje je 42  (f,g) cr. fog i 

	

1 	an -in 
f€11 , - ge5n  rekurzivan je u smislu navedene definicije. 

Zaista, funkcija 	od 2+n argumenata definisana na slijede- 

6i na6in 

	

e2  (x) ) , ako je z1= gl  i z2= 	i X E Dan ( 8 2 ) i 6 2 6i) E Dante ) (z1 ,z2 ,x) 	 1 
ne definisana u ostalim slu6ajevima 

izra6unljiva je po tezi Church-a. Osim toga vaIi: 
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(1) (f ,g) (R) = y<> x EDom(g) i g(R) 6 Dom(f) i f (g(R) ) = y 

<=> 3e2 cg i 	Dane 2 ) i 3ei c f i e2 (7) 6Dcrn(e 1 ) i 

el ( e2 (i)) = y 

<7_7_7> 3e 1 3e 2  (e icf i 8 2 cg ( 41' 1142` 3E) 	y)  

 

Dakle, c) je rekurzivan operator po definiciji 3.1. 

Definicija 3.2.  Operator 	3 x I x, ..x f--3.3 . 	je 
ml 	m2 

	f-->3'n 
n  

neprekidan ako za proizvoljnu k-torku funkcija (f 1 ,...,fk ), 

f.1  E jm  i proizvoljne xeNn  i y e_N van.: 
3_ 

CI)  (f1'—'fk)(3i) = 17<349 1 — • 3e  k ( e i cfv•••' e k cfk iC1)( e 1' — ' e k )(3)72Y)  

Definicija 3.3.  Operator 4) : 	x J--- J je monoton 
1 m2 mk  n 

ako iz f i cg i ,...,fk Cgk  slijedi 	 C) (g i  . • ,gn ) 

gdje su f i  E Jmi gi E~mza 	k). 
3_ 

Teorema 3.1.  Ako je operator 
1 x 
	x...x m 2 

rekurzivan onda je on neprekidan i monoton. 

Dokaz: Neka je 	rekurzivan tada postoji izra sounljiva funkcija 

(z i ,...,zk ,x) tako da za proizvoljnu k-torku funkcija 

(f ,...,fk ) i fi 63ra 	i x 6 Nn  i y 6 N vagi: 

CID(fi ,•••,fk )(70== yc:=>3e 1 ...3ek  (e icfi  i (I)( 	 y, pogto 

je e.1.  ce. (1‘i ck) dobijamo 

e l ,..., ek ) (TE) = y. 

Obratno, neka postoje e i  cf 1 , , ek c fk  tako da je 

( 	 ek )() = y tada zbog rekurzivnosti operatora 	vagi: 
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C) (e l  , 	, ek ) 	y<=.> gei • • • 3e,', (eic e i  i (61, - • ,g;c3c) 	Y) 

ali pato je ei c f i  (1 i s k) ovo poslednje je ekvivalentno sa 

(f i , • - • , f k ) (3c) = y. Dakle, 	je neprekidan operator. 

Dokazujemo monotonost. Neka je f 1 c g i  , 	, fk  C gk , gdje je 

fi  E m  i gi  E 	(1 	 Zbog neprekidnosti operatora Cf) 

bite 

	

(f i , • • • ,fk) () = 17 .=> 3e, 	gek  (e icf i  i CID (e l  , • . • ,ek ) (7c) = y) 

pogto je ei  c gi  opet zbog neprekidnosti operatora 	bite 

CI) ( g1" • "gk ) (x)  

Dakle i za ove operatore va ne implikacije : 	je rekurzi- 

van =_-> () je neprekidan =_-> c1:)je monoton. 

Lema 3 .1.  Operator x .71 x  x.. .x -0. 3 je neprekidan 

	

m l 	m2 	mk n 
ako i samo ako je neprekidan po svakoj komponenti. 

Dokaz : Neka je 	neprekidan. Dokanmo da je neprekidan po j-toj 

komponenti tj . dokanmo za proizvoljno j, 1 j k , ekvivalen-

ciju: 

(*) C 	, 	,fk) (i) = y <=> jej  ( ei  fi  i 	(fi  , • • • , ei  , • • •fk ) (3-0 	y) 

=> : 	,fk) (7) = y<=> gel  , • .. , Jej ,..•, 3e. te c. f 	8. c 1 1" f 3 3 

• - • ,ek  fk 	 (To = y) 

zbog neprekidnosti operatoracD . Pato je e
l C f  1  , 	, ej  c ei  , 

	

....,ek  c fk  zbog monotonosti operatora 	bite (I)(f i , • • • , e i  • • • 
y) . 	Dakle 

CI)( f • • • , fk) ( 37 ) 	Y => 38i ( ei  c f i  i (t) (f l , 	, e i 	.fk ) (3E) = y 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 38 - 

Neka postoji ej  cf i  tako da je 	 A _j,...,f
k ) (R) 	y. 

Pogto je 	 i operator Op monoton 

bite 	 y. 

Ovim je dokazana ekvivalencija (*). 

Obratno, neka je 	neprekidan po svakoj komponeneti tj. 

neka za svako j, 1 	van. ekvivalencija (*). Tada je 

i cp(e i  ,f 2 ,... ,fk ) (R) cr. y) 

<--=>38 1 382 (8 1c f 1i32`f2 C1)(8 1 ' 82 f3 • • ,fk) (R)'*-1 

381 - 	 e kc fk 	81' — ' 81( )  (3)  ' 17)  

Dakie, cp je neprekidan operator.o 

Teorema 3.2.  Neka je 	x 3- 	 neki operator. m 	n m l m2 	k  
je rekurzivan ako i samo ako 	1°  31 je neprekidan i 2 °  

funkcija (z i ,...,zk ,x) definisana relacijom 

ek)(ioako je 	 zk=o- k  i Al  61:„ ,• • • 

4,z 	... z R),„„ 1" k' 

ne definisana u ostalim slustajevima 

je izra6unliiva. 

Dokaz: Neka - je 	rekurzivan i neka je 	izra6unljiva funkcija 

od k+n argumenata koja mu po definiciji 3.1. odgovara. Uslov 1 ° 

 je ispunjen na osnovu teoreme 3.1. Dokazujemo uslov 2° . 

Za proizvoljne 3ceNn  vaIi: 

yz==>3z,... 3zk (z 1= 
K 

Cb( e 11 ... ' ek) (To = y) <=> 
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3z 1 ,... 3zk  3e1 ... 3ek  (z 1 = 

,ek c. ek  ( e l ,.. . , • y) . 

   

pogto je funkcija 	izra6unljiva poslednji predikat je djeli- 

mi6no rjegiv pa je i funkcija 	izraCunljiva. 

Obratno, pretpostavimo da vae uslovi 1 o i 2° . 

Tada je 

CID (f1" . " fk)(3c)-=  Y<=-> ae i –  • 3ek( 	 ekc f  ek )(Ti) f..-y)iz 
10  

<—>3e1 ... 3 ek  ( e i c 	e kc fk  i (1) ( 	ek ,x) :ty ) iz 
2°  

Pogto je funkcija () izraeunljiva operator 4) je prema definiciji 

3.1. rekurzivan. 

Primjenom ove teoreme pokazademo da su rekurzivni operatori 

u slijede6im primjerima. 

Primjer 3.2. Operator 	
n+1 x 3n+1 	n+1 definisan kao 

{i 

0, ako je g(x,37)= 0 
rip (f,g) (x, —y) 2.- f(x+1,1)+1, ako je g(x,y) definisano i razlieitood0 

ne definisana u ostalim slueajevima 

gdje je XEN i y 6 Nn , je rekurzivan. 

Zaista, neprekidnost ovog operatora jasna je iz 6injenice da 

vrijednost izlazne funkcije c (f,g)(x,1) zavisi od najvige po jed-

ne konkretne vrijednosti ulaznih funkcija f i g. Pa je uslov 

ispunjen. Osim toga funkcija 

(I) ( g g l' 2"x  

[0, ako je 92 (x,i) = 0 

, e2 ) (x,"---y) -^74 e i (x+1,i)+1, ako je e2 (x,i) def.irazl.al  0 

ne definisana u ostalim slu6ajevima 
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je izraeunljiva jer su e
1

i 82  izra6unljive kao kona6ne funkcije. 

Dakle, ispunjen je i uslov 2°  pa je prema prethodnoj teoremi 

rekurzivan operator. 

Primjer 3.3. Operator 0p 	jm x...x 	definisan re- 
1 	m2 	mk  

lacijom 

4 (f 1 ,...,fk )(x) = h(7) 

gdje su f i  proizvoljne funkcije iz 31im.  , x6.1\1 i h fiksirana iz-

ra6unljiva funkcija iz J711 , je rekurzivan. 

Neprekidnost ovog operatora je oeialedna. Osim toga za bilo 

koje konaCne funkcije ei  e 	funkcija 

( 	 (10)( 	V(R) = h(3Z) je izraeunljiva pa 

je prema prethodnoj teoremi 	rekurzivan operator. 

Sada demo posmatrati, kao i u prethodnom dijelu, kako rekur-

zivni operatori djeluju na k-torke izredunljivih funkcija. 

Lema 3.2. Neka je 	x 	x...x 1--41 rekurzivni opera- 

	

m 1 	m2 	mk n  
for i neka su f 1  erm  , 	,fk izraeunljive funkcije. Tada je 

1 	 mk 
funkcija 	 takodje izraeunljiva. 

Dokaz: Pogto je ()rekurzivan u skladu sa definicijom 3.1. posto-

ji izraCunljiva funkcija od k+n argumenata (1)(z 1" . " zk' x) tako 

da za proizvoljne 3ceNn  i 1761■1 vazi 

	

(f1'!* "fk) (x) " 17<=) 3e1 .— 3e  k e 1 f 1" ek c fk 	( 	" ' 
6

kiTc) 	Y )  

Iz izradunljivosti funkcija f l ,...,fk  i 	slijedi da je predikat 

na desnoj strani djelimidno rjegiv pa je funkcija 

izra6unljiva.0 

Da bi formulisali i dokazali uopgtenja prvog i drugog dije-

la teoreme MYhill-Shepherdson za ove operatore potrebno nam je 

slijede6e uopgtenje pojma ekstenzionalne funkcije. 
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Definicija 3.4.  Totalna funkcija h:N -4 N je ekstenzionalna ako 

za proizvoijne a i  i b i.  ( 1 i k) \Tali 

(mi )(mi ) 	(m2 ) 	(m2 ) 	- 	(mk ) 	(rr) 	(n) 
01) 

a 	
= (13, 	dpia = 

b2 A  • • • A (I) 	= (I) 	> °Ph (a i ,...,ak) l 	1 	2 	 ak 	bk  

(n) 

h (b , 	, bk  

Teorema 3.3. Neka je Uf T 	25-41 m1 
x...x mk 	

n rekurzivni operator. 

Tada postoji izra6unljiva i ekstenzionalna u smislu definicije 

3.4. funkcija h tako da vagi 

(m ) ej( 	1 
1•••1 

- e 1  

( rnk ) 	(n ) 

h(e l ,...,ek ) . 

Dokaz: Pogto je 	rekurzivan operator postoji izra6unljiva funk- 

cija od k+n argumenata y(z i ,...,zk ,x) tako da vagi: 

 

( m 1  ) 	(ak) 
(-x) 	131 • • • 3ek (  el ,• • • 1 	(1;) 

e e 1 	ek  
41 ( 

 

...°1 115k 1  4) ( 	f4k'R) = Y) 

Posmatrajmo funkciju g(e l ,...,ek ,R) ct  (mk) — dp (m 1 ) 
1•••1 (1) 	)(X) 

l e 1 	ek 

i pokanmo da je ona izra6unljiva. Prethodno uvodimo predikat 

R(z 	z 	e 	..e R y)== 	_39 cz =g 	z = 	i ' k' 	k' 	1' 	k 1 1" k ek 

(mit ) (m 1 ) 
8 
k
C 

(1)ek 	9)( g 1''''' 	y )  1 
e 1  C 
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Predikat R je djelimi6no rjegiv jer za njega postoji djelimi6no 

rjegavajuda procedura analogna proceduri opisanoj u dokazu teore-

me 2.3., pa je djelimi6no rjegiv i predikat 	3zk  

R(z ...,zk' 	' 
e 	

ek" x y). Medjutim 

(m,) 	(m,) 
th 
-Te

1 
	 ek 
 

,(m  i)  3e k ( e l c 

1 

'%" k' '7 ) 	y )  

3Z 1 ... 32k  

pa je funkcija g(e l ,...,ek ,) izra6unljiva. 

Primijenimo li sada s-m-n teoremu bide g(e i ,...,ek ,x)::- 

(n) 
(T) gdje je h totalna izradunljiva funkcija. 

h (e 	e ) k 

Dakle vai za proizvoljno x eNn : 

) 
() 
(mk) 

) (7) 
ek 

(n) 
(-x) 

h(e l ,...,ek ) 

Zbog jednozna6nosti operatora vane implikacije 

(rn ) 

= 	b
1

1 
r•••1 

).,=...„2:7(10 (n) 

h(a 	...
' 
a
k  ) 
	Mjh(b 1 k

) 

 

(m 1 

e 1  
4)( 

pa je funkcija h ekstenzionalna u smislu definicije 3.4.0 
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Van i obratno tvrdjenje. 

Teorema 3.4. Neka je funkcija h:N 	N izra6unljiva i ekstenzio- 

nalna u smislu definicije 3.4. Tada postoji jedinstven rekurzivan 

operator j : I x Jr x...x 3:*---*JF 
ml 	m2 	mk 	n 

tako da svako (e l ,...,ek ) 6 Nk  van 

( 	

(m1) 	(mk ) 	(1) (n) 4,  9 
e 1 	 h(e 	e ) 1" 	k 

Dokaz: Defininmo prvo operator tj
o x...x :

1 
X .3m

2 	mk  Jm 
relacijom 

)r 	(m1)  
(1.)(mk)) 	

( (n) 
(41  

Li  0 

 

e 1 	ek 	h(e l ,...,ek ) 	. 

Operatortj 0  je korektno definisan jer je h ekstenzionalna u smi- 

slu definicije 3.4. Primijetimo da je on definisan na svim 

k -torkama ( e 1 ,..., 8,),e i E m kona6nih funkcija jer su one 

Izra6unljive. 

Primjenom teoreme 1.6. tj. izvjesnog uopg"tenja teoreme 

Rice-Shapiro dokazademo neprekidnost operatoray . Za proizvolj-

nu k-torku izra6unljivih funkcija (f 1 ,...,fk ), f i rrni  van 

(*) Uo (f 1'"" fk )() =Y4=>3e1 — 3e k ( e i' f i'"" e k cfk 

U0 ( 	ek )  (3") = y) 

Fiksirajmo xeNn  i y 6N i uonmo Dodskup Askupa 

x3 x...x 	takav da je m 1 	
1,n
2 	mk 

k 
) 	

E1 
f. 	

m. 	
(T) = y 
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( (1) (m 1 )  

1 

 

Skup A = 

prebrojiv, jer je 

je rekurzivno 

 

(m 1  ) 	• (mk ) 	_ 
A = 	 k ) 1 (:),( 	,..., (I) 	) (x) 	y) = 

- e_ 1  
ek 

= (( 	...,ek ) 
(n) 

. Prema teoremi 1.6. za 
( e 	. . 	e ) 1" k 

 

proizvoljnu k-torku izraeunljivih funkcija (f i ,...,fk gdje je 

f .1 	m 	(1 	k) van . 

( f ' 	 - 9E' k(  el c f i' 	e k c fk 	( el 	- 1 ek ) EA )  

a ovo upravo znan da je ispunjena relacija (*) . 

Sada demo definisati operator vj :x.... 	 pomodu 

	

m 1 	mk  
operatora1-1 

o  na slijededi nann: 

	

(f i " - ' fk ) (R) 	Yz==> 3 ei --- 3 e k (  e cfi 	Uo ( e 1 ,•••,e k ) (x)2.-y) 

gdje su f . 	, 1 	m. 
1 

Dokafimo da je: (1) 	korektno definisan; 
(m 1 ) 	(mk) (2 ) lif produ'Zenje od To  i lif( 	, • • • I 11) 	) = 

ek 

(n) 
i 

h(e 	e ) 1 	' k 

(3) U je rekurzivan. 

(1) Neka je (f1 	k ) , f . 6 fmi proizvoljna k-torka funk- 

cija. Treba pokazati da je U  (f i ,...,fk ) (X) jednoznaeno (ako 

uopgte postoji) . Pretpostavimo suprotno tj. da postoje funkcije 

61  c 
f i • e k c  fk 	e l c f

l , 	ek c fk tako da je 
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of 8 1 , ..• e k (Z) = Y 
	

e )(x) --y !  . Uzmemo 

li za funkcije e 	(14i 4.k) restrikcije funkcija f i  na konaa- 

nim skupovima Dom( e i )(jDom( el!) bide e ., 8! c: 97 . Kako je 

o neprekidan operator van.: 

17==t.jo( e1,..., - 	o ek  ) 	( 	,... 	) (x)=l o ( e;,..., 

Dakle za proizvoljno x6Nn  , qjr(f1k)(x) ako postoji jedin-

stveno je. 

(2) OperatoriUi 

	

	0  se poklapaju nax...x]rn  . 
m 1 

Zaista, ako je (f 1 ,...,fk ) proizvoljna k-torka izra6unljivih funk-

cija, gdje je f i ean.  van. 

U(f 1 , ...,f
k  ) (x)- y<—> 3e ..., 3e ( ecf o  ( e 	k 	,, )(x)y) (po def. ) k i i  

(=>U
o
(f

1
,...,f

k) () =y (zbog rel. (*)) 

Odavde slijedi 

(In ) 	ic)rn  ) T f t f) 1 	(m ) .4)0(d-) ( 1 ) 	(m) 
T ‘±'` Te 1 	 dPe 	) = 	

(n) ( 	

ek 	 . e1  

(3)Neprekidnost operatora ttf jasna je iz njegove definicije. 

Da bi dokazali izra6unljivost funkcije 

t)( 1161' • • 	‘-e- k' 17) 
	

( e1 ,..., ek )(R) 

koristimo dinjenicu da je u numeraciji skupa :3m. indeks konadne 
i 

6  funkciiee'-3m . 1 	mogudeefektivnonadipomodukodag
i  , pa 

i 
potezinurch-apostojiizra6urdjilhafurlkcijat i  tako da je 

(n.) 
e. = 	

1 	. Ovo van za svako 1 i < k. Pa de biti: 
ti ( 
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1
( m

1 

) 

2)t 1  

(ink ) (n) (R.) 
, (I)tk  ( 	(-Cc) 	( t 1  ( 	) , 	, tk 

 ( k)) . S obzirom na izra- 

6unljivost funkcija t i ,...,tk  i funkcije h bide funkcija y 

izra6unljiva. Prema teoremi 3.2. 	je rekurzivan operator. 

Primjetimo da jedinstvenost operatora U slijedi iz na6ina 

kako je on definisan. Ovim je teorema dokazana.0 

Postavlja se pitanje da li smo ove teoreme mogli dokazati 

jednostavnim svodjenjem na njihove analogone iz prethodnog dijela 

primjenom nekog kodiranja k-torki prirodnih brojeva. Ne smanjuju-

di opgtost posmatrajmo operator lf :jx...x Y1 -- 4j r . Prema teo- 
k-puta 

remi 3.3. postoji izracunljiva i ekstenzionalna funkcija h:Nk N 

tako da va2i
e 1 	(I)e,) = h(e1,...,ek) . Pitamo se da li 

postoji izra6unljiva i ekstenzionalna funkcija s:N--)N tako da 

(I) e 1 	 s( 11 ... 	) 

gdje je 4e1 ,..., ek ) 	= ck 	 tj. Cantor-ovo kodiranje 

k-torke 

Ako takva funkcija postoji prema teoremi 2.4. postoji jedin-

stven rekurzivan operatorlIf s : 	jr; tako da je za svako 

	

s ( Ct'e)  = 4)1s 	to dalje znaai da se J( (Pie  ,..., ) mole do- 
1 	ek 

biti kao rezultat uzastopne primjene preslikavanja 

( 4) e
1 '"" (Pe )  ---*(6 1" . " ek>  s

. Medjutim preslikavanje 
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( ()1, 
► 

 ek ) 	(1)(el t •••rek! 	nije korektno definisano jer 

funkcija ck N -4 N nije ekstenzionalna u smislu definicije 3.4. 

Da bi dokazali da funkcija c k  nije ekstenzionalna ogranindemo se 

na sludaj kada je k=2 i konstruisati slijededi kontra primjer. 

Primjer 3.3. Funkcije f(x) = x+1 i g(x) = 0 su izraeunljive. 

Napravimo za njih slijedede MNR-programe. 

za funkciju f program A: S(1) 
S(1) 

za funkciju g programe B: Z(1) 	i C: Z(1) 

U efektivnoj numeraciji programa (teorema 1.3.) odredimo indekse 

ovih funkcija. Bide 

V(A) = -T (i(sco) =T (4-(1-1)+1) = -T (1) = 2 1 -1 = 

V(B) =T (l(Z(1))) =T (44(1-1)) = -E (0) = 2°-1 = 

V(c) =T 7(s(1)), i(z(i)) =T (1,0) = 2 1 +2 1+0+1  - 1 = 5 

D numeraciji izra6unljivih jednoargumentnih 	funkcija bide 

f = (I)
1 	

i 	g = (1) o = 4 5' 
1+0+1 	 1+5+1 

Dalje je 	<1,0> = ( 	2 )+1 = 2 i 	<1,5> = ( 	2 ) + 

+ 1 = 22. Ako degifrujemo programe sa indeksima 2 . i 22 dobijamo: 

Z(1) 
Z(1) 	 Z(1) P 2 :P22 Z(1) 	 Z(1) 

S(1) 

jer je T -1 (2) = (0,0) 	i 	-1 (22) = (0,0,0,1). Vidimo da prog- 

ram P2 izradunava funkciju g(x) = 0 a program P 22 funkciju 

h(x) = 1. Iz svega ovoga slijedi 4) 1  41  A 40  =( 5  medjutim 

4).(1,5> 
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Dakle, Cantor-ovo kodiranje parova (odnosno k-torki) prirodnih 

brojeva nije ekstenzionalna funkcija u smislu definicije 3.4. 

Na istom ovom primjeru moiemo pokazati da ni kodiranje 
e

1 +1 	e2+1 	ek+1 Qod(e
1 	

, ek) 	p
1 P2 	pk 	, gdje je p i i-ti prost 

broj nije ekstenzionalna funkcija u smislu definicije 3.4. 

Ograni6imo se opet na slu6aj k=2 i zadfiimo iste funkcije 

f(x) = x+1 i g(x) = 0 pa imamo f =(. 1  i g 	=$5  . Dalje 

je cod (1,0) = 2 1+1  • 3 0+1 •  = 12 i cod(1,5) = 2 1+1 	35+1  = 4.729 = 

= 2916. Prema teoremi 1.3. da bi degifrovali programe diji su in-

deksi 12 i 2916 izra6unajmo T -1 (12) = (0,1,0) i T -1 (2916) = 

= (0,1,2,0,1,0,1). Pogto prema teoremi 1.2. broju 0 odgovara ko-

manda Z(1), broju 1 komanda S(1) a broju 2 komanda T(1,1) odgova-

rajudi programi bide: 
Z(1) 

S(1) 

Z(1) 	 T(1,1) 

:  P12 	: 	S(1) 	 P2916 	Z(1)  
Z(1) S(1) 

Z(1) 

S(1) 

Vidimo da program P 12 izraeunava funkciju g(x) = 0 a program 

P2916 funkciju h(x) = 1. Opet vak'i 

,1); = 4)1  (I)o = (I)  5 	medjutim cod(1,0) # kod(1,5) • 

  

Dakle, ni ovo kodiranje ne predstavlja ekstenzionalnu funkciju u 

smislu definicije 3.4. 

No i daije ostaje otvoreno pitanje da li postoji kodiranje 

koje predstavlja ekstenzionalnu funkciju, 
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Razmotrimo sada u kom obliku teorema o nepokretnoj ta6ki va- 

n za rekurzivne operatore 	: Jr 	. Za slu6aj 'ope- ra 1 	ink 	n 
ratora Op: fmx...x Sir7-"Jrn imamo teoremu potpuno analognu teore-

mi 2.6. 

Teorema 3.5.  Neka je 	: 
m rekurzivan operator u 

k-puta 
smislu definicije 3.1. Tada postoji funkcija f4 6 Tin  tako da vaii 

(i) 42. ) = 4 
(ii) ako je za neko gE.Fm  ispunjeno 	(g,...,g) = g tada je 

g 

(iii) fq01.  je izra6unljiva funkcija. 

Dokaz: Iz rekurzivnosti operatora 	slijedi da je on nerpekidan 

i monoton. Formirajmo niz funkcija (f 1-1) tako da je fo=fs  , gdje 

je fo  nigdje ne definisana funkcija iz 3m , 

f 1 = P (fo"'" fo ) "'" fn+1 =  ) (fn"'" fn ) " —  

Zbog monotonosti operatora bide za svako n 	 . Stavimo 

fcio  = U fn 6to zna6i da za proizvoljne ReNm  i y sN van: 
nEN 

fct)  (R) = y<=_- > gn ( fn  (R) = y). 

	

Dokaiimo (i). Kako je za svako n fn  c. f 	bide 

(fn , 	fn ) c cp (ft. , . . . , f4)  ) tj. za svako n fn+1 	(I( fcp ,...,f,) 

S' to znaei i L.) f c 	(f4)  , 	, fcp ) tj fcp  c (t)( 	, 	fcf, ) . 
neN " 

Obratno, iz neprekidnosti operatora 	slijedi 

(f4, 	) (R) = yl=>3e 1 ... 3ek (  eic fc1-.) 

)( e 1 ,..., e k ) (7c) = y) 

Uzmemo li za e restrikciju funkcije f1/3, na konaCnom skupu 
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U Dom( 9 i ) , bide e kona6na podfunkcija od f 	i jog za svako 
161.4-k 
1 i E k e i ce. Zbog monotonosti operatora 	iz C) ( 9 1 ,..., e k ) 

(7) = y slijedi ( e) (T) y. Izaberemo li n tako da 

je ec fn  opet zbog monotonosti slijedi (1) (f n ,...,fn ) (7) = y tj. 

fn+i  (x) = y tj. (x) = y, 6to znaei CI) (f,, .. • ,ft, ) C. ft, 

Dakle, 	(fcio  , 	, 	) = fcID  . 

	

Dokanmo (ii) . Neka je g E m  i 	 = g. Pogto je 

fo = f g3  c g i iz fk  c g slijedi zbog monotonosti operatora CID 

fk +1  = C) (f k , • • • , f k ) c cp(g, ...,g) = g to indukcijom mo stemo 

da je za svako n fnc g pa je i U f_c g tj. f cti G g. 
nEN 

Dokanmo (iii) . Prema teoremi 3.3. postoji izreounljiva funk-

cija h:N 	N tako da van 

(m ) 

? • • • 	
(m) 

4)) = 	
(m) 

1 	e k 	h( 	• • • 9c )1 

Neka je u numeraciji m-arnih izra6unljivih funkcija e 0  indeks 

funkcije f 0  = fs  definigimo funkciju s kao 

s(0) = eo 

s(n+1) = h(s(n),...,s(n)) 

,i,(m) 
Primjetimo da je s izra6unljiva i da va'ii f

o = (4) 
s (0) 

(m) 	(m)
.4.(m) ki)

s (0) 
,..., 	= (I) 

(rn) 	

-  4)  (i)s ( 0 ) 	h(s(0),...,s(0)) 	s(1) 

itd. 
(m) 

"to zna6i za svako n, f n  = 	 . Pogto je 
s(n) 

(n) 
f (x) = y4=-_)3 n (fn  (7) 	 jn ( () 	(x) = y) i zbog izra- 

s(n) 

f 1 .4? (fo ,...,f.). 

6unljivosti funkcije s predikat na desnoj strani djelimifto rjegtv 

pa je 	izra6unljiva.0 
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Navodimo slijede6e primjere nepokretnih ta6aka za rekurzivne 

operatore ove vrste. 

03 Primjer 3.4. Operator 4) : 3 1  x T --41 definisan kao 	(f,g)=f0g, 
1 

gdje su f,g E 1 je rekurzivan (primjer 3.1.). Nepokretne take 

ovog operatora su funkcije h(x) = x iii n(x) = c, c E 	a najmanja 

nepokretna tasoka je cp = f c6  . 

-4 Primjer 3.5. Operator 4) - n+1 	n+ 	Sn+1 
x 	 definisan kao 3 1  

0, ako je g(x,37) = 0 

42(f,g,)(x,y)::,- f(x+1,D+1 , ako je g(x,T7) definisano i razli6.od0 
ne definisana u ostalim slu6ajevima 

gdje su f,geTn+i , x EN i y 6Nn , je rekurzivan (primjer 3.2). 

Nepokretna taeka ovog operatora je svaka funkcija oblika 

h(x,) = )Ltz(k(x+z,1) = 0) gdje je k bilo koja izra6unljiva 

funkcija iz n+1' 

Dokazujemo ovo tvrdjenje. Prvo, h(x,) je izraeunljiva kao 

rezultat primjene minimizacije na izraeunljivu funkciju k. Posto- 

je tri mogu6nosti: 

(1) h(x,37) = 0, tada je 	(h,h)(x, -1) = 0 

tj. 	q> (h,h) = h 
(2) h(x,S) = m, m#0 tada je q0h,h)(x,7) = h(x+1,Y)+1 . 

Pogto je m =)4z(k(x+z,) = 0) , bide dalje h(x+1,3)+1 = 

=tz(k(x+1+z,Ii) = 0) +1 = m-1+1 = m. 

Dakie opet je 	(h,h) = h. 

(3) h(x,7) nije definisana tada ni dllb(h,h)(x5) nije defi-

nisana. Dakie uvijek je 00h,h) = h. 

Najmanja nepokretna ta6ka ovog operatora je o6igledno f ,  = 

tj. nigdje ne definisana funkcija. 
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Interesantno je posmatrati specijalan slu6aj ovog operatora 

kada je funkcija g fiksirana izra6unljiva funkcija 	 Tada 

je d1 -7 : g-n+ .7-› 1+1  definisan relacijom 

	

( 0, 

	ako je g(x,17) = 0 

111 (f) (x,7)7.-- f(x+1,37)+1, ako je g(x,7) definisano i razli6.od 0 

ne definisana u ostalim slu6ajevima. 

rekurzivan operator. Najmanja nepokretna ta6ka ovog operatora je 

;10  (x, 37 )=.ju z (g(x+z,7) = 0). 

Na osnovu prve teoreme o rekurziji funkcija 	(x,y) je 
izra6unljiva. U specijalnom slu6aju dobijamo da je izra6unljiva 

funkcija 

	

h(Y) = fc11, ( 0,Y) 	 = 0). 

Medjutim ovo ne zna6i da smo dokazali da je skup izra6unlji-

vih funkcija zatvoren u odnosu na minimizaciju jer smo u dokazu 

prve teoreme o rekurziji implicitno koristili to 6injenicu. U jed-

nom drugom pristupu pojmu izra6unljivosti koji se zasniva na tzv. 

ra6unu rekurzivnih jednakosti (Kleene) prva teorema o rekurziji 

dokazuje se bez korigdenjaik-operatora, pa u tom slu6aju zatvo-

renost skupa izraeunljivih funkcija u odnosu na minimizaciju mote 

da se dobije iz ovog primjera. 

Ako zelimo da ipak posmatramo rekurzivne operatore Eiji je 

domen 	x jr x 	x 	tada imamo neku varijantu teoreme 
1 

 

	

m2 	 -k 

o nepokretnoj ta6ki ali za k-torku operatora. 

Teorema 3.6.  Neka su 4D1t °11D 2r"" GPk rekurzivni operatori takvi 

da 
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,f
m1 

x 
Jm2 

x 	x 	
m 	

(1 	 m.),1) 
mk 	i 

Tada postoji k-torka funkcija (f 	,f 	 f 	), gdje je 
cl)  1 	cl° 2 	ci) k 

f i mi 
E 	tako da van: 

(1)C1--) i 	A, (f 	,•••,f4)  ) = 	(14 i.4k) 
'r 1 

(2) Za svaku drugu k-torku funkcija (g i ,...,gn ) gdje je 

gi ‘Fm. i 	 = gi  slijedi da je 

f 	g 	f ci
)k 

gk  . 
4? 1 	1  

(3) Funkcije f
`P 
 ( 1 i k) su izra6unljive. 
i 

Dokaz: 

Formirajmo nizove funkcija (f 1 ) 	(fk) na 

slijededi nadin: 

fo=411 (f0—"f0) , --- , ftmlpi ( fs , ..., f ) 0 ' 

, fc() =c)k(fs'
..., f0) 

f 1
1 	

(fo,---,fk).--- 
1 

,f 1=
4). • (f 1  

1 o' fk) 
0 ' 1 

fk .4) (f 1 
k o' 

k, 
n+1 `1-)1` n'• •• '

f 
 n' • • 

,f
n+1 	n •••' 	n+ 

1 
fn,•-•rfk) 

dIkrimjetimo da je zbog monotonosti operatora 	o govarajudi niz 
i 	i fo , f i ,...,fn+i ... rastuci. Ovo vazi za svako i, 1 il k. 

Neka je f i  = U f7/1  ,...,f fp = U fi ,.••,f4, = U fk 
 1 HEN - 	 i 	ncli n k HEN n 

m. 
gdje unije imaju slijedede znadenje: za neko ReN 1  i ye.N 

f cl) (R) -_-_ y., 3n (fn 	-.:_- y) . Po konstrukciji ovih funkcija bide i  

fct) 
E Jm 
 7' 	( 1 .4. i 	. 

1 	a. 
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 i 	i 
fn,  f 	f 1' 	2' 

operatora 	daje 

rastudi. Stoga je e i c. fn gto zbog monotonosti 

(fn' . ..,fn
i  ) (x) =y tj. f n

i  
+1

(x) 	y gto 

- 54 - 

mi  
Dokazujemo 	 Tckazujemo (1) . Ako je za neko 7c6 N 	i y6N 	( ) = y 

tada postoji n tako da je 	 y tj. postoji n tako da je 

1 	 — 
CI)i (fn-1' 	'' fn

k 
 -1 )  (x) 	y, no pogto 

i operator trm . monoton bide 	i (f oto  1-,  

f 	 T 	, 	, f4, 	) 	za svako 
sr 1 

m. 
neko x EN 1 	i y6 N 	ispunjeno 

1 je fn _ i C- 
f0 1 ' 	• 

f• • •,f 60 	) (7) 	y. 

	

1 	k 

i 	(1 < i c  k) . 	Obratno, 

	

(f 	, 	,f 	) 	 ) 

' fn-1 C  fcl) k 

Dakle, 

ako je za 

y tada 

Pogto je e i c f 	postoji n i  tako da je eic.. f i . Uzmimo da je n. 

n=max n. tada de za svako 	(1 < i 4-k) biti f i 	f i 	jer je niz 
14i 4k 1 	 ni 	n 

1 	k 
zbog neprekidnosti operatora cb 	postoje kona'one funkcije 

8 11 _ , ek  gdje je e i C 	tako da vaZi 	e l  , 	ek ) 	y. 

povlaei f x, (X) =y, pa 	i (fA ,...,f cp ) cfx, . Ovim je 
T i 	 .- 1 	k 	.2-  i 

dokazano da je 	i  (f,x, , • • • f ao  ) = f ot, • 
"1" 1 	' k 	i 

Dokazujemo (2). Pretpostavimo da postoji k-torka funkcija 

1 ,...,gk ), g i  ETra 	tako da, j 	.(gi ,...,gk ) = gi  za svako 
i 

i (1 4 i 4 k) . Pogto je f c g
i 
 za svako i bide 

fo  =4) i  (fs , 	, fs ) (Di  (g i  , 	, gn ) = gi  iz istog razloga 

f =4D i  (f o  • • • fo ) 	(g i 	,gk ) = gi  nastavljaju6i ovako zak- 

ljuo'ujemo da je za svako n E N i ( 1 	k) ispunjeno fni  cgi . 

Stoga je i U fn c gi  tj f C gi  . Dakie, f c g , 	f oh gk . 
1 	1 	k 
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Dokazujemo (3). Pogto su 11) i  rekurzivni operatori prema teo-

remi 3.3. postoje izraaunljive i ekstenzionalne (u smislu defini- 

cije 3.4.) funkcije hi :Nk N tako da va2i 

CI? i 

 

(In) 
, • • • , 	

(Mk) 
1 

) 	= 	
(M • ) 4) • 

el 	ek 	hi(e l ,...,ek ) 

Neka je Edo" indeks funkcije f s  gdje je fs  ,Im  pri numeraciji 
1 

izra6unljivih funkcija od m i  argumenata. Definisa6emo funkcije 

p.1  (14 i.4_k) na slijeden. nann: 

p (0) = h ( e 	•-• e
k 

) o " o 

pi (n+1) = h i (p i (n),..., pk (n)) 

Funkcije pi  su izra6unljive i jog 

=(i) (mi ) 
(mk ) 	' (mi )  

(e , 

1 f
i
= 	(f 	

) = 

(m 1
) 

0 1 S

e 
 o 

1 	 h i 10 —,e 3(5 	Pi(0) e o 

isto tako je 

nastavljaju6i ovako zaklju6ujemo da je za svako n6/4 i 1 .4i z.k 
(M.) 

ispunjeno fn 
i = cl 	1 	.Kona6no imamo da za svako i (1 4-i frk) 

Pi  (n) 

va2i 
(m.) 

(K) 	3n(fri- (x) 	y)4=---->3n( ) 	(x) 	y ) . 
i 	 pn. ( ) 

Poslednji predikat je djelimi6no rjegiv pa je djelimi6no rjegiv i 

predikat "f 	 y" gto znan da je funkcija f 	izra6unlji- 

va. Ovim je teorema dokazana. 
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REKURZIVNI OPERATORI C11: 2'-4. 2' 

(OPERATORI PREBROJAVANJA) 
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Operatori prebrojavanja 

Rekurzivni operatori koje smo do sada posmatrali preslika-

vaju funkcije u funckije. Postavija se pitanje da li sli6an pojam 

mote uvesti i za skupove prirodnih brojeva tj. elemente od 2 N 
. 

Odgovor je potvrdan jer i funkcije se mogu shvatiti kao posebna 

vrsta skupova, pa za neke skupove ved imamo takva preslikavanja. 

Treba ih samo progiriti na sve elemente iz 2 N . Dakle, mi tragimo 

preslikavanje 	iz 2N  u 2N  koje de imati slijededa svojstva: 

1 o svuda je definisano; 

2 °  pripadnost nekog elementa slici 00 (A) efektivno zavisi 

od kona6no mnogo elemenata originala A. 

Vidimo da de ovdje vagnu ulogu imati kona6ni skupovi pa je 

podesno izvrgiti njihovu numeraciju. To se mote uraditi uvodje-

njem kanoni6kih indeksa kona6nih skupova. 

Definicija 4.1. Neka je A neprazan kona6an skup prirodnih brojeva 

gdje je x 1 4 x2  4 .. 4 x
n . Broj 2

x1  + 2 x2  + 

...+ 2 n nazivamo kanoni6kim indeksom skupa A. Kanoni6ki indeks 

praznog skupa je 0. Sa D
x demo oznasdavati konafti skup eiji je ka-

noni6ki indeks x . 

Oeigledno svaki kona6an skup ima jedinstvenkarionisoki indeks 

i svaki prirodan broj je kanoni6ki indeks nekog konaanog skupa. 

Primjer 4.1. Skup A = (0,1,2,5) ima kanonfaki indeks 

x = 2°  + 2 1  + 2 2  + 2 5  = 39 tj. 	 = D39  . Obratno, gta je 

D19 ? U binarnom sistemu zapis broja 19 je 10011 pa je 

19 = 2° + 2 1  + 2 4
. Dakle D 19  =(0,1,4) . 
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Definicija 4.2. Za svako z EN preslikavanje 	: 2NN , 

gdje je za bilo koje A6 2N  

Cip z (A)
{
x I 3u ( 4x,u> 6 Wz 	Du C A)) 

zove se operator prebrojavanja. 

06igledno ovakvo preslikavanje je korektno definisano i za-

dovoljava uslove 1 °  i 2° . 

Ovi operatori su u vezi sa slijededom procedurom koja se mo-

't'e zadati kona6nim spiskom instrukcija: Procedura poeinje neko iz-

ra6unavanje algoritamski i s vremena na vrijeme tra'fi ulazni broj, 

a s vremena na vrijeme daje izlazni broj. Kao ulazni mole biti dat 

bilo koji prirodan broj ili se mole desiti da se ne da nikakav 

broj. Neka je Actg. Pretpostavimo li da se u svojstvu ulaznih daju 

elementi skupa A tada 6e procedura u krajnjem u svojstvu izlaznih 

dati elemente skupa B u nekom,poretku. Poredak u kome se javijaju 

elementi skupa B mole se mijenjati pri promeni poretka ulaznih 

vrijednosti, ali to ne smatramo zna6ajnim. Ako opisana procedura 

postoji kaemo da je skup B svodljiv po prebrojivosti na skup A. 

Kratko re6eno skup B je svodljiv po prebrojivosti na skup A ako 

postoji efektivna procedura za prebrojavanje skupa B iz bilo kog 

prebrojavanja skupa A. 

Pogledajmo u kakvoj je vezi ovo sa definicijom operatora pre-

brojavanja. Pretpostavimo da postoji procedura koja svodi po pre-

brojivosti skup B na skup A. Posmatrajmo sve kona6ne nizove razli-

6itih prirodnih brojeva. Kalemo da je pri toj proceduri broj x iza-

zvan nizom (y 1 ,...,yk ) ako to procedura daje x u svojstvu izlazne 

vrijednosti pogto suy l ,...,yk dati, redom, u svojstvu ulaznih 
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vrijednosti ali prije nego gto je tragena bilo kakva nova ulazna 

vrijednost. Proveravajun. redom sve kona6ne nizove moIemo rekur-

zivno prebrojiti skup 

(4x,u> I Du  sadra elmente komenog niza razlintih brojeva kojim je izazvan 

Dakle, postoji broj z tako da je opisani skup W z  . Dalje je on.gle-

dno x€134-=- > 3u ( ‹x,u> E Wz  i Du  cA) , gto znani postoji operator 

prebrojavanja 	tako da je 	z (A) = B. 

VaZi i obrnuto, za svaki operator (112 z  postoji procedura ko-

ja 4pz (A) svodi po prebrojivosti na A, gdje je A bilo koji element 

iz 2N . Tu proceduru molemo ovako opisati. Istovremeno pon.njemo 

prebrojavati W z  i traZiti ulaze. U svojstvu ulaznih dajemo elemen-

te iz A. Kada se Zx,u> pojavi u W z  provjeravamo da li se Du  sa-

drZi u skupu ve6 dobijenih ulaznih vrijednosti za koje x nije bilo 

dato kao izlazna vrijednost. U slueaju da se sadr2i dopisujemo x 

spisku izlaznih vrijednosti. Na taj naCin za bilo koje z i bilo 

kOje A kao skup izlaznih vrijednosti dobijamo jedinstven skup 

(-x I 3u ( <x,u> G W z  i Du C A) tj. skup ap z (A). 

Napomena: Rad god je intuitivno jasno da postoji efektivna proce-

dura koja skup B svodi po prebrojivosti na skup A smatrademo da po-

stoji operator prebrojavanja 	tako da je d*? z (A) = B. U tom 

smislu jasno je da je identiaki operator I : A -4A operator pre-

brojavanja. Isto tako ako su 4foperatori prebrojavanja kompo-
zicija (poy je takodje operator prebrojavanja. 

Definicija 4.3. Operator prebrojavanja otz : 2 N --4 2N  je nepreki-

dan ako za proizvoljno Ae 2N vagi: 

x6
z (A)4==> 3D (D je kona6an i DCA i x6(t)2(D)). 
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Definicija 4.4. Operator prebrojavanja 	: afp 	 je monoton 

ako za proizvoljne A,B4.;.2N vagi: AC B ==>(p z (A) c: 4 z (B) . 

Teorema 4.1. Svaki operator prebrojavanja je neprekidan i monoton. 

Dokaz: Neka je 42 z  operator prebrojavanja i AcN tada 

xecipz (A)=> 3u ( ‘x,u> e wz  i Du c A) stavljaju6i D = D
u 

slijedi x 6 10z (D) i D je kona6an podskup od A. Obratno ako po-

stoji D (kona6an podskup od A) tako da je x 6 4) z (D) tada 

311( (x,u> 6 Wz  i Du c D) no zbog Du c A slijedi x e (pz (A). Ovim 

je dokazana neprekidnost. Dokagimo monotonost. Neka je AcB i 

x 6 	z (A) tada 3u( ‘x, u> e wz  i Du c.A) no pogto je Du c B 

bide x e (p z (B).o 

Operatori prebrojavanja analogni su, na nivou skupova, opg-

terekurzivnim funkcijama. Medjutim za razliku od njih raspolagu 

jednom vrlo povollnom osobinom a to je mogu6nost numeracije. Iz sa-

me definicije jasno je da numeracija operatora prebrojavanja pon.va 

na numeraciji rekurzivno prebrojivih skupova W o , W1 ,... . I ovdje 

6emo zadrgati numeraciju uvedenu u uvodnom dijelu. 

Primjer 4.2. Odrediti 	 gdje je X= (0,1,2,3) . U primjeru 

3.3. vidjeli smo da je '101 (x) = x+1. Dakle W1  = N osim toga za 

svako x, (x,0> e w i  i Do  = 0 je podskup svakog skupa pa je 

40 1 (X) = N bez obzira na X. 
S obzirom da raspolagu numeracijom postavlja se pitanje uni-

verzalnog operatora za operatore prebrojavanja. Za datu numeraciju 

operatora prebrojavanja maze se definisati univerzalni operator 

U : 2N--+ 2N relacijom U (A) = (‘x,z) x6(1) z (A)) . Ovaj ope- 
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rator igra posebno vaInu ulogu u algebri operatora prebrojavanja 

E= (E, I, ol) gdje je E skup svih operatora prebrojavanja, 
I je identifti operator, a o je kompozicija operatora. Sa alge-

barske taake gledigta 6 je semigrupa_ sa jedinicom. U [7] je 

pokazano da za svako n (n)>2) postoji prebrojivo mnogo n-element-

nih baza algebre 6 . Ogranieimo se na n=2 i dokanmo slijedetu 
teoremu. 

Teorema 4.2.  Postoji prebrojivo mnogo 2-elementnih baza algebre 

6 . Jednoelementnih baza algebra 6 nema. 

Dokaz: Prvo, E nema jednoelementnih baza jer operacija kompozi-

cije 6uva kako injektivnost tako i neinjektivnost operatora pre-

brojavanj a. 

Zatim, uo6imo operator Z tako da je 

Z(A) = 	 I (x,y +1> E A) . Intuitivno je jasno da je Z ope- 

rator prebrojavanja. Neka je numeracija rekurzivno prebrojivih 

skupova takva da je Z =4) 0  i neka je U univerzalni operator ko-

ji odgovara toj numeraciji tj. u (A) = C‘x,z> I x6 4 z  (A)) . 

Definigimo, za svako n operator Cn  tako da je 

Cn (A) = (xi 4x,n> 6 A ) . Lako se vidi da je za svako n 

= Cno u 	i Cn+1 = Cno Z. Dalje de biti 4; o = Co o u 
op,= c l  0 u = co  0 

co 
 0 u , q? 2 = C2  o u = Cl  oct) 0  0 U = 

= Co  04) 0  o d)0  o U , itd. Dakle svaki operator cp z  mole se 

dobiti pomo6u Co  i U , a kako E nema jednoelementnih baza bite 

Co i U dvoelementna baza. 

Primjetimo, na kraju, da je umjesto C o  mogute uzeti bilo 

koje Ck  takvo da je Ck  0 U 	bite opet Ck  i u baza. Kako svaki 
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operator ima prebrojivo mnogo indeksa postoji prebrojivo mnogo 

2-elementnih baza algebre 	. 13  

Funkcionalni operatori odredjeni operatorima prebrojavanja 

Razmatra6emo djelovanje operatora prebrojavanja na odredje-

ne elemente iz 2N koji odgovaraju funkcijama iz N u N. To su jed-

nozna6ni skupovi. 

Definicija 4.5.  Skup A je jednozna6an akko je jednozna6na relaci-

ja ((x,y) I (x,y> E A) . 

Primje6ujemo da svakoj funkciji f : 	odgovara jedno- 

zna6an skup (0c, f(x)> I xeDom(f)) koji demo obiljeavati sa 

Isto tako svakom jednozna6nom skupu A odgovara funkcija f 

takva da je Dom(f) =( x I 3y ( 4x,y) E 	i pisa6emo f = lt 1 (A) 

ili Arg A = (3c 3y ( ‘x,y> E A)) . 

Neka je t klasa svih funkcija iz N u N tada 6e TT, 
biti klasa svih jednozna6nih skupova. Bilo koji funkcionalni ope-

rator y je preslikavanje podklase od 3 71  u 	i on odredjuje 

preslikavanje r podklase od 173E1  u 1751  . Oeigledno vane sli- 

jede6e relacije 	 kV= 'r 1r'[ 
Ako imamo bilo koje svuda definisano preslikavanje 

2
N pa ga ograni6imo da mu i argumenti i vrijednosti 

budu jednozna6ni skupovi dobili smo funkcionalni operator 4f . To 

mo'iemo posti6i na slijededi naftn: 
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(i) Dom (If= qp -i ( 1: Ti m 1771 
(ii)4f =(/)na skupu Dom 4J 

U ovom slu6aju za funkcionalni operator 	kaEemo da je odredjen 

sa 

Interesantno je posmatrati funkcionalne operatore odredjene 

operatorima prebrojavanja. S obzirom na efektivnost operatora pre-

brojavanja o6igledno je da smo dobili rekurzivne funkcionalne ope-

ratore kakve smo vec imali u ovom radu. Primijetimo da ovako dobi-

jen funkcionalni operator ne mora biti svuda definisan jer iako 

je ) svuda definisan ne mora biti 43
z ( 177 )C 1:37  1 	1 

Definicija 4.6. fje djelimi6no rekurzivni operator ako je: 

(i) tTf funkcionalni operator 

(ii) postoji z tako da je 	odredjen operatorom prebrojavanja 
 

Definicija 4.7.  tijje rekurzivni operator ako je 

(i)4J djelimiCno rekurzivni 
(ii) Domtp.  = 

Slijede6a klasifikacija odnosi se na vrstu funkcija koje 

operator preslikava. Ako zahtijevamo da djelimi6no rekurzivni ope-

rator preslikava klasu svih totalnih funkcija (ozna6imo je sa 

u takodje totalne funkcije tada je to opgterekurzivan operator. 

Definicija 4.8.  tpe opgterekurzivni operator ako je 
(i) djelimi6no rekurzivan 

(ii) sr G Don al/ 
(iii)tif 	c 
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Primjer 4.3. Neka je (t) z  bib() koji operator prebrojavanja koji 

ima svojstvo da je za svako X G N Cti z  (X) = N (takav je npr. CID 1 ). 

Tada je funkcionalni operator 	odredjen sa (IDs z  djelimi6no re- 

kurzivan i jog vagi DomqJ = 0 

Primjer 4.4. Jedini6ni operator I algebre E je I(A) = A. Moe 

se i formalno pokazati da je to operator prebrojavanja. Neka je z 

indeks skupa (<x, 2 x > I XeN) 	(koji je oeigledno r.p. Dakle, 

Wz = (Zx, 2x> I x €N 	. Tada je za proizvoljno A, Cf-)
z (A) = A. 

Zaista, x e A -=--> 	c A => D2 x c A i <x, 2 x> 6 Wz 	Cipz  (A) . 

Obratno, xEd) z (A)=> 3u( ‘x,11 6 W
z 	Du c A) .=> u = 2 x 	i 

D2 x cA 	 A 	x E A 	tj. CIDo z  (A) c. A. Dakle, 	z (A) =A. 

Funkcionalni operator odredjen operatorom (1)
z  je opgtere-

kurzivan. 

Primjer 4.5. Neka je z indeks r.p. skupa (3,10) tj. neka je 

Wz  = 0,10} = ( 41,0> 	, 43, 0> 	. Operator prebrojavanja 

z ima svojstvo da je za bilo koje Ac N 4 z (A) = (1, 3) 

Skup 	{1, 31 	je jednoznaean i njemu odgovara funkcija 

0 za x=1 ili x=3 
h(x) = 	 Pa funkcionalni operator 

ne definisana ina6e 

odredjen sa CID z  svaku funkciju preslikava u h tj. on je rekurzi-

van ali nije opgterekurzivan. 

Pokaza6emo da je svaki opgterekurzivni operator i rekurzivan. 

Teorema 4.3. Neka je W djelimf6no rekurzivni operator takav da 

je 	Dom kij . Tada je tif rekurzivan operator. 

Dokaz: Pretpostavimo da 41nije rekurzivan i posmatrajmo operator 

prebrojavanja cl) z  koji odredjuje tif . Tada postoje skupovi A i D 
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takvi da je 10 z (D) = A gdje je D jednoznatan i kona6an (po 

teoremi 4.1.) i A nije jednoznatan. No skup D mote biti produIen 

do skupa B tako da je B = 17(f) gdje je f neka svuda definisana 

funkcija. Zbog DcB i monotonosti operatora ?z  bite 

ON()) C. jO z (B) tj. AC OPz (B) tj. tz (13) nije jednoznatan 

gto je suprotno pretpostavci 	Domqf  . Dakle Yfje rekurzi- 
van.o 

Posledica. Svaki opgterekurzivni operator je rekurzivan. 

Navodimo-primjer preslikavanja koje se mo te produ2iti do 

djelimi6no rekurzivnog operatora, ali se ne mo te produn.ti do 

rekurzivnog operatora. 

Primjer 4.6. Posmatrajmo preslikavanjeW sa svojstvom 

kg ( 	(1,0)) 	) = 	{(0,0)) 

i kpr( 	(2,0)) 	) = 	(0,1)1 

Preslikavanje 4/ se mote produIiti do djelimitno rekurzivnog ope-

ratora. Neka je W z  = k<0,4 ) 	0,32 > .1 	Operator prebroja- 
vanja 140 z  ima svojstvo: 

4) z ( 1 2 ) ) 
d5 z( 0 )) 

Funkcionalni operator of odredjen operatororn 
(1)  z je djelimi6no 

rekurzivan i predstavlja produgenje preslikavanja tij . Pretposta-

vimo da postoji rekurzivni operator ql 11 , gdje je Dom tif II = Ti  
koji je produIenje preslikavanja 4j . U tom slu6aju bi operator 

prebrojavanja kojim je ti/ " odredjen preslikavao jednoznatan skup 

{2,5} 	u skup 	0,1) koji nije jednozna6an, pa 4j It ne moie 

biti svuda definisan. 
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Poznato je da se ne mole svaka djelimi6no rekurzivna funk-

cija produnti do opgterekurzivne. Za operatore ovo u izvjesnom 

smislu ne van. Posmatramo li operatore na skupu 3 (svuda defini-

sanih funkcija) mole se pokazati da se svaki djelimi6no rekurziv-

ni operator mole produnti do rekurzivnog. 

Teorema 4.4.  Postoji opgterekurzivna funkcija d , takva da za 

svako z, ako 	odredjuje djelimi6no rekurzivan operator 4/ 
tada 4(z)  odredjuje rekurzivan operator Y ' sa svojstvom da 

za svaku svuda definisanu funkciju f van 

f 6 Dom i..1/ => 	41' (f) =14f(f) 	. 

Dokaz: Poznato je ( 16J str.87.) da se skup W
z (za svako z) mole 

napisati kao 	(1) (0) , 	4(1) , 	, gdje je f"(z) opgterekur- 
f"(z) 	f"(z) 

(1)f"(z) 

to prebrojavanje skupa W z  bez ponavlianja. 

Za dato z, fiksirajmo jedan takav poredak skupa W z . Ako je 

v‘Wz kaZemo da je u ispred v u W z ako je u E Wz 
u= 	C, (k) 	i v = (j) 	(p) 	i 	k 4p . 

flz) 

Posmatrajmo skup: 

( * )0c.17 > 	I Dt  je jednozna6an i 3 s  (Ds C.Dt  i 44x.Y>, p)elqz  

Vy'V ' 	4<x,y5 , s'> je ispred (oc,y> ,s> uW 

Ds , V Ds  nije jednozna6an)0 

zivna funkcija i funkcija obostrano jednoznafta pa je 

Ovaj skup je rekurzivno prebrojiv i u numeraciji r.p. skupova in-

deks ovog skupa ravnomjerno zavisi od z, pa postoji opgterekurzivna 
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funkcija 	tako da je ovaj skup 11U 	. DokaIimo da 
(z) 	 e ( z )  

odredjuje rekurzivan operator tj. da je slika ma kojeg jednozna-

6nog skupa jednozna6an skup. 

Neka je A jednozna6an skup i neka 	(A) nije jedno- 
d(z) 

znaean. Tada van 	 qp (A) i 4x,y2) 4 	(A) i 
(z) 	 e(z) 

y i 	y2  , tada 	t1 ( 44x,y, , t 1 ) 6 W 	i D
t1 

c A) i 
(z) 

	

t2  ( ax,y2 ) , t2 > E W 	i D
t2
c, A) . Pogto su D

tl 
i 

e(z) 

D
t2 

jednoznasani na osnovu (*) postoje s l  i s 2  tako da je 

Ds c Dt 	i Ds  G Dt 	i ‘<x,y 1> , S i > 6 Wz  i 
1l 	2 	2 

Z4x,y2 > , s2 ) 041z . Ne smanjujun opgtost pretpostavimo da je 

44x,yi 	, s l > ispred 4<x,y 2 5 , s 2 > u Wz  pa na osnovu (*) 

D
s].
U D

s2 
nije jednozna6an gto je kontradikcija jer je 

Ds  U Ds  c A. Dakie, 	 odredjuje rekurzivan operator. 
1 	2 	 d(z) 

Neka je f svuda definisana funkcija i f 6 Dom Lif tj. 

4)z ( 1: (f)) je jednozna6an skup, dokafimo da je 

(pp 	( ir(f ) ) 
z (T' (f» 111   

( z) 

Prvo, 	4.x,Y> 6 Cts 	("C(f))-z.--- 
d(z) 

3t ( 44x,y> , t> eW j  
6 (z) 

Dt  "C(f ) 	gt 3s ( 44x,y> , s 	6 Wz  i Dsc Dt  cr(f) ) => 

4x,y>6Cib z (2(f)) . 

Dakie, cp 	(T-  (f))C Cip z (t (f)) 
((z) 
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Obratno, 	<x,y> 6 47 z (t(f)) => as( 44x,y> ,s> E W z  i Ds c -r(f)) 
U fiksiranom poretku skupa W z  neka je s prvi broj sa takvim svoj-

stvom. Posmatrajmo skup S = 	a2r4  (((x,Y5 	s'> je ispred 

ax,y) , 	u Wz ) ) . S je kona6an pa je S = ts i ,...,sk ) 

Za -svako i (1 4  i k ) vazi Ds * 'C(f) , jer iz D C. r(f) Ds 
 

slijedi 	z  (Ds  ) c ot z (Z  (f)) , no kako postoji y' tako da je 
E 1110 z (Ds ) van.lo bi 

4x ► Ir> 6 4) z (T(f)) gto je nemogu6e jer je d7 z (2`(f) jednozna-

6an. Konstruigimo skup Dt  tako da jeDt i Arg Dt  = 

 V = Arg D
s Arg D

si 	 Arg Ds 	. Bi6e Dt kona6an i jednozna- k 
can i za V s. (D

s  u Dt  nije jednoznaCan) jer Ds  4: r(f) i f  

je svuda definisana. Na osnovu (*) slijedi 	 , t> 6 W 
0  (z) 

tj. 	4x,y) (f)) . Ako je S=95 tada je D
t = Ds pa (k(z) 

opet van. ‹x,y> k C 	(2 (f)). Ovim je teorema dokazana.a 
d(z) 

Ovim smo pokazali da ako je f = 	(g) i g svuda definisana 

i tri djelimi6no rekurzivan tada postoji rekurzivan operator 

tako da je f =4,0(g). Medjutim i dalje je otvoreno pitanje da li 

postoje funkcije g i f takve da se g mote preslikati u f djelimi6- 

no rekurzivnim operatorom ali rekurzivnim operatorom ne moie. Od-

govor je potvrdan i primjer takvih funkcija dao je D.T.Skordev. 

Primjer 4.7.  Neka je f proizvoljna svuda definisana funkcija od 

jedne promenljive koja nije opgterekurzivna.i neka je g definisana 

relacijom: 

<x,y'> e 4--) z (r (f)) 
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g(z) = 
	0, ako je f(c1 (z)) = c 2 (z) 

ne definisana u ostalim slu6ajevima 

gdje su c
1  i c2 inverzne funkcije Cantor-ovoj kodirajudoj funkci-

ji tj. 	4c1  (z) 	c2 (z)) = z. 

Intuitivno je jasno da postoji procedura koja skup 

B = {4x,f(x)) I XeN 	svodi po prebrojivosti na skup 

A = k<z,g(z)) z e- Dom(g)) 	jer kad god kao ulaz damo a EA zbog 

a = < z,0) i f(c i (z)) = c 2 (z) izlaz mote biti b = 4 ci (z), 

, c2 (z)> = z = c i (a) . Dakle postoji djelimi6no rekurzivan ope-

rator 4/ tako da je f =t1i(g). 

	

Pretpostavimo da postoji rekurzivan operator tif 	tako da 

je f = 4/ '(g) . Neka je h(x) = 0 tada vaZi g Ch pa zbog monoto-

nosti operatora 	' , tif (g) C. 11' (h) tj. f ct10(h) tj. 

f = T'(h) jer je f svuda definisana. Dakle f je izraeunljiva 

jer se dobija djelovanjem rekurzivnog operatora na izra6unliivu 

funkciju, a to je suprotno pretpostavci. 

Na kraju razmotrimo mogu6nost numeracije operatora koje smo 

ovdje posmatrali. Vidjeli smo da operatori prebrojavanja, po defi-

niciji, raspolaZu numeracijom. eta je sa djelimi6no rekurzivnim 

odnosno rekurzivnim operatorima. 

Teorema 4.5. Postoji numeracija klase svih djelimi6no rekurzivnih 

operatora. 

Dokaz: Neka je 14gdjelimi6no rekurzivni operator. Postoji 

(operator prebrojavanja) koji ga odredjuje. Numerigimo operator 

yv brojem z. Obratno za svaki broj z, operator prebrojavanja 

odredjuje taano jedan funkcionalni operator koji je, po definiciji, 

djelimi6no rekurzivan.D 
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Ograniftmo li se na skup g' svih totalnih funkcija moiemo 

pokazati da i rekurzivni operatori raspolaZu numeracijom. 

Teorema 4.6. Postoji numeracija rekurzivnih operatora na skupu 3. 
Dokaz: U dokazu teoreme 4.4. vidjeli smo da postoji opgterekurziv-

na funkcija 	takva da je za svako feT i svako z E N 

(I5(f)) = 	djip z (1:: (f)) 
6'(z) 

i da 	 za svako z odredjuje rekurzivan operator. Dakie, 
(z ) 

moguda je numeracija rekurzivnih operatora na skupu J  .0 
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