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Predgovor

Ferma je postavio hipotezu da su brojevi oblika F, = 22" 4+ 1, gdje je n
proizvoljan ceo nenegativan broj, prosti. Takvi brojevi su po njemu dobili
ime Fermaovi brojevi. Hipoteza je tatna za n od 0 do 4. Medutim, Ojler
je uotio da 641 deli Fy i time dokazao da je Fermaova hipoleza pogresna.
Otuda je postalo zanimljivo, da se za dato n utvrdi karakter broja F,. Za
sada, prema nama dostupnim podacima, postoje samo parcijalna reSenja,
tj. dokazano je da su neki od brojeva Fy, (n > 5) slozeni (vidi [5], [10]). Za
Fia, Fao 1 Fay zna se samo da su slozeni, dok im se faktori ne znaju. Za
ispitivanje karaktera ovih brojeva korigéen je Pepinov test: za n > 1, Fy
je prost ako i samo ako je 3P/ = _[(mod F,). Prvi Fermaov broj
nepoznatog karaktera, prema nama dostupnim podacima, je Fag, a potom
Fzg (Vi(li [5], [lO])

U radu [5] se kaze da je za ispitivanje karaktera broja Fa, ntrofeno nedto
vige od sedam meseci, dok bi za ispitivanje karaktera broja Fyg trebalo oko
deset godina (mishi se na algoritam i opremn koja je korigéena za ispitivanje
karaktera broja Fyp). Ova procena se zasniva na ¢injenici da ako se n poveca
za jedan onda se vreme polrehno za Pepinov Lest poveca oko 4 puta. Otuda,
mozemo zakljuciti da bi nam za ispitivanje karaktera broja Fyg trebalo vide od
dvije i po hiljade godina. Napomenimo da je stvar jos logija, jer se algoritam
korigéen za testiranje broja Fyy ne moze upotrebiti za testiranje broja Fpg
bez suitinskih promena (masine ili algoritina).

Ovaj rad je proistckao iz ideje da se predloze paralelni algoritmi i model
(realan) na kom bi se ont izvrsavali, kako bi smanjili vreme potrebno za testi-
ranje karaktera prethodno pomenutih brojeva. Osnovna operacija Pepinovog
testa je kvadriranje velikih brojeva, i ta operacija se ponavlja mnogo puta.
Otuda, problem paralelizacije Pepinovog testa, svodi se na problem parale-
lizacije algoritama za mnozenje (kvadriranje) velikih brojeva, sto je sredi-
gna tema ovoga rada. Pri tome smo se opredelili za paralelizaciju Senhage-
Strasenovog algoritma (vidi [1]) koji je asimptotski najholji poznati sekven-
cijalni algoritam.

Rad je podeljen na tri glave:

1. Uvod,
2. Algoritmi za mnozenje velikih brojeva i
3. Paralclizacija algoritama.

U uvodu se navode pojmovi i tvrdenja, koje koristimo pri nadem daljem
izlaganju. Naime, opisnjemo arhitekture paralelnih racunara, posebno nji-
hovu podelu zasnovanu na konceptima toka instrukeija i toka podataka, kao i
analizu algoritama, stavljajuéi naglasak na analizi paralelnih algoritama. Za-
tim navodimo teoreme i pojmove iz teorije brojeva koji su nam neophodni da
bi izveli dokaz Pepinove teoreme. Na kraju uvodne glave izlazemo diskretnu
Furijeovu transformaciju. Pri tome, navodimo dokaz konvolucione teoreme,
kao i niz tvrdenja koja omoguéavaju ratunanje Furijeove transformacije u



prstemu celih brojeva po moduln F,. Prikazan je i FFT algoritam.

U drugoj glavi dajemo kratak pregled nekih sekvencijanih algoritama i
njihove vremenske slozenosti za mnozenje velikih brojeva, kao sto su: klasicni
(skolski) algoritam, Karacuba-Hofmanov algoritam, Senhage-Strasenov algo-
ritam, i algoritam zasnovan na diskretnoj tezinskoj transformaciji. Svakako
za nas je najvazniji Sm)ha,ge—étram'nov algoritam koji ima najmanje asim-
ptotsko vreme izvrsavanja.

U okviru trece glave, koja delom sadrzi orginalui tekst, izlazemo para-
lelizaciju Senhage-Strasenovog algoritma. Rezultal do kojeg smo dosli je
da mnozenje (Pepinov test) mozemo ubrzati linearno po broju procesora.
Ovako dobar rezultat je postignut uravnotezenim punjenjem procesora po-
dacima, na taj nacin procesori sadrze (obradujn) istu koli¢inu podataka, kao
i izborom pogodnog modela, tako da se komunikacije obavljaju uglavnom
izmedu susednih procesora. Sem toga, u poglaviju (3.2), daje se predlog kako
u nekim sluéajevima, moze biti pojednostavijen Senhage-Strasenov algori-
tam, gto je na primer korisno u testiranjn karaktera brojeva oblika h2™ + 1,
kao i samoj paralelizaciji Senhage-Strasenovog algoritma. Na kraju ove glave
daje se kratak pregled implementacije predlozenih algoritama na paralelnom
ra¢unaru baziranom na T800 procesorima, koje prikazujemo u prilogu.
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i Uvod

1.1 Modeli izradunavanja i analiza algoritama
Arhikteture paralelnih racunara

Postoji vide nacina za klasifikaciju arhitektnra paralelnih ra¢unara. Detaljni
prikaz raznih arhiktcktura i nacina klasifikacije moze se naci u radu [7}.

Ovde ¢emo izloziti podeht, zasnovanu na konceptima toka instrukeija (in-
struction stream) i toka podataka (data stream), opisanu u [2]. Tok instruk-
cija je niz instrukcija koje racunar treba da izvidi, a tok podataka je mz
podataka nad kojim ove instrukcije operidgu.

Zavisno od toga da i postoji jedan ili vide tokova instrukeija ili podataka
podela je izvigena na SISD, MISD, SIMD i MIMD racunare.

SISD(Single Instruction stream, Single Data stream) raéunari imaju jedan
procesor koji izvisava jedan tok instrukeija koji obraduje jedan tok podataka.
Veéina serijskih racunara je iz ove grupe. '

MISD (Multiple Instruction stream, Single Data stream) racunari imaju
n procesora , n > 1. Svakiprocesor ima svojn kontrolnujedinicu. Podaci su
smedteni u zajednickoj memoriji. Na svakom koraku procesor dobije podatak
iz memorije i obraduje ga instrukeijom koju je poslala njegova kontrolna je-
dinica. Dakle, nad jednim tokom podataka simnltano se izvriava vise tokova
instrukcija.

SIMD (Single Instruction stream, Multiple Data stream) racunari imaju
n procesora , n > 1. Svaki procesor ima svoju memoriju. U tim lokalunim
memorijama mogu biti smegteni programi i podaci. Rad procesora se odvija
prema jednom toku instrukeija koje odasilje jedna kontrolna jedinica. U
jednom korakn svi procesori dobijaju istn imnstrukeiju kojn izvriavaju nad
nekim podatkom iz memorije. Ne moraju svi procesori da izvriavaju sve
instrukcije koje dobiju. Ako neki procesor treba da preskoci nekn instrukeiju
(to obaveitenje nosi sama instrukeija) ona ¢eka ostale da je zavre. Cekanje
postoji i kada neki od procesora zavrsi neku instrukeiju pre nego ostali. Na
taj nacin se postize sinhronizovani rad procesora.

MIMD (Multiple Instruction stream, Multiple Data stream) racunari
imajn n, n > 1 procesora. Svaki procesor izviiava svoj tok instrukcija nad
svojim tokom podataka. Dakle, rad ovih procesora nije sinhronizovan.

U veéini slncajeva prilikom izviiavanja nekog algoritma na SIMD ili
MIMD magini javlja se potreba da procesori medusobno komuniciraju tj. da
galju jedni drugima podatke.

Nacini konmniciranja medu procesorima SIMD (MIMD) masine daju
podelu na SM (Shared Memory) SIMD (MIMD) i mrezne modele (Inter-
connection Network) SIMD (MIMD) racunare.

Kod SM SIMD (MIMD) racunara procesori komunicirajn preko zajed-
nicke memorije. Ako sn memorijske lokacije kojima procesori prilaze, zbog
upisivanja ili éitanja podataka, razlicite onda se dozvoljava simmltany pristup.




Zavisno od toga kako procesori mogu prici isto] memorijskoj lokaciji SM
SIMD (MIMD) masine se dele na:

EREW (Exclusive-Read, Exclusive-Write) SM SIMD (MIMD) racunari.
Nema simultanog pristupa od razlicitih procesora istoj memorijsko] lokaciji
ui zbog Citanja ni zbog upisivanja.

ERCW (Exclusive-Read, Concurrent-Write) SM SIMD (MIMD) racunari.
Moze se sitnultano upisivati ali ne 1 éitati.

CREW (Concurrent-Read, Exclusive-Write) SM SIMD (MIMD) racunari.
Moze se shnultano ¢itati ali ne 1 upisivati.

CRCW (Concurrent-Read, Concurrent-Write) SM SIMD (MIMD) racu-
nari. Dozvoljeno je simultano upisivauje i Citanje.

SM MIMD modeli su poznati pod imenom multiprocesori (tightily cou-
pled machines).

Mrezni SIMD (MIMD) model omoguéava razmenu podataka medu pro-
cesorima preko komunikacionib linija kojima su procesori povezani.

Kod potpune mreze svaki procesor ima vezu sa svim ostalim. Obicno,
ovolika povezanost nije potrebna pa su popularuiji slabije povezani modeli:
linearni niz procesora, dvodimenzionalni niz procesora, drvo, kub itd.

Kod linearnog procesorskog niza procesori Py, ..., P, su povezani dvo-

“sinernim komunikacionim linijama tako da procesor Py ima vezu sa P, pro-

cesor P, vezu sa Py 1 procesor By, 1 <k <mn, vezu sa P._11 P

Dvodimenzionalni procesorski niz (imesh) se sastoji od n procesora razme-
Stenili u obliku k x k matrice, gdje je k = /n. Procesor P ; se nalazi u i—toj
vrsti i j—toj koloni matrice. Unutradnji procesori imaju vezu sa susedima
Piy1jy Pic1jy P i Pija Procesori na granici imaju manje veza, ugaoni
po dve a ostali po tri veze.

Pretpostavimo da je n = 2°,s < | tada mrezu od n procesora u kojoj
je svaki procesor povezan sa s suscdnih nazivamo s—dimenzionalni kub ili
s—dimenzionalna hiperkocka.

Mrezni MIMD racunari su poznati pod imenom multikompjuteri (loosely
coupled machines). ‘

Analiza algoritama

Ako hmamo vise algoritaima koji reSavaju jedan problewn, mi treba da done-
semo odluku koji od njib da izaberemo.  Da bi odluka bila ispravna mi
moramo imati neke kriterijume, koji ée nam ukazati da je jedan algoritam
"bolji” od drugog. Kriterijumi mogu biti razli¢iti, ali se vreme 1zvrSavanja
(vremenska slozenost), kao 1 prostor (memorijski) koji algoritam zahteva
(prostorna slozenost) najéedce koriste.

Cilj analize algoritma je predvidanje ponasanja algoritma, specijalno vre-
mena izvrsavauja, bez njegove implementacije na specijalnom racunaru. Po-
nasanje algoritina zavisi od nekil parametara, najéesce od velicine ulaza, pa
se | izrazava kao funkcija velicine ulaza. Obiéno nas interesuje ponasanje
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algoritma kad veli¢ina ulaza raste.

Da bi smo predvideli vreme izvrsavanja algoritma, mi mozemo prebrojati
osnovne operacije, korake koje algoritam treba da izvrsi. Pri tome glavni
metod je upotreba aproksimacija i obicno se koristi O(-) notacija. Ignorisu se
mnogi detalji a isti¢u se samo bitne karakteristike algoritma. Tj. ne moramo
brojati sve korake veé¢ samo glavne, naprimer broj operacija poredenja kod
algoritama za sortiranje baziranih na poredenjn.

Precizne definicije pojmova vezane za slozenost sekvencijalnih algoritama
kao i O(-) notacije, mogu se naéi u 1] [9]. Pri nagim daljim izlaganjima mi
¢emo pod pojmom korak imati u vidu instrukcije koje se mogu izvrsiti na
modelu koji je blizak savremenom rac¢unaru.

Koristi¢emo oznaku Og(-) da bi ukazali da smo kao meru slozenosti uzeli
broj operacija koje se izvode na bitovima tj. broj bit operacija. (Za preciznu
definiciju vidi [1].)

U mnogim slu¢ajevima, posehno kada se analiziraju rekurzivni algoritmi,
javljaju se rekurentne relacije. Razvijene su posebne tehnike za refavanje
pojedinih rekurentnih relacija. Teorema koju navodimo nize, omogucava nam
da resavamo rekurentne relacije koje ée se pojaviti pri analizi algoritama koje
kasnije izlazemo.

Teorema 1.1. Resenje rekurentne relacije T(n) = aT(n/b) + cn*, gdje su a
i b celobrojne konstante, a > 1, b > 2, a c i k su pozitivne konstante, je

O(nlo#s2) ako je a > b
T(n) = { O(n*logn) ako je a=0b"
O(nF) ako je a < b

Rekurentna telacija iz Teoreme (1.1.) se pojavljuje pri analizi mnogih algori-
tama baziranih na strategiji podeli pa vladaj. Dokaz Teoreme (1.1.) se moze
naéi u [9].

Pri ocenjivanju paralelnih algoritama kriterijumi koji se najcesce koriste
su: vreme izvriavanja, broj procesora koji se upotrebljava i cena (vidi [2]).

Kako je jedan od glavnih razloga za uvodenje paralelizma povedanje
brzine izvriavanja, to je nesumnjivo najznacajnija mera pri ocenjivanju pa-
ralelnih algoritama njihovo vreme izvrsavanja. Ono se definise kao vreme koje
zahteva algoritam da bi se reio problem na paralelnom rac¢unarn, tj. vreme
koje protekne od momenta kada je algoritam (prvi procesor) poceo sa radom
do momenta kada se algoritam (i poslednji procesor) zaustavi.

Vreme izvriavanja paralelnog algoritma ¢emo oznagavati sa T(n, p), gdje
je n velicina ulaza, a p broj procesora.

Predvidanje vremena izvriavanja opet mozemo ostvariti brojanjem ko-
raka koje algoritam treba da izvréi. Pri tome treba razlikovati dve vrste
koraka: racunski koracii koraci usmeravanja. Racunski korak je aritmeticka
ili logicka operacija koja se izvodi nad podacima unutar procesora. Dok u
koraku usmeravanja podatak putuje od jednog procesora do drugog kroz




zajednickn memoriju ili komunikacionn mrezu. Obicno koraci usmeravanja
zahitevaju nesto vise vremena za izvisavanje nego racunski koraci, ali radi
jednostavnije analize mi ¢emo pretpostaviti da oni zahtevaju isto vreme.
Pri ocenjivanju paralelnih algoritama za dati problem, sasvim je prirodno
da se to ¢ini u odnosu na najbolji poznati sekvencijalni algoritam za taj
problem. Tako dobra indikacija kvaliteta paralelnog algoritma je ubrzanje
(speedup) koje se postize. Za dati problem ovo je definisano kao
T(n,!)
S(p) = T(n.p)
n,p)
Jasno je da za veée ubrzanje imamo bolji algoritam. Treba napomenuti da
ubrzanje ne moze biti veée od broja procesora, jer bi u suprotnom postojao
brzi sekvencijalni algoritan.
Cena (cost) paralelnog algoritma je definisana kao:

C(n,p) = T(n,p) x p.

i drugim re€ima, cena je jednaka broju koraka izvrsenih nkupno na svim
procesorima pri resavanju datog problema. Ovo u slucaju da svi procesori
izvrdavaju isti broj koraka. Ako to nije slucaj onda cena predstavlja gornju
granicu ukupnog broja izvrienih koraka i tada se wvodi dodatna mera pro-
duktivnost (efficiency) . Produktivnost (ili efikasnost) se definize kao:

T(n,1)
pT(n,p)

Produktivnost, iskazuje stepen uposlenosti pojedinih procesora pri resavanju
“datog problema i uvek je < 1. Napomenimo da se u nekim slucajevima
efikasnost moze povecéati smanjenjem broja procesora i vecim uposljavanjem
preostalih procesora, a da se vreme izvriavanja promeni najvide za konstan-
tan faktor (Brentova lema, vidi [9]).

Svakako postoje i drugi kriterijumi za ocenjivanje paralelnih algoritama
kojima se mi necemo baviti.

E(n,p) =

1.2 Ispitivanje primalnosti i Fermaovi brojevi

U ovoj glavi navedene su teoreme (vidi [10]) koje se koriste za dokazivanje pri-
malnosti. Pre formulacije ovih tcorema navodimo i neke pojmove i pomocne
teoreme iz teorije brojeva (vidi [10]) koje koristimo.

Definicija 1.1. Skup brojeva M se zove modul ako vazi: Ako suz,y € M
tada su (z —y), (z+y) € M.

Teorema 1.2. Svi elementi modula M Fkoji sadrii samo cele brojeve, su
visestrukosti odredenog broja d (tj. mogu se napisati kao k - d, gdje je k ceo
broj), koji je najmanji pozitivan ceo broj iz M. Izuzetak je modul koji sadrzi
samo nulu.




Teorema 1.3 (Ojlerova Teorema) Ako je (a,n) = 1 i n = []p{", tada

oy —1

je a?™ = 1(mod n), gdje je p(n) = [1p* " (p: — 1) broj relativno prostih
brojeva sa n, a manjth od n.

Neposredna posledica Teoreme (1.3) je ra¢unanje inverznog elementa tj.
b~ = 5*™ 1 (inod n).

Definicija 1.2. Ako je (a,n) = | i ako kongruencija

(1.2.1) z? = a(mod n)

ima resenje ¢, tada se a zove kvadratni ostatak broja n. Ako kongruencija
(1.2.1) nema resenje onda za a kazemo da je kvadratni ne-ostatak broja n.

Za slucaj kada je n neparan prost broj p, Legendre je uveo poseban simbol

(%) =

a { I ako je a kvadratni ostatak
p

—1 ako je a kvadratni ne-ostatak

Teorema 1.4 (Ojlerov kriterijum) Ako je (a,p) = | i p je neparan prost
broj, tada je

(?—) = a("_])/z(vll()(l p).

p

Teorema 1.5. Ako su p i q¢ neparni prosti brojevi tada je

Py Iy 1)3e-Die-1),
(q) (p)( y

Jedan nacin dokazivanja primalnosti je koriséenjem Lehmerove teoreme (vidi

[10))
n l?,'

Teorema 1.6. Pretpostavimo da je N — 1 = [[;_, ¢;
prosti brojevi. Ako moZemo naéi ceo broj a, takav da je

, gdje su q; razliéiti

(1.2.2) a=1% £ 1(mod N) za svej=1,2...,n

t takav da je
(1.2.3) : a”=! = 1(mod N),

tada je N prost.

Dokaz. Posmatrajmo sve stepene e takve da je a® = I(mod N). Ovi stepeni
¢ine modul M koji se sastoji samo od celil brojeva. Zbog (1.2.3) N —1 je
element modula M. Po Teoremi (1.2.) modul M je genetisan sa celim brojem
d < N =1 koji deli N —1. Ali svaki delilac d broja N —1, s izuzetkom samog
broja N — 1, je delilac najmanje jednog od brojeva (N —1)/q;, 7 = 1,2, ...,n.
Ako bi d < N — 1, tada bi najmanje jedan od brojeva (N — 1)/g; pripadao
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modulu M, tj. a™¥-9/% = 1(mod N), &to je u suprotnosti sa (1.2.2). Dakle,
generator modula M je N — 1. -

S druge strane, Teorema (1.3.) nam kaze da je uvek a®™) = 1(mod N),
ako je (a,N) = 11 da je ¢(N) < N — | za sve slozene brojeve N. Al
ova &injenica nam kaze da ¢(N) pripada modulu M, §to je nemoguée ako je
o(N) < N —1, jer je gencrator d najmanji pozitivan broj u modulu. Dakle
N mora biti prost.

Napomenimo da ako bi (a, N) > | tada bi a¥=! # I(mod N), zato je
(e,N)=10

Pepinova teorema za Fermaove brojeve

Lehmerova teorema je sasvim jednostavna kada N —1 ima mali broj razlicitih
prostih faktora. Najprostiji sln¢aj je kada je N — 1 stepen 2, tj. kada je
N = 2° 4+ 1. Medutim jednostavno se dokazuje da su ovi brojevi slozeni, osim
u slu¢aju kada je s stepen dvojke. Brojevi

(1.24)  F=9" 4

se zovu Fermaovi brojevi, i oni mogu biti prosti. Prou¢imo sada kakvi su
zahtevi Lehmerove teoreme da bi broj F,, bio prost. Moramo pronaci broj a
takav da je

(Fu-1)/2 _ 22"~} .
(1.2.5) ' { a a # 1(mod F,) i

a,Fu“I — a22" = l(]]](’(! Fn)

92" 1

Ako stavimo a = g, tada 1mano

(1.2.6) 2’ = 1(mod F,) iz # I(mod F,).

Sada, ako je F, prost, tada je z clement prstena bez delitelja mile. Prema
tome kongruencija 2 — 1 = (z + 1)(z — 1) = 0(mod F,) ¢e imati dva i samo

dva redenja ¢ = 1(mod F,) iz = —1(mod F,). Posto refenje z = 1(mod F,)
je u suprotnosti sa prvim uslovom iz (1.2.5.), jedina preostala mogucnost je
z = —1(mod F,). Tako mi trazimo ceo broj a koji zadovoljava

(1.2.7) z=a™ V2= _{(inod F,)

kada je F, prost. Sada Ojlerov kriterijum (Teorema 1.4.), iz teorije kvad-
ratnog ostatka, nam kaze da a mora hiti kvadratni ne-ostatak broja F,.
Medutim, uz pomoé¢ Teoreme (1.5.) lako je pokazati da je broj 3 kvadratni
ne-ostatak svil prostih brojeva oblika 12n £ 5. F, je bad ovakvog oblika.
Zaista: 22 =4, 2 = 16 = 4(mod 12), ..., tako da F, =4 4 1 = 5(mod 12).
Prema tome ako je F, prost tada je sigurno a = 3 kvadratni ne-ostatak broja
F. i time smo dokazali sledeéu teoremn (vidi [10]):
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Teorema 1.7 (Pepinova Teorema) Potreban i dovoljan uslov da Fermaov
broj F, = 2%" +1,n > |, bude prost je da

. L2t —1
(1.2.8) 32 = —1l(mod Fy).
Dakle, da bi ispitali je li F,, prost potrebno je 1 dovoljno da potev od 3 uza-
stopno vr§imo kvadriranje 2® — 1 put, i to po modulu F,. Broj F, se povetava
ogromuom brzinom za malo povecanje broja n. Zbog toga imamo posla sa
velikim brojevima tj. potrebni su namn algoritmi za l\va(huanje (mnozenje)
velikih brojeva.

Navedimo jos i Protovu teoremu (vidi [10]) koja je analogna Pepinovo).

Teorema 1.8. Pretpostavimo da N wuma oblik N = h2™ + 1, gdje je 2™ > h
t h neparan ceo broj. Ako postoji ceo broj a takav da je

(1.2.9) a2 = _1(mod N),

tada je N prost.

1.3 Diskretna Furijeova transformacija

Veéi deo teksta u ovom poglavlju je preuzet iz knjige [1]. Diskretna Furijeova
transformacija (DFT) se obiéno definide nad kompleksnim brojevima. Mi
éemo, zbog potrebe u Senhage-Strasenovom algoritmu, definisati DFT nad
proizvoljnom komutativinom prstenu (R, 4, *,0,1). Za element w iz R koji
zadovoljava

l. w#l,

2. Wt =11

3. ?;gwj":(), zal§p<n,

kazemno da je primitivni n—ti koren iz jedinice. Elementi w° wl Lw™ 1 su

n—ti koreni 1z jedinice.

Na primer, e2™/* gdje je 1 = v/—1, je primitivni n—ti koren iz jedinice u
prstenu kompleksnih brojeva.

Neka je @ = [ag, a1, ..., an] vektor kolona duzine n &iji su elementi iz
prstena R. Mi prc'tpustavlj(unu da broj n hma multiplikativni inverzni ele-
ment u R ida R hma primitivni n—ti koren iz jedinice w. Neka A bude n xn
matrica &iji su elementi Afz,j] = w¥, za 0 < 14,5 < n. Vektor F(a) = Aa &ija
je i—ta komponenta b; = :;3 arw?, 0 < i < n se zove diskretna Furijeova
transformacija vektora a. Matrica A je regularna, tj. postoji A71. A7! je
jednostavinog oblika $to daje sledeca lema:

Lema 1.1. Neka je R komutativni prsten koji ima primitivni n—ti koren iz
jedinice w, gdje n i w imaju multiplikativno inverzne elemente u R. Neka je
A, n xn matrica ¢iji je element (4,7) jednak w9 za 0 < 1,5 < n. Tada postoji
A7 ¢ element (i, ) matrice A™* je (1/n)w™".



Dokaz. Neka 6;; bude jedau ako je ¢ = j i nula inace. Dovoljno je dokazati
da ako je A7! definisano kao gore, tada AAY = I, tj. ij—ti element u AA™

Jje
l n-1

(1.3.1) =Y wte™ =6 2a 0 < j <

n
k=0

Ako je i = j, tada leva strana od (1.3.1) postaje

n-1

WO =1.

S|~

k=0
Zai# j, ueka je ¢ =1~ j. Tada leva strana od (1.3.1) postaje

n—-1

|
— *k  _p<g< 0.
- Y, —n<g<ng#

k=0

Ako je ¢ > 0 imacemo
] n-1
k
— w? =0,
n
k=0

jer je w n—ti koren iz jedinice. Ako je ¢ < 0, tada mnozenjem sa w1
preuredujuéi red clanova u sumi i zamenom g sa —4q dobijamo :

n—1

1 .
—E w* 0<g<n,
nk:O

koje ponovo ima vrednost nula buduéi da je w n—ti koren iz jedinice. Jed-
nakost (1.3.1) sledi neposredno O
Vektor F~1(a) = A7ta &ijai—ta, 0 <1< m, komponeita, je

l n—1
- E akw—zk
n

k=0

se zove inverzna diskretna Furijeova transformacija vektora a. Ocigledno
inverzia transformacija, transformacije vekiora a, je samo a, t). F~1F(a) =
a.

Postoji tesna veza DI'T sa evaluacijom (nalazenjm vrednosti polinoma u
datim taékama) i interpolacijom polinoma. Neka je '

polinom stepena n — 1. Polinom moze biti jedinstveno predstavljen na dva
nac¢ina, ili sa listom svojih koeficijenata ag, a1, ..., @n-1 ili sa listom svojih
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vrednosti u n razlicitih tacaka zq, x4, ..., zn_;. Postupak nalazenja koefici-
jenata polinoma kada je on zadat svojim vrednostima u Tg, Ty, .oy Tpyoy SE
naziva interpolacija. Dok obrnuti postupak se naziva evaluacija.

Racunanje DI'T vektora a = [ag, a1, ..., )7 je ekvivalentno pretvaranju
reprezentacije pomocu koeficijenata polinoma Y i a;z* u reprezentaciju po-
mocu vrednosti u tatkama w® w!,...,w""1. Sli¢no, inverzna DFT je ekviva-
lentna interpolaciji polinoma koji je zadat vrednostima u n—tim korenima iz
jedinice.

Svakako evaluaciju polinoma mogli smo vriti n proizvoljnih n tacaka ali
n—ti koreni iz jedinice su prakti¢no najpogodniji.

Jedna od uobicajenih primena DFT je ragunanje konvolucije dva vektora.

Neka su

T . T
a = [ag,a1,...,a0n1)" 1 b= [bo, by, ..., b, 4]
vektori kolone. Konvolucija vektora a i b, uw oznaci a ® b, je vektor

n-1

T 1. —
¢ = [eg,C1y.enyCony|T gdje jo ¢ = E a;b;_;. -
=0

Uzimamo ax = b = 0 ako je k < 0 ili k > n. Tako
co = agbo, ¢1 = agby + arbo, ¢z = agby + a1b; + ayby,

itd. Napomenimo da uzimamao ¢,,_; = 0 radi simetri¢nosti.
Da bi motivisali konvoluciju, posmatrajmo ponovo reprezentaciju poli-
noma pomocu koeficijenata. Proizvod dva polinoma (n — 1)—og stepena

n-1 n-1 l
p(e) = ) o’ iqe) = ) b’
1=0 j=0
je polinom (2n — 2)—og stepena
2n-2 ¢
p(z)a(z) = D [ aibi_j]e’.
i=0 ;=0

Uogimo da koeficijenti proizvoda polinoma su taéno komponente konvolucije
vektora koeficijenata.

a = [(I’O)a'l)"')an—l]T ib= [601611"'7bn—1]T

polaznih polinoma, ako mi zanemarimo c,,,_;, koje je nula.

Ako su dva polinoma stepena (n — 1) predstavljeni pomoéu svojih ko-
eficijenata, tada da bi smo sracunali koeficijente polinoma koji je njihov
proizvod, mi treba da nademo konvoluciju dva vektora koeficijenata. S druge
strane, ako su polinomi p(z) i g(z) zadati pomocéu vrednosti 1 n—tim kore-
nima iz jedinice, tada da bi smo izracunali vrednosti polinoma koji je njihov



proizvod, u n—tim korenima iz jedinice, mi treba da pomnozimo parove
vrednosti u odgovarajuéim n—tim korenima. Ovo nam govori da konvolu-
cija dva vektora a i b je inverzna transformacija vektora koji se dobija
mnozenjem odgovarajuéih komponenti transformacija datih vektora. Sim-
bolicki, a @ b = F~!(F(a) - F(b)). Tj. konvolucija moze biti izracunata
sa nalazenjem Furijeove transformacije, mnozenjem odgovarajuéih parova i
invertovanjem. Medutim, ovde se javlja jedan problemi. Naime, proizvod
dva polinoma stepena (n — 1) je polinom stepena (2n — 2) i za njegovu
reprezentaciju nam trebaju vrednosti u (2n — 2) razlicite tacke. Ovaj prob-
lem je reien u sledeéoj teoremi sa posmatranjem p(z) i g(z) kao polinoma
stepena (2n—1), kod kojih su koeficijenti uz élanove stepena veceg od (n—1),
nule (t]. tretiranjem polinoma stepena (n—1) kao polinoma stepena (2r—1)).

Teorema 1.9 (Konvoluciona teorema) Neka su

a = [0'07 a1y not, 0, "‘)0]T

b ':.-.[bﬂa bl, ] bn—ly()) “',O]T

vektori kolone duzine 2n. Neka su dalje

F(a) = [a{,,a',,...,a'zn_l]T

F(b) = [b:)’ ,13 ) ;n—l]T
njthove DFT. Tada je a @ b= F~![F(a) - F(b)].

Dokaz. Buduéi da je a; = b; = 0 za n < i < 2n, pisaemo

n-1
a) = a;w i b = Zbkw
7=0
Pa je
-1 n-1
(1.3.2) ZZ bR,
7=0 k=0
Neka je a ® b = [co,c1, -, Cona]T ® b) = [ch, ¢ty Chnq)T. Kako je
Cp = 22201 ajbp—; mi imamo
2n-12n-1
(133) C; = ajb,,_]-wl”
p=0 3=0

Menjajnéi red sumiranja u (1.3.3) i zamenom p — j sa k dobijamo

2n—12n-1-3

(1.3.4) q = Z Z ajbkwl(”k)

i=0 k=-j
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Posto je by = 0 za k < 0, mi mozemo podiéi donjn granicu od unutradnje
sume do k = 0. Na isti nacin, zbog a; = 0 za’ 7 > n, mi mozemo smanjiti
gornju granicu spoljne sume na n — 1. Sada gornja granica unutrasnje sume
je najmanje n, kada je j najvece. Zato mi mozemo zameniti gornju granicu
san — 1 buduéi da je by = 0 za k > n. Kada mi néinimo ove izmene (1.3.4)
postaje identi¢no sa (1.3.2), prema tome je ¢ = ajbj. Mi smo time pokazali
da je F(a ® b) = F(a)F(b) iz ¢ega sledi da je a® b= F~(F(a)F(b)) O
Konvolucija dva vektora duzine n je vektor duzine 2n. Ovo zahteva do-
punjavanje sa n nula vektora a i b u konvolucionoj teoremi. Da bi izbegh
ovakvo dopunjavanje mi mozemo upotrebljavati ciklienu konvoluciju.

Definicija 1.3. Neka su
a = [(lo, ay, ...,a,n_I]T 1 b = [bo,bl, ...,bn_l]T

vektori duzine n. Pozitivnom ciklicnom konvolucijom vektora a i b nazivamo
vektor ¢ = [co, €1, ..., Can1]T gdje je

g n-1
=) abi;+ Y aibnicj
7=0 j=141

Nega-ciklicna konvolucija je vektor d = [do, dy, ciydan_1 )T gdje je

i n—1
d; = E a;bi_; — g ajbnyi-j
7=0 j=t+1

Ciiklicke konvolucije koristicemo 1 Senhage-Strasenovom algoritmu, za
brzo mnozenje velikih celih brojeva. Ako miizvrdimo evalunaciju dva polinoma
stepena (n — 1) u n—tim korenima iz jedinice i zatim pomnozimo parove
vrednosti u odgovarajuéim koreninta, to ée nam dati n vrednosti kroz koje mi
mozemo interpolirati jedinstven polinom stepena n — 1. Vektor koeficijenata
ovog jedinstvenog polinoma je upravo pozitivna cikliéna konvolucija vektora
koeficijenata dva polazna polinoma.

Teorema 1.10. Neka su
a = [(1,0, A1y ony (ln_I]T l b = [bO)bI) ...,bn_I]T

vektori duzine n. Neka v bude primitivni 2n—ti koren iz jedinice i neka je
Y? = w. Pretpostavimo da ¥,w i n imaju multiplikativno inverzne elemente.

1. Pozitivna ciklicna konvolucija a i b je data sa F~'(F(a)F(b)).

2. Neka je
d= [dO)dlv"’)dn—-I]T
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nega-cikliéna konvolucija vektora a i b. Neka je dalje
& = [ag,pay, ..., " an_4)7,
b= [bo, by, ..., " 1bn_y]T i
J:A[do,xpdl, RV Sty MY L
Tada je d = F~1(F(a)F(b)).

Dokaz je slican dokazu Teoreme (1.9.) samo treba uociti da je 9™ = —1.

FFT algoritam

Direktno racunanje b; zahteva n mnozenja i n — 1 sabiranje. Ovo daje O(n?)
vremensknu sloZenost za izraéunavanje niza {bo, by, ...,b,}. Medutim postoji
bolji algoritam. Neka je n = 2° za neki pozitivan ceo broj s. Izrazi za b;
mogu biti napisani kao

2°-1 2711 211
(1.3.5) b = E apw™ = Aymw®™ + E a2m+1w(2m+1).]
) m=0 m=0 m=0
211 9—1_1
2 j ] 2\mj
L= § a’Zm(w )mJ + w’ a2m+1(w ) J
m=0 m=0
zaj =0,1,...,n — 1. Kako je w? = —1, to (1.3.5) mozemo zapisati kao
zn—l_l 2,_1_1
(136) bj = E (lzm(wz)mJ + o’ E a2m+l(w2)m1
m=0 m=0
zaul_l 2,_1_1
9 . . 9 i
(137) bj+n/2 = E a’2m(w )mJ —w? E a2m+l(w )m;
m=0 m=0

zaj =0,1,...,2°"1—1. Ovo vodi jednom rekurzivnom algoritmu za ra¢unanje
b;, jer svaka od dvije sume u (1.3.6) i (1.3.7) je DFT. Ovaj algoritam poznat
je kao FFT (brza Furijeova transformacija) algoritam (vidi [1], {9], [12], [15]).

Algoritam FFT(n,ao,a1,...,an-1,w, varB);
Ulaz: n = 2*(ceo broj), ao, a1, ..., an_1(niz na kojem se vrii DIT),
w(primitivii n-ti koren)

IZlaz: B niz koji je DFT niza { a; }.

begin
if n =1 then B[0] = a,
else
FFT(n/2, ap,a,...,an_3,w? U);
FFT(n/2,a1,as,...,04n_1,w?, W);
forj=0ton/2—-1do
Blj| = UL + W03l
Blj +n/2] = U[j] — w’W[j];
end.

12
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Kako je predhodni (FFT) algoritam napisan na osnovu formula (1.3.6) i
(1.3.7) to imamo

Teorema 1.11. FFT algoritam racuna DFT .
Teorema 1.12. FFT algoritam zahteva O(nlogn) vremena.

Dokaz. Oznacimo sa T(n), slozenost FI'T algoritma, gdje je n velicina
ulaznog niza. Tada dva rekurzivna poziva zahtevaju 2T (n/2) vremena, a for
petlja O(n) vremena. Pa imamo da je T(n) = 2T(n/2) + O(n), iz Cega na
osnovu Teoreme (1.1.) dobijamo T'(n) = O(nlogn) O

Na osnovu Teorema (1.9.), (1.10.) i (1.12.) dobijamo sledeéu posledicu.

Posledica 1.1. Mi mozemo sracunati a®b, nega-cikliénu i pozitivnu cikliénu
konvoluciju vektora a 1 b duzine n za O(nlogn) vremena.

FFT upotreba bit operacija

U mnogim primenama u kojima racunamo konvoluciju mi zahtevamo tacan
rezultat. Da bismo uprostili raénn mozemo npotrebiti DFT. Medutim, ako
radimo u polju realnih brojeva, dolazi do greike, zbog aproksimacije real-
nih brojeva. Qvu gresku mozemo izbeéi sa izvodenjem rac¢una u konaénom
polju. Na primer, da bi smo naili a ® b, gdje je a = [ag, a1, a5,0,0]T, b =
-~ [bo, b1, b2,0, 0] mi mozemo uzeti 2 kao peti koren iz jedinice i izvrsiti racun
po modulu 31 (ovo ako smo sigurni da su komponente konvolucije manje od
30). Teskoca koja se javlja sa upotrehom konatnog polja je nalazenje odgo-
varajuceg polja koje ima n—ti koren iz jedinice. Zato éemo mi upotrebljavati
prsten R,, celih brojeva po modulu m, birajuéi m tako da R,, iman—ti koren
iz jedinice w. No i dalje nije jednostavno za dato n, nadi w1 m tako da je
w n—ti koren iz jedinice u R,,. Medutim, kad su n i w > 1 stepeni dvojke
dokazacemo (Teorema 1.13.) da konvoluciju mozemo izracunati u prstenn
celih brojeva po modulu (w™? 4+ 1) sa DFT, mnozenjem odgovarajuéil kom-
ponenti 1 inverznim transformacijama. Prvo ¢emo formulisati dva pomocna
tvrdenja (leme 1.2. 1 1.3.). Smatraéemo da je R = (S, 4, *,0, 1) komutativni
prsten in = 2% k> 1.

Lema 1.2. Za svew € S,w # 0,

n—1 k-1
Zwi” = H(l +w¥?), zal <p<n.
1=0 1=0

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijomn po k. Baza indukcije, k = 1 je jasna.
Sada, uocimo da je

n—1 n/2—1 n/2—-] n/2—l
(138) Y wP= Y P4 Y W= (1407) Y ()
1=0 1=0 1=0 1=0
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Koristeéi indukeijsku hipotezu i zamenjnjnéi w® sa w, dobijamo

nf2-1 ' k-2 ) k-1 '
(1.3.9) Z ()P = Hu + ()7 = H[x + w??).

Pa zamenom (1.3.9) u desnu stranmu od (1.3.8) dobijamo

n—1 k-1 k-1
Zwi” = (1 +w?) H[l 4+ W¥P) = H[I +w?P] O
i=0 =1 1=0

Lema 1.3. Neka jem = w™? + 1, gdje jew € S,w #0. Tadazal <p<n
mi tmamo E::ol w? = 0 po modulu m.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je | 4+ w?? = O(mod m) za neko 5,0 < j < k
i primeniti Lemu (1.2.). Neka je p = 2°p/, gdje je p’ neparan. (Svakako
0 < s < k) Izaberimo j tako da je j +s = k—1. Tada je | + w?? =
14 0?7 =14+ (m- Al (m=1) = —1(mod m) i p’ je neparan, pa
je (m — 1)¥ = —1(mod m). Dakle, imamo daje | + @¥? = 0(mod m) za
j=k—-1-s0 .

Teorema 1.13. Neka sun i w pozitivni stepeni broja 2 i neka je m = w™? +
1. Neka je dalje R, prsten celih brojeva po modulum. Tada u R,,,n tw imaju
multiplikativni inverzni po modulu m 1w je primitivni n—ti koren iz jedinice.

Dokaz. Pogto su n i w stepeni dvojke i m neparan, sledi da je m relativno
prost saniw. Zato niwimaju multiplikativno inverzne po modulu m. Kako
vaii w # L,w" = w2 = (—1)(—1) = | po modulu w™? 4 1, i koristeci
Lemu (1.3.) dobijamo da je w primitivni n—ti koren iz jedinice u R, O

Znacenje Teoreme (1.3.) je da konvolnciona teorema vazi u prstenu celih
brojeva po modulu 9n/2 11, Ako mi zelimo izracunati konvoluciju dva vektora
duzine n, sa celobrojnim komponentama koje su izmedu 0 i o2 tada mi
mozemo biti sigurni da ¢emo dobiti tacan reznltat. Ako komponente nisu
izmedu 0122 tada su one korekine po modulu on/2 4,

Pre nego éto procenimo broj bit operacija za racunanje konvolucije, raz-

motrimo broj bit operacija za ratnnanje ostatka po modulu m, datog celog
broja.
Neka je m = w® + 1 za neki cco broj p. Ako je a zapisan n bazi wf i no-
tacijom kao niz od I blokova, svaki sa p cifara, tada a po modulu n moze
biti izrac¢unat sa naizmeniénim sahiranjem i oduzimanjem [ blokova do po p
cifara.

Lema 1.4. Neka jem = wP+ 1 inekajea = Zz;; aiw?, gdje sul < a; < wP
za svako i. Tada je a = Zi;; a;i(—1)' po modulu m.

Dokaz. Uotimo da je w? = —1, iz ¢ega dokaz sledi neposredno.
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Napomenimo ako je ! (broj blokova) u Lemi (1.4.) fiksiran, tada racunanje
ostatka broja a po modulit m moze bitli ostvareno sa Og(plog w) bit operacija.

Lema (1.4.) daje jedan efikasan metod za ratunanje a po modulu m.
Ona igra znacajnu ulogu u sledeéoj teoremi koja daje gornju granicu broja
bit operacija potrebnih za racunanje DFT i inverzne DFT.

Teorema 1.14. Neka suw in stepeni broja 2 i m = w™? + 1. Neka je dalje
[do, ay, ..., an_l]T vekior sa celobrojnim komponentama, gdje je 0 < a; < m za
svako i. Tada DFT vektora [ao, ay,...,an-1]7 i njena inverzna transformacija
mogu biti izraéunate po modulu m za Op(n®log nlogw) koraka.

Dokaz. Upotrebicemo FFT algoritam, ali operacije (sabiranja, mnoZzenja)
izvodimo po modulu m. Operacije se izvode O(nlogn) puta. Lema (1.4.)
nam kaze da sabiranje po modulu m zahteva Op(b) koraka, gdje je b =
((n/2)logw) + 1. Mnozenje sa w?,0 < p < n je ekvivalentno sa pomeranjem
ulevo za plogw mesta, buduéi da je w stepen dvojke. Dobijeni ceo broj nema
vige od 3b — 2 hita, i tako sa Lemom 1.4. pomeranje i ratunanje ostatka
zahteva Op(b) koraka. Tako DFT w divektnom smeru je vremenske slozenost
Op(bnlogn) tj. Op(n®logn logw).

Inverzna transformacija zahteva mnozenje sa w™? i sa n~!. Bududi da je
wPw™? = 1(mod m), mi imamo w™™? = w™?(mod m). Tako efekat mnozenja
sa w™? moze biti postignut mmozenjem sa w™ . Poslednje je pomeranje
ulevo za (n — p)logw mesta, a rezultujuéi ceo broj ima najvise 3b — 2 bita.
Opet ostatak moze biti naden za Op(b) koraka na osnovu Leme (1.4.). Na
kraju, razmotrimo mnoZenje sa n='. Ako je n = 2k tada mi pomerimo
ulevo za nlogw — k mesta, opet dobijamo broj od najvise 3b — 2 bita, i
sraéunamo ostatak koristeéi Lemu (1.4.). Dakle, inverzna DI'T takode za-
hteva Og(n?lognlogw) koraka O

Posledica 1.2. Neka Og(M(k)) bude broj koraka potrebnih da se izracuna
proizvod dva k—bitna cela broja. Neka su dalje a i b vektori duZine n sa celo-
brojnim komponentama u intervalu od 0 do w™, gdje sun i w stepeni dvogke.
Tada mi mozemo izracunati a ® b ili pozitivnu ili nega-cikliénu konvoluciju
vektora a 1 b po modulu w™ + 1 za

Op(M AX[n?log nlogw,nM(nlogw)])
vremena.

Prvi élan u funkciji slozenosti Posledice (1.2.) je vreme koje zahteva da
bi se izvrdila transformacija. Drugi &lan je cena izvisavanja 2n mmnoZenja
(nlogw + 1)—bitnih celih brojeva. Napomenimo da ako za mnozenje brojeva
iskoristimo Senhage-Strasenov algoritam, koji opisujemo kasnije, dobijamo
da je M(k) = klogkloglog k. U ovom sluc¢aju drugi ¢lan dominira prvi, zato
nam je potrebno’

Op(n®lognlog log n logw log log w log log log w)

koraka da izvriimo konvoluciju.




2 Algoritmi za mnozenje velikih brojeva

Velike brojeve mozemo pamtiti u nizu. Taénije, veliki broj A mozemo izraziti
kao

(20.1) . A=Y aB
. 1=0

za neku unapred zadatu bazu B. Pri tome je 0 < a; < B~ 1. Otuda je A
odreden sa'a;,1 = 0,...,m.

Iz zapisa (2.0.1) uotavamo sliénost izmedn polinoma i velikih brojeva.
Zbog toga se algoritmi za mmozenje polinoma mogn modifikovati do algori-
tama za mnozenje velikih brojeva.

Opisimo kratko ideje nekili algoritama (detaljuija objasnjenja se mogu

naéi u [1], [6], [8], [9], [10]).

2.1 Klasi¢ni algoritam

Zadatak: Dati su polinomi p(z) = Y. @t ig(z) =Y, qiet, nadi r(z) =
p i=o P q =0
p(z)q(z). Polinomi se zadajn svojim koeficijentima.
Koeficijente polinoma

mozemo racunati kao

i
= E Pigi-; 7za t<m
=0

sli¢no za 1+ > m. Za racunanje jednog r; treba nam 7 4 1 mnozZenje, pa za
ra¢unanje svih koeficijenata treba nam O(m?) mnozenja.
Da bi algoritam mmozio brojeve

P = ZP{Bi Q= Z%‘Bi,
i i=0

treba jog po zavrietku predhodnog algoritma dodati
Tip1 & Tig1 + |7/ Bl,mi — ri(modB) za 1=0,1,...,m— L.

Ovim obezbedujemo da je 0 <r; < B -- .
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2.2  Karacuba-Hofmanov algoritam

Za mmozenje polinoma (velikil brojeva) mozemo upotrebiti strategijn podeli
pa vladay. Naime polinom p(z) mozemo zapisati kao

p(z) = p'(z) + 2*p"(z), gdie je k = [m/2].
Shiéno q(z) = ¢'(z) + z8¢"(z). Pa je
r(z) = plz)q(z) = p'(2)¢'(z) + [(2)g"(2) + p"(2)q (2)]2* + p"(2)q" (z)2?

Time smo problem sveli na éetiri mnozenja polinoma koji su duplo manjeg
stepena od polaznih polinoma. Otuda je slozenost

T(m) =4T(m/2) + O(m) (na osnovu Teoreme 1.1.) = T(m) = O(m?).
Medutim, uwotimo da mnoZenje mozemo izvisiti kao
r'(z) = p'(z)d(z), r"(z) =p"(z)q"(z)
r(e) = r'(z) +1"(z) - [p"(z) — p'(2))[q"(2) — ¢'(=)]
r(z) = p(z)g(z) = r'(z) + r"(z)z* + r"(z)z?*

Sada smo problem sveli na tri mnozenja polinoma duplo manjeg stepena od
polaznih polinoma. Pa je sada slozenost

T(m) = 3T(m/2) + O(m) iz cega na osnovu Teoreme 1.1. dobijamo

3y 4 :
T(m) = O(m'*®*) {j. T(m) = O(m**®).
Uz male modifikacije ideju ovakvog algoritma mozemo iskoristiti i za
mnozenje velikih brojeva. Slozenost je opet O(m!-58).
Navedimo jos neke rezultate (koji se mogn naéi u (8.

Teorema 2.1. Za svako € > 0 postosi konstanta c(e) i algoritam za mnozenje
brojeva, za éiju slozenost T(n) vaz

T(n) < c(e)nt1.

Nedostatak ovakvog algoritma je 3to kada € — 0 konstanta c(e) raste ogrom-
nom brzinom. Napomenimo jos da postoje algoritmi (vidi [8]) &ija je slozenost
O(n2>*V&™) Gdnosno O(n2viesnyg, n).

Strasen je 1968, godine koristeéi DFT i pamtedi kompleksan broj w (primi-
tivini n—ti koren) s visokom tacnosti dobio do tada najbrzi algoritam. Detalje
vezane za algoritme bazirane na DFT opisujemo u poglavlju (2.4.). Senhage
I Strasen su modifikovali ovakav algoritam i izbegli teskode koje su imali pri
radu sa kompleksnim brojevima. Qvaj algoritam je

O(nlognloglogn)

vremenske slozenosti 1 njega ¢emo detaliniie opisati u yoelavliu (2.3).
Jjeg . g )
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2.3 Senhage-Strasenov algoritam

Senhage i Strasen su 1970, godine pronadli jedan clegantan algoritam za
mnozenje velikih brojeva (vidi [1], [8]). Algoritam je Op(nlognloglogn)
vremenske sloZenosti, ako mnozimo n—bitne brojeve.

Pre svega pogodno je zameniti » sa 2™ 1 naci procedurn koja mnozi 2%
bitne brojeve za Op(2"nlogn) koraka. Prva kljuéna ideja ovog algoritma
je mnozenje brojeva po modulu 22" 4+ 1. Ovim se ne umanjuje opstost, jer
na primer, tacan rezultat mnozenja 32—bitnih brojeva mozemo dobiti ako ih
mnozimo po modulu 26 4 1.

Pretpostavimo sada da je N = 2™ 1 zelimo da nademo proizvod brojeva u
it v po modulu 2V + 1. Ako je jedan od brojeva u ili v jednak (—1) = 2V mi
nemamo nikakvil teskoca, zato mozemo smatrati da je 0 < u,v < 2V, Ako
jena primer w = —1 tada je wv = (2V + 1 —v)(mod 2V +1). Rastavimo nade
N bitne brojeve na blokove. Neka je k +1=n, K =2% L =9

w= Ug_ 20K 4 g2t 4 1,

v= Vi 28D ooyl Ly

Odgovarajuée vrednosti za ki 1 odredi¢emo iz uslova koji ¢e se pojaviti
kasnije. Ispostavlia se da je potrebno da bude £ < I+ 1, a potom 1 da je
najpogodnije uzeti I = [n/2].

Proizvod w i v je dat sa

(2.3.1) wv = Yor 2L Ly 98 4y,

gdje je

K-1
yi=» U;Vi;,0<i<2K.
i=0

(Za g < 0ili j > K — 1 uzimamo U; = V; = 6. Clan yax_1 je 0 1 njega
nzimamo samo radi simetriénosti.)

Proizvod w 1 v moze biti izracunal upotrebom konvoiucione teoreme.
Muozenje odgovarajucilh parova DET bi zahtevalo 2K mnoZenja. Upotre-
bom cikhiene konvolucije broj mnozenja smanjujemo na K. Ovo je razlog
zbog koga se mnozenje izvodi po modulu 2V + 1. Kako je KL = N, mi
imamo da je 250 = —1(mod (2V +1)). Tada iz (2.3.1) i Leme (1.4.)

wv = fwr 2578 4 w028 + we)(imod (2N + 1)),
gdje je w; =y — yg44,0 <1 < K.
Buduéi da proizvod dva L bitna broja mora biti manji od 227 i kako su y;

Vyg4i sume s+ 11 K — (24 1) takvih proizvoda respektivno, to w; = y; — yr4i
mora biti u intervalu —(K —1—1)2%F < w; < (14 1)222. Tako postoji najvie
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K2*F moguéih vrednosti koje w; moze uzeti. Ako mozemo izracunati w; po
moduln K22 onda mozemo izracunati i uwo(mod (2N +1)) sa O(K log( K 221))
dodatnih koraka, sabiranjem w;—ova uz odgovaraju¢a pomeranja.

Da bismo izracunali wy(mod K22%) mi ratunamo w; dva puta, jedan put,
po modulu K, a drugi put po modulu 222 4+ 1. Ovo je druga kljuéna ideja
ovog algoritma. Neka je wi = wi(mod K) 1 w! = wi(mod (22F + 1)). Posto
je K stepen dvojke, a 222 41 je neparan to su K i 2% 4 1 uzajamno prosti
brojevi. Zato w; moZe biti izracunato iz w! 1 w! po formuli

w; = (2% 4+ 1)((wi — w!)(mod K)) + w!?

P w; je izmedu (K — 1 —2)220 1 (1 + 1)22F. Rad potreban da se izraénna
w; iz wi i w! je O(L + log K) za jedno w;, pa za sve w; ukupan rad iznosi
O(KL+ Klog K)ili O(N).

Za izracunavanje w! ne treba mnogo vremena, jer je kK mnogo manje
od 2L. Mozemo prvo izratunati vl = u;(mod K), v = v(mod K) i

/ 2K-1 ] . SRR . cue / .

Yy, = ijo wiv;_; izracunati kako sledi. Nizimo ui—ove (v;—ove) zajedno,
razdvajajudéi ih sa 2log K nula. Tako dobijamo brojeve

K-

P

&>
Il
g

K-1
uiz(BlogK)l i H = § U;2(3]og K)‘L'
v i=0

1=0

Zatim izvriimo mnozenje brojeva @ 1 9 sa Karacuba-Hofmanovim algorit-
mom, §to zahteva O((3K log K)'*%) koraka, tj. manje od O(N) koraka. Vi-
dimo da je 40 = Z?fo—l yi2(Blog K)i 3 o1 o 9318 K 14 9! mozemo jednostavno
dobiti iz proizvoda @0. Sada w! racunamo kao wi = (y; — yx4;)(mod K).

Treda kljucna ideja ovog algoritma je da se racunanje w; ostvaruje ko-
ristedi pojam ciklicne konvolucije. Ovo obuhvata izvisavanje DEFT, muoZenje
odgovarajucili parova i inverznu DFT. Neka je 9 = 2277 % (zbog ovoga se
zahteva daje k < 1+41), w = 9? = 229K 1 m = 228 11, Na osnovu Teoreme
(1.13.) zakljucujemo da w i K imaju multiplikativno inverzne po modulu m
1w je primitivni K—ti koren iz jedinice. Tako je nega-ciklitna konvolucija
vektora [uo, Yy, .o, ¥ Tug 1] 1 [vo, Y1, o, T 0k )

[yo - yKﬂﬁ(?h - 3/K+1), ~~,¢K_1(yx—1 - yzK—x)] po moduln 227 + 1,

N TR _ K-1 . . ‘ .. TERTRRS . ;
gdje je y; = ijo w;v;; za 0 <1 < 2K — 1. Sada w dobijamo sa odgo-
varajuéim pomeranjima. Kompletan algoritam je zapisan nize.

2Ako su p; 1 ps telativno prosti, w = gi(mod p1), w = gz(mod p2) 1 0 < w < p1p2, tada
je w = pa(p; ! mod p1)(g1 — g2 mod p;) + ¢2. Neka je p; = K ip, = 22 4+ 1. Kako je K
stepen dvojke i K < 220 K deli 22F imamo da je 1 multiplikativri inverzni za 22% 4+ 1 po
modulu K.

31 biramo na ovaj nadin jer je w/? = 22
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Algoritam Senhage-Strasenov (Schénhage-Strassen)

Ulaz: Dva N = 2" bitna cela broja u 1 v.

IZaz: N + 1 bitni proizvod u i v po modulu 2V + 1.

Metod: Ako je n malo, mnozimo w i v po modulu 2V 41 sa nekim pogod-
nim algoritmom. Za veliko n izratunajmo ! = |n/2|,k =n -1, L = 2" K =
ok 4 = 227 b = 2. Izrazimo u = Zf:,l w28 1 v = Zf;l v;27 ) gdje su
u; 1 v; brojevi izmedu 01 28 — 1 (4. u; su L bitni blokovi broja u, a v; su L
bitni blokovi broja v). Zatim

- . T .
I. Izragunaj DIPT, po modulu 22 4+ 1, nizova

(w0, Yu, o X Muge 4] i o, Yoy, o, 5 T o]
koristedi w kao primitivni koren.

2. Izracnnaj proizvode odgovarajuéih parova DI'T dobijenih u predhod-
nom koraku, i to po modulu 222 + 1. Ovo ostvarujemo rekurzivnim
pozivom Senhage-Strasenovog algoritma. Situacija kada je jedan od
brojeva jednak 222 se tretira kao specijalan sluéaj koji je jednostavan.

3. Izracunaj mverznu DET po modulu 227 +1 vektora proizvoda parova iz

koraka 2. Rezultat ovoga je {wo, Yy, ..., ™ "twg_1] po modulu 22V 41,

gdje je w; i—ti &lan nega-ciklicne konvolucije vektora [uo,uy,...,ux_1]

i [vo,v1, ..., vk—1). lzratunaj w!’ = w;(mod (22F 4+ 1)) mnozenjem ¥iw;

sa P~ po modulu 22F 4 1.

4. a) lzracunaj vl = w;(mod K), v! = v;(inod K), za 0 <1 < K.

. Co K-1_ 631 SN -1 ;
b) Tzracunaj 4 = ;5" w/2Ce ) § § = S~ 4196108 K)i - ()yo ost-
varujemo nizudi ui—ove (vi—ove) zajedno sa 2log K nula izmedu
o 1 1

njih.

¢) Izracunaj proizvod 40 upotrebom Karacuba-IHofmanovog algorit-
ma.
RN ~A 2K =1 15(8logK)i 4t il 2K-1_ 4
d) Proizvod 40 je oblika 7 7 yl2 i ediejey! = Dico WiV
Pyl < 228K advoii ¢l i izratuna) wl = (vl — Yr+:)(mod K), za

0<21< K.
5. Izracunaj

w!" = (222 + 1)((w} — w!) mod K) +w! i

wy! ako je wi" < (i 4 1)2%0

VT Wl = K22 4+ 1) akoje w!” > (i + 1)220

za 0 <1< K.

N . . K-1  oL: . Ce e
6. Izracuna w28 ho modulu 2V 4+ 1. Ovo je elient rezultat.
J i—0 Wi 1 J )




Teorema 2.2. Algoritam Senhage-Strasenov racuna uv po modulu 2N + 1.

Dokaz. Sledi iz predhodnog izlaganja O

Teorema 2.3. Vreme izvriavanja Senhage-Strasenovog algoritma je
Op(N log N loglog N)

koraka.

Dokaz. Oznadimo sa m(N) vreme potrcbno da se izmnoze dva broja po
modulu 2V 4 1. Tada imamo da, DEFT kao i inverznu DFT (tj. 1. i 3. koralk)
mozemo ostvariti za Og(K Llog K) vremena (Teorema 1.14.). U drugom ko-
raku imamo K mnozenja po modnlu 22F 41, §to mozemo izvesti za Km(2L)
vremena. Dakle, prva tri koraka zahtevaju Og(K Llog K) + Km(2L) vre-
mena. U ¢etvrtom koraku konstruisemo brojeve @19 koji su duzine 3K log K
bita, a zatim th mnozimo, §to zahteva Og((3K log K)'*8) vremena. Za do-
voljuno veliko K ovo vreme mozemo zanemariti u odnosu na Og(K Llog K,
jer (3K log K)'%® < K% a KLlog K se ponada kao KZlogK. Takode peti i
Sesti korak zahtevaju Og(N) vremena, pa mogu biti ignorisani.

Prema tome, dobijamo da je

m(N) = Km(2L) + Op(K Llog K) tj. m(2") = 28m(2*) 4+ Op(2%2' log 2%).

Ako predhodnu relaciju podelimo sa 2™ 1 zamenimo m(2™) /2" sa M(n) dobi-

Jjamo
M(n)=2M(+ 1)+ O(k).

Ova formula opravdava izbor ki [ kako je to ranije predlozeno. Naime, nas
cil] je da M(n) bude §to je moguée manje. To ¢emo postiéi ako [ izaberemo
$to je moguce manje. Imajuéi ovo u vidui uslove I+ k =n, k < [+ 1]
dobijamo da 11 k treba izabrati kao k& = [n/2] 11 = [n/2], $to smo mi i
uradih.

Za ovako odabrano k11 mozemo nadi konstantu ¢ tako da je

M(n) <2M(|(n—2)/2] +2) 4 cn za sven > 3.
Jterirajuct predhodnu nejednakost dobijamo
M) <2PM([(n—2)/2] +2)+ci(n—2)+ 2" —2) zaj=1,2,...

Birajudi j & log, %, mi vidimo da je M(n) = O(nlogn). Pa je

m(2™) = Op(2"nlogn) tj. m(N) = Og(N log N loglog N)O



2.4 Diskretna tezinska transformacija

Tekst 1w ovom poglavlju je preuzet iz rada [6] 1 ¢ini nezavisnu celinu w odnosu
na ostali tekst. Pojmovi i oznake su kao u radu [6] i vaze samo u ovom
poglavlju. Ovaj tekst navodimo jer algoritam baziran na teZinskoj trans-
formaciji je koriséen za ispitivanje karaktera broja Fyy, a sem toga mozemo
da ga koristimo kao bazni korak Senhage-Strasenovog algoritma. Nismo sc
opredelili za paralehzaciju ovakvog algoritma jer on mnoZzi brojeve s izvesno
greskom, pa da bi greskn drzali pod kontrolom pravimo ogranicenja na
velicinu brojeva koje mnozimo.

Kako smo predhodno opisali mnozenje dva N bitna broja moze biti ost-
vareno sa O(N log N loglog N) bit operacija. U radu [6] uvodi se koncept
diskretne tezinske transformacije (DWT) koji u odredenim situacijama im-
plicitnu O konstantu smanjuje. Ovo se postize sa izbegavanjem dopunjavanja
brojeva nulama, ¢ime se postize smanjene duzine niza na koji se primenjuje

FFT (vadna duzina).

Tezinska transformacija i konvolucija

Za ceo broj z koji n nekoj reprezentaciji ima cifre zo, 24, ...,z y_1, deflinifemo
stgnal X kao kolekeiju cifara

(2.4.1) x={z;:0<j <N}

Za skalar A mi delinisemo proizvod skalara i signala kao

(2.4.2) Ax = {Az;}.

Za signale a, x mi definisemo proizvod signala sa signalom kao

e R - S

(24;) ax = {aj:cj},

i ako su svi elementi signala nenulti, mi definisemo mverzni signal sa
¢ -1 — -1

(2.4.4) a~ = {a;'}.

DWT se definide po analogiji sa DIFT. Za tezinski signal a smatracemo da
ima nenulte komponente. Tezinska transformacija signala x je signal X ¢ije
komponente su
N-1
— gk
. X, = E a;r;g”’",

7=0

gdje jo g primitivol N—t1 koren iz jedinice u odgovaraju¢em domenu. In-
verzna DWT je
N-1

(2.4.6) z; = (Naj)™* Z Xig®.
k=0




Da bismo iskazali direktnu vezu izmedu DWT i DFT i krade zapisali (2.4.5)
1 (2.4.6) mi npotrebljavamo sledeéu notacijn

X =DWT(N,a)x = DFT(N)ax,

(247) X — DWT_I(N) a)X _— a_IDFT—I(N)X‘

Jednostavio je uociti da je DWT upravo DT u slutaju kada je a = 1, gdje
1 oznacava {1,1,..,1}.

Ako su x,y dva signala duzine N tada ¢emo njihovu ciklienu konvolucijn
oznacavali sa x * y. Njene komponente su

(2.4.8) (X*y)n = Z T;Y;.

J+k=n{modN)

Kljucne delove ove ciklicne konvolucije mozemo izdvojiti definisanjem, za
b =01l I, konvolucije

(2.4.9) (x*y)® = > 2,
J+k=bN4n

tako je

Nega-ciklicnu konvoluciju oznacavaéemo sa

Sada mozemo definisati tezinsku ciklienn konvoluciju. Pretpostavimo da
Je anenulti tezinski signal duzine N. Tezinska cikli¢na konvolucija dva sig-
nala x, y duzine N je

(2.4.12) x**y = a~!((ax) * (ay)).

U specijalnom slucaju kada je tezinski signal generisan skalarom A,
(2.4.13) a; = A7

tezinska konvolucija ima jednostavan oblik

(2.4.14) x**y = (x *y) O + AV (x « y)D.

Imajnét w vidu definicije direktne i inverzne DWT (2.4.5) i (2.4.6), moZemo
formulisati odgovarajuéu teoremu analognu klasi¢noj konvolucionoj teoremi.
Iz (2.4.5), (2.4.6) 1 definicije tezinske konvolucije (2.4.12) nalazimo da je

(x** ) = (@N D XaVigh
(2.4.15) = DWT '(N,a)(XY)
= a ' DFT-}(N)[(DFT(N)ax)(DFT(N)ay)].
Poslednja jednakost nam pokazuje kako mozemo racunati tezinsku konvolu-
ciju pomocn postojeceg FFT algoritma za DIFT.
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MnozZenje pomoéu tezinske konvolucije cifara

Sem standardne reprezentacije nenegativinog celog broj =
N-1

(2.4.16) z = E z; W
=0

za neku fiksiranu bazu W, pomoéu cifara z; koje zadovoljavaju
(24.17) 0<z; < W

ponekad je pogodno koristiti balansiranu reprezentaciju, $to pretpostavlja da
je Woparno i da je

(2.4.18) ~ W2 < z; < W/2.

Balansirana reprezentacija Je posebno pogodna kada se koristi FFT sa broje-
vima u pokretnom zarezu, jer doprinosi smanjenju greske koja se javlja zbog
zaokruzivanja. Napomeninmo da postoje 1 drugi nacini reprezentacije brojeva
koje mi neéemo navoditi.

Kada je raéun baziran na aritmetici u pokretnom zarczu, funkeije L], [
< - > su znacajne, jer razliciti koraci algoritma zahtevaju cclobrojne cifre u
odredenom smislu. Qve funkeije su definisane kako sledi. Za cco broj n,

(2.4.19) In] = [n] =<n>=n.
Inaée za 2 =n + e, gdje je n ceo brojal<e<l,
lz) =n, [2]=n+1

lz+1/2]  akoje z >0,

SEe [z—1/2] akojez<0

U opisu psendo koda mi éemo za kompleksan signal z oznacavati
(2.4.20) <z>={< Re(z) > +i< Im(z;) >: 0 < J <N}

Ovakva operacija se koristi da se 1zdvoje korektue celobrojne konvolucione
vrednosti iz kompleksnog rezultata u pokretnom zarezu.
Sada navedimo i sam algoritam.

Algoritam W:
(tezinski konvolucicni algoritam za mnozenje brojeva x,y)

(1) Izaberi odgovarajuéu reprezentaciju za x,y, zajedno sa odgovarajuéom
duzinom N i tezinski signal a.

(2) lzracunaj X = DWT(N,a)x,i Y = DWT(N,a)y.
(3) Izracunaj Z = XY.




(4) Tzratunaj z = DWT(N,a)Z. (Ovo je tezinska konvolucija x %2 y.)
(5) Primeni z =<z > ako sc ne upotrebljva celobrojui FIT.
(6) Prilagoditi cifre {z.} u reprezentaciju cifara koja je izabrana.

Razlicite vrste mnozenja (direkino, polinoma, po modulu Fermaovih bro-
Jeva, po mociilit Merseneovih brojeva, itd.) ¢e se razlikovati samo u odgo-
varajuéem izboru u kovaku (1), i prilagodavanju cifara u koraku (6). Koraci
(2) 1 (4) zahtjevaju O(N log N) aritmetickih (nad reéima) operacija, dok ko-
vaci (3), (5) i (6) zahtjevaju samo O(N) aritmetickih operacija.

Mnozenje pomoéu FFT

Pretpostavimo da su nenegativni brojevi z,y prikazani u obliku (2.4.16) i
pretpostavimo dalje da su nizovi cifara {z;}, {y;} dopunjeni nulama, u smislu
da je

(2.4.21) z; =vy; =0zaj> N/2.

Zato tnamo da je proizvod

N-1

(2.4.22) zy =Y (zxy) W™

n=0

Dakle, u algoritimu W mi bismo poceli sa:

(1) Predstavi z,y u bazi W, pri ¢emu cifre dopunjavamo milama tako da je
z;=y;=02zaj > N/2 gdje je N duzina niza na koji se primenjuje I'FT, 1
izaberi a = 1.

Nove cifre z, = (x * y), mogu da se ne slazu sa zeljenom reprezentacijom,
tako da n koraku (6) algoritma W je potrebno izvrgiti neke dodatne operacije
(operacije prenosa) da bi se dobila zeljena reprezentacija. Ovo je posebno
znacajno kada rezultat koristimo za novo mnozenje, tj. kada se vracamo
ponovo u korak (1).

Kada se upotrebljava aritmetika u pokretnom zarezu, moramo voditi
racuna o korekeiji greske. Zato nam je potrebno da za gresku vazi ogranicenje

(2.4.23) en = |Re(z,) — (xx* y)a| < 1/2,

pa ¢ento posle operacije < - > dobiti taton vrednost. Za aritmetiku u pokret-
nom zarezu kada se upotrebljava Q@ —bitna mantisa i pretpostavljajudi da su
mantise od sin(-) i cos(+) korektne do @ — 1 bita, doglo se do zakljucka da
ogranicenje oblika ¢

(2.4.24) © e < 2TOWENY 2 log N

moZe vaziti za univerzalnu konstantu ¢ ~ 1 kada je upotrebljena standardna
reprezentacija. U sluéaju balansirane reprezentacije imamo

(2.4.25) en < ¢27°W?N log N.

n




Napomenimo da su ova ograni¢enja verovatnosna i bazirana na konatnom
skupu cksperimenata.

Da bi se greska drzala pod kontrolom, a imajuci u vidu gornja ogranitenja
najraznmljivije je izabrati W o= 2'° a N sc bira da ogranicenja vaze. Na
primer na madini sa 64-bitnom aritmetikom u pokretnom zarezu, velicinom
re¢i W = 2'% 1 balansiranom reprezetacijom mozemo, na ovaj naéin, mnoziti
brojeve koji imaju po 22* bita.

Fermaovi brojevi i nega-cikli¢cna konvolucija

Mnozenje po modulu F,, moze biti izvedeno kako sledi. Izaberimo bazu

. . . ~2™ . . . .
W koja deli F, — 1, recimo W = 22"/ Sada dopunjavanje nulama nije
potrebno, jer je WY = —~1(mod F,), pa je

N-1
(2.4.26) Ty = Z(m o y ), W"(imod F,,).
n=0

Drugim recima, za cifre broja zy(mod F,,) mozemo uzeti komponente nega-
ciklitne kouvolucije signala x i y. Kao i pre, u direktnom FFT metodu,
obi¢no se zahteva redukeija ovib cifara u reprezentaciju koja je izabrana.

Koncept tezinske transformacije i ovde dolazi do izrazaja. Naime, neka
je a;j = A7, gdje jo A N—ti koren iz —1. Mozemo uzeti A = e /N ako
koristimo FIFT sa aritmetikom u pokretnom zarezu. Prvi korak algoritma
W u ovom slucaju je:

(1) Izaberimo bazu W = 27"/N gdje ¢e N biti radna duzina i definisimo
signal a = {47}, gdje je A = e~™/N. Predstavimo z,y u bazi W, pri tome se
dopunjavanje nulama vrsi samo do N cifara.

Na ovaj natin smanjujemo radnu duzinu za pola, ali dobijamo transfor-
macije

N-1
(2.4.27) X, = Z e IN gm2mik/N

7=0
koje su na kompleksnim signalima. Medutim, transformacije tipa (2.4.27)
moZzemo ostvariti pomocu transformacija realnib signala duzine N, sa samo
malim brojem dodatnih operacija koje ne uticu na asimptotsko vreme. Za-
ista, defini§imo specijalne transformacije

N-1
(2.4.28) XL =9 Z z; C()S(?l’j/N)e—z"ijk/N’
i=o

koje posle O(N)omnoZonja sa cos(+), mozemo ostvariti kao FI'T realnib sig-
nala. Treba napomenuti da ova specijalna transformacija, strogo govored,
nije tezinska transformacija zato $to tezinski signal {cos(7j/N)} nije inver-
zibilan. Imajuéi u vidu identitet

(2.4.29) X! = Xi + X
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i simetriju

(2.1.30) Xe =Xy j-1

mi mozemo dobiti Xo direktno iz (2.4.27), i tada upotrebiti rekurziju

(24:”) X1 - Xll ‘—Xo, X2 = X; ““.Xl, .

Al

tako da, zaista, DWT (2.4.27) moze biti dobijena pomoéu FFT nad realnim
signalima 1 O(N) dodatnih operacija. Zbog simetrignosti (2.4.30) mi treba
da sracunamo samo X 1 Yy za 0 < k < N/2. Shéno za kraj inverzne
transformacije, mi mozemo izracunati komponente nega-ciklicne konvolucije

N-1
(2432) Zp = (X * y)n — evrin/NN—-l z aneTZrikn/N

k=0
pomocu inverzue FI'T s realnim rezultatima:

N-1
(2.4.33)  (2cos(mn/N))z, = N7} Z(Xkyk + Xp_ 1 Yiy ) e?mikn/N

k=0
kada je n 5 N/2, a komponentu koja nedostaje racunamo po formul;

N/2-1
(2.4.34) ey = =2N70 Y Im( X, V) (=1)*.

k=0

Dakle, mnozenje po modulu Fermaovih brojeva mozemo ostvariti bez dopu-
njavanja nulama, i time prepoloviti radnu duzinu, upotrebom FFT s realnim
signalima 1 inverzne FET s realnim rezultatima.

Mogiice je radnu duzinu smanjiti do 1/4 dnzine koju zahtjeva direktna
primena FI'T. U ovom sluéaju moramo upotrebljavati FI'T s kompleksnim
signalima, tj. metod ¢e biti primenjen u situacijama kada imamo vrlo brz
kompleksan FTFT algoritam. Kao i vre, neka fiksirana duzina re¢i bude W =

"™ . . . . , .
2F"IN ali sada ceo broj z predstavljamo pomoén kompleksnog ekvivalenta,

N/2—1
(2435) :IJ’ = Z (IZ:J' + i$j+N/2)Wj,
7=0

shiénu reprezentaciju koristimo i za y. Definigimo novn radnm duzinn NY =

N/2 1 signal a = {47}, gdje je AN =1 Lako Je pokazati da je

o N'-1
(2.4.36) z'y = Z (x"** ¥y, W"(mod F,,),

n=0
gdje je tezinska konvolucija (zbog predhodne definicije A)

(2437) X, *a yl = (X, % yl>(0) + i(x' * y,)(l)
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U ovom slucaju prvi korak algoritma W 1zgleda:

(1) Izaberi bazu W = 22™/N gdje je N' = N/2 radna duzina i definisi
signal a = {A7}, gdje je A = e~™/CN) Prodstavi z,y u bazit W sa po N’
kompleksnih cifara, kao u (2.4.35), pri tome dopunjavanje nulama vréimo
samo do N'.

Na kraju ponovimo da ovaj algoritam ima etiri puta manju radnu duzinu
od dircktnog FFT metoda, ali koristi kompleksnu FFT.

Pregled novih rezultata o primalnosti Fermaovih brojeva

Pepinov test je posluzio da se dokaze slozenost brojeva
F7, Fs, Fio, Fia, Fig, Fao i Fyy.

lako su Selfridge i Hurwitz jos 1963. godine dokazali da je Fyy slozen, i danas
se prema nama dostupnim podacima ne zna nijedan njegov faktor. Da je Fy
slozen dokazali su 1987, godine Young i Buell (vidi [16]). Test je izveden
na Cray-2, a provjeren pomoéu Cray X-MP, da bi se otklonile sumnje n
mogucnost greske. Kvadriranje je ostvareno pomocu algoritama baziranog
na dircktnom FFT metodu.

U radu [5] se izlaze rezultat dokaza da je Fyy slozen. Pri tome je kvadri-
ranje (centralna operacija Pepinovog testa) izvedeno pomoéu DWT aigo-
ritma. - Koriéena je masina Amdahl 5995M model 4550 mainframe, kao i
mnoge radne stanice za kontrolu medu rezultata. Sem dokaza da je Fyy
slozen antori rada [5] su prikazali tablicu Sellridge-THurwitzovih ostataka bro-
jeva Fiooon < 2201 redili karakter kofaktora F,, n <22 ne nalazeéi novi prost
faktor.




3  Paralelizacija algoritama

U okvirw ove glave opisaéemo kako se moze paralelizovati Seuhage-Strasenov
algoritam, prikazan u poglavlju (2.3). 1dejaje da se posebno paralelizuje svaki
od Sest koraka navedenih u Senhage-Strasenovom algoritimu. Zato éemo pre
izlaganja paralelne verzije Senhagc-Stl’zLS(-:novog algoritma navesti paralelne
algoritme za nalazenje DFT (koraci 1. i 3.), i kako mozemo ostvarit] pa-
ralelizaciju koraka 4. 1 6. Napomenimo da su koraci 2. i 5. Jednostavni za
paralelizaciju, pa ih neéemo posebno razmatrati. »

Paralelizaciju izlazemo prvo na MIMD EREW modelu sa zajednickom
memorijony, koji ima P = 22 procesora. Pri tome pretpostavljamo da razliciti
procesori mogu istovrenieno pristupiti razlicitim lokacijama (u daljem tekstu,
ako nije drugadije naglageno, smatra¢emo da imamo ovakay model?). Na
kraju ¢emo analizirati koji bi nam rcalan model bio najpogodniji.

3.1 Paralelni FFT algoritmi

U literaturi se mogu naéi razne varijante paralelnih algoritama (na raznim
modelima) za nalazenje DFT (vidi na primer [2], [3], [11], [14]). Navedimo
da se u [2] prikazuje FIT na mrezi procesora, u [3] na MMX magini (koja je
Jedna vrsta MIMD SM modela), u radu [14] na hiperkocki (ali se prikazuje
paralelizacijatzv. Bluesteinovog FIT algoritma), dok se u radu [11] prikazuje
IFFT na CRAY-1 itd. Nas ¢e interesovati samo slucaj kada je duzina niza na
kome primenjujemo DFT stepen dvojke. U ovom slucaju FET algoritam je
veoma pogodan za implementaciju na hiperkocki (vidi [4], [13]).

Hiperkocka

Da bismo jednostaviije opisali arhitekturu hiperkocke (vidi [4]) pretpostavi-
mo da su procesori munerisani od 0 do 27 —1 za neku viednost n., U hiperkocki
dva procesora su povezana ako i samo ako se njihova binarna reprezentacija
razlikuje u tacno jednoj bit poziciji. Tako indeksi susednil procesora se raz-
likuju za stepen broja 2 (ali obrnuto ne vazi). Drugi nacin za opis hiperkocke
je induktivan : 0—dimenzionalua hiperkocka je samo jedan procesor, a za k
vece od 1 mi definiSemo k—dimenzionalnu hiperkocku kao dve (k — 1)—di-
menzionalne hiperkocke sa vezama izmedu odgovarajuéil procesora u svako]
polovini.

Procesori hiperkocke imaju samo lokalnn memoriju. Ne posto]i zajednicka
memorija. Procesort komuniciraju sa slanjemr pornka kroz veze izmedn pro-
cesora. Tako komunikacija izmedu susednili procesora ée biti brza od ko-
muunikacije izmedu procesora koji moraju slati poruke kroz medu-procesore.
Svaki procesor teka dok ne dobije odgovarajuéi podatak ili poruku nataj
nacin se postize sinhronizacija medn procesorima.

*svaki realan model moze biti simuliran na ovom modelu




iperkocka ima dva znacajna svojstva. Prvo, broj veza izmedu procesora
je sasvim mali; u k—dimenzionalnoj hiperkocki svaki procesor ima k suseda
t tako ou ima k veza. Prema tome mogudée je izgraditi vrlo veilke hiperkocke
a da nemamo problema sa neostvarljivim (nerealnim) brojem veza. Takode
1z druge definicije hiperkocke se jednostavino vidi kako mozemo udvostruéiti
velicinu linperkocke sa dodavanjem druge hiperkocke iste velicine i povezivan-
jem procesora sa istim indeksima u obe hiperkocke. Drugo znacajno svojstvo
je 5to mmoge znatajne topologije mogu biti umetnute u hiperkocku.

FFT i hiperkocka

Neka je niz {Xi} DFT niza {z,} tj.
N-1

(3.1.1) Xk:Za:nw]’:,k zak=0,..,N—1,
n=0

gdje je wy primitivii N—ti koren iz jedinice u odgovarajuéem domenu i
N =2 ,

Paralelui T moze biti definisan jednostavno sa povlaéenjem P —
(gdje je P =29 broj procesora, d < #) horizontalnil linijja kroz leptire FI7T
dyjagrama i izvodenjem racuna iznmedu svake dvije linije u jednom procesoru.
Al ovakav algoritam ne proizvodi uredene transformacije i zahteva dva puta
vise raCuna i komunikacija od algoritma koji navodimo (vidi [13])°.

I od jednog niza moze biti ostvaren kao vise traunsformacija kraéil
nizova. Ako je N = NgNy, tada oba Xy iz mogu biti preslikana (mapirana)
u dvodimenzionalni niz. Neka jen = ¢+ JNg 1 k = [ + mN; i definisino
nizove z(2,7) =z, 1 X(I,m) = Xi. Iz (3.1.1) dobijamo

Ny~1 N, -

1
(3.1.2) L Wi W z(1, 7 )wy

J=0

X(l,m), pa prema tome 1 Xx mogu biti izracunati u tri koraka:

A. Izratunaj N transformacija duzine Ny 1 pomunozi sa wh:
Ni-1
. q 1)/ il N 1
(3.1.3) X0 =y > (i, j)wh, .
i=0

B. Izracuna) N; transformacija duzine Ng:

No—~1

(3.1.4) X®(m, 1) Z X (i, Dwir.

SPrimedba vaii kada je d < r
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C. Transponuj

(3.1.5) X(l,m) = X®O(m,1).
Predhodno mapiranje moze biti uopsteno u r—dimenzione nizove

(3.1.6) z(ig, ...y i) = Tp,
(317) X(k,._l)...,kg):Xk,"
gdje 14 1 kg mogu biti ili nula ili jedan. Ako izvriimo j‘)oonzwljemje faktorizacije
(3.1.2), dobiéemo
(3.1.8) X(’“)(zo,...,i,_,_l,k,_,,...,k,_l):

thy_ 2 Tr—akr—
271_,“_1 X 7407‘“ r—s:kr—s—}-l)"'ak )wZT o "

1rma=0

gdje je v = 1,_,_1...30 (binarno) i s = 1,...,7. Rekurentna relacija (3.1.8) se
inicijalizuje sa XM (ig, ..., 4,_1) = 2(4g, ..., 1,_1). Faze od FFT za N = 16 su
prikazane u Tabeli I

Tabela 1 Tabela 2 Tabela 3
Medufaze FIFFT-a Primeri i—ciklusa za  i—ciklusi za FF'T sa duZinom
za N = 16 slucaj d=21r=5 N =161 P =8 procesora
X(10,11,14,13) X (i423]19217¢) X (131911 ]10)
X® (g, 41,40, ks) X (ta13]irist0) X® (391414 | k)
X®(ig, 4y, ko, k) X (3193}iai2i0) X® (igksty|ky)

(4)(20,k1, kz,kg) X(4)('Lok3k2!k1)
XN (ko, ky, ky, k3) X O kykgky|ko)

Da bi smo implementirali ovakav FFT na hiperkocki, mi ¢emo prvo opisati
klasu pridruzivanja (mapiranja) niza u procesore nazvanu pernmtacija in-
deksa. Neka je n = 1,_;...59 (binarno), tada standardno mapiranje niza u
procesore je ono u kojem element z, ima lokalnu adresu 1,_g_1...7 u proce-
sorn broj tx_q...04—q. Mapiranje je odredeno sa

(31()) r, = IE(ik_l, -'-7ik—-diik—d——1) ...,'I:g),

gdje se podela | uvodi da razdvoji lokalnu adresu (desno) od broja procesora
(levo). Permutacija indeksa je mapiranje niza u procesore u kom se indeksi
permutuju. Na primer, ako je n = 43151190 1 d = 2, tada mapiranje u kojem z,
ima lokalnu adresu 4173 u procesoru o, je mapiranje permutacijom inde I\sa
T, u procesor koje je odredeno sa z(igly|iy1s).

Da bismo implementirali il pretvarali permutacije indeksa jednu u dragu,
koristicemo i—cikluse (kako je uvedeno u radu [13]), za opisivanje paralelnih
komunikacija algoritama na hiperkocki. i—ciklus je jedna permutacija in-
deksa od z, u kojoj najznatajnija cifra (pivot) od lokalne adrese se menja
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sa drugom cifrom bilo u lokalnoj adresi bilo u broju procesora. Pivot se
uvek nalazi desno od podele

Primeri e—ciklusa za slucaj d = 2 i » = 5§
su dati u Tabeli 2. 1—ciklus koji odgovara prvom i drugom ¢lanu u Tabel; 2
ne zahteva meduprocesorsku komunikaciju jer se broj procesora nije prome-
mio. Medutim, t—ciklus koji odgovara drugom i treéem clanu ée zahtevati
komunikaciju izmedu procesora jer se broj procesora menja.

t—ciklus ima tri znagajna svojstva:

1) Ako i—ciklus zahteva komunikaciju izmedu procesora tada je ona di-
I J
rekina na hiperkocki, jer se procesori razlikuju u samo jednom bitu.

(i1) Ako i—ciklus zahteva konunikaciju, tada su element; poredani uza-
stopuo, jer je pivol najznacajnija cifra u lokalnoj adresi. Duzina paketa
Je uvek N/(2P), a paketi se razmenjuju izmedn procesora. Tj. proce-
sor prina paket od procesora kome $alje paket. Prema tome i—ciklus
moze bitt izveden in-place (bez dodatnog prostora).

(iii) Bilo koja permutacija indeksa, ukl] uCujudi transponovanje matrice, pre-
mestanje cifara u obrnutom redosledu, i razna druga premestanja mogu
biti izvedena sa 1.5d i—ciklusa. Uredeni FFT mogu biti ostvareni sa
1.5d do 2d 1—ciklusa zavisno od relativie velizine od d i N (vidi [13]).

Neuredent FI'T moze biti ostvaren sa d + 1 i—ciklusa kako je srikazano za
Je ]

shuca) N =41d =3 u Tabeli 3.

Grejovi kodovi, FFT i hiperkocka

U ovom poglavlju mi dajemo kratak pregled iz rada [4] u kome se opisnje
kako se Grejov kod moze iskoristiti za izvodenje brze Furijeove transformacije
na hiperkocki.

Da bismo definisali Grejov kod, posmatrajmo hrojeve izmedu 01 2% — 1 i
njillovu binarmu reprezentaciju. Grejov kod se tada definise kao permutacija
brojeva izmedu 0 1 2™ — | tako da susedni elementi mmaju tacno jedan bit
razlike (tako uzastopni elementi se razlikuju za stepen broja 2). Ovde mi
takode imamo u vidu da se prvi i poslednji element razlikuju tacno u jednom
bitu. Na primer, za n = 2 Grejovi kodovi su {0, 1,3,2} 1 {0,2,3,1}. Postoji
mnogo nacina da se generide Grejov kod i oni su prouavani za razlicite
primene.

Takozvani binary reflected Grejov kod se obiéno upotrebljava.  On.je
generisan rekurzivio kako sledi:

Gl = {O, 1}
1 ako imamo Grejov kod

Gk = {90>91>£72> ceey ng—l}
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onda sledeci Grejov kod je dat sa

Gk+1 = {0.(]07 0917 0.‘]27 -“7092‘*’—17 ng"—-l: lg2"-—2) cey lgO}

Ocigledno je da su svi brojevi u Gy razlititi i susedi imaju tacno jedan bit
razlike. Grejov kod generisan na ovaj nacin oznatavacemo sa Gy.

Drugi jednostavan nacin da se generise Grejov kod je sledeéi. Definisimo
H; kao Gy 1 neka je :
Hi = {ho,h1,ha, ..., hpr_1}.

Slede¢t Grejov kod definigemo kao
Hk+1 = {hoo) hol, h1 l, }},;‘j) hzO’ hzl, }

lako su Gy i Hy, formirani na razlicite nadine, ipak vazi sledeéa teorema (vidi

[1])
Teorema 3.1. Gy = Hy za sve pozitivne cele brojeve k.
Takode vaze sledeca teorema i njena posledica (vidi [4])

Teorema 3.2. Ako je G = {g0,91,92,..-} binary reflected grejov kod, tada
s€ g; 1 gjiok razhkuju u taéno 2 bita za k > 1.

Posledica 3.1. FFT nad podacima koji su rasporedeni saglasno binary re-
flected Grejovom kodu mogu biti ostvarene sa slanjem jedne poruke na daljinu
jedan @ preostalih poruka na daljinu dva. Ovo je nagkraéa moguda daljina.

FFT graniéni slucaj

Ovde prikazujemo jedan algoritam, za slu¢aj kada se broj procesora poklapa
sa duzinom niza na koji primenjujemo DFT. Algoritam je slican sa algorit-
mom koji se dobija sa povlacenjen P — 1 linije kroz leptire FIT dijagraina,
ali je zanimljiv dokaz korektnosti koji je analiticki.

Pretpostavimo da zelimo da ratunamo DFT niza duZine P, smestenog
u zajednicko) memoriji. Kako u sekvencijalnom FEFT algoritmu, opisanom
u poglavlju (1.3), imamo dva nezavisna rekurzivna poziva, to jednu polo-
vinu raspolozivill procesora mozemo angazovati da izvrsavaju prvi rekurzivui
poziv, a drugu polovinu procesora na izvrsavanje drugog rekurzivnog poziva.
Kombinacije dobijenih vrednosti mozemo takode izvoditi paralelno jer su
operacije u for petlji I'I'T algoritma medusobno nezavisne. Koristeéi se
ovakvom idejom dolazimo do zZeljenog algoritma.

Pre nego $to opisemo sam algoritam navei¢emo neke pojmove 1 svojstva
koji su nam neophodni pri dokazu korcktnosti predlozenog algoritma.

Na skupu J; = {j € N : 0 < 5 < 2'},2 € N® definidimo preslikavanje
t; + J; — J; kako sledi: Ako je 5 = Z;;lo d,2P, gdje je d, € {0, 1} tada je

6Sa N smo ovdje oznadili skup prirodnih brojeva
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() = Z;,_:lo di_p 127

Preslikavanja t; imaju sledeéa svojstva:

1. tk(SQi +]) = ti(j)kai + tk_i(s), za 0 <1< k,S S Jk_i,j € J;:

1. Kako je s € Jy_;,5 € J;, to mozemo pisatt s = > "7

Z; o 62, gdje su p, dp €40,1}. Sada imamo

gdje je
{ Cp ako je 0 <p <

P dpi akojei<p<k
Pa je
k-1 k—1—1
tk(m) = Zek—p—lzp: Z €k—p— 12 P4 Z €k—p— 12
p=0 p=0 p=k—1
k—i~1
}\- 3
= E dkplt)p+) l(E zpl‘zp)
p=0
‘k (9
- Z dpiq_p2P + 2 1(2 :Ci—l—p—)fp)
p=0

= tk_i(s) + Qk_lti(j).
Sto je trebalo dokazati,
2. Ocigledno.

3. U formulu iz prve tacke uvrstimo k = p+l=17
tpr1(2s) = £,(0)2PH171 4 tpr1-1(8) = ty(s).

4. U formulu iz prve tacke uvrstimo k = p+le =13
tpr1(2s + 1) = ,(1)2PH11 4 tpr1-1(s) = 2P + t,(s).

"Ovo je preslikavanje rev(7), (vidi [1))

= 0 dobijamo

= | dobijamo



5. Ocigledno.

Trece 1 tetvrto svojstvo ¢emo koristiti za p = k —n — 1 t]. kao ti—n(2s)
thon-1(8), tron(2s + 1) =281ty 1(s), za s € Jo_po1.
Sada sledi i paralelna verzija FIT algoritma koja se dobija razradom
ranije navedene ideje.
Algoritam Paralelni FFT(P, ag,aq,...,ap_y,w, var B);
Ulaz: P = 27(= 2*)(ceo broj), ag, a1, ..., ap_1 (iniz na kojem se vréi DI'T),
w (primitivni P-ti koren iz jedinice). ®
Izlaz: B niz koji je DFT niza { a; }.
begin
for m = 0 to 22 — 1 do in parallel Program,,:
end.

Pri tome m~—ti procesor izvriava Program,, koji je dat nize.

Program,,

begin
nadi binarni zapis broja m = (dy-1dg—3...d1do)s;
neka je my = (dody...dp_zdi_1)2; /* t]. my = ti(m); */
uzmi u bjm] = a[m,] ;
7=0;
fort=0tok~1do
if d; = 1 then
l=m — 2%
b, = wjzk-—i——lb
razmeni b,,, b sa programom [ ;
b = by — by
=42

m)

else
l=m + 2%
razment by, by sa programom [ ;
b = by + by;

end.
Da predhodni algoritam ratuna DFT sledi iz sledece teoreme.

Teorema 3.3. Posle n—tog prolaza programa kroz {or petliu paralelnog FFT
algoritma u nizu {b[s2™ + j] 5:31 se nalazi DFT niza

{a[p2F" + tk—n(3)] ::,1 za svako s, 0 < s < 2k ™

Specijalno za n = k tj. na kraju paralelnog FFT algoritma u nizu {b[]]}figl
261
p=0

se nalazi DFT niza {a[p]



Dokaz.

Uocimo prvo da posle n—tog prolaza kroz for petlju Programa,, gdje je
m = Zﬁ;; dp2P, promenljiva 7 ima vrednost j= ;:; dp2P t). m = s2" 4 §
zaneko 5,0 < s < 2" Kao i da pri n—tom prolazu kroz for petlju brojag
¢ ima vrednost n — 1.

Dokaz teoreme izvodimo mduketjom po n.

Zan = 0 tj. pre prolaska kroz for petlju imamo’jednoclane nizove {b[s]} 1 pri
tome je bls] = afty(s)] za s = 0,..., 2% — L ). tvrdenje vazi.
Neka tvrdenje vazi za nekon, 0 <n < k tj. u nizu {b[s2" + 5] 2750 se nalazi
DFT niza fq[p2k-—m + thnl$)]}205" za svako s, 0 < s <25 ] paje

2m-1

Bls2" + 7] = D " a[p2* T 4ty (s))wP

p=0
Dokazimo da ée se posle n + I—nog prolaza kroz for petlju u nizu {b[s2ntt 1
] f:;l—l nalaziti DFT niza {a[p2%-n-1 4 thon_1(s)] }2,::_1 za svako s, 0 <
s < 281 1 Zaista, niz {b[s2n+t ¢+ j]};:;l_l se sastoji od podnizova
{ol(28)2™ + 7]33050 1 {b[(2s + 1)27 + J1Y2Z5Y pa po indukeijskoj pretpostavei
posle n—tog prolaza programa krogz for petlju u njima se nalazi DIT nizova
{alp2™ 4 tin (26)]1355 § {alp25 + b (2 + 1)]32057.

S druge strane, poduiz niza {a[p2k—r-1 4 tk_n_l(s)]}f):;—l s parnim in-
deksima je {a[p2t—" + tk_n_l(s)]}f’:gl a sa neparnim je {a[p2k—" 4 2k-n-1 o
thon-1(8)] 21;31. Pa kako vazi th-n(2s) = thon-1(8), tron(2s + 1) = 2k-n-1 4
te-n-1(s), to je {a[p2* ™ + tk-n(28)]}225" podniz s parnim indeksima, a
{a[p2* =" 4t (254 )] ;’;51 podniz sa neparnim indeksima niza {a[p2k-n-14
teonn ()] 3205 7L

Prin + 1 prolazu kroz for petlju Program,,, m = (2s+1)2" +5, (0 <
J < 2™) izvrdi
l=m—2"=(2s +1)27 4 5 — on = (28)2"™ + 7;
bl(2s + 1)2" + j] = w7 7 p[(26 4 1)27 4 5);
razmeni b[m], b[l] sa I—tim programom ;
blm] = b[I] — b[m];

Jer je da((2s + 1)2" 4+ 7) = 1.
A Program.,,,m = (25)2" + 7, (0< 7 <27 jzvidi
L=m+2" = (2s)2" + 549" = (25 + 1)2™ + 5
razment b, b sa l—tim programomn ;
b = by + by;
jer je dn((‘Zs)Q" +7)=0.
Dakle, za 0 < j < 2™ dobijamo
bl(26)27 4] = B1(25)2" + 4]+ w777 H (26 + 1)27 4 5]
2" -1

= D alp? T 4ty (26

p=0
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2" -1

Z a[p28™ 4t (28 + I)]w"jzk_"

p=0

—n—1

+w??*

L

n_q
— a[ 2k—n + tk—n—l(s)]ijzk-n

p=0

2m_1

+wj2k_"_‘ Z a[ka_" + 2k—n-—l _*_tk;n_l(s)]ij?."_"

p=0
2ntl g )
= 37 P2 e (8)? T
p=0
(25 + 1)2" + ] = ¥[(28)2" + 3] — T H((2 + 1)27 4 ]
21

= 57 afp2* T 4t (26)]0P T
p=0

2" -1

T Z a[p2" ™ 4 b (28 + 1)]wPPT"

=0

2" -1

= 7 AP 4 b (8))uPUH

p:O
2" -1
(j+21t+1)2k—u—1 ak—n ak—n—1 p(j+2"‘)2k’—“
+w : E a[p2"™ + 2 +tpn1(s)]w
p=0
21L+l_1

= D0 alp T o e  (5)]wR T

p=0

Odnosno, za 0 < 7 < 2™ — | je

2n+1 -1

b[82n+1 +]] — Z Cl[ Qk-—n—l +tk_n_l(s)]ij2k——n——x

p=0

gdje koristimo oznaku b’ samo da ukazemo da je to stara vrednost tj. vrednost
koja se dobija posle n—tog prolaza kroz for petlju. Ovo upravo znaéi da se u

sl

nizu {b[s2"* + j]}i, ! nalazi DFT niza {a[p28 " + t4_n_1(s)] -1

p=0

Ocenimo slozenost paralelnog FI'T algoritma. Za to je dovoljno oceniti
sloZenost jednog Programa,,, jer se programi izvrsavaju paralelno.

Ako pretpostavimo da operacije unutar for petlje zahtevaju O(1) vre-
mena, tada kako se petlja izvr§ava k puta njena slozenost je O(k). Racunanje
binarnog zapisa broja m kao 1 broja m, takode zahteva O(k) vremena, pa je
sloZzenost paralelnog FEFT algoritma O(k). S druge strane ako pretpostavimo
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da su a;—ovi L = 2" bitni brojevi i da se operacije izvode u prstenu celih
brojeva po modulu 22X+ 1, a w stepen dvojke mali broj (tj. < 16), kao $to je
u nasem slucaju, imac¢emo da je slozenost operacija unutar for petlje (sabi-
ranje, mnozene sa w**P*) Op(L). Slozenost ée u ovom sluéaju biti Os(kL).
Primetimo da je slozenost sekvencijalnog algoritma Op(k2¥L) pa je ubrzanje
¢ - 2% puta, za neku konstantu ¢, 0 <c¢ <1 tj. ubrzanje je linearno po broju
procesora.

2

3.2 Paralelizacija éetvrtog koraka

Pri praktitnoj realizaciji Senhage-gerLsenovog algoritma pogodno je nesto
modifikovatli eetvrti korak. Naime, ako je broj K mali, na primer takav da
proizvod wiv) mozemo pamtiti u jednom registru, ne moramo nizati Ui —ove
(vi—ove) sa nulama. Dovoljno je posmatrati u/—ove kao koeficijente jednog
polinoma, a vi—ove kao koeficijente drugog polinoma, pa su yi—ovi koefici-
Jenti polinoma koji je proizvod predhodnih. Za ovo mozemo koristiti Karacu-
ba-Hofmanov algoritam za mnozenje polinoma. Ako je pak K veliki broj,
onda mozemo nizati uf{—ove (vi—ove) sa nulama, kako je to ranije opisano,
a zatim rekurzivno primeniti Senhage-Strasenov algoritam koji je brzi od
Karacuba-Hofmanovog algoritma.

Recimo jo§ i da pri nizanju ui—ove (vi—ove) sa nulama, ne moramo do-
davati tacno 2log K nula, ve¢ mozemo dodavati s > 2log K nula, tako da
broj (s + log K) bude stepen dvojke. Time bi broj duzine (s + log K') bita
pamtili u celom broju registara, za K dovoljno veliko. Svakako ovo povedava
duzine nizova za konstantan faktor ali olaksava nizanje. Ovo jesamo prividno
povecanje jer inace nizove @ i v moramo dopunjavati nulama ako Zelino da
primenimo Senhage-Strasenov algoritam, tako da preédhodno opisano nizanje
ne povecava duzinu brojeva koje kvadriramo. Ovakvo nizanje je posebno
pogodno pri paralelizaciji ¢etvrtog koraka, jer svaki procesor moze nezavisno
od drugih puniti odgovarajuéa polja broja 4 (9).

Zbog specificnosti brojeva 4 i © Senhage-Strasenov algoritam se nesto
pojednostavljuje. Naime ne moramo izvigavati cetvrti i peti korak, veé za w;
mozemo uzeti wi. Ovim ¢emo izbeéi dalja rekurzivna pozivanja paralelnog
Senhage-Strasenovog algoritma.

Paralelnu verziju S(f\.nha.ge—gtrasenovog algorituia, za ostvarivanje cetvrtog
koraka, mozemo primeniti jedino ako je K dovoljno veliko. Pri tome nam nije
potrebno svili K procesora, jer su brojevi 4 1 9 znatno manji od polaznih.

Jasno da je vreme koje zahteva ovaj korak zanemarljivo u odnosu na prva
tri koraka, jer su brojevi 41 ¥ znatno manji od polaznil.

Pokazimo zbog ¢ega mozemo uprostiti Senhage-Strasenov algoritam kada
muozimo brojeve 4 i 9. Ideju prvo izlaZemo u uopstenom obliku. Naime
pretpostavimo da zelimo da mnozimo brojeve u 1 v koji imaju "nesto” (kas-
nije ¢e biti precizirano) manje do 2"7! bita. Da bi dobili tacan rezultat
mnozenje izvodimo po modulu N = 22" + 1. Odredimo K, L kao u Senhage-
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Strasenovom algoritmu 1 pretpostavimo da brojevi w i v nemaju vise od S%
bita. Zalim rastavimo ove brojeve na blokove

K/2-1
i S &
u = Z U2S, 0<U; <25
1=0
i
K/2-1 |
v = Z V'S 0< Vi <95
1=0

Proizvod brojeva u 1 v je dat sa:

K-1
i

uv = ) y: 2%
1=0

gdje je
K/2-1
Y = Z UjVi_j, 0 <1< K.
7=0
(Zaj < 0ilij > K/2—1 uzimamo U; = V; = 0. Clan yx_, je 0 i njega
uzimamo samo radi simetriénosti.)

Uocimo da je 0 < y; < %225, pa tacnu vrednost za y; mozemo nadi
racunajuct y; po modulu %225. Ako je —121225 < 22F 41, onda y; mozemo
naci koristedi ciklicnu konvoluciju, bivajuéi m = 22F 4+ 1 i ¢ = 22L/K Ovo se
tatno poklapa sa prva tri koraka Senhage-Strasenovog algoritma primenjenog
na brojeve

K-1
ul = Y U2*, 0< U <28

1=0

vl=>Y Vot 0<V <2’

gdje uzimamo U; = V; = 0 za 7« > K/2. Uotimo da broj ul (vl) mozemo
dobiti tako $to izmedu odgovarajuéih blokova broja u (v) dopisemo L — §
nula. Dakle, ako vazi uslov %225 < ‘ZZL—H, onda celvrti i peti korak Senlmge-
Strasenovog algoritma su suvisni.

Da bi uslov —2{-225 < 2% 41 vazio mora da vazi § < [ — legf-1 t). S <
L—[™2]. Pabrojevi u i v mogu da imaju najvise 271 — 2[/21-1 [242] bita.
Na primer za n = 21 brojevi u 1 v treba da imaju manje od 22° — 6 % 210 =
1048576 — 6144 = 1042432 bita.

Ovakva modifikacija nam moze koristiti ako mnozZenje izvodimo po mo-
dulu nekog broja koji je nesto manji od F,,. Tada, prvo treba sracunati tacan
proizvod, tj. rac¢un izvodimo po modulu Fr,q, pa onda nalazimo moduo po
datom broju. No mnozenje po modulu Fy4; ostvarujemo sa uproséenim (bez
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koraka 4. 1 5.) Senhage-Strasenovim algoritmom. Ovo je upravo sluéaj kada
koristimo Teoremu (1.8.) za utvrdivanje karaktera brojeva oblika A2™ + 1.
Posmatrajmo ponovo brojeve 4 i 9. Mozemo il zapisati kao

K-1 Ki-1
i = Z uiQf(a+1ogK) _ Z 0.9
1=0 1=0
i >
K-1 K;j-1 ¢
= Z U;Qi(ﬂ-logl{) — Z ViziL,
i=0 i=0

gdjesu Ly i Ky nove vrednostiza Li K, za njh vazi Ly x Ky = 2K (s+log K).
Dok je

m—1
U=l 20085 0yl — 0 005> K
=0 ‘
1
m—1
Vi = Z v:n*iHiZj(’J“bgK), vi=0za1> K
=0

gdje je m broj za koji vazi m(s+log K) = L;. Vidimo da jeU; < 2= Vi <
2li-s ranijim oznakama je S = Ly —s < L; — 2 log K < L — 1—%‘%-_—1, sto
znacl da nmozemo izostaviti Eetvrti i peti koralk.

Kako smo rekli ranije za paralelno izvidavanje Cetvrtog koraka neéemo ko-
ristiti sve raspolozive procesore, zato opidimo kako mozemo predavati podatke
tako da se nadu u odgovarajuéim procesorima. Naime brojeve ! 0<

mxi4j)
J < m predajemo procesoru m * 1, tako da on moze da formira blok

m—1

A_ _ ' 93(s+log K
U, = E Upniy 2 ( ).
i=0

Sli¢no za brojeve vl. Sada procesor m i se ponada kao ¢—ti procesor pri

paralelnom mnozenju brojeva 4 i 7.

3.3 Paralelizacija Sestog koraka

Ovde opisujemo paralelizaciju 6-tog koraka Senhage-Strasenovoe algoritma.
1 | g g alg

Da bi paralelizovali ovaj korak koristimo se slede¢om idejom (vidi [9]). Pret-
. . . K-1_ oiL - K=1_ o

postavimo da sabiramo dva broja v = Yoimo w2t v = Yoo vi2E 0 <

ui,v; < 281 da na raspolaganju imamo K procesora (i—ti procesor sadrzi

) . . K . . .

u; 1 ;). Tj. ratunamo w = v + v = Zi:o w; 2k (wg moze biti i 0). Tada

wo = ug +vg(mod 2L), w; = ui+vitcimq(mod 28), zai = 1,2, K — 1; gdje

je ¢i prenos iz predhodnog zbira i moze biti 0 ili 1. Da nebi ¢ekali ¢y, i—ti

. - . - . § L .

procesor moze sratunati w; = u; +v;(mod 2%) i w!’ = u; +v; 4+ 1(mod 2L), pa
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naknadno odluéiti da li ée za w; uzeti w; il wf. Na ovaj nacin sabiranje ost-
varujemo paralelno bez ¢ekan Ja da se sraduna predhodni zbir j odredi prenos.
Da bi sracunali wf, w! treba nam O(L) koraka, a da bi odlugilj koji od njih
da uzmemo treba nam najvise O(K) koraka (na i—tom koraku odlutujemo
za 1—ti ¢lan).

Napomenimo da se radun moze nesto 1 ubrzati, ali slozenost se sma-
njuje samo za konstantan faktor (zato i koristimo predhodno iskazanu ideju
koja je jednostavnija za razmatranje). Naime polpvinu raspolozivil) proce-
sora angazujemo da ratunaju swmu nizih bitova, a polovinu procesora na
racunanje sume viih bitova, pri tome se ratuna i suma uveéana za jedan.
Time se odluka, koju od suma da uzmemo, donosi za O(log K) koraka. [deja
ovakvog algoritma, u nesta 1zmenjenom obliku moze se nadi u [9].

Svakako, paralelizacija 6-tog koraka, koja sledj, je znatno komplikovanija ali
u njenoj osnovi lezi visestruka primena prethodno iskazane ideje.

o K-1  op: . .
Treba da izracunamo w = Do wi2Y po modulu 2V + 1, gdje su K =
2L = 9 ranije opisan i znamo da Je 0 < Jwil < 250 Py tome i—tom

procesoru je dodeljena (sadrzi Je) vrednost w;, a mi Zelimo da sadrzi (w);
tako da je 0 < (w); < 2F jw = Zﬁgl(w);z“ pomodulu 2¥ 41 tj. da imamo
cifre broja w. Da bi izracunali ovu sumu posebno ¢emo sabirati pozitivne a
posebuo negativne &lanove, Pa 1h onda samo oduzeti kako bi dobil; trazenu
s, Za 0 <1 < K definisimo w i w; na sledeéi naéin:

1

+ w;  ako je w; > 0
w’ = X
t 0 akojew; <0
_ —w; akojew; <0
w, = !
: 0 ako je w; >0
S K-1_ t{ori ; - K-1_ _yp;
Treba izracunati wt = Zi:o w;"z[" po modulu 2V 41§y~ = Zi:o W, hla

po modulu 2V + 1. 1 na kraju w = w* — w”(mod 2V 4 1),

Sada je dovoljno ukazati kako se moze paralelno izracunati wt, jer se w”
racuna na slican nagin. Zapisimo w0 <7< K kao wl = cf22L+b;'"2L+ai+,
pri tome je 0 < af b}, ¢ < 2L jer je 0 <wf < 2°F Zatim racunamo =
¢, +bF, +at, v =z 411 =2l +2220<i< K+ L, gdje uzimamo
cf b et =0zai<0ilis > K. Pri tome svako z7, T,z rastavljamo na
dva dela, na primer z} = pxi2t + oz}, gdje je 0 < oz} < 2L Ocigledno
je da e za "prenose” da vazi 0 < p:zf,pjgj’,pzi+ < 2, zato i ratunamo tri
sume u slu¢aju da prenos iz prethodnog zbira bude 0 ili 1 ilj 2. Ostaje nam
Jos da vidimo kakav je prenos iz predhodnog zbira i da se odlucimo da li da

uzmemo oz} ili oy} ili oz} . Dakle, pf =0, a (wh)o = oz, dok za i > 0 G
( pzf akojep,_, =0
pf = pyi akojep ;=1
pzi  akoje pi, =2




oz akojepi_; =0
(wh); =< oyl akojepiy =1
oz} akojepi_; =2

Pa je wt = pk, 20E+2) 4 ZK“( )25 po modulu 2V + 1, gdje je 0 <
(wt); < 2F, I\al\o je LK = N tj. 2" = —1(mod 2V 4+ 1) to imamo da je

wt = ZKol(w )25 — (p 1 2%F + (wh) g1 28 + (wH) i) (mod 2N + 1). Da bi
izbegli visestruki ratun vrednost (pf ;2% + (w)g 128 + (wt)g) mozemo
dodavati na w™ umesto da je oduzimamo od w*. Sligno bi uradili za deo koj
bi trebali da oduzimamo od w™. Sa ovakvom modifikzwijom bismo racunali
2§ = gy + bg_; +ag, of = kot b +af izl =cf, 40+ af
za 2 < 1 < K — 1. Ostale formule ostaju iste 'mmo Sto sve radimo za
0 <4< K—1. Pajewt = ph 20K 4 S+ 0Litmod 2V + 1).
Napomenimo da se ovako sracunato wt i w~ 1¢LZ11]\lljl.l od onih koje smo
prvobitno definisali, ali i dalje je w = wt — w™(mod 2V + 1).

Oduzimanje paralelizujemo na slican nacin kao sabiranje. Taénije i—ta
komponenta je €28 + (wt); — (w™); ili €28 + (wt); — (w™); — 1 u zavisnosti
da li je bilo pozajimice u predhodnom oduzimanju. Vrednost e je pozajniica
1z predhodnog razreda tj. jednaka 0 ako je preostala razlika pozitivna, inace
je 1.

Algoritam koji vrdl traZeno sumiranje bi bio:
for1=0to K — 1 do in paralel Program;

Gdje 1—ti procesor izvriava Program; koii ima sledeée korake
Program;

1. Neka je |w;| = ¢;2F +5,2F +a;, gdje je 0< a;,bi,c,' "L. Ako je w; > 0
tada uzmi a} = a;, b = b,,c =¢,a; =0,b] = = 0 inace uzmi

+_
a‘i —a‘Hb —b“C = ¢, a < "‘O)bi —Oaci “‘0

.

2. Podalji ¢}, ¢ (i+2)—gom procesoru, bf b7 (i+1)—om procesoru i primi
et 4, ¢, 0d (i — 2)—gog procesora, bt 1,67, od (i — 1)—og procesora.
Treba napomenuti da nulti procesor prima Cr-mbg_1, Ch_o bt | a

prvi procesor prima cg_y, ck_; od (K —1)—og i (K —2)—og procesora,

a oviim Salju te vrednosti.

3. Izradunaj ¢} = ¢ , + b} 4+ af 27 =, + b7, + a; . (Napomenimo
J i T 1—2 11 1

da akoje1 =0 ond¢ 1zmcunamo .'1:0+ =cg_,+ bK L taf ,:1:0 =ck ,+

by . +ay,aakojei=1 onda zt = cx_ 1+b +at, 2] =ck_ +b5+al.)

A zalim izracunaj iyl =z} + 1,2t = 2f +2,y7 = z7 + Lz =27 +2

4. Odredi vrednosti kao sto su: pz},ozf, ...

5. Primi (¢ekaj) pt,,p7, od (i — 1)—og procesora i odredi phpr. A
zatim posalji pJ, p (14 1)—vom procesoru. Ako je ¢ = 0 onda se samo
ps = py = 0 posalje 1. procesoru.




6. Odluci se o (wt); i o (w7)i tj. (wt)y = org, (w™)g = ory i

+
O.'Ei

ako je pit 1 =0
oyt ako je ph,
oz} ako je pr, =2

{ oz; akojepr, =0

I

(w); =

—

oy;  ako je p;,

aleey T P &
oz; akojepP =2,

zal << K —1.

7. Izracunaj s = (w*)i = (W), € = 0 ako Jje (w¥); > (w”); inace
sth=2F 4 (wt), — (w™);, el =1

oo
(g

lzratunaj sf = (wt); — (w™)i ~ 1, € = 0 ako je (W) = 1) > (w™);
inace s = 2L ¢ (wh); — (w=); =1, e = 1.

) 1

9. Izracunaj e; i (w'); po formulamas
ako je 1 = 0 onda je ¢y = eo, (w')o = s} inace je

/ Al _
_ { €; ako je e, = 0

e; akoje ey = |

{ L
n._ ) s akojee_; =0
(w'); = { s{  akoje e, = 1.

10. Akojei = K — 1 izratunaj p = Prk-y —Phk_, +ex_, i predaj nultom
procesoru.

H. Tzratunaj (w); koje se dobija iz (w'); kada se na Zfigl(w’);BL doda p.
Pa kako je —2 < p<3tojezai>0 (w); jednako (w'); eventualno
umanjeno ili uveéano za jedan.

Nije tesko proveriti da je w = fi;l(w),-‘ZL Pdaje 0 < (w); < 2L 4, (w); su

cifre broja w.

Procenimo slozenost ovakvog algoritma,.
Kako se uglavnom radi sa kopiranjem, slanjem i sabiranjem O(L) bitnil bro-
Jeva slozenost vedine koraka je O(L). Recimo da u5—om koraku j—t; procesor
dobija vreduosti P, P, od predhodnog procesora, vis; racunanje pf, po i
predaje sledeéem procesorn. Tj. procesor &eka da predhodne vrednosti budu
stacunate. Kako su u pitanju O(1) bitni brojevi to Je potrebno O(K) koraka
da se sracuna i poslednja vrednost P}—npl_{—r Otuda je slozenost prvih pet
koraka O(K + L). Skicno koraci 9 11 zahtevaju O(L + K) vremena. Dakle,
slozenost Citavog racuna je O(L + K), pa kako su u nagem slucaju L1 K
bliske vrednosti mozemo reéi da Je slozenost O(L), tj. O(V'N).

Ovde treba imati u vidu da je broj koraka manji od (const) - L, i da je
const broj zanemarljiv u odnosu na log Nlog log N.
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3.4 Paralelizacija éenhage-étrasenovog algoritma

Sada opisimo saniu paralelizaciju Senha.gevStra.senovog algoritma. Pretposta-
vimo da je p = [n/2] i n dovoljno veliko. Imamo:
Algoritam Paralelni Senhage-Strasenov
Ulaz: Dva N = 2" bitna cela broja u 1 v smedtena u zajednickoj memoriji.8
Izlaz: N 41 bitni proizvod u i v po modulu 2V + 1.
Metod: lzracunaj Ik, L, K,¥,w kao u Scnhage-gtrasenovom algoritmu.
Takode brojevi u i v su izrazeni kao u Senhage-Strasenovom algoritmu, zbog
toga mozemo koristiti u;—ove 1t v;—ove. Sada:

1. Koriste¢i paralelm algoritam za racunanje DFT, izracunaj DFT, po
modulu 228 + 1, nizova

K- . -
[’U‘O)’l)b'u’lv”'v’lp 111’1(—1] 1 [’UO”l/J’Ul’,,,”SbK IvK—l]
koristedl w kao primitivni koren.

2. lzraunaj paralelno proizvode odgovarajuéih parova DT dobijenih u
predhodnom koraku, i to po modulu 22% 4 1. Napomenimo da jedan
procesor racuna jedan proizvod. Ovo ostvarujemo pozivom Senhage-
Strasenovog algoritima od strane svakog procesora.

3. Koristeci paralelni algoritam izracunaj inverznu DT po modulu 2284 |
vektora proizvoda parova iz koraka 2, 1 izdvo] w!. '

4. Izratunaj paralelno wl, kako je to predhodno opisano.
Napomenimo da ako imamo vige od P procesora ovaj korak mozemo
1zvoditl paralelno sa prva tri koraka.

5. Sada 1—ti procesor na osnovu w! i w' izraduna

wi’ = (2% + 1)((w! — w!) mod K) + w!

v, — w! ako je wl < (1 4 1)22F
Pl wf = K22 4 1)  ako je wi > (i 4 1)22E
za 0 <1< K.

. . . s . . K-1 ¢ L &
6. Izracunaj, koristeéi paralelni algoritam 30" w2 po modulu 2V + 1.
Ovo je zeljenl rezultat.

Kako je predhodni algoritam dobijen paralelizacijom Senhage-Strasenovog
algoritma to imamo sledecu teoremu.

8Pretpostavka da su brojevi u zajedni¢koj memoriji ne stvara bitna ograniéenja, jer
obicno su veliki brojevi samo medu rezultati nekih prethodnih operacija. To je sluiaj i sa
testovima primalnosti u kojima se operacija kvadriranja ponavlja veliki broj puta.
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Teorema 3.4. Paraleln; Senhage-Strasenov algoritam raduna wv po moduly
2N 1.

Predimo sada na ocenjivanje slozenosti paralelnog Senhage-Strasenovog al-
goritma. Tacnije dokazimo sledeéu teoremu.

Teorema 3.5. Pod navedenim pretpostavkama vreme izvrsavanja paralelnog
Senhage-Strasenovog algoritma na MIMD modelu sa zajednickom memorijom
tsa P =27 procesora, gdje je p = (n/2], je -

Op((N/P)log Nlog log N)?
koraka.

Dokaz. Paralelno izvifavanje DFT kao i inverzne DFT sa P procesora
ubrzava korake 1. 1 3. linearno po broju procesora (tj. ¢ - P puta, za neku
konstantu ¢, 0 < ¢ < 1) u odnosu na odgovarajuée korake n S‘(-tnlmge-
Strasenovom algoritmu. U koraku 2. ratunamo paralelno (istovremeno)
K (= P) proizvoda pa je ubrzanje P—puta. Sli¢no u koraku 5. raéunamo w;
paralelno pa je i korak 5. ubrzan P puta. Sto se tice 6.-tog koraka, slozenost
1zlozenog paralelnog algoritma je O(K + L), sto je zanemarljivo u odnosn
na prva trn koraka. Takode slozenost paralelnog izvrsavanja 4.-tog koraka je
zanemarljiva u odnosu na prva tri koraka. .

Dakle, svaki korak iz Senha,go-sm'a,senovog algoritma smo ubrzali ¢ . P
puta ili ih mozemo zanemariti (jer ne uticu bitno na slozenost). Otuda je
slozenost paralelnog Senllage-Strasem)vog algoritma

Op((N/P)log Nloglog N) O

Kako je p = [n/2], P = 22 i N = 9" imamo da je (N/P) = oln/2]
tJ. pod navedenim pretpostavkama slozenost paralelnog Senhztge-gt1'21.5(:nov0g
algoritma je Og(v/N log N log log N).

Sada razmatrajmo MIMD model sa zajednickom memorijom koji ima
P = 2P procesora, ali kada je p < [n/2] ili p > [n/2].

Ako je p < [n/2] sto je u praksi najéeséi slucaj, svaki procesor moze
simulirati rad 2[7/21-» procesora pa je opet ubrzanje linearno po broju pro-
cesora t]. slozenost je i dalje Og((N/P) log N'loglog N). Specijalno ako je
2" Pnlogn > 2™ tj. nlogn > 2P korake 4. 1 6. ne moranio paralelizovati jer
slozenost se ne menja (tj. > N).

Naglasimo da je u predhodnim slu¢ajevima ubrzanje linearno po broju
procesora tj. S(P) = c¢- P pa je E(N, P) = ¢, gdje je ¢ koustanta izmedu 0 i
1.

Ako je pak p neznatno veée od [n/2] tada dodatne procesore mozemo

iskoristitl za paralelno 1izvifavanje koraka 4. sa prva tri koraka. S druge

9Tj. sloZenost Je manja od O(N), koje zahteva ulaz odnosno izlaz, zato je i uvedena
pretpostavka da su brojevi u zajednickoj memoriji.




strane ako je p > [n/2] dovoljno veliko onda se dodatni procesort mogu
iskoristiti za paralelno izvrgavanje unutragnjih operacija DI'T (tj. sabiranje,
pomeranje), kao i paralelno izvidavanje mnozenja odgovarajuéih parova u
koraku 2. (8to bi se ostvarivalo rekurzivnim pozivima paralelnog Senhage-
Strasenovog algoritma) 1 time dalje smanjiti slozenost algoritma. Ovaj sluéaj
bi trebalo dodatno prouéiti.

Na kraju razmotrimo koji realan model bi bio najpogodniji za predlozene
algoritme. Taénije razmotrimo kakve veze bi nam trebale izmedu procesora
da bi komunikacija bila brza. )

Recimo prvo da drugi i peti korak ne zahtevaju nikakve komunikacije.
Sto se tice DFT (divektne 1 inverzne) vidimo da m—ti procesor komunicira
sa I—tim, pri ¢emu se binarni zapisi brojeva m i [ razlikuju u jednoj bit pozi-
ciji. Otuda je najpogodniji model hiperkocka. Medutim, paralelni algoritam
za DT koji smo opisali u poglaviju (3.1) zahteva punjenje procesora u nesto
isprepletanom redosledu (tj. m—ti procesor sadvzi a[ty(m)]). No ako ovaj pro-
cesor posmatramo kao da ima oznaku tx(m), onda ée punjenje biti prirodno
(L. m—ti procesor sadrzi a[m]), ali rezultati su u nedto 1sprepletanom re-
dosledu (jer je ti(tx(m)) = m). Ovo nam ne stvara nikakve probleme, jer
posle primene inverznih transformacija ponovo dobijamo da su podaci u pro-
cesorima rasporedeni na prirodan na¢in. U Sestom koraku vidimo da i—ti
procesor uglavnom komunicira sa (¢ + 1)—vim, jer se komunikacija 1—tog
procesora sa (1 4+ 2)—gim moze ostvariti preko (i + 1)—og procesora. Dakle,
trebali bi hiperkocki dodati veze (4,3 + 1), ako ve¢ ne postoje. Tacnije treba
da dodamo veze (20 — 1,2i), jer veze (24,27 + 1) veé postoje. Ovim ste-
pen svakog &vora (procesora) uvedavamo za jedan. Medutim, zhog cetvrtog
koraka morali bi imati i dodatne veze izmedu procesora (m(2:— 1), m(24))°.

Da bismo izbegli ove dodatne veze i koristili samo hiperkocku, mozemo
procesore pumti saglasno Grejovom kodu. Tada ée procesori, koji sadrze 1 —ti
i (24 1)—vi podatak, biti susedni, ali komunikacije kod DT neée biti vise
direktne, veé na daljini dva (Posledica 3.1).

Treca moguénost je da izvisimo modifikaciju Sestog koraka i da ga ost-
varujemo na hiperkocki. Tacnije da umesto dodavanja veze (1,2 + 1), mi
ostvarujemo komunikaciju, izmedu i~tog i (7 + 1)—og procesora, kroz medu
procesore. Ovim paralelnu verziju sestog koraka usporavamo za O{log K),
ali je 1 dalje slozenost ovog koraka zanemarljiva u odnosu na ostale.

Dakle, zakljucujemo da Pepinov test na hiperkocki mozemo ubrzati li-
nearno po broju procesora.

3.5 Implementacija Pepinovog testa

U ovom poglavlju mi éemo opisati mplementaciju Pepinovog testa, koja
je izvedena na transpjuterima 7800, a u &ijoj osnovi se nalaze predhodno
izlozeni algoritmi za mnozenje velikih brojeva. Ukazademo uglavnom samo

0m je broj opisan u poglavlju (3.2)




na neke bitne elemente unplementacije koji se razlikuju ili dopunjavaju one
predhodno opisane, jer ée kompletni programi biti prikazani u prilogu.

Da bismo proverili da li je F, prost il ne, prema Teoremi (1.7.), treba da
sraCunamo 3221‘—1(1110(1 Fy). Tacnije treba izvrsiti program
a=3;
fori=1to2"—1 do

kvadriraj(a,n); A
pri cemu procedura kvadritaj(a,n) vrgi kvadriranje broja a po modulu F,.
Posto su brojevi F, uglavnom veliki, a uzastopnim kvadriranjem i broj a
¢e brzo dostiéi velicinu F,, opredelili smo se da za kvadriranje koristimo
paralelni Senhage-Strasenov algoritam.

Opisimo prvo implementaciju Seuha.ge—Strasenovog algoritma, jer ga pozi-
vamo u okvirn paralelnog genhage—gLrasenovog algoritma.

Veliki broj a pamtimo u nizu {a:}, gdje su a; cifre broja a u bazi B
koja je stepen dvojke. U nagem slucaju je B = 216 11 4 omoguéeno je
da se ova vrednost menja. Prvi ¢lan niza t). ag je rezervisan za pamdéenje
broja cifara samog broja kao i znaka. T} sign(ao) = sign(a), a abs(ag) =
{broj cifara od a}. Dakle,

abs(ay)
a = sign{ay) Z B 0< a; < B.

=1

Sto se tice same implementacije, opet grubo, mozemo redi da se sasto]i
od Sest koraka

I. Racunavanje DFT,

2. rekurzivno kvadriranje komponenti,
3. inverzne DFT,

4. ratunanje w!,

d. racunanje w,,

6. racunanje . w,2"L,

FFT algoritam je implementiran nerekurzivio. Pri tome u izlaznom nizu
(FFFT algoritma) se nalaze vrednosti DFT ali komponente su u nesto ispreple-
tanom redosledu (vidi [8]). Ovo iz razloga to nam ovako isprepletani redosled
odgovara kao ulaz u proceduru za ratunanje inverzne DFT. Mnozenje sa w*t
se svodi na pomeranje za st * somg bita, gdje je somg takav da je w = 2%oms

Kao izlaz iz rekwrzije koristili smo Karacuba-Hofmanov algoritam (vidi
[10]). Svakako mnogo brzi algoritam se dobija ako kao izlaz iz rekurzije ko-
ristimo algoritme bazirane na direktnom FFT metodu il; bazirane na DWT

Kako bi proizvod dve cifre mogli da pamtimo u procesorskoj reci, koja je 32-bitna
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(poglavlje 2.4).  Medutim, tada bi trebali obezbediti posebne tehnike za
kontrolu greske izazvane pribliznim raéunem (sin(-), cos(-) znamo samo pri-
blizno).

Pri implementaciji cetvrtog koraka izvrsena je mala modifikacija u odnosu
na predlog u Senhage-Strasenovom algoritmu. Naime, kako je K = 2% mali
broj (naprimer K = 1024 za n = 20) to ! mozemo pamtiti u jednom re-
gistru.  Zato ne moramo nizati u{—ove sa nulama, dovoljno je posmatrati
u;—ove kao koeficijente jednog polinoma, pa su yi—ovi koeficijenti polinoma
koji je kvadrat predhodnog. Za ovo mozemo koristitiKaracuba-Hofmanov al-
goritam za mnozenje polinoma (vidi [12]). Ovim smo olaksali implementaciju
i ustedeli vreme neophodno za nizanje ui—ova sa nulama.

U petom koraku w, smo racunali po formulama

w. — (228 + Dup + w za up <7, iliup = r,r + w! < 22
T —[(2%F + 1)(2F —up) —w"] zaup>r, liup=rr+ w! > 2L
Gdje je up = ((w! — w”)mod 2¥).
Dokaz. Kako je veé opisano u Senhage-Strasenovom algoritmu w, mozemo
racunati kao
2L M
wl = (2% 4 Dup + w i
1 w!’ , ako je w! < (r + 1)22F
’ w! — 222 4 1) | ako je w! > (r + 1)22L

Medutim iz w}" < (r 4 1)2%F dobijamo (222 + 1)up 4+ w" < (r + 1)22L
odnosno 2*(up — r — 1) + up + w! < 0. Poslednja nejednakost ée da vazi
ako je up < r, jer je w! < 22 4 up < 22 Ako je pak up > r nejednakost
otigledno ne vazi jer su na levoj strani nenegativni brojevi. Dok u shucaju
up = r nejednakost postaje =225 + up + w” < 0 tj. r + w!” < 22L. Dakle,
w' < (r+ 1)22F ako i samo ako je up < riliup =7 ir+w" < 22L. |y cega
neposredno dobijamo navedenu formulu.

Predhodna formula nam omogucava da nesto brze sracunamo w, u odnosu
na formule (3.6.1). Dovoljno je uporediti up i r, koji su "mali” brojevi, pa
na osnovu toga odluciti da li na w! treba dodati (22F + 1)up ili oduzeti
(225 4 1)(2* — up).

Napomenimo jod da u Sestom koraku posebno sumiramo pozitivie a
posebno negativue €lanove tako da novu vrednost dodajemo samo od odgo-
varajuce pozicije (sli¢no kao sto je opisano u poglaviju 3.3). Na kraju odu-
zmemo dobijene vrednosti po odgovarajuéem modulu.

Za implementaciju Pepinovog testa (tj. paralelnog Senlmge-Strasenovog
algoritma) koristimo devet transpjutera povezanih kao na slici.




PO

po p7

. [.’)3
P2 sk

Procesor ph je glavni (domadinski) procesor, ostali procesort sluze kao
pomocni. Glavni program je
a=3;
forv=1t02" -1 do

phvadriraj(a,n);

Gdje se sada poziva procedura za paralelno k vadriranje broja a. U okviru ove
procedure, a na osnovu velicine broja a, donosi se odluka da li treba ukljuciti
P ostale procesore, ili prosto pozvati Senhage-Strasenov algoritam (izvriava
ga sano procesor ph). Ako se donese odluka o paralelnom kvadriranju onda
se vrednosti » 1 a predaju transpjuteru p0 i tada startuje paralelno racunanje
DET. Pri tome je posao po procesorima podeljen na sledeéi nacin: procesor
ph izvidava Cetvrti korak, dok procesori p0 — P7 izvisavaju prva tri koraka
(Lj. cetvrti korak izvrsavaimo paralelno sa prva tri). Zatim, procesor ph Salje
dobijene viednosti procesorima p0—p7, koji izvise petitSesti korak. Rezaltat
se predaje procesoru ph. Napomenimo jog da se paralelizacija Sestog koraka
ne vrsi na nadin kako je to opisano u (3.3). Ovo iz razloga §to imamo mali
broj procesora pa Sesti korak ne moramo paralelizovati Jer ne utice bitno
na slozenost celog algoritma. Pa se sabiranje ostvaruje tako $to svaki od
procesora izvesi suntiranje vrednosti koje sadrzi, a zatim pola procesora preda
dobijenu vrednost svojim predhodnicima, a onda ovi vige sabiranje sa svojom
vrednosti itd. sve dok se rezultat nenade u p0. Potom p0 preda ovu vrednost
procesoru ph 1 time se zavrava paralelno kvadriranje.

Uz pomod¢ ovog algoritma, koji oko &etiri puta radi brze nego na jed-
nom transpjuten, potvrdeno je da su brojevi F, slozeni, za n = 5,06,...,15.
Takode nadeni su Selfridge-Hurwitzovi ostaci koji se poklapaju sa rezulta-
thma iz rada [5]. Tablicu dobijenih Selfridge-Hurwitzovih ostataka, kao i
same programe dajemo u prilogu.

Na kraju, napisimo da je testiranje ispravnosti programa vrieno pomodéu
paketa UBASSIC. Takode rezultati paralelnog Senlmge-Stmsenovog algo-
ritima su proveravani pomoéu sekvencijalnog Scnhag(t-,‘;'tra.sonovog algoritima;
a rezultati sekvencijaliog S(:uhu,gc—sLx'a‘xouovog algoritma su proveravani po-
mocu Naracuba-Hofmanovog algoritma.
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Prilog

Definisanje ulazno izlaznih kanala za svaki procesor.

Svaki kanal je oznaeen sa: P, zatim br. procesora sa
kojim komunieira preko tog kanala 1 na kraju slovo
1 (za ulazni kanaly it O (za izlazni kanal).
zp0.h
#dcefine PHO ((Channe! *) 0x8000000¢)
#define PHI ((Channe! *) 0x8000001¢)
#define P10 ((Channel *) 0x80000000)
#define P20 ((Channel *) 0x80000004)
#dchine P40 ((Channel *) 0x80000008)
#define P11 ((Channel *) 0x80000010)
#define P21 ((Channel *) 0x80000014)
#dcfine P41 ((Channel *) 0x80000018)
zpl.h
#define POO ((Channel *) 0x80000000)
#dcfine P3O ((Channel *) 0x80000004)
#define PS5O ((Channel *) 0x80000008)
#dcfine POI ((Channe! *) Ox80000010)
#define P31 ((Channel *) 0x80000014)
#define P31 ((Channel *) 0x80000018)
zp2.h
#define P3O ((Channel *) 0x80000000)
#define POO ((Chanus! *) 0x80000004)
#define P6O ((Channel *) 0x80000008)
#tdefine P31 ((Channel *) 0x80000010)
#definc POI ((Channel *) Ox800000 14)
#define P61 ((Channel *) 0x80000018)
zp3.h
#define P20 ((Channel *) 0x80000000)
#define P1O ((Channel *) 0x80000004)
#define P70 ((Channel *) 0x80000008)
#dcfine P21 ((Channel *) 0x80000010)
#define P11 ((Channel *) Ox80000014)
#dcfine P71 ((Channel *) 0x80000018)
p4.hh
#define P50 ((Channel *) 0x80000000)
#define P60 ((Channet *) 0x80000004)
#define POO ((Channel *) 0x80000008)
#define P51 ((Channel *) 0x80000010)
#define POl ((Channel *) 0x80000014)
#define POI ((Channel *) 0x80000018)
zp5.h
#define P40 ((Channel *) 0x80000000)
#define P70 ((Channel *) 0x80000004)
#dcfine P1O ((Channel *) 0x80000008)
#define P41 ((Channcel *) 0x80000010)
#define P71 ((Channel *) 0x80000014)
#define P11 ((Channel *) Ox80000018)
zp6.h
#define P70 ((Channel *) 0x80000000)
#define P40 ((Channel *) 0x80000004)
#define P20 ((Channel *) 0x80000008)
#define P71 ((Channel *) 0x80000010)
#define P41 ((Channel *) 0x80000014)
#define P21 ((Channel *) 0x80000018)
zpT.h
#dehHne P6O ((Channel *) 0x80000000)
#define PSO ((Channel *) 0x80000004)
#define P30 ((Channel *) 0x80000008)



#dcfine P6I ((Channel *) 0x80000010)

#dcline P51 ((Channel *) 0x80000014)

#dcfine P31 ((Channel *) 0x80000018)
zph.h

#deline POO ((Channel *) 0x8000000c¢)

#define POI ((Channel *) 0x8000001¢)

Nacini povezivanja programa tj. kako vrsimo linkovanje

m9in.Ink
INPUT unmy,unl,un2,un3,un4
LIB t8lib

m9ln0.Ink
INPUT up0,unl un2 un3, und
LIB t8lib

m9inl.lnk
INPUT upl,unl,un2,un3,un4
LIB t8lib

moin2.Ink
INPUT up2,unl,un2,un3,un4
LIB (8lib

mYIn3.Ink
INPUT up3,unl,un2,un3,un4g
LIB (8lib

m9ln4d Ink
INPUT upd,unl,un2,un3,und
LIB 8lib

m9ins.Ink
INPUT up5,uni,un2 un3,un4
LIB t8lib

moln6.Ink
INPUT up6,unl,un2,un3,und
LIB t8lib

mln7.Ink
INPUT up7,unl,un2 un3,und
LIB isiib

NIF fajl u okviru koga ukazajemo na nacin punjenja
procesora odgovarajucim programom, kao i same veze
izmedju procesora.
m9net.nif

Lunm,R0O,0, | ,2;

2,upO,R1,34,6.1;

3.upl, 822,57, ;

4,up2,R8,52.8,

5,up3,R3,4,3,9,:

6,up4,R2,782, :

7,up3,83,6,9.3, ;

8,up6,R6,9,6,4, ;

9,up7,R58,75, ;

* UZAG.H:
Zaglavlje u okviru kojeg definisemo zajednicke
konstante i procedure koje koristimo.
*/
* definicije zajednickih konstanti */
#dcfine SBP 3 /* stepen broja procesora (j. 2°(SBP) = br. proc */
#define DUZN 33
#define TKX 8 /* x koordinata niza t */
#define TKY 129 /* y koordinata niza t */



#dclinc DUZ_AP 257
#deline DUZ_A 49152 /* velicine nizova koje kvadriramo ... */
#dcfine DUZ_AL 24576
#dcline DUZ_UI 128 /* prva koordinata niza uf}{] */
#dcline DUZ_UJ 256 /* druga koordinata niza uflt} */
#deline DUZ_UJI 33 /* druga koordinata niza u[][] */
#deline SB 4 /* sicpen baze */
#dcfine DZB 16 /* duzina (1. broj bita) baze */
#dcfinc BAZA 65536 /* vrednost baze */
/*
Procedure definisane u UN4.C
*/
* “
MULT: Izvrsava cetvrti korak Schonhage Strassenovog algoritma.
Tj. nalazi konvoluciju niza y[] sa samim sobom po datom
modulu. Zasniva se na Karatsuba & Ofimanovom algoritmu za
mnozenje polinoma.
*/
extern void mult(int *y,int k);
extern void dodaj(int *,int * int );/* Broju a dodaje broj y*(BAZA)"(ip) */
/* SRACUNALJ: Ostvaruje peti korak Schonhage Strassenovog algoritma. */
extern void sracunaj(int ,int int | int int *);

J*
Procedure definisane u UN3.C

*/

/* POMERI:
Vrsi pomceranje datog broja (b ) za pom mesta ulevo.
Tj. mnozenje sa 2”pom . Sve 1o po modulu F_m.

*/

extern void pomeri(int *b,int ponyint m);

* MODSUB:
Nalazi razliku datih brojeva po modulu F_m.

*/

extern void modsub(int *a,int *b,int *c int m);

/* PRETVORI:
Datom negativhom broju dodaje F_m, kako bi dobio
najmanju pozetiviu vrednost po modulu F_m.

*/

extern void pretvori(int *b,int m);

/* FFT: Nalazi FT datog niza. */

extern void ffi(int x{}[DUZ_UJI],int k,int m,int somg);

/* FFTI: Nalazi inverzne FT od datog niza. */

extern void fTti(int x{}{DUZ_UJ}int k,int m,int somg);

/* FFTIL: Isto kao FFTI samo sa manjim dimenzijama niza u... */

extern void fTtil(int x[J[DUZ_UJ1].int k,int m,int somg);

/*

Procedure definisanc u UN2.C
*/

extern void inic();/* Vrsi inicijalizaciju nizova sdval] i t[] */
* KVADRIRAJ: Vrsi kvadriranje datog broja po modulu F_n.
Procedura sc zasniva na Schonhage Strassenovom algoritmu.
*/
extern void kvadriraj(int *a,int n);
* SQUARE: Kvadrira dati broj po algoritimu Karatsuba & Ofinan */
extern void squarc(int *p),
extern void add(int *a,int *b);/* Sabira datc brojeve */
extern void sub(int *a,int *b);/* Nalazi (a-b), pretpostavlja a>b */
extern void moduo(int *a,int m);/* Nalazi (a mod F my */
/*
Procedure definisanc u UN1.C
*/

extern void sendu(int *u,Channcl *c);/* slanje niza(broja) u prcko kanala ¢ */




extern void receiveu(int *u,Channel *c);/* prihvata niz u preko kanala ¢ */
/*
PREDAIJ(...)
iz niza "a" izdvajaju sc odgovarajuce komponente i salju preko kanala "c",
pri tome duzine komponenti su "dnl" reci, a pocinje sc od "ipoc” komponente
i salje sc svaka druga ili cetvrta... u zavisnosti od "dod".
*/
extern void predaj(int ipoc,int a0,int dnl,int dod,int *a,Channcl *c);
APRIMI(...)
radi suprotno od predaj(...) u prijemnom procesoru
*/
extern void primi(int ipoc,int a0,int dnlint dod,int *a,Channel *c);
*ABCI(...)
pomocna procedura za ostvarivanje jedne kombinacije dva
podniza u okviru FT, kaio bi dobiji FT veceg niza,
preciznije: a=a + 2°(pom)*b
*/
extern void abel(int *a,int *b,int *c,int pom,int m);
/* ABC2(...): kaoabcl(...) samo b=a + 2”(pom)*b *\
extern void abe2(int *a,int *b,int *c,int pom,int m);
I*PP(...)
vrsi izdvajanje odgovarajucih komponenti datog podniza
nad kojim zatim primenjuje FT...
*/
extern void
pp(int k.int mnz,int dnl,int a0,int bp,int sfi,int m,int *a,int u[]{DUZ_UJ]);

/* UNL.C */

#include <stdio.h>

#include <conc.h>

#include "uzag.h"

extern int sdva[2 1] TKX][TKY];

*ABCI(...)
pomocna procedura za ostvarivanje jedne kombinacije dva
podniza u okviru FT, kako bi dobili FT veceg niza,
preciznije: a=a + 27(pom)*b, c=a - 2°(pom)*b
*/
void abel(int *a,int *b,int *c,int ponyint m){
mt xp0,q,q1;
pomeri(b,poin,m);
modsub(a,b,c,m);
f((a[0]==-Dl(b[0}==-1)){
if(b[0]==-1}
bl{0]=1;
modsub(a,b,a,m);
H
clsed
if(b[0]>0){
xpO=bl0];
afH]=bl1]-L,q=L;
while(alq[<0){
alq]+=BAZA;q++;
} alql=blq}-1;
for(ql=q+ Lql<=xpOiql++)alql}=b[ql];
while((xp0>0)& & (a[xp0]==0))xp0--;
a]u]=xp0;

—~




}
clsef
add(a,b);
moduo(a,m);
h
X abel */

/* ABC2(...): kao abcl(..) samo b=4 + 2M(pom)*b, c=a - 27 (pom)*b *\
void abc2(int *a,int *b,int *c,int pom,int m){
int xp0,q,q1;
pomeri(b,pom, m);
modsub(a,b,c,m);
H{(a]0]==-1)||(b]0}==-1))¢ -
f(al0}==-1){
al0]=1;
modsub(b,a,b,m);
}
clsef
if(a[0]>0){
xpO=al0};
bl}=a[l]-1:q=1;
while(b]q]<0){
blq+=BAZA;q++;
blql=alq]-1;
}
for(ql=q+L;ql<=xp0;ql++)b[ql]=a[ql];
while((xp0>0)& & (b xp0]==0))xp0--;
b[0]=xp0;
}
}
H
clsed
add(b,a);
moduo(b,m);
H
}/* abc2 */
void sendu(int *u,Channel *¢){ /* slanje niza(broja) u preko kanala ¢ */
int uO,i;
u0=u0], ChanOutInt(c,u0);
HuO<0)O=(-uv};
for(i=l;i<=u();i++)ChanOulIm(c,u[i]);
}/* sendu */

void receiveu(int *u,Channel *¢){ /* prilvata niz u preko kanala ¢ */
int u,1;
uO=Chanlnint(c);u]0]=u0;
fu0<O)u0=(-u0y;
for(i=1;i<=u0;i++)uli]=Chanlnint(c);
} 1* receiven */

/*
PREDAJ(...)
Iz niza "a" izdvajaju sc odgovarajuce komponente i salju preko kanala "c",
pri tome duzine komponenti su "dnl" reci, a pocinje sc od "ipoc” komponcnte
1salje sc svaka druga ili cetvrta... u zavisnosti od "dod".
*/
void predaj(int ipoc,int a0,int dnl,int dod,int *a,Channel *c){
intij;
1=ipoc;
while((i+1)*dnl<=a0){
for(j=1;j<=dnl;j++)ChanOutlnt(c.a[i*dnl+j));
1+=dod;

}




H((i*dnl+1)<=a0){
for(j=1;j<=a0-i*dnl;j++)ChanOutlnt(c,ai*dnl+j));
}
}1* predaj */

FPRIMI(...)
radi suprotno od predaj(...) u prijemnon procesoru
*/
void primi(int ipoc,int a0,int dal,int dod,int *a,Channcl *c¢){
intij;
1=0);
while(((1*dod+ipoc+1)*dnl)<=a0){
for(j=1;j<=dnlj++)ali*dnl+j]=Chanlnlut(c);
i++;
}
a[0]=1*dnl;
f(((i*dod+ipoc)*dnl+1)<=a0){
for(j=1,j<=a0-(i*dod+ipoc)*dnl;j++)a[i*dnl+j}=Chanlnlnt(c);
al0]+=(a0-(i*dod+ipoc)*dnl);
}
}* primi */

F*PP(...) (skr. od pripreimi)
vrsi 1zdvajanje odgovacajucth komponenti datog podniza
nad kojim zatim primenjuje FT. .
*/
void
pp(int k,int muzint dnl,int a0,int bp,int sfi,int m,int *a,int uf][DUZ_UJ|){
int i,j,1,hbm,ul);
i=1);k-=SBP;
while((mnz*i+ 1) *dnl<=a0){
w=tk][i];u0=dnl;
while((u0>0)& & (a[mnz*i*dnl+u0]==0))u0--;
for(j=1;j<=u0y++H)ulit][jl=a[mnz*i*dni+j];
ulit][0]=u0;1++;
}
H{(mnz*i*dnl+1)<=a0){
it=t k}{i];u]it][0]=a0-mnz*i*dnl;
for(=1;j<=ufitj{0]j++t)ulit][j]=a[mnz*i*dnl+j];
1+
}
nbm=sdvalk],
for(j=i;j<nbmj++){
it=(k]g);
u|it][0}=0;
H
for(i=0;i<nbm;i++){
i=t[k][i};
pomeri(&ulit]{0],(sdva[SBP*i+bp)*sfi,m);
H
fftiQu,k,m,2*sfi*sdva[SBP]);
}/* pripremi */

* UN2.C */

#include <stdio.h>

#include <conc.h>

#include "uzag.h"

extern int sdval2 1 TKX]|TKY];

int stri[9];

void inic(){ /* Vrsi inicijalizaciju nizova sdva{] i t{] */



int i,p;
p=l;
for(i=0;i<8;i++){
strifi]=p.p*=3;
}
p=l;
for(i=0;i<2 I;i++){
sdvafi]=p;p*=2;
h
t{0][0]=0;
for(i=0;i<=6;i++){
for(p=0;p<sdvali];p++){
tli+1p]=2*t{i][p};
t{i+1][p+sdvali}]=t[i+] Hpl+1;
}
}
}

/* KVADRIRAJ: Vrsi kvadriranje datog broja po modulu F n.
Procedura se zasniva na Schonhage Strassenovom algoritinu,

*/
void kvadriraj(int *a,int n){

int Lk,sfi,somg,a0,i,izdnl,dnl izdnl 1;

static int u[DUZ_UI|{DUZ_UJ 1up[2*DUZ_UI|,b[DUZ_AP};

int mb,bm j,ip,u0;

if(a]0]<17)¢

squarc(a);moduo(a,n);

clsc{
while(a[0]<=sdva[n-2-SB])n--;
I=n/2:k=n-1I;
sfi=sdva[l+1-k];somg=2%*sfi;
11()=a[0];i=();izdnl=dul=sdva[I-SB];
izdnl1=0;bm=sdva[k}:mb=bm-1;
while(izdnl<a0){
u0=dnl;
whilc((u()>())&&(a[izdnll+u()]==()))u()--;
uli][0]=u0;up[i]=alizdnl1+1] & mb;
for(j=l;j<=u();j++)u[i][j]=a[izdnll+j];
i+ izdnl 1 =izdnlizdnl+=dul;
H
u()=z)0-izdnll;u[ij[()]=u();up[i]=zl[izdnll+l] & mb;
for(j=l;j<=u();j++)u[i][j]=a[izdnlI+_j];
for(j=i+1;j<bmj++){
uli}{0]=up(j}=0;

1
f

mult(up,k);
for(i=0;i<bm;i++)

upli]=((upli] & mb)-(up[bm+i} & mb)+bm) & mb;
for(i=1] ;i<bm;i++)pomeri(&u[i][()],i*sﬁ,l+l);
M1(u,k,1+1,s0mg);
for(i=0;i<bm;i++){

kvadriraj(&uli]]|0],1+1);

il (u,k,I+1,-somg);
for(i=0;i<bm;i++)pomcri(&u[i]|()],-(i*sﬁ+k),l+ 1);
for(i=0;i<bmy;i++){

U(u[i]{0)>0)upli]=(upli]-(uli]| H&mb)+bm)&mb;

for(i=0;i<bmy;i++)sracunaj(uplil,ik, 1+1 &uli][oD;
a[0]=0;b]0]=0;
for(i=0;1<bm;i++){

ip=i*sdva[l-SBJ;



(ufi]]0]<0){
ufi][oP*=(-1);
dodaj(b,&uli}{0].ip);

}

clsef
dodaj(a,&uli][0],ip);

H

}
moduo(a,n);moduo(b,n);
modsub(a,b.a,n);

H

}* kvadriraj */

* SQUARE: Kvadrira dati broj po algoritmu Karacuba & Hofman */

void squarc(int *p){
int ap,tp,k,i,u[ DUZN},v{DUZN],2{DUZN],u0,20,v0,p0;
ap=pl0];
if(ap<Q)ap=(-ap);
if(ap<5){
switch(plO]){
case O
case 1: p[O]=0;
ifap==1)¢
tp=pl1]*p[1];
plll=tp & (BAZA-1);
p[2]=(p>>DZB,
if(p[2])pl0]=2;
elsc p[0]=L;
}
break;
case 2: p[3]=0;
case 3: pl4]=0;
casc 4: u[O]=p{1].u[l}=p[2];ul2]=u[0]-u]1];
u31=p[3Luf4]=p[4]:u[5]=ul3]-u{4];
u{7]=pl2}-p[4];
if(u]7j==0){
uf8]=u{6]=p[1]-p[3};

clsed

i(u[7]<0)¢

ul6]=p[3]-p[1;ul7}=-u[7],

}

clse ul6]=p[1]-p[3};

if(u{6]<0){

uf{6]+=BAZAul{7}--;

H

u{8]=u[6]-u{7};
}
for(1=0;i<=8;1++){

tp=u{i}*u[i};

v{2*i|=tp& (BAZA-1);v[2*i+1 |=tp>>DZB;
} .
z[ 1]=v[0]+v]2]-v{4]2[3]=v{0]+v][6]-v[12];
z[51=v[2]+v]8]-v[14]:2[ 7}=v[6]+V]8]-v][10];
z|d=zj LT} (v 12])+v] 14]-v[16]);
ulH=v+v3]-v[5]u3)=v1]+v[7]-v[13};
u[S]=vI3IV[9)-v I3 TI=v[ 7]+ v[9)-v[ H];
uld]=ullj+u 7]-(v[ 13|+ IS ]-v[17]);

pl=VIOLpl2]=v[ ]+ 1]:p[3]=u[l]+v[2]+2(3];

plAI=v[3|+uf3]+2|4].plS|=uf4]+z[5]+v]6];

pl6]=u[5]+v[7]+2[7]:p[71=u[7]+VI8];p[8]=v[9];

pl91=0;
for(i=1;i<=8;i++){



while(pli]<0){
pli]+=BAZA;pli+1]--;

$

while(p[i]|>=BAZA){
pli]-=BAZA;p|i+1]++;

H
H
p0=9;
while((p0>0)& & (p{p0]==0))p0--;
p[O]=p0;
break;
¥
}
clsef
ifap%2)§
ap++;plap]=0;
y
k=ap/2;

for(i=1;i<=k;i++){
uli]=pli];v]i]=plk+i].z]i}=uli}-v]i];
}
u0=k;v0=k;
while((u0>0) && (1[u0]==0))u0--;
while((v0>0) && (v[v0}==0))v0--;
u[0]=u0;v{0]=v0;20=k;
while((20>0) & & (z{z0]==0))z0--;
1f(20){
1f (2] 20]<0)
for(i=1;i<=2£0;i++) z]i]= -z]i];
for(i=1;1<=20;1++){
if(z]1]<0){
z|i][+=BAZA,
7i+l]-=1;
}
H
while((2z0>0)& & (2[20]==0))20--;z]0]=20;
square(z);
}
clse
2i01=0;
square(u);square(v);
u0=u[0},v0=v[0];
for(i=1;i<=u0;i++)pli]=ufi];
for(i=1;i<=v0,i++)p[i+2*kl=v[i];
for(i=u0+1;1<=2*k;1++)p[i]=0;
pO=p[0]=2*k+v0);
add(u,v);
sub(u,z);
ul=ul0];p]{pO+1]=0;
for(i=1;i<=u0;1++){
pli+k]+=uli];
if(pli+k|>=BAZA){
plitk]-=BAZA;
plitk+1]+=1;
H

)
s

1=u0+k+1;

while(pli]>=BAZA){
pli]-=BAZAi++
plij+=L,

)

s
if(plpO+IhHploj+=I;



} *square */

void add(int *a,int *b){ /* Sabira date brojeve */

int a0, min, max.i;

a0=a]0];mm=b[0];

if(a0<min){
for(i=a0+L;i<=min;i++)ali}=bli];
max=min;min=ad;

b

clse max=al;

almax+1]=0;

for(i=1;1<=min;i-++){
ali]+=bli];
if(ali]>=BAZA){

ali]-=BAZA,;
aliti]+=1;

}

}

I=min+l;

whilc(ali]>=BAZA){
ali]-=BAZA;i++;
ali]+=1,

}

if(ajmax+1])
af0]=max+1,

else
al0}=max,

} ¥ add */

void sub(int *a,int *b){ /* Nalazi (a-b), pretpostavija a>b */
int a0.b0,1;
b0=b}0];a0=a[0];
for(i=1;1<=b0;i++){
ali]-=bl[i];
if(a]1]<0)¢
ali][+=BAZA;
ali+1}]-=1,
}
}
i=bO+1;
while(a]i]<0){
a|i]+=BAZA;i++,
ali]-=1;
}
while((a0>0)& & (a[a0]==0))a0--;
af0]=a0;
} 7* sub ¥/

void moduo(int *a,int m){ /* Nalazi (a mod F_m) */
int nv,a0,1; :
nv=sdva[m-SB];

ifa[0]>nv){
a0=al0)-nv;al}-=ajnv+1];a[nv+1]=0;a]0]=nv;
if(a[ 1]<0)¢
af 11+=BAZA;a[2]-=1,
b

for(i=2;1<=a0;i++){
afi]-=alnv+i];
if(afi]<0){
ali]+=BAZA,
api+l1]-=1;
H

H



1=a0+1;
while((i<=nv)& & (a]i]<0)){
ali[+=BAZAi++;
afi]-=1;
}
if(afnv+1]<0){
all]+=1;
=1
whilc(ali]==BAZA){
ali]=0i++;
afij+=1,;

H
if(alnv+1]==0){
al0l=¢ED)afl)=1;
H
}
a0=al0[;
while((a0>0)& & (a]a0]==0))a0--;
al0]=a0;
}

3% moduo */

/* UN3.C */

#include <stdio.h>

#include <conc.h>

#include "uzag.h"

extern int sdva[2 L TKX]TKY];

* POMERI:
Vrsi pomeranje datog broja (b ) za pom mesta ulevo.
Tj. mnozenje sa 2°poin . Sve o po modulu F_m.
*/
void pomeri(int *b,int pom,int m){
int nv,sq,pomi1,b0,mask,i,bzl;
if((b]0]1=0) && (pom!=0)){
nv=sdvalm};sq=1.
while(pom<Q)pom+=(2*nv);
while(ponm>=(2*nv))pom-=(2*nv);
if(pom>=nv){
pom-=nv;sq=-1;
H
pomI=pom%DZB;
pom/=DZB;b0=b{0};
if(b0==-1){
if(sq<0){
for(i=1;i<=pom;i++)bli}=0;
b{pom+1}=sdva[pom1};b{0]=pom+I;
H
clse{
if((DZB*pom+pom1)!1=0){
b} 1]=0.nv=nv/DZB;
for(i=2;i<=pom;i++)bli]=0;
b{pom+1]=BAZA-sdvaf{poml};
bzl=BAZA-1;
for(i=pom+2;i<=nv;i++)bli]=bzl;
b|O]=nv;b[1]+=1;
3
H
}
clseq
if(pom1>0){



bO++;b[b0}=0; mask=sdva[DZB-pom1]-1;
for(i=b0;i>1;i--){
bli}=((bli]&mask)<<pom!1)+(b]i-1]>>(DZB-pom1));

H
b[1]=(b{1]& mask)<<poml;
if(b] b0 |==0)b0--;

H

if(pom!=0){
for(i=b0;i>0;i--)b{i+pom]=b[i};
for(i=1;i<=pony,i++)b[i]=0;

}

b[0]=b0+poin;

moduo(b,m);

if(sq<0){
pretvori(b,m);

!

!
}

}/* pomeri */

/* MODSUB:
Nalazi razlixu datih brojeva po modulu F_m.
*/
void modsub(int *a,int *b.int *c,int m){
it nv,i,j,a0 1min, max,c0,bz1,b0;
nv=sdva[m-SBJ;
{((al0]==-D||(b[0]==-1)){
if(a]O]==-1){
if(b|0}==-1){
c[0]=0;c[ 1]=0;
H
clsc{
if(b[0]==0){
clO0}=-1;c[l]=1;
}
else{
i=1;b0=b|0];
while((i<b0)& & (b[i]|==0)){
cfi]=0;i++;
}
cli]=BAZA-b|i|;bz1=BAZA-I,
for(=i+1,j<=b0;j++)
cljf=bz1-b[j};
for(=b0+1 j<=nv;j++)

cljl=bzl;
cO0=nv;
whilc((c()>())&&(C[C()]==O))c()—-;c[()]=cO;
}
¥
}
clsc{

if(a[0]==0){
c{0]=c|1]=1;
H
clsci
cfl]=a[l]+L;i=1;c[nv+1]=c[a0+1]|=a[a0+1]=0;
while(cli]>=BAZA){
cli]-=BAZA;i++;
clil=ali]+1;
H
for(i=i+1;j<=a0+L;j++)c|j]=aljl;
if(cfnv+1]>0){
clO]=-1;c[l]=1];



)
f

elsc{
if{c[a0+1]>0)¢
c]O=a0+1;
!

clse cl0]=a0;

H
!
}
clse{
a0=a|0];min=bj0};
if(a0<min){
MaN=min;min=a0;
}
else max=a0;
for(i=] ;i<=min;i++)c[i]=zz{ i}-b[i];
if(a0==max){
for(i=min+] ;i<=nmx;i++)c[i]=a[i];
}
elsce
for(i=min+] ;i<=max;i++)c[i]=—b[i];
!
C()=mux;C[C()+l]=();
whilc((c()>())&&(c[c()]==()))c()--;
il{(cO==0)c|0}=0;
if{c]c0}<0)¢
U{(cO==1)& & (c[! J==-1)){
cl0}=1;c[l}=1;

clse{
c[i+=1i=1;
while(cli]==BAZA){
clij=0;i++;
clij+=1,
}
for(j=i;_j<c();j++){
i(clj|<0){
CU]+=BAZA;CU+ 1}-=1;
!
h
c[cO]+=BAZA;bz1=BAZA-1:
for(i=c0+] I<=nv;i++H)clij=bzl;
cO=ny;
whilc((c0>())&&(C[CO]==0))C0--;
c[0}=c0:
!
}
clsef
for(i=1 A<=c0;iH++){
if(c[i}<0)¢
c[i]+=BAZAcli+1]-=1:
!
}
whilc((c()>())&&(C[c()]==0))00--;
c[0]=c0;
}

b
+ /* modsub */

/* PRETVORI:
Datom negativnom broju dodaje F_m, kako bi dobio
najmanju pozetiviu vrednost po modulu F_m.



*/
void pretvori{int *b,int m){
it nv,i,b0,bzl j;
H(O[0]==-Di|((b]0]==N)&&(b| 1]==1))b[0}*=(-1),
clse{
if(b]0]1=0)¢
nv=sdva|m-SB};b{1]=1-b[1];
1=2:b0=b|0];bz1=BAZA-1;
if(b[ 1]>=0){
while(bli]==0)i++;
bli]=BAZA-b[i};i++;
H
clsef
b[1]+=BAZA;
}
for(j=t1;j<=b0;j++)b[j]=bz1-b[j];
for(j=b0+1j<=nvj++)b[j]=bzl;
b0=nv;
while((b0>0)& & (b[bO]==0))b0--;b[0]=b0;
H
H

}/* pretvori */

/* FFT: Nalau FT datog niza. */
void fTt(int x[]{DUZ_UJ1},int k,int m,int somg){
int j,sdvkjl,sdvj,sdvjl,s,szdjLi,pl,p2,q1,xp0,q.tx[2*DUZ_UJ1};
for(j=0:j<kij++){
sdvkjl=sdvalk-j-1];sdvj=sdva[j};sdvj1=2*sdvj;
for(s=0;s<sdvkjl;s++){
szdjl=s*sdvjl;
for(i=0;1<sdvj;1++){
pl=t{k]|szdj1+i];
p2=t{k][szdjl+itsdvj];
xpO=x[p2]{0];
for(q=0;q<=xp0;q+H)tx[ql=x[p2][q];
pomeri(tx,somg*i*sdvkjl, m);
modsub(&x{pl]{0],tx,&x[p2][0],m);
if((x[p1H{O]==-Dli(tx[0]==-1)){
f(Ix[O]==-1){
tx[0]=1;
modsub(&x[pl}[0],tx,&x[p1][{0],m);
H
else{
N[ O]>0)¢
xpO=tx[0];
x{pliil=x[1]-1:q=1;
while(x[p 1]{q]<0){
xX[pl][ql+=BAZA;q++;
x{plHal=tx{q]-1;
)
s
for(ql=q+1;ql<=xp0;ql++)
xX{plllql]=tx{qi];
while((xp0>0)& & (x]p1}{xp0]==0))xp0--;
X[p1][01=xp0;
¥
H
H
elsc{
add(&x{pl][0],tx);
moduo(&x[p1}[0],m);
H
H
H



}
Fx xS

/* FFTI: Nalazi inverzne FT od datog niza. */
void flti(int x[J|DUZ_UJ},int k,int ny,int somg){
it j,sdvkjl,sdvj,sdvjl,s,szdjl,i,pl,p2,xp0.,q,ql.1x{2*DUZ_UJ;
for(j=0;<k;j++){
sdvkjl=sdva[k-j-1];sdvj=sdvalj];sdvj1=2*sdvj;
for(s=0;s<sdvkjl;s++){
szdjl=s*sdvjl;
for(1=0;i<sdvj;i++){
pl=szdjl+i;
p2=pl+sdvj;
xp0=x[p2][0];
for(q=0;q<=xp0;q+H)ix[ql=x[p2][ql;
pomeri(tx,somg*i*sdvkjl,m);
modsub(&x[p [0}, tx,&x{p2]{0].m);
((x[p1[0==-D(tx[0]==-1))¢
Hx[0]==-1){
In[O]=1;
modsub(&x[pl]{0],ix,&x|p1]1{0],m);
}
elsed
If(Ix[0]>0){
xpO=Ix[0];
x[plilt=ixi)-1g=1;
while(x[pl]{q]<0){
x[plllql+=BAZAq++;
\ x[plllql=tx{ql-1;
f
for(ql=q+1,ql<=xp0,ql++)
x[pHlqll=tx[ql];
while((xp0>0)& & (x|p1][xp0]==0))xp0--;
X{p1H[0]=xn0);
}
¥
H
clscf
add(&x|p1]0].tx);
moduo(&x|[p!]{0],m);
¥
}
}
}
¥ x/

/* FFTI1: Isto kao FFTI samo sa manjim dimenzijama niza u... */
void fltl (int x[}{DUZ_UJ1},int k,int m,int somg){
int j,sdvkjl,sdvj,sdvjl,s,szdjl,i.pl,p2,xp0,q,q1.1x[2*DUZ_UJ1};
for(j=0)<k;j++){
sdvkjI=sdvalk-j-1];sdvj=sdvalj};sdvj1=2*sdvj;
for(s=0;s<sdvkj1;s++){
szdjl=s*sdvjl;
for(i=0;1<sdvj;i++){
pl=szdjl+i;
p2=pl+sdvj;
xpO=x{p2][0f;
for(q=0;q<=xp0;q+H)x[{q]=x]p2]lql;
pomeri(tx,somg*i*sdvkjl,m);
modsub(&x|pl}{0],tx,&x{p2]{0],m);
If(x[pH[0]==-D]IIx[O]==-1)){
fx[0]==-1){
INUSIR



modsub(&x[p O], &x[pl][0],m);
h
clse
HUX[0]-0)¢
xpO=tx{0};
XpH{=tx{1]-1;q=1;
while(x[p1}{q]<0){
x{pl}{q+=BAZAqt+;
x[ptllql=txlqj-1;
\
)
for(ql=q+1,ql <=xpO;ql++)
X[ptql]=tx[ql];
while((xp0>0)& & (x[p 1 }[xpO}==0))xp0--;
x[p1}[0}=xp0);,
b
}
}
elsc{
add(&x[pl]{0],tx);
moduo(&xfp][0},m);
h
H
H
H

H A T

* UN4.C */

#define BAZA 65536 /* vrednost baze */
#define SB 4 /* stepen baze */

extern int sdval21];

extern ind stri[9};

/* MULT:
Izvrsava cetvrti korak Schonhage Strassenovog algoritma.
T). nalazi konvoluciju niza y[] sa samim sobom po datom
modulu. Zasniva se na Karatsuba & Ofimanovom algoritmu za
mnozenje polinoma. Ovde je implementirana nerekurzivna
verzija.
*/
void mult(int *y,int k){
int s,s1,52,p,i,j,L,4r,r1,r2,13,r4,q,q1,92,93.94.945.96;
static int a[2][1460],b[10];
(k> 1){
for(i=0;i<sdva[k};i++)a[0][i}=y[i};
si=0:52=1;
for(j=k;j>2:j--){
for(p=0;p<stri[k-j};p++){
q=p*sdvalj];r=3*p*sdval[j-1];
for(1=0;I<sdval[j-1];1++){
afs2}{r+l]=alsl]{q+]];
a[s2]{r+l+sdva[j-1]]=alsl][q+I+sdvalj-1}};
a[s2}r+l+sdva[jj}=a[s2][r+l]-a|s2}[r+l+sdval[j- 1 }};
}
¥
1=s1;s1=82;82={;
H
for(p=0;p<stri[k-2];p++){
q=4*pir=8*p;
blo}=als1]lql;b{11=als1][q+1]:b{2]=b{0}-b 1];
bI3]=alst][q+2];bl4}=a[s1]{q+3]:b[S|=b[3]-b[4];
bI6}=b[0]-b[3];b[7}=b] 1]-b[4};b[8]=b{6]-b[7];



for(i=0;1<9;i++)bli]=b[i]*bfi};
als2){r]=b]0}:a{s2]{r+1]=b[0}+b[1]-b[2};
a[s2][r+2]=b[0]+b[1]+b]3]-b[6];
a[s2)[r+4]=b[1}+b[4]-b[7}+b[3];
a[s2][r+5]=b[3]+b[4]-b]5};
afs2}{r+6]=b{4];a[s2]{r+7]=0;
als2]{r+3|=a[s2]r+1]+a[s2}{r+5]-(b]6]+b] 7]-b[8]);
3
t=sl;s1=s2;52=(;
for(s=2;s<k;s++){
for(1=0;l<strifk-s-1];1++){
q=3*1*sdva|s+1];r=1*sdva[s+2];
for(i=0;i<sdva[s);i++){ ”
rl=r+i;r2=rl+sdvals];r3=r2+sdvals};r4=r3+sdval[s};
ql=q+i;q2=ql+sdva[s};q3=q2+sdva[s];q4=q3+sdva|s};
q5=qd+sdvals];q6=q5+sdvals];
afs2]rl]=a[sl]{ql};als2][r4]=a[s1][q4];
afs2|[r2]=a[s1ql)+als1){q2]+a[s1]|q3]-als1]{q3];
a[s2][r3]=a[sl]{q2]+a|s]]{q4]+a|s1]]q3]-a[s]][q6];
}

_——

=s1;s1=s2;52=t;
}
for(i=0;i<sdvalk+1];i++Hyyli)]=als1{i];
}
clse{
iH(k>0)¢
y[3]=0y(2]=y|0}-y[1];
ylO*=yO]y[1]*=y[1];y[2]*=y[2];
t
clsef
y[0]=y[0]*y0];
yl[1]=0;
}
}

Y* mult */

void dodaj(int *a,int *y,int ip){ /* Broju a dodaje broj y*(BAZA)"(ip) */
int a0,y0,1,tmp;
a0=a{0];y0=y|[0];
if(y01=0){

if(ati<ip){
for(i=a0+ L;i<=ip;i++t)ali]=t);
for(i=1;i<=yQ;i++)a[ip+i]=y[i];
af{0]=ip+y0;

elsef
if(a0<(ip+yO)){
for(i=a0+ L;i<=(ip+y0);i++)ali]=yli-ip);
tmp=a0;a0=1p+y0;y0=tmp-ip;
}
ala0+1]=0;
for(i=1;i<=y0;i++){
alip+ij+=ylil;
if(alipHi]>=BAZA){
alipti]-=BAZA,;
alipti+l]+=1;
}
H
1=ip+y0+1,
while(a[i]>=BAZA){
ali]-=BAZA;i++;
ali]+=1;



3
if(afa0+1}1=0)a0++;
ajO]=a0;

}

}
} 1* dodaj */

/* SRACUNAJ: Ostvaruje peti korak Schonhage Strasscnovog algoritma. */
void sracunaj(int yp,int ip,int k,int 1,int *y){
int nv,i,bzl,y0,j,spc;
Uy [0]==-1){
nv=sdva|l-SB{;
if(ip>yp){ i
ylH=ypiylnvt+lj=ypt+Ly[0]=nv+1;
for(i=2;i<=nv;i++)y}i}=0;
}
elscf
yp=sdva[kl-yp;y[1]=yp;
ifyp==1y[0]=-1
clsef
y[uv+=yp-Ly[0]=-(nv+1);
for(i=2;i<=nv;i++)y[1}=0;
}
t
H
else{
bzI=BAZA-1;
if(yp!=0)
nv=sdva}l-SB},
Uyp>ip){
yO=y[0},yp=sdvalk]-yp;
f(y0==0){
yl1=ylnv+i]=yp;y|0]=-(nv+1);
for(i=2;i<=nv;i++)y[i}=0;

Y
i)

elsc{
yl1=yp-yl 1l
if(y| 1]<0){
y[11H+=BAZA,
for(i=2;1<=y0:i++)y[i}=bzl-yli];
for(i=y0+1L;i<=nv;1++)ylij=bzl;
y[nv+1}=yp-1;
if(yp==1)y[0]=-nv;
clse y[0]=-(nv+1);
}
clscf
if(y0>1){
i=2;
while(y|1]==0)i++;
ylil=BAZA[i];
for(j=i+1j<=y0;j+H)y[jl=bzl-y[j};
for(i=yO+1;i<=nv;i++)y[i}=bzl;
yfuv+1]=yp-1;
if(yp==1)y[0]=-nv;
clse ylO]=-(nv+1);
}
clse
for(i=2;i<=nv;i++)y[i}=0;
yinv+i]=ypiylO]=-(nv+1);
;,
}

H
/¥ il(yp>ip) */



elsc
spc=0;y0=y[0];
if(y0==0){
yl1]=y[nv+1}=yp;
for(i=2;1<=nv;i++)y[i]=0;
y[O]=nv+1;
}
elsef
if((yp==ip)&&(yO==nv)&& ((y| | ]+ip)>=BAZA)){
i=nv;
while(y[i]==bz1)i--;
1(i<2){
spe=L;yp=sdvalk]-yp.y[nv+1]=yp-1;
iflyp==1){
yl1=yp-yll];
if(y[ 1]<0){
yl1]+=BAZA:y[0]=-1,
}
elsef
y[2]=Lyl0]=-2;
'

)
f

clsc{
for(i=3;i<=nv;i++)yli]=0;
ylO]=-(nv+1)y[1]=yp-y[1];
H(y[1]<0){
yI1+=BAZA;y[2]=0;
}
clsed
yi2l=1;
!
}
}
HWEif((yp==ip)&&... */
if(spc==0){
ylnv+1]=yly0+1]=0;
ylH+=ypii=1;
while(yli]>=BAZA){
yli}-=BAZA;i++,
ylil+=1;

3
f

for(i=y0+2;i<=nv;i++)yli|=0;
ylnv+1]+=yp;

ylO]=nv+1;

3
}
H
H
3

} I* sracunaj */

* UNM.C */

#includ» <stdio.h>

#include <conc.h>

#include "uzag.h"

#include "zph.\"

int sdva2 1] {{TKX|{TKY];

/* MAIN: Ostvaruje Pepinov test pozivajuci proceduru pkvadriraj,
za paralclno kvadriranje. Dobijenu vrednost t).
37827(2%n - 1)} (mod F_n), ce biti sacuvana u datotcci



"fedre.dat”. Povremeno S¢ pamlc i medjurczultati, tako
da u slucaju prekida programa nije potrebno ponavljati
cilav racun,
*/
main(){
static int A[2*DUZ_A]J;
int ij n,dd;
FILE *fp *fp1;
printf("\n Unesirc n(>3): ");scanf("¢ ud",&n);gclclmr();

printf("\n Zelite i dy hastavile unesite =03 74 pocetak unesite 0; ")

scanf("%d",&j);gelchar();

if==0)¢
a[()]=l;a[l]=3;dd=l;

}

clse{

>

printf("\n Za nastavak od prve datotcke unesite Laod druge 2: "):

scanf| ("%d",&j);gclchur();
ifj==2)¢
fpl=fopcn("fcmr2.dz)l","r+");
clse
fpl=fopcn("fcmrl.dal","r+");
Y
3
uz.mi(u,fpl,&dd);
fclose(fpl);
}
nic();
printf("\n Poco sam n=%d, dd=%d, af[0]=%d W",n.dd,a[0}):
SClTimc(—l()O()()()()U()());
for(i=dd;i<sdvaln];i++){
pkvadriraj(a,n,i);

Printf{("\n Vreme= % ", Time());
ﬁ>=lbpcn("fcdrc.dal”,"\v+");
smesti(a,fp,0);
printf("n Kraj %d \n",a[o]);
Chszullnl(P()O,());

H* main */

/* SMESTI: Upisuje u odgovarajucu datotcky dati broj. */
void smesti(int *a FILE *p.int dd){
intij;
i=0;
fprintf(fp," %d “%d\n",a]0],dd):
while(i<a[0])¢
J=0;
while((j<12) & & (i<afo])¢
JH
fprinll’(fp," Yox",ali]);

Fprinlf(fp,"\n");
}
$* siesti */

* UzZMLI:
Ucitava velikj broj iz datoteke smesta u hiz,
Pretpostavka je da se u jednoj reei pamiti osmobiltni broj.
*/
void uzmi(int *a FILE *fp.int *dd)¢
intij(
1=,
fscanf(fp," %d %d\n",&a[()],&l);
*dd=(;



while(i<a]o]){
J=0;
while((j<12) & & (i<al0])){
JHi+
{scanf(fp," Yox", &ali));
H
fscanf(fp,"\n");

HE uzmi */

/* PKVADRIRAJ: Vrsi kvadriranje datog broja po modulu F_n. Procedura
SC zasniva na paralelnom Schonhage Strassenovom :1lgorilimL

*/ ¢
void pkvadriraj(int *a,int n,int ddd){

int l,k,z)(),i,dnl,bm,me,nbm;

static int up[2049);

FILE *fd] *fq2:

1f(a]0)<33)¢

kvadriraj(a,n);

clscf
\\'lxilc(zl[()1<=sdva[n-Z-SBJ)u--;
Chszullnl(P()O,n);scndu(;I,P()O);
if((ddd%3()()())==()){
printf("\n %d %x NE gast me radim ",ddd,a[ 1]);
if((ddd%6000)==0)1
fdl=fopcn("femr2.dz)l","\v+");
smesti(a,fd1,ddd);
fclose(fdl):

clseq
fd2=fopen("femr! dat""w+"y:
smesti(a,(d2,ddd):
[close(fd2):

h

I=n/2;k=n-1:

ubm=sdvu[k-SBP];

le=a[()];iz();dnl=sdva[ I-SBJ;

bm=sdvu[k] ;mb=bm-1;

whilc((i*dnlﬂ)<=a()){
upli]=afi*dnl+1] & mb;1++;

for(j=i;j<bxn;j++)up[j]=0;
mult(up,k);
for(i=();i<bm;i++)
upli]=((upli] & mb)-(up[bm+i] & mb)+bm) & mb;
for(i=0;i<bm;i++)Clx:mOutInl(P()O,up[i]);
recciveu(a, POX):;
}
}/* pkvadriraj */

/* MULT]:
lzvrsava cetvrti korak Schonhage Strasscnovog algoritma.
Tj. nalazi konvoluciju niza yll sa samim sobom po datom
modulu. Zasniva se na Karatsuba & Ofimanovom algoritmu za
mnozenje polinoma. Procedura Je rekurzivna, kao izlaz iv
rekurzije koristi nerekurziviy varijantu ove procedure
MULT(..).
*/
void mult](int *y,int k){
int s,i,dvas,tris,z)[ 1025],b| 1025],¢| 1025];
if(k>6){



s=sdvalk-1];
for(i=0;i<s;i++){

alil=yLilblil=y[i+s];c{i}=ali]-bfi;
'

multl(a,k-1);mult1 (b.k-1);mul( I{c,k-1);

dvas=2*s;(ris=3*g:
for(i=();i<s;i++){
y[i]=;1[ij;y[i+[ris]=b[i+s];

y[i+s]=;1[i+s]+a|il+b[i]~c[i];
y[i+dvas]=bli]+n[i+s]+b[i+s]-c{i+s];

}
clscf
mult(y,k);

} /% mulg */

/* UPO.C -

Program koji izvrsava brocesor Po)
8 )] I

*/

#include <stdio.h>
#include <cong >
#include "uzag. "

#include "zp0. 1"

mt sdva[Zl],l[TKXJ[TKY];
main{){

int n,iJ,I,k,sﬁ,somg,a(),m,dnl,bm,mb,nbm,ip,il,,\();
static int a{Z*DUZ_A],b[2*DUZ_A],;1l[Z*DUZ Al],b]{Z*DUZ_A]];

static int x{DUZ_UJ”DUZ_UJ]
nic();
n=Chanlnlni(PHI);

yIDUZ_UI{DUZ_UJ);

while(n!=0){ /* kada primi 0 onda s¢ zaustavlja proces kvadriranja */

* razmena podataka */

ChanOutIn((P10, n);Ch;mOulInl(PZO,n);
Ch:mOuUnl(P40,n);rcccivcu(u,PHl);

I=n/2;k=n-1;
sfi=sdva[l+1-k|;somg=2+sfi;

z]()=a[0];dnl=sdvu[I-SBJ;m=I+ I;

bim=sdvalk];mb=bm-1 :
ChanOutInt(P1 0,a0);
predaj(l,a0,dnl 2,2 P} 0);
ChszulInl(PZO,;xl 0));
prcdu_j(z,u{()],dxll,4,11,P20);
ClmnOu(Inl(P40,zl[0]);
prcdnj(4,zl[()],dnl,8,21,P40);

pp(k,&dnl,u[()J,O,sﬁ,m,a,x);/* pripremna fazg 4j. FT nad
odgovarajucim podacima ~ */

nbm=sdva{k-SBP];

* razmena podataka sa procesorom P4 .. u cilju dobijanja

FT vecih podnizova  */
for(i:();i<nbm/8;i++){

sendu(&x|8*i+4][0],P40)

scndu(&xlx*i+(j“()],P40)

for(i=0;i<nbm/8;i++){

;scndu(&.\[8*i+5][()],P40);
;scndu(&x[S*i+7][()],P40);

rcccivcu(&y[4*i][()],P4I);rcccivcu(&y|4*i+l JH0],P41);
rcccivcu(&yH*H»Z][()],P4l);rcccivcu(&_y[4*i+3 O], P41);

1
I3

for(i=();i<nbm/8;i++){

:leZ(&x[S*i][()],&yH*i]l()],&y{4*i+nbm/2]|()],soxng*«l*(x*i),ln);

AbC2(&X[8*i+1]]0] & y[4*

i+l]{0],&)'[4*i+l+nbm/2]{()},somg*4*(8*i+l ).m);



;1bc2(&x[8*i+2][()],&_\r[4*i+2][(')],&y[4*i+2+nbm/2]l(')],somg*4*(8*i+2),m);
:1b02(&x[8*i+3][()],&)v'[4*i+3][()],&y[4*i+3+nbm/2][()],5011:8*4*(8*1+3),m);

1
I3

* razmena podataka sa procesorom P2 . u cilju dobijanja
FT vecih podnizova  */

for(i=();i<nbm/4;i++){
scndu(&y[4*i+2][(’)],PZO);scndu(&y[4*i+3][()],PZO);

for(i=0;i<nbm/4;i++){
rcccivcu(&.\l2*i][(')],PZI);rcccivcu(&XI2*i+1 110],P21):

}
for(i=0;i<nbm/4;i++){ -
ach(&yH*i][()],&,\[Z*i][()],&x[Z*i+nbm/2]l(')],somg*Z*(S*i),m);
abe2 (&yl4*i+] HO),&x]2*i+1 ][()],&x[Z*iH+nbm/2][()l,somg*2*(8*i+l),m);
}

/* razmena podataka sa procesorom P1 ... u cilju dobijanja
FT vecih podnizova  */
l’or(i=0;i<nbm/2;i++)scndu(&.\[2*i+1][()],PIO);
for(i=();i<nbm/2;i++)rcceivcu(&y[i][()],PlI);
for(i=();i<nbm/2;i++){
ach(&x[Z*i][()],&y[i][()],&y[i+nbm/2][()],somg*(S*i),m);

for(i=0si<nbm;i++){
il=l[k-SBP][i];x()=y[il]l()];
for(7=0:j<=x0:j+)x{i]lj|=y(it| j];
H
7* drugi korak ... j. kvadriranje odgovarajucih komponenti */
for(i=();i<nbm;i++){
kvadriraj(&x[i][()],m);

/* pocetak inverznih transformacija */
somg*=(-1);
mi(x,k-SBP,m,somg*S);
for(i=nbm/2;i<nbm;i++)3cndu(&,\li][()j,P40);
for(i=0;i<nbn1/2;i++)rcccivcu(&y[i][0],P4l);
for(i=();i<nbm/2;i++):xbcl(&.\[i][()],&y[i]l()],&x[i+nbm/2]l()l,501x13*4*i,nl);
for(i=nbm/2;i<nbm;i++)scndu(&x[i][()],PZO);
for(i=(’);i<nbx11/2;i++)rcccivcu(&y[i][(J],PZI);
for(i=0;i<nbm/2;i++)abcl(&x[i][O],&y[i][()],&x[iﬂlbmiz]l()],somg*2*i,m);
for(i=nbm/2;i<nbm;i++)scndu(&x[i][0],?10);
for(i=0;i<nbm/2;i++)rccciveu(&y[i][O],PlI);
for(i=();i<nbm/2;i++)abcl(&x[i][()],&y[i][()],&x[i+nbm/2]l()],somg*i,m);
for(i=();i<nbm/2;i++){
pomcri(&x[i][O],-(k+sﬁ*i),m);
pomcri(&x[i+nbm/2][()],-(k+sﬁ*(i+bm/2)),m);
3
7* prosledjivanje podataka od procesora PH koji je izvrsio 4. korak */
for(i=();i<bm;i++){
al{i]=Chanlnin((PHI):

)
f

for(i:2*nbm;i<4*ubm;i++){
Ch;mOulIm(PlO,a I[i];

3

for(i=nbm;i<2*nbm;i++){
ChanOuInt(P20,a1 [1]);

3

for(i=nbm/2;i<nbm;i++){
ChanOutIn(P40,a1 ()

}

for(i=2*nbm+bm/2;i<(4*nbm+bm/2);i++){
ChanOutlnt(P10,al [ih:

¥



for(i:nbm+bm/2;i<(2*nbm+bm/2);i++){
ChanOutInt(P20,al{i));

}

for(i=nbm/2+bm/2;i<(nbm+bm/2);i++){
Chszutlm(P:lO,al[i]);

3

for(i=0;i<nbm/2;i++){
H(x[i][0]>Mal[i]=(al Li-(xi][ 1] &mb)+bm)& mb:
H(x[i+nbm/2]]0]>0)¢

al[i+nbm/2]=(al fi+bm/2)-(x[it nbm/22]{1 J&mb)+bm)& mb;

H
clsc al [i+nbm/2]=alli+bmA];

}

* peti korak... */

for(i=0;i<nbm/2;i++){
sracunaj(al[iLi,k,m,&x]i}[0]);
sracunaj(al [i+nbm/2],i+bm/2,k,m,&x[i+nbm/2] 10D;

/* sesti korak .. j. sumiranje */
al[0]=0;b1]0]=0;
for(i=0;i<nbm/2;i++){
ip=i*sdva{l-SBJ;
(x[nbm/2+i}]0]<0)4
X[nbm/2+i)[0]*=(-1);
dodzlj(bl,&x[nbxn/2+i][()],ip);

y
!

clsc dodaj(a L&x[nbm/2+i|[0},ip);

sendu(al ,P40);sendu(bl ,P40);
receiveu(al,P41);receiveu(bl ,P41);
al0]=0;b]0)=0;
for(i=0;i<nbm/2;i++){
ip=i*sdva[l-SBJ;
(N[ ][0]<0){
X{ijlo]*=(-1),
dodaj(b,&x[i}[0],ip);

clse dodaj(a,&x]i}]0],ip);

ip=(nbm/2)*sdvall-SB};

dod;lj(zl,al,ip);dodaj(b,bl,ip);

rcccivcu(zll,PZI);rcccivcu(bl,PZI);

ip=nbm*sdvall-SBJ;

dodaj(a,a Lip);dodaj(b,bl.ip);

rcccivcu(ul,PlI);rcccivcu(bl,PlI);

ip=2*nbm*sdva|l-SBJ;

dodzlj(a,al,ip);dodaj(b,bl,ip);

recciveu(al,P41);receiveu(bl ,P41);

ip=4*nbm*sdvall-SBJ;

dodzlj(zl,aI,ip);doduj(b,bl,ip);

moduo(a,n);moduo(b, n);

modsub(a,b,a,n);

sendu(a,PHO); /* rezultat se predaje procesoru PH */

n=ChanlnInt(PHI); /* ccka pocctak novog kvadriranja... */
}
ClmnOuHm(PlO,());ChszutInl(PZO,());ClmnOullnl(P40,0);

P main */

*UPI.C:
Program koji izvrsava procesor P1
*/



#include <stdio.h>
#include <conc h>
#include "uzag "
#include "zpl 1"
int sdva|2 l],l[TKX][TKY];
main(){
int n,iJ,l,k,sﬁ,somg,a(),m,dnl,bm,mb,nbm,ip,il,x();
static int a[DUZ_A],b]DUZ_A],al[DUZ_Al],bJ [DUZ_Al);
static inf x[DUZ_UI]]DUZ_UJ],y[DUZ_Ul][DUZ_UJ];
inic();
n=Ch;mlnInl(P()I);
while(n!=0){ /* kada primi 0 onda se zaustavlja proces kvadriranja */
* razmena podataka */
Ch:mOulI111(P30,n);ChszulInl(PSO,n);
I=n/2;k=n-I;
sﬁ=sdva[l+l—k];somg=2*sﬁ;
dnl=sdva[l-SB];m=I+l;
bm=sdva[k];mb=bm-l;
11()=ChzmlnInl(P()l);
primi(l,a(),dnl,Z,a,P()I);
ChszulInl(P.?O,a[()]);
prcduj(l,a{()],dnl,Z,u,P.?O);
Ch;mOullnl(PSO,u[()]);
prcdaj(z,zl[()],dnl,4,a,P50);
pp(k,4,dul,u[()],l,sﬁ,m,a,x);/* pripremina faza (j. FT nad
odgovarajucim podacima ~ */
nbm=sdvzl[’k~SBP];
M razmena podataka sa procesorom P5 ... u cilju dobijanja
FT vecih podnizova  */
for(i=();i<nbm/8;i++){ ,
scndu(&x[x*i+4]]()],PSO);Scndu(&x[S*HSj[()],PSO);
scndll(&x[8*i+6”()],PiO);scndu(&x[S*i+7]]()],PSO);

)
!

for(i=0;i<nbm/8;i++){
rccci\r'cu(&yH*i][()],PSI);rcceivcu(&yl4*i+] 110],P51);
rcccivcu(&y[4*i+2][0],P5l);rcccivcu(&y[4*i+3”O],PS]);

for(i=();i<nbm/8;i++){
zlch(&x[8*i][()],&y[4*i][()],&y[4*i+nbm/2][()],smng*4*(8*i),m);
abe2(&x[R*j+] HOL&y[4%i+] 1[0],&y[4*i+ l+nbm/2j[(‘)],suxlxg*4*(8*i+l ),m);
ubc2(&x[8*i+2]]()],&y[4*i+2][()],&y[4*i+2+nbm/2][l)],somg*4*(8*i+2),m);
;1b02(&.\[8*i+3][O,’,&y[4*i+3][()],&y[4*i+3+nbm/2}[0],somg*4*(8*i+3),m):
}

* razmena podataka sa procesorom P3 ... u cilju dobijanja
FT vecih podnizova  */

for(i=0;i<nbm/4;i++){
scndu(&y[4*i+2][()],P30);sendu(&y[4*i+3][0],P30);

for(=0si<nbm/4;i++)¢
receiven(&x|2+i)[0],P3 I)irecciveu(&x|2*i+1] 1[0L,P31);

!

s

fOr(i:();i<nbn]/4;i++){

ach(&yH*i][()],&x[Z*i][()],&x[2*i+nbm/2][()],somg*z*(x*i),m);

abe2(&y[4*i+ O] &x[2%i+1 ][()j,&x[2*i+l+nbm/2][()],somg*Z*(8*i+l),m);

* razmena podataka sa procesorom PO ... u cilju dobijanja

FT vecil podnizova */
for(i=0;i<nbm/2;i++)rcceivcu(&y[i][()j,P()I);
for(i=();i<nbm/2;i++)scndu(&x[2*1’]]()],P()O);
for(i=();i<nbm/2;i++){

abel(&y[i][0],&x[2%i+ l][0l,&y[i+nbxn/2]{()],somg*(t%*iw‘l),m);

for(i=();i<nbm;i++){



it=t|k-SBP|fi [;x0=y]it] 0[:
for(j=0:j<=x0:j++)x| Hil=ylid gl

/* drugi korak ... 1. kvadriranje odgovarajucih komponenti */
for(i=();i<nbm;i++){
kvudriruj(&x[i][()],m);

/* pocctak inverznih transformacija */
somg*=(-1);
ﬂ'li(x,k—SBP,m,somg*S);
for(i=nbm/2;i<nbm;i++)scndu(&x[i][O],PSO);
for(i=();i<nb1n/2;i++)rcccivcu(&y[i][()],PSI);
for(i=0;i<nbm/2;i++)z1bcl(&,\[i][()[,&y[i][(J],&x[i+nbm/2”()},soihg*4*i,111);
for(i=nbm/2;i<nbm;i++)sendu(&.x;i}[()],PBO);
for(i=0;i<11bm/2;i++)rcccivcu(&y[i][O],P3I);
for(i=0;i<ubm/2;i++)ubcl(&x[i][()],&y[i][()j,&x[i+nbm/2][()],somg*Z*i,m);
for(i=();i<nbm/2;i++)reccivcu(&y[i][()],P()I);
for(i=0;i<nbm/2;i++)scndu(&x[i][O],P()O);
for(i=();i<nbm/2;i++)
z)bcl(&y[i][O],&x[i+nbm/2][()],&y[i+nbm/2][()],somg*(i+2*nbm),m);
for(i=0;i<nbm/2;i++){
pomcri(&y[i][()],—(k+sﬁ*(i+2*nbm)),m);
pomcri(&y[i+nbm/2][()],-(k+sﬁ*(i+2*nbm+bm/2)),m);

7* prosledjivanje podataka od procesora PH koji je izvrsio 4. korak */

for(i=0;i<2*nbm;i++){ :
allil=ChzmInInl(POI);

b

for(i=nbm;i<2*nbm;i++){
ChszulInt(PSO,al[i]);

!

for(i=nbm/2;i<nbm;i++){
ChanOutlnt(P50.a1 lip;

!

for(i=2*nbm;i<4*nbm;i++){
al{ij=ChanInlnt(PoI):

\
s

for(i=3*nbm;i<4*nbin;i++)
CIumOulIn!(P30,a IHip;

\
s

for(i=5*nbm/2;i<3*nbm;i++){
ChanOutlnt(P50,a1 [th);
H
for(i=();i<nbm/2;i++){
iy [i][0]>Malli|=(al lil-(y[il[} 1&mb)+bm)& mb:
i{y[i+nbm/2][0]>0)¢
at{i+nbm/2)=(al [i+2*nbm|-(y[i+nbm/2 [[1]&mb)+bm)&mb:
)
s
clse alli+nbm/2]=q41 [i+2*nbm];

)
s

* peti korak... */
for(i=0;i<nbm/2;i++){

sracunuj(al[i],i+2*nbm,k,m,&y[i][()]);

sracunaj(al [i+nbm/2],i+2*nbm+bm/2,k,m,&y[ i+ubm/2}]0});

* scsti korak... tj. sumiranje */
al[0]=0;b1]0]=0:
for(i=0;i<nbm/2;i++){
ip=i*sdva|l-SBY;
if(y[nbm/2+i)]0}<0){
ylnbm/2+1){0]*=(-1):
dodzlj(bl,&y[nbm/2+i[[()],ip);



}

clse dodaj(:xI,&y[nbm/2+i][()],ip);

sendu(al ,P30);sendu(bl ,P50);
receiveu(al ,PSI);rcccivcu(b 1,P5I);
al0]=0:b[0]=0;
for(i=();i<nbm/2;i++){
ip=i*sdva]l-SB);
if{y]i][0]<0){
YHIOP*=(-1),
dodaj(b,&yli][()],ip);
}

clse dodaj(a,&y[i][()J,ip);

ip=(nbm/2)*sdvu[I-SB];
doduj(u,zll,ip);dOduj(b,bl,ip);
rcccivcu(al,P3l);rcccivcu(bl,P3I);

ip=nbm*sdva[l—SB];

dodaj(zl,al,ip);dod;xj(b,bl,ip);
scndu(u,P()O);scndu(b,P()O);

n=ChanInIn((P0l): /* ccka pocetak novog kvadriranja... */

ChszulInl(P30,0);ChunOulInl(PSO,());
¥ main */

*UP2.C:

*/

Progranm koji izvrsava procesor P2

#include <stdio.h>

#include <conc.hi>

#include "uzag.h"

#include "zp2.1h"

int sdv;x[ZI],l[TKXHTKY];

main(){
int n,i,j,l,k,sﬁ,somg,,u(),m,dnl,bm,mb,nbm,ip,il,.\0;
int static a[DUZ_A],b[DUZ_A],:xl[DUZ_A ILbIIDUZ_A1Y;
int static x[DUZ_UI][DUZ_UJ],y['DUZ_UI][DUZ_UJ];
inic();
n=ChanInInt(P0I);

while(n!=0){ /* kada primi 0 onda se zaust

* razmena podataka */

Chszullnl(P()O,n);

=n/2;k=n-1:

sﬁ=sdvu[l+l-k];somg=2*sﬁ;

dnl=sdvn[l-SB];m=l+l;

bm=sdvzx[’k];mb=bm-1;

:1U=ChzmInInl(P()I);

primi(2,;1(),dnl,4,a,P()I);

ChszutInl(PGO,u[O]);

prcdaj(l,a[()],dnl,Z,a,PGO);

pp(k,Z,dnl,n[()],2,sﬁ,m,zl,x);/* pripremna faza y. FT nad

odgovarajucim podacima  */

nbm:sdvu(k-SBP];

* razmena podataka sa procesoront P6 ... u cilju dobijanja
FT vecili podnizova  */

for(i=();i<nbm/8;i++){
scndu(&x[S*iH”()],P()O);sendn(&x[8*i+5][()],P()O):
scndu(&xlx*i-i-()][()],PGO);scndu(&.\'l8*i+7][()],P(>O);

for(i=();i<nb|n/8;i++){
rcccivcu(&y[4*i][O],PGI);rcccivcu(&yH*i+ 1]]0},P6);
rcccivcu(&y[4*i+2][0],PGI);rcceivcu(&y[4*i+3][()],P6I);

avlja proces kvadriranja */



}

for(i:();x'<nbm/8;i++){
zlbc2(&x[8*i][()],&)/[4*i][()],&y[4*i+nbm/2]I()],SOlllg*4*(8*i),lll);
abc2(&x[8*i+] ][U],&yH*iH][()],&yH*iH+nbm/2][()],soxllg*4*(8*i+l ).m);
abe2(&x[8*i+2]{0] &y[4*i+2] [()],&yH*i+2+nbm/2][U],soxllg*4*(8*i+2),m);
zlch(&x[8*i+3](()],&yH*i+3][()],&yj4*i+3+nbm/2][0],somg*4*(8*i+3),m);

* razmena podataka sa procesorom PO ... u cilju dobijanja
FT vecih podnizova  */

for(i=0;i<nbm/4;i++){
rcceivcu(&xfz*ij[O],P()I);rcceiveu(&x(2*i+l”()],P()l);

for(i=();i<nbm/4;i++){ -
sendu(&y[4*i][()],P()O);scndu(&y[4*i+l ][()],P()Q);

for(i=();i<nbm/4;i++){
abcl(&xlz*i“()],&y[4*i+2][()],&.\[2*i+nbm/2][()],somg*Z*(S*i+2),m);
abel(&x|[2*i+1 ][()J,&)’H*HBJ[()],&x[2*i+l+nbm/2][(J],somg*z*(x*i+3),m);
}

* razmena podataka sa procesorom P3 ... u cilju dobijanja
FT vecih podnizova  */
for(i=();i<nbm/2;i++)scndu(&x[2*i+l][()],P30);
for(i=0;i<nbm/2;i++)rccciveu(&y[i][()],P3I);
for(i=();i<nbm/2;i++){
;leZ(&.\[2*1’][()],&y[i“()],&y[i+nbm/2][()j,somg*(x*i+2),m);

for(i=();i<nbm;i++){
il=l[k-SBP][i];x()zy[it“()];
fbr(i:(’;j<=x(’u'++)x(i]UH’lillU];

* drugi korak ... 4. kvadriranje odgovarajucih komponenti */
for(i=0;i<nbm;i++){

kvadriraj(&,\[i][()J,m);
H

* pocetak inverznih transformacija */
somg*=(-1):
mi(x,k-SBP,m,somg*x);
for(i=ubm/2;i<nbm;i++)scndu(&x]i][()],PGO);
for(i=();i<nbm/2;i++)rcccivcu(&y[iJ[()},PGI);
for(i=();i<nbm/2;i++)abcl(&x[i][()],&y[i[[()],&x[i+nbm/2][()],somg*4*i,m);
for(i=();i<nbm/2;i++)rcccivcu(&y[i][()],P(’)l);
for(i=();i<nbm/2;i-f~+)scndu(&xli][()],P()O);
for(i=(‘);i<nbm/2;i++)
abcl(&y[i][()],&x[i+nbxn/2][()],&y[i+nbm/2][()],somg*2*(nbm+i),m);
for(i=nbm/2;i<nbm;i++)sendu(&y[i][O],PSO);
for(i=0;i<nbm/2;i++)rccciveu(&x[iJ[()],PBI);
for(i=();i<nbm/2;i++)
zlbcz(&y[i”OJ,&x[i][()J,&x[i+ubm/2][OJ,somg*(i+nbm),m);
for(i=();i<nbm/2;i++){
pomcri(&.\[i][()],-(k+sﬁ*(i+nbm)),m);
pomcri(&x[i+nbm/2”()],—(k+sﬁ*(i+nbm+bm/2)),m);

/* prosledjivanje podataka od procesora PH koji je izvrsio 4. korak */
for(i=0;i<ubm;i++){
alfi]=ChanInlnt(P0I):
}
for(i=nbm/2;i<nbm;i++){
ChanOulIm(PGO,zll[i]);

for(i=nbin;i<2*nbm;i++){
alli]=Chanlnlnt(Pol):
}

for(i=3 *0bin/2;i<2* nbni++)¢



ChanOuwtIn((P60.a1 R

h
for(i:();i<nbm/2;i++){

(x]i]]0O]>0)al li]=(al [i]-(x[1]] 1]&mb)+bm)& mb:

if(x[i+nb1n/2][()]>O){

alli+nbm/2|=(al [i+nbm]-(x[i+nbm/2][ & mb)+bm)& mb;

clse al [i+nbm/2]=a] [i+nbm];

* peti korak. .. */
1'or(i=0;i<nbm/2;i++){

sracunaj(a l[i],i+ubm,k,m,&x[i][()]); 7
srzlcunuj(al[i+nbm/2],i+nbm+bm/2,k,m,&x[i+nbm/2”()]); “

/* sesti korak. . 4. sumiranje */
all0]=0;b1]0}=0:
for(i=();i<nbm/2;i++){
ip=i*sdvzl[l-SB];
if(x[nbm/2+i][O]\")){
x[nbm/2+i][0]*=(-l);
dodzlj(bl,&x[nbm/2+i][()],ip);

clse doduj(ul,&.\[nbm/2+i][()]‘ip);

scndu(zll,PGO);sendu(b I,P60O):
receiveu(al ,P6I);receiveu(bl ,Pob):
a0]=0;b[0]=0:
for(i=0;i<nbm/2;i++){
ip=i*sdva[l-SB];
if(x[i][0]<0){
Xajjo]*=(-1);
doduj(b,&x[i”()],ip);
h

clse dod:)j(u,&.\[i][()],ip);
}
ip‘—‘(nbm/Z)*sdva[l-SB];
doduj(u,ul,ip);dodaj(b,bl,ip);
scndu(a,P()O);scndu(b,P()O);
n=ChanInInl(POI); * ceka pocetak n
}
ChunOutlnl(PGO,());

}* main */

*UP3.C :
Program koji izvrsava procesor P3
*/
#include <stdio, h>
#include <conc.h>
#include "uzag.h"
#include "zp3. 1"
mt sdvu[Z!],l[TKX][TKYJ;
main(){

ovog kvadriranja... */

int n,i,j,l,k,sﬁ,somg,a(),m,dnl,bln,mb,nbm,ip,il,x();
int static z)[DUZ_A],b[DUZ_A],a I[DUZ_A1)bl [DUZ_A1j;
nt static .\[DUZ_UI][DUZ_UJ],y[DUZ_UlJ[DUZ_UJ];

inic();

n=Chanlnlnt(P} I);

while(n!'=0){ /* kada primi 0 onda sc z
* razmena podataka */
ChanOutln((P70,n):
I=n/2;k=n-1

lustavlja proces kvadriranja */



sﬁ=sdva[l+l-k];somg=2*sﬁ;

dnl=sdv;x[l-SB];m=l+l;

bm=sdva|k];mb=bm-] ;

a()=ChzmInlm(PlI);

primi(l,a(),dnl,2,u,PlI);

ChunOulInl(P70,;1[()]);

prcdzlj(l,a[()],dnLZ.n,P70);

pp(k,z,dnl,n[()],.?,sﬁ,m,n,x);/* pripremna faza 4j. FT nad

odgovarajucim podacima  */

nbm"——sdvzl[k-SBP];

* razmena podataka sa procesorom P7 ... u cilju dobijanja
FT vecih podnizova */

for(i=();i<nbm/8;i++){
scxldu(&x[8*i+4][()],P70);scndu(&x[8*i+5][()],P70);
scndu(&x[S*HG][()],P70);scndu(&x[S*i+7][()],P?O);

for(i=();i<nbm/8‘,i++){
rcccivcu(&y[él*i][0],P7l);rcccivcu(&y[4*i+l [0}L.P7]):
rccciv011(&y[4*i+2][()],P7I);rcceivcu(&y[4*i+3][()],P7I);

for(i=();i<nbm/8;i++){
zlbc?.(&x[S*i][()],&y[4*i][()],&y[4*i+nbm/2][()],somg*4*(8*i),m);
z«1bc?.(&x[8*i+1][()],&y[4*i+l][()],&y[4*i+l+nbm/2][O],somg*-@*(S*Hl),m);
abc?.(&x[S*HZ][O],&y[:l*iJr?.][()],&y[4*i+2+nbm/2][()],somg*4*(8*i+2),m);
abc?.(&x[8*i+3][0],&y[4*i+3][()],&y[4*i+3+nbm/2][()],somg*4*(8*i+3),m);

}

* razmena podataka sa procesorom P .. u cilju dobijanja
FT veeih podnizova  */

for(i=();i<nbm/4;i++){
rcccivcu(&x[Z*i“()],PlI);rcccivcu(&x[z*iﬂ][()],Pll);

for(i=0;i<nbm/d;i++){
Sc“d“(&Y“*i]l“l»PlO):SC“du(&yH*H1“o],pl 0):
}

for(i=0;i<nbm/4;i++){
abcl (&x[2*i”(’)],&y[4*i+2][()],&x[?.*i+nbm/2”()],somg*2*(8*i+2),m);
abel(&x[2*i+1] ][()],&y[4*i+3][0],&.\[2*i+l+nbm/2]]()],so::ng*2*(8*i+3),m);

* razmena podataka sa procesorom P2 ... u cilju dobijanja
FT vecih podnizova  */
for(i=();i<nbm/2;i++)rcceivcu(&y[i][()],P?.I);
for(i=();i<nbm/2;i++)scndu(&x[2*i][()],P?.O);
for(i=();i<nbm/2;i++){
zlbcl(&y[i][()],&x[2*i+l]{()],&y[i+nbm/2j[()],somg*(S*i+3),m);

for(i=();i<nbm;i++){
il=![k-SBP][i];x()=y[i(][()];
for(i=0;j<=x0;j++)XIilUl=ylif]UJ;

/* drugi korak .. tj. kvadriranje odgovarajucih komponenti */
for(i=0;i<nbm;i++){
kvzldrimj(&x[i][()],m);

* pocetak inverznih transformacija */

somg*=(-1);

ff(i(x,k—SBP,m,somg*&);

for(i=nbm/2;i<nbm;i++)scndu(&x[i][(’)],P70);

for(i=();i<nbm/2;i++)receiveu(&y[i][()],P7I);

for(i-——();i<nbm/2;i++)abcl(&x[i][O],&y[i][0],&.\'[i+nbm/2][0Lsomg*4*i,m);

for(i=0;i<nbm/2;i++)receivcu(&y[i][O],PII);

for(i=0;i<nbm/2;i++)scndu(&x[i][()],PlO);

for(i=0;i<nbm/2;i++)
zlbcI(&y[i][O],&x[i+nbxn/2][()],&y[i+nbm/2][()],somg*2*(nbm+i),m);



for(i=();i<nbm/2;i++)reccivcu(&x[ ij[0],P21);
for(i=0i<nbm/2; i++)scndu(&y[i][()],PZO);
for(i=();i<nbm/2;i++)
nbcl(&.\'[i][()],&y[i+nbm/2”()],&x[i+nbm/2 0], somg*(i+3 *nbm),m):
for(i:();i<nbm/2;i++){
pomeri(&x[i}[0],-(k+sfi *(i+3*nbmy)), n 1);
pomeri(&x[i+nbm/2 OL-(k+sfi*(i+3 *nbm+bm/2)),m);

/* prosledjivanje pbodataka od procesora PH koji je izyrsio 4. korak */
for(i=();i<nbm;i++){
al[i]=ClumInIm(PlI);

)
I

for(i=nbm/2;i<nbm;i++){
ClmnOulIm(P?O,a i),

}

for(i=ubm;i<2*nbm;j++){
al [i]=Ch;mlnIm(Pl D);

for(i=3 “Nb/2i<2*nbin:j++) g
ChanOutln(P70 41 li));

for(i=0;i<nbm/2;i++){
H(x[i][0]>0)al [ij=(zll[ij~(x[i” 1 ]&mb)+bm)&mb;
if(x[i+11b!n/2][()]>()){
alli+nbm/2)=(a| [i+nbm]-(.\'{i+nbm/2][ l ]&mb)+bm)&mb;

clse al [i+nbm/2)=y li+nbm];

H

* peti korak... */

for(i=0;i<nbm/2;i++){
srucunaj(ul[i],i+3*nbm,k,m,&x[i][O]);
sracunzlj(al[i+nbm/2],i+3*nbm+bm/2,k,m,&xli+nbm/2]l()]);

/* sesti korak. . . sumiranje */
all0]=0;b1]0}=0:
for(i=();i<nbm/2;i++){
ip:i*sdvu[l-SB];
if(x[nbm/2+i”()]<()){
x[nbm/2+i”()]*=(-l);
doduj(bl,&x[nbxn/2+i][()],ip);

clse dodaj(a 1,&x[nbxn/2+i][()],ip);
}
sendu(al ,P70);sendu(b 1 P70y,
receiveu(a l,P7I);rcccivcu(bl,P7I);
a[0]=0;b[0]=0:
for(i=();i<ubm/2;i++){
ip=i*sdvzl[l-SB];
if(.\[i][()]<0){
X[i][0]*=(-1);
dodaj(b,&x[i”()],ip);

clse dodzlj(zl,&x[i”()],ip);

ip=(nbm/2)*sdva[l-SB];
dodzlj(zl,;ll,ip);dodaj(b,bl,ip);
scndu(a,PlO);sendu(b,PlO);
n=Chanlnlni(P11): /¢ ceka pocetak novog kvadriranja... */
}
Ch:mOullnl(P?O,());
}* main */



* UP4.C:
Program koji izvrsava procesor P4
*/
#include <stdio h>
#include <conc h>
#include "uzag. h"
#include "zp4 1"
int sdvu[2l],l[TKX][TKY];
main(){
int n,i,_j,l,k,sﬁ,somg,a(),m,dnl,bm,mb,nbm,ip,il,x();
static int a[DUZ_A],b[DUZ_A],al[DUZ_AI],bl[DUZ_Al];
Static int x[DUZ_UI]['DUZ_UJ],)'[DUZ_UI][DUZ_UJ]
inic();
n=CIumInInt(P()I);
while(n!=0){ /* kada primi 0 onda se zaustavlja proces kvadriranja */
* razmena podataka */
1=n/2;k=n-|;
sﬁ=sdvu[l+l-k];somg=2*sﬁ;
dnl=sdvu[l-SB];m=l+l;
brr=sdva(k};mb=bm-| ;
210=ClumlnIm(POI);
primi(4,;1(),dul,8,a,P()I);
ppk, l,dnl,11[0],4,sﬁ,m,a,.\);/* pripremina faza tj. FT nad
odgovarajucim podacima */

>

nbm=sdva(k-SBpJ;

/* razmena podataka sa procesorom PO ... u cilju dobijanja
FT vecih podnizova  */

for(i=0;i<nbm/8;i++){
reccivcu(&y[4*i][()],P()I);rcccivcu(&yH*i+I 110],POI);
rcccivcu(&y[al*iw‘-ZI[()j,P()l);rcccivcu(&yH*i+3]]l’)],P()I);

for(i=();i<nbm/8;i++){
scndu(&.\'[s*i][()],P()O);sendu(&x[8*i+l HOL,POOY;
scndu(&x[8*i+2][0],POO);sendu(&.\]8*i+3 110],P00O);

for(i=();i<nbm/8;i++)-{
abel (&y[4*i][()],&x{bl*i+4][()],&y[4*i+nbm/2][()],somg*4*(8*i+4),m);
abel(&y[4*i+] 1[0],&x]8 *1+5][0], &y [4%i+1 +nbm/2][0 ],somg*4*(8*i+5),m);
abcl (&y[4*i+2][()],&x[8*i+6][0],&y[4*i+2+nbm/2]{t)],SOxllg*4*(8*i+()),m);
abe &y 4*i+3] [0].&x[8*i+7) [0}, &y[4*i+3 +nbm/2][0|,somg*4 *(8*i+7) m);
}

* razmena podataka sa procesorom P6 ... u cilju dobijanja
FT vecih podnizova  */

for(i=();i<nbm/4;i++){
scndu(&y[-l*i+2][()],P60);scudu(&y[4*i+3][()],P60);

3

J
for(i=();i<nbm/4;i++){
rcccivcu(&x[2*i“U],PGI);rcccivcu(&x[2*i+l 110},P6ly;

for(i=();i<nbm/4;i++){
abc2(&y[4*i] [0],&x[2 * 0], &x[2*i+nbm/2 i [()],somg*z*(8*i+4),m);

abc2(&y[4*i+1 1O &x[2*i+1] ][O],&x[Z*i+l+nbm/2][()Lsonng*z*(x*i+5),m);

M razmena podataka sa procesorom PS5 .. u cilju dobijanja
FT vecih podnizova  */
for(i=0;i<nbm/2;i++)scndu(&x[2*i+l][()],PSO);
for(i=();i<1xbn)/2;i++)rcceivcu(&y[i][(‘)],PSI);
for(i=0;i<nbm/2;i++){
zlch(&x[Z*i][0],&y[i][()],&y['x+nbm/2]]0],somg*(8*i+4),m);
}

for(i=0;i<nb111;i++){




it=(k-SBP|[i]:x0=y[i()]0}:
fOf(JZ(’;j<=xO;j++)x{ilU]:)'lillUl;

* drugi korak ... . kvadriranje odgovarajucih komponenti */
for(i=();i<nbm;i++){

kv;ldrimj(&x[i”()],m);
}

* pocetak inverznih transformacijy */
somg*=(-1);
mi(x,k—SBP,m,somg*S);
for(i=0;i<nbm/2;i++)rcccivcu(&y[i][()],P()I);
for(i=();1'<nbm/2;i++)scndu(&x[i][OJ,P()O);
for(i=();i<nbm/2;i++)
abcl(&y[i][()J,&.\'[i+nbm/2][()],&y[i+nbm/2][0],somg*il*(i+nbmf2),m);
for(i=ubm/2;i<nbm;i++)scndu(&y[i][()],PGO);
for(i=();i<ubm/2;i++)rcceiveu(&x[i][()],Pél);
for(i=();i<nbm/2;i++)
abc?_(&y!i][()],&x[i][()J,&x[i+nbm/2][()J,somg*2*(i+nbm/2),m);
for(i=ubm/2;i<nbm;i++)scndu(&x[i][()],PSO);
for(i=0;i<ubm/2;i H)rcceivcu(&y[i][()],P.il);
for(i=();i<nbm/2;i++) : :
abcl(&x[iJ[()],&y[i][()],&x[i+nbm/2][()],somg*(i+nbm/2),m);
for(i=0;i<ubm/2;i++){
pomcri(&x[i][O],-(k+sﬁ*(i+nbm/2)),m);
pomcri(&x[i+nbm/2][()],~(k+sﬂ*(i+nbm/2+bx11/2)),11\);

* prosledjivanje podataka od procesora PH koji je izvrsio 4. korak */
for(i=0;i<nbm;i++){
zll[i]=ClmnInIm(P<)l);

for(i=0;i<nbin;i++){
HINLi[0)>0)al [i}=(a Hil-(x(i | & mb)+bm)& mb;

I
/* peti korak... */
fOr(i=O;i<nbm/2;i++){
sracunaj(al li).i+nbm/2 K, m,&x|i][0}));
sracunaj(a l[i+nbm/2],i+nb1n/2+bm/2,k,m,&.\'[i+nbm/2][()]);

* sesti korak. . U. sumiranje */
all0])=0;b1 [0)=0;
for(i=();i<nbm/2;i++){
ip=i*sdv;1[l-SB];
H(x]i][0]<0)¢
X[0]*=(-1);
dodaj(bl,&x[i”()],ip);
}

elsc dodaj(a l,&x[i][()],ip);
1
5
rcceivcu(u,P(’)I);rcccivcu(b,P()l);
sendu(al ,P()O);scndu(bl,POO);
al]0]=0:b1{0}=0:
for(i=();i<ubm/2;i++){
ip=i*sdva| I-SBJ;
if(x[i+nbm/2][()]<()){
.\'[i+nbm/2“()j*=(- ISR
dodaj(bl,&x[i+nbm/2][()Lip);

clse dodzlj(nl,&x|i+nbm/2][0],ip);

ip=(nbm/2)*sdva[l-SB IR
dodaj(a,al Jip):dodaj(b,bl,ip);
receiveu(al ,P61);reccivcu(bl ,P61);
ip=nbm*sdva| I-SBJ;



H

dod;lj(u,ul,ip);dod:xj(b,bl,ip);
rcccivcu(ul,PSI);rcccivcu(bl,PSI);

ip:2*nbm*sdvu[l~SB];

dod;xj(a,ul,ip);doduj(b,bl,ip);
scndu(a,P()O);scndu(b,P()O);

n=ChanInlnt(POI); /* ceka pocetak novog kvadriranja... */

¥ main ¥/

*UPS.C:

*/

Program koji izvrsava proccsor P3

#include <stdio.h>

#include <conc.h>

#include "uzag "

#include "zps.h"

int sdva[2 1 (| TKX[TKY];

main(){
mt n,i,j,l,k,sﬁ,somg,a(),m,dnl,bm,mb,nbm,ip,il,x();
static int a[DUZ_A],b[DUZ_A],al[DUZ_Al LbI|DUZ_Al};
static int .\[DUZ~U1HDUZ_UJj,y[DUZ_UIHDUZ_UJ];
inic();
n=Chanlnlnt(P11);
while(n!=0){ /* kada primi 0 onda se zaustavlja proces kvadriranja */

* razmena podataka */

1=n/2;k=n-|;

sﬁ=sdvaﬂ+l-k];somg=2*sﬁ;

dnl=sdva[l-SB];m=l+l;

bm=sdva[k];mb=bm-l;

a0=ChanlnInt(P11y;

primi(2,;1(),dnl,4,a,PlI);

pp(k,l,dn!,u]()].5,sﬁ,xlw,;l,x);/* pripremua faza Y. FT nad

odgovarajucim podacimg  */

nbm:sdvu[k-SBPj;

/* razinena podataka sa procesorom Pl ... u cilju dobijanja
FT vecih podnizovs  */

for(i=();i<nbm/8;i++){
rcccivcu(&y[4*i][0],PII);rcceivcu(&y[4*i+l][()],PII);

rcceivcu(&y[4*1+2][0],PlI);rcccivex:(&y[4*i+3]|0],PII);

for(i=();i<nbm/8;i++){
scndu(&x[S*i]{O],PlO);sendu(&x[8*i+l][()],PIO);
scndu(&x[S*i+2][O],PIO);scndu(&x[S*i+3][()],PIO);
}
for(i=();i<nbm/8;i++){
abcl(&y[4*iH()],&x[S*i+4][()],&)'{4*i+nbm/2]l()],somg*4*(8*i+4),m);
zlbcl(&y[4*i+l][()],&x[S*i+5][()],&)/{4*i+l+nb1n/2][()],501113*4*(8*i+5),m);
abcl (&y[4*i+2][0],&x[8*i+6][()],&y[4*i+2+nbm/2]{()],sonllg*4*(8*i+6),m);
zlbcl(&y[4*i+3][0],&.\'[8*i+7][O],&y[4*i+3+nbm/2]{()],somg*4*(8*i+7),m);
}

/* razmena podataka sa procesorom P7 ... u cilju dobijanja
FT vecih podnizova  */

for(i=(');i<nbm/4;i++){
scndu(&yl4*i+2]l()],P70);scndu(&y[4*i+3H()],P70);

for(i=0;i<nbm/4;i++)¢
rcccivcu(&xlz*i][()],P7I);rcccivcu(&xlz*i+] 1O1,P71):

for(i=0;i<nbm/4;i++){
nbc2(&yl4*i][(')],&.\l2*i][()],&x[2*i+nbm/2][()],soxllg*Z*(8*i+4),m);
abe2(&y[4*i+ I]l()],&xl2*i+l][()],&x[2*i+ I +nbm/2][()],somg*2*(8*i+5),m);



}
* razmena podataka sa procesorom P4 .. u cilju dobijanja
FT vecih podnizova  */
for(i=(>;i<nbm/2;i++)rcccivcu(&y[iJ[l)],P4I);
for(i=();i<nbm/2;i++)scndu(&x[2*i][()],P40);
I‘or(i=();i<nbm/2;i++){
abcl(&y[i][()],&x[Z*i+lJl()],&yli+nbm/2][()],somg*(S*HS),m);

for(i=();i<nbm;i++){
il=l[k-SBP][i];xO:y[il][O];
for(j=();j<=x();j++),\'[i][j]=y[il][j];

* drugi korak .. tj. kvadriranje odgovarajucih komponenti */ ~
for(i=0;i<nbm;i++){
kvzldrirnj(&x[i][()],m);

* pocetak inverznih transformacija */
somg*=(-1);
mi(x,k-SBP,m,somg*S);
for(i=();i<nbm/2;i++)rccci\'cu(&y[i][()],PlI);
for(i=();i<nbm/2;i++)scndu(&x[i][()],PIO);
for(i=(>;i<nbm/2;i++)
abcl(&y[i][()J,&x[i+nbm/2][()J,&_y[i+nbm/2]]O],somg*4*(i+nbnm’2),m);
for(i=nbm/2;i<nbm;i++)sendu(&y[i][()],P?O);
for(i=0;i<nbm/2;i++)rcccivcu(&x[i][()],P7I);
for(i=();i<11b11)/2;i++)
zlbc2(&y[i][()],&x[i][()],&.\'[Hnbm/Z][()],soxng*2*(i+nbm/2),m);
for(i=0;i<nbm/2;i++)receivcu(&y[i][()],P4I);
for(i=0;i<nbm/2;i++)scndu(&x[i][()],P40);
for(i=0;i<ubm/2;i++)
abcI(&y[iJ[()],&x[i+nbm/2][()],&y[i+nbm/2”()],somg*(i+5*nbm/2),m);
for(i=();i<nbm/2;i++){
pomcri(&y[i][()],-(k+sﬁ*(i+5*nbm/2)),m);
pomcri(&y[iﬂlbm/2][()],-(k+sﬁ*(i+5*nbm/2+bm!2)),m);
!
5
/* prosledjivanje podataka od procesora PH koji je izvrsio 4. korak */
for(i=(');i<nbm;i++){
:xI[i]=Cll:1111111111(PlI);
!
for(i::u;i<nbm;i++){
Uy[i)]0]>0)al L=l i]-(y[i]] 1 ]&mb)+bm)&mb;
3

* peti korak.., */
for(i=();i<nbm/2;i++){
smcunnj(a1[i],i+5*nbm/2,k,m,&y[i“()]);
sracunaj(al [i+nbm/2],i+5*nbm/2+bm/2,k,111,&y[i+ubm/2]|0]);
)
!
* sesti korak... Y. Sumiranje */
all0]=0;b1{0]=0:
for(i=();i<nbm/2;i++){
ip=i*sdva[l-SB];
if(y[i]]0]<0)
YIiI0p*=(-1);
doduj(bl,&y[i”()],ip);
\

s
clse dodnj(zll,&y[i][()],ip);

receiveu(a,Pl b);receiveu(b,P1 D;
sendu(al,P] O);sendu(bi P1 0);
al{0}=0:b1{0]=0:
for(i=();i<nbm/2;i++){
ip=i*sdvall-SB};
if(y[i+nbm/2”()]<()){



H

y[i+ubm/2l[()]*=(-l);
dodaj(bl ,&y[i+nbm/2”()j,ip);

clse dodnj(zll,&yli+nbm/2|[()j,ip);

ip=(nbm/2)*sdva[l-SB];
dodnj(u,nlsip);dodzlj(b,bl,ip);
rcccivcu(u1,P7l);rcceivcu(bl,P7l);

ip=nbm*sdva[l-SBj;

dodnj(a,al,ip);dod;xj(b,bl,ip);
scndu(n,P40);scndu(b,P40);

n=Chanlnlnt(P11); /* ceka pocctak novog kvadriranja... */

}* main */

*UP6.C :

*/

Program koji izvrsava procesor P6

#include <stdio >

#include <conc. )>

#include "uzag "

#include "zp6. )"

it sdva[Zl],l[TKX”TKY];

main(){
int n,i,j,l,k,sﬁ,somg,a(),m,dnl,bm,mb,nbm,ip,il,x();
static int a[DUZ_A],b[DUZ_A],uI[DUZ_Al],bllDUZ_Al I
static int .\[DUZ_UIJ[DUZ_UJ],y[DUZ_UI”DUZ_UJ];
inic();
n=Chanlnln((P21);
while(n!=0){ /* kada primi 0 onda se zaustavlja proces kvadriranja */

M razmena podataka */

I=n/2;k=n-1

sﬁ=sdvn|l+l-k];somg'—'z*sﬁ;

dnl=sdv;1[l-SB];m=l+l;

bm=sdva[k];mb=bm-l;

;1()=Ch:mlnlm(PZX);

primi(l,a(),dnl,Z,a,PZl);

pp(k,l,dnl,;l[()],6,sﬁ,111,;1,x);/* pripremna faza . FT nad

odgovarajucim podacima */

nbm=sdva[k-SBP];

/* razmena podataka sa procesorom P2 ... u cilju dobijanja
FT vecih podnizoya  */

for(i=();i<nbm/8;i++){
receiveu(&yH*i][O],PZI);receiveu(&y[4*i+l][()},P?_]);
rccciveu(&y[4*i+2][()],PZI);receivcu(&yH*i+3][()],PZI);

1
I3

for(i=0;i<nbm/g:i )
sendu(&x[8*1'][()],PZO);sendu(&.\[S*Hl][O],PZO);
scndu(&x[S*HZ][0],P20);sendu(&x[8*i+3][()],PZO);

for(i=();i<nbm/8;i++){
:1bcl(&y[4*i][()],&x[8*i+4][()j,&y[4*i+ubm/2”()],somg*4*(8*i+4),m);
abel(&y[4*i+1 ”()j,&.\'[8*i+5][()],&y[4*i+l+nbm/2]{()],soxllg*4*(8*i+5),m);
szcl(&)'[4*i+2][0],&.\'[8*i+6][()J,&y[4*i+2+nbm/2]{()],somg*4*(8*i+6),m);
abcl (&)'[4*i+3][()j,&x[S*i+7][()],&y]4*i+3+nbm/2][()],somg*4*(8*i+7),m);
}

* razmena podataka sa procesorom P4 . y cilju dobijanja
FT vecil podnizova  */

for(i=();i<nbm/4;i++){
reccivcu(&x[Z*i]|(')],P4l);rcceiveu(&.\'[z*Hl J[0],P41);



for(i=();i<ubm/4;i++){
scndu(&y[él*i][()j,P40);scndu(&y[4*i+l][()j,P40);
}

for(i=0;i<nbm/4;i++){

abel (&x[2*i]l0],&}’[4*j+2][()L&xl2*i+nbm/2]]()],somg*z*(g*i%)’m);

abel (&xl2*i+l][()],&y[4*j+3][()l,&xIZ*i+ 1 +“bm”2]l0le0["8*2*(8*i+7),m);
}

* razmena podataka sa procesorom P7 ... u cilju dobijanja
FT vecih podnizova  */
for(i=();i<nbm/2;i++)sendu(&x[2*i+l“()],P?O);
for(i=():i<nbm/2;i++)rcccivcu(&y[i]]()],P?I);
for(i=();i<nbm/2;i++){
ach(&le*i][()],&y[i][()j,&y[i+nbm/2]]()],somg*(S*Hé),m);
)
f
for(i=0;i<nbm;i++){
il=l[k—SBP][i];.\()=y[il][()];
for(=0:j<=x0:j++)x{i]Lj]=ylit](j];

/* drugi korak ... tj. kvadriranje odgovarajucih komponenti */
for(i=0;i<nbm;i++){
kvndrimj(&.\[i]l()],m);

* pocetak inverznih transformacija */
somg*=(-1);
mi(x,k-SBP,m,somg*S);
for(i=();i<nbm/2;i++)rcccivcu(&y[i][O],PZl);
for(i=();i<ubm/2;i++)scndu(&x[i][O],PZO);
for(i=();i<nbm/2;i++)
abcl(&y[i][()],&x[i+nbm/2][O],&y[i+nbm/2]IO],somg*4*(i+nbm/2),111);
for(i=0;i<nbm/2;i++)rcccivcu(&x[i][()],P4I);
for(i=();i<nbm/2;i++)scudu(&y[i][()],P40);
for(i=();i<nbm/2;i++)
z)bcl(&,\[i]l(’)],&y[i+nbm/2]1()],&x[i+nbm/2][()],somg*2*(i+3*nbm/?.),m);
for(i=nbm/2;i<nbm;i++)scndu(&.\[i][()],P70);
for(i=0;i<ubm/2;i++)rcccivcu(&y[i][()],P?I);
for(i=0;i<nbm/2;i++)
nbcl(&xli]l()l.&y[i“()],&x]i+nbm/2][()],somg*(i+3*nbm/?_),m);
for(i=();i<nbm/2:i++){
pomcn’(&xli][()],-(k+sﬁ*(i+3*nbm/2)),m);
pomcri(&xli+nb1n/2l[()],-(k+sﬁ*(i+3*nbm/2+bm/2)),m);
H
/* prosledjivanje podataka od procesora PH koji je izvrsio 4. korak */
for(i=0;i<nbmn;i++){
alli]=Channlnt(P21);
}
for(i=();i<nbm;i++){
UX[H[O]>0)al{i)=(al [H]-(x]i)) Hé&mb)+bm)& mb;

* peti korak... */

for(i=0;i<nbm/2;i++)¢
smcun:x_;’(alli],i+3*nbm/2,k,m,&.\[i[[()]);
sr:xcun:xj(nllihxbm/Zl,i+3*nbm/2+bm/2,k,ln,&,\'|i+nbm/2H()]);

H

/* scsti korak... tj. sumiranje */
al{0]=0;b1]0}=0;
for(i=();i<nbm/2;i++){
ip=i*sdva|l-SBJ;
H(x]i]{0]<0){
Xifjopr=(-1y;
dodaj(bl.&x]i]]0,ip);

clse dodaj(al,&x[i][0],ip);



rcccivcu(a,PZI):rccciveu(b,PZI);
sendu(al ,P20);sendu(bl ,P20);
al[0]=0:b1]0]=0:
for(i:();i<nbm/2:i++){
ip=i*sdva[l-SBJ;
if(x[i+nbm/2|[()]<()){
X[Hnbm/2][0P*=(-1 ).
dodaj(bl ,&x[i+nbm/2][0],ip);

clse dodaj(a l,&xli+nbm/2]|()],ip);

ip=(nbm/2)*sdva[l-SB];

dodaj(u.al,ip);dodaj(b,bl,ip);
scndu(a,P40);scndu(b,P40);

n=ChanlInInt(P2I); /* ccka pocetak novog kvadriranja... */

}

X main */

*UP7.C :
Program koji izvrsava procesor P7

*/

#include <stdio.h>

#include <conc.h>

#include "uzag.h"

#include "7p7. h"

int sdva[Zl],l[TKXHTKY];

nain(){
int n,i,j,Lk,sﬁ,somg,n(),m‘dnl,bm,mb,nbm,ip,il,x();
static int a[DUZ_A]b[DUZ_A}.al [DUZ_AI],b][DUZ_AIl;
static int x[DUZ_UIHDUZ_UJI,y[DUZ_UIHDUZ_UJ];
inic();
n=ChanlnInt(P31I);

while(n!=0){ /* kada primi 0 onda sc zaustavlja proces kvadriranja ~/

/* razmena podataka */

[=n/2;k=n-1:

sﬁ:sdva[Hl-k];somgzz*sﬁ;

dnl=sdva[l-SB]:m=1+1:

bm=sdvalk]:mb=bm-1 ;

a0=ChanInInt(P31):

primi(l,zl(),dnl,Z.;l,P3I):

ppk, l,dnl,a[()],7,sﬁ,m‘a,x);/* pripremna faza {j. FT nad

odgovarajucim podacima ~ */

nbm=sdva[k-SBP];

/* razmena podataka sa procesorom P3 ... u.cilju dobijanja
FT vecih podnizova  */

for(i=0;i<nbm/8;i++){
rcccivcu(&yl4*i][()].P3I):rccciveu(&y[4*i+l][()],PBI);
rcccivcu(&y[4*i+"2][()].P3I):rccci\v'cu(&_y[tl*iﬂ]{O],PB[);

for(i=();i<nbm/8:i++){
scndn(&,\'lx*i][()],P30);sendu(&x[8*i+ 11{0],P30);
scndu(&xl8*i+2][()],P3O):scnd11(&x[8*i+3]]()],P3O);
i

for(i=0;i<nbm/8:i++){

abel (&)’[4*i][()],&,\'[8*i+4][()],&y]4*i+nbm/2]{()],somg*4*(8*i+4),m);

abcl{(&y[4*i+1 ][O].&x[S*i+5][0],&y[4*i+ 1 +nbm/2][0],somg

abcel (&y[4*i+2][()],&x[S*i+6][()],&y[4*i+2+nbm/2][()I,somg

abel (&y|4*i+3][O].&.\'[R*i+7]|O],&y[4*i+3+nbm/2]|0],somg
!

/* razmena podataka sa procesorom P5 ...y cilju dobijanja

*4*(B*i+5),m);
*4*(8*i+6),m);
*4*(8*i+7),m);



FT vecih podnizova  */
for(i=();i<nbm/4:i++){
rcccivcu(&x[Z*i”O],PSI):rcccivcu(&,\'[Z*i+] HOLPSI;

for(i=0;i<nbm/4:i++){
scndn(&y[4*i[l()[,PSO);scndu(&y[4*i+] 110],P50);
}

for(i=(’):i<nbm/4:i++){
abcl (&x[Z*i[[()],&y[4*i+2][()],&x[2*i+nbm/2][0{,50mg*2*(8*i+6),m);

abeI(&N[2%i+] [[()[,&y[4*i+3][()].&.\[Z*i+1+nbm/2][0],somg*2 *(B*i+7),m);
}

* razmena podataka sa procesorom P6 ... u cilju dobijanja
FT vecih podnizova  */
for(i:();i<nbm/2:i++)rcccivcu(&yliH()],P()I):
for(i=0;i<nbm/2;i++)scndu(&x[2*iH()],P()O):
for(i=();i<nbm/2;i++){
abcl(&y[i][()[_&x[Z*iJrl ][()],&y[i+nbm/2][()],somg*(8*i+7),m);
1
s
for(i=();i<nbm:i++){
il=l[k-SBP][i]:x()=y[il][(’)[;
for(i=0sj<=x0++)x[i] jl=y[it]{j]:
A

1
* drugi korak ... 4. kvadriranje odgovarajucih komponenti */
for(i=();i<nbm;i++){
kvadrirnj(&,\'[i][()].m);
!

¥ pocetak inverznih transformacija */

somg*=(-1);

mi(.\'.k-SBP,m,somg*S);

for(i=();i<nbm/2;i++)rcccivcu(&y[i[[()],P3I);

for(i=0:i<nbm/2;i++)scndu(&x[il[0],P30);

for(i=():i<nbm/2;i++)
nbcl(&y[i[[0],&x[i+nbm/2][()],&y[i+nbm/2][O],somg*4*(i+nbm/2),m);

for(i=();i<nbm/2;i++)rcccivcu(&x[i][()],PSI):

for(i=():i<nbm/2:i++)scndu(&yli][()].PSO):

for(i=():i<nbm/2:i++)
abcl(&x[il[()].&y[i+nbm/2”()],&x[i+nbm/2H()],somg*z*(i+3*nbm/Z),m):

for(i=l);i<nbm/2;i++)rcccivcu(&y[i[[()],P()I):

for(i=();i<nbm/2;i++)scndu(&x[i][0],P60);

for(i=0;i<nbm/2;i++)
nbcl(&y[i][()],&x[i+nbm/2][()].&y[i+nbm/2][0].somg*(i+7*nbm/’2),m);

for(i=0;i<nbm/2;i++){
pomeri(&y[i][()].~(k+sﬁ*(i+7*nbm/2)),m);
pomcri(&y[i+nbm/2][()]~—(k+sﬁ*(i+7*nbm/2+bm/2)),m);

7* prosledjivanje podataka od procesora PH koji jc izvrsio 4. korak */
for(iz();i<nbm;i++){
al[i]=C]mnInIm(P3I);
b
for(i=l);i<nbm:i++){ )
HLHO>0)al =1 i)-(yfij[ 1 [&mb)+bm)&mb;
1

H
* peti korak... */
for(i=():i<nbm/2;i++){
smcunaj(z\l[i],i+7*nbm/2,k,m,&y[i][()]);
sracunaj(al [i+nbm/2].i+7*nbm/2+bm/2,k.m,&y[i+nbm/2][0]);

/* sesti korak... (j. sumiranjc */
all0[=0:b1]0]=0;,
for(i=();i<nbm/2:i++){
ip=i*sdva|l-SBJ:
i(y[i][0]<0)¢
YIEHOP*=(-1);



dodaj(bl &y[i][0].ip):
clse dodaj(al Ly lil[0],ip):

rcccivcu(:l,P}I);rcccivcu(b,ml);
sendu(a 1,P30):sendu(b] .P30);
al{0]=0b1{0}=0:
for(i=():i<nbm/2;i++){
ip=i*sdvn[l-SBl;
if(y[i+nbm/2][()]<()){
yli+nbm/2}{0] *=(-1);
dodaj(bl .&y[i+nbm/2][()].ip);

clsc dodaj(a l,&y[i+nbm/2]}()],ip);

ip=(nbm/2)*sdva[l-SB];

dodnj(a,al,ip);dodaj(b.bl,ip);

scndu(a,PSO);scndu(b,PSO);

n=ChanInInt(P31): /* ccka pocetak novog kvadriranja... */
}

¥ main */

I* Za pretvaranje sesnestobitnih y osmobitne, */
#include <stdio. >

#dcfine DUZ_A 4097

#dcfine MASKS Ox(T

void uzmi(int *a FILE *p.int *dd){
intijt:
i=0;
fscanf(fp." %d Yd\n" &al0].&1):
*dd=t:
while(i<a]0])¢
J=0:
while((j<12) && (i<alO])){
JHtitt:
fscanf(fp," 4 ox" . &ali]):

fscanf(fp."\n"y:
F* uzmi */

void smesti(int *a FILE *fp.int dd){
intij:
1=0;
fprintf(fp." %d %d\n" al0].dd):
while(i<al0]){
J=0; )
While((<12) && (i<af0]))
JHi
[printf(fp,” %x".ali]);

fprintf(fp,"\n");

b

} /¥ smesti */

main(){
Static int aIZ*DUZ_A].bM*DUZ_Al:
int i,n,dd:
FILE *fp *fp1;



char *imed,
imcd="fc14r.dm";
fpl=fopcn(imcd,”r+"):
uzmi(n,ﬂﬂ&dd);
fclosc(fpl);
b[0]=2*a]0];
for(i=l;i<=a[0};i++){
b[2*i-l]=a[i] & MASKS:
b[Z*i]=(a[i] >>8) & MASKS:

if(b[b[0]]==0)b]0)--:
fp=fopen("(r1 S.dat”"w+"y;
smesti(b, fpl.dd):

fclose(fp);

printf("\n KRAJ \n"):gclchar();
X main */

/*
MODEF.C program koji uzima velikj broj R n iz odgovarajuce datoteke

i nalazi R_n po moduly 2735-1, 2736 i 2736 - | .
Napomenimo da JjeR n =3M27M2% -] }} (mod F_n), gdicje F n
n-ti Fermaoy broj ( 4. Fn= 2M27) +1),
U zavisnosti od definicije vrednosti POJEDIN pruza se mogucnost
izbora odgovarajuce vrednosi za n, ili izbor odgovarajuceg
intervala 7a 1. ’

*/

#include <stdio. >

#define POJEDIN ¢ /* ako je 0 onda se n bira iz intervala . */

#dcfine DUZ_A 4097 * broj reci za pamcenje velikog broja (j. R _n*/

#dcfine M1 Ox1 p* maske */

#define M2 0x3

#define M3 0x7

#define M4 Oxf

#define M5 Ox 1

#define M8 Oxfr

#define DEB 100 * dekadna baza */

/*
UZMI: Ucitava veliki broj iz datoteke smiesta u niz,
Pretpostavka jedascu Jednoj reci pamti osmobitni broj.

*/
void uzmi(in *a,FILE *p.int *dd){
intij,t
1=0):
fscan{(fp,” %d "od\n",&a[()],&t);
*dd=t;
\\'hilc(i<n[0]){
J=0;
while((j<12) && (i<alof))¢
JHi
fscanf{fp," Yox" &ali)):
1
]
fsc:mf(fp,"\n"):
}
F* uzmi */
/*
void smesti(ing *a,FILE *Mp.int dd){
ntij;
1=0);

fprintf(fp." %d “/nd\n"‘n[()]‘dd):
while(i<ajo))y



J=0;

while((j<12) & & (i<alO)¢
JHE i+
fprintf(fp," Yox".ali]);

fprinlf(ﬁ),"\n");
}

} smesti
*/

/*
DEK: Pretvara broj iz hcksadccinmlnog zapisa u dekadni
i prikazuje rezultat
*/
void dek(int *b,FILE *ph{
int i,j.c[12],c0:
cl0]=Lcl 1)=b[Y];
for(i=8:j>0:j--)¢
cO=c[0];
for(i=l;i<=c();i++)c[i]*=l();
clcO+1]=0;
for(i=l;i<=c0;i++){
il(cli]>=DEB){
cli+1]+=(c|i]/DEBY):
c[i]=(c[i]%DEB):
1)
!
H{c[cO+1]1=0)c[0]++
cO=c[0];c] H]+=b[j]:c|cO+1 =0
for(i=1 d<=c0i++){
if(c[i]>=DEB){
c[i+1]+=(c[i]/DEB);
cli]=(c[i]%DEB):

;
H{c[cO+1]1=0)c]0]++

printf{("%d" c[c[0]]):

for(i=c[0]-1 0>051--)¢
if{cli]< LO)printf("0%d" cfi]);
else printf("%d" cli]);

prin(f(" ");
fprin[f(fpl,"%d",c[c[()]]);
for(i=c[()]-1:i>();i--){
if(c[i]<1())fprintf(fpl,"()%d".c[i]):
clse fprin(f(Fpl."%d",clil):
]
s
fprintf(fpl."
3 1* dek */ .
* MODF1: Nalazi vrednost ucil
void modfl(int *a FILE *phHe
int i,j,a(),r,q,cnrry,nc,b[S()],C[SOI,C();
a()=a[()];b[()]=();c[()]=();b[36]=();
r=a0%35:q=a0/35;
for(i=1;i<=r:i++)b|i]=z1[35*q+i];
for(i=r+l:i<=35:i++)b[i]=():
for(i=0:i<qui++){
for(j=1:j<=35j++){
blil+=a[35*i+j];

anog broja po modulu 2/35-1 */



carry=(0;
for(i=1:i<=3;i++){
for(j=1j<=35j++){
ne=(bfj] >> 8) & M8:
bli]=(b[j] & M8)+carry:
carry=nc;
H
1
for(i=0;i<7:i++){
c[B*it1]=(b[5*i+1] & MS5):
c[B*i+2]=(((b]5*i+2] << 3) & M5) + ((b]5*i+1] >> 5) & M3));
C[8*I+3]=((b][5*i+2] >> 2) & M5y,
c[8*I+4]=(((b[5*i+3] << 1) & M5) + (®[5*i+2] >>7) & M)y,
Cc[B*i+5]=(((b[5*i+4] << 4) & M5) + ((b[5*i+3] >> 4) & M4));
C[8*I+G]=((b[5*i+4] >> 1) & M5);
c[S*i+7]=(((b[5*i+5] << 2) & MS) + ((b[5*i+4] >> 6) & M2));
c[8*I+8]=((b]5*i+5] >> 3) & M5S):.
}
for(j=1:j<=7:j++)blj}=0:
for(i=0;1<8;i++){
for(j=1:j<=Tj++){
bljl+=c[7*i+j]:
} .
1
carry=();
for(i=1:i<=3;i++){
for(j=1:j<=7j++){
ne=(b[j] >> 5) & M5:
blil=(lj & MS5)+carry;
carry=nc;
1

b

carry=0;b[8]=0;
for(=1,j<9:j++){
bLil=(bli] << (j-1))+carry;
carry=(b[j] >> 4);
bijl=(lj} & M4),

b[9)=carry;
dek(b.fpl);
3 modfl */

/* MODF2: Nalazi vrednost ucitanog broja po modulu 2436 */
void modf2(int *a,FILE *p )Y
inti,jbf12}
for(i=1;i<=5:{++){
b[2*i-1]=a[i] & M4:
b[2*i]=(ali] >> 4) & M4:

dek(b.fpl);
3% modf2 */

/* MODF3: Nalazi vrednost ucitanog broja po modulu 2436-1 */
void modf3(int *a FILE *pl){
int i,j,a(),r,q,czlrry.nc.b[8()],c[8()],c();
z]()=zl[()]:b[()]:(');c[()]=();b[37]=();
r=a0%36.q=a0/36;
for(i:l;i<=r;i++)b[i]=a[36*q+i];
for(i_=r+l:i<=36:i++)b[i]=0;
for(i=0;i<q;i++){
for(j=1j<=36:j++){
bljl+=al36*i+j];



}
p
carry=0;
for(i=l;i<=3;i++){
for(j=13j<=36j++){
ne=(b[j] >> 8) & Ms;
blil=(Li] & M8)+carry;
carry=nc;
H
}
for(i=l;i<=3();i++){
c[2*i-1]=bli] & M4
c[2*i]=(bli] >> 4) & M4,

c|73]=c|74]=0;
for(j=1j<=9:j++)b[j]=0;
for(i=0;i<8;i++)¢
for(j=1j<=9;j++)
blil+=cl9*i+j};

}
carry=0;
for(i=l;i<=3;i++){
for(j=1j<=9;j++){
ne=(b[j] >> 4) & M4:
blil=0b[] & Md)+earry,
carry=nc;
}
}
dek(b,fpl);
* modf3 */

/*
MAIN: Iz svake datotcke ucita odgovarajuci broj i prikaze
odgovarajuca tri modula
*/
main(){
static int a[2*DUZ_A
int n,dd,kraj,poc:
FILE *{p,*p1;
char *imed;
imed="1r00d.dat";
fpl=fopcn("rmod.dal","w+");
#1f POJEDIN
printf("\n Unesi n="):
scsz("%d",&n);gclchur();
poc=n;kraj=n;
#clsc
printf{"\n Uncsi gornju granicu: n= ");scanf(“%d",&kraj);gelchzlr();
printf("\n Radim za n =5,6,..., %d \n" kraj);
poc=5;
#endif
for(n=poc;n<=kruj;n++){
H(n<10)¢
imed(3|=48+n;

clse{
imed|2 [=49;imed[3]=38+n:
]
s
fp=fopen(imed,"r+");
uzmi(a,fp,&dd);
fclose(fp);
printf("\n n=%d " n);



fprintf(fp1,"n n=%d ".n);
modfi(a.fpi yamodf2(a fpl Ymodf3(a,fpi):
¥

s

fclose(fp1);
print{("\n KRAJ \n"):gclchnr();
3/* main */

Dobijeni Selfridge-Hurwitzovi ostaci

n=35
n=6
n=7
n=8§
n=9
n=10
n=jl
n=J]2
n=13
n=14
n=15

10324303 10324303 10324303
9190530327 8845352501 9017941414
5799525263 3909272836 44591026080
30627284506 463 10188723 35403253324
28173182079 19661770102 54966870189
28022031617 36399120536 54182679152
3934743084 66666487080 44928212591
5300454051 64546579219 3387502849
3434508623 52529728350 52864871946
15173315214 54038984522 1986493987
14110954287 7124011679 42435904961



/*

Pepinov test za Fermaove brojeve...
U zavisnosti od definicije vrednosti POJEDIN pruza sc

mogucnost izbora vrednostj broja za koji primenjujemo test
ili sc test vrsi za sve Fermaove brojeve F n, 5<=p <=MAX N.
Sve dimenzije zavise od stepena baze ( ST ) i maksimalne
vrednosti za n ( MAX N).

*/

#include <stdio. >

#include <time.h>

#definc POJEDIN | /* ako je 0 onda se racuna 2 sve ... ¥/

#dcfine MAX N 14 Maksimalna vrednos(. . za koju program mozc da radi */

#define SB 3 /* Stepen baze, zavisi or velicine procesorske reci */

#dcefine DZB (1 <<(SB)) /* Duzing (4. broj bita) baze */ 2

#define BAZA (1 <<(DZB)) /* Velicina baze... */

/* Dimcenzije odgovarajucih nizova */

#define DUZN (I+(4%(1 << (((MAX_N) >> D-(SB)+1))))

#define DUZ_A G*(1 << (MAX_N)- (SB)-1)))

#dcfine DUZ_UL (1+(] << ((MAX_N) - (MAX_N) >> 1y)))

#dcefinc DUZ_UJ (DUZN)

#define KZAT (I+(MAX _N) - (MAX_N)>> 1))

#define DUZ OD T (1 << (KZAT))

int sdva[MAX_N+1] DUz _OD T1);

* INIC: Vrsi inicijalizaciju nizoya sdva[] i t[] */
void inic(){
int i,p;
p=1;
for(i=();i<=MAX_N;i++){
sdvali]=p;
p*=2;
h
t{0}=0;
for(i=0;i<KZAT;i++){
for(p=();p<sdv;1[i];p++){
Upl=2*t[p];
tUp+sdvali]]=t[p]+1;

H
B

/* ADD: Sabira date brojeve */
void add(int *a,ing *b){
int a0,min, max,i:
a()=u[()];min=b[()];
if(a0<min){
for(i=a()+l;i<=min;j++)a[ij=b[ij;
mux=min;min=a();
H
clse max=a0);
almax+1]=0;
for(i:];i<=min;i++){
alil+=b{i];
if(u[j]>=BAZA){ '
ali]-=BAZA;
afi+1]+=1;
}
}
I=min+];
whilc(a[i]>=BAZA){
ali]-=BAZA;i++:
ali]+=1;

}



ifta[max+17])
af0]=max+1;
clsce
al0]=max;
} /*add */

/* SUB: Nalazi razliku brojeva (a-b), pretpostavija a>b */
void sub(int *a,int *b){
©inta0,bo,i:
b0=b[0];a0=a]0];
for(i=1;i<=b0:i++){
ali]-=b[i]:
il(a]i]<0){
ali]+=BAZA:
ali+1]-=1|;
}
'
i=b0+1:
while(ali]<0){
a[i[+=BAZA:i++:
afi]-=1;
h
\\'hilc((a()>())&&(n|a()]==()))n()--;
al0)=ao0;
3 ¥ sub */

* MODUO: Nalazi (a mod F_m) */
void moduo(int *a,in m){
it nv,a0) i
nv=sdva|m-SBJ;
if(a]0]>nv){
al=al0}-nvia[1}-=ajnv+1 Lalnv+11=0:a]0)=nv:
H(a[1]<0){
a[l]+=BAZA:a[2]-=1;
}
for(i=2:i<=a0:i++){
ali]-=a]nv+i);
Hafi]<0y¢
alil+=BAZA:
ali+1]-=1;
H
}
1=a(+];
\\'hilc((i<=nv)&&(a[i]<l’))){
ali+=BAZA:i++:
afi]-=1:

}

ifafnv+1]<0)¢

aflj+=1:

i=1;

\\'llilc(:lli]———:BAZA){
afi}=0:i++:
ali]+=1;

!

if(alnv+1}==0){
al0]=(-1y.a[l}=1;

}
al=al0],
\\'hilc((:1()>())&&(a[zl()]==()))al)--:
af0]=a0);

}

}* moduo */




/* SQUARE: Kvadrira dati broj po algoritmu Karacuba & Hofiman */
void square(int *p){
nt zlp,lp,k,i,u[DUZN],v[DUZN],Z[DUZN],u(),z(),v(),p();
ap=plo];
if(np<())ap=(-up);
if(ap<5){
switch(p[0}){
casc 0:
case I: pl0]=0;
iftap==1){
p=p[1]*p[1];
PlH=tp & (BAZA-1),
PI21=(tp>>DZB) & (BAZA-1):
if(pl2])plo}=2;
clse plo)=1;

break;
casc 2: u[()]=p[l];u[l]=p[2];11[2]=u[(')]-u[l];

for(i=();i<=2;i++){

tp=uli]*ujif;

v[2*i]=lp&(BAZA-l);v[Z*iH]=(lp>>DZB) & (BAZA-1):

'
PLI=VIOLpL2]=v{0]+v] 1+v|2]-v[4];
PBIEVE+VI2+v[3]-v]5);p[4]=v[3]:p[ 5]=0:
for(i=1i<=4;i++){

while(p[i]<0){

Pli]+=BAZA;p[i+1]--;

)
I

while(p[i|[>=BAZA){
Pli[-==BAZA;pli+1]++;

H
pO=35;
while((p0>0)& & (p| pO]==0))p0--;
pl0}=p0);
break;
casc 3: pl4]=0;
case 4: u[()]=p[l];u[l]=p[2];u[2]=u[0]-u[l];
ul31=pI3Luld]=pl4|.u[5}=u[3}-ul4];
ul7]=p[2]-p}4];
if(u]7)==0)¢
u[8]=ul6]=p| 1}-p[3];

clse
H{u}7{<0)¢
u{61=p|3]-p[1];u]7]=-u|7};

clse uf6)=p|1 I-pl13};
ifu[6]<0){
ul6]+=BAZA:u|7]--;

}

ul8]=u|6]-u|7];
'
for(i=();i<=8;i++){

tp=ulij*ufi};

\/[2*i]=lp&(BAZA-l);v[Z*i+l]=(lp>>DZB) & (BAZA-1);

}

z| ]=v[()]+v|2]-v[4];z[3]=v[0]+v[6]-v[ 12},
z[5]=v[2]+v|8])-v[1 42 7)=v[6]+v[8]-v| 10];
z|4}=21 1+2[7]-(v[12]+v] 14]-v]16]);
uft]=v]|1 1+vI3]-v]5kul3]=v]1 I+v[7)-v[13];
ul5]=v[3]+v[9]-v| ISEul7)=v[7}+v[9]-v]1 l;



H

ul4}=y] 1]+u[7]-(v[ 13}+v]1 5)-v| 17,

PHI=VIOLpl2]=v] 1 J] LB I=ul I +vi2)+43);

pl4]=v]3 [+u[3 l+'/.[4];p15]=u[4]+'/,[5l+v[6]

>

p[(;]=u[5]+v[7]+z[7]:p[7]=u[7]+v[8];1)]8]=v[9|;

pl9]=0;
for(i=| <=8+ ¢
while(pli]<0)¢
Plil+=BAZA;p|i+]]--;

while(pli]>=BAZA)¢
p[i]-=BAZAlP[i+ 1]++;

!
pU=9;
\vhilc((p()>())&&(p[p()]==0))p()--;
plO}=p0;
break:

}

clsef

(ap%2)¢
ap++;plap}=0;

k=ap/2;
for(i=l;i<=k;i++){
u[i]=p[i];v[i]=p[k+i];z[i|=u[i]-\'[i];
X
5
ul=k;v0=k;
while((u0>0) & & (u]u()]==()))u()--;
while((v0>0) & & (VIVO]==0))y0--:
u[()]=u();v[()J=v();z()=k;
while((20>0) & & (2]20]==0))0--;
i(20)¢
il(z] 20]<0)
for(i=1 SI<=20;i4+) zi]= -i];
lbr(i=l;i<=z();i++){
il(2]i]<0){
z[i[+=BAZA.
zi+1)-=1;
}
H
whilc((z.()>())&&(z[z()]==()))z()-—;7_[()]=z.();
square(z),

clse
Z[0)=0-
Square(uj,squarc(v):
u()=u[()];v()=\/[()];
for(i=} ;i<=u();i++)p[i]=u[il;
for(i=l;i<=v();i++)p[i+2*k]=v[i];
for(i=u0+} ;i<=2*k;i++)p[i]=();
PO=p[0]=2%Kk+v0:
add(u,v);
sub(u,z);
u0=u[0);p[p0+1 |=0;
for(i=l;i<=uO;i++){
pli+k]+=ulil;
if(p[i+k]>=BAZA){
Plitk|-=BAZA.
plitk+1 |+=1;

}

i=u0+k+1;



while(p[i]>=BAZA){
Pli]-=BAZA;i++;
plil+=1;
}
if(p|p0O-+1 Dpl0]+=1;
}

} *square */

/*

MULT: Izvrsava cetvrti korak Schonhage Strassenovog algoritma.
Tj. nalazi konvoluciju niza yl] sa samim sobom po datom
modulu,

*/
" void mult(in *y.int k,int bmas){
int s,i,dvas,risaf DUZ_UI],b[DUZ_UI],c[DUZ_UI];
if(k>0){
s=sdvalk-1];
for(i=0;i<s;i++){

alil=(yli] & bmas);b[i]=(y[i+s] & bmas);
c[i]=((bmas+l+a[i]—b[i]) & bmas);

mult(a k- l,bnias);nmll(b,k- 1 ,bmas);nmll(c,k—l,bmas);
dvas=2*s.tris=3xs;
for(i=0;i<s;i++){ :
ylil=@ali] & bmas);y[i+tris]=(b[i+s] & bmas);
y[i+s]=((bmas+l+a[i+s]+a[i]+b[i]-c[-i]) & bmas):
y[i+dvas]=((bmas+l+b[i]+a[i+s]+b[i+s]-c{i+s]) & bmas);

}
clse{
YIOI=((y[0]*y[0]) & bmas);
[1]=0;
}

3% mult */

/*

PRETVORI: Datom negativnom broju dodaje F_m, kako bi dobio
najmanju pozetivny vrednost po modulu F m.

*/

void pretvori(int *b,int m){
int nv,i,b0,bz1 j;
if((bl(’]==-I)H((bl01==1)&&(b[l]==l)))bl0]*=(-1);
clsef

if(b[0)!=0){
nv=sdva|m-SB];b[1 1=1-b[1];
i=2;b0=b{0]:bz1 =BAZA-1;
if(b[1]>=0)¢
while(b[i]==0)i++;
b[i]=BAZA-b[i];i++;
else{
b[1]+=BAZA:
}
for(j=i;j<=b0;j++)bU]=bzl-b[i];
for(j=b0+1 J<=nvij+H)blj]=bz1 ;
bO=ny;
whiIc((b()>())&&(b[b0]==0))b()--;b[0 J=b0;
}
}

}* pretvori */

* POMERI: Vrsi pomeranje datog broja ( b ) Za pom mesta ulevo,
Tj. mnozenje sa 2”pom . Sve to po modulu F m.



*/
void pomeri(int *b,in( pomy,int m){
int hv,sq,pom 1,b0,mask,i bzl :
((b[0]!=0) & & (pom!=0)){
nv=sdva[m];sq=1;
while(pom<0)pom+=(2*nv);
while(pom>=(2*nv))pom-=(2*nv);
i{(pom>=ny){
pom-=nv;sq=-1;

poml=pom%DZB:
pom/=DZB;b0=b[0);
if(b0==-1){
if(sq<0){
for(i=l;i<=pom;i++)b[i]=0;
blpom+1 ]=sdva[poml];b[0]=pom+l;

else{
if((DZB*pom+pom Hi=0){
b[1 |1=0:nv=nv/DZB:
for(i=2;i<=pom;i++)b[i]=0;
blpom+1]=BAZA-sdva [poml];
bzI=BAZA-1;
for(i=pom+2;i<=nv;i++)b[i]=bzl;
b[0]=nv;b[1]+=1:
}
}
}
else{
if{pom1>0){
bO++:b] b0 ]=0; mask=sdva [DZB-poml)-1:
for(i=b0;i>l;i--){
bli]=((b! i}&mask)<<poml)+(b[i-l >>(DZB-pom );

b[1]=(b[1 |&mask)<<pomi1:
if(b[b0]==0)b0--:

}

if(pom!=0){
for(i=b0;i>(’);i--)b[i+pom]=b[i];
for(i=l;i<=pom;i++)b[i]=0;

}

b[0}=b0+pom;

moduo(b,m);

if(sq<0){
pretvori(b,m);

}
!

}* pomeri */

/* MODSUB: Nalazi razliku datih brojeva po modulu F_m, */
void modsub(int *a int *b,int *c,int m){

int nv,iJ,aO,min,max,cO,bzl,b();

nv=sdva[m-SBJ;

i(@[0]==-1)[|(b[0]==-1)){

i(a[0)==-1)¢
if(b[0]==-1){
c[0]=0;c[1]=0;

else{
if(b[0]==0){
c[0]=1;c[1)=1,



else{

i=1;b0=b[0];

whilc((i<b())&&(b[ i]==0))¢
cli]=0;i++;

}

c[i]=BAZA-b[i];bzl=BAZA-I;

for(j=i+l;j<=b0;j++)
c[jl=bzl-b[j];

for(j=b0+] J<=vj+)

cljl=bzl;
cO=nv;
while((c0>())&&(c[ c()]==()))c0--;c[ 0]=c0;
} "
}
}
else{

if(af0]==0)¢
c[O0]=c[i]=I;

else{
a0=a[0];c[1]=a[1 I+ Li=lc[nv+] I=c[a0+1 [=afa0+1]=0;
while(c[i]>=BAZA){
cfi]-=BAZA;i++:
clil=ali]+1:

for(j=i+1:j<=a0+] JHeljl=alj);
if(c[nv+1]>0)¢
cl0]=-1;c| I=1;

else{
if(cla0+1)>0)¢
cl0]=a0+1;

else c[0]=a0;

}
}
}
else{
210=a[0];min=b[0];
1f(a0<min){
max=min;min=a0;
}
clse max=a0;
for(i=] ;i<=min;i++)c[i]=ali]-b[i];
if(a0==max){
for(i=min+1 ;i<=max;i++)c[i]=a[i];
}
clsef
for(i=min+] ;i<=max;i++)c[i]=-b[i];

c()=max;c[c()+l 1=0;
while((co>())&&(c[ c0]==0))c0--;
if(c0==0)c[0]=0:
if(c[c0]<0)¢
if((c0==l)&&(c[ H==-1)){
c[0)=-1;c[1]=1:

elsef
c[l]+=1 Jd=1;
while(c[i]==BAZA){
cli]=0;i++;
clij+=1;



}
for(j=ij<c0;j++){
if(clj]<0){
clil+=BAZAc[j+1]-=1:
}
}
c[cO+=BAZA:bz1=BAZA-1:
for(i=c0+1 sJi<=nvii+H)cfi)=bz1:
cO=nv;
while((c0>0)&&(clc()]==0))c0--:
c|0]=c0:
}
}

else{
for(i=1;i<=c0;i++){
if(cli)<0){
clil+=BAZA;c[i+1]-=1:
}
}
while((cO>0)&&(c[c()]==0))c()—-:
c[0}=c0;
}
}

} /* modsub */ u,

/* FFT: Nalazi FT datog niza. */
void Mi(int x[J[DUZ_UJ},int k,int m.int somg){
intj,sdvkjl,sdvj,sdvjl,s,szdjl_i,pl,p2,ql.xpO.q.lle*DUZ_UJ];
for(j=0:j<k;j++){
sdvkjl=sdva[k-j-1 Isdvj=sdvalj]:sdvj 1=2*sdvij:
for(s=0;s<sdvkjl ;s+HH){
szdjl=s*sdvijl;
for(i=0;i<sdvj.i++){
pl=(]szdj1+i] >> (KZAT-k)):
p2=(t|szdj1+i+sdvj] >> (KZAT-k)):
xp0=x[p2][0];
for(q=0;q<=xp0;q++)tx|qJ=x|p2]|q]:
pomeri(tx,somg*i *sdvkjl,m);
modsub(&x[pll[O],lx,&x[pZ][O].m);
([P 1110]==-1)[I(tx[0)==-1)){
i(tx[0]==-1){
tx[0)=1;
modsub(&x[p11[0].tx. &x|p1 110],m);

else{
if(tx[0]>0){

xp0=(x]0];

X[p [ 1]=tx[1)-1;q=1;

while(x[p1]{q]<0){
X[pl]{q+=BAZA,q++;
X[p1llq)=tx|q)-1:

}

for(ql=q+1;q 1<=xp0;q1++)
xXlp1]lqt]=tx[ql];
while((xp0>0)&&(xlp HIxpO]==0))xp0--;
X[p H{0]=xp0;
}
}
}

else{
add(&x[p1}[0].tx):
moduo(&x[p1]{0],m):



}
}

}
12481 (B

/* FFTI: Nalazi inverzne FT od datog niza. */
void flti(int x[J[DUZ_UJ],int k,int m.int somg){

intj,sdvkjl,sdvj,sdvjl,s,szdjl,i,pl,pz,xp(),q,ql,lx[Z*DUZ_UJ];

for(=0;j<k;j++){
sdvkj1=sdvalk-j-1};sdvj=sdvalj];sdvjl =2 *sdvi;
for(s=0;s<sdvkjl;s++){
szdjl=s*sdvjl;
for(i=0;i<sdvj;i++){
pl=szdjl +i;
p2=pl+sdvj;
xp0=x[p2][0};
for(q=0;q<=xp0;q++)tx[ql=x[p2]lql;
pomeri(ix,somg*i*sdvkjl,m);
modsub(&x[p1][0],tx.&x[p2]]0].m):
if((x[p1[0]==- DI(tx[0]==-1)){
if(tx[0]==-1){
tx[0]=1;
modsub(&x[p1][0].tx,&x[p1]]0].m):;
else{
iftx[0]>0)¢
xp0=tx[0];
X[plt=tx[1)-1:q=1;
while(x[p1{[q])<0){
x[pl][q)+=BAZA:q++
x[pllql=tx[q}-1;
}

for(ql=q+1:ql<=xp0;q1++)
xX[pHlql}=tx{ql];
while((xp0>0)& & (x[p1 1[xp0]==0))xp0--;
x[p1][0]=xp0;,
}
}
}

else{
add(&x|p1[0].tx):
moduo(&x{p1][0].m);

}
}

}
M+

* DODALI: Broju a dodaje broj y*(BAZAY\(ip) */
void dodaj(int *aint *y,int ip){
int a0,y0,i,tmp;
a0=a[0].y0=y[0];
if(y01=0){
if(a0<ip){
for(i=a0+1i<=ip;i++)ali]=0;
for(i=1Li<=y0;i++)afip+i]=yli;
a[0]=ip+y0;

else{
if(a0<(ip+y0)){
for(i=a0+1;i<=(ip+y0).i++)alil=y[i-ip]:
tmp=a0:a0=ip+y0:y0=tmp-ip;
}



a[a0+1]=0;
for(i=1;i<=y0:1++){
alipti]+=yli},
if(alip+i]>=BAZA){
alip+i]-=BAZA;
alipHi+1]+=1;
}
}
i=ip+y0-+1;
while(a[i]>=BAZA){
a[i]-=BAZA'i++;
ali]+=1;
}
if(afa0+1]'=0)a0++;
a[0]=a0;
}

}
} I* dodaj */

* SRACUNAIJ: Ostvaruje peti korak Schonhage Strassenovog algoritma. */
void sracunaj(int yp.int ip,int k,int Lint *y){
int nv,i,bz1,y0,j,spc:
if(y[0)]==-1){ .
nv=sdva(l-SB]: “
iflip>yp){
yl[1=yp.ylnv+1=yp+Ly[0]=nv+1;
for(i=2;i<=nv;i++)y|i]=0;
}
elsef
yp=sdvalk]-yp:y[l]=yp.
if(yp==1y[0]=-1;
else{
yInv+1]=yp-Ly[0]=-(nv+1);
for(i=2.i<=nv;i++)y[i]=0;
}
}
}
else{
bzl=BAZA-1:
if(yp!=0)¢
nv=sdva(l-SBJ;
if(yp>ip){
y0=y[0].yp=sdvalk]-yp;
if(y0==0){
yl=y[nv+1]=yp:y[0}=-(nv+1);
for(i=2;i<=nv;i++)yli]=0:
}
else{
ylt=yp-yll].
if(y[1]<0){
y[1[+=BAZA;
for(i=2;i<=y0.i++)y[i]=bzl-v[i]:
for(i=y0+1:i<=nv.i++H)y[i]=bzl:
ylnv+1]=yp-1;
iflyp==1)y[0}=-nv;
else y[0]=-(nv+1);
}
elsef
if(y0>1){
i=2;
while(y[1]==0)i++;
ylil=BAZA-yli],
for(j=i+1.j<=y0:j++)y[j}=bz1-y(jl:



for(i=y0+Lji<=nv,i++)y[i}=bzl;
y[nv+1]=yp-1;
iftyp==1)y[0}=-nv;
clsc y[0]=-(nv+1);

}

else{
for(i=2;i<=nv;i++)y[i]=0;
yInv+1]=ypy[0}=-(nv+1);

!
}
¥ if(yp>ip) */
clsef
spe=0;y0=y[0];
if(y0==0){
y[=y[nv+1}=yp;
for(i=2;i<=nv;i++)y]i}=0;
y[0]=nv+I;
}
clsef
H{yp==ip)& & (y0O==nv)&&((y] 1]+ip)>=BAZA)){
=nv;
while(y[i]==bz1)i--;
if(i<2){
spc=1,yp=sdvalk]-yp;y[nv+1 I=yp-1:
if(yp==1){
- Y[ =ypy[1):
if(y[1]<0){
yl1]+=BAZAy|0]=-1;
}
clse{
¥IZ]=Ey[0]=-2;

}
clsef
for(i=3;i<=nv;i++)y[i]=0:
YI0]=-(nv+1);y[1]=yp-y[1];
if(y[1}<0){
yI[1}+=BAZA;y[2]}=0;
}
clse{
y[2]=1;
}
}
}
W  H((yp==ip)&&... */
if(spc==0){
ylnv+1]=y[y0+1]=0;
yllJ+=yp;i=1;
while(y[i]+=BAZA){
yli]-=BAZA,i++;
yli=1, -
}
for(i=y0+2:i<=nv:i++)y[i]=0;
y[nv+1]+=yp;
ylO]=nv+1;
}
}
}
H
}

} /* sracunaj */



/* KVADRIRAT: Vrsi kvadriranje datog broja po modulu F_n.
Procedura se zasniva na Schonhage Strassenovom algoritmu,

*/
void kvadriraj(int *d.int n){

int Lk sfi,somg,a0,i,izdnl,dnl,izdnl 1;

static inl u[DUZ_UI][DUZ_UJ],up[Z*DUZ_UI],b{DUZ_A];

int mb,bm j,ip,u0;

if(a]0]<33){

square(a),moduo(a,n);

clse{
while(a[0]<=sdva[n-2-SB])u--:
I=n/2:k=n-I;
sfi=sdva[l+]1-k];somg=2*sfi;
a0=al0},i=0;izdnl=dnl=sdva[l-SBJ;
izdnl 1=0;bm=sdva[k];mb=bm-1:
while(izdnl<a0){
u0=dnl;
while((u0>0)& & (alizdnl 14+u0]==0))u0--;
uli][0]=u0;up[i]=afizdnl1+1] & mb:
for(j=1:j<=u0:j++)uli}{j]=alizdnl 14];
i++;izdnl 1=izdnl;izdnl+=dnl;
}
u0=a0-izdnl L;u[i] [0]=u0;up[i]=alizdnl I+1] & mb;
for(i=1’\i<=uO;j++)uli][j]=a[i7.dnll+j]',
for(j=i+1j<bmj++){
ufj][0]=up[j]=0;
}
nmult(up,k,mb);
for(i=0;i<bm;i++)
up(i]=((up[i] & mb)-(up[bm+i] & mb)+bm) & mb:
for(i=1;i<bm;i++)pomcri(&u[i][0],i*sﬁ.l+l);
Muk,I+1,somg);
for(i=0;i<bm;i++){
square(&uli][0]);
moduo(&ufi][0],1+1);
}
flti(u k,I+1,-somg);
for(i=();i<bm;i++)pomcri(&u[i][()],-(i*sﬁ+k),l+l);
for(i=0;i<bm;i++){
HE0]>0)upli]=(upli]-(u[i]] 1]&mb)+bm)&mb;
}
for(i=0;i<bm;i++)sracunaj(up[i],i,k,l+l,&u[i][O]);
aj0]=0:b[0])=0;
for(i=0;i<bm;i++){
ip=i*sdva[l-SBJ;
if(u[i][0]<0){
u[i][0]*=(-1);
dodaj(b.&uli}]0].ip);
clsc{ <
dodaj(a,&ufi}{0],ip); -

}
moduo(a,n);moduo(b,n);
modsub(a,b,a,n);
}
H*kvadriraj */

* SMESTT: Upisuje u odgovarajucu datotcku dati broj. */
void smesti(int *a,FILE *fp,int dd){

mligj;

1=0);



fprintf(fp," %d %d\n",a{0].dd);
while(i<a[0]){
=0;
while((j<12) && (i<a]0])}{
jHi+
fprintf(fp," %x",ali]);

}
fprintf(fp,"\n");
}/* smesti */

/* MAIN: Ostvaruje Pepinov test pozivajuci proceduru kvadriraj. */
main(){
static int aj]DUZ_A],
int ij,n,poc.kraj;
char *imed; i
FILE *fp;, ’
inic();
#if POJEDIN
printf("\n Poco sam, unesi n=");
scanf("%d".&n):gclchar();
poc=n;kraj=n;
#else
printf("\n Pocco sam. Radim 28 n =5.6..... %d \n" MAX_N),
poc=5:kraj=MAX_N;,
#endif
for(j=poc;j<=kraj.j++){
al0]=L:a[1]=3;n=j;
for(i=1;i<sdvaln];i++){
kvadriraj(a,n);
}
if(n>9){
imed="tr10d.dat":imed[3]=38+n;
}
elsef
imed="1r00d.dat":imed|3])=48+n;
}
fp=fopen(imed."w+");
smesti(a,{p,0);
fclose(fp), -
printf("\n n=%d, t=%f",n clock()/CLK_TCK);
}
printf("\n KRAJ \n"):getchar(),
¥ main */
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