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0. Uvob

Ovaj rad je zami$ljen kac skup paralelnih algoritama za
refavanje osnovnih problema aritmetike. Problemi nalaZenja
najvedeg zajedniZkog delioca dva broja i rafunanje vrednosti
funkcije m(x) su ranije reSeni, pa su ovde ti algeritmi izloZeni u
Lracim crtama. Ostali algoritmi predstavljaju originalne rezultate
camim tim %to je paralelno programiranje izuzetno nova coblast pa
ce slidni algoritmi jo¥% uvek nisu pojavili u literaturi.

Algoritam =za nalaZenje najvede zajedniZkog delioca dva
broja dali su Chor 1 Goldreich, ali je za sada taj rezultst
nemogude primeniti u praksi. Tako se ved na poletku susrecemo sa
velikim potedkodama koje se pojavljuju u paralelnom programiranju.

Problem rafunanja funkcije mix} ima veoma dugu istoriju. Do
sada najbrZi sekvencijalan algeritam su dali Lagariss, Miller 3
Odlyzko, a po3to je mogude izvriiti nj=govu idealnu
paralelizaciju, on predstavlja danas najbr#i paralelin: algoritam
za rafunanje furkcije mix). Na ¥alost, ovaj algoritam nije mogude
realizovati na arhitekturama ralunare koj2 =u danas u optlcaju.
Stoga je na kraju poglavlja dat predlog za ralunanje Funkci je T}
rna postojedim arhitekturama. lako to nije najbolje refenje a
teoretske talke gledilta, stepen paralelizacije koji se postize
njegovom primenom j& veoma visok.

U 4.poglavlju je dat paralelni algoritam 2za nalaZenje
prostih brojeva 1z odredenog intervala. Ovaj algoritam je dobijen
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paralelizacijom poznatog sekvenci jainog algoritma "Eratostencvo
cito”. Na osnovu dobijenog rezultata pri proceni vremena vidime da
je dobi jeni paralelini algoritam idealina paralelizacijs
cdgovarajudeg sekvencijalinog algoritma. Detaljno je razmotren

=
zluXaj kada Dbroj procesora neogranifeno raste, 1 dat j= algeritam
za dobijanje 2to vede iskori¥denocsti procesora.

U S. poglavlju se ispituje mnofenje viZecifrenih brojeva Eto
je veoma bitna stvar u mnogim algoritmima. U ovom radu je dato
refenja problema u dva slufaja: kada imamo na jmodni ju arhitekturu,
i tada dobijamo najbelje mogude vreme, 1 u drugom sludaju kada
imamo same niz linearnc povezanih procesora. Ove druge refenje je

od velike va¥rosti zato ¥to se moZe primeniti 1 na cstale
arhitekture. Mavedeni algoritmi su br¥l od svilh do sada poznatih
csekvencijalnih algoritema: jer problem refavaju U linmearmom
vremenu.

Algoritmi za izpitivanje primalnosti su oplsani u S

poglavlju. Do sada su pravljeni samo u sekvencijalnom obliku, tako
da nije bilo mogude uporediti rezultat dobi jen u ovom radu sa
nekim drugim paralelnim algoritmima. Medutim, ano £tp ide u prilog
Ane2im rezultatima je Zinjenica da =u ovi algoritmi nastalil
potpunom paraleliizacijom brzih sekvencijalnih algoritama. U istom
poglavlju dat je= i jedan probabilistidki algoritam, koji samo sa
odredenom tafno¥du mofe redi da 1li je broj prost ili ne. Ovakvi
algoritmi su veoma va¥ni u oblasti kao 3Bto je kriptografija, gde
se u cilju dobijanja na vremenu isplati rizikovati tafnost
informacije. ]

U 7. peoglavlju opisuju se algoritmi za faktotizaci ju.
Izvriena je paralglizacija pozrnatog "trial division" algoritma.
Posebno je zanimljiva paralelizovana verzija Fermat-ovog metoda za
faktorizaciju, jer je do nedavno ovaj metod bilo bezuspeino
primeniti na obi&nim raunarima - drugl algoritmi su tads bili
mnogo bolji.



2s npavedene algoritme data je 1 procena njihovog vremena
izvrfavanja. Heki od njih su realizovani na transpjutersko] ploZi
sa #etiri transpjutera, 1 pokazali veoma dobre rezultate.

Na kraju su izloZeni rezultati dobijeni pri ispitivanju
Kurepine hipoteze o levom faktorijelu kao i hipoteze O
alternirajudem faktorijelu. Ove dve hipoteze su testirane nd
transpjuterskoj plofi 1 nije pronaden kontraprimer u prvih 1000000
brojeva. Ovim je povedana gornja granice jer je ranije pokazan

tadnost Kurepine hipoteze o levom faktorijelu ze prvin 300000
(Mijajlovid) odnosno 45000 brojeva (Wagstafl i za prvih 45000

brojeva u slufaju hipoteze o alternirajudem levom faktorijelu.
Kao dodatak su priloZeni listinzi programa koji su pisani na
jeziku 3L Parallel FORTRAN za transpjutere.

Teorija brojeva

. R . .- . ), . R 3

Sasvim je sigurne da ne postoji oblast kojs € vige
uzburkavala duhove medu matematidarima. Mnogl veliki matematidari
su veliku siavu stekll La% zahvaljujudi tecriji brojevas ali 1ma i

veliki broj onih koji su davali "dokaze" netainib gyrdenja il1

Xvreto verovali 4 taXnost nekihb hipoteza koje su kasnije
cpovrgnute. Takode trebs naglasiti da s8 medu wvelikim brojem
problema koji je¥ uvek nisu refeni nalazi dosta problema 1%
teorije brojeva.
18]
Format j= izrekac hipctmzu da je& brojg F_=EZ4& prozt Za&
th

sve prirodne brojeve i u to wvremes € do%Xlc do razilaienje
matematitara po pitanju ta®nosti ove hipoteze. Problem je reZio

Euler pokazav®i da je

0
F =
5

Primedujemo da je kontraprimer naden ved za n=3, i danas bl se ova
jednakost mogla proveriti na obiZnom d¥epnom rafunaru. Dana¥nji

najmodniji komp juteri su izrafurali da je Fr* sioZ%en broj f(a

sastoji se od 4733 cifre), dok je FQ) najmanji Fermat—-ov Dbroj za&
2%

Y]

+1=641 67

koji se ne zna da 1i je prost ili sloZen.

Fermat-ov savremenik Mersenne je ustanovio da od S5 prostih
brojeva p<237, 25 -1 je prost samo za 11 vrednosti
p=8,3,5,7,11,13,17,19,31,67,187,257. Yerovatno je Mersenne pomodu
dobi jenog rezultata pokuZao postaviti hipotezu o tome kada j= broj
2F-1 prost. Njegov pokuZaj je ved na pofetku bio osuden na
neuspeh jer se kasnije utvrdilo da je u prethodnom iskazu napravio
pet gre3aka. Iz liste su ispulteni brojevwi 61,89 i 107 dok su
pogreaino uneti brojevi &7 1 257, SuviZno je 1 govoriti toliku bi
korist Mersenne imac od danaifnjinh radunara pomodu wojih  je danas
pronadeno 2% prostih brojeva navedenih osobinas medu kojima je
najvedi 132049. U=z pomod¢ ralunara Cray 2 su Bateman: Seifridge 1
Wagstaff postavili novu Mersenne—inu hipotezu:

Ukoliko su dva od slededa ftri iskaza O nekom neparnom

prirodnom broju p taZni, tada je i tredi iskaz takode tafan:

2y p=2F+i. p=2¥-1, p=a¥+3 111 p=b°-3

by 2F-1 je prost

c) (2F+1)/3 je prost
Kakvu e ulogu ova hipoteza sogigrati u teorijil projeva i da 1i <=
se pokazati kao taXna u mnogome zavisi i od razvoja ratunar=tva u
doglednoj bududnosti. :



Kriptografija

Kriptografija je matematilka disciplina koja je nastala
pofetkom veka ali je potpuni procvat doZivela tek pre petnaest
godina. Postoji mi%ljenje da je pogrefnc Sifrovanje poruka u
mnogome uticale na tok drugog svetskog rata. Teorija brojeva
priskafe u pomod kriptografiji 1976. godine kada Rivest, Shamir 1
Adleman pronalaze veoma siguran na¥in za %ifrovanje poruka. 0Ovaj
algoritam se zasniva na Xinjenici da je problem faktorizacije
broja za sada nemogude resiti u vremenu koje je linearno zavisnom
od broja cifara datog broja. Zato je danas glavni pravac u kome se
razvija kriptografije konstrulsanje algoritama za brz rad sa&
brojevima koji imaju veliki broj cifara.

Navedeni primeri su doveljni pokazatelji potrebe razvoja 1
primene rafunarstava u teoriji brojeva. Razvoj se ogleda u
tra¥enju %to brZih algoritama. Tako se dolazi de susreta sa
paralelnim rafunarima koji predstavijaju pobol j%anje dana3njib
rafunara u cilju povedanja brzine. Danas je paraleino
programiranje jedna od najpopularnijih oblasti ralunarstva.

Zahvaljujem se mr Milanu Dra%idu na programskim paketima za

J—u. Takode bih Zeleo

vifecifarsku aritmetiku pisanim u FOR
D e To%idu  koji mes e

izraziti wveliku =zahvalrnost doc. or Du
upoznao sa paralelnim programiranjem 1 koji mi je davaco vellku
podr2ku kroz kurseve i seminare iz ove oblasti.

Posebnu zahvalnost dugujem svom mentoru, prof. dr Zarku
Mijajlovidu, koji je tokom ovih godina uvek Dblo spreman da mi
priskoXi u pomod, posavetuje, uputi na prave stvari, 1 koji me je
uveo u tajnre istrafivalikeg rada.



1. PARALELMO PROGRAMIRANJE

Oblast koja je nastala ne take davno, danas je glavni

objekat mnogih proufavanja. Veliki broj praktignih problema,
nekada napuftenih kao nere$ivi, danas jedinu pomod mogu adekivati
tek daljim razvojem paralelnog rafunarstva. Vrémenska prognozas
sigurnost nuklearnih reaktora, ve$talka inteligencija, ralunarska
grafika,. numeriffka izrafunavanja, kriptografija 1 mnoge druge
oblasti, kao glavno cruZje koriste Cray, Commection Machine, 111

neku drugu rafunarsku arhitekturu sliZnih osobina.
0 poreklu paralelizma

Osnovna uloge rafunara od njegovog nastanka je obavljanje

poslova veoma velikom brzinom (Suvanje informacija je danas ipak u

<

drugem planul. Stoga

u

g 1 razvoj rafunarstva u najvecoj meri

v

zasniva ma usavrfavanju hardverskih i softverskih dostignuda u
cilju povedavanja brzine rada. FoboljZ%anja brzine usavrfavanjem
hardverskih elemenata su izvedena u velikoj meri, pa neki vedi
napredak u tom pravcu nije mogude postici. Na usavrEzavanju
algoritama za reZfavanje raznih problema takode je mnogo uradens 1

o

jo¥ se uvek mnogo radi. Medutim, za veliki broj problema nadeni su

pod

algoritmi keoje nije mogude dalje cobol j%avati, pa 32 ni u tom
pravcu ne moZfe ofekivati vedi napredak. Tako se dolazi do potrebe
uvodenja nekih drugih metoda koje <de povedati brzinu reSenja
problema. Podeliti datil problem na viZe manjih problema,
anga¥ovati zatim odreden broj procesora tako da svaki od mnjih

refava poc jedan od tih problema, 1 na kraju objediniti sva tako

dobijena refenja u cilju dobijanja konalnecg regenja predstavlja



osnovnu ideju paralelnog programiranja..

Klasifikacija paralelnih rafunara

Postoji vife klasifikacija dana3njih paralelnih radunara, u
zavisnosti od osobina koje se posmatraju. U cilju lak3Seg

razmatranja, navodimo klasifikacije opisane u [24].

a) Tip 1 broj procescra
Pri ovoj podeli razmatramo "masivne paralelne sisteme"” -

b

e hiljada procesora.

(/%

rafunare u &iju arhitekturu mogu udi 1 wvi
Nasuprot njima su "krupnozrni' radunari koji sadr¥e relativrno malil

broj procesora.

by Flyn - ova podela u zavisnosti od postojanja globalnog
mehanizma

U zavisnosti od tecka operacija koje izvr¥avaju procesori,

kap i u zavisnosti od toka podataka koji se obraduju, ra:iikujemo:

SISD {Single Instruction Single Data) model . Dana3nji

jednoprocesorski radunari spadsaju u Ovu grupu. U svakom trernutiku

se nad jednim odredenim podatkom izvr3ava jedna cdredensa

pperaci ja.

ooy

SIMD (Single Imstruction Multiple Data) model. Svaki procesor
u datom trenutku izvrZava jednu istu naredbu, ali nad posebne

odredenim podatkom. U ovu kategoriju spadaju procesorki nizovi.

ot

Rad ovih ra%unara se jasno vidi na primeru =sabiranja vektora:
svi procesori obavljaju istu operaciju (sabiranje dva brojals ali

nad razli®itim podacima (odgovarajude koordinate vektora).

(1

model. Ovaj model

o
¢

MISD (Multiple Instrunction ingle Da
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Flyn navodi samo u cilju postizanja kompletne teoretske podele; u

praksi nefte slidne se ne pojavljuje. S obzirom da Flyn-ova
definicija podele nije sasvim precizna, u literaturi se mogu nad1
podele koje neke radunare svrstavaju u ovu grupu.

MIMD (Multiple Instruction Multiple Data) model. Svaki
procesor u odgovarajuéeﬁ trenutku izvr8ava razli&itu naredbu. U
ovakvim situacijama procesori razmenjuju relativno mall broj

] ]

odatalka koie su na podetku dobili. OZigledno da ovaj mogel ima
J = <

st

;e karakiteristike od SIMD medelas, jer WMIND rafunar mofe

cbavljati iste poslove kao SIMD ralurar.

c) Simhroni i asinhroni modeli

Ukolike se rad procesora odvija u diskretnim vremenskim
trenucims to,tl,... {da budemo precizniji, to su vremenski
intervali) tako da svaki procesor uw odgovarajudem vremenskom
trenutku jzvr%i odreden broj oswovnih operacija, kaZemo da je rad
procesora  sinhronizovan. Na ovaj nadin se lak3e obavlja
fomunikacija izmedu procesora, jer je gubljenje vremena usied
medusobne komunikacije svedero na minimum. Na drugoj stranmi su

MIMD modeli koji svoj rad uglavinom obavljaju asinhrono.

d) Klacifikacija u zavisnosti cd nalina koriZdenjs memorije od
strane procesors
NaZin na koji procesoril razmenjuju odredene informacije
dovodi do jedne od glavnih podela. Postoji moguénqst‘je da svaki
procesor ima samo svoju, lokalnu memoriju, koju koristi za rad. U
tom sluXaju se procesori moraju povezati kanalims (direktrno 111

indirektno) kako b1 mogli razmenjivati informacije. Medutim,
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ukolikeo procvesouri por ad lokalne opciono) imaju 1 jednu
zajednifku, globalmu memoriju, tako 'da joj moZe pristupiti svaki
procesor, 1 preko koje se vr31 komunikacijas dobijamo model sa
zajednitkom memorijom {(shared memory medel). Ova podela je od

velike va¥nosti, pa demo je kasnije detaljnije razmotriti.

Pored ovih, pojavijuju se i mnoge druge podela. Medutim,

treba imati u vidu da je dana¥nje rafunare veome telko pri neko j
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dve ili viZe grupa.

Ra®unari sa razdel jenom memocriljom

U {33 je detaljrno razraden pojam RAM {(random access machine)
moela, a mi d<emo navesti samo osnovne podatke. RAM model  se

sastoji iz memorije, ulazne trake, izlaszne trake 1 programa koji

ne mnalazi u memoriji i ne mo¥e se modifikovati. Glava =za

ut
1]

i

[y

Xitanje se pomera po poljima ulazne trake (u kojima se nalaze ce

brojevi), rezultat rada programa se nalazi u poljima izlazne trake

= zle bDrojevel, a za vreme rada koristime

b
(A

{koja takode sadr

memoriju koja se sasteojl iz registara u koje moZ¥emo upisivati 1 1z

tojih moZemo Zitati celobrojne vrednostl. Instrukclije zza pisanje

progr irstrukcije koje imaju dana@nmji rafunaris
proyg 1 132 <012 b Ju =

:,3
14

{1

n

u

il SENoY

(b

ufitavanje, upisivanje, sabiranje,; oduzimanje, ispitivanje zznaka,
bezuslovni skok...

Uvodenjem u igru dodatnih instrukcija dobi jamo PRAM
(Parallel Random Access Machine) model sa razdeljenom memorijem.
Tc je model koji se sastoji od vi%e RAM procesora <iji je siup

omogudy iy

i
-
3
mn
o
-
C
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n
-
[
Y
0
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€
m

instrukcija pojadan nekim dedatnim



realizaciju paralelizma. GSvaki procesor ima  Sv0ju, lokalnu
memoriju, ali je takode svakom od njih omoguéen 1 pristup
zajedni®kojs, globalnih memoriji. Preko globalne memorije procesori
mogu vr3iti komunikaciju. Po¥to procesor: rade simultano,
pojavljuje se mogudérost njihovog medusobnog sukobljavanja pri

poku¥aju upisivanja 111 Zitanja iz iste memorijske lokacije. U

savisnosti od toga na koji je nafin re¥en ovaj problem, javljaju

se razlifite vrste PRAM rafunara sa zajedniZkom memorijo:

1) EREW (Exclusive-Read, Exclusive-Write) model. Nikoja dva
procesora ne mogu istovremeno da 2Zitaju sadrZaj] iste memori jske
lokacije, niti da istovremeno vrie upisivanje u istu memorijsku
lokaciju. Ovo je model sa najvedim ogranigenjima, tako da svaki
algoritam koji je projektovan za EREW-model mo¥e biti izveden 1 na

ostalim modelima.

23 CREW {(Concurrent—-Read, Exclusive-Write) model. Procesocri ne=
mogu istovremeno vr3iti upisivanje u istu memorijsku lokaciju,
ali im je omogudeno istovremeno 2itanje 1z iste memorijske

lokacije. Predstavlja prelaz od najslabijeg ka najjafem modelu.

3) CRCW {(Concurrent-Read, Concurrent-Write) model. Procesorima je
omogudeno da istowvremeno Citaju,. ali i da istovremeno upisuju neki
sadrfaj u istu memorijsku lokaciju. Pri tome mora postojati
pravilo po kome se vr¥i upis ukoliko dva procesora treba da upiZu
fazli&ite vrednosti u isti registar: prioritet 1ma procesor sa
manjim rednim brojem, procesor koji %21i da upi¥e vedu vrednost
ili se u registar upisuje suma vrednosti koje trebaju biti

upisane.



Rafunari sa medusobno povezanim procesorima

Lak¥e ostvarljiv, ali manje modan nadin za komunikaci ju
procesora jeste mreZa medusobno povezanih procesora. Svaki
procesor ima svoju lckalnu memoriju, & komunikaciju sa ostalim

procesorima obavlja prekoc jednosmernibh 111 dvosmernih kanala. U

o

ravisnosti od topoloZke konfiguracije nastale povezivanjem nekih

nrocesora, Oobiljamo razlifite arhitekture.

&

1} Potpunc povezan skup procesora. Ovo je naravno najmodnija
arhitektura, jer je svakl precesor povezan sa svim ostalim

procesorimsa, pa

I
M

i vreme komunikacije i1zmedu bilo koja dva
procesora minimalno. Problem je 2to je kod velikog broja procesora

nemogude praktidno ostvariti tolikil broj veza.

2} Linearmi procesorski niz. Procesori (kojib ima k) se oznafe

celim brojevima od O do k-1, a zatim se svaki poveZe sa svojim

prethodnikom f{osim prvog! i sledbenikom {osim poslednjeg). Ova

arhitektura se Cesto razmatra u praksi jer je najjednostavnija 1
A

algoritam napravljen za procesorski niz moZe se ostvariti 1 na

svim drugim konfiguracijama.

35 Dvodimenzionalni procesorski niz. Procesori se nalaze u
Zvorovima kvadratne matrice i svaki {osim ivié&nih) je povezan sa

. PR : . Lk , . . 2
svoja Zfetiri suseda. Dimenzije matrice su mxm {(pri Zemu imama n=m
procesoral’s i svakom procesoru je pridrufen ureden par (i, j)} gde je
i,je{0y...ym—-1%. 0Ova arhitektura je veoma popularna, i mnogi

dana3nji rafunari imaju ovu konfiguraciju.



43 Hiper-kocka. Ubedljivo najpopularnija arhitektura. Datih n=2k
procesera cobelefavamo brojevima od 0 do n-1 ali u binarnom zapisu,
a zatim povezujemo one procesore £1je je Hemingovo rastojanje
jednako 1. Na ovaj nafin svaki procesor je povezan sa k drugih
procesora, 1 veoma lako 1 brzo moZe stupiti u komunmikaciju sa bilo

kojim drugim procesoraom.

Transpjuteri

i

Jedan od najpoznatijih modela paraleinih  ralunara j

lll] | . -

' ‘
T A R e L R

transp juter ima 4 ulazno—-izlazna kanala koji s=e mogu povezati sa

ulazno izlaznim kanalima drugih transpjutera. Uglavrmom se ova
povezivanja izvr2avaju tako da se dobije dvodimenzionalni
procesorski niz. WYeliku popularnost transpjuteri su postigli jer
z=e ugraduju u PC-rafunare koji su danas veoma rasprostranjeni. MNa3
PC~procescr se povezuje sa jednim od transpjutera 1 reguliZe
operacije ulaza i izlaza.

Bitna osobina procesora je mogufnost simuliranja rada drugih
moodela paralelnih rafunara. Naime, mi moZfemo kreirati pfo:ese koji
== dodeljuju transpjuterima. Pri tome se viZe procesa koji su

dodeljeni istom transpjuteru izvrZavaju paralelno (naravno, sa

|'l<

nafeg nivoa apstrakcijel. Izmedu procesa koji su na istom

e kanala {ovo su

1K

transpjuteru moZe se definisati jedan 111 vi
logiZke a ne fiziZke veze) preko kojih se obavlja komunikacija.
akode, ukoliko dva procesa pripadaju proéesorima koji su
medusobno povezani fiziZkim kanalom, izmedu njih mo Zemo
uspostaviti kanal za komunikaci ju.

b P R S A U JEPURI U SO - e mamer i1t raeblO 3 nIEtl e wre 3



a uz to znajudi da vaZi

3) NZD(a,0)=a

dobijamo ideju za algoritam. Naime, po%to je

ajb < afb < a
4 4

toc je onda oligledno da kona®nom primenom pravila 1) ili @)
dolazimo do situacije kada se primenom pravila 3) dolazi do kraja

rada algoritma.

Algoritam MNZD1:

. . . - . noA s
{ Ulaz: brojevi a,b za koje vaZi: a je neparan, a<2', 0<b<g

-
L
J

{ Izlaz: a=NZD(a,b) 2

01 &=c

03 WHILE bmode=0 DO
04 b=b/2

(0= S=5+1

06 IF &>0 THEN

o7 c=a

08 a=b

09 b=c

10 S=-5

i1 IF (a+b)mod4=0 THEN
12 b=(a+b) /4
13 ELSE b=(a-b)/4

14 UNTIL b=0



Za razliku od Euklidovog algoritma koji u svakoj lteraciji
mora da primeni funkciju min{a,b} {pa je potrebno u svakom
trenutku znati vrednosti a i b); algoritam NZD1 ispituje samo dva
poslednja bita od a2 i b (provera deljivesti sa 4), a pperaci je
koje se primenjuju su oduzimanje, mnoZenje 1 deljenje sa 2

4

{aritmetifio ¥iftovanje za 1 bit u levo). Nije tefko pokazati da

-y

se tokom rada algoritma izvrdi Z2n=0(n) ciklusa REPCAT naredbe.
dnajuci za tu ¢injenicu, posmatranjem IF-naredbi datog algoritma,
zakljufujemo da je svaki ciklus REPEAT-naredbe jednoznatno odreden
vrednostima dva poslednja bita promenljivih a i b, kao i
celobrojne promenljive S. UopXte, kK+1 uzastopnih ciklusa
REPEAT-naredbe je determinisano vrednoX<u promenljive Sy 1 k+l-nim
poslednjim bitom promenljivih a i b. Preciznije, nama je potreban
samo zrnak od &, i njena vrednost u sliulaju &<k, Sada se
izvr3avanjem k ciklusa REF”AT-naredbe q dal jem tekstu
k-=transformacija) izvr&ava

-k, .
a=2 {ac+be)

b=2""(ad+bf)

S=or-S+g

gde su c,d,e i f celi brojevi iz intervala [-27,2 1, -k=g=k 1
c={~-1,12. Stoga demo prvo izradunati tablicu 22 k(oK)
pomocu koje <emoc na osnovu trenutnih vrednosti ay, b 1 & nalaziti
konstante potrebne za primenu k—transformacije. Ako =a a’ i b’
obeleZimo k+1 poslednjih bitova od a i b, a sa &’ promenljivu &i1ji
Prvi bit kazuje da 1i je &>0, drugi. da 1i 'éet—k,k] a ostali
vrednost za & u tom slufaju (imamo ukupno &k+4 vrednosti za
promenljivu &%), tada je (c,dye;f,o,gi=T{(a’,b’,&). Sada se
paralelni algoritam izvrZava sukcesivnom pPrimenom

k;transformacija.

.
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Aflgoritam
{Ulaz: prirodni brojevi a i b 2
(Izlaz: prirodni broj a=NZD(a,b) 2

{Arhitektura: procesori sa zajedni®kom CRCW memorijom 3

01 REPEAT
o2 a'=a mod Ekﬂ
- }‘.'+1 f
03 b'=b mod 2
04 ¢’=bitovi za znak, interval i logk zadnjih bitova ed &
OS (Cydyng}C/;g)zT[a,;b?géﬁ',]
k
04 a=l{ac+be) /2
07 b={ad+ef) /2"
08 S=oiS+g

0% UNTIL b=0

Kako ovaj algoritam izvrfava k uzastopnih ciklusa algoritma
MZDi, a prema ranije re&enom algoritam NZD1 ima najvige 2Z2n
ciklusa, to se u algoritmu NZD2 izvrZava najvife 2n/k ciklusa.

Ostaje jo¥ da pokaZemo kako se svaki ciklus mo¥e izvr¥iti u

konstantnem vremenu, Xime e vreme rada algoritma iznositi O(n/k):

1} Naredbe (02-04) su k-bitne naredbe dodeljivanja pes je vreme

njihovoyg izvriavanja konstantno.

Yy T : - Chtesd s -o2krZ Lo s ; ;
£) Tablica T ima (4k+4) -2 elemenata, od kojih svaki ima ne

viZe od 5k bitova. Koristedi &injenicu da lL-bitnom elementu iz
tablice od S elemenata mo%emo pristupiti u konstantnom vremenu

pomocu S-maxi{l,logS) procesora sa zajedni®kom CRCW memori jom,

2k+2 ,, 2
<k '82k+?

-

dobijamo da je u ovom =sluXaju potrebno Ski{4k+4)2



procesora. Algoritam se i1zvr¥ava tako £to logS procesora odreduje
adresu traZenog elementay; a L procesora je potrebno da donese L
bitova. Stoga se i naredba (05) izvrZava u konstantnom vremenu.

3) Ostaje jo% da se ispitaju naredhe (06-08), gde se vr&i

. . ; . . . . ~k
mnoZenje, sabiranje i deljenje viZebitnih brojeva, Deljenje sa ©

se 1zvr3ava u konstantnom vremenu jer j& to u stvari aritmetidko

Ziftovanje u levo za k bitova. Ssbiranje n+k bitnih brojeva se

X . . \ L. i3
meZe izvr¥iti u  konstantnim vremenu pomodu  n- 2 procesora

{Chandra, 1983). #MnoZenje n-bltnog i k-bitrnog broja se vrEi u
konstantmom vremenu tako 2to se broj dufine n podeli na n/k
blokova duZine k, pa uz pomod tablice za mnoZenje k-bitnih brojevs
svaka grupa procesora obavi pe  jedno mnoZenje. Za ovaj posan

~2k
potrebno je ukupno 2n'2°° procesora.

Sada zakl judujemo da se algoritam NZD2 mo¥e izvrXiti u

-, s , - _ 2k 2, 2k+7, . . N
vremenu O(n/k)  uz pomod max{2n® , k2 ) procesora. Da bi ovaj
broj procesora bio polinomi jalan k mora biti O{logn). U tom
slufaju je Tz(n)=0(n/logn). Fripremni algoritam - konstrukci ja

= - [ ;. 3 3k+o
tabele, moZXe se izwrXiti pomodu O{k 2 }) procesora u vremenu
Cilogn) pa ovo vreme ne utiXe znafajno na izvrfavanje glavnog

algoritmas.

Napomenimo jo¥ da su autori napravili 1 drugu verziju ovog

algoritma u cilju prilagodavanju procesorima sa CREW memori jom. U
. 2

tom sluZaju  vreme izvrSavanja je O{{n/k)logk+log k) uz pomod

3,3k, 2k, . . . -

Ok™27"+n2™) jednobitnih procesora. Naravno, poXto danaZnji

procesori imaju mogudnost rada sa registrima od po &% bita, to je

. . LG . .. ..
dovoljno imati 2 puta manje procesora, ali time ne dobi jamo

nikakvo asimptotski zadovol javajude pobol jfanje.



Nekil drugi praveci u razvoju NZD algoritma

Fored 1zlo¥enog algoritma postoje i drugi algoritmi za NZD
alli sa malo vedim vremenom izvr¥avanja. FokuZaj paralelizacije
Euklidovog algoritma za NZD na isti nafin kao %to je uradeno u
prethodnom algoritmu - "pakovanjem” uzastopnih iteracija u jednu
transformaciju— uradili su Kannan, Miller i Rudolph. Dobijen je
paralelni algoritam koji radi u vremenu O{nloglogn/logn) uz pomod
L, 2 2 ) - —— ) - , _
“{nlog n) procesora sa zajednickom CRC memorijom. Jo je bio prvi

sublinearan algoritam za NZD.

Ukupno gledano, mo¥emo redi da je na reSenju ovog problema
tek napravljen poZetni korak. Dati algoritmi se za sada ne mogu
primeniti u praksi {(navedene arhitekture se pojavljuju samo pri
teoretskim razmatranjima). Cak i ako jedrom ove arhitekture budu
ostvarene u praksi, paralelni algoritmi na njima nede biti mNnogo
ekonomiZni u odnosu na sekvencijalne algoritme, jer je za njihov

rad potreban veliki broj procesora.

]

[oey



3. RACUNANUJE FUNKCIJE PI(Y)

Funkcija n(x) kao vrednost daje broj prostih brojeva ne vedih
od x. Ved na pofetku moZemo uwo®iti vezu izmedu problema nalaZenja
vrednosti w{x) i nekih drugih problems koje cdemo kasnije
razmatrati. Naime, ako znamo sve proste brojeve manje od x, onda

znamo 1 vrednost ni{x), pa mo¥emo redi da je problem koji reZavamo

'XP:D'J-*‘:O,! 13 s
¥, (1)=0,

xp(n)=n(n)—n(n—l) za n>1.

To u stvari zna&i da je problem igspitivanja primalnosti broja ne
manje sloZernosti od problema nalaZenja vrednosti #i{x). MNama je
naravno cilj da nademo algoritam koji je efikasniji od algoritma
za re3avanje problema na koji se dati problem svodi, a navedene

Zinjenice nam slu¥e kao or jentacija.

Neke vaZne formule za raunanje mix)

Prvi zna®ajniji rad na ovom polju dao je Legendre. Neka je

p1<p2<...niz svih prostih brojeva. Tada je

T OO = (%) 14 IxI-T Ix/p 1 + T [x/o b I1-F [x/b oo 1+, ..



Ovu formulu nije tetke izvesti ako podemo od &injenice da se skup
prirodnih brojeva ne vedih od % sastoji od svih prostih brojeva ne
vefih od x, svih sloZenih brojeva ne vefih od x i jedinice. Datu
formulu Legendre je primenio 1830. godine za radunanje vrednosti
7(10%) metodom "papira 1 olovke". S obzirom da se sve to defava
vi¥e od 100 godina pre pojavljivanja radunara, grefka ﬁapravljena
u toku rada {dobijen je rezultat za 28 wvedi od ispravnog) moZe se
smatrati ;anemarljivom.

MemaZiki astronom E.D.F. Meilissel je Setrdeset godina kasnije

generalizovao Legendre-ovu formulu, Zime je dobio veoma znalajne

rezultate koji su osrova danas najbr#ih algoritama za nalaZenje

vrednosti wmix). Neka je p 1-ti1 prost broj, 1 neka je a
b 8

proizveljan prirodan broj. Neka je dalje Pp(x,a) skup svih

prirodnih brojeva ne vedih od x koji se mogu predstaviti kac
proizvod k prostih brojeva £iji su indeksi vedi od a. Tada se skup

prirodnih brojeva manjih od x sastoji od :

1) broja 1

2) prvih a prostih brojeva P rPr---sP,

3) brojeva kojima je bar jedan prost faktor manji od P, i ko jih
ima :

’ - 1 ‘ J...
by [x/pij P [w/pfﬁ3+2 Ew/pipjpk

i) i¢)<k
4) svih prostih brojeva p takvin da je pa<p5x, ima in:
Pi(x,a)=rz(x)—a
35 Pz(x,a) prirodnih brojeva n=pJ%£x takvih da je adi=j
&) Paix,a) prirodnih brojeva n=p‘ppy5x takvih da je ad<i=fj=k
i) k

7) Pix,a) prirodnih brojeva n konstruisanih analogno sa 5) i &)
S

19




Po¥to je suma svih pomenutih brojeva jednaka [x3 a iz 5)

vidimo da wmedu sabircima udestvuje wi(x), to je o&igledno wm(x)

mogude izrafunati ako se znaju vrednosti sabiraka pod S), 6) i 7).

Uglavnom se a bira tako da bude paﬂ>x”7 pa je onda P {x,a)i=0 za
s

s>r. Kada je r=3 dobijamo Meissel-ovu formulu, za r=4 dobijamo

Lehmer-ovu formulu, dok je za r>4 1isuvi¥e komplikovano nadi

PS(x,a) pa se ovaj slujaj ne primenjuje u praksi. Formule za P i

P su:

3

N
7

P {x,a)=={b=alib-a*1)/2+ T nlx/p) , gde je b=nlx'"?)

A 1

1=a+1
< b1 1.3 1.2
Paix,a)= T ) hﬁx/pipﬁ—(j—l)}, gde je c=mwl{x y, b=al(x/p 3%
1

iza+1 i

OznaZimo jo3¥ broj svih prirodnih brojeva ne vedih od x koji
medu <irnlocima nemaju prostih brojeva ne vedih od P, kao ¢(x,al
{suma 1z 3, nazivamo je jo¥ 1 Legendre-ova suma). Dakle
Pixy,al={xi-L Cglpi] + EX/pﬁ%] -5 [x/piQPkJ + ...

Kada je paﬁxhq<pa*1 dobi jamo na podetku navedenu Lagrange-ovu
formulu. Iz definicije se lako zakl jufuje da vaZi rekurentna veza

Pixsai=gp{x,a-1)—(x/p ,a-1) %to je najvaZnija relacija u svim
a

algoritmima namenjenim za izrafunavanje mi{x).
Sekvencijalni algoritmi za rafunanje m(x)

Zavisno od vrednosti koje uzima a {(preciznije pa) u odnosu

na %, dobiljamo 1 razligite varijante algoritama.

pa$x1/2<p :

a+1

U ovom slufaju je Pz(x,a)=P3(x,a)=...=O i ceo posaoc se

sastoji u rafurnanju vrednosti #(x,a). Ovaj slufaj razmatrao je



David C. Mapes 1963. godine razvijanjem ranije navedene rekurentne

formule, a kada a postane dovoljno malo primenjuje se Lehmer-ova
. i , 0,7 . . .

formula. Vreme rada algoritma je O(x "), a njegovom primenocm J€

. °
jzralunata vrednost {107},

0
1A
X
A

o

Sada je Pg(x,a)=P4(x,a)=...=O, pa treba lzrafunati Pz(x,a),
ali je zato posao pri izradunavanju @(x,a) manji, jer je a manje

nego u prethodnom primeru. Algoritam je razmatrac Meissel i naSao

o . ] - } . ) -
n{107), dodufe uz malu gredku jer je radunan;e izvr¥eno 18E3.

godines naravno bez primene rafunara.

e
p =x <p :
a1 a+1

U ovom slufaju je P4(x,a>=P5(x,a)=...=O, vreme potrebno za
rafunanje ¢{x,a) je smanjeno ubacivanjem u igru vrednosti Pz i Pa'
. . . . . .. . “ -
Primenom ovog algoritma Maissel je nafac tadnu vrednost za w{1l0 )

ali tek 1958. godine.

Zajedni®ko za sve ove algoritme je zahtev za velikim
memori jskim prostorom. Naime, svaki od algoritama zahteva
poznavanje vrednosti funkcije @ za veliki broj argumenata kako bi
se rafunanje izvelo ¥to efikasnije. Samim tim je potrebno lzvrEiti
i velike pripreme pre po&etka izvr$avanja glavnog dela algoritma.
Zto se ti¥e funkcije ¢, u sva tri algoritma se mora radunati
primenom rekurentne formule, Cime se dobija binarno drvo
izraZunavanja. Da bi se zaustavilo grananje, u jedjom trenutku se
primenjuje praviloiza prestanak dalje primene rekurentne formule.
Pri tome se u posebno napravljenoj tablici mora Zuvati vrednost
funkcije u taXkama u kojima je primenjeno pravilo za prestanak

3 =

in

o

rada. Svi navedeni algoritmi stoga se dele na vife razli&i



algoritama u zavisnosti od toga koje se pravilo prestanka grananja

primenjuje.
Paralelni algoritam za rafunanje vrednosti m(x)

Opisademo ’Pro¥ireni Meissel-Lehmer-ov algoritam’ {Extended

Meissel-Lehmer Algorithm) koji su 1985. godine objavili Lagarias,
Miller i Odlyzko. Ovaj algoritam danas predstavlja najbrii

sekvencijalni algoraitam :za rafunanje nix), a po3to je mogude

12vr3iti 1 idealnu paraisiiassi jw navedsneg algeritme; onda je to

l [ . N ' ' J q | 1
£1AUMRS n;JEtBlu nmlclm LAAMEAN LB, PRQAVA AATY APARION.

Neka je dat realan pozitivan broj x, 1 neka je M broj

procesora koji su nam na raspolaganju, pri @ emu stavljamo

. 1.3 . 173,
ograniZenje 1<M=sx . Izaberimo aelN tako da je p =<x Pyt
a a

Vrednost ni{x) radunamo primenem formule n\'x)=¢=(x,a)—P2(x,a)+a—1.

Algoritam se izvr¥ava u dve faze: prve se rafuna vrednost F’z(x,a),

a zatim se nalazi ¢ix,al.

Ra¥unanje vrednosti Pz(x,a): ako pogledamo formulu

L)
172

F’Z(x,a)=—(b—a)(b~a+1)/8 + T rz(x/pi> s gde je b=mix )

iza+1
videdemo da +treba zaposliti procesore na izradunavanju sume

b
ﬁr(x/pi)=}:ﬂ(x/p) » za X <p=x

iza+1

PoSto je x/p<x2/3 kada je p>><1'/3, sumu moZemo izradunati tako 3to

. . . . ’ 2-3 -
femo naci sve proste brojeve iz intervala [1,x 73 - svaki od M

procesora dobija podinterval iste duZine koji treba da obradi



omoguceno da lako izrafumaju vrednosti funkcije m na tom
intervalu. datim se svaki procésqr angaZuje na rafunanju sume onih
sabiraka nix/p) za koje x/p pripada njegovom intervalu. Na kraju
e sabiraju sume dobijeme u svim procesorima i dobijeni rezultat

prosleduje glavnom procesoru koji konaX*mo raduna Pz{x,a). Ceo

-1 2/3+& . .
posao se obavlja u vremenu O(M x ) pri ¥emu se rezervie

173+&

memorijksi prostor Q{x } za svakl procesor.

RaZunanje ¢{xsal): primenom rekurzivne formule ko ju sSmo
ranije mnaveli, dobijamo binarmnoc drvo u &ijim su #vorovima
vrednosti #{x/n,b) gde je n proizvod ne vi¥e od a-b prostih

brojeva. Za zavrZne &vorove drveta uzimamo one kod kojih je

1) b=0 i n<x™? 313

. 4/3
2) n>x

pri Zemu <vorove tipa 1) zoveme ordinalni a &vorove tipa 2)

.. . . . . . ., 273, .
specijalni. Kao 1 u prethodnoj fazi, interval [1,x J se podeli

na podintervale koje obraduju procesori. U toku obrade procesori

nalaze sumu 81 ordinalnin &vorova,; kao i vrednosti ¢(zo,i) gde je

-3

. 1. 1./3
1215w (%

y a zo=[x 1. Zatim se raXuna suma SZ speci jalnih

gvorova, i na kraju ¢(x,a)=S1+SZ. Svaki procesor dce utrofiti vreme

—1V 273+ 1.73+&

oM "~ ) uz zauzede O(x ) memorijskih lokaci ja.

Vidimo da se dati algoritam izvrZava u vremenu OM %3,
Problem za njegovu praktifnu primenu je mogudnost realizaci je samo
na arhitekturama sa zajedni&kom CREW memorijom. Sekvgﬁcijalna
verzija ovog algoritma je upotrebl jena za rafunanje vrednosti m{x)
gde je x=4-10"°. Program je na raZumaru IBM 3081 Model K radio
1730 minuta bda bi srafunao do danas najvedu pﬁznatu vrednost

funkcije mix).



Kako praktino izrafunati w(x)

Videli smo da navedeni algoritam nije mogude primeniti na
arhitekturama koje se danas koriste u praksi. Stoga se namede
potreba primene nekog drugog algoritma za ralunanje vrednosti
nix). Kao %to smo ved rekli, sekvencijalna verzija navedenog
algoritma je danas najbrZi nafin za raéuﬁanjé vrednosti m{x).
Znajudi za formulu ¢(x,a)=¢(x,a—1)—¢(x/pa,a—1), moZemo u svakom
trenutku  @lx,a} izraziti preko proizvoljno nmnogo vrednosti

funkei;e 4 U nekim mangim talkama. Na primery za n=J je.

X/p _2,3—2)—

a

—~

¢(x,a)=¢(x,a—B)—¢(x/pwﬂ,a—3)—¢
—¢(x/pa,a—8)+¢(x/pap¢d,a—8)

Konstrukcija formule je ofigledna: poXto se svakom primenom
rekurentne veze dobija jedan sabirak vi%¥e na desnoj strani, to
zna®i da formulu treba primeniti onocliko puta koliko sabiraka
#elimo imati na kraju. Svaki sabirak je oblika @¢(x/n,a-k) gde je n
proizvod s razliXitih prostih brojeva. Nama je cilj da se sume s+k
kod svakog sabirka %to manje razlikuju, pa stoga primenjujemo
rekurentnu formulu na onom sabirku @{x/n,a-k) kod koga je s+k
najmanje.

Neka je sada dato x za kojg se tra¥*i vrednost mi{x). Uzmimo

"a tako da je pJSx(pa+ pa je sada Cx3=¢(x,a)+Po(x,a)+P1(X;a); pri

1
Zemu je Po(x,a)=1, F’lix,a)=n(x)—a odakle dobijamo kona&no traZenu
formulu: mix)=I[xl-@{x,a)+a-1. Neka je broj procesora k. Tada
vrednost ¢i{x,a) moZemo izraziti preko k vrednosti funkcije ¢ u
manjim ta&kama. Dodelidemo zatim svakom procesoru po jedan par
{x/nsja—-k) za koji treba da izrafuna vrednost funkcije n. Zbog

na¥ina na koji smo birali date sabirke, proce‘sori de utroZiti

pribliZrno isto vreme na raZunanje vrednosti koje su im zadate.



Naravno, raéunanje se obavlja primenom drugog dela ranije
navedenog algoritma. Na kraju, svi procesori $alju dobijere
vrednosti glavnom procesoru koji zatim nalazi vrednost ¢(x,a).
Dobra osohina ovog algeoritma je $to se moZe primeniti na
proizveljno; arhitekturi procesora koji rade paralelno. Vreme
utro¥ens za nala%enje nix) je ipak vede od vremena koji tro$i
prethedni algoritam zato ¥to svi procesori posebo rade neke iste
stvari (pa primer tablicu za ¢). Naravno, to je Pbsledica
csobine arhitekturs na kojoj abevljeme rady jer emo cabranili

procesorima da imaju pristup istim delovima memorije.



4. ERATOSTENGVO SITO

Problem nalaZenja svih prostih brojeva manjih od izvesne

granice n refen je odavno, 1 danas je uz Euklidov algoritam za
nala¥enje N2D verovatno najpoznatiji algoritam koji se primenjuje
u  teoriji brojeva. Izuzima judi varijante napravl] jene zbog
prilagodavanja algoritma osobinama dana¥njih radunara, ovaj

algoritam od svoje prve verzije nilje pretrpeo znaajne promene.

Algoritam Al;

{ Ulaz : prirodan broj n 2

{ Izlaz: skup P prostih brojeva ne vedih od n >

01 S={x ’ 2<x<n)
o2 P={3
03 p=min S . .

04  WHILE p®<n DO

0S P=Pu{p?3

06 m=p

o7 WHILE m<n DO
o8 S=5\{m?
o2 m=m+p

10 p=min S

11 P=PUS

Procenimo vreme Ti{n) datog algoritma Al u =zavisnosti od
ulazne veli&ine n. Prva WHILE petlja se izvr8ava za sve proste

brojeve p takve da je pzfn, a za svako p druga WHILE petlja se




izvriava n/p puta tako da je Ti{in)“Lin/pl=n}(l/p), gde je p prost
1 pZSn. Da bismo izradunali gornju sumu 1iskoristidemo
formulu {(Mertend n(i-l/p)=(eylnx)—1, gde je p-8jlerova konstanta,
psx. Logaritmovanjem obe strane date jédnakosti dobi jamo
Tinli-1/pi=-p-1nlnx pa koristedi Tejlorov razvej imamo
S —y=Inlnx=Fint1-1/p)=F-1"" -1/p) n=Er-1/(np i =-T(n )

=-Lp “L(nLp V=T -IEn P =Ip -~ P <-IP-IDP

=y - Hi-1p) =g - ppt e ™ odnosno:

- 2 .- - . |
e 1=lﬂln><—2(p -p) 1._?, pa posto Z(pz—p) ! konvergira po poredbenom

F:riterijumu OSZ(pz—p)_iﬁfp_z toc onda stavljajuél da X+ U
poslednjoj jednakosti dobi jamo Ip—l”lnlnx odnesno
Tein)*ninlnn®®ninlnn. Dal je je Inlnn=In(logn-1n2)
=log{logn- 1nd)ln2=(loglogn+loglnd)lina pa je konajzno

Tiin)=0oi{nlogliecgn). Ovde je ufinjen prelazak sa prirodnog logaritma
na binarni zbog ustal jenog obijaja u teoriji sloZenosti
algoritama. FPo¥to je pojam binarnog logaritma intuitivno jasan
{mnogi jednocstavni algeoritmi rade u vremenu QC{(logn) - npr. binarno
pretraZivanje, stepenovanje, zapisivanje broja u sistemu sa drugom

osnovem ) to se 1 sloZeniji algoritmi tada lak¥e shvataju.
Paralelizacija algoritma ’Eratostencvo sito’

Sada d<emo razraditi paralelnu verziju datog algoritma.
Problem reXavamo na PRAM sa razdel jenom memorijom. Kasnije d<emo
razmatrati mogudnost primehe algoritma na drugim konfiguracijama.

Posmatrajuci algoritam Al ved na po&etku se namece jedno
re¥enje — promenljiva p ée predstavljati vektor, 1 svaki procesor
e biti zadufen za jednu njegovu koordinatu. To zna&i da bi i-ti

procesor uzimao i—-ti minimalni elemenat skupa S 1 njime prosejaoc



stp S. Medjutim, tada bi dolazilo do sluajeva kada dva procesora
moraju istovremeno koristiti iste lokacije memorije za &itanje 1
upisivanje, pa bi algoritam bio ostvarljiv ali samo na PRAM sa
CRCW zajedni¥kom memorijom. Odbacujemo ovo refenje jer je problem
reSiv u asimptotski istom vremenu na mafinama sa jafim
ogranicenjima.

Problem democ re¥iti deljenjem glaQnog objekta - intervala
brojeva od 1 do n na jednake disjunktne podintervale tako da svaki

procesor obraduje po jedan interval. Zato, neka raspola¥emo sa k

procesora 5 1 ne remetedi opX¥tost zadatka moZemo pretpostaviti da

| | | [
i n::!zm. lv@ IO LI 40 o A

brojeva, odnosno Iab={n|nelN,a<n<b} gde a,belN. Tada je

= <ij<k-1
Il,N UI. O=<i<k-1

im+1,G+m

Frocesoru Pi dodel jujemo interval ] Prosejavanje se ne

im+g,G+m’
moZe izvrEiti dok Nnisu poznati prosti brojevi manji od

. C 12 . .. <L -
r=((i+1)m) s pa de stoga svakil procesor prvo morati izvrSiti
algoritam A1 na intervalu 11 . Zatim se izvr3ava prosejavanje

T

odgovarajufeg intervala prostim brojevima £i1ji kvadrat ne prelazi
gornju grenicu tog intervala. Algoritam je najefikasniji ako se
primeni na arhitekturi kod koje procesori imaju zajedni&ku
memoriju. Ostvarljiva je i primena na drugim arhitekturama, ali se

gubi odredeno vreme pri slanju dobijenih rezultata glavnom

procesoru.

i



Algoritam A2:

(Ulaz: prirodan broj n

(Izlazﬁ skup P prostih brojeva ne vecdih od nl

{(Arhitektura: procesori Pos...;Pk-1 sa zajedniZkom EREW memorijoml

01 DO in parallel 0<igk-1
02 L P r=(livm Y2
03 Primeniti algoritam &1 za n=r, P=Pi
04 S={ninaN,im+1n<(1+1)m3l
05 NHItE 9‘0
06 p=minS
o7 P=PU{p3
08 s=[(im+1)/p] p
09 WHILE s<{i+1)m DO
10 S=8\{s?
11 s=s+p
Procenimo sada vreme Tz(n,k) potrebno za izvrEenje
algoritma A2 pomodfu k procesora. Ako sa Tzi(n) obeleZimo vreme
rada i-tog procesora, onda je Tzin,k)=max{T2i(n)), ©O=idk i

ofigledno da Pk-1 tro¥%¥i najvi¥e vremena, a radi od pocetka do
kraja algoritma AZ pa je Tz2{(n,k)=Tzk-1{n). Rad procesora Pk-1 se

sastoji u primeni algoritma Al za ulaz n a zatim u izvr3enju prve

petlje (koja se izvr$ava ain’?) puta) unutar koje se nalazi druga

petlja (koja se izvr¥%ava m/p puta za svaki prost pﬁan). Stoga,

primenjuju€i usput formulu dobijenu pri radunanju vremena



pa je Tz(n)=O(<n1/2+m)1oglogn)=0((n1/2+h/k)loglogn) i sad moZemo
razmatrati dati izraz znajudi da je nZen/k najmanje kada je k

maksimalno.

k<r3/z:

T2in)=M{n/k)loglogn) pa je dati algoritam asimptotski idealna

paralelizacija algoritma Al

172,
k-ﬂ '
, R - .. . .

T2{n)=0{n"" "loglogn) i dobijamo najkrade vreme za koje se moZe
tzvrditi algeritam A2, 2 pri ftome je 1 iskeri%denost procesora
maksimalna

1-2
kon 7%

72 - . . .

Tz(n)=O(n1/loglogn), gubi se idealna 1iskoriXdenost procesora.
Problem se pojavljuje jer je interval namemjen za prosejavanje
manji od intervala koji se obraduje u pripremi - generisanju

prostih brojeva koji sluZe za prosejavanje.

OZigledno je da navedena klasifikacija samo teoretski doprinosi
razmatranju paralelizacije Eratostenovog sita. Za n=10"% bilo bi
potrebno &ak milijardu procesora Eto je u danadnjim uslovima

nepstvarljivo.

MoZemo 11 brZ¥e izvr%iti algoritam ’Eratostencovo sito” 7

Videli smo da se za Kk <n*’? postiZ2e asimptotski gledanoc
idealna paralelizacija, pobol j8anja su moguda samo u pogledu
smanjenja skrivene konstante. To se uglavnom postiZe koriddenjem
hardverskih osobina raunara, dakle ma¥inski Zavisnim
pobol jSanjima. Postavlja se pitanje koliko brzo moZemo izvoditi

navedeni algoritam u najboljim mogudim uslovima?




Neka imamo k procesora sa zajedni&kom memorijom iz koje je
dozvol jeno istovremeno &itati brojeve za vide procesora. Vreme
. . . . , 172 R
potrebno za izvr¥enje algoritma E2 je Tzin)=0((n""“+n/k)loglogn)
! vidime da je vreme ogranieno zbog primene sekvenci jalnog
i - . . \ 1/2
algoritma Eratostencvog sita u intervalu [1,n"%] od ctrane

poslednjeg pe redu procesora (pripremna faza)l, dok za u istom

trenutku ostali procesori traZe iste podatke samg u manjem obimu.

toga se namede ideja da angafujems procesore paralelinc na istom

poslu samc za slufa) intervala [i..n 73. Kao %o emo ranije
174
dobilt, ol ‘= primenom algori -
obili, n procesora <=2 primenom algoritma E2 traZeni posao
C L -, 1% 34 ..
uraditi u vremenu I{n ) pa ako uzmemo k=n procesora dobi jamo
) - NP P S \ - .
vreme novog algoritma E3: T3a(n)=2(n "loglogn). Medutim, analogno
prethodnom razmifljanju, moZemo algoritam E3 primeniti na
5 . . . . . 4 172 : .
nala¥enje prostih brojeva iz intervala C[1..n7%] pa demo dati
- , /8, . . . , 7,8
posaoc uraditi za vreme O{(n Y} 1 uzimanjem k=n procesora za

. . , 18
drugi deo posla dobijamo kona®no vreme T4<n)=0\n',10glogn).

Nastavljajud¢i navedeni postupak dobijamo generalizovano tvrdenje:

-r
1-2 . .
za dato n, uz pomod k=n procesora, algoritam A2 se izvrX¥ava u

-r
veemenu Ti(n,k)=0(n> )=O(nkﬂloglogn).

Efikasnost algoritma u praksi

Primena Eratostenovog sita predstavlja dovoljno dobro
reSenje za problem generisanja prostih brojeva sa teoretske taXke
glediSta. U prilog tome ide i Zinjenica da je danas u teoretskom
rafunarstvu NP-kompletnost jedan od glavniﬁ problema, pa se
reSenje koje radi u linearnom ili skoro linearnom vremenu retko
pokuXava pobolj%ati. Medutim, u praksi j& situacija potpuno

druga#i ja. Na jvede Eratostenovo sito je napravl jeno za



N=7,263-10"7  (Jeff Youngy Aaron Potler). Program je pisan
kombinovano na jezicima FORTRAN i CAL {(Cray Assembly Languagel, 1
izvrSen na rafunaru CRAY-2. Ove N je ipak isuvife malo da bi se

uspe¥noc re¥ili mnogi problemi teorije brojeva, pa je potrebno

uvesti neka pobolj$anja. Vedina tih novina se zasniva na

hardverskim osobinama rafumara na kojima izvodimo program, ali
takva pobolj3anja ne obedavaju znacajnije pomeranje gornje
granice. Fobol j8anja zasnovana na konstrukci ji brZih
sekvencijalnih algoritama su takode bez perspektive. Zbog toga je

primena paralelnih radunara u ovom sluZaju veoma znafajna jer
1]

predstavlja jedini pravac koji obedava znadajan napredak u

povedanju brzine.
Realizacija algoritma Eratosterovo sito na transpjuterima

Navedeni algoritam je realizovan na transpjuterskoj plofi sa
&efiri transpjutera T800. Program je pisan na jeziku 3L Parallel
FORTRAN za transpjutere. U veoma kratkom vremenskom intervalu
program je generisao bazu prostih brojeva manjih od 10°. MNa
poZetku rada svaki transpjutér je generisao skup svih prostih
brojeva p sa osobinom p25109. Ceo interval na kome je trebalo
vr¥iti prosejavanje podeljen je na blokove duZine F4600%950 brojeva
- ukupno 104 bloka, tako da je 5§aki procesor bio zaduZfen za
prosejavanje 26 blokova. Rad se obavljao i ciklusima, 1 na kraju
svakog od 26 ciklusa glavni procesor je sakupljaoc obradene
intervale od ostalih procesora. Najvedi deoc vremena potrofen je na
pristup spolja%njoj memoriji, jer dobijena baza zauzima izuzetno

veliki memori jski prostor.

Opi%imo jos realizaci ju glavnog dela algoritma -



prosejavanje intervala. Kao osnovnu meru uzimamo interval duZine
L=2-3-95-7'11-13=30030, pa se ceoc skup koji obradujemo sastoji iz
intervala [k-L+1,(k+1):L] gde'je 0<k<32:4+26. Svaki od 4 procesora

ukupno 26 puta izvriava prosejavanja intervala dufine 32-L=0600940
koji se zatim "pakuje" 1 $alje glavnom procesoru. <Za obradu
intervala koristimo niz &i1j1 su elementi 32-bitni registri

(celobrojni tip u FORTRANU). Niz ima 15015 &lanova 1 pri tome I-ti

bit J-tog #lana nosi informaciju o tome da 11 je broj
dg+{I-1)-30030+2-J+1 prost ili slo%en, gde je dg+l donja granica

intervala koji obradujemo, dg=0(mod30030). Ved na podetku 560
uftedeli prostor i vreme isklju®iv¥i sve parne brojeve. Dobitak u
vremenu ostvaridemo takode 1 izbegavanjem deljenja sa brojevima
3,5,7,11 i 13, a prosejavanje vr¥imo samo prostim brojevima vedim
od 13.

Po zavr3etku prosejavanja ceo interval pakujemo u drugi,
manji niz. Za ovaj posaoc koristimo ranije izradunat niz UZP &iji
su elementi svi brojevi uzajamno prosti sa L=30030 a istovremeno
manji od L. Koristedi &injenicu da ako je dg+r prost broj onda
mora biti NZD(r,30030)=1 (jer je dg=0(mod 30030)), 1 znajudi da
niz uzpr ima p{300301)=576&0 Zlanova {p—Ojlerova funkcijal,
informacije o prostim brojevima iz intervala duZine 30030 moZemo

Xuvati na 5760 bitova odnosno u 720 bajta. Sada konaZno dobijamo

{u
[

c=0 goritam: prve

18

ve &lanove niza duZine 13015 inicijalizujemo
vredno¥du O a zatim u svaki bit koji predstavlja broj deljiv
sa nekim prostim brojem vedim od 13 postavimo vrednost 1. Na kraju
vr¥imo pakovanje dobi jenog rezultata tako &%to pregledamoc sve
bitove koji predstavljajq brojeve uzajamno proste sa 30030. Tako
smo umesto jednog bita za svaki broj tro%ili po jedan bit na

svakih 30030:57460%5 brojeva Xime smo ostvarili uftedu od 80%.



B s

Baza prostih brﬁjeva koju smo dobili na ovaj nacin moZe nam
biti od viSestruke koristi. Ispitivanje da 1i je neki broj prost
lako izvodimo pretraZivanjem date baze {(ukolike je dati broj u
granicama obradenog intervala), rastavljanje broja na proste
&inioce (odnosno nalaZenje &inilaca koji pripadaju obradenom
intervalu) moZ%e se jednostavno izvr¥iti sekvencijalnim prolaskom
kroz bazu, a provera Iispravnosti nekih hipoteza o prostim

brojevima takode se zasniva na sekvencijalnoj obradi ove baze.



5. MNOZENJE BROJEVA SA VISESTRUKOM PRECIZNOSCU

Refenje problema pomodu linearnog procesorskog niza

Najjednostavnija procesorska arhitektura je niz procesore

Po’Pi""’Pk1 tako da svaka dva procesora P 1 P (0£15k~-1)

1 1+1

mogu komunicirati u oba smera. Svi podacil su na po¥etku smefteni u

procesoru-PD koji je zaduZen za ulaz/izlaz, pa se mora napraviti
algoritam koji <e omoguditi ostalim procesorima da doveljno brzo

dobiju podatke koje treba obradivati. Ukoliko se arhitektura

|| ﬂ | |
Arocecsra mogmaLra L;o graf gl;i ey CVBrovl procmesry, a grame

grafa su veze izmedu procesora, moZemo govoriti 1 o topolo%kim
osobinama odredene arhitekture. Procesorski niz se moZe utopiti u
vedinu poznatih arhitektura, ¥to zna¥i da se i algoritam koji <emo
izloZiti moZ¥e primeniti na te arhitekture.

Meka su prirodni brojevi X 1 Y dati nizovima svojih
cifara X=(xm4qu"'xo) i Y=(ywdywi...yo) koji se mnalaze u
memoriji procesora Po procescorskog niza Po’P1""’Pw1' Algoritam
moéemo opisati u tri koraka: slanje potrebnih podataka ostalim

procesorima, samostalni rad procesora na rafunanju potrebnih

vrednosti i vradanje dobijenih vrednosti glavnom procesoru Po.

Algoritam Ml:

{Ulaz: nizovi cifara prirodnih brojeva X=(x x e e X )



01

0e

03

16
17
18
19
290

21

n
03]

27

28

=454

DO in parallel 0<izn-1

FOR j=0,n-1
SEND(x ;RIGHT)
PAUSE (1)

FOR j=0,n-2
SEND{y ,RIGHT)

PAUSE(1)

FOR j=0,n-1

zZ =2 +%
n n jyn-)

L) = -~

DIJ\I_l)’B,p,L.‘))

FOR i=1,n-1
RECEIVE(Zi,RIGHT)
DIV(z +psBsp;z. )

1 |

DIV(z +p,B,psz )

n n

FOR i=n+1,2n-2
RECEIVE(Zi,RIGHT)
DIV(Z_+D,B,D;Z_)

3 1

IF p>0 THEN

k=2n
Zk_1=p
ELSE
k=2n-1
P, 0<{i<n—-1
) 8
PAUSE(i~-1)

FOR j=0,n-1



30

31

32

33

34

35

41
42
43
44
45

46

48
49
50

51

353
54
55
56
357

58

RECETVE (5, LEFT)

SEND (x ,RIGHT)
FOR ;=0,n-1

RECEIVE(y ;LEFT)

SEND (y ,RIGHT)

z =0
N+
FOR j=07i
z =z + X
n+i n+i b yn-ﬂ'.*-j

Pf imoda=1:

FOR j=0,n-2-i

SEND(z LLEFT)
i+}

RECEIVE (2,
SEND(z ,LEFT)
n—1

FOR j=0,n-3-i

>RIGHT)

+]+1

SEND(z = LLEFT)
n+i+j

RECEIVE(z . LRIGHT)
n+i+jre

SEND{z sLEFT)
2n-2
Pf imod2=0 :
FOR j=0,n-2-1

RECEIVE(z
i1+

j‘.1,5::’IGi-l'i')

SEND(z LLEFT)
i+]

SEND{(z ,
n-1

FOR j=0,n-3-i

RECEIVE(z
n+i

. sRIGHT)
+j+1

SEND(z _ ,LEFT)
n+i+}

SEND(z s LEFT)
2n-2



59 Pi, i=n-1 :

60 PAUSE (n-1)

61 FOR j=0,n-1

62 RECEIVE(XYLEFT)'
63 PAUSE (1)

bt FOR ;=0,n-1

L5 RECEIUE(nyEFT>
66 PAUSE (1)

&7 zn_1=0

el FOR jsOyn-1

i Z ;Z 1
iy jn-i-j

70 IF nmod&=1 THEN

71 PAUSE{ 1)

72 SEND(zwﬂ,LEFT)
73 ELSE

74 SEND(z »LEFT)H

n—-1

Svi procesori obavljaju istu wvrstu posla ali je zbog
izvesnibh razlika potrebno pisati programe za pocetni, krajnji, i
procesore sa parnim odnosno neparnim indeksom. U navedenom
algoritmu naredbe 02-27 odgovaraju prvom, 5S9-74 poslednjem, a
naredbe 28-58 ostalim procesorima, Pri cemu u jednom trenutku
treba izvrX%iti podelu u zavisnosti od parnosti indeksa procesora.
Rad procesora je sinhronizovan - izvodi se u taktovima - tako da
svaka numerisana naredba predstavlja rad koji procesor izvrsava u

jednom taktu. Ovakva organizacija rada nam je potrebna zbog prvog



ostalih procesora, a samim tim 1 poteXkoda pri vremenskoj proceni.
Prvi deo algoritma predstavlja slanje potrebnih podataka ostalim

procesorima, jer na poletku samo procesor PO poseduje ulazne

podatke. Pri tome moramo voditi rafuna o &injenici da u jednom
taktu procesor mo¥e samo primiti ili samo poslati podatak
{iskljufeno je istovremenoc slanje 1 primanje podataka). Drugi deo
algoritma prestavlja izradunavanje odredenih iz2raza i1 realizovan

je tako . da svi procesori trofe podjednako vreme na njegovo

izvr¥avanje. Tredl deo aigeritma je uraden analogno prvom delu i

predstav]ja slanje izradunatih vrednosti glavnom procesoru.

Nadimo joS vreme Tihﬁ) potrebno za i1zvr3avanje algoritma.
PoXto procesor PD zapodinje a takode 1 zavr¥ava rad algoritma; to
je ukupno vreme jednako vremenu potrebnom procesoru Po da i1zvr$i
svoj deo posla. Dato vreme je sada lako 1izrafunati jer svaka
petlja u sebi sadr#i samo proste naredbe. Posle sabiranja dobi jamo
'&(n)=9n—1=0(n) taktova potrebnih za obavl janje posla. S-Dbzirom
da je vreme potrebno za refavanje datog problema analognim
sekvencijalnim algoritmom 0(n%) to je ubrzanje koje smo dobili
asimptotski idealno. Medutim, postoje sekvencijalni algoritmi koji
navedeni problem refavaju u vremenu bliskom linearnom, te ovaj
algoritam ne predstavlja najefikasniju primenu paralelizacije sa
teoretske ta*ke gledista. Sa druge strane, po¥to je skrivena
konstanta u pomenutim sekvencijalnim algoritmima izuzetno velika,

primena algoritma Ml u praksi se pokazuje vrlo efikasnom.
Mno¥enje brojeva pomodu procesora sa zajedniXkom memori jom

dati jewvi {={ P ) i Y= _—
Neka su ati brojevi X X Pz P i \Ywﬁyn_z Yo

predstavl] ieni kao nizovi svoiih cifara i neka imamo procesore



i Z2={z, z _...Z ). Ako stavimo da je 2. =PRY.
pi::igi-i-pi_l)divB, p_1=0, tada je zi=(;i“1+pi_1)mod8 i algoritam <e
se sastojati iz dva dela, paralelnog, za radunanje vrednosti 2, i
sekvencijalnog za rafunanje vrednosti z. Glavni problem pri
pravljenju prvog dela je kako rasporediti procesore da obavl jaju
pribliZno istu koli¥inu posla, da njihova iskorifdenost bude Zto
veca, a Sto je 1 najva¥nije, da se ne sukobljavaju pri Citanju
memorije. Ideja je da svaki procesor osim jednog bude zaduZen za
raftunanje vrednosti g& _% takve da je i-j=n. PoXto =za radunanje
vrednosti 2, cdrnosno  z treba izvr¥iti i+l mnoZenja 1 i+l

2n-i-2

sabiranja, to algoritam predvida da procesor P bude angaZovan na
1
nala%enju vrednosti z i z  &ime de izvr¥iti ukupno n mnoZenja 1
1

n+1

n sabiranja.
Algoritam Ml:

{Ulazne vrednosti: nizovi cifara brojeva X 1 Y2
{Izlazne vrednosti: niz cifara broja Z=X-Y32
(Arhitektura: procesori PO,Pl,...,Pk1

sa zajedniZkom EREW memorijoml

01 DO in parallel 02izn-1
oz P: z =0
1 b

03 z =0

n+i
04 1}=(i+1)/2
oS ,%;i/e
06 D3 k=0,n-1

o7 DO in parcllel 0<iz=n-1



08 _ F’i, imod2=0 :
09 z =z + .
r+s. “r +s, X ys_
i 1 i 1 i 1
10 ri=(ri+1) mod n
11 si=(5i+n~1) mod n
12 P, imodZ2=1 :
i
=z + .
13 ' 2 ts. r +s5. Vs Xr
i 1 i 1 1 i
14 S'=(5i+1) mod n
1
15 ‘ r_=(r.1+n—1) mod N
|3
16 p=0C
17 DO 1=0,2n-¢c
16 a=(z +p) mod B
19 p={(z +p) / B
1 1
20 IF p>0 THEN k=2n-1
21 z, =p
22 ELSE k=2n-2

Teorema 1. Procesor P {(0<i<n-1) po zavr&etku prvog dela (01-13)
1
algoritma M1 sadr®i u promenljivima z 1 2z vrednosti izraza

1 n+i

Lxy. . odnosno Txy. .» a za vreme izra%unavanja datih vrednosti
37 i-] 3T i)
ne dolazi u sukob sa drugim procesorima pri &itanju podataka iz

memorije.

Dokaz: DokaZimo da ri+%_uzima vrednosti iz skupa {(i,n+iJ gde j=
0<i<n-1, tokom celokupnog izvr¥avanja drugog DO ciklusa (06-13)
algoritma.
1) i=2j

Na poéeth je r.=j 1 s=j pa je 1}+si=aj=i. U svakom narednom
ciklusu izvr¥ava se transformacija (14-15) i tada se 71, uvedava

za 1 a s umanjuje za 1 pa zbir r +s_ostaje nepromenjen. Izuzetak
1 . 8 1



je samo u sludaju kad je r =n-1 odnosno s=0. Medutim, po¥to je
i i

i{n to je n-1/2>i/2 pa je n-l-r2s ¥to zna¥i da se slu®aj s =0
1 1 1

nikad ne pojavljuje posle slufaja r=n-1. Dakle, suma ‘}+Si se

tada uveda za n pa je r+si=n+i. Tek posle ovoga mo¥e nastati
i
sludaj ri=n-1 posie koga se ceo zbir smanjuje za n pa je tada

r+s =i. Jo 2nafi da procesor P menja samo vrednosti promenljivih
1 1

1

2 1 0z i’ Fored toga, r., 1 s uzimaju ta®no jednom vrednosti iz
i i i
skupa {O,1,...,n-13 pa posmatrajudi naredbe {(0%9-11) vidimo da se

na kraju rada u promenljivim z i z  nalaze vrednosti navedene u
i n¥i :

1siazu toorame,

Ovaj slulaj se dokazuje analogno sluXaju 1) ﬁa nema potrebe
detal jno ga opisivati.

Ostaje jo¥ da se pokaZ¥e kako procesori ne dolaze u sukob pri
uzimanju odgovarajudih vrednosti iz memorije. OXigledno je da dva
procesora 2iji su indeksi razliXite parnosti ne dolaze u sukob jer
dok jedan Zita vrednost Zlana niza X drugi Zita vrednost nekog
€lana niza Y. S druge strane, ako posmatramo dva procesora sa
indeksima iste parnosti, na primer Pi i Pj, pri Zemu je i=2u a
j=2v, tada je u=ri#ifv, u=s;%n=v. Medutim, posmatra judi
operacije (09-11), vidimo da e na poXetku svakog ciklusa vaZ%iti:
lr{ﬁ} =lu-vi{{modn) i lsi-i|5|u—vi(modn) pa nikad nede biti rEr

J

odnosno s =s. To u stvari zna¥Xi da procesori Pi i Pj nede
dolaziti u sukob jer nikad u istom +trenutku nede upudivati

memoriji zahtev za &itanje vrednosti iste promenljive.

Ureme alaoritma 12 =ad edrnactavrne Aroesmnidi. 12 2=amtc=




paralelizaciju odgovarajudeg sekvencijalnog algoritma. ’Usko grlo’
algoritma je poslednji deo (16-22) kada radi samo jedan procesor,

ali je gubitak vremena koji se tu pojavljuje zanemarljiv kada je n

veliko.



6. Da U JE N PROST IL! SLOZEN

Ispitivanje da 1i je neki broj prost je jedan od vaZnijih
problema koji <Cesto predstavlja samo deo u reSavanju nekog
sloZenijeg problema. Faktorizacija brojeva je uspeéno zavréena tek
Dnda kad se pokaZe da su Cinioci dobijeni na kraju prosti. Stoga
se svi oni moraju podvrgnuti nekom testu koji <e ispitivati

njihbovu sloZenost. OZigledno je da se ovakav algoritam meora

maksimalno ubrzati kako bi glavni algoritem bioc reSen u nekom

kracdem vremenu.

VaZnije teoreme teorije brojeva upotrebljive pri prepoznavanju

prostog broja

Teorema 1. (Plerre Fermat) Ako je p prost brojs a x ceo broj

takav da ptxs tada je x° ‘=1{modp).

Definicija 1. Ako je p prost 1 (a,pi=1, tada kaZemo da je a
kvadratni rezidum za p ukoliko kongruencija x’=a {modp) ima
refenja u skupu prirodnih brojeva i piZemo (a/pl)=1, inale je =a

kvadratni nerezidum za p i pi¥femo (a/pl=-1.

Definicija 2. Za date brojeve a i n, pri &emu je n neparan i
{a,n)=1 definifemo Jakobijev simbol (a/p) kao

(a/pl=n(a/pi)ai, ako je n=rpiai

Teorema 2.{(lLeonhard Euller) Ako je p prost neparan broj i a

(p—-1)72

prirodan broj takav da je (a,pl)=1 tada je a =(a/p){modp).



Déigledno da Teorema 2 predstavlja uopZtenje Teoreme 1.
Nama bi ipak od vede koristi bili obratni stavovi ovih teocrema.
Jo¥ 300. g. pre n.e. Kinezima je bila poznata &injenica da pIEp—E
ako je p prost, a Fermat je dao op3te tvrdenje 1640.god. Medutim,
U kineskim rukopisima se navodi obratno tvrdenje (2" -1 nije

deljivo sa n ako je n sloZen)y a Leibniz €ak navodi 1 dokaz

Obrnufog Fermafovog stava. Tek je 1830. naden konfraprimer, jer e

I340-1 . . . f
341=11-31 a 341|2 . &ime nastaje novi pravac u Teoriji

brojeva. Ostaje nam samo da primenom kontrapozicije dobijemo manje

korisne teoreme; & za daljli rad uvedimo definicije:

Definicija 3. Ako je dat sloZen neparan broj n i ako postoji pri-
rodan broj a takav da je (a,n)i=1 i a" "zl (mod n) tada kaZemo da je

N Fermatov pseudoprim za osnovu (bazu) a.

Definicija 4. Neparan sloZen broj n se zove Carmichael-ov ako je

Fermatov pseudoprim za svaku bazu.

Definicija 5. Ako je dat neparan broj n 1 ako postoji prirodan
, n

broj a takav da je (a,n)=1 1 a'dzl(mod n) tada kaXfemo da je n

Euler-ov pseudoprim za osnovu (bazu) a.

Definicija &. Ako je dat neparan slo¥en broj n=2"d+1 pri Xemu je d

neparno i ako postoji a tako da je ili =1(mod ) ili

I
ad;zsrl(mod n) za neko r=0,1,2,...,s-1 ka¥emo da je a jak

pseudoprim za osnovu (bazu) a..

Lako je videti da je skup Fermatovih pseudoprimova podskup

skupa Ojlerovih pseudoprimova, a mo¥e se dokazati i da je svaki



jak pseudoprim istovremeno i Ojlerov pseudoprim. U mnogim radovima
cse testovi bazirani na gornjim definicijama 1 teocremama nazivaju
testovi primalnosti %to je pogre3no, jer su to u stvari testovi
slo¥enosti po¥to mogu samo dokazati da je broj slofen. Akeo je broj
prost ovim testovima se to ne mo%e dokazati u op$tem slufaju. Brz
test primalnosti se mo¥e dobiti primenmom tablice pseudoprimova
koju treba iskoristiti ako se sloZenost broja ne pokaZe nekim od
navedenih te=stova. Iskoristidemo rezultate objavljene uw [21], gde
su dati rezultati dobijeni ispitivanjem brojeva manjih od 25'109.

Iespitivanje je pokazalso da izpod date graniea postnjy 1770 brojeva

koji su pseudoprimovi istovremeno za baze 2,3,5 1 7 pa u:z pomod &
procesora koji <¢e ispitivati pseudoprimalnost odredenog broja za
date 4 osnove dok peti procesor ispituje da 1i se dati broj nalazi
U tablici, dobijamo veoma brz test. Sta vi¥e, jakih pseudoprimova
istovremeno za osnove 2,3 1 S ima 13, ako ubacimo u ispitivanje i
7 kao osnovu dobi jamo samo broj 3213031751 kao izuzetak, a 1 on
otpada proverom uslova za bazu 11. Sada ved moZemo da biramo koji
cemo algoritam upotrebiti u zavisnosti odvraspoloéivog vremena,
broja procesora i dostupnog memorijskog prostora (zbog sme3tanja
tablice). Vratidemo se konstrukciji datog algoritma kasnije - u
temi D_probabilistiékim algoritmima, zasad recimo samo da je ovaj
sluXaj zanimljiv pri pravljenju algoritma koji treba usput, brzo
da re%i i problem primalnosti broja. Za ispitivanje sloZenosti

nekog do sada ne ispitivanog broja ne moZemo primenjivati tablice,



Kako dokazati da ;e broj prost ?

Videli smo da prethodni testovi ne mogu dati dokaz da je
neki broj prost, ved samo pri ostvarenju odredenih uslova dokazuju
da je broj sloZen. U problemu dokazivanja primalrosti nekog broja

glavnu ulogu igra slede‘a teorema

Teorema 3. (Eduard Lucas) Neka je n—1=np'oh gde su p,  {(l1Zizm)
i

razliZiti prosti brojevi. Ako postoji a tako da je
. tn=1)/pi_,, .

(4 1 imod n) za j=1sCyaeai

1 tako da je

(2) a" =1 (mod m

tada je n prost.

Ved na poZfetku vidimo da se pojavljuje problem
rastavljanja broja na proste #inioce, dakle moramo da pozovemo u
pomod 1 neki od metoda faktorizacije o kojoj e kasnije biti reXi.
No imajudi u vidu da je n neparan broj koji ima kao delioce velike
brcjevé {ako ih uwop3te imal, to je n-1 paran, a velika je
verovatnoda da ima mnogo manjih &inilaca. Ideja je da svakom
nadenom P, dodelimo odgovarajudl procesor koji de za unapred
odredeno a proveravati kongruenciju (1), ali se pojavljuje problem
medusobne zavisnosti procesora. Svaki od njibh zavr®i svoj posac a
zatim &eka rezultate ostalih i tek tada zna za koje a treba da
nastavi rad i da 1i uop¥te treba da ga nastavi. Na taj nafin se ne
nstvaruje velika iskori%denost procesora pa cemo oslabiti uslove

prethodne teoreme:



Teorema 4. (John Selfridge> Neka je n-l=|"piqi gde su P, razliditi

prosti brojevi. Ako za svako pipostoji a takvo da je
1

a~(n-—l)/pi

1

2l (modn) i ain—lz-i(mod n

tada je n prost.

Sada mo¥emo opisati algoritam za izvodenje dokaza da je
neki broj prost. Svakl procesor dobija Dbroj ns izvrZavsa
faktorizaciju broja n-1, a zatim uzima odgovarajudi prost Zinllac
p. i pokufava da nade & tako da je

1

a(n-l)/pi n-1

Zlimod n) 1 a =1 {mod ni,

Hiﬂlﬂii%i IRVVTR Iy dveyie] Qlavnom procesor,

Algoritam Fl:

{Ulaz: prirodan broj n?
{Izlaz: niz P,2---1P prostih &inilaca od n-1, 1 niz EREERRE
’ il
prirodnih brojeva iz teoreme &4 ako je n prost, i a takve da je
n—-1 N . “ N
a 21 (mod n) ako je n sloZen.’

{Arhitektura: k nezavisnih procesora koji mogu stupati u

komunikaciju {(direktnu ili indirektnu) sa glavnim procesorom P

C1 DO in parallel i=1,k

. P . . . ol o e
02 P: izvr3iti faktorizaciju broja n=i=fp_ - 1=i=n
1

03 IF i>n THEN SEND(P,0)

o —_— o e e e e e g e & 2 e g



09 . IF tP'=1 (mod p) THEN SEND(P,a)
10 ELSE SEND(P,~1)
11 SEND(a_,P)

Uremensku procenu navedenog algeritma nije mogude izvr¥iti
jer ne zavisi od veliline ulaza, ved 1 od broja razli®itih faktora
od n-1, 1 velidine najvedeg od tih faktora. Razmatrajudi algoritam
vidime da se glavni deoc vremena trofi na stepenovanje po modulu n.

Medutim, po¥to se taj algoritam izvr¥ava relativrno brzo (nalafenje

m—tog stepena se izvriava pomodu logm mnoZenja), moZemo redi da je

A;888V8 vreme rada sasvim zadovoljavajuée. Problem se pojavljuje
zbog slabe iskori%<enosti procesocra u sluéaju kada n-1 1ima malo
razliZitih prostih faktora. Sa druge strane, kada je n isuviZe
veliko za smesStanje u registar, vi¥ak procesora nam mo¥e dobro
dodi za mno¥Xenje pri stepenov;nju. Ovo je pravi primer kako je
uopEteni problem veoma tefko refiti takec da se procesori %to bolje

iskoriste. Mnogo je bolje praviti poseban algoritam za svaki

konkretan problem.
Frobabilistidki paralelni algoritmi za ispitivanje primalnosti

Algoritam naveden u prethodnom paragrafu nalazi dokaz da je
broj prost ili da je sloZen. Medutim, vreme njegovog izvrZavanja
moZe biti wveoma velike u nekim situaci jama. Kao 3to je ranije
refenc, ispitivanje primalnosti broja se Zesto izvrvZava kao deo
nekog algoritma, 1 pogotove kada to treba uraditi vi¥e puta
algoritam Pl nije ba¥ najpogodniji. Zato u sluaju da imamo neko
unapred zadato vreme za koje je potrebno ref¥iti problem, od velike

pomodi moau biti probabilistidki alacritmi. Naravno, ti alagoritmi



se ne mogu koristiti =2a izvodjenje dokaza u "&istoj" matematici,
ali mogu biti od velike pomo¢i u kriptologiji ili pri pravljenju
hipoteza.

Najednostavniji primer za probabilistiZki algoritam se
dobija pomodu Fermat-ove teoreme. Ukaliko broj zadovol java traZfene
uslove, moZemo redi da je on prost ili je Fermatov pseudoprim za
ispitivanu osnovu. Ukcliko Zelimo povedati mod  testa (111
preciznije: smanjiti verovatnoru pravljenja greZke) ponavljamo
test za neku drugu bazu. Slo¥eni orojevi koji za svaku bazu

ispunjavaju uslcve Fermat-ove teoreme nazivaju se Carmichael-ovi

|
n
MJ@V]. Qﬂé@ gg ﬁgh A0a 14 0 E;!’m;tl\ml-ov;m Eroj@v;ma, Lma

ih mnogo manje nego prostih, ali ipak isuviZ%e mnogo da bi

Fermat-ova teorema za kratko vreme davala rezultate sa dovol jno
malom verovatnodom grefke. Rad sa vi%e procesora moZe znafajno
skratiti vreme (ili smanjiti verovatnodu grefke, zavisno od toga
2ta nam je vaZnije) tako %to se swvakom procesoru dodelil jedna 1ili
viSe baza za koju se ispituju uslovi Fermat-ove teoreme. Analogno
sa do sada refenim moZemo iskoristiti i Euler-ovu teoremu.

Mnogo jagi test "moZemo dobiti korisdenjem uslova

definicije 5, Sto je pokazao Rabin [25] 1977. godine.

Definicija &: Neka je n prirodan broj. Redi demo da je prirodan

broj b svedok slo¥encsti za n i oznaZavati sa W (b) ako su
n

ispunjena slededa dva uslova:



Uporedujuéi uslove definicije 4. sa uslovima ranije
navedenih definicija, 1 2znajudi €injenice do sada navedene, lako

zakl juCujemo da iz wn(b) sledi da je n sloZen.

Teorema 3. Ako je n>4 slo/en broj, tada je
3(n-1)/4 < c((blwn(b)}),

gde c{(S) oznadfava broj elemenata skupa 5.

Navedena tsorema u stvari kazude da ukoliko Je neki erJ

sloZen, tada postoji bar 3(n-1})}/4 brojeva koji svedoZe da je on
sloZen. Dakle, ako ispitujemo primalnost nekog broja n, 1 ako se
ispostavi da za neku bazu b ne vaZe uslovi iz definicije &. tada
mofemo redi da je n prost 1 pri tome je verovatnoda da smo
napravili grefku jednaka 1/4. Ako uzmemo niz duZine k

1<b <bz<...<bk<n

i ustanovimo da ne va%i iji) za 1=<izk, moXemo redi da je n prost
i pri tome je verovatnoda da smo napravili greXku (1/a)%. Dakle u
4¥ ispitivanja primalnosti pomodu nizova duZine k pravimeo jednu
gregku, ¥to je veoma dobar rezultat, znajudi da ga moZemo dobiti
koristeci paralelni algoritam. Svakom procesoru deodeljujemo po
jednu bazu za koju on ispituje b&{b) {pretpostavka je da ‘imamoc kK

procesora)l.
Algoritam P2:

{Ulaz : prirodan broj n}
{Izlaz: izvestaj © slo¥enosti broja n; u slu&aju da odgovor bude
~k.

"n je prost"” verovatnoda da je napravljena gre¥ka iznosi 4 %

{Arhitektura: k procesora povezanih sa glavnim procesorom?



01 DO in parallel 02isk-1

o2 Pf d=n-1
03 WHILE dmod2=0 DO
04 d=d/2
03 h=f(i,n)
06 IF n mod b=0 THEN SEND(Psb)
07 b=b%imod m
08 | IF THEN SEND(P,b)
07 | d=2d
10 WHILE d<n DO
é)
§ h=h (nod n)
12 IF NZD(b,n) > 1 THEN
13 SEND(FP,b)
14 STOP
15 d=2d
16 SEND(P, 1)

Recimo na po&etku da je funkcija f(i,n) u néredbi (0S)
kori%derma u cilju generisanja broja b, tako da je 1<b<in, pri Zemu
se tako dobijemo b razlikuje od odgovarajudih vrednosti za b koje
koriste drugi procesori. Ofigledno da je. vreme datog algoritma
jednako ©O(logn) jer se ceo rad sastoji iz logn mnoZenja 1
modularnog deljenje. Naravno, ukoliko se te dve operacije ne mogu
izvr$iti u konstantom vremenu, navedenu procenu treba pomnoZiti sa
vremenom potrebnim za izvr$avanje ove dve operacije, tako da 1 uz
primenu najjednostavnijih algoritama za ove dve operacije,

dobi jamo vreme Tz(n)=0(10g3n).



7. FakTorIZACIUA

Rastavljanje brojeva na proste #inicce predstavlja glavni,
ali 1 najte%fi problem u aritmetici sa vi¥estrukom ta¥no¥du.
Algoritmi za faktorizaciju zahtevaju primenu mnogih do sada
pamenutih algoritama, i to uglavnom za obavljanje nekih usputnih
poslova, pa nije ni malo &udrno Xto do darnas jo¥ uvek nije

napravljen polinomijalan algoritam za fakterizaciju.

Najjednostavni je regenje problema je ispitivanje

deljivosti datog broja n sa prostim brojevima manjim od n’é Ovaj

1 IL \ ulv 1 x | ' l ' K
‘ | -
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kao ceo broj u memoriji radunara, dakle za danadnje pojmove, u

sludaju n~10'? (double precision). Svaki od procesora u jednom
vremenskom intervalu uzima po jedan prost broj p5n1/2 iz ranije
napravljene baze 1 proverava da i je n»nmodp=0. Problem se
pojavl juje zbog potrebe velikog prostora za éu&anje baze, a
ukoliko baza nije ranije napravljena trofi se vreme na primenu
algoritma Eratostenovog sita. Oba problema refavamo tako Eto <emo
delimiZno primenititi algoritam Eratostenovo sito a zatim
nastaviti proveru deljivosti broja n sa brojevima koji nisu
deljivi sa nekoliko prvih prostih brojeva. Za ‘izvr3avanje
ﬁavedenog posla nam nije potreban memorijski prosteor koji bi smo
koristili u sluZaju koriXdenja baze prostih brojeva, a
izbegavanjem pravljenja baze Ztedimo 1 vreme. Sa druge strane,
povedava se vreme rada zbog nepotrebnih del jenja sloZenim
brojevima, ali je to povefanje relativno malo.

Pretpostavimo da imamo 8 procesora koji mogu direktro ili

indirektno komunicirati sa glavnim procesorom (tu ulogu moZe



koji nisu deljivi sa 2,3 1 5, dakle brojevima cblika 30k+t gde je
t iz skupa {(1,7,11,13,17,19,23,29. Na kraju rada svaki od
procesora Cuva kao kona&ni rezultat sve faktore od n koji imaju

odgovarajuc¢i ostatak pri deljenju sa 30.

Algoritam F1.

{Ulaz: 1) prirodan broj n &1ja faktorizacija je nepoznata
2) prirodan broj 6 - granica do koje vr¥imo proveru 3
{Izlaz: prosti faktori od n manji od G 2

{Konfiguracija: 8 povezanih procesora PO’P1""’P~

01 CDNST (r s 7 IREERE 3T _ ¥ T )2(1’7511;13y17,19;23529)
O 1 2 3 + 5 o G

02 DO in parallel 0517

c3 Pf m=n

04 g=CLmind{g,n' %3]

0S S={x|2sx=qg, med30=r£
06 D=0

07 WHILE deS AND m=1 DO
o8 IF d|m THEN

09 D=DU{d}

10 WHILE d|N DO
11 N=N/d
12 FOR j=2 DOWNTO O

13 DO in parallel o<i<al™-1
14 P izal:

15 SEND(P.__j,D)

16 P, i<al:

17 RECEIVE(P_j ,E)
2°+i



18 D=DuE

19 m=n

20 WHILE (deD) AND (m=1) DO
el IF d|m THEN

ce WHILE d|m DO
c3 m=m/d
24 ELSE D=D\{d?}

Drugi deo algoeritma (12-24) predstavlja slanje dobi jenih

rezultata glavnom procesoru pri &emu se vr¥i izbacivanje onih
¥inilaca od n koji su sloZeni. U svakom ciklusu FOR petlje
polovina procesora 3alje skup dobi jenih faktora od n drugoj
polovini procesora, koji vrZe izbacivanje jednog dela sloZenih
faktora. KonaXan rezultat je skup svih prostih deliioca od n
manjih od date granice.

Izrafunajmo vreme rada datog algoritma. Prvi deo (2-11) je
idealna paralelizacija odgovarajudeg sekvencijalnog algoritma. Na
svakih 30 uzastopnih Erojeva vr%i se provera deljivosti n sa osam
brojeva a svaki procesor vr3i jednak broj del jenja, Ukupno se

proverava deljivost broja n sa n'"?.8/30 brojeva, %to znafi da

1,2 .54

svaki procesor izvr3i n /30 deljenja. Konkretno za nvid
izvr¥idemo n“q~103 deljenja ¥to je za pojam danaZnjih radunara
izurzetno brz posao. Drugi dec algoritma mo¥emo zanemariti jer se
izvrfava relativno brzo (vreme je logaritamski zavisno od broja
procesora)

Opisademo u kratkim crtama i algoritam koji se da primeniti
u op%tem sluXaju. Ako je dato k procesora, onda prvo nademo
najvede ml=p1pz...pl tako da je ¢("E)<k {(ovde je ¢ Euler—-ova

funkcija). Zatim interval £1..cn*"%31 podelimo na intervale duZine



k-fp(ml) 1 u svakom intervalu podelimo procesorima po rp(ml) brojeva

koji su potencijalni delieci od n. Pre toga demo iz

72

- 1 . L] 1]
intervalall..n "] izbaciti brojeve deljive sa P rPyr o - Pri

l

tome je doveljno prosejati interval tl..mll, jer vaZi

{roml=1 & (S'ml+r,ml)=l.

U ovom trenutku navedeni algoritam je samo od teoretske koristi
jer 1 manji broj procesora izvr3ava posao dovoljno brzo. Valja
Déekivati'da ce daljim pobolj%anjima hardverskih osobina ra¥unara

{omogucavanje rada sa b4-bitmim 11i Sak vedim reglistrima) ovaj

algoritam nadi potpunu primenu, ali Ze faktorizacija brojeva od po

100 cifara morati da se izvrfava drugim algoritmima.
Fermatov metod za faktorizaci ju

Metod koji <emo izlo¥iti uveo je Fermat u XVII veku i do
pojave radunara to je bio najefikasniji metod =za rastavljanje
prostih brojeva na &inioce.

Cil; algoritma je predstaviti dati broj n kao razliku

. . . .. 2 =2
kvadrata dva prirodna broja x i y. Tada dobijamo x -y =n, odnosno

{(x=y){x+y)=n pa ako je x-y#l dobijamo da su x—y 1 x+y delioc od n.

Problem refavamo tako Zto defini¥emo niz

X =M 1+1 za 1>C,
. 2

P2 nam sad ostaje da proveramo da 1li je . ©n potpun kvadrat kad
jie 1 manje od izvesne granice. Dati niz <demo podeliti
odgovarajudem broju procesora koji ¢e proveravati trafeni uslov. U
cilju uXtede vremena za kvadriranje celih brojeva koristimo

. . 2_ 2 e . 2 .
€injenicu da je (m+1)"=m+2m+1. Takode, znajuci da izmedu m i

(m+1)2 nema celih brojeva, u¥tededemo veliko vreme izbegavanjem



korenovanja. Pre poletka rada proveridemo nekom od prethodnih
metoda da 11 n ima kao #%iniocce neke manje brojeve. Po¥to smo se
uverili da n nema &inilaca 1ispod win) (gde je w neka ranije

gdredena funkcija) zakljulujemo

Cy . 4/2 172
win) Oi=y(n 2 ¥=n (y

1/2/ ’ 7 ’ 3 Y
nooxtyn/win) s y<n/yini —x

i sada dobi jamo

172 172 1/2 1,2
-n Hn/pln)=x 2 xdnfpin)+n’ 3 /2=n Hin/pinl-n /2 .
irZ 172 172

Stoga interval celibh brojeve (0 Hn +in/wini-n" 7)/2) delimo na

;adnak broj intervala = cvakom intervalu odgovara po  jedan

procesor koji ga cbraduje.
Algoritam F2.

{Ulaz: prirodan broj n?}
{Izlaz: prosti &inicci od nJ
{Konfiguracija: k procesora koji mogu ostvariti direktan 111

indirektan kontakt sa glavnim procescrom?

01 DO in paraellel 0=5i<k-1

o2 P step=C(In/pin 1-tn'"%1) 72K

G3 x=[nh13+i*g

04 ggran=x+step

05 raz=x"

06 y=Craz""*3

07 sqry=y2

o8 WHILE (x<ggran) and {(raz#sqry) DO
09 WHILE raz>sqry DO

10 sqry=sqry+2y+1



11 y=y+1

i2 IF raz<{sgry THEN
13 raz=raz+2x+1
14 x=x+1

15 IF raz=sqry THEN
16 p=x—y

17 qQ=s+y

18 | SEND(PO,P)
19 SEND ¢ PO 'q)

Ukoliko je procesor pronaSaoc dva finioca od n, %alje ga
glavnom procesoru koji na osnovu do tada dobijenih rezultata od
drugih procesora nalazi &inioce od n. Ako se ispostavi da p
odnosno q nisu prosti, algoritam se ponavlja za te brojeve. Vreme
potrebno za izvr¥avanje algoritma FZ2 se ne moZe precizno odrediti
jer zavisil od Zinilaca uiaza n. Najnepovoljniji sluZaj nastaje
kada se 2inioci nalaze na krajevima intervala koji su dodel jeni
procesorima. Stoga je najlo%ije mogude vreme utroXeno za
faktorizaciju broja n : 'h(n)=O((n/w(n)—nhQ)/2k) a s obzirom da
je w(n)«hllz to je n/w(n)fmifz pa je Ta(n)=0{n/Skywinl)).
Sekvencijalan algoritam trofi k puta viZe vremena pa algoritam FZ2
predstavlja maksimalno ubrzanje odgovara judeg sekvenci jalnog

algoritma.



8. KUREPINA HIPOTEZA O LEVOM FAKTORIJELU

Na kongresu jugoslovenskih matematidara u th’idu 1970.godine
Puro Kurepa je postavio slededi problem: defini¥imo levi
faktorijel kao sumu faktorijela svih nenegativnih celih brojeva
manjih od datog broja; postavlija se pitanje %ta mo¥e biti
Zajednilkl delilac levog i desnog faktrorijela nekog broja. Kurepa
postavl ja hipotezu da je dvojka najvedi zajednilki delilac oba ova
broja. Mada je problem veoma jednostavan, i ma prvi pogled se &ini

da ne bi trebalo biti nekih pote%koda pri refavanju, on do danas,

20 godina cod nastanka, nije reZfen.
Neki iskazi ekvivalentni Kurepinoj hipotezi

U cilju pojednostavl jenja problema, pojavili su se mnogi

1t

iskazi ekvivalentni iskazu Kurepine hipoteze. Iskaz (El) koji

Kurepa navodi u [3] bide nam od velike pomodi pri proveri (KH) na

rafdunaru.

Definicija 1. Levi faktorijel prirodnog broja n (u oznaci In)
defini¥emo kao

In=7ii=0t+1t+...+(n=1)1.,

Definicija 2. Kurepina hipoteza je iskaz

(KH) {(Yn>1) NZD(in,n!)=2

Definicija 3. Neka je P skup prostih brojeva. Iskaz (El) je

{E1L) {peP){(p>2 = !pz=C(modp))



TR LTI T S Ty

definisan na slededfi nalin:

8 =U{n,k),
8]

%fSi1'V(n—ik,k)+w(n—ik,k), 1<i<1,
5=8 rl+lr,
L Ll

tada je S=in.
L
Dokaz: Meka je kelN takvo da je k<n. Tada je
tn=1{n—k)=F{n-i) 1-Fi{n-k-1) I=f(n-1) I-Fin-iJ {=F{n-i){ a po¥to

je {n-111=V{n-1,

] i
KTl Aim—Kll

Uoimo jo% da za prirodne brojeve a,b,”,BaN takve da takve da je
arb wvaZi
al-A+bi-B=bli{aia=1)...{b+1) -A+Bi=bl{¥V{a,a-bl)+B) pa je sada
In={...{(Win, k) - Vin-k,ki+Win-k,k} ) - Vin-2k,ki+tkb{n-2Sk,k}}-
VIn=3kykiF. . FHIn-(1-1)k,k))-ri+lr
pa sada navedeni niz ima tu osobinu da je § =in.

L 1

Algoritam za proveru Kurepine hipoteze

Proveru Kurepine hipoteze izvodimo koristedi ranije
izvedene relacije. Domen na kome vr¥imo ispitivanje je skup svih
prostih brojeva, jer smo dokazali ekvivalentnost (KH) sa iskazom

(E1). Tako, ako (KH) vaZ%i za neke proste brojeve p sp,»---1P, ocnda

{KH) va%i za sve brojeve oblika pfnpzaz..diak_ U ra®unanju levog



formula:

T, M =(1/Kk0 TP = (1/k) SInxdr(x0=(1/k) xmix) = (1/k)Srix)dx™
ML/ i () =%/ (k1nx)

Dakle T;(n)=D(xZ/k1nx) gde je k broj procesora.

Realizacija algoritma na raZunaru

Navedeni algoritam je realizovan na transpjuterskoj plo#i
za Cetiri transpjutera TBUS. Program je= pisan u jeziku 3L Farallel
FORTRAN za transpjutere. Posao je obavljen takoc Stoc je prvo
napravl jena baza prostih brojeva manjih od 10608008, a zabim je
svaki procesor ispitivag tafnost iskaza (El) za odgovarajudu grupu
prostih brojeva koja mu je dodeljena. U odredenim vremenski
intervalima glavni procesor je skupljaoc informacije o dobijenim
rezultatima svakog procesora. Konafan rezultat nije doneo nikakvu
promenu u odnosu na dosadadnje rezultate. Za sve proste brojeve
manje od milion iskaz (E1) odnosno (KH) je tafan. Preciznije
re¥eno, svi prirodni brojevi koji nemaju prost délilac vedi od
milion =zadovoljavaju iskaz Kurepine hipoteze. Raniji provere

Kurepine hipoteze su vr$ili Slavid za n<1000, Wagstaff za n=50000

i Mijajlovid za n=310009.




9. HIPOTEZA O ALTERNIRAJUCEM FAKTORIJELU

Veoma sli&na Kurepinej hipotezi o levom faktorijelu je
hipoteza o alternirajuéem levom faktorijelu. Odmah posle navodenja
Kurepine hipoteze u [13] se postavlja pitanje da 1i postoj1
priraodan broj n za koji je broj

(r=1)1=(n=2) 1+(n=3)1-...+(-1)"-1!
deljiv sa nekim Ziniocem od n. Postavljena je hipoteza da takvo n

ne postoji. Comofu radumars je data hipoteza proverenea 148 prvin

45000 prirodnih brojevas 1 nij§ prenagen kentraprimer.’

Ispitivanje tafnosti hipoteze pomodu radunara

Iskaz date hipoteze je u mnogome slian iskazu Kurepine
hipoteze pa nafin na kaji re¥avamo dati problem ne odstupa mnogo
od nafina na koji smo re3fili problem provere Kurepine hipoteze.

Bez dokaza navodimo tvrdenje ekvivalentno navedenoj hipotezi:

(AFH) Ako je p prost broj, onda braj (p—l)!-(p—E)!+...+(—1)p nije

deljiv sa p-

Dokaz ekvialentrosti navedenih iskaza tefe analogno dokazu
ekvivalentnosti iskaza o Kurepinoj hipotezi. Problem smo sada
sveli na ispitivanje taZnosti date relacije na skupu priredrih
b;ojeva. Program za proveru hipoteze napisan je na jeziku 3L
Parallel FORTRAN za transpjutere 1 nalazi se u dodatku na kraju
rada. Kao %to se mo*e videti, dati program se od programa za
praveru Kurepine hipoteze razlikuje samo u ungtra§njem ciklusu

- o+ e a . 9
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1. DODATAK A

PROGRAM ZA& GENERISANJE ERATOSTENOVOG SITA

KONFIGURACIONI FAJL

1

- PROGRAM "GLAUNI", POSAC PRVOG PROCESORA

PROGRAM "DRUGI" , POSAC DRUGOG PROCESORA

PROGRAM  "TRECI" , POSAC TRECEG PROCESGCRA

PROGRAM ”gETVRTI”, POSAC &ETVRTGG PROCESGCRA

]



I'konfiguracioni fajl programa Eratostenovo sito
| definisanje procesora

processor host

processor first

processor second

processor third

processor fourth

| definisanje kanala koji povezuju procesore
wire ? host[0] first[0]

wire ? first[1] second[0]

wire ? first2] third[0]

wire ? first3] fourth(0]

| definisanje procesa

linformacije 0 broju ulazno-izlaznih kanala
linformacije 0 memorij

task afserver ins=1 outs=1

task filter ins=2 outs=2 data=10k
task glavni ins=5 outs=2 data=2500k
task drugi ins=0 outs=1 data=2500k
task treci ins=0 outs=1 data=2500k
task cetvrti ins=0 outs=1 data=2500k

| dodeljivanje procesa procesorima
place afserver host

place filter first

place glavni first

place drugi  second

place treci third

place cetvrti fourth

| definisanje kanala koji povezuju procese
connect ? filter[0] afserver[0]

connect ? afserver[0] filter{O]
connect ? filter[1ﬂ glavni 1]
connect ? glavni[1] filterf1

connect ? drugil0] glavni[2]
connect ? trecif0]  glavni[3]
connect ? cetvrti0] glavni[4]



G Program za generisajne prostih brojeva manjih od 1079
C Primenjuje se metod Eratostenovog sita
C Posao izvode dva procesora simultanim radom

C Program 'GLAVNI' - pored glavnog posla ima zadatak da
C podatke smesta u datoteku

PROGRAM GLAVNI

C Ukljucivanje fajla koji omogucuje komunikaciju procesora
INCLUDE "ENTR\F\CHAN.INC’

C
C
C
C
C

C

C

C

Podaci o varijablama
UZP-brojevi uzajamno prosti sa 2"3*5"7*11*13
PRIM-prosti brojevi potrebni za generisanje sita
BLOK-sito .

BAZA-zavrsna verzija brojeva koji idu u datoteku

INTEGER FI,PES,PESPOLA,DB,CETFI
INTEGER LEN,CETLEN,KOLPRIM
PARAMETER ( Fl = 5760,

* * * * * * *

PE6 = 30030,
CETFI = 23040,
PE6POLA = 15015,
LEN = 960960,
CETLEN = 3843840,
KOLPRIM = 3402,
DB = 5760 )

INTEGER UZP(FI),PRIM(KOLPRIM)
INTEGER BLOK(PEGPOLA),BAZA(CETFI)
INTEGER POC,S,T,A,GRAN

INTEGER BROJAC GGRAN

INCHANADDR-adresa kanala za komunikagciju
INTEGER IN2,IN3,IN4

IMEDAT-nazivi datoteka sa zavrsnim podacima
CHARACTER*8 IMEDAT

COMMON  /ZAJEDNO/MJZP,PRIM

C lmcuahzacua odataka

DATA RIM(1),1=1,11)/2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31/
DATA UZP( ) l 1 6)/1 17, 19 23,29,31/

C Pocetak merenja vremena
CALL ICLOCK(IPOC)

C Uspostavijanje veze sa drugim procesorom

IN2 = F77_CHAN_IN_PORT 2;
IN3 = F77_CHAN_IN_PORT(3
IN4 = F77_CHAN_IN_PORT(4)
CALL F77_CHAN_IN_WORD(POC,IN2)

CALL F77_CHAN

(PR
it
i_d_1

IN_WORD(POC, IN3)

CALL F77_CHAN_IN_WORD(POC, IN4)
WRITE(*, FKOMUNICIRAMO"))

C Generisanje niza UZP




POC=LEN

C Radimo isto za svaku od 26 datoteka
DO 100 BROJAC=1,2
WRITE (*,("BRDAT="12.2)) BROJAC

C Otvaramo datoteku
WRITE(IMEDAT,'("PROSTI",12.2)") BROJAC
OPEN(23,FILE=IMEDAT,FORM="UNFORMATTED")

C Datoteku punimo sa deset "baza"
DO 90 IRED=1,10

C=POC+LEN

GGRAN=SQRT(C)

DO 10 I=1,PE6POLA
10 BLOK(l)=0 -

J=7
20 1=0

K=PRIM(J)

IF(K.LE.GGRAN) THEN
N=K-MOD(PQOC,K)
IF(.NOT.BTEST(N,0)) N=N+K
N=ISHFT(N+1,-1)

30 DO 40 L-N ,PE6POLA,K
40 BLOK(L):IBSET(BLOK(L),I)
IF(.LT.31) THEN
N=L-PE6POLA
I=141
GOTO 30
ELSE
J=J+1
GOTO 20
ENDIF
ENDIF

50 L=DB+1
DO 60 I=L,CETFI
60 BAZA(l)=0

DO 80 1=0,31
DO 70 J=1,FI
IF (NOT.BTEST(BLOK((UZP(J)+1)/2),1) ) THEN
K=L+J/32
BAZA(K)=IBSET(BAZA(K),MOD(J,32))
ENDIF
70 CONTINUE
L=L+180
80 CONTINUE

DO 82 I=1,DB

82 CALL F77_CHAN_IN_WORD(BAZA(I),IN2)
DO 83 1=2*DB+1,3°DB

83 CALL F77_CHAN_IN_WORD(BAZA(l), IN3)
DO 84 1=2*DR4+1 4* DR



CALL ICLOCK(IKRAJ)
WRITE(8,110) IPOC,IKRAJ,IKRAJ-IPOC
110 FORMAT(1X, TIME:,/'S:" I15/,'E: 115/, PAST: " I15)
STOP
END



PROGRAM DRUGI
INCLUDE "E\TR\FP\CHAN.INC’

INTEGER FI,PE6,PESPOLA,DB,CETFI
INTEGER LEN,CETLEN,KOLPRIM
PARAMETER ( Fl = 5760,

PEG = 30030,

CETFI = 23040,

PE6POLA = 15015,

LEN = 960960,

CETLEN = 3843840,

KOLPRIM = 3402,

DB = 5760 )

INTEGER UZP(FI),PRIM(KOLPRIM)
INTEGER BLOK(PESPOLA),BAZA(CETFI)
INTEGER PQC,S,T,A,GRAN

INTEGER BROJAC GGRAN
INTEGER OUT1

COMMON /ZAJEDNO/ UZP,PRIM

* W M ¥ ¥ ¥ N

C Inicijalizacija podataka

C DATA (PRIMSI) ,1=0,11)11,2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31/
C DATA (UZP(l)l= 16)/1 17,19,23,29,31/

OUT1=F77_CHAN_OUT_PORT(0)
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(1,0UT1)

C Generisanje niza UZP
CALL GENUZP

C Generisanje niza PRIM
C Primenjuje se metoda "trial division’

CALL GENPRIM

DO 210 I=1,P6POLA
210 BLOK(1)=0

P(g 250 J=7,300
K=PRIM(J)
N=ISHFT(K+1,-1)+K
230 DO 240 L=N,P6POLA K
BLOK(L IBSET(BLOK ):1)
240 CON INUE
IF(.LEQ.31) GOTO 250
N=L- P6POLA
I=1+1
GOTO 230
250 CONTINUE
BLOK(1)=IBSET(BLOK(1),0)

DO 310 |=1,DB

ND4ANDATZA/IN._N



330 CONTINUE
L=L+180
335 CONTINUE

DO 350 I=1,DB
350 CALL F77_CHAN_OUT_WORD(BAZA(I),0UT1)

POC=CETLEN

DO 100 BROJAC=1,259
G=POC+LEN
GGRAN=SQRT(C)

DO 10 I=1,PEGPOLA
10 BAZA(1)=0

PO 40 J=7,BRP

=0
K=PRIM(J)
IF(K.GT.GGRAN) GOTO 50
N=K-MOD(POC,K)
IF(.NOT.BTEST(N,0)) N=N+K
N=ISHFT(N+1,-1)

20 DO 30 L=N,PE6POLA,K
BLOK(L)=IBSET(BLOK(L),!)

30 CONTINUE
IF(1.LEQ.31) GOTO 40
N=L-PE6POLA
I=l+1
GOTO 20

40 CONTINUE

50 L=1

DO 60 |=1,DB
60 BAZA(l)=0

DO 80 1=0,31
DO 70 J=1,Fl
IF (NOT.BTEST(BLOK((UZP(J)+1)/2),I) ) THEN
K=L+J/32
BAZA(K)=IBSET(BAZA(K),MOD(J,32))
ENDIF
70 CONTINUE
L=L+180
80 CONTINUE

DO 90 |=1,DB
90 CALL F77_CHAN_OUT_WORD(BAZA(l),0UT1)
POC=POC+CETLEN
100 CONTINUE
STOP
END



PROGRAM TREC!
INCLUDE 'EATR\WW\CHAN.INC’

INTEGER FI,PE6,PEGPOLA,DB,CETFI
INTEGER LEN,CETLEN,KOLPRIM
PARAMETER ( FI = 5760,

PE6 = 30030,

CETFI = 23040,

PESPOLA = 15015,

LEN = 960960,

CETLEN = 3843840,

KOLPRIM = 3402,

DB = 5760 )

INTEGER UZP(FI),PRIM(KOLPRIM)
INTEGER BLOK(PESPOLA),BAZA(CETFI)
INTEGER POC,S,T,A,GRAN

INTEGER BROJAC,GGRAN,0UTH
COMMON /ZAJEDNQ/UZP,PRIM

C Inicijalizacija podataka

C DATA (PRIM(),I=0,11 )/123571113,17,19,23,29,31/
C DATA (UzP(l)I=1,6)/1,17,19,23,29,31/

OUT1=F77_CHAN_OUT_PORT(0)
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(1,0UT1)

* % * ¥ ¥ * ¥

C Generisanje niza UZP

CALL GENUZP

C Generisanje niza PRIM
C Primenjuje se metoda ‘trial division’

CALL GENPRIM

POC=2*LEN

DO 100 BROJAC=1,260
C=POC+LEN
GGRAN=SQRT(C)

DO 10 I=1,PE6POLA
10 BLOK(l)=0

cho> 40 J=7,BRP
K=PRIM(J)
IF(K.GT.GGRAN) GOTO 50
N=K-MOD(POC,K)
IF(.NOT. BTEST(N 0)) N=N+K
N=ISHFT(N+1,-1

20 DO 30 L=N,PESPOLA K

™1 /Al/71 \ IDOI:TIDI 750771 Ly 1N



40 CONTINUE
50 L=1

DO 60 I=1,0B
60 BAZA()=0

DO 80 I=0,31

DO 70 J=1Fl

IF (NOT.BTEST(BLOK((UZP(J)+1)/2),l) ) THEN
K=L+J/32

BAZA(K)=IBSET(BAZA(K),MOD(J,32))
ENDIF

70 CONTINUE
L=L+180
80 CONTINUE

(0

00 CALL F77.CHAN_OUT WORB(BAIA(,0UT

POC=POC+CETLEN

100 CONTINUE
STOP
END




PROGRAM CETVRTI
INCLUDE 'EATR\F\CHAN.INC'

INTEGER FI,PE6,PE6POLA,DB,CETF|
INTEGER LEN,CETLEN KOLPRIM
PARAMETER ( Fl = 5760,
PE6 = 30030,
CETFI = 23040,
PESPOLA = 15015,
LEN = 960960,
CETLEN = 3843840,
KOLPRIM = 3402,
DB = 5760 )

INTEGER UZP(FI),PRIM(KOLPRIM)
INTEGER BLOK(PEBPOLA),BAZA(CETFI)

INTEGER PQC,5,T,A,GRAN
INTEGER BROVAG,GGRAN,QVT1

COMMON /ZAJEDNO/ UZP,PRIM

*+ % ¥ * ¥ * *

C Inicijalizacija podataka

C DATA (PRIM(I),1=0,11)/1,2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31/
C DATA (UZP(),I=1,6)/1,17,19,23,29,31/

OUT1=F77_CHAN_OUT_PORT(0)
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(1,0UT1)

C Generisanje niza UZP
CALL GENUZP

C Generisanje niza PRIM

C Primenjuje se metoda 'trial division’
CALL GENPRIM

POC=3"LEN

DO 100 BROJAC=1,260
C=POC+LEN
GGRAN=SQRT(C)

DO 10 I=1,PEGPOLA
10 BLOK(I)=0
DO 40 J=7,BRP
K=PRIM(J)

IF(K.GT.GGRAN) GOTO 50
N=K-MOD(POC,K) :



GOTO 20
40 CONTINUE

50 L=1

DO 60 I=1,DB
60 BAZA(l)=0

DO 80 1=0,31

IF (NOT.BTEST(BLOK((UZP(J)+1)/2),]) ) THEN
K=L+J/32

BAZA(K)=IBSET(BAZA(K),MOD(J,32
e (BAZA(K),MOD(J,32))

70 CONTINUE
L=L+180
80 CONTINUE

DO 90 i=1,DB
90 CALL F77_CHAN_OUT_WORD(BAZA(I),0UT1)

POC=POC+CETLEN
100 CONTINUE

STOP
END



12. DODATAK B

PROGRAM ZA PROVERU KUREPINE HIPQOTEZE 0 LEVOM FAKTORIJELU

KONFIGURACIONI FAJL

PROGRAM “PRYI", POSAC PRVOG PROCESORA

PROGRAM "DRUGI" , POSADC DRUGDS PROCESORA

- PROGRAM "TRESIM , POSAC TRECEG PROCESORA

PROGRAM "ZETVRTI", POSAC CETVRTOG PROCESCRA



| konfiguracioni fajl programa za proveru Kurepine hipoteze
| definisanje procesora

processor host

processor first

processor second

processor third

processor fourth

| definisanje kanala koji povezuju procesore
wire ? host[0] first[0

wire ? first{1] second[0]

wire ? first{2] third[0]

wire ? first{3] fourth[Q]

| definisanje procesa

I informacije o broju ulazno-izlaznih kanala
| informagcije 0 memoriji

task afserver ins=1 outs=1

task filter ins=2 outs=2 data=10k

task prvi  ins=5 outs=5 data=2500k
task drugi ins=1 outs=1 data=2500k
task treci ins=1 outs=1 data=2500k
task cetvrti ins=1 outs=1 data=2500k

I dodeljivanje procesa procesorima
place afserver host

place filter first

place prvi first

place drugi  second

place treci  third

place cetvrti fourth

| definisanje kanala koji povezuju procese
connect ? filter[0] afserver{Q]

connect ? afserver[0] filter[O]

connect ? filter[1]  prvi[i]

connect ? prvi[1]  filter{1]

connect ? dru gi[0] rvi[2]

connect ? prvi 2] rug:[O]

connect ? treci[0]  prvi[3]

connect ? prvi[3 trecn{O]
connect ? cetvrti0] prvi 4]
connect ? prV|[4] cetvrti[0]



PROGRAM PRVI

INCLUDE 'C:\TF2VO\CHAN.INC'

INTEGER S,P(100000),Q,BR

DQUBLE PRECISION KNOD,QD

INTEGER TIMEB, TIMEE, TIME,D(48),KAN,1,J,K,LP,LD,N,IS
DATA (P(l),1=1,46)/2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,
*31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97,101,103,107,

"109,113,127,131,187,139,149,151,157,163,167,173,179,181,191,

*193,197,199/

DATA D/10,2,4,2,4,6,2,6,4,2,4,6,6,2,6,4,2,6,4,6,8,4,2,4,
*214!8!6’4!6’214!6!27676!412!4)61216l41214'211 012/

DATA S,N/211,46/

INTEGER INSEC,QUTSEC,INTTHE,QUTTHE,INFOU,QUTFOU

OPEN (23,FILE='OBAVESTENJA.K3')

NSECST CHA fimfi
T
A“M!“!! Nl A MY

CALL F77_CHAN_IN_WORD(KAN,INSEC)
INTHE=F77_CHAN_IN_PORT(3) ‘
OUTTHE=F77_CHAN_OUT_PORT(3

CALL F77_CHAN_IN_WORD(KAN,INTHE)
INFOU=F77_CHAN_IN_PORT(4)
OUTFOU=F77_CHAN_OUT_PORT(4)
CALL F77_CHAN_IN_WORD(KAN,INFOU)

WRITE(6,10)
WRITE(23,10)
10 FORMAT(1X,’KOMUNICIRAMO')

WRITE(6,20)
WRITE(23,20)

20 FORMAT(1X,"UNESI INDEKS PRVOG | POSLEDNJEG PRIM-BROJA’)

READ(5,30) LP
READ(5,30) LD

30 FORMAT(I8)
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(LP,OUTSEC)
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(LD,0OUTSEC)

CALL F77_CHAN_OUT_WORD(LP,OUTTHE)



IS= SQRT(A)+1
DO 50 K=5,N
IF(MOD(S,PgK)).EQ.O) GOTO 70
IF(P(K).GT.IS) GOTO 60
50 CONTINUE
60 N=N+1
P(N)=S
IF(N.GE.LD) GOTOQ 80
70 S=S+D(J)
CONTINUE

60 WRITE(6,90)
WRITE(23,90)

30 FORMAT(1X,NAPRAVIO PROSTE)

KAN=0
BR=0

DO 1001 J=LP,LD,4
KAN=KAN+1

Al

I

QD=DBLE(Q)
DO 100 IL=Q-2,1,-1
100 KNOD=DMOD(DBLE(1+IL*KNOD),QD)
KNO=KNOD
IF (KNO.EQ.0) THEN
WRITE§6,1 10) P(J),1
WRITE(23,110) P(J),1
110 _FORMAT(1X,'KONTRAPRIMER:",15,115)
GOTO 509
ENDIF
IF (KAN.EQ.100) THEN
CALL F77_CHAN_IN_WORD(KAN,INSEC)
IF (KAN.NE.O) THEN
WRITE(6,70) KAN, 2
WRITE(23,70) KAN,2
GOTO 509
ENDIF

CALL F77_CHAN_IN_WORD(KAN,INTHE)
IF (KAN.NE.0) THEN

WRITE(6,110) KAN,3

WRITE(23,110) KAN,3

GOTO 509

ENDIF
CALL F77_CHAN_IN_WORD(KAN, INFOU)
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ENDIF

CALL F77_CHAN_IN_WORD(KAN, INTHE)
IF (KAN.NE.0) THEN

WRITE(6,110) KAN,3

WRITE(23,110) KAN,3
ENDIF

CALL F77_CHAN_IN_WORD(KAN,INFOU)
IF (KAN.NE.0) THEN
WRITE§6,1 10) KAN, 4
WRITE(23,110) KAN.4
ENDIF
140 CALL ICLOCK(TIMEE)
TIME= TIMEE-TIMEB
WRITE(6,150) P(LD), TIME
WRITE(23,150) P(LD), TIME |
150 FORMAT(1X;POSAQ ZAVRSEN'/,115,/,’ Vreme: 115)

CLOSE(23)
STOP
END



ENDIF

CALL F77_CHAN IN_WORD(KAN,INTHE)
IF (KAN.NE.0) THEN
RITE(6,110) KAN,3
WRITE(23,110) KAN,3
ENDIF

CALL F77_CHAN_IN_WORD(KAN,INFOU)
IF (KAN.NE.0) THEN
wnmsien 10) KAN, 4
WRITE(23,110) KAN,4
ENDIF
140 CALL ICLOCK(TIMEE)
TIME= TIMEE-TIMEB
WRITE(8,150) P(LD), TIME
WRITE(23,150) P(LD), TIME |
150 FORMAT(1X'POSAO ZAVRSEN'/115,," Vreme: " 15)

CLOSE(23)

STOP
END



PROGRAM DRUGI

INCLUDE 'C:\TF2VO\CHAN.INC'
INTEGER S,P(100000)

INTEGER KAN,KNO,Q

DOUBLE PRECISION QD,KNOD
INTEGER D(48),1,J K,LP, LD,N,IS

DATA (P(1),I=1,46)/2,35,7,11,13,17,19,23,29
*31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97,101,108,107,
*109,113,127,131,137,139,1 49,15

6,4,2,4

*193,197,199/
DATA D/10 2,42,46,2, ,4,6,6,2,6,4,2,6,4,6,8,4,2,4,

4,2
*2,4,8,6,4,6,2,4,6,2,6,6,4,246,2,6424210,2/
DATA S,N/21 1 ,46/
INTEGER OUTFIR,INFIR

OUTFIR=F77_CHAN_OUT PORT(0)
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(1,0UTFIR)

INFIR=F77_CHAN_IN_PORT(0)
CALL F77_CHAN_IN_WORD(LP,INFIR)

CALL F77_CHANCIN WORD(LD INFIR)

DO 30 1=1,100000
DO 30 J=1,48
A=S
IS= SQRT(A)+1
DO 10 K=5,N
IFgMOD S, P(K)) EQ.0) GOTO 30
IF(P(K).GT.IS) GOTO 20
10 CONTINUE
20 N=N+1
P(N)=S
IF(N.GE.LD) GOTO 40
30 S S+D{.JJ
CONTIN

40 KAN=0
DO 60 J=LP+1,LD,4
KAN=KAN-+1
Q=P(J)
KNOD=Q
QD=DBLE(Q)
DO 50 IL=Q-2,1,-1 |
50 KNOD=DMOD (DBLE(1+IL*KNOD),QD)
KNO=KNOD
IF (KNO.EQ.0) THEN
ALL F77_CHAN_OUT_WORD(P(J),OUTFIR)
STOP
ENDIF
IF (KAN.EQ.100) THEN
ALL F77_CHAN_OUT_WORD(0,0UTFIR)
KAN=0
ENDIF
60 CONTINUE
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(0,0UTFIR)
STOP
END

9,
1,157,163,167,173, 179, 181 191,
6,



PROGRAM TRECI

INCLUDE 'CATF2VO\CHAN.INC’

INTEGER S,P(100000)

INTEGER KAN,KNO,Q

DOUBLE PRECISION QD,KNOD

INTEGER D(48),,J,K.LP,LD,N,IS

DATA (P(l),I=1,46)/2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,

*34 37 41,43 47 53,50,61,67,71,73,79,83,89,97,101,103,107,
*109,113,127,131,137,139,149,151,157,163,167,173,179,181,191,
*193,197,199/

DATA D/10,2,4,2,4,6,2,6,4,2,4,6,6,2,6,4,2,6,4,6,8,4,2,4,
*2.4.8,6,4,62,4626,64,2,46,2,6,42,4210,2/

DATA S,N/211.46/

INTEGER OUTFIR,INFIR

OUTFIR=F77_CHAN_OUT_PORT( 06
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(1,0UTFIR)

INFIR=F77_CHAN_IN_PORT(0)

GALL F77_GHAN_IN_WORD(LP,INFIR)
CALL F77_CHAN_IN_WORD(LD, INFIR)

DO 30 I=1,100000

DO 30 J=1,48

A=S

IS= SQRT(A)+1

DO 10 K=5,N

IF( MOD&S Pg( )).EQ.0) GOTO 30

IF(P(K).GT.IS) GOTO 20
10 CONTINUE
20 N=N+1

P(N)=S

IF(N.GE.LD) GOTO 40
30 S=S+D(J)

CONTINUE

40 KAN=0
DO 60 J=LP+2,LD,4
KAN=KAN+1
Q=P(J)
KNOD=Q
QD=DBLE(Q)
DO 50 IL=Q-2,1,-1
50 KNOD=DMOD(DBLE(1+IL*KNOD),QD)
KNO=KNOD
IF (KNO.EQ.0) THEN
ALL F77_CHAN_OUT_WORD(P(J),OUTFIR)
STOP
ENDIF
IF (KAN.EQ.100) THEN
ALL F77_CHAN_OUT_WORD(0,0UTFIR)
KAN=0
ENDIF
60 CONTINUE
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(0,0UTFIR)
o



PROGRAM CETVRT!

INCLUDE 'C:ATF2VO\CHAN.INC'

INTEGER S,P(100000)

INTEGER KAN KNO,Q

DOUBLE PRECISION QD,KNOD

INTEGER D(48),1.J,K,LP,LD,N,S

DATA (P(1),}=1,46)/2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,

#3197 41,43,47,63,50,61,67,71,73,79,83,89,97,101,103,107,
+108.113,127 131,137.139,149,151,157,163,167,173,179,181,191,

*193,197,199/

DATA D/10,2,4,2,4,6,2,6,4,2,4,6,6,2,6,4,2,6,4,6,8,4,2,4,
*214’8!6!4!612!4!6!2!616!4!2!4!6!2!6l4!214l 710!2/

DATA S,N/211,46/

INTEGER OUTFIR,INFIR

OUTFIR=F77_CHAN_OUT_PORT(0)
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(1,0UTFIR)

INFIR=F77_CHAN_IN_PORT(0)

CALL F77_GHAN_IN VRIOHD(LP NFIR)

Ml

DO 30 |=1,100000
DO 30 J=1,48
A=S
IS= SQRT(A)+1
DO 10 K=5,N
IFgMOD S,P(K)).EQ.0) GOTO 30
IF(P(K GOTO 20
10 CONTINUE
20 N=N+1
P(N)=S
IF(N.GE.LD) GOTO 40
30 S=S+D(J)

CONTINUE

40 KAN=0
DO 60 J=LP+3,LD,4
KAN=KAN+1
Q=P(J)
KNOD=Q
QD=DBLE(Q)
DO 50 IL=Q-2,1,-1
50 KNOD=DMOD{DBLE(1+IL*KNOD),QD)
KNO=KNOD
IF (KNO.EQ.0) THEN
ALL F77_CHAN_OUT_WORD(P(J),OUTFIR)
STOP
ENDIF

P T ————
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13. CODATAK C

PROGRAM ZA PROVERU HIPOTEZE O ALTERNIRAJUCEM FAKTORIJELU

KONFIGURACIONI FAJL
- PROGRAM "PRVI", POSAGC FRVOG PROCESCRA

PRCOGRAM "DRUGI" , POSAO0 DRUGOG PROCESGRA

1

i

PROGRAM "TRESI" ., POSAQ TRECGES PROCESORA

- PROGRAM "CETVRTI", PQOSAC CETVYRTOG PROCESORA



PROGRAM PRV

INCLUDE "C:ATF2VO\CHAN.INC’

INTEGER S,P(100000),Q,BR

DOUBLE PRECISION KNOD,QD

INTEGER TIMEB, TIMEE, TIME,D(48),KAN, |,JK.LP,LD,N,IS
DATA (P(1),I=1,46)/2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,
*31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97,101,103,107,
*109,113,127,131,137.139,149,151,157.163.167,173,179,181,191,
*193,197,199/

DATA D/10,2,4,2,4,6,2,6,4,2,4,6,6,2,6,4,2,6,4,6,8,4 2. 4
*2,4,8,6,4.6,2,4,6,2,6,6,4.2,4.6.2,6,4,2,4210,2/

DATA S,N/211.46/ |

INTEGER INSEC,OUTSEC, INTTHE,OUTTHE, INFOU,QUTFOU

OPEN (23,FILE="OBAVESTENJA.K3')

Wi 1

N

OUTSEC=F77 CHAN 'OUT_PORT(2)
CALL F77_CHAN_IN_WORD(KAN,INSEC)
INTHE=F77_CHAN_IN_PORT(3)
OUTTHE=F77_CHAN_OUT_PORT(3)
CALL F77_CHAN_IN_WORD(KAN,INTHE)
INFOU=F77_CHAN_IN_PORT(4)
OUTFOU=F77_CHAN_OUT_PORT(4)
CALL F77_CHAN_IN_WORD(KAN,INFOU)

WRITE(6,10)
WRITE(23,10)
10 FORMAT{(1X,’KOMUNICIRAMO’)

WRITE(8,20)
WRITE(23,20)
20 FORMAT(1X,'UNESI INDEKS PRVOG | POSLEDNJEG PRIM—BROJA)

READ(5,30) LP
READ(5,30 ) LD

30 FORMAT(I8)
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(LP,OUTSEC)
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(LD,OUTSEC)
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(LP,OUTTHE)

CALL F77_CHAN_OUT_WORD(LD,OUTTHE)
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IS= SQRT(A)+1
DO 50 K=5N -
IF(MOD(S,P(K)).EQ.0) GOTO 70
IF(P(K).GT.IS) GOTO 60
50 CONTINUE
60 N=N+1
P(N)=S
IF(N.GE.LD) GOTO 80
70 S=S+D(J)
CONTINUE

80 WRITE(6,90)
WRITE(23,90)
90 FORMAT(1X,'NAPRAVIO PROSTE')

KAN=0
BR=0
DO 1001 J=LP,LD 4

KAN=KAN+1
Q=P(J)
KNOD=Q
QD=DBLE(Q)
DO 100 IL=Q-2,1,-1
KNOD=DMOD(DBLE(1+IL*KNOD),QD)
100 KNOD=DMOD(DBLE(-1+(IL-1)*KNOD),QD)
KNO=KNOD
IF (KNO.EQ.0) THEN
WRITE(6,110) P(J),1
WRITE(23,110) P(J),1
110 _FORMAT(1X,KONTRAPRIMER?,I15,115)
GOTO 509
ENDIF
IF (KAN.EQ.100) THEN
CALL F77_CHAN_IN_WORD(KAN,INSEC)
IF (KAN.NE.O) THEN
WRITE(6,70) KAN,2
WRITE(23,70) KAN,2
GOTO 509
ENDIF

CALL F77_CHAN_IN_WORD(KAN,INTHE)
IF (KAN.NE.O) THEN _

WRITE(6,110) KAN,3

WRITE(23,110) KAN,3

GOTO 509
ENDIF

CALL F77_CHAN_IN_WORD(KAN,INFOU)
IF (KAN.NE.0) THEN
RITE(6,110) KAN, 4

WRITE(23,110) KAN,4

GOTO 509
ENDIF
BR=BR+400
WRITE(6,120) BR
WRITE(23,120) BR

120 FORMAT(1X,’'DO SADA URADJENO:’,115)

WWANL AN



WRITE(23,110) KAN,2
ENDIF

CALL F77_CHAN_IN_WORD(KAN,INTHE)
IF (KAN.NE.0) THEN

WRITE(6,110) KAN,3

WRITE(23,110) KAN,3
ENDIF

CALL F77_CHAN_IN_WORD(KAN,INFOU)
IF (KAN.NE.0) THEN
WRITE(8,110) KAN, 4
WRITE(23,110) KAN,4
ENDIF
140 CALL ICLOCK(TIMEE)
TIME= TIMEE-TIMEB
WHITE§6,150) P(LD), TIME
WRITE(23,150) P(LD), TIME

150 FORMAT(1X, POSAQ ZAVRSEN'/,115,/, Vreme:",|13)

ALAAEMY

STOP
END



| konfiguracioni fajl programa za proveru

| - hipoteze 0 alternirajucem levom faktorijelu
| definisanje procesora

processor host

processor first

processor second

processor third

processor fourth

| definisanje kanala koji povezuju procesore
wire ? host[0] first[0

wire ? first{1] second[0]

wire ? first2] third[0]

wire ? first3] fourth[0]

| definisanje procesa

| informacije o broju ulazno-izlaznih kanala
l'informacije o memorij

task afserver ins=1 outs=1

task filter ins=2 outs=2 data=10k

A T 69

task drugi ins=1 outs={ data=2500k

task treci ins=1 outs=1 data=2500k
task cetvrti ins=1 outs=1 data=2500k

I dodeljivanje procesa procesorima
place afserver host

place filter first

place prvi first

place drugi second

place treci  third

place cetvrti fourth

| definisanje kanala koji povezuju procese
connect ? filterf0] afserver{Q]
connect ? afserver[0] filter{O]

connect ? filter{1] ~ prvi[1]
connect ? prvi[1] filter{1]
connect ? drugi[Q] rvi[2]
connect ? prvi[2] rugi[0]
connect ? treci[0] prvi[3]
connect ? pri[3]  treci[0
connect ? cetvrtif0] prvi[4
connect ? prvi[4d]  cetvrti[0]



PROGRAM DRUG

INCLUDE 'CATF2VO\CHAN.INC'

INTEGER S,P(100000)

INTEGER KAN,KNO,Q

DOUBLE PRECISION QD,KNOD

INTEGER D(48),I,J,K,LP,LD,N,IS

DATA (P(),I=1,46)/2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,

*31.37 41,43,47 53,50,61,67,71,73,79,83,89,07,101,103,107,
*100,113,127,131,137.130,149,151,157,163.167,173,179,181,191,
*193.197,199/

DATA D/10,2,4,2,4,6,2,6,4,2,4,6,6,:2,6,4,2,6,4,6,8,4,2,4,
12,4,8,6.4,6,.2,4,6.2,6,64.2,4,626,424,210,2/

DATA S,N/211,46/

INTEGER OUTFIR,INFIR

OUTFIR=F77_CHAN_OUT_PORT( Ob
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(1,0UTFIR)

INFIR=F77_CHAN_IN_PORT(0)
CALL F77_CHAN_IN_WORD(LP, INFIR)
CALL F77_CHAN_IN_WORD(LD,INFIR)

DO 30 1=1,100000

DO 30 J=1,48

A=S

IS= SQRT(A)+1

DO 10 K=5,N

IF(MOD&S P(K)).EQ.0) GOTO 30

T.1S) GOTO 20

10 CONTINUE
20 N=N+1

P(N)=S

IF(N.GE.LD) GOTO 40
30 S=S+D(J)

CONTINUE

40 KAN=0
DO 60 J=LP+1,LD,4
KAN=KAN+1
Q=P(J)
KNOD=Q
QD=DBLE(Q)
DO 50 IL=Q-2,1,-1
KNOD=DMOD(DBLE(1+IL*KNOD),QD)
50 KNOD=DMOD (DBLE(-1+(IL-1)*KNOD),QD)
KNO=KNOD
IF (KNO.EQ.0) THEN
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(P(J),OUTFIR)
STOP
ENDIF
IF (KAN.EQ.100) THEN
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(0,0UTFIR)
KAN=0
ENDIF
* 60 CONTINUE
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(0,0UTFIR)
STOP
END



PROGRAM TREC!

INCLUDE 'C:\TF2VO\CHAN.INC'
INTEGER S,P(100000)
INTEGER KAN,KNO,Q

DOUBLE PRECISION QD,KNOD
INTEGER D(48),1,J,K,LP,LD,N,IS
DATA (P(l),I=1,46)/2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,
*31,37,41,43,47,53,59,61, 61 71,7379, 3.2 %

, 83,89,97,101,103,107,
*109,113, 127,131, 137,139,149,151,157,163, 7173179181 191,
"193,197,199/ . 5

9,

DATA D/10,2,4,2,4,6,2,6,4,2,4,6,6,2,6,4,2,6,4,6,8,4,2,4,
*2v418!614161214161216!6’4’2’476)2’61412)4’211 )2/

DATA S,N/211,46/

INTEGER OUTFIR,INFIR

OUTFIR=F77_CHAN_OUT_PORT(0)
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(1,0UTFIR)

INFIR=F77_CHAN_IN_PORT(0)

CALL F77_CHAN_IN WORDELP INFIR)
CALL F77_CHAN_IN_WORD(LD,INFIR)

DO 30 I=1,100000
DO 30 J=1,48
A=S
IS= SQRT(A)+1
DO 10 K=5,N
IF( MOD& g )).EQ.0) GOTO 30
IF(P(K).GT.IS) GOTO 20
10 CO TINUE
20 N=N+1

P(w=s

IF(N.GE.LD) GOTO 40

30 S=S+D(J)
CONTINUE

40 KAN=0
DO 60 J=LP+2,LD,4
KAN=KAN+1
Q=P(J)
KNOD=Q
QD=DBLE(Q)
DO 50 IL=Q-2,1,-1
KNOD=DMOD(DBLE(1+IL*KNOD),QD)
50 KNOD=DMOD(DBLE(-1+(IL-1)*KNOD),QD)
KNO=KNOD
IF (KNO.EQ.0) THEN
ALL F77_CHAN_OUT_WORD(P(J),OUTFIR)
STOP
ENDIF ‘
IF (KAN.EQ.100) THEN
ALL F77_CHAN_OUT_WORD(0,0UTFIR)
KAN=0
ENDIF
60 CONTINUE
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(0,0UTFIR)
STOP
END



PROGRAM CETVRTI

INCLUDE 'C:ATF2VO\CHAN.INC'

INTEGER S,P(100000)

INTEGER KAN,KNO,Q

DOUBLE PRECISION QD,KNOD

INTEGER D(48),1,J,K,LP,LD,N,S

DATA (P(l),|=1,46)/2,3,5,7,11,13.17,19,23,29,
*31,37,41,43,47 53 59,61,67,71,73,79,83,89,97,101,103,107,
*109,113,127,131,137,139,149,151,157,163,167,173,179,181,191,
*193,197,199/

DATA D/10,2,4,2,4,6,2,6,4,2,4,6,6,2,6,4,2,6,4,6,8,4,2,4,
*2,4,86,4,6,2,4,6266.4,2,46.26424210,2/

DATA S,N/211.46/

INTEGER OUTFIR, INFIR

OUTFIR=F77_CHAN_OUT_PORT( Ozj
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(1,0UTFIR)

INFIR=F77_CHAN_IN_PORT(0)
CALL F77_CHAN_TN_WORD(LP, INFIR)
CALL F77_CHAN_IN"WORD(LD.INFIR)

DO 30 I=1,100000
DO 30 J=1,48
A=S
IS= SQRT(A)+1
DO 10 K=5,N
IF(MOD(S,P(K)).EQ.0) GOTO 30
IFPK) Tl ) GOTO20
~ 10 CONTINUE .
20 N=N+1
P(N)=S
IF(N.GE.LD) GOTO 40
30 S=S+D(J)
CONTINUE

40 KAN=0
DO 60 J=LP+3,LD,4
KAN=KAN+1
Q=P(J)
KNOD=Q
QD=DBLE Q)
DO 50 IL=Q-2,1,-1
KNOD_DMOD(DBLE(1+IL*KNOD Q%
50 KNOD=DMOD(DBLE(-1+(IL-1)*KNOD),QD)
KNO=KNOD
IF (KNO.EQ.0) THEN
ALL F77_CHAN_OUT_WORD(P(J),OUTFIR)
STOP
ENDIF
IF (KAN.EQ.100) THEN
ALL F77_CHAN_OUT_WORD(0,0UTFIR)
KAN=0
ENDIF
60 CONTINUE
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(0,0UTFIR)
STOP
END
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