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0. UVOD 

Ovaj rad je zamiljen kao skup paralelnih algoritama za 

regavanje osnovnih problema aritmetike. Problemi nalal'.enja 

najvec'eg zajedninog delioca dva broja i raL'unanje vrednosti 

funkcije atx) su ranije regeni, pa su ovde ti algoritmi izloIeni u 

krac.f.im crtama. Ostali algoritmi predstavljaju originalne rezultate 

samim•tim sto je paralelno programiranje izuzetno nova oblast pa 

se slinni algoritmi jog uvek nisu pojavili u literaturi. 

Algoritam za nala2enje najvecf.eg zajedni6kog delioca dva 

broja deli su Chor i Goldreich, ali je za sada taj rezultat 

nemogue primeniti u praksi. Tako se vec. na  poetku susrecf.emo sa 

velikim potenocama koje se pojavljuju u paraleinom programiranju. 
Problem raCunanja funkcije n(;) ima veoma dugu istoriju. Do 

sada najbr2i sekvencijalan aigoritam su deli I._garias, Miller i 

Odiyzko, a pogto je mogue izvrnti njegovu ideelnu 

paralelizaciju, on predstavija danas najbr_`i paralelni aigoritam 

za ra2r;unanje funkcije n(x). Na 2alost, ovaj aigoritam nije mogue 

realizovati na arhitekturama ra6unara koje su danas u opticaju. 

Stoga je na kraju poglavlja dat predlog za ranInanje funkcije Tr(:;) 

na postojenm arhitekturama. Iako to nije najbolje reIenje sa 

teoretske take gledigta, stepen paralelizacije koji se posti2e 

njegovom primenom je veoma visok. 
U 4.poglavlju je dat paralelni algoritam za nalaenje 

prostih brojeva iz odredenog intervala. Ovaj algoritam je dobijen 

paralelizacijom poznatog sekvencijainog aigoritma "Eratostenovo 

sito". Na osnovu dobijenog rezultata pri proceni vremena vidimo da 

je dobijeni paralelni algoritam idealna paralelizacija 

odgovarajucleg sekvencijainog aigoritma. Detaljno je razmotren 

slt_Zaj kada broj procesora neogranieno caste, i dat je aigoritam 

za dobijanje to vec'e iskoriIenosti procesora. 
U 5. poglavlju se ispituje mno2enje vigecifrenih brojeva to 

je veoma bitna stvar u mnogim algoritmima. U ovom radu je dato 

re•enja problema u dva sluCcaja: kada imamo najmo&niju arhitekturu, 

i tada dobijamo najbolje mogue vreme, i u drugom sluCl-aju kada 

imamo samo niz linearno povezanih procesora. Ovo drugo reIenje je 

od velike vanosti zato to se mo±e primeniti i na ostale 

arhitekture. •avedeni algoritmi su br2i od svih do sada poznatih 

sekvencijalnih algoritama jer problem reavaju u linearnom 

vremenu. 

Algoritmi 	za ispitivanje primalnosti 	
su opisani 	u 6. 

poglavlju. Do sada su pravijeni samo u sekvencijalnom obliku, tako 

da nije bilo mogue uporediti rezuitat dobijen u ovom radu sa 

nekim drugim paralelnim algoritmima. Medutim, ono Ito ide u prilog 

nal=im rezultatima je 6injenica da su ovi algoritmi nastali 

potpunom paralelizacijom brzih sekvencijainih aigoritama. U istom 

poglavlju dat je i jedan probabilistini algoritam, koji samo sa 

odredenom tafrloge_u mole re6i da li je broj prost ili ne. Ovakvi 

algoritmi su veoma va2ni u obiasti kao to je kriptografija, gde 

se u cilju dobijanja na vremenu ispiati rizikovati ta6nost 

informacije. 
U 7. poglavlju opisuju se algoritmi za faktotjzaciju. 

Izvrtena je paralelizacija poznatog "trial division" aigoritma. 

Posebno je zanimljiva paralelizovana verzija Fermat-ovog metoda za 

faktorizaciju, jer je do nedavno ovaj metod bilo bezuspel'no 

primeniti na obi6nim ra6unarima - drugi algoritmi su tada bill 

mnogo bolji. 
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navedene algoritme data je i procena njihovog vremena 

izvra_tavanja. Neki od njih 
su realizovani na transpjuterskoj pion 

sa etiri transpjutera, i pokazati veoma dobre rezuitate. 
Na kraju su izio eni rezultati dobijeni pri ispitivanju 

Kurepine hipoteze o levom faktorijelu kao i hipoteze o 

aiterniraju6em faktorijelu. Ove dve 
hipoteze su testirane na 

transpjuterskoj pion i nije pronaden kontraprimer u prvih 1000000 

brojeva. Ovim je poveana gornja granica 
jer je ranije pokazana 

tab post Kurepine hipoteze o levom faktorijelu za prvih 
900000 

(Mijajlovi) odnosno 45000 brojeva (Wagstaf) za prvih 45000 

brojeva u 
sluaju hipoteze o alternirajuem levom faktorijelu. 

na 
Kao dodatak su prilo2eni listinzi programa 

koji su pisani  

jeziku au Parallel 
FORTRAN za transpjutere. 

Teorija brojeva 
.s, 

Sasvim je sigurno da ne postoji Oblast koja je vise 

uzburkavala duhove medu matematiarima.. Mnogi veliki matematiari 

su veliku siavu stekli baL'.., zahvaljujudi teoriji brojeva, all ima i 

veliki broj onih koji su davali "dokaze" netanih tvrdenja ili 
Zf..vrsto verovali U tanost nekih hipoteza koje su kasnije 
opovrgnute. Takoda treba naglasiti da se medu velikim brojem 

problema koji jo uvek nisu re..
.-,c_-ni naiazi dosta problema iz 

teorije brojeva. 

Fermat 	izrekao hipotezu ca je broj 
	 prost za 

see prirodme 

 
b ._ ;eve  i u to vreme je do= 10 do razilar:enja 

matemati6ara po pitanju tanosti ove hipoteze. Problem je reno 

Euler pokazavi da je 

5 
F=2

z +1e ,b41 - 6700417 . 
,

Primedujemo da je kontraprimer naden ved za n=5, i danas bi se ova 
jednakost mogia proveriti na obi6nom d2epnom radunaru. Dana.triji 

najmodniji kompjuteri su izranJnali da je F 14 
slolen broj (a 

sastoji se od 4933 cifre), dok je F 
2o najmanji Fermat -ov broj za 

koji se ne zna da li je prost ili slo±en. 

Fermat -
ov savremenik Mersenne je ustanovio da od 55 prostih 

vrednosti 
brojeva 	pf:257, 	 je 	prost 	samo 	Za. 	

11 
2P-1 

p=2 ,3 ,5 ,7 , 1 1 , 13, 17, 19 ,31 ' 67 , 127 ,257 . Verovatno je Mersenne pomodu 

dobijenog rezuitata pokulao postaviti hipotezu o tome
bi

kada je brona 

-, 	

j 

-1 prost. 	
Njegov pokuaj je ved na poetku 	

o osuden 
 

neuspeh jer se kasnije utvrdilo da je u prethodnom iskazu napravio 
pet grel.aka. Iz hate su ispuIteni brojevi 61,89 i 107 dok su 

v pogreno uneti brojevi 67 i 257. Suino je i govoriti koliku bi 
korist Mersenne imao od dana:lnjih ra6unara pomodu kcjih je danas 

pronadeno 29 
prostih brojeva navedenih osobina, medu kojima je 

najvedi 132049. Liz pomod raunara Cray 2 su Bateman, Selfridge i 
Wagstaff postavili novu Mersenne-inu hipotezu: 

Ukoliko su dva od slededa tri iskaza o nekom neparnom 
prirodnom broju p ta6ni, tada je i tredi iskaz takodetaZan: 

k . 	k , 	, k „ 	 , k . 
a) pe2 +1, p2 -1, p=4 +.3 ili p=4 -3 

b) = -1 je prost 
ci (2P+1)/3 je prost 

Kakvu de ulogu ova hipoteza odigrati u teoriji brojeva i da li c:e 

se pokazati kao tacsf.- na u mnogome zavisi i od razvoja raZfunarstva u 

doglednoj bududnosti. 
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Kriptografija 
Kriptografija je matematina disciplina koja je nastala 

poi.fetkom veka ali je potpuni procvat donvela tee: pre petnaest 
godina. Postoji migljenje da je pogretno gifrovanje poruka u 
mnogome uticaio na tok drugog Svetskog rata. Teorija brojeva 
priskae u pomorl kriptografiji 1376. godine kada Rivest, Shamir i 
Adieman pronalaze veoma siguran na?.5in za tifrovanje poruka. Ovaj 

algoritam se zasniva na _nnjenici da je problem faktorizacije 

broja za sada nemogue regiti u vremenu koje je linearno zavisnom 

od broja cifara datog broja. Zato je danas glavni pravac u kome 
se 

razvija kriptografija konstruisanje aigoritama za brz rad sa 

brojevima koji imaju veliki broj cifara. 
Navedeni primeri su dovoljni pokazateiji potrebe razvoja i 

primene raunarstava u teoriji brojeva. Razvoj se ogieda u 
traenju no brih aigoritama. Tako se dolazi do susreta sa 

paralelni'm raLinarima koji predstavijaju pobolj .tanje danalLnjih 

racunara u cilju povec' 
aralelno .anja 	brzine. 	Dani s 	je 	p  

programiranje jedna od najpopularnijih oblasti raunarstva. 
Lahvaljujem se mr Milanu Dra iru na programskim paketima za 

viecifarsku aritmetiku pisanim u FORTRAN-u. Takode bin 
izraziti veliku zahvainost doc. dr DuIanu Tonc.0 koji me je 

upoznao sa paraleinim programiranjem i 	mi je davao veliku 

podrtku kroz kurseve i seminars iz ove oblasti. 
Posebnu zahvalnost dugujem svom mentoru, prof. dr 2arku 

Mijajlovic'u, koji je tokom ovih godina uvek bio spreman da mi 
priskoi u pomoci', posavetuje, uputi na prays stvari, i koji me je 

uveo u tajne istra2ivakog sada. 
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1. PARALELNO PRO6RAMIRANJE 

Oblast koja je nastala ne tako davno, danas 
	e glavni 

objekat mnogih proLZavanja. Veliki broj praktiZnih problema, 

nekada napLAtenih kao nereivi, danas jedinu pomocf mogu oekivati 

tek daijim razvojem paralelnog ra?±unarstva. Vremenska prognoza, 

sigurnost nuklearnih reaktora, vegtana inteligencija, ratsfunarska 

grafika, numerika izraninavanja, kriptografija i mnoge druge 

oblasti, kao giavno oruiije koriste Cray, Connection Machine, iii 

neku drugu raunarsku arhitekturu slinih osobina. 

0 poreklu paralelizma 

Osnovna uloga raunara od njegovog nastanka je obavijanje 

poslova veoma velikom brzinom ((Thvanje informacija je danas ipak u 

drugom planu). Stoga se i razvoj raunarstva u najvedoj meri 

zasniva na usavr_*.avanju hardverskih i softverskih dostignua u 

cilju povedavanja brzine rada. Poboljanja brzine usavravanjem 

hardverskih elemenata su izvedena u velikoj meri, pa neki vedi 

napredak u tom pravcu nije moue postidi. Na usavravanju 

algoritama za reavanje raznih problema takode je mnogo uradeno i 

se uvek mnogo radi. Medutim, za veliki broj problema nadeni su 

algoritmi koje nije mogude dalje poboljavati, pa se ni u tom 

pravcu ne mo'±e oekivati vedi napredak. Tako se dolazi do potrebe 

uvodenja nekih drugih metoda koje de povedati brzine reenja 

problema. Fodeliti dati problem na vite manjih problema, 

angaIovati zatim odreden broj procesora tako da svaki od njih 

reava po jedan od tih problema, i na kraju objediniti sva tako 

dobijena reenja u cilju dobijanja konaL'nog reenja predstavlja 
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osnovnu ideju paralelnog programiranja.. 

Klasifikacija paralelnih ranInara 

Postoji vise kiasifikacija dana'Injih paralelnih ra6unara, 

zavisnosti od osobina 	koje se posmatraju. 	U ciiju lakeg 

razmatranjal navodimo klasifikacije opisane u E24]. 

a) Tip i broj procesora 

Pri ovoj podeli razmatramo "masivne paraleine sisteme" 

raZunare u 6iju arhitekturu mogu udi i vie hiijada procesora. 

Nasuprot njima su "krupnozrni" raunari koji sadr .,_e relativno mali 

broj procesora. 

b) Flyn ova podela u zavisnosti od postojanja globalnog 

mehanizma 

U zavisnosti od toka operacija koje izvrl'avaju procesori, 

kao i u zavisnosti od toka podataka koji se obraduju, razlikujemo: 

SISD 	(Single 	Instruction Single 	Data) 	model. 	DansI:nji 

jednoprocesorski raunari spadaju u ovu grupu. U svakom trenutku 

se nad jednim odredenim podatkom izvrIlEava jedna odredena 

operacija. 

SIND (Single Instruction Multiple Data) model. Svaki procesor 

u datom trenutku izvrava jednu istu naredbu, ali nad posebno 

odredenim podatkom. U ovu kategoriju spadaju procesorki nizovi. 

Rad ovih raCfunara se jasno vidi na primeru ssbi r snja vektora: 

svi procesori obavljaju istu operaciju (sabiranje dva broja), ali 

nad razliitim podacima (odgovarajucf.e koordinate vektora). 

MISD (Multiple instrunction Single Data) model. Dvaj model 
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Flyn navodi samo u ciiju postizanja kompletne teoretske podele, u 

praksi neto slino se ne pojavljuje. S obzirom da Flyn-ova 

definicija podele nije sasvim precizna, u iiteraturi se mogu narli 

podele koje neke rannare svrstavaju u ovu grupu. 

MIMD Multiple 	instruction Multiple Data) 	model. 	Sval;i 

procesor u odgovaraju6em trenutku izvrava razlintu naredbu. U 

ovakvim situacijama procesori razmenjuju relativno mall broj 

podataka .koje su na poi!etku dobili. Migiedno da ovaj model ima 

bolje karakteristike od Sin modeler, 

obavijati iste posiove kao SIMD ra'6unar. 

1 
- MIMD raLunar maze 

c) Sinhroni i asinhroni modeli 

Ukoliko se rad procesora odvija u diskretnim vremenskim 

trenucima t ,t 	Ida budemo precizniji, 	to su vremenski 
o 

intervali) tako da svaki procesor u odgovarajudem vremenskim 

trenutku izvrn odreden broj osnovnih operacija, kaemo da je rad 

procesora sinhronizovan. Na ovaj nann se lake obavija 

komunikacija izmedu procesora, jer je gubijenje vremena usied 

medusobne komunikacije svedeno na minimum. Na drugoj strani su 

MIND modeli koji svoj rad uglavnom obavljaju asinhrono. 

d) Klasifikarija u zavisnosti od nay na koriL4c'enja memorije od 

strane procesora 

Na6in na koji procesori razmenjuju odredene informacije 

dovodi do jedne od glavnih podeia. Postoji mogucfnost je da svaki 

procesor ima samo svoju, lokaInu memoriju, koju koristi za rad. .0 

tom s1uL'aju se procesori moraju povezati kanalima (direktno 

indirektno) kako bi mogli razmenjivati informacije. Medutim, 
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ukoliko 	proLeauri 	pored 	lukaine 	;opciono) 
	

imaju 	i 	jednu 

zajedninu, globainu memorijul tako da joj mo±e pristupiti svaki 

procesor, i preko koje se vnli komunikacija, dobijamo model sa 

zajednikom memorijom (shared memory model). Ova podela je od 

velike vanosti, pa i.!.'emo je kasnije detaljnije razmotriti. 

Pored ovih, pojavijuju se i mnoge druge podele. Medutim, 

treba imati u vidu da je dananje ra'6unare veoma teko pri nekoj 

podeli L LI our denu grupu, pr2dGLL:t.il !,,,offitinaciju 

dye ill vie grupa. 

Raunari sa razdeljenom memorijom 

U £3] je detaljno razraden pojam RAM (random access machine) 

moela, a mi demo navesti samo osnovne podatke. RAM model se 

sastoji 1: memorije, ulazne trake, iziazne trake i programa koji 

se ne nalazi u memoriji i ne se modifikovati. Giava za 

n.tanje se pomera po poljima ulazne trake (u kojima se nalaze deli 

brojevi), rezultat rada programa se nalazi u poijima izlazne trake 

(koja takode sadri dole brojeve), a za vreme rada koristimo 

memoriju ,T.Jja se sastaji iz registara u koje mol,:emo upisivati i iz 

kcjih moemc Z-fitati celobrojne vrednosti. Instrukcije za pisanje 

programa su osnovne instrukclje kcje imaju danaInji 

uL'itavanje, upisivanje, sabiranje, oduzimanje, ispitivanje znaka, 

bezuslovni skok... 

Uvodenjem u 	igru dodatnih 	instrukcija dobijamo 	PRAM 

(Parallel Random Access Machine) model sa razdeljenom memorijom. 

To je model koji se sastoji od vile RAM procesora je skup 

instrukcija pojaL'an rekim dodatnim instrukcijama koje omogua_iju 
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realizaciju paralelizma. 	Svaki 	procesor 	ima svoju, 	lokalnu 

memoriju, all je takode svakom od njih omoguden i pristup 

zajednikoj, globalnih memoriji. Preko globalne memorije procesori 

mogu komunikaciju. Pogto procesori rade simultano, 

pojavijuje se mogudnost njihovog medusobnog sukobljavarija pri 

pokugaju upisivanja iii ntanja iz iste memorijske lokacije. U 

zavisnosti od toga na koji je mann vegan ovaj problem, javljaju 

razii ,! ite vrste PRAM raunara sa zajednitkom memorijo: 

1) EREW 	(Exclusive-Read, Exclusive -Write) 	model. 	Nikoja dva 

procesora ne mogu istovremeno da iitaju sadraj iste memorijske 

lokacije, niti da istovremeno vre upisivanje u istu memorijske 

iokaciju. Ovo je model sa najvenm ogranienjima, tako da svaki 

algoritam koji je projektovan za EREW-model moxe biti izveden i na 

ostalim modelima. 

2) CREW (Concurrent -Read, Exclusive-Write) model. Procesori ne 

mogu istovremeno vriti upisivanje u istu memorijsku iokaciju, 

al i im 
	omogueno istovremeno L'itanje iz iste memorijske 

lokacije. Fredstavlja prelaz od najsiabijeg ka najjaem modelu. 

3) CRCW (Concurrent-Read, Concurrent-Write) model. Procesorima je 

omogueno da istovremeno ntaju, ail i da istovremeno upisuju neki 

sadraj u istu memorijsku iokaciju. Fri tome mora postojati 

pravilo po kome se vri upis ukoliko dva procesora treba da upiu 

razli6ite vrednosti u isti registar: prioritet ima procesor sa 

manjim rednim brojem, procesor koji deli da 	 ver..5u vrednost 

iii se a registar upisuje suma vrednosti koje trebaju biti 

upisane. 
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Raunari sa medusobno povezanim procesorima 

Lake ostvarljiv, all manje modan nain za komunikaciju 

procesora jeste mreta medusobno povezanih procesora. svaki 

procesor ima svoju lokainu memoriju, a komunikaciju sa ostalim 

procesorima pbavlja preko jednosmernih iii dvosmernih kanala. U 

2i.;,visnosti od topoloke konfiguracijs nastale povezivanjem nekih 

procesora, dobijamo razlinte arhitekture. 

1) Potpuno povezan skup procesora. Ovo je naravno najmoc!nija 

arhitektura, jer je svaki procesor povezan sa svim ostalim 

procesorima, pa je i vreme komunikacije izmedu bilo koja dva 

procesora minimaino. Problem je tto je kod velikog broja procesora 

nemogue prakti 'no ostvariti toliki broj veza. 

2) Linearni procesorski niz. Procesori (kojih ima kJ se oznae 

celim brojevima od 0 do k-1, a zatim se svaki povee sa svojim 

prethodnikom (osim prvog) i sledbenikom (osim poslednjeg). Ova 

arhitektura se esto razmatra u praksi jer je najjednostavnija 

algoritam napravijen za procesorski niz mol'e se ostvariti i na 

svim drugim konfiguraci jama. 

3) Dvodimenzionalni procesorski 	niz. Procesori 	se nalaze 

kvadratne matrice i svaki (osim 	 je povezan sa 

svoja 	 suseda. Dimenzije matrice su mxm (pri ?Lemu imamo n=m
2 

procesora), i svakom proccu je pridruen ureden par (i,j) gde je 

i,je 4:0,...,m-1). Ova arhitektura je veoma popularna, i mnogi 

dananji rananari imaju ovu konfiguraciju. 
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4) Hiper-kocka. Ubedljivo najpopularnija arhitektura. Datih n=2 

proceora obeleavamo brojevima od C) do n-1 ali u binarnom zapisu, 

a zatim povezujemo one procesore nje je Hemingovo rastojanje 

jednako 1. Na ovaj nann svaki procesor je povezan sa k drugih 

procesora, i veoma lako i brzo mole stupiti u komunikacijU sa bilo 

kojim drugim procesorom. 

Transpjuteri 

Jedan od 	najpoznatijih 	modela 	paraleinih 	ral:unara 
	

ie 

14ulilvvv,! 	! i mduwq q!!!9 ! !TJ!.41. f iv'!)! 

transpjuter ima 4 ulazno-iziazna kanala koji se . mogu povezati sa 

ulazno iziaznim kanalima drugih transpjutera. Uglavnom se ova 

povezivanja 
	

izvr's'avaju 	tako 
	

da 	se dobije 	dvodimenzionalni 

procesorski niz. Veliku popularnost t•anspjuteri su postigli jer 

se ugraduju u PC-ra'6unare koji su danas veoma rasprostranjeni. 

PC-procesor se povezuje sa jednim od transpjutera i regulie 

operacije ulaza i izlaza. 

Bitna osobina procesora je moguinost simuliranja rada drugih 

modela paraielnih ra&unara. Naime, mi moemo kreirati procese koji 

as dodeljuju transpjuterima. Fri tome as vise procesa koji su 

dodeljeni istom transpjuteru izvravaju paralelno (naravno, sa 

na:Ieg nivoa apstrakcije). procesa koji su na istom 

transpjuteru moe as definisati jedan iii vise kanala (ova su 

logiL( ke a ne fizine veze) preko kojih se obavlja komunikacija. 

Takode, ukoliko dva procesa pripadaju procesorima koji su 

medusobno 	povezani 	fizinim 	kanalom, 	izmedu 	njih 	moemo 

uspostaviti kanal za komunikaciju. 

mln,,;+=m= n= 4-1-..zyncm;tifPrSkOi 1010i. SP Vri 
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a uz to znajui da van 

3) NZD(a,0)=a 

dobijamo ideju za algoritam. Naime, poL,',to je 

a-b 	a+b 	a  

to je onda ongledno da konanlom primenom pravila 1) iii 2) 

dolazimo do 5ituacije kada se primenom pravila 3) dolazi do kraja 

rada algoritma. 

Algoritam NZD1: 

C Ulaz: brojevi a,b za koje va±i: a je neparan, a‹2 n , 0<b<2 fl 

 Izlaz: a=N2D(a,b) 3 

01 6=0 

02 REPEAT 

03 	WHILE bmod2=0 DO 

04 	 b=b/2 

05 	 6=A+1 

06 	IF 6>0 THEN 

07 	 c=a 

08 	 a=b 

09 	 b=c 

10 	 6=-6 

11 	IF (a+b)mod4=0 THEN 

12 	 b=(a+b)/4 

13 	ELSE b=-(a-b)/4 

14 UNTIL b=0 
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Za razliku od Euklidovog algoritma koji u svakoj iteraciji 

mora da primeni funkciju minCa,b} (pa je potrebno u svakom 

trenutku znati vrednosti a i b), algoritam NZD1 ispituje samo dva 

posiednja bita od a i b (provera deljivosti. sa 4), a operacije 

koje se primenjuju su oduzimanje y  mnoIenje i deijenje sa 2 

(aritmetio L.,, iftovanje za 1 bit u levo). Nija,  teko pokazati da 

se tokom rada algoritma izvrsi 2n=0(n) ciklusa REPEAT naredbe. 

Znajafi za to nnjenicu y  posmatranjem IF-naredbi datog algoritma y  

zakijuL'ujemo da je svaki ciklua REPEAT -naredbe dednoznGLno odrndnn 

vrednostima dva posiednja bita promenljivih a i 	b y  kao  

celobrojne 	promenljive 	6. 	Uopte, 	k+1 	uzastopnih 	ciklusa 

REPEAT-naredbe je determinisano vrednoc-'_u promenljive 6, i k+l-nim 

poslednjim bitom promenljivih a i b. Freciznije, nama je potreban 

samo znak od 6, i njena vrednost u sluL'aju 16Hk. Sada se 

izvravanjem k ciklusa REPEAT-naredbe (u daijem tekstu 

k - transformacija) 

-k, 
a=2 kac+be) 

b=2
-k
(ad+bf) 

izvrava 

„ gde su c,d,e i f celi brojevi iz intervala C-2k 
 ,c

k 
 3, 	 i 

aeC-1,13. Stoga cfemo prvo 	izraunati 	tablicu 	2-  x2 k+1 
 x(4k+4) 

pomocfu koje cfemo na osnovu trenutnih vrednosti a, b i 6 nalaziti 

konstante potrebne za primenu k - transformacije. Ako sa a' i b' 

obeleIimo k+1 poslednjih bitova od a i b, a sa 6' promenljivu Eiji 

prvi bit kazuje da li je 630, drugi da li 6,1-k,k] a ostali 

vrednost za 6 u tom sluaju (imamo ukupno 4k+4 vrednosti za 

promenijivu 6"), tada je (c,d,e,f,a,g)=T(a',b',6'). Sada se 

paralelni 	algoritam 
	

izvrava 	sukcesivnom 
	

primenom 

k - transformacija. 
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Algoritam N2D2: 

CUlaz: 	prirodni brojevi a i b 

Cl21a2: prirodni broj a=NZD(a,b) 

U-\rhitektura: procesori sa zajedninom CRCW memorijom 3 

01 REP ENT 

a'=a mod 2/(...+1. 

03 	InY.b mod 

04 	o'7bitovi za znak, interval i iogk zadniih bitova od 6 

05 
	

( c,d,e,f,ry,g ) =T C a',b' ,6 '] 

06 
	

a=(ac+be)/2k  

07 
	

b=(ad+ef)/2
k  

08 
	

(::=c-,6+g 

09 UNTIL b=0 

Kako ovaj algcritam izvrgava k uzastopnih ciklusa algoritma 

NZD1, a prema ranije re6enom algoritam NZD1 ima najvige 2n 

ciklusa, se u algoritmu N2D2 izvrgava najvige 2n/k ciklusa. 

Ostaje jog da poka2emo kako se svaki ciklus moe izvrgiti u 

konstantnom vremenu, L4.ime vreme rada algoritma iznositi 0(n/k): 

1) Naredbe (02-04) su k-bitne naredbe dodeijivanja pa je vreme 

njihovog izvrgavanja konstantno. 

2) Tablica T ima (4k±4).2
2k+

2 elemenata, od kojih 	svaki 	ima ne  

vie od 5k bitova. Koristen injenicu da L-bitnom elementu iz 

tablice od S elemenata molemo pristupiti u konstantnom vremenu 

pomou S•max(L,logS) procesora sa zajedninom CRCW memorijom, 

2k+2 2 2k+7 u ovom sluaju potrebno 5k ( 4k+4 ) 2<k '2 
 ie dobijamo da 
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procesora. Algoritam se izvrava tako Ito logS procesora odreduje 

adresu traenog elementa, a L procesora je potrebno da donese L 

bitova. Stoga se i naredba (05) izvr:tava u konstantnom vremenu. 

3). Ostaje joy da se ispitaju naredbe (06-08), gde se vrn 

mno2enje, sabiranje i deljenje viebitnih brojeva. Deljenje Set 

se izvrava u konstantnom vremenu jer je to u stvari aritmetinco 

•tovanje u levo za k bitova. Sabiranje n+k bitnih brojeva se 

mce izvrnti u konstantnim vremenu pomo&I n•2 	procesora 

handra, 1783). Nnoenje n -bitnog i k-bitnog broja se 	 u 

konstantnom vremenu tako Ito se broj duine n podeli na nik 

blokova du2ine k, pa uz pomod tablice za mno2enje k-bitnih brojeva 

svaka grupa procesora obavi po jedno mnoenje. Za ovaj posao 

potrebno je ukupno 2n•22k  procesora. 

Sada zakijuujemo da se algoritam NZD2 mo2e izvrnti 

vremenu 0(n/k) uz pomod max(2n 2k
,k2

2k+7
) procesora. Da bi ovaj 

broj procesora bio polinomijalan k mora biti O(logn). U tom 

sluaju je i (n)=0(n/logn). Pripremni 
2 algoritam - konstrukcija 

tabele, mote se izvriti pomodu 0(k 3
2
3k+o

) procesora u vremenu 

0(logn) pa ovo vreme ne utie znaajno na izvravanje glavnog 

algoritma. 

Napomenimo 	da su autori napravili i drugu verziju ovog 

algoritma u cilju prilagodavanju procesorima sa CREW memorijom. U 

tom sluaju vreme izvravanja je 0((n/k)logk+log 2 k) uz pomod 

0(k 3
2
3k
+re23c ) jednobitnih procesora. Naravno, poto dananji 

procesori imaju mogudnost rada sa registrima od po 64 bita, to je 

s _ 
dovoljno imati = puta manje procesora, ali time ne dobijamo 

nikakvo asimptotski zadovoljavajude poboljanje. 
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Neki drugi pravci u razvoju NZD algoritma 

Pored izloenog algoritma postoje i drugi algoritmi za NZD 

ali sa malo vedim vremenom izvravanja. Pokuaj paralelizacije 

Euklidovog algoritma za NZD na isti nann kao Ito je uradeno u 

prethodnom algoritmu - "pakovanjem" uzastopnih iteracija u jednu 

transformaciju- uradili su Kannan, Miller i Rudolph. Dobijen e 

paralelni algoritam koji radi u vremenu Oinloglognilogn) uz pomoc! 

2, 
0(r1 log n) procesora sa zajedninom CRCW memorijom. To je bio prvi 

sublinearan algoritam za NZD. 

Ukupno gledano, moemo ren da je na reenju ovog problema 

tek napravljen poetni korak. Dati algoritmi se za sada ne mogu 

primeniti u praksi (navedene arhitekture se pojavijuju samo pri 

teoretskim razmatranjima). Cak i ako jednom ove arhitekture budu 

ostvarene u praksi, paralelni algoritmi na njima nede biti mnogo 

ekonomini u odnosu na sekvencijalne algoritme, jer je za njihov 

rad potreban veliki broj procesora. 

17 
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3. RAC.,'UNANJE FUNKCIJE PI(X) 

Funkcija n(x) kao vrednost daje broj prostih brojeva ne ve6ih 

od x. Vec na por:`,-etku moemo uoiti VQZU izmedu problema nala2enja 

vrednosti n(x) i nekih drugih problema koje demo kasnije 

razmatrati. Naime, ako znamo sve pros€e brojeve manje od x, onda 

znamo i vrednost n(x), pa moemo rern da je problem koji reavamo 

ne ver!e. sloenosti od probiema nalatenja svih prostih brojeva 

Ei 	 . 	 ,s 	 3 	3 	nbe11'- imr 

skup prostih brojva, onda se karaktc-,, ristina ft.Ankii,;;;  X 	datog 
P 

  

  

 

I 

  

  

  

  

  

P 

X (1)=0, 

(n)=n(n)-n(n-1) za n:1. 

To u stvari znan da je problem ispitivanja primalnosti broja ne 

manje slotenosti od problema nalatenja vrednosti n(x). Nama je 

naravno cilj da nademo algoritam koji je efikasniji od algoritma 

za reavanje probiema na koji se dati problem svodi, a navedene 

L'injenice nam slute kao orjentacija. 

Neke vane formula za rsZunanje n(x) 

Prvi znaajniji rad na ovom polju dao je Legendre. Neka je 

p
1
<p 

2<...niz svih prostih brojeva. Tada je 

rr x =rr ( X 1..r 2 ) - 1 + Cx3-E Ex/p) + E Ex/p . p.3 -57 Cx/p p ID 3+... 
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Oyu formulu nije teko izvesti ako• podemo od nnjenice da se skup 

prirodnih brojeva ne vedih od x sastoji od svih prostih brojeva ne 

vedih od x, svih sloenih brojeva ne vedih od x i jedinice. Datu 

formulu Legendre je primenio 1930. godine za raL'unanje vrednosti 

n(106) metodom "papira i olovke". S obzirom da se sve to degava 

vide od 100 godina pre pojavljivanja raalnara, gregka napravijena 

u toku rada (dobijen je rezultat za 23 vedi od ispravnog) moe se 

smatrati zanemarijivom. 

astronom E.D.F. Meissel je L'etrdeset godina kasnije 

generalizovao Legendre-ovu formulu, jime je dobio veoma znaajne 

rezultate koji su osnova danas najbrih algoritama za nalaenje 

vrednosti .  Ta(x). Neka je P. i-ti prost broj, i neka je a 

proizvoljan prirodan broj. Neka daije P I, (x,a) skup svih 

prirodnih brojeva ne vedih od x koji se mogu predstaviti kao 

proizvod k prostih brojeva su indeksi veci od a. Tada se skup 

prirodnih brojeva manjih od x sastoji od : 

1) broja 1 

2) prvih a prostih brojeva p l ,p 2 ,...,pa  

3) brojeva kojima je bar jedan prost faktor manji od p a  i kojih 

ima : 

E Cx/p . 3 - E Cx/p . p
j
3-1-E Cx/p.tpp 

k 
3... 

i(j 	 ixj ,(k 

4) svih prostih brojeva p takvih da je p a<p_S:x, ima ih: 

P (x,a)=1/(x)-a 

5) P 
2 
 (x,a) prirodnih brojeva 	1I 	

takvih da je a<ij 

6) P 
3 
 (x,a) prirodnih brojeva n=p,p jp k 

 15x takvih da je a<L5jfi"-k 

7) P (x,a) prirodnih brojeva n konstruisanih analogno sa 5) i 6) 

19 
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Pogto je suma svih pomenutih brojeva jednaka Cx3 a iz 5) 

vidimo da medu sabircima u6estvuje n(x), to je ongledno n(x) 

mogude izranInati ako se znaju vrednosti sabiraka pod 5), 6) i 7). 

Uglavnom se a bira tako da bude p 	;.x"r pa je onda P(x,a)=0 za 
ati 

s>r. Kada je r=3 dobijamo Meissel-ovu formulu, za r=4 dobijamo 

Lehmer-ovu formulu, dok je za r>4 isuvis§e komplikovano nadi 

P (x,a) pa se ovaj slu;aj ne primenjuje u praksi. Formule za P
7 
 i 

P 5U: 
3 

, 	, 
P (x,a)=-(b-a)(b-a+1)/2+ 	n(x/p) 	gde je b=nkx

/2 
 ) 

7 
i=0.+1 

bi 
P E 	 =, E 4n(x/p p)-(j-1)}, gde je c=77(x 1/9

), b=ni(x/p ) 	) 
3
(x,a)= 	

1 j 	 i

1 2 

 
i=a+1 i  

Oznaimo jog broj svih prirodnih brojeva ne verih od x koji 

medu nniocima nemaju prostih brojeva ne vedih od pa  kao 0(x,a) 

(suma iz 3, nazivamo je jots$. i Legendre-ova suma). Dakle 

0(x,a)=Cx3-E Cx/pi J  + E Ex/p p
j3 - E Cx/p pp k 3 + . 

Kada je p .15X
172

<p 	dobijamo na po6etku navedenu Lagrange-ovu 
a 

 

a+1 

formulu. Iz definicije se lako zaklju6uje da van rekurentna veza 

O(x,a)=0(x,a - 1) -0(x/pa ,a -1) Ito je najvaInija relacija u svim 

algoritmima namenjenim za izra6unavanje n(x). 

Sekvencijalni algoritmi za raunanje n(x) 

Zavisno od vrednosti koje uzima a (preciznije p a) u odnosu 

na x, dobijamo i razliite varijante algoritama. 

P <p 
a 	 C2+1 

U ovom sit.6aju je P (x,a)=P(x,a)=...=0 i ceo posao se 
2 	3 

sastoji u ra6unanju vrednosti 0(x,a). Ovaj sluaj razmatrao je 
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David C. Mapes 1963. Bodine razvijanjem ranije navedene rekurentne 

formule, a kada a postane dovoljno malo primenjuje se Lehmer -ova 

formula. Vreme rada algoritma je O(x w7 ), a njegovom primenom je 

izra_inata vrednost n(10 9 ). 

I/ 3 , 
p 

. 	
cp 

a 	 a+1 

Sada j e P 
3 
 (x,a)=P 

4 
 (x,a)=...=0, pa treba izranAnati P 

2
(x,a), 

ali je zato posao pri izraninavanju 0(x)a) manji, jer je a manje 

nego u pr.ethodnom primeru. Algoritam je razmatrao Meissel i naao 

IT(10
9
)7 dodue uz maiu greu jgr jg ra6unanjg i2vreno 1995. 

Bodine, naravno bez primene raninara. 

1/4 
p 	‹p 
a 	 a+1 

U ovom sluifaju je P 
4 
 (x,a)=P 

5
(x,a)=...=0, vreme potrebno za 

ran_lnanje Otx,a) je smanjeno ubacivanjem u igru vrednosti P
2 
 i P3 . 

Primenom ovog aigoritma Maissel je nagad ta'6nu vrednost za n(ly 

ali tek 1959. godine. 

ZajednV:fko za sve ove algoritme je zahtev za velikim 

memorijskim prostorom. Naime, svaki od algoritama zahteva 

poznavanje vrednosti funkcije n za veliki broj argumenata kako bi 

se ran4nanje izvelo gto efikasnije. Samim tim je potrebno izvrgiti 

i velike pripreme pre po6etka izvrgavanja glavnog dela aigoritma. 

S'to se tie funkcije 0, u sva tri algoritma se mora ran_tnati 

primenom rekurentne formule, dime se dobija binarno drvo 

izra6unavanja. Da bi se zaustavilo grananje, u jednom trenutku se 

primenjuje pravilo za prestanak dalje primene rekurentne formule. 

Pri tome se u posebno napravljenoj tablici mora vrednost 

funkcije u ta6kama u kojima je primenjeno pravilo za prestanak 

rada. Svi navedeni aigoritmi stoga se dele na vie raziiitih 
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algoritama u zavisnosti od toga koje se pravilo prestanka grananja 

primenjuje. 

Paralelni algoritam za raunanje vrednosti n(x) 

Opisademo 'Progireni Meissel-Lehmer-ov algoritam' (Extended 

Meissel-Lehmer Algorithm) koji su 1985. godine objavili Lagarias, 

Miller i . Odlyzko. Ovaj algoritam dana5 pred5tavlja najOrti 

sekvencijalni algoritam za raamanje rt(x), a potc, je mogudt. 

nvew99 al9Qritmo 1  Qp441 j e to 

I t 
tiloin8 i M,1381, 11 W!161A1 

i 	
MI]lt 

Neka je dat realan pozitivan broj x, i neka je M broj 

procesora koji su nam na raspolaganju, pri 	emu stavljamo 

ogranienje 1511:5x.
1/3 

 . 	Izaberimo 	aeN tako 	da je 	p - .>(
1/3  c.,  p 

a a+i 

Vrednost rt(x) ra'dunamo primenorn formule n(x)=0(x,a)-P 
2
(x,a)+a-1. 

Algoritam se izvr?lava u dve faze: prvo se ra6una vrednost P 2
(x,a), 

a zatim se nalazi 0(x,a). 

Ra6unanje vrednosti P 
2
(x,a): ako pogledamo formulu 

P 
2
(x,a)=-(b-a)(b-a+1)/2 + E 7(x/p ) 	gde je b=n(x 1/2

) 

i=a+1 

videemo da treba zaposliti procesore na izranInavanju sume 

b 
Eft(x/p . )=Eyr(x/p) 	za X 

1,3
<p - x

1./2 

i=a+1 

Poto je x/p<x
2,3 

kada je p>x
1./3

, sumu mo2emo izra6unati tako to 

d emo naci sve proste brojeve iz intervala £1,x 2/33 - svaki od M 

procesora dobija podinterval iste duine koji treba da obradi 
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omogudeno da 	lako izra6unaju vrednosti funkcije n na tom 

intervalu. Zatim se svaki procesor anganje na rah nanju sume onih 

sabiraka nix/p) za koje x/p pripada njegovom intervalu. Na kraju 

se sabiraju sume dobijene u svim procesorima i dobijeni rezultat 

prosleduje glavnom procesoru koji kona?Ino raZuna P (x,a). Ceo 

posao se obavlja u vremenu O(m x
Z/3-pe: 

 ) pri emu se rezervite 

memorijksi pros -tor ty\x 
1/3t6 

za svaki procesor. 

Raunanje 0(x,a): primenom rekurzivne formule koju smo 

ranije naveli, dobijamo binarno drvo u cijim su 'dvorovima 

vrednosti 0(xin,b) gde je n proizvod ne vite od a-b prostih 

brojeva. Za zavrtne dvorove drveta uzimamo one kod kojih je 

1) b=0 1 n-cx1/3 
ili 

2) n> X1./3 

pri 	emu Zf:vorove tipa 1) zovemo ordinalni a dvorove tipa 2) 

specijalni. Kao i u prethodnoj fazi, interval El,x 2/3 	
se podeli 

na podintervale koje obraduju procesori. U toku obrade procesori 

nalaze sumu S ordinalnih dvorova, kao i vrednosti 4(z 0 ,i) gde je 

1<i<rr ( X
1/3

) a z =Ex
1/3

]• Zatim se radunasuma S 	specijalnih 
0 	 2 

dvorova, i na kraju 0(x,a)=S +S. Svaki procesor de utrotiti vreme 
2 

- 2/3+6 0(11 1x 	) uz zauzede O(x
1/131-6

) memorijskih lokacija. 

Vidimo da se dati algoritam izvr42;sava u vremenu O(CI -1X 1%3
) 

Problem za njegovu praktidnu primenu je mogul host realizacije samo 

na arhitekturama sa zajednidkom CREW memorijom. Sekvencijalna 

verzija ovog algoritma je upotrebljena za ra6unanje vrednosti n(x) 

gde je x=4. 1016 . Program je na raunaru IBM 3091 Model K radio 

1730 minuta da bi sradunao do danas najvedu poznatu vrednost 

funkcije a(x). 
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Kako praktino izrannati 7(x) 

Videli smo da navedeni algoritam nije mogude primeniti na 

arhitekturama koje se danas koriste u praksi. Gtoya se namede 

potreba primene nekog drugog algoritma za raunanje vrednosti 

n(x). Kao Sto smo ved rekli, sekvencijalna ver2ija navedenog 

algoritma je danas najbrti nain za ra6Inanje vrednosti n(x). 

Znajudi za formulu 0(x,a)=0(x,a-1)-0(xtp ,i ,a-1), mo2emo u svaii.om 

trenutku 4)(x,a) izraziti preko proi2voljno mnogo vrednosti 

funkciA 	u nPkim manjim taNama. Na primer, za n=5 je; 
r45(x,a)=O(x,a-3)-O(x/p 	,a-3)-O(xip 	,a-2)- 

a-3 	 a-2 

-0(x/p,a-2)+0(x/p , pct_i ,a-2) 

Konstrukcija formule je ongledna: poto se svakom primenom 

rekurentne veze dobija jedan sabirak na desnoj strani, to 

zna6i da formulu treba primeniti onoliko puta koliko sabiraka 

xelimo imati na kraju. Svaki sabirak je oblika O(x/n,a-k) gde je n 

proizvod s razlintih prostih brojeva. Nama je cilj da se sume s+k 

kod svakog sabirka gto manje razlikuju, pa stoga primenjujemo 

rekurentnu formulu na onom sabirku O(x/n,a-k) kod koga je s+k 

najmanje. 

Neka je sada dato x za koje se trali vrednost n(x). Uzmimo 

a tako da je p:Sx<p 
a+1 

pa je sada Ex3=0(x,a)+P o (x,a)+P 1 (x,a), pri 

'̀ emu je P
o
(x,a)=1, P(x,a)=n(x)-a odakle dobijamo kona6no tral-enu 

formulu: n(x)=Ex3-0(x,a)+a - 1. Neka je broj procesora k. Tada 

vrednost O(x,a) moIemo izraziti preko k vrednosti funkcije u 

manjim ta6kama. Dodelidemo zatim svakom procesoru po jedan par 

(x/n,a-k) za koji treba da izra6una vrednost funkcije n. Zbog 

na6ina na koji smo birali date sabirke, procesori de utronti 

prib1i2no isto vreme na ra6unanje vrednosti koje su im zadate. 
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Naravno, ra6unanje se obavlja primenom drugog dela ranije 

navedenog algoritma. Na krajup svi procesori 5 alju dobijene 

vrednosti glavnom procesoru koji zatim nalazi vrednost 4(x,a). 

Dobra osobina ovog algoritma je Ito se mole primeniti na 

proizvoljnoj arhitekturi procesora koji rade paralelno. Vreme 

utroeno za nala±enje n(x) je ipak vee,  od vremena koji troi 

prethodni algoritam zato Ito svi procesori posebo rade neke iste 

5tYari (pa primer tablicw za 0). Naravno, to je posledica 

osobine :31- hit - kture na kujoj obavijamd rad, jet 4abranili 

vccsscrima da imaju pristup istim delovima memorije. 
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4- • ERATOSTENOVO SITO 

Problem nala2enja svih prostih brojeva manjih od izvesne 

granice n rexen je odavno, i danas je uz Euklidov algoritam za 

nalaenje N2D verovatno najpoznatiji algoritam koji se primenjuje 

u teoriji brojeva. Izuzimajue.i varijante napravljene zbog 

prilagodavanja algoritma osobinama dananjih ra6unara, 	ovaj 

algoritam od svoje prve verzije nije pretrpeo znaajne promene. 

Algoritam Al; 

Ulaz : prirodan broj n ) 

C Izlaz: skup P prostih brojeva ne vedih od n 

01 	S=Cx I 2x_-5_nl 

02 	P=C) 

03 	p=min S 

04 	WHILE p2 n DO 

05 	P=Pu(p) 

06 	m=p 

07 	WHILE m:<_r1 DO 

08 	 s=s\c m ) 

09 	 m=m+p 

10 	p=min S 

11 	P=PUS 

Procenimo vreme Ti(n) datog algoritma Al u zavisnosti od 

ulazne velinne n. Prva WHILE petlja se izvrava za sve proste 

brojeve p takve da je p 	a za svako p druga WHILE petlja se 
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izvrgava nip puta tako da je Ti(n)'E(nip)=nr(lip), gde 	je p prost 

i 	p2.5n. 	Da bismo 	izra6unali 	gornju 	sumu 	iskoristidemo 

formulu (Herten) n(1 - 1/p)=(e r1nx) -1 , gde je r-Ojlerova konstanta, 

px. 	Logaritmovanjem 	obe strane 	date jednakosti 	dobijamo 

Eln(1-1ip)=-r-lnlnx 	Pa 	korietedi 	Tejlorov 	razvoj 	imamo 

-lnlnx=Eln ( 1-1 ip )=EE( -1 ) n-i ( -1 ip ) nin-=EZ-1 I (npn ).=-E(nlTh-n.) 

- —1 	—1 	—n s 	—1 	—1 —n 	—1 	—1 —n . 	—1 	—n 
-EP -Dn EP )= -1: -EEn P = -EP 	P <-EP -EEP 

-1 	-2, 	-1 	-1 	z 	-1 
= -EP - 11D \1 - lip) =- EP -DP 

-p) 
odnosno; 

-1 	, 	, 2 	 , 2 	-1 
Ep =lninx-Dp -p ■ -r pa pogto Ekp-p) 	konvergira po poredbenom 

kriterijumu 0-.5.E(p
2 	-1, -2 
-p) 	to onda stavljajudi 	da 	u 

poslednjoj 
	

jednakosti 	dobijamo 
	 Ininx 	odnosno 

Ti(n)"nlnlnn
1/2

'n1n1nn. 	Dal je 
	je 	lnlnn=ln(logn•ln2) 

=log(logn•ln2)1n2=(loglogn+logln2)1n2 pa je kona;no 

Tl(n)=0(nloglogn). Ovde je unnjen prelazak sa prirodnog logaritma 

na binarni zbog ustaljenog obi;aja u teoriji slo2enosti 

algoritama. Poto je pojam binarnog logaritma intuitivno jasan 

(mnogi jednostavni algoritmi rade u vremenu O(logn) - npr. binarno 

pretra2ivanje, stepenovanje, zapisivanje broja u sistemu sa drugom 

osnovom ) to se i slo2eniji algoritmi tada lake shvataju. 

Paralelizacija algoritma 'Eratostenovo sito' 

Sada demo razraditi paralelnu verziju datog algoritma. 

Problem reIavamo na PRAM sa razdeijenom memorijom. Kasnije demo 

razmatrati mogudnost primene algoritma na drugim konfiguracijama. 

Posmatrajudi algoritam Al ved na po6etku se namede jedno 

reenje - promenijiva p de predstavljati vektor, i svaki procesor 

de biti zadu2en za jednu njegovu koordinatu. To znan da bi i-ti 

procesor uzimao i-ti minimaini elemenat skupa S i njime prosejao 
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skup S. Medjutim, tada bi dolazild do sILZajeva kada dva procesora 

moraju istovremeno koristiti iste lokacije memorije za ntanje i 

upisivanje, pa bi algoritam bio ostvarljiv all samo na PRAM sa 

CROW zajednin<om memorijom. Odbacujemo ovo reenje jer je problem 

regiv u asimptotski 	istom vremenu 	na mainama 	sa jaim 

ogranienjima. 

Problem demo reiti deljenjem glavnog objekta - intervala 

brojeva od I do n na jednake disjunktne podintervale tako da svaki 

procesor obraduje po jedan interval. :at°, neka raspola!:emo sa k 

procesora i ne remetedi oOtost zadatka mc1emo pretpostaviti da 

brojeva odnosno Ici„b=CnInEN,an5..b) gde a,beN. Tada 

I 1,N All iin+1,(i+1>M 

Procesoru Pi dodeljujemo interval 	
im+La +vm 

Prosejavanje se ne 

mole izvrgiti dok nisu poznati prosti brojevi manji od 

r=((i+1)14.)
1/2

!I pa de stoga svaki procesor prvo morati izvrgiti 

algoritam Al na intervala 
Lr 

Zatim se izvrgava prosejavanje 

odgovarajudeg intervala prostim brojevima Eiji kvadrat ne prelazi 

gornju grenicu tog intervala. Algoritam je najefikasniji ako se 

primeni na arhitekturi kod koje procesori imaju zajedninw 

memoriju. Ostvarljiva je i primena na drugim arhitekturama, all se 

gubi odredeno vreme pri slanju dobijenih rezultata glavnom 

procesoru. 
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Algoritam A2: 

(Ulan! prirodan broj n) 

CIz1a22 skup P prostih brojeva ne venh od n} 

(Arhitektura: procesori 	 sa zajednikom EREW memorijom) 

01 	DO in paraZZet 

02 	 r=(ii+l)m) 
1/2 

03 
	

Primeniti algoritam Al za n=r, P=Pi 

04 
	

S={nineN,im+ln<(i+l)ml 

p 
0 

■■• 

 

   

06 
	

p=minS 

07 
	

P=PU(p) 

09 
	

s=r(im+1)/p1•p 

09 
	

WHILE s_--1-1)m DO 

10 
	

S=S\Cs) 

11 	 s=s+p 

Procenimo sada vreme Tz(n,k) potrebno za izvrgenje 

algoritma A2 pomodu k procesora. Ako sa T (n) obelenmo vreme 

rada i-tog procesora, 	onda je 	Tz(n,k)=max(Tzj(n)), 

oifigledno da Plc-1 trogi najvige vremena, a radi od po6etka do 

kraja algoritma A2 pa je Tz(n,k)=Tz,k-:(n). Rad procesora Pk-1 se 

sastoji u primeni algoritma Al za ulaz n a zatim u izvrgenju prve 

petlje (koja se izvrgava rr(n
112 

puta) unutar koje se nalazi druga 

petija (koja se izvrgava m/p puta za svaki prost
1/2

). Stoga, 

primenjujudi usput formulu dobijenu pri ra6unanju vremena 
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pa je Tz( n) =0( (n 112-t-m ) log logn)=0( ( ni/z+n/k ) log logn) 	i sad mo/emo 

razmatrati dati izraz znajuei da je nliz+n/k najmanje kada je k 

maksimalno. 

k<n1/2 : 

T2(n)=0((n/k)loglogn) pa je dati algoritam asimptotski idealna 

paralelizacija algoritma Al 

k=111/2 ; 

.0(n 1/2 10g  
T2(n) 	 logn) 	i dobijamo najkrade vreme za koje se mote 

ri€am A2, a pri 4ome je i ittkbrienost procescra 

maksimalna 

k>n
1/2 

 

Tz( n ) =0( n
1/2

1 og 1 ogn ) 	gubi se idealna iskorigdenost procesora. 

Problem se pojavijuje jer je interval namemjen za prosejavanje 

manji od intervala koji se obraduje u pripremi - generisanju 

prostih brojeva koji slue za prosejavanje. 

CZigledno je da navedena klasifikacija samo teoretski doprinosi 

razmatranju paralelizacije Eratostenovog sita. Za n=10
113 

bilo bi 

potrebno Lak milijardu procesora gto je u danagnjim uslovima 

neostvarljivo. 

MoIemo li br2e izvrgiti algoritam 'Eratostenovo sito' ? 

Videli smo da se za k<niz2  posti2e asimptotski gledano 

idealna paralelizacija, poboljganja su moguda samo u pogledu 

smanjenja skrivene konstante. To se uglavnom posti2e korigdenjem 

hardverskih osobina ra6unara, dakie maginski zavisnim 

poboljganjima. Postavlja se pitanje koliko brzo mo2emo izvoditi 

navedeni algoritam u najboljim mogudim uslovima? 
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Neka imamo k procesora sa zajedninom memorijom iz koje je 

dozvoljeno istovremeno itati brojeve za viAe procesora. Vreme 

potrebno za izvrtenje algoritma E2 je Mn)=O(in
I/ 2

+n/kiloglogn), 

i vidimo da je vreme ograni Leno zbog primene sekvencijalnog 

algoritma Eratostenovog sita u intervalu El'n 112 
 3 od strane 

poslednjeg p0 redu procesora (pripremna faza), dok za u istom 

trenutku ostali procesori trace iste podatke samo u manjem obimu. 

Stogy se name6e ideja da anga:aljemo procesora paralelno na istom 

poslu samo za siu?!: -aj intG,Tvala El..n ]. Vao 5to smo rani je 

JAW n 1(4  procesora 	primenom algoritma E2 	traeni posao 

uraditi u vremenu O(n 1/ 4 
 ) pa ako uzmemo k=n3,4 procesora dobijamo 

vreme novog algoritma E3: T3(n)=0(n1/4 
 loglogni. Medutim, analogno 

prethodnom razminjanju, algoritam E3- primeniti na 

nalaenje prostih brojeva iz intervala Cl..n1/2 
 3 pa demo dati 

1/8 posao uraditi za vreme On 	i uzimanjem k=n 7,8 
procesora za 

drugi deo posla dobijamo konaL'no vreme 	n)=0(nif13 logiogn ).  

Nastavljajue.i navedeni postupak dobbamo generalizovano tvrdenje: 
-r 

za dato n, uz pompc!. k=n 1-2 
	

procesora, algoritam A2 se izvrava u 
-r 

vremenu T(n,k)=0(n2  )=n(nk -i loglogn). 

Efikasnost algoritma u praksi 

Frimena Eratostenovog sita predstavlja dovoljno dobro 

reenje za problem generisanja prostih brojeva sa beoretske take 

gledigta. U prilog tome ide i injenica da je danas u teoretskom 

ranInarstvu NP-kompletnost jedan od giavnih problema, pa se 

regenje koje radi u linearnom iii skoro linearnom vremenu retko 

pokugava poboljgati. Medutim, u praksi je situacija potpuno 

druganja. 	Najvede 
	

Eratostenovo 	sito 	je 	napravljeno 	za 
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N=7,263.10
13 
 (Jeff Young, 	Aaron Potler). 	Program 	je pisan 

kombinovano na jezicima FORTRAN i CAL (Cray Assembly Language), i 

izvren na ra:f.unaru CRAY-2. Ovo N je ipak isuvite malo da bi se 

uspegno regili mnogi problemi teorije brojeva, pa je potrebno 

uvesti neka poboljanja. Veina tih novina se zasniva na 

hardverskim osobinama ra6unara na kojima i2vodimo program, ali 

takva poboljganja ne obedavaju znaajnije pomeranje yornje 

granice. Poboljanja zasnovana na konstrukciji brnh 

sekvencijainik algoritama su takode bez perspektive. Zbog toga je 

primena paralelnih radunara u ovom slu6aju veoma zna6ajna jer 

predstavlja jedini pravac koji obedava znaajan napredak 

povedanju brzine. 

Realizacija algoritma Eratostenovo sito na transpjuterima 

Navedeni algoritam je realizovan na transpjuterskoj plo6i sa 

6etiri transpjutera Teo°. Program je pisan na jeziku 3L Parallel 

FORTRAN za transpjutere. U veoma kratkom vremenskom intervalu 

program je generisao bazu prostih brojeva manjih od 10 9 . Na 

po6etku rada svaki transpjuter je generisao skup svih prostih 

.^ brojeva p sa osobinom p2 -1"z1v 9 Ceo interval na kome je trebalo 

vrtiti prosejavanje podeijen je na blokove du2ine 9600960 brojeva 

- ukupno 104 bloka, tako da je svaki procesor bio zadulen za 

prosejavanje 26 blokova. Rad se obavljao i cikiusima, i na kraju 

svakog od 26 cikiusa glavni procesor je sakupljao obradene 

intervale od ostalih procesora. Najvedi deo vremena potrogen je na 

pristup spoljagnjoj memoriji, jer dobijena baza zauzima izuzetno 

veliki memorijski prostor. 

Opigimo 
	jog 	realizaciju 	glavnog 
	

dela 	algoritma 
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prosejavanje intervala. Kao osnovnu meru uzimamo interval duline 

L=2.3-5 . 7 . 11 . 13=30030, pa se ceo skup koji obradujemo sastoji iz 

intervala rk•L+1,(k+1)•L] gde je Svaki od 4 procesora 

ukupno 26 puta izvrava prosejavanja intervala dunne 32•L=960090 

koji se zatim "pakuje" i a1je glavnom procesoru. Za obradu 

intervala koristimo niz 6iii 	su elementi 32-bitni registri 

(celobrojni tip u FORTRANU). Niz ima 15015 nanova i pri tome I-ti 

bit 3-tog nana nosi informaciju o tome da li 	je broj 

dg+(I-1)30030+2-3+1 prost iii sloen, gde je dg+1 donja granica 

intervala koji obradujemo, dgD(mod30030). Vee na po6etku smo 

ulttedeli prostor i vreme iskljunvgi sve parne brojeve. Dobitak u 

vremenu ostvaridemo takode i izbegavanjem deijenja sa brojevima 

3,5,7,11 i 13, a prosejavanje vrgimo samo prostim brojevima vedim 

od 13. 

Po zavrgetku prosejavanja ceo interval pakujemo u drugi, 

manji niz. Za ovaj posao koristimo ranije izrai!5unat niz UZP 6iji 

su elementi svi brojevi uzajamno prosti sa L=30030 a istovremeno 

manji od L. Koristeei 6injenicu da ako je dg+r prost broj onda 

mora biti NZD(r,30030)=1 tjer je dgD(mod 30030)), i znajudi da 

niz UZP ima p(30030)=5760 61anova (tp-Ojlerova funkcija), 

informacije o prostim brojevima iz intervala duLine 30030 moIemo 

cuvati na 5760 bitova odnosno u 720 bajta. Sada kona6no dobijamo 

cso aigoritam: prvo sve ianove niza dunne 15015 inicijalizujemo 

vrednogdu 0 a zatim u svaki bit koji predstavlja broj deljiv 

sa nekim prostim brojem vedim od 13 postavimo vrednost 1. Na kraju 

vrgimo pakovanje dobijenog rezultata tako gto pregledamo sve 

bitove koji predstavljaju brojeve uzajamno proste sa 30030. Tako 

smo umesto jednog bita za svaki broj trogili po jedan bit na 

svakih 30030:57605 brpjeva 6ime smo ostvarili ugtedu od 80%. 
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Baza prostih brojeva koju smo dobili na ovaj naZin mote nam 

biti od vigestruke koristi. Ispitivanje da li je neki broj prost 

lako izvocli.mo pretraivanjem date baze (ukoliko je dati broj u 

granicama obradenog intervala), rastavijanje broja na proste 

nnioce (odnosno nala2enje nnilaca koji pripadaju obradenom 

intervalu) mote se jednostavno izvrgiti sekvencijalnim prolaskom 

kroz bazu, a provera ispravnosti nekih hipoteza o prostim 

brojevima takode se zasniva na sekvencijalnoj obradi ove baze. 
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5. MNO2ENJE BROJEVA SA VISESTRUKOM PRECIZNOSOU 

Reenje problema pomou linearnog procesorskog niza 

Najjednostavnija procesorska arhitektura je niz procesora 

P 
0 
,P

i
,...,P 

k-i 
 tako da svaka dva procesora P i P 	(05i5k - 1) 

mogu komunicirati u oba smera. Svi podaci su na po6etku smeteni u 

procesoru. P koji je zaduten za ulaz/izlaz, pa se mora napraviti 
0 

algoritam koji de omoguditi ostalim procesorima da dovoljno brzo 

dobiju podatke koje treba obradivati. Ukoliko se arhitektura 

I I C I 
pr=nr1 IntmnArA [An orAt 	su Lornvi 'proc=5ri, a grame 

grafa su veze izmedu procesora, moIemo govoriti i o topolokim 

osobinama odredene arhitekture. Procesorski niz se mole utopiti 

vedinu poznatih arhitektura, Ito znarvi da se i algoritam koji demo 

fzloiti mole primeniti na to arhitekture. 

Neka su prirodni brojevi X i Y dati nizovima svojih 

cifara X=ixx.••x ) 	
Yn-i yn-z" " y  0 ) 	

koji se nalaze 
n-1 n-2 	0 

memoriji procesora P
o 

procesorskog niza P ,P 	 Algoritam 

	

O 	 n-1 

mo±emo opisati u tri koraka: slanje potrebnih podataka ostalim 

procesorima, samostalni rad procesora na ra6unanju potrebnih 

vrednosti i vradanje dobijenih vrednosti glavnom procesoru P
o

. 

Algoritam Ml: 

(Ulaz: nizovi cifara prirodnih brojeva X=tx 	x 	..x_) 
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01 DO in paraLLet 

	

02 	 : 

	

03 	FOR j=0,n-1 

	

.04 	 SEND(x.,RIGHT) 

	

05 	 PAUSE(1) 

	

06 	FOR j=0,n-2 

	

07 	 SEND(y,RIGHT) 

	

08 	 PAUSE(1) 

	

09 	 SEND(y 	,RIGHT) 
r1 - 1 

10 z ;7. x y 
0 0 0 

11 z =0 

12 	 FOR j=0,n-1 

13 	 z =z +x .y 
 n n 	j n-j 

14 	 DIV(z ,9,p,z ) 
0 	p 

15 	 FOR i=1,n-1 

16 	 RECEIVE(z_,RIGHT) 
I 

17 	 DiV(z
i 	,B,p z ) 

18 	 DIVtz 

19 	 FOR i=n+1,En-2 

20 	 RECEIVE(z.,RIGHT) 

21 

22 	IF p>0 THEN 

23 	 k=2n 

24 	 z =p 
k-1 

25 	 ELSE 

26 	 k=2n-1 

27 	P . , 0<i <n-1 : 

28 	 PAUSEti-1) 

29 	 FOR j=0,n-1 
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30 LRECEIVE(x , EFT) 

31 	 SEND(x ' RIGHT) 
1 

32 	 FOR =0,n-1 

33 	 RECEIVE(y.,LEFT) 

34 	 SEND ( RIGHT ) 

25 	 zi70 

36 	 FOR =0,i 

n^ 	 z = z +x .y. 
i 	1-) 

39 	 Z =0 
n+i 

 

789 	 FOR j=0 7 1 

40 	 .. 	--,_-1-x y 	. 
n+i n+i j n+t-j 

41 	 P. , i mod2=1 : I 

42 	 FOR j=0,n-2-i 

43 	 SEND(z ,LEFT) 
i+) 

44 	 RECEIVE( z
i+j+1 ,RIGHT) 

45 	 SEND(z ,LEFT) 
71-1, 

46 	 FOR j=0,n-3-i 

47 	 SEND( z 
n+i+j, 

 LEFT ) 

48 	 RECEIVE(z  n+ii-j+I.' RIGHT) 

49 	 SEND(z 	, LEFT ) zn-2 

50 	 P, imod2=0 : 

51 	 FOR j=0,n-2-i 

52 	 RECEIVE(z 1 ,RIGHT) 

53 	 SEND(z,LEFT) 

54 	 SEND(z 
n-1 

55 	 FOR j=0,n-3-i 

56 	 RECEIVE(z 	, ,RIGHT) 
n+i+j+1 

57 	 SEND( z
n+i+j

, LEFT ) 

58 	 SEND(z 	,LEFT) 
2n-2 
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59 	P, i=n-1 : 

60 	 PAUSE(11-1) 

61 	 FOR j=0,n-1 

62 	 RECEIVE(x,LEFT) 
1 

63 	 PAUSE(1) 

84 	 FOR j=0,n-1 

85 	 RECEIV7y,LEFT) 

66 	 PAUSE ( 1 ) 

67 z =0 

00 	FOR j=00-1-1 

70 
	

IF nmod2=1 THEN 

71 
	

PAUSE(1) 

72 
	

SEND(z ,LEFT) 

73 
	

ELSE 

74 
	

SEND(z 	,LEFT) 

Svi procesori obavijaju istu vrstu posla a1i je zbog 

izvesnih razlika potrebno pisati programe za pocetni, krajnji, 

procesore sa parnim odnosno neparnim indeksom. U navedenom 

algoritmu naredbe 02-27 odgovaraju prvom, 59-74 poslednjem, a 

naredbe 29-58 ostalim procesorima, pri cemu u jednom trenutku 

treba izvrnti podelu u zavisnosti od parnosti indeksa procesora. 

Rad procesora je sinhronizovan - izvodi se u taktovima - tako da 

svaka numerisana naredba predstavlja rad koji procesor izvrsava u 

jednom taktu. Ovakva organizacija rada nam je potrebna zbog prvog 
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ostalih procesora, a samim tim i potekoda pri vremenskoj proceni. 

Prvi deo algoritma predstavlja slanje potrebnih podataka ostalim 

procesorima, jer na poetku samo procesor Po  poseduje ulazne 

podatke. Pri tome mpramo voditi ra&ma o nnjenici da u jednom 

taktu procesor mote samo primiti iii samo poslati podatak 

(iskljuefeno je istovremeno slanje i primanje podataka). Drugi deo 

algoritma prestavlja izraLtnavanje odredenih izraza i realizovan 

je tako. da svi procesori trope podjednako vreme na njegovo 

izvrL=avanje. Trec'i deo algoritma je uraden analogno prvom delu 

predstavlja slanje izraCf-unatih vrednosti glavnom procesoru. 

Nadimo jot vreme Tin) potrebno za izvrgavanje algoritma. 

Potto proc esor Po  zaponnje a takode i zavrtava rad algoritma, to 

je ukupno vreme jednako vremenu potrebnom procesoru P
o 
da izvrgi 

svoj deo posla. Dato vreme je sada lako izrael-unati jer svaka 

petija u sebi sadrn samo proste naredbe. Posle sabiranja dobijamo 

T(n)=9n-1=0(n) taktova potrebnih za obavijanje posla. S obzirom 

da je vreme potrebno za regavanje datog problema analognim 

sekvencijalnim algoritmom 
. , z 
Okn ) to je ubrzanje koje smo dobili 

asimptotski idealno. Medutim, postoje s.ekvencijalni algoritmi koji 

navedeni problem regavaju u vremenu bliskom linearnom, to ovaj 

algoritam ne predstavlja najefikasniju primenu paralelizacije sa 

teoretske ta.).5ke gledista. Sa druge strane, potto je skrivena 

konstanta u pomenutim sekvencijalnim algoritmima izuzetno velika, 

primena algoritma M1 u praksi se pokazuje vrlo efikasnom. 

Mnol:enje brojeva pomodu procesora sa zajednincom memorijom 

Neka su dati brojevi 	)(=(x x 
n-1 n-2 	

X) 	 Y=CY
n-ly n-Z • - 

predstavljeni kao nizovi svoiih cifara i neka imamo procesore 
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P ,P,...,P 
0 1 	 n-1 

sa 2ajedninom EREW memorijom. Neka je dalje 

iZ=iz 	z 	...z ). 	Ako 	stavimo 	da 
0 

2 	 ,• 

p.--7-(z+p 1-1 
 )divB %  p 

-1 
 =0, 	tada je z i=tz1-1 

 +p 
1-1

)modE3  i algoritam de 

se sasto3ati iz dva dela, paralelnog, 2a ra6unanje vrednosti 2, i 

sekvencijalnoy za rarunanje vrednosti Glavni problem pri 

pravljenju prvog dela je kako rasporediti procesore da obavijaju 

pribli2no istu kolinnu posla, da njihova iskori.Uenost bude Ito 

veda, a Ito je i najvanije, da se ne sukobljavaju pri cx itanju 

memorije. Ideja je da svaki procesor osim jednog bude zadu2en za 

raninanje vrednosti takve da je i-j=n. Poto za raunanje 

vrednosti 
	

odnosrio 
2n-i-2 

treba izvriti i+1 mno2enja i i+1 

sabiranja, to algoritam predvida da procesor P .  bude anga2ovan na 

nala2enju vrednosti z dime de izvriti ukupno n mno2enja i 

n sabiranja. 

Algoritam Ml: 

(Ulazne vrednosti: nizovi cifara brojeva X i Y} 

CIzlazne vrednosti: niz cifara broja Z=X•Y3 

(Arhitektura: procesori P o 

sa zajedni,?!kom EREW memorijom: 

01 	DO i n parallel 0<i<n-1 

02 	 P 	-0 

03 	 z=0 
n+i 

04 	 r .=(i+1)/2 

05 	 s .=i/2 

06 	DO k=0,n-1 

07 	 DO in parallel 0:5i<n-1 
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08 

09 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

p= u 

DO 

P . , 
1 

P, 
i 

i=0,2n-2 

	

imod2=0 	: 

=z 	+x 	y 

	

r +s . 	r +s. 	r 
i 	1 	i 	1 

r=ir.+1) 	mod 	n 
i 	1 

5=- (5.+n - 1) 	mod 	n 

	

1 	1 

imod2=1 

` r 	
+y 	•x 

	

r +s. 	r +s. 	s 
i 	1 	i 	1 	i 

s=ts-+.1) 	mod 	n 
i 	1 

r=tr .+n-1) 	mod 	n 
1 

i  
r 

IS 	 z . =(z . +p) mod B 

19 	 p. -.( 	+p ) / 
1 

20 	IF p>0 THEN k=2n-1 

21 	 z =p 

22 	 ELSE k=2n-2 

Tedrerna1.ProcesorP.( 0 i<n-1)  po zavrgetku prvog dela (01-15) 

algoritma M1 sadrIi u promenijivima z , i z 	vrednosti izraza 
n+t 

J 	- J 
odnosno Exy. , a za vreme izra6unavanja datih vrednosti 

ne dolazi u sukob sa drugim procesorima pri ntanju podataka iz 

memorije. 

Dokaz: 	Dokaimo da r.+s. uzima vrednosti iz skupa (i,n+i) gde je 

tokom celokupnog izvrgavanja drugog DO cikiusa (06-15) 

algoritma. 

1) i=2j 

Na poetku je r
i
=j i s=j pa je r . +s_=2j=i. U svakom narednom 

1 	1 

ciklusu izvrgava se transformacija 	(14-15) i tada se r_ uvedava 

za 1 a s . umanjujeumanjuje za 1 pa zbir r i 	
o staje nepromenjen. Izuzetak 
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jesamousluajukadjer.=n-1 odnosno s.=0. Medutim, poIto je 

i<n to je n-ii2M/2 pa je 	 znan da se slu6aj s i =0 
1 	1 

nikad ne pojavljuje posle sliAaja r=n-1. Dakle, suma r +5 se 
i 	i 

tada uveda za n pa je 	 . Tek posle ovoga moe nastati 

slunaj r:=n-1 posie koga se ceo zbir smanjuje za n pa je tada 1 

r. -1-s.=i. To zna6i da procesor P menja samo vrednosti promenljivih 1 	1 

2 . i 2! . ., Pored toga, 	i s uzimaju ta .6no jednom vrednosti iz 1 	n+i 	 1 

skupa (:0,1,...,n-1) pa posmatrajudi naredbe (09-11) vidimo da se 

na kraju rada u promenljivimz i
nig 

nalaze vrednosti navedene u 1 

iska2u tgorems. 

Ovaj slu6aj se dokazuje analogno slu6aju 1) pa nema potrebe 

detaljno ga opisivati. 

Ostaje joy da se pokate kako procesori ne dolaze u sukob pri 

uzimanju odgovarajudih vrednosti iz memorije. 06igiedno je da dva 

procesora su indeksi razlidite parnosti ne dolaze u sukob jer 

dok jedan "n.ta vrednost ?Tana niza X drugi 6ita vrednost nekog 

("lana niza Y. S druge strane, ako posmatramo dva procesora sa 

indeksima iste parnosti, na primer Pi i Pi, pri emu je i=2u a 

j=2v, 	tada 	je 	u=r 	 u=s. s.=v. 	Medutim, 	posmatrajudi 
i 	J 	 1 	J 

operacije (09-11), vidimo da de na podetku svakog cikiusa va2iti: 

Jr 	 (modn) i Is.-skelu-vl(modn) pa nikad nede biti r=r o  . 
1 	J 	 1 	J 	 J 

odnosno s =s, To u stvari zna6i da procesori P. i P. nede 

dolaziti u sukob jer nikad u istom trenutku nede upudivati 

memoriji zahtev za 6itanje vrednosti iste promenljive. 

Vreme alooritma ie sad iedrunstavna oroceniti. i7 7Arli="A 
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paraleli2aciju odgovarajueg sekvendijalnog algoritma. 'Usko grip' 

algoritma j poslednji deo (16-22) kada radi samo jedan procesor, 

ali je gubitak vremena koji se to pojavljuje zanemarljiv kada je n 

veliko. 
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6. DA LI JE N PROST ILI SLOZEN 

Ispitivanje da li je neki broj prost je jedan od valnijih 

problema koji Ce5to pred5tavlja samo deo u reavanju nekog 

sloIenijeg problema. Faktorizacija brojeva je uspgno zavrena tek 

onda kad se pokate da 5U inioci dobijeni na kraju prosti. Stoga 

se svi oni moraju podvrgnuti nekom testu koji de ispitivati 

njihovu 5lotenost. Ongledno je da se ovakav algoritam mora 

mak5imaino ubrzati kako bi glavni algoritam bio re.5en u nekom 

kraem vremenu. 

Va2niju teoreme teorije brojeva upotrebljive pri prepoznavanju 

prostog broja 

Teorema 1. (Pierre Fermat) 	Ako je p prost broj, a x ceo broj 

takav da ptx, tada je x P-1 -m,1(modp). 

Definicija 1. Ako je p prost i (a,p)=1, tada kaIemo da je a 

kvadratni rezidum za p ukoliko kongruencija x 2-aa (modp) 
	

i ma 

regenja u 	skupu prirodnih brojeva i pigemo (a/p)=1, inaZe je a 

kvadratni nerezidum za p i pigemo (a/p)=-1. 

Definicija 2. Za date brojeve a i n, pri 	emu je n neparan 

(a,n)=1 definigemo Jakobijev Simbol (a/p) kao 

(a/p).n(a/p id , ako je n=flp ai i  

Teorema 2.(Leonhard Eutter) Ako je p prost neparan broj i a 

prirodan broj takav da je (a,p)=1 tada je a (P-1>""2=(a/p)(modp). 
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. 	d a al(mod n) 	iii je 

Ongledno da Teorema 2 predstavlja uopgtenje Teoreme 1. 

Nama bi ipak od vede koristi bili obratni stavovi ovih teorema. 

Jog SOO. g. pre n.e. Kinezima je bila poznata 6injenica da 02 P -2 

ako je p prost, a Fermat je dao opte tvrdenje 1840.god. Medutim, 

u kineskim rukopisima se navodi obratno tvrdenje (2n-1-1 nije 

deljivo sa n ako je n slo2en), a Leibniz 'cfak navodi i dokaz 

obrnutog rermatovog stava. Tel je 1900. naden kontraprimer, jer je 

241=11.21 a 3412340i di me nastaje movi pravac reoriji 

brojeva. Ostaje nam samo da primenom kontrapozicije dobijemo manje 

kori5fle teoreme, a za daiji rad . uvodimo definicije; 

Definicija 3. Ako je dat slo2en neparan broj n i ako postoji pri -

rodan broj a takav da je (a,n)=1 i a "-1 01 (mod n) tada ka2emo da je 

n Fermatov pseudoprim za osnovu (bazu) a. 

Definicija 4. Neparan sioen broj n se zove Carmichael-ov ako je 

Fermatov pseudoprim za svaku bazu. 

Definicija 5. Ako je dat neparan broj n i ako postoji prirodan 

broj a takav da je (a,n.)=1 i a n-101 (modn) tada ka2emo da je n 

Euler-ov pseudoprim za osnovu (bazu) a 

Definicija 6. Ako je dat neparan 	 broj n=25d+1 pri `emu je d 

neparno i ako postoji a tako da 

d 
 

a 	E-1(mod n) za neko r=4,1,2 1 ...,s-1 kaIemo da 

pseudoprim za osnovu (bazu) a.. 

je a jak 

Lako je videti da je skup Fermatovih pseudoprimova podskup 

skupa Ojlerovih pseudoprimova, a mole se dokazati i d a  je svaki 
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jak pseudoprim istovremeno i Ojlerov pseudoprim. U mnogim radovima 

se testovi bazirani na gornjim definicijama i teoremama nazivaju 

testovi primainosti Ito je pogre.tno, jer su to u stvari testovi 

sloY:enosti poto mogu samo dokazati da je broj sin:ten. Ako je broj 

prost ovim testovima se to ne mo'le dokazati u optem sluEaju. Brz 

test primalnosti se mo de dobiti primenom tablice pseudoprimova 

koju treba iskoristiti ako se slo±enost broja ne pokae nekim od 

navedenih'testova. Iskoristidemo rezultate objavijene u [217, gde 

su dati rezultati dobijeni ispitivanjem broj.eva manjih od 25.1u. . 

, 	1 ispitivan j e j e pokaza 1 o da i spod date gra ► ice potin3i 1770 brn]ava 

koji su pseudoprimovi istovremeno za baze 2,3,5 i 7 pa uz pomod 4 

procesora koji de ispitivati pseudoprimalnost odredenog broja za 

date 4 osnove dok peti procesor ispituje da li se dati broj nalazi 

u tablici, dobijamo veoma brz test. Sta vie, jakih pseudoprimova 

istovremeno za osnove 2,3 i 5 ima 13, ako ubacimo u ispitivanje i 

7 kao osnovu dobijamo samo broj 3215031751 kao izuzetak, a i on 

otpada proverom uslova za bazu 11. Sada ved mo±emo da biramo koji 

demo algoritam upotrebiti u zavisnosti od raspolonvog vremena, 

broja procesora i dostupnog memorijskog prostora izbog smet .tanja 

tablice). Vratidemo se konstrukciji datog algoritma kasnije - u 

temi o probabilisti6kim algoritmima, zasad recimo samo da je ovaj 

slu'daj zanimljiv pri pravljenju algoritma koji treba usput, brzo 

da re5i i problem primalnosti broja. Za ispitivanje slo2enosti 

nekog do sada ne ispitivanog broja ne mo2emo primenjivati tablice, 
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Kako dokazati da je broj prost ? 

Videli 5M0 da prethodni testovi ne mogu dati dokaz da 

neki broj prost, ved samo pri ostvarenju odredenih uslova dokazuju 

da je broj slolen. U problemu dokazivanja primalnosti nekog broja 

glavnu ulogu igra slede(fa teorema 

Teorema 3. (Eduard Lucas) Nek a je 	 su p c 	) 

razlinti prosti brojevi. Ako postoji a tako da je 

ti ) 

	 (n-1)/ 	, \mod n) za j 7.15E'llom 
i tako da je 

(2) 	 an-1 =1(moo n) 

tada je n prost. 

Ver' 	na 	po;::'_etku 	vidimo 
	

da 	se 	pojavljuje 	problem 

rastavljanja broja na proste inioce, dakle moramo da pozovemo u 

pomod i neki od metoda faktorizacije o kojoj de kasnije biti rei. 

No imajudi u vidu da je n neparan broj koji ima kao delioce velike 

brojeve (ako ih uopte ima), to je n-1 paean, a velika je 

verovatnoda da ima mnogo manjih inilaca. Ideja je da svakom 

nadenom p i  dodelimo odgovarajudi procesor koji de za unapred 

odredeno a proveravati kongruenciju (1), ali se pojavljuje problem 

medusobne zavisnosti procesora. Svaki od njih zavri svoj posao a 

zatim 6eka rezultate ostalih i tek tada zna za koje a treba da 

nastavi rad i da li uotAte treba da ga nastavi. Na taj na6in se ne 

ostvaruje velika iskoriAdenost procesora pa demo oslabiti uslove 

prethodne teoreme: 
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Teorema 4. (John Setirtdge..) Neka je 	 gde su p. razlinti 

Prostibrojevi—Akozasvakop.po5toji a. takvo da je 

n-1 
a 

(n-1 )/pi
01 (modn) i a 	_1 (mod n) 

i 	 i 

tada je n prost. 

Sada mo2emo opisati algoritam za izvodenje dokaza da je 

neki broj 	prost. 	Svaki 	procesor 	dobija 	broj n, 	izvrava 

faktorizaciju broja n-1 7  a zatim uzima od9ovarajun prost nnilac 

p .  i pokuI,ava da nade a tako da je 

a 
( n - 1 ) / p i01 (mod n) i a

n-1
FE1(mod 

r V1101 JIUGMFUI 

Algoritam Pl: 

CUlaz: prirodan broj n1 

CIzlaz: niz oi ,...,o ,  prostih nnilaca od n-1, 	i niz a 1 
 ,...,a 

n 

prirodnih brojeva iz teoreme 4 ako je n prost, i a takvo da je 

an-1
01(mod n) ako je n slo±en.1 

(Arhitektura: 	k 	nezavisnih procesora 	koji mogu 	stupati 	u 

komunikaciju (direktnu iii indirektnu) sa glavnim procesorom P) 

01 	DO in parallel i=1,k 

02 	 P: izvrnti faktorizaciju broja n-l=rp 	. " 

03 	 IF inn THEN SEND(P,0) 
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OR 	 IF bP1 :-,..-1 (mod p) THEN SEND(P,a) 

10 	 ELSE SEND(P,-1) 

11 	 SENDta ,P) 

Vremensku procenu navedenog algoritma nije moguc..:e izvrsiti 

jer ne zavisi od velid!ine ulaza, vet i od broja razlintih faktora 

od n-1, i velic!ine najvec'eg od tih faktora. Razmatrajudi algoritam 

vidimo da se glavni deo vremena troti na stepenovanje po modulu n. 

Medutim, poto se taj algoritam izvrava relativno brzo (nalatenje 

m-tog stepena se izvrava pomodu logm mno_ten,ja), matemo redi da je 

A'ACJOVCS vreme rada sasvim zadovol;avaluCe. Problem se pojavljuje 

zbog slabe iskoritdenosti procesora u sluaju kada n-1 ima malo 

razliitih prostih faktora. Sa druge strane, kada je n isuvite 

veliko za smettanje u registar, vitak procesora nam mope dobro 

dodi za mno±enje pri stepenovanje. Ovo je pravi primer kako je 

uoptteni problem veoma tetko retiti tako da se procesori tto boije 

iskoriste. Mnogo boije praviti poseban algoritam za svaki 

konkretan problem. 

Probabilistini paralelni algoritmi za ispitivanje primalnosti 

Algoritam naveden u prethodnom paragrafu nalazi dokaz da je 

broj prost iii da je slo±en. Medutim, vreme njegovog izvravanja 

mo±e biti veoma veliko u nekim situacijama. Kao to je ranije 

re6eno, ispitivanje primalnosti broja se 6esto izvrvtava kao deo 

nekog algoritma, i pogotovo kada to treba uraditi vile puta 

algoritam P1 nije bat najpogodniji. Zato u slu6aju da imamo neko 

unapred zadato vreme za koje je potrebno retiti problem, od velike 

pomodi moqu biti probabilistini algoritmi. Naravno, ti algoritmi 
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se ne mogu koristiti 	za izvodjenje dokaza u "nstoj" matematici, 

ali mogu biti od velike pomoci u kriptologiji iii pri pravljenju 

hipoteza. 

Najednostavniji primer za pr0babilistiki algoritam se 

dobija pomoc.!u Fermat-ove teoreme. Ukoliko broj zadovoijava tra2ene 

uslove, moltemo redi da je on prost iii je Fermatov pseudoprim za 

ispitivanu osnovu. Ukoliko 2elimo povedati 	mod testa 

preciznije: smanjiti verovatnor.fu pravlienja greke) ponavljamo 

test za neku drugu bazu. 	 brojevi koji :a sval<u bazu 

ispunjavaju uslove Fermat-ove teoreme nazivaju se Carmi chael -QYi 

!];,11 L;Icl; ;P (%b 	,n; n 	[Iro lAvimA, iMA 

ih mnogo manje nego prostih, ali ipak isuvige mnogo da bi 

Fermat-ova teorema za kratko vreme davala rezuitate sa dovoljno 

malom verovatnodom gregke. Rad sa vige procesora moe rnaajno 

skratiti vr eme smanjiti verovatnodu gregke, zavisno od toga 

eta nam je vaI:nije) tako gto se svakom procesoru dodeli jedna iii 

vige baza za koju se ispituju uslovi Fermat-ove teoreme. Analogno 

sa do sada reenim mo±emo iskoristiti i Euler-ovu teoremu. 

Mnogo jai 	test . moemo dobiti 	korigenjem uslova 

definicije 5, gto je pokazao Rabin [253 1977. godine. 

Definicija . 6: Neka je n prirodan broj. Redi demo da je prirodan 

broj b svedok slo,4_enosti za n i oznaavati sa W (b) ako su 

ispunjena slededa dva uslova: 
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Uporedujudi usiove definicije 6. sa uslovima ranije 

navedenih definicija, i 2najui 6injenice do sada navedene, lako 

zakljunljemo da iz W
n
(b) sledi del je n sloten. 

Teorema 5. Ako je n>4 slo/en broj, tada je 

3(n-1)/4 5 c((b1W
n
(b))), 

gde c(S) oznacThva broj elemenata skupa S. 

Navedena teorema u stvari kazuje da ukoliko je neki brQj 

sloMen, tada postoji bar 3(n-1)/4 brojeva koji svedoe da je on 

slolten. Dakle, ako ispitujemo primalnost nekog broja n, i ako se 

ispostavi da za neku bazu b ne va±e uslovi iz definicije 6. tada 

mo.lemo redi da je n prost i pri tome je verovatnoda da smo 

napravili gregku jednaka 1/4. Ako uzmemo niz duine k 

1<b <b ‹...<b <n 
1 	2 

i ustanovimo da ne va±i W (b . ) za 	 L' moemo redi da je n prost 
n 	1. 

i pri tome je verovatnoca da smo napravili gregku (1/4) k . Dakle u 

k 4 ispitivanja primalnosti pomodu nizova du±ine k pravimo jednu 

gregku, gto je veoma dobar rezultat, znajudi da ga moemo dobiti 

koristedi paralelni algoritam. Svakom procesoru dodeljujemo po 

jednu bazu za koju on ispituje W (b) (pretpostavka je da imamo k 

procesora). 

Algoritam PE: 

allaz : prirodan broj nl 

tIzlaz: izvestaj o sloIenosti broja n; u slu6aju da odgovor bude 

"n je prost" verovatnoda da je napravljena gregka iznosi 4 / 

(Arhitektura: k procesora povezanih sa glavnim procesorom) 
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01 	DO 01 paraLLot 015.1<k-1 

02 	 P: d=n-1 

03 	 WHILE dmod2=0 DO 

04 	 d=d/2 

05 	 b=f(i,n) 

06 	 IF n mod b=0 THEN SEND(F,b) 

07 	 b=bd (mgd n) 

08 	 IF THEN SEND(P,b) 

09 	 d=Ed 

10 	 WHILE d(n DO 

InX(rnotl n1 
12 
	

IF NZD(b n) > 1 THEN 

13 
	

SEND(P,b) 

14 
	

STOP 

15 
	

d=2d 

16 
	

SEND(P,1) 

Recimo na poetku da je funkcija f(i,n) u naredbi (05) 

koridena u cilju generisanja broja b, tako da je 1<b<n, pri emu 

se tako dobijeno b razlikuje od odgovarajudih vrednosti za b koje 

koriste drugi procesori. Ongledno da, jg" vreme datog algoritma 

jednako O(logn) jer se ceo rad sastoji iz logn mno-±enja i 

modularnog deljenja. Naravno, ukoliko se to dve operacije ne mogu 

izvriti u konstantom vremenu, navedenu procenu treba pomnoIiti sa 

vremenom potrebnim za izvravanje ove dve operacije, tako da i uz 

primenu najjednostavnijih algoritama za ove dve operacije, 

dobijamo vreme Tz(n)=0( log
3
n). 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



7. FAKTORIZACIJA 

Pastavljanje brojeva na proste nnioce predstavlja glavni, 

ali i najteIi problem u aritmetici sa viestrukom ta6nou. 

Algoritmi za Taktorizaciju zahtevaju primenu mno9ih do sada 

pomenutih algoritama, 'i, to uglavnom za obavijanje nekih usputnih 

	

poslova, pa nije ni malo 6udno 	 do danas jos uvek nije 

napravljen polinomijalan algoritam za faktorizaciju. 

Najjednostavnije 	reenje 	problema 
	

je 	ispitivanje 

deljivosti datog broja n sa prostim brojevima manjim od n
t/z 

 . Ovaj 

!d: Al1 	nn :0 1 
kao ceo broj u memoriji ran_lnara, dakie za dananje pojmove, u 

slu6aju n'10
113 (double precision). Svaki od procesora u jednom 

vremenskom intervalu uzima po jedan prost broj pSn i~Z  iz ranije 

napravljene baze i proverava da  li je nmodp=0. Problem se 

pojavijuje zbog potrebe velikog prostora za ;...uvanje baze, a 

ukoliko baza nije ranije napravijena trcAi se vreme na primenu 

algoritma Eratostenovog sita. Oba problema relavamo tako gto demo 

delimi6no primenititi algoritam Eratostenovo sito a zatim 

nastaviti proveru deljivosti broja n sa brojevima koji nisu 

deljivi sa nekoliko prvih prostih brojeva. Za izvr.tavanje 

navedenog posla nam nije potreban memorijski prostor koji bi smo 

koristili u slu6aju koridenja baze prostih brojeva, a 

izbegavanjem pravljenja baze tedimo i vreme. Sa druge strane, 

povedava se vreme rada zbog nepotrebnih deljenja slolenim 

brojevima, all je to povedanje relativnd malo. 

Pretpostavimo da imamo 8 procesora koji mogu direktno  iii 

indirektno komunicirati sa glavnim procesorom (tu ulogu mole 
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koji nisu deljivi sa 2,3 i 5, dakle brojevima dblika 30k+t gde je 

t iz skupa (1,7,11,13,17,19,23,29). Na kraju rada svaki od 

procesora ifuva kao konaCfni rezultat sve faktore od n koji imaju 

odgovarajudi ostatak pri deljenju sa 30. 

Algoritam ri. 

fUlaz: 	prirodan broj n .6ija fakterizadija je nepoznata 

2) prirodan broj G - granica do koje vrimo proveru 

(Izlaz: prosti faktori od n manji od G ) 

CKonfiguracija: 8 povezanih procesora P ,P 
0 1 	 7 

01 	CONST (r ,r ,r ,r ,r ,r ,r ,r )=(1,7,11,13,17,19,23,29) 
0 1 2 3 4 5 d; 7 

02 DO in parallel 0..7 

03 	P: m=n 

04 	 g=CminCg,n"3 

05 
	

S=Cx125;:x_.-5.g, xmod30=r 

06 
	

D=0 

07 
	

WHILE d€S AND mx1 DO 

09 
	

IF dim THEN 

09 
	

D=DuCd) 

1 0 
	

WHILE diN DO 

1 1 
	

N=N/d 

12 FOR j=2 DOWNTO 0 

13 	DO in parallel Olcif.:2 1-1 

14 	 i>E i : 

15 	 SEND(P j,D) 

16 	 P, i<2 j : 

17 	 RECEIVE(P
2

j 
+i
,E) 
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le 	 D=DuE 

19 	 m=n 

20 	 WHILE (d€D) AND (ml) DO 

21 	 IF dim THEN 

22 	 WHILE dim DO 

23 	 m=mid 

24 	 ELSE D=D\Cd) 

Drugi deo algoritma (12-24) predstavlja slanje dobijenih 

rezultata glavnom procesoru pri se vrgi izbacivanje onih 

Xinilaca od n koji su slo2eni. U svakom ciklusu FOR petlje 

polovina procesora galje skup dobijenih faktora od n drugoj 

polovini procesora, koji vrge izbacivanje jednog dela sloIenih 

faktora. Kona'dan rezultat je skup svih prostih deiiioca od n 

manjih od date granics. 

Izranunajmo vreme rada datog algoritma. Prvi deo (2-11) je 

idealna paralelizacija odgovarajudeg sekvencijalnog algoritma. Na 

svakih 30 uzastopnih brojeva vrgi se provera deljivosti n sa osam 

brojeva a svaki procesor vrgi jednak broj deijenja, Ukupno se 

1/2 
proverava deijivost broja n sa n 	•2/30 brojeva, gto znan da 

svaki 
1/2 ,„„, 

procesor 	izvrgi 	n 	deijenja. Konkretno za 0
9 

izvrgidemo n 172 '103  deljenja gto je za pojam danagnjih ra6unara 

izuzetno brz posao. Drugi deo algoritma mosmo zanemariti jer se 

izvrgava relativno brzo (vreme je logaritamski zavisno od broja 

procesora) 

Opisademo u kratkim crtama i algoritam koji se da primeniti 

u opgtem sluaju. Ako je dato k procesora, onda prvo nademo 

najvede 
m t= PiP 2 - - "P t 

tako da je (p(m)tk (ovde je p Euler-ova 

funkcija). Zatim interval [1 . .En
1/2 3] podelimo na intervale du±ine 
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k•p(md i u svakom intervalu podelimo procesorima po p(m 1 ) brojeva 

koji 	su 	potencijalni 	delioci 	od 	n. 	Pre 	toga 	demo 	iz 

1/2  intt-vala[l . .n1 izbaciti brojeve deljive sa p 
1 
 ,p

Z 	
,p • Pri 

tome je dOvoljno prosejati interval Cl..m], jer va2i 

(r,m)=1 	(=> 	ts-m +r,m)=1. 

U ovom trenutku navedeni algoritam je samo od teoretske koristi 

jer i manji broj procesora izvrava posao dovoljno brzo. Yalja 

oLekivati da cfe daljim poboljanjima hardverskih osobina rannara 

(omoguavanje rada sa 84-bithim iii '6ak vec!im registc.rima) ovaj 

algoritam 	potpunu primenu, ali de faktorizacija brojeva od po 

100 cifara morati da se izvrgava drugim algoritmima. 

Fermatov metod za faktorizaciju 

Metod koji demo izloLiti uveo je Fermat u 	XVII veku i do 

pojave raunara to je bio najefikasniji metod za rastavijanje 

prostih brojeva na 

Cilj algoritma je predstaviti dati broj n kao razliku 

kvadrata dva prirodna broja x i y. Tada dobijamo x -y=n, odnosno 

(x-y)(x+y)=n pa ako je dobijamo da su x-y i x+y delioc od n. 

Problem regavamo tako gto definigemo niz 

x
0
=Cni."2 

3 , 

x=x +1 za 1>0, 
i-1 

pa nam sad ostaje daproveramodalijex . 2 -n potpun kvadrat kad 

je i manje od izvesne granite. Dati niz demo podeliti 

odgovarajudem broju procesora koji de proveravati tra2eni uslov. U 

cilju ugtede vremena za kvadriranje celih brojeva koristimo 

6injenicu da je (m+1) 2 
 =m

2
+2m+1. Takode, znajui da izmedu mz 

i 

(m+1) 2  nema celih brojeva, ugtededemo veliko vreme izbegavanjem 
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korenovanja. Pre po6etka rada proveriemo nekom od prethodnih 

metoda da li n ima kao Enioce neke manje brojeve. PcAto smo se 

uverili da n nema nnilaca ispod win) (gde je w neka ranije 

cdredena funkcija) zakljtZujemo 

win)(y.-y<n
i/2 

4 x-n
1/2

(y 

1/2, 	, 
n 	i+yNn/wm)4 y<n/On) - x 

i 	 .. 
sada donljamo 

172, 
)/ 	. x-n 	\n/On)-x 	x< 	 n

1/2 
[2=1-1

1./2-
1- ( n/Wini -n 1/2 ' ' 2 

itz 1  Maya int erval celih brojv 	to 1 n na 

.jcinak broj intPrvala - ;vgkom intprv;lu odgovAra no Arlan 
procesor koji ga obraduje. 

A1goritam F2. 

CUlaz: prirodan broj n) 

CIzlaz: prosti 	 od n) 

CKonfiguracija: k procesora koji rnogu ostvariti direktan iii 

indirektan kontakt sa glavnim procesorom) 

01 	DO in parall.el Ofz.i.5k -1 

02 	 P .  : step=E(En/Ipin)1-En 1/2 3 /2k 3 

03 	 = C 	i *g 

ggran=x+step 

05 	 raz=x 2 

06 	 y=Eraz i-'2 3 

07 	 sqry=y 2 

09 	 WHILE (x<ggran) and trazsgry) DO 

09 	 WHILE raz>sqry DO 

10 	 sqry=sqry+2y+1 
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11 	 Y=Y+1 

12 	 IF raz<sciry THEN 

13 	 raz=raz+2x+1 

14 	 x=x+1 

15 	 IF raz=sqry THEN 

16 	 p=x-y 

17 	 q=.0- Y 

10 	 SEND(P ? pi) 
O 

19 	 SEND(P 7 9) 
I) 

Ukoliko je procesor prona'gao dva nnioca od n, galje ga 

glavnom procesoru koji na osnovu do tada dobijenih rezultata od 

drugih procesora nalazi inioce od n. Ako se ispostavi da p 

odnosno q nisu prosti, algoritam se ponavlja za to brojeve. Vreme 

potrebno za izvrIavanje algoritma F2 se ne mo'±e precizno odrediti 

jer zavisi od nnilaca ulazu n. Najnepovoljniji sluZaj nastaje 

kada se nnioci nalaze na krajevima intervala koji su dodeljeni 

procesorima. Stoga je najlonje mogude vreme utrogeno za 

faktorizaciju broja n 	( n) =Q( (n/w(n)-11 1/2 )/2k) a s obzirom da 

je 	win)<<ri
1./2 
	to 	je 	n/(n)>),n

3/2 
pa 	je 	Ti(n)=0(n/2kw(n)). 

Sekvencijalan algoritam trogi k puta vie vremena pa algoritam F2 

predstavlja maksimalno ubrzanje odgovarajudeg sekvencijalnog 

algoritma. 
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8. KUREPINA HIPOTEZA 0 LEVOM FAKTORIJELU 

Na kongresu jugoslovenskih matematiara u Ohridu 1370.godine 

Duro Kurepa 	je postavio slededi problem: 	definigimo 	levi 

faktorijel kao sumu faktorijela svih nenegativnih celih brojeva 

manjih od datog broja; postavija se pitanje gta mole biti 

zaj,:dnini delilac levog i de5nog faktorijela nekog broja. Kurepa 

postavlja : hipotezu da je dvojka najvedi zajedniki delilac oba DYd 

bro j a. Mada re  problem veoma jednostavan, i na prvi pogjed se 

da ne bi trebalo biti nekih potegkoda pri regavanju, on do danas, 

20 godina od nastanka, nije regen. 

Neki iskazi ekvivalentni Kurepinoj hipotezi 

U cilju pojednostavljenja problema, pojavili su se mnogi 

iskazi ekvivalentni iskazu Kurepine hipoteze. Iskaz (El) koji 

Kurepa navodi u £53 bide nam od velike pomodi pri proveri (KH) na 

ra6unaru. 

Definicija 1. Levi faktorijel prirodnog broja n (u oznaci !n) 

definigemo kao 

!n=Ei1=01+11+...+(n-1)!. 

Definicija 2. Kurepina hipoteza je iskaz 

(KH) 	(Vn>1) NZD(!n,n!)=2 

Definicija 3. Neka je P skup prostih brojeva. Iskaz (El) je 

(El) 	(peP)(p>2 = !p00(modp)) 
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definiEan na 51edEFi narin: 

U 

S9 	V(n-ik,k)+W(n-ik,k), 1i<1 

S=S 	r!+!r , 
t-3 

tada je  

uokaz: Nek;a je keD takvo da je k<n. Tada je 

a poto 

je (n-i) != (sl (n- i,k- i) (n -k) ! to je onoa 

' n- _ +. n-k !'-1'S-1 i (=', i ,'n - 1 9 ;-1 )  

=(n -k) !EJ(n - i,k - i )=(n-k)!W(n,k) 

 

p 

 

I r 

!n= E(!(n-ik)-!(n-(i+i)k)+!(n-ik) 

_ £(!(n-1k)-!(n-ik-k))+!r 

=E(n- (i ~- i)k) !W(n - (i+i)k,n - ik)+!r 

Uoimo jox da za prirodne brojeve a,b,A,BeiN takve da takve da je 

a; b vat i 

a! H+b! ~i=b!(a(a-i)...(b+1) N+B)=b!(V(a.a-b)+B) pa je sada 

!n=(...(W(n,k) V(n-k.k)+W(n-k,k)) V(n-Bk,k)+W(n-Ek,k)) 

V(n-3k.k)+...+W(n-(1-1)k,k)) r!+!r 

pa sada navedeni niz ima to osobinu da je  

algoritam za proveru Kurepine hipoteze 

	

Proveru Kurepine hipoteze 	izvodimo 	koristei 	ranije 

izvedene r- elacije. Domen na kome vrimo ispitivanje je skup svih 

prostih brojeva, jer smo dokazali ekvivalentnost (KH) sa iskazom 

(El). Tako, ako (KH) vai za neke proste brojeve onda 
~ 2 	k 

(KH) vai za sve brojeve obiika p yip Z  ...p
k . U raunanju levog 

	

i 	 k 
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formula: 

T(n)=(1/k)D.
i
=(1/k)finxdn(x)=-(1/k)xn(x) - (1/k)fn(x)dx' 

'(1/k)xn(x)=x
2
/(kinx) 

Dakle T(n)=0(x
2
/klnx) gde je k broj procesora. 

Realizacija algoritma na ra6unaru 

Navedeni algoritam je realizovan na transpjuterskoj 

sa -detiri transpjutera TS00. Program je pisan u jeziku 3L Parallel 

FORTRAN za transpjutere. Posao j e  obavijen tako Ito je prvo 

napravijena baza prostih brojeva manjih od 1000000, a zaLim je 

svaki procesor ispitivao taZnost iskaza (El) za odgovarajudu grupu 

prostih brojeva koja mu je dodeljena. U odredenim vremenski 

intervalima giavni procesor je skupljao informacije o dobijenim 

rezultatima svakog procesora. KonaZan rezultat nije doneo nikakvu 

promenu u odnosu na dosadanje rezultate. Za sve proste brojeve 

manje od milion iskaz (El) odnosno (KH) je taan. Preciznije 

reeno, svi prirodni brojevi koji nemaju prost delilac vedi od 

milion zadovoljavaju iskaz Kurepine hipoteze. Raniji provere 

Kurepine hipoteze su vrili Slavid za n...5.1000, Wagstaff za .n50000 

i Mijajlovid za n-5,310009. 

63 
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9. HIPOTEZA 0 ALTERNIRAJUCEM FAKTORIJEW 

Veoma s1idna Kurepinoj hipotezi o levom faktorijelu je 

hipoteza o alternirajudem levom faktorijelu. Odmah posle navodenja 

Kurepine hipoteze u 0133 as,  postavija pitanje da li postoji 

prirodan broj n za koji je broj 

(n-1)!-(n-2)!+(n-3)! - ...+( - 1) n •1! 

deljiv 5a nekim nniocem od n. Postavijena je hipoteza da takvo n 

ne postoji. Pomo(5.0 ra'dunara j2 data hipoteza proverena z -  prvih 

45000 prirodnih brojelal 1 niA prong en kontraprimer, 

Ispitivanje tad nosti hipoteze pomodu ra6unara 

Iskaz date hipoteze je u mnogome sii6an iskazu Kurepine 

hipoteze pa naZin na koji regavamo dati problem ne odstupa m.nogo 

od nanna na koji smo regiIi problem provere Kurepine hipoteze. 

Bez dokaza navodimo tvrdenje ekvivalentno navedenoj hipotezi: 

(AFH) Ako je p prost broj, onda broj (p-1)!-(p-2)!+...+(-1)f nije 

deljiv sa p. 

Dokaz ekviaIentnosti navedenih iskaza te6e analogno dokazu 

ekvivalentnosti iskaza o Kurepinoj hipotezi. Problem smo sada 
lA,A714, 

sveli na ispitivanje ta6nosti date relacije na skupu pos_errih 

brojeva. Program za proveru hipoteze napisan je na jeziku 3L 

Parallel FORTRAN za transpjutere i nalazi se u dodatku na kraju 

rada. Kao gto se mole videti, dati program se od programa za 

proveru Kurepine hipoteze razlikuje samo u unutragnjem ciklusu 

ob a 
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11. DODATAK A 

PROGRAM ZA GENERISANJE ERATOSTENOVOG SITA 

- KONFIGURACIONI FAJL 

- PROGRAM "GLAVNI", POSA0 PRVOG PROCESORA 

- PROGRAM "DRUGI" , POSAO DRUGOG PROCESORA 

- PROGRAM "TRECI" , POSAO TRECEG PROCESORA 

- PROGRAM 4ETVRTI", POSAO (_ETVRTOG PROCESORA 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



1 konfiguracioni fajl programa Eratostenovo sito 
definisanje procesora 

processor host 
processor first 
processor second 
processor third 
processor fourth 

I definisanje kanala koji povezuju procesore 
wire ? host[0] first[0] 
wire ? first[1] second[0] 
wire ? first 2 third[0] 
wire ? first[3] fourth[0] 

I definisanje procesa 
I informacije o broju ulazno-izlaznih kanala 
I informacije o memoriji 
task afserver ins=1 outs=1 
task filter ins=2 outs=2 data=10k 
task glavni ins=5 outs=2 data=2500k 
task drugi ins=0 outs=1 data=2500k 
task treci ins=0 outs=1 data=2500k 
task cetvrti ins=0 outs=1 data=2500k 

! dodeljivanje procesa procesorima 
place afserver host 
place filter 	first 
place glavni 	first 
place drugi 	second 
place treci 	third 
place cetvrti fourth 

! definisanje kanala koji povezuju procese 
connect ? filter[0] 	afserver[0] 
connect ? afserver[0] filter[0] 
connect ? filter[1] 	glavni 1 
connect ? glavni[1] 	filter[11 
connect ? drugi[0] 	glavni[2] 
connect ? treci[0] 	glavni[3] 
connect ? cetvrti[0] glavni[4] 
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C Program za generisajne prostih brojeva manjih od 10**9 
C Primenjuje se metod Eratostenovog sita 
C Posao izvode dva procesora simultanim radom 

C Program 1 GLAVNI 1 - pored glavnog posla ima zadatak da 
C podatke smesta u datoteku 

PROGRAM GLAVNI 

C Ukijucivanje fajla koji omogucuje komunikaciju procesora 
INCLUDE 'E:\TR\F\CHAN.INC ' 

C Podaci o varijablama 
C UZP-brojevi uzajamno prosti sa 2*3*5*711*13 
C PRIM-prosti brojevi potrebni za generisanje sita 
C BLOK-sito 
C GAZA-zavrsna verzija brojeva koji idu u datoteku 

INTEGER FI,PE6,PE6POLA,DB,CETFI 
INTEGER LEN,CETLEN,KOLPRIM 
PARAMETER ( Fl = 5760, 

PE6 = 30030, 
CETFI = 23040, 
PE6POLA = 15015, 
LEN = 960960, 
CETLEN = 3843840, 
KOLPRIM = 3402, 
DB = 5760 ) 

INTEGER UZP(FI),PRIM(KOLPRIM) 
INTEGER BLOK(PE6POLA),BAZA(CETFI) 
INTEGER POC,S,T,A,GRAN 
INTEGER BROJAC,GGRAN 

C INCHANADDR-adresa kanala za komunikaciju 
INTEGER IN2,1N3,IN4 

C IMEDAT-nazivi datoteka sa zavrsnim podacima 
CHARACTER*8 IMEDAT 
COMMON /ZAJEDNO/UZP,PRIM 

C Inicijalizacija podataka 
C 	DATA 	(PRIM(I),I=1,11)/2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31/ 
C 	DATA 	(UZP(I),I=1,6)/1,17,19,23,29,31/ 

C Pocetak merenja vremena 
CALL ICLOCK(IPOC) 

C Uspostavijanje veze sa drugim procesorom 

IN2 = F77CHAN_IN_POR12) 
IN3 = F77_C

- 

HANIN_PORT 3) 
IN4 = F77_CHANIN_PORT 4) 
CALL F77CHANIN_WORD(POC,IN2) 
CALL F77 C

- 

HANIN_WORD(POC,IN3) 
CALL F77:CHAN_IN_WORD(POC,IN4) 
WRITE(*;("KOMUNICIRAM07) 

C Generisanje niza UZP 
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POC=LEN 

C Radimo isto za svaku od 26 datoteka 
DO 100 BROJAC=1,2 
WRITE (*,'("BRDAT=",12.2)') BROJAC 

C Otvaramo datoteku 
WRITE(IMEDAT,'("PROSTI",I2.2)') BROJAC 
OPEN(23,FILE=IMEDATI FORWUNFORMATTED') 

C Datoteku punimo sa deset "baza" 
DO 90 IRED=1,10 

C=POC+LEN 
GGRAN=SQRT(C) 
DO 10 I=1,PE6POLA 

10 BLOK(I)=0 

J=7 
20 1=0 

K=PRIM(J) 
IF(K.LE.GGRAN) THEN 

N=K-MOD(POC,K) 
IF(.NOT.BTEST(N,0)) N=N+K 
N=ISHFT(N+1,-1) 

30 	DO 40 L=N,PE6POLA,K 
40 	BLOK(L)=IBSET(BLOK(L),I) 

IF(I.LT.31) THEN 
N=L-PE6POLA 
1=1+1 
GOTO 30 

ELSE 
J=J+1 
GOTO 20 

ENDIF 
ENDIF 

50 L=DB+1 
DO 60 I=L,CETFI 

60 BAZA(I)=0 

DO 80 1=0,31 
DO 70 J=1,FI 
IF (.NOT.BTEST(BLOK((UZP(J)+1)/2),I) ) THEN 

K=L+J/32 
BAZA(K)=IBSET(BAZA(K),MOD(J,32)) 

ENDIF 
70 CONTINUE 

L=L+180 
80 CONTINUE 

DO 82 I=1,DB 
82 CALL F77 CHAN IN WORD(BAZA(I),IN2) 

DO 83 1=2*E5B+1,3rDB- 
83 CALL F77_CHANIN_WORD(BAZA(1),IN3) 

DO 84 1.3*DB+1.4*DB 
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CALL ICLOCK(IKRAJ) 
WRITE(6,110) IPOC,IKRAJ I IKRAJ-IPOC 

110 FORMAT(1X,'TIME: ',/,'S: ',I15/,'E: ',I15/,'PAST: ',I15) 
STOP 
END 
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PROGRAM DRUGI 
INCLUDE 'EATR\F\CHAN.INC' 

INTEGER FI,PE6,PE6POLA,DB,CETFI 
INTEGER LEN,CETLEN,KOLPRIM 
PARAMETER ( Fl = 5760, 

PE6 = 30030, 
CETFI = 23040, 
PE6POLA = 15015, 
LEN = 960960, 
CETLEN = 3843840, 
KOLPRIM = 3402, 
DB = 5760 ) 

INTEGER UZP(FI),PRIM(KOLPRIM) 
INTEGER BLOK(PE6POLA),BAZA(CETFI) 
INTEGER POC,S,T,A,GRAN 
INTEGER BROJAC,GGRAN 
INTEGER OUT1 

COMMON /ZAJEDNO/ UZP,PRIM 

C Inicijalizacija podataka 

C 	DATA 	(PRIM(I), 1=0,11)/1,2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31/ 
C 	DATA 	(UZP(I),I=1,6)/1,17,19,23,29,31/ 

OUT1=F77_CHAN OUT PORT(0) 
CALL F77_CHAN -OUT WORD(1,OUT1) 

C Generisanje niza UZP 

CALL GENUZP 

C Generisanje niza PRIM 
C Primenjuje se metoda 'trial division' 

CALL GENPRIM 

DO 210 I=1,P6POLA 
210 BLOK(I)=0 

DO 250 J=7,300 
1=0 
K=PRIM(J) 
N=ISHFT(K+1,-1)+K 

230 DO 240 L=N,P6POLA,K 
BLOK(L)=IBSET(BLOK(L), I) 

240 CONTINUE 
IF(I.EQ.31) GOTO 250 
N=L-P6POLA 
1=1+1 
GOTO 230 

250 CONTINUE 
BLOK(1)=IBSET(BLOK(1),0) 

DO 310 I=1,DB 
,a1n PIA7A/1\_t1 
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330 CONTINUE 
L=L+180 

335 CONTINUE 

DO 350 I=1,DB 
350 CALL F77_CHAN_OUT_WORD(BAZA(I),OUT1) 

POC=CETLEN 

DO 100 BROJAC=1,259 
C=P0C+LEN 
GGRANI=SQRT(C) 

DO 10 1.7.1,PE6POLA 
10 BAZA(I)=0 

DO 40 J=7,BRP 
1=0 
Kr-PRIM(J) 
IF(K.GT.GGRAN) GOTO 50 
N=K-MOD(POC,K) 
IF(.NOT.BTEST(N,0)) N=N+K 
N=ISHFT(N+1,-1) 

20 DO 30 L=N,PE6POLA,K 
BLOK(L)=IBSET(BLOK(L), I) 

30 CONTINUE 
IF(I.EQ.31) GOTO 40 
N=L-PE6POLA 
1=1+1 
GOTO 20 

40 CONTINUE 

50 L=1 

DO 60 I=1,DB 
60 BAZA(I)=0 

DO 80 1=0,31 
DO 70 J=1,FI 
IF (.NOT.BTEST(BLOK((UZP(J)+1)/2),I) ) THEN 

K=L+J/32 
BAZA(K)=IBSET(BAZA(K),MOD(J,32)) 

ENDIF 
70 CONTINUE 

L=L+180 
80 CONTINUE 

DO 90 I=1,DB 
90 CALL F77_CHAN_OUTWORD(BAZA(I),OUT1) 

POC=POC+CETLEN 
100 CONTINUE 

STOP 
END 
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PROGRAM TRECI 
INCLUDE 'E:\TR\F\CHAN.INC ' 

INTEGER FI,PE6,PE6POLA,DB,CETFI 
INTEGER LEN,CETLEN,KOLPRIM 
PARAMETER ( Fl = 5760, 

* 	PE6 = 30030, 
CETFI = 23040, 
PE6POLA = 15015, 
LEN = 960960, 
CETLEN = 3843840, 
KOLPRIM = 3402, 
DB = 5760 ) 

INTEGER UZP(FI),PRIM(KOLPRIM) 
INTEGER BLOK(PE6POLA),BAZA(CETFI) 
INTEGER POC,S,T,A,GRAN 
INTEGER BROJAC,GGRAN,OUT1 

COMMON /ZAJEDNO/ UZP,PRIM 

C Inicijalizacija podataka 

C 	DATA 	(PRIM(1),1=0,11)/1,2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31/ 
C 	DATA 	(UZP(1),1=1,6)/1,17,19,23,29,31/ 

OUT1=F77_CHAN_OUT_PORT(0) 
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(1,OUT1) 

C Generisanje niza UZP 

CALL GENUZP 

C Generisanje niza PRIM 
C Primenjuje se metoda 'trial division' 

CALL GENPRIM 

POC=2*LEN 

DO 100 BROJAC=1,260 
C=POC+LEN 
GGRAN=SORT(C) 

DO 10 I=1,PE6POLA 
10 BLOK(I)=0 

DO 40 J=7,BRP 
1=0 
K=PRIM(J) 
IF(K.GT.GGRAN) GOTO 50 
N=K-MOD(POC,K) 
IF(.NOT.BTEST(N,0)) N=N+K 
N=ISHFT(N+1,-1) 

20 DO 30 L=N,PE6POLA,K 
nt wit inc=rtinl niza 
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40 CONTINUE 

50 L=1 

DO 60 I=1,DB 
60 BAZA(I)=0 

DO 80 I=0,31 
DO 70 J=1 ,FI 
IF (.NOT.BTEST(BLOK((UZP(J)+1)/2),I) ) THEN 

K=L+J/32 
GAZA(K)=111SETP2A(K),MOD(J,32)) 

ENDIF 
70 CONTINUE 

L7:1_4.1 80 
00 CONTINUE 

M MAIWOUTIORDIMOUTI) 
POC=POC+CETLEN 

100 CONTINUE 
STOP 
END 
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PROGRAM CETVRTI 
INCLUDE 'EATR\RCHAN.INC' 

INTEGER FI,PE6,PE6POLA,DB,CETFI 
INTEGER LEN,CETLEN,KOLPRIM 
PARAMETER ( Fl = 5760, 
* PE6 = 30030, 
* CETFI = 23040, 
* 	15E6POLA = 15015, 
* LEN = 960960, 

CETLEN = 3843840, 
KOLPRIM = 3402, 
DB = 5760 ) 

INTEGER UZP(FI),PRIM(KOLPRIM) 
INTEGER BLOK(PE6POLA),BAZA(CETFI) 
INTEGER POCATAGRAN 
INTEGER BR9JA919911ANI9VT1 
COMMON /ZAJEDNO/ UZP,PRIM 

C Inicijalizacija podataka 

C 	DATA 	(PRIM(I),I=0,11)/1,2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31/ 
C 	DATA 	(UZP(I),I=1,6)/1,17,19,23,29,31/ 

OUT1=F77_CHANOUTPORT(0) 
CALL F77CHAN_OUT_WORD(1,OUT1) 

C Generisanje niza UZP 

CALL GENUZP 

C Generisanje niza PRIM 
C Primenjuje se metoda 'trial division' 

CALL GENPRIM 

POC=3*LEN 

DO 100 BROJAC=1,260 
C=POC+LEN 
GGRAN=SQRT(C) 

DO 10 I=1,PE6POLA 
10 BLOK(I)=0 

DO 40 J=7,BRP 
1=0 
K=PRIM(J) 
IF(K.GT.GGRAN) GOTO 50 
N=K-MOD(POC,K) 
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GOTO 20 
40 CONTINUE 

50 L=1 

DO 60 1=1 ,D13 
60 BAZA(I)=0 

DO 80 I=-0,31 
DO 70 J=1,FI 
IF (.NOT.BTEST(BLOKUU2P(J)+1)/2),I) ) THEN 

K=L+J/32 
BAZA(K), IBSET(BAZAN,MODJ,32)? 

mar 
70 CONTINUE 

L=L+180 
80 CONTINUE 

DO 90 I=1,DB 
90 CALL F77_CHAN_OUT_WORD(BAZA(I),OUT1) 

POC=POC+CETLEN 

100 CONTINUE 
STOP 
END 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



12. DODATAK B 

PROGRAM ZA PROVERU KUREPINE HIPOTEZE 0 LEVOM rAkTORIJELU 

- KONFIGURACIONI FAJL 

- PROGRAM "RRYI", POSAO PRVOG PROCESORA 

- PROGRAM "DRUGI" 	POSAO num; PROCESORA 

- PROGRAM "TPEI" , POSAO TREC4 EG PROCESORA 

- PROGRAM "e.!ETVRTI", POSAO (-_:ETVRTOG PROCESORA 
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I konfiguracioni fajl programa za proveru Kurepine hipoteze 
I definisanje procesora 
processor host 
processor first 
processor second 
processor third 
processor fourth 

I definisanje kanala koji povezuju procesore 
wire ? host[0] first[0] 
wire ? first[1] second[01 
wire ? first[2] third[0] 
wire ? first[3] fourth[0] 

I definisanje procesa 
I informacije o broju ulazno•izlaznih kanala 
I informacije o memoriji 
task afserver ins=1 outs=1 
task filter ins:42 outs=2 datard Ok 
task prvi ins=5 outs=5 data=2500k 
task drugi ins=1 outs=1 data=2500k 
task treci ins=1 outs=1 data=2500k 
task cetvrti ins=1 outs=1 data=2500k 

1dodeljivanje procesa procesorima 
place afserver host 
place filter 	first 
place prvi 	first 
place drugi 	second 
place treci 	third 
place cetvrti fourth 

I definisanje kanala koji povezuju procese 
connect ? filter[0] afserver[0] 
connect ? afserver[0] filter[0] 
connect ? filter[1] 	prvi[1] 
connect ? prvi[1] 	filter[1] 
connect ? drugi[0] 	prvi(2] 
connect ? prvit2] 	drugi[0] 
connect ? treci[0] 	prvi(3] 
connect ? prvi[3J 	trect[0] 
connect ? cetvrti[0] prvi[4] 
connect ? prvi[4] 	cetvrti[0] 
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PROGRAM PRVI 
INCLUDE 'C:\TF2VO\CHAN.INC' 
INTEGER S,P(100000),Q,BR 
DOUBLE PRECISION KNOD,QD 
INTEGER TIMEB,TIMEE,TIME,D(48),KAN,I,J,K,LP,LD,N,IS 
DATA (P(I),I.1,46)/2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, 

*31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97,101,103,107, 
*109 , 11 3,127,131,137,139,149,151,157,163,167,173,179,181,191, 
*193,197,199/ 
DATA D/1 0,214,214,612,6 1 4,21 41 6,6 1 2,6 1 4,21 6,4 1 6,8 1 4,2 1 4, 

*2,4,8,6,4,6,2,4,6,2,6,6,4,2 1 4,6,2 1 6,41 21 4,21 10 1 2/ 
DATA S,N/211,461 
INTEGER INSECIOUTSEC,INTTHE,OUTTHE,INFOU,OUTFOU 

OPEN (23,FILE= 10BAVESTENJA.K3' ) 

INsECEF77 cHRI1 

I 	II II 

OMLN 1-111\I Au 
CALL F77 CHAN IN TWORD(KAN,INSEC) 
INTHE=F77 CHATI_ITI_PORT(3) 
OUTTHE=F77_CHAN_OUT PORT(3) 
CALL F77_CHANIN_WORD(KAN,INTHE) 
INFOU=F77_CHANINPORT(4) 
OUTFOU=F77_CHAN_OUTPORT(4) 
CALL F77_CHAN_IN_WORD(KAN,INFOU) 

WRITE(6,10) 
WRITE(23,10) 

10 FORMAT(1 X,'KOMUNICIRAMO') 

WRITE(6,20) 
WRITE(23,20) 

20 FORMAT(1 X,'UNESI INDEKS PRVOG I POSLEDNJEG PRIM-BROJA') 

READ(5,30) LP 
READ(5,30 ) LD 

30 FORMAT(I8) 

CALL F77_CHAN_OUT_WORD(LP,OUTSEC) 

CALL F77_CHAN_OUT_WORD(LD,OUTSEC) 

CALL F77_CHAN_OUT WORD(LP,OUTTHE) 
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IS= SQRT(A)+1 
DO 50 K.5,N 
IF(MOD(S,P(K)).EQ.0) GOTO 70 
IF(P(K).GT.IS) GOTO 60 

50 CONTINUE 
60 N=N+1 

P(N)=S 
IF(N.GE.LD) GOTO 80 

70 S=S-FD(J) 
CONTINUE 

SO VYFUTE(6,90) 
WRITE(23,90) 

90 FOFiMAT(1X,'NAPRAVIO PROSTE') 

KAN=0 
BR=0 
DO 1001 J=LP,LD,4 
KAN=KAN+1 

QD=DBLE(Q) 
DO 100 IL=Q-2,1,-1 

100 KNOD=DMOD(DBLE(1+112 1 KNOD),QD) 
KNO=KNOD 
IF (KNO.EQ.0) THEN 

WRITE(6,110) P(J),1 
WRITE(23,110) P(J),1 

110 FORMAT(1X,'KONTRAPRIMER:',115,115) 
GOTO 509 

ENDIF 
IF (KAN.EQ.100) THEN 

CALL F77_CHANIN_WORD(KAN,INSEC) 
IF (KAN.NE.0) THEN 

WRITE(6,70) KAN,2 
WRITE(23,70) KAN,2 
GOTO 509 

ENDIF 

CALL F77_CHANINWORD(KAN,INTHE) 
IF (KAN.NE.0) THEN 

WRITE(6,110) KAN,3 
WRITE(23,110) KAN,3 
GOTO 509 

ENDIF 

CALL F77 CHAN IN WORD(KAN,INFOU) Ic /VA Al 
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ENDIF 

CALL F77CHANIN_WORD(KAN,INTHE) 
IF (KAN.NE.0) THEN 

WRITE(6,110) KAN,3 
WRITE(23,110) KAN,3 

ENDIF 

CALL F77CHAN_IN_WORD(KAN,INFOU) 
IF (KAN,NE,O) THEN 

WRITE 6,110) KAN,4 
WRITE(23,110) KAN,4 

ENDIF 
140 CALL ICLOCK(TIMEE) 

TIME= TIMEE-TIMEB 
WRITE(6,150) P(LD),TIME 
WRITE(23,150) P(LD),TIME 

150 FORMAT(1X,'POSA0 ZAVRSEN',/,I15,/,' Vreme: ',I1 5) 

CLOSE(23) 
STOP 
END 
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ENDIF 

CALL F77CHANINWORD(KAN,INTHE) 
IF (KAN.NE.0) THEN 

WRITE(6,110) KAN,3 
WRITE(23,110) KAN,3 

ENDIF 

CALL F77CHAN_IN_WORD(KAN,INFOU) 
IF (KAN.NE.0) THEN 

WRITE 6,110) KAN,4 
WRITE(23,110) KAN,4 

ENDIF 
140 CALL ICLOCK(TIMEE) 

TIME= TIMEE-TIMEB 
WRITE(6,150) P(LD),TIME 
WRITE(23,150) P(LD),TIME 

150 FORMAT(1X,'POSA0 ZAVRSEN',/,I15,/,' Vreme: ',I15) 

CLOSE(23) 
STOP 
END 
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PROGRAM DRUGI 
INCLUDE 'CATF2VO\CHAN.INC' 
INTEGER S,P(100000) 
INTEGER KAN,KNO,Q 
DOUBLE PRECISION QD,KNOD 
INTEGER D(48),I,J,K,LP,LD,N,IS 
DATA (P(0,1=1,46)/2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, 

*31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97,101,103,107, 
*109,113,127,131,137,139,149,151,157,163,167,173,179,181,191, 
*193,197,199/ 
DATA D/10,2,4,2,4,6,2,6,4,2,4,6,6,2,6,4,2,6,4,6,8,4,2,4, 

*2,4,8,6,4,6,2,4,6,2,6,6,4,2,4,6,2,6,4,2,4,2,10,2/ 
DATA S, N/211,46/ 
INTEGER OUTFIR,INFIR 

OUTFIR=F77_CHAN_OUT_PORT(0) 
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(1,OUTFIR) 

INFIR=F77_CHAN_IN_PORT(0) 
CALL F77CHANIN_WORD(LP,INFIR) 

CALL F77_CHAN_INIORD(LD,INFIR) 
DO 30 1=1,100000 
DO 30 J=1,48 
A=S 
IS= SQRT(A)+1 
DO 10 K=5,N 
IF(MOD(S,P(K)).EQ.0) GOTO 30 
IF(P(K).GT.IS) GOTO 20 

10 CONTINUE 
20 N=N+1 

P(N)=S 
IF(N.GE.LD) GOTO 40 

30 S=S+D(J) 
CONTINUE 

40 KAN=0 
DO 60 J=LP+1,LD,4 
KAN=KAN+1 
Q=P(J) 
KNOD=Q 
QD=DBLE(Q) 
DO 50 IL= -2,1,-1 

50 KNOD=DMOD(DBLE(1+IL*KNOD),QD) 
KNO=KNOD 
IF (KNO.EQ.0) THEN 

CALL F77_CHANOUTWORD(P(J),OUTFIR) 
STOP 

ENDIF 
IF (KAN.EQ.100) THEN 

CALL F77_CHANOUTWORD(O,OUTFIR) 
KAN=0 

ENDIF 
60 CONTINUE 

CALL F77_CHAN_OUTWORD(O,OUTFIR) 
STOP 
END 
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PROGRAM TRECI 
INCLUDE 'CATF2VO\CHAN.INC' 
INTEGER S,P(100000) 
INTEGER KAN,KNO,Q 
DOUBLE PRECISION QD,KNOD 
INTEGER D(48),I,J,K,LP,LD,N,IS 
DATA (P(I),I=1,46)/2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, 

*31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97,101,103,107, 
*109,113,127,131,137,139,149,151,157,163,167,173,179,181,191, 
*193,197,199/ 
DATA D/10,2,4,2,4,6,2,6,4,2,4,6,6,2,6,4,2,6,4,6,8,4,2,4, 

*2,4,8,6,4,6,2,4,6,2,6,6,4,2,4,6,2,6,4,2,4,2,10,2/ 
DATA S,N/211,46/ 
INTEGER OUTFIR,INFIR 

OUTFIR=F77_CHAN_OUTPORT(0) 
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(1,OUTFIR) 

INFIR=F77 CHAN IN.PORT(0) 
GALL F77 plIAN TN WORD(LP,INFIR) 
CALL F77:CHAN-INCWORD(LD,INFIR) 

DO 30 1=1,100000 
DO 30 J=1,48 
A=S 
IS= SQRT(A)+1 
DO 10 K=5,N 
IF(MOD(S,P(K)).EQ.0) GOTO 30 
IF(P(K).GT.IS) GOTO 20 

10 CONTINUE 
20 N=N+1 

P(N)=S 
IF(N.GE.LD) GOTO 40 

30 S=S+D(J) 
CONTINUE 

40 KAN=0 
DO 60 J=LP+2,LD,4 
KAN=KAN+1 
Q=P(J) 
KNOD=Q 
QD=DBLE(Q) 
DO 50 IL= -2,1,-1 

50 KNOD=DMOD(DBLE(1+IL*KNOD),QD) 
KNO=KNOD 
IF (KNO.EQ.0) THEN 

CALL F77_CHANOUTWORD(P(J),OUTFIR) 
STOP 

ENDIF 
IF (KAN.EQ.100) THEN 

CALL F77_CHANOUTWORD(O,OUTFIR) 
KAN=0 

ENDIF 
60 CONTINUE 

CALL F77CHANOUTWORD(O,OUTFIR) 
STOP 
END 
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PROGRAM CETVRTI 
INCLUDE 'C:\TF2VO\CHAN.INC' 
INTEGER S,P(100000) 
INTEGER KAN,KNO,Q 
DOUBLE PRECISION QD,KNOD 
INTEGER D(48),I,J,K,LP,LD,N,IS 
DATA (P(1) 1 1=1,46)/2 1 3,5 17,11,13,17,19,23,29, 

*31 1 37,41 1 43 1 47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,971 01,103,107, 
*109,113,127,131,137,139,149,151,157,163,167,173,179,181, 1 9 1 , 
*193,197,199/ 
DATA D/10,2,4,2,4,6,2,6,4,2,4,6,6,2,6,4,2,6,4,6,8,4,2,4, 

*2,4,8,6,4,6,2,4,6,2,6,6,4,2,4,6,2,6,4,2,4,2,10,2/ 
DATA S,N/211,461 
INTEGER OUTFIR,INFIR 

OUTFIR=F77CHANOUTPORT(0) 
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(1,OUTFIR) 

INFIR=Fr_CHANIN_PORT(0) 
GALL F77 DIAN N INOFID(11, NFII1) 

777 	 r/ 	 7.  

i 
DO 30 1=1,100000 
DO 30 J=1,48 
A=S 
IS= SQRT(A)+1 
DO 10 K=5,N 
IF(MOD(S,P(K)).EQ.0) GOTO 30 
IF(P(K).GT.IS) GOTO 20 

10 CONTINUE 
20 N=N+1 

P(N)=S 
IF(N.GE.LD) GOTO 40 

30 S=S+D(J) 
CONTINUE 

40 KAN=0 
DO 60 J=LP+3,LD,4 
KAN=KAN+1 
Q=P(J) 
KNOD=Q 
QD=DBLE(Q) 
DO 50 IL=Q-2,1,-1 

50 KNOD=DMOD(DBLE(1+IL*KNOD),QD) 
KNO=KNOD 
IF (KNO.EQ.0) THEN 

CALL F77_CHAN OUT WORD(P(J),OUTFIR) 
STOP 

ENDIF 
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13. DODATAK C 

PROGRAM :A PROVERU HIP0TEEE 0 ALTERNIRAJLA:EM FAKTORIJELU 

- KONFIGURACIONI FAJL 

- PROGRAM "PRVI", POSAO PRVOG PROCESORA 

- PROGRAM "DRUGI" 	POSAO DRUGOG PROCESORA 

- PROGRAM "TRV:I" 	POSAO TREC!EG PROCESORA 

- PROGRAM "(7.:ETVRTI", POSAO ETVRTOG PROCESORA 
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PROGRAM PRVI 
INCLUDE 'CATF2VO\CHAN.INC' 
INTEGER S,P(100000),Q,BR 
DOUBLE PRECISION KNOD,QD 
INTEGER TIMEB,TIMEE,TIME,D(48),KAN,I,J,K,LP,LD,N,IS 
DATA (P(0,1=1,46)/2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, 

*31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97,101,103,107, 
* 109,113,127,131,137,139,149,151,157,163,167,173,179,181,191, 
*193,197,199/ 
DATA D/10,2,4,2,4,6,2,6,4,2,4,6,6,2,6,4,2,6,4,6,8,4,2,4, 

DATA S,N/211,46/ 
INTEGER INSEC,OUTSEC,INTTHE,OUTTHE,INFOU,OUTFOU 

OPEN (23,FILE='OBAVESTENJA.K3' ) 

G 

    

.01 

 

      

        

 

II 

      

    

V 

 

     

       

        

1111 
OUTSEC=F77 CHAN OUT PORT(2) 
CALL F77_CHAN IN 	TNOR[5(KAN,INSEC) 
INTHE=F77_CHATI JRPORT(3) 
OUTTHE=F77_CHAN_OUTPORT(3) 
CALL F77 CHAN IN WORD(KAN,INTHE) 
INFOU=F77 CHAN_N_PORT(4) 
OUTFOU=F77_CHAN_OUTPORT(4) 
CALL F77_CHAN _IN_WORD(KAN,INFOU) 

WRITE(6,10) 
WRITE(23,10) 

10 FORMAT(1X,'KOMUNICIRAM0') 

WRITE(6,20) 
WRITE(23,20) 

20 FORMAT(1X,'UNESI INDEKS PRVOG I POSLEDNJEG PRIM-BROJA') 

READ(5,30) LP 
READ(5,30 ) LD 

30 FORMAT(18) 

CALL F77_CHAN_OUT_WORD(LP,OUTSEC) 

CALL F77_CHAN_OUT WORD(LD,OUTSEC) 

CALL F77_CHAN_OUT WORD(LP,OUTTHE) 

CALL F77_CHAN_OUT_WORD(LD,OUTTHE) 

('Al I F77 nuem (11 IT Ininonn D ni rrcni 
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IS= SORT(A)+1 
DO 50 K=5,N 
IF(MOD(S,P(K)).EQ.0) GOTO 70 
IF(P(K).GT.IS) GOTO 60 

50 CONTINUE 
60 N=N+1 

P(N)=S 
IF(N.GE.LD) GOTO 80 

70 8=S+D(J) 
CONTINUE 

80 WRITE(6,90) 
WRITE(23,90) 

90 FORMAT(1 X,'NAPRAVIO PROSTE') 

KAN=0 
BR=O 
DO 1001 J=LP 1 LD 1 4 
KAN=KAN+1 
Q=P(J) 
KNOD=Q 
QD=DBLE(Q) 
DO 100 IL=Q-2,1,-1 
KNOD=DMOD(DBLE(1 +IL*KNOD),QD) 

100 KNOD=DMOD(DBLE(-1+(I1..-1)*KNOD),QD) 
KNO=KNOD 
IF (KNO.EQ.0) THEN 

WRITE(6,110) P(J),1 
WRITE(23,110) P(J),1 

110 FORMAT(1X,'KONTRAPRIMER:',I15,115) 
GOTO 509 

ENDIF 
IF (KAN.EQ.100) THEN 

CALL F77 CHAN INWORD(KAN,INSEC) 
IF (KAN.NE.0) THEN 

WRITE(6,70) KAN,2 
WRITE(23,70) KAN,2 
GOTO 509 

ENDIF 

CALL F77_CHAN 1NWORD(KAN,INTHE) 
IF (KAN.NE.0) TH EN 

WRITE(6,110) KAN,3 
WRITE(23,110) KAN,3 
GOTO 509 

ENDIF 

CALL F77 CHAN 1N_WORD(KAN,INFOU) 
IF (KAN.N E .0) THEN 

WRITE(6,110) KAN,4 
WRITE(23,110) KAN,4 
GOTO 509 

ENDIF 
BR=BR+400 
WRITE(6,120) BR 
WRITE(23,120) BR 

120 FORMAT(1X,'DO SADA URADJENO: ',I15) 
VA Al_fl 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



WRITE(23,110) KAN,2 
ENDIF 

CALL F77_CHAN_INWORD(KAN,INTHE) 
IF (KAN.NE.0) THEN 

WRITE(6,110) KAN,3 
WRITE(23,110) KAN,3 

ENDIF 

CALL F77 CHAN IN WORD(KAN,INFOU) 
IF (KAN.NE.0) THEN 

WRITE(6,110) KAN,4 
WRITE(23,110) KAN,4 

ENDIF 
140 CALL ICLOCK(TIMEE) 

TIME= TIMEE-TIMEB 
WRITE 6,150) P(LD),TIME 
WRITE(23,150) P(LD),TIME 

150 FORMAT(1X,'POSA0 ZAVRSEN',/,115,/,' Vreme; ' 1 115) 

Mrm 
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I konfiguracioni fajl programa za proveru 
I - hipoteze o alternirajucem levom faktorijelu 
! definisanje procesora 
processor host 
processor first 
processor second 
processor third 
processor fourth 

I definisanje kanala koji povezuju procesore 
wire ? host[0] first[0] 
wire ? first 1 second[0] 
wire ? first[2] third[0] 
wire ? first[3] fourth[0] 

definisanje procesa 
I informacije o broju ulazno-izlaznih kanala 
informacije o memoriji 

task afserver ins=1 outs=1 
task filter ins=2 outs=2 data=10k 

. 11S4 outs 4 240 
task drugi ins.i outs.1 data=2600k 
task treci ins=1 outs=1 data=2500k 
task cetvrti ins=1 outs=1 data=2500k 

I dodeljivanje procesa procesorima 
place afserver host 
place filter 	first 
place prvi 	first 
place drugi 	second 
place treci 	third 
place cetvrti fourth 

I definisanje kanala koji povezuju procese 
connect ? filter[0] 	afserver[0] 
connect ? afserver[0] filter[0] 
connect ? filter[1] 	prvi[1] 
connect ? prvi[1] 	filter[1] 
connect ? drugi[0] 	prvi(2] 
connect ? prvi[2] 	drugi[0] 
connect ? treci[0] 	prvi[3] 
connect ? prvi[3] 	treci[0] 
connect ? cetvrti[0] prvi[4] 
connect ? prvi[4] 	cetvrti[0] 
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PROGRAM DRUGI 
INCLUDE 'C:\TF2VO\CHAN.INC ' 
INTEGER S,P(100000) 
INTEGER KAN,KNO,Q 
DOUBLE PRECISION QD,KNOD 
INTEGER D(48),I,J,K,LP,LD,N,IS 
DATA (P(I),I=1,46)/2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, 

*31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97,101,103,107, 
*109,113,127,131,137,139,149,151,157,163,167,173,179,181,191, 
*193,197,199/ 
DATA D110,2,4,2,4,6,2,6,4,2,4,6,6,2,6,4,2,6,4,6,8,4,2,4, 

*2,4,8,6,4,6,2,4,6,2,6,6,4,2,4,6,2,6,4,2,4,2,10,2/ 
DATA S,N/211,46/ 
INTEGER OUTFIR,INFIR 

OUTFIR=F77_CHAN OUT_PORT(0) 
CALL F77_CHAN_OGT_WORD(1,OUTFIR) 

INFIR=F77_CHANIN_PORT(0) 
CALL F77 CHAN IN_WORD(LP,INFIR) 
CALL F771=CHANDN_WORD(LD,INFIR) 

DO 30 1=1,100000 
DO 30 J=1,48 
A=S 
IS= SQRT(A)+1 
DO 10 K=5,N 
IF(MOD(S,P(K)).EQ.0) GOTO 30 
IF(P(K).GT.IS) GOTO 20 

10 CONTINUE 
20 N=N+1 

P(N)=S 
IF(N.GE.LD) GOTO 40 

30 S=S+D(J) 
CONTINUE 

40 KAN=0 
DO 60 J=LP+1,LD,4 
KAN=KAN+1 
Q=P(J) 
KNOD=Q 
QD=DBLE(Q) 
DO 50 IL= -2,1,-1 
KNOD=DMOD(DBLE(1+IL*KNOD),QD) 

50 KNOD=DMOD(DBLE(-14L-1)*KNOD),QD) 
KNO=KNOD 
IF (KNO.EQ.0) THEN 

CALL F77_CHANOUTWORD(P(J),OUTFIR) 
STOP 

ENDIF 
IF (KAN.EQ.100) THEN 

CALL F77_CHAN_OUT_WORD(O,OUTFIR) 
KAN=0 

ENDIF 
60 CONTINUE 

CALL F77_CHAN_OUT WORD(O,OUTFIR) 
STOP 
END 
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PROGRAM TRECI 
INCLUDE 'CATF2VO\CHAN.INC' 
INTEGER S,P(100000) 
INTEGER KAN,KNO,Q 
DOUBLE PRECISION QD,KNOD 
INTEGER D(48),I,J,K,LP,LD,N,IS 
DATA (P(1),I=1,46)12,3,5,7,11,13,17,19,23,29, 

*31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97,101,103,107, 
*109,113,127,131,137,139,149,151,157,163,167,173,179,181,191, 
*1931 197,199/ 
DATA D/10,2,4,2,4,6,2,6,4,2,4,6,6,2,6,4,2,6,4,6,8,4,2,4, 

*2,4,8,6,4,6,2,4,6,2,6,6,4,2,4,6,2,6,4,2,4,2,10,2/ 
DATA S,N/211,46/ 
INTEGER OUTFIR,INFIR 

OUTFIR=F77_CHAN_OUT_PORT(0) 
CALL F77_CHAN_OUT_WORD(1,OUTFIR) 

INFIR=F77 CHAN IN PORT(0) 
CALL F77 -CHAN TN -WORD(LP,INFIR) 
CALL F77:CHANDN:WORD( LD,INFIR) 

DO 30 1=1,100000 
DO 30 J=1,48 
A=S 
IS= SQRT(A)+1 
DO 10 K=5,N 
IF(MOD(S,P(K)).EQ.0) GOTO 30 
IF(P(K).GT.IS) GOTO 20 

10 CONTINUE 
20 N=N+1 

P(N)=S 
IF(N.GE.LD) GOTO 40 

30 S=S+D(J) 
CONTINUE 

40 KAN=0 
DO 60 J=LP+2,LD,4 
KAN=KAN+1 
Q=P(J) 
KNOD=Q 
QD=DBLE(Q) 
DO 50 IL=Q-2,1,-1 
KNOD=DMOD(DBLE(1+IL*KNOD),QD) 

50 KNOD=DMOD(DBLE(-11-(1L-1)*KNOD),QD) 
KNO=KNOD 
IF (KNO.EQ.0) THEN 

CALL F77_CHANOUTWORD(P(J),OUTFIR) 
STOP 

ENDIF 
IF (KAN.EQ.100) THEN 

CALL F77_CHANOUT_WORD(O,OUTFIR) 
KAN=0 

ENDIF 
60 CONTINUE 

CALL F77CHAN_OUT_WORD(O,OUTFIR) 
STOP 
END 
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PROGRAM CETVRTI 
INCLUDE 'C:\TF2VO\CHAN.INC' 
INTEGER S,P(100000) 
INTEGER KAN,KNO,Q 
DOUBLE PRECISION QD,KNOD 
INTEGER D(48),I,J,K,LP,LD,N,IS 
DATA (P(I),I=1,46)/2,3,5,7,11,13,17,19,23,29, 

*31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97,101,103,107, 
*109,113,127,131,137,139,149,151,157,163,167,173,179,181,191, 
*193,197,199/ 
DATA D/10,2,4,2,4,6,2,6,4,2,4,6,6,2,6,4,2,6,4,6,8,4,2,4, 

*2,4,8,6,4,6,2,4,6,2,6,6,4,2,4,6,2,6,4,2,4,2,10,2/ 
DATA S, N/211,46/ 
INTEGER OUTFIR,INFIR 

OUTFIR=F77 CHAN OUT_PORT(0) 
CALL F77_CFTANSGT_WORD(1,OUTFIR) 

INFIR=F77 CHAN IN PORT(0) 
CALL F77 -CHAN TN TNORD(LP,INFIR) 
CALL F77:CHAN:IN:WORD(LD,INFIR) 

DO 30 1=1,100000 
DO 30 J=1,48 
A=S 
IS= SQRT(A)+1 
DO 10 K=5,N 
IF(MOD(S,P(K)).EQ.0) GOTO 30 
IF(P(K).GT.IS) GOTO 20 

10 CONTINUE 
20 N=N+1 

P(N)=S 
IF(N.GE.LD) GOTO 40 

30 S=S+D(J) 
CONTINUE 

40 KAN=0 
DO 60 J=LP+3,LD,4 
KAN=KAN+1 
Q=P(J) 
KNOD=Q 
QD=DBLE(Q) 
DO 50 IL=Q-2,1,-1 
KNOD=DMOD(DBLE(1+11:KNOD),QD) 

50 KNOD=DMOD(DBLE(-1+(IL-1)*KNOD),QD) 
KNO=KNOD 
IF (KNO.EQ.0) THEN 

CALL F77_CHANOUTWORD(P(J),OUTFIR) 
STOP 

ENDIF 
IF (KAN.EQ.100) THEN 

CALL F77_CHAN_OUT_WORD(O,OUTFIR) 
KAN=0 

ENDIF 
60 CONTINUE 

CALL F77CHAN_OUTWORD(O,OUTFIR) 
STOP 
END 
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