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Uvodne napomene 

U ovom radu je dat pregled nekih konstrukcija u katego- 

riji Bulovih algebri i dualnoj kategoriji Stonovih prostora. 

U prvom poglavlju "Osnovni pojmovi" su izlotene defini-

pije i stavovi koji de biti koriddeni kroz ceo tekst. 

U drugom poglavlju "Stonova teorema" je data kljuana 

teorema za nastanak ove oblasti, takodje su izlotene i neke 

njene pOillqi01. 
U tredem poglavlju "Stonova dualnost" su izlotene kate-

gorijalne konstrukcije limes i kolimes i data je originalna 

teorema 3.2.11. o inverznom limesu. 

U detvrtom poglavlju "Bulove algebre sa istaknutim 

filtrom" su svi stavovi originalni, jer Bulove algebre sa 

istaknutim filtrom i nisu do sada posmatrane kao kategorija. 

U petom poglavlju "Podalgebre Bulovih algebri" su dua-

lizovani neki pojmovi i stavovi (5.3. do 5.9.) i dat je jedan 

kontraprimer za obrat stava 5.2. 

Mnogim stavovima koji su deo "folklora" nije pripisan 

autor, uz neke je navedena literatura u uglastim zagradama 

ito ne znadi da je i imenovani autor, dok ime u oblim zagra-

dama ukazuje na autora. 

Zahvaljujem se mentoru iarku Mijajlovidu na podstreku i 

ulotenom trudu. Takodje se zahvaljujem Savi Krstidu i Slobo-

danu Vujogevidu, prvom na pitanju kom je odgovor teorema 

3.2.11., a drugom na saradnji u vezi sa 5. poglavljem. 
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1. OSNOVNI POJMOVI 

U ovom poglavlju de biti date oznake, pojmovi i poznatiji 

stavovi koji de biti korigdeni kasnije. 

1.1. Bulove algebre 

Sa A, B, C ... demo oznadavati algebarske strukture, modele i 

topolodke prostore, a sa A, B, C odgovarajude domene 

(nosede strukture). 

1.1.1. Definicija. Bulova algebra B = 	 je 

algebarska struktura koja zadovoljava slede6e zakone: 

x+y = y+x 	 x•y = y•x 

x+(y•z) = (x+y)•(x+z) 	 x+(y•z) = (x+y)•(x+z) 

x-1 = x 	 x+0 = x 

x•x' = 0 	 x+x' = 1 

Lako se vidi da su asocijativnost, idempotentnost za • i + , 

de Morganovi zakoni... neposredne posledice definicije. 

Znadenja pojmova kao gto su: homomorfizam, podalgebra, 

proizvod algebri, jezgro homomorfizma r (u oznaci ker?), 

kolidnidka algebra i kongruencija su uobidajena. 
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0 StonovoJ dualnosti 

Uvedimo relaciju < u datoj Bulovoj algebri na sledeti natin: 

x<y akko x•y=x. Odigledno je relacija < pareijalno uredjenje. 

Takodje, uvedimo operacije - i A na slede6i nadin: 

x-y = x•y' i xdy = (x-y)+(y-x). 

Ubuduce demo smatrati da Bulova algebra ima bar dva elementa 

to jest da je 0$1• 

1.1.2.Definicija. Za datu Bulovu algebru B skup IcB je ideal 

akko: 

OEI, ltI, 	 ako x,yeI onda x+yeI, 

ako xeI i y(x onda yeI. 

Ideal I je maksimalan akko xeI ili x'sI. 

1.1.3.Definicija. FcB je filtar akko F' = WEB: xeF) je 

ideal u B. Filtar F je ultrafiltar akko F' je maksimalan 

ideal. 

1.1.4.Teorema. Za svaki filtar F Bulove algebre B i za svaki 

xeB\F postoji ultrafiltar UcB takav da FcU i xtU. 

Dokaz. Koriddenjem Cornove (Zorn) leme. 0 

1.1.5.Tvrdjenje. Za svaki homomorfizam r: A —.4 B kern je 

ideal u A. Takodje, svaki ideal IcA je jezgro nekog homo-

morfizma. 

Dokaz. Dokatimo samo drugi deo tvrdjenja. 
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1. Osnovni pojmovi 

p = ((x,y)eAxA: xAyeI) je kongruencija algebre A pa je A/p 

Bulova algebra. Trateni homomorfizam je kanonsko preslika-
vanje r: A —4 A/p. 

Umesto A/p pisademo A/I. 

141 Utonui prostori 

1.2.1.Definicija. Topolodki prostor X je Stonov prostor akko 

je Hausdorfov (T 2 ), kompaktan i 0-dimenzion (ima bazu koju 

Line otvoreno-zatvoreni skupovi). 

Pojmovi kao dto su: utapanje, homeomorfizam, proizvod i suma 

topolodkih prostora, podprostor... su uobidajeni. 

1.2.2 Lema. Neka je r: X —4 Y neprekidna bijekcija izmedju 

dva kompaktna T 2  topolodka prostora. Tada je r homeomorfizam. 

Dokaz. Treba da pokaiemo da je ? otvoreno preslikavanje, to 

jest da za svaki otvoren UcX r(u3 jeste otvoren. Pokatimo 

najpre da je lir\rtu3 kompaktan. Neka V i  (ieI) dine jedan otvo-

ren pokrivad tog skupa, tada je P-1 [V i ] (ieI) otvoren pokri-

vad od X\U, pa podto je to takodje kompaktan skup postoji ko-

nadan podpokrivad ovog pokrivanja. P slika tog podpokrivada 

je konadan podpokrivad podetnog pokrivanja, to jest YArtu3 je 

kompaktan, dakle zbog osobine T 2  , ?tin je otvoren. 0 
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0 StonovoJ dualnosti 

1.2.3. Definicija. Kompaktifikacija prostora X je uredjen par 

(k,K), gde je k: 	neprekidno preslikavanje, c1(ktX7)=K 

(c1 je oznaka za zatvorenje) i X je homeomorfno sa kUl. 

Napomena: Zbog homeomorfnosti X sa k[X] preslikavanje k se 

desto izostavlja. Takodje se umesto K pite kX (tto je razli- 

dito od kal). Nas de zanimati samo kompaktifikacije gde je 

kX T2 (odigledno je tada i X T 2 ). 

1.2.4. Definicija. U klasi svih kompaktifikacija prostora X 

se mote uvesti relacija ekvivalencije p na slededi nadin: 

k 1 X p k 2X akko postoji homeomorfizam f: k 2 X-♦k 2X koji je 

identiteta na X. 

Medju tim klasama ekvivalencije se mote uvesti relacija < na 

slededi nadin: k 2 X<k 2X akko postoji neprekidno preslikavanje 

f: k takvo da je vxex f(x)=x. 

< je u klasi T2 kompaktifikacija relacija poretka (kao dto je 

uobidajeno, govorimo o predstavnicima a ne o klasama). 

1.2.5. Teorema. [Engelking] Ako topolodki prostor ima T2 kom-

paktifikaciju tada postoji jedinstvena T 2  kompaktifikacija px 

takva da za svaki kompaktan T2 prostor Z i za svako neprekid-

no f:X--.Z postoji neprekidno F: takvo da VxeXF(f(x))=x.0 

1.2.6. Definicija. Kompaktifikacija AX iz prethodne teoreme 

se zove Ston-6ehova kompaktifikacija. 
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1. Osnovni pojmovi 

1.2,7. Posledica. AX je najve6a u klani avih 11 2  kompaktifi-

kacija prostora X. Takodje za dato f i Z kao u teoremi 1.2.5. 

preslikavanje F je jedinstveno.0 
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2. STONOVA TEOREMA 

MiDefinicijai Neka je B Bulova algebrai DefiniSimo topoloSw 
ki prostor B

* 
na slededi nadin: nosad od B

* 
 je skup  ultrafil-

tara na B, predbazu dine skupovi oblika N a 
= (UeB

*
: ae1J), za 

svako aEB. 

2.2.Lema. Ako je B Bulova algebra i ako su a,b G B tada: 

NauNb = Na+b 	 NanNb = Na-b 	 (Na)' = Na' 

Takodje skupovi Na  dine bazu topolotkog prostora B * . 

Dokaz. Dokatimo samo drugu jednakost. U E NanNb akko a,b G U 

akko a•b e U akko U e Na.b.  0 

2.3.Lema. Skup svih otvoreno-zatvorenih skupova topolotkog 

prostora X dini Bulovu algebru u odnosu na uniju, presek i 

komplement. Oznadimo je sa X. 0 

2.4.Teorema (Stone) 

1) Neka je B Bulova algebra. Tada je B
* 
Stonov prostor 

i B je izomorfno B
** 
 izomorfizmom a 	Na . 

2) Neka je X Stonov prostor. Tada X
* 

je Bulova algebra 
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2. Stonova teorema 

i X je homeomorfno X
** 

homeomorfizmom x 	(NeX
*
: xeN). 

. Dokaz. 1) B
* 
 je T 2  jer za UOV 	B* postoji aeli\V pa po lemi 

2.2 UEN
a i VeNa' , a ove dve okoline su disjunktne. 

B
* 

je kompaktan. U suprotnom neka je (N
a

) atiV gde je 

AcB, neki otvoreni pokrivad. Ako postoji konadan JcA takav da 

IJ:1 onda ja (Na ) aej  konaAan podpokrivaL Ako takav 1 ne 

postoji onda je J sadr2ano u maksimalnom idealu M po teoremi 

1.1.2. M' je ultrafiltar koji ne sadrti nijedno aeA to jest 

(Na ) aeA nije pokrivad. 

B
* 

je 0-dimenzion jer su N
a otvoreno-zatvoreni skupovi. 

Dakle B
* 

jeste Stonov prostor. 

Preslikavanje N: B 	B
** 

takvo da je N(a)=N
a jeste 

homomorfizam po lemi 2.2. Neka su alb iz B. Tada postoji 

ultrafiltar U koji sadrti recimo a i ne sadrti b pa je tada i 

NaleNb dakle N je "1-1". Pokatimo jod da je "na". Neka je D 

neki otvoreno-zatvoren skup, podto je zatvoren podskup 

kompaktnog skupa i sam je kompaktan, a podto je otvoren on je 

unija nekih baznih skupova kojih zbog kompaktnosti motemo 

odabrati konadno mnogo to jest D=N 
+an

.  

2) X*  je Bulova algebra po lemi 2.3. Pokatimo sad da je 

preslikavanje a: X X
** 

takvo da a(x) = (NeX
*
: xeN) zaista 

homeomorfizam. Pre svega a(x) jeste ultrafiltar u X. 

a je "1-1" jer je X T 2  i 0-dimenzion. 

a je "na" jer je svaka tadka U e X**  ultrafiltar u X * 

 to jest familija otvoreno-zatvorenih skupova u X sa svojstvom 
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0 Stonovoj dualnosti 

konatnog preseka pa zbog kompaktnosti nU*(1) (neka je xenU). 

Dakle Uca(x), pa podto su oba ultrafiltri, imamo i jednakost. 

a je neprekidno jer za elemenat baze u X ** , recimo N
a 

za neko aeX *
,va2i a-1 (1,1a I = (xeX: aea(x)) = (xeX: xea) = a, a 

a je otvoreno-zatvoren podskup od X. 

Po lemi 1.2.2. a je homeomorfizam. 0 

2.5 Posledica. Neka je I ideal Bulove algebre B. Tada (B/I) *
= 

B
*
-U gde je U otvoren skup u B

* 
definsan na slededi nadin 

U=U(a
*
: aeI). 

Takodje, za otvoren podskup U od B *
, B

*
-U je Stonov prostor i 

(B
*
-U)

*
=B/I gde je I ideal Bulove algebre B definisan ovako 

I=(aeB: a *cU). 

Dokaz. U oba sludaja izomorfizam izmedju B/I i Bulove algebre 

otvoreno-zatvorenih skupova Stonovog prostora B-U je 

x/I x*
-U. 0 

Za dati ideal I na ovakav nadin odredjen otvoren skup U demo 

oznadavati sa I
*
. Takodje za dati otvoren skup U na ovakav 

nadin odredjen ideal I demo oznadavati sa U. Lako se vidi da 

I
**

=I, U
**

=U pa to i jod neki drugi razlozi nam daje za pravo 

da katemo da idealima Bulove algebre odgovaraju otvoreni sku-

povi odgovarajudeg Stonovog prostora i obrnuto. Isto vati za 

filtre i zatvorene skupove: filtru F pridrufujemo zatvoreni 

skup F
* 

= n(x
*
: xeF), a zatvorenom skupu Z pridrufujemo 

filtar Z
* 
= (xeB: Zcx

*
); takodje vat]. Z

** 
 = Z i F

** 
= F. 

Podto de nam trebati u 4. poglavlju, pogledajmo dual glavnog 
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2. Stonova teorema 

filtra F Bulove algebre B generisanog sa a (F=(xeB: a<x)). 

F
* 

= n(x
*
: a<x) = n(x

*
: a

*
cx

*
) = a * ; dakle to je dual genera- 

tornog elementa filtra F t.j. dual glavnog filtra je otvoreno 

zatvoren skup. Isto vati za glavne ideale. U vezi sa ovim 

javlja se: 

1. Problem. (Mijajlovid) Koji algebarski objekti odgovaraju, 

u duhu Stonove dualnosti, G 8  i Fo  skupovima? 
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3. Stonova dualnost 

3.1. Osnovni pojmovi teorije kategorija 

3.1.1. Definicija. Kategorija je unija dve disjunktne kiase 

(zovimo ih klasa objekata i klasa morfizama) sa parcijalno 

definisanom binarnom, asocijativnom operacijom o na klasi 

morfizama koja zadovoljava sledede: 

(a) postoje dve funkcije p, k iz klase morfizama 

klasu 	objekata, 	uobidajena 	oznaka 	je 	f: p(f)--,k(f), 

(b) za svaki objekat a postoji morfizam i s  za koji vati 

p(i a ) = k(i a ) = a i za svaki morfizam za koji je p(f) = a 

(k(f) = a), foia=  f (iaof = f) 

(c) pomenuta operacija je definisana tadno za one 

morfizme f, g za koje k(f) = p(g). 

Nas de najvide zanimati kategorije Bool koju dine sve Bulove 

algebre kao klasa objekata i homomorfizmi medju njima kao 

klasa morfizama sa operacijom o definisanom prirodno: 

fog = h akko f(g(b)) = h(b) za svako bep(g) (naravno p(f) = 

A, k(f) = B akko f: 	i kategorija Stone koju dine 

Stonovi prostori i neprekidna preslikavanja medju njima. 

3.1.2. Definicija. Preslikavanje r iz kategorije A u 
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3. Stonova dualnost 

kategoriju B koje slika objekte prve kategorije u objekte 

druge i morfizme u odgovarajude morfizme, t.j. tako da pro-

lazi kroz p, k iz 3.1.1. je kovarijantni (kontravarijantni) 

funktor akko f(fog) = r(f)or(g) (Wog) = 17 (g)er(f)). 

Vatan primer funktora je zaboravni (forgetful) funktor 

(funktor koji ne prenosi strukturu objekata), na primer 

r: Bool--.Set gde je Set kategorija svih skupova i svih 

preslikavanja medju njima takav da za objekat BeBool r(B)=B a 

na morfizmima je identiteta. 

Takodje identiteta I A 
na datoj kategoriji A je funktor. 

3.1.3. Definicija. Prirodna transformacija r izmedju dva 

funktora r i ,r 2 : A.-413 je preslikavanje iz objekata od A u 

morfizme od B tako da r(a): r i (a)-4r 2 (a) za svaki objekat a 

iz A i za svako f: u A vati da: 

r 2 (flor(a)=r(b).r i (f): r 1 (a)--• , 2 (b). 

Ukoliko je r(a) invertibilno u B za svako a, katemo da je P 

prirodni izomorfizam i pitemo r: r l ar 2 . 

3.1.4. Definicija. Kategorije A i B su ekvivalentne 

(koekvivalentne) ako postoje kovarijantni (kontravarijantni) 

funktori P: Q: takvi da P.QaIB  i QoPaIA . 

3.1.5. Teorema. Kategorije Bool i Stone su koekvivalentne. 

Dokaz. Ovo je u stvari ponovo iskazana Stonova teorema a 
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0 StonovoJ dualnosti 

3.2. Limesi i kolimesi 

U ovom odeljku demo posmatrati dve veoma optte kategorijalne 

konstrukcije: limes (koji se ponekad naziva inverzan limes) i 

kolimes (direktan limes). Kao specijalni sludajevi dobijaju 

se neke druge poznate kategorijalne konstrukcije. 

3.2.1. Definicija. Dijagram D u kategoriji C je ma koji 

podskup objekata iz C i nekih morfizama medju njima. 

Napomenimo da D mote biti i prazno. 

3.2.2. Definicija. Konusom dijagrama D se naziva objekat c iz 

C zajedno sa morfizmima f i : 	za svaki objekat d i  iz D 

tako da za svaki D-morfizam f: 	vati f•f i =f j . 

Konus dijagrama D demo oznadavati sa (f i : c-.4d 1 ). 

3.2.3. Definicija. Limes dijagrama D je D-konus (f i  

takav da za svaki drugi D-konus (f i ': 	postoji jedan 

jedini C morfizam f tako da za svako d i  iz D slededi 

dijagrami komutiraju: 

a, 
fi /1/ 	ff .  
/ f 	. 

flof=f i s 

Limes dijagrama D demo oznadavati sa limD i katemo da limD 

svojstvo univerzalnosti medju svim D-konusima. 
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3. Stonova dualnost 

Primeri, Neka je dAt di+ __Agram D u kategoriji C. Ukoliko 

postoji limD imamo sledede specijalne sludajeve: 

3.2.4. Terminalni objekat. Kada je D prazno, limD je 

terminalni objekat, to jest takav objekat t da za svaki 

gbjehat a postoji jedingtvn morfintm f!6_4t. 
U kategoriji Bool terminalni objekat ne postoji a u 

kategoriji Stone to je 1 (prostor sa jednom tadkom). 

3.2.5. ekvilajzer. Kada se D sastoji iz dva objekta a, b i 

dveju strelica medju njima f, g, tada je limD univerzalan 
*--- 

medju svim D-konusima koji sadrte objekat c i strelice h, e 

takve da slededi dijagram komutira: 

dakle fele=h=v2e pa se 

ovo h obidno izostavlja. Oznadavademo ga sa Ek(f,g). 

U kategoriji Bool ekvilajzer dine c = (xea : f(x) = g(x)) 

(dakle podalgebra od a) i inkluzija. U kategoriji Stone na 

isti nadin odredjujemo ekvilajzer. 

3.2.6. Proizvod. Kada je dijagram D skup objekata (bez 

ikakvih strelica) onda dobijamo da je limD univerzalan medju 

konusima koje dine objekat c i morfizmi f t : za svako d i  

iz D i oznadavademo ga sa ri d. Morfizme f t  zovemo projekcije. 
deD 

U kategorijama Bool i Stone proizvod je uobidajeni proizvod 

algebarskih struktura, odnosno topoloakih prostora. 
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0 Stonovoj dualnosti 

3.2.7. Inverzan limes. Neka je 	 prema gore usmeren skup. 

Kada je D dijagram diji su objekti indeksirani ovim usmerenim 

skupom takav da: (a) i<j akko postoji tadno jedan D-morfizam 

f ig : 	(b) f it  je identiteta (c) skup D -morfizama je 

zatvoren za kompozicju; limD se naziva inverzan limes. Dakle 

to je D-konus univerzalan medju D-konusima (f i : c-4d 1 ) sa 

slededom osobinom: za svako i < j fijof j =f i . 

Pre nego dto pokatemo da su kategorije Bool i Stone zatvorene 

za inverzan limes dokatimo teoremu o zatvorenosti kategorije 

za proizvoljan limes (kompletnost kategrije). 

3.2.8. Teorema. (MacLane] Ako je kategorija C zatvorena za 

proizvode i ekvilajzere onda je ona zatvorena i za 

proizvoljne limese. 

Dokaz. Neka je dat dijagram D konstruidimo limD. Oznadimo sa 

sa Q= il k( f) (podsetimo se k(f) je u stvari kodomen 
f ED 

od f). Podto je k(f) takodje u D imamo projekcije 

pk(f) : P--■k(f) za svako f iz D pa podto je Q univerzalan 

medju takvim konusima imamo jedinstveno preslikavanje 

takvo da qk(f) op=pk(f)  za svako f iz D. Takodje za svako f iz 

D postoji preslikavanje fop i(f) : P—.k(f) i opet dobijamo 

jedinstveno preslikavanje q: P--$Q tako da vati 
cik(f)"1= 

 fopp(f) . Dokatimo da je limD=(f,
IIU.
: c-.4d) gde je c objekat od 

Ek(p,q), a fd=pdoe gde je pd  projekcija od P a e morfizam od 

Ek(p,q). Zaista (fd : 	jeste konus jer za svaki 

P= (ld 
deD 
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3. Stonova dualnost 

D-morfizam f: p(f)—.k(f) vati fef p(f) =fk(f)  zbog toga ito je 

fofp(f) Ileppm ee=qkm esiee 

fic(f) =Pk(f) °e=cik(f) el"e  

e je morfizam iz Ek(p,q) t.j. poe=q0e. 

Univerzalnost D-konusa (fd: c-.4d) sledi iz univerzalnosti 

Ek(p,q) i P. To jest kada bi smo imali neki drugi D-konus 

(gd : b-4d) (dakle fogpm =gk(f)  za svaki D-morfizam f), tada 

bi imali zbog univerzalnosti P jedinstven morfizam g: b—.P 

takav da (1) peg=gd . Takodje zbog univerzalnosti Q imamo 

jedinstven morfizam G : 	tako da vati qkm eG=gk(f) . 

Pokatimo da iz ovoga sledi peg = G = qeg; mime: 

clk(f) *(Peg)  = Pk(f)°g = gk(f) 

clk(f) °("g)  = fopp(f) °g  = fegp(f) = gk(f) .  
Dakle jeste pog=qog. Zbog univerzalnosti Ek(p,q) imamo da 

postoji jedinstven morfizam H: tako da vati (2) eell=g. 

Mnotenjem sleva sa pd  imamo pdee•H=pdeg t.j.fdelf=gd . Dakle H 

jeste morfizam koji razlate D-konus (gd : b-.40 na D-konus 

(fd : c—td), dokatimo da je takvo H jedinstveno: kada bi neko 

T: b—.c tako da fdeT=gd  t.j. pdeeeT=gd, poito e.T: b—.P iz 

(1) sledi eeT=g, iz istog razloga je i e.H=g. iz (2) imamo 

H=T, dakle dokazali smo i univerzalnost D-konusa (fd: 0-40.0 

3.2.9 	Posledica. Kategorije Bool i Stone su zatvorne za 

neprazne limese.0 

3.2.10. Posledica. Neka je dijagram D inverzna familija kao u 

primeru 3.2.7. Tada se objekat C konusa limD u kategoriji 
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0 Stonovoj dualnosti 

Bool (Stone) dobija kao podalgebra (podprostor) od objekta 

ri d takva da xec akko fij(x j )=x j  za svaki D-morfizam f it , a 
dED 

morfizmi konusa limD su restrikcije projekcija.o 
4-- 

U literaturi"postoje mnoge konstrukcije inverznog limesa, ali 

za kategoriju Bool ima navedeno samo par trivijalnih primera. 

Jednu netrivijalnu, u algebri uobidajenu konstrukciju, daje 

slededa teorema. 

3.2.11. Teorema. Inverzan limes inverzne familije konaanih 

faktora date Bulove algebre B je izomorfan 2k gde je k broj 

ultrafiltara u B. 

Napomene: 

(1) Familija konadnih faktora date Bulove algebre B je za nas 

dijagram D koji dine: 

i. D-objekti su B/I, IeU, gde je skup indeksa U=(I ideal u B: 

IB/II<w) usmeren skup u odnosu na relaciju nadskup (I<J akko 

JcI). (Usmerenost skupa U proizilazi iz postojanja injektivne 

funkcije f: B/InJ-4B/IxB/j, pa je i livin.71<w t.j. InJeU.) 

ii. D-morfizmi su fij : B/J—.B/I za I<J prirodna preslikavanja 

t.j. 	fIJ (b/J)=b/I. Odigledno su f IJ dobro defnisani 

homomorfizmi takodje trivijalno je f
II identiteta i 

fIJ ofJK=fIK za I<J<K kao ato se i trati u 3.2.7. 

(2) Ako je B konadno teorema vaii, to od sad podrazumevajmo 

beskonadnost Bulove algebre B. 
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3. Stonova dualnost 

Doka2. Pohime Sa lemama koje ce 114  opisati dijagram D. 

Lema 1. Neka je new. Tada: 

B/Ia2n  akko postoji n razliditih maksimalnih ideala 

I I ,...,I n  u B takvih da je 

Dokaz. (4.—) 1B/II<IB/I 1 1•...•18/I n 1=2n  kao u napomeni (1). Da 

Yeti i obrnuta n@jednakogt dokanine 6gtheWu sledeeg: 

(a) Ici(I n...nIn#0, 	 gde je 1 0=1, a 

1 
I =I' (za svaka dva maksimalna ideala postoji elemenat koji 

ih razlikuje. Oznadimo sa a t eI i a i tI t , odigledno 

s l v.,.vstsInI l '...nI x ', ako bi bilo vide ovakvih I uzeli bi 

smo konjunkciju ovakvih disjunkata). 

a (b) Neka je a, 	 ,ei la  ln...nI n n. ,a s ,...,a n , 

	

(a l ...a n )*(a l '...a n ') —.4 a 	 ei n...ni r . (o,...o.) (a l i...a n i) 	I  

(Jer 	iz 	(a l ...a n )*(a l l...a n ) 	imamo 	a i 	% El i  
1  ,a...a n , 

a(al'...an') *I t , 	za 	neko 	ie(1,...,n); 	pa 	kad 	bi 	i 

a ‘, a„...an; ,Aa, 	 t el t  

tads 	a, 	09(a, 	fia, 	. 	. % )eI i  ‘ a l ...a n , 	,a 1 ...a n , 	,a1 -...a n i 
 pa jeEl i  a (a,...a n )

va
(a 1 0 ...a 1 1) 

dto povladi a 	 el l  a to je kontradikcija.) (a 1 '...a n ') 

Neka je 	B--41/Ia2n kanonsko preslikavanje i neka su 

k i : 	 ie(1,...,n), kanonska preslikavanja dobijena 

sedenjem 2n  po njenim maksimalnim idealima. Primetimo da je 

ker(k t •g i ) maksimalni ideal Bulove algebre B. Pokatimo da je 

ker g i=ker(kieg i )n...nker(keg i ) pa podto su k i egok j og to de 

nam dati kraj dokaza leme 1. Odigledno vafi c, dokafimo jod 
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0 Stonovoj dualnosti 

D: Pretpostavimo da biker g I  t.j. g 1 (b)o0. Tada postoji 

maksimalan ideal u 2n , recimo I i , koji ne sadrti g1 (b) pa je 

(kiog 1 )(b)*0 t.j. btker(k i eg i ).0 

Lema 2. Neka su I i , J j , iE(1,...,k), jE(1,...,n), maksimalni 

ideali u B. Tada: 

I1n...fa x =J01...n.4 -. (Vi3j II=J J  & Vj3i 

Dokaz. Pretpostavimo suprotno t.j. (na primer) Vj I i *J j . Tads 

vjaa j  ajeI l  & 

Vj a l v...va n ei l  & 

a l v..•va n eI l  & 	 ..4 

a l v...va n eI l  & (a l v...va n )seI l 

 tto je kontradikcija.0 

Za ideal IeU jednakost I=I jn...nI n , gde su I i  jednoznadno 

odredjeni maksimalni ideali, zovimo kanonski zapis ideals I. 

Lema 3. Neka su I<J iz U. Tada: 

21B/II<IB/JI 	3KeU I<K<J. 

Dokaz. Pokatimo najpre da iz I<J sledi da je 

za neke maksimalne ideale J1 1 ,...,J im  Bulove algebra B. Naime 

neka su I=I j n...nI n , J=.7 1 1-1...nJ k  kanonski zapisi ideals. I, J. 

Potto je I<J t.j. JcI imamo: 

pa po lemi 2. svi I f  su neki od J j ; oni preostali J, ideali 

SuaA b__ 
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3. Stonova dualnost 

Potto je 21B/II<IB/JI imamo da je m>2, pa je: 

(Znak 	oznadava pravi podskup.) Trateni ideal K je 

I l n...nI nnJ il .0 

Radi lakdeg rada D-morfizme f
IJ (I<J) oznadimo sa 

W1'41 gde je T=T bi n...nI bm i J=J
a n...n.J 	kanonski b l ...bm  ' 	 an 

zapisi ideala I, J, to je (b 1 ,...,b m)c(a l ,...,a n ). U novim 

oznakama D-morfizmi izgledaju ovako: 

L kb 	.b I .. 	m 1(x/J 	 )=x/I n...ni, • a l 	an 	1 	um  

Najzad, predjimo na dokaz same teoreme. 

Neka je k broj ultrafiltara Bulove algebre B. Pokaiimo da 

Bulova algebra 2k zajedno sa morfizmima 

F : 2k-.4B/Ia n...raa (a l ...a n ) 

definisanim za svaki I=I
aln...nian iz U na slededi nadin: 

F 	(g)=b/I gde je beI
at akko n (g)=0; jeste limD. (n (al...an) 	 t a t  

je i-ta projekcija.) 

Pre svega F(a i ...a n ) su dobro definisani homomorfizmi. 

Zatim: 

(1) 2k zajedno sa preslikavanjima F(...) dini D-konus. 

To zna*i da za svaka dva 	 konadna 

podskupa od k vati: 

,= ,u  F b l ...b t 	(a l ...a ti 	‘u l ...b i ) .  

Ova jednakost se proverava neposredno. 

(2) Da je ovaj D-konus univerzalan medju svim 

D-konusima se proverava na slededi na6in: 
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0 Stonovoj dualnosti 

Neka je dat neki drugi D-konus (G 	 n...nI ). 
a l 	an ,  

Pokatimo najpre da ne postoje dva homomorfizma h: k 
takva 

da za svaki konadan podskup 	 od k vati: 

( * ) F 	ohal 

Pretpostavimo suprotno t.j. neka postoje dva takva morfizma h 

i r. Potto je hOr postoji acA tako da h(a)*r(a), pa postoji j 

takvo da je nj(h(a))*n j (r(a)). Zbog (*) vati F (j) (h(a))= 

G (j) (a)=F ( . ) (r(a)) pa odatle po definiciji F o)  imamo 

ff I Naffi fr(a)) ito je kontradikciAl 

(2) Konstruidimo sad jedno takvo h. Neka je n t oh= G (i) . 

Pokatimo najpre da je h homomorfizam: 

i. nt(h(ai))=G(i)(a.)=(G(i)(a))1=(nt(h(a)))*=nt((h(a))') 

dakle h prolazi kroz komplement; 

ii. Slidno za v. 

Pokatimo zatim da F
(i)

(h(a))=G
(i)

(a) za vi<k. Zaista po 

definiciji F
(i) 

imamo F
(i)

(h(a))=b/I t  gde je ut(h(a))=0 akko 

bel t , a po definiciji h G
(i)

(a)=0 akko bel t , pa je G
(i)

(a)=0 

akko F
(i)

(h(a))=0 jer je kodomen od F (i)  i G
(i) 

dvoalan. 

I najzad pokatimo da vati i opdti sludaj t.j. 

(a t ...a t ) oh=G(alwat) , za svaki konadan podskup (a 11 ...,a t ) 

od k: 

(a) Iz definicije preslikavanja F( 
	) proizilazi: ... 

(c) Sa druge strane za D-morfizme f(:::) vati: 

vxe2k  F(al...an) (x)=
ae(a,...an)

F(a)(x). 

(b) Takodje iz (a) i malopre dokazanog za F (1)  i G(i)  imamo: 

YxeA F 	 (h(x))= (al...an) 	 G
(a)

(x). 
ae(a i ...a n ) 
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3. Stonova dualnost 

	

a i ...a i 	 a 	..a n 	f/ 1. 	nk(x). f( b 	b )(x)=  

	

1 ... j 	
ae(b l ...b j ) ' 	a 	I  

(d) Potto su G
(...) morfizmi nekog D-konusa vxeA imamo: 

G 	(xklel l wan)(G 	(x))= 

	

(a l ...a n ) 	 a l ...a n 	(a l ...a n ) 

v a l ...a n , IG  

(a l ...a n ) 

	

n 	 (x))= ‘ a " ae(a l ...a n ) 

G
(a)

(M).  
ae(a l ...a n ) 

(e) Iz (b) i (d) proizilazi ono tto smo i hteli: 

(a r .say 0 1 ...a1 oh=G  

Ovim je i zavrten dokaz teoreme 3.2.11.0 

K011gtranijA U kajoj au sirelice obrnute od onih u 

konstrukciji limesa se naziva kolimes. 

3.2.12. Definicija. Kokonus dijagrama D (D-kokonus) u 

kategoriji C se naziva C-objekat c i skup C-morfizama 

fd : d--.c za svaki D-objekat d tako da za svaki D-morfizam f 

(obele2avademo ga na slidan nadin kao i va2i f
k(f)

of=f
p(f) 

konus t.j. (fd : 

3.2.13. Definicija. Kolimes dijagrama D u kategoriji C je 

D-kokonus ( fd : d--40 ) kouniverzalan za sve ostale D-kokonuse 

t.j. ako je ( gd : ) D-kokonus tada postoji jedinstven 

C-morfizam f: c--413 tako da fof
d=gd (i obelefavademo ga sa 

limD). 
•• •-• 

Sledede odigledno tvrdjenje zbog njegove va2nosti izdvojimo u 

posebnu teoremu. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



0 StonovoJ dualnosti 

3.2.14. Teorema. Za dati dijagram D kovarijanni funktor 

1'; A..4/3 slika D-konus u '(D)-konus (isto i za D-kokonus), dok 

kontravarijantni funktor p preslikava D-konus u ?(D)-kokonus 

i obrnuto. 

Takodje ako su kategorije A i B koekvivalentne i 

4P: A- ►B koekvivalencija medju njima tada je ?(lim D)=1im1'(D) 

i obrnuto (okvivalmije he obrAu strelioe.a 

Sada mo2emo pogledati iste primere dijagrama i videti koje 

kolimese daju kao dto smo uradili u sludaju limesa. 

Primeri. Neka je dat dijagram D u kategoriji C, ukoliko 

postji limD on u slededim specijalnim sludajevima daje: 

3.2.15. Inicijalni objekat. Rada je D prazno limD je 

C-objekat i takav da za svaki C-objekat a postoji jedinstven 

C-morfizam f: 

U Bool je to 2 a u Stone ne postoji. 

3.2.16. Koekvilajzer. Za D koji dine f,g: 	limD dine 

objekat c i preslikavanje k: b—.c tako da kof=kog i jod je 

kouniverzalan. 

U Bool c je b/I a k je kanonski homomorfizam gde je I 

najmanji ideal u b generisan skupom (f(x)Ag(x): xea). U 

kategoriji Stone je zbog dualnosti sa Bool zgodnije 

koekvilajzer izraziti kao dual ekvilajzera u Bool. 
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3. Stonova dualnost 

3.2.17. Koproizvod 	Ako je D skup objekata (bez ikakvih 

strelica) onda se limD naziva koproizvod. Postoje i mnogi 

drugi nazivi: direktna suma, slobodan proizvod...i obeletava 

se obidno sa pd. 

U Bool to je slobodan proizvod Bulovih algebri. 

3.2.18. Tvrdjenje. [Sikorski] Bulova algebra B je slobodan 

proizvod Bulovih algebri A i , ieI akko su: 

a) A i  podalgebre od B, 

b) B je generisano sa UA i  i 
i41 

c) Bulove algebre A i  su nezavisne t.j. za a i eA0(0) 

a l  IA. . .Aa ni00 . 0 

3.2.19. Posledica. Koproizvod k detvorodlanih Bulovih algebri 

je slobodna algebra nad k slobodnih generatora; Stonov dual 

joj je dekartov proizvod k kopija dvodlanih diskretnih 

skupova (Kantorov (Cantor) prostor). 

Dokaz. Za k slobodnih generatora uzmimo po jedan element 

razlidit od 0 i 1. Ukoliko ih preslikamo u neku Bulovu 

algebru B odredili smo i homomorfizme iz detvoroalanih 

Bulovih algebri u B pa podto je koproizvod univerzalan medju 

takvima postoji homomorfizam iz koproizvoda u B koji 

proiruje polazno preslikavanje, dakle ovakav koproizvod je 

slobodna Bulova algebra. Drugi deo tvdjenja sledi iz teoreme 

3.2.14. naime: 

ED 
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0 StonovoJ dualnosti 

( 

Li 41) * :.....ri 4i * =2k . 
i < k 	1<k 

Gde 4 oznadava tietvoralanu Bulovu algebru a 2 dvo Lan 
diskretan skup. 

U Stone koproizvod je p(u(d: del))) 	t.j. 	Ston-dehova 

kompaktifikacja disjunktne unije prostora iz D. 

3.2.20. Posledica. Neka je fin=(Acw: lAl<w). 	Tada je 

(P(w)/fin) * =pw-w. (Prvi znak w sa desne strane jednakosti 

oznadava diskretni topolodki prostor sa w elemenata, drugi 

znak w sa desne strane jednakosti se koristi kao oznaka za 

sliku pri kanonskom utapanju diskretnog prostora w u vlastitu 

Ston 6ehovu kompaktifikaciju.) 

Dokaz. Podto je fin ideal Bulove algebre P(w) to imamo na 

osnovu 2.5. 

(p(w)/fin) *  = P(w) *-fin *  

pa podto je na osnovu 3.2.14. i 3.2.17. 

P(w)* = (24) *  = p(1_12 * ) = p ( U1) = pw 

i fin*=(pepw: pnfino.)=(pepw: p je glavni filtar) pa je fin * 

skup izolovanih tadaka u law to jest fin * 
 =w. 

3.2.21. Direktan limes. Neka je D koekvivalentan dijagramu iz 

3.2.7. t.j. D-objekti su indeksirani prema gore usmerenim 

skupom (I,<), a za D-morfizme vati sledede: (1) i<j akko 

Vf ij : d i -. ►d j , (2) f it  je identiteta (3) skup D-morfizama je 

zatvoren za kompoziciju; limD je D-kokonus univerzalan medju 
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3. Stonova dualnost 

D-kokonusima 	 takvim da za Yi(j fjoftj=f i . 

Zbog koekvivalentnosti kategorija Bool i Stone imamo 

mogudnost nalatenja direktnog limesa u njima kao duals 

odgovarajudeg inverznog limesa, 

Teorema dualna teoremi 3.2.8. nam daje jedan kriterijum 

kokompletnosti neke kategorije: 

3.2.22. Teorema. Kate-or uu 	ifilliffin 00 haT110j1la 1 
koproizvode je zatvorena i za proizvoljne limese.o 

3.2.23. Posledica Bool i Stone su zatvorene za neprazne 

kolimese.0 

Za razliku od inverznog limesa u literaturi [Gratzer] se mogu 

nadi primeri direktnog limesa lako prenosivi u kategoriju 

Bool, na primer: 

3.2.24. Tvrdjenje. Neka je D dijagram koji dine sve konadno 

generisane podalgebre algebarske strukture A sa odgovarajudim 

inkluzijama kao D-morfizmima. Tada je limD=A (morfizme koji 

su inkluzije zanemarujemo)o 

3.2.25. Posledica. Svaka Bulova algebra je direktan limes 

svojih konadnih podalgebri; svaki Stonov prostor je inverzan 

limes svojih konadnih neprekidnih slika.o 
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0 Stonovoj dualnosti 

3.2.26. Tvrdjenje. Neka je F filtar u P(I) i neka je 

{A t ! iEIl klasa algebri. Za HeF neka je AH=1-1(A 4 :ieH) i neka 

za HDK iz F, ?HK : • A
H--4AK  budu prirodni homomorfizmi. Ukoliko 

sa D oznadimo dijagram koji dine algebre AH  i homomorfizmi 
rHK onda 	je 	redukovani 	proizvod 	ilAi/F=limD 	(opet ---# 
zanemarujudi morfizme).0 

3.2.27. Posledica. 2 w/fin je direktan limes familije konaanih 

Bulovih algebri. /3w-w je inverzan limes familije konadnih 

Stonovih prostora.0 
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4. Bulove algebre sa istaknutim filtrom 

U ovom poglavlju demo posmatrati Bulove algebre sa istaknutim 

filtrima ili idealima t.j. jezik Bulovih algebri prodirimo sa 

unarnim relacijskim znacima F 1 , I j , kEK i jeJ, a teoriji 

Bulovih algebri dodajmo sledede redenice: 

vx,y[(F x (x)&y>x 	F x (y)) & (F x (x)&F x (y) 	F x (x•y))3 

Vx,y1(I j (x)&y<x 	IJ(Y)) & (I,(x)&I J (y) 	I j (x+y))7 

Dakle F K  interpretirajmo kao filtre a I, kao ideale Bulove 

algebre. Dozvoljavamo neprave filtre-cele Bulove algebre, 

takodje i neprave ideale. 

0 ovakvim strukturama postoji nekoliko radova i uglavnom se 

tidu odludivosti i nekih model-teoretskih svojstava; 

opdirnija bibliografija se mote nadi u [Pal'chunov]. Mi demo 

se zanimati za neka kategorijalna svojstva ovih teorija. 

Za slededa tvrdjenja nidta se ne menja ako radimo samo sa 

jednom dodatnom unarnom relacijom, recimo F i odgovarajudom 

redenicom. Takodje koristidemo istu oznaku za znak relacije 

kao i za njenu interpretaciju; oznaka (A,F) oznadavade Bulovu 

algebru A sa istaknutim filtrom F. 

4.1. Definicija. Kategorija Bulovih algebri sa istaknutim 

filtrom (u oznaci BoolF) je za nas kategorija diju klasu 
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0 StonovoJ dualnosti 

objekata dine Bulove algebre sa istaknutim filtrom a morfizmi 

su homomorfizmi modela t.j. f:(A,U)--4(B,V) je BoolF-morfizam 

akko f:A—.4111 je homomorfizam algebri i f[U]cV. (Odigledno je 

definicija korektna.) 

4.2. Teorema. Kategorija BoolF je kompletna (t.j. zatvorena 

za neprazne limese). 

Dokaz. Dokatimo da je zatvorena za neprazne direktne 

proizvode i ekvilajzere pa de na osnovu teoreme 3.2.8. 

proizilaziti i ova teorema. 

Zatvorenost za neprazan direktan proizvod: 

Neka dijagram DcBoolF dine objekti (AI,F 1 ), ieI, a skup 

morfizama je prazan. Tada limD je konus koji dine direktan 

proizvod modela nAt IF )  matt je direktan proizvod algebri, 
ieI 	ieI 

a xeF akko vi(x i eF I )), a morfizmi ovog konusa su projekcije. 

Odigledno ovo je D-konus koji pripada BoolF; univerzalnost 

proizilazi iz univerzalnosti u Bool tog istog modela 

zanemarujudi relacijski znak. 

Zatvorenost za ekvilajzere: 

Neka je f,g: (A,U)--.(B,V) dijagram D u BoolF. Lako se vidi da 

je (C,W) gde je C podalgebra od A definisana kao u 3.2.5. a 

wrxnu, sa inkluzijom kao morfizmom trageni ekvilajzer.0 

4.3. Teorema. Kategorija BoolF je zatvorena za kolimese. 

Dokaz. Pokafimo najpre da je zatvorena za koproizvode: 
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generisan sa U fitA t 3. 
ieI 

Zatvorenost za koekvilajzere: 

dine objekat (LJAilF) 
ieI 

koproizvod algebri At u Bool, 

morfizmi ft, gde je LIAI, fi 
l El 

a F je najmanji filtar u !JA I  
i41 

4. Bulove algebre sa istaknutim filtrom 

Neka dijagram D dine (At,F i ) bez ikakvih morfizama. Tada limD 

Neka dijagram D dine 	f,g:(A,U)--4(B,V). 	Tada trateni 

koekvilajzer u BoolF dine (C,W) i h:(B,V) -4(C,W) gde je C, h 
koekvilajzer u Bool, a Wr.h[V]. 

Na osnovu teoreme 3.2.22. BoolF je zatvoreno za kolimese.0 

Vidimo da je kategorija BoolF ostala kompletna i kokompletna, 

ipak ne mora svaka kategorija dobijena od kategorije Bool 

dodavanjem unarne relacije imati to svojstva. 

Primer. Kategorija BoolN gde za unarnu relaciju N(x) dodajemo 

aksiomu 

Vx(N(x)......x00) 

dakle objekti kategorije BoolN su (A,N) gde je A Bulova 

algebra, a N istaknut skup nenultih elemenata od A; morfizmi 

u BoolN su homomorfizmi modela, dakle slikaju nenulte 

elemente u nenulte t.j. to su monomorfizmi. 

Ova kategorija nije zatvorena za direktne proizvode (samim 

tim nije kompletna), naime uzmimo dve Bulove algebre sa 

njihovim nenultim elementima (2 2 ,M) i (2 2 ,N) i pokatimo da ne 

postoji (C,P)=(2 2 ,M)x(2 2 ,N). Ako bi postojalo C bi moralo 

biti podalgebra od 2 2  to ne bi bilo univerzalno jer bi se 
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0 Stonovoj dualnosti 

moglo na razlidite nadine utopiti, na primer u 2 2 . 

Vratimo se sada kategoriji BoolF i pogledajmo analogon 

teoreme 3.2.11. 

Prethodno na prirodan nadin uVediM0 (A,F)/I gde je I ideal 

Bulove algebre A; (A,F)/I:(A/I,F/I) gde je F/I=(x/I: xEF). 

Zaista F/I jeste filtar Bulove algebre A/I. 

4.4. Teorema. Inverzan limes u BoolF inverzne familije 

konadnih faktora Bulove algebre sa istaknutim filtrom (B,N) 

je (2K,U) gde je k broj ultrafiltara Bulove algebre B, a U je 

filtar u 2K definisan na slededi nadin: 

xeU akko vi<k(nt(x)=0-4NnI t od.) 

gde je n t  i-ta projekcija a I t  i-ti maksimalni ideal od B. 

Dokaz. Kao i u teoremi 3.2.14. inverznu familiju dine 

(B/I,N/I) gde je IB/II<w i za ISJ Bool-morfizam fIJ : B/J—.B/I 

ostaje BoolF-morfizam jer f 1j EN/J1cN/I. 

Takodje kao i u teoremi 3.2.11. vati kanonski rastav ideals 

pa ovakve f
IJ motemo kao i ranije pisati u obliku f( a" . "1 ") ' 

ako je I, odnosno J, kanonski rastavljeno na I n...ni an a l  

Kandidat za univerzalni konus ostaje isti t.j. BoolF-objekat 

je "napravljen" od 2K isticanjem filtra U kao dto je i redeno 

u iskazu ove teoreme a i morfizmi ostaju isti 

F 	: (2K,U)-4(B,N)/I
aln...ni (a l ...a n ) 

an 
za svaki ideal I diji je kanonski zapis I

al n...nian 

odnosno, J n...nJb . b 1  m 
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4. Bulove algebre sa istaknutim filtrom 

definisani kao ranije: 

( 	(g)=b/I gde je beI
ai a l ...a n ) 	 akko

ai (g)=0 

Definicija je korektna kao i ranije, proverimo sad da je 

F 
	

zaista BoolF morfizam, t.j. da je 

EU]cN/I n...ni
an

. F
(a l ...a n ) 	- 	a l  

Neka je xeU t.j. po definiciji filtra U 

Vi<k((ni(x)=0--.NnI i #4.). 

Tada je F
(al...an) (x)=y/I gde je yeI akko al (x)=0, pa a i  

vidimo da 

I 1 , ..., I K  

	

svi 	 on
I I) 	001ill NI nclia iu tl 10111 

	

i 	neka 	je 	 (I 1 ,...,I n )c 

(I al ,...,I
a ). 	Primetimo da je yln...ny n eI l n...nI n nN 	i 

Elemenat yv(y i n...ny n ) je u istim idealima u 

kojima je i y, a takodje je u N. Odigledno je u N podto je N 

filtar; neka je sad yeI t.j. aie(1,...,k) pa je y GI , 
al 	 at al 

odatle je i y i n...ny n eI 
	
to je yv(y i n...nyn )eI ; obrnuto at 	 ai 

kada bi yv(y i n...ny n )eI 	bilo bi i yeI . a l 	 al 

Da je ovo zaista konus polaznog dijagrama proveravamo kao i 

ranije. 

Pokatimo jod da je univerzalan, t.j. neka je; 

(G 	 ) (a l ...a n ) 	 a l 	an  

neki drugi konus polaznog dijagrama u kategoriji BoolF i 

zatim ga na jedinstven nadin razlotimo preko konusa: 

(F 	 :(2 K ,U)--4(B,N)/I
al

n...ni
an

). (a l ...a n ) 

Za to razlaganje demo uzeti 

h: (A,P)--.(2E,U) 

definisano kao i ranije n i nh=G(i) . Treba pokazati da je h 

zaista BoolF morfizam t.j. da je h[P]cU. Neka je pEP, tada za 
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0 Stonovoj dualnosti 

Yi<k Tr o(,(,)))=13 . (p), 	a podto su G . 	BoolF-morfizmi (1) 	 (1) 
Go) (p)eN/I i , a potto je I ;  maksimalan ideal u B 

_ f(0,1), ako Nni t oo N/I I -  1(1), 	inade. 
Odatle Yi<k(ni(h(p))=0-41411I i #0), to je h(p)eU. 

Da je h jedinstveno i da zaista razlate ovaj drugi konus 

preko polaznog dokazuje se kao i u dokazu teoreme 3.2.11. 0 

Primetimo da je teorema 3.2.11. posledica ove ako podjemo od 

objekta (B,B). 

Postavlja se prirodno pitanje da li se svaki filtar Bulove 

algebre 2K mote dobiti na ovakav nadin? Odgovor nam daje: 

4.5. Posledica. (2K,U) je dobijen kao u gornjoj teoremi akko 

je U glavni filtar u 2K. 

Dokaz. 	Neka je (2K,U) dobijeno od neke algebre (B,N). 

Definidimo ue2' na slededi nadin: Yi<k(rt i (u)=0 akko Nra iw. 
Pokatimo 	da 	je 	U=(xe2 K :u<x); 	zaista 	u<x 	akko 
Yi<k(nt(u)<Tr i (x)) 	akko 	Yi<k(nt(x)=0--m i (u)=0) 	akko 

Yi<k(Tri(x)=0-.4NnI i *.) akko xeU. 

(4—) Neka je U glavni filtar generisan elementom uE2K. Ako je 

u=0 t.j U je nepravi (=2K) filtar, onda za polaznu Bulovu 

algebru motemo uzeti bilo koju Bulovu algebru sa k 

ultrafiltara i sa istaknutim nepravim filtrom (cela Bulova 

algebra kao filtar). Neka je sad u#0, na primer neka je bar 

no (u)=1. Tratena Bulova algebra sa istaknutim filtrom je 

(A,N), gde je A<P(k) generisana jednodlanim podskupovima od 
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4. Bulove algebre sa istaknutim filtrom 

k; zbog jednostavnijeg oznadavanja neka elementi kardinala k 

po6inju od 1, i definigimo N. A ima zaista k maksimalnih 

ideala i svi sem jednog su glavni (taj je ideal konadnih 

podskupova). Oznadimo taj maksimalni neglavni ideal sa I a 
8 1  

glavne maksimalne ideale sa indeksom jednakim komplementu 

njihovog najvedeg elementa t.j. I i =(x: xck\(i)). 

Definitimo najzad N: 

n i (u)=1). 

Pokatimo da ova struktura daje trateni rezultat t.j. (2K,U). 

Odigledno A ima taano k ultrafiltara, pokatimo jod da se 

dobija i trateni glavni filtar U. Prethodno pokatimo sledede: 

(*) Vi<k(NnI I *0 akko n t (u)=0). 

Sa leva u desno odigledno; obrnuto: neka je ni(u)=0, po 

pretpostavci i;e0 pa je I L  glavni maksimalni ideal u A 

generisan sa k“i) (t.j. (i)'). Pokafimo da je bad (i)'eN, 

pre svega (i)'eI 0 1 po definiciji 1o . Takodje za svako 

joi pa je 	 za svako jai pa je svakako (WEN. 

Na osnovu (*) za svako xe2K vati: 

vi<k(ir i (x)=0-4NnIoe.) akko vi<k(ni(x)=0--ar i (u)=0) 

dto kate da je x u dobijenom filtru akko x5u t.j. akko xeU.0 

4.6. Tvrdjenje. Svaka Bulova algebra sa istaknutim filtrom 

(A,N) je direktan limes konadnih podalgebri od A sa 

nasledjenim filtrima. 

Dokaz. Kao i dokaz tvrdjenja 3.2.24 .0 
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0 StonovoJ dualnosti 

Svi navedeni pojmovi i stavovi se mogu dualizovati. Neka je 

StoneF kategorija Eiji objekti su (X,P) Stonovi prostori sa 

istaknutim zatvorenim skupom, a morfizmi slikaju istaknut 

skup prvog u istaknut skup drugog objekta (ne zahteva se da 

slikaju prvi istaknut skup preko drugog kao ito bi se moglo 

pomisliti). Uobi6ajeni Stonov funktor, uz korespodenciju 

izmedju zatvorenih skupova i filtara, uvedenu u 2.5. daje 

koekvivalenciju izmedju StoneF i BoolF. Odatle sledi: 

4.7. Teorema. Kategorija StoneF je zatvorena za limese i 

neprazne kolimese. a 

4.8. Teorema. Direktan limes direktne familije konadnih 

podobjekata objekta (X,P) u kategoriji StoneF je jednak 

(plXl,Q), gde je pixi Ston-dehova kompaktifikacija diskretnog 

prostora sa 'XI elemenata, a Q je otvoreno-zatvoren skup dual 

od glavnog filtra U iz 4.5. 

Dokaz. Na osnovu posledice 4.5. i tvrdjenja 2.5. iz kog 

proizilazi da je glavnom filtru generisanom sa u, Stonov dual 

*
, otvoreno-zatvoren skup u 	kao i (21XI )* zpixi 	(videti 

3.2.17.). 0 

4.9. Tvrdjenje. Svaki objekat (X,P) iz kategorije StoneF je 

inverzan limes svojih konaanih neprekidnih slika. 

Dokaz. Dualno tvrdjenju 4.6. 0 
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5. Podalgebre Bulovih algebri 

U ovom poglavlju demo se 2gnimAti 2ft &Ines i2medju podalgebre 

i nekog elementa unutar date Bulove algebre. 

5.1. Lema. (Makinson) Neka je B Bulova algebra i neka je A<B 

i beB\A. Tada postoje ultrafiltri U i V Bulove algebre B 

takvi da beU, beV i unA=vnA. 

Dokaz. Redi demo da je GcA dobar akko za svako xeA Gu(xdb) 

ima svojstvo konadnog preseka. Skup svih dobrih podskupova 

skupa A je parcijalno uredjen relacijom c. Primetimo da je 

neprazan jer je prazan podskup od A dobar (jer beA). Da je 

zatvoren za unije lanaca se vidi iz toga dto je svojstvo biti 

lod izrazivo pomodu konadno mnogo terama. Po Cornovoj lemi 

postoji maksimalan dobar skup i oznadimo ga sa G. Odatle 

sledi da Gu(0413)=Gu(b) i GU(1Aby=GU(b1) imaju svojstvo 

konadnog preseka. Dakle GU(b) je sadrtano u nekom ultrafiltru 

U, a Gu(b , ) u drugom ultrafiltru V. Pokatimo jod da je 

UnA=VnA. To sledi iz dinjenice da je G ultrafiltar u A (jer 

je G maksimalan dobar). 0 

Kao neposredni primer primene ove leme navedimo sledede: 
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0 StonovoJ dualnosti 

5.2. Tvrajen3e. (VujoAevi8) Neka je Bulova algebra A 

maksimalna podalgebra od B koja ne sadrii beB1A. Tada je 

A(b)=B. 

Dokaz. A(b) oznadava podalgebru generisanu sa AU(b). 

Protimanvin awe* 	; 	1,  Ad i.„ neka postoji neko ceB\Ab). Tada 

po 5.1.1. postoje dva ultrafiltra F, G u B takvi da ceF, cEG 

i FnA(b)=GnA(b), takodje motemo pretpostaviti bEF i btO (U 
suprotnom bi b'eF i b'eG a to je opet isto jer A(b)=A(b')). 

Primetimo da bActA(b) i bAc'EA(b) zbog A(b)nF=A(b)nG. A je 

maksimalna takva da btA pa mora biti beA(bAc) i beA(bAcl), 

t.j. za neke u l ,u 2 ,v i ,v 2 eA imamo: 

	

b=(.10(bAc))v(v i A(bAc)') 	b=(11,..(bAc.))v(v 2 A(bAo.)) 

pa mora biti v i Ab 1 =0 i v 2 Abl=0, t.j. v i <b i v 2 sb, pa je 

	

b=(u,AbAc)v(v i Ac.) 	b=(u 2 AbAc.)v(v 2 Ac) 

t.j. 	 bAcs=v,Awsv i <b 	bAc=v 2 Ae(v 2 (b 

pa je b<v i vv a sb, dakle b=v a vv 2  za neke v i ,v 2 eA dto je 

suprotno sa pretpostavkom da btA. 0 

Da bi smo iskazali duale prethodnih tvrdjenja treba nam 

nekoliko pomodnih lema diji dokazi su manje-vide odigledni. 

5.3. Lema. Neka su A, B Bulove algebre i f: A--.B. Tada f je 

"1-1" i beB\ftA3 akko f *
: B

*
-.4A

* 
je "na" i f

*
tb

*
3 nije 

otvoreno zatvoren u A*
.0 

5.4. Lema. Neka su A, B, f i b kao u prethodnoj lemi. Tads. 
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5. Podalgebre Bulovih algebri 

X=(f(A])(b) akko postoje "na" 

* 	* 	* 
h 	X --4A 	da h

*
og

*
r-f 

. 
X* 
	

ako je neko Y* 
takvo 

t
*
: Y** tako da t * * egi=g 

 * 

tto i g * 
u odnosu na 

t
). 0 

Ovakav X
* 
demo zvati minimalna neprekidna 

glika na A 	tako da je 

otvoreno-zatvorena. 

5.5. Lema. Neka je f: A--4B monomorfizam Bulovih algebri i 

neka je beB\f[A]. Tada je f[A] maksimalna podalgebra od B 

koja ne sadrfi b akko f * [b * ]  nije otvoreno-zatvoren u A* 
 1 za 

svako C
* 

takvo da postoje "na" preslikavanja g *
: B
**

, 

h
*
: C
** 

takvi da f*
=h

*
fag

*  
je g* Cb* 1 otvoreno-zatvoren u 

C . o 

Ovakvo A
* 

demo zvati maksimalna neprekidna slika od B * 

kojoj f
*
ib*] nije otvoreno-zatvoren skup. 

Iskafimo sada duale za 5.1. i 5.2. 

5.6. Tvrdjenje. Neka je f *
: B
** 

"na" preslikavanje 

Stonovih prostora takvo da f * tb* ] nlje otvoreno-zatvoren u 

A* . Tada postoje poleB *  takvi da pee, qtb *  i f * (p)=f * (q). 

Dokaz. Koriddenjem Stonove teoreeme i leme 5.3. 0 

preslikavanja g * : 

1 g tb 	je otvoreno-zatvoren u 

onda postoji "na" preslikavanje 

(gde je g i  u odnosu na Y isto 

slika od B
* 
koja se 

u njemu slika od b 

5.7. Tvrdjenje. Neka je A * 
maksimalna neprekidna slika od B * 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



0 Stonovoj dualnosti 

u kojoj slika od b *  nije otvoreno-zatvorena. Tada je 

minimalna neprekidna slika od B * 
koja se slika na A * 

tako da 

je u njoj slika od b * 
otvoreno-zatvorena homeomorfna sa B *

. 

Dokaz. Pomodu lema 5.4. i 5.5. 0 

Zanimljivo je da obrat tvrdjenja 5.2. ne vaii. 

Primer. Neka je B Lindenbaumova algebra iskaznog raduna nad 

iskaznim promenljivim p i , iew. Sa A oznadimo podalgebru gene-

risanu sa (p i : iew)\(p). Odigledno A(p)=B, ali ne samo da A 

nije maksimalna algebra koja ne sadrti p ved ni za jedan ele-

menat iz B\A A nije maksimalna podalgebra od B koja ga ne 

sadrti. 

Dokaz. Pretpostavimo da postoji neki teB\A takav da je A 

maksimalna podalgebra koja ga ne sadrfi. Tada demo nadi C<B 

pravu nadalgebru od A koja ne sadrti t dto be biti suprotno 

sa pretpostavkom o maksimalnosti A. Imamo sledede disjunktne 

sludajeve: 

1) t=p; tada je C=A(pAq) gde je q iskazna promenljiva 

razlidita od p. 

2) t=pAa, aeA\(0,1); tada je C=A((pAa)vp'). 

3) t=plAa, aeA\(0,1); tads. je C=A((p'Aa)vp). 

4) t=(pwa)v(p , Ab), a,beA\(0), a*b imamo dva sludaja non 

b<a i b<a; u prvom sludaju je C=A(pAa) a u drugom C=A(p'Ab). 
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5. Podalgebre Bulovih algebri 

Potto je Lindenbaumova algebra B slobodna svako preslikavanje 

slobodnih generatora u dvodlanu Bulovu algebru je protirivo 

do homomorfizma pa ispravnost neke jednakosti na B provera-

vamo UMArijiVAnjem 0, i, umesto generatora. 

Pokatimo samo tredi sludaj (ostali sludajevi su analogni): 

Najpre pokatiN da (pina)YptA t.j. da j0 C Migia prava 

nadalgebra od A. Kada bi (plAa)vpr.beA pa za p=1 saznajemo da 

je b=1 a za p=0 imamo a=1 gto je nemogude. Pokatimo sad da 

tipAtO, U PURRA81 ti Pistojali x,yeA talcvi da 

ExA((peAa)vp)1v[yA((plAa)vp)01=p'Aa 

pa za p=1 vidimo da x mora biti 0, a iz p=0 vidimo da je 

ywa.=a dto povladi a=0 a to je kontradikcija. 0 

Dokatimo jot jedno tvrdjenje o podalgebrama. 

5.8. Tvrdjenje. Svaka podalgebra A Bulove algebre B zajedno 

sa inkluzijom kao morfizmom je ekvilajzer za neki par 

morfizama i neku Bulovu algebru C. 

Dokaz. Neka je B\A=(b i : i<k). Za svako i<k po lemi 5.1. 

postoje ultrafiltri U l , V i  takvi da b l eU i , b 1 EV 1  i u i nA=v i nA. 

Definitimo sad Bulovu algebru C i morfizme f,g.: C=2k , 

st(f(x))=x/U 1 ', ni(g(x))=x/V i e. Odigledno f(x)=g(x) akko xeA. 

Dakle Ek(f,g)=A na osnovu 3.2.5. D 

5.9. Tvrdjenje. Neprekidna slika Stonovog prostora je jednaka 

nekom njegovom koekvilajzeru. 
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0 Stonovoj dualnosti 

Dokaz. Ovo je dual prethodnog tvrdjenja. 0 

Primetimo da prethodna dva tvrdjenja wcdno 6d 3a,5 1 
3.2.16. daje ekvivalentnost pojmova podalgebra i ekvilajzer 

odnosno neprekidna slika i koekvilajzer. 
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