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Euklid 1 problem petog postulata

Istorijski gledano, geometrija je nastala iz prakti¢nih razloga. Ona se
sastojala iz pravila koja su odredivala poloZaj zvezda i Sunca ili su sluZila
za odredivanje povrSine zemlji§ta. Prva znanja o geometriji doneli su
trgovcel iz Egipta 1 Vavilona u anti¢ku Gr¢ku gde je ona kasnije postala
deduktivna disciplina. Vekovi razmatranja i reorganizovanja kulminirali
su u Euklidovom kapitalnom delu Elementi. Euklid (oko 330. god. p.n.e.
— 0oko 270. god. p.n.e.) je u svojim Elementima (trinaest knjiga) prakti¢no
skupio sva dotada$nja znanja iz matematike. Za nas je najvaZnija prva
knjiga Elemenata u kojoj su izloZeni osnovi geometrije (uslovi
podudarnosti trouglova, teorija paralelnih linija, odnos izmedu stranica i
uglova trougla, ucenje o povrSinama trouglova 1 paralelograma,
Pitagorina teorema itd.). U njoj ¢e Euklid izneti postulate i aksiome' na
kojima €e zasnovati Citavu geometriju.

S obzirom na njihovu vaZnost nave§€¢emo ih u celini.

Postulati:

1. Neka se od tacke do tatke moZe povuéi prava linija.

2. Neka se duZ moze produZiti na obe strane neograni¢eno.

3. Neka se iz svake tacke u ravni, kao iz centra, u proizvoljnom
polupre€niku u toj ravni moZe opisati krug.

4. Neka su svi pravi uglovi medusobno jednaki.

5. Neka se svaki put, kada prava pri preseku sa drugim dvema pravama
obrazuje unutra$nje uglove sa iste strane ¢iji je zbir manji od dva
prava ugla, te prave seku s one strane sa koje je taj zbir uglova manji
od dva prava.

Aksiome:

1. Dve veli¢ine, od kojih je svaka zasebno jednaka treéoj, jednake su i
medusobno.

2. Ako se jednakim veli¢inama doda jednako, onda e i rezultat biti
jednak.

3. Ako se od jednakih veli¢ina oduzme jednako, onda ¢e 1 rezultat biti
jednak.

4. Ako se nejednakom doda jednako, rezultat ée biti nejednak (smisao

jednakosti se nece izmeniti).

Ako udvojimo jednake veli€ine, onda Ce i rezultat biti jednak.

I polovine jednakih su medusobno jednake.

Kongruentne figure jednake su medusobno.

Celina je veca od svog dela.

Dve prave linije ne mogu da obrazuju zatvoren prostor.
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" U Euklidovo vreme postojala je izvesna razlika izmedu postulata i aksioma koja je nestala
do danasnjih dana. Zato se pod re¢ju aksioma podrazumevaju postulati. Svi oni zajedno &ine
sistem aksioma Euklidovih E/emenata.



Zbog svoje sveobuhvatnosti Elementi ¢e tokom narednih 2000 godina
biti smatrani vrhuncem nau¢ne ta&nosti. Oni ée biti osnovni udzbenik
generacijama matematicara, citirae ih velika imena nauke, po nekim
procenama doZiveée najvei broj izdanja u celoj zapadnoj civilizaciji
posle Biblije, a Cak i danas geometrija kao Skolski predmet gradi se
na Elementima.

Ali, i pored svega, Elementi sadrze i veliki broj nedostataka. Najslabiju
tacku Elemenata predstavljaju definicije geometrijskih pojmova, Cijim
spiskom pocinje svaka od trinaest knjiga. Naime, Euklid pokuSava da
definige tacku ("Tacka je ono Sto se ne sastoji iz delova"), pravu ("Prava
je linija koja u odnosu na sve svoje tacke jednako stoji") 1 ravan ("Ravan
je povriina koja u odnosu na sve svoje prave jednako stoji", pri Cemu
"Povriina je ono 3to ima samo duZinu i Sirinu"). Naravno, Euklidove
definicije tacke, prave i ravni nisu logicki ispravne.

Drugi veliki nedostatak Euklidovih Elemenata jeste nepotpunost
njegove aksiomatike. Euklid ih je formulisao 14, dok ih u savremenom
modelu aksioma ima 23.

Ipak najvise polemike izazvao je peti Euklidov postulat. Vise od 2000
godina matematiGari su pokuSavali da ga dokaZu kao teoremu. Ali svi ti
dokazi, ma kako veSto izvodeni, na kraju su se pokazivali pogreSnim.
Ispostavilo se da se peti postulat ne moZe dokazati pomocu ostalih
aksioma Euklidove geometrije. Prvi koji je pokazao (ali nije dokazao)
nedokazivost petog postulata bio je ruski matematiCar Nikolaj Ivanovi¢
Lobatevski (1792. — 1856.). Nedokazivost petog postulata je potpuno
ispravno dokazao nemacki nau¢nik David Hilbert (1862. — 1943.). Ali
trud naucnika koji su pokusavali da dokaZu peti postulat nije bio
uzaludan. Oni su svojim radom prokr&ili put novoj geometriji, takozvanoj
apsolutnoj geometriji koja se zasnivala na svim aksiomama izuzev petog
postulata.

7. Nautnici koii su razvili potpuno novu ideju u svetu
matematike

Nauénik koji je zapoSeo eru nove geometrije bio je italijanski
matematicar Povani Dirolamo Sakeri (1667. — 1733.). I on je, kao i ostali
njegovi savremenici, pokusao da dokaZe peti postulat iz ostalih aksioma.
U cilju dokaza konstruisao je Eetvorougao ABCD, &iji su uglovi A 1 B pri
donjoj osnovici pravi, a bofne strane AD i BC jednake. Takve
Setvorouglove nazivacemo Sakerijevim Eetvorouglovima. U sledecoj
teoremi dokazaéemo da su uglovi C i D Sakerijevog Cetvorougla
podudarni.

Teorema 2.1. U Sakerijevom &etvorouglu ABCD, &iji su uglovi A i B pri

donjoj osnovici pravi, vazi ZADC = ZBCD.




Dokaz: Spojimo temena A i C, odnosno B 1 D. Kako je AD = BC,

AB = BA i /DAB = ZCBA = d, gde je d mera pravog ugla, sledi da

D C je ABAD = AABC.? Odatle je AC = BD.
f Kako sada vazi AD = BC, DC = CD
| ,,

i AC = BD, sledi da je ABCD = AADC.
Kako iz prethodne dve podudarnosti vazi
i /ADB = /BCA i /BDC = ZACD znati da

A‘”\ L \.\B su uglovi kod temena C i D, ZADC 1

Z/BCD podudarni. ¢

Sledece §to je Sakeri dokazao je’Ako je M srediste duzi AB,
a N srediste duzi CD Sakerijevog &etvorougla ABCD, gde su AB 1 CD
osnovica, odnosno protivosnovica, tada je MN normalno na AB 1
normalno na CD”. Upravo ovo tvrdenje posluZice za dokaz sledeCe
teoreme.
Teorema 2.2. Neka je ABCD Sakerijev Cetvorougao kod koga su uglovi
kod A i B pravi. Ako su uglovi kod C i D oba ostra, oba prava ili oba
tupa, tada je AB < CD, AB = CD ili AB > CD, respektivno.

Dokaz: Neka su M i N sredista duzi AB 1 CD, redom. Razmotri¢emo
slutaj kada su oba ugla kod C i D ostra (ako su oba ugla prava, ovo
tvrdenje je veé poznato iz euklidske D N C T
geometrije, a ako su oba tupa, tvrdenje U !
se izvodi sli¢no kao i za oba ostra). |
Pretpostavimo da je CD < AB. Tada je ‘
CN < BM, a CD moZemo produZiti
preko tacke C do tatke T, takve da je N B l
NT = MB. Tada je ZMBT > d. Sada N[ (]
je u Sakerijevom Cetvorouglu MNBT A M B
sa pravim uglovima kod M 1 N, /BTN = /TBM po teoremi 2.1. Kako
smo pretpostavili da su uglovi kod C i D oba ostra, sledi da je
/BCN < d < ZMBT = ZBTN, $to je u suprotnosti sa teoremom apsolutne
geometrije po kojoj je spoljasnji ugao trougla veéi od unutradnjih
nesusednih ponaosob. Dakle, AB <CD. ¢

Za Sakerijev Setvorougao ABCD sa osnovom AB Sakeri je postavio tri
hipoteze:
1. hipotezu tupog ugla, prema kojoj su uglovi kod C i D tupi;
2. hipotezu pravog ugla, prema kojoj su uglovikod C1D pravi 1
3. hipotezu otrog ugla, prema kojoj su uglovi kod C i D ostri.

Sakeri je pokazao da je hipoteza o pravom uglu ekvivalent petog
Euklidovog postulata. Po3to je tu hipotezu smatrao za jedinu ispravnu,
pokusao je da dokaZe da prva i treca hipoteza nisu logicki ispravne.

* U apsolutnoj geometriji postaji pet stavova o podudarnosti trouglova. Vise govora o ovome
bice pri kraju getvrtog poglavlja.
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Tvrdenje da uglovi kod temena C i D ne mogu biti tupi Sakeri je vrlo lako
dokazao. Da je to zaista tako govori slede¢a teorema koja je ekvivalent
gore pomenutog tvrdenja.

Teorema 2.3. (Sakeri — LeZandrova teorema) Zbir unutra$njih uglova
trogla je manji ili jednak 2d.

Dokaz. Pretpostavimo da je zbir unutradnjih uglova trougla ABC veéiod
2d za neki ugao podudaran ZBAT. Ne umanjujuéi opstost pretpostavimo
da je ZBAC najmanji od tr
unutrasnja ugla AABC. Neka je M
srediste duzi BC i neka je D tatka na
polupravoj AM sa temenom A takva

da je AM = MD. Trouglovi CMA
i BMD su ocigledno podudarni
(AM = DM, CM = BM i
Z/AMC = «DMB). Posto je ZBAM + ZCAM = £BAC, jedan od uglova
BAM, odnosno CAM, manji je ili jednak polovini ugla BAC, a odavde
jedan od uglova BAD, odnosno BDA, manji je ili jednak polovini
ugla BAC. Dalje imamo da je:

/BAC + /ABC + #«BCA = Z/BAD + /BDA + ZABC + ZMBD =

- /BAD + /BDA + ZABD. Dakle, imamo da je zbir unutraSnjih uglova
trouglova ABD i ABC jednak, s tim Sto je jedan od uglova trogla ABD
manji ili jednak polovini ugla BAC. Nastavimo li ovaj postupak, posle
n puta dobi¢emo trougao Ciji je zbir unutra$njih uglova jednak zbiru
unutra$njih uglova trougla ABC i sa jednim uglom manjim ili jednakim
(1/2")£BAC. Po aksiomi kontinuiteta, za dovoljno veliko n, taj ugao ce
postati manji od ugla BAT. Kako u dobijenom trouglu zbir uglova za
ugao BAT veéi od 2d, zbir dva preostala ugla dobijenog trougla je veci
od 2d. Medutim, to je kontradiktorno teoremi apsolutne geometrije po
kojoj je zbir bilo koja dva unutranja ugla trougla manji od 2d. Dakle,
zbir unutrasnjih uglova trougla ABC je manji ili jednak 2d. ¢

Preostala je da se opovrgne jo§ samo hipoteza oStrog ugla.
Pokusavajuéi da obori ovu hipotezu, Sakeri je izveo veliki broj tvrdenja
nadajuéi se da ¢e do¢i do kontradikcije. Ali ne naSav8i mnikakvu
kontradikciju Sakeri se uplasio i odustao od ove, naizgled, nelogicne
geometrije. Ipak, za sobom je ostavio nekoliko veoma vaznih teorema
neeuklidske geometrije:
1. Ako su u jednom Sakerijevom &etvorouglu ABCD sa bazom AB
uglovi kod C i D otri, onda su ti uglovi ostri i u svakom Sakerijevom
Cetvorouglu;
Zbir unutrasnjih uglova svakog Setvorougla je manji od 4d;
Zbir unutranjih uglova trougla je manji od 2d;
Vertikala i kosa na jednoj pravoj mogu i da se ne seku;
Dve normale na jednoj istoj pravoj koje se nalaze u istoj ravni
neograniceno se razilaze jedna od druge.
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6. Postoje prave koje se, uzete u paru, U jednom smeru neograniéeno
razilaze, a u drugom asimptotski priblizavaju;

7. Geometrijsko mesto tataka jednako udaljenih od date prave i
postavljenih sa njene iste strane u ravni jeste kriva (ekvidistanta), koja
sa pravom ima najvide dve zajedniCke taCke.

Sledeéi u nizu naucnika koji su uzdigli hiperboli¢ku geometriju bio je
samouki Svajcarac Johan Hajnrih Lambert (1728. — 1777.). On je sliéno
Sakeriju konstruisao Cetvorougao ABCD &iji su uglovi kod temena A, B 1
C pravi (Lambertov &etvorougao). Lambert takode postavlja tri hipoteze:
1. hipoteza tupog ugla prema kojoj je ugao kod D tup;

2. hipoteza pravog ugla prema kojoj je ugao kod D prav;

3. hipoteza oStrog ugla prema kojoj je ugao kod D ostar.

U daljem radu Lambert je lako opovrgao prvu hipotezu, dok je trecu
hipotezu bezuspesno pokusavao da dovede do apsurda. Ipak, Lambert je
stigao dalje od Sakerija. Uveo je pojam mere duZi, poviSine i zapremine,
a cak je i bio sklon da zakljuci da je treca hipoteza primenljiva u nekoj
zamisljenoj sferi.

Nakon svega se moraju spomenuti i dvojica sjajnih matemacara,
Svajkart (1780. — 1859.) i Taurinus (1794. — 1874)), koji su s
svojevremeno bavili pitanjem petog postulata i dali svoj doprinos u
razvoju nove geometrije.

Ipak, istinski tvorci prve neeuklidske geometrije pored Lobagevskog
bila su dva poznata imena u svetu matematike. Prvi od njih, Karl Fridrih
Gaus (1777. — 1855.), spada u grupu matematiara koji su uspeli da
sagledaju horizonte nove geometrije. NaZalost, nije otiSao dalje od li¢nih
stavova iznetih u pismima. Gaus uop3te nije Zurio da podrzava nove ideje,
a svaku publikaciju u tom smeru smatrao je preuranjenom. Tek posle
njegove smrti objavljena je pisana zaostavitina ovog velikog naunika, a
sa njom i prepiska posvecena neeuklidskoj geometriji. S druge
strane, Madar Jano¥ Boljaj (1802. — 1860.) nije se libio da objavi svoje
ideje. Interesovanje za problem petog Fuklidovog postulata nasledio je od
oca Farka3a i bavio se njim gotovo &itavog Zivota. Njegov celokupan rad
kulminirao je u delu Appendix objavljenom 1832. godine. Ali izgleda da
je to bilo sve od ovog perspektivnog matematiGara. Kada je jednom
prilikom dobio raspravu Loba&evskog, Geometrijska istraZivanja iz
teorije paralelnih Iinija, Boljaj se odusevio radom, ali se nakon toga
povukao u sebe i kroz nekoliko godina umro sasvim nepoznat.

3 N. L. Loba&evski — pionir nove geometrije

Nikolaj Ivanovi¢ Lobagevski roden je 1. decembra 1792. u NiZnjem
Novgorodu u Rusiji. Sa deset godina upisao je Kazanjsku gimnaziju, a sa
petnaest tek osnovani univerzitet u Kazanju, gde studije zavrSava za samo
tri godine. Tamo ¢e pod budnim okom profesora Bartelsa, a kasnije
astronoma Litrova, fizicara Bronera i mehanifara Renera, Lobadevski



stasati u jednog od najboljih studenata, te e ve¢ u osamnaestoj godini

magistrirati s najboljim ocenama, u dvadesetoj godini dobiti titulu
asistenta matematike i postati pomoénik profesora, a u dvadeset trecoj

: postati redovni  profesor. Tokom  svog
profesorskog rada, drZao je sva univerzitetska
predavanja iz svih oblasti matematike, fizike,
teorijske mehanike i astronomije, dovodio u red

nesredenu biblioteku i bogatu muzejsku zbirku.
Zahvaljujuéi svojim zalaganjima, Lobagevski
1821. dospeva do poloZaja dekana za matematiku
i fiziku, gde se zadrZao dve godine. Svoje
'~ kapitalno delo Geometrija kompletirao je 1823.
[ koje je u svojoj originalnoj formi objavljeno
e ¢l tck 1909. Nedugo zatim saopitio je Cuvenu
: y raspravu Kratko izlaganje osnova geometrije sa
N.I Lobatevski strogim dokazom poucka o paralelama, 23 februara
1826. godine na sednici Fizitko — matematickog
fakulteta Kazanjskog univerziteta. Taj dan se obeleZava kao rodendan
neeuklidske geometrije. Godinu dana kasnije naimenovan je za rektora
Univerziteta i na toj duZnosti ostaje do 1846. jer je uzastopno biran Sest
puta. U tom periodu, dve katastrofe pogodile su univerzitet u Kazanju -
epidemija kolere 1830. godine i veliki poZar 1842. Medutim, merama
sprovedenim od strane Lobacevskog 3teta je svedena na minimum, dok je
za aktivnost tokom epidemije kolere Lobaevski dobio zahvalnicu od
samog cara. Godine 1832. oZenio se Varvarom Aleksejevnom
Mojsijevom, Yenom mnogo mladom od njega koja je poticala iz jedne
vrlo imuéne porodice.l pored toga u braku su dobili sedmoro dece.
Zahvaljujuéi Gausu, Lobatevski je 1842. godine bio izabran za spoljnjeg
dopisnika Kraljevskog drustva iz Getingena. Kada je 1855. Univerzitet
slavio pedesetogodiSnjicu postojanja, izdaje delo pod naslovom
Pangeometrija koje je diktirao skoro slep. Nedugo potom, 24. februara
1856. godine, na godi$njicu Gausove smrti, umro je i LobaCevski, jos
uvek nepriznat u visokim nauénim krugovima. Priznanje za njegov rad
stiglo je tek nekoliko decenija kasnije, kada su nema&ki naucnici David
Hilbert i Feliks Klajn (1849. — 1925.) uzdigli ideje Loba&evskog na visi
nivo i obogatili ih novim sopstvenim otkri¢ima.

4. Osnove hiperbolit¢ke geometrije u ravni

Za osnovu svoje geometrije Lobaevski je uzeo sve aksiome i teoreme
apsolutne geometrije, kao i negaciju Plejferove aksiome (koja je
ekvivalent petog Euklidovog postulata):

Ako ta¢ka A ne pripada pravoj p, tada u ravni njima odredenoj postoje
bar dve prave koje sadr¥e tacku A 1 disjunktne su sa pravom p.



Sa ovako postavljenim sistemom aksioma uvescemo i osnovne odnose
medu pravama u ravni. Zato ¢emo u ravni Lobadevskog uzeti pravu a’a |
proizvoljnu tatku M izvan nje. Zatim cemo spustiti normalu MN iz M na
pravu a’a, gde je N podnoZje normale. Dalje, kroz taku M u odnosu na
pravu MN povuéi ¢emo normalu m'm, koja se sa pravom a’a ne seCe na

b c
.
f._wt',. [
o —__b
a' N a

osnovu teoreme apsolutne geometrije. Razmotri¢emo sve prave sadrzane
u pravom uglu mMN, koje prolaze kroz tacku M. Podeli¢emo te prave u
dve grupe: 1. one koje seku pravu a’a i 2.one koje su s njom disjunktne
(a koje postoje po aksiomi Lobagevskog). Kako su ta dva skupa pravih
neprazna (MN pripada prvom, a m'm drugom skupu), disjunktna i kako
izmedu svake dve prave jednog skupa nema pravih drugog skupa
(trivijalno!), po Dedekindovoj teoremi (posledica Dedekindove aksiome)
postoji grani¢na prava izmedu ova dva skupa. Ta prava pripada drugom
skupu inace bi, u suprotnom, postojala prava drugog skupa koja preseca
pravu a’a. ObeleZimo tu grani¢nu pravu sa b’b. Tu pravu LobaZevski je
nazvao pravom paralelnom pravoj a’a u tacki M u smeru a’a. Kra¢e cemo
pisati bjlja u tacki M u smeru a’a. Analogno ¢emo unutar ugla m’MN
dobiti pravu c’c paralelnu sa a’a u tacki M, u smeru aa’. Uglovi bMN i
¢’MN su jednaki, inade bi pri osnoj refleksiji u odnosu na pravu MN
dobili dve prave paralelne pravoj a’a u istom smeru.

Normalu MN nazvacemo duZ paralelnosti, a ugao bMN (odnosno
ugao ¢’MN) ugao paralelnosti du?i MN. Poluprave Mb i Na zvacemo
paralelnim i pisa¢éemo Mb|/Na.

Posle gore definisane relacije paralelnosti dobijaju se sledeci rezultati:
1. Kroz tatku M uzetu van prave a’a uvek se mogu povudi taéno dve
razliGite prave b i c takve da je b paralelno sa a’a u jednom smeru,
a c paralelno sa a’a u suprotnom smeru.

2. Sve prave koje sadrZe tacku M, u skladu sa odnosom sa pravom a’a
mogu se podeliti u tri kategorije. U prvu kategoriju spadaju prave b i c
koje su paralelne sa a'a. U drugu spadaju sve prave koje seku a’a, a
samim tim se nalaze unutar ugla bMc’, koji je jednak 2o, gde je o ugao
paralelnosti. Takvih pravih ima beskona¢no mnogo. Pod trecu kategoriju
potpadaju sve ostale prave kojih takode ima neograni¢eno mnogo.
Te prave prema odnosu sa pravom a’a nazivaju se hiperparalelne prave.
U daljem tekstu pri dokazivanju teorema koristiéemo definiciju paralelnih
pravih u sledeéem obliku: Prava b paralelna je pravoj u navedenom smeru
u tacki M koja pripada pravoj b ako a i b leZe u istoj ravni, b ne sece a i



svaka prava m koja prolazi kroz tatku M i kroz unutraSnjost ugla bMQ
(Q je bilo koja tacka prave a), sede a u nekoj tacki R.
U nastavku éemo preéi na osnovne teoreme koje opisuju ravan
Lobacevskog.
Teorema 4.1. Ako je prava b paralelna pravoj a u nekoj tacki M u jednom
smeru, onda je ona paralelna u tom smeru i u svakoj drugoj tacki.
Dokaz. Neka je M’ proizvoljna tacka prave b. Postoje dva slucaja:

[° Tatka M’ je “desno” u odnosu na tacku M. Dokazacemo da je bfja u
tacki M’ u istom smeru. Uzeéemo proizvoljnu pravu m koja prolazi kroz
tacku M’ i kroz unutrainjost ugla bM’N, gde je N proizvoljna tacka
M prave a. Dokaza¢emo da m sece a.
S M Uzmimo proizvoljnu tatku R
unutar trake paralelizma na
b  pravoj m (pod trakom paralelizma
podrazumeva se deo ravni
ogranien dvema  paralelnim
N TS 5 pravama). Kako je b paralelno sa
m a u tacki M, prava MR c¢e se(i
pravu a u nekoj tacki S. Kako prava m sece stranicu MS trougla MNS po
PaSovoj aksiomi seci ¢e i stranicu NS (stranicu MN ne moZe seli jer se
tatka R nalazi unutar ugla bM’N). Dakle, m preseca a u nekoj tacki T.
Kako b i a leZe u istoj ravni, ne seku se i m sece a, znaci da je b paralelno
sa a u svakoj tacki M’ desno od tacke M.
2° Tatka M’ je “levo” u odnosu na tatku M. Dokazacemo da je bjja u
tatki M’. Neka je N proizvoljna tatka prave a.UzeCemo proizvoljnu
pravu m koja prolazi kroz tacku
M’ i kroz unutra3njost ugla bM’N.
Zatim ¢emo uzeti bilo koju taCku
P prave m iznad M’ i spoji€emo je
pravom sa tatkom M. Kako je b
paralelno sa a u tatki M u
navedenom smeru, prava PM sece
pravu a u nekoj tatki L. Na
osnovu teorema apsolutne
geometrije prava m ée seéi duZ MN, a zatim na osnovu PaSove teoreme
primenjene na trougao MNL se€i stranicu NL, odnosno pravu a. Kako
b i a leze u istoj ravni, ne seku se i m se€e a, znaci da je b paralelno sa au
svakoj tacki M’ levo od tacke M. ¢
Nakon dokazane teoreme govoricemo samo da je b paralelno sa a u
navedenom smeru.
Teorema 4.2. Ako je prava b paralelna pravoj a u bilo kom smeru, onda je
i obratno — prava a paralelna je pravoj b u tom istom smeru.
Dokaz. Na pravoj b uzeéemo proizvoljnu tatku M, kroz nju ¢emo
konstruisati pravu koja sa pravama a i b gradi jednake uglove (moguce po
teoremi apsolutne geometrije) i neka je presek te prave sa pravom a




tatka N. Obelezimo uglove bMN i aNM sa a. Sada éemo konstrisati
pravu 1 kroz tagku N i kroz unutrasnjost ugla aNM. Potrebno je dokazati

da prava n preseca pravu b. Ugao MNn ¢emo oznagiti sa B, gde je B <a,
po konstrukciji. Konstruisacemo
dalje pravu m koja prolazi kroz M,
kroz unutrasnjost ugla bMN, tako da

je ugao NMm jednak f. Kako je b
paralelno sa a, prava m seci ¢e pravu
a u nekoj tacki P. Zatim cemo na
pravoj b ozna€iti tatku Q takvu da je
MQ = NP, tako da se MQ proteze u
pravcu paralelnosti pravih a 1b. Spojivéi N i Q dobili smo dva trogula
MNQ i NMP koji su podudamni (MN = NM, NP = MQ — po konstrukeiji 1
/MNP =/NMQ = «). Kako se kod podudamih trouglova naspram
jednakih stranica nalaze jednaki uglovi, to je ZMNQ = ZNMP = B, pa se
prava n podudara sa pravom NQ, tj. prava n preseca pravu b. Kako se
prave a i b nalaze u istoj ravni, ne presecaju se i kako proizvoljna prava n,
koja prolazi kroz tatku N i kroz unutra$njost ugla aNM sece b, sledi da je
a|lb u tatki N, pa znati i u svakoj drugoj svojoj tacki.
Teorema 4.3. Ako tri prave a, b i ¢ leZe u isto] ravni, i ako je a
paralelno b, b paralelno c, onda jeia paralelno c, pri éemu se uzima smer
paralelizma na istu stranu.

Dokaz. Postoje dva slucaja:
1° Prave a i ¢ se nalaze na istoj strani u odnosu na b. Sada postoje dve
varijante: 1. ¢ je izmedu a ibi 2. a je izmedu ¢ i b. Obe varijante s¢
reSavaju na isti nacin, pa ¢emo dati dokaz samo prve varijante.

Dakle, prave a i ¢ se nalaze s iste strane prave b, pri Cemu je ¢ izmedu
aibivaZi daje aljb i bjjc. Uzmimo proizvoljne tatke A i B na pravama
a i b, redom, i spojimo A i B. Kako suai b sa razli¢itih strana prave c,
tada du¥ AB se&e pravu c u nekoj tacki C. Zatim ¢emo povucéi proizvoljnu

A A pravu m kroz tacku A i kroz unutra$njost
e . .
I ugla aAC. Sada imamo da su prave a1 ¢ u

c/ Sk -2 istoj ravni i da se ne seku (inage bi kroz

/ R e —— . presetnu tatku postojale dve prave

/ paralelne sa b u istom smeru). S druge
' strane, prava m seSe pravu b u nekoj
tacki D jer je a paralelno sa b. Kako su
tacke A i D sa razli¢itih strana prave ¢, duz AD preseca pravu € u nekoj
tacki E. Dakle, proizvoljna prava m kroz tatku A i ugao aAC preseca
pravu C. Posto su ispunjeni svi uslovi paralelnosti, znagi da je aljc.

70 Prave a i ¢ nalaze sa razligitih strana prave b i vaZi da je a|jb i bllc.
Uzmimo na pravama a i c proizvoljne tatke A 1C i spojimo ih. Kako su A
i C sa razlicitih strana prave b, duz AC seci ¢e pravu b u tacki B.
Povucimo pravu m kroz tacku A i ugao aAC. Prvo primetimo a prave




a i c leZe u istoj ravni i da se ne seku (inace bi, po PaSovoj aksiomi, prava
b sekla ili pravu a ili pravu c). S druge
strane, prava m ¢e seéi b u nekoj
tacki D jer je a paralelno sa b. Spojimo
tatke C i D. Kako m prolazi kroz
taku D i unutragnjost ugla bDC, i kako
je bjlc, to prava m preseca pravu ¢ u
nekoj tacki E. Dakle, m sefe ¢, pa
je ajlc. ¢

Teorema 4.4. Dve paralelne prave asimptotski se pribliZavaju u smeru
njihove paralelnosti, tj. rastojanje izmedu tatke koja se nalazi na jednoj
od paralelnih pravih i druge prave, neogranieno se smanjuje ako
navedenu tacku premestamo po prvoj pravoj u Smeru paralelnosti,
i neograniceno se pove€ava u suprotnom smeru.

Dokaz. Neka su date dve paralelne prave a’a i b’b za koje ¢emo dokazati
da se asimptotski pribliZzavaju u smeru paralelnosti. Uzmimo na pravoj
b’b tacku M i iz nje, na pravu a’a spustimo normalu MN, gde je N
podno¥je normale. Dokazacemo da za svaki dovoljno mali odsecak &
mo¥emo duz MN pomerati po pravama a’a 1 b’b u smeru paralelnosti, gde
¢e MN uvek biti normalno na a’a, tako da dobijemo odseCak M;N, za
koji vazi M,N, <e.

Uzmimo na duzi MN tatku P tako da je PN = & (uz pretpostavku da je
MN > g, inace bi dokaz bio zavrSen), i uzmimo proizvoljnu tacku Q na
otvorenoj dui PN. Tada je QN < &. Konstrui§imo kroz tacku Q prave
¢’ i ¢ paralelne sa pravom a’a u smeru aa’, odnosno a’a, redom. Na
osnovu osobine tranzitivnosti b
prave a’a, b’b i ¢ bice paralelne.
S druge strane, prava ¢’ ¢e seci
pravu b’b u nekoj tacki R.
Obelezimo na pravoj b’b u
smeru paralelnosti tatku M,
takvu da je RQ = RM,, i neka su ¢
SiN poqnoija norma!a na a' I\:I\ S ﬁ\ a
pravoj a’a iz tataka R i M,. :
Spojimo tacku S sa tatkama Q i M,. Trouglovi QRS i MRS su podudarni
(QR = M,R~ po konstrukciji, RS = RS i ZQRS = ZM,RS - kao uglovi
paralelnosti —imaju zajednic¢ku duz paralelnosti). Na osnovu podudarnosti
je QS = M,S. Sada imamo i da su trouglovi QNS i M,N;S podudarni
(QS = M,S, «NSQ = £N,;SM, — posto su to uglovi koji dopunjuju iste
uglove QSR i M, SR do pravih uglova i ZQNS = ZMN,S = d).

Iz ove podudarnosti je M;N;, = QN, a kako je QN < ¢, sledi da
je M,N,<g. Odatle se prave a’a i b’b asimptotski pribliZzavaju u pravcu
paralelnosti.




Da bismo dokazali da se prave a’a i b’b razilaze u suprotnom smeru
posmatraéemo prave b’ i ¢’ iz tadke R. Kako one imaju zajednitko teme,
one se neograni¢eno razilaze jedna od druge. Kako je ¢’ paralelno sa aa’,
sledi da se a’a i b’b, u smeru suprotnom paral€lnosti, neograni¢eno
razilaze. ¢

Sledeca teorema se dokazuje skoro isto kao teorema 4.4., pa je zato
dajemo bez dokaza.

Teorema 4.5. Ako su a i b dve medusobno paralelne prave, a1 proizvoljna
du?, tada na pravoj b postoji jedinstvena tacka L kojoj je tacka L
podnoZje normale na pravu a, tako da je LL’ = .

Teorema 4.6. U hiperbolickoj ravni postoji jedinstvena prava normalna na
jednom kraku, a paralelna sa drugim krakom ostrog ugla.

Dokaz. Jos je LeZandr pokazao da kad bi sve prave normalne na jednom
kraku ostrog ugla pOq sekle drugi krak, tada bi u hiperboli€koj ravni

postojao trougao kome je zbir spoljasnjih uglova 2d, Sto je nemoguce.

Zato ¢emo sve tacke poluprave Op podeliti u dva skupa M i N takva da

vazi da proizvoljna prava normalna na Op u nekoj tacki skupa M sece

krak Oq i proizvoljna prava normalna na Op u nekoj tacki skupa N ne

sece krak Oq. Primeti¢emo da su skupovi M i N neprazni i da sve tacke

kraka Op pripadaju tacno jednom skupu. Trivijalno se dokazuje da

m | q s o izmedu tadaka jednog od tih skupova

\ %/ nema tafaka drugog skupa. Sada,

posto su ispunjeni uslovi

M Dedekindove teoreme, postoji tacka S

WL koja razdvaja ta dva skupa, i koja

/J( N pripada skupu N (inace bi “desno” od

5 S b NE ks nje postojala tacka u kojoj bi normala
M P SNIN P na Op sekla Oq).

Neka je prava s normalna u S na krak Op. Tada s i Oq nemaju
zajednickih tataka. Neka je L proizvoljna tacka unutar ugla OSs 1 unutar
ugla SOq, i neka je P normalna projekcija L na krak Op. Kako je ugao
OSL oftar, tacka P pripada duZi OS, pa PL seCe Oqu nekoj tacki Q. Kako
prava SL sele stranicu PQ trougla OPQ, po PaSovoj aksiomi seCi Ce 1
duz OQ. Odatle direktno dobijamo da je Oq]ls. ¢

Uzmemo li ugao pOq iz prethodne teoreme i izvrSimo osnu refleksiju u
odnosu na Op, slika kraka Oq bi¢e poluprava Oq’. Prava s bi¢e paralelna
sa oba kraka Oq i Oq’ ugla q’0q. Takvu pravu s nazivamo grani¢na
prava. Slede¢a teorema je direktna posledica teoreme 4.6. pa ¢emo je
ostaviti bez dokaza.

Teorema 4.7. Unutar svakog ugla manjeg od 2d, postoji tacno jedna
grani¢na prava.

Teorema 4.8. Svaki par paralelnih pravih moZe se dovesti do poklapanja
sa proizvoljnim parom paralelnih pravih.




Dokaz. Uotimo dva para paralelnih pravih: AP|BQ i AP’|B’Q’. Na
osnovu prethodnih teorema moze se
konstruisati prav ugao QSR (S je
jedinstvena tatka na pravoj BQ) B
takav da je AP graniCna prava tog
ugla. Isto tako je i prava AP’

S

R

oy A P
granicna prava pravog ugla Q’S'R’. s
Kako su uglovi QSR i Q’S’R’ pravi, /*\B.
mogu se dovesti do poklapanja, pa / N
ée se tada poklopiti i prave AP i R'/ g

A’P’ jer za jedan ugao postoji samo A P
jedna graniéna prava. Dakle, prave AP i A’P’, odnosno BQ i B’Q’ su
dovedene do poklapanja.
Teorema 4.9. Ako se prave a’a i b’b seku, normalna projekcija jedne na
drugu je tacka ili otvorena duZ.
T b s Dokaz. Neka se prave a’a i b’b sekuu
| tatki O. Ako su one medusobno
| normalne, projekcija jedne na drugu je
2 RE? 0 Sty _, tacka. U suprotnom €emo posmatrati
\

/ oitre uglove aOb i a’Ob’. Na osnovu

/ teoreme 4.6. na pravu a’a mogu se

| /4)' postaviti prave s i r normalne na nju
takve da su one paralelne sa polupravom Ob, odnosno Ob’. Odavde je
normalna projekcija prave b’b na pravu a’a otvorena du? SR, gde suSiR

prese¢ne tacke pravih s 1 1 sa pravom a’a, redom. ¢
Teorema 4.10. Ako su prave a’a i b’b medusobno paralelne, normalna
projekcija jedne na drugu je otvorena poluprava.

Dokaz. Neka je B proizvoljna tacka prave b’b i p prava kroz teme B
paralelna pravoj a’a u smeru aa’. Ako je pLb’b, obeleZicemo pravu p sa
n, u suprotnom konstruisacemo pravu n normalnu na b’b i paralelnu sa p
(koja postoji na osnovu
teoreme 4.6.). Neka je presek nmpa ¢
prave n i prave b’b tatka N.
Otvorena poluprava Nb je CN
normalna projekcija prave a’a
na pravu b’b. Zaista, lako se \
dokazuje da podnoZje normale T
iz proizvoljne tatke prave a’a b'—-2
na pravu b’b  pripada
polupravoj Nb. S druge strane, obele¥imo sa M proizvoljnu taCku
otvorene poluprave Nb i kroz nju konstruiSemo pravu m paralelnu
pravama a’a i n. Kako je ugao NMm ostar i kako je prava a’a graniCna
prava ugla bMm, prava q kroz tacku M normalna na b’b presecace
pravu a’a. Dakle, normala u proizvoljnoj tacki na otvorenoj polupravi Nb
preseca a’a, a kako se jo§ uz to svaka tacka prave a’a slika na jednu tacku

a
b




poluprave Nb sledi da otvorena poluprava Nb zaista predstavlja
projekciju prave a’a na pravu b’b. 4

Teorema 4.11. Ako je prava p hiperparalelna pravoj q, onda je i q
hiperparalelna pravoj p.

Dokaz. Prava q ne moZe presecati pravu p niti biti paralelna pravoj p jer
je prava p hiperparalelna pravoj q. Jedina preostala mogucnost je da je
prava q hiperparalelna pravoj p. ¢
Teorema 4.12. U ravni Lobagevskog prave ne mogu imati viSe od jedne
normale, pri &emu prave koje se seku i paralelne prave nemaju
zajednickih normala, a prave koje su hiperparalelne mogu je imati, 1 to
samo jednu.

Dokaz. Uocimo u ravni proizvoljnu pravu a i na njoj proizvoljnu
tacku M. Konstruisatemo kroz taCku M normalu na pravu a, na njoj
izabrati proizvoljnu tacku N razli¢itu od M i u njoj konstruisati pravu b
normalnu na MN. Prave a i b imaju zajedni¢ku normalu po konstrukciji.
Kada bi prave a i b imale jo§ jednu zajednitku normalu M,N,, tada bi zbir
uglova u Zetvorouglu ~ MNM;N, bio 4d, sto je ekvivalentno petom
Euklidovom postulatu. Dakle, u ravni LobaCevskog dve prave ne mogu

imati dve zajedni¢ke normale.
N ; N, p  Ako se dve prave seku u nekoj
' \ tacki, ome mne mogu imati
‘ zajedni¢ku normalu jer bi tada
\ postojao trougao sa dva prava ugla.

Ako su dve prave paralelne, takode

B ne mogu imati zajedni¢ku normalu

M M, ® jer bi ugao paralelnosti bio d, 3to je

ekvivalentno petom Euklidovom postulatu. Dakle, prave koje mogu imati
zajednitku normalu moraju biti hiperparalelne. ¢

Teorema 4.13. Da bi dve prave bile hiperparalelne neophodno je i

dovoljno da postoji barem jedna prava koja bi, seku¢i date dve,

obrazovala sa njima jednake unakrsne uglove.

Dokaz. Neka su date prave a’a i b’b i neka ih prava c’c seCe u M 1N,
respektivno. Tada su po pretpostavci uglovi aMc i b’Nc¢” podudarni.
Podelimo odsecak MN na dve Q c
polovine tackom P i iz tatke P b T N b
spustimo normale PR i PQ
na prave aa i bb. Tada su

trouglovi PMR i PNQ podudarni P

(PN = PM, ZPQN = /PRM = d,

/PNQ = ZPMR). Iz ove g M D .
podudamnosti je ZMPR = ZNPQ. ¢

Prema zakonima apsolutne geometrije ova dva ugla bi¢e unakrsna, 5to
znaci da je RPQ prava linija. Kako prave a’a i b’b imaju zajedni¢ku
normalu RQ, one su po prethodnoj teoremi hiperparalelne. ¢



Teorema 4.14. Ako dve paralelne prave presetemo tre€om, onda u smeru

paralelnosti tih pravih zbir unutrasnjih uglova koji se nalaze sa iste strane
uvek je manji od 2d.

d c Dokaz. Neka je a’al|b’b i neka ih
b e prava c’c sete u tatkama M i N,
e redom. Obele?imo ZaMN = « i

_________ e ey ZbNM = P Ako je oo+ P = 24,
T~ 4 tada su na osnovu posledice
M prethodne teoreme prave a’a i b’b

° 2 hiperparalelne.Neka je o+ B > 2d.

¢ Tada éemo kroz tatku N povuci
pravu d’d, tako da ona sa pravom ¢’c obrazuje £¢’Nd =y, pri Cemu Je

o + 3 = 2d. Odatle je B > x, pa prava d’d prolazi kroz ugao bNc’. Po
malopredadnjem razmatranju prave d’d i a’a su hiperparalelne. Kako je s
druge strane b’b paralelna sa a’au tacki N, proizilazi da se prave d’d ia’a
seku. Kontradikcija! Jedina preostala solucija je o + B < 2d.+

Teorema 4.15. Ugao paralelnosti TI(x) jeste funkcija duZi paralelnosti x
koja se stalno smanjuje, tj. sa povecanjem duZi paralelnosti X ugao
paralelnosti II(x) se smanjuje i obrnuto, sa smanjivanjem duZi
paralelnosti ugao paralelnosti se povedava, pri Cemu svakoj vrednosti
duzi paralelnosti x odgovara sasvim odredena vrednost ugla paralelnosti
[I(x) i oblast postojanja te funkcije predstavlja interval od 0 do -+,
tj. 0 <x <-oo.

Dokaz. Uzmimo proizvoljnu pravu a’a i na njoj proizvoljnu tatku M u
kojoj ¢emo na tu pravu postaviti normalu. Na toj normali iznad tatke M
obelezimo tacke M, i M, tako da je MM, = x,, MM, = X, ix; <X, Kroz
tatke M, i M, povucimo odgovarajuce prave a,’a, i a,’a, paralelne pravoj
a’a u smeru a’a. Dokazaéemo da je II(x)) > II(xy). Pretpostavimo
suprotno. Ako je Tl(x)) = Il(x,), tada Ce prave a’a i a,a, bitl
hiperparalelne. S druge strane je a,’ajjja’a i a,’a)la’a, pa je a,’a,|a,’a,.
Kontradikcija.

Pretpostavimo da je b
[(x) < TI(x,). Tada kroz tacku &~ M2
M, konstruiSemo pravu b’b T
tako da je ZMM,b = LMM,a,. ——a,
Prava b’b pripadace tada B . >~ p
uglu MM,a,. Prave b’b 1 a,’a, T gy
su hiperparalelne poSto su ‘
odgovarajuéi  uglovi  koje a L a
obrazuju te prave sa seCicom
M, M, jednaki medusobno. S druge strane, prave b’b i a,’a, se seku posto

je a,’a,lla,’a, u tacki M,. Kontradikcija. Prema tome, TI(x,) > T1(x,).




U drugom delu dokaza pokazacemo da ugao paralelnosti zavisi samo
od veli€ine dui paralelnosti i ne zavisi od poloZaja prave 2’a 1 tatke M na
njoj.

: IJ\Ieka je a’a proizvoljna prava, prava b’d’ paralelna sa njom, PM duZ
paralelnosti (P pripada pravoj b’b, M pripada pravoj a’a i PM L a’a) i
[1(MP) ugao paralelnosti duzi MP. Uzmimo bilo koju pravu ¢’c razli¢itu
od a’a i na njoj proizvoljnu tatku Q. Iz te tacke konstruiemo normalu na
pravu c’c i na toj normali iznad Q odmerimo tacku R tako da je QR
podudarno MP. Zatim kroz tatku R povucemo pravu d’d paralelnu
pravoj ¢’c. Dokaza¢emo da je TI(QR) = [TI(MP).

Pretpostavimo da je TI(QR) < TI(MP). Povucimo koz tatku P u smeru
paralelnosti polupravu Pe koja sa MP obrazuje ugao ePM jednak

uglu I1(QR). Ona ée prolaziti kroz ugao bPM. Kako je b’bjja’a, poluprava
Pe seéi ée a’a u nekoj tacki S. Sada na pravoj c’c u smeru paralelnosti

oznadimo tacku T takvu da je QT = MS. Trouglovi QRT i MPS

su podudarni (QR = MP , ¢ '\"‘\R—;-\-..\,\\

QT = MS - po konstrukeiji i Ty
/RQT = /ZPMS = d). Iz N

ove podudarnosti je o —4 S
ZQRT = ZMPS = II(QR). Ali b P e
tada se prava d’d podudara sa T——
pravom RT koja seCe pravu c’c S gy
u tacki T, odakle se d’d i ¢’c \\.\

seku, dok bi po uslovu trebalo 2 o S —a
da bude da su paralelne. e
Kontradikcija.

Analogno se dokazuje da IT(QR) nije vece od TI(MP). Prema tome,
[TI(QR) = TI(MP). ¢
Teorema 4.16. Dve prave koje su hiperparalelne uvek imaju zajednicku
normalu i to samo jednu, od koje se one neograniceno razilaze jedna od
druge, na obe strane, tj. rastojanje tacke uzete na jednoj od pravih koje su
hiperparalelne do druge prave prema njenom udaljavanju od zajedniCke
normale neograni¢eno se pove€ava.

Dokaz. Neka su a’a i b’b dve hiperparalelne prave i M tatka na jednoj
od njih, npr. na pravoj a’a. Povucimo kroz tatku M prave c i ¢’, takve da
vazi da je ¢ paralelna sa b’b u smerub’bic’ paralelna sa b’b u smeru bb’.
Svaka od pravih ¢ i ¢’ sa pravom a’a je normalna ili sa njom pravi po
jedan o3tar ugao. Ako prava ¢, odnosno ¢’, nije normalna na pravu a’a,
tada éemo unutar odtrog ugla koji ona gradi sa pravom a’a konstruisati
pravu d, odnosno d’, normainu na pravu a’a i paralelnu sa pravom ¢,
odnosno ¢’ (prava d, odnosno d’, postoji po teoremi 4.6.). Ako je prava
¢ (¢’) normalna na a’a, tada ¢emo pravu ¢ (c”) obeleziti sa d (d”). Neka su
tatke Q i P presecne tacke pravih d i d’ sa a’a, redom, i neka je R tacka
b un da uadi PR = RO. Iz tacke R na pravu b’b spusticemo




normalu, i podnoZje normale obeleZicemo sa S. Konstruisatemo dalje
prave | i I’ kroz tadku R, tako da je 1 paralelno sa b’b u smeru bbil
paralelno sa b’b u smeru bb’. Tada su uglovi SR1 i SRI’ podudarni kao
uglovi paralelnosti nad istom
T duZi paralelnosti SR. Takode
.1 d su podudarni uglovi QRI i
| \\ // PRI’ jer vazi da je Qd
| AN

Vs paralelno sa Rl (paralelno sa

\ \ s e b’b u smeru b’b), Pd
N : paralelno sa R1’ (paralelno sa

|
1» B ¢ | b’busmerubb’)iPR=RQ
P M R Q % (pa su uglovi QRl i PRI
podudarni  kao  uglovi
paralelnosti nad podudarnim duZima paralelnosti). Dobili smo da je
/SRl = /SRI’ i ZQRI = ZPRI’, pa su uglovi kod tacke R, QRS i PRS
podudami, a njihov zbir je 2d. Dakle, oba ta ugla su prava. Time smo
dokazali da je prava RS normalna na pravu a’a, tj. hiperparalelne prave
a’a i b’b imaju zajednitku normalu. Da je ta normala jedinstvena,
dokazali smo teoremom 4.12.

Ostaje da dokaZemo da se prave a’a 1 b’b razilaze u oba smera. U tu
svthu konstruisacemo pravu ¢ kroz tacku R — gde su R i S tacke
zajedni¢ke normale pravih 2’a i b’b i pripadaju pravim a’a i b’b, redom,
takvu da je ¢ paralelno sa b’b, u smeru b’b. Kako se prave a’a i ¢ seku,

one se u smeru a’a neograniceno
b : M b ilaze. Uzmimo na polupravoj
razilaze. Uzmimo na polupravoj
Sb proizvoljnu tatku M i spustimo
] ¢ pormalu iz tatke M na pravu a’a.
J Q Neka je N podnoZje normale iz
@ R N

7]

tatke M na pravu a’a i Q presecna

tacka duZi MN i prave c. Kako se
a prave aa i C neograni¢eno

razilaze, pomeranjem tacke M po
pravoj b’b u smeru b’b odsecak NQ Ce se neograni¢eno povecavati, a
samim tim i du MN. Odavde je jasno da se prave b’bia’a neograniceno
razilaze u smeru b’b, odnosno a’a.
Analogno se dokazuje da se prave a’a i b’b neograniceno razilaze i u
suprotnom smeru. ¢

Naredna teorema je posledica teoreme 4.16.

Teorema 4.17. Ako su prave p i q hiperparalelne, normalna projekcija
jedne na drugu je otvorena duz.
Teorema 4.18. Ako je prava n u tatkama A i B normalna na dvema
razli¢itim pravama a i b, a | proizvoljna duZ veca od duZi AB, onda na
pravoj a postoje ta¢no dve tatke K i L kojima su podnoZja normala na
pravoj b tacke K’ i L’ takve da je KK’ = LL’ =1




Dokaz. Neka je D tatka poluprave BA sa temenom B, takva da je
BD = |, i neka je ¢ prava normalna na b, a paralelna pravoj a. Neka je C’

preseéna tatka pravih b i c i neka je C tacka prave c takva da je CC’ = 1
(duz C’C se prostire u pravcu paralelnosti pravih a i c). Tada tacke C 1D

pripadaju ekvidistanti D

(videti ~ poglavlje o ek
pramenovima pravih) i —— a
nalaze se sa raznih strana -1 E ¢
prave a, pa prava a |

ekvidistanta imaju tacku

presek?. K. Ako j§ K’ . - A4
podnozje normale 1z K B X C b

na b, tada je KK’ = 1. Kako
postoje dve razli¢ite prave ¢ normalne na b i paralelne sa a, postojace 1
dve razli¢ite tatke K i L na pravoj a, takve da je KK’ = LL’ = , gde su
K’ i L’ podnozja normala izK i L na pravu b. ¢
Teorema 4.19. Zbir unutrasnjih uglova trougla u ravni Lobagevskog jeste
promenljiva veli¢ina (zavisi od duZina stranica) i uvek je manji od 2d.
Dokaz. Da zbir unutradnjih uglova trougla ne moZe biti veci od 2d,
govori teorema 2.3. Ukoliko je zbir uglova u trouglu jednak 2d, onda je to
ekvivalent petog Euklidovog postulata, pa u ravni tog trougla vazi
Euklidska geometrija. Dakle, zbir unutra$njih uglova trougla u ravni
Lobadevskog je manji od 2d.
Dokazaéemo da je zbir uglova u troughu u hiperbolickoj ravni
promenljiva veli¢ina. Posmatrajmo trougao ABC i njegove odgovarajuce
c uglove a, B iy Nekajea + B +y =k,
/ \ gde je k konstanta za sve trouglove.
e Uzmimo dalje na otvorenoj duZi AB
P tacku D i spojimo je sa tackom C.
S/ / ObeleZimo uglove ACD, DCB, ADC,
4 /,' /b’ B]?C sa % Yo 8, 9y . respektivno.
i = 5 Primetimo da je x, ), = X1 8, +9,= 2$1.
Iz pretpostavke imamo da je
a+8 +yx =k kaoip+3+yx=k Kombinovanjem prethodnih
jednakosti dobijamo niz ekvivalentnih izraza:
a+d, +y +B+d,+yx,=2k
at B+t +38,)=2k
(a+B+y)+2d=2k
k+2d=2k
k=2d,
odakle je o + B + x = 2d, 3to ne moZe biti u ravni Lobacevskog.Dakle,
zbir uglova u trouglu u hiperbolitkoj ravni je promenljiva veli¢ina. ¢
Narednu teoremu dobijamo kao posledicu prethodne teoreme.

/
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Teorema 4.20. Zbir unutradnjih uglova bilo kojeg n - tougla u ravni
Lobatevskog manji je od (n—2) - 2d.

Kao §to je poznato u apsolutnoj geometriji postoji pet stavova
podudarnosti trouglova (SUS, USU, SSS, SSU, UUS). Tih pet stavova
vazi kako u Euklidskoj, tako i u hiperboli€noj geometriji. Primetimo jo§ 1
to da su u Euklidskoj geometriji stavovi USU 1 UUS ekvivalentni, dok u
geometriji Lobalevskog postoji razlika izmedu njih, ali su oba
podjednako primenljiva. U geometriji LobaCevskog postoji i Sesti stav o
podudarmosti trouglova, o ¢emu govori sledeca teorema.

Teorema 4.21. Dva trougla su podudarna ako i samo ako su im
odgovarajuéi uglovi medusobno podudarni.

Dokaz. Neka trouglovi ABC i A’B’C’ imaju podudarne odgovarajuce
uglove kod temena A, B, C, odnosno, A’, B’, C’. Pretpostavimo da
trouglovi ABC i A’B’C’ nisu podudarni i da vazi da je AC > A’C’, ne
umanjujuéi optost. Tada na stranici AC trougla ABC mozemo odrediti

C C takvu tacku K za koju vaZi da je

s KC = A’C’. Konstrui§imo kroz K

/ \ polupravu  k takvu da je
K / /CKk = ZC'A’B’ i da poluprava
/ K A B' Kk prolazi kroz unutraSnjost

trougla ABC. Po PaSovoj aksiomi

prava koja sadrzi polupravu Kk seci

A B ¢e ili stranicu BC ili stranicu AB.

Kako je ZCKk=/C’A’B’= LCAB,

sledi da su poluprave k i AB hiperparalelne, pa se ne mogu se€i. Dakle,

Kk Ge presecati BC u nekoj tacki L. Trouglovi CKL i C’A’B’ bice

podudami (LLCK = ZB’C’A’, LLKC = £ B’A’C’ i KC = A’C’). Ali

odatle dobijamo da je zbir unutradnjih uglova detvorougla ABLK

jednak 4d, to je u suprotnosti sa teoremom 4.20. Dakle, trouglovi ABC i
A’B’C’ su podudarni. ¢

Posle ove teoreme jasno je da u ravni LobaCevskog nema slicnih
trouglova, i uopste, ne postoje sli¢ne figure, tj. jedina moguca sli¢nost
koja postoji je sliénost sa koeficijentom 1.

Na kraju ¢éemo se jo3 dotaci i pitanja izometrijskih transformacija u
hiperboli¢koj ravni. Pored izometrijskih transformacija koje vaZe u
euklidskoj ravni, a i u ravni Lobacevskog, u hiperboli¢koj ravni postoji
jo§ jedna izometrijska transformacija koju nazivamo paralelno pomeranje
ili oricikli¢na rotacija. Naime, paralelno pomeranje je kompozicija osnih
refleksija u odnosu na dve medusobno paralelne prave. Zato vazi sledeca
teorema:

Teorema 4.22. U hiperbolickoj ravni direktne izometrijske transformacije
su: identicnost, rotacija, translacija i paralelno pomeranje, a indirektne
izometrijske transformacije su osna refleksija i klizajuca refleksija.




5. Pramenovi pravih u ravni

Pramen pravih u ravni je podskup ¥ svih pravih te ravni takav da za
svake tri prave a, b i ¢ tog podskupa vaZi da je kompozicija osnih

refleksija S.°S,°S, takode osna refleksija i da ne postoji prava p van

skupa ¥, za koju vazi da je Sp°Sb°Sa osna refleksija.

Veé nam je poznato da u Euklidskoj ravni postoje dve razliCite vrste
pramenova pravih — pramen konkurentnih i pramen paralelnih pravih.
U ravni Lobacevskog postoje tri razli€ite vrste pramenova pravih:

1. Skup pravih koje prolaze kroz neku tacku O te ravni. Tacku O
nazivamo srediStem pramena, a pramen nazivamo pramenom
konkurentnih pravih ili eliptickim pramenom, i obeleZavamo ga sa ¥o.

2. Skup pravih normalnih na nekoj pravoj s te ravni. Pravu s nazivamo
osnovicom tog pramena, a sam pramen nazivamo ortogonalnim ili
hiperboli¢kim pramenom, i obeleCavamo ga sa Xs.

3. Skup pravih paralelnih datoj pravoj u jednom smeru u ravni. Takav
pramen mnazivamo pramenom paralelnih pravih ili parabolickim
pramenom.

Pre nego §to krenemo dalje, pomenucemo da je pramen potpuno
odreden sa dve svoje prave. Ovo tvrdenje nam je poznato jo§ iz apsolutne
geometrije.

Neka su y iy’ dva pramena pravih iz te ravni. Ako je jedan od ta dva
pramena elipticki, oni ¢e imati tacno jednu zajedni¢ku pravu. Ako je
jedan od tih pramenova hiperboli€ki, a drugi parabolicki, postojace
jedinstvena prava koja im pripada ako i samo ako osnovica hiperbolickog
pramena nije paralelna pravama paraboli¢kog pramena. Ako su oba
pramena pravih hiperbolicka, oni Ce imati zajedni¢ku pravu koja im
pripada ako i samo ako su Im osnovice hiperparalelne. Ako su oba
pramena parabolicka, oni ¢e u svakom sluaju imati jednu zajednicku
pravu.

Jo§ jedna zanimljiva osobina parabolickog pramena je da se
translacijom duZ bilo koje prave koja mu pripada preslikava na sebe.

Neka je y pramen pravih u hiperbolickoj ravni i X bilo koja tacka na
nekoj od pravih tog pramena (razlicita od O ako se radi o pramenu X ,
i koja ne pripada pravoj s ako se radi o pramenu o). Skup svih tacaka u
toj ravni osnosimetri¢nih ta¢ki X u odnosu na prave tog pramena naziva
se epicikl.

Kako je epicikl definisan pramenom y, i tatkom X obelezavacemo ga
sa €(y, X). U zavisnosti od vrste pramena postoje tri razliCite vrste
epicikala:

1. Ako je y, elipticki pramen, epicikl & (X0, X) zove se krug, tacka O

srediste ili centar kruga, a duz OX polupre¢nik kruga.



2. Ako je 7 hiperboli¢ki pramen, epicikl & (), X) zove se ekvidistanta,

prava s osnovica ekvidistante, a XX’ visina ekvidistante, gde je X’
podnozje normale iz tacke X na pravu s.

3. Ako je y parabolicki pramen, epicikl € (x, X) zove se oricikl.

ekvidistanta oricikl

Naveséemo nekoliko osnovnih osobina epicikala. Svi epicikli su linije
konstantne krivine koje sa pravom mogu imati najviSe dve zajednicke
tacke. Krug je zatvorena linija za koju vazi da je svaka tacka na njoj
jednako udaljena od centra O. Oricikl nije zatvorena linija i svaka dva
oricikla se podudaraju. Ekvidistanta takode nije zatvorena linija, a dve
ekvidistante su podudame ako i samo ako su im visine podudarne.
Ekvidistanta ima jo§ i tu osobinu da su njene sve tacke podjednako
udaljene od osnovice ekvidistante. Da svaki trougao u ravni moZe da se
upise u jedan epicikl govori sledeca teorema:

Teorema 5.1. Oko bilo kojeg trougla uvek se moZe opisati linija
konstantne krivine — ili krug ili oricikl ili ekvidistanta.

Dokaz. Posmatrajmo trougao ABC. Neka su s, s, 1 8 simetrale stranica
BC, AC i AB, respektivno. Postoji teorema koja kaZe da ako simetrale
dve stranice trougla pripadaju

C nekom pramenu tada i simetrala

Q treée stranice pripada tom istom

N 5, pramenu. Zato, ako s 1 S,

- -\\ _ pripadaju pramenu Y, i s, pripada

e ' . pramenu y. Ako je y elipti¢ni

A | B pramen pravih, tada tatke A, BiC

pripadaju  krugu. Ako je X
hiperboli¢ki pramen tatke A, B i C pripadaju ekvidistanti. Ako je %
parabolicki pramen, tacke A, B i C pripadaju oriciklu. Time je teorema
dokazana.

6. Defekt

Zbir unutra$njijh uglova prostog ravnog n — tougla AA,.. A,
oznatiéemo sa 6 (A,A,...A,). Defekt tog n — tougla definiSemo sa
5 (AA,.A)= (—2) 2d - o (AA,.Ay)-



Obelezimo li sa p poligon A,A,...A, defekt tog poligona obeleziemo
sa &(p).

Teorema 6.1. Ako je poligonska povr§ p razloZena nekom poligonskom
linijom 1 na dve poligonske povrsi p; 1 p; tada je defekt povrsi p jednak
zbiru defekata povrsi p, 1 p,.

Dokaz. Ako su m, m, i m, brojevi temena povrsi p, P, P» redom, a n
broj temena poligonske linije 1 (izuzimajuéi krajeve linije 1) koja povrS p
razdvaja na povssi p, i p,, onda je

m +m=m+2n+2+r
5(p) +0 (p) =0 (p) +14d 1 28
gde je r=0, 1, 2 u zavisnosti od toga da li su oba kraja poligonske linije
tovetna sa temenima povrii p ili je samo jedan od tih krajeva teme
povrsi p ili nijedan od tih krajeva nije teme povrsi p. Tada vaZi:
8§(p)=(m-2)2d-c(p)=
= (m, +m2—2n—r—4)-2d—c(p1)—c(p2)+2n-2d+r-2d=
=[(m,-2)2d-o )] + [(m,-2)2d-o @)1=
=8 (p) + 3 (po)-
Dakle, 8 (p) =8 (p,) + 3 (po)- ¢
Pomocu prethodne teoreme i matematicke indukcije dokazuje se
sledeca teorema.
Teorema 6.2. Ako je poligonska povrs p razloZena na kona&no mnogo

poligonskih povrSi p;, Pa---s P tada je defekt povrsi p jednak zbiru

defekata povrsi p;, Pa,---> Pn-

Zbog njihove duZine i sledece dve teoremu daéemo bez dokaza.
Teorema 6.3. Trougaone povrsi jednakih defekata mogu se razloZiti na
jednake povrsi.

Teorema 6.4. Ako je X promenljiva tatka ivice BC trougla ABC 1 ako
je x mera duZi BX, tada je funkcija f (x) = & (ABX) neprekidna i strogo
rastuca.

Napomenimo da se pri dokazu teoreme 6.4. koristi teorema 6.1. i
tvrdenje da je mera ugla BAX neprekidna funkcija mere x duzi BX.

Sada bez problema moZemo dokazati i sledeCu teoremu.

Teorema 6.5. Poligonske povrsi jednakih defekata mogu se razlozit1 na
jednake povrsi.

Dokaz, Neka su p i q dve poligonske povrsi jednakih defekata od kojih
prva ima a, a druga b ivica, i neka jek=a+b. Kadasupiq trouglovi, tj.
k = 6, teorema vaZi na osnovu teoreme 6.3. Teoremu éemo dokazati
metodom potpune indukcije. Pretpostavicemo daonavazizak=7,3,..,0
i dokazati daonavaZzizak=n+ L.

Uogimo na poligonskoj povrsi p tri uzastopna temena A, B i C za koje
vazi da AC pripada povrdi p i uoCi¢emo na poligonskoj povrsi q tri
uzastopna temena A’, B’ i C’ za koje vazi da A’C’ pripada povrsi q.
Tada smo dijagonalom AC, odnosno A’C’, podelili povrs p, odnosno q,




na povr$ p’ koja ima a — 1 ivicu i na trougao ABC, odnosno na povis q’
koja ima b — 1 ivicu i na trougao A’B’C’. Ako trouglovi ABC 1 A’'B’C’
imaju jednake defekte imace ih povrsi p’ i q’ jer povipiq imaju jednake
defekte. Tada se na osnovu indukcijske pretpostavke p’ 1 q’ mogu
razloziti na jednake povrii, a odatle i p i g mogu da se razloZe na jednake
poviii. Ako trouglovi ABC i :
A’B’C’ nemaju jednake defekte,
tada, ne umanjujuéi opstost, neka
vazi & (ABC) < & (A’'B’C’). Na
osnovu teoreme 6.4. na ivici B'C’ |
tada postoji tatka D’ takva d je
8 (ABC) = 3 (A’B’D’). Neka je qQ
poligonska povrd koja se dobija
kada se od q odbije trougao A’B’D’. Kako su defekti trouglova ABC i
A’B’D’ jednaki, jednaki su i defekti poligonskih povisi p’ i q’, pa se
p’ i @° mogu, na osnovu indukcijske pretpostavke, razloZiti na jednake
povrsi. Odavde dobijamo da se i p 1 q mogu razloZiti na jednake povrsi.

Ako je P skup svih poligonskih povrsi hiperbolicke ravni, tada je
funkcija 8, koja svakom poligonu iz P dodeljuje vrednost njegovog
defekta 8 (p) nenegativna i aditivna. Tako definisanu funkciju 8 smatramo
merom pa ¢emo broj & (p) nazivati povrsinom poligonske povrsi.

Prosto povezan lik p u hiperbolickoj ravni zvaéemo merljivim ako

postoji niz g, poligonskih povrsi koje pripadaju liku p i niz r, poligonskih
povrsi koje sadrZe taj lik i da vaZi
UCHCTYG S CGCee I [DHDHD DD

8 (p) - hmn—)oo 0 (qn) = limn—)oo 8 (rn)
Ovakvo & (p) zovemo merom ili povrsinom lika p. Za ovakvu funkciju 8
vaze sledece osobine:

1. za svaki merljiv lik p je & (p) 2 0;
2. ako je lik p unija disjunktnih merljivih likova py, Py, - Pn tada je
5(p)=8(p)+ .-+ 8(Pn)
3. podudarni likovi imaju istu povrsinu.
Reéi cemo jos i to da vaZi da ako funkcija 3’ P—R zadovoljava ova tri
uslova ako i samo ako postoji broj k > 0 takav da je 8’ = k - 8.

7. Asimptotski poligoni

Ako se u nekom poligonu dve susedne ivice ne seku veé su paralelne
prave (ili poluprave), takav lik zvacemo asimptotskim poligonom sa
jednim nesvojstvenim temenom. Postojace i poligoni sa viSe od jednim
nesvojstvenim temenom, pa ¢ak i poligoni &ija su dva susedna temena
nesvojstvena. Kod takvih poligona neke ivice ¢e biti poluprave ili prave.



Poligone koje imaju bar jedno nesvojstveno teme zvacemo asimptotski

poligoni. Uzetemo da je mera ugla kod nesvojstvenog temena jednaka
nuli.

Asimptotski trougao moZe imati jedno, dva ili tri nesvojstvena temena.
U sledeéih nekoliko teorema dokazaéemo da nekoliko teorema povezanih
sa obi¢nim trouglovima vaZe i za asimptotske trouglove.
Teorema 7.1. Spoljagnji ugao o’ kod svojstvenog temena A trougla kome
je teme N mnesvojstveno, veci je od unutrasnjeg ugla p kod svojstvenog
temena B tog trougla.

Dokaz. Ako su uglovi a’ i B medusobno podudarni tada su po
teoremi 4.13. prave AN i BN hiperparaleine Sto je suprotno postavci
teoreme da ja N nesvojstveno teme.

Ako je o’ <P tada u uglu B postoji B
poluprava p sa temenom B koja sa e
polupravom BA zahvata ugao ST
podudaran uglu o’. Kako je BN Tl T
paralelna sa AN, poluprava p Ce e =
se¢i pravu AN u nekoj tacki P.
Medutim, tada bi u trouglu ABP “p
spoljasnji ugao kod temena A bio
jednak unutra¥njem uglu kod temena B, Sto je nemogude. Zato je o’ >f.4

Iz ove teoreme sledi da je zbir unutradnjih uglova nesvojstvenog
trougla manji od 2d, pa je njihov defekt pozitivan.

Teorema 7.2. Trouglovi ABN i A’B’N’ sa nesvojstvenim temenima
N i N’ su medusobno podudarni ako i samo ako su:
1. medusobno podudarni uglovi A i A’ i stranice AB iA’B’;
2. uglovi A i B podudarni uglovima A’ i B’.
Dokaz. Ako su trouglovi ABN i A’B’N’ podudami, tvrdenja 1 i2su

o¢igledna. DokaZimo i suprotan smer. A

|. Pretpostavimo da trouglovi ABN i / T
A’B’N’ nisu podudarni, ve¢ da je, T~
ne umanjujuci opstost, ugao kod B L et N
veéi od ugla kod B’. Povucimo A
kroz teme B polupravu p koja sa T~
polupravom BA gradi ugao / T

N

podudaran uglu kod B’. Medutim,
tada kroz teme B prolaze dve
prave BN i p paralelne sa pravom AN. Kontradikcija.

2. Pretpostavimo da trouglovi ABN i A’B'N’ nisu podudarni i da je, ne
umanjujuéi opdtost, AB > A’B’. Tada na stranici AB postoji tacka C
takva da je AC = A’B’, i postoji poluprava CN paralelna pravoj AN i



A pravoj BN. Tada bi asimptotski trouglovi

f T CAN i A’B’N’ bili podudarni, pa bi u
‘/ asimptotskom trouglu CBN  spoljasnji
5 ‘ ugao kod temena C bio podudaran
. unutra$njem uglu kod temena B, Sto je
/ I protivno teoremi 7.1. ¢
/ N Sledeée dve teoreme izvode se bez vecih

problema iz teoreme 7.2.
Teorema 7.3. Dva asimptotska trougla AMN i A’M’N’ sa nesvojstvenim
temenima M, N i M’, N’ su podudarni ako i samo ako su im uglovi kod
temena A i A’ podudarni.
Teorema 7.4. Bilo koja dva trougla sa svim nesvojstvenim temenima su
medesobno podudarni likovi.
Napomenucemo jo3 i to da se kod asimptotskih poligona defekt racuna

na standardan nalin, tj.  (AA,..Ay) = (n—-2)2d-o (AA,..Ap) 1 da
poligonska povrs sa nesvojstvenim temenima ima kona¢nu povrSinu.

8. Hiperbolicki prostor

Na pocetku ovog poglavlja prvo cemo definisati osnovne odnose
pravih i ravni koji vladaju u hiperboli¢kom prostoru. Naime, dve prave
osim §to mogu da se seku, da budu paralelne ili hiperparalelne (3to nam je
poznato iz hiperblicke ravni), mogu i da se mimoilaze. Prava i ravan
mogu da imaju jednu zajednicku tacku ako prava probija ravan, prava
mo¥e da le¥i u ravni, prava moZe da bude paralelna sa ravni ako je
paralelna sa svojom normalnom projekcijom u toj ravni i prava moZe da
bude hiperparalelna sa ravni ako je hiperparalelna sa svojom normalnom
projekcijom u toj ravni. Dve ravni mogu dase seku po nekoj zajednickoj
pravoj, mogu da budu paralelne ako su im paralelne preseCne prave sa
zajednickom normalnom ravni (za dve ravni u prostoru uvek postoji
ravan normalna na obe te ravni) i mogu da budu hiperparalelne ako su im
hiperparalelne presecne prave sa zaj ednickom normalnom ravni.

Nakon ovog definisanja odnosa pravih i ravni uofi¢emo u prostoru

Lobagevskog proizvoljnu ravan o i proizvoljnu tacku M van nje. Iz tacke
M na ravan o spustiéemo normalu MN gde je N tacka u ravni o 1 kroz
tadku N povuéi pravu Nn u toj ravni. Zatim ¢emo u ravni B, koja prolazi
kroz prave MN i Nn, kroz tacku M povuéi pravu Mm, paralelnu
pravoj Nn. Nakon toga obrtacemo ravan B oko prave MN. Prava Mm pri
tom obrtanju ¢e opisati povr§ kruznog konusa. Jasno je da ¢e sve prave
tog konusa koje prolaze kroz tatku M biti paralelne sa ravni o.. Prave koje
prolaze unutar kruZnog konusa kroz tacku M, seéi ée tu ravan, dok ce
prave izvan kruZznog konusa koje prolaze kroz tacku M biti hiperparalelne

sa ravni o, jer sa njom nee imati zajednickih taGaka, a nece biti ni
paralelne sa njom. Ovakav konus naziva se konus paralelnosti u ta¢ki M u



odnosu na ravan . Tatka M naziva se vrhom konusa, a visina MN visina
konusa paralelnosti. Primeti¢emo jos i sledece. Ako neka ravan | preseca
gore pomenuti konus paralelnosti, tj. ako sa njim ima dve zajednicke
prave, ravan y, ¢e seéi ravan o.. Ako ravan  sa konusom paralelnosti ima
jednu zajednitku pravu, ravni y i o bice paralelne. Ako ravan ) sa
konusom ima jednu zajednitku tatku M, tada e ravni % i o biti
hiperparalelne.

\_\\\_J\‘—/\

konus ﬁzralelnosti

U nastavku ¢emo dati neke osnovne teoreme koje vaZe u hiperbolickom
prostoru.
Teorema 8.1. Ako za svaku od dve paralelne prave u prostoru
Lobacevskog uo¢imo po jednu ravan koja je sadrZi i ako se te ravni seku,
onda ¢e prava njihovog preseka biti paralelna datim dvema pravama.
Dokaz. Neka su o i p ravni koje prolaze kroz paralelne prave a’aib’d’,
redom, i neka je c’c presetna prava tih ravni. Dokazaéemo dajec’clla’at
¢’c|[b’b u smeru ¢’c (odnosno a’a i b’b). Uzmimo na svakoj od pravih 2’a,
b’b i ¢’c po jednu proizvoljnu tacku P, Q, M, redom, i spojimo ih duZima.
Dokazacemo da je c’clja’a.

Pre svega, po uslovu zadatka prave ¢’c’ i a’a leZe u istoj ravni. Zatim
¢emo primetiti da se prave a’a i ¢’c ne seku. Zaista, ako bi se one sekle,
tada bi kroz njihovu presecnu
tacku i pravu b’b prolazile dve
razli¢ite ravni (ravan koju
grade prave a’a i b’b 1 ravan
koju grade prave c’c i b’b).
Povucimo, sada, kroz tacku M
u ravni o unutar ugla cMP
proizvoljnu pravu m.
Konstruisatemo kroz prave
m i MQ ravan 8. Kako ravan § sa ravni koju grade prave a’a i b’b ima
zajednicku tatku Q, one Ce imati zajedniCku presecnu pravu RQ gde je R
tacka na pravoj a’a (presetna prava ravni 8 i ravni koju grade prave a’a i

b’b mora seéi pravu a’a, jer iz uslova da preseCna prava ravoi 8 1 o




prolazi kroz ugao cMP oigledno sledi da prese¢na prava ravni § 1 ravni
koju grade prave a’a i b’b prolazi kroz ugao bQP). Kako je R tacka
preseka pravih QR i a’a, znadi da ¢e tacka R pripadati pravoj preseka
ravni o i 8, koja je ustvari prava m. Dakle, prava m e seCi pravu a’a u
nekoj tacki R, pa ée ¢’c i a’a biti paralelne. Analogno se dokazuje da
jec’c|b’b. ¢
Teorema 8.2. Ako je u hiperboli¢kom prostoru aljb, b, tada je afic, pri
emu se smer paralelnosti uzima u istom smeru.

Dokaz. Posmatraéemo u prostoru Lobacevskog tri prave a’a, b’d 1c’c,
za koje vazi da je a’alb’b i b’bjlc’c i dokazati da vaZi a’allc’c.

Uotimo na pravo] ¢’C

. . v M a ———
proizvoljnu tacku M 1 dve T

PR . . . . v \\-—--,..
razli¢ite ravni a i B koje je sadrZe o - a
tako da ravan o sadrzi jo§ 1 |, T M c

. .. C ———

pravu a’a, a ravan B sadrZi jos 1 = d
pravu b’b. Kako ravni a 1 B T b

imaju zajedni¢ku tatku M, one e ——"T
se se¢i po nekoj pravoj d’d, koja
sadr¥i tacku M. Po teoremi 8.1. vazi d’d|ja’a i d’d||b’b. Kako je po uslovu
b’blic’c, i ¢’c prolazi kroz tacku M, sledi da se prave c’c i d’d poklapaju.
Sada je jasno da je a’ajjc’c.+
Teorema 8.3. Prava koja ne leZi u ravni bi¢e paralelna ravni ako je
paralelna nekoj pravoj koja se nalazi u toj ravni.

Dokaz. Neka je prava a’a, koja ne leZi u ravni B, paralelna pravoj b’b,

koja je u ravni B. Neka je zatim

a a ravan koja prolazi kroz pravu
P a’a i normalna na ravan p.
: c Presena prava ravni o 1 B,

prava c’c, sadrzi normalnu

T — b projekciju prave a’a na ravan f.
e B Po teoremi 8.1. ¢’c je paralelno
R ! sa a’a i paralelno sa b’b. Kako je

prava a’a paralelna sa svojom normalnom projekcijom na ravan B, sledi
da su prava a’a i ravan } paralelne. ¢

Iz teoreme 8.2. sledeca teorema proizilazi kao direktna posledica.
Teorema 8.4. Prava koja ne leZi u ravni paralelna je ravni ako je paralelna
sa bilo kojom pravom koja je paralelna toj ravni.

Zbog svoje sli¢nosti sa teoremama o paralelnim pravama, i s obzirom
da su vrlo jednostavna, sledeca dva tvrdenja o hiperparalelnim pravama
ostavi¢emo bez dokaza.

Teorema 8.5. Ako je prava p hiperparalelna ravni w, p’ njena normalna

projekciju na m, a a ravan koja sadrZi pravu p i seCe ravan © duz neke
nrave a. tada su prave p i p’ hiperparalelne pravoj q.




Teorema 8.6. Ako je prava p van ravni 7, hiperparalelna bilo kojoj
pravoj q te ravni, tada je prava p hiperparalelna i ravni 7.

Teorema 8.7. Ako su dve ravni o i B hiperparalelne, onda one obavezno
imaju zajedni¢ku normalu i to jedinstvenu, od koje se one neograniceno
razilaze na sve strane jedna od druge.

Dokaz. Neka su o i B dve medusobno hiperparalelne ravni i neka je M
proizvoljna tatka ravni o. Neka je dalje tacka N na ravni B takva da

je MN normalna na ravan P i P tacka ravni a takva da je P podnozje

J— e normale iz N na ravan o. O¢igledno

« . j ¢e ravan y koja sadrZi tacke M, N i

: a /P biti normalna na ravni o i p i seéi

ih po nekim pravama a i b. Kako su

ravni o i B hiperparalelne, takve ¢e

> biti i prave a 1 b, pa na osnovu
b

teoreme 4.16. prave a i b imaju
zajedni¢ku normalu n. Ovako

dobijena prava n bi¢e normalna na ravni o i B. Da je prava n jedinstvena
dokazuje se isto kao i u teoremi 4.12.

Posmatrajmo gore pomenute prave a i b koje se razilaze od njihove
zajedniGke normale. Kako se one razilaze na obe strane od normale n i

ravni o i B ée se razilaziti na te strane od prave n. Ako ravan  obréemo
oko prave n, onda ¢e svoj smer prostiranja menjati i prave a 1 b. Prave
aib ¢e se i u svim svojim novim poloZajima nalaziti u ravni o odnosno f3
i razilaziti jedna od druge u odnosu na normalu n. Zato éeseiravni aif
razilaziti neograni¢eno jedna od druge u svim smerovima. ¢

Teorema 8.8. Kroz pravu paralelnu ravni prolazi samo jedna ravan
paralelna datoj ravni.

Dokaz. Neka je prava a paralelna ravni o.. Uzmimo proizvoljnu tatku M
na pravoj a i iz nje konstruiSimo konus paralelnosti u odnosu na ravan o
sa vrhom u tacki M. Konstuisaéemo ravan B kroz pravu a koja bi doticala
konus paralelnosti po izvodnici a. Ravan p e biti jedina ravan koja Ce
prolaziti kroz pravu a i biti paralelna ravni o, Sto je i trebalo dokazati
(jedina jer svaka druga ravan, razlicita od B, koja sadrzi pravu a, preseca
konus paralelnosti po jos jednoj izvodnici, a odatle seCe i ravan o). ¢

S S

9 Pramenovi ravni i snopovi pravih i ravni u hiperboli¢kom
prostoru

Pramenom ravni zvaéemo podskup A skupa svih ravni prostora takav
da za svake tri ravni @, B i % iz tog podskupa vaZi da je kompozicija
ravanskih simetrija S,°Sp°S, takode ravanska simetrija i ako van A ne



postoji ravan 8 takva da je kompozicija ravanskih simetrija S5°Sp°Se,

ravanska simetrija.

U hiperboli¢kom prostoru postoje tri vrste pramenova ravii:
|. Skup svih ravni koje sadrze neku pravu o je pramen ravni koji se

naziva koaksijalni ili eliptitki pramen ravni. Ovakav pramen

obeleZava se sa A, a prava 0 Zove se 0sa pramena.

2. Skup svih pravih normalnih na nekoj pravoj s naziva se ortogonalni ili
hiperbolicki pramen ravni. Ovakav pramen obelezava se sa Ag, a prava
$ ZOVe S€ osnovica pramena.

3. Skup svih ravni paralelnih nekoj datoj ravni naziva se parabolicki
pramen ravni.

Slede¢om teoremom dokazacemo jednu zanimljivu osobinu pramenova
ravni. ‘

Teorema 9.1. Ako su o i P dve ravni koje se seku, koje su medusobno

paralelne odnosno koje su hiperparalelne, tada je skup A svih ravni

normalnih i na ravni o i na ravni B, redom, hiperbolicki, parabolicki
odnosno elipti¢ki pramen.

Dokaz. Ako se ravni o i B seku duZ neke prave s, tada je A skup svih
ravni normalnih na s, pa je zato A hiperboli¢ki pramen ravni.

Ako su ravni o i B dve medusobno paralelne ravni, onda je presek
skupa A sa svakom od ravni a i p skup pravih koje su sve medusobno
paralelne, pa je A parabolicki pramen ravni.

Ako su ravni o i P hiperparalelne ravni, tada postoji jedinstvena
zajednitka normala n te dve ravni, pa ravni koje su normalne na o i B

sadr’e pravu n. Zato je A elipticki pramen ravni. ¢
Snopove pravih i ravni moZemo zamisliti kao pramenove pravih 1 ravni

“prosirenih” u novu dimenziju. Naime, snop pravih predstavlja podskup u
skupa svih pravih prostora takvih da su svake dve prave iz tog skupa
komplanarme i, ako van tog podskupa ne postoji nijedna prava
komplanarna sa svakom pravom podskupa u, i ako sve prave podskupa ne
pripadaju istoj ravni. Snop ravni predstavlja skup v svih ravni koje sadrze
bar jednu pravu nekog snopa pravih u. Za snop v se kaze da je generisan
snopom u. Postoje tri vrste snopova pravih, pa samim tim 1 tri vrste
snopova ravni:

1. Skup svih pravih prostora koje prolaze kroz jednu taCku O zovemo
snopom konkurentnih pravih ili eliptickim snopom pravih 1
obeleZavamo ga sa u, Skup ravni generisan ovim snopom pravih
naziva se snop konkurentnih ravni ili elipti¢ki snop ravni, a obeleZava
se sa V.

2. Skup svih pravih prostora normalnih na nekoj ravni T nazivamo

ortogonalnim ili hiperbolickim snopom pravih, a obeleZzavamo sa uy.
Skup ravni generisan ovim snopom naziva se ortogonalnim ili

hiperbolickim snopom ravni i obeleZava se sa Vvr.




3. Skup svih pravih prostora paralelnih nekoj datoj pravoj nazivamo
paraboli¢ki snop pravih, a skup ravni generisan ovim snopom naziva
se parabolicki snop ravni.

Da li dva snopa pravih imaju zajednicku pravu odreduje se analogno
kao i za dva pramena pravih u ravni. Zanimljivo je jos pomenuti da se
paraboli¢ki snop translactjom duZ bilo koje prave koja mu pripada
preslikava na sebe.

Neka je u snop pravih i X proizvoljna tacka prostora (razli¢ita od O ako

se radi o snopu u, ,i koja ne pripada ravni 7 ako se radi o snopu ug).Skup
svih tataka prostora F (v, X) osnosimetri¢nih tacki X u odnosu na prave
snopa u naziva se episfera.
Iz prethodne definicije jasno je da episferu odreduju snop pravih u i
tatka X. U prostoru postoje tri razliCite vrste episfera:
1. episfera F (uy, X) naziva se sferom. Tacka O naziva se sredistem ili
centrom sfere, a duZ OX njenim polupre&nikom.
2. episfera F (ur, X) naziva se ekvidistantna povrs ili hipersfera, a
ravan 7 naziva se osnova ekvidistantne povrsi. Duz XX’ zove se
visina ekvidistantne povrsi, gde je X’ podnoZje normale iz taCke X na

ravan m.
3. episfera F (u, X) naziva se orisferom gde je u parabolicki snop pravih.

- FUUSS
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sfera ekvidistantna povrs

Naveséemo nekoliko zanimljivih osobina vezanih za episfere.

Prava moZe sa episferom imati najviSe dve zajedniCke tacke. Ravan
moze da sa episferom mema zajednitkih tacaka, da je dodiruje, da je
preseca po krugu, a ako ravan prolazi kroz osu orisfere, odnosno
ekvidistantne povrsi, onda je prese¢na linija oricikl, odnosno ekvidistanta.
Sfera je zatvorena povrs sa osobinom da su sve njene tacke jednako
udaljene od centra sfere. Orisfera i ekvidistantna povr§ su otvorene
povrsi, a ekvidistantna povr$ ima tu osobinu da su sve njene taCke
jednako udaljene od osnove ekvidistantne povrsi. Dve sfere su podudarne
ako i samo ako su im podudarni polupre¢nici, dve ekvidistantne povrsi su
podudarne ako i samo ako su im podudame visine, a dve orisfere su uvek
podudarne. Sve episfere su povrsi konstantne krivine. Postoji jo§ jedna
zanimljivost vezana za episfere. Naime, na povrsi sfere u prostoru
Lobadevskog ostvaruje se elipticka geometrija Rimana (Bernard Riman,
1276 — 1866.).na povrsi orisfere ostvaruje se euklidska geometrija, dok



se na ekvidistantnoj povrsi ostvaruje geometrija Lobatevskog. Ovim se

pokazuje tesna povezanost euklidske geometrije 1 geometrije
Lobacevskog, ali o tome ée biti govora kasnije.

10. Triconometrija u geometriji Lobacevskog

Osnovne trigonometrijske funkcije u  geometriji Lobacevskog
ekvivalentne su osnovnim trigonometrijskim funkcijama euklidske

geometrije. Naime, ako je dat pravougli trougao ABC sa pravim uglom
kod temena C, i ako su a, b i ¢ duZine stranica BC, AC i AB, respektivno,
tada Ce vaziti:

sin ZA = a/c, cos ZA =b/c,tan LA =a/bicot LA= b/a.

Pored ovih, u trigonometriji hiperbolitke ravni koriste se i hiperbolicke
funkcije koje se mnogo manje koriste u euklidskoj ravni. Zato ¢emo te
hiperboli¢ke funkcije ovde definisati jer bez njih ne bismo mogli nastaviti
rad na trigonometriji. Te funkcije su definisane na sledeci nadin:

sinhx = (¢ — ¢ ")/2, coshx = e +e 2,
tanh x =sinh x /coshx = (¢* — € )/ (" + e ),

coth x = cosh x /sinh x =(¢* + € )€ — e ).

Prvi problem koji se postavlja pred nas je odredivanje ugla paralelnosti
u funkciji od duZine duZi paralelnosti. Medutim, kako taj problem nije
nimalo lak, potrebno je pre toga dokazati Eitav jedan niz teorema.
Teorema 10.1. Neka su OX i OY medusobno normalne prave i neka je
OB odsecak oricikla koji prolazi kroz tatku O i &ija je osa OX.
Obele¥imo du¥ine du¥i OA i AB sa ui v, a duZinu odsecka oricikla OB
sa s, gde je A tacka prave OY, B tacka na oriciklu, i vazi da je AB
paralelno sa OX u smeru OX. Tada je

eV/k = cosh (wk).

Dokaz. Neka je prava TT’ grani¢na prava pravog ugla YOX. Ozna¢imo
na pravoj OY u smeru OY tacku A tako da je duZina duZi OA jednaka u.
Konstruiimo kroz tacku A pravu AA’ paralelnu sa OX u smeru OX,
a zatim povucimo normalu na pravu AA’ u tacki N tako da je NN’
paralelno sa OY u smeru OY. Kako je ZOAA’ = [T (0A) = [T (u) i kako
je ZNAY = ZOAA'’ sledi da je AN = OA. Obelezimo potom tacku U na
pravoj OY u smeru YO tako da je OU duZine u. Povucimo pravu UU’
paralelnu sa OX u smeru OX, a zatim povucimo normalu MM’ normalnu
na pravu UU’ u tacki M, takvu da je MM’ paralelno sa OY u smeru OY.
Analogno dobijamo da je duzina duzi MU = u. Povucimo onda
koncentri¢ne oricikle ND, OC i ME, gde su D, C i E tacke na pravoj TT’.
ObeleZimo podnoZja normala tacki N, O 1 M na pravu TT’saD’,C' 1 E.
Kako su uglovi kod temena N, O i M pravi, duZi ND’, OC’ i NN’ bice
podudarne. Ako njihovu duZinu obele¥imo sa x, tada je IT (x) = d/2.
Postoji teorema koja kaZe su odsecci oricikla nad istim tetivama




podudarni. Odatle su odsecci oricikala ND, OC i ME podudarni. Njihovu
duzinu obeleficemo sa o. Takode postoji teorema koju necemo

dokazivati, po kojoj ‘je odnos koncentri¢nih lukova dva oricikla odreden

sa AB=A’B - et/k, gde je t rastojanje medu lukovima. Obelezimo sa B
presek prave AA’ i oricikla OC, a sa V prese¢nu tacku oricikla OC i
prave UU’. Tada je BN = u + v.Zatim emo obeleZiti duZinu luka oricikla

OB sa s. Tada za lukove ND i OC vaZi: 6 = (6 — s) ~e(u i V)/k, odnosno

(c-s)/ c= gk

Kako je VM = u — v i imamo koncentri¢ne lukove VC = ¢ + s 1

ME = o, sledidajec +s=0" vk (=

Spajajuci dve jednakosti dobijamo:

2=(c+s)c+(c—s)oc= e—(u+v)/k+

MnoZeéi zadnju jednakost sa eV/k, dobijamo
V= (@ + )2 = cosh (wk),
§to je i trebalo dokazati. ¢
Teorema 10.2. Funkcija zavisnosti duZine luka oricikla s od duZine
njegove projekcije u na tangentu u
krajnoj tacki luka oricikla, iz
prethodnog  primera, oblika je
s = o tanh (wk), gde je o kostantna
duina luka oricikla nad duzi .
paralelnosti kojoj ~odgovara ugao 0 X
paralelnosti d/2.
Dokaz. Koriste¢i se prethodnom teoremom dobijamo:
wk, —v/k

2s/c=(c+s)c—(c—s)o= Lk _ vk (eu/k —e )-e
(s/) - €7 = (s/c) cosh (wk) = (€ — ™2 = sinh (wk),
odakle je s = o tanh (wk). ¢

, odnosno (c +s)/c = ¢

e(u -v)k

—..A v B




Teorema 10.3. (hiperbolitka Pitagorina teorema) U pravouglom trouglu
ABC sa pravim uglom kod temena C vazi:
cosh (c/k) = cosh (a/k) - cosh (b/k).

Dokaz. Neka je ABC pravougli trougao sa pravim uglom kod temena C.
Konstruigimo pravu AA’ normalnu na ravan trougla ABC u tacki A,
i neka su CC’ i BB’ prave paralelne pravoj AA’. Neka su dalje tacke
B, i C, prese¢ne tatke pravih BB’ i CC’ sa orisferom konstruisanom kroz
tacku A u odnosu na pramen paralelnih pravih AA’, BB’ i CC’, i neka je
dalje tatka B, presedna tacka prave BB’ sa orisferom konstruisanom kroz
tatku C u odnosu na isti pramen.
ObeleZimo duZine stranica BC,
CA i AB sa a, b i ¢, respektivno, i
neka su s,, s, i s; duzine lukova
oricikala B,C,, C;/A 1 AB,.

Prvo 3to éemo primetiti jeste da
je ugao izmedu oricikala B,C, i
C,A jednak d. Kako je ovaj ugao u
stvari jednak diedarskom uglu
ravni kojima oni pripadaju, treba
dokazati da je ugao izmedu ravni
AA’CC’ i CC’BB’ jednak d. Naime, kako je ravan CC’AA’ normalna na
ravan trougla ABC (jer je AA’ normalna na ravan trougla ABC) i kako je
BC normalno na CA — presenu pravu ravni CC’AA’ i ABC, sledi da je
BC normalno na ravan CC’AA’. Kako ravan BB’CC’ sadrZi pravu BC,
sledi da je ravan BB’CC’ normalna na CC’AA’, pa je diedarski ugao ovih
ravni jednak d.

Koristeéi prethodnu teoremu znamo da je s, = © tanh(b/k) 1

s, = o tanh(c/k). Takode moZemo dobiti i s, u funkciji od luka
oricikla CB,:

s, = CB,- & V% - (o tanh(a/k)) & <

Na osnovu teoreme 10.1. vazi:

eCCVE_ Cosh (b/k), pa je s, = o tanh(@/k) / cosh(b/k).
Kako je AB,C, pravougli trougao orisfere, i kako na orisferi vazi
euklidska geometrija, tada je s,” = s,> + 5,°. Odatle je

o? tanh? (c/k) = o2 tanh? (a/k) / cosh? (b/k) + o tanh® (b/k)

Koriste¢i poznati identitet cosh® x — sinh? x = 1, odnosno njegovu
posledicu tanh® x = 1 — 1/cosh” x, dobijamo:

tanh?(c/k) = (cosh? (a/k)— 1) /(cosh’(a/k) cosh*(b/k)) +

+(cosh?(b/k) — 1)/cosh’(b/k)
tj. tanh?(c/k) = 1 — 1/(cosh’(a/k) cosh’(b/k)) (1)

S druge strane je

tanh?(c/k) = (ec/k__e—c/k)2 / (ec/k +e—-c/k 2_

_ (e2c/k_2 +e_2C/k) / (e2c/k ) +e—2C/k) _



-1 4 206y = 1~ 1eosh’ () ()
Iz (1)1 (2) sledi cosh2 (c/k) = cosh2 (a’k) cosh2 (b/k), odakle je
cosh (c/k) = cosh (a’k) cosh (b/k). ¢

Teorema 10.4. (Lobatevski — Boljajeva teorema) Ako je x mera duzi
paralelnosti, a IT (x) ugao paralelnosti, tada vazi I1 (x) = 2- arctan ek,

Dokaz. Vratimo se na trenutak na dokaz teoreme 10.3. Kako su ravnl
BB'AA’ i CC’AA’ normalne na ravan trougla ABC (jer sadrze AA’),
sledi da je diedarski ugao medu njima jednak uglu CAB. Odatle za ugao
na C,AB,, kao za ugao medu oriciklima vaZi ZC,AB, = ZCAB. Dalje je
$,=5, cos (LCAB), pa je ¢ tanh (b/k) = 0 tanh (c/k) cos (ZCAB), a odatle
cos (ZCAB) = tanh (b/k) / tanh (c/k). Kada bi umesto AA’ prava BB’ bila

normalna na ravan trougla ABC analogno bismo dobili
cos (ZABC) = tanh (a/k) / tanh (c/k).
Posmatramo li odnos sl = s3 sin (ZCAB) dobijamo:
o tanh (a/k) / cosh (b/k) = o tanh (c/k) sin (£CAB)
sin (ZCAB) = tanh (a/k) / (cosh (b/k) tanh (c/k)).
Postavimo trougao ABC tako da AC predstavlja duZ paralelnosti

normalnu na pravu CB. S obzirom da A
je lim,_yeotanh x = 1, sledi: \
cos TI(b) = lim,—_ycc08(LCAB) = Y e
~lim,_yco(tanh (b/k) / tanh (¢/k)) = ™~
~tanh (b/k) N S
C a B

sin TI(b) = lim,_ysin(£LCAB) =

=lim,_y (tanh(a/k) / (cosh(b/k) tanh(c/k))) = 1/ cosh(b/k).
Kona¢no, da bismo dokazali ovu teoremu, osloniéemo se na poznati
identitet tan (¢/2)= (1 —cos @)/ sin @:
tan ([1(b) / 2) = (1 — cos T1(b)) / sin I'(b) = (1 — tanh(b/k)) / (1/ cosh(b/k))=
= cosh(b/k) — sinh(b/k) = (eb/k + e—b/k) /12— (ebfk - e—b/k) 2=k

Odavde je T1(b) = 2 arctan ek o

Narednih nekoliko tvrdenja nabrojaéemo, jer su veoma vazna, ali ¢emo
ih ovaj put dati bez dokaza.
Teorema 10.5. (sinusna teorema) U trouglu ABC ¢ije su duZine stranica
AB, AC i BC jednake c, b i a, redom, vaZi: :

sinh (a/k) / sin ZA = sinh (b/k) / sin £B = sinh (¢/k) / sin £C.
Teorema 10.6. (kosinusna teorema) U trouglu ABC ¢ije su duZine
stranica AB, AC i BC jednake c, b i a, redom, vazi:
cosh ¢ = cosh a cosh b — sinh a sinh b cos c.

Teorema 10.7. Ako je duZina polupre¢nika kruga jednaka R, tada je obim

kruga jednak 2nk sinh (R/k).




Sada ¢emo dati objainjenje $ta je u stvari konstanta k, koja figurira u

svim formulama trigonometrije hiperboli¢kog prostora i karakteriSe taj
prostor.

Neka je A tacka orisfere. Oznacimo sa AA’ osu orisfere koja prolazi

kroz tatku A, sa m proizvoljnu ravan koja sadrzi pravu AA’, sa o

tangentnu ravan orisfere u

tacki A i1 neka je a preseCna

prava ravni o i 7. Neka je
dalje AA, jedna poluprava te
prave, a GG’ graniCna prava
ugla A’AA,. Kako je GG’
paralelno sa AA’, prava GG’
seCe orisferu u nekoj tacki P.
Stoga svaka osa izmedu AA’ i
GG’ u ravni & seGe AA, u nekoj tacki. Takode vaZi da se svaka prava koja
sadr¥i neku tacku poluprave AA, i paralelna je sa AA’ nalazi izmedu
osa AA’ 1 GG’.

Obréemo ravan n oko ose AA’. Tatka P tada opisuje kruZnicu na
orisferi. Dobijeni odsefak orisfere ima osobinu da se svaka tacka u
unutrasnjosti kruZnice orisfere pri paralelnom projektovanju slika na neku
tacku ravni, a da se tatke oboda slikaju u beskrajno daleke tacke ravni, a
vaZi i obrnuto. Obelezimo polupre¢nik kruZnice orisfere AP sa R (misli se
na luk AP). Dokazaéemo da je to R konstantno. Preslikajmo tacku A
osnom refleksijom u odnosu na A
pravu GG’ u neku tatku C. Ta
tacka C ¢e leZati na orisferi 1
vaziée da je P sredina luka AC.

Neka je presek prave GG’ i duZi

AC tacka S. Kako je AC N
normalno na GG’, kako
je luk AC jednoznatno
odreden tetivom AC, kako je
IAC| = 2|AS| i kako je AS duZ paralelnosti koja odgovara uglu d/2, sledi
da je luk AP (koji je polovina luka AC) jednozna&no odreden.

Iz ovoga se vidi da je R konstantno i da je ta konstanta karakteristicna
za hiperbolicki prostor (¢ je u teoremi 10.1. ekvivalent za ovu
konstantu R). Ta konstanta koju smo trigonometrijskim formulama jo3
oznacavali sa k naziva se poluprednik krivine hiperbolickog prostora i
odlika je svakog hiperboli¢kog prostora.




11. Geometrija Lobadevskog: realnost ili ne

Nakon svega §to je refeno postavlja se pitanje da li je geometrija
Lobadevskog imaginama i nezamisliva geometrija na papiru ili se njen
model moZe napraviti u euklidskom prostoru tako da nam postane i
vizuelno dostupna. Prvi koji je na ovo pitanje direktno
odgovorio bio je italijanski geometar Eudenio Beltrami
(1835. — 1900.). Naime, on je u prostoru konstruisao
povr$ konstantne negativne krivine koju je on nazvao
pseudosfera, i na kojoj se realizuje dvodimenzionalna
geometrija Lobaevskog. Medutim, ispostavilo da se na
pseudosferi geometrija Lobalevskog ostvaruje samo
delimi¢no, tj. ostvaruje se samo na onim delovima
pseudosfere na kojima nema posebnih taaka, gde su
posebne tatke, tacke ivice pseudosfere. Veo sumnje sa

pseudosfera  ovog problema potpuno je skinuo nemacki matematiCar

Klajn koji je ponudio trodimenzionalno tumacenje
hiperboli¢ke geometrije u euklidskom prostoru. Nakon kreiranja
njegovog modela postalo je jasno da se neprotivrednost geometrije
Lobadevskog svodi na neprotivre¢nost euklidske geometrije. Kako su
naunici uspeli da euklidsku geometriju predstave analiticCkom
interpretacijom, tj. da naprave “mosti¢” izmedu euklidske geometrije i
aritmetike realnih brojeva, neprotivre¢nost euklidske geometrije svela se
na neprotivrecnost aritmetike realnih brojeva, Cija je neprotivrecnost
diktirana visevekovnom praksom ljudskog drustva u najSirem smislu te
redi. Zato se postojanje geometrije Lobagevskog i euklidske geometrije
svodi na neprotivreSnost aritmetike realnih brojeva, i njih dve
predstavljaju dve nezavisne i podjednako primenljive geometrije bez
obzira na to koliko se nama geometrija Lobatevskog u odnosu na
euklidsku geometriju &inila neshvatljiva i nerealna.




12. Dodatak: savremeni sistem aksioma

Aksiome incidencije:

I; Za svake dve razne tacke postoji tacno jedna prava koja ih sadrzi.

I, Svaka prava sadrZi bar dve tacke.

I; Za svake tri tacke postoji bar jedna ravan koja ih sadrZi.

I, Za svake tri nekolinearne tacke postoji tacno jedna ravan koja ih sadrzi.
I Svaka ravan sadrzi bar tri tacke.

I¢ Ako dve razne tacke neke prave pripadaju nekoj ravni tada i sve tacke
te prave pripadaju toj ravni.

I, Ako su dve ravni incidentne sa nekom tackom, tada su one incidentne
sa bar jo§ jednom tackom.

Ig Postoje Zetiri nekomplanarne tacke.

Aksiome rasporeda:

II; Ako je B(A,B,C) tada su A, B, C tri razne kolinearne tacke.

11, Ako je B(A,B,C) tada je i B(C,B,A).

1I; Ako je B(A,B,C) tada nije B(A,C,B).

[, Za svake dve tacke A, B na pravoj AB postoji tacka C takva da
je B(A,B,C).

Ils Ako su A, B, C tri razne kolinearne tacke tada vaZi bar jedna od
relacija: B(A,B,C), B(A,C,B), B(C,A,B).

I (Pasova aksioma) Ako su A, B, C tri nekolinearne tatke i 1 prava
ravni ABC koja ne sadrZi tatku A i seSe pravu BC u tacki P takvoj da
je B(B,P,C), tada prava | seSe ili pravu AC u tatki Q takvoj da
je B(A,Q,C) ili pravu AB u tatki R takvoj da je B(A,R,B).

Aksiome podudamosti

I, Akoje (A,B) =(C,D)i A=B,tadajeiC=D.

IIl, Za svake dve tatke A i B je (A, B) = (B, A).

III; Ako je (A, B)=(C,D)i(A,B)=(E, F) tada je i (C, D) = (E, F).

I, Ako su C i C’ tacke otvorenih duZi AB i A’B’, takve da
(A, C0)=(A,C)i(B,C)=(B’,C), tadajei (A, B) = (A’, B’).

M5 Ako su A i B dve tatke i CX poluprava, tada na toj polupravoj postoji
tacka D takva da je (A, B) = (C, D).
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I, Ako su A, B i C tri nekolineamne tatke i A’,B’ taCke ruba neke
poluravni m, takve da je (A, B) = (A’, B), tada u toj poluravni postoji
jedinstvena tacka C’ takva da je (A, C) = (A’, C’) i (B, C)=®B’,C).

I, Akosu A, B,CiA’, B, C dve trojke nekolinearnih tadaka i D i D’
tacke polupravih BC i B’C’ takve da je (A, B) = (A°, B),
B, C) = (B, C), (A, C)=(@A,C)iB, D)= (B, D’), tada je
i(A,D)=(A’, D).

Aksioma neprekidnosti:

IV, (Dedekindova aksioma) Neka je otvorena duZ AB razloZena na uniju
dva disjunktna neprazna podskupa U i V. Ako nijedna tacka iz skupa U
nije izmedu neke dve tatke skupa V i nijedna tacka iz skupa V nije
izmedu neke dve tacke skupa U, tada postoji jedinstvena tatka C otvorene

duzi AB takva da je PB(A,C,B’) za svako A’eU\{C} i
svako B’ € V\{C}.

Aksioma paralelnosti:

Vl’ (Plejferova aksioma) Ako tacka A ne pripada pravoj p, tada u ravni
njima odredenoj postoji tatno jedna prava koja sadrzi tacku A
i disjunktna je sa pravom p.

Vl” (Aksioma Lobacevskog) Ako tacka A ne pripada pravoj p, tada u

ravni njima odredenoj postoje bar dve prave koje sadrZe tacku A
i disjunktne su sa pravom p.
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