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Predgovor 

U prvoj glavi su navedene osnovne definicije i teoreme iz oblasti teorije skupova, teorije 
parcijalnih uredenja, teorije Boolovih algebri i topologije. 

U prvom ekspozitornom delu ove teze sakupljeni su poznati rezultati vezani za male 
kardinale b, 0, p, t, a, s, u. 

Druga glava ovog dela posveeena je kardinalu b. 
Na poeetku uvodimo relacije .* i <* izmedu funkcija iz w u w i definigemo kada je 

familija preslikavanja wco neogranieena. Dajemo i dva dokaza teoreme da je prebrojiva famil-
ija 13 C COw ogranieena. Prvi direktan, a drugi preko pogodno odabranog parcijalnog uredenja, 
koristeei generieki filter. U nastavku definigemo b kao minimalni kardinal 113, gde je 13 C 'co 
neogranieena familija i pokazujemo da je w < b < c. Dokazujemo i tvrdenje da iz MA sledi 
b c. 

U treeoj glavi definigemo dominirajudu familiju preslikavanja iz w u w. Dokazujemo da 
ne postoji prebrojiva dominirajuda familija i definigemo kardinal 0 kao minimalni 1D1, gde je 

C Ww dominirajuea familija. Kako je svaka dominirajuda familija neogranieena, sledi da 
je w < b < < c. Takode, koristeei generieki filter dokazujemo da ne postoji prebrojiva 
dominirajuda familija. 

U eetvrtoj glavi na skupu 	definigemo relacije c* i C* i dajemo definiciju pseu- 
dopreseka familije P c [w]". Familija P C [w]wima jako svojstvo konaenog preseka ili 

sfip (engl.: the strong finite intersection property) ako i samo ako za svaki konaean podskup 
P„} C P vali ni<T, Pi I = w. Primer familije koja ima sfip, a nema pseudopresek 

je neglavni ultrafilter na tako da na osnovu egzistencije takvih familija dolazimo do 
definicije kardinala p, koji je minimalni kardinal takve familije. 

Opet na dva naeina dokazujemo da svaka prebrojiva familija P c [w] ,,  sa sfip ima pseu-
dopresek. Jedan od dokaza je uz korigeenje generiekog filtera u pogodno odabranom parci-
jalnom uredenju. 

Na poeetku pete glave dajemo niz lema vezanih za osobine relacija c* i 	U drugoj 
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sekciji definigemo kada je familija T C [w]" tower i navodimo neke ekvivalentne definicije 
towera. Dokazujemo da tower postoji, pa tako i definigemo kardinal t kao minimalni kardinal 

gde je T C [w]w tower. Dokazujemo da je kardinal t regularan i da vaii relacija p < t. 
Poslednja sekcija sadrzi niz Tema koje nam pomakt u dokazu tvrdenja t < b. 

U glavi Best uvodimo kardinal a. Prva sekcija sadr2i definiciju skoro disjunktne familije 
(adf) i primere nekih adf, kao i definiciju maksimalne adf (madf) i potreban i dovoljan uslov 
da adf bude maksimalna. Dajemo i rezultat da je svaka adf sadrhna u nekoj madf, kao i 
dva dokaza teoreme da prebrojiva adf ne mole da bude madf. Jedan od dokaza je primenom 
parcijalnih uredenja, koristedi general filter. Vale i relacije p<aib< a. 

U sedmoj glavi definigemo splitting familije, i definigemo s, kao minimalni kardinal 
gde je S C [wr splitting familija. Pokazujemo da vale relacije z<Dit< s. 

U osmoj glavi definigemo neglavni ultrafilter i bazu nekog neglavnog ultrafiltera. Kardi- 
nal u je minimalni kardinal IBI, gde je Li C P(w) baza nekog neglavnog ultrafiltera. Va2i 

< a. 

U devetoj glavi primenjujemo rezultate prethodnih sekcija konstruigudi jedan primer iz 
topologije. Definigemo faktor algebru P(w)/Fin i navodimo neke njene osobine. 

U drugom delu ove teze, ciji sadriaj pripada matematiekom folkloru, umesto ideala 
konaenih skupova posmatramo proizvoljan ideal I na w. Skupove koji mu pripadaju 
zovemo mali, a one koji ne pripadaju idealu I zovemo pozitivnim. 

U desetoj glavi definigemo 1--adf. A je I-adf ako i samo ako svaki element familije A je 
pozitivan i presek svaka dva elementa iz A mali. Familija A je I-madf ako za svaku I-adf 
familiju koja je nadskup familije A sledi da su one jednake. Dajemo potreban i dovoljan 
uslov da /-adf bude maksimalna. Va2i da je svaka /-adf sadilana u nekoj 	i ako ideal 
nije maksimalan onda postoji 	kardinalnosti 2. Dajemo definiciju nigde maksimalnog 
ideala. S pretpostavkom (*) koja glasi da se svaki pozitivan skup moie rastaviti na dva pozi- 
tivna skupa, postoji prebrojiva beskongna /-madf, pa definigemo kardinal a/, kao minimalni 
kardinal lAl, gde je A beskonadna I-madf. 

U jedanaestoj glavi definigemo relacije =z  i Ci i navodimo osobine tih relacija. De-
finigemo i 1-pseudopresek kao i I-sfip. Va2i da familija pozitivnih skupova P koja ima 
I-pseudopresek ima I-sfip. Uz pretpostavku () obezbedujena je egzistencija familije sa 
sfip bez I-pseudopreseka, pa tako definigemo kardinal p/  kao minimalni IP1, gde familija 

C 	ima I-sfip i nema 1-pseudopresek. Uz istu pretpostavku vaIi p i  < a1. 
U dvanaestoj glavi definigemo I-tower i uz uslov (*) dokazujemo njegovo postojanje. 

Definigemo kardinal tz, kao minimalni kardinal gde je 7--  c I-tower. Kardinal tz je 
regularan i vaIi pz < ty . 

Trinaesta glava je posvedena kardinalu 5/, kojeg definigemo uz pretpostavku (*). Va2i 
tz < 

U treeem delu teze, koji sadrii orginalne rezultate, analizirana su tri izabrana ideala 
na skupu racionalnih brojeva. 

U eetrnaestoj glavi posmatran je ideal 	generisan familijom rastudih i ogranidenih 
nizova racionalnih brojeva. Za svako n E N postoji /c-madf kardinalnosti n. Opadajudi 
nizovi su pozitivni skupovi, postoji ic-madf kardinalnosti c i postoji prebrojiva Ic-madf 
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odakle sledi p 1 = a1= Ho. 
U petnaestoj glavi je razmatran idealicwucw ., gde je Cu, familija svih rastueih i ogra-

ni'eenih nizova racionalnih brojeva, a C w. familija svih opadaju6ih i ograni6enih nizova ra-
cionalnih brojeva. Potreban i dovoljan uslov da skup pripada idealu /c wucu . je da ima 
kongno tgaka nagomilavanja i da je ogranie'en. Postoji /c, u(,,,, * -madf kardinalnosti c i 
prebrojiva/cwucw* -adf ne mo2e da bude /c ,,,, ucce  -madf. Dajemo i dokaz teoreme da svaka 
prebrojiva familija pozitivnih skupova sa ic wuc„,„ -sfip ima /cwucw ,, -pseudopresek, pa vali 

< Picw ucw . < e • 
Tema gesnaeste glave je ideal /7i . g . = {I C Q : Intl = 0 u prostoru (R, 0„„b)}. Za 

svako n E N postoji /„.g .-madf kardinalnosti n i postoji prebrojiva 1„. 9 .-madf, kao i in .g.- 
madf kardinalnosti c. 

Spisak literature je dat na kraju teze. Notacija je u celom tekstu standardna, dok su novou-
vedene oznake detaljno objagnjene. 

* 00 * 

Ovom prilikom se zahvaljujem dr Stevanu Pilipovieu na pruienoj podrgci tokom post-
diplomskih studija. 

Dr Milan Grulovie je pro6itao rukopis ove teze i dao niz korisnih sUgestija, eime su ovi 
delovi postali precizniji i jasniji. Ovom prilikom mu se zahvaljujem. 

Posebnu zahvalnost dugujem mentoru, dr Milogu Kurili6u, koji me je uveo u oblast inva-
rijanti kontinuuma i ukazao na pravce istra1ivanja koji su doveli do ove teze. Njegovi saveti 
su bitno popravili '6itljivost i razumljivost rezultata navedenih u radu. 

Novi Sad, novembar, 2004. 	 Nada Perie 
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Oznake 

skup prirodnih brojeva 
skup celih brojeva 
skup racionalnih brojeva 
skup realnih brojeva 

(v, 	-y 	ordinali 
K, A, p 	kardinali 
cf(h;) 	kofinalnost 
K 	najmanji kardinal veci od h; 
w = o 	prvi beskonaCni kardinal (ordinal) 

prvi neprebrojivi kardinal (ordinal) 
P(X) 	partitivni skup skupa X 
IX' 	kardinalni broj skupa X 

[X]"' 	familija podskupova skupa X kardinalnosti K 
[X]<`' 	familija konaenih podskupova skupa X 

familija podskupova skupa X kardinalnosti manje od K 

(X, 0) 	topologki prostor 
0 	familija otvorenih skupova (topologija) 
F 	familija zatvorenih skupova 

baza topologije 
B(:r:) 	baza okolina taeke 

f , h 
f [A] 
f i  [A] 

r 
II. I 
dom .f 
ran,/ 

preslikavanja 
direktna slika skupa A 
inverzna slika skupa A 
restrikcija preslikavanja f na skup A 
sirjektivna restrikcija preslikavanja f na skup A 
domen preslikavanja f 
kodomen preslikavanja f 

(L, <), L 	linearno urecten skup 
relacija poretka (refleksivna, antisimetriena i tranzitivna) 
irefleksivna, asimetriena i tranzitivna relacija 

(a, b) 	otvoren interval 
[a, b] 	zatvoren interval 
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Glava 1 

Uvod: osnovne definicije i tvrdjenja 

1.1 Skupovi 

1.1.1 Ordinali i kardinali 

Metateorija ovog rada ee biti ZFC. 
U tekstu "demo se pozvati na elementarno poznavanje ordinalne i kardinalne aritmetike 

(mote se mei u [6], [12], [15], [16], [19]). Ovde navodimo samo pojmove i tvrdenja koja ee 
biti korigtena u ovoj tezi. 

Skup x je tranzitivan ako i samo ako za svako y E x vazi y C x. Tranzitivan skup a 
je ordinal ako i samo ako je (a, E) dobro ureden skup (vidi stranu 5). Klasu svih ordinala 
oznaeavamo sa ON. Ordinale demo oznaeavati slovima a, /3,-y, 6, 

Elementi ordinala su, takode, ordinali. Neka je a ordinal. Za svako /3 E a vaii /3 = 	E 
a : -y E /3}. Ako je (Y. E ON, onda je i a U {a} E ON i to je naslednik ordinala a. Ordinal a 
za koji postoji ordinal /3 takav da je a = S(/3) zovemo sledbenikom i oznaeavamo sa /3 + 1. 
Neprazan ordinal koji nije sledbenik zovemo granienim ordinalom. 

Posmatrajmo neprazan skup ordinala X. Skup n X je ordinal koji pripada X i va2i 
n X = min(X, e). Dakle, svaki skup ordinala je dobro ureden relacijom E. Skup U X je 
najmanji ordinal takav da za svako a E X va2i. a < U X. Skup ordinala ne mora biti ordinal, 
al i je zato svaki tranzitivan skup ordinala ordinal. 

Svaki dobro ureden skup je izomorfan nekom ordinalu. 
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Glava  I. Uvod: osnovne  definicije i tvrdjenja 

Slede teoreme o transfinitnoj indukciji i rekurziji na ON. 

Teorema 1. ([12]) Neka je A(x) formula. Tada vazi 

[A(0) A V( E ON((Vfi E a A(3)) 	A(ct))] = VO' E ON A(0). 

Teorema 2. ([12]) Neka je F(x, ?J) formula sa dye slobodne promenljive takva da je F : V -4 V. Tada jedinstveno postoji G : ON V da 

(V0)(G(a) = F(G r,)• 

Skupovi A i B su ekvipotentni, u oznaci A ti B, ako i samo ako postoji bijekcija 
f : A B. Ordinal a je kardinal ako i samo ako za sve E a vali Klasu svih 
skupova ekvipotentnih skupu X oznaeavamo sa IXI. Kardinalni broj skupa X je kardinal 
s E 1X1 (egzistenciju takvog kardinala garantuje aksioma izbora). 

Sabiranje i mnoienje kardinala, kao i njihove osobine detaljno se mogu naci u navedenoj 
literaturi sa poeetka ovog naslova. Saw oznaeavamo prvi beskonaeni kardinal, sa co l  prvi 
neprebrojivi kardinal. 

Svaki beskonaean kardinal pomno2en sa samim sobom je opet taj isti kardinal. Proizvod 
i zbir dva beskonaena kardinala je uvek maksimalan kardinal od to dva kardinala. Operacija 
stepenovanja beskonaenih kardinala nije trivijalna i mi ovde navodimo jedan od krajnjih 
rezultata, koji ee nam sluziti u dokazima nekih teorema. 

Lema 1. (Konig) ([15]) Neka su 	i Ai, za i E I, kardinali. Ako va2i 	< Ai, tada je 
Eiel < niEl Ai. 

Navodimo i veoma znaeajnu posledicu pomenute teoreme. 

Posledica 1. ([15]) Neka su A i h, kardinali. Tada 
(a)h; < 2K; 
(b) cf(2') > 
(c) cf(KA) > A; 
(d) Ne r (K )  > h;. 

lskaz 

Ne postoji skup A takav da je N o  < IAA < c 

se zove Hipoteza kontinuuma i oznaeava se sa CH. Ovaj iskaz je nezavisan od teorije ZFC. 
Drugim reeima, ni postojanje, ni nepostojanje takvog skupa A ne moie da se dokaie na 
osnovu aksioma tog sistema (konzistentnost CH sa ZFC pokazao je Godel 1940. godine, a 
konzistentnost ZFC i 	pokazao je Cohen 1963. godine). 

Oznaeimo sa 'IB skup svih preslikavanja iz skupa A u skup B. Definigimo i sledeeu 
oznaku <ww = U "w. 

Skup svih podskupova skupa A kardinalnosti oznaeavamo sa [A]K. Slicno, skup svih 
podskupova skupa A kardinalnosti < oznaeavamo sa [24]-". 
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1.1. Skupovi 	 3 

1.1.2 Realni brojevi 

Osnovne definicije i tvrdenja vezane za realne brojeve mogu se ngi u [22]. Ovde navodimo 
samo pojmove koji ce biti korigteni u ovoj tezi. 

Prirodni brojevi se u formalnoj teoriji skupova definigu kao skupovi: 0=0, 1={0}, 2={0,1 }, 
..., 71 = {0, 1, 	n — 1}. Skup prirodnih brojeva ozna6ava se saw.  

Skup pozitivnih prirodnih brojeva ozngavamo sa N, skup celih brojeva Z, a skup racio-
nalnih brojeva Q. Realne brojeve definigemo kao Dedekindove preseke u linearno uredenom 
skupu (Q, <). S druge strane, pomenuto progirenje mote da se dobije takode metodama 
analize, odnosno topologije - kompletiranjem metrielog prostora racionalnih brojeva. Ovaj 
postupak pripada Kantoru. 

1.1.3 Ideali i filteri na P(X) 

Osnovne definicije i tvrdenja vezane za ideale i filtere na P(X) mogu se mei u [I] i [5]. 
Ovde navodimo samo pojmove i tvrdenja koji de biti kori§teni u ovoj tezi. 

Podsetimo se, neprazan skup I C P(X) je ideal na skupu X ako i samo ako va2i 
(11) 0 E/iX I, 
(12)A,BE/AUBEI, 
(I3)ACBE/AE/. 

Skupove koji pripadaju idealu I zvaeemo mali skupovi, a one koji ne pripadaju idealu zvaeemo 
pozitivnim. Familiju pozitivnih skupova oznaCi6emo sa I+, tj. I+ = P(X) \ I. Za 
ideal ka2emo da je maksimalan ako i samo ako nije pravi podskup ni jednog veeeg ideala. 
Ozngimo sa I* skup komplemenata elemenata ideala I, tj. = {X \I : I El}. 

FamilijaU C P(X) je filter na skupu X ako i samo ako vane sledeei uslovi: 
(FI1)00/4iXEU, 
(F12) F, , F2 EU F1  n F2 E , 
(F13)14317 CAAEU. 

Za filter ka2emo da je ultrafilter iii maksimalni filter ako i samo ako nije pravi podskup 
ni jednog veeeg filtera. Ozngimo sa skup komplemenata elemenata filtera U, tj. U* = 
{X\F :F EU}. 

Filter U C P(X) je ultrafilter ako i samo ako za svaki podskup A C X va2i: A E 
X\ A E U.  

Neprazna familija P podskupova skupa X ima svojstvo konaenog preseka (s.k.p.) ako i 
samo ako svaka konaena potkolekcija kolekcije P ima neprazan presek. Svaka familija koja 
ima svojstvo kongnog preseka je sadrIana u nekom ultrafilteru. 

Dokaz sledeaeg, dobro poznatog tvrdenja je elementaran, to ga izostavljamo. 

Teorema 3. ([1]) (a) Ideal I C P(X) je maksimalan ako i samo ako za svaki A C X sledi 
A 	X \ A E I; 

(b) Filter U C P(X) je ultrafilter ako i samo ako za svaki A C X sledi A E 
X \ A E U; 
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4 	
Glava 1. Uvod: osnovne definicije i tvrdjenja 

(c) Ako je I ideal. onda je /* filter (dual ideala I); ako je U C P(X) filter onda je U* 
ideal (dual filtera U) i vaIi /** = / i U** = U; 

(d)U je ultrafilter ako i samo ako je U* maksimalni ideal; 
(e) /le maksimalni ideal ako i samo ako je r je ultrafilter. 

Lema 2. Ako je / ideal i S E 	onda je r S 	{/ n S / E /} ideal na S. 

Dokaz. (I 1 ) Kako je 0 E I, sledi da je 0 E I S. Iz S E I+, tj. S cz' I, sledi S I r S. 
(12) Neka A, B E I S. Tada je A = I, nSiB = Iz n S, gde su It i Iz E I. Sledi 

AUB=(/1 Uh)FIS,akakojei l  U/2 EiimamoAUBEi [S. 
(13)NekajeACBEI[ S. TadaB=InSzaneko/EI,pava2iA=A11B= 

All/CIS.Kakoje/ei,slediAn/E/,pajeAE/ [S. 	 ❑ 

Lema 3. Ako je X = X 1  U 	U X,E  particija skupa X, a Ik C P(Xk), k < 71 ideali, onda je ideal na XI={/C X: Vk < n / n Xk E 	koji nije maksimalan za 71 > 1. 

Dokaz. (I 1 ) 0 E / jer za svako k < n va2i 0 E 1k. Jasno, X .% jer bi u suprotnom za svako 
k < 71 va2ilo X n 	= Xk E 	a ik je ideal. 

(12) Neka A, B E I. Tada, za svako k < T1, va2i A n Xk, B n Xk E Ik. Sada imamo 
(AUB)nXk= (Anxou(Bnxocik,paAuBci. 

(13)Neka ACBE I. Tada, za svako k < T1 imamo B n Xk, e lk, pa va2i A n X k  C BfX k  E1k. odakleAf Xk E lk. Zngi A E I. 
Da ideal nije maksimalan, sledi iz toga gto X 1  I, i w \ Xi I. 	 ❑ 

1.2 Parcijalna uredjenja 

1.2.1 Osnovne definicije i tvrdjenja 

Ako je 1P neprazan skup i < relacija poretka na F, tada uredeni par (P, <) nazivamo parcijalno ureden skup. Parcijalno ureden skup P je linearno ureden ako i samo ako su 
svaka dva elementa skupa F uporediva. 
Neka je 0 	CP1 neka a E P. Tada je a: 

• ger* ogranie!enje (majoranta) skupa X ako Vx E X x < a. 
• clonje ogranie'.enje (minoranta) skupa X ako 	E X a < x. 
• supreinwn skupa X (u oznaci sup X) ako je a majoranta skupa X i za svaku majorantu 

b skupa X va2i da je a < b. 
• thfimuni skupa X (u oznaci inf X) ako je a minoranta skupa X i za svaku minorantu h skupa X va2i da je b < a. 
• muksimum skupa X ako a E X i za svako x E X va2i da je x < a. 
• minthuun skupa X ako a E X i za svako x E X va2i da je a < x. 
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1.2. Parojalna uredjenja 	 5 

Skup X je odozgo ogranieen ako i samo ako ima gornje ogranieenje (majorantu), dok je 
odozdo ogranieen ako i samo ako ima donje ogranieenje (minorantu). 

Parcijalno ureden skup X je dobro ureden ako i samo ako svaki neprazan podskup skupa 
X ima minimum. Svaki dobro ureden skup je linearno ureden i ima minimum. 

Neka je (P, <) parcijalno uredenje. Skup A C P je lanac ako i samo ako su svi elementi 
skupa A po parovima uporedivi. 

Teorema 4. Linearno ureden skup je dobro ureden ako i samo ako nema beskonaeni opadajuei 
lanac. 

Dokaz. 	Pretpostavimo da skup S nije dobro ureden. Neka je E S. Kako S nije 
dobro ureden, nema minimalnog elementa, pa postoji xl < x, xl E S. Slieno, postoji 
:r2 E S, da x2 < xi . Nastavljajuei postupak dobijamo opadajth lanac 	< x2 < 	< 
kontradikcija. 	 ❑ 

Lema 4. (Lema Zorna) Ako je (F, <) parcijalno ureden skup u kome svaki lanac ima gornje 
ogranieenje, onda u P postoji maksimalni element. 

1.2.2 Generieki filter. Teorema Rasiowa -Sikorski 

Osnovne detinicije i tvrctenja vezane za generieki filter mogu se naei u [1211 [15]. Ovde 
navodimo samo pojmove i tvrdenja koji ee biti koriSteni u ovoj tezi. 

Neka je (IP, <) parcijalno uredenje. Neprazan skup G C P je filter ako i samo ako 
(F I) Za svako p, q E G postoji r E G takvo da je r < p, q; 
(F2) Ako p pripada G, onda su svi elementi veei od p u G. 
Skup D C P je gust ako i samo ako za svako p E IP postoji d E D, takvo da je d < p. 

Neka je D familija gustih podskupova skupa P. Filter G C F je IF- generieki filter nad 
D ako i samo ako G seee svaki element familije D, odnosno D fl G 0, za svako D E D. 

Teorema 5. Neka je (IP, <) parcijalno uredenje i D prebrojiva familija gustih skupova. Tada 
postoji filter G C IP, koji je P-generieki filter nad D. 

Dokaz. Neka je D = {D7  : n E w} familija gustih skupova. Rekurzijom definiSimo niz 
(p„ : n E u Ih. Biramo po E D0. Skup D i  je gust, pa biramo pi E Di, takvo da 

je pi < po . Skup D2 je gust, pa biramo P2 E D2 takvo da p2  < p l . Nastavljajuei tako 
dobijamo niz po  > p i  > p2  > > pn  >  gde je E D„, za n E w. DefiniSimo 

G = {q E IP : Ti3 E w q > pn l. Jasno je da G fl D„ 0, za sve n E w. Pokthmo da je G 
filter. Ako qi, (P2 E G i q l  > pni 	> pnr onda je qi ,q2 > pi , gde je n = max{ . 0 ,71,2}-  
Drugi uslov je jog' oeigledniji. Sledi G je filter. 	 ❑ 

Elementi p, q E F su kompatibilni ako i samo ako postoji 7.  E IP, za koje va2i r < p, q. 

Inge su nekompatibilni i to oznaeavamo sa p 1 q . 
Skup A C P je antilanac ako i samo ako su svi elementi skupa A po parovima nekom-

patibilni. 
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6 	 Glava 1. Uvod: osnovne definicije i tvrdjenja 

Skup P zadovoljava ccc (engl.: the countable chain condition) ako i samo ako je svaki 
antilanac u P najvige prebrojiv. 

Kardinal cc(P) je najmanji kardinal K takav da je svaki antilanac u IP) kardinalnosti manje 
od 

Primer 1. Ako je (R, 0) uobieajena realna prava, onda u (0 \ {0}, C) vaIi: p 1 q ako i 
samo ako je p n q  = 0; A je antilanac u (P, C) ako i samo ako je A disjunktna familija 
otvorenih (nepraznih) skupova. Ovde je cc(P) = WI. 

Primer 2. Ako je Booleova algebra i P = 
ako p A = 0. 

N {0}, onda u (IF, <) vaii p 1 q ako i samo 

1.2.3 Teorema Cantora o uredjenju Q 

Osnovne definicije i tvrdenja vezane za Cantorovu teoremu o uredenju mogu se naei u [4] 
i [30]. Ovde dajemo samo dokaz to teoreme. 

Teorema 6. (Cantor) Ako su (A, <A), (B, < 13 ) prebrojiva gusta linearna uredenja bez kra-
jnjih taeaka, onda postoji izomorfizam f : (A, <A) 	(B, <B). 

Dokaz. Neka je 

P = { : yo je funkcija A domyo C A A ranee C B A Rol < No A (p je rastu6.}. 

Tada je (P, D) parcijalno uredenje. Definigimo skupove 
= {c. p E : a E 	aEA 

DI, 	{yo EP:bE ranyo}, b E B. 
Dokaiimo da su skupovi D a  i Db  gusti, za sve a E Alb E B. Pokal"imo prvo za Da . 
Neka je cp E P i cp' Da . Prema definiciji skupa D1  vali Icpl < to o  i a 	domyo. Neka je 
domyo = {a l  , 	, au }, gde je a l  < a2  < 	< a„. Mogue je: 

(i) a E (ai  , a;, + i ) za neko i E {1, . , n — 1}: neka je yo(ai) = 	co(ai+ ,) = h,+ 1. Kako je skup B gust biramo b E (bi, bi+ i) i definigemo = (c) U {(a, b)}. Tada E D„i 71, D (p. 
(ii) rr. < a l  : ako je (a 1 ) = b 1 , biramo b < ,bEB. Definigimo na sledeei mein: 

=- U { (a, b)}. Tada E Da  i D (p. 
(iii) a > 	slieno kao prethodni slueaj. 

Jasno, E Da  i D cp. Sledi: skup Da  je gust za svako a E A. 
Neka je sada yo E P i eP  ,% Db. Jasno, prema definiciji skupa Db va2i !col < 110  i b ranyo. 

Neka je raw = {b 1 , 	, b„}, gde je b 1  < b2 < 	< h„. Mogu6e je: 
(i) b E (bi,bi +j ) za neko i E {1, 	, n — 	neka je (p(ai) = b,, cp(a,+l) = hi + 1. Kako 

je skup A gust biramo a E 	ai+ 1) i definigemo = yo U { (a, 	Tada E Dt, i D (p . 
(ii) b < bl : ako je (a i) = b , biramo a < a i  , a E A. Definigimo 0, sa = yoU { (a, b) }. Tada E Db i 7/, D 
(iii) b > b7,: slieno kao prethodni slueaj. 

Jasno, 	Db i 21) D cp. Sledi skup Db, za sve b E B je gust. 
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1.3. Booleove algebre 	 7 

Prema teoremi 5, kako je D = {Da  : a E A} U {Db : b E B} prebrojiva familija gustih 
skupova na (P. D), postoji P-generieki filter nad D. Oznaeimo ga sa G. Za fG 	1..J EG  co 
va2i sledede: 

(a)k; je funkcija, 
(b) Funkcija 	je rastuda, 
(c) domfG = A, 
(d) rank; = B. 
Neka su co, V) E G. Kako postoji y E G. tako da D cp, i kako je 71 funkcija, sledi (to U 7/1 

je funkcija, pa je (a) dokazano. 
Poka2imo da je 	mstuea funkcija. Neka su a, b E Ai neka je a 	b. Pretpostavimo, 

§to ne utiee na opkostrazmatranja, f(; (a) = co(a) i f(; (b) = cp(b) za neko ca E G. Kako je 
co E F, ona je rastuda, pa vaii cp(a) <ll 1p(b),tj. fG(a) <B fG(b),6ime je dokazano (b). 

Poka2imo (c), tj. da vaii domfG = A. Neka je a E A. Kako je D„ gust, postoji 
//) E G fl Da , pa je a E dorm/) C domfG, dime je dokazano da je domfG = A. 

Poka2imo (d). Neka je b E B. Kako je Db gust, postoji i&  E G n Db, to je h E ramp C 
ran f(;; dakle rank; = B. 	 ❑ 

1.2.4 Martinova aksioma 

Osnovne definicije i tvrdenja vezane za Martinovu aksiomu mogu se naei u [12], [15] i 
[26]. Ovde navodimo samo pojmove koji ee biti korigteni u ovoj tezi. 

Za beskonaean kardina.1 ,c, MA(K), je iskaz: ako je P ccc parcijalno uredenje i D C P(IP) 
familija gustih skupova, gde je 'DI < K,, onda postoji F -generieki filter nad D. Martinova 
aksioma, skraeeno MA je iskaz < c MA(K). 

Napomena 1. 

(I) MA(w) va2i uvek (teorema 5), pa CH implicira MA. 

(2) Konzistenciju 	su dokazali Solovay i Tenennbaum 1971. godine metodom 
iteriranog forsinga, ([15]). 

Primer 3. MA nije taena za parcijalna urectenja koja nisu ccc: Ako CH va2i i P = <cww , 
tada su za parcijalno uredenje (IP, D), skupovi D„ = {co E F : a Eramp}, a E col = c gush 
u P. Neka je D = {D„ : a < c}. Kada bi postojao P-generieki filter G nad D, onda bi 
g = Uc,Er; cp : w —÷ we  bila sirjekcija, Kto je nemoguee. 

1.3 Booleove algebre 

1.3.1 Osnovne definicije 

Osnovne definicije i tvrdenja vezane za Booleove algebre mogu se mei u [8], [20] i [27]. 
Ovde navodimo samo pojmove koji ee biti korigteni u ovoj tezi. 
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E I.t : a > 0}, je antilanac ako i 
A b 0. Ako 	i VaEA  a = 1, 

111 postoji p E D, takvo da vaii 

 

Glava I. Uvod: osnovne  definicije i tvrdjenja 

. Algebra (B, A, V, e , 0, 1) gde su A i V binarne, " unarna operacija, a 0 i 1 konstante je 
Booleova algebra ako i samo ako vale sleddi uslovi (za sve p, q, r E 

1 )pA(gAr)=(pAq)AripV(qVr)=
- (p V q) V r (asocijativnost), 

2)p Aq=qAp ipV = Vp (komutativnost), 
3) pAp=pipVp=p (idempotentnost), 
4) p A (q V r) = (p A q) V (p A r) i p V (q A r) = (p V q) A (p V r) (distributivnost), 
5) (p A q)e = pe V qe i (p V q)e = pc A qc (De Morganovi zakoni), 
6) pA0= 0 ipV0= p, 
7)pA1=pipV1=1, 
8)pApc =0ipVif =1, 
9)0` 	1i1` = 0, 
10) (pe )" =p. 

a primer (P(X), n, U,'', 0, )0, gde je X proizvoljan skup, je Booleova algebra. 
Neka je B Boole-ova algebra. Relaciju poretka <C B2 definigimo na sleddi ngin p < q ko i samo akop A q = p. 
Algebra je kompletna Booleova algebra ako i samo ako za svaki neprazan skup S 

postoji supS (ili ekvivalentno infS). Na primer za svaki skup X je Booleova algebra 
P(X),n,U,'' 0, X) kompletna. Algebra je a-algebra ako i samo ako za svaki neprazan, 
rebrojiv skup S C postoji supS (ili ekvivalentno infS). 

Neka je B Booleova algebra. Familija A C +trfa 
samo ako za svaka dva razliaa elementa a, h E A va2i a 
familija A je particija jedinice. 

Skup D C B+ je gust ako i samo ako za svako x E 
5_ :r. 

1.3.2 Ideal. Faktor algebra 

Neprazan skup I C , gde je nosae' Boolove algebre, je ideal ako i samo ako va2i 
(II ) 0E/i10 I; 
(12) p,geIpVgEI; 
( 13)p<qeIpEI. 

Neka je Booleova algebra. Relacija —C I je kongruencija ako i samo ako va2i 
(K1) Relacija ti je relacija ekvivalencije; 
(K2) Ako va2i p 	ig , qi,sledipAq— Aqi; 
(K3) Ako vaZi p ti  p i , sledi pe 

Teorema 7. ([8]) Za neki ideal I neka je relacija ,C 
ako i samo ako pAq E I (pAq 	(p A — , q) V (-ip A q)). 

(a) Relacija ti je kongruencija; 

(b) Uredena gestorka ( / 	A, V, [0], [1]), gde je 
B : p 	gde su operacije definisane na sleddi na6in 
[p] = 	je Booleova algebra; 

): 

N 

a 

( 
p 

I,) 

It 
II, 

II) 

definisana na slede6i naoin: p 	q 
Tada va2i: 

,= {[p] : p E 	[p] 	{ E 
)JA[q] = [p A q], [p]V[q] = rp V qj i 
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1.4. Topologki prostori 	 9 

(c) Preslikavanje q : 	rs,  je sirjektivni homomorfizam (epimorfizam). 

Algebra It/ ti je faktor algebra algebre 

1.4 Topolosli prostori 

Osnovne definicije i tvrd'enja vezane za topologke prostore mogu se na6i u [3], [7], [14], 
[17] i [18]. Ovde navodimo samo pojmove i tvrdenja koji ce biti korigteni u ovoj tezi. 

1.4.1 Otvoreni i zatvoreni skupovi. Potprostor 

Neka je X neprazan skup. Familija 0 podskupova X je familija otvorenih skupova ako 
i samo ako vane slede6i uslovi: 

(1) 0, X E 0 
(2) 01, 02 E 0 01 n 02 E 0 
(3) A C 0 U A E 0 
Za kolekciju 0 kakmo da je topologija na skupu X, za (X, 0) kakmo da je topologki 

prostor, dok su elementi skupa X tdeke. 
Skup F C X je zatvoren ako i samo ako je X \ F otvoren skup. Familiju zatvorenih 

skupova obelekvamo sa 
Prebrojivu uniju zatvorenih skupova zovemo Fo—skup. Prebrojivi presek otvorenih sku-

pova zovemo Go-skup. 
Neka su 0 1  i 02 topologije na skupu X. Ako je 01 C 02  onda je topologija 02 finija 

od topologije 0 1  tj. topologija 0 1  je grubija od topologije 02. 
Neka je (X, 0) topologki prostor i A C X. Familiju 0,1 = {0 n A : 0 E 0} zovemo 

indukovana topologija topologijom 0, a topologki prostor (A, OA) potprostorom prostora 
(X, 0). Ako je A E 0 onda je A otvoren potprostor. Ako je A E onda je A zatvoren 
potprostor. 

Topologki prostor (X, 0) je savrgen ako i samo ako ne postoji taela x E X takva da je 
1• E 0, tj. u X ne postoje izolovane 

1.4.2 Baza topologije. Okoline. Teiina i karakter 

Posmatrajmo topologki prostor (X, 0). Familija B C P(X) je baza topologije 0 ako i 
samo ako vane slede6i uslovi: 

(B1)B C 0 
(B2) Svaki otvoren skup se mote predstaviti kao unija baznih. 

Familija P C P(X) je podbaza topologije 0 ako i samo ako vane slede6i uslovi: 
(PB1)P C 0 
(PB2) Familija kongnih preseka elemenata P je neka baza topologije 0. 

Medutim, topologija mote biti zadana pomoeu baze. Tako je familija B C P(X) baza 
neke topologije na skupu X ako i samo ako vane sledeei uslovi: 

(BNOUB= X 
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10 	 Glava  1. Uvod: osnovne definicije i tvrdjenja 

(BN2) yB, , B2 E B aBi C B (B1 n B2 = UB1) 
Takode, topologija mote biti definisana pomoeu podbaze, pa je familija P C P(X) 

podbaza neke topologije na X ako i samo ako je U 'P = X. 
Neka je (X, 0) topologki prostor. Skup A C X je okolina take E X ako i samo ako 

postoji 0 E 0 takav da je x E 0 C A. Familiju svih okolina take x oznaeavamo sa tf(x). 
Skup A C X je otvoren ako i samo ako je okolina svake svoje taeke. Familija skupova 8(x) 
je baza okolina take x ako i samo ako su ispunjeni sledeei uslovi: 

(BO I ) 13(x) C WE) 
(B02) VU E U(x) ]B E 8(x) (B C U) 

Reeieemo da topologki prostor (X, 0) zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti ako i 
samo ako u svakoj taeki x E X postoji prebrojiva baza okolina. X zadovoljava drugu ak-
siomu prebrojivosti ako i samo ako postoji prebrojiva baza B topologije 0. Ako topologki 
prostor zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti, onda zadovoljava i prvu aksiomu prebro-
jivosti. Ove dye osobine se mogu uopgtiti. Karakter taeke x E X, u oznaci x(x, X), je 
najmanji beskonaeni kardinal za koji postoji baza okolina taeke x kardinalnosti Ako se 
zna o kom je prostoru ree, moiemo pisati x(x). Karakter prostora X, u oznaci x(X) je 
sup{x(x, X) :.x E X}. Beskonaeni kardinal K je teiina prostora X, u oznaci w(X) = 
ako i samo ako je najmanji beskonaeni kardinal za koji postoji baza topologije prostora X 
kardinalnosti K,. Karakter prostora je uvek manji iii jednak 

1.4.3 Adherencija i izvod. Separabilnost 

Neka je (X, 0) topologki prostor i A C X. Taeka x E X je adherentna taeka skupa A ako i samo ako svaka okolina take x wee skup A. Taeka x E X je taeka nagomilavanja 
skupa A ako i samo ako svaka okolina taeke x wee skup A \ {x}. Skup svih adherentnih 
taeaka skupa A zovemo adherencija (ili zatvaranje) skupa A, u oznaci A, dok skup svih 
taeaka nagomilavanja skupa A zovemo izvod skupa A, u oznaci A'. 

Teorema 8. ([7]) Izvod skupa ima sledeee osobine: 
(a) Ako je A C B, onda je A' C B'; 
(b) (A u 	= U B' 

Teorema 9. VD Neka je (X, 0) topologki prostor. Tada za proizvoljne podskupove A, B C 
X va2i: 

(a)AuB=Au B; 
(b) Int( A n B) =Int(A)nInt(B); 
(c) Ako A C B, onda IntA CIntB i A C 

Skup D C X je gust u X ako i samo ako je D = X. Skup D je gust u topologkom prostoru 
X ako i samo ako sere svaki neprazan bazni skup. Gustinu prostora X u oznaci d(x) je min{ !DI : D = X} + Ko. Prostor X je separabilan ako i samo ako postoji prebrojiv gust 
skup u X. Ako prostor X zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti onda i je separabilan. 
Obratno ne mora da va2i. 
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1.4. TopoloS=ki prostori 	 11 
 

1.4.4 Aksiome separacije 

Topologki prostor (X, 0) je 

• To-prostor ako i samo ako za svake dve razWite take postoji otvoren skup koji sadr2i 
Maio jednu od njih. 

• Ti -prostor ako i samo ako za svake dve razWite take x,yEX postoji otvoreni skup 
0 da je x E 0, a y cl 0. 

• T2-prostor ako i samo ako za svake dye razIleite take x,y E X postoje disjunktni 
otvoreni skupovi 01 i 02 da x E 01 i y E 02. T2-prostor se naziva i Hausdorffov 
prostor 

• 773-prostor ako i samo ako je T1-prostor i za svaki zatvoren skup F i svaku tgku 
x F postoje disjunktni otvoreni skupovi 01 i 02 da je x E 01 i F C 02 . Trprostor 
se naziva i regularan prostor. 

• T3  -prostor ako i samo ako je Trprostor sa osobinom da za svaki zatvoren skup F 
i svaku taeku x ¢ F postoji neprekidno preslikavanje f : X 	[0, 1] takvo da je 
f(x) = 0 i f[F] C {1}. T.3 

2 
 -prostor se naziva i Tihonovski iii kompletno regularan 

prostor. 
• T,-prostor ako i samo ako je T1-prostor i za svaka dva zatvorena disjunktna skupa F, 

i F2 postoje disjunktni otvoreni skupovi 0 1  i 02 da je F1  C 01 i F2 C 02. Trprostor 
se naziva i normalan prostor. 

• T5-prostor ako i samo ako je T1-prostor i svaki njegov potprostor je T1-prostor. 
prostor se naziva i nasledno normalan. 

• T6 -prostor ako i samo ako je T4-prostor i svaki njegov zatvoren skup je 	skup. T6- 
prostor se naziva i savrgeno normalan. 

Topologli prostor je Ti  -prostor ako i samo ako su svi singltoni (jednoelementni skupovi) 
zatvoreni. 

Va2i slede6i niz implikacija: 

T6 T5 T4 T. 	T3 T2 Ti T0. 

Topologli prostor je nuladimenzionalan ako i samo ako je T2 i ako postoji baza koja se 
sastoji od skupova koji su istovremeno otvoreni i zatvoreni. 
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12 	 Glava  I. Uvod: osnovne definicije i tvrdjenja 
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DEO I 

MALI KARDINALI 
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Glava 2 

Kardinal 

2.1 Neogranie'ene familije u skupu ww. Kardinal b 

Definicija 1. Neka su f , g w 	w proizvoljna preslikavanja. Definigimo relacije ,* i <* 
na slede6i na6in: 

f =* g akko 3k0 E w VA; ko f(k) = g(k), 
f <* g akko 3k0 E w VA; ko f(k) < g(k). 

Lema 5. Relacija 	je relacija ekvivalencije na 	Relacija <* je refleksivna i tranzitivna, 
nije antisimetrii•Ma, ali f <* g i g <* f implicira f =* g. Relacija < na ww/ 	definisana 
sa [f] < [g] akko f <* g je dobro definisana i to je relacija poretka na ww/ =*. 

Definicija 2. Familija B ww je ogranieena akko postoji funkcija g w 	w tako da za 
svako f E B va2i f <* g . 

Primer 4. Familija funkcija konstanti 	: n E w}, gde je fn (k) = n, za svako k E w, je 
ogranieena, jer je fn  <* g, gde je g(k) = k za svako k E w. 

Primer 5. Familija {fn : n E w}, gde je fn (k) = k + n, za sve k E w, je ogranieena, jer 
f, <* g, gde je g(k) = 2k, za sve k E w. 

Teorema 10. Svaka prebrojiva familija BCww je ograni6ena. 
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16 	 Glava 2. Kardinal b 

Dokaz. Neka je B = 	: n e 	C Wu) Defini§imo funkciju g : 	w na slede6i ngin: 
g(0) = ,f0(0), g(1) = max{ fo(1), f l  (1)1, g(2) = max{ fo (2), 1 1  (2) , f2(2)}, 	, g(n) = 
maxili(n) : < nl. 

Neka je niEw proizvoljno. Tada za svako k > nl , sledi g(k) = max{f7,(k) : n < 
> L L , (k). Dakle, f,,, <* g, za sve n1 E w, pa je familija Ci ogranieena. 	 ❑ 

Definicija 3. b = min {1131 : B C wc.o je neogranidena 

Teorema 11. w < b < c. 

Dokaz. Prva nejednakost sledi iz teoreme 10. Druga nejednakost sledi iz 1wW1 
(Ai' )  = 2w = c. 

=  	= 

2.2 Uredjenje P8. Generfeki dokaz neprebrojivosti kardinala b 

Ako je L konadan podskup skupa W C() definigimo L(k) = max{f(k) :fEL}. 
Ovde demo teoremu 10 dokazati na drugi nadin, koristedi pojam generidkog filtera. Neka 

je BCWw proizvoljna familija. Neka je 

Ps {((p, K) : cp E <u co AK C Ci je konadan skup} 

i neka je < binarna relacija na IPB data sa 

(cp, K) < 	L) akko yo DOAKDLA Vk E domyo \ dom0 (cp(k) > 

Lema 6. (1118, <) je parcijalno uredenje. 

Dokaz. Refleksivnost i andsimetrienost relacije < su evidentne. Dokazademo tranzitivnost. 
Ako je (col . 	< (g02, K2) < (S03, K3), onda je cot D (p2 D 993 i K 1  D K2 D K3, 
pa cp, D (pa i K 1  D K3. Pritom va2i: (1) Vk Edormp i  \domyo2  (pi (k) > K2(k) i (2) 
VA; Edony2 \dorry:3 (p2(k) > K3 (k). 

Neka k Edorry \dornyo3 . Ako je k Edomco \domyo2, onda je (p (k) > K2 (k) > K3  (k), 
jer je K3 C K2. S druge strane, ako je k Edomyo2  \dormp3 , onda je cp i  (k) = co2 (k) > K3 (k), 
zbog (2). 	

❑ 

Lema 7. Za svako it G w, skup D„ = 	K) E IF : doing) > n} je gust. 

Dokaz. Neka (0. L) E Ps. Ako je dom0 > it, onda (11), L) E Dn . Neka je dom0 = na < it. 
Definigimo 	: 71, -4 	sa 

f 0(k), za k < rn, 
L(k), za < k < n. 

Tada cp 3 1/), L 	L i za svako k edomcp \ dom0 va2i cp(k) > L(k), pa je (cp, L) 5_ (71). L) i 
pritom (cp, L) E Dn. 	 0 

(0)- 
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2.3. Martinova aksioma implicira b = c 	 17 

Lema 8. Za svako f E B, skup Af = {(co, K) E PB : f E K} je gust. 

Dokaz. Neka (co. K) E PB. Tada trivijalno Af ((p, K U If }) < (yo, K). 	 ❑ 

Teorema 12. Svaka prebrojiva familija BC ww je ogranieena, dakle b > tsio. Preciznije, 
neka je BC'w prebrojiva familija i D = {D„ : it E 	U 	: f E B1. Tada 

(a) postoji P-generieki filter G nad D, 
(b) ako je g = U( ,,,,K)Ec  (p, onda g : w —> w i f <* q, za sve f E B. 

Dokaz. (a) je posledica teoreme 5 i einjenice IDS = 
(b) Poka2imo da je g funkcija. Pokazademo da ((p, K), (0, L) E G implicira kompat-

ibilnost cp i 	tj. da za svako k Edomcpildom0 va2i cp(k) = (k). Skup G je filter, 
pa postoji 	N) E G, tako da je 	N) < ((p, K), 	L). Jasno, t  D (p, P, odakle 
don fl domo Cdom, pa je za k E dornyo fl domo, co(k) = .(k) = 71)(k). 

Poka2imo domg = w, odnosno da za svako n E w va2i n <domg. Za 71 E w prema lemi 
7 postoji ((p, K) E G fl D. Jasno, p C g i dony > n, pa je 71 < dom g jer clomp Cdomg. 

Poka2imo: f <* g za svako f E B. Neka je f E B i (yo, K) E G fl 0 f. Jasno, f E K. 
Neka je clomp = k0. Doka2imo da za svako k > k0  va2i g(k) > (k). Neka je k > 
Kako je dom(g) = U (0,40EG dome9 = w, postoji (0, L) E G tako da je k Ed0m2P. G je filter, 
pa postoji (e, N) < (co, K), (0, L), pa iz 	sledi k Edom\don-hp, to g(k) = (k) 
K (k) > f (k), jer je f E K. 	 ❑ 

2.3 Martinova aksioma implicira b = c 

Prema teoremi 1 I je w < h < c. Ako va2i CH, onda je, jasno, b = c. Postavlja se pitanje: 
gta je b, ako je c > 	? 

Teorema 13. Neka je B C Ww proizvoljna familija. Tada je Ps ccc parcijalno uredenje. 

Dokaz. Uoeimo da za proizvoljno cp E <wco i K,L E [8] ‹w va2i (co, KUL) < (yo, K), ((p, 14. 
Dakle, ako (yo, K), (co, L) E PB, onda su ovi elementi kompatibilni. Pretpostavimo da je 
{ (yo,, K„) : (v < 	neprebrojiv antilanac u PB. Kako je A = {dorm,o„ : a < h;} C 
postoji Ti E w, takvo da je Ila < K : d0111c0a  = 7111 > w. Sve funkcije co„, 	< 
moraju biti razlieite, dakle ima ih neprebrojivo mnogo, gto je nemoguee, jer Inwl = con =- 
kontradikcija. 	 ❑ 

Teorema 14. MA= b = c. 

Dokaz. Neka je B C ww i 1BI = K < c. Oznaeimo D = {D„ : n E col U {A ./. : f E B}. 
Tada 1D1 = w + K, < c, pa prema MA postoji G C P, tako da je G IP-generieki filter nad D. 
Neka je g = Li(cpK)Ec  (p. Nastavak dokaza je sliean odgovarajudem delu dokaza teoreme 12. V
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Glava 3 

Kardinal 

3.1 Dominirajuee familije u skupu wcv. Kardinal 

Definicija 4. Familija D c ww je dominirajuea ako i samo ako za svako f Eww postoji g E D takvo da je f <* g. 

Napomena 2. Ako je u pitanju linearni poredak onda se pojam neogranieenog i domini- 
rajueeg (kofinalnog) skupa poklapaju. No, (`'w, <*) je parcijalno uredenje i to su dva razlieita 
pojma. 

Lema 9. Svaka dominirajuea familija D je neogranieena. 

Dokaz. Pretpostavimo da je familija D dominirajuea i da je ogranie'ena. Tada postoji h E ww, takvo da za svako g E D vazi g <* h. Neka je EDih+1<g', (za sve k E w definigemo (h, + 1)(k) = h(k) + 1). Tada h + 1 <* <* h. Zbog tranzitivnosti <* imamo h + 1 <* pa postoji k o  E w , da za svako k > k0  va‘li h,(k) + 1 < h(k), kontradikcija. 	 ❑ 

Teorema 15. Ne postoji prebrojiva dominirajuea familija. 

Dokaz. Kada bi postojala, prema lemi 9 to bi bila i prebrojiva neogranieena familija, gto je u 
suprotnosti sa teoremom 10. 
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3.2. Uredjenje P. Generieki dokaz neprebrojivosti kardinala 	
19 

Definicija 5. D = 	:DC ww je dominiraju6a familija}. 

Teorema 16. ce < < < c. 

Dokaz. Neka je D C ww dominirajuda familija i D = IDS. Tada je D, prema lemi 9 i 
neogranidena familija, pa prema definiciji kardinala b sledi b < IDS = D. Naravno, D < c jer = c. 

0 

Teorema 17. MA= = c. 

Dokaz. Sledi iz teoreme 16 i teoreme 14. 
0 

3.2 Uredjenje P. GeneriCki dokaz neprebrojivosti kardinala 

U nastavku posmatramo novo parcijalno urectenje pomodu kojeg demo, na jog jedan nadin, 
dokazati teoremu 17. 

Neka je 

P = {(n, f ) :nEcoAfE ww}. 

Definigimo relaciju < na slededi nadin: 

(n, .f) < 	g) ako i samo ako n>in A f >g A f 	g rm. 

Lema 10. Za svako in E w , skup = {(n, f) E P : n > je gust u P. 
Dokaz. Ako (1, g) E P \ D,„, onda 1 < m, pa (in, g) E Dm  i (rrt, g) < (1, g). 

Lema 11. Za svako h E w w skup Ah = (n, f) E F : h, <* f } je gust u P. 
Dokaz. Neka (1, g) e P i neka je funkcija f : definisana sa 

f (k) = 
1 

g(k), za k < 1, 
max{g(k), h(k)}, za k > 1. 

Tada it <* f, pa (1, f) E On, i (1, f) < (1,g). 	 ❑ 

Teorema 18. Neka je Do C ww prebrojiva familija i D = {D,„ : m, e w}U{Ah : h E 1,0}. Tada, ako je G P-generidki filter nad D i fG H = .../(n,f)EG f tn. onda 
(a) : ck, 	w; 
(b) It <* fG, za svako 11, E Do . 

Dokaz. (a) Ako su (n, f), (m,g) E G imamo f r„,g rm C fn. Neka je kE7iln 71. Postoji (1, h) E G, tako da je (1, lt) < (n, f), (m, g), pa je k EmniiCnC 1, dakle kEinmn n. Sada imamo f(k) = f r n(k) = h (k) = h f„, (k) = g r„, (k) = g(k). Dakle, fc, je funkcija. 
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20 	
Glava 3. Kardinal 

Za proizvoljno 711 E w , postoji (n, f) E D,„ fl G. Tada je n > 7n I f [„C fc, odakle 
711, C 71 C domfG . Dakle, za svako m E w vasii m C dom1G, pa je domfG = w. 

(b) Neka h, E Do i (71, .f) E G fl Ah. Tada je it <* f, pa postoji 	E w tako da za 
svako A: > k, va2i f (k) > h(k). Neka je k0 =max{n, kt }. Doka2imo da za svako A; > 
va2i 1(;(A;) > /t(A:). Neka je A; > A; 0  i 	g) E G fl Dk+1. Tada je k E 7n i pritom postoji 
(1, (p) E G tako da (1, (p) < (7t, f), 	g). Jasno, imamo 1 > nt, pa je k < 1. Takode je (p(k) > f (k), pa sledi .fc (k) = fc; It (k) = (p(k) > f (k) > 11(k), C'ime je teorema 
dokazana. 

0 

3.3 Martinova aksioma implicira 0 = c 

Ako va2i Martinova aksioma, onda umesto ID01 = w u prethodnom tvrctenju moZ"emo 
pretpostaviti 101 = 	za 	< c. Tako dobijamo 	= c. Potrebno je samo da 
doka2emo da je P ccc. 

Lema 12. Elementi (n, f i ) i (n, 12 ) su kompatibilni ako i samo ako je 1 1  rn = 12  tn . 
Dokaz. () Neka su elementi (71, f t ) i (n, 12) kompatibilni. Tada postoji (no , fo ) takvo da je (n0,10 ) 5_ (it, 1 1 ), (71,12 ). Sledi fo  t„= 	Afo 17t= h tn. Jasno, fi r/t= 12 In • Ako je 	l,,= f2  l,t, sledi(7t,max{f i  , f2}) S (n, j;), za i = 1, 2. 	 ❑ 

Teorema 19. P je ccc parcijalno uredenje. 

Dokaz. Pretpostavimo da je A = {(7,,,,1„) : a < 	antilanac u P, gde je K > CO. Za rc E CO, neka je 	= {a < 	: 7l= 71}. Tada je rs = UnEw In' pa postoji no  E co, takvo da je 	> w. Jasno, { (710 , 	: a E 	} je neprebrojiv antilanac, pa za sve a, 13 E 1.„„, medusobno razRite, va'Zi f„ 	rut) , kontradikcija, jer je 	= con" = 
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Glava 4 

Kardinal p 

4.1 Familije u skupu [W]W sa jakim svojstvom konaenog preseka. 
Pseudopresek 

Definicija 6. Za skupove A, B e [w] w  definigimo relacije: 
A =* B akko IAABI < w (A je simetri6na razlika), 
A C* B akko IA \ < w. 

Lema 13. (a) Relacija 	je relacija ekvivalencije na [w]w i za A, B E [w]w 

A 	B akko 3k0 E w Vk > (kEA ,(=>keB); 	 (4.1) 

(b) 

A C* B akko 3k0 E w VA; > ko (k EA 	B); 
	

(4.2) 

(c) C* je refleksivna i tranzitivna relacija na 	nije antisimetri6na i vali: A C* B A 
B C* A akko A =* B. 

Dokaz. (a) Pokasiimo da je .* relacija ekvivalencije. Refleksivnost i simetri6nost trivijalno 
va2i. Dokthmo tranzitivnost. Neka je !AABI < w i IBACI < w, tj. skupovi (A \ B) U (B \ 
A) i (B \C) U (C B) su kongni. Tada su kona6ni iA\Bi (B \C), pa je i skup A \ C 
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22 	 Glava 4. Kardinal p 

konkan (A C C A \ B U B \ C). Analogno, iz kona6nosti skupova B\ A i C \ B sledi da 
je skup C \ A kona6an, dakle A .* C. 

Poka2imo da va2i formula (4.1). Neka je ispunjeno A =* B i neka je, na primer, (A \ 
B)U (B \ A) = , a2  Neka je ko = max{al , a2, , a„ }. Tada za svako k > ko  
va2i A; E An B iii k E (A U BY, tj. k E A ako i samo ako k E B. Neka sada va2i desna 
strana ekvivalencije u formuli (4.1). Pokaiimo da je skup (A \ B) U (B \ A) konaean. Ako 
bi bio beskongan, recimo da je A \ B beskona(mo, tada bi za svako ko E A, postojao k > ko  
da va2i kEAikB, gto je u suprotnosti sa pretpostavkom. 

(b) () Neka je A \ B = {71,0,711,...,71 74 1 ko = max{no, 711, 	+ 1. Za k > ko 
 neka je k E A. Pretpostavimo k cl B. Tada k E A \ B, pa k = ni, za neko j < in. No 

k > ko > n1, kontradikcija. Dakle, k E B. 
(=) Neka va2i VA;>ko(kEAkEB). Tada, ako je k E A \ B, imamo k < ko , pa 

,4 B C {0, 1, 2, ..., ko  — 1}, odnosno 	\ 	< 	tj. A C* B. 
(c) Za svako A E [w} w  va2i A C* A jer je A \ A = 0, pa je relacija refleksivna. Pokaiimo 

tranzitivnost. Neka je A C* B i B C* C. Prema (4.2) imamo 

	

3k1 E Vk>ki(keAkEB) 	 (4.3) 

	

3k2  E Vk > k2 (keBkEC). 	 (4.4) 

Neka je ko  = max{k i  k2}. Za k > ko , ako je k E A, prema (4.3) k E B, a onda prema (4.4) 

	

k E C. Dakle, za svako k > ko  iz k E A sledi k E C, tj. A C* C. 	 ❑ 

Ako je P, E [w]w .i E I, i = RE ,PZ , onda je jasno, C P2, za svako i E Pi. Sada 
dajemo jednu general izaciju preseka. 

Definicija 7. Neka je P C [Lo]W. Skup E [w] w  je pseudopresek familije P akko C* P, 
za svako P E P. 

Jasno, ako presjek familija P c 	beskona6an onda je to i pseudopresek. Obratno ne 
va2i. Svaki beskongan podskup pseudopreseka je pseudopresek. 

Primer 6. w je jedan pseudopresek familije P = {[n, oo) : n E 	dok je presek ove 
familije prazan. Uoe'irno da je svaki Q E [we pseudopresek familije P. 

Primer 7. Familija P1, = [—x, .x] n Q. x E R±, je familija c mnogo skupova, linearno 
uredena i 11, >0  Pr  = {0}. Pseudopresek je svaki niz u Q koji konvergira nuli. 

Lema 14. Neka su P, Pi  , P2 , ..., P„ E [(A]'. Ako je P C* 	za sve i < 71, onda 
(a) P C* n P2  n n P„; 
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4.2. Kardinal p.  Neprebrojivost kardinala p 	 23 

Dokaz. (a) Trivijalno (C*). 
(b) Direktna posledica take (a). 

Posledica 2. Konaena familija ima pseudopresek ako i samo ako ima beskongan pseudop-
resek. 

Tako dolazimo do slede6eg pojma. 

Definicija 8. Familija P C [co]W ima jako svojstvo konaenog preseka iii sfip (engl.: the 
strong finite intersection property) ako i samo ako za svaki kongan podskup {.P1, 	P„} C 7,  vaii I n  <„ Pil = w. 

Teorema 20. Familija P C [w],  koja ima pseudopresek, ima sfip. 

Dokaz. Posledica leme 14. 

4.2 Kardinal p. Neprebrojivost kardinala p 

Lema 15. Ako je Lf C 	neglavni ultrafilter vai- i: 
(a) Lf ima sfip; 
(b) U nema pseudopresek. 

Dokaz. (a) Neka F1 , F2 , F,„ E U. Tada ni,„ F E U, no U sadr2i samo beskongne 
skupove. 

(b) Pretpostavimo da je P e [w]w pseudopresek familije U, tj. P C* F, za sve F E U. 
No, tada bi familija U U {P} imala s.k.p. (jer bi P n F = 0 za F E u dalo P \ F = P, 
suprotno sa P C* F), kontradikcija. 

❑ 

Dakle, postoje familije sa sfip koje nemaju pseudopresek. 

Definicija 9. p = min{ 1P1 : P C PP' ima sfip i nema pseudopresek} 

Teorema 21. Svaka prebrojiva familja P C 	sa sfip ima pseudopresek. 

Dokaz. Neka familija P = {Pn, : n E w} C [w] w  ima sfip. Definigimo niz (n k  : k E 
u w sa namerom da skup P = {nk : k E w} bude pseudopresek familije P. Neka je 
no  = minPo , 7t h  = min(Po n P, \ {n0 }), n2 = mill(P0 n Pl  n P2 \ {no, n1}), • - •, 

nk = millm n P, n P2 n ... n Pk \ {710, 711 , n2, .. , nk_1}). Oeigledno, za k E w va2i da 
za svako i > k imamo E Pk, pa P C* Pk. Skup P je beskongan jer su ni razlini. 	❑ 

Posledica 3. w < p < c. 

0 

0 
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24 	 Glava 4. Kardinal p 

4.3 Uredjenje F. Generieki dokaz neprebrojivosti kardinala p 
U nastavku dokazujemo teoremu 21 na jog jedan na6n. Za proizvoljnu familiju P c [cur 

sa sfip, neka je 

Pp = { (s, K) : s C w kona6an A K C P kona6an} 

i neka je relacija < definisana na slede6i na6in: 

(s, K) < (t, L) akko sDt A KDL A s\tCn L. 

Teorema 22. (Pp, ‹) je parcijalno uredenje. 

Dokaz. Refleksivnost i antisimetrie'nost su trivijalni. Dokaimo tranzitivnost. Neka je 
(.s, K) < (t, L) i (1,1)) < 	M). Sledi 

sDtAKDLA s\t,CnL, 	 (4.5) 

tDrALDMA t\rCnM. 	 (4.6) 

Poka2imo (s, K) < (r, M). Jasno, s D r i K D M. Ostaje da se poka2e s \ r Cn /IL 
lzK L 	sledi nKCnLcn M. Sada iz (4.5)1 (4.6) sledi s \r C (s \t) U(t \ 7.) C 
(n u (n m) C n M. 	 ❑ 

Lema 16. Za svako 71 E w, skup D„ = {(s, K) E IIDp : I.CI > 77,} je gust u 	. 

Dokaz. Neka je (t, L) E Pp. Ako je > 71, onda (t, 	E Dn . Zbog sfip, n L je beskongan 
skup, pa izaberimo kongan skup r C (11 L) \ t kardinalnosti n. Tada (r U t, L) E D„ i va2i 
(7. U t. L) < (1, L). 	 El  

Lema 17. Za svako P E P, skup Ors 	(s, K) E Itkp : P E K} je gust u P.F. 

Dokaz. Neka je (1. L) E Pp. Tada (t, L U {P}) < (t, L). 

Teorema 23. Svaka prebrojiva familija sa sfip ima pseudopresek, tj. p > 	Preciznije, 
neka je P C 	prebrojiva familija sa sfip i D = {Dn  : n E w} U { 	P E P}. Ako je 
G(C Pp) Pp-generie"ki filter nad D i PG  = U(s,K)EG  s, onda va2i: 

(a) PG  E [w] w ; 
(b) Za svako P E P 	C* P, odnosno PG je pseudopresek date familije. 

Dokaz. (a) Dokazaeemo da za svako n E w va2i IPGI > n. Neka je n E w i (s, K) E GnD„. 
Tada je .s C PG  i Isj > 

(b) Neka je P E P. Tada postoji (s, K) E G n Ap, pa je s C PG i P E K. Doka2imo za 
svako L) E G va2i t, \ .s C P. Neka (t, L) E G. Skup G je filter, pa postoji (r, M) E G 
tako da (7., M) < (s, K), (t, L). Sledi r D s, t i M K, L. Takocte r \ s C nK C P. No 
t \sCr\s,pat\sCP. Dokaiimo PG s C P. Va2i PG  s =-- U(I,0EG t\.s C P. 0 
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4.4. Martinova aksioma implicira p = c 
25 

4.4 Martinova aksioma implicira p = c 

Za primenu Martinove aksiome na Pp potrebno je pokazati sledeou lemu: 

Lema 18. Pp je ccc parcijalno urectenje. 

Dokaz. Uo6imo da su elementi Pp sa istom prvom komponentom kompatibilni, tj. (s, K U L) < (8,K), (s, L). Pretpostavimo da je {(s ( , : a < h:} neprebrojiv antilanac u Pp. Tada su 	za a < razli6iti, gto je nemoguee jer je j[corwl = 	 0 
Sledi uop§tenje teoreme 23 pod pretpostavkom MA. 

Teorema 24. Ako va2i MA, onda svaka familija P C 	sa sfip, kardinalnosti h: < c ima 
pseudopresek. Dakle, MA= p = c. 

Dokaz. Neka je P = {P, : a < pz} C pp.') familija sa sfip i D = {D„ : 71 E w} U { Ap.: a < 	Prema MA postoji Pp-generi6ki filter nad D. Oznaeimo ga sa G. Neka je 
PG = U(s,K)EG 8. Dokaz da je PG pseudopresek familije P je slican odgovarajueem delu 
dokaza teoreme 23. 

❑ 
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Glava 5 

Kardinal t 

5.1 Tower u skupu [0.]W. Ekvivalentne definicije 

Definicija 10. Neka A, B E 	Definigimo A C* B ako i samo ako IA \ BI < w i 
\ = w.  

Lema 19. (a) A c* B ako i samo ako A C* BA—B C* A ako i samo ako A C* BAA B; 
(b) Relacija c* je iretleksivna, asimetriena i tranzitivna. 

Dokaz. (a) Trivijalno. 
(b) Irefleksivnost je jasna jer bi iz A c* A sledilo IA \ AI = w, kontradikcija. Iz A c* B 

sledi IB\ AI = w, pa nije B c* A. 
Pokaimo tranzitivnost. Neka je A C* B i B c* C. Sledi 

A C* B A 	C* A, 	 (5.1) 

B C* C A 	C *  B. 	 (5.2) 

Prema lemi 13 iz (5.1)1 (5.2) sledi A C* C. Iz C C* A bi zbog A C* B sledilo C C* B 
gto je netaeno zbog (5.2). Dakle, 	C* A, pa je A C* C. 	 1:1 
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5.1. Tower u skupu 	Ekvivalentne definicije 
27 

Lema 20. Neka je T C [co]w, E ON i T : 	bijekcija. Tada su sleded uslovi ekvivalentni: 
(a)Va, /3 < (a < <=> To *D 	odnosno (T, *D) 

-=== <); (b) Va, < (a < /3 To *D To); 
(c) Va, < 4 (a < 13 <=> To *D To), odnosno (T, *D) L's2- <)• 

Dokaz. (a)=(b) Trivijalno. 
(b)=(c) Pretpostavimo da va2i (b). 
() Neka je a < 	Razlikujemo dva slgaja. Za a = f3, imamo 71, = Ti , pa je T.*D T,j . Za a < /I, imamo zbog (b) L*D 7:8, pa i T*D T. 
() Neka je L*D To. Pretpostavimo fi < a. Tada zbog (b) imamo To*D To, pa prema lemi 19 sledi 	Ti3, kontradikcija. Dakle, a < /3. 
(c)= (a) Neka va1i (c) i neka je a,13 < . 

Pretpostavimo a < B. Tada zbog (c) imamo Ta*J T. Pretpostavimo T Y  c* To . Zbog (c) je tada a > /3, gto je netaeno. Dakle, 	C* Ti, pa T * D T13. 
Neka L*D T. Pretpostavimo /3 < a. Tada zbog (c) To*D T gto je nemogu6e, jer iz 	c* T, sledi 	C* T. Dakle, a < /3. 

Lema 21. Neka je T C [w]w, E ON i T 	—* T bijekcija. Tada su slede6i uslovi ekvivalentni: 
(d) Va, < (a < /3 To *D To); 
(e) Va, <4. (a <13 T„*D To). 

Dokaz. (d)=(e) Neka va2i (d) i neka za a, /3 < va2i a <13. Ako je a = /3, onda TY  = To , pa jasno L*D T. Ako je a <13 imamo , zbog (d), T*D To . 
(e)= (d) Trivijalno jer iz a < sledi a < I3. 

Lema 22. Neka je T C [w]w, E ON i T 	—* T bijekcija. Tada (c)(e), dok obratna 
implikacija ne mora da 

Dokaz. Implikacija (c)= (e) je evidentna. S druge strane, ako je = w i T,Y  kokongni 
podskupovi w, onda T„ =* To za sve a, /3 E w, pa (e) va'Zi trivijalno. No (c) ne va21 jer (a) 
o6gledno ne va2i. 

o 

Napomena 3. Uslovi (a) i (c) govore o izomorfizmu, a uslov (e) govori o homomorfizmu 
relacijskih struktura. 

Lema 23. Neka je familija T C [w]"'. Tada su slede6 uslovi ekvivalentni: 
(i) Postoji E ON i bijekcija T : -4 T takva da vaIi jedan od uslova (a), (b) iii (c); 
(ii) (T, * D) je dobro urecten skup; 
(iii) (T, *J) je dobro urecten skup. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



28 	 Glava 5. Kardinal t 

Dokaz. (i) 	(ii) Neka postoje i T i neka vaii (a). Tada je T izomorfizam relacijskih 
struktura, pa kako je (, <) dobro ureden skup, sledi da je i (T, *j) dobro urecten. 

(ii) 	(i) Neka je (T, *D) dobro ureden. Tada potoji E ON da je (T, *D) 	<). 
(i) <=> (iii) Skno se dokazuje. 	 ❑ 

Definicija 11. Neprazna familija T c [w]w je tower (kula) ako i samo ako 
(a)T zadovoljava jedan od ekvivalentnih uslova (i), (ii) iii (iii) iz leme 23; 

(b) T nema pseudopresek. 

5.2 Egzistencija tower-a. Kardinal t. Regularnost 

Za beskonaean skup A C w postoji jedinstveni izomorfizam 

c A  : (w, <) -4 (A, <) 

tzv. funkcija brojilica (engl.: counting function). Ona daje numeraciju skupu A, tj. A = 
{no. n , n2, 	gde je nk = eA(k) i no < nt < n2 < • • 

Teorema 25. Tower postoji. 

Dokaz. Neka je it : [w]w —> 	preslikavanje definisano 7r(A) = en ({0, 2, 4, ...}) = 
{no. 	n 1, 	Jasno, 7r(A) je skup elemenata skupa A sa parnim indeksima (parna polov- 
ina skupa A). Neka je II = {P C [Lt]' : P ima pseudopresek}. 
Dakle, za svako P E H imamo 

Ps (P) = IQ E [w]w  : Q je pseudopresek familije P} 0. 
Neka je p : II 	[w]w, preslikavanje takvo da co(P) E P,5 (P), tj. cp je funkcija izbora 

za familiju 	: P E HI. Dakle, svakoj familiji P E H funkcija cp dodeljuje neki 
pseudopresek. Definigimo rekurzijom niz (T1, : a < c+) u skupu 	U {0} sa 

To = w 

T 
= 	

71 (co({To : 13 < a})), {To : < a} Una pseudopresek; 
0, 	 inge. 

Neka je 

mitt{a < c+ : T, = 0}, ako postoji a < c+ takvo da T, = 0 ; 
c+, ako za svako a < c+ va2i T E [w]w.  

Dakle, za svako a < 4 vazi T, # 0. 
Pokaiimo da 

da, < (a < 13 	T,, * D T/1)• 	 (5.3) 
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5.3. Nejednakost p < t <  
29 

 

Indukcijom na dobro uredenom skupu dokazaeemo da za svako /3 < i svako a < /3 
va2i T„*D Za = U to je trivijalno ta6no. Neka je /30  < i neka za svako /3 < /30 i za 
svako a < /3 va2i T, * D Ti. Dokazujemo da za svako a < /30 va2i L*D T jn . Zbog /30 < 
jeTdO 0, pa TO0  = 7r(C°(iTn a < /301)) C *  co(M: a < 	c* T„, za sve a < /30 . Sada za a # /3 sledi T To , pa 141 < c, jer jelictdwl = c. 

	

Poka2imo jo§ da T = {To, : a < 	nema pseudopresek. Pretpostavimo suprotno, tj. da 
postoji P E 	da za sve a < va2i P c* L. Tada je Te  = r(co(ITO : a < 0)) 0, kontradikcija. 

❑ 

Definicija 12. t = 	: T C [w]w je tower}. 

Teorema 26. Ako je (To, : a < 0 tower i co : ( 	rastu6e, kofinalno preslikavanje, onda 
je (Too)  : 6 < () tower. 

Dokaz. Za 6 < 6 t  < ( je co (6) < (60, pa prema lemi 20 (b) vaii Tw(o) * D T,p(o i  ). 
Pretpostavimo da postoji pseudopresek P, tj. za svako 6 < va2i P C* Tp (6). Neka a < 
Zbog kofinalnosti postoji 6 < ( takvo da a < cp(6), pa L* D T(6) *D P, odatle P c* T,. 
Dakle, P C* T, za a < kontradikcija. 	

❑ 

Teorema 27. (a) t je regularan kardinal; 
(b) Postoji tower tipa (t, >). 

Dokaz. (a) Neka je T = {T(  : a < 0 tower i 141 = t. Neka je cf(0 kofinalnost kardinala 
i co : cf(0 	kofinalno, rastuee preslikavanje. Tada je T = T 	6 < cf(0 prema 

teoremi 26 takocte tower i va2i t < cf(0 < 	= t, pa (.1(0 = t. Dakle, kardinal t je 
regularan. 

	

(b) T = {Two)  : 6 < t} je tower. 	 ❑ 

5.3 Nejednakost p < t < b 

Teorema 28. p < t 

Dokaz. Neka je T = (T, : a < t) tower. Jasno, T nema pseudopresek. Doka21imo da ima 
sfip. Neka je T,„ ETia> max{ai : < 	Tada T„ c* Ta„ pa T„ C* 
za i < k, odnosno 	c* n:: , 	Kako je 	w, presek je beskongan. Dakle, T je 
familija sa sfip bez pseudopreseka, pa p < IT' = t. 	 ❑ 

Napomena 4. Konzistencija p < t je jo§ uvek otvoreno pitanje. 

Lema 24. Za kardinale A i Ec vaa A < E .i ako i samo ako za svako n, < A va2i < 

Dokaz. () Trivijalno. 
Pretpostavimo h < A. Sledi u < kontradikcija. 0 
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Lema 25. Za kardinal K sledeCi uslovi su ekvivalentni: 
(a) K < b = 1111111151 B C wco je neogranieenal; 

(b) Svaka familija B C "co kardinalnosti i je ogranieena; 

(c) Svaka familija striktno rastueih funkcija B C wc,./ kardinalnosti je ograni6ena. 

Dokaz. (a)<=>(b) Trivijalno. 

(b)= (c) Trivijalno. 
(c)=(a) Neka vaii (c). Pretpostavimo da je B = If„ : a < 	neogranieena familija. 

Pravimo funkcije he  takve da za sve a < ts: vth: 

1. preslikavanje he  : w 	w je rastuee; 

2. h„ > f„. 
Neka je ga  = max{ fa , 1}, za sve a < 	Jasno, ga  > fa , za sve a < K. Neka 

je, za a < K, funkcija lie, data sa /00) = g,(0), h a (1) = g„(0) 	ga (1), 	, he (k) = 

g„(0) + g„(1) + 	+ g„ (k). Oeigledno je he, > ga . Kako je 

h„(k + 1) = E► <k+ig,(1) = he,(k) g„(k + 1) > h,„(k) 	1 > ft, (k) 	(5.4) 

funkcije h„, za a < t su rastuee. 

Sada je Iii = {h, : a < lc} neogranieena familija rastueih funkcija, kontradikcija sa (c). 

Izmedu rastueih funkcija i njihovih kodomena postoji jednostavna veza . Na primer, ako 
je f (k) = k i g(k) = 2k, onda je f <gif[w] = w j g[w] = 	: k je paranl. Uopgte vazi 

Lema 26. Ako su f, g : 	striktno rastuee, onda iz f [co] C g[w] sledi f > g. 

Dokaz. Pretpostavimo f g. Neka je ko najmanji elemenat takav da f (k o ) < g(k0 ). Tada 

u [0. f (k 0 )] ima: ko  + 1 elemenata iz f[w] (to su f (0), f (1), 	, f (k 0 )) i k o  elemenata iz 

q[w] (to su q(0).  g(1), 	, g(k0 — 1)). Dakle, f [w] 	g[w]. 	 ❑ 

Primer 8. Obrat ne va2i. Ako je f (k) = 2k + 1, g(k) = 2k, onda f > g, iako f [w] n g[w] = 

Sledi uopgtenje prethodne leme. 

Lema 27. Neka su f, g : w 	w striktno rastuea preslikavanja. Tada ako je f [w] C* q[w], tj. 

ako postoji k o  takvo da je f [w \ k o] C g[w], onda za svako i E w va2i f (k o  i) > g(i). 

Dokaz. Pretpostavimo da je, za i o  e w, f(ko + 	< g(i o ). Tada su f (ko ), f (ko  + 

1). 	f (k o  + 	E g[w] n [0, f (k o  + i0 )]. Dakle, u g[w] n [0, f (k o 	i0 )] ima io  + 1 

element, a mote ih biti najvige i o  (to su g(0), 	,g(io — 1)), kontradikcija. 	 ❑ 

Teorema 29. t < 
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Dokaz. Prema lemi 24 i 25 dovoljno je dokazati da je za svako K < t familija B c w w  
rastueifi funkcija kardinalnosti ogranidena. Neka je < t i neka je 5=0„ : a < Kl 
familija rastu6f) funkcija. Rekurzijom definigemo niz (f, : a < K) u ww sa osobinama: 

(a) f, su striktno rastua preslikavanja; 
(b) a < /3 	fAcej C *  fa[w]; 
(c) ,f„(k) > 11,(2k), za sve k E w. 

Funkciju fo  definigemo sa fo(k) = go(2k). Neka je ao < h; i neka je (f„, : a < ao ) 
niz sa osobinama (a-c). Definigemo f„,„. Kako je zbog (b) (f,[w] : a < ao ) pred-tower 
(engl.: weektower), (ispunjava uslov (a) definicije 11) i lao! < 	< t, postoji pseudopresek 
P„„ C* f,[w], za sve a < ao. Neka je ("2,„ = ir(Pa0)-polovina 	. Tada Q„„ E [w]w i 
(2,0  C* f,[co], za svako a < ao. Preslikavanjef (Y O defingimo tako da va2i: 

(d),i,vo [w] C Quo , 
(f) yak osobine (a) i (c). 

Rekurzijom definigemo: 

fau (k) = inin(Q(to \ [0, max{go o  ( 2k), fao( 0), Lt o (1),.. Lto(k — 1 )}i) 

Tada 
(a) fn, ()  je striktno rastu6a (jer je f,„(k) > f,o (k — 1), k E co), 
(b),f„„[co] 	(2„)  C 	Cl' < ao, 
(c)f„„(k) > g„„ (2k), E w. 

Tako dobijamo niz (f„,. : a < 	sa osobinama (a-c). Zbog (b) i K < t postoji pseudopresek 
C* f,[co], a < K. Prepolovimo ga, a onda sliao kao pre dobijamo rastu6u funkciju 

da ,f,[w] C* f„[w], za a < r. Tvrdimo da je fk  ogranieenje B = fg, : a < Kl. Neka je 
a < 	Tada f,[w] C* f„[w], pa postoji k o  E w da fk [w \ ko] C frdw]. Prema lemi 27 za 
svako i. E w vazi Mk° + i) > f,(i) > go,(2i). Da bi bilo 2i > ko + i mora biti i > k o , pa 
tako za svako i > ko  va*Zi f „..(ko  + i) > g„(2i) > g,. (ko + i), jer je g„ rastuea funkcija. No, 
ovo zna6i za svako k > 2k0  vazi f„.,(k) > g,(k), pa je ga  <* f,. 	

❑ 
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Glava 6 

Kardinal a 

6.1 Maksimalne skoro disjunktne familije u skupu [a]-. Kardinal 
a 

Definicija 13. Skupovi A, B e [w]w su skoro disjunktni (engl.: almost disjoint) ako i samo 
ako je IA n < w. Familija A C [w]W je skoro disjunktna familija, kratko adf (od engl.: 
almost disjoint family). ako i samo ako za sve A, B E A, A 0 B, vazi IA n BI < w. 

Jasno, svaka disjunktna familija D C ker' je najvige prebrojiva. Sa adf to nije slaaj. 

Primer 9. Na w postoji adf kardinalnosti c. Identifikujemo w i Q. Za svaki realan broj E R 

	

x : biramo rastudi niz racionalnih brojeva (q : n E 	x. Neka je AT  = 	. n E 
x E R. Ako je x y, npr. x<yi0<c<y— x, onda postoji n o  E N, da za svako 

11 > 9L0 va2i 	E (y — F , y + €), pa je q > x, za n > no . Kako A,„ C (—oc,x) sledi 
A„ n Ay C W/ 	, (1;1;0 _ 1 1. Dakle, A = {A x  : x E 	je adf kardinalnosti c. 

Primer 10. Posmatrajmo jog jednu adf kardinalnosti c. Drvo <w2 = Lined n 2  je prebrojiv 
skup. Za preslikavanje f : 	2, definigemo podskup Af C <w2 sa A f = {f r 11 : 

71 E w} 	 je maksimalna grana binarnog drveta <w2). Ako su f, g E W2 i f g, onda je 
IA1 n Ay 1 < CAL Dakle, A = {Af : f E w2} je adf IAI 	= c. 

32 
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6.1. Maksimalne skoro disjunktne familije u skupu [co}w Kardinal a 	 33 

Definicija 14. Adf A C [co]w je maksimalna iii madf (engl.: maximal almost disjoint 
family) ako i samo ako ne postoji adf AI, da A C AI. 

Lema 28. Adf A je maksimalna ako i samo ako 

VX E 	E A (IA n XI w). 	 (6.1) 

Dokaz. 	Neka je A madf. Pretpostavimo da postoji X E [co]w da IA n X1 < w za sve 
A E A. Tada X nije u A, za A EAiAU {X} je adf, kontradikcija. 

() Ako va2i (6.1), pretpostavimo da postoji adf Al da va2i A C A I . Neka je X E 
Al \ A. Tada za svako A E A va2i IA n X1 < w , gto je u suprotnosti sa (6.1). 	 ❑ 

Primer 11. Svaka kongna particija skupa w sa beskonadnim elementima je madf. Neka je 
= A, U A2 U 	U An  particija skupa w , gde je Ai E [w] w . Jasno, A = {Ak : k < n} je 

adf, a kako va2i (6.1) to je i madf. 

Teorema 30. Svaka adf je sadrlana u nekoj madf. 

Dokaz. Neka je A C [w]w adf i neka je 

IF = 	c 	: je adf i A C .71 

Jasno, (IP. C) je parcijalno ureden skup. Neka je L C P lanac. Doka2imo da U 
,F E P. Kako je F C [u]w, za sve 	L, to je UTEr .T C [w]w. Kako je A c F , za 

E L, irnamo A C U L. Konadno, ako A I  , A2 E UL, gde je A, E 	i A2 E 	i recimo 
C 	onda A,, A2 E .Ft, pa lAi n A21 < w. Dakle, UG je adf, to U G E IF. Takocte 

C U L, za sve 	E L, pa je UL gornje ogranidenje L. Dakle, svaki lanac L C P ima 
gornje ogranidenje, pa prema lemi Zorna P ima maksimalni element A*. Kako je A* adf i 
A C A*, ostaje da se pokaIe maksimalnost A*. Neka je A l  adf i A* C AI. Tada A, E IP, 
pa je Al = A* zbog maksimalnosti A*. Dakle, A* je madf. 	 ❑ 

Teorema 31. Prebrojiva adf ne moie da bude madf. 

Dokaz. Neka je familija A = {A„ : n E w} C [w]w adf. DokaZ'imo 

VA: E w lw 	U...UA01 =(v. 	 (6.2) 

Pretpostavimo da je w \ (A, U 	U Ak) = K konadan skup. Tada Ak+i = Ak+ n 
(A 1 U ... U AA: U K) = U 1 (Ak +  n A1) U (Ak+ , n K), pa je Ak+, unija kongno mnogo 
konadnih skupova, dakle konadan skup, kontradikcija. Definigimo niz (nk : k E 	sa 
ieljom da skup D = {nk  : k E w} bude skoro disjunktan sa svim A n . Neka je no  = 
min(cJ \ A 0 ), n i  = min(co \ Ac U Al U {no}), 	, nk = minlw \ (U i<k  Ai  U {n1 : 7, < 4:})1- 
Zbog (6.2) konstrukcija je moguda. Sada je Ao n D = 0, AI n D c {no}, 	Ak n D c 
{no , n i , ... , nk  }. Dakle, ovi skupovi su konadni, pa je AU {D} adf i A nije madf. 	❑ 
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34 	 Glava 6. Kardinal a 

Posledica 4. Ako je A c [w]' madf, onda je JAI < w iii  1A1 > w. 

Definicija 15. a = min{jA1 : A c [co]W je beskonaena madf}. 

Posledica 5. w < a < c. 

6.2 Uredjenje ?A. Generieki dokaz neprebrojivosti kardinala a 

Definicija 16. Skup B C w je skoro pokriven sa skupovima A l  , . A, C w ako i samo 
ako je B \ (A1 u 	U A,) kongan skup. 

Lema 29. Neka je familija A c [w]w beskongna adf. Tada 
(a)skup w nije skoro pokriven sa konaano elemenata familije A; 
(b) ako je {A 1 	An , B} C A, onda B nije skoro pokriven sa A[, . , A n . 

Dokaz. (a) Kada bi w bio skoro pokriven sa konaeno mnogo elemenata familije A, na primer, 
skupovima A l  , An (E A), tada bi skup w \ U,i<n Ai bio kongan, pa bi familija A imala 
konaeno mnogo elemenata (videti dokaz teoreme 31), gto je netaeno. 

(b) Ako bi B bio skoro pokriven sa A 1 , 	, An , po definiciji bi B\ (A 1  U 	U 	bio 
konaean skup. Kako je B beskonaean, skup B n (A i  u u An), tj. (Bn A I )U ...0 (B n A n ) 
je takode beskonaean. Tada bi za neko i < it skup B n A i  bio beskonaean, gto je netaeno jer 
je A adf. 	

❑ 

Teoremu 31, dokazaaemo na drugi nacin , koristeai opet pojam generiekog filtera. Neka 
je A C [w]w beskonaena adf. Definigimo parcijalno uredenje (IPA, <) na sledeei naein: 

1PA { (s, K) : s C ' <W A K E A<' } A<' 

gde je < binarna relacija na IPA data sa 

(s,K)<(t,L) ako i samo ako sDtAKDLA.s\triUL=0. 

Teorema 32. (IPA, <) je parcijalno uredenje. 

Dokaz. Refleksivnost i antisimetrienost su oeigledne. Dokalimo tranzitivnost. Ako imamo 
(s, K) < (t, L) < (u, M), tj. s D t, K D L, (s\t)nU L = 0, t D u, L D M,(t\u)nU M = 
0, onda jasno, .s D u i K D M. DokaZimo (8 \ u) 11 U M= 0. Zbog uCtCsiMC L, 
imamo (8 \ u) (s \ U (t \ u) iUM uL, pa (s \ u)nUm = [(s\t)n(t\u)]nU M = 
((s\t)nUM)u0 (s\t)nUL =0. ❑ 

Lema 30. Elementi (8, K) i (t, L) iz PA su kompatibilni ako i samo ako (s\t)nuL ,--_0i 
(t \ n u K = 0. Tada va2i i 

(s u t, K U L) < (s, K), (t, L). 	 (6.3) 
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6.3. Martinova aksioma implicira a  = c 
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(u, M) < (s, K), (t, L). Tada po definiciji relacije va2i u 	s, t; 
=-- 0 i (u t) n L -= 0. Kako je scui (u \ t) n u.L = 0, sledi 

7.1 I (71\ S) nU K = 0, sledi (t\ s) n K = 0. 
L= 0 i (t\ s) n u K= 0. Doka2imo (6.3). Jasno, s U t 2s,t 
((sut,)\s)nUK.(t\•)nUK=Oi(sut)\tnUL, 
(6.3), pa su (s, K) i (t, 	kompatibilni. 	 0 

Lema 31. Za svako 71 E w, skup D„ = {(s, 	E PA : 1st> n} je gust u PA. 
Dokaz. Neka je (t, L) E PA D. Tada It! < n. Kako je prema lemi (29) (a) w \ U L 
beskonaean skup, beskonaean je i w \ (U L U t), pa iz njega izaberimo elemente kl, 	, i definigimo skup s = t U 	, 41. Sada je (s, L) E D„ i (8, L) < (t, L) jer je, konstrukciji, (s \ t) n U L = 0. 

Lema 32. Za svako A E A, skup AA = 	K) E PA : A E KI je gust . 
Dokaz. Za (t, L) E PA va2i (t, L U {A}) < (t, L). 	 ❑ 

Teorema 33. Prebrojiva adf ne moie da bude madf, dakle a > w. Preciznije, neka je A C 
prebrojiva adf i D = {D, : n E w}U {An : A E A . Ako je G PA-generieki filter nad 

D i Dc = U(s,1,- )EG  s, onda: 
(a) DG  E [w] u) ; 
(b) Za sve A E A,va2i IDG n Al < w.  

Dokaz. Kako je IDI = w lAl = w, prema teoremi 5 postoji PA-generieki filter nad D, 
oznaeimo ga sa G. 

(a) Za proizvoljno n E w postoji (s, K) E G n D„. Tada s C DG  i 	> n, pa je Dc;  1 > n, za svako n E w. Dakle, IDGI = w. 
(b) Neka A E A. Tada postoji (t, L) E GnA A. Sada t C DG i A E L. Za proizvoljno (s, K) E G elementi (s, 	i (t, L) su kompatibilni, pa je s\tnu L = 0, odakle s\triA. = 0. Dakle, (DG  \t) n A = U(s.K)EG ((s \ t) n A) 0, pa je DG n A t, tj. ID G  n AI < u). ❑ 

6.3 Martinova aksioma implicira a = c 

Prelazimo na primenu MA. Za to nam je potrebna sledeea lema: 

Lema 33. P.4 je ccc parcijalno urectenje. 

Dokaz. Elementi PA sa istom prvom komponentom, na primer (s, K) i (s, L) su kompatibilni 
jer je (s. K U L) < (s, K), (s, L). Neka je A = {(s i , Ka ) : i E 	antilanac u P. Tada iz 

sledi s i  sj, pa kako je I Pr' I = w, imamo III =- w. 	 ❑ 

Teorema 34. MA= a = c. 

Dokaz. () Neka postoji 
M K, L;(ri\ s) n uK 
(s \ t) n u.t = 0. Zbog t 

Neka (s t) n u 
i K U L _Q K. L. Takocte 
(s \ t) n u = 0, pa va2i 

po 
0 
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36 	 Glava 6. Kardinal a 

Dokaz. Neka je familija A adf kardinalnosti w < K, < c. Tada je D = {D„. : n, E w}U 
IAA : A E A} familija u PA gustih skupova kardinalnosti K, < c. Kako je PA ccc postoji 

PA general filter nad D, u oznaci G. Neka je DG = U(s,K)EG  s. Nastavak dokaza je sliean 

odgovarajueem delu dokaza teoreme 33. Dakle, A nije madf. ❑ 

6.4 Jos neke posledice Martinove aksiome 

Teorema 35. (MA) Neka su A, B C 	adf kardinalnosti < c. Ako nijedan element famil- 
ije B nije skoro pokriven sa konaerto elemenata A, tada postoji D E [w] w  da va2i: 

(a) VA E A 	n < w); 

(b) VB e B 	n Bi = w). 

Dokaz. Doka2imo da je za BE Bin E w skup D 72B  = {(s, K) E PA : Is Fl BI > 	gust 
u IPA. Neka je (t. L) E PA \ D 71,3  D. Tada je It n BI < ra. Kako je skup B \ U L beskonaean, 
izaberimo k l , 	, k v, E (B \U L) \t. Neka je .s = tUfki , 	, kn  1. Sada imamo (.s, L) E D 71; 
i (.s, L) < L). Kao u lemi 32 dokazuje se da su skupovi AA = {( s, K) E IPA : A E K} 

gusti. Odredimo kardinalnost familije D= {D r!! :B e BAn E w}U{AA : A E A}. Imamo 
IDI = B x + lAl = 'BP + IAI =max{IBIco, (AI} < c. Prema lemi 33 parcijalno uredenje 
PA je ccc, dakle prema MA postoji IPA-generieki filter nad D, oznaeimo ga sa G. DokaZimo 
da za D( ; = UK , J;)ec  s va2i (a) i (b). 

(a) Neka je A EAi (s, K) E AA n G. Imamo da je A E K. Za (t, L) E G postoji 
(u. M) E G. tako da va2i (u, M) < (.s, K), (t, L). Jasno, (u \ s) n U K = 0, odnosno 
(u \ .$) n A = 0. Dalje, kako je t C u va2i (t\.$)11 A = 0, dakle tn A C sn A. Sada imamo 
DG 11 A = U ( ,, L)ec  t Fl A C .s fl A, a to je konaean skup. 

(b) Neka je B E B i (.s, 	E D 13, nG. Tada je s C Dc'; ilsnBl> 11,, pa je IDGnBI > 71,. 
Ovo va2i za svako ra E w, dakle I DG  n BI = w. 	 ❑ 

Posledica 6. (MA) Neka je C C [w]W adf kardinalnosti < c i A C C. Tada postoji D E [w]w 
da 

(a) VA E A ID n < w; 
(b) VB E C \ A ID n Bi = w. 

Dokaz. Prema lemi 29 (b), ako B EC \ A onda B nije skoro pokriven sa konaeno elemenata 
familije A. Familija B iz teoreme 35 je C \ A. 	 ❑ 

Posledica 7. (MA) Ako je w < k < c sledi 2W = 2' = c. 

Dokaz. Neka je C adf kardinalnosti K i funkcija f : [W]w -4 P(C) definisana na sledeei naein: 
f (D) {A E C : n Al < w}. Neka je A E P(C), tj. A C C. Tada postoji D E [co]' 
da va2e (a) i (b) iz posledice 6, tj. f (D) = A. Dakle, f je sirjekcija, pa 2' = P(C)I < 2'. 
Naravno iz w < sledi 2W < 2", pa je 2' = 2W = c. ❑ 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



6.5. Nejednakost p < a. Izomorfnost uredjenja PA i Pp 	 37 

Posledica 8. Iz MA sledi da 2w je regularni kardinal. 

Dokaz. Za svako ti < 2W va2i 2w = 2'. Prema lemi Koniga (lema 1) i njenoj posledici 
(posledica 1) va2i cf(2w) =cf(2') > K,, pa jasno, cf(2') = 2'. 	 ❑ 

6.5 Nejednakost p < a. Izomorfnost uredjenja PA  i Pp 

Teorema 36. (a) Ako je A C [w]w beskonaba adf, onda P = {AC : A E A} ima sfip; 
(b) ako je A C [w]w beskonaena madf, sledi da P nema pseudopresek. 

Dokaz. (a) Neka su A l , ••• , A2 E A. Sledi da je ni< ,, 	 = ni< „ w \ Ai = 	Ui<„ Ai 
beskonai.":an skup (lema 29 (a)). 

(b) Pretpostavimo da je P pseudopresek familije P, tj. da je P C* A', za sve A E A 
i P E [w]w . Tada je P (1 A = P \ A" kongan skup za sve A E A gto je nemoguee zbog 
maksimalnosti familije A. ❑ 

Posledica 9. p < a. 

Dokaz. Neka je A C [w]w madf i All = a. Tada je P = {AC : A E A} familija sa sfip i 
nema pseudopresek, to je p < IPI = lAl = a. 	 ❑ 

Podsetimo se parcijalnog uredenja PA- 

PA = {(s,K) : s C w je kongan A K C A je konaean}, 

gde je < binarna relacija na PA data sa 

(s,K) < (t, L) akoisamoako (sDt)AKDLAs\tnUL=0. 

Neka je familija P = {A' : A E A}. DefiniSimo skup 

	

Pp ={ (s, ) : s C co <w  A K' E 	} 	 (6.4) 

i na njemu relaciju <T>: 
(s, K') <p (t, L ' ) ako i samo ako sDt A KJ  D I; A s\tC(1 L ' . 
Tada va2i slede6a teorema. 

Teorema 37. Preslikavanje f : PA —> Pp dato sa f ((s, K)) = (8, ), gde je {AI , .. • , An = 
{AS', . . . , 	je izomorfizam. 

Dokaz. (s, K) <A (t, L) akkosDtAKDLA(s\ t) n U  L = 0akkos3tA 
K L' A (s \ t) 	(U L)' = n  akko (.8 , 	) 	(t, ). 	 ❑ 
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38 	 Glava 6. Kardinal a 

6.6 Nejednakost b < a 

Oznadimo sa V skup "vertikalnih linija" u w x w, tj. V = {Vk  : k E 	gde je Vk = 
{k} x w, za sve k E w. Definigemo 

a, =minflAl : A U V je madf na xwiA rl V = 01. 

Teorema 38. a = a,. 

Dokaz. Jasno, a < a, sledi iz dinjenice da je Icol = Ico x 	Koristimo: ako je f : w x w -4 w 
bijektivno preslikavanje i A madf na w x w onda je if (A) : A E Al madf na co. 

Neka je A madf na skupu w i A ={A a : cx < a}. Za svako 71 E w definigemo skupove 
B„ na slededi ngin: 130  = Ao, B t  

= A .1  A: 'B2. 

= Al \ (A0 U A 1 ), . Skupovi Bn  
su disjunktni i beskonadni. Neka je S = Hn E Bn Dokasiimo da je As = {13„ : ra E 
CO}UfA,nS :0> w A IA, fl = w} madf na S. Lako se vidi da je adf. Ako je 
X E [S] W  C 	postoji < a, takvo da je IX n 43 1 = w. Mogude je: 

(a) fi < w. Tada je fi = n za neko n E w, pa je X n A„ beskona6an skup. Kako je 
= A„,\ ((An  n Ao ) u 	u (An  n An _ i )), to je IX n BnI = w.  
(b)/1 > w. Tada X n Al  = x- nsn As je beskongan. 
Neka je cp : S 	w x w bijektivno preslikavanje, takvo da je co(B n ) = 	(takvo cp 

postoji jer je S = H Bn  i w x w = UnEw 17  I 	vi  n B 7  =n  vi  = 0 za 	j). Tada je n 
Al 	{c0[A] : A E As} madf na w x w iz definicije kardinala al , i at < lAsI = lA• \ {B„ : 
71  e w}I < a- 

Definicija 17. Za familije A, B C 	ka2emo da su ortogonalne, u oznaci AJ_B ako i 
samo ako za svaki skup AEAiBEB vazi IA n B1 < w. 

Definicija 18. 

b i  = min{ I131 : B C [w x car A &LV A VX E [w x w] W  (X±V 3B E SIX n B1 = w); 
Teorema 39. b < 11 1  < a l  = a. 

Dokaz. Poka2imo prvo nejednakost b 1  < al. Ako je A iz definicije kardinala a l  i IAA = al, 
onda A C [co x i AIV jer A in V = 0. Ako je X±V zbog maksimalnosti A U V postoji 
BEAUVdapnxi =w,noBOV,paBEA.Dakle,b, <al. 

Poka2imo sada nejednakost b < b 1 . Pretpostavimo b1 < b. Neka je B kao u definiciji 
kardinala b 1 . Za B E B definikmo preslikavanje fB : w —+ co sa fn(k) =max(72  [Bnvk ]u del {O}). Tada je B C L .11, = Ukcw {k} x [0, MO]. Zbog 	< b familija 	: B E 81 je 
ogranidena, pa postoji g E ww, da vazi f 13  <* g, za sve B E B. 

Neka je It = g +1. Tada vazi 

VB E B39/43 E wVk > riBh3(k) < h(k). 	 (6.5) 

Neka je X = h. Zbog (6.5), za svako B E B va2i IX 11 B1 < w , kontradikcija. 	❑ 
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Glava 7 

Kardinal s 

7.1 Spliting familije u skupu [w]w. Kardinal s 

Definicija 19. Neka je A, S E [(h] w . Skup S cepa (engl.: splits) skup A ako i samo ako su 
AnSi A\ S beskonaeni skupovi. 

Definicija 20. Familija S C [w]w je spliting familija (eng.: splitting family) ako i samo ako 
za svako A E [w]w postoji S E S, da S cepa A. 

Primer 12. Trivijalno S = 	je spliting familija. 

Definicija 21. s =minfISI : S C 	je spliting familija}. 

7.2 Nejednakost s < 

Neka je =min{ : C Ww n Rastu6e AVf E ww g ED f <* g}. 

Teorema 40. Di  = D. 

Dokaz. (<) Neka je D iz definicije 	i 	D'. Kako iz f <* g, sledi f <* g, D je 
dominirajuea familija, pa je < 'DI. 
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40 	 Glava 7. Kardinal  

(>) Neka je D dominiraju6a familija i 	= 	Za svaku funkciju g E D definigimo 

cog  =max{ g, 1}. Tada g < (pg . Definigimo bg sa 09 (k) = cog  (o) + (pg (i) + 	+ (pg (k)• 

Tada je (pg  < '111g  i 'l/) g  je rastka. Neka je hg  = g  + 1. Jasno, hg  je rastka i g < /Lg . Sada 

D i  = 	: q E DI C wc.,/ n Rastuee. Za f E W  w postoji g E D da f <* g, pa f <* . 

Dakle, < 	I = IDS = 

Lema 34. Neka je A E 	cA : 	A funkcija brojilica, f : 	w rastuea funkcija, 

gde je f (0) > 0 i neka je Sf = U nEW [f  ( 0) pn+ (0)) Tada, ako je cA <* f sledi da Sf 

splituje A. 

Dokaz. Indukcijom se lako pokazuje da je f (k) > k, za sve k E w. Pokaiimo indukcijom 

da za sve u E w vazi I' (0) > n. Za n = 0 je ta'eno. Neka je fn(0) > n, za neko n. Tada 

zbog monotonosti i f > id ( gde je id identiCko preslikavanje) sledi r+ 1  (0) = f (lii(0)) > 

,f" (0) > ii, pa je ,f n+1  (0) > n + 1. Sumiramo: 
(a) f (k) > k; 
(b) f"(0) > 

Zbog cA <* f postoji in E w da 
(c) do > in cat  (n) < f (n). 
Neka je 71 > in. Tada je f n (0) < CA( f n  (0)) < f ( fn (0)) = f n+1(0). Dakle, cA (MO)) E 

Lf n  (0). 11 + (0)] za svako n > in. Sada za parno n imamo cA ( (0)) E Si 11 A, a za neparno 

it vaii cA(f"(0)) E. A Sf. Dakle, skupovi A n Sf i A Sf su beskongni, pa S f cepa A. ❑ 

Teorema 41. (a) Ako je D C 'co n Rastken{ f E cow  : f (0) > 0} dominirajka familija, 

tada je S = {Si  : f E DI spliting familija; 

(b) s < D. 

Dokaz. (a) Neka je A E [w]w. Po pretpostavci postoji f E D da cA <* f. Prema lemi 34, ST 
cepa A. 

(b) Na osnovu teoreme 40 i njenog dokaza postoji familija D sa svojstvima iz take (a) 

kardinalnosti D. Tada je S = {Sr : f E DI spliting familija kardinalnosti 0, pa je < D. ❑ 

7.3 Nejednakost t < z 

Teorema 42. t < 

Dokaz. Neka je K < t. Dokazujemo da ne postoji spliting familija kardinalnosti K. Neka 

je S C [w]w ,ISI = K. Neka je S = {S, : a < K 1} jedna numeracija. Definigimo niz 

(T„ : a < h; + 1) u [w]' sa namerom da skup T„ nije splitovan ni jednim S,. Zahtevamo: 

(a) ako je /3 < a, onda je To*D 	i 

(b) T„ C S„ ili T„ C w \ S„. 
Neka je a < K i neka je definisan niz (T1  : /3 < 	sa osobinama (a) i (b). Definigimo 

T( . Kako je a < rc, < t, postoji pseudopresek P C* T13, za svako /3 < a. Neka je ir(P) 

polovina P. Mogke je: 
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7.3. Nejednakost t < s 	 41 

(c)jir(P) n S,1 = w; tada definigimo Tn  = ir(P) fl Six  C Sa ; 
(d) 171- (P) fl So] < co; tada definigimo T„ = ir(P) S„ C S.• 
Tada je T(  c* S(  iii T(  c* w \ 	i jasno, za svako < a va2i TAY  c* Tfi. Prema 

teoremi o rekurziji postoji niz (T, : a < h;) sa osobinama (a) i (b). Tada za svako a < h; va2i 
T, c* S (  iii T„ C* w \ S( , pa T„ nije splitovan ni jednim S( . Dakle, S nije spliting familija. 
0 
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Glava 8 

Kardinal u 

8.1 Baza neglavnog ultrafiltera na skupu w. Kardinal u 

Podsetimo se U C P(w) je neglavni ultrafilter na w ako i samo ako 

(UI)0 0/A A ce E /A; 
(U2) 	F2 E 	n F2 E U; 
(U3)/ADFCACwAEU; 
(U4) VX C w E U V X' E U); 
(U5) n rezi  F = 0. 

Definicija 22. B C P(w) je baza nekog neglavnog ultrafiltera na w ako i samo ako je 

B ttf  {A C w : aB E B (B C A)} neglavni ultrafilter na w. 

Teorema 43. B C P(w) je baza nekog neglavnog ultrafiltera na w ako i samo ako 
(a) 0 B 0; 
(b) B1. B2 E B 3B3 E B B:  C B1 n B2; 

(C)V X C 	E B (B CXVBC Xe); 
(d) n i3EL-3  B = 0. 

Dokaz. ()Neka je B neglavni ultrafilter. 
(a) Iz 0 E B sledilo bi B fi= P(w), pa 0 0 B. Iz B = sledilo bi Ci 1= 0. Dakle, B N. 
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8.2. Nejednakost h < u 	 43 

(b) Neka B1, B2 E 5. Kako S C S t sledi B1 (1 B2 E 13 t, pa postoji B:1 E 13 da 
• C B, n B2. 

(c) Neka je X C w. S T  je ultrafilter pa ako je X EST, onda postoji B E S tako da va2i 
B C X, a ako X' E S t, onda postoji B E S tako da va2i B C 

(d) Pretpostavimo P = nnE8  B 0. Za svako A EST postoji B E B da B C A, pa 
P C A. Dakle, P C nAct3t  A 0 gto je neta6no, jer je B T neglavni ultrafilter. 

() Neka va2i (a)-(d). Doka2imo da familija S t zadovoljava uslove (U 1)...(U5). 
(U1) 0 E B T  bi dalo e S Kto je netabo zbog (a). Neka je B E B. Tada B C w, pa 

wESt. 

(U2) Neka su Fi, F2 EBti B1, B2 E S takvi da Bi C F1, B2 C F2. Zbog (b) postoji 
B3 C Bi n B2 C n F2 , pa F) n F2 E B t. 

(U3)Nekaje St FC AC co. Tada postoji B E da BCFC A, pa A E B t. 
(U4) Neka je X C w. Zbog (c) postoji B E S tako da, ili B C X ili B C Xc, dakle 

XEST 	E B t. 
(U5)1z5CBtslediriBtCnB= 0. 	 ❑ 

Posledica 10. Ako je S C P(w) baza nekog neglavnog ultrafiltera na w, onda B C [w]w . 

Dokaz. Pretpostavimo B = {n 1 , , nk  E B. Zbog teoreme 43(d) postoji B, E S takvo da 
71 ?  B„ i = 1, . . . , k. Tada je B n Bt 	Bk = Ogto je nemoguee, jer S T  ima svojstvo 
kona6nog preseka. 	 ❑ 

Definicija 23. u = minfIBI : B je baza nekog neglavnog ultrafiltera na 

8.2 Nejednakost b < u 

Teorema 44. b < u. 

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. u < b. Neka je S baza nekog neglavnog ultrafiltera na 
i 151 = u. Familija feR : B E 51 je ogranie"ena, tj. postoji preslikavanje g : w -4 w takvo da 
cll <* g, za svako B E B . Lako nalazimo striktno rastueu funkciju da je f (0) > 0 i f > g, 
pa je c/3 <* f, za sve B E B. Tada prema lemi 34 S1 splituje sve B E B. No zbog teoreme 
43(c) postoji B E S da B C Sf ili B C w \ Sf, pa skup B nije splitovan, kontradikcija. 0 

8.3 Rezime: Dijagram nejednakosti. Istorijske napomene 

Na slici koja sledi prikazan je dijagram malih kardinala. On nam objagnjava kako se 
kardinali odnose u ZFC. Primera radi, linija izmedu kardinala h i znaei da se b < d mote 
dokazati u ZFC. 
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44 	 Glava 8. Kardinal u 

Kardinale b, p i t definisao je Rothberger 1939. i 1948. godine ([23], [24] i [25]). Godine 
1960. Katetov je definisao kardinal D ([13]), a 1972. godine Hechler je definisao kardinal a 
([10] i [ 1 I ]) i kardinal tt ([10] i [11]). Kardinal s definisao je Booth 1974. godine ([2]). 

Relacija kardinala b < u je dokazana 1977. godine. Dokazao ju je Solomon ([28]). 
Godine 1936. Hausdorff je pokazao da vazi p < col ([9]). Odnos t < b je 1948. godine 
pokazao Rothberger ([25]), b < a Solomon 1977. godine, a .5 < Nyikos 1973. godine 
([21]). Relacije p < t i b < 0 su o6gledne. 
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Glava 9 

Mali kardinali u topologiji i algebri 

9.1 Jedna primena u topologiji 

Generalno va2i w(X) > d(X), x(X). Postavija se pitanje §ta je sa prebrojivim separabil-
nim prostorima? Da li iz prebrojivosti skupa tgaka sledi prebrojivost baze ill baze okolina? 
Odgovor je negativan gto pokazuje i sledeoi primer. 

Primer 13. Neka je X = w2  U {p}, gde p ¢ w 2  (w2  = w x w). Za mewif 
definigimo 

{p} U U {k} x [f (k), oo)„ 
k>in 

Tada va2i: 
(a) B = P(w2 ) U {B in ,/ rn, E w A I  E ww} je baza neke topologije na X. Ozna'eimo je 

sa 0; 
(b) (X, 0) je Hausdorffov, 0-dimenzionalan prostor sa prebrojivo mnogo tgaka, pa je i 

separabi Ian; 
(c) (X, 0) ne zadovoljava prvu, pa dakle ni drugu aksiomu prebrojivosti; 
(d) x(P) 

Dokaz. (a) Lako se pokazuje da je 

Bm ,f n Bn,g  = Btriax{m,n},rna,x{f,g}. 
	 (9.1) 
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46 	 Glava 9. Mali kardinali u topologiji i algebri 

(BNI)Vazi jer je B0 , 0  X, pa je U B = X. 
(BN2) Neka B i  , B 2  C B. MoguCe je: 
o B 1  E P(w2 ) V B 2  E P(w2 ). Tada B 1  fl B2  E P(w2 ) C B. 
o B' = Bm , f , B 2  = B n,q . Tada koristimo (9.1). 
(b) T2 se lako pokazuje diskusijom po izboru tgaka. Takode 13 = {{x} : x E w 2 } U 

1/3„,,f : rn, C w A f C w 	C C7  On T je baza topologije 0, pa je topologki prostor (X, 0) 
nuladi menzionalan. 

(c) Pretpostavimo da je 13(p) = {147; : i E w} prebrojiva baza okolina take p. Tada 

za svako i E w postoji B E B takvo da p E B C Wi. Jasno, B je oblika Brnhf;  Familija 
: i E w je ogranieena (jer je prebrojiva), tj. postoji g E ww tako da J.; <* g za sve i e w. 

Kako je Bo, q  E 	postoji io E w da Wio  C Bo, g , pa i Bmi0 ,L 0  C Bo ,g . Tada za svako 
k > in;,„ va2i f;0  (k) > g(k), pa je g <* 	kontradikcija. 

(d) (<) Neka je Ig, : a < 	dominirajga familija. Doka2imo da je I3(p) = {B„,,go  : 
mEwAo< 	baza okolina take p. Neka je U okolina take p. Tada je Br, f C U. za 
neko ii E w i f E W w. Neka je f <* 	Tada postoji ko E w, takvo da za svako k > ko va2i 
f (k) < g„0  (A:). Neka je rn =max{n, ko}. Tada je B„,,g„, C Brij C U. 

(>) Neka je B (p) baza okolina take p. Rezonovanjem kao u (b) mo2emo pretpostaviti 
bez uticaja na opgtost da je B (p) = {B r„„, f„ : a < K}. Neka je f E W w. Tada B0,1 E U (p), 
pa postoji a < h. takvo da je B r„„, f„ C Boj. Tada 

U {k} x [f„(k), 	{k} x [f (k), Do), 	 (9.2) 
k>nt, 	 kEw 

pa za A: > in imamo [f,(k), 00) C [f(k),00), tj. f(k) < f,(k). Zato je f < f,. Dakle, 
{f„ : a < h;} je dominirajuea familija, pa n > Zato je i x(p) > D. 	 ❑ 

9.2 Neke osobine algebre P(w)/Fin 

Skup svih konaenih podskupova skupa w ozngimo sa Fin, tj. Fin= [w]<- . 

Teorema 45. (a) Fin je ideal u Booleovoj algebri (P(w), fl, U, e, 0, c./..)); 
(b) Relacija =*C P(w) 2 , data sa A =* B ako i samo ako AAB EFin, je kongruencija; 
(c) Uredena §estorka (P(w)/ =., A, V, 1 , [0], [w]) sa operacijama definisanim na sledeCi 

naCin [A]A[B] = [A n B], [A]V[B] = [A U B] i [A]' = [AC] je Booleova algebra; 
(d) Neka je na Booleovoj algebri P(w)/=. relacija < prirodni poredak. Tada 
[A] < [B] ako i samo ako A C* B, 
[A] < [B] ako i samo ako A c* B. 

Dokaz. (a) Kako je 0 EFin, a w VFin i za svaka dva konaena skupa va2i da je unija kongna, 
kao i da je podskup konaCnog skupa kona6an, ispunjeni su uslovi (I1)-(B), pa je Fin ideal. 

(b) Kako je Fin ideal, prema teoremi 7 trivijalno sledi. 
(c) Trivijalno sledi prema teoremi 7. 
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9.2. Neke  osobine algebre P(w)/Fin 	 47 

(d) Va2i [A] < [B] ako i samo ako [A] A [13] = [A], odnosno [A n B] = [A], tj. (A n 
B)AA EFin, tj. A \ B EFin, pa A C* B. 

Va2i [A] < [B] ako i samo ako [A] < [B] i [A] 0 [B], odnosno A C* B i AAB OFin, tj. 
A C* BiA*B,pajeAC*B. 

0 

Lema 35. Neka su [A], [B] E P(w)/Fin. Tada [A] A [B] = 0 ako i samo ako IA n BI < w. 

Dokaz. Neka je [A] A [B] = 0, tj. [A n B] = [0]. Sledi da su A rl BiOu relaciji, tj. 
A n B =* 0. Po definiciji relacije je, jasno, (A n B)A0 EFin, odnosno A n B EFin. 	❑ 

Napomena 5. Ako je relacija definisana preko ideala (kao u teoremi 7), tada se umesto 
I,) / 	pige i IIt /I. 

Teorema 46. I P(w)/Finj = c. 

Dokaz. Familije iz primera 9 i 10 su adf kardinalnosti c. Neka je familija A = {A, : a < c} 
adf. Pretpostavimo da za neke A„, Ali E A val'i [An ] = [A0], tj. A n  ,* A fi  , odnosno 
A,AA0 EFin. Tada IA, n A,3 1 = w gto je netgno. Dakle, {[A a] : a < c} C P(w)/Fin je 
familija kardinalnosti c. ❑ 

Teorema 47. Booleova algebra P(w)/Fin je nekompletna, 'Stay& nije ni a-algebra. 

Dokaz. Neka je w = U
I1.EW A„ particija skupa w, gde je A n  E froj w  . Pretpostavimo [A] = 

V nEw[Ald- Tada [An] < [A], pa prema teoremi 45(d) va2i A„ C* A. Izaberimo nk E Ak n A. 
Neka je B = A\ {n k  : k E 	Tada A n  C* B, tj. [A n] < [B] < [A], kontradikcija. 	❑ 

Teorema 48. (a) Familija A = {[A a] : a < ,c} je antilanac u P(w)/Fin ako i samo ako je 
skup { 	: < K} adf; 

(b) Familija A je particija jedinice ako i samo ako je 	: a < h;} je madf; 
(c) a =min{ IAI : A C P(w)/ Fin je beskona6na particija jedinice}. 

Dokaz. (b) ()Kontrapozicijom poka1imo da va2i ovaj smer. Pretpostavimo da 	: a < 
h;} nije madf, tj. da postoji X E [w]", takav da za svako a < K, vaZI IX n A,I < w. Poka2imo 
da va'Zi [A n] < [Xe]. Iz pretpostavke sledi da je A n  (1 X = A n  n (XT = A,,\ 	kongan, 
tj. An  C* "Ce, dakle, [A„] < [Xe]. Tada 	< [X') 	[w], jer ako je [Xe] =* [w] 
sledi da je w \ 	kongan, kontradikcija. 	 ❑ 

Definicija 24. cc(it) =minf ►  : u 

Teorema 49. (a) cc(P(w)) = wi ; 
(b) cc(P(w)/Fin) = c+. 

 

nema antilanaca kardinalnosti h1}. LI 
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48 	 Glava 9. Mali kardinali u topologiji i algebri 

Dokaz. (a) Jednoelani podskupovi u P(w) eine antilanac. 
(b) U algebri P(w)/Fin prema teoremi 48(a) familija A = {[A,] : a < K,} je antilanac 

ako i samo ako je skup 	: a < K,} adf. Prema primerima 9 i 10 postoji adf kardinalnosti 

c. pa je cc((P(w)/Fin) > c±. Jasno, vazi i cc(P(w)/Fin) < c+, pa sledi jednakost. 	❑ 

Dakle, ako je A je particija jedinice, vaIi a < IAI < c. 

Definicija 25. Za proizvoljnu Booleovu algebru 18 definiktrio 

7r(B) 	: D C je gust}, 
Length( Itt) =sup{ ILA : L C 18 je linearno ureden}, 

Depth(B) =sup{IWI : W C B je dobro ureden}. 

Teorema 50. 7r(P(w)/Fin) = c. 

Dokaz. Generalno, za sve A <cc(B) vazi 7(18) > A. Neka je A = la, : a < A} C 18+ 

antilanac i skup D C + gust u takav da vali IDS = 7r(1). Tada za svako a < A i E A 

postoji ya  E D tako da vaIi y(  < a,. Tada y,1y3 za a < [3, pa IDI > A. 
Kako u P(w)/Fin postoji antilanac kardinalnosti c odreden madf kardinalnosti c, to je 

ID! > c, a kako IP(w)/Fini = c, sledi ir(P(w)/Fin) < c. Dakle, ir(P(w)/Fin) = c. 	❑ 

Teorema 51. Length(P(w)/Fin) = c. 

Dokaz. (<) Sledi iz IP(w)/Finj = c. 
(>) Neka je preslikavanje f : w 	bijekcija. Za x E 	neka je 	= {q E Q : 

q < xl. Tada ako je x < y sledi Qs  C Qy i 1(2y \ (23-1 = tst o . Tada imamo 	C* Qy , tj. 

[(231 < [(M. Dakle, ({[f [Q s]] : x E 	<) je lanac u P(w)/Fin tipa type(JR, <). 	❑ 
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DEO II 

MALI KARDINALI ODREDJENI 
PROIZVOLJNIM IDEALOM 
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Glava 10 

Kardinal al 

10.1 Lmaksimalne skoro disjunktne familije 

U daljem tekstu I óe biti ideal na skupu w, a /± = P(w) \ I odgovarajuea familija 
pozitivnih skupova. 

Definicija 26. Familija A c P(w) je /-skoro disjunktna familija, kraee I-adf (engl.: I-
almost disjoint family) ako i samo ako vaii 

(IADF 1 ) Za svako A E A vaii A E 
(IADF2) Za skupove A, B E A, gde je A # B, va2i AnBE I. 

Ako pritom va2i i 
(IMADF) Ako je A, I-adf i va2i AC A1, onda je A= AI, 

ka2emo da je A I-maksimalna skoro disjunktna familija krac'e I-madf (engl.: I-maximal 
almost disjoint family). 

Lema 36. I-adf A je I-madf ako i samo ako 

VXE/+ 3AEA X nAelt 	 (10.1) 

Dokaz. 	Neka je A I-madf. Pretpostavimo suprotno, da postoji X E I+ da za sve 
A E A va2i X n A E Z. Tada je A U {X} I-adf, kontradikcija. 

51 
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52 	 Glava 10. Kardinal az 

() Neka va'ii (10.1). Pretpostavimo da postoji I-adf Al takva da vaii A C A l . Neka 

je X E Ai \ A. Tada prema (10.1) za neko A E A, vaii X n A 0 I, pa At nije /-adf, 

kontradikci ja. ❑ 

Teorema 52. Svaka /-adf je sadilana u nekoj I-madf. 

Dokaz. Neka je A C P(w) /-adf i neka je 

P = 	C P(w) : je Z-adf i AC Y1. 

Jasno, (IP, C) je parcijalno ureden skup. Neka je G C IP lanac. Doka2imo da U G = 

UFEc T E P. Kako je A C za E G, imamo A C U G. Poka2imo da je U G /- 
ad f. 

(IADF I) Neka je A E W-EL 	Tada postoji F E G, da je A E F. a je I-adf pa 

A 01, 
(IADF2) Neka su A, B E U. 	F i A B, gde je A E .F1, a B E F2. Bez ograni6enja 

opStosti pretpostavimo da je .F1 C 	Tada A, B E .F2 iAnBE I. 
Dakle, U G je I-adf, te U G E P. Takode c UG, za sve E G, pa je U G gornje 

ogranieenje G. Dakle, svaki lanac G C IP ima gornje ograni6enje, pa prema lemi Zorna, IF ima 
maksimalni element A*. Kako je A* I-adf i A C A*, ostaje da se pokaIe da A* zadovoljava 
(IMADF). 

Neka je A1 /-adf i A* c A I . Kako vaii A c A* c Al sledi AI E IP, pa je A1 = A* jer 

je A* maksimalni element u (P, C). Dakle, A* je I-madf. 	 ❑ 

10.2 Dovoljan uslov za postojanje beskonaenih 	Kardinal 
a2- 

Za proizvoljan ideal I na w bar jedna I-adf uvek postoji. To je A = {w}, jer w 0 I. 
Postoji li uvek /-adf sa bar dva elementa? Odgovor je negativan, gto pokazuje sledeei primer. 

Primer 14. Posmatrajmo ideal / = W, gde je U ultrafilter na w, (tj. / je maksimalni ideal). 
Tada je I+ = I* = U = P(w) \ I. Prema definiciji 26 familija A c P(w) je I-adf ako 
ispunjava 

(IADF 1) Za svako A E A va2i A E It tj A E 
(IADF2) Za skupove A, B E A, gde je A B va2i AnBE I, tj. A n B ¢ U. 

Kako je U ultrafilter uslov (IADF2) ne mo2e biti ispunjen ako A ima vise od jednog elementa, 
pa je svaka I-adf te i svaka I-madf najvige kardinalnosti 1. 

Teorema 53. Ako I nije maksimalan ideal, onda postoji I-madf kardinalnosti dva. 

Dokaz. Po pretpostavci postoji A takvo da A, A' 0 I. Poka2imo da je familija A = {A, Al 
/-madf, tj. da vazi (10.1). Neka je X E It Tada je X = (X n A) U (X n A(*), pa kako je 
X E I+ sledi XnAE I+ iiixnAcEI+ te je uslov (10.1) zadovoljen. 	 ❑ 
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10.2. Dovoljan uslov za postojanje beskonablihI-madf. Kardinal ai 	 53 

Primer 15. Posmatrajmo minimalni ideal I = {0}. Jasno, I+ = P(w)\I = P(w)\{0}. 
tj. svaki neprazan podskup skupa w je pozitivan. Prema definiciji 26 familija A je I-adf ako ispunjava 

(IADF1) Za svako A E A va2i A E It tj A 0 0, 
(IADF2) Za skupove A, B E A, gde je A B va2i AnB E /, tj. A n B 0. Dakle, A je {0}-adf ako i samo ako je A familija nepraznih disjunktnih podskupova w. Prema 

lemi 36 familija A bite I-madf ako za svaki X E 	postoji A E A da va2i A n X E It tj. X n A 0 0. Tada je UAEA  A = w, tj. familija A je particija w. Sledi: A {0}-madf ako i 
samo ako je A particija w i, jasno, lAl < 

Primer 16. Sledeei ideal koji navodimo je Fin=[corw. Tada se pri6a o .1-madf svodi na 
standardne madf. Prema teoremi 33 prebrojiva adf ne mo2e da bude madf, ali postoje konaene 
madf i madf kardinalnosti c. 

Iz primera 14 zakIjOujemo da za neke ideale I ne postoji beskona6na I-madf. Da bismo 
obezbedili egzistenciju beskondene I-madf, uvodimo slede6i uslov, kojeg eemo u daljem tek-
stu navoditi kao uslov (*). On glasi: 

Svaki pozitivan skup se mo2e podeliti na dva pozitivna skupa. 

U nastavku dajemo jedan dovoljan uslov za (*). 

Definicija 27. Ideal I je nigde maksimalan ako i samo ako za svaki skup S E I+ ideal 
I S nije maksimalan. 

Teorema 54. Ako je ideal I nigde maksimalan, onda va2i uslov (*). 

Dokaz. Dokazujemo kontrapoziciju tvrctenja. Pretpostavimo da postoji pozitivan skup A koji 
se ne mole podeliti na dva pozitivna skupa. Tada jasno, za svaki A' C A vaii A' je mali ill 
A \ 	je mali, pa je A \ A' pozitivan ili je A' pozitivan. Poka2imo da je u = {F C A : 
F je pozitivan} ultrafilter na skupu A. 

(F1) Skup A je pozitivan i A C A, pa je A E U. Jasno, 0 U. 
(F2) Neka su F1, F2 E U. Pretpostavimo F1 nF2  U. Kako je Fi  E i+  va2i Fi  \F2 E U, 

pa A \ (Fi  \F2 )=FI U F2 E i; kontradikcija, jer F2 cg I - 
(F3) Ako je A D F1 D F2 E U, onda jasno, Ft E 
(UF) Kako A E I+, za svaki F C A vaii da je F ili A\ F pozitivan skup. 

Kako je Lf ultrafilter na A, U* = {A\ F : F EU}  = {An/ : / E I} = I r A je maksimalni 
ideal na A. 	

❑ 

Teorema 55. Ako I zadovoljava (*) onda Fin C I. 

Dokaz. Neka je ACcoi neka va2i lAl < N o . Pretpostavimo suprotno, tj. A ¢ I. Kako 
va2i (*) on se mole podeliti na dva pozitivna skupa. Svaki se od tih skupova prema istom 

(*) 
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54 
	 Glava 10. Kardinal 

uslovu mote podeliti na dva pozitivna skupa. Tako nastavljamo postupak, kontradikcija sa 

kona6noku skupa A. 
❑ 

Teorema 56. Ako ideal I zadovoljava (*), onda postoji prebrojiva I-adf, pa i beskona'ena 

/-madf. 

Dokaz. Po pretpostavci za svako S E 	je Ps = {A C S : A, S \ A E I+ } 	0. 

Neka je it funkcija izbora za familiju {Ps : S E I+ }, tj. it : 	-4 Usci+ Ps, gde je 

r(S) E Ps. Definigimo niz (A 71  : n. E w) rekurzijom na sledeei ngin: A o  = 7r(c.,J), A i  = 

7r(u., \ A 0 ), A2 = 7r(w \ (Ao U A 1 )), . , A 92+1 = 7r(co \ (Ao U 	U An )). Za svako it E 

vaIi w \ (A0 U... U An ) E TE , pa je ova konstrukcija moguea. 

Jasno, A„ E I+  su disjunktni skupovi. Dakle, {A„ : is E w} je I-adf. I-madf koja je 

sadrii, a postoji prema teoremi 52, je beskongna. 	 ❑ 

Definicija 28. Neka je I C P(w) ideal za koji postoji beskongna I-madf. 

az = min{ IAI : A je beskongna mad*. 

Teorema 57. Ako postoji prebrojiva I-madf, onda postoji i prebrojiva I-madf eiji su ele-

menti disjunktni. 

Dokaz. Neka je A = {A„ : n E NI I-madf. Formirajmo skupove B1 = A1, B2 = 

A2 \ A , B 3  = A3  \ (A u A 2 ) , , Br, , +t = A72+ 1 \ UiZ t  A7. Kako je A /-madf, skupovi 

B„ su pozitivni, a o'aigledno su disjunktni. PokaIimo da je familija : n E NI /-madf. 

Pretpostavimo suprotno: tada prema (10.1) postoji X E 1+ tako da za svako n E N vaZ1 

X n Bn  E I. Kako je A /-madf postoji najmanje n E N da X fl An  I. Kako je 

X n B 7, = X n (A7, \ (A t  U 	U A 7,_ 1 )) mali skup i X n A n  je mali, kontradikcija. 	❑ 
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Glava 11 

Kardinal P1  

11.1 I-jako svojstvo konaaog preseka. I-pseudopresek 

Definicija 29. Neka je 1 ideal na skupu w. Za skupove A, B E 	definigimo relacije: 
A =2. B akko AAB E 

AC1BakkoA\BE I.  

Lema 37. (a) Relacija = 2- je relacija ekvivalencije na 1+; 
(b) C2- je refleksivna i tranzitivna relacija na 1+. 

Dokaz. (a) Poka2imo da je =-1 relacija ekvivalencije. Refleksivnost sledi iz AAA = 0 E I, 
a simetrienost iz AAB = BAA. Dokaiimo tranzitivnost. Neka je A =1  B i B =2- C, tada 
jeA\B,B\A,B\C,C\B EI. 

Poka2imo da vazi 

A \ C C (A \ B) U (B \ C ) 	 (11.1) 

C\AC(C\B)U(B\A). 	 (11.2) 

A\C = (AnC9n(BUBc)= (AnC ('nB)u(AnCcnB") c (BnCr)u(AnBe) 
(B \C)U (A\ B) 

55 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



56 	 Glava I  I.  Kardinal p1  

Prema (11.1) i (11.2), A \ C i C \ A pripadaju idealu I, kao podskupovi malih skupova, 
pa vati A =1 C. Relacija =Z je, znaCi, tranzitivna. 

(b) Refleksivnost vati jer iz A \ A = 0 E I sledi A Ci A. Pokatimo tranzitivnost. Neka 

za A, B, C E 1.4  vati A CI B i B C/ C. Po definiciji relacije Ci sledi A \ B E 

B\C El. Kako vati (11.1), A \CC/ kao podskup malog skupa, pa je A C1 C. 	❑ 

Ako je 	E I+, za i E I, i R = niez  Pi, onda je jasno, R C 	za svako i E Pi. Sada 

dajemo jog jednu generalizaciju preseka. 

Definicija 30. Neka je P c It Skup R C w je I-pseudopresek familije P ako i samo ako 

1.R E I+ 
2. R 	P, za svako P E P. 

Lema 38. Neka su P, P1, P2, ...,Pn, E I.  Ako je P C1 Pz, za sve i < n, onda 
(a) P 	n P2 n n ; 
(b) Skup ni< „, 	je pozitivan. 

Dokaz. (a) Za sve i < n va2i P \Pi  c I. Tada jasno, P \ (P1  n . . . n 	= (P \ P1 ) U ...0 
(P\P„) El, pa P 	n n P„. 	 ❑ 

Definicija 31. Familija P C 	ima I-jako svojstvo konaenog preseka iii I-sfip (engl.: the 
strong finite intersection property) ako i samo ako za svaki kongan podskup {P 1 , ..., P1 } C 
P vati n i ,„ P , cZ I. 

Teorema 58. Familija pozitivnih skupova P koja ima I-pseudopresek, ima 

Dokaz. Posledica leme 38. 	 ❑ 

11.2 Kardinal pi. Nejednakost pz < az 

Primer 17. Ako ideal I sadrti samo prazan skup, svaki neprazan podskup w je pozitivan. 
Tada prema definiciji 29 za svaka dva skupa A, B E vati A =z B ako i samo ako A = B 
i A CI B ako i samo ako A C B. Prema definiciji 31 familija P ima I-sfip ako i samo 
ako za svaki kongni podskup {P1, ..., P 1 C ni<n , <11 cZ I, tj. da je presek pozitivan, 
odnosno n i<n 	0. Dakle, P ima /-sfip ako i samo ako familija P ima svojstvo konaCnog 
preseka (s.k.p.). Za isti ideal prema definiciji 30 P' E 	je I-pseudopresek familije P ako 
i samo ako za svaki P E P vati P' 	P, tj. za svako P E P vati P' C P i P' 0. Tada 
vati P' c n _ 	P. Dakle, P ima I-pseudopresek ako i samo ako t,EP 0. 

Familija P C I+ sa I-sfip bez I-pseudopreseka, gde je I = {0} se svodi na familiju sa 
s.k.p. i n P = 0. Takva familija P mote da bude prebrojiva i kardinalnosti c (npr. neglavni 
ultrafilter na w). 
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11.2. Kardinal p1 . Nejednakost pi  < a1 	 57 

Primer 18. Slede6 ideal koji navodimo je Fin=[w]<u'. Tada je familija sa I-sfip bez (- 
pseudopreseka ustvari familija sa sfip bez pseudopreseka. Prema teoremi 23 svaka prebrojiva 
familija sa sfip ima pseudopresek, ali postoji familija sa sfip i bez pseudopreseka kardinalnosti 
c. 

Primer 19. Uodimo jog ideal I = U*, gde je U neglavni ultrafilter na w. Svi pozitivni 
skupovi su tada elementi ultrafiltera U. Iz definicije 29 za A, B E I+ =U va2i A =z B ako 
i samo ako AAB E I, a to je uvek tadno zbog definicije ultrafiltera i A C I  B ako i samo 
ako A\ B E I, gto je takocte uvek tadno. Svaka familija P C 	ima I-sfip. Kako 
w \ B E I, sledi da je w C1 B, za sve B E P, tj. w je I-pseudopresek familije P. 

Dakle, svaka familija P c 	sa I-sfip ima I-pseudopresek, tj. za ideal U* ne postoji 
familija sa I-sfip bez I-pseudopreseka. 

Da bismo obezbedili egzistenciju familije sal-sfip bez /-pseudopreseka pretposta- videmo 
da va2i uslov (*). Prvo doka2imo jedno pomodno tvrdenje. 

Teorema 59. Neka je A beskonadna I-madf. Tada je P = {A`' : A E A} familija sa /-sfip, 
koja nema 1-pseudopresek. 

Dokaz. Poka2imo prvo da familija P ima I-sfip, tj. da za proizvoljan konadan podskup 	: 
< n} C P va2i n i<7, w \ Ai 0 1. Pretpostavimo suprotno, tj. ni<ii  IV; = (Ui<7, 	E I. 

Neka je At E A takvo da za svako i < n va2i At 	Ai. Tada sledi At = At n w = 
(A* n (1, 1, A i ) U (A* n (Ui<rt Ain = (Ui<n A* n Ai) U (A* n (Ui<„ Ai )"). Kako je 
kao konadna unija malih skupova, skup U i<7, n Ai mali, a skup At n (Ui< ii  Air takode 
mali po pretpostavci, njihova unija, dakle A* pripada idealu I. pa je A* mali, kontradikcija 
sa einjenicom da je At E A I A I-madf. Dakle, n i<n Ai I, pa familija P ima I-sfip. 

Ostalo je jog da se pokale da P nema/-pseudopresek. Pretpostavimo suprotno, da postoji 
P¢I takavdazasvakoAE A va2i PC K-. Tadaje P \A'= P n(A)`' =PnAEI 
za sve A E A. Iz maksimalnosti familije A sledi P E A, dakle iPnPE I. kontradikcija. ❑ 

Ako ideal I zadovoljava uslov (*), onda prema teoremi 56 postoji beskonadna I-madf. 
Prema prethodnoj teoremi imamo 

Teorema 60. Ako ideal I zadovoljava uslov (*), onda postoji familija P C I+ koja ima 
I-sfip, a nema I-pseudopresek. 

Definicija 32. Neka ideal I zadovoljava uslov (*). Tada 
pz = minfjP1 : P C I+ ima /-sfip i nema /-pseudopresek}. 

Posledica 11. Neka ideal I zadovoljava uslov (*). Tada pi < 

Dokaz. Neka je A I-madf takva da 1AI = 	Prema teoremi 59, P = {A' : A E A} je 
familija sa /-sfip, koja nema I-pseudopresek. Dakle, pi < rpi = 
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Glava 12 

Kardinal tz 

12.1 I-tower. Ekvivalentne definicije 

Definicija 33. Neka je I C P(w) ideal i neka A, B E D. Definigimo 
AC/BakoisamoakoA\BE/i 

Lema 39. Neka A. B E I+. Tada va2i 
(a) A C/ B ako i samo ako A C/ B A —0 CI A ako samo ako A CI B A A B; 
(b) Relacija c/ je irefleksivna, asimetriCna i tranzitivna. 

Dokaz. (a) Trivijalno. 
(b) Irefleksivnost je jasna jer bi iz A c/ A sledilo A \ Act I, gto je netaeno. Iz A c1 B 

slediA\BE/iB\Act /,panijeBc/A. 
Poka2imo tranzitivnost. Neka je A C/ B i B C1 C. Sledi 

ACZ B A —43 Cz- A, 	 (12.1) 

BCzC A ,CCz B. 	 (12.2) 

Prema lemi 37 (b) iz (12.1)1 (12.2) sledi A C1 C. Iz C C/ A bi zbog A C 1  B sledilo 
C C1 B gto je netaCno zbog (12.2). Dakle, 	C1 A, pa je A C1 C. 
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12.2. Egzistencija I-tower-a. Broj 
59  

Lema 40. Neka je T C I+, E ON i T : 	--> T bijekcija. Tada su sledeei uslovi 
ekvivalentni: 

(a) Va, 	< (a < /3 <=> 	ID To); 
(b) Va, /3 < 6, (a < /3 Tr, ID To); 
(c)V(y, 	< ( a < /3 <=> T1D To. 

Dokaz. (a)= (b) Trivijalno. 
(b)(c) Pretpostavimo da vazi (b). Neka a„/3 < 
() Neka je a < /3. Razlikujemo dva sltfeaja. Za a = /3, imamo T„ = To , pa je To, ID To . Za a < /3, imamo zbog (b) Ta  ID T, pa i Ta ID Ti3. 
() Neka je Ta  ID T. Pretpostavimo /3 < a. Tada zbog (b) imamo T3 ID T0,„ pa 

prema lemi 39 sledi –To  ID To, kontradikcija. Dakle, a <13. 
(c)=(a) Neka va2i (c) i neka je a, fi < O Pretpostavimo a < /3. Tada zbog (c) imamo Ta  ID To. Pretpostavimo Tc, CI  To . 

Zbog (c) je tada a > gto je neta6no. Dakle, QTa CI T, pa T0  ID To. 
(.=) Neka Ta  ID T/3. Pretpostavimo /3 < a. Tada zbog (c) Ti/ ID T0  gto je nemogu6e, 

jer iz T3 C1 Ta  sledi 	ci  T. Dakle, a < /3. 	 ❑ 

Lema 41. Neka je T C It Tada su sledeei uslovi ekvivalentni: 
(i) Postoji 	E ON i bijekcija T : 	T da va2i jedan od uslova (a),(b) ili (c), iz 

prethodne leme; 
(ii) (T,i0) je dobro ureden skup; 
(iii) (T, 1D) je dobro ureden skup. 

Dokaz. (i) = (ii) Neka postoje i T da vaIi (a). Tada je T izomorfizam relacijskih struktura 
<) i (T, z  D), pa kako je (6, <) dobro ureden skup, sledi da je i skup (T, z  D) dobro 

ureden. 
(ii) = (i) Neka je (T, /3) dobro ureden skup. Tada postoji E ON da je (T, /D) 

(6”, <), pa postoji bijekcija T : --+ T koja zadovoljava uslov (a) prethodne leme. 
(i) <=> (iii) Dokazuje se sHno korikenjem uslova (c) leme 41. 	 ❑ 

Definicija 34. Neprazna familija pozitivnih skupova T je I-tower (kula) ako i samo ako 
(a) T zadovoljava jedan od ekvivalentnih uslova (i), (ii) iii (iii) leme 41; 
(b) T nema I-pseudopresek. 

12.2 Egzistencija I-tower-a. Broj tT 

Teorema 61. Neka ideal I zadovoljava uslov (*). Tada I-tower postoji. 

Dokaz. Zbog uslova (*) postoji operator 7r : 2 -+ —> I+ takav da za svako A E 1+  vaii 
7r(A) C A i 7r(A), A \ 7r(A) su pozitivni skupovi. Neka je II = {P C 1-+ : P ima I 
-pseudopresek Dakle, za svako P E II imamo Ps(P) 	{Q E 	: Q je I- pseudopresek 
PI 0. 
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60 	 G1ava 12. Kardinal tI 

Neka je 	: 	I+, preslikavanje takvo da (p(2) E P,5 (P), tj. cp je funkcija izbora 
za familiju {P5(7)) : P e H}. Dakle, svakoj familiji P E H funkcija co dodeljuje neki njen 
/-pseudopresek. Definigimo rekurzijom niz (T„, : a < c+) u skupu 1+ U {0} sa 

To = 

= 

Neka je 

71(c0({T;3 : < a})), {To : < a} ima /-pseudopresek ; 

0. 	 inaee. 

inin{a < c+  : T(„ = 01, ako postoji a < c+ da 7 1(, = 0 ; 
= 	 c+, ako za svako a < c+ vaii 

Dakle, za svako a < vaii T„ 0. 
Pokaiimo da 

Va, < (a < 	Ta  ID To). 	 (12.3) 

Indukcijom na dobro uredenom skupu dokazaeemo da za svako < i svako a < 13(< 
vaii T, / D 	Za 13 = 0 to je trivijalno ta6no. Neka je 00 < i neka za svako f3 < 00 

i za svako a < vaii T, ID T13. Dokazujemo da za svako a < 00 vaii 7', ID Too . Zbog 
< e je TA ) 	0, pa Too  = 7r(co({T, : a < /30})) C/ co({T,, : a < /50}) 	za sve 

a < 
Sada za a 15 sledi T  To, pa lel < c. Zbog (*) i leme 38 je e > w. 
Pokaiimo jog da T = 	: a < el nema I-pseudopresek. Pretpostavimo da postoji 

/-pseudopresek, tj. da postoji P cl Ida za sve a < e, vaii P C T,. Tada je 	= 71- ((p(IT )  : 
(v < 0)) 	0, kontradikcija. 

Sledi T je I-tower. 	 ❑ 

Definicija 35. Neka ideal I zadovoljava uslov (*). Tada defini§emo 
t/ = min{ ITI : T C I+ je I-tower}. 

12.3 Regularnost tZ. Nejednakost Pi < tz- 

U daljem tekstu pretpostavieemo da ideal / zadovoljava uslov (*). 

Teorema 62. Ako je (T, : a < e) I-tower i cp : 	rastuee, kofinalno preslikavanje, 
onda je 	: 6 < O I-tower. 

Dokaz. Za 6 < Si  < ( je ep(6) < co(61 ), pa prema lemi 40 (b) vaii T,(o) D Tg6 i ). 
Pretpostavimo da postoji /-pseudopresek P familije (Two) : 6 < O, tj. da za svako 6 < 
vaii P C1  Tc, (6) . Neka a < e. Zbog kofinalnosti postoji b < (da a < (p(6), pa T, ID 
Tp(6) ID P, odakle P CI T„. Dakle, P Ci T„ za svako a < e, kontradikcija. 	❑ 
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12.3. Regularnost t1. Nejednakost pi < tz 	 61 

Teorema 63. (a) tz je regularan kardinal; 
(b) Postoji I-tower tipa (t1, >). 

Dokaz. (a) Neka je T = {L : a < I-tower i 	= t1. Neka je cp : cf(0 —> kofinalno, 
rastge preslikavanje. Tada je T = {T ( 5) : 6 < cf(0} prema teoremi 62 takode I-tower i 
va2i tZ < cf(e) < 	t1, pa cf(0 = t2. Dakle, kardinal tZ je regularan. 

(b) Ti = {T,(()  : 6 < t1} je I-tower. 	 ❑ 

Teorema 64. pi  < 

Dokaz. Neka je T = (To  : a < t1) I-tower. Jasno, T nema I-pseudopresek. Doka2imo 
da ima /-sfip. Neka je L„... ,Tak  E Ti a > maxfai : i < k}. Tada Ta  CZ L i , pa 
To, ci  Toi , za i < k. Prema lemi 38 sledi nik_, Li  E I. Dakle, pi < ITI = t1. 	❑ 
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Glava 13 

Kardinal 

Definicija 36. Neka su A, S pozitivni skupovi. Skup S I-cepa (engl.: splits) skup A ako i 

samo ako su A fl S I A \ S pozitivni skupovi. 

Definicija 37. Familija S C 	je /-spliting familija ako i samo ako za svaki pozitivan 
skup A postoji S E S koji I-cepa A. 

Ako vwzi (*) onda I-spliting familija postoji. Kao primer navodimo I. 

Definicija 38. sz. =min{ISI : S 	je I-spliting 

Teorema 65. Neka ideal I zadovoljava uslov (*). Tada je ti < si. 

Dokaz. Neka je < tZ. Dokazujemo da ne postoji I-spliting familija kardinalnosti 	Neka 
je S familija pozitivnih skupova kardinalnosti rc i neka je S = {S0  : a < K, 1} jedna njena 
numeracija. Definigimo niz pozitivnih skupova : a < + 1) sa namerom da skup T, nije 
I-splitovan ni jednim S„. Zahtevamo: 

(a) Ako je 13 < a onda To ID T(  i 
(b)T, C S(, iiiT, ti  C u.)\ S„. 

Neka je a < K i neka je definisan niz (T/3 : 	< a) sa osobinama (a) i (b). Definigimo T„. 

Kako je Ind < 	< t1, postoji /-pseudopresek P familije {Ts : 	< a}. Neka je 7r(P) 
operator koji deli P na dva pozitivna skupa. Mogu6e je: 
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63 

- 7r(P) fl S„ 	Tada definigimo T(, = r(P) fl s„, 
- 7(P) n Sf  E Z. Tada 7r(P) \ S, Z i defingimo T, = 7r(P) \ S„. 
Tada je T„ c 5, iii T„ c w \ S, i jasno, za svako fi < a va2i T, C2 To. Prema 

teoremi o rekurziji postoji niz (T„ : a < s,) sa osobinama (a) i (b). Tada za svako a < va2i 
Th. C1 	Ts;  c1 w\ S ( , pa TK  nije I-splitovan ni jednim S( . Dakle, S nije I-spliting 
familija. 	 0 
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64 	 Glava 13. Kardinal tiI  
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DEO III 

NEKI SPECIJALNI IDEALI I 
KARDINALNOST 

ODGOVARAKeIll SKORO 
DISJUNKTNIH FAMILIJA 
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Glava 14 

Ideal generisan ogranieenim rastuoim 
nizovima racionalnih brojeva 

14.1 Ideal ic 

Skupovi Q i w su iste moei, tj. postoji bijektivno preslikavanje izmedu njih. Iz tog razloga, 
pri razmatranju familija skupova i kardinala definisanih u prethodnim glavama, umesto skupa 

mo2emo posmatrati skup Q. U ovom poglavlju posmatramo /-madf na skupu racionalnih 
brojeva. 

Neka je C skup rastueih i ogranieenih nizova racionalnih brojeva, tj. nizova (a n  : n E 
N) E gde vazi q i  < q2 < . . . i takvih da postoji a E da q„ < a, za sve n E N. 
Definigimo skup 

/c = C Q : postoji konaena potfamilija 	, 	C C da I C C1 U U G 

Teorema 66. Skup /c je ideal na skupu Q. 

Dokaz. (I 1 ) Pretpostavimo Q E T,c. Tada postoji konaena potfamilija {C I , ..., C„} C C da 
Q C C I  U U kontradikcija, jer su CZ za i = 1, , n ogranieeni nizovi racionalnih 
brojeva to je ogranieena i njihova unija. Jasno, 1c 0 0, jer je C neprazno; naravno, svi konaeni 
podskupovi skupa racionalnih brojeva nalaze se u /c. 
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Dokaz. Neka je 
postavimo da je 
je za i (i < 7/) 
type(V n C; , <) 
type(V n Ci, <) 

< Ito , kontra 

niz (an  : n E N) opadajuei. Ozngimo skup {a n  : n E N} sa V. Pret- 
V mali skup, tj. da postoje CI, 	, C,, E C da V C H _ 	Neka 
iv n ci l = Ito . Tada V ("1 Cz odreduje podniz rastueeg niza 	pa je 
= w. No, skup V n CZ odreduje i podniz opadajueeg niza V, pa je 
= co*, §to je netaeno. Dakle, za svako i < n va2i IV n C.i J < No , pa 

dikcija. ❑ 

68 	Giava 14. Ideal generisan ogranieenim rastuoim nizovima racionalnih brojeva 

(12)Neka su / 1 ,12  E Ic. Tada za Ii postoji kongna potfamilija {C;, 	, Cid C C, 
takva da je I i  C Ci U 	U dk . Za /2 takode postoji konacna potfamilija 	, c;'} C C, 
takva da je /2 C 	U 	U 	Jasno, sledi /1 U /2 C C't  U 	U Ck,U 	 i 
	CA 	, 	} CC, pajell U /2 E ic• 
(13) Neka je A CIE /c. Tada postoji 	, Ck1 C C tako da va2i A C/C 

C1 U U Ck, pa jasno, A E ic. 	 ❑ 

Ic nije maksimalni ideal jer recimo, w i 	nisu 
Kao gto smo ve6 rekli skupove koji pripadaju idealu 1c zvaeemo mall skupovi, a one koji 

ne pripadaju idealu zygemo pozitivnim. Familiju pozitivnih skupova ozna6i6emo sa ic + , tj. 
ic +  = P(Q) 

Teorema 67. Svaka ic -adf je sadr2ana u nekoj Ic -madf. 

Dokaz. Ovo prema teoremi 52 va'Zi za svaki ideal I, pa va2i i za ic. 	 ❑ 

14.2 Postoje /c-madf kardinalnosti < t•t o  i c 

Prema teoremi 53 kako Ic nije maksimalan ideal, postoji Ic-madf kardinalnosti 2. No 
va2i i vine 

Teorema 68. Za svako n E N postoji Ic-madf kardinalnosti 71. 

Dokaz. Neka je 71 E N. Posmatrajmo intervale A t  = (—oo, 1) n Q, A2 = [1, 2) n 
Q, 	A,,, _ 1  = [n — 2, n — 1) n Q, An  = [n — 1, oo) n Q. Neka je A familija tako defin- 
isanih skupova, tj. A = {24 4, : i = 1, . , n}. Kako Ai za i = 1, ... ,71 ima beskonaeno 
taeaka nagomilavanja, sledi Ai 0 1c (mogli smo i ovako rezonovati: skupovi Ai su gusti, a 
C1 U 	U C,,, nije gust skup) . Jasno, va2i A i, n A„, = 0, za razlieite 7n , it E 
pa je A Ic-adf. Poka2imo da je Ic-madf. Pretpostavimo da nije Ic-madf, tj. prema lemi 
36 ne vaZi (10.1). Tada postoji pozitivan skup X C Q koji sa svakim elementom famil-
ije A ima mali presek. lz jednakosti X = X (1 Q  i  Q = Al U 	U A, sledi da je 
X = (X n Ai) U 	U (X n A„) E Ic, kontradikcija. 	 ❑ 

Lema 42. Opadajuei nizovi su pozitivni skupovi. 

Koristeei prethodnu teoremu poka2imo sledeee. 

Teorema 69. Postoji Ic-madf kardinalnosti c. 
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14.2.  Postoje Ic-madf kardinalnosti < o  i c 	 69 

Dokaz. Za svako x E R biramo opadajuei niz 	: n E N), takav da je njegova granica x. Skupove elemenata tih nizova obelaimo sa 	= {(g, : 71 E N}. Prema prethodnoj lemi va2i A x  lc. Poka2imo da za proizvoljne x, y E R, gde je x # y va2i Ax  11 A y  E lc. 
Ne umanjujuci opgtost pretpostavimo x < y. Kako je x granica niza (q : n E 	u svakoj 
njegovoj okolini, pa i u (x — 1, y) se nalaze svi sem kona'eno mnogo elanova skupa A,. Tada 
ostaje najvige kongno mnogo elemenata 	veaih od y, pa je jasno, A x n Av  najvige kongan 
skup, odnosno 

Ax  n Ay  E 	 (14.1) 
Dakle, familija A = {A z  : x E RI je ic-adf i AlI 	= c. Prema teoremi 52 familija A je 
sadr2ana u nekoj /c-madf A* i jasno, IA* I = c. 	 0 

Teorema 70. Postoji prebrojiva ic-madf. 

Dokaz. Neka je (b" : n E N) rastu6i niz u intervalu [0, 1) takav da je b i  = 0 i lim„_, 0„b" = 1. 
Neka je (aZ : k E N) opadaju6i niz u Q  n [bn, bn+ 1 ) takav da je limk,„„ark!' = b". Neka je 
A n  = 	: k E N} i A c, = Q \ UnEN  A„. Pokthmo da je familija A = {A„ : n E 
N} U {A,,,} prebrojiva ic-madf. 

Poka2imo prvo da je A /c-adf. Kako je A n , za svako n E N opadajuOi niz, prema lemi 
42, A„ je pozitivan, tj. A n  0 lc. Jasno, 4,0  je takode pozitivan, jer je neograni6en. Kako 
su, po definiciji, elementi familije A disjunktni, presek bilo koja dva elementa je mali. Sledi, 
familija A je /c-adf. 

Pretpostavimo da A nije /c-madf. Tada prema (10.1) leme 36 postoji skup B lc, za 
koji va2i: B n A x, E lc i B n A„ E Zc, za svako n E N. 

Poka2imo da vaZI IB n An l < 	za sve n E N. U suprotnom, ako bi vallo IB n A„l = 
za neko 71 E N, tada bi B n A n  bio podniz opadajueeg niza An , tj. B n A„ 	le. 

Imamo da je 1(B n (1 E ,, An )! < w. U slaaju da je 1(B 1111E,, An)i < w , tj. kongan, 
sledi da B n U„Ew  A n  E Zc. Ako je 1(B n UnEw An)I = w, onda je B n U„Ece  An  skup 
elemenata rastueeg niza u [0, 1) n Q koji konvergira 1 jer su u svakom od intervala (bn, 1) svi 
sem kona6no mnogo elemenata B nUne,, A n , pa je ponovo B n UnEw  A„ 

Sada imamo 

B=BnQ=Bn (U An  u A„) = (B n U A„)u(BnA„)eic, 	(14.2) 
7LEW 	 71 EW 

kontradikcija. Dakle, familija A je ic-madf. 	 0 

Primer 20. Poka2imo da prebrojiva/c-adf koja se sastoji od odozdo ograni6enih opadajaih 
nizova nije ic-madf. 

Neka je {(a,k; : k E N) : n E 	/c-adf koja se sastoji od odozdo ograni'e'enih opadajueih 
nizova u Q. Skupove elemenata tih nizova ozna6mo sa A n , n E N, tj. An  = {(4; : k E N}. 
Neka je A = {A„ : n E N}. Prema lemi 42, An  su pozitivni. 

Poka2imo da A nije ic-madf. Neka je, za n E N, an  granica opadajue- eg niza An . Prema 
(10.1) leme 36 dovoljno je naci pozitivan skup 6iji je presek sa svakim A„, za n E N mali. 
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70 	Glava 14. Ideal generisan ograni6enim rastueim nizovima racionalnih brojeva 

Neka je y E llA \ { 	: n E N} i (q„ : n E N) proizvoljan opadajki niz racionalnih brojeva 
koji konvergira taeki -y. Oznaeimo skup elemenata tog niza sa A = { q„ : n E N}. Prema lemi 
42, skup A je pozitivan, tj. A Zc. Pokaiimo da za svako n E N vaii A n A„ je konkan 
skup. Razlikujemo dva slkaja. Prvi, kada je a, E (—oo, 7) i drugi kada je a„ E (y, +oc). 

Neka je u prvom slueaju F < 7 — an . Kako je A„ skup elanova opadajkeg niza koji 
konvergira a„, u svakoj okolini, pa i u okolini (a n, — €, + f) se nalaze svi sem konaeno 
mnogo elemenata skupa A,,. Sledi da je A n A„ najvige konaean, pa tako i mali skup. 

Neka je u drugom slueaju f, < — y. Kako je A skup elanova opadajueeg niza koji 
konvergira taeki y, u svakoj okolini, pa i u okolini (-y — c,7 c) se nalaze svi sem konaeno 
mnogo elemenata skupa A. Sledi da je A n A7, najvige konaean, pa tako i mali skup. 

Posledica 12. pi, = azc  = O. 

Dokaz. Direktno iz posledice 11 i teoreme 70. 	 ❑ 
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Glava 15 

Ideal generisan ogranie'enim rastuoim i 
opadajuoim nizovima racionalnih 
brojeva 

15.1 Karakterizacija ideala icwucw*  

Neka je Cu, familija svih rastu6h i ograni6enih nizova racionalnih brojeva, a Cw * familija 
svih opadaju6ih i ograni6enih nizova racionalnih brojeva. Definigimo skup 

Ic,uc“,* = 	C Q postoji kongna potfamilija {C I , 	, C„} C CW  U Cu,* da I C 
Ci U U Cn 1. 

Teorema 71. Skup i„c„ucc,*  je ideal na skupu Q. 

Dokaz. (II) Pretpostavimo QE T 	. Tada postoji kongna potfamilija {C1, 	C„} C 
CW  UCw. da Q C Ci  U 	U 	kontradikcija, jer su C2 za i = 1, 	, n ogranie'eni rastudi iii 
opadajuei nizovi racionalnih brojeva, pa je njihova unija ogranleen skup. Jasno,1c,,uc w. 0 
jer je C, U Cu.,• neprazno; naravno, svi konaeni podskupovi skupa racionalnih brojeva nalaze 
u ZcWuc,, • 

(12) Neka su Ii , Iz E 	• Tada za / 1  postoji konaena potfamilija {Cc, 	, C1} 
C C, U Cw*, takva da je Ii C 	U 	U Ck. Za 12, takode postoji kongna potfamilija 

71 
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72 	Glava 15. Ideal generisan ogranieenim rastudim i opadajudim nizovirna racionalnih 

brojeva  

	

, C1"1 C 	UC,,., takva da je /2 C C it/  U 	U Cll . Jasno, sledi U12 C CC U 	U 

CIA;  U CC'  U 	U 	i {Cc , 	, C/1,, 	, Cn C C, U 	pa it U E icw ucw . • 

(13) Neka je A C I E icwucw .. Tada postoji {C1 	Ck} C C„, U C,•• tako da vaIi 

A C / C CI U 	U Ck, pa jasno, A E ic,,uc„. • 	 ❑ 

Opet, skupove koji pripadaju idealu Zc w ucw . zvaaemo mall skupovi, a one koji ne pri-

padaju idealu zvaCemo pozitivnim. Familiju pozitivnih skupova oznaeieemo sa 	tj. 

	

cw uc„. = P(Q) 	• 

Teorema 72. Svaka Zco, Ljew „ -adf je saddana u nekoj 1-c„ucw . -madf. 

Dokaz. Kako prema teoremi 52 ovo va2i za svaki ideal I, vaii i za /c wuc,, • 	 ❑ 

Teorema 73. I E Ic„ ucw ,, ako i samo ako je I ogranieen skup i ima konaeno mnogo taeaka 

nagomilavanja u R. 

Dokaz. (=) Neka je I E Zcw ucw .. Tada je I C Ci U... U Cn , gde 	 C C„UC,.. 

Jasno, I je ogranieen kao podskup konaene unije ogranieenih skupova. 

Prema teoremi 8 iz / C Ct U 	U CT, sledi I' C (C1 u ...UC„)' C CC U . . U 	i kako 

je za skup C E CW  U Cw. jedina taeka nagomilavanja granica odgovarajueeg niza imamo da 

je I' konaean skup. 
Neka je skup I ogranieen i neka ima konaeno mnogo taeaka nagomilavanja, tj. I C 

(a, 1)) i I' -,- {t i , , to }. Ne umanjujuei opgtost pretpostavimo tt < < tn . Posmatrajmo 

interval (a, t 1 ). Ako bi skup / n (a, t i ) bio konaean, izaberemo niz iz C„ koji sachli te taeke. 

Ako je I (1 (a, t ) beskonaean, poka2imo da je I fl (a, ti ) dobro ureden skup. 
Pretpostavimo da nije dobro ureden. Tada prema teoremi 4 postoji opadajuei niz (xi : i E 

N) "ija je granica a < < ti. Jasno, je taeka nagomilavanja skupa I, kontradikcija, jer je 

t i  najmanja taeka nagomilavanja skupa I. 
Kako je /n (a. t I ) dobro ureden i beskonaean, on je tipa n, gde je w < r1 < w 1 . PokaZimo 

da je rt = w. Pretpostavimo da je rt > w. Tada je I n (a, t1) = {q„, : tx. < j} gde va2i < 

ako i samo ako q,y  < 	. Sada imamo da je qw  < t1, all onda postoji taeka nagomilavanja 

koja je manja od ili jednaka qw  < t1 ,gto je netaeno. Sledi r1 = w, pa je I n(a,t 1 ) skup taeaka 

rastueeg niza koji konvergira ka ti te I fl (a, t1) E 

Posmatrajmo sada interval I fl (t 1 ,  	U slueaju da je konaean, opet izaberemo 

niz iz Cw  koji sadr2i te taeke. Ako je beskonaean, poka2imo da je inverzno dobro ureden. 
Pretpostavimo da nije inverzno dobro ureden. Tada prema teoremi 4 postoji rastu6i niz 
(yi : i E N) eija je granica y < t 2  i t1 < y. Jasno, y je taeka nagomilavanja skupa I, kon-

tradikcija, jer izmedu t i i t 2  nema taeaka nagomilavanja. Kao u prethodnom pasusu pokazuje 
se da je skup / n (t,, '1+2 '2) = : n E = Ci tipa w*. 

Ponavljajuei postupak za svaki ti, i = 1, . . . , n dobijamo I C C't U 	U Cr,,, U ...CC U 

U C;„, gde su Ci, 	E Cw  U Cw ., za < 71. 	 ❑ 
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15.2. Kardinalnost 	-madf Neprebrojivost 	
73 

15.2 Kardinalnost 1cW  u  * - m a d f. Neprebrojivost 

Teorema 74. Postoji 	 -madf kardinalnosti c = 

Dokaz. Za x, y E R definigimo relaciju ti  na sledeei natin 
x y ako i samo ako x — y E Q. 

Sledeta dva stava ee nam koristiti u dokazu. 

Stay 1. (a) Relacija je relacija ekvivalencije; 
(b) Klasa ekvivalencije [x] = {x + q : q E Q}, gde je x E R, je gust skup u R. 

Dokaz. (a) Trivijalno. 
(b) Neka a, b E Ria< b. Poka2imo da postoji y e [x], takav da je a < y < b. Iz a < b 

sledi a — x < b — x. Tada postoji q E Q takav da a — x < q < b — x, a onda jasno, va2i 
a < q + x < b. Kako je x + q E [X] sledi tvrdenje. ❑ 

Stay 2. Skup Q se mote razbiti na prebrojivo mnogo malih skupova tako da je unija svake 
beskonat ne potfamilije pozitivna. 

Dokaz. Klasa ekvivalencije iz stava 1 imamo kontinuum mnogo i neka je Cn, a < c jedna 
numeracija familije klasa ekvivalencije. Jasno, vazi R = u

n< CC. Neka je {q" : n E N} 
jedna numeracija skupa Q koja je injektivna. Za n E N biramo rastuci niz realnih brojeva 

: k E N) koji konvergira q", takav da su elementi niza iz klase Cn, dakle : E N) E 
(Cn ) N . Kako su klase C" disjunktne i skupovi elemenata nizova su disjunktni. Oznatimo to 
skupove sa = : k E N}. Neka je L = H 

Poka2imo da je L gust, prebrojiv, bez krajnjih tataka. Da je L prebrojiv, sledi iz e'injenice 
da je prebrojiva unija prebrojivih skupova prebrojiva, tj. ILI = I UnEN = Poka2imo 
da je L gust. Neka su x, y E Liz< y. Tada postoji q E Qn (x, y), pa postoji i n o  E N da je 
q = qno Prema konstrukciji postoji niz (40  : n E N) koji konvergira q", a kako konvergira, 
za svako f > 0 postoji k0 takvo da za svako k > A:0  va1i x k" > x, tj. x E y), odnosno 
x < x 7A1," < y i Xikl°  E L. Kako je skup L neograniten, on je bez krajnjih tataka. 

Kako je L prebrojiv, gust, bez krajnjih tataka prema teoremi 6 postoji izomorfizam f : 
L —> Q. Tada direktne slike f [T„' = T„, n E N, tine razbijanje Q. Poka2imo da elementi 
T„,n E N dine rastuei ograniten niz, tj. Tn  E 1c, za n E 1V. Neka xa , xb E 	x a < xb. 
Kako je f izomorfizam, vaii f (x„) < f (xb), pa je niz u T„ rastuti. Neka je 	< qt . Kako 
je q" granica niza elemenata iz Ti',, a qt elemenata niza iz T, , sledi da u skupu 77 postoji :4 
takav da je q1' < :4 < qt . Neka je xr" E T,L . Kako je f izomorfizam iz x r." < :4 sledi 
f (4) < f (4). Kako je x r" proizvoljno izabran sledi da su svi elementi niza T a  ograniteni. 

Dakle, za svako 7/ E N vaii T 1  E 	a UnEM Tit IC,,Uc. za svaki beskonatan 
skup M C N, jer ima beskonatno tataka nagomilavanja. 	 ❑ 

Prema stavu 2, skup Q mo2emo razbiti na prebrojivo mnogo malih skupova T a , it E N 
tija je unija svake beskonatne familije pozitivna. Neka je A c [w]w madf i IAI = c. Za svako 
A E A definigimo BA = UnEA  T. Jasno, skupovi BA su pozitivni. Poka:limo da je presek 
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74 	Glava 15. Ideal generisan ograniC"enim rastudim i opadajueim nizovima racionalnih 
brojeva 

dva proizvoljna, tako definisana skupa mali. Neka je Ai, A2 E A i Al # 112. Kako je A 
madf, sledi da je AI n A2 konaean skup. Sada imamo da jeB;,t1 nBA2 = UnEA1nA 2  Tn mali 
skup kao kongna unija malih skupova. Dakle, {BA : A E A} je -adf kardinalnosti 
c. 

Prema teoremi 52 familija {BA : A E A} je sadrIana u nekoj 	.-madf A* i jasno. 
IA*1 = c. 	 ❑ 

Egzistenciju prebrojive /c-madf pokazali smo u teoremi 70. Da prebrojiva Zc w ucW , -adf 
ne mok da bude 	-madf kazuje nam slede6a teorema. 

Teorema 75. Prebrojiva k ucw . -adf ne mole da bude /cwucw „ -madf. 

Dokaz. Neka je familija A = {A n  : n E w} kucw . -adf. Posmatrajmo dva slgaja. 
(a) M = {n E w : 1A'nj < No} je beskongan, gde je A'„ izvod, tj. skup svih 

tgaka nagomilavanja skupa A n . Kako za svako n E M, skupovi A„ imaju kongno tgaka 
nagomilavanja i V /c„, uc w  prema teoremi 73 sledi da su A„ neogranfeeni skupovi. Nu-
merigimo skup M = {nk : k E N}, da iz k <1 sledi nk < n1. Biramo qk E Q, k E N, takve 
da van 

(i) qk  E A nk \ Un<Tik  
(ii) Igkl 	k. 

Va2i A„ k  U„<nk  A n  = A„ k  (Ank  nUn<nk  An ) = An k  Un<nk  (A„k  nil.) 0 ic,„ucw . , jer 
je konaena unija malih skupova mali skup to i ograni'Cen, tj. U„<nk  (Ank  n An ) 

E i  Zbog neograni6enosti A ijk  je An k. Urt<nk  A?, neograni6en skup, pa postoji qk takav uLw  vw da' je 
kid > A; i qk. E Pink  \ Un<70,.  An . 

Defininigimo skup S = {q k  : k E N}. Prema uslovu (ii) i teoremi 73 skup S je pozitivan 
jer je neograni6en. Pokalimo da ima mali presek sa svakim A„„ 7n, E w. Neka je itt E N. 
Tada postoji A; E N takav da va2i 71k > nr.. Za 1 > k vaIi nt  > nk , a kako E A„, \ 

A„. sledi 	Dakle, A„, n S c 	,qk _ 1 1, pa je kao kona6an skup i mali. 
Prema (10.1) leme 36 familija A nije /cwucw „ -madf. 

(b) Neka je M = In E w : 	< No} konaaan. Ne umanjuju6i opgtost neka je 
M = {0, I, 	, in} . 

U nastavku dokaza poka2imo da vak sledeee tri leme. 

Lema 43. Za svaku taeku iz izvoda nekog pozitivnog skupa postoji rastu6i iii opadajue . i niz 
u torn skupu koji joj konvergira. 

Dokaz. Neka je t E A'. Poka2imo da vazi 

VE > ((t — El, t) n A 	0) V VE2 > 0 ((t, t E2) n A 0) 	(15.1) 

Pretpostavimo suprotno, tj. da vaZi 

3e > o ((t — f i ,t) n A = 0) A 3E2  > o ((t, t + E2 ) n A = 0). 	(15.2) 

Tada (t —F 1 , t+62)nA\{1} = 0, kontradikcija, jer t E A'. Dakle, va.2i (15.1). Neka sve desne 
okoline taCke t seku skup A. Izaberimo take 14„n E N na slede6i na'ein: bi E (t,t+E2)n A, 
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15.2. KardinalriostIcw uc * -madf. Neprebrojivost 	 75 

b2 E (t, min{bi,t + 	(1 A,... , 	E (t, min{ brt _ i , t + }) n A. Sledi 	: n E N) je 
opadajuei niz i zbog Ihn, — 11 < 	sledi 	= 1. Ako sve leve okoline take t seku skup A, slienom konstrukcijom dobijamo rastuei niz koji konvergira taeki t. 	 0 

Lema 44. Neka je n > rn. Tada za sve sem konaeno mnogo t E A'n  postoji niz 	: k E N) 
koji konvergira taeli t, takav da qt E A n  \ (A1 U 	U An_j U {t}). 

Dokaz. Pokaimo da za sve sem konaeno mnogo taeaka t E An vazi 

3(qk) E AnN  ((qk) 	t A Vk E N Vi < ((A Ai A qk t)) 	(15.3) 

Pretpostavimo suprotno, tj, postoji beskonaean podskup T skupa 24/7, takav da ni za jedno 
t E T ne va2i 15.3, odnosno da za svako t E T vazi 

	

V(qk) E A nN ((qk ) 	t 	31 E N ai, < 71 E Ai U {t}}. 	(15.4) 

Kada bi {q k  : k E N} n (Ui‹ , Ai U {t}) bio konaean skup, izostavljanjem konaeno 
elanova niza (qk ) dobili bismo niz koji ne zadovoljava (15.4); zato iz (15.4) sledi 

V(%) E Art ((qk) 	t 	if% k E 	n (U Ai U 
	

(15.5) 
i<n 

Dakle, za svaku taeku t E T va2i 

3 (%) E AnN  ((qk) -3 t A 	E N Vk > ko qk E 	Ai U {t}). 	(15.6) 
z<n 

PokaIimo da vazi 

T c U (Ai n 	 (15.7) 
i<n 

	

Neka je t E T. Prema lemi 43 i 15.3 postoje rastuei iii opadajuei niz (qk ) E 	i prirodan 
broj ko, takavi da 	—> t. Prema (15.6) postoji ko takav da qk E Ao U 	U An- 1 U {t}, 
za sve k > ko , pa zbog monotonosti qk E A I  U 	U A 7  _ 1 . Jasno, postoji 10  < n takav da je 

n fqk : k E NII = t`to. Neka je K = fk E N : qk E AO. Niz (qk  : k E K) je podniz 
niza (qk : k E N) i (qk : k E K) --> t, pa je on niz i u An  i u Aio , dakle i u (1 An . Sledi 
t je taeka nagomilavanja Ai °  (1 An , odnosno t E Ui<n (Ai n An)'  , pa va2i (15.7). Skupovi 
Ai  n su mali, pa prema lemi 73 imaju konaeno taeaka nagomilavanja, dakle i konaena 
unija izvoda Ui<n  (A i  n AO' je kondean skup. Imamo da je desna strana (15.7) konaean, a 
leva beskonaean skup, kontradikcija. 0 

Lema 45. Ako za niz (qk  : k E N) va2i limk,00qk = t i qk  t onda on sadr2i iii rastuei iii 
opadajuci podniz. 
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76 	Glava 15. Ideal generisan ogranieenim rastuaim i opadajuoim nizovima racionalnih 
brojeva 

Dokaz. Pokaiimo da za niz ((p„ : k E N) za koji je limk_400qk = t vaii: 

VE > ((t — c, t) n Iqk  : k E NI 	0) v VE > (( t, + F.) n fqk : k E NI 	0). (15.8) 

Pretpostavimo suprotno, tj. da 

3€1 > 0 ((t 	fqk : k E NI = 0) A ]c2 > 0 ((t, t+€2)n{qk : k E NI = 0). (15.9) 

Neka je c =min{ el, E2}. Tada je iz (15.9) (t — F , t + n {qk : k E N} C 	kontradikcija 
sa 	= t. 

Dakle, razlikujemo dva slueaja: 
(i) VE > 0 (t — E, t) n {qk : k E N} 	0. Tada rekurzivno definigemo {kJ : j E N} 

na sledeei mein k, = min{k : qk E (t — 1,t)}, k2 = min{k > k, : qk E (max{t. 
t)} , • • • , kn+1 = min{k, > kr, : qk E (max{t —glcn. },  t)}. Jasno, 	> 	i 

kn+i  > k71 • pa je niz (qki  : j E N) rastudi i konvergira taeki t. 
(ii) V€ > 0 (t, t + e) n {qk  : k E N} 0. Slieno kao pod (i) dobijamo opadajuei niz. ❑ 

Nastavljamo sa dokazom teoreme 75. 
Definiimo skupove Sr', za n > m, na sledeei mein. Prema lemi 44 postoji Pr+ I  E Aim+ , 

i postoji niz (q '+i : E 	E (Arn+ \ (Al U 	U 	U {t}))N koji konvergira taeki t"'+ 
Prema lemi 45 postoji rastuei iii opadajuei podniz 	: j E N) koji konvergira t"'+'. 
Sada imamo Srr'+ 1 	{q/71, 4-1  : j E N}. 

.7 

Prema lemi 44 postoji trit+2  E 4,4_ 2 \ ft,m+1 1 i postoji (qin+ 2  : k E N) E (Airt+2\ (A U 
U A m+  U {t})) N  da (qr+ 2  : j E N) 	tm+ 2 . Prema lemi 45 postoji podniz tog niza tako 
wri+2 da k, 	: j E N) koji konvergira tni+ 2 . Sada imamo Sm+2  = {C+2  : j E N}. Postupak 

nastavljamo i dobijamo S771+3 , ST"+'1 , 	Obeldimo skup S = oqn, Sr''. PokaZimo da je S 
veliki i da sa svakim A„, n E N ima mali presek. Kako ima beskonaeno taeaka nagomilavanja 
skup S je veliki prema teoremi 73. Neka je i E {1, 	, m}. Kako je 	n S = 0, sledi da 
skup S sa svakim A. i E {1, 	, m} ima mali presek. Neka je sada j > m. Za i > j 
iz konstrukcije skupova 	sledi Sr n Ai  = 0, pa imamo Al n S = Ai  n (U;>,„ Si) = 
Ui>„, Ai  n 	= uLm+ , Ai  n 	c UL77,4-1 	Kako su Si prema teoremi 73 mall 
skupovi, sledi da je skup Ai  n S mali, kao podskup konaene unije malih skupova. Prema 
(10.1) leme 36, A nije Zc

w ucw . -madf. 	 ❑ 

Teorema 76. Svaka prebrojiva familija pozitivnih skupova sa ic w ucw . -sfip ima /c,,u(74,,„ - 
pseudopresek. 

Dokaz. Neka je P = {P„ : n E w} familija pozitivnih skupova sa /cc, uc„,. -sfip. Kako 
je P, D P, n P2 D 	n 	n P„ mo2emo pretpostaviti Pt  D P2 D 
Posmatrajmo dva slueaja. 

(a) Skup M = 	E w : 	I < Rol je beskonaean, gde je P, skup taeaka nagomilavanja 
skupa P,. Kako za svako n E M, skupovi Pm  imaju konaeno taeaka nagomilavanja, a 
Pll prema teoremi 73 sledi da su Pn  neogranieeni. Nadskup neogranieenog skupa 
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15.2. Kardinalnost Icwuc -madf. Neprebrojivost 	 77 

je neograni6en, pa sledi da je Pn  neograni6en, za svako 71 E w. Kako su neogranreeni za 
svako n E w izaberimo q„ E Pri , takav da je lq,,I> 71. Ozna6imo sa S = fqn  : n E w}. Skup 
S je neograni6en, dakle prema teoremi 73 va2i S 0 lcuuc w . • Poka2imo da je S Ic,,uc .- 
pseudopresek familije P. Neka je n E w. Skup S \ Pm  c fqi,•••,qn-il, pa je S \ Pn  E 
ic,,ucw ., tj. S qc,,uc,„ Pm' 

(b) Skup M = {n E w : 1Pni  I < Rol je kongan. Ovaj slOaj je nemogue jer ako za neko 
k Skup Pk ima kongno tgaka nagomilavanja onda i svaki Pk+i, i = 1, 2, ... ima kongno 
tgaka nagomilavanja. 0 

Posledica 13. w < Picw ucw . < c. 

Dokaz. Direktna posledica teoreme 76. 	 0 
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Glava 16 

Ideal nigde gustih skupova 

16.1 /71g.  -madf 

I u ovom delu posmatramo topologki prostor (R, awl) ), tj. realnu pravu sa uobiCajenom 
topologijom. Baza uobleajene topologije je familija svih otvorenih intervala. 

Ako je (X , 0) topologki prostor, skup S C X je nigde gust ako i samo ako va2i IntS = 0. 
Neka je skup 	definisan na sledeei naCin 

/71.9. 	C Q : Intl = 0 u prostoru (R, Ouob)}. 

Teorema 77. 	je ideal na skupu Q. 

Dokaz. (I I) Q 	jer je IntQ =IntR = R. Kako su konaeni skupovi u 	sledi 
/7,.9 . 	0. 

(I2) Neka su /1, /2 E 	Tada va2i IntT = 0 i Intl2 = 0. Prema teoremi 9 va2i 
Intl 1  U /2 =Int(1- 1  U /2). Poka2imo da je Int(/ '  U /2) = 0. Pretpostavimo da je Int(/1 U /2) 
0. Tada postoji interval (a, h) C 1- 1  U 12, pa (a, b) \ Iz c Ii  . No (a, b) \ /• je otvoren skup, 
pa kako je Intl i  = 0, sledi (a, b) \ 12 = 0, tj. (a, b) C /2  odakle Int/2 	0, kontradikcija. 

(13) Neka je AC/E 	Kako je Intl = 0, prema teoremi 9 va2i IntA CInt/ = 0. pa 

Opet aemo skupove koji pripadaju idealu In.g.  zvati mali skupovi, a one koji ne pripadaju 
idealu zvaaemo pozitivnim. Familiju pozitivnih skupova ozna6iaemo sa /77 .9 .+, tj. /,,,. 9 . +  

78 
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16.2. Postoje  In . q .-madf  kardinalnosti <  o  i c 	 79 

P(Q) 

Teorema 78. Svaka /„.„.-adf je sadr2ana u nekoj /„. g .-madf. 

Dokaz. Ovo prema teoremi 52 va2i za svaki ideal I, pa vaii i za 0 

16.2 Postoje Zi .g.-madf kardinalnosti < t•t o  i c 

Teorema 79. Za svako ri E N postoji Zi .9 .-madf kardinalnosti n. 

Dokaz. Neka je n E N. Posmatrajmo intervale Al = (-00, 1) n Q, A2 = [1, 2) n 
Q, 	, A„_i = [n —2,n—l)nQ, 	= [n-1, 00)nol Nekaje A = {Ai : i E { 1 , • • • ,r1 }}. 
Kako je IntAi 	0, sledi Ai 0 En. g.. Jasno, va2i Ai n Aj  = 0, za razli6ite i , j E 
pa je A I„ 9 -adf. Poka1imo da je i /„. g.-madf. Pretpostavimo da nije /. 9 .-madf. Prema 
36 ne va2i (10.1), tj. postoji pozitivan skup X C Q koji sa svakim elementom famil-
ije A ima mali presek. Iz jednakosti X = XnQiQ = AIU 	U An  sledi da je 
X = (X n A 1 ) u U (X n An ) E 	kontradikcija. 	 ❑ 

Teorema 80. Postoji prebrojiva /„. g .-madf. 

Dokaz. Neka je A = {A n  : n E N}, gde je An  = Q n [7/, 77, + 1) za sve n e Z. Kako va2i 
IntA„ = (n, n + 1) imamo A n  ¢ /„.g.. 

Poka2imo da je A In .g .-madf. Jasno, je da je 	jer su joj elementi pozitivni, a 
presek bilo koja dva prazan, pa tako i mali skup. Da bi bila /„. g.-madf poka2imo uslov (10.1) 
leme 36. Neka A E tj. IntA 0 0. Tada postoji interval (a, b) CInt71 C A, gde su 
a, b E Q. Za svaki interval, pa tako i za (a, b) postoji n E N da (a, b) n (n, n + 1) 0. Kako 
je presek dva intervala, interval ozngimo (a, b) n (n, n + 1) = (c, d). Jasno, sledi (c, d) C A 
i (c, d) C A. Pokthmo A n A n  cl Dovoljno je pokazati 

(c, d) C A n A, 	 (16.1) 

Va‘ii A n A„ =AnQn [n, n + 1) = A n  [n, n + 1), pa se (16.1) svodi na (c, d) CAn[n,n+1). 
Neka je x E (c, d). Kako je (c, d) c A, postoji niz (ak : k E N), gde su ak E A, 

koji konvergira tgki x. Tada postoji k0 E N,  tako da za svako k > k0 va2i ak E (c, d), pa 
ak  E An [n, n + 1), pa je xEAn [71, 7t + 1). Dakle, vali (16.1). ❑ 

Da bismo utvrdili egzistenciju /„. g.-madf kardinalnosti c navedimo tri pomodne leme. 

Lema 46. Neka je skup D C Q gust u R. Tada postoje gusti, disjunktni skupovi D' i D", 
takvi da je D D' U D". 

Dokaz. Skup Q U V2 Q je gust kao unija dva gusta skupa. Takode je prebrojiv i bez krajnjih 
tdeaka. Prema teoremi 6 postoji izomorfizam f 	 -+ D. Ozna6imo direktne slike 
f [Q] = D' i f 	= D". 
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80 	 Glava 16. Ideal nigde gustih skupova 

Poka2imo da je skup D' gust u Q (ili u 11k). Neka su p, q E Q  i neka vaii p < q. Kako je D 
gust u Q, postoji d1. d2 E Dip< di < d2 < q. Razlikujemo shiaajeve: 

(a) di E D' 	E 	Tada je D' n (p,q) 16. 
(b) d1 	D' i d2 	D'. Tada d1, d2 E D", pa postoje ri , r2 E Q da va2i 	< r2 

i f (f2-ri) = d ,  i W-27'2) = d2. Tada postoji r E 	N,r2) n Q, pa f (r) E D' i 

(1 1  < f (r) < d2, te ponovo D' n (p, q) 0 0. 
Sliao D" je gust u Q. 	 ❑ 

Lema 47. Ako su skupovi A0, Ai, 	gusti i vaIi Q D Ao D Ai D 	onda postoji gust 

skup A takav da je A C1n9.  An , za sve n E w. 

Dokaz. Neka je Q = 	: n E w}. Zan E w biramo niz 	: k E 	E AnN, koji je 
rastu6 i konvergira q". Neka je Mn  = fek' : k E N} i A = Unew  Mn . Jasno, A = R, tj. 

A je gust. Pokaiimo da za svako n E w vaIi A Cing  An , tj. A \ An  E Kako vaii 
A \ An = UTLEN Mn  \ An = Unt<n  Mm \ A n C Um<n Mme ,  a Urn<n M,„ je nigde gust, tako 

je i A \ Ar,, nigde gust, tj. A \ Art  E In.g.• ❑ 

Lema 48. Postoji familija gustih skupova {A y, : cp E <"2} da va2i 

co < 7/) 	D 	i 

A,p  n 	0. 

(16.2) 

(16.3) 

Dokaz. Neka je AN = Q. Prema lemi 46 postoje gusti i disjunktni skupovi D', D" C Q, da 
vali Q = D' U D". Ozna6imo A ll = D' i A l  = D". Na isti ngin dobijemo A 00  = (D')' i 
A01 = (D')", Ago = (D")', Ali = (D")". 

Neka su definisani A ep , za dorry < n da va'li (16.2) i (16.3). Definigimo A ye„ za dorn0 = 
it + 1. Neka je dom0 = n + 1, gde je n + 1 = {0, 1, ... ,7/}. Tada za cp = rn, je definisan 
A ( ,. Prema lemi 46 postoje gusti i disjunktni skupovi D' i D" da va2i A y, = D' U D". 
Definigemo A y O  = D' i = D". Jasno, vaIi (16.2). Poka2imo da vaii (16.3). Neka 
je 	Tada postoji n E w takvo da je (pi fn  = 	rn = 71. Tada je cp i  (n) 	01(71). Ne 
umanjujuei opkost pretpostavimo col(n) = 0 i 0 1 (n) = 1. Jasno, An-- ,o n .7171-1 = 0. Kako 
je 	C An-0  i A y ,, C A 11- 1 sledi 16.3. 	 ❑ 

Teorema 81. Postoji in . g.-madf kardinalnosti c. 

Dokaz. Neka je 	: co E <"21 familija iz leme 48. Neka je f E '2. Prema lemi 
47 postoji Ai. cz' /7,.g . da je ispunjeno A f CZ,„ Ann , za svako n E w. Neka je skup 
A= {A 1 : f E w2}. Kako je kardinalnost skupa W2 c, skup A je takode kardinalnosti c. 
Pokaiimo da je A 17 . 9 .-adf. Neka su f, g E W2 razUiti elementi skupa W2. Tada postoji 
no takvo da da va2i f noIg r no, pa Af n A g i n()  = 0. Tada A f A fino  E /n.g.  

Ag  \ 47,0  E lug. . Sledi Af n A g  Ap n„ U Ag  \A g [„0  E Dakle, A je 
kardinalnosti c. Prema teoremi 52 postoji in . g .-madf kardinalnosti c. 	 ❑ 
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