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Predgovor

U prvoj glavi su navedene osnovne definicije i teoreme iz oblasti teorije skupova, teorije
parcijalnih uredenja, teorije Boolbvih'algebri i topologije.

U prvom ekspozitornom delu ove teze sakupljeni su poznati rezultati vezani za male
kardinale b, 0, p, t,a,s, u.

Druga glava ovog dela posvecena je kardinalu b.

Na pogetku uvodimo relacije =* i <* izmedu funkcija iz w u w i definiSemo kada je
familija preslikavanja “w neograni¢ena. Dajemo i dva dokaza teoreme da je prebrojiva famil-
ija B C “w ogranicena. Prvi direktan, a drugi preko pogodno odabranog parcijalnog uredenja,
koriste¢i genericki filter. U nastavku defini§emo b kao minimalni kardinal | B|, gde je B C “w
neograni¢ena familija i pokazujemo da je w < b < ¢. Dokazujemo i tvrdenje da iz MA sledi
b=c

U treéoj glavi definiSemo dominirajucu familiju preslikavanja iz w u w. Dokazujemo da
ne postoji prebrojiva dominirajuca familija i definiSemo kardinal 9 kao minimalni |D|, gde je
D C “w dominirajuéa familija. Kako je svaka dominirajuca familija neograniCena, sledi da
jew < b <0 < ¢. Takode, koriste¢i genericki filter dokazujemo da ne postoji prebrojiva
dominirajuca familija.

U &Zetvrtoj glavi na skupu [w]” definiSemo relacije C* i C* i dajemo definiciju pseu-
dopreseka familije P C [w]“. Familija P C [w]*ima jako svojstvo konatnog preseka ili
sfip (engl.: the strong finite intersection property) ako i samo ako za svaki kona¢an podskup
{Py,...,P,} C P vazi|[;c, Pi| = w. Primer familije koja ima sfip, a nema pseudopresek
je neglavni ultrafilter na [w]“, tako da na osnovu egzistencije takvih familija dolazimo do
definicije kardinala p, koji je minimalni kardinal takve familije.

Opet na dva nadina dokazujemo da svaka prebrojiva familija P C [w]* sa sfip ima pseu-
dopresek. Jedan od dokaza je uz koris¢enje generickog filtera u pogodno odabranom parci-
jalnom uredenju.

Na pocetku pete glave dajemo niz lema vezanih za osobine relacija C* i C*. U drugoj
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sekeiji definisemo kada je familija 7 C [w]* tower i navodimo neke ekvivalentne definicije
towera. Dokazujemo da tower postoji, pa tako i definisemo kardinal t kao minimalni kardinal
T]. gde je T C [w]“ tower. Dokazujemo da je kardinal t regularan i da vazi relacijap < t.
Poslednja sekcija sadrZi niz lema koje nam pomazu u dokazu tvrdenja t < b.

U glavi Sest uvodimo kardinal a. Prva sekcija sadrzi definiciju skoro disjunktne familije
(adf) i primere nekih adf, kao i definiciju maksimalne adf (madf) i potreban i dovoljan uslov
da adf bude maksimalna. Dajemo i rezultat da je svaka adf sadrzana u nekoj madf, kao i
dva dokaza teoreme da prebrojiva adf ne moze da bude madf. Jedan od dokaza Jje primenom
parcijalnih uredenja, koristeci genericki filter. Vaze i relacijep < ai b < a.

U sedmoj glavi definiSemo splitting familije, i definiSemo s, kao minimalni kardinal |S
gde je § C [w]” splitting familija. Pokazujemo da vaZe relacije s <0it <s.

U osmoj glavi definiSemo neglavni ultrafilter i bazu nekog neglavnog ultrafiltera. Kardi-
nal u je minimalni kardinal |B], gde je B C P(w) baza nekog neglavnog ultrafiltera. Vaji
b<u

U devetoj glavi primenjujemo rezultate prethodnih sekcija konstruiSuéi jedan primer iz
topologije. Definisemo faktor algebru I(w),/Fin i navodimo neke njene osobine.

U drugom delu ove teze, &iji sadrzaj pripada matemati¢kom folkloru, umesto ideala
konacnih skupova posmatramo proizvoljan ideal 7 na w. Skupove koji mu pripadaju
zovemo mali, a one koji ne pripadaju idealu Z zovemo pozitivnim.

U desetoj glavi definiSemo Z-adf. A je Z-adf ako i samo ako svaki element familije A je
pozitivan i presek svaka dva elementa iz .4 mali. Familija A je Z-madf ako za svaku Z-adf
familiju koja je nadskup familije A sledi da su one jednake. Dajemo potreban i dovoljan
uslov da Z-adf bude maksimalna. VaZi da je svaka Z-adf sadr¥ana u nekoj Z-madf i ako ideal
nije maksimalan onda postoji Z-madf kardinalnosti 2. Dajemo definiciju nigde maksimalnog
ideala. S pretpostavkom (*) koja glasi da se svaki pozitivan skup moZe rastaviti na dva pozi-
tivna skupa. postoji prebrojiva beskona¢na Z-madf, pa definigemo kardinal az, kao minimalni
kardinal | A[, gde je A beskona¢na Z-madf.

U jedanaestoj glavi definiSemo relacije =7 i C7 i navodimo osobine tih relacija. De-
finiSemo i Z-pseudopresek kao i Z-sfip. Vazi da familija pozitivnih skupova P koja ima
Z-pseudopresek ima Z-sfip. Uz pretpostavku () obezbedujena je egzistencija familije sa Z-
sfip bez Z-pseudopreseka, pa tako definiSemo kardinal p7 kao minimalni {P|, gde familija
P CI"imaZ-sfipinema T-pseudopresek. Uz istu pretpostavku vazi p7 < ag.

U dvanaestoj glavi definiSemo Z-tower i uz uslov () dokazujemo njegovo postojanje.
DefiniSemo kardinal tz, kao minimalni kardinal |7, gde je 7 C I+ Z-tower. Kardinal tr je
regularan i vazi pz < t7.

Trinaesta glava je posvecena kardinalu sz, kojeg definisemo uz pretpostavku (). VaZi
tr <s7.

U trecem delu teze, koji sadrzi orginalne rezultate, analizirana su tri izabrana ideala
na skupu racionalnih brojeva.

U Cetrnaestoj glavi posmatran je ideal Z:, generisan familijom rastuéih i ogranicenih
nizova racionalnih brojeva. Za svako n € N postoji Z;-madf kardinalnosti 7. Opadajuéi
nizovi su pozitivai skupovi, postoji Z-madf kardinalnosti ¢ i postoji prebrojiva Z¢;-madf
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odakle sledi pz = az = N,.

U petnaestoj glavi je razmatran ideal Z¢;, ¢, . » gde je C,, familija svih rastuéih i ogra-
ni¢enih nizova racionalnih brojeva, a C,» familija svih opadajuéih i ograni¢enih nizova ra-
cionalnih brojeva. Potreban i dovoljan uslov da skup pripada idealu Z¢;,uc:,. je da ima
konacno tataka nagomilavanja i da je ograniCen. Postoji Z¢,uc:,.-madf kardinalnosti ¢ i
prebrojiva Z¢, ¢, . -adf ne moZe da bude Z:,uc;,.-madf. Dajemo i dokaz teoreme da svaka
prebrojiva familija pozitivnih skupova sa Z¢,uc, . -sfip ima Z¢;,uc:, . -pseudopresek, pa vaZi
w < pz(,wu(.w <t

Tema Sesnaeste glave je ideal Z,, = {I C Q : IntI = §) u prostoru (R, Oui)}. Za
svako n € N postoji Z,, , -madf kardinalnosti n. i postoji prebrojiva Z,, ; -madf, kao i Z,, .-
madf kardinalnosti c.

Spisak literature je dat na kraju teze. Notacija je u celom tekstu standardna, dok su novou-

vedene oznake detaljno objaSnjene.

Ovom prilikom se zahvaljujem dr Stevanu Pilipoviéu na pruZenoj podrici tokom post-
diplomskih studija. - :

Dr Milan Grulovi¢ je pro&itao rukopis ove teze i dao niz korisnih sugestija, Cime su ovi
delovi postali precizniji i jasniji. Ovom prilikom mu se zahvaljujem.

Posebnu zahvalnost dugujem mentoru, dr MiloSu Kuriliéu, koji me je uveo u oblast inva-
rijanti kontinuuma i ukazao na pravce istraZivanja koji su doveli do ove teze. Njegovi saveti
su bitno popravili itljivost i razumljivost rezultata navedenih u radu.

Novi Sad, novembar, 2004. Nada Peri¢
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Glava 1

Uvod: osnovne definicije i tvrdjenja

1.1 Skupovi

1.1.1 Ordinali i kardinali

Metateorija ovog rada ée biti ZFC.

U tekstu ¢emo se pozvati na elementarno poznavanje ordinalne i kardinalne aritmetike
(moze se naéi u [6], [12], [15], [16], [19]). Ovde navodimo samo pojmove i tvrdenja koja e
bitt koriStena u ovoj tezi.

Skup z je tranzitivan ako i samo ako za svako y € x vaZi y C x. Tranzitivan skup
je ordinal ako i samo ako je (a, €) dobro ureden skup (vidi stranu 5). Klasu svih ordinala
oznatavamo sa ON. Ordinale éemo oznacavati slovima «, 3,7, 4, £, ¢.

Elementi ordinala su, takode, ordinali. Neka je « ordinal. Zasvako 8 € avazi f = {v €
«:v € f}. Akoje o € ON, ondajeiaU{a} € ONi toje naslednik ordinala x. Ordinal cx
za koji postoji ordinal 3 takav da je @ = S(8) zovemo sledbenikom i oznatavamo sa 3 + 1.
Neprazan ordinal koji nije sledbenik zovemo grani¢nim ordinalom.

Posmatrajmo neprazan skup ordinala X. Skup (] X je ordinal koji pripada X i vaZi
(N X = min(X, €). Dakle, svaki skup ordinala je dobro ureden relacijom €. Skup |J X je
najmanji ordinal takav da za svako @ € X vaZi @ < |J X. Skup ordinala ne mora biti ordinal,
ali je zato svaki tranzitivan skup ordinala ordinal.

Svaki dobro ureden skup je izomorfan nekom ordinalu.

]



2 Glava 1. Uvod: osnovne definicije i tvrdjenja

Slede teoreme o transfinitnoj indukciji i rekurziji na ON.,

Teorema 1. ([12]) Neka je A(z) formula. Tada vazi
[A(0) AV € ON((VS € A(B)) = A(e))] = Yo € ON A(a).

Teorema 2. ([12]) Neka je F(x,y) formula sa dve slobodne promenljive takva da je F :
V' — V. Tada jedinstveno postoji G : ON = V da

(Va)(G(a) = F(G ).

Skupovi A i B su ekvipotentni, u oznaci A ~ B, ako i samo ako postoji bijekcija
[+ A= B. Ordinal o Je kardinal ako i samo ako za sve B € a vaii -f ~ «. Klasu svih
skupova ekvipotentnih skupu X oznatavamo sa |X|. Kardinalni broj skupa X je kardinal
~ € | X| (egzistenciju takvog kardinala garantuje aksioma izbora).

Sabiranje i mnoZenje kardinala, kao i njithove osobine detaljno se mogu nai u navedenoj
literaturi sa pocetka ovog naslova. Sa w oznacavamo prvi beskonacni kardinal, sa w, prvi
neprebrojivi kardinal.

Svaki beskonacan kardinal pomnoZen sa samim sobom je opet taj isti kardinal. Proizvod
I zbir dva beskona¢na kardinala Je uvek maksimalan kardinal od ta dva kardinala. Operacija
stepenovanja beskona¢nih kardinala nije trivijalna i mi ovde navodimo jedan od krajnjih
rezultata. koji ¢e nam sluZiti u dokazima nekih teorema.

Lema 1. (Konig) ([15]) Neka su ki1 A, za1 € I, kardinali. Ako vazi ki < A, tada je
Ziel ky < HiEI AL

Navodimo i veoma zna¢ajnu posledicu pomenute teoreme.

Posledica 1. ([15]) Neka su \ i x kardinali. Tada
a) K < 27
(b) cf(2%) > k;
() cf(k?) > A;
(d) kTR 5 f

Iskaz
Ne postoji skup A takav da je 8y < |A] < ¢

se zove Hipoteza kontinuuma i oznacava se sa CH. Ovaj iskaz je nezavisan od teori je ZFC.
Drugim re¢ima, ni postojanje, ni nepostojanje takvog skupa A ne moze da se doka¥e na
osnovu aksioma tog sistema (konzistentnost CH sa ZFC pokazao je Godel 1940. godine, a
konzistentnost ZFC i ~CH pokazao je Cohen 1963. godine).

Oznacimo sa ' B skup svih preslikavanja iz skupa A u skup B. Definisimo i sledecu
oznaku ““w = J, .. "w.

Skup svih podskupova skupa A kardinalnosti & oznatavamo sa [A]*. Sli¢no, skup svih
podskupova skupa A kardinalnosti < &, oznatavamo sa [A]=%.



I.1. Skupovi 3

1.1.2  Realni brojevi

Osnovne definicije i tvrdenja vezane za realne brojeve mogu se naéi u [22]. Ovde navodimo
samo pojmove koji e biti koristeni u ovoj tezi.

Prirodni brojevi se u formalnoj teoriji skupova definiu kao skupovi: 0=f, 1={0}, 2={0,1},
. n ={0,1,...,n — 1}. Skup prirodnih brojeva oznagava se sa w.

Skup pozitivnih prirodnih brojeva oznatavamo sa N, skup celih brojeva Z, a skup racio-
nalnih brojeva Q. Realne brojeve definiemo kao Dedekindove preseke u linearno uredenom
skupu (@, <). S druge strane, pomenuto proSirenje moZe da se dobije takode metodama
analize, odnosno topologije - kompletiranjem metrickog prostora racionalnih brojeva. Ovaj
postupak pripada Kantoru.

1.1.3 Ideali i filteri na P(X)

Osnovne definicije i tvrdenja vezane za ideale i filtere na P(X) mogu se nai u [1] i [5].
Ovde navodimo samo pojmove i tvrdenja koji ée biti koriSteni u ovoj tezi.

Podsetimo se, neprazan skup Z C P(X) je ideal na skupu X ako i samo ako vazi

(INVeTiX 1T,

(I2)A,BeI=AUBE€eIT,

(I3)ACBeI=>A€eT.

Skupove koji pripadaju idealu Z zva¢emo mali skupovi, a one koji ne pripadaju idealu zvaéemo
pozitivnim. Familiju pozitivnih skupova oznagiéemo sa Z%, tj. I+ = P(X)\ Z. Za
ideal kazemo da je maksimalan ako i samo ako nije pravi podskup ni jednog veéeg ideala.
OznaCimo sa T* skup komplemenata elemenata ideala 7, tj. 7* = {X \ I : ] € T}.

Familijald C P(X) je filter na skupu X ako i samo ako vaZe sledeci uslovi:

(FINWgUIX el,

FDYF\,FhbeldU=F NF,el,

(FI3))UsFCA= Acl.

Za filter kaZemo da je ultrafilter ili maksimalni filter ako i samo ako nije pravi podskup
ni jednog veceg filtera. OznaCimo sa U* skup komplemenata elemenata filtera I/, tj. U* =
{X\F:Felu}.

Filter U C P(X) je ultrafilter ako i samo ako za svaki podskup A C X vazi: A € U ili
X\Aeu.

Neprazna familija P podskupova skupa X ima svojstvo konacnog preseka (s.k.p.) ako i
samo ako svaka konacna potkolekcija kolekcije P ima neprazan presek. Svaka familija koja
ima svojstvo konaénog preseka je sadrzana u nekom ultrafilteru.

Dokaz sledeceg, dobro poznatog tvrdenja je elementaran, te ga izostavijamo.

Teorema 3. ([1]) (a) Ideal Z C P(X) je maksimalan ako i samo ako za svaki A C X sledi
AeTii X\ AeT

(b) Filter Y C P(X) je ultrafilter ako i samo ako za svaki A C X sledi A € U ili
X\Aelu;



4 Glava I. Uvod: osnovne definicije i tvrdjenja

(¢) Ako je T ideal. onda je I* filter (dual ideala Z); ako jeU C P(X) filter onda jeu*
ideal (dual filteraZf) i vazi T** = T ily/* = u;

(d) U je ultrafilter ako i samo ako Jje U* maksimalni ideal;

() T je maksimalni ideal ako i samo ako je I* je ultrafilter.
Lema 2. Ako je Tideali § € I+, ondaje 7 | § % {INS:1€T}idealnas.
Dokaz. (I1) Kako je () € Z, sledi dajedeZ|S.1zSeTt, Y SEZIslediS¢I]S.

(I2)Neka A,.BeT|S6. Tadaje A=1,NSiB =IhNnS.gdesul,il, €T Sledi
AUDB = (I UL) NS, akakoje I, UL eTIimamoAUBecZI IS,

(I3)Nekaje AC B€ZI|S. TadaB =INSzanekol € I,pavazi A = AND =
AﬂIﬂS.KakojeIEI,slediAﬂIeI,pajeAEIfS. O

Lema3. Akoje X = X, uU...U Xn particija skupa X, a Ty C P(X;),k < n ideali, onda
jeidealna XTI ={ICX:Vk<nIn Xk € I} koji nije maksimalan zan > 1.

Dokaz. (I1) ¢ € T jer za svako k <mnvazi € I. Jasno, X & T jer bi u suprotnom za svako
k <mnvazilo X N X, = Xi € Ii, a I} je ideal.

(I2) Neka A, B € T. Tada, za svako k S nvaZi AN X, BN X, € T, Sada imamo
(AUB)N X, = (AﬂXk) U(BﬂXk) €Ly, paAUBE€T.

(I3) Neka A C B € T. Tada, za svako k < nimamo BN X, € I, pavaii AN X, C
LN Xy € Iy, odakle AN X, € Iy. Znaci A € T.

Da ideal nije maksimalan, sledi iz togasto X| ¢ Z,iw\ X, ¢ T. O

1.2 Parcijalna uredjenja

1.2.1 Osnovne definicije i tvrdjenja

Ako je P neprazan skup i < relacija poretka na P, tada uredeni par (P, <) nazivamo
parcijalno ureden skup. Parcijalno ureden skup P je linearno ureden ako i samo ako su
svaka dva elementa skupa IP uporediva.

Nekaje ) # X C Pinekaa € P. Tada je a:

® gornje ograni¢enje (majoranta) skupa X akoVz € X 2 <a.

® donje ogranidenje (minoranta) skupa X akoVz € X o < .

® Supremum skupa X (u oznaci sup X ) ako je a majoranta skupa X i za svaku majorantu
bskupa X vazidajea < b.

® infimum skupa X (u oznaci inf X) ako je a minoranta skupa X i za svaku minorantu b
skupa X vazidaje b < a.

® maksimum skupa X akoa € X i za svako z € X va%i da jexr <a.

e mininum skupa X ako a € X i za svako z € X vazi da jea <z
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Skup X je odozgo ogranien ako i samo ako ima gornje ogranitenje (majorantu), dok je
odozdo ogranicen ako i samo ako ima donje ograni¢enje (minorantu).

Parcijalno ureden skup X je dobro ureden ako i samo ako svaki neprazan podskup skupa
X ima minimum. Svaki dobro ureden skup je linearno ureden i ima minimum.

Neka je (P, <) parcijalno uredenje. Skup A C P je lanac ako i samo ako su svi elementi
skupa A po parovima uporedivi.

Teorema 4. Linearno ureden skup je dobro ureden ako i samo ako nema beskonaéni opadajuéi
lanac.

Dokaz. (<) Pretpostavimo da skup S nije dobro ureden. Neka je z € S. Kako S nije
dobro ureden, nema minimalnog elementa, pa postoji z; < z, ; € S. Sli¢no, postoji
19 € 8, da 9 < z;. Nastavljajuéi postupak dobijamo opadajuci lanac ... < 7y < z; < =z,
kontradikcija. (]

Lema 4. (Lema Zorna) Ako je (P, <) parcijalno ureden skup u kome svaki lanac ima gornje
ograniCenje, onda u P postoji maksimalni element.

1.2.2 Genericki filter. Teorema Rasiowa-Sikorski

Osnovne definicije i tvrdenja vezane za generiCki filter mogu se naci u [12] i [15]. Ovde
navodimo samo pojmove i tvrdenja koji ¢e biti koriSteni u ovoj tezi.

Neka je (P, <) parcijalno uredenje. Neprazan skup G C P je filter ako i samo ako

(Fl) Za svako p, q € G postoji r € G takvodajer < p,q;

(F2) Ako p pripada G, onda su svi elementi veCiodp u G.

Skup D C P je gust ako i samo ako za svako p € P postoji d € D, takvo da je d < p.

Neka je D familija gustih podskupova skupa PP. Filter G C P je IP- genericki filter nad
D ako i samo ako G sede svaki element familije D, odnosno D N G # B, za svako D € D.

Teorema 5. Neka je (P, <) parcijalno uredenje i D prebrojiva familija gustih skupova. Tada
postoji filter G C P, koji je P-genericki filter nad D.

Dokaz. Neka je D = {D,, : n € w} familija gustih skupova. Rekurzijom definiSimo niz
{pp : n € w) uP. Biramo py € Dy. Skup D, je gust, pa biramo p; € D, takvo da
je p1 < py. Skup Dy je gust, pa biramo p, € D, takvo da pg < py- Nastavljaju¢i tako
dobijamo nizpg > py > p2 > ... > pp > ..., gde je p, € Dy, zan € w. DefiniSimo
G={¢eP:3In€wq>py} Jasnojeda GN D, # 0, za sve n € w. Pokazimo da je G
filter. Ako q1,q2 € G iqy > pn,,4d2 > Pny- ONda je q1,q2 > Py, gde je n = max{n;,n2}.
Drugi uslov je jo§ oCigledniji. Sledi G je filter. O

Elementi p, ¢ € P su kompatibilni ako i samo ako postoji r € P, za koje vaZi r < p,q.
Ina¢e su nekompatibilni i to oznaCavamosap L q.

Skup A C P je antilanac ako i samo ako su svi elementi skupa A po parovima nekom-
patibilni.
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Skup P zadovoljava cce (engl.: the countable chain condition) ako i samo ako je svaki
antilanac u [P najvise prebrojiv.

Kardinal cc(P) je najmanji kardinal » takav da Je svaki antilanac u P kardinalnosti manje
od K.

Primer 1. Ako je (R, Q) uobitajena realna prava, onda u (O\{0},C) vazi: p L g ako i
samo ako je p Mg = (); A je antilanac u (P, C) ako i samo ako je A disjunktna familija
otvorenih (nepraznih) skupova. Ovde je ¢¢(P) = w;.

Primer 2. Ako je B Booleova algebra i P = B . {0}, onda u (P, <) vazi p L ¢ ako i samo
akop A g = 0.

1.2.3 Teorema Cantora o uredjenju Q

Osnovne definicije i tvrdenja vezane za Cantorovu teoremu o uredenju mogu se naéi u [4]
i [30]. Ovde dajemo samo dokaz te teoreme.

Teorema 6. (Cantor) Ako su (A4, <a)» (B, <p) prebrojiva gusta linearna uredenja bez kra-
Jnjih taCaka, onda postoji izomorfizam [ (A, <a) = (B,<p).

Dokaz. Neka je
P={p:pje funkcija A domp C A A rang C B A |p| <R A ¢ je rastuca}.

Tada je (P, D) parcijalno uredenje. Defini§imo skupove

Dy={p€eP:auedomp}.aeA i

Dy={peP:beranp},be B.
Dokazimo da su skupovi D, i Dy gusti, zasvea € Aib € B. PokaZimo prvo za D,,.
Nekaje o € Pig & D,. Prema definiciji skupa D, vaZi [p| < Rgia & domy. Neka je
domep = {a,....a,}, gdejea; <ap <...<a,. Moguée je:

(1) @ € (a;,ai41) zanekoi € {1,...,n— 1}: neka je o(a;) = b, (a;4) = biy . Kako
je skup B gust biramo b € (b;, b;1,) i definisemo Y =9U{(a,b)}. Tadayp € D, i) D P.

(i) a < ay: ako je p(ar) = by, biramo b < bi,b € B . Definidimo 9 na sledeéi nacin:
Y =9U{{u.b)}. Tadayp € Dyith D ©.

(#i) a > ay: slicno kao prethodni slucaj.
Jasno, 4y € D, iy D . Sledi: skup D, je gust za svako a € A.

Neka je sada ¢ € Pi ¢ ¢ D;. Jasno, prema definiciji skupa Dy, vazi lo] <Ny ib¢rang.
Neka je rang = {b,, ... bn} gdejeb) <by<...<b,. Moguce je:

(i) b€ (bi,bi1)) zanekoi € {1,...,n—1}: nekaje plai) = b, plaiy,) = bi+1. Kako
Je skup A gust biramo a € (a;, a4 ) i definiSemo Y =9U{(e,b)}. Tadatp € Dy iy O ©.

(i1) b < by: ako je p(a)) = b;. biramo a < ar,a € A. Defini§imo ), sayp = pU{{a.b)}.
Tadas) € Dy ip D .

(7ii) b > b,: sli¢no kao prethodni slucaj.
Jasno, ¢h € Dy i D ¢. Sledi skup Dy, zasve b € B je gust.
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Prema teoremi 5, kako je D = {D, : a € A} U {D, : b € B} prebrojiva familija gustih

def

skupova na (P, D), postoji P-genericki filter nad D. Oznagimo ga sa G. Za f(; = Upea: ¢

vaZi sledece:

(a) f¢; je funkcija,

(b) Funkcija f; je rastuca,

(c) domf; = A,

(d) ranf; = B.

Nekasu ¢, € G. Kako postoji n € G, tako dan D ¢, i kako je 7 funkcija, sledi U1
je funkcija, pa je (a) dokazano.

Pokazimo da je f(; rastuéa funkcija. Neka su a,b € A ineka je a <, b. Pretpostavimo,
Sto ne utice na optostrazmatranja, f;(a) = (a) i fa(b) = ¢(b) za neko p € G. Kako je
@ € P, ona je rastuca, pa vaZi o(a) <p p(b), tj. fa(a) <p fc(b), ¢ime je dokazano (b).

Pokazimo (c), tj. da vazi domf; = A. Neka jea € A. Kako je D, gust, postoji
% € GN D,,pajea € domy C domfg, ¢ime je dokazano da je domf; = A.

PokaZimo (d). Neka je b € B. Kako je Dy, gust, postoji 1) € G N Dy, te je b € ranyp C
ran f;; dakle ranf; = B. a

1.2.4 Martinova aksioma

Osnovne definicije i tvrdenja vezane za Martinovu aksiomu mogu se naéi u [12], [15] i
[26]. Ovde navodimo samo pojmove koji ¢e biti-koristeni u ovoj tezi.

Za beskonacan kardinal k, MA(k), je iskaz: ako je PP ccc parcijalno uredenje i D C P(P)
familija gustih skupova, gde je |D] < &, onda postoji P -generi¢ki filter nad D. Martinova
aksioma, skraceno MA je iskaz Vk < ¢ MA(k).

Napomena 1.
(1) MA(w) vaZi uvek (teorema 5), pa CH implicira MA.
(2) Konzistenciju MA+—CH su dokazali Solovay i Tenennbaum 1971. godine metodom

iteriranog forsinga, ([15]).

Primer 3. MA nije tana za parcijalna uredenja koja nisu ccc: Ako CH vazi i P = <“w,,
tada su za parcijalno uredenje (P, D), skupovi D, = {¢© € P : a €ranp}, o € w; = ¢ gusti
uP. Nekaje D = {D, : @ < ¢}. Kada bi postojao P-generi¢ki filter G nad D, onda bi

9 = Uyeq v : w — w bilasirjekcija, $to je nemoguce.

1.3 Booleove algebre

1.3.1 Osnovne definicije

Osnovne definicije i tvrdenja vezane za Booleove algebre mogu se naci u [8], [20] i [27].
Ovde navodimo samo pojmove koji e biti koriSteni u ovoj tezi.



8 Glava 1. Uvod: osnovne definicije i tvrdjenja

Algebra (B, A.V.,0,1) gde su A i V binarne, ¢ unaa operacija, a ) i 1 konstante je
Booleova algebra ako i samo ako vaze sledeéi uslovi (zasve p,q,r € B):

DpAgAr)=@Ag) AripV(gVr)=(pV q) V r (asocijativnost),

2)pNg=qApipVq=qVp(komutativhost),

3)pAp=pipVp=p(idempotentnost),

HpA(gVr)=(pAq)V(pAr)ipV (GAT) =V A(pVr) (distributivnost),

S pAG) =p" Vg i(pVeg) =p A q“ (De Morganovi zakoni),

O)pAO=0ipV0=np,

NpAl=pipVvl=1,

) pAp =0ipVp' =1,

N0 =1i1°=0,

10) (") = p.
Naprimer (P(X),N,U,“, 0, X), gde je X proizvoljan skup, je Booleova algebra.

Neka je B Boole-ova algebra. Relaci ju poretka <C B? definisimo na sledei nagin p<gq
ako isamo akop A ¢ = p.

Algebra B je kompletna Booleova algebra ako i samo ako za svaki neprazan skup S C
B postoji supS (ili ekvivalentno infS). Na primer za svaki skup X je Booleova algebra
(P(X).N,U,". ¥, X) kompletna. Algebra B je o-algebra ako i samo ako za svaki neprazan,
prebrojiv skup S C B postoji supS (ili ekvivalentno infS).

Neka je B Booleova algebra. Familija A C B*dﬁr{a € B : a > 0}, je antilanac ako i
satno ako za svaka dva razlicita elementa a,b € A vazia A b = (). Ako vazi iV, 40 = 1,
fainilija A je particija jedinice.

Skup D C B* je gust ako i samo ako za svako = € B+ postoji y € D, takvo da vaZi
y <.

1.3.2  Ideal. Faktor algebra

Neprazan skup I C B, gde je B nosa¢ Boolove algebre, je ideal ako i samo ako vazi
(Ihoelilgr;
D)p.gel=pvqyer
B)p<gel=per.

Neka je B Booleova algebra. Relacija ~C B? je kongruencija ako i samo ako vazi
(K1) Relacija ~ je relacija ekvivalencije;
(K2) Ako vaZi p ~ py i ¢ ~ ¢,. sledi PAGg~DpAqy;
(K3) Ako vazi p ~ p,, sledi P’ ~pf.

Teorema 7. ([8]) Za neki ideal I neka je relacija ~C B2 definisana na slede¢i nacin: p~q
ako i samo ako pAg € I (pAg o (P A—q) V (=p A q)). Tada vazi:

(a) Relacija ~ je kongruencija;

(b) Uredena $estorka (B, ~, A, V,’, [0], [1]), gdeje B, ~= {[p] : p € B}i [p] ot {q €
B - p ~ ¢}, gde su operacije definisane na slede¢i nacin [PIA[g] = [p A q], PIVigl =[pVvq]i
[P = [1']. je Booleova algebra;
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(c) Preslikavanje ¢ : B — B/ ~ je sirjektivni homomorfizam (epimorfizam).

Algebra B,/ ~ je faktor algebra algebre B.

1.4 Topoloski prostori

Osnovne definicije i tvrdenja vezane za topoloske prostore mogu se naci u [3], [7], [14],
[17] 1 [18]. Ovde navodimo samo pojmove i tvrdenja koji Ce biti koristeni u ovoj tezi.

1.4.1 Otvoreni i zatvoreni skupovi. Potprostor

Neka je X neprazan skup. Familija O podskupova X Je familija otvorenih skupova ako
i samo ako vaZe sledeéi uslovi:

OonHpxeo

(02) ()],()2 0= o NOoOy,e O

03)ACO=JAec0O

Za kolekciju O kaZemo da je topologija na skupu X, za (X, O) kaZemo da je topoloSki
prostor, dok su elementi skupa X tacke.

Skup F' C X je zatvoren ako i samo ako je X \ F otvoren skup. Familiju zatvorenih
skupova obelezevamo sa F.

Prebrojivu uniju zatvorenih skupova zovemo F,,-skup. Prebrojivi presek otvorenih sku-
pova zovemo G s-skup.

Neka su O, i O, topologije na skupu X. Ako je O; C O, onda je topologija O finija
od topologije O,. tj. topologija O, je grublja od topologije ;.

Neka je (X, O) topoloski prostor i A C X. FamilijuO, = {ONA:0 € O} zovemo
indukovana topologija topologijom O, a topoloski prostor (A4, 4) potprostorom prostora
(X,0). Ako je A € O onda je A otvoren potprostor. Ako je A € F onda je A zatvoren
potprostor.

Topoloski prostor (X, O) je savrSen ako i samo ako ne postoji tatka z € X takva da je
{z} € O, 1j. u X ne postoje izolovane tatke.

1.4.2 Baza topologije. Okoline. Tezina i karakter

Posmatrajmo topolo3ki prostor (X, O). Familija B.C P(X) je baza topologije O ako i
samo ako vaZe sledeéi uslovi:
BHBCO
(B2) Svaki otvoren skup se moZe predstaviti kao unija baznih.
Familija? C P(X) je podbaza topologije O ako i samo ako vaZe slede¢i uslovi:
(PBHPCO
(PB2) Familija kona¢nih preseka elemenata P je neka baza topologije .
Medutim, topologija moZe biti zadana pomocu baze. Tako je familija B C P(X) baza
neke topologije na skupu X ako i samo ako vaZe sledeci uslovi:
(BNHUB=X
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(BN2)VD,. B, € B3IB CB (B NB, = UB)

Takode. topologija moZe biti definisana pomocu podbaze. pa je familija P C P(X)
podbaza neke topologije na X ako i samo ako eUP=x.

Neka je (X, O) topoloski prostor. Skup A C X je okolina tacke = € X ako i samo ako
postoji O € O takavdaje z € O C A. Familiju svih okolina tacke x oznatavamo sa U(x).
Skup A C X je otvoren ako i samo ako je okolina svake svoje tatke. Familija skupova 3 ()
Je baza okolina tatke z ako i samo ako su ispunjeni sledeci uslovi:

(BOI) B(x) C U(x)
(BO2) VU € U(x) 3B € B(z) (B C V)

Recicemo da topoloski prostor (X, O) zadovoljava prvu aksiomu prebrojivosti ako i
samo ako u svakoj tacki z € X postoji prebrojiva baza okolina. X zadovoljava drugu ak-
siomu prebrojivosti ako i samo ako postoji prebrojiva baza B topologije . Ako topoloski
prostor zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti, onda zadovoljava i prvu aksiomu prebro-
jivosti. Ove dve osobine se mogu uopstiti. Karakter tacke z € X, uoznaci x(r, X), je
najmanji beskona&ni kardinal x za koji postoji baza okolina tatke = kardinalnosti x: Ako se
zna o kom je prostoru re¢, moZemo pisati x(z). Karakter prostora X, u oznaci x(X) je
sup{x(z, X) : 2 € X}. Beskona¢ni kardinal K je teZina prostora X, u oznaci w(X) = &,
ako i samo ako je # najmanji beskonaéni kardinal za koji postoji baza topologije prostora X
kardinalnosti . Karakter prostora je uvek manji ili jednak teZini.

1.4.3 Adherencija i izvod. Separabilnost

Neka je (X, O) topoloski prostor i A C X. Tadkaz € X Je adherentna tacka skupa A4
ako 1 samo ako svaka okolina tacke z sede skup A. Tatka z € X je tacka nagomilavanja
skupa A ako i samo ako svaka okolina tatke z sece skup A\ {z}. Skup svih adherentnih
tacaka skupa A zovemo adherencija (ili zatvaranje) skupa A, u oznaci A, dok skup svih
talaka nagomilavanja skupa A zovemo izvod skupa A, u oznaci 4’.

Teorema 8. ([7]) Izvod skupa ima sledeée osobine:
(a) Akoje A C B, onda je A' C B';
) (AUuB) =A'uB.

Teorema 9. ([7]) Neka je (X, ©) topologki prostor. Tada za proizvoljne podskupove A, B C
X vazi:

(M AUDB =AUB;

(b) Int(A N B) =Int(A)Nint(B);

(¢) Ako A C B, ondaInt4 CintBi A C B.

Skup D C X je gust u X ako i samo akoje D = X. Skup D je gust u topoloskom prostoru
X ako i samo ako sece svaki neprazan bazni skup. Gustinu prostora X u oznaci d(x) je
min{|D| : D = X} + 8. Prostor X Je separabilan ako i samo ako postoji prebrojiv gust
skup u X. Ako prostor X zadovoljava drugu aksiomu prebrojivosti onda i Jje separabilan.
Obratno ne mora da vai.



I.4. Topoloski prostori 11

1.4.4 Aksiome separacije

Topoloski prostor (X, O) je

Ty-prostor ako i samo ako za svake dve razli¢ite tacke postoji otvoren skup koji sadrzi
taCno jednu od njih.

T -prostor ako i samo ako za svake dve razli¢ite tadke z,y € X postoji otvoreni skup
Odajere O,ay¢O.

T-prostor ako i samo ako za svake dve razlidite tatke 7,y € X postoje disjunktni
otvoreni skupovi O i Oy daxz € O iy € O,. Ty-prostor se naziva i Hausdorffov
prostor

T;3-prostor ako i samo ako je T -prostor i za svaki zatvoren skup F' i svaku taku
z ¢ F postoje disjunktni otvoreni skupovi Oy i Oy da jex € O i F C Oy. Ts-prostor
se naziva i regularan prostor.

T, 1=prostor ako i samo ako je T -prostor sa osobinom da za svaki zatvoren skup F
i svaku tatku z ¢ F postoji neprekidno preslikavanje f : X — [0,1] takvo da je
flz) =01 f[F] C{1}. T, 1-prostor se naziva i Tihonovski ili kompletno regularan
prostor. _ B :

T)i-prostor ako i samo ako je T -prostor i za svaka dva zatvorena disjunktna skupa F)
i F, postoje disjunktni otvoreni skupovi O, i Oy daje Fy C O, i F, C Oy. Ty-prostor
se naziva i normalan prostor.

T5-prostor ako i samo ako je Tj-prostor i svaki njegov potprostor je T -prostor. Tx-
prostor se naziva i nasledno normalan.

T-prostor ako i samo ako je T)-prostor i svaki njegov zatvoren skup je G5 skup. Tg-
prostor se naziva i savrSeno normalan.

Topolo3ki prostor je T -prostor ako i samo ako su svi singltoni (jednoelementni skupovi)
zatvoreni.
Vazi sledeci niz implikacija:

TG=>T5=>T4=>T_.;%=>T3¢T2¢T1:>Tw

Topolo3ki prostor je nuladimenzionalan ako i samo ako je T3 i ako postoji baza koja se
sastoji od skupova koji su istovremeno otvoreni i zatvoreni.
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Glava 2

Kardinal b

2.1 Neogranicene familije u skupu “w. Kardinal b

Definicija 1. Neka su f,g : w — w proizvoljna preslikavanja. Defini§imo relacije =* i <*
na slededi nacin:
f =" gakko Iky € wVk > ko f(k) = g(k),
k) < g(k).

f<*gakko 3k € w Yk > ko f(k
Lema 5. Relacija =" je relacija ekvivalencije na “w. Relacija <* je refleksivna i tranzitivna,
nije antisimetriCna, ali f <* gig <* f implicira f =* g. Relacija < na“w/ =* definisana
sa [f] < [g] akko f <* g je dobro definisana i to je relacija poretka na“w/ =*.

<

Definicija 2. Familija B C “w je ogranicena akko postoji funkcija ¢ : w — w tako da za
svako f € Bvazi f <*g.

Primer 4. Familija funkcija konstanti {f, : n € w}, gde je f (k) = n, zasvako k € w, je
ograni¢ena, jer je f, <* g, gde je g(k) = k zasvako k € w.

Primer 5. Familija {f, : n € w}, gde je fu(k) = k + n, za sve k € w, je ograniCena, jer
fn <* g.gde je g(k) = 2k, zasve k € w.

Teorema 10. Svaka prebrojiva familija B C “w je ogranicena.

15
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Dokaz. Neka je B = {f, : n € w} C “w. Definigimo funkciju g : w — w na slede¢i nadin:

C W
9(0) = fol0). g(1) = max{fo(1), fi(1)}, 9(2) = max{f(2), £1(2) , f2(2)},...,g(n) =
max{ fi(n) :i <n}.
Neka je n) € w proizvoljno. Tada za svako k > ny, sledi g(k) = max{f, (k) : n <
k} > fu (k). Dakle, f,,, <* g.zasven, € w, pa je familija B ograni¢ena. O

Definicija 3. b = min{|B| : B C “w je neograni¢ena familija}.
Teorema 11. w < b < ¢.

Dokaz. Prva nejednakost sledi iz teoreme 10. Druga nejednakost sledi iz [“w| = Jw|l! =
wY =2¥ = O

2.2 Uredjenje Pg. Genericki dokaz neprebrojivosti kardinala b

Ako je L konacan podskup skupa “w definigimo L(k) = max{f(k): feL}.
Ovde ¢emo teoremu 10 dokazati na drugi nacin, koristeéi pojam generickog filtera. Neka
Je B C “w proizvoljna familija. Neka je

Ps = {{¢, K) : ¢ € <“w AK C B je konaZan skup}
i neka je < binarna relacija na Py data sa
{p, K) < (4, L) akko o 2 9 A K D L AVk € domg)\ domyp (io(k) 2//(k))- 4
Lema 6. (Pg, <) je parcijalno uredenje.

Dakaz. Refleksivnost i antisimetri¢nost relacije < su evidentne. Dokazacemo tranzitivnost.
Ako je {1 K1) < (g, Ka) < (3, K3), ondaje o1 D 9y D 31 Ky D Ky D K3,
Pa i 2 w31 K 2 Kj. Pritom vazi: (1) Vk €domep; \domy, ¢ (k) > Ky (k)i (2)
Vk €domy, \dompy o (k) > Ks(k).

Neka &k edomg; \domep;. Ako je k €dome;\doms,, onda je ¢ (k) > Ky(k) >
Jerje Ky C K. S druge strane, ako je k €domy, \domeps, onda je o, (k) = wo(k) > Ky(k
zbog (2). a

Lema 7. Za svakon € w, skup D,, = {{p, K) € Pg : domy > n} je gust.

Dokaz. Neka (4. L) € Pg. Ako je domi) > n, onda (1, L) € D,. Neka je domsp = m. < n.
Defini§imo ¢ : n. — w sa

| w(k), zak <m,
plk) = { Lk), zam<k<n.

Tadap D), L D L i za svako k €domep\domsp vazi (k) > L(k), pa je (o, L) < (3, L) i
pritom (o, L) € D,,. a
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Lema 8. Zasvako f € B, skup Ay = {{¢,K) € Pg: f € K} je gust.
Dokaz. Neka (o, K) € Pg. Tada trivijalno Ay 3 (0, K U{f}) < (¢, K). O

Teorema 12. Svaka prebrojiva familija B C “w je ogranitena, dakle b > . Preciznije,
neka je B C “w prebrojiva familija i D = {Dy, : n € w} U{4; : f € B}. Tada

(a) postoji [P-genericki filter G nad D,

(b) ako je g = U@’,\,)GG p,ondag:w—owif<*g,zasve f € B.

Dokaz. (a) je posledica teoreme 5 i Cinjenice |D| = N. ,

(b) PokaZzimo da je g funkcija. Pokazacemo da (p, K), (¢, L) € G implicira kompat-
ibilnost ¢ 1 1), tj. da za svako k €dompndomy vaZi (k) = (k). Skup G je filter,
pa postoji (¢, N) € G, tako da je ({,N) < (p,K),(1h,L). Jasno, & D ¢, 1. odakle
domy N domiyp Cdomé, pa je za k € domy N domy), p(k) = &(k) = (k).

PokaZimo domg = w, odnosno da za svako n. € w vazi n <domg. Zan € w prema lemi
7 postoji (p, K) € G N D,,. Jasno, p C g i domy > n, pa je n <dom g jer domyp Cdomyg.

PokaZimo: f <* g zasvako f € B. Nekaje f € Bi (¢, K) € GNAy. Jasno, f € K.
Neka je domyp = ky. DokaZimo da za svako k > kg vaZi g(k) > f(k). Nekaje k > ky.
Kako je dom(g) = Uy, p;yedomé = w, postoji (¢, L) € G tako da je k edomy. G je filter,
pa postoji (£, N) < (p,K), (), L), paiz & D 1 sledi k €domé\domy, te g(k) = &(k) >
K(k) > f(k).jerje f € K. =

2.3 Martinova aksioma implicira b = ¢

Prema teoremi 11 je w < b < ¢. Ako vazi CH, onda je, jasno, b = c. Postavlja se pitanje:
Sta je b, ako je ¢ > N;?

Teorema 13. Neka je B C “w proizvoljna familija. Tada je Pg ccc parcijalno uredenje.

Dokaz. Uoc¢imo da za proizvoljno ¢ € <“w i K,L € [B]<“ vazi (p, KUL) < (p, K), (p, L).
Dakle, ako {p, K),{yp, L) € Pg, onda su ovi elementi kompatibilni. Pretpostavimo da je
{{Ya:s Kqa) : @ < K} neprebrojiv antilanac u Pg. Kako je A = {domy, : @ < K} C w,
postoji n € w, takvo da je |[{ax < Kk : domyp, = n}| > w. Sve funkcije pq, 0 < K
moraju biti razli¢ite, dakle ima ih neprebrojivo mnogo, §to je nemogude, jer |"w| = w" = w,
kontradikcija. 0O

Teorema 14. MA= b =c.

Dokaz. Nekaje B C “wi |B| = k < ¢ OznatimoD = {D,, : n € w} U{Ay : f € B}.
Tada |D| = w + » < ¢, pa prema MA postoji G C P, tako da je G P-genericki filter nad D.
Nekajeg = (oK)t - Nastavak dokaza je slican odgovarajuéem delu dokaza teoreme 12.
]

®,K)
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3.1 Dominirajuée familije u skupu “w. Kardinal d

Definicija 4. Familija D C vy je dominirajuca ako i samo ako za svako [ € “w postoji
9 € Diakvodaje f <* ¢.

Napomena 2. Ako je u pitanju linearni poredak onda se pojam neogranitenog i domini-
rajuceg (kofinalnog) skupa poklapaju. No, {“w, <*) je parcijalno uredenje i to su dva razligita
vojma.

iema9. Svaka dominirajuca familija D je neogranicena.

Dokaz. Pretpostavimo da je familija D dominirajuéa i da Je ograniCena. Tada postoji i € “w,
fakvo da za svako y € D vazi g <* h. Nekajeg' e Dih+1< ¢, (zasvek € w definiemo
(o + 1) (k) = h(k) + 1). Tada h +1 <* ¢! <* h. Zbog tranzitivnosti <*imamo h+ 1 <* h.
pa postoji ko € w, da za svako k > ky vazi h(k) +1 < h(k), kontradikcija. a

Teorema 15. Ne postoji prebrojiva dominirajuéa familija.

Dokaz. Kada bi postojala, prema lemi 9 to bi bila i prebrojiva neograniena familija, $to je u
suprotnosti sa teoremom 10. a
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Definicija 5. o = min{|D|: D C “w je dominirajuca familija}.
Teorema 16. w < b < p <

Dokaz. Neka je D C vy dominirajuéa familija i 9 = ID|. Tada je D, prema lemi 9 i
neogranicena familija, pa prema definiciji kardinala b sledi b < |D| = 0. Naravno, » < cjer
[“w| = «. ]
Teorema 17. MA= p = .

Dokaz. Sledi iz teoreme 16 i teoreme 14. g

3.2 Uredjenje P. Generi¢ki dokaz neprebrojivosti kardinala ?

U nastavku posmatramo novo parcijalno uredenje pomocu kojeg ¢emo, na jos jedan nacin,
dokazati teoremu 17.
Neka je
P={(n.f):newA fe“w}.

Defini8imo relaciju < na sledeéi nagin:
{n, £} < (mn,g) ako i samo ako n S2MAfF>2gAf m=g Im.
Lema 10. Za svako m € w, skup D,, = {(n,f) € P:n>m}jegustulP.

Dokaz. Ako (l.g) € P\ D,,,ondal < m, pa(m,g) € D,, i (m,g) < {L,9). )

Lema 11. Za svako h € “w skup A, = {(n.f) €P:h <* f}jegustuP.

Dokaz. Neka (I, g) € Pi neka je funkcija f : w — w definisana sa

2\ — g(k)7 za k < l,
/R = { max{g(k), h(k)}, zak >I.
Tada b <* fopa(l, f) € A, i (L, f) < (,qg). o

Teorema 18. Neka je Dy C “w prebrojiva familijai D = {D,, : m € whU{Ay, : h € Dy}.
Tada, ako je G P-genericki filter nad D i f; = Uin.nyec f Ins onda

@ fo:w—w;

(b) h <* fe, zasvako h € D,

Dokaz. (a) Ako su (n, f), (1n,g) € G imamo f g ImC fo. Nekaje k € mnn. Postoji
(l,h) € G, tako daje (I, h) < (n, f),(m,g),pajek €mnnCnCl daklek € INmNmn.
Sada imamo f() = f T (k) = h ln () = & I (K) = g [ (k) = g(k). Dakle, f; e
funkcija.
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Za proizyoljno 1 € w, postoji (n, f ) €D, NG. Tadajen > m i f hC fe. odakle
m C n C domf;. Dakle, za svako m. € w vaZi m C domf¢, paje domf; = w.

(b) Nekah € Dy i (n, f) € Gn Ap. Tadaje h <* f, pa postoji k; € w tako da za
svako k > ki vaZi f(k) > h(k). Neka je k, =max{n, k| }. DokaZimo da za svako k > ky
vazi fe:(k) > h(k). Nekaje k > ko i (m,g) € GN Diy. Tadaje k € m i pritom postoji
(lp) € G tako da (I, ) < (n, ), (m,g). Jasno, imamo I 2 m, paje k < [. Takode
je (k) > f(k). pasledi fe(k) = f [t (k) = o(k) > f(k) > h(k), &ime je teorema
dokazana, O

3.3 Martinova aksioma implicira 9 = ¢

Ako vazi Martinova aksioma, onda umesto |Dy| = w u prethodnom tvrdenju mozemo
pretpostaviti |Dy| = &, za k < ¢. Tako dobijamo MA= 9 = ¢. Potrebno Jje samo da
dokaZemo da je P ccc.

Lema 12. Elementi (n, f;) i (n, f,) su kompatibilni ako i samo ako je f; I,,= f, T

Dokaz. (=>) Neka su elementi (n, f1) i (n, f2) kompatibilni. Tada postoji (7, fo) takvo da

.je <7"()~, f()) < <”7 fl)a <7"7f2>- Sledi fO fn= fl fn /\fO rn: f2 rn Jasno, fl [n: f2 [n .
(<:) Ako je fl [TL: f2 fn’ sledi (n,max{fl ) f?}) < ("7 f7>’ zai = 11 2. 4

Teorema 19. P je ccc parcijalno uredenje.

Dekaz. Pretpostavimo da je 4 = {{(na, fa) : @ < x} antilanac u P, gde je k > w. Za
rewnekajel, = {a <K :ng=n} Tadaje s = Usew In» Pa postoji ngy € w, takvo
da je |1, > w. Jasno. {({ny. fa) © @ € L} je neprebrojiv antilanac, pazasve o, f} € [,
medusobno razlicite, vazi f,, [0 7 f3 o kontradikeija, jerje ["w| = wm = . a
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4.1 Familije u skupu [w]“ sa jakim svojstvom konaénog preseka.
Pseudopresek

Definicija 6. Za skupove A, B ¢ [w]* definigimo relacije:
A =* B akko |AAB| < w (A je simetri¢na razlika),
A C* Bakko [A\ B| < w.

Lema 13. (a) Relacija =* je relacija ekvivalencije na [w]¥ iza A, B € [w]¥ vazi:
A:*BakkoﬁkOEkaZko(keA@kEB); 4.1
(b)
A C* B akko Jky € wVk > ko (k €EA= ke B), 4.2)

(c) C* je refleksivna i tranzitivna relacija na [w]“, nije antisimetri¢na i vazi: A C*BA
B C* A akko A =* B.

Dokaz. (a) PokaZimo da je =* relacija ekvivalencije. Refleksivnost i simetri¢nost trivi jalno
vazi. DokaZimo tranzitivnost. Neka je |AAB| < wi |[BAC| < w, tj. skupovi (A\ B)U (B\
A)1(B\ C)U(C\ B) su kona&ni. Tada su konatni i A \Bi(B\C),pajeiskup 4\ C

21
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konacan (A\ €' C A\ BUB\ C). Analogno, iz konacnosti skupova B\ A i C'\ B sledi da
je skup C'\ A konacan, dakle A =* C.

PokaZimo da vaZi formula (4.1). Neka je ispunjeno A =* B i neka je, na primer, (A \
B)U(B\ A) = {ai.ay,....a,}. Neka je kg = max{a,,ay,...,a,}. Tada za svako k > k
vaziik € ANBilik € (AUB)" tj. k € A ako i samo ako k € B. Neka sada vaZi desna
strana ekvivalencije u formuli (4.1). Pokazimo da je skup (4 \ B) U (B \ A) konatan. Ako
bi bio beskonacan, recimo da je A \ I3 beskonacno, tada bi za svako ky € A, postojao k > ky
davazik € Aik ¢ B, $to je u suprotnosti sa pretpostavkom.

(b) (=) Nekaje A\ B = {ng,ny,....npn} i ko = MAX{ 7, 11y oy i } + 1. Za ke > kg
neka je k € A. Pretpostavimo k ¢ B. Tadak € A\ B,pak = nj, zaneko j < . No
k > ko > n;, kontradikcija. Dakle, k € B.

(=) Neka vazi Yk > ky (k € A= k € B). Tada, akoje k € A\ B, imamo k < kq. pa
A\ B C{0,1,2,....ky — 1}, odnosno |4 \ B| < w, tj. A C* B.

(c) Zasvako A € [w]“ vazi A C* Ajerje A\ A = 0, pa je relacija refleksivna. PokaZimo
tranzitivnost. Neka je A C* Bi B C* C. Prema (4.2) imamo

Ik €wVk>k (k€ A= ke B) 4.3)

dky €wVk > ky (ke B=keC). 4.4)
Meka je kg = max{k. k2 }. Zak > ko, ako je k € A, prema (4.3) k € B, a onda prema (4.4)
k-€ C. Dakle, zasvako k > kg izk € Asledi k € C,tj. AC* C. O

Akojel; € Wi €, iQ = (i Di> onda je jasno, Q C P;, za svako i € P;. Sada
dajemo jednu generalizaciju preseka.

Eefinicija 7. Neka je P C [w]“. Skup () € [w]“ je pseudopresek familije P akko () C* P,
zasvako I’ € P.

Jasno, ako presjek familija P C [w]“ beskonacan onda je to i pseudopresek. Obratno ne
vaZzi. Svaki beskonaCan podskup pseudopreseka je pseudopresek.

Primer 6. w je jedan pseudopresek familije P = {[n,00) : n € w}, dok je presek ove
familije prazan. Uocimo da je svaki Q) € [w]* pseudopresek familije P.

Primer 7. Familija I, = [—z,2z] N Q.z € R™, je familija ¢ mnogo skupova, linearno
uredena i, ., I’ = {0}. Pseudopresek je svaki niz u Q koji konvergira nuli.

Lema 14. Nekasu P. P, I, ..., P, € [w]“. Ako je P C* P;,zasve i < n, onda
(@PrrcC P nln...0nrk,;
) [MNic,, 2] = w.
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Dokagz. (a) Trivijalno (C¥).
(b) Direktna posledica tacke (a). O

Posledica 2. Kona¢na familija ima pseudopresek ako i samo ako ima beskonacan pseudop-
resek.

Tako dolazimo do sledeéeg pojma.

Definicija 8. Familija P C [w]* ima jako svojstvo konacnog preseka ili sfip (engl.: the
strong finite intersection property) ako i samo ako za svaki konacan podskup { P, ..., P,} C
P vazi lni<vz [)" = w.

Teorema 20. Familija P C [w]“ koja ima pseudopresek, ima sfip.

Dokaz. Posledica leme 14. O

4.2 Kardinal p. Neprebrojivost kardinala p

Lema 15. Ako je i C [w]” neglavni ultrafilter vazi:
(a) U ima sfip;
(b) U nema pseudopresek.

Dokaz. (a) Neka F\, F,,....F, € U. Tada ﬂi<nF,; € U, no U sadrzi samo beskonacne
skupove.

(b) Pretpostavimo da je P € [w]“ pseudopresek familije U, tj. P C* F, zasve F € U.
No, tada bi familijaf U {P} imala s.k.p. (jerbi PN F = ) za F € U dalo P\F=r,
suprotno sa I’ C* F'), kontradikcija. O

Dakle, postoje familije sa sfip koje nemaju pseudopresek.
Definicija 9. p = min{|P|: P C [w]* ima sfip i nema pseudopresek }

Teorema 21. Svaka prebrojiva familja P C [w]” sa sfip ima pseudopresek.

Dokaz. Neka familija P = {P, : n € w} C [w]* ima sfip. Defini§imo niz (n; : k € w)
U w sa namerom da skup P = {n; : k € w} bude pseudopresek familije P. Neka je
ng = minly, n; = min(Py NP\ {ng}), ny = wmin(Py NP NP\ {ng,ni}), ...,
ng =min(R NP NPN..NP \ {no,n1,no,... yNg—1 }). OCigledno, za k € w vazi da
zasvako i > k imamo n; € P, pa P C* Py. Skup P je beskonacan jer su n; razliditi. O

Posledica 3. w < p <c.
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4.3 Uredjenje Pp. Genericki dokaz neprebrojivosti kardinala p

U nastavku dokazujemo teoremu 2| na jo§ jedan nadin. Za proizvoljnu familiju P C [w]®
sa sfip. neka je
Pp={(s,K):s Cw konatan A K C P konaan}
i neka je relacija < definisana na sledeéi naéin:
(s, Ky <(t,L)akkos Dt AN KDL A s\t CNL.

Teorema 22. (Pp, <) je parcijalno uredenje.

Dokaz. Refieksivnost i antisimetricnost su trivijalni. DokaZimo tranzitivnost. Neka je
(. K) <(t, L)i{t,L) < {r,M). Sledi

sOtAK QLA s\tC[)L, (4.5)

t2rALDMA t\r (M. (4.6)

Pokazimo (s, K') < (r, M). Jasno, s D ri K D M. Ostaje da se pokaZe s \rCNM.
2K D L2 MslediNK C(\LC M. Sadaiz(45)i(46)sledi s\r C (s\#) J(t\r) C
(NLUNM) CNM. o

Lema 16. Za svakon € w, skup D,, = {(s,K) € Pp : |s| > n} je gustu Pp.

Dokaz. Nekaje (. L) € Pp. Akoje |t| > n,onda (t, L) € D,,. Zbog sfip, () L je beskonacan
skup. pa izaberimo konacan skup » C (() L) \ ¢ kardinalnosti n. Tada (rut,L) € D, i vazi
(rut.L) <(t, L) a

Lema 17. Zasvako P € P,skup Ap = {(s,K) €Pp : P € K} je gustu Pp.
Dokaz. Neka je (t. L) € Pp. Tada (t, L U{P}) < (¢, L). a

Teorema 23. Svaka prebrojiva familija sa sfip ima pseudopresek, tj. p > N,. Preciznije,
neka je P C [w]“ prebrojiva familija sa sfipi D = {Dn:n€wlU {Ap: P €P}. Akoje
G(C Pp) Pp-genericki filter nad D i P, = U<S’K)€G s, onda vazi:

(@) I € [w]*;

(b) Za svako I’ € P vazi P;; C* P, odnosno I; je pseudopresek date familije.

Dokaz. (a) Dokazaéemo da za svako 1. € w vaZi |P;| > n. Nekajen € wi (s, K) € GNnD,,.
Tadaje s C Py ils| > n.

(b) Neka je I” € P. Tada postoji (s, K) € GNAp,pajes C P i P € K. Dokazimo za
svako (¢, L) € G vazit\ s C P. Neka (t,L) € G. Skup G je filter, pa postoji {r, M) € G
takoda (r. M) < (s.K),(t,L). Sledir D s,ti M 2 K, L. Takode r \ s C (VK C P. No
t\s Cr\s.pat\sC P. DokaZimo P \s CP.Vazi P; \ s = U(:’,,L)e(,' t\sCP. O
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4.4 Martinova aksioma implicirap = ¢
Za primenu Martinove aksiome na Pp potrebno je pokazati slede¢u lemu:

Lema 18. Pp je ccc parcijalno uredenje.

Dokaz. Uocimo da su elementi Pp sa istom prvom komponentom kompatibilni, 4. (s, K U
LY < (s,K), (s, L). Pretpostavimo da je {(sa: Kqa) : < K} neprebrojiv antilanac u Pp.
Tada su s, za ov < & razliciti, $to je nemoguce Jer je [[w]<¥] = X. ]

Sledi uopstenje teoreme 23 pod pretpostavkom MA.

Teorema 24. Ako vaZi MA, onda svaka familija P C [w]* sa sfip, kardinalnosti x < ¢ ima
pseudopresek. Dakle, MA=> p = ¢.

Dokaz. Nekaje P = {P, : a < #} C [w]” familijasasfipi D = {D, : n ¢ wi U {
Ap,: o < k}. Prema MA postoji Pp-genericki filter nad D. Ozna¢imo ga sa G. Neka je
Py = U(-s', Kye - Dokaz da je P; pseudopresek familije P je sli¢an odgovarajuéem delu
dokaza teoreme 23. a
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Kardinal t

5. Tower u skupu [w]“. Ekvivalentne definicije

Detinicija 10. Neka A, B € [w]“. Defini§imo A c* B ako i samo ako [A\ B| < wi
1B\ -

Lema 19. (a) A C* B akoisamo ako A C* BA-DB C* Aakoisamoako A C* BAA #* B;
(b) Relacija C* je irefleksivna, asimetri¢na i tranzitivna.

Dokaz. (a) Trivi jalno.

(b) Irefleksivnost je jasna jer bi iz A C* A sledilo |A\ A| = w, kontradikcija. Iz A C* B
sledi |B \ A] = w, panije B C* A.

PokaZimo tranzitivnost. Nekaje A C* Bi B C* C. Sledi

AC"BA -BC* 4, (5.1)

BC*CA-CC*B. (5.2)

Prema lemi 13 iz (5.1) i (5.2) sledi A C*C.1zC C* Abi zbog A C* B sledilo C C* B
Sto je netacno zbog (5.2). Dakle, =C C* A, paje A C* C. ad

26
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Lema 20. Neka je 7 C W ¢ € ONiIT: ¢ = T bijekcija. Tada su sledeci uslovi
ekvivalentni:

@V, <& (o< foT,D Tj), odnosno (7 ,*D) = (& <);

b)Ve,p <& (a< =T Ty);

©Va,f<é(a< e To*2 Tp), odnosno (T, *D) = (¢, <).

Dokaz. (a)=(b) Trivijalno.

(b)=(c) Pretpostavimo da vazi (b).

(=) Neka je o < B. Razlikujemo dva sludaja. Za o = f. imamo T,, = Ts. pa je
To*2 Tys. Za o < B, imamo zbog (b) To*D T, pa i Tp*D Ts.

(<) Neka je T,,*D Tj. Pretpostavimo 8 < . Tada zbog (b) imamo T3*D T,, pa prema
lemi 19 sledi —=7,,*D T3, kontradikcija. Dakle, o < B.

(c)=(a) Neka vazi (©inekajea, 8 < £.

(=) Pretpostavimo ¢ < p. Tada zbog (c) imamo T,* 2 Ty. Pretpostavimo T, C* Tp.
Zbog (c) je tada o« > f3, §to Je netatno. Dakle, =T}, C* Ty, paT,*D Tp.

(<) Neka T,,*> Ty. Pretpostavimo 3 < «. Tada zbog (c) T3*D T, $to Je nemoguce, jer
izTy C* T, sledi —T,, C* Tj. Dakle, o < 3. a

Lema 21. Neka je T C W E€ONIT: ¢ 5 T bijekcija. Tada su sledec¢i uslovi
ekvivalentni:

Ve <€ (a< =T Ty);

@Vuf<té(a<pf= To*D Ty).

Dokaz. (d)=>(e) Neka vazi (d) 1nekazaq, f < € vazi o < B. Akoje a = f3, onda Ty =Ty,
pajasno To*D Ty. Akoje o <  imamo , zbog (d), T;,*D Tp.
(e)=(d) Trivijalno jer iz a < f3 sledi o < B a

Lema 22. Nekaje 7 C W E€ONIT: ¢ 5T bijekcija. Tada (c)=(e), dok obratna
implikacija ne mora da vai.

Dokaz. Implikacija (c)=(e) je evidentna. S druge strane, ako je £ = wi T, kokonacni
podskupovi w, onda T,, =* T zasve o, € w, pa (e) vazi trivijalno. No (c) ne vaZi jer (a)
ocigledno ne vazi. a

Napomena 3. Uslovi (a) i (c) govore o izomorfizmu, a uslov (e) govori o homomorfizmu
relacijskih struktura.

Lema 23. Neka je familija 7 C [w]“. Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:
(+) Postoji ¢ € ON i bijekcija T : & — T takva da vaZi jedan od uslova (a), (b)ili (c);
(2) (T, *D) je dobro ureden skup;
(777) (T",*2) je dobro ureden skup.
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Dokaz. (i) = (1) Neka postoje £ i T 1 neka vazi (a). Tada je T' izomorfizam relacijskih
struktura, pa kako je (¢, <) dobro ureden skup, sledi da je i (7", *D) dobro ureden.
(44) = (i) Neka je (T, *D) dobro ureden. Tada potoji £ € ON da je (T,*D) = (¢, <).
(1) & (d14) Slicno se dokazuje. O

Definicija 11. Neprazna familija 7 C [w]” je tower (kula) ako i samo ako
(a) T zadovoljava jedan od ekvivalentnih uslova (), (i) ili (4i7) iz leme 23;
(b) 7 nema pseudopresek.

5.2 Egzistencija tower-a. Kardinal t. Regularnost
Za beskonacan skup A C w postoji jedinstveni izomorfizam
ca {w, <) = (4,<)

tzv. funkcija brojilica (engl.: counting function). Ona daje numeraciju skupu A, tj. 4 =
{ng-ny,ny,...}ogdejeng =ca(k)ing<ny <ny <....

Teorema 25. Tower postoji.

Dokaz. Neka je 7 : [w]* — [w]” preslikavanje definisano 7(A4) = ¢4({0,2,4,...}) =
{220, 19, 101, ... }. Jasno, w(A) je skup elemenata skupa A sa parnim indeksima (parnia polov-
ina skupa A). Neka je IT = {P C [w]“ : P ima pscudopresek }.
Dakle, za svako P € II imamo

Ps(P) ={Q € [w]“ : Q je pseudopresek familije P} # ().

Neka je ¢ : II — [w]“, preslikavanje takvo da (P) € Pg(P), tj. ¢ je funkcija izbora
z2 familiju {Py(P) : P € II}. Dakle, svakoj familiji P € II funkcija ¢ dodeljuje neki
pseudopresek. DefiniSimo rekurzijom niz (T, : @ < ¢*) u skupu [w]” U {#)} sa

T0=w

T - m(e({Tp : f < a})), {Tp:pB < a} ima pseudopresck;
“ 0, inace.

Neka je

. J min{a <ct: T, =0}, ako postoji @ < ¢t takvoda T, = () ;
> ¢*, akozasvako o < ¢t vazi T, € [w]”.

Dakle, za svako «v < & vazi T,, # ).
Pokazimo da
Va, B <& (a < = T,"D Tp). (5.3)
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Indukcijom na dobro uredenom skupu ¢ dokazaéemo da za svako B <&isvakor < f3
vaZi T,*D Ty. Za B = 0 to Je trivijalno ta¢no. Neka je 8By < € ineka zasvako f < fly i za
svako o < f3 vazi T,,*D T3. Dokazujemo da za svako o < Bo vazi T,*D Ts,. Zbog fy < ¢
e Ty # 0. pa Ty, = m(0({Th: a < Bo})) C* o({Ty: a < Bo}) C* Ty, zasve o < 3.

Sada za cv # 3 sledi T,, # Ty, pa [¢| < ¢, jer je [[w]“] = «.

Pokazimo jos da 7 = {7, : v < ¢} nema pseudopresek. Pretpostavimo suprotno, tj. da
postoji P € [w]” dazasve o < ¢, vazi P C* T,. Tada jeTe = m(o({To : < £})) # 1,
kontradikcija.

Definicija 12. t = min{|7]: 7 C [w]“ je tower}.

Teorema 26. Ako je (T : @ < &) tower i @ : ¢ = £ rastuce, kofinalno preslikavanje, onda
je (T 1 0 < () tower.

Dokaz. Za § < 6, < ¢ je p(d) < o(61), pa prema lemi 20 (b) vazi Ty5)* D T4,y
Pretpostavimo da postoji pseudopresek P, tj. za svako § < ( vazi P C* T,(5)- Neka a < €.
Zbog kofinalnosti postoji § < ¢ takvo da & < ©v(4), pa T,*D Ty5)*2 P.odatle P C* T,.
Dakle, P C* T, za o < &, kontradikcija. O

Teorema 27. (a) t je regularan kardinal;
(b) Postoji tower tipa (t, >).

Dokaz. (a) Nekaje 7 = {T,, : a < £} tower i [¢] = t. Neka je cf(¢) kofinalnost kardinala
1 ef(€) — € kofinalno, rastuée preslikavanje. Tada je 7; = {Tps) : 6 < cf(€)} prema
teoremi 26 takode tower i vazi t < cf(¢) < €] = t, pa cf(¢) = t. Dakle, kardinal t je
regularan.

() Ti = {T,(5) : 6 < t} je tower. a

5.3 Nejednakostp < t < b

Teorema 28. p < ¢

Dokaz. Nekaje 7 = (T, : a < t) tower. Jasno, T nema pseudopresek. Dokazimo da ima
sfip. Nekaje T, T, € Tia > max{a; : i <k}. Tada T, C* Ty, pa T, C* T, .
za i < k, odnosno T,, C* le T,,. Kako je |T,| = w, presek je beskonaan. Dakle, T je
familija sa sfip bez pseudopreseka, pa p < T =t O

Napomena 4. Konzistencija p < t je Jo8 uvek otvoreno pitanje.

Lema 24. Za kardinale X i jz vazi: )\ < f+ ako i samo ako za svako x < A vazi k < L.

Dokaz. (=) Trivijalno.
(«=) Pretpostavimo . < . Sledi i < p, kontradikcija. O



30 Glava 5. Kardmnal t

Lema 25. Za kardinal # sledeéi uslovi su ekvivalentni:
@k <b=uwin{|B|: BC“wje neograni¢ena};
(b) Svaka familija B C “w kardinalnosti x je ogranicena;
(c) Svaka familija striktno rastu¢ih funkcija B C “w kardinalnosti & je ograniCena.

Dokaz. (a)<(b) Trivijalno.

(b)=(c) Trivijalno.

(¢)=(a) Neka vaZi (c). Pretpostavimo da je B = {f, : @ < &} neograni¢ena familija.
Pravimo funkcije 5., takve da za sve a < & vazi:

1. preslikavanje h,, : w — w je rastuce;

2. h‘(v > fr»-

Neka je go = max{fq,1}, za sve @ < K. Jasno, go > fa, za sve @ < k. Neka
je, za a < &, funkcija hq data sa ha(0) = ga(0), ha(l) = 9a(0) + ga(l),. .. ha(k) =
70 (0) + 9o (1) + ... + ga(k). OCigledno je hy > ga- Kako je

ho(k +1) = Sickiigall) = ha(k) + galk +1) 2 halk) +1> ho (k) (5.4)

funkcije h,,. za o < K su rastuce.
Sada je B) = {h, : @ < K} neogranicena familija rastucih funkcija, kontradikeija sa (c).
O

Izmedu rastuéih funkcija i njihovih kodomena postoji jednostavna veza . Na primer, ako
je f(k) =kig(k) =2k, ondaje f < gi flw] =w D glw] = {k : k je paran}. Uopste vazi

Lema 26. Akosu f, g : w — w striktno rastuce, onda iz f{w] C g[w] sledi f > g.

Dokaz. Pretpostavimo f # g. Neka je ko najmanji elemenat takav da f(ko) < g(ko). Tada
w [0, f(ko)] ima: ko + 1 elemenata iz f{w] (to su f(0), f(1),..., f(Kko)) i ko elemenata iz
glw] (to su g(0).g(1),...,g(ko — 1)). Dakle, flw] Z glw]. O

Primer 8. Obrat ne vazi. Ako je f(k) = 2k + 1, g(k) = 2k, onda f > ¢, iako flw]Nglw] =
0.

Sledi uopstenje prethodne leme.

Lema 27. Neka su f, g : w — w striktno rastuéa preslikavanja. Tada ako je fw] C* glw]. 4.
ako postoji ko takvo da je fw \ ko] C g[w]. onda za svako i € w vaZi f(ky +14) > g(4).

Dokaz. Pretpostavimo da je. za 59 € w, f(ko + i0) < g(fo). Tada su f(ko). f(ko +
1)..... flko +1i0) € glw] N[0, f(ko + i0)]- Dakle, u glw] N [0, f(ko + i9)] ima zg + 1
element, a moZe ih biti najvise iy (to su g(0),...,g(io — 1)), kontradikcija. O

Teorema 29. { < b
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Dokaz. Prema lemi 24 i 25 dovoljno je dokazati da je za svako k < t familija B C “y
rastu¢ih funkcija kardinalnosti x ograniCena. Neka je x < t i neka je B={gy : @ < K}
familija rastucih funkcija. Rekurzijom definiSemo niz (f,, : @ < K) U “w sa osobinama:

(a) fo su striktno rastuca preslikavanja;

(B <fB = falw] C* falw);

(©) folk) > ga(2k). zasve k € w.
Funkeiju fy definisemo sa fo(k) = 90(2k). Neka je g < & i neka je (fo 1 < o)
niz sa osobinama (a-¢). Defini§emo fao- Kako je zbog (b) ( falw] © @ < ) pred-tower
(engl.: weektower), (ispunjava uslov (a) definicije 11) i law| < & < t, postoji pseudopresek
Poy € folw], za sve &« < . Neka je Qoy = m(Pay)-polovina Py Tada Q,, € [w]“ i
Qoo C folw], za svako ¢ < a. Preslikavanje f,, definsimo tako da vazi:

(d) foo[w] € Que-

(f) vaZe osobine (a) i (c).
Rekurzijom definisemo:

frm (/s,) = min (an \ [07 Ill‘dx{gao (21‘7)1 fao(0)7 f(l() (1)7 sy fao (k - 1)}])

Tada

@) fa, je strikino rastuca (jer je foq (k) > fao(k — 1), k € w),

(b)frm [w] c Qrm c* f(x[wL o < «y,

(©)foo (k) > guy (2k),k € w.
Tako dobijamo niz (£, : & < &) sa osobinama (a-c). Zbog (b) i £ < t postoji pseudopresek
Py C* fa[w], & < k. Prepolovimo ga, a onda sli¢no kao pre dobijamo rastucu funkciju f,.
da filw] C* folw], za o < K. Tvrdimo da je fx ograniCenje B = {g, : @ < x}. Neka je
a < t. Tada fufw] C* fo[w]. pa postoji kg € w da fyfw \ ko] C falw]. Prema lemi 27 za
svako i € w vaZi fio (ko + 1) > fa(i) > 9o (24). Dabi bilo 2i > kg + i mora biti i > ko, pa
tako za svako i > kg vazi fi (ko + i) > 9a(2t) > ga(ko + i), jer je g, rastuca funkcija. No,
ovo znaci za svako k > 2k vazi f, (k) > 9a(k), paje go <* fu. O
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.1 Maksimalne skoro disjunktne familije u skupu [w]*. Kardinal
a

Prefinicija 13. Skupovi A, B € [w]“ su skoro disjunktni (engl.: almost disjoint) ako i samo
ako je [A N B} < w. Familija A C [w]“ je skoro disjunktna familija, kratko adf (od engl.:
almost disjoint family). ako i samo ako zasve A, B € A, A # B, va%i [AN B| < w.

Jasno, svaka disjunktna familija D C [w]“ je najviSe prebrojiva. Sa adf to nije slucaj.

Primer 9. Na w postoji adf kardinalnosti ¢. Identifikujemo w i Q. Za svaki realan brojz € R
biramo rastuci niz racionalnih brojeva (¢, : n € N) — z. Nekaje A, = {¢* : n €
Nj.z € R. Akojexz # y,npr. 2 < yi0 < e <y —z, onda postoji ng € N, da za svako
no>mgvaziq) € (y — e,y +e€).pajeqs >z, zan > ng Kako A, C (—oc, x) sledi
AN A, Cql, ... .0y, -1}- Dakle, 4 = {A, : = € R} je adf kardinalnosti c.

Primer 10. Posmatrajmo jo$ jednu adf kardinalnosti ¢. Drvo <¥2 = Unew ™2 je prebrojiv
skup. Za preslikavanje f : w — 2, defini§emo podskup Ay C <“2sa Ay = {f | n:
n € w} (Ay je maksimalna grana binarnog drveta <“2). Akosu f,g € “2i f # g, onda je
|Ay N Ayl <w. Dakle, A = {A;: f €“2}jeadfi|A] =2¥ =.

32
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6.1. Maksimalne skoro disjunktne familije u skupu [w]“. Kardinal o

Definicija 14. Adf A C [w]“ je maksimalna ili madf (engl.: maximal almost disjoint
family) ako i samo ako ne postoji adf 4, da A C A, .

Lema 28. Adf A je maksimalna ako i samo ako
VX € w”3JAe A(|ANX| = w). (6.1)

Dokaz. (=) Neka je A madf. Pretpostavimo da postoji X € [w]“ da|AN X| < w za sve
A€ A Tada X nijeud,zad € Ai AU{X} jeadf, kontradikcija.

(<) Ako vazi (6.1), pretpostavimo da postoji adf A; da vazi A C A;. Nekaje X €
A\ A. Tada za svako A € A vazi |AN X| < w, §to je u suprotnosti sa (6.1). O

Primer 11. Svaka kona¢na particija skupa w sa beskonaénim elementima je madf. Neka je
w= A UAyU...U A, particija skupa w, gde je A; € [w]*. Jasno, A = {Ak 1 k < n}je
adf, a kako vazi (6.1) to je i madf.

Teorema 30. Svaka adf je sadrzana u nekoj madf.

Dokaz. Neka je A C [w]“ adf i neka je
P={F Cw]:Fjeadfi AC F}.

Jasno, (P.C) je parcijalno ureden skup. Neka je £ C P lanac. Dokazimo da Uc =
Urec F € P. Kako je F C [w]¥, zasve F € L, to je Uree F C [w]“. Kakoje AC F, za
F € L,imamo A C [J L. Konaéno, ako 4, A, € UL, gdeje A, € F,i Ay € Fy i recimo
F1 C Fa.onda Ay, Ay € Fi,pa]A; N Ay] < w. Dakle, |J £ je adf, te UL € P. Takode
F C UL zasve F € L, paje |J L gornje ograniGenje £. Dakle, svaki lanac £ C Pima
gornje ogranic¢enje, pa prema lemi Zorna [P ima maksimalni element A*. Kako je A* adf i
A C A", ostaje da se pokaZe maksimalnost A*. Neka je A; adf i A* C A,. Tada A, € P.
paje A, = A* zbog maksimalnosti A*. Dakle, A* je madf. O

Teorema 31. Prebrojiva adf ne moze da bude madf.
Dokaz. Neka je familija A = {4, : n € w} C [w] adf. DokaZimo
Vkewlw\ (4 U...U4)| = w. (6.2)

Pretpostavimo da je w \ (A, U... U 4x) = K konacan skup. Tada Ay = Ay N
(AjU...UAL,UK) = Uf:, (Akt1 N Ai) U (Ags1 NK), paje Ay unija konaéno mnogo
konaénih skupova, dakle konacan skup, kontradikcija. Definigimo niz (np : k € w) sa
zeljom da skup D = {n; : k € w} bude skoro disjunktan sa svim A,. Neka je nq =
min(w \ 4p), 71 = min(w\ 4o U Ay U{ne}),...,ny = minfw\ (Uicr AiU{ni i < k})].
Zbog (6.2) konstrukcija je moguca. Sadaje 4gND =0, A, N D C {no},...,Ax N D C
{no.m1,...,ng_}. Dakle, ovi skupovi su konaéni, pa je A U {D} adf i A nije madf. a
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Posledica 4. Ako je A C [w] madf, onda je |A| < wili |A] > w.
Definicija 15. a = min{|A] : A C [w]" je beskonatna madf}.

Posledica 5. w < a <.

6.2 Uredjenje P 4. Genericki dokaz neprebrojivosti kardinala a

Definicija 16. Skup I3 C w je skoro pokriven sa skupovima A, ..., A, C w ako i samo
akoje B\ (A, U... U A,) konaZan skup.

Lema 29. Neka je familija A C [w]” beskona¢na adf. Tada
(a) skup w nije skoro pokriven sa konaéno elemenata familije A;
(b)akoje {A;..... An, B} C A, onda B nije skoro pokriven sa A, ..., A,.

Dokaz. (a) Kada bi w bio skoro pokriven sa konaéno mnogo elemenata familije A, na primer,
skupovima A, ..., A, (€ A), tada bi skup w \ U;<n A4 bio kona¢an, pa bi familija A imala
kona¢no mnogo elemenata (videti dokaz teoreme 31), $to je neta¢no.

(b) Ako bi B bio skoro pokriven sa Ay, ..., Ay, po definiciji bi B\ (4, U...U A,) bio
konacan skup. Kako je B beskonatan, skup BN (A U...UA,). tj. (BNA,)U...U(BNA,)
je takode beskonacan. Tada bi za neko ¢ < n skup B N A4; bio beskonacan, §to je netacno jer
je Aadf. a

Teoremu 31, dokaza¢emo na drugi nacin, koriste¢i opet pojam generiCkog filtera. Neka
je A C [w]* beskonacna adf. Definigimo parcijalno uredenje (IP 4, <) na sledeéi nagin:

Pa={(5,K):s CwYANK e AV}

gde je < binarna relacija na P4 data sa
(s, K) < (t, L) akoisamo ako s DtAK DLAs\tN UL ={.

Teorema 32. (PP 4, <) je parcijalno uredenje.

Dokaz. Refleksivnost i antisimetri¢nost su ogigledne. DokaZimo tranzitivnost. Ako imamo
(5, K) <(t.L) <(u, M), ti. s D, K DL, (s\t)NUL =0, Du, L D M.(t\u)NUM =
0. onda jasno, s 2w i K D M. Dokazimo (s\ u) N |JM = §. Zbogu C+C siMC L,
imamo (s\u) = (s\#)U(t\u)iUM CUL,pa(s\u)nUM = [(s\O)N(E\uw)]NUM =
(s\)NUM)UBC (s\t)nUL =0, 0

Lema 30. Elementi (s, K) i (f, L) iz P 4 su kompatibilni ako i samo ako (s \t)NUL=0i
(t\s)NUK = (. Tada vazi i

(sUt,KUL) < (s,K),(t, L). (6.3)
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Dokaz. (=) Neka postoji (u, M) <
M DK, L, (u\)NUK =0i (u)\
s\H)nUL=0. Zbogt Cui (u

(<) Neka (s \ ) "L =0 (t\
i KUL DK, L. Takode ((s U ¢) \'s)
(s \ &) NU L = 0. pa vazi (6.3), pasu (

%, K),(t, L). Tada po definiciji relacije vazi u D s, :
JNUL =0. Kakoje s C uwi(u\t)NYL =0, sledi
JOUK =0, sledi (t\ s)nJK =0.

s) NUJ K = 0. DokaZimo (6.3). Jasno, s Ut D s.¢
NUK = (t\s)ﬂUK:(l)i(sUt)\tﬂUL =
5, K) i (t, L) kompatibilni. O

(
1A
s

S,

Lema 31. Za svakon € w, skup D, = {{(s;K) €Py: |s] > n}jegustuPy.
Dokaz. Nekaje (t,L) € P4\ D,. Tada |t| < n. Kako je prema lemi (29) @w\UL

beskonaCan skup, beskonagan jeiw\(ULUt), paiz njega izaberimo elemente k|, . .. 5
i defini$imo skup s = ¢ U {kt,...,k;}. Sadaje (s,L) € Dy i (s, L) < (t,L) jer je, po
konstrukciji, (s \ #) N YL = ¢. O

Lema 32. Zasvako 4 € A, skup A, = {(s;, K) eP4: A€ K}jegust.
Dokaz. Za (t, L) € P4 vaZi (t, L U{A}) < (t, L). O

Teorema 33. Prebrojiva adf ne moze da bude madf, dakle a > w. Preciznije, neka je A C
[w]“ prebrojiva adf i D = {D, : n € wiU {A4 : A € A}. Ako je G P4-genericki filter nad
DiDg = U(s,I\')E(:‘ 8, onda;

(@) D¢; € [w]¥;

(b) Zasve A € A, vazi |[De NA| < w.

Dokaz. Kako je [D| = w + |A| = w, prema teoremi 5 postoji P 4-genericki filter nad D,
oznacimo gasa G.

(a) Za proizvoljno n. € w postoji (s, K) € G N D,. Tada s C Dg; i |s| > n. paje
|De;| > n, za svako n € w. Dakle. |D¢;| = w.

(b) Neka A € A. Tada postoji (t.L) e GNA4. Sadat C D¢ i A € L. Za proizvoljno
(s, K) € G elementi (s, K) i (, L) su kompatibilni, pa je s\tN|J L = (), odakle s\tNA = (.
Dakle, (,D(; \ t) NA= U(s.’l\->€(;((h’ \ f) n A) = (0, p«’lje D(,‘ NA Ct, [j. ID{; N A| <w.O

6.3 Martinova aksioma implicira a = ¢
Prelazimo na primenu MA. Za to nam Je potrebna sledeéa lema;

Lema 33. P4 je ccc parcijalno uredenje.

Dokaz. Elementi P 4 sa istom prvom komponentom, na primer (s, K) i (s, L) su kompatibilni
jerje (s, KUL) < (s,K),(s,L). Neka je A = {(si, K;) : i € I} antilanac u P. Tada iz
17 jsledi s; # ;. pakako je |[w]<¥| = w, imamo |I| = w. O

Teorema 34. MA= a = .
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Dokaz. Neka je familija A adf kardinalnosti w < s < ¢. Tadaje D = {D,, : n € wjU
{A, : A € A} familija u P4 gustih skupova kardinalnosti x < ¢. Kako je P4 ccc postoji
IP 4 genericki filter nad D, u oznaci G. Neka je D¢; = U(s,me(: s. Nastavak dokaza je slican
odgovarajucem delu dokaza teoreme 33. Dakle, A nije madf. o

6.4 Jos neke posledice Martinove aksiome

Teorema 35. (MA) Neka su A, B C [w]* adf kardinalnosti < ¢. Ako nijedan element famil-
ije BB nije skoro pokriven sa kona¢no elemenata A, tada postoji D € [w]” da vaZi:
@VAeA(DNA| <w);
(VB € B (|DNB|=w).

Dokaz. DokaZimo dajezaB € Bin € wskup DB = {(s,K) € P4 : |sN B| > n} gust
uP4. Nekaje (t.L) € P4\ DE. Tadaje |t N B| < n. Kako je skup B\ |J L beskonatan,
izaberimo &, . .., k, € (B\JL)\t. Nekajes = tU{ky,..., k,}. Sadaimamo (s, L) € D}
i (s,L) < {t,L). Kao u lemi 32 dokazuje se da su skupovi A4 = {(s,K) e P4: A € K}
gusti. Odredimo kardinalnost familije D = {DZ : B € BAn € w}U{A, : A € A}. Imamo
|D| = |B % w|+|A] = |BJw+ |A] =max{|B|w, |A|} < ¢. Prema lemi 33 parcijalno uredenje
IP 4 je ccc, dakle prema MA postoji P 4-genericki filter nad D, ozna¢imo ga sa G. DokaZimo
daza D¢; = U(\.&,\-EG s vaZi (a) i (b).

(a) Nekaje A € Ai(s,K) € AyNG. Imamo daje A € K. Za (t,L) € G postoji
{u. M) € G. tako da vazi (u, M) < (s,K),(t,L). Jasno, (v \ ) N[JK = (), odnosno
(«e\ s)N A = . Dalje, kako je t C uvaZi (t\s)NA =), dakletN A C sN A. Sada imamo
PN A=UyyeqtNACsNA atojekonatan skup.

(b)Nekaje B € Bi (s, K) € D’NG. Tadaje s C D¢; i|sNB| > n,paje |D;N B} > n.
Ovo vaZi za svako n € w, dakle |[D¢; N B| = w. O

Posledica 6. (MA) Neka je C C [w]“ adf kardinalnosti < ¢ i. A C C. Tada postoji D € [w]*
da vazi:

(VA€ A|IDNA| < w;

VB eC\A|IDNDB| =w.

Dokaz. Prema lemi 29 (b), ako B € C\ A onda 3 nije skoro pokriven sa kona¢no elemenata
familije A. Familija B iz teoreme 35 je C \ A. O

Posledica 7. (MA) Akojew < k < ¢sledi 2¥ = 2F =,

Dokaz. Neka je C adf kardinalnosti & i funkcija f : [w]¥ — P(C) definisana na slede¢i nacin:
f(Dy={Ae€C: |DNA| <w} Nekaje Aec P(C),tj. ACC. Tadapostoji D € [w]
da vaze (a) 1 (b) iz posledice 6, tj. f(D) = A. Dakle, f je sirjekcija, pa 2¥ = |P(C)] < 2v.
Naravnoizw < wsledi 2¥ < 2%, paje 2 = 2¥ = ¢. O




6.5. Nejednakost p < a. Izomorfnost uredjenja P 4 i Bp 37

Posledica 8. Iz MA sledi da 2“ je regularni kardinal.

Dokaz. Za svako r < 2“ vazi 2¥ = 2%, Prema lemi Koniga (lema 1) i njenoj posledici
(posledica 1) vazi cf(2%) =cf(2%) > &, pa jasno, cf(2¥) = 2v. O

6.5 Nejednakost p < a. Izomorfnost uredjenja P, i Pp

Teorema 36. (a) Ako je A C [w]” beskonatna adf, onda P = {A° : A € A} ima sfip;
(b) ako je A C [w]” beskona&na madf, sledi da P nema pseudopresek.

Dokaz. (a) Neka su A,,..., Ay € A Sledidaje;c, Af = Ve, w \ Ai = w Ui, A
beskonacan skup (lema 29 (a)). - B -

(b) Pretpostavimo da je P pseudopresek familije P, tj. da jeP C* A% zasve A € A
i P € [w]“. Tadaje PN A = P\ A° konadan skup za sve A € A4 &0 je nemoguée zbog
maksimalnosti familije A. O

Posledica 9. p < a.

Dokaz. Neka je A C [w]” madfi |A4] = a. Tadaje P = {A° : A € A} familija sa sfip i
nema pseudopresek, te je p < |P| = | 4| = a. O

Podsetimo se parcijalnog uredenja P4.
Pyq={(s,K) :s Cwjekonatan A K C A je konadan},
gde je < binarna relacija na P4 data sa
(5, K) < (t, L) ako i samo ako (s Dt)AK D L/\s\tﬂUL = {.
Neka je familija® = {A° : A € A}. Defini§imo skup
Pr={(s,K):5sCw A K € P} (6.4)

1 na njemu relaciju <p:

(s,K') <p (t,L') akoisamoakos Dt A K' DL A s\tCNL.

Tada vaZi sledeca teorema.
Teorema 37. Preslikavanje f : P4 — Pp datosa f((s, K)) = (s, K'), gdeje {Ay,..., An}
{Af,..., A5} je izomorfizam.

Dokaz. (s,K) <4 (t,L) akko s D tA K D

LA(G\t)ynUL = hakkos D t A
K DL As\t)C(UL) =N akko (s, K') <p (t, L’

L. o
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6.6 Nejednakost b < o

Oznacimo sa V' skup "vertikalnih linjja” vw x w. §j. V = {V; : k € w}, gde je V;, =
{k} X w, zasve k € w. Definidemo

a; =min{|A| : AUV jemadfnaw x wi ANV = §}.
Teorema 38. a = q,.

Dokaz. Jasno, a < a, sledi iz &injenice da je |w| = |w X w|. Koristimo: akoje f i wXw — w
bijektivno preslikavanje i A madf na w x w onda je {f(A) : A € A} madf na w.

Neka je A madf na skupuw i A = {A, : @ < a}. Za svako n € w definisemo skupove
By, na sledeci nacin: By = Ao, By = A; \ Ao, By = Ay \ (4o U A)),... Skupovi B,
su disjunktni i beskonalni. Nekaje § = Unew B,. Dokazimo daje A = {B, : n €
wU{As NS :a>w A |[4,n S| = w} madf na S. Lako se vidi da je adf. Ako je
X € [S]” C w*, postoji B < a, takvo da je | X N Ap| = w. Moguée je:

(@) <w. Tadajef =nzanekon € w, paje X N A, beskonadan skup. Kako je
By =An\ ((An N Ag)U...U(Ap N Ap_i)). toje | X N By = w.

(b) > w. Tada X N Ag = X N SN Ag je beskonacan.

Neka je ¢ : § — w x w bijektivno preslikavanje, takvo da je o(Byp) = V, (takvo ¢
postoji jer je S = |, Bniw X w = Unew Va i BiNB; =V;NV; =P zai # j). Tada je
Ai = {¢[A] : A € As} madf naw x w iz definicije kardinala ap, 10y < | Ag| = [As\{B,, :
ne wh <a. O

Definicija 17. Za familije A, B C [w]“ kaZemo da su ortogonalne, u oznaci ALB ako i
samo ako za svaki skup A € Ai B € Bvazi |AN B| < w.

Definicija 18.
by = min{[B| : BC [wxwA BLVA VX € [wxw]” (XLV = 3B ¢ BIXNB|=w)}
Teorema 39. b < b, < a; = qa.

Dokaz. PokaZimo prvo nejednakost by < a;. Ako je A iz definicije kardinala a, i |A| = a;,
onda A C [wxw*iALVjer ANV = 0. Akoje X LV zbog maksimalnosti A U V postoji
BeAUuVda|BNX|=w,noB ZV.pa B € A. Dakle, b, < qa,.

Pokazimo sada nejednakost b < b;. Pretpostavimo b 1 < b. Neka je B kao u definiciji
kardinala b,. Za B € B definisemo preslikavanje fp : w — wsa f(k) =max(my [BNV;]U
{0}). Tadaje B C L, wf Urecw{k} x [0, f3(k)]. Zbog b, < b familija {f; : B € B} je
ograni¢ena, pa postoji g € “w, da vazi fi; <* ¢g,zasve B € B.

Neka je h = g + 1. Tada vazi

VB € Bang € wvk > nefpk) < h(k). (6.5)
Neka je X = h. Zbog (6.5), za svako B € B vazi [X N B| < w, kontradikcija. O
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Kardinal s

7.1 Spliting familije u skupu [w]“. Kardinal s

Definicija 19. Neka je A, S € [w]“. Skup S cepa (engl.: splits) skup A ako i samo ako su
ANSiA\ S beskonacni skupovi.

Definicija 20. Familija S C [w] je spliting familija (eng.: splitting family) ako i samo ako
zasvako A € [w]“ postoji S € S, da S cepa A.

Primer 12. Trivijalno S = [w] je spliting familija.

Definicija 21. s =min{|S| : § C [w]* je spliting familija}.

7.2 Nejednakost s < D
Neka je o' =min{|D| : D C “w NRastuée AY f € “w I g € Df <* g}

Teorema 40. ?' = 0.

Dokaz. (<) Neka je D iz definicije 0’ i |D| = 9. Kako izf <* g,sledi f <* g, D je
dominirajuca familija, paje d < |D|.

39
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(>) Neka je D dominirajuca familija i [D} = 0. Za svaku funkciju ¢ € D definiSimo
@, =max{g,1}. Tada g < @, Definisimo 1, sa Yg(k) = @g(0) + @4(1) + ... + 0q(k).
Tada je ¢, < 4, i ¢, je rastuca. Neka je hg = by + 1. Jasno, hy je rastuca ig <h, Sada
D, = {h, : g € D} C “w N Rastuce. Za f € @y postoji g € Dda f <* g,pa f <" hy
Dakle.d < |Dy|=|D|=02. O

Lema 34. Neka je 4 € [w]?, ca : w — A funkcija brojilica, f : w — w rastuca funkcija,
gde je f(0) > 01nekaje Sy = Une‘d[fzn(()), f2nt1(0)). Tada, ako je ¢4 <* f, sledida Sy
splituje A.

Dokaz. Indukcijom se lako pokazuje da je f(k) > k,zasve k € w. Pokazimo indukcijom
dazasven € wvai f*(0) > n. Zan = 0 je tatno. Neka je f™(0) > n, za neko n. Tada
zbog monotonosti i f > id ( gde je id identicko preslikavanje) sledi fH1(0) = f(f™(0)) >
£7(0) > n, paje f*T1(0) > n+ 1. Sumiramo:

@) f(k) > k;

(b) f"(0) 2 n.
Zbog ¢4 <* f postoji mn € w da

©Vn>1m ca(n) < f(n).

Nekajen > m. Tadaje f*(0) < ca(f(0)) < f(f7(0)) = f™+'(0). Dakle, c4(f"(0)) €
[£™(0), f*+1(0)] za svako n > m. Sada za parno n. imamo ¢4 (f*(0)) € SN A, azaneparno
i vazi c4 (f™(0)) € A\ S;. Dakle, skupovi AN Sy i A\ Sy subeskonalni, pa Sycepa A. O

Teorema 41. (a) Ako je D C “w N Rastucen{f € w* : f(0) > 0} dominirajuca familija,
tada je S = {5y : f € D} spliting familija;
(bys <o.

Dokaz. (a) Neka je A € [w]“. Po pretpostavci postoji f € D daca <* f. Prema lemi 34, Sy
cepa A.

(b) Na osnovu teoreme 40 i njenog dokaza postoji familija D sa svojstvima iz tacke (a)
kardinalnosti 9. Tada je S = {S; : f € D} spliting familija kardinalnosti 0, pa jes<0o. O

7.3 Nejednakostt <s

Teorema 42. t < s.

Dokaz. Neka je x < t. Dokazujemo da ne postoji spliting familija kardinalnosti . Neka
je S C [w)“,|S| = k. Nekaje S = {Sq : @ < k + 1} jedna numeracija. DefiniSimo niz
(T, : v < K + 1) u [w]*” sa namerom da skup T}; nije splitovan ni jednim Sq- Zahtevamo:
(a)akoje 5 < v,ondaje Tp*D Ty i
(0) Ty € S ili Ta S w \ S
Neka je < & i neka je definisan niz (T3 : # < «) sa osobinama (a) i (b). Defini$imo
T.,. Kako je |a| < & < t, postoji pseudopresek 7 C* Tj, za svako f# < . Neka je m(P)
polovina . Moguce je:
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(c) [7(P) N 8| = w; tada definigimo T, = n(P) N S, C Sa;

(d) |7(P) N Sy| < w; tada defini§imo T, = T(P) \ Sq C Y.

Tadaje T, C* Sy ili To, C* w\ Sy i jasno, za svako f < « vazi T, C* Tps. Prema
teoremi o rekurziji postoji niz (T}, : v < k) sa osobinama (a) i (b). Tada za svako « < K vazi

T, C* Sa i T, C* w\ S, pa Ty, nije splitovan ni jednim S,,. Dakle, S nije spliting familija.
O
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Kardinal u

2.1 Baza neglavnog ultrafiltera na skupu w. Kardinal u

Podsetimo se U C P(w) je neglavni ultrafilter na w ako i samo ako
Uunhveu N wel,

(U F.Fheld=FNF,ecl,

(UHUSFCACw=> AU,

(UHVX Cw (X eUV X elU);

(US) e F = 1.

Definicija 22. B C P(w) je baza nekog neglavnog ultrafiltera na w ako i samo ako je
B+ (A Cw:3B e B(BC A)} neglavni ultrafilter na w.

Teorema 43. B C I’(w) je baza nekog neglavnog ultrafiltera na w ako i samo ako
@0gB#;
(byB,,By € B=> ABy € BB; C By N DBy;
VX Cw3iBeB(BCXVBCX),
(d) ﬂlfeg B=0.

Dokaz. (=)Neka je B 1 neglavni ultrafilter.
(@) Iz € Bsledilo bi B 1= P(w),pad & B. 1z B = ) sledilo bi B 1= (). Dakle, B # ().

42
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(b) Neka By, B, € B. Kako B C B tsledi B, N B, € B 1, pa postoji B € B da
B;; C_Z B] N BQ.

(c) Neka je X C w. B 1 je ultrafilter pa ako je X € B 1, onda postoji B € B tako da vaZi
B C X,aako X¢ € B 1, onda postoji B € B tako da vazi B C X*.

(d) Pretpostavimo P = (.5 B # 0. Za svako A € B 1 postoji B € B da B C A, pa
P C A Dakle, P C N acer A # 0 5to je netatno, jer je B 1 neglavni ultrafilter.

(<) Neka vaZi (a)-(d). DokaZimo da familija B 1 zadovoljava uslove (U1). ..(U5).

(U1) @ € B 1 bi dalo @ € B $to je netaéno zbog (a). Neka je B € B. Tada B C w, pa
we€EBT.

(U2) Neka su Fy, F, € BtiBy,By € Btakvida By C F|, B, C F,. Zbog (b) postoji
B;CBNB,CF, ﬂFQ,paFl NF,eB1T

(U3)Nekaje B1> F C A C w. Tadapostoji B€E BdaBC F C A,paA€ Bt

(U4) Neka je X C w. Zbog (c) postoji B € Btako da, ili B C X ili B C X, dakle
XeBtiliX“e€BAt.

(U5) 1z B C B tsledi NB1C N B = 0. o

Posledica 10. Ako je B C P(w) baza nekog neglavnog ultrafiltera na w, onda B C [w]¥.

Dokaz. Pretpostavimo B = {n,...,ni} € B. Zbog teoreme 43(d) postoji B; € B takvo da
ni  Bi,i=1,...,k. Tadaje BN B N...N B = 0 3to je nemoguce, jer B 1 ima svojstvo
konacnog preseka. O

Definicija 23. u = min{|B] : B je baza nekog neglavnog ultrafiltera na w}.

8.2 Nejednakost b < u

Teorema 44. b < u.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. u < b. Neka je B baza nekog neglavnog ultrafiltera na w
i |B] = u. Familija {¢p : B € B} je ogranitena, tj. postoji preslikavanje ¢ : w — w takvo da
e <" g, zasvako B € B. Lako nalazimo striktno rastucu funkciju da je f(0) > 0i f > g.
pajecp <* f,zasve B € B. Tada prema lemi 34 S; splituje sve B € B. No zbog teoreme
43(c) postoji B € Bda B C Syili B C w\ Sy, pa skup B nije splitovan, kontradikcija. O

8.3 Rezime: Dijagram nejednakosti. Istorijske napomene

Na slici koja sledi prikazan je dijagram malih kardinala. On nam objasnjava kako se
kardinali odnose u ZFC. Primera radi, linija izmedu kardinala b i 9 zna&i da se b < d moZe
dokazati u ZFC.
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N

No

Kardinale b, p i t definisao je Rothberger 1939. i 1948. godine ([23], [24] i [25]). Godine
1960. Katétov je definisao kardinal d ([13]), a 1972. godine Hechler je definisao kardinal a
([10]i[11]) i kardinal u ([10]i [11]). Kardinal s definisao je Booth 1974. godine ([2)).

Relacija kardinala b < u je dokazana 1977. godine. Dokazao ju je Solomon ([28]).
Godine 1936. Hausdorff je pokazao da vaZi p < w; ([9]). Odnos t < b je 1948. godine
pokazao Rothberger ([25]), b < a Solomon 1977. godine, a s < 0 Nyikos 1973. godine
{{21]). Relacije p < tib < 0 suoligledne.
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Mali kardinali u topologiji i algebri

9.1 Jedna primena u topologiji

Generalno vaZi w(X) > d(X), x(X). Postavija se pitanje 3ta je sa prebrojivim separabil-
nim prostorima? Da li iz prebrojivosti skupa tacaka sledi prebrojivost baze ili baze okolina?
Odgovor je negativan $to pokazuje i sledeéi primer.

Primer 13. Neka je X = w? U {p}, gdep ¢ w? (W’ = w x w). Zam € wif € “w
defini§imo

BmJ = {p} ) U {k} X [f(k)’oo)w

k>m

Tada vaZi:

(@) B= P(w?) U{Byss:Tn € wA f € “w} je baza neke topologije na X. Oznatimo je
sa O;

(b) (X, O) je Hausdorffov, 0-dimenzionalan prostor sa prebrojivo mnogo taaka, pa je i
separabilan;

(¢) (X, O) ne zadovoljava prvu, pa dakle ni drugu aksiomu prebrojivosti;

@ x(p) = 0.

Dokaz. (a) Lako se pokazuje da je

Bm,f n B",g = Bma.x{m,n},max{],g}- 9.1
45
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(BNI) Vazi jer je Byy = X, paje B = X.

(BN2) Neka B!, B? € B. Moguce je:

o B' € P(w?)V B? € P(w?). Tada B' N B? € P(w?) C B.

o B' = B,, ;, B* = By,,,. Tada koristimo (9.1).

(b) T, se lako pokazuje diskusijom po izboru tataka. Takode B' = {{z} : z € w?} U
{Bpy:m€wAf €“w} CONF je baza topologije O, pa je topoloski prostor (X, O)
nuladimenzionalan.

(c) Pretpostavimo da je B(p) = {W; : i € w} prebrojiva baza okolina tatke p. Tada
za svako 1 € w postoji B € Btakvodap € B C W;. Jasno, B je oblika By, ;. Familija
{fi i € w} je ograni¢ena (jer je prebrojiva), tj. postoji g € “w takoda f; <* gzasvei € w.
Kako je By, € U(p) postoji ig € w da W) C By 4, pai Bmio,fi.o C DBy,,. Tada za svako
k > m;, vazi fi, (k) > g(k), paje g <* fi,, kontradikcija.

(d) (<) Neka je {g, : @ < 0} dominiraju¢a familija. DokaZimo da je B(p) = {B, . :
m € w A« < 0} baza okolina taCke p. Neka je U okolina tacke p. Tada je B,y C U. za
nekon € wi f € “w. Neka je f <* g,,. Tada postoji ky € w, takvo da za svako k > kg vaZi
f(k) < guo (k). Neka je m =max{n, ko}. Tada je By, 4,, C Bny CU.

(>) Neka je B (p) baza okolina ta¢ke p. Rezonovanjem kao u (b) moZemo pretpostaviti
bez uticaja na opStost da je B (p) = {Bp,,,s, : @ < }. Nekaje f € “w. Tada By ; € U (p),
pa postoji v < s takvo da je By, 5, € DBy s. Tada

U {k} x [falk),00) € | {k} x [f(k), 00), 9.2)

k>ma kEw

[z zak > i, imamo [f,(k),00) C [f(k),0), tj. f(k) < falk). Zato je f < f,. Dakle,
{fo : @ < K} je dominirajuca familija, pa x > 0. Zato je i x(p) > 0. O

5.2 Neke osobine algebre P(w)/Fin

Skup svih kona¢nih podskupova skupa w ozna¢imo sa Fin, tj. Fin= [w]<%.

Teorema 45. (a) Fin je ideal u Booleovoj algebri (P(w), N, U, , 0, w);
(b) Relacija =*C P(w)?, datasa A =* B ako i samo ako AAB €Fin, je kongruencija;
(c) Uredena Sestorka (P(w),/ =+, A,V,’,[0], [w]) sa operacijama definisanim na sledeci
nacin [AJA[B] = [A N B), [A]V[B] = [AU B]i [A] = [A] je Booleova algebra;
(d) Neka je na Booleovoj algebri P(w),/ =~ relacija < prirodni poredak. Tada vazi
[A] < [B] ako i samo ako A C* B,
[A] < [B] ako i samo ako A C* B.

Dokaz. (a) Kako je () €Fin, a w ¢Fin i za svaka dva kona¢na skupa vaZi da je unija kona¢na,
kao 1 da je podskup konaCnog skupa konacan, ispunjeni su uslovi (11)-(I3), pa je Fin ideal.
(b) Kako je Fin ideal, prema teoremi 7 trivijalno sledi.
(¢) Trivijalno sledi prema teoremi 7.
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(d) Vazi [A] < [B] ako i samo ako [A] A [B] = [A], odnosno [ANB]=[A] 4. (An
B)AA €Fin,tj. A\ B €Fin,pa A C* B.
Vazi [A] < [B] ako i samo ako [A] < [B]i [A] # [B], odnosno A C* Bi AAB &Fin, tj.
AC*BiA+#*DB,paje AC*B.
O

Lema 35. Neka su [A], [B] € P(w)/Fin. Tada [A] A [B] = 0 ako i samo ako |[ANB| < w.

Dokaz. Neka je [A] A [B] = 0,4. [ANDB] = [#]. Sledidasu ANBifu relaciji, tj.
AN B =" . Po definiciji relacije je, jasno, (A N B)A@ €Fin, odnosno AN B Fin. ]

Napomena 5. Ako je relacija ~ definisana preko ideala (kao u teoremi 7), tada se umesto
B/ ~piseiB I

Teorema 46. |P(w),/Fin| = ¢.

Dokaz. Familije iz primera 9 i 10 su adf kardinalnosti c. Neka je familija A = {4, ra < ¢}
adf. Pretpostavimo da za neke A,, Ag € A vaii [Ao] = [Ag), Gj. Aq =* Ag, odnosno
AqDAg €Fin. Tada |A4 N Ag| = w $to je netatno. Dakle, {[4,] : @ < ¢} C P(w),/Fin je
familija kardinalnosti c. o

Teorema 47. Booleova algebra ’(w),/Fin je nekompletna, $tavise nije ni o-algebra.

Dokaz. Neka je w = |J,,,, 4, particija skupa w, gde je A, € [w]“ . Pretpostavimo [A] =
Vewl4n]- Tada [A,] < [A], pa prema teoremi 45(d) vazi A, C* A. Izaberimony, € AxN A.
Nekaje B = A\ {n4 : k € w}. Tada A, C* B, tj. [A,] < [B] < [A], kontradikcija. O

Teorema 48. (a) Familija A = {[A,] : @ < &} je antilanac u P(w) /Fin ako i samo ako je
skup {Aqs : @@ < Kk} adf;

(b) Familija A je particija jedinice ako i samo ako je {4, : « < &} je madf;

(¢) a =min{|A| : A C P(w),/ Fin je beskonatna particija jedinice}.

Dokaz. (b) (= )Kontrapozicijom pokaZimo da vaZi ovaj smer. Pretpostavimo da {4,, : a <
r} nije madf, tj. da postoji X € [w]”, takav da za svako « < & vaZi | X N A,| < w. PokaZimo
da vazi [A,] < [X*]. Iz pretpostavke sledi daje A, N X = A, N (X°)" = A, \ X* konacan,
. Ao C* X°, dakle. [Aa] < [X°]. Tada V/,[Aa] < [X] #* [w]. jer ako je [X7] =* [u]
sledi da je w \ X konacan, kontradikcija. m;

Definicija 24. cc(B) =min{x : u B nema antilanaca kardinalnosti x}.

Teorema 49. (a) cc(P(w)) = wy;
(b) ce(P(w),/Fin) = ¢*.
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Dokaz. (a) Jednoclani podskupovi u P(w) Cine antilanac.

(b) U algebri P(w),/Fin prema teoremi 48(a) familija A = {[Aq] : @ < K} je antilanac
ako i samo ako je skup {A, : @ < x} adf. Prema primerima 9i 10 postoji adf kardinalnosti
¢. paje cc((P(w),/Fin) > ¢*. Jasno, vazi i ce(P(w) /Fin) < ¢t, pa sledi jednakost. o

Dakle, ako je A je particija jedinice, vaZia < |A] < c.

Definicija 25. Za proizvoljnu Booleovu algebru B defi nisemo
m(B) =min{|D| : D C B je gust},
Length(B) =sup{|L| : L C B je lincarno ureden},
Depth(B) =sup{|W|: W C B je dobro ureden}.

Teorema 50. 7(I’(w)/Fin) = c.

Dokaz. Generalno, za sve A <cc(B) vaZi 7(B) > A. Nekaje A = {as : @ < A} C Bt
antilanac i skup D C BY gust u B takav da vazi | D| = «(B). Tada za svakoax < Aiag € A
postoji 1, € D tako da vaZi yo < aq- Tadayalygzaa < B,pa|D| > A

Kako u P(w) /Fin postoji antilanac kardinalnosti ¢ odreden madf kardinalnosti ¢, to je
|D| > ¢, akako |P(w),/Fin| = ¢, sledi n(P(w),/Fin) < c. Dakle, n(P(w) /Fin) =¢. O

Teorema 51. Length(P’(w)/Fin) = c.

Dokaz. (<) Sledi iz | P(w) /Fin| = c.

(>) Neka je preslikavanje f : w — Q bijekcija. Zax € R nekaje @, = {¢ € Q :
g < x}. Tada ako je x < ysledi Qp C Qy i ]Qy \ Q.| = Ro. Tada imamo Q, C* Qy, .
[0),] < [Q,) Dakle, ({[f'[Q.)] : = € R}, <) je lanac u P(w) /Fin tipa type(R, <). O
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MALI KARDINALI ODREDJENI
PROIZVOLJNIM IDEALOM
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Kardinal ar

10.1 Z-maksimalne skoro disjunktne familije

U daljem tekstu Z ée biti ideal na skupu w, a It = P(w) \ T odgovarajuéa familija
pozitivnih skupova.

Definicija 26. Familija A C P(w) je Z-skoro disjunktna familija, krace Z-adf (engl.: Z-
almost disjoint family) ako i samo ako vai

(IADFI) Zasvako A € AvaZi A € T+,

(IADF2) Za skupove A, B € A, gdeje A # B,vazi ANB ¢ T.
Ako pritom vaZi i

(IMADF) Ako je A; Z-adfivazi A C A;, ondaje A = A,
kazemo da je A Z-maksimalna skoro disjunktna familija krace Z-madf (engl.: Z-maximal
almost disjoint family).

Lema 36. Z-adf A je Z-madf ako i samo ako
VXe€It3Ae A XNAeT (10.1)

Dokaz. (=) Neka je A Z-madf. Pretpostavimo suprotno, da postoji X € It da za sve
A€ Avazi X N A € I. Tada je AU { X} Z-adf, kontradikcija.

51



52 Glava 10. Kardinal ar

(<) Neka vazi (10.1). Pretpostavimo da postoji Z-adf A, takva da vaZi A C A;. Neka
je X € A\ A. Tada prema (10.1) zaneko A € A, vazi X N A ¢ T, pa A, nije Z-adf,
kontradikcija. ]

Teorema 52. Svaka Z-adf je sadrZana u nekoj Z-madf.
Dokaz. Neka je A C P(w) Z-adf i neka je
P={FCPw):F jeZ-adfi AC F}.

Jasno, (P, C) je parcijalno ureden skup. Neka je £ C P lanac. Dokazimo da {J£ =
Usec F € P. Kakoje A C F,za F € L, imamo A C {JL£. PokaZimo da je {J £ I-
adf.

(IADF1) Neka je A € |Jzc, F. Tada postoji F € L, daje A € F,aF je Z-adf pa
A¢T,

(IADF2) Neka su A, B € Uz, Fi A# B,gdeje A€ Fy,aB € Fy. Bez ograniCenja
opstosti pretpostavimo da je F; C Fy. Tada A, B € FoiANDB € L.

Dakle, | £ je Z-adf, te |JL£ € P. Takode F C |JL,zasve F € L, paje |J L gornje
ograniéenje L. Dakle, svaki lanac £ C IP ima gornje ograniCenje, pa prema lemi Zorna, I’ ima
maksimalni element A*. Kako je A* Z-adf i A C A*, ostaje da se pokaZe da A" zadovoljava
(IMADF).

Neka je A, Z-adfi A* C A,. Kako vazi A C A* C A, sledi A4, € P,paje A = A" jer
jo A* maksimalni element u (P, C). Dakle, A* je Z-madf. O

10.2 Dovoljan uslov za postojanje beskonacnih Z-madf. Kardinal
arz

Za proizvoljan ideal Z na w bar jedna Z-adf uvek postoji. To je A = {w}, jer w ¢ Z.
Postoji li uvek Z-adf sa bar dva elementa? Odgovor je negativan, §to pokazuje slede¢i primer.

Primer 14. Posmatrajmo ideal Z = U*, gde je U ultrafilter na w, (tj. Z je maksimalni ideal).
Tadaje It = I* = U = P(w) \ Z. Prema definiciji 26 familija A C P(w) je Z-adf ako
ispunjava

(IADF1)Zasvako A€ AvaziAe€ It. 4 A€ l,

(IADF2) Za skupove A,B € A.gdeje A#BvaziiANB €I, tj. ANBEU.
Kako je U/ ultrafilter uslov (IADF2) ne moZe biti ispunjen ako .4 ima vide od jednog elementa,
pa je svaka Z-adf te i svaka Z-madf najvise kardinalnosti 1.

Teorema 53. Ako Z nije maksimalan ideal, onda postoji Z-madf kardinalnosti dva.

Dokaz. Po pretpostavci postoji A takvo da A, A° ¢ Z. PokaZimo da je familija A = {4, A"}
Z-madf, tj. da vazi (10.1). Neka je X € ZT. Tadaje X = (X N A) U (X N A°), pa kako je
XeItsled XNAecZtili XNA®€Z tejeuslov (10.1) zadovoljen. O
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Primer 15. Posmatrajmo minimalni ideal T = {0}. Jasno, I = P(w)\T = Pw)\{0},
tj. svaki neprazan podskup skupa w je pozitivan. Prema definiciji 26 familija A je Z-adf ako
Ispunjava :

(IADF1) Zasvako A € Avazi A € I+, 1j A # ),

(IADF2) Za skupove 4, B € A, gde je A #Bvaii ANB €I, tj. ANB = ).
Dakle, A je {}}-adf ako i samo ako Je Afamilija nepraznih disjunkenih podskupova w. Prema
lemi 36 familija A bice Z-madf ako za svaki X € T+ postoji A € Adavazi AN X € I+,
tj. X N A # (). Tadaje Uica 4 = w, tj. familija A je particija w. Sledi: A {§}-madf ako i
samo ako je A particija w i, jasno, |A] < Ry.

Primer 16. Sledeci ideal koji navodimo je Fin=[w]<“. Tada se pria o Z-madf svodi na
standardne madf. Prema teoremi 33 prebrojiva adf ne moZe da bude madf, ali postoje konaéne
madf i madf kardinalnosti ¢.

Iz primera 14 zakljutujemo da za neke ideale Z ne postoji beskona&na Z-madf. Da bismo
obezbedili egzistenciju beskona¢ne Z-madf, uvodimo sledeci uslov, kojeg ¢emo u daljem tek-
stu navoditi kao uslov (x). On glasi:

Svaki pozitivan skup se moZe podeliti na dva pozitivna skupa. (%)
U nastavku dajemo jedan dovoljan uslov za (%).

Definicija 27. Ideal Z je nigde maksimalan ako i samo ako za svaki skup S € Z7 ideal
Z I S nije maksimalan.

Teorema 54. Ako je ideal Z nigde maksimalan, onda va%i uslov (%).

Dokaz. Dokazujemo kontrapoziciju tvrdenja. Pretpostavimo da postoji pozitivan skup A koji
se ne moZe podeliti na dva pozitivna skupa. Tada jasno, za svaki A’ C A vazi A’ je mali ili
A\ A’ je mali, pa je A\ A’ pozitivan ili je A’ pozitivan. PokaZimo dajeld = {F C A :
F je pozitivan} ultrafilter na skupu A.

(FI) Skup A je pozitivan i A C A, paje A € U. Jasno, { ZU.

(F2) Nekasu F, Fy € U. Pretpostavimo FiNFy ¢U. Kakoje F) € It vazi F, \F, €U,
pa A\ (F1 \ Fy) = Ff U Fy € T; kontradikcija, jer eI

(F3)Akoje ADF\ D F, €U, onda jasno, F} € U. :

(UF) Kako A € I%, zasvaki F C Avazidaje Fili A \ F pozitivan skup.
Kako je/ ultrafilterna A, U* = {A\F : FeU} = {ANI: I € I} = I [ A je maksimalni
ideal na A. |

Teorema 55. Ako T zadovoljava (%) onda Fin C Z.

Dokaz. Neka je A C w i neka vazi [4] < Ry. Pretpostavimo suprotno, tj. A ¢ Z. Kako
vaZi (*) on se moZe podeliti na dva pozitivna skupa. Svaki se od tih skupova prema istom
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uslovu moZe podeliti na dva pozitivna skupa. Tako nastavijamo postupak, kontradikcija sa
kona¢nosc¢u skupa A. O

Teorema 56. Ako ideal Z zadovoljava (x), onda postoji prebrojiva Z-adf, pa i beskonaCna
T-madf.

Dokaz. Po pretpostavci za svako S € It je Ps = {A C §: A S\ A eIt} #0.
Neka je m funkcija izbora za familiju {Ps:S eI}t m: It = Uger+ Ps, gde je
7(S) € Pg. Definidimo niz (A, : n € w) rekurzijom na slede¢i nacin: Ay = m(w), A =
m(w\ Ag), Az = m(w\ (Ao U A1), Angy = m(w\ (ApU...U Ay)). Zasvakon € w
vaziw\ (AgU...UA,) € ZT,pajeova konstrukcija moguca.

Jasno. A, € I+ su disjunktni skupovi. Dakle, {An : n € w} je Z-adf. Z-madf koja je
sadrZi, a postoji prema teoremi 52, je beskonacna. O

Definicija 28. Neka je Z C P(w) ideal za koji postoji beskona¢na Z-madf.
ar = min{|A| : A je beskonatna Z- madf}.

Teorema 57. Ako postoji prebrojiva Z-madf, onda postoji i prebrojiva Z-madf iji su ele-
menti disjunktni.

Pokaz. Neka je A = {4, : n € N} Z-madf. Formirajmo skupove B, = A, By =
Ay \ A1, By = A3\ (AU Ay), ..+, Bupr = Anyi \ UL, Ai- Kako je A Z-madf, skupovi
73, su pozitivni, a ocigledno su disjunktni. Pokazimo da je familija {B,, : n € N} Z-madf.
i*retpostavimo suprotno: tada prema (10.1) postoji X € I* tako da za svako n € N vaZi
X NB, € I. Kako je A Z-madf postoji najmanje n € Nda X N A, € I. Kako je
¥NB,=XN(A,\ (A U...UA,-)) maliskupi X N A,, je mali, kontradikcija. a
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Kardinal p7

11.1 Z-jako svojstvo konaénog preseka. Z-pseudopresek

Definicija 29. Neka je 7 ideal na skupu w. Za skupove A, B € T definigimo relacije:
A =1 B akko AAB € T,
ACy Bakko A\ B 1.

Lema 37. (a) Relacija =7 je relacija ekvivalencije na Z+;
(b) C7 je refleksivna i tranzitivna relacijana Z%.

Dokaz. (a) Pokazimo da je =7 relacija ekvivalencije. Refleksivnost sledi iz AAA — ez,
a simetri¢nost iz AAB = BAA. DokaZimo tranzitivnost. Neka jeA=7r BiB=7C,tada
jeA\B,B\ A,B\C,C\Bel.
Pokazimo da vazi
A\CC(A\B)u(B\C)i (1.1

C\AC(C\B)U(B\ A). (11.2)

A\C = (ANC*)N(BUB) = (ANC°NB)U(ANC*NB) C (BNCY)U(ANB") =
(B\C)U(4\ B)
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Prema (11.1)i (11.2), A\ C'i C'\ A pripadaju idealu Z, kao podskupovi malih skupova,
pa vaZzi A =7 C. Relacija =7 je, znadi, tranzitivna.

(b) Refleksivnost vazi jeriz A\ A =0 € Zsledi A Cz A. Pokazimo tranzitivnost. Neka
za A,B,C € I vazi A Cg Bi B Cz C. Po definiciji relacije Cz sledi A\ B € T'i
B\ C € . Kako vazi (11.1), A\ C € T kao podskup malog skupa, paje A C7 C. O

Akoje P, € I%,zai € I,i R = (Y;cg I’ onda je jasno, R C P;, za svako 7 € P;. Sada
dajemo joS jednu generalizaciju preseka.

Definicija 30. Nekaje P C Z*. Skup R C w je Z-pseudopresek familije P ako i samo ako
I.ReTt,
2. RCt P, zasvako P € P.

Lema 38. Nekasu P, P, P,.... P, € I*. Ako je P Cy I, zasve ¢ < m,onda
@PCrPinPn...NF;
(b) Skup (), <, I’i je pozitivan.

Dokaz. (a) Zasve i < nvazi P\ P, € Z. Tadajasno, P\ (P N...NP,) = (P\ P)U...U
(P\P,) €T.paP Cz P N...N D, 0

Definicija 31. Familija? C Z* ima Z-jako svojstvo konatnog preseka ili Z-sfip (engl.: the
strong finite intersection property) ako i samo ako za svaki konacan podskup {1, ..., I} C
Pvaii (Y., i ¢ 1.

Teorema 58. Familija pozitivnih skupova P koja ima Z-pseudopresek, ima Z-sfip.

Diokaz. Posledica leme 38. O

11.2 Kardinal p7. Nejednakost pr < ar

Primer 17. Ako ideal 7 sadrzi samo prazan skup, svaki neprazan podskup w je pozitivan.
Tada prema definiciji 29 za svaka dva skupa A, B € I+t vazi A =7 Bakoisamoako A = B
i A C7; B akoisamo ako A C B. Prema definiciji 31 familija P ima Z-sfip ako i1 samo
ako za svaki kona¢ni podskup { Py, ..., P} € P vazi ()., i € Z. tj. da je presek pozitivan,
odnosno (), ., I # 0. Dakle, P ima Z-sfip ako i samo ako familija P ima svojstvo kona¢nog
preseka (s.k.p.). Za isti ideal prema definiciji 30 P’ € T+ je Z-pseudopresek familije P ako
i samo ako za svaki P € P vazi P’ Cg P, tj. zasvako P € P vaZi P C PiI” # (. Tada
vazi P! C (,¢p P- Dakle, P ima Z-pseudopresek ako i samo ako (\pep I” # 0.

Familija P C I sa Z-sfip bez Z-pseudopreseka, gde je Z = {0} se svodi na familiju sa
s.k.p. i (VP = (. Takva familija P moZe da bude prebrojiva i kardinalnosti ¢ (npr. neglavni
ultrafilter na w).
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Primer 18. Sledeci ideal koji navodimo je Fin=[w]<“. Tada je familija sa I-sfip bez I-
pseudopreseka ustvari familija sa sfip bez pseudopreseka. Prema teoremi 23 svaka prebrojiva
familija sa sfip ima pseudopresek, ali postoji familija sa sfip i bez pseudopreseka kardinalnosti
C.

Primer 19. Uogimo jo§ ideal T = U*, gde je U neglavni ultrafilter na w. Svi pozitivni
skupovi su tada elementi ultrafiltera /. Iz definicije 29 za A, B € I+ = U/ vazi A =7 B ako
1 samo ako AAB € I, a to je uvek taéno zbog definicije ultrafilterai A C7 B ako i samo
ako A\ B € T, $to je takode uvek tatno. Svaka familija P C Z* ima Z-sfip. Kako va%i
w\ B €Zsledidajew Cs B,zasve B € P, Y. w je Z-pseudopresek familije P.

Dakle, svaka familija ? C Z+ sa 1-sfip ima Z-pseudopresek, tj. za ideal U* ne postoji
familija sa Z-sfip bez Z-pseudopreseka.

Da bismo obezbedili egzistenciju familije sa Z -sfip bez Z-pseudopreseka pretposta- vicemo
da vaZi uslov (). Prvo dokaZimo jedno pomo¢éno tvrdenje.

Teorema 59. Neka je A beskona¢na Z-madf. Tada je P = {A°: A € A} familija sa Z-sfip,
koja nema Z-pseudopresek.

Dokaz. Pokazimo prvo da familija P ima Z-sfip, Yj. da za proizvoljan konacan podskup {A¢:
i <n} C PvaZi(),c,w\ A; & L. Pretpostavimo suprotno, tj. Nicn A% = (Ui, 4i)° € T.
Neka je A* € A takvo da za svako i < n vaZi A* # A;. Tada sledi A* = A* Nw =
(4% N Uicy 43) U (A" 1 (Ui 40)7) = (Ui A 1 4) U (4 0 (Usy, A2)). Kako je
kao kona&na unija malih skupova, skup |, A* N A; mali, a skup A* N (U, ,, Ai)° takode
mali po pretpostavci, njihova unija, dakle A* pripada idealu Z, pa je A* mali, kontradikcija
sa €injenicom da je A* € A i A Z-madf. Dakle, ;. A¢ & Z, pa familija P ima Z-sfip.
Ostalo je jo3 da se pokaZe da P nema Z-pseudopresek. Pretpostavimo suprotno, da postoji
P ¢ T takav da za svako A € A vazi P C1 A°. Tadaje P\A“=PN(A) =PNA€eZ
zasve A € A. Iz maksimalnosti familije A sledi P € A,daklei PN P € 7. kontradikcija.Od

Ako ideal Z zadovoljava uslov (x), onda prema teoremi 56 postoji beskona¢na Z-madf.
Prema prethodnoj teoremi imamo

Teorema 60. Ako ideal Z zadovoljava uslov (), onda postoji familija P C Z* koja ima
Z-sfip, a nema Z-pseudopresek.

Definicija 32. Neka ideal Z zadovoljava uslov (). Tada
pz = min{|P| : P C Z* ima Z-sfip i nema Z-pseudopresek }.
Posledica 11. Neka ideal Z zadovoljava uslov (). Tada p7 < az.

Dokaz. Neka je A Z-madf takva da | A| = az. Prema teoremi 59, P = {A“: A€ A}je
familija sa Z-sfip, koja nema Z-pseudopresek. Dakle, p7 < |P| = az. O
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Kardinal t7

12.1 Z-tower. Ekvivalentne definicije

Definicija 33. Neka je T C P(w) ideal i neka A, B € ZT. Defini§imo
ACrBakoisamoako A\Be€Zi B\A¢TI.

Lema 39. Neka A. B € Z7. Tada vaZi
(a) A Cgr B akoisamoako A C;7 BA-B C7; Aakoisamo ako A C7z BA A #1 B;
(b) Relacija C7 je irefleksivna, asimetriCna i tranzitivna.

Dokaz. (a) Trivijalno.

(b) Irefleksivnost je jasna jer bi iz A Cz A sledilo A \ A & Z, §to je netaéno. [z A Cz B
sledi A\BeZIiB\A¢ZI, panije BCr A

Pokazimo tranzitivnost. Nekaje A Cz Bi B Cz C. Sledi

ACs BA =B Cr A, (12.1)
1
BCrCA-C Cz B. (12.2)
Prema lemi 37 (b) iz (12.1)i (12.2) sledi A Cz C. 1z C Cz A bi zbog A C7 B sledilo
C Cz B §to je netaéno zbog (12.2). Dakle, -C Cz A,paje A Cz C. O
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Lema 40. Neka je 7 C 7+, EEONIT: € 5 T bijekcija. Tada su sledeéi uslovi
ekvivalentni:

@Va,f<é(a<Be Ty T3);

)V, <& (a< =T, 1D Tp);

@V, <& (a < f & T, 1D Tp).

Dokaz. (a)=(b) Trivijalno.

(b)=(c) Pretpostavimo da vaZi (b). Neka a,f <.

(=) Neka je o < B. Razlikujemo dva sluéaja. Za o = f, imamo T;, = Ty, pa je
To 12 Ty. Za v < 3, imamo zbog (b) T, D Tg,paiTy 72 Tj. )

(<) Neka je T, 72 Tp. Pretpostavimo 8 < ¢. Tada zbog (b) imamo T 7D T, pa
prema lemi 39 sledi -7}, 72 T}, kontradikcija. Dakle, o < .

(c)=>(a) Neka vaZi (c) i neka je o, 8 < €.

(=) Pretpostavimo o < 3. Tada zbog (¢) imamo T,, 72 Tp. Pretpostavimo T, Cr Tp.
Zbog (c) je tada @ > S, §to Je netacno. Dakle, =T, C1 T, pa Ty 1D Tp.

(<) Neka T, 7D T}s. Pretpostavimo 8 < . Tada zbog (c) Ts 72 T, $to je nemogude,
jeriz Ty C1 T, sledi T, Cz Ts. Dakle, o < S. O

Lema 41. Neka je 7 C Z*. Tada su slede¢i uslovi ekvivalentni: -

(#) Postoji £ € ON i bijekcija T' : ¢ — T da vazi Jedan od uslova (a),(b) ili (c), iz
prethodne leme;

(22) (T, D) je dobro ureden skup;

(44) (T, 12) je dobro ureden skup.

Dokaz. (i) = (i) Neka postoje ¢ i T da vazi (a). Tada je T izomorfizam relacijskih struktura
(¢, <) i (T,zD), pa kako je (¢, <) dobro ureden skup, sledi da je i skup (7,7 D) dobro
ureden.

(#2) = (i) Neka je (T, zD) dobro ureden skup. Tada postoji £ € ON da je (7,7D) =
(€, <), pa postoji bijekcija T : ¢ — T koja zadovoljava uslov (a) prethodne leme.

(1) < (ii) Dokazuje se sli¢no koriséenjem uslova (c) leme 41. a

Definicija 34. Neprazna familija pozitivnih skupova 7 je Z-tower (kula) ako i samo ako
(a) T zadovoljava jedan od ekvivalentnih uslova (3), (i) ili (427) leme 41;
(b) 7 nema Z-pseudopresek.

12.2  Egzistencija Z-tower-a. Broj t;

Teorema 61. Neka ideal Z zadovoljava uslov (*). Tada Z-tower postoji.
Dokaz. Zbog uslova (x) postoji operator 7 : Z+ — I+ takav da za svako 4 € Z+ vaji
m(A) C Aiw(A), A\ n(A) su pozitivni skupovi. Neka je I = {PCIt:PimaZ

-pseudopresek }. Dakle, za svako P € IT imamo Ps(P) o {Q € I* : Q je Z- pseudopresek
P} # 0.
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Neka je ¢ : I — I, preslikavanje takvo da ¢(P) € Pg(P), tj. ¢ je funkcija izbora
za familiju { Py(P) : P € II}. Dakle, svakoj familiji P € II funkcija ¢ dodeljuje neki njen
Z-pseudopresek. Definigimo rekurzijom niz (T, : @ < ¢*) uskupu Z+ U {{}} sa

T0=w

T { m(o({Ty : B < })), {Ts:p <} imaZ-pseudopresek ;
o w.’

inace.
Neka je
¢ = min{o < ¢ : T, =0}, akopostojia < ¢t daT, =0;
- ¢*, akozasvako a < ¢* vaZi Ty, # ().

Dakle, za svako «v < ¢ vazi T, # 0.

Pokazimo da
Va,B < € (@ < B =T 10 Tp)- (12.3)

Indukcijom na dobro uredenom skupu ¢ dokazacemo da za svako 8 < £ i svako o < (<
&) vazi T,, 1D T3. Za 8 = 0 to je trivijalno tatno. Neka je By < & i neka za svako 3 < fiy
i za svako o < f3 vaZi T, 1D T. Dokazujemo da za svako a < fy vazi Ti, 7D Tjp,. Zbog
fo < &je Ty, # 0. pa Ty, = m(0({Ta : @ < Po})) Cz ({Tw : @ < fo}) Cz T 2a sVE
a< fy.

Sada za «v # f3 sledi Ty, # T, pa €] < c. Zbog () i leme 38 je £ > w.

Pokazimo jo§ da T = {7, : a < &} nema Z-pseudopresek. Pretpostavimo da postoji
Z-pseudopresek, tj. da postoji P ¢ T da zasve « < , vazi P C T,,. Tada je T = w(p({T, :
< &})) # 0, kontradikcija.

Sledi T je Z-tower. O

Definicija 35. Neka ideal Z zadovoljava uslov (x). Tada definis$emo
t7 = min{|T|: T C I je I-tower}.

12.3 Regularnost t;. Nejednakost p7 < t7
U daljem tekstu pretpostaviéemo da ideal Z zadovoljava uslov (x).

Teorema 62. Ako je (T, : a < &) I-toweri ¢ : ( — £ rastuCe, kofinalno preslikavanje,
onda je (T, : 0 < () I-tower.

Dokaz. Za d < 0 < (je p(8) < ¢(d1), pa prema lemi 40 (b) vazZi Towy 720 Ty(sy)-
Pretpostavimo da postoji Z-pseudopresek P familije (T,5) : § < €), tj. dazasvako d < ¢
vazi P Cr T y). Neka a < & Zbog kofinalnosti postoji § < ¢ da a < @(d), pa T, 7D
Tp({g) 72 P, odakle I’ C7 T,,. Dakle, P C1 T, za svako « < £, kontradikcija. O
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Teorema 63. (a) tz je regularan kardinal;
(b) Postoji Z-tower tipa (tz, >).

Dokaz. (a) Neka je 7 = {T, : a < £} T-tower i |¢| = tz. Neka je ¢ : cf(€) — £ kofinalno,
rastuCe preslikavanje. Tada je 77 = {T,(5) : & < cf(£)} prema teoremi 62 takode Z-tower i
vaZi tz < of(§) < |¢] = tg, pacf(€) = tz. Dakle, kardinal t7 je regularan.

(b) Ty = {Tyy5) : 0 < tz} je I-tower. O

Teorema 64. p7 < t7

Dokaz. Neka je 7 = (T, : o < tz) Z-tower. Jasno, 7 nema Z-pseudopresek. DokaZimo
da ima Z-sfip. Neka je Ty,,...,To, € Tia > max{e; : i < k}. Tada T, C7 T, pa
Ty C1 Ta,» zai < k. Prema lemi 38 sledi (\5_, T, € Z+. Dakle, pz < [T = tz. O
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Definicija 36. Neka su A, S pozitivni skupovi. Skup S Z-cepa (engl.: splits) skup A ako i
samo ako su AN Si A\ S pozitivni skupovi.

Definicija 37. Familija S C I je Z-spliting familija ako i samo ako za svaki pozitivan
skup A postoji S € S koji Z-cepa A.

Ako vazi () onda Z-spliting familija postoji. Kao primer navodimo Z.
Definicija 38. s7 =min{|S|: S C I je Z-spliting familija}.

Teorema 65. Neka ideal Z zadovoljava uslov (*). Tada je tz < s7z.

Dokaz. Neka je x < tz. Dokazujemo da ne postoji Z-spliting familija kardinalnosti . Neka
je S familija pozitivnih skupova kardinalnosti « i neka je S = {S, : @ < & + 1} jedna njena
numeracija. Defini§imo niz pozitivnih skupova (T, : @ < &+ 1) sa namerom da skup 7; nije
Z-splitovan ni jednim S,. Zahtevamo:

(a) Akoje S < wondaTg ;D Tyt

0) T C SailiTy Cw)\ S
Neka je @ < & i neka je definisan niz (T : 8 < «) sa osobinama (a) i (b). Defini§imo T},.
Kako je || < & < tz, postoji Z-pseudopresek P familije {Ts : # < «}. Neka je n(P)
operator koji deli I” na dva pozitivna skupa. Moguce je:
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-1(P) N S, ¢ I. Tada definigimo T, = T(P) N Sq,

-7(P) N Sq € I. Tadan(P) \ S, ¢ Z i definigimo T, = 7(P) \ S,.

Tada je T, C So ili To C w\ Sy i jasno, za svako B < « vazi T, Cg Ts. Prema
teoremi o rekurziji postoji niz (T}, : o < ) sa osobinama (a) i (b). Tada za svako « < K vazi
T, Cz S ili T, Cz w\ Sy, pa T, nije Z-splitovan ni jednim S,,. Dakle, S nije Z-spliting
familija. a
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Glava 14

Ideal generisan ograni¢enim rastuéim
nizovima racionalnih brojeva

14.1 Ideal Z.

Skupovi Q i w su iste modi, tj. postoji bijektivno preslikavanje izmedu njih. Iz tog razloga,
pri razmatranju familija skupova i kardinala definisanih u prethodnim glavama, umesto skupa
w moZemo posmatrati skup Q. U ovom poglavlju posmatramo Z-madf na skupu racionalnih
brojeva.

Neka je C skup rastucih i ogranic¢enih nizova racionalnih brojeva, tj. nizova (g, : n €
N) € QY, gde vazi ¢; < q» < ... i takvih da postojia € Rdag, < a, zasve n € N.
Definisimo skup :

Ic = {1 C Q: postoji konatna potfamilija {Cy,...,Cr,} CCdalICCiU...UCp}.

Teorema 66. Skup Z. je ideal na skupu Q.

Dokaz. (11) Pretpostavimo Q € Z;. Tada postoji kona¢na potfamilija {C|,..., C,,} C C da
Q C C,U...UCC,, kontradikcija, jer su C; zai = 1,...,n ograni¢eni nizovi racionalnih
brojeva te je ograniCena i njihova unija. Jasno, Z¢ # 0, jer je C neprazno; naravno, svi konaéni
podskupovi skupa racionalnih brojeva nalaze se u Z.
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(I2) Neka su I}, I, € T¢. Tada za I, postoji konatna potfamilija {C;,...,C,:;} C C.

takvadaje I} C C; U... UC,;. Za I, takode postoji kona¢na potfamilija {C;’, ... ,C;’} Cc,
takvadaje I, C C) U...UC]. Jasno, sledi [y UL, C C{U...UC, UC| U...UC] i
{C\....,C,.C|,....C/} CC.paje, UL € T.

(I13) Neka je A C I € I¢. Tada postoji {C,...,Cx} C Ctakodavazi A C I -
CiU...UCy, pajasno, A € I

O

I nije maksimalni ideal jer recimo, w i w® nisu u Z.

Kao $to smo vec rekli skupove koji pripadaju idealu Z, zvaéemo mali skupovi, a one koji
ne pripadaju idealu zvacemo pozitivnim. Familiju pozitivaih skupova oznaticemo sa Z¢ tj.
It = P(Q)\ Ic.

Teorema 67. Svaka Z-adf je sadrZana u nekoj Zo-madf.

Dokaz. Ovo prema teoremi 52 vaZi za svaki ideal Z, pa vaZi i za Z. O

14.2  Postoje Z,-madf kardinalnosti < R ic

Prema teoremi 53 kako Z¢ nije maksimalan ideal, postoji Z¢-madf kardinalnosti 2. No
vazi i vise

Teorema 68. Za svako n € N postoji Z¢-madf kardinalnosti 7.

Dokaz. Neka je n € N. Posmatrajmo intervale Ay = (—o0,1) N Q, 4y = [1,2) N
G,....idn-t=[n-2n-1)NQ,A4, = [n—1,00) N Q. Neka je A familija tako defin-
isanih skupova, tj. A = {4; : 4 = 1,...,n}. Kako 4; zai = 1,...,n ima beskonacno
tataka nagomilavanja, sledi A; € Z, (mogli smo i ovako rezonovati: skupovi A; su gusti, a
C1 U ... UG, nije gust skup) . Jasno, vazi A, N A4,, = 0, za razliite m,n € {1,...,n},
pa je A Z;-adf. Pokazimo da je Z¢-madf. Pretpostavimo da nije Zo-madf, tj. prema lemi
36 ne vazi (10.1). Tada postoji pozitivan skup X C Q koji sa svakim elementom famil-
ije A ima mali presek. Iz jednakosti X = X NQiQ = A, U...U A, sledi da je
X=(XNA)U...U(XNA,) €I, kontradikcija. O

Lema 42. Opadajuci nizovi su pozitivni skupovi.

Dokaz. Neka je niz (a, : n € N) opadajuéi. Oznatimo skup {a, : n € N} sa V. Pret-
postavimo da je V' mali skup, tj. da postoje C,...,C, € Cda V C Ui<,, Ci- Neka
jezai (0 < n)[VNC) = V. TadaV NG odreduje podniz rastuéeg niza C;, pa je
type(V N Ci. <) = w. No, skup V N C; odreduje i podniz opadajuéeg niza V, pa je
type(V N C;, <) = w*, §to je netacno. Dakle, za svako i < nvaz [V NGl < Ry, pa
[V < ¥y, kontradikcija. 0

Koriste¢i prethodnu teoremu pokazimo sledeée.

Teorema 69. Postoji Z-madf kardinalnosti c.



14.2. Postoje T:-madf kardinalnosti <Npic 69

Dokaz. Za svako 1 € R biramo opadajuci niz (¢f : n € N), takav da je njegova granica
. Skupove elemenata tih nizova obeleZimo sa Az = {q; : n € N}. Prema prethodnoj lemi
vazi A, ¢ To. PokaZimo da za proizvoljne z,y € R, gde je # y vazi A, N A, € Ie.
Ne umanjujuci opstost pretpostavimo z < Y- Kako je z granica niza (¢% : n € N) u svakoj
njegovoj okolini, paiu (z — 1,y) se nalaze svi sem konaéno mnogo ¢élanova skupa A,.. Tada
ostaje najvise kona¢no mnogo elemenata Az vecih od y, pa je jasno, Az N A, najvise konaan
skup, odnosno

A NA, €T, (14.1)
Dakle, familija A = {A, : z € R} je Zp-adf i |A| = ¢. Prema teoremi 52 familija A je
sadrZana u nekoj Z¢-madf A* i jasno, |A*| =c. O

Teorema 70. Postoji prebrojiva Zp-madf.

Dokaz. Neka je (b" : n € N) rastui niz u intervalu [0,1) takav daje b' = 0i lim,, 00" = 1.
Neka je (a}} : k € N) opadajuéi niz u Q N [6™,6"*!) takav da je limg_,ooa = b™. Neka je
Ap ={a} :k €eN}ide =Q \ Unen 4n. Pokazimo da je familija A = {4, : n €
N} U {A,} prebrojiva Zp-madf.

PokaZimo prvo da je A Z.-adf. Kako Jje A, za svako n € N opadajuéi niz, prema lemi
42, Ay je pozitivan, tj. A, ¢ Ze. Jasno, A je takode pozitivan, jer je neograniden. Kako
su, po definiciji, elementi familije A disjunktni, presek bilo koja dva elementa je mali. Sledi,
familija A je Z-adf.

Pretpostavimo da A nije Zo-madf. Tada prema (10.1) leme 36 postoji skup B ¢ Zp, za
koji vaZi: BN Ay € Zo i BN A,, € T, za svakon € N.

Pokazimo da vazi |[B N A4,| < Ry, zasven € N. U suprotnom, ako bi vazilo |B N A,,| =
No. za neko n € N, tada bi B N A4,, bio podniz opadajuéeg niza A,, tj. B N A, & T..
Imamo da je |(B N (J,¢,, 4n)| < w. U sludaju da je |(B N Upey 4n)| < w, tj. konatan,
sledi da 3 N (J,,¢,, An € Zc. Akoje |(B N Unew 4n)| = w, onda je B N Uscw An skup
elemenata rastuéeg niza u [0,1) NQ koji konvergira | jer su u svakom od intervala (O™, 1) svi
sem kona¢no mnogo elemenata B N Upnew 4n- Pa je ponovo B N Unew An € Ze.

Sada imamo
B=BnQ=Bn({J 4UAx) = (Bn |J 4)U(BNA) € L, (14.2)
necw new
kontradikcija. Dakle, familija A je Z¢-madf. : O

Primer 20. PokaZimo da prebrojiva Z;-adf koja se sastoji od odozdo ogranitenih opadajuéih
nizova nije Z-madf.

Nekaje {(ak :keN):n e N} Z¢-adf koja se sastoji od odozdo ograni¢enih opadajucih
nizova u Q. Skupove elemenata tih nizova ozna&imo sa Ap,m € Nt A, = {af : k € N}
Neka je A = {A,, : n € N}. Prema lemi 42, Ay, su pozitivni.

Pokazimo da A nije Z¢c-madf. Neka je, zan € N, ar, granica opadajuceg niza A,,. Prema
(10.1) leme 36 dovoljno je naéi pozitivan skup Ciji je presek sa svakim A,,, zan € N mali.
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Neka je y € R\ {ay, : n € N} i{(q, : n € N) proizvoljan opadajui niz racionalnih brojeva
koji konvergira tacki y. Oznacimo skup elemenata tog nizasa A = {q, : n € N}. Prema lemi
42, skup A je pozitivan, tj. A ¢ Zc. Pokazimo da za svako n € N vazi A N A, je konacan
skup. Razlikujemo dva slucaja. Prvi, kada je a,, € (—o0,7) i drugi kada je a, € (v, +00).

Neka je u prvom slucaju € < v — a,. Kako je A,, skup ¢lanova opadajuéeg niza koji
konvergira a,,, u svakoj okolini, pa i u okolini (a, — €,a, + €) se nalaze svi sem kona¢no
mnogo elemenata skupa A,,. Sledi da je A N A, najvise konacan, pa tako i mali skup.

Neka je u drugom slucaju e < a,, — 7. Kako je A skup ¢lanova opadajuéeg niza koji
konvergira tacki -y, u svakoj okolini, pa i u okolini (v — €, + ¢€) se nalaze svi sem konacno
mnogo elemenata skupa A. Sledi da je A N A, najvise konacan, pa tako i mali skup.

Posledica 12. p7, = a7z, = N;.

Dokaz. Direktno iz posledice 11 i teoreme 70. O
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Ideal generisan ogranicenim rastucim i
opadajucim nizovima racionalnih
brojeva

15.1 Karakterizacija ideala Ic,uc,.

Neka je C,, familija svih rastuih i ograni¢enih nizova racionalnih brojeva, a C,- familija
svih opadajucih i ograni€enih nizova racionalnih brojeva. Defini§imo skup

Ze,ue,. = {I € Q : postoji konatna potfamilija {Cy,...,C,} C C, UC,-dal C
ciu...u Cn}

Teorema 71. Skup Z¢, ¢, . je ideal na skupu Q.

Dokaz. (I1) Pretpostavimo Q € Z¢,uc, . - Tada postoji konagna potfamilija {C1, ..., C;,} C
CuUC daQ C Cy U...UCy, kontradikcija, jer su C; zai = 1,...,n ograniéeni rastui ili
opadajuci nizovi racionalnih brojeva, pa je njihova unija ograni¢en skup. Jasno, Ie,uc,. 0
jer je C,, U C,,~ neprazno; naravno, svi konagni podskupovi skupa racionalnih brojeva nalaze
uZe, UC,,* -

(I2) Neka su I,,I, € Ic,uc,.. Tada za I, postoji konaéna potfamilija {C1, ..., CL}
C CyUC,, takvadaje I} C CJU...UC}. Za I, takode postoji kona¢na potfamilija
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{C{’,....C”}CC UCW*,takvadaJebCClU .UCY. Jasno, sledi UL, C ClU...U

C,uClu...uC/i L L O CCy qu ypaly Ul € Ze,uc,.-
(13) Nel\a je A C I E ZCuUCw- Tada postoji {C}...Ck} C C, UCy- tako da vaZi
ACICC U...UCy, pajasno, A € I¢c,uc,.- O

Opet, skupove koji pripadaju idealu Z¢,uc,. zvacemo mali skupovi, a one koji ne pri-
padaju idealu zvaéemo pozitivnim. Familiju pozitivnih skupova oznaciemo sa Ic ue, 4

IaUCw~ —_ P \IL[‘,UCW-« .

Teorema 72. Svaka Z¢ . -adf je sadrzana u nekoj Zc,, uc,,. -madf.

Dokaz. Kako prema teoremi 52 ovo vaZi za svaki ideal I,vaziizaZc,uc,. - 0O

Teorema 73. I € Z¢,yc,. ako i samo ako je I ograniten skup i ima kona¢no mnogo taCaka
nagomilavanja u R.

Dokaz. (=) Nekaje I € I¢,uc,.- Tadaje I C C1U...UCy, gde {Cy,...,Cp} CCLUC
Jasno, I je ogranien kao podskup kona¢ne unije ograniCenih skupova.

Prema teoremi 8iz I C C U...UCysledi I' C (CLU...UCy,) C C{U...UC; ikako
je za skup C € C,, U C,- jedina tatka nagomilavanja granica odgovarajuceg niza imamo da
ie I' konacan skup.

(«<=) Neka je skup I ogranicen i neka ima konacno mnogo tacaka nagomilavanja, tj. I C
{a,b)i1' = {t|,..., t,}. Ne umanjujuci opStost pretpostavimo | < ... < tp. Posmatrajmo
interval (a, t{). Ako bi skup I N {a,t) bio konacan, izaberemo niz iz C,, koji sadrZi te tacke.
Ako je I N (a,t;) beskonatan, pokaZimo da je I N (a, t;) dobro ureden skup.

Pretpostavimo da nije dobro ureden. Tada prema teoremi 4 postoji opadajui niz (z; : i €
N) &ija je granica a < x < #;. Jasno, = je tatka nagomilavanja skupa I, kontradikcija, jer je
t, najmanja tatka nagomilavanja skupa /.

Kako je 1N (a. ) dobro ureden i beskonaCan, on je tipan, gde jew <7 < w;. PokaZzimo
da je 7 = w. Pretpostavimo da je > w. Tada je I N (a,t;) = {qa : @ < n} gde vazi o <
ako i samo ako ¢, < ¢. Sada imamo da je g, < ), ali onda postoji taCka nagomilavanja
koja je manja od ili jednaka q,, < #1, §to je netacno. Sledi 7y = w, pa je I N (a, ;) skup tacaka
rastudeg niza koji konvergiraka ¢, te I N (a t1) € Cy-

Posmatrajmo sada interval I N (¢, % ‘“ bil) U slucaju da je konacan, opet izaberemo
niz iz C,, koji sadrzi te tacke. Ako je beskonacan, pokaZimo da je inverzno dobro ureden.
Pretpostavimo da nije inverzno dobro ureden. Tada prema teoremi 4 postoji rastuci niz
(y; - i € N) ¢&ija je granicay < t2 i, < y. Jasno, y je tatka nagomilavanja skupa [, kon-
tradikcija, jer izmedu f] i t » nema tacaka nagomilavanja. Kao u prethodnom pasusu pokazuje
se da je skup I N (¢, 1F2) = {q}, : n e w} = C] tipaw™.

Ponavljajudi postupak zasvakit;,1=1,...,ndobijamo I C C; U...UC, U...C{U

. UC,, gdesuC;,Cl € CuUCy~,zam < n. O
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15.2  Kardinalnost 7 ¢ ,-madf. Neprebrojivost 0o .

Teorema 74. Postoji Z¢, . -madf kardinalnosti ¢ = 2%.

Dokaz. Za 1, y € R definigimo relaciju ~ na slede¢i nagin
z ~yakoisamoakoz —y € Q.
Sledeca dva stava ée nam koristiti u dokazu.

Stav 1. (a) Relacija ~ je relacija ekvivalencije;
(b) Klasa ekvivalencije [z] = { + ¢ : ¢ € Q}, gde je x € R, je gust skup u R.

Dokaz. (a) Trivijalno.

(b) Neka a,b € Ria < b. Pokazimo da postoji y € [z], takavdajea < y < b. lza < b
sledi @ — 7 < b — . Tada postojiq € Qtakavdaa —z < ¢ < b— z, a onda jasno, vaZi
a < q+x < b. Kako je z + g € [z] sledi tvrdenje. =]

Stav 2. Skup Q se moZe razbiti na prebrojivo mnogo malih skupova tako da je unija svake
beskona¢ne potfamilije pozitivna.

Dokaz. Klasa ekvivalencije iz stava | imamo kontinuum mnogo i neka je C%, o < ¢ jedna
numeracija familije klasa ekvivalencije. Jasno, vazi R = Uacc €% Nekaje {¢" : n € N}
jedna numeracija skupa Q koja je injektivna. Za n € N biramo rastuéi niz realnih brojeva
(z} : k € N) koji konvergira ", takav da su elementi niza iz klase C", dakle (zp -k €N) €
(C™)N. Kako su klase C" disjunktne i skupovi elemenata nizova su disjunktni. Oznagimo te
skupove sa T;, = {z} : k € N}. Nekaje L = (J, ey T

PokaZimo da je L gust, prebrojiv, bez krajnjih tataka. Da je L prebrojiv, sledi iz &injenice
da je prebrojiva unija prebrojivih skupova prebrojiva, tj. |L| = |Upen Inl = Ro. PokaZimo
daje L gust. Nekasuz,y € Liz < y. Tada postoji ¢ € QN (z,y), pa postoji i ny € N da je
q = q"°. Prema konstrukciji postoji niz (z};° : n € N) koji konvergira ¢, a kako konvergira,
za svako € > () postoji kg takvo da za svako k > kg vaZi 3° > z, tj. 2}° € (z,y), odnosno
x < xp® <yixz® € L. Kako je skup L neogranigen, on je bez krajnjih tataka.

Kako je L prebrojiv, gust, bez krajnjih tataka prema teoremi 6 postoji izomorfizam f :
L — Q. Tada direktne slike f[77,] = T,, n € N, &ine razbijanje Q. PokaZimo da elementi
T, n € N Cine rastuci ograniCen niz, tj. T, € Z¢,zan € N. Neka 7,14 € T/, i 1, < 3.
Kako je f izomorfizam, vaZi f(z,) < f(xs), pa je niz u T, rastuéi. Neka je " < ¢*. Kako
je ¢" granica niza elemenata iz T}, a ¢' elemenata niza iz T}, sledi da u skupu T} postoji z}
takav da je ¢" < 7t < ¢'. Nekaje z? € T,. Kako je f izomorfizam iz =" < xh sledi
f(zl) < f(2L). Kako je 27 proizvoljno izabran sledi da su svi elementi niza T, ograniceni.

Dakle, za svakon € Nvazi T, € Ic,uc,.» 2 Upeps Tn € Ze,uc,. » 2a svaki beskonagan
skup M C N, jer ima beskona¢no tagaka nagomilavanja. a

Prema stavu 2, skup QQ moZemo razbiti na prebrojivo mnogo malih skupova 7,,, n € N
Cija je unija svake beskona¢ne familije pozitivna. Neka je A C [w]* madf i || = c. Za svako
A € Adefinisimo B4 = UneA T, Jasno, skupovi B4 su pozitivni. PokaZimo da je presek
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dva proizvoljna, tako definisana skupa mali. Neka je A;, Ay € Ai A; # Ay. Kako je A
madf, sledi da je A; N Ay konacan skup. Sadaimamodaje B4, N By, = UI’I.E.’hﬂ:‘\g T,, mali
skup kao konacna unija malih skupova. Dakle, {Ba : A € A} je I, uc, . -adf kardinalnosti
c.

Prema teoremi 52 familija { B4 : A € A} je sadrZana u nekoj Z¢,,c,. -madf A* i jasno,
|A* = . O

Egzistenciju prebrojive Z¢-madf pokazali smo u teoremi 70. Da prebrojiva Z¢, ¢, . -adf
ne moZe da bude T, ¢, . -madf kazuje nam sledeca teorema.

Teorema 75. Prebrojiva Z¢,, ¢, . -adf ne moze da bude I, uc,,« ~madf.

Dokaz. Neka je familija A = {4, : n € w} ¢, uc, . -adf. Posmatrajmo dva slugaja.

(@ M = {n € w: |4, < Ny} je beskonatan, gde je A, izvod, tj. skup svih
taCaka nagomilavanja skupa A4,,. Kako za svako n € M, skupovi A4, imaju konacno tataka
nagomilavanja i A, € I¢,uc,., prema teoremi 73 sledi da su A4,, neograni¢eni skupovi. Nu-
meriSimo skup M = {n : k € N}, daiz k < sledi ny < my. Biramo q; € Q,k € N, takve
da vazi:

(7) 4k € An,k \ Un<nk Ans

(i) |ge] > F.

Vazi An;.. \Un<n;.. Ay, = Ank \ (Ank nUn<nk An) = Ank \Un<nk (Ank nAn) §Z IC“,UC“,. JJer
Je kona¢na unija malih skupova mali skup te i ograniCen, tj. |, <n(An, N An) € Ie,uc,.
Zbog neogranicenosti Ay, je Ay, \ U A,, neograniten skup, pa postoji ¢ takav da je
2 ki VIS A”k- \ Un<n.k. A"‘

Defininidimo skup S = {q; : k € N}. Prema uslovu (47) i teoremi 73 skup S je pozitivan
jer je neograni¢en. Pokazimo da ima mali presek sa svakim A,,,m € w. Neka je m € N.
Tada postoji k € N takav da vazi ng > m. Zal > k vaZiny > ng, akako g € 4, \
UK”, A sledi g € Ay,. Dakle, A, NS C {q,...,qk—1} paje kao konacan skup i mali.
Prema (10.1) leme 36 familija A nije Z¢, ¢, . -madf.

(b) Neka je M = {n € w : |A]| < No} konatan. Ne umanjujuci opstost neka je
M={0,1,....,m}.

U nastavku dokaza pokazimo da vaZe sledece tri leme.

n<ng

ik

Lema 43. Za svaku tacku iz izvoda nekog pozitivnog skupa postoji rastuéi ili opadajuéi niz
u tom skupu koji joj konvergira.

Dokaz. Neka je + € A’. Pokazimo da vazi

Ver>0((t—e,t)NAF#D) V Ve >0 ((1t+ex) NA#D) (15.1)
Pretpostavimo suprotno, tj. da vaZi

Jey >0((t—e,t)NA=0) A T2 >0 ((t,t+e) NA=0). (15.2)

Tada (t—ey, t+e2)NA\{t} = 0, kontradikcija, jer t € A’. Dakle, vaZi (15.1). Neka sve desne
okoline tacke t seku skup A. Izaberimo tacke b,,,n € N na sledeéi nadin: b, € (t, t+e9)NA,
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by € (t, min{b;,t + i—}) NA,... by € (t,min{b,_;,t+ %}) N A. Sledi (b, : n € N) je
opadajuci niz i zbog |b,, — | < % sledi lim,, oo, = t. Ako sve leve okoline tacke ¢ seku
skup 4, slicnom konstrukcijom dobi jamo rastuci niz koji konvergira tacki . O

Lema 44. Neka je . > m. Tada za sve sem konagno mnogo ¢ € Ay, postoji niz (g} : k € N)
koji konvergira tacki #, takav da g} € 4, \ (4; U...UA4,_, U {t}).

Dokaz. PokaZimo da za sve sem kona&no mnogo taCaka t € AJ, vazi
HQQEAS«%)ﬂtAVkENW<noh¢Aw«%#ﬂ) (15.3)

Pretpostavimo suprotno, tj, postoji beskonacan podskup T skupa AJ, takav da ni za jedno
t € T ne vazi 15.3, odnosno da za svako ¢ € T vazi

V{gr) € AS(((M) —»t=>3JeNJi<nge AU {t}). (15.4)

Kada bi {¢; : & € N} n (J; <nAi U {t}) bio konaan skup, izostavljanjem kona&no
Clanova niza (qk) dobili bismo niz koji ne zadovoljava (15.4); zato iz (15.4) sledi

Viak) € Ay ((ar) = ¢t = Hax - k € N} (| 4i U {#})] = Ro). (15.5)

i<n

Dakle, za svaku tacku t € T va3i

Har) € A7 (96) = tAko € NVE > ko g € | A; U {1)). (15.6)

i<n

Pokazimo da vazi
TC|J4in4,). (15.7)

i<n

Neka je t € T. Prema lemi 43 i 15.3 postoje rastudi ili opadajuci niz (gx) € Al i prirodan
broj ko, takavi da (g;) — ¢. Prema (15.6) postoji ko takavdaqr € AgU...U A,_, U {t},
zasve k > ky, pa zbog monotonosti g € A; U...U A,,_y. Jasno, postoji iy < n takav da je
|Aip N {gr : k € N}| =Ry. Nekaje K = {k e N: q € Ay} Niz (g : k € K) je podniz
niza (gx : k €N)i(gy: k€ K) — t,pajeonniziu 4, iu Ay, dakle i u A;, N A,,. Sledi
t je tatka nagomilavanja A4;, N Ay, odnosno ¢ € Uicn (Ai N A,)', pa vazi (15.7). Skupovi
A; N Ay, su mali, pa prema lemi 73 imaju konacno tacaka nagomilavanja, dakle i kona¢na
unija izvoda {J;,,(4; N A,)" je konatan skup. Imamo da je desna strana (15.7) konacan, a
leva beskonacan skup, kontradikcija. O

Lema 45. Ako za niz (g : k € N) vaZi limg_00qk = t i gx # t onda on sadrZi ili rastuéi ili
opadajuci podniz.
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Dokaz. PokaZimo da za niz (g, : k € N) za koji je limy_, ,oq = ¢ vaii:
Ve>0((t—e,t)N{gr: k €N} #B) V Ve>0((t,t+€)N{ge: k€ N} #0). (15.8)
Pretpostavimo suprotno, tj. da
Je; >0 ((E—er, )N {ge: k €N} =0) A Jea > 0 (1, t4+e2)N{qs : k € N} = 0). (15.9)

Neka je € =min{e;, €3 }. Tada je iz (15.9) (£ —€,£+€) N {qx : k € N} C {¢}. kontradikcija
sa limg_yooqi = t.

Dakle, razlikujemo dva slucaja:

(i) Ve > 0 (t —e,8) N {qr : k € N} # (. Tada rekurzivno definiemo {k; : j € N}
na sledeci natin ky = min{k : g, € (t — 1,t)}, ky = min{k > k| : ¢ € (max{t —
TL‘! Ak, }7 f’)}* T kn-H = mm{k >k : qk € (max{f - nL.Ha qkn}’t)}‘ Jasno, Depsy = Gk, [
kn+1 > ky. pajeniz (gy; : j € N) rastuéi i konvergira tacki .

(11) Ve > 0 (¢, 2+ €) N {qx : k € N} # (. Sli¢no kao pod (i) dobijamo opadajuéi niz. O

Nastavljamo sa dokazom teoreme 75.

Definisimo skupove 5™, zan > m, na slede¢i na¢in. Prema lemi 44 postoji t™+! ¢ AL
i postoji niz {gp"*' 1 k € N) € (Amy1\ (41 U...U A, U {t}))N koji konvergira tacki #+1.,
Prema lemi 45 postoji rastudi ili opadajuéi podniz (q;:':“ : j € N) koji konvergira #"*1.

Sada imamo S ! = {q;,';“ :j € N}
Prema lemi 44 postoji #™*% € A}, o\ {t™ "'} i postoji (¢7"*? : k € N) € (Ap42\ (41U
U4 U{th)N da (q,’;;'” : j € N) — ™2, Prema lemi 45 postoji podniz tog niza tako
da (q/,’f’;’r2 : J € N) koji konvergira ¢+, Sada imamo §™+2 = {¢"*2 . j € N}. Postupak

" ]

nastavljamo i dobijamo S™+3, §m+1 Obelezimo skup S = Unsm S Pokazimo da je S
veliki i da sa svakim A,,,n € N ima mali presek. Kako ima beskona¢no tataka nagomilavanja
skup S je veliki prema teoremi 73. Neka jes € {1,...,m}. Kako je 4, N S = (I, sledi da
skup S sa svakim A,. 1 EA{I,...,m} ima mali presek. Neka je sada j > m. Zai > j
iz konstrukcije skupova S sledi S* N A; = @, pa imamo AinS = AN (Uism S =
Uisin A4 NS = ULy 408 C UL, S Kako su St prema teoremi 73 mali
skupovi, sledi da je skup A; N S mali, kao podskup kona¢ne unije malih skupova. Prema
(10.1) leme 36, A nije Zc, uc,,. -madf. 0O

Teorema 76. Svaka prebrojiva familija pozitivnih skupova sa Icwuc;,,—sﬁp ima Zc,uc, . -
pseudopresek.

Dokaz. Nekaje P = {P, : n € w} familija pozitivnih skupova sa Z¢,c,.-sfip. Kako
el DNk D...DPnNn...Nn P, moiemo pretpostaviti P} D I D ... D P,.
Posmatrajmo dva slucaja.

(@) Skup M = {n € w: |P;| < Ny} je beskonacan, gde je P! skup tataka nagomilavanja
skupa I’,. Kako za svako n € M, skupovi P, imaju konacno tacaka nagomilavanja, a
P, & Ic,uc,. . prema teoremi 73 sledi da su P, neograniceni. Nadskup neogranienog skupa
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je neogranicen, pa sledi da je I, neogranicen, za svako n € w. Kako su neogranieni za
svako n € w izaberimo g, € P,, takav da jelqn] > n. Oznatimosa S = {gn : n € w}. Skup
S je neograni¢en, dakle prema teoremi 73 vazi S -4 Zc,uc,,.. Pokazimo da je S e ue,. -
pseudopresek familije P. Neka jen € w. Skup §\ P, C {a,--- gn-1}. paje S\ P, €
ICWUC“,* s tj~ S gi’(:wucw* b,

(b) Skup M = {n € w: [P}| < Ny} je konacan. Ovaj slucaj je nemoguc jer ako za neko
k skup P, ima kona¢no tadaka nagomilavanja onda i svaki Pyy;,% = 1,2, ... ima kona&no
tacaka nagomilavanja. a

Posledica 13. w <pz, . <e¢

Dokaz. Direktna posledica teoreme 76. a



Glava 16

Ideal nigde gustih skupova

6.1 7, ,-madf

I u ovom delu posmatramo topolo$ki prostor (R, Oyp), tj. realnu pravu sa uobi¢ajenom
iopologijom. Baza uobicajene topologije je familija svih otvorenih intervala.

Akoje (X, O) topoloski prostor, skup S C X je nigde gust ako i samo ako vazi IntS = ).

Neka je skup Z,, ,. definisan na slede¢i nacin

Zng ={I CQ: Intl = B uprostoru (R, Opep)}-

Teorema 77. 7, ,. je ideal na skupu Q.

Dokaz. (11) Q & I, jer je IntQ =IntR = R. Kako su konaéni skupovi u Z, ., sledi
Zy.g # 0. :

(I2) Neka su 1,,I, € 7, 4. Tada vaZi Intl; = 0 i Intl, = (). Prema teoremi 9 vaZi
IntI; U I, =Int(I; UL). Pokazimo da je Int(T; UTy) = §. Pretpostavimo da je Int(T; UT,) #
(). Tada postoji interval (a,b) C I} U Iy, pa (a,b) \ I C I;. No (a,b) \ I, je otvoren skup,
pa kako je Int]| = §, sledi (a,b) \ I, = 0, tj. (a,b) C I, odakle Intl; # @, kontradikcija.

(I3) Neka je A C I € I, ,.. Kako je IntI = {, prema teoremi 9 vaZi IntA CInt] = §). pa
AcT,,. 0

Opet ¢emo skupove koji pripadaju idealu Z,, ,. zvati mali skupovi, a one koji ne pripadaju
idealu zvacemo pozitivnim. Familiju pozitivnih skupova ozna¢icemo sa 7, , %, tj. L, =

78
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PQ\I.,.

Teorema 78. Svaka 1, 4.-adf je sadrZana u nekoj 1y 4.-madf.

Dokaz. Ovo prema teoremi 52 vaZi za svaki ideal Z, pa vaZi i za Tog. O

16.2 Postoje 7, , -madf kardinalnosti < X, i ¢

Teorema 79. Za svako n € N postoji 1,.g.-madf kardinalnosti n.

Dokaz. Neka je n € N. Posmatrajmo intervale 4; = (—~00,1) N Q, 43 = [1,2) N
Q... An1 =[n-2,n-1)NQ, A, = [n—1,00)NQ. Neka je A = {Ai:ie{l,...,n}}.
Kako Je IntA; # 0, sledi A; & T,,.. Jasno, vazi 4; N A; =0, zarazli€ite 4,5 € {1,...,n},
pa je A 1, ,-adf. PokaZimo da jei I, g.-madf. Pretpostavnmo da nije Z,, 4. -madf. Prema
36 ne vazi (10.1), tj. postoji pozitivan skup X C Q koji sa svakim elementom famil-
jje A ima mali presek. Iz jednakosti X = X NQiQ = A; U...U 4, sledi da je
X=(XNA))U...U(XNA,) € I, kontradikcija. O

Teorema 80. Postoji prebrojiva Z,, , -madf.

Dokaz. Neka je A = {A, : n € N}, gde je A, = QN [n,n + 1) zasve n € Z. Kako vazi
IntA, = (n,n + 1) imamo A4, € T,, ..

Pokazimo da je A T, ,.-madf. Jasno, je da je I, ,.-adf jer su joj elementi pozitivni, a
presek bilo koja dva prazan, pa tako i mali skup. Da bi bila Z,,, .g.-madf pokaZimo uslov (10.1)
leme 36. Neka A ¢ I"‘ . tj. IntA # Q. Tada postoji interval (a,b) CIntA C 4, gde su
a,b € Q. Za svaki mterval pa tako i za (a, b) postoji n € N da (a,b) N (n,n + 1) # §. Kako
je presek dva intervala, interval oznagimo (a,b) N (n,n + 1) = (¢, d). Jasno, sledi (¢, d) C 4
i (¢,d) C A,. Pokazimo AN A, & Z,,,.. Dovoljno je pokazati

(c,d) C AN An (16.1)

VaziAN A, = ANQN(n,n+1) = AN[n,n+1),pase(16.1)svodina (c,d) CAN[n,n+1).
Neka je z € (c,d). Kako je (¢,d) C A, postoji niz {ax : k € N), gde su a; € A,

koji konvergira tacki z. Tada postoji kg € N, tako da za svako k > kg vaZi a;, € (c,d), pa

ar € AN[n,n+1),pajex € AN[n,n+ 1). Dakle, vaZi (16.1). O

Da bismo utvrdili egzistenciju Z,, , -madf kardinalnosti ¢ navedimo tri pomoéne leme.

Lema 46. Neka je skup D C Q gust u R. Tada postoje gusti, disjunktni skupovi D’ i D",
takvidaje D = D' U D".

Dokaz. Skup Q Uv/2 Q je gust kao unija dva gusta skupa. Takode je prebrojiv i bez krajnjih
tataka. Prema teoremi 6 postoji izomorfizam f : Q Uv/2 Q — D. Oznagimo direktne slike

flQ =D"if[V2Q] = D".
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Pokazimo da je skup D' gust u Q (ili u R). Neka su p,q € Q i neka vaZi p < ¢. Kako je D
gust u Q, postoji d;.ds € Dip < d; < dy < q. Razlikujemo slucajeve:

(a)d, € D'ilidy € D'. Tadaje D' N (p,q) # 0.

(bydy & D'idy ¢ D'. Tada dy,dy, € D", pa postoje ry,ry € Q da vazi r < 7y
i f(V3r) = dy i f(V2ry) = dy. Tada postoji 7 € (V2r,V2ry) NQ. pa f(r) € D'i
d; < f(r) < dy, te ponovo D' N (p, q) # 0.
Sli¢no D" je gust u Q. O

Lema 47. Ako su skupovi Ag. Ay,... gustiivaziQ D Ay 2 A; 2 ..., onda postoji gust
skup A takav daje A Cz, , Ap,zasven € w.

Dokaz. Nekaje Q@ = {¢" : n € w}. Zan € w biramo niz (r : k € N) € A} koji je
rastuéi i konvergira ¢". Neka je M, = {r} : k € N} i A = Upew Ma- Jasno, A = R. tj.
A je gust. PokaZimo da za svako n € w vaZi A Cz,, An.ti. A\ Ay € I, Kako vaii

A\ Ap = Unen Mn\ An = Upcn Mim \ An C Um<n M. a Um<n Mm je nigde gust, tako
jei A\ A, nigde gust, tj. A\ Ap €Ly 4. O

Lema 48. Postoji familija gustih skupova {4, : ¢ € <2} da vaZi
p<tPp=>A,2 Ay i (16.2)
ol = A, N Ay =0. (16.3)

Dokaz. Neka je Ay = Q. Prema lemi 46 postoje gusti i disjunktni skupovi D', D" C Q, da
vazi Q = D' U D". Oznatimo Ay = D'i A; = D". Naisti natin dobijemo Ayy = (D')" i
A»iH — (DI)II’ AIO — (DII)I’ Al] — (DII)/I'

Neka su definisani A, za domy < n da vaZi (16.2) i (16.3). DefiniSimo A, za domy =
n+-1. Nekajedomy = n+1,gdejen+1={0,1,...,n}. Tadazap = ¢ | n je definisan
A,. Prema lemi 46 postoje gusti i disjunktni skupovi D' i D" da vazi A, = D" U D".
DefiniSemo A,~g = D' i Ay~ = D". Jasno, vaZi (16.2). Pokazimo da vaZi (16.3). Neka
je @) L. Tada postoji n € w takvo da je ¢y [p, = ¥ [, = 1. Tada je pi(n) # ¥ (n). Ne
umanjujuéi opstost pretpostavimo ¢y (n) = 0111 (n) = 1. Jasno, Ay, ~p N A,~1 = . Kako
je Ap, C Ap~o i Ay, C Ay~ sledi 16.3. ' O

Teorema 81. Postoji Z, 4 -madf kardinalnosti c.

Dokaz. Neka je {A, : ¢ € <“2} familija iz leme 48. Neka je f € “2. Prema lemi
47 postoji Aj ¢ I, dajeispunjeno Ay Cgz, , Afn, za svako n € w. Neka je skup

= {A; : f € “2}. Kako je kardinalnost skupa “2 ¢, skup A je takode kardinalnosti c.
Poka21mo da je A I,, ,-adf. Nekasu f,g € “2 razliCiti elementi skupa “2. Tada postoji
ng takvo da da vaZi f | noLg [ no. pa Asipg N Aginy = 0. Tada Ap \ Appn, € Ly i
A, \Ag[no €14 Sledi AfNA; = Af \Af[nn U Ag \ Aging € Ing.- Dakle, A je I,,,,,g_—adf
kardinalnosti ¢. Prema teoremi 52 postoji Z,, 4. -madf kardinalnosti . O
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