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o. 

UV011 

Rad "Nestandardna analiza u teoriji modela, topologiji 

i teoriji mere" se sastoji iz 6etiri dela 

U uvodnoj nultoj glavi se definige nestandardni univerzum. 

Posmatraju se proizvOljni a  elementarno ekvivalentni modeli 

standardne nadstrukture Nad/S/ i konstruieu 0G-zasieeni i poll- 

zasiOeni modeli i to na naOin koji , po svom stilu , nije uobiCa-

jen . Naime , definigu se pojmovi b-formula i b-tipova,a zatim 

uvodi pojam 01:-ograni6eno zasiOenos 

realizira sve dopustive b-tipove na 

od 0C simbola konstanti . Polizasieen 

4-zasiOen za neki GL>(Nad/S/i. 
_1:(1 •4°,  
drus-oj glavi se nestandardna 

univerzuma kao modela koji 

jeziku obogsOemom sa manje 

model'je sada onaj koji je 

analiza primenjuje u teoriju 

modela . Osnovu za to eine radovi Cherlina i Hirschfelda ( [Chi ) 

i Hensona([He]) iz kojih poti6u teoreme 1 .1.2. , 1.1.3. , 1.1.5. 

i 1.1.9. .EltenttaItaprednost nestandardnih metoda nad klasiOnim 

je u tome da sada moIemo posmatrati niz formula hiperkona6ne du-

zine (odnosno koristiti neki drugi ekvivalent zasiOenosti) gto 

je i korigteno u ostalim teoremama ove 
, 

bi =Ida bio da 	, za zadani model U 

slave . Opgti zaklju6ak 

1  U ponaga kao njegov dovolj_ 

no dobar ultrastepen iii kao njegov "idealni pratilac" u smislu 

da je U elementarno ragirenje od U i da NU realizuje dosta tipo-

va nad NU ( teorema 1.1.1.) . Na kraju ove slave je dato nekoliko 

primera u kojima je pokazano kako se teoreme , koje .se ina6e mogu 

dokazati teoremom kompaktnosti , mogu efikasno dokazati kroz nes-

tandardnu analizu argumentom da se svaki standardni skup sadrIi 

u nekom hiperkona6nom . 

U drugoj glavi se posmatraju kompaktifikacije topologkih 
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prostora . Stroyan (M) je pokazao da se Wallmanova kompaktifi- 

kacija topolakog prostora X mote dobiti kao faktor-prostor X/r 

za neku relaciju ekvivalencije r u *X i za odredenu topologiju u 

*X Robinson ([RO] ) i Hirschfeld ([ll]) su posmatrali kompakti- 

fikacije grupg i prstenovg . U ovoj glavi dokazujemo da se svaka 

'22 kompaktifikacija mote dobiti kao NX/r . Kratko se diskutira 

pitanje:za koje je relacije ekvivalencije r faktor-prostor NX/r 

kompaktifikacija od X U vidu primera se daju nestandardni do-

kazi teorema Banach-Alaoglua , Alexandera i drugih . 

Treea glava je posveCena proizvodima unutragnjih prosto-

ra sa € - kona6no aditivnom merom . Posle izlaganja poznatih rezul-

tata o konaOnim proizvodima prostora , posmatraju se beskona6ni 

proizvodi . Dokazuje se da nula-jedan zakon vaH i u nekoj sairoj 

algebri nego 6to je algebra posmatrana u klasionom sluOaju to 

teoreme . 

Na kraju bih se najsrdaCnije zahvalio Radetu T. Lvalje-

viOu na vrlo korisnim savetima i uputama prilikom pisanja ovog 

rada kao i prof. H.I.Milleru na nesebiOnoj podr6ci . 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Ci LAVA 

0.1. Nadstrukture  

Neka je S bilo kakav skup oije Oemo elemente nazivati 

praelementima ,  iii atomima  jer demo pretpostaviti da nemaju 

elemenata tj. smatraCemo da relacija pripadanja izmedu 

nata skupa S i njihovih elemenata nije definisana. 

Nadstruktura  iii superstruktura  nad S u oznaci Nad/S/, 

se definige ovako : 

za nE N definigimo S o= S 	Sn+ 	nU  P/Sti 	P/X/-par- 

titivni skup skupa X) i na kraju 

Nad/S/ S 
nEN n  

Nad/S/ se mo'ie smatrati modelom jezika L=tE, a : a E Nad/S/1, 	• 

;de je E binarna relacija koja se u Nad/S/ interpretira kao 

obi6na relacija pripadanja i a konstantni simboli interpre-

tirani u Nad/b/ kao a , pa se ponekad naziva standardnim 

modelom . Ako se za S uzimaju razliCite matematieke strukture, 

recimo skup realnih brojeva topologki prostor , prostor sa 

merom i sliOno , tada je jasno da Nad/S/ sadr'Zi skoro sve gto 

se obi6nim operacijama teorije skupova moe izgraditi poCevgi 

od S . To zna6i da ako su x,yeNad/S/ tada je i fx s yleNad/S/, 

cx,y,)' e  Nad/S/ 	U e E  Nad/S/ 	xx y E Nad/S/ itd... 
eex 

Formula jezika L sa ograniCenim kvantifikatorima tj. for-

mule u kojima se kvantifikatori pojavljuju u obliku kgxey) nazi- 
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vamo o formulama . 

Na6 je zadatak da posmatramo proizvoljne modele p o  ele-

mentarno ekvivalentne nadstrukturi Nad/S/ , koje oemo zvati 

nestandardnim  modelima ukoliko ovi nisu izomorfni sa Nad/S/. 

Dakle neka je 

U 
A

Nad/S/ 

Interpretaciju simbola E u U 	oznaCimo sa Eu 	a interpreta... 

ciju konstante a u U oznaCimo sa la . UoCimo podmodel V 

od U definisan ovako : 

	

V = ix E U 	,,K3nEN) j  x Eu  iSu  

Skup svih interpretacija konstanti iz L ozna samo sa IC tj. 

IC = t ia : a E Nad/S/ 

Vidi se da je 	IC QV 	jer za is E IC vredi Iklad/S/ 

a E Sn 	pa zbog /1/ is E u  iSn  tj 	ia E V , tako da 

je V zaista podmodel od U . 

Lema 0.1.1,  . V je tranzitivni model tj. x Eu  c E V povlaa 

xE V. 

Dokaz: c EV povlaCi c Eu Sri 	za neko nEN N. Sada XE u 

c Eu  Sn  pa x Eu on , jer je Sn tranzitivan i vredi 

/1/ , dakle x E V . -4 

Teorema o.1.1.  Interpretacija i : Nad/S/ ----* V 	je Ao  

elementarno ulaganje a V je A0  elementarni podmodel od U. 

Drugim reama 

• 

• 
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m- 
Dokaz 	Dokailmo V -<6 0 	tj. ako je 

po  formula i c i ,... on  E V A  tada je 

V 	 ako i samo ako 	U 	plc ,, 

To eemo dokazati indukcijom po slolenosti A o  formula . Jedi-

ni netrivijalni korak je da ako /2/ vredi za formulu p tada 

vaZi i za Ox E c)p i Ox E c)p 	gde je c konstanta - 

- element od V 

Ako V tVx E c)p,(x,c i , ,ord 	tada je za bilo koji 

x E V 	x Euc & 	 ispunjeno u V pa je zbog 

, induktivne hipoteze i leme o.1.1. U t ,(}fix ap,(x, 	I cn) . 

Obrat kao i slue'aj za formulu 	(3x E c)p dobijamo analogno. 

ICa kraju je IC-4 0  U 	zbog /1/ 	.6to zajedno sa 

V -40  U 	daje 	IC <ao  V. H 

Nestandardni model U , za 6ije Cern° se postojanje uveri-

ti u narednom poglavlju , ve6 mote biti upotrebijen za razvi-

janje osnovnih pojmova i stavova nestandardne analize . Medutim 1 

 na neki naCin , "ve6taeku" relaciju pripadanja Eu  Zelimo 

zameniti "pravom" relacijom pripadanja E i uobiCajeni,naoin 

za to je primena kolapsa Mostoinkog na dotiCni univerzum Za 

to nam je 	opet potrebno da ,  E u  

-founded/ na U , 
11111••■■■■■ 

bude dobro uredenje /well- 

/2/ 

Ova tvrdnja je , u stvari poznata Cinjenica iz teorije skupova 

da su A o formule apsolutne za tranzitivne modele. 
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Definicija o.1.1.  Bjnarna relacija r na skupu A je dobro 

ureden e /well-founded/ ako svaki Xc:A ima r mini-

malni element tj. element mE X za koji je 

Jedan model elementarno ekvivalentan standardnom mode- 

lu Nad/S/ mote se dobiti pomoeu ultrastepena. 

Definicija o.1.2.  Ultrafilter D na skupu indeksa I oemo 

zvati wl  kompletnim,ako je prebrojiv presek elemenata iz D 

ponovo element iz D. U suprotnom ultrafilter D zovemo w l 

 nekompletnim ultrafilterom . 

Teorema o.1.2.  Relacija 	je dobro uredenje u ultrastepe- 

nu 	11.\Tad/S/ =U 	ako i samo ako je 	D 	w1  kompletan 

ultrafilter. 

Dokaz:  Ako je D wl  nekompletan ultrafilter onda postoji niz 

{An  : nE 	elemenata iz D koji je opadajuoi u odnosu na 

inkluziju i 6iji je presek prazan skup. Zaista,postoji opadaju- 

oi niz 	: n€ 	elemenata iz D sa 	n An = P D . 
n E N 

dada za An uzmimo Pe rlq.  . 

Moemo pretpostaviti da je Al  = I . Posmatrajmo skupove 

Ik 	Ak\ Ak4.1 	,(k EN). 	za koje vredi 

I = -U Ik keN 
I.r1I. = 0 	/iid/ 
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• 
• 

• 

• 
• 

• 

(1 	I  1  

• • 

• • 
• • 

fk  (i) = 

• 
11. 

• 

fk 

1.-- 
• 

• 

Tj. 

DefiniEdmo niz 	ifn : ne 11 	elemenata ultraproizvoda 

II Nad/S/ pomo6u tablice (gde su prirodni brojevi shva6eni preko 
D 
teorijsko skupovne definicije) 

I 	I 	13 	I 	In 1 	2 	3 	k 
	 • • •• 

(1 , 	2, 	3 	k , 94.4). I n 1 	) 

f2 
	

(1 	1 	2 1 ... k-1 1  ... I n-1 1 	) 

• • 	• 
• • 

• • 

1 	1 	,•••, 1 , • • ••, n-k, ..• ., ) 

• • 

• • 

• • 	 • 

1 	za 	14i“ 	fk(i) = i-k za i > k . 

Vidi se da ako je m <n tada je 	ti( I : fmaj E fna) 3 = 

= U Ik 	tj. 	fm 	fn  . Takode se vidi da je fm 	fn  

za 	m 	n 	Tako imamo 	fl D3- f2 	• • D3fn 	• • • 
	pa 

U nije dobro ureden. 

Obratnchi ako je 	D wa.  kompletan tada vredi Loilova 

teorema za jezik L 	Tako je LW 
 

TrNad/S/ 	 (x2 E xl 	x3 ( x2 	• • 410. ) 

	

ako i samo 

ako je 	liad/S/ 	( kl  , 	• • 	( x2  E x1  x  x3  E x2 	• • « 

6-to je nemogu6e0 pa je U dobro ureden • 
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Definicij a o.1.3. Za x E Nad/S/ 	x ( V ) 	defini6imo rang od 

x kao 	ran(x) 	EINin EN : xE Sn  (ran(x) = MINfn E N : x EuiSn  

Jasno da ako je x E y tada je ran(x)< ran(y) Zaista, ran(y):: 

n rovlasoi xE y c Sn-1 pa  je 	ran(x) n-1 	Zbog eleifientar- 

ne ekviva1entnosti isto vaZi i u modelu V • 

Nedostatak koji ima U otklanja podmodel V . 

Teorema 	Ako je U bilo kahav model elementarno ekviva- 

lentan modelu Mad/a/ tada je Cu  dobro uredenje na V . 

Dokaz : Ako su x ly EV i x Eu  y tada je prema prethodnom 

ran(x)<ran(y) pa ne moemo imati beskonaCan opadajuCi niz ele-

menata iz V . 

6ada Cern() primeniti kolaps Mos tovskog na model V . Preciz-

nije re e'eno konstruisa6emo funkciju k : V --> Nad/R o/ gde je 

Ro  = tit eV : x Eu  1S c skup svih. elemenata iz V nultog ranga, 

definisana induktivno po relaciji Eu  

Dakle ako je 	x E V nultog ranga, tj . minimalni element 

u relaciji Eu u modelu V tada defini sgimo k(x) = 

Ako smo definisali k za sve x Eu  y € V tada defini6imo 

k(y) = {k(x) : x 	y} 

Skup k(V) = {k(x) : x€V .  se moe pretvoriti u model jezika 

interpretirajuoi relaciju E kao obi6nu relaciju pripadanja 
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7. 

i simbol a kao k(ia) 

Lema oa.2. /i/ k je 1-1 

/ii/ x a  y ako i samo ako k(x)C k(y) 

/iii/ 	ran(x) = ranCk(x)) 

/iv/ k(V) je tranzitivni podskup od Nad/R o/ 

Dokaz :/i/ Neka k nije 1-1 . Uzmimo da je x o  minimalan u skupu 

fx € V : (3y E V) x y & k(x) = k(y)) . Fiksirajmo y iz to 

skupa razlieit od xo  . kako je xo  y i kako u Nad/S/ 1  pa i u V , 

vredi aksioma ekstenzije (jer je to bh o  svojstvo) po kojoj je 

skup odreden svojim elementima , to ili postoji z E a  xo 	i z Ou  

Ou  y 	postoji z fta  xo  i z Eu  y . U prvom sluCaju k(z) E 

E k(xo 	1  ) 	po definiciji kolapsa , pa k(z) E k(y) tj. k(z) = k(t) 
za neki t Ea  y . Ne mo te biti z = t jer z sta  y , odakle z 

narugava minimalnost elementa xo  . 

U drugom slu6aju je k(z) E k(y) . Nedutim k(z) 	kcxo) ' 
jer biusuprotnom bilo k(z) = k(t) za neko tsa  xo  i zgt 

gto bi opet , narugilo minimalnost elementa xo  . Odavde sledi 

k(xo) = k(y) 	gto je kontradikcija . 

/ii/ x Ea  y povla6i k(x)E k(y) po definiciji kolapsa . 

Ako je k(x) E k(y) tada je 	k(x) = k(t) za neko t Eta  y pa je 

po /i/ x = t dakle x Eu  y . 

/iii/ Ako e 	ozna6ava jedan od simbola E iii Eu  tada 

vredi 

ran(x) = sup {ran(y) : y e x) + 1 

pa tvrdenje lako dokaIemo e indukcijom . 
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8 . 

/iv/ Ako je k (x) k (V) (x E V ) i ze k (x) tada je z = k(y) 
za neko y 	x dakle 	z E k(V) . --1 

Dakleimajuei na umu prethodnu lemu vredi: 

Teorema o.1.4.  V je izomorfan tranzitivnom podmodelu super-

strukture Nad/R0/ . 

bi se postaviti pitanje 	zagto ne kolapsirati eitav uni- 

verzum 	U = TrNad/S/ , gde je D wl  kompletan ultrafilter 

na 	jer je tada 	dobro uredenje na U ? Nedutim Ita- 

da imamo 	Nad/S/ k (\ix) ( xE S o  V xEkii  V ... ) 	pa je i 

U 	(xE S o V x E S i  V 	)7 	odakle je U = V . Osim 

toga ne znamo da li postoje wl  kompletni ultrafiltri i ako 

postoji takav ultrafilter poznato je da je Nad/S/ 	U am 

je 1S1 < k 	gde je k prvi neprebrojivi merljiv kardinal . 

Korigtenje LS 0  formula i modela V 	umesto atavog 

univerzuma U elementarno ekvivalentnog sa Nad/S/ i svih 

formula jezika 	bitno ne umanjuje nagu moe izraiavanja jer 

elimo govoriti samo o elementima nadstrukture Nad/S/ . Sta 

vigfa bite korisno u daljnjem posmatrati jedan malo uzi skup 

formula nazvanih oRrani6ene iii b-formule . 

Definicija o.1.3. Lo  formula p(() 	je ograniCena iii 

b-formula ako za neki nEN vaa 
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V 	p(X) —+-3tEsn  

Najvaniji i najjednostavniji yip ocrani6enih formula je 

hada se kvantifikator 	QE.N 131 u formuli pojavijuje u obli- 

ku (QxEc) gde je c konstanta , i gde su slobodne promen-

ljive , recimo y , ograni6ene na konstante tj. y se pojavijuje 

u obliku y E c iii y c , c konstanta . 

	

'3ada Maemb:datid0finicije preslikavanja 	i osnovnih 

pojmova nestandardne analize . Podsetimo se da je i : Nad/S/--4 

V 	interpretaciono preslikavanje koje svakom aE.iad/S/ 

dodeljuje njeLovu inetrpretaciju ja€v . 

Definicija o.1.4. €• je kompozicija preslikavanja i 	i ko- 

lapsa k 
m = koi : Nad/S/ 	Nad/R0/ 

Elementi prostora k(V) se nazivaju unutragnjim ( internalnim ) 

skupovima. Unutragnja relacija , funkcija i sl. je unutragnji 

skup koji je relacija funkcija t sl. Elementi od Nad/R0/ 

koji nisu unutragnji se mazivaju vanjskim skupovima. 

Ako je a ENad/S/ tada se €(a) jednostavno pie Ka . 

Za aE 3 eemo smatrati da je Ka = a tj. SCKS . Skupovi 

(elementi) oblika Ka ( a ENad/S/) se nazivaju standardnim  

skupovima ( elementima)
)  a unutragnji skupovi koji se ne mogu /  

napisati u toj formi se nazivaju nestandardnim skupovima (ele-

mentima) . k(V) oemo jo6 oznaCavati sa NNad/S/ . 
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lo, 

S 
n 

1. standardni univerzum 

k 

t  

t 

Nad/Ro/ 	KNad/S/ 	Nad/S/ 

Nad / 
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11. 

Teorema o.1.5.(Princip prenosa) Svaki L o 	iskaz koji vredi 

u Nad/S/ ispunjen je i u NNad/S/ i obratno. 

Dokaz 	Dokaz sledi iz teorema o.l. i 0.4. H 

Fosledica principa prenosa su jednakosti N (axb) = Ka elo , 
K [f (a) = mf(ma) 	m (a,b) = (ma, Kb) 	mia,b1 = { ma, mb} i 

sliCno jer su odgovarajuoi pojmovi definabilni pomoeu 6 0  

formula. 

Teorema o.1.6. (Princip unutrakijeg definisanja ) Ako je a 

unutragnji skup 	i I' Llo  definabilna klasa u NI;ad/S/ tj. 

= x E KNad/a/ KNad/S/ 	p( x.) 3 

ode je p(x,-8) A0 	formilla sa konstantama iz NNad/S/ 

tada je 

arlI 	unutragnji skup . 

Dokaz : Ako je c = (c i ,...,cn ) tada , budu6i da je a unutra- 

kiji skup , postoji mE N tako dacl'"'' cn' 	'Sm aE 	Aksioma 

ekstentije vredi u Nad/S/. Tj. 

Nad/S/ 	E 	) ( \i-xES ) (3YE sm )(Vz sm)(z E Y 	P(z,l)Az x) 

Gornji iskaz je L1 0  pa prema principu prenosa vredi i u NNad/S/ 

tj. 
Nicad/S/ (V x ' Ǹgm  ) (4x E NSti ) (.3 Y E Nsm ) 	z E N6m ) ( z 6 y 

p( z ,1* )A z E x . 

.Ako umesto x uzmemo a tada je y = Ina . 
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12. 

Teorema o.1.6  (Princip standardnog definisanja Lkup a E 31Nad/S/ 

je standardan ako i samo ako se mote predstaviti u formi 

a 	ix E 3(1) : 	ad/S/ 	p (x, ) 1 

ade je p(x,C) ) 	Ao  formula sa konstantama iz Nad/S/ . 

Dokaz : Akoje 	a= e 	standardan skup tada je 	a =ixE ye : x=x ,i 

Cbratno ako su c i , 	l e n ,b E Sm tada formirajmo skup e kao 

e = {x E b 1adA/ k p(x,c4  
) 3 E Sm . L,ada imamo 

Nad/S/ 	(Vx S ni) (x E e ev--) x b 

Gornji iskaz je p o 	pa prema principu prenosa vredi i u 

NNad/S/ tj. 	 m m, a jer je 	a c b S m • H 
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1 3. 

b.2. 1.—zasieeni i polizasi6eni modeli  

Do sada jo6 nismo pokazali da novi model Niad/S/ nije 

izomorfan sa polaznim Nad/S/ . Meditimkonstruisa6emo takav 

nestandardni univerzum NNad/S/ koji 6e imati mnog ja6a svoj- 

stva nego 6to je obi6na neizomorfnost sa polaznim modelom. Ta 

su svojstva posedovanje mnogo idealnih elemenata i bi6e glavna 

prednost nestandardnog univerzuma nad starim. 

Definicija o.2.1. Definilimo b-tip kao bilo koji shup P(x) 

b-formula sa ne vise od jedne slobodne promenijive x . 

Pojam b-tipa je dakle , uobi6ajeni pojam iz teorije modela 

samo suZen na oL,ranieene formule.Ostali pojmovi vezani za tipo-

ve se uvode na oeekivani naein . 

Definicija o.2.2. 'Naha je 	M 	model jezika L 	i X(=M 

(IX1 <00. Cbo&aoenje modela M do jezika I x  = I Ufcx  : x e X1 

gde su c x  (xE. X ) novi konstantni simboli 	je model M 

u kome se konstante cx (x6 X) interpretiraju kao x . 10415ip 

P(x) na oboga6enom jeziku Ix  se lohalno realizuje u oboga-

oenom Oode1u M ako se svaki konaean podskup od P(x) realizu-

je u M tj. ako 2a.svaki konaoan podskup ip i(x),...,pn(x)1 

od P(x) postoji a € M tako da ,  e M pn(a) . 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Tip se realizuje ako postoji b EV: tako da je 	M p(a) za 

svako p(x) E 13 (x) . Na kraju model M jezika 1 je 4-ogra-

niCeno zasi6en , za zadani kardinal 4 	ako se za svaki 

Ic:M i svaki b-tip na 1x  koji se lokalno realizuje u M , 

realizuje u M 	Cim je I X I< 4'6 . 

Cilj ovog paragrafa je da se konstrui6e cL-oarani6eno za- 

siOen model Khad/S/ za odredene kardinale 04 Pre nego 6to 

krenemo na samu konstrukciju daeemo nekoliko ekvivalentnih de-

finicija tog pojma. 

- konaean skup A je unutrakiji skup za koji postoji 

unutra6nja bijekcija 	f : il l ...,H1 '-4 A 	gde je H E 	, 

N = 1'1 2, • • • 3 c S Binarna relacija r je usmerena na svom 

podru6ju definisanosti domA ako za svaki konaean skup {a il .. . l an Ic 

c: domA postoji takvo b tako da je (b l ai )E r za svako 

i = 1,...,n . Familija skupova je centrirana ako svaki kona6an 

podskup to familije ima neprazan presek 

Teorema 0.2.1.  Sledeee tvrdnje su ekvivalentne : 

/i/ KNad/S/ je ocranieeno 0G-zasiOen ; 

/11/ za svaku unutra6nju usmerenu relaciju r sa 	Idomr1<ol 

postoji unutra6nji objekt b tako da je za svaki a E domr 

(b,a)E r 	; 

/iii/ Ako je 	centrirana familija unutrakijih skupova mooi 

manje od a[, tada je r) A f 0 	. 
AE.F. 

Svaki od gornjih uslova povla i sledeea dva : 
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15. 

/iv/ Ako je ACNX ne obavezno unutraSnji skup sa I  AI < ciZ 

i f: A B bilo koja funkcija gde je B unutrae-

gnji skup , tada postoji unutrakje produZenje od f tj. 

unutrahja funkcija ; C --+ B (C DA) tako da je 

I A 	f  ; 

/v/ 	ako je AC:KX i t A < 0C, tada postoji 	- konaoan K 

tako da je AcKC KX . 

Dokaz : /i/ --4 /ii/ Dodajmo jeziku 1 skup C konstanti koje 

Oe predstavijati elemente iz domr i konstantu c r  za relaciju 

r . Tip 

P(x) ) 	 E cr  e)G...3c(x,c n) E cr  c ...c ECJ 1" n 

se sastoji od b-formula ( na primer (x,c)E r je isto gto i 

(3y Esn) y  = (x,c) tj. ( .]yEsn)( .3s I tE .3 1,1 )(Lxi = s 1 ix,y1 =Th 

y ={S,t}), a formule u zagradama su ooigledno b-formule i 

lokalno se realizuje u obogaeenju (ENad/S/1a)aedomr ) pa .se i 

realizuje u (NEad/S/1a) aEdomr 

/1/ 	/iii/ Ako je F centrirana familija unutra- 

snjih skupova 
	

I Fl<0( tada se , uvodeei konstante za sva- 

ki njen element , tip 	{xEA : AEF1 	lokalno realizuje u 

K17.ad/S/. 

/iii/ 	/i/ 	Ako je p(x) b-formula tada vredi 

Kilad/S/ p p(x) 44 p(x) x xE S n 	za neko nEN . ?'ako ako imamo 

b-tip P(x) na jeziku L ( IXI<g) tada je 

F =fix E NNad/S/ : NNad/3/ 	p(x)1 : p(x)E,P(x)i 

centrirana familija unutragnjih skupova', Ciji je presek nepra-

zan pa se P(x) realizuje . 

/ii/ 	/iii/ Relacija r definisana sa (x,A)Er ako 

i samo ako 	x E A 	je usmerena na familiji F l 'buduei da je 
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/iii/ 	/iv/ 	Za kona6an 

skup 	{11 	h je unutrakja funkcija 

f ranc(h)g- B 	hiiall...lanl 

Familija svih takvih skupova za 

an 1 

sve konaCne 

A posmatrajmo 

an }c:domh c: 

iall ..,anlc: 	A 

KX 

ima 

moo <0C i centrirana je . U preseku tih skupova se nalazi tra-

eno produenje r 
/iii/ --4/v/ 
	

Za konac;an 	iall ... anli ca A 	posmatrajmo skup 

{,aCKX : 	konaCan , a 	 . Familija takvih 

skupova za sve konane ial , "" anlg A 	
je centrirana 

moCi <cC iunjenom preseku se nalazi traeni m- konaCan 

skup . -1 

-.2rimedba  : U /iv/ i /v/ nisrao mogli cdbaciti uslov A e li . 

ecimo as je cC, = wo 	f {N31.1 	n 	NI; 	definisa- 

na sa f( NSn) = n . Ako bi f imala unutraSnje produZenje h 

tada bi skup 	M = 	n E NN : 	k G n )(h-2(k) E h-kk+1) 	,rao unu- 

traSnji podskup od NN koji sadrH vanj ski skup 	( to sledi 

jednostavno iz 6injenice da NNW nema minimalnog elementa , 

dakle nije unuraifinji skup , to nije unutraSnji ni skup N 

sadrco beskonaean ( E NN\N 	prirodan broj H . Lada imamo 

	

E la-kH-1) E 	E ia- kH+1) 	beskonaan opadajuei niz u NNad/S/ 

Sto je nemogu6e . 

Takode ako je K € kona6an i K .7) VS1 I 2' NS 	 tada 

NN a d/S / 	U 

	

2 NNad/3/ 	Sto je nemoL,uoe. 
K 'EK 

ada Cern() pokazati da postoje 0C +  ograniCeno zasi6eni modeli 

kardinal sledbenik od at , za cC I II . 
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Ueka je Th(ti d/0/) 	skup svih iskaza na jeziku 1 ( ne 
samo t o ) koji su ta6ni u Nad/V. PokaA6emo da postoje modeli 

od Th(Nad/S/) koji zadovoljavaju jaUi uslov nero traeni ; 

oni au +
zasiCeni u uobiaajnom smislu re6i tj. tipovi nisu ogra- 

ni6eni na b-formule. Cd njih 6emo na poznati na6in doei do tra-

enog modela. 

Definicija o.2.3.  Ultrafilter D na I se naziva d; -regu-
larnim 	za zadani kardinal OC 	ako postoji E (=D , I E = oC 
i svaki element 	a E,I 	se nalazi u najvi6e konaono elemenata 

od E . 

Za svaki kardinal 6C postoji 	-reEularni ultrafilter. 
Uzrnimo da je 	I skup svih konaenih podskupova od 0C . Sku- 

povi oblika 	a = 	: a E 13 	su centrirani i sadrsZe se 

u nekom ultrafiltru D . Za 	E molemo uzeti same skupove a 
ti. 	E = {a : 	;:ada je 	i€'6an 	ekvivalentno 
sa 	al'• • •' an E pa je D zaista 	0C -regularan . 

Lema 0.2.1,  Neka je U model jezika 	I, 	i 	I I  . Tada pos- 

toji elementarno ra6irenje W od U koje ima svojstvc da ako 

je 	XC:U 	, IXI 	i P(x) 	tip na jeziku I
x koji se lo- 

kalno  realizuje u (Ula)aEX 
	tada se on realizuje u (14,a) ac .  1 

Dokaz : Neka su 	I1 , 12 , ... 	Ik 1 	 (k<c(. ) elementi 
oC -reEularnog ultrafiltra D na I koji imaju svojstvo da 

je svaki i E I u najvige kona6no njih . Pokazaeemo da je W = 
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18. 

= 	U , ultrastepen od U po D , traieni'model. 

Neka je 	Xc:U , lx1 4 4 	i P(x) tip na jeziku lx  
koji se lokalno realizuje u (U,a) aEX  . hako je lix  I <4, ifio'iemo 
pretpostaviti da je 	I P(x)1=-4 • Tako imamo P(x) =fp-

1(x)  ' "s 
... , Pk(x) , 

... 	(k <4) . Za 	i E Ineka su I. 	I ""' i 11 
n 

 tadno oni skupovi kojima i pripada . Dakie , formula p(x) = 
=(3x)(p i (x) & ... & p,

4
(x)) je ta6na u (U,a) a6x  1 	 1 	 pa .uzmi- 

mo f(i) E U 

	

	za koje ona vredi , take da imamo 
(u,a) acx  k Pillti)) & ... & pi pi)) 

Dobili smo funkciju f : I --* U 	za koju Oemo pokazati 
da je 

(11.  U 	a) aEx 	
Pk( Df) 

za bilo koji 	1 < k < cC . 

Jasno 	(U,a) aEx 	pk (Ki)) za svaki i E Ik  pa je gor- 

nje ispunjeno . Df je element koji zadovoljava P(x) . 

Teorerna 0.2.2. Neka je U model jezika I i QC4111 . Posta-

ji 	zasiCeno elementarno ra6irenje 	W modela U 
Do_ kaz : Za svaki ordinal k 	1 < 4 < QC + 

konstruis6imo niz 
modela Ul  , 	Uk  , ... 	na sledeei naein 	U1  neka je 

elementarno ra6irenje od U iz leme o.2.1. ; ako smo konstru 

isali Us za 	s <k tada 	ako je k grani6ni ordinal , sta- 
vimo Uk  = U

k 
 U, 	, a aka je k = k'+1 neka je Uk  elemen- 

tarno ragirenje -Uk , 	iz leme o.2.1. kada se namesto U pos- 
matra 	Uk, . Ins kraju stavimo 	

Ucc+  - 
- U U . Ako je XcU 	i 
 s(tces  

I X I < Q,C÷  tada je 	X CUk 	za neko 	k 	'ako se tip koji se 

• 
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lokalno realizuje u 	la )aEX 	lokalno realizuje i u (Uk,a)aEX 

pa se realizuje u (U
k+1' a) aEX 	tj •  u (11kf l a) aa  . Primeti- 

mo da je Dez posebne napomene horiftena lema o elementarndm lan-

cu modela . 

Definicija o.2.4.  Model 	m ad/S/ 	se naziva polizasieenim  

ako je 	ograniseeno zasioen za neki za neki 	>INad/S/1. 

Teorema o.2.3.  Postoji polizasioen model . 

Dokaz  : Po teoremi o.2.2. 	za 0(:11,1 = INad/S/I 	postoji 00 
zasiOeno elementarno ragirenje U od Nad/S/ . Cc' modela U 

moemo doei , kao gto je opisano u o.l. , do 'Nad/S/ koji 

je - ograniCeno zasiCen . Zaista , ako je Xc=NNad/S/ 

ix' ;;.0G 	i 	P(x) 	b-tip na jeziku Z 	koji se lokalno reali- 

zuje u ( Ni;ad/S/ 1 a) aeX  tada se on realizuje u 	U , zbog 	V -< 

Ap o  U . Ako je bE U onaj koji zadovoljava P(x) tada mora 

biti b E V ., jer su elementi tipa 	b-formule . Gpet,zbog 	V- <A0  

U u 	Nad/S/ 	se realizuje 	P(x) . 
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G AVA 

1. 1, estandardna analiza u teordji modela  

Iako smo metode teorije modela koristili u konstruisanju 

naSec modela NNad/S/ moguoe je sada primeniti nestandardnu 

analizu nazad u teoriju modela. Precizno opisana konstrukcija 

nestandardnog univerzuma u poclavlju 0 u kojoj smo koristi-

li samo odredena svojstva ultraproizvoda i elementarnih lanaca 

omogueuje naa izbegavanje pojavljivanja mrtvoL: kruga tj. doka-

zivanja neke einjenice pomoeu nje same. 

Dakle , neka je Z neki jezik za koji Cemo pretpostavi-

ti da je podskup od S . Takode,akc govorimo o nekom modelu 

ili skupu modela jezika I uvek moemo pretpostaviti da su oni 

podskupovi od S . Ako je U model jezika Z tada je 

model jezika 	mI , pa se i NU mote smatrati modelom po6et- 

nog jezika, jer je 	Z e I, . Na analogan naein unutra6nji 

model jezika NI 	tj. unutrakiji skup sa unutrakijim relaci- 

jama i funkcijama kao unutraL'njim interpretacijama simbola iz 
mI 1  se mote smatrati modelom jezika I 

Skup formula i iskaza na jeziku I ozna6imo respektiv-

no sa 	Form(I) i 	n(I) . Gni se po potrebi takode mogu 

smatrati podskupovima od S . Relacija zadovoljenja k 	je re- 

lacija izmedu modela U , njegovih konaanih podskupova i eleme- 

nata 	skupa Form(L) pa je element oa Nad/S/ . Tako moZ'emo 

posmatrati N  
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Lema 1.1.1.  Ako je M unutragnji model jezika L 	i 

P(xl ,... 2 xn)E Forma) 	tada je za svaki niz allmla n E N 

p(al ,...,an ) ako i samo ako *M *p(all ... l an) • 

Dokaz : Tvrdnja se lako dokazuje indukcijom po slcAenosti for-

mula , pri Oemu vodimo raouna o tome da su relacije i funkcije 

u • unutragnje i primenjuju6i princip prenosa. -1 

Buduei da nag nestandardni univerzum KNad/S/ obiluje idealnim 

elementima to je prirodno oeekivati da ee primena nestandardne 

analize u teoriji modela biti bag u obiastima gde se konstruigu 

zasieeni modeli. Sledeei teorem je prircdna posledica zasieenos-

ti modela 1.- ad/S/ . 

Teorema 1.1.1. Ako je M unutragnji model tada je on (Nad/S/1 + 

 zasieen . 

Dokaz 	Neka je 	Xc:M , 	1) 	INad/S/( 	P(x) 	tip na 

jeziku IX 	 no realizuje u (M,a) a€X  . Neka 

je 	p(x, 	, an) E P (x) . Uoeimo skup 

A = {xEM : M 	P(x,o1 ,... l an ) l • 

Na osnovu •eme 1.1.1. imamo da je Ap  = 	€ M  

pa je A unutragnji podskup od M . Tako imamo centriranu fami-

liju {A
P 

: peP(x)1 	unutrakijih skupova mooi manje 	jed- 

nake 1Nad/S/1 , koja ima neprazan presek . Element tog preseka 

realizuje 	P(x) . 
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Tako za svaki model U imamo njegovo idealno pratioca 

NU u smislu da on sadr2i sve idealne elemente koje U dopu6- 

ta. Fri tome je m
U elememtarno ra6irenje. 

Teorema 1.1.2.  NU je elementarno ra sSirenje od U ( NU ›-U ) 

tj. 	m- U --* NU 	je elementarno ula6anje. 

Dokaz 	Prema lemi 1.1.1. 	je , za al ,...,an  E U 	p ( , • • • I Xn)e 
.E Forma) , KU 	p(all ...,an ) ekvivalentno sa 3tU 3 Kp(all ... 2 an) 
sto jeprema.principu prenosa ) ispunjeno onda i samo onda kada je 

U 	p(als ... s an) • 

Pre ne6o Lto krenemo na izucavanje ultraproizvoda uvedimo 

nekoliko osnovnih pojmova vezanih za filtre . 

Ako je I indeksni skup i D filter na I ta,a pod 

monadom 	mD filtra D podrazumevamo skup 

n = mD . 
XED 

Buduoi da je filter centrirana familija tada je uvek mD 0 

sto je posledica zasioenosti. Za 	a E KI Fila se defini6e kao 

Fila = {XcI : a E KX 3 . 

Vidi se da je Fila ultrafilter i da se svaki drugi ultrafilter 

D moe dobiti na taj naCin , naime D = Fila 	za a E mD . 

Ako je D filtar na I , {Ai  : iE 11 familija skupova 

f E 
iEI
TrA, 	tada sa Df oznaCimo klasu ekvivalencije kojoj f 

pripada prilikom filtriranog proizvoda 
D  

Ultraproizvod TTU.
1 	

modela Ui  (iEl) se moe treti— 
D 

rati ovako 
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: uzmimo a E mD ; elementu DfE1TU.pridruiimo 	*f(a)E Ua . 

Tako dobijemo preslikavanje F : 	--* U  D 

Teorema 1.1.3. 	Preslikavanje 	F : ITU. --... U
a 	definisano .0  

kao 	F(Df) = lif(a) 	je elementarno ulaganje. 

Dokaz : Prvo , F je dobro definisano preslikavanje jer ako su 

f $ LETT
1

b. 	D - jednaki tj. 	X = {i E. I : f(i) = g(il 1 E D I 
K, tada 	a E .2( 	pa je 	*f(a) = *c(a) . 

Dalje , za Dfi 1  • • •.,Df n  € -qui 	i 	p (Xi 9 • • • 9Xn) E illorin(I) 

je 

• 

ako i samo ako ti E I Ui  p (fii • $ f rii)) 

CD 	ako i samo ako 	3€{i E. 71= : U i  k p(fi i, .• . l fni)3 3 a . 

Iiedutim , 	 : Ui  

E HI : Ui 	*p(*f i 	Kf 	1 1 / 	9 n
1 
	pa se 

M M gornji niz ekvivalencija nastavlja sa Ua 	p( fi a, • • • 
gto je na osnovu leme 1.1.1. ekvivalentno sa 

Ua 	p (
ail' a na) 1 ' 

Teoremu kompaktnosti nismo koristili u na6oj konstrukciji 

nestandardnOg univerzuma i sada neoemo pogre6idi ako je doka-

zemo nestandardnim metodama. 

Teorema 1.1.4.  /1/ Elko je T skup iskaza jezika Z 	i 	U. 
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(iE I) 	niz modela isto6 jezika tako da je'za svaki pE T 

skup 	{, ie. 	ui  g pl 	kona6an 5  tada je ultraproizvod Inu. 
1 

1) 

model teorije T za bilo koji neE;lavni ultrafilter D na I . 

/11/ Ako je za svaki kona6an podskup fpl,•••Ipni C 

T 	teorije T 	skup 	fi E I: Ui 	 neprazan 

tada postoji ultrafilter D na I 	tako da je 1Tu. model B  
od T. 

a 1 

za a E. mD , je elementarno . Buduoi da D nije glavni , zbog 

ega je a nestandardall, i zbog principa prenosa za svaki pE 

E NT 	je UaN NI) 	tj. za svaki p ET 	je Ua  'k NI) . Na 
osnovu leme 1.1.1. je odatle Ua 	p 	tj. ljUi 	p . 

D 

/ii/ Izaberimo € - konaean skup formula {1) 1 ,.••,1011 1 

tako da je 	
c  {Pit" • 'PH CNT 
	

Na osnovu principa prenosa 

postoji 	a E LI 	tako da je 	Ua 116 - pial...&pii 	odakle je 

na osnovu leme 1.1.1. 	Ua 	model za T . Buduei da je liu. 1 D 
elementarno ekvivalentan sa U

a ' 111. 	je model od T . -d 
D 1  

Teorema kompaktnosti sada.. slediA.Z_predhodne teoreme. iedu- 

tim mo t e se dokazati i direktno kako je to uCinjeno u[a] . 

Teorema kompaktnosti Ako svaki konaean podskup teorije T ima 

model tada i T ima model. 

Dokaz :MUzmimo K - konaean skup iskaza K tako da je T c: 

c:K=KT i unutranji,model U od K , koji postoji na os-

novu principa prenosa. Tada je bsiroma6enje modela U do jezi-

ka L model od T 
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Slede6i primer je takode iz 	. Klasa I. modela pose- 

duje svojstvo ulaganja (s.u.) ako se svaka dva modela iz 

ulaZu ( izomorfno , homomorfno 	elementarno - respektivno) u 

treOi . 11 poseduje jako svojstvo ulaganja ( j.s.u. ) ako se sva-

ki skup modela iz I ulaZe ( izomorfno , homomorfno elementar-

no - respektivno ) u neki model iz I . Sa prodX oznaeimo kla-

su modela izomorfnih nekom ultraproizvodu elemenata iz I 

Teorema 1.1.5.  Ako g ima 	j.s.u. (s.u.) 	tada i prodi 

ima j.s.u. (s.u.) . 

Dokaz :[Ch] Pretpostavimo da I ima j.s.u. . Neka nary je zadana 

familija pbdskupova 	{Ua : ab E Ab l : bE B 	klase 	6ije 
b 

ultraproizvode treba da uloZimo u element iz prod" Ultraproiz- 

vode opet 7 molemo smatrati elementarno ulolenim u U 	za neko sb  

sb  E Ab 	( b E B). Kako I ima j.s.u. za svaki a e 
= A postoji ulaganje 

f
a(b) 	

U a(b) 	Ua 

gde je Ua  iz I . Zbog zasioenosti postoji s E HA tako da je 

s(b) = s b za b E B 	tako da imamo 	ulaganja 

3(f s : Us 
	

Us b
koja su ulaganja naSih ultraproizvoda U U s  . Ostaje samo da 

se dokaZe da su to ulaganja u ultraproizvod 	TTu 	modela 
Fils 

Ua (a € A) , koji opet zamilljamo kao dio od U s  . 

Dakle , neka je Kg(sb) 	element ultraproizvoda mode- 

tUa  : ab EAbl. Defini6imo hE TrU a 	kao 
b 	 aE2t 

	

h(a) = f a  (g(a(b))) 	odakle je 

h(s) = 3€f (g(s-(b))) 	
Hfa (g(s )) 	i tvrdnja je dokazana. K,  
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Drugi dio teoreme , za slaaj s.u. je specijalan slaaj 

kada je 	1BI = 2. 

Familija podmodela V i  (i E I) modela U 	je lokalni sistem 

ako je 	U= U Vi 	za svaki 	i,j E. I postoji k E I tako 
iEI 1  

da je U.UU j aU k 

Teorema 1.1.6.  Neka je 	Vi  (iE I) lokalni sistem podmodela 

modelaV.Akosesvaki Vi  homomorfno (izomorfno) ulae 

umodel. Ul  tada se V homomorfno (izomorfno) ula't"e u neki 

ultraproizvod 1111.a. • Ako su jo6 	Vi  elementarni podmodeli od 

V 	i Vi  (LE I) se elementarno ulau u Ui  (iE I) 	tada se 

V elementarno ulae u neki ultraproizvod • 
D 1  

Dokaz : Imamo homomorfizam (izomorfizam) 

f. : V. --* U. 	(iE I) . 

Uzmimo Va (a E RI) 	tako da je 	V.c:V 	za svaki i I 1 --  a 	, 

sto je moguCe zbog zasiCenosti . Sada je VgV a  pa je 

fa 	Ua  : V --* 	homomorfizam (izomorfizam) 

jer je V podmodel od U a  i svaki € - homomorfizam(izomorfizam) 

je homomorfizam (izomorfizam). 

UoCimo ultraproizvod 	ul ui 	koji se mo'ie smatrati 
Fila 

podmodelom od U . fa(V) je podskup od tako zaminjenog 	Ui  
Fila 

Zaista za v E V uoeimo g : I 	U U. 	definisano kao 
iEI 1  

g(i) = f i lar) 	E I) . Po principu prenosa je Ng(a) = f a(v) 

tj. fa (v) E U  i U4 
Fila 

U drugom sluCaju trebamo pokazati da je fa  : V ---> Ua 
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elementarno preslikavanje , jer 	ii i U. 	zamigljamo kao ele- 
Fila 

3 mentarni podmodel od Ua  po teoremi 2.1.3. • Imamo V-.< NV i 
V
a.< V , jer je Va .. °! NV , pa je Ir.-<V

a 1  3ada je f 	ele- a 
mentarno jer je € - elementarno preslikavanje elementarno. -1 

JednaCina nad modelom U Su formule oblika 

y = w(xl ,...,xn ) 

Ede je w funkcionalni a r relacijski simbol jezika L i 

xl,.. ,xn ,y 	ili promenljive iii konstante iz U. U je alge- 

barski zatvoren (ezistencijalno zatvoren) u modelu V ako je 

Uc:V 	i svaki 	jedna6ina (jedna6ina i neEacija jed- 

na6ina ) hoji ima re:3enje u V ,tj. za koji postoje elementi iz 

V koji kada zamene slobodne promenljive u skupu jednaCina (jed-

naCina i neacija jednaCina ) dcbijemo formule. koje vrede u V 2 
 ima regenje i u U . 

Teorema 1.1.7. U je algebarski zatvoren (egzistencijalno zat-

voren ) u V ako_i_samo ako dijagram 

Ul 
U 	V 

komutira za neki homomorfizam ( monomorfizam ) f . 

Dokaz : Ako takav hokomorfizam (monomorfizam)f postoji i ako 

je 	A konaean skup jelnaeina ,jedna6ina i njihovih negacija 

koji ima reSenja bil ... 2 bn  u V , tada su f(bi) 2 ... 2 f(bn ) 
reLenja u NU . nedutim NU je elementarno rai;irenje od U pa 

2  buduei da je A konaean , cistern ima regenja i u U. 

Obratno neka je U alEebarski (egzistencijalno) zatvoren 
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u V . Uoeimo 	- konaene skupove K K 1  i K2 	za koje je 

U K1  U , V U K2c 1,/ \ NU 	i 	1.C.K SCI, . 12akode 	uo- 

Chao 	- konaCan skup A svih jedna6ina 	jedna6ina i neaCija 

jedna4na sa funkcionalnim i predikatskim simbolima u K 

parametrima. u K 1  koji ima reLenje u K 2 . Prema principu pre- 

nosa 	ako je 	Lbi  ... t bii 	E. 	\ 	postoji 	- ko- 

naoan skup {a1 , ... , ap c: NU 	Ciji su elementi Te6enja siste- 

ma A u NU . 

bada funkciju f : V 	4i11 	definiHmo na sledeoi na- 

Cin 	ako je aEU definiL'imo f (a) = a ; za aE V \U imamo 

da je 	a. = bi 	za neko i E {1, ... I II 	pa definiHmo 	f a) = 

= a • 	• 

f je homomorfizam (monomorfizam) jer ako je 	na primer 

r€ 1 relacijski simbol i 	V 	r(c1 ,...,ckl bi 1 ...,b 4  ) 
1 	'n 

ci ,...,ck E U 	 t in € i1,...,H1 	tada je po principu 

prenosa i konstrukciji funkcije f 

M
U =r(c1"'"ck'f(b. 

1 

odakl je 	po lemi 2.1.1. 

NU)) 	. 
'n 

Analogno radimo i u slu6aju funkcionalnog simbola (tj. i u slu-

6aju negac•ja odgovarajuoih formula ) pa je f zaista homomor-

fizam (monomorfizam) . 

Iz predhodne teoreme vidimo da se svako egzistencijalno ra-

sSirenje modela U mote dobiti kao U(X) - najmanji podmodel 

od NU koji sadrH UUX , za neki Xa NU . Recimo ako su u 
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pitanju polja tada se svako raeirenje algebarski zatvorenog 

poija mo'z'e dobiti,na taj na6in. 

Ldede6a teorema je produenje predhodne u sluaju elemen-

tarnog proeirenja . 

Teorema 1.1.8. Ako je V>-U tada postoji elementarno ulaganje 

f : V --4 3113 	tako da je za a E U 	f(a) = a . 

Dokaz : Postupieemo analogno dokazu teoreme 1.1.7. . Uo6imo hi-

perkonaane skupove K , K1  , K2  tako da je U S K i S HU , V \ U 

K = KV \HU i Form(1)=K SHForm(1) . Uo6imo takode 3E - ko-

naean skup 

A = p (xi  , • • • „xr ) K 	V 	p 	, • • • , an  , b i 1  • • • Ibm 	za neke 

— konaCne al ,... l an E K1  i 	,bm E K2  1. 

Neka je 	F(x1 ,... 1 xHl y1 ,.••,yj ) konjunkcija formula iz A pri 

emu je unutragnja kardinalnost od K 1  H a od K2  J , tj. 

K1  = ikil ... 1 kH 1 i 	K2  = 	 (H,J OEN\ N) • Dada je 

KV 	F(k1 ,... 2 1tH1 4111...sjj) 	pa zbog 	HU ..< 	HV 	postoje 

m 	
mJ 	

m" E KU 	tako da je 	F(kl ,...,kH ,ml ,...,mJ ) • 

Preslikavanje f : V 	HU definisano sa f(a) = a za a EU 

i 	f(x) =mi  . 	ako je x = j i  , je elementarno . 

Zaista , ako je p€Form L 	i V k p(all ... 1 an ,b1 ,... l bm ) 

za standardne elemente a1""'  an  i b ' bm od K1 i K2 

respektivno 	tada je 	HV 31/ms 	 bm ) pa for- 

mula Hp ulazi u sastav formula F tako da je 

lin 0 y(L.1.1 ...9an If bl 	bm) , 

tj. zbog lame 1.1.1. 

HU k p(a 1 ... l anl f(b1 ),... 1 f(bm )) 	• 
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Teorema 1.1.7. ima svoj standardni analog kada se NU zame-

ni nekim ultrastepenom od U i mole se naa u 11383. Slede6a teo-

remaaAjlae u istom duhu , obuhvata teoremu 1.1.8. i predsta-

vlja nestandardnu formulaciju Frayne-ove leme. 

'eorema 1.1.9.  Ako su U i V elementarno ekvivalentni modeli 

tada se U elementarno ulae u *V . 

Dokaz 	 3a 	 E Form I, 	neka je A(p l ai ,... l an ) 

skup svih funkcija k iz U u V definisanih na ia ll ... l an  i 

takvih da je 

U k p(al,...lan)  ako i samo ako 	V 	p(k(a1),... 1 k(an)) . 

Dobijena familija je centrirana i ima moo ne veCu od 1Nad/S/1 

pa po zasieenosti postoji funkcija 

f : {a1 ,... l all1 - 	
ir-+ 	• 

gde je {al ,...,aHl - € konaean skup tako da je U 

c NU , tako da je za svaku formulu p(xl ,...,xn)E :Term 

NU 	Np(bi ,...,bn ) ako i samo ako NV 	Np(f(bi) 1 ... f(bn)), 

za bilo koje bil • • • ,bn  E 	, • • • ,aal • 

f tako inducira elementarno ulaganje U u NV . 

Iz dokaza predhodne teoreme se mae izvesti 

Frayneeva Tema Ako su modeli U i V elementarno ekvivalentni 

tada se U elementarno ulae u neki ultrastepen modeld V . 

Dokaz :1015a6uvavH oznake iz dokaza teoreme 1.1.9. neka je inde-

ksni skup I jednah uniji svih skupova oblika A(P0 1 , 0 0 0 1a n) • 

U I posmatramo ultrafilter 73_1(f) . Llement a EU se pri ele- 
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mentarnom ula6anju f slika u f(a) E NV . KonstruiLlimo fun-

kciju 	: I 	V na slede6i naein : ako je kE I i a(domk 

tada neka je g(a) = k(a) ; u suprotnom g(a) je bile koji ele- 

ment iz V . Vidi se da je Kg(f) = f(a) 	Sto pokazuje da se 

U elementarno slika u 	IFI v . 
2ilf 

l'osledica tcoreme 1.1.9. je da se svaki skup elementarno 

ekvivalentnih modela elementarno ulae u fiksni model kao i sle-

deoa teorema koju izdvajamo posebno.Takole svaka dva konaena ele-

mentarno ekvivalentna modela su izo7 .iorfna jer je Z3 kona6ne sku- 

pave ... 1' 	
a ' n 1 = ia 	 $ F'n.1 

I?osledica : GledeOi dijaram se moSe dopuniti do komutirajueeg 

kvadrata elementarnim strelicama. 

V 

Yd 

Ai 

Dokaz : EcZLemo smatrati da je U< V i U<W pa primeniti 

teoremu 1.1.9. ili 1.1.8. tako da je 	KU traeni model. 

U -4. V 

i■ 	A 
w 	3€u 

Teorema 1.1.9. nam dakle 	E,-ovori da ako su modeli U i V 

elementarno ekvivalentni tada se U elementarno ulaSe u KV . 

Zamigljajuoi U kao 	6'13 { Ka : aEU1 , model U kao i 

doti6no elementarno ulacanje f molemo smatrati elementima nad- 
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strukture Nad/NS/ . Ako posmatramo raarenje od rad/KS/ sa 

1 
kao novim zvezda preslikavanjem i primenimo teoremu 1.1.8. 

, tada postoji elementarno ulaganje g modela 
mV u 1 U 

tako da sledeCi dijagram komutira 

" - f " U --> v 

Konstrukciju molemo nastaviti dalje u nova i nova ra6irenja 

1  tako da na kraju molemo o6ekivati da Oemo dobiti ranrenje 

od i'.ad/S/ u kojem Oe 	KU i 	V biti izomorfni 	,de je 

preslikavanje u odnosu na krajnje ranrenje . To nam sugerie 

sledeou definiciju : 

Definieija 1.1.1. 1;eka je k beskona6an kardinal . Za rasire-

nje NNad/S/ eemo reCi da poseduje k svojstvo izol3orfnosti  

ako su svaka dva elementarno ekvivalentna unutra6nja modela na 

jeziku mooiHmanje ad k (<k) izomorfna . 

lokazaCemo da postoje ranrenja koja imaju k svojstvo izo-

morfnosti. 

Lema 1.1.2. Neka je KNad/S/ ranrenje superstrukture Pad/S/. 

fada je 	: Nad/a --* Nad/Ka 	bb  elementarno ulaLanje . 

Dokaz : NNad/S/ je tranzitivni podmodel od Nadta , prema 

teoremi o.1.4. , pa je c po  elementarno ularanje . 

Dakle , molemo po6evn od standardne nadstrukture Nad/S/ 

konstruisati direktni sistem 
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P  1 	12 - 	P0A Nad/ -2-,Nad/S 1/ P- ..+Lad/S2/ 	 Nad/Sn/  

gde su p ij  : Nad/Si/ --* Nad/S j/ 	(i <i) 	elemen- 

tarna ulaganja tako da je za 	i <j <k p ik  = pjkop ij  

p ii  r. I - identiCno preslikavanje i pio.+1 ( 	= Si41  • 

Posmatrajmo direktni limes Lim(Nad/S n/,pivnEN) datog 

niza . To je skup klasa ekvivalencije oblika [a l nl , gde je 

relacija ekvivalencije co definisana izmedu parova (si n) (za 

-(a E 	, nEN) 	kao (a,i)co(b,j) ako i - samo ako postoji k>i 

k>j takO da je p ik(a)r.op'jk (b) t , .relacija pripadanja €u  je defini-

sana kao (a t i) 	(b 1 j) ako 	samo, ako postoji k>i,k>j tako da je p
iia)E 

E p_nib) .z3 svako n E N po'toji prirodno definisano preslikavanje. 

pnw  : Nad/Sn/ 	Lim(Nad/Sn/ l piit nEN) 	kao pnw  (a) 7: [a,nl 
--+ 

za koje se lako proveri da je 6. 0  elementarno ulaganje . Osim 

toga je 
LNad/Sn/ .1 Lim(Nad/L" / n.. ,nEN) = n 1-131 n E r 

Ede oznaka 	f[A] za funkciju f i skup A znaCi f[A] 	{f (x) 

x€ A 	. Na na6in opisan u poglavlju 	tako dolazimo 

do novog rabirenja 14 od Nad/S/ Ede ulogu 	preslikavanja 

igra p r„, homponiran sa kolapsom , koje Cemo i dalje 	radi 

jednostavnosti , oznaCavati na isti naCin sa p ow  . Takode je 
0 

M  = V Pnw [ 71ad/Zn/]  nE N o 

uzimaju vrednosti u M . CznaCiv6i sa ako smatramo da Pnw
o 

Sw
p (S) ) I1 ow 	

molemo smatrati tranzitivnom podstrukturom 

odNad/S_/. 
w o 

Jasno da sada taj proces molemo nastaviti dalje za bilo koji 

kardinal. 
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dva elementarno 

na jeziku 	6ija 

r < k U ' 

, tako da ja 

= P rk (q ) 

34. 

Teorema 1.1.1o.  (Jenson [H6]) Za bilo koji kardinal k postoji ra-

Hrenje standardne nadstrukture koje ima k svojstvo izornorfnosti. 

Dokaz : Iz predhodnog je jasno da moemo napraviti direktni sistem 

P nl 	- 	P12 Nad/S/ -='.4Nad/ / 	. . 	Nad/Sr/ 
(r<k) 

, Ede su , za 	pij  : Nad/Lii 	Nad/S j/ oelementarna 

ulaganja i p ii  - identi6no preslikavanje 	tako da je p r9 r+n(Sr 

("- 
'r+n 

dinal. 

Z3 nE . i:ICemo pretpostavid da je k reularan kar- 

,la6irenje *Nad/Z/ je kolapsirani direktni limes ornjeg 

Sk = Li Prk( Sr) r<k 

ad/Sr/ 	N ad/Sk/ defini- 

se na o6ekivan naHn , kao '6to je to bilo u6injeno u slueaju 

r.wo  . Znamo jo'6 do je 

NEad/S/ = Ukprk [Nad/S /1 r4; 

(U,ri ) rci 	i (V,r2 ) r2eL  

unutraL'nja modela od NNad/S/ 

je moo stroco manja od k . To su unutra6nji skupovi sa unutra- 

relacijama i unutra:s'njim funkcijaia kao interpretacijama 

pimbola jezika . BuduCi da je 

lead/Sr/ 
	

i 	ri 1  l', E i,;ad/Sr 	, / 	za FEL , 

prk(u$) , V = pr (V') 
	

rl = Prk (r1 )  ' r2 = 

za r E 	, 	j e  Prk 6'0 
elementarno ulaganje 

ri 	su relacije odnosno funkcije na U' odnosno V' i 

U' i V' su elementarno ekvivalentni 5 jer se ispunijivost mo t e 

izraziti preko 
	formula . 

ioemo smatrati da su raHrenja svakos ad modela Nad/3 / 

niza i tranzitivni.je dio od Nad/Sk/ 

pri Oemu se preslikavanje P rk 

Neka su sada 

ehvivalentna 

,ularan i zbog /1/ postoji 

V2 V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



35. 

za r<k , dobijena pomoou preslikavanja'r,r+1 	
polizasi- 

Cena . 

LoristeCi teoreme 1.1.8. i 1.1.9. 	mozemo konstruisati 

dijaram duHne wo , 
pri oemu Como preslikavanja pr , r+1 kra- 

ee oznaeil:d sa Pr+1 
• 

Pr+2 

U' 7.--17- 	V' 
f 1  

Pr+0---+  Pr4P")  

r+41.1
f2 

 Pr-2[Pr+11 

• 

• 

• 

su elementarna ulac;anja a strelica >---> zna- 

ci izomorfno ula7anje dotinos skupa u 	strukturu pomoOu fun- 

kcije oblikaP 

	

	
f 2  je inverzna funkcija r+h l r+n+1  

ad f 1 na ranE(f 3) ( kada se ran` f l  posmatra u domenu ad 

pomoCu strelice 	>---> ) 13  inverzna od f- itd.... Ako izbaci- 

mo strelice 	smatrajuOi identificiranim objekte koje ona 

povezuje ,.imaCemo sledeCi dijaEram 

U' 
1 	p (v r+1 

Pr+4u 	
2 

3 Pr  

• 

• 

• 

Moemo smatrati da je 1:ad/Sr/ e Nad/S / 	za r <t 	tako da 

je p t4. 11J 1)(= r t4.4p) , pa gornji dija , ram daje izomorfizam izme- 
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36. 

du modela 
	

Prr+wo(U') 
	

Pr ' r+Wo 
(V') koji Cemo oznaCiti 

sa f . 

	

dada je 	Pr+w ,k (f)  

Pr+wo,k(Pr r+W P)) m U 	Pr+wo'
k(Pr,r+woOP)) = V  

' 	o 

jer je pnwolk 
	elementarno preslikavanje . 

losledica Hensonove leme , kako se job naziva teorema 1.1.10. 

je da je svaki unutraInji model izomorfan standardnom modelu 
l ako 

pretpostavimo da nestandardni univerzum ime k svojstvo izomor-

fnosti i da je jezik posmatranih modela 	
strOgo manje od k 

jer svaki model iz NNad/S/ ima elementarni podmodel moei ne 

veOe od k . Cstale posledice se mogu na6i u M. 

Na kraju eve glave dajemo nekoliko primera kako se zasi-

oemost nestandarnog univerzuma NNad/S/ mole primeniti u re6a-

vanju razliitih probleMa. 

Ako imamo neku algebarsku strukturu ili model U tada 

je NU elementarno ragirenje od U . Dakle U i 
NU imaju ista 

formalna svojstva tj. one koja se mOgu izraziti na jeziku do-

ti6nih struktura . Sledeoi primer pokazuje da se svojstvo "biti 

prsten iLlavnih ideala ne mole izraziti na jeziku prvog re a. 

Primer 1.  Ako je Z skup celih brojeva tada 
NZ nije prsten 

glavnih ideala . 

Dokaz : Ako uzmemo H E NZ4AZ 	tada ideal generisan skupom 

f2 	
0H-1 	0H-k 	 U suprotnom 

,...1 	(k N) 	nije glavni .  Hk 
bi I bio generisan eLementom a12 

1+ 	+ ak2 	1-11c4 

izomorfizam izmedu 
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37. 

pa bi imali = b
H1 + 	+ b 2Hk 	tj. 1- 	k- 
H1-Hk+1 1 = b2 	+ 	+ 2 bk• 

Lto je nemoplOe . -1 

Primer 2. 	Lvako polje ima algebprski zatvoreno ale_;ebarsko pro- 

'Arenje . 

Dokaz 	Ako je K polje tada sa K[x] oznaCimo prsben polinoma 

sa koeficijentima iz K . Poznato je da se svaki fE K[x] razla- 

e na faktore u nekom nadpolju od K . Uzmimo hiperkonaCan skup 

{f l ,..., f 1j ~ 	H  E 3€1'1  \ ) 
	

tako da je 	K[x] c; 

KKExl . Postoji polje L 	u kome se fl •...•fH 	raz- 

lae na faktore tj. postoji algebarsko ranrenje od K u kome 

se svi polinorni iz K[x] razlaZu na faktore L'to je dovbljno da 

ono bude algebarski zatvoreno. 

Primer 3.  Svaka Bulova algebra je izomorfna nekom polju skupova. 

Dokaz : Neka je X Bulova algebra . Izaberimo hiperkonaCan skup 

K tako da je X =- Kc. KX . Bulova algebra 	generisana sa 
K 

je hiperhona na i € - izomorfno se u1aZe u neko 	- polje sku- 

pova (jer traena reprezentacija vredi za konaene Bulove alge- 

bre ) . iako se i izornorfno ulaze u polje skupova 

Potpuna teorema o reprezentaciji Bulovih algebri nam govori 

da se one realizuju kao otvoreno-zatvoreni skupovi u nekom kom-

paktnom Hausdorilavom topolokom prostoru . 

Primer 4. Za avaku Bulovu algebru X postoji kompaktan Hausdorf- 
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K za 	je X c Kc 	. 

se poredak r eiri do linearnoc 

produZenje.-i 

38. 

fov topolo'Ski prostor Y tako da je X izomorfan sa Bulovom 

algebrom otvoreno-zatvorenih skupova u Y 

Dokaz 	Za svaki ultrafilter 	u X uzmimo jedan element 

a NX tako da je E1‘ x 	za svaki x E I . iNeka je Y skup tako 

dobijenih elemenata . Topologiju u Y uvedimo tako da su skupo- 

vi oblika 	0x 
	fa€ : a‘xl (x E. X) baza otvorenih skupova. 

Vidi se da je 	0 	-...- 0 n o 	o 	=Oki() 	i 0- .7-'1\0 
xny 	x y 	xvy 	x y 	x / 

pa su 0X otvoreno-zatvoreni skupovi . Y je kompaktan jer ako 

je {Cx  : ieil centrirana familija tada je i txa.  . : iE it 
i 

centriran skup u X pa postoji a € Y 	a 4. xi 	za svako i E I 1  

dakle 	a E fl x  C 	. Po6to je I kompattan svaki otvoreno-zatvo- 
i€1. i 

reni skup ima oblik Cx 
za neko xe X tako da je x ---> Ox 

 izomorfizam . 

mo te proauZiti do 1srimer 5.  , vaki se poredak r na sr u 

linearncE . 

Dokaz izaberimo hiperkona6an 

Stay vaH za konaane skupove pa 

aje je suZenje na X traZeno 

i D w nekomple- 

FT 
Primer 6. .:eka je A. (iE I) familija sku:pova 

tni ul -L;rafilter na T . Thda je it 	. 1<w AI  
w, 

2 - '. 

Doka : Ako je za neko n E N 

tada je za neko 	k E 	I nl 

ti E 	: I Ai l < =  k 
U{ie I  
=o 

skup {iEI 

fi E I : IAiI = k} 6 D , jer je 

Ail = kl 	i D ultrafilter 
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39• 

1  pa je 	Ai l = k . U suprotnorn , buduoi da je D w o nekorn- 
D 

pletan postoje skupovi 	In 
(n E N) elernenti od D 	takvi da 

je 	In+i  c In ' 	n " - 0 	da za 	E In\ In+i  posto- 
neN  

ji 	Bi c_ Ai 	sa 	I Bi  = n . JesnoA.a 
D D' 

Ede je 	D' T(I i) n D • 

	

Posmatrajmo sada nestandardni univerzum 	nastao 

porno6u ultrastepena preko ultrafiltra 	. Teka je H E i\ N 

beskonaean prirodan broj nastao od elementa D'f , ;de je 

f' : I ----> U B• 	definisana sa f(i) = n kada je i E I n\ In+1 . 
1 

 

Jasno je da ultra -proizvod IT B.1 	
mo'ziemo zamiSljati kao skup 

D' 

[k 0E1i 	1-11 	jer skupove Bi  smatramo pods': upovima ad N 

o 
i'ledutim 	{ 	• k‘ H11 )2 	. r/aista ako 	Kro,13 podelimo 

ta6karna 	n 	0 9 1 9 •,H 	tada Oe svaki standardni broj 

	

,2.41r E to,11 pripadati taeno jedm no od intervala 	 = 

= o,1 1 ..., H-1) kojih opet ima I -Lk E 1T : k 

Primer 7.  ileka je X vektorski prostcr nad R i I1I = X podpro-

stor . Pretpostavimo da funkcija p : X ---> R ima svojstve 

	

p (x 	p (x) + p(y) i 

p(tx) = t•p(x) 

	

za svako x l y € X i t 	. dada se svaki linearni funkcional 

f : M -->) za koji, vaH f(x) ‘p(x) (x( M) mole produH-

ti do linearnoct, funkcionE:la F na X za koji je takode F(x) 

p ( x ) 

	 za svako x E X 

Dokaz : Iz standardnog dokaza ( [RA) je poznato da se za svaki 

konaean skup fx, 1 ... 	x\ M dati funkcional moi,"e produ- 
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4o, 

ziti d funkcionala g definisanog na podprostoru M[x l ,... 1 xn1 

(najmanji podprostor koji sadrZi M Utx3.1 .. 	tako da vre- 

di 	g (x) < p(x) 	za svako 	x E M 	IXn] • 

Ako uzmemo hiperkona6an K za koji je X VI c K a ifX 

Km  
tada se Kf sa 	i Uri na *MN do funkcionala koji ozna- 

imo sa g . Eeka je x € X \ . 	da je 

-p (-x) = 	(—X ) < (x) eEp(x) = p(x) 

to 	(x) nije beskonaaan , pa je st(E(x)) definisano (defini- 

ciju preslikavanja st videti u II Elavi ). st kao i 

je linearno preslikavanje tako da je F = sto g 	traeno pro- 

diAenje . 

krimer 8. Direktni sisters modela se sastoji cd usmerenog sku-

pa I , :;to zna6i da je on ureden recirno relacijom < 	za svako 

i,j E I postoji k E I tako da je 	i j‘k , niza modela 

U i  (iE 1) nekog jezika 1 i skupa elementarnih ulaganja 

m.. : U. 	0 
U. 	( 3- ‘j ) 	tako da je 	identitet 
	jkij i mom 

ij  

= M ik 

  

2vrdn:a : lostoji takav model J i skup elementarnih ulaganja 

   

f. : U. tako da je U = U f i(Ui) 	i iz i < j sledi 
ie. I 

f(U i) cl f(Ui ) (to je direktni limes datog sistema) . 

Dokaz : Uzmimo a E NI ve6i od svih standardnih elemenata skupa 
ii 	, 	NTT  

KI . U06imo KU a . Za svako iE I 	mia : 
H. iu. ----> u a 	

je 

melementarnoulagamiekojeoz" 63- 111°sa fi —Csim toga ako je 

i‘j 	tada je 	Kmja 	i o*m. j  = Kmia 	
pa je fi(Ui)c: f i (U i ). la 

kraju U 7.. U f i(Ui) je traIeni model. -\ 
iEI 
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GLAVA II 

2.1. Monade  

7amilija podskupova skupa X zovemo prstenom skupova ako 

ona sadrn /iX i ako je zatvorena u odnosu na konacne 

unije i preseke tj. ako su A i B elementi te familije tada 

su i AU 3 i AnB 	takode elementi te familije. 

Definici'a 2.1.1. Neka je 	AeX bilo kakav skup (unutra'S- 

nji iii vanjski ). Eonada od A u odnosu na prsten 1 skupova 

iz X , u oznaci mr(A) , se defini6e kao 

m& (A) = ( )  
EmA l 

 ,.EP 

Monadu take x E KX oemo jednostavno oznaCavati sa m 1  (x) . 

Jasno da ako je A 	tada je 	mr(A) 	:3 -to je posledi- 

ca zasieenosti na6eg nestandardnoE; modela. 

Lema 2.1.1. /i/ m1(0) = 	m/( mX) = KX  

/ii/ mr (mr (A)) = mr(A) ; 
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42. 

	

/iii/ 	B povlaCi m( A) C a1 (B ) 

/iv/ ml (AUB) = ml(A) U m1(B) . 

Dokaz /i/ i /iii/ je aigledno . 

/ii/ Ako xEmA tada x KEDA 	za neko EE E . iiedutim 

HE:m1A pa x 0 mimlA . Tako smo dokazali da je mm/Ac; mlA 

Coratna inkluzija je oCi6ledna. 

/iv/ Jasno da ml(AUB) •a nark U rn iEB . Ako x 	U 	tada 

za neke 	 , 	
, 

	

IP €12 	. ", 	)c! 	E 	x (j 5,NE 	 Tj. 

x 	" D A UB 	odakle x ml(A U B) . 

Ako nam je dat prsten skupova 1 na X tada nam lema 

2.1.1. omogu6ava da u NX uvedemo topologiju tako da je in 

zatvara6 operator. Tako dobijenu topologiju 6emo zy6ti 	ml  

topologija 

2eorema 2.1.1. 	X sa m/ 
topologijom je kompaktan topologki 

prostor . X je gust u 	, . 

Dokaz 	Daza zatvorene topologije u 	(NX I ml ) je { NE : EE 

tako da ako uzmemo centriranu femiliju skupova iz baze ona oe 

imati neprazan presek zbog zasioenosti nestandardnog modela. 

Tako je pos.matrani prostor kompaktan . 

	

, 	 3f 	M 	 K- 
Ak o E D X tada je E= X pa je m X 	2C = 	. 

Ako je (X,T) topologki prostor , gde je T familija otvo-

renih skupova u X tada molemo posmatrati monade u odnosu na 

T buduOi da je to prsten . 

• 
1 
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tO E KB x ••■• 
• M• 

1 0n €, B(x) formi- 

in • • • "n 1 • 

43. 

Lama 2.1.2.  TopoloSki prostor (X,T) je Eausdor v ako i samo 

ako je za bilo koje dve razlinte take x , y E X 

mix n mq,y = 0  

Dokaz : Ako je (X,T) HausdolTov tada je oCigledno m 2pc 11 my = 0 

6im je x y . Obratno l neka je BOO sistem okolina take x 

tj. 	B(x) = {0 E T 	x€0 . Za konaCno 

rajmo skup 

A 01"..,On 

Familija 	A 0 	0 	
fo 11'"'°1.3 - konaCan podskup od B(x) .1 

1"*" n 

je centrirana familija unutragnjih skupova pa postoji 0' E NB(x) 

tako da je OlcmTx . Analogno postoji 0" E. NB(y) sa 0' Amy 

Dada ako je mIxrImmy = 0 imamo (moll . 	pa na osnovu 

principa prenosa postoje dve disjunktne okoline od x i y . 

Definicija 2.1.2.  Za ta6ku a E NX topologkog prostora (X,T) 

6emo recd da je 	okolostandardna  (near-standard) ako post°- 

ji xE X tako da je a E 	. Skup okolostandardnih taOaka 

se oznaOava sa n.s. *X 

Dakle n.s• . NX = U mix 	
Intuitivno monada standardne ta6ke x 

xEX 
predstavlja skup ta6aka dija je "udaljenost" od x beskonaOno mala. 

Monada daje potpunu informaciju o tome da li neki skup pripada 

lokalnoj bazi okolina od x iii ne ; naime OE B(x) ako i samo 

ako KOmm2x . Dalje 
xE A je unutragnja ta6ka od A ako i samo 

ako mmxcINA . Postoje karakterizacije i drugih pojmova vezanih 

• 
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za topologke prostore u terminima monada . Jedna od najinteres, 

 antnijih je karakterizacija kompaktnosti topologkog prostora ko- 

ju je dao A. Robinson . 

Teorema 2.1.2.  (X,T) 	je kompaktan ako i samo ako je svaka 

taaa iz NX okolostandardna tj. 	KX = n.s. KX . 

Dokaz : Neka je (X,T) kompaktan i neka a OIL nije okolostan- 

dardna . dada za svaki x EX postoji otvorena okolina x od 

x tako da a KO . Familija 	tOx  x E XS 	pokriva X 

pa postoji konaean podpokrivao 	
1 ""' °xn 

' Dakle 	a E 

U '0 
i=1 xi 

sto je nemoeJuee . 

' Obratno neka je n.s. X = KX . Uzmimo centriranu fa-

miliju zatvorenih skupova iF i  : iEII. Tada s zbog zasiCenosti 

postoji n 3E, a E 1 I 	1  - 	K . 	ako je a E n.s.X to je a E mix 	za 
iE I 

neko x E X . ada je za svako i E I 	x E F i  , jer bi inaCe 

x E X\F i  odakle x € 3E (X\Fi ) 	pa ,buduei da je X\P i  otvo- 

er n 1  i a E (X\F i) 
o je nemoguee . —1 

krenuCemo na Cas sa glavnoL toka ove 61ave i dati neko-

liko primera prirnene teoreme 2.1.2. Frva od njih je opet od A. 

Robinsona - nestandardni dokaz kompaktnosti produkta kompaktnih 

prostora. 

Primer 2.1.1. Topolo'Ski proizvod kompaktnih topolo6kih prostora 
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h 	X. : h(io) E 
iEI 1  

E mTg (i o)  10  
• 

(X. 	(iE I) 	je kompaktan 

i6I 

menta g E 	X4 	gde je T topologija topolakog proizvoda 
iEI 

ako i samo ako je 	f(i) E InTig(i) 	za svako iE I . 

Zaista neka je 	fE,mTg 	i i0 E I fiksirano. Tada je 

za svaku okolinu 0 ; 	od gi o) 	E N ila E, 	X.;  : 11.(i0) E 	1= 

J-0 	 iEI 

Dokaz Dokaamo prvo da,je fE *(11-1" x4 ) u monadi mTg ele- 

°I . 
0 • 

Dakle f(i 0 ) E. 34' 03. 
0  

f( io ) E 

Obratno , ako f mTg 	tada za neki i0 E I i neki 

otvoreni skup G.1  E Ti 	f 0 Niho
-rx. 	h(i0)E 0;  3, 6de je 

o 	o 	 iEI 	 'o 

0. 0) € Oi  . Odatle 0   f(10) K°i 0  6to povla6i f(i 0 ) E raT . 
1 0 

i tvrdnja je dokazana. 

je jasno da je svaka ta6ka iz proizvoda okolostan- 

dardna, jer,ako 	fE 3E ITXi 	tada je,zbog kompaktnosti koor- 
i 

dinatnih prostora 	za svako i E I f(i) okolostandardna ta6ka
l  

1  recimo 	f  (i) E msr(xi) 

mTg , :de je 	rs €,iEI Xi 

je prema gornjem f E 

definisano sa g(i) = xi 	
_A 

pa 

Primer 2.1.2.  Ako postoji predbaza C topolakog prostora (X,T) 

(to je familija otvorenih skupova 6ijikona6ni preseci 
Una ba-

zu ) tako da svaki pokriva6 skupovima iz C ima konaCan pod- 

pokriva6 tada je (X,T) kompaktan . 
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X Dokaz : Dokaamo da je svaka taeka iz X okolostandardna . 

, U suprotnom postoji 	a E NX\n.s. X . Tada za svaku taCku xE 
E X postoji Ox E C tako da a *Ox  jer je m2x = mx . C 0x 

 : XE Xl pokriva X a nema konaCan podpokriva6 . --1 

Primetimo da je gornji dokaz analogan dokazu potrebnosti uslo-
- va n.s. 	= K

X u teoremi 2.1.2. s'tim gto je zapaeno da mona- 

du take dini presek zvezda predbaznih elemenata koji seldrZ"e x. 

k:diCno je i u sledeeem primeru. 

Primer 	
Neka je (XIT) re6ularan topologki prostor . Ako 

za sVaki pokrivaC otvorenim skupovima od X postoji konaean pod-

skup eije zatvorenje pokriva X tada je (X,T) kompaktan. 

Do,

kaz : Fostupa se analogno kao u predhodnom primeru s'tim gto 

je u regularnom tcpologkom prostoru mTx = max 	ode je C fa- 
milija regularno zatvorenih skupova. 

Primer 2.1.4.. 
 Neka je X topologki vektorski prostor i X d 

njegov dual - skup svih neprekidnih funkcionala sa X u 
IL . 

U Xd 
se uvodi topologija ( slaba topologija ) , najmanja topo-

logija pri kojoj su funkcionali 	Ax  (xE X) definisani 
kao 	A(xf) = f(x) 	(fEXd ) neprekidni . 

Teorema Banach-Alao lu : Neka je g = ff E Xd 	17)1f(xU11}, 
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, gde je V neka okolina nule u X . Tada je I kompaktan u 

slaboj topologiji. 

Dokaz : Dokazaeemo da je svaka taoka iz NI 	okolostandardna. 

Ako sa T oznanmo slabu topologiju tada je za f E X d  i 

g E N (Xd ) 	g E mTf 	ako i samo ako (VxEX )(g(x) 	 gde 

oznaka a zb za hiper-realne brojeve znaei da je razlika a-b 

beskonaeno mali broj. 

Zaista , ako je xo  E X 	i g E mTf 	tada je 	g E 

E ig' E 4E (Xd) : I g' (x0 ) - Nf(X0 ) I < E 	za svaki 	- standar- 

dan i pozitivan , pa je 	g(x0 ) 	(x0 ) . Obratno ako g (x 0 ) 

Nf(X0 ) 	za neki x0 E X , tada g efg' E Xd  : I g l ( xo) - f (xo  ) I <El 

za neki ) o standardan , pa g m 2f . 

Po konstrukciji skupa I se vidi da 

(4x E X )( 3Ix  - segment) Off E I ) f (x) E  Ix 	• • • /1/ 

bada ako g 	zbog /1/ 	i _principa prenosa ta6ka g(x ), 

za x E X je okolostandardna pa molemo posmatrati funkciju 

f : X 	definisanu kao 	f (x) = st(g(x)) (definiciju pre- 

slikavanja st videti napred ) . f je linearna funkcija jer je 

g linearna i st linearno preslikavanje. Dalje je 	g(x) 141 

, za x E V , pa je i if (x)1‘3. 	za svako x E V gto pokazuje da 

je f neprekidan funkcional. Dakle 	za svako x EX je f (x) ti 

ti g(x) 	tj. 	g E mlf 	,sto pokazuje da je g okolostandardna.---1 

Lama 2.1.2. nam omoguOuje sledeau definiciju. 

Definicija 2.1.3.  Ako je (X,T ) HausdOrffov topologki prostor 

i a E n.s. X tada sa st (g ) oznanmo onu taCku iz X za 

koju je 	a E mTst( 	. 
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Lema 2.1.3.  Neka je (X,T) Hauadorffov topoloSki prostor i 

P bilo kakv prsten skupova u X . Tada je stM = fSta : aE ri) 

zatvoren skup gde je M bilo kakVit P monada.- 

Dokaz Neka je etM zatvorenje skupa stM i a E stM . Tada 

je NIMM 0 za svaku okolinu V od A , pa je familija 

€ *V CI NE : V - okolina od a ,EEF tako da E 2M 
	centrirana 

familija unutra:4,njih skupova koja po zasicenosti ima neprazan 

presek . Tj. mTa 	g 0 	pa 	a E stM . 

Lema 	Ako je (X,T) regularan liausdbr-flov topolo6ki pro-- 

stor i S zatvoren skup tada je 

st-1( S ) = n.s.(x)nra Ts . 

Dokaz : Jasno da vredi 	st-1(S) c n.s.e6X) () in TS 	Obratno ako 

t 6 n. s 4EX)()m TS 	tada t E mTa za neki a E X . Ako a € s, tada je 

zbog regularnosti 	mTanmTS = 0 , 6to je nemoguCe 	pa 

a E S odakle t E mTS . 

Teorema 2.1.3. Neka je (X,T)regularat T 2 topobogki prostor . 

U NX uvedimo m2  topologiju i posmatrajmo n.s. NX kao 

podprostor u toj topologiji. Tada je 

st : n.s. NX --* X 

neprekidno i zatvoreno preslikavanje. 

Dokaz 	Neprekidnost sledi iz lame 2.1.4. 	a zatvorenost iz 

leme 2.1.3. 	i Cinjenice da je st(MrIn.s. KX stM 

U daljnjem izlagariju 6e nam biti potrebna i siedeOa lema. 
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Lema 2.1.5.  11,eka je / bilo kakav prsten skupova u Hausdorffo-

vom topolokom prostoru (X,T) . Tada je za svaku centriranu 

familiju 	{Ei  : i E I} g P 	elernenata iz F, zatvorenu u 

odnosu na preseke konaho svojih elemenata 

st(FI KEl 	nst(€E.) 
i€I 	iE1 

st (  n E. ) c: r) stm.) . 
1   

	

iEI 	i E I 

Uortno , ako t 	sto 1 L4 ) 	tada je 	mi  i) d 1!.
\  

t) 	./'= 0 	$ , 	, 	 3i.„ 

AI - 	 ,. 	iEI 1 

3i, 
pa je zbo zasioenosti 	m,t n L. = 0 , za neko io E 1 $ 1 	1o 

t i. 	t s t (*Ei  ) . --1 

Dokaz 	L6ic-,ledno je 
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5o . 

2.2. 4allmanova— 	kompaktifil:acija  

U ovome gto sledi bite prikazana nestandardna konstrukcija 

vgallmanove , . 	kompaktifikacije ,kako je to uradeno up61. 

Definicija 2.2.1. Neka je P prsten skupova iz X . Filter u 

je skup Fcl 	za koji je 	/i/ 03E , /ii/ A, BEF 

povla6i 	AnB EF , /iii/ .ABEF 	povla6i AE F . 

.Filter je prost ako AUBEF povla6i 	AE F iii BE F . 

Naksimalan filter u odnosu na relaciju inkluzije c: se naziva 

ultrafilter . 

Nonada filtra F se definie kao 

mY = n 	. 
AEF 

La zadani Y NX filter 	FilFY 	
se defini6e kao 

FillY = {.AE 	: NA 

Fil x 	je skra6ena oznaka za Filr ixi . 

Jasno da je svaki ultrafilter ujedno i prost filter . Ako 

uzmemo ta6ku x E NX i posmatramo filter Fillx tada je on 

prost . Cbratno pokaza6emo da se svaki prost filter mote tako 

dobiti . 
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Fil x 	za neko x eX . 1 

Dokaz : Uzmimo proizvoljan x i E ml . Jasno da je Fil /xl 	. 

Ako je 	1. 11x1 	posrnatrajmo! 1 = X \ A : A € 1 , A E 	. 

E i  je filter jer je 1 irost  . aka uzrnimo x 	n 

ini n mil 	0 jer bi u suprotnoln bilo A n B= 0 	za neke A E 

E 	E l 	pa bi H\BEY 
	6to je nernoLuee 	za koji 

vaL. Fil/x = 1 . 

leka je Tr skup svih prostih filtera u prstenu 1 . Za 

S cqt 	definiimo 	k(C) 1 . Za bilo koji filter 1 
FES 

definiLidio 	h(I) = il oETT : r o 	El 	. d ada u 71 	moemo 

definisati topoloLiju tako da jeS 	h(k( )) 	zatvara6 ope- 

 razor . 	h - k 	topoloEija  u 	. 1;estandardnu 

prostora TU daje sledeoa teorema : 

"2eorema 2.2.2.  Ako 'u 	X posmatramo 	mr  topologiju tada je 

f : NX 	 definisana sa f(x) 	Filrx neprekidno i 

zatvoreno preslikavanje . 

Dokaz : 1 .,eka je 	a TE . DokaZihao da je 

f-1(h(h(S))) = .fx E NX 	mix 	m1  (f
-1 c= 	)) 

Ako je f-1  ( 0 ) = T tada S molemo zamiHjati kao iFillx x E 

k(S) moemo zamiS'ljati kao 	7illT . Tako je 	h(k(S)) = 

{F 	: F 	 ETC : 	m(FiliT )1 . 

Cl(h(k(s))) ; {.x E NX : mix g miT . 	 . /1/ 

Ako je S zatvoren tada je 	h(k(S)) = S . Neka je t E 
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J2. 

E mrT . Tada je mrtg mrT pa je zbog /1/ tef 1(h(k(S)) = 

= f 1( s) = T . Tako je miT C T 	pa je 	T zatvoren . 

Cbratno , ako je mrT = T 	i Filrx E h(k(S)) tada je 

zboiL /1/ 	mrx = mrT = T 	tj. 	xE T 	i File E. S. —1 

Posledica 2.2.1.  rit je homeomorfno sa 	KX/- 	u kome se pos- 

matra faktor topoloEija u odnosu no topologiju i xzy 

ako i_samo ako je 	mlx = may . 

Teorema 2.2.3. Za 	E E /2 	neka je 	FE 	E 9T : E E.F 	. 

Tada je 	C = L FE : E EP 	baza zatvorene topolocije u 9 . 

Dokaz SIT zamiSljamo kao 3EXA4 	DokaHmo da je { NE// E E 1 

zatvorena baza u TE . 	je zatvoren u 	ako i samo ako 

je Z zatvoren u *X . Neka je m E 	 ra 	ZArt: . Akio uzrne- 

mo t E m tada postoji E E 	tako da KE Z i t NE . Tako 

u cir koji od;:ovara 

= 	E. 	: EE r 

/ 
.12,/z je {2i1 t : t E 

nisu dakle , elementi prostora 
	neFo se ras- 

padaju na elemente iz KV= . 	 , ako su u pitanju ultra- 

monade 	(monade ultrafiltera ) tada su one klase u relaciji 
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Definici1a 2.2. 2.  Wallmanov 	prostor W(P) je prostor svih 

ultrafiltera sa nasledenom topolouijcm iz 91 

2akc je WOO homeomorfan sa prostorom svih ultramonada u 4L 

kao podprostorom od HX/z . U dLiljeT, Oe nam biti od interesa 

da posmatramo dualan prsten D prstcnu I ,oji se definie hao 

I = 	EETP1 	

• 

1,.ako skupovi oblika 	cine zatvore- 

nu bazu u 4X/1-4 	to skupovi oblika 	G E1) 	dine otvo- 

renu bazu . 

Cd.cvor na pitanje kada je mix ultramonada ,tj. 2i1x 

• ultrafilter , nam daje sledeOa lema . 

Lema 2.2.1.  Lpledeee izjave su ekvivalentne : 

/i/ ( 14x E X) mix 	je ultramonada 

/ii/ ( 1,1x E X ) mix c mDx 

/iii/ (VE E 1) mIE n X= E 	• 

Dokaz 	/i/ 

GE1 , xEG 	povla6i 	X\ G FilIx odak e rostoji E E 

za koje je ";_; nX NG = 0 	pa iaamo xcEc G . 

	

/ii/ 	/i/ 

x% EEP p. ovla6i x€X\EE ID 	pa postoji E' E2i1 x tako da je 

.E' C X \ E 	odakle je 	E' n E = 	. -Dakle 	Eil~ x je ultrafilter. 

--* /iii/ 

x E povlaH 	zbog /ii/ ) x E E' 	E' n E = 1;4 	za neko E' E / 

odakle X \ E' c E pa x m 1E  

	

/iii/ 	/i/ 

c 1P 	TN.n17 .1 n 	d m_E 	odakle rostoji G E 11) tako da je 
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5L. 

• 

x d G KG mE odakle x€ X \ G , X \ G 6E = 0 • 

;:.;ada 6emo razmatrati pitanje kada se topologki prostor 

	

(X,T) mote uloZiti u Wallmanov -  prostor W(1) 	za neki prsten 1 

zatvorenih skupova iz X . 

Definicija 2.2.3.  Za prsten zatvorenih skupova / u topoloSkom 

prostoru (X,T) kaiemo da razdvaja ta6ke i zatvorene skupove 

ako za svaku taCku x € X i zatvoren skup Z , tako da x, 

postoje 	E, E'E P tako da je xE.L, 	Z(7. E' 	i 	EnEl = 0 

feorema 2.2.4. Neka je 	1 neki prsten zatvorenih skupova u 

topolo6kom prostoru (X,T) . Tada je 

f : X --* W(1) 9 f(x) = File 

nomeomorfno ulatanje ako i samo ako je (X , T) T 	i 8 raz- 

dvaja ta6ke i zatvorene skupove. 

Dokaz 	W(P) 	posmatramo kao prostor ultramonada sa poznatom 

topolocijom . 

Pretpostavimo da 1 razdvaja take i zatvorene skupove 

i da je (X,T) TI  . J?ada je 1 baza zatvorene topologije pa je 

meg mTx 	E X) . Iz istog razloga je mIxc; me (xE X). 

Tako imamo 

m1xcmx=mTx 

pa je 	f(x) = me 	zaista u 11(1). 

f je neprekidno y,reslikavanje . Zaista 	neka je f(x0)= 
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Zboc jednakosti u /1/ 	postoji 	G E. D tako da je 	x E G c 0 . 

Tada je 	fWEf(G) c f(0) . Medutim 	f(G) = *GA..1) f(x) pa 

je 	f(x)E KGAz r) f(x) Gif(o)(lf(x) . Na kraju f je injek- 

cija jer je (X,T) T1  . 

Obratno , neka je f(x) = me homeomorfno ula6anje. 

Tada je (X,T) 	T1 	jer je f injekcija . Dalje f(x) je ultra- 

monada pa prerna lemi 2.2.1. 	mora bitixC m x 	(xE X) . 

Ako uzmemo 0 E T tako da je 	x E 0 tada zbog otvorenosti 

preslikavanja f 	( u 	f(X) ) postoji G E 1 	tako da je 

f (x) E KG/, n f(L). f(o)nr(x) . Pako imamo x 6 G 	C 	jer 

ako postoji x0 E G tada je zbog mlxo sl me()  , mlx0  = f xo  C 

E KG/- n f(x). f(0) . 3a druge strane f(xo)0 f(0) . 

Tako smo dokazali da je m mx = mTx (x E X) dakle vre-

di /1/. ,.;ada ako je Z zatvoren i x 	Z tada zbog jednakosti 

u /1/ postoji Ei C 1 tako da je x 1  Z a zbog inklu-- 

zije u /1/ postoji 	2  E 1 	tako da x E E9 	1 

Dakle , I razdvaja take i zatvorene skupove. 

W(1) je kompaktifikacija od ( X 1 T ) ako je 	1 prsten 

kao u teoremi 2. 2 .4. . 

Teoroma 2.2.5. neka je (X,T) T1  topolond prostor i I prsten 

zatvorenih skupova koji razdvaja taake i zatvorene skupove . Tada 

je 	'4(1) 	T1  kompaktifikacija od (X,T) . 

Dokaz : Ako je 	f : X --* W(/) definisano kao u teoremi 2.2.4. 

tada je ono homeomorfno ulaganje . Cstaje da se dokaZe da je 

14(1) 	kompaktan 	TI 	i da je 	f (X) gust u W(/) 

Ako je { KEi/z : iEil 	centrirana familija baznih zat- 
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vorenih tada je familija { NE. : 	centrirana pa se mote 

prodlAiti do ultrafiltra u 	6ija je monada element svakog 

od skupova 	(iEI) . To pokazuje da je 4(/) kompaktan . 

Uzmimo bilo koji bazni otvoreni skup u A/) KG// (1 won 
(G 	. Uzmimo proizvoljni x E G ; tada je zbog mix c n x c KG 

(relacija /1/ u dokazu predhodne teoreme 	, mix €. *G/;;; 	) 

dakle 	f (A) je gust u 	. 

Na kraju 	je T1 	jer ako uzmemo razliciite ultra- 

nonade 	ml  i m2 	tada postoje 	E2 € 1 	takvi da je 

ml  c El , m2  c KE2 i Ern  F,2  = 0 	pa su 

n `'4(1) 	okoline od 111,)  i m1 	koje ne sadrZe m1  i 

respektivno. 

Definicija 	Prsten I se naziva normalnim ako se svaka 

dva 	skupa ( tj. dva skupa koji pripadaju I) koji u disjun- 

ktni moau odvojiti disjunktnirn I skupovima . Tj. E
l , E2 E 

E k 	i 	-El () E2  = 0 	povlaCi da postoje Ga.  , G 2 	tako da 

je 	Gi n G2  = 0 , Eis G1  , -E2 QG2  . 

Teorema 2.2.6. 'vui( I) 	je 	T2 	ako i samo ako je 	B norrnalan 

prsten 	pri 6einu pretpostavljamo da je m 1x c namx 	za x E X 

tj. da su monade standardnin 	ultramonade . 

Dokaz 	Neka je 	I norrnalan . Uzmimo dve razli(.;ite ultrarnonade 

ml 	m2  . .Tada je 	m2  = 0 	pa postoje 	 E I tako 

da je 	ml  c NEa.  , m2  c KE,2 	i 	Ea. ()E2  = 0 . Zbog normal- 

nosti postoje 	G a.  , G2  E L 	Els G a. 	E2  cG2 	fGin Q2= 

pa su 	 (1) 	i 	KG 2/ti fl (3E) disjunktne okoline od 
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m2 . 

Cbratno 	neka je 	4(1) 	T) 	Uzmimo 	E1 ' E2 elemen- 
te od 1 . Iz dokaza teoreme 2.2.5. se vidi da je W(/) kompak-

tan pa kako je i T2  on je normalan proctor . 	n (i) i 
KEjz- r) J(E) su disjunktni i zatvoreni pa postoje njihevo dis- 
junktne otvorene okoline u WOO . 	su istovremeno to i kom- 

paktni skupovi a D prsten , postoje G 1  , G2  € D 	tako da su 
KG1/1 n :(P) i KG2/% n (1) njihove disjunktne otvorene oko- 

line . Dada mora biti;1 C: 1 jer u suprotnom bi 	El IEGC 
111 

saciri,%ao ultramonadu koju je element 	 () ,i(I) a nije 

element od NG 1 	vv(E) . Analogno je 	c G9  . lakode je 

KGi n KG2  . 0 jer bi u suprotnom zbog mrx 	bilo 

n w(1)) n 	(1) # o . 

hoE;li smo , bez pretpostavke rn Ix = "Ix , dckazati da je 

122 ako i samo ako je I normalnan prsten , medutim posmatramo 

samo proctor W(1) 

Dakle , prvc nestandardna slika Walimanove kompaktifika-

cijeje to da se ona moe posmatrati kao podprostor °a faktor-pro- 

, stora 	 X kada se u 	posmatra mI tcpoloE;ija . 2ada 

oemo pokazati da se W(I) moe dobiti kao 35./r 1 de je r neko 

razbijanje X X a u se posmatra iii ml  ili mm  topolo-

gija . 

fromatramo proizvoljan prsten skupova u X . Dva filtra 

E1' 1E 2 su uporediva ako postoji filter koji sadrH i E
l i E-

E E I je uporediv sa E
l ako je filter generisan sa E upo- 

rediv sa 11 • 
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Lena 2.2.2.  /i/ Filtri . 	i Z2 	su uporedivi ako i samo 

ako je 

/11/ E E I je uporediv se Fi11x 	(x 	ako 

i samo ako 	je 	xErniE 	; 

/iii/ ako se 	1x (xE. KX ) mote produnti do 

jedinstvancg ultrafiltera 1 	tada je 

= El : xGmlE1 

Dokaz : /i/ Ako su 11 i 12 	uporedivi tada je ml nmE o  

0 	pa tiro pre vredi gornji uslov . Cbratno , ako je 

m1la1 Clm12 = 0 	tada je ml 	= 0 za neki 	m 1 r1
C - 	 1 	m  1 

' G1 E 	pa je 	1111 1 (1mI = 0 • 2 - 

/ii/ Iz /1/ E je uporedivo sa Fil1x 	ako i saLio 

ako je mlEnmIx 0 	a to je ekvivalentno sa xEmiE 

/iii/ Ako se Fil'  x mo'ie produnti do jedinstvenog ultra-

filtera I 	tada je 	lc {EE1 : x E. rn E . Cbratna inkluzija 

vredi jer bi se u suprotnom Fil 1x 'Sirio do dva .razliCita ultra- • 

filtera . 

Lema 2.2.. 
	

Da bi se FilIx mogao produiti do jedinstvenog 
, ultrafiltera 	za x E A 	potrebno je i dovoljno da / bude 

normalan prsten . 

Dokaz 	Neka su -1712 E2  El 	i ElE1(1E2 	0 . Ako bi bilo iriID  E1  n -  

m1  .E2  0 , recimo da x pripada tom preseku , tada bi se 

211Ix girio do dva razli6ita ultrafiltera prema predhodnoj 

lemi 	. Dakle mIEl  rtm E2 = 0 	pa se 2 mogu odvoji- 
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D 	skupovima . 

Cbrtano , neka se Idle 	Siri do dva razliCita ultra- 

filtera 1 1  i 12  . Pada postoje 	EiE Fi 	i 	L2E12 	tako 

da je El ( 	= 	. Kako je F normalan 	postoje El 	E' E 1 , 2 

E.1 	sa 	LleE' 	c:E' , E'LJE = X . 	, 211 x je 

prost pa ili1 	1 Filx 	 x 	U prvo.n slucaju 

L1 E 	

•  

1 2 	i Eln E2  = 0 	Sto je nemo u6e . Analogno u druc;om 

slaaju . 

Tako Cern° od sada pretpostaviti da je P normalan prsten. 

PromatraCemo preslikavanje 	f : 3(X 	W(1) 	definisano sa 

f(x) = -IEEE 	mmE 3 x 	tj. taeki x€ 3EX 	oemo pridru2iti 

jedinstveni ultrafilter do koga se Fil1X siri , a on je 	pre- 

ma lemi 2.2.2. , oblika 	ZEEl : xEm3DE 	. 

Lama 2.2.4. 	f l(f(x)) = merx 

Dokaz 	DokaHmo prvo da je 

f(x) = f(y) 	4-4 YE myafrx) 

Zaista , akc y 5e mlmf(X) 	tada y E E 	za neko E E 	za 

koje je KEnmf(X)= 0 pa postoji 	E E f(x) 	tako da je 

E nItiE1  = 	. Zbog normelnosti 	E i El  se rnogu razdvoji- 

ti D skupovima pa je mfi(lmefiX)= 0 . Buduei da je mfty)C 

C: mpy 	, prema lemi 2.2.2. 	f(x) i f(y) nisu uporedivi. 

Gbratno 	ako y E miom_gx) tada je 	mpy n mirrif(x) 	0 

pa su FilEy i f(x) uporedivi i lema 2.2.3, nam 6ovori da je 

f(x) = f(y) • 

Dahle , prema /1/ ostaje da se dokaIe da je 
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6o. 

mlifigx) = rn1)mix • 

vredi jer je mtc)c mix . Obratno , ako KG n mto za 

GE 	tada Elora biti 	mix c KG 	jer bi u suprotnorn o 

 - 

 
_ KX \K  G 	bilo uporedivo sa 	tj. Eo € f(x) sto je 

nemorfuCe jer je KE 0  n int() = 0 , pa vredi cbratna ifilduzija . 

Leine 2.L2. Ake je E E r 	tada je 

mImDE = mLE • 

Dokaz 	Ako x E mIE tada postoji E1 € D 	sa svojstvom da je 

3{,- x 	 EnEi  = 0 pa budu6i da je I normalan postoje 

G1I G2 E ID • tako da je 	E C G1 	El  C G2 	i 	G1 (1 G2 = 0  . 

Tako x E E1
K G2 i x ¢ 31 G1 	pa x m1m1E . 

Dakle 	vredi mBE C miemp.r, 	dok je suprotna inkluzi- 

ja oeigledna 	-I 

Lema 2.2.6. Za bilo kakav podskup A c KXvredi 

h(k(f(A))) = f(m/EA). 

Jokaz : Jasno da je 	k(f( A)) = 	E E D : mioE 	A 	Zadnji fil- 

ter oznaCimo sa I . DokaHmc da je za svako x E mEA 	f(x)D 

r 	6to Ce znaCiti da je f(mIA) c h(k(f(A))). 

Trebamo dalle dokazati da ako je A c 	i x E 

tada je 	xE mi)E . 	 , to je jasno jer po lemi 2.2.5. imamo 

m3EA C miemml.; = mDE . 

Da bi dokazali 	h(k(f(A))) c f(mieA) 	uzmimo 	f (x) E 

€h(k(f (A))) i dokaamo da je 	f-1(f(x)) n mD A 	. Zaista 

imajuei na umu lemu 2.2.4. u suprotnom bi bilo mpralux 	= 0 
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x E mEx  , A c mE i Exn E = 16 . dada Ex  i E moiemo razdvo-

jiti L skupovinaa pa imamo ExE f(x) ( jer x E llEx 	i Ex  0 
( jer rnE 	A ) pa I 	f(x) tj. f(x) 	h(k(f(A))) 

eto je kontradikcija . 

Leila 2.2.7.  Za bilo kakav podskup A C 3E1C 	vredi 

f(niA) = f(mi2A). 

Dokaz : DokaHrno da je 	f(rnzA) Df(iniA.) , tj. za svako x E 

mi2A 	je 	f-1(f(x)) 	mIA 4 0  . U suprotnom je 	lema 2.2.4. 

minmix nmlA = 	pa postoje 	G1 ,G2 E JD 	tako da je 	mix s 

A C 2 	 G1nG2 = 	.

G2 

Dada imamo x 0  ,C 	A Cx 1 dakle 1  gto je 

kontradikcija . 

Lbratno 	da bi vrcdilo 	f (m1A) c f 	 C ora 

za svako x E miDA 	biti 	 m1A  = ¢ . 	suprotnom , posto- 
je GEL 5 2E & 	tako da je 	HG 17.-> mlx 	D A 	i NLi () y= 

= 	 HG 	 RE  

Kako je mix c KG postoji El E D ; KE1  3 X 	 1 C 3G . 

Imamo x 0 El 	iE,1 	A 	pa x mlii 
	Sto je kontra- 

dikcija . 
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Tako smo izvrSili sve pripreme za najvainiju teoremu ovog pog-

lavlja. 

Teorema 2.2.7. Neka je 	P 	normalan prsten skupova iz X . 
. Tada je preslikavanje 	f 	--* 	definisano kao 

f(x) rzfEEle; xErn DE 

neprekidno i zatvoreno pri 6emu u *X promatramo iii ME  

ili m 	topoloiju . 

Jokaz 	-hao sto znamo element zatvorene haze u W(/) izgleda 

kao 	Z= {1EW(E) : EE11 	za neko 	E E E . Iatio x E f-1  (Z) 

ako i samo ako 	f (x) E Z 	a to je ekvivalentno sa 	E E f (x) 

6to je 	po definiciji funkcije f 	isto Sto i x E  mIE . 

Dakle , f 1(Z) = mDE 	pa je f neprekidna u m 	topologiji. 

Nedutim , po lemi 2.2.5. 	je 	mPmDE = mE 	pa je 	f nepre- 

kidna i u ml  topologiji . Zatvorenost preslikavanja f u 

obe topologije sledi iz leme 2.2.6. i 2.2.7. . 

Tako je Wallmanov • prostor 	(/) homeomorfan sa fuk- 

tor prostorom KX/r za neku relaciju ekvivalencije r i bilo 

koju od topoloc;ija ml  , ml 	u 3EX . Ako je (X,T) topoloSki 

prostor i . 1 prsten zatvorenih skupova tako da je 	W(E) T2  

kompaktifikacija od X , za sta je potrebno i dovoljno da 

razlikuje take i zatvorene skupove-i da je normalan prsten 

tada W(E) molemo dobiti kao X/r . 

Teorema 2.2.8. Ako jL N prsten zatvorenih skupova u topoloS- 
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kom prostoru 	X , T , koji je normalan i koji . razlikuje taeke i 

zatvorene skupove tada je W(1) homeomorfan sa MX/r za neku 

relaciju ekvivalencije r i bib() koju od topologija in 	i mi 

 u KX . 

	

Ako je (X I T) 	prostor Pihonova tada sa 

= if 3(0) : f : X --+ [0,1] neprekidna funkcija 

ozna6imo prsten nula-skupova . Jasno da je takode 

Z = f-kZ) : Z c [o,1] zatvoren skup , f : X 	[D 1 1] 

neprekidna funkcija . 

2ako,dualan prsten M prstena Z izL ;leda kao 

C = f 3(C) : 0 g [o,1] , f : 	, 	neprekidn funkcija, 

	

C - otvoren skup 	. 

Llementi prstena C se nazivaju konula skupovi. 

T.eorema 2.2.9. W(Z) 	je 	 - ova kompaktifikacija od 

(X, ) • 

Dokaz : Treba pokazati da se neprekidna funkcija f : X --4 [00] 

moZ'a produiti do 	neprekidne funkcije T : NX/r 	[a l l] , 

gde Wallmanov prostor W(Z) zamiSljamo kao NX/r tako da u 

NX prematramo mC  topologiju . 

ako u N [o l l] posmatramo mt  topologiju , ode je t 

obiena topologija u 	, tada je Nf : NX 	N 10 1 1-1 nepre- 
kidno preslikavanje 	Zaista ako uzmemo OE t 	tada je 
mf-1( 0 ) 	li(f-1(0)) 	a to je bazni zatvoreni skup u mm  . 

, Dalje , dokanmo da ako je xry (x l yE L) tada su 

Nf(x) i Kf(y) 	beskona6no blizu . Zaista , u suprotnom se 
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*f(x) i *f(y) mogu odycjiti disjunktnim zatvorenim inter-

valima *Ii  , *12 	tj. 	*f(x) € *11 	*f(y)E *12  , 1 (1 = 0, 

, 1 1 ,12  2 [0,1] . Tako 	x E. Nr1(I
1
) 	Y E 46f-1( 12) , ri(Ii) 

	

f-1 (I2) E -r \ 	 - 

	

I  "11 	
r ci2 ) 	, pa je - (xry). 

ida kraju koriste6i teoremu 2.1.3. funkcija st of X 
	

[0 ,11 

je neprekidna pa je 	NX/r --* [0 1 1] definisana sa 7(r(x)) = 

=•st( Nf(x)) 	korektno definisana i neprekidna . Buduoi da je 

*f (x)= f(x) za x€ X 	f produZuje f . 

Za narednu teoremu nam je potrebna sledeea lema : 

Lama 2.2.8. Neka je I T 2  topoloaki prostor i B neka nje-

cova otvorena baza , zatvorena u odnosu na uniju koha6no svojih 

elemenata. Dada je 

st-1(.) 	r-1 .0 	 za bilo koji kompakt 
GEL

' m02K  

K 	iz X . 

.Dokaz 	Jasno da 	n*C 	st-1(K) . Cbrano , ako x 
GEB 

*OW, 
- st 1  (K) tada za svako k K pcstoji 	OL  E B 	L-,ako da k E 

€ 0k 
	i 	x ¢ 3€011  . {Ok 	k E K13 pokriva K pa postoji kona- 

6an podpokrivaa 	0k "*" 0k 	za koji x fir' N 	U . . . 1...) KOk 
1 	n 	 '1 	

n 

dakle 	x 0 n 3E,) 	jer je E zatvorena u odnosu na kona- 
OEE ' KOP.K  

Cne unije. 

Teorema 2.2.1o. Ako je (X,T) T1  Tihonovljev prostor i (Y 9 t) 

V 	Y 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



65. 

produuje do neprekidne funkcije f : I 	Y , gde je I 

kompaktifikacija Stone-Cedila- 	. 

Dokaz 	Radimo analogno teoremi 2.2.9. . 	X je  KX/r 	gde u 

KX posmatramo me  topologiju . U KY posmatrarno mt  topo-

logiju . 

DokaHmo da je 	stolif ; KX --* Y neprekidno preslika- 

vanje . Zaista 	za K c Y zatvoren (dakle kornpaktan) je 

st-1( ) = 
(") x 	press lemi 2.2.10. 	, de je t 	prsten 
()Et 
02Kl' 	

1 

konula skupova u Y . Take je 	f-1(st71( )) n K  f -1 if 0 
(At 

1 /  OPX 

f 10 0 ) = (f-1(0) ) 
zatvoren u mm  topolo[iji 	jer je 

-1 (  - f OEM . 

Jaije aka je xry (x,y OEX ) teda su Kf(x) i €.f(y) 

u istoj monadi . :Laista , u suprotnom imamo a = st( f(x)) 

b = st( Ef(y)) , pa postoji neprekidna funkcija E : 	Lo l l] 

tal<_o da je 	L(a) = o 7 L,(b) = 1 
	od!akle se vidi da se 

y 	moLu edvejiti 	Zi skupoviiaa ( tj. njihovi zvezdama). 

Dakie '(xry). 

l're a b- eie mote .o definisati f : 	 tako da di- 

nat H,/ r 

Nf 	
T 

Y --717w  

komutira ( nat je prirodno-preslikavanje koje svakom elementu 

- iz A dodeljuje klasu ekvivalencije kojoj on pripada pa bu- 

duei da je stoNf neprekidno to je f neprekidno produenje 

od f 	jer je za standardne x 	f(x) = Kf(x) 
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66. 

2.3. Svaka koriipaktifikacija se mote dobiti kao *X/r  

Wallmanova kompaktifikacija se dakle , prema teoremi 2.2.8. 

realizuje kao HX/r za neku relaciju ekvivalencije r u *X 

i bilo koju od topologija 
	u *X 	Gde je I nor- 

malan prsten zatvorenih skupova u X koji razdvajaju ta6ke i zat-

vorene skupove . li ovom poglavlju Cern() pokazati da se svaka T2 

kompaktifikacija topoloekog prostora X mote dobiti na gornji na, 

in . DiskutiraCemo i pitanje kada je *X/r kompaktifikacija 

od X za neku relaciju ekvivalencije r . 

Bice nam potrebna sledeaa lema koja je dopuna lame 2.1.4. . 

Lema 2.3.1.  Ako je (X,T) T2 normalan topoloe"ki 

je za bilo koji zatvoren skup S 

st-1(S) = n.s. NX n me 

je IG prsten svih zatvorenih skupova u X . 

prostor tada 

Dokaz  : Iz leme 2.1.4. znamo da je st(S) = n.s. XnmTS 

-jer je HausdorfRov normalan topoloki prostor ujedno i regula-

ran . Eedutim , zbog normalnosti svaka okolina zatvorenog skupa 

S sadrH zatvorenu okolinu od S pa je mmS = nTS i lema je 

dokazana. 

Frodu sZenje teoreme 2.1.3. je sledeea teorema. 

Teorema 2 .3.1. Neka ie (X,T) T, normalan prostor i M prsten 
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67. 

svih zatvorenih) skupova u X . Tada je 

st : n.s.X --4 

neprekidno i zatvoreno preslikavanje 	,de se n.s. *X smatra 

podprostorom od *X u kome se posmatra m 	topoloGija . 

Dokaz 	st 	je neprekidno preslikavanje zboc leme 2.3.1.. a 

zatvorenost sledi iz leme 2.1.3. i 6injenice do je 	st(M) = 

= st(n.s. NX fl N) z a Psi a *X . 

;ada molemo dokazati teoremu o reprezentaciji kompaktifikacija 

topologkog prcstora X . 

Teorema 	Leka je (X,T) 	T2 	topologki prostor i 

(Y,t) 	njegova T2  kompaktifikacija . Tada postoji takva rela- 

cija ekvivalencije r u KX rako da je (Y,t) homeomorfno 

X/r sa 	 , gde se u KX posmatra bilo mT  bilo mm  topolo- 

logija ( 	je kao obieno prsten svih zatvorenih skupova u X). 

Dokaz 	Prema teoremama 2.1.3. i 	 preslikavanje 

Y 	Y • stt  • 

je neprekidnc i zatvoreno bile da u KY posmatramo mt 	me 
topologiju 	ode je c prsten svih zatvorenih skupova u Y . 

Tako je , ako u 	X  posmatramo mT  ili-  mm  topologiju , 

X 

	

: 	--* Y st t  • 

neprehidno preslikavanje . DokaHmo da je ono zatvoreno . Leka 

je 	ni€A.
1 	

mT  ( mm  ) zatvoren skup 	, gde je Ai E T (i. E 1) 
i€I  

m \ ( 	O. 	(iE I)) . Tada je,prema 	 . . ., 	t prema lemi 215 	st cix r) (-) A.,. 
i,-, 

	

-, 	3- 

= st ( n KA. n*x = nstt (NAinNx) 	zatvoren skup jer je 
iEI 1 	iEI 

st (NA.Oix) 	zatvoren , pa je t 	 v e 	 stt  zatvoreno preslikavanje . 
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68. 

kraju 	stt • • KX ----4 Y 	je na t er jerX Lust u Y . Tako je 

Y homeomorfno sa NX/r , Ede se r definiSe kao xry ako 

i samo ako je 	(x) = st t(y) . -4 

ideju Robinsona ( Pnl)moemo dokazati da za za-

danu kompaktifikaeiju 	Y 'LL posto:;i neprekidno i zatvoreno 

preslikavanje 	f : KX --* Y , 	cfie se Li NX "Nsr:iatra m/  iii 

mm topoloLija za prstene 1 i 0 	nula i konula skupova 

POUgniV110 . LgiCtL 1 	plociallvanjo id ! 	--4 
se prema teoremi 2.2.1o. mo te neprekidno produHti do funkcije 

E :X --* Y . 	je surjekcija jer je 	c(L) ( DX) zatvo- 

ren skup i x gust u Y . arena teoremi 2.2.7. za bilo koju 

od topolocija m/  ili mm  postoji neprekidnb 	zatvoreno i sur- 

jektivno preslikavanje h : 	---> A 	tako da je f = doh tra- 

zeno presihevanje. 

U shup avid kempaktifikacija prostora X uvodi se pc-

redak 	no taj na it da 	imamo dve 	tifikacije Li  

i 	 X od 	toda je 	zl ~'~2 	ako i samo ako postoji nepre- 

kidno i surjektivno preslikavanje 	f : • Y1 	2 	tako da je 

f(x) = x 	za svako xE ajuoi stay rerozentacije za eve 

komaktifikacije 	moiemo izvesti nestandardni kriterij 

kada je jedna kopaktifikacija veca od 

ileorema 	su Y1 i"L 2 	12 kompaktifikacije pro- 

story li . Tada je 	Y1> L2 
	ako i SUM) ako je 

rl C r2 
su r1 i 	relacije ekvivalencije 	*X 	, prema 

teoremi 2.3.?. induciraju it  1  12 
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uo.yaz 	je 	> Y . 2oda 	dijaram 

ride su st 1  t2  "stLIndaTdni dio" preslikawmja u ojnosu fl 

cocololje 1 	respektivno i f nepreluanu surj(2kcija 

koju je f(x) 	X 	z s \I- A° Xc 	. 

E 	je st l (x) 	st2 (x) = x 	i 	f(x)  

fo st i l x  = st 2  . Ako u KX posmatramo bib o koju oa topoloija 

m 	iii mo 	tadc' 	4.°1. 	otJo floprUndal prcbMadiju 
koja Le pedudoraju no X , koji je svuda rust; u 	1  pa audu- 

da je b 0 je 	0 st i  = at,)  . 

J:D 0 je 	st1 ( x) = st,-,( y) 
	

toda je f(sti (x)) = 

. f(s i (y)) 	L;j. 	st2(x) = st 2(y) pa .j 	r1  c r.)  . - 	 ,_ 
artne , a. ,:o je r n r,facia je LrireThc 7Dreslikava-I 	) 	,, 	 - 

nje 	not : X/r I --N. *X/r2 	definisand se 	nat(rI (x)) = 
ii, = -22 .,) (]:.) 	(:- E x) 	ta- o da , ako

,./ _,.- :=Iiijamo kao 

/ r 	; 2 	, vidimo do je 	'Li>. .12  • -I  

.12eere7).a ?. 	 su _ •  • • 	 r. 	(i e I) rOiaci.je ez.vivalencije u 

k tloch.su NX/r.kompaktifikocije ad X (ne obavezno T. ) ) 

, 	x 	r( x) je hoQeomorfnc ulaLanje tc7:cico .L prosto- 

_. (L I .L) r,  se a. X pasmatra bib o m, bib m topoloLija  
1  Lde je 0 1:ao obieno zatvorena topoloLija u X . Iretposta-

viiic joL da je zo svako xE X i ie I r(x) c a ix • Tada - 1 
ie 

 

x/ fl r. 	kompaktifikacija ad 	X (no obavezno T
2 ) 

le 

ELko su joS 	*X/r i 	(iE. I) T 2 	tada je i 	mx,nr4  1 ' ) • 
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-' 0 

Do_ kaz 	. ekJ je r = nr. . 2rebamo pokazati da je nat : X 	NX/r 
i€I 1  

definisano sa 	nat(x) = r(x) 	hoineomorfno ulaganje 	Edo se 

u 	X posmatra 	m (mT 	topoloj.ja . 2Creslikavanje nat je 

vce neprekidno kao su•enje neFrelddnoL preslikaw3nja i ostaje 

da se dokai'„e da je ono zatvorono 

Za 	FE. M 	iiutmo , zbo toEa coO 	j e 	 kompakti- 

fikacija oL 

ri( 3r ) 
2 	

= C i 	r (x) 
YE  

de je C. zatvoren u 	X i unija r. 12:1asa . lakD je 

(Ur.(y) 	n r x n 
2 1  1E' 	yE ici 	XE X 1  

... /1/ 

‘eduti . , vredi 

I 	( u r A. ( 	) = 1....J ( r-1 ri( y) ) 	. 
IC ye2 - 	ye 2 1E1 

1,3is'Go , 	x. E n ( u r i( y) ) 	-, ovi ,, c'i ';f- -=' -)v , i:ro i E 1 	7)os- 
iEi 	-;EF 

toji 	YiE 2 	tal7o da 	x E r1(  yi) . ,a, ,da za svako i, j E I mora 

biti 	= yj 

E r (y ) c m,y 
J J 	J 

mgi n mgj = 

E r) r i ( y ) 
1E -1  

er u suprotne 	x ri(  '70 g- 	 x E 

( i 	j ) 	,t;o jea _cr';r•dikciji sa 

je T2  ) • 2ako J e y i  = y 	( i E I) 	i 

x E U  ( nr. 	) 1 (  
JE. 2 	1E1 

.brat je o-iLledan jar je za sval:o y € F 	ri( y) g 

c Ui r ( Y)• 	je 	nir(Y) C n ( ijr•(Y) ) za 
— yE_0' 	 1E: 	lEi 	JEF 1  

svako 	y E 12' , 	tc daje 	LJ n r,. ( y ) c: rI ( U r• (Y) 	1)• yE 2 iE1 - 	1E1 	yEF 

;.nalou;no j e 	n ( r. (x) Ur*
1
(x) 	( r] 	) tako da jed- 

lE 	 xE X 	1E1 

nakost /1/ prelazi u 
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71. 

(nr .(5)) = 	n n 
xEX 	iEI 	 iE 

tj. 	Ur(y) 	Ur(x) n no. . 
xEX 	iEI 1  

Lada je C = no. 	zatvoren u 	X i unija r klasa jer 
iEI 1  

x E C 	povla6i r(x) C r i (x) C C i 	za svako i E I 	pa je 

r(x) c UC. 
— AI 1  

Taho smo pokazali da je nat zatvoreno Tq'eslikavanje a 

kak0 je X gust u Nx i nat neprekidno preslikavanje to je 

nat(X) gust u *X/r 	pa je *X/r kompaktifikacija od X . 

Leka su mX/ri  Yi  (iE I) T2  . Tada su 

nat. : YI 

Inat.00==r.1(x) 	(x E *X) 	neprekidna i zatvorena presli- 

 kavanja , pa je i funkcija 

f : KX --> 11 1Y. 
i 	l  

definisana kao f(x) = (nat i (x)) iEI  , neprekidna i zatvorena 

kada u posmatramo topologiju proizvoda 	jer je 

kompaktan prostor a 	il_lf. 	T2 • 72ako je f( KX) homeomor- 
1EI I  

an sa 	*X/r , 	za neku relaciju ekvivalencije r' u *X . 

Doha it da je 	r' = n 	
• 

r. 	Ako je (x l y) E r' 	tada 	f(x) = 
iEI 1  

= f(y) 	tj 	(nat i(x)) 16 , = (nat i(y)) ie , 	pa je za svako 

i E I 	riat.( x) = nat i(y) 	dakle 	(x,y) E nr. . Lbratno 1  
ieI  

(x,y)E nri 	povlaEinat.1( x) = nati(y) zn svako iE I 	pa dE I 

je (x,y)E r' . 3ada buduOi da je 	11 Y. 	T 	to je i f(HX) 
iEI 

tl. X/r 	T- . 
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72. 

2eoreme 2 3 3 i 	nam omoc;uouju do stvorimo intuitiv- 

nu sliku o poretku medu T2  kompaktifikacijama i kao posledicu 

dsje sledeOu teoremu . 

Teorema 2.3.5. 	svoku familiju Yi  (iEI) 2 2  kcmpaktifika- 

cija prostora X postoji najmanja gornja meda 1. 

Bokaz 	'ovaka od kompaktifikacija 	Yi  (i E I) se realizuje kao 

KX/r.1  (iE I) pa je traena najmanja tornja meda 
Nx/ nr• . 

iE I 

Ltone—Gechovui kompaktifikaciju mo-emo dobiti kao 	n r. 
iE I 1  

Lde su r i 	(iE I)
• 

sve moEuee relacije ekvivalencije u mX 

koje daju 	kompaktifikaciju od X . 

;.:,ada eemo nahratko razmatrati pitanje ka - je za neko r 

razbijanje -orOsi;ora 	X 	KX/r 	kompaktifikacija od X . 

matraeemo s : mo takve relacije ekvivalencije za koje je r(x) 

= mTx ( x EX.) 	;de je kao obiano T topolorija u X . 

Loma 	Ako jo(X l.T)T2  i 	r 

od 	X 

topoloif-ai prostor 	tada 

ako je za svaki zatvoren skup je 	EX/r 	hompaktifikacija 

F 	nee zatvorene baze 	B 	u X mTF 	unija 	r 	klasa , 	pod 

uslovom da u 	NX 	posmatramo mT • topologiju 	. dko je jo,. X 

normalan moleLio posmatrati i 

reni skupovi u 	X 

mM  topologiju u 	x 	a zatvo- 

Dokaz  : -irirodno preslikavanje 	nat : X 	*X/r 	, nat(x) 

= r x 	x X , je neprekidno . Dalje , ako je F B tada je 

nat(F) 	{st-1(x) : xEFi i nat( X) = {st-1(x) : x E X 	. 
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73. 

Et -1(x) = m12 rIn.S. KI 

i buduOi da je 	mr2.2 unija r klasa nat je zatvoreno pres1i- 

kavanje . iailiae , ako je Z bilo kakav zatvoren skup iiamo 

Z= 
,-1  

r) .L 4 	( j . E E 	, 	iE. I) 	pa je 	s' -6 	(i.',) .7. n s.,--L,..„-,
I

) 
1  if I J* 	 lE I 

s u ( i) i . 	( i E 1) 	so viatvoreni skupovi i unije r kl a sa pa. je 1 

takav 21...skup st -1(Z) d a. k I e 	nat( Z) = {st-4 (x) : x E. Z 	je 

z3tvoren u 

ko J2 i normalan tad& je m,F :7mF. 

T) 71  lokalno koi_11_aktan topoloSki 

prostor f- 	. -,.,aaa. 	je *'.K.-  /r
.  

koaktifikacija oa 	X (no obavez,no 

X T2 ) 	za bib o koju relaciju ekvivalencije - u 	X 	t a. •_:. o be 

Jo 	r (x) = m.2x 	(x € X ) , :be ee u 	X posmatra mn, toi.)olo- .. 

j_ja • _ko je X joS 1 no=alan tada se roe posmatrati 1 rn 0 

topolonij a 	C zatvoreni skuLovi u X . 

Dokaz : .: -.2sma ;,reLhodno iemi dovoljLo je naOi zatvoLenu bazu 

B skupova to be je za svaki .2 E B. 	IT1 112 unija r ,_ klasa . 

Kako je 	lokalno kompaktan postoji zabvoreria baza 	1 

#,C 
take da je za sv .;1 1-71. F E 1 	i2 C n.s. 3EX • Ako je y E m.-2F i 

E 
	

baaa l  zavisno od toba da ii je y okolostandardna jij 

no , postoje dye moLuonosti: /i/ y E m Ix 	( x E fl  tada je t  zbo;.; 

zatvorenosti sLuLa F , x E 	pa je 	= mTx c mTF 

/ii/ y E 	 tada ' rje r(y) c -E.K\n.s. jEX 	pa buduOi da 	E 

E B 	imam° 	*•.1?c L\n.s,X odakie je 	r(y) C 	C mTF . 

Dakie , u oba sluaja je 	C mF 	i teorema je dokazana. 
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74. 

Aleksanclrova moi3e Jobiti kao 	X/r . 

, 	- 0 leole-a „•_.•  1,eka je (X,T) loinc kompaktan prostor. Tada 

se kompktifikacija Alehsandrova jednom uaeko moe dobiti i:ao 

rde je 	r(x) = mTx 	za 	x EX 	i 	r(x) z KX\n.s. KX 
. za 	x€ X\n.s. KX • U X se posmatra 'ono m

T bilo m 	to- 

poloL;ija . 

j)okaz : iThka je 	( U wi , T ' ) 	jednotaLkasta kompaktifika- 

cija Aleksandrova • :Lko u Kxum posmatrai:lo bib() m 21  bilo 
M

O' 	topoloiju 	(CD' zatvorena topoloLija u Xtjtvil)tada je  

XU {I'li ----> X U 4 w I 	neprekidno i zatvorcno prelikavanje 1  .i_ 
pa je i

T' : 
st 	.A. --* Xli{w/ 	neprekidne i zatvoreno presli- 

kavanje 	kada 2c 11 KX 	posmatra jedn od topoloL7j_ja 111, 0  ili 
• ..,ke defini'Seo (x,y) r 	ako i sa:lo ako je stT' (x) = mo  

= st, I ( y ) 	tada je 	r (x ) = m,x 	za x E :': 	i 	r (x) = m rp  , w n.K. X: . = i 
= 3iX\ n. s . c' -L 	za 	x E KX\ n. s . HX , a x U { wI je holaeomorfan 

se 3iX/r 	-d 
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75. 

GLAVA III 

1:11  Loebeva  mera 

14eka je / familija podskupova skupa X • Zia 	Oemo 

re6i da je poluprsten  skupova ako je ona zatvorena u odnosu 

na preseke konano svojih elernenata i ako se razlika diva ele-

menta iz 1 razlae na kona6no disjunktnih skupova iz 	• Dru- 

im re6iina 	A,B E I povlae1 	An13,1 	i A\3 = U A 1 za 
1.1 

neke Ai E 1 (1 = 	... ,n) 	tako da je Ain Aj  = 	 . 

	

je al7ebra skupova ako 	E 1 i ako A,BE I poviai U3E 

, A113 E1 , A \ 	•Zia alzebru I kaZemo dci je 	6  ..ilr;ebra  

ako j e atv or e na u odnosu na prebrojivu uniju avojih Clanova . 

1,eka je I polu -ersten . illunkcija 	m : 	---> /+ 

definisana na I i s vrednostiLla ci skupu nenetativnin real-

nmb. brojeve 	prebrojivo aditivna mera 	(ill 	aditivna 

71 era ) ako iz 	A 	UA.., 	AE 	:UE 	 = - 	 - 

iEN -`• 

(1 	j) 	sled i 	m(d) = 	, m(A.) 
lEN 1  

leorema 3 .1.1.  (.;ar3t,h-odory C.) ::eka je 	m : 	[o 	pre. 

brojivo aditivna [flora na poluprstenu k skupova iz X 	take 

;la X E I 	i 	m(L) = 	 m moze produHbi do prebro- 

jivo aditivne mere 	definisane na 	alcebri 	=le . Hera m 

je i kompletna mera tj. TRA) 	o 	1 BCA povlaei B E . 
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76. 

ijokaz 	lajrlanja al6ebra I koja sr3drH poluprsten 1 se sas- 
n 

toji od skupova oblika Li A. 	A.0I 	(i 	1,...,n 	nE  N) 1 	1 i=1 

A.C)Aj  - 0 	(i 	j) • -er3 m se Liri ha I , do lire koju 

	

Um(Ai) 	, de 11 

	

" 9 	 = lloos ,n) .Liedusobno disjun- 
i=1 

ktni elcmenti poluprstena I • Vidi se CiLi je in dolor° defini-

z3nu i rTe -o -2ojivo LIdiuivnc, . 

ieliniLimo 	 skupova alEebre 	':ao s(I) 

= 	J2,d. 	 niz elc:aenata iz i 	i familiju a sku- 
iG 1\J 

	

alLeLl'e I kao 	d(I) = 	U Bi 	(Bn)LEN 	fljZ elemena- 
iE 

to iZ I 3 . 	roduHeric meru m 	ost?vljajui istu oznaku ) 

na k13se 	:3(I) 	d(I) n3 sledeoi nain 	3ko je Q E. s (1) 

tada postoje skuovd. 	 caco da je  n  

B nn B = 0 	za a n 	definiLL2c 	U ) = 	rq(Bn ) 
rIE n 	ncN 

ako je 	PE 1(1) tads je 	P = n B 	za flake Bn E I (n 
nEE n  

tao da jeB 	3n-a 	 17 za svako n €1: 	: definiHmo n --  

111( n B„) = lia(m(Bn) ) . Definicija je korektna. 3  jer ako je 
nEN - 	n 

U Bn = U Bii 	Bn ,Bn  E I 	(n E 1; ) , 	Bn n B = Bn' n Bail = 0 
neli 	nEN .  

za m n 	tada je Bm = Bm n U B' = n 	U(B np, I ) 	i 
nEN 	nEl 	n-si m  

tnuB =U(pie) 	pa je 	rn(  U 13 ' ) = 	m( B' ) = m 

	

ncki 	nEi.: 	 r_LEI:1 n 	mEN 

= 	m(B'nB ) = ImCB ) • Vidimo takode da ako je = U B  nEN n  

Ede je BE 	i 	B n4.1  Bn 	tada je m(q) = lira(m(Bn)) 

RI n 	m n 	nEN 	n  
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77. 

tako da korektnost definicije u sluCaju skupa P E d(I) sledi 

ako predemo na komplement . 

Osnovna svojstva produ zene mere se vide iz sloth:6e leme. 

Lema 1.  Neica su Q t Q' t ('-,tn E s(11) 	(n E N) 	i 	E tP'E d(I) • dada 

/i/ -. D I' 	pcvlaCi 	m(Q \I) .7. m(.0 - ni(P) 	; 

/ii/ P D q 	povlaa 	m(P \ .:',4 ) = ra(P) - m(Q) ; 

/iii/ QD P 	pov1a6i 	m(Q) LC') ; 

/iv/ P D ri 	pov1a6i 	m(P) ) m(P9 ; 

/v/ ,'. c U ,:.., 	povlaei 	21 (:12) 
 

n€1i " 	 nEls,; 

/vi/ ,. = U. 	1 	4r1r,1  = 0 	( 1 	i) 
nci: 

m() = 7m(--.L ) 	
. 
I 

nEN n  

/vii/ fnpt = 0 	povlaei 	U 1' 1 ) = na(f) 	ni(P') . 

i)okaz  : /i/ 	cka je 	= 	An 	An C An+1 	Cn 	) 

n n ' 	c B 
n+1 	n 	 t aka da su svi novouvedeni

E.  r 

povi iz I• Tada je 	p= n Bc  n 	n ) E s(I) 	pa je 
nEN 

\ i') = 	 13n)) = ra(.d - m(P) 	. 

/ii/ 	 ozneke kao u /i/ 	 = 

n 3  n n  A 	= 	\A 	E d(I)pa je 	rn(I' \ ) = liin  
LEI; n  	€1:.; " n  

= m(P) - m () 

/iii/ :;e1c.5 je 	z  U An 
	_ Lj A , - 	 triko da je 

nEi; 	 nEN n  

C- I  An' C A 1  (n E N) 	i tako da su novouvedeni skupovi An+1 

iz 	I 	• 	i'LT1 ,:i a j e .:.2 ' = 	(IQ' = U(A nil. , 	pa 	je 	111 (,,, I ) 	= 
nEN n n 

povla6i 
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tiko 

is 

jer je 

m( Qn )  

je 

m 

A i C  A. 

A C 
` 	n€ 

prebrojivo 

1 +1 	(i € N) 

n l iEU 

aditivna 

Ani 

neh 

povii:La iz I 	i 	i= LJ A. 

11 	
GE L) . 	2ada je sLi s 

pa je 	In 	 ,  ( Ani) 
n iE 

na I , tako da je mu) 

/iv/ A° je 	Ped(l) 	Dada je 	rc E s(I) 	i m(P) + 

+ m(P c ) = 1 	talco da tvrdnja sledi iz /iii/ . 

v/ 	je= u . 	razianje su 'n IE 	n1. 
sku- 

/vi/ Ake posmatramo razbijanja skupova 

tima iz I tada se time dobija razbijanje skupa ti 

siedi is definicije mere m . 

	

/vii/ Leha je r = rl 	= n 
-  

	

nEK 	 n  

elemen- 

pa tvrdnja 

'n ( E ) 	L:de su novouvedend sku“Dvi elementi is 	. - n+1 

je n n ch, n =  n UP , ) = 1 (A 	) 
nEN 	 nEN  n 	pa je m(1)  

= lim(m(An U Ai;)) = lim(m(An) + m(1-,')- m( -An ( 	)) = m(E) + m(P') 

jer je 	n(Ann ) = 0 . 
nEN 

Time smo lemu dokazald i moemo nastaviti dckaz teoreme 

Caratheodorya . 'La svaki podskup Y c X definiSimo vanjsku i 

unutraanju zieru me i mi  . kao me( Y) =finf m(Q) : E s( 10 I 
Q 2 Y 	mi( Y) = sup {m(P) : I) E 	) 	r 

Lema 2. /1/ Ako je E = U E 	raslaganje proizvoljnoc podsku- 
nEN 

pa od X na podskupove od
n  n d]m  = 0 	za m 	n ) 

tada je 	mi(E) 	1:m.(E ) . n  IN  1. 	11 
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Za proizvoljan niz (E ) n 

vredi 	me( E) 	2 ' e 
(En) 
	

cde je 

podskupova od X 

E  U En nEN - 

/ii/ 

r70 
.) • 

Jokaz : /i/ Izaberim6 niz (I: ) nEL 	elemanata iz d(1) taro  

dc, jo 	'r n  c 2, 	i 	ni(1 ) 3. 
n _ — 

	

E ‘ in(I) 	,_de je E unapred 
2n  ' 

z, Jan pozitivan realm broj . L'oda , korist,,:-H svojstvo /vii/ 

	

n 	n 
iz leme 1. , illamo 	ni•G) 	Da( Lin  l'i - = En (Fir ) ) 	19 .( 	) — E 

	

k1= 	' 	
1 'k i 	/ 

	

krd " 	 1:7.1 

odskle siodi rezuitat. 

	

/ii/ izaberimo niz elemenata 	c.,41)nE1:, 	kThse 	s(I) 

toko do je 	me(En + IL m(R 	cde je E unapred zadan 
2n 	n)  

pozitivbil raalaa broj . ioristeei svo (jstvo /v/ iz leme 1. 

iEamo 	rne( ) 	( 	,41,1  ) 	m 	) 	mc  ( En) + E 
nE 	ne 

rzultat sledi . 

1asu / 17_() skup podskupova od X cije 

sz vonjske 	unutraSnje mere jednahe 	tj. 

	

Y1 = firc 	: 	= me(Y)1 

	

no 	definiHmo kao m(f)  

Jasno do 	I m 	i do je 	m(A) = m(.;,) 
	

za 	 pa osta- 

jG da se do':.iae 	je I 	tl al.Lebra 	i m 	prebrojivo aditiv- 

na kompletna mera no 	. 

-ro Jo 
	 tada je oiLledno 	E 

postoje 	1'll I 2 E d(1) 	, 	, L1_, 	3(1') 	tc.lio da 

	

P2 g - 2 g '--2 	9 	M  ( " 1)  - la( 1: 1)  ‘ 	9  

9 M(?) - 	 1  L,de je E. unapred zadan i .ozitivan broj. 

acLa je 	 E (la) 	9 	
s(1) 	12( 	42 )  - 

rn(P iU 1' 2 ) 	m(( 1 U 2)\ 1 U 1 2) ) 
	

po /i/ iema 1. . 

•I 	 11 	ii - 	\ 	 \ I I / - 1 	■ 	-r) - -Nn hiinIH 
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cLajel.\\PICs (11), 	
c_ s() 	i 	primenjujjd /1/ i 

/ii/ 	leme 1. 	imamo 	ra( 1 U 2 ) — m(i 1 L)P 2 ) 	m(*L \ Pl ) + 

+ m( 2\ 1 2) 	E . -Oako je r..a1,7ebra . 

,tKo je (E ) 	: 	niz elemenata iz I 	t2da , da bi dohs,— n nEi‘ 

zali da je 	E 	element od 	, moemo pretpostaviti da 
n  

su elementi niz3 medusotne disjunktni . 	leini 2. je 
. 

4 me ( En) 	m e (E) 	mi(E   . 	 ) 

n n 

, jr me 	) 	.(E) sedi iz ji/ lea 1. , 	je > m 	l 	 m 

aicbra 	i 	in 	o' aditivna r]era . 6:iiLledno Ha je m 	komple- 

tna . 

. • Unuti2ai  	 sa 	kona6no  aditivnom 

merom je brojKa 	(X , cr 	A-4 	:de je X unu!.;rasnji 

Of unutrana alera 	 od H i (14 : 	[o 1] 

ui-lus,raSnja 	 adf .c;Ivna mere za koju je op(X)= 1 

( 16+ Id" ) 	unutraSnji -:rostor sa 	1:ona.;:no 

aHitivnom r1.20_71 	( ilf re 	rost;or sa 	* I:. a. eroi ) t:Ja 

je za svei unutranjf -nfprkJonni niz 11.-1 	• • * ( H E 	) u  
eieenata H7 A 	,E a7i- 	1 	, ake su ,, 	 n (K: = 1,...,) J-c  k=i 

H. 	7='.., medusobno dfsjun 'Hi_ 	0( i,..... 	_ / ,,,p(,) . ,iledaja:i izvana J.: 

	

c4 je al Lebra skul:Jova i Sto,u 	je pl. ebl2ojive aditivna era na 

•er ako jziamo orpaajueJL a_Ls 	) 	sKuT:)ov is 	tsda n 

zsieenostf, n 	p je uslov 	fl An 	/ po- , 
— bel; " 

• 
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, z6dovoljen . jarath:Joctoryjeva 

	

teorc= 	T:redifienju n!3m scd2 waol7uecva Li mru ::tod(4 produ- 

	

in 0() 	aclibivne mere definisane na ti alL:ebri koju sdri 

	

. 	 , 	 produL1Ij3 dere ),A 3e oe , u 

ovo sluaju , 1zvc3(;i IlnoLo krce ncLo u torcmi 	. 

je 	(X ,,71- Li) 	unut)raLnji 1:rostor 

k..  .::10Ze produHi de ko:..Tletne :Jere 

L(0) dfiie na 	cr alLe6ri 	-L(6,) koja 2:adrZi 	. 

:3vukiC 	t 	c X 	(troSnji Li vanjs1:i) defi- 

niSio v72s.jsk'3,a. unutraLnju ciaru ao 00,e (Y) = inf fsteVA) : A.E4, 

, 	
c/ 
a • (= sup { s 	) 	ti GA- 	C Y 	• 	1asa sku- 

rovs 	L(J) se sastoji Ok sLuy -:ova as jednakeL vsnj2kom i uuutr- 

erou i 	as 	se definiSe mera -.L(m) kso 1,(1,C)(Y) c/ 

e 

Ja:.3ne do 	L(ct)D c4 • :)okaimc da je 	L() al: ebre . 

ko L 	1SJ5 oeiLledno 	E 	) . 	if.n.a;no 	 ) 

Lda pestoje e „A- bcko da je C C 

c r c F 	I ()AC-L, \ 
(PC- \ A-2) 

E. 1 _ Jae 

je 	unaprcd 	i)ozitivn standJirdan re ,alc.n broj • 

(1) 

 

	

( ("1U 	 u 	((J\ 1)u(32\ A2 ))  

d'A Cw-) 	 hako da je 	EUF E (A) . 

1,3 kraju oaks je (E ) 	— 	niz eleinenata iz 	L(ok) 
TI 11E,, 

E 	eit) JohsZLTio is je 	Li 	j , ( 	. 	pretpostavib'i da su ele- n 

( En)  n€ 

niz 	 disjunktmi . iesuoje ivu niza skupove (11n) nL. , 

iz 	5:,17mi do je C A n — n 7-777 i du(ii \ B) < E n n  
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ri 

82. 

do unut.rcnjec niza . l'ada 	skup 

in E 1d : (Vk< n Bk.E. of gc (Ak.  

unut-,22L n .  i±  i sLdrZi L , 	:noro sadrZavati 	jedan beskonaan 

rodLin proj 	,ti • l'ako irnur:ao (\91  k < H )C 	n Bk  ;?4(Ak\Bk) < -TE  ). 

1 	in 
zmi;r10 	n € ,- 

r  ‘ 
\ "' 	, n 4 II . 	U Ai,- .; U 1 

ii 

k=1 " 

	

n 	 n 	n 

	

du  (U 	- 1 	
_ xi( U(11 \ 3, ) U U 

1:=1. 	
a 	1_ 	17 	;- " 

.-..I. - 	'' 	=I l'' 	
‘ 	 13 ) 	+ ,  

2,..„ 

+ 	cp.( 3.0 
k=1 

E ♦ 	 udL,.lje- 
h=1 " 

nose zadnja dva broja nije beskoncno mala 

<J1 	) 	E 	7.PC3  ) e , _EN 	 k=1 

_,h.ur hiperprirodnih broj va n za koje vredi nejednakost 

/1/ 	je unutrasnji sku07, i sadrH vanjski skuT) 	kr E'` I\'; : n< H 1 
n 

pa postoji no E N 	tako da je Jae( U.  )) < 6  + rd-1(30 

	

hEI, 	 k=1 

pa budu6i de je 

	

k=1
Y(B ) k -‘ dli( U Eic) 	to je 

kEN - 	
/1  ( U -L 

	

e 	, 

LO). 	

1::.E.LI 

	

o dokazu je 	U '-=1, E 	2akode je - yi (,-,-IF'k )  < E 	et d 
i,:cr 	 kEig - n 

I, (cp)(L
) 	pa je 	L(y)( 	) - 	1) /  L91)(30 < E 

	

kEl k 	K=1 

pa je 	I-7(P 	precrojivo aditivna . Lcp) 
	

je ouiciedno komplet- 

na:.era 

Thko sada molemo izreei siedeal definiciju : 

Definicija 	 Neka je (X 	l y) 	unutra6nji proctor sa 

h. a. iaerom . 1..-rostor as iercm (X , L(0() 	LCO) se naziva 

oeloov prostor pridruZen prostoru (X , ok „p) . L(y) se nazi-

va Loebova mera a L(J-) Loebova kompletna alr 3bra pridru2cua 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



83. 

'oledeoa teorema pokazuje da su Loeb merljivi skupovi "blizu" 

elementirno iz 61-  

Teorema 3.1.3.  1:eka je 	(X , or l y) unutraLnji prostor sa 

k.a. merom . Tad za svaki 	ECLW postoji A C 	teko 

dL. je 	Dcy) (A/1E):: o 	, c;cle je A simetrina razlika skupova. 

, Dokaz : 	de (A ) 	niz elemenata iz 64 tL.ko d n 
1 :.,:; C

.1. 
 c A 	(n E I:) 	i 	lAdu)( A:in) - 1,9i) (.) <  - n  

a:c;ip.c) un'd6r6Enji 1;.- uri . 
3i.i . 

{.. n 6. 1•:; 11  € 	& ( V hC n ( A, A.1 , c A,  ac nJ- 

( A, ) > 1,(1) 	) - i ) } 1 	- 	„ 	,-. 

Ld- smo 	 niz (An) nEL: , 	 „ , produLill o unutranjeA niza, 

stnardnih -nrirodnih brojeva i . 	on inoro 

i neki beskonean prirodn brej H • IL.:Iko•je  

Lcp)(1:.;) 	a budued da je 	c fl A 	i Lvo(Aii ) , n nEL 

e 	( A  

-1:;ajinteresantniji primer prostore so ii k.a. merom je 

kede je u X zudan hiperkonaen skul) 	K = iall ...,aA .(d E iii\i',1) 

- H  

	

E,r- 	1, I unutraLnjs fun'f7xij 	f : LT ., 	---.> 	Le ) 1_ j , 	t La 0 U. a je 	.> ' f ( 0. 1 ) = 1 1 

iw ,da :,.e mera il dcfiniL;e kao Ju(A) = 1 1(a) 	za svaki 
i'. 

unur::: , ojiT'ul-*- u -r.) A od 	X. 

	

primer po._5zuje ua 	opttec siucaju postoje shu- 

pcvi koji nisu Loeb nierijivi. 

r 	1 
T = o tro  • • • fy  • .• 	c * ED I ]] 	CH 

[o l il 	no ii jedndkih delova i I : T  

rimer 	1:eka je 

Jelenj intorvala 
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unutrnj funcija 	kv d je 	1f() 7. 1 	 je 

zadana na skupu svih unutroajih -Dods'kupova skupa T kao y(A) = 
iz- 	 ir 	 il: ., = 	i t 0 t e lc o d a j e ne a t om sir, a t, j . c? (  { ..t.r..i i )  

 17  
.7 E A 
n 

za svak.o 	1/1-. E. {01110 • IA 

_ 
i)c):aziino da situp 	M 	itET ; st 	

. 
t 	Loeb .merljiv . 

1,adLuo njeLovu v:_ .,njsku ileru . Le 1 ca je I C T 	unutrasnji skup 

?„: 	r E [o , , " E 	[r , rtal n c 	s3- p.J 	4,,,J 

dra vc beskonL)ene priredne brojeve 	, bui dLi je on unutro.- 

ostoji nr E to'rzo di je 	[r ,r+-1 n C I . p,   

::_n o 	{ 	 : r E [o -1] 	pokri -v 	[o -1.-] 	pes aj i pre - 

• 	 1 oj 	 : 	E 	, 	 , 	 (i E  
ri 

)0H7:::Hz.o 
	 \ 
	

i:n meru nub c • bkc t 	1 

= s(t) > 	. 	cis 	iIi7,f3ke do 	r E 	. 

17, 

' 	
_j_ 	n r E. 1' • r • 4---] 	'6 ado b r_ • 	 'n • 

st (t) 	t 	•L',:,c1. .--",:-.3 neclo ,:ue 	d -. 0 	st(t) = r. 	72o. 	t E F.:1(r) , 

be je 	Li (r„) = { x E %o,11 : 	r 	, :•:---;-,ri . '_:c:ia sl:io T2a.i:ozoli - 

d..% 

 

Jo 	..n IC U(.:1"(r i )11T) c Li(m(r,i )1111 ) 	(...1(x) 	je :':sen.:Lida 

.1)  r ( -2n .i_ 	ia 

(da) 	eru null.. 	 :Lc?) (b\1) = a 110  Jo ye ( 	= 1 . 

sctJ] 	je y (IA)=o . 	 je 	= 

- ja ,S2\ 	. o1 Inc iou Lore soup 	\ b U {t E 	 = 

vanjsku Leru 1 . LedutLi , 	T : st(G) = tl 	je prebra- 

jiv , jer ala je ct(t) = r = t 	i r = 	= t 	tada je no 

osnovu principu urerioso a racionalan pa ma 	L91) meru nula 

budu6i du Jo jinos toniska nero • '.1-2akc je 	(J\ 1-'1) = 1 odakle 
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1- roizvod meri 

LoLa f7.11 	(X 	U 	i 	, V , 	dva unutranja pro- 

s uorc so 	3i - L.a. 	iororn . osmatrajLio oaf ,ovorju(,e 	Lonovc 

pros bore (x 	L(U) 	L(u) 	(Y 	L(V) 	L (v) . U proizvod. 

X X X 	inoe:no Tvosti mru no dvo sledeci.a na'sina : I losmatrajrA 

2o11,1 	en 	E x 	LOA , FEL On ; 	njoEu definiJiino 

mcru 	L(u) x L 	kao 	L(u) X L (V) (E x F) = L (u) (E) •L (v) (F) . 

Loh() se proven i do je to prebrojivo aditivna olera , pa se ona 1 

 prcHla teoreli Car o theodoryja 	Liri do prebrojivo aditivne i 

kumrletne mere , koju emo oznciiti istom oznakom 	L(u) X Ii(v) 

i koja Jo definisana no0" alp:ebri 	L(U) X L(V) . :Oak() dobijamo 

verovatnoomi prostor 	( XX Y 	L(U') )< L(V) L(u)XL(v)), koji nije 

nits druc do obicri , vLInjski proizvod standardnila verovatnos-

nih Tprostora • II 2 - ko se na trenutak,preselimo iz stonda.rdnoz 

u nest;_ndarstini univerauL. , tada tooi,erno posmatrati unutraSnju alLe-

bru 	U XV podskupova od. X X L 	nastalu kao najmanja alL;ebra 

sadrH unutraLnji poluprsten E=fAx B : AEU 	BEV1. 

• Ese mo le zodati 	- Iconaeno actitivna mere u x v 	kao 

u x 	u(A) v(3) 	koja Se iri no 	U XV • l'ako dobijamo 

unutro'Snji prostor sa 	- k.a. rnerom 	(Xxf 	UxV 	uxv ) 

pa moiemo posmatrati odcovaradu6i Loebov prostor (X X , L(U XV) 

L(u x v) . 

Odnos ir2,Lrectu dva uvedena prostora daje sledeCa teorema 

2oorema 	L(u x v) je reSirenje mere L(u)XL(v) 	tj. 
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cd- c. Ur), 

podulDra s3 	L(U) X L(V) 

Jok H z 	Jovoljno je 	da , 	je -EL(U) i 	.L(V) 1  

2E LW XV) 	i ii(u)xl,(v)(F, 	= L(uxv)(ExF) 	jer je L(UxV) 

alebra a mera Lcu)x -1,(v) je jecinoznc:rno odre(!ena vrednosti-

M6 na sku i ovi -ma oblika 	E X F 	(E E .L(U) , FEL(V) 	• 

1'1e 	no1:3 u E Ii(U) 	F MN) . Postoje simpovi 

V 	tekvi da je L(u)(AA ]) 	L(V(Stol) = o • `,J'ada je 

,IXBEUxV 	i 	(A X 3) (E x ?) C ((AL E) X f)Li (X X (B F)) • 

1,m-rio (A A X Y E L(UxV) , x (I3 F) E L (b xV) jer oba skupa 

imaju co jednu komponentu Loebovo mere nuia . Iz isto razioBa 

je L(UxV) mera i1i si:upova nula , pa je x 2 E L(UxV) jer 

je 	L(UxV) "_o,ip1etno mera . 

Baije 	imo 	I,(UxV)((A%B)LI('3)(2)) = o 	to povlai 

L(UxV)(YA = L(JAV)(Ax3) = ct(u(A)).st(v(3)) = L(u)(A).1,(v)(B) 

L(u)(2).1)(v)(V) . 

rriedba 1. 1:.azlikn izmedu o alrebri 	L(U)xL(V) i L(UxV) je 

u sledeem : posmntra se prvo -bolupraten 	= Ax 	: 21E. 	€ 

se proLiri do standerdne a1Eebre 	13 9  dodavanjem svih kona6- 

nih unija disjunktnih elemenata iz 	zatim se airi Jaratho- 

ryjevom konstuukoijom do o alEcbra L(U)xL(V), U sluaju 

alEebre 	L(UxV) 	se medutim , proLiri do unutraSnje alaebre 

u 	dodavaju6i sve 	- konaL'ne unije elemenata iz 	, pa se 

zatim primeni Oarnth,5odcryjeva konstrukcija . 

Jasno dc je pri tomeEd= Eu 	i da se 	L(ii)xL(V) i 

L(11xV) todudaraju na B
, , pa oth,tle i nn L(U)XL(V) , eto 
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8 7. 

J:rimedba  2. Da Ii su ff1oda alGebre L(U)XL(V) i L(UxV) jedna-

ke ? Iz prcdhodne primedbe je jasno J 6e to biti slueaj kada je 

	

s =B • U suprotnom , hada. je Es 	Eu ' postoji AE E \E u 	s 
je 	AnE d(L) 	i 	fl A C A 	tada je , zbou. rzsi6enos- nEl 	 nG — 

ti 	I I A 	A 	za neko nE N , tako da se unutranja mera 
=1 " 

skupa 	dobijl preko elemenata alEebre Es  (a ne preko 

"jace" kicse d(13
s ) ) . To nar] rovori da bi 	, u opLte:'] slu- 

caou postojao takav unutranji element od LUxV) 	koji nije 
u 	L(U)xL(V) 1  kao to nam pokzuje siedeei primer . 

-J. - rirf)er ( Hoover ) 	: 	1.fe,11- a je 	, za 	n E 1: \ I . : 	fiksiran beskona- 
1 	k 	 T 6an ni-.L2c, daL broj , T = {... 	... — 	 , 1 	, W =  n ' 	., H  ,  

.05110trajT.Tio u:Autranje prostom sb "I!eroEl 	La  , "4tEPC-19 7 u ) 	i 
W (w , 	ff-,(W ) 	v) 	, LJo je 	u(A) = 	 ( A E E,.(P(T) ) 	1 n 

	

HIBI 	 i€  v ( B ) = 	 ( B E 	Id ) i 	ILI 	unu2aLnj kardinalnoi-:t 

skupc X 	. Cdovarajuee Lbebove 'erostorc oznaimo jednostavno 

sa 	( W 	H(W) 	L(v)) 	i 	(T 	L(T) , L(u)) . 

L1:-,ebra 	ft"3-3(T) x(W) 	riij nit 	a -ruLc uo 	x 	, 

je unutrbLnji proizvod _:; ornjih prostora ,prostor sa merom 

	

T x W , 	x vb1 , uxv ) . 1Aey)v Loeoov brooter Oe:Jo tbkode 

jeanostavnije oznaHti sa (T x W , L(TxV1) 	L(uxv)) 
1 thi Jo 	uxv(i(t,1,,I)3)= 	 ((to,i)CT XW). 

1,eka je 	H = {(t,w) E TxW : w(t) = 

d2vrdnja : H je unutraLnji podskup od T X W 	koji ne pripada 

L (T)xL(W) 	. 
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je 	(uxv)(H) 
	

iteka su 	A i B unutrignji podskupovi od 

T i 	respektivno . Dokaiimo da je 

L(rcv)((Ax13)1111) 	L(uxv)(Ax13) 	 . 	/1/ 

iosmatrajmo unutrakiji prostor sa if - k.a. merom 	W 1  = 

= 	(io,11'', 	(f. o 1 17 ), v1 ) 	nastao od prostora W sliava- 

njem 	o l l - nizuva na skup A ; morn v
1  se prirodno defini6e . 

Ako sa p ozna6imo projekciju p ; w --, to,1 A 	definisanu 

sa 	p ( 14 ) = vl I A 	(w E W ) 5  tada je jasno da je za X € *pao,A A ) 
v1  ( X) = v(r -1(10 ) . Zakon velikih brojeva u prostoru 	nam 

daje 

v1 ( w c {o 1 1 -V t tiw(t)  cA 	 E  ),<, 	2  
1€1A1 	 4 IAI & 

za svako 

-1 
p 

 imamo 

E e t>o . Ako predemo u prostor W pomoCu 

1 

F,w(t) 
i  tc., ,, 

A 

	

v ({,•., E w 	
I 	E i ) 	

1  

4 al lA16 2 
 *  

Tiact) 
L  '.Leka je 	C = 1 vi E W 	

• 
- I tEI 	1 

7 I 	E 1 

	

1111 	
• 	Gornja nejed- 

1 nakost tada prelazi u 	v(C) 	1 
4 * IAle c-1  

La doka!ziemo /1/ moier2o pre tpcstaviti da je L(uxv)(AxB) 

o 	tj . 	(lc je 	* I AI 	beskonr..ean broj . i'ako 	ako uzme- 

mo 	E 	> o 	tako da je 	I AI • €. 2 beskonaano veliki broj 
• 

recimo   , tada je 	L (v1(C) = 1 . 

Na kraju stavimo B' = B n c . Imam° 

F  uxv (Ax{w} 
(uxv)((AxB) fl H) 	uxv(UixIM(lI) 	w€B' 	---  
L(uxv) (A x B) ^' 	uxv(AxB') 

u(A)....• *OP) 
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	 )7,w(t) 
AB' tE A 

t 
JAI 	Ii3 / 1 

w (t) 
tE A  

D i, 3(  I Al 
WED- 

'11391 
n.2 n 

1 

1 w(t) 

 

WEB / 
	

tEA 

89. 

1  jer je 	B' c: C 	i 	 eredina brojeVa koji su 
1 	 1 7 	je 	opet 	7 

SDO dokazali relaciju 	/1/ . ada iz priLiebe 2. 

/1/ 	vidiLlo Ja je unuiJrnj ,,'Lacro skup!2, H nula , jer 

co je 	x Bc H 	( A unutraLnji podsup 	 unutraenji 

1 odskup od W ) 	tada je 	7 L(uxv)(Ax3) = L(uxv)((Axi.i)n II) 7. 

L (uxv)(xU) 	P je 	(uxv) (Ax3) 7.. 	 je uxv(H) - - 

H nije aerijiv . 

II deka z 	Tz I dol,±:ze 	ja jo dovoljno doTT,izati Ba , ako 

je 	J3 C H 	€ €3) ( 	, Be tada je 	(uxv)(AxIi) 	0 . 

• je B X c h 	tada je 	(VtE A) (V wE3) 	1 	pa je 

: (Vtci) i(b) = 1 	• Jalje je 	v ( iw : 04tEA) w(t) = 

-n-3i 1A! 
1 je H , Lt konac;an 	tada je oiLle- 

  

A- 

▪  

I I 

dno 	(uxv)(AxB) = o , a ako je 	AI beskonaan 'tads je 

✓ ( {w : 	 w( t) = 	 .)e je 	(uxv)(.1xB) u( A.)• v(B) 	0 .--i 

leka je 	( X , lin  , 	) 	E N) 	niz standardnih 

verovtnosnih prostora • J)rupj. reLima 	Xn 	Un  i 	su ele- 

,z2,enti standardnor; unilvrzuma 	BeL!; 	je lin a' 'alEebra na Xn 1 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



o 0  
) • 

L p2oizvo'au 

  

1, 

  

se moz,e uvesti mona kno 

 

1, = 1 

  

'23rathodoryjeva ckstenzija :Jere P definisane na poluprstenu 

pruvouon.i 	, sktr,Dcva oblia A 1X...XA ( E L7 	, k= 
Jr_ 

co 	_ ri ) -7 	.4 • iy 	. vorowybnor.-1 -1 -rros u oi n n 

C 

-Ai,- 	11 	c/U7' 

k=1 

	

prolizvod 	so uvOcli mcr3 nawc n nac;in 

5( 	 skuI:ova 	LLup.)va eOlika 

_>( • • • 	€ 11 	, 	n E 	) 	na. !:ojoj so prirodno Ln+i 

uvoitY 	cvc mere , kcj se dolj 	po=1s aratdodoryjeve 

L• toe ovori eledeea teorema 

boji ii- o::1ena :lora 	cc p2cizveiu 	—n 

je -'*inL=a La nc:koj a alrebri koja sadrZi air oru cilincLri- 

,_;:j_h ku -flevo i tova d.3 je za svki cilindrind skup 
n 

(i 	) 	y (i3 X Xn+a.  X ...) =  _ 
k=l 

X 	X • • • n+1 

DokL, z : 	je alebra ci1indninik skupcvo u 
—k keN • 

oeso zadati kona6no aditivnu meru 	kao 

(B X Xn+1 X • • • ) = ( 	)(B) k=1. 

Ustaje de se dokole da je jA prebrojivo aditivna i rezuitat Oe 

tads siediti iz teoreme Carath6odoryja • Dakle , eke je ( ) - kynEN 
opad5ju61 niz cilindrienih skueova toko da je n 3  = 0 tre- 

nE kn 

bato dokazati da je limy(13 n) = o 
fl 
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91. 

na6i Cern° niz (w1 ,w2 ,...) E 

Fl% • 

1 	- 1osoji niz 	funkcija 	fn  : A, —,* 	(nE N) 	tako 

da je 

da un)  = 	,, d 1 
"1 

Thista 	koristeei Albinijevu teuemu Lriomo 

Ju(% )  = (11 	k)(Bn)  = 	• • • f (fP = 	 Xn 

cia je 	p 	karekteristiens funcija caupa n 	pa je 

B€ 
n 

. 	Ako je 
" 

linqp(%))>o 11 	I 
k=1 

E X. tako da je 
na n 

I... n 6J'in 
-n 

Jcsno je odatle cia ako xi  fa/  

tadn J 

"1 je fcl E 	bib o koj 	n-tork3 
k=1 " 

na Hjem je prvoH: ifiestu 	jar je projekcija skupa 

X 	podskup od 31 	toT-0 je 1 = o , pa irnamo 
-L 

	

x 	 povlaH (Vn E)f l (x1  = o 	... /2/ n 	• 
1 Dalje , f 	je opeidajuei niz funkcija , jar f n  moemo pisati 

kao 

, f 1 	 92i x 	u1 • • • 	 d n+ 3n :n+1 d  
"2 n 	"n+1 

1)n+1 - 

	

CE xXn+1 	Kako su f l  oCicledno i pozitivne fun- n 

kcije , to one po tak!)z,a konverEirL;ju k funkciji f 1 i 

odot1e 

lim cp(En  = 	fl  

Al  
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f1( w1) > 

f ( 

rn` 1.)  

92. 

, iz;juei nu ural /2/ , da pdotoji w1 E 31 tako 

	

• • 	/3/ 

	

. 	/4/ 

da je 

Ll( je 

je 

X7 

f Le, 4r - 
Xn -un 

0 
je opadnjuei 

niz 02 LtI0IL1 fu:k ija koji 1  rema toie 1  '2 . ouverLira 	fun- 

keiji 	f-  . Iz /4/ je 

	

o < 	(1.10 = 
	I 

L)  

2 
TyJ. postoji. 	U T)  E 	z koje je 	 > o • 

j s:t2 bi u suprotnom kilo Vn 	(w0 ) = o E 

or je Lrojekcija supa n u0 	 • pOLSU-C.  Od 3 	"ko .,_ 	 2  

nastavimo inJuktivno dobiemo ( 1Thi 1": ,r -)1• • • ) 	n 	• - a- 

"nJloo sluaju 	poetitu ovoL odeljk3 , 

uii proizvod 	unuraSna 1ro2to2a u 	- 4. a. uercu 1 

 sau (.;(2210 peCtftj SesL.onaan .roisvc( pros torn . 

	

, neka je 	(Xn , 	1  u) 	(1-1EL) 	niz unut;raL- 

njik prostor sa H 	1 
	

os:-.1atro njeLo 6 produe- 

nje do unutraSnjeL niza (Xn n 
- 

n 	
(Ti 	) . kup 

E I; : 	 (x 	un) je,unutraLnji prostor sa K-k.a. 

merom 

; budu6i 	zadrH vanj ski skul: konaOnill prirod- - je unut,raSnji 
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nih brojeva i , mora sadrLivati i jedan beskonaan prirod ,A1 

1)20 H \ N . d?ako do1az±i do hiperkona6not7.; niza unutra-

njih rostora sa K - k.a. rwrom 

( 	
-1 	

11 	Un 	Lin ) 	. 	. 
 

uporedo sa 1iu posmatrajo i niz :Loebovih prostora 

	

(--1 	L (')..)  

	

(1. 	) 

I ,  ( 11 1) ) • 	• 	• 	, ( 7  )( I, (Uri 	(un) n 	n , 

  

ii 

  

II 
uvesti verowAnw:nu L1Eru lrfu, 

k=1 
U 1Tolzvod 

  

11. 1 

1 j%  

   

'6aho d iio Lo unutrLnji prostor as 	- h.. merom 

2.1e je 	obi-T 	 rriL1O aiebra koja sLidrH rolurs- 

ton prL.vouonik 	 ni aii'enuU uk ii ao u LeanthIrdnom 

univrzuHu) .ii 	a 	eio oci no onovur7aju6e:: :oebovoL 

:rotora 
H  

L ( 11 	1,( 

vovE:tnocnih :420:;02a /1/ 	kako no 

to 0:c.u(i:c_7v 	tuor ,7„;,:1 	 nc. Cb1inL 	, EtanrdnoL,-, 

pros 

tiji ;.": 

: 

r 	) 11 	(10 ) 
hE 

o aigeD kujHsiJri alcebru cilindri- 

    

nih hu ova 
	[1 I L (u„.) 	koLlpietna vi.ovatnosLa ucra 

as 	prirodno definisno preslikavanje 

lloje svaiu.„ 	 idzu 	31'• 	 I pridruu- 
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94. 

je njef:,ovu proje iju na frvih 	koordinata , preciznije  

(n€). lz sledc, 6e leme • 

du jc 	ST 	una" pr ,231i.av3nje , tako 	:,o'Zemo posmatru- 

ti i vcrovnoF,ni 1)rostor 

1HiD je 	U =  -(Y)( L 
1LEN " 

je Jefinisana sa 	M(Y) 	1J 	U,)(ST-1  (Y)) • 
1:-- 1 

I.er[la 3.2.1.  /i/ 	ST je surjektivno preslil:avonje • 

raJu na 

/ii/ 	 )c U 
k 	k 	

g L(u,) 	 se poduda- 
kEL.  

ri (1/1 ,) 	. 
k 	' 

n, 	: /i/ 	j e (a 	... 1" a  n' •  •. ) E • niz 

(
an) - n nE do unutranjer , za, (a

n)  n E 	
jin_ -n  r 	 c‘*“ n ak  E k 

a 	'Tiara 	in 

ci unutraSnji i sadrH vansli skla , pa s;_7,dri neki beskona- 

;Lin 	*-L \ 	. Yiavisno CDI toT.a Jo ii je Ti 	ve:H ill nanji 
TT 

od 	, niz 	(a,) 1' skratiti cd -nczno -produiti do 
- 7.-=1 

H 
niza 	(av) H U 0da je 	;_:2( (a, ) 	) = (an)  nClj. 	• 

/ii/. Leha je / poluprzten cilindri,nin skupova oblika 

•X 	X  n+1 	• 
	, . 	.cle je 	Ak  E Uk  ( k=1 , . . . I n 	, n E. I ) . 

Al X  • • 	An i' 	X   

i'j . 	1 = f A
l 

x • • • x An x Xn+1 X • • • 	: A, E li,, k=1,.. l nn E L I 1  

ioka'Zio prvo da se o' algebra 11 I  L(U) 1:1ole dobiti , aratn6- 
kE 	- 

odoryj evom estcnzijom acre 	U I L(u,) sa poluprztena F . 
.....E1, 
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95. 

Zaista 7  ako je B, 	L(Uk) 	± L01 1 )(3 )= 0 (k=1,... I n n 1.. ) k 

:it 3 iloer.110 iab.ta i skupove Ak E 'O LT  (k=1 7 ... l n) 	tako da je 

1.1(u)(1\., ) 
	1 
	

( 1,7=1 1 ... 	) 	je 

X T., X n+ 
•• • x 	• • • 

c A1 X  • • • 	• • • 

( 	X • • • X :x 'A. 1,14.1  X • • • ) 	tako da je ship 

t1 X ••• Xi X : 	X ••• 
Sn 'n+1 	u Oaratheodoryjevoj ekstenziji r 

po1uprstcnc 	U optarri slaaju , za 13,E L(U,) (k=1,...,n) is. 	.t.. 
takvi 	Ak E Uk 	(k=1 ,... 1  n ) 	tako • do. -I e u 

3,..) = o 	(E:=1, ... ,n) . 	......si.a L-:aamo 

( 3
1 
 x • • • X 3 n x :Xn+1 x • • • ) L\ (I, X • . . X A n 	n+3_ X X , X • • • ) 	c .1.  

n-1  
c 	LA,)x fl x) U ( x x(12 L.)xill)C ) u ... U  (11IX x(3 	A )x[II -1 • 	 1 - 2 	2 	k 	 k 

 kEN - 	 - 	- 	',•.€ 1: 
k>1 	 k>n 

kEN 

L ( 	LI 	= o i zboc napred reeno 1  

p0Vi S3 desae strne inluzije su svi u P 
	

iaaju L (u) me- 
N " 

211 nula 1,-;a je 	skup sa leve str:rne 	111:11(U,) 
1-7C: 

d L(U) 	

n. 	n 

 

ere nula 

odak 	a 	k le n esnovu oolpietnosti mere 	1,u) ,'dobijao la je k 

x 	x 	,A 	r . l'ako sit 	 je 1 

• • 	/1/ 

dela /ii/ icae . ,- e 

X • • • x
" 
X 	X • • • 	 Jo 	A , E U 

n 

= 1 1 ...,n) , 	15.d J. je 	ST(D) = A, x • • • x A x 	1 x • • • Y. a n+ 

ST-2(D)) = 	I(u) 	pa je u tom siu6aju 	/ii/ 
kEN 

ispunjono . :,kupovi za koje vredi /ii/ ane o alFebru 	pa je 

/ii/ 	ispLnjeno I za 	0-(1) , bdakle, /ii/. - vredi, i za komple 

kE 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



90. 
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