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Rad ‘"Nestandardna analiza u teoriji modela, topologiji
i teoriji mere" se sastoji iz Cetiri dela .

U uvodnoj , nultoj glavi se definiSe nestandardni univerzum,
Posmatraju se proizvoljni A, elementarno gkvivalentni modeli
standardne nadstrukture Nad/S8/ i komstruidu of-zasiteni i poli-
zasiéeni modeli i to na nadin koji , po svom stilu , nije uobica-
jen . Naime , definisu se pojmovi b-formula i b-tipova,a zatim
uvodi pojam o -ograniéeno zasiéenog univerzuma kao modela koji
realizira sve dopustive b-tipove na jeziku obogzCemom sa manje
od o simbola konstanti . Polizasiéen model je sada onaj koji je
J,-zasiéen za neki o >INad/S/l.

U d¥;£%3 glavi se nestandardna analiza primenjuje u teoriju
modela . Osnovu za to &ine radovi Cherlina i Hirschfelda ( [Ch])

i Hensona([He]) iz kojih potidu teoreme 1.l.2. , 1.1.3. , l.l.5.
i 1.1.9. .Exentualda:zprednost nestandardnih metoda nad klasiénim
je u tome da sada moZemo posmatrati niz formula hiperkonacéne du-
sine (odnosno koristiti neki drugi ekvivalent zaéiéenosti) Sto.

je i koristeno upostalim teoremama ove glave . Opsti zakljulak

bi mozda bio da*}% , za zadani medel U , * ponasa kac njegov dovolj-
no dobar ultrastepen ili kao njegov'“idealni pratilac" u smislu

da je #y elgmentarno radirenje od U 1 da ®y realizuje dosta tipo-
va nad *¥U ( teorema 1.1.l.) . Na kraju ove glave je dato nekoliko
primeré u kojima Jje pokazano kako se teoreme , koje se inace mogu
dokazati teoremom kompaktnosti , mogu efikasno dokazati kroz nes-
tandardnu analizu argumentom da se svaki standardni skup sadrzi

u nekom hiperkonacénom .

U drugoj glavi se posmatraju kompaktifikacije topecloskih



prostord . Stroyan ([Sﬁ]) Jje pokazao da se Wallmanova kompaktifi-

kacija topoloskog prostora X moZe dobiti kao faktor-prostor /v
za neku relaciju ekvivalencije r u*X i za odredenu topologiju u
®Y . Robinson ([Rd]) i Hirschfeld ([Hi]) su posmatrali kompakti-
fikacije grupé i prstenovd . U ovoj glavi dokazujemo da se svaka
o, kompaktifikacija moze dobiti kao Ry/r . Kratko se diskutira
pitanje:za koje je relacije ekvivalencije r faktor-prostor */r
kompaktifikacija od X ? U vidu primera se daju nestandardni do-
kazi teorem8 Banach-Alaoglua , Alexandera i drugih .

Treéa glava Jje posvelena proizvodima unutrasSnjih prosto-
ra sa # - konadno aditivnom merom . Posle izlaganja poznatih rezul-
tata o konadnim proizvodima prostora , posmatraju se beskonadni
proizvodi . Dokazuje se da nula-jedan zakon vazi i u nekoj éi:oj
o algebri nego 8to je algebra posmatrana u klasiénom slucaju te
teoreme .

Na kraju bih se najsrdaénije zahvalio Radetu T. Zivalje-
viéu na vrlo korisnim savetima i uputama prilikom pisanja ovog

rada kao i prof. H.I.Milleru na nesebiénoj podrsci .
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 GLAVA 0

0.1, Nadstrukture

Neka je S bilo kakav skup éije Cemo elemente nazivati

praelementima 1ili atomima, jer Cemo pretpostaviti da nemaju

elemenata tJj. smatralemo da relacija pripadanja izmedu elemew
nata skupa S 1 njihovih elemenata nije definisana.

Nadstruktura ili superstruktura nad S , u oznaci Nad/S/,

se definise ovako : _
za neN definifimo 8 =8 , §, ;= s, Ur/s,/ { »/i/-par-
titivni skup skupa X ) i na kraju

rad/s/ = |J s .
neN o

Kad/S/ se moze smatrati modelom Jjezika L‘={e, a : aeiNad/S/l,_
gde je € binarna relacija koja se u Kad/3/ interpretira Xkao

obilna relacija pripadanja i a konstantni simboli interpre-

tirani u Fad/s/ kao a , pa se ponekad naziva standardnim

modelom ., Ako se za S uzimaju razlicite matematicCke strukture,
recimo skup-reainih brojeva , topoloski prostor , prostor sa
merom i sli¢no , tada je jasno da Nad/S/ " sadrii skoro sve sto
se obidnim operacijama teorije skupova moZe izgraditi poclevsi

od S . To znaldi da ako su x,ye€ Nad/S/ tada je i {x,ySeNad/S/,

{x,y) € Nad/s/ , U e € Nad/S/ , xXy ¢ Nad/s/ itd...
eeX

Formule jezika I sa ogranicenim kvantifikatorima tj. for-

‘mule u kojima se kvantifikatori pojavljuju u obliku (Qxey) nazi-
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vamo Q o formulama .

Nas je zadatak da posmatramo proizvoljne modele A, ele-

mentarno ekvivalentne nadstrukturi Nad/S/ , koje &emo zvati

nestandardnim modelima ukoliko ovi nisu izomorfni sa Nad/S/.

Dakle neka je
4, .
U = Nad/s/ . . VAV

Interpretaciju simbola € u U oznacimo sa €, ) @ interpretas

ciju konstante a u U oznalimo sa 1a ., Uodimo podmodel V

od U definisan ovako :
V={xeu : (3nen) xe 5.} .
Skup svih interpretacija konstanti iz I oznalimo sa IC tj.
1 ={*a : aemaass/} .
Vidi se da je ICgV , Jjer za 12 e1C vredi fffad/S/ =
= a€es

pa zbog /1/ ta €, e tj. ‘aeV , tako da

n’t n

Je V zaista podmodel od U ,

Lema 0.l.l.. . V Je tranzitivni model tJj. X eu'ce‘V povlaci

x€e V.

Dokaz: c eV povladi c¢ €4 lSn za nexo nell . Sada Xe,; ¢ i
in i o s : .

c e, Sn pa X €, Sn sy J€r Je Sn tranzitivan 1 vredi

/1/ , dakle xeV .—

Teorema 0.l.l., Interpretacija i : Nad/S/ —_—> V Je A

o
elementarno ulaganje a V Jje A, elementarni podmodel od U,

Drugim recima



Se

: ¥
Dokaz : DokaZimo V<p, "I  tj. ako je ~ D Xyye0eyX)

b, formula i cl,...,,cneV tada je

A

VI peyyesescy), ako i samo sko U p[cl,....,cn,) weo 12/

L]

To ¢emo dokazati indukeijom po sloZemosti 4, formula . Jedi-
ni netrivijalni korak je da ako /2/ vredi za formulu p tada

vazi i za f\fxec)p i [3xec)p gde je c¢ Xkonstanta -
~ element od V ,

tko Ve (Vx:ec)p(x,cl,..,cn) tada Jje 2za bilo koji
xeV X e, c & p(x,cl,.wu,cnj ispunjeno u V pa je zbog

induktivne hipoteze i 1leme o0.l,l. U!=.(¥x<5cyp(x,cl,...,cn) .
Obrat kao i slucaj za formulu (3x<ac)p dobijamo analogno.

La kraju je IC-<AO U zbog /1/ Sto zajedno sa

V<p, U daje IC<p, Vo

Nestandardni model U , za cije ¢emo se poétojanje uveri-
ti u narednom poglavlju , veé moZe biti upotrebljen za razvi-
janje osnovnih pojmova i stavova nestandardne analize . Medutinm ,
na neki nacin , "vestalku" relaciju pripadanja €y Zelimo
zameniti '"pravom" relacijom pripadanja € 1 uobiéajeni‘naéin
za to je primena kolapsa Mostobskog na dotic¢ni univerzum . Za
to nam je , opet , potrebno da €4 bude dobro uredenje /well-

~-founded/ na U ..
*

- o——

Ova tvrdnja je , u stvari , poznata ¢injenica iz teorije skupova

‘da su AO formule apsolutne za tranzitivne modele,
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Definicija o.1,1, Binarna relacija r na skupu A je dobro
uredenje /well-founded/ ako svaki XecA ima r mini-

malni element +tJj. element meX za koji je [yxeX)Jxrm .

Jedan model elementarno ekvivalentan standardnom mode-

lu FHad/S/ moZe se dobiti pomoéu ultrastepena,

Definicija 0.1.2. Ultrafilter D na skupu indeksa I <éemo

zvati Wy kompletnim,ako je prebrojiv presek elemenata iz D
ponovo element iz D. U suprotnom ultrafilter D zovemo Wy
nekompletnim’ultrafilterom .

e

Teorema o0.,l.2. Relacija € Jje dobro uredenje u ultrastepe-

u
nu TrrNad/S/ = U ° ako i samo ako je D w, kompletan
D v

ultrafilter, |

Dokaz: Ako je D Wy nekompletan ultrafilter onda postoji ﬁiz
{An : Ne€ N} elemenata iz D koji je opadajuéi u odnosu na

inkluziju i ¢iji je presek prazan skup. Zaista,postoji opadaju-

¢i niz {Aé : ne,N} elemenata iz D sa (] A =P ¢ D.

ne N

Tada za An‘ uzmimo PCF\AA .

lfoZemo pretpostaviti da je A, = I . Fosmatraimo skupove
l b

I = 8\ Ay, fk eN) , za koje vredi

I= k[EJN I, . LNIy =g /i .o /3
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Definisimo niz {fn P neE NS elemenata ultraproizvoda

WFYNad/S/ pomoéu tablice (gde su prirodni brojevi shvaéeni preko
D
teorijsko skupovne definicije)

2 I c e 0 I

fl (l ’ 2 ’ 3 yeeey k sy 909 0 ..,..)

f2 (l ’ l ’ 2 ,oo.,k"l, ooo’n_l’ so e )
v . * . . .
fk (l 3 l ) l 90y 1 ’ oo-o-,n"’k, o-oo~)
3. fk,(i,)' =1 za 1{ifk , fk(i) = i-k za i>k ,

Vidi se da ako je m<n tada je {i( I: fmfijélfnfi)}_Z

I, t3. £ & f

% - . Takode se vidi da Jje fm ;éD fn

kjm n

za m#Zn . Tako imamo fl ﬁa‘fz I? ees I, ﬁ?-... pa
U nije dobro ureden.

Obratnd ako je D ~w; kompletan tada vredi Losova.

teorema za'jezik LW . Tako je
1

WETNad/Sy E (iail,xa,...,) (x2e x; & X3 € X, % ..,) ako i samo
ako je Nad/s/ E (3xl,x2,....) (xag %X % X3 € Xp & oee )

sto Jje nemoguéggpa je U dobro ureden , —
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Definicija 0.1.3%. Zév xeNad/S/ (xeV) definiSimo rang od

x kao ran(x) = MIN{neN : xESn} '(ran(x) = MINfnel : x E’uisn})

Jasno da ako je x€y tada je ran(x)<ran(y). Zaista, ran(y)=

=n povliali x¢ycC S,_1y Pa je ran(x){n-l . Zbog elementar-

ne ekvivalentnosti isto vazi i u modelu V .

Nedostatak koji ima U otklanja podmodel V ,

Teorema 0,1.3. Ako je U bilo kakav model elementarno ekviva-

lentan modelu Nad/8/ tada je € _ dobro uredenje na V .,

u
Dokaz : Ako su X, yeV i X €7 tada je prema prethodnom
ran(x)<~ran(y), pa ne moZzemo imati beskonadan opadajuéi niz ele-

menata iz V . .4

Sada Cemo primeniti kolaps Mostovskog na model V . Preciz-
nije receno konstruisaéemo funkcijﬁ k:V-— Nad/Ro/ , sde Je
Ro =.{XieV . iS} skup svih.elemenata iz V nultog ranga,
definisana induktivno po relaciji & °

Dakle, ako je x €V nultog ranga, tj. minimalni element

u relaciji 'eu u modelu V , tada definisimo k(x) = X .
Ako smo definisali k 2za sve x €, Y€V tada definiSimo
k(y) = {k(x) tx ¢ 3y} .

Skup k(V) = ~{k(x) : xe‘V& se moZe. pretvoriti u model jezika

L interpretirajuéi relaciju € kao obidnu relaciju pripadanja



i simbol a kao k(*a) .

Lema 0,1,2, /i/ k je 1-1 ,

/ii/  x € Y ako 1 samo ako k(x)€ k(y)
/iii/  ren(x) = rentkx) |
/iv/  k(V) je tranzitivni podskup od Nad/Ro/ .

Dokaz :/i/ Neka k nije 1-1 . Uzmimo da Je x minimalan u skupu

0
{XGV ¢ (yeV) x4y & x(x) = k(y)} . Fiksirajmo y iz tog
skupa razlidit od X, . Kako je X, #y 1 kako u Nad/S/, pa i u V R
vredl aksioma ekstenzije (jer je to AAO svojstvo) po kojogj je
skup odreden svojim elementima s to 1li postoji z & %o i z éu
Eu y , ili postoji = éu x, i z € Y « U prvom slucaju k(z) €
€ k(xo3 » po definiciji kolapsa , pa k(z)c¢ k(y)y t3. k(zs = k(t)
za neki t € Y . Ne moZe biti z =t jer =z gu y , odakle z
naruSava minimalnost elementa X, e
U drugom slucaju je k(z)e€ k(y) . Medutim k(z) ¢ k(x)) ,
Jer bi u suprotnom bilo k(z) = k(t) za neko t’eu X, i z2#£%
Sto bi opet , naruSilo minimalnost elementa X, o Odavde sledi
k(xo) = k(y) sto je kontradikcija .
/ii/ x €, ¥ povlaci k(x)€ k(y) po definiciji kolapsa .
Ako je k(x) € k(y) tada jé k(x) = k(t) 2za neko t €, J Ppa je
po /i/ x =+t dakle , x ©QY .
/iii/ Ako e oznalava jedan od simbola ¢ ili €, ‘tada

vredi

ran(x) = sup {ran(y) : y e x} + 1

Pa tvrdenje lako dokaZemo e indukcijom .
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fiv/ ko je k(x)ek(V) (xeV) i zek(x) tada jo z = k(y)
za neko y € x dakle . zek(V).

Dakle,imajuéi na umu prethodnu lemu vredis

)

leorema o0.l.4, V Jje izomorfan tranzitivnom podmodelu super-

strukture Nad/Ro/ . -

Moglo bi se postaviti pitanje : zaSto ne kolapsirati &itav uni-

verzum U= [[Nad/S/ , gde je D w, kompletan ultrafilter
- D

na I , Jjer je tada €, dobro uredenje na U ? Medutimﬂta-

da imamo Nad/S/ E(¥x)(X€S,V x€8;V ... ) , pa je i

U E(Yx) (X€5,V X€5;V wue), odakle je U =V , Osim
toga ne znamo da 1i postoje wy kompletni ultrafiltri i ,bako
postoji takav ultrafilter , poznato je da je Nad/s/ £ U &im
Je sl < k¥  gde Je k prvi neprebrojivi merljiv kardinal .
Koristenje O formula i modela V , umesto &itavog
univerzuma U elementarno ekvivalentnog sa Nad/S/ i svih
formula jezika I , bitno ne umanjuje nasSu moé izraiavénja Jjer
Zelimo govoriti samo o elementima nadstrukture Nad/S/ . Sta
vise bice kbrisno u daljnjem posmatrati jedan malo uZi skup [50

formula nazvanih ogranicdene ili “b-formule .

Definicija 0.1.3, [&0 formula p(?) Jje ogranicena ili

b-formula ako za neki neN vazi



%
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Najvazniji i najjednostavniji tip ogranilenih formula je
kada se kvantifikator  Qe{¥,3} u formuli pojavljuje u obli-
ku (Qx€c) , gde je c konstanta | i gde su slobodue promen-
ljive , recimo y , ograniene na konstante tj. ¥y se pojavljuje
u obliku yéc ili y=c¢ , c konstanta .

vada mozémo dati.définicije preslikavanja x i osnovnih
pojmova nestandardne analize . Podsetimo se da je i : Nad/S/—>

— interpretaciono preslikavanje koje svakom a € lad/S/

dodeljuje njepovu inetrpretaciju lanI.

Definicija o0.1.4. # Je kompozicija preslikavanja i i ko~

lapsa k
# = koi : Nad/S/ —> Nad/R,/ .

slementi prostora k(V) se nazivaju unutraSnjim (internalnim)

- skupovima. Unutrasnja relacija , funkcija i sl. je unutrasnji
skup koji je relacija , funkecija j sl. Zlementi od ﬁad/Ro/

koji nisu unutrasnji se mazivaju vanjskim skupovima,

Ako je ae€Nad/5/ tada se %(a) Jjednostavno piSe ¥a .

Za a€ 5 Cemo smatrati da je *¥a = a tJ. Sc_:'_.*S . Skupovi

(elementi) oblika *a (aeNad/S/) se nazivaju standardnim

skupovima ( elementima) ; a unutrasnji skupovi koji se ne mogu

napiseti u toj formi se nazivaju nestandardnim skupovima (ele-

mentima ). x(V) ¢éemo jo oznadavati sa *Nad/S/ .



lo,

Nag/S/

6]

l. standardni univerzum
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Teorema 0.1,5.(Princip prenosa) Svaki A, iskaz koji vredi

u Nad/S/ ispunjen je i u *Nad/s/ i obratno.

Dokaz : Dokaz sledi iz teorema 0,1, i 0.4,

Posledica principa prenosa su jednakosti K(a\xb) = *ax¥ .
» Ff@] = *t*a) , *@a,b) = (¥a, M), *{a,0} = {*a, b} i
slicno , jer su odgovarajuéi pojmovi definabilni pomoéu A,

formula,

Teorema 0.1.6, ( Princip unutradnjeg definisanja ) Ako Jje a

unutrasnji skup 1 X A, definabilna klasa u *Lad/s/ tJ.
K = {xgﬂb@ﬁ/:*hﬁkv E Mx)}

gde je p(x,8) O, formila sa konstantama iz *Nad/s/ R

tada je

ank unutrasnji skup .
Dokez : Aka je c¢ = (cl,...,cn) tada , buduti da je a unutra-
snji skup , postoji mé€ X tako da cl,...,cn,aeéﬁl. Aksionma

ekstentije vredi u Nad/s/. Tj.

Nad/3/ (¥ Xe Sp)(Mxes ) (dyes))Wzes \ezey ¢ p(2,X)AZ € x)

Gornji‘iskaz Je A, pa prema principu prenosa vredi i u *Nad/s/
tde
*rad/s/ B (¥ X FB) (Mxe®B) (Aye®s) (Wze®s ) (zey

“—> b(z,?c')/\z ex) .

" Ako umesto x uzmemo a tada je y=ENa . —
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Teorema 0.,1.6 (Princip standardnog definisanja) okup a exNad/S/

Je standardan ako i samo ako se moZe predstaviti u formi
a ={xe* : ®ad/s/ F p(x,3) }
gde je p(x,'c)) AO formula sa konstantama iz Nad/S/ .
Dokez : Akoje a = ‘e standardsn skup tada je a = {x e : x=x}
Cbratno ako su CqyereyCpyyDE Sm tada formirajmo skup e kao

e = {xéb : Had/s/ k p(x,?:)} € Sm « wvada imamo

fad/S/ B (¥xeS)(x€e < x€b % p(x,3)) .

Gornji iskaz je AO - pa prema principu prenosa vredi i u

®ad/s/ tJ. ¥e = a jer je ac ¥ _C_xSm . —f
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. s . . . .’ . .
0.2, L-zasiéeni i polizasileni modeli’

Do sada jo& nismo pokazali da novi model ™Had/S/ nije
izomorfan sa polaznim Uad/S/ . Medmtim,xonstruisacemo takav

3
®y

nestandardni univerzum ad/S/ koji Ce imati mnogo jaca svoj-

stva nego $to je obic¢na neizomorfnost sa polaznim modelom. Ta
su svojstva posedovanje mnogo idealnih elemenata i biée glavna

prednost nestandardnog univerzuma nad starim.

Definicija 0.2.1. Definisimo Db~tip ¥kao bilo koji skup P(x)

b-formula sa ne visge od jedne slobodne promenljive x .
Pojam b-tipa je dakle , uobilajeni pojam iz teorije modela
samo suzZen na ogranicene formule.Cstali pojmovi vezani za tipo-

ve se uvode na odekivani nadin .

Definicija 0.2.2., Nkeka je M model Jjezika L i1 XcM

(lXI <& ). Cbogaéenje modela M do jezika Ly = LU{CX : XEX}
y gde su ¢ (xe X) novi konstantni simboli , je model M

u kome se konstante ¢ (x€ X) interpretiraju kao x . bebip
P(x) nak obogaéénom jeziku LX se lokalno realizuje u oboga-
éenom modélu M ako se sveki konalan podskup od P(x) realizu-
je u M tj. ako za-.svaki konacan podskup {pl(x),...,pn(x)}

od P(x) postoji a€eM tako da:je M p:pl(a)&...& pya) .
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Tip se realizuje ako.postoji bEN tako da je M E p(a) za
svako p(x)€P) . Na kraju model M Jezika 1 Jje o -ogra-
niceno zasifen , za zadani kardinal & , ako se . za svaki
XcM i svaki b-tip na LX y X0ji se lokalno mpealizuje u M ,

mealizuje u M, &im je | X1 <L,

Cilj ovog paragrafa je da se konstruise o -ograniceno za-.

siéen model X

Niad/S/ za odredene kardinale o , Pre nego 5to
krenemo na samu konstrﬁkciju dacemo nekoliko ekvivalentnih de-
finicija tog pojma.
* - konacan skup A Je unutrasnji skup zz koji postoji

unutrasnja bijekcija f {1,...,H} —> A gde je He®*N
N =.{ 1;2,...3 € S . Binarna relacija r je usmerena na svom
podrucju definisanosti domA ako za svaki konadan skup {al,...,an}g

< domA postoji takvo b tako da Je (b,ai)e r za svako

i=1,.e.9n « Familija skupova je centrirana ako svaki konadan

podskup te familije ima neprazan presek .

Teorema 0.2.l. Sledeée tvrdnje su ekvivalentne

/i/ *Nad/s/ je ogranideno of-zasiéen |

/ii/ za svaku unutrasnju usmerenu relaciju r sa | domr | < «
postéji unutrasnji objekt b tako da Jje za svaki a € domr
(b,a)er 3

/iii/ Ako je PR centrirana familija unutrasnjih skupova moéi

manje od o, tada je (\ A 298 .
' AEFR

Svaki od gornjih uslova povlacdi sledecCa dva :
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/iv/ Ako je AC®X ne obavezno unutrasnji skup sa [Al<{
i f : A —>B bilo koja funkcija , gde je B unutrae
snji skup , tada postoji unutrasnje produzenje od f tj.
unutrasnja funkcija F i ¢ —>B (CDA) tako da je
f[A =f

/v/ ako je AC*X i |\ {L tada postoji = - konadan K
tako da je Ackc®

Dokaz : /i/ — /ii/ Dodajmo jeziku L skup C konstanti koje

Ce predstavijati elemente iz domr i konstantu c, za relaciju

r . Tip

P(x) = {(x;ci)e Ch &...&(x,cn)e Cph t CpyeeesC € C }

se sastoji od b-formula ( na primer (x,c)é r Je isto Sto i
(Byesn)y = (x,¢) tj. (Jve Sn)(ssaté Sn)({X} =5 & {X1Y} =1t &
&y ={s,t}% a formule u zagradama su oc¢igledno b—formule‘) i

. . . o . *. . ~ .
lokalno se realizuje u obogaéenju ( hacl/u/,a)aédomr ,pa se i

realizuje u ( *Nad/s/,a)

aedomr

/i/ —> /iii/ Ako Jje F centrirana familije unutra-

$njih skupova i = [FIKL tada se , uvodeli konstante za sva-
ki njen element , tip {XEA : AEF} lokalno realizuje u
®2d/5/. )

/iii/ == /i/ Ako je p(x) b-formula tada vredi
xNad/S/ E p(xX) € p(xX)% Xei%l za rneko n€ N . lako ako imamo
b-tip P(x) na jeziku L, ( 1X1<«) vada Je

F ={{x ¢ *¥Nad/s/ @ ®Nad/3/ E b(x)} : p(x)eP(x)}
centrirana familija unutrasnjih skupova ', iji je presek nepra-
zan pa se P(x) realizuje .

/ii/ —> /iii/ Relacija r definiéana sa (x,A)€r ako

i semo akxo XEA je usmerena na familiji F , buduéi da je
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/iii/ -—— /iv/  Za konaclan {al,....,ani cA posmatrajmo
skup {h . h je unutrasnja funkcija , {a;,...,ap}cdonh @ ),

rang(h)€ B , h‘{al,...,a \ = f} .
n

Familija svih tekvih skupova za sve konacne {al,..,angg_: A ina
moé¢ { £ i centrirana je . U preseku tih skupova se nalazi tra-
%eno produzenje T .

/iii/ —=/v/  Za konacan {81”""an} C A posmatrajmo skup
{a c_:xX : a-¥ konacan , a 2 {al,...,anki_ . Penilija tekvih
skupova za sve konacne {al,...,an}g A je centrirana 1

moéi <L i u njenom preseku se nalazi trazeni = - konacan

skup . —

Ppimedba : U /iv/ i /v/ nismo mogli cdbacitil uslov Ag;hx .
T : : ¥ - 3%, - P
aecimo da Jje AL = W, i {78, cnel Y —> I definisa-
3¢, - . . v .
na sa £( Sn) =n . Ako bi f imala unutrasnje prcduzenje h
. . o » - - ;
tsda bi skup M= {n €N s (Mkgn)(h ](k) €h 1(}:+1))} kao unu-
w .. , - *® - .. v . . . 5 - . .
trasnji podskup ol N koji sadrZi vanjskli skup & ( to sledi
jednostsvno iz Cinjenice da N\ nema minimalnog elementa ,
, dakle nije unuirasnji skup , te nije unubtrasnji ni skup N)
sadrzoo beskonacan ( EXN\Nk) prirodan broj H . vada imamo
h'%” --* —% ; 5 cns s A
cee € H-1) € E fH) € h"{H+1l) , Ybeskonalan opadajuci niz u Nad/S/
§to je nemoguce .
N '{ - . ive pid . T X !Eo
fakode sko je K # - konacan 1 n.ggi Sl’ Soyeee g tada

¥yaa/s/ > U K D Fnad/s/ $to je nemopuée.
K¢

sada ¢éemo pokazati da postoje o' ogranideno zasifeni modeli

, cde je LT kardinal sledbenik od 4, za LVILl .
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iieka je Th(kad/s/) skup svih iskaza na jeziku 1 ( ne
samo Ao) koji su tacni u Nad/S/4 Pokazademo da postoje modeli
od Th(Nad/5/) koji zadovoljavaju jaci uslov ne;o trazeni |
oni su¢£+'zasiéeni U uobicajnom sumislu redi tj. tipovi nisu ogra-
niceni na b-formule. (d njih éemo na poznati nacin doé¢i do tra-

Zenog modela.,

Definicija 0.2.3. Ultrafilter D na I se naziva Jf -regu-
larnim , za zadani kardinal o y ako postoji EECD, |E| =
i svaki element ael se nalazi u najvisSe konadno elemenata

od E .

Za svaki kardinal oL postoji of -regularni ultrafilter,
Uznimo dea je I skup svih konaénih podskupova od & . Sku-
povi oblira & = {i.eI : ae:i} Su centrirani i sadre se
u nekom ultrafiltru D . Za E mozZemo uzeti same skupove §
t3. E={&: aed]. sada je ieélﬂ...ﬂén ekvivalentno

sa 81500093, € 1 pa je D zaista o, -regularan .

Lema 0.2.1. UlNeka je U model Jezika L i3 L] . Tada pos-

toji elementarno rasirenje W od U koje ima svojstvc da ako
de XU , IXI<L i P(x) tip na Jeziku Ly koji se lo-

kalno realizuje u (U,a)an y tada se on realizuje u (w,a)

aex*
Dokaz : Neka su I, Toy eee 3 Iy e (k <L) elementi
4;~regularnog ultrafiltra D na I koji imaju svojstvo da

Je svaki 1i&€I u najvise konadno njih ., Pokazatemo da je W =
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= 1TU , ultrestepen od U po D y traZeni model,
D

Neka je  XcU , 1xI1<d i1 P(x) tip na jeziku Ly
koji se lokalno realizuje u (U,a)an . hako je ILXI <o moZemo
pretpostaviti da je |P(x)|=d « Tako imamo P(x) = {pl(x) .

vory D(x) ...} (k<d).Z%a 1€I neka su Iil""’Ii
n

tacno oni skurovi kojima i pripada . Dakle y formula p(x) =

=(BX)(piiX) % eee & pir(lx)) je tadna u (U’a)aEX pa uzmi-

mo  f(i)eU za koje ona vredi , tako da imamo
(U,a)an E pil(i(i)‘) & oo & piéﬂi)) .
Dobili smo funkciju f : I — U za koju ¢emo pokazati
da je
("l];\'U , a)an E p,(Df)
za bilo koji 1gKk< d.

Jasno , (U,a)aex F p (&) za svaki i€I, pa je gor-

nje ispunjeno ., Df Je element koji zadovol java P(x) . H

- Leorema 0,2.2, DNeka je U model Jezika L i LY|L]| . Posto-

Jji ,,(,"‘ zasiceno elementarno raSirenje W modela U .,

Dokaz : Za svaki ordinal k , 1<k <Lt konstruisimo nig
modela Ui 5 eee Up 5 eee na sledeé¢i nadin : U, neka je
elementarno rasirenje od U iz leme 0.2.,1. § ako smo konstru-
isali 'Us za s<k tada , ako je k granilni ordinal , sta-

vimo U,_= \JU y @ ako je k = k'+1 neka je U, elemen-
k sk S k

tarno rasirenje 'Uk, ‘ iz 1emé 0.2.1. kada se namesta U pos-
matra U, . Ka kraju stavimo Uv:g(ES . Ako je XgU i

x| < ALV teqa je L=V, za neko k<d. Tako se tip koji se
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lokalmo realizuje u (U ,a), .y 5 lokalno realizuje i u (Ups8) ey

pa se realizuje u (Uk+l’a)éeX tj. u (%&,a) . Primeti-

aex
mo da je bez posebne napomene koridtena lema o elementarneém lan-—

cu modela . —

Definicija 0,2.4, Model ®ad/S/ se naziva polizasicenim

ako je o[- ogranifeno zasifen zs neki =za neki > |Nad/s/|.

Teorema 0.2.3. Fostoji polizasiéen model .

Dokaz : Po teoremi 0.2,2. za f YLl = |Nad/S/| postoji %
zasiCeno elementarno radirenje U od Nad/S/ . Cd modela U
moZemo dcéi , xao $to je opisano u 0.1, , do *Nad/s/ koji

je oL ¥ - ogranideno zasiéen . Zaista , ako je Xeiad/S/

[X] <L i P(x) b-tip na jeziku Ly koji se lokalno reali-
zuje u (*Lsad/:s/,a)aex » tada se on realizuje u U , zbog V<Ao
‘<Ao U . ko je b€U onaj koji zsdovoljava P(x) tada mora
biti beV, jer su elementi tipa b-formule . Opet, zbog V<’Ao

<AO U u  ™Nad/s/ se realizuje P(x) . —
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l. MNestandardna analiza u teordji modela

lako smo metode teorije modela koristili u konstruisanju

nasSeg modela *Nad/S/ mogute Jje sada primeniti nestandardnu
analizu nazad u teoriju modela. Frecizno opisana konstrukcija

nestandardnog univerzuma u poglaviju O , u kojoj smo koristi-
1i samo odredena svojstva ultraproizvoda i elementarnin lanaca
omogucuje nam izbegavanje pdjavlji?anja nrtvoy kruga tj. doka-
zivenja neke c¢injenice pomoéu nje same.,

Dakle , neka je L neki jezik za koji éemo pretpostavi-
ti da je podskup oa S . Takodeyakc govorimo o nekom modelu
ili skupu modela jezika L uvek moZemo pretpostaviti da su oni
podskupovi od $ . 4ko je U model jezika 1L tada je .-*U
model jezika *1 y Pa se i *U moZe smatrati modelom podet-
necg jezika, jer je Lc®*L . Na analogan nacin wunutradnji
model jezika ¥ y tj. unutrasSnji skup sa unutras$njim relaci-
Jama i funkcijama kao unutradnjim interpretacijama simbola iz
*L , se moze smatrati modelom jezika L .

okup formula i iskaza na jeziku L | oznacimo respektiv-
no sa Form(L) i sen(L) . Cni se po potrebi takode mogu
smatrati podskupovima od S . Relacija zadovoljenja kE Jje re-
lacija izmedu modela U , njegovih konacénih podskupova i eleme-~
nata  skupa Form(L) pa je element oa Nad/S/ . Tako mééemo

posmatrati * g ,.
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Lema_l.1.1. Ako je M unutrasnji model jezika 1 i

P(X{se0e,%,) € Forn(L) , tada je za svaki Niz  aiyeee,a €N
ME p(al,...,an) ako i samo ako *M ¥ *p(al,...,an) .

Dokaz : Tvrdnja se lako dokazuje indukcijom po sloZenosti for-
mula , pri Zemu vodimo racuna o tome da su relacije i funkcije

u M unutrasnje i primenjujuéi princip prenosa, —i

Buduéi da nas nestandardni univerzum xI\’ad/S/ obiluje idealnim
elementina to je prirodno odekivati da ée primena nestandardne
analize u teoriji modela biti bas u oblaestima zde se konstruisu
zasiteni modeli. SledeCi teorem je prircdna posledica zasilenos-

ti modela ¥iad/s/ .

Teorewa 1.1.1. Ako je M unutradnji model tada je on |Nad/s/ |t
zasiten . |

Dokaz : Neka je XcM , Xl INad/S/I 1 P(x) +tip na
jeziku L

x  koji se kokalno realizuje u (M,a) Neka

aeX °
Je p(x,al,...,an)e P(x) . Uolimo skup

Ap={XEM . Mhp(x’al,ooo,an)} .
la osnovu leme 1,1.,1, imamo da je Ap = {x( M N % Xp(x,al,...,an')}

, Pa Je Ap unutrasnji podskup od M . Tako imam¢ centriranu fami-
1iju {AP : pe P(x)} unutrasnjih skupova , mo¢i manje ili jed-
nake |Nad/s/| , koja ima neprazan presek . Zlement tog preseka

realizuje P(x) . —
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Tako za svaki model U imamo njegovog idealnog pratioca
*U u smislu da on sadr#i sve idealne elemente koje U dopus-

ta. Pri tome je *U elememtarno rasirenje,

Teorema 1.,1.2, XU Je elementarno raSirenje od U ( *U » U )

tj. ®: U — %y je elementarno ulaganje.

Dokaz : Prema lemi 1,1.1. je y 28 8yyeeeya €U ] p(xl,...,>%9e

€ Form(L) , ¥y = p(al,...,an) ekvivalentno sa Xy ® *p(al,...,an)
Sto Je,prema.principu rrenosa,ispunjeno onda i samo onda kada Jje

U E p(al,...,an) . —

Fre nego £to krenemo na izucavanje ultraproizveds uvedimo
nekoliko osnovnih pojmova vezanih za filtre .

ako je I indeksni skup i D filter na I taca pod

monadom mD filtra D podrazumevamo skup
r]*X = mD ,
LeD

Budu¢i da je filter centrirana familija tada je uvek mD # ¢

sto je posledica zasiéenosti. Za ae®I Fila se definise kao
Fila = {Z€I : ae™x ] .

Vidi se da je Fila ultrafilter i da se svaki drugi ultrafilter

D moZe dobiti na taj nadin , naime D = Fila za aemd ,

4ko je D filtar na I , {A; : i€ I} familija skupova i

fe ]_EAi tada sa Df oznalimo klasu ekvivalencije kojoj f
le

pripada prilikom filtriranog proizvoda ﬂTAi .
D

Ultraproizvod ﬂTUi modela Ug (ieI) se moze treti-
D

rati ovako :
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: uzmimo agmd § elementu DfE]]Ui pridruzimo Kf(a)e Ua'
D .

Tako dobijemo preslikavanje P : T, — U, .
D

Leorema 1,1,3, Preslikavanje 7 ; ]ﬂhi —_ Ua definisano
D

kao F(Df) = *f(a) Je elementarno ulaganje.
Dokaz : Prvo , F je dobro definisano preslikavanje jer ako su
£, gelll; D - jednaki tj. x ={i€I: (i) = gi)} €D
1
tada a exX pa je xf(a) = *g(a) .
Dalje , za Dfl,..,,Dfne.HTUi i p(xl,...,xn)e.Form(L)
D
Je .
Hgﬁi F p(Dfy,...,Df ) ako i samo ako {igT : U; B p(fyi,...,1 )
€D ako i samo ako 3'E-{ie_l‘ U5 F p(fli,...,fni)}aa .
Medutim , *i€ I : Uj F p(fqiy00a,f 1)} =
= {ie¥I . Uy *p(*fli,...,*fni)}‘ pa se
gornji niz ekvivalencija nastavlja sa Ua e xp(xfla,...,fffna)

st0 je na osnovu leme 1.1.1. ekvivalentno sa

U, t:p(xfla,...,xfna) . ‘4

feoremu kompaktnosti nismo koristili u nasoj konstrukeciji
nestgndardnog univerzuma i sada neéemo pogresici ako je doka-

Zemo nestandardnim metodama,

lteorema 1.1.4, /i/ Ako je T skup iskaza Jezika L 1 U
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(1€ I) niz modela istog jezika teko da je za svaki peT

skup {ie I Ui ¥ p} kcnacan |, tada je ultraproizvod 1ﬂﬁi
D

model teorije T za bilo koji neglavni ultrafilter D na I,
/ii/ Ako je za svaki konadan podskup {pl,...,pn} c
= teorije T skup {i.EIZ: Ui E pl&...&png neprazan
»bada postoji ultrafilter D na I  tako da je TIU,  model
D
od T,

Dokaz : /i/ Napred definisano preslikavanje 7 :ﬂTUi — U,
D

» 28 aemD , je elementarno . Buduéi da D nije glavni , zbog
Cega Jje a nestandardal. , i zbog principa prenosa za svaki PE€
T Jje Ua*t xp y tJe 2za svaki peT Jje Ua *h xp . lia
osnovu leme 1.1.1. je odatle U,k p tJ. ﬂgUi Ep .

/1i/ Izaberimo % - konadan skup formula {pl,...,pﬁl
tako da je Tg{pl,.l..,pHgng . Na osnovu principa prenosa
postoji a.exI tako da je Ua ”h pl&...&pH odakle je

na osnovu leme 1.1.1. U, model za T . Buduéi da je ﬂTUi
D

elemen#arno ekvivalentan sa U_ , ]gUi Je model od I,’ -

Teoremma kompaktnosti sada sledi.iz predhodne teoreme. iledu—

tim moZe se dokazati i direktno kako je to udinjeno u [CH] .

Leorema kompaktnosti : Ako svaki konacan podskup teorije T ima

model tada i T ima model.

Dokaz :[CH Uzmimo = - konadan skup iskaza K tsko da Jje T &
cKe*r i unutrasnji model U od K , koji postoji na os-

novu rrincipa prenosa. Tada je osiromaSenje modela U do Jjezi-

ka L model od T . =



25,

Sledeéi primer je takode iz [cY . Klasa K modela pose=
duje svojstvo ulaganje ( s.u.) ako se svaka dva modela iz K
ulazu ( izomorfrno , homomorfnov , elementarno - respektivno) u
tre¢i , I poseduje jako svojstvo ulaganja ( j.s.u.) ako se sva-
ki skup modela iz Kk ulaZe ( izomorfno , homomorfno , elementar-
no - respektivno ) u neki model iz K . Sa prodk oznacimo kla=

su modela izomorfnih nekom ultraproizvodu elemenata iz K .,

Teorema 1.l.5. Ako K ima  Jj.s.u. (s.u.) tada i prodk

ima Je.s.u. (s.u.) .
Dokaz :[Ch] Pretpostavimo dz K ima J.s.u. . lieks nam je zadana

familija podskupova U : a, €A : be B klase K Cije
CIN b b

ultraproizvode treba da ulozimo u element iz prodK . Ultraproiz-
vode opet,moZemo smatrati elementarno uloZenim za neko
Sy, € Ab (beB). kako K ima J.s.u. za svaki a € “—L

= A postoji ulaganje

fdm : Ua(b)-—-aUa

gde je U iz K . Zbog zasiéenosti postoji s ™A tako da je

s(b) = Sy za beB , tako da imamo ® - ulaganje

x .
fsb : Usb—-9 US
koja su ulaganja nasih ultraproizvoda u US . Ustaje samo da
se dokaze da su to ulaganja u ultraproizvod “‘ U,  modela
_ Fils 2

u, (agh) , koji opet zamifjjamo kao dio od U .

Dakle , neka je  “g(8,) element ultraproizvoda mode-
la  {U, : ayeA,}. Definifimo he “TU kao

b aei

h(a) = £ (g(a(b))) odakle je
b

_ % *® . ..
¥ (s) = xfg (xg(SXb\)) = faq( g(sb)) i tvrdnja je dokazana.
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Drugi dio teoreme , za sludaj s.u. Je specijalan sludaj

kada je [Bl=2. -

Familija podmodela V. (i€I) modela U je lokalni sistem
ako je U= lJ Vi

| i€1
da Je UiUUJ.EUk .

i za svaki i,j€I postoji kel tako

Teorema 1.1.6. leka je V, (i€I) lokalni sistem podmodela

modela V . Ako se svaki V.  homomorfno (izomorfno) ulaze
u model U; tada se V homomorfno (izomorfno) ulaZe u neki

; elementarni podmodeli od
V. i V; (1€1I) se elementarno ulazuu U; (ieI) tada se

ultraproizvod WTUi . Ako su jos V.
D

i
V  elementarno ulaZe u neki ultraproizvod ﬂTUi .
D

Dokaz : Imamo homomorfizam (izomorfizam)

Jzmimo Va (a exI_) tako da je *Vi_c_va za svaki 1ieTI ,

Sto je moguée zbog zasilenosti . Sada je VeV, . pa Je

fa : VU —> U, homomorfizam (izomorfizam)

jer je V podmodel od U, i sveki = ~- homomorfizam(izomorfizam)
je homomorfizam (izomorfizam).

Uoc¢imo ‘ultraproizvod Dl Us

Fila ,

podmodelom od U, - fa(V) je podskup od tako zamis$ljenog TrT U; .
Fila

koji se moze smatrati

- Zaista , za veV uocimo g : I e LJIJ definisano kao

i€T | |
g(i) = £;(v) (i€I) . Po principu prenosa je “g(a) = £(V)

tJ. fa(v) € TFT.Ui .
Fila

U drugom slucaju trebamo pokazati da Je fa PV - Ua
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elementarno preslikavanje , jer -H1-Ui
Fila
mentarni podmodel od Ua po teoremi 2.1,3, . Imamo V<¥®¥y j

zamisljamo kao ele-

V<® o, jer je V<L ® , pa je V<V, , Gada je f_ ele-

mentarno jer je x - elementarno preslikavanje elementarno. —

Jednadina nad modelom U su formule oblika

y = w(xl,...,x ili r(xl,..,,x

n) n)

cde je  w funkcionalni a8 T relacijski simbol jezika L i
KyseeesX Y ili promenljive ili konstante iz U, U Je alge-
barski zatvoren (egzistencijalno zatvoren) u modelu V ako Je
[SE=aY i svaki - .skup. . JednacCina (jednaéina 1 negacija jed-
nacina ) k0ji ima reSenje u V ,tj. za k0ji postoje elementi iz

V  koji kada zamene slobodne promenljive u skupu jednadina ( Jed-
nacina i negacija jednadina ) debijemo formule koje vrede u V R

ima resenje i u U .,

feorema 1,1.7. U je algebarski zatvoren (egzistencijalno zat-
voren ) u V ako.i samo ako dijagram
.

ThES

UV

komutira za.neki homomorfizam (monomorfizam) £ .
Yokaz : Ako takav homomorfizam (monomorfizam)f postoji i ako

Jje A konacan skup Jjednadina - jednadina i njihovih negacija
koji ima resenja Dyyeeeyb, u Vo, tada su f(bl),...,f(bn)
reSenja u *U ., lledutim *U Je elementarno ra$irenje od U pa
y budu¢i da je A konadan , sistem ima reSenja i u U.

Obratno neka je U algebarski (egzistencijalno) zatvoren
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u V. UoCimo % - konatne skupove K , K, 1K, za koje je

=3 = INUSK,E™W\™ i LEKS™ . Takode , uo-
cimo # - konacan skup A svih jednadina  jednacina i négacija
jednacina  sa funkcionalnim i predikatskim simbolima u X i
paramétrima u Kl koji ima resenje u KZ' Prema principu pre-
nosa , ako je K, = {byye.e,by}  HEM\L , postoji x - ko-
nacan skup {al,...,aH} Q;XU ¢iji su elementi reSenja siste-
ma A u *U.

Sada funkciju f : V —> ®*U  definidimo na sledeéi na-

cin : ako je aeU definisimo f(a) = a § za aeV\U imamo
da je a = by za neko i.e{l,...,ﬂ} pa definisimo  f(a) =
=ai .

f je homomorfizam (monoumorfizam ) jer akoc je na priner
) 1%

r¢l relacijski simbol i V g r(cl,...,c]{,bi ,...,bi )

Tl n
CpsesesCr €U il,...,ine.{l,...,H} tada je po principu
prenosa i konstrukciji funkcije £

XU = Xr(cl, X .;,Ck,f(bil),coo ,f(bi))
n

odakle je , po lemi 2.1.1.

* ke r(cl,...,ck,f(bil),...,f(bi )) .
n

Analogno radimo i u slucaju funkcionalnog simbola (tj, i u slu-
¢aju negacija odgovarajuéin formula ) pa je f zaista homomor-

fizem (wmonomorfizam) . —

Iz predhodne teoreme vidjimo da se svako egzistencijalno ra-
Sirenje modela U moZe dobiti kao U(X) - najmanji podmodel

od *U xoji sadrzi UUX , za neki xec¥*y |, fecimo , ako su u
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ritanju rpolja tada se svako rasirenje algebarski zatvorenog
polja moZze dobiti.na taj nacin.
Cledeta teorema je produZenje predhodne u sludaju elemen-

tarnog prosirenja .

Teorema 1.1.8. Ako je V>U tada postoji elementarno ulaganje

f:V—>% tako da jeza aecU f(a) =a.

Dokaz : Postupilemo analogno dokazu teoreme 1.1.7. . Uolimo hi-
perkonacéne skupove K , K, » K, tako da Je UEKIEKU sy VAU <
S K™ \®U i Form(L)gKS*Form(L) . Uolimo takode, - ko-
nadan skup

A= {P(Xla-'°’xr)€K . *y x‘: P(alﬂ"san’bls”"bm) za neke

x - konaéne al,...-,ané Kl i bl’o.o,bme K2 } .

Neka je F(xl,..,,xH,yl,...,yJ) konjunkcija formula iz A pri
cemu je unutrasnje kardinalnost od K, H aod Kj J , tj.

Ky = {kyyeeuskyl 3 Ky ={d1seeerdg} (H, T €*N\N) . Sade Je
®y % F(kyseeeskyrdyseeendy) Dpa zbog * & ¥y postoje
My gyeee,ly ¢®*U  tako da je XU *F F(kl,...,kH,ml,...,mJ) .
Preslikavanje f : V —> %0 definisano sa f(a) = a 2za ael

i f(x) = my ako je x = ji , Je elementarno .

Zaista , ako je peForm L R E p(al,...,an,bl,...,bm)
za standargne elemente 813eees8) i bl”"’bm od Kl i K2
respektivno , tada je = *V ¥m gp(al,...,an,bl,...,bm) pa for-
mula ¥p ulazi u sastav formule F tako da je '

*U E *p(8yreee98ysf Dy yeee,f b))
tj. zbog leme l.l.1l.
* ok D (81 sese985f(by)seeey£(0)) o
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Teorema 1.1.7. ima svoj standardni analog kada se %y zame-

ni nekim ultrastepenom od U i moZe se nati u [Bg . Sledela teo-
rema(Bﬁﬂﬁagﬂﬁe u istom duhu , obuhvata teoremu 1.1.8. i predsta-

vlja nesbandardnu formulaciju frayne-ove leme.

7eorema 1.1.9. iko su U i V elementarno ekvivalentni modeli

tada se U elementarno ulaie u * .
Dokaz :(Dﬂ%ﬁnﬂ) 28 DP(XyaeeesXy) € FOIM 1 neka je A(pyayiseecsrdp)
situp svih fuankcija k iz U u V definisanih na {al,...,ang i
takvih da Je

U E p(al,...,an) ako i samo ako VE p(k(al),...,k(an)) .
Dobijena familija je centrirana i ime moé ne vedéu od | Nad/s/ |
pa po zasicenosti postoJi funkcija

*®
f . {al’ooo’azl} -'é V [

, gde Jje {al,...,aH} - % konadan skup btako da je U g:_{al,...,aH} c

= U , tako da je za svaku formulu p(xl,...,xn\eIForm L
*y ® xp(bl,...,bn) ako 1 samo ako ¥ % 3'Ep(f(bl) ,...,f(bn)),

9 Za bilO kOJe bl,ono,bn E {31,.-.,aﬂ-g [

f tako inducira elementarno ulaganje v u *v .-

Iz dokaza predhodne teoreme se moze izvestil

Frayneeva lema AkKO su modeli U i V elementarno ekvivalentni

tada se U elementarno ulaZe u neki ultrastepen modela V .
Dokaz :[oH] saluvavéi ozneke iz dokaza tecreme 1.1.9. neka je inde-
ksni skup I jednak uniji svih skupova oblika A(p,al,...,an) .

U I posmatramo sltrafilter 7il(f) . Zlement aelU se pri ele-



mentarnom ulaganju f slika u  f(a) ¢ ¥V . KLonstruidimo fun-

keiju g : I —» V na sledeci nadin : ako je kel 1 aegdonk

tada neka je &(a) = k(a) 3 u suprotnom g(a) je bile koji ele-

L
-~

gent iz V . Vidi se da je *g(f) = f(a) $to pokazuje da se

U elementarno slika u “‘ v . .*

Tosledica teoreme 1.1.9. Jje de ce svakil skup elementarno
ekvivalentnih modela elementarno ulaze u fiksni nodel kao 1 sle-
deéa teorema koju izdvajamo posebno.Tlakode svaka dva konacna ele-

nentarno ekvivalentna modela su izonorfna jer je za konalne sku-

pove x{al,...,anl = {al,...,ang .

rPosledica : Sledeéi dijazram se moie dopuniti do X« autirajuleg

kvadrata elementarnim strelicama.

U ;fy'v
AN
W
DJokaz : Motemo smatrati da je U<V 1 U<%W pa2 primeniti

teoremu 1.1.9. il1i 1.1.8. tako da je ¥y trazeni model.

U < Vv

A A
v < ¥y

Peorema l.1.9. nam dakle , govori da ako su modeli U 1 V
. . < *®
elementarno ekvivalentni tada se U elementarno ulaze u V .
Zamidljajuéi U kao “U = {ia : aeii} , model U kao i

dotiéno elementarno ulaganje £ moZemo smatrati elementima nad-



52

. x s . B
strukture Nad/®S/ . Ako posmatramo radirenje od Iad/"8/ sa
*, kao novim zvezda preslikavanjem i primenimo teoremu 1.1.8.

, tada postoji elementarno ulaganje ¢ modela ¥y o *%y

tako da sledeti dijagram komutira

L #y

U

Konstrukciju moZemo nastaviti dalje u nova i nova rasirenja ,

, tako da na kraju mozemo olekivati da éemo dobiti rasirenje

od  1ad/S/ Yol , #¥; 5 Fy o opiti ; i ~de e
t.ad/s/ u kojem ce i V iti izomorfni , gde Jje

preslikavanje u odnosu na krajnje rasirenje . To nam sugerise

sledecu definiciju :

Definicija l.1.1. Neka je k beskonacan kardinal . Za rasire-

nje *Nad/S/  éemo reéi da poseduje k svojstvo izomorfnosti
ako su svaka dva elementarno ekvivalentna unutrasnja modela na

jeziku moéi manje od Xk (<k) izomorfna .

Tokazaéemo da postoje raSirenja koja imaju X svojstvo izo-
morfnosti.

Lema 1.l1.2. Neka je ¥5ad/S/ rasSirenje superstrukture ITad/s

fada je % : Nad/s/ —> Nad/¥s/ A, elementarnc ulaganje .
Dokaz : *Nad/S/ Jje tranzitivni podmodel od Nad/s/ 4 prema

teoremi o.l.4. , pa je # O elementarno ulaganje . 4

Dekle , moZemo podevSi od standardne nadstrukture tiad/s/

konstruisati direktni cisten
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-, Pol Pa3
N'dd/D( "'"9Nad/ l/ I|ad/02/ eo o -_— Nad/s / "") oo

, gde su Pij ° Ned/5;/ —> Nad/Sj/ (i<j) OB, elemen-
tarna ulaganja tako da je za 1d{j<k py = pjk°pij R

=1- dentlcno preslikavanje 1 P;, 1+1(S ) =

Pij 541 °

iJ.,neN) datog
niza . To je skup klasa ekvivalencije oblika [a,n] , gde je

Posmatrajmo direktni limes Ei?(Nad/Sn/,p

relacija ekvivalencige v definisana izmedu parova (ayn) (za -

(a€Xad/S )/ neN) kao (a,i)eo(b,j) ako i samo ako postoji x>1i ,
kyJ tako da jé pikga):epjk(b);uagrelacija pripadanja ¢, je defini-

gana Kao (a,i)eu(b,j) ako i.samo, ako postoji k>i,k>J tako da je p;(ale

epjéb).Za svako nelN po-toji prirodno definisano preslikavanje.
pnwo : Nad/S / —> Eip(Nad/Sn/,pij,neN) kao pnwo(a) = [a,n]
za koje se lako proveri da je C;O elementarno ulaganje . Usim

toga Je )
le(nad/d / 3D J,nem) = i?prnwbinad/sn/]
gde oznaka  f[A) za funkeiju f 1 skup & znaéi f[A) = {f(x)
xQ‘AS . Na nadin opisan u poylavliju o.l.l. tgko dolazino
do novog rasirenja M od Nad/Z/ gde ulogu x preslikavanja

igra womponiran sa kolapsom , koje ¢emo i dalje , radi

P
oW,

jednostavnosti , oznacavati na isti nalin sa

LJ in (waa/5,/)

ne,N

- , .
powo . Tlakode Je

eko smatramo da p,  uzimaju vrednosti u M . Cznalivsi sa
o0

Sw = Pow (S) y 1 mozemo smatrati tranzitivnom pecdstrukturom
o)
od Nad/sw /.
Yo
Jasno da sada taj proces mozemo nastaviti dalje za bilo koji

kardinal,
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Teorema l.l.lo.(Henson.[Hé) 72 bilo koji kardinel k postoji ra-

girenje standardne nadstrukture koje ima k svojstvo izomorfnosti,

Dokaz : Iz predhodnog je jasno da moZemo napraviti direktni sistem

p P
Nad/s/ —2b Nad/sy/ 23, .. —rad/fs/ — (r<k)
, cde su , za 1LJ Py Rad/ﬁi/ —_ Nad/Sj/ Az elementarna

ulaganja i py; - identiéno preslikavanje , tako da je pr,r+n(sr):

za ne [l . liofemo pretpostaviti ds je k reguleran ker-

(@]

T “r+n

dinal,
fagirenje #¥Nad/c/ Jje kolapsirani direktni limes gornjeg

niza i tranzitivni- je dio od Nad/Sk/ y Sy = I&gkprk(sr) ,

- . . . - .. - ) ..
pri demu se preclikavanje  P. “ad/ur/ — huQ/Sk/ defini-
Se na oéekivan nac¢in , kao Sto je vo bilo uéinjeno u slucaju k=

=w_ . Znamo jos da Je

0
®4d/3/ = Ldlp [Kad/S /] e o« o JY/
r(krk T
lieka su sada (U’rl)r'eL i (V,Toh)oeg dva elementarno
1 -T2

ekvivalentna unutra$nja modela od ¥9ad/S/ na jeziku 1 ¢ija
je moé strogc manja od k . To su unutradnji skupovi sa unutra-
Enjim relacijama i unutrasnjinm funkecijama kao interpretacijama
simbole Jezika . Buduéi da je ¥ regularan 1 zbog /1/ postoji
r<k , U, V¢ Nad/Sr/ i r{ rh € "u‘ad/Sr/ , z8 TEL ,
, tako da Je U = prk(U,) y V = prk(V’\ y Ty T prk(ri) y Ty =
= prk(ré) za rel . Lako je pn DBy elementarno ulagsnje

ri R ré su relacije odnosno funkcije na U° odnosno V' 1

U* i V? su elementarno ekvivalentni,jer se ispunijivost moZe

izraziti preko A fornula .

L ohemo smatrati da su raSirenja svakog od modela Nad/Sr/



M
A}
)

, za 1<k, dobijena pomo¢u preslikavanja pr,r+l polizasi-
cena

Loristeéi teoreme 1.1.8. i 1.1.9. moZemo konstruisati
dijagran duiine g o pri cemu ¢cmo preslikavanja Prorel kra-

Ce ogznaciti sa Dry1

o= P
Vo .
pr+£Uﬂ’_—9 pr+£V0

f2 f
Pr+2(pr+ﬂuﬂ}'—+ pr—2[pr+fy91
!

fl P su elementarna ulaganje a strelica >—> zna-

&i izomorfro ulazanje dotilnog skupa u vidu strukburu pomocu fun-

kcije oblika (nel). £, Je inverznu funkcija

n .
Yren,r4n+l

cd f na rang (£ kada se rang f osmatra u domenu od f
) 1 < 1 :2

1
romolu strelice > ) f5 inverzn: od £, itd.... 4Ako izbaci-
mo strelice >—> smatrajuéi identificiranim objexte koje ona
povezuje , imaéemo sledeli dijeagren :

U,
\f

1
= P

f
2
‘Pr+ép,)f:: :

f
o pr+’5(pr+l(v " )

.
L ]

Mo¥emo smatrati da je ad/S_/ = Nad/S./ za rT<t  tako da

Jje pt+fU’M; pt+éUﬁ , pa gornji dijacram daje izomorfizam 1zme-
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()

du modela pr,r+wo
sa f .
bada je pr+wo,k(f) i
Prew ,k(pr,r+w (U’)) = t
0 0
jer je pr+wo,k AR eleme

iosledica Hensonove leme ,
je da je svaki unutras$nji model
pretpostavimo da nestandardni un
fnosti i da je Jjezik posmatranih
jer svaki model iz *Nad/s/ ima
veée od k . Cstale posledice se

Ka xraju ove glave dajemo
univerzuma

é(emost nestandarnog

vanju razlilitih problema.

) ’ o 2 ..
pr,r+wo(v ) koj1 cemo oznaciti

gomorfizam izmedu

(V)

0

\

pr+w0,k(pr,r+w ’

ntarno preslikavanje .

-

yako se jod naziva teorema 1.1.10.,

igzomorfan standardnonm mocdelu ,ako

iverzua ime Xk svojstvo izomor-
nodela moéi strogo manje od k
elementarni podmodel moéi ne
mogu na¢i u [He] »

nekoliko primera kako se zasi-

¥or 2 g . . s "
llad/5/ moZe primenitl w resa-

Ao imamo neku algebarsku strukturu ili mecdel U tada

je ®U elementarno ragirenje od U

formalna svojstva

Zledeéi prime
13

prsten glavnih ideala

tidénih struktura

ne moze

Primer 1. Ako je I
glavnihaideala .

H ¢ *1\1

R P SO o P

bi

Dokaz : Ako uzmemo

1 bio generisan _elementom

skup celih brojeva tada

(ke N)
H

. Dakle U i *U imaju ista

tj. ona koja se mogu izraziti na Jeziku do-

T pokazuje da se svojstvo "biti

izraziti na jeziku prvog reda.

¥7 nije prsten

tada ideal generisan skupom
nije glavni . U suprotnom

a|2 e vee a, 2 k (Hkg...<H13



pa bi imali 2'k = b12 1 + ees + bk2 k tJe
H,-H, +1
1 - b12 1 k 4+ eee + bkz

to je nemogute . -

primer 2. ovako polje ima algeberski zatvoreno algebarsko pro-
sirenje .

Doxaz : Ako je K polje tada sa K[x] oznacimo prsten polinoma
L e

sa koeficijentima iz K . Poznato je da se svaki fe K[x] razla-
e na faktore u nekom nadpolju od K . Uzmimo hiperkonacdan skup

{£1seeerty} (He¥n\n) teko da je Elxlg {fi,e.efpls

= xK[x] . Postoji polje L 53*K u kome se f_l'...'fI raz-
1a%e na faktore tj. postoji algebarsko radirenje od K u kome
se svi polinomi iz K[{x] razlazu na faktore $to je doveljno da

ono bude algebarski zatvoreno. —i

Primer 3. GSvaka Bulova algebra Je izomorfna nekom polju skupova.
Dokaz : Neka je X Bulova algebra . Izaberimo hiperkonaéan skup
X tako da je X< Kg ¥X . Bulova algebra K generisana sa K
je hiperkonacna i1 # - igomorino se ulaze u neko = - polje sku-

pova ( Jer trarens reprezentacija vredl za konadne Bulove alge-

bre ) . Tako se i X izomorfno ulafe u polje skupova . —

Potpuna teorera O reprezentaciji Bulovih algebri nam govoril
da se one realizuju kao otvorenc-zatvoreni skupovi u neikom kom-

paktnom Hausdorfiovom topoloskom prostoru .

Trimer 4. Za sveku Bulovu algedru X postoji kouwpaktan Hausdorf-—
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fov topoloSki prostof Y tako da je X izomorfan sa Bulovonm
algebrom otvoreno-zatvorenih skupova u Y .

Dokaz : 7a svaki ultrafilter F u X uzmimo jedan element

a ®{ tako da je agx za svaki xeI . Neka je Y skup tako
dobijenih elemenata . Popologiju u ¥ uvedimo tako da su skupo-
vi oblika O = {a€¥ : ag<x} (x€X) baza otvorenih skupova.
Vidi se da je O = Oxﬂ Oy , 0 = OxU Oy 1 6= Y\CO

XNy

pa su Ox otvopeno-zatvoreni skupovi . { je kompaktan jer ako

XVy x !
Jje {Cxi : ieIl centrirana familija tada je 1 {Xi : 16 Iz
centriran sktup u X pa postoji aefl a$xi za svako i€l ,

dakle ae¢ ﬂ OX . Podto je Y kompakban svaki otvoreno-zatvo-
iel 71

reni skup ima oblik Ox za neko x€X teko da je X —> Ox

igzomorfizam . —

Trimer 5. <vaki se poredak T na srupu £ moZe proluziti do

linearncg .
*

17

Dokaz : Lzaberimo hiperkonacan skup &k za koji je X Keg "L .
S %4 - 4 run Aal  Fposipi g ; o
Stav vazi za konad<ne sltupove pa se porewsax r &iri do linearncg

Yije je sufenje na X trazeno produZenje. —

trimer 6. -eke je A; (1€ 1) fawmilija skurova 1 D W, nekomple-

tni ulerafilter na I . Zada gje idi | T 4; 1w, 111 \W;&il p
W D D

72

Dokaz : Ako je za neko nekl skup {i&I : IAi\<n3 €D

tada je za neko be e{o,...,n} {ie I: lAil = k’}eD , Jer Jje
{ieT : 14yl <nl= |J{ieT : 14y = x| i D ultrafilter ,
k=0
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, pa je | ﬂAi\ =k . U suprotnom , buduéi da je D w, nekom-
D

pletan , postoje skupovi In (nelN) elementi od D takvi da

je I cl |, ﬂlnzﬁ i da za ieln\l posto-

n+l = "n Qe n+l

ji B,gh sa |B| =n. Jasnoda e H];\'.AiWH];T’Bil ,

cde je D’ =®(I)HND .

Posmatrajmo sada nestandardni univerzun ®ad/5/ nastao
pomoéu ultrastepena preko ultrafiltra D! . Teka je H G_KN\ N
beskonadan prirodan broj nastao od elementa D'f , ude Je

£ I, — U B,  definisana sz f£(i) = n kada je i€I\ 1

. n+l*
1&11
Jasno Jje da ultraproizvod i” Bi moZemo zamisljati kao skup
D?
{k eKN : k.gﬂ} , Jer skupove Bi smatramo podskupovima od N .
W
Meausin | {x e®N : wgE}»2 ° . Zaista ako ¥6,1] podelimo

" n . . . .
talkema -g- , 0 = O41y0es, 8 tada ée svaki standardni droj

Te [_o,l] pripadati tafno jednon od intervala [-%— , n—ﬁ-ll (n =

= o,l,...,H—l) kojih opet ima l{_k e ¥ . kgHu. —~

Primer 7. leka je X vektorski prestcr nad R i M =X podpro-
stor . Pretpostavimo da funkcija p : X =—> B ima svojstva
p(x +y)  p&x) +p(y) 1
p(tx) = tep(x)
za svako X,y€X i tyo . Tada se svaki linearni furkcional

f : M-—>R 22 koji v_aéi £(x) £p(x) (xeM) , moZe produzi- |

5

ti do linearnog funkcicnela F na X za3 koji je takode F(x) <
< p(x) za svako Xe X .

Dokaz : Iz stendardnog doksza ([RY) je poznato da se za svaki

konaian skup [Xy,ee.,x YE X\M dati funkcional moZe produ-
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%iti do. funkcionala g definisanog na podprostoru M[Xl,...,xn]
(najmanji podprostor koji sadrii Ml){xl,...,xng ) tako da vre-
di g(x) {p(x) za svako xE.M[xl,...,xn].

iko uzmemo hiperkonafan K za koji je X\lMegKec N\

v e . x a - . .o
tada se ¥f sa M Siri na "M[K] do funkcionala koji ozna-

Yimo sa g . Leka je xe€ X\ M . Buduli da Je

_p(=x) = -Tp(-x) < £ (x) ¢ Fp(x) = plx)
to (x) nije beskonalan , pa je st (z(x)) definisano (defini-
ciju preslikavanja st videti u II glavi ). st kao 1 g
je linearno preslikavanje tako da je F = stog trazZeno pro-

duZenje . —

Frimer 8. Jirektni sistem modela se sastoji cd usmerenog siku-

pa I , &to znaéi da je on ureden recino relacijom £ I za svako

i,jeI postoji kel tako da je i<k i Jj<k , niza modela
Ui (1€ 1) nekog Jjezika 1 1 skupa elementarnih ulaganja

: J i j 1 j m 14 ite i n. . =
g U, —> Dj (1¢j) teko da je my,4 identitet 1 0430 M 5

= .

ik .

fvrdnja : Tostoji takav model U i skup elementarnih ulaganja
£f. : U, —> U tako da je U= £.(U;) iiz 1i<J sledd
i i h iv i
iel
f(UQ SE:EU%ﬂ (to je direktni limes datog sistema) .
Dokaz : Uzmimo a e*l veéi od svih standardnih elemenata skupa

1 ., Uocimo Ua . Za svako 1ie I mig ¢ Ui — Ua Jje

¥ elementarno ulaganje koje oznacimo sa fi . Csim toga ako Jje

® * _ % ) . .

xraju U= U fi(U.) je trazeni model. —|
1€ -

i1<3 tada Jje
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GLAVA 1II

2.1. Monade

Familija podskupova skupa X zcvemo prstenom skupova ako
ona sadrzi ¢ 1 X i ako je zatvorena u odnosu na konacne
unije i preseke tj. ako su A i B elementi te familije tada

sui AUB i ANB takode elementi te familije.

Definicija 2.1.1. Neka je Ac¥®x bilo kakav skup ( unutras-

nji ili vanjski ) . lionada od A u odnosu na prsten P skupova

wr

iz X , wu oznaci mE(A) , se definige kao

EDA, .
,E€P

Monadu taclk x € *% éemo jednostavno oznacavati sa mE(x) .

Jasnoc da ako je A # @ , teada Je mE(A) Z 0 gto je posledi-

ca zasiéenosti nageg nestandardnog modela.

-

Lema 2.1.1. /i/ mE(Q) =g , mE(xX) = ®y S
/ii/ my(mp(A)) = mp(4)
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/iii/ AgB povlaci mP(A) C_;'mp(B) ;
‘ Jiv/ mP(AUB) = mI,(A) U mE(B) .

Dokaz : /i/ 1 /iii/ Je ocigledno .-

/ii/ iko x £ mEA tada X € o4 za neko LE€P . ledutin

%, . . .
E2mgA  pa X ¢ mpiph . Pako smo dokazall da je mpmph & mph

Coratna inkluzija je oligledna.

iv, : 3 = Al M,
/iv/ Jasno da mE(AUB) 2 mph U mpB . \ko X € mpd U npB tada
sa neke D,0€P  x¢ *E , x¢ °F, I24 ¥p5B , 1§

x g s U D AUB odakle x ¢ mE(ALJB) . —

Ako nam je dat prsten skupova P na X tada nam lema
2.1.1. omogulava da u ¥y yvedemo topologiju tako da je mp
zatvaraé operator. Tako dobijenu topologiju ¢emo zvati mp
- topologija .

Teorema 2.1l.1. X sa myp topologijom je kompaxtan topoloski

prostor . X Jje gust u 5 .

Dokaz : Baza zatvorene topologije u (XX,mP) Jje {*E : BE€ I}
tako da ako uzmemo centriranu femiliju skupova iz baze ona e
imati neprazan presek zbog zasiéenosti nestandardnog modela.
Tako je posmatrani prostor kompaktan .

ixo ¥EDX tada je TE = "X pa je mpk = *3 . -

Ako je (X,T) topoloski prostor , gde je T familija otvo-
renih skupova u X , tada mo¥emo posmatrati monade u odnosu na

T , buduéi da je to prsten .
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Lema 2,1.2. Topoloski prostor (X,T7) je Hausdorf®v ako 1 samo

gko je za bilo koje dve razlicite tadke x , y€X

mmxgq Bqy = Z .
Dokaz : Ako je (X,T) Hausdodfov tada je odigledno mpx N mpy = Y
¢im je x #y . CObratno,neka je B(x) sistem okolina tacke x
‘tj. B(x)-= {OET : XEO} . Za konacno Ol,...,One B(x) formi-
rajmo Skup

N

_ ® . * - *
Ol’ooo.gon - {Oe Bx :0¢ Oln...n Oni '

Familija {A01’°"'On : {ol,...,ong - konadan podskup od B(x)}'

je centrirana familija unutrainjih skupova pa postoji 0! « ®*B(x)
tako da je O’cmpx . Analogno postoji 0*? ¢ ®B(¥) sa C’g_:_mi.x P
sada ako je mpX(Wpy = ¢ imamo O'N 0'* = ¢ pa na osnovu

principa prenosa postoje dve disjunktne okoline od x 1 y «

Definicija 2.1.2. 2Za tadku a ¢¥X topolodkog prostora (x,T)

temo reli da je okolostandardna (near—standard) ako posto-

ji xeX tako da je a€mpX . Skup okolostandardnih tacaka

. *
se oznadava S8 DN.Se X

Dakle , NeSe X = L,) WX . Intuitivno , monada standardne tacke x
predstavlja skup gg%aka ¢ija je "udaljenost" od x beskonacno mala.
Monada daje potpunu informaciju o tome da 1i neki skup pripada
lokalnoj bazi okolina od x ili ne | naime O€ B(x) ako 1 samo

ako §€O_:_>mmx . Dalje x€A Jje unutrasnja tadka od A ako i samo

ako mmxc:xA . Postoje karakterizacije 1 drugih pojmova vezanih
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za topoloske prostore , u terminima monada . Jedna od najinteres-
antnijih je karakterizacija kompaktnosti topoloSkog prostora ko-

ju je dao A, Robinson ,

Teorema 2.,1.2, (X,T) je kompaktan gko i samo ako je svaka

tatka iz X okolostendardna tj. *{ = n.sJ X
Dokaz : Neka Je (X,’I‘) kompaktan 1 neka a € ¥4 nije okolostan-

dardna . Tada za svaki x€X postoji otvorena okolina 0 od

X
. * i s S - o
x tako da a ¢ "0, . Faniliga {GX : xélh} pokriva X
pa postoji konalan podpokrivac {GX yooosUy } . Dakle , a €
1 n
B s

e U "o, $to je nemogule .

i=1 i

. - ® - . , .
Obratno neka je nes. X = X . Uzmlmo centriranu fa-
miliju zatvorenih skupova {Fi : ie-I} . Tada,zbog zasicenosti

postoji ae€ (\ XFi . nako Jje ag n.s.XX to je at€ mpX za
iel

neko X€ X . vada je za svako 1€1 XE€F, 4 jer bi inace
x€ Z\F; odakle x € ®¥(X\F;)  pa,buduti da je i\F; otvo-

ren, i aex'(X\Fi) $to je nemoguée . —1

Skrenuéemo na ¢as sa glavnog toka ove glave i dati neko-
liko primera primene teoreme 2.1.2. Prva od njih je opet od .
Robinsona - nestandardni dokaz kompaktnosti produkta kompaktnih

i
prostora.’

Primer 2.1.l. ‘lopoloski proizvod kompaktnih topoloskih prostora
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(Xi,Ti) (1€ I) je kompaktan .
Dokaz : DokaZimo prvo da, je fe*(ﬂxi) u monadi m;g ele—
iel ©

menta geTTXi , gde je‘ T topologija topoloskog proizvoda ,
el
ako i samo ako je (i) € mT.g(i) za svako 1¢1 .
1

Zaista neka je i‘eng i ioe I fiksirano. Tada J€

. . . % . . . _
za svaku okolinu Oio od @) f€ {h eEXi : h‘%o) € Oio}_

= {he*ﬂ_xi : b(i)) €*0; }. Dakle f(io)e*oi tj. f£(i )€
.. (o]

iel o)
€ mp 8(i) .
1o
Cbratno , ako fé Mg tada za neki io({ I i neki
R . - . % . . ‘ .
otvoreni skup bioe Pio f¢g {_h eEXi : h(lo)e Oio},,g,de Je

g(io) € Oio . Cdatle f(i))E€ Koi $to povlacdi f(io) € mTig(io‘) ;

° 0

i tvrdnja je dokazana.
sada je Jjasno da je svaka tadka iz proizvoda okolostan-

dardna , jer. ako £ E*'“TX:-L tada Jje,zbog komp'aktnosti koor-
i 1.

dinatnih prostora , za svako 1€l £(i) okolostandardna tacka,

, recimo  f£(i) € mp(x;) (x;€ Xi) , pa je prema gornjem f €
N ,

éng , 2de Je ' GETTX-I definisano sa g(i) = X5 .
' i€l :

Primer 2.1.2. Ako postoji predbaza -C topoloskog prostora (X,T)

(to je familija otvorenih skupova g¢ijirkonadni preseci Cine ba-
Zu ) tako da svaki pokrivad skupovima iz C ima konacan pod-

pokrivad tada je (X,'I‘) kxompaktan .
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Dokaz : Doka’imo da.je svaka tacka iz ¥y okolostandardna .,
U suprotnon postoji a exX\n.s.*X + Tada za svaku tadky X €
€ £ postoji OXE C tako da a ¢ Ox Jer je m;x = mLX

{OX P XE€ X} pokriva X a nema konacan podpoxrivag , —

Primetimo da Jje gornji dokaz analogan dokazu potrebnosti uslo-
va n.s,®g = ¥y u teoremi 2,1.2, s 'tip sto je zapa¥eno da mona-
du tacke cini presek zvezda predbaznih elemenata koji sgdrze x,

clicno je i u sledeéenm primeru,

Irimer 2,1.3, Neka Je (X,T) regularan topoloski prostor . ako

za svaki pokrivad otvorenin skupovima od X pPostoji konadan rod-

r

skup ¢ije zatvorenje pokriva X tada je (X,T) kompaktan.,

Dokaz : Fostupa se analogno kao u predhodnom primeru s i sto
Je u regulsrnom tcpoloskon prostoru mpX = nX cde je C fa-

milija regularno zatvorenih skupova., —f

Primer 2.1.4., Neka Je X topoloski vektorski prostor i x&

njegov dual - skup svih neprekidnih funkcionala sa X y R .
U x4 se uvodi topologija ( slaba topologija ) , najmanja topo-
logija pri kojoj su funkcionali Ay (x€X) definisani

kao  ALf) = £(x) (£e€x%) neprekidni .

Leorema Banach-Alaogly : Neka je K = {fe x4 s (Mxe VHf(X)KlBa
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y gde Jje V neka okolina nule u X . Tada je K kompaktan u

slaboj topologiji.

Dokaz : Dokazademo da je svaka tadka iz K  okolostandardna.
Ako sa T oznacimo slabu topologiju tada Jje za fEXd i

g ¢ *(x9)

oznaka a=b za hiper-realne brojeve znaci da Jje razlika a-b

gempf ako i samo ako (VxeX) (s(x) ~¥r(x)), gde

teskonac¢no mali broj.

Zaista , ako Je xoeX 1 ge¢ mTf tada je g €
€ {g’e *(Xd) : lg’(xo) - *f(xo)l { & } za svaki § - standar-
dan i pozitivan , pa Jje 8(%,) z*f(xo) . Obratno ako g(xo)é
4 i‘Ef(xo) za neki xoeX , tada g g’-*{g’exd : | 8°(x,) - f(xo)‘<d
za neki £ o standardan , pa g & mpf .

Po konstrukciji skupa K se vidi da

(V—xeX)(SIX - segment) (VL€ K) £(x)¢€ I e oo /1/
Sada ako g e€®K zbog /1/ i .principa prenosa tacka g(x),
, 23 XxX€X , je okolostandardna pa moZemo posmatrati funkxciju
f: X —>R definisanu kao f(x) = st(g(x)) (definiciju pre-
slikavanja st videti napred) . £ Je linearna funkcija Jjer Jje
g % - linearna i st linearno preslikavanje. Dalje Je \g(x)\{l
', za x€V , pa je i |£(x)|¢1 za svako x¢V 3to pokazuje da
je f neprekidan funkcional. Dakle , za svako x¢X je f(x)=

~ g(x)  tj. gemyf , Sto pokazuje da je g okolostandardna.-

Lema 2.1.2. nam omoguéuje sledeé¢u definicigju.

Definicija 2.1.3. 4ko je (X,T) Hausdorffov topoloSki prostor -

i a¢n.s.®X tada sa st(a) oznalimo onu talku iz X za

koju je aestt(a) .
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Lema 2.1.3. lieka je (X,T) Hausdorffov topoloski prdstor i

P bilo kakv prsten skupova u X . Tada je stM = {sta : ae M|
zatvoren skup , gde je M bilo kekva P monada..

Dokaz : Neka je 8GN zatvorenje skupa stM i a¢stl . Tada
je ®NN#P za svaku okolinu V od A , pa je familija
{*N*E : V - okolina od a , E€R tako da ¥E oM } centrirana
familija unutrasnjih skupova , koja po zasiCenosti ima neprazan

presek . TJ. mTaﬂM £ ¢ pa aestM . —

Lema 2.1l.4. Ako je (X,T) regularan Hausdorffov topoloski pro=-

stor i S gzatvoren skup tada je

st"l(S) = n.s.(xX)ﬂmTS .
Dokaz : Jasno da vredi st"lts) c n.s.(*X)ﬂmTS . Obratno ako
ten.s.fex)ﬂmTS tada tempa 23 neki aeX . Ako ag S, tada je
zbog regularnosti mTaﬂmTS =@ , B5to je nemoguée , pa

a€s odaxle tempS . —|

Teorema 2.1.%. HNeka je (X,T)re’gul'aranfTé topoloski prostor .

U *¥X uvedimo m,f' topologiju 1 posmatrajmo n.s. X kao

podprostor u toj topologiji. Tada je
st : N.s. X —» X
neprekidno i zatvoreno preslikavanje.
Dokaz : Neprekidnost sledi iz leme 2.l.4. a zatvorenost iz

leme 2.1.%. i <Zinjenice da je st(M(‘\n.s.*X) = stM4 . —i

-~

U daljnjem izlaganju e nam biti potrebna i sledeta lema.

PO —
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Lema 2.1.5. [eka jei P bilo kakav prsten skupova u Hausdorffo-

vom topoloskom prostoru (X,T) . Tada je za svaku centriranu
faniliju {Ei i 1¢ I} S P eclemenata iz P , zatvorenu u
odnosu na preseke konaéno svojih elemenata ,

st(ﬂ"“ ﬂst(E) .

iel 1€l

Dokaz Ccigledno je

st () %z, ) Cmst(”‘ .

€l iel
(bretno , ako t € st(ﬂ*Ei) tada je m,t ﬂ(m*u Y= ¢ ,
iel iel
, Dpa je zbogz zasitenmosti  m;t N in =¥ , zaneko i €1l ,
)

tj. tgst(®e;) o —
o
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0.2, Wallmanova: -~  kompaktifikacija

U ovome Sto sledi biée prikazana nestandardna konstrukcija

Wallmanove.  kompaktifikacije ,kako je Go uradeno u[St].

Definicija 2.2.1. Uleka je PR prsten skupova iz X . Filter u

P je skur Fc P za koji je /i/ ¢¢® , /ii/ A , BEE
povlacli ANBeF , /iii/ AD2BelR povlaci A€eF .

. Filter je prost ako AUBETE povladi AeF ili Bel¥ .
vaksimalan filter u odnosu na relaciju inkluzije < se naziva

ultrafilter .

Monada filtra F se definisSe kao

mnf = r‘*A .

J(3')

Za zadani ye *X filter FilPY se definise kao
k] - . ®,
FilpY = {A€R : A2Y} .

Filpx  Je skratena oznaka za Pidp{x] .

Jasno da je svaki ultrafilter ujedno i prost filter . Ako
uzmemo tacdku X QKX i posmatramo filter Filrx tada Jje on
prost . Cbratno , pokazaéemo da se svaki prost filter moZe tako

dobiti .
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= Filrx za neko X EKX .

Dokaz : Uzmimo proizvoljen X,€ n¥ . Jasno da Je Fill’xl 2F .

A¥o Je T # FilEXI posmatrajmo El :{X\A : LeP _A(:E}.

El je filter Jjer je ¥ rprost . Cada uznimo XemEnmEl
(mmn nf, # ¢ jer bi u suprotnoa bilo ANB = ¢  za neke

¢r ,Be¥, pa bi Y\B&X 3to je nemopule ) za koji

1
vazi Filyx - . -

lieke je L skup svih prostih filtera u prstenu E . Za

S el definisino k(38) = (\ZE . Z2 bilo koji filter X
EeS

A€

definisimo h(E) = {EOETT : B2 E} . sada u Y[  moZemo

definisati topologiju tsko da je S —> h(k(s)) zatvarac

e

ope~-

rator . J¢ je L -k topologija u L . lestandsrdnu sliu

rrossors JL daje sledela teorema :

*¥

Teorema 2.2.2. Ao u X posnmatramo myp topologiju tada Je

*. s s ' .
f i@ X —>C , definisana sa f(x) = FllpX neprekidno i

zatvoreno preslikavanje .

DHokaz : hexa je o Tl . Dokaziuwo da je

T (n0s))) = {x ek s mpxa mp(£7(2)) ]

iko je £7X(8) =T teda S mokemo zemiljati kso {Filpx :

k(5) moZemo zamisljati kao FilPT . Tako Je ﬁ(k(S))

{ReT . B oFilpr] = {BeTl : nfc m(Filp?) ) . Tds

f"l(h(k(S))) $ {x e ¥x mpX & mPTi. 4 2V

iko je © zatvoren tada jJe h(k(s)) = S . Neka je

X € T}.

t e
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¢ mPT . Tada je mPt ¢ opl  pe je zbog /1/ tef'l(h(k(.S)) =
= f"l(s) = T , Tako je mPTg T pa je T =zatvoren .

Cbratno , ako je mpT =T i Filpx € n(k(S)) tada je

Op
zbog  /1/ MpX = MpT = T tj., xeT i FilpxeS . A
P P B

Posledica 2.2.1. "L Je homeomorfno sa KX/;:, u kome se pos-

matra faktor topelogija u odnosu na mp topologiju 1 =Xmy

ako i.samo ako je mpX = Mpy o -

Teorema 2.2.3. Za E€P neka je TFp = {me"ﬂ: : EeR} .

Tada je C = {FE : E GP} baza zatvorene topologije u TC .

Dokaz : L zamisljamo kao ¥Y/ee . DokaZimo daz Jje {*E/m : EGPB

zatvorena baza u L . Z/x~ je zatvoren u #1/~ ako i samo ako

je 7 zatvoren u ¥y . Neka je me i/~ , n g Z/& . Ako uzme-
., %,

mo tem tada postoji EeP takode "E 22 1 t¢E . Tako

md Bl .

Zoji odgovara oy je {FilEt : te’:} =

= {EeT : BeRl.q

. . *x-
mPt nisu dakle , elementi prostora K/~ nego se ras-
padaju na elemente 1z ¥/~ . Medutim , ako su u pitanju ultra-

monade (monzde ultrafiltera) tada su one lace u relaciji =< .
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Definicija 2.2.2. Wallmanov' trostor W(P)‘ je prostor svih

ultrafiltera sa nacledenom topologijom iz ]

: - . *.
lako je W(R) homeomorfan sa prostorom svih ultramonada u "4
kao podprostorom od XXA: . U daljen ¢e nam biti od interesa
da posmatrsmo dualan prsten D prsbenu B kojil se definise kao

cine zatvore=

,

Th T v . 3 L} ﬁ'—\
D= {X‘\ﬁ : r,el2} . inaoko skupovi oblika “E/x

b} x‘l a 4 . i 5 +
nu bazu u  4A/% to ckupovi oblixa G/ (ue.D) ¢ine obvo-
renu bazu .

cdrovor na pitanje kada je mpX ultramonada ,tJ. Filmx

ultrafilter , nam daje sledeCa lema .

Lema 2.2.1. oledeée izjave su ekvivalentne

/i/ (¥x€ X )me je ultramonada
/ii/(\}xeX) mpX € mpX s
/iii/ (ME€ER) myE NXxX=E8 .

Dokaz : /i/ =——>/1ii/

G€ED , xeG rovlaci ANG € Filpx odakie postoji i €Filgx
za kKoje je & NANG = ¢ pa imamo xen &€ G .
/il —> /1i/

™~

x ¢ €P povliadi x€X\NE€D pa postoji E’¢ Filpx tako da je
Z'C X\b odakle Jje '\s = £ . Dakle , Filmx je ulvrafilter.
/ii/ —> /iii/ |
ix g€ E poviaéi ( zbog /ii/ ) xe¢E' , E'NE =9 za neko E’¢
odakle X\LE' 2E pa x¢€ mpl .
/iii/ —» /i/

o o T r D rAavlas: v d m T odaskle postoii Ge€D tako da Je
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x¢ G, * ¥ odakle x¢X\G , X\GNE=¢. 4

vada Cemo razmatrati pitanje kada se topoloSki prostor

(X,7) mo%e uloZiti u Wallmanov - prostor W(R) za neki prsten P

zatvorenih skupova iz X .

Definicija 2.2.%. Ja prsten zatvorenih skupova P u topoloskom

prostoru (X,T) kaZemo da razdvaja tacdke i zatvorene skupove
ako za svaku tadku xeX 1 zatvoren skup 2 , teko da x g€ Z ,

pOStOje b , }_‘j’é P tako da J'e XeB R ZQE‘I i TNEY = g .

feorema 2.2.4., Neka je P neki prsten zatvorenih skupova u

topolodkom prostoru (X,T) . Tada je
f:@X— Wk , f(x)=Filpx

homeomorfno ulaganje 2ako 1 samo ako je (X,T) Tl i P raz-
dvaja tacke 1 zatvorene skupove. ‘
Dokaz : W(R) posmatramo kao prostor ultramonada sa poznaton
topologijom .

Fretpostavimo da P razdvaja tacke i zatvorene skupove
i da je (X,T) T, . "ada je P Dbaze zatvorene topologije pa Je
mpX < MpX (x€X) . Iz istog razloga je mpX < mpX (x€X).

Tako imamo

mpX € MpX = MpX 2 V4

ra je  f(x) = mpX zaista u W(R).

f Jje neprekidno preslikavanje . Zalste , neka je f(xo):

~a N 3L . N .~
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Zbog jednakosti u /1/ postoji GED také da je xeGg O,
lads je f£(x)€£(G) ¢ £(0) . HMedutim , £(G) = *G/& N £(X) pa
je  f(x)€ ®/x N £(X) = £0)NE(X) . Ka kraju £ Je injek-
cija jer je (X,T) 1, .

Cbratno , neka je f(x) = mpX homeomorfno ulaganje.
Tada je (X,T) T, Jer je f injekcija . Dalje f(x) Je ultra-
monada pa prema lemi 2.,2.1, mora biti mpX € mpx  (x¢ X) .
Ako uzmemo 0€T tako da je x¢O tada zbog otvorenosti

preslikavanja f ( u f(X)) postoji G€D tako da je
f(x) e ®/a () £(X) c fO)N£(X) . Tako imamo =xeGg C jer ,
ako postoji X, € G tada je zbog mpX, S WpX, » DmpX, = fx,¢
e ®6/x ) £(X)g £(0) . Sa druge strane f(x )¢ £(0) .

Tako smo dokazali da je  myX = mpX (xéiX) dakle vre-
di /1/. sada ako je Z zatvoren 1 x € Z tada zbog jednakosti
u /1/ postoji Ele P tako da je x¢ By 272 a zbog inklu-
zije u /1/ postoji E,€ B tako da  x€E, i Elf\E2 =¢ .

Dakle , P razdvaja tacke i zatvorene skupove. o

W(E) je kompaktifikacija od (X,T) ako je B prsten

kao u tecorenmi 2.2.4. .

Teorcma 2.2.5. Leka je (X,T) T, topoloSki prostor i P prsten

zatvorenih skxupova koJji razdvaja tacke 1 zatvorene skupove . Tada
je 1(B) T, kompaktifikacija od (x,7) .

Dokaz : Ako je f : X —> W(P) definisano kao u teoremi 2.2.4.
tada Jje ono nomeomorfno ulaganje . Ustaje da se dokaZe da Je

W(R) kompaktan Ty i da je f(X) gust u u(R) .

Ako Je .{XEiﬁz : 1e 1 } centrirana femilija baznih zat-
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vorenih tada je fam.ilija {in : 1€ I} centrirana pa se moze
produziti do ultrefiltra u P J&ija je monada element svakeg
od skupova in/z (ieI) . To pokazuje da je 4(B) kompaktan .
Uznimo bilo koji bazni otvoreni skup u w(R) *G/x N W(R)
(GeD) . Uzuimo proizvoljni x€G § tada je zbog mpX © MpX & ¢
(relacija /1/ u dokazu predhodne teore:ne) y DpX e¥e/v N W (R)
dakle , f(4£) je gust u W(E) .
Na kraju - #(R) je I,  Jer ako uzmemo razlicite ultra-
monade my 1 m tada postoje }Sl ) E2€I takvi da je
my & xEl y Oy g *E2 i Elﬂ E,=¢ pa su *Ei/f:: nu@E) i
xE%/ﬁ n we) okoline od m i m, koje ne sadrZe my i

m.,  resgektivno. -

Definicija 2.2.4., Prsten P se naziva normalnim ako se svaka

dva E skupa ( tj. dva skupa koji pripadaju P) k0ji su disjun-
ktni mogu odvojiti disjunktnim D skupovima . Tj. El R E2 €

€R i BN E, = £ povlali da postoje Gy , G,€D tako da
Je Gl(\ G’2 =g , 2126 E2§:_G2 .

Leorema 2.,2.5. W(E) je T, ako i samo ako je P normalan
prsten , pri cemu pretpostavljamo da je mpX S mpX za x¢€X
tj. da su'monade standardnih tadlaka ultramonade .

Dokaz : Iliexa je I normalan . Uzmimo dve razlicite ultramonade
my Z my, . fada je mN m, = £ pa postoje E, , 2,€R tako
da je m e *El y 5 C *E2 i Elﬂ E, = . 2Zbog normal-
nosti postoje Gy , G, €D E1€ Gy, B5E6, I GINGy= 4
pa su xGl/z Nw(k) i XG2/R-: N w(P) disjunkbne okoline od



1 i my .

Cbratno , neka je W (P) T, . Uzamimo £, 5 elemen-
te od P . Iz dokaza teoreme 2,2.5. se vidi da je W(P) kompak-
tan pa kako je i T2 on je normalan prostor . xn‘l/rz N w(e) 1
XEB/z NW(R) su disjunktni i zatvoreni pa postoje njihevo dis-
Junktne otvorene okoline u W(R) . ilako su istovremeno to i kom-

Gy
xGl/":: N J(p) i XG2/%.F\J(P) njihove disjunktne otvorene oko-

paktni skupovi a D prsten , postoje G GzejD‘ tako da su

line . sada mora biti xEIQ;XGl Jjer u suprotnom bi XElr\*Gg

sadrzao ultramonadu koju je element od xﬁlﬂz N\ .(®) a nije

element od xGl/’,tz Nnw(e) . Analogno Jje xEac:ng . Takode je

xGlr\sz = ¥ Jer bi u suprotnom , zbog mpX = mpX , bilo

(Fer/zNu@)NFe/x Nu®)) # ¢ . o

riogli smo , bez pretpostavke mpXx=upx , dokazati da je
T2 ako 1 semo ako je P normalnan prsten , medutim posmatramo
sano prostor W(R) .

Dakle , prv:e nestandardna slika Wallmanove‘ kompaktifika-
cijeje ta da se ona moZe posmatrati kao rodprostor od faktor-pro-
stora 5€X/: kada se u X posmatra My topologija . Sada
Cemo pokazati da se W(R) moe dobiti zao K;x/r =de je 1r neko
razbijanje o ¥ au ¥y se posmatra ili Op i1i mp topolo-
gija . '

lromatramo rroizvoljan preten skupova u X . Dva filtra
El’Ia su uporediva zko postoji filter koji sadrsi i El i E2 ‘o
E€P Jje uporediv sa El ako je filter generisan sa E upo-

rediv ssa El .
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Lema 2,2.2, /i/ Filtri . El i Ee su uporedivi ako i samo
ako Je
nynk, O\ nk, # @ )

/ii/ E€P je uporediv sa Filpx (x€e®{) ako
1 samo ako je X¢g mDE .

/iii/ ako se r‘ilEx (x €¥{) moZe produziti do
Jeainstvanog ultrafiltera I  tada Je

P={E¢k: xemE} .

Dokaz : /i/ Ako su I, 103, uporedivi tada je mElF\mE2 #

2 @ pa btim pre vredi gornji uslov . Cbratno , ako je

_ _ . ®-C _ PR
mmmElﬂmE2 = @ tada je mwE)N"G{ = ¢  za neki G, 2 mE, ,
) Gle b pa je mIlnmEg = g .

/ii/ Iz /i/ E je uporedivo sa Filex ako i sauo
ako Jje mmEfﬁmmx 0 a to je ekvivalentno sa xe;miE .

/iii/ Ako se Filpx ro?e produiti do jedinstvenog ultra-
filtera ¥ tada je IC {E€R : xe mDE} . Cbratna inkluzija
vredi Jjer bi se u suprotnom FilIx Sirio do dva.razlic¢ita ultra--

filtera . ~

Lema 2.2.7. Da bi se FilEx mogao produziti do jedinstvenog
ultrafiltera , za x exX y potrebno je i dovoljno da R bude
normalan prsten . (

Dokaz : Neka su Ei,E,€P 1 E;NE, = ¢ . Ako bi bilo mpi; N
N mpEs Z¢ , recimo da x pripada tom preseku , tada bi se
FilEx Sirio do dva razlilita ultrafiltera prema predhodnoj

lemi . Dakle mpE AmpE, = ¢ pa se E; i E;, mogu odvoji-



D skupovima .

Cbrteno , neka se EilPx siri do dva razlicita ultra-
filtera El i 12 . ada postoje Llé El i ;ﬁzeEz tako
da je E{NE, = ¢ . Keko je E normalan postoje B, Bl

- X . Fedubtin , Filrx je

N

€f sa Elg:_ Ei;‘ , Z:IEC.;Eé . EiU E
prost pa 1li llPX ili Eg,eFilyx . U prvea slucaju
srel, 1 E£NE; = ¢ sto je nemoguce . Adnalogno u drugom

slucaju , =

Tako ¢emo o4 sada ﬁretpostaviti da je P normalan prsten.
Fromatratemo preslikavanje f: xy —> W(E) definisano sa
f(x) = {Ee]? : mDEaxl tj. tatki xe™X ¢emo pridruZiti
jedinstveni ultrafilter dc koga>se Filmx, giri , & on je , pre-

ma lemi 2.2.2. , oblika {3 €k : xEmDE} .

Lema 2.2.4. f"l(f(x)) = mplpX .

Dokaz : Dokazimo prvo da Jje

£(x) = £(y) = yempailxn cee /1/

Zaista , akc y ¢ mmmf(x) tada yexE za neko EZE€R 1a

koje je TENmfty= # pa postoji E € £(x) tako da Jje

*p anl =¢ . Zbog normelnosti , E i B, se mogu razdvoji-

ti D skupovima pa je mpynmpnf= g . Buduéi da je nmfty)g

S mpy , prema lemi 2.2.2. f(x) i f(y) nisu uporedivi.
Cbratno , ako ye;mhmﬂX) tada jJe mpy(\mmmRX)<# %

pa su FilEy i f(x) uporedivi i lema 2.2.3, nam govori da Jje

£f(x) = £(y) »

Dakle , prena /1/ ostaje da se dokaZe da je
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mmmﬂx) = DplpX .
C  vredi jer je nixE mpX . Obratno , ako e ;mgx) za
GeD tada mora biti meg e , Jer bi u suprotnom xEO =
\¥ bilo uroredivo sa FilEx td. Eoef(x) 560 Je

i

nemoguce jer je *gon nflxy = @, pa vredi cbratna inkluzija . -

Leme 2.2.0. Akc je Ee€R  tada je

mpE = mE .

mply oD

Dokaz : Ako X € mDE tada postoji Elc D sa svojstvom da Jje
X Q*Bl i EF\El = @ pa buduti da je B normalan postoje
Tako x¢ Elg ng i x¢ 3‘EGl pa x¢ mpmpE .

Dakle , vredi L(: mp0 I) dok Jje suprotna inkluzi-

ja ocigledna . =

Lema 2.2.6. Za bilo kakav podskup Ac 3 vredi

h(k(£CAN) = f(mpA).
Dokaz : Jasno da je k(£(A) = {E€R : mpE DA} . Zadnji fil-
ter oznacimo sa E . DokaZimc da je za svako Xe€ mph f(x)D
OF , S8to le znaliti da Je f(mIA)g.‘_ h(k(£(A))).

Trebamo dakle , dokazati da ako Jje Ac mDE 1 X€ m]EA
tada je X€ mDE . Medutim , to je jasno Jjer po lemi 2.2.5. imamo
mpA © mpmpk = mpE .

Da bi dokazali h(k(f(A))) € f(mPA) uzmimo f(x)e

eh(k(f(A))) 1 dokaZimo da je f—l(f(x)) N mpA Z ¢ . Zaista ,

imaju¢i na umu lemu 2.2.4. wu suprotnom bi bilc mpmpx N nph = )]
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X€ *Ex y AC ¥ 4 ExﬂE =@ . Sada Ex { E moZemo razdvo-
jiti D skupovims pa imemo E € f(x) (jer xg‘Ex) i E_ ¢
€F (J'er npE, QA) pa T f(x) tj. f£(x) ¢ h(k(£()))

sto je kontradikecija . =

Lema 2.2.7. Za bilo kakav podskup AC Ry  vyredi

f(mDA) = f(mPA)°

Dokaz : DokaZimo da je f(mpA) DIf(mpd) , &j. za svako x €
€ mEA je f"l(f(x)) N mpA £ ¢ . U suprotnom je ( lema 2.2.4.)

_ . e s 3
mpfpX Nmph = ) pa postoje  G;,G,€D tako da je mpxE "Gy ,

*

sada imamo  x € xGi i XGC{ 2D A dakle , x ¢ mpd 8to Je

kontradikeija .
(bratno , de bi vredilo f(npa) € £ mpa mora
Za 5vVako XemDA biti mDmIEXnm]EA = ¢ . U suprotnom , posto-
*-.

je GeD , ZeR tzxo da Je XG:_;_)me . Xz o4 i ¥ ¥ oo

= ¢ . D
A
.
-
L ’
kako je mpx < ¥  postoji E € E ; ¥i > x i *g < ¥.
Imamo x € *J:.i i *4..‘]3_ 24 pa x €& mp A sto Jje kontra-
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Tako smo izvr§ili sve pripreme za najvainiju teoremu ovog pog-

lavlja.

Teorema 2.2.7. Neka je P normalan prsten skupova iz X .

Tada je preslikavanje f : ¥ — W(P) definisano kao
f(x) ={E€P : xemyE |
neprekidno i zatvoreno pri Cemu u *y promatramo ili mP
ili my) topologiju .
Jokaz : hao Sto znamo element zatvorene baze u W(R) izgleda
kao Z={ZeW®) : E€E} zo neko EEPR . Jako x €1 +(Z)

ako i samo ako f(x)e 2 a to je ekvivalentno sa Be I (x)

[

sto jJe , po definiciji funkcije £ , isto Sto i xe;mmE .
Dakle , f—l(Z) = nyE pa je I neprekidna u B topologiji.
liedutim , po lemi 2.2.5. Jje mmmmE = mmE pe Je f nepre-
kidna i u mp topologiji . Zatvorenost preslikavanja f u

obe topologije sledi iz leme 2.2.5. i 2.2.7. . =

.

Tako Jje Wallmanov  prostor W(E) Thomeomorfan sa fuk-
tor prostoronm ®2/r za neku relaciju ekvivalerncije r 1i bilo
koju od topolosija mp 5 My u ®X . ako je (X,7) topoloski
prostor 1 E prsten zatvorenih skupova tako da je W(R) T2
kompaktifikacija od X , 2za sta Je potrebno'i dovoljno da B

razlikuje tadke i zatvorene skupove.i da je normalan prsten ,
N

tada W(P) moZemo dobiti kao /v .

Teorema 2.2.8. Ako je P prsten zatvorenih skupova u topolos-




[6))
N
.

kom prostoru  X,T , koji je normalan i koji razlikuje tadke i
zatvorene skupove tada je W(P) homeomorfan sa xX/r za neku

relaciju ekvivalencije r 1 bilo koju od topologija my) i My,

u ¥y, -

iko je (%,71) L, prostor Dihonova tada sa
1= {f-%o) : £ X - [o,]] - neprekidna funkeija }

oznacimo prsten nula-skupova . Jasno da je takode ,
Z ={r2) : 2 [0,] zatvoren skup , £ : X —> [o0,1]
neprekidna funkcija} .
rtako,dualan prsten & yprstena I 1izgleds kao
¢ = {f—](O): g [0y1 , £ : X =~ [o,1]] neprckidns funkeija,
C - otvoren skup ] .

olementi prstena € se nazivaju konula skupovi.

Teorema 2.2.9. W(Z) je Gtone-Cech - ova konmpaxtifikecija od
(X,0) .

Dokaz : Treba pokazatli da se nerrexidna funkcija f : X — [o,ﬂ

moZe produfiti do  neprekidne funkeije T : “X/r —> 0,1 ,
cde Wallmanov prostor W(IL) zami3ljamo kao “X/r tako da u
*x promatramno neo topologiju .

Ak@ u x[o,l] posmatranmo m, topologiju , sde je &
obiéna topologija u [o,I] , tada je *f : *% —s * 0,1 nepre-
kidno preslikavanje o Zaista , ako uzmemo O¢€ t tada je
*f-l(ﬁo) = x(f_l(O\) a to je bazni zatvoreni skup u mp .

Dalje , dokazimo da ako je Xxry (X,y¢ §EX) tada su

*f(x) i xf(y) beskonac¢no blizu . Zaista , u suprotnom se
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*f(x) i xf(y) mbgu odvojiti disjunktnim zatvorenim inter-

valima xIl , *IE t3.  *rx) exll , ¥t e xle ) Ilf\12 =g,
- -1 =1

, I, = [o,1] . Tako xe*THI) , ye¥riL) , eI

; f'l(Ig)G p i x'f"l(Il)l'\ *f'l(lg) = ¢ , paje Yxry).

lia kraju koristeCi bteoremu 2.1.3., funkcija stt>f{*x — [0,1]]
je neprekidna pa je T : *X/r — [0,1] cefinisana sz T(r(x)) =
= st(*f(x)) korektno definisana i neprekidna . Buduci da je

®f(x) = f(x) zaxeX T produiuje £ . =

Za narednu teoremu nam je pobrebna sledela lema :

Lema 2.2.8. Neks je Y T2 topoloski prestor i B neka nje-

;;ova otvorena baza , zatvorensa u odnosu na uniju konac¢no svojih

elemenata., lada Je

st*l(K) = (”\ *0 za bilo koji kompakt
C€B,
%
O=K
K iz X .
Dokaz : Jasno da (~}x0 ) st—l(K) . Cbratnoc , ako x ¢
B CEB, ,
%
C=K

¢ st-l(K) tada za svako k€K  pestoji Oke B tako da k¢

€ Ok i x¢g *oy . {Ok : kEJK} pokriva K pa postojli kona-

“ Dy ’ - * *
¢an podpokrivaéd Crveeey O za koji x ¢ TG, U...U%o,
1 n 1 n
dakle X g rﬁl *0 jer je P =zztvorena u odnosu na xona-
XOGB,
02K

éne unije. =

Teorema 2.2.1l0. Ako je (X,T) T, Tihonovljev prostor i (Y,t)

m L P SO e oo ot i T mer v~ Yt T A Pivvi A S F N ' 2
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produzuje do neprekidne funkcije T: X —» Y , gde je X
kompaktifikacija Stone-Cecha- . .
Dokaz : iadimo anslogno teoremi 2.2.9. X je *t/r gdeu
®y posmatramno g topologiju . U xY posmatramo m,. topo-
logiju .

Dokazimo da je sto'f ; *{ —» Y neprekidno preslika-

vanje . Zaista , za KC Y zatvoren (dakle kompaktan) je

st_l(n ("\ 0 preme lemi 2.2,10, , gde je t; prsten

UEt
O”k
konula skupove u Y . Tako je *f~ (st (n)) (ﬂ\ f_l( 0)
Vet
XO;Ki

zatvoren u mm to;ologiji' Jer je iif"l(xo) = X(f—l(O)) i
“Lioyee .

Dalje ako je =xry ( X,y € X ) tada su ®r(x) i Fo(y)
u istoj monadi . Zaisbta , u suprotaom imamo a = st(*f(x)) #
b= st(*f(y)) , pa postoji neprekidno funkecija g : ¥ —m» [0,1]
Tako aa Je L(ay = o , (b)) =1 odz2lzle ge vidi da se
X iy megu odvojiti Z skupovima ( Tje. ngihoviw zvezdama).
Bakxle 7 (xry).

, o e s . —_ x., . ‘ . -
irena some moremo definisati f : T{/r —> I telio da dui-

Jasram
®. nat. XX/r
*fl \L'f
®
Y —?ﬁri Y

komutira \('nat je prirodno -preslikavanje koje svakom elenentu
iz *¥x dodeljuje klasu exvivalencije 1:0joj on pripsda ) pa bu-
duci da je st o f neprekidno to je f neprekidno produZenje

od f jer je za standardne x f£(X) = “f(x) .-



66,

2.%, Svaka kompaktifikacija se moze dobiti kao xX/r

Wallmanova kompaktifikacija se dakle , prema teoremi 2.2.8.

*

realizuje kao xX/r za neku relaciju ekvivalencije r u X

i bilo koju od torologija mp 4 Op U ® , &de je P nor-

malan prsten zatvorenih skupova u X koji razdvajaju tacke 1 zat-
vorene skupove . U cvom poglavlju ¢emo pokazati da se svaka T2
kompaktif;kacija topoloskog péostora X moze dobiti na gornji na-
¢in . Diskutirabemo i pitanje kada je “X/r kompaktifikacija

od X za neku relaciju ekvivalencije r .

Bi¢e nam potrebna sledeta lema koja je dopuna leme 2.1.4. .

Tema 2,%3,1, 4ko je (X,T) T, normalan topolo8ki prostor tada
je za bilo koji zatvoren skup 5

st'l(S) = n.s.®x n myS
cde je U prsten svih zabtvorenih skupova u X .
Dokaz : Iz leme 2.1.4. znamo da je st*l(S) = n.s.*Kf\mTS s
‘jer je Hausdorfov normalan topoloski prostor ujedno 1 regula-
ran . lfedutim , zbog normalnosti svaka okolina zatvorenog skupa.
S sadrzi zatvorenu okolinu od S5 pa je mmS = mTS i lema Je

dokazana. —

Froduzenje teoreme 2.1.%., je sledeCa teorema.

Tearema 2.%.1. Neka ie (X.T) T~ normalan prostor i & prsten
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svih zatvorenin skupova u X , Tada je
3
st : nes X — X
neprekidno i zatvoreno preslikavanje , gde se n.s.*X sm
podprostorom od *Y u kome se posnmatra My topologija

Dokaz : st  je neprekidno preslikavanje zbor leme 2.%.1,

atra
[

- a

zatvorenost sledi iz leme 2,1,3, 1 ¢injenice da je  st(l) =

= st(n.s.*X NM) za Mg ¥, 4

vada moZemo dokazabti teoremu o reprezentaciji kompaktifik

topoloskog prostora X ,

leorema 2.3.2. lLieka je (X,T) T, topoloski prostor

(¥,t) njegova T, kompaktifikacija . Tada postoji takva

acija

i

rela-

cija ekvivalencije r u *¥x rako da Jje (Y,t) homeomorfno

sa *x/r , gde se u ®X posmatra bilo mp bilo mg b

opolo-

logija (@ Jje kao obi&no prsten svih zatvorenih skupova u X ) .

Dokaz : Prema teoremama 2.1.3. 1 2.%Z.1. preslikavanje

st By > ¥

t

je neprekidno i zatvoreno bilo da u XY posmatramo m

topologiju , ¢de je c¢ prsten svih zatvorenih skupova
. *. oo . ..
tako je , ako u £ posmatramo My 111 My torologiju

st R —> Y

t
nepreltidno preslikavanje . DokaZimo da je ono zatvoreno

. * N .
Je j:l Ai My, (}mm ) z;tvoren skup sy pgde Je Aie

( Ae C (i€ 1) ). lfada je,prema lemi 2.1.3., stt(*x

m 3'EAiﬂa'EX ) = n stt(xAiﬂ*X) zatvoren skup Jjer

= Stt<
-7 1€l iel

. lieka

T (ie1l)
N (—\ xAi)
iel

Jje

stt(*Aiﬂ*K) zatveren , pa Jje st._ zatvoreno preslikavanje .

t
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la kraju stt . ¥Y > Y Je na jer jesX'gust ul ., Tako je
Y homeomorfno sa xX/r y fde se r definise kao xry ako

i samo ako je st,(X) = st,(y) . -

noristeéi ideju Robinsona ( &kﬂ)moiemo dokazatl da za za-

danu koupakbtifikaciju Y D4 posto/ i nepreiiidno i zatvoreno
rreslikavanje f @ "X - Y , de se u i posmatra Mg 111

Wy topologija 2w prstene I 1 € nula 1 konula

bl
=

I
(@]
<}

—t

regrektivno . Z916ts , identivio yreclikavanje id o
se prema teoremi 2.2.lo. moze neprekidno produziti do funkecije

g X-— Y . g Je surjekcija Jjer je g(X)(2X) zatvo-

F

ren swup 1 X qust u ¥ . lrema teoremi 2.2.7. 2za bilo koju

od topologijia m, 1ili m rostoji neprekidno zasvoreno i sur-
)S tyd o T, T ¥ ¢ ’

¥*. - . . . “ .
n: "{d ~——> X tako da Je I = goh tra

zeno presliravanje.

U sluyp svih xcmpaktifiliacija prostora £ uvodi se po-

redait < ne taj necin da  elc imsmo  dve  komparbifiracije fl

1 Y2 od X tzda Je Il>-12 ako 1 samo gko postoji nepre-
kidno i surjektivno preslikavanje f Yl —_— fg tako da Je
(1) = % za SV&X0 X € a o amagucl stev represzentscije za sve
E2 kompaktirikecije , mozemo izvesti nestundardni kriteri]

Lada Je Jedune koupsktifikacija veda ol druse.

leorena 2.5.2. ~eKa gu Yl i 52 TP kompalktifikacije pro-

stora X . Tada Je Yl> QB aizo 1 samo ako Jje r, € ry, gde
. R . L. .. ¥®., - . )

su ry i 1, relacije eibvivalencije u L woje , prema

teoremi 2.%.2, irduciraju LH01 15,
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de su st , st2 "stoncardnl dio" presliilavenja u ocinosu na
copolo ije wu ll 1 Y, recpektivio 1 f neprekidns surjekci]
5e wogu je f(x) = x za svsko Xe i .
LG XKe L Je stl(x) = 3“2(x) =x 1 f(x)=x 7paje
fo Stl\X sty o dko u ®{ posmabramo bilo koju ou topelogija
& 111 n toda su f°§?1 iy ﬁUQ ngpreniang nreslidevan

£0gu e podudsraju na X, kojl Je svuda cusoc u a

cL de je £, 1, to je fo 8ty = sty .

L0 w0 je 8G,(x) = s8.(y) tada je f(Sb (x)) =
= £(s5(y)) GJ e st,y(x) = Sto(y) pa je ry ¢ T .

vbratno , aro Je ry 27T, tada je prirc.onc nreslilkava-—
- P * Jef q sa 1z )
nje nat L/rl — A/r2 definisano sz th(Il(A))

* . . . . ‘-
= rp(;) (xe™d) vexo da , axo iy 1 1, =zzmifljsmo keo
EL e .
d/rl i Ti/r, iiimo da Je {1>-{9 . =
lecrens 2,7, res su r. (iel) relacije cuovivelencije u
L

.o, < * s s - S - - .

£ talo ds su TX/r. xompaktifivacije od X (ne obavezno 1)
Je honeomorinc ulsziunje Gcrolcuko:, prosto-
e, N * . . - . [
(4,7) e se u X pousmatra bilo m., bilo ne topologija

, Lde je @ kao obilno zatvorsna topclosije u X . tretposta-

viie jos da Jje ze svako x€ X 1 1€l r.(x) ¢ m.x . lada
Je /’r\r' xompaktifikacija od & (ne obavezno T2) .

1€

ako su jos *X/ri (iE_I) T, tadoe Jje 1 *X/'F\r4 .

a

Ju



Dokaz : iicka je 1 r\r‘ . ‘rebamo pozezati da je uat : X —» TX/T

eIt
definisano sa  nat(x) = r(x) howmeomorfno ulaganje , gde se
u ¥y posmatra My (mT) togologija . ireslikavanje nat Je

ved nepreiidno kao sutenje nerrekidnog preslikavenje i ostaje
da se dokaze (s je ono zabvorenc .
t/ ’ . . P s Xv I R T
Za  FTel imamo , zbop Soga Sho je A/ri kompakti-

fikacija ou a

’
Ur(y) = (J. ﬂ Ur (x)
L}TE* ‘Lt.l\
, . ~ . 3 ¥, . .
cde Je Gy zatveren u X 1 uni klaesa . lzko Je

It
. C_i.
> &V

N (Ur(y)

() N ey ) e J1/

1€ 1 ye il 1el X€eX
edutin ) vredi
ﬂ(U r(y) = (lzien) .
e yeY i€l
Zaista Ae.le ( Ldl l(y)) rovliaci dg zs svako 1e 1l TOS—
toji vy € 2 g0 da Xeri(yy) . o2ds za svako 1,j€I mora
biti ¥y = yJ Jer u suprobtuc:H XEeri(7;) C mpy; . XE
€ rj(yj) S My (1 #£3) L0 Je u zenbtrzdilciji csa
mpy; Nmgys = € (£ Je ) . Jako je y; =y (i€1) i
X € mri(y) CJoe X € U ( mr(,,) .
1€ ez 1€
Lorat je ocigledan jer je 2a svaio ye i l(ﬁ) c
c Uri(y). ro je Dri(y) c m ( Ur (7)) ze
yer i€l 1el Jexr
svako  ye€ I stc daje U mr He K= ﬂ ( Ur (y)
yel iel el yer
analopgno Je (A] ( L_jr (x) = L,} ( {“]r (x)) tako da jed-
“E 1€7

nakost /1/ rtrelazi u
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Ny < U ([ Ne.
yLeJr ( iEIrl(y)) xLeJA ( ie:trl(x)) d iEICl
6. yLQJEr(y) = )%r(x)ﬂ Qlci .

¥

vada je C = ﬁci zatvoren u X 1 unija r klasa jer
1€l

x€C povliedi rxC r.(x) g C; za svako 1€1 pa jJe
r(x) C C. =C .
T i1t
lako smo pokazali da Je nat zatvoreno rreslikavanje a
rako je X eust u X i nat neprekidno preslikavanje to Je
nat(X) gust u *X/r  pa je *X/r kompaktifikacija od X .

v * = 4 n Pe)
lieka su X/ri T, (die I) T, . Tade su

- * h ¥
nati : K —> fi

, nati(x) = ri(x) (x EKXI), neprekidna i zatvorena presli-
kavanja , pa Je 1 funkcija

£ ® — ﬂ_[yi
i1

definisana kao If(x) = (nati(X))iel , neprekidna 1 zatvorena

kada u “ lYi posmatramo topologiju proizvoda , jer Je X
1€ 4
™ 4 - N . *. '
wompaxkten prostor a u—lii T2 . Tako je f(7X) homecomor-
iedl
: ®./0 . - 1 5 kv va ’ ®
fan sa X/r zz neku relaciju ekvivalencije T u X .

sokeiimo da Je r? = (A‘ri . A4kKO Je (x,y)e1r? taaa Je f(x) =
i€l

= f(y) 6 (nati(x))iel = (nati(y))ieI pa Jje za svako
iel nat.(x) = nat.(y) dskle (x,5) € (\\r. . Lbratno ,
* * iel *
(X,5) € (ﬁ‘ri povlaci nati(x) = nati(y) zh svako 1€ 1 pa
iel

je (x,y)er’ . OGede buduéi da je [y, 1 to je i f£(¥x)

feI 2
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teoreme 2,%,%, 1 2,%,4, nam omogucuju da stvorimo intuitiv-

nu sliku o poretku medu T, kompaktifikacijama i kao posledicu

[

daje sledeCu teoremu ,

r

Teoremna 2.%406 42 svaku fomiliju Yi (i€I) I, kompsktifika-
[

cija prostora X postojli najmanja gornja meda Y.

Dokaz : Lveka od kompaktifikacija 1, (1¢ 1) se realizuje kao

xX/ri (i€ 1) pa je traZena najmanja gornja meda xK/ﬁ:ri . -
iel

: i s PR .. . e F, .
fako wtone-Cechovi kompaktifikeciju woiemo dobiti kao k/(j:r

jel *

ode su Ty (i€ 1) sve mogucCe relacije ekvivalencije u "X
koje daju f? kompaktifikaciju cda X .
wada Cemo nakratiko razmstrati pitanje keda je za neko r
s . ; 3*., - - et oo .. - -
razbijanje proscora £ X/r kompaktifilzacija od X . ros-

natraéemo s.mo taxve relacije ekvivalencije za Zoje Je 1(X) =

= MpX ()ce}{) rde Je kaso obilno T topolorija u X

Lema 2,3.2, AKG ,je(X,.T)T2 i rerularan topoloski prostor tada

Jje xX/r kompsitifikacija od X ako Jje za svaxl zatvoren skup
F neke zatvorene baze B u X mTF unija r klasa , pod
uslovom da u X posmatramo My topologijun . Ako je jog X

normalan moZe:o pasmatrati i nn topologiju u ' T zatvo-

reni skupovi u X .

Dokaz : rrirodnu preslilavangje nat : X —» *X/r y nat(x) =
=T X x £ 4 Je uneprekidno . balje , akec je F B tada je

nat(F) = {st (%) : xeP| i net(X) = {st™3(x) : xex} .



Ljst-w(x) = mTF r]n.s.*

i buduéi da je mTF unija r klasa nat Jje zatvoreno presli-

kavanje . haime , ako je 2 bilo kakav zabvoren siup imano

. - 3 . ’ ' "'l I3 ﬂ '—l

L = 4. (4.¢eB 1€.I) pa je st (%)= ED (:&) s
1€l i€7

1

st (Ei) (i€1) su zabtvoreni skupovi i unije r klasa pa Je

takav 1 skup st—l(Z) dalle  nat(Z) = {st* (x): x¢€ Z} je
*
ZaGVOren U 1,S¢ X

i b
Slin

o & normelan fods je m T = mgF . ~

(@]

LEOLCA0 Tel e e G € (X,T)‘EP lokslno xciinastan copoooski
prosbor tada je =X/ wenpalktifikacije oa X (nec obavezno

oo T + 5 . N LR " - IR B
T2) za bilo koju wmelaciju ekvivalencije » u X Ceio da

:?1
ct
s
Qo
2
-
-
O
(@]
O
}—.—
o
1

Jje r(x) = Mgl (XE.X) , L4e se u posmatra x
i4m . ko G X joi i normalan tsda se moLe posnabrati iom
() j¥) m
topolosiia ¢ zatvoreni szuvovi u X o

Dokaz : . roma Lrelnodnc. lemi dovoljao | > padl zabvorisnu Dazu
Pt atund ¥ ‘. 19

B skupova btolho de je za svawl FER mfﬂ unija r Xklasa .

Kako je “ lokalno kompaktan postoji zabvorena baza B

. . ‘s . * *® . . .
tako da Je zz svakl IFe kb ¢ C n.s. X . Ako jJe Fe mTE‘ i
FebB taca, zavisno od bors da 1li je y ckolosteniardna ili

ne, postoje dve moguénosti: /i/ J € MpX (x€£) tada je, zbog

(

zatvorenosti swups P , x€i& pa je (7)) = ApX © mTF ,

C . . . *x - *. - a s e a
/ii/ ye:*X\n.s.xA tade "je rT(y) € ®A\n.s.”X pa buduli da FE€
. * - N . .
€ B imamo Fc ®\n.s.”X odexle je ©IT(y)C Fg mpl o
Daxle , uw oba slucsja Je r(y) € mTF i teorema je dokazana. =

v e e it A de m Sl atrn lrAam oA TA a0 T o



Aleksandrova moze Jobibi kao *X/r .

leorena 2,3,2, ey je (X,T) lokelne kouraktan rrostor., Tada

se kompeltifivacije Aleksandrova jednow Salkon moze dobiti kao

& s CLd o r e X'\,r X‘
Lr , cde je  r(x) = X za  xé€X 1 rx) = "A\n.s. ¢
- ” X«A K T d A o~ SN :

za  x€d\n.s,”X . U ®X se posamatra bilo My bilo oy to-

pologija

JOkaz : Jeka je (ZU{wy, T*) Jednotackasta kompaktifika-
cija ileksandrova . .%o u KKlJ{w} posmatramoe bilo mp, Dbilo

M topolosiju (E’ zatvorena topologijs u XLHthada Jje

STy xXU{W} —> AU {w} neprekidno i zstvoreno preslilzvanje
Pa je i SCT, i LU {w} neprexidne i zastvoreno presli-

Kavanje keda se u g roematra jedn:z od topologija m, 1li
b

Mg« =KC delinifeso (x,y)e T alzo i sazmo ako je stT,(X) =
- . . . ‘I
= sta,(y) tada je  r(x) = myx ze x€.L 1 v = og,w)X =
3 --~r .r E. v - 3 o v 37 -
= yﬁ\n.s.*A za XIEKA\H.S. L 3 a XZU{vl Jje houeonorfan



GLAVA III

%.,1, loebevg mera

lieka je P familija podskupova skupa X .« Za B cemo

reéi da je poluprsten skupova ako je ona zatvorena u odnosu

na preseke konacno svojih elemenata 1 ako se razlika dva ele-

menta iz ¥ razlafe na konacno disjunkbtnin skupovs iz B ., Dru-

n
¢ im reciaa A,BeR rpovlaci ANBeP 1 ANDB = U“"*i za
i=]l

neke A €R (1= lyeeeynn) tako da je AiF\Aj =¢ (i#3).

P ie al~ebrs shtupova ako K€P i sko A,BeP vpovialti aUBEER
L ] ;]

et o e

, ANBeP , ANBEPR .i2 algebru P kafemo da je G _lrebra

ako ¢ zabtvorena u odnosu ne prevrojivu uniju svojih clsnova .
weke Je E  poluprsisen . funikcija m o T — Bt R

, uefinisana na B i s¢ vrednostiizao w sxupu nene;avliviolh real-

nin trojevz 4 je prebrojive aditivaa nera (1li T aditivna

nera ) ake 1z A = kJ.Ai , Ae R Aie P (ie k), 4.Na., =¢

i€N o
(1 £ 3) siedl m(a) = Z, m(Ai) .
iell
feorema %,1.1,(Carathiodory C.) Ieks je m : B —» [0,1] pre=

brojivo aditivna mera na poluprstenu R swupova iz X tako
da Xe€P i m(X) =1 ., Tade se m moze produzibi do preoro-

Jivo aditivne mere m definisane na “algebri PP . Mera m

je i komplebna mera +tj. m(A) = o i DEC A poviadi Del¥ .



vokaz : lLajnanja algebra K kojs sadrii poluprsten R se sas-
n

toji od skupove oblika lv{Ai N Aié k (i = lyeeeynn , NEN )
iz

Ai(\Aj =@ (i# J) o sera m se ¢iri na K , do aere koju

ceno opet osnaciti ca W ;oko da se definiie  m( e
L ’ ! i

n
= LJzn(Ai) y 2de su 4y (1= 1,...4n) nedusobno disjun-
i=]1

kbnl elementl poluprstena B . Vidd se da je m dobro defini-

cana 1 prebrojive adivivna .

Jedicisine femiliju o skupova algebr I ao s(K)
= { L’i : (l‘;n) nel niz eclemenata iz K} 1 familiju sku-
. : vl

OV asloenire e [ = B 3 | niz 17 O-
pova  algebre K Ykao d(k) = { UDi : (“n)nel‘l niz elemeuna

i€l
ta iz K } . lroduiifemc meru m  (ostevljejuti istu oznaku)
na lcse 5CE) 1 &(X) na sledeéi nadin : azo je Q€ s(X)
Gada postoje skurovi B €K (neil) bteko da je Q = LEJ_“_Bn i
LEL

ako je P € A(E) tadz Je P = an za neke 3 € X (nel)

talte da je B DB za SVGXKO n € p definisgino

"*l(ﬂ B ) = +1m(m(B )) o Definicijas je korektnaJ jer ako Je
nei

B_ = B) B_,B) €K (nex) B (\B. = BNB’ & ¢
nLeJ’J n nkeJN n n'"n ’ n m n m
za m#n teda je B = B N U (B _NB?) i
m neN n nLeJl\' mon
82 UB = U@s)  page wm(UB) = 2omBY) =
LEN ne! new me N *

= Zm(BéﬂBp) Zm(B) . Vidimo tokode da ako Jje Q = B
myn - nen nél

gde je B €K (neN) i B .28 tada je m(Q) = lim(m(B))

rnd+dl = “n
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tako da korektnost definicije u sluCaju skupa Ped(K) sledi
ako predemo na komplement .,
Usnovna svojstva produzene mere se vide iz sledebe leme.

Lema 1., leka su Q,Q’,Qnﬁ s(K) (neN) i P,P'¢ d(K) . Tada

/i/ ) o7 povlaci n(Q\L) = o) - m(P)
/ii/ P 29 povladi m(F\ 3) = n(P) - m(Q)
/iii/ 4 29Q? povlaci m(y) » u@Y
/iv/ P 2T? poviali n(F) ) n®) g
/v/ove Yo, opoviadi  m@) € 2um(y)
neN nen
/vi/ ) = N R Qiﬂ R = £ (1 72 3) povlaci
T J
new
n(2) = 2y j
nel
/vii,/ NP = ¢ poviaci AFUL?Y) = n@) - (P ,
Jokaz : /i/  lelka Je ¢ = r,Ler«zAn Y R . (neu) i
Pz nan » 3., B, (uek) tako da su svi novouvedeni siu-
ne
povi iz K . ‘dadaa je I\P = U(AnﬂBg) € s(K) pa Je
nel
a(2\r) = l:;;;x(:r;(;ln\ Bn))= n(y) - n(P) .

n

/ii/ Laluv=vsi oznske kaso u /i/ i0ano IN\NQ =

i,
/s
D

|- | A, = ﬂ_gBrz\An) € 4(K) pe Je  a(I'\Q) = linm (B NA )=
1€ Dy ne b AU

m{P) - m(Q)

/iii,/ Teka Je $ = U A UA;I tako da je
nell nekll
A A ’ N i k u noyouvedeni skupovi
A€ An 0 Ale A, (ne LK) i tako da s v po
: s A 4 S TN L 5 A9 o K al o =
iz K . lada je T = NQ? = UgAnnAn) pa Je mn(J?)

ne I\‘



/iv/ “.ko je Pe d(K) bada je  IP%e s(X) i m(P) +

+ n(F”) =1 tako da tvrdnja sledi iz /iii/ .
/v/ leka je Y = A . razluganje skupa Y, sku-

povira iz K 1 ) = {J Ay tuko da Je 4, € A. (len)

.

i€ K (i€el) . Jade je ze svati kel 4L € U . = U .

- .
nell U on, 1€k
)
ra je  m(a. <~»2 , MCA ) y Jer je m prebrojivo aditivna
na K , tako da je Q)< Z,wm(Q .
ne i
/vi/ o posmatramo razbijanja skupova Qn elemen-

Gima iz K bada se time dobija rozbijenje swupa 7 pa svrdnja

sledil iz definicije wmere m .

] elr e - A R B A ? § /
/Vll/ l,ex\.a J e P - ﬂ.viln [} I -— »ﬂ :-’ln [ ."tll Q L’\n+-] 9
RE REN
o ? 409 i I Ae @13 TG0 o 1 sl v R P 1
52 801 (nel’) ~de su novouvecenl swuypcvi elementi iz K .

“ads Jje ergqrw (W.Aa = rW(AAWAQ) pa je m(PUP?) =

neri o ne nelMl —

= lim(m(a U aM) = lim(m(An) + m(AD) = m(A NAY)) = n(E) + a(P?)
n - n

Jer Je rkAnhAﬁ) =g .
nel
Time smo lemu dokazali i moZemo nastaviti dckaz teoreme
Carathéodorya . Za svaki podskup Y g X definigimo vanjsku i
unutracnju meru m, 1 m, %xa0 me(Y) :{inf m(Q) : e s(K) ,

1
aQQY} .7 mi(Y)

sup {m(F) : Ped(K), Pg v} o

lema 2, /i/ Ako je E = lJ L, razlaganje proizveljnog podsku-
nel )
pa od X aa podskupove od < (5. BN =@ za m#£n)
i

tada je m.(E) > ‘z;m.(E .
i =it n
n



/1i/ Za proizvoljan niz (En)neN podskupova od X

vredi  m (E) < Z'me(En
nen neN

, Lde Je E = LJI%I .

Jokaz : /i/ lazsverimc niz (Pn)qey elemenata iz A(K) tak
——— { 1

" 3 m (@ € ol T , 5 Aanred
c i ﬂi(un) - = < xxilg ,.de je € unapred

Pt

da Je

no

zodan nozitivan realan broj . isda , koristeli svojstvo /vii/
n o n

iz leme 1. , imamo  m (L) » m(
- : k=1 =l

L=
oiskle sledi rezultatb,
/ii/ lzaberimo niz elemenats ) - klase s(K)

alr 5 1 . 0 ._C... (- i napred zadd
tako da je Ae(un) * 5 > m(y) , ede je & uvnapred zadan

pozitivon realan broj . woristeéi svejstve /v/ iz leme 1.

imano me(}_‘.) < m(y,,.%n) < Zm({gn) £ n (L) + & i

nekh 1€ L
revultat sledi
_ais definisimo klasu B kre skup podswupove oa X cije
sz venjste L unubtrasnje mere jednake , TJ.

F={7¢gi: n1)

1
L3
~
=
S~
Commet
.

rperu @ na P delfinidimo kao  m(Y)

= me(L)(Z mi(f)).
Jasno da P oK i da Je n(4) = m(~) zz A€k pa osta-
jc da se dorade Zu je P U aliebra 1 m  prevrojive aditviv-

na zompletia mera nz E .

o je  1eT tada je ocigledno £%¢ T . ko su
El,ﬁqe k tude postoje Pl,Fgé acx) Ql,gae s(K) tcko de
Je L E e 9 ’ Frc Ln © o ’ m(xil) - 13(1"1) < % )
sy  (,) - m(P?)sg § , ude je €& unarred zadan jozitivan troj.
wada Je rlL)P2€ aky QlL)Qge s(K) i m(QlLJQa) -
- m(PjUL,) = m((QlL)QE)\(PlL)Pg)) po /i/ lema 1. .

- . . 7 N 2 T T Y o Zn DDNLLE AN o1 Y e KarA TR



o je G \Ppes(E) , \EF,es(E) i primenjujuéi /i/ i
/ii/  leme 1, imamo m(QlLJQ2) - m(PlL)Pa) £ m(Ql\ Pl) +
+ m(qg\ L) { €, lako je F alrcbra .

ano Je (B) . niuz elemenate iz T teda , da bl doka-

zali da Je ) elewent ol P , wmolemo pretpostavivi da

su clementi nizs medusobno disjunktni . rreng lemi 2. je

L“” (L) > me(E) D mi(E) > Z,w e)

llE_u n .L‘
,  Jer me(.g) > mi(ﬁ) siedai iz /i/ lema 1. , pa je P O

algecbra 1 mn 0’ aditivns mera . ucipledno da je nw komple-

tna o o~

ijda sediels Lunuvrssidl prosbor sa # onedno adicivoom

meron je trojls (x, (]{' » M ) y e Je X unusraesngl skup
- e . - - ] N - .ﬁ’
SOLSZUuLovVe G A 4 C/u : (]" _— [O N l]

tiuerasaja =-I0N2LN0 culsivaa mora ga koju Je HE= 1 .

?

Jako , alte Je (;’;,jf,(//i) unutrasnji crostor S35 ¥ lonaino
auliivnomn o ron ( il rzle prostor ss ¥ ll.a. eroa ) tuda
. _ , . e s . : . Ry
J& za BVl unuvraongl oipcrkontoni niz By eee g (He™N )

di

elevensba iz A U s, i, avce su s (L: = lyeeeyti)

=1

medusowvno dicjunconi ‘/u( Um_) =) M ;;1_{) o viedajuci izvana
k:l (‘J.‘. T ] &

Luw= L
(j*‘ Jg¢ al cora shugove i steM  jeg prevrojive adivivre aera na
A Jer ako iswio opadsjuéi niz (An) € skupovy iz o teada

Je,usvo, zesicenosti, ﬂ AL F K ps je uslov n A o= ¢ po-
13 neln

[
o



<
}._J
S
—
},.__J
B
k»—
~
b
~
it
C

vrivijeluc zsdovoljen varathlodoryjeva

. ey e s AR et . 3. "
ceorena © Jredureniu nan saun onor UQ” a Ga noru NLOJA Froéu-

slme do ¥ aditivoe mere definicsne na & algebri koja sadrzi

i
}

P S ooyt ] vy 11y Ay ) e vy~ re o
(74- o .EULGIL y SOnLe t}l &.).;\.Cl,]';‘» I,KS.\(JU.UL‘JUILJ@ maere UU 56 AiOue 3 u

ovom slucadu , izvesol mnope krede no .o u bteoremi S.l.l. .

® Zooe merow . fode se 5U e M oacze produlisi do kouplebne ncre
7 1 L
L(u) definicane na & al; enri LAY xojs cedrii Ao
.

Poww wvakd ccouciup r g X0 (unubresngi 111 vangski)  defi-

S

nizsimo voagsiu 1 unutradniu meru kaso Ume('f) = inf {stﬂ([ﬂ : AGJ“,

néa’r, P e 1’} . wlasa sku-

-5
-
o
i
<
C~a~v
-~
=
~
i—\5
N
1
L63]
o
logs
~
w
g
N
[
L}
-~
LX)

Tove L(A) ce £8380J1 ou ghupove sa jednokos vanjekom i unubra-
Lo meron 1 ze ajil se Zefinise mera Llu) o LIw(Y) =
<

Jasno L& LAY o . Joksiine ds je o L(4) al;ebra .
2x0 Be€lld) teds ocirlsdno 1 Z%e L) . Lo imamo By e L)
Luda poestoje SRR “,_J ,‘J- € a’r tolto da Je ‘\J‘l C L C ;j»l s

Lo MEN ) 8, 5_,.)\ ) £ 5 Lude

Je € unszprod zodon pozitiven standardan realson broj . wade

de pUETUS N (U 0)) £ MUEN UGN 4) (K
g(ﬂ(gl ag) + M\ i) €€ tako da je  ZUF € L(A) .

La Eraju nelza Je (;jn) nen niz elemenabta iz L(A)
O ANRY

JokaZimo de Jo U e, € i) o lokewo pretpostavisi da su ele-
el

moentl nize velusobno disjunkbni . lossoje dve nize skupova (4 ) nei
il L

(B) y in A sukvi do Je & B, C Ay i pmGaN Bn)ggni_x_

n = n =



g2,

(A

do unutrssnjer nize . fade Jjo skup

T » ™ e
e (Mr¢n) heA & B ed &ua\B)< -

n’ n

unutreenji 1 sovdrzi K, po mors saedrisvati i jedan beskonacon

prircdun broj I . lako imono (Yk<H )G, 2 B % p(ANB) < -%-).
P AN a 2\

n
o U N : , .
czmamo ne LN, ngil. U hy, 2 U g pa je J‘le( U “u

k=l 7 kel K€L °
noo. n I ]
s ‘}1(1l:.) Ak) - Jj(wuw(ﬁl{\ BEC)'U ;,__151{) < ;“p(*&l{\ bk\ *
e f—1 h= A=l
n
+ Zj;uis,) &+ er(dk) < £+ ):J;u,, . heko udilje-
K=, o B k=1

nost zadnju dva Droja nije benhonauno mala  1ocno

pocU e £+ ;y(BK) Coe e /1Y

kel

wkup hiperprirodnin brojsva n  za xoje vredi nejednakost

/1/ je unutracsnii skur i sadrii vandishi skup n e N\ ngH
i 8 N
. . nO
pa postoji n el vtanc da je ‘pe(leQk) < €+ ighp(bk)
l’iel\ '_'{—l
n
pa buduci da je Z i‘}l(Bk) \\_ ‘)J:L(LJI}:,~ to je Jle U ) -
K=1 kel i
- LPi([lek) < € Sto dokazuje Lj‘ﬂ,e L(A). Dakoie Jje
gebo T kel —
P £ QOB pa je u(}m‘pl VZ_ L3 < €
pa Je Loy preprojivo aditivna . Lo Je ocipledno kzomplet-

ako sada moZemo izreCi sledec¢u definiciju

Jefiricije %.1.2. Ulieka je (X , A » ) unutrasnji prostor sa

k=

# V.a, merom . irostor ss mercm (X , LGA) , L(p)) se nazive
Loebov prostor pridruZen prostoru (X ,cA‘,cP) . L(p) se nazi-

va Loshove mera a L(A) Loebovs kompletna al;ebra pridruiena
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ledeCa teorema poks

il

zuje da

elenentima iz c*

leorema 3,1,2, Neks je (X

¥ .2, merom . L3l za

Lip)(4a7T)

LG4

de Je d

Je

(4)

n
(ne i)

.
.

Jokauz .
—— ne i

. \ .
4 A 1

n

= "N+l

~1-

Uvelmo unuirucnjl skup:

{n ex

¢de smo yrecuaodno niz (An)n

AOJL padrel sh stondardanih

su Loeb nerljivi

ot & (Ykgn) (4,1 S

B S ————

skupovi "blizu"

, o ,)1) unutrainji prostor
Ee 1.(cf)
ek

¢ Je QA simebricn:

pestoji
razlika shupova,

niz elenenata iz d% bako de Je
1

n

L&p)(ﬁn) - L&y)(u)l<

%{&y@&))LUﬁ(J)—%)}

€N predauzili o unutresnje; aizu,
prirodnih bregjova L. Jeda on mora

cedrzavatl i neli beskonecan prircden b 4 . fako Je Lgp)(AJ) P
i

» i 5 duéi du je A. € A i L L) € Lo (i

7 =) L a buduél da = rw” n oy ToLGgla) < L (L)
nel:

I\ :)3 JJ(y)(.»J Ai 1) = 0 . '-{

Najinteresantniji primer prostors sz x k.a. aerom je
ada je u X zZedan hiperkonadcn sikuwn

£
re

1 uvnutrzende

funkcids

yuda Seooersa g dellinise xao
unuooes ngl o rodotup A od £ .
~ledecCl primer po

povi koji uisu  loeb merljivi
. - . 1
Lrimer : lieka Je {Q,H,

intervals na

x{b’ﬂ

delengjc

{aqyeenya ) (e™n)
g

je 2li(ay=

LU ud
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! A
=
M) = f(a.) za svakl
a.€ 4 -
uje da u opstenm slucaju postoje shu-
L ]
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(H e ®i\17)
£

1Yc * b,

aeleva
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unutrssnge funccija Gukvs du je Zi‘(i:) . uera M Je
kzo

zedana na  skupu svih unutre€njih podskupcova skups T kao  j(d)

o K : Y k k
I(n) 1 to teko da je neatousku o pURD = (%o
i It H
wel
Inl

Za svak 1-:6{0,1,...,1—1& .

sokazimo ds skup M = {t €T ¢ st(v) t} nije Loeb merljiv .

CD

dimo mév cvu vonjsku meru ., Leke je I ¢ T unutrasnji shup

i IoM. % refod sxup {ne¢ [z, rt= ln 1¢ I} so-

drzi e¢ve beskonoene prircdne brojeve pa , ocusuli du je on unubra-

£ngli o, postojr n € L teko da Je [tyr+=lNTc I . ramilija
il
-

nbervals {[r,r+§£] S 'S B%]]} poxrive [0,1] p& pustodi pre-

Qe 1o us NI icn meru auls o Jtc b€ L Coda gJeoor o=
= s0(b) > T . o CEU0O] i€ i Gawe da TE€ L, . G 01 DLLO
L : * 1 .
~ & i o - - Sl v —_— 1
I € ]l ,I‘l+r ] AL & [, G }l,ﬂ__‘_"‘n\ ] n 4L V] . i Ao WL

= r. e ten@y) ,

-~ e

S e R st e T T T S e
».:(“L) J e Mol Teore

IxDT } « CUTO0 BLIC DO EaLll

igp) T al DRSS R b TSP A o SN Lgp)(E\l) = 0 1% e c}l.e(i-f;) = 1 .
Lo ous Je cPi(“> = 0 . jouno osa je pi(n) o=

—(PQ(D\h) . n-larne kso ore siup PN\ U {te : su(t) = b}
ine vanjsiu weru 1 . redutin , {t €D : st(o) = &)  je prebro-
Jiv 4 Jer ako Je <t(L) = r =% 1 === v tade Jje na
osnovu priuncipa prenosa §  racionalan ,pe ima Lgu) meru uula

buduti da je  p stemska mera o ‘ake Je cpe(f\H) = 1 ocakxle

R . 2N B S S SR .- B SRR R



lebtaeu (X, U,uw) i (Y, V,v) dva unutraénja pro-
stora sa % - k.a, wmerom ., Losmstrajuo od ,evarajudie  Loebove
prostore (X , L(U) , L(uw)) , (Y, (V) , L(v)) . U proizvod
£XI moieno uvesti meru ne dva slededs nacina : I rosmatrajno
poluvreien {EXF : e L(U) , F¢ L(V)} y & njemu definidime
nmeru  Li(u) X L(v) Fao LW X LW (EXF) = L) (E)Lv)(F) .
~alto se proveri ds Jje to prebrojivo adicivna aera y P2 se ona ,
preca ceorenl Carathéodoryja , ¢iri do prebrojivo adivivic i
kompletne mere , koju Cemo oznediti istom oznakom  L(u) X L(V)
i koja Jje definisana na © algebri L(U)XL(V) . Dako dobijamo
verovutnosni  prostor  (AxY , L(UYX L(V), LWXL(W), Xo,/i nije
¢ 20 ovicni , vanjeki proizvold standsrdnih verovatnos-—
nih prostors . II ko se na trenuts skypreselino iz sbtondardénon
U nestendoarani universue , tada noZemo posmatrabti unutrasnju alse-
bru UXV podskupova od X7 nastalu kao najmenja algebra
¥oje cadrii unutragénji poluprsten P = {A><B : A€U 4, Be V}
iz B se moZe zadatl = - xonacno aditivne mera uxv xao
UXv(ax3l= u(ad)-v(B8) , koja se 3iri na UXV . faio dobijamo
unutracnji prostor sa x - k.a. merom (Ex7 , UxV , uxv),
Ta moZeno pbsmatra“i odgpovarajuti Loebov prostor (4x71 4 L(UXV),
s L(u xv))

Cdnos izmedu dva uvedena prostora daje sleceéa beorema :

feorema ».2.1. L(uxv) Jje radirenje mere L(uyxL(wv) tde




podudera sa LU XLWV) ,

Jokaz ¢ Jovoljno je dokazati da , ako Je

BxFe LUXT) 1 LwxLW(EXF) = Luxv)(ExF) , jer je

LeL(U)y 1 Fel(V)

]

L(UxV)

o algebra a mera LWWXL(V) Je Jjednoznzino odredena vrednosti-
Fel(V)) .

ma na skupovima oblika EXF

(L€ L)

Jckle , nels su Be I(U) , Fe I(V)

aXBelUxV 1
Inamo (Aa )XY € L(UxV) , Xx(3a
inaju po Jednu xomponentu
je  LWUxV) mera +tih skupove nula , pa
ge L(UXV)

ompletna mera .

Jalje , imano

(AXBYa (ExD) € ((AdDL)XY

Loebove mere nula

Jje

L(UxV)((AxXBI(ZxD) =

LUXV) (=xI) = L(UxV) (AXD) = st(u(ld)) - st(v(3)

= LE) - LoX® . A

rinedba 1, zazlilta izmedu o slgebori

u sledelem : posmabtra se rrvo noluprsten
E se progiri do stendsrdne alpebre B
nilh unije disjunktnih elemenats iz B -

ryjevom xonstruncijom do © al;corc

clgebre LUXV) , B se nmedutim prosiri do unubtrasnje
Bu dodavajuti sve x - konaline unije eleunenate iz P
zatim primeni Carathioderyjeva konstrukcija .

Jasno da je pri tomeB g B i da se  L@IxL(v)
L(ux¥) poduduraju na B, , pe odetle i na LUIXLWV)

L) xL (V)

k

dedavsnjem

ot

\
/

I“"

takvi da je L(w@azl) = L(v(BaF))

o
il

]

1z

sto povlacdi

Lu(a) - L (ni(3)

. Postoje sl upov1
Sada je
DU(X X (BAF))
) € L(UxV)

jer oba skupa

i1stog

i

LXx Fe LUxv)

razloga

» Jer

LUxXV) Je

{Ax3: aeU , BeV];

<
[

LUxLV) .,

e

£
[

ciri

svih

J

U siucaju

Pe
P

onad-—
athio=~

o4

algebre

i

gto
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trimedba 2, Da 1i su moZda algebre L(MXL(V) i LWUxXV) jedna-

ke ? Iz prcdhodne primedbe je jesno ds ée to biti slucaj kaca je
= " suprotnon , kads 3 P il
BS B+ U suprotnon , kada je B # B , postoji ace Bu\ BS

470 e ﬂ Aea(B) 1 ﬂ A QA tada je , zbor zasidenos-
nel; © S neli U

d
t1 ,‘ﬁWIM C A zZa nexo nel , tako da se unutroinja mera

skupa A dobijn preko elemenata alzebre Bs ( a ne preko
"jace" klsse d(BS)) o Y0 men goveri de bl noida , u opiten slu-
caju , postojao takav unutrasnji element od  L(UxV)  koji nije

u LUWIXLWW) , kao &to nunm poiczuje sledeli priner .

zTimer (idoover) : lieka Je , za ne®™ N1 fiksirson besion
. . . . 1 i T
can prircdzo broj , T :{ﬁ I 1} = {o,1}".
- 0Bmobrejro vautruinje [proesbore o neron (o, *{P(T) 5 u) i
H 2 4 }E':" R *
(W , TP , v) , cde je U(A) = = (Ae™(m)
}EIBl # 7 5 ¥, - . S SNLINN . "
v(B) = — (Be 33(%)) i 1X| unuiracnjs erdinalnoes
9]
skupa X . Ldgcevargjule Loebove prostors oznaliing Jednostavno

sa (W, L)y , Lwy)) i (D, () , L(w)
&l ebra T X P nije nicbz druge do TR(Tx W

]

taito de Je unutrzindi proizved LCrigin prostora ,prootor ss meron
(TxWw, ’%P(‘I‘ XW) , uxv) . Ljesov Loebov crostor Ceno teiods

Jednostavnije oznuditi sa (T X 5 L(TxwW) , L(uxv)) « wrimetino

de e uxv({s,mh)= - ((6,w)eDXW) .
n2
aeka Je . H = {(t,w)e TxW : w(t)y = l} R

wvrdnjs @ H o je unutragnji podsizup od T XW ¥X0ji ne pripada
L(TM)xLW) .,

- - - . -
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Je  (uxv)(H) = % . lekasu Ai3B unutragnji podskupovi od

T 1 W vrespektivno . DokaZimo da je

Laxw)((XBNE) = 5 Luxv) (AXB) oY,
- Losmatrajmo unutrasnji prostor sa # - k.a, merom Hl =
= ({o,1}", ﬁ?({o,ll“), Vl) nastao od prostora W sulava-

njem 0,1 - nizova na skup A § mera v, se prirodno definise ,
4€0 sa p oznacimo projekciju p ;i W —» {o,lSA definisanu

54 pLw) = |, (wew) y tada je Jasno ds Je za Xexg.)({o,l’;A)

vl(X) = v(p—l(X)) « Zakon velikih brojeva u prostoru ¥, nan
daje
ZW(t) }
: tel 1 1
v {we 0,1y% . ‘XA . > & )<
1(qve o Al 5 | TP
za svako & c *p sy €>»0 . ako predemo u prostor W pomoéu
p_l imano
Zw(t) 1
1 te.&nl l
ACETT IR | > S £ 1) —riem .
de:)
Leka je C = { weW :l§ﬁ§77—- - % l ;; £ } . Gornja nejed-
A
. 1
nakost tsda prelzzi u vic) 1 - -W
4 TIAlE

Ua dozaZemo /1/ moZewo prebpostaviti da je L(uxv)(AxB) #

£Z o tj . da Je * Al beskonsCan broj . Tako , ako uzme-
: . 2 v cqs - .
mo g£~o0 4, £>0 tako da Je 3'EIAI-g beskonacno veliki broj ,
1

y recimo E = {er——:: ’ tada je L) =1 .
Al

Na kraju stavimo B? = BNC . Imamo

2 uxv(aAx{w} n H)
Lxwv)((AXB) N H) . uxv((AXB)NH) _ weB?
L{uxv)y (A XB) ~ uxv (AxB?) -

u(d) » v(B"
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zz: ézzw(t)

- weld? teA - wel? ted - weB? ~ %
*1al 18] Tl % |3 L‘
n2
, dJer je B'cC i aritweticiizc sredina brojeva koji su
':',% je  opet o % .
foko smo dokazali relaciju  /1/ . cada iz primecbe 2,
i /1/  viliuo o je unubrasnmje mera skupz H nule , jer
auo je axb e H ( 4 unutraindi podsup od T , B unutrasnji
vodskup od W) tada Je % L(uxv)(axB) = L(uxv){(AxB)NH) =

1.ax0 uxv (i)

o}

POV

= LQuxv)ixd) PR Luxv) (£x3) Jje

.- .

E nije

serljiv .

21l deisz ¢ Tz I dokoga vidino ds jeo dovoljro dorazati da , ako

y 3 Q& Le TP Be Pl tada je L ixB) = O

je XBC B, Le PT) , BeBuUi tada je L(uxv)(ixB) = .

L0 Je AX e n tada Je (FLeA) (YweB) = (T = 1 pa Je

s {n s (Ybel) u(b) = 13 . Jalje Je v ( {w D(WBeh) wlt) = 1=
=LAl .

_ e 1 R 2 *l _'\,‘ Ta vy e T : Rt BN

= el s . 270 g€ A roncesn . taua Je OClLiiC—-

2 ~T1AL
- . . Lty v s *. . . . e i .
Ano  Luxvy(axd) = o , a ako Je 1Al besxonacan ,tadz je

(¥ Gea) wit) l}) ~Oo , pe je Luxv)xB)xu(a) - vis)ao .~

v ( {w

Leku Je (X, Ul s M) (nell) niz standardnih
verovstnosnih prostora . urugis recima Xq , Un i My su ele-
mentl stancardnog, univerzuna , gde je Ur o ‘algebra na Kn i

-
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U proizvody L | £. se noue uvestl mers [Tp.  kao
K=l 7 =1l

Ccarathifodoryjeva cistenzija mere I definisane ne poluprstenu
pravoug sonito , swupcva oblilka Alx'-~XAn (‘Ale Uy 22 1yaaa,n),

Reale) S(AIxo.-XJH) :tﬁfAf' r..s.nA& . 23] verovatnosnl prostor

OuinLoive oo
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S ULUTRe B8C =l ebra cilinericnin sounova CLLUTOVS wbnlilitu
I8 re * g

i
DR K e (Bg;[l|ﬁk , nEI) y ne hojoi ce prirodno

don -
Uveodl U wddiuivor mers , Hoju se aclje sirl powmelu Sarstulodoryieve

teorcue o o Toae rovori sledeca teorens
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(;.;e]‘g‘;k) PEXL X eee) = (TTEOE)

Lo O wozemno zadatbti konadno aditivnu meru M Xa0

n
HEBXL X eee) = (ﬂuk)(B) .
=

Ustaje de se dotaZe da je M prebrojivo aditivna i rezultat ce
tada slediti iz teoreme Carsthiodoryja . dakle , sko Jje (Bn)n€l

opedajuli niz cilindriénih skupova tako da Je 3 = ¢ tre-

bazo dekazati da je limbp(ﬁn) = 0 .
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iko je lim(p(ﬁn))>o

n

- i ; . A
- tako da Je  (Wy,Wsyeee) € B, .
nek - nel:
Yostodi niz merljivih funkeija fo2 4 —> B (ne¢ )

A 1
Jl(“n) fn le

........ s Y

= e e o /J1/
7
Jl.l
4818%a , koristecl fubinijevu teoremu imamo
3 = “ | B = d J. G
J‘l( n) (,r J“k)( n) J M1 « o o QFJJ o ?
k=1 s X n
_a.l 1\2 n
, de jJe P zarokteristidna funicija skupa 3 s Pa Je
i
]
£ — Tacr s 3 e Ao Alr
£, = L. ?BP dm, . Josno je odatle dsx sko %y g
.. v \
£ 4
2 n
n
Q/ > ol ple Q/ 2 7 | e { i T torka
39 toda 4 3,y Cte Je Zie X, pilo kojs n-torka
na ¢ijem Jje prvo. mestu ® , Jer Je rrojelkcija skupa Bn u
Xl podsitur od Bl . ZDO7 Sora Je ?3(§1) = o , pz imanmo
T
-
3 " 233 . ~Llo, -
%y ¢ 5y povladli (\fun€ i) ln(kl) = 0 e /2/
s I . ; . X N i 1 . e
delje fr Je opadoguci niz funkeija , g2r fn mozemno pisatil
4
i Xao
1
r~ = Gp ¢, d
n . . I B X X P+ ’
: . I J JJn < ﬂ+l l
¢x2 lxn o\.[l+l
. r 1 .
v Bpel €& B x4 « &ssko su f . ocigledno 1 pozitivne fun-
xcije , to one po tackuaa konversiroju ko funkeiji fl i

odatle

1im p(E) > o
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4

Lziljucujemo y imejuti na unu  /2/ , de postojl W € By tako
da Je

Nyl

.f (\!1) > 0 . Ll * /5/

SEN L4
LdlE Je

1 2 .
..Pn(wl) = fn d;}l__), . ] (] /q/
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q17 pOonlls ojil , wmrema tome , <onvergirse o fun-

-
reijio T . rmo /i e

IS -2
O < e ( Vi _‘) - i \,:}l j 9

(v 4¥75) € 35 jer bi u suprotnom Lilo (Mure i) £2(ws) = o
, Jer ge projelclija siupa Bn U s polgimt od 39 . .o
O (")-I, \’.t.)e ﬂg . _'{

Y\GL

nastavino infurtivrno dobiden

Lnulosno sLucaju na pocetliu ovor, oueljlla , oda Smo pOS—
motrali Prolaved ove UnUsrusnl 2 prostora ¢ H - Hedl.  GCIXOL

Caus Ceno pofnuLravl seslonzos | LOLZVed prossord .
Jetle y neto Je o (L, Uy, uy) (nel) niz unutrei-
njih prostors sz # o~ K.a. meron . Losaatrajrno nje ove produze-

- S 3 R I, 2 o T . *, 1-
nje 4o unucrasnjci niza (An y Uy s uy) (ne ) . ~up

¥, : : ‘ . :
[ne™ : Vken (X, ,:U, 5 uy) ie,unutyasnji prostor sa x-i.a.

merom %

Je unutrasnji i  bududi 4z sadrzi vanjski skur konac¢nih prirocd-
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nih brojeva mora sadrisvebl 1 jedan beskonacen priroden

iy ’

. U af.w 13 - 4 * N . N . . v
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Cako dz iviec.o unubrasnji proscor sa % - X.a, meron
i o I3
( H ‘ Gy ” ‘ Ui " | ., ) ’
h=l =1 - K=1
, je Je ¢l ebre ] [ . najoanje elgebra kojas sadrii poluprs—
1“-_-"1 EAN \
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