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Istorija prirodnih brojeva i ostalih pojmova vezanih 

za njih je duga i te5ko se mote rea Eta je njen prapodetak; 

ipak, on se mole vezati za prooes odvajanja broja kao pojma 

od samih objekata koji se broje. Naime, ne samo prve civiliza- 

cije ve6 i dana6nji primitivni narodi,na primer neka afrioka 

plemena, nemaju jedinstveni na6ih brojanja svih objekata; 

re6 koja ozna6ava dva ooveka nije slo/ena od reoi koja oz-

na6ava pojam broja dva i pojam ooveka, yea je jedinstvena 

i nema niOeg zajedniokog sa reOju koja ozna6ava tri ooveka 

ili dve ptice. Diferenciranje pojma broja svakako je vezano 

za pojavu privatnog vlasni6tva i prometa dobara, kada je tre-

balo ne samo brojati nego i uporedjivati i raOunati. 

Sledea korak vaIan za raounanje prirodnim brojevima 

je pojava brojnih sistema. Primitivni narodi i danas imaju po-

sebnu re6 za razliftte brojeve i to obieno samo prvih nekoli-

ko, ostali su "mnogo". Sve civilizacije koje su dostigle veli-

ke domete tokom svoje istorije imaju razliOite brojne siste-

me,a neke civilizacije su koristile i vi6e njih. Tako su,na 

primer, Asteci, Maje i Kelti koristili sisteme sa osnovama 5 

i 20, FeniOani su pre oko 5000 godina uveli nov sistem slov-

ne numeracije sa osnovama 10 i 60,a Jevreji i Grci su takav 

sistem prihvatili prilagodiv6i ga svojoj azbuci. GrOka vari-

janta ove numeracije se zadr2ala sve do kraja srednjeg veka, 

iako u sebi nije sadr2avala oznaku za nulu,koju Grci i nisu 

priznava1i kao prirodan broj. U prvim slovenskim prevodima i 

tekstovima 	i Metodija i njihovih u6enika preuzeta je 

grOka slovna numeracija (az - 1,buki - ,vedi 2,glagoli —3 i 

tako dal je; buki nema brojnu vrednost jer jvu novogrOkom 
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jeziku beta izgubila svoju glasovnu vrednost ( Babilon - Vavi-

lon i sl.). 

Moderni decimalni sistem potiOe iz Indije i verovatno 

ima korene u vavilonskim brojevima Oija je osnova 60; u Evro-

pu je prodreo preko Arapa i mada se u Indiji uovrstio yea u V 

veku n. e. Evropa ga je potpuno prihvatila tek u XV, a nula t ina-

oe uvedena negde u XII veku,dobila je sva legitimna prava tek 
+) 

u XVI veku. 

Uprkos nesavr6enom brojnom sistemu,ve6 stari Grci zna- 

 su puno o prirodnim brojevima, ali je matematika bila pome-

6ana sa mistikom, pa su neki groki matematiOari, kao Pitagora 

na primer, nekim brojevima dodeljivali magiona svojstva iii 

ljudske osobine.Ipak, iza mistionih verovanja ostala su i prva 

znanja o prirodnim brojevima.Tako je Euklid pokazao da ima bes-

konaOno mnogo prostih brojeva tehnikom koja u potpunosti odgo-

vara danagnjim matematiekim metodama t a razmatrani su bili i 

brojevi blizanci, savr6eni brojevi, trougaoni brojevi i sliOno. 

Ova znanja bila su plodna osnova za matematiku XVII i XVIII ve-

ka kada je teorija brojeva donvela buran razvoj, specijalno 

Fermat, Lagrange i Euler doprineli su tome svojim radovima. 

Prvi poku6aj aksiomatskog zasnivanja teorije brojeva 

bio je 1861. godine kada Hermann Grassmann 6tampa "Lehrbuch der 

Arithmetik" u kome se priliono uspe6no na aksiomatskoj osnovi 

zasniva teorija celih brojeva. Medjutim, medju aksiomama nema 

one koja tvrdi da razlioiti brojevi imaju razlioite nasledni-

ke. Aksiomatizacija zasnovana na osnovnim pojmovima - broj,l 

i sledbenik i aksiomama P1 - P5 pripada Richardu Dedekindu 

+) Detaljnije o tome videti u IFR]. 
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6tampana je u njegovoj poznatoj knjthei "Was sind and was 

sollen die Zahlen" 1888, a potiOe iz 1879. 

P1 	1 je broj. 

P2 	Naslednik svakog broja je broj. 

P3 Razlinti brojevi imaju razliaite naslednike. 

P4 	Ne postoji broj oiji je naslednik 1. 

P5 Ako broj 1 ima neko svostvo i naslednik svakog 

broja sa ovim svojstvom i sam ima to svojstvo,tada svi bro-

jevi imaju to svojstvo. 

Ovu aksiomatiku preuzima Giuseppe Peano 1891,ali uvodi 

znatno pogodniju simboliku logi6kog jezika dok istrat'ivanja te-

melji na Grassmannovim rezultetima. Dalje usavr6avanje simboli- 

6kog jezika clan su Russell i Whitehead. 1910. godine u poznatom 
+) 

delu "Principia mathematica". 

U [MARDI ,na premer, mote se naoi sledeae "poluaksiomat-

sko" zasnivanje ( u stvari, aksiomatsko zasnivanje ali u nefor-

malnoj teoriji ) prirodnih brojeva: 

N1 Definisano je preslikavanjelr: N 	N. 

N2 'C(m) =5(n) --arm = n, tj. 	je injekcijq. 

N3 	1E-N. 

N4 	(lin N ) 5(n) 151 1. 

N5 Ako je S G N podskup od N koji ima ova dva svojstva 

1E. S ( 3inGN) nE S 	 S,onda je S = N. 

a. zatim se pokazuje da su skup N i funkcija T odredjeni do izo-

morfizma. Medjutim, poku5aj da se Dedekindove aksiome preto6e 

u potpuno formalnu teoriju i da se prirodni brojevi opi5u do 

izomorfizma teorijom u predikatskom raounu prvog reda nije us-

+) Detalji o navedenim istorijskim 6injenicama mogu se naoi u 
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— iv 

0 
peo. Gbdelov dokaz kompletnosti ovog raouna 1930. godine uka,- 

zuje da svaka takva teorija ima i"nestandardne" modele(vide-

ti stay 2.1.3ovog rada).Uzrok tome je 6to svaki formalni jezik 

ograni6ava petu Peanovu(Dedekindovu) aksiomu na svojstva defi- 

nabilna tim jezikom. Poku5aj da se pro5iri kolekcija definabil-

nih svojstava dodavanjem nove sorte promenljivih za "podskupo-

ve" univerzuma i odgovarajuah dodatnih aksioma .vodi u aritme-

tiku "drugog reda" koja zapravo predstavlja teoriju prvog reda 

na dvosortnom jeziku.Ipak,i ova teorija ima nestandardne mode—

le zbog nemoguenosti da se u svakoj interpretaciji "pokriju" 

svi podskupovi univerzuma modela. 

Ovim pitanjima posve6ena je prva glava ovug rada i u 

njoj su navedene sve fundamentalne teoreme o teoriji P kakve 

su GUdelove teoreme nekompletnosti (1.5.1) i nedokazivosti ne-

protivre6nosti teorije P u samoj teoriji P (1.5.2) i kakva je 

Churchova teorema o nerazre6vosti. Na kraju ove glare skiciran 

je 6uveni rezultat Matijasevioa iz 1970. godine o diofantskim' 

skupovima koji predstavlja re6enje desetog Hilbertovog proble-

ma, a za 6ije su re6enje u velikoj meri zasluIni i M.Davis,J. 

Robinson i H. Putnam. Teoreme uglavnom imaju priliono grubu 

skicu dokaza ali se u bibliografskim napomenama upuouje na 

literaturu koja sadrn detalje, 6to vazi inane i za drugu gla-

vupposve6enu modelima teorije P. Rezultati u ovoj oblasti ug-

lavnom su novijeg datudta a specijalno sedamdesetih godina ovog 

veka H.Friedman, H.Gaifman i J. Paris daju vane rezultate u 

ovoj oblasti. 

Originalan doprinos ovog rada dat je u tre6oj i 6etvrtoj 

glavi,gde su svi stavovi,sem navedenih poznatih teorema, novi. 
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p 

- v - 

U treooj glavi uvodi se parcijalan strogi poredak 

na skupu Sent(P) svih re6enica jezika Ikp  indukovan nekom 

teorijom T i to na slede6i na6in (vidi 3.2.1) 

T 	Ex(Prf(x,r̀ t-1  )&ityz.„ x 7Prf(y, r111  )). 

Potom se ispituju poredci indukovani teorijama P i P + Con 

i 	 =4-Th(Lo)' pokazuje se da je 41, 	a takodje se karakteri- 

5u svi modeliTk P sa svojstvom <Thcra)  = 	(tvrdjenje 

3.2.2). Tvrdjenje 3.2.4 pokazuje da poredak indukovan teo-

rijom P +1Con nije linearan, iako je poredak indukovan pro- 

izvoljnim modelom 	teorije linearan,jer riTonp . Ova 

ainjenica inabe predstavlja neophodan i dovoljan uslov za  li-

ne4rnost poretka indukovanog teorijom nekog modela 	Kao 

posledicu Tor edenog stava dobijamo stay 3.3.3 kojim pokazu-

jemo ranije poznatu 6injenicu da postoje dva modela za P, 

koji se ne mogu zajedno potopiti ni u kakav treei model za 

P ( svojstvo 1JEP). Takodje pokazujemo da za svaku teoriju 

T postoji teorija 	takva da je poredak iAndukovan teori- 

jom T' linearan a predstavlja proirenje poretka 	induko- 

vanog teorijom T (stay 3.2.5). Dokazuju se joy neka svojstva 

ovog poretka vezana za neke poznate rezultate. 

oetvrta glava posve6ena je razmatranju nekih automorf-

nih slika nestandardnih modela za P na sopstveni poeetni ko-

mad. Teorema 4.1.1, po kojoj svaki model aritmetike ima du-

gaoak po6etni komad navedena je u ESN' 	bez dokaza t tako da 

autor ovog rada nije mogao da uporedi sopstveni dokaz sa ve6 

postojeoim. Teorema 4.2.1 daje neophodan i dovoljan uslov da 

po6etni komad I a 	x 1 x<4./ nekog modela 	sadr5i pooet- 

ni komad izomorf an celom modelu, a kao posledicu dobijamo 

poznati stay ( vidi 4.2.2) da je 	1, "111 	̂(‘C- 2kliVaCIA-43  
Li 
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- vi - 

Teoreme 4.3.1, 4.3.2 i 4.3.3 daju karakterizaciju poOetnih 

komada nestandardnih modela aritmetike koji se mogu prika-

zati kao unije,odnosno preseci poOetnih komada izomorfnih 

polaznom modelu. Na kraju se, kao posledica stava 4.3.3 do- 

kazuje da ukolikosuTIRTL. modeli za P i LLY1'1-1tR 1T1.da se ta- 
A  

da model 11. mo te prikazati kao unija poetnih komada modela 

koji su izomorfni sa Vk. 

U radu se svuda, sem gde je izrioito napomenuto, radi 

sa prebrojivim modelima aritmetike. Notacija je potpuno stan-

dardna za obu oblast, s tim Sto je kod predikata Prfp  indeks 

P, jednostavnosti radi, izostavljen. Pod pojmom parcijalnog 

strogog uredjenja podrazumeva se antisimetridna i tranzitivna 

ali ne i refleksivna relacija. PR 1 ozna6ava predikatski raZun 

prvog reda sa uobioajenom aksiomatikom. 

Autor ovog rada deli na kraju da se zahvali onima ko-

ji su mu pomogli u radu, pre svega mentoru dr tarku Mijajlo-

viou na brojnim sugestijama i korisnim savetima. MaStovita 

predavanja iz Matematieke logike i Algebre dr Slavi6e Preftea 

podstakla su me da zavolim ovu oblast matematike.oeste i za 

mene veoma korisne diskusije sa dr Miodragom Ra5kovieem do-

prinele su jasnijem sagledavanju problematike kojoj je po-

sveeen ovaj rad. 

Takodje bih zeleo da se zahvalim dr Djuri Kurepi,jed-

nom od osniva6a klasione teorije skupova, na njegovim pod-

sticajnim savetima, zasnovanim na bogatom iskustvu nastav-

nika i nauenog radnika. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



GLAVA PRVA 

FORMALNA ARITMETIKA P KAO TEORIJA 

PREDIKATSKOG RAeUNA PRVOG REDA 
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I O. FORMAINA ARITMETIKA P 

Peanova aritmetika P je teorija u predikatskom raOunu 

prvog reda sa jednako6ou na jeziku Lp  =t+„ 	', 0 , 	,sa 

sledeoim aksiomama: 

Pl. 	1(x .= 0) 	 P6. izxity (x.y'= x.y + y) 

P2. ItrxVy (x 	x = y) 	P7. itzx 1(x4.0) 

P3. Vx (x + 0 = x) 	 P8. Vxigy 	x y V x = y) 

P4. VxVy (x + 	(x + y) ' ) P9. VXity (xt_yVX = yVy<X) 

P5. Vx (x.0 = 0) 	 PI. Shema indukcije 

Shema indukcije I je skup svih aksioma oblika 

9 (o,1) A vx (49(x,Z)— 	(x',Z))-4.1fixe (x,1), 

gde je G(x,z) formula jezika L. Od interesa je posmatrati 

teoriju odredjenu aksiomama Pl-P9, koju ollna6avamo sa P. 

Shema indukcije je od presudnog zna6aja za P; dok se u P 

mote dokazati ogroman deo tvrdjenja taenih na strukturu pri-

rodnih brojOva, u P nisu dokaziva oak ni njihova tako ele-

mentarna svojstva kao 6to su komutativnost i asocijativnost 

sabiranja i mnoIenja. S druge strane, za dokaz velikog dela 

najvaInijih svojstava prirodnih brojeva nije neophodna indu- 

kcija u "punoj snazi". Naime, dovoljno je ograniOiti se na re-

strikciju sheme I samo do nekog stepena sloIenosti formule 9. 

Zato je od znaOaja posmatrati "fragments aritmetike",tojest 

podteorije od P u kojima je shema indukcije restrikovana na 

neku klasu formula (na primer E n rl n ,Bnt Open,...). 

I 1. HIJERARHIJA FORMULA U P 

Sem uobiOajenih dokazno-teoretskih hijerarhija formula 
(zn , nn , n ., 

, u aritmetici su znaoajne job neke hijerarhije. 
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DEFINICIJA 1.1.1.  Formula 1 jezika LP  je210 (PR 1 ) formu-

la ako je ekvivalentna u PR 1  nekoj formuli oiji su svi 

kvantifikatori ogranioeniptj. oblika Vx (x<y--ayT) 

Ex (x L y A •p), to demo ubudude zapisivati sa Vx4yf ,od-

nosno Ex <y kp . Formula 19  je :El n (PR 1)(n n(PR1 )) ako je 

ekvivalentna u PR 1  nekoj formuli oblika 	 ,gde je 

Q l  blok egzistencijalnih (univerzalnih) kvantifikatora,a za-

tim blokovi istorodnih kvantifikatora alterniraju,dok jeT 

formula. Formula NP je L n (PR 1) akko je 121n(PR 1 ) inn(PR1 ). 

Zamenom PR 1 sa, P, odnosnosa 111(71),gde je 	neki 

model jezika Lp ,dobijamo hijerarhijeIn (P) (1-1n(P)), odnosno 

27_ 11(11/) (ri n(17/). Ubudude demo posmatrati samo hijerarhiju 
En(P) (rin(P), An(P))' 	jednostavnosti radi, ozna6avade- 
mo je saZ n(n n o%). Kao 6to demo videti,na osnovu Matija-

sevideve teoreme hijerarhije v E r°1 ( --'D i:21n( n u) poklapaju 

se (posledica 1.7.5). 

12. OSNOVNE TEOREME FORMALNE ARITMETIKE P 

Dokazi u teoriji P re6enica koje odgovaraju osnovnim 

svojstvima prirodnih brojeva,kao na primer 

(S1) Vx ( 0 + x = x) 

(S2) Vx (0.x = 0) 

(S3) Vxity (x + y= y +x/\ x.y = y.x) 

(S4) Vx4Lyliz ((x + y ) + z = x + (y + z)/\ 	.y .z =x.(y.z)) 

(S5) icx ( -1(x = 0) -->Ey (x = y')) 

(S6) Vxily ( -1(y = 0)-->E 1u E lv (x = y.0 +vAv4.y)) 

potpuno su rutinski (videti na primer NI ). 
Posebnu ulogu u teoriji P igraju slededi termi jezika LP 
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0 A 0, 1 A 0', 2 A (0');...n A (...(0') . . • 
04t 	1,000 

koje nazivamo numeralima. Meta—indukcijom po prirodnim broje-

vima lako se dokazuje sledeoi stay ( vidi 	): 

STAV 1.2.1. 	i) P 	n = m akko je n = m 

ii) P 1.— n m akko je n m 

iii) P 	n m = n.m za sve m l n 

iv) P 	n+m=n+m za sve m t n 

v) P 	n C, m akko je n<m. 

Iz ovog stava sledi da za sve 	reOenice 	van 

P 	akko(),),6to se odmah jednostavno pronruje i na Y__ 1° 

 re6enice. Ve6 pomenuta posledica Matijasevi6eve teoreme daje 

odatle sledeoi stay. 

STAY 1.2.2. 	Za proizvoljnu Z i  reaenicu jezika Lp  van 

p 	\{) akko 061=E=1 . 

Sledeoe sheme su teoreme u P i njihovi dokazi su tipi-

one primene sheme indukcije. 

SH(J) Shema totalne indukcije 

Jix (ity4_xl) (y) -->f(x)) 	vxf(x) 

SH(L) Shema najmanjeg elementa 

Ex T(x) —O. Ex( \c' (x)A ity4x 11)( y )) 

SH(G) Shema nalive6eg elementa 

Ex T(x) A Ertzx ( (x) 	x< y)--> Ex (f)( x)A vy> T(Y)) 
SH(B) Shema kolekcije 

Vx<:z EyG(x,y) --)Eu Vx.(z Ey4:u G(x,y) 

SH(R) Shema reguirnosti 

Vx< v Ey itu (f)(x,u)--+ u<y)—> Erix<v Istu(f(x,u) 	u<y). 

Dokanmo, na primer, SH(J),ostale sheme dokazuju se sli-

Onom tehnikom u kojoj je primena sheme indukcije esencijalna. 
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DOKAZ SH(J). OznaZimo formulu ity<x \ (y) sa B(x),a re6enicu 

(y) —f (x))) sa C; o6evidnoPF- B(0) zbog aksiome 

P7, pa P F-- C -413(0). Po aksiomi P8 P 	B(x )4-->B(x)A?(x), 

dok zbog valjane formule smene P 	C 	(B(x) 

Odavde je P 	C 	(B(x) -9 B(x - )),odakle 

P (C —>B(x)) —> (C --)B(3C)),tj. 

P (C -4 B(0))A Vx ((C --> B(x)) -4 (c-4 B(x . )), pa 

P Vx (C -4 B(x)), 6to sa (1) daje 

P C --> lixT(x). 

Shema SH(L) dobija se iz prethodne zamenom (x) sa 

T(x) i odgovarajuoim transformacijama. 
Medjutim, sve ove sheme, sem SH(G),slabije su od induk- 

c ij e ,naime 

STAV 1.2.3. P + J + L + B + R I-7i I. 

DOKAZ. Uonmo strukturu 

(W1, + 	• , ° P< 	) 

gde su +, • i 4, uobi6ajene operacije i poredak na najmanjem 

neprebrojivom ordinaluCk, a operacija definisana je sa 

`-= '4,54. I. Neposredno se proverava dac - = P-  + J + L + B + R 

kao posledica osobina ovih operacija nadobre uredjenosti 

i regularnosti ovog oridinala. S druge strane,Q 14 I jer 

04 CLII; 	Vx(x40J-4 x '4.!6O) , all c94 Vx (x < 

NAPOMENA: Struktura E = ( ,+,. ', 4,0) pgde je 	60 ,je- 

dan je od najee66e kori6eenih modela za P + J. 

Shema SH(G) "jaka" je koliko i indukcija,5to pokazuje 

STAV 1.2.4: P + G —n--- P. 

DOKAZ: Da PH- G dokazujemo metodom kori66enom u dokazu she-

me SH(J); dokanmo zato samo da P + G 	I. Pretpostavimo da 

u nekom modelu 	za P 

- 

+ G van 
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()(.1)(o)Alix Mx) -4(x')) 	 (2) , 

an (X14 Itrxf( x) Tada, za formulu *(x) ity4.03(y) van. 

L(.),pa 	Ext(x). S druge strane, ako (51(1f)(c), 

c I (i,o6evidno (r5t itx (11x) >x <c), odakle 

Ex(1)(x)A VY>x1N1(y)), i neka element de Mrealizuje 

poslednju formulu u modelu 0C5C . Tada, s obzirom da iz P8 sle-

di c4c .  ilEy (cLy<c . ) zaklju6ujemo daCICP(0) ATftc'),6to 

je kontradikcija sa (2). 

Kada se posmatra P sa nekom shemom koja nije parafra-

ziranje sheme indukcije, na P dodaju se elementarna svojstva 

prirodnih brojeva koja su ina6e nedokaziva u P; naj6e66e su 

to 

i) iFx y (x +y=y+xA x.y = y.x) 

ii) Vx;i3rVz ((x + y) + z = x + (y + z) A (x.y).z = x.(y.z)) 

iii) VxVyaiz (x.(y + z) = x.y + x.z) 

iv) Vxliy (x4y = Ez (x + z = y)) 

v) VxVy (x4y V yz.l.x) 

vi) xizyVz (x + y = x + z 	y = z). 

Teoriju P + i) — v i) obele'lavamo sa P. Dokaz leme iz rada 

[PA 11 lako se pretvara u dokaz slede6eg stava. 

STAV 1.2.5. 	P-11—
*
+ I

+
,gde je I + slede6a shema: 

(0)A9 (1)/\vxvy (9(x)C\e(y) -->e(x + y)) 	9(x). 

Ovde je 9(x) proizvoljna formula jezika L p ,koja mote imati i 

druge slobodne promenljive sem x. 

DOKAZ:  Deo P 	P44 + I+  je uobioajen; obratno, neka je 

(Yr1, 	P% I +  i neka 	9 (0) AVx (9(x) 	9(x')). Izaberi- 

mo proizvoljan element aetinii dokanmo da ( (M.1 	9(4). Neka je 

LF(v,t) 	Vw<t (9(w) 	9(w + v)Vt<w + v), 

o6evidno (Y), 	(0,a) / ) (1,a ). Pretpostavimo da 
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'YRY(z,a)AW(y,a), tada za svako xz_a je ili a<x +y +z 

ili x + y + z .c.a. Ukoliko je aLx + y + z, ooevidno je 

1111 	e(x) —479 (x + y + z)Va<x + y + z. Ako je x + y + 

tada je x Z_a i x + z La, pa iz pretpostavke nfilina==W(z,a)/0(y l a) 

sledi m 1. 9(x) —*-e(x + z) 	e(x + z) 	e(x + y + z). 

Odatle 	 x) 	9(x + y + z ) , pa samim tim 

e(x) —+ 9(x + y + z)VaZ.,x + y + z. Dakle, 

y (ztp...)/\ y(37-,2.,) 	 y,a), pa 	== i'vW(v,41). 

Za v = a dobijamon-V1== lozw<a (9(w) 	+ a)V a<w + a), 

odakle za w = 0 slediTil 9(a). 

U radu VLPA f\ dokazan je stron rezultet: 

	

P + I+  (L a ) 	P + I(L n ) 

za svaki 	 je 1(Z n ),odnosno I+ (z_ n ) predstavljaju re- 

strikciju sheme I, odnosno I + naZn formule. Takodje se napo-

minje da P + 1+ 1-74  I, pa je shema 1 +  "slabija" od indukcije u 

P.Medjutim, sledeei stay pokazuje da se ona ne mole dedukova-

ti iz sheme totalne indukcije SH(J). 

STAY 1.2.6.  P + J 1-74  I+  . 

DOKAZ: Dovoljno je dokazati da Q=1 +  . Uooimo formulu x<1.3. 

06 evidno 0 <Az (.0 /\*xliy (x<CJ /sy<c4).- 1). x + ye,C.J )fx (x<O) 

tj.Qt:A= 1+ . 

I 3 . MOGUaNOST FORMADIZOVANJA NEKIH MATEMATI0KIH POJMOVA U P 

Teorija P je vrlo bogata,o tome svedooi i 6injenica del 

je moguae uvesti novi predikatski simbol E. definicionom aksi-

omom M(E) (Vidi 1.4.5) tako da P + M(6., )1— ZF f (E,),gde je 

ZFf ( E. ) teorija ZF 	Inf + Inf+) sa simbolom E. kao simbolom 

pripadanja.i)akle, u P je mogu6e izgraditi celokupnu theoriju ko-

naserdh skupova.S druge strane,bogatstvo teorije P ogleda se 

+) Inf je aksioma beskona6nosti iz ZF, a -NInf njena nega eija. 
Ina'ae,oznaku ZF uveo je Zarko Mijajlovie. 
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i u tome 6to se u njoj mote "predstaviti" svaka rekurzivna fun-

kcija i svaki rekurzivni predikat,6to pokazuje slede6i stay. 

STAV 1.3.1.  Neka je R n—arni rekurzini predikat a F n—arna 

rekurzivna funkcija. Tada postoje formule 	i 	,takve za sve 

prirodne brojeve ni p... ,nk ,m va2i 

R(ni ,... I nk ) 

1R(n1 ,...,nk ) 

= m P x = m )• 

Dokaz ovog stava izvodi se indukcijom po slo2enosti predikata 

R, odnosno funkcije F; baza indukcije je stay 1.2.1 (vidi 

[SH1 ,6.7). 

I 4. KODIRANJE 

Najsna2nije orudje u ispitivanju teorije P je kodira-

nje, postupak kojim teoriju P mo2emo ispitivati unutar nje 

same posredstvom kodova formula, nizova formula i ostalih sin-

taksnih objekata. Naime ,svakoj formuli(,odnosno termu t jezi-

ka LP' 	

w 
dodeljuje se njegov kod — broj r ,odnosno 

r 
, a zatim 

se svakom kodu dodeljuje odgovarajuoi term jezika LF  — numeral 

n, gde je n = rfl  Na taj na6in,formulama odnosno termima jezi-

ka LP  dodeluju se objekti samog jezika IF  o kojima P mote da 

"govori". Sli6no van i za nizove formula, 6to nam omoguauje 

kodiranje objekata kakvi su,na primer, dokazi u P. 

Osnov kodiranja je binarna primitivno rekurzivna funk-

cija i(a,i) oiju egzistenciju i osnovna svojstva daje slede- 

6a lema. 

LENA 1.4.1.  [Godelj Postoji primitivno rekurzivna funkcija 

j(n,i) takva da je 	(n,i) .n=1 za svako n,i i za proizvo- 

ljne brojeve ao ,a1 ,...,an_i  postoji brojatakay da je Pi(ati.)=ai 
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za svako 

Dokaz ove leme bazira se na Kineskoj teoriji o ostaci-

ma. Detaljan dokaz moe se naafi u 1ST-11 ili EMI 1]. 

Najmanji broj a sa svojstvom da za zadate brojeve 

ao  9 	, 	 za = n 	 = a. z svaki 
an-1 v  

obeleavamo sa 	 i zovemo kodom niza a o ,... 

Obratno, ako defini5emo lh(a) 	0(a,0), (a) i  li(a t i+1) i ako 

je a = 

	

	 ,tada je lh(a) = n i (a) i  = ai  za i< n. 

Predikat Seq(a) definisan na skupu prirodnih brojeva 

formulom 

Seq(a)<=-:-->Itzx.a ((lh(x) 	lh(a)) V Ei<lh(a)((x) iT4z(a) i )) 

o6evidno je rekurzivam i "prepoznaje" brojeve koji su kodovi 

nizova, tj. brojeva za koje postoje a ot ... ' an-1 takvi da je 

a =40 ,...,an  i> • Ukoliko je a =<aa. „•••,ar> i b =<10 3. 9••• bra> 

defininmo a*b ‹al'•••' an' bl'•••' bra). Nije te5ko dati eks-

plicitnu definiciju funkcije 	i uveriti se da je i ona rekur- 

zivna. 

Dokaz leme 1.4.1 moe se formalizovati u P; naime, za 

funkciju Pj. (x,y) definisanu kao u dokazu ove leme, i za proiz-

voljnu funkciju f definabilnu u P van: 

STAV 1.4.2.  P 	itx Ey iti<x ((y) 1  = f(i)). 

Ovaj stay nam omogu6uje da defini6emo neke valnije funk-

cije i relacije u P. 

DEFINICIJA 1.4.3.  (Eksponencijalna funkcija). 

xz ca->Ev((v) 0  = 1/\Vi<z ((v) 1+1 = x.(v) i )A(v) z  = 3r)• 

U P se mote dokazati ekvivalentnost ove definicije sa 

slede6om 

y = XZ <> v (f) 0  = 1A4i z ((v) i+1  = x.(v) i ) --> (v) z  = y), 
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6to svedo6i da je definiciona aksioma grafa eksponenci-

jalne, finkcije Ai ( P). 

DEFINICIJA 1.4.4, (Definicija zbira). 

Neka je f neka funkcija definabilna u P. Tada 

Y = i 	f(i)<===>Ev((v) o  = f(0)AVi4k((v) i+1=(T) i+f(i+1))/\(v) k=y). 

Slieno kao u prethodnoj definiciji,lako se moIemo uve-

riti da je definiciona aksioma zbira 

Poslednje dve definicije omoguauju nam da defini6emo 

relacijuE,koja,kao 6to 6emo videti,ima veliku vanost i pri-

menu. 

DEFINICIJA 1.4.5. (M(t)). 

xy>Ez<y Ek<y (y=i&2 (z) i/\Ej<k (x=(z) i )Alii<k Vv<k(icv 

---).(z) i<(z) v )), 

Iz napomena u vezi sa prethodnim definicijama sledi da 

je definiciona formula relacijeE. Ai . Sem primene ove relaci-

je opisane u taZki 3 ove glave, relacija€,ima van .112 primenu u 

teoriji modela aritmetike (vidi 2.3.4). Nju omoguouje sleden. 

stay: 

STAV 1.4.6. (Teorema aritmeti6ke separacije). 

Neka je 
p 

(x,y) proizvoljna formula 6lje su jedine slo-

bodne promenljive x i y.Tada 

P 	ity *z Ev 59tx( \e(xtY)/\x‘..z 

DOKAZ: Za proizvoljne y i z element v= L21  fse(i l y),gde je 

f funkcija definisana sa 

(f (x,y) = 3. ---) 1)( x,y))A(f.f)(x,y) = 04-41\f(x,Y)), 

zedovoljavaju gornju formulu. 

Zahvaljuju6i osobinama funkcije .(x) y  i stavu 1.4.2, 

vazi slede6a vanla teorema. 
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TEOREMA 1.4.7.  (Teorema o preneks—normalnoj formi) 

Svaka formula f je Fl n ( 	) za neko n. 

DOKAZ: Posledica 6injenice da 

P H Vi 4; x Ey cf) ( i t y)*—Ey Vi<x T(i,(y) i ) i njene po-

sledice P 	Ei<x icy (f(i,y) H Vy Ei<x f(i,(Y) i ), 

6to nam omoguouje da nizvla6imo" neogranioene kvantifikatore. 

Da bi kodirali sintaksu teorije P dodelimo svakom 

simbolu jezika Lp  kao i simbolima po jedan broj, 

i to razlintim simbolima razliate brojeve. Jedna od mo-

gu6nosti je slede6a: 

(+ . 	0 <xi  . =E A -"1 

\1 2 3 4 5 6i 7 8 9 10/ 

Broj dodeljen simbolu s oznaeimo sa SN(s). Uo6imo za 

svaku formulu 	,odnosno term t jezika Lp ,zapis u poljskoj 

notaciji koja sadri samo gornje simbole. S obzirom na in-

duktivno gradjenje formula i termova,dodelimo svakoj formuli, 

odnosno termu oblika u 	sari " ...vn  broj 	= <01( s ) 	. . . v,-v -111 ); 

ovde je s jedan od simbola 	 jezika LP) a vi  su 
formule iii termi manje sloenosti. Tako je, na primer, 

rx1  + x2 = r+xix3 = <SN (+) rX1 ri12). 

Uzev6i u obzir da su x 1  i x2  u termu xi  + x2  takodje termi 

( a ne simboli za promenljive! ) i da je 

rxj7 = <SN (x1 )> 	dobijamo 

1.11 	x21  = (1, 
	

, 

Sliano je 

rkx1  (x1=x1 )1  = 	(E ) , rx -31_ rxi=x3> = <SN(E) 	KSN(=) 
11-1 rx -37>> = 	<6> , p <6> ,<6‘;>> • 
Sada moemo na skupu prirodnih brojeva definisati re- 
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kurzivne predikate koji se "prepoznavati" kodove odredjenih 

sintaksnih objekata. Tako je predikat koji preproznaje termo-

ve koji su samo jedna promenljiva definisan sa 

Vble( a) 4At. a =- ( a) 0)AEyL. a ( ( a) 0  = 6Y) 

dok je predikat koji prepoznaje termove uop6te 

Term( a) 	a = (SN(0 	Vble( a)V ( a = (SN( ') ,( a) 2) 

A Term( ( a)1))  V ((a = ON(+), (a) 3. , (a) 2Wa = (SN(„ ),(a) 1 , (a) ) 

A Term( (a) 1 )ATerm((a) 2 )). 

Na osnovu poznatih stavova teorije rekurzije, ovako de-

finisani predikati su primitivno rekurzivni. Analno se mogu 

definisati predikati For(a) i Sent(a) koji prepoznaju kodove 

formula,odnosno reseenica. Predikat Fr( r-LF1  x ) oznaoava da je 

promenljiva x slobodna u formuli 	. Takodje se mode definisa- 

ti rekurzivna funkcija Sub(a,b.c) takva da, uz uobisaajene us—

love za x,t iT,van Sub(rY 1  ;x1  , r tl  ) = r 4) (t), gde je T(t) 

formula nasLala zamenom promenljive x termom t u formuliT. 

Sliano za Neg(a) van. Neg( rY1 ) = 	, a analogne funkcije 

mogu se definisati i za ostale logie'ne veznike. 

Glavni cilj kodiranja je formalizacija pojma dokaza i 

dokazivosti u P. S obzirom da je skup kodova aksioma od P re-

kurzivan,takav je i predikat .Ax 
P 
 (a) => "a je kOd neke aksio-

me od P". S druge strane, predikati MP(a,b,c) i Gen(a,b) su 

tako definisani da W 	mP ( 	, 9) akko je :4= 	e , 
odnosno Gen(rY1  ,V) akko je LI) oblika 4(4'; oba ooevidno imaju 

rekurzivne definicije. 

Defini6imo predikat Prf (a,b) na sledeai 

Prfp (a, 1-451 ) 4>(,-3eq(a)M1h(a) 42 0) ((a) m(a)2.1  zer‘cil) 

(Axp ((a)PEj4.i 	MP((a) j ,(a)0(a) i )V 

Ej 4. i Gen( ( a) (a) i ) ); 
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time smo formalizovali svojstvo da je broj a kod dokaza 

formule f u P. Sada mo2emo definisati i predikat Thm (a). 

koji na CA) "prepoznaje" kodove teorema formalne aritmetike P: 

Thmp ( rf-1 ).*;=)Ex Prf p (x, f51  ) . 
S obzirom na na6in na koji je definisan predikat Thm (a) ,o6e-

vidno P 	akko Li 	Thmp(11 ). Kako je re6enica Thmp(Y)Ei , 

na osnovu stava 1.2.2 sledi P 	akko P 	Thm (Y). ♦ ) 

Medjutim, u op6tem slusaaju, P 	\P4—+ Thinp (Y). 

Slede6a dva stava bacaju vise svetlosti na vezu formu-

le 	c predikata Thm(Y) u teoriji P. 

ntiol STAY 1.4.8.  Alto je 	reOenica, tada je 	 Thmp( v ). 

STAY 1.4.9.  !Labs Za proizvoljnu re6enicu 	jezika LP  

P Thmp ( rf) 	akko P 	‘f . 

Dokaz stava 1.4.8 izvodi se indukcijom po slo2enosti 

formule 	(vidi 8.2 u 	ili 3.5.4 u [SM 	,za dokaz stava 

1.4.9 videti 4.1.1 u 11. SM 11 ). 

S obzirom da je Thm(a)Ei  reaenica,iz stava 1.4.8 ne-

po sredno d obi j amo 

STAY 1.4.10.  Za svaku re6enicu (1)  jezika LP 

P H Thm ( rf ) --> Thm ( rThm( rf) ) . 

U teoriji P mote se dokazati svojstvo predikata Thm 

koje odgovara jednoj van.loj osobini koju imaju dokazi u P. 

STAY 1.4.11.  Neka suf 	proizvoljne reoenice jezika Lp , 

tako da 
r.ril A 	 VIJ1  

P Thmp ( 	Thmp ( rf 	) --). Thmp 	 . 

Dokaz ovog stava zasniva se na 6injenici da za proizvo-

voljne formule 	jezika LP  van.: 

AP\ :IA P H ;otx4ogy (Prf 
P 
 (x,r\r)APrf  P (y, r\ P—*Y-1 ) —0-prf P (x 44 y* /R T /IT )) 

+) Ovde i u slienim situacijarnaY ozna6ava numeral koji odgo-
vara kodu formule 1/4f). 
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Slede6a teorema pokazuje se kao izuzetno korisno 

sredstvo u ispitivanju mnogih osobina formalne aritme-

tike P. 

TEOREMA 1.4.12.  (Odelova lema o dijagonalizaciji) 

Neka je'f(x) formula jezika LP  u kojoj je x jedina 

slobodna promenljiva. Tada postoji re6enicaTistog jezika 

takva da va2i PF.- p( Nel). 
DOKAZ:  DefiniZA.mo formulu 9(x) 	'f(Sub(x,x)) i neka je 

m = r e/ . Tada je 

P 9(m) ---*T(Sub(m,m)),tj. 

P 9(m) 4-0)( Sub( r 91 ,m)),odnosno 

P 9(m) H T( re (M) ,  )* 

5. PITANJA KOMPLETNOSTI, NEPROTIVREaNOSTI I 

— KONZERVATIVNOSTI 
1 

Nabin na koji je definisan predikat Thm pokazuje da 

je on rekurzivno nabrojiv; ako je T teorija koja sadr2i P a 

Eiji je skup aksioma rekurziVan (tj. rekurzivno pronrenje 

od P) i predikat ThmT , definisan potpuno analogno t  rekurzivno 

je nabrojiv . Teorema Churcha (vidi 	6.8.) pokazuje da pre- 

dikat ThmT  nije rekurzivan kad god je T neprotivre6no pronre-

nje od P. S druge strene, skup teorema svakog kompletnog rekur- 

zivnog pronrenje od P je rekurzivan ( vidi 	6.8.),pa odat- 

le va2i slede6a teorema. 

TEOREMA 1.5.1.  Lneqossei] Svaka teorija T koja je rekur-

zivno pron.renje od P je nekompletna. 

Primena definisanih predikata Prf
P 
 (x,y) i Thm (x) prote-

2e se ne samo na pitanja kompletiranja ve6 i neprotivre6nosti 

teorije P. Naime, ako re6enicu 7Ex Prf (x, r0 #(67 ) oznaftmo 

sa Conn 	va2i slede6a teorema: 
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+) 
TEOREMA 1.5.2  COdeil P 	Cony . 

SKICA DOKAZA:  Izaberimo na osnovu teoreme 1.4.12 re6enicuf za 

koju 

P 1-1) 4--)1Thmy (Y) 	 (1). 

Ooevidno, reeenica f je istinita a(4) , a nedokaziva u P. Za-

tim se pokazuje, koristeei stavove 1.4.10 i 	 da je 

P Hf)  H Conp 	 (2), 

odakle, s obzirom na nedokazivost formule \f) sledi 

P 1-7Z Conp . 

Teorema 1.5.2 pokazuje da se dokaz neprotivreonosti 

formalne aritmetike P mo'Ze izvesti samo sredstvima koja sa-

drL'e konstrukcije koje se ne mogu formalizovati u P. U Gt5de-

lovom dokazu [G3 1 to su funkcionali vi6eg reda,dok Gentze-

loy dokaz [Gel koristi tranfinitnu indukciju. 

P treCoj glavi za nas óe biti vatna sledeea neposred-

na posledica prethodne teoreme. 

POSLEDICA 1.5.3  Teorija P +1Conp  je neprotivre6na. 

S obzirom na stavove 1.4.10 i 1.4.11 iz (1) i (2) do-

kaza teoreme 1.5.2 dobijamo 

P Conp 	iThmp  (roon-lp  ) , odnosno 

P Con --).1Thm
P 
 (on

P 	
0 	01 ). Odatle 

P Con --+ -1Thmp+vonp ( 1-0 	6), 
pa ako sa ConT  oznaoimo formulu1ThmT (r0 a), dokazali smo sle-

deei stay: 

ST AV 1.5.4  P 	Cnnp 	Conpon  • 

Poslednji stay koristi se u dokazu sledeae l za nas, veo-

ma vane teoreme. 

+) 	teorema vazi i za sve teorije T koje sadate u do- 
voljnoj meri atitmetiku i u kojima se modu definisati odgovara-
juoi predikati kojima se formalizuje pojam dokazivosti u teori-
ji T i to tako da oni imaju sva neophodna svojstva koja se kori-
ste u dokazu teoreme 1.5.2(videti ISM 
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+) 
TEOREMA 1.5.5  [Kreisel]. Teorija P +1Con p  je FT1 - kon- 
zervativno pro5irenje teorije P, tj. za svaku univerzalnu 

re6enicul)  jezika Lp  

P + 1Con 	akko 

SKICA DOKAZA:  Ako je P + 1Conp 	"f,tada P 	IConp  

Ukoliko je`) --°1  re6enica,u svakom rekurzivnom pro5irenju T 

od va2i:ako T 	'f ,tada P 	ConT  —÷ 	++)Dakle,za sva- 

ku Fl° 1  re6enicuT l iz P + 1Con 	sledi P 	Conp+Conl —* 1. 
Na osnovu stava 1.5.4 zakljunijemo da P I— Con _'f,pa zbog 

(3) zaklju6ujemo da 

1 6. DEFINABILNOST ISTINITOSTI 

Imaju u vidu da predikat Thm (x) "prepoznaje" kodove 

teorema u P,postavlja se pitanje mo de li se definisati predi-

kat Sat(x) koji na svakom modeluinza P prepoznaje kodove ta6— 

nih re6enica. S obzirom na stay potpunosti, ovo se svodi na pi-

tanje postoji ii formula Sat(x) jezika I, P  tako da 

P TE--> S Lt( r\r ) 

za svaku reeenicu 'P jezika I,P . Teorema 1.4.12 primenjena na 

predikat 1 Sat(x) bi odmah dala kontradikciju sa ovom pretpo-

stavkom ,pa je odpovor na ovo pitanje negativan. Ipak, ako og-

ranioimo sloenost formule 	na klasu n — formula za neko 

n,odgovor je potvrdan. 

TEOREMA 1.6.1, 	Postoji 	definicija istine za 22 0  — for- 

mule,tj. postoji 1 formula Satzo  (x  x1""'  xn 
 ) tako da za sva-

ku formulu 

P lixi ,...,Vxn(Satzo  

+) Za teoremu 1.5.5 van ista napomena kao i za teoremu 1.5.2. 
++) Detaljan dokaz ove teoreme mo te se naei u ,Kreisel. iii 
ISM 13 . 
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TEOREMA 1.6.2  Postoji 2:k+1 - definicija istine za:: k+1 for-

mule,tj. postoji 21k+1 — formula Sat 	 tako 

da za svaku E ic+1  — formulu ‘f(xl ,..., xn ) vazi 

r fP 	 ,Vxn (Satv 	( 	, xn ) 
'k+1 

Teorema 1.6.2 je neposredna posledica teoreme 1.6.1 i 

Oinjenice da se svaka formula mote predstaviti u prenens nor-

malnoj formi (teorema 1.4.7). Dokaz teoreme 1.6.1 zasniva se 

na einjenici da se za svaku 2: 0  — formulu,zbog ograniaenosti 

kvantifikatora,zadovoljenje u modelu ern, za P mote na pogodan 

naoin kodirati elementima modela, a zatim se iskoristi teore-

ma kompletnosti. Detalji mogu se naOi u [MI 1j i .For-

mulu koja je definicija istine neke klase formula zovemo job 

i relacijom zadcvoljenja to klase formula. 

I 7. MATIJASEVI0EVA TEOREMA 

Ovaj kratki pregled teorije P zavr6avamo fundamentalnom 

teoremom Matijaseviea,oija posledica (1.7.5) daje vane rezul-

tate u teoriji modela aritmetike (vidi Gaifmanovu teoremu u 

drugoj 	Ona je motivisana sledeam euvenim problemom. 

DESETI HILBERTOV PROBLEM.  Neka je zadata neka diofantska jed-

naOina sa celim kojeficijentima. Na6i postupak kojim se mote, 

posle kona6no mnogo koraka, utvrdiri ima li ova jednanna ce-

lih re6enja. 

Sledeoa lema pokazuje da je traenje ovakvog postupka 

za cela re6enja ekvivalentno tra2enju postupka za re6enja u 

skupu prirodnih brojeva (tj. "prirodna" re6enja). 

LEMA 1.7.1  Neka je p(xl ,...,xn ) = 0 neka diofantska jednaft-

na. Ona ima cela re6enja akko jedna6ina 

,...,(_1)i%„? . 0 

ima prirodnih re6enja; jedna6ina P(xl,...,x n ) = 0 ima prirod- 
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nih re6enja akko jednanna 

2 	2 	2 	2 	2 	 \ 
P (x11 + x12 + x14 + x14 ,...,x111  + xn2  2  + xn

2 
3 + xn

2 
 4 ) = 0 

ima cela re6enja, 

DOKAZ: Posledica Lagrangeove teoreme po kojoj se svaki prirod-

ni broj mole predstaviti kao zbir kvadrata najvi6e 2etiri pri-

rodna broja. 
k 

DEFINICIJA 1.7.2.  Skup ACC4-) je diofantski akko postoji 

pEZ( .2. , 	tako da za 	 van 

(ni ,...,nk )EA < > W 	Ex (P(11, 	= 0 ). 

06evidno, svaki diofantski skup je rekurzivno nabrojiv. 

Medjuti , van i obratno. 

TEOREMA 1.7.3  CMatijasevi2] . Svaki rekurzivno nabrojiv skup 

je diofantski. 

Iako elementaran,dokaz ove teoreme je prili6no slo2en 

(vidi [D1A] 	). Sama teorema mote se formulisati i na ale- 

deal. nann. 

TEOREMA 1.7.3.'  Za svaku 	- formulu 9(x), postoji 

P( 5[1 

tako da 

[== 	(9(1) H Ez (p(X,2) = 0 )). 

Analizirajuei dokaz teoreme 1.7.3' uoCava se da se on mode pre-

neti u eoriju P, pa van sledea stay. 

STAV 1.7.4  Za svaku 2: 1  - formulu 9(5) postoji P( 5t1 -2 )E- Z(ko .E) 

tako da van 

P 	Vi (AM 44E-2 (p( ,Z) = 0)). 

Ako izaberemo p(x,I,5) tako da van 

(),) 	Vx,o, ( Sat ‘.. 
1
(x,P e-iPEz l ...Ezk(p(x) = 0)), 

4- 
oeevidno za svaku 	1  - formulu 9(Y) 

(A) 	(e(y) 4-i■ Ez i ...Ezk (p(rel 	0 )). 

+) Pokazuje se da je dovoljno posmatrati jednanne sa pozitiv-
-4- 1,-^-4,4^4.i,,,+i-A 
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MatijaseviO je pokazao da moemo ogranioiti broj egzi-

stencijalnih kvantifikatora na k = 9. 

SledeCa .posledica stava 1.7.4 j,e neposredna ali veoma 

vaLna. 

Ln N7  POSLEDICA 1.7.5 	Za n;,>1 1  hijerarhije 	i L.n formula u P 

pok1apaju ee l tj. neka formula'f jezika Lp je Z n° (P) akko je 

In (P) * 
Teorema 1.7.3, zajedno sa Churchovom tezom,tj. pretpostavkom 

da je skup AcWodlunv (vidi 6.8. u m) akko je rekurzivan 

daje negativan odgovor na deseti Hilbertov problem. 

TVRDJENJE 1.7.6.  Ne postoji postupak kojim se za proizvoljnu 

datu diofantsku jednannu ma-, e utvrditi u kona6no mnogo ko-

raka ima li ona celih re6enja iii nema. 

DOKAZ: Izaberimo proizvoijan skup AcLO takav da AeY 1- - 11 . 
+) 

Ovakav skup na osnovu pomenute Churchove teoreme; takav je, 

na primer, skup kodova teorema u P. Teorema 1.7.3 obezbedjuje 

postajanje diofan±ske jednaaine p(nol) = 0 takve da neA akko 

jednanna p(na) = 0 ima re6enja u CJ .Ako bi postojao postu-

pak kojim se za svako n za ovu jednannu mote utvrditi ima li 

ona re5enja u (A) iii nema,moglo bi se efektivno utvrditi za 

svaki prirodni broj n pripada li skupu A ili ne pripada,pa bi 

po Churchovoj tezi sledilo da je A rekurzivan skup,6to je kon-

tradikcija sa nannom izbora skupa A. 

+) Vidi 6.8 u [SH] . 
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GLAVA DRUGA 

MODELI FORMALNE ARITMET IKE P 
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II 1. POJAM I EGZISTENCIJA NESTANDARDNIH MODELA TEORIJE P 

Kao 6to smo napomenuli u predgovoru, struktura prirod-

nih brojeva L) ne mo de se opisati nekom teorijom P predikat-

skog ra6una prvog reda tako dobro da svi prebrojivi modeli 

ove teorije budu izomorfni strukturi W. Naime,svaka teorija 

TDP ima nestandardne modele koji se po svojim svojstvima bit—

no razlikuju od strukture C.J. 

DEFINICIJA 2.1.1. Neka jellt neki model teorije P. Svaki ele-

ment Imo) koji je interpretacija nekog numerala nazivamo stan-

dardnim; elemente koji to nisu nazivamo nestandardnim. Model 

koji ima nestandardnih elemenata nazivamo nestandardnim mo-

delom. 

LENA 2.1.2.  Svaki standardni model izomorf an je Ci ; svaki ne-

standardni model sadrft kao pooetni komad izomorfnu sliku stru-

kture 6O . 

DOKAZ: Preslikavanje f 	 definisano sa f(n) = (n) 

predstavlja izomorfizam strukture W i proizvoljnog standar- 

dnog modela, odnosno utapanje 	u po6etni komad nestandar- 

dnog modela 	sledi iz stava 1.1.2 i aksioma P7 i P8. 

S obzirom da u nestandardnom modeluT1 za proizvoljan 

nestandardni element c i svaki prirodan broj n vaM. rnq n<c 

nestandardne elemente nazivamo jo6 i beskonaenim brojevima. 

STAY 2.1.3, Za proizvoljnu konsistentnu teoriju TDP postoji 

nestandardan model. 

DOKAZ: Neka je T o  pro6irenje od T dodavanjem nove konstante 

c u jezik teorije T, i skupa aksioma f n < c 	nE(33. Stay 

kompaktnosti nas uverava da je T o  neprotivreena teorija.Pro-

izvoljan model Tn, teorije T o  je nestandardan model za T. 
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II 2. OSNOVNO 0 NESTANDARDNIM MODELIMA 

Ukoliko u proizvoljnom nestandardnom modelun P 

uvedemo relaciju ekvivalencije ti  sa 

arkib .i1-4 	1 €xl a‘x4b:11<,(.40 , 

svaka klasa ekvivalencije sem one koja sadr2i nulu uredjena 

je relacijom < po tipu (Ai*  +GO. S obzirom da za proiz-

voljna dva beskona6na elementa a i b takva dalarvb) po-

stoje elementi c l ,e 2  i c3  takvi da je c 1 <a4(c 2 <b 4(c 3  i 

1[(c ill)a)V(ar■dc 2 )\/(c 2'\)b)V(bNc 3 )], 

tip uredjenja modela 	je Gi+ (6)* +c0)1,gcle je 71 gust 

poredak bez krajnjih taZaka. Odavde neposredno sledi da su 

svi nestandardni prebrojivi modeli teorije P izomorfnog 

poretka. 

Shema najmanjeg elementa SH(L) pokazuje da teorija 

ima definabilne Skolemove funkcije. Odavde, na onovu kla, 

sionog stava teorije modela, sledi da je neki podmodell ritmo-

dela Ti. teorije P elementarni akko je on podmodel odn gle-

dano na jeziku pro6irenom simbolima definabilnih Skolemovih 

funkcija. Time neposredno dobijamo sledeei stay. 

ST AV 2.2.1  Neka su 	i Tr12  elementarni podmodeli nekog 

modela 	teorije P. Tada je i model 'mi n 7n2  elementaran 

podmodel od Ti.. 

DEFINICIJA 2.2.2.  Neka tax:Ica a modela Th. teorije P je 

E k  (11 k ,Ak ) definabilna akko postoji 2: k  (fl k,Ak ) formula 

"F(x) sa jedinom slobodnom promenljivom x za koju je 

71+ a =/tkx?(x). Neka taZka je definabilna u modelu 172 ako je 

n definabilna za neko Tt.e63. Skup definabilnih ta6aka mo-

dela Tnozna6avamo sa Df(ll) 
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ST AV 2.2.3.  Skup taseaka Df(m) obrazuje elementarni podmodel 

modela 

DOKAZ:  Neka jef 	 proizvoljna formula i a
l' ...la 

elementi Dfanj akooje 

`111 ai  .-7(kx Ti (x). Ako 

71$ Ex tf(aa ,... ,an ,x),tada je element a takav da 

Tr* a 7,1x(Exl ,...,Exn ( iz (xi  =/ixfi (X))/\ (f(Xiip••,Xn pX)) 

pripada Df(TTI) , pa tvrdjenje stava 1.2.3 sledi iz poznate Tar- 

ski—Vaughtove teoreme. 

Na osnovu op6tih model—teoretskih ainjenica za proiz-

voljna dva modela 	1
1  i TY12  van. it =-'21112  akko je 

Df(1fl i ) 	Df(1-42 ). 

Odavde i iz stava 2.2.3 sledi da je za proizvoljna dva 

modela 	i Tn.' kompletne teorije T Df(nt) 	Df('1"l) i 

Dim) i= T. Model Df (1n) teorije T zovemo minimalnim modelom 

teorije T i obeleavamo ga saM T  

O seevidno,nestandardni model m za P nema nestandardnih 

elemenata u Df(1TI) akko je elementarno ekvivalentan th) .Podmo- 

del Df(711) mo te ali ne mora biti niti kofinalan niti koinici-
+) 

jalan u 711-\ W . Neka je WI+ P proizvoljan model koji nije ele- 

mentarno ekvivalentan 	,a koji pastoji s obzirom na nekomple- 

tnost teorije P. Yodel Df('fl.) je primer nestandardnog modela u 

kome su definabilne tante kofinalne i koinicijalne u skupu nje-

govih nestandardnih elemenata. S druge strane, ako jeMproiz-

voljan nestandardan model za P i AryToje gov elementarni dija-

gram,stav kompaktnosti primenjen na teoriju. 

	

T =6„Tyyto nin€ (..AAU{cq xErrill\W}U [11<d 1 	pokazuje 

+) Izomorfnu sliku (4.) na pobetni komad models. /M izjedna6ava6e-
mo sa Lk.) . 
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da je T neprotivreona teorija jezika Lpt){.xixEIITIO U [c,d1, 

gde je x ime elementa x modela I i 1, . Proizvoljan model no  te-

orije T ima svojstvo da je lin."<710  i da Innije niti konfinalan 

niti koinicijalan sa T. o (A.) ,pa to nije ni Df(110 ) = Dfaucm. 
Slededa lema pokazuje da nestandardni modeli "ne pre-

poznaju" skup standardnih elemenata. 

LENA 2.2.4. Neka je irt nestandardan model za P. Ne postoji for-

mula i) (x,y) ,aije su jedine slobodne promenljive x i y,takva da 

za neki element bErrill van 

=kaoriu l 	.1)(2,1)1 
Dakle, skup standardnih elemenata nije parametarski definabilan 

ni u kom nestandardnom modelu teorije P. 

DOKAZ: Pretpostavimo da za neku formulu "f(x,y) i element be rail 
vazi (4) = aEdirii\TA T(a,b4 No tada1110)(0,b) i 

(?(x,b) —,4)(x;b),odakle rir+ 3ix"f) (x,b),6to je kontradik- 

cija sa pretpostavkom da je 
+) 

STAV 2.2.5 	Princip prelivanja (Overspill) . Neka je rikne- 

standardan model za P, be 	i neka formula 'f(x,y) ima je- 

dine slobodne promenljive x i y. Tada van ekvivalencija: za 

svaki prirodan broj n1)(n,b) akko postoji beskona6an 

ae1rY1.1 tako da 	(itx<a) 'f(x,b). 

DOKAZ: Pretpostavimo da za svaki prirodan broj n van 

111 T(n,b). Ukoliko desna strana ekvivalencije ne bi bila 

ta6na, formula 	<x) (f(y,z) bi parametarski, kad promen- 

ljiva z uzme vrednost b, definisala skup standardnih eleme-

nata,s6to je lontradikcija sa lemom 2.2.4. Impiikacija u dru-

gom smeru je trivijalna. 

+) Za neke varijante videti 
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POSIEDICA 2.2.6.  Neka jelil nestandardan model za PODERN 

i neka za beskona6no mnogo prirodnih brojeva n van 

1(4 cf(n,b). Tada postoji beskonaoan aeratitakav da 

T(t.I.D) • 

DOKAZ: Primenom Principa prelivanja 2.2.5 na formulu 

Ey ( y>x AT(Y,b)). 

II 3. STANDARDNI SISTEMI 

DEFINICIJA 2.3.1.  Neka jeTh.proizvoljan model za P. Skup 

xc Wje standardan  narft ako postoji formula T(x,y) nje su 

jedine slobodne promenljive x i y i element bC 	takav 

da je x 	nEC011T+ T(n,b)3. Stand ardni sistem  od Tr, ,SSycrip , 

familija je svih skupova standardnih 

DEFINICIJA 2.3.2  Neka jeTrl nestandardan model za P. 13roj 

adT►21 kodira standardni skup 	 ako je 

X =[..neWl'ir+ 	odnosno ako sa D a  oznanmo skup svih 

elemenata x E On' za koje 

X = [•nE. Lk) ineD a  3= D an w. 
Neposredno se proverava da je svaki element modela 

kod nekog nestandardnog skupa. Sledeoi stay pokazuje da van 

i i obrnuto. 

STAV 2.3.4  Neka jeinnestandardan model za P i neka X ESSY(111). 

Tada X ima beskona6an kod manji od proizvoljnog unapred zada-

nog beskonaonog broj a. 

DOKAZ: Neka je ac mJ beskonaa'an; na osnovu Principa preli-

vanja molemo na6i beskonaZan bE 	takav da je 2 b+1 4 a.Na 

osnovu teoreme aritmeti6ke sepracije (stay 1.4.6) postoji 

dE 1111,1 tako 	 (xEDd H x(b AP(x,c)). 06evidno,ele- 

ment e = d + 2 b  ima svojstvo da je D enW= x 
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2 b < e <E 2i 2 b< 2 b 2 b 2 b+1< a  
iCb 

tj. e je beskona6an k6d skupa X manji od a. 

Iz ove teoreme sledi, s obzirom da je formula 

xeDy.L1 , da se svi standardni skupovi mogu parametarski 

definisati G 1  formulama. 

Standardni sistem ima vanu ulogu jer se mnoga svoj-

stva nekog nestandardnog modela mogu karakterisati preko nje-

govog standardnog sistema. Na primer, ukoliko posmatramo pre-

brojive modele teorije P,Oiji je skupovni deo upravo skup pri- 

rodnih brojeva, standardni sistem nam omoguouje da odredimo 
+) 

slo'z'enost operacija + i • ovog modela. U teoremama 2.3.5-2.3.7 
,,171  

(GU) iz razumljivih razloga ne identi±ikujemo sa 	kao 6to 5M0 

to ina6e oinili. 

TEOREMA 2.3.5  (Tenenbaum). Neka jelnl= (G),+ , .) nestandardan 

modela za P++) sa domenom W .Tada je svaki standardan skup 

XeSSy(171) rekurzivan u svakoj od operaclje + i . ovog modela. 

POSLEDICA 2.3.6  Neka jen, (W, + , .) nestandardan model za 
P. Tada,ako je (W) 	+ ni . nisu aritmetidke operacije. 

DOKAZ:  Ako je (W)"1:-<Thtada je svaki aritmetioki skup XC. (A.) 

standardan za'ITL. Na osnovu teoreme 2.3.5 svaki aritmetieki 

skup je onda rekurzivan i u + i u 	. Po teoremi aritmeti- 

Oke hijerarhije sledi da + i . ne mogu biti aritmetiOke. 

POSTRDICA 2 3 7 • ..  Neka jellt= (i4), + , . ) nestandardan model za 

P. Tada ni + ni . nisu rekurzivne operacije. 

DOKAZ:  Ako bi + iii . bili rekurzivni, tada bi svaki skup X 

iz SSy(YIL) bio rekurzivan. No u svakom modelu postoji rekurzi-

van skup iz njegovog standardnog sistema. 

+) Detaljan dokaz teoreme 2.3.5 kao i posledica 2.3.6 i 2.3.7 
mote se naei u [SM 2]. 
++) S obzirom da se ' i < mogu definisati preko + i • , ovakvu 
strukturu moOemo smatrati modelom za P. 
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Familija podskupova od C.() koji su standradni sistemi 

modela za P mote se karakterisati potpuno algebarski. 

DEFINICIJA 2.3.8  Neka je 	neprazna familija podskupova 

prirodnih brojeva. Familija, je C-zatvorena ako: 

(i) je algebra skupova,tj. 

X,YEa, —> X nY, X UY,CJ-xeX ; 

(ii) je zatvorena za relativnu rekurzivnost; 

zadovolj ava binarnu KOnigovu lemu: ako XEi 

X kodira beskona6no binarno drvo, tada postoji YE 	koji ko- 

dira beskona6nu putanju kroz X. 

TEOREMA 2.3.9  [Scott] Familija X je standardni sistem nekog 

modela, za P akko je c-zatvorena. 

Dokaz ove teoreme mote se naai u {SM 	Scott, . 

II 4. ROBINSON-FRIEDMANOVA TEOREMA I POJAM REKURZIVNO 

ZASIENOG MODELA 

DEFINICIJA 2.4.1  Neka jem neki model za P i neka su a l ,... ,an 

 elementi od 	a 	 njihova imena. Neka je 1-1  neka 

P 	l'"' 'n a 	familija for- 

mula 	

C, familija formula jezika L = 
- 

mula jezika LP  6i.je su slobodne promen jive iz skupa 
C̀Lx ' 71'''' 3rn) 

Tada 

(i) familija 1 dopu‘Sta relaciju zadovoljenja  ako postoji for-

mula S r 	 jezika L takva da za sve formula 

t x,x1 ,•••,xn )Ei 

rrni= liX(S r,( r 	pX,21, 	• ' 	 ) 	 Ttx ' al'•••'n )) • 
(ii) Skup 

= {f(Xp9ar • • • 92n ) fbCpyag • • • tydetl 

je tip nad  7fl ako je konsistentan nad 	ako za svaki ko- 
cN- na6an podskup c- o - 	vn._ 

(in k Ex 

va2i 
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(iii) Tip (x,a1 ,...,an ) je realizovan  u Th-ako postoji ele- 

ment ae 	 realizuje sve formule ovog tipa, tj. za eva- 

ku formulu C vazi 

rink j(2,2 1  11 • • • 

(iv) Tip (,(x,al , ...,an ) je rekurzivan (realan nad frn_) ako je 

skup kodova 	 rekurzivan (pripada stan- 

dardnom sistemu od'iIQ. 

(v) Tip 	(x,ai  ,...,an ) nad ilLje F—tip ako svaka formula 
■..; 

(x, 	, an ) ovog tipa pripada skupu 	. 

Slede6a fundarnentalna teorema predstavlja tipienu prime—

nu standardnih skupova i Principa prelivanja. 
+) 

TEOREIvIA 	2.  Neka je fro, nestandardan model za P, 	t an  

elementi 	rat I i 	—f aznilij a formula jezika L = 	u 	„ , 

koja dopu6ta relaciju zadovoljenja. Tada je svaki realan n —tip 

nad Inrealizovan u 111. 

DUKAZ:  Po6to je tip 9— realan, postoji formula 1)  (x,y) jezika 

L i element bL"..:: IlLitakav da za sve formule (x yif • • • yn ) is—

to jezika v ,an )6 akko .)y+ ( r -1)1  , b). Kako je 

tip nad m, za svaki nee-c. )  va2i 

111 	Ex V' -{)-141-1)[ 	 s r, r'f l   
Tada, na osnovu Principa prelivanja, za svaki nestandardni aerial 

Ex (Vr -P7e a) It( r ` 	S r ( rP1 ,x,a 	' a 1 	n 
Svedok egzistencijalnog kvantifikatora u poslednjoj formuli 

realizuje tip .0 rn . 

POSLEDICA 2.4.3.  U svakom nestandardnom modelu (YR proizvoljan 

realan 7 k  tip nad In_je realizovan u)11. 

+) Smorinski u ESN 2 i [SM 31 ovu teoriju pripisuje Robinsonu 
i Friedmanu,iako su sliene konstrukcije koristili i drugi ma-
temati6 ari (Mo stowski 
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DOKAZ: Sledi iz einjenice da kiasa Z n  formula dopu6ta relaci-

ju zadovoljenja (teorema 1.6.2). 

Sledeea teorema je komplementarna sa teoremom 2.4.2 i 

zajedno s njom omogueuje izomorfna utapanja modela za P. Iz 

ove dve teoreme vidi se i pravi znaaaj standardnog sistema mo-

dela. 

TEORE.MA 2.4.4, Neka je rranestandardan model za P, 

elementi odiThd i 1 f amilij a formula jezika L = Lputai , 	t an} 

koja dopla6ta relaciju zadovoljenja. Neka je 

a 	an( x n 	,xn  ) =t? 1TE Fi 0°% 1 an ri 1 	 6.- r 
dakle I -tip n-torke 	 Tada je L 	 ,xn ) 

realan na 

DOKAZ: Neka je a proizvoljan nestandardni element iz 'YR .Na 

osnovu stavova 1.4.6 (aritmeti6ka separacija) 

Ex r,i)-1 € 	( rse G Dx  ) 	rfl  .e.. a NSr  (rf 	p 	a ) ) • 

Bilo koji svedok gornje formula je kod tipa 

u ^(R.. 

DEFINICIJA 2.4.5.  Nestandardan model 'Th. za 	P 	je rea3.no  

zasicen (rekurzivno zasieen) ako je svaki realan (rekurzivan) 

tip realizovan u YYl . 

Noe se dokazati da je proizvoljan nestandardan model 

realho zasieen akko je rekurzivno zasi6en (vidi [ ..SM 	).Kla- 

si.ena konstrukcija modela kompletne teorije (vidi [SIC] ) bazi-

rana na teoriji kompletnosti u kojoj naizmeniono realizujemo re-

kurzivno tipove novim konstantama a zatim kompletiramo dobije-

ne teorije na tako proSirenim jezicima pokazuje da svako ne-

protivreono kompletiranje teorije P ima rekurzivno zasiaen mo-

del.0 slede6ojta6ki videeerno da postoje prebrojivi nestandard-

ni modeli za P koji nisu rekurzivno zasieeni. 
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II 5. PODMODELI I EKSTENZIJE MODELA ZA P 

DEFINICIJA 2.5.1. Neka je 	nestandardan model za P i XCIMI . 

(i) X je po soetni komad modela 711 ako za. proizvoljan 

aE X i proizvoljan b ,-H rra! iz a<b sledi bEX. 

(ii) X je kofinalan  urn ako za proizvoljan aEIMI po-

stoji bEX takav da je b>a. 

DEFINICIJA 2.5.2. Neka su 	i T, modeli za P. 

(i) Model rn_ je end—ekstenzija modela 	u oznaci 

11QCetn) ako jelTnIpo6etni komad. modela 

(ii) Model Ti. je konfinalna esktenzija modelan:, u oz-

naci 	) ako je 	 u 	. 

(iii) Ukoliko je7R.CYL a 71 nije ni end ni kofinalna eks-

tenzija, kalemo da jell. me6ana ekstenzija od 

Ukoliko su end- odnosno kofinalne ekstenzije elementarne, 

oznaeavamo ih respektivno sa e odnosno c • primer me6a- 

ne ekstenzije je model 'n o  konstruisan posle stava 2.2.3. 

Neka su 111. i 	modeli za P i neka je n Ine6ana eks- 

tenzija modela rift. Ukoliko sa rm. ozna6imo skup 

Yll i rnj= Ey (y>E)), 

o6evidno poaetni komad od T, ,dok je 

X 

rrnd kofinalan u in I. 

 

Neposredno se proverava da je 	podmodel odTh ,a sledeaa va2— 

na teorema pokazuje da je on model za P koji je elementarna ko-

finalna eksterizija modela 
+) 

TEORET•_ 2.5.3LGai -fmani 	Neka su 'in i 	=deli za P, TfICT1,. 

Tada je Tfir< i (.c L.Dokaz ove teoreme zasniva se na lemama c 	e 

2.5.4 — 2.5.6. U prvoj se esencijalno koristi Matijasevi6eva 

teorema. 
t7,  

+) Analcvna teorema van i za teorije T DP jezika LD ►, ,ali 
uz dodatnu pretpostavku da je "ra-< t ll ,koja zamenjuje ltmu 2.5.4. 
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LENA 2.5.4.  Neka su ralirrt modeli za P,TitC rrt,(?(xl ,...,xn ) pro-

izvoljna Z o  formula 	 ,ar  eley-enti odMil .Tada 

Trtk=1)(al ,...,an ) akko frj= T(ai. ,• • . „an ) 'tie TR...<1. Y1,  

DOKAZ:  Neposrednom primenom stava 1.7.4 na formule I i 

■ o a  i poznatog stava teorije modela po kome se istinitost L 	for- 

mula 6uva sa nrenjem modela. 

LENA 2.5.5.  Neka je 	struktura za jezik L p , Tnmodel za P, 

i neka je rn%lkofinalan ull. Tada su slede6e 6injenice ekvi-

valentne: 

(i) 	; 

P; 

DOKAZ: Implikacija (i) 	(ii) trivijalna je dok na osnovu le— 

me 2.5.4 (ii) --> (iii). S obzirom da je po teoremi 1.4.7 svaka 

formula 	jezika LP  nn  u P za neko n,implikaciju (iii) 	(i) 

mo2emo dokazati indukcijom po sloenosti formule 'F u hijerarhi-

ji n n . U induktivnom koraku koristimo ainjenicu da jerindkofi- 

nalan u (11, , 5to 	omogueava da nadjemo pogodna ograni6enja za 

neograni6ene kvantifikatore u I . Detaljan dokaz mote se na6i u 

SPA 	, [SM 2 iii Daifma4 . 

LENA 2.5.6.  Neka je n, P 	 . Tada je in.z:1(1- 

DOKAZ: Neposredna posledica poznatih model—teoretskih 6injeni-

ca. 

POKAZ TEOREFE 2.5.3,  06evidno je 	 ,pa je 

po lemi 2.5.6. Kako jeTit P 	P,po lemi 2.5.4 je rni"<tern. 

odatle, po6to jeTftC frasledi rM'cra,pa po lemi 2.5.5 zaklju- 
o 

6ujemo da je TRAL.. 

Slede6i stay neposredna je posledica poznatih model—teo-

retskih 6injenica. 
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STa* 	Neka su lal i r)(1, modeli za P. Za svako nECtislede- 

6e 6injenice su ekvivalentne: 

(i ) rrn, -<1. 2(1- 
(ii) 	I t„ :Y1 

S obzirom da po lemi 2.5.4 za proizvoljna dva modela , 

i 	za P takva daje ThC en_va2i n-co en. ,i pato se proizvo- 

ljan standardni skup mote parametarski definisati 	1 -formu- 

lom sa proizvoljno malim paramterom (stay 2.3.4),iz  stava 

2.5.7 neposredno sledi sledeee tvrdjenje. 

STAV 2.5.8.  Neka su 	modeli za P. Tada vale implika- 

cije: 

(i)nritC111 	SSy( )CLSSy(q1). 

SSy(111) = SS37(71.). 

Primer rekurzivno nezasieenih modela su modeli koji se 

mogu dobiti Skolemovim zatvorenjem nad jednoelanim skupom iii 

su kofinalni sa takvim modelima. 

DEFINICIJA 2.5.9.  Neka je 7TL nestandardan model za P. 

(i) Model 1 je prost  ako postoji element a Grind takav 

da je Skolemovo zatvorenje 	skupa a ceo model 111 ,tj. 

m[aj =Tit. 
(ii) Model /Pt je kratak  ako je kofinalna ekstenzija 

+) 

nekogprostog modela. 

(iii) Model koji nije kratak nazivamo dugasokim  modelom. 

Pato je Skolemovo zatvorenje nekog skupa u modelu 

elementarni podmodel od 	ako (yak P i ae1/7/1 ,tada je i 
P. Odatle,na osnovu stava 2.5.5,sledi da je svaki kratak 

model elementarna kofinalna ekstenzija odgovarajuaeg prostog 

modela. 

+) Pojam kratkog i dugog modela uveo je Lesan u 
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STAV 2.5.10.  Kratki modeli nisu rekurzivno zasi6eni. 

DOKAZ:  Neka je ]IA-<c rn ,gde a Ef-YRI .Rekurzivni tip 	(x,a) 

nad rrn def inis an f amilij om 

(x,y) = 	z (9(z,y)A(Vw<z) 	\f(w ,y) --÷ z <x)1 reL pj 
o6evidno nije realizovan 

Ukoliko je Trtnestandardan model za P i aE.1171.1,tada je 

na osnovu teoreme 2.5.3 M La] kratak model za P koji je po6et-

ni komad modela TO- .0 'oetvrtoj glavi ovog rada dokazaoemo da 

svaki model I. za P ima i dugaoke pooetne komade. 

Svaki prebrojivi nestandardni model M za P ima bogat-

stvo razliCitih pooetnih komada koji su modeli za P , sto poka-

zuje slede6a teorema. 

TEOREMA 2.5.11.  Svaki nestandardni model rn za P ima 2 pooet-

nih komada koji su modeli razlicitih kompletiranja od P. 

SKICA DOKAZA:  Ovi po6etni komadi su oblika rYYL I 	(M IC 

i (M T  predstavlja minimalni model h_ompletiranj a T za 2, koje 

ima svojstvo da T nBnE SSy(71.) i T n~,1 = Th Ll  (n). 1,Iose se 

pokazati da ima 2 ovakvih teorija (videti [_JE1 ). 

Medju end-ekstencijama nekogramodela 	za P specijalnu 

ulogu igraju elementarne-ekstenzije. Njihovo postojanje obez-

bedjuje sledeoi stay, koji van bez obzira na mo6 modela. 

TEORZ.MA  2.5.12.  :McDowell - Speckerj. Svaki model 7n-teorije P 

ima elementarnu end-ekstenziju. 

Ova teorema mo'e se generalisati na sve teorije TDP 

prebrojivog jezika LDLp ,ali ne i na teorije jezika ve6e mooi 

(vidi [MIL] ). Za slu6aj prebrojivih modela teoremu moIemo do-

kazati primenom stava o ispu6tanju tipova ( vidi ECIQ ),dok 

se opsti sluoaj dokazuje pomo6u konstrukcije detinabilnog ul-

trastepena modelalrn-. Naime, uonmo familiju 	podskupova 
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A (217)11koji su definabilni u m formulomT jezika Lp  sa 

parametrima b l ,...,bk  iz (ln 

ae. 

Lako se proverava da je faznilija c  Bulova algebra,a 

zatim se konstrui6e pogodan ultrafilterUu 	.0belenmo sa 

familiju svih definabilnih funkcija nal72,tj. neka je 

= {f I f 	I 	 graf od f je 

parametarski definabilan unj. Uvedimo u Y.  re-

laciju ekvivalencije N sa 

df ft\-,  g 	La E n711 f 	) = g( a)} 	„ 

  

Neposredno se proverava da operacije +, . i relaciju < mo2emo 

uvesti u skup 1 57& 	 na  kiasa ekvivalencije na uobi6ajeni n  
Lein, na primer: 

7 + Z = 11 4-4  a Ei rral 1 wt. 	f(a) + g(a) = h(a)3€1,1_, 

gde su I', g i E klase u kojima se nalaze fink ije f, g,odnos-

no h. Za dobijenu strukturu ittt mo z e se dokazati sledeca vari-

janta ,todove.teoreme: za svaku formulu 

1) (x 	x 1"'" n ) i fl'my fn 5-  
va2i 

k \P(fl • • • 1 1-n  ) H [ae 	I fin kT( ( a) po•• ffn(a)) L. 

Ukoliko sa f a  za a E Im j oznaoimo funkciju za koju je 

911. Vx(f(x) = a), 

prirodno ulaganje K 	 definisano sa K (a)  = ?a je 

izomorfno potapanje modela rra. na elementarni pooetni komad 

modela 

Opisana tehnika moe se primeniti i na druga pitanja u 

vezi sa teorijom P. Jaime, ukoliko posmatramo standardni model 

CU umestoT1 u prethodnoj konstrukciji i ogranioimo familiju 

+) DetalAnalonstrukcija definabilnog ultrastepena modela mo-
e se naci u Lek 1J ili 	. 
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na 	n—definabilne funkcije, pokazuje se da je struktu- 

ra 	model E n—fragmenta aritmetike P,ali ne i cele teo- 

rije P. Time smo dokazali da P nemaE n  aksiomatizaciju,pa 

smo samim tim dobili i alternativni dokaz teoreme Mostowskog 

(vidi m ) po kojoj P nema konaonu aksiomatizaciju. 
II 6. MEDJUSOBNA UTAPANJA MODELA ZA P 

oinjenica da su nestandardni modeli aritmetike "ogra, 

nieeno—rekurzivno zasieeni", tj. da realizuju sve rekurzivne 

tipove ogranieene kompleksnosti u jn  hijerarhiji koji su 

konsistentni sa teorijom posmatranog modela, omogueuje nam da 

formuli6emo kriterijum potopivosti jednog nestandardnog mode—

la aritmetike u drugi u terminima teorije i standardnih siste-

ma ovih modela. 
+) 

TEOREMA 2.6.1  [Friedman] 	Neka su 	i 'Ti-. prebrojivi nestan- 

dardni modeli za P. 

(i) Model 7n-je potopiv u model 71- akko je 

ThE (qn)(2ThE ( 7 ) i SSy (111)C:SSy(q1). 

(ii) Iviodel Th. je izomorfan pooetnom komadu mode-

la/1 akko je Th l.(11)=ThL1  (1l) i SSy(71) = SSy( 7/). 

DOKAZ: Ukoliko jellt potopiv 	izomorf an pooetnom ko- 

madu od nn. odgovarajuoa tvrdjenja o E, odnosno 21 1  teorijama 

modela i njihovim standardnim sistemima slede iz stavova o pre-

zervaciji klasione teorije modela za ovu vrstu potapanja, od-

nosno stava 2.5.8. Da bi dokazali implikaciju u obrnutom smeru 

za (i), uooimo proizvoljno nabrajanje a0 pa
l' 
 ...,an 	

skupa 

litli E—tip ao  E (x) taoke a0. Na osnovu teoreme 2.2.4 i uslo-

va ThE
(n1)CIThE(n) i SSy 011)CSSy('Y1), ovaj tip je realan na 

171 ,pa po teoremi 2.4.2, on se realizuje um u nekoj taoki b0 . 

+) U ovom obliku preuzeto iz [8M 31. 
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I'reslikajmo ao  u bo . Razmatraju6i tip ?a  E(x,y) zakljueujemo al ao  

da je E (x,b ) realan tip nad 	,pa se stoga realizuje u al ao 	0 
nekoj taoki b1 . Preslikajmo a1  u b1 .Postupak produsgujemo pot-

puno analogno. Sto se tine odgovaraju6e implikacije za (ii), 

neka je opet ao ,a1n 	nabrajanje odlYal . "Cik-cak" 

konstrukcija koju uvodimo je u parnim koracima identiena 

onoj iz (i); zato pretpostavimo da je n neparan i da su alike 

elemenata al ,...,an_i  redom b 	b l'"" n-1 

Neka je bn najmanji iz Ir-I sa svojstvom da je razlioit od svih 

manji od nekog od njih,na primer b n< brUaimo 

El l- tip % I  bi ...bn_i  (x,a1 ,...,an_i ) koji odgovara 1-11-tipu 
n 

elementa bn . On je realan nab. Dokanmo da je on tip nad 111 . 

Neka 	 proizvoljna kona6na familija formula iz ovog 

tipa. Kako je bn <bi ,ovaj 	 sadrn i formulu x<xl ,pa 

cYM Ex 4Cal  

jer je ova formula Fl l' a iz 

(x1"" xn-1 ) C 	.b (x xn) sledi 
1 —  n-1 

Z 11101 ,b  
1. • . an-1' 

)41 

1" n-1 

Neka je bn proizvoljan svedok gornje formule. Dodelimo b n ele- 

mentu an i konstrukciju nastavimo opisanim postupkom . 

Zamenom E , odnosno 21 1  sa 2:n+1 u uslovima teoreme 

2.6.2 mote se zahtevati da utapanje bude 2: -elementarno. 

Takodje, sa neznatnim izmenama u konstrukciji,moemo 

dokazati teoremu - 2.6.1 u "pojaZanop formi i to u (1) zahte-

v4ti da se utopi u rntako da rn bude me6ana ekstenzija od 'net, • 

a u (ii) da se 111 utopi u pravi inioijelni segment od lY1 , u 

oba slu6aja bez ikakvog menjanja ostalih uslova. 

Sem navedene teoreme, u glavi eetvrtoj upotrebi6emo i 

njenu sledeou modifikaciju. 
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DEFINICIJA 	Neka su /71 i ramodeli za P, kaIemo da je 

Taproizvoljno visoko potopiv u fn ako za svako a4S10711po-

stoji bG.71eLl i potapanje F od 771 u 	sa svojstvima da je 

F(b)>a. Model je izomorfan proizvoljno velikom po6etnom ko7  

madu od 71 za svako aG011postoji utapanje r'odela prn na po6et-

ni komad modela 7L koji sadr ,A a. 

TEOREMA 2.6.3.  Neka su 171 i 71 prebrojivi nestandardni mode-

li 	P. 

(i) Model qilje proizvoljno visoko potopiv u model 

akko je ThilE (7n)CIThvE (71) i SSy(071) C SSy01). 

(ii) Modelinl je izomorfan proizvoljno velikom pooetnom 

komadu od 71 akko je Th c, ( rrn.)CTh, (T) i SSy(111) = SSy(71). 

DOKAZ: Implikacija s leva na desno proverava se neposredno ko-

riste6i stay 2.5.$ za (i), kao i uobi6ajene model-teoretske ar-

gumente. Obratna implikacija dokazuje se identionom konstrukci-

jom kao i u teoremi 	s tim 6to se za prvi element a o  na- 

brajanja ao ,a1 ,...,an ,... skupa rn(bira takav element 6iji 

se I
-tip realizuje proizvoljno velikim elementom modela qit 

Teorema_ 2.5.3 obezbedjuje postojanje takvog elementa a o :dovolj-

no je uzeti elementarnu end-ekstenziju (YY1."  modela 

1-tip proizvoljnog elementa cEMY,N (Yr..1 .Teoreme 2.4.2 i 

2.4.4 obezbedjuju da se takav 111-tip realizuje i 	.Uslov 

ThVE (7q)CITh en) omoguauje da se tip E- ao (x) mote realizovam. 

ti ullproizvoljno velikim elementima b o . Dalja konstrukcija 

identifta je onoj u dokazu stava 

Presecirizomorfnih alika modela irt u aebe samog su u 

tesnoj vezi sa definabilnim ta6kama modela irt.Sledeei [MI 21, 

uvedimo sledeou definiciju. 

+) Detalji ove konstrukcije kao i neke varijante ovih teorema 
mogu se naai u t5M 	i [pM 	. 
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DEFINICIJA 2.6.4  Ako je 71 prebrojiv model za P, tada je 

= 	_rrn 

chnc  = (1 `m 
rm.-Kz,r)rt t  rrn: ;\ nal 

i rm, 91) 

  

Tehnika u Oijoj biti lei varijanta konstrukcije opi-

sana u dokazu teoreme 2.6.1 dokazuju se i slede6i stavovi. 

TEOREMA 2.6.5  Ukoliko sa A fic  ozna6imo skup svih Afic  —defi-

nabilnih ta6aka modelan, van 

. n A 
'k 	I 	'k+1* 

Imaju6i u vidu da iz 	 modele aritmetike sledi 

za k=o iz prethodne teoreme neposredno sledi naredna posledi-

c a. 

POSLEDICA 2.6.6.  nOryonc.frt,Trt-2-2-7-1.3=-4 
n n TEOREMA 2.6.7.+)  Qk — Pk 	k+1 • 

Opet za k = o dobijamo slede6u neposrednu posledicu: 

POSLEDICA 2.6.8.  (),)-- 1.11n,1111C1101 ri  
Detaljan dokaz ovih stavova mo d e se na6i u 	.0 6e- 

tvrtoj glavi dobieemo 2.6.8 kao posledicu jednog ne6to op6ti-

jeg stava Eiji se dokaz primenom McDowell—Speckerove teoreme 

svodi neposredno na konstrukciju iz Friedmanove teoreme. 

+) Za dokaz teorema 2.6.5 i 2.6.7 videti 	2] . 
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GLAVA TREo A 

0 JEDNOM PORETKU NA SKUPU REOENICA JEZIKA 
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III 0. KRATAK PREGLED GLAVE 

U ovoj glavi razmatra6emo paLjalan strogi poredak 

41.1  na skupu Sent(P) svih re6enica jezika Lp indukovan ne-

kom teorijom T. Neke osobine ovog poretka za slu6aj teorije 

T.= P + 7Con omogu6i6e nam da doka2emo jedno 6isto model—teo-

retsko svojstvo formalne aritmetike P (1JEP). Da6emo i karak-

terizaciju modela 	P koji "ne oboga6uju" poredak indukovan 

teorijom P, tj. modela 'YR za koje je 4;11(110.)  = 4--10  Dokaza,6emo 

takodje da za svaku teoriju T postoji teorija T' tako da je po-

redak indukovan teorijom T' linearan, a predstavlja pA6irenje 

poretka indukovanog teorijom T. 

III.1 INTERPRETACIJA PREDIKATA Prf(x,a) U MODELIMA ARITMETIKE  

Buduoi da za svaku teoremu?u P postoji proizvoljno ve-

liki broj n tako da P 	Prf (n, r1)1  ), na omovu principa pre- 

livanja u svakom nestandardnom modelur. = P postoji beskona.6— 
no veliki dokaz a za I ,tj. aE 11111 - 	 takav da einPrf(e. t rf). 

S druge strane,kao 6to eemo videti,re6enice koje nisu teoreme 

u P imaju nestandardne "dokaze" u nekim modelima za P. Zato 

uvodimo sledeou definiciju. 

DEFINICIJA 3.1.1. Neka je  -f)  re6enica jezika 1/00 In% = P. Tada 

proizvoljan element a iz ~ `~YL I za koji van M.  Prf ( a, y ) na-
zivamo dokazom re6enice u modelu 712 . Ukoliko van 

rryt Prf 	)A Vy <a 1Prf(y,Y) 

element a nazivamo najkra6im dokazom re6enice mp u modelu  
06evidno, re6enice "a je dokaz za i "a je na:jkraoi 

dokaz za \p " jesu 71 0—re6enice sa parametrom a, pa se "ouva-

ju" sa 5irenjem modelaTYt. Naime, ako je .0 91 i rn, "a je 
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(najkra6i) dokaz za`f ) ", tada ista reOenica vai'd i u rn., 

Ako reaenica I ima dokaz u modelu rrn- ,tada ona ima 

i najkraoi dokaz utzahvaljujuai shemi najmanjeg elementa. 

Takodje,ako je "P teorema u P i n najmanji broj koji je kod 

nekog njenog dokaza, u svakom modelu 	P van. 	"n je 

najkraa dokaz zaf".Ako I  nije teorema u P, tada ona u  bi- 

lo kom modelu mode imati samo "beskonaeno veliki" dokaz. U ne-

kom modelulTtsvaka resoenica ima dokaz akko 	1Conp , jar 

iz dokaza d za _L u modelu 	mo2emo konstruisati dokaz 

d *.< 1 Y11 rf> za proizvoljnu re6enicur. 

III 2. POREDAK <T NA SKUPU RECENICA SENT (P) U TEORIJI T  

Uvedimo sada poredak na skupu reaenica jezika L p  de-

finisan teorijom T. 

TVRDJENJE 3.2.1,  neka je T teorija koja saditij i P i Sent(P) 

skup svih re6enica jezika Lp . Tada je relacija 

41 44 T 	Ex(Prf(x,Y )Aity4x1Prf(y,Y)) 

strogi parcijalni poredak na skupu Sent(P). 

NAPOMENA:  Ozna6imo E.1—re6enicu 

Ex (Prf(x,Y )AV3rx1Prf(y, r151 )) 

sa f< .T ad a je o6evidno 

DOKAZ:  Iz pretpostavke da je f)41.1)  i T4,1) sledi 

T Ex(Prf(x,Y)Aity<xlPrf(y,Y)) 

T Ex(x, rY1  )A loty 4xPrf(y,Y )) 

6to je kontradikcija sa 

T 	(x <yVy<xVx=y), 

Sli6no iz 

i T9 uz 

T Vxityitz(x<y A y 	x<z) 

sledi.`f<re . 
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Ispitajmo sada osnovne osobine ovog poretka. 

S obzirom da je formula koja definiSe ovaj poredak 

LE1' o6evidno je 	
T 	Dakle , h(U)) • 

p 	4Th(4.0)* 

Tip uredjenja 4: je Go + A ,gde je 4) .tip strogog 

uredjenja prirodnih brojeva (relacija <, a ne 	), a A pra, 

zno uredjenje beskona6nog prebrojivog skupa. -677) odgovara ure-

djenju skupa 0)J-1 1)  1- 1)33 prema velinni koda najmanjeg dokaza, 

a A praznom uredjenju skupa N I P 14- 
T. 4s 	4)M 	 Naime,za svaku teoremufi  u P 

	

i svaku re6enicu 	,koja to nije, 

van Ti'h(w)l) j' dok su /I 

 uzajamno neuporedive re6enice. 

U op6tem slucaju,poredak < rdma 

znatno komplikovaniji tip. 

Oak i kada T 	Ex Prf(x, 	) 

za svaku re6enicul) , tj. kada 

T 1--10onp,poredak,kao Sto 6emo videti, ne mora biti linearan. 

S druge strane, poredak definisan teorijom nekog modela je li-

nearan akko 0* 7Conl, . Ako 	Con poredak se sastoji od li- 

nearno uredjenog dela formula koje imaju dokaz u modelu 

"kro6nje" drveta sastavljene od ostalih re6enica medjusobno ne-

uporedivih,ali "ve6ihn od proizvoljne re6enice koja ima dokaz 

u ovom modelu. 

Ukoliko je/itc/1, na osnovu poznatih model-teoretskih 

nnjenica i posledice 1.7.5 Matijasevi6eve teoreme vanTn- Ctirn. 

Zato iz WiC:/tsledi implikacija 

	

1 <Thor.) 1) => 	Th( (YL)T  ' t j* 

 Th(Tft) 	T 
C <

(11.) . Medjutim,specijalno,ako je TY1.1= 71Con p  pore- 

dakvlinearan, pa 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



-43- 

-1(` h( 70) *-* 1) 11(tyyl) Tv .1'w1, 
odakle sledi da u ovom slu6aju qn-c rn-povlan. 

P/Th(1111. 1)4*  Tih(71.)4j
' tj. 

Z:Th( lrl.) = e-Th(71)* 

Kako smo videli, 
	4-Th(Gc)),pa se moemo zapitati koji mo- 

svojstvo Th(qr) = 	
°duu or daje 

Neka je 	P, tada je 	= <Thor.) akko 

DOKAZ: Kako je formula kojom je definisan poredak Z 1' o6evidno 

je LOG ffl. 
z1 

Li TR. sledi 4The1'l.) = 4Th(U)) 
	

4p . Obratno, neka je iz 

p  = Th(m) , i neka je neka Z 1-reeenica takva da711 	. 

Kako za i-reaenice van. P 	Ex Prf(x, r 5'  E. ) (stay 1.4.8), 1 

tada 	Ex Prf(x, rf1 ). Odatle, za svaku reaenicu 	razlioitu 

od \f) vazi 	‘1.2h( 'yn_ ) T ili 	Th(111 )9) ,ve6 prema tome da li 

postoji dokaz za 	 ne, i koliki je u odnosu na dokaz 

za .No tada mora biti teorema u P,jer za bile koju reaeni-

cu koja nije teorema u P u uredjenom skupu (Sent (P),< Th(eyn.) ) 

zbogTh(Y1.) <.p  postoji beskonaono mnogo reeenica neupo- 

. Dakle,t.j 	,6to je redivih sa njom u smislu poretka Th(171) 

u trebalo dokazati. 

Kao 6to smo napomenuli, zbog oinjenice da za proizvoljnu 

reoenicu van P + 1Con I— Ex Prf(x, rf'-') mcAemo se zapitati 

da li je poredak indukovan teorijom P + 1Con linearan, tj. da 

li za sv a ke dve re &nice van. 

<1)4- conp  

Da bi dobili 

ili < p+1Conp   

odgovor na ovo pitanje,imajuoi u vidu da 

je teorija P + 1Con
P 
 neprotivreena (vidi 1.5.2),dokazaeemo sle- 

deli P imaju 

TVRDJENJE 3.2.2. 

dedu lemu. 
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LEMA 3.2.3. Postoji re6enica 	jezika 	nezavisna u teo- 

riji P + 7Con za koju je 

? 	 Ex(Prf (x, r1) 	Con; )A Itty<x 1Prf(y, r1Conp  --op 	... (1) 

P 	[( f--*conp )<(lconp  -,f)] • 
DOKAZ: Egzistencija resoenice 	sa svojstvima (1) sledi na 

osnovu teoreme 1.4.12, pa je dovoljno dokazati njenu nezavis-

nost u P + -1Con
P

. Pretpostavimo da je P +1Con 	tada 

P 	icon 	,tj. P 	Con
y. 

Kako je P + 1Con nepro- 
P 

tivre6na teorija, tada P + Con F 13. 	P 	1Con 

Neka je n ktd dokaza zaf--, ConP' tada 

W Prf (n,rf Con; ) i 

GU 	(ity< n) -1Prf(y, riConp  

S obzirom da se radi o Z. o-re6enicama t na osnovu stava 

1.2.2 

P 	Prf(n, rf 	Con -1  )A(Vy<n) -1Prf(y, riCon 

odakle, uvodeoi umesto n egzistencijalni kvantifikator i iz (1) 

sledi. P 	tim pre P + 1  Conp  1—.1) ,e'to je kontradincija 

sa (2). 

Pretpostavimo sada da P +1Conp  f--",tada 

P + -1Conp  	0)9 

tj. 	P 	 —0.1 i P 17/-1 Con --01Vodnosno 

P 14- 1' 	conp . 

Neka je n kod dokaza u P za Con -1.1) ,tada,sliono prethodnom 

sluaaju, 

P Prf(n, r7Conp 	) 	( 4 ) 

n 	 Con; ) 	(5). 

Odatle, iz (5) 

P 1--- Vx(Prf (x, rT Con ) 	xn), 
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6to sa (4) daje 

P 	itx(Prf(x, 	Con-1  ) -->1igy<x1Prf(y, r1Conp--0133 )* 

tj. 	P 	Ex(Prf(x, 	Co41  ) 	x"\Prf (y, -riCorlp  --*`0)) 

Poslednje i (1) daju P 1--11)  ,odakle P +1Conp l—Tt , 6to je 

kontradikcija sa(3). Dakle,'f je nezavisna re6enica teorije 

P +1Conp . 

Dokanmo sada sledeoe tvrdjenje koje daje odgovor na 

na6e pitanje. 

TVRDJENJE 3.2.4.  Postoje reeenice 	i 	jezika L takve da 

nije ispunjeno nie<p+Con 
	niti*<;+Con 

DOKAZ: Neka je 	l'—>Con
P 
 i 	iconp  --) 1/4? ,gde je 	re- 

6enica opisana u lemi 3.2.3. Na osnovu iste leme, postoje mo-

deli Pill ni Y11 2  za teoriju P + 1Conp  takvi da 

"M 2  .:1`{)  . S obzirom da u oba modela reoenice 	i 	imaju 

dokaze, imajuoi u vidu (1) iz leme 3.2.3, zakljuaujemo da je 

. d< 	zbog '(i\ i 	, 	 zbog em VIT 
Th(11) ) sL) 	 sliono 	 2 

 \\ 4Th ("ITI ) 
1 	 2 

Kako 

P +1Con cTh(1110, i = 1,2 

zaklju6ujemo da ne vaZi hi 

P+ Con 

	

niti T4P+ Con p6 	6to je i trebalo do- 

kazati. 

Pirodno je postaviti sledeoe pitanje:ako je TDP neka 

teorija i L.rodgovarajuai poredak,postoji ii teorija T'takva da 

je poredak 47, linearan i L T G. 	mote li se svaki po- 

redak 	neke teorije T produZiti do linearnog koji opet od- 

govara nekoj teoriji T'? 

Ukoliko je T +1Con neprotivreCna teorija, ooevidno 

teorija Th(11A), gde je ^ffk. proizvoljan model za T +7Con ,daje 
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poredak sa tra2enim svojstvom. Medjutim, odgovor je potvrdan 

i u slu6aju kada T I-- Con ,6to pokazuje sledede tvrdjenje: 

TVRDJENJE 3.2.5  Neka je T proizvoljna neprotivrefta teori-

ja koja sadra P i <1. poredak na skupu Sent(P) indukovan ovom 

teorijom. Tada postoji teorija T5? takva da je poredak <7 ,  
linearan i  

DOKAZ:  Neka su 	neke reoenice jezika L. Uooimo skup 

E l-formula 0 =f.  i)  4: T I vf), E Sent(P) i `41)  < 1- -1.)  .Doka-

limo da je skup formula 0 + P +1Con
P 
 neprotivre6an. Pretpo-

stavimo suprotno, tada postoji konaean podskup  00", ta- 

kav da 
61  P +1Conp i--- 6ie00   

A. j e  ni , 
o 

cevieeve teoreme ona je ekvivalentna nekoj Eq.  ,tj. univerza- 

lnoj reoenici. No tada, na osnovu Kreiselove teoreme (1.5.5), 

-1 d 
P I 	6i€ 0 0 

6to je kontradikcija sa oinjenicom da je 0 + P neprotivreena 

teorija s obzirom da je T neprotivreana teorija i da T 	0 

i TDP. Neka je (M. proizvoljan model za P + 0 +1Con . Tada, 

o6evidno, teorija Th().) i poredak < Th(rrrL) ima traZena svoj-

stva; naime, zbog 971. 	onp  poredak < Th(111) je line ar an , a 

zbog 	je 4.,Ce-Ini cyro. 

III 3. PRIMENA U TEORIJI MODELA ARITMETIKE 

Primenimo sada dokazane osobine poretka < Tna ispiti-

vanje jednog oisto model-teoretskog svojstva formalne aritme- 

tike P (3.3.3). 

DEFINICIJA 3.3.1.  Kaemo da teorija T ima svojstvo JEP (Join 4:. 

Embeding Proprety) ako za proizvoljne modele tyry. 111. 2  teorije 

No re6enica pa po poaledici 1.7.5 Matija- 
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T postoji model rrt za T sa svojstvom tntia rn- i (ntL2Crn. 

Dokaimo sada jednu lemu koja daje sintaksnu karakte-

rizaciju teorije koje imajd svojstvo JEP. 

LENA 3.3.2. Za bilo koju neprotivreOnu teoriju T svojstvo JEP 

je ekvivalentno sledeOem svojstvu. (5): ako su 0  i 9 dve E. °1-re-

6enice , tada iz konsistentnosti teorija T + 0 i T + 9 sledi 

konsistentnost teorije T + 0  + . 9 . 

DOKAZ: Pretpostavimo da teorija T ima svojstvo JEP, i neka su 

T+ 0 i T+ 9 konsistentne teorije, a fnfli i trn2  modeli za 

T + 0, odno sno T + 9. Neka je en, T takav da ml lC qt, i 1)12C 11. 

Kako se E° 1 
 -reoenice ouvaju pri 6irenju modela t ell.= T + 0 + 9, 

tj. T + 0  + 9 je neprotivreana teorija. 

Obratno, neka T ima svojstvo 	, 	neka su rn- i  i 1712  

dva proizvoljna modela za T; uo6imo teoriju A. T + diag 7Yl, l  + 

+ diag (M2  jezika IT U  a I aqM-11 U I 2 I~ i gde je diag 

obi6an diagram modelar * 1
ilt• Uodimo proizvoljno konaaan podskup 

po teorije A , obrazujmo konjunkciju svih formula iz 

Q o n diag 1  i oslobodimo se imena elemenata 

umesto njih promenljive i odgovarajuee egzistencijalne kvanti-

fikatore, Dime dobijamo egzistencijalnu reeenicu 0 konsisten-

tnu sa T. Slianim po stupkom,primenjenim na A o r) diag rffi.. 2 ,dobi-

jamo egzisteneijalnu reoenicu 9, takodje konsistentnu sa T. Mo-

del za teoriju T + 0  + 9 mole se obogatiti do modela za A 0 . 

Na osnovu stava kompaktnosti zaklju6ujemo daA ima model i to 

je o6evidno model za T u kome se modeli ll 1 i (Irt. 2 utapaju. 

STAV 3.3.3. Formalna aritmetika P nema svojstvo JEP. 

DOKAZ: Na osaovu leme 3.3.2 dovoljno je dokazati da P nema 

svojstvo (S). Neka je 0 0 	, a 9 4.-T< 6 ,gde su i 

Lr 'reoenic e iz stava 3.2.4. Na osnovu istog stava sledi da su 
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teorije P +.0 0 	P + 8o konsistentne, ali P+O o +eo o6e- 

vidno nije. S druge strane, na osnovu posledice 1.7.5 formu-

le o i A o  su ekvivalentne u P nekim E °1—formulama O i e sa 

istim svojstvima u pogledu konsistentnosti sa P. 

1
—re6enice sa ovim svojstvom mogu se dobiti na vise 

naseina. Ukoliko se u lemi 3.3. iz [JE] za re6enicu 	izabere 

proizvoljwa. E. 1—reoenica nezavisna u P, reOenice 	i 	zado- 

voljavaju svojstva P 1—F10C, P }—c1Q 	P 	 _ Medjutim, 

slute6i se idejom dokaza ove leme, re6enice sa ovim svojstvom 

moIemo dobiti primenom slede6e leme, koja predstavlja uop6tenje 

Gbdelove teoreme o nepokretnoj taoki. 

LENA 3.3.4.  Neka su A(x,a) i B(x,y) formule jezika I,P , 6ije su 

jedine slobodne promenljive x i y.Tada postoje reoenice 1 i 

istog jezika takve da vali 

P rfl  or1/41)1 ) i 

P T4--> B( 	r*-‘ ) . 
DOKAZ: Uonmo formule 

T(x,y) 	A(Sub(x,x,y),Sub(y,x,y)) i 

1(x,y) 	B(Sub(x,x,y),Sub(y,x,y)) 

i neka je 

= rf(x t y) i n = r`t'(x,y) , I = f(m t n),1)  1 `1) (m,n). 

T ada je 

P A(Sub(m,m,n),Sub(n,m,n) i 

P B(Sub(m,m,n)Sub(n,m,n)), pa 
P A(Sub( rf(x,y) ,m,n),Sub( r1) (x, 	,m,n)) i 

P B(Sub( rf(x,y)-' ,m,n),Sub( r4) (x,yf ,m,n)). 

Odavde je 

P I) 44 ACT(M9n) 1 	(In 	) 

P B(rT(m,x1)" , r)(m,n)' ). 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



-49- 

No tada je oseevidno 

P 	A(Y , r4-1  ) i 

P 	 B(r`fl  • Nil  ). 

Sada 7. 1-re6enice sa tra'Zenim svojstvom daje slede6i stay: 

STAV 3.3.5 Postoje nezavisne P reoenice 	i 	takve da 

(*) 	P 	 -1"/?4"-N ) i 

Of, 	P 	 z.:1 	. 

DOKAZ: Egzistencija re6enica 	i 	sa ovim svojstvima sle- 

di iz lame 3.3.4,pa je dovoljno pokazati joy i njihovu neza-

visncst u P. No iz P 	na osnovu (jt-) sledi PV- -1\?4,1,tj. 

-1T p11/4k)  ,pa iz dokazanih osobina poretka L p  sledi 

5to je kontradikcija.Sliono proizilazi i iz pretpostavke 

P 	.Neka P \--Me ,tada Pt--. 	(11/4t. 	 ) 	 ). 

S obzirom da P 	 osnovu osobina poretka 	dokaza- 

nih na poeetku take 2 ove glave sledi da jeTV4 ply Na 

osnovu ve6 navedenih osobina t odatle P 1-- -11/4‘) ,a na osnovu ()(*) 

P 	1 5to je kontradikcija. Sliono van i za pretpostavku 

P• 
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GLAVA eETVRT A 

0 NEKIM AUTOMORFIZMIMA MODELA TEORIJE P 
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IV 0. KRATAK PREGLED GLAVE 

U ovoj glavi razmotri6emo dva metoda za ispitivanje au-

tomorfnih slika nekog modela TLI=  P na sopstveni po6etni kom-

mad. Prvi se sastoji u kombinovanoj primeni McDowell—Speckero-

ve (2.5.12) i Friedmanove (2.6.1) teoreme, a drugi na primeni 

jedne varijante Friedmanove teoreme (2.6.3). Prvim metodom do-

kaza6emo da svaki model aritmetike ima dugi po6etni komad, kao 

i jedan kriterijum za egzistenciju pooetnog komada modela int iz-

omorfnog polaznom modelu 9Q ,a sadrZanom u po6etnom komadu 

I a  = 	 x4!, a1 ,gde je a neki element modela rril. Posled- 
nll 

nji kriterijum da6e nam poznatu karakterizaciju modelawt sa 

svojstvom (4) = (q/YllitCe111 )11."-i-4 Druga metoda omogu6i6e nam 

da formuli6emo kriterijum za egzistenciju po6etnog komada 

TLCI011 takvog da je 	da It sadrIi neki zadati po6etni 

komad, a da bude i sam sadrZan u nekom drugom po6etnom komadu. 

Odatle dobijamo jednu karakterizaciju pooetnih komada modela 

P,koji se mogu predstaviti kao unija, odnosno presek po-

6etnih komada od 97Lizomorfnih sa 	. Na kraju, kao primenu 

prethodnog, dokazujemo da ukoliko je TLC=e111 

tada je 	unija neke familije automorfnih slika 

IV 1. DUGAoKI KOMADI NODELA ZA P. 

TEOREMA 4.1.1.  Svaki model aritmetikeTI ima dugadak po6etni 

komad. 

DOKAZ: Uo6imo lanac elementarnih end—ekstenzija 

ffirt 0 -4ete .. (rn 

gde je 711 = (n1,a ekstenzija svakog elementa lanca obezbedjena o 

je teoremom 2.5.12. Uo6imo model 	L) 	. Ovaj model 
ieu.) 

je o6evidno, elementarna end—egzistenci polaznog modela WI , 

Z 
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tojest Tn-4e 7-. Na osnovu teoreme 2.5.8 S5y( fr2) = SSY('7 :), 

kako je utapanje elementarno Th, (m) = Th ya (qn:). Odavde i 
?-1 

iz teoreme 2.6.1 sledi da je model ra izomorf an nekom po6et-

nom komadu rn. modelaX. S obzirom da je onda i cruunija nekog 

element arnog lanc a 11 model T. je dugaPak; za svako 

a E r% sledi M La3E (n.k (ri. Model M. je tra2eni dugaPki po-

eetni komad modela 

IV 2. POOETNI KOMADI MODELA ZA P KOJI SADR2iE AUTOMORFNE 

SLIKE POLAZNOG MODELA 

TEOREMA 42.1. Neka je rut nestandardan modela za P i aGrri-NW. 

Tada po6etni komad IaxE ~~'(LI x 4. a sadrii model. 

takav da je Y. ce  rrn. i n, 111, akko sadrft model ( P o koji 

je El-elementarno ekvivalentan sa ern. .+) 

DOKAZ: Ukoliko I a sadr'Zi izomorfnu sliku modela rn_ to slika 

je i E l-elementarno ekvivalentan model sa 	sadran u I a. 

Obratno, neka jeOCCI a , 	 neka je rY11,' proizvoljna 

elementarna end—ekstenzija modela (M(teorema 2.5.12). Izabe-

rimo proizvoljan element c iz 	I'm- 	uoaimo njegov 

Z1—tiptol (x). Na osnovu teoreme 2.2.4 ovaj tip je realan. 

Proizvoljan konaaan podskup 	formula ovog tipa realizuje 

se, zbog 	Oc=rai 1715-7Y1,, ua..0 nekoj taeki bro . Po6to iz 

OVE. 	 t  

	

Ta. ,odnosno OtCrYn, 	da ista taoka 

bTo realizuje 	u modelu qr.. No kako je bro< a, tip 

cC- o  = t-o  (x) U{x< 	je onda tip nad 	Iz ityve  

sledi SSy (n) = SS3r(V1:),pa je c, (x) realan i nadir.. No 

tada je i tip cL----o  realan na pa po teoremi 24.2 on je 

+) Primetimo da se ne zahteva  da model Ckbude nestandardan, 

zato ne mo'Z'emo  odmah,primenom Friedmanove teoreme,preslikati 
`Mu poPetni komad modela cX .0va primedba je va?Zna zbog posle- 

•4 ie,4.2.2.Takodie se za model CSC. umestoc9q= P mote zbog leme 
7
p

• 0  zahtevati Otce:111..Primetimo da se i ova varijanta teoreme 
A 9 1 rnc0..A unotrebiti za Dosledicu 4.2.2. 
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i realizovan u 	nekom taakom b. Izaberimo numeraciju a a o' l'• 
modela (M/ u kome je ao  = c. q71:1 Tn. o6evidno zadovolajvaju 

uslor e teoreme 2.6.1, a element ao mo2emo preslikati u b, i za-

tim produnti standardnu konstrukciju opisanu u dokazu teoreme 

2.6.1 (ii). Izomorfna slika podmodela (TYL modela 	buCe  sa- 

drzana u I a , jer slika elementa c sadrana u I a. 

POSLEDICA 4.2.2.  Neka je fYil-nestandardan model za P. Tada 

6() rirra.+-'• c_rY1,1 71.C e 	11 (1)11 ?-(4) 

DOKAZ: Ukoliko je 4.) -<1.271. ,tada je Cv ITTI ,pa je u jednom 

pravcu implikacija neposredna posledica teoreme 4.2.1. Obratno, 

neka j i'f1,111.Celn rngL(11-(41) a bi dok az ali da jeqr. , dovolj no 
Ls. 

je dokazati dalknema nestandardnih 1  definabilnih ta6aka. 

Pretpostavimo da je aerYYLIN 	neka 	formula i 

a ----:/{xf(x).Neka je f izomorfno preslikavanje modela 'Pt na 

sopstveni po6etni komad (n. sadrsgan u I a. Tada tn. T(f(a)), pa 

zbog (n, c Tftsledi rrn =f)(f ( a) ) ,6to je nemoguoe s obzirom da je 
E t  

f (a) -cyt. a. 

Imajuoi u vidu stay 3.2.2, dobijamo sledeou neposrednu 

posledicu. 

POSLEDICA 4.2.3.  Neka jeqn nestandardan model za P, tada 

n [mdeftc e (m., m -.(LJ- 	= W <> < 	<Th(ern) 
gde su <p  i claw  uredjenja skupa Sent(P) uvedena u glasri 

treeoj. 

IV 3. PRESECI I UNIJE AUTOMORFNIH SLIKA MODELA ZA P 

TEOREMA 4.3.1.  Neka jelnnestandardan model za P, a I I  i 12 

 njegovi pooetni komadi takvi daCk4 12  II . Tada poeetni ko- 

mad I 1  sadrn. model 11.. takav da je nc errY1,71.-'1=711. 1 11st Itakko sadrn. 

model OC I= P takav da je Th n  (M)C.Th ri  (Ct) i CX4 1 2 . 
2 	2 
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DOKAZ: Ukoliko I 1 sadrn automorfnu sliku 71 sa traenim svoj-

stvima,06evidno za Ct modenno .0bratno, neka Ct zadovo-

ljava sve uslove teoreme, i neka asIOIN \  1 2 . Uonmo model X 
o6evidno je 0Ece tin, a po teoremi 2.5.3 C5r/4  Ck- , pa 

Th n (111)c:Th
n2

(51) i SSy(15E) = SSy ( Trt ) 
2 

Na osnovu stava 2.6.3 (ii) model Tft je izomorfan proizvoljno 

velikom pooetnom komadu modela OE ;izaberimo komad 	koji sa- 

drn taoku a. Oeevidno, model 11. zadovljava sva tra2ena svoj-

stva. 

Sledea stavovi su posledice teoreme 4.3.1. 

STAY 4.3.2.  Neka je fri\nestandardan model za P i IOW njegov 

po6etni komad. Tada postoji familija 	automorfnih slika mo- 

dela 	sa svojstvom I = (171,171E,it (Y1-Ce Tit 	 akko je 

I =-111 ili za svaki element a6IM11-I postoji model OtaC:I a , 

Ota.  I takav da je Cta  P i Th n 	) C: Thr12 (06a). 

DOKAZ: Neposrednom primenom teoreme 4.3.1 na familiju parova 

po6etnih komada (I a ,I) za aGN,1 I,ukoliko I 	. 

STAV 4.3.3 Neka je NYL nestandardan model za P i ID64) njegov 

po6etni komad. Tada postoji familija A-  automorfnih slika mo-

dela sa svojstvom I = n[rn.1 	Ii.c.,17yrc-Y-  ma} 	akko za sva- 

ki aEEI postoji modelCka  P takav da asaa  

Thn 	Th n  ((. 
2 	 2 

DOKAZ: Neposrednom primenom teoreme 4.3.1 na familiju paro-

va (I,I a), 

Sledeaa lema omoguouje nam da pronadjemo po6etne komade 

modela 	koji zadovolavaju uslove za primenu stava 

LEMA 4.3.4.  Neka su 11 ilnnestandardni modeli za P, nc:m.T a-

da , ako je 1-1.. z.27(11 ,onda je Th n  2  ('Ta )C Th 	)• 
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DOKAZ: Neka je 	IIIFX1.• • • lixn  Ey). .. • • EYk \i) ( Xi I • • • Xn yr)•• I  yn ), 

gde je4 2_ o—formula i 	 proizvoljni elementi iz1"111 . 

Tada,s obzirom darrm= Ey 1 ...Eyk 	 i da 

je M4Poledi Ey1 ...Eyk Lli)(al ,...,an ,ya. ,...,yk), pa 

kako su 	t an  bili proizvoljni iz 11(1\ ,sledi 

odnosno Th„"2  (Trk) Th 
2

(YL). 

STAV 4.3.5  Neka su -yik. in_ nestandardni modeli za P 

Tada postoji familija 	automorfnih slika modela 11\_sa svoj- 

stom da je ort=u vfx, \(x.G. ,o.ce yR )0(  = m . 
DOKAZ: Za svako aE.V1..\ na osnovu leme 4.3.4 model let za-

dovljava uslove stava 4.3.3 za 	0(a  =^(1... 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



— 56 — 

LITERATURA KORIkENA U RADU 

1. CcK1  C.C.Char,g, H.J.Keisler, Model theory, North—Holland, 

Amsterdam 1973. 

2. [FRIEDMAN] N.Friedman,Countable models of set theOriespea-

mbridge summer school in mathematical logia,Springer Ver-

lag,Heidelberg,539-573. 

3. [GAIFMAN] H. Gaifman, A note on models and submodels of 

arithmetic, Proceding of the conference in mathematical 

logic,London 1970,Springer lecture notes in mathematics, 

vol. 255,128-144. 

4.D-.A.1 h. Gaifman,Model and types of Peano's arithmetic, 

Anals of mathematical logic,vol.9,1976, 223-306. 

5. CGENTZEN1 G. Gentzen,Die Wiederspruchsfreiheit der reinen 

Zahlentheorie,Math.Ann. 112,1936,N24,493-565. 

6. .G-81 K.GOdel,Uber eine bisher noch nicht benutzte Erwite-

rung des finiten Stand Punktes,Dialectica,12,1958, 3-4, 

280-287. 

7. [GODEI1 K. GUdel,Uber formal unentschidbare Satze der Prin-

cipia mathematica and verwandter Systeme,I,Monatsch.Math. 

Phys. 38,173-198. 

8. 1JE1 D.Jensen,A.Ehrenfencht, Some problems in elementary 

arithmetic,Fundamenta mathematical,vol.92,1976,223-245. 

9. .KREISLO] G.Kreisler,On weak completness of intuitioni-

stic predicate logic,JSL, 27,1962,169-178. 

10. [118E] M.H.L6b,Solution of a problem of Leon Henkin,JSL, 

20,1955,115-118. 

11. iLE1 H.Lesan,Models of arithmetic dissertation,University 

of Manchester,1978. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 57 - 

12. Y.I.Manin,A course in m thematical logic,Springer 

Verlag,Berlin 1977. 

13. [MARI)] Sibe Marde6i6,Matemati6ka analiza u n—dimenzional-

nom realnom prostoru,I,‘Skolska knjiga,Zagreb 1974. 

14.[MA W. Marek,Models of arithmetic,Lectures,Pensilvania 

state university,1979—.980. 

15.IMAT1 Yu.V.MatijaseviO,Enumerable sets are diophantine,So-

viet mathematical doklady,1970,354-357. 

16. [ME] E. Mendelson,Introduction to mathematical logic,Se-

cond edition,D.Van Nostrand,New York,1970. 

17. [MI 13 ?Z.Mijajlovio,Modeli aritemtike,predavanja na semi-

naru za matemtiOku logiku Matematiokog instituta,Beograd 1983. 

18. [MI 2] Z.Mijajlovi6,Submodels and definable points in mo-

dels of Peano arithmetic,Notre Dame Journal of Formal Lo-

gic,vol.24,october 1983,N2 4. 

19. .1v1II■] G.Mills,Extensions of models of Peano arith.zetic, 

Ph.D.Dissertation,University of California,Berkeley 1977. 

20.[MO3 A.Mostowski 3 On models of axiomatic systems Fundamen-

ta mathematicae,39,1952,133-158. 

21. tMS1 A.Macintyre,H.Simmons,GUdel t s diagonalization tech-

nique and related properties of theories,Colloquium mathe-

maticum o vol.28,1973,fas. 2. 

22. [PA 1] J.Paris,A note of an induction axiom,JSL,vol.43,1978, 

N2 1. 

23. [PA R J.Paris,Models of arithmetic,Lectures,Manchester 1977. 
24. CROSSER J.B.Rosser,Extensions of some theorems of Gbdel 

and Church, JSL ,1936,1,87-91. 

25. ..SC] D.Soott,Algebra of sets binumerable in complete exten-

sions of arithmetic,Recurdive function theory,American m,av- 
thematical society,Providence Rhode Island 1962,117-121. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



— 58 — 

26.IA J.R.Shoenfild,Mathematical logic,Addsion—Wesley 
Publishing company,1967. 

27.USM 11 C.Smorvnskj„. ,The incompletes theorems,Handbook of 

Mathematical logic,Ed.J.Barwise,North Holland, Amsterdam 

1977. 

28.LSM 2] C.Smornski,Nonttandard models of arithmetic 

preprint,University of Utrecht,1980. 

29.ISM 31 C.Smomnskt,Recursively saturated nonstandard mo-
del of arithmetic,JSL,vol.46,1981,N2 2. 

30. [TENENBAUN1 S.Tenenbaum,Non—arahimedean models for arith-

metic,Notices AMS 6,1959. 

31.(p] H.Wang,The axiomatization of arithmetic,JSL,vol..22, 
1957,145-158. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 59 - 

SADRZAJ 

UVOD 

G L A V A P R V A: FORMALNA ARITYETIKAPKAO 

TEORIJA PREDflIZSIWG RACUNA FRVOG REDA 	 1 

1 0. Formalna aritmetika P 	 2 

I 1. Hijerarhija formula u P 	 2 

I 2. Osnovne teoreme formalne aritmetike P 	 3 

I 3. Moguanost formalizovanja nekih mate — 

mati6kih pojmova u P 	 7 

I 4. Kodiranje 	 8 

I 5. Pitanja kompletnosti,neprotivre6nosti 

ir °1 
 — konzervativnosti 	 14 

I 6. Definabilnost istin tosti 	 16 

I 7. Matija6evi6eva teorema 	 17 

G L A V A D R U G A: MODELI FORMALNE ARIT- 

METIKE P 	 20 

II 1. Pojam i egzistencija nestandardnih 

modela teorije 	 .21 

II 2. Osnovno o nestandardnim modelima 	 22 

II 3. Standardni sistemi 	 25 

II 4. Robinson-Friedmanova teorema i pojam 

rekurzivno zasi6enog modela 	 27 

II 5. Podmodeli i ekstenzije modela za P 	 30 

II 6. Medjusobna utapanja modela za P 	 35 

GLAVA TREO A:0 JEDNOM PORETKU NA SKU- 

PU REOENICA JEZIKA I,P
39 

III O. Kratak pregled glave 40 

III 1. Interpretacija predikata Prf u modeli- 

ma aritmetike 	 40 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



-60- 

III 2. Poredak 	na skupu Sent(P) u teoriji T 	41 

111.3. Primena u teoriji modela aritmetike 	 46 

G.LAVA tETVRTA:0 NEKIM AUTOMORZIMIMA 

MODELA TEORIJE P 	 50 

IV O. Kratak pregled glave 	 51 

IV 2. Po6etni komadi modela za P koji sadre 

autormofne slike polaznog modela 	 52 

IV 3. Preseci i unije automorfnih slika modela 

za P 	 53 

LITERATURA KORIMENA U RADU 	 56 

SADRZAJ 	 59 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs


	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40
	Page 41
	Page 42
	Page 43
	Page 44
	Page 45
	Page 46
	Page 47
	Page 48
	Page 49
	Page 50
	Page 51
	Page 52
	Page 53
	Page 54
	Page 55
	Page 56
	Page 57
	Page 58
	Page 59
	Page 60
	Page 61
	Page 62
	Page 63
	Page 64
	Page 65
	Page 66
	Page 67

