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Istorija prirodnih brojeva i ostalih pojmove vezanih
za njih je duga i teSko se moZe reéi 3ta je njen prapo&etak;
ipak, on se moZe vezati za proces odvajanja broja kao pojma
od samih objekata koji se broje. Naime, ne samo prve civiliza-
cije veé i danasdnji primitivni narodi,na primer neka afridka
plemena, nemaju jedinstveni nadih brojanja svih objekata;
red koja oznadava dva Zoveka nije sloZen2a od refi koja oz-
natava pojam broja dva i pojam &oveka, veé je jedinstvena
i nema nideg zajednilkog sa redju koja oznalava tri Coveka
ili dve ptice. Diferenciranje pojma broja svakako je vezano
za pojavu privatnog vlasnistva i prometa dobara, kada Jje tre-
balo ne samo brojati nego i uporedjivati i radunati.

Slededi korak vaZan za radunanje prirodnim brojevimé
je pojava brojnih sistema. Primitivni narodi i danas imaju po-
sebnu re& za razlidite brojeve i to obi¥no samo prvih nekoli-
ko, ostali su "mnogo". Sve civilizacije koje su dostigle veli-
ke domete tokom svoje istorije imaju razlidite brojne siste-
me,a neke civilizacije su koristile i viSe njih. Tako su,na
primer, Asteci, Maje i Kelti koristili sisteme sa osnovama 5
i 20, Feni&ani su pre oko 5000 godina uveli nov sistem slov-
ne numeracije sa osnovama 10 i 60,a Jevreji i Greci su takav
sistem prihvatili prilagodiv3i ga svojoj azbuci. Gréka vari-
janta ove numeracije se zadrZala sve do kraja srednjeg veka,
iako u sebi nije sadrZavala oznaku za nulu,koju Greci i nisu
priznavali kao prirodan broj. U prvim slovenskim prevodima i
tekstovima Cirila i Metodija i njihovih ulenika preuzeta je
gréka slovna numeracija (az - 1,buki - ,vedi 2,glagoli -3 i

tako dal je; buki nema brojnu vrednost jer Jjeu novogrékom
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jeziku beta izgubila svoju glasoviu vrednost ( Babilon - Vavi=-
lon i sl.).

Moderni decimalni sistem potile iz Indije i verovatno
ima korene u vavilonskim brojevima &€ija je osnoval60; u Evro-
pu je prodreo preko Arapa i mada se u Indiji ulvrstio veé u V
veku n.e. Evropa ga je potpuno prihvatila tek u XV, a nula,ina-
“%e uvedena negde u XII veku,dobila je sva legitimna prava tek
u XVI vek;?

Uprkos nesavrSenom brojnom sistemu,veé stari Grei zna=-
1i su puno o prirodnim brojevima, ali je matematika bila pome-
%Yana sa mistikom, pa su neki griki matematidari, kao Pitagora
na primer, nekim brojevima dodeljivali magidna svojstva ili
ljudske osobine.Ipak, iza mistiénih verovanja ostala su i prva
znanja o prirodnim brojevima,Tako je Euklid pokazao da ima bes=
konatno mnogo prostih brojeva tehnikom koja u potpunosti odgo-
vara danasnjim matematilkim metod ama,a razmatrani su bili i
brojevi blizanci, savrSeni brojevi, trougaoni brojevi i sliéno.
Ova znanja bila su plodna osnova za matematiku XVII i XVIII ve-
ka kada je teorija brojeva doZivela buran razvoj, specijalno
Fermat, Lagrange i Euler doprineli su tome svojim radovima,

Prvi poku¥aj aksiomatskog zasnivanja teorije brojeva
bio je 1861l. godine kada Hermann Grassmann $tampa "Lehrbuch der
Arithmetik" u kome se prililno uspesSno navaksiomatskoj osnovi
zasniva teorija celih brojeva, Medjutim, medju aksiomama nema
one koja tvréi da razliditi brojevi imaju razligite nasledni-
ke. Aksiomatizacija zasnovana na osnovinim pojmovima = broj,1

i sledbenik i aksiomama P1 - P5 pripada Richardu Dedekindu i

+) Detaljnije o tome videti u LF8] .
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3tampana je u njegovoj poznatoj knjiZici "Was sind und was
sollen die Zahlen" 1888, a potile iz 1879.

Pl 1l je broj.

P2 Naslednik svakog broja je broj.

P3 Razli&iti brojevi imaju razlilite naslednike.

P4 Ne postoji broj ¥iji je naslednik 1.

PS  Ako broj 1 ima neko svostvo i naslednik svakog
broja sa ovim svojstvom i sam ima to svojstvo,tada svi bro-
jevi imaju to svojstvo,.

Ovu aksiomatiku preuzima Giuseppe Peano 1891,ali uvodi
znatno pogodniju simboliku logi&kog jezika dok istraZivanja te-
melji na Grassmannovim rezultetima. Dalje usavr$avanje simboli-
gkog jezika dali su Russell 1 Whitehead 1910. godine u poznatom
delu "Principia mathematica"f)

U [MARﬁl,na premer, mofe se nacéi slededle "poluaksiomat-
sko" zasnivanje ( u stvari, aksiomatsko zasnivanje ali u nefor-
malnoj teoriji ) prirodnih brojeva:

N1 Definisano je preslikavanje¥™: N —> N.

N2 Y(m) =X(n) —»m = n, tj. je injekecija.

N3 1€N, |

N4 (¥neN) ¥(n) # 1.

N5 Ako je S € N podskup od N koji ima ova dva svojstva

1€5, (¥neN) ne s =>X(n)€ s,onda je S = N.
. zatim se pokazuje da su skup N i funkcija K odredjeni do izo-
morfizma. Medjutim, pokulaj da se Dedekindove aksiome pretoce
u potpuno formalmu teoriju i da se prirodni brojevi opisu do

jzomorfizma teorijom u predikatskom radunu prvog reda nije us=—

+) Detalji o navedenim istorijskim ¢injenicama mogu se naéi u

(wal.
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1
o
peo. GYdelov dokaz kompletnosti ovog rafuna 1930. godine uka-

zuje da svaka takva teorija ima i"nestandardne" modele(vide-
ti stav 2.1.30vog rada).Uzrok tome je S5to svaki formalni jezik
ograni&ava petu Peanovu(Dedekindovu) aksiomu na svojstva defi-
nabilna tim jezikom. PokuSaj da se prosSiri kolekcija definabil-
nih svojstava dodavanjem nove sorte promenljivih za "podskupo-
ve" univerzuma i odgovarajuéih dodatnih aksioma vodi u aritme-
tiku "drugog reda" koja zapravo predstavlja teoriju prvog reda
na dvosortnom jeziku.Ipak,i ova teorija ima nestandardne mode-
le zbog nemoguénosti da se u svakoj interpretaciji "pokriju"
svi podskupovi univerzuma modela,

Ovim pitanjima posveéena je prva glava ovog rada i u
njoj su navedene sve fundamentalne teoreme o teoriji P kakve
su G¥delove teoreme nekompletnosti (1.5.1) i nedokazivosti ne-
protivrednosti teorije P u samoj teoriji P (1.5.2) i kakva je
Churchova teorema o nerazresSvosti. Na kraju ove glave skiciran
je duveni rezultat Matijasevida iz 1970. godine o diofantskim
skupovima koji predstavlja reSenje desetog Hilbertovog proble-
ma, a za &ije su reSenje u velikoj meri zasluZni i M.Davis,J.
Robinson i H. Putnam. Teoreme uglavnom imaju priliéno grubu
skicu dokaza ali se u bibliografskim napomenama upuéuje na
literaturu koja sadrzi detalje, Sto vazi inade i za drugu gla-
vu,posveéenu modelima teorije P. Rezultati uvovoj oblasti ug-
lavnom su novijeg datuga a specijalno sedamdesetih godina ovog
veka H.Friedman, H.Gaifman i J. Paris daju vaZne rezultate u
ovoj oblasti,

Originalan doprinos ovog rada dat je u treéoj i & tvrtoj

glavi,gde su svi stavovi,sem navedenih poznatih teorema, novi.



U treéoj glavi uvodi se parcijalen strogi poredak
na skupu Sent(P) svih relenica jezika L, indukovan nekom
teorijom T i to na slededéi nafin (vidi 3.,2,1)

W YEST Ex(Prf(x,7 )N ¥yg x TPri(y, ¥')). //

Potom se ispituju pcredci indukovani teorijama P i P + Conp
i pokazuje se da je <i?==<;Th(uo)’ a takodje se karakteri—
gu svi modeli ™Mk P sa svojstvom <Th(m) =<P (tvrdjenje
3.2.2). Tvrdjenje 3.2.4 pokazuje da poredak indukovan teo-
rijom P + \Con

P
izvoljnim modelom Y(\_te teorije linearan,jerWT\kf\Conp. ova

nije linearan, iako je poredak indukovan pro-

ginjenica ina¥e predstavlja neophodan i dovoljan uslov za li-
neernost poretka indukovanog teorijom nekog modela Y. Kao
posledicu na edenog stava dobijamo stav 3.%3.3 kojim pokazu-
jemo ranije poznatu &injenicu da postoje dva modela za P,
koji se ne mogu zajedno potopiti ni u kakav treé¢i model za
P ( svojstvo T\JEP). Takodje pokazujemo da za svaku teoriju
T postoji teorija T’ takva da je poredak <L€indukovan teori-
jom T’ linearan a predstavlja prosirenje poretka <:T induko-
vanog'teorijom T (stav 3.2.5). Dokazuju se jo¥ neka svojstva
ovog poretka vezana za neke poznate rezultate.

Cetvrta glava posvedena je razmatranju nekih automorf-
. pih slika nestandardnih modela za P na sopstveni podetni ko-
mad., Teorema 4.1.1, po kojoj svaki model aritmetike ima du-
gatak podetni komad navedena je u YSM 5} bez dokaza,tako da
autor ovog rada nije mogao da uporedi sopstveni dokaz sa ved
postojeéim. Teorema 4.2.1 daje neophodan i dovoljan uslov da
poletni komad I, =%_x\ x<‘9-g nekog modela WU sadr#i podet-
ni komad izomorfan celom modelu, a kao posledicu dobijamo

poznati stav ( vidi 4.2.2) da je bd(z"ﬂ'\eo r\{Y\\Y\CQm’Y\?‘-mB=U
A
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Teoreme 4.3.1, 4.3.2 i 4.3.3 daju karakterizaciju podetnih
komada nestandardnih modela aritmetike koji se mogu prika-
zati kao unije,odnosno preseci poletnih komada izomorfnih
polaznom modelu. Na kraju se, kao posledica stava 4.3.3 do=-
kazuje da ukoliko suMiM modeli za P i WRM4, Mda se ta-
da model Y\ moZe prikazati kao unija po¥etnih komada modela
YO koji su izomorfni sa W\ .

U radu se svuda, sem gde je izrid¢ito napomenuto, radi
sa prebrojivim modelima aritmetike. Notacija je potpuno stan-
dardna za obu oblast, s tim to je kod predikata Prf, indeks
P, jednostavnosti radi, izostavljen., Pod pojmom parcijalnog
strogog uredjenja podrazumeva se antisimetriéna i tranzitivna

1 oznadava predikatski radun

ali ne i refleksivna relacija. PR
prvog reda sa uobiéajenom aksiomatikom,

Autor ovog rada Zeli na kraju da se zahvali onima ko-
ji su mu pomogli u radu, pre svega mgntoru dr Zarku Mijajlo=-
viéu na brojnim sugestijama i korisnim savetima. MasStovita
predavanja iz Matematiékeklagike i Algebre dr SlaviSe PresSica
podstakla su me da zavolim ovu oblast matematike.Ceste i za

‘'mene veoma korisne diskusije sa dr Miodragom Raskoviéem do-
prinele su jasnijem sagledavanju problematike kojoj je po-
sveéen ovaj rad.

Takod je bih»éeleo da se zahvalim dr Djuri Kurepi,jed-
nom od osnivala klasiéne teorije skupova, na njegovim pod-

sticajnim savetima, zasnovanim na bogatom iskustvu nastav-

nika i nauénog radnika.



GLAVA PRVA

FORMAINA ARITMETIKA P KAO TEORIJA
PREDIKATSKOG RACUNA PRVOG REDA



I O, FORMALNA ARITMETIKA P

Peanova aritmetika P je teorija u predikatskom radunu
prvog reda sa jednakoséu na jeziku Lp = {-&-, e v 5 0, 4} ,8a

slededim aksiomama:

Pl. ¥x J(x’= 0) P6. ¥x¥y (X.y'= X.y + )
P2, ¥x%y (x=y>x = y) P7. ¥x 1(x<«0)
P3, ¥x (x + 0 = x) P8, ¥x¥y (X< Y% X<y\V X =Yy)

P4, ¥x¥y (x + y'= (x + y)7) P9. ¥x¥y (x<yVx = yVy<x)
P5. ¥x (x.0 = 0) PI. Shema indukcije

Shema indukcije I je skup svih aksioma oblika

e (0,z) A ¥x (6(x,Z) -6 (x°,Z2))—>¥x0 (x,Z),
gde je ©(x,z) formula jezika Lp. Od interesa je posmatrati
teoriju odredjenu aksiomama P1-P9, koju onnadavamo sa P,
Shema indukcije je od presudnog znataja za P; dok se u P
moZe dokazati ogroman deo tvrdjenja tainih na}strukturu pri-
rodnih brojeéva, u P~ nisu dokaziva %ak ni njihova tako ele-
mentarna svojstva kao Sto su komutativnost i asocijativnost
sabiranja i mnoZenja, S druge strane, za dokaz velikog dela
najvaznijih svojstava prirodnih brojeva nije neophodna indu-
kcija u "punoj snazi", Naime, dovoljno je ograni&iti se na re-
strikeciju sheme I samo do nekog stepena sloZenosti formule O.
Zato je od znacaja posmatrati "fragmente aritmetike",tojest
podteorije od P u kojima Je shema indukcije restrikovana na
neku klasu formula (na primer 7:1V r1n,Bn,Open,...).

I 1. HIJERARHIJA FORMULA U P
Sem uobitajenih dokazno-teoretskih hijerarhija formula

(22,1 1, B2), u aritmetici su znatajne jo¥ neke hijerarhije.
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DEFINICIJA 1.1.1, Formula Y Jezika L, je Zo(ml) formu-

la ako je ekvivalentna u PR nekoj formuli &iji su svi
kvantifikatori ogranifeni,tj. oblika ¥x (x<y->P) 1
Ex (x Ly A ‘P )y 3to demo ubuduée zapisivati sa ¥x<y\0 ,04~
nosno Ex £ y ‘P . Formula \P je Zn(PRl)( ﬂn(PRl)) ako je
ekvivalentna u PRT nekoj formuli oblika Q¥1...0x Y ,ede je
Q, blok egzistencijalnih (univerzalnih) kvantifikatora,a za-
tim blokovi istorodnih kvantifikatora alterniraju,dok je\Y‘Z;
formula, Formula \P je An(PRl) akko je iZn(PRl) iﬂn(PRI).
Zamenom PR, sa P,o0dnosno sa'Th(Wle,gde je wa neki
model jezika Lp,dobijamo hijerarhijequJIO (Y}n(P)), odnosﬂo
zzn(771) (r]n(VYl). Ubuduée éemo posmatrati samo hijerarhiju
Ein(P) (r]n(P), [&n(P)), i, jednostavnosti radi, oznalavade-
mo je saZquan,[Sn). Kao &to cdemo videti,na osnovu Matija-
sevideve teoreme hijerarhije,jz;g(rwg) i‘Eln‘ rwn) poklapaju

se (posledica 1.7.5).
I 2, OSNOVNE TEOREME FORMAINE ARITMETIKE P

Dokazi u teoriji P redenica koje odgovaraju osnovnim
svojstvima prirodnih brojeva,kao na primer
(s1) #¥x ( 0 + x = x)
(s2) ¥x (0.x = 0)
(s3) ¥x¥y (x+y =y + xAx.y = y.x)
(S4) ¥x¥%y¥z ((xX+y ) + 2 = x+ (y + z)/\'(x.y).z =xX.(y.2))
(s5) ¥x (1(x=0)=>Ey (x=7y"))
(s6) ¥x¥y ( |(y = 0) “>E W E;vV (X = yau+ vVAVLy))
potpuno su rutinski (videti na primer [ME] ).

Posebnu ulogu u teoriji P igraju sledeéi termi jezika Ip
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020,12 07,22 (0770002 (0ee(0")leue)seen
koje nazivamo numeralima, Meta-indukcijom po prirodnim broje-
vima lako se dokazuje sledeéi stav ( vidi [ME| ):

STAV 1.2,1, i) Pt n=m akko jen=m

ii) Pl n#nmn akko jen #m

iii) Pl n . m=n.m za sve m,n
iv) Pl n+m=n+m za sve m,n

v) Pb— ndm akko je ndm.
Iz ovog stava sledi da za sve z:g relenice #) vazi
P \? akkoQ)Féf,éto se odmah jednostavno prodiruje i na.E;i
reSenice. Veé pomenuta posledica Matijasevileve teoreme daje
odatle sledeéi stav,
STAV 1,2.2, Za proizvoljnu sz_reéenicu *Djezika LP vazi

P k—-\P akko LA>F”\? .

Sledeée sheme su teoreme u P i njihovi dokazi su tipi-

¢ne primene sheme indukeije.
SH(J) Shema totalne indukcije
¥x (¥yx{(y) —Y(x)) —->¥x\P(x)
SH(L) Shema najmanjeg elementa
Bx ) — mx( ¥ (0A#y2x TP
SH(G) Shema najvedeg elementa
ex P(x) A Ey¥x (\P(X) —> x{ y)—> Ex C“P(X)/\¥y>x-|\{)(y))
SH(B) Shema kolekecije
¥x< z Eyo(x,y) = Eu ¥x<z Ey<u 6(x,y)
SH(R) Shema regularnosti
¥x< v Ey ¥u (?(x,u)-—)u@)-) Ey¥x<v JJ-u.("f(x,u) S>uly).
DokaZimo, na primer, SH(J),ostale sheme dokazuju se sli-

gnom tehnikom u kojoj je primena sheme indukcije esencijalna,
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DOKAZ SH(J). Oznadimo formulu ¥y<x\P(y) sa B(x),a redenicu
¥x(¥y<xj°(y) —»\?(x))) sa C; o%evidnoPl- B(0) zbog aksiome
P7, pa P I— C —»B(0). Po aksiomi P8 P j— B(x ) &= B(x) A Y(x),
dok zbog valjane formule smene P j— C —> (B(x) —é\F(x))...(l).
Odavde je P b— ¢ —» (B(x) — B(x")),odakle

P (C —>3B(x)) = (C = B(x")),tj.

P = (¢ = B(0))A¥x ((¢c = B(x)) —> (¢c—>» B(x")), pa

Pl ¥x (C = B(x)), 3to sa (1) daje

P ¢ — ¥x P(x).

Shema SH(L) dobija se iz prethodne zamenom \f)(x) sa

—r?(x) i odgovarajuéim transformacijama.
Medjutim, sve ove sheme, sem SH(G),slabije su od induk-
cije,naime vaZi

STAV 1.2.3. P +J + L + B+ R I.

DOKAZ, Uoldimo strukturu
Q: (Wys + 5 « , <, 0),

gde su +, . i L uobidajene operacije i poredak na najmanjem
neprebrojivom ordinaluu_)l, a operacija ° definisana je sa
?': 3+ 1. Neposredno se proverava daQi: P +J+L+B+R
kao posledica osobina ovih operacija na (;dl,dobre ured jenosti
i regularnosti ovog oridinala, S druge strane,Q B 1 jer
Q}: O<CU,§2}= ¥x(xeW=—> x 2 W),ali SPhé ¥x (x< W), o
NAPOMENA: Struktura E = (€,+,.,’,<.O),gde je €= (A)w s je-
dan je od najdeZde koriddéenih modela za P~ + J.

Shema SH(G) "jaka" je koliko i indukcija,3to pokazuje

STAV 1.2.4; P~ + G —H—- P.

DOKAZ: Da P }— G dokazujemo metodom kori¥éenom u dokazu she-

me SH(J); doka¥imo zato samo da P~ + G l—— I. Pretpostavimo da
u nekom modelu@t za P~ + G vazi
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Ol=Y A (P =P ) v (@),
ali Ot}qé ¥x\F(x). Tada, za formulu \‘l‘)(x) ] vyéx“f)(y) vaZi
@G—: \]U(O),pa @C'= Ex\T/(x). S druge strane, ako O[‘=_-|\‘P(c),
cél%',oéevidno (9[]= ¥x (Y(x) —>x<c), odakle
§G= Ex(\{/(x)/\ ’iy)x-]\f/(y)), i neka element délgqrealizuje
poslednju formulu u modelu 6(, . Tada, s obzirom da iz P8 sle-
di cZLe” i7Ey (cdy<e”) zakljudujemo da&%\)D(c) /\Mc'),éto
je kontradikcija sa (2).

Kada se posmatra P~ sa nekom shemom koja nije parafra-
ziranje sheme indukcije, na P~ dodaju se elementarna svojstva
prirodnih brojeva koja su inade nedokaziva u P ; najledée su
to
1) ¥y (x + y =y + x A x.y = y.x)
i1) ¥x¥%y¥z ((x +y) +z=x+ (y + 2)N\ (x.7)ez = x.(y.2))
iii) ¥x¥%y¥z (x.(y + 2) = X.7 + X.2)

iv) ¥x¥y (x4y &©Ez (x + 2z =73))

v)  ¥x¥y (xLy V y4£x)

vi) ¥x¥y¥z (x + y=X+ 32—y =12).

Teoriju P~ + i) = v i) obeleZavamo sa P. Dokaz leme iz rada
[PA J] lako se pretvara u dokaz sledeleg stava.

STAV 1,2.5. Pl P + I',gde je I' slededa shema:

6 (0)A e (L) A¥x¥y (8(x)Ae(y) = 6(x + y)) —> ¥x 8(x).

Ovde je ©(x) proizvoljna formula jezika Lp,koja moZe imati i

druge slobodne promenljive sem Xx.

DOKAZ: Deo P }— PFe 1t je uobidajen; obratno, neka je

WM = P+ I* i neka WME= © (0)A¥x (6(x) —> 6(x")). Izaberi-

mo proizvoljan element aé{/m[i dokazimo da((m“= e(a). Neka je
\P(v,t) =2 vwgt (6(w) = e(w + v)Vitdw + v),

oevidno WV}=\V(O,§) /\\V(l,_e_l ). Pretpostavimo da
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m\==\\)(z,§)/\\\)(y,§), tada za svako x<a je ili adx +y +z
ili x + y + z<a, Ukoliko je adx + y + 2z, olevidno je
ME 6(x) =>06 (x +y +2z)Va<x + y + z. Ako Je X + ¥ + 2<£a3,
tada je x&a 1 x + z<a, pa iz pretpostavkem}-z\v(z,a)[\\’((y,_t})
stedi M= o6(x) =>06(x + z) i M= 6(x +z) >6(x +y+ z).
Odatle M\ b= 6{x) —> 6(x + y + z), pa samim tim 1

M= 6(x) =>6(x+y + z)\V a<x + y + z. Dakle,

M= Y(z,2) AY(y,2) =Y (z + y,2), paME= ¥ Y(v,8).
Za v = a dobijamo\NE= ¥wga (6(w) —>6(w + 2)V alw + a),
odakle za w = 0 sledif\l= ©(2).

U radu (PA ix dokazan je strozi rezultet:

P+ It () b +1(Z))
za svaki nz1,gde je I(Zn),odnosno I+(Zn) predstavljaju re-
strikciju sheme I, odnosno 1t rwiz;lfbrmule. Tukod je se napo-
minje da P~ + I+\ﬁ# I, pa je shema I+ "slabija"™ od indukcije u
P .Medjutiwm, slededi stav pokazuje da se ona ﬁe moze dedukova-
ti iz sheme totalne indukcije SH(J).

STAV 1.2.6. P~ + J £ IV .

DOKAZ: Dovoljno je dokazati da QH: 1% . Uodimo formulu X<W).
08evidno,Qok= 0<W AL L) A¥X¥y (X<WAFW—>X + Y< L) )IR¥xX (x40,
tj.QR= 1.
I 3. MOGUCNOST FORMALIZOV ANJA NEKIH MATEMATICKIH POJMOVA U P
Teorija P je vrlo bogata,o tome svedoli 1 &injenica da
je mogude uvesti novi predikatski simbol & definicionom aksi-
omom M(E) (Vidi 1.4.5),tako da P + M(£ ) \— ZFI(E),ade je
27f(£ ) teorija 2F — Inf + Inf') sa simbolom &€ kao simbolom
pripadanja.vakle, u P je moguée izgraditi celokupnu seoriju ko-

nadrih skupova.S druge strane,bogatstvo teorije P ogleda se

+) 1Inf je aksioma beskonadnosti iz ZF, a \Inf njena nega_cija.
Inade,oznaku ZF uveo je Zarko Mijajlovié.




i u tome 8to se u njoj moZe "predstaviti" svaka rekurzivna fun-
kcija i svaki rekurzivni predikat,8to pokazuje sledeéi stav.

STAV 1.3.1, Neka je R n-arni rekurzini predikat a F n-arna

rekurzivna funkcija., Tada postoje formule‘? 1\*/,takve za sve
prirodne brojeve Nyyeeeyly,n vazi
R(nl,...,nk) =) P l-—\f)(gl,...,gk),
7R(nl,...,nk) => P P—qﬁ%gl,...,gk),
F(nyseeesny) = &P — ¥x(Y(Dyseeeomy @) € x =1 ).
Dokaz ovog stava izvodi se indukcijom po sloZenosti predikata
R, odnosno funkcije F; baza indukcije je stav 1,2.1 (vidi

tSH.l ,607)-
I 4., KODIRANJE

NajsnaZnije orudje u ispitivanju teorije P je kodira-
nje, postupak kojim teoriju P moZemo ispitivati unutar nje
same posredstvom kodova formula, nizova formula i ostalih sin-
taksnih objekata. Naime,svako] formuli\P,odnosno termu t jezi-
ka LP, dodeljuje se njegov kod - broj'\Pj,odnqsno rf1, a zatim
se svakom kodu dodeljuje odgovarajuéi term jezika I..P - numeral
n, gde jen =Efﬂ. Na taj nadin,formulama odnosno termima jezi-
ka LP dodeluju se objekti samog jezika LP o kojima P moZe da
"govori", Sli¥no vazi i za nizove formula, Sto nam omogudéuje
kodiranje objekata kakvi su,na primer, dokazi u P. '

Osnov kodiranja je binarna primitivno rekurzivna funk-
cija fb(a,i) 8iju egzistenciju i osnovna svojstva daje slede-
éda lema.

LEMA 1.4.1. [Gﬁdei} Postoji primitivno rekurzivna funkcija

@(n,i) takva da je /j(n,i)é;n=l za svako n,i i za proizvo-

l1jne brojeve &_,a;,...,8, _; Postoji brojatakav da e /}(a,i)zai



za svako i<n,

Dokaz ove leme bazira se na Kineskoj teoriji o ostaci-
ma., Detaljan dokaz moZe se naéi u [SH] ili{MI 1],

Najmanji broj a sa svojstvom da za zadate brojeve
8 98y seee,@ 4 vazZi [j(a,o) = n i/}(a,i+1) = a, za svaki i<m,
obeleZzavamo sa <ao""’ah—i> i zovemo kodom niza Bigeeesd 4.
Obratno, ako definiZemo lh(a) = O(a,o), (a)i é@(a,i+l) i ako
je a = <ao""’an-l> ,tada je 1n(a) = n i (a)1 = a; za i<n,

Predikat Seq(a) definisan na skupu prirodnih brojeva
formulom
seq(a) &= ¥x<a ((1n(x) # 1n(a)) V Ei<1n(a)((x);#=(2);))
o¥evidno je rekurzivam i "prepoznaje" brojeve koji su kodovi
nizova, tj. brojeva za koje postoje Agreserd 4 takvi da je
a=<a_,...,a _> . Ukoliko je a =<a),...,a) 1 b =<y yenesbdy,
definiZimo a%b 2 {ayyuee,8 ybsenssb). Nije tedko dati eks-
plicitnu definiciju funkcije % i uveriti se da je i ona rekur-
zivna,

Dokaz leme 1.4.1 moZe se formalizovati u P; naime, za
funkciju.{j(x,y) definisanu kao u dokazu ove leme, i za& proiz-
voljnu funkeciju f definabilnu u P vazi:

STAV 1.4.2. P b ¥x Ey ¥i<x ((y); = £(1)).

Ovaj stav nam omoguéuje da definisSemo neke vaZnije funk-
cije i relacije u P.

DEFINICIJA 1.4.3. (Eksponencijalna funkcija).

Z . _ . — =
y =X <-->EV((V)O = 1A¥i<z ((V)i+l = x.(V)i)/\(V)z =y).

U P se moZe dokazati ekvivalentnost ove definicije sa
sledeéom

y = X2 Wy ((v), = W<z ((v)y, = %.(v);) =>(¥), = y)



- 10 -

Sto svedoCi da je definiciona aksioma grafa eksponenci-
jalne finkecije le(P).
DEFINICIJA 1,4,4, (Definicija zbira).
Neka je f neka funkcija definabilna u P. Tada
7= g £(0) @ Bv((1), = £(OIAKILK((¥),,1=(r) (+£(141) AV =9).
Sliéno kao u prethodnoj definiciji,lako se moZemo uve=-
riti da je definiciona aksioma zbira A\, (P).
Poslednje dve definicije omoguéuju nam da definisemo
relaciju & koja,kao $to éemo videti,ima veliku vaZnost i pri-
menu.

DEFINICIJA 1.4.5. (M(€ )).

xE£ yE B2y Bk<y (y=i§k2(z)i/\ Ej<k (x=(z)j)/\¥i<k ¥v<k(icv
— (2)<(2),)

Iz napomena u vezi sa prethodnim definicijama sledi da
je definiciona formula relacijef ﬁﬁ} Sem primene ove relaci-
je opisane u talki 3 ove glave, relacija¢ ima vaZnu primenu u
teoriji modela aritmetike (vidi 2.3,4). Nju omogudéuje sledeéi
stav:

STAV 1.4.6. (Teorema aritmetildke separacije).

Neka je\P(x,y) proizvoljna formula &ije su jedine slo-
bodne promenljive x i y.Tada
P ¥y ¥z Ev ¥x(P(x,y)A X<z €>XeV).,

DOKAZ: Za proizvoljne y i z element v= 22221 f?(i,y),gde je
f? funkcija definisana sa

(£06,3) = 1= P,y A (£g(x,3) = 0 = THx, ),
zadovoljavaju gornju formulu.

Zzahvaljujuéi osobinama funkcije '(:x)y i stavu 1.4.2,

vazi slededéa vaina teorema,
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TEOREMA 1.4.7. (Teorema o preneks-normalnoj formi)

Svaka formula T je r]n ( Z:n.) za neko n.,

DOKAZ: Posledica ¢injenice da

Phl— ¥igx Eykf)(i,y) &> By ¥ikx &P(i,(y)i) i njene po-
sledice P — Eicx ¥y P(1,y) & %y Bicx P(1,(3),),
$to nam omogudéuje da "igvlalimo" neogranidene kvantifikatore.

Da bi kodirali sintaksu teorije P dodelimo svakom
simbolu jezika LP kao i logilkim simbolima po jedan broj,
i to razliditim simbolima razlidéite brojeve. Jedna od mo-
guénosti je slededa:

+ . 70 < x; = E A

1 2 3 4 5 68 7 8 9 10

Broj dodeljen simbolu s oznadimo sa SN(s). Uodimo za
svaku formulu %),odnosno term t Jjezika Lp,zapis u poljskoj
notaciji koja sadr?i samo gornje simbole. S obzirom na in-
duktivno gradjenje formula i termova,dodelimo svakoj formuli,
odnosno termu 0blika W & 8SV,.....V, broj W' = <SN(s)f¥1,...fv;>;
ovde je s jedan od simbola (logidki ili jezika LP) a v, su
formule ili termi manje sloZenosti. Tako je, na primer,

Tx, + %, = r#xlxa = <SN(+),rx;,?ig)
Uzev8i u obzir da su Xq i X, u termuxl + X%, takod je termi
( 2 ne simboli za promenljive!) i da je

x{ = <sN (x;)) =467y dobijamo

%, + x,'= (1, 46y, Goy.

Sli¢no je

V:Exl (xl=x1)—‘ = {SN(E), Fx] ,rxl=x;>=<SN(E),"xi‘_,<SN(=),

o SR O RO ON

Sada moZemo na skupu prirodnih brojeva definisati re-
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kurzivne predikate koji se "prepoznavati" kodove odredjenih
sintaksnih objekata., Tako je predikat koji preproznaje terﬁo—
ve koji su samo jedna promenljiva definisan sa
Vble(a) & a= ((a) MEy< a ((2), = ),
dok je predikat koji prepoznaje termove uopsSte
Term(a) & a = (sr:(o)‘)v ble(2)V (a = {SN( °),(a)))
ATerm((2)1))V ((a = (SN(+),(a)y, (a),Va = (SN(.),(a),(a)))
A\Term((a)l)/\Term((a)Z)).

Na osnovu poznut;h stavova teorije rekurzije, ovako de-
finisani predikati su primitivno rekurzivni. Analno se mogu
definisuti predikati For(a) i Sent(a) koji prepoznaju kodove
formula,odnosno redenica., Predikat Fr(ﬁﬁ‘, X ) oznadava da je
promenljiva x slobodna u formuli\P . Takodje se moZe definisa—
ti rekurzivna funkcija Sub(a,b.c) takva da, uz uobi%ajene us-
love za x,t i\P,vaéi Sub(Rg? i ’r£1 ) =r\P(t9, gde jerﬁxt;
formula nastala zamenom promenljive X termom t u formuli\P.
Sli¢no za Neg(a) vazi Neg(rﬁy) =rﬁqﬂ » & analogne funkecije
mogu se definisati i za ostale logidne veznike.

Glavni cilj kodiranja je formalizacija pojma dokaza i
dokazivosti u P. S obzirom da je skup kodova aksioma od P re-
kurzivan,takav je i predikat Axp(a)éé§"a.je kdd neke aksio-
me od P". S druge strane, predikati MP(a,b,c) i Gen(a,b) su
tako definisani daW k= MB(™Y','Y', 0) akko je Y= P— 0 ,
odnosno Gen("™P',"W') akko je &’oblika ¥§LF; oba olevidno imaju
rekurzivne definicije.

DefiniSimo predikat Prfp(a,b) na sledeéi nadin:

Prfp(a,ﬁp1) & seq(a) AN (1h(a) & O)f\((a)lh(a)al aWg')
A¥i<1n(a) (Ax ((a))VEj< i Ek<i MP((a)y,(a)ala); )V

Ej<1 Gen((2)y,(a);));
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time smo formalizovali svojstvo da je broj a kod dokaza
formule Y u P. Sada mo¥emo definisati i predikat Th (a) .
koji na(d "prepoznaje" kodove teorema formalne aritmetike P:
Thmp( r-\fﬂ) & Ex Prfp(x,r\{p).
S obzirom na nadin na koji je definisan predikat Thmp(a) ,o0le=
vidno P p— “f akko () b= Thmp(r\fy‘). Kako je redenica Thmp(r\fﬂ )Z.l’
na osnovu stava 1.2.2 sledi P p— ‘Y akko P p— Thmp(r\?—\). +)
Med jutim, u op&tem sludaju, P k£ P> Thmp(r\P—‘).
Sledeéa dva stava bacaju viSe svetlosti na vezu formu-
le Pt predikata Thm("P") u teoriji P.
STAV 1.4.8. Ako je\PZl relenica, tada je P \-—\f—v Thmp(r\Pj).

STAV 1.4.9.'L8b] Za proizvoljnu redenicu T Jezika L
P p— Thmp(r\P") — Pakko P —P .

Dokaz stava 1.4.8 1izvodi se indukecijom po sloZenosti

formule T (vidi 8.2 u [SH]ili 3.5.4 u [SM ]1 ,za dokaz stava
1.4.9 wvideti 4.1.1 u [sM 1]).

S obzirom da je Thm( al)Z__:L redenica,iz stava 1.4.8 ne-
posredno dobijamo
STAV 1.4.10. Za svaku redenicu %’ jezika LP

P p— Thmp(rLFj) - Thmp(rThm(RP1 )‘l ).

U teoriji P moZe se dokazati svojstvo predikata Thmp

koje odgovara jednoj vaZnoj osobini koju imaju dokazi u P.

STAV 1,4,11., Neka su\f'i Y proizvoljne redenice Jezika I'P’

tako da
N T N g N
P b= thn ( P)Ahn (F — ) —> Tha (V).
Dokaz ovog stava zasniva se na ¢injenici da za proizvo-

voljne formule kP N Jezika I’P vazis

P \— ¥x¥y (Prf (x, P)APrL (y, P YY) = pre (xxyx YY,YY)

¥) Ovde 1 u s11cn1m s:LtuaciJama "P sznatava numeral koji odgo-
vara kodu formule
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Sledeéa teorema pokazuje se kao izuzetno korisno
sredstvo u ispitivanju mnogih osobina formalne aritme=-

tike P.

TEOREMA 1.4.12. (GBdelova lema o dijagonalizaciji)

Neka je\F(x) formula jezika L, u kojoj je x jedina
slobodna promenljiva, Tada postoji reéenica\f)istog Jezika
takva da vazi PY <P (V).

DOKAZ: Definidimo formulu €(x) = \P(Sub(x,x)) i neka je
m="6", Tada je

P b~ 6(m) (—-)»\P(Sub(m,m)),tj.

P t— 6(m) «> P(suv('e',m)),odnosno

P o(m) & e (m)").

I 5. PITANJA KOMPLETNOSTI, NEPROTIVRECNOSTI I
[1° - KONZERVATIVNOSTI
1

Nagin na koji jJje definisan predikat Thmp pokazuje da
Je on rekurzivno nabrojiv; ako je T teorija koja sadrZi P a
¢iji je skup aksioma rekurzivan (tj. rekurzivno prodirenje
od P) i predikat Thm,, definisan potpuno analogno, rekurzivno
Je nabrojiv . Teorema Churcha (vidi [SH] 6.8.) pokazuje da pre-
dikat ThmT nije rekurzivan kad god je T neprotivredéno proSire-
nje od P, S druge strame, skup teorema svékog kompletnog rekur-
zivnog proSirenje od P Je rekurzivan ( vidi [SH] 6.8.),pa odat-

le vaZzi sledeéa teorema.

TEOREMA 1.5.1. [66del}fiosser] Svaka teorija T koja je rekur-

zivno prosirenje od P je nekompletna.

Primena definisanih predikata Prfp(x,y) i Thmp(x) prote-
Ze se ne samo na pitanja kompletiranja veé i neprotivrecnosti
teorije P. Naime, ako refenicu JEx Prfp(x,rO 4’61) oznalimo

sa Con, , vazi slededa teorema:
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+)
TECREMA 1.5.2 [Godel] P |~ Con, .

SKICA DOKAZA: Izaberimo na osnovu teoreme 1.4.12 reéenicu\P za

koju
P k—f?eeﬂmhmp(ﬂﬁ)..............(1).
O%evidno, reéenica‘? je istinita aly), a nedokaziva u P. Za-
tim se pokazuje, koristec¢i stavowve 1.4.10 1 1.4.11, da je
P}—Jf €3> CON _ceeeeenecnnceaaeesll),

P
odakle, s obzirom na nedokazivost formule‘P sledi

P £ Conp.

Teorema 1.5,2 pokazuje da se dokaz neprotivrelnosti
formalne aritmetike P moZe izvesti samo sredstvima koja sa-
drze konstrukcije koje se ne mogu formalizovati u P. U GBde-
lovom dokazu [GB ﬂ to su funkcionali viseg reda,dok Gentze-
lov dokaz [Ge] koristi tranfinitnu indukeiju.

U tredoj glavi za nas ée biti vaZna slededa neposred-

na posledica prethodne teoreme.

POSLEDICA 1.5.3 Teorija P +700np je neprotivreéna,.

S obzirom na stavove 1,4,10 i 1.4.11 iz (1) i (2) do-
kaza teoreme 1l.5.2 dobijamo

P Conp —e»?Thmp(Eoﬁ;), odnosno

P — Con ->'1Thmpﬁconp —> 0 £ 0). Odatle

P
— r 3
PI——Conp ‘\Thmpmonp( 0 #0),
pa ako sa ConT oznadimo formuldTThmT(b # 6), dokazali smo sle-
deé¢i stav:

STAV 1.5.4 P }— Con — Con

pﬂConp'
Poslednji stav koristi se u dokazu sledeée,za nas, veo-

ma vaZne teoreme,

+) Analogna teorema vazi i za sve teorije T koje sadrZe u do-
voljnoj meri atritmetiku i u kojima se modu definisati odgovara-—
juéi predikati kojima se formalizuje pojam dokazivosti u teori-
Ji T i to tako da oni imaju sva neophodna svojstva koja se kori-
ste u dokazu teoreme 1.5.2(videti [SM l] )e
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TEOREMA 1.5.5+%Kreisel]. Teorija P +'100np je rTi - kon-
zervativno proSirenje teorije P, tj. za svaku univerzalnu
reéenicu‘f jezika LP

P+ WConp — akko P F—\F.
SKICA DOKAZA: Ako je P + 'IConp —> \f,tada P b— TCon —F..(3).

Ukoliko jéf r]i retenica,u svakom rekurzivnom proSirenju T

od P vazi:ako T — ¥ ,tada P |— Con, —> V. ++)pakle,za sva-
o) ‘s .

ku l—[l recenlcu\P,J.z P+ 7Conp I-—-“F sledi P j~— Conp+Conp—) ‘P.

Na osnovu stava 1.5.4 zakljulujemo da P F— Con —9‘f,pa zbog

(3) zakljudujemo da P P—\P.

p

I 6. DEFINABILNOST ISTINITOSTI

Imaju u vidu da predikat Thmp(x) "prepcznaje" kodove
teorema u P,postavlja se pitanje moZe 1li se definisati predi-
kat Sat(x) koji na svekom modelu ™M za P prepoznaje kodove tad-
. nih redenica. S obzirom na stav potpunosti, ovo se svodi na pi-
tanje postoji 1i formula Sat(x) jezika L, tako da

PP sut("P)
za svaku refenicu f’jezika LP' Teorema l1l.4.12 primenjena na
predikat ] Sat(x) bi odmah dala kontradikciju sa ovom pretpo-
stevkom ,pa je odgovor na ovo pitanje mnegativan. Ipak, ako og-
rani¢imo sloZenost formule %’ na klasu z:n - formula 2za neko
n,odgovor je potvrdan.

TEOREMA 1,6,1, Postoji le ~ definicija istine za 2:0 - for-
mule,tj. postoji [&l formula SatZO(x,xl,...,xn) tako da za sva=-
ku formulu ﬂj(x,xl,...,xn) vazi

P b= ¥X),...,¥x (Satg (rﬁn,xl,...,xn) é#“?(xl,...,xn)).
+% Za teoremu l.5.5 vazi ista napomena kao i za teoremu l.5.2.

If+ ifetaljan dokaz ove teoreme mo%e se naéi u (MY ,Kreisel ili
SM 11.

e
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TEORiMA 1.6.2 Postoji Z:k+1 - definicija istine zay_

k+l
mule,tj. postoji Z: - formula Sat z. (x 1Xq9ees X ) tako

da za svaku Z:k+l - formulu\P(xl,...,x ) vazi

P p— ¥xl,...,¥xn(SatZk+1(‘P ,xl...,xn)<eeff%xl,...,xn)).

Teorema 1,.,6.2 je neposredna posledica teoreme 1.6.1 i
¢injenice da se svaka formula moZe predstaviti u prenens nor—v
malnoj formi (teorema 1.,4.7). Dokaz teoreme 1l.6.1 zasniva se
na ¢injenici da se za svaku z:o - formulu,zbog ogranicfenosti
kvantifikatora,zadovoljenje u modelu Y\ za P moZe na pogodan
natin kodirati elementima modela, a zatim se iskoristi teore-
ma kompletnosti. Detalji mogu se naéi u [MI ﬂ i E?A a .For-
mulu koja je definicija istine neke klase formula zovemo jo&

i relacijom zadovoljenja te klase formula,
I 7. MATIJASEVICEVA TEOREMA

Ovaj kratki pregled teorije P zavrSavamo fundamentalnom
teoremom Matijasevi&a,®ija posledica (1.7.5) daje vaZne rezul-
tate u teoriji modela aritmetike (vidi Gaifmanovu teoremu u
drugoj glavi)l Ona je motivisana sledeéim &uvenim problemom.

DESETI HILBERTOV PROBLEM. Neka je zadata neka diofantska jed-

natina sa celim kojeficijentima. Naéi postupak kojim se moZe,
posle konalno mnogo koraka, utvrdiri ima 1li ova jednalina ce-
lih resSenja,
Slededa lema pokazuje da Je traZenje ovakvog postupka
za cela resenja ekvivelentno traZenju postupka za reSenja u
skupu prirodnih brojeva (tj. "prirodna" redenja).

LEMA 1.7.1 Neka je p(xl,...,xn) = 0 neka diofantska jednadi-

na, Ona ima cela resSenja akko jednalina

ﬂ P(( l)l 100.,(-1)1X )=0
L‘lq QLV\&LO)&}
ima prirodnih reSenja; jednadina P(Xjj,e..,Xy) = O ima prirod-
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nih resenja akko jednalina
2 2 2 2 2 2 2 2
P (x7; + x5 + X1g + XJgreeer¥py + X + Xz + xn4) =0
ima cela resenja,
DOKAZ: Posledica Lagrangeove teoreme po kojo] se svaki prirod-
ni broj moZe predstaviti kao zbir kvadrata najvise &etiri pri-

rodna broja.

k
DEFINICIJA 1.7.2. Skup ACW je diofantski akko postoji

pe Z(Z, X) tako da za nl,...,nkew vazi

(ny,...,m ) €4 & (Jb= EX (2(W, X) =0 ).

Ocevidno, svaki diofantski skup je rekurzivno nabrojiv.
Medjuti , vaZzi i obratno.

TEOREMA 1.7.3 (MatijaseviZ] . Svaki rekurzivno nabrojiv skup

je diofantski.
Iako elementaran,dokaz ove teoreme je prilid¢no sloZen
(vidi {MA] ,[IVM{] ). Sama teorema moZe se formuiisati i na sle-
dedéi nadin.
TEOREMA 1.7.3." Za svaku }[1 - formulu ©(x), postoji
»(2, 2)€ Z(3,7)
tako da
R R . N +
(W= ¥ (8(X) « B2 (p(,2) = 0 ).

Analizirajudi dokaz teoreme 1.7.%° uolava se da se on moZe pre-

)

neti u eoriju P, pa vazi sledeéi stav.

STAV 1.7.4 Za svaku Z - formulu 6(X) postoji p(X,z)e Z(f,?)

1

tako da vazi

P ¥ (0(X) <> EZ (p(X,2) = 0)).

Ako izaberemo p(x,%,Y) tako da vazi

Wk ¥x¥y(sat z1()(,"3?) «~> Ezl...Ezk(p(x,i,y) =0)),
odevidno za svaku Zl - formulu 6(¥)

L= %3 (6(§) «> Bzy...Ez (p( 0 ,2,7) = 0 )).
F) Pokazu,e ocC da je dovoljno posmatrati jednaline sa pozitiv-

e 2o JrAamtTs AT AT IMO
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Matijasevil® je pokazao da moZemo ograniCiti broj egzi-
stencijalnih kvantifikatora na k = 9,
Sledeéa posledica stava 1.7.4 je neposredna ali veoma

vaina,

POSLEDICA 1.7.5_ Zan)l, hijerarhije § 01 )  ‘ormuiew?

o)

poklap&aju se,tj. neka formula\F jezika LP Je Ein

> . (P).

Teorema l1l.7.3, zajedno sa Churchovom tezom,tj. pretpostavkom

(P) akko je

da je skup AcWodludiv (vidi 6.8. u [sH] ) akko je rekurzivan
daje negativan odgovor na deseti Hilbertov problem.

TVRDJENJE 1.7.6.Ne postoji postupak kojim se za proizvoljnu

dutw diofantsku jednadinu moZe utvrditi u konalno mnogo ko=
raka ima 11 ona celih reSenja ili nema.

BOKAZ: Izaberimo proizvoljan skup Ac() tekav da he) =l
Ovakav skup na osnovu pomenute Churchove teoreme:)takav jes
'na primer, skup kodova teorema u P, Teorema 1.7.3 obezbedjuje
postajanje diofantske jednaline p(n,X) = O takve da ne A akko
jednadina p(n,X) = 0 ima reSenja u (J .Ako bi postojao postu-
pak kojim se za svako n za ovu jednadinu mozZe utvrditi ima 1i
ona redenja u &J ili nema,moglo bi se efektivno utvrditi za
svaki prirodni broj n pripada 1i skupu A ili ne pripada,pa bi
po Churchovoj tezi sledilo da je A rekurzivan skup,5to je kon-

tradikcija sa nalinom izbora skupa A,

Ty Vidi 6.8 u 58 .
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I1 1, POJAM I EGZISTENCIJA NESTANDARDNIH MODELA TEORIJE P

Kao $to smo napomenuli u predgovoru, struktura prirod-
nih brojeva OJ ne moZ%e se opisati nekom teorijom P predikat~
skog ratuna prvog reda tako dobro da svi prebrojivi modeli
ove teorije budu izomorfni strukturi (V. Naime,svaka teorija
TOP ima nestandardne modele koji se po svojim svojstvima bit-
no razlikuju od strukture ().

DEFINICIJA 2.1.1, Neka je YU neki model teorije P. Svaki ele-

ment |7nj koji je interpretacija nekog numerala nazivamo stan-

dardnim; elemente koji to nisu nazivamo nestandardnim. Model

koji ima nestandardnih elemenata nazivamo nestandardnim mo=~

delom.

LEMA 2.1.2. Svaki standardni model izomorfam je () ; svaki ne-

standardni model sadrZi kao poletni komad izomorfnu sliku stru-
kture W .
DOKAZ: Preslikavanje f : () — M definisano sa f(n) = (n)
predstavlja izomorfizam strukture W i proizvoljnog standar-
dnog modela, odnosno utapanje W u poletni komad nestandar-
dnog modela ML ,sto sledi iz stava 1.1.2 i aksioma P7 i P8,
S obzirom da u nestandardnom modelu Tl za proizvoljan
nestandardni element ¢ i svaki prirodan broj n vazi M gﬁ(g,
nestandardne elemente nazivamo jo$ i beskonadénim brojevima,
STAV 2.1.3 Za proizvoljnu konsistentnu teoriju T DP postoji
nestandardan model.
DOKAZ: Neka Je TO proSirenje od T dodavanjem nove konstante
¢ u jezik teorije T, i skupa aksioma (g <ec | né(_)}. Stav

kompaktnosti nas uverava da je To neprotivrec¢na teorija.Pro-

izvoljan model WYL teorije TO je nestandardan model za T,



- 22 -

II 2. OSNOVNO O NESTANDARDNIM MODELIMA

Ukoliko u proizvoljnom nestandardnom modelu m}: P
uvedemo relaciju ekvivalencije "V sa

avy & | (x| agxgﬁH<Ld,
svaka klasa ekvivalencije sem one koja sadrZi nulu uredjena
je relacijom <'m po tipu (A)* +{). S obzirom da za proiz-
voljna dva beskonafna elementa a i b takva da ‘[(a/\/b) po~-
stoje elementi c,,c, i c; takvi da je c,<a<e,< b<c3 i

_l[(cl’u a)\/(a’\ch)\/(cé\J b)\/(b’vca)] ,
tip uredjenja modela TN je W+ (W* +L;))'Q,gde je"lgust
poredak bez krajnjih tataka, Odavde neposredno sledi da su
svi nestandardni prebrojivi modeli teorije P izomorfnog
poretka,

Shema najmanjeg elementa SH(L) pokazuje da teorija P
ima definabilne Skolemove funkcije. Odavde, na osnovu kla=-
sinog stava teorije modela, sledi da je neki podmodel Tmo-
dela YL teorije P elementarni akko je on podmodel od YL gle-
dano na Jeziku proSirenom simbolima definabilnih Skolemovih
funkcija. Time neposredno dobijamo slededi stav,

STAV 2,2,1 Neka su TN_ i 'm.z elementarni podmodeli nekog

1
modela TU teorije P. Tada je i model ml N Tn-z elementtaran

podmodel od mn.

DEFINICIJA 2.2.2, Neka talka a modela TN teorije P je

Zk (ﬂk’Ak) definali 1na akko postoji Zk (nk,Ak) formula
\P(x) sa jedinom slobodnom promenljivom X za koju je

(m}= a =/1wa0(>:). Neka taska je definabilna u modelu M ako je
zn definabilna za neko Ne (J. Skup definabilnih taiaka mo-

dela M oznazavamo sa pf(1M)).
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STAV 2,2,3. Skup tadaka Df(M1) obrazuje elementarni podmodel

modela ’YYL.

DOKAZ: Neka je \F(xl,...,xn,x) proizvoljna formula i B1seceyd

elementi DEf(TN) za koje
ME a; =Mx ', (x). ko
ME Ex (’P(al,... 3 ,X%),tada je element a takav da
ME a ==/4.Lx(Ex1,... ,Exn(i{é%(xi =/4Lx "Fi(x))/\ KP(xl,.. ,xn,x))
pripada Df(1M), pa tvrdjenje stava 2.2.3 sledi iz poznate Tar—
ski-Vaughtove teoreme.
Na osnovu opsStih model-teoretskih &injenica za proiz-
voljna dva modela MM, 1 M vazs M =M, akxo je
DE£(M;) & pe(M,).
Odavde i iz stava 2.2.3 sledi da je za proizvoljna dva
modela TLi TV kompletne teorije T DEf(TN) = DE(MK) i

DE(MM) E T. Model Df(M) teorije T zovemo minimalnim modelom

teorije T i obeleZavamo ga samT .

O%evidno,nestandardni model 1L za P nema nestandardnih
elemenata u Df(M) akko je elementarno ekvivalentan W .Podmo=-
del Df(M) moZe ali ne mora biti niti kofinalan niti koinici-
jalan u TN W .+ Neka je M P proizvoljan model koji nije ele=
mentarno ekvivalentan (W) ya koji postoji s obzirom na nekomple-
tnost teorije P. Fodel Df(M) je primer nestandardnog modela u
kome su definabilne tadke kofinalne i koinicijalne u skupu nje-
govih nestandardnih elemenata. S druge strane, ako jemproiz—
voljan nestandardan model za P i Amnjegov elementarni dija-

gram,stav kompaktnosti primenjen na teoriju.
r =AYle # nne wWule<x | xelTnl\w}U{_:_Kd‘ xelm\} pokazuje

+) Izomorfnu sliku (Jna potetni komad modela TN\ izjednadavade-
mo sa (J.
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da je T neprotivrelna teorija jezika I‘PU{’-‘IXEImB U {:c,d R
gde je X ime elementa x modela m Proizvoljan model T}‘o te-
orije T ima svojstvo da jem<’Y\O i da Mlnije niti konfinalan
niti koinicijalan sa TLO\(,L) ,pa to nije ni DE(T\) = DY M,

Sledeta lema pokazuje da nestandardni modeli "ne pre-
poznaju" skup standardnih elemenata,

LEMA 2.2.4. Neka je [Tl nestandardan model za P. Ne postoji for-

mula \P(x,y),éije su jedine slobodne promenljive x i y,takva da
za neki element belm\ vazi

w={ M| Mt ] .
Dakle, skup standardnih elemenata nije parametarski definabilan
ni u kom nestandardnom modelu teorije P.
DOKAZ: Pretpostavimo da za neku formulu \P(x,y) i element bérnu
vaziw={ae}7ﬂj\m;=\{>(g,p)}. No tada TNkf0,b) 1
ME ¥x (Px,0) —F(x;v),0dax1e Tk ¥x P(x,b),8t0 je kontradik-
cija sa pretpostavkom da je ()2 MWL.
STAV 2.2.5 Princip prelivanja (Overspill) -.k) Neka je M ne-

standardan model za P, b€ | M| i neka formula gP(x,y) ima je-
dine slobodne promenljive x i y. Tada vaZi ekvivalencija: za
svaki prirodan broj n M= \P(g,b) akko postoji beskonadan
ae‘m‘ tako da Mk (’v‘x(é) P(x,b). |

DOKAZ: Pretpostavimo da za svaki prirodan broj n vazi

ME ﬁo(g,‘t_)). Ukoliko desna strana ekvivalencije ne bi bila
‘tadna, formula (Vy(x)“?(y,z) bi parametarski, kad promen-
ljiva 2z wuzme vrednost b, definisala skup standardnih eleme-
nata,sto je kontradikcija sa lemom 2.2.4. Implikacija u dru-

gom smeru Jje trivijalna,

¥) Za neke varijante videti |sM 2].
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POSIEDICA 2.2.6. Neka je [Tl nestandarden model za P,bve ||

i neka za beskona¥no mnogo Prirodnih brojeva n vazi

'YT\.PP(Q,Q). Tada postoji beskonadan a€|M|takav da

ME P(a,b).

DOKAZ: Primenom Principa prelivanja 2.2.5 na formulu
By (y>xA¥(y,b).

IT 3. STANDARDNI SISTEMI

DEFINICIJA 2.3.1. Neka je Mproizvoljan model za P. Skup

xC (Wje standardan na MU ako postoji formula P(x,y) &ije su

Jedine slotodne promenlji.ve x 1 y 1i element b€lm| takav
da je x ={newhm= (f)(g,p)}. Stand ardni sistem od TTL »SSy(M),

familija je svih skupova standardnih nam.

DEFINICIJA 2.3.2 Neka jelll nestandardan model za P. Broj

a€|M| kodira standardni skup XeSSy("M) ako je
X =£n€wl'm§= gi_a}, odnosno ako sa& D, ogznalimo skup svih
elemenata x € ]ml za koje

ME x£a , X _£new‘neb }- D .NW.

Neposredno se proverava da je svaki element modelam
kod nekog nestandardnog skupa., Sledeéi stav pokazuje da vazi
i i obrnuto.

STAV 2.3.4 Neka je IMlnestandardan model za P i neka X € ssY(M).

Tada X ima beskonaan kdd manji od proizvoljnog unapred zada-
nog beskonaénog broja,

DOKAZ: Neka je ae}m, beskonatan; na osnovu Principa preli-
vanja mozemo nac¢i beskonaldan be ]ml tazav da je 2b+14 a.Na
osnovu teoreme aritmetilke sepracije (stav 1.4.6) postoji
delm, tako daME ¥x (x€Dd <> x<b AP(x,c)). Ofevidno,ele-
ment e =d + 2° ima svojstvo da je Def\wz-. X i
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2be <) 2t 4 ab< 2P 4 2P = 2Pl g

idb
1j. e Je beskonalan kdd skupa X manji od a.

Iz ove teoreme sledi, s obzirom da je formula
xé;Dyle, da se svi standardni skupovi mogu parametarski
definisati [Bl formulanma,

Standardni sistem ima vaznu ulogu jer se mnoga SVOoj=—
stva nekog nestandardnog modela mogu karakterisati preko nje=-
govog standardnog sistema., Na primer, ukoliko posmatramo pre—
brojive modele teorije P,¢iji je skupovni deo upravo skup pri-
rodnih brojeva, standardni sistem nam omgguéuje da odredimo

+
sloZenost operacija + i ., ovog modela, U teoremama 2.3.5-2.3.7
m : i
(W) iz razumljivih razloga ne identifikujemo sa (W kao £to smo
to inade ¢inili.

TEOREMA 2.3,5 (Tenenbaum). Neka je Tfl= (W,+ , .) nestandardan
++)

modela za P’ ’'sa domenom (W ,Tada je svaki standardan skup
X< 8sy(IM) rekurzivan u svakoj od operacija + i ., ovog modela,

POSLEDICA 2.3.6 Neka jeMMl= (W, + , .) nestandardan model za

P, Tada,ako je (u);T<WT\ni + ni . nisu aritmetidke operacije.
DOKAZ: Ako je (L) <Mtada je svaki aritmetidki skup XC W)
standardan zaTfl, Na osnovu teoreme 2.3.5 svaki aritmeticki
skup je onda rekurzivan i u + i u ., . Po teoremi aritmeti-—
Cke hijerarhije sledi da + i . ne mogu biti aritmetilke.

POSLEDICA 2.3.7, Neka jeM= (W, + , . ) nestandardan model za

P, Tada ni + ni . nisu rekurzivne operacije.
DOKAZ: Ako bi + ili ., bili rekurzivni, tada bi svaki skup X
iz ssy(M) bio rekurzivan. No u svakom modelu postoji rekurzi-

van skup iz njegovog standardnog sistema.

+) Detaljan dokaz teoreme 2.3.5 kao i posledica 2.3.6 i 2.3.7
mo¥e se naéi u {sM 2].

++) S obzirom da se ° i < mogu definisati preko + i ., ovakwvu
strukturu mozemo smatrati modelom za P.




- 27 -

Familija podskupova od (J koji su standradni sistemi
modela za P moZe se karakterisati potpuno algebarski.

DEFINICIJA 2.3.8 Neka je X neprazna familija podskupova

prirodnih brojeva. Familija £ je C~zatvorena ako:
(i) £ je algebra skupova,tj.
X,Ye ¥ — xny, xUY,W-xeX;

(1i) X je zatvorena za relativnu rekurzivnost;
(111) X zadovoljava binarnu Konigovu lemu: ako Xe ¥i

X kodira beskonaéno binarno drvo, tada postoji YE ¥ koji ko-

dira beskonalnu putanju kroz X.

TEOREMA 2.3.9 [Scotﬂ Familija X Je standardni sistem nekog
modela m za P akko je c-zatvorena, |

Dokaz ove teoreme moZe se nadi u [SM 21 ili XScot% .

II 4. ROBINSON-FRIEDMANOVA TEOREMA I POJAM REXURZIVNO
ZASICENOG MODELA

DEFINICIJA 2.4.1 Neka jeTN neki model za P i neka su a

1’...’an

elementi od |'TN » 8 Bipees 3, njihova imena. Neka je r neka

C\\/
familija formula jezika I = LPU{gl,... ,9n} a { familija for-
mula jezika I"P ¢ije su slobodne promen jive iz skupa {x,yl,..,yn}
Tada

(i) femilija l dopusta relaciju zadovoljenja ako postoji for-

mula Sp (y,x,gl,...,gn) Jezika I takva da za sve formule
\f(x,xl,...,xn)ei vazi
Tk Io‘X(Sr( e 1X5879000,8 ) & \O(x,gl,... 2,)) .
(ii) Skup .
]
(Z:(X,?_vl,.-. ’_'i‘}n) = {\P(X’:a,l"--oﬁn) ,\F(X:y'lo--o 9Yn)€i\}
je tip nad O] ako je konsistentan nad ™ ,tj. ako za svaki ko=

nagan podskup%? =< vazi

0
T E Ex A‘)&P(x,_&}l,.. er8y).

Yol
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(iii) Tip (x,2y,...,a ) je realizovan u 1" ako postoji ele-

ment a&€ l'm‘koji realizuje sve formule ovog tipa, tj. za sva-
ku formulu € 12 vazi
e f(a,2.,..0,8.).

(iv) Tipcf:’(x,gl,...,_an) je rekurzivan (realan nad 1Tl) ako je

P(x,yl,... ,yn)E Z} rekurzivan (pripada stan-

skup kodova {r\‘Pq
dardnom sistemu od TN,
(v) 7Tip {‘?:(X,gl,...,gn) nagd lee r-tip ako svaka formula
\‘\c(x,gl,... »8,) ovog tipa pripada skupu l_’ .

Sledeca fundamentalna teorema predstavlja tipi&nu Prime-
nu standardnih skupova i Principa prelivanja,

+)
TECRENMA 2,4.2, Neka je 1| nestandardan model za P, I .

-~

. . e . a7 . . _ ( )
elementi oulmh P familija formula jezika L = LPU L—al"" ’—n}

koja dopusSta relaciju zadovoljenja, Tada je svaki realan r-tip
?(x,gl,... ,_’c}n) nad Mrealizovan u M.
DUKAZ: ro&to Je tip ZJrealan, postoj(i formula \V(x,y) Jezika
L, i element b< Mltakay da za sve formule\f)(x,yl,...,yn) is-
toz jezika V~.Léi'"{)(x,§l,...,_e_tn)e%jakko Wik Y(™',b). Kako je
T tip nad 1, za svaki ne( vazi
M B 6" fn) KO, = 5. xz 3]
Tada, na osnovu Principa prelivanja, za svaki nestandardni aé‘rmi
Tk Ex (v“??«g)]}f(r‘?j,p) —> sr(r%?’,x,al,... ,gn%.
Svedok egzistencijalnog kvantifikatora u poslednjoj formuli
realizuje tip ¢ u M,

POSIEDICA 2.4.3. U svakom nestandardnom modelu /7L proizvoljan

realan Z " tip nad Yﬂje realizovan uW?/.

+) Smorynski u ‘fSM Z—J i ESM ’5} ovu teoriju pripisuje Robinsonu
i Friedmanu,iako su sli&ne konstrukcije koristili i drugi ma-
temutidari (Mostowski,Levi).
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DOKAZ: Sledi iz &injenice da klasa z:n formula dopusSta relaci-
ju zadovoljenja (teorema 1,6.2).

Sledeca teorema je komplementarna sa teoremom 2.4,2 1
zajedno s njom omoguduje izomorfna utapanja modela za P, Iz

ove dve teoreme vidi se i pravi znataj standardnog sistema mo-

dela,
TSOREMA 2,.4.4, Neka jernlnestandardan model za P, G1rece,@)
elementi odrhllijﬁ femilija formula jezika L = LPU{él""’éﬁ}

koja dopgsta relaciju zadovoljenja. Neka je

Topreeetnl ) P (fe M1 MEfy,0n,)
dakle r‘—tlp n-torke al,...a.éleL‘ Tada je i:a ...a(xl,...,x )
realan na T .
DOKAZ: Neka je a proizvoljan nestandardni element iz N\ .Na
osnovu stavova 1.4.6 (aritmetidka separacija)

MR B ¥TPET (Fe D) o< ahs, (V3 2,0,

Bilo koji svedok gornje formule je kod tipa Tja
u e,

DEFINICIJA 2.4.5, Nestandardan model Y\ za P je realno

l...an(xl"°’xn)

zasicen (rekurzivno zasiden) ako je svaki realan (rekurzivan)

tip realizovan u W .

MoZe se dokazati da je proizvoljan nestandardan model
realpo zagilen akko je rekurzivno zasiden (vidi [sM 2] ).Kla-
si &na kénstrukcija modela kompletne teorije (vidi (SK] ) bazi-
rana na teoriji kompletnosti u kojoj naizmenidno realizujemo re-
kurzivnce tipove novim konstantama a zatim kompletiramo dobije-
ne teorije na tako proSirenim jezicima pokazuje da svako ne-
protivrecno kompletiranje teorije P ima rekurzivno zasiden mo-
del.U sledeéojtatki videdemo da postoje prebrojivi nestandard-

ni modeli za P koji nisu rekurzivno zasideni.
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II 5. PODMODELI I EKSTENZIJE MODELA ZA P

DEFINICIJA 2.5.1. Neka je 1M nestandardan model za P i Xc|M| .

(i) X je poletni komad modela V| ako za proizvoljan

a€ X i proizvoljan be MM! iz a<b sledi beX.

(ii) X je kofinalan uY ako za proizvoljan aelml po-

stoji be X takav da je b>a,

DEFINICIJA 2.5.2. Neka su ™M i T\ modeli za P.

(i) Model Ml je end-ekstenzija modela m( u oznaci

mceﬂ) ako je‘mlpoéetni xomad modela |l .

(ii) Model Tl je konfinalna esktenzija modela TN{ u oz-
naci "chTl) ako je|TN|kofinalan uTl.

(iii) Ukoliko jeMMCTL a7l nije ni end ni kofinalna eks-

tenzija, kaZemo da jeTL meSana ekstenzija od m.

Ukoliko su end- odnosno kofinalne ekstenzije elementarne,
oznatavamo ih respektivno sa <e odnosno 40. rrimer meSa-
ne ekstenzije Je model ﬁn.o konstruisan posle stava 2.2.3.

Neka su ™m i T modeli za P i neka je n mesSana eks—
tenzija modela M, Ukoliko sa {Y_n- oznadimo skup

{xe,n| N = By (y>X)}

h’ﬂ,lae olevidno poéetnl xomad od Tl ,dok Je‘m’

Neposredno se proverava da jem podmodel odn ,a sledeéa vaz-—
na teorema pokazuje da je on model za P koji je elementarna ko-
finalna ekstzanzija modelam.

_ +)
TEORELA 2.5.3 [Gaifman] Neka su 1i7lnmodeli za p, MCML,

Tada je < 'mC’n.Dokaz ove teoreme zasniva se na lemama

2.5.4 - 2.5.6., U prvoa se esenclaalno koristi Mat13asev1éeva 2,
— ‘ 5

e et it v AT Rt

teorena,

+) Analorna teorema vazi i za teorije TDP jezika LDL ali
uz dodatnu pretpostavku da je M< N ,koja zamenjuje 18m 2. 5.4.
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LEMA 20504, Neka Sumirn mOdeli za P,mcn’?(xl".' ’xn) pro-

izvoljna z:o formula i Byseeerd, eleenti odrnl .Tada
MEay,eeera) akkoN = Plag,e..,a),tic M N

DOKAZ: leposrednom primenom stava 1l.7.4 na formule‘F 17¥Ds

i poznatog stava teorije modela po kome se istinitost 2{; for-

mula ¢uva sa Sirenjem modela,

LEMA 2.5.5. Weka je '\ struktura za jezik L,, M model za P,

i neka jelq711kofinalan uTl, Tada su sledede &injenice ekvi-
valentne:

(1) M2,

(ii) M= Py

(iii)’m<z;ﬂ.
DORKAZY Implikacija (i) — (ii) trivijalna je dok na osnovu le-
me 2.5.4 (ii) —> (iii). S obzirom da je po teoremi 1l.4.7 svaka
formula P jezika L, 1, u P za neko n,implikaciju (iii) —» (1)
moZemo dokazati indukcijom po sloZenosti formule ¥ u hijerarhi-
3i M_. U induktivnom koraku koristimo ¢injenicu da je M| kofi-
nalan u M, 3to nam omogudéava da nadjemo pogodna ogranilenja za
neogranilene kvantifikatore u.ﬁD. Detaljan dokaz moZe se nadéi u
PA 2], M 2 1ili [Gaifman].
LEMA 2.5.6, Neka je Tl P i‘mce“ﬂ . Tada je “m<7_°YL

DOKAZ: Neposredna posledica poznatih model-teoretskih Cinjeni-

ca.
‘A7 TEOREME 2 O%evidno je iTiCé71 ,pa je 7T1<<ZJTL ,
po lemi 2.5.6. Kako je Mg P i M P,po lemi 2.5.4 je M=< M.
odatle, podto je mem sledifmgj’_fl,pa po lemi 2.5.5 zaklju-
Eujemo da je qnf<7ﬁu
Slededi stav neposredna je posledica pozna ih model=-teo-

retskih &injenica.
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STAV 2,5.7 Neka sulyrli.WI modeli za P, Za svako ne Wslede-

¢e ¢injenice su ekvivalentne:

(1) M < N

(11) M Sy, N

(iii)M 40«,1“ .

S obzirom da po lemi 2.5.4 za proizvoljna dva modela TN
i M za P takva da jeWTU:Vlvaéi'TQ‘%vvl,i podto se proizvo-
ljan standardni skup moZe parametarski definisati le -formu-
lom sa proizvoljno malim paramterom (stav 2,3,4),iz stava
2.5.7 neposredno sledi sledede tvrdjenje.

STAV 2,5.8. Neka su TN i T modeli za P. Tada vafe impiika-

cije:

(1) TCMN — s5y(M)C S5y(MN).

(1i) MC M — ssy(M™M) = ssy(M).

Primer rekurzivno nezasidenih modela su modeli koji se
mogu dobiti Skolemovim zatvorenjem nad jednodlanim skupom ili
su kofinalni sa takvim modelima, |

DEFINICIJA 2.5.9. Neka je TN nestandardan model za P.

(i) Model M je prost ako postoji element ael™M| taxay

da je Skolemovo zatvorenje Pl&ﬂ skupa {a} ceo model N s tJ3.
MEe] =M. .

(ii) Model’Tn,je kratak ako je kofinalna ekstenzija
nekog prostog modela,

(iii) Model koji nije kratak nagivamo dugadkim modelom.,

Posto je Skolemovo zatvorenje nekog skupa u modelu
elementarni podmodel od 071, ako rﬂQF Pi ae‘q71‘ ,tada je i
fﬂ@ﬂ F P. Odatle,na osnovu stava 2.5.5,sledi da je svaki kratak
model elementarna kofinalna ekstenzija odgovarajudeg prostog

modela,
+) Pojam kratkog 1 dugog modela uveo je Lesan u Emﬂ .
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STAV 2.5,10. Kratki modeli nisu rekurzivno zasideni.
DOKAZ: Neka je MLa]-<C,Tn ,gde ael’WLl .Rekurzivni tip z(x,g)
nad ‘M definisan familijom

Teoy) = {v2 PamAucs) M) > 2<n Pexy)

odevidno nije realizovan um.

Ukoliko je Minestandardan model za P i a&|MM|,tada je
na osnovu teoreme 2.5.3 1M (a] kratak model za P koji je podet—
ni komad modela TN .U Cetvrto] glavi ovog rada dokazadermo da
svaki model Ml za P ima i dugalke podetne komade.

Svaki prebrojivi nestandardni model ™ za P ima togat=
stvo razlicitih poletnih komada koji su modeli za P,3to poke~
zuje sledeéa teorema,

»,
TEOREMA 2.5.11., Svaki nestandardni model YL za P ima 2 potet-

nih komada koji su modeli razlilitih kompletiranja od P.

SKICA DOKAZA: Ovi potetni komadi su oblika M. ,zde M CN

i ’TnT predstavlja minimalni model uwompletiranja T za P, koje
ima svojstvo da TNB € sSy(TL) i T le = Thy, (M), Moée se
pokazati da ima 2 ovakvih teorija (videti JE) ).

Med ju end-ekstencijama nekogmmodelam za P specijalnu
ulogu igraju elementarne-ekstenzije. Njihovo postojanje obez=-
bedjuje sledeéi stav, koji vazi bez obzira na moé modela,

TEOR:MA 2,5.12, (McDowell - Specker]. Svaki model TN teorije P

ima elementarnu end-ekstenziju.

Ova teorema moZe se generalisati na sve teorije TDP
prebrojivog jezika L'DLP,ali ne i na teorije jezika vedée moéi
(vidi [MII] ). Za sludaj prebrojivih modela teoremu moZXemo do-
kazati primenom stava o ispuStanju tipova ( vidi [CK] ),dok
se op3ti sludaj dokazuje pomodu konstrukcije definabilnog ul-

trastepena modelafyn. Naime, uwoCimo familiju 0® podskupova
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4 c€Mlkoji su definabilni u ™ formulom P jezika L, sa

parametrima b ,...,bk iz M

1
A:{ae i\ ‘Tm-" \f)(ﬁ"l)l'" 'Dk)} .

Lako se proverava da je familija<§9 Bulova algebra,a
zatim se konstruiSe pogodan ultrafilterQLleD .Obeleiimo sa
g'familiju svih definsbilnih funkcija naM,tj. neka je

Fa{t|e:im| >m| , erat oa £ jo

parametarski definabilan um} . Uvedimo u F re-
laciju ekvivalencije v sa

fr g & {aei’ml l ME £ (2) = g(g)}eu .
Neposredno se proverava da operacije +, . i relaciju < moZemo
%/
¢in, na primer:

f+g=nh H{ae"m,‘ "m': f(a) + g(a) = h(a)}éu.,

gde su £, g i h klase u kojima se nalaze fink ije 7, g,odnos~

uvesti u skup

svih klasa ekvivalencije na uobidajeni na-

no h., Za dobijenu strukturu “9.\/"1» moze se dokazati sledeéa vari-
janta Zodove .teoreme: za svaku formulu
Plxgseennxy) 1 £7,000,1 c§F
vazi
97ul=\f>(fl,...,fn) « {ael’m” M= £, (a),... ,fn(a))}eu.
Ukoliko sa f_ za a€ || oznadimo funkciju za koju je
ME ¥x(£(x) = a),
prirodno ulaganje X : N _)‘5?/% definisano sa K(a) =T

a J°

izomorfno potapanje modelarm- na elementarni poletani komad
modela S%L"‘).

Opisana tehnika moZe se primeniti i na druga pitanja u
vezl sa teorijom P, Naime, ukoliko posmatramo standardni model

GJ umesto M u prethodnoj konstrukciji i ogranidimo familiju

+) Detaljna konstrukcija definabilnog ultrast a modela mo-—
éc)e se na%g u IEPASZ]r ilij M S }n 1-n0g rastepena modela mo
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giha E:n—definabilne funkcije, pokazuje se da je struktu-
ra 3%u,mode1 E:n-fragmenta aritmetike P,ali ne i cele teo-
rije P. Time smo dokazali da P nmmaz:n‘aksiomaxizaciju,pa
smo samim tim dobili i alternativni dokaz teoreme Mostowskog

(vidi [MO] ) po kojoj P nema konadnu aksiometizaciju.
1T 6, MEDJUSOBNA UTAPANJA MODELA ZA P

Cinjenica da su nestandardni modeli aritmetike "ogra-
nideno-rekurzivno zasidéeni", tj. da realizuju sve rekurzivne
tipove ogranicene kompleksnosti u Ezn hijerarhiji koji su
konsistentni sa teorijom posmatranog modela, omogudéuje nam da
formuliSemo kriterijum potopivosti jednog nestandardnog mode-
la aritmetike u drugi u terminima teorije i standardnih siste-
ma ovih modela,

+)
TEOREMA 2.6.1 [Friedman] Neka su ™ i TU prebrojivi nestan-

dardni modeli za P.

(1) Model M je potopiv u model YL akko je
ThE ((m.)CThE('n.) i sSsy ("™M)Cssy(").

(ii) Model M je izomorfan podetnom komadu mode-
1aM axko je Thz(lmerhzl (M) i ssy(M) = ssy(TL).
DOKAZ: Ukoliko je MM potopiv uTLili izomorfan poetnom ko-
madu od ML odgovarajudéa tvrdjenja o E, odnosno 2;1 teorijama
modela i njihovim standardnim sistemima slede iz stavova o pre-
zervaciji klasilne teorije modela za ovu vrstu potapanja, od-

nosno stava 2,5.8. Da bi dokazali implikaciju u obrnutom smeru

za (i), uolimo proizvoljno nabrajanje ao,al,...,an,... skupa
'WTLIi E-tip ?jag(x) taltke a . Na osnovu teoreme 2.2.4 i uslo-

va ThE((YTL)CThp(’n—) i ssy (M) ssy(M), ovaj tip je realan na

M ,pa po teoremi 2.4.2, on se realizuje uT u nekoj tadki b, -

+) U ovom obliku preuzeto iz [SM %] .
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rreslikajmo a, u b . Razmatrajudéi tipcigvg(x,y) zakljulujemo
170

0

da je Qf;lg(x,bo) realan tip nad TL ,pa se stoga realizuje u
o

nekoj talki bl' Preslikajmo a u bl.Postupak produzZujemo pot—

puno analogno. Sto se tile odgovarajude implikacije za (ii),

neka je opet a ,a nabrajanje od|qYL‘. "Cik-cak"

1,ooo,an’-co
konstrukcija koju uvodimo je u parnim koracima identi&na

onoj iz (i); zato pretpostavimo da je n neparan i da su slike
elemenata al""’an—l redom bl""’bn—l .
Neka je bn najmanji iz PYLIsa svojstvom da je razliéit od svih

bl""’b ,ali manji od nekog od njih,na primer b < bl.Uoéimo

n- 1

1-tip ZT bye..by 4 (x, 189recer B 1) koji odgovara rwl—tipu

elementa bn On je realan narrﬂ DokaZzimo da je on tip nadqql

Neka jJe fa,...ﬁfk proizvoljna konatna familija formula iz ovog

tipa. Kako je bn<ibl,ovaj rwl-tip sadrzi i formulu x<:xl,pa
ﬂ% EX<al ié\(\f)i(x’al""’an—l)’

"jer je ova formula rql’ aiz
1 1
Cz’ial...an_l(xl""xn-l) Cf b b

T
fgl...b

M
(Rqseeesx ) =01 (XyeuesX, ).
1 . I’l-l l n 1 C al. o an—l n
Neka je bn proizvoljan svedok gornje formule. Dodelimo bn ele-

(xl,...,xn) sledi

mentu a, i konstrukciju nastavimo opisanim postupkom .

Zamenom E , odnosno 2:1 sa §:n+l u uslovima teoreme
2.6.1 moze se zahtevati da utapanje bude Z:Irelementarno.

Takodje, sa neznatnim izmenama u konstrukciji,moZemo
dokazati teoremu-2.6.1 u "pojaganoj" formi i to u (i) zahte-
vati da se Mutopi u Tl tako aa bude mesana ekstenzija od M,
au (ii) da se m utopi u pravi inicijalni segment od ML , U
oba slulaja bez ikakvog menjanja ostalih uslova,

Sem navedene teoreme, u glavi fetvrtoj upotrebidemo i

njenu sledeéu modifikaci ju.
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DEFINICIJA 2.6.2, Neka su ML i T modeli za P, kasemo da je

M proizvoljno visoko potopiv u YU ako za svako a el’mI po-

stoji pefm| i potapanje F od M u ML sa svojstvima da je

F(b)>a. Model Je izomorfan proizvoljno velikom poletnom ko=

madu od M za svako a€ |M| postoji utapanje rodela MM na podet-
ni komad modela M koji sadrzi a.
THORIMA 2,6.%, Neka su TN i M prebrojivi nestandardni mode-

1i za P.

(i) Model M je proizvoljno visoko potopiv u model
akko je Thyn(TN)CThy (M) i ssy(M < ssy(TL).

(ii) Model TNl je izomorfan proizvoljno velikom pocetnom
komadu od Tl akko je Thrlz(m)C.Thrb('Tl) i ssy(™M) = ssy(M).
DOKAZ: Implikacija s leva na desno proverava se neposredno ko-
risteéi stav 2.5.8 za (i), kao i uobidajene model=-teoretske ar—
gumente. Obratna implikacija dokazuje se identilnom konstrukei-
jom kao i u teoremi 2.6.1, s tim Sto se za prvi element a, na-

brajanja 8 18790009 skupa lmlbira takav element &iji

N
se Zl—tip realizuje proizvoljno velikim elementom modela m .
Teorema 2.5.3 obezbedjuje postojanje takvog elementa aO:dovolj-—

no je uzeti elementarnu end-ekstenziju m’ modela ’YTL i

Zl—tip proizvoljnog elementa c&|TN|N|MM| .Teoreme 2.4.2 i »
2.4.4 obezbedjuju da se takav 2_,-tip realizuje i u M .Uslov
Th¥E(M)CTh¥E((TL) omogucuje da se tip Tao(x) mo¥e realizova~
ti uM proizvoljno velikim elementima bo. Dalja konstrukcija
identiéna je onoj u dokazu stava 2.6.1.+)

i Preseci:.izomorfnih slika modela(n u sebe samog su u

tesnoj vezl sa definabilnim tadkama modela T.Sledeéi \:MI 2.],

uvedimo slededéu definiciju.

+) Detalji ove konstrukcije kao i neke varijante ovih teorema |
mogu se naéi u M 2} 1 [sM 3) .
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DEFINICIJA 2.6.4 *ko je ML prebrojiv moddl za P, tada je
N ~/
2 =n{mm <, imemj
Q = m{'ml M4 N MM}

Tehnika u ¢ijoj biti leZi varijanta konstrukcije opi-

sana u dokazu teoreme 2.6.1 dokazuju se i sledeéi stavovi.

TEOREMA 2.6.5 Ukoliko sa/A} oznadimo skup svih AL -defi-

nabilnih tadaka modela Y1, vazi
n _ n
Pk - k+1° m
Imajuéi u vidu da iz an:qlza modele aritmetike sledi qn-4%o
za k=0 iz prethodne teoreme neposredno sledi naredna posledi-
ca,

POSLEDICA 2.6.6. N{M|MCN ,fm;‘-’ﬂ} =]
— +) A0 _pd _ AN
TEORENA 2.6.777 Q =P =0, .

Opet za k = o dobijamo sledeéu neposrednu posledicu:
POSLEDICA 2.6.8. (W< ’h@{fm,[mceﬂ xm’_‘—é’n}: w
i

Detaljan dokaz ovih stavova mo¥e se naéi u [MI 2l .U Ze-

tvrtoj glavi dobidemo 2.6.8 kao posledicu jednog neSto opSti-
jeg stava &iJi se dokaz primenom McDowell-Speckerove teoreme

svodi neposredno na konstrukciju iz Friedmanove teoreme,

) Za dokaz teorema 2.6.5 i 2.6.7 videti [MI 2] .
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III O. KRATAK PREGLED GLAVE

U ovoj glavi razmatrademo parcijalan strogi poredak
<I na skupu Sent(P) svih redenica jezika LP indukovan ne-
kom teorijom T. Neke osobine ovog poretka za sludaj teorije
T =P + '“;Conp omoguéide nam da dokaZemo jedno &isto model-teo-
retsko svojstvo formalne aritmetike P (1JEP). Dademo i karak-
terizaciju modela T\ P koji "ne obogaéuju" poredak indukovan
teorijom P, tj. modelaM za koje je <Th((m) = <p . Dokazademo
takodje da za svaku teoriju T postoji teorija T® tako da je po-
redak indukovan teorijom T  linearan, a predstavlja p:c’oéirenje
poretka indukovanog teorijom T.

III.1 INTERPRETACIJA PREDIKATA Prf(x,a) U MODELIMA ARITMETIKE

Buduéi da za svaku teoremufu P postoji proizvoljno ve=-
liki broj n tako da P |— Pri‘(n,r\Pj), na osnovu principa pre-
livanja u svakom nestandardnom modeluM |= P postoji beskonal-
no veliki dokaz a za\? ,tj. a€ I’YYLI - W) takav damkﬁrf(g’r\fw).
S druge strane,kao $to éemo videti,reéenice koje nisu teoreme
u P imaju nestandardne "dokaze" u nekim modelima za P. Zato
uvodimo sledeéu definiciju.

DEFINICIJA 3.1.1. Neka je T regenica jezika Ly, ™ | P. Tada

proizvoljan element a iz Iml za koji vazi M Prf(a, "‘f’) na-
zivamo dokazom relenice \Pu modelu Ml . Ukoliko vazi

M E Pri(e, F\Pj YA¥y<a _]Pr:f(y,r\P-‘)

element a nazivamo najkracim dokazom relenice \P u modelu T .

Ofevidno, relenice "a je dokaz za\P " i "a je najkradi
dokaz za\P " jesu Zo-reéenice sa parametrom a, pa se "Guva-

ju" sa Sirenjem modela TN, Naime, ako je memn 1’YYL]= "a je
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(najkradi) dokaz za\P", tada ista reSenica vazi i ull

Ako recenica \P ima dokaz u modelu TV ,tada ona ima
i najkradéi dokaz uM zahvaljujuéi shemi najmanjeg elementa.
Takod je, ako je\P teorema u P i n najmanji broj koji je kbd
nekog njenog dokaza, u svakom modelu Mk P vazi ME "n je
najkraéi dokaz za'P",ako ¥ nije teorema u P, tada ona u bi-
lo kom modelu mo¥e imati samo "beskonalno veliki" dokaz. U ne-
kom modelu M svaka resdenica ima dokaz akko MM = -]Conp, jer
iz dokaza d za _| u modelu M moZemo konstruisati dokaz
d = d*<l—->‘?j,r“f1> za proizvoljnu relenicu \F

III 2, POREDAK <, NA SKUPU RECENICA SENT(P) U TEORIJI T

Uvedimo sada poredak na skupu relenica jezika LP de-

finisan teorijom T.

TVRDJENJE 3.2.1. neka je T teorija kojaﬁﬁgi sent(P) &
skup svih relenica jezika LP Tada je relacija

P <Py 1 = mx(ere(x," P ) A¥y<x Tere(y, YD)
strogi parcijalni poredak na skupu Sent(P).
N APOMEN A: Oznacdimo Zl—reéenicu

ExX (Prf(x,r‘P" )/\"‘y&x—ll’rf(y,r\fﬂ))
sa P<VY.rada je otevidno

\Pé.\')‘f"‘%’m -P<Y

DOKAZ: Iz pretpostavke da je \Pé_‘_\r i \‘)4‘-\{) sledi

T b Ex(Prf(x,r\fﬂ)/\Vy <x_lPrf(y,r\tJ-‘))

T b Ex(x, V')A ¥y <X riy, P))
8to je kontradikcija sa

T b ¥y¥y (x<yVy<xVzx=y).

Slic¢no iz

\? LT\\J i \\/ATG uz |

T b ¥x¥y¥z(x<y A\ y<z = x<z)
s1eqiP< o .
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Ispitajmo sada osnovne osobine ovog poretka,
S obzirom da je formula koja definise ovaj poredak
ZE , olevidno Je q?<§1§§\?
= £
<p Th(w)*
Tip uredjenja.‘<§ je O + /\ ,gde je ¢Q .tip strogog

ured jenja prirodnih brojeva (relacija.<:, ane < ), a /\ pra-
zno uredjenje beskonadnog prebrojivog skupa. & odgovara ure-
djenju skupa {jﬂwP k\?i}prema velidini kdda najmanjeg dokaza,
a pragznom uredjenju skupa {Wi, P~ \r;}.
A Naime,za svaku teoremu‘f)i ulP
\\\ /// i svaku redenicu \Vj koja to nije,
vazi *) Th(a))\r., dok su #’

uzajamno neuporedive redenice.

v e

6—6 ':‘6 ':6.-;.6...

U opStem slucaju,poredak <:rima

znatno komplikovaniji tip.
Ly
Cak i kada T p— Ex Prf(x, P )
za svaku reéenicuf?, tj. kada
T +—]Cony,poredak,kao $to éemo videti, ne mora biti linearan.
S druge strane, poredak definisan teorijom nekog modela je li-

nearan akko ME Con, . Ako ME Con, poredak se sastoji od 1li-

P
nearno uredjenog dela formula koje imaju dokaz u modelu i
"kroSnje" drveta sastavljene od ostalih refenica medjusobno ne-
uporedivih,ali "vecéih" od proizvoljne relenice koja ima dokaz
u ovom modelu.

Ukoliko je M<MN, na osnovu poznatih model-teoretskih
Cinjenica i posledice 1.7.5 Matijasevileve teoreme vaéi'Ynﬁ%&y\.
Zato iz M CMN sledi implikacija \P<Th(,m)“|”=> ‘P<Th(,n )\V b3,
<éh(qﬂjcz<%h(ql)' Med jutim,specijalno,ako je ﬁYL# -]Conp pore-
dak~linearan, pa
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odakle sledi da u ovom sludaju TS Mpoviadi

\Pémh(fm)\lj <« \Pﬁh('n )\V

4Th(’m = 4Th(’)’l)'

Kako smo videli, £ -<Th(éd)’pa se mo¥emo zapitati koji mo-
deli (m}= P imaju svoastvo Th(‘m.) = <p Odgor or daje
TVRDJENJE 3.2.2. Neka je M E P, tada je ﬂ = <Th(,m) akko
je CU( m

DOKAZ: Kako je formula kojom je definisan poredak Zl,oéevmno

iz LJ< msledi Th((m) = %h(w) - 4p Obratno, neka je
<Ih(’TT1)’ i neka je Y neka Zl-reéenica takva daME Y .

Kako za 2 j-redenice vazi P —FP - Ex Prf(x, P ) (stav 1.4.8),
tada M E Ex Prf(x, "1’ ). Odatle, za svaku redenicu Y razligitu
od Y vazi Y %h(m)\f) i1i ?<Th(m )\\/ ,veé prema tome da 1li
postoji dokaz za¥ uMili ne, i koliki je u odnosu na dokaz
zZa \P .No tada \P mora biti teorema u P,jer za bile koju reé¢eni-
cu koja nije teorema u P u uredjenom skupu (Sent (P)’<Th(’m.))
zbog <Th(’m) = <p postoji beskona&no mnogo relenica neupo=
redivih sa njom u smislu poretka <Th(’7n)‘ Dakle,wk P ,8to je
u trebalo dokazati,.
Kao Sto smo napomenuli, zbog &injenice da za proizvoljnu
redenicu P vazi P + ']Conp l— Ex Prf(x,"¥"), moZemo se zapitati

da 1i je poredak indukovan teorijom P + |Con_ linearan, tj. da

P
1i za svekedve redenice P i \i)vaéi

&?<p+‘\Conp \"J ili\fj <p+TConp\P .
Da bi dobili odgovor na ovo pitanje,imajuéi u vidu da
je teorija P + _]Conp neprotivreédna (vidi 1.5.2),dokazademo sle-

dedéu lemu.

B e S S,
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LEMA 3.2,3, Postoji relenica \P jezika I’P nezavisna u teo-
riji P + 700np za koju je

PH—Y e Ex(Prf(x,r‘F—o Con; )A ¥y<x |Prf(y, Tcon
tj. P P~V [( P Conp)<(_|Conp —>\P)] .

DOKAZ: Egzistencija redenice \P sa svojstvima (1) sledi na

) 1
p—b?)...(l).

osnovu teoreme 1.4,12, pa je dovoljno dokazati njenu nezavis—
nost u P +—lConp. Pretpostavimo da je P +’]Conp —1F tada
P ‘|Conp —1P ,tj. 2 —FP— Con,. Kako je P +71Con, nepro-
tivresna teorija, tada P + 7ICon, | P ti. B £ Con, —P...(2)
Neka je n kBd dokaza za'f’—> Conp, tada

W E Pre(n, P— Con; ) i

WEk (¥y<n) lerf(y, r'IConp ->\f5‘).

S obzirom da se radi o Zo—reéenicama,na osnovu stava
l.2.2

P - Pri‘(n,r‘P — Conp—‘ )/\(¥y<n)_|Prf(y, r—IConp —>\é\),
odakle, uvodeéi umesto n egziétencijalni kvantifikator i iz (1)
sledi P —P,pa tim pre P + “|Conp — P ,8to je kontradincija
sa (2).

Pretpostavimo sada da P + ']Conp }——\P,tada

P+ con, =17 ceeeel3),
tJ. P }—-WConp —¥P i 2T Con, —» [P odnosno

P~ —> Con,. _
Neka je n k&d dokaza w P zajConp—v\P,tada,sliéno prethodnom

sludaju,
P }— Prf(n, ' ]Con __,?") cesees(4) |
i P —¥x<n Prf(x,r\f’—-) Conp"‘) cecese(D).

Odatle, iz (5)

-
) => x>»n),

-
P — ¥x(Prf (x, ¥ — Con,,



—
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Sto sa (4) daje

P +— ¥x(Prf(x, "$— con) ) —> ¥y < x 1Prf(y, Mcon —-)‘(3‘)’
tj. P +— Ex(Prf(x, - Con?‘ ) N ¥y< x \Prf(y, -":\(:onp _).\Q\)).

Poslednje i (1) daju P \— Y ,odakle P -;-']Conp 1%, sto je
kontradikcija sa(3). Dakle, P je nezavisna relenica teorije

P +]Con

P
Dokazimo sada sledede tvrdjenje koje daje odgovor na

nade pitanje.
TVRDJENJE 3.2.4, Postoje redenice G i Y jezika L, takve da

nije ispunjeno ni({<P+Con\\) niti\|/§+00n 6 .
P P

—> \P ,gde je P re-

DOKAZ: Neka je bz ¥ —> Con, i Y2 TCon,
genica opisana u lemi 3.,2.3. Na osnovu iste leme, postoje mo-
delt T i YN, za teoriju P +\Con,, takvi da M, Y 1
mz 1Y . S obzirom da u oba modela recenice €i Y imaju
dokaze, imajuéi u vidu (1) iz leme 3.2.3, zakljulujemo da je
,6<Th(ml) Y zbog TN, E\P ,sliéno\kmh(mz) é zbog m, E1P .
Kako

P +-\Conchh('YT\-L), i=1,2

zakljuujemo da ne vazi hi

6<P+ Conp\) niti\\)4P+ Conpé , 8to je 1 trebalo do-
kazati.

Pirodno je postaviti sledede pitanje:ako Je TDP neka
teorija i £ odgovarajuéi poredak,postoji 1li teorija T “takva da

je poredak L _,linearan i L. < ., ,tj. moZe 1i se svaki po-

redak neke teorije T produziti do linearnog koji opet od-
govara nekoj tesriji T °? |
Ukoliko Jje T +'\Conp neprotivredna teorija, olevidno

teorija Th(\), gde je M\ proizvoljan model za T +‘\Conp,da3e
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poredak sa trafenim svojstvom. Medjutim, odgovor je potvrdan
i u sludaju kada T p— COnp ,5to pokazuje sledeée tvrdjenje:
TVRDJENJE %.2.5 Neka je T proizvoljna neprotivredna teori-

ja koja sadrZi P i <_‘. poredak na skupu ASent(P) indukovan ovom
teorijom. Tada postoji teorija TDP takva da je poredak <nq-
linearan 1 <; < <y .
DOKAZ: Neka su \P i \‘}’ neke reCenice jezika LP Uoc¢imo skup
Zl—formula g ={ P« I\P,&Fe Sent(P) i ‘P<T\\"} .Doka~-
2imo da je skup formula @ + P +-](}onp neprotivredan. Pvretpo—
stavimo suprotno, tada postoji konalan podskup ¢OC¢, ta-
kav da
P +'700np k—.—kg2>¢ocgi .
No relenica -%‘/e\ﬁod i je ﬂl, pa po posledici 1.7.5 Matija=-
cevieve teoreme ona je ekvivalentna nekoj i ,tj. univerza-
1noj redenici. No tada, na osnovu Kreiselove teoreme (1.5.5),
Al &S
$to je kontradikcija sa ¢injemnicom da je ¢ + P neprotivredéna
teorija s obzirom da je T neprotivresna teorija i da T p— @
i TOP. Neka je MM proizvoljan model za P + @ +"l(}onp . Tada,
o8 evidno, teorija Th(M) i poredak <Th(‘YYl) ima trazena svoj-

stva; naime, zbog’Tﬂ_}:"lConp poredak <Th(fm_) je linearan,a

zbog Mk # e LTSy om)-

III 3. PRIMENA U TEORIJI MODELA ARITMETIKE

Primenimo sada dokazane osobine poretka <Tna ispiti-
vanje jednog ¢isto model-teoretskog svojstva formalne aritme-
tike P (3.3.3).

DEFINICIJA 3.3.1. Kazemo da teorija T ima svojstvo JEP (Join%

Embeding Proprety) ako za proizvoljne modele 'Ynli ’YY\?_ teorije
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T postoji model YL za T sa svojstvam rmlc m 4 O'lec m,
Doka¥imo sada jednu lemu koja daje sintaksnu karakte-—
rizaciju teorije koje imaju svojstvo JEP.

LEMA 3.3.2. Za bilo koju neprotivrednu teoriju T svojstvo JEP

je ekvivalentno slededem svojstvu ©): ako su ;25 i6e d4dve ii—re-
Genice , tada iz konsistentnosti teorija T + # i T + 6 sleddi
konsistentnost teorije T + 4 + 6 .
DOKAZ: Pretpostavimo da teorija T ima svojstvo JEP, i neka su
T+ % i T + 6 konsistentne teorije, a’"ll i ’7772 modeli za
T + @, odnosao T + ©. Neka je TL | T takav da MCTL i Mmecm,
Kako se Zi—reéenice suvaju pri Sirenju modela,N=1T + g + 6,
tj. T + @ + 6 Jje neprotivrelna teorija.

Obratno, neka T ima svojstvo (S), i neka su ’m.l i rm2
dva proizvoljna modela za T; wodimo teoriju A= T + diag ’m.l +
+ diag (TY\Z jezika Ly U {Cal ael'YYLll U l(len i gde Jje diag 'm.i
obidan diagram modela m-l. Uodimo proizvoljno konadan podskup
A, teorije /\ , obrazujmo konjunkciju svih formula iz
Aoﬂ diag ml i oslobodimo se imena elemenata iz 'm.l,uvodeéi
umesto njih promenljive i odgovarajuée egzistencijalne kvanti-
fikatore, &ime dobijamo egzistencijalmu relenicu ¢ konsisten=-
tnu sa T. S1lidnim postupkom,primenjenim na Aoﬂ diag mz,dobi-
jamo egzistencijalnu relenicu 8, takodje konsistentnu sa T. Mo-
del za teoriju T + @ + © moZe se obogatiti do modela za Ao'
Na osnovu stava kompaktnosti éakljuéujemo da/) ima model i to
je otevidno model za T u kome se modeli ml i (m.z utapaju.
STAV %.3.3, Formalna aritmetika P nema svojstvo JEP.

DOKAZ: Na osnovu leme 3.3.2 dovoljno je dokazati da P nema
svojstvo (S). Neka je ¢O 56<‘V , & 8, a\y<6 ,gde suG i

Y relenice iz stava 3.2.4. Na osnovu istog stava sledi da su

B T N,
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teorije P +.# i P + 8, konsistentne, ali P + f_ + @, ole-
vidno nije. S druge strene, na osnovu posledice 1.7.5 formu-
le 1 6 , su ekvivalentne u P nekim Zi-formulama g i 0 sa
istim svojstvima u pogledu konsistentnosti sa P.

i,l—reéenice sa ovim svojstvom mogu se dobiti na visSe
nadina. Ukoliko se u lemi 3.3. iz [JE] za relenicu & izabere
proizvoljma Zl-reéenica nezavisna u P, redenice oA i Q} zad o~
voljavaju svojstva P A1k, PHA , P — KolAl)). = Medjutim,

sluzeéi se idejom dokaza ove leme, refenice sa ovim svojstvom

moZemo dobiti primenom sledeée leme, koja predstavlja uopstenje

. ¢delove teoreme o nepokretnoj talki.

LEMA 3,%.4. Neka su A(x,a) i B(x,y) formule jezika L, dije su

jedine slobodne promenljive X i y.Tada postoje recenice \?i\\J
istog jezika takve dé vazi
P Yo a("P, W) 1
P —Yer (YLD
DOKAZ: Uolimo formule
P(x,y) = A(Sub(x,x,y),Sub(y,x,y)) i
Y(x,y) & B(Sub(x,X,y),Sub(y,%,y))
i neka je
m =Py i on= Yy ,F:P@mn.Y Y@
Tada je
P p— P A(Ssub(m,m,n),Sub(n,m,n) i
P b—YVYe» B(sub(m,m,n)Sub(n,m,n)), pa
P — P A(sub("P (x,y) ,m,n),sub(Y(x,y) ,m,n)) 1
P—Ye B(Sub(r‘f’(x,y)’ ym,n),sub('Y(x,y) ,m,n)).

Odavde Je _ . _\
P |._\P<__) A( \?(mpn) ’ r\Y(m,n) ) i

P =Yoo B(P(m,m), Y(mm)).



- 49 -

No tada je ocevidno

Pr—Yer ACY W) 1

P —Yéer BOY, ).
Sada i_l—reéenice sa tratenim svojstvom daje sledeéi stav:
STAV 3,3,5 Postoje nezavisne P relenice \f i \\) takve da
(%) Yo (10LIY ) s
*¥%) PrYey (WL

DOKAZ: Egzistencija relenica \Q i \Y sa ovim svojstvima sle-

di iz leme 3.3.4,pa je dovoljno pokazati jo$ i njihovu neza-
visnwst u P. No iz P |— 9 na osnovu (%) sledi Pp=TPCWY,tj.
"\\?<p'\\\) ,pa iz dokazanih osobina poretka &£ sledi P—1\P,
¥to je kontradikcija.Sli&no proizilazi i1 iz pretpostavke
P—Y .Neka P =P ,tada Bt— 1P LTY ),pa‘\(j\p<p‘|\\/).

S obzirom da P p—1\f ,na osnovu osobina poretka 4p dokaz a~-
nih na pofetku talke 2 ove glave sledi da je"NJ<p‘|\P . Na
osnovu veé navedenih osobina,odatle P ‘——"\\\’ ,a na osnovu (% %)

P \-—\\) ,5to je kontradikcija., Slidno vazi i za pretpostavku

Pr—"W.



GLAVA CETVRTA
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IV 0. KRATAK PREGLED GLAVE

U ovoj glavi razmotridemo dva metoda za ispitivanje au-
tomorfnih slika nekog modela 'YT'L]: P na sopstveni poletni kom-
mad, Prvi se sastoji u kombinovanoj primeni McDowell=-Speckero-
ve (2.5.12) i Friedmanove (2.6.1) teoreme, a drugi na primeni
jedne‘ varijante Friedmanove teoreme (2.6.3). Prvim metodom do-
kazademo da sveki model aritmetike ima dugi poletni komad, kao
i Jedan kriterijum za egzistenciju pofetnog komada modela m iz=-
omorfnog polaznom modelu m ,& sadrzanom u poletnom komadu
I,= {_xe l(mH x<’ma} ,8le je a neki element modela TN, Posled-
nji kriterijum dade nam poznatu karakterizaciju modela M sa
svojstvom () = (\{’T\.\'YLCQ'YTL ;Y\":-'ZM}, Druga metoda omogudide nam
da formuliSemo kriterijum za egzistenciju poletnog komada
'TLCQ'Y(I_ takvog da je MEMi da TU sadrzi neki zadati podetni
komad, a da bude i sam sadrZan u nekom drugom poletnom komadu.
Odatle dobijamo jednu karakterizaciju poletnih komada modela
m;:: P,koji se mogu predstaviti kao unija, odnosno presek po-
detnih komada od M izomorfnih sa M . Na kraju, kao primenu
prethodnog, dokazujemo da ukoliko je LT\ i “(L'<:1m ,

tada je YU unija neke familije eutomorfnih slika modela YN\,
IV 1. DUGACKI KOMADI MODELA ZA P.

TROREMA 4.1.1. Svaki model aritmetike M ima dugadak podetni

komad.

DOKAZ: Uolimo lanac elementarnih end-ekstenzija
m043m1‘<e' RIS <e "

gde Je (Yn'o =(Yn,a ekstenzija svakog elementa lanca obezbed jena

je teoremom 2.5.12. Uodimo model Y\ ’= lg(_‘)) .. Ovaj model

je,otevidno, elementarna end-éégistéh@ polaznog modela m ,

L
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tojest (n\‘im’. Na osnovu teoreme 2.5.8 SSy(MM) = sSy(m’), a

kako je utapanje elementarno Th.z._l(’Tn) = Th_ (M°). odavde i
iz teoreme 2.6.1 sledi da je model (m.lizomorfa.n nekom polet-
nom komadu T modela m S obzirom da je onda i %unija nekog
elementarnog lanca n o‘< %1‘4. .. model M je dugadak; za svako
a E(nk sledi M[a]e (Yl-k% M. Model ML je traZeni dugalki po-
Setni komad modela m.

IV 2. POCETNI KOMADI MODELA ZA P KOJI SADRZE AUTOMORFNE
SLIKE POLAZNOG MODELA

TEOREMA 4.2.1. Neka je(m. nestandardan modela za P 1 ae Imi\w.
Tada poetni komad I, = {xeﬂﬂ]' mk x £ _a}} sadrzi model TL
takav da Je M, M 1 TLYM akko sadrzi model UL [ P koji

Jje Zl-elementarno ekvivalentan saMM .+)

DOKAZ: Ukoliko I_ sadrzi izomorfnu sliku modele M, ta slika
je i Zl—elementarno ekvivalentan model sa M. sadrzan u I,.
Obratno, neka je OCCIa, Ot=M , i neka je MN.° proizvoljna
elementarna end-ekstenzija modela "M, (teorema 2.5.12). Izabe-
rimo proizvoljan element c¢ iz !’YYL" -I’YYLI, i uoéimo njegov
Zl—tipfi(x). Na osnovu teoreme 2.2.4 ovaj tip jJe realan.‘
Proizvoljan konacan podskup CZ_O formula ovog tipa realizuje
se, zbog OC'_-E,LfIni M>M, uCCu nekoj talki bg, . Podto iz
OtcMs1edi OC‘ZO"YYL ,0dnosno OCC:}:?'TL ,znadi da ista talka
be, realizuje T, i u modelu M. vo kako je be <2, tip
%3; = ‘CZ% (x) U{x< a} je onda tip nad MM . Iz’Yn.<e/Yn.'
sledi Ssy (M) = ssy(M’),pa je (Zzl(x) realan i nad TNL. No
tada je i tip ‘Zf—icl realan nam, pa po teoremi 24.2 on je

F¥) Primetimo da se ne zahteva da model O bude nestandardan,
z2to ne mo¥emo odmah,primenom Friedmanove t eoreme,preslikati
I u pocetni kKomad modela (¢ .Ova primedba Je vaZna zbog posle-
%ige64.2.2.Takgd'e se za model OC umestoX P moZe zbog leme

.5.6 zahtevati &c,™M Primetimo da se i ova varijanta teoreme
2 9 1 made 11notrebiti za posledicu 4.2.2.
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i realizovan uf1l nekom taSkom b. Izaberimo numeraciju 8,187 00

modela M’ u kome je a = c. ML ML oZevidno zadovolajvaju

uslor e tebreme 2.6.1, a elemenf ag moZemo preslikati u b, i za=-

tim produZiti standardnu konstrﬁkciju opisanu u dokazu teoreme

2,6.1 (ii). Izomorfna slika podmodela MM modela ML’ bude sa-

drZzana u Ia’ jer slika elementa ¢ sadrZana u Ia'

POSLEDICA 4.2.2. Neka je M nestandardan model za P. Tada
&)42"7YL<—+HQWL|‘HCE'WL, M=M=

DUKAZ: Ukoliko je W<y, ,tada je W= "M ,pa je u jednom

pravcu implikacija neposredna posledica teoreme 4.2.1. Obratno,
neka je{%lﬂcem,ﬂgm}éwpa bi dokazali da je Q)-(zm y dovoljno
je dokazati daTnema nestandardnih 2, definabilnih tasaka.
Pretpostavimo da je aelml\ W, Y neka Zl formula i
’7Yl}= a =/fx\f(x).Neka Je f izomorfno preslikavanje modela M na
sopstveni poletni komad N sadrzan u I,. Tada’n.]= \P(f(a)), pa
zbog T CziTnsledi'me)(f(a)),éto je nemogude s obziror da je
f(a) <, 2.
Imajuéi u vidu stav 3.2.2, dobijamo sledeéu neposrednu
posledicu.
POSLEDICA 4.2.3. Neka je "M nestandardan model za P, tada
Nn{nnem nEm=w o <, =<, .,
gde su <p i <Dh(‘m) uredjenja skupa Sent(P) uvedena u glavi

tredoj.

IV 3. PRESECI I UNIJE AUTOMORFNIH SLIKA MODELA ZA P

TEOREMA 4.3.1. Neka je M nestandardan model za P, a I, i1,
njegovi poletni komadi takvi da(,og- 12 g Il’ Tada poletni ko=-
mad I, sadrzi model N takav da je MM N=EM N¢ Lakko sedrzi
model OLf P takav da je Thy (M)CThg (O0) 3 o 1,.
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DOKAZ: Ukoliko Il sadrzi automorfnu sliku 'n, sa trazZenim svoj=-
stvima,olevidno za O modeZmo uzetiN .Obratno, neka X zadovo-
ljava sve uslowve teoreme, i neka ae,Oq\ I?_. Uo¢imo model 5(:-
oevidno je Ozcem, a po teoremi 2.5.3 OL< oc , pa
Thnz(‘ITL)cmhnz(@Z) i ssy(&) = ssy (M).
Na osnovu stava 2.6.3 (ii) model ™ je izomorfan proizvoljno
velikom podetnom komadu modela GTC ;izaberimo komad T kxoji sa-
drzi tadku a., OZevidno, model TL zadovljava sva traZena svoj-
stva.

Slededi stavovi su posledice teoreme 4.3.1.

STAV 4.3.2. Neka je Mnestandardan model za P 1 IDW njegov

podetni komad, Tada postoji familija 5 automorfnih slika mo-
delaM sa svojstvom I =ﬂ{%‘ﬂ6$,ﬂcem,%gm} akko je

I I ili za svaki element a&|M-I postoji model OLCI _,
OL¢ T takav da je Ol kP i Thnz(’Nl)CThrb(C%a).

DOKAZ: Neposrednom primenom teoreme 4.3.1 na familiju parova |

poetnih komada (I_,I) za aelM| I,ukoliko I ¥m .
STAV 4.3.3 Neka je M nestandardan model za P i IDW njegov

poletni komad. Tada postoji familija X automorfnih slika mo-
dela sa svojstvom I =n{%|ﬂ€‘7%’mcem)%“=”m.} akko za sva-
ki a€I postoji model(l | P takav da acl 1 oycI, i
Th, (M)C Thy ().
2 2

DOKAZ: Neposrednom primenom teoreme 4,3,1 na familiju paro-
va (I,Ia), a€l.

Sledeéa lema omoguéuje nam da pronadjemo poletne komade

modela MM koji zadovolavaju uslove za primenu stava 4.3.3.

LEMA 4.%.4. Neka su Y\ i'Mnestandardni modeli za P, N M.Ta—
da, ako je ﬂ-{z_i\,ﬂ yonda je Thnz(m )CTh“ 2(((\)- .




DOKAZ: Neka je M k= ¥Xyo0 ¥ By ... By \(’(xl,...‘,xn,yl,..,yn),
gde jeV Zo-—formula i CTRREN proizvoljni elementi iz\'ﬂ\ .
Tada,s obzirom damh'—‘ Eyl...Eyk \e(_a_-l,...,?;n,yl.o.-,yk) i da
Je n<$_£ﬂ\,sledi T\.\== Eyl°--Eyk k{D(_a;l’-o-’f’:noylo--ov}'k)a pa

kako su @ ,...,8, bili proizvoljni iz M\, s1edi

,n# vxlo . onnEylo . .Eyk \Q(xl’. . ’Xn’yl, L ,yk) 4

odnosno Thy (M) Thy (M),
2 2

STAV 4.3.5 Neka su YIU iYL nestandardni modeli za P i’T\<¢_-,-_'§“-

Tada postoji familija X automorfnih slika modela Y\ sa svoj-
stom da je Y=Y {0 |0€ & Ol or=my.
DOKAZ: Za svako a'(—,\'YL\ na osnovu leme 4.3.4 model T za-

dovlijava uslove stava 4.3.3 za Ot =Y.
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