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0. UVOD 

U uvodnoj glavi bide dat kratak pregled teorije kategorija 

kategorijalne teorije dokaza. Potpunije informacije mogu se nadi u 

[MacLane 1971] i [Lambek&Scott 1986]. 

0.1. 	Kategorije, Funktori i Prirodne transformacije 

Kategoriju C karakterigu : 

- Kolekcija ob(C) objekata od C 

- Kolekcija mor(C) morfizama_(strelica) od C 

Unarne operacije dom,cod:mor(C)---40b(C) 

- Operacija koja svakom A E ob(C) dodeljuje jedinidni morfizam l A  

- Binarna operacija koja svakom paru morfizama 	 g:B---4C 

(cod(f)=dom(g)) dodeljuje njihovu kompoziciju gof:A---4C, 

pri demu va2i: 

- Za svako f:A---4B, fol A=f=1
Bof 

- Za sve 	, g:B---4C , 	, ho(g0f)=(hog)of 

Primeri kategorija: 

- Set ( kategorija diji su objekti skupovi a morfizmi funkcije ) 

- Grp ( objekti su grupe, morfizmi su homomorfizmi ) 

- Top ( objekti su topologki prostori, morfizmi su neprekidna 

preslikavanja ) 

- Cat ( abjekti su kategorije a morfizmi su funktori ) 

- Grupa kao kategorija ( samo jedan objekat i po jedan morfizam za 

svaki element grupe a gof definigemo kao f•g ) 

Morfizam f:A--413 je izomorfizam ukoliko postoji g:B--4A takav da_j 

gof=1A 
i fog=1 B . 

Za objekat 0 iz K ka2emo da je inicijalni ukolitc_ - za saki' XEalatif).(1 

postoji jedinstvena strelica f:0 	>X e mor(K). Dualno, objekat T. je 

terminalan ukoliko iz svakog objekta postoji jedinstven morfizam u T. 

Ako su A i B kategorije tada proizvod kategorija AxB ima za objekte 

uredene parove (A,B) a za morfizme (f,g) gde su Aeob(A), BEob(B), 
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femor(A), gemor(B) i kompozicija je definisana po komponentama. 

Ako je C kategorija onda je C°P  kategorija koja ima iste objekte kao 

C a svakoj strelici f: A---4B iz C odgovara strelica f °P:B---4A u C°P  

Funktor F:A---4B kao strelica u kategoriji Cat karakterisan je sa : 

- objekt funkcijom ob(A)---90b(B) 

morfizam funkcijom mor(A)----mor(B), 

pri Oemu je ispunjeno: 
- ako f:A---4B onda F(f):F(A)---4F(B) 

- F(1A
) = 1

F(A) 
- F(hog) = F(h)0F(g) 

Primeri funktora: 

1. H:Top---4Grp je funktor koji topoloMcom prostoru dodeljuje njegovu 

fundamentalnu grupu. 

2. F:Grp---4Set "zaboravni" funktor koji grupi dodeljuje njen-skup 

nosad odnosno "zaboravlja" strukturu grupe. 

3. Neka je A mala kategorija (klasa strelica izmedtr.svaka dva njena 

objekta je skup). Tada Hom A:A°13xA---4Set, gde HomA (A , B) predstavlja 

skup svih morfizama iz A u B, a HomA (f,g)(h)=g0h0f, pri demu 	, 

g:B-4B 1  i h:A-*B, je primer funktora koji de se u daljem radu desto 

koristiti. HomA (A,B) demo Bede oznadavati skradeno sa A(A,B). 

Za funktor F:A--413 ka2emo da je pun ukoliko za svaka dva . 

objekta A,B iz A i svaku strelicu h:F(A)--4F(B) postoji fEmor(A) takva 

da je F(f)=h. Funktor F: A--42 je slabo-pun ukoliko za svaka dva_objekta 

A,B iz A, ako je A(A,B)=0 onda je i B(A,B)=0. 

Prirodna transformacija 0:F---4G, gde su F,G:A---4B funktorl iz 

kategorije A u kategoriju ' B, zadana je' -kolekcijom 'strelica 

OA:F(A)---4G(A), Aeob(A) (za svaki objekat pp jedna) takvout—da 

slededi dijagram: 
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F(A) 	(PA 	>F(A) 

F(f)1 	 1G(f) 

F(B) 	(PA 	 >F(B) 

komutira za svako f:A-----)B. 

Ukoliko su 0:F--4G i 0:G--4H prirodne transformacije, gde su 

funktori iz kategorije A u kategoriju B, onda je sa 

(00) A=0A00A  definisana kompozicija 000:F--4 H. 

Neka su A i B kategorije. Tada - funktor kategorija B
A ima za objekte Sve 

funktore iz A u B, a morfizmi su prirodne transformacije. 

Primer: 	Set Z, gde je Z aditivna grupa celih brojeva posmatrana kao 

kategorija. Ovde de objekti biti skupovi sa po jednom svojom istaknutom 

permutacijom a morfizam izmedu (X,O) i (Y,W) je ono preslikavanje 

f:X--4Y za koje dijagram: 

X 	>Y 

X 	>Y 

komutira. 

0.2. 	Univerzalna konstrukcija, Adjungovani funktori 

Neka je F: A-->B funktor i BEob(B) tada 	(111'F) oznadavamo koma 

kategoriju nji su objekti morfizmi f:B--4F(A1-- f-Aeob(A))- -a strelice 

izmedu f 
1 
 :B--4F(A 1  ) i f 2  :B--4F(A 2 

 ) su one strelice h:A 1  --4A2  u 
A za 

koje vati f2=F(h)of 1 . Univerzalna strelica iz B u F je inicijalni 

objekat koma kategorije (B4'F) odnosno dine je 	 gde je 

AEob(A) a femor(B)), pri emu za svaku f :B--4f(A ) postoji jedinstvena 

strelica h: A--4A1  u A takva-da je f =F(h)of. - Dualho," univerzalna- --• 

strelica iz F u B je terminalni objekt koma kategorije (F 413) u kojoj su 

objekti strelice f:F(A)--4B a morfizmi izmedu f :F(A )--4B i 

f 2  :F(A 2 
)--4B su one strelice h:A12 

za koje va2i f 1 
 =f 

2
oF(h). 
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Primeri: 

1. Neka je F: Grp—Set "zaboravni" funktor i X proizvoljan skup, tada 

univerzalna strelica iz X u F predstavlja utapanje skupa X. u: skup nosad 

slobodne grupe generisane tim skupom. 

2. Neka je A:A--4AxA dijagonalni funktor zadat sa A(A)=(A,A) i 

A(f)=(f,f). 

Univerzalna strelica iz A u (A,B) zove se proizvod dijagram i dine je 

objekat C i par strelica n: C--4A i n':C--4B takvih da za proizvoljan 

par strelica f:D--4A i g:D--413 postoji jedinstvena strelica <f,g>:D >C 

takva da slededi dijagram komutira: 

n' 
A< 	 

isJN\ i<f ' g>g 

Objekat C oznadavamo sa AxB i zovemo proizvodom objekata A i B. 

Dualno, univerzalna strelica iz (A,B) u A je koproizvod dijagram zadat 

objektom C i parom strelica 	i k':B--4C takvim da za svaki par 

strelica f:A--4D i g:B--4D postoji jedinstvena strelica [f,g]:C--41) 

takva da dijagram: 

k 	k' 
A 	>C<----B 

i [f:)4/  
D 

komutira. Objekat C oznadavamo sa A+B i zovemo koproizvodom objekata A -

B. 

Tvrdenje 0.2.1. 

Neka je S: D--4C funktor. Par <r,u:c--4Sr> je 

u S akko je funkcija koja dalje svaki f:r--4d u_(Sf)ou:c--4Sd bijekcija 

hom-skupova 

D(r,d)=C(c,Sd) 	 (*) 

prirodna po d (prirodan izomorfizam funktora D(r,_) i C(c,S_)). 

Obrnuto, ako su dati r i c, svaki prirodni izomorfizam (*) je odreden 
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jedinstvenom strelicom u:c--4Sr takvom da je par <r,u> univerzalan iz c 

u S. 

Dokaz. Izomorfizam (*) direktno sledi iz definicije univerzalne 

strelice, a njegova prirodnost po d iz jednakosti S(gof)ou=SgoSfou. 

Za drugi deo tvrdenja posmatramo komutativan dijagram: 

V 

D(r, r) 

D(r,f) 

D(r,d) 

r 
	Aj(C,Sr) 

C(c,Sf) 

	>C( c, Sd) d 

 

gde smo sa v oznadili prirodni izomorfizam, i puttamo 1 reD(r,r) kroz 

njega. Oznadimo sa u:c--4Sr = v r 
 (1 r

). Tada je, zbog vd
(f)=Sfou, v 

odreden strelicom u, koja je univerzalna iz c u S, jer zbog postojanja 
1 

v 	za svaku strelicu f':c--4Sd postoji jedinstvena strelica 

f=v
-1  (r):r--4d takva da je f'=Sfou. 

Neka su A i X kategorije. Adjunkcija iz X u A je trojka <F,G,v> gde su 

F 
X 	>A  funktori a cp dodeljuje svakom paru objekata (x,a) bijekciju 

:A(Fx,a)=4X(x,Ga) koja je prirodna po x i po a. Za funktore F i G x,a 
 

ka2emo da su adjungovani s tim tto je F levi a G. desni adjunkt, 

Slededa dva tvrdenja ukazade na vezu izmedu ove "prirodnije" definicije 

adjunkcije i druge, koju demo udaljem radu prihvatittkad operativnu. 

Teorema 0.2.2. ( [MacLane 1971] p.80 ) 

Adjunkcija <F,G,49>:X--4A odreduje: 

(I) 	Prirodnu transformaciju n:Ix--4GF takvu da za vaki objekat x iz 

X strelica nx 
je univerzalna iz x u G, dok je desni adjunkt za svaki 

strelica 0=Gfonx:x--4Ga; 

(ii) 	Prirodnu transformaciju c:FG--41 A  takvu- da je rsvaka strelica - 

c univerzalna iz F u a, dok svaki g:x--4Ga ima levi adjunkt 
a 

 

cp 
1 g=ca

oFg:Fx---->a. 

■ 
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eta vi§e, sledede kompozicije su identiteti. 
nG 	GE 	Fn 	EF 

G---4GFG---4G, F---4FGF---4F 

Teorema 0.2.3. ( [MacLane 1971] p.81 ) 

Svaka adjunkcija <F,G,v>:X--4A je u potpunosti odredena elementima 

jedne od slededih listi: 

(i) Funktorima F,G i prirodnom transformacijom 77:1 x---)GF takvom da je 

svaka strelica 	univerzalna iz x u G. 

(ii)Funktorom G: A--4X i za svaki objekat x iz - X -objekat----Fox iz A i 

univerzalna strelica n ox iz x u G. Tada funktor F ima objekt 

f-ju Fo  i definisan je na strelicama h:x--4x' sa GFhonx=nx,oh. 

(iii)Funktorima F,G i prirodnom transformacijom c:FG--41A 
takvom da je 

svaka c :FGa--4a univerzalna iz F u a. 
a 

(iv)Funktorom F:X--4A i za svaki objekat a iz A objekat Goa iz X i 

strelica c :FG a--4a koja je univerzalna iz F u a. 
a 	o 

(v) Funktorima F,G i prirodnim transformacijama n:1 x--4GF i E:FG--41 A 
tako da je (GE)0(nG)=1 G  i (cF)0(Fn)=1 F . 

U daljem radu uglavnom demo koristiti (v) kao definiciju adjungovane 

situacije. 

Primeri: 
F  

(1) Set 	>Grp, gde je F funktor koji skupu dodeljuje• njIte 
G 

generisanu slobodnu grupu, a G je "zaboravni" funktor. Ovo-je jedan od. 

niza primera slobodne konstrukcije. Za nas de posebno biti interesantan 

sludaj konstrukcije slobodne kategorije, odredencg tITia,; 7Thad' -datii 

grafom. 

(2) Neka je 1 kategorija koja ima samo jedan objekat i jednu strelicu. 

Dalje, neka je F:C--41 funktor (svi objekti idu-u jedan, i sve streiice 

takode). Ukoliko on ima desni adjunkt G:1--4C, onda on predstavlja 

terminalni objekat date kategorije C. 
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(3) Hejtingova (pseudo-Bulova) algebra je par <B,-.> gde je B neprazan 

skup, = je parcijalno uredenje i za svaka dva elementa a i b iz B va2i: 

(a)postoji najmanja gornja granica (avb). 

(b)postoji najveda donja granica (anb). 

(c)postoji pseudo komplement od a relativno u odnosu na b (a3b), 

definisan da bude najvedi xEB takav da je anx<_b. 

(d)postoji najmanji element i. 

Ukoliko PBA B posmatramo kao kategoriju diji su objekti elementi od B a 

zamenjuje strelice (dom(ab)=a ; cod(ab).=b) vidimo da iz ove 

definicije proistidu 6etiri para adjunkcija: 

(1) Dijagonalni funktor A:B--4Bx8 ima levi adjunkt (.a,b)E---4aub. 

(ii) Dijagonalni funktor ima desni adjunkt 	 .--- 

(iii)Funktor an_ (objektu x dodeljuje objekat anx, a strelici x--sy 

strelicu anxsany) ima desni adjunkt koji objektu x dodeljuje a4x, a 

strelici x:sy ,strelicu a4xlcb4y. Treba primetiti da uslov (c) iz 

definicije omoguduje ovu adjunkciju. 

(iv) Funktor B--41 ima levi adjunkt 1E--41. 

Videdemo da ovako definisana kategorija B predstavlja primer 

bikartezijanske zatvorene kategorije, a u [Rasidwa&Sikcirski - 1963] mote 

se nadi dokaz da je iskazni intuicionistioki raeun kompletan u odnosu 

na Hejtingove algebre kao modele. 

0.3. 	Kartezijanske i bikartezijanske zatvorene kategorije 

Za kategoriju C katemo da je kartezijanska zatvorena. (CCC) ukoliko za 

svako cEC slededi funktori: 

C--41 A:C 	>CxC _xc: C--4C 

imaju desne adjunkte, tto bi znadilo da postoje terminalni objekat 1, 

proizvod dijagram ajl-axb-71:4) za svaka dva objekta a i b, sa 
f  

univerzalnim svojstvom da za svaki dijagram 	
g postoji. 

,> 
jedinstvena strelica c

<f
----

g
4axb takva da je n<f,g>=f i Te<f,g>=g, 	da 

je C(axc,b)=1C(a,bc ). Ovim poslednjim smo 	 c-desnl- 

adjunkt funktora _xc. 

Da bi kategorija C bila bikartezijanska zatvorena (BCC), pored 

prethodnog, treba da funktori 

C--41 i A:C 	>CxC 
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imaju i leve adjunkte, t.j. da postoje inicijalni objekat 0, i za svaka 

dva objekta a i b koproizvod dijagram k sa svojstvom 

dualnim proizvod dijagramu. 

Primeri: 

(1) Kategorija Set je Kartezijanska zatvorena ukoliko AxB definitemo 

kao Dekartov proizvod skupova A i B, za terminalni objekat uzmemo 

proizvoljan jednodlani skup, a A
B 

,prirodno, definitemo kao skup 

preslikavanja iz skupa B u skup A. eta vite, Set je bikartezijanska 

zatvorena kategorija ukoliko za A+B uzmemo disjunktnu uniju tih skupova 

a prazan skup nam je inicijalni objekat. 

(2) Ved navedene, Hejtingove algebre predstavljaju BCC. 

Otvoreni skupovi topolotkog prostora X sa strukturom: 	- 

1EX, OEfa, UAVaUnV, UvV-UuV, lillaint((X-U)uV) 

su primer Hejtingove algebra, pa samim tim, ako g uzmemo za strelicu, 

predstavljaju bikartezijansku zatvorenu kategoriju. 

(3) Za proizvoljnu grupu G posmatranu kao kategoriju vati da ako je C 

BCC onda je i funktor kategorija CG  BCC. Ovu einjenicu demo pokazati u 

odeljku posvedenom kategoriji Set Z  nakon tto CCC i BCC budemo 

jednakosno predstavili. 

I ako veoma prirodne, definicije CCC i BCC pomodu adjungovanih 

situacija nisu dovoljno operativne kada se postavi pitanje izomorfizma 

dva objekta. Koristedi teoreme 0.2.2. i 0.2.3. jednakosno demo uvesti 

ove kategorije. 

Kartezijanska zatvorena kategorija C okarakterisana je: objektom' 1 

(terminalni objekat),dvema binarnim operacijama nad-objektima _x_ i 

kolekcijom 	strelica 	0 
A 
 :A--41, 	n A,B

:AxB--4A, 	n' :Ax13--413, 
 A,B 

c: BAxA---g3, zatim binarnom operacijom <_,_> nad-strelicama-koja -paru 
A,B  

strelica f: C--4A i g:C--413 dodeljuje strelicu <f,g>:C--4AxB i unarnom 

operacijom * nad strelicama koja morfizmu f:AxB-=4C dcideljuje'f*:A=4C B  

pri oemu su ispunjene sledede jednakosti: ,,  ...,,, ,,,,,,,,,,,,n, :-..,,,,i.,- .----- ... 

(i) f=0 A
, za svako f:A--41 

(ii) n A,B
<f,g>=f , n' <f,g>=g, za f:C--4A i g:C--4B 
 A,B 

(iii) <u A,Bf,n'  f>=f, .za f:C--4AxB 
 A,B 

(iv) c
A,B 

<f*Tr C,B  ,n' >=f, za f:CxB--4A 
 C,B 

(v) (e
A,B 

<gn 
C,B C 

,n' ,B
>)*=g, za g:C---Vi

B 

8 
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Pored ovoga bikartezijanska zatvorena kategorija podrazumeva inicijalni 

objekat 0, binarnu operaciju nad objektima _+_ , kolekciju morfizama 

k 	 i k' .B--4A+B i binarnu operaciju 	nad morfizmima 
A,B 	 A,B 

koja paru morfizama 	i g:B-9C dodeljuje morfizam [f,g]:A+B-4C 

pri demu va2i: 

(vi) f=o1A , za svako f:0--4A 

(vii) [f'g]kA,B=f' 	
za f:A--4C i g:B--4C 

(viii) A,B
,hk' ]=h, za h:A+B--C 
 A,B 

Dokaz da je prethodno ekvivalentno adjungovanim situacijama koje smo -

zahtevali u definicijama CCC i BCC zahteva negto prostora i uglavnom je 

tehnieke prirode to demo ga ovde izostaviti, mada bi-eitaocima,-na prvi. 

pogled, trebalo da bude prepoznatljivo poreklo operacija, morfizama i 

vedine zahtevanih jednakosti. 

Na prvi pogled se mote uoeiti izvesna asimetrienost definicije BCC u 

odnosu na + i x, gto de- povladiti i nedualnost inicijalnog 

terminalnog objekta, tj. vati sledede: 

Tvrdenje 0.3.1. 

Ukoliko u definiciji BCC za funktor C--41 zahtevamo samo levi adjunkt 

t.j. samo inicijalni objekat, nigta se nede promeniti (terminalni 

objekat de i dalje biti tu), dok desni adjunkt funktora C--41 uz sve 

ostalo ne podrazumeva i levi adjunkt tog funktora. 

Dokaz. 

Neka je C kategorija i neka u njoj postoji inicijalni objekat 0, zatim, 

za svaka dva objekta proizvod i koproizvod dijagram, i neka. funktor _xC 

ima desni adjunkt _C. Pokazademo da je tada objekat 00  terminalan, t.j. 

da je C(A,00 ) jednodlan skup za svaki objekat A iz C. 

Znamo da je C(A,0 0 )aC(Ax0,0). Zatim, zbog Ax0a0xA gto - de uskoro biti 

pokazano, imamo C(Ax0,0)aC(OxA,O)aC(0,0 A ), a ovo poslednje je jednoelan - 

skup, pa je takav i C(A,0 0 ). 

Sto se drugog dela tvrdenja tiee,dovoljan je primer kategorije Set iz 

koje je izbaden prazan skup. Ona zadovoljava sve BCC osobine sem 

postojanja inicijalnog objekta. 	 ■ 

Sledede tvrdenje dade pregled "osnovnih" izomorfizama u CCC i BCC. 
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Tvrdenje 0.3.2. 

Za proizvoljne objekte A,B,C u CCC vale slededi izomorfizmi: 

(1) 	AxBaBxA (2) (AxB)xCzAx(BxC) 

(3) 	(Ax8) C=Acx8C  (4) (C
B

)
A
EC

AxB  

(5) 	Ax1aA (6) A
1
aA 

(7) 	1
Aai 

Pored ovih u BCC vale jot i slededi: 

(8) A+B=B+A (9) (A+B)+CaA+(B+C) 

(10) (A+B)xCa(AxC)+(BxC) (11) A
B+C

aA
B
xA

C 

(12) A+0='A (13) Ax0=40 

(14) A0z1 

Dokaz. 

Zbog jednostavnijeg zapisa izostavidemo indeks-slova uz pojedine 

morfizme, mada de iz same konstrukcije biti jasno na koje objekte se 

oni odnose. 

Navedemo job tri jednakosti koje su posledic6 CCC odnosnd BCC zakona a 

koje su korisne za manipulisanje morfizmima. 

(i) <f,g>h=<fh,gh> 	za h:D 	>C ; f: C--4A ; g:C-->5 

(ii) h[f,g]=[hf,hg] 	za h:C--4D ; f:A--4C ; g:B--4C 

(iii)h*g=(h<gn,n'>)* za h:AxB--4C ; g:D--4A 

Sada prelazimo na dokazivanje ovih 14 izomorfizama. 

(1) (/)=<n',n>:AxB--4BxA ; 0=<n',n>:BxA--4AxB 

00(/)=<n'n><n' 	 or n>=<n'<n'>,n<W,n>>=<n,n'>=<n1 	, n'1 	>=1 
Ax B' 	AxB AxB 

vo0=1BxA 
na isti nadin. Dakle, izomorfizam (1) va2i. 

(2) c=<nn,<n'n,n'>>:(AxB)xC--4Ax(BxC) ; 

0=<<n,nn'>,n'n'>:Ax(BxC)-4(AxB)xC 

00(p=<<norn'>or'n'><un,<WIT,Te>>=<<Tr,nre>w,n' it ' <p>.«nnor n>, n' 

=<<noe>nor'>=<7r,n'>=1 

(1)00=<nn0,<Tenoe>0>=<7r,<nn',n'x'>>=<7r,<Troe>e ,>=1,--,4 	,a 	 - 

(3) p=<(nc)*,(n'e)*>:(AxB) C____)ACxBC 

0=(<c<nn,n'>,e<n'n,n'>>)*:A
C  xBC  --4(AxB) 

00(/)=(<e<nn,n'>,c<n'n,n'»«(ne) * ,( 7ec) * >n,n , >) * = 

=(<c‹(nc)*n,n'>,c<(n'e)*n,n'>>)*=(<nc,n'c>)*=0=c*<1n,n'>=1 
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vo0=<(nc)*0,(7ec)*0>=<(nc<071,n'>)*,(ec<Onoe>) *>. 

=<(n<c<nit,re>,e<Ten,e>>)*,(7e<cOrn,n'>,c<lenor'>>) * >= 

=<(c<nnor'>)*,(c<len,e>)*>=<n,Te>=1 

( 4 ) w=(c<c <nore>,,elew , ( cB )A  K:AA  

oue<nn, ,oenor , >>)*)*: exB >e) A  
04=((EOur,or'n,le>>) *<qm , n'>) *= (( c<gx , <Ten , e »«wRoe >noe>)*)*=  

=((eqn11,0en,e>>) * ) *=((e<c<n,ne>,Telexun,<n'n , Te») * ) *= 

=((c<cOrn,len>,7e>)* ) *=((e<cnoe>)* ) *=e=1 

coo0=(c<c<ir,un'>,7en'><On,7e>)*=(&(cOrn,<Ien,le>>)* <ir,ne>,-Ten'>)4= -  

=(C<M7r, <it' 	n' >><<n, nu' > ,n' n' >)*=(e<7r, <7rir' , 	7r' >>)*=1. 

(5 ) (p=n: Ax1--4A ; ,=<1, 0>: A--4Ax 1 

00(p=<1, 0>n=<n, n' >=1 jer On: Ax1--41 mora biti isto to i n' : Ax 1-41 zbog 

terminalnosti 1. 

vo0=n<1, 0>=1 

(6) p=c<1, 0>: A 1 --4A ; 0=n*: A--4A 1  

00v=n*c<1, 0>=(n<c<1, 0>n, n' >)*=(c<1, 0>n)*=(c<7[, Tr' >y*-=1, 

o 	=Te 1 
A 	A 1 A 	1 , 	 , 

poi/i=E<1, 0>n*=c<n*, 0>=c<en, n' ><1, 0>=n<1, 0>=1 

opet 

(7) (p=0: 1 A--41 ; O=n*: 1--41 A  

ow=7r*0= (n<On, n' >)*=(0n)*=c*=1, 	jer On: 1
A 

 x1,--41 
	

isto t to - i 

E: 1
Ax1--41. 

(8) T=[k',k]:A+B--4B+A ; 0= [ e,k]:B+A--4A+13 

/1 0 co= [k' , k] [k' , k] = [ [k' , k]k' ,[k', k]k]=[k, k' ]= [1k, 1k' ]=1 

v00=1 na isti nann. 

(9) 99=[[k,k'k],k'k']:(A+B)+C--4A+(B+C) ; 

0=[kk,[kk',k']1:A+(B+C)--4(A+B)+C 	
,,AL". 

00(p=[kk, (kk' , k' ] [ [k, k' k] , 	]=[tii[k, 	k] , 	k' 	t/ik' k] , 	] = 

=[[kk,kk'],k']=[k[k,k'],k']= 1  

Voil=[(Pkk,T[kk',k']]=[k,[pkk',(pk']]=[k,[k'k,k'k'43.1_, 
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(10) iffe<[k*,k"]n,n'>:(A+B)xC--4(AxC)+(Bx0) 

0=[ <kn,le>,<k'n,n'>]:(AxC)+(BxC)--4(A+B)xC 

004p=c<(0f)*Tr,TC>=E<([<kir,e>,<k'n,n'>]e) * (k* ,k")n,Te>= 

=c<[([<ku,e>,<k'not'>]c)*k*,([<knor'>,<k'n,Te>]c) *k"Droe>= 

=c<[(0e<k*Tr,e>)*,(4,11c<k"noe.>)*DT,TC>= 

=c<Ekkir,ICW,(<k'n,e>)*]n t e>=E<[(1<kn,TC>)*,(1<k'nor'>) * Droe>= 

=c<[1*k,1*k']n,n'>=c<1*Ir,n'>=1 

000=C[<[k*,k"]ff,le><kii,e>,<[k * ,k"]n,e><k'ff,e>]= 

=c[<k*Ir,e>,<k"Tr,e>]=[c<k*Tror'>,c<k"noe>]=[k,k']=1 

(11) n=<(c<n,kn'>)*,(c<n,k'n'>)*>:C
A+B--4C

AxCB 

1.=( c<[(c<nn',n>)*,(e<n t le,n>) * ]n',n>) * :C
A

xC
BA+B 

Ton= 

=(c<[(c<nn',n>)*,(c<n'n',n>)*]n',n><<(c<n,kn'>) * ,(c<n,k'n'>) * >n,Tr'> )*.= 

a 	 a 	 2 	 8 
=(e<[0c*,[3fle,<T*,6*>n<le,n>4<n',n>)* gde su f,0 iz (10) 

=(c<[a*,g*in',<7*,6 *70<e,n>[<kn,n'>,<k'n , n'>Wn' , n> )*=  

= (£< [a*, g* ht, <7*, 6*>n' > kkn, n' >, <k' n,n , >1(p<Te ,71>)*=

p  
=(c(p<kn,n'>,p<k'n,n'>](/)<n',n>) * = 

=((e<a*n,<T*,8*>n'>,e<g*n,<T*,6*>n'>]cp<n',n>) * = 

=((a<n,<T*,e>le>,g<n,<7 * , 6* >e>lv<n', 7r>) * = 

=([c<en',n>,c<6*n'tn>] cp<n',n>)*=([7<n',n>,8<n',n>4)‹n',n>) * = 

=([c<n',kn>,c<n',k'n>]<p<n',n>) * =(e<n',n> 1/4<n t ,n>) * =e= 1 

 not=<(e<n,kn'><Tn,n'>)*,(e<n,k'n'><Tn,n'>)*> pokazademo da je a=n , a 
a 

na sliean natin se pokazuje da je g=n' pa je odatle noT=1. 

a=(e<(c<[(c<nn',n>)*,(e<n'n',7(>)*DC,Tr>) *Tr,k7e>) *= 

=(e<(c<[(c<nn',n>)*,(e<n'n',n>)*ln',n>)*Ir,n'><Tr,ke>) *= 

=(c<[(c<ne,70)*,(c<n'e,70)*De,70<n,k7e>)*= 

=(c<((c<nie,70)*,(E<Ten',Tr>)*)ke,n>)*=(c<(c<nie,n>)*re, 70 ) * = 

=(e<(c<Tre,Tr>)*Tr,n'><TC,n>)*=(c<me,n><n',Tr>)*=(e<nn,W>)* =n 

(12) (p=[1,o]:A+0 --4A ; 1//=k: A-->A+0 

00(p=k[1,0]=[k1,ko]=[k,k']=1 jer k0:0--4A--4A+0 
	

jednaia 

zbog inicijalnosti 0. 

vo0=(1,01k=1. 
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(13)C(Ax0,B)=-4C(OxA,B)=-4C(0,B
A ). Poslednji skup je jednodlan pa je onda 

i C(AxO,B) takode, tto znadi da iz Ax0 u proizvoljan objekat B postoji 

samo jedna strelica, pa je Ax0 inicijalni objekat, a trivijalno van da 

su svaka dva inicijalna objekta izomorfna, pa je 

(14)C(B,A
o )E-C(Bx0,A) a po prethodnom ovo je jednonan skup, pa je 

A°  terminalni objekat i prema tome izomorfan sa 1. 
	 ■ 

Pored ovoga, lako je pokazati da va2i supstitucija izomorfnih objekata, 

pa je onda jasno da objekti CCC(BCC) u odnosu na = daju jedan- 

jednakosni radun. Centralno pitanje ovog rada bide: Da li su (1)-(14) 

dovoljni da ga aksiomatizuju? 

0.4. 	Lambekova kategorijalna teorija dokaza 

Kao alternativu prirodnoj dedukciji i radunu sekvenata, mo2emo uzeti 

objekte BCC kao formule a morfizme kao dokaze, A tako dobiti jedan 

nehilbertovski deduktivni sistem za intuicionistidki iskazni radun. Za 

podetak, kartezijansku zatvorenu kategoriju mogude , je posmatratl .kao, 

deduktivni sistem tako tto x u kategoriji prevodimo u konjunkciju a B
A 

interpretiramo kao A4B. Jednakosti medu morfizmima koje daje CCC 

odgovaraju izjednadavanju dokaza, nedemu tto u prirodnoj dedukciji 

dovodi do normalizacije dokaza a u sekventnom radunu do eliminacije 

sedenja. Sistem koji smo dobili nalazio bi se negde izmedu prirodne 

dedukcije i raduna sekvenata s time tto bi strelica odgovarala rampi 

u sekventu u kome su i leva i desna strana jednodlane, dok neke od 

osnovnih strelica, npr. A,B 
:B
AxA--4B iii n

A,B 
:AxB--4A, odgovaraju 

pravilima: 

A BARB 	AB 
(4E) 	 (AE) A 

prirodne  dedukcije. Lako je proveriti da ako se za'skup - teorema.uzme 

skup onih formula A jezika A, (x,_- ) za koje postoji strelica 1-74A u 

slobodnoj CCC generisanoj iskaznim slovima, onda de on predstavljati 

skup teorema konjuktivno-implikativnog fragmenta iskaznog 

intuicionistiokog raduna. Sa prelaskom na BCC i interpretacijom + kao 

disjunkcije upotpunjujemo sistem do intuicionistidke iskazne logike 

(IIL). Sa stanovitta teorije dokaza ovaj sistem je posebno interesantan 
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jer iz zapisa morfizma f:A--413 mote se rekonstruisati kompletan dokaz 

za B iz A kao premise, Ito recimo dokazani sekvent u sekventnom sistemu 

"zaboravlja". 

Odludivost IIL odnosno njenog 4,A fragmenta daje direktan odgovor na 

pitanje o odludivcsti postojanja strelice izmedu dva objekta u 

slobodnoj BCC odnosno CCC. Postoji i povratna reakcija. Jedno od 

osnovnih pitanja kada se bavimo nekom konkretnom kategorijom je koji su 

njeni objekti medusobno izomorfni. Ukoliko bismo pojam izomorfizma iz 

kategorije CCC(BCC) preneli u logiku dobili bismo kongruenciju na skupu 

formula koja bi predstavljala "jade" izjednadavanje od obidne 

ekvivalencije u smislu da su izomorfne samo one ekvivalentne formule A 

B za koje postoje dokazi f:A--4B i g: B--4A takvi da se 

A-f4B-54A i B-g4A-f4B 

nekakvom "normalizacijom" mogu svesti na osnovne: 1 A 
 odnosno 1 B . 

Sto se logike tide, nama je dovoljna ekvivalencija, i do na nju se 

formira Lindenbaumova algebra. Ova nova relacija bila bi vAe u vezi sa 

samim dokazima, i izomorfne formule motemo smatrati suttinski 

ekvivalentnim. 

Job jedna mogudnost formalizacije svega ovoga je X-radun sa tipovima i 

surjektivnim sparivanjem. 0 tome de vie biti reei prilikom pregleda 

rada [B&C&L 1990] u tredoj glavi. 

0.5. 	Supstrukturalne logike 

Koristedi se kategorijama kao deduktivnim sistemima, u duhu prethodno& 

poglavlja, bide dat prilidno grub pregled osnovnih supstrukturalnih 

logika. Radi kompletnije informacije, najbolje je obratiti se Moten 

1992+1. 

Sutina ovih logika je u ispuAtanju pojedinih strukturnih-;pravila 

Gentzen-ovog raduna sekvenata. Pod strukturnim pravilima podrazumevamo 

ona pravila izvodenja koja se shematski mogu formulisati bez pominjanja 

logidkih konstanti, kao sto su: 
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s desna 
,D 

s desna 

Slabljenje: 

Kontrakcija: 

Permutacija: 

s desna 11-- r 	,D s leva 

D' D r s leva 	
p: 

A D r 
s leva ' " 

, e, D, r 

gde su r,e,A nizovi formula, a D' formule. 

Slededa tema pokazuje medusobni odnos ovih logika. 

Klasiena 

Intuicionistioka 

Relevantna BCK 

Linearna 

Asocijativni Lambekov radun 

Neasocijativni Lambekov raeun 

S time tto korak nani2e predstavlja isputtanje, ili restrikciju, jednog 

strukturnog pravila. 

Ukoliko slabljenje s desna ogranicimo do na: 

Intuicionistidko slabljenje desna: 

prelazimo sa klasidne logike na intuicionistidku i - nadalje man 

strukturna pravila desna nisu bitna. Za relevantnulogiku-vezano- je 

isputtanje slabljenja a u BCK nemamo kontrakcije. Linearna logika 

r  
r —ZI 

isputta oba ova pravila. U 

isputtena je i permutacija. 

verzije ovog raeuna treba 

formula tto bi odgovaralo 

Da bi smo 

iskljueiti 

eliminaciji  

se spustili do neasocijativne 

asocijativnost zapeta izmedu 

pravila brisanja zagrada kao 

asocijativnom Lambekovom radunu pored ovih 
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strukturnog pravila, koje je, zbog forme sekvenata kakvu nalazimo kod 

Gentzena, izostavljeno iz spiska. 

Sa druge strane, mi demo krenuti od kategorija koje odgovaraju najni2im 

sistemima, i zatim, pronrujudi zahteve za novim strelicama i 

jednakostima, dodi do CCC odnosno BCC. Videdemo da, sa kategorijalne 

take gledita, neke od ovih kategorija imaju sasvim jednostavne 

definicije, odnosno u njima, slidno kao i u CCC i BCC, figurAu samo 

zahtevi za postojanjem odredenih funktora i adjungovanih situacija. 

Levo reziduirana kategorija (LRK) L karakterisana je parom adjungovanih 

funktora FA 	
i GA 	

za svako Aeob(L). FA 
 demo oznadavati sa 

A•_ a G sa A4_. Kao tto smo kod CCC imali jednakosnu prezentactju; - i 
A 

ovde mo2emo uraditi netto slieno. 

LRK je zadana sa: 

- unarnim operacijama A•_ i A4_ nad objektima i unarnom operacijom 

A. nad strelicama, za svaki objekat A. 
4 

- strelicom c c, A
:C.(C4A)--4A, za svaka dva objekta C, A. 

- unarnom operacijom * , koja strelici f:C•A--4B dodeljuje strelicu 

*f:A 	 

pri demu je ispunjeno: 	(i) 	C•(g0f)=(C•g)0(C•f) 

(ii) c (C.*f)=f 	za f:C.A--4B 
A 

(iii)*(2c03 (C•g))=g za g:A--C4B 

Ova kategorija nema za podlogu logiku, jer nema prave supstitucije 

ekvivalenata ved samo one "s desna". Ipak nju uzimamo za poetnu jer su 

zahtevi u odnosu na funktore i adjunkcije, koji svoj maksimum dostitu u 

BCC, u njoj svedeni na minimalne. 

Desno reziduirane kategorije ne donose nitta novo_ved_samo funktore 

i Gc 
zapisujemo kao •C i 

Neasocijativne Lambekove kategorije (NAL) spajaju....d.3.z.a.prethodne —uz 

zahtev da je • funktor iz 	 Za to bi bilo dovoljno, pored 

(i),(ii), (iii) iz definicije LRK i odgovarajudih jednakosti DRK, 

pretpostaviti da je: 

(iv) (A 
2 
.g)0(f.B 

1 
)=(f.B 

2 
)o(A 1 .g) 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Ovoj kategoriji odgovara neasocijativni Lambekov raeun. 

U kategorijama koje slede navedemo samo nove osnovne strelice koje 

figuriu u njima. Sto se jednakosne prezentacije tide, ona bi zahtevala 

dublju 	analizu 	normalizacije 	dokaza 	u 	odgovarajudim 

prirodnodedukcijskim sistemima to prevazilazi okvire ovog rada. 

Asocijativna Lambekova kategorija (AL) nastaje proirivanjem NAL 

strelicama 0 	 i A,B,c: (A.2).c--410(B.c). 
A, B, C 

L-kategorije kojima odgovara linearna logika, - nastaju od AL dodavanjem - • - 

strelica 	7 A,B
:A.13--4B.A. 

R-kategorije su L-kategorije protirene za strelice 	w A
:A--4A.A i 

odgovaraju relevantnoj logici. 

BCK-kategorije su L-kategorije dopunjene strelicama 	n A,B
:A-B--4A i 

n' :A•B--4B 	dime je uvedeno slabljenje u linearnu logiku i dobijena 
A,B 

BCK logika. 

KlasiCnoj logici odgovara kategorija nastala od BCC uz dodate osnovne 

A 
strelice 	0 (0 ) --4A . 

Sto se izomorfizama tide, ako krenemo od CCC, vidimo da to ne va2i da 

je AxAa'A pa to, u neku ruku, mode predstavljati neko opravdanje za 

uvodenje supstrukturalnih BCK logika (izbacivanjem strelice A--4AxA).Sa 

druge strane, strelica asocira na slabljenje i eto nekakvog 

motiva za relevantne logike. Na 2alost, ne mo2e biti prihvadeno kao 

optte pravilo da do supstrukturalnih logika mo2emo stizati izbacivanjem 

pojedinih strelica iz CCC koje nisu izomorfizmi_ Ved za_ permutaciju 

nemamo odgovarajudeg motiva. Ipak sama dinjenica zvudi prilidno 

interesantno, mada autor ne veruje u dublju vezu -- 

 izomorfizmi-supstrukturalne logike. 
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1. KATEGORIJA KONACNIH SKUPOVA I BCC 

Naslov ove glave, ne sludajno, podseda na naslov [Coaosbes 1981]. U 

njemu de biti izlo2en taj rad kao prvo reSenje problema izomorfizma 

CCC i data moguda proSirenja na BCC. Takode, bide data i posledica 

osnovnog tvrdenja u njemu, t.j. pokazademo da su svi izomorfizmi u 

slobodnoj CCC "prirodni". 

1.1. 	Rezultati Solovjova o izomorfizmima u CCC 

Kategorija C kojom demo se baviti je slobodna CCC generisana prebrojivim 

skupom objekata {a 1  ,a 2  ,a3 
 Sa kategorijalne tadke gleditta, ovo bi 

znadilo da je strelica {a 
1 
,a

2' 
...}---4F(C) univerzalna iz skupa 

fa ,a 2
,...1 u funktor F: Cart-Set, gde je Cart kategorija 

kartezijanskih zatvorenih kategorija sa CCC-funktorima (onim koji ouvaju 

strukturu CCC) kao strelicama, a F je zaboravni funktor. Jednakosna 

prezentacija CCC nam omoguduje egzistenciju ove univerzalne 

konstrukcije. Sli6na stvar de se ponavljati i u sludaju slobodne BCC 

odnosno ostalih slobodnih kategorija kojima demo se baviti. 

Osnovni rezultat u [CozoBbeB 1981] je rekurzivnost relacije = na skupu 

parova objekata iz C. Na neki natin problem je preveden na pitanje 

aksiomatizabilnosti jednakosne teorije (N,1,.,_ - ) 

odgovarale izomorfizmima (1)-(7) tvrdenja 0.3.2., 

odgovor daje Charles Martin u [Martin 19721. 

U duhu ovog rada i, uoptte, kategorijalne teorije dokaza, objekte iz C 

demo zvati formulama i npr. AB  zvademo implikacijom sa antecedensom B i 

konsekvensom A. 

Sledede tvrdenje nam omoguduje supstituciju izomorfnih formula. 

Tvrdenje 1.1.1. 

Ako su A i B izomorfne i C proizvoljna fottura - iz C, tada vale 

izomorfizmi: 

AxC=BxC CxA=CxB CA-CB  AC-BC 

Dokaz. Neka je f:A--4B izomorfizam tada je is 

(a) <fn,TC>:AxC--4BxC izomorfizam sa inverzom <f -in,TC>:BxC--4AxC 

aksiomama koje bi 

na koje pozitivan 
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(b) <n,f7e>:CxA--4CxB izomorfizam sa inverzom <ir,f -in'>:Cx8--4CxA 

(c) (c0r,f
-1 
 7e>)*:C

A
--4C

B izomorfizam sa inverzom (c<n,fn'>)*:C
B
-4C

A 

(d) (fc)*:AC  --ABC  izomorfizam sa inverzom (f
-1 
 c)*:B --4AC  

Uz ovo tvrdenje i izomorfizam (2)Ax(BxC)=(AxB)xC iz 0.3.2., nadalje 

mo2emo brisati zagrade uz viSestruke konjunkcije i, prosto, o tome vide 

ne voditi raduna. 

Svodenje na normalnu formu izvodimo u tri faze. 

I.Koristedi se izomorfizmima (5)Ax1aA, (6)A laA, (7)1Aa1 iz tvrdenja 

0.3.2., kao i (5')1xA24A, koji je posledica (5), 1 (1)AxBIINA, datu 

formulu A redukujemo sleva i odozgo zamenjujudi potformule.oblIka levih 

strana izomorfizama (5),(5'),(6),(7) odgovarajudim desnim stranama. 

Posle svakog koraka novonastala formula ima manji broj simbola pa je 

ovaj proces konaean, odnosno ova normalizacija je jaka. Kao rezultat, od 

date formule A dobijamo formulu A°  koja je, ili jednaka 1, iii ne sadr2I 

I kao potformuiu. Na primer: 

(a lxa 	)
(1xa 1

) xl
a
3 -4 (a 1xa )

a
ix1

a
3 	(a xa )

a
ix1

a
3 -4 (a xa )

a
ixl 

3 	2 	 3 	2 	 3 2 2 	 2 

--4 (a3xa2 ) a i 
 

Ukoliko A nije 1 onda normalizaciju nastavljamo slededom fazom. 

II. Koristedi se izomorfizmima (3)(AxB) C:=ACxBC  i (4)(C
B )AB iz 0.3.2: 

implikacija. Formalno, 

u A, a sa 0(A) broj 

oslobadamo se operacijskih simbola iz zakljueaka 

ako sa w(A) oznadimo broj pojavljivanja slova 

iogiekih veznika u konsekvensima implikacija iz 

co(A)+0(A) definiemo kvazisvedenu normalnu formu 

nad in: 

a
4-
=a 

(A xA )=A xA 
1 2 	1 	2 

(a 
AI ) +=a 

A 1 

((A
A
2)
A
1)

+
=.(A3

A
1
xA

2)
+ 

3 

((A 2  xA3  )
A
1)

+
-=.(A 2  A1)

+
x(A 3

A
1)

+ 

indukcijom pa 

A na siededi 

A, onda 
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Kvazisvedena normalna forma de nam biti osnova za formiranje normalne 

forme date formule u kojoj de koritdenjem komutativnosti Ax13.-^=13xA 

vitestruke konjunkcije biti postavljene u odredeni redosled. 

III. Za podetak potrebno nam je nekoliko novih pojmova. 

Neka je > relacija totalnog strogog poretka na skupu A. Tada sa > n 
oznadavamo relaciju na skupu konednih nizova iz A koja se 

leksikografski slate sa >. 

Neka je v pojavljivanje neke potformule u A. Definitemo: 

1(v)=broj antecedensa implikacija u A koje sadr2e v. 

1(A)=max 1(v) 

Sada mo2emo indukcijom po 1(A) odnosno max{1(A),1(B)1 paralelno 

definisati normalnu formu A kvazisvedene formule A i totalni poredak > 

na skupu svedenih formula. 

(i) 	1(A)=0 	tada je A oblika a. xa. x...xa. 	i A definitemo kao 

	

0 	1 

k=a. xa.
1 
 x...a. 	gde je T permutacija {0,1,...,n} takva da je 

	

 
TO T1 	Tn 

i To a:i.  T1 
?:-...2.A. 

 Tn 1  . 
	Zatim 	definitemo 	poredak 	a.>a. 	akko 	i>j 	i 

 j 

x.,.xa, >a x...xa j 	 1 	
.. 

	

k 	

(obe svedene) akko a. ,..,a. > a ,...,a, . 
1 	1 	j0 

 

0 	 0 	
n j o 	Jm 

Pretpostavimo da su normalna forma i relacija > definisane za 

svaku kvazisvedenu formulu A za koju je 1(A)<k, i, na skupu svedenih 

formula F, 1(F)<k. Neka su A i B takve formule da je 1(A)=k i 1(B)k. 

Razmatrademo dva sluaja: 

WakojeArzZoncia, 

azadvenormalneform a
B' va2i A>B akko A',a.> n

B°,a . 
1  

(b) ako je A=Ao
x...xA ,gde su glavni veznici u A implikacije, 

onda definitemo X=XC
x. ..xXTn 

 , gde je T permutadija—od - t0 takva,,k 

da je X ?......?-.X 
TO 	Tn 

a za dve normalne forme A=Aox...xAk  i B=Box...xB m
, pri demu su glavni 

veznici u A.1 
 i B. implikacije, A>B akko Ao

,...,A 
k
> 

r1
B 

 0 
,...,B m 

 . 
j  

Ukoliko jot definitemo 1=1 i za svaku normalnu formu A razlieitu od 1 
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definigemo A>1, onda je ovime kompletiran postupak svodenja proizvoljne 

formule na normalnu formu i uveden totalni poredak na skupu normalnih 

formi. 

Znadi A normalizacijom prevodimo u ((A
o

)
+ ) i ovo poslednje skradeno 

pigemo kao A. Takode, iz tvrdenja 1.1.1., imamo izomorfizam A=A. 

Slededi stay nam pokazuje da neidentifte normalne forme nisu izomorfne 

i to de biti dovoljno za regenje problema izomorfizma u ovoj 

kategoriji. 

Tvrdenje 1.1.2. 

A=3 akko A=B 

Dokaz. 	( 4r ) Direktno iz tvrdenja 0.3.2. i 1.1.1. 

(4) Ovde de nam od velike koristi biti jednakosna teorija 

modela (N,1,.,_-), gde je N skup prirodnih brojeva, • mno2enje a _-  ill 

exp binarna operacija izlo2ilac-eksponent. Kao veza izmedu ovog modela 

kategorije C sluide nam kategorija SetF 
(kategorija konadnih skupova) 

koja je kao i kategorija Set (pr.1 iz 0.3.) CCC ukoliko x interpretirama -

kao Dekartov proizvod, XY  kao skup svih preslikavanja iz Y u X a za 

terminalni objekat 1 uzmemo jednodlani skup {*}. Tada morfizmi it i n' 

postaju odgovarajude projekcije, c je aplikacija funkcije na argument, 

A-apstrakcija, a 0 X 
jedinstveno preslikavanje koje skup X slika u 

Primetimo da u Set
F 

va21 da je X=Y akko IXI=IYI gde je IXI kardinalnost 

skupa X i da va2i 1XxY1=1X1•1Y1 1 IXY I=IXI ~ Y I.  

Ukoliko indukcijom po slo2enosti formule uvedemo prevod P iz skupa 

formula kategorije C u izraze jezika X={1,.,_-} na slededi nadin: 

(1) 	Pa =p i 	P 1 =1 

(ii) PAxB=PAB 
P B=P APB ' 
A 

 

gde je p i  individualna promenljiva, onda slededa lema prirodno sledi. 

Lema 1.1.3. 	 A=B u C onda NHPA=PB  . 

Dokaz. 	Pretpostavimo suprotno, t.j. da postoji nekakva valuacija 
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V:P 
n

1
n ..n
2 	Pk gde su 

p1 , 	
...,p 

k 
 sva slova promenljivih koja se 

	

 
1 2 	k 

pojavljujuuPA 	PB  takva da v(PA  )$v(P ). Dal je, neka su 	 Xk  

skupovi eije su kardinalnosti, redom, n 	
' 

,n ...,n 
k
. Kategorija C je 

2  
slobodna CCC, pa postoji CCC-funktor F:C--4Set F koji produ2uje 

a a ...a 

X1X
2 	

X
k 

preslikavanje f: 	. nog prethodnog, tada je IF(A)1=v(PA ) i 
...  

2 	k 
IF(B)i=v(Ps ) pa F(A)F(B) a odavde sledi da ni A i B nisu izomorfni 

(svaki funktor prenosi izomorfizam). 	 ■ 

Nekac... pn  
predstavlja vrednost izraza t nakon zamene promenljivih 

p1' ...,p 
prirodnim brojevima c 1' 

 ...,c . Tada nam siededa lema 

praktieno zavrtava dokaz ovog smera tvrdenja 1.1.2. 

Lema 1.1.4. 	Neka su A i B formule iz C u svedenom obliku, i neka su 

a 1  ,a2 	
sva slova u njima. Dalje, neka je k maksimalna 

vi.estrukost konjunkcije u B. Tada, ako je A>B, onda za svako 8>0 

postoji p takvo da za svako cEN i c>p van: 

(*) 	P 113. 1 —Pn > 8.P 1P1 —Pn 

	

A c ...c 	B c ...c 1 	n 	 1 	n 

h
n-1 

	

gde je c 1  =c , c 2  =c
h , . 	, c n=c 	

i h>k+2. 

Dokaz. 	Za unapred fiksirano h, i c l ,...,c kao iz leme, uvodimo 
n 

oznaku PA
[2] kao skradenje za PA c el...c

Pn . Dokaz izvodimo indukcijom po 

	

1 	n 

1=max{1(A),I(B)} gde je 1(A) definisano u tredoj fazi prelaska na 

normalnu formu. 

A' 
Primetimo da je dovoljno pokazati sludaj kada je A=ai 	i ili A=a1 	jer 

A=A 0  xA 1  x...xAn  i A>B=B 0  xB 1  x...xBm 
 svodi se na to da je ili Ao>B ili 

A =B...,A =B 	i A >B' (B=B xB x...x8 xB'). U prvom sludaju ako 

	

0 0 	k-1 k-1 	k 	 0 1 	k-1 

je PA (2]>8PB [2] onda je tim pre i PA [8]>8PB
[2]. U drugom- sludaju, je -- 

PA (c
4  )>8PB' (c

4  ) pa je onda is 

PA
[2]IpA

[2]-PA
(2]....-PA (2)>8PB

(81.PB [21 . 	•PB'
[2]=8•PB

(21 

to ova dodatna pretpostavka o A ne umanjuje olAtost tvrdenja. 

(i) 	1=0 	A=a .  

(a) 	B=1 
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h i-1 
neka je c>p=max{6,1} onda je P

A
[c

▪  

]=c 	>c.1>6.P
1
[c
4  

]. 

(b) 	B=a x...xa 	i i>j ?j 

	

Jo 	
o 1 

-) 	h
i-1 
 h

i-1
.h h 

J-1 

neka je c>p=max{6,1} onda je P
A
[c]=c 	 >c 	

. m 
oc>6.1)

B
[c
4 

]. 

(ii) 	Pretpostavimo da ( 4 ) van za svako A i B takvo da je 

max{1(A),1(B)1<1 i pokaZimo da ( 4 ) tada va2i i za A i B za koje je 

maxi1(A).1(B)}=1. 

(a) 	B=a 
B' , 	tada je A=a 

A'
>13 mogude ako (a') A'>B' ili (a") 

A' =B' i a >a , 

(a') Po indukcijskoj pretpostavci postoji po>0 takvo da za svako 

c>po P
A' [8]>(hi-1 +1)PB' 

[2]. Neka je c>p=max{po,8,1},.tada je 

	

4 	4 	j-1 	4 	4
]  4 	h1-1 .P [c] P 	, h -,P [c] P (c 

	

P
A
[c]=c 	A' 	?'C A' 	> IC 	) B' 	° C B' 	>6P 

(a") Neka je c>p=max{8,1}, tada je 

P (c1=c
h
1-1

.P
B' 

[c] >.
-c 

 (h
J-1

+1).Ps ,[c] >6.pB[2 ].  

A 
(b) 	B=Box...xBS, ka- s>0 i B

o 
po prethodnom postoje pi,...,ps takvi da je PB  [8]..>.:PB  (8] za c>pi. Ako 

B' 
je Bo=a 

 j 
  o onda za A=a i  A'>13 imamo dve mogudnosti (b') A' >B' ili (b") 

A'=B' i a >a . 
0 	ij 
(b') 	Po indukcijskoj pretpostavci postoji po takvo da je 

,-->, P
A'

Lci>hJ-1  (s+2)PB' LC.1 za c>po 

Neka je c>p=max{po,pi,...,ps,1,5}, tada je 

	

4 	4 	 4 	 4 

PA [c]=c ` 	[c] 	P [cl 	h j 1 
(s+2)P [c] 	, h

j-1
•P (c] S-1-1 	r ci

4, 
P A' 	A' 	>C 	 B' 	>c• ( c 	B' 	) 	>6.1)

BL A 
(b") Neka je c>p=max{pi,...ps,1,6}, pa je 

	

4 	 4 

	

4 	 4 

	

PA [ i=c
h 	.P[c](s+2)h

j-1 
P
B'

[c] >c*(PB [c])
S+1 

 >OPB
[c]. 

o 
 

Ovo bi bio kraj dokaza leme 1.1.4. 

Da bismo zavr§ili dokaz tvrdenja 1.1.2. primetimo da je > totalni 

poredak na skupu normalnih formi formula iz C4 pa-ako-X%dto mo2emo 

pretpostaviti npr. da je A>B pa po prethodnoj lemi N nlje model,. za_ 

P-=P-
B 
 pa iz leme 1.1.3. sledi da A4173 pa onda i AB. m 

Kao posledicu ovoga imamo sledede tvrdenje: 

Tvrdenje 1.1.5. 

Relacija izomorfizma je odludiva u slobodnoj kartezijanskoj zatvorenoj 
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kategoriji C. 

Postupak provere MB svodenjem A i B na normalne forme mote biti nett() 

uprotden koritdenjem slededeg niza stavova: 

Lema 1.1.6. 

Kvazisvedene formule A i B su izomorfne ako se od jedne do druge mote 

predi samo supstitucijom izomorfnih formula tipa HxGL=GxH (i 

(HxG)xF=51-1x(GxF), ali za brisanje zagrada u vitestrukim konjunkcijama smo 

se ved ranije dogovorili). 

Dokaz. 	Direktno iz Tvrdenja 1.1.4. i dinjenice da od kvazisvedenih 

formula prelazimo na svedene koritdenjem samo supstitucije tog tipa. 

Ovaj prelazak nazivamo (k)-putem od A do B. 

Lema 1.1.7. 

(a) Ako su A i B kvazisvedene formule i A je tipa konjunkcije 

promenljivih, tada, ako je MB, onda je i B istog - tipa.i sadr2i lste-

promenljive koje se ponavljaju u njima jednak broj puta. 

(b) Ako su A i B kvazisvedene formule i A - je tipa a i A , , gde jeA' 

konjunkcija promenljivih, i MB, onda je i B oblika a B'  i 	i 1.7j. 

Dokaz. 	Direktno iz Tvrdenja 1.1.4. 

Lema 1.1.8. 
C' 

Neka su A,B,C, kvazisvedene formule i C je oblika a . Oznadimo tada 

sa A* i B* formule nastale od A i B zamenom svih potformula izomorfnih 

C sa novom promenljivom a k . Tada vati: 

MB akko A* B* 

Dokaz. 

(4) 	A=B pa na osnovu leme 1.1.6. postoji put od A do B koji koristi 

samo supstituciju tipa GxH=HXG pa za prelazak-sa-A* 

isti taj put s time tto preskademo korake koji se tidu zamene unutar 

pretpostavki formula izomorfnih sa C (svaka kvazisvedena formula 

izomorfna sa C je oblika a 
F

). 

() 	Neka su Ac  i Bc  dobijeni od A i B supstitucijom izomorfnih C-u sa 

C. Tada na osnovu tvrdenja 1.1.1. i leme 1.1.6. postoje (k)-putevi od A 
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do A
c 	

od B
c 
do B a (k)-put od A

c 
do B

c 
je kopija (k)-puta od A* do 

B*, to postoji i (k)-put od A do B, pa na osnovu leme 1.1.6. sledi da 

je 14B. ■ 

Prethodni stavovi nam slue kao opravdanje za slededi algoritam provere 

da li su dve kvazisvedene formule izomorfne. 

1 0  1 	Ukoliko su kvazisvedene formule A ili B oblika konjunkcije 

promenljivih, koristimo lemu 1.1.7.(a). 

2 ° 	Ukoliko to nije sludaj. onda uodavamo prvo levo— pojavIjivanje--  

potformule od A oblika C=a
C' , gde je C' konjunkcija promenljivih, pa sve 

potformule od A i B izomorfne sa C zamenimo novom promenljivom i vradamo 

se na 1 °  sa novonastalim A* i B*. 

1.2. 	Moguda proirenja ideje Solovjova na BCC 

Za podetak posmatrajmo slobodnu BCC kategoriju B generisanu prebrojivim 

skupom objekata. Tada tvrdenju 1.1.1. ovde odgovara sledede: 

Tvrdenje 1.2.1. 

Ako su A i B izomorfne i C proizvoljna formula iz B, tada su is 

AxC4BxC ; A
C
43

C ; CA.24C
B ; A+C4B+C 

Ovo tvrdenje pokazuje da objekti iz B u odnosu na 4 kao jednakost jesu 

model jednakosnog raduna jezika 

Kao Sto je ved navedeno u primerima uvodne glave, SetF je 

bikartezijanska zatvorena kategorija sa praznim skupom kao inicijalnim 

objektom i disjunktnom unijom kao interpretacijom za +. U Set F  van da 

je 101=0 i 1X+Y1=1X1+1`11. Uz to, prevod P iz formula kategorije C u 

terme jezika moZemo prirodno produ'itt u - premod- iz_formula__ 

B u terme jezika 2, pa kao poboljSanje leme 1.1.3. imamo: 

Lema 1.2.2. 

A=B u B onda NPA=PB 

Kao Sto demo kasnije videti, ovo desno je odludivo, medutim, jednakosna 
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teorija od (N,0,1,+,.,_—) nije aksiomatizovana jednakostima koje 

odgovaraju izomorfizmima (1)-(14) tvrdenja 0.3.2.. Sta vise, ona uop§te 

nije konadno aksiomatizabilna, pa ideju Solovjova nedemo ovde u celini 

modi primeniti. 

Oznadimo sa EXP jednakosnu teoriju jezika Y={1,.,_ — } dije su aksiome: 

(1) xy=yx 
	

(2) (xy)z=x(yz) 	
(3) (xy)z.xzyz 	

(4) (zY )x=zxY  

(5) xl=x 	 (6) x
1
=x 	(7) 1

x
=1 

i neka je EXP +  na jeziku 	 nastala od EXP pronrivanjem 

aksiomama: 

(8) x+y=y+x 	(9) (x+y)+z=x+(y+z) 
	

(10) (x+y)z=xz+yz 

(11) zx  Y=zxzY 
	

(12) x0=0 	(13) x0=1 
	

(14) x+0=x 

Pogledajmo, za trenutak, slededi dijagram koji predstavlja osnovu ideje 

[Conones 19811. 

Dijagram 1.2.2. 

NP
A
=P

B 
< 	 

 

EXP HPA=PB 

 

Bilo bi interesantno kada bismo ovu ideju mogli sprovesti i u sludaju 

kategorije B, naravno sa EXP
+ 

umesto EXP. Na 2alost, ovo nije mogude. 

Glavni razlozi ovakvog ishoda bide ispitani u daljem tekstu. 

Kao prvo, uonmo izvesne karakteristike inicijalnog objekta u kategoriji 

Set
r 

Neka je A proizvoljan neprazan skup. Tada je skup preslikavanja iz 

A u 0 prazan, tj. objekat 0
A je inicijalni u SetF. U [Lambek&Scott 1986]_ 

se mote nadi uop'Stenje ovoga na BCC, tj. tvrdi se da u svakoj BCC van 

da je 0
A inicijalni objekat akko ADO. Ovde ,naravno, jedna implikacija 

jeste taana, i to ona s leva za proizvoljnu BCC koja razdvaja inicijalni 

objekat od terminalnog, medutim, implikacija s desna ne mora va2iti. Za 

kontraprimer uzmimo intuicionistinu iskaznu logiku posmatranu kao BCC, 

gde su formule objekti a sve dokaze za B iz A, kao premise, izjedbaeimo 

u jedinstvenu strelicu A--4B. Ovde de izomorfizam biti izjednaC'en sa 
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ekvivalencijom, a 0
A
=0 zna6110 bi ,A*1 to nije taono za svako A koje 

nije ekvivalentno sa 1. Drug1 kontraprimer mogla bi biti slobodna BCC 

generisana skupom {a}. Lako je videti da tada a=0 ali takode i O aZO jer 

bi u suprotnom, zbog slobode kategorije, i 0
0 
 bilo izomorfno sa 0 to 

nije taOno. Ova osobina SetF  Dosmatrane kao BCC ukazuje na izvesnu 

neslobodu to kategorije u odnosu na izomorfizme. 

Iz 0
A
=0 za A*0 1 0

0={0} (terminalni objekat) direktno sledi da u Set F 
za proizvoljan objekat A va21 izomorfizam: 

0
A 

0 	A 
0 =0 

Odgovarajuda jednakost koja va21 u N (uz prirodnu definiciju 00=1) je: 

0  
(TN) 0

0 
 =0

x  

Slededi primer pokazuje da EXP+ E\-TN. 

Primer 1,2.3, 	Neka je M={0,1,a,b} 	1 neka su na M definisane binarne 

operacije +,0,exp slededim tablicama: 

0 	1 a 	b 1 a b 	exp 0 	1 	a 	b 

0 ()lab 0 0 0 0 0 	0 10b0 

1 1 	1 b 	b 1 01ab 1 1 	1 	1 	1 
a a 	b a 	b a 0 a a a 	a 1 	a 	a 	a 
b bbbb b Obab b 1 	b 	b 	b 

Proverom mo2emo utvrditi da je 111=(1,0, 1, +, • ,exp) HEXP1- , 	ali 

Oexp(Oexp(Oexpa))=1 * b=0expa, pa 114\--TN. 

Kao posledicu ovoga imamo odgovor na otvoreni problem postavjen u 

[Henkin 1977]. Sigurno ten problem je da 11 jednakosti (2)-(11) 

aksiomatizuju jednakosnu teoriju modela (N,1,+,-,_-). Na njega odgovor 

daje A.J.Wilkie u [Wilkie 1981]. Xada sa BCC budemo preSli na povezano 

zatvorene kategorije vratidemo se.ovom pitanju. 

U sludaju jednakosti TN postoji i odgovarajudi izomorfizam u slobodnoj 

A 0 
BCC, tj. za proizvoljan objekat A va2i izomorfizam 00 a 0

A. Primetimo 
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A 
0 

99=(c<ir,(c<TC,Tr>) * >) : 00  --40
A 

da 	postoje 	morfizmi 
A 

0 
0.(cor',70)* : 0A--40

0 . Da bismo pokazali da su 00(p i volp jedinidni 

morfizmi, poslundemo se tvrdenjem 1.8.3. iz [Lambek&Scott 1986] koje 

kale da u BCC postoji najvite jedna strelica A--40. Zbog adjunkcije 

imamo da je C(0
A
,0
A
)E-C(0

AxA,0), a ovo desno je najvite jednodlan skup pa 

je stoga svaki morfizam 0
A
--40

A u stvari jedinidni. Otuda p0=1 

slidnc 00v=1. 

Prirodno je zapitati se da li dopunjen spisak izomorfizama iz tvrdenja 

0.3.2. izomorfizmima kao tto su TN daje mod kategoriji Set F  u odnosu na 

BCC kakvu je imala u sludaju CCC. U ovom sludaju odgovor je negativan 

tto pokazuje slededi primer Dorda -Cubrida: 

A
A 

U Set
f 

va2i 0 +0 =111 mada ,Av,,A nije dak ni intuicionistidka teorema. 

Mo2da se isti rezultat mote postidi ved na jeziku oslabljenom za +. Na 

primer, interesantno bi bilo pokazati da u opttem sludaju ne va2i 
A 

izomorfizam A=Ax0
0  koji trivijalno va2i u Set F 

a nije posledica 

izomorfizama iz 0.3.2. 

1.3. 	Povezano zatvorene kategorije i izomorfizmi 

Zbog problema realizacije ideje Solovjova u sludaju BCC koji uzrokuje 

inicijalni objekat, oslabidemo zahteve postavljene u definiciji BCC 

odstranivti uslov postojanja levog adjunkta funktora B--41. Takve 

kategorije demo, pottujudi terminologiju iz [Harnik&Makkai 1992], zvati 

povezano zatvorenim (PZ) kategorijama - (connectionally_ ,sclosed 

categories). Njima odgovara fragment intuicionistidkog raduna bez 

negacije. 

Sada demo redukovati teoriju EXP na prvih 11 jednakosti i novonastali 

radun oznaditi sa EXP . Naravno i jezik je su2en na 2 ={1,+,.,_-}. Ovde 

de se nata problematika ukrstiti sa algebarskim problemom postavljenim 

od strane Alfreda Tarskog poznatijim kao: "Tarski' s high-school - algbrac 

problem". Konkretno, on je postavio pitanje da li se iz. EXP mote 

dedukovati proizvoljna jednakost koja va2i u N na jeziku 2 . Pozitivan 

odgovor bi nam znadio da je svaki izomorfizam u slobodnoj PZ kategoriji 

P generisanoj prebrojivim skupom objekata izvodiv iz prvih 11 
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izomorfizama tvrdenja 0.3.2. Uz odluoivost EXP -t 1=t2  za proizvoljan 

par terma (t 1 ,t2 ) jezika 2 (rezultat iz [GureviO 1985]) ovo bi nam 

dalo odludivost problema izomorfizma u P. 

A.J.Wilkie je prvi retio ovaj problem u [Wilkie 1981] davti, na 2alost, 

negativan odgovor. Sama ideja i neki elementi ovog rada su nam 

zanimljivi zbog mogudnosti povladenja paralele sa situacijom u P. Zbog 

toga demo ovde dati malo optirniji prikaz nekih detalja. 

0 
Motiv za konstrukciju jednakosti koja nije posledica EXP su mu tzv. 

pozitivni polinomi, odnosno oni polinomi sa celim koeficijentima koji 

kao funkcije preslikavaju (11 -1. ) m  u 11+ , gde je 11+  skup pozitivnih realnih 

brojeva. Posebno interesantan sluOaj je ako postoji takav polinom P 

koji ima i negativnih koeficijenata i polinomi A,B,C,D Oiji su 

koeficijenti prirodni brojevi,takvi da va2i (i) P•A=C i (ii) P•B=D. 

Takvi su na primer polinomi P=x
2-x+1; A=x+1; B=x2+x+1; C=x

3+1; 

D=x
4
+X

2+1. 
.03x ) y (cy+Dy ) x=(Ay+By ) x (cx+Dx , y .  

Nije tetko utvrditi da je NHAx 	 Prosto, 

C i D imaju zajednieki faktor P. 

OznaOimo ovu jednakost sa (W). Wilkie je pokazao ono tto se iz prvog 

pogleda nasluduje, tj. za vatenje (W) u N suttinski su bitni polinom P 0 
jednakosti (i) i (ii) a potto se oni ne mogu izraziti na jeziku 2 onda 

0 
(W) nije posledica EXP 

U osnovi Wilkiejev dokaz ovoga je sintaksni, mada je u [Gurevid 1985] 
0 

autor dao primer modela sa 59 elemenata koji zadovoljava EXP i u kome 

(W) ne va2i. Po svoj prilici 	priliOno je popularno medu nekim 
0 

matematiOarima konstruisanje modela za EXP 	sa tto manjim brojem 

elemenata, u kojima ne va2i (W). 

Za nas je takode interesantno tto je u [Wilkie 1981] pokazana slededa 

teorema: 
*0 

Teorema 1.3.1. 	Neka je 2 	jezik nastao protirivanjem 2 

operacijskim simbolima t za svaki pozitivan polinom P odgovarajude 
P  00 	 0 

n-arnosti. 0zna6imo sa EXP 	protirenje teorije EXP jednakostima 
00 

oblika f=g gde su f i g termi jezika 2 \{_-} (ovo je bitno) za koje 

va2i NHf=g. tada va2i sledede: 

29 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



** 
Ako su f i g termi jezika 	takvi da *=f=g onda EXP 

Ova teorema pokazuje da se izlo2ena Wilkieva ideja mote iskoristiti za 
O 

formiranje svih jednakost u N koje nisu posledice EXP . 

R.Gurevi6 je u [Gurevie 1990] dao pronrenje Wilkievog reenja problema 

Tarskog, odnosno pokazao je da jednakosna teorija od (N,1,+,.,_ —) nije 

kona6no aksiomatizabilna. Za izbor jednakosti koja van u N a nije 

posledica konaftog broja aksioma koristi se Wilkievim trikom i za 

polinom P uzima polinom x
n-1

-
xn-2+...+1, za n dovoljno veliki neparan 

prirodan broj, a A,B,C,D su, redom, polinomi 1+x; 1+x+x
2 
 +..,+x

n-1 	n 

2 4 +x2n-2 .  

Pitanje koje se namede je gde se izomorfizmi iz P nalaze u svemu 

ovome. Od dijagrama 1.2.2. sada va2i sled implikacija: 

	

EXP F-P =P 	 PHA=-,- B  	=P 

	

A B 	 A B 

Ved je navedeno da je u (Gurevie 1985] pokazana rekurzivnost skupa 

teorema teorije EXP . U istom elanku je pokazana i rekurzivnost skupa 

jednakosti na jeziku 2 koje vale u N, pa odatle imamo rekurzivnost 

dovoljnog uslova i neophodnog uslova za izomorfizam dva objekta u P. 

Nije teko videti da u P nije mogude provudi Wilkievu ideju, odnosno 

polinom x
2-x+1 definisati u jeziku 2 . Kao prvo to zbog beskonaenosti 

skupa N ne mo2e biti polinom, a zbog brzine rasta ni eksponencijalni 

izraz. Ista priea se ponavlja u slueaju proizvoljnog_pravog pozitivnog 

polinoma (postoje i negativni koeficijenti) , to uz teoremu 1.3.1. imamo 

motiv za postavku sledede hipoteze: 

Hipoteza 1.3.2. 

fq--AL=B 	akko 	EXP F-P =P 
A B 

Martinov dokaz nam izdvaja .klasu izraza (svi jezika 2) za koje 

pretpostavka Tarskog va2i. Ovu klasu mo2emo proiriti zahvaljujudi 

rezultatima iz [Henson&Rubel 1984]. Jezik 2 demo upotpuniti simbolima 

za prirodne brojeve i sa L(N) oznaeiti najmanju klasu C izraza koja 

zadovoljava sledede: 

(i) Konstante iz jezika i promenjive x 1
,x2 ,x3 ,... 

su u C. 

(ii) Ako su t,sEC, onda i t+sEC. 
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(Ili) 	Ako su t,sEC, onda i t•sEC. 
(iv) 	Ako su t,sEC, i t ne sadr2i znak + u sebi, onda i t sEC. 

Za klasu L(N) va2i pretpostavka Tarskog, odnosno ukoliko su t,sEL(N) 

onda N t=s akko EXP 	t=s (ovde je EXP uvedana za tablice 

sabiranja, mno2enja i binarne eksponencijacije prirodnih brojeva). 

Ovo bi u kategoriji P znadi10 da je problem izomorfizma odludiv za klasu 

objekata koji imaju takve konsekvense implikacija koji ne sadr2e + ili 

se generatori ne pojavljuju u njima. Ovi objekti odgovaraju Harropovim 

iskaznim formulama. 

U [Henson&Rubel 19841 autori iznose i pretpostavku da klasu L(N) mo2emo 
proiriti ubacujudi umesto (iv) 

(iv)' 	t,sEC i t je polinom onda i t sEC 

da pri tom hipoteza Tarskog i dalje va2i. Ukoliko bi to bilo 

pozitivno reeno imali bismo reS'en problem izomorfizma za prilidno 

veliku klasu objekata iz P i to bi bilo otprilike sve Ito nam 
kategorija Set

F kao PZ-kategorija omoguduje u proudavanju ovog 

problema. 

Naravno daleko laki je sludaj slobodne PZ -kategorije generisane 

praznim skupom objekata. Oznadimo to kategoriju sa P o . Objekti u njoj 
su generisani jedinicom i PZ -operacijama. Uvedimo prevod v:ob(P)--4N 0   

koji svakom objektu dodeljuje vrednost odgovarajudeg izraza (1 je 1 u N 

+ je sabiranje itd. ), i prevod u:N--4ob(P0) definisan da prirodnom 

broju dodeli odgovarajudi zbir jedinica (ne vodimo raduna o zagradama 

zbog asocijativnosti). Oznadimo u(v(m)) sa 1m1. 

Tvrdenje 1.3.3. 	Pokazademo da je 

Dokaz. 	Indukcijom po slo2enosti m. 

(i) m=1 onda i Im1=1. 

(ii) Terminalan operacijski! znak u m je +, ddnaSno-m=p+q-.. 

Tada Ip+q1=u(v(p+q))=u(v(p)+v(q))=u(v(p))+u(v(q))=-Ip1+Icill'41ht.)+T.- 

(iii) Neka je m=pxq. Tada 

pxq 111 1/31x1q1=u(v(p))xu(v(q)) = u(v(p)•17 (q))=u(v(pxq))=Ipxql 
distr. 

(iv) Neka je m=pq . Tada 
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pq 1 =!4 h. lplI CI I=U(V(0) 11(V(P)) = 	U(V(P) V(q) 3=11(V(PC1 ))=IPC1 1 
0 (1),(11) 

iz 0.3.2. 

Da su dve razlidite normalne forme Iml i Inl neizomorfne lako vidimo iz 

"utapanja" u Set F 
kategorije Po

. Dakle, ovom normalizacijom je reten 

problem izomorfizma u Po . 

	

1.4. 	Prirodnost izomorfizama u slobodnoj CCC 

Ukoliko posmatramo npr. izomorfizam (1)Ax&ITNA iz tvrdenja 0.3.2. koji 

van za proizvoljna dva objekta A i B iz kartezijanske zatvorene 

kategorije 4, on je prirodan u tom smislu Sto postoje funktori F i G 

F:4x4 4 4 	 G:4x4 4 4 

F(A,B)=AxB 	 G(A,B)=BxA 

F(f,g)=fxg 	 G(f,g)=gxf 

koji su prirodno izomorfni (ovde je fxg skradenica za <fn,g7e>). 

prirodno je zapitati se da 11 su 1 ostali izomorfizmi . (2) - (7) 

prirodni u lstom smislu 1, joS Sire, da li proizvoljan par izomorfnih 

objekata u kategoriji C iz 1.1. gener1Se, na isti nadin, par-prirodno 

izomorfnih funktora. 

Ovo poglavlje nam daje pozitivan odgovor na prvo pitanje, i uz izvesne 

uslove, i na drugo. 

4. Neka je A formula iz C i neka je p pojavljivanje slova a i  u A. Tada 

definiSemo SA
(p) (znak pojavljivanja slova) na slededi naein: 

	

(1) 	A=p onda SA (p)=1 

(ii) A=A 1  xA2 
 p se pojavljuje u A 

1 
onda SA(p)=SA

(0 

p se pojavljuje u A2  onda SA
(p)=SA

(p) 
2 

A 
A=A q 2  i p se pojavljuje u A l  onda SA(p)=SA

(p) 

pselx)javljujet"2wiciasii(13)=--sA(13 ) 2 

Eq. Oznaeena formula je ona u kojoj su sva pojavljivanja slova 

oznadena. 

4. A je F-formula ukoliko se u A ne pojavljuje isto slovo sa dva 

znaka. 
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Tvrdenje 1.4.1. 	Neka su A i B formule iz C i 	a sva slova u A 

1 i B. Neka su A
F 
 1 BF dobijena od A i B preimenovanjem svakog 

pojavljivanja p slova a i , ukoliko je S(p)=-1, sa a l+11 . Tada va2i: 

A=113 4= A
F
=-13

F  

	

a•.. 	a a 	
" 

..,a 
(o=):Neka je f: 	1' 	' n' 	+1 	2 

	

al , . 	, an, a ln  , . . . , an
n 

	

do CCC -funktora Y:C 	 Sto je mogude zbog slobode 

pa onda vazi da je Y(A F ) = Y(BF ) odnosno A=B. 

A=B pa po [Conosbes 1981] postoji konadan 

formula A1' . .,Am 
 tako da je A=A 

1 
= A2= =4 A = B tako da je svaki od 

izomorfizama ostvaren supstitucijom izomorfnih iz izomorfizama (1)-(7) 

tvrdenja 0.3.2. Ukoliko jot poka2emo da je L
F=4D

F gde je L leva, a D 

desna strana proizvoljnog izomorfizma iz 0.3.2., onda je izomorfizam 

AF . posledica supstitucije izomorfnih LF= DF  (LF ) -1=(DF ) -1  gde 
A F 

1 	i+i 
(A

F
)
-1dobijamo od A

F kada a zamenim sa a
n+i 

1 a 
n+k 

sa a
k' 

za 11,1c5-11. 

Sam dokaz za L
F= D

F kod (1) do (7) je kopija dokaza tvrdenja 0.3.2. pa 

ga ovde nedemo ponavijati. 

Kao posledicu ovog tvrdenja imamo da za svaki izomorfizam A=B postoji 

opttiji (u smislu A=B je instancija) A
F=B

F
, koji zadovoljava osobinu da 

se nijedno slovo ne pojavljuje sa dva znaka u formulama A F i BF . 

sl 
Neka je C oznadena F-formula i neka su 

koja se pojavljuju u C. Tada induktivno, 

definisati funktor FC. • sa
sl

x. . .x11 	gde je 4 

ukoliko je s1=1, odnosno 4°P  ukoliko je 

..,asn sva oznadena slova 
in 

po slo2enosti C, mo2emo 

proizvoljna CCC i se i je 4 

(i) C=a 	F (A)=A 
	

C=1 
	

F (A)=1 

F (f)=f 
	 F (f)=1 1 

Dokaz. 

f produnjemo 

kategorije C, 
niz 

.seql 	scIP  (ii) C=PxQ i neka su FF. 	
i F

Q. 	
-44 x...x4 	ved 

cemu 	su 	a
srl , . . ,a

srm  
definisani, pri 	 oznadena 

irm 

asql as4P oznadena slova u Q. 
iql 	iqp 

Tada F definitemo na slededi natin : 

slova 
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F_(A 	)=F (A , . ,A )xF,„ (A 	) 
t... 	*e° A

n  )=FP 	rm 	ql 	qp 

...,f nr  )=F_ (f rl' 
...,f 

rm 
)xF

Q 
(f

q1' 
...,f 

qp
) 

(iii) C=PQ  i neka su F :$( 	m—)562 i F
isql x... 

• ovde 	znan da Q oznadavamo nezavisno a ne kao potformulu 

od C. 

Tada F definiemo

Fc (A1 ,... 

FC 
 (f 

pomodu slededih objekt i morfizam funkcija. 
F (A...,A ) 

	

A n  )=FP  (A rl  ,. 	
,Arm) Q ql' 	qp 

	

f )=-(F (f 	) c <n , 	 f") Te>) 
n 	 rm 	 ql 	c113  

Nije teSko proveriti da su ovi funktori dobro definisani. 

Sada imamo sve neophodne definicije za formulisanje glavnog tvrdenja 

ovog poglavlja. 

Teorema 1.4.2. 

Neka su A i B oznadene F-formule iz C takve da se ni jedno slovo ne 

pojavljuje sa dva razlidita znaka u A i B i neka su' a
sl --sva-  

in 

sn 

se u njima pojavljuju. Ako je AE-413 onda su 

Dokaz. 
Neka su A i B formule kakve zahteva teorema. Na osnovu rezultata sa 

podetka ove giave mo2emo zakljuditi da postoji konadan niz Y1,2,...,Ym 

formula iz C, takvih da je A=Y1:45.•. 2=Ym=B, da svake dve uzastopne 

ispunjavaju uslove tvrdenja i da su dobijene supstitucijom izomorfnih 

tipa (1)-(7) iz 0.3.2. 

Ukoliko poka2emo da tvrdenje van za svake dve uzastopne, onda de zbog 

komutiranja slededeg dijagrama: 

oznadena slova koja 

funktori FA , 3- F
A .94x . .xsen-44 prirodno izomorfni, pri emu su oni 

' 
nastali od funktora F A 

i FB 
izjednadavanjem d.omena. Zbog nemogudnosti 

zabune i jednostavnosti, nadalje demo ih oznadavati samo sa FA 
 1 FB

. 
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t (X) 
F (X) 	1 	>F (X) 

t (g) 
F

Y1 ( 
	

.r 2
(g) 

t 	(X) 

	

m-1 	>17Ym (X) 

Fpm gm 

t 	() 

	

..  m-1 	>17(g) gm 

An ) 	?=(f i n
) 

teorema biti dokazana. 

Neka su, dakle, C i C
Q , 

redom , formula i produkt zamene pojavljivanja 

potformule P formulom Q takvom da je P=Q kao jedan od izomorfizama iz 

tvrdenja 0.3.2. 

To da su odgovarajuei funktori prirodno izomorfni pokazujemo indukcijom 

po dubini pojavljivanja & u C. 

( i ) 
	

C=&. 	Postoji 7 slueajeva 

(1) P=AxB i Q=BxA 

F (X) 

izomorfizam 

< n', n > 
	>FQ ( X ) 

 

  

Fr(?) F(?) 

  

  

< 	, it > 
	>F Q (g) 

 

Djagram komutira jer: 

<7e,71>F
AxB

(?)=<n',n><FA
(?)n,FB

(?)n'>=<FB
(?)n',FA (?)n>. 

=<F
B

(?)n,FA
(?)n'><n',n>=FBxA

(?)<n' , Tr>  

(2) P=(AxB)xC i Q=Ax(BxC) 
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izomorfizam 

<77r, <IT' Tr, le >> 

<TrTr, <Tr' Tr, 1e >> 

 

Dijagram komutira jer: 

(?)=<nn, 	n n' , >><<F ? )n?)n5n, F (?) >= /e Om, <n' 
7r, 

7' >>F (AxB)xC 	 A ( 	' F B ( 
=<FA (?) nn ' <FB (?)n' n '  FC  (?) Tr' ». 

=<F
A 

 (?)Tr
'  <FB  (?)Tr '  FC  (?)n' >n' ><TrTr, <Tr' Tr, Tr' >>= 

=F
Ax(BxC) 

(f)  

(3) 	P=(C
B

)
A 
 i Q=C

AxB  

F (X) 

izomorfizam 

(c<e<Tr, 	> , 	>)* 
	>FQ ( X) 

 

FP (?) F
Q

(?) 

  

  

(c<c<n,nn'>, Tr'Tr' >) * 
F (g) 	 >FQ (g) 

Dijagram komutira jer: 

( e<c<n, 	> Tr' it' > ) *F p (?)= 
g 

=( e<c< 7r, Tur' 	"re Tr' > )*( (Fc (?)e<n, FB.  (?°P )Tr' > )*c<Tr, FA  (?°P ) n'> 

=( c<c<Tr, 	><g*Tr, 	>, Te Te >)*=(e<e<g*n, Tr' ><n, RTC > , rr' Tr' > ) *= 

=( c<(Fc (?)c<Tr, F
B• (?°P )n' > ) *cot, F A. (?°13 )n' ><Trotre >, Tr' n' > )*= 

h 

=( e<h * Ti, 	><e<Tr, F
A• (?°P ) 	>, Tr' Tr' >)*= 

=(Fc
(?)c<Tr,F

B• 
(?°P )Tr' ><c<Tr, F

A. (?°P )Trre >or' > *= 

=(Fc (?) c<c<R, FA. (?°P )Trre >, FB•  (?°P )Tr' Tr' >)*. 

=(Fc
(?)c<c<n, nu' >,Te ><Tr, <F

A.  (?°P ) nn' FB. (?°P )7/' Te»)*= 

=(Fc
(?)c<( c<c<Trorre > ,TT' Tr' >) *n, <FA. (?

°P ) nn' , FB•  (?°P ) n' Tr' ») *=. 

=(Fc
(?)c<n, <F A° (?°P) 	,FB. (?)13 )TC »<(e<e<Tr, Tut' > , TT' 	> ) *TT, 	> )*= 
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=(F (?)c<n <FA. (?°P)Tr' FB. (?°P)Te >Tr' >)*(c<c<irone 	>pk=  
=F(?) (c<c<Tr, Tut' >, 	> )* 

pa su i F
P 

i F
Q 

prirodno izomorfni. 

(4) 	P=(AxB) i Q=ACxBC  

F (g) 

izomorfizam 

<(nc)*, (Tr' c)*> 

<(rc)*, (n' c)*> 

	>f7(1 (X,) 

? ) 

F
Q

(g) 

Pri emu je: 

F
4(?)=(<F

A ( ?) Tr, F ( ?) Tr' >c<Tr, F
co 

( ?") Tr' >)* 

F (?)=<(FA (?)c<Tr, F
c. ( ?°P ) Tr' >)*Tr, (F

B (?)c<Tr, F
c. 

(?") Tr' >)*Te > 

Uvodimo oznake f=F
A (?) 	g=F

B (?) 	h=FC. (?°P) 

Dijagram komutira jer: 

<(RE)*, (Te c)*> (<fTr, gie  >c<Tr, 	>)*=<(Trc<0*Tr, Tr' >)*, (Tr' c<en, Tr' >)*>= 

=<(Tr<flr, gre >c<Tr, 	>) *, (Tr' <f R, gTr' >c<Tr,i-ar' > )*>= 

=<( fTre<Tr, 	>)*, (gir' cor, 	> )*>= 

=<( fc< ( Trc) *Tr, Tr' ><Tr, lare > ) *, (ge< ( n' c) *n, Tr' ><Tr, hn' > ) *>= 

=<(fc<Tr, hre > ) *( ire) *, (gcor, hTe > )*( Tr' €)*>= 

=<( f 	> ) *Tr, ,gc<n, hie > ) *Tr' ><(Trc)*, (Tr' c) *> 

(5) 	P=Axl i Q=A 

izomorfizam 

F (X) 

F (? ) P' 	 F
Q

(?) 

it 
F

Q
(g) 

FP (f)=FA (?)xl 1 ' FQ(?)=FA (?) 

it 
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Dijagram trivijalno komutira. 

    

(6) 	P=1A  i Q=1 

 

izomorfizam 

0 

   

    

     

     

 

0 

 

F (g) 

   

F (?)=(e<R,F
A• (?°P )ir'>)* , F (?)=1 1 

Dijagram trivijalno komutira. 

(7) 	P=A1 i Q=A 

F (X) 

izomorfizam 

c<1,0> 
	>FQ ( X) 

 

F (?) 	 FQ(?) 

F (g) 

1 
c<1,0> 
	 F (g) 

F 	
A (?)=(F (?)e)* , F (?)=FA() 

Dijagram komutira jer: 

c< 1 , 0 >(F
A (?)c) *=c<(FA (?)c)*Tr,n'><1,0>=FA

(?)c<1,0> 

Ovime smo pokazali bazu indukcije i ujedno odgovorili potvrdno na 

pitanje prirodnosti izomorfizama (1)-(7) iz tvrdenja Dalje 

pokazujemo indukcijski korak. 

(ii) 	Pretpostavka je da za P=Q va2i tvrdenje tj. slededdljagram 

komutira: 

1Q 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



izomorfizam 

F 

FQ (?) 

F (g) 

(a) 	Tada tvrdenje va2i i za CxPCxQ 

izomorfizam 

FCx (X) 

F 	(?) CxP 

F 	(g) 	 CxP 

FCxQ (1)  

FCxQ (?)  

lxi 
FCxQ (g)  

Dijagram komutira jer: 

(lxi)(F
C  (?)xFP  (?))=Fc ()x(iF ())=FC (?)(FQ (?)i)=(FC  (?)xFQ  (?))(lxi) 

(b) Tada tvrdenje va2i i za PxC=-QxC (na isti nadin). 

(c) Tada tvrdenje va2i i za pci4c2c  

izomorfizam 

(ic)* 
	>F (X) 

Q 
 

F 	(?) 	 F c  (?) 

(ic)* 
F 	(g) 	 F

c (g) 
Q 

 

Dijagram komutira jer: 

(ic)*(FP  (?)c<n,F
C.  (?")7C>)*=.(iF

Q (?)c<rr' FC. (?").7e>)*= 

=(F
Q (?)ic<n' F

C. 
 (?")7C>)*= 

=(F
Q (?)c<(ic)*Tr,n'><Tr' FC. (?").1e>)*. 

=.(F Q(?)c<n' FC. (eP)Te><(ic)*n,Te>)*= 

=(F
Q
(?)c<n,F

C.  (?")Te>)*(ic)* 

F 
P 
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(d) 	Tada tyrdenje va21 1 za C Pa'C
Q 

F
P  (X) 

  

izomorfizam 

(c(lxi -1 ))* 

   

  

    

(c(lxi -1 )) 
F P  (g) 

  

   

Dijagram komutira jer: 

(c<1x1 -1>)*(F (?)cOr' FP. (?°P)Tr'>)*=(e<en,i-in'>)*= 

=(F (?)c<Ir' FP. (?")7C >or, 1 -1 7e >)*. 

=(FC (?)c<n, F (?")i -liv>)*. 

=(F (?)e<n ' CIFQ. 	)7C>)*= 

=(Fc (?)c(ixi -1 )<Tr, F (?")Te>)*. , Q . 

=- (FC  ()c<(c(lxi -1 ))*Ir,F
Q.  (

°13 )Tr'>)*=. ' 
=(Fc (?)c<n,F

Q. (?")7c>)*(c(lxi -1 ))* 
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2. FUNKTOR KATEGORIJA SetZ  ICAO POVEZANO 

ZATVORENA KATEGORIJA 

U prethodnoj glavi smo videli da je kategorija Set
F "slobodna" po 

pitanju izomorfizma kada je posmatramo kao CCC, u smislu da imamo 
slededi oblik stava kompletnosti: 

Neka je C kategorija kao u glavi 1 1 A 1 B dva neizomorfna objekta u 
njoj. Tada postoji CCC funktor 	 takav da F(A)AF(B). 

Takode, hipoteza 1.3.2. nagovetava ,da to nije sludaj kada je 

posmatramo kao PZ-kategoriju. _Ovo zvudi pomalo -neodekivano, mada sa 

kategorijalne tadke gledAta, Set F  je prilidno "gruba" kao CCC i 
PZ-kategorija u smislu postojanja obilja nekanonidkih strelica (onih 

koje se ne mogu izraziti na jeziku CCC odnosno BCC), pa sa druge strane 

mo2emo biti zadovoljni onim Ito se desilo sa izomorfizmima u CCC. Ovo 

Ito smo malopre naveli se ogleda npr.0 tome da ne postojiCCC-funktor_ 

iz C u Set
F takav da svakom paru (A,B) objekata iz C za koji je 

C(A,B)=0 dodeljuje par skupova 	(F(A),F(B)) 	medu kojima nema .  
preslikavanja. 

Ideja bi bila da se nade finiji model PZ-kategorije, u smislu prethodne 

redenice, a u kome bi se izomorfnost objekata i dalje dovoljno lako 

proveravala. SetZ  (tadnije SetF 	odnosno kategorija diji su objekti 

funktori iz grupe celih brojeva, posmatrane kao kategorije, u 

kategoriju konadnih skupova, a morfizmi, prirodne transformacije) 

zadovoljava ove uslove. Kao posledicu slededeg tvrdenja imamo da je ovo 

PZ-kategorija. 

Tvrdenje 2.1.1. 	Neka je K CCC (BCC ili PZ)_i G kategorija dije su 
sve strelice izomorfizmi (u teoriji kategorija G je grupoid). Tada je 
KG CCC (BCC iii PZ). 

Dokaz. 	Dokazademo tvrdenje u sludaju BCC. Ostali sludajevi su 
sadrtani u ovome. 

Nije veliki problem odrediti inicijalni i terminalni objekat nove 

kategorije, §ta vise, i proizvod i koproizvod se prirodno definiu. Za 

ovo nije dak ni neophodno da je G kategorija koja zadovoljava uslove 
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tvrdenja, ved umesto nje to mote stajati proizvoljna kategorija. 

Za definisanje binarne eksponencijacije bitno se koristi osobina G da 
svaka strelica ima inverznu. 

FE  kao funktor definit'emo objekt funkcijom FE (a)=F(a)
E(a) 

i morfizam 
funkcijom FE (f)=(Ffoco<R,Ef-1 

 on>)* za 	 Iz pretpostavke da 
slededi dijagram: 

HaxEa 	Aa 	>Fa 

<14fn,Efie> 

HbxEb 	Ab 	>Fb 

komutira, gde je A:HxE--->F prirodna transformacija (strelica .0 

K
G

), sledi komutativnost dijagrama: 

Ha 	(Aa)*  >Fa
Ea  

jHf 	 i(Ffoco<n,Ef-Y>)* 

Hb 	(lb)*  >Fb
Eb 

na osnovu slededeg raduna: 

( Ffoco<n,Ef-l on'>) * 0(Aa) *=(Ffoco<m,Ef -l on'>0<(Aa)*.n TC>)*= 

=(Ffoco<(Aa)*on,W>o<ir,Ef -l on'>)*= 

=(FfoAao<n,Ef-l on'>)*. 

.(Abo<Hfon,Ffon'>00r,Ef-l on'>)*= 

=(Abo<Hfon,W>)*=(Ab)*.Hf 

Znan, 	prirodnu transformaciju HxE---4F prevodi u prirodnu 

transformaciju 	 E
, pa zbog osobina operatora * 	funktori xE i E 

 su adjungovani. 

Kao S'to je ved navedeno u primeru iz 0.1., objekte iz Set 2  mo2emo 

posmatrati, na drugi natin, kao dejstvo grupe celih brojeva na skup, 

odnosno kao skupove sa jednom izdvojenom permutacijom. Morfizmi bi tada 

bill preslikavanja tih skupova koja su u saglasnosti sa istaknutim 

permutacijama, kako je i redeno u navedenom primeru. 

A.Lduchli je bavedi se apstraktnom realizabilmAdu u [Lduchli 1970] dao 

rezultat kompletnosti intuicionistioke predikatske logike u odnosu na 

modele apstraktnih dokaza u kojima formulama ne dodeljuje skupove 

dokaza ved skupove sa istaknutim permutacijama. Valjana de onda biti 

Ff 
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ona formula koja u svakom modelu ima invarijantan dokaz (fiksna taoka 

istaknute permutacije). Za nas je interesantan prevod ovog rezultata 

(iskaznog dela) na jezik kategorija koji se mote formulisati (videti 

[Harnik&Makkai 1992]) u vidu sledede teoreme. 

Teorema 	2.1.2. 

Neka je P slobodna PZ-kategorija definisana u 1.4. Tada postoji 
slabo-pun funktor iz P u SetZ . 

Pored toga tto ima ove osobine, kategorija Set Z  mote nam izgledati 

pogcdna i sa tadke gleditta Wilkievih rezultata jer u njoj nisu 

definabilni svi pozitivni polinomi. Na primer, polinom x2
-3x+3 za 

argument ne mote uzeti skup {1,2} sa ciklienom permutacijom (1 2) jer 

je x2
+3 tada izomorfno skupu {1,2,3,4,5,6,7} sa permutacijom 

(1 2)(3 4), a 3x je izomorfan skupu {1,2,3,4,5,6} sa permutacijom 

(1 2)(3 4)(5 6), pa se 3x ne mote izomorfno utopiti u x2+3 u smislu da 

bez obzira na preimenovanje elemenata skupa {1,2,3,4,5,6,7} permutacija 

koja odgovara objektu x 2+3 nema ciklienu reprezentaciju koja sadrti 

cikle (1 2)(3 4)(5 6) tto bi moralo biti ispunjeno u slueaju jednakosti 

x2
+3=(x2

-3x+3)+3x. 

U ovoj kategoriji ipak vane sve jednakosti iz [Gurevie 1990] koje je 

autor koristio za pokazivanje da jednakosna teorija od (N,1,+,-,_- ) 
nije konaeno aksiomatizabilna. Prosto, za svaki Z-skup x motemo 
definisati izraz : 

X
n-1-

X
n-2

+X
n-3-

...+1 

gde je n neparan prirodan broj. Razlog za ovo je tto je xk-1 
uvek 

utopivo 	u 	xk 
(npr. 	uz 	preslikavanje 

(a 1  ,a 2  ,...a k-1 
)---(a 

1 
,a 

1  ,a 2 
,...,a 

k-1
)). Prema tome, u Set Z 

 ne motemo 

oboriti ni jedan izomorfizam koji odgovara jednakosti Wilkievog tipa 

jer njegova ideja ovde prolazi. 

Pitanje na koje bi bilo interesantno dati odgovor je da li neki od 

nedefinabilnih pozitivnih polinoma mote ueestvovati u genezi - neke 
jednakosti na jeziku PZ -kategorija. Moji pokutaji to nisu urodili 

plodom. Mo2da bi se dela stvar uz koritdenje teoreme 1.3.1. mogla 

uopttiti do izjednatavanja jednakosnih teorija Set h, i SetZ, tto nama ne 
odgovarao 
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Ukoliko bismo hteli da opravdamo hipotezu 1.3.2. nekakvim Solovjevim 

stilom, trebalo bi nadi model PZ -kategorije u kome pravi pozitivni 

polinomi (postoje i negativni koficijenti) nisu definabilni i pokazati 

daje njena jednakosna teorija izomorfizama jednaka EXP . 

Jedna lepa PZ-kategorija koja ispunjava prvi deo prethodnih zahteva je 

kategorija kompaktno -generisanih (G je zatvoren u X akko je njegov 

presek sa svakim kompaktnim podskupom od X zatvoren) Hausdorfovih 

prostora koju oznadavamo sa CG. Ukoliko sa k oznadimo operator koji 

modifikuje topologiju prostora X u kompaktno-generisanu onda su PZ 
operacije u CG definisane na slededi naein: 

proizvod 	 k(XxY) 

zbir 	 topoloka suma 

exp 	 k(C(X,Y)) 

gde je C(X,Y) prostor neprekidnih preslikavanja iz X u -Y--- sa 
kompaktno-otvorenom topologijom. 

Ideja da prihvatimo neku kategoriju topolcAkih prostora potide od toga 

sto tu, osim u specijalnim sludajevima, nema razlaganja prostora X 2  na 

sumu prostora od kojih bi jedan bio prostor X. Kategoriju Top ne mo2emo 

uzeti u celini jer, ma kako definisali prostor funkcija izmedu dva 

topolcAka prostora, to nede biti PZ-kategorija. 

Iz rezultata [Steenrod 1966] sledi da je ogrania'enje na CG dovoljno za 
dobijanje PZ-kategorije. 

Naravno, velika mana ove kategorije je to sto je u njoj klasifikacija 

objekata po izomorfizmu, ovde homeomorfizmu topolotkih prostora, daleko 

komplikovanija nego u SetF  (Mcolska aritmetika), pa je ved nadi 

prostore za koje izomorfizam koji odgovara (W)-ne-van, Neliki posao. 

44 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



3. 	DRUGO RESENJE PROBLEMA IZOMORFIZMA U CCC 

3.1. 	Lambda -radun sa tipovima 

U svom radu [B&C&L 1990] K.Bruce, R.DiCosmo i G.Longo su dali novi 

dokaz odludivosti problema izomorfizma u slobodno generisanoj 

kartezijanskoj zatvorenoj kategoriji C. Iako je ovaj rad gotovo 10 

godina mladi od ved navedenog [CozoneB 1981], po nekim elementima bi 

se moglo naslutiti da su autori tek naknadno saznali za originalno 

retenje koje smo ovde izlo2ili u prvoj glavi. Novo u njemu je potpuno 

drugadiji matematioki aparat koji se koristi, odnosno, deo koji je kod 

Solovjova bio trivijalno reten koritdenjem Martinovog rezultata o 

mogudnosti aksiomatizovanja nekih jednakosnih teorija, ovde je reten, uz 

puno vice truda zahvaljujudi izvesnim osobinama A -raduna sa tipovima i 
surjektivnim sparivanjem. 

Gotovo sve tto nam je neophodno iz poznavanja • A-raduna. za  razumevanje 
ovog dokaza, nalazi se u [Lambek&Scott 1986], a vice informacija se mote 

nadi u [Barendregt 1984] ili [Hindley&Seldin 1986]. Osnovna demo_ ipak 
izIo2iti ovde. 

Slobodan A-radun sa tipovima, surjektivnim sparivanjem i terminalnim 
objektom (A(3r)e t j ) je formalna teorija definisana na slededi nadin. 
Sastoji se iz tipova Tp generisanih od prebrojivog skupa atomskih 
tipova At, terma za sve tipove (term a je tipa A skradeno zapisujemo 
a:A) i jednakosti medu termima. Pri tome va2i sledede: 

(a) (i) 	AtcTp i TEAt je konstantan tip. 

(ii) Ako su A,BETp onda je i A-4BETp. 

(iii) Ako su A,BETp onda je i AxBETp. 

(b) (i) 	Za svaki tip A imamo prebrojiv skup_ promenljivih tog 
tipa, recimo xA

1 :A,xA:A,...,xA:A,...1 to su termi.  2 
(ii) Za svaki tip A postoji konstantan term *A:A-4T. 
(iii) Za svaka dva tipa A i B postoje termi Tr:Ax13---->A 

(iv) Ako je x:A promenijiva i M:B term tada je i Ax:A.M term 
tipa 
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(v) Ako su M:A-4B i N:A termi onda je i MN term tipa B. 
(vi) Ako su M:A i N:B termi onda je i <M,N> term tipa AxB. 

(c) Jednakost na termima je minimalna kongruencija koja zadovoljava 

sledede: 

(1) 	(a) Ax:A.M=Ay:A.M[x\y] ako y nije slobodna u M. 

((3) 	(Ax:A.M)N=M[x\N]. 

(n) Ax:A.(Mx)=M ako x nije slobodna u M. 

M=N onda i Ax:A.M=Ax:A.N 

(ii) (g ) n<M, N>=M 

(712 )  

(n3 ) <nM,n'M>=M 

(iii) (*) Za svako 	M=*A 

Ovde smo sa M[x\N] oznaoavali supstituciju promenljive x termom N i za 

ta.Onu definiciju treba se obratiti ponudenoj literaturi. Takode uvodimo 

skradene zap se <M ,M ,...,M >- za ‹...<<M ,M >,M >,...,M > i M'M ...M 1 2 	n 	 1 2 	3 	n 	1 2 	n 
ili samo M za (...((M 

1 
 M 
2  )M 3 )...M n ). Sa M[x\N] oznaOavamo simultanu 

supstituciju promenljivih niza x termima niza N. Pojmove kao S-to su 
redeks, normalna forma, glavna normalna forma, stroga normalizacija, 

Church-Rosser svojstvo itd. ovde nedemo definisati. 

3.2. 	Veza AOne t 
CCC odnosno logike 

Ukoliko t 
posmatramo kao deduktivni sistem pri emu tipove uzimamo 

za formule a terme za dokaze svojih tipova gde su promenljive hipoteze, 

nede biti te'Sko proveriti da zatvoreni termi (bez slobodnih 

promenljivih) dokazuju intuicionistiake teoreme, a takode da va2i i 

obrat tj. za svaku intuicionistiOku teoremu na jeziku CCC postojade 

zatvoreni Agne t  term tog tipa. 

Izjednadavanje terma nam u toj interpretaciji govor-i-  da npr. sledede 
dokaze smatramo jednakim. 

x: A 

w(x):B 

  

a: A 

q)(a):B Xx:A.99(x):A-4B 	a:A 

(Ax:A.(p(x))a:B 
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Ved odavde se vidi paralela Agmr.t sa CCC. Formalno, u kategorijalnom 

duhu, mo2emo udiniti sledede. Oznadidemo sa 	 kategoriju 
AgTin

4t
-raduna (detalji o morfizmima u toj kategoriji mogu se nadi u 

[Lambek&Scott 1986]), zatim demo konstruisati funktor L:Cart--9A-Cale 

koji svakoj kartezijanskoj zatvorenoj kategoriji dodeljuje njen 

"internalni jezik" odnosno jedan AOne t-radun. Dati funktor ima adjunkt 
C:A-Cale---)Cart takav da'su kompozicije CL i LC prirodno izomorfne redom 

jedinienim funktorima na kategorijama Cart odnosno A-Calc (ovo znadi da 
su kategorije Cart i A-Calc ekvivalentne). 

Sama konstrukcija ovih funktora zahteva poznavanje dodatnih osobina 

CCC, naime funkcionalne kompletnosti i mi je ovde nedemo izvoditi. Ona 

je u kompletu sa svim dokazima data u [Lambek&Scott 1986]. Ipak, na 

prvi pogled se mote naslutiti da de internalni jezik neke CCC za tipove 

imati objekte to kategorije, a termi tipa A de biti strelice oblika 
1--4A. 

Naravno, nama najinteresantnije je kako u internalnom jeziku kategorije 
C (iz prve glave) definisati svojstvo koje bi odgovaralo izomorfizmu.. 

Slededa definicija, u duhu prethodnog, re§ava taj problem. 

Neka su A,BETp. Tada je A dokazivo izomorfno sa B, u oznaci it=';)B, 
ako postoje zatvoreni A-termi takvi da je 

Min(-M.N=1
A  i ABIln

,t
E-N.M=1 , gde je 1 

A=Ax:A.x:A-4A a M•N definit'emo 
kao Ax:A.M(Nx), Za N ka2emo da dokazuje i M je njegov invert. 

3.3. 	Drugi dokaz teoreme o izomorfizmima CCC 

Oznadimo sa Th jednakosnu teoriju koja odgovara EXP iz prve glave samo 

sada na jeziku 	 odnosno, neka su njene sheme aksioma (uz 
aksiome jednakosti) sledede: 

(1) AxB=BxA 

(2) Ax(BxC)=(AxB)xC 

(3) A-4 (BxC)=(A-4B)x(A-4C) 

(4) (AxB) 	>C=A-*(B--C) 

(5) AxT=A 

(6) 

(7) A-.T=T 
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3.3.1. 	Glavno tvrdenje. 	Yhl--A=B akko A=pB 

	

Dokaz. 	(4) Praktidno ovo bi bio prevod prvog dela dokaza tvrdenja 

	

0.3.2. 	Formalno, prvo bi trebalo proveriti da je 	kongruencija. Dokaz 
za ovo je sledede: 

- A=pA je ostvareno sa Ax:A.x 

- Ako M sa inverzom N dokazuje A=pB onda N dokazuje B=pA. 
- Ako M dokazuje A=pB i N dokazuje B=pC onda N•M dokazuje A=pC. 
- Ako M dokazuje A=pB i N dokazuje C=0 tada Ax:(AxC).<M(nx),N(n'X)> 

dokazuje AxCapBxD i Ay:(A-4C).Ax:B.N(y(M-lx)) dokazuje A--)C=pB--0 
Dalje proveravamo va2enje ovih sedam 7.ksioma. 

(1) Ax:(AxB).<n'x,nx> dokazuje AxB=pBxA 
(2) Ax:Ax(BxC).<<nx,n(n'x)>,W(n'x)> dokazuje Ax(BxC)P-4(AxB)xC 
(3) Az:A-4 (BxC).<Ax:A.(r(zx)),Ax:A.(n'(zx))> 	dokazuje 

A-4 (BxC)=.13(A—B)x(A-4C) 

(4) Az:(AxB)--4C.Ax:A.Ay:B.z<x,y> dokazuje (AxB)---)Cl'pA-4(B--4C) 
(5) it dokazuje AxT:=IDA 

(6) Az:T—A.z(*(T-4A)z) dokazuje T--*A=pA 
(7) (A—.4T) dokazuje A-411==loT 

Za primer demo pokazati vaZenje (1), ostalo je samo pitanje ve2be. 

Neka je M=Ax:(AxB).<n'x,nx>, pokazademo da je M -1=Ax:(BxA).<n'x,nx> 
-1 

M .M=At:AxB.(Ax:(BxA).<n'x,nx>)((Ax:(AxB).<n'x,nx>)t)= 

=At: AxB. (Ax: (BxA). <Tr' x, 7rx>) <n' t, irt>=At: AxB. <7e <7e t, 7rt>, n<le t, /Et». 
=At: AxB. <nt, TT' t>=At: AxB. t=1 

AXE 
Na isti nadin M•W=1

BXA 
pa je i AxB=DBxA 

() Ovaj smer je daleko komplikovaniji i njegov dokaz de 

biti dat slededim nizom koraka. 

Neka je ">" tranzitivna i slobodna za supstituciju relacija redukcije 

na tipovima, generisana sa: 

1) AxT > A 

1') TxA > A 

2) Ax(BxC) > (AxB)xC 

3) (AxB)---C > A- 4(B— 

4) A--4(BxC) > (A-4B)x(A--)C) 

5) > T 

6) T—#A > A 
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Nije teko ustanoviti da ovakva redukcija vodi strogoj normalizaciji sa 
Church-Rosser-ovim svojstvom pa odatle sledi da za svaki objekat A 
postoji jedinstvena normalna forma nf(A). S obzirom da je redukcija 
definisana tako da A > B povladi ThHA=B, onda korAdenjem dokazanog 
smera glavnog tvrdenja imamo slededu lemu. 

Lema 3.3.2. 	V-A=nf(A) i odavde YhE-A=B * glq-nf(A).- -nf(B). 

Takode i A 241) nf(A). 

Primetimo da ovde redukcija ide neS'to drugadije nego kod Solovjova u 

prve dve faze. Ovde de normalna forma nekog tipa - A biti lid tip-T, 
tip oblika A xAx...xA gde A ne sadr2i T iii znak x. 1 2 

Slededim tvrdenjem prebacujemo problem izomorfizma na normalne forme. 

Lema 3.3.3. 	Neka F:A---mf(A) i G:B-4nf(B) dokazuju A a) nf(A) i 
B a) nf(B). Tada M:A-4/3 dokazuje A-pB akko postoji term W:nf(A)--)nf(B) 
koji dokazuje nf(A) 	nf(B) takav da je M=G-1 •W•F. 

Dokaz. 	() Postavimo N=F-1 •1T -1 •G. Lako se vidi da je N=M -1 . 
(=) Uzmimo za M' term G•M•F-1 . Njegov inverz je F•M-1

•G
-1

. 

Primetimo da je Th. zatvorena za osobinu da nije moguda jednakost T=M 
gde M ne sadr2i T u sebi. Prema tome ako je Yhd---A=B onda ako A ima 
normalnu formu oblika A 1 xA 2x...xAm  gde su konjunkti disto implikativni 
i ne sadr2e T, onda i B ima normalnu formu oblika B xB x...B sa istim 

1 2 

Sledede tvrdenje, koje dajemo bez dokaza, prebacuje problem sa 
t
-raduna na Agnir t

-radun (nema tipa T i strelica *A). 
Tvrdenje 3.3.4. 	Pretpostavimo da su S i R netrivijalne normalne 

forme tipova. Ako zatvoren term M sa svojim inverzom N dokazuje S-24R - u 
APTur* t , onda se u njihovim normalnim formama (od - M i N) - ne - pojavljuju 
konstante oblika *A, tj. M i N su A43777r t

-termi. 

U delu koji sledi navedemo, bez dokaza, 	tvrdenja koja pokazuju 
dinjenicu da su netrivijalne normalne forme A xA x...xA ==pB xB x...B , 

1 2 	m 	1 2 	n 
takve, da je m=n i postoji permutacija a' za koju su A i B po parovima i 	Ti 
izomorfni. 

osobinama. 
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Lema 3.3.5. 	Neka su SaS x...xS i RaR x...xR normalne forme 
tipova takve da S -ovi 1 R -ovi ne sadr2e T ill znak x. Tada je S4R 
akko postoje termi M

1 n i N
1 	takvi da: 

xl:S1,...,xm:S.F- <Mi,...,Mn>:(Rix...xRn) 
y :R

n  :Rn 	<N 	>: (S x...xS ) 
(pogledati o radunu sa dodeljivanjem tipova) i 

M [x\N]= y za lsisn 

N [Y\R]=
gn 
 xj , za 1s.jsm 

Lema 3.3.6. 	Neka je M Afron t
-term u normalnoj formi, takav da 

M:A, gde je A tip u kome seAle pojavljuje x. Tada je M, ustvari, 
Asn t

-term. 

Lema 3.3.7. 	 Pretpostavimo da su R x...xR i S x.. .xS normalne 1 	n 	1 	1 

forme tipova, i Ma<M...,M >,Na<N ,...,N > Agnir t -termi takvi da: l' 	n 	1 - 	m 

x :s ,...,x :s I-- <m ,...,m >:(R x. .xR ) 1 1 	m m 	1 	n 	1 	n 

	

y :R ,...,y :R 	<N 1 	>:(S x. .xS ) 1 	1 	n n. 	1 	m 	1 	m 
M

i 	73 
[x\N]= 	y

i' 
za 1.1.1 

113  
- - 

N i 
[y\M]=- 

(317 
x
i' 

za 1.-5j-im 
Tada je n=m i postoje permutacije •,R nad n i termi P 1 

i 
M EAU .x P i N.y 5 1 	i 	01i j 	j 	j j 

takvi da 

Da bismo pokazali da se izomorfizam normalnih formi saStoji, na neki 

nadin, iz izomorfizama implikativnih komponenti i da bismo -dovrnli 
dokaz tvrdenja 3.3.1. neophodno je uvesti dodatne pojmove. 

E/. Neka je M Agr-term (radun bez tipova). Tada je M konacna nasledena 
permutacija (f.h.p.) ako je ili 

(i) Agn[-M=Ax.x , 

(ii) Agni—M=Az.A.zfio, 	pri demu ako je n du2ina od x onda je a' 
permutacija nad n 	i 	zR 	je 	zN N-14- - gde- -• 01 T2 	cn 
su Ax .N konadne nasledene permutacije za svako i 

SO 
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Svaku f.h.p. mo2emo razvrstati po nivoima u tzv. Bohm-ovo drvo: 

Azx. z 

/ Av .

- 

x 
1 	o'1 

Av .

- 

x 
n 

po 6ijoj demo visini, indukcijom, raditi neke dokaze. Na primer, takvom 

indukcijom je mogude pokazati da je svakom f.h.p. termu mogude dodeliti 

tip. Prosto z-u dodelimo tip A 
1 -4(A 2 

...-4B) gde - su A -ovi tipovi i N
Ti -ova. Ovo je bitno jer zbog svojstva da svaki Agn t

-tip ima 
jedinstvenu normalnu formu, sledi da i svaki f.h.p. takode poseduje 
normalnu formu. 

U daljem radu vide puta demo iskoristiti slededu teoremu iz 
(Dezani 1976]. 

Teorema 3.3.8. 	Neka je M Agn-term koji poseduje normalnu formu. 

Tada M ima (A(3n) inverz akko je on f.h.p. 

4. Nekaje M t
-term. Tada sa e(M) oznadavamo Agn-term nastao od M 

brisanjem tipova. 

Primetimo da zbog istih aksioma i pravila Agn t 
i Agn raouna, va2i 

sledede: 	 Agn 1-41=N onda AgnE-e(M)=e(N). 

Kao posledicu imamo sledede: 

Tvrdenje 3.3.9. 	 Ako su M:A-413 i N:B-3A medusobno inverzni 
Agn t

-termi, onda su e(M) i e(N) f.h.p. termi. 

Tvrdenje 3.3.10. 	Neka M
1- 	

.,M ,N , ..,N 	permutacija a'  n 
zadovoljavaju uslove 	leme 	3.3.7. 	Tada 	su Ax,  -M: S -411 	i T

i 
	i T1 	1 

Dokaz. 	 Uz odgovarajude dodeljivanje tipova mogude je formirati 
sledede Agn -terme: 

M=Azx...x .zM ...M 
1 	n 	1 

N=Azy 
1 
...y 

n  .zN 1 ...N 

Ay 1 .N0. 1 :R i -4S01  medusobno inverzni termi. 
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Direktnom proverom se utvrduje da su ovo medusobno inverzni termi, pa 

iz tvrdenja 3.3.9. sledi da su e(M) i e(N) f.h.p. termi. Odavde, zbog 

f.h.p. strukture sledi da svaki od M -ova sadr2i tadno jedno 

pojavljivanje promenljive iz x
, konkretno x

Cr 1 
. sliOno va2i i za terme 

N Koristedi uslove iz leme 3.3.7. dobijamo sledede: 

M i [Tc \RJEM i [x
cri \Nal I= 	y i , za 1 - 15.n, gn  

N 
i  [Ti \RiEN i [x  ni ni 

\M 1=
gn 

x i , za 1 .sin, 
Odavde direktno sledi da su Ax .M

i  i Ay 1 .Ncri 2eljenih tipova I cri  

Ovime smo problem drugog smera tvrdenja 3.3.1. sveli na pokazivanje 

njegovag va2enja u Oisto implikativnom fragmentu, odnosno, uz sledede 

tvrdenje posao je praktiOno zavrten. 

Tvrdenje 3.3.11. 	 OznaOimo sa jednakosnu teoriju sa aksiomom 

A-4(B-C)=B-4(A-4C) 

(primetimo da je to podteorija od Tit) . Dal je, neka su A i B .. tipovi u-
kojima se ne pojavljuju T i x. Tada: 

A-4:pB r 9'HA=B 

Dokaz. 	 Pretpostavimo da M sa inverzom N dokazuje A94B. Bez 
gubitka opStosti mo2emo pretpostaviti da su oni u normalnoj formi. Na 

osnovu leme 3.3.6. M i N su Agn t
-termi. Po tvrdenju 3.3.9. e(M) i e(N) 

su f.h.p. termi. Indukcijom po slo2enosti M (visini odgovarajudeg 

Bohm-ovog drveta) dokazujemo ovo tvrdenje. 

visina 1: 	MEAz:C.z pa je M:C-4C a ,9'I-C=C po refleksivnosti. 
visina n4-1: 	MEAz:E.AT<:5,zRic  gde je zgc=zNal ...Ncrn i va2i da je 

e(Ax :D .N ) f.h.p. term. Pretpostavimo da je N i :F i  za 	Da bi se 
tipovi poklapali tada mora biti ispunjeno da je E=F 

1 	 Tn 
(zagrade su asocirane na desno) za neki tip B. Dakle tip od M je 
(F
T1 
-4...-4F

Tr' 
 -413)-4(D 

1 
 —4. . .-4D---0). 	Po indukcijskoj pretpostavci, 

po'Sto je e(Ax :D .N ) f.h.p. term, to i izomorfizam pa je D i -pFi , sledi. 
da YF-D =F . Odavde direktno dobijamo da je: 

.TE-(F
al 

 —4... -,4F
an 

 --4B)=(D
al 

—4... —4D
an
-4B) 

a 	da 	jeYI--(F —4... —Fin  --413)=(D 
1
-4... --4)

n
--0) 

dobijamo viestrukom primenom netrivijalne aksime od Y. 
direktno 

medusobno inverzni. 
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Da bismo dovrtili dokaz tvrdenja 3.3.1. treba samo iskoristiti navedena 

pomodna tvrdenja. Kao prvo imamo implikaciju A.EpB nf(A)=41) nf(B). 
Ukoliko su obe normalne forme trivijalne, zbog refleksivnosti imamo 

Y111--T=T pa tvrdenje van. Ukoliko je nf(A)=A 
1x...xAn nf(B)=B x...xB 

gde su A i -ovi i Bi -obi disto implikativni, kao posledicu prethodnih 

tvrdenja imamo da je tada n=m i da postoji permutacija a nad n takva da 

je A EpB
Cr1 Na osnovu tvrdenja 3.3.11. imamo =B pa zbog i 	(Ti 

komutativnosti x i kongruentnosti jednakosti sledi 114-A=B, tto je 
trebalo pokazati. 

Procedura odludivanja da li ,su dva tipa izomorfna u_slobodnom 

AOne t
-raeunu zasniva se na dokazu tvrdenja 	ostalih pomodnih. 

0 
1 	Svodimo A i B na normalne forme nf(A)=A x...xA

n 	nf(B)=B x...xB 1 	 1 
proverimo da li je n=m. Ako nije znamo da A i B nisu izomorfni. Ako 

jeste prelazimo na slededi korak. 

2 ° 	Ispitujemo da li postoji permutacija o- oa n za koju va2i A EpB . 
041 

Ovo je mogude uz slededi algoritam provere izomorfnosti implikativnih 
tipovaR=R1-~R~—~...-~Rk (Rk i S I  su generatori). 

(i) R 
k 
ES

1  ili k#1 onda R i S nisu izomorfni. 

(ii)Ukoliko R
k=S 	i k=1 onda po ovoj proceduri tra2imo 

permutaciju it nad k-1 za koju va2i R EpR za 
j 	RJ 
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4. 	ADJUNGOVANE SITUACIJE I IZOMORFIZMI 

U ovoj glavi demo dati neke posledice stava o izomorfizmima u CCC koje 
se tMu levo reziduiranih kategorija i odatle ukazati na mogudnost 

uorAtenja na ostale kategorije vezane za supstrukturalne logike. 

4.1. 	Izomorfizmi u kategoriji sa parom adjungovanih funktora 

Neka je AD kategorija diji su objekti kategorije K sa parom 
F 

adjungovanih funktora na sebi (K---- 
K
>K), a morfizmi su oni funktori 

G 
K 

za koje slededi dijagrami komutiraju: 

K 	H 	>Z. 

IFK 
IF 

L 

K >I, H 

Neka je i:AD,--4Set zaboravni funktor i X proizvoljan neprazan skup_ 

Tada univerzalna strelica iz X u J predstavlja kategoriju 

(A,F,G)Eob(AD ) koja je slobodno generisana nad skupom objekata X. 

Za kategoriju A va2i sledede: 

Tvrdenje 4.1.1. 	Dva objekta su izomorfna akko su identiona. 

Dokaz. 	() 	Trivijalno. 

(= ) 	Pretpostavimo da je aa=q3b, gde su a i 	redi 
sastavljene od simbola F i G, a a,bEX. 

Kao prvo pokazujemo da je tada aEft. 

Zbog slobode kategorije A, postoji AD 1 -funktor H:(A,F,G)--4(C,_xc,_), 
gde je C slobodna CCC-kategorija iz prve glave i c jedan od njenih 

generatora, koji produ2uje preElikavanje h:X---4ob(C)'za - koje - je h(a)=c 
h(b)=c. Funktorom H de se, na primer, objekat a(F,G)a=GFFGGFa slikati 

U 

((((cxc) c ) cxc)xc) c . 

K 
	H 	

>L 

GK 	
IG 

	>L 

sa 
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Njegova normalna forma po Solovjovu je: 

C c CXCXC CXCXC 
C XC XC 	xc 

Ovaj primer dovoljno dobro ilustruje dinjenicu da normalna forma na 

jedinstven nadin zadaje red a. Formalno, mo2emo pokazati da va2i 
slededa lema: 

Lema 4.1.2. 	Neka je N normalna forma (po Solovjovu) objekta iz C u 

kojoj se pojavijuje samo slovo c i koja u antecedensima implikacija 

nema znakova implikacija . Tada postoji jedinstvena red a po F i G takva 

da je H(aa)=H(ab):4N. 

Dokaz. 
n 	n 	n 

Znamo da je N oblika cc 1xc
C 2

X...XC
C k

, n 	, gde 
n 

je c
c 

 
skradenica za c cx...xc (c se u eksponentu javlja n puta). 

Oznadimo sa P prevod iz N u H(aa) koji je izveden ne slededi naOln: 
n 	n 

(i) ako je n 1=0 onda je P(N)=(P(c
c 
 2x...xc

c k 

))xc 
n -1 	n -1 

(ii) ako je n >0 onda je P(N)=(P(c C 1 XC
C 2 

X...XC 
C k 
n -1

))c 

Nije teko videti da je on inverzan normalizaciji, odnosno njime se 

ostvaruje bijekcija skupa ovakvih normalnih formi i redi sastavljenih 

od F i G. 	 ■ 

Kao direktnu posledicu ove leme i toga da razlinte normalne forme nisu 

izomorfne imamo dokazano da aaa=gb poviaoi aEp. 

Pretpostavimo da nije aEb. Posmatrajmo sada proizvoljnu kategoriju M 

koja ima dva neizomorfna objekta m i n. Opet iskoristimo slobodu 

kategorije A i konstruinmo funktor H:(A,F,G)--(M,1 m,1 m ), gde je. 1 m 

 identitet na M, koji produ2uje preslikavanje h:X--->ob(M) za koje je 

h(a)=m i h(b)=n. Udigledno je onda i H(aa)=m, a H(ab)=n, pa as i ab ne 

mogu biti izomorfni. ■ 

4.2. 	Ukratko o pravcu nastavka istra2ivanja 

Tvrdenje 4.1.1 sa jedne strane je interesantno jer pokazuje da jedna 

adjungovana situacija ne donosi izomorfizme, a sa druge to bi mogla 

biti neka osnova za reavanje problema izomorfizma u levo-reziduiranim 

kategorijama. Naime, ukoliko bismo mogli da poka2emo tvrdenje analogno 
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ovom u kome se zahteva postojanje dva para adjunkcija (F 1 ,G1 ) i (F2 ,G2 ) 
u kategoriji A, problem izomorfizma u LR -kategorijama bi bio reSen u 

smislu da nikoja dva neidentifta objekta u slobodnoj LR
-kategoriji nisu 

izomorfna. Naime ako bi as i 13bl bila dva izomorfna objekta u slobodnoj 
LR-kategoriji FLR gde su a i g redi po F1 ,F2 ,...,F. ,G1 ,...,Gn  (F I ,G i 

 predstavljaju par adjungovanih funktora koji odgovaraju generatoru ai , 

a a i b su generatori) onda zakljuOujemo da je aab korAdenjem utapanja 

FLR u slobodnu kategoriju AD 1  tipa, a ocE0 koridenjem utapanja FLR u 

slobodnu kategoriju iz AD2  (postoje dva para adjungovanih funktora). 

JoS jedna kategorija , naime NAL-kategorija bila -bi interesantna sa 

gledi'Sta ispitivanja povezanosti izomorfizama i adjungovanih situacija 

u njoj jer se to pojavljuje novi tip adjunkcije. Ostale kategorije koje 

odgovaraju supstrukturalnim logikama imaju neSto komplikovanije 

uvodjenje i time nejasniji karakter ove veze. 
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