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0. UVOD

U uvodnoj glavi bicde dat. kratak pregled teorije kategorija -1
kategorijalne teorije dokaza. Potpunije informacije mogu se nacdi u
[MacLane 1971] i [Lambek&Scott 1986].

0.1. Kategori je, Funktori i Prirodne transformaci je

Kategoriju C karakterisu :

- Kolekcija ob(C) objekata od C

- Kolekcija mor(C) morfizama_ (strelica) od C e e el

- Unarne operacije dom, cod: mor(C)——ob(C) - T e e e
-~ Operacija koja svakom A € ob(C) dodeljuje jedini€éni morfizam 1A

- Binarna operacija koja svakom paru morfizama f:A——B i g:B——C
(cod(f)=dom(g)) dodeljuje njihovu kompoziciju gef: A—C,

pri cemu vaZi:

- = Za svako f:A—B, f°1A=f=1 of ' -

B
- Za sve f:A——B , g:B——C , h:C——D , ho(goef)=(hog)ef

Primeri kategorija:

- Set ( kategorija &iji su objekti skupovi a morfizmi funkcije )

-~ Grp ( objekti su grupe, morfizmi su homomorfizmi )

- Top ( objekti su topoloski prostori, morfizmi su neprekidna
preslikavanja ) ‘ 4

- Cat ( objekti su kategorije a horfizmi su funktori ) - o -

- Grupa kao kategorija ( samo jedan obJjekat 1 po Jjedan morfizam =za

svaki element grupe a gof definifemo kao feg ) ~vr: —iowmmr mivne 8oLsl s s

Morfizam f:A——B je izomorfizam ukoliko postoji g:B——A takav da-je--. -

g<>f=1'A i f°g=1B .

Za objekat O iz K kaZemo da je inicijalni ukoliko~za  sVvakf XeobCK)o va e i
postoji Jjedinstvena strelica f:0—X € mor(K). Dualno, objekat T. je

terminalan ukoliko iz svakog objekta postoji jedinstven morfizam u T. -

Ako su A i B kategorije tada proizvod kategorija AxB ima' za objekte
uredene parove (A,B) a za morfizme (f,g) gde su Aecob(4), Beob(B),



femor(A), gemor(B) i kompozicija jJe definisana po komponentama.

Ako je C kategorija onda je c°? kategorija koja ima iste objekte kao.i -

C a svakoj strelici f:A——B iz C odgovara strelica f°':B—A u c’®

Funktor F:A——B kao strelica u kategoriji Cat karakterisan je sa :
- objekt funkcijom ob(A)——ob(B)

- morfizam funkeijom mor(A)—mor(B),
pri demu je ispunjeno:
- ako f:A——B onda F(f):F(A)—F(B) - S o T

- F(1) =1, _
- F(heg) = F(h)oF(g). - L

Primeri funktora:
1. I: Top—Grp je funktor koji topoloskom prostoru dodeljuje njegovu

fundamentalnu grupu.

2. F:Grp——Set "zaboravni" funktor koji grupi dodeljuje. .njen- skup ~

nosa& odnosno "zaboravlja" strukturu grupe.

3. Neka je A mala kategorija (klasa strelica. izmedu=svaka dwa:njena ' - -

objekta je skup). Tada HomA:AOPXA———+Set, gde HomA(A,B) predstavl ja
skup svih morfizama iz A u B, a HomA(f,g)(h)=gohof, pri &emu f:Al—eA ,
g:B—-)B1 i h:A—B, Jje primer funktora koji ce se u daljem radu cesto

koristiti. HomA(A,B) demo &elce oznaXavati skradeno sa A(A,B).

Df. 2a funktor F:A—B kaZemo da je pun ukoliko za svaka dva

objekta A,B iz A i svaku strelicu h:F(A)—F (B).. postoji femor(4) takva

da je F(f)=h. Funktor F:A4—B je slabo-pun ukoliko za svaka dva.objekta ——:
A,B iz 4, ako je A(A,B)=2 onda je i B(A,B)=2. ... - .. .. - e e

Prirodna transformacija ¢:F——G, gde su F,G: A——B - funktori - iz
kategorije A u kategoriju "B, zadana je ~—kolekeijom ‘strelica
¢A:F(A)———eG(A), Acob(A) (za svaki objekat po. jedna) _,.. takvom..da

sleded¢i dijagram:

SIS ¥ )
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F(A) ¢, SF(A)
F(f)l lG(f)
F(B)——2

A >F(B)
komutira za svako f: A———B.

Ukoliko su ¢:F—G 1 y:G—H prirodne transformacije, gde su
F,G H:A—B funktori iz kategorije 4 u kategoriju B, onda je sa

(W°¢)A=wA°¢A definisana kompozicija yeo¢:F— H.

Neka su A i B kategorije. Tada funktor kategorija BA ima za objekte sve ~--- -
funktore iz 4 u B, a morfizmi su prirodne transformacije.

Primer: Setz, gde je 2 aditivna grupa celih brojeva posmatrana kao
kategorija. Ovde ce objektl biti skupovi sa po jednom svojom istaknutom
permutacijom a morfizam izmedu (X,¢) 1 (Y,¥) Jje ono preslikavanje

f: X—Y za koje dijagram:

X———f——>Y
b
X———f———>Y
komutira.
0.2. Univerzalna konstrukcija, Adjungovani funktori ™ --—-r—-'=~

Neka je F:A—B funktor i Beob(B) tada sa... (BYF) ozna¢avamo .koma
kategoriju ¢iji su objekti morfizmi f:B—F(A) -{Aeob(A4)) -a strelice. .
izmedu f :B—F(A) 1 f:B—F(A) su one strelice hiA—A, u A za
koje vaZi f2=F(h)of1. Univerzalna strelica iz B u F je inicijalni
objekat koma kategorije (BYF) odnosno &ine je <A, f:B—F(A)>, gde je
Acob(A) a femor(B)), pri €emu za svaku flzB—>f(A1) postoji jedinstvena
strelica.,h:A———)A1 u A takva-da Je f1=F(h)°f. "Dualno, wuniverzalna--::--::
strelica iz F u B je terminalni objekt koma kategorije (FYB) u kojoj su
objekti strelice f:F(A)—B a morfizmi izmedu fle(Al)——>B i

fz:F(Az)———>B su one strelice h: A1—>A2 za koje vazi f1=f2oF(h).



Primeri:

1. Neka je F: Grp—Set "zaboravni" funktor i X proiz?oljan skup, tada
univerzalna strelica iz X u F predstavlja utapanje -skupa X 1 -skup nosad
slobodne grupe generisane tim skupom. |

2. Neka je A:A—AxA dijagdﬁalni funktor zadat sa A(A)=(A,A) 1
A(f)=(f,f).

Univerzalna strelica iz A u (A,B) zove se proizvod dijagram i ¢ine Je
objekat C i par strelica m:C—A 1 n’ :C—B takvih da za proizvoljan
par strelica f:D—A i g:D—B postoji jedinstvena strelica <f,g>:D—C

takva da slede¢i dijagram komutira:

Ae——E———C——E———»B

N

D

Objekat C oznacavamo sa AxB 1 zovemo proizvodom objekata A 1 B.

Dualno, univerzalna strelica iz (A,B) u A je koproizvod dijagram zadat
objektom C i parom strelica k: A—>C 1 k’:B——C takvim da za svaki par
strelica f:A—D 1 g:B—D postoji jedinstvena strelica [f,g]:C—D
takva da dijagram:

N LA

D

komutira. Objekat C oznaZavamo sa A+B 1 zovemo ‘koproizvodom objekata A~

i B.

Tvrdenje 0.2.1.
Neka je S:D—C funktor. Par <r,u: c—Sr> je umriverzalpa/strelica-iz-c ".. ... -
u S akko je funkcija koja &alje svaki f:r—ad u. (Sf)eu:c—Sd bijekcija - -
hom-skupova

D(r,d)=C(c,Sd) *) TR
prirodna po d (prirodan izomorfizam funktora D(r,_) i C(c,S_)).

Obrnuto, ako su dati r i c, svaki prirodni izomorfizam (*) je odreden -



jedinstvenom strelicom u:c—Sr takvom da je par <r,u> univerzalan iz c
u S.

Dokaz. Izomorfizam (*) direktno sledi iz definicije wuniverzalne
strelice, a njegova prirodnost po d iz jednakosti S(gof)ou=SgoSfou.

Za drugi deo tvrdenja posmatramo komutativan dijagram:

|74
D(r, r)=———C(c,Sr)

D(r,f) ‘ Clc,sf)

D(r,d)———C(c,sd)

gde smo sa v oznadili prirodni izomorfizam, i puStamo lreD(r,r) kroz
njega. Ozna¢imo sa w:Cc—Sr = vr(lr). Tada je, zbog vd(f)=Sfou, v

odreden strelicom u, koja je univerzalna iz c u S, jer zbog postojanja
V-i za svaku strelicu f’:c—Sd postoji Jjedinstvena strelica

f=v" (£’ ):r—>d takva da je f’=Sfou. .

Neka su A 1 X kategorije. Adjunkcija 1z X u A je trojka <F,G,¢> gde su

F
X A funktori a ¢ dodeljuje svakom paru objekata (x,a) bijekciju
(__—_—

G
P, a:A(Fx,a)sX(x,Ga) koja je prirodna po x 1 po a. Za funktore F1gG

kazemo da su adjungovani s tim Sto je F levi a G-desni-adjunkt. -.-«-o..-

Slede¢a dva tvrdenja ukazace na vezu izmedu ove "prirodnije” definicije -

ad junkcije 1 druge, koju cemo u‘'daljem radu prihvatiti kao operativnu. ~“~~ =

Teorema 0.2.2. ( [MacLane 1971] p.80 )
Ad junkcija <F,G, ¢>: X—>A odreduje:

(1) Prirodnu transformaciju m:I,—GF takvu da za gyaki objekat x iz

X
X strelica N, je univerzalna 1z x u G, dok je desni adjunkt za svaki

f:Fx—>a strelica ¢f=Gfonx:x——+Ga; R R EEIC U
(i1) Prirodnu transformaciju e:FG——»lA takvu- da Jjé svaka strelica~

eaunlverzalna iz F u a, dok svaki g:x—Ga 1ima levi adjunkt

¢'1g=eaoFg:Fx——+a.



Sta vise, sledecde kompozicije su identiteti.

S 6re-%8y,  FIrer-tF

Teorema 0.2.3. ( [MacLane 1971] p.81 )
Svaka adjunkcija <F,G,¢>:X—>A je u potpunosti odredena elementima

jedne od sledec¢ih listi:

Xr—eGF takvom da je

(i) Funktorima F,G i prirodnom transformacijom 7:1

svaka strelica nx:x—-)GFx univerzalna iz x u G,

(ii) Funktorom G:A—X i za svaki objekat x iz'X Ubjekat“FdX‘iz‘A i
univerzalna strelica nx:x——eGFéx iz x u G. Tada funktor F ima objekt

f-ju Fo i definisan je na strelicama h:x—x’ sa GFh°nx=nx,°h.

(iii) Funktorima F,G i prirodnom transformacijom e:FG——alA takvom da Je

gvaka € :FGa—a univerzalna iz F u a.
a

(iv) Funktorom F:X—A i za svaki objekat a iz A objekat Goa iz X 1

strelica £ :FG a—a koja je univerzalna iz F u a.
a o]

(v) Funktorima F,G i prirodnim transformacijama n:lx-—eGF i e:FG——alA
tako da je (G€)°('nG)=1G i (sF)°(Fn)=1F.

U daljem radu uglavnom cdemo koristiti (v) kao definiciju adjungovane.. -

situaci je. SiLiumeol S,
Primeri:
F H
_ . P 3 e .
(1) set < Grp, gde Jje F funktor koji skupu - dodeljuje' njime

generisanu slobodnu grupu, a G .je "zaboravni" funktor. Ovo . je jedan -od-

niza primera slobodne konstrukcije. Za nas ¢e posebno biti interesantan

slutaj konstrukcije slobodne kategorije, odredendg ‘tipa, " nad ‘datim ="

grafom. : PRI

(2) Neka je 1 kategorija koja ima samo jedan objekat i jednu strelicu.

Dalje, neka je F:C—>1 funktor (svi objekti iduu Jjedan, i sve strelice: "'~

takode). Ukoliko on ima desni adjunkt G:1-—C, onda on predstavlja

terminalni objekat date kategorije C.



(3) Hejtingova (pseudo-Bulova) algebra je par <B,<> gde je B neprazan
skup, = je parcijalno uredenje i za svaka dva elementa a 1 b iz B vaZi:
(a) postoji najmanja gornja granica (aub).
(b) postoji najveda donja granica (anb).
(c) postoji pseudo komplement od a relativno u odnosu na b (asb),
definisan da bude najveci xeB takav da je anx=b.
(d) postoji najmanji element L.
Ukoliko PBA B posmatramo kao kategoriju &iji su objekti elementl od B a
=< zamenjuje strelice (dom(asb)=a ; cod(asb)=b) vidimo da iz ove
definicije proistidu Cetiri para adjunkcija: T
(i) Dijagonalni funktor A:B—BxB ima levi adjunkt (a,b)}——aub.
(i1) Dijagonalni funktor ima desni adjunkt (a,b)p—sanb: o - ee.
(iii)Funktor an_ (objektu x dodeljuje objekat anx, a strelici x=sy
strelicu anx<any) ima desni adjunkt a=>_ koji objektu x dodeljuje a=x, a
strelici x<y ,strelicu a=xsbsy. Treba primetiti da uslov (c) 1z
definicije omoguduje ovu adjunkciju.
(iv) Funktor B—1 ima levi adjunkt 1}—u1.

Videcemo da ovako definisana kategorija B predstavlja primer

bikartezi janske zatvorene kategorije, a u [Rasibwa&Sikorski ~ 19631 moZe - = v

se nac¢l dokaz da je iskazni intuicionisti¢ki radun kompletan u odnosu

na Hejtingove algebre kao modele.
0.3. Kartezi janske i bikartezijanske zatvorene kategori je

Za kategoriju C kazemo da jezkartezijanska zatvorena. (CCC) pkoliko za
svako ceC sledecdi funktori: H

C—s1 A:C—CxC _xc:C—C
imaju desne adjunkte, &to bi znatilo da postoje terminalni objekat 1,
proizvod dijagram aeE—axb—E;b za svaka dva objekta a 1. b, sa

univerzalnim svojstvom da za svaki dijagram~ aef—c—geb"postoji-~

<f, g>

jedinstvena strelica c——5axb takva da jJe n<f,g>=f 1 n'<f,g>=g, I da -~

je C(axc,b)EC(a,bc). Ovim poslednjim smo speciﬁieirali~ﬂsa4-ics~dqsniu

adjunkt funktora _xc.

Da bi kategorija C bila bikartezijanska zatvorena (BCC), pored -

prethodnog, treba da funktori
C—1 1 A:C—CxC

7



imaju i leve adjunkte, t.j. da postoje inicijalni objekat 0, i za svaka

dva objekta a 1 b koproizvod dijagram a—5—9a+be—5—b, sa svojstvom

dualnim proizvod dijagramu. e

Primeri:

(1) Kategorija Set je Karteiijanska zatvorena ukoliko AxB definiZemo
kao Dekartov proizvod skupova A i B, za terminalni objekat wuzmemo
proizvoljan jedno&lani skup, a AB ,prirodno, definigemo kao skup
preslikavanja iz skupa B u skup A. Sta viZe, Set Je bikartezijanska
zatvorena kategorija ukoliko za A+B uzmemo disjunktnu uniju tih skupova

a prazan skup nam Jje inicijalni objekat.

(2) Ved navedene, Hejtingove algebre predstavljaju BCC. v e

Otvoreni skupovi topoloikog prostora X sa strukturem: - ------ oo

1=X, O=e, UAV=UAV, UVV=UUV, VeUsint ((X-U)UV)
su primer Hejtingove algebre, pa samim tim, ako S uzmemo za strelicu,
predstavl jaju bikartezi jansku zatvorenu kategoriju.
(3) Za proizvoljnu grupu G posmatranu kao kategoriju vazi da ako Je C

BCC onda je i funktor kategorija CG BCC. Ovu &injenicu ¢emo pokazati u

odel jku posvedenom kategoriji SetZ nakon &to CCC i BCC budemo

jednakosno predstavilli.

1 ako veoma prirodne, definicije CCC 1 BCC pomocu ad jungovanih
situacija nisu dovoljno operativne kada se postavi pitanje izomorfizma
dva objekta. Koristec¢i teoreme 0.2.2. i 0.2.3. jednakosno cemo uvesti

ove kategori je. : L

Kartezi janska zatvorena kategorija C okarakterisana -je: objektom 1

(terminalni objekat),dvema binarnim operacijama nad-objektima _x_ i

kolekci jom strelica OA:A——el, n, B:AxB———)A, - n; B:AxB———?B,

? 1

’

A . . - : . .
€, B:B xA—B, zatim binarnom operacijom <_,_> nad strelicama-koja -paru =

strelica f:C—>A i g:C—B dodeljuje strelicu <f,g>:C—AxB 1 unarnom

operacijom * nad strelicama koja morfizmu f:AxB——>C dddeljuje‘f*EA—iéCB"
pri ¢emu su ispunjene sledece jednakosti: D Cieu Su SuuA BSIE N eans Tran e
(1) f=OA, za svako f:A—>1
(i1) LR B<f,g>=f , n; B<f,g>=g, za f:C—A 1 g:C—B
(1i1) <t f,nm’ _f>=f, za f:C—AxB
A,B ' A,B
(iv) e <f*n ,m >=f, za f:CxB—A :
A,B c,B’ ¢C,B 5
< > ) *= : A
(v) (eA’B gnc,s’"c,s )*=g, za g:C—>

8



Pored ovoga bikartezijanska zatvorena kategorija podrazumeva inicijalni
objekat 0, binarnu operaciju nad objektima _+_ , kolekciju morfizama
k :A—A+B 1 k; B:B—>A+B i binarnu operaciju [_,_] nad morfizmima

koja paru morfizama f:A—C 1 g:B—C dodeljuje morfizam [f,g]l: A+B—C

pri ¢emu vazi:

(vi) f=uA, za svako f:0—A
(vii) [f,g]kA B=f, [f,g]k; ;-8 2z f:A—C i g:B—C
(viii) [hk ,hk’ ]=h, za h:A+B—C

A,B" A,B

Dokaz da je prethodno ekvivalentno adjungovanim situaci jama koje smo o

zahtevall u definicijama CCC i BCC zahteva neSto prostora i uglavnom je

tehni¢ke prirode te cemo ga oyde izostaviti, mada -bi- &itaocima,- na-prvi. .. .

pogled, trebalo da bude prepoznatljivo poreklo operacija, morfizama 1

vec¢ine zahtevanih jednakosti.

Na prvi pogled se moZze uoliti izvesna asimetridnost definicije BCC u
odnosu na + i x, &to de. povlagiti 1 nedualnost -inicijalnog i
terminalnog objekta, tj. vazi sledece:

Tvrdenje 0.3.1. : e

Ukoliko u definiciji BCC za funktor C—1 zahtevamo samo levi adjunkt
t.j. samo inicijalni objekat, nista se nece promeniti (terminalni
objekat ¢e i dalje biti tu), dok desni adjunkt funktora C—1 uz sve

ostalo ne podrazumeva i levi adjunkt tog funktora.

Dokaz. A

Neka Je C kategorija i neka u.njoj postoji inicijalni objekat O, zatim,
za svaka dva objekta proizvod i koproizvod dijagram, i neka funktor _xC
ima desni adjunkt _C. Pokazacdemo da Je tada objekat 00 terminalan, t.Jj..
da je C(A,Oo) jedno&lan skup za svaki objekat A iz C.. -

Znamo da je C(A,OO)EC(AXO,O). Zatim, zbog Ax0=OxA &to-de uskoro biti -

pokazano, imamo C(AxO,O)EC(OxA,O)EC(O,OA), a ovo poslednje je Jedno&lam :n «rr=roee

skup, pa je takav i C(A,Oo). ; m. LA e dmAav f i
Sto se drugog dela tvrdenja fiée,dovoljan je primer kategorije Set iz
koje je izbacen prazan skup. Ona zadovoljava sve BCC osobine - sem

postojanja inicijalnog objekta. : » : A

Sledecde tvrdenje dace pregled “osnovnih" izomorfizama u CCC i BCC.



Tvrdenje 0.3.2.

Za proizvol jne objekte A,B,C u CCC vaZe sledeci izomorfizmi:

(1)  AxB=BxA (2) (AXB)xC=Ax(BxC) - T
@) weesst @ (BB
(5) Axl=A (6) Alza
(1) 1t
Pored ovih u BCC vaze jos5 i sledeci: -

(8)  A+B=B+A (9)  (A+B)+C=A+(B+C)

(10) (MBIxC2(AxC)+(BxC)  (11) AB*CanBC

(12) A+0=A (13) Ax0=0

(12) A%a1 -

Dokaz.

Zbog jednostavnijeg zapisa izostavidemo indeks-slova uz pojedine
morfizme, mada ¢e iz same konstrukcije biti jasno na koje objekte se
oni odnose.

Navescemo jos tri jednakosti koje su posledicé CCC odnosnc BCC zakona a
ko je su korisne za manipulisanje morfizmima.

(1)  <f,g>h=<fh,gh> za h:D—C ; f:C—A ; §:C—>B

(i1) hlf, gl=[hf, hgl za h:C—>D ; f:A—C ; g:B—C

(1ii) h*g=(h<gmn,n’>)* za h:AxB—C ; g:D—A

Sada prelazimo na dokazivanje ovih 14 izomorfizama.
(1) o=<m’,m>: AxB—BxA ; y=<u’,n>:BxA—AxB -
1

wow=<n’,n><n’,n>=<n’<n’,n>,n<n’,n>>=<n,n’>=<n1AXB,n’1AXB>=

AXB
¢0w=1BXA na isti na¢in. Dakle, izomorfizam (1) vaZi. S
(2) ¢=<mm,<n’m,n’ >>: (AxB)xC—Ax (BxC) ;

Y=<<m,nn’ >, n’ 1’ >: Ax (BxC)—>(AxB)xC e
Yop=<<m, un’ >, w’ w’ ><um, <’ m, 1’ >>=<Lm, un’ >, ' W’ p>=<<um, w’ >, W >=

=<<n,n’ >u, n’ >=<u,n’ >=1

oY=<amy, <’ T, W SY>=<M, <ur’ , W W’ S>=M, <M, W OWIpmE ans < mwoat =

(3) ¢=<(me)*, (n’)*>: (AxB)C—eACxBC ;
W=(<e<nn,n’>,e<n’n,n’>>)*;ACXBC__%(AX3)C R R T
Pop=(<e<mm, w’ >, e<u’ m, m’ >><<(ne)*, (' g)*>m, w’ >) *=

=(<e<(me)*n, n’ >, e<(nw’ €)*n, ' >>) *=(<mg, w’ £>)*=e*=¢*<1n, w’ >=1



poy=< (ne)*y, (1’ €)*yY>=<(me<ym, ' >)*, (v’ e<ym, w’ >)*>=

=< (pee<um, W' >, €<’ W, ' >>)*, (1’ <e<mm, W' >, e<n’ W, ' >>)¥>=

=< (e<mum, ' >)*, (e<n’ m,w’ >)*>=<m, ' >=1

(4) ¢=(e<e<n,nn’>,n’n’>)*:(CB}A——ACAXB
¢=((e<nn,<n’n,n’>>)*)*:CAXB——+(CB)A

o= ((e<um, <’ w, ™ >> ) *<pm, 1’ > ) *=((e<um, <’ T, 1’ >><<pm, W’ >W, ' >)*)*=

=((e<pm, <w’ m, W’ >>)*)*=((e<e<n, nn’ >, W' ' ><am, <’ W, w0 >>) ¥ ) *=

=((e<e<mm, ' w>, W >)* ) *=((e<en, n’ >)*) *=g*=1

wow=(e<e<n,nn’>,n’n’><Wn,n’>)*=(e<(e<nn,<n’n,n’>>)*<n,nn’>;n’n’>

=(e<mm, <’ T, W >><<m, '’ >, W w’ >) *¥=(e<m, <’ , W’ w’ >>)*=1

(5) ¢=m:Ax1—A ; yY=<1,0>: A—Ax1

Y=

Yop=<1,0>m=<m,n’ >=1 jer Om:Ax1—1 mora biti isto Sto i ' : Ax1—>1 zbog

terminalnosti 1.
poy=n<1,0>=1
1 . 1
(6) ¢=e<1,0>:A"—A ; yY=n*:A—A
¢o¢=n*e<1,0>=(n<e<1,0>n,n’>)*=(e<1,0>n)*=(e<n,n‘>}‘=t;

01om1 =m’1
AL A ,1 A ,1

poy=e<1, O>m*=g<n*, 0>=e<m*n, n’ ><1, 0>=n<1, 0>=1

(7) ¢=O:1A—)1 : l/l=1t*:1—)1A

¢o¢=n*0=(n<0n,n’>)*=(On)*=e*=1,‘ jer On:lele—el. Je -

€: 1Ax1—)1.

(8) ¢=[k’,k]:A+B—B+A ; y=[k’,k]:B+A—A+B
¢°¢=[k’,k][k’,k]=[[k’,k]k’,[k’,k]k]=[k,k’]=[1k,1k’]=1

poy=1 na isti na&in.

(9) ¢=[[k»k’k]»k'k']:(A+B)+C——§A+(B+C) :
Y=[kk, [kk’,k’]1]1: A+(B+C)—>(A+B)+C

¢°¢=[kk.[kk’,k’]][[k,k’k],k’k’]=[w[k,k’k],wk’k”]=[[wk,wk'k];k’]=

=[ [kk,kk’1,k’ ]=[k[k,k’],k’]=1

q)ow:[q)kk,q)[kk’ Lk’ 11=1[k, [ekk’, ¢k’ 11=I[k, [k’ kK, k’k>1I=towe o

~ -Je,r -

Jsto

‘opet .=

‘&to

Lis



(10) ¢=e<[k*,k’*]n, n’>: (A+B)xC—> (AxC)+(BxC)
y=[<km,n’ >, <k’ m, " >]: (AXC)+(BxC)— (A+B)xC
Yop=e< (Y ) *m, w’ >=e< ([<km,n’ >, <k’ m,w’ >]e)*[k*, k' *]m, n’ >=
=e<[ ([<kn, ' >, <k’ m, 1’ >1e) *k*, ([<km, ' >, <k’ @, 1’ >]e)*k’ *]m, ' >=
=e<[ (Ye<k*n, m’ >)*, (Ye<k’ *n, w'>)* |, ' >=
ze< [ (<km, W’ >)*, (k' w, ' >)*Im, w’ >=e< [ (1<km, ' >)*, (1<k’m, n’' >) *]m, n’ >=
=e<[1%k, 1*k’ In, ' >=e<1*n, 1’ >=1
po=e [<[k*, k' *]m, n’ ><kn, ' >, <[k*, k' *]m, ' ><k'n,n’ >]=
=c[<k*m, n’ >, <k’ *m, ' >]=[e<k*n, n’ >, e<k’ *m, w’ >]=[k,k’ ]=1
(11) =< (e<m, k' >)*, (e<m, k' 1 >)*>: CAPB_chcB
r=(s<[(e<nn’,n>)*,(e<n’n’,#>)*]n’,n>)*:CAxCB——9CA+B
Ton=

=(€<[(€<nn’,n>)*,(€<n’n’,n>)*]n’,n><<(e<n,kn’>)*,(e<n,k’n’>)*>n,n’>)*=
o B ¥ 3
=(e<[a*, B*Im’ , <y*, 8*>u<m’ , m>Yp<n’ ,m>)* gde su ¢,y iz (10)

=(e<[a*, B*Im’ , <y*, d*mo<m’ , > [<km, >, <k’ m, " >l o<’ , m>) *=

=(§§[a*,B*]n,<7*,6*>n’>[<kn,n’>,<k’n,n’>]¢<n’,n>)*='-

=(elp<km,m >, p<k’ w, W’ >lo<m’ ,w>)*=

=([e<a*m, <y*, %>’ >, e<B*m, <y*, 3*>w’ >]g<n’ , w> ) *=

=([oa<n, <y*, 8*>n’ >, B<n, <y*, d*>n’ >le<n’ , m> ) *=

=([e<y*m’ , m>, e<d*m’ , > lop<m’ ,m> ) *=([y<n’ , >, &<’ , m>Jp<m’ , > ) *=
=([e<n’ ,kn>, e<n’ ,k’ m>lo<n’ , m> ) *=(e<m’ , m>Y<n’ , > ) *=g¥=1

Not=<(e<m, km’ ><Tm, w’ >)*, (e<m, k'’ ><Tm, w’ >)*> pokazacemo da je «=m , a

« B

na sli¢an nadin se pokazuje da je B=n’ pa je odatle moT=l. *°

a=(e<(e<[(e<um’ , m>)*, (e<w’ w’ ,m> ) * ]I’ , m>) *m, k'’ > ) *=
=(e<(e<[(e<num’ ,m>)*, (e<w’w’ , > )*1w’ , m> ) *n, w’ ><m, ko’ >) *=
=(e<[(e<nm’ ,m>)*, (e<w’ ' ,w>)* ]I’ , m><m, kn’ >)*=
=(e<[(e<um’ , ™) *, (e<n’ ', m>)* ]k’ , m> ) *=(e<(e<nn’ , m> ) *n’ , m> ) *=

=(e<(e<mm’ ,m> ) *n, W ><m’ , m> ) *=(e<nn’ , w><n’ , w> ) *=(e<nm, w’ >) *=n

(12) ¢=[1,0]: A+0—A ; Y=k: A—A+0

yop=k[1,0l=[kl,kol=[k,k’]=1 jer ko:0—A—A+0 je “jednaka k’:0——A+0
zbog inicijalnosti O.

poy=[1,01k=1.



(13) C(AxO,B)EC(OxA,B)EC(O,BA). Poslednji skup je jednoZlan pa Jje onda
i C(Ax0,B) takode, &to zna&i da iz AxO u proizvoljan objekat B postoji

samo jedna strelica, pa je Ax0 inicijalni objekat, a trivijalno vazi da

su svaka dva inicijalna objekta izomorfna, pa je Ax0=0.

(14) C(B,AO)EC(BXO,A) a po prethodnom ovo je jednotlan skup, pa Je

20 terninalni objekat i prema tome izomorfan sa 1. .

Pored ovoga, lako je pokazati da vaZi supstitucija izomorfnih objekata,

pa je onda jasno da objekti CCC(BCC) u odnosu na = daju Jjedan- - ...

jednakosni ragun. Centralno pitanje ovog rada bice: Da 1li su (1)-(14)

dovoljni da ga aksiomatizuju?
0.4. Lambekova kategorijalna teorija dokaza

Kao alternativu prirodnoj dedukciji i racunu sekvenata, moZemo uzeti
objekte BCC kao formule a morfizme kao dokaze, i tako dobiti..jedan
nehilbertovski deduktivni sistem za intuicionistidki iskazni radun. Za
poZetak, kartezijansku zatvorenu kategoriju moguce - je posmatrati- kao;
deduktivni sistem tako &to x u kategoriji prevodimo u konjunkciju a B
interpretiramo kao AsB. Jednakosti medu morfizmima koje daje CCC
odgovaraju izjednacavanju dokaza, nedemu %to u prirodnoj dedukciji
dovodi do normalizacije dokaza a u sekventnom racunu do eliminacije
sedenja. Sistem koji smo dobili.nalazio bi se negde izmedu prirodne
dedukci je 1 raguna sekvenata s time &to bl strelica odgovarala rampi }—
u sekventu u kome su 1 leva 1 desna strana Jjedno&lane, dok neke od
osnovnih strelica, npr. eA’B:BAxA——eB ili nA’B:AxB——eA, odgovaraju
pravilima:

A ASB AAB
B

(=E)

prirodne dedukcije. Lako je proveriti da ako “seza" skup- teorema -uzme .-

skup onih formula A Jezika A,= (x,_7) za koje. postoji strelica 1—A u
slobodnoj CCC generisano] iskaznim slovima, onda c¢e on predstavljati
skup teorema kon juktivno-implikativnog fragmenta iskaznog
intuicionistiZkog raduna. Sa prelaskom na BCC i interpretacijom + kao
disjunkcije upotpunjujemo sistem do intuicionistitke iskazne logike

(IIL). Sa stanoviita teorije dokaza ovaj sistem je posebno interesantan



jer iz zapisa morfizma f:A—B moZe se rekonstruisati kompletan dokaz

za B 1z A kao premise, &to recimo dokazani sekvent u sekventnom sistemu
“zaboravl ja".

Odlufivost IIL odnosno njenog =,A fragmenta daje direktan odgovor na

pitanje o odlu¢ivesti postojanja strellce izmedu dva objekta u .

slobodnoj BCC odnosno CCC. Postoji i povratna reakcija. Jedno od
osnovnih pitanja kada se bavimo nekom konkretnom kategorijom je koji su
njeni objekti medusobno izomorfni. Ukoliko bismo pojam izomorfizma 1z
kategorije CCC(BCC) preneli u logiku dobili bismo kongruenciju na skupu

formula koja bi predstavljala “jace" iz jednatavanje od obicne
ekvivalencije u smislu da su izomorfne samo one ekvivalentne formule A

i B za koje postoje dokazi f:A—B 1 g:B—A takvi da se

AL 8a 1 B-EsaTsB

nekakvom "normalizacijom" mogu svesti na osnovne: IA odnosno 18,

&to se logike ti¢e, nama Jje dovoljna ekvivalencija, i do na nju se

formira Lindenbaumova algebra. Ova nova relacija bila bi vige .u.vezi sa -

samim dokazima, i izomorfne formule moZemo smatrati sustinski

ekvivalentnim.
Jo% jedna mogucnost formalizacije svega ovoga je A-radun sa tipovima 1
sur jektivnim sparivanjem. O tome ce vige biti redi prilikom pregleda

rada [B&C&L 1990] u trecoj glavi.

0.5, Supstrukturalne logike

Koristeci se kategorijama kao deduktivnim sistemima, u duhu prethodnog

poglavlja, bice dat prilic¢no grub pregled osnovnih supstrukturalnih
logika. Radi kompletnije informacije, najbolje je obratiti se [Dogen

1992+].

Sustina ovih logika Jje u ispuStanju pojedinih strukturnih ,pravila
Gentzen-ovog raduna sekvenata. Pod strukturnim pravilima podrazumevamo
ona pravila izvodenja koja se shematski mogu formulisati bez pominjanja

logi¢kih konstanti, kao sto su:

- g ——
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Slabl jenje:

r r
s leva 5T s desna FJ]:.%)
Kontrakci ja:
9,9,T r 9,9
s leva 5T s desna T %)
Permutaci ja:

gde su I',®,A nizovi formula, a 9,€ formule.
Sledeca Zema pokazuje medusobni>odnos ovih logika.

Klasi¢na

Intuicionisti&

Linearna

ka
Relevantna BCK

Asocijativni Lambekov racun

Neasoci jativni Lambekov rac¢un

S time Sto korak naniZe predstavlja ispuStanje, ili restrikeiju, Jjednog
strukturncg pravila.

Ukoliko slabljenje s desna ogranicimo do na:

Intuicionisti&ko slabljenje %?esna: ;{Eﬁ

prelazimo sa klasi¢ne logike na intuicionistidku i -nadalje “nam
strukturna pravila %Eesna nisu bitna. Za relevantnu:logiku -vezano. je
ispustanje slabljenja a u BCK nemamo kontrakcije. Linearna logika
ispusta oba ova pravila. U asocijativnom Lambekovom ra¢unu pored ovih
ispustena Jje 1 permutacija. Da bi smo se spustili do neasocijativne
verzije ovog ratuna treba iskljuCiti asocijativnost =zapeta izmedu

formula %to bi odgovaralo eliminaciji pravila brisanja zagrada kao



strukturnog pravila, koje je, zbog forme sekvenata kakvu nalazimo kod

Gentzena, izostavljeno iz spiska.

Sa druge strane, mi demo krenuti od kategorija koje odgovaraju najniZzim
gistemima, 1 zatim, prosirujuéi zahteve za novim strelicama i
jednakostimé, do¢i do CCC odnosno BCC. Videdemo da, sa kategorijalne
tatke gledista, neke od ovih Kkategorija imaju sasvim jednostavne
definicije, odnosno u njima, sli¢no kao 1 u CCC i BCC, figuriSu samo

zahtevi za postojanjem odredenih funktora i ad jungovanih situacija.

Levo reziduirana kategorija (LRK) L karakterisana je parom ad jungovanih
funktora FA:L——eL i GA:L——eL,vza svako Aeob(L). F’A demo oznacavatl sa
A_ a GA sa As_. Kao $to smo kod CCC imali jednakosnu prezentaciju, 1
ovde moZemo uraditi nesto slicno.

LRK je zadana sa:

- unarnim operacijama A¢_ 1 A= nad objektima 1 unarnom operaci jom

A+ nad strelicama, za svaki objekat A.

- strelicom 3QA:C'(C:A)——9A, za svaka dva objekta C,A. - -
- unarnom operacijom * , koja strelici f:C+A—B dodeljuje strelicu
*f: A—>C=B,

pri ¢emu je ispunjeno: (1) Ce(goef)=(C-glo(C-f)

(i) ?:’c [(Co*)=f  za f:CoA—B

(1ii) *(E’C J(C-g))=g za g:A—CB

Ova kategorija nema za podlogu logiku, jer ‘nema prave supstitucije
ekvivalenata ved samo one "s desna". Ipak nju uzimamo za pogetnu jer.su
zahtevi u odnosu na funktore i adjunkcije, koji svoj maksimum dostiZu u

BCC, u njoj svedeni na minimalne.

Desno reziduirane kategorije ne donose nista novoﬁvednsamo,funktore‘Ft-

i GC zapisujemo kao _-C i «C.
Neasoci jativne Lambekove kategorije (NAL) spajaju. due . prethodne~uz
zahtev da Jje - funktor iz LxL—>L. Za to bi bilo dovoljno, pored
(1), (ii), (iii) iz definicije LRK i odgovarajucih jednakosti DRK,
pretpostaviti da je:

(iv) (Az-g)o(f-B1)=(f~B2)°(A1-g)

za f:Al——-aA2 i g:Bl——aBz.

fpen b ey en S o



Ovoj kategoriji odgovara neasocijativni Lambekov racun.

U kategorijama koje slede navesCemo samo nove osnovne strelice koje
figuri%u u njima. Sto se jednakosne prezentacije tice, ona bi zahtevala
dubl ju analizu normalizaci je dokaza u odgovarajucéim

prirodnodedukci jskim sistemima Sto prevazilazi okvire ovog rada.

Asocijativna Lambekova kategorija (AL) nastaje pro3irivanjem NAL
> &

strelicama f :A+(B+C)—(A-B)C 1 B : (AsB)+C—A+ (B+C).
A,B,C A,B,C

y My [ ]

L-kategorije kojima odgovara iinearna logika, nastaju od AL dodavanijem-- -
strelica 7, B:A-B—-——>B-A. h

R-kategorije su L-kategorije progirene za strelice wA:A——eA-A i

odgovaraju relevantnoj logici.

BCK-kategorije su L-kategorije dopunjene strelicama n, B:A°B—-——>A i

b

n’ B:AvB———)B &ime je uvedeno slabljenje u linearnu logiku 1 dobi jena

’

BCK logika.

Klasi&noj logici odgovara kategorija nastala od BCC uz dodate osnovne

A
strelice O(O )——eA .

&to se izomorfizama tide, ako krenemo od CCC, vidimo da tu ne vazi da
je AxA=A pa to, u neku ruku, moZe predstavljati neko opravdanje za
uvodenje supstrukturalnih BCK logika (izbacivanjem strelice A——AxA).Sa
druge strane, strelica AxA—A asocira na slabljenje i eto nekakvog  —--
motiva za relevantne logike. Na 2zalost, ne moZe biti prihvadeno kao
op&te pravilo da do supstrukturalnih logika moZemo stizati izbacivanjem
pojedinih strelica iz CCC koje nisu izomorfizmi.. Vec za. permutaciju
nemamo odgovarajuceg motiva. Ipak sama ¢injenica zvu¢i prilié¢no
interesantno, mada autor ne veruje u dublju ~ ‘“vezu~ 777

jzomorfizmi-supstrukturalne logike.
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1. KATEGORIJA KONACNIH SKUPOVA I BCC

Naslov ove glave, ne sluajno, podseda na naslov [CojoBb&B 1981]. U
njemu ¢e biti izlozen taj rad kao prvo resenje problema izomorfizma u
CCC 1 data moguca proSirenja na BCC. Takode, bice data 1 posledica
osnovnog tvrdenja u njemu, t.j. pokazademo da su svi izomorfizmi u

slobodnoj CCC "prirodni”.
1.1. Rezultati Solovjova o izomorfizmima u CCC

Kategorija C kojom demo se baviti je slobodna CCC generisana prebrojivim

skupom objekata {al,az,aa,...}. Sa kategorijalne tadke gledista, ovo bi
znatilo da je strelica {al,aé,...%——aF(C) univerzalna iz skupa
{al,az,...} u funktor F:Cart—Set, gde je Cart Kkategorija

kartezijanskih zatvorenih kategorija sa CCC-funktorima (onim koji ¢uvaju
strukturu CCC) kao strelicama, a F je zaboravni funktor. Jednakosna
prezentacija CCC nam omogucu je egzistenciju ove univerzalne
konstrukcije. Sli¢na stvar de se ponavljati i u slug¢aju slobodne BCC

odnosno ostalih slobodnih kategorija kojima cemo se baviti.

Osnovni rezultat u [CosioBb&B 1981] je rekurzivnost relacije = na skupu
parova objekata iz C. Na neki naCin problem je preveden na pitanje
aksiomatizabilnosti jednakosne teorije (N,1,+,_—) aksiomama koje bi
odgovarale izomorfizmima (1)-(7) tvrdenja 0.3.2., na koje pozitivan

odgovor daje Charles Martin u [Martin 1972].

U duhu ovog rada i, uopste, kategorijalne teorije dokaza, objekte iz C
demo zvati formulama 1 npr. AB zvacdemo implikacijom sa antecedensom B i

konsekvensom A.

Sledece tvrdenje nam omoguduje supstituciju izomorfnih formula.

Tvrdenje 1.1.1.

izomorfizmi:

AXCEBXC ; CxA=CxB ; ChacP ; AC«sC.

Dokaz. Neka je f:A——B izomorfizam tada je 1i:

(a) <fm,n’ >: AxC—>BxC izomorfizam sa inverzom <f_1n,n’>:BxC——+AxC



(b) <n, fn' >:CxA—>CxB izomorfizam sa inverzom <n,f'1n’>:CxB——9CxA
(c) (8<n,f—1n’>)*:CA——+CB izomorfizam sa inverzom (e<n,fn’>)*‘:CB———>CA

(d) (fe)*:Ac—-aBC izomorfizam sa inverzom (f'le)*:BC——»AC ‘ ]

Uz ovo tvrdenje i izomorfizam (2)Ax(BxC)=(AxB)xC iz 0.3.2., nadalje
moZemo brisati zagrade uz visestruke konjunkcije i, prosto, o tome vise

ne voditi racduna.

Svodenje na normalnu formu izvodimo u tri faze.

I. Koriste¢i se izomorfizmima (5)AIzA, (6)A'zA, (7)1%1 iz tvrdenja
0.3.2., kao 1 (5°)1xA=A, koji Je posledica (5), 1 (1)AxB=BxA, datu
formulu A redukujemo sleva i odozgo zamenjujuc¢i potformule -oblika levih
strana izomorfizama (5),(5’),(6),(7) odgovarajucim desnim stranama.
Posle svakog koraka novonastala formula ima manji broj simbola pa je
ovaj proces konac¢an, odnosno ova normalizacija je jaka. Kao rezultat, od

date formule A dobijamo formulu A° koja je, ili jednaka 1, ili ne sadrzi

1 kao potformuiu. Na primer:

(a 1xa,}(1xa1)xlas — (a 1xa»)a1x1a3 — (axa)?1x1% — (axa 1x1 —
3 2 32 : 372 372

v a

— (a3xa2) 1
Ukoliko Ao nije 1 onda normalizaciju nastavljamo sledecom fazom.
I1I. Koristedi se izomorfizmima (3)(A><B)CEACXBC i (4)(CB)A§CAXB iz 0.3.2.
oslobadamo se operacijskih simbola iz zakljucaka implikacija. Formalno,
ako sa ¢@(A) oznadimo broj pojavljivanja slova u A, a sa yY(A) broj
logi&kih veznika u konsekvensima implikacija 1z A, onda indukcijom po
e(AY+yY(A) definiSemo kvazisvedenu normalnu formu A" od A na sledec¢i -

nac¢in:

a,=a,
(A xA2)+= <A
) +
(a A1 tea A1
i i
A |+ A xA

((Agz) 1) =(A_"1 2)+

(A <A )2 = A M*
2 3 2 3



Kvazisvedena normalna forma de nam biti osnova za formiranje normalne
forme date formule u kojoj de korisdenjem komutativnosti AxB=BxA

viSestruke konjunkcije biti postavljene u odredeni redosled.

III. Za podetak potrebno nam je nekoliko novih pojmova.

D{. Neka je > relacija totalnog strogog poretka na skupu A. Tada sa >n
oznatavamo relaciju na skupu konaénih nizova iz A koja se

leksikografski slaze sa >.

Df. Neka je v pojavljivanje neke potformule u A. DefiniSemo:
I(v)=broj antecedensa implikacija u A koje sadrie v.

I(A)=max 1(v)
14

Sada moZemo indukcijom po I1(A) odnosno max{l(A),I(B)} paralelno
definisati normalnu formu A kvazisvedene formule A i totalni poredak >

na skupu svedenih formula.

(i) 1(A)=0 tada je A oblika a; Xa; x...xa, i A definigemo kao
) 1 n
A=ai xa, X...a; gde je o permutacija {0,1,...,n} takva da jJe
0o o1 on
=i =...z1 . Zatim defini%emo poredak a.>a. akko i>] i

oo ot on i
a. x...xa. >a. x...xa, (obe svedene) akko a, ,...,a, > a, ,...,a, .

i 1°7] J i i'n’j J

o) k 0] m 0 k [0 m

(i1) Pretpostavimo da su normalna forma i relacija > definisane za
svaku kvazisvedenu formulu A za koju je I1(AJ)<k, i, na skupu svedenih
formula F, I(F)<k. Neka su A 1 B takve formule da je I(A)=k i I1(B)=k.

Razmatracdemo dva sludaja:

(a) ako jJe A=a? onda X=a§ , o -

a za dve normalne forme A=ai i B=aj vazi A>B akko A’,ai>nB’,aj.
(b} ako Je A=on...xAn ,gde su glavnl veznici u Ai implikacl je,
onda definisemo X=chx...xxan, gde Jje o permutdacija “od "{0;77.,n} takvas = voe
da je A =...2A_,
c0 on
a za dve normalne forme A=on...xAk i B=Bbx...me, pri &emu su glavni

veznici u A, 1 B, implikacije, A>B akko A,...,A>B,...,B
i J 0 kno m

Ukoliko Jjo& definiZemo 1=1 1 za svaku normalnu formu A razli¢itu od 1



definiSemo A>1, onda je ovime kompletiran postupak svodenja proizvol jne
formule na normalnu formu i uveden totalni poredak na skupu normalnih

formi.

~

. . . s . + .
Znadi - A normalizacijom prevodimo u (A" 1 ovo poslednje skradeno

piSemo kao A. Takode, iz tvrdenja 1.1.1., imamo izomorfizam A=A,

Sleded¢i stav nam pokazuje da neidenti¢ne normalne forme nisu izomorfne
i to ce biti dovoljno za reSenje problema izomorfizma u ovoj
kategoriji.
Tvrdenje 1.1.2.

AEBiakko A=B

Dokaz. («) Direktno iz tvrdenja 0.3.2. i 1.1.1.
() Ovde cde nam od velike koristi biti jednakosna teorija

modela (N,1,+,_—), gde je N skup prirodnih brojeva, ° mnoZenje a _— ili

exp binarna operacija izloZzilac-eksponent. Kao veza izmedu ovog modela i .. .-

kategorije ¢ sluzide nam kategorija SetF (kategorija kona¢nih skupova)
koja je kao i kategorija Set (pr.1 iz 0.3.) CCC ukoliko. x- interpretiramo--
kao Dekartov proizvod, XY kao skup svih preslikavanja iz Y u X a za
terminalni objekat 1 uzmemo jedno¢lani skup {*}. Tada morfizmi m 1 =’
postaju odgovarajude projekcije, € je aplikacija funkcije na argument,

¥ A-apstrakcija, a OX jedinstveno preslikavanje koje skup X slika u
{*}.
Primetimo da u Setp vazi da je XY akko |X|=|Y| gde je |X| kardinalnost
skupa X 1 da vazi |XxY|=|X|+|Y] i*,xY|=]xllY|.

Ukoliko indukcijom po slozenosti formule uvedemo ‘prevod P iz skupa’

formula kategorije C u izraze jezika #={1,+, —} na sledec¢i nadin:

(i) Pa =P, P1=1
' : P
(i1) PAXB=PA-P PAB=PA B ,
gde je P, individualna promenljiva, onda sledeca lema prirodno sledi.
Lema 1.1.3. A=B u C onda N}==PA=PB

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, t.j. da postoji nekakva valuaclja



v:p1ﬁ2"‘ﬁk gde su pi,pz,...,pk sva slova promenljivih koja se
12"k

pojavljuju u P, i P_ takva da v(P,)#v(P_). Dalje, neka su X ,X,...X

A B ‘ A B 1’72 k

skupovi ¢ije su kardinalnosti, redom, DM, ... Kategorija C Je

slobodna CCC, pa postoji CCC-funktor I~“:C—->SetF koji produZuje
aa...a

preslikavanje f: X1X2 Xk Zbog prethodnog, tada je ]F(A)|=v(PA) i
LI

|F(B)I=V(PB) pa F(A)#F(B) a odavde sledi da ni A i B nisu izomorfni

(svaki funktor prenosi izomorfizam). N

Neka tl£1'°'£n predstavlja vrednost izraza t nakon zamene promenljivih
R

P,y-+-sP, prirodnim brojevima CprenenCpe Tada nam sledeca lema
. n

praktidno zavriava dokaz ovog smera tvrdenja 1.1.2.

Lema 1.1.4. Neka su A i B formule iz C u svedenom obliku, 1 neka su
al,az,...,an sva slova u njima. Dalje, neka Jje Kk maksimalna
vigestrukost konjunkcije u B. Tada, ako je A>B, onda za svako &>0

postoji p takvo da za svako ceN 1 c>p vazi:

* pP....p . p...p
*) PAlci...c: > 8 PB‘Lci‘..cn

n

n-1
gde je c =c , C =ch , «.. , C =ch i h>k+2.
1 2 n
Dokaz. Za unapred fiksirano h, 1 C1""’Cn kao iz leme, uvodimo
oznaku PA[gl kao skracenje za PAlil"'in" Dokaz izvodimo indukci jom po
S

I=max{1(A), 1(B)} gde Jje I1(A) definisano u tredoj fazi prelaska na -
normalnu formu.

Primetimo da Jje dovoljno pokazati slu€aj kada je A=a1 ili A=='aiA Jjer

A=A0XA1X"'XAn i A>B=Boxle...me svodi se na to da Je 1ili AO>B 111
A=B,...,A =B i A>B’ (B=BxB x...xB xB’). U prvom slucaju ako
oo k-1 _ k-1 k 01 k-1

je PA[‘8]>5PB[3] onda je tim pre i PA[3]>6PB[E’]. U drugom sludaju. je -

- S - e cslivae

PA[3]>5PB,[3] pa je onda i: B P PRISRIIve

PA[E>].>.PA[E>]'PA[E>]-. . -pA[3]>apB[6’]oPB[81o. Py, [E)]=6'PB[3]

te ova dodatna pretpostavka o A ne umanjuje opStost tvrdenja.

(i) 1=0 A=a

1

(a) B=1



i-1
neka je c>p=max{8,1} onda je PA[3]=ch ><:-1>6'P1 [21.

(b) B=aj><...><aj 1>y2y2..2

0 m
-1 -1, 31,
neka je c>p=max{3,1} onda je PA[E>]=(:h 2ch h)ch 'm°c>6~PB[3].
(i1) Pretpostavimo da (*) vazi za svako A i B takvo da Jje

max{1(A),1(B)}<] i pokazimo da (¥*) tada vaZi i za A i B za koje je
max{1(A), 1(B)}=1.

B, . 13
{(a) B=aJ , tada je A=a_A >B mogude ako (a’) A’>B’ ili (a’’)
1
A'=B’ 1 a>a.
i)
(a°) Po indukcijskoj pretpostavci postoji po>0 takvo da za svako
c>po PA,[2]>(h}4+1)PB,[2]. Neka je c>p=max{po,s,1}, tada je-

-1, 2 27 -1 2 2
PA[3]=ch PA’[C]ZCPA’[C]>(Ch )PB’[ClchB'[CI>6PB[3].
(a’’) Neka je c>p=max{s,1}, tada je ' '

-1, > 1.y,
PA[c]=ch PB’[CIZc(h +1) PB,[

(b) B=B x...xB, k=zs>0 i B=...2B
(o] s (o]

2] >
>6-PB[CI.

S
po prethodnom postoje p1,...,ps takvi da je PB [3]298“[3] za c>pi. Ako
’ ’ 0] i
Je Bo=ajBo onda za A=aiA >B imamo dve mogucnosti (b’) A’>B’ 1li (b’’)
) v

A’=B; i a1>aj.
(b)) Po 1indukcijskoj pretpostavci postoji po takvo da je

Py (21>’ (s+2)Py, [3] za c>po
0
Neka je c>p=max{po,p1,...,ps, 1,8}, tada je

-1, 2 3 j-1 2 j-1
PA,[C]ZCPA,[CI>Ch (s+2)PBa[c] h’

.9
>ce (c PBé[C] s+l

_h 2
PA{C]~C ) >3 PB{cJ

(b’’) Neka je c>p=max{p1,...ps,1,8}, pa je i

1-1 > -1 Pes
pRi=c" Fo [Clac (St Py [ehio (p (27)57

o]

_9
>6PB[c].

Ovo bi bio kraj dokaza leme 1.1.4.

Da bismo zavriili dokaz tvrdenja 1.1.2. primetimo da je > totalni
poredak na skupu normalnih formi: formula iz C, pa~ako'X£§"to mozZemo
pretpostaviti npr. da je A>B pa po prethodnoj lemi N nije..model: za

PK=P§ pa iz leme 1.1.3. sledi da K&ﬁ pa onda i A#%B. |

Kao posledicu ovoga imamo sledece tvrdenje:
Tvrdenje 1.1.5.

Relacija izomorfizma je odlu¢iva u slobodnoj kartezi janskoj zatvorenoj



kategoriji C.

Postupak provere A=B svodenjem A i B na normalne forme moZe biti ne&to
uprosc¢en koriscdenjem slededeg niza stavova:

Lema 1.1.6.

Kvazisvedene formule A 1 B su izomorfne ako se od Jjedne do druge moZe
pre¢l samo  supstitucijom izomorfnih formula tipa  HxG=GxH (i
(HxG)xF=Hx (GxF), ali za brisanje zagrada u viZestrukim konjunkcijama smo

se ved¢ ranije dogovorili).

Dokaz. Direktno iz Tvrdenja 1.1.4. i &injenice da od kvazisvedenih
formula prelazimo na svedene koriscenjem samo- supstitucije tog tipa.

Ova] prelazak nazivamo (k)-putem od A do B.

Lema 1.1.7.

(a) Ako su A i B kvazisvedene formule i A Jje tipa konjunkcije
promenl jivih, tada, ako Je A%B, onda Je 1 B istog tipa i sadrzi.iste. -
promenljive koJe se ponavljaju u njima jednak broj puta.

(b) Ako su A i B kvazisvedene formule i A" Je tipa aiA , gde je-A’-

konjunkcija promenljivih, 1 A=B, onda je i B oblika ajB i A’=B’ 1 1=j.
Dokaz. Direktno iz Tvrdenja 1.1.4.

Lema 1.1.8.

Neka su A,B,C, kvazisvedene formule i1 C je oblika‘aic ..-Oznagimo tada
sa A* 1 B* formule nastale od A 1 B zamenom svih potformula izomorfnih
C sa novom promenl jivom a . Tada vazi:

A=B akko A*=B*

Dokaz.

(=) A=B pa na osnovu leme 1.1.6. postoji put od A do B koji koristi
samo supstituciju tipa GxHeHxG pa za prelazak..sa-A¥ ma B* ‘koristimo
istl taj put s time Sto preskafemo korake koji se tiC¢u zamene unutar -
pretpostavki formula 1zomorfnih sa C (svaka kvazisvedena formula
izomorfna sa C je oblika aiF),

(<) Neka su A® i B° dobljeni od A 1 B supstitucijom izomorfnih C-u sa

C. Tada na osnovu tvrdenja 1.1.1. 1 leme 1.1.6. postoje (k)-putevi od A
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c . Cc
do A® i od B® do B a (k)-put od A do B® je kopija (k)-puta od A* do
B*, te postoji i (k)-put od A do B, pa na osnovu leme 1.1.6. sledi da
Jje A=B.m

Prethodni stavovi nam sluZe kao opravdanje za sledeci algoritam provere

da 1i su dve kvazisvedene formule izomorfne.

1° Ukoliko su kvazisvedene formule A 1ili B oblika konjunkcije

promenljivih, koristimo lemu 1.1.7.(a).

2° Ukoliko to nije sludaj. onda uoavamo prvo -levo - pojavljivanje- -
potformule od A oblika C=a? , ‘gde je C’ konjunkcija promenljivih, pa sve
potformule od A i B izomorfne sa C zamenimo novom promenljivom 1 vracamo

se na 1 sa novonastalim A* i B*.
1.2. Moguca progirenja ideje Solovjova na BCC

Za po&etak posmatrajmo slobodnu BCC kategoriju B generisanu prebrojivim

skupom objekata. Tada tvrdenju 1.1.1. ovde odgovara sledece:

Tvrdenje 1.2.1.
Ako su A i B izomorfne i C proizvoljna formula iz B, tada su 1i:
AxC=BxC ; ACEBC : CAECB ; A+C=B+C
Ovo tvrdenje pokazuje da objekti iz B u odnosu na & kao jednakost jJesu:

model jednakosnog raduna jezika £={0,1,+,+, _—}.

Kao &to Jje ved navedeno Uu primerima uvodne glave, SetF Jje
bikartezijanska zatvorena kategorija sa praznim skupom kao inicijalnim
objektom i disjunktnom unijom kao interpretacijom za +. U SetF vazi da
je |o|=0 1 |X+Y|=|X|+|Y|. Uz to, prevod P iz formula kategorije C u
terme Jjezika £ ={1,+,_~} moZemo prirodno produziti u-prévoed’iz_ formula..._.
B u terme Jjezika £, pa kao poboljSanje leme 1.1.3. .imamo:
Lema 1.2.2.

A=B u B onda NF=PA=PB

Kao &§to ¢emo kasnije videti, ovo desno je odlu€ivo, medutim, Jjednakosna
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O

teorija od (N,0,1,+,¢,_—) nije aksiomatizovana jednakostima koje
odgovaraju izomorfizmima (1)-(14) tvrdenja 0.3.2.. Sta vise, ona uopite
nije konadno aksiomatizabilna, pa ideju Solovjova necemo ovde u.celini

moc¢l primeniti.
Oznaédimo sa EXP jednakosnu teoriju jezika £={1,+,_—} ¢ije su aksliome:

(1) xy=yx (2) (xy)z=x(yz) (3) (Xy)z=xzyz (4) (22)¥="Y
(5) x1=x (6) x'=x (7) 1%=1

i neka je EXP’ na Jjeziku $+={0,1,+,-,_—} nastala od EXP proSirivanjem

aksiomama:
(8) x+y=y+x (9) (x+5;)+z=x+(y+z) (10) (x+ylz=xz+yz
(11) 25Y=7%5Y (12) x0=0 (13) x°=1 (14) x+0=x

Pogleda jmo, za trenutak, slede¢i dijagram koji predstavlja osnovu ideje
[CosyoBb €B 1981].

Di jagram 1.2.2.

Np-P,=P, < > EXP|-P, =P,

N/

Cl=A=B.

Bilo bi interesantno kada bismo ovu ideju mogli sprovesti i u slucaju
kategorije B, naravno sa EXP+ umesto EXP. Na Zalost, ovo nije moguce. -

Glavni razlozi ovakvog ishoda bice ispitani u daljem tekstu.

Kao prvo, uodimo izvesne karakteristike inicijalnog objekta u kategoriji
SetF. Neka je A proizvoljan neprazan skup. Tada je skup preslikavanja iz
A u @ prazan, tj. objekat ZA Je inicljalni u SetF.~Uv{Lambek&Scott,1986]<
se moZe nacl uopstenje ovoga na BCC, tJj. tvrdi se da u svakoj BCC vazi
da Jje OA inicijalni objekat akko A20. Ovde ,naravno, jedna implikacija
jeste tadna, 1 to ona s leva za proizvoljnu BCC koja razdvaja inicijalni
objekat od terminalnog, medutim, implikacija s desna ne mora vaziti. Za
kontraprimer uzmimo intuicionistiéku iskaznu logiku posmatranu kao BCC,

gde su formule objektil a sve dokaze za B 1z A, kao premise, izjednacimo

u Jjedinstvenu strelicu A——B. Ovde ce izomorfizam bitil 1zjednaden sa



1

ekvivalenci jom, a OAEO zna¢ilo bi =AsL %to nije tano za svako A koje
nije ekvivalentno sa 1. Drugi kontraprimer mogla bi biti slobodna BCC
generisana skupom {a}. Lako je videti da tada a0 ali takode 1 0%20 Jer
bi u suprotnom, zbog slobode kategorije, 1 00 bilo izomorfno sa 0 &to
nije ta&no. Ova osobina Set_ »osmatrane kao BCC ukazuje na izvesnu

. F
neslobodu te kategorije u odnosu na izomorfizme,.

A . 2 . . . . ;
Iz o =0 za A#@ 1 @ ={@} (terminalni objekat) direktno sledi da u SetF

za proizvoljan objekat A vazi izomorfizam:

Odgovarajucda jednakost koja vazi u N (uz prirodnu definiciju 00=1) Je:

() o° =0*
Sledeci primer pokazuje da EXP' J\—TN.
Primer 1.2.3. Neka je M={0,1,a,b} i neka su na M definisane binarne

operacije +,°,exp sledecim tablicama:

+ 0 1 a b ° 0 1 a b exp| 0 1 a b

{0 1 a b 0j0 0 0O O 0j1 0 b O

1 1 1 b b 110 1 a b i 11 1 1

a a b a b a| 0 a a a a 1 a a a

b| b b b b bi0 b a b b| 1 b b b
Proverom moZemo utvrditi da @ Je fm=(M,0,1,+,-,exp)k=EXﬁ-, all

Oexp(Oexp (Oexpa))=1 # b=Oexpa, pa ME=TN.

Kao posledicu ovoga imamo odgovor na otvorenl problem postavjen u

[Henkin 1977]. Sigurno tezi problem Jje da 1i jednakosti (1)-(11) .

aksiomatizuju jednakosnu teoriju modela (N,1,+,+,_~). Na njega odgovor

daje A.J.Wilkie u [Wilkie 1981]. Kada sa BCC budemo presli na povezano

zatvorene kategorije vraticemo se ovom pitanju. b i UL AN TE G d e

U sludaju jednakosti TN postoji i odgovarajuc¢i izomorfizam u slobodnoj
OOA A
BCC, tj. za proizvoljan objekat A vazi izomorfizam 0~ = O . Primetimo
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A
o® A
da postoje morfizmi p=(e<m, (e<m’ ,m>)*>)* : 0 -—0 i

A
0
y=(e<n’ ,m>)* : OA——>00 . Da bismo pokazali da su yYop 1 ¢@oy jedinilni

morfizmi, posluzicemo se tvrdenjem I1.8.3. iz [Lambek&Scott 1986] koje -

ka¥e da u BCC postojl najvise Jedna strelica A—0. Zbog adjunkcije
imamo da je C(OA,OA)zc(OAxA,O), a ovo desno je najvige jedno&lan Skup pa
je stoga svaki morfizam OA——AOA u stvari Jediniéni. Otuda poy=1 1
slié¢nc op=1.

Prirodno je zapitati se da 1li dopunjen spisak izomorfizama iz tvrdenja
0.3.2. izomorfizmima kao &to su TN daje moc¢ kategoriji SetF u odnosu na
BCC kakvu je imala u slu¢aju CCC. U ovom slu¢aju odgovor je negativan
sto pokazuje sledecl primer Porda Cubrica: ' TR e e

A zA .
U Setf vazi o '+2° =1 mada -AvanA nije &ak ni intuicionisticka teorema.

Mozda se isti rezultat moZe postici vec na jeziku oslabl jenom za +. Na

primer, interesantno bi bilo pokazati da u opStem slutaju ne vazi

A
izomorfizam AEAxO0 koji trivijalno vazi u SetF a nije posledica
izomorfizama iz 0.3.2.
1.3. Povezano zatvorene kategorije i izomorfizmi

Zbog problema realizacije ideje Solovjova u slucaju BCC koJji uzrokuje
inicijalni objekat, oslabicemo zahteve postavljene u definiciji BCC
odstranivdi uslov postojanja Alevog adjunkta funktora B-—1. Takve
kategorije cemo, postujuci terminologiju iz [Harnik&Makkai 1992], zvati
povezano zatvorenim (PZ) kategorijama - f{connectionally:. ...closed
categories). Njima odgovara ‘ragment intuicionistic¢kog racuna bez

negaci je.

Sada cemo redukovati teoriju EXP+ na prvih 11 jednakosti i novonastali-
radun oznaditi sa EXP*. Naravno i jezik je suZen na £#={1,+,°,_f}. Ovde
de se nada problematika ukrstiti éa algebarskim problemom postavljenim
od strane Alfreda Tarskog poznatijim kao: "Tarski’sﬂhighfschooi*aigebrqj
problem". Konkretno, on je postavio pitanje da 1li se iz EXP* moze
dedukovati proizvoljna jednakost koja vazi u N na jeziku £*. Pozitivan
odgovor bi nam znatio da je svaki izomorfizam u slobodnoj PZ kategoriji

P generisanoj prebrojivim skupom objekata ' izvodiv iz - prvih 11
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izomorfizama tvrdenja 0.3. 2 Uz odlug¢ivost EXP F—t t za proizvol jan
par terma (t t ) Jjezika f (rezultat iz [Gurevid 1985]) ovo bi nam

dalo odluéivost problema izomorfizma u P.

A.J.Wilkie je prvi regio ovaj problem u [Wilkie 1981] davsi, na Zalost,
negativan odgovor. Sama ideja 1 neki elementi ovog rada su nam
zanimljivi zbog mogudnosti povlalenja paralele sa situacijom u P. Zbog

toga ¢emo ovde dati malo opSirniji prikaz nekih detal ja.

Motiv za konstrukciju jednakosti koja nije posledica EXP* su mu tzv.
pozitivni polinomi, odnosno oni polinomi sa celim koeficijentima koji
kao funkcije preslikavaju (R+)m U‘R+, gde je R" skup pozitivnih realnih
brojeva. Posebno interesantan slutaj je ako postoji takav polinom P
koji ima 1 negativnih koeficijenata i polinomi A,B,C,D ¢iji su
koeficijenti prirodni brojevi,takvi da vaZi (i) P-A=C i (ii) P-B=D.
Takvi su na primer polinomi P=x2-x+1; =x+1; B=x2+x+1; C=x3+1;
D=x"+x7+1.

Nije tesko utvrditi da je N=(A%+B¥)Y (C¥+D))*=(a¥+BV)*(C+D")”. Prosto,
C i D imaju zajedni¢ki faktor P.

Ozna&imo ovu jednakost sa (W). Wilkie je pokazao ono Sto se iz prvog
pogleda naslucduje, tj. za vazenje (W) u N sustinski su bitni pollnom Pi
jednakosti (i) 1 (ii) a poéto se oni ne mogu izraziti na jeziku 2 onda

i (W) nije posledica EXP .

U osnovi Wilkiejev dokaz ovoga je sintaksni, mada je u [Gurevié 1985]
autor dao primer modela sa 59 elemenata koji zadovol java EXP i u kome
(W) ne wvazi. Po svoj prilici , prilic¢no Je popularno medu nekim
matemati¢arima konstruisanje modela za EXP sa &to manjim brojem

elemenata, u kojima ne vazi (W).

Za nas je takode interesantno sto je u [Wilkie 1981] pokazana sledeca
teorema: : BT

3 % *
Teorema 1.3.1. Neka Jje Z jezik nastao - pro$irivanjem 2
operaci jskim simbolima tP za svaki pozitivan polinom P odgovarajuce

* % *
n-arnosti. Oznadimo sa EXP progirenje teorije - EXP jednakostima
£33

oblika f=g gde su f i g termi jezika £ \{_ -~} (ovo je bitno) za koje

vazi Nl=f=g. tada vaZzi sledece:
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* % ¥
Ako su f i g termi jezika £ takvi da Nj=f=g onda EXP |-f=g.

Ova teorema pokazuje da se izloZena Wilkieva ideja moZe iskoristiti za

*
formiranje svih jednakost u N koje nisu posledice EXP .

R.Gurevi¢ je u [Gurevi¢ 1990] dao prosirenje Wilkievog resenja problema
Tarskog, odnosno pokazao je da jednakosna teorija od (N,1,+,+,_~7) nije

konadno aksiomatizabilna. Za izbor jednakosti koja vazi u N a nije

posledica konadnog broja aksioma koristi se Wilkievim trikom i za

polinom P uzima polinom xn-l-xn-2+...+1, za n dovoljno veliki neparan

prirodan broj, a A,B,C,D su, redom, polinomi 1+x;--1+x+x.2.+,..4. +x"._.1.;._.1_+xn;..u.

2 4 2n-2
T+x4x +, . +xC,

Pitanje koje se namece je gde se izomorfizmi iz P nalaze u svemu
ovome. Od dijagrama 1.2.2. sada vazi sled implikacija:
*
EXP |—PA=PB ———-—> PE=A2B —— N|=PA=PB
Ve¢ je navedeno da je u [Gurevi& 19851 pokazana rekurzivnost skupa
teorema teorije EXP*. U istom ¢&lanku je pokazana 1 rekurzivnost skupa
jednakosti na jeziku f* koje vaze u N, pa odatle imamo rekurzivnoSt 

dovol jnog uslova 1 neophodnog uslova za izomorfizam dva objekta u P.

Nije tesko videti da u P nije moguce provu¢i Wilkievu ideju, odnosno
polinom x°-x+1 definisati u Jeziku f*. Kao prvo to zbog beskona&nosti
skupa N ne moze biti polinom, a zbog brzine rasta ni eksponencijalni
izraz. Ista pri¢a se ponavlja u slu¢aju proizvoljnog pravog pozitivnog
polinoma (postoje 1 negativni koeficijenti) , te uz teoremu 1.3.1. imamo

motiv za postavku sledece hipoteze:

Hipoteza 1.3.2. : -
*
P=A=B akko EXP P_PA=pB

Martinov dokaz nam izdvaja klasu izraza (svi . jezika £) za koje
pretpostavka Tarskog vazi. Ovu klasu moZemo prosiriti zahvaljujuci
rezultatima iz [Henson&Rubel 1984}. Jezik .‘8* éemo upotpuniti simbolima
za prirodne brojeve i sa L(N) oznatiti najmanju klasu C izraza koja
zadovol java sledece:

(1) Konstante iz jezika 1 promenjive LIRSS SRR su u C.

(ii) Ako su t,seC, onda 1 t+seC.



{iii) Ako su t,seC, onda i tsseC.

(iv) Ako su t,seC, i t ne sadrzi znak + u sebi, onda i tseC.

Za klasu L(N) vazi pretpostavka Tarskog, odnosno ukoliko su t,seL(N)
) #* *
onda Ng=t=s akko EXP |- t=s (ovde je EXP uvecana za tablice

sabiranja, mnoZenja i binarne eksponenci jacije prirodnih brojeva).

Ovo bi u kategoriji P zna&ilo da Je problem izomorfizma odlu&iv za klasu
objekata koji imaju takve konsekvense implikacija koji ne sadrze + ili
se generatori ne pojavljuju u njima. Ovi objekti odgovaraju Harropovim

iskaznim formulama.

U [Henson&Rubel 1984] autori iznose i pretpostavku da klasu L(N) moZemo
progiriti ubacuju¢i umesto (iv)

(iv)’ t,s€C i t je polinom onda i tSeC

i da pri tom hipoteza Tarskog i dalje vazi. Ukoliko bi to bilo
pozitivno reSeno imali bismo regen problem izomorfizma za prili¢no
veliku klasu objekata iz P i to bi bilo otprilike sve &%to nam
kategori ja SetF kao PZ-kategorija omogucuje u proudavanju ovog

problema.

Naravno daleko laksi je slucaj slobodne PZ-kategorije generisane
praznim skupom objekata. Oznadimo tu kategoriju sa Pb. Objekti u njoj
su generisani jedinicom i PZ-operacijama. Uvedimo prevod v:ob(Po)——aN
koji svakom objektu dodeljuje vrednost odgovarajuceg izraza (1 je 1 u N-
+ Jje sabiranje itd.), i prevod u:N——aob(Po) definisan da prirodnom
broju dodeli odgovaraju¢i zbir Jedinica (ne vodimo raduna o zagradama

zbog asocijativnosti). Oznadimo u(v(m)) sa mj. - ' e

Tvrdenje 1.3.3. Pokazacemo da je mx|m|.

Dokaz. Indukci jom po sloZenosti m.

(i) m=1 onda i |m|=1.

(i1) Terminalan operacijski znak u m je +, 0dnosno . ..m=p*q... ..... ...

Tada |p+q]=u(v(p+q))=u(v(p)+v(q))=u(v(p))+u(v(q))=]p]+[q]1éhp+qr -
(1ii1) Neka je m=pxq. Tada

pxq ' &™ p|x|q|=ulv(p) Ixu(v(q)) = u(v(p)+v(q))=u(vipxq))=|pxq|
distr.

(iv) Neka je m=pq. Tada



pl iéh'|p‘|q|=u(v(p))U(V(p)) u(v(p)V(q))=u(V(Pq))=|Pq|

.
Da su dve razlidite normalne forme |m| i |n| neizomorfne lako vidimo iz
"utapanja" u SetF kategori je PO. Dakle, ovom normalizacijom je reSen

problem izomorfizma u Po' -

1.4. Prirodnost izomorfizama u slobodnoj CCC

Ukoliko posmatramo npr. izomorfizam (1)AxB=BxA iz tvrdenja 0.3.2. koji
vazi za proizvoljna dva objekta A 1 B iz kartezijanske zatvorene

kategorije #, on je prirodan u tom smislu &to postoje funktori F 1 G

F:dxd > 4 : G:dxd - 4
F(A,B)=AxB ’ G(A,B)=BxA
F(f,g)=fxg G(f, g)=gxf

koji su prirodno izomorfni (ovde je fxg skracenica za <fmw,gn’ >).

Prirodno je zapitati se da 1i su i ostali izomorfizmi- (2)-(7) iz. 0.3.2..

prirodni u istom smislu i, Jjog sire, da 1li proizvoljan par jzomorfnih

objekata u kategoriji C iz 1.1. generise, na istl nad¢in, par-prirodno -

jzomorfnih funktora.

Ovo poglavlje nam daje pozitivan odgovor na prvo pitanje, 1 uz izvesne

uslove, 1 na drugo.

Dg. Neka je A formula iz C 1 neka je p pojavljivanje slova a; u A. Tada
definizemo SA(p) (znak pojavljivanja slova) na sledeci nacin:
(i) A=p onda SA(p)=1
(ii) A=A1><A2 i p se pojavljuje u A1 onda SA(p)=SA§p)
p se pojavljuje u A2 onda SA(p)=SAip) e
A2 v
A=A 1 p se pojavljuje u A onda SA(p)=SA(p)
1
p se pojavljuje u A2 onda SA(p)=-SA(p) s mm
2

Pf. Oznatena formula Jje ona u kojoj su sva pojavljivanja slova

oznacena.

Df. A je F-formula ukoliko se u A ne pojavljuje isto slovo sa dva

znaka.



Tvrdenje 1.4.1. Neka su A 1 B formule iz ci al,...,a sva slova u A
. Fo . . N
i B. Neka su A i B dobijena od A i B preimenovanjem svakog

pojavljivanja p slova a, ukoliko je S(pl)=-1, sa a,. Tada vaZi:
n

F _F
AB < A =B
a,...,a,a ye e
Dokaz. (—):Neka Je £: 21 2w 2 "2
B, @ 48 ..., 8
1 n 1 n

f produzujemo do CCC-funktora §.C——C, &to je moguce zbog slobode
kategorije C, pa onda vazi da je F(AF) = F(B") odnosno A=B.

(—=): A=B pa po [ConoBb&B 1981] postoji konacan niz
formula A A tako da Je A—A = A= .. 2 A=B tako da je svaki od
1zomorf12ama ostvaren supstltu01Jom 1zomorf‘n1h iz 1zomorf12ama (1)-(7)
tvrdenja 0.3.2. Ukoliko Jo$ pokazemo da Je LED gde je L leva, a D
desna strana proizvoljnog izomorfizma iz 0.3.2., onda je izomorfizam
AF = posled1ca supstltumJe izomorfnih LFx F ili (LF)-lé(DF)"1 gde

1
F .
(A) doleamo od A kada a, zamenim sa a ia sa a, za 1=i,k=n.

n+i n+k
Sam dokaz za L'% DF kod (1) do (7) je kopija dokaza tvrdenja 0.3.2. pa

ga ovde necemo ponavljati. . R N

Kao posledicu ovog tvrdenja imamo da za svaki izomorfizam A=B postoji
opsétiji (u smislu A=B je instancija) AFEBF, koji zadovoljava osobinu da
se nijedno slovo ne pojavl juje sa dva znaka u formulama AFi BF.

. . st sn
Neka je C oznacena F-formula 1 neka su a__.l,...,a sva oznadena slova
1

in
koja se pojavljuju u C. Tada induktivno, po slozenosti C, mozemo
definisati funktor FC: A5 xS gde je 4 proizvoljna CCC i ASije P

ukoliko Jje si=t, odnosno 4°P ukoliko je si=-1.

(1) C=a_1 FC(A)=A C=1 FC(A)=1
Fc(f‘)=f ‘ Fc(i‘)=11

(ii) C=PxQ i neka su F, sas” ooxdP—d 1 F 5 PP od ved

R s srl srm \,Q .
definisani, pri gdemu Su a, NERR ,a. oznad¢ena slova u P i
ir irm
sql S
@ . ,a 9P sznagena slova u Q.
1q1 iqp

Tada FC definigemo na sledeci nadin :



F (A1"’"’An)=FP (Am""’Am)XFQ (Aq1”"’A

C
FC(fi’""’fn)=F ...,frm)xF

qp

(fql,... £ )

p fry Q ap

(iii) C=PQ i neka su FP NV AN SR B I | FQ~:s4-Sq1><. Coxd S g

, ovde Q zna¢i da Q ozna¢avamo nezavisno a ne kao potformulu
od C.

Tada FC definiZemo pomocu sledecih objekt 1 morfizam funkei ja.
_ F (A ,...,A )
FC(Al’”'A )—FP(Arl""'Arm) Qo aqp

n
F(f,...,f)=(F, (f ,....,f )e<m, F (£P,. .. fP) wo)*
C™ n ri rm p

P Q a q

Nije tesko proveriti da su ovi funktori dobro definisani. .

Sada imamo sve neophodne definicije za formulisanje glavnog tvrdenja
ovog poglavl ja.
Teorema 1.4.2.

Neka su A i B oznagene F-formule iz C takve da se ni Jjedno slovo ne
sn

2 P N s Xt . . . . sl
pojavl juje sa dva razli¢ita znaka u A 1 B 1 neka su aif'"’Ta esvar

in
ozna&ena slova koja se u njima pojavljuju. Ako Je A=B onda su i
A

N . . A si sn . . . . .
funktori F,,Fo: 4 x...xd _sd prirodno izomorfni, pri cemu su onl

A3
nastali od funktora FA i FB iz jednacavanjem domena. Zbogbnemoguénosti

zabune i jednostavnosti, nadal je ¢emo ih ozna¢tavati samc sa FA'i FBH

Dokaz.

Neka su A 1 B formule kakve zahteva teorema.ANa osnovu rezultata sa
podetka ove glave moZemo zakljugiti da postoji konacan niz %1,%2,...,%m
formula iz C, takvih da je A=F1=. . . 2Fn=B, da svake dve uzastopne
ispunjavaju uslove tvrdenja 1 da su dobijene supstituci jom izomorfnih
tipa (1)-(7) iz 0.3.2.

Ukoliko pokazZemo da tvrdenje vazi za svake dve uzastopne, onda ce zbog

komut iranja sledeceg dijagrama:
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1 m-1
Fg, )———>FS,2(K) \F?m(ﬁ)
F?I(?) !ng(?) Fgm(?)
|
t (B) t _(B)
Fgl(g)—————eF?Z(ﬁ) — —eF?m(g)

X=(A1,...,A) =(f,...,f)

n 1 n

teorema biti dokazana.

Neka su, dakle, C i Cg , redom , formula i produkt zamene pojavljivanja

us potformule P formulom Q takvom da je P=Q kao jedan od izomorfizama iz

tvrdenja 0.3.2.
To da su odgovarajuc¢i funktori prirodno izomorfni pockazujemo indukcijom

po dubini pojavljivanja s u C.
(1) C=n. Postoji 7 slucajeva
(1) P=AxB i Q=BxA

. izomorfizam

<, m>

FP(K) FQ(X)
FP(?) : FQ(?)
<, >
FP(§) FQ(§)

Djagram komutira Jjer:
ppF)=<m ,n><FA(?)n,FB(?)n >=<F,(F)m F, (F)m>=

=<FB(?)H,FA(?)H’><H’,n>=FBXA(?)<n’,n>

<’ ,m>F

(2)  P=(AxB)xC i Q=Ax(BxC)



v izomorfizam

<mm, <n’m, S>>

FP(K) , ,FQ(K)
FP(?) FQ(?)
5 <amn, <’ m,m>>

Fp(B) FQ(§)

Dijagram komutira jer:
(?)=<nn, a'm, >><<FA
=<F, (F)mn, <Fp(F)w m, F.(F)w >>=

=<FA(?)n,QFB(?)H,FC(?)u’>n’><un,<n’n,n’>>=

=F Ax(BxC)

<. <7’ Ty
<L TF ) B)xe

(?) <um, <’ m,m >>

(3)  p=(cH)? 1 g=c™B

¢ izomorfizam

(e<e<m,mm’ >, mw' " >)*

F_(R) ,FQ(K)

FP(?) FQ(?)

(e<e<m,mm’ >, W W >)*

Fp(ﬁ) FQ(§)

Di jagram komutira jer:

(e<e<m, e’ >, '’ >)*FP(?)=
g

=(e<e<m, nn’>,n’n’>)*‘((Fc(?)e<n, FBe (?OP)TI'>)*€<1I, FA-

=(e<e<m, ' ><g*n, T’ >, ' ' >) *=(e<e<g*n, ¥’ ><m, e’ >, 0’ w’ > ) *=
=(€<(FC(?)€<H, FB° (?OP)H’ >) *e<m, FA’ (?Op)n’ KT, I’ >, m D) *=

h

=(e<h*m, m’ ><e<m, FA- (?Op)nn’ >, W D) *=

=(F(Re<n, Fy (FF)w ><ecn, F, (FP)mmw >, w ' >) *=
=(F (?)8<8<H’FA°(?OP)TITI’>,FB.(?OP)TI’T[’>)*=
=(F(Ple<e<n, mw’ >, ' w’ ><m, <F, (FP)mm’ ,FB°(?°")1:’ W >>) *=

=(F (?)e<(e<e<n, an’ >, v’ >)*‘1t,<FA‘ (?OP)mr’ ,FB.(?Op)rr’n’ >>) *=

O o 0O O

=(FC(?) e<m, <FA° (?OP)mt’ , FB° (?OP)H’ o ><(e<e<m, i’ >, W > ) ¥, > ) *=

-~

(?)u,FB(?)n’m,FC(?)n’ >=

(?OP)n”>)*"= ’



=(FC(?)€<H,<FA°(?OP)H,FB’(?OP)H’>H’>)*(e<e<n,nn’),n’n’>)*=
=FQ(?)(8<8<H,HH'>,H'H’>)*
pa su i Fp i FQ prirodno izomorfni.
[l
(4) P=(AxB)C i Q=A“'><BC
. 1zomorfizam

<{me)*, (n’ £)*>

FP(K) ,FQ(X)
FP(P) FQ(P)
<(me)*, (w’ e)*>
Fp(ﬁ) : >FQ(§)

Pri &emu je:
F(D)=(<F, (F)m, Fy(B)w >ecn, Fo, (F)w>) >
FB(P)=<(FA(?)8<H,FC°(P°P)n’>)*n,(FB(?)e<n,FC°(?°p)n’>)*n'>

Uvodimo oznake f=FA(?) g=FB(?) h=FC°(?°p)
Dijagram komutira jer:

<(me)*, (w’ €)*> (<fm, gn’ >e<m, hi’ >) *=<(me<g*n, 1’ >) *, (1’ e<p*n, W’ >) *>=
¢

=<(n<fm, gn’ >e<n, hr’ >)*, (' <fm, gn’ >e<m, hi’ > ) *>=

=<(fre<m, hn’ >)*, (gn’ e<w, hn’ >) *>=
=<(fe<(me) *n, o’ ><u, hn’ >) *, (ge<(n’ €) *n, ' ><m, hi’ >) *>=
=<(fe<n, hn’ > ) *(ne) *, (ge<m, h’ > ) * (1w’ €) *>=

=<(fe<m, hn’ >) *n, {ge<m, hi’ >) *n’ ><(me) *, () *>

(55 P=Ax1 1 Q=A

v izomorfizam
K T
Fp() : >FQ(X)
lFP(?) ' FQ(?)
3 i 3
FP( ) ,FQ( )

FP(?)=FA(?)><1

L FQ(?)=FA(?)

37




Dijagram trivijalno komutira.

(6) p=1*1i g=1

’ izomorfizam
R 0
Fp(X) ,FQ(Z)
FP(?) FQ(?)
5 0
Fp(B) AﬁFQ(ﬁ)

Fp(B)=(e<m,F, (FP)w>)* Fo(f)=1,

Dijagram trivijalno komutira.

(7)  P=Al 1 Q=A

¢ 1zomorfizam

e<1,0>
FP(K) FQ(K)
FP(?) FQ(?>
|
e<1,0>
pp(ﬁ) . ﬁfq(ﬁ)

FP(?)=(FA(?>8)* ) FQ(?)=FA(?)
Dijagram komutira jer:

e<1,O>(FA(?)e)*=e<(FA(?)e)*n,n’><1,o>=FA(?)e<1,o>

Ovime smo pokazali bazu indukcije 1 ujedno odgovorili potvrdno na
pitanje prirodnosti izomorfizama (1)-(7) iz tvrdenja  0.3.2.- Dal je--

pokazujemo indukci jski korak.

(ii) Pretpostavka je da za P=Q vazi tvrdenje tj. sledecdi - dijagram - .

komutira:

0



¢ izomorfizam

i

FP(R) >FQ(X)
lFP(?) FQ(?)
i
Fp(ﬁ) 4jFQ(§)

(a) Tada tvrdenje vazi i za CxP=CxQ

v izomorfizam

1xi
Fe, p(®) - 47FCXQ(K)
;FCXP(?) E FCXQ(?)
v 1xi v
Fe,p(B) 7\FCXQ(§)

Dijagram komutira jer:

(lxi)(FC(?)xFP(?))=FC(?)x(iFP(?))=FC(?)(FQ(?)1)=(FC(?)XFQ(?))(1x1)
(b) Tada tvrdenje vazi i za PxC=QxC (na isti na&in).

(c) Tada tvrdenje vazi i za PC.-~-_QC

, 1zomorfizam
2 (ig)* 2
F (A) SF (&)
PC! QC
F . (F) lF (F)
s 1Qc
N
3 (ig)* N
F (E) >F (B)
PC QC

Dijagram komutira jer:

(ie)*(FP(?)8<n,FC.(?OP)H’>)*=(1FQ(?)e<n,FC.(?OP)R’>)*=
=(FQ(?)ie<n,FC’(?OP)n’>)*=

=(F(F)ecie) *n, w'><, i, (FP)w >) *=
=(FQ(?)8<H,FC°(?OP)H’><(i€)*ﬂ‘ﬂ’>)*=

= op, P
=(F (Fe<m, F (FP)w>) *(1e)»



(d)  Tada tvrdenje vazi i za CPQCQ
. izomorfizam
(e(1x171))*

N
cP ¢
F_ (P F _(F)
cP o
(e(1x171))*
F o (B) F 4 (B)
C C

Di jagram komutira Jjer: ‘
(e<Bxi™>)*(F (Brec, By (BP)mw >) %= (e<grn, 17w >) *=

¢

=(FC(?)€<n,FP'(?op)n’><n,i—ln’>)*=
=(Fh(?)8<n,FPo(?°p)i-1n’>)*=
=(FC(?)e<n,i'lFQo?§p Y >)*=
=(Fe()e(1xi™)<m, Fy (FP)w >) *=
=(Fo(Fe<(e(1xi™)) *n, Fo, (FP)m >) =

=(F(Byecm, Fo (F)m>) *(e(1x1 7)) *




2. FUNKTOR  KATEGORIJA Setz KAO  POVEZANO

ZATVORENA KATEGORIJA

U prethodnoj glavi smo videli da Je kategorija SetF “slobodna" po

pitanju izomorfizma kada Je posmatramo kao CCC, u smislu da imamo

sledeci oblik stava kompletnosti:

Neka je C kategorija kao u glavi 1 1 A i B dva neizomorfna objekta u
njoj. Tada postoji CCC funktor F:C———>Setp takav da F(A)#F(B).

Takode, hipoteza 1.3.2. nagoveStava ,da to nije slu¢aj kada je
posmatramo kao PZ—kategoriju.AOvo'zvuéi pomalo -neoekivanc, mada sa
kategorijalne tatke glediita, SetF Jje priliéﬁo "gruba" kao CCC i
PZ-kategorija u smislu postojanja obilja nekanonidkih strelica (onih
koje se ne mogu izraziti na Jeziku CCC odnosno BCC), pa sa druge strane
moZemo biti zadovoljni onim $to se desilo sa izomorfizmima u CCC. Ovo
Sto smo malopre naveli se ogleda npr.u tome da ne:postoji CCC-funktor .
iz C u SetF takav da svakom paru (A,B) objekata iz C za koji Je
C(A,B)= dodeljuje par skupova (F(A),F(B)) medu kojima - nema:

preslikavanja.

Ideja bi bila da se nade finiji model PZ-kategorije, u smislu prethodne
reCenice, a u kome bi se izomorfnost objekata i dalje dovoljno lako
proveravala. Setz (ta¢nije SetZ

F
funktori iz grupe celih brojeva, posmatrane kao kategorije, u

,» odnosno kategorija &iji su objekti

kategoriju konaénih skupova, a morfizmi, prirodne transformaci je)
zadovol java ove uslove. Kao posledicu sledeceg tvrdenja imamo da je ovo
PZ-kategori ja.

Tvrdenje 2.1.1. Neka Je K CCC (BCC ili PZ) i G.kategorija ¢ije su
sve strelice izomorfizmi (u teoriji kategorija G Je grupoid). Tada je i

KG CCC (BCC ili PZ).

Dokaz. Dokazacemo tvrdenje u slutaju BCC. Ostali sludajevi su
sadrzani u ovonme.

Nije veliki problem odrediti inicijalni i terminalni objekat nove
kategorije, 3ta vige, i proizvod i koproizvod se prirodno definisu. Za

ovo nije ¢ak ni neophodno da je G kategorija koja zadovoljava uslove



tvrdenja, vecd umesto nje tu moZe stajati proizvol jna kategori ja.
Za definisanje binarne eksponencijacije bitno se koristi osobina G da

svaka_strelica ima inverznu.

E
F” kao funktor definiSemo objekt funkci jom FE(a)=F(a)E(a) 1 morfizam
funkci jom FE(f)=(Ffoso<n,Ef—lon>)* za f:a—b. Iz pretpostavke da

sledeci dijagram:

HaxEa A2 —Fa
l<an,Efn’> lFf
Ab

HbxEb —Fb

komutira, gde je A:HXE—F prirodna transformacija (strelica u. ..

KG), sledi komutativnost dijagrama:

(Aa)* Ea
—_

Ha Fa

le l(Ffoeo<n,Ef'1n’>}*

(Ab)* Eb
_—

Hb Fb

na osnovu slededeg raduna:
(Ffo€o<n,Ef_1on’>)*°(Aa)*=(Ff080<n,Ef_1on’>°<(Aa)*on,n’>)*=
=(Ffogo<(Aa)*om, m’ >o<m, Ef ton’ >)*=
=(Ffodao<m,Ef Tom’ >)*=
=(Abo<Hf om, Ffom’ >o<m, Ef tom’ >)*=

=(Abo<Hfom, m’ >)*=(Ab)*o Hf

Znadi, * prirodnu transformaciju HxE——F prevodi u prirodnu
transformaci ju H——eFE, pa zbog osobina operatora *-, funktori xXE 1 _E
su adjungovani. n

Kao Sto je vec navedeno u primeru iz 0.1., objekte iz SetZ moZzemo

posmatratl, na drugi nadin, kao dejstvo grupe cellh brojeva na skup,
‘odnosno kao skupove sa jednom izdvojenom permutacijom. Morfizmi bi tada
bill preslikavanja tih skupova koja su u saglasnosti sa istaknutim

permutaci jama, kako je 1 redeno u navedenom primeru.. .. - -

A.L3uchli je bavedi se apstraktnom realizabilnogcu u [Lduchli 1970] dao
rezultat kompletnosti intuicionistidke predikatske logike u odnosu na
modele apstraktnih dokaza u kojima formulama ne dodel juje skupove

dokaza ve¢ skupove sa istaknutim permutaci jama. Valjana c¢e onda biti
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ona formula koja u svakom modelu ima invarijantan dokaz (fiksna ta¢ka
istaknute permutacije). Za nas je interesantan prevod ovog rezultata
(iskaznog dela) na jezik kategorija koji se moze formulisati (videti
[(Harnik&Makkai 1992]) u vidu sledece teoreme.

Teorema 2.1.2.

Neka je P slobodna PZ-kategorija definisana u 1.4. Tada postoji

slabo-pun funktor iz P u Setz.

Pored toga $to ima ove osobine, kategorija SetZ moze nam izgledati
pogodna i sa tacke gledista Wilkievih rezultata jer u njoj nisu
definabilni svi pozitivni polinomi. Na primer, polinom X2—3X+3 za
argument ne moze uzeti skup {1,2} sa cikli¢nom permutacijom (1 2) jer
Jje x°+3  tada izomorfno skupu {1,2,3,4,5,6,7} sa permutaci jom
(1 2)(3 4), a 3x je izomorfan skupu {1,2,3,4,5,6} sa permutacijom
(1 2)(3 4)(5 6), pa se 3x ne moze izomorfno utopiti u x°+3 u smislu da
bez obzira na preimenovanje elemenata skupa {1,2,3,4,5,6,7} permutaci ja
koja odgovara objektu x2+3 nema cikli¢nu reprezentaci ju koja sadrzi
cikle (1 2)(3 4)(5 6) &to bi moralo biti ispunjeno u sludaju jednakosti

x2+3=(x2—3x+3)+3x. -

U ovoj kategoriji ipak vaZe sve Jednakosti iz [Gurevi¢ 1990] koje Je
autor koristio za pokazivanje da jednakosna teorija od (N,1,+,+, =)
nije konatno aksiomatizabilna. Prosto, =za svaki Z-skup x moZemo
definisati izraz :

Xn—l_Xn—2+Xn~3_‘.‘+1
gde Jje n neparan prirodan broj. Razlog za ovo je &to jé xk'i’uvek
utopivo u X" (npr. uz preslikavanje

Z .
(a ,a,...a )———e(al,al,a seeesad 1)). Prema tome, u Set” ne moZemo

1”72 k-1 2
oboriti ni Jjedan izomorfizam koji odgovara jednakosti Wilkievog tipa

Jer njegova ideja ovde prolazi.

Pitanje na koje bi bilo interesantno dati odgovor je da 1i neki od
nedefinabilnih pozitivnih polinoma mozZe uCestvovati u genezi "neke
Jednakosti na jeziku PZ-kategorija. Moji pokusaji tu nisu urodili
plodom. Mozda bi se cela stvar uz koriscenje teoreme 1.3.1. mogla
uopStiti do izjednagavanja jednakosnih teorija SetF i Setz, Sto nama ne

odgovara.,
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Ukoliko bismo hteli da opravdamo hipotezu 1.3.2. nekakvim Solovjevim
stilom, trebalo bi nadi model PZ-kategorije u kome pravi pozitivni
polinomi (postoje i negativni koficijenti) nisu definabilni i pokazati

#*
da je njena jednakosna teorija izomorfizama jednaka EXP .

Jedna lepa PZ-kategori ja koja ispunjava prvi deo prethodnih zahteva je
kategorija kompaktno-generisanih (G Je zatvoren u X akko je njegov
presek sa svakim kompaktnim podskupom od X zatvoren) Hausdorfovih
prostora koju oznatavamo sa CG. Ukoliko sa k oznad¢imo operator koji
modifikuje topologiju prostora X u kompaktno-generisanu onda su Pz

operaclje u CG definisane na slededi na&in:

proizved k(XxY)
zbir topologka suma
exp k(C(X,Y))

gde je C(X,Y) prostor neprekidnih preslikavanja iz X u~-Y- -sa

kompaktno-otvorenom topologi jom.

ideja da prihvatimo neku kategoriju topologkih prostora potic¢e od toga
Sto tu, osim u specijalnim slu¢ajevima, nema razlaganja prostora XZ na
sumu prostora od kojih bi jedan bio prostor X. Kategoriju Top ne moZemo
uzeti u celini Jjer, ma kako definisali prostor funkcija izmedu dva
topoloska prostora, to nede Dbiti PZ-kategori ja. »

Iz rezultata [Steenrod 1966] sledi da J& ogranicenje na CG dovoljno za

aobijanje PZ-kategori je.

Naravno, velika mana ove kategorije je to &to je u njoj klasifikacija
objekata po izomorfizmu, ovde homeomorfizmu topoloskih prostora, daleko

komplikovanija nego u Set (8kolska aritmetika), pa Jje ved nacdi

F
prostore za koje izomorfizam koji odgovara (W) ‘ne-vazi, veliki posao.
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3. DRUGO RESENJE PROBLEMA IZOMORFIZMA U CcC

3.1, Lambda-racun sa tipovima

U svom radu [B&C&L 1990] K.Bruce, R.DiCosmo i G.Longo su dali novi
dokaz odlu¢ivosti problema izomorfizma u slobodno generisano j
kartezi jansko j zatvorenoj kategoriji C. Iako Jje ovaj rad gotovo 10
godina mladi od vecd navedenog [CoJioBb&B 1981], po nekim elementima bi
se moglo naslutiti da su autori tek naknadno saznali =za originalno
reSenje koje smo ovde izlozili u prvoj glavi. Novo u njemu Jje potpuno
druga¢iji matematicki aparat kqji se koristi, odnosno, deo koji je kod
Solovjova bio trivijalno resen korisc¢enjem Martinovog rezultata o
mogucnosti =ksiomatizovanja nekih Jednakosnih teorija, ovde Jje resen, uz
puno vise truda zahvaljujuci izvesnim osobinama A-raduna sa tipovima i

sur jektivnim sparivanjem.

Gotovo sve &to nam Jje neophodno iz poznavanja - A-raduna. za razumevanje

ovog dokaza, nalazi se u [Lambek&Scott 1986], a vise informaci ja se moze

na¢i u [Barendregt 1984] ili [Hindley&Seldin 1986]. Osnovno demo. ipak ...

izloziti ovde.

Slobodan A- raéun sa tipovima, surjektivnim sparivanjem 1 terminalnim
ob jektom (ABnn* ) je formalna teorija definisana na sledec¢i nadin.
Sastoji se iz tipova Tp generisanih od prebrojivog skupa atomskih .
tipova At, terma za sve tlpove (term a je tipa A skraceno zaplsUJemo

a:A) i jednakosti medu termima. Pri tome vazi sledece:

(a) (1) At<Tp i TeAt je konstantan tip.
(i1) Ako su A4,BeTp onda je i A—BeTp.
(iii) Ako su 4,BeTp onda je i AxBeTp.

(b} (i) Za svaki tip A imamo prebrojiv skup. promenl jivih tog
tipa, recimo X?:A,X%:A,...,Xg:ﬂ,...i to su termi.
(ii) Za svaki tip 4 postoji konstantan term *A4: 4—T.
(1i1) Za svaka dva tipa 4 i B postoje termi w:AxB—A4 i
' : AxB—B.
(iv) Ako je x:A promenljiva i M:B term tada Je 1 Ax:A.M term
tipa A—B.
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(v) Ako su M:4—B 1 N:4 termi onda je i MN term tipa B.
(vi) Ako su M:4 i N:B termi onda Je i <M,N> term tipa AxB.

(c) Jednakost na termima Jje minimalna kongruencija koja zadovol java

sledede:

(1) (@)  Ax:A.M=ay: A.M[x\y] ako y nije slobodna u M.
(B)  (Ax: A.M)N=M[x\N].
(n) Ax:A. (Mx)=M ako X nije slobodna u M.
(§) M=N onda i Ax:A.M=hx:4.N
(ii) (nl) <M, N>=M
(nz) T’ <M,N>=N
(n3) <mM, m’ M>=M

{1i1) {*) Za svako M: 45T M=*4

Ovde smo sa M[x\N] oznatavali supstituciju promenljive X termom N i za
ta¢nu definiciju treba se obratiti ponudenoj literaturi. Takode uvodimo
skracene zapise <M ,M,...,M> za <...<<M S MO>M> 0 0 M> 1 MM ... M

- 1" 2 n 12 3 n 12 n
ili samo M za ("'((M1M2)M3)"'Mn)' Sa M[x\N] oznacavamo simultanu
supstituciju promenljivih niza x termima niza N. Pojmove kao &to su
redeks, normalna forma, glavna -normalna forma, stroga normalizacija,

Church-Rosser svojstve itd. ovde necemo definisati.
3.2. Veza ABnn*t i CCC odnosno logike

Ukoliko ABnn*t posmatramo kao deduktivni sistem pri &emu tipove uzimamo
za formule a terme za dokaze svojih tipova gde su promenl jive hipoteze,
nece biti tefko proveriti da =zatvoreni termi (bez. slobodnih
promenl jivih) dokazuju intuicionistiZke teoreme, ~a takode da vazi i
obrat tj. za svaku intuicionistidku teoremu na jeziku .CCC posto jace-
zatvoreni ?\Bmz"‘Jc term tog tipa.

Iz jednadavanje terma nam u toj interpretaciji-govori- da npr. sledecde

dokaze smatramo jednakim. e s e

X;A
4 a: 4
9(x):B i
AX: A.p(x): A—B a: A ¢(a):B

(Ax: 4. ¢(x))a: B
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Ved odavde se vidi paralela ABnn*t sa CCC. Formalno, u kategori jalnom

duhu, moZzemo udiniti sledece. Ozna¢idemo sa A-Calc kategori ju
ABnn*t-raéuna (detalji o morfizmima u toj kategoriji mogu se na¢i u
[Lambek8Scott 1986]), zatim cemo konstruisati funktor L: Cart—2-Calc
koji svakoj kartezi jansko j zatvorenoj kategoriji dodeljuje njen
"internalni jezik" odnosno jedan ABnn*t-raéun. Dati funktor ima ad junkt
C:A-Calc—Cart takav da su kompozicije CL i LC prirodno izomorfne redom
jedini¢nim funktorima na kategorijama Cart odnosno A-Calc (ovo znadi da

su kategorije Cart i A-Calc ekvivalentne).

Sama konstrukcija ovih funktora zahteva poznavanje dodatnih osobina
CCC, naime funkcionalne kompletnosti i mi je ovde necemo izvoditi. Ona
je u kompletu sa svim dokazima data u (Lambek&Scott 1986]. Ipak, na
prvi pogled se moXe naslutiti da c¢e internalni Jezik neke CCC za tipove
imati objekte te kategorije, a termi tipa A ce biti strelice oblika'

1—A4.

Naravno, nama najinteresantnije je kako u internalnom jeziku kategori je
C (iz prve glave) definisati svojstvo koje bi odgovaralo izomorfizmu. .
Sledeca definicija, u duhu prethodnog, resava taj problenm.

Df. Neka su A,BeTp. Tada je A dokazivo izomorfno sa B, u oznaci A=pB,
ako postoje zatvoreni A-termi M:B—4 1 N:4—B takvi da Je

ABnn*t}—M°N=1A i ABnn*t}—N-M=1B, gde je 1, =Ax:A.x: A—A a M+N definisemo
kao Ax:A.M(Nx). Za N kaZemo da dokazuje A=pB i M je njegov inverz. .

3.3. Drugi dokaz teoreme o izomorfizmima CCC
Ozna¢imo sa Jh jednakosnu teoriju koja odgovara EXP iz prve glave samo

sada na Jjeziku {T,x,—}, odnosno, neka su njene sheme aksioma {uz

aksiome jednakosti) sledece:

(1) AxB=Bx A

(2) Ax (BxC)=(AxB)xC

(33 A—(BxC)=(A—B)x (4—C)
(4) (AxB)—C=A—(B—C)

(5) AxT=4

(6) T—A=A

(7) A—-T=T



3.3.1. Glavno tvrden je. Jh|—4A=B akko A=pB

Dokaz. () Praktiéno ovo bi bio prevod prvog dela dokaza tvrdenja
0.3.2. Formalno, prvo bi trebalo proveriti da je =p kongruenci ja. Dokaz
Za ovo je sledede:

- A=pA je ostvareno sa Ax: A x

- Ako M sa inverzom N dokazuje A=pB onda N dokazuje B=zpA.

- Ako M dokazuje A=pB i N dokazuje BxpC onda N°M dokazuje A=pC.
- Ako M dokazuje A=pB i N dokazuje CzpD tada Ax: (AxC). <M(mx),N(m’ x)>
dokazuje AxC=z=pBxD i Ay:(A—eC).Ax:B.N(y(M-Ix)) dokazuje -A—C=pB—D

Dalje proveravamo vaZenje ovih sedam =2ksioma.

(1) Ax: (AxB).<m’ x, mx> dokazuje AxBZpBxA

(2)  Ax: Ax (BxC).<<mx,n(w’ x)>. 1’ (7’ x)> dokazuje Ax(BxC)=o(AxB)xC

{3) Az:A—(BxC). <Ax: A. (m(zx)), Ax: A. (1’ (zx))> dokazuje
A—(BxC)=p({A—B)x (A—C)

(4) Az: (AxB)—C. Ax: A. Ay: B. z<x, y> dokazuje (AxB)—sC=pA—s(B—C)

(5) m dokazuje AxT=p4

(6) Az:T—A4. z(*(T-—4)z) dokazuje T—A=pA

(7)  *(A—T) dokazuje A—T=pT

Za primer cemo pokazati vazenje (1), ostalo je samo pitanje veZbe.

Neka je M=ax: (AxB).<n’x,mx>, pokazacemo da Je M_1=Ax:(BxA).<n’x,nx>

M-I-M=At:AxB.(Ax:(BxA).<n’x,nx>)((Ax:(AxB).<n’x,nx>)t)=
=At:AxB.(Ax:(BxA).<n’x,nx>)<n’t,nt>=At:AxB.<n’<n’t,nt>,n<n’t,nt>>=
=At:AxB.<nt,n’t>=At;AxB.t=1Ax '

B
Na isti nadin M-M’=1BxA pa je 1 AxB=oBxA

{«) Ovaj smer je daleko komplikovaniji i njegov dokaz ce

bitil dat slededim nizom koraka.

Neka Je ">" tranzitivna i slobodna za supstituciju relacija redukci je
na tipovima, generisana sa:

1) AxT > 4

1) TxA > A

2) Ax(BxC) > (AxB)xC

3) (AxB)—C > A—(B—C)

4)  A—(BxC) > (4—B)x(4—C)

5) AT >T

6) T—A > 4



Nije tesko ustanoviti da ovakva redukcija vodi strogo j normalizaciji sa
Church-Rosser-ovin svojstvom pa odatle sledi da za svaki objekat A4
postoji jedinstvena normalna forma nf(A). S obzirom da Je redukci ja
definiSana tako da 4 > B povla&i ﬂh}—A B, onda koriscenjem dokazanog

smera glavnog tvrdenja imamo slededy lemu.

Lema 3.3.2. Thi-A=nf(4) i odavde Th|—4=B Thl-nf(A)=nf(B).
Takode i A =p nf(A).

Primetimo da ovde redukcija ide nesto druga¢ije nego kod Solovjova u

prve dve faze. Ovde de normalna forma nekog tipa A biti ili tip.T,.ili... ..

tip oblika Alezx...xA gde A ne sadrzi T ili znak x.
n 1

Sledec¢im tvrdenjenm prebacujemo problem izomorfizma na normalne forme.

Lema 3.3.3. Neka F:A—nf(4A) 1 G:B—nf(B) dokazuju A =p nf(4) i
B =p nf(B). Tada M: A—B dokazuje A=pB akko postoji term M’ :nf(A)—nf(B)
koji dokazuje nf(A) =p nf(B) takav da je M=G l-M’.F

Dokaz. (¢) Postavimo N=F'+M’ "+.G. Lako se vidi da je N=M"!

() Uzmimo za M’ term GeM.F !, Njegov inverz je F-M '.G

Primetimo da Je Jh zatvorena za osobinu da nije moguca Jednakost T=M
gde M ne sadrzi T u sebi. Prema tome ako je ﬂh}—A=B onda ako A ima
normalnu formu oblika Alezx...xAm gde su konjunkti &isto implikativni
1 ne sadrze T, onda i B ima normalnu formu oblika B1XBzx"'Bn sa istim

osobinama.

Sledece tvrdenje, koje dajemo bez dokaza, ~prebacuje problem sa
ABnn*t—raéuna na ABnnt—raéun (nema tipa T i strelica *A).

Tvrdenje 3.3.4. Pretpostavimo da su S i1 R netrivijalne normalne

forme tipova. Ako zatvoren term M sa svojim inverzom N dokazuje S=pR u

ABnn*t, onda se u njihovim normalnim formama (od"M 1 N)"ne- pojavljuju: . i

konstante oblika *4, tj. M1 N su ABnn -termi.

U delu koji sledi navescemo, bez dokaza, tvrdenja koja pokazuju
¢injenicu da su netrivijalne normalne forme A xA X...xA _pB xB X. Bn,
takve, da je m=n 1 postojl permutacija ¢ za kOJu su A b B o1 PO parov1ma

izomorfni.
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Lema 3.3.5. Neka su SES X. xS i R‘R X, xR normalne forme

tipova takve da S -ovi i Rj—ov1 ne sadrée T 111 znak x. Tada je S=pR

akko posto je terml Ml,...,M i N1""’N takvi da:
n m
X1:S1"°"X :S }— <M .,M >: (R x...an)
Y, 'R Y R }— <N N >: (S X...xS )
m

(pogledati o radunu sa dodeljlvanJem tlpova) i
M [X\N]_G y,» za 1=i=n
N [y\M]=_  x , za 1=j=m
y Bn 5 J
Lema 3.3.6. Neka je M ABnnt-term u normalnoj formi, takav da

M: A gde Jje A4 tip u kome se ne pojavljuje x. Tada je M, ustvari; -

ABn ~-term.
Lema 3.3.7. Pretpostavimo da su Rﬁa..xR i Sl><...x5'11 normalne
n o
forme tipova, i ME<M1,...,Mn>,NE<N1,...,Nm> ABnnt—termi takvi da:
X 1Sy x S = <M, c- oM >R xR )
: eV e <N ,...,N>: v
Y, Rl, yn_RE}— N1 Nm (S1X xSm)
Mi[f\§]=3n y,» za 1si=n
N [y\M]= xJ, za 1=j=m

Bn

Tada je n=m i postoje permuta01Je o,m nad n i termi P i Q takvi da :

M Au X5 P iN —Av yanj

Da bismo pokazali da se izomorfizam normalnih formi saétoji, na neki
nac¢in, iz izomorfizama implikativnih komponenti i. da bismo- dovrsili

dokaz tvrdenja 3.3.1. neophodno je uvesti dodatne po jmove.

Df. Neka je M ABn-term (racun bez tipova). Tada je M konaé¢na nasledena
permutacija (f.h.p.) ako je ili
(1) ABfM=ax.x , ili
(11} ABnfM=az.ax. zN_, pri cemu ako Je n duZina od x onda je ¢
permutaci ja nad n i ZN@ Jje ZN_N_....N - gde -

o1 o2 on
su Ax_.Nl konagne nasledene permutacije za svako 1l=is=n.
1
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Svaku f.h.p. moZemo razvrstati po nivoima u tzv. BShm-ovo drvo:
AzX. z

AV . X \\\\AV . X

1" o1 T n" “on

po ¢ijoj cemo visini, indukcijom, raditi neke dokaze. Na primer, takvom
indukcijom je moguce pokazati da je svakom f.h.p. termu moguce dodeliti
tip. Prosto z-u dodelimo tip Ai—e(Az...—eB) gde -su A‘—ovi tipovi .
N@i—ova. Ovo Jje bitno jer zbog svojstva da svaki ABnt—tip ima
Jedinstvenu normalnu formu, sledi da i svakl f.h.p. takode posedu je

nermalnu formu.

U daljem radu vise puta cemo iskoristiti sledecu teoremu iz
[Dezani 1976].
Teorema 3. 3.8. Neka je M ABn-term koji poseduje normalnu formu.

Tada M ima (ABn) inverz akko je on f.h.p.

D{. Neka je M ABnt—term. Tada sa e(M) oznadavamo ABn-term nastao od M

brisanjem tipova.

Primetimo da zbog istih aksioma 1 pravila ABnt i ABm raduna, vazi
sledece: ABn —M=N onda ABN e (M)=e(N).

Kao posledicu imamo sledece:
Tvrdenje 3.3.69. Ako su M:A—B i N:B-54 medusobno inverzni
ABnt—termi, onda su e(M) i e(N) f.h.p. termi.

Tvrdenje 3.3.10. Neka Ml,...,Mn,Nl,...,N i permutacija c

n

zadovol javaju uslove leme 3.3.7. Tada suwhxo;-i:Mi:Sm—-;RX i

Ay .N_ :R —S_ medusobno inverzni termi. .
LN S T o4

Dokaz. Uz odgovara juce dodel jivanje tipova mogucde je formirati
sledede ABnt-terme:

M=azx ...x .zM ...M

1 n 1

n

N=Azy1...yn.zN1...N

n
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Direktnom proverom se utvrduje da su ovo medusobno inverzni termi, pa
iz tvrdenja 3.3.9. sledi da su e(M) i ¢(N) f.h.p. termi. Odavde, zbog
f.h.p. strukture sledi da svaki od M -ova sadrzi tagno jedno
pojavljivanje promenl jive iz X, konkretno X . sli¢no vazi i za terme

Nj, Koristeci uslove iz leme 3.3.7. dobijamo sledece:

[x \N]= M [x \Nm]—g y,, za 1=i=n,

N [x \Ml= N [x \M_ =, x, za lsisnp,

i m o omit By i

Odavde direktno sled1 da su Axm.M1 i Ayi.NO“ Zel jenih tipova i
1

medusobno inverzni. ]

Ovime smo problem drugog smera tvrdenja 3.3.1. sveli na - pokazivan je

njegovog vazenja u ¢isto implikativnom fragmentu, odnosno, uz sledecde ..

tvrdenje posao je prakti®no zavr&en.

Tvrdenje 3.3.11. Ozna¢imo sa ¥ jednakosnu teoriju sa aksiomom

A—(B-=C)=B—(A4-—C)

(primetimo da je to podteorija od JhA). Dalje, neka su 4 i B. tipovi u- . .

kojima se ne pojavljuju T i x. Tada:
AﬁpB = .9’}-—1433

Dokaz. Pretpostavimo da M sa inverzom N dokazuje A=pB. Bez
gubitka opstosti moZemo pretpostaviti da su oni u normalnoj formil. Na
osnovu leme 3.3.6. M i N su ABnt-—termi. Po tvrdenju 3.3.9. e(M) i e(N)
su f.h.p. termi. Indukcijom po slozenosti M. (visini odgovara judeg
Béhm-ovog drveta) dokazujemo ovo tvrden je.

visina {: M=Az:C.z pa je M:C-—C a #}C=C po refleksivnosti.

visina n+1: M=Az:E.AX: D, zN—o gde je zﬁo_=zNo_1...No_n i vazi da je
e(Axi:Di.Ni) f.h.p. term. Pretpostavimo da Jje N :F za 1=i=n. Da bi se
tipovi poklapali tada mora biti ispunjeno da Je E—F it ——)F —=>B
(zagrade su asocirane na desno) za neki tip B. Dakle tip od M Jje

(Fmﬁ ——)Fo‘n——>B)—>(D1—>...—aDn-eB). Po  indukci jskoj pretpostavci,

poéto je e(?\x 'D N ) f.h.p. term, to i izomorfizam pa je D_pF sledi. ...

da f}—Di=Fi. Odavde direktno dobijamo da je:
SPI—(F > —<>F —<>B) (D s -—>D —)B)
a da Jef]—-(F > ——>F —aB) (D——> -—>D —;B) direktno

dobi jamo vigestrukom prlmenom netrlviJalne aksme od ¥.
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Da bismo dovrgili dokaz tvrdenja 3.3.1. treba samo iskoristiti navedena
pomocna tvrdenja. Kao prvo imamo implikaciju A=pB » nf(A)=p nf(B).
Ukoliko su obe normalne forme trivijalne, zbog refleksivnosti imamo
7hF—T=T pa tvrdenje vazi. Ukoliko je nf(A)=A1x...xAn i nf(B)=le...me
gde su Ai-ovi i Bi—obi ¢isto implikativni, kao posledicu prethodnih
tvrdenja imamo da je tada n=m i da postoji permutacija ¢ nad n takva da
Je 4 EpB - Na osnovu tvrdenja 3.3.11. imamo 3hF—A =B - P2 zbog
komutatlvnost; x 1 kongruentnosti jednakosti sledi YhF—A—B Sto je i

trebalo pokazati. ||

Procedura odlu¢ivanja da 1i su dva tipa izomorfna .u._slobodnom

ABnn*t-raéunu zasniva se na dokazu tvrdenja 3.3.1.-1 ostalih pomocénih.

1°  Svodimo 4 i B na normalne forme nf(4)=Ax...xA i nf(B)=B x...xB_
1 proverimo da 1li je n=m. Ako nije znamo da A1 B nisu 1zomorfn1 Ako

jeste prelazimo na sledeci korak.

2° Ispitujemo da 1i postoji permutacija ¢ od n za koju vazi 4 -pB
Ovo je mogucde uz sledeci algoritam provere izomorfnosti 1mp11kat1vn1h
tipova R—R1~+R2~+...~+Rk i 5—51—952—9...—951 (Rk i Sl su generatori),

(i) szsl ili k#1 onda R i S nisu izomorfni.

(ii) Ukoliko Rk=Sl i k=1 onda po ovoj proceduri trazimo

permutaciju m nad k-1 za koju vazi RjEpan za 1sj=k-1.
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4. ADJUNGOVANE SITUACIJE I IZOMORFIZMI

U ovoj glavi cemo dati neke posledice stava o izomorfizmima -u CCC koje
se tiCu levo reziduiranih kategorija i odatle ukazati na mogucénost

uopStenja na ostale kategorije vezane za supstrukturalne logike.
4.1. Izomorfizmi u kategoriji sa parom ad jungovanih funktora

Neka je AD1 kategorija ¢iji su objekti kategorije K sa parom
F
adjungovanih funktora na sebi (K——l;K), a morfizmi su oni funktori

G
K

H: K—L za koje sledec¢i dijagrami komutiraju:

K————EL———aL K————EL———aL
A
K L K L
—_— —_—
K i L K ] L

Neka je J:AD —Set zaboravni funktor i X proizvoljan neprazan skup... .
Tada univerzalna strelica iz X u J predstavlja kategoriju

(A,F,G)eob(ADl) koja je slobodno generisana nad skupom objekata X.

Za kategoriju A vazi sledece:

Tvrdenje 4.1.1. Dva objekta su izomorfna akko su identidna.
Dokaz. () Trivijalno.
{=] Pretpostavimo da Jje wa=Bb, gde su « 1 B reéi

sastavl jene od simbola F 1 G, a a, beX.

Kao prvo pokazujemo da je tada o=RB.

Zbog slobode kategorije 4, postoji AD -funktor H:(4,F,G)—(C, xc, ©),
gde je C slobodna CCC—kategorija iz prve glave i ¢ jedan od njenih
generatora, koji produzuje preslikavanje h:X—sob(€) za“koje je h(a)=c
i h(b)=c. Funktorom H ¢e se, na primer, objekat «(F,G)a=GFFGGFa slikati

u

((((cxc)c)cxc)xc)c.
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Njegova normalna forma po Solovjovu je:

C_C_cCxXcxe cxexe
C XC XcC XC

Ovaj primer dovoljno dobro ilustruje ¢injenicu da normalna forma na
Jedinstven natin zadaje red «. Formalno, moZemo pokazati da vazi

sledecda lema;:

Lema 4.1.2. Neka je N normalna forma (po Solovjovu) objekta iz C u
kojoj se pojavljuje samo slovo ¢ i koja u antecedensima implikaci ja
nema znakova implikacija. Tada postoji jedinstvena re& « po F i G takva
da je H(aa)=H{ab)=N.

n n n
Dokaz. Znamo da je N oblika c© e .. xct k, nIS...Snk, gde
n
Je c®  skracenica za X (¢ se u eksponentu javlja n puta).
Oznac¢limo sa P prevod iz N u H(aa) koji je izveden ne sledecdi nad:n:
. n n
(1) ako je n =0 onda je P(N)=(P(c ...xc% ¥))xe
Mo apl s
(11) ako Je n >0 onda je P(N)=(P(c xc X...XC ))

Nije tesko vlidetl da je on inverzan normalizaciji, odnosno- njime se »

ostvaruje bl jekcija skupa ovakvih normalnih formi 1 red&i sastavl jenih

od F i G. n

Kao direktnu posledicu ove leme 1 toga da razliéitebnormalne forme nisu

izomorfne Imamo dokazano da wa=Bb povladi a=B8. . -~ =~ -~ - AR

Pretpostavimo da nije a=b. Posmatrajmo sada proizvol jnu kafegoriju M
koja 1ima dva nelzomorfna objekta m 1 n. Opet 1iskoristimo slobodu
kategorije A 1 konstrulsimo funktor H:(A,F,G)——e(M,lH,ln), gde je.lM
ldentitet na M, koji produzuje preslikavanje h:X—ob(M) za koje Je
h(a)=m 1 h(b)=n. O¥lgledno jJe onda 1 H(aa)=m, a H(ab)=n, pa-«a 1 ab ne

mogu bltl izomorfni. : ]
4.2, Ukratko o pravcu nastavka istrazivanja

Tvrdenje 4.1.1 sa jedne strane je interesantno jer pokazuje da jedna
adjungovana situaclja ne donosi izomorfizme, a sa druge to bi mogla
bitl neka osnova za resavanje problema izomorfizma u levo-rezlduiranim

kategori jama. Naime, ukoliko bismo mogll da pokazemo tvrdenje analogno



ovom u kome se zahteva postojanje dva para adjunkci ja (F1’G1) i (Fz’Gz)
u kategoriji A4, problem izomorfizma u LR-kategorijama bi bio reSen u
smislu da nikoja dva neidentiéna objekta u slobodnoj LR-kategoriji nisu
izomorfna. Naime ako bi aa i Bb bila dva izomorfna objekta u slobodnoj
LR-kategoriji FLR gde su a« i B redi po FFF}’“"F;’Gf""Gn (Fi,Gi
predstavl jaju par adjungovanih funktora koji odgovaraju generatoru a,
a a 1 b su generatori) onda zakljuSujemo da je a=b koriscenjem utapanja
FLR u slobodnu kategoriju AD1 tipa, a «a=B koriscenjem utapanja FLR u

slobodnu kategoriju iz AD2 (postoje dva para adjungovanih funktora).

Jo§ jedna kategorija , ﬁaime_NAL—kategorija»bila~bi—inteFesantna,sa“

gledista ispitivanja povezanosti izomorfizama i adjungovanih situacija- -

u njoj jer se tu pojavljuje novi tip adjunkcije. Ostale kategorije ko je
odgovaraju supstrukturalnim logikama imaju ne&to komplikovani je

uvodjenje 1 time nejasniji karakter ove veze.
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