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V(D JENJE PO POTEGU PROJEKTILA FREMA SATELITU NA KRUZNOJ
PUTANJT. '

v Vv o D

0 vodjenju projektila po potegu i putanjama koje projektil
tom prilikom prelazi postojl vrlo oskudna literatura, Najvige
se o tom nalazi u (1] , no samo u specijalnom sludaju kad se
cilj kreée ravnomerno po pravo] 1iniji, No, 1 u tom sludaju
postavljena je samo diferentijalna jednalina, za koju se kaZe
da se ne mo¥e re3iti kvadraturama, pa je dato samo pribliZno
refenje razvijanjem u beskona¥ni red, bez ikakve matematilke
analize fenomena,

Ovaj sludaj, kao specijalan sfudaj opiteg problema, obra-
dio je do kraja i dao kompletnu analizu prof, R, KaSanin, koji
je izvesne rezultate saopitio u Matematiikom institutu Srpske
akademije nauka marta 1960 godine. Taj rad nije Ztampay,veé se
nalazl kao dokumentacija u Institutu za vojno-tehnilka istraZi-
vanja. Ostall pisci uglavnom se bave tehnidkom realizacijom
servo-sistema, ne govoreéi uopdte o matematidkom 1 kinematicékom
aspektu kretanja projektila.

U ovom radu iznosim rezultate do kojih sam doZao razmatra-
juéi vodjenje po potegu projektila prema satelitu na kru¥noj
putanji oko Zemlje, U odeljku I postavio sam diferencijalnu
jednaéinu trajektorije, PoSto se ona mo%e integraliti u zatvo-
renom obliku samp u dva sluéaja, to sam pxvo obradio ta dva
sludaja u odeljeima II 1 IiI. U odeljeima IV 1 V obradio sam
dva sludaja kad se diferencijalna jednadina ne moZe reifiti u
zatvorenom obliku, naime kad je satelit 1li vrlo blizu Zemlji
111 vrlo daleko od nje, Za ta dva sludaja dao sam pribliZna re-
Zenja, dovoljna za uobilajenu taZnost. -

ARHA8HA GPFARYSALIIA VAPYIKEHOT PARA
31 MATEMATHKY, MEXAHHKY H ACTPOHOMHIY
“BH“OTEKA

Bpoj: M 2}/’

faryu 8- 42 18}9.




—2-.

I - VO JENJE PO POTEGU

1. OPSTI PROBLEM.- Neka u proizvoljno izabranom pravouglom
koordinatnom sistemu Axyz talka M pred-
stavlja cilj koji se kredée po nekoj krivoj liniji I (slika
1l.), a tadka P neka predstavlja 2
dirigovani projektil. Sistem vo- %
djenja projektila po potegu sa-
stoji se u tome da se talka P
nalazi u svakom trenutku na po- P
tegu AM tadke M. Pri tome je
vektor poloZaja tacke M pozna- A b =y
ta funkcija vremena
ﬁ= R = —i( t).
Ako sa e oznadimo ort ovog
vektora, bide ' *
R = R.S,
pa diferenciranjem po -vremenu t dobivamo brzinu cil;ja M

O=:a;,E %_"FRT‘E,

“

Slika 1,

odakle Jje - -
25: (%‘%)2'!'32%% ‘%% 'y

Kako je vektor polo¥aja tatke P: AP = T kolinearan sa ortom

3’, to je ¥ = r.6, pa diferenciranjem po vremenu 1 dobivamo

brzinu taéke P
odakle Jje

Stavimo 11 | |
V=%, ¥=|3 |, | (2.2)
dobivamo .
2. &2+ 8%, V2= (P W2 (:2)
Velidina W predstavlja dvostruku povrSinsku brzinu za-
vrine tadke orta e. Zaista, kako je vektor te povriinske bx-
zine : g, 1 T ae
'a'f
to Je
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25 = |6 §8 |- 1812 |8 - (s.852 |2,
no kako je - . as® '

. ‘9\-‘= 1, e.%%:o,
dobivamo

-~
§to smo 1 tvrdili., Iz prve jednadine u (1.2) moZemo W izradu-
natl kao funkeiju vremena 3 _,Jer pretpostavljamo da nam je po-
znato kretanje tatke M, tj. da znamo R 1 ¢ kao funkeije vreme-
na t.
Uvesiéemo kao novu nezavisnu promenljivu X , definisanu sa
t ,
x = wat. | (1.3)
%
Time je i, obrnuto, t definisano kao funkeija od X stie t = F(x),

pa imamo ¥ it ap
d. 1 X ’
E=w, W:a—‘;aT&—)':F(}).
Iz druge jednadine u (1,2) dobivamo onda

. 2, . :
(§§)? + 72 = :—;5&% , (1.4)

2+ 22 P Ee2 - v, (1.5)
Ako se zna kakva je funkcija Y od t, znade se i kakva je od X ,
pa je diferencijalnom jednadinom (1.4) odredjeno xr kao funkcija
od ¥, tj. od t. Sto se ti%e kosinusa smera vektora ¥, oni su
—_—
isti kao 1 kod vektora R, a ovi su poznati. Prema tome, sve se

svodi na diferencijalnu Jednaéinu (1.5), u kojoj treba da U bude
poznata funkeija od X

2. PROBIEM U RAVNI.- Uzmimo da je kriva L, po kojoj se cilj
M lreée, ravna kriva.linija, Njenu ravan

uzedemo za ravan Axy (slika 2.). Ako sa 8 oznadimo polarni ugao
taéke P (on je u isti mah i polarni ugao tadke M), bide

dg¢_ dede -- ae

dat " W@ T~ % T ?
gie je 3; ort upravan na ortu e, Prema tome, ovde je

el -8, (2.1)
Pa jednadina (1.3) daje |

F=#8-86,; day=ae. (2.2)
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Diferencijalna jednadina (1.4),
odnosno (1"5) glasi sad | ky

( )2 + 1'2 = ;5 ==U2(9-9 ). (2.3) M

Ona odredjuje r kao funkciju od @,

tj. putanju tacke P, Polarni ugao

@ Je poznata funkcija vremena t, jer P L.

Je © polarni ugao 1 talke M, ¢&ije z

Jednaline kretanja pretpostavl jamo 9

da su poznate, A -

5 Slika 2,
LZMIM@_H_!M KRUZ!'WOJ PUM—‘F—" Konkretan problem
koji éemo dalje obra-

djivati je ovo: oko Zeml:je, koju uzimamo kao loptu poluprednika
a,, kreée se veStadki satelit (ta¥ka M) po krugu polupreinika
a=>a, sa srediStem u srediltu O Zemlje, a projektil (tadks P)

vodi se po potegu 1z.talke A na povriini Zemlje, 1 to tako da-
se. tatka A nalazi u ravni putanje satelita; rotaciju Zemlje pri
tom ne uzimamo u obzir,

Topocentriini koordinatni sistem Axy postaviéemo u ravani
kretanja satelita M tako da se x-osovina nalazi u preseku ove
ravni sa ravnl horizonta mesta A, a y-osovina u praveu zenita
ovog mesta, Orijentisademo koordinatni sistem tako da kretanje
satelita bude obrnuto od kretanja skazaljke na satu, Ostale
oznake vide se iz slike 3,

Za vestalld satelit va¥i treéi Keplerov zakon, po kome je,
ako masu satelita zanemarimo u odnosu na masu Zeml je, a3a>2 = N,
(£.= 6,665,107 -8 gr lcm35ec 2, ¥=75, 977.1027 = masa Zemljo) ’
gde je cv ugaona brzina satelita. Iz slike 3, imamo

HY

a,
sinoé ="3' "/l (301)
Pomodu A ,treéi Keplerov zakon glasi | '
wk=3/2 _ V = 1,242,107 sec” , (3.2)

ako uzmemo a,= 6 368 10 cm. Prema tome, izmedju co i A postoji
veza (3.2). Radi kradeg Pisanja mi éemo se 1 nadalje sluZiti 1
sa wi sa 4 » No treba pri tom uvek imati na umu relaciju (3.2).

Neka satelit bude u tremutku Zgna horizontu u tadkd n Ako
sa t oznadimo trenutak kada Je on u tacki M, bide

B 7= ot -U) + . (3.3)
’“ Jednacéine ha ja tadke M u koordinatnom sistemu Axy su (sl;3)
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X = g.008T= a.cos[w(t -U) + OC]. (‘ 4)
Y=a.inc-a = a,sin [w(t - 1) + “]' 8 } >
Polarni poteg R = AM odredjen je (sl.3.) sa
R? = a2 + ag - 2a.a 8inT= a2(1 + X2 - 2 Asin ),
tJ. R=a [[1 + )\2 - 2 \sinT , | (3.5)

Za polarni ugao € u sistemu Xxy imamo 186 = Y:X, tj., na
osnovi (3.4) i (3.1), A

teo = SR (3.6)
Tako su sa (3 4) 1 sa (3.5) 1 f3.,6) odredjene u sistemu Axy i
ortogonalne i polarne koordinate satelita M kao funkci;jo vremena
4, sa poznatim velidinama U ,w 1 A .,

Iz (3.6) dobivamo
8in@.cos = sin Z,co0s6 - Acosl,

te Je sin( z- ©) = Acos6, (3&7)
tj., u eksplicitnom obliku, o
T= 6 + arcsin( Acose). (3.8)

Na taj nadin, uzevii u obzir (3. 3), pokazano je kako se t moZe
izracunati iz 6.

Tadka P (projektil) ima istl polarni ugao 8 kao icilj N, te
jednadine (3.6) 1 (3.7) (odnosno (3.8)) vaZe i1 za nju, tj. polar-
ni ugao projektila P Jje poznata funkcija vremena t., Ostaje nam R
jo% da odredimo i polarni poteg r projektila P, za Sta éemo upo-
trebiti jednadinu (2.3), kojom je mstvari odredjena trajektbiija
tatke P, Na osnovi (2.1),(3.3) i (3.8) imamo
1.4 1g 1, __ deino

@O O 1 D A%0s%
tako da jednadina,(2.3) postaje

&2 + 22 = 72, | (3.9)
U ;a-‘f(l - Aetne )'; ('3.10)
1- A2 ces

U ovom obrascu izraz L
8iné

L/ 1 - A2cose
predstavlja promenu razlike uglova © -7, nalme gﬂ%—_’_’-’l’ ra
kako je ova promena pozitivna u intervalu 0<6<Z, to pred ko-
renom treba uzimati pozitivan znak, , ,

Da bl se diferencijalna jednaéina (3.9) mogla reSavati, po-
trebno je znati kakva je funkcija od @ brzina v projktila.
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Uostalom, moZemo je znati i kao funkciju vremena t, jer ée se
onda, pomoéu (3.8) i (3,1), dobiti i kakva je funkcija od 6.
Razmatranju jednadine (3.9) mofe se pristupiti sa dva gle-
dista, Prve je da v damo kao funkeiju od € (odnosno od 1), pa
da tu diferencijalnu jednadinu ispitujemo i re3avamo. Med jutim,
mali je broj sludajeva kad se ta diferencijalna jednadina sa
datim U(8) moZe reSavati pomoéu-kvadratura. Zato, mo¥emo poéi
sa drugog glediSta: uzeti za U(6) takvu funkeiju kada znamo re-
$1t1 jednadinu (3.9) kvadraturama, pa tako, na osnovi (3,10),
projektilu P nametnuti brzimu '

v=wU(e),(1 - 4 stne )L, (3.11)
o /1 - 1%0s% ‘

Mi éemo poéi prvo sa drugog 8ledisSta, tj. birati funkeiju U(e)

(odeljak II i III). Zatim Gemo uzeti da Je ¥ konstantno, pa

dati pribliZna refenja za malo A (odeljak IV) i za malo 1 - A
(odeljak V). ‘
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II - SIUCAJ KADA JE U(6) =

4, TRAJEKTORIJA PROJEKTILA.- Ako uzmemo da je funkeilja U(6)kon-
stantna, pa stavimo gornju vrednost
U(®)= K u diferencijalnu jednadinu (3.9) ona postaje

2. 282, (4.1)
pa iz (3.,11) dobivamo da je

v = Kol - A sine )-1.
/1 - 12082
Medjutim, iz (3 6) imamo vezu izmedju polarnog ugla € i ugla :
g0 = SELIE
pa 8ko sin® i1 cod® izrazimo preko tg®, dobivamo,posle sredjivanja,
= Kuw 1l - AginT . (4.2)

1+ A2 - 2Asinc
Pre nego $to predjemo na ispitivanje ove funkcije, moZemo odre-
diti konstantu X iz uslova da je u poCetnom trenutku t=t o’ = 7 =
=Wt of &» ako vreme radunamo od trenutka kada se cilj pojavlju;je
u horizontu mesta A, tj. ako u (3.3) stavimo da je 22=0. Ako je
Vo brzina projektila u trenutku to, onda je
14+ A2 o o Agin®,

1-Asing, *

s l=Asinz = P(D), (4.3)

—o
@w

Stavimo 1i

8«1% "

K
1
w 1+X2 - ohsinz
biée Vo - Yo ‘

K = o= g (4.4)

. ° .

Ako za poletni trenutak uzmemo t=0, kada je cilj u horizontu,onda
je T =%, sint =/8in%= A (prema (3.1)), pa je P(T,) = P(%) =1,

1 K=vy/c (4.5)

Vratimo se funkeiji P(z) 1z (4.3). Izraz (4 2) moZe se napisati
u obldtku Vv = KwP(z). P(z) je neprekidna periodi¢na funkecija sa
periodom 27, Kako je

P) = A (1L -AcosT

(L +22 - 2hsinz)? ’
to vidimo da kriva u intervalu (0,24) ima dva ekstremuma, i to
za Zi =T/2 1 "-; = 3/4/2, 1z izraza -

, . .eiﬁ“mr) Fece 2l oy JT)
/')/(C) /I(f-‘ ) (/,L).?'-——Z.AM?‘}‘B




10,0

1,0
0,9
0,8

0,7

0,6

i
105

_.9__

vidimo da je, zbog 0<A <1, |

P(Y/2) & - M < 0, Pn(3/272) = M Z 0,

(1-A4)7 (1 +A)7

odakle izlazli da je najveéa vrednost funkcije P(Z): Max P(z) =
P(T/2) ='I_%7f’ a njena najmanja vrednost Min P(c) = P(3Z/2) =
— T Medjutim, nama nije potrebna cela funkeija P(C), veé
sax}]ofnjen deo za one vrednosti ugla Z za koje se cilj nalazi nad
horizontom mesta A, (s1,3.), a to je dok je

oA =T € -« (4.6)
Vreanostl ugla ol za razne vrednosti parametra A prikazane su u
Tablicl 1., dok se gornja i donja -
granica intervala u kome se moZe

ERSNERNY MEayRaS e in :
| N | nalaziti € vide iz Tagblice 2, Sto

se tide samog dijagrama funkeije P(C),

1 Ao ]
"4 DAV = on se vidi sa slike 4,, gde je iscr-

; —os tan deo krive, kojl odgovara vredno-

toga, zbog velikih vrednosti maksi-

. malne tadke krive, za ordinate je

77 oo ~ stima T iz intervala ( 0,7). Osim
i
| i | | ‘ // | uzeta logaritamska podela. Iz Tabli-

| ce 3,, koja daje vrednosti maksimuma
J 1 minimma lrive P(T), vidi se da

vrednostl maksimuma za T =7 /2 brzo
54 rastu ukoliko je vrednost parametra

NN A bli%a jedinici, U praksi, gde vi-
<

\
NN
ANANY

N
NS sina veStadkog satelita nad povrsi-
NN

nom Zemlje ne prelazi 500 km, vred-

N
<;X/
[

T #‘3¥ﬂ‘ 1 nosti A se nalaze izmedju 0,9 1 1,0

]
T e we wd ] 5a1 Teblien 4.), tako da brzina
Slika 4, projektila brzo raste ukoliko se 7~
viSe pribliZava vrednosti 7#2, $to znadi da treba tesiti za
tim da se cilj pogodi ni%e nad horizontom, pre no $to vrednosti
funkeije P(T) dbstigne svoj maksimum za 7= Z/2. Osim toga,
odnos podetne 1 krajnje brzine (u tadki u kojoj projektil po-
gadja cilj) moZe se smanjiti i na taj nadin 3to ée projektil
poteti svoje kretanje kada podetni ugao T o dostigne izvesmu
vrednost vedéu od ugla L, koji ima kad se ¢llj nalazi v hori-
zontu mesta A.
Vratimo se sada diferencijalnoj jednadini (4.1). Kako je,
posle razdvajénja promenljivih,
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Tabdblica 1.

oL

0,2

e

0,3

77

0,5

0,6

0,8

oL 548

11,5

17,5

’
A [o0,91] 0,92

23,6

50,0

36,9

53,1

0,93 | 0,94 0,95 | 0,96 | 0,97 | 0,98 | 0,99
«° l65,5| 66,9| 68,4| 70,1 | T1,8| 73,7| 75,9 | 78,5| 81,9
Tablica 2.

A 0,1 0,2 0,3 0,4| 0,5 0,6 0,7| 0,8 0,9
T 5,8 | 11,5| 17,5 23,6 | 30,0 | 36,9 | 44,4 | 53,1 64,2
Ther | 17452 168,5 | 162,5 | 156,4 | 150,0 143,1 | 135,6 | 126,9 | 115,8

168,4 | 157,0 | 145,0| 132,8 | 120,0 | 106,2 | 91,2 | 73,8 | 51,6

L | 0,91| 0,92] 0,95| 0,94] 0,95| 0,96 | 0,97 | 0,98 |'0499
Tocn] 65:5| 66,9 68,4| 70,1 | 71,8 | 73,7 | 75,9 78,5 | 81,9
Tueme | 114,5 | 113,1 | 111,6 | 109,9 | 108,2 | 106,53 | 104,1 | 101,5 | 98,1

sz | 49,0| 46,2 43,2| 39,8 | 36,4 32,6 | 28,2 | 23,0 | 16,2

rablica 3.

A o1 | o2 | 03| 0,4 0,5 | 0;6 | 057 | 0,8 | 0,9
Mae Do) 1221 | 1,25 |1,43 [1,67 | 2,00 | 2,50 |3,33 |5,00 |10,0
Mo PIz) 0,77 | 0,72 | 0,67 | 0,63 0,59 | 0,56 | 0,53

0,96 |0,97 | 0,98 | 0,99
25,0 | 33,3 | 50,0 | 100
0,52 0,61 | 0,51 | 0,50 | 0,50
Tadblic a' 4,

A | o] o2 0,5] 0,4 0;5] 0,6 | 0,7 | 0,8 | 0,9

(km) [|57330 | 25481 | 14863 | 9555 | 6370 [ 4247 | 2730 | 1593 | 707 |

A 0,91 | 0,92 0,93 | 0,94| 0,95| 0,96 | 0,97 | 0,98 | 0,99

(1om) 630| 650| 480| 410| 340| 270 | 200 | 130 70
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dr
/K2 - r2

to se integracijom dobliva
arcsin(K) =6-8, + arcsin(—-q)

= 46,

poSto smo pred korenom uzeli pozitivan znak, jer vektor poloZa-
Ja I treba da se povedava kad polarni ugao raste,
Stavimo 11 r,

arosin() = 6, r;= K.sine,, (4.7)
biée jednadina trajektorije pro.]ektila
A = K.31n(Q = 6, + 8 ). | (4,8)
Jednaéina (4,8) predstavl,]a krug polupreénika
| ¢ = K/o, (4.9)
8a centrom u talld 8ije su koordinate
Xg = - 281n(0.- ), ¥, = Kcos(e -8),  (4.10)

bPa je, prema tome, njegova jednadina u Pravouglom koordinatnom
sistem Axy (sl,3,):
x2 4 y2 + Kx.sin(e —91) - Ky.cos(e - 1) = 0. (4.,11)
Elevacionu ugao pProjektila (ugao izmed ju smera tangente na
putanju i pozitivnog smera X-0se) u podetnom trenutky ( yf) nije
nezavisan od podetnih elemenata, veé se iz njih izraéunava. Kako

Je uopste —g.tge b
tgy:% -—-——____.
.a-é-rtge
a iz jednadine trajektorija Projektila (4.8) je

de = K.co8(6 =~ 6, + © ),

to je u poletnom trenutku
(33) o= K.cose,

pa Je K.COSQ
K.cosel - ro.tgeo

odavde, zbog (4.7), dobiva se _

t&8 Yo = ta(e, + 6,), |
tJ. Yo = € + 6. (412)
Medjutim, kao $to je poznato, ugao koji gradi tangenta sa pozi--
tivnin smerom X-0se, ¥ » Jednak je u svakom trenutku zbiru po-
larnog ugla 6 1 ugla ¥ koji ¢ine poteg i tangenta, Zbog toga je

el = ¢/o ’

.tgeo + T,

s
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drugim reéima, ligao el, koJji se pojavio kao integraciona kon-
stanta u jednalini trajektorije, jednak je uglu koji &ine po-
zitivni smerovi tangente i vektora poloZgja u poletnom trenutku.
Zato je x = K.sin }ﬂé, odakle se, zbog (4.4) dobiva

r wP(T)

sing) = —°—-v—o——-‘-’- (4,13)
tj., ako je eo-'-'- o, P(fo) =1, |

) : r '
siny =2, (4.14)
Vo . . ,

nda je '

a 700 = eo + }bo, | (4"15?
tj., 2a eo = 0, WO = 500 ; (4.16)

drugim reéima, elevacionl ugao u pocdetnom trenutku jednak je
uglu kojl &ine poteg 1 tangenta u tom istom trenutku, Zbc;g
r = m s .
°  wpz) §
vidimo da je u sludaju L//0= 01i vr°='0, tJ. projektil polinje da
se kreée iz talke A, bez obzira koliki je poletni polarni ugao
6, 1 poletni elevacioni ugao VO; jedino izmedju njih, zbog
V=0 + ¥, mora postojati veza 6, = ¥
Na kraju moZemo, zbog veze
te/= % = oo —o—r o7 -
6 * ~o 1 | _ )
odnosno zbog =6 - 6,+ 6; =6 -6, + }-’70, jednadinu (4.8) na-
pisati u obliku

tg(8 = o, + el),

T =Ksin V., : (4.17)
Sa slika 5., 6., 1 7. moZemo vi-
detl putanje projektila za razne
vrednostl poéetnog polarnog ugla

ff}“i“ _ 96. Kako je 6, =¥/, 1z (4,10)
:“‘:‘=“=\\ \ e vidimo da Je. uvek yc_>0, a xc<0 _
K Aﬁa,."',;i\ P za 6, > /. Ako je 8,= Vo1 Xg = 0y
h '////’//Il'" oentar kruga po kome se kreée pro-
A - //:,,:,';\ jektil le%i na y-osi i to je gra-

mesto centara
putanja
projektila

'/,’ Smer Lretanse niénl sludaj kada projektil moZe
poéi 1z tadke A (tada je i 6,= 0).

Ako je © <., xy > 0 1 projektil

s11ka 5 mora poleti kretanje 1z neke gruge
Putanje vrojokuh-k:!: 1 :o::::':::“: :ﬂ::':z;' sa :
vrednosts ..,1;1“:. , ,;,.*‘;. e 1'(1__;5 tadke na udaljenju T, od talke A,

- ' Xao 5to se unostalom mo¥e videti i
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_Graniini
krug

Granilni
krug

Geozetrisko
mesto centara
putanja projektila

Smer kretanja ;
cilja !

Zemlja

S11xa 7.

Sitika 6, P
Putanje projektila kada je poletna brsina konstantos, sa

Putanje projsktila kada je poletna drzina xonatantns, sa ! vrednoetl ugls = O - Yo © intarvalu (-¥%/2; W/2) .
vrednosti ugla (3= €5 - ¢, u Intervale ( -¥/2;¥/2). : Sluda) knda je v°<vuv1 -a2.

Slutaj kada je v°>vuV1 -a2,

ga slike 5., pri Cemu je uvek o~<le°- *6(<wz « Kako postavljenl
problem praéenja cilja ima smisla samo dok se cilj nalazi nad
horizontom mesta A, to se iz jednaline kruga (4.11), gie je
9, = %o’ stavljajuél y = O dobijaju tafke sa koordinatama
x = 0 (ova tatka ne dolazi u obzir, u tom trenutku se cilj po-
javljuje u horizontu) 1

X = - K.sin(@, - t#o),
pa kako je to krajnja talka u kojoj projektil moZe pogoditi
cilje, ona mora leZati i na putanji cilja, tj. na krugu é¢ija je
jednalina u pravouglom sistem Axy:

x2 + (y+ a2 = a2,
odnosno u tadki éija je apscisa, zbog y = 0, X = - a® - a§°
zato mora biti Va2 - a§ = K.sin(e, - ), 111
a. o’ /T 5 )
te . _ % _,2
sin(e - 4,) = W, \/l A% B(z) . (4.18)

Kako je, medjutim, za sve putanje kod kojih je x,<01ir=0,
(ukoliko projektil ne polazi sa nekog uzviSenja nad povrSinom
Zemlje ¢ije su koordinate X = rocoseo, Y= rosineo), to mora
biti 1 yo= 0, pa treba da bude za@pvoljen uslov

05 6, s arcsin(%‘i-: 1-4° P(?:o)].
Ukbliko to nije sludaj, odnosno ukoliko je X, # 0 i projektil

polazl 1z tacke sa koordinatama Xy Yoo mOYa biti zadovoljen
uslov
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0= 8, = v/°+arcsinlivw[/1 ,LzP(o)]

tj., zbog (3-2): }{""
0=6,= Y, + arcsin[% M1 - )~«2)‘ P(?:o)]. (4.19)
) . ' .

gde je v, dato u km/sec.
Iz ;]ednaéine (4.,19) sleduje da mora biti uvek zadovoljen
uslov P(7,) ﬁ]/ M1 - A9 ls 1,
o .

=

odakle za podetnu brzinu @obivamo uslov

vV, = 1,91 m P(L') km/sec. (4%20)
Na primer, za )L O 91 T=o taj uslov jev, =3,25 km/sec,
dok izraz na desnoj strani dostiﬁe maksimum za &= 1/ V3 = 0,578,
pri Semu u tom sluaju mora biti v = 9 km/sec, ¥to se doga-
dja kod satelita kod kojih je polupreénik putanje a = 11000 km,
tj. &ija je visina nad povrsinom Zemlge h = 4630 km,

Izraz (4.20) mo¥e se i druk¥ije napisati., Kako je ¢ =
= 7,91 \ﬂ(— km/sec, brzina kojom se kreée satelit na kruZnoj pu-
tanji oko Zemlje na rastojanju h = a - a, od njme povrpine, to
uslov (4.20) moZXemo napisati 1 t u obliku
vz e /1-222(7) . (4.21)

Ovakva podetna brzina suvise je velik:a. Ni jedan projektil ne -
mofe krenutl sa povriine Zemlje tolikom brzinom, pa stoga treba
praéemje cilja otpoletl u nekoj tadki nad povriinom Zeml je, sa
koordinatama X9 o0 do koje projektil moZe gostupno dostiél poé
¢etnu brzinu, potrebnu za otpolinjanje pradenja cilja.

5. TAGKA POGOTKA CILJA.- Talka pogotka, u kojoj projektil pre-
sreée 111 dostife cilj, leZi u preseku
putanja projektila iccilja, dakle u preseku dva kruga ¢ije su
jednadine u polarnom koordinatnom sistemu:
putanje projektila: r = K.sin(@ - 6+ 8,),

putanje cilja: r=a [Vl - A2c0s% - /{sine].
Napisemo 1i prvu jednaéinu u obliku '
= K.siné.cos/5> ~ K.cos8.sin /3 ,
gie je /b= 90- 91’ pa izrazimo sin® i cos€ preko 1gé, dobivamo
K
mzé(tge cosﬂ - sin/3).

Posle uno¥enja vrednosti za tgé iz (3.6) dob:!.vamo jednadinu
putanje projektila u obliku

Y =
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r - g 8n(Cwd) -dcos/3 ) (5.1)

V 1 + A2 0 2lsinT

Jednaéina kruga po kome se krede cilj je, ako i u njoj kao
promenljivu uvedemo T ,

r=alfl+ 2. 2lsin z. (5.2)
Presetnu tadlu krugova dobivamo iz jednadine

K on( Zp-m - Aooss = a)1+12 - 5lein zg,
M/l } A% _ o Lsin &
gde indeks p oznafava taéku pogotka, odnosno,
“sin( 'L‘P-ﬂ) - ﬁcosﬂ: %(1 + 1% - 2 Asin Zp) .
Poslednja jednaéina se zbog (4.4) moZe napisati u obliku

, 12
(cosg + ch)sin/_'Cp - sin(ﬂ.;:os z:p = ¢, 1,1 +¢Lcow,
gde je ‘ a wP(Z
¢y = 2=, (543)
Stavljajuéi ¢ A
cos/ 3+ 2¢, = m.cosM, sing = m,sinM,
dobiva se 12 , '
1+
m.sin( z—p- M = ¢y " +A cos/j, (5.4?

—

pri Semu je '
m= + \/1 + 4c§ + 4cyc089

/3
th:EB'g%r‘ﬁ'I , (tgll Z0, oM =909,

a rp oznalava vrednost ugla Z u trenutku pogotka,

Da bi jednalina (5.4) imala reSenja, tj. da bi krugovi tra-
Jektorija projektila i cilja imali zajednilke tadke preseka,
mora biti zadovoljen wslov

2
¢y 1+ A + Acos/3 /§ m,

odnosno, s A

1-A20 5 2 2 2

(T) ey - 2.cosﬂ(1 -A )cl - (1 -A cosﬂ) s 0.
Ako pretpostavimo da je ugao 3 = eo- 91 unapred dat, moZemo
odrediti granice u kojima treba da se nalazi ¢, da bi doslo
do pogadjanja cilja, Posledn_ja Jednacina mo¥e se napisati u
obliku 1.-12 5

( ) (e

A 1

odnodno (¢, - cll)(ci - c12)§- 0, odakle sleduje da mora biti
zadovoljen uslov C1p 50y £ Cqq» 8le je '

(5.5)

- clle - o) s o

1
cll":l 2(1 +ﬂcos%)>.0,‘c;2=- (1 -icos/()-<o.

-A 1-)2 .
Med jutim, kako je c12 < 0 uvek, a velidina ¢y Je uvek pozitivna,
dovoljno je napisati samo uslov ¢, ¢y5 , odnosno,
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a WP(T) 4 :
e ¢ = (1 + Acos/3),

: 0
odakle se za poCetnu brzinu dobiva uslov
-A2 |
Vo Z "o P(%? (2 -4 ) . . (546)
1 +Acos .
Vidimo da je na desnoj strani izraz najmanji za ’Z‘°=0( ’ P("Co)= 1,
odakle je 6 = 0 1 cosﬁ: 1, $= 0, pa je, zbog 5= 6 - 6, = -ﬁo,
V" 0. Za te vrednosti uslov (5.6) glasi
' a, (1 - 22 ) 1 -4
, 07 1+ A "ao“)T‘
zbog (3.2) 1 a, 6370 km waslov za podetnu brzinu postaje
: 7,91 1/—(1 -A) Xm/sec,
ili, ako uvedemo opet brzinu cilja c,
v,z c(1 =4). (5.7
Uslov (5.7) je baa%i od uslova (4,21). Na primer, za A= 0,9
ovaj uslov-daje v,z 751 m/sec, dok.je za istu vrednost <
uslov (4,21) davao Vo7 3:27 km/sec, za vrednost Ty =,
dakle za minimalnu vrednost P(Z‘o).
Kada odredimo vrednost ugla - p trenutku kada projektil
pogadja cilj, iz jednadine (5.4), odnosno iz

sin( Tb- ='%lo 1 tL'/l JCO%’ (508)

ostale elemente koji odgovaraju ovome trenutku, dobivamo Aa
sledeéi nalin:

I\

v

a
vektor poloZaja tadke iz x,= -f- Vi + A2- 2Asin T, s (5.9)
brzinu iz (L
= V ———t .
p = Vop(z,) ° (5.10)
gie je 1 -AsinT
P(z.) = 5 ;
P 1+ A% - zxsintp

Ugao izmedju vektora poloZaja i tangente 1z

p = Gp 6 + Wo’ (5+11)

pri Cemu se polarni ugao dobiva iz :
sin 77 - A -

tg0 = 2 ’ (5.12)

P cos L‘p 7

a elevacioni ugao Je :
vp = 8+, = 26, -0, + F. (5.13)

Odnos
7 = vV = BL)/ B(Z)
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dostiZe najveéu vrednost ako je 7 =of, Z‘— 90%,tj. ako pro-
jektil polazi u trenutku kada se cilj nalazi u horizontu, a
pogadja ga u tremutku kada se nalazi u zenitu mesta A. Tada je

Mex?) = —2r . (5.14)
V:rednost/y je utoliko manja ukoliko je P(Z‘) veée, samo se u

tom slulaju, prema uslovu (5.6), povedava vrednost poletne br-
zine, $to je nepovoljnije. Za A= 0,9 je Maxy = 10, Osim toga,
moZze se dogodlti damy ima manju vrednost od maksimalne (prili-
kom gonjenja, kada cilj predje zenit mesta A), a da prilikom

prelaza iz presretanje u gonjenje, za 7= 90°, brzina projek-
tila uzima vrednost vma# = vo/(l - L), posle ega se opet B

smanjuje do vrednpsti vp, §to se vidi iz grafika funkcije P(2)

¢etl kretanje u trenutku kada se cilj nalazi u zenitu i1i bli-
zu njega, tako da imamo Zisto gonjenje, ali je tada pocetna .
brzina jednaka brzini cilja, odnosno vrlo bliska njoj, Sto je
neizvodljivo ako projektil treba da podne kretanje 1 u isto
vreme i praéenje iz tadke &, (Iz (5.6) se za T- 90° dobiya da
mora biti v = e, ako je &= 0.)

6o GRANICNA KRIVA.- Napifemo 1i jednacinu (4 1) u obliku
gg \/K2 - r2,
vidimo da ona ima reSenja samo ako je K2 - r° = 0, 8to znadi
da se projektil moZe kretati.samo u unutrasnjosti krive
r =K, (6.1)
111 u krajnjem sludaju moZe se naéi na samoj krivoj (6.1). Ovu
krivu liniju, koja odvaja oblast moguéih od oblasti nemogudéih
reSenja diferencijalne jednadine (4.1), nazvaéemo granidénom
krivom linijom. To je lxrug poluprednika K, sa centrom u tadki
A, ¢lja Je jednadina u pravouglom sistemu Axy:
x2 4+ y2 K2, ‘ (6.2)
Ovaj krug je obvojnica trajektorija projektila :
f(x,y) = x2 4 y2 + Kx. sin 3- Ky.coss = 0,
kada je pocetna brzina projektila konstantna, a samim tim
Je konstantna i-veliéina XK. Kako je
- 2E(x = Kx.co84+ Ky.sin & = 0,
to iz ove jednacine i jednadine trajektorije projektila sleduje

sin 4 = -2---_.. , cos & = ;T:K'% .

pa eliminaciga parametra % daje zaista kao obvojnicu krug (6.,2).

K
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Sa slika 5,, 6., 1 7, vidimo kako izgleda poloZaj granicnog
kruga.

Prema tome, ako je zadovoljem uslov za poetnu brzinu pro-
jektila (5.6) (i1li (5.7)), koji uslovljava pogadjanje cilja,
onda tadke pogotka lefe u unutrasnjosti granilnog kruga, dakle
u oblasti moguéih reSenja diferencijalne jednadine (4.1l). Gra-
nidni sludaj se dogadja kada centar kruga trajektorije pro-
jektila leZi na y-osi i pritom je zrps 90° (u uslovu (5.6)
treba uzeti znak jednakosti; putanje projektila i cilja seku
se samo u jednoj tadki). Teda, i samo u tom slufaju, talka
pogotka leii na samom graniénom krugu; u svim ostalim slucdae
jevima nalazi se u njemul,
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III - SIUCAJ KMDA JE U(6) = 'AQ
. cos“6
7. BRZINA PROJEKTIIA I GRANICNA KRIVA.- Drugi i ujedno posled-
‘ nji sludaj kada se dife-
rebeijalna jednatina kretanja projektila moZe re$iti kvadratura-
ma sa datom funkcijom U(6) je kad ova funkcija ima oblik

] (701)

gde je A > 0 konstantna velilina, U tom sludaju je, zbog (3.6),
brzina projektila u funkeiji ugla 7—data izrazim

v = Aw—m AwN(Z), (7.2)
, cos 9
gde je ‘ , |
N(T) = .1-...':_.“&3;?-..15 ' (7.3)
cmsz

Ako sa N(T) oznadimo vrednost funkeije N(Z) u trenutku kada pro-
jektil pocinae svoje kretanje, onda imamo, ako sa v, oznacimo
potetnu brzinu projektila, X

Z

v = vo Z-o' b4 (7'4)

Xusxasgifunkelja N(Z) postaje beskonadna u tadkiZ=7%/2, Dakle,
cllj se mora pogoditli pre no 3to dodje u zenit mesta A,posSto u
talkl &= 72, prema (7.,2) brzina treba da bude beskonadno. VYelika,

Funkcija je periodidna, sa periodom 27, U intervalu (O,Z.’) ima
dva minimuma, u tadkama u kojima Je

1-/1-.A2

sinLl {[f ’
R 2

a za koje je N((‘l) 1+ '/; -A .

Nd kako je N(Z,‘l) = N®) = 1, to tadke u kojima bi brzina imala
ovu minimalnu vrednost leZe ispod horizonta mests A, pa je, pre-
ma toma najmanja vrednost brzine ustvari podetna brzina., Do tad-
ke T=1/2 N(¢) raste, za 7=%/2 postaje beskonadno veliko, zatim
opada do tadke T=7/T- 271, a onda ponovo raste do Z= 3’2]2, gde
opet postaje beskonalno veliko, posle Sega opada do vrednosti
N(T) =1, zaT = 27T,

Na sliei 8, prikazan je dijagram funkcije N(z) za vrednosti
parametra A= 0,9 u celom intervalu (0,27), dok su funkeije
N(t) za sve veednosti parametra A u intervalu (0y1) prikazane
samo u intervalu O= = 4/2 na slici 9., pri dem je deo funk-
cije, koji odgovara poloZajima projektila nad horizontom iscrtan
debljom linijom,

Vratimo se sada diferencijalnoj jednaéini



oof M) A ;‘
9,0 O.O“T_.‘_ ’ -
8,0 g:: N

1
NN/
/

/
: A V4
| 27'0° 0,8 = — - \
! \\// \
0,7 <] \
S11ka 8. 0.6 .
Funkeija N(T) za A= 0,9 L 05— e f = E f T .
o°® 10° 20°  30°  40° 50°  60°  70° 80° 900
Slika 9,
2 .
(%%)2 + r2 =.-—£Z- ,
cos ©
pa je napiSimo u obliku .. ] A? 2
.a-.é cos ’

Vidimo da jednadina ima reSenja samo ako jer ;sAybos2e. Gra-
ni¢na kriva linija, koja odvaja oblast realnih od oblasti ima-
ginarnih reSenja diferencijalne jednatine kretanja projektila,
a ¢ija je jednalina u polarnom koordinatnom sistemu

cos“6 ‘
ima u pravouglom koordinatnom sistemu Axy jednaéinu
y—-ﬁ (7.6)

Ova kriva linija preseca horizont u tadkama &ije su koordinate
x,= 0 (izolovana tatka), x, = A1 xé = -A, pa, prema tome, da
bi projektil imao moguénosti da pogodi cilj bilo gde nad hori-
zontom, treba taéka u kojoj se cilj nalazi u horizontu, sa aps-
cisom x Va - ao da bude bliZe tadki A od talke sa ppscisom
X,, tj. treba da bude
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1] 2. a2 g,

Kako je, medjut:.m, iz (7. 2) A= vo/a)N( L_), to mora biti

2l

WN '_'
odakle je a uJN(C) /1——?_\—2_

V‘?
0=

Zbvog (.3.2) dobivamo uslov
Vo Z l’-g%——N(E‘)V 1 - 45,

odnosno,ako uzmemo vrednost za brzinu cilja, gornji uslov poa

Staje Vo ; chN(to) l’l '4{2, (707)

odnosno, za Min N(to) = 1, kada se c¢ilj u poletnom trenutku
kretanja projektila nalazi u horizontu mesta A,

v Z CV 1l - J{ (708)

o
a to je upravo uslov (4,21), nepovolgan za pocetnu brzinu pro-

jektila, Ovo se, kao i u slulaju U(6) = K, mofe izbedl ako se
pradenje cilja zapoéne iz neke druge tatke, sa koordinatama
X 1Y o9 do koje projektil uspe da razvije potrebnu podetnu brzinu.
Medjutim, postoji jedna olakSavajuéa okolnost, Naime, sa
slike 10, se vidi da talka u kojoj se cilj nalazi u horizontu
mesta A, moZe bitii dalje od talke sa apscisom x2= A granicne
krive linije, pa da iznad mesta A jo3 uvek postoji dovoljno ve-
lika oblast realnih reSenja diferencijalne jednaéine, u kojoj
projektil moZe pogoditi veétaéki satelit,

8. TRAJEKTORIJA PROJEKTIIA.~ Vratimo se sad na polaznu diferen-
cijalnu jednadinu

2
(a-@)/g r? - A (8.1)

cos '@
i uvedino opet ugao Y izmed ju pozitivnih smerova vektora polo-

Zaja i brzine projektila, preko izraza

arxr
tg ‘71/-'-’1'33'6 ’ _802)

odakle je ar
- r.ctg P .
A kako je, prema ranije redenom, ) = /- 0, gde je ¥ ugao koji
vektor brzine zakdapa sa pozitivnim smerom x-o0se, to jJe
1'201;32(5/- ) + r° = -——TAZ '
, , cos €
odakle je

r —
sin(y - ©)

cos®e (8:‘3? _
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Uvedimo sada koordinate 3 i " smenom
r
%"’ - —.Sine Wl = = 'A.COSQ, (8.4)

Pada dobivamo, posle razvijanja izraza (8.3),
-M.eing+ Ecosg = ’QQ. (8.5)
Diferenciramo 11 ovu ;jed.nacinu po vremenu, bide
- Msing + Scosg M. @cose - g @sing = 2'7-572
Zbog (8.4) je
X
3: -%, qz:-'i, (8.6)
St paje . 3 . g
= - I ’ ’Y( = .-
Putanja cngaA g A A
e an lMedjutim, kako je X = v.c08¢¢ ,
"“:;f;;“ }'r = V. sin¢ , ovi izrazi postaju
““'_J?F?o“ g-_-_ - E.Since, ’ 7&— - %.cosce ’
pa gornja jednadina, posle skradi-
vanja sa « , postaje

Grenidna
kriva N
) Oblast realnih reenja

/% {/f(f/f/./////

I
!
!
!

\ and(ea- Esincei- Ncos ¢ = 0.
\ Ako jo3 smenimo t iz (8. 5), ona
' dobiva oblik

s1ike 0. —-1-;-"2('71 + sine) . tge+ meose = 0,
odnosno, posle skraéivanja sa 1

sredjivanja, _

§o+ 3Eer Tooeg = O
Najzad, smenom nezavisne promenljive ce:% - u, d¢= - du, po-
slednju Jednacinu svodimo na diferencijalnu jednadéinu kretanja
progektila, koji prati po potegu cilj koji se kreée pravoliniski

konstantnom brzinom /, Ova jednaéina glasi:

%.'Z - .J:'rlctgu = 1 . (8:7)

2.8inu

ReSenje ove jednadine je
N =\|sinu].( C + 3 5

du = f . 8.8
Ssinuv[sinu{ ) 2 (8.8)

pri cemu je
|sinu| 20, a C integraciona konstanta.

%
)Reéenje prof., R, KaSanina (saop3tenje Instituta za vojno-
tehnidka istra¥ivanja, R.-35.39/1960),
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Iz (8.5) je
? = fz(u).ctgu + fg(u).cosecu = fl(U), (8.9)

pa, zbog (8.6) jednaédine
| x=- AL (W) , ¥=- AL, (8,10)

daju parametarski oblik jedmatine trajektorije progektila.

Da bi se dobila tatka u kojoj projektil pogadja cilj, treba
u ovom sludaju integralne krive linije iz reSenja (8.10)* ,
umesto sa pravim linijama, preseéi kruZnim putanjama veStalkog
satelita,

égReéenje prof, R, KaSanina, pomenuto na prethodnoj strani.
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IV - SIUCAJ KADA JE PARAMETAR A MALI

9, PRVA APROKSIMACIJA.- Ako je odnos poluprednika Zemlje i
kru¥ne putanje cilja toliko mali da se
praktilno moZe uzeti da je jednak nuli (ovo je graniéni sludaj),
iz uslova pradenja po potegu (3.6) izlazi tg0 = tgT, tj.
0 = T= wt, (9.1)
jer je iz (3.1) i ugao <= O, Tada se diferencijalna jednadina
(3.9) svodi na jednacinu '

&2, 22 (B2, | (9.2)
Staviéemo ‘OX = k, (9.3)

i pretpostaviti da je brzina projektila konstantna., Onda se
tazdvajanjem promenljivih u jednadini (9,2) 1 integraljenjem

dobiva r = kosin(® + C),

gde je C konstanta integracije. U poCetnom trenutku je = 0,

pa je r = k.sin(0 - 0,),

gde je GO polarni ugaovu potetku kretanja projektila. Dakle,
=g sin(6 - 6). (9.4)

Kako se x-0sa polarnog koordinatnog sistema moZe izabrati pro-
izvoljno, moZemo uzeti da je 1 6 = O, pa dobivamo jednadinu

kruga T =%’ sine (9.5)

kao trajektoriju projektila, U pravouglom kooddinatnom sistemu
jednaéina ovog kruga je

‘ X2 + y2 =6% y, .
a ovo je krug sa centrom u talki (O, -2%;) i poluprelnika
‘?-': '2'!" '3 ‘ (906)

w
Tatka u kojoj projektil pogadja c¢ilj dobiva se presekom putanja
cilja i projektila, tj., stavljajuéi T, = & Odatle je

siné = ax. (9.7)
Medjutim, velidina aw predstavlja brzinu cilja na putanji, tj.
aw= ¢, pa je zbog toga .

sin6, = c/v. (9.8)
Odavde se vidi ovo: ako je v> ¢, imamo dva reSenja, tj. putanja
projektila preseca putanju cilja u dve talke; ako je v = ¢, ima-

mo jeénu talku za ep = J[/2; ako je ve<c, jednadina (9.8) nema
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realnih resenja, pa projektil ne moZe uopSte pogoditi cilj,
kao Sto se, uostalom, moZe videti i sa slike 11,

Vreme, potrebno projektilu da stigne cilj, od trenutka kada
on poinje svoje kretanje do trenutka kada stigne cilj, dato
je, zbog veze (9,1), izrazom

T =£¢-} arcsin(%) o (909)

U prirodi se ovaj problem javlja kod odredjivanja trajekto-
rije projektila, koji polazi sa Zemlje da bi stigao na Mesec,
vod jen po potegu, podto je ovde 4 tako malo da graniéni slucaj

A= 0 predstavlja zalsta dobru aproksimaciju reSenja stvarnog
problema, NaZalost, ovo je za sada nemogule, jer bi raketni
projektil morao tokom celog puta troSiti gorivo (radi odrZava-
nja na unapred odredjenoj putanji), S$to je, s obzirom na goriva
kojima se danas raspolaZe, joS uvek nemogude,
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10. DRUGA APRDKSIMACIJA.- Pretpostavimo sada da je parametar

: A razli¥it od nule, ali toliko mali
da funkciju U(6) na desnoj strani diferencijalne jednadine (3.9)
datu izrazom (3.10), mo¥emo razviti u red po stepenima od A i za-
nemaritl k@adrat i vkSe stepene od A , Kako je onda
U(6)~ k(1 - Asing), U2(6)~k(1 - 2 Asiné + A%sin’g),
gde smo sa k oznaClli veliéinu v/, to resenje ove jednacine
moZemo takodge dobiti u obliku

= £(8) + A¥(6) + A2¥(8). (10.1)
Ako izraz (10 1) diferenciramo po 6 dobicemo
L-z(0) + A y'(e) + L2y (). (10.2)

Unesemo 1i sada (10.1) i (10.2) u jednadinu (3.9), pa zanemari-
mo sve Clanove sa stepenom od A-viéim od drugog, onda za odre-
djivanje nepoznatih funkecija f(e) v(€) 1 ¥(6) dobivamo ove
diferencijalne Jednacine
£°2(0) + 22(0) = |
£°(6).¥’(6) + f(e). v{8) = - k’sine, (10.3)
2£(6). Y’ (6) + 2£(8). ¢ (0) +P°%(6) +p%(6)= Xsine, |
Prva ’jednadina pdgovara diferencijalnoj jednadini (4.1) i njeno
reSenje je f(6) = k.sin(6 + Cl)’ gie je C1 integraciona konstan-
ta. Ako pretpostavimo da projektil polazi iz koo#dinatnog polet-
ka (tadka 4), ondg je za 6,= 01 r = 0, pa treba da Bude i f(e ) =
= £(0) = 0, odakle je C 1= 0, pa Je
£(6) = k.sine, (10.4)
Kako je dalje £’(6) = k.cose, to se za odredjivanje funkeije
¥ (8) dobiva linearna diferencijalna jednadina prvoga reda,
¢ije je reienje, zbog Sﬂ(eo) =Y(0) = 0, :
Vv (8) = - k(1 - cos®), - (10.5)
Dalje se zbog. ¥’(8)= - k,sine, iz treée jednadine (10.3) dobiva
za odredjivanje funkecije ¥ (6) opet linearna diferencijalna jed-
natina prvoga reda, &iji je integral, pod uslovdm ¢ (0) = O za
e°f > y(6) = - Z(sine + e.eose»)+1c.eose.1mtg(-Q + . (10.6)
Ako se sada zaustavimo ha prva dva 6lana, naime '
r = k[s1n6 - A(1 - cose)] , (10.7)
RE = 2k.sin§(cos§ - ising), (10.8)
onda je Clan koji se zanemaruje ,Kayk(e) Maksimalna apsolutna
vrednost funkeije V¥ (8) u intervalu (0, /2) je



_28_

'Max V’(e)l= = 2za 6 = I/2, Prema tome najveda vrednost tredeg
¢lana, koji se u tzrazu za r zanemaruje, 1znoéi/\2k/2 =12v/2q),
gde je v brzina projektila, Kako postoji izraz za « (3. 2), to

. 2 2 3
je J\k Afv,10 -403v/;f

2 2,484 /1375
pri demu je brzina progektila data u km/sec, Medjutim, da bi

projektil mogao da pogodi cilj mora biti v>c = 7, 91 /L km/sec,
pa zato mora biti )—2](/2 = 3185 A km, Dakle, maksimalna vred-
nost izraza koji se zanemaruje iznosi 31851 km, U sludaju kad
je ¢ilj Mesec, imamo A = 1/60, pa bi greska u ngjgorem sludaju
iznosila 53 km, Sto je, s obzirom na velid¥inu cilja, dovoljno
dobra aproksimacija, &ak i u ovom, najnepovoljni;jem slucéaju,
za © =,7L72. Za sve vrednosti ugla. @, manje od 7Z/2 greska je
daleko manja, na primer za 6 = Z/4 je

[L[/(e)/= '0,006]{,

pa je |uax \2y (0)[ 3 38,2 4 I,
$to u slulaju Meseca daje greSku od 640 m, a ovo je viSe nego
dovoljna taclnost,
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V - SIUGAJ KADA JE PARAMETAR A BIIZAK JEDINICI

11.~ Vratimo se izrazu (3.10+ za U(6) 1 stavimod= 1 - &£, gde
je € mala veliéina, Tada je

u(e) = k[l - —{1 - €)sing ]= k@ - 7(e) |.

V1 - (1 -€)20s26
NapiSimo izraz za F(¢) u obliku

F2(€) . (31020 + 2£c0s26 - £200826) = sin29 - 2£5in%0 + £2sine,
Po Taylor-ovoj formuli je 5

FE) = F(O) + F'(0) +— F(0) + . . .
gde su F(0), F’(0), F*(0), ... vrednosti funkcije F( ) i njenih

izvoda za vrednost &€ = O, Ako se zaustavimo na &lanu sa drugim
stepenom veliline £ 1 izraldunamo ove izvode, dobidemo

. : 2
’ 1 . C0S“@
F(O) =1, F (0) = - FR(0) = 3 ——= .
’ sin29 ’ sin ‘e

Funkeija U(6)postaje

300526
U(0) = k( =g - 3“"’4 £9),
sin2e 2sin '
a njen kvadrat, sa istim stepenom tadnosti, je

2
2 2 1 2 cos“g .3 _
U(Q)::k(—-j- -B—Tg 11,1)
sin GE; sin“o & ' (

gde smo, zbog odredjivanja greéke; uzeli ¢lan i uz ¢ 3.
PotraZimo dad reéenje diferencijalne jednaéine (3.9) u obliku

= £A(6) + £9B(8); (11.2)
za odredgivanae nepoznatih funkcija A(6) i B(G)dobivamo Jednacine
2
2 3009 e
8)+A<(6)= ""T A’(e)B’ (e)+A(6)B(6)- AL LA~ 11.
( sin Q’ , 251n69 ( 2)

Iz jednaéina (11.1) i [11.2) vidimo sledede:

1) ceo postupak se moZe sprovesti samo ako je ugao 9 blizu
vrednosti Z/2, Za male vrednostl ugla 6, bliske nuli, &lanovi
uz €1 62 dobivaju velike vrednosti 1 uveéavaju se beskonadno
kada 6 — 0,

2) Prva jednadina (11} 3), smenom 6 = Z/2 - 6, svodi se na
diferencijalnu jednaéinu (3,9), slucaj iz Odeljka III, ReSavanje
ovog slutaja dato je u parametarskom obliku jednadinama (8,10),
gde umestd veliline A treba staviti k. :

3) Veé aproksimacija sa r = A(6) istog je reda s obzirom na
€ kao aproksimacija u 10, s obzirom na A . Zato demo se zausta-
viti samo na toj aproksimaciji.
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