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VODJENJE PO POTEGX PROJEKTILA PREMA SATELITU NA KRUZNOJ 

PUTANJ1. 

U V 0 

0 vodjenju projektila po potegu i putanjama koje projektii 
tom prilikom prelazi postoji vrlo oskudna literatura. Najvifie 
se o tom nalazi u Cl] , no samo u specijalnom slaaju kad se 
cilj kre6e ravnomerno po pravoj liniji. No, i u tom sluoaju 
postavljena je samo diferenajalna jedna6ina, za koju se kale 
da se ne mole reliti kvadraturama, pa je dato samo pribliEno 
refienje razvijanjem u beskonafti red, bez ikakve matematifte 

analize fenomena.' 
Ovaj sluOaj, kao specijalan slu6aj opfiteg problema, obra-

dio je do kraja i dao kompietnu analizu prof, R. Kaganin, koji 
je izvesne rezultate saopfitio u Matemati6kom institutu Srpske 
akademije nauka marts 1960 godine. Taj rad nije fitampabve6 se 
nalazi kao dokumentacija u Institutu za vojno-tehnifika istrali-
vanja. Ostali pisci uglavnom se bave tehnifikom realizacijom 
servo-sistema, ne govore6i uopite o matematiakom i kinematiekom 

aspektu kretanja projektila. 
U ovom radu iznosim rezultate do kojih earn dofiao razmatra-

ju6i vodjenje po potegu projektila prams satelitu na kruEnoj 
putanji oko Zemlje. U odeljku I postavio earn diferencijalnu 
jednaeinu trajektorija: Porto se ona mole integraliti u zatvo-
renom obliku samo u dva sluaaja, to earn prvo obradio ta dva 
slueaja u odeljcima II i III. U odeljcima IV i V obradio earn 
dva slu6aja kad se diferencijalna jednaZina ne mote refiiti u 
zatvorenom obliku, naime kad je satelit ill vrio blizu Zemlji 

ill vrio daleko od nje. Za ta dva slufiaja dao earn priblifina re- _ 
fienja, dovoljna za uobiZajenu taanost. 
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I - WOJENJE PO POTEGU 

I. OPTI PROBLEM.- Neka u proizvoljno izabranom pravouglom 
koordinatnom sistemu Axyz taka M pred-

stavlja 011j koji se kre6e po nekoj krivoj liniji L (slika 
1.), a tacks P neka predstavlja 
dirigovani projektil. Sistem vo-
djenja projektila po potegu sa-
stoji se u tome da se taka 
nalazi u svakom trenutku na po-

tegu AM take 121. Pri tome je 
vektor polo aja take M pozna-
ta funkcija vremena 

AM = R = t) . 
Ako sae ozna6imo ort ovog 

vektors, bi6e 
R = 

pa diferenciranjem po-vremenu 
dR c= . = 	+ 

odakle je 	
2 

= t 
i

)
d% 2 ,2 dir  • 

Kako je vektor poloAaja take P: if= r kolinearan sa ortom 
to je r = r,i; pa diferenciranjem po vremenu t dobivamo 

brzinu take P 
ir=fr=riir+rgr, 

dr 2 	2 di7 dir 

	

= (17) + r 	• II 

i ds 

02 = 	R2W2, 1,2 = (g)2 r2W2. 	(P.'2) 

Velioina W predstavlja dvostruku povrAinsku brzinu za- 
vrAne take orta a Zaista, kako je vektor to potrAinske br- 

zine 	 -5' 1 	dir S = e x 

to je 

t dobivamo brzinu cilja M 
Air R 

odakle je 

Stavimo li 

dobivamo 



2S = I ex [1e-12 1dt 2 

no kako je rc. 1, ir.g= 0, 
dobivamo 	

25 = c-TE 	w,  

di' 2 1/2 
 at)  

gto smo i tvrdili. Iz prve jednaine u (1.2) mogemo W izrau-
nati kao funkciju vremena t o jer pretpoetavljamo da nam je po- 
znato kretanje taoke M, tj. da znamo R i c kao funkcije vreme-
na t. 

Uveg6emo kao nova netavisnu promenijivu I , definieanu ea 
t 

j = f W.dt 	 (1.3) 
to 

Time je i, obrnuto, t definisano kao funkcija od 	o tj. t = F(f), 
pa imamo 

d$ m  1 dt dF 

	

W= 	F 9 (j-). 

Iz druge jednaine u (1.2) dobivamo onda 

	

0 2 +.. 	= v2(t), 
W2( t)  

tj.,kako je t = F(1), 

(1. 4) 

(1)2 r2 = .tptu) ..v [pco]l 2 = u2(s). 	
(1.5) 

Ako se zna kakva je funkcija v od t o  znaee se i kakva je °d o: , 
pa je diferencijalnom jednainom (1.4) odredjeno r kao funkcija 
od 	tj. od t. ho se tine kosinusa smera vektora r

, oni su 
isti kao i kod vektora R, a ovi su poznati. Prema tome, sve se 
svodi na diferencijalnu jednainu (1:5), u kojoj treba da II bude 
poznata funkcija od 

2. PROBLEM IT RAVNI,- Demimo da je kriva L, po kojoj se cilj 

M kreee, ravna kriva linija. Njenu ravan 
uzeeemo za ravan AXy (slika 2.). Ak0 sa e oznaimo polarni ugao 
take P (on je u isti mah i polarni ugao take M), bide 

de ade 	de 
iif = a -za =w3.T.f 2  

gde je el  ort upravan na ortu 	Prema tome, ovde Jo 
W = ded0 im n 	 (2.1) 

pa jednaaina (1.3) daje . 
1.= - eo  ; d, = de. 	 (2.2) 



Diferencijalna jednaina (1.4), 
odnosno (1.5) glasi sad 

2 dr 2 	2 v (rep 	r = 	2 (e-ed . (2.3) 

Ona odredjuje r kao funkoiju od e, 
tj. putanju take P, Polarni ugao 
e je poznata funkoija vremena t, jar 
je 6 polarni ugao i take M, oint 
jednaeine kretanja pretpostavljamo 
da au poznate. 

Slika 2. 
3. ZEMLJIN SATELIT NA KRUZNOJ PUTANJI.-  Konkretan problem 

koji demo dal je obra- 
djivati je ovo: oko Zemlje, koju uzimamo kao loptu polupreftika 
ao , kre6e se veEtafti satelit (ta6ka M).po krugu polupranika 
a o sa aredigtem u srediEtu 0 Zemlje, a projektil (taoka P) 
vodi se po potegu iz-ta6ke A na povrigini Zemlje, i to tako da 
se.taoka nalazi u ravni putanje satelita; rotaciju Zemlje pri 
tom ne uzimamo u obzir, 

Topocentrioni koordinatni sistem Amy postavi6emo u ravni 
kretanja satelita M tako da se x-osovina nalazi u preseku ove 
ravni sa ravni horizonta masts A4 a y-osovina u Drawl: zenita 
ovog meats. Orijeatisa6emo koordinatni sistem.tako da kretanje 
satelita bude obrnuto od kretanja skazaljkm na satu. Ostale 
oznake vide se iz alike 3, 

Za vaats6k1 satelit vaEi tre6i Keplerov zakon, po kome je, 
ako masu satelita zanemarimo u odnosu na masu Zemlje, a 3 (4 2  
(f 6,665.10-8  gr-lcm3seo-2, M = 5.977.10 27  gr = masa Zemin)), 
gde je co ugaona brzina satelita. Iz alike 3. imamo 

sin 04 .112 = 	 (3.1) a 
Pomo& ),,tre6i Keplerov zakon glasi 

co sk. -3/2  . 1,242.10al sec-1 , 	 (3.2) 
a0  
0  ako uzmemo a0= 6,368.1U-10m. Prema tome, izmedju w i Apostoji 

veza (3.2). Radi kra6eg pieanja mi demo se i nadaije sluEiti 
sa col sa)' , no treba pri tom uvek imati na umu relaciju (3.2). 

Neka satelit bude u trenutku 7Jna horizontu u taaki Mo. Ako 
sa t oznadimo trenutak kada je on u taaki M, bias 

17= ev(t -g) 	ce. 	 (3.3) 
Jednaoine kral ja take M u koordinatnom sistemu Amy au (s1,3) 



S.  

a , 



I = st:oost= a.cos[w(it 	+ 
Y = a,sint - a l)  = a.sin 	( t - 	+ 	ao 	(3.4) 

Polarni poteg R = AM odredjen je (81.3.) sa 

' 
,
'o

2 2a.aosin-c= a2(1 + 	- 2 Asin L--) • 
R2 = a2 

R = a 	+ "\.2  - 2 lainc- 	 (3.5) 
Za polarni ugao 8 u sistemu 7tGcy imamo tge = Y:X, t j., na 
osnovi (3.4) i (3.1), 

tg8 = 	 

Tako su sa (3.4) i sa (3.5) i f3.6) odredjene u sistemu A:; .6i ) 
 cos-47 • 

ortogonalne i polarne koordinate satelita M kao funkoije vremena 

t, sa pognatim velidinama tf o to i 	. 
Iz (3.6) dobivamo 

sine.00sr= sin u.cos9 - Acos8, 
te je 	 sin( r-- e) = aoose, 	 (3 7) 
tj., u eksplicitnom 

t- s. 8 + arosin(,Apos0). 

Na taj nacin, uzevii u obzir (3.3), pokazano je kako se t ( MeoVe 

izradunati iz e. 
Wks P (projektil) ima isti polarni ugao '9 kao i oil M, te 

jednaline (3.6) i (3.7) (odnosno (3.8)) vale i za nju, tj. polar-
ni ugao projektila P je poznata funkoija vremena t, Ostaje nsa 

jog da odredimo i polarni poteg r projektila P, za gta demo upo-
trebiti jednadinu (2.3) 1  kojom je ustvari odredjena trajektktija 
take P. Na osnovi (2.1),(3.3) i (3.8) imamo 

1
= 	= 	o-- 
dt 1 d 	1 	Asin0  

147 	
4"; 	=z 
	

-it2cos 2e 
	 v, 

tako da jednadina/(2.3) postaje 

(li)2 r2 = u2 , 

= (1 - 	isine  TT 	,77  
w 	V 1 - A2oos 28 -  

II ovom obrascu izraz 
Isine 

V 1 - y\2cos28 
predstavlja promenu razlike uglova e -17, naime d(:e-17) , pa 
kako je ova promena pozitivna u intervalu 0.<8<7C, to pred ko-

renom treba uzimati pozitivan znak. 

Da bi se diferenoijalna jednalina (3.9) mogla re5avati, po-
trebno je znati kakva je funkoija od brzina v projbtila. 

(3.9) 

(3.10) 
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Uostalom, moiemo je znati i kao funkciju vremena t, jar 6e se 
onda, pomodu (3.8) i (3.1), dobiti i kakva je funkcija od 6. 

Razmatranju jednaaine (3.9) moEe se pristupiti sa dva gle-
diEta. Prvo je da v damo kao funkciju od e (odnosno od t), pa 
da to diferencijalnu jednainu ispitujemo i regavamo. Medjutim, 
mall je broj slu6ajeva kad se to diferenoijalna jednaoina sa 
datim U(e) mo'e regavati porno& kvadratura. Zato, mogemo po6i 
sa drugo•gledata: uzeti za U(6) takvu funkciju kada znamo re-
Eiti jednainu (3:9) kvadraturama, pa tako, na oanovi (3,10), 
projektilu P nametnuti brzinu 

vZ 	sine 	N-1 v = 60u(e),(1   ) • 
1-7,1. 2cos 20' 

Mi demo poa. prvo sa drugog gledata, tj. birati funkciju U(19) 
(ode1jak II i III). Zatim demo uzeti da je v konstantno, pa 
dati pribligna reEenja za malo A(odeljak IV) i za malo 1 
(odeljak V). 

(3.11) 



II - SLUeAJ KADA JE U(e) = K  

4. TRAJEKTORIJA PROJEKTILA.-  Ako uzmemo da je funkcija II(9)kon- 
stantna, pa stavimo gornju vrednost 

UM= K u diferencijalnu jednaelnu (3.9) ona postaje 

	

(a) 2 + r2 = K2 ,  • 	 (4.1) 
pa iz (3.11) dobivamo da je 

v = K60(1 - 	 )-sine 	 
1/1 - i 2coa 2e 

Medjutim, iz (3.6) imamo vezu izmedju polarnog ugla 8 i ugla 
tge - 	 

pa ako sinG i code izrazimeo°P z 	t  rekotge, dobivamo,posle sredjivanja, 

v = Kw 	
1 - sin 	• 	 (4 2) n  

1 + 	2A sinc- 
Pre nego 5to predjemo na ispitivanje ove funkcije, moIemo odre-
diti konstantu K iz uslova da je u poeetnom trenutku t=t o , r= z-o= 
=t)t o+ c( t  ako vreme raunamo od trenutka kada se cilj pojavljuje 
u horizontu meats A, tj. ako u (3.3) stavimo da je 	Ako je 

vo brzina projektila u trenutku t o , onda je 

K  = v0 1 2 _2 ) 51nr,., 
4) 	1 - sin to

Stavimo li '1 de 	1 - sin r  
6."0 Tf - 	9 	 = P(21(4.3) 

1 + 	- 2.-sin ce  
1:46e 	 v 	v K 	o  = o 	 (4.4) 

coP(s-, -2) 
'o 

Ako za paetni trenutak uzmemo t=0, kada je cilj u horizontu,onda 
je v-o= (A, sin -C, 0= /sincx-= 	(prelim (3.1)), Pa je P(  z-0) = P(: .5); 

	

K = v o/cf.) . 	

( 

 
Vratimo se funkciji 	iz (4.3). Izraz (4.2) moEe se napisati 
u obliku v = ICa)P(t--). P(v) je neprekidna periodi6na funkcija sa 
periodom 2U. Kako je 

A- (1 - A-2)covc- P 9 (t--) - 
(1 +A- 2  - 2)Csint-) 2  

to vidimo da kriva u intervalu (0,24) ima dva ekstremuma, i to 
za r = 1 	2 /2 i 	= 3 Z72. Iz izraza 1  

A (94 e.,,2 2z)_ 	z-y 2'9 
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vidiM0 da je, zbog OsA,  < 1, 

P"UV2) * 	A-(1 + X) .‹ 0, P ,, (3 17-72) - 11(1 -X) _7 0,  
(1 - A) 3 	 (1 + A-) 3  

odakle izlazi da je najve6a vrednost funkcije P(E): Max P(z) 
= P(72) = 	 a njena najmanja vrednost Min P(c) P(3q2) = 

1 = 	Medjutim, nama nije potrebna cela funkcija P(c), ved 

samo njen deo za one vrednosti ugla z- za koje se cilj nalazi nad 
horizontom mesta A, (siO.), a to je dok je 

Lc 	- cx 	 (4.6) 
Vreenosti ugla °C. za razne vrednosti parametra ).prikazane su u 

Tablici 1., dok se gornja i donja 

granica intervals u kome se moge 
nalaziti C vide iz Tablice 2. ko 
se tine samog dijagrama funkcije P(c), 
on se vidi sa alike 4., gde je iscr-
tan deo krive, koji odgovara vredno-
stima C iz intervals ( 	Osim 
toga, zbog velikih vrednosti maksi-
malne take krive, za ordinate je 
uzeta logaritamska podela. Iz Tabli-
ce 3., koja daje vrednosti maksimuma 
i minimums krive P(r), vidi se da 
vrednosti maksimuma za z- =/72 brzo 
rastu ukoliko je vrednost parametra 
A bliga jedinici. II praksi, gde vi-
stas vegta6kog satelita nad povrgi-
nom Zemlje ne prelazi 500 km, vred-
nosti 	se nalaze izmedju 0,9 i 1,0 0 	30 	 60° 	90° 	120° 	130° 	. 180°  

(vidi Tablicu 4.), tako da brzina 
projektila brzo caste ukoliko se Z 

vise pribligava vrednosti 	gto zna6i da treba tegiti za 
tim da se cilj pogodi nige nad horizontom, pre.no gto vrednosti 
funkcije P(r) dthstigne svoj maksimum za 77= 7z72. Osim toga, 
odnos poeetne i krajnje brzine (u tagki u kojoj projektil po-
gadja cilj) mote se smanjiti i na taj nain gto 6e projektil 
paeti svoje kretanje kada paetni ugao 	dostigne izvesnu 
vrednost ve6u od ugla oz. koji ima kad se cilj nalazi u hori-
zontu mesta 

Vratimo se sada diferencijalnoj jedna6ini (4.1). Kako je, 
posle razdvajanja promenljivih, 

Silica 4. 
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Tablica 1. 

.A. 0,1 0,2 0,3  0,4 0 5 _ 0,6 0,7 0,8 0,9 

oZ °  5,8 11,5 17 5 23,6 30 0 36,9 44,4 53,1 64,2 

0,91 0 92 0,93 0,94 0,95 0,96  0,97  0,98 0,99 

oe° 65,5 66,9 68,4 70,1 71,8 73,7 75,9 78,5 81,9 

Tablica 

A- 
0,1 0,2 0 3 0,4 0,5 0 6 0,7 0,8 0,9 

VIvi.k.. 5,8  11,5 17,5 23,6 30,0 36,:9 44,4  53,1 64,2 

To 174 2 5 _168 162,5 156,4  150,0 143,1 135,6 126,9 115,8 

suo 168,4 157,0 145,0 132,8 120 0 106,2 91,2 73,8 51,6 

0,93. 0,92 0,93 0,94 0 95 0 96 0 97 0,98 '0 99 

65 ,5. 66,9 68,4  70,1 71,8 73,7 75,9 78,5 81,9 

--C,,,o,x_ 114,5 113,1 111,6 109,9 108,2 106,3 104,1 101,5 98,1 

ieliT° 2 	49,0 46,2 43,2 39 8 36,4 32,6 28,2 23,0 16,2 

Tablica 

A  0,1 0 2  0,3 0,4 0,5 0,6  0,7 0,8 0,9 

Max pa) 1 11 1,25 1,43  1,67 2, 00 2,50 3,33 5,00 10,0 

Mau P(z) 0 91 0,83 	/ 0,77 0,72 0 67 0 63 	, 0,59 0,56 0,53 

0 91 0,92 0,93 0,94 0,95 0 96 0,97 0,98 0,99 

Max P() 11,1 12,5 14 ,3 16,7 20,0 25,0 33,3 50,0 100 

puu, P(z) 0,.52 0,52 0,52 0,52 0,51 0,51 , 0,51 0,50 0,50 

Tab 110 a 

A.- 0 3. 0 2 0,3 0,4 0 5 0 6 0,7 0,8 0,9 

h (kin) 57330 25481 14863 9555 6370 4247 2730 1593 707 
2 

0,92 0,93 0,94 0,95 0,96 0,97 0,98 0,99 0,91 

h 	(1cin) 630 650 480. 410 340 270 200 130 70 



dr 	 = de, 
(K2  _ r2 

to se integracijom dobiva 

arcsin(I) = e - eo  arcsin(1°) 

pogto smo pred korenom uzeli pozitivan znak, jer vektor poloEa-
ja r treba da se povedava kad polarni ugao raste. 

Stavimo li 	r, 
arosin(=) = 	r = K sine K 	o 	1 , 	(4.7) 

bi6e jednaina trajektorije projektila 
r = . 1C.sin(0. so  + el). 	 (40) 

Jednaoina (4.8) predstavlja krug polupranika 

= W2, 	 (4.9) 
sa centrom u teal 6ije su koordinate 

3cC = - rta(eo-  el), y0 = V°8 (9o-  el" 	(4.10) 
pa je, prema tome, njegova jednaina u pravouglom koordinatnom 
siatemu Axy (8103.): 

x2 + y2 + Kk.sin(6
o-01) - xy.cos(eo-91) = 0. (4.11) 

Elevacionu ugao projektila (ugao izmedju smera tangente na 
putanju i pozitivnog smera x-ose) u paetnom trenutku ( 	nije 
nezavisan od poaetnih elemenata, ved se iz njih izraunava. Kako 
je uopgte 	 dr , 

tg y'= 
dr - r.tge 

a iz jednaine trajektorije projektila (4.8) 
dr 
de = Loos(e e

o e1 ) 
to je u poaetnom trenutku 

40= LCOSell 

t 	
K.cose1 	.tgeoo  + ro  g Y1 =  

Loose).  - ro .tg00 
 odavde, zbog (4.7), dobiva se 

tg a()  = tg(e0 	), 
tj. 

Medjutim, kao gto je poznato, ugao koji gradi tangenta sa pozi-
tivnim smerom x-ose, 	jednak je u svakom trenutku zbiru po- 
larnog ugla e i ugla V) koji able poteg i tangenta. Zbog togaje 

je 

pa je 

= eo 	 (4:12) 

= Po; 
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drugim reeima, tigao el , koji se pojavio kao integraciona kon-
stanta u jednaini trajektorije, jednak je uglu koji Eine po-
zitivni smerovi tangente i vektora poloEdja u paeinom trenutku. 
Zato je ro= Lain 	odakle se, zbog (4.4) dobiva 

r w P(z-, o) 

	

sin yo 	0 	 (4,13) vo 
t j., ako=o  0, P(r0) = 1, 

r co  • 

	

Sin 	= ° o 	v 
0 

Onda j e 	 = 

	

Y913 	eo 	0 9  

tj., za 80  = 0, 
1bo ; 

drugim re6ima, elevacioni ugao u po'oetnom trenutku jednak je 
uglu koji 6ine poteg 1 tangenta u for istom trenutku. Zbog 

vosin c/ 
r = v 	w -orr- 

o' 
vidimo da je u sludaju Lfro= 0 i ro= 0, tj. projektil painje da . 
se kreae iz take A, bez obzira koliki je paetni polarni ugao 

edineo  poetni elevacioni ugao (to; o izmedju njih, zbog 
\p = e + 	mora postojati veza e0  = you. 

Na kraju moiemo, zbog veze 

( 4 . 14) 

(4.15) 

(4.16) 

Loin(e - e + e  - tee
o + 81) ° = Koos(0 - eo + el 

= 9 - 90 + 81 = 8 - 80  + $t', jednainu (4,8) na- 

tg cfr= ark- 
TO 

odnosno zbog p 
pisati u obliku 	

r = K.sin yi . 

8 1 1 k ■ S. 

Putanje projiktila bola is new  basins konstantna. sa 

vreanosti vala ff. Oct, intervaly (-1r/2; 1172). 

81n8aj kola Jo v. vid. 417-71  . 
Alt 

(4.17) 
Sa slika 5., 6., i 7. moiemo vi-
deti putanje projektila za ramie 
vrednosti poseetnog polarnog ugla 
90 . Kako je 61 .= (Po , iz (4.10) 
vidimo da je uvek ye  >0, a xc  <0 
za 00  Ako je 60= X0  = 0, 
centar kruga po kome se kreoe pro-
jektil leEi na y-osi i to je gra-
nidni sluoaj kada projektil mete 
podi iz take A (tada je i 00= 0). 
Ako _je e0< ot xC  0 i projektil 
mora pooeti kretanje iz neke truge 
take na udaljenju ro  od take A, 
kao Ito se uostalom mole videti 1 
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Slits 6. 

Potaaje projattna tads J. pasta brains kaaatantaa, sa 
erednoati ugla 	ecr t. a Internam ( F/2; st/2). 

Sladaj bid* je v.> v2,67.ci .  

11 k • 7. 

Potaaje projsktila lads je Wets. brae& konatealma, so 
amialati awls ■ O• To  ■ intermit] (- W/2( 1/2) . 

131adaj kola Jo a. G•klir7 . 

sa slike 5., pri 6emu je uvek o.=leo- 	. Kako postavijeni 
problem praCenja cilia ima smisla_samo dok se cilj nalazi nad 

horizontom mesta 46, to se iz jednaeine kruga (4.11), gde je 

el  = Ystavljaju6i y = 0 dobijaju tale sa koordinatama 
x = 0 (ova ta6ka'ne dolazi u obzir, u tom trenutku se cilj po-

javljuje u horizontu) 
x = - K.sin(90  - 4'0), 

pa kako je to krajnja tacks u kojoj projektil mote pogoditi 
cilje, ona mora leEati i na putanji cilja, tj. na krugu Iija je 

jednaina 

odnosno u 

Zato mora 

u pravouglom sistemu Amy: 

x2 + ( .y + a0) 2  = a2 , 
taaki,Alajespscisa, zbog 
biti a2 - a = E.sin(Go - o 

   

Y = 0, x = - VE12  _ a2 o' 
V'o), iii 

a t4  e0 	V0) 	_A
_ 	- .11,2  pi " ol • 	 (4.18) yo ) 

Kako je, medjutim, za eve putanje kod kojih je mc -:0 i re 0, 
(ukoliko projektil ne polazi sa nekog uzvi5enja nad povrginom 
Zemije 6ije su koordinate x0= rocos80, ye rosined, to mora 
biti i yie 0, pa treba da bude zadovoljen uslov 

0 .-15 eo arcsinE2E 	-,k 2  P(T)1. 
AVo 

Ukbliko to nije sluaaj, odnosno ukoliko je r 0  / 0 iprojektil 
polazi iz tante sa koordinatama m o , y0 , mora biti zadovoljen 
uslov 



Og 	yo  o  4., amain --a° 11 	P( —  il Av 	 L-0 I o 

tj., zbog (3.2), 

0,4f e0 ,1_5 y o  + arosin[421 	
L( 3. 	2) 	r  o)1• 	(4.19) 11 .,  

gde je vo  dato u knVsec. 
Iz jednaine (4.19) sleduje da mora biti uvek zadovoljen 

uslov 	P(ro) 1491 11-(1  - A-2)  o 
odakle za poeetnu brzinu ilobivamo  uslov 

v0 	7 /  91 V A.(1 - ,A. 2) P( 	km/sec.. 	(4.'20) 
Na primer, za J.= 0,9 1 Z = oC taj . uslov- je vo  	l/sec, 

dok izraz na desnoj strani dostiEe maksimum za 	1/VI= 0,578, 

pri oemu u tom sluOaju mora biti v 0  4,9 km/sec, Eto se doga-

dja kod satelita kod kojih je polupreenik putanje a-= 11000 km, 

tj; Oija je visina nad povrEinom Zemlje h = 4630 kW; 
Izraz (4.20) moge se i drukOije napisati. Kako je c = 

= 7,91 T kg/sec, brzina kojom se kre6e satelit na kruInoj pu-
tanji oko Zemlje na rastojanju h=a-a o 

od njne povrDine, to 

uslov (4.20 motemo napisati i u obliku 
vo n1/1 - 2 P( ©) (4.21) 

Ovakva poOetna brzina suviEe je velika. Ni jedan projektil ne 
moEe krenuti sa povrEine Zemlje tolikom brzinom, pa stoga treba 
pra6enje cilja otpooeti u nekoj taaki nad povrEinom Zemlje, sa 

koordinatama xoo, do koje projektil moEe Oostupno dosti6i poe

eetnu brzinu, potrebnu za otpainjanje praeenja cilia. 

5. TA6KA POGOTKA CILJA.- TaOka pogotka, u kojoj projektil pre- 
sre6e iii dostiEe cilj, legi u preseku 

putanja projektila iccilja, dakle u preseku dva Ixuga eije su 

jednaoine u polarmom koordinatnom sistemu: 
putanje projektila: r = K.sin(0 . 8 0  4. 9 ), 

11 

putanje cilja: 	r = a EVI - Aos 2e 

NapiEemo li prvu jednaoinu u obliku 

R = r;sino%cos/3 K.cose;sin/3 

gde je (b= 90- el , pa izrazimo sine i cose preko tge, dobivamo 

r = 	K, 	(tg9.cos(3 - sin(3). 
V 1 + tg2e 

Posle unaenja vrednosti za tge iz (3;6) dobivamo jedna6inu 

putanje projektila u obliku 
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X 	-CL:ij• 

Jedna6ina kruga po kome se krede cilj je, ako u njoj kao(5.1) 

 /1 + A.2  - 21sinZ 1  

promenljivu uvedemo , 
r = aVi +.A.2  - 2A sin z. (5.2) 

Preseenu ta6ku krugova dobivamo iz jednae'ine 
 

sin( 	-,3) - ikcos  
K 	  = a 6. +A 2  - 2Asin 

174 4. ../12 	2  j. sin z-fi 

gde indeks p oznaoava taOku pogotka, odnosno, 
sin( 1-- 	) - a005(s. = 	+ 	- 2 ik sin 	). 

Poslednja jedna6ina se zbog (4.4) rude napisati u obliku 
1 +1-2  

	

(cos /S+ 2c1)sinAr - sin/g.cos 	= cl  P 	 +vt-cos/R 7 - ' vt- gde je ao wP( ) 
c - 1v0 	

. 	 (5.3) 
Stavljajuei 

cos4+ 2c1  = micosM, sink . m.sinM, 
dobiva se 

1 +A 2  ) m.sin( z7p - M) 	c1 	+.4 cos, 	 (5.4) 

	

tgM 	 sin 4 

	

= 	 (tgM X;  0, 0.:11 	900) . cos4+ 2ci  ' 
a 7-  ozna6ava vrednost ugla 27u trenutku pogotka. 

Da bi jednaana (5.4) imala regenja, tj. da bi krugovi tra-
jektorija projektila i cilja imali zajedniae taoke preseka, 
mora biti zadovoijen tslov 

J1.2  ( 	1 	+ .cos0 	m, 1 z  jt 

1 - A 2  2 2 (------) ci  - 2.cos/3(1 -A 2)c1  - (1 -.1 2cos) 	0. 
Ako pretpostavimo da je ugao = 60- el unapred dat, mogemo 
odrediti granice u kojima treba da se nalazi cl  da bi doglo 
do pogadjanja cilja. Poslednja jednaelna moge se napisati u 

( 1 - A2)2( 
obliku 	-

c1 - ell) (cl 	c12) 	0, 
odnodno (c1 	 c12)---- c11)(c-1 	0, odakle sleduje da mora biti 
zadovo1jen uslov 

012 < cl 

	

4 	, 	 i c11 = - 
1 
---(1 + Aeo0 	

c ) > 0, 
012 = - 

----73 (1 - Aco 	) -<- 0. 

	

-A 2 	 1 	1-A' 
Medjutim, kako je c12  <0 uvek, a veliOina c i  je uvek pozitivna, 
dovoljno je napisati samo uslov c l ts-  cli  , odnosno, 

pri emu je 
m = + V1 + 2 4ci  + 4oleos& , 

(55) 

odnosno, 

gde je 
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a c")P( ) 	4t. 
	n  (1 41 it000) V • 0 	 vt_c 

odakle se za paetnu brzinu dobiva uslov 

a co P(s- ).(1 
o 	o  

Vidimo da je na desnoj strani izraz najmanji za T
o
= 0C P(( .: 6  

o
) )= 1, 

v ->. 	 • • 
A_cos 

odakle je e0= 0 i cov = 1, = 0, pa je, zbog 4 = 00- 191  - p0 , 
yo= 0. Za to vrednosti uslov (5.6) glasi 

a 0(1 -12) 	- 
o 	_ 	J. V 	 • 0 # • 	

a

vL  
Zbog (3.2) i ao= 6370 km uuslov za po6etnu brzinu postaje 

v0  7,91 	- ) km/sec,, 
ako uvedemo opet brzinu cilia c, 

vo 	c(1 -A). 	 (5.7) 
Uslov (5.7) je Wain od uslova (4.21). Na primer, za )L= 0,9 

ovaj uslov . daje vo  751 m/seo, dok_je za istu vrednost )-

uslov (4;21) davao v 0 7 3,27 km/sec, za vrednost z-o  = a!, 
dakle za minimalnu vrednost P( 70). 

Nada odredimo vrednost ugla _ u trenutku kada projektil 

pogadja cilj, iz jednaine (5.4), odnosno iz 

sin( ("C"p- 	 = ml 1 +  

ostale elemente koji odgovaraju ovome trenutku, dobivamo (1.8:'8)  
vL 	

. 
m
..v  os 	

5 

81ede6i nain:  
vektor pololaja take iz r

P 
 = -.2  Vl + A.2- 2A sin z- 	(5.9)✓

brzinu iz 1)(17) 
v = v 
P 	op(vo) 

gde je 	 1 - sin T.; 
POO 	  

1 +.A. 2  - 2,/t8int-p  

Ugao izmedju vektora poloEaja i tangente iz 

= ep 	eo 	541o' 
pri 6emu se polarni ugao dobiva iz 

sin z-  -it 
tge = cos r 

a elevacioni ugao je 
= 6p + 	= 2ep  

Odnos 
= vp/vo  PCY P(1-0) 

( 5 . 10) 

( 5; 11) 

(5.12) 

(5 13 ) 
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dostiEe najve6u vrednost ako je 	2;= 900 ,tj. ako pro- 
jektil polazi u trenutku kada se cilj nalazi u horizontu, a 

pogadja ga u trenutku kada se nalazi u zenitu mesta A. Tada je 
1 Maxi,/ ==. • 	 (5.14) 

Vrednostoi je utoliko manja ukoliko je P(Z-0) ve6e, samo se u 

tomsluaaju, prema uslovu (5.6), pove6ava vrednost paetne br- 
zine, 6to je nepovoljnije. Za ✓t.m. 0,9 je Maloil= 10. Osim toga, 
aide se dogoditi dal/ ima manju vrednost od maksimalne (prili- 
kom gonjenja, kada cilj predje zenit mesta A), a da prilikom 
prelaza iz presretanje u gonjenje, za 27= 909 , brzina projek-
tila uzima vrednost vmax  = vo/(1 posle 6ega se opet 
smanjuje do vrednosti vp , 6to se vidi.iz grafika funkcije P(2) 

Ovo se mote izbe6i na taj na6in 5to 6e projektil po-
Oeti kretanje u trenutku kada se cilj nalazi u zenitu iii bli-
zu njega, tako da imamo isto gonjenje, ali je tada paetna 
brzina jednaka brzini cilja, odnosno vrlo bliska njoj, gto je 

neizvodljivo.ako projektil treba da pane kretanje i u isto 
vreme i pra6enje iz tables X (Iz (5.6) se za o= 900  dobila da 
mora biti vo ;.?; c, ako je A?= O.) 

GRANIONA KRIVA.-  Napi5emo li jednaoinu (4.1) u obliku 
dr VK2  - r2 , de - 

vidimo da ona ima regenja samo ako je K2 - r 2  0, 5to znaoi 
da se projektil mote kretati.samo u unutragnjosti krive 

r. = K , 	 (6.1) 
ili u krajnjem slu6aju mote se na6i na samoj krivoj (6.1). Ovu 
krivu liniju, koja odvaja oblast moguah od oblasti nemoguah 
regenja diferencijalne jednaoine (4.1), nazva6emo granianom 
krivom_linijom. To je krug polupreonika 	sa centrom u taki 

Oija je jednaCina u pravouglom sistemu Axy: 
2 	2 ,2 x + y = A • 

Ovaj krug je obvojnica trajektorija projektila 
f(x,y) x2  + y2  + K0.sin/3- Ky.cos4r= 0, 

kada je paetna brzina* projektila konstantna, a samim tim 
je konstantna i - veliOina K. Kako je 

• 2.32zic 
Ek.cosd+ Ky.sin/S = 0, 

to iz ove jednaelne i jedna6ine trajektorije projektila sleduje 
EX sin/1 = 	 , cos 

x 	 x +y 
pa eliminacija parametra 	daje zaista kao obvojnica krug (6.2 
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Sa slika 5., 6. i 7, vidimo kako izgleda poldaj granianog 
kruga. 

Prema tome, ako je zadovoljen uslov za paetnu brzinu pro-
jektila (5.6) (ili (5.7)), koji uslovijava pogadjanje cilia, 
onda take pogotka lee u unutragnjosti grani6nog kruga, dakle 
u oblasti moguah reZenja diferencijalne jednaeine (4.1). Gra-

ni6ni slue/4 se dogadja kada centar kruga trajektorije pro-

jektila len na y-osi i pritom e 27 p= 900  (u uslovu (5.6) 

treba uzeti znak jednakosti; putanje projektila i cilja seku 

se samo u jednoj taeki). Tada, i samo u tom sluoaju, 'Lana 
pogotka lei na samom grani6nom krugu; u svim ostalim sluaa, 
jeviMa nalazi se u njemu 
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III - SIU6AJ KADA JE u(e) =  ---A -  
cos'e  

7. BRZINA PROJEKTILA I GRANIoNA KRIVA.-  Drugi i ujedno posled- 
nji sluOaj kada se dife-

rebajalna jedna6ina kretanja projektila mote regiti kvadratura-
ma sa datom funkcijom U(e) je kad ova funkcija ima oblik 

, 	 (7.1) 
cos'e 

gde je 11=-0 konstantna ve1i6ina. U tom slu6aju je, zbog (3.6), 
brzina projektila u funkciji ugla z- data iztazom 

v = A W 	 P(t), = AcoN(r) , 	 (742) 
cos 2e 

gde je 
N(r) 	- 	 (7.3) 

chez:.  
Ala) sa N(7-0) oznaeimo vrednost funkcije NCO u trenutku kada pro- 
jektil painje svoje kretanje, onda imamo, ako sa v

o ozna6imo 
pooetnu brzinu projektila, 

v = vo 	. 
27  

(7.4) 

MiNtallaupcija N(Z) postaje beskonaOna u taeki ,T= 272, Dakle, 
cilj se mora pogoditi pre no 5to dodje u zenit mesta A4po6to u 

prema (72) brzina treba da bude beskonaeno telika. 
Funkcija je periodiOna, sa periodom 2T. U intervalu (0 131 ima 
dva minimums, u ta6kama u kojima je 

1 - 	A 2  sin 
1 

N(li) 	1 + 11-1  a za koje je 
2 

Nth kako je 	N(a.) = 1, to taOke u kojima bi brzina imala 
ovu minimalnu vrednost lege ispod horizonta mesta A, pa je, pre-
ma toms najmanja vrednost brzine ustvari poOetna brzina. Do tao-
ke Z=7172 NCO raste, za T=92 postaje beskonaono veliko, zatim 
opada do ta6ke 77=7F-7=i, a onda ponovo raste do Z-_ 3 1/2, gde 
opet postaje beskonaono veliko, posle Oega opada do vrednosti 
N(z) = 1, zaZ = 

Na slivi 8. prikazan je dijagram funkcije N(z) za vrednosti 
parametra )1 = 0,9 u celom intervalu (0,270, dok su funkcije 
N(t) za sve vrednosti parametra u intervalu (0,1) prikazane 
samo u intervalu 	 na slici 9., pri Oemu je deo funk- 
cije, koji odgovara pologajima projektila nad horizontom iscrtan 
debljom linijom. 

Vratimo se sada diferencijalnoj jednaeini 
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Funkcija Pi(t) za A= 0,9 
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Silica 9. 
(dr)2 	2 + r = 

cos % 
pa je napigimo u obliku dr 	A2 	2 

= 	r  • cos e 
Vidimo da jedna6ina ima regenja samo ako je r --5_3.A/cos2e. Gra-
ni6na kriva linija, koja odvaja oblast realnih od obiasti ima-
ginarnih regenja Uferencijaine jednaine Icretanja projektila, 
a Oija je jedna6ina u polarnom koordinatnom sistemu 

r= cos 28 
	 ( 7 .5 ) 

ima u pravouglom koordinatnom sistemu Axy jedna6inu 

7 = iiVx2  - A? 
	

( 7.6) 

Ova kriva linija preseca horizont u to kama 6ije su koordinate 
x1= 0 (izolovana taaka) '  x2 

 = A i x
3 
 = - -A pa , prema tome, da 

bi projektil imao moguenosti da pogodi cilj bilo gde nad hori-

zontom, treba taoka  u kojoj se cilj nalazi u horizontu, sa aps- 
1/ cisom x = Va 2  - ao

2   da bude blige taaki A od take sa ppscisom 

x 2, tj. treba da bude 
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a2 - a2 
0 

Kako je, medjutim, iz (7.2) A = v0/10 N( uo) , to mora biti 
ao 	A 2 < vo 

77.7) I 

ao cdN(L-- ) v 

Zbog (3.2) dobivamo uslov 

(7.8) 
a to je upravo uslov (4.21), nepovoljan za poOetnu brzinu pro-
jektila. Ovo se, kao i u slaaju U(9) = K, mote izbe6i ako se 
praCenje cilja zapoOne iz neke druge take, sa koordinatama 

x o tyo  do koje projektil uspe da razvije potrebnu paetnu brzinu. 
Medjutim, postoji jedna olakgavajuOa okolnost. Naime, sa 

slike 10. se vidi da ta6ka u kojoj se cilj nalazi u horizontu 
mesta A, mo ,Ie bitii daije od take sa apscisom x2= A graniene 
krive linije, pa da iznad mesta A jo6 uvek postoji dovoljno ve-
lika Oblast realnih re5enja diferencijalne jednaoine, u kojoj 
projektil mae pogoditi vegtaaki satelit. 

8. TRAJEKTORIJA FROJEKTILA.- Vratimo se sad na polaznu diferen- 
cijalnu jednaelnu 

fdrN2 + r2 	A2 
cos 	

(8.1) 

i uvedimo opet ugao ) izmedju pozitivnih smerova vektora polo-
Mja i brzine projektila, preko izraza 

dr tg yi= 	•r : 1-74c  t 	 _8.2) 
odakle je dr = r.ctgyi . 
A kako je, prema ranije reoenom,p= v- $9 1  gde je Y9 ugao koji 
vektor brzine zaklapa sa pozitivnim smerom x-ose, to je 

r2ctg2 ( 	9) + r2  = A
2 

cos e 
odakle je 

A 
sin( y - 	= cos 2e  • 	 ( 8.3) 

odakle je 

791(2N(r)6 o 

odnosno,ako uzmemo vrednost za brzinu oilja, gornji uslov poa 
kdt staje vo 	c.N(v) 1/1 -kg, 	 (7.7) 

odnosno, za Min N(C0) = 1, kada se cilj u poeetnom trenutku 
kretanja projektila nalazi u horizontu  mesta A, 

vo 	c1/1 -.A 2  



( 8a) 

) = f
2
(u) (8.8) 

r,ranitala_ 
kriva 

_22- 

Uvedimo sada koordinate i qsmenom 

-
A 	

= 

Tada dobivamo, posle razvijanja izraza (8.3), 

- 1Z.since+cost, ="q 2 . 

Diferenciramo li ovu jednaelnu po vremenu, bide 

- + 3cosce  - qz.cecost 	sinee = 2 'r? 	. 

Zbog (8.4) je 
Z- - 
A 	A 

pa je 
• 

y = v.since 	ovi izrazi postaju 

pa gornja jedna6ina, posle skra61- 
iL.since 	- icoste, 

vanja sa 	postaje 

d'vt 
2 4tre + since+ 7cos ,,e, = O. 

1 	 Ako jog smenimo iz (8.5), ona 

dobiva oblik 

2 dce +Z(/+ since. ).tg(+ 17cos(e= 0, 
odnosno, posle skra6ivanja saqz i 

re 1  
-2-17- tg `e +  2.cosce = °• 

Najzad, smenom nezavisne promenljive e-e= 	u, dgf= du, po- 

slednju jednaoinu svodimo na diferencijalnu jedna6inu kretanja 
projektilaploji prati po potegu cilj koji se kreee pravoliniski 

konstantnom brzinom 	Ova jednaina glasi: 

1 „tbi, — 1  
°— 2. sine 

Regenje ove Jed:aseine je 	
1 	du  V lsinul .( C+ 
2 sixtu v(sinu ( 

Vtginul 0, a C integraciona konstanta. 

(8.4) 

j8.5) 

(8.6) 
Graniana 

//- kriva 

Oblast realnih reienja 

A 

/////// 

Zemlja 

Putanja cilia 

kada je 1ra-Z>A 

Putanja cilia 

kada 10 41:4 = A 

Putanja cilia 

kada je ‘Eff---T•ao cA 

— 

A ' 
Medjutim, kako je x = v.cosce 

• • 
= 

Slika 10. 

sredjivanja, 

pri emu je 

Re5enje prof. R. Wanina (saopgtenje Instituta za vojno-

tehnieka istraivanja, R.-35.39/1960). 



Iz (8.5)  je 

f2(u).ctgu + q(u).cosecu = f l(u), 
	 (8.9) 

pa, zbog (8.6) jednaeine 

x = - A.f
2
(11) 	y = - A. fl (u) , 
	 (8,10) 

daju parametarski oblik jedmaeine trajektorije propktile. 
Da bi se dobila taaa u kojoj projekti1 pogadja ciij, treba 

u ovom shiCaju integralne krive linije iz regenja (8.10) 1 , 
umesto sa pravim linijama, presea kruhim putanjama vataekog 

satelita. 

"41 Re5enje prof. R. Kaganina, pomenuto na prethodnoj strani. 



IV - SLUOAJ KADA JE PARAMETAR A MALI  

9, PRVA APROKSIMACIJA.-  Ako je odnos polupreenika Zemije i 
kruEne putanje cilia toliko mali da se 

praktiOno mote uzeti da je jednak null (ovo je graniOni sluoaj), 

iz uslova pra6enja po potegu (3.6) izlazi tg9 = tgr, tj. 

=r=tot, 	 (9.1) 

ler JO iz (3. 1) i ugao o4= O. Tada se diferencijalna jedna6ina 

(3.9) svodi na jedna6inu 
(i)2 r2 = 	 (9.2) 

Stavi6emo 	 v co. = 	 (9.3) 
i pretpostaviti da je brzina projektila konstantna. Onda se 
tazdvajanjem promenljivih u jednaeini (9'.2) i integraljenjem 

dobiva 	 r = k.sin(9 + C), 

gde je C konstanta integracije. U poOetnom trenutku je r 0= 0, 

pa je 	 r = k.sin(9 - o), 
gde je go  polarni ugao u poOetku kretanja projektila. Dakle, 

r = c-1-)  sin(9 	e). 	 (9.4) 
Kako se x-osa polarnog koordinatnog sistema moEe izabrati pro-
izvoljno, moEemo uzeti da je i 8 0= 0, pa dobivamo jednaoinu 

kruga r =17,- sin() 	 (9.5) 
kao trajektoriju projektila. U pravouglom kooddinatnom sistemu 
jednaoina ovog kruga je 

2 	2 v x + y = y, 
co 

a ovo je krug sa centrom u taal (0, 2u,  v 
 ) i polupreOnika 

v (9.6) 7 = 77: • 
Taka u kojoj projektil pogadja cilj dobiva se presekom putanja 
cilia i projektila, tj. stavljajuft rp  = a. Odatle je 

	

sinep 	vc4)  = a 	. 	 (9.7) 
Medjutim, velielna au) predstavlja brzinu cilja na putanji, tj. 

= c, pa je zbog toga 
sin9 = c/v. 	 .(9.8) 

Odavde se vidi ovo: ako je v> c, imamo dva re5enja, tj. putanja 
projektila preseca putanju cilia u dve tane; akoAe v = c o  ima-
mo jednu ta6ku za e ako je v.tc, jedna6ina (9.8) nema 



- 

realnih regenja, pa projektil ne moge uopgte pogoditi cilj, 

kao gto se, uostalom, moge videti i sa slike 11. 
Vreme, potrebno projektilu da stigne cilj, od trenutka kada 

on poginje svoje kretanje do trenutka kada stigne cilj, dato 
je, zbog veze (9.1), izrazom 

1 T = 4)  arcsin(2), 	 (9,9) V 

U prirodi se ovaj problem javlja kod odredjivanja trajekto- 
° rije projektila, koji polazi sa Zemlje da bi stigao na Mesec, 
vodjen po potegu, pogto je ovdektako malo da granieni slueaj 
)L= 0 predstavlja zaista dobru aproksimaciju regenja stvarnog 

problema. NaEalost, ovo je za sada nemogu6e, jer bi raketni 
projektil morao tokom celog puta trogiti gorivo (radi odrgava-
nja na unapred odredjenoj putanji), gto je, s obzirom na goriva 
kojima se danas raspolage, jog uvek nemogu6e. 



ff. 
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10. DRUGAAPRUSIMACIJA.-  Pretpostavimo sada da je parametar 
A razli6it od nule, ali toliko mali 

da funkciju U(8) na desnoj strani diferencijalne jednedine (3.9) 
datu izrazom (3.10), mdemo razviti u red po stepenima od i za-
nemariti kdadrat i vt5e stepene od 	Kako je onda 

ft U( e)(" k(1 ••• Asin9) 9 U 2 ( e) r\"k2(1 - 2 
sine t  A. 28in2e) I  

gde smo sa k oznaeill velioinu Wu), to rdenje ove jednaeine 
moemo takodje dobiti u obliku 

	

r = f(G) + 	c"( 	+ s/t 2 	. 	 (10.1) 
Ako izraz (10.1) diferenciramo po a dobi6emo 

(19 = - fie) + 1 y'(9) + (10.2)  
Unesemo li sada (10.1)'i (10.2) u jednaanu (3.9), pa zanemari-
mo sve elanove sa stepenom od )Lvigim od drugog o onda za odre-
djivanje nepoznatih funkcija f(8), ylA i /(e) dobivamo ove 
diferencijalne jednaeine 

} 
 f' 2(e) 	f2( e) = k2 9  

f'(6) .1'(8) + f(e). (e) = - k2sine, 	 (10.3) 
2f ' (e) tp ( e) + 2f( 	(e) + ' 2(e) + 2( 	k2sin2e. 
Prvaijednaana pdgovara diferencijalnoj jednaini (4.1) i njeno 
re5enje je f(8) = koin(9 t C1), gde je C1  integraciona kanstan-
ta. Ako pretpostavimo da projektil polazi iz kooddinatnog paet- 
ka (ta6ka 	ondli je za 80= 0 i ro= 0, pa treba da flude i f(8 0) = 
= f(0) = 0, odakle je 0 1= 0, pa je 

f(8) = 	 (10.4) 
Kako je dal je f' (e) = k.cose, to se za odredjivanje funkcije 

V(8) dobiva linearna diferencijalna jednaina prvoga reda, 
elje je raenje, zbog i.0 (80) =( 0) = 0, 

(9) = - k(1 - cosE). 	 (10.5) 
Daije se zbog. w'(9). - k,uin8 , iz tre6e jednaine (10.3) dobiva 
za odredjivanje funkcije Y(8) opet linearna diferencijalna jed-
naCina prvoga reda, 6iji je integral, pod uslovibm y,/(0) = 0 za 
8o= 0, A- Y 	2 (e) = - 1(ein8 + 8.cos8)+k.cos49.1ntgl. + 1). 	(10.6) 

Ako se sada zaustavimo na prva dva 61ana, naime 
r = k[sine - A(1 - cos8)/ 	 (10.7) 

tj. 
r = 2k.sing(cos2 -Asin§), 	 (10.8) 

	

2 	2 	2 
onda je clan koji se zanemaruje .A 2 y/(0, Maksimalna apsolutna 
vrednost funkcije y/(49) u intervalu (0, p72) je 



-28- 

I Max 1(9)1= 2 za 8 = 1/2. Prema tome najve6a vrednost tre6eg 
Olana, koji se u tzrazu za r zanemaruje, iznosi X 2k/2 = 127/24(), 
gde je v brzina projektila. Kako postoji izraz za 4.4)(3.2), to 
je 	 12k 	.A-v.103 , 403v a, 

2 	2,484,0/4 = 
pri Oemu je brzina projektila data u km/sec. Medjutim, da bi 
projektil mogao da pogodi cilj more biti v›..c = 7,91rr-km/sec, 
pa zato mora biti X 2W2 ;?..- 3185A. km. Dakle, maksimalna vred-
nost izraza koji se zanemaruje iznosi 31851 km. U sluOaju kad 
je cilj Mesec, imamo X= 1/60, pa bi gregka u ndjgorem slaaju 
iznosila 53 km, gto je, s obzirom na veliOinu cilja, dovoljno 
dobra aproksimacija, Oak i u ovom, najnepovoljnijem slaaju, 
za 6 	Za sve vrednosti ugla.e, manje od 7C/2 gregka je 
daleko manja, na primer za e = 7/74 je 

liP(9)/= 0,006k, 
Pa  j e 	 I Max A2  tp (€4)/- 3812 ./k- 
gto u slu6aju Meseca daje gregku od 640 m, a ovo je vise nego 
dovoljna tanost. 



V - SIIJOAJ KADA JE PARA1LETAR 	BLIZAK JEDINICI  

11.- Vratimo se izrazu (3.10+ za U(e) i stavimosk= 1 - E, gde 
je E mala velfOina. Tada je 

U( = k El - 	sinG j=  k ti F(E) 7. - (1 - e.) 2cos 2e 
Napi6imo izraz za F(E) u obliku 

F2(E).(sin2e 26 cos29 - E 2c0829) 
Po Taylor-ovoj formuli je 

F(E) = F(0) + 

gde su F(0) 'F' ( 0) , F"(0) 
F'(0) + 

2
2  F"(0) + 

. vrednosti funkcije F( ) i njenih 
izvoda za vrednost E = 0. Ako se zaustavimo na elanu sa drugim 
stepenom veli6ine 6 I izra'ounamo o rso)  veizvod 3c 	. e, doobsi26eemo 

F(0) = 1, F ' (0) = 	

sin e . 

1 	3 2 2 2  e - —cos -E ), 

	

sin-9 	2sin 
a njen kvadrat, sa istim stepenom taenosti, je 

2, 	1 	2 	cos29 U 	= 	 - 3 	3 ) 
sin '9 	sieG 

gde smo, zbog odredjivanja gregke, uzeli elan i uz 
Potragimo dad regenje diferencijalne jednaeine (3.9) u 

r = EA(49) + 213(9), 
za odredjivanje nepoznatih funkcija A(9) i B(e)dobivamo 

•k2 3cos 29 2 A, 2
( e) +A2 ( 9) = 	A' ( B 1  ( 9)+A( 9)1.3( = - 	k 

sin'9 	 2sin °9 
Iz jedna'aina (11.1) i 1.11.2) vidimo slede6e: 

1) ceo postupak se mote sprovesti samo ako je ugao 8 blizu 
vrednosti 72. Za male vrednosti ugla 8

, bliske null , 61anovi 
uz C i e 2 

dobivaju velike vrednosti i uve6avaju se beskonaeno 
kada 9 	0. 

2) Prva jednaeina (11,3), smenom e = 272 - 	svodi se na 
diferencljainu jednaeinu (3,9), slu6aj iz Odeljka III. ReEavanje 
ovog slu'eaja dato je u parametarskom obliku jednae'inama (8.10), 
gde umestt velicine A treba staviti 

3) Ve6 aproksimacija sa r = A(9) istog je reda s obzirom na 
E kao aproksimacija u 10, s obzirom na A . Zato demo se zausta-
viti samo na toj aproksimaciji. 

= sin29 26 sin28 + 4251n20. 

Funkcija U(9)postaje 

U(9) = k( 

sin e 

3 .  
obliku 

(11.2) 
jednaeine 

(11. 2) 
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