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DEKOMPOZICIJE POLUGRUPA I IDENTITETI

U ovoj disertaciji, bavimo se problemima tra¢nih i idealskih dekompozicija polugrupa.
Disertacija sadrzi éetiri glave.

I UVODNI POJMOVII REZULTATI
II POLUMREZE ARHIMEDOVIH POLUGRUPA
III NIL-EKSTENZIJE REGULARNIH POLUGRUPA
IV . DEKOMPOZICIJE POLUGRUPA INDUKOVANE IDENTITETIMA

U Glavi I dajemo definicije 1 rezultate potrebne u daljem radu.

U Glavi II dajemo nove rezultate koji opisuju polumreze Arhimedovih polugrupa i
karakterizacije raznih njihovih posebnih slu¢ajeva, kao §to su polumreze levo Arhimedovih i
polumreZe t-Arhimedovih polugrupa, normalne trake t-Arhimedovih polugrupa, polumreze
nil-ekstenzija levih i desnih grupa i raznih tipova traka nil-ekstenzija grupa.

U Glavi III opisujemo polugrupe koje su nil-ekstenzije i retraktivne nil-ekstenzije
raznih tipova regularnih polugrupa.

U Glavi IV opisujemo sve identitete koji indukuju dekompozicije u polumrezu Arhime-
dovih polugrupa, polumrezu potpuno Arhimedovih polugrupa, traku nil-ekstenzija grupa,
nil-ekstenziju unije grupa, nil-ekstenziju trake grupa, retraktivnu nil-ekstenziju unije grupa
itd.

KLJUCNE RECI: Dekompozicija, idealska ekstenzija, traka, polumreia, Arhimedova
polugrupa, unija grupa, nil-ekstenzija, retraktivna ekstenzija, identitet, varijetet.




DECOMPOSITIONS OF SEMIGROUPS AND IDENTITIES

In this thesis we consider problems of band and ideal decompositions of semigroups.
The thesis contains four chapters:

I INTRODUCTORY NOTIONS AND RESULTS
II SEMILATTICES OF ARCHIMEDEAN SEMIGROUPS
I NIL-EXTENSIONS OF REGULAR SEMIGROUPS
IV DECOMPOSITIONS OF SEMIGROUPS INDUCED BY IDENTITIES

In Chapter I we give basic notions and results.

In Chapter II we give new results which describe semilattices of archimedean semi-
groups in general and some special cases like semilattices of left archimedean and semilat-
tices of t-archimedean semigroups, normal bands of t-archimedean semigroups, semilattices
of nil-extensions of left and right groups and several types of bands of nil-extensions of
groups.

In Chapter III we describe semigroups which are nil-extensions and retractive nil-
extensions of several types of regular semigroups.

In Chapter IV we describe all identities which induce decompositions into a semilattice
of archimedean semigroups, semilattice of completely archimedean semigroups, band of nil-
extensions of groups, nil-extension of a union of groups, nil-extension of a band of groups,

retractive nil-extension of a union of groups etc.

KEY WORDS: Decomposition, ideal eztension, band, semilattice, archimedean semi-
group, union of groups, nil-eztension, retractive eztension, identity, variety.



UVOD

Teorija plugrupa je aktuelna oblast matematike koja se razvija zadnjih Sezdesetak

godina. Sa jedne strane, Teorija polugrupa je nastala kao generalizacija nekih drugih
matematickih teorija, u prvom redu kao generalizacija Teorije grupa i Teorije prstena. Na
taj nacin su se u Teoriju polugrupa prenosili mnogi problemi iz Teorije grupa i Teorije
prstena. Posebno je znadajna primena Teorije polugrupa na prou¢avanje multiplikativnih
polugrupa prestena. Pri tome treba napomenuti da je klasa svih polugrupa mnogo Sira od
klase jbolugrupa koje mogu biti multiplikativne polugrupe nekog prstena, jer je poznato
da postoje polugrupe koje ne mogu biti multiplikativne polugrupe niti jednog prstena. Sa
druge strane, Teorija polugrupa se razvija i kao algebarska apstrakcija kompozicije pres-
likavanja skupai kao takva ima znaéajnu primenu u mnogim oblastima matematike. Rezul-
tati Teorije polugrupa nalaze primenu u Funkcionalnoj analizi, Diferencijalnoj geometriji,
Topologiji itd. U poslednje vreme se metode Teorije polugrupa intenzivno primenjuju u
oblasti resavanja diferencijalnih jednagina, sistema diferencijalnih jednatina i u drugim
oblastima Teorije diferencijalnih jednacina. Posebno je veliki uticaj Teorije polugrupa na
Teoriju formalnih jezika i kodova i Algebarsku teoriju automata.
“  Pocetkom prou¢avanja Teorije polugrupa se smatra rad A.K.Suskeviéa iz 1928. godine,
o konaénim prostim polugrupama. Sa naroéitim intenzitetom, Teorija polugrupa se razvija
zadnjih decenija, o &emu svedoéi. i desetak monografija iz ove oblasti. Kao najznacajnije
medjli njima, mozemo izdvojiti: E.S.LIAPIN, Semigroups, Fizmatgiz, Moskow, 1960 (na
Ruskom); A.H.CLIFFORD AND G.B.PRESTON, The algebraic theory of semigroups, Amer.
Math. Soc. Vol. I (1960), Vol II (1967); M.PETRICH, Introduction to semigroups, Mer-
ill, Columbus, Ohio, 1973; J.M.HOWIE, An introduction to semigroup theory, Academic
Press, London, 1976; M.PETRICH, Lectures in semigroups, Akademie Verlag, Berlin, 1977,
G.LALLEMENT, Semigroups and combinatorial applikations, J. Wiley Interscience, 1979;
M.PETRICH, Inverse semigroups, J.Wiley Interscience, 1984; S.BOGDAN ovi¢, Semigroups
with a system of subsemigroups, Inst. of Math. Novi Sad, 1985; itd. Takodje, postoji
specijalizovani Casopis iz ove oblasti koji pod nazivom Semigroup Forum izdaje poznata
izdavacka kuéa Springer-Verlag. _

Centralni problem Opste teorije polugrupa predstavlja problem opisivanja strukture
polugrupa, dok su medju metodama za opisivanje strukture polugrupa najznaéajnije de-
kompozicije polugrupa. Taj metod se sastoji u razbijanju polugrupe nekom kongruenci-
jom, éijme se problem opisivanja njene strukture svodi na dva problema. Prvi je opisivanje
strukture svake od komponenti u toj dekompoziciji, a drugu je opisivanje veza koje pos-
toje izmedju razli¢itih komponenti, tj. izmedju elemenata iz razlicitih komponenti. Te
veze su u velikoj meri odredjene strukturom faktor polugrupe koja odgovara toj dekom-
poziciji. Medjutim, kako je takva veza najcesce suvuse slaba za opisivanje nekih bogatijih
struktura, to su u velikom broju slu¢ajeva neophodne neke dodatne veze, koje se najcesce




uspostavljaju nekim sistemima preslikavanja, ponekad sistemima (parcijalnih) homomor-
fizama. Sto se tice opisivanja strukture komponenti, od posebnog znac¢aja su dekompozi-
cije odredjenih "dobrih” osobina. Medju takvim dekompozicijama, istaci (emo dva glavna
tipa. Prvi tip su dekompozicije kod kojih svaka komponenta jeste podpolugrupa - to su
traéne dekompozicije 1 odgovarajuca faktor polugrupa je traka. Drugi tip su dekompozicije
koje imaju komponentu koja je ideal - to su idealske dekompozicyje, ili, kako ih obiéno nazi-
vamo, idealske ekstenzije, a odgovarajuéi faktor je polugrupa sa nulom. U slu¢aju idealskih
dekompozicija, obiéno posmatramo dekompozicije indukovane Reesovim kongruencijama,
koje su najmanje kongruencije sa datim idealom kao klasom.

Pocetak proucavanja traénih dekompozicija polugrupa predstavljaju radovi A.H. Clif-
forda iz 1941. i1 1954. god.. Posle toga, tom problematikom su se bavili mnogi poznati
autori, najvise R.Croisot, T.Tamura, N.Kimura, M.Yamada, M.Petrich, M.S.Putcha, u
novije vreme L.N.Sevrin, J.L.Galbiati, M.L.Veronesi i S.Bogdanovi¢. Pazljivijom analizom
rezultata dobijenih u tim istrazivanjima, moZa se primetiti da su posmatrane uglavnom
polumreZze polugrupa. Jedan od razloga tome je i veliki znacaj koje polumrezne dekom-
pozicije imaju 1 za opSte tra¢ne dekompozicije, koji je posledica Cliffordovog rezultata
da svaka traka polugrupa jeste polumreza pravougaonih traka polugrupa. Drugi vaZan
razlog velikog interesovanja za polumrezne dekompozicije polugrupa je poznati Tamurin
rezultat, po kome je svaku polugrupu moguée predstaviti kao polumrezu polumrezno nera-
zlozivih polugrupa. Tim rezultatom je ukazano i na znataj proucavanja polumrezno nera-
zlozivih polugrupa. Struktura tih polugrupa je jos uvek maglovita, ali postoje mnoge bolje
proucene podklase klase polumrezno nerazlozivih polugrupa. Najsira od tih podklasa su
Arhimedove polugrupe. One su veoma vazna klasa polugrupa, koja obuhvata mnoge klase
posebno znagajnih polugrupa, kao $to su proste i potpuno proste polugrupe, nil-ekstenzije
prostih i potpuno prostih polugrupa itd. Sve ovo sto je do sada receno naglasava znaca]
izu¢avanja polumreia Arhimedovik polugrupa. Osim toga, mogudle je primetiti da vecina do
sada dobijenih rezultata iz oblasti polumreznih dekompozicija spada u domen polumreza
Arhimedovih polugrupa. Naprimer, tu spadaju rezultati iz napred pomenutih istrazivanja
A H.Clifforda, R.Croisota, T.Tamure i N.Kimure itd. Vise o polumrezama Arhimedovih
polugrupa biée redeno u narednim delovima ove disertacije. Ovde ¢emo jo§ napomenuti
da je potpunu karakterizaciju &itave ove klase polugrupa dao M.S.Putcha 1973. godine.
Neke druge karakterizacije ovih polugrupa ée biti date u prvom poglavlju druge glave ove
disertacije.

Idealske ekstenzije polugrupa, takodje je prvi poceo da proucava A.H.Clifford, u svom
radu iz 1950. god. Osim njega, problemima idealskih ekstenzija su se bavili M.Petrich,
P.A.Grillet, L.M.Gluskin, L.N.Sevrin, M.Yamada i drugi. Medju raznim tipovima ide-
alskih ekstenzija, istaéi éemo nekoliko najznadajnijih. Prvi od njih su nil-ekstenzije, tj.
idealske ekstenzije pomoéu nil-polugrupa. U okviru ovog tipa, dosta se proucavaju 1 nilpo-
tentne ekstenzije, tj. idealske ekstenzije pomoéu nilpotentnih polugrupa. Drugi veoma
znacajan tip idealskih ekstenzija su retraktivne ekstenzije, odnosno idealske ekstenzije
odredjene parcijalnim homomorfizmima. Retrakcije, odnosno parcijalni homomorfizmi,
su veoma dobro sredstvo kako za konstrukciju idealskih ekstenzija, tako i za prenoSenje
raznih polugrupovnih osobina kroz konstrukcije. Potetak njihovog proucavanja je u knjizi
A.H.Clifforda i G.B.Prestona 1960. godine i radovima M.Petricha iz 1966. 1 1967. godine.



Dosta proutavane su inflacije polugrupa, tj. retraktivne ekstenzije pomoéu nilpotentnih
polugrupa.

U ovoj disertaciji éemo se baviti prou¢avanjem traénih i idealskih dekompozicija polu-
grupa, Preciznije, proucavaéemo dekompozicije u polumrezu Arhimedovih polugrupa 1
razne njihove posebne slucajeve, 1 nil-ekstenzije regularnih polugrupa, sa raznim njihovim
posebnim slucajevima. Treba napomenuti da se u tim proucavanjima veoma Cesto dobri
rezulatati postizu kombinacijom i jednih i drugih metoda - i tratnih i idealskih dekom-
pozicija. Osim toga, uglavnom cemo razmatrati vezu koja postoji izmedju raznih tipova
dekompozicija i nekih tipova algebarskih zakona. Neformalno, opisivanje polugrupa zakon-
ima takvog tipa nazivamo opisivanjem pomoéu elemenata i ideala (odnosno ideala, levih
ideala, desnih ideala, bi-ideala). Moguce je dati i formalnu definicija ovog tipa zakona, ali
za to u ovoj disertaciji nema velike potrebe.

Disertacija sadrZi Eetiri glave. U Glavi I navodimo poznate definicije 1 tvrdjenja koja
su nam neophodna za dalji rad.

U Glavi II dajemo opise polugrupa koje se mogu razloziti u polumrezu Arhimedovih
polugrupa i razne posebne slucajeve istih. U poglavlju II 1. navodimo poznati rezultat
M.S.Putchae i dajemo nove karakterizacije polumreza Arhimedovih polugrupa. Koristeéi
pojam radikala, dajemo i neke nove opise za polumreze levo Arhimedovih i polumreze
t-Arhimedovih polugrupa. Osim toga, dajemo opise za polumreze nil-ekstenzija prostih 1
polumreZe nil-ekstenzija potpuno prostih polugrupa. Takodje, dajemo neke nove rezultate
koji se ticu dekompozicija u traku t-Arhimedovih polugrupa. Naime, opisujemo normalne
i levo normalne trake t-Arhimedovih polugrupa. U poglavlju I 2. navodimo osnovne
rezultate koji se odnose na dekompozicije u polumrezu potpuno Arhimedovih polugrupa.
Takodje, dajemo nove rezultate koji opisuju polumreze nil-ekstenzija levih i desnih grupa
i razne posebne tipove istih. U poglavljima II 3. 1 1II 4. izu¢avamo polugrupe razloZive
u traku nil-ekstenzija grupa. U II 3. razmatramo opsti i neke posebne slucajeve, kao
$to su levo regularne, levo normalne i normalne trake w-grupa. U II 4. razmatramo
dekompozicije u Rédeievu traku nil-ekstenzija grupa, koje predstavljaju veoma znacajan
tip dekompozicija.

U Glavi III se razmatrajue idealske i retraktivne ekstenzije raznih tipova regularnih
polugrupa pomoéu raznih tipova nil-polugrupa. U III 1. se razmatra opsti slucaj, tj.
polugrupe koje su nil-ekstenzije regularnih polugrupa. Daje se rezultat S.Bogdanoviéa i
M.Ciri¢a iz [18], koji opisuje opsti slu¢aj i razmatraju razni posebni slucajevi, kao 8to
su nil-ekstenzije unije grupa, polumreze levih i desnih grupa, polumreze grupa itd. U
III 2. razmatraju se retraktivne nil-ekstenzije regularnih polugrupa i daje se njihov opis
pomocéu poddirektnih proizvoda. U IIT 3. se daju nove karakterizacije retraktivnih nil-
ekstenzija unije grupa i opisuju se mnogi specijalni slu¢ajevi tih polugrupa. U poglavljima
III 4. i III 5. razmatraju se se ratraktivne nil-ekstenzije trake grupa u opstem 1 nekim
specijalnim sluéajevima, kao 3to su retraktivne nil-ekstenzije levo regularnih, normalnih i
levo normalnih traka grupa.

U Glavi IV se razmatraju dekompozicije polugrupa indukovane polugrupovnim iden-
titetima. U IV 1. se razmatraju identiteti koji indukuju dekompozicije u polumrezu
Arhimedovih polugrupa, u opStem i nekim specijalnim slu¢ajevima, kao §to su, naprimer,
dekompozicije 7-regularnih polugrupa u polumrezu potpuno Arhimedovih polugrupa. Kao




posledica pomenutih tvrdjenja daje se resenje jednog problema L.N.Sevrina i E.V.Suha-
nova. U IV 2. opisujemo identitete koji indukuju dekompoziciju n-regularnih polugrupa
u traku nil-ekstenzija grupa i identitete koji indukuju dekompoziciju unije grupa u traku
grupa. U IV 3. opisujemo identitete koji indukuju dekompoziciju u nil-ekstenziju unije
grupa, kao iidentitete koji indukuju dekompoziciju u nil-ekstenziju polugrupa nekih drugih
tipova, kao $to su polumreze levih grupa, polumrese grupa i trake grupa. U IV 4. raz-
matramo identitete koji indukuju dekompoziciju u retraktivnu nil-ekstenziju unije grupa i
identitete koji indukuju dekompozicije u n-nilpotentne ekstenzije unije grupa, dok u IV 5.
opisujemo identitete nad dvoslovnim alfabetom koji indukuju dekompoziciju u polumresu
Arhimedovih polugrupa i identitete koji indukuju dekompozicije u polumrezu levo Arhime-
dovih polugrupa, odnosno u polumrezu t-Arhimedovih polugrupa.

Na kraju bih se zahvalio Profesoru Stojanu Bogdanoviéu, ne samo za pomoé koju mi
Je pruZio pri izradi ove disertacije, ve¢ i na celokupnoj Sestogodisnjoj saradnji, koja kao
plod donosi rezultate predstavljene u ovoj disertaciji.
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GLAVA1

UVODNI POJMOVI I REZULTATI

U ovom poglavlju ¢emo dati osnovne pojmove Teorije polugrupa i uvesti pojmove
potrebne u daljem radu. Biée reéi o nekim od najvaZnijih koncepata teorije polugrupa
kao Sto su ideali i idealske ekstenzije, tra¢ne i polumrezne dekompozicije, Arhimedove
polugrupe i razne podklase istih, kao 1 razni tipovi regularnosti.

I1. OSNOVNI POJMOVI TEORIJE POLUGRUPA

U ovom odeljku definisaéemo osnovne pojmove iz Teorije polugrupa.

I11.1. Neka su A;, Ag,..., A, neprazni podskupovi polugrupe S. Tada je
A1As- A, ={aiay - anla; € A;;1 <1< n}.

Obiéno neéemo praviti razliku izmedju elementa polugrupe S 1 jednoé¢lanog skupa koji
ga sadrzi. Tako éemo, ako je Ay = {a}, pisati Ay --Ar—1aAk4; - -An 1, ako je A =
Ay =...=A,, pisati A™ umesto A;A,y---A,.

I1.2. Neprazan podskup T polugrupe S je podpolugrupaod S akoje T2 CS.
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11.3. Element a polugrupe S je

| nule od S akoje azx =za=a zasve T €S;

‘ jedinica od S akoje ax=za==z zasve TES.

[ulu polugrupe obi¢no obelezavamo sa 0 a jedinicu sa 1. Sa S!  obelezavamo
polugrupu koja je nastala na taj nacin sto smo polugrupi S pridruzili element 1 koji
nijeiz S i dodefinisali operaciju tako da 1 bude jedinica u S'. Polugrupu S! éemo
nazivati jedini¢nim prodirenjem polugrupe S.

111.4. Polugrupa koja sadrzi jedinicu je monoid .Monoid S sa jedinicom e je grupa
ako za svaki element a € S postoji z €S takodaje ax = za =e. Podgrupa polugrupe
S je podpolugrupa od S koja je grupa.

I} 1.5. Refleksivnu, antisimetriénu i tranzitivnu relaciju na skupu S nazivamo parci-
jalnim uredjenjem na S i obi¢no oznatavamo sa "<,

I 1.6. Refleksivnu, simetri¢nu i tranzitivnu relaciju na skupu S nazivamo relacijom
ekvivalencije na S . Relacija ekvivalencije p na polugrupi S je desna (leva) kongruencija
na S ako zasve a,b,c €S iz apb sledi daje acpbc (capch). Relacija p na polugrupi
S je kongruencija na S ako p jeste desnai leva kongruencija.

Ako p jeste kongruencija na polugrupi S tada skup S/, svih p-klasa sa multi-
plikacijom datom sa (ap)(bp) = (ab)p jeste faktor polugrupe u odnosu na kongruenciju
p-

. I17. LEMA. Neka 7 i p jesu kongruencije na polugrupi S takve da je T C p.
Definisimo relaciju p;. sa

(arbr)€pyr &  (ab)Ep.

Tada p,, jeste kongruencija na Spr 1

(S/TI)/PIT =5/ -

11.8. Neka S i T jesu polugrupe. Preslikavanje ¢ : S — T je homomorfizam od
S u T akoje ¢(ab) = p(a)p(h) zasve a,b€ S. Ako ¢ jeste jedan-jedani na , tada
¢ jeste izomorfizam kaZemo da su polugrupe S i T izomorine i pisemo S=T.
omomorfizam je monomorfizam ako je jedan-jedan,i epimorfizam ako je na. Izomor-
ﬁza.nl) polugrupe na sebe je automorfizam.

11.9. Element a polugrupe S je idempotentako je a? = a. Skup svih idempotenata
polué‘rupe S oznadéavamo sa E(S). Polugrupa &iji su svi elementi idempotenti je traka.

11.10. Komutativnu traku nazivamo polumrezom .

1 1.11. Polugrupa s je levo (desno) nulta traka ako je ab = a (ab =b) za sve
a,b é S. S je singularna traka ako S jeste ili levo ili desno nulta traka.
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11.12. Nekasu I 1 A neprazni skupovi. Na Dekartovom proizvodu S =1 x A
definisimo operaciju sa:

(6, A)(G, 1) = (5, 1),

i,7 €I, \,pu€A. Tada S sa tako definisanom multiplikacijom jeste traka koju nazivamo
pravougaonom trakom .Ako je |A|=1(]I| =1), tada S jeste levo (desno) nulta traka.

I 1.13. TEOREMA. Sledeéi uslovi za traku S su ekvivalentni:
(i) S je pravougaona traka;

(ii) S je direktan proizvod levo i desno nulte trake;

(iii) (Va,b € S)ab=ba = a=0b;

(iv) (Va,b € S)aba = q;

(v) (Va,b,c € S)abe = ac.

I1.14. Traka S je levo (desno) regularna ako je
ar = ara ( za =aza )
zasve a,z € §. Traka S je levo (desno) normalna ako je
ary = ayx ( zya = yza )
za sve a,z,y € S. Traka S je normalna ako je
arya = ayza

za sve a,z,y € S.

11.15. Neka S jeste polugrupai E(S)# §. Relacija < definisana na E(S) sa
a<b& ab=ba=a

je parcijalno uredjenje na E(S) i nazivamo ga prirodnim uredjenjem na E(S).
Traka u kojoj su svaka dva elementa uporediva , tj. a <b ii b < a zasve a,b, je
lanac .Jasno je da svaki lanac jeste polumreza.

I 1.16. Idempotent e polugrupe S bez nule je pmmztwan ako je on minimalan u
odnosu na parcijalno uredjenje na E(S), tj. ako

f=ef=fe=f=e

Nenula idempotent e polugrupe sa nulom S je primitivan ako je minimalan u skupu
svih nenula idempotenata polugrupe S.

I11.17. Ako je a element polugrupe S tada je
<a>={a,a,d,...}
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cikliéna podpolugrupa od S generisana elementom a. Kardinalni broj polugrupe < a >
je redTelementa a, u oznaci r(a).
i v
I 1.18. TEOREMA. Neka a jeste element polugrupe S. Tada je < a > ili
izomonifna aditivnoj polugrupi (Z*,+) svih pozitivnih celih brojeva ili postoje m,r € Z*

takvi a.je ar___.ar+m i
| <a>={a,a%,...,a™""1},
prjéexi]uje r(a)=m+r—1 1
!
C, = {ar’ar+l’. . ,ar+m-1}

je cﬂd*c'na podgrupa od < a > reda m.

11.19. Neka je a element polugrupe S konagnog reda. Period elementa a, u oznaci
p(a), je red grupe C, date ul1.17. Jasnoje daza m,n € Zt takve da a™,a™ € C,
iz p(a) |m—n sledidaje a™ =a".

I(’Llugrupa S je periodiéna ako svaki njen element jeste konatnog reda. S je
periodi¢na ako 1 samo ako za svaki element iz S postoji neki njegov stepen koji je
idempotent.

|
11.20. Neka S jeste polugrupa sa nulom. Element a € 5 je nilpotent ako postoji
ne Z“’ tako da je a" = 0. Skup svih nilpotenata polugrupe S oznaavamo sa Nil(S).

Polugrupa S sa nulom 0 je nil-polugrupa ako je Nil(S) = S, tj. ako za svaki
a € S postoji n € Zt takodaje a® =0. Akoje S" =0,n€ Zt n>2 tada S
jeste |n-nilpotenina polugrupa .Najmanji broj n € Z% takav da je S™ = 0 nazivamo
klasom nilpotentnosti polugrupe S. Polugrupa S je nilpotenina ako je n-nilpotentna za
neki ne Zt.

|

M

11.21. Neka A jeste neprazni podskup polugrupe S. Radikal skupa A je skup VA
definisan sa:

VA={zeS|(BneZt)z"ecA}.

Ako je A ideal (levi, desni, bi- ), tada VA nazivamo radikalom ideala (levog, desnog,
bi- ). :

11.22. Neka {S;}ies jeste familija polugrupa. Polugrupa S je poddirektan proizvod
familije {S;}ics polugrupa ako je S izomorfna podpolugrupi T direktnog proizvoda
familije polugrupa {Si}ier za koju je =(T) = Si, za svaki i € I, pri Cemu sa m;
oznatavamo projekcioni homomorfizam iz II;e;S; na S;, 1€l

11.23. Neka S jeste polugrupa sa nulom 0. Element a € S, a #0, je delitely nule
ako postoji element b € S razliéit od 0 takav da je ab=0 ili ba=0.
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I12. IDEALIIIDEALSKE EKSTENZIJE

U ovom odeljku uvodimo neke od najvaznijih pojmova Teorije polugrupa kao §to su
pojam ideala, idealske ekstenzije i proste polugrupe.

12.1. Podskup A polugrupe S je:
levi ideal od S ako je SA C A;
desni ideal od S ako je AS C A;
ideal (dvostrani) od S akoje SAUAS C A;
bi-ideal od S ako je ASA C A.

12.2. Neka a jeste clement polugrupe S. Glavniidealod S generisan elementom
a je presek svih ideala od S koji sadrze a, i obelezavamo ga sa J(a).  Glavni levi
ideal od S generisan elementom a je presek svih levih ideala od S koji sadrie a, 1
obelezavamo ga sa L(a). Dualno se definise glavni desni ideal koji sadrzi element a 1
oznacava sa R(a). Jasno je da je

J(a@) =aUaSUSaU SaS , L(a)=aUSa, Rla) =aUaS .

I12.3. Relacije J, £, R, H definisane na polugrupi S sa:
' aJb e Ja)=JO),
a L b & L(a)=L(b),
aRb & R(a)=R(),
H=LNR, |
a,b € S, su Greenove relacije na polugrupi S. Ove relacije su relacije ekvivalencije
isa Js, La, Ra, Hy oznatavamo redom J, £, R, H klasu koja sadrzi elelemnt a
polugrupe S.

12.4. Polugrupa S je levo (desmo) prosta ako S jeste jedini njen levi (desni) ideal.
Polugrupa S je prosta ako S jeste jedini njen ideal.
Polugrupa S sanulom 0 je 0-prosta ako vaZe sledeéi uslovi
(1) {0} i S su jediniideali od S;
(i) S # {0}

12.5. LEMA. Neka S jeste polugrupa. Tada S jeste levo (desno) prosta ako i
samo ako je Sa = S(aS =S5) zasve a€ S. S je prosta ako 1 samo ako je SaS =S5
za sve a € S.

12.6. Neka T jeste ideal polugrupe S. Relacija o koja jena S definisana sa:
oy e (r,y€T V a=y) (z,y€S)

)



R esova kongruencija na S indukovana idealom T i faktor polugrupa S/, se naziva
Rees yvom faktor polugrupom u oznaci S/r. Jasno jeda T jeste nulau S/7.

2 7. Polugrupa S je idealska ekstenzija polugrupe T pomoéu polugrupe sa nulom
o T jeste ideal od S i Reesova faktor polugrupa S/r je izomorfna sa Q. Pri
tome obi¢no, identifikujemo @ sa polugrupom koja nastaje na taj naéin sto na skupu

» »

(S- T) U0 definisemo operaciju ” *” sa:

{:cy ako z,y,2y € S-T
TrY = .

\
| 0 akozy €T

2.8. Polugrupa S je nil-ekstenzija polugrupe T ako S/t jeste nil-polugrupa. U
tom slucaju kazemo da T jeste nil-ideal.

x 2.9. Podpolugrupa T polugrupe S je retrakt od S ako postoji homomorfizam
p: S\—-)T za koji vazi '
p(t)=t zasveteT.

sluaju ¢ nazivamo retrakcijom. Ako pritome T jeste ideal od S, tada kazemo
jeste retrakiivni idealod S i S jeste retraktivna eksienzija od S.

h2 10. PROPOZICIJA. Ako S jeste idealska ekstenzija monoida T sa jedinicom
e ta«?a preslikavanje ¢ : S — T definisano sa:

p(z)=ze (z€S5)
Jeste ratra.kcua od S na T.

* 2.11. Neka j _]e n € Z*. Polugrupa S je n-inflacija polugrupe T ako S jeste
retraktivna ekstenzija od T pomoéu (n + 1)-nilpotentne polugrupe ( tj. ako S jeste
retr tlvna ekstenzijaod T i S"H1 CT ).

n=1 dobijamo pojam inflacije koji su uveli A.H.Clifford i G.B.Preston u [30)],
dok = 2 dobijamo jaku inflaciju koju je uveo M.Petrich u [56]. Oni su za te
polu upe dali i odgovarajuce konstrukcije. U opstem slugaju, za bilo koje n, pojam
n-inflacije su uveli S.Bogdanovié¢ i S.Milié¢ u [22

I 3. -~ REGULARNE POLUGRUPE

Kao i mnogi drugi pojmovi iz Teorije polugrupa, tako je i pojam regularnosti najpre
uveden u Teoriju prstena i uveo ga je J.von Neuman,[50]. Medjutim, mnogo znagajniju

6




ulogu regularnost je imala, i jo§ uvek je ima u Teoriji polugrupa. 7-regularnost, gener-
alizaciju regularnosti, prvi je uveo G.Azumaya,[4], 1954.god., takodje u Teoriji prstena,
ali je ovo svojstvo vise proucavano u Teoriji polugrupa i to pod raznim nazivima: kvazi-
regularnost kod M.S.Putchae, J.L.Galbiatieve i M.L.Veronesieve, stepeno-regularnost a
potom 7-regularnost u radovima S.Bogdanoviéa i S.Mili¢a, eventualna regularnost kod
D.Easdowna i R.Edwardsa. 7-regularne polugrupe se intenzivno prou¢avaju u toku posled-
nje decenije. U ovom odeljku ¢emo takodje proucavati i neke druge tipove regularnosti.

[3.1. Element a polugrupe S je reqularan ako postoji element z € S takav da je
a = aza, t). ako je a € aSa. Skup svih regularnih elemenata polugrupe S obelezavamo
sa Reg(S) i nazivamo regularnim delom polugrupe S. Polugrupa S je regularna ako
svaki njen element jeste regularan.

[3.2. LEMA. Neka a jeste regularan element polugrupe S. Tada postoji element
z €S takavdaje a=aza I = zax.

[3.3. PROPOZICIJA.[15]. Neka S jeste polugrupai Reg(S) # 0. Tada Reg(S)
Jjeste podpolugrupa od S ako i samo ako < E(S) > jeste regularna podpolugrupa od S.

I3.4. Element a polugrupe S je potpuno regularan ako postoji element z € S takav
daje a=aza i az = za. Polugrupa S je potpuno reqularna ako svaki njen element jeste
potpuno regularan. U skladu sa I 3.6., potpuno regularnu polugrupu nazivamo i unijom
grupa. Skup svih potpuno regularnih elemenata polugrupe S éemo obelezavati sa Gr(S)
1 nazivati grupnim delom polugrupe S.

I 3.5. LEMA. Za element a polugrupe S su sledeéi uslovi ekvivalentni:
(i) a je potpuno regularni element;

(ii) a leZi u nekoj podgrupi od S;

(iii) a € a®Sa.

I 3.6. TEOREMA. Sledeci uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je potpuno regularna;

(ii)) S je (disjunktna) unija grupa;

(i) (Va € S) a € aSa>.

[ 3.7. Element a polugrupe S jec m-regularan ako postoje n € Z¥ 1 z € S tako
da je a” = a"za™ ( odnosno " € a"Sa” ). Drugim refima, a je w-regularan ako je
neki njegov stepen regularan. Polugrupa S je w-regularna ako svaki njen element jeste
w-regularan.

[3.8. Element a polugrupe S je potpuno-w-regularan ako postoje n€ Z¥ i z € S
tako da je a™ = a™za™ 1 a"z = za™. Polugrupa S je potpuno-m-regularna ako je svaki
njen element potpuno-w-regularan.



Ge={a€S|a=ca=ae, (EdeS)e=ad =d'a}

# 3.9. TEOREMA. Neka e jeste idempotent polugrupe S. Tada
|
={a€S|a€eSNSe,e€aSNSa}l,

Jjeste maksimalna podgrupa od S koja sadrZi e kao svoju jedinicu.

3.10. TEOREMA. Neka e i f jesu razli¢iti idempotenti polugrupe S. Tada
je G ﬂGf =0.

ledeca teorema predstavlja jedan veoma vaZzan rezultat koji je dokazao W.D.Munn

3 11. MUNNOVA LEMA. Neka z jeste element polugrupe S takav da z lezi
u nekoj podgrupi G od S, za neki n € Zt. Ako e jeste jedinica grupe G, tada

| (a) ex = ze € G,

| (b) z™ € G, za svaki m > n.
IjLaredna teorema daje nam karakterizaciju potpuno-7-regularnih polugrupa.

i 3.12. TEOREMA. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je potpuno-w-regularna;
ii) za svaki element iz S postoji neki njegov stepen koji lezi u nekoj podgrupi od
S.
(iii) (Va € S)(In € Z%) a € a™Sa";
(kv) (Vae S)(3neZt)a e aQ"Saz"

i 3.13. LEMA. Akoje S w-regularna polugrupa i svi njeni idempotenti su primi-
txvm,‘ tada S jeste potpuno-w-regularna i njene maksimalne podgrupe su oblika

G.=eSe, e€ E(S).

13 14. LEMA. Polugrupa S ]epotpuno-w-regtdamal Gr(S) = E(S) ako i samo
a.koza svaki a € S postoji n € Zt takodaje a™ = a™*!.

I3.15. Neka S jeste potpuno-m-regularna polugrupa i neka je T, = +/G., e € E(S).
DefiniSimo relaciju 7 na S sa:

zTy & (Je€E(S))z,yeT..

Koristedi I 3.11., lako se pokazuje da 7 jeste relacija ekvivalencije.

113.16. Element a polugrupe S je intra-regularan ako je a € Sa®’S. Polugrupa S
je intra-regularna ako svaki njen element jeste intra-regularan.
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Element a polugrupe S je intra-(levo-,desno-)w-regularan ako za svaki a € S
postoji n € Z1 tako da:

a® € Sa2ns ( a® € San+] , a® € an-HS ) .

Polugrupa § je intra-(levo-,desno-)r-regularna ako i samo ako svaki njen element jeste
intra-(levo-,desno-)r-regularan.

I 4. ARHIMEDOVE POLUGRUPE

U ovom odeljku bice re¢i o Arhimedovim polugrupama i nekim podklasama te klase
polugrupa, kao §to su, naprimer, nil-ekstenzije prostih polugrupa (potpuno Arhimedove
polugrupe), potpuno proste polugrupe itd.

I14.1. Polugrupa S je Arhimedova ako za sve a,b € S postoji n € Z1 tako da je
a™ € 5bS.

Polugrupa S je levo (desno) Arhimedova ako za sve a,b € S postoji n € Z1 tako
daje a® € Sb(a™ €bS).

Polugrupa S je t-Arhimedova ako za sve a,b € S postoji n € Z1 tako da je
a™ € bSNSh(tj. ako S jeste levoi desno Arhimedova ).

Jasno je da su Arhimedove ( levo Arhimedove, desno Arhimedove, t-Arhimedove )
polugrupe uopstenja prostih ( levo prostih, desno prostih, grupa ) polugrupa.

14.2. Polugrupa S je stepeno-vezana ako za sve a,b € S postoje m,n € Zt tako
da je a™ = b".

I 4.3. Polugrupa S je poipuno prosta ako S jeste prosta i sadrzi primitivni idem-
potent. Polugrupa S sa nulom je potpuno 0-prosta ako je O-prosta i sadrzi primitivni
idempotent.

Potpuno 0-proste 1 potpuno proste polugrupe su jedna od prvih proucavanih klasa
polugrupa. D.Rees,[79], je 1940.god. dao lepe konstrukcije tih polugrupa, koje nazivamo
Reesovim matri¢nim polugrupama.

Sledeom teoremom data je jos jedna veza izmedju prostih i potpuno prostih polu-
grupa:



i 4.4. TEOREMA. Polugrupa S je potpuno prosta akoi samo ako S jeste prosta
i potﬁuno n-regularna.

| 4.5. Pravougaona grupa je polugrupa koja je izomorfna direktnom proizvodu grupe
i pravougaone trake. Ovaj pojam je dobijen direktno iz konstrukcije Reesovih matri¢nih

polugrupa.

,l!eza izmedju potpuno prostih polugrupa i pravougaonih grupa data je slede¢im rezul-
tato

4.6. TEOREMA. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je pravougaona grupa;
&1) S Je potpuno prosta i E(S) je podpolugrupa od S;

i

i1) S jeregularnai E(S) je pravougaona traka.

4 7. Polugrupa S je leva (desna) grupa ako S jeste izomorfna direktnom proizvodu
grups i levo (desno) nulte trake.

1 4.8. TEOREMA. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
‘ (i) S je leva grupa;

(ii)) S je levo prosta i sadrzi idempotent;

iii)) S je regularnai E(S) je levo nulta traka,

iv) a € aSz zasve a,z € S.

pua.lna teorema vazi za desne grupe.

\

'14.9. TEOREMA [11]. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je nil-ekstenzija proste polugrupe;

\(11) (Va,b € S)(3n € Z2t) a™ € SH**S;

((111) S je Arhimedova intra-w-regularna polugrupa.

;I 4.10. TEOREMA [11]. Polugrupa S je nil-ekstenzija levo proste polugrupe ako
i samo ako S jeste levo Arhimedova i levo-r-regularna.

I 411. Polugrupa S je potpuno Arhimedova ako S jeste Arhimedova i sadrzi
prim tivni idempotent.

Karakterxzam_]u ovog veoma vaznog tipa polugrupa dao je J.Chrislock,[24], 1969.god.
rezul’tatom ¢éija se formulacija mozZe dati na sledeéi nacin:

I 4.12. TEOREMA. Polugrupa S je potpuno Arhimedova ako i samo ako S
jeste|nil-ekstenzija potpuno proste polugrupe.

14 13. Neka G jeste podgrupa polugrupe S. Ako za svaki a € S postoji n€ Z*
tako ida a" € G, tada S jeste w-grupa.
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I 4.14. TEOREMA. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je m-grupa;

(ii) S je nil-ekstenzija grupe;

(iii) S je m-regularna i sadrzi tazno jedan idempotent;

(iv) S je Arhimedova polugrupa sa tacno jednim idempotentom.

I5. TRACNE I POLUMREZNE DEKOMPOZICIJE

U ovom odeljku biée reéi o tra¢nim i polumreznim dekompozicijama polugrupa koje
je, kao i mnoge druge fundamentalne pojmove Teorije polugrupa, prvi poceo da proudava
A H.Clifford u radovima [27] iz 1941.god 1 [29] iz 1954.god. a nastavili mnogi drugi
poznati autori.

I5.1. Neka A jeste neka klasa polugrupa. Kongruencija p na polugrupi S je
X -kongruencija ako faktor polugrupa S /p Je uklasi X. U tom sluéaju indukovanu
particiju na S nazivamo X-dekompozicijom. Ako p jeste najmanja X-kongruencija
(ako takva postoji) tada odgovarajuéa particija jeste jeste najveéa X-dekompozicija na S
i odgovarajuca faktor polugrupa je najveéa X-homomorfna slika od S.

[5.2. Ako & jeste klasa traka, onda govorimo o traénoj kongruencijii tracnoj dekom-
poziciji,ako & jeste klasa polumreia (lanaca), onda govorimo o polumreinoj (lanaénoj)
kongruenciji 1 polumreinoj (lanaénoj) dekompoziciji.Ako X jeste klasa pravougaonih
traka, tada izraz "pravougaono traéna kongruencija (dekompozicija)” zamenjujemo sa
"matriéna kongruencija (dekompozicija)”.Sli¢no, umesto o ”levo-nulto traénoj kongruenciji
(dekompoziciji)” govorimo o ”levo-nultoj kongruenciji (dekompoziciji)”.

Dekompozicije indukovane Reesovim kongruencijama (tj. idealima) nazivamo ideal-
skim dekompozicijama. Ukoliko odgovarajuéa faktor polugrupa jeste nil-polugrupa, tada
govorimo o nil-dekompoziciji. Na isti naéin definiSemo nilpotentnu dekompoziciju.

15.3. Neka p jeste traéna kongruencija na polugrupi S. Oznalimo p-klase sa S,
gde ¢ € I, pri ¢emu I jeste traka izomorfna sa S, i izomorfizam je dat sa i +— S;.
Tada kazemo da S jeste traka I polugrupa Si, 1 € I. Ako I pripada nekoj podklasi
Y klase svih traka i svaka klasa S; jeste iz neke klase A polugrupa, tada kaZemo da
S jeste Y-traka I polugrupa S; iz klase X. Ako I jeste polumreza (lanac), tada
govorimo o polumrezi (lancu) I polugrupa S; iz klase &. Ako je I pravougaona,
levo (desno) nulta, normalna, levo )desno) regularna, levo (desno) normalna traka, tada
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govoiimo o pravougaonoj, levo (desno) nultoj, normalnoj, levo (desno) regularnoj, levo
(desno) normalnoj tracs I polugrupa S; iz klase AX.

5.4. Polugrupa S je ordinalna suma Y polugrupa S,, a € Y, ako S jeste
lanac Y polugrupa S,, a €Y, izasve a,f €Y, a <f, a€ Sa, b€ Sg povlaéi da je
ab =|ba = a.

[ 5.5. Neka X jeste neka klasa traka. Polugrupa S je X-nerazloZiva ako S x S
jeste/jedina X-kongruencijana S. Tako mozemo govoriti o traéno, polumrezno, matriéno
nerazlozivim polugrupama itd.

|
1 5.6. Na svakoj polugrupi S moZemo definisati relaciju K sa:
|

| Ky & (@AmneZt)z™=y"(z,y€S5).
|

Relacija K jeste relacija ekvivalencije i svaka K-klasa sadrzi najvise jedan idempotent.
S K-klasa polugrupe S sadrzi idempotent ako i samo ako S jeste periodiéna.

resek svih kongruencija koje sadrze K (tj. kongruencija na S generisana relacijom
K ) je, jasno, neprazan i on jeste najmanje traéna kongruencija na polugrupi S,[59].
Prema tome, postoji najmanja traéna kongruencija na S i najveca traéna dekompozicija
polugrupe S.

a K, oznatavamo K-klasu polugrupe S koja sadrZi element a polugrupe S.
Ako e jeste idempotent, tada je K, ={z € S|(3n € Z*)z" =e }. Takodje, polugrupa
S je stepeno-vezana ako i samo ako sadrzi taéno jednu K-klasu, pa je stepeno-vezana
polugrupa traéno nerazloZiva.

rimetimo da na potpuno 7-regularnoj polugrupi je K C 7, dok je na periodiénoj
polugrupi K = 7 (5to sledi prema I 3.11.).

Trake polugrupa iz raznih klasa su razmatrane u mnogim radovima i o njima ée vise
reci biti u narednim glavama. Ovde ¢emo navesti neke rezultate iz radova S.Bogdanoviéa,
[6,7,8], koji daju karakterizaciju traka stepeno vezanih polugrupa:

iI 5.7. TEOREMA. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je traka stepeno vezanih polugrupa;

(ii)) (Va,b € S)(Vm,n.€ Z*)(3r,s € Z%) (ab)" = (a™b")*;

}/ﬁi) (Va,b € S) abKa?bKab?.

fi 5.8. NAPOMENA. Primetimo da se uslov (iz) u I 5.7. moZe zapisati u sledeéem
obliku:
(?i*) (Va,b € S)(Am,n € Z%) abKa™b"™.

ﬁ'akodje ¢emo dati i nekoliko rezultata koji ée nam biti od velike koristi u daljem
radu, Prvi od njih direktna je posledica konstrukcije Reesove matri¢ne polugrupe, dok
druga sledi direktno iz definicije I 4.7.

iI 5.9. LEMA. S je potpuno prosta polugrupa akoi samo ako S jeste pravougaona
traka grupa.
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15.10. LEMA. S jeleva (desna) grupa ako i samo ako S jeste levo nulta (desno
nulta) traka grupa.

U ovom odeljku ce vise reéi biti o polumreznim dekompozicijama. Polumrezne dekom-
pozicije je prvi poceo da proucava A.H.Clifford u radu [27] iz 1941.god. U tom radu je
dokazan sledeci veoma vaZni rezultat:

I5.11. TEOREMA. S je unija grupa (potpuno regularna polugrupa) ako i samo
ako S jeste polumreZa potpuno prostih polugrupa.

Iz ovog rezultata i iz I 4.6. se dobija sledeci rezultat:

I15.12. TEOREMA. S je polumreza pravougaonih grupa ako i samo ako S jeste
potpuno regularna 1 E(S) je podpolugrupa od S.

Posledica Teoreme I 5.11. je 1 slededi rezultat Clifforda iz istog rada (koji je dokazao
1 Mc.Lean 1952.god.,[45]):

I 5.13. TEOREMA. S je traka ako i samo ako S jeste polumreza pravougaonih
traka.

Iz I 5.13. dobijamo jos jednu posledicu dokazanu u [29):

~ 15.14. PROPOZICIJA. Neka X' jeste neka klasa polugrupa. Ako S jeste traka
polugrupa iz X, tada S jeste polumreza polugrupa koje su pravougaone trake polugrupa
iz X.

Malo opstiju teoremu od Teoreme I 5.11. Clifforda dokazao je Croisot,(31], 1953.god.
i ona glasi:

I 5.15. TEOREMA. S je intra-regularna polugrupa ako i samo ako S jeste
polumreza prostih polugrupa.

Veliki doprinos izu¢avanju polumreznih dekompozicija dao je T.Tamura koji je u sarad-
nji sa nekolicinom drugih autora, u nizu radova, prou¢avao najvecu polumreznu dekompozi-
ciju polugrupa. Egzistenciju najmanje polumrezne kongruencije na proizvoljnoj polugrupi
S. koju ¢emo oznagavati sa pg, dokazali su T.Tamura i N.Kimura 1955.god. u radu
[100], a opisao M.Yamada 1955.god. u radu [106]. U radovima T.Tamure, [93] iz
1956.god. i [94] iz 1964.god. je dokazana polumrezna nerazloZivost po-klasa, na dva
razli¢ita nadina. Koristeéi neke druge pristupe, M.Petrich je u radu [53] iz 1964.god.
dao ekvivalentni rezultat. Lepe karakterizacije najmanje polumreZne kongruencije na
proizvoljnoj polugrupi dali su T.Tamura,[98], 1972.god. i M.S.Putcha,[68], 1973.god. Nji-
hovim koriséenjem, M.S.Putcha je 1973.god. u radu [68] opisao klasu svih polugrupa
koje su polumreze Arhimedovih polugrupa, o éemu ¢e biti reci u narednoj glavi. Vezano za
polumreznu dekompoziciju polugrupa,interesantan je i rad M.S.Putche i J.Weissglassa,[71],
iz 1971.god. u kome je data karakterizacija polumreze polugrupa od kojih svaka ima najvise
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jedan idempotent (pri tome se pokazuje da svaka od tih polugrupa koja sadrzi idempotent
ima grupu ideal).

‘Sledeéi vaZan rezultat je direktna posledica Tamurine karakterizaci je polumreZno ner-
azlozive polugrupe iz [98]:
I 5.16. PROPOZICIJA. Arhimedova polugrupa je polumreZno nerazloziva.

Na kraju éemo dati dva rezultata potrebna u daljim razmatranjima:

I 5.17. PROPOZICIJA. Neka X jeste jedna od sledecih klasa polugrupa: regu-
larne, intra-regularne, potpuno regularne, w-regularne, intra-w-regularne, levo w-regularne,
potpuno w-regularne, periodiéne polugrupe. Neka S jeste polumreza Y polugrupa
Say ¢ €Y. Tada S jeste iz klase X ako i samo ako S, jeste iz klase X za svaki
acY.

15.18. PROPOZICIJA. Neka X jeste jedna od sledeéih klasa polugrupa: potpuno

regularne, potpuno w-regularne, periodi¢ne polugrupe. Neka S jeste traka I polugrupa
Si, 1€ I. Tada S jeste iz klase X ako i samo ako S; jeste iz klase X za svaki i € I.

I 6. IDENTITETI I VARIJETETI

U ovom poglavlju éemo uvesti osnovne pojmove vezane za slobodne polugrupe, iden-
titete i varijetete.

16.1. Nekaje A nepr’ézan podskup koji éemo nazivati alfabetom i éije éemo elemente
nazivati slovima. Re¢ nad alfabetom A je svaki neprazan konatni niz z,z;...z, ele-
men#ta iz A. Dveredi z129...2, 1 ¥1%2...Ym nad alfabetom A su jednake ako su
jednake kao nizovi, tj. akoje m=n i 2; =y; zasvaki i € {1,2,...,n}. Naskupu AT
svih ‘e(':i nad alfabetom A definisimo operaciju

| Z1Z2.. . Tn Y1Y2 - Ym =2122.. . Zo1¥Y2.--Ym -

Tu operaciju nazivamo konkatenacijom (dopisivanjem). Skup At sa tom operacijom
predstavlja polugrupu koju nazivamo slobodnom polugrupom nad alfabetom A.

riroda problema koji ée biti razmatrani u ovom radu je takva da ée uglavnom biti
posmatrane slobodne polugrupe nad konaénim alfabetima. Zbog toga ¢emo uvesti nekoliko
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oznaka za neke konaine alfabete. Ako je n € Zt, n >4, tada éemo sa A, obelezavati
alfabet A, = {z1,22,...,2,}. Sa A; éemo oznatavati alfabet Az = {z,9,2} (4.
uzimamo slova z,y,z umesto z;,z2,73 redom) i sa A; ¢&emo oznadavati alfabet
A; = {z,y} (tj. uzimamoslova z,y umesto z,z, redom).

Prema I 6.1. se vidi da svaka re¢ w € A* ima jedinstven zapis pomoéu elemenata
iz A, tj. dozvoljava jedinstveno razlaganje u proizvod elemenata iz A. Neposredna
posledica toge je sledeée tvrdjenje.

I 6.2. PROPOZICIJA. Neka AT jeste slobodna polugrupa nad alfabetom A,
neka S jeste proizvoljna polugrupa i neka je f: A — S proizvoljno preslikavanje. Tada
postoji jedinstveni homomorfizam F : AT — S takav daje F(z)= f(z) zasvaki z € A.
Pri tome vaze sledeci uslovi:

(a) F je epimorfizam ako i samo ako je f(A) generatorni skup polugrupe S;
(b) F' je monomorfizam ako i samo ako je f injektivno preslikavanje.

Prema tome, svaki homomorfizam slobodne polugrupe A¥ je jednoznaéno odredjen
svojim vrednostima na alfabetu A. Za homomorfizam F' koji je prosirenje preslikavanja
f alfabeta A Cemo govoriti da je indukovan (ili odredjen) preslikavanjem f. Takodje,
ako je P proizvoljni automorfizam polugrupe A%, tada se lako pokazuje da je P(A) = A,
odakle mozemo zakljuéiti da je svaki automorfizam slobodne polugrupe A% indukovan
nekom permutacijom alfabeta A.

16.3. Nekaje AT slobodna polugrupa nad alfabetom A inekaje e ¢ AT simbol koji
éemo nazivati praznom reéi. Monoid koji se dobija jediniénim prosirenjem polugrupe At
u kome ulogu jedinice ima prazna re¢ e, nazivamo slobodnim monoidom nad alfabetom
A 1 oznadavamo ga sa A*.

16.4. Neka je At slobodna polugrupa nad alfabetom A. Tada definiemo relaciju
~ na A% sa: zaredi wu,v € AT je u =~ v ako i samo ako postoji automorfizam
P polugrupe A% takav daje u = P(v) ( tj. ako se re¢ u moze dobiti iz redi v
permutacijom slova ).

16.5. Neka je w re¢ nad alfabetom A. Re& w' je podreé re¢i w ako postoje
u,v € A* takodaje w=uw'v. Akoje w' podret redi w, tada éemo pisati w' |w i
koristiti sledece izraze: w' deli w, w sadrzi w'. Re& w' je levi ( desni ) rez redi w
ako postoji u € A* takodaje w=w'u (w=uw").

16.6. Neka je w re¢ nad alfabetom A. Tada sa |w| oznaiavamo duZinu redi w
( tj. broj ¢lanova niza w, ako w posmatramo kao niz ). Ako je z € A slovo, tada sa
|z|,, oznatavamo broj javljanja slova 2 ureé w.

16.7. Neka je w re¢ nad alfabetom A. Sa c¢(w) oznalavamo sadriaj reéi w, tj.
skup svih slova koja se javljaju u reéi w. Ako je c(w) = {z1,22,...2,}, tada éemo
pisati da je

w = w(Ty,Ta,...,Tn) .
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Sa Il(w) oznatavamo skup svih slova iz ¢(w) koja se samo jednom javljaju ureti w,
tj. skup
Mw)={z|z€c(w) A|zglu=11}.

16.8. Neka w jeste ret nad alfabetom A. Citajuéi re¢ w sleva na desno, definisemo:

o h(w), glavu reéi w, kao prvo slovou w;

o 'h{®(w), kao levirez re¢ci w duzine 2;

o i(w), poéetni (inicijalni) deo re€¢i w, kao re¢ dobijenu iz w zadrZavanjem
samo prvog javljanja svakog slova iz w (i izbacivanjem svih ostalih), u datom
redosledu;

o l(w), levi deo redi w, kao najkraéi levi rez re€i w koji sadrzi sva slova koja se

javljaju u w;

li(w), k-1i levi deo reéi w, kao najkradi levi rez re¢i w koji sadrzi taéno k
slova ( tj. |lx(w)] =k ), pri cemu je k < |c(u)];

%, dualnu reé re¢i w, kao re¢ dobijenu iz reéi w na taj natin sto se w &ita
zdesna na levo a pise sleva na desno;

t(w) = h(w), rep reéi w;

t(w) = R (Ww);

f(w) = i(W), zavrini (finalni) deo redi w;

r(w) = (W), desni deo redi w;

re(w) = (W), k-ti desni deo reti w ( k < |c(u)| ).

o}

[¢]

o O O O ©°

16.9. Nekaje w € A}, neka S jeste polugrupa i neka je (a1,a2,...,a,) € S™
Ako |[F: At — S jeste homomorfizam indukovan preslikavanjem

T Z9 cee ZTp

a as -+ QGn
alfa.biizta A,, tadaelement F(w) nazivamo vrednoséu reéi w u valuaciji (ili za valuaciju)
(a1,02,...,6,).

Raspodelom reéi w u polugrupi S nazivamo Semu koja opisuje vrednosti reéi w u
svim (valuacijama polugrupe S.

I 6.10. Neka AT jeste slobodna plugrupa nad alfabetom A. Identitetom nad
alfabetom A nazivamo parreéi (u,v) € A* x A*, i obiéno ga oznatavamo sa u = v.

dentitet u = u nazivamo trivijalnim identitetom. Ostale identitete nazivamo netriv-
ijalnim identitetima.

Identitet u = v nad alfsbetom A je istotipan (homotipan) ako je c(u) = c(v). U
suprotnom je identitet u = v raznotipan (heterotipan).

I16.11. Neka u = v jeste identitet nad alfabetom A. Polugrupa S zadovoljava
tdentitet u = v ako za svaki homomorfizam F: At — S vaiZi da je

F(u) = F(v) .
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U tom slu¢aju piemo S =« =v. U suprotnom pisemo da S B u=w.

Neka Y jeste neki sistem identiteta nad alfabetom A. Polugrupa S zadowvoljava
sistem identiteta £ ako S zadovoljava sve identitete iz Y, ipiSemoda SE. U
suprotnom pisemo da S p 3.

Sa [¥] oznagavamo klasu svih polugrupa koje zadovoljavaju sistem identiteta ¥
nad alfabetom A. Ako se sistem ¥ sastoji od konaénog broja identiteta, tj. ako je
Y ={u; =vy,...ux = vi}, tada pisemo [u; =wvy,...,up = vx] umesto [I].

16.12. Klasa X polugrupa je varijetet ako postoji sistem ¥ identiteta nad nekim
alfabetom A takav da je

X =[5.

Veoma znacajnu osobinu varijeteta daje sledeée tvrdjenje.

I 6.13. PROPOZICIJA. Klasa X polugrupa je varijetet ako i samo ako Jje
zatvorena za podpolugrupe, homomorfne slike i direktne proizvode.

I 6.14. LEMA. Neka n,m € Z*, neka u,v € A} i nekaje T : A} — A}
homomorfizam. Tada je
[w= 1] C[T(u) = T(v)] .

16.15. LEMA. Neka je n€ Z% ineka u,v,w € A}. Tada je

=] Cluw=vw] i [u=v]C |wu=w].

16.16. Sistemi ¥ i ¥’ identiteta nad alfabetom A su ekvivalentni ako odredjuju
isti varijetet polugrupa, tj. ako je [X] = [£']. Prema tome, identiteti v =1v iu' = ¢’
nad alfabetom A su ekvivalentni ako je [u=v] = [u' = 2'].

Identiteti u = v 1 w' = v’ nad alfabetom A su p-ekvivalentni ako postoji
automorfizam P polugrupe AT takav daje u' = P(u) i v' = P(v) ( tj. ako se identitet
u' = v' moze dobiti iz identiteta w = v permutacijom slova ). Prema I 6.14. dobijamo
da p-ekvivalentni identiteti jesu ekvivalentni.

16.17. Neka X jeste neka klasa polugrupa. Identitet u = v nad alfabetom A je
X -identitet ako svaka polugrupa koja zadovoljava taj identitet jeste u klasi X, tj. ako je

[u=v]CX.
Neka su A; i Ay neke klase polugrupa. Identitet u = v nad alfabetom A je
Xy b Xy-identitet ako svaka polugrupa iz X; koja zadovoljava taj identitet jeste u klasi
Ao, tj. ako je
XiNu=v]C A, .
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' 6.18. Istotipni identitet u = v nad alfabetom A je identitet sa levim (desnim)
‘izvrtd‘,njcm ako je i(u) # i(v) ( f(u) # f(v)).

h 6.19. LEMA[60]. Neka u = v jeste identitet nad alfabetom A salevim i desnim
izz‘fjnjem. Tada traka S zadovoljava identitet u = v ako i samo ako S jeste normalna
tr

I 6.20. LEMA [60]. Neka u = v jeste identitet nad alfabetom A takav da je
i(u) #i(v) i t(u) #t(v). Tadatraka S zadovoljava identitet u=v akoisamo ako S
jeste levo normalna traka.

" I7. NEKE ZNACAJNE POLUGRUPE
I KLASE POLUGRUPA

U ovom poglavlju éemo uvesti oznake za neke polugrupe i klase polugrupe koje ¢e biti
od velikog znataja u daljem radu.

17.1. Neka S jeste polugrupa. Sa ‘S ¢emo oznacavati dualnu polugrupu polugrupe

”»

S, tj. polugrupu sa operacijomn ” *” definisanom na skupu S sa:

TFRY=yYy-T,

» »

gde je operacija u polugrupi S.

17.2. Sa B, ¢emo oznaéavati polugrupu datu tablicom

a b ab ba 0

al 0 ab 0 a 0

blba 0 b 0 O

ab|l a 0 ab 0 O
ba| 0 b 0 ba O
o0 0 0 O O

ili kopredstavljanjem
By=< a,b|a® =0 =0, aba=a, bab="b > .
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Polugrupa B, je primer polugrupe koja nije polumreza Arhimedovih polugrupa.

17.3. Sa L, éemo oznacavati dvoelementnu polugrupu levih nula, tj. polugrupu

Ly=< e, f|e?=e fP=f ef=¢e, fe=f > .

Sa R, éemo oznacavati dvoelementnu polugrupu desnih nula, tj. polugrupu

Ry =< 6,f|62=6, f2:f» ef:fa f6:6 > .

17.4. Sa L3; ¢emo oznacavati polugrupu datu tablicom

a e f ¢
ale e g e
ele e e e
Fye f frf
919 9 9 ¢

ili kopredstavljanjem
L3vl =< (l,f l a2 :("3’ fg :fs azf:aza fa:f > .

Polugrupa Lj,; je primer polugrupe koja je nil-ekstenzija levo nulte trake {e,f,g},
dakle i nil-ekstenzija unije grupa, ali nije retraktivna nil-ekstenzija unije grupa. Sa Rj

oznatavamo polugrupu R, = (L_a_l , tj. polugrupu datu kopredstavljanjem
Ryn=< a,f|la®=d, fP=f, af=f, fa*=a® > .
Polugrupa Rj,; takodje nije retraktivna nil-ekstenzija unije grupa.
17.5. Nekaje n€ Z*, n>2. Sa LZ(n) obelezavamo polugrupu datu kopredstavl-
janjem
LZ(n) =< ae|d"' =a, e =e,ea=a"e=e > .

Polugrupa LZ(n) ima 2n eclemenata, predstavlja lanac cikliétne grupe < a >=
{a,d?,...,a"} ilevo nulte trake {e,ae,...,a” e} i predstavlja primer polugrupe koja
je unija grupa 1 nije traka grupa.

Sa RZ(n) oznacavamo polugrupu LZ(n), tj. polugrupu datu kopredstavljanjem

RZ(n) =< a,e|a" ' =a, e =e,ae=ea*=e > .

17.6. Sa Cy,; ¢emo oznacavati polugrupu datu tablicom
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ili kopredstavljanjem
Cip=< a,e|a®=0, & =¢, ae=qa,ea=a > .
Polugrupa C;,; je primer polugrupe koja nije nil-ekstenzija unije grupa.

117.7. Sa C;2 ¢éemo oznalavati polugrupu datu tablicom

ili kopredstavljanjem
Ci2=< a,e|a® =0, e2=¢ ae=a,ea=0 > .

Polugrupa C;. je primer polugrupe koja nije nil-ekstenzija unije grupa. Sa Cs;

—
oznaéavamo polugrupu Cz; = Ci2, tj. polugrupu datu kopredstavljanjem
Cyy =< a,e|a2=0, et=¢ ae=0ea=a > .

Polugrupa Cj,; takodje nije nil-ekstenzija unije grupa.

17.8. Neka je A}, slobodna polugrupa nad alfabetom
Av={azx | ke 2t}

inekaj,je
I={ueAf|(Fzi€cAn)|zilu 22} .

Lako ise proverava da I jeste ideal od A'I'(,. Sa Dy <éemo obelezavati faktor polugrupu
polugrupe A}'{, u odnosu na ideal I. Jasno jeda Dy moZemo posmatrati kao polugrupu
koja se dobija na taj natin §to se na skupu

Dy ={ue€ A} | I(u) = c(u) }U{0}
deﬁniEe operacija ”-” sa
{uv akoje u,v#0 i c(u)Nc(v)=19
u-v=

0 inace ,

U, v e Dy. Polugrupa Dy je nil-polugrupa jer je u? =0 zasvaki u € Dy. Takodje,
Dy nije nilpotentna polugrupa jer za svaki n € Zt je

21%y...2, € DYy,
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paje DR} # {0} zasvaki ne Z%.

[7.9. Neka je n€ Z*. Sa N, éemo oznacavati polugrupu
N,=< a|a"t! =a™? a" £ a1 > .

Jasno je daje (N,)"*!' ={0} i (N,)™ # {0}, tj. polugrupa N, jeuklasi N, inijeu
klasama Ny za k < n.

17.10. U ovom radu ¢emo koristiti sledeée oznake za neke znacajne klase polugrupa :
§ — klasa svih polumreza;

B — klasa svih treka;

N — klasa svih nil-polugrupa;

N — klasa svih (k + 1)-nilpotentnih polugrupa;

7R — klasa svih 7-regularnih polugurpa;

UG — klasa svih unija grupa;

A — klasa svih Arhimedovih polugrupa;

LA( RA ) — Klasa svih levo (desno) Arhimedovik polugrupa;
T A — klasa svih t- Arhimedovih polugrupa;

CA — Kklasa svih potpuno Arhimedovih polugrupa;

CS — klasa svih potpuno prostih polugrupa;

LG ( RG ) — klasa svih levih (desnih) grupa;

G — klasa svih grupa;

GV — klasa svih GV -polugrupa.

o 0 0O 0 0O 60 0O oo 0O o O o o©

I 7.11. Neka su X, 1 A, klase polugrupa. Maljcevski proizvod klasa X; i A,
u oznaci A7 o X, je klasa svih polugrupa S za koje postoji kongruencija p na S
takva da faktor polugrupa S,, lezi u X, isvaka p-klasa koja je polugrupa lezi u Aj.
Odgovarajucu dekompoziciju nazivaéemo X o Xp-dekompozicijom. Ovaj pojam je uveden
u radu A.I.Maljceva,[46] (takodje se moze videti i u [47] c.392).

Imamo nekoliko posebno znac¢ajnih tipova Maljcevskih proizvoda. Ako je X, podklasa
klase B, tada X o X, predstavlja klasu svih polugrupa koje su X,-trake polugrupa iz
&1 1 odgovarajuca dekompozicija je dekompozicija u Xp-traku polugrupa iz ;. Ako je
X, podklasa klase N, tada A} o X, predstavlja klasu svih polugrupa koje su idealske
ekstenzije polugrupa iz X; pomoéu polugrupa iz X,.

Koristeéi prethodne definicije, uveséemo jos nekoliko oznaka koje éemo koristiti ravno-
pravno sa oznakama iz [ 7.10.:

o CA=CSoN;
0 GV=CA0S=(CSoN)oS.

[7.12. Neka A; jeste neka klasa polugrupai neka X jeste neka klasa polugrupa sa
nulom. Sa &) * X, Cemo oznacavati klasu svih polugrupa koje su retraktivne ekstenzije
polugrupa iz X; pomoéu polugrupaiz Xj.



GLAVA II

POLUMREZE ARHIMEDOVIH POLUGRUPA

I#pitujuéi egzistenciju najveée polumrezne dekompozicije polugrupa (odnosno naj-
manje polumreZne kongruencije na polugrupi), T.Tamura i N.Kimura su u radu [99] iz
1954.god. razmatrali komutativni sluéaj. U tom radu je pronadjena najmanja polumrezna
kongruencija na komutativnoj polugrupi i dokazano da svaka klasa pri toj kongruenciji jeste
‘Arhimedova polugrupa (zbog komutativnosti, te polugrupe jesu t-Arhimedove). Drugim
r&im#, oni su dokazali da svaka komutativna polugrupa jeste polumreza Arhimedovih
polugrupa. Ovaj rezultat je uopsten na slu¢aj medijalnih polugrupa, tj. polugrupa koje
za.dovbljavaju identitet z;Z2Z3%4 = T,Z3Z2z4, u radu J.L.Chrislocka [24] iz 1969.god.
i na sluéaj eksponencijalnih polugrupa, tj. polugrupa koje zadovoljavaju sistem identiteta
(zy)* = z"y™ za sve n € 2%, uradu T.Tamure i J.Shafera [102] iz 1972.god..
Naime, pokazano je da te polugrupe jesu polumreze Arhimedovih polugrupa. Potpun
opis ﬁolugmpa koje su polumreze Arhimedovih polugrupa dao je M.S.Putcha 1973.god.
u radfu [68], koristeéi Tamurine rezultate o najveéoj polumreznoj dekompoziciji polu-
grupa na polumrezno nerazlozive polugrupe. Zbog toga se u nekim radovima polugrupe
koje su polumreze Arhimedovih polugrupa nazivaju polugrupama Putchae. Prostiji, di-
rektan dokaz Putchainog rezultata dao je T.Tamura 1972.god. u radu [97]. Neke druge
karakterizacije polugrupa Putchae date su i u knjizi M.Petricha,[59], 1973.god.

Od specijalnih sluéajeva ovih polugrupa dosta su prou¢avane polumreze levo Arhime-
dovih polugrupa i polumreze t-Arhimedovih polugrupa, u radovima M.S.Putchae, [68,69,
70], S.Bogdanoviéa,[5,10], M.Petricha,[59], polumreZe potpuno Arhimedovih polugrupa, o
kojima ée viSe reéi biti u I 2., itd. Narogito je interesantan rad M.S. Putchae,[68], u kome
je autor dao karakterizacije polumreza polugrupa iz raznih drugih klasa.

Drugi interesantan specijalnni sluéaj polugrupa Putchae su trake levo Arhimedovih
i trake t-Arhimedovih polugrupa. Narotito su znalajne trake t-Arhimedovih polugrupa,
o kojima éemo ovde vise govoriti. Ove polugrupe su u opstem slucaju opisane u radu
M.S.Putchae,[69]. Od posebnih slu¢ajeva ovih polugrupa, razmatrane su trake stepeno
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vezanih polugrupa, koje su opisane u radovima S.Bogdanovica,[6,7,8] (to je I 5.7.), i trake
nil-ekstenzija grupa, o kojima ce vise reci biti u IT 3. 1 IT 4.. Takodje, interesantan je i
rad M.S.Putchae i J.Weissglassa,[73], u kome su opisane polugrupe koje se mogu razloziti
u traku polugrupa koje mogu imati najvise jedan idempotent.

U ovoj glavi dajemo opise polugrupa koje se mogu razloziti u polumrezu Arhimedovih
polugrupa i razne posebne slucajeve istih.

U poglavlju II 1. navodimo poznati rezultat M.S.Putchaei dajemo nove karakterizacije
polumreza Arhimedovih polugrupa. Koristeéi pojam radikala, dajemo i neke nove opise
za polumreze levo Arhimedovih 1 polumreze t-Arhimedovih polugrupa. Osim toga, da-
jemo opise za polumreZe nil-ekstenzija prostih i polumreze nil-ekstenzija potpuno prostih
polugrupa. Takodje, dajemo neke nove rezultate koji se ticu dekompozicija u traku t-
Arhimedovih polugrupa. Naime, opisujemo normalne i levo normalne trake t-Arhimedovih
polugrupa. :

U poglavlju II 2. navodimo osnovne rezultate koji se odnose na dekompozicije u
polumrezu potpuno Arhimedovih polugrupa. Takodje, dajemo nove rezultate koji opisuju
polumreze nil-ekstenzija levih 1 desnih grupa i razne posebne tipove istih.

U poglavljima II 3. 1 II 4. izuCavamo polugrupe razlozive u traku nil-ekstenzija
grupa. U II 3. razmatramo opsti 1 neke posebne slutajeve, kao §to su levo regularne, levo
normalne i1 normalne trake 7-grupa. U II 4. razmatramo dekompozicije u Rédeievu traku
nil-ekstenzija grupa, koje predstavljaju veoma znacajan tip dekompozicija.

II1 1. OPSTI REZULTATI

U ovom poglavlju razmatramo polugrupe koje su polumreze Arhimedovih polugrupa,
u opétm i nekim specijalnim slu¢ajevima. Glavni rezultat ovog poglavlja je Teorema I 1.2,
koja navodi karakterizaciju napred pomenutih polugrupa dokazanu u radu M.S.Putchae,
[68], i daje nove karalsterizacije tih polugrupa. Veoma je znacajno tvrdjenje dato sa (i)
(iv) (odnosno (i) & (vi)), koje ée nam u daljim istrazivanjima posluziti kao mocan
mehanizam za dokazivanje drugih rezultata. Rezultat dat sa (¢) & (viz) je generalizacija
rezultata L.N.Sevrina iz [87,88]. Osim toga, daju se neke nove karakterizacije (pomocu
radikala) za polumreze levo Arhimedovih i polumreze t-Arhimedovih polugrupa, daju se
karakterizacije za polumreze nil-ekstenzija prostih polugrupa itd.

Na kraju ovog poglavlja se navodi rezultat M.S.Putchae iz [69], koji opisuje trake t-
Arhimedovih polugrupa. Koristeéi taj rezultat, dajemo karakterizacije za normalne i levo
normalne trake t-Arhimedovih polugrupa (Teoreme II 1.10. i II 1.11.).
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II 1.1. DEFINICIJA. Neka S jeste polugrupa. Uvodimo sledece relacije:
() alp ("adelib”) & beS'aS (a,beS)
(b) alb & beaS' (a,b€eS)
(c) a]b & beS'a (ab€eSs)
@) | a!lb & albialb.

Sl%deéom teoremom navodimo rezultat M.S.Putchae ( (i) & (i¢) ) i dajemo nove
karakterizacije polumreza Arhimedovih polugrupa:

I} 1.2. TEOREMA. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
i) S je polumreza Arhimedovih polugrupa;

(i) (Ya,b€S)a|b = (mezt)d|b")

(iii) (Va,b€ S)(Vk € Z*)(3n € Z2%) (ab)" € Sa*S;

(iv) (Ya,b€ S)(3n € Z*) (ab)" € Sa?$;

(v) (Va,b€ S)(Vk € Z*)(3n'e Z*) (ab)" € SH*S;

(vi) (Va,b€ S)(3m € Zt) (ab)™ € SH2S;

(vii) radikal svakog ideala od S je ideal.

DOKAZ: (i) & (ii). To je rezultat M.S.Putchae,[68].
(z? = (i4i). Neka S jeste polumreza Y Arhimedovih polugrupa Sa, a €Y. Neka
a € So,b € Ss zaneke a,f €Y. Tadaimamo da ab,a*b € Sop zasve k€ Zt, pa
postoji n € Zt takoda
| (ab)" € Sa*bS C SafsS .

(#¢) = (iv). Sledi neposredno.

(iv) = (31). Nekasu a,b € S elementi takvi da a | b. Tada postoje u,v € Sl
tako da je b= uav, odakle dobijamo da je b"*! = u(avu)"av zasve n€ Z*. Prema
(iv) dobijamo da postoji n € Z* takodaje (avu)" € Sa’S, odakle dobijamo da je

b t! = u(avu)"av € uSa’Sav C Sa’$ .

Prema tome, a? | b"t1.
() = (v) = (vi) = (i1). Dokazuje se na isti nacin kao (i) = (:ii) = (iv) = (i)
(i) = (vii). Neka vazi (i). Tada prema prethodno dokazanom dobijamo da vaZi
(313) i (v). Neka je A proizvoljni ideal od S inekasu a € VA, b€ S proizvoljni
elementi. Tada je a* € A zaneki k€ Z*, paprema (ii) i (v) imamo da postoje
m,n € Z* tako da
| (ab)® € Sa*S C SASC A
i

(ba)™ € Sa¥FS C SASC SASCA.
Prema tome, ab,ba € VA, tj. VA jeideal od S.
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(vit) = (). Neka vazi (vii), nekasu a,b € S proizvoljni elementi i neka je
A= 5a®S. Tada jejasno da A jesteidealod S i a€ VA Kakoje VA ideal od S,
to dobijamo da ab € V/A, tj. postoji n € Zt tako da je

(ab)" € A= Sa’S . 1

Sledeta teorema daje razne karakterizacije polumreza levo Arhimedovih polugrupa.
Tvrdjenje (2) < (v) je nov rezultat, dok su ostale karakterizacije rezultati M.S.Putchae
1 S.Bogdanovica.

IT1 1.3. TEOREMA. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:

(i) S je polumreza levo Arhimedovih polugrupa; :

(ii) (Va,beS)alb = (ImeZt)al|b");

l

(iii) (Va,b € S)(Vk € Z*)(3An € ZT) (ab)™ € Sa*;

(iv) (Va,b€ S)3ne€ Zt) (ab)" € Sa;

(v) radikal svakog levog ideala od S je ideal.

DOKAZ: (i) & (). To je rezultat M.S.Putchae,[70].

(z) & (#21) & (iv). To je rezultat S.Bogdanovica,[10].

(:22) = (v). Neka vazi (i7¢). Neka je A proizvoljni levi ideal od S i neka su
a€VA, be S proizvoljni elementi. Tada imamo da je a* € A zaneki k € Zt, pa
prema (i¢) dobijamo da postoji n € Z* tako da je

(ab)" € Sa* C SAC A

(ba)**! = b(ab)"a € bSaFa C Sa* CSAC A.

Prema tome, ab,ba € VA, pa VA jeste ideal od S.

(v) = (tv). Nekavazi (v). Nekasu a,b € S proizvoljni elementi i neka je A = Sa.
Tada je jasno daje A leviidealod S idaje a € VA. Kakoje VA ideal od S, to
imamo da je ab € VA4, tj.

(ab)" € A = Sa,

zaneki n€ Z7. 1
Rezultat dat u narednoj teoremi sa (7) < (iv) je nov rezultat, dok su ostali rezultati
iz radova M.S.Putchae,[70], i S.Bogdanoviéa,|[5].

IT 1.4. TEOREMA. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je polumreza t-Arhimedovih polugrupa;
(i) (Va,b€ S)a|db = (IneZt)a|bd");

t

(iii) (VYa,b € S)(In € ZT) (ab)™ € bSgq;
(iv) radikal svakog bi-ideala od S je ideal.

DOKAZ: (i) & (it). To je rezultat M.S.Putchae,|[70].
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(1) & (iii). To je rezultat S.Bogdanoviéa,[5].

(1)_=> (iv). Neka vazi (i). Neka je A proizvoljni bi-ideal od S i neka su
a € VA, b€ S proizvoljni elementi. Tada imamo da je a* € A zaneki k € Z%, pa
prema (i) dobijamo da postoje m,n € 2% tako da je

(ab)™ € a*bSba* C ASAC A

(ba)" € a*bSba* C ASAC A .

Prema tome, ab,ba € VA, pa VA jeste ideal od S.

jv) = (i41). Neka vazi (iv). Nekasu a,b € S proizvoljni elementi i neka je
A=dSa, B=>5Sb. Tadajejasnodasu A i B bi-idealiod S idaje a€ VA4, b€ VB.
Kakosu VA i VB idealiod S, toimamodaje ab€ vVANVB, tj. postoje m,n € Z+
tako da je

~~~

(ab)* € A=aSa

(ab)™ € B = bSb .

Premja. tome,
! (ab)™*™ € bSbaSa C bSa . 1

Sledeée dve teoreme daju nove rezultate koji opisuju polumreze nil-ekstenzija prostih
polugrupa i polumreZe nil-ekstenzija levo prostih polugrupa.

I1 1.5. TEOREMA. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je polumreza nil-ekstenzija prostih polugrupa;

(ii) (Va,be€ S)(3n € Z*)(Vk € Z*) (ab)" € Sa*S;

(iii)) (Va,b€ S)(3An € Zt) (ab)" € Sa*"S.

(iv) (Va,be S)(3n € Z*)(Vk € Z1) (adb)™ € SHES;

(v) (Va,be S)(3n € 2%) (ab)" € SHI"S.

DOKAZ: (i) = (ii). Neka S jeste polumreza Y polugrupa S,, a €Y, iza
svaki @ €Y S, jeste nil-ekstenzija proste polugrupe K,. Neka a € S,, b € Sp za
neke @, €Y. Tadaje ab€ Sap, papostoji n € Z+ tako da (ab)” € Kop. Sa druge
strane, a*b € S.s zasvaki k€ Z%, papostoji m € Zt tako da (a¥b)™ € Kap. Kako
K,p jeste prosta polugrupa, to je

(ab)™ € Kop(a¥b)™Kop C Sa*s .

(#2) = (#44). Sledi neposredno.

(#3i) = (i). Prema II 1.2. dobijamo da S jeste polumreza Y Arhimedovih
polugrupa S,, a €Y. Nekaje aa €Y 1 neka a € S,. Tada postoje u,v € § i
n € Z1 tako da je

a’" = ua'™v .
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Uzmimo da je u € Sg,v € Sy zaneke f,7€Y. Tadadobijamodaje a<f i a<y7,
paje

a?® = ua*™v = ua"a®™a"v = (ua™u)a*" (va™v) € Suat" S, .
Prema tome, S, je intra 7-regularna Arhimedova polugrupa, pa prema I 4.9. dobijamo
da Su jeste nil-ekstenzija proste polugrupe. (i) = (iv) = (v) = (). Dokazuje se sli¢no
kao (i) = (i) = (di1) = (7). 1

Na slican nacin dokazujemo sledeéi rezultat:

IT 1.6. TEOREMA. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je polumreza nil-ekstenzija levo prostih polugrupa;

(i) (Va,be S)(Fn € Z*)(Vk € Z1) (ab)™ € Sa*;

(i) (Va,b€ S)(3n € Z+) (ab)” € Sa2r 1.

DOKAZ: (i) = (it). Neka S jeste polumreia Y polugrupa S, o €Y, iza
svaki @ € Y S, jeste nil-ekstenzija levo proste polugrupe K,. Neka a € S,, b€ Sp
za neke a,B €Y. Tada je ab € S.s, papostoji n € Zt tako da (ab)® € K,g. Sa
druge strane, ba* € S, zasvaki k € Z*, papostoji m € ZT tako da (ba*)™ € K,p.
Kako K, jeste levo prosta polugrupa, to je

(ab)™ € Kqp(ba*)™ C Sa* .

(¢t) = (12¢). Sledi neposredno.

(#27) = (). Prema II 1.3. dobijamo da S jeste polumreza Y levo Arhimedovih
polugrupa Sq, @ € Y. Nekaje a €Y 1 neka a € S,. Tada postoje u,v € S5 i
n € 2% tako da je

92
a®® = ua®"tly .

Uzmimo da je u € Sg zaneki f €Y. Tada dobijamo da je a < f, paje

a2n — ua2n+lv — ua?na — u2a2n+1a — (u2a)a2n+1 c Saa2n+l )
Prema tome, S, je levo m-regularna Arhimedova polugrupa, pa prema I 4.10. dobijamo
da S, jeste nil-ekstenzija levo proste polugrupe. §

Kao sto je veé reeno u uvodu za Glavu II, karakterizacija traka t-Arhimedovih polu-
grupa data je u radu M.S.Putchae,[69], u opstem slucaju. Od posebnih slu¢ajeva tih
polugrupa, interesantne su trake stepeno-vezanih polugrupa, koje su opisane u radovima
S.Bogdanoviéa,[6,7,8], i trake nil-ekstenzija grupa, o kojima ce vise biti receno u poglavlji-
mall 3. i I1 4. Ovde éemo, najpre navesti rezultat M.S.Putchae iz [69]. Pre toga, uveséemo
slede¢u definiciju.

II 1.7. DEFINICIJA. Na polugrupi S uvodimo relaciju ~ sa
a’tb & (Amnezt)(ad™ A bla™).
t t
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Jasno je da polugrupa S jeste t-Arhimedova ako i samo ako je A=8§x8.

Opis traka t-Arhimedovih polugrupa u radu M.S.Putchae,[69], je dat kao tvrdjenje
(£) & (%) iz naredne teoreme. Uslov (:Z) je drugakiji zapis uslova (iz), koji ¢emo vise
konstlp

II 1.8. TEOREMA [69]. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
i) S je traka t-Arhimedovih polugrupa;
(i) zasve a €S, z,y €S je

(1) ray A za’y ;

(1i1) za sve z,y €S', a € S postoje m,n € Z% tako da je

) { (zay)™ € za’ySza’y ,

(za’y)" € zaySzay .

Njeposredna posledica prethodne teoreme je rezultat J.L.Galbiatieve i M.L.Veronesi-
eve, [36], koji glasi:

Il 1.9. POSLEDICA [36]. Polugrupa S je traka w-grupa ako i samo ako S jeste
a-regularna i za sve a € S, 2,y € S' postoje p,q,r,s € Zt tako da je

(zay)’S = (za’y)'S , S(zay)” = S(za%y)® .

Kao Sto se vidi iz formulacije Teoreme II 1.8., uslov (2) koji opisuje trake t-
Arhimedovih polugrupa sastoji se od dva uslova. Postavlja se pitanje: da li se ta dva
uslova mogu zameniti jednim uslovom? Odgovor na to pitanje dat je Teoremama II 1.10. i
II 1.11. u sluéaju normalnih i levo normalnih traka t-Arhimedovih polugrupa, i uslovi koji
opxsujt te polugrupe 1zg1edaju veoma jednostavno. Odgovor u opstem slucaju jo§ uvek
nije dat. /

II 1.10. TEOREMA. Polugrupa S je normalna traka t-Arhimedovih polugrupa
ako i damo ako za sve a,b,c € S postoji n € Z* takoda

(3) (abc)™ € acSac .

HOKAZ: Nekasu a € S, z,y € S' proizvoljni elementi. Uzmimo da z,y € S
(slitno dokazujemo slucajeve kada je 2 =1 ili y =1). Tada prema (3) dobijamo da
postoji n € Z* tako da

(zay)" = ((za)ay)"™ € zaySzay .
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Takodje, imamo da postoji m € Z1 tako da je

(zay)*™ = ((za)(yz)(ay))™ € za’ySza’y .
Prema tome, vazi (2), pa S jeste traka I t-Arhimedovih polugrupa S;, ¢ € I. Neka

su 4,7,k € I proizvoljni elementi. Kako I jeste homomorfna slika polugrupe S, to
dobijamo da postoji n € Z1 tako da je

ik = (i7k)" = thwek |
za neki u € I, odakle sledi da je
i7k = tkigkek |
pa prema I 6.19. dobijamo da I jeste normalna traka.
Obrnuto, neka S jeste normalna traka I t-Arhimedovih polugrupa S;, ¢ € I. Neka

su a,b,c € S proizvoljni elementi. Tada imamo da a € S;, b € Sj, ¢ € S; za neke
i,7,k €I ikako I jeste normalna traka, to dobijamo da je

acabe € Sikijk = S,‘jk

abcac € Sijkik = Sijk .

Kako S;jx jeste t-Arhimedova polugrupa, to dobijamo da postoje m,n € Z% tako da

(abc)"™ € acabeS N Sacabe

(abc)™ € abeacS N Sabcac

odakle dobijamo da je
(abc)™*™ € acSac .

Prema tome, vazi (3). i
II1 1.11. TEOREMA. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je levo normalna traka t-Arhimedovih polugrupa;
(ii) zasve a,b,c € S postoji n € ZT tako da je

(abe)™ € acSa ;

(ili) za sve a,b,c € S postoji n € ZT tako da je
(abc)™ € acSh .
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]jOKAZ: (1) = (ii). Neka S jeste levo normalna traka I t-Arhimedovih
polugr:?upa. S;, i € I. Nekasu a,bc € S proizvoljni elementi. Tada je a € S;, b €
Sj, ¢ € Sk zaneke i,j,k €I, paje abc€ Sijk i

acba € Sikji = Sijk »
jer I ijeste levo normalna traka. Prema tome, postoji n € Z+ tako da
(abe)™ € acbaSacba C acSa .

Dakle, vazi (it).
(1:1) = (ii1). Neka vaii (it) inekasu a,b,c €S proizvoljni elementi. Tada imamo
da postoji n € Z* takoda
: (abc)"-€ acSa C acS

i post(j;)ji m € Z1 tako da je
‘ (abc)*™ = ((ab)(ca)(bc))™ € abbcSab C Sb .

Prema tome, imamo da
1 (abc)*™*" € acSSb C acSh

‘ba vazi (1)
(1i)) = (¢). Neka vaz (iii) inekasu z,y € ' i a € S proizvoljni elementi.

Uzmimo da z,y € S (slicno dokazujemo sluéajeve kada je =1 ili y =1). Tada imamo
da postoji n € Zt takoda

(zay)®™ = ((za)(yz)(ay))" € zaaySyz C za’yS$ .
Sa druge strane, imamo da postoji m € Z* tako da
(ayz)*™ = ((ay)(za)(yz))™ € ayyzSza C Sza ,

odakle dobijamo da je

2m+l = p(ayz)*™ay € zSzaay C Sza’y .

(zay)
Prema tome, imamo da je

(zay)?™+2"*1 ¢ za’ySzaly .
Takodje, imamo da postoji k € Z*+ tako da je
(za’y)* = ((:t'a)ay)’c € raySa C zayS .
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Osim toga, imamo da postoji ¢t € Z+ tako da
(yza?)! = (y(za)a)' € yaSza C Sza ,
odakle dobijamo da je
(za’y) ! = za’(yza®)'y € zaSzay C Szay .

Prema tome,
(za’y)k+iH! ¢ zaySzay .

Dakle, prema II 1.8. dobijamo da S jeste traka I t-Arhimedovih polugrupa. Kako
I jeste homomorfna slika polugrupe S, toimamo da za proizvoljne 1,7,k € I postoji
n€Zt i uel takodaje

1k = (i3k)" = ikuj

odakle dobijamo da je
1k = ikijkyg

pa prema I 6.20. dobijamo da I jeste levo normalna traka. Dakle, vazi (). i

II 2. POLUMREZE POTPUNO ARHIMEDOVIH POLUGRUPA
( GV-POLUGRUPE )

Dekompozicije polugrupa u polumrezu potpuno Arhimedovih polugrupa prvi je poeo
da prouéava L.N.Sevrin. Prverezultate iz tih istraZivanja je izneo u saopstenjima [86,87,88].
Na zalost, detalji koji se ti¢u metoda kojima se doslo do tih rezultata kao i sami dokazi
tih rezultata, Siroj javnosti jo§ uvek nisu poznati. Rezultati L.N.Sevrina se, inace, odnose
na dekompozicije potpuno w-regularnih polugrupa. Sli¢ne rezultate, koji se ti¢u dekom-
pozicija 7-regularnih polugrupa u polumrezu potpuno Arhimedovih polugrupa, dobile su
J.L.Galbiati i M.L.Veronesi u radu [37], u kome Je istraZivanje otpocelo, i M.L.Veronesi u
radu [104], u kome su dobijeni kona¢ni rezultati. Razne druge karakterizacije ovih polu-
grupa, u opStem 1 raznim posebnim slucajevima, je dao S.Bogdanovié, u nizu svo jih radova.

U ovom poglavlju navodimo neke od napred pomenutih rezultata. Teoremom II 2.9.
se daju neki noviji rezultati koji opisuju dekompozicije u polumrezu nil-ekstenzija levih
1 desnih grupa. Pomenuti rezultat je publikovan u radu S.Bogdanoviéa, i M.Ciriéa,[lﬁ],
1 prikazan u magistarskom radu autora, ali je ovde ponovo dat zbog veoma interesantne
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metodologije koja se primenjuje u tim dekompozicijama i koja je dala niz dobrih rezultata
u raznim drugim slu¢ajevima. Takodje, daju se razne posledice rezultata II 2.9.

II 2.1. DEFINICIJA. Neka S jeste w-regularna polugrupa. Uvodimo relacije
L*, RY, H* i J* sa
| al*b & Sa? =S5V,
aR*b & a?S=0bS;
H*=L*NR*;
aJ*b & Sa?S =SS,

gde su p,q € 2% najmanji brojevi takvi da a?,b? € Reg(S).

(]ve relacije su uvedene u [37], predstavljaju relacije ekvivalencije i na regularnoj
polugnupl se poklapaju sa poznatim Greenovim relacijama (I 2.3.).

I1 2.2 DEFINICIJA. . Polugrupa S jeste GV-polugrupa (polugrupa Galbiati-
Veronesi) ako S jeste m-regularna i svaki njen regularni element je potpuno regularan,

tj. Reg(S) = Gr(S).

Sledeéa teorema prikazuje rezultate M.L.Veronesieve,[104], i S.Bogdanoviéa,[13], koji
opisuju polumreze potpuno Arhimedovih polugrupa.

II 2.3. TEOREMA [104,13]. Sledeéi uslovi za polugrupu § su ekvivalentni:
(i) S je GV-polugrupa;
(ii) S je m-regularna i svaka H*-klasa je m-grupa;
(iii) S je potpuno w-regularna i T =H*;
(iv) (Ya,b€ §)(In € Z*) (ab)" € (ab)"bS(ab)";
(v) S je polumreza potpuno Arhimedovih polugrupa ( polumreza nil-ekstenzija
potpuno prostih polugrupa ).

I1 2.4. NAPOMENA. Uslov (i1) u II 2.3. moze se zameniti sledecim:
(31*) S je (disjunktna) unija 7-grupa.

Na.redmm tvrdjenjima prikazujemo niz rezultata koji opisuju razne posebne slutajeve
polumreza potpuno Arhimedovih polugrupa, i koji ¢e nam biti potrebni u daljem radu.

II 2.5. TEOREMA [10]. Sledeci uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(1) S je polumreza nil-ekstenzija pravougaonih grupa;
(11) S je GV-polugrupaiza sve e, f € E(S) postoji n € Zt tako da je

(ef)" = (ef)™*;

(iii) S je m-regularna i

a = azxa = a=ax2a2 .




II 2.6. DEFINICIJA. Polugrupa S je LR-polugrupa ako je

(1) (Va,b€ S)(3n € Z%) (ab)™ € L(a) U R(b) .

I1 2.7. LEMA. Polugrupa S je LR-polugrupa ako i samo ako je

(2) (Va,b € S)(3n € Z%) (ab)™ € SaUbS .

DOKAZ: Neka S jeste LR-polugrupaineka a, b€ S. Tada postoji n € Zt
tako da je

(ab)™ € L(a) UR(D) = aUSaUbUbS = {a,b} USaUbS .
Ako je (ab)™ € {a,b}, tada je |

(ab)®™ € {a?,b?} C SaUbS .

Prema tome, vazi (2).
Obrat sledi neposredno. I

- Sledeéi poznati rezultat ée nam posluziti kao pomoéno tvrdjenje u dokazuvanju Teo-
reme II 2.9.

II 2.8. LEMA. Traka S jeste polumreza singularnih traka ako i samo ako je
ab = aba \Y ab = bab

za sve a,be S.

IT1 2.9. TEOREMA. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je polumreza nil-ekstenzija levih i desnih grupa;
(i)  (Ya,b € S)(3In € Z*) (ad)" € (ab)"S(ba)™ U (ba)"S(ab)™;
(iii) S je w-regularna LR-polugrupa;
(iv) S je GV-polugrupa iza sve e,f € E(S) postoji n € Zt tako da je

(3) (ef)" =(efe)" Vv (ef)" = (fef)";
(v) S je m-regularna i

(4) a=ara = ar=azx’a V azr=zd’z.
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DOKAZ: (i) = (i¢). Neka S jeste polumreza Y polugrupa S,, @ €Y, iza
svaki Lxe Y neka So jeste nil-ekstenzija polugrupe Ko, pri cemu K, jeste leva ili
desna grupa. Neka je a € Sa,b € Sp, @, €Y. Tada imamo da ab,ba € Sop, pa postoji
n € Z* takoda (ab)",(ba)" € Kop. Sada premal 4.8. imamo da je

(ab)™ € (ab)"Kop(ba)™ C (ab)"S(ba)™ ,
ako Kaﬂ jeste leva grupa, odnosno
(ab)® € (ba)*Kqp(ab)™ C (ba)" S(ab)" ,

ako K, jeste desna grupa. Prema tome, vazi (31).

(#4) = (é41). Sledi neposredno.

(#1) = (iv). Neka S jeste m-regularna LR-polugrupa. Neka a € Reg(S). Tada
postoji b€ S takodaje a=aba i b=bab. Prema (2) dobijamo da ab€ SaUbS i
ba € $bU aS. Neka je ab=wua zaneki u€ S. Tadaje

a = aba = ua® =€ Sa’ .
Neka je ab= by zaneki v€ S. Tadaje a=aba="bva i a®=abva, paje
a = bva = babva = ba® € Sa® .
Slién@ dokazujemo da iz ba € SbUaS sledida a € a’S. Prema tome, a € Gr(S), pa
S jeste GV-polugrupa.

Neka e, f € E(S). Tada postoji n € Zt tako daje (ef)" € SeU fS. Ako je
(ef)* =ue zaneki u € S, tada dobijamo da je

(efe)® = (ef)"e = uee = ue = (ef)" .

Sli¢no dokazujemo da iz (ef)" € fS sledi da je (fef)™ = (ef)". Dakle, vazi (3).
(tv) = (¢). Iz (3) dobijamo da je

(ef)™*! = (ef)"ef = (efe)"f = (ef)"f=(ef)",
ili
)"+ = ef(ef)" = e(fef)" = e(ef)" = (ef)"

za neki n € Z+. Sada prema II 2.5. dobijamo da S jeste polumreza Y polugrupa
Se, @ €Y, pri temu S, jeste nil-ekstenzija pravougaone grupe Ko za svaki a € Y.
Kako za svaki « € Y imamo da E, = E(Kq) = E(S.) jeste pravougaona traka (prema
I 4.6.), to za proizvoljne ¢, f € E, postoji n € Z* takoda

ef =(ef)" = (efe)" =¢" =¢,
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ili
ef =(ef)" =(fef)*=f"=f,

pa prema I 2.8. dobijamo da E, jeste singularna traka. Dakle, prema I 4.8. dobijamo
da K, jeste leva ili desna grupa.

(1) = (v). Neka S jeste polumreza Y polugrupa S,, a €Y, inekazasvaki a €Y
Sa Jeste nil-ekstenzija polugrupe K, pri éemu K, jeste leva ili desna grupa. Tada je

Jasnoda S jeste w-regularna. Uzmimo da je a = aza, pri ¢emuje a € Sa,z € Sg, za
neke a,f €Y. Tada

az,za € Sap N E(S) = E(Sag) = Eap »

odakle dobijamo da je
az = (az)(za) = az’a

ako E,g jeste levo nulta traka, odnosno

az = (za)(az) = za’z ,

ako Eyp jeste desno nulta traka. Prema tome, vazi (4).

(v) = (i). Neka S jeste m-regularna polugrupaineka vazi (4). Tada za proizvoljni
element a € Reg(S) imamo da postoji z € § tako daje a = aza, paiz (4) dobijamo
da je

a = aza = (az’a)a = az’a®
ili
a = aza = (az)’a = azx(za’r)a = az’a(aza) = az’ad® .

Dakle, prema II 2.5. dobijamo da S jeste polumreza Y polugrupa S,, a € Y,
pri ¢emu S, jeste nil-ekstenzija pravougaone grupe K, za svaki o € Y. Neka
su e, f € E(Sq) = E(K,) = E, proizvoljni elementi. Kako prema I 4.6. imamo da
E, jeste pravougaona traka, to dobijamo da je e = efe pa prema (4) sledi da je
ef =efle=cfe=c ili ef = fe’f = fef = f. Dakle, prema II 2.8. i I 4.6. dobijamo
da K, jeste leva ili desna grupa. I

Koristeéi metode i rezultate iz II 2.9., lako se dokazuju naredna tvrdjenja.
IT 2.10. POSLEDICA. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je polumreza nil-ekstenzija levih grupa;
(ii)) (Va,be S)3Ine€ ZT) (ab)™ € (ab)"S(ba)™ ;
(iii) S je w-regularna i
(Va,b€ S)(3n € Z¥)(ab)" € L(a) ;
(iv) S je GV-polugrupa i za sve e, f € E(S) postoji n € Zt tako da je

(ef)" = (efe)™ ;
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(v) S je w-regularnai

a=ara = a:z:=a:c2a.

II 9.11. TEOREMA. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je polumreza levih i desnih grupa;
(ii) S je regularnaizasve a,b€ S je

(5) ab€ SaUbS ;
(m) S je regularna i za sve a,b€ S je
ab € L(a) U R(b) ;

(iv) S je regularna LR-polugrupa;
(v) S je potpuno regularna i E(S) je polumreza singularnih traka;
(vi) S jeregularnai

a=ara = aa::a:cza \" a:c::cazz.

DOKAZ: (i) = (ii). Neka S jeste polumreza Y levih i desnih grupa So, a €
Y. Jasno je da S jeste regularna. Neka su a,b € S proizvoljni elementi. Tada je
a€S,, be Sy zancke a,f €Y, pa ab,ba € Sop. Dakle, prema I 4.8. dobijamo da je

ab € abSypba C Sa
ako S, jeste leva grupa, odnosno
ab € baSypab C bS ,

ako S,s jeste desna grupa. Prema tome, vazi (i1).
(¢1) = (u42) i (4i1) = (iv). Sledi neposredno.
(tv) = (¢). Sledi prema II 2.9.
(#1) = (v). Neka S jeste regularna i neka vazi (5). Tada prema II 2.9. dobijamo

da S jeste potpuno regularna. Neka su e, f € E(S) proizvoljni elementi. Tada je
ef € fSU Se, odakle dobijamo da je

ef =efe 1li ef = fef,

ef =(ef)*.
Prema tome, E(S) je polumreza singularnih traka. Dakle, vazi (v).
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(v) = (i). Neka vazi (v). Tada premal 5.12. sledi da S jeste polumreia Y
pravougaonih grupa S,, a € Y. Premal4.8. sledida S, jeste leva ili desna grupa za
svaki @ € Y. Prema tome, vazi (z).

(iv) & (vi). Sledi prema I12.9. §

I1 2.12. POSLEDICA [59]. Polugrupa S je polumreza levih grupa ako i samo
ako S jeste regularna i

ab e Sa

za sve a,beg S.

II 3. TRAKE NIL-EKSTENZIJA GRUPA

Trake nil-ekstenzija grupa su, u opstem sluéaju, prouc¢avane od strane J.L.Galbiatieve
i M.L.Veronesieve, uradu [36], i to je rezultat prikazan u IT 1.9., 1 od strane L.N.Sevrina, ¢iji
su rezultati prikazani u saopitenju [89], koje autor, nazalost, nije uspeo da nabavi. Dekom-
pozicije u traku nil-ekstenzija grupa, u nekim specijalnim sluéajevima, su prouéavane u
radovima M.Ciriéa i S.Bogdanoviéa,[33], i S.Bogdanoviéa i M.Ciriéa,[l?,lQ], o ¢emu ¢ée vise
re¢i biti u narednom poglavlju. U ovom poglavlju dajemo neke nove karakterizacije traka
nil-ekstenzija grupa, u opstem i raznim posebnim slu¢ajevima, i prikazujemo interesantne
metode za dekompozicije w-regularnih polugrupa u traku nil-ekstenzija grupa. Posebno
interesantan rezultat daje posledica II 3.3., koja nam opisuje veoma znacajnu vezu koja
postoji 1zmedju dekompozicija u traku nil-ekstenzija grupa i retrakcija.

Sledeéa dva rezultata su veoma interesantna, mada ne daju potpune opise polumreza
retraktivnih nil-ekstenzija potpuno prostih polugrupa (tj. polumreza pravougaonih traka
nil-ekstenzija grupa) i polumreza retraktivnih nil-ekstenzija levih grupa. Rezultati II 3.1. 1
IT 3.2. ¢e nam, ipak, jako dobro posluziti u dokazivanju ostalih rezultata iz ovog poglavlja.

II 3.1. TEOREMA. Neka S jeste n-regularna polugrupaiza sve a,b € S postoji
n € Zt tako da

(1) (ab)™ € a®Sh*.
Tada S jeste polumreza retraktivnih nil-ekstenzija potpuno prostih polugrupa.
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DOKAZ: Neka vazi (1). Neka je a € Reg(S5), tj. a = aza za neki z € S. Tada
imamo da je

a=azra=(az)"a zasvakine€ Z%
€ a’Sz’a za neki n € Z*, prema (1),
C a8
l a = ara =a(za)® zasvakine€ Z%
€ az?Sa® za neki n € Z*, prema (1),
Cc Sa2,

pa a € Gr(S). Prema tome, S je polumreza Y potpuno Arhimedovih polugrupa
Sa,aie Y. Za a €Y neka S, jeste nil-ekstenzija potpuno proste polugrupe K,. Neka
su a€T.CS,ibeTsC Sq,e, f € E(Kqy), proizvoljni elementi. Neka ab € Ty za neki
g € E(K,). Prema (1) dobijamo da postoji n; € Z* tako da

(bg)™ € b”Sg,

tj. postoji u; € S tako da je
(bg)™ = bPu,g.

Zatim, postoje n, € Z1t iu, € S tako da je

(bg)™™ = (FPurg)"™ = b ug(29)”.
Nastavljajuéi dalje ovaj postupak, dobijamo da je
N | (o) = 1 ug,

zaneker u€ S, n€Zt i ke Zt takavdaje »* € K,. Kako je bg € K4, to prema
Munnovoj lemi imamo da je bgH(bg)", gde je H Greenova H-relacija na K,, paje

bg = (bg)"v

zaneki v € S. Sada prema (2) dobijamo da je

fog = f(bg)"v = szkugv = bzkugv = (bg)"v = bg.

Prema tome, vaZi

(3) bg = fbg,

i na isti nagin pokazujemo da je

(4) af = eaf,

(5) eab = eabg,
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(6) eb = ebf.
Definisimo preslikavanje @:Sy = K, sa

e(z)=ze ako z€T, ec E(K,).

Tada je
p(ab) = abg
= afbg ( prema (4) )
= eafby ( prema (5) )
= eabg ( prema (4) )
= eab ( prema (6) )
= aeb (prema Munnovoj lemi)
= aebf ( prema (7))
= p(a)p(b).

Prema tome, ¢ jeste retrakcija, tj. S, jeste retraktivna nil-ekstenzija potpuno proste
polugrupe K,.

I13.2. TEOREMA. Neka S jeste m-regularna polugrupa i za sve a,b € S postoji
n € Z%t tako da
(ab)™ € a®Sa.
Tada S jeste polumreza retraktivnih nil-ekstenzija levih grupa.
DOKAZ: Premall 2.10. dobijamo da S jeste polumreza Y polugrupa S,, a €Y
iza a €Y S, jeste nil-ekstenzija leve grupe K,. Neka su a € T. C S,ibe Ty C
Sare, f € E(K,), proizvoljni elementi. Neka ab €T, zaneki g ¢ E(K,). Prema dokazu
za I 3.1. dobijamo da vaze uslovi (3) 1 (4) ull3.1. Sa druge strane, imamo da postoji
m € Zt tako da
(eb)™ € Se ,

odakle sledi da je (eb)™ = (eb)™e. Kako je ebe K, i ebH(eb)™, gde je H Greenova
H-relacija na K,, to dobijamo da je eb= ebe, pa je

(eb)™ = eb™ |

zasvaki ne€ Zt., Akoje ne Z*t broj za koji je 4" ¢ Gy iakoje u € K, element za
koji je eb=u(eb)™ (jer je ebH(eb)"), to dobijamo da je

eb=u(eb)" = ueb™ = ueb™f = ebf .

Prema tome, vazi uslov (6) iz II 3.1.. Na isti naéin dokazujemo da vazi uslov (5) iz II
3.1. Ostatak dokaza je isti kao u II 3.1. §

Kao sto je veé receno u uvodu za ovo poglavlje, sledeéi rezultat opisuje veoma znaéajnu
vezu koja postoji izmedju dekompozicije m-regularne polugrupe u traku nil-ekstenz; jagrupa
1 retrakcija polugrupe na svoj regularni (odnosno grupni) deo.
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I 3.3. PROPOZICIJA. Neka S jeste traka m-grupai Reg(S) je podpolugrupa
od S. Tada Reg(S) jeste traka grupa i retrakt od S.

Obrnuto, ako S sadrzi retrakt K koji je traka grupai S = VK, tada S jeste
traka w-grupa.

IPOKAZ: Neka S jeste traka I =-grupa S;, ¢ € I, 1neka Reg(S) jeste
podpolugrupa od S. Za i € I neka S; jeste nil-ekstenzija grupe G; sa jedinicom e;.
Tada je

Reg(S) = Gr(S) = igIG,- .

Tada je jasno da Reg(S) jeste traka I grupa G;, ¢ € I. Definisimo preslikavanje
@ :S — Reg(S) sa:
() = Te; ako z€S;, 1€l

Neka je z; € Si, zj € Sj, 1,5 € I Kako je eie;j = (eieij)ei; € SijGij C Gy i
eije; = eij(eije;) € Gi;jSi; € Gij, to imamo da je
(eieij)? = eileij(eiei;)) = ei(eiei;) = eies; € Sij
(e,-jej)2 = ((e,-_,-ej)e,-j)ej = (e,-jej)ej = e;je; € Sij ,
pa kako S;; sadrzi tacno jedan idempotent e;;, to dobijamo da je
(n eieij = ejje; = e .
Sada dobijamo da je

p(z:i)p(z;)= (zie;)(zje;)
eij(ziei)(zje;)ei;  (jer je zieizjej € GiG; C Gyj)

Il

= eijeiTiTjeje;j (prema Munnovoj lemi )

= €;€iTiTj€ij€5€;5 (Jer je ejjeiriz; € GijSij C Gij)
= €jeiTiT e (prema (7))

= €45€:€{jTiT €45 (jer je z;zje;; € Si;Gij C Gij)
= €i;TiTjeij (prema (7))

= ziTje;j (Jer je zizjeij € Gij)

= (,9(12,'.’1,‘]') .

Prema tome, ¢ je retrakcija od S na Reg(S).

Obrnuto, neka S sadrzi retrakt K koji je traka I grupa Gj, i € I, i neka je
VK =S8. Neka ¢:85 — K jeste retrakcija i S; = ¢7(G;), 1 € I. Tada je jasno da je
SiNK=G; i S;=+G;, zasvaki i € I. Prema tome, za svaki ¢ € ] imamo da S;
jeste m-grupa, pa S jeste traka I n-grupa S;, i€ . 1

II 3.4. POSLEDICA [36]. (). Polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija potpuno
proste polugrupe ako i samo ako S jeste pravougaona traka w-grupa.

(#). Polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija leve (desne) grupe ako i samo ako S
Jjeste levo (desno) nulta traka mw-grupa.

Sledeéa teorema je glavni rezultat ovog poglavlja.
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IT 3.5. TEOREMA. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S jem-regularnaiza sve a,b€ S postoji n € Z% tako da

(8) (ab)™ € a’bSab?;

(if) S je potpuno 7-regularna i za sve a,be S je

9) ab 1 ab® T d?b;
(iii) S je traka w-grupa.

DOKAZ: (1) = (¢¢). Neka vazi (7). Tada prema Teoremi II 3.1. dobijamo da §
Jeste polumreza Y polugrupa S,,a € Y, pri éemuza a € YV S« jeste retraktivna
nil-ekstenzija potpuno proste polugrupe I,. Prema tome, S jeste potpuno w-regularna.
Takodje, prema II 3.4. imamo da za svaki o € Y S, jeste pravougaona traka FE(K,)
m-grupa Te,e € E(K,), pricemu T, jesu 7-klase polugrupe S.

Neka je a € Sq ,0€ S5, 0, €Y . a# B. Tadaje ab € Sap. Uzmimo da je
Sap pravougaona traka I x A 7-grupa Tir,i € I, A € A. Neka je ab e Tiyd®b € Ty,
iab® € T}, za neke 47,0 € I'i A\, u,v € A. Neka e, jeste idempotent iz T;,. Tada
imamo da je

ej,‘azb = ej,,ej,,aab € TjﬂSaﬁTi,\ C Tj,\,
1 sa druge strane je
: ej,,'azb € T;-ZI‘ C T,

odakle dobijamo da je g = A. Na isti nadin dokazujemo da je ! = i. Sa druge strane,
prema (8) imamo da postoji n € ZT tako da je

(ab)™ € a*bSapab® C TjrSapTi, C Tv,
pa kako je (ab)™ € T;), to dobijamodaje 7 =%iv =\ Prema tome
ab,a®b, ab® € Ty,

pa vazi (9).
(11) = (#4). Neka vazi (i7). Nekasu a,b € S proizvoljni elementi. Uzmimo da je
a €T,b €Ty, zancke e, f € E(S). Prema (9) neposredno dobijamo da je

abra®b  zasvaki ke ZT.
Neka je k€ ZT element takav da je a* € G,. Tada je
eb = a*(a*)71b
T (ak)2(ak)_lb
= aeb
= a*b

T ab.
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Dakle , ebrab. Na isti natin dokazujemo da je efreb. Prema tome, imamo da je abref,
pa T jeste kongruencija. Jasno je da 7 jeste tracna kongruencija pa S jeste traka
T-grupa.

(#i) = (i). Neka S jeste traka I w-grupa S;,1 € I. Neka a € S;,b€ Sj, 1,5 €1.
Tada imamo da
‘ ab, a®b, ab® € Sijs

odakle lako dobijamo (8). Il .

Sli¢no kao u II 3.5., dokazujemo naredne rezultate.

II 3.6. TEOREMA. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je w-regularnaiza sve a,b€ S postoji n € Z% tako da

(10) A (ab)" € a’bSa;

(i) S je potpuno w-regularna i za sve a,b€ S je

(11) ab T a%b 7 aba;

(iii) S je levo regularna traka m-grupa.

DOKAZ: (i) = (i1). Neka S jeste w-regularna i neka vazi (10). Prema II 3.2.
dobijamo da S jeste polumreza Y polugrupa So, a €Y, izasvaki a €Y S, jeste
retraktivna nil-ekstenzija leve grupe. Neka su a,b € S proizvoljni elementi. Tada imamo
daje a € Su,b € Sp zaneke a,f €Y idaje ab, aba, a?b € S,5. Prema I 4.8. imamo
da S.s jeste levo nulta traka I w-grupa T;, i € I. Uzmimoda ab € T;, a el i
aba € Tx zaneke 1,j,k € I. Tada imamo da je (aba)? € Ty i

(aba)? = ab(a’ba) € T;Sep C T; ,
odakle dobijamo da je k =i, paje
ab 7 aba .
Sa druge strane, prema (10) dobijamo da postoji n € Z* tako da je (ab)™ = a’bu
zaneki u € S. Uzmimodaje u € S, zaneki v €Y. Tada se lako pokazuje da je
afy = aff, odakle dobijamo da je
(ab)"*! = a®b(uab) € T;Sas C Tj ,

paje j =1, tj. imamo da je
ab T a®b.

Kako je jasno da S jeste potpuno w-regularna, to imamo da vazi (i%).
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(11) = (ii1). Neka S jeste potpuno 7-regularna i neka vazi (11). Nekasu a,be S
proizvoljni elementi. Uzmimo da je are i brf za neke e, f € E(S). Prema (10)
neposredno dobijamo da je

abr a*b  zasvaki ke Zt.
Neka je k € Z* element takav da je of € G,. Tada je

eb = a*(a*)~1b
7 (a*)*(a*)7"h
= a¥eb
=a*b

7 ab.

Dakle , ebrab, odakle dobija.mo da 7 jeste desna kongruencija. Sa druge strane, prema
(11) imamo da je abraba, odakle dobijamo da je

ab T (ab)?
= (aba)b
T (ab)b jer 7 jeste desna kongruencija ,

= ab® .

Prema tome, vazi (9), pa prema II 3.5. dobijamo da S jeste traka S/r m-grupa. Neka
su a7,br € Sy, proizvoljni elementi. Tada prema (12) dobijamo da je

(ar)(b7) = (ar)(br)(ar) .

Prema tome, S /= Jeste levo regularna traka.

(t12) = (). Neka S jeste levo regularna traka I =-grupa S;, i € I. Neka su
a,b € S proizvoljni elementi. Tada imamoda a € S;, b € S; za neke 4,5 € I, odakle
dobijamo da ab,a’b € S;; i aba € S;j; = Sij- Kako S;; jeste m-grupa, to dobijamo da
postoji n € Z* tako da

(ab)" € (a®b)"S;;(aba)™ C a*bSa .

Prema tome, vazi (11). Jasnoje da S jeste w-regularna. il
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II 3.7. TEOREMA. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je w-regularna i za sve a,b,c € S postoji n € Zt tako da

(12) (abc)”™ € acSac;

(i) S je potpuno m-regularna i za sve d, bc,d€ S je

(13) abed T acbd,;

(iii) S je normalna traka m-grupa.

DOKAZ: (i) = (iii). Neka vazi (i). Tada prema II 1.10. dobijamo da S jeste
normalna traka I t-Arhimedovih polugrupa Si, i € I. Nekaje a € Reg(S) prozvoljni
elemeht. Tada je a = aza zaneki z € S, pa prema (12) dobijamo da postoje m,n € Al
tako da je

az = (azaz)" € aazSaaz ,

odakle dobijamo da je
a = aza € a’zSa’za C a®Sa® .

Prema tome, a € Gr(S) pa dobijamo da S jeste potpuno w-regularna i prema I 5.18.
dobijamo da S; jeste potpuno w-regulama za svaki i € I. Dakle, za svaki ¢ € I S; jeste
T-grupa, tj. S jeste normalna traka m-grupa.

(#i1) = (i). Sledi prema II 1.10.

(i) = (i). Neka vazi (ii). Tadajejasnoda S jeste n-regularna. Neka su a,b,c€ S
proizvoljni elementi. Tada prema (13) dobijamo da je

(abc)? = ab(cab)e T a(cab)bc = acab’c

(abc)? = a(bea)be T ab(bea)c = ab’cac ,

odakle sledi da postoje m,n € Z¥ tako da je
(abe)*™ € acS i (abc)®" € Sac

pa je
(abc)?™+?" € acSac .

Prema tome, vazi (i).
(11¢) = (ii). Sledi neposredno. I

Na sli¢an nagin kao i prethodna, dokazuje se sledeca teorema.
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II 3.8. TEOREMA. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je m-regularna i za sve a,b,c € S postoji n € Z* tako da

(abc)™ € acSa;

(ii) S je m-regularna i za sve a,b,c € S postoji ne€ Zt tako da

(abe)™ € acSh;

(iii) S je potpuno m-regularna 1 za sve a,b,c € S je

abc T ach ;
(iv) S je levo normalna traka w-grupa.

DOKAZ: (i) & (4). Sledi prema IT 1.11. (21) = (). Sledi prema II 1.11. i I
5.18.

(tv) = (¢). Sledi neposredno.

(211) = (47). Neka vazi (411). Neka su a,b,c € S proizvoljni elementi. Tada prema
(212) dobijamo da postoje m.,n € Z* tako da (abc)™, (ach)™ € G, gde je G neka
podgrupa polugrupe S, odakle sledi da je

(abe)™ € (ach)™G(ach)™ C acSh .
Prema tome, vazi (ii). i

II 3.9. POSLEDICA. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S jemw-regularnaiza sve a.b€ S postoji n€ Z% tako da

(ab)™ € bSa;

(i) S je potpuno w-regularna i za sve a,be S je

ab 7 ba;

(iii) S je m-regulamaiiz a = aza sledi da Je azr = za;
(iv) S je polumreza n-grupa.

DOKAZ: (i) & (#i) < (iv). To je rezultat iz [11].

(i7) = (d42). Neka vazi (17) 1 neka je a = aza za neke a,z € S. Tada imamo da
je az T ra. Prema tome, imamodasu ar i za idempotenti koji leze u istoj podgrupi
od S, pa jejasno daje az = xa. Dakle, vazi (i22).

(tv) = (4i). Sledi neposredno. i
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II 4. REDEIEVA TRAKA NIL-EKSTENZIJA GRUPA

Veoma znafajan tip dekompozicija u traku nil-ekstenzija grupa su dekompozicije
u Rédeievu traku nil-ekstenzija grupa. Razni posebni slutajevi ovih dekompozicija su
prougavani u radovima raznih poznatih autora. Dekompozicije ovakvog tipa, naprimer,
imaju veoma znaéajno mesto u izu¢avanju polugrupa &ije mreze podpolugrupa imaju mod-
ularno ili distributivno svojstvo. O tome se vise informacija moze naéi u monografiji
M.Petricha,[60], ili preglednom radu L.N.Sevrina i A.J.Ovsyanikova,[91]. Veoma znalajne,
po tom problemu, su tzv. U-trake polugrupa, koje su poseban slutaj Rédeievih traka polu-
grupa i koje su izutavane u radovima L.N.Sevrina,[85], i S.Bogdanoviéa i M.Ciriéa,[17).
Drugi posebni slutajevi Rédeievih traka 7-grupa su izutavani u radovima S.Bogdanoviéa i
M.Ciri¢a,[17,19], i M.Ciri¢a i S.Bogdanoviéa,[33].

U ovom poglavlju opisujemo Rédeieve trake nil-ekstenzija grupa, u opstem i nekim
posebnim slu¢ajevima. Takodje, dajemo niz zanimljivih rezultata koji ée nam posluziti za
dokazivanje ostalih rezultata u ovom poglavlju. Naprimer, opisujemo lance nil-ekstenzija
pravougaonih grupa i lance nil-ekstenzija levih i desnih grupa.

I14.1. LEMA. Polugrupa S je lanac pravougaonih traka ako i samo ako je
(1) a=aba V b=bab

za sve a,bg S.

DOKAZ: Neka S jeste lanac Y pravougaonih traka S,, a € Y. Neka a €
Sa, bESs, a,peY. Akoje a <f, tada a,abe S,, paje

aba = a’ba = a(ab)la=a .

Slicno dokazujemo da iz 8 < « sledi da je bab =b. Prema tome, vazi (1).
Obrnuto, neka vazi (1) inekaje a € S. Tadaiz (1) dobijamodaje a=a, paje

a=adla=a'=d> ili a®=d*ad’®=d*=a®=a.

Prema tome, S jeste traka, pa S jeste polumreZa Y pravougaonih traka. Iz (1) se
lako dobija da Y jeste lanac. §

Lanci nil-ekstenzija pravougaonih grupa su opisani u radu S.Bogdanoviéa,[10]. U

narednoj teoremi dajemo neke nove (mada sli¢ne) karakterizacije ovih polugrupa. Posebno
je interesantna metodologija primenjena u dokazu ove teoreme.
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I1 4.2. TEOREMA. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je lanac nil-ekstenzija pravougaonih grupa;

(if) S je potpuno m-regularna i E(S) je lanac pravougaonih traka;

(iii) S je GV-polugrupa i E(S) je lanac pravougaonih traka.

DOKAZ: (i) = (#). Neka S jeste lanac Y polugrupa S,, @ € Y, i za svaki
a €Y neka S, jeste nil-ekstenzija pravougaone grupe K,. Jasno je datada S jeste
potpuno 7-regularna. Neka su e, f € E(S) proizvoljni elementi. Tada je e € Sy i
f € Sp zaneke a,f €Y. Premall 2.5. imamo da je (ef)™ = (ef)™*! zaneki ne 2+,
odakle dobijamo da je (ef)"e = (ef)**le, odnosno

(efe)” = (efe)™*?! .

Prema tome, imamo da je (efe)” idempotent, paje (efe)” € Eap = E(Sap) = E(Kap).
Na isti nacin dokazujemo da je (fef)" € Eap. Uzmimo da je a < 8. Tada imamo da
e,(efe)" € Eq4, odakle dobijamo da je

(efe)” =e(efe)’e=e,

pa je

e = (efe)” = (efe)"t! = e(efe) = efe .
Na slitan nacin dokazujemo da iz 8 < a sledi da je f = fef. Dakle, prema II 4.1.
dobijamo da E(S) jeste lanac pravougaonih traka.

(1) = (). Neka S jeste potpuno m-regularna i neka E(S) jeste lanac
pravougaonih traka. Kako je E(S) podpolugrupa od S, to prema I 3.3. dobijamo
da T = Reg(S) jeste regularna podpolugrupaod S. Nekaje a € T proizvoljni element.
Tadaje a=ara i z =2az zaneki z € T. Kako az,za € E(S) 1 E(S) jeste lanac
pravougaonih traka, to prema II 4.1. dobijamo da je

a = aza = (az)(za)(az)a = az’a’za € Ta’T |

ili
a = aza = a(za)(az)(za) = aza’®2’a € Ta?T .

Prematome, T je intra-regularna polugrupa pa prema I 5.15. sledi da T jeste polumreza,
Y prostih polugrupa T,, a €Y. Takodje, prema I 5.17. dobijamo da je T, potpuno
m-regulama za svaki a € Y, pa prema I 4.4. dobijamo da je T, potpuno prosta za
svaki @ € Y. Sada prema I 5.11. dobijamo da T Jeste potpuno regularna, pa S jeste
GV-polugrupa. Prema tome, vazi (iii).

(#2) = (i). Neka S jeste GV -polugrupa i neka E(S) jeste lanac pravougaonih
traka. Tada je ef = (ef)? zasve e f € E(S), pa prema II 2.5. sledi da S jeste
polumreza Y nil-ekstenzija S,, a € Y pravougaonih grupa. Prema II 4.1. se lako
dokazuje da Y jeste lanac. Dakle, vazi (). I

II 4.3. DEFINICIJA. Polugrupa S je oslabljena Rédeieva traka (ili prostije
W R-traka) ako je
ab € {a,b} V ba€ {a,b}
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za sve a,b€S.
Polugrupa S je levo oslabljena Rédeieva traka (ili prostije LW R-traka) ako je

ab € {a,b} V ba€ {a,b}

za sve a,b€S.
Polugrupa S je Rédeieva traka ako je

ab € {a, b}

zasve a,beS.

Jasno je da svaka polugrupa sa jednim od ovakvih svojstava jeste traka.

iI 4.4. LEMA. Polugrupa S je W R-trakaakoisamoako S jeste lanac singularnih
traka. :

DOKAZ: Neka S jeste lanac Y singularnih traka S,, « € Y. Neka su
a € Sy, b€ Sp, ,B €Y proizvoljni elementi. Akoje a < B, tadaje ab,ba € S4, paje

ab = a(ab) =a,
ako S, jeste levo nulta traka, odnosno
ba = (ba)a=a,

ako S, jeste desno nulta traka. Slican dokaz imamo za B < a. Prema tome, S jeste
W R-traka.

Obrnuto, neka S jeste W R-traka. Tada S jeste polumreza Y pravougaonih traka
Se, @ €Y. Tada je jasno da Y jeste lanac. Neka je o € Y proizvoljni element 1 neka
je Su=1IxA. Nekasu (i,A),(j,p) € I x A proizvoljni elementi. Tada vazi jedan od

sledeéih uslova
| (ialj') = (Z’ )‘)(.71 I“) = (i, ’\) )
(ial“) = (iv )‘)(.71 l“) = (j,}l) )
(.77)‘) = (.71/“)(11)‘) = (jn“) )
(3,0 =G, m)(E6A) = A) -

Prema tome, imamo da je i =j ili A=y, odnosnodaje |I|=1 ili Al = 1. Dakle,
S, je singularna traka, pa S jeste lanac singularnih traka.

II 4.5. POSLEDICA [77,78]. Polugrupa S je Rédeieva traka ako i samo ako S
jeste ordinalna suma singularnih traka.

II 4.6. POSLEDICA. Polugrupa S je LW R-traka ako isamo ako S jeste lanac
levo nultih traka.

Koristeéi napred dobijene rezultate, lako dokazujemo sledecu teoremu.
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I1 4.7. TEOREMA. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je lanac nil-ekstenzija levih i desnih grupa;

(i) S je potpuno m-regularna i E(S) je WR-traka;

(iii) S je GV-polugrupa i E(S) je WR-traka.

DOKAZ: Dokazuje se sli¢no kao II 4.2. 1

Slededi rezultat je glavni rezultat ovog poglavlja i opisuje polugrupe koje se mogu
razloziti u Rédeievu traku nil-ekstenzija grupa.

IT 4.8. TEOREMA. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je Rédeieva traka r-grupa;

(i) S sadrii retrakt K koji Je Rédeieva traka grupai VK = S;

(iii) (VYa,be S)(Ine Z+)an ¢ (ab)"S(ab)™ vV b € (ab)"S(ab)™;

DOKAZ: (i) = (ii). Neka S jeste Rédeieva traka I m-grupa S;, t € I. Za i€ ]
neka S; jeste nil-ekstenzija grupe G; sa jedinicom e;. Jasno jedaje E(S) = {ei]i € I}.
Neka su ej,e; € E(S), 1,5 € I, proizvoljni elementi. Tada je eie; € Si;. Ako je ij =1,
tada je eje; € S;, pa kako imamo da je eiej = ei(eiej) € G;S; C G, to dobijamo da je

(eiej)” = ((eiej)ei)e; = (eiej)e; = eie; .

Ako je ij = j, tada na isti na¢in dokazujemo da je (eie;)? = eie;. Prema tome, E(S5)
Je podpolugrupa od S pa prema I 3.3. dobijamo da je Reg(S) podpolugrupa od S,
odakle, prema II 3.3., dobijamo da vazi (i2).

(22) = (¢). Sledi prema II 3.3. ,

(1) = (i1i). Neka S jeste Rédeieva traka I m-grupa S;, t € I. Za 1 € I neka
Si jeste nil-ekstenzija grupe G;. Neka su a € Si, b€ Sj, 1,7 € I, proizvoljni elementi.
Tada je ij =1¢ ili ij = j. Uzmimo da je 1j=1. Tadaje ab€ S; papostoji n e Z+
tako da (ab)™,a™ € G;, odakle dobijamo da je

a” = (b)"((ab)") ™ ™ ((ab)")" (ab)" € (ab)" S(ab)" |
gde je ((ab)®)~! inverzni element elementa (ab)® u grupi G;. Akoje ij = j, tadana
slican nacin dokazujemo da je

b" € (ab)" S(ab)™

zaneki ne Z+.
(442) = (i). Neka vazi (441). Tada je jasno da S jeste potpuno m-regularna.
Takodje, prema (ii1) dobijamo da je

ec Sf 1 f € CS ’
za sve e, f € E(S), odakle lako dokazujemo da E(S) jeste Rédeieva traka. Dakle,
prema II 4.7. dobijamo da S jeste lanac Y polugrupa S,, « € Y, pri cemu je S,

nil-ekstenzija leve ili desne grupe K, za svaki a € Y.
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Nekaje a €Y inekasu a,b€S proizvoljni elementi. Uzmimo da a€T., be
Ts, e,f € E(Sqa), € # f. Takodje, uzmimo da Ko jeste leva grupa (sliéno dokazujemo
slu¢aj kada je K, desna grupa). Prema (i41) dobijamo da postoji n € Zt tako da je

a" € (af)"S(af)" ili f € (af)"S(af)" .
Neka je f € (af)*S(af)" C afSaf. Kako je af € SoKo C Ko, to prema I 3.10.
dobijamo da je af € Gy. Sa druge strane, imamo da je fa = ffa € GjKqo C Gy, to
dobijamo da je
af = f(af) = (fa)f = fa.
Kako je a* € G, zaneki k€ Z*, to dobijamo da je
a* =ake=akef=akf=fak € G;G. C Gy,
sto, prema I 3.10. i Munnovéj lemi, nije moguce. Prema tome, mora biti
a" € (af)"S(af)" C Ko
(jer je af € Kq). Prema tome,

a® € (af)"S(af)*"S(af)" CafKaaf ,

pa je a®® H ef (gde je H Greenova H-relacija na Kg), odakle sledi da je af € Ge.
Sliéno dokazujemo da je be € Gy, pa prema Munnovoj lemi dobijamo da je

be = fbe = bfe =bf = fb,

af =eaf = aef =ae=c¢ea

abe = afb = eab .
Uzmimo da je (ab)™ € G, za neke g € E(Ss), m€ Z*. Tadaje
(ab)™e € G,G. C G, 1 (ab)"e= e(ab)™ € G.G, C G. -
Prema tome, imamo da je g =e, tj. (ab)™ € G, paje
abeT, =T,y .

Dakle, za svaki o € Y imamo da S, jeste levo ili desno nulta traka w-grupa.

Neka su ¢ € T. C So, b€ Ty C S, @ # B proizvoljni elementi. Uzmimo da je
a < P(slican dokaz imamo u sludaju da je B < a). Tada je ef = fe = e 1, osim toga,
postoji n € Zt tako da je

b" € (be)"S(be)” ili e € (be)"S(be)" .
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Ako je b™ = (be)"u(be)" za neki u € S, tadaje u€ S, zaneki yeV paje afy =4,
odakle dobijamo da je af = 3, sto nije moguce. Prema tome, imamo da je

e € (be)"S(be)™ C beSbe .

Kako je be = (be)e € Su K, C K., to prema 1 5.9. i I3.10. dobijamo daje b€ @,. Na
isti natin dokazujemo da je eb € Ge, odakle dobijamo da je

b = (eb)e = e(be) = be |
pa prema Munnovoj lemi dobijamo da je

abe = aeb = eab .
Neka je (ab)™ € G, zaneke g ¢ E(Sa), m€ Z*. Tadaje '
(ab)™ = (ab)™g = (ab)™geq = (ab)™ eg = e(at)™q
= e(ab)™ = ee(ab)™ = e(ab)™e

€ eS,e
=G, .

Prema tome, (ab)™ € G., tj. abc T, = T.y. Kako prema II 2.3. dobijamo da T,
jeste m-grupaza svaki e € E(S), to dobijamo da S jeste Rédeieva traka E(S) m-grupa
T,., e€ E(S). 1

IT 4.9. POSLEDICA. Polugrupa S je Rédeieva traka grupa ako i samo ako je
a € abSab Y b€ abSab

za sve a,b€ S.

Posledica napred dobijenih rezultata je i slededi rezultat dokazan u radu M.Ciriéa i
S.Bogdanovoéa,[33].

II 4.10. TEOREMA. Polugrupa S je Rédeieva traka periodi¢énih w-grupa ako i
samo ako S jeste w-regularnaizasve a,be S postoji n € Z* tako da je

(2) (ab)" €<a>U<b> .

DOKAZ: Neka S jeste Rédeieva traka I periodi¢nih 7-grupa S;, i € I. Tada
je jasno da S jeste m-regularna. Neka su a,b € § proizvoljni elementi. Tada je
a€S;, beS; zaneke 1,5 € I. Ako je 17 =1 iako je E(S;) = {e;}, tada imamo da
postoje n,m € Z* tako da je

(ab)" =¢; = a™ ,

o1



odakle dobijamo da je (ab)* €< a >. Naisti nadin dokazujemo da iz ij = j sledida je
(ab)" €< b> zaneki n € Z¥. Prema tome, vazi (2).

Obrnuto, neka S jeste w-regularna polugrupa i neka vazi (2). Nekaje a € Reg(S)
proizvoljni element, tj. neka je a = aza za neki z € S. Tada prema (2) dobijamo da

at E<a>U<z > i za€E<a>U<KT> .

Ako je az = a* ili za = o* zaneki k € Z%, tada dobijamo da je a = akt! pa

je a € Gr(S). Kako imamo da az,7a € E(S), toza az,za €<z > dobijamo da je
az = za, paje a=za’ =a’z, t. a€ Gr(S). Prema tome, S je GV -polugrupa, pa
S jeste potpuno -regulama. Neka je a € S proizvoljni element. Tada je a" € G. za
neki n€ Z+ i neki e € E(S), papostoji u€ S takodaje a"u=e. Sada prema (2)
dobijamo da postoji m € Z7T tako da je

e=e¢™ =(a"u)E<a" >U<u> .

Akoje e=uf zaneki k€ 7%, tadaje e = (a")fut = (a")fe = a™*. Prema tome,
imamo da je e €< a >, odakle sledida S jeste periodi¢na.

Neka su a,b € S proizvoljni elementi. Prema (2) imamo da postoji n € Zt tako
da je (ab)® €< a>U < b>. Uzmimo da je (ab)" = o* zaneki k€ zt. Kakoje S
periodiéna, to postoji p € Z¥ tako da je (ab)? € E(S), odakle dobijamo da je

ak? = (ab)™ = (ab)? = ((ab)?)** € (ab)*? S(ab)*” .

Na isti naéin dokazujemo da iz (ab)® €< b > sledi daje b™ € (ab)™S(ab)™ za neki
m € Z+. Dakle, prema I14.8. dobijamoda S jeste Rédeieva traka periodi¢nih m-grupa. B

II 4.11. DEFINICIJA. Polugrupa S je U-polugrupa ako unija svakih dvaju
podpolugrupa od S jeste podpolugrupa, tj. ako je

abe<a>U<b>

za sve a,b€ S.

11 4.12. LEMA. Neka S jeste U-polugrupa Tada S Jeste nil-polugrupa ako 1
samo ako je S° =0.

DOKAZ: Neka S jeste U-nil-polugrupa. Tada za proizvoljni element a € S
imamo da je
a® =ad’a €<a2>U<a3>,
odakle sledi daje a® =0 zasve a€ S. Nekasu a,b€S proizvoljni elementi. Neka je

ab = a. Tada dobijamo da je a = ab® = a0 = 0. Sli¢no dokazujemo da iz ab = b sledi
daje b=0. Prema tome, imamo da je

(3) ab = a* ili ab = b*
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zaneki k€ Zt, k> 2
Neka su a1,0a2,03,04,a5 € S proizvoljni nenula elementi i neka Je a = ajazazaqas.
Tada prema (3) dobijamo da je

(1,1(1.2——-04-c R iE{l,Q}, k22,
afa3=ay* , j€{,3}, m>3,

aj'as =a} , le{j4},n>4,

atas =aj , se{l5},r>5.

Prema tome
a = ajaa3a4as =a; =0. |

II 4.13. POSLEDICA. Svaka U-polugrupa S je Rédeieva traka idealskih eksten-

zija periodiénih grupa pomocu 5-nilpotentnih polugrupa.

DOKAZ: Nekaje a€ S proizvoljni element. Tada imamo da je
a5=a2a3€<a2>u<a3>,

odakle sledi da je S periodi¢na polugrupa. Prema II 4.10. i IT 4.12. dobijamo da S jeste
Rédeieva traka idealskih ekstenzija periodi¢nih grupa pomoéu 9-nilpotentnih polugrupa. §
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GLAVA 111

NIL-EKSTENZIJE REGULARNIH POLUGRUPA

Pored tra¢nih, druga znacajna vrsta polugrupovnih dekompozicija su dekompozicije
pomoéu ideala, tj. predstavljanje polugrupa kao idealskih ekstenzija polugrupa. Po-
jam idealske ekstenzije je, kao i vecinu fundamentalnih pojmova Teorije polugrupa, uveo
A.H.Clifford uradu [28] iz 1950.god. Opstim problemima idealskih ekstenzija su se, osim
A H.Clifforda, bavili i M.Petrich, P.A.Grillet, L.M.Gluskin, L.N.Sevrin, M.Yamada i drugi.
Jedan od najvaznijih tipova idealskih ekstenzija su retraktivne ekstenzije, odnosno ide-
alske ekstenzije polugrupa odredjene parcijalnim homomorfizmima. One su od ogromnog
znataja za problem konstrukcija idealskih ekstenzija polugrupa, naro€ito za problem preno-
Senja raznih polugrupovnih svojstava kroz te konstrukcije. Pojam idealskih ekstenzija
odredjenih parcijalnim homomorfizmima uveo je, takodje, A.H.Clifford u napred pomenu-
tom radu. Pojam retraktivne ekstenzije uveo je M.Petrich u radu [55] iz 1966.god., gde je
data veza izmedju retraktivnih i ekstenzija odredjenih parcijalnim homomorfizmima. Kon-
strukciju za retraktivne ekstenzije polugrupa su dali S.Bogdanovié i S.Mili¢ u radu [22]
iz 1987.god., dok su opis svih parcijalnih homomorfizama jedne polugrupe u drugu dali
B.D.Arendt i C.J.Stuth u radovima [2]i [3]. Osim pomenutih, problemima retraktivnih
ekstenzija polugrupa su se bavili i mnogi drugi autori. Dosta proucavana vrsta retraktivnih
ekstenzija su tzv. n-inflacije, tj. retraktivne ekstenzije pomoéu (n + 1)-nilpotentnih polu-
grupa. Takve ekstenzije su razmatrane najpre u knjizi A.H.Clifforda i G.B.Prestona,[30],
gde je uveden pojam inflacije (prema I 2.11. to je 1-inflacija). U radu [56] iz 1967.god. je
M.Petrich uveo pojam jake inflacije (prema I 2.11. to je 2-inflacija), koje je razmatrao jos
u nekim radovima. Pojam n-inflacije, u opstem slucaju, uveli su S.Bogdanovi¢ i S.Mili¢
u napred pomenutom radu. Ovde treba napomenuti da su M.S.Putcha i J. Weissglass u
radu [74] iz 1972.god. naziv n-inflacija koristili za pojam sli¢an, ali razlicit od pojma
koji su n-inflacijom nazivali S.Bogdanovi¢ i S.Milié. Odnos izmedju tih pojmova opisan
je u doktorskoj disertaciji B.Stamenkovi¢a,[83]. Ovde e naziv n-inflacija biti koris¢en u
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skladu sa definicijom S.Bogdanoviéa i S.Milida (tj. sal2.11.). Proutavanjem n-inflacija
polugrupa, pored pomenutih, bavili su se i mnogi drugi autori, o éemu ée jos biti reci.

U ovoj glavi, bi¢e razmatran jedan poseban, ali veoma znacajan tip idealskih eksten-
zija. Naime, biée razmatrane idealske i retraktivne ekstenzije raznih tipova regularnih
polugrupa pomoéu raznih tipova nil-polugrupa.

U poglavlju III 1. biée razmatran opsti slucaj, tj. polugrupe koje su nil-ekstenzije
regularnih polugrupa. Biée dat rezultat S.Bogdanoviéa i M.Ciriéa iz [18], koji opisuje
opsti slucaj. Takodje, biée razmatrani raznj posebni sluéajevi, kao 3to su nil-ekstenzije
unije grupa, polumreZe levih i desnih grupa, polumreze grupa itd.

U poglavlju III 2. razmatraju se retraktivne nil-ekstenzije regularnih polugrupa.
Navodi se rezultat iz knjige M.Petricha,[59], koji opisuje naéin na koji retraktivne eksten-
zije indukuju razlaganje u poddirektan proizvod i razmatraju se neki slu¢ajevi u kojima
vaZi i obratna relacija. Pomoéu dobijenih rezultata se opisuju retraktivne nil-ekstenzije
regularnih polugrupa, tj. daje se njihov opis pomoéu poddirektnih proizvoda.

Retraktivne nil-ekstenzije unije grupa razmatrane su u radu S.Bogdanoviéa,[15], u
opstem slu¢aju, dok su u nekim specijalnim slu¢ajevima razmatrane u radovima istog
1 nekih drugih autora, o éemu ée vise reéi biti kasnije. U poglavlju III 3. se daju nove
karakterizacije retraktivnih nil-ekstenzija unije grupai opisuju se mnogi specijalni sluéajevi
tih polugrupa.

Polugrupe koje su retraktivne nil-ekstenzije raznih tipova polugrupa koje su trake
grupa su, do sada, slabo proucena klasa polugrupa. U nekim specijalnim slu¢ajevima,
ove polugrupe su razmatrane u radovima J.L.Galbiatieve i M.L.Veronesieve,[36], M.S.Put-
chae,[68], i S.Bogdanoviéa i M.Ciriéa,[17,18,19]. U poglavljima III 4. i III 5. razmatraju
se se ratraktivne nil-ekstenzije trake grupa u opstem i nekim specijalnim slu¢ajevima, kao
Sto su retraktivne nil-ekstenzije levo regularnih, normalnih i levo normalnih traka grupa.
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III 1. OPSTI SLUCAJ

U izu€avanju raznih svojstava polugrupa, Cesto se sreéu polugrupe koje su nil-eksten-
zije regularnih polugrupa. Polugrupe iz te klase razmatrane su u mnogim radovima, od
kojih ¢emo spomenuti rad S.Bogdanoviéa i M.Ciriéa,[18], gde je dat opis polugrupa iz te
klase u opstem i nekim specijalnim slutajevima, kao i radove u kojima su razmatrani neki
specijalni sluajevi: S.Bogdanovica,[15], S.Bogdanovica i S.Mili¢a,[21], M.S.Putchae,[68],
S.Bogdanoviéa i B.Stamenkoviéa,[23], itd. Kao veoma interesantan, pomenuéemo rad
M.Cirié¢a i S.Bogdanoviéa,[34], u kojima se opisuju polugrupe koje su multiplikativne polu-
grupe prstena i koje su nil-ekstenzije unije grupa.
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U ovom poglavlju se razmatraju polugrupe koje su nil-ekstenzije regularnih i raznih
posebnih vrsta regularnih polugrupa, kao sto su unije grupa, polumreze levih i desnih
grupa, polumreze grupa itd. Teoreme ITI 1.1. i IIT 1.5. su publikovane u radu S.Bogda-
noviéa i M.Ciriéa,[18], dok se ostali rezultati iz ovog poglavlja u ovoj disertaciji prvi put
prezentuju. Rezultat IIT 1.5. je generalizacija rezultata T.Tamure,[96], M.S.Putchae 1
J Weissglassa,[74], i S.Bogdanovica i S.Milic¢a,[22].

III 1.1. TEOREMA. Polugrupa S Jje nil-ekstenzija regularne polugrupe ako i
samo ako za sve z,a,y € S postoji n € Z*t tako da je

(1) za™y € za"ySza®y.

DOKAZ: Neka S jeste nil-ekstenzija regularne polugrupe K. Nekasu z,a,y € S
proizvoljni elementi. Tada postoji n € 7% tako da je a™ € K. Kako K jeste ideal od
S, to imamo da je za"y € K, i kako K jeste regularna, to dobijamo da vazi (1).

Obrnuto, neka vazi (1). Tada je jasno da S jeste m-regularna polugrupa. Neka su
z€S i ee E(S) proizvoljni element:. Tada je

re = zee zasvakin € Z1,
€ ze"eSze"e zanekin€ Z*, prema (1),

= zeSze.
Prema tome, S - E(S) C Reg(S), odakle dobijamo da je
S Reg(S)=S-Reg(S)-E(S5)C S - E(S) C Reg(S5)-

Dakle, Reg(S) je levi ideal. Na isti nadin pokazujemo da Reg(S) jeste desni ideal.
Prema tome, Reg(S) je ideal, tj. S Jeste nil-ekstenzija regularne polugrupe. 1

Koristeéi ITI 1.1. mozemo dokazati sledeci rezultat.

III 1.2. TEOREMA. Polugrupa S je nil-ekstenzija unije grupa ako i samo ako
zasve z,a,y €S postoji n€ Zt takoda je

(2) za™y € zayrSza"y.

DOKAZ: Neka S jeste nil-ekstenzija unije grupa K. Neka su z,a,y € S
proizvoljni elementi. Tada postoji n € 7% tako da je a™ € K. Kako K jeste ideal od
S, to imamo da je za"y € K, i kako K jeste unija grupa, to dobijamo da je

za™y € (zay)*Sza"y C za"yzSzay.

Prema tome, vazi (2).
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Obrnuto, neka vazi (2). Tada prema Teoremi III 1.1. dobijamo da § jeste nil-
ekstenzija regularne polugrupe K. Neka je a € K proizvoljni element. Tada postoji
e € E(S) tako da je ae=a, odakle dobijamo da je

a = aee™e za svaki n € Z7T,
€ ace”eaeSaee™  zanekin € ZT, prema (2),
= aeaeSae
C aeaKae jer je K idealie€ K,
= a’Ta.

Dakle, prema Teoremi I 3.6. dobijamo da K jeste unija grupa, tj. S jeste nil-ekstenzija
unije grupa. I

Sledeéi rezultat daje karakterizacije nil-ekstenzije polumreZe levih i desnih grupa.

III 1.3. TEOREMA. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je nil-ekstenzija polumreze levih i desnih grupa;
(ii) zasve z,a,y €S postoji n € Z* tako da je

za”y € za"ySyaz Uya"zSza™y.
(i) S je w-regularna iza sve z,a,y €S postoji n € Zt tako da je

zay € za™ySyz UyzSza™y.

DOKAZ: (x) = (u)i (i) = (i1). Neka S jeste nil-ekstenzija polugrupe K i
neka K jeste polumreza levih i desnih grupa. Tada je jasno da S jeste GV -polugrupa,
tj. S jeste polumresa Y potpuno Arhimedovih polugrupa S,,a € Y. Neka je Ky =
K NSy,a €Y. Tada je jasno da Ko jeste leva ili desna grupa za svaki o € Y. Neka su
Z,a,y € S proizvoljni elementi. Tada postoji n € Z+ tako da a® € K, odakle dobijamo
da

zay,ya"z,ayz,yza™ € K.
Sa druge strane, ako = € Sy,a € Sp,y € Sy zaneke o, B, € Y, tada imamo da
zay,yaz, a*yz, yra® € Sapy,

odnosno
za"y,ya"z, a®yz, yra® € Kug,.

Prema tome, dobijamo da je
za"y € za"yKog,ya™z

za"y € za"yK,g,a"yz,
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ako Kopy jeste leva grupa, odnosno

ra™y € ya"zKqp za"y

za™y € yza" Kypyza"y,

ako K,p, jeste desna grupa. Dakle, vazi (11) i (232).
(1i) = (i). Neka vazi (ii). Tada je jasno da § jeste m-regularna. Nekasu z € §i
e € E(S) proizvoljni elementi. Tada je

zTe = zeee zasvakin € Z¥,
€ zee™eSee™ e U ee"zeSzee™e zanekin € ZT, prema (ii),

= zeSze U ezeSze.
Neka je ze € ezeSre. Tada imamo da je ze = exe, pa je
ze € exeSzte = zeSze.

Prema tome, ze € Reg(S), odakle sledi da Reg(S) jeste levi ideal od S. Na isti nacin
dokazujemo da Reg(S) jeste desniideal od S. Prema tome, S je nil-ekstenzija regularne
polugrupe K = Reg(S).

Neka su a,b € K proizvoljni elementi. Tada postoji e € E(S) tako da je a = ae,
odakle dobijamo da je

ab = ae™b zasvakin € ZT,
€ ae™bSbe™a U be™aSae™b  zanekin € Z1, prema (i),
C KaUbK jer je K ideal od S.

Dakle, prema Teoremi IT 2.11. dobijamo da K jeste polumreza levih i desnih grupa, t].
S je nil-ekstenzija polumreze levih i desnih grupa.
(ii1) = (i). Dokaz je sli¢an dokazu za (ii) = (7). I

Neposredna posledica Teoreme IIT 1.3. je naredno tvrdjenje.
III 1.4. POSLEDICA. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je nil-ekstenzija polumreze levih grupa;
(i) zasve z,a,y €S postoji n€ Zt tako da je
za™y € za"ySya"z.
(iii) S je m-regularna iza sve z,a,y €S postoji n € Z% tako da je

ray € zSt.
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DOKAZ: (i) = (i) i (1) = (iii). Dokaz je slican dokazu za () = (@) i
(1) = (¢it) Teoreme III 1.3.

(4) = (7). Neka vaszi (#7). Tada, prema Teoremi III 1.3. dobijamo da § jeste
nil-ekstenzija polugrupe K , priéemu K jeste polumreza levih i desnih grupa. Neka
su a,b € K proizvoljni elementi. Tada postoji e € E(S) tako daje ge = a, odakle
dobijamo da je

ab = ae™b za svaki n € Z1,
€ ae"bShe"a za neki n € Z*, prema (i),
CKa jer je K ideal od S,

Pa prema Posledici II 2.12. dobijamo da K Jeste polumreza levih grupa. Prema tome, S
je nil-ekstenzija polumreze levil grupa.
(1) = (). Neka vazi (#). Nekasu z € S,e € E(S) proizvoljni elementi. Tada je

ze = zee"e za svakin € Zt,

€ zeSze zaneki n € Zt, prema (zdz),
Paje ze € Reg(S), odakle dobijamo da Reg(S) jeste levi ideal od S. Sa druge strane,

ex = ee"z za svakin € Zt,

€ eSe za neki n € Z%, prema (iii),
odakle dobijamo da je ez = eze. Sada imamo da je

ez = exe”e za svakin € Zt,

€ ezSex zaneki n € Zt, prema (42),

pa je ez € Reg(S), odakle dobijamo da Reg(S) jeste desni ideal od S. Dakle, K =
Reg(S) jeideal od S.

Neka su a,b € K projzvoljni elementi. Tada postoji e € E(S) tako daje a = ae,
pa je /

ab = aee™b za svaki n € Z1,
€ aSa zaneki n € Zt, prema (z21),
CKa jer K jeste ideal od S,

pa prema Posledici II 2.12. dobijamo da K Jeste polumreza levih grupa. Dakle, S jeste
nil-ekstenzija polumreze levih grupa.

Sledede tvrdjenje opisuje veoma interesantnu klasu polugrupa koje su nil-ekstenzije
polumreze grupa i uopstava neke rezultate iz [96], [74] i [22].
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III 1.5. TEOREMA. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je nil-ekstenzija polumreZe grupa;

(ii) S je retraktivna nil-ekstenzija polumreze grupa;

(iii) S je m-regularnaizasve z,a,y € S postoji n € Zt tako da je

ray € yz Sz ;
(iv) S je m-regularnaizasve z,a,y € S postoji n € ZT tako da je

za™y € zSc NySy .

DOKAZ: (¢) = (if). Neka S jeste nil-ekstenzija polugrupe K ineka K jeste
polumreza grupa. Tada $ jeste GV -polugrupaizasve e, f € E(S) = E(K) je ef = fe,
pa prema II 2.10. dobijamo da S jeste polumreza nil-ekstenzija grupa. Sada prema II
3.3. dobijamo da K = Reg(S) jeste retrakt od S, odakle sledi (i1).

(i) = (). Sledi neposredno.

(i1) = (i41) i (i) = (). Neka S5 jeste retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K
i neka K jeste polumreza grupa. Tada je jasno da S jeste polumreza Y polugrupa
Sa, @ €Y, pri cemu S, Jeste nil-ekstenzija grupe K, zasvaki « € Y. Jasno je
daje K = aLeJYKa' Neka su z,a,y € S proizvoljin elementi. Tada imamo da postoji

ne Z* takodaje a® € K, odakle dobijamo da je za™y,yza"z € K. Kako je jasno da
je za™y,yza"z € Ko, zaneki a€Y 1 kako I, jeste grupa, to dobijamo da je

za™y € yza*zKqyza™z C yzSzT ,
za™y € yraz K za™y CySy,
za™y € za”yKyyzatz C =St .

Jasno je da S jeste m-regularna. Prema tome, vazi (z42) 1 (iv).
(i) = (i). Nekavazi (iii). Tadaimamo daza sve a,b€ S postoji n € Z* tako
da je
(ab)"*! = a(ba)"b € bSa
odakle sledi da S jeste GV-polugrupa (prema II 2.9.), tj. da Reg(S) = Gr(S). Neka
su z € S,e € E(S) proizvoljni elementi. Tada dobijamo da je

ze € exeSze 1 ex € zSe ,
odakle dobijamo da je
Te = ere = €T
: ;
ze € ezeSze = zeSce .

Prema tome, ez = ze € Reg(S), odakle sledi da Reg(S) jeste ideal od S. Kako je
jasno da Reg(S) = Gr(S) jeste polumreza grupa, to dobijamo ().
(iv) = (i). Sledi premaIll 1.4. §
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III 1.6. NAPOMENA. Moze se lako pokazati da se uslov
ra™y € yzSz
u delu (i1) formulacije Teoreme III 1.5. moZe zameniti uslovom oblika
ra"y € yuSz

ili uslovom oblika
za™y € ySvz

gde su u i v bilo koje re¢i nad alfabetom {z,a,y}.

III 1.7. POSLEDICA [22]. Polugrupa S je n-inflacija polumrezZe grupa ako i
samo ako je
IL‘Sn_l C yzS"x

za sve z,y € S

IIT 2. RETRAKTIVNE NIL-EKSTENZIJE
REGULARNE POLUGRUPE

Jedna od interesantnih osobina ekstenzija polugrupa su njihove veze sa poddirektnim
proizvodima. Problemima uspostavljanja tih veza bavio se, naprimer M.S.Putcha u radu
[68], dok se viSe o tome moZe naéi u knjizi M.Petricha,[59]. Narotito je interesantna
veza izmedju retraktivnih ekstenzija i poddirektnih proizvoda. U napred pomenutoj knjizi
M.Petricha je dokazano da svaka retraktivna ekstenzija indukuje razlaganje u poddirektan
proizvod, i taj rezultat je naveden kao Propozicija III 2.1.. U ovom poglavlju ¢emo se baviti
problemima uspostavljanja obrnute veze. Neki slu¢ajevi, u kojima ona vaZi, opisani su u
Lemama IIT 2.2. i IIT 2.3., i njihovom pomoéi dokazujemo glavni rezultat ovog poglavlja,
Teoremu III 2.4, koja opisuje retraktivne nil-ekstenzije regularnih polugrupa. Pomenuti
rezultati se ovde predstavljaju prvi put. Kao posledica Teoreme III 2.4. daje se rezultat
III 2.5., koji je ekvivalentan rezultatu M.S.Putchae iz napred pomenutog rada.

HI 2.1. PROPOZICIJA [59]. Svaka retraktivna ekstenzija S polugrupe K
pomocu polugrupe @) sa nulom je poddirektan proizvod od K i Q.

Sledece dve leme opisuju neke slucajeve u kojima se moze uspostaviti obrnuta relacija.
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111 2.2. LEMA. Neka S C K x Q jeste poddirektan proizvod polugrupe K 1
polugrupe @ sa nulom 0 tako da vazi

(1) Kx{0}CS.

Tada je S izomorfna polugrupi koja je retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K pomocu
neke polugrupe @' sa nulom. Pri tome je Q izomorfna sa nekom faktor polugrupom
polugrupe Q'.

DOKAZ: Neka S C K x @ jeste poddirektan proizvod polugrupe K i polugrupe
Q sanulom 0 tako davazi (1). Prema (1) lako dobijamo da je K X {0} = K ideal
od S. Neka m:S - K i m: KX {0} - K jesu projekcioni homomorfizmi. Neka
T jeste Reesova kongruencija polugrupe S u odnosu na ideal K x {0} 1neka p jeste
kongruencija na S indukovana projekcionim homomorfizmom 7 S — Q. Tada je jasno
da 7 jeste izomorfizam i m je epimorfizam, pa preslikavanje

o=mn':S— K x{0}

jeste retrakcija. Prema tome, S je izomorfna polugrupi koja je retraktivna ekstenzija
polugrupe K pomocu polugrupe Q' = S/ sanulom.
Osim toga, kako je S/, = @ to prema I1.7. dobijamo da je

(S/f)/(/)/r) = S/P =Q,
odakle sledi da je Q izomorfna nekoj faktor polugrupi polugrupe Q' = .S),. I

111 2.3. LEMA. Nekaje K polugrupa ukojoj za svaki element postoji idempotent
koji je leva ili desna nula tog elementa. Tada polugrupa S jeste izomorfna retraktivnoj
nil-ekstenziji polugrupe K ako i samo ako S jeste poddirektan proizvod polugrupe K
i neke nil-polugrupe.

DOKAZ: Neka S C K x @ jeste poddirektan proizvod polugrupe K i polugrupe
Q sanulom 0. Neka a € K jeste proizvoljni element. Neka m; : § — K jeste projekcioni
homomorfizam. Kako m; jeste epimorfizam, to dobijamo da postoji u € @ tako da je
(a,u) € S. Takodje, prema pretpostavei Leme, postoji e € E(T) tako daje ea =a 1
ae = a. Uzmimo da je ea = a (slican dokaz imamo u sluéaju da je ae = a). Kako m
jeste epimorfizam, to postoji v € Q tako da je (e,v) € S. Takodje, postoji n € Al
tako da je u™ =0. Sada dobijamo da je

(e,0) = (e™,v") =(e,v)" €S,
pa je .
(a,0) = (ea,0u) = (e,0)(a,u) € SSE S .

Prema tome, K x {0} C S, pa prema III 2.2. dobijamo da je S izomorfna retraktivnoj
ekstenziji polugrupe K pomocu polugrupe sa nulom. Neka je (a,u) € S proizvoljni
element. Tada postoji n € Z+ tako daje u™ =0, paje (a,u)" = (a™,u™) = (a",0) €
K x {0}. Prema tome, S5 je izomorfna retraktivnoj nil-ekstenziji polugrupe K.

Obrat sledi prema IIT 2.1. B

Sledeée tvrdjenje je glavni rezultat ovog poglavlja i opisuje retraktivne nil-ekstenzije
regularne polugrupe.
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III 2.4. TEOREMA. Polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija regularne polu-
grupe K ako isamo ako S jeste poddirektan proizvod polugrupe K j nil-polugrupe.

DOKAZ: Sledi prema III 2.3. ]

Sledece tvrdjenje sledi neposredno iz IIT 2.4. ekvivalentno je tvrdjenju 4.5. iz [68].

III 2.5. POSLEDICA. Polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija pravougaone

grupe ako i samo ako S jeste poddirektan proizvod grupe, levo nulte trake, desno nulte
trake i nil-polugrupe.

DOKAZ: Sledi prema III 24.,145.111.13. §

Takodje, neposredno iz 111 2.4. dobijamo sledeée tvrdjenje:

III 2.6. POSLEDICA. Polugrupa S je n-inflacija regularne polugrupe K ako i
samo ako S jeste poddirektan proizvod polugrupe K i (n + 1)-nilpotentne polugrupe.

DOKAZ: Sledi prema III 2.4. ] v

III 3. RETRAKTIVNE NIL-EKSTENZIJE
' UNIJE GRUPA

Retraktivne nil-ekstenzije unije grupa su u opitem slu¢aju opisane u radu S.Bogda-
novica,[15], dok su u posebnim slu¢ajevima razmatrane u radovima S.Bogdanoviéa i
M.Ciriéa,[18], J.L.Galbiatieve i M.L.Veronesieve,[36], M.S.Putchae,[68], i drugih. Posebno
mnogo su proucavane n-inflacije unije grupa, koje su u opstem slu¢aju opisane u radu
S.Bogdanoviéa i S.Mili¢a,[22], dok su u specijalnim sluajevima razmatrane u radovima
S.Bogdanovica i B.Stamenkoviéa,[23), S.Bogdanovi¢a i T.Malinoviéa,[20], M.S.Putchae i
J.Weissglassa, [72,74], M.Petricha,[58], S.Bogdanovi¢a,[12,13], i drugih.

Ovde ée biti date nove karakterizacije retraktivnih nil-ekstenzija unije grupa u opstem
1 nekim specijalnim slu¢ajevima. Rezultati iz ovog poglavlja se ovde prikazuju prvi put.
Kao posebno interesantnu, istaéi éemo i Lemu IIT 3.1. koja opisuje sve retrakcije na nil-
ideal polugrupe koji je unija grupa, tj. koja pokazuje da ukoliko retrakcija postoji, tada je
ona odredjena na jedinstveni naéin.

III 3.1. LEMA. Neka S jeste nil-ekstenzija unije grupa K. Tada svaka retrakcija
¢ od S na K ima sledeéu reprezentaciju:

o(z) = ze ako z €T, e € E(S).
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DOKAZ: Neka ¢ jeste proizvoljna retrakcijaod S na K inekaje z € T, za
neki e € Z*, tj. nekaje 2™ € G, zaneki n€ Z*. Kako je

(p(z))* = p(z") = 2" € G,

to prema III 2.2. dobijamo da ¢(z) € Ge. Prema tome,

o(z) = p(z)e = p(z)p(e) = p(ze) =ze . 1

III 3.2. NAPOMENA. Prema Munnovoj lemi imamo da je prethodna reprezen-
tacija ekvivalentna sledecoj:

o(z) =ex ako z €T, e€ E(S).

Sledeée tvrdjenje je glavno tvrdjenje ovog poglavlja i opisuje polugrupe koje su retrak-
tivne nil-ekstenzije unije grupa. Ti opisi su razli¢iti od onog iz rada S.Bogdanoviéa,[15].

111 3.3. TEOREMA. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija unije grupa;
(ii) S jeste w-regularnai za sve z,a,y € S postoji n € Zt tako da je

(1) za™y € =Sy’

(iii) S je poddirektan proizvod unije grupa i nil-polugrupe;

DOKAZ: (i) = (i). Neka S jeste retraktivna nil-ekstenzija unije grupa K.
Neka ¢ : S — K jeste retrakcija 1 neka z,a,y € S jesu proizvoljni elementi. Tada
postoji n € Z*t takodaje a™ € K, paje za"y € K, jer K jeste ideal od S. Neka
je 2™ € Ge,y* € Gy, zaneke m,k € Z%* e, f € E(S). Prema III 3.1. imamo da je

o(z) = ze = zz™u € 225,

za neki u € G, i
o(y) =yf = fy=vy"y € Sy’
za neki v € G5, odakle dobijamo da je

za™y = p(za™y) jer je za™y € K,
= p(z)p(a”)o(y)
€ 225585y?
C z°Sy?,

pavazi (1). Jasnojeda S jeste m-regularna. Prema tome, vazi (3).
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(1) = (i). Neka S jeste m-regularna i neka vazi (1). Neka je a € Reg(S)
proizvoljni element. Tada je a = aza za neki z €S, paje

a = a(za)*za za svaki n € Z¥,
€ a’S(za)? zaneki n € Z¥, prema (1)
C a?S.

Na isti natin dokazujemo da je a € Sa?. Prema tome, Reg(S) = Gr(S). Neka su
z € S,e € E(S) proizvoljni elementi. Tada prema (1) dobijamo da je

zre = zeee zasvaki n e Zt,

= (ze)’s  zaneke ne Zt u e S, prema (1),

odakle dobijamo da je
(2) ze = (ze)™t1y™,
za svaki m € Z*. Na isti nacin dokazujemo da postoji v € S tako da je

ez = v™ (ex)™*!,
za svaki m € Z*. Sa druge strane, kako je Reg(S) = Gr(S), to imamoda S jeste
polumreza Y potpuno Arhimedovih polugrupa S,,a €Y. Nekaza a €Y Sa jeste
nil-ekstenzija potpuno proste polugrupe K,. Tada imamo da je ze,ex € So za neki
@ €Y ipostoji me Z*t takodaje (ze)™ € K,. Prema (2) imamo daje zeu™ € S,
ikako K, jeste ideal od Sa, to imao da je

ze = (ze)"zeu™ € KoSq C K, C Reg(S).
Na isti nacin dokazujemo da je ez € Reg(S), odakle lako dokazujemo da K = Reg(S) =
Gr(S) jeste ideal od S.
Sa druge strane, dokazaéemo da je

(3) ze € 2™ Se
za svaki m € Z*. Zaista, prema (1) lako dobijamo da je

ze=zxe"e  zasvakine Z7,
€z’Se  zanekin € Z+, prema (1).

Neka je ze € 2™Se, zaneki m € Z+,tj. ge = z™ue, zaneki u € S. Prema (1)
dobijamo da postoji n € Z* tako da je

z™(ue)"e € %™ Se.
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Sa druge strane, kako K jeste potpuno regularni ideal od S, toimamo daje ue € K 1
postoji v € S tako da je
ue = (ue)™v

(jer je ueH(ue)", gde H jeste Greenova H-relacija na polugrupi K ). Prema tome,

ze = z™ue = z" uee
= z™(ue)"ve = z™(ue)"eve
€ 2*™ Seve
C ™t Se.

Prema tome, vaZi (3). Na isti nacin dokazujemo da je

(4) er € eSz™

za svaki m € Z7.
Definisimo preslikavanje ¢: S — K sa

o(z) = ze ako z € Te,e € E(S).
Neka su z,y € S proizvoljni elementi. Uzmimo da je z € T.,y € Ty, zy € Ty, za neke
e,f,g € B(S),tj. 2" € Ge,y" € Gy 1 (zy)* € Gy, za neke n,m,k € Z%. Prema (3) i
(4) imamo da je

yg Ey™Sg = fy™Sg , zfe€a"Sf=ea"Sf ,
ey €eSy™ =eSy"f 1 exy € eS(zy)k = eS(zy)kyg,

odakle dobijamo da je
(5) yg=fyg , zf=ezf , ey =eyf 1 ezy=eTyg.
Sada, prema (5) dobijamo da je

p(zy) = zyg = zfyg = ez fyg

= eryg = exy = zey = zeyf
= p(2)p(y)-

Prema tome, ¢ je retrakcija, pa S jeste retraktivna nil-ekstenzija unije grupa.
() & (147). Sledi premaIll 2.4. &

Teorema 111 3.3. predstavlja oupstenje rezultata S.Bogdanoviéa i 5.Mili¢a iz [22].
Naime, prema III 3.3. neposredno sledi sledece tvrdjenje:
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III 3.4. POSLEDICA. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) polugrupa S je n-inflacija unije grupa;
(i) zasve z,y€ S je
xsn—ly g 3325" 2 :
(iii) S je poddirektan proizvod uni je grupa i n-nilpotentne polugrupe.
DOKAZ: Sledi prema III 3.3. 1

Narednim tvrdjenjima éemo opisati neke posebne slu¢ajeve retraktivnih nil-ekstenzija
unije grupa.

IIT 3.5. TEOREMA. Polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija polumreze levih
1 desnih grupa ako i samo ako S Jeste m-regularna i za sve z,aq, Yy €S postoji ne Zt
tako da je

(6) - zay € 22Sy’z Uya? Syl

DOKAZ: Neka S jeste retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K ineka K jeste
polumreza Y levih i desnih grupa K, o €Y. Neka ¢: 5 — K jeste retrakcija i neka
T,a,y € S jesu proizvoljni elementi. Tada postoji n € Z* tako da je a® € K, paje
za™y,a"y’z,yz%a” € K, jer K jeste ideal od S. Neka je z™ € G.,y* € Gy, za neke
m,k € Z*F, e, f € E(S). Prema Lemi I1I 3.1. imamo da je

p(z) = ze = z2™u € 228,
za neki u € G,, i
e(y) = yf = fy = vy*y € Sy?,
za neki v € G5, odakle dobijamo da je

za"y = p(za™y)
= p(z)p(a")p(y)
€ z2555y?
C z25y>.
Sa druge strane, jasno je da za™y,a"y%z,yz2a" € K
dobijamo da je

o zaneki a €Y, pa prema I 4.8.

ra™y € za"yKq a"y z
C z°5y?Sy’z
Cz’Sy’z ,
ako K, jeste leva grupa, odnosno
za"y € yrla"Kqazaty
C yz®Sz2Sy?
C yz°Sy*,
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ako K, jeste desna grupa. Prema tome, vazi (6). Jasno je da S jeste w-regularna.
Obrnuto, neka S jeste m-regularna i neka vazi (6). Neka su a,b € S proizvoljni
elementi. Tada imamo da postoji n € Z* tako da je

(ab)"*! = a(ba)"b € a>Sb?a U ba®Sb* C SaUbS

pa prema II 2.9. dobijamo da S jeste polumreza Y polugrupa Sq, a € Y, pricemu za
a €Y S, jeste nil-ekstenzija leve ili desne grupe K,.
Neka su z € S,e € E(S) proizvoljni elementi. Tada prema (6) dobijamo da je

ze= (ze)e"e za svaki n € Z71,
€ (ze)’Seze Ue(ze)’Se  zamneke n € Z*,u € S, prema (6),
C (ze)?S Ue(ze)?S

Neka je ze € e(ze)?S. Tada je jasno da je ze = ere, paje ze € e(ze)?S = (ze)?S.
Prema tome, imamo da je
ze = (ze)u ,

za neki u € S, odakle dobijamo da je
(7) ze = (ze)™ 1u™,
za svaki m € Z%. Na isti nadin dokazujemo da postoji v € S tako da je
ez = v™(ex)™"?,
za svaki m € Z%.. Sa druge strane, imamo da je ze,ex € So zamneki a €Y i postoji

m € Z+ tako daje (ze)™ € Ko. Prema (7) imamo da je zeu™ € Sa, 1 kako Kq
jeste ideal od Sy, to imamo da je

ze = (ze)"veu™ € KoSq € Ko C Reg(S).

Na isti naéin dokazujemo da je ex € Reg(S), odakle lako dokazujemo da K = Reg(S) =
Gr(S) jeste ideal od S. Jasnoje da K jeste polumreza levih i desnih grupa.
Sa druge strane, dokazacemo da je

(8) ze € ™ Se
za svaki m € Z%. Najpre razmotrimo slucaj kada je
(9) Te = exe .

Tada se lako dobija da je (ze)™ = z™e zasvaki m € Z*. Kako je ze € K, to imamo
daje zeH(ze)™ = z™e (gde M jeste Greenova H-relacija na K ), odakle lako dobijamo
davaz (8). Uzmimo da ne vaz (9). Prema (6) dobijamo da je

ze= Tele za svakin € Z71,
€ 2SezUez?Se  zanekin € Z*1, prema (6).
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Ako je ze € ex?Se, tada dobija.mp (9). Prema tome, imamo da je ze € 228, ;.
ze € z2Se. Neka je ze € z2™Se zaneki m € Z*, tj. neka je ze = z™ue za neki u € S.
Prema (6) dobijamo da postoji n € Z* tako da je

z™(ue)e € z>™Sez™ U ez?™ Se .
Sa druge strane, kako je ue € K i ueH(ue)™, to imamo da postoji v € K tako da je
ue = (ue)"v = (ue)"ev .

Ako je

z™(ue)"e € ex’™Se |

tada je
ze = 2™ ue = 2™ (ue)"eve € ex’™§ ,

odakle dobijamo (9). Prema tome, imamo da je
z™(ue)e € z*™ Se |

pa je
ze = z™ue = z™(ue)"eve € 2™ Se C ™1 Ge .

Prema tome, vazi (8).Na isti nagin dokazujemo da je

(10) ex € eSz™

za svaki m € Z*. Sada kao u dokazu Teoreme III 3.3. dokazujemo da je preslikavanje
@ :S5 — K definisano sa

o(z) = ze ako z € T, e € E(S),

retrakcija. Prema tome, S jeste retraktivna nil-ekstenzija polumreze levih i desnih
grupa. 1

IIT 3.6. POSLEDICA. Polugrupa S Jje n-inflacija polumreze levih i desnih grupa
ako i samo ako je

(11) xS" "y C 228™y%z U yz? Sny?

zZa sve z,y € S.

DOKAZ: Neka S jeste n-inflacija polugrupe K ineka K jeste polumresa
Y levih i desnih grupa K,, @ € Y. Neka je ¢ : § —= K jeste retrakcija i neka su
T,T2,"**,%n,Y €S proizvoljni elementi. Tada imamo da je

mz,z “ee zny, mzz L mnyz.’l.‘, yzzxz e mny e Ka
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saneki a € Y iprema dokazu Teoreme III 3.3. dobijamo daje ¢(z) € 225 i p(y) € Sy?,
odakle dobijamo da je

TTg - Tpy € TTy - TayKozT2 - Taylz
= p(axy - Tay) Koy - Tyl
= 99(77)99(1:2 Tt xny)Kbaxx2 Tt Ifny2l'
T

ako K. jeste leva grupa, odnosno

ITy - TpY E y:r:za;z v zpyKozzo s TRY
2
= ya’zy - 2oy Kap(zz2 - - Tny)

= yalzy - TayKop(222 - 20 )0 (y)
Cya?S™y’,

ako K, jeste desna grupa. Prema tome, vazi (11).

Obrnuto, neka vazi (11). Nekaje z € S proizvoljni element. Tada prema (11)
dobijamo da je
S 1z C 225™2?

odakle lako dobijamo da je
£S™ 1 C 22§72 C ™S

paje z"t! € Reg(S). Prematome, S je r-regularna. Prema III 3.5. imamo da 5 jeste
retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K ida K jeste polumreza levih i desnih grupa.
Neka su z,y € S proizvoljni elementi. Tada prema (11) dobijamo da je

:ESn—ly - mZSnny U yl_2Sny2
CzS* lzuyS™ly

:L_n+1 an+1 U yn—i-l Syn+1

KSK

N 1N 1IN
B

Prema tome, S™t1C K, pa S jeste n-inflacija polugurpe K. 1

III 3.7. TEOREMA. Polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija polumreze levih
grupa ako i samo ako S jeste n-regularna i za sve t,a,y € S postoji n € Zt tako da
je :

(12) za™y € z°Sz.

DOKAZ: Neka S jeste retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K i K jeste polumreza
levih grupa. Neka ¢:S — K jeste retrakcija i neka su z,a,y € S proizvoljni elementi.
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Tada prema dokazu Teoreme III 3.3. dobijamo da postoji n € Z+ tako da je za™y e K
1da je
ra"y = zuz

za neki u € S. Takodje, kao u dokazu Teoreme III 3.3. dobijamo da je o(z) € 228,
odakle dobijamo da je

ra"y = p(za"y)
= ¢(zuz)
= p()p(u)p(z)
€ 22555z
C 228z .

Prema tome, vazi (12). _

Obrnuto, neka S jeste m-regularna i neka vazi (12). Tada prema IIT 1.4. dobijamo
da S jeste nil-ekstenzija polugrupe K i K jeste polumreza levih grupa. Neka su
z € S, e € E(S) proizvoljni elementi. Tada kao dokazu Teoreme III 3.3. dokazujemo
da je

re€z™S

za svaki m € Z*. Sa druge strane, prema (12) dobijamo da Jje ex € eSe, pa je

ez = exe, odakle sledi da je (ez)™ = ez™ 2a svaki m € Z*. Kako imamo da je
ezH(ex)™ = ez™ u K, to je
ex € Sz™

za svaki m € Zt. Sada kao u dokazu Teoreme III 3.3. dokazujemo da je preslikavanje
¢:S — K definisano sa

p(z) = ze ako z € Te, e € E(S),
retrakcija. Prema tome, S je retraktivna nil-ekstenzija polumreze levih grupa.

IIT 3.8. POSLEDICA. Polugrupa S je n-inflacija polumreze levih grupa ako i
samo ako je '
xSy C 2287,

za sve z,y € S.

DOKAZ: Dokazuje se sliéno kao III 3.7. |V
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III 4. RETRAKTIVNE NIL-EKSTENZIJ'E
TRAKE GRUPA

Polugrupe koje su retraktivne nil-ekstenzije trake grupa su do sada slabo istrazivana
klasa polugrupa. U vezi ovih polugrupa postoji samo nekoliko rezultata koji se odnose
na neke usko specijalne slu¢ajeve, od kojih éemo pomenuti rezultate J.L.Galbiatieve 1
M.L.Veronesieve,[36], koji se odnose na retraktivnu nil-ekstenziju pravougaone trake grupa
(potpuno proste polugrupe) i S.Bogdanovica 1 M.Ciriéa,[l8], koji se odnose na retrak-
tivnu nil-ekstenziju polumreze grupa. U vezi problema opisivanja polugrupa 1z napred
pomenute klase, treba se podsetiti Propozicije II 3.3. koja daje vezu izmedju dekompozi-
ciju u traku 7-grupa i retrakcija na grupni deo polugrupe. Neposredna posledica te veze
su gore pomenuti rezultati J.L.Galbiatieve i M.L.Veronesieve i S.Bogdanovica 1 M.Ciriéa,
kao i rezultati S.Bogdanovica i M.éiric’a,[l7,19], koji opisuju razne tipove retraktivnih nil-
ekstenzija nekih tipova traka grupai rezultati S.Bogdanovica i S.Miliéa,[22], 1 M.S.Putchae
i J.Weissglassa,[74], koji opisuju nilpotentne ekstenzije polumreze grupa.

U ovom poglavlju biée opisane retraktivne nil-ekstenzije trake grupa u opstem i nekim
posebnim slu¢ajevima, kao §to su n-inflacije trake grupa, retraktivne nil-ekstenzije levo
regularne trake grupa itd. Rezultati iz ovog poglavlja se ovde prikazuju prvi put.

Sledeée tvrdjenje je glavni rezultat ovog poglavlja.

111 4.1. TEOREMA. Polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija trake grupa ako
i samo ako S jeste m-regularnaizasve z,a,y € S postoji n € Z¥ tako da je

(1) za™y € z2aSay’.

DOKAZ: Neka S jeste w-regularna polugrupa i neka vazi (1). Tada prema III
3.3. dobijamo da S jeste retraktivna nil-ekstenzija unije grupa K. Tada je jasno da
je K = Reg(S). Sa druge strane, za proizvoljne elemente a,b € S dobijamo da postoji
n € Zt tako da je

(ab)"*! = a(ba)"b € a2baSbab® C a®bSab” .

Dakle, prema II 3.5. dobijamoda K = Reg(S) jeste traka grupa, pa S Jeste retraktivna
nil-ekstenzija trake grupa.

Obrnuto, neka S jeste retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K ineka K jeste traka
I grupa G;, i € I. tada je jasno da S jeste w-regularna. Neka ¢ : S — K jeste
retrakcija i neka su z,a,y € S proizvoljni elementi. Tada postoji n € Z* tako da je
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a” € K, odakle dobijamo da za™y, ?a™y? € K.

Neka o(z) € G;, p(a) € G;
zaneke 2,5,k € I. Tada imamo da je %(a) i» #(y) € Gy,

za"y = p(zay) = o(z)(p(a))™o(y) € GiG;Gi C Gyjx

z’a™y? = p(z%a™y?) = (p(=)*(P(0)"(0(v))* € G:6;6, C @

ijk
odakle dobijamo da je

za™y € 2a"y?G;jpztay? C z?aSay? |
Prema tome, vazi (1). §

Karakterizacije sli¢ne onim iz III 4.1. mozemo dati i za n-inflacije trake grupa,
slededim tvrdjenjima. '

III 4.2. POSLEDICA. Nekaje n € Z+

. . » n 2 3. Polugrupa § Je n-inflacija
trake grupa ako i samo ako je

(2) raS"3by C z2aS™by?

za sve t,a,y,b€ S.

DOKAZ: Neka vazi (2). Tada prema III 4.1. dobijamo da S Jeste retraktivna

nil-ekstenzija polugrupe K, pri ¢emu I Jeste traka grupa. Prema III 3.4. dobijamo da
je S™1CK, pa S jeste n-inflacija trake grupa.

Obrnuto, neka S jeste n-inflacija polugrupe K 1neka K jeste traka I grupa
Gi, i € I. Neka H jeste Greenova H-relacija na polugrupi K i neka p:S =
K jeste retrakcija. Neka su Z,22,.,%a,Y € S proizvoljni elementi. Tada, imamo da
TT2 - Ty, T2Tg---Toy? € K, odakle dobijamo da je

TT2 - Tpy = (223 -+ - T,y)
= @(2)(22) - - (20 Yo (y)
H (p(2))*0(22) - p(z2)(0(y))?
= 99(3’23’2 Tt mnyz)

= a2y - T2,
jer M jeste kongruencija na K. Prema tome

2 2
TT2 Tpy €222 - Tpy K:rza:z...xnyZ
2 2
Cz 2, 5™z,y° .

Dakle, vazi (2). B
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III 4.3. POSLEDICA. Polugrupa S je 2-inflacija (jaka inflacija) trake grupa ako
i samo ako je
zay € z*aSay*

za sve z,a,y €S.

DOKA7Z: Dokazuje se sli¢no kao II1 4.2. 1

III 4.4. POSLEDICA. Polugrupa S je inflacija trake grupa ako i samo ako je

zy € 22ySzy®

zasve T,y € 5.

DOKAZ: Dokazuje se slicno kao III 4.2. §

Jako znagajan tip traka grupa su levo regulamne trake grupa (odnosno desno regu-
larne trake grupa). Sledeéim tvrdjenjima opisujemo retraktivne nil-ekstenzije i n-inflacije
polugrupa iz te klase.

III 4.5. TEOREMA. Polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija levo regularne

trake grupa ako i samo ako S jeste m-regularnaiza sve z,a,y € S postoji n € Z%
tako da je

(3) za™y € £%aSz.

DOKAZ: Neka S jeste m-regularna i neka vazi (3). Prema III 3.7. dobijamo
da S jeste retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K, pri ¢emu K jeste polumreza levih

i desnih grupa. Sa druge strane, za proizvoljne elemente a,b € S dobijamo da postoji
n € Z+ tako da je

(ab)™! = a(ba)™b € a’baSa C a*bSa ,
pa prema II 3.6. 1 II 3.3. dobijamo da K jeste levo regularna traka grupa. Dakle, S je
retraktivna nil-ekstenzija levo regulame trake grupa.

Obrnuto, neka S jeste retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K ineka K jeste levo
regularna traka grupa. Neka H jeste Greenova H-relacija na polugrupi K i neka je
¢: S — K retrakcija. Neka su z,a,y € S proizvoljni elementi. Tada postojn n € VAl
tako da je a™ € K, odakle dobijamo daje za™y,z*a™yz € K, pa je

za™y = p(za™y)
= o(z)(v(a))"¢(y)
H ((2))*(¢(a)) 0 (v)p(z)
= p(z”a"yz)
= z%a™yz ,
odakle dobijamo da je
za™y € z2a™yzKz?a"yz C 2%aSz .

Prema tome, vazi (3).
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III 4.6. NAPOMENA. Umesto uslova (3) u Il 4.5. moze se staviti

za™y € z%aSa .

Koristeéi III 4.5., lako mozemo pokazati slede¢a tvrdjenja.

III 4.7. POSLEDICA. Nekaje ne Z*, n>2. Polugrupa S je n-inflacija levo
regularne trake grupa ako i samo ako je

(4) zaS™ %y C z2aS™z
za sve z,a,y € S.

DOKAZ: Neka vazi (4). Tada prema III 4.5. dobijamo da S jeste retraktivna,
nil-ekstenzija polugrupe K , pricemu K jeste levo regularna traka grupa. Takodje,
prema III 3.4. dobijamo da je S™*! C K. Prema tome, S je n-inflacija levo regularne
trake grupa. .

Obrnuto, neka S jeste n-inflacija polugrupe K ineka K Jeste levo regularna traka,
grupa. Neka H jeste Greenova H-relacija na polugrupi K, neka p:85 — K jeste
retrakcija i neka su z,2,,- - »Tn,Y €S proizvoljni elementi. Tada imamo da je

TTy - Ty ,:czxg--'znyz e K,
pa kako H jeste kongruencija na K, to dobijamo da je
Ty Ty = P(3T3 - Tny)
= @(2)p(z2) - p(2a)p(y)
H (0(2))@(z2) - p(zn)0(¥)p(z)
= cp(x"’zz S TpyT)

2
=x°zy--zThyT .
Prema tome,
TTy - Tpy € 2ay - --:cny:vKa:2x2 Ty
Cz%2,Sz .
Dakle, vazi (4). §
IIT 4.8. POSLEDICA. Polugrupa S je inflacija levo regularne trake grupa ako i

samo ako je
zy € z%ySz

za sve z,a,y € S.
DOKAZ: Dokazuje se sli¢no kao III 4.7. ]
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III 5. RETRAKTIVNE NIL-EKSTENZIJE
NORMALNE TRAKE GRUPA

Retraktivne nil-ekstenzije normalnih traka grupa su do sada razmatrane jedino u
nekim vrlo uskim slu¢ajevima: u radu M.Ciriéa i S.Bogdanoviéa,[34], u kome se koriséenjem
n-inflacija normalne trake grupa opisuju tzv. n-distributivne polugrupe, u radu M.Pet-
richa,[57], u kome se za opisivanje tzv. distributivnih polugrupa koristi 2-inflacija normalne
trake i u radovima E.A.Golubova i M.V.Sapira,[41,42], u kojima se opisuju varijeteti koji
se sastoje od inflacija normalnih traka grupa u kojima idempotenti ¢ine podpolugrupu. U
ovom poglavlju biée opisane retraktivne nil-ekstenzije normalne trake grupa i levo normalne
trake grupa, kao i odgovarajuée posledice koje se odnose na n-inflacije. Dobijeni rezultati
su novi i ovde ¢e biti prvi put predstavljeni.

Sledeéi rezultat je jedan od najvaznijih rezultata u ovom poglavlju i opisuje retraktivne
nil-ekstenzije normalne trake grupa. U njenom dokazu se koriste rezultati II 3.3. 1 II 3.5.

11 5.1. TEOREMA. Sledeéi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni:
(i) S je retraktivna nil-ekstenzija normalne trake grupa;
(ii) S je w-regularnaizasve T,a,y € S postoji n € Zt tako da vazi

(1) ray € zyaSazy;
(iii) S je GV-polugrupaiza sve z,a,y € S postoji n € Zt tako da vazi

(2) za™y € zySzy.

DOKAZ: (iis) = (i). Neka S jeste GV-polugrupa i neka vazi (2). Tada je
Reg(S) = Gr(S). Neka je K = Reg(S). Nekasu z¢€ S,e € E(S) proizvoljni elementi.
Tada prema (2) dobijamo da je

re € zeSze 1 ex € exSer,

odakle dobijamo da K jeste ideal od S.

Sa druge strane, imamo da S jeste polumreza Y potpuno Arhimedovih polugrupa
S,,a €Y. Neka S, jeste nil-ekstenzija potpuno proste polugrupe K., o €Y. Jasno
jedaje Ko=KNS, zasvaki a €Y.

Neka je o €Y proizvoljni element. Uzmimo da K, jeste pravougaona traka I x A
grupa H;, sa jedinicama e;, i€ I,Ae A Nekaje T = VHiy, i € I, € A.
Jasno je da T;y jesu 7-klase polugrupe S5, pa prema Teoremi II 2.3. dobijamo da T;\
jeste w-grupa za svaki 1 € I,A € A. Neka su a,b € S, proizvoljni elementi, tj. neka
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a € Tix, b € Tj,, za neke 4,5 ¢ I,A\,p € A. Uzmimo da je ab € Tiy zaneke 1€ I,pe A.
Tada je jasno da bey, € Hyy zaneki k€1, paje beky = expber,. Takodje, aeky € Hgy,
za neki s € I, odakle dobijamo da je

Aeky = aeryeqy, jer je esy jedinica u H,,,
= aegyuae,, zaneki u € S, prema (2),
= Gespepuae,,
€ ae,y Ky aey, jer je egyu € K,
C Hy, K Hy, jer je aey, € Hy, zaneki tel,
g th )

odakle dobijamo da je s =t¢, aesy € Hyy, pa je

Gesy = €4pQegy.

Sada imamo da je
T T
(aesn) = a €y,

za svaki r € Z*. Nekaje r € Z+ broj takav da Je a” € H;). Tada imamo da je
(aesy)” = a"e,, € HizH,, C H;,,
1 kako je (ae,,)" € H,,, to dobijamo da je s=1, tj. aex, € H;,. Prema tome,
abey, = aexybery € HinHyy C Hyy,
i kako, prema Munnovoj lemi, imamo da je aber; € Hyy, to je 1 =1, tj.
ab € T;,,.
Na isti na¢in dokazujemo da je n=pu, tj.
abe T;,.

Prema tome, S, je pravougaona traka I x A m-grupa Tix, 1 € LA € A, pa S jeste
polumreza polugrupa koje su pravougaone trake m-grupa.

Neka su a,b € S proizvoljni elementi. Tada imamo da je abyab,ab® € S, za neki
a € Y. Uzmimo da S, jeste pravougaona traka I x A w-grupa Tjy, i € I\ € A.
Uzmimo da je ab € T;y zaneke i € I,) € A. Tada se lako dokazuje da je a?b € Tjy i
ab® € T;, zaneke j € I,p € A. Takodje, prema (2) dobijamo da postoji n € Zt tako
da je

a(ab)"b = abuab,

za neki u € 5. Lako se dokazuje da je u(ab)®u € S,, odakle dobijamo da je
(a(ad)"b)? = (abuab)?
= ab(u(ab)?u)ab
€ TiaST;x
CTn,
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(a(ab)"b)* = a?b((ab)" " ba(ab)" " )ab?
€ a?bSqab’
C TjSTiy
C Ty »

odakle dobijamo daje 1 =7 1 A=y, paje
ab, a’b, ab® € T;».

Prema tome
2
abra®brab’,

pa prema Teoremi II 3.5. imamo da S jeste traka w-grupa. Prema Propoziciji II 3.3.
dobijamo da S jeste retraktiva nil-ekstenzija polugrupe K, pri ¢emu K jeste traka
r-grupa. Neka p jeste odgovarajuca tracna kongruencija na K. Tada K/, zadovoljava
(2), pa prema (2) i Teoremi II 1.10. dobijamo da K/, jeste normalna traka. Prema
tome, S je retraktivna nil-ekstenzija normalne trake grupa.

(1) = (i1). Neka S jeste retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K ineka K jeste
normalna traka I grupa Gi,i € I. Neka ¢ jeste ratrakcija od S na K. Neka
su z,a,y € S proizvoljni elementi. Tada postoji n € Z*t tako da a"™ € K. Neka

o(z) € Gi,p(a) € Gj i ¢(y) € Gk, zaneke 4,5,k € I. Tada imamo da je

za"y = p(za™y) jerje a®" € K1 K jeideal;
= p(z)(e(a)"e(y)
S G,‘G,’Gk
C Gijk,
rya”zy = ¢(zyaTzy) jerje a® € K i K jeideal,

= o(z)e(y)(¢(a))*e(z)e(y)
€ G,‘GijGin

C Gikjik
= Gijk jer je I normalna traka.
Prema tome,
za™y € zya"zyGijrzya”ay jer Gijk Jjeste grupa,
C zyaSaxy.

Prema tome, vazi ().

(43) = (#i1). Neka vazi (iz). Neka je a € Reg(S) proizvoljni element. Tada je
a=aza zaneki z € S, paje

a = az(az)a zasvaki n€ Zt,
€ azaazSazaza zaneki n € Zt, prema (1),
C a’S

)
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Na isti naéin dokazujemo da je a € Sa?. Prema tome, S je GV-polugrupa. Ostatak
dokaza sledi neposredno. 1

I11 5.2. NAPOMENA. Umesto uslova (1) u Teoremi III 5.1. mofe se staviti bilo

koji uslov sledeceg oblika
za™y € zyuSvzy,

gde su u,v bilo koje (neprazne) reci nad alfabetom {z,a,y}-

11T 5.3. POSLEDICA. Nekaje n € 7%, n>2. Polugrupa S je n-inflacija
normalne trake grupa ako i samo ako je

(3) £S™ 1y CzyS"zy

za sve T,y € S.

DOKAZ: Neka S jeste n-inflacija polugrupe K i neka K jeste normalna traka
grupa. Neka H jeste Greenova ‘H-relacija na polugrupi K, neka 9 : S = K jeste
retrakcija i nekasu z,%2," ", %n,Y € S proizvoljm elementi. Tada imamo da

TTq - TnYs TYT2 - Tn, T2 TnTY € K,
pa kako Ky jeste normalna traka, to dobijamo da je

22q - Tny = @(XT2 - TnY)
H p(azs -+ Tay)p(e2 " - TnY)
= p(z)p(a2 - T )p(Y)p(2)P(Z2 - )
H p(a)e(y)p(s - zn)p(z2 za)p(2)e(Y)
= o(zyzy -+ TnT2 """ £nTY)

= Ty TaZ2 " TaTY
odakle dobijamo da je

Ty Tpy € TYTy - Tal2 r,oyKzyze - TaZ2 " TnTY

C zyS"zy .

Prema tome, vazi (3)-
Obrnuto, neka vazi (3). Tada za proizvoljni element € S dobijamo da je

+S" 1z C 22S"2?
odakle dobijamo da je
xsn—lx C x2" Snm2” C xn-}-lsxn-!-l
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paje z"tl ¢ Reg(S). Dakle, S je w-regularna. Prema III 5.1. dobijamo da § jeste
retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K ida K jeste normalna traka grupa. Neka su
¢,y €5 proizvoljni elementi. Tada imamo da je

25"y C zyShay
C (zy)"™ S(ay)"
CKSK
CK.

Prema tome, imamo da je S CK, pa § Jeste m-inflacija normalne trake grupa. J

III 5.4. TEOREMA. Polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija levo normalne

trake grupa ako i samo ako S Jeste m-regularna i za sve z,a,y € S postoji n € Zt
tako da je

(4) za"y € zySe.

DOKAZ: Neka S Jeste retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K ineka K jeste
normalna traka J grupa Gt € I. Neka ¢ Jeste ratrakcija od S na K. Neka
SU Z,a,y € S proizvoljni elementi. Tada postoji n € Zt tako da q» € K. Neka
o(z) € G;,p(a) € G i o(y) € Gy, za neke %, J,k € I. Tada imamo da je

zay = e(za™y) jerje a" €Ki K je ideal;
= o(z)(p(a))"o(y)
€ G:G;Gy
C Gijk,

zyaz = p(zyatz) jerje a" € K i K Je ideal,
= 2(2)p(y)(p(a)) o (z)
€ G,‘GijGi
C Girji
= Gijk jer je I levo normalna traks,
Prema tome,

zay € rya”z2Gijrzyas jer Gijx jeste grupa,
C 2yaSz.

Prema tome, vazi (4).
Obrnuto, neka S jeste m-regularna i neka vazi (4). Tada prema III 1.4. dobijamo da
S jeste nil-ekstenzija polugrupe K, pricemu K jeste polumreza levih grupa. Takodje,
kako za proizvoljine a,b € S imamo da, postoji n € Z+ tako da je
(ab)™*! = a(ba)™b € abSa C Sa,
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to prema II 2.10. dobijamo da § jeste polumreza Y polugrupa Su, @ €Y, priemu
S, jeste nil-ekstenzija leve grupe K, zasvaki a €Y. Jasno jedaje Ko =KNS, za
svaki ¢ €Y.

Neka je o € Y proizvoljni element. Uzmimo da K, jeste levo nulta traka I grupa
H; sa jedinicama e;, ¢ € I. Neka je T; = VH;, i € I. Jasno je da T; jesu r-klase
polugrupe S, pa prema Teoremi II 2.3. dobijamo da T; jeste m-grupa za svaki i € I.
Neka su a,b € S, proizvoljni elementi, tj. neka a € T;,b € T;, za neke ¢, € I. Uzmimo
daje abe T; zaneki [ € 1. Tada je jasno da be; € Hy za neki k € I, paje ber = erbe;.
Takodje, aex € H,, za neki s € I, odakle dobijamo da je

aer= aeres jer je e, jedimicau Hs,
= ae,uaes zaneki u € S, prema (2),
= aege uae,
€ ae, K ae, jer je esu € Kq,
C HK.H, jer je aes € Hy za neki t €1,
C H,, |

odakle dobijamo da je s=1,tj. aes € Hs, pa je
ae, = €50€,.

Sada imamo da je
(aes)" =a"es ,

sa svaki r € Z+. Nekaje r € Zt broj takav da je a” € Hi. Tada imamo da je

(aes) =a"e, € HiH; C H;,
i kako je (ae,)" € H,, to dobijamo daje s=1i, tj. aex € H;. Prema tome,

abe; = aerbe; € H;Hy C H;
i kako, prema Munnovoj lemi, imamo daje abe; € Hy, toje =1, tj.

ab e T;.
Prema tome, So je levo nulta traka I m-grupa Ti, ¢ € I, pa S jeste polumreza
polugrupa koje su levo nulte trake w-grupa.
Neka su a,b € S proizvoljni elementi. Tada imamo da je ab,a’b,ab’® € So za neki

« € Y. Uzmimo da S, jeste levo nulta traka I w-grupa Tj, ¢ € I. Uzmimo da je
ab € T;, a®b € Tj zaneke 1,5 € I. Tada se lako dokazuje da je ab? € T;. Takodje,
prema (4) dobijamo da postoji n € Z1 tako da je

a(ab)"b = abua
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zaneki u € §. Lako se dokazuje da je ua’bu € S,, odakle dobijamo da je

(a(ab)™D)? = (abua)?
= ab(ua’bu)a
€ Tisa
CT,

1 sa druge strane dobijamo da je

(a(ad)™b)? = alzb((ab)"_lba(ab)"_l)ab2
€ a’bS,
C TjSa
CT;,
odakle dobijamo da je i =j, paje
ab,a’b,ab? € T; .
Prema tome

abra’brab? |

pa prema Teoremi II 3.5. imamo da S jeste traka w-grupa. Prema Propoziciji II 3.3.
dobijamo da S jeste retraktiva nil-ekstenzija polugrupe K i K jeste traka 7-grupa.
Neka p jeste odgovarajuéa traéna kongruencija na K. Tada K /o 2zadovoljava (4), pa
prema (4) i Teoremi II 1.11. dobijamo da K /o Jeste levo normalna traka. Prems, tome,
S je retraktivna nil-ekstenzija levo normalne trake grupa. I

III 5.5. NAPOMENA. Umesto uslova (4) u Teoremi III 5.4. moze se staviti i

uslov
za"y € zySa .

IIT 5.6. POSLEDICA. Nekaje n € Z+, n > 2. Polugrupa S je n-inflacija
normalne trake grupa ako i samo ako je

zS" 1y C 2ySTz

za sve z,y € S.

DOKAZ: Dokazuje se sli¢no kao III 5.4.



GLAVA 1V

DEKOMPOZICIJE POLUGRUPA INDUKOVANE IDENTITETIMA

Vazan problem Teorije polugrupa je problem opisivanja strukture polugrupa koje
zadovoljavaju odredjeni polugrupovni identitet. U opisivanju strukture tih polugrupa,
kako je ranije veé re€eno, centralno mesto zauzimaju dekompozicije polugrupa, u prvom
redu traéne i idealske. U ovom radu éemo uglavnom razmatrati identitete koji indukuju
strukturu polugrupa koja se opisuje dekompozicijama - traénim i idealskim. Osim toga,
napred pomenuti problem mozemo podeliti u dva dela. Prvi deo je problem nalaZenja tipa
dekompozicije koju indukuje identitet odredjenog tipa 1 problem nalaZenja identiteta koji
indukuju odredjeni tip dekompozicija. Drugi deo je problem konstruisanja polugrupe koje
zadovoljavaju dati identitet. Ovde Ce biti razmatran samo prvi deo pomenutog problema,
tj. razmatra¢emo identitete koji indukuju odredjeni tip polugrupovnih dekompozicija.

Problem nalaZenja identiteta koji indukuju odredjeni tip polugrupovnih dekompozicija
naéet je u poznatom radu T.Tamure i N.Kimure,[99], iz 1954. god. U njemu je dokazano
da svaka polugrupa koja zadovoljava identitet zy = yz (tj. komutativna polugrupa) jeste
polumreza Arhimedovih polugrupa. Osim u ovom radu, identiteti koji indukuju dekom-
poziciju u polumrezu Arhimedovih polugrupa su razmatrani i u radovima J.Chrislocka,[24],
T.Tamure,[95], T.Tamure i J.Shafera,[102], T.Tamure i T.Nordala,[101], T.Nordala,[51], i
M.V.Sapira i E.V.Suhanova,[80]. Drugi tip dekompozicija indukovanih identitetima koje
su proucavane su dekompozicije u nil-ekstenziju unije grupa, koje se, prema II 2.3., takodje
mogu posmatrati kao dekompozicije u polumrezu Arhimedovih polugrupa. Pocetak nji-
hovog proutavanja predstavijaju radovi E.J .Tullya,[103], T.Tamure,[96], iz 1969. god. irad
M.Petricha,[57], iz iste godine. U drugom od ovih radova su postavljeni poznati Tamurin:
problemi &ijim su se reSavanjem bavili mnogi drugi autori. Osim napred pomenutih radova,
dekompozicije u nil-ekstenziju unije grupa su proucavane i u radovima G.Clarkea,[26],
Lee Sin-Mina,[82], J.Gerharda,[40], S.Bogdanovica,[13], M.Ciri¢a i S.Bogdanoviéa,[34], i
S.Bogdanoviéa i B.Stamenkoviéa,[23].

U pomenutim radovima razmatrani su uglavnom po jedinaéni identiteti. Mi ¢emo ovde
pokusati da napravimo sistemati¢niji pristup ovom problemu. Naime postaviéemo sledeci
problem:
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(P1) ako je X data klasa polugrupa, naéi sve X-identitete.

Problem ovakvog oblika u napred pomenutim radovima Je razmatran jedino u radu
G.Clarkea,[26], gde je X bila klasa svih polugrupa koje su inflacije unije grupa. Med-
jutim, problem (P1) je u nekim slucajevima previse uzak. Naprimer, identiteti koji
indukuju dekompoziciju u polumrezu levo Arhimedovih polugrupa, u opstem sluéaju, jos
nisu opisani, ali su opisani identiteti koj indukuju dekompoziiju 7-regularnih polugrupa
u polumrezu levo Arhimedovih polugrupa. Prema tome, interesantan je problem sledeceg
oblika:

(P2) ko su Xy i X, date klase polugrupa, naéi sve X, b Xp-identitete.

Problemi koje éemo razmatrati u ovoj glavi biée razni oblici problema (P1) 1 (P2).

U poglavlju IV 1. bide razmatrani identiteti koji indukuju dekompozicije u polumreiu
Arhimedovih polugrupa, u opstem i nekim specijalnim slu¢ajevima. Svi identiteti sa
pomenutom osobinom su opisani u IV 1.2., &to je glavni rezultat ovog poglavlja. Takodje,
vazan Je i rezultat IV 1.3., koji opisuje identitete koji indukuju dekompoziciju 7-regularnih
polugrupa u polumreiu potpuno Arhimedovih polugrupa. Kao posledica pomenutih tvrd-

jenja daje se IV 1.4., §to predstavlja resenje problema L.N.Sevrina i E.V.Suhanova, problem
HI7.1. iz [92].

U poglavlju IV 2. opisujemo identitete koji indukuju dekompoziciju m-regularnih polu-
grupa u traku nil-ekstenzija grupa. Ti identiteti su opisani Teoremom IV 2.8.. Teoremom
IV 2.9. su opisani svi identiteti koji indukuju dekompoziciju unije grupa u traku grupa.

U poglavlu IV 3. opisujemo identitete koji indukuju dekompoziciju u nil-ekstenziju
unije grupa. U opstem sluéaju, oni su opisani Teoremom IV 3.4. Osim toga, opisujemo
identitete koji indukuju dekompoziciju u nil-ekstenziju polugrupa nekih drugih tipova, kao
$to su polumreze levih grupa, polumreze grupa i trake grupa.

U poglavlju IV 4. razmatramo identitete koji indukuju dekompoziciju u retraktivnu
nil-ekstenziju unije grupa i identitete koji indukuju dekompozicije u n-nilpotentne eksten-
zije unije grupa. U vezi prvih, opste resenje je dato Teoremom IV 4.1. i razmatrani su j
neki posebni slu¢ajevi. Drugi pomenuti tip identiteta je opisan Teoremom IV 4.4.

U poglavlju IV 5. opisujemo identitete nad dvoslovnim alfabetom koji indukuju
dekompoziciju u polumrezu Arhimedovih polugrupa. Teoremom IV 5.1. dajemo opis
tih identiteta, vizuelno Jasniji od onog iz IV 1.2.. Veoma su interesantni rezultat] IV 5.2.
11V 5.3. koji opisuju identitete koji indukuju dekompozicije u polumrezu levo Arhime-
dovih polugrupa, odnosno u polumrezu t-Arhimedovih polugrupa. Treba napomenuti da
problem ovakvog oblika u opStem slucaju (tj. u slucaju alfabeta Arn, n 2> 3,) nije reSen.

Na kraju, napomenimo da se u ovoj glavi razmatraju samo istotipni identiteti. Sto
se ti¢e raznotipnih identiteta, njih je razmatrao J.L.Chrislock u radu [25] iz 1969. go-
dine, u kome je dokazao da svaka polugrupa koja zadovoljava raznotipni identitet jeste
nil-ekstenzija periodiéne potpuno proste polugrupe. Neke uze klasifikacije raznotipnih
identiteta mogude je izvriti na veoma jednostavan nacin, koristeéi metode primenjene
u ovoj disertaciji, pa zato o njima neée biti re¢i. Sa druge strane, pomenuéemo da
Je problematika koja je razmatrana u ovoj glavi dosta vezana sa problemima varijeteta
polugrupa, kojima se bavi ekipa ruskih matematicara iz Sverdlovska, sa L.N.Sevrinom
na Celu. Ta veza je narocito jaka u onom delu njihovih istrazivanja koji se bavi prob-
lemima varijeteta koji se sastoji od polugrupa sa odredjenom strukturom, i ta problematika
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je razmatrana u radovima M.V.Sapira i E.V.Suhanova,[80], V.V.Rasina,[76|, kao i fran-
cuskog matematicara M.Schutzenbergera,[81]. Narocito su interesantni ekspozitorni radovi
L.N.Sevrina i M.V.Volkova,[90], 1 L.N.Sevrina i E.V.Suhanova,[92], posebno glava III dru-

gog rada. Kao sto je vec receno, rezultat IV 1.4. je reSenje jednog od problema postavljenih
u [92].

IV 1. DEKOMPOZICIJE U POLUMREZU ARHIMEDOVIH POLUGRUPA
INDUKOVANE IDENTITETIMA

Podsetimo se, najpre, da sa AoS-oznaéavamo klasu svih polugrupa koje su polumreze
Arhimedovih polugrupa. Kao 3to je veé reteno u uvodu Glave IV, A o S-identiteti su
razmatrani u radovima T.Tamure i N.Kimure,[99], gde je razmatran identitet zy = yxz,
J.L.Chrislocka,[24], u kome je razmatran identitet ,z2z3z4 = z1232274, T.Tamure i
J.Shafera,[102], i T.Tamure i T.Nordahla,[101], u kojima je razmatran sistem identiteta
(zy)* = z™y", n € Z*, T.Nordahla,[51], gde je razmatran identitet (zy)™ = z™y™,
M.V.Sapira i E.V.Suhanova,[80], gde su razmatrani identiteti

(zy)™ = ((zy)™(y2)™)" (=)™ 1 =]122...20 = F(21,22,..-,2Zn),

itd. U njima je dokazano da nabrojeni identiteti jesu A o S-identiteti.

U ovom poglavlju ée, pomoéu homomorfizama slobodnih polugrupa, biti opisani svi
A o S-identiteti nad proizvoljnim (konaénim) alfabetom. Glavni rezultati su IV 1.2. 1 IV
1.3.. Interesantno je tvrdjenje, koje je deo Teoreme IV 1.2., da neki identitet jeste AoS-
identitet ako i samo ako nije zadovoljen u polugrupi B;. Prema tome, neki vizuelno jasniji
opis A o S-identiteta je moguée dati opisom identiteta koji nisu zadovoljeni u polugrupi
B,, odnosno i preko opisa identiteta koji su zadovoljeni u toj polugrupi. Opis identiteta
koji su zadovoljeni u By dat je u radu G.1.Masevickog,[48], ali autor ove disertacije nije
bio u moguénosti da taj rad nabavi. Informacije o njemu su veoma oskudne i bile su
mu dostupne samo posredno, preko ekspozitornog rada [90], strana 35, gde sam rezultat
takodje nije dat, jer je veoma glomazan. Osim toga, iz rezultata IV 1.2. i IV 1.3. se lako
moze dobiti odgovor na Problem III 7.1. (odnosno Zadatak III 7.1.) iz [92]. Taj odgovor
je dat Posledicom IV 1.4.

Takodje, u ovom poglavlju se razmatraju i neki posebni tipovi .AoS-identiteta i daju
neki znaéajni primeri Ao S-identiteta.

U narednim razmatranjima éemo posmatrati istotipni identitet
(1) u(z1,T2,...,Tn) =v(T1,%2,...,%n)
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nad alfabetom A,, n > 2.

Kao sto je poznato iz opste algebre, svaka polugrupa je izomorfna faktor polugrupi
neke slobodne polugrupe. Slede¢om lemom opisujemo kongruenciju na slobodnoj polugrupi
A} koja indukuje faktor izomorfan polugrupi Bj, §to éemo koristiti u daljem radu.

IV 1.1. LEMA. Neka 9 jeste relacija ekvivalencije na polugrupi A} odredjena
particijom

Co={(zy)"z |neZ¥u{0}}, Cy={(yz)"y Ine 2t U{0}},
Car ={(y)" [n € 2%}, Cha = {(y2)" | n € 2+},

Co = A} —(Ca UC,U Cop U Ca).

Tada 9 jeste kongruencija i preslikavanje & : A;’ /9 — By definisano sa

o3=[C% C Cu Cw Co
“\a b ab ba O
Je 1zomorfizam.
DOKAZ: Dokazuje se jednostavnom proverom. J

Slededi rezultat je glavni rezultat ovog poglavlja, opisuje sve identitete koji indukuju
dekompoziciju u polumrezu Arhimedovih polugrupa i daje jo§ neke interesantne rezultate.

IV 1.2. TEOREMA. Sledeéi uslovi za identitet (1) su ekvivalentni:
(i) (1) jeste Ao S-identitet;

(ii) polugrupa B, ne zadovoljava (1);

(iii) postoji homomorfizam T : AT — A} takav da

(2) (T(w), T(v)) ¢ 9;

(iv) postoji homomorfizam T - At — a4t 1 permutacija = skupa {u,v} tako da
vazi jedan od sledeéih uslova:

(Al) T(r(u)) € Cup i T(w(v)) & Cas ;
(42) T(n(u)) € C, i T(n(v)) ¢ C, .

(v) Postoji k€ Zt i weCycC Ag‘ tako da je
=] C [(e9)* = w]

DOKAZ: (i) = (i1). Sledi neposredno.
(¢4) = (i12). Neka vazi (4). Uzmimo da ne vazi (222), tj. da je

(T(u), T(v)) € 9,
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za svaki homomorfizam T': A¥ — AJ. Nekaje F: A} — B, proizvoljni homomorfizam.
Uzmimo da je T: A — A;’ homomorfizam odredjen sa

(T ako je F(z;)=a
y ako je F(z;)=1b
(3) T(2zi) = 2y ako je F(zi)=ab ,
| YT ako je F(z;) = ba
22 ako je F(z;)=0

i € {1,2,...,n}. Neka je G = natd : Af — B, prirodni homomorfizam indukovan
kongruencijom 9. Prema (3) imamo da je

G(T(x:)) = F(z:)
za svaki z; € A,, odakle sledi da je
(4) G(T(w)) = F(w)
zasvaki w € A}, Kako je, prema pretpostavci, (T(u),T(v)) € ¥, to prema (4) dobijamo
da je
F(u) = G(T(u)) = G(T(v)) = F(v),

odakle sledi da ne vazi (i), 5to je u suprotnosti sa polaznom pretpostavkom. Prema tome,
vazi (i11).

(#13) = (iv). Neka postoji homomorfizam T : A} — AT takav da vazi (2). Tada je

jasno da jedna od re¢i T(u) i T(v) nijeu Cp. Ne umanjujuéi opstost dokaza mozemo
uzeti da T'(u) ¢ Cy. Tada je

T(u) € Ca U Cap U CypU Chg.
Ako je T(u) € C,, tada prema (2) dobijamoda T(v) ¢ C,, i ako je T(u) € Cas,
tada prema (2) dobijamo da T(v) ¢ Cqp, pa dobijamo (A2) odnosno (Al).

Neka je T(u) € Cj. Tada prema (2) dobijamo da T(v) ¢ Cb. Uzmimo daje P
automorfizam polugrupe A} odredjen permutacijom

Ty
Yy z
alfabeta A,. Tada se lako proverava da
P(T(u))eC, 1 P(T(v)) ¢ Ca,

pa dobijamo (A2). Akoje T(u) € Cp,, tada isti nacin dokazujemo da se permutacijom
slova dobija (Al). Prema tome, vazi (iv).

87



(iv) = (v). Neka postoji homomorfizam T : AT — A} takav da vazi jedan od
uslova (A1) ili (A42).
Uzmimo da vazi (Al). Ne umanjujuéi opstost dokaza mozemo uzeti da je T'(u) € Cyp

i T(v) ¢ Cup. Tada premaI6.14. 116.15. dobijamo da je
[u = 0] € [T(u) = T(v)] € [ayT(u)ey = syT(v)ey) .

Kako je jasno da je ayT(v)ay € Cy idaje ayT(u)zy = (zy)¥ zaneki k € Z*, to
dobijamo da vazi (vi).

Uzmimo da vazi (A2). Ne umanjujuéi opstost dokaza mozemo uzeti daje T(u) € C,
i T(v)¢ C,. Tada premal6.14. i 16.15. dobijamo da je

[u=v] C[T(u) = T(v)] C [zyT(v)y = zyT(v)y] .

Kako je jasno da je ayT(v)y € Cq idaje zyT(u)y = (zy)* zaneki k € Z*, to dobijamo
da vazi (v).

(v) = (i)- Nekavazi (v), nckaje S € [(zy)* = w], w € Cy, proizvoljna polugrupa
i neka su a,b € S proizvoljni elementi. Neka je F : A7 — S homomorfizam odredjen
preslikavanjem

Kako je jasno da

2w il oy w,
to dobijamo da je
S1a%S? ako z? | w
k k- )
(ab)® = F((zy)*) = F(w) € {516251 ako 4% | w |

Dakle, prema II 1.2. dobijamo da je S € A0S, paimamo da je
[u=v] C[(zy)* =w]C A0S .
Prema tome, vazi (i). §

Sledeca teorema opisuje identitete koji indukuju dekompoziciju 7-regularnih polu-
grupa u polumrezu potpuno Arhimedovih polugrupa.

IV 1.3. TEOREMA. Identitet (1) je R CAo S-identitet ako i samo ako (1)
Jeste Ao S-identitet.

DOKAZ: Neka (1) jeste 7R v CA o S-identitet. Tada je
TRNu=v]CCA0S .

Kakoje By € ™R 1 B, ¢ CAo S, to dobijamo da B, ¢ [u = v], pa prema IV 1.2.
dobijamo da (1) jeste Ao S-identitet.
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Obrnuto, neka (1) jeste Ao S-identitetineka S € 7RN [u =] jeste proizvoljna
polugrupa. Neka je a € Reg(S) proizvoljni element. Tada postoji b€ S tako da je

a=aba i = bab .
Takodje, prema IV 1.2. dobijamo da postoje k€ Zt i w e Cy C At tako daje
S€u=v]C[zy)f =w].

Prema tome, imamo da § |= (2y)f = w. Kako je w € Cp, to dobijamo da z2 | w il
y? | w, pa postoje reéi w' € A¥ i w' €A} i meZtu {0} tako daje w =w"w' i

w' =2 (y2)™ ili v’ = (yz)™yili ' = ¥ (zy)™ ili w' = y2(zy)™z.

Ako je w' = y%(zy)™, tada za homomorfizam G : A — S odredjen preslikavanjem
Ty
b a

dobijamo da je

ba = (ba)* = G((zy)*) = G(w) = G(w")G(w') = G(w")a? € Sa?
odakle sledi da je
a = aba € Sa* .

U ostalim slu¢ajevima, ako posmatramo homomorfizam F : A} — S odredjen preslika-

vanjem

Ty

a b/’
tada dobijamo da je

ab = (ab)* = F((2y)*) = F(w) = F(w'")F(v') = F(w'")a® € Sa?
ako je w' = z%(yz)™, ili |
ab = (ab)* = F((ay)*) = F(w) = F(w")F(w') = F(w")a?b € Sa?b ,
ako je w' =z%(yz)™y, il
ab = (ab)* = F((ay)*) = F(w) = F(w")F(w') = F(v")b%a € Sh2a ,
ako je w' = y?(zy)™z, odakle sledi da je
V a = aba € Sa’a C Sa? |
i
a = aba € Sa’ba = Sa? |
ili
a = aba € Sb?a® C Sa? .

Prema tome, dokazali smo da je a € Sa’. Na isti naéin dokazujemo da je a € a28.
Prema tome, imamo da je a € Gr(S), tj. da je Reg(S) = Gr(S), pa prema II 2.3.
dobijamo da je S €CAo0S. Dakle, (1) jeste 7R > CA o S-identitet. |

Na osnovu rezultata iz IV 1.2. i IV 1.3. moZemo doka:za,ti sledeée tvrdjenje, koje
predstavlja resenje Problema III 7.1. postavljenog u radu L.N.Sevrina i E.V.Suhanova,[92].
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IV 1.4. POSLEDICA. Neka X jeste neki varijetet polugrupa. Sledeéi uslovi su
ekvivalentni:

(i) XCAoS;

(ii) X ne sadrzi polugrupu Bs;

(iii) svaka regularna polugrupa iz X je potpuno regularna;

(iv) svaka potpuno 0-prosta polugrupa iz X je bez delitelja nule;

(v) u svakoj polugrupi sa nulom iz X skup svih nilpotenata é&ini podpolugrupu;

(vi) usvakoj polugrupi sa nulom iz X skup svih nilpotenata &ini ideal.

DOKAZ: ()= (it). Sledi neposredno.

(1) = (i) i (i) = (ii1). Akovazi (1) iakoje X =[], tadasistem ¥ identiteta
mora sadrzati bar jedan od identiteta koji nije zadovoljen u B,, tj. mora sadrati bar
Jedan Ao S-identitet, pa prema IV 1.2. i IV 1.3. dobijamo da vazi ()i (i1i).

(t12) = (ii), (iv) = (i4)i(v) = (i1). Sledi neposredno iz éinjenice da polugrupa B,
jeste regularna i nije potpuno regularna, da jeste potpuno 0-prosta ali ima delitelja nule i
da je polugrupa sa nulom u kojoj skup svih nilpotenata ne &ini podpolugrupu.

(vi) = (v). Sledi neposredno.

(1) = (vi). Sledi prema II 1.2. jer za svaku polugrupu sa nulom 0 je skup svih
nilpotenata jednak radikalu ideala {0}.

(1) = (iv). Neka S jeste potpuno 0-prosta polugrupa sa nulom 0 iz X. Tada
prema (i) dobijamo da je S polumre?a Y Arhimedovih polugrupa S,,a € Y. Neka
Je @« €Y element takavdaje 0€ S,. Tada je S, Arhimedova polugrupa sa nulom,
pa S, jeste nil-polugrupai S, C Nil(S). Sa druge strane, Ni(S) je ideal od S i
Nil(S) # S, jer S sadrzi nenula idempotent i on ne moze biti nilpotent, odakle dobijamo
da je Nil(S) = {0}, tj. So={0}. Nekaje a€ S, a0, proizvoljni element. Tada je
a€Sg zaneki BeY, f#a. Nekaje I={yeY | v8 = a}. Lako se proverava da je
I ideal od Yijasnojedaje I#Y, jer f¢ 1. Akouzmemodaje T = u{S, | v € I},
tada se lako dokazuje da je T ideal polugrupe S razli¢it od S, odakle dobijamo da je
T = {0} = S,. Prema tome, imamo da je I = {a}, odakle sledi da je

ab#0 i ba # 0
za svaki b€ S, b# 0. Dakle, a nije delitelj nule, pa vazi (iv). 1

Osim identiteta koji indukuju dekompozicije u polumrezu Arhimedovih polugrupa,
interesantno je pitanje opisivanja identiteta koj indukuju dekompoziciju u polumrezu levo
Arhimedovih polugrupa. U opstem slu¢aju, ovaj problem nije regen. Sledeéom teoremom
dajemo dajemo resenje tog problema u jednom specijalnom slu¢aju, tj. opisujemo iden-
titete koji indukuju dekompoziciju 7-regularnih polugrupa u polumrezu nil-ekstenzija levih
grupa.

IV 1.5. TEOREMA. Sledeéi uslovi za identitet (1) su ekvivalentni:
(i) (1) je nRv (LG oN)o S-identitet;

(ii) polugrupe B, i R, ne zadovoljavaju (1);

(iii) (1) jeste Ao S-identitet i vazi:
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(5) t(u) # t(v).

DOKAZ: (i) = (ii). Sledi neposredno.

(1) = (it1). Neka vazi (ii). Tada prema IV 1.2. sledi da (1) jeste Ao S-identitet.
Kako polugrupa R, ne zadovoljava (1), to dobijamo da vazi (5). Prema tome, vazi
(ziz).

(¢66) = (¢). Neka vazi (iii). Neka S e xRN [u = v] jeste proizvoljna polugrupa.
Tada prema IV 1.3. dobijamoda S jeste GV -polugrupa. Nekasu e, f € E(S) proizvoljni
elementi. Neka je F': A} — S homomorfizam odredjen sa

F(tu)=c , Flz;)=f a3 #4(u),2; € An.
Tada je jasno da je F(u) = F(v). Sa druge strane, imamo da je

F(u) = (fe)* ili F(u)=(ef)*e,
zaneki ke Z%, i
F(v) = (ef)™ ili F(v)= f(ef)™,

za neki m € Z7, odakle dobijamo da je
(cf)™H € Se.

Prema tome,
(ef)™* = (ef)"He = (efe)™H,

pa prema Teoremi II 2.10. dobijamo da S jeste polumreza nil-ekstenzija levih grupa.
Prema tome, imamo da je

TRN[u=v]C(LGoN)S,
pa (1) jeste 7Ro (LG oN)o S-identitet. §

Iz IV 1.5. neposredno sledi sledeéi rezultat:

IV 1.6. POSLEDICA. Sledeédi uslovi za identitet (1) su ekvivalentni:
(i) (1) je 7R> (G oN) o S-identitet;

(ii) polugrupe B,, L, i R, ne zadovoljavaju (1);

(iii) (1) jeste Ao S-identitet i vazi:

h(uw) # h(v) i t(u)#tw).

Veoma su interesantne dekompozicije n-regularnih polugrupa u polumrezu retrak-
tivnih nil-ekstenzija potpuno prostih polugrupa. Identiteti koji indukuju takve dekom-
pozicije ¢e biti opisani Teoremom IV 1.8. Pre dokazivanja te teoreme, moramo dokazati
sledeéi pomoéni rezultat:
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IV 1.7. LEMA. Neka (1) jeste identitet za koji vazi:
P (u) = B P(v) .

Tada polugrupa L3 zadovoljava (1).

DOKAZ: Neka (1) jeste identitet takav da je A (w) = AP (v). Ne umanjujuéi
opitost dokaza, mozemo uzeti da je h(u) = h(v) = z1. Nekaje F: Al — Lj; proizvoljni
homomorfizam.

Uzmimo da je h(P(u) = h®(v) = 2?. Tada imamo da je

e akoje F(z))=eVF(z1)=a
Flw)={ f ko je Fz1) = f = F(v),
g ako je F(z1)=g

pa polugrupa L3 ; zadovoljava (1).
Uzmimo da je h((u) = 1?(v) # 22. Ne umanjujuci opstost dokaza, mozemo uzeti
daje A®(w) =h¥(v) =z 25. Tadaimamo da je

g ako je F(z) =gV (F(z1) =aA F(z2) = f)
Fluy=< f akoje F(z1)=f = F(v),
g 1nace

pa polugrupa L3, zadovoljava (1). I
IV 1.8. TEOREMA. Sledeéi uslovi za identitet (1) su ekvivalentni:
(i) (1) jenRo> (CSxN)o S-identitet;

(ii) polugrupe B, L3, i Rsy ne zadovoljavaju (1);
(iii) (1) je Ao S-identitet i vazi

(6) RO () # D) i P () # 1)

DOKAZ: (i) = (it). Sledi neposredno.
(i1) = (iti). Neka vazi (i), tj. neka

By, L3, Rs1 Fru=v.
Tada prema IV 1.2. dobijamo da (1) jeste Ao S-identitet. Takodje, ako je
RO(w) = hP(v),
tada se lako dokazuje L3, k= u = v, to nije moguce. Dakle, imamo da je
A (u) £ A D(v).
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Na sli¢an nagin dokazujemo da iz R31 Fu=v sledi daje

B (u) # tP(v).

Prema tome, vazi (ii3).

(#1) = (i). Neka (1) jeste A oS-identitet i neka vazi (6). Neka S € 7RN[u =]
jeste proizvoljna polugrupa. Tada je jasno da S Jjeste polumreza Y polugrupa S,,a € Y,
iza a €Y imamoda S, jeste nil-ekstenzija potpuno proste polugrupe K,.

Neka je « €Y. Nekaje a € T, C Sa, za neki e € E(S,), i neka je f € E(S,).
Dokazaéemo da je

(7) af = eaf
i
(8) | fa = fae.
Neka je h(u) # h(v). Prema tvrdjenju dualnom Teoremi IV 1.5. dobijamo da K,
Jeste desna grupa, tj. K, jeste desno nulta traka E — E(K,) grupa Gy,9 € E. Sada

imamo da je

af = (af)f € I{aGf - Gf1

odakle dobijamo da je af = faf, pa je (af)" = a™f, za svaki m € Z+. Neka je
a™ € Ge,m € ZF. Tada imamo da

(.lf, am.f € Gf)
odakle dobijamo da postoji ¢ € Gy takodaje af =a™fc, pa je
af =a™fc=ea™ fc = eaf,

tj. vazi (7).
Neka je h(u) = h(v). Ne umanjujuéi opStost dokaza, mozemo uzeti da je

A (u) =z,2, i D) = z114,
zaneke k,l€{1,2,...,n},k # I. Takodje, imamo daje k#1 ili 1#1. Ne umanjujuéi
opstost dokaza, mozemo uzeti da je k # 1. Dokazaéemo da za svaki m € Z+ postoje
¢,d € S, tako da je
(9) afc=a™d.
Neka je Fy: A} — S homomorfizam odredjen sa
Flzi)=a , Rx)=a , Fi(z:)=f za 2; € Ap, 2, # z1, 21
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Tada je Fi(u) = Fi(v), odakle dobijamo da je
afey = a’dy,
za neke c¢;,d; € So. Uzmimo da je
afcn = a™dm,
za neke m € Z%,¢m,dm € Sa. Neka je F': At — S homomorfizam odredjen sa
Fo(z))=d" , Falm)=a , Fp(zx)=dm Fu(zi)=f

za Z; € An,w,-‘¢ 1,21, 7. Tada je F(u) = Fn(v), odakle dobijamo da je

!
m

a"d,, ¢

- ,m !
=a"ad,,,
za neke c!,,d!, € Sq. Sadaimamo da je

!l ., m 1 m+l g
afemct, = amdmcy, = a7 dpy,

odakle dobijamo da vazi (9). Neka je m € Z* broj takav da je a™ € Ge. Neka su
¢,d € S, elementi za koje vazi (9). Neka je af € Gy zaneki h € E(K,). Tada je

afcaf € GhSoaGr € Gh,
pa postoji co € Gp tako daje af = afcafcy, odakle dobijamo da je
af = afcafco = a™dafco = ea™dafeco = eaf,

tj. vazi (7). .

Na isti nagin, koristeéi da je

1O(u) # 1),

dokazujemo (8).

Defini§imo preslikavanje ¢ : So — Ko sa

o(a) = ea ako a € T.,e € E(Sq)-

Neka su a € T,,b € Ty, e, f € E(Ss) proizvoljni elementi. Uzmimo da je ab € Ty za
neki g € E(S,). Tada je

p(ab) = gab

= gaeb (prema (8) ),

= gaebf (prema (8) ),

= gabf (prema (8) ),

= abf (prema (7) ),

= afb (prema Munnovoj lemi ),
=eafb (prema (7) ),

= p(a)p(b).
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Dakle, ¢ je retrakcija. Prema tome, imamo da je
TRN[u=v]C(CS*N)oS,
pa (1) jeste (CS*N)o S-identitet. J

U nekim od prethodnih tvrdjenja smo razmatrali identitete koji indukuju odredjene
dekompozicije m-regularnih polugrupa. Pri tome, svaka polugrupa koja zadovoljava neki
od tih identiteta ne mora bit; m-regularna. Medjutim, interesantni su identiteti koji sami
indukuju 7-regularnost, tj. za koje vazi da svaka polugrupa koja ih zadovoljava jeste
w-regularna. Takvi identiteti ée biti opisani u narednom tvrdjenju.

IV 1.9. PROPOZICIJA. Sledeéi uslovi za identitet (1) su ekvivalentni:

(i) [u=v] sesastoji iz m-regularnih polugrupa;

(i) [u=v] se sastoji iz potpuno w-regularnih polugrupa;

(iii) [u=v] se sastoji iz periodicnih polugrupa;

(iv) postoji i€ {1,2,... ,n} tako da je

(10) il # Jzilo-

DOKAZ: (i) = (iv). Neka vasi (¢)- Uzmimo da je |z;lu = |zi|, za svaki
1 € {1,2,...,n}. Tada multiplikativna polugrupa (Z%,-) nenegativnih celih brojeva zado-
voljava (1) inije w-regularna. Prema tome, vazi (v).
(1v) = (i17). Neka (1) jeste identitet za koji vazi (iv). Neka S jeste proizvoljna
polugrupa iz [u=v]ineka a € S jeste proizvoljni element.
Uzmimo da je |u| # |v|. Neka je F: A¥ — S homomorfizam odredjen sa
- F(zj)=a za svaki z; € A},
Tada je
alvl = F(u) = F(v) = al”l,
odakle dobijamo da S jeste periodiéna.
Neka je |u|= |v| =s. Prema (iv) imamo da postoji z; € A? tako da je
lzilu =k, Jeilb=m , kmezZt i k#m.
Neka je F': At — S homomorfizam odredjen sa
F(z;)=d" , F(z;)=a  zasvaki zj € At z; # z.
Tada je
e 5 F(u) = F(v) = a® ™(a®)™ = ¢*t™,
priemuje s+ k#s+m, jerje k # m. Prema tome, S je periodi¢na, pa vazi (322).
(44¢) = (1) = (i) Sledi neposredno. §

Identiteti sa osobinom (10) se u literaturi obi¢no nazivaju neuravnotezZenim identite-
tima. Medjutim, nas ¢e u daljem radu zanimati osobina ovih identiteta opisana uslovom
(12i) Propozicije IV 1.9., zbog cega éemo koristiti nov naziv za ove identitete koji uvodimo
sledeom definicijom.
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IV 1.10. DEFINICIJA. Identitet (1) je periodiéni identitet ako zadovoljava uslov
(iv) Propozicije IV 1.9. U suprotnom je neperiodiéni identitet.
Ako (1) jeste periodi¢ni identitet, tada je bar jedan od brojeva

(11) Hxllu - lmllVIv Hx2|u - |x2lvla" - ”xnlu - lxnlv|

veéi od nule, pa postoji njihov najveéi zajedniki delitelj, koji nazivamo periodom identiteta

().

Koristeéi napred dobijene rezultate, lako se dokazuje sledeéi niz tvrdjenja.

IV 1.11. POSLEDICA. Identitet (1) je GV-identitet ako i samo ako (1) jeste
periodiéni A o S-identitet.

DOKAZ: Sledi prema IV 1.9.11V 1.3.

IV 1.12. POSLEDICA. Identitet (1) je (LG oN)o S-identitet ako i samo ako
(1) jeste GV-identitet i vazi
t(u) # t(v) .

DOXKAZ: Sledi prema IV 1.11. 1 IV 1.5. I

IV 1.13. POSLEDICA. Identitet (1) je (GoN)o S-identitet ako i samo ako
(1) jeste GV-identitet i vazi

t(u) #t(v) 1 h(u)# h(v).

DOKAZ: Sledi prema IV 1.11. 1 IV 1.6. §

IV 1.14. POSLEDICA. Identitet (1) je (CS *N) o S-identitet ako i samo ako
(1) jeste GV-identitet 1 vazi

ED(w) £ BD(v) i tP(u)#tP(v).

DOKAZ: Sledi prema IV 1.11. 1 IV 1.8. §

Na kraju ovog poglavlja éemo dati neke primere Ao S-identiteta. O nekim primerima
je veé bilo re¢i u uvodu ovog poglavlja. Ovde ¢emo pomenuti permutacione i kvaziper-
mutacione identitete i, koristeéi rezultate iz IV 1.2., dokazati da oni jesu Ao S-identiteti.
Inace, ova dva tipa identiteta predstavljaju veoma znacajne identitete koji su proucavan
u mnogim radovima, naprimer u radovima A.Ajzenstata,[1], M.S.Putchae i A.Yaquba,[75],
G.Polléka,[61-66], G.Pollaka 1 M.V.Volkova,[67], M.V.Volkova i M.V.Sapira,[105], itd. Po-
sebnu ulogu ovi identiteti imaju u ispitivanju nekih znacajnih osobina varijeteta, o cemu
se vise moze videti u napred pomenutim radovima G.Polléka, M.V.Volkova i M.V.Sapira.
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IV 1.15. PRIMER. Identitet oblika

(12) TIT2 .. Tn = Tr(1)T(2) - - - Tn(n)

gde je m neidenticka permutacija skupa {1,2,...,n}, nazivamo permutacionim iden-
titetom. Svaki permutacioni identitet je Ao S-identitet.
DOKAZ: Posmatrajmo identitet (12). Nekaje k€ {1,2,...,z,)} najmanji broj

takav da je w(k)# k. Nekaje k=1. Tada za homomorfizam T : At — A} odredjen
sa

T(x1)=2 , T(xi)=yz za z; € A, — {z1},
imamo da je
T(zy2s...2,) = a(yz)* ! = (zy)* 'z e C,

T(:E,r(l)l‘,r(g) oo :L',,.(,,)) = T(xﬂ.(l))T(.‘t"(g) . . :1:,,(,,))
= sz(xw(Z) e x‘rr(n))
¢C, .

Dakle, prema IV 1.2. dobijamo da (12) jeste Ao S-identitet.
Neka je k>2 inekaje T: At — A} homomorfizam odredjen sa

T(z;) =ay za 1€ {1,...,k—1}
T(zg)=a
T(z;) = yx za 1 €{k+1,...,n}

Kako je n(k) >k, toje (12) oblika
... 21T ... 25 =1 --'xk—lxr(k) ...:I:,,(n) ,
odakle dobijamo da je

T(zy...2k-1%k. .. T0) = (zy)¥ '2(yz)** = (zy)" 'z € C,

T(zy - T1Zaiy - - Zn(n) = (29) 92T (T n(hy - - - Tr(m))
g Co,

pa prema IV 1.2, dobijamo da (12) jeste Ao S-identitet. J§
IV 1.16. PRIMER. Identitet oblika
(13) Tl TR 1YThYT g1+ . Ty = x,,(])...x,,(;_l)yzx,,(;) e Tr(n)
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gde je m permutacija skupa {1,2,...,n}, nazivamo kvazipermutacionim identitetom.
Svaki kvazipermutacioni identitet je Ao S-identitet.

DOKAZ: Nekaje T: A;t+1 — A} homomorfizam odredjen sa

T(z;) ==zy za i€ {l,....,k—1}
T(y) ==
T(xk) =y
T(zi) =vyz za i€ {k+1,...,n}

Tada je

T(zy.. . Tk=1YTkYTht1 - NS (37U)k_1$yil’(y$)n—k = (zy) nz € C,

z’ ‘ T("Ew(l) SR ww(l—l)ygmw(l) = -xn(nj) >

odakle sledi da
T(:E.,r(l) “e ;t,,(l_l)yzm,,(,) “ee .’C,,(n)) ¢ Ca .

Dakle, prema IV 1.2. dobijamo da (13) jeste Ao S-identitet. I

IV 2. DEKOMPOZICIJE U TRAKU =-GRUPA
INDUKOVANE IDENTITETIMA

Vazan, i do sada slabo proucavan tip identiteta su identiteti koji indukuju dekom-
pozicije u traku t-Arhimedovih polugrupa. Medju identitetima koji su dp sada istrazivani
ima takvih identiteta, mada su oni razmatrani uglavnom u vezi sa nekim drugim svojim
svojstvima. Naprimer, medijalni identitet T1T2T3T4 = T123T2T4 indukuje dekompozi-
ciju u normalnu traku t-Arhimedovih polugrupa, §to neposredno sledi iz IT 1.10.. Zatim,
razmatran je i identitet (zy)? = 22y?, za koji je M.S.Putcha u radu [69] dokazao da
indukuje dekompoziciju u traku t-Arhimedovih polugrupa. Takodje, prema rezultatima
S.Bogdanoviéa,[6] (ili videti I 5.7.), imamo da sistem identiteta (zy)F = (z%y)™, (zy)" =
(zy?)* indukuje dekompoziciju u traku stepeno-vezanih polugrupa, dok prema rezultatima
L.N.Sevrina,[89] (ili [92], strana 22), dobijamo da identitet (zy)* = (zFy*)*, k€ VA e
2 indukuje dekompoziciju u traku nil-ekstenzija periodi¢nih grupa.
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Ovde ée problem identiteta koji indukuju dekompoziciju u traku t-Arhimedovih polu-
grupa biti razmatran samo u nekim posebnim slu¢ajevima. Naime, Teoremom IV 2.8.
¢emo opisati identitete koji indukuju dekompoziciju -regularnih polugrupa u traku nil-
ekstenzija grupa, dok ¢emo Teoremom IV 2.9. opisati identitete koji indukuju dekom-
poziciju unije grupa u traku grupa. Od radova iz oblasti Proucavanja varijeteta polugrupa,
vezano za ove probleme, pomenuéemo rad V.V .Rasina,[76], u kome su razmatranj varijeteti
koji se sastoje iz traka grupa, dok se neki rezultati mogu naéi i u ekspozitornom ¢lanku
L.N.Sevrina i E.V.Suhanova,[92] (strana 22).

U narednim razmatranjima é¢emo posmatrati istotipni identitet

(1) w(x, 22,...,25) = v(21,22,...,%,)
nad alfabetom A4,, n > 2.

IV 2.1. DEFINICIJA. Nekaje (1) identitet za koji je

i(“) = 7(U) =ZTr(1)Tx(2)-- - Tx(n)
za neku permutaciju 7 skupa {1,2,...,n}. Za ke {,2,...,n~ 1} demo sa up =

le(u) (vi = li(v)) obelezavati najveci levi rez reci u (v) koji sadrzi tacno k slova (.
najvedi levi rez koji ne sadrzi slovo Tr(k+1)). Jasno je da je

U = 'U.k(ﬂ},r(‘]), s vxn(k)) » Uk = vk(x‘lr(l)v .. axvr(k)) .

Za ke{l,2,...,n-1} i t € {1,...,k} éemo koristiti oznaku

lk,i = ||~T1r(-i)|u,, - I*":x(i)|vg| .

IV 2.2. DEFINICIJA. Levom karakteristikom identiteta (1) nazivamo broj 1
odredjen sa:

(1) =1, akoje (1) identitet sa levim izvrtanjem;

(i) 1 je najvedi zajednicki delitelj brojeva

(2) Pli, kE{L,2,...n—1},i€{1,... k),
gde su brojevi i ; definisani kao u IV 2.1. ; p Je period identiteta (1), ako Je (1) bez
levog izvrtanja i bar jedan od brojeva iz (2) je razlicit od nule;

(iii) 1=0, akoje (1) bez levog izvrtanja i svi brojevi iz (2) su jednaki nuli.
Desnom karakteristikom identiteta (1) nazivamo levu karakteristiku identiteta @ = 5.

Pre nego sto predjemo na glavne rezultate ovog poglavlja, dokazaéemo niz pomoénih
tvrdjenja.
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IV 2.3. LEMA. Nekaje (1) neperiodicni identitet. Tada svaka komutativna grupa
zadovoljava (1).

DOKAZ: Nekaje G proizvoljna komutativna grupa koja zadovoljava (1) i neka
je F:A}r — G proizvoljni homomorfizam. Kako je (1) neperiodican, to je

I:L'iln = lmilv
zasve 1 € {1,2,...,n}, paje

F(u) = (F(.’ltl ))'I‘ lu (F(mz))l:‘?l“ . (F(mn))iznlu
= (F(xy)) o (F(a))#2le - (F(za))P 1t
= F(v) .

Prema tome, G zadovoljava (1). 1

IV 2.4. LEMA. Neka (1) jeste periodicni identitet perioda p i neka S jeste
proizvoljna polugrupa koja zadovoljava (1). Tada S jeste periodicna i period svakog
elementa iz S deli p.

DOKAZ: Prema Propoziciji 1. imamo da S jeste periodi¢na polugrupa. Neka je
a€ S element perioda p(a). Tada postoji m€ Ztie€ E(S) tako daje a™ = e. Neka
je i€{1,2,...,n} takav da vazi (10) i neka je F: A} — S homomorfizam odredjen sa

F(z;)=a , F(zj)=e zaj€ {1,2,...,n},5 #.
Kako je F(u) = F(v), to dobijamo da je
g Tl — egltile — egl®ile = gmtlEily,
odakle dobijamo da
pla)] (m + |xilu = m = |zilo) = lzile — |zilo.

Prema tome, p(a) deli sve brojeve iz (3) koji su razliciti od nule, odakle dobijamo da
pla) deli p.

IV 2.5. LEMA. Nekaje (1) periodicni identitet perioda p. Tada svaka ciklicna
grupa &iji red deli p zadovoljava (1).

DOKAZ: Nekaje G =<a > ciklitna grupa reda |G| =d takva da d | p. Neka
je F:Af — G proizvoljni homomorfizam. Kako

d|p|lzils—lzilo
zasve 1 € {1,2,...,n}, toimamo da je
(F(n'i))lx*l“ — (F(mi))!x"l"
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zasve 1€ {1,2,...,n}. Kako je G komutativna, to je

F(u) = (F(e1))=le(F(zp))l#2le .. (F(z,))l2nle
= (F(@))ol (F(zp))lm2b - (F(a,))lenle
= F(v).

Prema tome, G zadovoljava (1). 1

IV 2.6. LEMA. Neka Je (1) identitet leve karakteristike I = (. Tada polugrupa
LZ(d) zadovoljava (1) za svaki de Zt, d>2.

DOKAZ: Kakoje | =0, toimamo da je (1) identitet bez izvrtanja. Ne umanjujuéi
opstost dokaza, mozemo uzeti da je

(u) =i(v) =z129...2, .
Neka je F: A} — LZ(d) proizvoljni homomorfizam.
Uzmimo da je F(z;) €< a > za svaki z; € An.  Kako je identitet (1), po
pretpostavci, neperiodiéan, to prema IV 2.3. dobijamo da je F(u) = F(v).
Neka postoji z; € 4, tako da F(z;) ¢<a>, inekaje k€ {1,...,n} najmanji
broj za koji F(zr) €< a >. Ako je k=1, tada dobijamo da je
F(u) = F(z,) = F(v) .
Uzmimo da je k > 2. Kako je
U = Ug—y (zl IR | ):l:kul y V= vk-—l(mla o 1mk-l)mkvl ’
1iz 1 =0 sledi da je identitet
Uk—1 ("L'l 1o 1$k—l) = vk—l(zl) re amk*l)
neperiodi€an, to prema IV 2.3. dobijamo da je
Fuk—1) = F(vg-1) ,
pa je

F(u) = F(up_y)F(zx)F(u')
= Fug_,)F(z})
= Fvg—1)F(zy)
= F(vi_y)F(z)F(v")
= F(v) .

Prema tome, LZ(d) zadovoljava (1). n
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IV 2.7. LEMA. Nekaje (1) identitet leve karakteristike 1> 2. Tada polugrupa
LZ(l) zadovoljava (1).

DOKAZ: Kakoje 1> 2, toimamo da je (1) identitet bez levog izvrtanja. Ne
umanjujuéi opstost dokaza, mozemo uzeti da je

i(u) = 1(v) = 21%2.. . Zn -

Neka je F': Af — LZ(l) proizvoljni homomorfizam.

Uzmimo da je F(z;) €< a> zasvaki z; € An. Ako je identitet (1) neperiodican
i < a> je komutativna grupa, to prema IV 2.3. dobijamo da < a > u =v, pa je
F(u) = F(v). Nekaje (1) periodiéni identitet perioda p. Kako je < a > grupareda
| ikako []p, topremalIV 2.5. dobijamo da <a Sku=v, paje Flu)= F(v).

Neka postoji z; € Ap tako da F(z;) < a>, inekaje k€ {1,...,n} najmanji
broj za koji F(z) ¢<a>. Akoje k=1, tada dobijamo da je

F(u) = F(z,) = F(v) .
Uzmimo da je k> 2. Imamo da je

u = uk_l(arl,...,.zrk_l):cku' , V= vk..l(xl,...,xk_l):vkv' .

Ako je identitet

uk—l(mh cee awk—l) = vk—l(xlv R )xk—l)
neperiodican, to prema IV 2.3. dobijamo da < a >k ug-1 = Vk-1, paje F(ug-1) =
F(vk—1). Uzmimo da je identitet up—1 = vk—1 periodi¢an. Tada prema definiciji leve
karakteristike identiteta (1) imamo da [ deli period identiteta ur_i = vk-1, paprema

IV 2.5. dobijamo da < a > ug_y = vk—1, paje F(ug—, = vk—1). Prema tome, imamo
da je

F(u) = F(ug-1)F(zx)F(u")
= F(ug-1)F(z)
= F(vp-1)F(zk)
= F(vg-1)F(zx)F(v")
= F(v) .

Dakle, LZ(d) zadovoljava (1).

Sledeéi rezultat je glavni rezultat ovog poglavija i opisuje identitete koji indukuju
dekompoziciju m-regularnih polugrupa u traku nil-ekstenzija grupa.
IV 2.8. TEOREMA. Sledeéi uslovi za identitet (1) su ekvivalentni:
(i) (1) je 7R (GoN)o B-identitet;
(ii) polugrupe Ba, L3, Rsp, LZ(d) i RZ(d) za d € Z*, d > 2, nezadovoljavaju
(1);
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(i) (1) je 7R>(CS * N)o S-identitet leve j desne karakteristke 1.

DOKAZ: (i) = (). Sledi neposredno.

(1) = (iii). Sledi prema IV 1.8., IV 2.6. i IV 2.7,

(44¢) = (¢). Neka vazi (#7) i neka je S proizvoljna m-regularna polugrupa
koja zadovoljava (1). Tada S jeste polumreza Y polugrupa S,, a € Y, koje su
pravougaone trake 7-grupa. Neka su a,b € S proizvoljni elementi i neka je are, b f za
neke e, f € E(S). Tada imamo da Je ab€ S, zaneki a €Y. Nekaje S, pravougaona
traka I x A m-grupa Tix, 1 €I, A€ A, inekaza ic€ I, A€ A T;) jeste nil-ekstenzija
grupe G;) sa jedinicom e;y. Uzmimo da Je ab€T;) zaneke i€ I, A€ A. Tada za
svaki m € Zt postoji j,. € I tako da je

(3) a™beT; .

Zaista, neka je a™b € Tj,.u zaneke j, €I, p € A. Tadaimamo da je €;,.,a™mbeT; ,
i

ij I"arnb = ejm ,,.ij,,_arn—](lb € z-.'jmI’~"S":*1"‘i’\ g- TJm’\ :
Prema tome, imamo da je . = A, pa vaZi (3). Dokazademo da je
(4) ab 7 eb
1
(5) ebref .

Neka je h(u) # h(v). Tada prema IV 1.5. dobijamo da I x A- jeste desno nulta
traka, pa je |I| =1, tj. I={i}. Sada prema (3) dobijamo da je ab 7 a2b, pa prema
dokazu za II 3.5. dobijamo da vazi (4).

Neka je h(u) = h(v) i i(u) #i(v). Ne umanjujuéi opstost dokaza, mozemo uzeti da
je

(u) =z129...2, i i(v) = Tr(1)Tn(2) - - - Lx(n) »
za neku permutaciju 7 skupa {1,2,... ,n}. Nekaje k€ {2,...n} najmanji broj takav
daje m(k)# k. Tadaje 7(i) =i za i€ {I,...,k=1} i n(k) > k. Prema tome,

! Lo 1 n
u=u(zy,..., T )2ru ,v—v(xl,...,xk_l)x,,(k)v .

Neka je m = |u'| i r =|v'|. Nekaje g€ Z+ proizvoljni broj i neka je F; : At — §
homomorfizam odredjen sa

Fi(z))=«a za 1<i<k-1
Fl(.'l,'k) =b
Fi(z;) = a%b za k+1<:<n

Tadaiz Fi(u) = Fi(v) sledi da je
(6) a™be; = a"tIbd,
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za neke ¢1,d; € So. Prema (3) imamo da a™be T;y i a"t9b € Tin za neke 5,1 €L
Kako je

a™be € Tj,\C] C Tjg R

a™tibd; € Tindy € Ty

za neke £, € A, to prema (6) dobijamo daje j =1 Prema tome, imamo da je
(7) a™b 1 a"tIb

zasvaki g € Zt. Kakoje KD (u) # h2(v), toimamo da je R(2) £ 22 ili je h2(v) # 3.
Ne umanjuéi opitost dokaza, mozemo uzeti da je K (u) # 22. Tadaje hB(u) = 122,
pa je

u=mzzu” 1 v= a:ix,,(g)v”' ,
zaneki s € Z¥. Uzmimodaje s=1. Tadaiz h(®(u) # hD(v) sledi daje 7(2) # 2.
Neka je homomorfizam F; : AT — § odredjen sa

Fy(xy)=a
Fy(zq) =0
Fy(z;) = ab za 3<1<n

Tada iz Fp(u) = Fa(v) sledi da e
(11)02 = azbd'_)

za neke co,dy € Sy, pa na isti nacin kao u slu¢aju (6) dokazujemo da je ab T a*b,
odakle, prema dokazu za II 3.5., dobijamo da vazi (4). Uzmimo da je s = 2. Neka je
F3: AT - S homomorfizam odredjen sa

{F3(:c1) =a
F3(z;)=1b za -

X
IN
IN

N

Tada iz F3(u) = F3(v) sledidaje
abcs = a’bds

za neke c¢3,d3 € Sy, pa kao u sluéaju (6) dobijamo da je ab T a®b. Na isti naéin

dokazujemo da je
t41

'br(a)bra b,
za svaki t € Z1, to dobijamo da je
(8) ab ra’ b
za svaki t € Zt. Takodje, na isti na¢in dokazujemo da je

(9) a’b T (az)sl =

104



za svaki t € Z*. Nekaje t € Z+ broj takav da je s* > r i neka je so =st. Tada
prema (7),(8) i (9) dobijamo da je

ab 1 a’°b T a™b Ta®*°b 7 o%b .

Prema tome, dokazali smo da je ab Ta’b, pakao ull 3.5. dokazujemo da vaz; (4).
Neka je i(u) =i(v). Ne umanjujuéi opstost dokaza, mozemo uzeti da je

Hu) =i(v).=2,2,...2, .
U daljem radu éemo koristiti oznake iz IV 2.1.. Neka je
my,i = min{|e;],,, v, )}, 1<k<n—1 , 1<i<k.

Tada je :
max{[eilu,, [2iln} = mui+ i, 1<k<n—1,1<i <k.

Kako postoje r € Z*+ i ce G takvidaje e = ca”, to na isti nacin kao u dokazu za
(3), dokazujemo da za svaki m € Z+ postoji j, € I tako da je

(10) amebEij,\ .

Nekasu ke {1,...n -1} i i€ {1,...,k} proizvoljni elementi i neka je F: At 8
homomorfizam odredjen sa

F(a:,-):a
F(zj)=e za 1<7<k, j+#1
F(zj)=eb za k+1<j53<n

Tada iz F(u)= F(v) i Munnove leme sledi da je
al"ile ebe = ql=ilvk gpg

za neke c,d € S,, pa na isti nadin kao u sluéaju (6) dokazujemo da je
al¥lueep 1 gl=ilo g ,

odnosno

(11) a™kieh T a'kigM™eieh

Dokazimo da za svaki m € Z1 vazi

(12) a'a’eb T a’eb = a'a™eb T a™eb ,
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gde su s,t € 2. Zaista neka je a™eb € T;x i a‘a’eb,a’eb € Tin, zaneke j,l€l, i
neka je r € Zt broj takav daje r>s 1 a” € Ge. Tada je e = ca” zaneki ¢ € G,
pa je
a™ca™ *epna’eb = a™ca" " a’ebeqy
= a™ca"ebe;y = a™ebe;y

T ameb € Tjy ,
odakle dobijamo da je a™ca"*eix € Tjx, paje

ata™eb Tata™ebery = a™eatebey

=amca" " %a’

atebeu
= a™ca" " *epna’a’ed

€ T]‘,\T[,\ C Tjx .
Prema tome, vazi (12). Na isti nacin dokazujemo da

(13) a'a’eb T a®eb = a'ebr eb,

gdesu s,t€Zt. ,

Kako je h®(u) # hPD(v), to imamo da je AD(u) £ 22 ili A (v) # 22, Ne
umanjujuéi opstost dokaza, mozemo uzeti da je R(u) # z2, tj. daje h3(u) = z,7,.
Tada je jasno da je

w=z1ZTo%p 1 v=2TiT2V0,

za neke wug,vp € A;, q€ Zt, ¢>2 Nekaje H:A} — S homomorfizam odredjen sa
{ H(’L’]) =a
F(z;)=10 za 2<1<n
Tadaiz H(u)= H(v) sledida je

abecy = albdy

za neke ¢, dy € Sy, odakle dobijamo da je ab T a%b. Kako na isti nacin mozemo dokazati
da je

a?’br (a? )b = a?"'b ,
za svaki r € Z1, to dobijamo da je ab T a?'b zasve r€ ZT. Nekaje r € Zt broj
takav da a? € G. inekaje ¢, =¢". Tadaimamo da je

(14) ab T a%b .
Neka je p period identiteta (1). Nekaje (1) periodi¢niidentitet, tj. neka je p>1.
Kako su brojevi

P, lk,i ) kE{l,Q,...,n—l} > iE{l,...,k},
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uzajamno prosti, to postoje celi brojevi

S0, Ski, k€ {1,2,...,71—1} , 1L E {1,...,k} ,
takvi da je
sop+ X askilki =qo ,

gdeje A= {(k,d)|1<k<n-— 1, 1<:<k}, odakle dobijamo da je
(15) Yaskilki = qo (mod p) .

Primetimo da relacija (15) ostaje u vaznosti i ukoliko bilo koji od brojeva s ; zamenimo
bilo kojim brojem koji je sa njime kongruentan po modulu p. Prema tome, bez umanjenja
opstosti dokaza, mozemo uzeti da su brojevi s;; pozitivnii da su dovoljno veliki da vazi

(]_6) aZAask,ile €G, .

Kako je a® € @,, to prema (15),(16) iIV 2.4. dobijamo da je

a=ASkilki — afe .

Sa druge strane, prema (11),(12) i (13) dobijamo da je
eb T arkilkigh = q90eh = g90p 1 b .

Prema tome, vazi (4).
Uzmimo da je (1) neperiodiéni identitet, tj. daje p =0. Tada dobijamo da su
brojevi
i, ke{l,2,...,n=-1} , i€ {1,...,k},

uzajamno prosti, pa postoje celi brojevi
Skis k€{l,2,...,n—1}, i€ {1,...,k},

takvi da je

Saskilei=qo .

Neka je (m,j) € A proizvoljni par za kojije I, ;>1 inekaje B=A— {(m,5)}. Tada
imamo da je '

(17) YBskilki = qo (modlp ;) .

Jasno je da relacija (17) ostaje u vaznosti i ukoliko bilo koji od brojeva s, (k,i) € B,
zamenimo bilo kojim brojem koji je sa njime kongruentan po modulu Im,j. Prema tome,
bez umanjenja opstosti dokaza, mozemo uzeti da su brojevi si;, (k,i) € B pozitivni i da
su dovoljno veliki da vazi

Eskile: > qo -
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Tada prema (17) sledi da je
Lpskilki = qo + solm,j
za neki so € 2t U{0}. Sa druge strane, prema (11),(12) i (13) dobijamo da je
eb ra=Bokilkigh = glogolmieh |
Takodje, prema (11) i (13) dobijamo da je
a®olmieh 1 eb .
Uzmimo da je eb € Tjy za neki | € I. Tada imamo da je

aeppa®®lmieb = a° a*®'mi ebeyy,
T a®qa®'mieb

T eb € Tiy
odakle sledi da je a%e;y € Tj5. Prema tome, imamo da je

ab 1T a®b = a%eb 1 a¥ebe;y = a'epneb T eb.

Dakle, dobili smo da vazi (4).

Na isti naéin, koristeéi éinjenicu da je desna karakteristika identiteta (1) jednaka
jedinici, dokazujemo da vazi (5). Prema tome, 7 je kongruencija, pa S jeste traka
n-grupa. Dakle, vazi (z). 11

Sledeéim rezultatom opisujemo identitete koji indukuju dekompoziciju unija grupa u
traku grupa.

IV 2.9. TEOREMA. Sledeéi uslovi za identitet (1) su ekvivalentni:

(i) (1) je UG v G o B-identitet;

(ii) polugrupe LZ(d) i RZ(d), za d € Z%, d> 2, ne zadovoljavaju (1);
(iii) (1) je leve i desne karakteristike 1.

DOKAZ: (1) = (it). Sledi neposredno.

(i2) = (2i2). Sledi prema IV 2.6. 1 [V 2.7.

(111) = (i). Neka vazi (#7) ineka S jeste proizvoljna unija grupa koja zadovoljava
(1). Tada S jeste polumreza potpuno prostih polugrupa K,, @ €Y. Nekasu a,b €S
proizvoljni elementi, neka je a € G, 1 b € Gy, zaneke e, f € E(S), ineka je a™l
inverzni element elementa. Dokazacemo da je

(18) ab M eb
1
(19) ebHef .
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Neka je ab€ K,, zaneki o ¢ Y, ineka K, Jeste pravougaona traka [ x A grupa
H;) sa jedinicama eir, 1€ IL,A € A, Uzmimo da je eb € H;\, zaneke i ¢ I\ e A.
Tada se lako dokazuje da za svaki e € G, postoji j €I tako da je

(20) cb € Hj, .

Neka je h(u) # h(v). Tada I x A jeste desno nulta traka, pa je I = {¢}, odakle
sledi da vazi (18).

Neka je h(u) = h(v) i (u) #i(v). Ne umanjuéi opstost dokaza, mozemo uzeti da,
je
i(u) =T1Ty...2, 1 2('0) =:l?,r(1):l:,r(r_;)...1‘.,,(n) N
za neku permutaciju 7 skupa {1,2,...,n}. Neka je k€ {2,...,n} najmanji broj za
koji je w(k)# k. Tadaje n(k)> k i

u=u'(z),... YTz 1 p = v'(zy,... Th=1)Tn(r)v" .

Neka je m = |[v/[, r = |v'| i neka je F:AY S homomorfizam odredjen sa

F(zi)=ua za 1<:<k-1
F(zi) = (a=)yp .
F(z;) = (a"")—1p za k+1<i<n

Tada iz F(u) = F(v) sledi da je
ebc = a™(a"1)"pe = a"(a™)""1bd = abd

za neke c,d € K,, odakle, koristeéi (20), dobijamo da vazi (18).
Neka je i(u) =i(v). Ne umanjujuéi opstost dokaza, mozemo uzeti da je

W(u) =i(v) = 2y29...2, .
U daljem radu éemo koristiti oznake iz IV 2.1.. Neka je
Mg = min{|eil, il ), 1Sk<n-1,1<i<k.

Tada je
max{l.’l:,'luk, I-’l’ilvk} =My, + lk,i ) 1 S k S n—1 ’ 1 S ? S k .

Nekasu ke {1,...n-1} i i ¢ {1,...,k} proizvoljni elementi i neka je H: AT - 8
homomorfizam odredjen sa

H(.’I:,) =a
H(zj)=e za 1<j<k j#i .
H(z;) = (a™!)meip za k+1<j<n
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Tada iz H(u) = H(v) sledi da je
atki M T ™kibey = a™k a” ™ bdy
za neke co,do € Kg, odakle, koristeéi (20), dobijamo da je
b Heb € Hjy .

Kako je
(z"‘"e.i)\eb = a"""b € H,‘,\ s

to dobijamo da je
(21) alk'ie,')‘ € H;, .
Na isti nacin, razmatrajudi element a™' umesto elementa a, dobijamo da je
(22) a"'kie;y € Hyy .
Sada, prema (21) i (22) dobijamo da je
(23) a’tilhies € Hiy
za svaki sk,i € Z. Kako su brojevi
p, i, ke{1,2,...,n=1}, i€ {1,...,k},
uzajamno prosti, to postoje celi brojevi
S0, Ski, k€{1,2,...,n=1},4€ {1,...,k},

takvi da je
sop+ Baskili =1,

gdeje A={(ki)|1<k<n-1,1<:<k }. Kako je a? =e, to dobijamo da je

a=a' =a*Pal a8 ilk,i = aBAaskilei

pa prema (23) dobijamo da je

ae;y = aZaskilki
= (a(a®™")) e
= M4(a®* ' e;n)

€ H;y .
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Prema tome, imamo da je
ab = aeb = ae;zeb € HizH;» C H;y .

Dakle, vazi (18). Na isti nagin, koristedi da je desna karakteristika identiteta (1) jednaka
jedinici, dokazujemo da vazi (19). Dakle, prema (18) i (19) dobijamo da vazi (). 1

IV 3. UG o N-IDENTITETI

Kao 3to je ranije veé receno, razni tipovi UG o N-identiteta su izuéavani u radovima,
E.J.Tullya,[103], gde je razmatran identitet ry =ymz", (m+n > 3), T.Tamure,[96], gde
Su razmatrani razni tipovi identiteta zy = f(z,9), (If(z,y) >3) i postavljeni poznati
Tamurini problemi, J .Gerharda,[40], u kome je razmatran identitet zy = (zy)*, (n >
2), Lee Sin-Mina,[82), S.Bogdanoviéa,[13), i G.Clarkea,[26], u kojima su resavani razni
slu¢ajevi Tamurinih problema, M.Petricha,[57], u kome je razmatran sistem identiteta
Tyz = zyzz = zzyz, M.Cirida i S.Bogdanoviéa,[34], u kome je razmatran sistem iden-
titeta T1Z3 ... Tpyy = (2213,‘2)(3:1.’1,‘3) “ee (:1:1:1:,,_,.1) = ($1$n+1)($2$n+1) N ($n$n+1), n 2
2, i S.Bogdanoviéa i B.Stamenkovi¢a,[23], u kome su razmatrani neki identitet] oblika
ZT1Z2...Tpg1 = F(zq, 29, ... »¥n41). Posebno je interesantan napred veé¢ pomenuti rad
G.Clarkea, u kome su opisani svi identiteti koji indukuju dekompoziciju u inflaciju unije
grupa. Osim toga, znagajni su i rezultati dati u radovima, M.S.Putchae i J.Weissglassa,
[72,74], koji se mogu primeniti u istrazivanju raznih polugrupovnih identiteta.

Analizom rezultata iz napred pomenutih radova, moze se primetiti da su razmatrani
samo identiteti koji indukuju dekompozicije u nilpotentne ekstenzije unije grupa. Identiteti
koji indukuju dekompozicije u nil-ekstenzije unije grupa koje nisu nilpotentne ekstenzije, -
do sada nisu posmatrane. Ovde ée biti opisani i takvi identiteti. U ovom poglavlju ée biti
opisani svi identiteti koji indukuju dekompozicije u nil-ekstenziju unije grupa u opstem
slu¢aju (Teorema IV 3.4.) i nekim specijalnim sluéajevima.

U ovom poglavlju éemo razmatrati istotipni identitet

(1) (T, Tay ..., 2,) =v(z),Z2,...,2,)
nad alfabetom A,, n > 2.

Pre dokazivanja glavnog rezultata ovog poglavlja, dokazaéemo nekoliko pomoénih
tvrdjenja.
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IV 3.1. LEMA. Polugrupa Cy, zadovoljava identitet (1) ako i samo ako je

2) T(u) = TI(v) -

DOKAZ: Neka polugrupa Ci, zadovoljava (1). Uzmimo da ne vazi (2), tj. da
je T(u) # I(v). Tadaimamo da postoji zx € II(u) —TI(v)UTI(v) — I(u). Ne umanjujuéi
opstost dokaza, mozemo uzeti da je = € T(u) — M(v), tj. daje

|$klu =1 1 |a:k|,, _>_ 2.
Neka je F': A;t — C11 homomorfizam odredjen sa
F(zi)=a 1 F(z)=¢ 72 T€ An —{zk} -

Tada dobijamo da je
F(u)=a#0=F(v),

pa dobijamo da Cj,; ne zadovoljava (1), §tojeu suprotnosti sa polaznom pretpostavkom.
Prema tome, vaZi (2).

Obrnuto, neka vazi (2). Uzmimo da je M(u) =T(v) = 0. Tada dobijamo da recl u
i v imajuu Cj,; raspodelu

e za valuaciju (e, €,...,€)
0 inace ,

odakle dobijamo da Ci: zadovoljava (1). Neka je II(u) = Ii(v) # § i neka je
F: A} — C1,1 proizvoljni homomorfizam. Tada dobijamo da je

a akoje |{z |z € M(u) A F(z) = a}| =1
Fluy=<( ¢ akoje F(z))=---=F(za)=c¢ = F(v) .
0 inace

Prema tome, Cp, zadovoljava (1). 1

IV 3.2. NAPOMENA. Prema dokazu Leme IV 3.1. lako dobijamo da je T(u) #
I(v) ako i samo ako postoji ak € c(u)(= c(v)) tako da je

IV 3.3. LEMA. Neka je u = 1L($1,$2,...,$n) € A} rec takva da je h(u) = z1.
Tada u nemau C;, raspodelu

(4)

{ e za valuaciju (e,e,...,€)

0 inae ,
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ako i samo ako je u oblika
u= 20 (s, .., 2,) .

U tom sluéaju u ima u Ci, raspodelu

a za valuaciju (a,e,...,e)
(5) e za valuaciju (e,e,...,e)
0 inace .

DOKAZ: Nekare¢ u nemau C1,2 raspodelu (4). Neka je u = z;w za neku re¢
w € A}, Uzmimo da z, | w. Nekaje F: AT - Ch,2 proizvoljni homomorfizam. Ako
postoji 1 € {1,2,...,n} tako da je F(a;) = 0, tada je jasno da je F(u) = 0. Uzmimo
daje F(z;) #0 zasve i€ {1,2,...,n}. Akoje F(z;)=¢e zasve ic {1,2,...,n},
tada je jasno da je F(u)=e. Uzmimo da postoji ¢ € {1,2,...,n} takoda je F(z;) = a.
Ako je F(z1) =e, tada dobijamo da Je F(u) =0, jer a| F(w). Na kraju, neka je
F(z;) = a. Kako imamo da 21 | w, to dobijamo da 0 = ¢2 | F(u), pa je, prema tome,
F(u) = 0. Dakle, dobili smo da re¢ u ima u C12 raspodelu (4), sto nije mogude.
Prema tome, imamo da =z, fw, paje

= zyu'(Te,...,2,) .

Obrnuto, ako je u = 2, u'(z9,...,2,), tada prema prethodno dokazanom lako dobi-
Jamoda u imau C;, raspodelu (5). &

Sledeéa teorema je glavni rezultat ovog poglavlja i opisuje identitete koji indukuju
dekompozicije u nil-ekstenzije unije grupa.
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IV 3.4. TEOREMA. Sledeéi uslovi za identitet (1) su ekvivalentni:

(i) (1) jeUG o N -identitet;

(ii) polugrupe Ci1, Ciz i C5.1 ne zadovoljavaju (1);

(iii) T(u) # I(v) 1 identitet (1) je p-ekvivalentan nekom identitetu jednog od
sledeéih oblika:

(Al) xlu,(l'g,...,l'n)=’UI($1’...,$n_1)IL‘n )

pri ¢emu re u'(zq,...,Tn) nije oblika u(Tg,...,Lna1)Tn 1166 V' (T1,...,Tn-1) DijE
oblika z1v"(z2,. .., Tn-1);

(A2) 210 (T2 oy Tae1)Ta = V' (21,22, -+, Ta)
pri éemu reé v'(z1, 22, . . ., Tx) Nije oblika 210" (3,...,2,) nitioblika v"'(z1,. .., ZTn-1)Zn

(A3) yu' (g, .., 2p) =0 (29,...,20)21 .

DOKAZ: (i) = (it). Sledi neposredno.

(ii) = (ii1). Neka vazi (i1). Tada prema IV 3.1. dobijamo da je II(u) # II(v).
Kako Ciz2 fFu=v, to dobijamo da jedna od re¢i uw 1 v nemau C,, raspodelu
(4). Ne umanjujuéi opstost dokaza, mozemo uzeti da to vazi za re¢ u. Osim toga, ne
umanjujuéi opstost dokaza, mozemo uzeti daje h(u)=z;. TadapremalIV 3.3. dobijamo
da je

u =z (T2,...,Tn). -

Sa druge strane, kako Cy; £« =v, to dobijamo da jedna od reci u i v nemau C3,
raspodelu

(6)

{ e za valuaciju (e,e,...,e)

0 inace .

Uszmimo da re¢ u nemau Cj, raspodelu (6). Ne umanjujuci opstost dokaza,
mozemo uzeti da je t(u) = z,. Tada prema dualu Leme IV 3.3. dobijamo da je

_ "
w=1z1u (T2,...,%n-1)Tn -
Ako je rec v oblika
o
v=1,0"(Tg,. ., Tn) ,

tada dobijamo da re¢i u i v imajuu Cip raspodelu (5), odakle dobijamo da je
Ci F u = v, Stomje moguée. Prema tome, v nije oblika zv"(zg,...,%n). Na
isti nacin, koristeéi dual Leme IV 3.3., dokazujemo da v nije oblika v"'(zy,..., Tp1)Tn-

Dakle, vazi (A2).
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Uzmimo da re¢ v nema u C3,1 raspodelu (6). Uzmimo da je t(v) = z;. Tada
prema dualu Leme IV 3.3. dobijamo da je v oblika

v=2"(Tz,...,2,)7; ,

odakle dobijamo (A3). Neka je t(v) # z;. Ne umanjujuéi opstost dokaza, mozemo uzeti
da je #(v) =z,. Tada prema dualu Leme IV 3.3. dobijamo da je v oblika

v=10'(zy,... yTn—1)Tq .

Takodje, imamo da re¢ v'(%1,...,2,_1) nije oblika 1v"(29,...,240,), jeru suprotnom
dobijamo dareti u i v imaju u C1,2 raspodelu (5), sto nije moguce. Na isti nacin,
koristeci dual Leme IV 3.3., dobijamo da re¢ u'(zs,...,2,) nijeoblika u(z3,..., ZTqey)Zp.
Prema tome, vazi (A1).

(#7i) = (i). Neka vazi (i) inekaje S polugrupa takva da S Eu=v Tada
prema (3) i prema Propoziciji IV 1.9. dobijamo da S jeste periodi¢na. Neka su a € S
1 e € E(S) proizvoljni elementi. Neka je =i € An slovo za koje vazi (3). Neka su
H,G: A} - S homomorfizmi odredjeni sa

H(zi)=ea i H(z;)=e¢ za J#71,
G(z;)=ae i G(z;)=e za j#i.
Tada je H(u)=H(v) i G(u)= G(v), odakle dobijamo da je

(7 zaneke I,m,p,q€ Z1 U {0},

. eae! = (ea)ke™

ePae = e¥(ae)*
gde je k = max{|z;|,, |zi|,}.

Uzmimo da je identitet (1) p-ekvivalentan nekom identjtetu oblika (A1l). Ne

umanjujuéi opStost dokaza mozemo uzeti da je identitet (1) upravo oblika (A1). Neka
su F,T: A} — S homomorfizmi odredjeni sa

F(z))=ae , Flz;)=e¢ za j#1,

T(zn)=ea , T(zj)=¢c za J #n.
Tada je F(u) = F(v)i T(u) = T(v), paimamo da je

— o9 fz1],
(8) { ae = ¢ (ac) za neke s,t€ Z* U {0}.

ea = (ea)l*nluw ¢t

Ako je s =0, tada dobijamo da re¢ V'(Z1,...,Zn-1)Tn polinje sa , pa prema (Al)
dobijamo da je |z;|, > 2, odakle sledi da je

ae = (ae)l®1lv € Gr(3) .
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Uzmimo da je s > 1. Tada, prema (8), dobijamo daje ae =eae , paprema (7)
sledi da je
ae = (ae)* € Gr(S) .

Na isti naéin pokazujemo da je

ea € Gr(S) .
Prema tome, imamo da je
9) S-E(S)UE(S)-S CGr(S).

Neka je identitet (1) p-ekvivalentan nekom identitetu oblika (A2). Ne umanjujuéi
opstost dokaza mozemo uzeti da je (1) upravo oblika (A2). Tada, na isti nacin kao u
prethodnom slucaju, dobijamo da je

— 3 ETYM;
(10) { ae = e*(ae)

ea = (ea)lFnle ¢!
Ako je s =0, tada prema (A2) dobijamo da je |21} > 2, paje
ae = (ae)™lv € Gr(S) .
Neka je s> 1. Tada, prema (10), dobijamo da je ae = eae, paprema (7) sledi da je
ae = (ae)* € Gr(S) .

zaneke s,t € 2T U{0}.

Na isti na¢in pokazujemo da je

ea € Gr(S) .

Prema tome, imamo da vazi (9).

Na kraju, neka je identitet (1) ekvivalentan nekom identitetu oblika (A3). Ne
umanjujuéi opitost dokaza mozemo uzeti da je (1) oblika (A3). Nekasu F,T: A}t — S
homomorfizmi odredjeni sa

F(z;)=ae , F(zj)=e¢ za j#1,
T(z,)=ea , T(zj)=e za j#1.
Tada je F(u)=F(v) i T(v)=T(v), paimamo da je
ae = eae = ea ,
pa prema (7) dobijamo da je
ae = ea = (ae)* = (ea)* € Gr(S) ,

odakle sledi da vazi (9).
Prema tome, u svim sluéajevima dobijamo da vazi (9), odakle sledi da je

(11) S-Gr(S)YUGr(S)-SC Gr(S) .

Dakle, Gr(S) jeideal polugrupe S, pa S jeste nil-ekstenzija unije grupa, tj. (1) jeste
UG o N-identitet. §

Naredna teorema opisuje identitete koji indukuju dekompozicije u nil-ekstenzije polu-
mreze levih grupa.
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IV 3.5. TEOREMA. Sledeéi uslovi za identitet (1) su ekvivalentni:
(1) (1) je (LG 0 8) o N-identitet;

(i) polugrupe Ci1, Ci2, Cay i Ry ne zadovoljavaju (1);

(iii) (1) jeste UG o N-identitet ; vaz;

(12) t(u) # t(v) .

DOKAZ: (i) = (i). Sledi naposredno.

(1) = (é1). Neka vazi (ii). Tada prema IV 3.4. dobijamo da (1) jeste UG o M-
identitet. Takodje je jasno da vazi (12) jer u suprotnom imamo da polugrupa R,
zadovoljava (1), sto nije moguée. Prema tome, vazi (z%2).

(7ii) = (i). Neka vazi (iii) ineka S jeste polugrupa takvada S = u =v. Tada
imamo da S jeste nil-ekstenzija unije grupa. K. Kako K F u = v, to prema IV
1.5. imamo da K jeste polumreza levih grupa. Prema tome, (1) jeste (LG 0S)oN-
identitet. J

Koristeéi prethodnu teoremu i tvrdjenje dualno njoj, dobijamo sledeéu posledicu:

IV 3.6. POSLEDICA. Sledeéi uslovi za identitet (1) su ekvivalentni:
1) (1) je (GoS)oN-identitet;

(ii) (1) je (GoS)* N-identitet;

(iii) polugrupe Ci1, Ci2, Cay, Ly i Ry ne zadovoljavaju (1);

(iv) (1) je UG o N-identitet i vaze slededi uslovi:

t(u) #t(v) 1 h(u)# h(v).

DOKAZ: Sledi prema Teoremi IV 3.5., njoj dualnoj teoremi i prema III 1.5. [ ]

Interesantna klasa identiteta su identitet; koji indukuju dekompoziciju u nil-ekstenziju
trake grupa. Takvi identiteti ée biti opisani u slede¢oj teoremi. Njen dokaz sledi neposredno
1zIV 3.4.11IV 2.9.

IV 3.7. TEOREMA. Sledeéi uslovi za identitet (1) su ekvivalentni:
(i) (1) je (G o B)o N-identitet;
(ii) polugrupe Ci,, Ciz2, Ca1, LZ(d) i RZ(d) za d€ Zt,d > 2, ne zadovoljavaju
(1);
(iii) (1) jeste UG o N-identitet leve i desne karakteristike 1.

DOKAZ: () = (i). Sledi neposredno.
(1) = (4id) i (iii) = (i). Sledi prema IV 3.4. ; IV 2.9, ]
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IV 4. UG * N-IDENTITETI

U uvodu prethodnog poglavlja je data primedba da su u svim dosadasnjim istraZi-
vanjima UG o N-identiteta razmatrani samo UG o Ny-identiteti. Druga stvar koju pri
analizi pomenutih radova mozemo primetiti je da su skoro sva ta istrazivanja usmerena
ka raznim tipovima inflacija unija grupa, tj. ka UG * N -identitetima. Razlog tome je
znacaj koje retrakcije, kao homomorfizmi, imaju u pogledu kompozicija polugrupa. Naime,
one predstavljaju veoma dobro sredstvo kojim, prilikom konstrukcija idealskih ekstenzija,
osim lakseg definisanja operacija, prenosimo i razne osobine polugrupa, narotito osobine
zadovoljenja identiteta. -

U ovom poglavlju ée biti opisani svi identiteti koji indukuju retraktivne nil-ekstenzije
unije grupa, sa raznim specijalnim slu¢ajevima, kao i identiteti koji indukuju n-nilpotentne
ekstenzije unije grupa.

U narednim razmatranjima ¢emo posmatrati istotipni identitet

(1) w(Ey, Ta, - Tn) = 0(T1,T2,. .-, Tn)
nad alfabetom A,, n > 2.

Sledeéa teorema je jedan od dvaju glavnih rezultata ovog poglavlja. U njoj opisujemo
identitete koji indukuju dekompozicije u retraktivne nil-ekstenzije unije grupa. Zanimljivo
je uporediti rezultate iz IV 4.1. sa rezultatima iz IV 1.8.

IV 4.1. TEOREMA. Slededi uslovi za identitet (1) su ekvivalentni:
(i) (1) je UG = N-identitet;

(ii) polugrupe Ci,, Ci2, C21, L3y i Rz, ne zadovoljavaju (1);
(iii) (1) je UG o N-identitet i vaZi:

(2) AD() £ 2P (w) i tP(u) # tB ().

DOKAZ: (i) = (it). Sledi neposredno.

(i) = (3i1). Nekavazi (ii). TadapremalV 3.4. sledi da (1) jeste UGoN -identitet.
Takodje, prema IV 1.7. i njenom dualu dobijamo da vazi (12), jer u suprotnom dobijamo
da jedna od polugrupa L3 i Rs; zadovoljava (1).

(iii) = (i). Neka vazi (#17) ineka S Jeste polugrupa koja zadovoljava (1). Jasno
je da S jeste nil-ekstenzija unije grupa K. Takodje, prema Teoremi II 2.3. sledi da
S jeste polumreza Y polugrupa S, €Y 12za svaki o €Y S, jeste nil-ekstenzija
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potpuno proste polugrupe K,. Nekasu a€ S j f € E(S) proizvoljni elementi i neka
je a™ €G, zaneke meZt | e E(S).

Prema Teoremi IV 3.4. imamo da je (1) p-ekvivalentan nekom identitetu oblika
(A1),(A2) ili (A3). Ne umanjujuéi opstost dokaza mozemo uzeti da je (1) oblika
(A1),(A2) ili (A3). Ako je (1) oblika (A3), tada prema Posledici IV 3.6. dobijamo
daje S uklasi 4G *N. Uzmimo da je (1) oblika (A1) ili (A2). Tada imamo da je

|z1]e =1 i h(2)(u) =212, zaneki k€ {2,3,...,n}.
Uzmimo da je A(v) # z;. Neka je F:A4}Y - S homomorfizam odredjen sa
F(z))=af |, F(z;)=f zaie {2,3,...,n} .
Kako je F(u)= F(v), to imamo da je
af = flaf)",
gde je r =|z,|,, odakle dobijamo da je af = faf pa se lako dobija da Je
a”f = (af)™ .
Kakoje af € K i K jeste unija periodiénih grupa, to je afH(af)™, gdeje M Greenova

-relacija na K. Prema tome, postoji c€ K tako da Je af =(af)™c=a™fc, odakle
dobijamo da je

(3) af =eaf .
Neka je h(v) =z;. Tada prema (2) dobijamo da je
P (v) =2} il AP(v) = 2,2, ,

za j € {2,3,...,n},j # k. Uzmimo, najpre, da je h®(v) = z2. Neka je F: At - §
homomorfizam odredjen sa

F(zy)=a , F(z;)=f zai € {2,3,...,n}.
Kako je F(u) = F(v), to dobijamo da je
af=a"fs zanekereZ* r>2isecS.

Sada se lako dobija da je
af = am(r_l)afsm ,

odakle dobijamo (3). Neka je A()(v) = 21%5, 28§ € {2,3,...,n},7 # k. Neka je
a € So,f € Sg zaneke a,8 €Y. Tada af € Kap 1 Kup jeste pravougaona traka
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Ix A grupa Hix,i€ LA EA. Nekaje af € H;x zaneke 1 € [,A € A 1neka e;\ jeste
jedinica u Hia. Neka je ae;x € Hj, za neke je€I,p€ A Tadaje

aeix = (aeix)ein € HijHix € Hjan

odakle sledi da je p = A, tj. aeix € Hja. Sa druge strane, ako je F' : A - S
homomorfizam odredjen sa

F(z1)=a , Flz)=f 1 F(z))=ein zal€{2,3,...,n},l#k,
tada iz F(u) = F(v) dobijamo da je
(4) afs; = ae;xs2 za neke sy,82 € Kop .

Kako je
afsy € HinKap C Hiy ,

zaneki n € A 1
aeins2 € HinKap € Hju

zaneki v €A, toprema (4) dobijamo da je +=7. Dakle,
aeix € Hix ,

odakle sledi da je .aei,\ = e;\ae;x Ppaje

a™e;x = (aen)™ .
Kako je afHae;zH(aein)™ to postoji s € H;x tako da je

af = (ae;x)"s =a"eirs ,

odakle dobijamo (3). Prema tome, u svim slucajevima vazi (3). Na dualan nacin,
koristeéi éinjenicu da je

(O () £ 1D (v),

dobijamo da je
(5) fa = fae.
Definisimo preslikavanje ¢ : S — T sa
¢(a) =ea ako o™ €G. zanekem € Z%Y,e€ E(S) .
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Neka su a,b € § proizvoljni elementi i neka o™ e G, bF e G § 1 (ab) € G, za neke
m,k,1€Z% i e fge E(S). Tada je

p(a)p(b) = eafb

=afb ( prema (3))

=abf ( prema Munnovoj lemi)
= gabf ( prema (3))

= gaebf ( prema (5))

= gaeb ( prema (5))

= gab ( prema (5))

= p(ab).

Dakle, ¢ je retrakcija, pa (1) jeste UG * M-identitet. ]

Sledecom teoremom opisujemo identitete koji indukuju dekompozicije u retraktivne
nil-ekstenzije polumreze levih grupa.

IV 4.2. TEOREMA. Sledeéi uslovi za identitet (1) su ekvivalentni:
(1) (1) je (LG oS)* N-identitet;

(i) polugrupe Ci1, Ci o, Cay, Ly, i Ry ne zadovoljavaju (1);
(iii) (1) je UG o N-identitet i vazi:

(6) ' A () # AP (v) | t(u) # t(v) .

DOKAZ: (i) = (ii). Sledi neposredno.

(1) = (4i). Sledi prema IV 3.5. i IV 1.7.

(117) = (i). Nekavazi (iii) ineka S Jeste proizvoljna polugrupa koja zadovoljava
identitet (1). Tada S jeste nil-ekstenzija unije grupa K i prema IV 1.5. sledi da K
jeste polumreza levih grupa. Nekasu a € S ; f € E(S) proizvoljni elementi i neka
je @™ €G, zaneke me 2t i ec E(S). Tada na isti nain kao u dokazu za IV 4.1.
dobijamo da je

af =eaf .
Sa druge strane, ne umanjujuéi opstost dokaza, mozemo uzeti da je (1) oblika (A1l),(A2)
ili (A3). Akoje (1) oblika (A3), tada prema IV 3.6. sledi da vazi (i). Uzmimo da je
(1) oblika (A1) ili (A42). Nekaje F: A} — S homomorfizam odredjen sa
F(za)=fa , F(z;)=f za z; € Ay — {2} .
Tadaiz F(u)= F(v) i (6) sledi da je
fa=(fa)"f,
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gde je T =|za|s, akoje (1) oblika (Al), odnosno r = |2n|u, akoje (1) oblika (A2).
Prema tome, lako dobijamo da je fa = faf, odakle sledi da je

fa™ = (fa)™ .

Kakoje fa€ K i K jeste unija periodi¢nih grupa, to je faH(fa)™, gdeje H Greenova
H-relacija na K. Prema tome, postoji ¢ € I tako da je fa=c(fa)™ = a™fc, odakle
dobijamo da je

fa= fae.

Sada na potpuno isti naéin kao u dokazu za IV 4.1. dobijamo da preslikavanje ¢ : S — T
definisano sa
@(a) =ea ako a™ € G, zanekeme Z%,e € E(S)

jeste retrakcija. Prema tome, vaZi (z)- 1

Sledeée interesantno tvrdjenje je dokazano u radu M.V.Sapira i E.V.Suhanova,[80], 1
ovde ée nam posluZiti kao pomoéno tvrdjenje.

IV 4.3. LEMA [80]. Za svaku nil-polugrupu @Q koja zadovoljava identitet
T1T2...Tp =W,
gde je |w| =2 n+1,je S™ = {0}.

Sledeée tvrdjenje je drugi veoma vazan rezultat iz ovog poglavlja i opisuje identitete
koji indukuju dekompozicije u k-nilpotentne ekstenzije unije grupa.

IV 4.4. TEOREMA. Nekaje k € Z*. Tada su sledeci uslovi za identitet (1)
ekvivalentni:
(i) (1) je UG o Ni-identitet;
(ii) polugrupe Cy,, Ci2, Ca3, DN 1 Nyt ne zadovoljavaju (1);
(iii) n<k+1 1 (1) je oblika

(7) T1T2...Tp =W,

gde je w re¢ duzine |w| > n+ 1 koja nije oblika =z w'(z2,...,2,) niti oblika
w"(z1,...,Tn=1)Tn.

DOKAZ: (i) = (i2). Sledi neposredno.

(it) = (iti). Neka vazi (i1). Tada prema IV 3.4. dobijamo da (1) jeste UG oN-
identitet. Ako je

M(u) #c(u) i I(v) #c(v),

tada je jasno da je

F(u) = 0= F(v)
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za svaki homomorfizam F : Al — Dy, odakle sledi da Dy zadovoljava
suprotnosti sa (ii). Prema tome, imamo da je

I(u) =c(u) ili Mw)= c(v) .

Ne umanjuéi opstost dokaza, mozemo uzeti da. Je I(u) = c(u). Takodje, ne umanjujuéi
opstost dokaza, mozemo uzeti da je

(1), Stojeu

U=T,Ty...Z, .
Prema tome, identitet (1) je p-ekvivalentan identitetu oblika
T1Te ... Zp =w ,
pa prema dokazu za IV 3.4. dobijamo da je Jwl >n+1 (1. postoji z; € A, tako da je
|zilw > 2) ida w nije oblika x1w'(2s,...,2,) niti oblika w'(z1,...,2p1)T,.
Akoje n >k +2, tada za proizvoljni homomorfizam F : At — Niyy vazi
{F(“) = F(21)F(z2) - F(z3) € (Nig)® = {0},
F(w) € (Ngyy)ll = {0},
jer je |w| > k+2, odakle dobijamo da Niy1 zadovoljava (1), sto je u suprotnosti sa
(#3). Prema tome, mora biti n < k + 1.
(#17) = (i). Neka vazi (iii). Ne umanjujuéi opstost dokaza, mozemo uzeti da je
(1) oblika (7). Neka S jeste proizvoljna polugrupa koja zadovoljava (1). Tada prema
IV 3.4. dobijamo da S jeste nil-ekstenzija unije grupa K. Neka je @ =5/k. Tada

Je jasno da @ zadovoljava (1), pa prema IV 4.3. sledi da je Q" = {0}, pa Q € MN;.
Prema tome, vazi (i). 1

IV 5. IDENTITETI NAD ALFABETOM A2

U ovom poglavlju se daje opis A o S-identiteta nad alfabetom A,, vizuelno jednos-
tavniji od onog uIV 1.2.. Kao posebno interesantan, spomenucemo rezultat dat Teoremom
IV 5.2., koji opisuje sve LA o S-identitete nad alfabetom A;. Kao sto je napred ve¢é
receno, problem opisivanja £.A4 o S-identiteta nad alfabetom An, n > 3, uopitem sluéaju
nije resen.

U narednim razmatranjima éemo posmatrati istotipni identitet

(1) w(z,y) = v(z,y)

nad alfabetom A,.

Sledeca teorema daje vizuelano jasni Ji opis dvoslovnih identiteta koji indukuju dekom-
pozicije u polumrezu Arhimedovih polugrupa, od onog iz IV 1.2.
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IV 5.1. TEOREMA. Identitet (1) je AoS-identitet ako i samo je p-ekvivalentan
identitetu jednog od sledecih oblika:
(Al) zy=w,
gde je w rec razlicita od zvy;
(42) ()t =,
gdeje ke Zt,k>2 ire¢ w nije oblika (xy)™,m € Z7;
(A3) (zy)kz = w,
gdeje k€ Z* ired w nije oblika (zy)™z,m € ZF;
(A4) zyF =w,
gdeje k€ Z¥,k>2 ire¢ w nijeoblika zy™ mé€ AR
(A5) zFy=n,
gdeje ke Zt,k>2 ire¢ w nijeoblika z™y,m¢€ Z7r.
DOKAZ: Neka (1) jeste Ao S-identitet. Tada prema Teoremi IV 1.2. dobijamo
da postoji homomorfizam T : A} — A takav da vaii jedan od uslova (A1) ili

(A2) Teoreme IV 1.2.. Ne umanjujuéi opstost dokaza, mozemo uzeti da je identicka
permutacija. Tada imamo da je '

(2) T(u) ¢ Co
(3.) (T(x),T(v)) ¢ 9

Ne umanjijuéi opétost dokaza, mozemo uzeti da rec u poéinje slovom z, pa je jasno
da vazi

(4) xy | u .

Uzmimo da
2t y? |

Tada je jasno da
T(z), T(y) € Cap ili T(z),T(y) € Cha,

jer u suprotnom dobijamo da je T(u) € Co, sto je u suprotnosti sa (2). Medjutim, tada
imamo da je

T(u), T(v) € Cap ili T(u),T(v) € Cba,

5to je u suprotnosti sa (3). Prema tome, rec u ne sadrzi bar jednu od reéi z? i yZ.

Uzmimo da
: 22 fu i oy

Tada je jasno da je T(y) € CapUClq, Jer usuprotnom dobijamo da ne vazi (2). Uzmimo

daje T(y) € Cap. Neka yz | u. Prema (2) dobijamo da je T(z) € CapU C,, dok

prema (4) i(2) dobijamo da je T(x) € CapUCh, odakle sledi da je T(z) € C4p. Prema

tome, imamo da je

T(v),T(v) € Cas,
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sto je u suprotnosti sa (3). Prema tome,

yz fu,
pa je
(5) u=zy* ke zt k>

Na isti natin dokazujeo sluéaj kada je T(y) € Cya.
Ako vazi da
2

¥ lu ioy? fu,

tada na slican naéin dokazijemo da je
(6) w=z'y, kez* k>2

Na kraju, neka vazi
22 fu i ¥ fu

Tada je jasno da je

(7) u=(zy)*, ke 2™,
ili

(8) | u=(ay)c, ke 2+,

Uzmimo da vazi (5). Ako je v = zy™, zaneki m € Zt, m > 2, tada se lako
proverava da B, = u = v, §to nije moguce. Ako je v =zy, tada dobijamo da vazi (A1).
Preostali slu¢ajevi povlage da vazi (A4).

Uzmimo da vazi (6). Tada, kao u prethodnom sluaju dokazujemo da vazi (A1) ili
(A5).

Neka vazi (7). Akoje k=1, tada dobijamo da je v # zy (jer u suprotnom sledi da
B; = u = v), odakle dobijamo da vazi (A1l). Uzmimodaje k> 2. Ako Je v = (zy)™,
zaneki m € Zt, m > 2, tada se alko proverava da B; |=u = v, $to nije moguce. Ako
je v =zy, tada dobijamo da vazi (A1). Preostali slu¢ajevi povlace da vazi (A2).

Na kraju, neka vazi (8). Akoje v = (2y)™z, zaneki m € Z+, tada se lako
proverava da B; |= u = v, §to nije moguée. Prema tome, vazi (A3).

Obrnuto, neka je identitet (1) p-ekvivalentan identitetu Jednog od oblika (A1), (A2),
(43), (A4) ili (45). Ne umanjujuéi opstost dokaza, moZemo uzeti da je (1) jednog od
oblika (A1), (A2), (A43), (44) il (A5).

Ako je (1) oblika (A42) ili (A3), tada prema Teoremi IV 1.2. dobijamo da (1)
jeste A o S-identitet.

Neka je (1) oblika (A1), tj. u = 2y, v =w. Tadaje v # 2y, odakledobijamo da

2 v ili y?|v il yz | v.
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Ako z?|v ili y?|v, tada neposredno dobijamo da vaZzi uslov (iv) Teoreme IV 1.2..
Uzmimo da yz |v. Neka T jeste endomorfizam polugrupe A7 odredjen preslikavanjem

©) (zx)

alfabeta A,. Tada imamo da je T(u) =2y 1 2% | T(v), pa vaz uslov (iv) Teoreme IV
1.2.. Prema tome, (1) je Ao S-identitet.

Neka je (1) oblika (A44), tj. u= ay*, k€ Zt, k>2 1 v=w. Akoje v=uzy,
tada kao u prethodnom slu¢aju dokazujemo da (1) jeste Ao S-identitet. Uzmimo da je
v # zy. Prema (44) dobijamo da

2 v il yx|v.

Neka T jeste endomorfizam polugrupe A;’ odredjen preslikavanjem (9). Tada je jasno
da T(u) = z(yz)* = (zy)fy i 2% | T(v), pa vaii uslov (1) Teoreme IV 1.2.. Prema
tome, (1) je AoS-identitet. Na slican naéin dokazujemo slucaj kada je (1) oblika (A5).

Dakle, svaki identitet p-ekvivalentan nekom identitetu oblika (A1), (A2), (43), (44)
ili (A5) je Ao S-identitet. Il

Sledeée tvrdjenje je najinteresantniji rezultat ovog poglavlja, i opisuje dvoslovne iden-
titete koji indukuju dekompozicije u polumreZe levo Arhimedovih polugrupa.
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IV 5.2. TEOREMA. Slededi uslovi za identitet (1) su ekvivalentni:
(1) (1) je LAoS-identitet:

(ii) polugurpe B, i R, ne zadovoljavaju (1);

(iii) (1) je Ao S-identitet i vazi

) # 4(v) ;

(iv) (1) je p-ekvivalentan identitetu Jednog od sledeéih oblika:

(B1) (zy)* = wa;
(B2)  (zy)fz = wy;
(B3) zy* =wz;
(B4) z*y = wa;
za neki k € Z* inekuret we A};

DOKAZ: (i) = (it)i (i1) = (4ii). Sledi neposredno.

(#7) = (4v). Neka vasi (¢2). Prema Teoremi IV 5.1. dobijamo da je (1) p-
ekvivalentan nekom identitetu oblika (A1), (A2), (A3), (A4) ili (A45). Ne umanjujuéi
opstost dokaza, mozemo uzeti da je (1) jednog od oblika (A1),(A42), (A43), (A4) ili (A45).
Ako je t(u) = t(v), tada imamo da svaka polugrupa desnih nula zadovljava (1), sto nije
mogudée. Prema tome, imamo da je

) # t(v),
odakle dobijamo da vazi jedan od uslova (B1), (B2), (B3) ili (B4).
(iv) = (i). Neka vazi (iv). Uzmimo da je (1) jednog od oblika (B1), (B2),
(B3) ili (B4) (to mozemo uzeti bez umanjenja opstosti dokaza). Neka je S prooizvoljna

polugrupa koja zadovoljava (1), inekasu a,be S proizvoljni element;i.
Uzmimo da je (1) oblika (B1). Neka je F:A¥ — S homomorfizam odredjen

preslikavanjem
z y
a b/

Tada je T(u) = T(v), pa dobijamo da je
(10) (ab)™ € Sa,

zaneki me Zt.
Uzmimo da je (1) oblika (B2). Neka je F: A} — S homomorfizam odredjen

preslikavanjem
z y
b a)’
Tada je T(u) =T(v), pa dobijamo da je
(ba)*b € Sa,
odakle dobijamo (10).
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Uzmimo da je (1) oblika (B4). Neka je F : AT — S homomorfizam odredjen

preslikavanjem
z Yy
ba b))’

Tada je T(u)=T(v), pa dobijamo da je
(ba)*b € Sba C Sa,

odakle dobijamo (10).
Uzmimo da je (1) oblika (B3). Neka (1) nije periodiéni identitet. Tada, prema
Teoremi IV 5.1. dobijamo da je
v =y,

pa se, permutacijom slova, ovaj slucaj svodi na prethodni. Uzmimo da (1) jeste periodi¢ni
identitet. Tada, prema Teoremi IV 1.3. dobijamo da S jeste GV-poligrupa. Neka
su e, f € E(S) proizvoljni clementi. Neka je F : AT — S homomorfizam odredjen

preslikavanjem
z Yy
e )
Tada je T(u) = T(v), pa dobijamo da je
ef € Se,

odakle dobijamo da je ef = efe, pa prema Teoremi IV 2.10. dobijamo da S jeste
polumreza levo Arhimedovih polugrupa.

Dakle, dokazali smo da vazi (10), pa prema Teoremi II 1.3. dobijamo da S jeste
polumreza levo Arhimedovih polugrupa. Prema tome, vazi (7). i

Iz IV 5.2. i njemu dualnog tvrdjenja, neposredno sledi sledeée tvrdjenje.

IV 5.3. POSLEDICA. Slededi uslovi za identitet (1) su ekvivalentni:
(i) (1) je TAo S-identitet;

(ii) polugurpe Bz, L2 1 Rz ne zadovoljavaju (1);

(iii) (1) je Ao S-identitet i vazi

h(u) # h(v) 1 tu) #H(v);
(iv) (1) je p-ekvivalentan identitetu jednog od sledecih oblika:
(C1) (zy)* = ywz;
(C2) (zy)*z = ywy;
(C3) zy* = ywz;
(C4) zFy=yuwz;
zaneki k€ Z1 inekuret we€ A;;

DOKAZ: Sledi prema Teoremi IV 5.2. 1 njoj dualnom tvrdjenju.
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