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DEKOMPOZICIJE POLUGRUPA I IDENTITETI 

U ovoj disertaciji, bavimo se problemima traenih i idealskih dekompozicija polugrupa. 
Diserta.cija saddi eetiri glave. 

I UVODNI POJMOVI I REZULTATI 

II POLUMRE2E ARHIMEDOVIH POLUGRUPA 

III NIL-EKSTENZIJE REGULARNIH POLUGRUPA 

IV DEKOMPOZICIJE POLUGRUPA INDUKOVANE IDENTITETIMA 

U Glavi I dajemo definicije i rezultate potrebne u daljem radu. 
U Glavi II dajemo nove rezultate koji opisuju polumrae Arhimedovih polugrupa i 

karakterizacije raznih njihovih posebnih slueajeva, kao §to su polumre2e levo Arhimedovih i 

polumre2e t-Arhimedovih polugrupa, normalne trake t-Arhimedovih polugrupa, polumrae 
nil-ekstenzija levih i desnih grupa i raznih tipova traka nil-ekstenzija grupa. 

U Glavi III opisujemo polugrupe koje su nil-ekstenzije i retraktivne nil-ekstenzije 
raznih tipova regularnih polugrupa. 

U Glavi IV opisujemo sve identitete koji indukuju dekompozicije u polumre'iu Arhime-

dovih polugrupa, polumre2u potpuno Arhimedovih polugrupa, traku nil-ekstenzija grupa, 

nil-ekstenziju unije grupa, nil-ekstenziju trake grupa, retraktivnu nil-ekstenziju unije grupa 
itd. 

KLJUCNE RECI: Dekompozicija, idealska ekstenzija, traka, polumreia, Arhimedova 
polugrupa, unija grupa, nil-ekstenzija, retraktivna ekstenzija, identitet, varijetet. 
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DECOMPOSITIONS OF SEMIGROUPS AND IDENTITIES 

In this thesis we consider problems of band and ideal decompositions of semigroups. 

The thesis contains four chapters: 

I INTRODUCTORY NOTIONS AND RESULTS 

II SEMILATTICES OF ARCHIMEDEAN SEMIGROUPS 

III NIL-EXTENSIONS OF REGULAR SEMIGROUPS 
IV DECOMPOSITIONS OF SEMIGROUPS INDUCED BY IDENTITIES 

In Chapter I we give basic notions and results. 
In Chapter II we give new results which describe semilattices of archimedean semi-

groups in general and some special cases like semilattices of left archimedean and semilat-

tices of t-archimedean semigroups, normal bands of t-archimedean semigroups, semilattices 
of nil-extensions of left and right groups and several types of bands of nil-extensions of 

groups. 
In Chapter III we describe semigroups which are nil-extensions and retractive nil-

extensions of several types of regular semigroups. 
In Chapter IV we describe all identities which induce decompositions into a semilattice 

of archimedean semigroups„semilattice of completely archimedean semigroups, band of nil-

extensions of groups, nil-extension of a union of groups, nil-extension of a band of groups, 

retractive nil-extension of a union of groups etc. 

KEY WORDS: Decomposition, ideal extension, band, semilattice, archimedean semi-

group, union of groups, nil-extension, retractive extension., identity, variety. 
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UVOD 

Teorija plugrupa je aktuelna oblast matematike koja se razvija zadnjih '§ezdesetak 
godina. Sa jedne strane, Teorija polugrupa je nastala kao generalizacija nekih drugih 
matematiekih teorija, u prvom redu kao generalizacija Teorije grupa i Teorije prstena. Na 
taj naein su se u Teoriju polugrupa prenosili mnogi problemi iz Teorije grupa i Teorije 
prstena. Posebno je znaeajna primena Teorije polugrupa na proueavanje multiplikativnih 
polugrupa prestena. Pri tome treba napomenuti da je klasa svih polugrupa mnogo §ira od 
klase polugrupa koje mogu biti multiplikativne polugrupe nekog prstena, jer je poznato 
da poStoje polugrupe koje ne mogu biti multiplikativne polugrupe niti jednog prstena. Sa 
druge, strane, Teorija polugrupa se razvija i kao algebarska apstralccija kompozicije pres-
likavanja skupa i kao takva ima znakajnu primenu u mnogim oblastima matematike. Rezul-
tati Teorije polugrupa nalaze primenu u Funkcionalnoj analizi, Diferencijalnoj geometriji, 
Topolbgiji itd. U poslednje vreme se metode Teorije polugrupa intenzivno primenjuju u 
oblasti re§ava.nja diferencijalnih jednakina, sistema diferencijalnih jednaeina i u drugim 
oblastima Teorije diferencijalnih jednakina. Posebno je veliki uticaj Teorije polugrupa na 
TeorijU formalnih jezika i kodova i Algebarsku teoriju automata. 

Pbeetkom prou'eavanja Teorije polugrupa se smatra rad A.K.Su:sleviea iz 1928. godine, 
o konaenim prostim polugrupama. Sa naroeitim intenzitetom, Teorija polugrupa se razvija 
zadnjih decenija, o eemu svedoei. i desetak monografija iz ove oblasti. Kao najznaaajnije 
medju njima, mo'iemo izdvojiti: E.S.LJAPIN, Semigroups, Fizmatgiz, Moskow, 1960 (na 
Ruskotn); A.H.CLIFFORD AND G.B.PRESTON, The algebraic theory of semigroups, Amer. 
Math. Soc. Vol. I (1960), Vol II (1967); M.PETRICH, Introduction to semigroups, Mer-
ill, Co'umbus, Ohio, 1973; J.M.HowIE, An introduction to semigroup theory, Academic 
Press, London, 1976; M.PETRICH, Lectures in semigroups, Akademie Verlag, Berlin, 1977; 
G.LA4LEMENT, Semigroups and combinatorial applikations, J.Wiley Interscience, 1979; 
M.PETRICH, Inverse semigroups, J.Wiley Interscience, 1984; S.BOGDANOVIo, Semigroups 
with a system of subsemigvboups, Inst. of Math. Novi Sad, 1985; itd. Takodje, postoji 
specijalizovani easopis iz ove oblasti koji pod nazivom Semigroup Forum izdaje poznata 
izdavatka kuea Springer-Verlag. 

Centralni problem Op§te teorije polugrupa predstavlja problem opisivanja strukture 
polugrupa, dok su medju metodama za opisivanje strukture polugrupa najznakajnije de-
kompoZicije polugrupa. Taj metod se sastoji u razbijanju polugrupe nekom kongruenci-
jom, eime se problem opisivanja njene strukture svodi na dva problema. Prvi je opisivanje 
strukture svake od komponenti u toj dekompoziciji, a drugu je opisivanje veza koje pos-
toje izrnedju razlieitih komponenti, tj. izmedju elemenata iz razlieitih komponenti. Te 
veze su u velikoj meri odredjene strukturom faktor polugrupe koja odgovara toj dekom-
poziciji. Medjutim, kako je takva veza najeeMe suvu§e slaba za opisivanje nekih bogatijih 
struktura, to su u velikom broju slueajeva neophodne neke dodatne veze, koje se najeeke 
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uspostavljaju nekim sistemima preslikavanja, ponekad sistemima (parcijalnih) homomor-
fizama. Sto se tide opisivanja strukture komponenti, od posebnog znaeaja su dekompozi-
cije odredjenih "dobrih" osobina. Medju takvim dekompozicijama, istaai demo dva glavna 
tipa. Prvi tip su dekompozicije kod kojih svaka komponenta jeste podpolugrupa - to su 
treene dekompozicije i odgovarajuea faktor polugrupa je traka. Drugi tip su dekompozicije 
koje imaju komponentu koja je ideal - to su idealske dekompozicije, iii , kako ih obieno nazi-
vamo, idealske ekstenzije, a odgovarajuei faktor je polugrupa sa nulom. U slueaju idealskih 
dekompozicija, obieno posmatramo dekompozicije indukovane Reesovim kongruencijama, 
koje su najmanje kongruencije sa datim idealom kao klasom. 

Poeetak proueavanja traenih dekompozicija polugrupa predstavljaju radovi A.H. Clif-
forda iz 1941. i 1954. god.. Posle toga, torn problematikom su se bavili mnogi poznati 
autori, najvik R.Croisot, T.Tamura, N.Kimura, M.Yamada, M.Petrich, M.S.Putcha, u 
novije vreme L.N.Sevrin, J.L.Galbiati, M.L.Veronesi i S.Bogdanovie. Pailjivijom analizom 
rezultata dobijenih u tim istra2ivanjima, mo2a se primetiti da su posmatrane uglavnom 
polumre2e polugrupa. Jedan od razioga tome je i veliki znaeaj koje polumreine dekom-
pozicije imaju i za op§te traene dekompozicije, koji je posledica Cliffordovog rezultata 
da svaka tralca, polugrupa jeste polumreia pravougaonih traka polugrupa. Drugi Nra2an 
razlog velikog interesovanja za polumre2ne dekompozicije polugrupa je poznati Tamurin 
rezultat, po kome je svaku polugrupu moguee predstaviti kao polumre2u polumreino nera-
z1o2ivih polugrupa. Tim rezultatom je ukazano i na znaeaj proueavanja polumreino nera-
zlo2ivih polugrupa. Struktura tih polugrupa je jog uvek maglovita, ali postoje mnoge bolje 
proueene podklase klase polumreino nerazIo2ivih polugrupa. Naigira od tih podklasa su 
Arhimedove polugrupe. One su veoma vaina klasa polugrupa, koja obuhvata mnoge klase 
posebno znaeajnih polugrupa, kao §to su proste i potpuno proste polugrupe, nil-ekstenzije 
prostih i potpuno prostih polugrupa itd. Sve ovo §to je do sada reeeno naglas'ava znadaj 
izueavanja polumreia Arhimedovih polugrupa. Osim toga, moguee je primetiti da veeina do 
sada dobijenih rezultata iz oblasti polumre2nih dekompozicija spada u domen polumreia 
Arhimedovih polugrupa. Naprimer, to spadaju rezultati iz napred pomenutih istraivanja 
A.H.Clifforda, R.Croisota, T.Tamure i N.Kimure itd. Vise o polumreiama Arhimedovih 
polugrupa bide reeeno u narednim delovima ove disertacije. Ovde demo jo§ napomenuti 
da je potpunu karakterizaciju eitave ove klase polugrupa dao M.S.Putcha 1973. godine. 
Neke druge karakterizacije ovih polugrupa de biti date u prvom poglavlju druge glave ove 
disertacije. 

Idealske ekstenzije polugrupa, takodje je prvi poeeo da proueava A.H.Clifford, u svom 
radu iz 1950. god. Osim njega, problemima idealskih ekstenzija su se bavili M.Petrich, 
P.A.Grillet, L.M.Gluskin, L.N.Sevrin, M.Yamada i drugi. Medju raznim tipovima ide-
alskih ekstenzija, istaCi demo nekoliko najznaeajnijih. Prvi od njih su nil-ekstenzije, tj. 
idealske ekstenzije pomoeu nil-polugrupa. U okviru ovog tipa, dosta se proueavaju i nilpo-

tentne ekstenzije, tj. idealske ekstenzije pomoeu nilpotentnih polugrupa. Drugi veoma 
znaeajan tip idealskih ekstenzija su retraktivne ekstenzije, odnosno idealske ekstenzije 
odredjene parcijalnim homomorfizmima. Retrakcije, odnosno parcijalni homomorfizmi, 
su veoma dobro sredstvo kako za konstrukciju idealskih ekstenzija, tako i za prenoknje 
raznih polugrupovnih osobina kroz konstrukcije. Poeetak njihovog proueavanja je u knjizi 
A.H.Clifforda i G.B.Prestona 1960. godine i radovima M.Petricha iz 1966. i 1967. godine. 
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Dosta proueavane su inflacije polugrupa, tj. retraktivne ekstenzije pomoeu nilpotentnih 

polugrupa. 
U ovoj disertaciji Cern° se baviti proueavanjem traenih i idealskih dekompozicija polu-

grupa Preciznije, proueavaCemo dekompozicije u polumreiu Arhimedovih polugrupa i 
razne njihove posebne slueajeve, i nil-ekstenzije regularnih polugrupa, sa raznim njihovim 
poseb im slueajevima. Treba napomenuti da se u tim proueavanjima veoma Eesto dobri 

rezulatati postiai kombinacijom i jednih i drugih metoda - i traenih i idealskih dekom-
pozici a. Osim toga, uglavnom Cam razmatrati vezu koja postoji izmedju raznih tipova 

dekor4ozicija i nekih tipova algebarskih zakona. Neformalno, opisivanje polugrupa zakon-
ima takvog tipa nazivamo opisivanjem pomoeu elemenata i ideala (odnosno ideala, levih 
ideala, desnih ideala, bi-ideala). MoguCe je dati i formalnu definicija ovog tipa zakona, ali 
za to u ovoj disertaciji nema velike potrebe. 

Disertacija sadr2i eetiri glave. U Glavi I navodimo poznate definicije i tvrdjenja koja 

su nain neophodna za dalji rad. 

U Glavi II dajemo opise polugrupa koje se mogu razloiiti u polumreiu Arhimedovih 
polugrupa i razne posebne slueajeve istih. U poglavlju II 1. navodimo poznati rezultat 
M.S.Putchae i dajemo nove karakterizacije polumreia Arhimedovih polugrupa. Koristeei 
pojairt radikala, dajemo i neke nove opise za polumreie levo Arhimedovih i polumreie 
t-Arhimedovih polugrupa. Osim toga, dajemo opise za polumreie nil-ekstenzija prostih i 
polumreie nil-ekstenzija potpuno prostih polugrupa. Takodje, dajemo neke nove rezultate 
koji a tieu dekompozicija u traku t-Arhimedovih polugrupa. Naime, opisujemo normalne 
i levo normalne trake t-Arhimedovih polugrupa. U poglavlju II 2. navodimo osnovne 
•ezultate koji se odnose na dekompozicije u polumreiu potpuno Arhimedovih polugrupa. 
Takodje, dajemo nove rezultate koji opisuju polumreie nil-ekstenzija levih i desnih grupa 
i razne posebne tipove istih. U poglavljima II 3. i II 4. izueavamo polugrupe razloiive 
u traku nil-ekstenzija grupa. U II 3. razmatramo opSti i neke posebne slueajeve, kao 
§to su levo regularne, levo normalne i normalne trake 7r-grupa. U II 4. razmatramo 
dekoMpozicije u Redeievu traku nil-ekstenzija grupa, koje predstavljaju veoma znaeajan 
tip dekompozicija. 

U Glavi III se razmatrajue idealske i retraktivne ekstenzije raznih tipova regularnih 
polugrupa pomoeu raznih tipova nil-polugrupa. U III 1. se razmatra opSti slueaj, tj. 

polugrupe koje su nil-ekstenzije regularnih polugrupa. Daje se rezultat S.BogdanoviCa i 
M.6riea. iz [18], koji opisuje opRi slueaj i razmatraju razni posebni slueajevi, kao §to 
su nil-ekstenzije unije grupa, polumre2e levih i desnih grupa, polumrae grupa itd. U 
III 2, razmatraju se retraktivne nil-ekstenzije regularnih polugrupa i daje se njihov opis 
pomCa poddirektnih proizvoda. U III 3. se daju nove karakterizacije retraktivnih nil-
ekstenzija unije grupa i opisuju se mnogi specijalni slu'eajevi tih polugrupa. U poglavljima 
III 4. i III 5. razmatraju se se ratraktivne nil-ekstenzije trake grupa u op§tem i nekim 
specijalnim slueajevima, kao §to su retraktivne nil-ekstenzije levo regularnih, normalnih i 
levo normalnih traka grupa. 

U Glavi IV se razmatraju dekompozicije polugrupa indukovane polugrupovnim iden-
titetima. U IV 1. se razmatraju identiteti koji indukuju dekompozicije u polumreiu 
Arhiknedovih polugrupa, u op§tem i nekim specijalnim slueajevima, kao §to su, naprimer, 
dekompozicije ir-regularnih polugrupa u polumreiu potpuno Arhimedovih polugrupa. Kao 
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posledica pomenutih tvrdjenja daje se re§enje jednog problema L.N.Sevrina i E.V.Suha-
nova. U IV 2. opisujemo identitete koji indukuju dekompoziciju ir-regularnih polugrupa 
u traku nil-ekstenzija grupa i identitete koji indukuju dekompoziciju unije grupa u traku 
grupa. U IV 3. opisujemo identitete koji indukuju dekompoziciju u nil-ekstenziju unije 
grupa, kao i identitete koji indukuju dekompoziciju u nil-ekstenziju polugrupa nekih drugih 
tipova, kao §to su polumre2e levih grupa, polumre2e grupa i trake grupa. U IV 4. raz-
matramo identitete koji indukuju dekompoziciju u retraktivnu nil-ekstenziju unije grupa i 
identitete koji indukuju dekompozicije u n-nilpotentne ekstenzije unije grupa, dok u IV 5. 
opisujemo identitete nad dvoslovnim alfabetom koji indukuju dekompoziciju u polumreiu 
Arhimedovih polugrupa i identitete koji indukuju dekompozicije u polumre2u levo Arhime-
dovih polugrupa, odnosno u polumreiu t-Arhimedovih polugrupa. 

Na kraju bih se zahvalio Profesoru Stojanu Bogdanovieu, ne samo za pomo6 koju mi 
je pruzio pri izradi ove disertacije, veC i na celokupnoj §estogodi§njoj saradnji, koja kao 
plod donosi rezultate predstavljene u ovoj disertaciji. 
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GLAVA I 

UVODNI POJMOVI I REZULTATI 

U ovom poglavlju demo clati osnovne pojmove Teorije polugrupa i uvesti pojmove 
potrebne u daljem radu. Bide reei o nekim od najvainijih koncepata teorije polugrupa 
kao 'Sto su ideali i idealske ekstenzije, traene i polumre2ne dekompozicije, Arhimedove 
polugrupe i razne podklase istih, kao i razni tipovi regularnosti. 

I 1. OSNOVNI POJMOVI TEORIJE POLUGRUPA 

U ovom odeljku definisaeemo osnovne pojmove iz Teorije polugrupa. 

I 1.1. Neka su A 1 , A2 , ..., A, neprazni podskupovi polugrupe S. Tada je 

Al A2 • • • An  = {a i a2 • • • a n lai E Ai,1 < i < n}. 

Obieno neeemo praviti razliku izmedju elementa polugrupe S i jednoelanog skupa koji 
ga sadrzi. Tako demo, ako je A k = {a}, pisati A l  • • • Ak-iaAk+i • • - A. i, ako je A l  = 
A2 = = A., pisati An umesto Ai A9 • • • An. 

I 1.2. Neprazan podskup T polugrupe S je podpolugrupa od S ako je T2  C S. 
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I 1.3. Element a polugrupe S je 
nula od S ako je ax = xa = a za sve x E S; 

jedinica od S ako je ax = xa = x za sve x E S. 
ulu polugrupe obieno obeleiavamo sa 0 a jedinicu sa 1. Sa S 1  obeleiavamo 

polu upu koja je nastala na taj naeln §to smo polugrupi S pridruiili element 1 koji 

nije i S i dodefinisali operaciju tako da 1 bude jedinica u S 1 . Polugrupu S1  Cern° 

nazivati jedinienim proiirenjem polugrupe S. 

I 1.4. Polugrupa koja sadrii jedinicu je monoid .Monoid S sa jedinicom e je grupa 

ako za svaki element a E S postoji x E S tako da je ax = xa = e. Podgrupa polugrupe 

S je podpolugrupa od S koja. je grupa. 

I 1.5. Refleksivnu, antisimetrienu i tranzitivnu relaciju na skupu S nazivamo parci-

jalnir& uredjenjem na S i obieno oznaeavamo sa "<". 

I 1.6. Refleksivnu, simetrienu i tranzitivnu relaciju na skupu S nazivamo relacijom 

ekvivalencije na S . Relacija ekvivalencije p na polugrupi S je desna (leva) kongruencija 

na S ako za sve a, b, c E S iz apb sledi da je acpbc (capcb). Relacija p na polugrupi 

S je kongruencija na S ako p jeste desna i leva kongruencija. 

	

ko p jeste kongruencija na polugrupi S tada skup 	svih p-klasa sa multi- 

plika ijom datom sa (ap)(bp) = (ab)p jeste faktor polugrupa u odnosu na kongruenciju 

p. 

1.7. LEMA. Neka r i p jesu kongruencije na polugrupi S takve da je T C p. 

Definigimo relaciju 	sa 

(ar,br) E p 	(a,b) E p 

Tadao p/r  jeste kongruencija na S i 

(S IT ) ipiT S.'.-.' Si p  

11.8. Neka S i T jesu polugrupe. Preslikavanje 	S T je homomorfizam od 

S u T ako je cp(ab) = cp(a)cp(b) za sve a, b E S. Ako cp jeste jedan-jedan i na , tada 

cp jeSte izomorfizam ,kaiemo da su polugrupe S i T izomorfne i pikmo S T. 

#omomorfizam je monomorfizam ako je jedan-jedan,i epimorfizam ako je na. Izomor-

fizarp polugrupe na sebe je automorfizam. 

11.9. Element a polugrupe S je idempotent ako je a2  = a. Skup svih idempotenata 

polugrupe S oznaeavamo sa E(S). Polugrupa eiji su svi elementi idempotenti je traka. 

1.10. Komutativnu traku nazivamo polumreiom 

1.11. Polugrupa s je levo (desno) nulta traka ako je ab = a (ab = b) za sve 

a, b S. S je singularna traka ako S jeste iii levo iii desno nulta traka. 
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I 1.12. Neka su I i A neprazni skupovi. Na Dekartovom proizvodu S=IxA 
defini§imo operaciju sa: 

( 2: ) )(i, P) = (i, it), 

j E I, A, µ E A. Tada S sa tako definisanom multiplikacijom jeste traka koju nazivamo 
pravougaonom trakom .Ako je IA 1 = 1(111 = 1), tada S jeste levo (desno) nulta traka. 

I 1.13.TEOREMA. Sledeei uslovi za traku S su ekvivalentni: 
(i) S je pravougaona traka; 

(ii) S je direktan proizvod levo i desno nulte trake; 
(iii) (Va, b E S)ab = ba 	= b; 
(iv) (Va, b E S)aba = a; 
(v) (Va, b, c E S)abc = ac. 

I 1.14. Traka S je levo (desno) regularna ako je 

	

ax = axa 	( xa = axa ) 

za sve a, x E S. Traka S je levo (desno) normalna ako je 

	

axy = ayx 	( xya = yxa ) 

za sve a, x, y E S. Traka S je normalna ako je 

axya = ayxa 

za sve a, x, y E S. 

I 1.15. Neka S jeste polugrupa i E(S) 0. Relacija < definisana na E(S) sa: 

a < b ab = ba = a 

je parcijalno uredjenje na E(S) i nazivamo ga prirodnim uredjenjem na E(S). 
Traka u kojoj su svaka dva elementa uporediva , tj. a < b iii b < a za sve a, b, je 

lanac .Jasno je da svaki lanac jeste polumre2a. 

I 1.16. Idempotent e polugrupe S bez nule je primitivan ako je on minimalan u 
odnosu na parcijalno uredjenje na. E(S), tj. ako 

f = of = fe = f = e. 

Nenula idempotent e polugrupe sa nulom S je primitivan ako je minimalan u skupu 
svih nenula idempotenata polugrupe S. 

I 1.17. Ako je a element polugrupe S tada je 

< a >. {a, a2 , a3 , ...} 
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ciklicn podpolugrupa od S generisana elementom a. Kardinalni broj polugrupe < a > 

je red elementa a, u oznaci r(a). 

I 1.18. TEOREMA. Neka a jeste element polugrupe S. Tada je < a > ili 

izomo na aditivnoj polugrupi (Z+,+) svih pozitivnih celih brojeva ili postoje m, r E Z+ 

takvi a je a' = ar+7n i 
< a  >_ {a,a2 ,...,am+r-i} 

pri &Jim je r(a)=m+r-1 

ca 	tar , ar-FI , 	r+m-i} 

je ciklcna podgrupa od < a > reda M. 

111.19. Neka je a element polugrupe S kongnog reda. Period elementa a, u oznaci 

p(a), je red grupe C a  date u I 1.17. Jasno je da za m, n E Z+ takve da an, a m  E Ca 

iz P(a) m - n sledi da je am = an. 

Polugrupa S je periodiena ako svaki njen element jeste konadnog reda. S je 

perioiena ako i samo ako za svaki element iz S postoji neki njegov stepen koji je 

idem tent. 

' 	I 1.20. Neka S jeste polugrupa sa nulom. Element a E S je nilpotent ako postoji 

n E Z4" tako da je an = 0. Skup svih nilpotenata polugrupe S oznaeavamo sa Nil(S). 

Polugrupa S sa nulom 0 je nil-polugrupa ako je Nil(S) = S, tj. ako za svaki 

a E postoji n E Z+ tako da je an = 0. Ako je Sri = 0,n E Z+,n > 2, tada S 

jeste n-nilpotentna polugrupa .Najmanji broj n E Z+ takav da je Sn = 0 nazivamo 

klasoni nilpotentnosti polugrupe S. Polugrupa S je nilpotentna ako je n-nilpotentna za 

neki h E Z+. 

I 1.21. Neka A jeste neprazni podskup polugrupe S. Radikal skupa A je skup 

definilan sa: 

= Ix E S I (372 E Z+) x n  E A } . 

Ako je A ideal (levi, desni, bi- ), tada 	nazivamo radikalom ideala (levog , desnog, 

bi- )• 

  

I 1.22. Neka {Si} i€1 jeste familija polugrupa. Polugrupa S je poddirektan proizvod 

{Sai E/ polugrupa ako je S izomorfna podpolugrupi T direktnog proizvoda 
polugrupa za koju je iri(T) = Si, za svaki i E I, pri eemu sa ii 

oznaeavamo projekcioni homomorfizam iz IL E/Si na Si, i E I. 

I 1.23. Neka S jeste polugrupa sa nulom 0. Element a E S, a # 0, je delitelj nule 

ako pOstoji element b E S razlieit od 0 takav da je ab = 0 iii ba = 0. 
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I 2. IDEALI I IDEALSKE EKSTENZIJE 

U ovom odeljku uvodimo neke od najvalnijih pojmova Teorije polugrupa kao §to su 
pojam ideala, idealske ekstenzije i proste polugrupe. 

I 2.1. Podskup A polugrupe S je: 
levi ideal od S ako je SA C A; 
desni ideal od S ako je AS C A; 
ideal (dvostrani) od S ako je SA U AS C A; 
bi-ideal od S ako je ASA C A. 

I 2.2. Neka a jeste element polugrupe S. Glavni ideal od S generisan elementom 
a je presek svih ideala od S koji sa.dr2e a, i obele2avamo ga sa J(a). Glavni levi 

ideal od S generisan elementom a je presek svih levih ideala od S koji sachie a, i 

obele2avamo ga sa L(a). Dualno se definik glavni desni ideal koji sadr2i element a i 
oznaeava sa R(a). Jasno je da. je 

J(a) = a U aS U Sa U SaS , L(a) = a U Sa , R(a) = a U aS . 

I 2.3. Relacije 	£, R., 7-( definisane na polugrupi S sa: 

a ,7 b .4=> J(a) = J(b) , 
a L b 	L(a) = L(b) , 
a R. b <=> R(a) = R(b) , 

= L n 'R. , 

a, b E S, su Greenove relacije na polugrupi S. Ove relacije su relacije ekvivalencije 

i sa Ja , L a , Ra , Ha  oznaeavamo redom J, L, klasu koja sadr2i elelemnt a 

polugrupe S. 

I 2.4. Polugrupa S je levo (desno) prosta ako S jeste jedini njen levi (desni) ideal. 

Polugrupa S je prosta also S jeste jedini njen ideal. 
Polugrupa S sa nulom 0 je 0-prosta ako vale sledeei uslovi 
(i) {0} i S su jedini ideali od S; 

(ii) Sz  # {0}. 

I 2.5. LEMA. Neka S jeste polugrupa. Tada S jeste levo (desno) prosta ako i 

samo ako je Sa = S(aS = S) za sve a E S. S je prosta ako i samo ako je SaS = S 

za sve a E S. 

I 2.6. Neka T jeste ideal polugrupe S. Relacija a koja je na S definisana sa: 

:ray <=> (x, y ET V x= y) (x,y E S) 
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je R esova kongruencija na S indukovana idealom T i faktor polugrupa S/ 0. se naziva 
Rees vom faktor polugrupom u oznaci SIT. Jasno je da T jeste nula u S/ T . 

2.7. Polugrupa S je idealska ekstenzija polugrupe T pomoeu polugrupe sa nulom 
Q o T jeste ideal od S i Reesova faktor polugrupa SIT je izomorfna sa Q. Pri 
tome obieno, identifikujemo Q sa polugrupom koja nastaje na taj naein §to na skupu 
(S — T) U 0 defini§emo operaciju " *" sa: 

x * y = { 
0 

xy ako x, y, xy E S - T 

ako xy E T 

2.8. Polugrupa S je nil-ekstenzija polugrupe T ako SIT jeste nil-polugrupa. U 
lueaju Icaiemo da T jeste nil-ideal. 

2.9. Podpolugrupa T polugrupe S je retrakt od S ako postoji homomorfizam 
: S T za koji vaZi 

cio(t) = t za sve t E T. 

U to slueaju cp nazivamo retrakcijom. Ako pri tome T jeste ideal od S, tada kaiemo 
da 	jeste retraktivni ideal od S i S jeste retraktivna ekstenzija od S. 

2.10. PROPOZICIJ A. Ako S jeste idealska ekstenzija monoida T sa jedinicom 
e tada preslikavanje cp : S T definisano sa: 

cp(x) = xe 	(x E S) 

jeste ratrakcija od S na T. 

2.11. Neka je n E Z+. Polugrupa S je n-inflacija polugrupe T ako S jeste 
retrajctivna ekstenzija od T pomoeu (n 1)-nilpotentne polugrupe ( tj. ako S jeste 
retrastivna ekstenzija od T i Sn+ 1  C T ). 

Za n = 1 dobijamo pojam inflacije koji su uveli A.H.Clifford i G.B.Preston u [30], 
dok a n = 2 dobijamo jaku inflaciju koju je uveo M.Petrich u [56]. Oni su za to 
polu upe dali i odgovarajuee konstrukcije. U op§tem slueaju, za bilo koje n, pojam 
n-in acije su uveli S.BogdanoviC i S.Milie u [22]. 

I 3. 7r-REGULARNE POLUGRUPE 

Iao i mnogi drugi pojmovi iz Teorije polugrupa, tako je i pojam regularnosti najpre 
uveden u Teoriju prstena i uveo ga je J.von Neuman,[50]. Medjutim, mnogo znaeajniju 

torn 
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ulogu regularnost je imala, i jo§ uvek je ima u Teoriji polugrupa. 7r-regularnost, gener-
alizaciju regularnosti, prvi je uveo G.Azumaya,[41, 1954.god., takodje u Teoriji prstena, 
ali je ovo svojstvo vise proueavano u Teoriji polugrupa i to pod raznim nazivima: kvazi-
regularnost kod M.S.Putcha.e, J.L.Galbiatieve i M.L.Veronesieve, stepeno-regularnost a 
potom ir-regularnost u radovima. S.Bogdanoviea i S.Miliea, eventualna regularnost kod 
D.Easdowna i R.Edwardsa. r-regularne polugrupe se intenzivno proueavaju u toku posled-
nje decenije. U ovom odeljku demo takodje proueavati i neke druge tipove regularnosti. 

I 3.1. Element a polugrupe S je regularan ako postoji element x E S takav da je 
a = axa, tj. ako je a E aSa. Skup svih regularnih elemenata polugrupe S obele2avamo 
sa Reg(S) i nazivamo regularnim delom polugrupe S. Polugrupa S je regularna ako 
svaki njen element jeste regularan. 

I 3.2. LEMA. Neka. a jeste regularan element polugrupe S. Tada postoji element 
x E S takav da je a = axa i x = xas. 

I 3.3. PROPOZICIJA.[15]. Ne.ka S jeste polugrupa Reg(S) 0. Tada Reg(S) 
jeste podpolugrupa od S ako i samo ako < E(S) > jeste regularna podpolugrupa od S. 

I 3.4. Element a polugrupe S je potpuno regularan ako postoji element x E S takav 
da je a = axa i ax = xa. Polugrupa S je potpuno regularna ako svaki njen element jeste 
potpuno regularan. U skla.du sa. I 3.6., potpuno regularnu polugrupu nazivamo i unijom 
grupa. Skup svih potpuno regularnih elemenata polugrupe S demo obeleavati sa Gr(S) 
i nazivati grupnim . delorn polugrupe S. 

I 3.5. LEMA. Za element a polugrupe S su sledeai uslovi ekvivalentni: 
(i) a je potpuno regularni element; 

(ii) a lezi u nekoj podgrupi od S; 
(iii) a E a2 Sa. 

I 3.6. TEOREMA. Slede6 uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
(i) S je potpuno regularna.; 

S je (disjunktna) unija grupa; 
(`da E S) a E aSa2 . 

I 3.7. Element a polugrupe S jc ir-regularan ako postoje n E Z+ i xES tako 
da je = era' ( odnosno a" E a"Sa" ). Drugim reeima, a je ir-regularan ako je 
neki njegov stepen regularan. Polugrupa S je ir-regularna ako svaki njen element jeste 
7r-regularan. 

I 3.8. Element a polugrupe S je potpuno--ir-regularan ako postoje n E Z+ i x E S 
tako da je a" = era' i = ran. Polugrupa S je potpuno-w-regularna ako je svaki 
njen element potpuno-7-regularan. 
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3.9. TEOREMA. Neka e jeste idempotent polugrupe S. Tada 

Ge  = laESIa= ea = ae , (Ea'eS)e=ad=a'a } 

={aESIaEeSnSe, eEaSnSa}, 

jeste aksimalna podgrupa od S koja sadrii e kao svoju jedinicu. 

3.10. TEOREMA. Neka e i f jesu razliciti idempotenti polugrupe S. Tada 
G nGf  = 0. 

ledeea teorema predstavlja jedan veoma vaian rezultat koji je dokazao W.D.Munn 
[49]: 

I 3.11. MUNNOVA LEMA. Neka x jeste element polugrupe S takav da x lezi 
u nekoj podgrupi G od S, za neki n E Z+. Ako e jeste jedinica grupe G, tada 

(a) ex = xe E G e , 
(b) xn2  E Ge  za svaki m> 72. 

Naredna teorema daje nam karakterizaciju potpuno-r-regularnih polugrupa. 

3.12. TEOREMA. Sledeei uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
(i) S je potpuno-w-regularna; 
ii) za svaki element iz S postoji neki njegov stepen koji lei u nekoj podgrupi od 

S; 
('ii) (Va E S)(3n E Z+) a E an Sa n ; 
(1v) (Va E S)(3n E Z+ ) a E a21  Sa2 n. 

3.13. LEMA. Ako je S 7r-regulaz-na polugrupa i svi njeni idempotenti su primi- 
tivni, tada S jeste potpuno-r-regularna i njene maksimalne podgrupe su oblika 

Ge  = eSe , e E E(S) . 

3.14. LEMA. Polugrupa. S je potpuno-ir-regularna i Gr(S) = E(S) ako i samo 
ako za svaki a E S postoji n E Z+ tako da je an = an+1 . 

I 3.15. Neka S jeste potpuno-r-regulama polugrupa i neka je Te  = Nr0;, e E E(S). 
Defin4imo relaciju r na S sa: 

XT y q (3e E E(S)) x,y E Te  . 

Koriseei I 3.11., lako se pokazuje da r jeste relacija ekvivalencije. 

I 3.16. Element a polugrupe S je intra-regu/aran ako je a E Sa2 S. Polugrupa S 
je inta-regularna ako svaki njen element jeste intra-regularan. 
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Element a polugrupe S je intra-(levo-,desno-)r-regularan ako za svaki a E S 
postoji n E Z+ tako da: 

an E Sa2IZS 	E san-Fi , an E an-Fi s  

Polugrupa S je intra- (levo - ,desno - Pr - regularna also i samo ako svaki njen element jeste 
intra-(levo-,desno-)r-regularan. 

I 4. ARHIMEDOVE POLUGRUPE 

U ovom odeljku Nice reei o Arhimedovim polugrupama i nekim podklasama to klase 
polugrupa, kao §to su, naprimer, nil-ekstenzije prostih polugrupa (potpuno Arhimedove 
polugrupe), potpuno proste polugrupe itd. 

I 4.1. Polugrupa S je Arhimedova also za sve a, b E S postoji n E Z+ tako da je 
an E SbS. 

Polugrupa S je levo (desno) Arhimedova ako za sve a, b E S postoji n E Z+ tako 
da je an E Sb ( an E bS ). 

Polugrupa S je t - Arhimedova. ako za sve a, b E S postoji n E Z+ tako da je 
an E bS n Sb ( tj. ako S jeste levo i desno Arhimedova ). 

Jasno je da su Arhimedove ( levo Arhimedove, desno Arhimedove, t-Arhimedove ) 
polugrupe uop§tenja prostih ( levo prostih, desno prostih, grupa ) polugrupa. 

I 4.2. Polugrupa. S je stepeno-vezona ako za sve a, b E S postoje m, n E Z+ tako 
da je am = bn . 

I 4.3. Polugrupa S je potpuno prosta ako S jeste prosta i sadr2i primitivni idem-
potent. Polugrupa S sa nulom je potpuno 0-prosta ako je 0-prosta i sadr2i primitivni 
idempotent. 

Potpuno 0-proste i potpuno proste polugrupe su jedna od prvih proueavanih klasa 
polugrupa. D.Rees,[79], je 1940.gocl. ciao lepe konstrukcije tih polugrupa, koje nazivamo 
Reesovim matrie'nim polugrupama. 

Sledeeom teoremom data je jo§ jedna veza izmedju prostih i potpuno prostih polu-
grupa: 
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I 4.4. TEOREMA. Polugrupa S je potpuno prosta ako i samo ako S jeste prosta 
potpuno ir-regularna. 

4.5. Pravougaona grupa je polugrupa koja je izomorfna direktnom proizvodu grupe 
i pra ougaone trake. Ovaj pojam je dobijen direktno iz konstrukcije Reesovih matrienih 
polu upa. 

eza izmedju potpuno prostih polugrupa i pravougaonih grupa data je sledeeim rezul-
tato : 

I 4.6. TEOREMA. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
(i) S je pravougaona grupa; 

S je potpuno prosta. E(S) je podpolugrupa od S; 
S je regularna i E(S) je pravougaona traka. 

4.7. Polugrupa S je leva (desna) grupa ako S jeste izomorfna direktnom proizvodu 
grup i levo (desno) nulte trake. 

I 4.8. TEOREMA. Slede6i uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
(i) S je leva grupa; 

(ii) S je levo prosta i sadd,i idempotent; 
iii) S je regularna i E(S) je levo nulta traka; 
iv) a E aSx za sve a, x E S. 

Oualna teorema vati za desne grupe. 

I 4.9. TEOREMA [11]. Sledeei uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
(i) S je nil-ekstenzija proste polugrupe; 

(ii) (Va, b E S)(3n E Z+) a" E Sb'S; 
(iii) S je Arhimedova intra-ir-regularna polugrupa. 

I 4.10. TEOREMA [11]. Polugrupa S je nil-ekstenzija levo proste polugrupe ako 
aMo ako S jeste levo Arhimedova i levo-ir-regularna. 

I 4.11. Polugrupa S je potpuno Arhimedova ako S jeste Arhimedova i sadrti 
primtivni idempotent. 

(arakterizaciju ovog veoma vatnog tipa polugrupa dao je J.Chrislock,[24], 1969.god. 
rezultatom 6ija se formulacija mote dati na sledeei naein: 

I 4.12. TEOREMA. Polugrupa. S je potpuno Arhimedova ako i samo ako S 
jeste nil-ekstenzija potpuno proste polugrupe. 

14.13. Neka G jeste podgrupa polugrupe S. Ako za svaki a E S postoji n E Z+ 
tako da an E G, tada S jeste ir-grupa. 
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I 4.14. TEOREMA. Slede6i uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
(i) S je 7r-grupa; 

S je nil-ekstenzija grupe; 
S je 7r-regulama i sadrii ta2no jedan idempotent; 

(iv) S je Arhimedova polugrupa sa tadno jednim idempotentom. 

I5. TRAaNE I POLUMREZNE DEKOMPOZICIJE 

U ovom odeljku biee reei o traenim i polumrdnim dekompozicijama polugrupa koje 
je, kao i mnoge druge fundamentalne pojmove Teorije polugrupa, prvi pooeo da proueava 
A.H.Clifford u radovima [27] iz 1941.god i [29] iz 1954.god. a nastavili mnogi drugi 
poznati autori. 

I 5.1. Neka X jeste neka klasa polugrupa. Kongruencija p na polugrupi S je 
X -kongruencija ako faktor polugrupa S 1p  je u klasi X. U torn slueaju indukovanu 
particiju na S nazivamo X -dekonipozicijom. Ako p jeste najmanja X-kongruencija 
(ako takva postoji) tada odgovarajuea particija jeste jeste najveda X -dekompozicija na S 
i odgovarajuea faktor polugrupa. je naive& X -homomorfna slika od S. 

I 5.2. Ako X jeste klasa tra.ka, onda govorimo o traenoj kongruenciji i trae-noj dekom-
poziciji,ako X jeste klasa polumrda (lanaca), onda govorimo o polumreinoj (lananop 
kongruenciji i polumreinoj (lanaenoj) dekompoziciji.Ako X jeste klasa pravougaonih 
traka, tada izraz "pravougaono traena kongruencija (dekompozicija)" zamenjujemo sa 
"matriena kongruencija (dekompozicija)".Slieno, umesto o "levo-nulto traenoj kongruenciji 
(dekompoziciji)" govorimo o "levo-nultoj kongruenciji (dekompoziciji)". 

Dekompozicije indukovane Reesovim kongruencijama (tj. idealima) nazivamo ideal-
skim dekompozicijama. Ukoliko odgovarajuea faktor polugrupa jeste nil-polugrupa, tada 
govorimo o nil-dekompoziciji. Na isti naein definis"emo nilpotentnu dekompoziciju. 

I 5.3. Neka p jeste traena kongruencija na polugrupi S. Oznaeimo p-klase sa Si, 
gde i E I , pri eemu I jeste traka izomorfna sa S,i i izomorfizam je dat sa i H Si. 
Tada ka2emo da S jeste tra.ka I polugrupa Si, i E I. Ako I pripada nekoj podklasi 
y klase svih traka i svaka klasa Si jeste iz neke klase X polugrupa, tada ka2emo da 
S jeste Y -traka I polugrupa S i  iz klase X. Ako I jeste polumrda (lanac), tada 
govorimo o polumreii (lancu) I polugrupa. Si iz klase X. Ako je I pravougaona, 
levo (desno) nulta, normalna, levo )desno) regula.rna, levo (desno) normalna traka, tada 
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govo imo o pravougaonoj, levo (desno) nultoj, normalnoj, levo (desno) regularnoj, levo 
(des o) normalnoj traci I polugrupa Si iz klase X. 

5.4. Polugrupa S je ordinalna suma Y polugrupa Sa , a E Y, ako S jeste 
Ian Y polugrupa Sa , a E Y, i za sve a, Q  E Y, a <13, a E Sa , b E Sfi povlaei da je 
ab = ba = a. 

5.5. Neka X jeste neka klasa traka. Polugrupa S je X-nerazloiiva ako S x S 
jedina X-kongruencija na S. Tako moiemo govoriti o trano, polumreino, matrigno 
loiivim polugrupama itd. 

5.6. Na svakoj polugrupi S mo'2emo definisati relaciju JC sa: 

xlCy b 	(3771,72 E Z + ) 	= yn ( x, y E S ) . 

Rela ija k jeste relacija ekvivalencije i svaka /C-klasa sadrii najvi§e jedan idempotent. 
S 	KC-klasa polugrupe S sadrii idempotent ako i samo ako S jeste periodiena. 

resek svih kongruencija koje sadrie k (tj. kongruencija na S generisana relacijom 
KC ) je, jasno, neprazan i on jeste najmanja trana kongruencija na polugrupi S,[59]. 
Prema tome, postoji najmanja tradna kongruencija na S i najveea traria dekompozicija 
poll rupe S. 

a K. oznaeavamo k-klasu polugrupe S koja sadrii element a polugrupe S. 
Ako e jeste idempotent, tads je K e  = {x E S I (3n E Z+)xn  = e }. Takodje, polugrupa 
S j stepeno-vezana ako i samo ako sadrii tano jednu k-klasu, pa je stepeno-vezana 
polu upa traen.  o nerazloiiva. 

rimetimo da na potpuno ir-regularnoj polugrupi je k C r, dok je na periodienoj 
polu rupi IC = r (gto sledi prema I 3.11.). 

drake polugrupa iz raznih klasa su razmatrane u mnogim radovima i o njima ee vise 
reel iti u narednim glavama. Ovde eemo navesti neke rezultate iz radova S.Bogdanoviea, 
[6,7, ], koji daju karakterizaciju traka stepeno vezanih polugrupa: 

 

I 5.7. TEOREMA. Sledeei uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
(i) S je traka stepeno vezanih polugrupa; 

(ii) (Va,b E S)(Vm,n / E Z+)(3r,s E Z+) (ab) r  = (ambn) 8  ; 
(iii) (bra, b E S) ablCa2 b1Cab2 . 

i 5.8. NAPOMENA. Primetimo da se uslov (ii) u I 5.7. mole zapisati u sledeeem 
obliku: 

(i*) (Va, b E S)(3m, n E Z+) abKambn. 

Takodje &in° dati i nekoliko rezultata koji ee nam biti od velike koristi u daIjem 
radu, Prvi od njih direktna je posledica konstrukcije Reesove matriene polugrupe, dok 
druga sledi direktno iz definicije I 4.7. 

I 5.9. LEMA. S je potpuno prosta polugrupa ako i samo ako S jeste pravougaona 
trak4 grupa. 

jeste 
nera 
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I 5.10. LEMA. S je leva (clesna) grupa ako i samo ako S jeste levo nulta (desno 
nulta) traka grupa. 

U ovom odeljku ee vise reei biti o polumre2nim dekompozicijama. Polumre2ne dekom-
pozicije je prvi poeeo da proueava A.H.Clifford u radu [27] iz 1941.god. U torn radu je 
dokazan sledeei veoma vakii rezultat: 

I 5.11. TEOREMA. S je unija grupa (potpuno regularna polugrupa) ako i samo 
ako S jeste polumre2a potpuno prostih polugrupa. 

Iz ovog rezultata i iz I 4.6. se clobija sledeei rezultat: 

I 5.12. TEOREMA. S je polumre2a pravougaonih grupa ako i samo ako S jeste 
potpuno regularna i E(S) je podpolugrupa od S. 

Posledica Teoreme I 5.11. je i sledeei rezultat Clifforda iz istog rada (koji je dokazao 
i Mc.Lean 1952.god.,[45]): 

I 5.13. TEOREMA. S je traka ako i samo ako S jeste polumre2a pravougaonih 
traka. 

Iz I 5.13. dobijamo joS" jednu posledicu dokazanu u [29]: 

I 5.14. P ROP 0 Z IC IJ A . Neka X jeste neka klasa polugrupa. Ako S jeste traka 
polugrupa iz X, tada S jeste polumrda polugrupa koje su pravougaone trake polugrupa 
iz X. 

Malo op§tiju teoremu od Teoreme I 5.11. Clifforda dokazao je Croisot,[31], 1953.god. 
i ona glasi: 

I 5.15. TEOREMA. S je intra-regularna polugrupa ako i samo ako S jeste 
polumreia prostih polugrupa. 

Veliki doprinos izueavanju polumrenih dekompozicija dao je T.Tamura koji je u sarad-
nji sa nekolicinom drugih autora, u nizu radova, proueavao najveeu polumranu dekompozi-
ciju polugrupa. Egzistenciju najma.nje polumre2ne kongruencije na proizvoljnoj polugrupi 
S, koju Cern° oznaeavati sa. po , dokazali su T.Tamura i N.Kimura 1955.god. u radu 
[100], a opisao M.Yamada. 1955.god. u radu [106]. U radovima T.Tamure, [93] iz 
1956.god. i [94] iz 1964.god. je doka.zana polumre2na nerazIo2ivost p o-klasa, na dva 
razlieita naeina. Koristeei neke drupe pristupe, M.Petrich je u radu [53] iz 1964.god. 
dao ekvivalentni rezultat. Lepe karakteriza.cije najmanje polumre2ne kongruencije na 
proizvoljnoj polugrupi dali su T.Ta.mura,[98], 1972.god. i M.S.Putcha,[68], 1973.god. Nji-
hovim kori§6enjem, M.S.Putcha je 1973.god. u radu [68] opisao klasu svih polugrupa 
koje su polumr&Ze Arhimedovih polugrupa, o emu ee biti reel u narednoj glavi. Vezano za 
polumre2nu dekompoziciju polugrupa,interesantan je i rad M.S.Putche i J.Weissglassa,[71], 
iz 1971.god. u kome je data kara,kteriza.cija polumreie polugrupa od kojih svaka ima najvi§e 
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jedidempotent (pri tome se pokazuje da svaka od tih polugrupa koja saddi idempotent 
imarupu ideal). 

ledeei vaian rezultat je direktna posledica Tamurine karakterizacije polumreino ner-
a,zloi ve polugrupe iz [98]: 

5.16. PROPOZICIJA. Arhimedova polugrupa je polumreino nerazloiiva. 

Na kraju Cern° dati dva rezultata potrebna u daljim razmatranjima: 

5.17. PROPOZICIJA. Neka. X jeste jedna od slede6h klasa polugrupa: regu-
larn intra-regularne, potpuno regularne, r-regulaz-ne, intra-ir-regularne, levo 7r-regularne, 
potp o ir-regularne, periodiene polugrupe. Neka S jeste polumraa Y polugrupa 
S., E Y. Tada S jeste iz klase X ako i samo ako S a  jeste iz klase X za svaki 

E 

I 5.18. PROPOZICIJA. Neka X jeste jedna od sledeeih klasa polugrupa: potpuno 
regularne, potpuno r-regularne, periodiene polugrupe. Neka S jeste traka I polugrupa 
Si, i E I. Tada S jeste iz klase X ako i samo ako Si jeste iz klase X za svaki i E I. 

I 6. IDENTITETI I VARIJETETI 

ovom poglavlju eemo uvesti osnovne pojmove vezane za slobodne polugrupe, iden-
titete i varijetete. 

16.1. Neka je A neprazan podskup koji Cern° nazivati alfabetom i 6ije Cern° elemente 
naziati slovima. Rae' nad alfabetom A je svaki neprazan konaZni niz x 1 x2 ... xn  ele-
men4ta iz A. Dve reei x 1 x2  s„ i yi  y2  ... yn, nad alfabetom A su jednake ako su 
jedn4ke kao nizovi, tj. ako je m = n i xi = yi za svaki i E {1, 2, , n}. Na skupu A+ 
svih reei nad alfabetom A defini6imo operaciju 

x i x2 ... xn  • yi  y2  ... ym  = x i  x2  ... xn yi  y2  ... ym  . 

Tu oPeraciju nazivamo konkatenacijom (dopisivanjem). Skup A+ sa torn operacijom 
pred4avlja polugrupu koju nazivamo slobodnom polugrupom nad alfabetom A. 

Priroda problema koji ee biti razrnatrani u ovom radu je takva da ee uglavnom biti 
posmatrane slobodne polugrupe nad konae. nim alfabetima. Zbog toga Cemo uvesti nekoliko 
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oznaka za neke 
alfabet An  = 
uzimamo slova 
A2 = {x, y} (tj. 

konaZne alfabete. 

{xi,x2,• • • , xn}. 

X, y, z umesto 

Ako je n E Z+, n > 4, tada demo sa An  obele2avati 
Sa A3 demo oznaaavati alfabet A3 = {x, y, z} (tj. 
x 1 ,x 2 ,x 3  redom) i sa A2 demo oznaaavati alfabet 

uzimamo slova x, y umesto x l , x2  redom). 

Prema I 6.1. se vidi da svaka reE w E A+ ima jedinstven zapis pomoeu elemenata 
iz A, tj. dozvoljava jedinstveno razlaganje u proizvod elemenata iz A. Neposredna 
posledica toge je sledeee tvrdjenje. 

I 6.2. PROPOZICIJA. Neka. A+ jeste slobodna polugrupa nad alfabetom A, 
neka S jeste proizvoljna polugrupa. i neka. je f : A --+ S proizvoljno preslikavanje. Tada 
postoji jedinstveni homomorfizam F : A+ S takav da je F(x) = f(x) za svaki x E A. 
Pri tome vane sledeCi uslovi: 

(a) F je epimorfizam ako i samo ako je f (A) generatorni skup polugrupe S; 
(b) F je monomorfizam ako i .samo also je f injektivno preslikavanje. 

Prema tome, svaki homomorfizam slobodne polugrupe A+ je jednoznaano odredjen 
svojim vrednostima na alfabetu A. Za homomorfizam F koji je pro§irenje preslikavanja 
f alfabeta A demo govoriti da je indukovan odredjen) preslikavanjem f . Takodje, 
ako je P proizvoljni automorfizam polugrupe A+, tada se lako pokazuje da je P(A)' = A, 
odakle mo2emo zakljuaiti da je svaki a.utomorfizam slobodne polugrupe A+ indukovan 
nekom permutacijom alfabeta. A. 

I 6.3. Neka je A+ slobodna polugrupa nad alfabetom A i neka je e ci A+ simbol koji 
demo nazivati praznom reei. Monoid koji se dobija jedinianim pro§irenjem polugrupe A+, 
u kome ulogu jedinice ima pra.zna rea e , nazivamo slobodnim monoidom nad alfabetom 
A i oznaaavamo ga sa A*. 

I 6.4. Neka je A+ slobodna polugrupa nad alfabetom A. Tada defini§emo relaciju 
na A+ sa: za resei u, v E A+ je u ti v ako i samo ako postoji automorfizam 

P polugrupe A+ takav da. je u = P(v) ( tj. ako se rea n mote dobiti iz reai v 
permutacijom slova ). 

I 6.5. Neka je w rea nad alfabetom A. ReE w' je podra reei w ako postoje 
u, v E A* tako da je w = uw'v. Also je w' podrea reei w, tada demo pisati I w i 
koristiti sledeee izraze: w' deli w, w sadrii w'. Ree w' je levi ( desni ) rez reai w 
ako postoji u E A* tako da je w = tv'u ( w = uw' ). 

I 6.6. Neka je to rea nad alfabetom A. Tada sa Ind oznaaavamo duiinu reei w 
( tj. broj alanova niza w, ako w posmatramo kao niz ). Ako je x E A slovo, tada sa 
Ixiw oznaaavamo broj javljanja slova x u reEi w. 

I 6.7. Neka je w rea nad alfabetom A. Sa c(w) oznaeavamo sadrzaj re'di w, tj. 
skup svih slova koja se javljaju u reai w. Ako je c(w) = {x i  , x2 , ... xn  }, tada demo 
pisati da je 

= W(X1 , X2 , • - ,Xn) • 
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Sa 111(w) oznaeavamo skup svih slova iz c(w) koja se samo jednom javljaju u reel w, 
tj. 

II(w)={ x IsEc(w) Alx1„,=1} . 

I 6.8. Neka w jeste rec nad alfabetom A. Citajuci ree w sleva na desno, defini§emo: 
o h(w), glavu reel w, kao prvo slovo u w; 
o h(2) (w), kao levi rez reel w daine 2; 
o i(w), pov6etni (inicijalni) deo reel w, kao reE dobijenu iz w zadriavanjem 

samo prvog javijanja svakog slova iz w (i izbacivanjem svih ostalih), u datom 
redosledu; 

o 1(w), levi deo reel w, kao najkraei levi rez reel w koji sadrii sva slova koja se 
javljaju u w; 

o lk(w), k-ti levi deo reei to, kao najkraei levi rez reei w koji saddi taeno k 
slova ( tj. lik(w)) = k ), pri eemu je k <1c(u)1, 

o Uv , dualnu ree reel w, kao ree dobijenu iz reel w na taj naein §to se w eita 
zdesna na levo a pie sleva na desno; 

o t(w) = h(V), rep rdi to; 

o t( 2) (w) = h(2) (ti); 
o f(w) = i(V), zavrini (finalni) deo reei w; 

o r(w) = 1(V), desni deo reei to; 

o rk (w) = lk (V), k-ti desni deo reel w ( k < Ic(u)1 ). 

6.9. Neka je w E A+,2  , neka S jeste polugrupa i neka je (a 1 , a2 , , an ) E Sn. 
Ako F : An —' S jeste homomorfizam indukovan preslikavanjem 

() x i  x2  • • • sn  
al  a2  • • • an   

alfabeta An , tada element F(w) nazivamo vredno.feu reei w u valuaciji (ili za valuaciju) 
(ai ,a2,... , an ). 

.4aspodelom reei w u polugrupi S nazivamo emu koja opisuje vrednosti reei w u 
svim valuacijama polugrupe S. 

I 6.10. Neka A+ jeste slobodna plugrupa nad alfabetom A. Identitetom nad 
bl alfa tom A nazivamo par reel (u, v) E A+ x A+, i obieno ga oznecavamo sa u = v. 

dentitet u = u nazivamo trivijalnim identitetom. Ostale identitete nazivamo netriv-
ijalniM identitetima. 

.identitet u = v nad alfabetom A je istotipan (homotipan) ako je c(u) = c(v). U 
suprotnom je identitet u = v raznotipan (heterotipan). 

I 6.11. Neka u = v jeste identitet nad alfabetom A. Polugrupa S zadovoljava 
identitet u = v ako za svaki homomorfizam F : A+ ---, S va2i da je 

F(u) = F(v) . 
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U torn slue'aju pikmo S = u = v. U suprotnom pikmo da S u = v. 
Neka E jeste neki sistem identiteta nad alfabetom A. Polugrupa S zadovoljava 

sistem identiteta E ako S za.dovoljava. sve identitete iz E, i pikmo da S h E. U 
suprotnom pikmo da S E. 

Sa [E] ozna6avamo klasu svih polugrupa koje zadovoljavaju sistem identiteta E 
nad alfabetom A. Also se sistem E sastoji od kona6nog broja identiteta, tj. ako je 
E = {u 1  = v1 , ... u k  = vk}, tada pikmo [u 1  = v 1 , , u k  = v k ] umesto [E]. 

I 6.12. Klasa X polugrupa je varijetet ako postoji sistem E identiteta nad nekim 
alfabetom A takav da je 

X = [11 . 

Veoma znaeajnu osobinu varijeteta daje sledeee tvrdjenje. 

I 6.13. PRO POZICIJA. Klasa X polugrupa je varijetet ako i samo ako je 
zatvorena za podpolugrupe, homomorfne alike i direktne proizvode. 

	

I 6.14. LEMA. Neka 7/ ,7n E Z+, neka u,v E An i neka je T : 	—) A„,+ 
homomorfizam. Tada je 

[u = 	[T(u) = T(v)] . 

I 6.15. LEMA. Neka je n E Z+ i neka u, v, w E A. Tada je 

[u = v] C [uw = vw] i [u = v] C [wu = wv] . 

I 6.16. Sistemi E i E' identiteta nad alfabetom A su ekvivalentni ako odredjuju 
isti varijetet polugrupa, tj. ako je = Prema tome, identiteti u = v i u' = v' 
nad alfabetom A su ekvivalentni ako je [u = v] = [u' = v']. 

Identiteti u = v i n' = v' nad alfabetom A su p-ekvivalentni ako postoji 
automorfizam P polugrupe A+ takav da je = P(u) i v' = P(v) ( tj. ako se identitet 
u' = v' mote dobiti iz identiteta u = v permutacijom slova ). Prema I 6.14. dobijamo 
da p-ekvivalentni identiteti jesu ekvivalentni. 

I 6.17. Neka X jeste neka kla.sa polugrupa. Identitet u = v nad alfabetom A je 
X -identitet ako svaka polugrupa koja zadovoljava taj identitet jeste u klasi X, tj. ako je 

[u=v]CX. 

Neka su X1  i X2 neke klase polugrupa. Identitet u = v nad alfabetom A je 
t> X2-identitet ako svaka polugrupa iz Xl  koja zadovoljava taj identitet jeste u klasi 

X2 , tj. ako je 

n [u = u) c eV2 • 
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6.18. Istotipni identitet u = v nad alfabetom A je identitet sa levim (desnim) 
uvrtanjem ako je i(u) # i(v) ( f(u) # f(v) ). 

6.19. LEMA[60]. Neka u = v jeste identitet nad alfabetom A sa levim i desnim 
izvrt rijem. Tada traka S zadovoljava identitet u = v ako i samo ako S jeste normalna 
tr 

6.20. LEMA [60]. Neka v. = v jeste identitet nad alfabetom A takav da je 
i(u) i(v) i t(u) # t(v). Tada traka. S zadovoljava identitet u = v ako i samo ako S 
jeste levo normalna traka. 

I7. NEKE ZNAOAJNE POLUGRUPE 
I KLASE POLUGRUPA 

ovom poglavlju Cemo uvesti oznake za neke polugrupe i klase polugrupe koje ee biti 
od vOikog znaeaja u daljem radu. 

7.1. Neka S jeste polugrupa. Sa S Cern° oznaeavati dualnu polugrupu polugrupe 
S, 	polugrupu sa operacijom " * " definisanom na skupu S sa: 

X*y=y•X, 

gde je " • " operacija u polug-rupi S. 

7.2. Sa B2 Cern° oznaeavati polugrupu datu tablicom 

a b ab ba 0 
a. 0 ab 0 a 0 
b ba 0 b 0 0 

ab a 0 ab 0 0 
ba 0 b 0 ba 0 
0 0 0 0 0 0 

ili kopredstavljanjem 

B2 =< a, b a2  = h2  = 0, aba = a, bab = b > . 
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Polugrupa B2 je primer polugrupe koja nije polumre2a, Arhimedovih polugrupa. 

I 7.3. Sa L2 eemo oznaeavali dvoelementnu polugrupu levih nula, tj. polugrupu 

L2 	e, f I e2  = e, f 2  = f, ef = e, f e = f > . 

Sa R2 eemo oznaeavati dvoelementnu polugrupu desnih nula, tj. polugrupu 

R2 =< e, f I e2  = e, t 2  = f, of = f, fe = e > . 

I 7.4. Sa L3,1 Cern° ozna.eavati polugrupu datu tablicom 

a e  f g  
a e e g e 
e e e e e 

.f f .f 
g gggg 

ili kopredstavljanjem 

L3,1 = <a, f I a2 	, f 2  = f, a2 f = a2 , fa= f > 

Polugrupa L3 , 1 je primer polugrupe koja je nil-ekstenzija levo nulte trake {e, f, g}, 
dakle i nil-ekstenzija unije grupa, ali nije retraktivna nil-ekstenzija unije grupa. Sa R3 , 1 

<-- 
oznaeavamo polugrupu R3,1 = L3,1, tj. polugrupu datu kopredstavljanjem 

R3,1 =< a, f I a2  =a3 , f2  = f, of = f, fat  = a2  > . 

Polugrupa R3,1 takodje nije retraktivna nil-ekstenzija unije grupa. 

I 7.5. Neka je n E Z+, 7/ > 2. Sa LZ(n) obele2avamo polugrupu datu kopredstavl-
janjem 

LZ(n) =< a,e an-I-1 = a , e 9 = e , ea =ane=e > . 

Polugrupa L Z (n) i ma 2n. elemenata., predstavlja lanac cikliene grupe < a >= 
{a, a2 , , an} i levo nulte tra.ke {e, ae, i predstavlja primer polugrupe koja 
je unija grupa i nije traka grupa. 

Sa RZ (n) oznaeavamo polugrupu Z(n), tj. polugrupu datu kopredstavljanjem 

RZ(n) =< a,e I an+1  = a , e2  = e , ae = ea' = e > . 

I 7.6. Sa C1,1 Cern° oznaeavati polugrupu datu tablicom 

0 a  
0 0 0 0 
a. 0 0 a 
e 0 a 
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oznaklavamo polugrupu C2,1 =Cf7,2, tj. polugrupu datu kopredstavljanjem 

PoluOmpa 	je C1,2 primer polugrupe koja nije nil-ekstenzija unije grupa. Sa C2,1 

ili kopredstavljanjem 

C1,1 =< a, e I a2  = 0, e2  = e, ae = a, ea = a > . 

Polugi-upa C1 , 1  je primer polugrupe koja nije nil-ekstenzija unije grupa. 

7.7. Sa C1,2 Cern° oznaeavati polugrupu datu tablicom 

0 a e 
0 0 0 0 
a 0 0 a 
e 0 0 e 

ili kopredstavljanjem 

C1,2 
	e a2 = 0 , e2 = e, ae = a, ea = 0 > . 

I 

C2,1 =< a, e I a2  = 0, e2  = e, ae = 0, ea 

Polujupa C2,1 takodje nije nil-ekstenzija unije grupa. 

II 7.8. Neka je AN slobodna polugrupa nad alfabetom 

AN = { :rk k E Z+  } 

=a > 

i neka je 
I={ uE4 (3x2 E AN) lxil. ?_ 2 } . 

Lako se proverava da I jeste ideal od 4. Sa DN Cern° obeleavati faktor polugrupu 
polugrupe AN u odnosu na ideal I. Jasno je da DN moiemo posmatrati kao polugrupu 
koja Se dobija na taj mein §to se na skupu 

DN = u E AN I II(u) = c(u) } U {0} 

definite operacija " " sa 

{ 'UV 
U • V= 

0 

ako je u,v # 0 i c(u) n c(v) = 

inaee , 

u, v E DN. Polugrupa DN je nil-polugrupa jer je u 2  = 0 za svaki u E DN. Takodje, 
DN nije nilpotentna polugrupa jer za svaki n E Z+ je 

xi x2 ... sn  E DN , 

20 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



pa je D7k # {0} za svaki n E Z+. 

I 7.9. Neka je n E Z. Sa. Nn  cemo oznaeavati polugrupu 

N„ =< a I an+I = an+2 , an an+1 

Jasno je da je (Nn ) n+1  = {0) i (N„ )" 	{0} , tj. polugrupa Nn  je u klasi Nn  i nije u 
klasama Ark za k < n. 

I 7.10. U ovom radu eemo koristiti sledeee oznake za neke znaeajne klase polugrupa 
o S — klasa svih polumreia; 
o B — klasa svih traka; 
o — klasa svih nil - polugrupa; 
o Ark — klasa svih (k +1) - nilpotentnih polugrupa; 
o inn — klasa svih 7 - regularnih polugurpa; 
o ug- klasa svih unija grupa; 
o A — klasa svih Arhimedovih polugrupa; 
o LA ( RA ) — klasa. svih levy (desno) Arhimedovih polugrupa; 
o TA — klasa svih t - Arhimedovih polugrupa; 
o CA — klasa svih potpuno Arhimedovih polugrupa; 
o CS — klasa svih potpuno prostih polugrupa; 
o .Cg ( Rg)- klasa svih levih (desnih) grupa; 
o g- klasa svih grupa; 
o gv - klasa svih GV -polugrupa. 

I 7.11. Neka su Xl  i 	klase polugrupa. Maljcevski proizvod klasa Xl  i X2, 
u oznaci X1  o X9, je klasa svih polugrupa S za koje postoji kongruencija p na S 
takva da faktor polugrupa. S 	leii 11 Y 2  i sva.ka. p-klasa koja je polugrupa leii u 
Odgovarajueu dekompoziciju nazivaeemo X 1  o X2 -dekompozicijom. Ovaj pojam je uveden 
u radu A.I.Maljceva.,[46] (takodje se mo,e videti i u [47] c.392). 

Imamo nekoliko posebno znaeajnih tipova Maljcevskih proizvoda. Ako je X2 podklasa 
klase B, tada X1  o X2 predstavlja. klasu svih polugrupa koje su X 2 -trake polugrupa iz 

i odgovarajuea, dekompozicija je dekompozicija u X2 -traku polugrupa iz X1 . Ako je 
X2 podklasa klase A/, tada X1  o X2  predstavlja klasu svih polugrupa koje su idealske 
ekstenzije polugrupa iz X1  pomoeu polugrupa iz X2. 

Koristeei prethodne definicije, uve .Seemo jos nekoliko oznaka koje Cern° koristiti ravno-
pravno sa oznakama iz I 7.10.: 

o CA = CS 0 Al; 
o qv = CA 0 S = (CS 0 AI) 0 S. 

I 7.12. Neka X1  jeste neka klasa. polugrupa i neka X2 jeste neka klasa polugrupa sa 
nulom. Sa X1  * X2 Cemo oznaeavati klasu svih polugrupa koje su retraktivne ekstenzije 
polugrupa iz X1  pomoeu polugrupa iz X2. 

21 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



GLAVA II 

POLUMRE2E ARHIMEDOVIH POLUGRUPA 

Ipitujuei egzistenciju najveee polumreene dekompozicije polugrupa (odnosno naj-
manje polumreine kongruencije na polugrupi), T.Tamura i N.Kimura su u radu [99] iz 
1954.god. razmatrali komutativni slueaj. U torn radu je pronadjena najmanja polumreina 
kongruencija na komutativnoj polugrupi i dokazano da svaka klasa pri toj kongruenciji jeste 
Xrhirnedova polugrupa (zbog komutativnosti, te polugrupe jesu t-Arhimedove). Drugim 
reeima, oni su dokazali da svaka komutativna polugrupa jeste polumretia Arhimedovih 
polugrupa. Ovaj rezultat je uop§ten na slueaj medijalnih polugrupa, tj. polugrupa koje 
zadovbljavaju identitet x 1 x2 x3  X4 = Xi X3 X2 X4 u radu J.L.Chrislocka [24] iz 1969.god. 
i na slueaj eksponencijalnih polugrupa, tj. polugrupa koje zadovoljavaju sistem identiteta 
(son = xnyn za sve n E Z+, u radu T.Tamure i J.Shafera [102] iz 1972.god.. 
Naime, pokazano je da te polugrupe jesu polumretie Arhimedovih polugrupa. Potpun 
opis polugrupa koje su polumretie Arhimedovih polugrupa dao je M.S.Putcha 1973.god. 
u radu [68], koristeei Tamurine rezultate o najveeoj polumretinoj dekompoziciji polu-
grupa na polumretino nerazlotiive polugrupe. Zbog toga se u nekim radovima polugrupe 
koje Su polumreie Arhimedovih polugrupa nazivaju polugrupama Putchae. Prostiji, di-
rektan dokaz Putchainog rezultata dao je T.Tamura 1972.god. u radu [97]. Neke druge 
karakterizacije polugrupa Putchae date su i u knjizi M.Petricha,[59], 1973.god. 

Od specijalnih slueajeva ovih polugrupa dosta su proueavane polumretie levo Arhime-
dovih polugrupa i polumrete t-Arhimedovih polugrupa, u radovima M.S.Putchae, [68,69, 
70], S.Bogdanovi6a,[5,10], M.Petricha,[59], polumretie potpuno Arhimedovih polugrupa, o 
kojima ee vie reei biti u II 2., itd. Naroeito je interesantan rad M.S. Putchae,[68], u kome 
je autpr dao karakterizacije polumretia polugrupa iz raznih drugih klasa. 

Drugi interesantan specijalnni slueaj polugrupa Putchae su trake levo Arhimedovih 
i trake t-Arhimedovih polugrupa. Naroeito su znaeajne trake t-Arhimedovih polugrupa, 
o kojilma eemo ovde vise govoriti. Ove polugrupe su u op§tem slueaju opisane u radu 
M.S.?utchae,[69]. Od posebnih slueajeva ovih polugrupa, razmatrane su trake stepeno 

22 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



vezanih polugrupa, koje su opisane u radovima S.Bogdanoviea,[6,7,8] (to je I 5.7.), i trake 
nil-ekstenzija grupa, o kojima ee vise reei biti u II 3. i II 4.. Takodje, interesantan je i 
rad M.S.Putchae i J.Weissglassa,[73], u home su opisane polugrupe koje se mogu razloziti 
u traku polugrupa koje mogu imati najvi§e jedan idempotent. 

U ovoj glavi dajemo opise polugrupa koje se mogu razlcAiti u polumreai Arhimedovih 
polugrupa i razne posebne slueajeve istih. 

U poglavlju II 1. navodimo poznati rezultat M.S.Putchae i dajemo nove karakterizacije 
polumre2a Arhimedovih polugrupa. Koristeei pojam radikala, dajemo i neke nove opise 
za polumre2e levo Arhimedovih i polumrae t-Arhimedovih polugrupa. Osim toga, da-
jemo opise za polumre2e nil-ekstenzija prostih i polumre2e nil-ekstenzija potpuno prostih 
polugrupa. Takodje, dajemo neke nove rezultate koji se tieu dekompozicija u traku t-
Arhimedovih polugrupa. Naime, opisujemo normalne i levo normalne trake t-Arhimedovih 
polugrupa. 

U poglavlju II 2. navodimo osnovne rezultate koji se odnose na dekompozicije u 
polumreLi potpuno Arhimedovih polugrupa. Takodje, dajemo nove rezultate koji opisuju 
polumre2e nil-ekstenzija levih i desnih grupa i razne posebne tipove istih. 

U poglavljima II 3. i II 4. izueavamo polugrupe razlo2ive u traku nil-ekstenzija 
grupa. U II 3. razmatramo op§ti i neke posebne slueajeve, kao §to su levo regularne, levo 
normalne i normalne trake 7-grupa. U II 4. razmatramo dekompozicije u Redeievu traku 
nil-ekstenzija grupa, koje predstavljaju veoma znaea.jan tip dekompozicija. 

II 1. 013 8TI REZULTATI 

U ovom poglavlju razmatramo polugrupe koje su polumre2e Arhimedovih polugrupa, 
u op§tm i nekim specijalnim slueajevima. Glavni rezultat ovog poglavlja je Teorema II 1.2., 
koja navodi karakterizaciju napred pomenutih polugrupa dokazanu u radu M.S.Putchae, 
[68], i daje nove karakterizacije tih polugrupa. Veoma je znaeajno tvrdjenje dato sa (i) <#. 
(iv) (odnosno (i) .4=> (vi)), koje ee nam u daljim istraiivanjima posluiiti kao moCan 
mehanizam za dokazivanje drugih rezultata. Rezultat dat sa (i) <=> (vii) je generalizacija 
rezultata L.N.Sevrina iz [87,88]. Osim toga, daju se neke nove karakterizacije (pomoeu 
radikala) za polumre2e levo Arhimedovih i polumre2e t-Arhimedovih polugrupa, daju se 
karakterizacije za polumre2e nil-ekstenzija prostih polugrupa itd. 

Na kraju ovog poglavlja se navodi rezultat M.S.Putchae iz [69], koji opisuje trake t-
Arhimedovih polugrupa. Koristeei taj rezultat, dajemo karakterizacije za normalne i levo 
normalne trake t-Arhimedovih polugrupa (Teoreme II 1.10. i II 1.11.). 
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II 1.1. DEFINICIJA. Neka S jeste polugrupa. Uvodimo slede6e relacije: 

(a) alb ("a deli b") a 	b E S 1 aS 1 	( a, b E S ); 

(b) a lb 	q 	b E aS1 	( a,b E S ); 

(c) a lb 	a 	b E Sl a 	( a,b E S ); 

(d) al b 	<#. 	alb i alb. 

karakterizacije polumreia Arhimedovih polugrupa: 
Sledeeom teoremom navodimo rezultat M.S.Putchae ( ( i ) <#. (ii) ) i dajemo nova 

I 1.2. TEOREMA. Sledeei uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
i) S je polumreia Arhimedovih polugrupa; 

(1i) (Va, b E S)( a 1 b 	(Bn E Z +) a2  1 bn  ); 
(iii) (Va, b E S)(Vk E Z+)(an E Z+) (ab)" E Sak  S; 
(iv) (Va, b E S)(3n E Z+) (ab)" E Sa2  S; 
(V) (Va, b E S)(Vk E Z+)(3n . E Z+) (ab)" E Sbk S; 

(vii) (Va, b E S)(3m E Z+) (ab)" E Sb2 S; 
(vii) radikal svakog ideala od S je ideal. 

DOKAZ: (i) a (ii). To je rezultat M.S.Putchae,[68]. (9 = (iii). Neka S jeste polumreia Y Arhimedovih polugrupa S a , a E Y. Neka 

a E Sco b E Sp za neke a, ,8 E Y. Tada imamo da ab, ak  b E Sap za sve k E Z+, pa 

postoji n E Z +  tako da 	
(ab)" E Sak  bS C Sak  S 

(iii) = (iv). Sledi neposredno. 
(iv) = (ii). Neka su a, b E S elementi takvi da a I b. Tada postoje u,v E 51 

 tako da je b = uav, odakle dobijamo da je bn+ 1  = u(avu)nav za sve n E Z+. Prema 
(iv) dobijamo da postoji n E Z+ tako da je (avu)" E S a2  S , odakle dobijamo da je 

= u(avu)nav E uSa2 SavC Sa 2 S bn+1 

Prema tome, a2 bn+1. 
(v) = (vi) 	(ii). Dokazuje se na isti naain kao (i) = (iii) = (iv) 	(ii). 

(i) = (vii). Neka vaii (i). Tada prema prethodno dokazanom dobijamo da vaii 
(iii) (v). Neka je A proizvoljni ideal od S i neka su aEfA,bES proizvoljni 
elementi. Tada je ak  E A za neki k E Z+, pa prema (iii) i (v) imamo da postoje 

n E Z+ tako da 
(ab)" E Sak  S C SAS C A 

(ba)"` E Sak  S C SAS c SAS C A . 

Prema tome, ab, ba E VA, ti. NIA je ideal od S. 
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(vii) = (iv). Neka va2i (vii), neka su a, b E S proizvoljni elementi i neka je 
A = Sa2 S. Tada je jasno da A jeste ideal od S i a E 	Kako je ArA ideal od 5, 
to dobijamo da ab E 	tj. postoji n E Z+ tako da je 

(ab)n E A = Sa2  S 

Slede6a teorema daje razne karakterizacije polumreia levo Arhimedovih polugrupa. 
Tvrdjenje (i) (v) je nov rezultat, dok su ostale karakterizacije rezultati M.S.Putchae 
i S.BogdanoviCa. 

II 1.3. TEOREMA. Sledeei uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
(i) S je polumreia levo Arhimedovih polugrupa; 

	

(Va, b E S)( a I b 	(I/ E Z+) a biz ); 

(iii) (Va, b E S)(Vk E Z+)(37/. E Z+) (ab)n E Sak; 
(iv) (Va, b E S)(3n E Z+) (ab)n E Sa; 
(v) radikal svakog levog ideal a od S je ideal. 

DOKAZ: (i) a (ii). To je rezultat M.S.Putchae,[70]. 
(i) a (iii) <=> (iv). To je rezultat S.Bogdanoviea,[10]. 
(iii) = (v). Neka vazi (iii). Neka je A proizvoljni levi ideal od S i neka su 

a E VA, b E S proizvoljni elementi. Tada imamo da je a k  E A za neki k E Z+, pa 
prema (iii) dobijamo da postoji n E Z+ tako da je 

(ab)n E Sak  C SA C A 

(ba)n+ 1  = b(ab)na E bSa k  a C Sak  C SA C A . 

Prema tome, ab, ba E 	pa vi jeste ideal od S. 
(v) = (iv). Neka vaZi (v). Neka su a, b E S proizvoljni elementi i neka je A = Sa. 

Tada je jasno da je A levi ideal od S i da je a E 	Kako je 	ideal od S, to 
imamo da je ab E 	tj. 

(ab)n E A = Sa , 

za neki n E Z+. 

Rezultat dat u narednoj teoremi sa (i) a (iv) je nov rezultat, dok su ostali rezultati 
iz radova M.S.Putchae,[70], i S.Bogclanoviea,[5]. 

II 1.4. TEOREMA. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
(i) S je polumreia t-Arhimedovih polugrupa; 

(ii) (Va, b E S)( a I b 	(3n E Z+) a Ibn ); 

(iii) (Va, b E S)(37-1 E Z+) (ab)n E bSa; 
(iv) radikal svakog bi-ideala od S je ideal. 

DOKAZ: (i) a (ii). To je rezultat M.S.Putchae,[70]. 
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(i) q (iii). To je rezultat S.Bogdanoviea,[5]. 
(iv). Neka vazi (i). Neka je A proizvoljni bi-ideal od S i neka su 

a E A, b E S proizvoljni elementi. Tada imamo da je ak  E A za neki k E Z+, pa 
prem dobijamo da postoje m, n E Z+ tako da je 

(ab)'n E ak bSba k  C ASA C A 

(ba)n E a k bSba k  C ASA C A . 

Prema, tome, ab, ba E VA, pa \FA jeste ideal od S. 
(iv) = (iii). Neka vaii (iv). Neka su a, b E S proizvoljni elementi i neka je 

A = c4Sa, B = bSb. Tada je jasno da su A i B bi - ideali od S i da je a E /A, b E 057. 
Kako su i VT§ ideali od S, to imamo da je ab E /A n tj. postoje m, n E Z+ 
tako da je 

Prem. tome, 

(ab)n E A = aSa 

(ab)"` E B = bSb . 

(ab)"`+n E bSbaSa C bSa . 

Slade& dye teoreme daju nova rezultate koji opisuju polumreie nil-ekstenzija prostih 
polugrupa i polumreie nil-ekstenzija levo prostih polugrupa. 

II 1.5. TEOREMA. SledeCi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
(i) S je polumrela nil-ekstenzija prostih polugrupa; 

(Va, b E S)(3n E Z+)(Vk E Z+) (ab)n E Sak  S; 
(Va, b E 5)(3n E Z+) (ab)n E Sa4n S. 

(iv) (Va, b E S)(3n E Z+)(Vk E Z+) (ab) n  E Sbk S; 
(v) (Va, b E S)(3n E Z+) (ab)n E Sb4n S. 

POKAZ: 	(ii). Neka S jeste polumreia Y polugrupa Sa , a E Y, i za 
svaki a E Y Sa  jeste nil-ekstenzija proste polugrupe K a . Neka a E Sc„ b E Sp za 
neke a, (3 E Y. Tada je ab E Safi, pa postoji n E Z+ tako da (ab)n E Kap. Sa druge 
strane, a k b E Sap za svaki k E Z+, pa postoji m E Z+ tako da (ak E Kap. Kako 
Kap jeste prosta polugrupa, to je 

(ab)m E Kap(a k  Om K ap C Sa k  S . 

(ii) = (iii). Sledi neposredno. 
(iii) = (i). Prema II 1.2. dobijamo da S jeste polumreia Y Arhimedovih 

polugrupa Sa , a E Y. Neka je a E Y i neka a E S. Tada postoje u, v E S i 
n Z+ tako da je 

a2n 	9n = ua v . 

26 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Uzmimo da je u E Sp, v E S.,, za neke /3,7 E Y. Tada dobijamo da je a < # i a < 
pa je 

\ 	 \ 	 ci a2n = ua4n V = ua n a2n an V = (ttan  u)a4n ( van  v) E oaa4n  o c, . 

Prema tome, Sc, je intra 7-regulama Arhimedova polugrupa, pa prema I 4.9. dobijamo 
da Sc, jeste nil-ekstenzija proste polugrupe. (i) = (iv) = (v) = (i). Dokazuje se slieno 
kao (i) = (ii) = (iii) = (i). 

Na sllean naein dokazujemo sledeei rezultat: 

II 1.6. TEOREMA. Slede6 uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
(i) S je polumreia nil-ekstenzija levo prostih polugrupa; 

(ii) (Va, b E S)(3n E Z+)(Vk E Z+) (ab)" E Sak; 
(iii) (Va, b E S)(3n E Z+) (cab)" E Sa'-"+ 1 . 

DOKAZ: (i) = (ii). Neka S jeste polumre2a Y polugrupa S a , a E Y, i za 
svaki a E Y Sa  jeste nil-ekstenzija levo proste polugrupe Ka . Neka a E Sa , b E Sp 
za neke a,13 E Y. Tada je ab E Sco, pa postoji n E Z+ tako da (ab)" E Ko. Sa 
druge strane, bak  E So za svaki k E Z+, pa postoji m E Z+ tako da (bak )m E K. 
Kako Ko jeste levo prosta polugrupa, to je 

(ab)am E  Kap(bak)rn  C Sak  . 

(ii) = (iii). Sledi neposredno. 
(iii) = (i). Prema II 1.3. dobijamo da S jeste polumre2a Y levo Arhimedovih 

polugrupa Sa , a E Y. Neka je a E Y i neka a E S a . Tada postoje u,v E S i 
n E Z+ tako da je 

a
9n = ua2 n+ 1 v . 

Uzmimo da je u E Sp za neki 13 E Y. Tada dobijamo da je a < /3, pa je 

= ua2na u2 a2n+1 	2 \a  2n+1 E  saa2n+1 a = ua 2n 	 a = (u a) 

Prema tome, Sc, je levo 7-regulama Arhimedova polugrupa, pa prema I 4.10. dobijamo 
da S,, jeste nil-ekstenzija levo proste polugrupe. 

Kao §to je vee reeeno u uvodu za. Glavu II, karakterizacija traka t-Arhimedovih polu-
grupa data je u radu M.S.Putchae,[69], u op§tem slueaju. Od posebnih slueajeva tih 
polugrupa, interesantne su tra.ke stepeno-vezanih polugrupa, koje su opisane u radovima 
S.Bogdanoviea,[6,7,8], i trake nil-ekstenzija grupa, o kojima Ce vise biti reeeno u poglavlji-
ma II 3. i II 4. Ovde Cemo, najpre navesti rezultat M.S.Putchae iz [69]. Pre toga, uvekemo 
sledeeu definiciju. 

II 1.7. DEFINICIJA. Na polugrupi S uvodimo relaciju L  sa 

a L  b <#. 	(1m, E Z+ )( alb' A blare ) 
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Jasno je da polugrupa S jeste t-Arhimedova ako i samo ako je ,L= S x S. 
OPis traka t-Arhimedovih polugrupa u radu M.S.Putchae,[69], je dat kao tvrdjenje 

(1) q (ii) iz naredne teoreme. Uslov (iii) je drugaZiji zapis uslova (ii), koji eemo vise 
koristiti. 

I 1.8. TEOREMA [69]. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
i) S je traka t-Arhimedovih polugrupa; 

(`i) za sve a E S, x,.y E S3  je 

xay t  xa2  y 

(i1i) za sve x,y E Sl , a E S postoje m,n E Z+ tako da je 

f (xay)m E xa2 ySxa2 y , 

1 (xa2 y)" E xaySxay 

Neposredna posledica prethodne teoreme je rezultat J.L.Galbiatieve i M.L.Veronesi-
eve, [36], koji glasi: 

II 1.9. POSLEDICA [36]. Polugrupa S je traka lr-grupa ako i samo ako S jeste 
it-regulanaa i za sve a E S, x, y E S I  postoje p, q, r, s E Z+ tako da je 

(xay)PS = (xa2 y)q S , S(xay)r = S(xa 2 y)s . 

Kao §to se vidi iz formulacije Teoreme II 1.8., uslov (2) koji opisuje trake t-
Arhimedovih polugrupa sastoji se od dva uslova. Postavlja se pitanje: da li se to dva 
uslovamogu zameniti jednim uslovom? Odgovor na to pitanje dat je Teoremama II 1.10. i 
II 1.11. u slueaju normalnih i levo normalnih traka t-Arhimedovih polugrupa, i uslovi koji 
opisuji to polugrupe izgledaju veoma jednostavno. Odgovor u op§tem slueaju jo§ uvek 
nije dat. 

It 1.10. TEOREMA. Polugrupa S je normaina traka t-Arhimedovih polugrupa 
ako i Sarno ako za sve a, b, c E S postoji n E Z+ tako da 

(abc)" E acSac . 

DOKAZ: Neka su a E S, x, y E 	proizvoljni elementi. Uzmimo da x, y E S 
(slieno dokazujemo slueajeve kada je x = 1 iii y = 1). Tada prema (3) dobijamo da 
postoji n E Z+ tako da 

(xa2 y)" ((xa)ay)" E xaySxay . 

(1) 

(2) 

(3) 
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Takodje, imamo da postoji m E Z+ tako da je 

(xay) 2 m = ((xa)(yx)(ay))m E xa2 ySxa2 y . 

Prema tome, va2i (2), pa S jeste traka I t-Arhimedovih polugrupa Si, i E I. Neka 

su i , j, k E I proizvoljni elementi. Kako I jeste homomorfna slika polugrupe S, to 

dobijamo da postoji 72 E Z+ tako da je 

ijk = (ijk)" = ikuik , 

za neki u E I, odakle sledi da je 

ijk = ikijkik , 

pa prema I 6.19. dobijamo da I jeste normalna traka. 
Obrnuto, neka S jeste normalna traka I t-Arhimedovih polugrupa Si, i E I. Neka 

su a, b, c E S proizvoljni elementi. Tada imamo da a E Si, b E Si, c E Sk za neke 

i, j, k E I i kako I jeste normalna traka, to dobijamo da je 

acabc E Sikijk = Sijk 

1 

abcac E Sijkik = Sijk • 

Kako Sijk jeste t-Arhimedova polugrupa, to dobijamo da postoje m, n E Z+ tako da 

(abc)" E acabcS n Sacabc 

(abc)"l E abcacS n Sabcac , 

odakle dobijamo da je 
(abc)"" E acSac . 

Prema tome, va2i. (3). I 

II 1.11. TEOREMA. SledeCi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 

(i) S je levo normalna traka t-Arhimedovih polugrupa; 
za sve a, b, c E S postoji n E Z+ tako da je 

(abc)" E acSa ; 

za sve a, b, c E S postoji n E Z+ tako da je 

(abc)" E acSb . 
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POKAZ: 	(ii). Neka S jeste levo normalna traka I t-Arhimedovih 

polugrupa Si, i E I . Neka su a, b, c E S proizvoljni elementi. Tada je a E Si, b E 

Si, c Sk za neke i,j,k E I, pa je abc E Sijk 

acba E Sikji = Sijk 

jer I jeste levo normalna traka. Prema tome, postoji n E Z+ tako da 

(abc)" E acbaSacba C acSa . 

Dakle vanfi (ii). 
(ii) = (iii). Neka vazi (ii) i neka su a, b, c E S proizvoljni elementi. Tada imamo 

	

da pc4toji n E 	tako da 
(abc)" •E acSa C acS 

postOji m E Z+ tako da je 

(abc)2m = ((ab)(ca)(bc))m E abbcSab C Sb . 

Prema tome, imamo da 
(abc)2m+" E acSSb C acSb , 

pa va.i (iii). 
(i). Neka va zi (iii) i neka su x, y E S 1  i a E S proizvoljni elementi. 

Uzmiino da x, y E S (sheno dokazujemo slueajeve kada je x = 1 iii y = 1). Tada imamo 
da postoji n E Z+ tako da 

(xay) 2n = ((xa)(yx)(ay))" E xaaySyx C xa 2 yS 

Sa -druge strane, imamo da postoji m E Z+ tako da 

(ayx) 2172  = ((ay)(sa)(yx)r E ayyxSxa C Sxa , 

odakle dobijamo da je 

(xay)2m+' = x(ayx) 2may E xSxaay C Sxa 2 y 

Prema tome, imamo da je 

(xaoin-1-2n+1 E xa2 ySxa 2„,
U • 

Takodje, imamo da postoji k E Z+ tako da je 

(xa 2 y) k  ((xa)ay) k  E xaySa C xayS 
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Osim toga, imamo da postoji t E Z+ tako da 

(yxa 2 ) t  = (y(xa)a) t  E yaSxa C Sxa , 

odakle dobijamo da je 

(xa 2 y) t+' = xa2 (yxa 2 ) t y E xa2  Sxay C Sxay . 

Prema tome, 
ok+t-1-1 (xa2 	E xaySxay . 

Dakle, prema II 1.8. dobijamo da S jeste traka I t-Arhimedovih polugrupa. Kako 
I jeste homomorfna slika polugrupe S, to imamo da za proizvoljne i,j,k E I postoji 
n Z+ i u E / tako da je 

ijk = (ijk)" = ikuj , 

odakle dobijamo da je 

ijk = ikijkj , 

pa prema I 6.20. dobijamo da I jeste levo normalna traka. Dakle, vaii (i). 

II 2. POLUMRE2E POTPUNO ARHIMEDOVIH POLUGRUPA 
( GV-POLUGRUPE ) 

Dekompozicije polugrupa u polumre2u potpuno Arhimedovih polugrupa prvi je poeeo 
da proueava L.N.Sevrin. Prve rezultate iz tih istraivanja je izneo u saopftenjima [86,87,88]. 
Na 2alost, detalji koji se tieu metoda, kojima se do§lo do tih rezultata kao i sami dokazi 
tih rezultata, §iroj javnosti jo§ uvek nisu poznati. Rezultati L.N.Sevrina se, inaee, odnose 
na dekompozicije potpuno 7-regulamih polugrupa. Shene rezultate, koji se tieu dekom- 
pozicije ir-regularnih polugrupa u polumreai potpuno Arhimedovih polugrupa, dobile su 
J.L.Galbiati i M.L.Veronesi u radu [37], u kome je istraiivanje otpoeelo, i M.L.Veronesi u 
radu [104], u kome su dobijeni konaeni rezultati. Razne druge karakterizacije ovih polu- 
grupa, u opftem i raznim posebnim slueajevima, je dao S.Bogdanovie, u nizu svojih radova. 

U ovom poglavlju navodimo neke od napred pomenutih rezultata. Teoremom II 2.9. 
se daju neki noviji rezultati koji opisuju dekompozicije u polumre2u nil-ekstenzija levih 
i desnih grupa. Pomenuti rezultat je publikovan u radu S.Bogdanoviea i M.Ciri6a,[16], 
i prikazan u magistarskom radu autora, ali je ovde ponovo dat zbog veoma interesantne 
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metodologije koja se primenjuje u tim dekompozicijama i koja je dala niz dobrih rezultata 

u razn4n drugim slueajevima. Takodje, daju se razne posledice rezultata II 2.9. 

II 2.1. DEFINICIJA. Neka S jeste 7r-regularna polugrupa. Uvodimo relacije 

.C*, 	i 3* sa: 

gde su p, q E Z+ najmanji brojevi takvi da aP,bq E Reg(S). 

Ove relacije su uvedene u [37], predstavljaju relacije ekvivalencije i na regularnoj 
polugitupi se poklapaju sa poznatim Greenovim relacijama (I 2.3.). 

II 2.2 DEFINICIJA. Polugrupa.  S jeste GV-polugrupa (polugrupa Galbiati-

Veronesi) ako S jeste ir-regularna i svaki njen regularni element je potpuno regularan, 

tj. Reg(S) = Gr(S). 

Sledeea teorema prikazuje rezultate M.L.Veronesieve,[104], i S.Bogdanovi6a,[13], koji 

opisuju polumreie potpuno Arhimedovih polugrupa. 

II 2.3. TEOREMA [104,13]. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 

S je GV-polugrupa; 
S je 7r-regularna i svaka 7-1* -klasa je 7r-grupa; 
S je potpuno r-regularna i T = 

(iv) (Va, b E S)(3n E z+) (ab)' 7  E (ab)nbS(ab)n ; 
(v) S je polumreta potpuno Arhimedovih polugrupa ( polumreia nil-ekstenzija 

potpuno prostih polugrupa ). 

II 2.4. NAPOMENA. Uslov (ii) u II 2.3. mote se zameniti slededim: 
(ii*) S je (disjunktna) unija 7r-grupa. 

Narednim tvrdjenjima prikazujemo niz rezultata koji opisuju razne posebne slueajeve 
polumreia potpuno Arhimedovih polugrupa, i koji ee nam biti potrebni u daljem radu. 

II 2.5. TEOREMA [10]. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
(i) S je polumreia nil-ekstenzija pravougaonih grupa; 

S je GV-polugrupa i za sve e, f E E(S) postoji n E z+ tako da je 

(enn = (enn+1 ; 

S je ir-regularna i 
a = axa = a = ax2  . 

a G* b 4 Sap = Sbg ; 
a R.* b 4 aP S = bq S ; 

= 	n R.* ; 
a J* b a SaPS = Sbq S ; 
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II 2.6. DEFINICIJA. Polugrupa S je LR-polugrupa ako je 

(1) 	 (Va, b E S)(J72 E Z+) (ab)n E L(a) U R(b) . 

II 2.7. LEMA. Polugrupa S je LR-polugrupa ako i samo ako je 

(2) 	 (Va, b E S)(3n E Z+) (ab)n E Sa U bS . 

DOKAZ: Neka S jeste LR-polugrupa i neka a, b E S. Tada postoji n E Z+ 
tako da je 

(ab)" E L(a) U R(b) = a U Sa U bU bS = {a, U SaU bS . 

Ako je (ab)n E fa, 	tada je 

(ab) 2 n E {a 2 , 	C Sa U bS . 

Prema tome, vaii (2). 
Obrat sledi neposredno. 

Sledeei poznati rezultat ee nam poslu2iti kao pomoeno tvrdjenje u dokazuvanju Teo-
reme II 2.9. 

II 2.8. LEMA. Traka S jeste polumre2a singulamih traka ako i samo ako je 

ab = aba 	V 	ab = bab 

za sve a,b E S. 

II 2.9. TEOREMA. Sledeei uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
(i) S je polumreia nil-ekstenzija levih i desnih grupa; 

(ii) (Va, b E S)(3n E Z+) (ab)n E (ab)nS(ba)n U (ba)n S(ab)n; 
S je r-regularna LR-polugrupa.; 

(iv) S je GV-polugrupa i za sve e, f E E(S) postoji n E Z+ tako da je 

( 3 ) 	 (ei) n  = (e.fe) n  V (ef) n  = (fef) n  

(v) S je r-regularna i 

(4) 
	

a = axa 	ax = ax
9 a V ax xa2

X . 
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DOKAZ: (i) = (ii). Neka S jeste polumreia Y polugrupa Sa, a E Y, i za 

svaki a E Y neka Sa  jeste nil-ekstenzija polugrupe Ka, pri eemu Ka  jeste leva iii 

desna grupa. Neka je a E So ,b E Sp, a, i3 E Y. Tada imamo da ab, ba E Sap, pa postoji 

n E Z* tako da (ab)n, (bar E Kap. Sada prema I 4.8. imamo da je 

(ab)n E (ab)nKap(ba)n  C (ab)"soar , 

ako Kap jeste leva grupa, odnosno 

(ab)" E (ba)n Kap(ab)n  C (ba)" S(ab)n  , 

ako Kap jeste desna grupa. Prema tome, vaii (ii). 

(ii) = (iii). Sledi neposredno. 
(iv). Neka S • jeste ir-regularna LR-polugrupa. Neka a E Reg(S). Tada 

postoji b E S tako da je a = aba i b = bab. Prema (2) dobijamo da ab E Sa U bS i 

ba E $sbU aS. Neka je ab = tat za neki u E S. Tada je 

a = aba = ua2  =E Sae  . 

Neka je ab = by za neki v E S. Tada je a = aba = bva i a2  = abva, pa je 

a = bya = babva = ba2  E Sa2  . 

Shen° dokazujemo.  da iz ba E Sb U aS sledi da a E a2  S. Prema tome, a E Gr(S), pa 

S jeste GV-polugrupa. 
Neka e, f E E(S). Tada postoji n E Z+ tako da je (ef)n E Se U fS. Ako je 

(ef)n = ue za neki u E S, tada dobijamo da je 

( ef e)n = (ef sn e  ) 	uee = ue = (ef)" . 

Slieno dokazujemo da iz (ef)" E fS sledi da je (fef)n = (e f)". Daide, vazi (3 ). 

(iv) 	(i). Iz (3) dobijamo da je 

(en"-f-1 = (ennef  = (efe)"f = (ennf  (enn 

iii 
(ef)"+1  = ef(en n  = e(fef) n  = e(enn  = (ef)" , 

za neki n E Z+. Sada prema II 2.5. dobijamo da S jeste polumreia Y polugrupa 

a E Y, pri eemu Sa  jeste nil-ekstenzija pravougaone grupe K a  za svaki a E Y. 

Kako za svaki a E Y imamo da Ea  = E(Ka) = E(S0 ) jeste pravougaona traka. (prema 

I 4.6), to za proizvoljne e, f E Ea  postoji n E Z+ tako da 

ef = (ef)" = (efe)" = en = e  
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iii 
of _ (ef)n (f efr fn f 

pa prema II 2.8. dobijamo da Ea  jeste singularna traka. Dakle, prema I 4.8. dobijamo 
da Ka  jeste leva iii desna grupa. 

(i) = (v). Neka S jeste polumre2a. Y polugrupa Sa , a E Y, i neka za svaki a E Y 
Sa  jeste nil-ekstenzija polugrupe Ka , pri .emu Ka  jeste leva iii desna grupa. Tada je 
jasno da S jeste 7r-regularna. Uzmimo da je a = axa, pri .emu je a E Sa , x E So, za 
neke a, /3 E Y. Tada 

ax, xa E Sao  n E(S) = E(Sao) = Eao  , 

odakle dobijamo da je 

ax = (ax)(xa) = ax2 a , 

ako Eao  jeste levo nulta traka, odnosno 

ax = (xa)(ax) = xa2  x , 

ako Eafi  jeste desno nulta traka. Prema tome, va2i (4). 
(v) = (i). Neka S jeste ir-regularna polugrupa i neka vali (4). Tada za proizvoljni 

element a E Reg(S) imamo da postoji x e S tako da je a = axa, pa iz (4) dobijamo 
da je 

a = axa (ax' a)a = ax2 a2  , 

iii 
• 9 a axa (ax)-  a ax(xa9  x)a = ax2  a(axa) = ax2 a2  . 

Dakle, prema II 2.5. dobijamo da S jeste polumreia Y polugrupa S„, a E 
pri .emu Sa  jeste nil-ekstenzija. pravougaone grupe Ka  za svaki a E Y. Neka 
su e, f E E(Sa) = E(Ka ) = Ea  proizvoljni elementi. Kako prema I 4.6. imamo da 
Ea  jeste pravougaona traka., to dobijamo da je e = efe pa prema (4) sledi da je 
o f= ef2 e= e f e= e iii o f= f e2  f= f e f= f. Dakle, prema II 2.8. i I 4.6. dobijamo 
da Ka  jeste leva iii desna grupa. 

Koristeei metode i rezultate iz II 2.9., lako se dokazuju naredna tvrdjenja. 

II 2.10. POSLEDICA. SledeCi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
(i) S je polumre2a nil-ekstenzija levih grupa; 

(Va, b E S)(3n E Z+) (ab)R E (ab)"5(ba)" ; 
(iii) S je r-regularna i 

(Va, b E S)(3n E Z+ )(ab)n E L(a) ; 

(iv) S je GV-polugrupa i za. sve e, f E E(S) postoji n E Z+ tako da je 

(ef ) n 7-7  (e.fe) n  ; 
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(r) S je 7r-regularna i 

a = axa = ax = ax2  a . 

2.11. TEOREMA. Sledeei uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
(i) S je polumreia levih i desnih grupa; 

S je regularna i za sve a, b E S je 

(5) 
	 ab E SaU bS ; 

S je regularna i za sve a, b E S je 

(11) E L(a)U R(b) ; 

(iv) S je regularna LR-polugrupa; 
(v) S je potpuno regularna i E(S) je polumreia singularnih traka; 

('vi) S je regularna i 

a = axa = ax = ax2 a V ax = xa2
X . 

DOKAZ: (i) = (ii). Neka S jeste polumreia Y levih i desnih grupa Sa , a E 

Y. Jasno je da S jeste regularna. Neka su a, b E S proizvoljni elementi. Tada je 
a E So , b E Sp za neke a, 9 E Y, pa ab, ba E Sap. Dakle, prema I 4.8. dobijamo da je 

ab E abSoba C Sa , 

ako $ap jeste leva grupa, odnosno 

ab E baSoftab C bS , 

ako Sap jeste desna grupa. Prema tome, vaii (ii). 
(ii) = (iii) i (iii) = (iv). Sledi neposredno. 
(iv) = (i). Sledi prema II 2.9. 
(Ii) = (v). Neka S jeste regularna i neka vaii (5). Tada prema II 2.9. dobijamo 

da S jeste potpuno regularna. Neka su e, f E E(S) proizvoljni elementi. Tada je 

ef E fS U Se, odakle dobijamo da je 

ef = efe 	iii 	ef = fef , 

ef  = 
(ef 2 

Prema. tome, E(S) je polumreia singularnih traka. Dakle, vaii (v). 
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(v) = (i). Neka va2i (v). Tada prema I 5.12. sledi da S jeste polumre2a Y 
pravougaonih grupa Sa , a E Y. Prema I 4.8. sledi da Sa  jeste leva iii desna grupa za 
svaki a E Y. Prerna tome, vaZ1 (i). 

(iv) 4.> (vi). Sledi prema II 2.9. I 

II 2.12. POSLEDICA [59]. Polugrupa S je polumreia levih grupa ako i samo 
ako S jeste regularna i 

ab E Sa 

za sve a,b E S. 

II 3. TRAKE NIL-EKSTENZIJA GRUPA 

Trake nil-ekstenzija grupa su, u op§tern slueaju, proueavane od strane J.L.Galbiatieve 
i M.L.Veronesieve, u radu [36], i to je rezultat prikazan u II 1.9., i od strane L.N.Sevrina, eiji 
su rezultati prikazani u saopftenju [89], koje autor, na2alost, nije uspeo da nabavi. Dekom-
pozicije u traku nil-ekstenzija grupa, u nekim specijalnim slueajevima, su proueavane u 
radovima M.Cirica i S.Bogdanoviea,[33], i S.Bogdanoviea i M.Ciriea,[17,19], o eemu ee vise 
reei biti u narednom poglavlju. U ovom poglavlju dajemo neke nove karakterizacije traka 
nil-ekstenzija grupa, u op§tem i raznim posebnim slueajevima, i prikazujemo interesantne 
metode za dekompozicije ir-regularnih polugrupa u traku nil-ekstenzija grupa. Posebno 
interesantan rezultat daje posledica II 3.3., koja nam opisuje veoma znaeajnu vezu koja 
postoji izmedju dekompozicija u traku nil-ekstenzija grupa i retrakcija. 

Sledeea dva rezultata su veoma interesantna, mada ne daju potpune opise polumre2a 
retraktivnih nil-ekstenzija potpuno prostih polugrupa (tj. polumre2a pravougaonih traka 
nil-ekstenzija grupa) i polumre2a retraktivnih nil-ekstenzija levih grupa. Rezultati II 3.1. i 
II 3.2. Ce nam, ipak, jako dobro poslu2iti u dokazivanju ostalih rezultata iz ovog poglavlja. 

II 3.1. TEOREMA. Neka. S ,jeste ir -regularna polugrupa i za sve a, b E S postoji 
n E Z+ ta.ko da 

(1) 	 (ab)'2  E a2 Sb2 . 

Tada S jeste polumreia retraktivnih nil-ekstenzija potpuno prostih polugrupa. 

37 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



DOKAZ: Neka vazi (1). Neka je a E Reg(S), tj. a = axa za neki x E S. Tada 

imamo da je 
za svaki n E Z+ 
za neki n E Z+, prema (1), 

a = axa = (ax)"a 
E a2 5x2 a 
C a2 S 

a = axa = a(xa)'t 	za svaki n E Z+ 
E ax2  Sa2 	za neki n E Z+, prema (1), 

C Sae , 

pa a E Gr(S). Prema tome, S je polumrda Y potpuno Arhimedovih polugrupa 
Sa, a E Y. Za a E Y neka Sa  jeste nil-ekstenzija potpuno proste polugrupe Ka . Neka 
su a E Te  C Sa  i b E Tj C Sa , e, f E E(Ka), proizvoljni elementi. Neka ab E Tg  za neki 

g E E(Ka). Prema (1) dobijamo da postoji n i  E Z+ tako da 

(bg
)"i 

E  bzs g,  

tj. postoji u l  E S tako da je 
(bgr = b2 uo. 

Zatin, postoje n 2  E Z+ i u2 E S tako da je 

ogr1 n 2  = (b2
ui9)

n 2  = b2 2 u2(1119) 2 .  

Nastavljajuei da1je ovaj postupak, dobijamo da je 

(2) (bg)" = b 2k  u9, 

za neker u E S, n E Z +  i k E Z+ takav da je b2k  E Ka . Kako je bg E Ka , to prema 
Munnovoj lemi imamo da je bgli(bg)", gde je 7-1 Greenova 71-relacija na Ka , pa je 

bg = (bg)"v 

za neki v E S. Sada prema (2) dobijamo da je 

fbg = f(bg)"v = fb 2k  ugv = b2k ugv = (bg)nv = bg. 

Prema tome, vaii 

(3) bg = fbg, 

i na isti naZin pokazujemo da je 

(4) af = eaf, 

(5) eab = eabg, 
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(6) 	 eb = ebf. 

Defini§imo preslilcavanje 	: Sa 	Ka  sa 

(P(x) xe 	ako x 	, e E E(Ifo.). 
Tada je 

co(ab) = abg 

= a f bg 	( prema (4) ) 
ea f bg 	( prema (5) ) 

= eabg 	( prema (4) ) 
= eab 	( prema (6) ) 
= aeb 	(prema Munnovoj lemi) 

aebf 	( prema (7) ) 

cp(a)(p(b)• 

Prema tome, y9 jeste retrakcija, tj. S jeste retraktivna nil-ekstenzija potpuno proste 
polugrupe Ka . 

II 3.2. TEOREMA. Neka S jeste 7-regulama polugrupa i za sve a, b E S postoji n EZ+ tako da 

(ab)n E a2  Sa. 

Tada S jeste polumreia retraktivnih nil-ekstenzija levih grupa. 

DOKAZ: Prema II 2.10. dobijamo da S jeste polumre2a Y polugrupa Sa , a E i za a E Y Sa  jeste nil-ekstenzija leve grupe Ka. Neka su aET,CSa ibET1  C Sa, e, f E E(K,), proizvoljni elementi. Neka ab E T9  za neki g E E(Ka ). Prema dokazu 
za II 3.1. dobijamo da va2e uslovi (3) i (4) u II 3.1. Sa druge strane, imamo da postoji 
m E Z+ tako da 

(eh)'' E Se , 
odalde sledi da je (eb)m = (eb)m e. Kako je eb E Ka  i eb7-((eb)m , gde je 1-1 Greenova 7-1-relacija na Ka , to dobijamo da je eb = ebe, pa je 

(eb)" = ebn , 

za svaki n E Z. Ako je n E Z+ broj za koji je bn  E G1 i ako je u E Ka  element za koji je eb = u(eb)n (jer je eb7-1(eb)n), to dobijamo da je 

eb = u(eb)n = uebn = uebn f = ebf . 

Prema tome, va2i uslov (6) iz II 3.1.. Na isti naain dokazujemo da vaii uslov (5) iz II 
3.1. Ostatak dokaza je isti kao u II 3.1. 1 

Kao §to je yea reeeno u uvodu za ovo poglavlje, sledeei rezultat opisuje veoma znaeajnu 
vezu koja postoji izmedju dekompozicije r-regularne polugrupe u traku nil-ekstenzijagrupa 
i retrakcija polugrupe na svoj regularni (odnosno grupni) deo. 
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II 3.3. PROPOZICIJA. Neka S jeste traka r -grupa i Reg(S) je podpolugrupa 
od S. Tada Reg(S) jeste traka grupa i retrakt od S. 

Obrnuto, ako S sadril retrakt K koji je traka grupa i S = V7K, tada S jeste 
traka 7r-grupa. 

pOKAZ: Neka S jeste traka I 7r-grupa Si, i E I, i neka Reg(S) jeste 
podpOlugrupa od S. Za i E I neka Si jeste nil-ekstenzija grupe Gi sa jedinicom ei. 
Tada je 

Reg(S) = Gr(S) = 

Tada je jasno da Reg(S) jeste traka I grupa Gi , i E I. Defini§imo preslikavanje 
ep : S 	Reg(S) sa: 

(p(s) = xei 	ako x E Si, i E / . 

Neka je xi E Si, xi E Si, i,j E I. Kako je eieij = (eieji)eij E SijGij C 
eijej = eij (eij ej ) E GijSij C Gij, to imamo da je 

(e i eji )2  = ei(eij (eie ii)) = e i (eie ii) = eieii E Sij , 

(eijej )2  = ((eijej )eij )ej  = (eij ej )ej  = eijej E Sij , 

pa kako Sii sadrii tan° jedan idempotent e ij , to dobijamo da je 

(7) 

Sada dobijamo da je 

So(xi)(P(I,i)= 

eiejj = eijej = 	. 

(xiei)(xiej) 
eii(xiei)(xiej )eij 

 = eijeixixie j e ij  
= eij e ix i x i ejj ej ejj  
= eij e ix i x j eij  
= eijejeijx ix i ejj  
= eijxixie jj  
= xix i ejj  
= yo(s i x j ) 

(jer je xieixjej E GiGi C  Gii) 
(prema Munnovoj lemi ) 
(jer je eij e i x i x j  EG S _ ij _ ij  
(prema (7) ) 
(jer je xixjeii E SijGij C Gij) 
(prema (7) ) 
(jer je xixieii E Gii ) 

Prema. tome, co je retrakcija od S na Reg(S). 
Obrnuto, neka S sadrii retrakt K koji je traka I grupa Gi, i E I, i neka je 

\F"K = S. Neka 	 jeste retrakcija i Si  = co -1 (G1), i E I. Tada je jasno da je 
Si  fl K = Gi i Si  = 	za svaki i E I. Prema tome, za svaki i E I imamo da Si 
jeste r-grupa, pa S jeste traka I r-grupa Si , i E I. I 

II 3.4. POSLEDICA [36]. (i). Polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija potpuno 
proste polugrupe ako i samo ako S jeste pravougaona traka ir -grupa. 

(ii). Polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija leve (desne) grupe ako i samo ako S 
jeste levo (desno) nulta traka ir-grupa. 

Slede6a teorema je glavni rezultat ovog poglavlja. 
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II 3.5. TEOREMA. Sledeei uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
(i) S je ir-regularna i za sve a, b E S postoji n E Z+ tako da 

(8 ) 

	

(ab)" E a2 bSab2 ; 

(ii) S je potpuno 7r-regularna i za sve a, b E S je 

( 9 ) 

	

ab T ab2  T a2 b; 

(iii) S je traka 7r-grupa. 

DOKAZ: (i) = (ii). Neka vazi (i). Tada prema Teoremi II 3.1. dobijamo da S 
jeste polumre2a Y polugrupa S„ a E Y, pri Eemu za a E Y Sc, jeste retraktivna 
nil-ekstenzija potpuno proste polugrupe K am . Prema tome, S jeste potpuno ir-regularna. 
Takodje, prema II 3.4. imamo da za svaki a E Y Sa  jeste pravougaona traka E(Ic) 
7-grupa Te , e E E(K,), pri e'emu Te  jesu r-klase polugrupe S. 

Neka je a E Sa  , b E Sft  , a, PEY. a0 P. Tada je ab E So. Uzmimo da je 
So pravougaona traka I x A 7-grupa. 	E I, ) E A. Neka je ab E To„ a2  b E Tiii  
i ab2  E TI v  za neke i , j,/ E I i A, it, v E A. Neka 	jeste idempotent iz 	Tada 
imamo da je 

e a2 b = e )• 11  e • aab E TipScoTiA C TEA, 

i sa druge strane je 
e i1,a2 b E 	g Ti „, 

odakle dobijamo da je Ei = A. Na. isti naEin dokazujemo da je 1 = i. Sa druge strane, 
prema (8) imamo da postoji n E Z+ tako da je 

(ab)" E a2 bS 1  fiab2  C TiASoTiv C Ti,,, 

pa kako je (ab)" E TiA , to dobijamo da je j=iiv= A. Prema tome 

ab, a2 b, ab2  E 

pa vaZi (9). 
(ii) = (iii). Neka va2i (ii). Neka su a, b ES proizvoljni elementi. Uzmimo da je 

a E Te , b E T1 , za neke e, f E E(S). Prema (9) neposredno dobijamo da je 

abrak b za svaki k E Z+  

Neka je k E Z+ element takav da je ak  E e . Tada je 

eb = ak (ak ) -l b 
T  (a k )2( ak )-1 b  

ak  Cb 

= ak h 

T ab. 
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Dalle ebrab. Na isti nakin dokazujemo da je efreb. Prema tome, imamo da je ab-ref, 
pa r jeste kongruencija. Jasno je da r jeste traena kongruencija pa S jeste traka 

ir-grupa. 
(iii) 	(i). Neka S jeste traka I lr-grupa Shi E I. Neka a E Si, b E Sj, i,j E I. 

Tada imamo da 
ab,a2 b,ab2  E Si?, 

odakle lako dobijamo (8). I 

Wan° kao u II 3.5., dokazujemo naredne rezultate. 

II 3.6. TEOREMA. Slede6i uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 

(i) S je ir-regularna i za sve a, b E S postoji n E Z+ tako da 

(10) (ab)" E a2 bSa; 

S je potpuno ir-regularna i za sve a, b E S je 

(11) ab T a2 b T aba; 

(iii) S je levo regulama traka ir-grupa. 

DOKAZ: (i) = (ii). Neka S jeste r-regularna i neka va'Zi (10). Prema II 3.2. 

dobijamo da S jeste polumre2a Y polugrupa S a , a E Y, i za svaki a E Y S a  jeste 
retraktivna nil-ekstenzija leve grupe. Neka su a, b E S proizvoljni elementi. Tada imamo 
da je a E Sa, b E Sp za neke a, Q  E Y i da je ab, aba, a2 b E Sap. Prema I 4.8. imamo 
da Safi jeste levo nulta traka I r-grupa Ti, i E I. Uzmimo da ab E Ti, a2 b E Ti i 
aba E Tk za neke i , j, k E I. Tada imamo da je (aba) 2  E Tk 

(aba) 2  = ab(a2 ba) E Ti So  C Ti , 

odakie dobijamo da je k = i, pa je 

ab T aba . 

Sa druge strane, prema (10) dobijamo da postoji n E Z+ tako da je (ab)" = a2 bu 
za neki u E S. Uzmimo da je u E S7  za neki ry E Y. Tada se lako pokazuje da je 
a/3y = afi, odakle dobijamo da je 

(ab)'i+1  = a2 b(uab) E TiSap C 	, 

pa je j = i , tj. imamo da je 
ab T a2 b 

Kako je jasno da S jeste potpuno ir-regularna, to imamo da vazi (ii). 
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(ii) = (iii). Neka S jeste potpuno r-regularna i neka vai (11). Neka su a, b E S 
proizvoljni elementi. Uzmimo da je are i brf za neke e, f G E(S). Prema (10) 
neposredno dobijamo da je 

ab T a k b za svaki k E Z +. 

Neka je k E Z+ element ta.kav da je ak  E Ge . Tada je 

eb = ak (ak ) — i b  

7  (a  k )2( ak)—i b  

= ak  eb 

= ak b 

T ab. 

Dakle , ebrab, odakle dobijamo da. T jeste desna kongruencija. Sa druge strane, prema 
(11) imamo da je abraba, ocla.kle dobija.mo da je 

ab T (ab) 2  

= (aba)b 

T (ab)b 	jer T jeste desna kongruencija , 

= ab2  . 

Prema tome, vai (9), pa prema. II 3.5. dobijamo da S jeste traka S S T  ir-grupa. Neka 
su ar,br E Si r  proizvoljni elementi. Ta.da prema (12) dobijamo da je 

(aT)(bT) = (ar)(br)(ar) . 

Prema tome, Si r  jeste levo regularna traka. 
(iii) = (i). Neka S jeste levo regularna traka I -ir-grupa Si, i E I. Neka su 

a, b E S proizvoljni elementi. Tada imamo da a E Si, b E Si za neke i,j E I , odakle 
dobijamo da ab, a2 b E Sij i aba E Siii = S. Kako Sii jeste 7-grupa, to dobijamo da 
postoji n E Z+ tako da 

(ab)" E (a2 b)n Sii(aba)" C a2 bSa . 

Prema tome, vai (11). Jasno je da S jeste 7-regularna. 
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II 3.7. TEOREMA. Sledea uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 

S je 7r-regularna i za sve a, b, c E S postoji n E Z+ tako da 

(12) (abcr E acSac; 

S je potpuno ir-regularna i za sve a, b, c, d E S je 

(13) abed T acbd; 

S je normalna traka ir -grupa. 

normalna traka I t-Arhimedovih polugrupa Si, i E I. Neka je a E Reg(S) proizvoljni 

element. Tada je a = axa za neki x E Si  pa prema (12) dobijamo da postoje m, n E Z+ 

DOKAZ: (i) = (iii). Neka vazi (i). Tada prema II 1.10. dobijamo da S jeste 

tako da je 	
ax = (axax)n  E aaxSaax , 

odakle dobijamo da je 	
a = axa E a2 xSa2 xa C a2 Sa2  . 

Prem., tome, a E Gr(S) pa dobijamo da S jeste potpuno ir-regularna i prema I 5.18. 

dobijamo da Si jeste potpuno r-regulama za svaki i E I. Dakle, za svaki i E I Si jeste 

ir-grupa, tj. S jeste normalna traka ir-grupa. 

(iii) = (i). Sledi prema. II 1.10. 
(i). Neka vazi (ii). Tada je jasno da S jeste 7r-regularna. Neka su a, b, c E S 

proizvoljni elementi. Tada prema (13) dobijamo da je 

(abc)2  = ab(cab)c T a(cab)bc = acab2  c 

(abc)2  = a(bca)bc T ab(bca)c = ab2  cac , 

odakle sledi da postoje 	E Z+ tako da je 

(abc)2 m E acS i (abc)' E Sac 

pa je 	
(abc)2772 +2 n E acSac . 

Prema tome, vaii (i). 
(iii) = (ii). Sledi neposredno. 

Na sliean naein kao i prethodna, dokazuje se sledeea teorema. 
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II 3.8. TEOREMA. Sledeei uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
(i) S je 7r-regularna i za sve a, b, c E S postoji n E Z+ tako da 

(abc)" E acSa; 

S je 7-regularna i za sve a, b, c E S postoji n E Z+ tako da 

(abc)" E acSb; 

S je potpuno 7-regularna. i za sve a, b, c E S je 

abc T acb ; 

(iv) S je levo normah2a. traka.z-grupa. 

DOKAZ: (i) <> (ii). Sledi prema II 1.11. (ii) = (iv). Sledi prema II 1.11. i I 
5.18. 

(iv) 	(iii). Sledi neposredno. 
(iii) = (ii). Neka va -Zi (iii). Neka su a, b, c E S proizvoljni elementi. Tada prema 

(iii) dobijamo da postoje rn, n E Z+ tako da (abc)",(acb)m E G, gde je G neka podgrupa polugrupe S, odakle sledi da je 

(abc)" E (acb)rn G(acb)m C acSb . 

Prema tome, va2i (ii). 

II 3.9. POSLEDICA. Sledeei uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
(i) S je r-regularna i za. sve a, b E S postoji n E Z+ tako da 

(ab)" E bSa; 

S je potpuno R . -regular-11a i za sve a, b E S je 

ab T ba; 

S je 71- -regulama i iz a = axa sledi da je ax = xa; 
(iv) S je polumre2a ir-grupa. 

DOKAZ: (i) <#> (iii) <=> (iv). To je rezultat iz [11]. 
(ii) 	(iii). Neka va2i (ii) i neka je a = axa za neke a, x E S. Tada imamo da 

je ax T xa. Prema tome, imamo da su ax i xa idempotenti koji lee u istoj podgrupi 
od S, pa je jasno da je ax = xa. Dakle, vazi (iii). 

(iv) = (ii). Sledi neposredno. I 
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II 4. REDEIEVA TRAKA NIL-EKSTENZIJA GRUPA 

Veoma znacajan tip dekompozicija u traku nil-ekstenzija grupa su dekompozicije 
u Redeievu traku nil-ekstenzija grupa. Razni posebni slueajevi ovih dekompozicija su 
prouavani u radovima raznih poznatih autora. Dekompozicije ovakvog tipa, naprimer, 
imaju veoma znaeajno mesto u izueavanju polugrupa eije mreie podpolugrupa imaju mod-
ularnb iii distributivno svojstvo. 0 tome se vise informacija mole naCi u monografiji 
M.Petricha,[60], iii preglednom raclu L.N.Sevrina i A.J.Ovsyanikova,[91]. Veoma znaZajne, 
po torn problemu, su tzv. U 7 trake polugrupa, koje su poseban slueaj Redeievih traka polu-

grupa i koje su izueavane u radovima 	 i S.Bogdanoviea i 
Drugs posebni slueajevi Redeievih tra.ka ir-grupa su izueavani u radovima S.Bogdanoviea i 
M.Oiriea,[17,19], i M.oiriea. i S.Bogdanoviea,[33]. 

ovom poglavlju opisujemo Redeieve trake nil-ekstenzija grupa, u op§tem i nekim 
pose$nim slueajevima. Takodje, dajemo niz zanimljivih rezultata koji ee nam posluZiti za 
dokazivanje ostalih rezultata u ovom poglavlju. Naprimer, opisujemo lance nil-ekstenzija 
pravougaonih grupa i lance nil-ekstenzija levih i desnih grupa. 

II 4.1. LEMA. Polugrupa S je lanac pravougaonih traka ako i samo ako je 

(1) 	 a = aba V b = bab 

za sve a, b E S. 

DOKAZ: Neka S jeste lanac Y pravougaonih traka S„, a E Y. Neka a E 
S., b E Sp, a, ,8 E Y. Also je a < /3, tada a, ab E S., pa je 

aba = a2 ba = a(ab)a = a . 

Sam dokazujemo da iz Q < a sledi da je bab = b. Prema tome, vati (1). 
Obrnuto, neka vaZi (1) i neka je a E S. Tada iz (1) dobijamo da je a = a 3 , pa je 

a = aa2 a = a4  = a2  iii a2  = a2 aa2  = a5  = a3 = a . 

Prema tome, S jeste traka, pa S jeste polumreia Y pravougaonih traka. Iz (1) se 
lako dobija da Y jeste lanac. 

Lanci nil-ekstenzija pravougaonih grupa su opisani u radu S.Bogdanoviea,[10]. U 
narednoj teoremi dajemo neke nove (mada sliene) karakterizacije ovih polugrupa. Posebno 
je interesantna metodologija primenjena u dokazu ove teoreme. 
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II 4.2. TEOREMA. Sledeei uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
(i) S je lanac nil-ekstenzija pravougaonih grupa; 

(ii) S je potpuno 7r-regulama i E(S) je lanac pravougaonih traka; 
(iii) S je GV-polugrupa i E(S) je lanac pravougaonih traka. 

	

DOKAZ: (i) 	(ii). Neka 	S jeste lanac Y polugrupa SU., a E Y, i za svaki a E Y neka Sa  jeste nil-ekstenzija pravougaone grupe Ka . Jasno je da tada S jeste 
potpuno ir-regularna. Neka su e, f E E(S) proizvoljni elementi. Tada je e E Sa  i 
f ESQ za neke a, /3 E Y. Prema II 2.5. imamo da je (ef)n = (ef)n+ 1  za neki n E Z+, 
odakle dobijamo da je (ef)n e = (e f )n+ 1  e, odnosno 

(ef e)n = ( efe )n -F1 

Prema tome, imamo da je (e f e)n idempotent, paje (ef e)n E Eap = E(Safi) = E(K0). 
Na isti naein dokazujemo da je (fen" E Eafl. Uzmimo da je a < /3. Tada imamo da 
e, (ef e)" E Ea , odakle dobijamo da je 

(efe)n = e(e f ere = e , 

pa je 

e = (e f e)n = (e f e)n+1  = e(e f e) = e f e . 

	

Na sliean naein doka.zujemo da iz 	< a sledi da je f = f 
dobijamo da E(S) jeste lanac pra.vougaonih traka. 

(ii) (iii). 	Neka S jeste potpuno 7r-regularna i 
pravougaonih traka. Ka.ko je E(S) podpolugrupa od S, 
da T = Reg(S) jeste regularna podpolugrupa od S. Neka je 
Tada je a = axa i x = xax za neki x E T. Kako ax, xa E 
pravougaonih traka, to prema II 4.1. dobijamo da je 

a = axa = (ax)(xa)(ax)a = ax 2 a2 xa E Ta2 T , 

iii 

a = axa = a(x a)(ax)(x a) = ax a2  x 2  a E Ta2 T 

Prema tome, T je intra-regularna polugrupa pa prema I 5.15. sledi da T jeste polumreia 
Y prostih polugrupa Ta , a E Y. Takodje, prema I 5.17. dobijamo da je Ta  potpuno 
ir-regularna za svaki a E Y, pa prema. I 4.4. dobijamo da je Ta  potpuno prosta za 
svaki a E Y. Sada prema I 5.11. dobijamo da T jeste potpuno regularna, pa S jeste 
GV-polugrupa. Prema tome, va.2i (iii). 

(iii) (i). Neka S jeste GIB'-polugrupa i neka E(S) jeste lanac pravougaonih 
traka. Tada je ef = (ef) 2  za sve e, f E E(S), pa prema II 2.5. sledi da S jeste 
polumre2a. Y nil-ekstenzija. Sa , a E Y pravougaonih grupa. Prema II 4.1. se lako 
dokazuje da Y jeste lanac. Da.kle, va2i (i). 

II 4.3. D EFINI CU A . Polugnipa S je oslabljena Redeieva traka (ili prostije 
WR-traka) ako je 

	

ab E 	bl V ba E {a, b} 

ef Dakle, prema II 4.1. 

neka E(S) jeste lanac 
to prema I 3.3. dobijamo 
a E T proizvoljni element. 
E(S) i E(S) jeste lanac 
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za sve a,b E S. 
POlugrupa S je levo oslabljena Redeieva traka prostije LW R-traka) ako je 

ab E {a, b} V ba E {a, b} 

za sve a,b E S. 
Polugrupa S je Redeieva traka ako je 

ab E {a, b} 

za sve a,b E S. 

Jasno je da svaka polugrupa sa jednim od ovakvih svojstava jeste traka. 

II 4.4. LEM A. Polugrupa S je WR-traka ako i samo ako S jeste lanac singularnih 

traka. 

DOKAZ: Neka S jeste lanac Y singularnih traka Sa, a E Y. Neka su 

a E So„ b E Sp, a, E Y proizvoljni elementi. Ako je a < Q, tada je ab, ba E Sa , pa je 

ab = a(ab) = a , 

ako 5„ jeste levo nulta traka, odnosno 

ba = (ba)a = a , 

ako Sat  jeste desno nulta traka. Sliean dokaz imamo za < a. Prema tome, S jeste 

WR-tralca. 
Obrnuto, neka S jeste WR-traka. Tada S jeste polumreta Y pravougaonih traka 

Sa, a E Y. Tada je jasno da Y jeste lanac. Neka je a E Y proizvoljni element i neka 

je So, = I x A. Neka su (i, A), (j, it) E I x A proizvoljni elementi. Tada vati jedan od 

slede6ih uslova 
(i, /2 ) = (i,A)(j,A) = (i, A) , 
(i, p) = (i, A)(j,P) = (j, µ) 
(j, A) = (j, tt)(i, A) = (7, µ) 
(j, A) = (j, f.L)(i, A) = (i, A) 

Prelim tome, imamo da je i = j ill A = it, odnosno da je III = 1 ili lAl = 1. Dakle, 

Sa  je singularna traka, pa S jeste lanac singularnih traka. 

II 4.5. POSLEDICA [77,78]. Polugrupa S je Redeieva traka ako i samo ako S 

jeste ordinalna suma singularnih traka. 

II 4.6. POSLEDICA. Polugrupa S je LWR-traka ako i samo ako S jeste lanac 

levo nultih traka. 

Koristeei napred dobijene rezultate, lako dokazujemo sledeeu teoremu. 

48 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



II 4.7. TEOREMA. Sledeei uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
S je lanac nil-ekstenzija levih i desnih grupa; 
S je potpuno ir-regulama i E(S) je WR-traka; 
S je GV-polugrupa i E(S) je WR-traka. 

DOKAZ: Dokazuje se slieno kao II 4.2. 1 

Sledeei rezultat je glavni rezultat ovog poglavlja i opisuje polugrupe koje se mogu 
razloZIti u Recleievu traku nil-ekstenzija grupa. 

II 4.8. TEOREMA. Slede6i uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
S je Redeieva traka r-grupa; 

S sadr2i retrakt K koji je Redeieva tra.ka grupa i K = S; 
(Va, b E S)(3n E Z+) a' E (ab)"S(ab)n V b n  E (ab)nS(ab)"; 

DOKAZ: (i) 	(ii).. Neka S jeste Redeieva traka I it-grupa Si, i E I. Za i E I 
neka Si jeste nil-ekstenzija grupe G i  sajedinicom e i . Jasno je da je E(S) 	lei i E I}. 
Neka su e i , ej  E E(S), i, j E I, proizvoljni elementi. Tada je eie j  E Sij . Ako je ij = 
tada je eiej E Si, pa kako imamo da je eiej = ei(eiej ) E GiSi  C Gi, to dobijamo da je 

(eiej) 2  = ((eiej)ei)ej  = (eiej)ej  = eiej . 

Ako je ij = j, tada, na isti naein dokazujemo da je (eiej) 2  = eiej. Prema tome, E(S) 
je podpolugrupa od S pa prema I 3.3. dobijamo da je Reg(S) podpolugrupa od S, 
odakle, prema II 3.3., dobijamo da va.2i (ii). 

(ii) = (i). Sledi prema II 3.3. 
(i) = (iii). Neka S jeste R.edeieva traka I it-grupa Si, i E I. Za i E I neka 

Si jeste nil-ekstenzija grupe Gi. Neka su a E Si, b E Si, i, j E I, proizvoljni elementi. 
Tada je ij = i iii ij = j. Uzmimo da je ij = i. Tada je ab E Si pa postoji n E Z+ 
tako da (ab)" , a" E Gi , odakle dobijamo da je 

l an(( abyr i (abr E  (abrs( abr a n  = (abr((ab)li)-  

gde je ((ab)n) -1  inverzni element elementa (ab)n u grupi Gi. Ako je ij = j, tada na 
sliean naein dokazujemo da je 

b" E (ab)" S(ab)n 

za neki n E Z+. 
(iii) = (i). Neka va'ZI (iii). Tada je jasno da S jeste potpuno r-regularna. 

Takodje, prema (iii) dobijamo da je 

eESf 	i 	fEeS, 

za sve e, f E E(S), oda.kle lako dokazujemo da E(S) jeste Redeieva traka. Dakle, 
prema II 4.7. dobijamo da S jeste la.na.c Y polugrupa Sa , a E Y, pri eemu je Sa 

 nil-ekstenzija leve iii desne grupe K, za svaki a E Y. 
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Neka je a E Y i neka su a, b E S proizvoljni elementi. Uzmimo da aET,,bE 

Tf, e, f E E(Sa), e # f. Takodje, uzxnimo da Ka  jeste leva grupa (slieno dokazujemo 

slueaj icada je Ka  desna grupa). Prema (iii) dobijamo da postoji n E Z+ tako da je 

an E (af)"S(af)" iii f E (af)"S(af) n  . 

Neka je f E (ann5(af)" C afSaf. Kako je af E SaKa  C Ka , to prema I 3.10. 

dobija4no da je af E Gf. Sa druge strane, imamo da je fa = lla E GfKa  C Gf, to 

dobijamo da je 
af = f(af) = (fa)f = fa . 

Kako je ak  E Ge  za neki k E Z+, to dobijamo da je 

ak  = ak e = ak ef = ak  f = fak  E G fG e  C Gf 

sto, prema I 3.10. i Munnovoj lemi, nije moguee. Prema tome, mora biti 

an E (af)"S(af)" C Ka  

(jer je af E Ka). Prema tome, 

a  2n E (a fyl s(af)2r s(af 	afKaaf 

pa je a2" 	ef (gde je 7-t Greenova 7-1-relacija na Ka), odakle sledi da je af E Ge . 

Slieno dokazujemo da je be E G1, pa prema Munnovoj lemi dobijamo da je 

be = fbe= bfe = bf = fb , 
a f = ea f = aef = ae = ea 

abe = a f b = eab . 

Uzmimo da je (ab)"` E Gg za, neke g E E(Sa), m E Z. Tada je 

(ab)me E Gg G e  c Gg 	(ab)me = e(ab)m E Ge Gg  C Ge  . 

Prema tome, imamo da je g = e, tj. (ab)m E Ge , pa je 

ab E Te  =71,1 . 

Dakle, za svaki a E Y imamo da S a  jeste levo iii desno nulta traka 7r-grupa. 

Neka su a E Te  C Sa , b E Tf CS/3, a 	proizvoljni elementi. Uzmimo da je 

a < #(sliean dokaz imamo u slueaju da je /3 < a). Tada je ef = fe = e i, osim toga, 

postoji n E Z+ tako da je 

bn  E (be)n S(be)" 	iii e E (be)n S(be)n . 
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Ako je bn = (be)"u(be)" za neki u E S, tada je u E S7  za neki 7 E Y pa je afiry = odakle dobijamo da je 	,3, gto nije moguee. Prema tome, imamo da je 

e E (be)"S(be)" C beSbe . 

Kako je be = (be)e E Saba  C Iia , to prema I 5.9. i I 3.10. dobijamo da je b E Ge . Na isti naein dokazujemo da je eb E Ge , odakle dobijamo da je 

eb = (eb)e = e(be) = be , 

pa prema Munnovoj lemi dobijamo da je 

abe = aeb = eab . 

Neka je (ab)"` E G9  za neke g E E(S0.), in E Z. Tada je 

(ab)m (ab)"`g = (ab)"` geg= (ab)"` eg = e(ab)mg 

= e(ab)m = ee(ab)m = e(ab)me 

E eScr e 

= Ge  . 

Prema tome, (ab)m E Ge, tj. ab E Te  = Tef. Kako prema II 2.3. dobijamo da Te  jeste r -grupa za svaki e E E(S), to dobijamo da S jeste Redeieva traka E(S) ir-grupa e E E(S). 

II 4.9. POSLEDICA. Polugrupa. S je Redeieva traka grupa ako i samo ako je 

a E abSab 	V 	b E abSab 

za sve a,b E S. 

Posledica napred dobijenih rezultata je i sledeei rezultat dokazan u radu M.airi6a i 
S.BogdanovoCa,[33]. 

II 4.10. TEOREMA. Polugrupa S je Redeieva traka periodienth it-grupa ako i 
samo ako S jeste ir-regularna i za sve a, b E S postoji n E Z+ tako da je 

(2) 	 (ab)" E< a > U < b > . 

DOKAZ: Neka S jeste Redeieva traka I periodienih r-grupa Si, i E I. Tada 
je jasno da S jeste ir-regularna. Neka su a, b E S proizvoljni elementi. Tada je 
a E Si, b E S, za neke i,j E I. Ako je ij = i i ako je E(Si) = {et}, tada imamo da 
postoje n, m E Z+ tako da je 

(ab)" = ei = am , 
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odakle dobijamo da je (ab)" E< a >. Na isti naein dokazujemo da iz ij = j sledi da je 

(ab)n E< b > za neki n E Z+. Prema tome, vaii (2). 

Obrnuto, neka S jeste 7r-regularna polugrupa i neka vaii (2). Neka je a E Reg(S) 

proizvoljni element, tj. neka je a = axa za neki x E S. Tada prema (2) dobijamo da 

ax E< a > U < x > i xa E< a > U < x > . 

Ako je ax = ak  iii xa = ak  za neki k E Z + , tada dobijamo da je a = 	pa  

je a E Gr(S). Kako imamo da ax, xa E E(S), to za ax, xa E< x > dobijamo da je 

ax = xa, pa je a = xa2  = a2 x, tj. a C Gr(S). Prema tome, S je GV-polugrupa, pa 

S jeste potpuno ir-regulama. Neka je a E S proizvoljni element. Tada je a' E G, za 

neki n E Z+ i neki e E E(S), pa postoji u E S tako da je anu = e. Sada prema (2) 

dobijamo da postoji m E Z+ tako da. je 

e = 	= (et') E< a' > U < u > . 

Ako je e = U k  za neki k E Z+, tada je e = (an)k ak , (a  )k 	ank
. Prema tome, 

imamo da je e E< a >, odakle sledi da S jeste periodiena. 

Neka su a, b E S proizvoljni elementi. Prema (2) imamo da postoji n E Z+ tako 

da je (ab)n E< a > U < b >. Uzmimo da je (ab)Th = ak  za neki k E Z. Kako je S 

periodiena, to postoji p E Z+ tako da je (ab)P E E(S), odakle dobijamo da je 

akP = (ab)n1' = (ab)P = ((ab) )3k  E (ab) kPS(ab) kP  . 

	

Na isti naein dokazujemo da iz (ab)n E< b > sledi da je 	E (ab)m S(ab)m za neki 

m E Z. Dakle, prema II 4.8. dobijamo da S jeste Redeieva traka periodienih ir-grupa. 

II 4.11. D EFIN I CIJ A . Polugrupa S je Lt-polugrupa ako unija svakih dvaju 

podpolugrupa od S jeste podpolugrupa, tj. ako je 

ab E< a > U < b > 

za sve a, b E S. 

II 4.12. LEMA. Neka. S ,jeste U-polugrupa. Tada S jeste nil-polugrupa ako 

samo ako je S5  = 0. 

DOKAZ: Neka S jeste U-nil-polugrupa. Tada za proizvoljni element a E S 

imamo da je 	
a5 = a2  a3 E< a2 > U < a3 > 

odakle sledi da je a5  = 0 za sve a E S. Neka su a, b E S proizvoljni elementi. Neka je 

ab = a. Tada dobijamo da je a = ab5  = a0 = 0. Slieno dokazujemo da iz ab = b sledi 

da je b = 0. Prema tome, imamo da je 

ab = ak 	ili 	ab = bk  
( 3 ) 

52 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



za neki kEZ+, k> 2. 
Neka su al, a2 , a3, a4, as E S proizvoljni nenula elementi i neka je a = a i  az a3a4 a5 . Tada prema (3) dobijamo da je 

a i a2  = aik  
aik a3  = aft 	, 
aTa4  
ara5  = a; 

E {1,2} , k > 2 , 
j E { i, 3} , m > 3 , 

, 	 1 E {j,4} , n > 4 , 
s E {/,5} , r > 5 . 

Prema tome 

a = ala2a3 a4 as  = as = 0 . 

II 4.13. POSLEDICA. Svaka U-polugrupa S je Redeieva traka idealskih eksten-
zija periodienih grupa pomoCu 5-nilpotentnih polugrupa. 

DOKAZ: Neka je a E S proizvoljni element. Tada imamo da je 

a5 = a2  a3 E< a2 > U < a3 > , 

odakle sledi da je S periodiana polugrupa. Prema II 4.10. i II 4.12. dobijamo da S jeste 
Redeieva traka idealskih ekstenzija. periodianih grupa pomoeu 5-nilpotentnih polugrupa. 
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GLAVA III 

NIL-EKSTENZIJE REGULARNIH POLUGRUPA 

Pored traenih, druga znaeajna vrsta polugrupovnih dekompozicija su dekompozicije 
pomoeu ideala, tj. predstavljanje polugrupa kao idealskih ekstenzija polugrupa. Po-
jam idealske ekstenzije je, kao i ve6inu fundamentalnih pojmova Teorije polugrupa, uveo 
A.H.Clifford u radu [28] iz 1950.god. Op§tim problemima idealskih ekstenzija su se, osim 
A.H.Clifforda, bavili i M.Petrich, P.A.Grillet, L.M.Gluskin, L.N.Sevrin, M.Yamada i drugi. 
Jedan od najvaZnijih tipova idealskih ekstenzija su retraktivne ekstenzije, odnosno ide-
alske ekstenzije polugrupa odredjene parcijalnim homomorfizmima. One su od ogromnog 
znaeaja za problem konstrukcija idealskih ekstenzija polugrupa, naroeito za problem preno-
§enja raznih polugrupovnih svojstava kroz to konstrukcije. Pojam idealskih ekstenzija 
odredjenih parcijalnim homomorfizmima uveo je, takodje, A.H.Clifford u napred pomenu-
tom radu. Pojam retraktivne ekstenzije uveo je M.Petrich u radu [55] iz 1966.god., gde je 
data veza izmedju retraktivnih i ekstenzija odredjenih parcijalnim homomorfizmima. Kon-
strukciju za retraktivne ekstenzije polugrupa su dali S.Bogdanovie i S.Milie u radu [22] 
iz 1987.god., dok su opis svih parcijalnih homomorfizama jedne polugrupe u drugu dali 
B.D.Arendt i C.J.Stuth u radovima [2] i [3]. Osim pomenutih, problemima retraktivnih 
ekstenzija polugrupa su se bavili i mnogi drugi autori. Dosta proueavana vrsta retraktivnih 
ekstenzija su tzv. n-inflacije, tj. retraktivne ekstenzije pomoeu (n 1)-nilpotentnih polu-
grupa. Takve ekstenzije su razmatrane najpre u knjizi A.H.Clifforda i G.B.Prestona,[30], 
gde je uveden pojam inflacije (prema I 2.11. to je 1-inflacija). U radu [56] iz 1967.god. je 
M.Petrich uveo pojam jake inflacije (prema I 2.11. to je 2-inflacija), koje je razmatrao jo§ 
u nekim radovima. Pojam n-inflacije, u op§tem slueaju, uveli su S.Bogdanovie i S.Milie 
u napred pomenutom radu. Ovde treba napomenuti da su M.S.Putcha i J.Weissglass u 
radu [74] iz 1972.god. naziv n-inflacija koristili za pojam slican, ali razlieit od pojma 
koji su n-inflacijom nazivali S.Bogdanovie i S.Milie. Odnos izmedju tih pojmova opisan 
je u doktorskoj disertaciji B.Stamenkovi6a,[83]. Ovde ee naziv n-inflacija biti koriken u 
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skladu sa definicijom S.BogdanoviCa i S.Milica (tj. sa I 2.11.). Proueavanjem n-inflacija 
polugrupa, pored pomenutih, bavili su se i mnogi drugi autori, o eemu Ce jo§ biti reei. 

U ovoj glavi, biee razmatran jedan poseban, ali veoma znaeajan tip idealskih eksten- 
zija. Naime, biee razmatrane idealske i retraktivne ekstenzije raznih tipova regularnih 
polugrupa pomoeu raznih tipova nil-polugrupa. 

U poglavlju III 1. biee razmatran op§ti slueaj, tj. polugrupe koje su nil-ekstenzije 
regularnih polugrupa. Bice dat rezultat S.Bogdanoviea i M.Ciriea iz [18], koji opisuje 
op§ti slueaj. Takodje, biee razmatrani razni posebni slueajevi, kao §to su nil-ekstenzije 
unije grupa, polumreie levih i desnih grupa, polumreie grupa itd. 

U poglavlju III 2. razmatraju se retraktivne nil-ekstenzije regularnih polugrupa. 
Navodi se rezultat iz knjige M.Petricha,[59], koji opisuje naein na koji retraktivne eksten-
zije indukuju razlaganje u poddirekta.n proizvod i razmatraju se neki slueajevi u kojima 
vaii i obratna relacija. Pomoeu dobijenih rezultata se opisuju retraktivne nil-ekstenzije 
regularnih polugrupa, tj. daje se njihov opis pomoeu poddirektnih proizvoda. 

Retraktivne nil-ekstenzije unije grupa razmatrane su u radu S.Bogdanoviea,[15], u 
op§tem slueaju, dok su u nekim specijalnim slueajevima razmatrane u radovima istog 
i nekih drugih autora, o eemu ee vie reei biti kasnije. U poglavlju III 3. se daju nove 
karakterizacije retraktivnih nil-ekstenzija unije grupa i opisuju se mnogi specijalni slueajevi 
tih polugrupa. 

Polugrupe koje su retraktivne nil-ekstenzije raznih tipova polugrupa koje su trake 
grupa su, do sada, slabo proueena klasa polugrupa. U nekim specijalnim slueajevima, 
ove polugrupe su razmatrane u radovima J.L.Galbiatieve i M.L.Veronesieve,[36], M.S.Put-
chae,[68], i S.Bogdanoviea i M.Oiri6a,[17,18,19]. U poglavljima III 4. i III 5. razmatraju 
se se ratraktivne nil-ekstenzije trake grupa u op§tem i nekim specijalnim slueajevima, kao 
gto su retraktivne nil-ekstenzije levo regularnih, normalnih i levo normalnih traka grupa. 

ti 	radii 
Prirortro 	 faktateti 

MATE 34 A T./ f FA KULTET 
EIBLIOTEKA 

Bro.' 	__Datum 

III 1. OPgTI SLU6AJ 

U izueavanju raznih svojstava polugrupa, eesto se sre6u polugrupe koje su nil-eksten-
zije regulamih polugrupa. Polugrupe iz te klase razmatrane su u mnogim radovima, od 
kojih eemo spomenuti rad S.Bogdanoviea. i M.Ciriea,[18], gde je dat opis polugrupa iz te 
klase u op§tem i nekim specijalnim slueajevima, kao i radove u kojima su razmatrani neki 
specijalni slueajevi: S.Bogdanoviea,[15], S.BogdanoviCa. i S.MiliCa,[21], M.S.Putchae,[68], 
S.Bogdanoviea i B.Stamenkovi6a,[23], itd. Kao veoma interesantan, pomenueemo rad 
M.CiriCa, i S.Bogdanoviea,[34], u kojima se opisuju polugrupe koje su multiplikativne polu-
grupe prstena i koje su nil-ekstenzije unije grupa. 
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U ovom poglavlju se razmatraju polugrupe koje su nil-ekstenzije regularnih i raznih 
posebnih vrsta regularnih polugrupa, kao §to su unije grupa, polumree levih i desnih 
grupa, polumre'ie grupa itd. Teoreme III 1.1. i III 1.5. su publikovane u radu S.Bogda-
noviea i M.OiriCa,[18], dok se ostali rezultati iz ovog poglavlja u ovoj disertaciji prvi put 
prezentuju. Rezultat III 1.5. je generalizacija rezultata T.Tamure,[96], M.S.Putchae i 

J.Weissglassa,[74], i S.Bogdanoviea i S.Miliea,[22]. 

III 1.1. TEOREMA. Polugrupa S je nil-ekstenzija regularne polugrupe ako i 

samo ako za sve x, a, y E S postoji n E Z+ tako da je 

(1) 	 xany E xan y sxany. 

DOKAZ: Neka S jeste nil-ekstenzija regularne polugrupe K. Neka su x, a, y E S 

proizvoljni elementi. Tada postoji n E Z+ tako da je an E K. Kako K jeste ideal od 

S, to imamo da je xany E K, i kako K jeste regularna, to dobijamo da vazi (1). 

Obrnuto, neka vazi (1). Tada je jasno da S jeste 7r-regularna polugrupa. Neka su 

x E S i e E E(S) proizvoljni elementi. Tada je 

xe = xe n e 	za svaki n E Z+, 

E xeneSxe n e za neki n E Z + , prema (1), 

= xeSxe. 

Prema tome, S E(S) C Reg(S), odakle dobijamo da je 

S • Reg(S) = S Reg(S) • E(S) S • E(S) Reg(S). 

Dakle, Reg(S) je levi ideal. Na isti naein pokazujemo da Reg(S) jeste desni ideal. 

Prema tome, Reg(S) je ideal, tj. S jeste nil-ekstenzija regularne polugrupe. 

Koristeei III 1.1. mcAemo dokazati sledeei rezultat. 

III 1.2. TEOREMA. Polugrupa S je nil-ekstenzija unije grupa ako i samo ako 

za sve x,a,y E S postoji n E Z+ tako da je 

(2) 	 xan y E xanyxSxa"y. 

DOKAZ: Neka S jeste nil-ekstenzija unije grupa K. Neka su x, a, y E S 

proizvoljni elementi. Tada postoji n E Z+ tako da je an E K. Kako K jeste ideal od 

S, to imamo da je xany E K, i kako K jeste unija grupa, to dobijamo da je 

xany E (xany) 2 Sxa ny c xan yxsxan y . 

Prema tome, vaii (2). 
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Obrnuto, neka vaii (2). Tada prema Teoremi III 1.1. dobijamo da S jeste nil-ekstenzija regularne polugrupe K. Neka je a E K proizvoljni element. Tada postoji e E E(S) tako da je ae = a, odakle dobijamo da je 

a = aeene 

E aee n eaeSaeene 

= aeaeSae 

C aeaKae 

= a2 Ta. 

za svaki n E Z+, 

za neki n E Z +, prema (2), 

jer je K ideal i e E K, 

Dakle, prema Teoremi I 3.6. dobijamo da K jeste unija grupa, tj. S jeste nil-ekstenzija unije grupa. 

Sledeei rezultat daje karakterizacije nil-ekstenzije polummie levih i desnih grupa. 

III 1.3. TEOREMA. Slede6 uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
(i) S je nil-ekstenzija polumreie levih i desnih grupa; 

za sve x, a, y E S postoji n E Z+ tako da je 

xany E xan ySya nx U yan xSxa n y. 

S je 7r-regularna i za sve x, a, y E S postoji n E Z+ tako da je 

xany E xanySyx U yxSxany. 

DOKAZ: (i) = (ii) i (i) = (iii). Neka S jeste nil-ekstenzija polugrupe K i neka K jeste polumre2a levih i desnih grupa. Tada je jasno da S jeste GV-polugrupa, 
tj. S jeste polumreia Y potpuno Arhimedovih polugrupa Sa, a E Y. Neka je Ka  = K fl S a, a E Y. Tada je jasno da Ka  jeste leva iii desna grupa za svaki a E Y. Neka su x, a, y E S proizvoljni elementi. Tada postoji n E Z+ tako da an E K, odakle dobijamo da 

xan y, yan x, anyx, yxan  E K. 

Sa druge strane, ako x E Sc ,. a E Sp, y E 5.1  za neke a, fl, y E Y, tada imamo da 

xan y , yanx, anyx, yxan E 

odnosno 

Prema tome, dobijamo da je 

xa ny,ya nx,anyx, yxan E Kafl y . 

xany E xanyKatt-iyanx 

xany E xa nyK ag7 anyx, 
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ako Kahl jeste leva grupa, odnosno 

xany E yanxKo- ixan y 

xany E yxanK co.,sa"y, 

ako Kap.. jeste desna grupa. Dakle, vazi (ii) i (iii). 

(ii) = (i). Neka var2i (ii). Tada. je jasno da S jeste r-regularna. Neka su x E S i 

e E E(S) proizvoljni elementi. Tada je 

xe = seen e 	 za svaki n E Z +, 

E xeen eSeen xe U eenxeSxeene za neki n E Z + , prema (ii), 

= xeSxe U exeSxe. 

Neka je xe E exeSxe. Tada imamo da je xe = exe, pa je 

xe E exeSxe = xeSxe. 

Prema tome, xe E Rey(S), odakle sledi da Reg(S) jeste levi ideal od S. Na isti naein 

dokazujemo da Reg(S) jeste desni ideal od S. Prema tome, S je nil-ekstenzija regularne 

polugrupe K = Reg(S). 
Neka su a, b E K proizvoljni elementi. Tada postoji e E E(S) tako da je a = ae, 

odakle dobijamo da je 

ab = aenb 

E aenbSben a U benaSaenb 

C Ka U bK 

za svaki n E Z +, 

za neki Ti E Z + , prema (ii), 

jer je K ideal od S. 

Dakle, prema Teoremi II 2.11. dobijamo da K jeste polumre2a levih i desnih grupa, tj. 

S je nil-ekstenzija polumre2e levih i desnih grupa. 
(iii) = (i). Dokaz je sliean dokazu za (ii) = (i). 

Neposredna posledica Teoreme III 1.3. je naredno tvrdjenje. 

III 1.4. POSLEDICA. Sledeoi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 

(i) S je nil-ekstenzija polumreie levih grupa; 
(ii) za sve x, a, y E S postoji n E Z+ tako da je 

xany E xanySyanx. 

(iii) S je ir-regularna i za sve x, a, y E S postoji n E Z+ tako da je 

xany E xSx. 
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DOKAZ: (i) 	(ii) i (i) = (iii). Dokaz je sliean dokazu za 	(ii) i (iii) Teoreme III 1.3. 
(ii) 	(i). Neka va2i (ii). Tada, prema Teoremi III 1.3. dobijamo da S jeste nil-ekstenzija polugrupe K, pri emu K jeste polumreia levih i desnih grupa. Neka 

su a, b E K proizvoljni elementi. Tada postoji e E E(S) tako da je ae = a, odakle dobijamo da je 

ab = aenb 	za svaki n E Z+, 
E aenbSbena 	za neki n E Z+, prema (ii), 
C Ka 	 jer je K ideal od S, 

pa prema Posledici II 2.12. dobijamo da K jeste polumre2a levih grupa. Prema tome, S je nil-ekstenzija polumre2e levih grupa. 
(ii) = (i). Neka va2i (ii). Neka su x E S, e E E(S) proizvoljni elementi. Tada je 

	

xe = xeene 	za svaki n E Z +, 

	

E xeSxe 	za neki n E Z+, prema (iii), 

pa je xe E Reg(S), odakle dobijamo da Reg(S) jeste levi ideal od S. Sa druge strane, 

	

ex = eenx 	za svaki n E Z +, 
E eSe 	za neki n E Z+, prema (iii), 

odakle dobijamo da je ex = exe. Sada, imamo da je 

	

ex = exe n e 	za svaki n E Z +, 

	

E exSex 	za neki n E Z+, prema (iii), 

pa je ex E Reg(S), odakle dobijamo da Reg(S) jeste desni ideal od S. Dakle, K = Reg(S) je ideal od S. 
Neka su a, b E K proizvoljni elementi. Tada postoji e E E(S) tako da je a = ae, pa je 

	

ab = aeenb 	za svaki n E Z +, 
E aSa 	za neki n E Z +, prema (iii), 
C Ka 	jer K jeste ideal od S, 

pa prema Posledici II 2.12. dobijamo da K jeste polumre2a levih grupa. Dakle, S jeste 
nil-ekstenzija polumre2e levih grupa. 

Sledeee tvrdjenje opisuje veoma interesantnu klasu polugrupa koje su nil-ekstenzije 
polumre2e grupa i uop§tava neke rezultate iz [96], [74] i [22]. 

59 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



III 1.5. TEOREMA. Slede6 uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 

(i) S je nil-ekstenzija polumreie grupa; 

(ii) S je retraktivna nil-ekstenzija polumreie grupa; 
S je 7r-regularna i za sve x, a, y E S postoji n E Z+ tako da je 

xan y E yxSx ; 

(iv) S je 'ir-regularna i za sve x, a, y E S postoji n E Z+ tako da je 

xan y E xSx ySy . 

DOKAZ: (i) 	(ii). Neka S jeste nil-ekstenzija polugrupe K i neka K jeste 

polumrea grupa. Tada S jeste GV-polugrupa i za sve e, f E E(S) = E(K) je ef = fe, 

pa prema II 2.10. dobijamo da S jeste polumrda nil-ekstenzija grupa. Sada prema II 

3.3. dobijamo da K = Reg(S) jeste retrakt od S, odakle sledi (ii). 

(ii) 	(i). Sledi neposredno. 
(ii) = (iii) i (ii) = (iv). Neka S jeste retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K 

i neka K jeste polumrda grupa. Tada je jasno da S jeste polumrda Y polugrupa 

Sc„ a E Y, pri eemu So  jeste nil-ekstenzija grupe K„, za svaki a E Y. Jasno je 

da je K = U Ka . Neka su x, a, y E S proizvoljin elementi. Tada imamo da postoji 
«EY 

n E Z+ tako da je an E K, oda.kle dobijamo da je xany, yxanx E K. Kako je jasno da 

je xany, yxanx E Ka , za neki a E Y i kako Kc, jeste grupa, to dobijamo da je 

xany E yxanxK o yxanx C yxSx , 
xany E yxanxK,,xany C ySy , 
xany E xanyK raxanx C xSx . 

Jasno je da S jeste ir-regularna. Prema tome, vai (iii) i (iv). 

(iii) (i). Neka vazi (iii). Tada imamo da za sve a, b E S postoji n E Z+ tako 

da je 
(ab)n+1  = a(ba)nb E bSa , 

odakle sledi da S jeste GV-polugrupa (prema II 2.9.), tj. da Reg(S) = Gr(S). Neka 

su x E S, e E E(S) proizvoljni elementi. Tada dobijamo da je 

	

xe E exeSxe 	i 	ex E xSe , 

xe = exe = ex 

xe E exeSxe = xeSxe . 

Prema tome, ex = xe E Reg(S), odakle sledi da Reg(S) jeste ideal od S. Kako je 

jasno da Reg(S) = Gr(S) jeste polumrda grupa, to dobijamo (i). 

(iv) 	(i). Sledi prema III 1.4. I 

odakle dobijamo da je 
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III 1.6. NAPOMENA. Moie se lako pokazati da se uslov 

xany E yxSx 

u delu (iii) formulacije Teoreme III 1.5. mote zameniti uslovom oblika 

xa n y E yuSx 

ili uslovom oblika 

xany E ySvx , 

gde su u i v bilo koje reei nad alfabetom {x, a, y}. 

III 1.7. POSLEDICA [22]. Polugrupa S je n-inflacija polurnreie grupa ako i 
samo ako je 

X S 71-1  C y 2  S n  X 

za sve x, y E S 

III 2. RETRAKTIVNE NIL-EKSTENZIJE 
REGULARNE POLUGRUPE 

Jedna od interesantnih osobina ekstenzija polugrupa su njihove veze sa poddirektnim 
proizvodima. Problemima uspostavljanja tih veza bavio se, naprimer M.S.Putcha u radu 
[68], dok se vise o tome mote naei u knjizi M.Petricha,[59]. Naroeito je interesantna 
veza izmedju retraktivnih ekstenzija i poddirektnih proizvoda. U napred pomenutoj knjizi 
M.Petricha je dokazano da svaka retraktivna ekstenzija indukuje razlaganje u poddirektan 
proizvod, i taj rezultat je naveden kao Propozicija III 2.1.. U ovom poglavlju Cern° se baviti 
problemima uspostavljanja obrnute veze. Neki slueajevi, u kojima ona vgzi

, opisani su u 
Lemama III 2.2. i III 2.3., i njihovom pomoei dokazujemo glavni rezultat ovog poglavlja, 
Teoremu III 2.4., koja opisuje retraktivne nil-ekstenzije regularnih polugrupa. Pomenuti 
rezultati se ovde predstavljaju prvi put. Kao posledica Teoreme III 2.4. daje se rezultat 
III 2.5., koji je ekvivalentan rezultatu M.S.Putchae iz napred pomenutog rada. 

III 2.1. PROPOZICIJA [59]. Svaka retraktivna ekstenzija S polugrupe K 
pomoeu polugrupe Q sa nulom je poddirektan proizvod od K i Q. 

Sledeee dve leme opisuju neke slueajeve u kojima se mole uspostaviti obrnuta relacija. 
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III 2.2. LEMA. Neka SC K x Q jeste poddirektan proizvod polugrupe K i 

polugrupe Q sa nulom 0 tako da vazi 

(1) 	 K x {0} C S 

Tada je S izomorfna polugrupi koja je retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K pomo6u 

neke polugrupe Q' sa nulom. Pri tome je Q izomorfna sa nekom faktor polugruporn 

polugrupe Q'. 

DOKAZ: Neka SC K x Q jeste poddirektan proizvod polugrupe K i polugrupe 

Q sa nulom 0 tako da va;ii (1). Prema (1) lako dobijamo da je K x {0} K ideal 

od S. Neka :S-4K i r : K x {0} jesu projekcioni homomorfizmi. Neka 

r jeste Reesova kongruencija polugrupe S u odnosu na ideal K x {0} i neka p jeste 

kongruencija na S indukovana projekcionim homomorfizmom 7r 2  : S Q. Tada je jasno 

da 7r jeste izomorfizam i 7r1 je epimorfizam, pa preslikavanje 

= 71- 1 7C 1  : S --+ K x {0} 

jeste retrakcija. Prema tome, S je izomorfna polugrupi koja je retraktivna ekstenzija 

polugrupe K pomoeu polugrupe 	sa nulom. 

Osim toga, kako je Si p  Q to prema I 1.7. dobijamo da je 

(S/ r )/( pir ) N Sip  Q 

odakle sledi da je Q izomorfna nekoj faktor polugrupi polugrupe Q' Si,.. 1 

III 2.3. LEMA. Neka je K polugrupa u kojoj za svaki element postoji idempotent 

koji je leva iii desna nula tog elementa. Tada polugrupa S jeste izomorfna retraktivnoj 

nil-ekstenziji polugrupe K ako i samo ako S jeste poddirektan proizvod polugrupe K 

i neke nil-polugrupe. 

DOKAZ: Neka SCK x Q jeste poddirektan proizvod polugrupe K i polugrupe 

Q sa nulom 0. Neka a E K jeste proizvoljni element. Neka 	 jeste projekcioni 

homomorfizam. Kako 	jeste epimorfizam, to dobijamo da postoji u E Q tako da je 

(a, u) e S. Takodje, prema pretpostavci Leme, postoji e E E(T) tako da je ea = a i 

ae = a. Uzmimo da je ea = a (sliEan dokaz imamo u sluEaju da je ae = a). Kako irl 

jeste epimorfizam, to postoji v E Q tako da je (e, v) E S. Takodje, postoji n E Z+ 

tako da je un = 0. Sada dobijamo da je 

(e, 0) = (en, vn) = (e,vr E S , 

(a, 0) = (ea, Ou) = (e, 0)(a, u) E SS C S . 

Prema tome, K x {0} C S, pa prema III 2.2. dobijamo da je S izomorfna retraktivnoj 

ekstenziji polugrupe K pomoeu polugrupe sa nulom. Neka je (a, u) E S proizvoljni 

element. Tada postoji n E Z+ tako da je un = 0, pa je (a, u)n = ( an , un) (a. ,  0) E 

K x {0}. Prema tome, S je izomorfna retraktivnoj nil-ekstenziji polugrupe K. 

Obrat sledi prema III 2.1. I 

SledeCe tvrdjenje je glavni rezultat ovog poglavlja i opisuje retraktivne nil-ekstenzije 

regularne polugrupe. 

pa je 
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III 2.4. TEOREMA. Polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija regularne polu-
grupe K ako i samo ako S jeste poddirektan proizvod polugrupe K i nil-polugrupe. 

DOKAZ: Sledi prema III 2.3. 1 

Sledeee tvrdjenje sledi neposredno iz III 2.4. i ekvivalentno je tvrdjenju 4.5. iz [68]. 

III 2.5. POSLEDICA. Polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija pravougaone 
grupe ako i samo ako S jeste poddirektan proizvod grupe, levo nulte trake, desno nulte 
trake i nil-polugrupe. 

DOKAZ: Sledi prema III 2.4., I 4.5. i I 1.13. 1 

Takodje, neposredno iz III 2.4. dobijamo sledeee tvrdjenje: 

III 2.6. POSLEDICA. Polugrupa S je n-inflacija regularne polugrupe K ako i 
samo ako S jeste poddirektan proizvod polugrupe K i (n 1)-nilpotentne polugrupe. 

DOKAZ: Sledi prema III 2.4. 1 

III 3. RETRAKTIVNE NIL-EKSTENZIJE 
UNIJE GRUPA 

Retraktivne nil-ekstenzije unije grupa su u op§tem slueaju opisane u radu S.Bogda-
noviea,[15], dok su u posebnim slueajevima razmatrane u radovima S.Bogdanoviea i 
M.Ciriea,[18], J.L.Galbiatieve i M. L.Veronesieve,[36], M.S.Putchae,[68], i drugih. Posebno 
mnogo su proueavane n-inflacije unije grupa, koje su u op§tem slueaju opisane u radu 
S.Bogdanoviea i S.Miliea,[22], dok su u specijalnim slueajevima razmatrane u radovima 
S.BogdanoviCa i B.Stamenkoviea,[23], S.Bogdanoviea i T.Malinovi6a,[20], M.S.Putchae i 
J.Weissglassa, [72,74], M.Petricha,[58], S.Bogdanovi6a,[12,13], i 'drugih. 

Ovde ee biti date nove karakterizacije retraktivnih nil-ekstenzija unije grupa u op§tem 
i nekim specijalnim slueajevima. Rezultati iz ovog poglavlja se ovde prikazuju prvi put. 
Kao posebno interesantnu, istaei eemo i Lemu III 3.1. koja opisuje sve retrakcije na nil- 
ideal polugrupe koji je unija grupa, tj. koja pokazuje da ukoliko retrakcija postoji, tada je 
ona odredjena na jedinstveni naein. 

III 3.1. LEMA. Neka S jeste nil-ekstenzija unije grupa K. Tada svaka retrakcija 
cp od S na K ima sledeeu reprezentaciju: 

co(x) = xe 	ako x E Te , e E E(S). 
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DOKAZ: Neka cp jeste proizvoljna retrakcija od S na K i neka je x E Te  za 

neki e E Z+, tj. neka je xn E Ge  za neki n E Z+. Kako je 

((p(x)) n  = y)(x n ) = xn E Ge  

to prema III 2.2. dobijamo da (p(x) E G e . Prema tome, 

co(x) = cp(x)e = co(x)(p(e) = co(xe) = xe . 

III 3.2. NAPOMENA. Prema Munnovoj lemi imamo da je prethodna reprezen-

tacija ekvivalentna sledeeoj: 

c,o(x) = ex 	ako x E Te l  e E E(S). 

Sledeee tvrdjenje je glavno tvrdjenje ovog poglavlja i opisuje polugrupe koje su retrak-
tivne nil-ekstenzije unije grupa. Ti opisi su razlieiti od onog iz rada S.Bogdanoviea,[15]. 

III 3.3. TEOREMA. Slededi uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 

(i) polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija unije grupa; 

(ii) S jeste ir -regularna i za sve x, a, y E S postoji n E Z+ tako da je 

(1) 
	 xan y E x2sy2 .  

(iii) S je poddirektan proizvod unije grupa i nil-polugrupe; 

DOKAZ: (i) 	(ii). Neka S jeste retraktivna nil-ekstenzija unije grupa K. 

Neka cp : S —4 K jeste retra.kcija i neka x, a, y E S jesu proizvoljni elementi. Tada 

postoji n E Z+ tako da je an E K, pa je xany E K, jer K jeste ideal od S. Neka 

je xm E Ge , y k  E G f, za neke m,k E Z+, e, f E E(S). Prema III 3.1. imamo da je 

co(x) = xe = xxmu E x 2 S, 

za neki u E Ge, 	
'p(y) = yf = ft' = vy k y E SY2 , 

za neki v E Gf, odakle dobijamo da je 

xany = co(xany) 	jer je xany E K, 

= 4o(x)S0(an )Co(Y) 
E x 2 SSSy 2  
c x 2 sy2 ,  

pa va2i (1). Jasno je da S jeste ir-regularna. Prema tome, va2i (i). 

64 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



(ii) = (i). Neka S jeste ir-regularna i neka va2i (1). Neka je a E Reg(S) proizvoljni element. Tada je a = axa za neki x E S, pa je 

a = a(xa)nxa 	za svaki n E Z +, 
E a2 S(xa) 2 
	

za neki n E Z + ,prema (1) 
C cc 2  S. 

Na isti nakin dokazujemo da je a E Sae. Prema tome, Reg(S) = Gr(S). Neka su x E S, e E E(S) proizvoljni elementi. Tada prema (1) dobijamo da je 

xe = xeen e 	za svaki n E Z +, 
= (xe)2 u 	za neke n E Z +, u E S, prema (1), 

odakle dobijamo da je 

(2) 	 xe = (xe)m+ l um, 

za svaki m E Z. Na isti nthn dokazujemo da postoji v E S tako da je 

ex = vm (ex)m+ 1  

za svaki m E Z. Sa druge strane, kako je Reg(S) = Gr(S), to imamo da S jeste 
polumre2a Y potpuno Arhimedovih polugrupa S,„, a E Y. Neka za a E Y Sa  jeste 
nil-ekstenzija potpuno proste polugrupe Ka . Tada imamo da je xe, ex E Sa  za neki 
a E Y i postoji m E Z+ tako da je (xe)m E K a. Prema (2) imamo da je xeum E Sa, i kako Ka  jeste ideal od Sa, to imao da je 

xe = (xe)'n xeum E KaSa  C Ka  C Reg(S). 

Na isti naain dokazujemo da je ex E Reg(S), odakle lako dokazujemo da K = Reg(S) = 
Gr(S) jeste ideal od S. 

Sa druge strane, doka.zaeemo da je 

(3) 

	

xe E x m Se 

za svaki in E Z. Zaista, prema (1) laic() dobijamo da je 

xe = xen e 	za svaki n E Z+, 
E x 2  Se 	za neki n E Z+, prema (1). 

Neka je xe E x m Se, za neki m E Z+, tj. xe = xmue, za neki u E S. Prema (1) 
dobijamo da postoji n E Z+ tako da je 

xm(u e )ne E x2mse. 
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Sa druge strane, kako K jeste potpuno regularni ideal od S, to imamo da je ue E K i 

postoji v E S tako da je 
ue = (ue)"v 

(jer je ue'li(ue)", gde 7-1 jeste Greenova W-relacija na polugrupi K ). Prema tome, 

xe = xmue = uee 

= xm (ue)" v e = xm (uer ev e 

E x 2m Seve 

C xm+ 1 Se. 

Prema tome, va2i (3). Na isti naein dokazujemo da je 

(4) 	 ex E eS xm 

za svaki m E Z+. 
Defini§imo preslikavanje (,o : S —4 K sa 

cp(x) = xe 	ako x E Te , e E E(S). 

Neka su x, y E S proizvoljni elementi. Uzmimo da je x E Te , y E Tf , xy E Tg , za neke 

e, f,g E E(S), tj. xn E G e ,yriz E G f i (xy) k  E Gg , za neke n, m, k E Z. Prema (3) i 

(4) imamo da je 

yg E y mS
g  = fy'Sg , xf E xnSf = exn S f , 

ey E eSym = eS ym f i exy E eS(xy) k  = eS(xy) k  g , 

odakle dobijamo da je 

(5) yg = fyg , x f = ex f , ey = ey f i exy = exyg. 

Sada, prema (5) dobijamo da je 

cp(xy) = xyg = x fyg = ex f yg 

exyg = exy = xey = xey f 

= Y)(x)(P(Y)• 

Prema tome, cp je retrakcija, pa S jeste retraktivna nil-ekstenzija unije grupa. 

(i) 4=> (iii). Sledi prema III 2.4. I 

Teorema III 3.3. predstavlja oupftenje rezultata S.Bogdanoviea i S.Miliea iz [22]. 
Naime, prema III 3.3. neposredno sledi sledeee tvrdjenje: 
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III 3.4. POSLEDICA. Sledeei uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 
(i) polugrupa S je n-inflacija unije grupa; 

za sve x, y E S je 
XSn-l y C X 2 Sn y2  ; 

S je poddirektan proizvod unije grupa i n-nilpotentne polugrupe. 

DOKAZ: Sledi prema III 3.3. I 

Narednim tvrdjenjima eemo opisati neke posebne slu'eajeve retraktivnih nil-ekstenzija 
unije grupa. 

III 3.5. TEOREMA. Polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija polumreie levih 
i desnih grupa ako i samo ako S jeste r-regulazna i za sve x, a, y E S postoji n E Z+ tako da je 

(6) 	 xan y E x 2 Sy 2 x U yx2 Sy2 . 

DOKAZ: Neka S jeste retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K i neka K jeste 
polumre2a Y levih i desnih grupa Ka , a E Y. Neka cp : S K jeste retrakcija i neka x, a, y E S jesu proizvoljni elementi. Tada postoji n E Z+ tako da je an E K, pa je xany, any2 x, yx2 an E K, jer K jeste ideal od S. Neka je E Gel  yk  E Gf, za neke m, k E Z+, e, f E E(S). Prema. Lemi III 3.1. imamo da je 

o(x) = xe xx m u E x 2 S, 

za neki u E Ge , i 

pp(y) = yf = fy = vy k y E Sy2 , 
za neki v E G f , odakle dobijamo da je 

xany = Sp(xany) 

= co(x)co(a n )(P(Y) 
E x 2 SSSy 2  
c x2sy 2 .  

Sa druge strane, jasno je da xany, a"y 2 x, yx2 an E Ka  za neki a E Y, pa prema I 4.8. 
dobijamo da je 

xany E xanyKaany 2 x 
c x2 sy2 sy2 x  

C X2Sy2X 7 

ako Ka  jeste leva grupa, odnosno 

xan y E yx 2 anKozan y 

C y x 2  S x 2  S y2  
C yx2 c.,2 

'J.% 
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ako Ka  jeste desna grupa. Prema tome, vazi (6). Jasno je da S jeste ir-regularna. 

Obrnuto, neka S jeste 7r-regularna i neka vaii (6). Neka su a, b E S proizvoljni 

elementi. Tada imamo da postoji n E Z+ tako da je 

(ab)n+  I  = a(ba)nb E a2  Sb2  a U ba2  Sb2  C Sa U bS , 

pa prema II 2.9. dobijamo da S jeste polumre2a Y polugrupa Sa , a E Y, pri eemu za 

a E Y Sa  jeste nil-ekstenzija leve iii desne grupe K a . 

Neka su x E S, e E E(S) proizvoljni elementi. Tada prema (6) dobijamo da je 

xe= (xe)ene 
E (xe) 2  Sexe U e(xe) 2  Se 	za neke n E Z+, u E S, prema (6), 

za svaki n E Z+, 

C (x e) 2  S U e(xe) 2 S 

Neka je xe E e(xe) 2 S. Tada je jasno da je xe = exe, pa je xe E e(xe) 2 S = (xe) 2 S. 

Prema tome, imamo da je 	
xe = (xe) 2 u , 

za neki u E S, odakle dobijamo da je 

(7) xe = (xe)m+l um , 

za svaki m E Z. Na isti nasein doka.zujemo da postoji v E S tako da je 

ex = vm(ex)m+1 , 

za svaki m E 	Sa druge strane, imamo da je xe, ex E S a  za neki a E Y i postoji 

m E Z+ tako da je (xe)'n E Ka . Prema (7) imamo da je xeum E Sa , i kako Ka  

jeste ideal od Sa , to imamo da je 

xe = (xe)rn xeurn E Ka Sa  C Ka  C Reg(S). 

Na isti naein dokazujemo da je ex E Reg(S), odakle lako dokazujemo da K = Reg(S)= 

Gr(S) jeste ideal od S. Jasno je da K jeste polumre2a levih i desnih grupa. 

Sa druge strane, dokazaeemo (la je 

(8) xe E xm Se 

za svaki m E Z+. Najpre razmotrimo slueaj kada je 

(9) xe = exe . 

Tada se lako dobija da je (xe)m = xme za svaki m E Z+. Kako je xe E K, to imamo 

da je xe'H(xe)rn = xme (gde 7-i jeste Greenova 7-t-relacija na K), odakle lako dobijamo 

da vai (8). Uzmimo da ne vazi (9). Prema (6) dobijamo da je 

xe= xene 	 za svaki n E Z+, 

E x 2  Sex U ex 2  Se 	za neki n E Z+, prema (6). 
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Ako je xe E ex 2  Se, tada dobijamo (9). Prema tome, imamo da je xe E x 2 S, tj. xe E x 2 Se. Neka je xe E x rn Se za neki 772 E Z+, tj. neka je xe = enue za neki u E S. Prema (6) dobijamo da postoji n E Z+ tako da je 

x m (ue)ne E x 2 m Sexm U ex 2  " 2  Se . 

Sa druge strane, kako je ue E K i uel-f(ue)n, to imamo da postoji v E K tako da je 

ue = (ue)nv = (ue)n ev . 

Ako je 

tada je 

x m (ue) n e E ex 2  rn Se , 

xe = xm ue 	n (ue)n eve E ex 2 m S , 

odakle dobijamo (9). Prema tome, imamo da je 

xm(ue)ne x2mSe 

pa je 

xe = x"nue = xm (ue)neve E x 2m Se C x m+1 Se . 

Prema tome, vaii (8).Na isti nakin dokazujemo da je 

(10) ex E eSx m  

za svaki m E Z+. Sada kao u dokazu Teoreme III 3.3. dokazujemo da je preslikavanje 
definisano sa 

(p(x) = xe 	ako x E Te , e E E(S), 

retrakcija. Prema tome, S jeste retraktivna nil-ekstenzija polumreie levih i desnih 
grupa. 

III 3.6. POSLEDICA. Polugrupa S je n-inflacija polumreie levih i desnih grupa 
ako i samo ako je 

(11) xsn- i y c  x2sny2x U yx2sny2 

za sve x,y E S. 

DOKAZ: Neka S jeste n-inflacija polugrupe K i neka K jeste polumre2a 
Y levih i desnih grupa Ka , a E Y. Neka je jeste retrakcija i neka su 
x, x2, • , xn, y E S proizvoljni elementi. Tada imamo da je 

XX2 • • • x n y,xx 2  • • • X ny
2
x, yx 2

X9 • • • X n y E Ka  
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za neki a E Y i prema dokazu Teoreme III 3.3. dobijamo da je y(x) E x 2 S i (,o(y) E Sy2 , 

odakle dobijamo da je 

xx 2  • • xny E xx2 • • • x nyK ot xx2 • • • x n y2 x 

= cp(xx2 • x ny)K c,xx2 • • • x n y2 x 

= (,o(x)(p(x2 • • sny)K cy xx2 • • • x n y2 x 

C X 2  S " y 2 X 

ako Ka  jeste leva grupa, odnosno 

xx9 • • • x n y E yx2 x2 • • s n yK axx2 • • • x7111 

= yx 2 x2 • • s nyK,(p(xs2 • • xny) 

= yx2 x 2  • • • x nylf av(xx2 • • • x n )v(y) 

C yx 2  S n y 2  , 

ako Ka  jeste desna grupa. Prema tome, vaIi (11). 
Obrnuto, neka vazi (11). Neka je x E S proizvoljni element. Tada prema (11) 

dobijamo da je 

odakle lako dobijamo da je 

xSn -i x C x2n Snx2n  C xn+ 1 Sxn+1  

pa je xn+ 1  E Reg(S). Prema tome, S je r-regularna. Prema III 3.5. imamo da S jeste 

retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K i da K jeste polumrela levih i desnih grupa. 

Neka su x, y E S proizvoljni elementi. Tada prema (11) dobijamo da je 

xSn -1  y c X 2  S n  y2  X U yx2 Sny2  

C xsn - l x U yS71-•
l y 

C xn-Fisxn+i  U yn+1syn-F1 

C KSK 

C K . 

Prema tome, Sn+ 1  C K, pa S jeste n-inflacija polugurpe K. I 

III 3.7. TEOREMA. Polugrupa. S je retraktivna nil-ekstenzija polumreie levih 

grupa ako i samo ako S jeste ir-regularna i za sve x, a, y E S postoji n E Z+ tako da 

je 

(1.2) 	 xany E x 2 Sx. 

DOKAZ: Neka S jeste retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K i K jeste polumre .Za 

levih grupa. Neka y 	jeste retrakcija i neka su x, a, y E S proizvoljni elementi. 

XS n-1  X C X 2  S n X 2  
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Tada prema dokazu Teoreme III 3.3. dobijamo da postoji n E Z+ tako da je xany E K i da je 

xany = xux 
za neki u E S. Takodje, kao u dokazu Teoreme III 3.3. dobijamo da je (p(x) E x 2 S, odakie dobijamo da je 

xa"y = co(xany) 

= yo(xux) 

= co(x)(p(u)(p(x) 

E x 2 SSSx 

C X 2 SX 

Prema tome, vai (12). 
Obrnuto, neka S jeste ir -regularna i neka vai (12). Tada prema III 1.4. dobijamo da S jeste nil-ekstenzija polugrupe K i K jeste polumreia levih grupa. Neka su x E S, e E E(S) proizvoljni elementi. Tada kao u dokazu Teoreme III 3.3. dokazujemo 

da je 

xe E x'S , 

za svaki m E Z+. Sa druge strane, prema (12) dobijamo da je ex E eSe, pa je ex = exe, odakle sledi da je (ex)m = ex"' za svaki 771 E Z+. Kako imamo da je exit(ex)m = ex" u K, to je 
ex E Sx m  

za svaki m E Z+. Sada kao u dokazu Teoreme III 3.3. dokazujemo da je preslikavanje cp : S -4 K definisano sa 

W(x) = se 	ako x E 	e E E(S), 

retrakcija. Prema tome, S je retraktivna nil-ekstenzija polumre2e levih grupa. 

III 3.8. POSLEDICA. Polugrupa S je n-inflacija poiumreie levih grupa ako i samo a.ko je 

xSn'y C x 2  ,5,"x 

za sve x, y E S. 

DOKAZ: Dokazuje se she'll() kao III 3.7. I 
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III 4. RETRAKTIVNE NIL-EKSTENZIJE 
TRAKE GRUPA 

Polugrupe koje su retraktivne nil-ekstenzije trake grupa su do sada slabo istraiivana 
klasa polugrupa. U vezi ovih polugrupa postoji samo nekoliko rezultata koji se odnose 
na neke usko specijalne slueajeve, od kojih eemo pomenuti rezultate J.L.Galbiatieve i 
M.L.Veronesieve,[36], koji se odnose na retraktivnu nil- ekstenziju pravougaone trake grupa 
(potpuno proste polugrupe) i S.Bogdanoviea i M.eiriCa,[18], koji se odnose na retrak-
tivnu nil-ekstenziju polumre2e grupa. U vezi problema opisivanja polugrupa iz napred 
pomenute klase, treba se podsetiti Propozicije II 3.3. koja daje vezu izmedju dekompozi-
ciju u traku 7r-grupa i retrakcija na grupni deo polugrupe. Neposredna posledica to veze 
su gore pomenuti rezultati J.L.Galbiatieve i M.L.Veronesieve i S.Bogdanoviea i M.Ciriea, 
kao i rezultati S.BogdanoviCa i M.airiea,[17,19], koji opisuju razne tipove retraktivnih nil-
ekstenzija nekih tipova traka grupa i rezultati S.Bogdanoviea i S.Mihea,[22], i M.S.Putchae 
i J.Weissglassa,[74], koji opisuju nilpotentne ekstenzije polumreie grupa. 

U ovom poglavlju biee opisane retraktivne nil-ekstenzije trake grupa u op§tem i nekim 
posebnim slueajevima, kao §to su n-inflacije trake grupa, retraktivne nil-ekstenzije levo 
regularise trake grupa itd. Rezultati iz ovog poglavlja se ovde prikazuju prvi put. 

Sledeee tvrdjenje je glavni rezultat ovog poglavlja. 

III 4.1. TEO REM A. Polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija trake grupa ako 

i samo ako S jeste r-regularna i za sve x, a, y E S postoji n E Z+ tako da je 

(1) 
	 xany E x 2 aSay2 . 

DOKAZ: Neka S jeste 7r-regularna polugrupa i neka va2i (1). Tada prema III 

3.3. dobijamo da S jeste retraktivna nil-ekstenzija unije grupa K. Tada je jasno da 

je K = Reg(S). Sa druge strane, za proizvoljne elemente a, b E S dobijamo da postoji 

n E Z+ tako da je 

(ab)n +1  = a(ba)nb E a2 baSbab2  C a2 bSab2  . 

Dakle, prema II 3.5. dobijamo da K = Reg(S) jeste traka grupa, pa S jeste retraktivna 

nil-ekstenzija trake grupa. 
Obrnuto, neka S jeste retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K i neka K jeste traka 

I grupa G i , i E I. tada je jasno da S jeste ir-regularna. Neka (p:S.—*K jeste 

retrakcija i neka su x, a, y E S proizvoljni elementi. Tada postoji n E Z+ tako da je 
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an E K, odakle dobijamo da xany,S 2 any2  E K. Neka cao(x) E G2, v(a) E Gi, v(y) E Gk) za neke i,j,k E I. Tada imamo da je 

xany = (p(xa n Y) = So(x)(V(a)) nco(Y) E GiGjGk  C Gijk 

X 2 an Y 2  = (P(x2anY2) (40 ( x )) 2 (V(a)) n(V(Y)) 2  E GiGjGk C Giik 
odakle dobijamo da je 

E x 2 an y2 Giik 	y  x2 an2 xany 	 C x2 aSay 2  . 

Prema tome, vaii (1). 1 

Karakterizacije sliene onim iz III 4.1. mo2emo dati 
sledeam tvrdjenjima. 

III 4.2. POSLEDICA. 
trake grupa ako i samo ako je 

(2) 	 xaS" -3 by C x 2 aSn by 2  

i za n-inflacije trake grupa, 

Neka je n E Z+, n > 3. Polugrupa S je n-inflacija 

za sve x, a, y, b E S. 

DOKAZ: Neka vazi (2). Tada prema III 4.1. dobijamo da S jeste retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K, pri eemu K jeste traka grupa. Prema III 3.4. dobijamo da je Sn+1  C K, pa S jeste n-inflacija trake grupa. 
Obrnuto, neka S jeste n-inflacija polugrupe K i neka K jeste traka. I grupa Gi, i E I. Neka 7-t jeste Greenova N-relacija na polugrupi K i neka co : S K jeste retrakcija. Neka su x, x2, . • • , xn, y E S proizvoljni elementi. Tada imamo da xx 2  - • • x n y, x2 x2  • -xn y2  E K, odakle dobijamo da je 

xx 2  • • sny = co(xx 2  • • • x n y) 

= 4a(x)40 (x2) • ' • 40(xn)40(Y) 
7"( (V(x)) 25o(x2) • • • So(xn)(p(y)) 2  

So(x 2 x2 • • xnY2) 
x 2

X2 • • 	
n„,2 

 

jer 7-1 jeste kongruencija na K. Prema tome 

9 	
„,2 XX9 • • • XnY 	X - 2:2 • • • Xny2 7:7 

X 2 X2 • • • -b „, nY 
C X2 X9Sn X ny2  . 

Dakle, va2i (2). I 
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III 4.3. POSLEDICA. Polugrupa S je 2-inflacija (jaka inflacija) trake grupa ako 

i samo ako je 	
xay E x2 aSay2  

za sve x, a, y E S. 

DOKAZ: Dokazuje se slieno kao III 4.2. 1 

III 4.4. POSLEDICA. Polugrupa S je inflacija trake grupa ako i samo ako je 

xy E x2 ySxy2  

za sve x, y E S. 

DOKAZ: Dokazuje se slieno kao III 4.2. 1 

Jako znaeajan tip traka grupa su levo regularne trake grupa (odnosno .  desno regu-
larise trake grupa). Sledeeim tvrdjenjima opisujemo retraktivne nil-ekstenzije i n-inflacije 

polugrupa iz to klase. 

III 4.5. TEOREM A . Polugrupa. S je retraktivna nil-ekstenzija levo regularise 

trake grupa ako i samo ako S jeste 7r-regularna i za sve x, a, y E S postoji n E Z+ 

tako da je 

(3) 
	 xany E x 2 aSx. 

(ab)n+1  = a(ba)nb E a2 baSa C a2 bSa , 

pa prema II 3.6. i II 3.3. dobijamo da K jeste levo regularna traka grupa. Dakle, S je 

retraktivna nil-ekstenzija levo regularise trake grupa. 
Obrnuto, neka S jeste retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K i neka K jeste levo 

regularna traka grupa. Neka 7 -t jeste Greenova 1-t-relacija na polugrupi K i neka je 

retrakcija. Neka su x, a, y E S proizvoljni elementi. Tada postoji n E Z+ 

tako da je an E K, odakle dobijamo da je xany,x 2 anyx E K, pa je 

xany = (p(xany) 

= (x)((10(a))n Co(Y) 

7-1  (S9(x)) 2 (49 (a))n (P(Y) 0 (x) 
cp(x 2 anyx) 

= x2anyx 

odakle dobijamo da je 	
zany E x 2 an yxKx 2 an yx C x 2 aSx . 

Prema tome, vai 

DOKAZ: Neka S jeste r-regularna i neka vaii (3). Prema III 3.7. dobijamo 

da S jeste retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K, pri eemu K jeste polumreia levih 
i desnih grupa. Sa druge strane, za proizvoljne elemente a, b E S dobijamo da postoji 

n E Z+ tako da je 
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III 4.6. NAPOMENA. Umesto uslova (3) u III 4.5. mote se staviti 

xany E x 2  aSa 

Koristeei III 4.5., lako moiemo pokazati slede6a tvrdjenja. 

III 4.7. POSLEDICA. Neka je n E Z+, n > 2. Polugrupa S je n-inflacija levo 
regularne trake grupa ako i samo ako je 

(4) 	 xaSn -2 y C x 2 aSnx 

za sve x, a, y E S. 

DOKAZ: Neka va2i (4). Tada prema III 4.5. dobijamo da S jeste retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K, pri eemu K jeste levo regularna traka grupa. Takodje, 
prema III 3.4. dobijamo da je Sri ." C K. Prema tome, S je n-inflacija levo regularne trake grupa. 

Obrnuto, neka S jeste n-inflacija polugrupe K i neka K jeste levo regularna tralca, 
grupa. Neka 7-1 jeste Greenova 7 -t-relacija na polugrupi K, neka (to : S K jeste retrakcija i neka su x, x9, • • , xn,y E S proizvoljni elementi. Tada imamo da je 

xx9 • • -x„y,x 2 x9 • • x n yx E K , 
pa kako 	jeste kongruencija na K, to dobijamo da je 

xx9 • • • x n y = co(xx, • • • x n y) 

= SA(x)S0(x2) • • • So(xn)co(Y) 
7-1 (w(x)) 2 (p(x 2 ) • • • (p(x n )(p(y)(p(x) 
= ep(x 2 x2  • • x„yx) 

9 = x- x 2 - • • x nyx . 

Prema tome, 

xx 2  • • • xn y E x2 x2  • • • XnyXKX 2 X2 • • - xnyx 

C X 2 X9SX 

Dakle, vaii (4). I 

III 4.8. POSLEDICA. Polugrupa S je inflacija levo regularne trake grupa ako i 
samo ako je 

sy E x 2 ySx 
za sve x, a, y E S. 

DOKAZ: Dokazuje se slieno kao III 4.7. I 
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III 5. RETRAKTIVNE NIL-EKSTENZIJE 
NORMALNE TRAKE GRUPA 

Retraktivne nil-ekstenzije normalnih traka grupa su do sada razmatrane jedino u 
nekim vrlo uskim slueajevima: u radu M.Ciriea i S.BogdanoviCa.,[34], u kome se korikenjem 
n-inflacija normalne trake grupa opisuju tzv. n-distributivne polugrupe, u radu M.Pet-
richa,[57], u kome se za opisivanje tzv. distributivnih polugrupa koristi 2-inflacija normalne 
trake i u radovima E.A.Golubova i M.V.Sapira,[41,42], u kojima se opisuju varijeteti koji 
se sastoje od inflacija normalnih traka grupa u kojima idempotenti eine podpolugrupu. U 
ovom poglavlju biee opisane retraktivne nil-ekstenzije normalne trake grupa i levo normalne 
trake grupa, kao i odgovarajuee posledice koje se odnose na n-inflacije. Dobijeni rezultati 

su novi i ovde Ce biti prvi put predstavljeni. 

Sledeei rezultat je jedan od najvainijih rezultata u ovom poglavlju i opisuje retraktivne 
nil-ekstenzije normalne trake grupa. U njenom dokazu se koriste rezultati II 3.3. i II 3.5. 

III 5.1. TEOREMA. Sledeei uslovi za polugrupu S su ekvivalentni: 

(i) S je retraktivna nil-ekstenzija normalne trake grupa; 
(ii) S je ir-regularna i za sve x, a, y E S postoji n E Z+ tako da vazi 

(1) 
	 xany E xyaSaxy; 

(iii) S je GV-polugrupa i za sve x, a, y E S postoji n E Z+ tako da vazi 

(2) 
	 xany E xySxy. 

DOKAZ: (iii) = (i). Neka S 
Reg(S) = Gr(S). Neka je K = Reg(S) 
Tada prema (2) dobijamo da je 

jeste GV-polugrupa i neka vaIi (2). Tada je 
. Neka su x E S, e E E(S) proizvoljni elementi. 

xe E xeSxe i ex E exSex, 

odakle dobijamo da K jeste ideal od S. 
Sa druge strane, imamo da S jeste polumre .2a Y potpuno Arhimedovih polugrupa 

Sa, a E Y. Neka Sa  jeste nil-ekstenzija potpuno proste polugrupe Ka , a E Y. Jasno 

je da je Ka  = K f1 Sa  za svaki a E Y. 
Neka je a E Y proizvoljni element. Uzmimo da K a  jeste pravougaona traka I x A 

grupa Ho, sa jedinicama eiA, i E I, A E A. Neka je To, = .113-7;„ i E I, A E A. 

Jasno je da To, jesu r-klase polugrupe S, pa prema Teoremi II 2.3. dobijamo da To, 

jeste 7r-grupa za svaki i E I, A E A. Neka su a, b E Sa  proizvoljni elementi, tj. neka 
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a E TiA, b E 	za neke j E /, A, it 
Tada je jasno da beiv  E Hk ri  za neki 
za neki s E I, odakle dobijamo da je 

aek n  = aeknes,/ 
= aesn uaesn  
= aesn enuaesn  
E ae, ri Ka ae sn  
▪ Htl IcHin  
▪ Htn  

odakle dobijamo da je s = t, aesn  E H371 , pa je 

E A. Uzmimo da je ab E Tin  za neke 1 E /, rl E A. 
k E I, pa je bek n  = ek n bein . Takodje, aekv E 149,0 

jer je esn  jedinica u I/3n , 
za neki u E S, prema (2), 

jer je esn u E 
jer je ae, n  E Hin  za neki t E I, 

ae sn  = e sn aesn . 

Sada imamo da je 
(aesor = aresn,  

za svaki r E Z+. Neka je r E Z+ broj takav da je a" E H1A . Tada imamo da je 

(aesOr = aresn  E H•AH 3 ,7  C Hin , 

i kako je (ae„Or E H377 , to dobijamo da je .s = i , tj. aek ri  E HX77 . Prema tome, 

abein  = aek n bein  E 	 Hirt, 

i kako, prema Munnovoj lemi, imamo da je abet??  E H171 , to je 1 = i, tj. 

ab E Ttn  

Na isti naein dokazujemo da je r1 = /t, tj. 

ab E Tip . 

Prema tome, So  je pravougaona traka I x A r-grupa T=A, i E I, A E A, pa S jeste 
polumre'a polugrupa koje su pravougaone trake r-grupa. 

Neka su a, b E S proizvoljni elementi. Tada imamo da je ab, a2 b, ab2  E So  za neki 
a E Y. Uzmimo da So, jeste pravougaona traka I x A 71--grupa T=A, i E E A. 
Uzmimo da je ab E TiA za neke i E I, A E A. Tada se lako dokazuje da je a2 b E Tea i 
ab2  E za neke j E E A. Takodje, prema (2) dobijamo da postoji n E Z+ tako da je 

a(ab)"b = abuab, 

za neki u E S. Lako se dokazuje da je u(ab) 2 u E So , odakle dobijamo da je 

(a(ab)" b)2  = (abuab)2  

= ab(u(ab)2 u)ab 

E TiASZA 
C To, , 
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(a(ab)nb)2 = a2 b((ab)" -i ba(ab)" -i )ab2 

 E a2 bS,„ab2  

C Ti),STi p  

C Tip  , 

odakle dobijamo da je i = j i A= ,u, pa je 

ab,a2 b,ab2  E T. 

abr a2  br ab2  , 

pa prema Teoremi II 3.5. imamo da. S jeste traka 7r-grupa. Prema Propoziciji II 3.3. 

dobijamo da S jeste retraktiva nil-ekstenzija polugrupe K, pri eemu K jeste traka 

7r-grupa. Neka p jeste odgovarajuea traana kongruencija na K. Tada K/ p  zadovoljava 

(2), pa prema (2) i Teoremi II 1.10. dobijamo da K/ p  jeste normalna traka. Prema 

tome, S je retraktivna nil-ekstenzija normalne trake grupa. 

(i) = (ii). Neka S jeste retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K i neka K jeste 

normalna traka I grupa Gi, i E I. Neka (1.0 jeste ratrakcija od S na K. Neka 

su x, a, y E S proizvoljni elementi. Tada postoji n E Z+ tako da an E K. Neka 

co(x) E Gi,co(a) E Gi i co(y) E Gk, za neke i , j, k E I. Tada imamo da je 

xany = v(xany) 
	

jer je an E K i K je ideal; 

= 4p(x)(49 (a)) n (10 (Y) 

E GiGiGk 

c Giik, 

xyanxy = yo(xyanxy) 

40 (x)4p(11)(4(a)) n4°(xM11) 
E GiGkGiGiGk 
c Gikiik 

Gijk 	 jer je I normalna traka. 

Prema tome, 

xany E xyanxyGiikxyanxy 	jer Gijk jeste grupa, 

C xyaSaxy. 

Prema tome, vaii (ii). 
(ii) = (iii). Neka va2i (ii). Neka je a E Reg(S) proizvoljni element. Tada je 

a = axa za neki x E 5, pa je 

a = ax(ax)na 	za svaki n E Z+, 

E axaaxSaxaxa za neki n E Z + , prema (1), 

C a2 S 

Prema tome 

jer je an E K i K je ideal, 
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Na isti na6in dokazujemo da je a E Sae . Prema tome, S je GV-polugrupa. Ostatak 

dokaza sledi neposredno. 

III 5.2. NAPOMENA. Umesto uslova (1) u Teoremi III 5.1. mote se staviti bilo 

koji uslov sledeeeg oblika 	
xany E xyuSvxy, 

gde su u,v bilo koje (neprazne) reel nad alfabetom {x, a, yl. 

normalise trake grupa ako i samo ako je 
III 5.3. POSLEDICA. Neka je n E Z +, n > 2. Polugrupa S je n-inflacija 

xSn'y C xySnxy 
(3) 

za sve x,y E S. 

DOKAZ: Neka S jeste n-inflacija polugrupe K i neka K jeste normalna traka 

grupa. Neka 1-1 jeste Greenova 71-relacija na polugrupi K, neka cp:S--+K jeste 

retrakcija i neka su x, x2 , • • • , xis, y E S proizvoljni elementi. Tada imamo da 

xx9 • • • x ny,xyx2 • • • xis, x2 • • • x n xy E K , 

pa kako Kni  jeste normalna traka, to dobijamo da je 

xx 2  • xn y = v(xx2 • • • XnY) 

7  (P(SX2 • • ' X n y)(p(XX2 • • XnY) 

= (p(x)(p(x2 • • • x n )cp(y)y9(x)(p(x2 • - • x n )(p(y) 

7-1 (p(x)so(y)yo(x2 • • • x n )(p(x2 • • • x n )(p(x)v(y) 

= (p(xyx2 • • • x n x2 • • • x n xy) 

= xyx 2  • • • X nX2 • • xnxy 

odakle dobijamo da je 

xx 2  • • • x ny E xyx9 • • • x n x2 • • • x n xyKxyx2 • • • X n X2 • • • xnxy 

x ysnxy 

Prema tome, vaZi (3). 
Obrnuto, neka va2i. (3). Tada za proizvoljni element x E S dobijamo da je 

xSa-1 2: C x2snx2 

odakle dobijamo da je 

c x n-"sxn+1  
xsn - ix c x2nsnx2 " 
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pa je xn+ 1  E Reg(S). Dakle, S je r-regularna. Prema III 5.1. dobijamo da S jeste retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K i da K jeste normalna traka grupa. Neka su 
x, y E S proizvoljni elementi. Tada imamo da je 

xSn'y C xySnxy 

C (xy)n+15( xy ) n+1 

C KSK 

C K . 

Prema tome, imamo da je S' 21-1  C K, pa S jeste n -inflacija normalne trake grupa. 1 

III 5.4. TEOREMA. Polugrupa S je retraktivna nil-ekstenzija levo normalne 
trake grupa ako i samo ako S jeste ir-regularna i za sve x, a, y E S postoji n E Z+ tako da je 

(4) 
xa n y E xySx. 

DOKAZ: Neka S jeste retraktivna nil-ekstenzija polugrupe K i neka K jeste normalna traka I grupa Gi, i E I. Neka jeste ratrakcija od S na K. Neka su x, a, y E S proizvoljni elementi. Tada postoji n E Z+ tako da an E K. Neka 40 (x) E Gi, co(a) E Gi W(y) Gk,  za neke j, k E I. Tada imamo da je 

 

xany = yo(xany) 

= W(x )(So(a))"(P(Y) 
E GiGi Gk  

C Gijk, 

xyanx yo(xyanx) 

So ( x )So (Y)(4 9(a)rW(x) 
E GiGkGjG i  
C Gikji 

= Gijk 

 

 

jer je an EKi K je ideal; 

jer je an EK i K je ideal, 

jer je I levo normalna traka. 
Prema tome, 

xany E xya n xGijk xyan x  
C xyaSx. 

jer Gijk jeste grupa, 

Prema tome, va2i (4). 
Obrnuto, neka S jeste ir-regularna i neka vai (4). 

S jeste nil-ekstenzija polugrupe K, pri emu K jeste kako za proizvoljne a, b E S imamo da postoji n E Z+ 

Tada prema III 1.4. dobijamo da 
polumre2a levih grupa. Takodje, 
tako da je 

(ab) ,'+1  = a(ba)nb E abSa C Sa , 
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to prema II 2.10. dobijamo da S jeste polumreaa Y polugrupa S a, a E Y, pri eemu 

Sa  jeste nil-ekstenzija leve grupe Ka  za svaki a E Y. Jasno je da je K a  = K fl Sa za 

svaki a E Y. 
Neka je a E Y proizvoljni element. Uzmimo da K a  jeste levo nulta traka I grupa 

H2 sa jedinicama ei, i E I. Neka je T= = Hi , i E I. Jasno je da Ti jesu T-klase 

polugrupe S, pa prema Teoremi II 2.3. dobijamo da Ti jeste it-grupa za svaki i E I. 

Neka su a, b E Sa  proizvoljni elementi, tj. neka a E Ti, b E Tj, za neke i , j E I. Uzmimo 

da je ab E 711 za neki 1 E I. Tada je jasno da bet E Hk za neki k E I, pa je bek = ek be i . 

Takodje, aek E Hs , za neki s E I, odakle dobijamo da je 

aek= aeke, 
= aesuaes  
= aes es uaes  
E aes Kaae, 
C Ht K„Ht  
C H I 

jer je e, jedinica u Hs , 
za neki u E S, prema (2), 

jer je e s u E K,,, 
jer je ae, E Ht  za neki t E I, 

odakle dobijamo da je s = t, tj. ae, E H,, pa je 

ae, = es aes . 

Sada imamo da je 
(ae s )r = are, , 

za svaki r E Z. Neka je r E Z+ broj ta.kav da je a' E Hi. Tada imamo da je 

(ae s )r = are, E HiH, C Hi , 

i kako je (ae s )r E Hs , to dobijamo da je s = i, tj. aek  E Hi. Prema tome, 

abet  = aekbei E HiHk C Hi 

i kako, prema Munnovoj lemi, imamo da je abet  E HI, to je 1= i , tj. 

ab E Ti. 

Prema tome, Sa  je levo nulta traka I 7r-grupa Ti, i E I, pa S jeste polumre2a 

polugrupa koje su levo nulte trake ir-grupa. 
Neka su a, b E S proizvoljni elementi. Tada imamo da je ab,a2 b, ab2  E Sc, za neki 

a E Y. Uzmimo da Sa  jeste levo nulta traka I 7r-grupa Ti , i E I. Uzmimo da je 

ab E Ti, a2 b E Tj za neke i,j E I. Tada se lako dokazuje da je ab2  E Ti. Takodje, 

prema (4) dobijamo da postoji n E Z+ tako da je 

a(ab)"b = abua , 
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za neki u E S. Lako se dokazuje da je ua 2 bu E S„, odakle dobijamo da je 

(a(ab)n b)2  = (abua)2  

= ab(ua2 bu)a 

E TiS a  

CTi, 

i sa druge strane dobijamo da je 

(a(ab)" b)2  = a2  b((ab)n-  ba(ab)n-1 )ab2  

E a2 bS, 

C TjSa  

CT;  , 

odakle dobijamo da je i = j, pa je 

ab,a2 b,ab2  E T2 . 

Prema tome 

abr. a2  br ab2  , 

pa prema Teoremi II 3.5. imamo da S jeste traka r-grupa. Prema Propoziciji II 3.3. 
dobijamo da S jeste retraktiva nil-ekstenzija polugrupe K i K jeste traka r-grupa. Neka p jeste odgovarajuea traana kongruencija na K. Tada K109 zadovoljava (4), pa 
prema (4) i Teoremi II 1.11. dobijamo da KIP jeste levo normalna traka. Prema tome, 
S je retraktivna nil-ekstenzija levo normalne trake grupa. 

III 5.5. NAPOMENA. Umesto uslova (4) u Teoremi III 5.4. mote se staviti i 
uslov 

xan y E xySa . 

III 5.6. POSLEDICA. Neka je n E Z+, n > 2. Polugrupa S je n-inflacija 
normalne trake grupa ako i samo ako je 

xSn'y C xySnx 

za sve x,y E S. 

DOKAZ: Dokazuje se shell() kao III 5.4. I 
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GLAVA IV 

DEKOMPOZICIJE POLUGRUPA INDUKOVANE IDENTITETIMA 

Vaian problem Teorije polugrupa je problem opisivanja strukture polugrupa koje 
zadovoljavaju odredjeni polugrupovni identitet. U opisivanju strukture tih polugrupa, 
kako je ranije vee reeeno, centralno mesto zauzimaju dekompozicije polugrupa, u prvom 
redu traene i idealske. U ovom radu eemo uglavnom razmatrati identitete koji indukuju 
strukturu polugrupa koja se opisuje dekompozicijama - traenim i idealskim. Osim toga, 
napred pomenuti problem moiemo podeliti u dva. dela. Prvi deo je problem nalaienja tipa 
dekompozicije koju indukuje identitet odredjenog tipa i problem nala2enja identiteta koji 
indukuju odredjeni tip dekompozicija. Drugi deo je problem konstruisanja polugrupe koje 
zadovoljavaju dati identitet. Ovde ee biti razmatran samo prvi deo pomenutog problema, 
tj. razmatraCemo identitete koji indukuju odredjeni tip polugrupovnih dekompozicija. 

Problem naldenja identiteta koji indukuju odredjeni tip polugrupovnih dekompozicija 
naeet je u poznatom radu T.Tamure i N.Kimure,[99], iz 1954. god. U njemu je dokazano 
da svaka polugrupa koja zadovolja:va identitet xy = yx (tj. komutativna polugrupa) jeste 
polumrda Arhimedovih polugrupa. Osim u ovom radu, identiteti koji indukuju dekom-
poziciju u polumrdu Arhimedovih polugrupa su razmatrani i u radovima J.Chrislocka,[24], 
T.Tamure,[95], T.Tamure i J.Shafera,[102], T.Tamure i T.Nordala,[101], T.Nordala,[51], i 
M.V.Sapira i E.V.Suhanova,[80]. Drugi tip dekompozicija indukovanih identitetima koje 
su proueavane su dekompozicije u nil-ekstenziju unije grupa, koje se, prema II 2.3., takodje 
mogu posmatrati kao dekompozicije u polumrdu Arhimedovih polugrupa. Poeeta.k nji-

hovog proueavanja predstavljaju radovi E.J.Tullya,[103], T.Tamure,[96], iz 1969. god. i rad 
M.Petricha,[57], iz iste godine. U drugom od ovih radova su postavljeni poznati Tamurini 
problemi eijim su se rd'avanjem bavili mnogi drugi autori. Osim napred pomenutih radova, 
dekompozicije u nil-ekstenziju unije grupa su proueavane i u radovima G.Clarkea,[26], 
Lee Sin-Mina,[82], J.Gerharda,[40], S.Bogdanovi6a,[13], M.CiriCa i S.BogdanoviCa,[34], i 
S.BogdanoviCa i B.Stamenkoviea,[23]. 

U pomenutim radovima razmatrani su uglavnom pojedinaeni identiteti. Mi Cern° ovde 
poku§ati da napravimo sistematieniji pristup ovom problemu. Naime postaviCemo slede6i 

problem: 
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(P1) ako je X data klasa polugrupa, naei sve X -identitete. 
Problem ovakvog oblika u napred pomenutim radovima je razmatran jedino u radu 

G.Clarkea,[26], gde je X bila klasa svih polugrupa koje su inflacije unije grupa. Med-
jutim, problem (P1) je u nekim slueajevima previ§e uzak. Naprimer, identiteti koji 
indukuju dekompoziciju u polumreiu levo Arhimedovih polugrupa, u op§tem slueaju, jo§ 
nisu opisani, ali su opisani identiteti koji indukuju dekompoziiju -ir-regularnih polugrupa 
u polumreiu levo Arhimedovih polugrupa. Prema tome, interesantan je problem sledeceg 
oblika: 

(P2) ako su X l  i X2 date klase polugrupa, nadi sve Xl  X 2 -identitete. 
Problemi koje demo razmatrati u ovoj glavi bide razni oblici problema (P1) i (P2). 
U poglavlju IV 1. bide razmatrani identiteti koji indukuju dekompozicije u polumreiu 

Arhimedovih polugrupa, u op§tem i nekim specijalnim slueajevima. Svi identiteti sa 
pomenutom osobinom su opisani u IV 1.2., §to je glavni rezultat ovog poglavlja. Takodje, 
vaian je i rezultat IV 1.3., koji opisuje iclentitete koji indukuju dekompoziciju ir-regularnih 
polugrupa u polumreai potpuno Arhimedovih polugrupa. Kao posledica pomenutih tvrd- 
jenja daje se IV 1.4., .S. to predstavlja re: 73enje problema L.N.Sevrina i E.V.Suhanova, problem 
III 7.1. iz [92]. 

U poglavlju IV 2. opisujemo identitete koji indukuju dekompoziciju ir-regularnih polu-
grupa u traku nil-ekstenzija grupa. Ti identiteti su opisani Teoremom IV 2.8.. Teoremom 
IV 2.9. su opisani svi identiteti koji indukuju dekompoziciju unije grupa u traku grupa. 

U poglavlu IV 3. opisujemo identitete koji indukuju dekompoziciju u nil-ekstenziju 
unije grupa. U op§tem slueaju, oni su opisani Teoremom IV 3.4. Osim toga, opisujemo 
identitete koji indukuju dekompoziciju u nil-ekstenziju polugrupa nekih drugih tipova, kao 
§to su polumre2e levih grupa, polumreie grupa i trake grupa. 

U poglavlju IV 4. razmatramo iclentitete koji indukuju dekompoziciju u retraktivnu 
nil-ekstenziju unije grupa i identitete koji indukuju dekompozicije u n-nilpotentne eksten-
zije unije grupa. U vezi prvih, op§te re§enje je dato Teoremom IV 4.1. i razmatrani su i 
neki posebni slueajevi. Drugi pomenuti tip identiteta je opisan Teoremom IV 4.4. 

U poglavlju IV 5. opisujemo identitete nad dvoslovnim alfabetom koji indukuju 
dekompoziciju u polumreiu Arhimedovih polugrupa. Teoremom IV 5.1. dajemo opis 
tih identiteta, vizuelno jasniji od onog iz IV 1.2.. Veorna su interesantni rezultati IV 5.2. 
i IV 5.3. koji opisuju identitete koji indukuju dekompozicije u polumre2u levo Arhime-
dovih polugrupa, odnosno u polumreiu t-Arhimedovih polugrupa. Treba napomenuti da 
problem ovakvog oblika u op§tem slueaju (tj. u slueaju alfabeta A n , n > 3,) nije re§en. 

Na kraju, napomenimo da se u ovoj glavi razmatraju samo istotipni identiteti. Sto 
se tide raznotipnih identiteta., njih je razmatrao J.L.Chrislock u radu [25] iz 1969. go-
dine, u kome je dokazao da svaka polugrupa koja zadovoljava raznotipni identitet jeste 
nil-ekstenzija periodiene potpuno proste polugrupe. Neke tde klasiflkacije raznotipnih 
identiteta moguee je izvr§iti na veoma jednostavan naein, koristeei metode primenjene 
u ovoj disertaciji, pa zato o njima neee biti reel. Sa druge strane, pomenueemo da 
je problematika koja je razmatrana u ovoj glavi dosta vezana sa problemima varijeteta 
polugrupa, kojima se bavi ekipa ruskih matematieara iz Sverdlovska, sa L.N.Sevrinom 
na eelu. Ta veza je naroeito jaka u onom delu njihovih istraivanja koji se bavi prob-
lemima varijeteta koji se sastoji od polugrupa sa odredjenom strukturom, i to problematika 
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je razmatrana u radovima M.V.Sapira i E.V.Suhanova,[80], V.V.Rasina,[76], kao i fran-
cuskog matematieara M.Schutzenbergera.,[81]. Naroeito su interesantni ekspozitorni radovi 
L.N.Sevrina i M.V.Volkova.,[90], i L.N.Sevrina i E.V.Suhanova,[92], posebno glava III dru-
gog rada. Kao §to je ve6 reeeno, rezultat IV 1.4. je re§enje jednog od problema postavljenih 
u [92]. 

IV 1. DEKOMPOZICIJE U POLUMREZU ARHIMEDOVIH POLUGRUPA 
INDUKOVANE IDENTITETIMA 

Podsetimo se, najpre, da sa A oS-oznaeavamo klasu svih polugrupa koje su polumreie 
Arhimedovih polugrupa. Kao a' to je vee reeeno u uvodu Glave IV, A o S-identiteti su 
razmatran u radovima T.Tamure i N.Kimure,[99], gde je razmatran identitet xy = yx, 
J.L.Chrislocka,[24], u kome je razmatran identitet s 1 x2x3z4  = x 1 x3 x2x4 i  T.Tamure i 
J.Shafera,[102], i T.Tamure i T.Nordahla,[101], u kojima je razmatran sistem identiteta 
(xy)n = xnyn, n E Z+, T.Nordahla,[51], gde je razmatran identitet (xy)m = xrnym, 
M.V.Sapira i E.V.Suhanova,[80], gde su razmatrani identiteti 

(xy)m = 
((xY) m (Yx) m ) n (xY)

m i x1x2 	= F(x i , x2, • • • , xn), 

itd. U njima je dokazano da nabrojeni identiteti jesu A o S-identiteti. 
U ovom poglavlju ee, pomoeu homomorfizama slobodnih polugrupa, biti opisani svi 

A o S-identiteti nad proizvoljnim (konaenim) alfabetom. Glavni rezultati su IV 1.2. i IV 
1.3.. Interesantno je tvrdjenje, koje je deo Teoreme IV 1.2., da neki identitet jeste A o S-
identitet ako i samo also nije zadovoljen u polugrupi B2. Prema tome, neki vizuelno jasniji 

opis A o S-identiteta je moguee dati opisom identiteta koji nisu zadovoljeni u polugrupi 
B2, odnosno i preko opisa identiteta koji su zadovoljeni u toj polugrupi. Opis identiteta 
koji su zadovoljeni u B2 dat je u radu G.I.Makvickog,[48], afi autor ove disertacije nije 
bio u moguenosti da taj rad nabavi. Informacije o njemu su veoma oskudne i bile su 
mu dostupne samo posredno, preko ekspozitornog rada [90], strana 35, gde sam rezultat 
takodje nije dat, jer je veoma glomazan. Osim toga, iz rezultata IV 1.2. i IV 1.3. se lako 
mo'Ze dobiti odgovor na Problem III 7.1. (odnosno Zadatak III 7.1.) iz [92]. Taj odgovor 
je dat Posledicom IV 1.4. 

Takodje, u ovom poglavlju se razma.traju i neki posebni tipovi A o S-identiteta i daju 

neki znaeajni primeri A o S-identiteta. 

U narednim razmatranjima. Cern° posmatrati istotipni identitet 

(1) 	 u(xi, X2, ... ,Xn) = V(X1,X2, • • • Xn) 
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nad alfabetom An , n > 2. 

Kao §to je poznato iz opfte algebre, svaka polugrupa je izomorfna faktor polugrupi 
neke slobodne polugrupe. SladeCom lemom opisujemo kongruenciju na slobodnoj polugrupi 
242 koja indukuje faktor izomorfan polugrupi B2, §to Cern° koristiti u daljem radu. 

IV 1.1. LEMA. Neka 0 jeste relacija ekvivalencije na polugrupi A2 odredjena 
particijom 

Ca = {(xY) 711  I n E Z +  U 101 , Cb = {(yx) n y I n E Z+ U {0} 1 , 

C a  b 	{(xy)n I 71 E Z + } , C ba  = {(yX)71 n E Z + } , 

Co =AI — ( Ca UCb UCab U Cba ). 

Tada 79 jeste kongruencija i preslikavanje (I) : Atip -4 B2 definisano sa 

( Ca  Cb Cab Cba CO) 
a 	b 	ab 	ba 	0 

je izomorfizam. 

DOKAZ: Dokazuje se jednostavnom proverom. 

Sledeei rezultat je glavni rezultat ovog poglavlja, opisuje sve identitete koji indukuju 
dekompoziciju u polumrOm Arhimedovih polugrupa i daje jo§ neke interesantne rezultate. 

IV 1.2. TEOREMA. Slededi uslovi za identitet (1) su ekvivalentni: 
(i) (1) jeste A o S-identitet; 

(ii) polugrupa B2 ne zadovoljava (1); 
(iii) postoji homomorfizam T : A -4 A2 takav da 

(2) 
	 (T(u),T(v)) V V; 

(iv) postoji homomorfizam T : 	 i permuta.cija 7r skupa {u, v} tako da 
vazi jedan od sledeCih uslova: 

(A1) T(r(u)) E Cab i T(7r(v)) V Cab 
(A2) T(7r(u)) E Ca  i T(7r(v)) Ca • 

(v) Postoji k E Z+ i w E Co C A2 tako da je 

[u = 	[(xy) k  = 

DOKAZ: (i) = (ii). Sledi neposredno. 
(ii) 	(iii). Neka va2i (ii). Uzmimo da ne vazi (iii), tj. da je 

(T(u),T(v)) E 
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za svaki homomorfizam T : 	.4" 2  . Neka je F : A 7t, 	B2 proizvoljni homomorfizam. 
Uzmimo da je T : 	 homomorfizam odredjen sa 

x 	ako je F(xi) = a 

ako je F(xi) = b 

(3) T(xi) = xy 	ako je F(x i ) = ab , 

	

yx 	ako je F(xi) = ba 

	

9 	ako je F(xi) = 0 

i E {1, 2, . , n}. Neka je C = nat 19 : A.1" 	B2 prirodni homomorfizam indukovan 
kongruencijom 19. Prema (3) imamo da je 

G(T(xi)) = F(xi) 

za svaki xi E An , odakle sledi da je 

(4) G(T(w)) = F(w) 

za svaki w E 	. Kako je, prema pretpostavci, (T(u), T(v)) E 19, to prema (4) dobijamo 

da je 
F( t) = G(T(u)) = G(T(v)) = F(v), 

odakle sledi da ne va2i (ii),§to je u suprotnosti sa polaznom pretpostavkom. Prema tome, 
vazi (iii). 

(iii) = (iv). Neka postoji homomorfizam T : 	 takav da vaii (2). Tada je 

jasno da jedna od reei T(u) i T(v) nije u Co . Ne umanjuju6i op§tost dokaza mo2emo 
uzeti da T(u) Co . Tada je 

T(u) E Ca  U Ca b U CbU Cba- 

Ako je T(u) E Ca, tada prema (2) dobijamo da T(v) V C a , i ako je T(u) E Cab, 

tada prema (2) dobijamo da T(v) Ca b, pa dobijamo (A2) odnosno (Al). 

Neka je T(u) E Cb. Tada prema (2) dobijamo da T(v) Cb. Uzmimo da je P 
automorfizam polugrupe An odredjen permutacijom 

yx  

alfabeta A2. Tada se lako proverava da 

P(T(1)) E Ca  i P(T(v)) V C a , 

pa dobijamo (A2). Ako je T(u) E Cba, tada isti naein dokazujemo da se permutacijom 
slova dobija (Al). Prema tome, vai (iv). 
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(iv) = (v). Neka postoji homomorfizam T : 	A2 takav da va2i jedan od 
uslova (Al) ili (A2). 

Uzmimo da vazi (Al). Ne umanjujuei op§tost dokaza mo2emo uzeti da je T(u) E Cab 
i T(v) ■ Cab. Tada prema I 6.14. i 16.15. dobijamo da je 

[u = 	[T(u) = T(v)] c [xyT(u)xy = xyT(v)xy] . 

Kako je jasno da je xyT(v)xy E Co  i da je syT(u)xy = (xy) k  za neki k E Z+, to 
dobijamo da va2i (vi). 

Uzmimo da va2i (A2). Ne umanjujuei opatost dokaza mo2emo uzeti da je T(u) E Ca 
i T(v) 14 Ca . Tada prema I 6.14. i I 6.15. dobijamo da je 

[u = v] C [T(u) = T(v)] C [xyT(u)y = xyT(v)y] . 

Kako je jasno da je xyT(v)y E Co i da je xyT(u)y = (xy) k  za neki k E Z+, to dobijamo 
da va2i (v). 

(v) (i). Neka va2i (v), neka je S E [(xy) k  = w], w E Co , proizvoljna polugrupa 
i neka su a, b E S proizvoljni elementi. Neka je F : 	S homomorfizam odredjen 
preslikavanjem 

(3:, y 
a b) • 

Kako je jasno da 
x 2  I w 	ili 	y 2  1 

to dobijamo da je 

S  (ab) k  = F((xy) k ) F(w) E s: a 1  b22:1  

 

ako x2  I w 

ako y2  w . 

Dakle, prema II 1.2. dobijamo da je S E A o S, pa imamo da je 

[u =•i'] 	[(xy) k  = w] C AoS . 

Prema tome, va21 (i). 

Sledeea teorema opisuje identitete koji indukuju dekompoziciju r-regularnih polu-
grupa u polumreiu potpuno Arhimedovih polugrupa. 

IV 1.3. TEOREMA. Identitet (1) je 71-R. i CA o S-identitet ako i samo ako (1) 
jeste A o S-identitet. 

DOKAZ: Neka (1) jeste irR. t> CA o S-identitet. Tada je 

7r- R. n [u = vi c CA S 

Kako je B2 E 71-R. i B2 CA o S, to dobijamo da B2 14 [u = v], pa prema IV 1.2. 
dobijamo da (1) jeste A o S - identitet. 
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Obrnuto, neka (1) jeste A o S-identitet i neka S E r'R. fl [u = v] jeste proizvoljna 
polugrupa. Neka je a E Reg(S) proizvoljni element. Tada postoji b E S tako da je 

a = aba i b = bab 

Takodje, prema IV 1.2. dobijamo da postoje k E Z+ i w E Co C A2 tako da je 

S E [21 = 	[(xok 	. 

Prema tome, imamo da S = (xy)k = to. Kako je w E Co, to dobijamo da x2  w 
y2  I w, pa postoje reel to' E 	i wl' E A:; i m E Z+ U {0} tako da je w = w"w' 

= x 2 (yx)" 2  ili w' = (yx) m y ili w' = y2 (xy) m 	= y2 (xy) m x. 
Ako je w' = y2 (xy)"i , tada za homornorfizam G : 	S odredjen preslikavanjem 

x y 
(b a) 

dobijamo da je 

ba = (ba)k  = G((xy) k ) = G(w) = G(w")G(w') = G(w")a2  E Sae  , 

odakle sledi da je 
a = aba E Sa2  . 

U ostalim slueajevima, ako posmatramo homomorfizam F : A2 —> S odredjen preslika-
vanjem 

(x y 
a b) ' 

tada dobijamo da je 

ab = (ab)k  = F((xy)k ) = F(w) = F(w")F(w' ) = F " 2  E Sa2 

 ako je w' = x2 (yx)"' , iii  

ab = (ab)k  = F((xy)k ) = F(w) = F(w")F(w') = F(wn )a2 b E Sa2  b , 

ako je 	= x2 (yx)my, iii 

ab = (ab)k  = F((xy)k ) = F(w) = F(w")F(w') = F(w")b2  a E Sb2  a , 

ako je w' = y2 (xy)mx, odakle sledi da je 

a = aba. E Sal a  C Sae  , 

iii 
a = aba E Sae  ba = Sa2  , 

iii 
a = aba E Sb2 a2  C Sa2  . 

Prema tome, dokazali smo da je a E Sa 2 . Na isti na6in dokazujemo da je a E a2 S. 
Prema tome, imamo da je a E Gr(S), tj. da je Reg(S) = Gr(S), pa prema II 2.3. 
dobijamo da je S E CA o S. Da.kle, (1) jeste 71-R. 1>CA o S-identitet. 

Na osnovu rezultata iz IV 1.2. i IV 1.3. moiemo dokazati sledeee tvrdjenje, koje 
predstavlja re§enje Problerna III 7.1. postavljenog u radu L.N.Sevrina i E.V.Suhanova,[92]. 
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IV 1.4. POSLEDICA. Neka. X jeste neki varijetet polugrupa. Sledeei uslovi su 
ekvivalentni: 

(i) XCAoS; 
(ii) X ne sadrzi polugrupu B2 ; 

svaka regularna polugrupa. iz X je potpuno regularna; 
(iv) svaka potpuno 0-prosta. polugrupa. iz X je bez delitelja nule; 
(v) u svakoj polugrupi sa nulom iz X skup svih nilpotenata cini podpolugrupu; 

(vi) u svakoj polugrupi sa nulom iz X skup svih nilpotenata eini ideal. 

DOKAZ: (i) = (ii). Sledi neposredno. 
(ii) = (i) i (ii) 	(iii). Ako va2i (ii) i ako je X = [s], tada sistem E identiteta 

mora sadr2ati bar jedan od identiteta. koji nije zadovoljen u B2 , tj. mora sadriati bar 
jedan A o S-identitet, pa prema IV 1.2. i IV 1.3. dobijamo da va2i. (i) i (iii). 

(iii) z (ii), (iv) = (ii) i (v) (ii). Sledi neposredno iz ainjenice da polugrupa B2 
jeste regularna i nije potpuno regularna., da jeste potpuno 0-prosta ali ima delitelja nule i 
da je polugrupa sa nulom a kojoj skup svih nilpotenata ne cini podpolugrupu. 

(vi) 	(v). Sledi neposredno. 
(i) 	(vi). Sledi prema II 1.2. jer za svaku polugrupu sa nulom 0 je skup svih 

nilpotenata jednak radikalu ideala {0}. 
(i) = (iv). Neka S jeste potpuno 0-prosta polugrupa sa nulom 0 iz X. Tada 

prema (i) dobijamo da je S polumre2a. Y Arhimedovih polugrupa S c,, a E Y. Neka 
je a E Y element takav da je 0 E Sc.. Tada je Sc  Arhimedova polugrupa sa nulom, 
pa Sc, jeste nil-polugrupa i S c, C Nil(S). Sa druge strane, Nil(S) je ideal od S i 
Nil(S) # S, jer S sadr2i nenula idernpotent i on ne rno .2e biti nilpotent, odakle dobijamo 
da je Nil(S) = 101, tj. Sa  = {0}. Neka je a E S, a 0 0, proizvoljni element. Tada je 
a E Ss  za neki Q  E Y, Q  a. Neka je I = {-y E Y I -yfl = a}. Lako se proverava da je 
I ideal od Y i jasno je da je I 0Y, jer fl cl I. Ako uzmemo da je T =U{S. ), Iy E 
tada se lako dokazuje da je T ideal polugrupe S razlieit od S, odakle dobijamo da je 
T = {0} = Sa . Prema tome, ima.mo da je I = {a}, odakle sledi da je 

ab 0 	i 	bad=0 

za svaki b E S, b # 0. Dakle, a nije delitelj nule, pa va2i (iv). 1 

Osim identiteta koji indukuju dekompozicije u polumre2u Arhimedovih polugrupa, 
interesantno je pitanje opisivanja identiteta koji indukuju dekompoziciju u polumre2u levo 
Arhimedovih polugrupa. U op§tern slu'eaju, ovaj problem nije re§en. Sledeeom teoremom 
dajemo dajemo re§enje tog problema u jednom specijalnom slueaju, tj. opisujemo iden-
titete koji indukuju dekompoziciju r-regularnih polugrupa u polumre2u nil-ekstenzija levih 
grupa. 

IV 1.5. TEOREMA. Sledeei uslovi za identitet (1) su ekvivalentni: 
(i) (1) je 71-R, r> (GC o Al) o S -Mena tet; 

polugrupe B2 i R2 ne zadovoljavaju (1); 
(iii) (1) jeste A o S-identitet, i va2i: 
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( 5 ) 

	

t(u ) # t(v ). 

DOKAZ: (i) = (ii). Sledi neposredno. 
(ii) = (iii). Neka vaii (ii). Tada prema IV 1.2. sledi da (1) jeste A oS-identitet. 

Kako polugrupa R2 ne zadovoljava (1), to dobijamo da vai (5). Prema tome, vaii 
(iii). 

(iii) = (i). Neka va2i (iii). Neka. S E 7r7?, n [u = v] jeste proizvoljna polugrupa. 
Tada prema IV 1.3. dobijamo da S jeste GV-polugrupa. Neka su e, f E E(S) proizvoljni 
elementi. Neka je F : An+ S homomorfizam odredjen sa 

F (t(u)) = e , F(xi) = f za xi 0 t(u), xi E An . 

Tadaje jasno da je F(u) = F(v). Sa druge strane, imamo da je 

F(u) = ( fe) k  ili F(u) = (ef)k  e, 

za neki k E Z+, i 

F(v) = (efin iii F(v) = f(ef)m, 

za neki m E Z+, odakle dobijamo da. je 

(ef) m+1  E Se. 

Prema tome, 

(ef)" = (ef)m+ l e = (efe)m+ 1  

pa prema Teoremi II 2.10. dobijamo da S jeste polumreia nil-ekstenzija levih grupa. 
Prema tome, imamo da je 

n [u = v] c (Lgo A) s , 
pa (1) jeste irR r> (Lg o Al) o S-identitet. 

Iz IV 1.5. neposredno sledi sledeei rezultat: 

IV 1.6. POSLEDICA. SledeCi uslovi za identitet (I) su ekviva1entni: 
(i) (1) je 7r7Z1> (g o Al) o S-identitet; 

polugrupe B2 , L2 i R2 ne zadovoljavaju (1); 
(iii) (1) jeste A o S-identitet i 

h(u) 	h(v) i t(u) # t(v) . 

Veoma su interesantne dekompozicije ir-regularnih polugrupa u polumreiu retrak-
tivnih nil-ekstenzija potpuno prostih polugrupa. Identiteti koji indukuju takve dekom-
pozicije ee biti opisani Teoremom IV 1.8. Pre dokazivanja to teoreme, moramo dokazati 
sledeei pomoeni rezultat: 
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IV 1.7. LEMA. Neka. (1) jeste identitet za koji 

h (2) (u) = h (2) (v) 

Tada polugrupa L3,1 za.dovalja.va. (1 ). 

DOKAZ: Neka (1) jeste identitet takav da je h (2) (u) = h(2) (v). Ne umanjujuoi 

op'Stost dokaza, mo2emo uzeti da je h(u) = h(v) = x 1 . Neka je F : Al .-4 L3,1 proizvoljni 

homomorfizam. 
Uzmimo da je h(2) (u) = h(2) (v) = xi. 	Tada imamo da je 

e 	ako je F(x l  ) = e V F(xi) = a 

F(u) = f 

g 

ako je F(x i  ) = f 

ako je F(x i ) = g 

= F(v) 

pa polugrupa L3,1 zadovoljava (1). 
Uzmimo da je h (2) (u) = h (2) (v) x 2  Ne umanjujuei opRost dokaza, mo2emo uzeti 1. 

da je h( 2) (u) = h (2) (v) = x i  x9. Tada imamo da je 

g 

F(u) = {f 

g 

also je F(x l  ) = g V (F(x, i ) = a A Rx2) = f) 

ako je F(xi ) = f 

inaee 

= F(v) , 

pa polugrupa L3,1 zadovoljava (1). I 

IV 1.8. TEOREMA. Sledeei uslovi za identitet (1) su ekvivalentni: 

(i) (1) je 7r7Z. r (CS * .A)0 S-identitet; 
(ii) polugrupe B2, L3,1 i R3,1 ne zadovoljavaju ( 1 ); 

(iii) (1) je A o S-identitet i 

(6) 	 h(2) (u) 	h(2) (v) i t(2) (u) 	t (2) (v). 

DOKAZ: (i) = (ii). Sledi neposredno. 
(ii) = (iii). Neka va;Zi (ii), tj. neka 

B2, L3 , 1, R3 , 1 	u 1 17--  V . 

Tada prema IV 1.2. dobijamo da. (1) jeste A o S-identitet. Takodje, ako je 

h (2) (u) = h (2) (v), 

tada se lako dokazuje L3,1 = u = v, §to nije moguee. Dakle, imamo da je 

h(2 )( u ) 	h(2)( v ) .  
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Na slican naein dokazujemo da iz R3 , 1 u = v sledi da je 

t (2) (a) 	t (2) (v). 

Prema tome, vaii (iii). 
(iii) = (i). Neka (1) 

jeste proizvoljna polugrupa. 
i za a E Y imamo da Sa  

Neka je a E Y. Neka 
Dokazaeemo da je 

jeste A o S-identitet i neka vaii (6). Neka S E r-R.fl[u = 
Tada je jasno da S jeste polumreia Y polugrupa Sc„ a E Y, 
jeste nil-ekstenzija potpuno proste polugrupe Ka. 
je a E Te  C Sa , za neki e E E(S„), i neka je f E E(Sa). 

(7) of = eaf 

(8) fa = fae. 

Neka je h(u) # h(v). Prema tvrdjenju dualnom Teoremi IV 1.5. dobijamo da Ka  jeste desna grupa, tj. Ka  jeste desno nulta traka E = E(Ka ) grupa Gg , g E E. Sada imamo da je 

a f = (a f)f E KaG f G f, 

odakle dobijamo da je af = faf, pa je (af)" 	za svaki m E Z. Neka je am E Ge , m E Z+. Tada ima.mo da 

a f, ani f E Gf, 

odakle dobijamo da postoji c E Gf tako da je af = fc, pa je 

af = am fc = ea' fc = eaf, 

tj. vaii (7). 
Neka je h(u) = h(v). Ne umanjujuei op§tost dokaza, motiemo uzeti da je 

h(2) (u) = 5 1 5 k  i h(2) (v) = xixt, 

za neke k,1 E 	 0 1. Takodje, imamo da je k 0 1 ili 1 0 1. Ne umanjujuei 
op§tost dokaza, motiemo uzeti da je k 0 1. Dokazaeemo da za svaki m E Z+ postoje c,d E Sa  tako da je 

(9) a f c = am d. 

Neka je F1  : 	S homomorfizam odredjen sa 

Fi (x i ) = a , Fi (xt) = a 	(xi) = f za xi E A„, xi 0 xi, xi. 
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Tada je Fi (u) = Fi (v), odakle dobijamo da je 

afci = a2 di , 

za neke c 1 , d1  E S. Uzmimo da je 

of c ni  = n 

za neke m E Z+, cm , din  E Sa . Neka je F : 	S homomorfizam odredjen sa 

Fin (xi) = 	, Frri (x/)= a , F,,,(xk) = 	, Fm (xi) = f 

za xi E A n  ,xi xi, xi, xk.Tada. je F„,(u) = Fm (v), odakle dobijamo da je 

onl d„, — am adm , 

za neke ern , 	E S c,. Sada. imamo da je 

afc = (end c' = am-1-1 di 

	

nt rn 	in rn 	"'In) 

odakle dobijamo da vazi (9). Neka je m E Z+ broj takav da je am E G e . Neka su 

c, d E Sa  elementi za koje vazi (9). Neka je a f E Gh za neki h E E(Ka ). Tada je 

	

a f caf E 	C - a -h _ _h, 

pa postoji co  E Gh tako da je af = of caf co , odakle dobijamo da je 

a f = a f caf co  = da f co  = ea' daf co  = ea.  , 

tj. vaii (7). 
Na isti nakin, koriste6i da je 

t (2) (u) 	t(2) (v), 

dokazujemo (8). 

	

Defini§imo preslikava.nje (ro : Sa 	sa 

	

y9(a) = ea 	a.ko a E Te , e E E(Sa ). 

Neka su a E Te  , b E Tf,e,f, 	E E(Sa ) proizvoljni elementi. Uzmimo da je ab E Tg  za 

neki g E E(Sa.). Tada je 

o(ab) = gab 

= gaeb 

= gaebf 

= gab f 

= abf 

= a f b 

= ea f b 

= (p(a)(p(b). 

(prema (8) ), 

(prema (8) ), 

(prema (8) ), 

(prema (7) ), 

(prema Munnovoj lemi ), 

(prema (7) ), 
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Dakle, 	je retrakcija. Prema, tome, imamo da je 

7rTz n = 	(cs * Ar) 0 s , 
pa (1) jeste (CS * Al) o S-identitet. 1 

U nekim od prethodnih tvrdjenja smo razmatrali identitete koji indukuju odredjene 
dekompozicije ir-regularnih polugrupa. Pri tome, svaka polugrupa koja zadovoljava neki 
od tih identiteta ne mora biti r-regularna. Medjutim, interesantni su identiteti koji sami 
indukuju ir-regularnost, tj. za koje va2i da svaka polugrupa koja ih zadovoljava jeste 
ir-regularna. Takvi identiteti Ce biti opisani u narednom tvrdjenju. 

IV 1.9. PROPOZICIJA. Sledeei uslovi za identitet (1) su ekvivalentni: 
(i) [u = v] se sastoji iz r-regulamih polugrupa; 

(ii) [u = v] se sastoji iz potpuno r-regularnih polugrupa; 
[u = v] se sastoji iz periodianih polugrupa; 

(iv) postoji i E {1, 2, . . . , n } tako da je 

(10) 	 Isilu 	Ixilv. 

DOKAZ: (i) = (iv). Neka vazi (i). Uzmimo da je lxilu = 	za svaki 
i E {1, 2, ... , n}. Tada multiplikativna polugrupa (Z+, -) nenegativnih celih brojeva zado-
voljava (1) i nije tr-regularna. Prema tome, vaii (iv). 

(iv) 	(iii). Neka (1) jeste identitet za koji vazi (iv). Neka S jeste proizvoljna 
polugrupa iz [u = v] i neka a E S jeste proizvoljni element. 

Uzmimo da je Jul 0 Iv'. Neka je F : An --+ S homomorfizam odredjen sa 

	

F(xj) = a 	za svaki xj E 

Tada je 

alul = F(u) = F(v) = al'', 
odakle dobijamo da S jeste periodiena. 

Neka je Jul = Iv I = s. Prema. (iv) imamo da postoji xi E 	tako da je 

Ixi u = k 	Ix2Iv = 	k, m E Z+ i k 0 tn. 
Neka je F : A+7, -+ S homomorfizam odredjen sa 

F(xi) = a2  , F(xj) = a 	za svaki xj E A n+,xj 0 xi. 
Tada je 

a3+ k = as- k (a2 )k = F(u) = F(v) = as-m(a2 )"2  = as+m, 
pri eemu je 	k s + m, jer je k rn. Prema tome, S je periodiena, pa vaii (iii). 

(iii) (ii) = (i) Sledi neposredno. 1 

Identiteti sa osobinom (10) se u literaturi obieno nazivaju neuravnote2enim identite-
tima. Medjutim, nas ce u daljem ra.du zanimati osobina ovih identiteta opisana uslovom 
(iii) Propozicije IV 1.9., zbog eega eemo koristiti nov naziv za ove identitete koji uvodimo 
sledeeom definicijom. 
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IV 1.10. DEFINICIJ A. Identitet (1) je periodieni identitet ako zadovoljava uslov 

(iv) Propozicije IV 1.9. U suprotnorn je neperiodieni identitet. 
Ako (1) jeste periodieni identitet, tada je bar jedan od brojeva 

— lx11.1 , 11 x21 „ — lx2 Id , • • • 11xn 	— lx.I . 1 (11) 

veCi od nule , 
pa postoji njihov najveci zajednicki delitelj, koji nazivamo periodom identiteta 

(1). 

Koristeei napred dobijene rezultate, lako se dokazuje sledeei niz tvrdjenja. 

IV 1.11. POSLEDICA. Identitet (1) je GV-identitet ako i samo ako (1) jeste 

periodiali A o S-identitet. 

DOKAZ: Sledi prema IV 1.9. i IV 1.3. 

IV 1.12. POSLEDICA. Identitet (1) je (.cg o Al) o S-identitet ako i samo ako 

(1) jeste gV-identitet i vazi 	
t(u) # t (v ) . 

DOKAZ: Sledi prema IV 1.11. i IV 1.5. I 

IV 1.13. POSLEDICA. Identitet (1) je (g 0 N. ) o S-identitet ako i samo ako 

(1) jeste cV-identitet i va2i 

t(u) 	t(v) i h(u) 	h(v). 

DOKAZ: Sledi prema IV 1.11. i IV 1.6. I 

IV 1.14. POSLEDICA. Identitet (1) je (CS * Al) o S-identitet ako i samo ako 

(1) jeste gV-identitet i va2i 

h (2 ) (u) # h (2 ) (v) i t (2) (u) 	t (2) (v) . 

DOKAZ: Sledi prema IV 1.11. i IV 1.8. I 

Na kraju ovog poglavlja Cern° dati neke primere A o S-identiteta. 0 nekim primerima 
je vee bilo reEi u uvodu ovog poglavlja. Ovde eemo pomenuti permutacione i kvaziper-
mutacione identitete i , koristeCi rezultate iz IV 1.2., dokazati da oni jesu A o S-identiteti. 

Ina:6e, ova dva tipa identiteta predstavljaju veoma znaEajne identitete koji su prouEavani 
u mnogim radovima, naprimer u radovima A.Ajzen§tata,[1], M.S.Putchae i A.Yaquba,[75], 
G.Pollaka,[61-66], G.Pollaka i M.V.Volkova,[67], M.V.Volkova i M.V.Sapira,[105], itd. Po-
sebnu ulogu ovi identiteti imaju u ispitivanju nekih znaEajnih osobina varijeteta, o Eemu 
se vise mote videti u napred pomenutim radovima G.Pollaka, M.V.Volkova i M.V.Sapira. 
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IV 1.15. PRIMER. Identitet oblika. 

(12) 
xl X2 • • • Xn = xr(1)X7r(2) • • • x7r(n) 

gde je ir neidentiaa permutacija skupa {1, 2, . , n}, nazivamo 
titetom. Svaki permutacioni iclentitet je A o S-identitet. 

DOKAZ: Posmatrajmo identitet (12). Neka je k E {1, 2, .. 
takav da je r(k) k. Neka je k = 1. Tada za homomorfizam T 
sa 

permutacionim iden- 

. , xn } najmanji broj 
: A.+7, 	odredjen 

T(x i ) = x , T(xi) = yx za xi E An  — {x1} , 

imamo da je 

T(x.1 s2 	. ,rn)  = s ( yx)n-1 = ( son-i s  E 
Ca 

1 

T(X,(1)X,(2) 	. X 7r(„)) = T(X7r(1))T(X 7r (2) • • X r(n)) 

yXT(X 7I-(2) • • • Xr(n)) 

tZ Ca  . 

Dakle, prema IV 1.2. dobijamo da (12) jeste A o S-identitet. 
Neka je k > 2 i neka je T : A+,2  --+ A."; homomorfizam odredjen sa 

T(x i ) = xy { za i E {1, ... , k — 1} 
T(x k  ) = x 

T(xi)= yx  za i E {k + 1,...,n} 

Kako je r(k) > k, to je (12) oblika 

Xk. - 1 Xk . . . X n  = Xi • • • X k-1 X 1r(k) . . . Xr(a) 

odakle dobijamo da je 

T(x i  ...x k _ i x k  ...xn)= (X Y) k-1 X(Yx) n—k  = (xY) n 	E Ca 

1 

T(Xi • • • X k-1 X 7r(k) • • • X 7r(n)) = ( X Y) k  Y XT (X 7r(k) • X7r(n)) 

% 	, 

pa prema IV 1.2. dobijamo da (12) jeste A o S-identitet. 

IV 1.16. PRIMER. Identitet 

(13) 
	

X1 . . . X k —1Y X EY X k+1 • • X = X r(1) • • • X r(1-1)Y Xir(1) • • • X r(n) 
9 

97 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



gde je it permutacija skupa {1, 2, ... , n}, nazivamo kvazipermutacionim identitetom. 

Svaki kvazipermutacioni identitet je A o S-identitet. 

DOKAZ: Neka je T : A++1 	homomorfizam odredjen sa 
/2 

T(xi) = xy 

T(y). -  x 

T(xk) = y 	

za i E {1,...,k - 1} 

T(xi) = yx 	za i E {lc+ 

Tada je 

xn) (sok-i xyx ( yx )n-k = (xy ) nx E Ca  

9 

x 2 I T(X 7r (1) 	x r(i_oy x, (1) ...x,r( n )) 

odakle sledi da 	
T(X 7,-(1) • • • X7r(/-1)Y 2 X7r(/) • • • Xr(n)) V Ca 

Dakle, prema IV 1.2. dobijamo da (13) jeste A o S-identitet. 

IV 2. DEKOMPOZICIJE U TRAKU r-GRUPA 
INDUKOVANE IDENTITETIMA 

Valan, i do sada slabo proueavan tip identiteta su identiteti koji indukuju dekom-
pozicije u traku t-Arhirnedovih polugrupa. Medju identitetima koji su dp sada istraZIvani 
ima takvih identiteta, ma.da su oni ra.zmatrani uglavnom u vezi sa nekim drugim svojim 
svojstvima. Naprimer, medijalni identitet x1x2x3x4 = x1x3x2x4 indukuje dekompozi-
ciju u normainu traku t-Arhimedovih polugrupa, gto neposredno sledi iz II 1.10.. Zatim, 

razmatran je i identitet (x 302  = x2y 2 , za koji je M.S.Putcha u radu [69] dokazao da 

indukuje dekompoziciju u tra.ku t-Arhimedovih polugrupa. Takodje, prema rezultatima 
S.Bogdanoviea,[6] (ili videti I 5.7.), irnamo da sistern identiteta (xy) k  = (x2 y)m, (xy)r =- 

(xy 2 ) 3  indukuje dekompoziciju u traku stepeno-vezanih polugrupa, dok prema rezultatima 
L.N.Sevrina,[89] (ili [92], stra.na 22), dobijamo da identitet (xy)k = (xkyk) k , k E Z±, k 

2 indukuje dekompoziciju u tra.ku nil-ekstenzija periodienih grupa. 
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Ovde Ce problem identiteta koji indukuju dekompoziciju u traku t-Arhimedovih polu- 
grupa biti razmatran samo u nekim posebnim sitaajevima. Naime, Teoremom IV 2.8. Cern° opisati identitete koji indukuju dekompoziciju ir-regularnih polugrupa u traku nil- 
ekstenzija grupa, dok eemo Teoremom IV 2.9. opisati identitete koji indukuju dekom- 
poziciju unije grupa u traku grupa. Od radova iz oblasti proue'avanja varijeteta polugrupa, 
vezano za ove probleme, pomenuCemo rad V.V.Rasina,[76], u kome su razmatrani varijeteti 
koji se sastoje iz traka grupa, dok se neki rezultati mogu na6i i u ekspozitornom elanku 
L.N.Sevrina i E.V.Suhanova,[92] (stra.na 22). 

U narednim razmatranjima Cern° posmatrati istotipni identitet 

(1) 	 21(X , X 9 , • • , X 	V(Xl, X2, • • • Xn) 

nad alfabetom A n , n > 2. 

IV 2.1. DEFINICIJA. Neka. je (1) identitet za koji je 

i(u) = i(v) = x7,.( 1 )x,r(2) 	X 7r( n) 

za neku permutaciju 7r skupa {1, 2, ... , n). Za k E {1, 2, ... , n — 1} eemo sa irk  —/k(u) (v k  = lk(v)) obele2avati najveei levi rez reel u ( v ) koji sadr2i taeno k slova (tj. 
najveei levi rez koji ne sadr2i slovo a:„.(k+j)). Jasno je da je 

irk = 2i k(X7r(1), • • • ,X7r(k)) 	= Vk(X 7r(1), 	X 70)) 

Za k E {1,2,...,7i —1} i i E {1,...,k} eemo koristiti oznaku 

11x7r(01uk 	Isr(i)lvk I • 

IV 2.2. DEFINICIJA. Levom karakteristikom identiteta (1) nazivamo broj 1 
odredjen sa: 

(1) 1 = 1, ako je (1) identitet sa levim izvrtanjem; 
(ii) 1 je najveCi zajeclnieki delitelj brojeva 

(2) 	 P, 1k,i , k E {1, 	— 	, i E 

gde su brojevi 	definisani kao u IV 2.1. i p je period identiteta (1), ako je (1) bez 
levog izvrtanja i bar jedan od brojeva iz (2) je razlieit od nule; 

(iii) 1 = 0, ako je (1) bez levog izvrtanja i svi brojevi iz (2) su jednaki nuli. 
Desnom karakteristikom identiteta (1) nazivamo levu kara.kteristiku identiteta u = v. 

Pre nego §to predjemo na gla.vne rezultate ovog poglavlja, dokazaCemo niz pomoenih 
tvrdjenja. 
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IV 2.3. LEMA. Neka je (1) neperioclicni identitet. Tada svaka komutativna grupa 

zadovoljava (1). 

DOKAZ: Neka je G proizvoljna komutativna grupa koja zadovoljava (1) i neka 

je F : 	G proizvoljni homomorfizam. Kako je (1) neperiodiean, to je 

kik = lxilv 

za sve i E 	 pa je 

F(u) = (F(x1)) 1xil u(F(x2)) 1x2lu  • • • (F(x n )) 1x. I . 

 (F(xi ))1'lly(F(x 2 )) 1 x 21 ....(F(xn)) 1x.1. 

 = F(v) . 

Prema tome, G zadovoljava (1). I 

IV 2.4. LEMA. Neka (1) ,jeste periodieni identitet perioda p i neka S jeste 

proizvoljna polugrupa koja zadovoljava (1). Tada S jeste periodia-na i period svakog 

elementa iz S deli p. 

DOKAZ: Prema Propoziciji 1. imamo da S jeste periodiena polugrupa. Neka je 

a E S element perioda p(a). Ta.da postoji m E Z+ ii e E E(S) tako da je am = e. Neka 

je i E {1,2, ,n} takav da va2i (10) i neka je F : A+„ ---> S homomorfizam odredjen sa 

	

F(xi) = a 7 FO: = e za j E {1,2,...,n},j 	i. 

Kako je F(u) = F(v), to dobijamo da je 

ea lxilu 

odakle dobijamo da 

	

p(a)l (in + lxii. — m— lxii,) 	— lxilv. 

Prema tome, p(a) deli sve brojeve iz (3) koji su razliciti od nule, odakle dobijamo da 

p(a) deli p. 

IV 2.5. LEMA. Neka je (1) periodiani identitet perioda p. Tada svaka cikliena 

grupa 6iji red deli p zadovoljava (1). 

DOKAZ: Neka je G =< a > cikliEna grupa reda IGI = d takva da d l  p. Neka 

je F : A;1.; 	G proizvoljni homomorfizam. Kako 

dipl ixiiu — ixilv 

za sve i E {1,2,...,n}, to imamo da. je 

(F(a•Mixil. 	(F(xj)) 1 xilv 
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za sve i E {1, 2, ... 	Kako je G komutativna, to je 

F(n) = (F(a:1))1xi lu(F(x2)) 1 x 2 lu • • • (F(xn)) 1z niu 

= (F(x1 ))ixtly(F(x 2 ))1x21....(F( s .))1xnl. 

= F(v) . 

Prema tome, G zadovoljava (1). I 

IV 2.6. LEMA. Neka je (1) identitet leve 
LZ(d) zadovoljava (1) za svaki d E Z+, d > 2. 

DOKAZ: Kako je 1 = 0, to imam° da je (1) 
op§tost dokaza, mo2emo uzeti da je 

karakteristike 1 = 0. Tada polugrupa 

identitet bez izvrtanja. Ne umanjuju6i 

i(u) = i(v) = X1X2 • • • Xn 

Neka je F : 	LZ(d) proizvoljni homomorfizam. 
Uzmimo da je F(xi) e< a > za svaki xi E An . Kako je identitet (1), po 

pretpostavci, neperiodiean, to prema IV 2.3. dobijamo da je F(u) = F(v). 
Neka postoji xi E An  tako da F(xi) cl< a >, i neka je k E {1, , n} najmanji broj za koji F(xk) cl< a >. Ako je k =1, tada dobijamo da je 

F(u) = F(x1 ) = F(v) . 

Uzmimo da je k > 2. Kako je 

U = Uk_i (Xi 	2!k_1 )XkU l  , V = Vk_i (Xi 	Xk_i)XkV i  

i iz 1= 0 sledi da je identitet 

uk_1(xl,• • • 7 	 = 	 1 • • • xk-i) 

neperiodkan, to prema IV 2.3. dobija.mo  da je 

F(uk_ i ) = F(VIC-•"1) 

pa je 

F(n) = F(uk_1)F(xk)F(u1 ) 

= F(uk-1)F(xk) 

= F(vk_i)F(sk) 

= F(vk_1)F(sk)F(v 1 ) 

= F(v) . 

Prema tome, LZ(d) zadovoljava (1). I 
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IV 2.7. LEMA. Neka. je (1) identitet leve karakteristike 1> 2. Tada polugrupa 

LZ(1) zadovoljava (1). 

DOKAZ: Kako je 1 > 2, to imamo da je (1) identitet bez levog izvrtanja. Ne 

umanjujuei op§tost dokaza, mo2emo uzeti da je 

i(u) = i(v) = x i  x2 . • • xn • 

Neka je F : A+n 	L Z (1) proizvoljni homomorfizam. 

Uzmimo da je F(xi) E< a > za svaki xi E An . Ako je identitet (1) neperiodiean 

i < a > je komutativna grupa, to prema IV 2.3. dobijamo da < a 	u = v, pa je 

F(u) = F(v). Neka je (1) periodiEni identitet perioda p. Kako je < a > grupa reda 

1 i kako 1 I p, to prema IV 2.5. dobijamo da < a >I= u = v, pa je F(u) = F(v). 

Neka postoji xi E A n  tako da F(xi) ig< a >, i neka je k E {1, , n} najmanji 

broj za koji F(xk) V< a >. Ako je k = 1, tada dobijamo da je 

F(u) = F(xi ) = F(v) 

Uzmimo da je k > 2. Imamo da je 

uk_1(x1,...,a:k_I)Xk2/.l , 	= Vk--1(X1 • • 	Xk--1)XkV . 

u k _ 1 (x 1 ,...,xk_1)= 

neperiodia'an, to prema IV 2.3. dobijamo da < a 2+ Uk_i = Vk_i, pa je guk-i) 

F(vk_1). Uzmim6 da je identitet uk_ i  = vk_ i  periodiean. Tada prema definiciji leve 

karakteristike identiteta (1) imamo da / deli period identiteta u k _ i  = vk_ i , pa prema 

IV 2.5. dobijamo da < a > u k _ i = vk-i, pa je F(uk_ i  = 14-1 )• Prema tome, imamo 

da je 

F(u) = F(uk_ 1 )F(xk)F(u 1 ) 

= F(uk-i)F(xk) 

= F(vk-i)F(ik) 

= F(vk_ i  )F(xk )F(v I ) 

= F(v) . 

Dakle, LZ(d) zadovoljava (1). I 

Sledeei rezultat je glavni rezultat ovog poglavija i opisuje identitete koji indukuju 
dekompoziciju 7r-regularnih polugrupa u traku nil-ekstenzija grupa. 

IV 2.8. TEOREMA. Slede6i uslovi za identitet (1) su ekvivalentni: 

(i) (1) je 7r1Z. (g o Al) o 13-identitet; 

(ii) polugrupe B2, L3 , 1, R3,1, LZ(d) i RZ(d) za d E Z+, d > 2, ne zadovoljavaju 

(1 ); 

Ako je identitet 

102 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



(iii) (1) je r12 r (CS * Al') o S-identitet leve i desne karakteristke 1. 
DOKAZ: (i) 	(ii). Sledi neposredno. 
(ii) = (iii). Sledi prema. IV 1.8., IV 2.6. i IV 2.7. 
(iii) (i). 	Neka va2i (iii) i neka je S proizvoljna ir-regularna polugrupa 

koja zadovoljava (1). Tada S jeste polumreia Y polugrupa Sa, a E Y, koje su pravougaone trake ir-grupa. Neka su a, b E S proizvoljni elementi i neka je are, br f za neke e, f E E(S). Tada imamo da je ab E So, za neki a E Y. Neka je So, pravougaona traka I x A r-grupa To„ i E I, A E A, i neka za i E I, A E A Tix jeste nil-ekstenzija grupe G, sa jedinicom e ta . Uzmimo da je ab E T=A za neke i E I, A E A. Tada za svaki m E Z+ postoji j,,, E I tako da je 

(3) amb E Tim ), . 

Zaista, neka, je am b E T.jmjL za neke j in  E I, µ E A. Tada imamo da je ej,,,, p amb E Tim fj  

ei„31, b = ei,„ p eim 	ab E Tim 1, Sc, Ti A C Tuna 

Prema tome, imamo da je it = A, pa va.2i (3). Dokazaeemo da je 

(4) ab T eb 

(5) eb T of . 

Neka je h(u) 0 h(v). Tada. prema IV 1.5. dobijamo da I x A- jeste desno nulta 
traka, pa je I/1 = 1, tj. I = {i). Sada prema (3) dobijamo da je ab r al b, pa prema 
dokazu za II 3.5. dobijamo da va2i (4). 

Neka je h(u) = h(v) i i(u) i(v). Ne urnanjujuei opkost dokaza, moiemo uzeti da 
je 

i(21) = x1 X2 . . . T„ 1 i(v) = Xr(1)X 7r(2) • • • X7r(n) 

za neku permutaciju 7r skupa {1, 2, ... , n}. Neka je k E {2,...n} najmanji broj takav 
da je (k) # k. Tada je 7r(i) = i za i E {1, 	, k — 1} i r(k) > k. Prema tome, 

u = u 1 (x i , .. • , X k - 1 )X 	, v = v' (x1, .. • , X k-1)X 7r (k)V" 

Neka je m = Jul i r = Iv'l. Neka je 
homomorfizam odredjen sa 

1  Fi (x.i) = a 

Fi (xk) = b 
F1 (x i ) = aqb 

Tada iz Fi(u) = Fi (v) sledi da je 

(6) am bc i  = ar+gbdi  
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za neke c 1 , d 1  E S. Prema (3) ima.mo da ambETjA i ar+qb E TIa za neke j,1 E I. 

Kako je 
ambci E TjAci C TA  , 

ari- gbd, E Tad]. C Tic  , 

za neke 	E A, to prema (6) dobijamo da je j = 1. Prema tome, imamo da je 

el) T ar+qb 

za svaki q E Z. Kako je // (2) (a) h( 2 )(v), to imamo da je h (2)  0 xi iii je h(2) (v) 0 xi. 

Ne umanjuei op§tost dokaza, moemo uzeti da je h (2) (u) 0 xi. Tada je h (2) (u) = x i x2 , 

pa je • 	 /it 
a = x i  x 2 am  1 v = x i x,( 2)v , 

za neki s E Z. Uzmimo da je s = 1. Tada iz h(2) (u) # h (2) (v) sledi da je 7r(2) 0 2. 

Neka je homomorfizam F2  : A+, S odredjen sa 

{

F2 (x i ) = a 

F2 (x 2 ) = b 

F2 (xi) = ab 

Tada iz F2 (u) = F2 (v) sledi da je 

za 3 < i < n 

abc2  = a2 bd9 

za neke c2 , d2  E Se„, pa rm. isti naiin kao u slukaju (6) dokazujemo da je ab T a2 b, 

odakle, prema dokazu za. II 3.5., dobijamo da va2i (4). Uzmimo da je s > 2. Neka je 

F3 : —4 S homomorfizam odredjen sa 

1 F3 (s 1 ) = a 

F3(xi) = b 	 za 2 < i < n • 

Tada iz F3 (u) = F3 (v) sledi da je 

abc3 = as bd3  

za neke c3 , d3  E S c„ pa kao u slue'aju (6) dobijamo da je ab T a 5 b. Na isti naZin 

dokazujemo da je 
as' b T (e t  ) 3 1) T ast+l b , 

za svaki t E Z+, to dobijamo da je 

(8) ab Tas b 

za svaki t E Z+. Ta.kodje, na. isti na.Zin doka.zujemo da je 

(9)
a2 b 7  ( 2 ).9 1  = a2 s ,  

( 7) 
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za svaki t E Z+. Neka je t E Z+ broj takav da je s t  > r i neka je s o  = st . Tada prema (7),(8) i (9) dobijamo da je 

ab a s °1) amb ra23°b T a2 b . 

Prema tome, dokazali smo da je ab ra2  b, pa kao u II 3.5. dokazujemo da va2i (4). Neka je i(u) = i(v). Ne urnanjujuei op§tost dokaza, mo2emo uzeti da je 

i(u) = i(v).= xix,...x„ . 

U daljem radu Cern° koristiti ozna.ke iz IV 2.1.. Neka je 

Mk,i 	 , 1 < k < n —1 , 1 < i < k 

Tada je 

max{lxil„ k , kil„k } = rnk, i  + /k,i , 1 < k < n -- 1 , 1 < i < k 

Kako postoje r E Z+ i c E Ge  takvi da je e --= car, to na isti nadin kao u dokazu za (3), dokazujemo da za svaki in E Z+ postoji jn.„ E I tako da je 

(10) 	 a'neb E Tjm A . 

Neka su k E {1, ...n — 1) i i E {1, ... , k} proizvoljni elementi i neka je F : A-71,-.  --4 S homomorfizam odredjen sa 

• 

1  F(x i ) = a 

F(xj ) = e 

F 	
za 1 < j < k, j i 

(xj) = eh   za k+1<j<n. 

Tada iz F(u) = F(v) i Munnove leme sledi da je 

a 	k eoc = alxiluk ebd 

za neke c, d E Sa , pa na isti nadin kao u sludaju (6) dokazujemo da je 

alxii"k eb T alrikk eb , 

odnosno 

(11) amk , ' eb T a lk , i am k.' eb . 

Dokaiimo da za svaki 771 E Z+ vaii 

(12) at  a' eb r as eb = at ameb 7 am eb , 
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gde su s,t E Z+. Zaista neka je am eb E TjA i at a' eb, as eb E 	za neke j,/ E I, i 

neka je r E Z+ broj takav da je r > s i ar E e . Tada je e = car za neki c E G e , 

pa je 

a" car eD,as eb = am car-3  a3  ebeo, 

= am car ebei), = am ebeD, 

T ameb E Tp, , 

odakle dobijamo da je am car-s eta E Ti,, pa je 

a t e' eb 7 at  am  ebeD, = am eat ebelA 

= am car-8  a' at  ebe IA 

= am car' et A a3  at  eb 

E TiATD, C Tp, . 

Prema tome, va2i (12). Na isti naain dokazujemo da 

(13) al  a' eb 7 as eb = at  eb eb , 

gde su s,t E Z 
Kako je h( 2) (u) 	h(2) (v), to imamo da je h (2) (u) 0 xi iii h(2) (v) 0 x i . 2 Ne 

umanjujuCi op§tost dokaza, mo2emo uzeti da je h (2) (u) 0 xi, tj. da je h (2) (u) = x i x 2 . 

Tada je jasno da je 
U = Si X22/0 i V = X i  X2V0 

za neke u o , vo E A n* , q E Z+, q > 2. Neka je H : A 4n; 	S homomorfizam odredjen sa 

f H(x i ) = a 

1 F(xi) = b 	 za 2 < i < n 

Tada iz H (u) = H(v) sledi da je 

abco  = aqbdo  

za neke co , do  E Sa , odakle dobijamo da je ab T a9  b. Kako na isti naein mo2emo dokazati 

da je 	
b r (O r 	= a q r+1  b , 

za svaki r E Z+, to dobijamo da je ab r aqr  b za sve r E Z+. Neka je r E Z+ broj 

takav da aq r  E Ge  i neka je go  = qr. Tada imamo da je 

(14) ab T ago b . 

Neka je p period identiteta (1). Neka je (1) periodiani identitet, tj. neka je p > 1. 

Kako su brojevi 
1 k , k E {1,2,...,n— 1) , 	E 	 , 
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uzajamno prosti, to postoje celi brojevi 

So, Sk,i, k E {1,2, .. • , n — 1} , 	E {1, 	k} 

takvi da je 

sop +EASk,ilk,i = qo 
gde je A = {(k, 1 < k < n —1, 1 < < k 1, odakle dobijamo da je 

(15) EAsk,i/k,i = qo (mod p) . 

Primetimo da relacija (15) ostaje u vainosti i ukoliko bilo koji od brojeva ski zamenimo 
bilo kojim brojem koji je sa njime kongruentan po modulu p. Prema tome, bez umanjenja 
opAtosti dokaza, moMmo uzeti da su brojevi ski pozitivni i da su dovoljno veliki da vatii 

(16) aE A s k , i ik.i E G, . 

Kako je aq° E Gel  to prema (15),(16) i IV 2.4. dobijamo da je 

aEAsk,ilk,i = ago . 

Sa druge strane, prema (11),(12) i (13) dobijamo da je 

eb r aE"'k.i lk.ieb = a"eb = a"b T ab . 

Prema tome, vatii (4). 
Uzmimo da je (1) neperiodieni identitet, tj. da je p = 0. Tada dobijamo da su 

brojevi 

/k,i , k E (1,2, 	, n — 1} , i E {1, 	, k} , 

uzajamno prosti, pa postoje celi brojevi 

k E {1,2,...,n — 1} , i E {1,...,k} , 

takvi da je 
EASk,ilk,i = qo • 

Neka je (m, j) E A proizvoljni par za koji je /,,, i  > 1 i neka je B = A— {(m, j)} Tada 
imamo da je 

(17) EBsk,iik,i L--71 qo (mod inz,j) 

Jasno je da relacija (17) ostaje u vatinosti i ukoliko bilo koji od brojeva sk,i, (k, i) E B, zamenimo bilo kojim brojem koji je sa njime kongruentan po modulu l n ,j . Prema tome, 
bez umanjenja op§tosti dokaza, motierno uzeti da su brojevi so, (k, i) E B pozitivni i da 
su dovoljno veliki da vatii 

> qo • 
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Tada prema (17) sledi da je 

EBsk,ilk,i = go + 

za neki so E Z+ U {0}. Sa druge strane, prema (11),(12) i (13) dobijamo da je 

eb raE n 8" 1 "eb = a"eirn-i eb . 

Takodje, prema (11) i (13) dobijamo da je 

a' 01 7a'i eb T eb . 

Uzmimo da je eb E To, za neki 1 E I. Tada. imamo da je 

ago e iA as° 1 — , j eb = aq° as° 1 ri-i ebe o, 

T a" as°1rn 'i eb 

T eb E To„ 

odakle sledi da je ago ela E To,. Prema. tome, imamo da je 

ab r ago b = a" eb r aq° ebetA = a" elAeb r eb . 

Dakle, dobili smo da va1i (4). 
Na isti naein, koristeei einjenicu da je desna karakteristika identiteta (1) jednaka 

jedinici, dokazujemo da varZi (5). Prema tome, r je kongruencija, pa S jeste traka 

ir-grupa. Dakle, vazi (i). 

Sledeeim rezultatom opisujemo identitete koji indukuju dekompoziciju unija grupa u 
traku grupa. 

IV 2.9. TEOREMA. Sledeei uslovi za identitet (1) su ekvivalentni: 
(i) (1) je U 	g o B-identitet; 

polugrupe LZ(cl) i RZ(d), za d E Z+, d > 2, ne zadovoljavaju (1); 
(iii) (1) je leve i desne karakteristike 1. 

DOKAZ: (i) = (ii). Sledi neposredno. 
(ii) = (iii). Sledi prema. IV 2.6. i IV 2.7. 
(iii) = (i). Neka va2i (iii) i neka S jeste proizvoljna unija grupa koja zadovoljava 

(1). Tada S jeste polumre2a potpuno prostih polugrupa /C,„ a E Y. Neka su a, b E S 

proizvoljni elementi, neka je a E G e  i b E G za neke e, f E E(S), i neka je a -1 

 inverzni element elementa. DokazaCemo da je 

(18) ab 	eb 

(19) eb 	ef 
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Neka je ab E Ka , za neki a E 	i 
HiA sa jedinicama eiA, i E I, A E A. 
Tada se lako dokazuje da za svaki c E 

neka Ka  jeste 
Uzmimo da je 

Ge  postoji j E 

pravougaona traka I x A grupa 
eb E HiA za neke iEI,AEA. 

I tako da je 

cb E HjA • 

h(u) h(v). Tada I x A jeste desno nulta traka, pa je I = {i}, odakle (18). 
h(u) = h(v) i i(u) 

i(v). Ne umanjuCi opSlost dokaza, mo2emo uzeti da 

(20) 

Neka je 
sledi da vazi 

Neka je 
je 

i(u) = Xi X2 • • • Sn1 	i(v) = Xr(1)X,(2) . . . X7r(n) 

za neku permutaciju 7r skupa {1, 2, ... , n}. Neka je k E {2, 	, n} koji je 7r(k) k. Tada je 7r(k) > k 
najmanji broj za 

U •=-• tt i (X1 7 • • • ) 2: k-1)X ktt
II i V if 	 it 

= V kX1 • • ,S k - 1)X7r(k)V • 

Neka je 	= 	r = 	inekaje  F : A+ S 

I F(xi) = a 

F(xk) = (a-1 ) 7nb 
F(xi) = ( a -1 )r-1 b  

homomorfizam odredjen sa 

za 1 <i < k - 1 

za k + 1 <i <n 

Tada iz F(u) = F(v) sledi da je 

ar( a -1 )' -1 b  ebc = 	)vn bc 	 a = abd 

za neke c,d E Iia , odakle, koristeci (20), dobijamo da vaii (18). 
Neka je i(u) = i(v). Ne umanjujuei optost dokaza, mo2emo uzeti da je 

i(u) = i(v) = x1x2...x n  . 

U daljem radu Cern() koristiti oznake iz IV 2.1.. Neka je 

rnk,i= min{ kill, 	} , 1 <k<n-1,1<i<k. 

Tada je 

max{lxiluk,ixiv k } 	rnk,i + lk,i ,1<k<n-1,1<i<k. 
Neka su k E {1, 	n — 1) i i E {1, 	, k} proizvoljni elementi i neka je H : 44,1,-  homomorfizam odredjen sa 

H(x i ) = a 

H(xj ) = e 

H(xj ) = (a-1 )Ink.i b 
za 1 < j < k, j#i 
za k+1<j<_n 
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Tada iz H(u) = H(v) sledi da je 

	

al  an , a —171,  k co  = am" 	bdo  

za neke c o , do  E Kam , odakle, koristeei (20), dobijamo da je 

al k , ' b 	eb E Hia  . 

Kako je 	
ai k , ' eiAeb = al k , ' b E Hi), , 

to dobijamo da je 

(21) 	 al k , ' eza E HiA . 

Na isti naein, razmatrajuei element a -1  umesto elementa a, dobijamo da je 

(22) E HiA 

Sada, prema (21) i (22) dobijamo da je 

(23) 
	 ce" ik.'ejA E 	, 

za svaki ski E Z. Kako su brojevi 

P, lk,i 	k E 11, 2,... , n — 1 , is E 	, k} , 

uzajamno prosti, to postoje cell brojevi 

	

Sp, ski, k E {1,2, ...,n — 1.} , i E 	, k} , 

takvi da je 
sop+ 	 = 1 , 

gde je A = {(k, ) 1 < k < n — 1, 1 < i < k }. Kako je aP = e, to dobijamo da je 

A ko k o  a = 	= as°Pal.J'Ask,i/k,i = aE 	.1  • 

pa prema (23) dobijamo da je 

aeo, = a E A 3" 1" 

= (11A(as" ik '')) eix 

= 11 A(ask ' ilk ' i ejA) 

E HiA . 
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Prema tome, imamo da je 

ab = aeb = aejAeb E HiAHiA C HiA • 

Dakle, vaZ1 (18). Na isti naein, koristeCi da je desna karakteristika identiteta (1) jednaka 
jedinici, dokazujemo da va2i, (19). Dakle, prema (18) i (19) dobijamo da va2i (i). 

IV 3. UG 0 AI-IDENTITETI 

Kao §to je ranije vee reeeno, razni tipovi U o Ar-identiteta su izueavani u radovima 
E.J.Tullya,[103], gde je razmatra.n identitet xy = ymxn, (m n > 3), T.Tamure,[96], gde 
su razmatrani razni tipovi identiteta xy = f(x, y), (I f(x, y)I > 3) i postavljeni poznati 
Tamurini problemi, J.Gerharda,[40], u kome je razmatran identitet xy = (xy)n, (n > 
2), Lee Sin-Mina,[82], S.Bogdanoviea,[13], i G.Clarkea,[26], u kojima su re§avani razni 
slueajevi Tamurinih problema, M.Petricha,[57], u kome je razmatran sistem identiteta 
xyz = xyxz = xzyz, M.Ciriea. i S.Bogdanoviea,[34], u kome je razmatran sistem iden-
titeta x 1  x2  xn+i  = (x i  x2 )(x 1  x 3 )... (x i  = (xi  xn+i)(x 2 x„+1 ) (x„xn+i ), n 
2, i S.BogdanoviCa i B.Stamenkovi6a,[23], u kome su razmatrani neki identiteti oblika 
xi  x2  ... x n4. 1  = F(xi , x 2 , , xn. +1 ). Posebno je interesantan napred vee pomenuti rad 
G.Clarkea, u kome su opisani svi identiteti koji indukuju dekompoziciju u inflaciju unije 
grupa. Osim toga, znaeajni su i rezultati dati u radovima M.S.Putchae i J.Weissglassa, 
[72,74], koji se mogu primeniti u istraZivanju raznih polugrupovnih identitet a. 

Analizom rezultata iz na.pred pomenutih radova, mote se primetiti da su razmatrani 
samo identiteti koji indukuju dekompozicije u nilpotentne ekstenzije unije grupa. Identiteti 
koji indukuju dekompozicije u nil-ekstenzije unije grupa koje nisu nilpotentne ekstenzije, 
do sada nisu posmatrane. Ovde ee biti opisani i takvi identiteti. U ovom poglavlju Ce biti 
opisani svi identiteti koji indukuju dekompozicije u nil-ekstenziju unije grupa u op§tem 
slueaju (Teorema IV 3.4.) i nekim specijalnim slueajevima. 

U ovom poglavlju Cern° ra.zmatrati istotipni identitet 

(1) 	 21(X1 X9, 	, X n ) = V(Si , x 2 , . ,sn ) 

nad alfabetom A n , n > 2. 

Pre dokazivanja glavnog rezultata ovog poglavlja, dokazaeemo nekoliko pomoenih 
tvrdjenja. 
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IV 3.1. LEMA. Polugrupa Cl,i zadovoljava identitet (1) ako i samo ako je 

(2) 	
1I(u) =11(v) . 

DOKAZ: Neka polugrupa CI l zadovoljava (1). Uzmimo da ne vali (2), tj. da 

je II(u) # II(v). Tada imamo da postoji xk E II(u) — II(v) U II(v) — II(u). Ne umanjujuCi 

op'Stost dokaza, mo2emo uzeti da je xk E 11(u) — II(v), tj. da je 

= 1 	i 	ixkiv > 2  • 

Neka je F : 	C1,1 homomorfizam odredjen sa 

F(xk) = a 

Tada dobijamo da je 

pa dobijamo da C 1 , 
Prema tome, va2i 

Obrnuto, neka 
i v imaju u C1,1  

i F(s)=e za x E 	— {xk} 

F(u) = a 0 = F(v) , 

SA° je u suprotnosti sa po aznom p p 1ret ostavkom. 

je II(u) = II(v) = 0. Tada dobijamo da reei u 

ne zadovoljava (1), 
(2). 
vaii (2). Uzmimo da 
raspodelu 

za valuaciju (e, e, 	, e) 

inaZe , 

odakle dobijamo da C1,1 zadovoljava (1). Neka je II(u) = II(v) L 0 

F : At C1,1 proizvoljni homomorfizam. Tada dobijamo da je 

a 	ako je Rx I x E II(u) A F(x) = all = 1 

F(u) = ako je F(x l ) = • • • = F(x n ) = e 

o 	 inaee 

eU 
i neka je 

= F(v) . 

Prema tome, C1,1 zadovoljava (1). I 

IV 3.2. NAPOMENA. Prema dokazu Leme IV 3.1. lako dobijamo da je II(u) 

II(v) ako i samo ako postoji xk E c(u)(= c(v)) tako da je 

(3) (Ixkl. = 1 1  Iskiv > 2) iii (Ixk = 1 i lxkl. > 2) . 

IV 3.3. LEMA. Neka je u = 	 , x n ) E 
	me" takva da je h(u) = x1. 

Tada u nema u C 1 ,2 raspodelu 

za valuaciju (e, e, 	, e) 

ina6e , (4)  

{ 0 
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ako i samo ako je u oblika 
ti = x1u1 (s9, 	, x 72 ) . 

U torn slueaju a ima u C1 , 2  raspodelu 

( 5 ) 

a 

e 

0 

za valuaciju 	(a, e,.. 

za valuaciju 	(e, e, . . . 

inaae 	. 

. , e) 

, e) 

DOKAZ: Neka ree u nema. u C 1 , 2  ra.spodelu (4). Neka je u = x i  w za neku ree w E 	Uzmimo da x 1  w. Neka je F : 	C1 , 2 proizvoljni homomorfizam. Ako 
postoji i E {1,2, 	, n} tako da je F(xi) = 0, tada je jasno da je F(u) = 0. Uzmimo da je F(xi) # 0 za sve i E {1, 2, ... , n}. Ako je F(xi) = e za sve i E {1, 2, ... , n}, 
tada je jasno da je F(u) = e. Uzmimo da postoji i E {1, 2, , n} tako da je F(x1) = a. Ako je F(x 1 ) = e, tada dobijamo cia je F(u) = 0, jer a I F(w). Na kraju, neka je 
F(x1 ) = a. Kako imamo cia x 1  I to, to dobijamo da 0 = a2  I F(u), pa je, prema tome, 
F(u) = 0. Dakle, dobili smo da ree u ima u C1,2 raspodelu (4), to nije moguee. 
Prema tome, imamo da x 1  w, pa je 

v. =  

Obrnuto, ako je u = x 1  u 1 (x9, , x„), tada prema prethodno dokazanom lako dobi-
jamo da u ima u C1 , 2  raspodelu (5). I 

Sledeea teorema je glavni rezulta.t ovog poglavlja i opisuje identitete koji indukuju 
dekompozicije u nil-ekstenzije unije grupa. 
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tada dobijamo da reei 
C1,2 u = v, §to nije moguee 
isti naein, koristeei dual Leme IV 

Dakle, va2i (A2). 

= 	v (x2 	, 	) , 

i v imaju u C1,2 raspodelu (5), odakle dobijamo da je 
. Prema tome, v nije oblika x i  v"(x2  , 	, xn ). Na 

3.3., dokazujemo da v nije oblika vm(x i  , 	x n _ i )x n • 

IV 3.4. TEOREMA. Sledeei uslovi za identitet (1) su ekvivalentni: 

(i) (1) je ug o Ar-identitet; 

(ii) polugrupe C1,1, C1,2 	C2,1 ne zadovoljavaju (1); 

(iii) II(u) # II(v) i identitet (1) je p-ekvivalentan nekom identitetu jednog od 

sledeeih oblika: 

(Al) 
it 	 if 

U 	, x n ) = V kXi, 	X n_i)X n  

pri emu rea IL' (x2 , . , x n ) nije 	u"( ,x2 , • • • , Xn--1)In i ree vi(x i ,...,xn_i) nije 

oblika x i  v"(x2 , . • , xn-1 ); 

t 
Xi U

i 
 ( X9, 	, X n _i)Xn = V 	, X2, 	X n ) 

pri emu rea vi (x i , x 2 , . . , x n ) nije oblika x i v" (x2, . , x n ) niti oblika 	(x i  , 	, xn-i )xn • 

t 
Xi U

f 
k. X2, 	X n ) = V (X2, 	X n )Xi . 

DOKAZ: (i) 	(ii). Sledi neposredno. 

(ii) = (iii). Neka. va.2i (ii). Ta.da prema IV 3.1. dobijamo da je II(u) 	II(v). 

Kako C1,2 	u = v, to dobijamo da jedna od reei u i v nema u C1,2 raspodelu 

(4). Ne umanjujuei op'Stost dokaza, mo2emo uzeti d.a to va'Zi za ree u. Osim toga, ne 

umanjujuei op§tost dokaza, mo2emo uzeti da je h(u) = x i . Tada prema IV 3.3. dobijamo 

da je 

za valuaciju (e, e, 	, e) 

inaee . 

Uzmimo da ree u nema 11 C2 , 1 raspodelu (6). Ne umanjujuei op§tost dokaza, 

mo.iemo uzeti da je t(u) = x n . Tada prema dualu Leme IV 3.3. dobijamo da je 

u = x i u (X2, 	Xn_1)Xn . 

Ako je rec v oblika 

(A2)  

(A3)  

U = Xi Ul (X2, 	X n  ). . 

Sa druge strane, kako C2 , 1 lk u = v, to dobijamo da jedna od reel u i v nema u C2,1 

raspodelu 

(6) 
	

e0 
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Uzmimo da ree v nema u C2, 1  raspodelu (6). Uzmimo da je t(v) = xi . Tada prema dualu Leme IV 3.3. dobijamo da je v oblika 

v = v i (x2,...,x n )x 1  , 

odakle dobijamo (A3). Neka je t(v) # x l . Ne umanjujuei op§tost dokaza, mo2emo uzeti 
da je t(v) = x n . Tada prema dualu Leme IV 3.3. dobijamo da je v oblika 

v = v'(xi,... ,x 72 _ 1 )x 72  . 

Takodje, imamo da ree v i (x i 	, x,„1 ) nije oblika x i  v"(x2 , 	, x„,), jer u suprotnom 
dobijamo da reei u i v imaju u C 1 , 2  raspodelu (5), §to nije moguee. Na isti naein, 
koristeCi dual Leme IV 3.3., dobijamo da ree u 1 (x2 , , x n ) nije oblika u"(x 2 , , xn_i )xn . Prema tome, vaii (A1). 

(iii) = (i). Neka vaii (iii) i neka je S polugrupa takva da S u = v. Tada 
prema (3) i prema Propoziciji IV 1.9. dobijamo da S jeste periodiena. Neka su a E S i e E E(S) proizvoljni elementi. Neka je xi E An  slovo za koje vaii (3). Neka su 
H, G : S homomorfizmi odredjeni sa 

H(xi) = ea i H(xj) = e za 

G(xi) = ae i G(x j ) = e za j 0 i. 

Tada je H(u) = H(v) i G(u) = G(v), odakle dobijamo da je 

. eae t  = (ea)k ern { 

e& ae = eq(ae)k 

gde je k = max{ixil u , lxii.}- 
Uzmimo da je identitet (1) p-ekvivalentan nekom identitetu oblika (Al). Ne 

umanjujuei op§tost dokaza moiemo uzeti da je identitet (1) upravo oblika (Al). Neka 
su F, T : A.1 —> S homomorfizmi odredjeni sa 

F(s1 ) = ae , F(xj) = e za j 1, 

T(x n ) = ea , T(xj) = e za j # n. 

Tada je F(u) = F(v) i T(u) = T(v), pa imamo da je 

( 7) za neke /, m, p, q E Z +  U {0}, 

(8) 
ae = e 3 (ae) 1 x 11 . 1 

 ea = (ea)Izniu' et  
za neke s, t E Z+ U {0}. 

Ako je s = 0, tada dobijamo da rec vi(x i 	, xn_i)xn 
dobijamo da je 	> 2, odakle sledi da je 

ae = (ae)lx 11 - 1  E Gr(S) . 

poeinje sa xi, pa prema (Al) 
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Uzmimo da je s > 1. Tada, prema (8), dobijamo da je 	ae = eae , pa prema (7) 

sledi da je 
ae = (ae) k  E Gr(S) . 

Na isti naein pokazujemo da je 
ea E Gr(S) . 

Prema tome, imamo da je 

S • E(S)U E(S) • S C Gr(S) . 

Neka je identitet (1) p-ekvivalentan nekom identitetu oblika (A2). Ne umanjujuei 
op§tost dokaza mo2emo uzeti da je (1) upravo oblika (A2). Tada, na isti naein kao u 

prethodnom slueaju, dobijamo da je 

r ae =e 9
( (10) 	 za neke s,t E Z +  U {0}. 

ea = 	e 1  

Ako je s = 0, tada prema (A2) dobija.mo da je Ix i  > 2, pa je 

ae = (ae)l r ilvi E Gr(S) . 

Neka je s > 1. Tada, prema (10), dobija.mo da je ae = eae, pa prema (7) sledi da je 

ae = (ae) " E Gr(S) . 

Na isti naein pokazujemo da je 	
ea E Gr(S) . 

Prema tome, imamo da va2i (9). 
Na kraju, neka je identitet (1) ekvivalentan nekom identitetu oblika (A3). Ne 

umanjujuei op§tost doka.za mo2emo uzeti da je (1) oblika (A3). Neka su F,T : S 

homomorfizmi odredjeni sa 

F(x i ) = ae 	F(xj) = e za j 1 , 

T(x i ) = ea 	T(xj)= e za j #1 . 

Tada je F(u) = F(v) i T(u) = T(v), pa imamo da je 

ae = eae = ea , 

pa prema (7) dobijamo da je 

ae = ea = (ae)'' = (ea)' E= Gr(S) , 

odakle sledi da vaZ1 
Prema tome, u svim slueajevima. dobijamo da vaii (9), odakle sledi da je 

(11) 	 S • Gr(S) U Gr(S) S C Gr(S) . 

Dakle, Gr(S) je ideal polugrupe S, pa S jeste nil-ekstenzija unije grupa, tj. (1) jeste 

Lig o.Ar-identitet. 

Naredna teorema opisuje identitete koji indukuju dekompozicije u nil-ekstenzije polu-

mre2e levih grupa. 

(9) 

( 9 )• 
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IV 3.5. TEOREMA. Slecleei uslovi za identitet (1) su ekvivalentni: 
(i) (1) je (,CC o S) o Ar-identitet; 

polugrupe C1,1, C1,2, C2,1 i R2 ne zadovoljavaju (1); 
(iii) (1) jeste U o Al --identitet i vaii 

(12) 	 t(u) # t(v) . 

DOKAZ: (i) = (ii). Sledi naposredno. 
(ii) = (iii). Neka va2i (ii). Tada prema IV 3.4. dobijamo da (1) jeste U o AC-

identitet. Takodje je jasno da vazi (12) jer u suprotnom imamo da polugrupa 
R2 zadovoljava (1), §to nije mogue.e. Prema tome, vaii (iii). 

(iii) = (i). Neka vazi .  (iii) i neka S jeste polugrupa takva da S u = v. Tada imamo da S jeste nil-ekstenzija unije grupa K. Kako K 	u = v, to prema IV 1.5. imamo da K jeste polumre2a. levih grupa. Prema tome, (1) jeste (,Cg o S) o N-identitet. 1 

Koristeei prethodnu teoremu i tvrcljenje dualno njoj, dobijamo slede6u posledicu: 

IV 3.6. POSLEDICA. SledeCi uslovi za identitet (1) su ekvivalentni: 
(i) (1) je (g o S) o .Ar-identitet; 

(ii) (1) je (g o S) * Ar-identitet; 
polugrupe C1,1 7  C1,21 C2,1, L2 i R2 ne zadovoljavaju (1); 

(iv) (1) je U o Ar-identitet i vaie sledeei uslovi: 

t(u) 	t(v) i h(u) # h(v) . 

DOKAZ: Sledi prema Teoremi IV 3.5., njoj dualnoj teoremi i prema III 1.5. 1 

Interesantna klasa identiteta su identiteti koji indukuju dekompoziciju u nil-ekstenziju 
trake grupa. Takvi identiteti ce biti opisani u sledeeoj teoremi. Njen dokaz sledi neposredno 
iz IV 3.4. i IV 2.9. 

IV 3.7. TEOREMA. SledeCi uslovi za identitet (1) su ekvivalentni: 
(i) (1) je (g o 13) o -identitet; 

polugrupe C1,1, C1,2, C2,17 LZ(d) i RZ(d) za d E Z+, d > 2, ne zadovoljavaju (1); 
(iii) (1) jeste ug o A r-identitet leve i desne karakteristike 1. 

DOKAZ: (i) = (ii). Sledi neposredno. 
(ii) = (iii) i (iii) = (i). Sledi prema IV 3.4. i IV 2.9. 1 
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IV 4. ug * Ai-IDENTITETI 

U uvodu prethodnog poglavlja je data primedba da su u svim dosada:snjim  istrazi- 

vanjima ug o Ar-identiteta razmatrani samo ug o .Ark-identiteti. Druga stvar koju pri 

analizi pomenutih radova mo2emo primetiti je da su skoro sva to istra*Zivanja usmerena 

ka raznim tipovima inflacija unija grupa, tj. ka ug * Ar-identitetima. Razlog tome je 

znaeaj koje retrakcije, kao homomorfizmi, imaju u pogledu kompozicija polugrupa. Naime, 
one predstavljaju veoma dobro sredstvo kojim, prilikorn konstrukcija idealskih ekstenzija, 
osim lak§eg definisanja opera.cija, prenosimo i razne osobine polugrupa, naroeito osobine 

zadovoljenja identiteta. 
U ovom poglaviju Ce biti opisani svi identiteti kojiL indukuju retraktivne nil-ekstenzije 

unije grupa, sa raznim specija.lnim slueajevima, kao i identiteti koji indukuju n-nilpotentne 

ekstenzije unije grupa. 

U narednim razmatranjiina eemo posrnatrati istotipni identitet 

(1) 	 It(x l , 	...,xn ) = 

nad alfabetom A„, n > 2. 

Sledeea teorema je jecla.n od dvaju glavnih rezultata ovog poglavija. U njoj opisujemo 
identitete koji indukuju clekompozicije u retraktivne nil-ekstenzije unije grupa. Zanimbivo 
je uporediti rezultate iz IV 4.1. sa rezultatima iz IV 1.8. 

IV 4.1. TEOREMA. Sledeei uslovi za identitet (1) su ekvivalentni: 

(i) (1) je ug * A r -identitet; 
(ii) poiugrupe Ci , l, C1,2, 02,1 1  L3,1 i R3,1 ne zadovoljavaju (1); 

(iii) (1) je ug o Ar-identitet i 

(2) 	 h(2) (u) 	h(2) (v) i t (2) (u) 	t(2) (v) . 

DOKAZ: (i) = (ii). Slecli neposredno. 

(ii) = (iii). Neka va'Zi (ii). Tada prema IV 3.4.. sledi da (1) jeste ugoiv-identitet. 

Takodje, prema IV 1.7. i njenom dualu dobijamo da va'Zi (12), jer u suprotnom dobijamo 

da jedna od polugrupa L3 , 1 i R3 , 1 zadovoljava (1). 

(iii) = (i). Neka vazi (iii) i neka S jeste polugrupa koja zadovoljava (1). Jasno 

je da S jeste nil-ekstenzija unije grupa K. Takodje, prema Teoremi II 2.3. sledi da 

S jeste polumre2a, Y polugrupa. S„, a E Y i za svaki a E Y Sa. jeste nil-ekstenzija 
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potpuno proste polugrupe K. Neka su a E S i f E E(S) proizvoljni elementi i neka je am E Ge  za neke m E z+ i e E E(S). 
Prema Teoremi IV 3.4. imamo da je (1) p-ekvivalentan nekom identitetu oblika 

(Al), (A2) ili (A3). Ne umanjujuei op§tost dokaza mo2emo uzeti da je (1) oblika 
(Al), (A2) ili (A3). Ako je (1) oblika (A3), tada prema Posledici IV 3.6. dobijamo 
da je S u klasi U *Af. Uzmimo da je (1) oblika (Al) ili (A2). Tada imamo da je 

lxilu = 1 i h (2) (u) = x i x k  za neki k E {2,3,...,n} . 

Uzmimo da je h(v) x l . Neka. je F : 	S homomorfizam odredjen sa 

F(xi) = af , F(xi) = f za i E {2,3,...,n} . 

Kako je F(u) = F(v), to imamo da je 

af = f(af)T , 

gde je r = 'x i  1,„ odakle dobijamo da je af = fa f pa se lako dobija da je 

am f = (af)m . 

Kako je af E K i K jeste unija periodianih grupa, to je af7-1(a f)m , gde je 71 Greenova 1-1-relacija na K. Prema tome, postoji c E K tako da je af = (af)mc = am fc, odakle 
dobijamo da je 

(3) 

	

af = ea f . 

Neka je h(v) = x l . Tada prema (2) dobijamo da je 

h (2) (v) = xi iii h(2) (v) = s i xi , 

za j E {2,3,...,n}, j 	k. Uzmimo, najpre, da je h (2) (v) = xl. Neka je F : 	S 
homomorfizam odredjen sa 

F(x i ) = a , F(x 2 ) = f za i E {2,3,...,n} . 

Kako je F(u) = F(v), to dobijamo da je 

of ar fs za neke r E Z +,r>2isES. 

Sada se lako dobija da je 
af  = ant(r-o afsm 

odakle dobijamo (3). Neka je h (2) (v) = sixj, za j E {2,3,...,n}, j 	k. Neka je 
a E S„„ f E Sfl za neke a, 13 E Y. Tada af E Kati i Kao jeste pravougaona traka 
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I x A grupa Hi)„ i E I, A E A. Neka. je af E Hia za neke i E I, AEA i neka eia jeste 

jedinica u HiA. Neka je aei), E Hji, za neke j E I, N. E A. Tada je 

aei), = (aeiA)ei), E Hip HiA  C Hp, , 

odakle sledi da je µ = A, tj. aei), E Hja. Sa druge strane, ako je F : An -4 S 

homomorfizam odredjen sa 

F(xi) = a , F(xk) = f i F(xi) = eia za 1 E 	 k, 

tada iz F(u) = F(v) dobija.mo da je 

(4) 
	 afs i  = aeo,s9 za neke s i ,s2 E K,„3 

Kako je 
afsi E HiAKao C in  

za neki i7EA i 
aeo,s9 E Hi),Kaff C Hiv  , 

za neki v E A, to prema (4) dobijamo da je i = j. Dakle, 

aei), E Hi), , 

odakle sledi da je ae i ), = eixaeiA pa je 

amei), = (aeiA)m 

Kako je alHaei),7-1(aeiA)m to postoji s E Hi), tako da je 

af = (aeo,)m s = a72 eias , 

odakle dobijamo (3). Prema tome, u svim slueajevima va2i. (3). Na dualan naein, 

koristeei einjenicu da je 
t (2)( u ) 	t(2)( v ) 

dobijamo da je 

( 5) 

	 fa = fae . 

Defini§imo preslikavanje (to :S—>T sa 

(p(a) = ea ako atm E G e  za neke m E Z +, e E E(S) . 
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Neka su a, b E S proizvoljni elementi i neka am E G,,bk  E Gf i m, k, 1 E Z i e, f, g E E(S). Tada je 
(ab)' E G9  za neke 

co(a)co(b) = eafb 

afb 

= abf 

gabf 

= gaebf 

= gaeb 

= gab 

= co(ab). 

( prema (3)) 

( prema Munnovoj lemi) 

( prema (3)) 

( prema 
( 5)) 

( prema (5)) 
( prema 

(5) ) 

Dakle, co je retrakcija, pa (1) jeste 	* A1-identitet. 

SledeCom teoremom opisujemo identitete 
nil-ekstenzije polumreie levih grupa. 

IV 4.2. TEOREMA. Slecle6i uslovi za 
(i) (1) je (cg o S) * Ai-identitet; 

polugrupe Ci,i, C1,2, C2,1) L3,1 
(iii) (1) je UQ o Aridentitet i 

koji indukuju dekompozicije u retraktivne 

identitet (1) su akvivalentni: 

i R2  ne zadovoljavaju (1); 

(6) 	 h(2) (2t) # h (2) (v) i t(u) 	t(v) . 

DOKAZ: (i) = (ii). Sledi neposredno. 
(ii) = (iii). Sledi prema IV 3.5. i IV 1.7. 
(iii) (i). Neka va2i (iii) i neka S jeste proizvoljna polugrupa koja zadovoljava 

identitet (1). Tada S jeste nil-ekstenzija unije grupa K i prema IV 1.5. sledi da K 
jeste polumreia levih grupa. Neka su a E S i f E E(S) proizvoljni elementi i neka je am E Ge  za neke m E Z+ i e E E(S). Tada na isti naain kao u dokazu za IV 4.1. dobijamo da je 

of = eaf . 

Sa druge strane, ne umanjujuei op§tost dokaza, moiemo uzeti da je (1) oblika (Al), (A2) 
ili (A3). Ako je (1) oblika (A3), tada prema IV 3.6. sledi da va2i (i). Uzmimo da je 
(1) oblika (Al) ili (A2). Neka je F : S homomorfizam odredjen sa 

F(xn ) = fa , F(xi)= f za xi E A. — {x„} . 

Tada iz F(u) = F(v) i (6) sledi da je 

fa = (fa)r f , 
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gde je r = ixnlv, ako je (1) oblika (Al), odnosno r = 	ako je (1) oblika (A2). 

Prema tome, lako dobijamo da je fa= faf, odakle sledi da je 

fans  = (f a)m . 

Kako je fa E K i K jeste unija periodienih grupa, to je fall(fa)n, gde je 	Greenova 

R-relacija na K. Prema tome, postoji c E K tako d.a je fa = c(fa)m = am fc, odakle 

dobijamo da je 
fa = fae . 

Sada na potpuno isti naein kao u dokazu za IV 4.1. dobija.mo  da preslikavanje 	: S 	T 

definisano sa 	
co(a) = ea ako an' E G e  za neke m E Z+,e E E(S) 

jeste retrakcija. Prema tome, vaZi 
	

)• I 

Sledeee interesantno tvrdjenje je doka.za.no  u radu M.V.Sapira i E.V.Suhanova,[80], i 

ovde ee nam poslu2iti kao pon -ioeno tvrdjenje. 

IV 4.3. LEMA [80]. Za. sva.ku nil-polugrupu Q koja zadovoljava identitet 

Xi X9 ... n  =w 

gde je 1w1 n + 1, je Sn = {0}. 

Sledeee tvrdjenje je drugi veoma va2an rezultat iz ovog poglavlja i opisuje identitete 
koji indukuju dekompozicije u k-nilpotentne ekstenzije unije grupa. 

IV 4.4. TEOREMA. Neka je k E Z. Tada su slededi uslovi za identitet (1) 

ekvivalentni: 

0) (1) je UG o Ark -identi tet; 
(ii) polugrupe C1,1, C1,2, C2,1, DN i Nk+1 ne zadovoljavaju ( 1 ); 

n < k +1 i (1) je 

(7 ) 

	

X i X9 	X n  = W 

gde je w ree duiine 	n 	1 koja nije oblika x i w' (x2, • . , x n ) niti oblika 

wn(x i , • • • ,Xn-1)Xn• 

DOKAZ: (i) = (ii). Sledi neposredno. 
(ii) = (iii). Neka va2i (ii). Tada prema IV 3.4. dobijamo da (1) jeste ug o Ai- 

identitet. Ako je 
II(u) 	c(u) 	i 	II(v) 	c(v) , 

tada je jasno da je 
F(u) = 0 = F(v) 
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za svaki homomorfizam F : At --+ DN, odakle sledi da DN zadovoljava (1), §to je u suprotnosti sa (ii). Prema tome, imamo da je 

11(u) = c(u) 	iii 	II(v) = c(v) . 

Ne umanjuei op§tost dokaza, moiemo uzeti da je II(u) = c(u). Takodje, ne umanjujuei op§tost dokaza, moiemo uzeti da je 

= XiX2 • • • Xn • 

Prema tome, identitet (1) je p-ekvivalentan identitetu oblika 

X I X9 • • • X n  = W 

pa prema dokazu za IV 3.4. dobijamo da je lwl > n + 1(tj. postoji x i  E 	tako da je ixiiw > 2) da w nije oblika a:lw 1 (x9, 	, x n ) niti oblika w"(x i , • • • ,xn--i)xn• Ako je n > k + 2, tada za. proizvoljni homomorfizam F : 	Nk +i  Vail 

	

F(u) = F(xl )F(x2 ) • F(x72 ) E ( Nk-Fl) 11 	fol 2 
F(w) E (Nk+J ) 1w1  = {O} , 

jer je jud > k + 2, odakle dobijamo da Ark+i  zadovoljava (1), §to je u suprotnosti sa (ii). Prema tome, mora biti n < k + 1. 
(iii) 	(i). Neka vaii (iii). Ne umanjujuei op§tost dokaza, moiemo uzeti da je 

(1) oblika (7). Neka S jeste proizvoljna polugrupa koja zadovoljava (1). Tada prema 
IV 3.4. dobijamo da S jeste nil-ekstenzija unije grupa K. Nekaje Q = S1K. Tada je jasno da Q zadovoljava (1), pa prema IV 4.3. sledi da je Qn  {O}, pa Q E Ark. Prema tome, vai (i). 

IV 5. IDENTITETI NAD ALFABETOM A2 

U ovom poglavlju se daje opis A o S-identiteta nad alfabetom A2, vizuelno jednos-
tavniji od onog u IV 1.2.. Kao posebno interesantan, spomenueemo rezultat dat Teoremom 
IV 5.2., koji opisuje sve LA o S-identitete nad alfabetom A2. Kao §to je napred veC re6eno, problem opisivanja LA o S-identiteta nad alfabetom A n , n > 3, u op§tem slue'aju nije re§en. 

U narednim razmatranjima. Cern° posmatrati istotipni identitet 

(1) 	 u(x, y) = v(x, y) 

nad alfabetom A2. 

SledeCa teorema daje vizuelano jasniji opis dvoslovnih identiteta koji indukuju dekom-
pozicije u polumreiu Arhimedovih polugrupa, od onog iz IV 1.2. 
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IV 5.1. TEOREMA. Iclentitet (1) je A o S-identitet ako i samo je p-ekvivalentan 

identitetu jednog od sledeeih 
(A1) xy = to, 

gde je w rec razlieita od xy; 
(A2) (xy) k  = w, 

gde je k E Z+ ,k > 2 i re" w nije oblika. (syr, nz E. Z+; 

(A3) (xy) k x = to, 

gde je k E Z +  i ree w nije oblika (xy)mx,m E Z+; 

(A4) xy k  = w, 
gde je k E Z+ ,k > 2 i rec to nije oblika xym,m E Z+; 

(A5) x k y = to, 
gde je k E Z+ ,k > 2 i ree to nije oblika. xmy,rn E Z+. 

DOKAZ: Neka (1) jeste A o S-identitet. Tada prema Teoremi IV 1.2. dobijamo 

da postoji homomorfizam T : takav da vazi jedan od uslova (A1) ili 
(A2) Teoreme IV 1.2.. Ne umanjujuCi opRost dokaza, mo2emo uzeti da je 7r identialca 

permutacija. Tada imamo da je 

(2) 	 T(u) Co 

(3 
.) 	 (T(u),T(v)) 19 

Ne umanjijuei op§tost dokaza, moemo uzeti da rec u poEinje slovom x, pa je jasno 

da vazi 

(4) 	 xy I u 

Uzmimo da 	 x2 , y2 I u.  

Tada je jasno da 	
T(x),T(y) E Ca b ili T(x),T(y) E Cbal 

jer u suprotnom dobijamo da je T(u) E Co, §to je u suprotnosti sa (2). Medjutim, tada 

imamo da je 	
T(u),T(v) E Ca b ili T(u),T(v) E Cba, 

§to je u suprotnosti sa (3). Prema tome, ree u ne sadrii bar jednu od reei x 2  i y2 . 

Uzmimo da 
X 2  ir 	i y2 u.  

Tada je jasno da je T(y) E CabUCba, jer u suprotnom dobijamo da ne va;Zi (2). Uzmimo 

da je T(y) E Ca b. Neka yx I u. Prema (2) dobijamo da je T(x) E Cab U Ca , dok 

prema (4) i (2) dobijamo da je T(x) E CabUCb, odakle sledi da je T(x) E Ca b. Prema 

tome, imamo da je 
T(u), T(v) E Cab, 
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§to je u suprotnosti sa (3). Prema tome, 

yx ,r  u , 

pa je 

(5) Xy k  , kEZ+, k> 2. 

Na isti naein dokazujeo slueaj kada je T(y) E C. 
Ako vati da 

i y2 	n,  

tada na sliean naein dokazijemo da je 

(6) u = X k  y , k E Z+, k> 	2. 

Na kraju, neka vati 
x2 

 % u 
i y2 / 

Tada je jasno da je 

(7) U = (xy)c k E Z +, 
iii 

(8) u = (xy)'x , k E Z. 

Uzmimo da vati (5). Ako je v = xym, za neki m E Z+, m > 2, tada se lako 
proverava da B2 u = v, §to nije moguee. Ako je v = xy, tada dobijamo da vati (Al). 
Preostali slueajevi povlaee da vati (A4). 

Uzmimo da vati (6). Tada, kao u prethodnom slueaju dokazujemo da vati (Al) ili 
(A5). 

Neka vati (7). Ako je k= 1, tada dobijamo da je v xy (jer u suprotnom sledi da 
B2 = u = v), odakle dobijamo da vati (Al). Uzmimo da je k> 2. Ako je v = (xy)"`, 
za neki m E Z+, m > 2, tada se alko proverava da B2 u = V, §to nije moguee. Ako 
je v = xy, tada dobijamo da vati (Al). Preostali slueajevi povlaee da vati (A2). 

Na kraju, neka vati (8). Ako je v = (xy)mx, za neki m E Z+, tada se lako 
proverava da B2 = u = v, §to nije moguee. Prema tome, vati (A3). 

Obrnuto, neka je identitet (1) p-ekvivalentan identitetu jednog od oblika (Al), (A2), 
(A3), (A4) ili (A5). Ne umanjujuei op§tost dokaza, motemo uzeti da je (1) jednog od 
oblilca. (A1), (A2), (A3), (A4) ili (A5). 

Ako je (1) oblika (A2) ili (A3), tada prema Teoremi IV 1.2. dobijamo da (1) 
jeste A o S-identitet. 

Neka je (1) oblika (Al), tj. u = xy , v = w. Tada je v # xy, odakledobijamo da 

x 2  I v ili y2  I V iii yx I v. 
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Ako x 2  I v ili y2  I v, tada neposredno dobijamo da vaii uslov (iv) Teoreme IV 1.2.. 

Uzmimo da yx I v. Neka T jeste endomorfizam polugrupe A2 odredjen preslikavanjem 

(9 ) 

alfabeta A2. Tada imamo da je T(u) = xy i x 2  I T(v), pa vaii uslov (iv) Teoreme IV 

1.2.. Prema tome, (1) je A o S-identitet. 
Neka je (1) oblika (A4), tj. u = xy k  , k E Z+, k > 2 i v = w. Ako je v = xy, 

tada kao u prethodnom slueaju dokazujemo da (1) jeste A o S-identitet. Uzmimo da je 

v # xy. Prema (A4) dobijamo da 

x 2  I v iii yx I v 

Neka T jeste endomorfizam polugrupe A2 odredjen preslikavanjem (9). Tada je jasno 

da T(u) = x(y x) k  = (xy) k  y i x2  I T (v) , pa va2i uslov (iv) Teoreme IV 1.2.. Prema 

tome, (1) je A 0 S -
identitet. Na sliean naein dokazujemo slueaj kada je (1) oblika (A5). 

Dakle, svaki identitet p-ekvivalentan nekom identitetu oblika (A1), (A2), (A3), (A4) 

ili (A5) je A o S-identitet. 

SledeCe tvrdjenje je najinteresantniji rezultat ovog poglavlja, i opisuje dvoslovne iden-
titete koji indukuju dekompozicije u polumre2e levo Arhimedovih polugrupa. 
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IV 5.2. TEOREMA. Sledeei uslovi za identitet (1) su ekvivalentni: 
(i) (1) je LA o S-identitet; 

(ii) polugurpe B2 i R2 ne za.dovoljavaju (1); 
(iii) (1) je A o S-identitet i va.2i 

t(u) 	t(v) ; 

(iv) (1) je p-ekvivalentan identitetu jednog od sledeCih 
(B1) (xy)k = wx; 
(B2) (xy)kx = wy; 
(B3) xy k  = wx; 
(B4) xky = wx; 

za neki k E Z+ i neku ree w E 

DOKAZ: (i) = (ii) i (ii) = (iii). Sledi neposredno. 
(iii) = (iv). Neka va2i (iii). Prema Teoremi IV 5.1. dobijamo da je (1) p-

ekvivalentan nekom identitetu oblika(Al), (A2), (A3), (A4) ili (A5). Ne umanjujuei 
opkost dokaza, mo2emo uzeti da je (1) jednog od oblika (A1),(A2), (A3), (A4) ili (A5). 
Ako je t(u) = t(v), tada imamo da svaka polugrupa desnih nula zadovljava. (1), §to nije 
moguee. Prema tome, imamo da je 

t(u) # t(v), 

odakle dobijamo da va2i jedan od uslova (B1), (B2), (B3) ili (B4). 
(iv) = (i). Neka vaii (iv). Uzmimo da je (1) jednog od oblika (B1), (B2), 

(B3) ili (B4) (to mo2emo uzeti bez umanjenja op§tosti dokaza). Neka je S prooizvoljna 
polugrupa koja zadovoljava (1), i neka su a, b E S proizvoljni elementi. 

Uzmimo da je (1) oblika (B1). Neka je F : 	S homomorfizam odredjen 
preslikavanjem 

(x y 
a b) • 

Tada je T(u) = T(v), pa dobijamo da je 

(10) 	 (ab)tm E Sa, 

za neki m E Z+. 
Uzmimo da je (1) oblika (B2). Neka je F : A2 -4 S homomorfizam odredjen 

preslikavanjem 

(x y 
b a 

Tada je T(u) = T(v), pa dobijamo da je 

(ba)k  b E Sa, 

odakle dobijamo (10). 
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Uzmimo da je (1) oblika (B4). Neka je F : A2 ---> S homomorfizam odredjen 

preslikavanjem 

(bxa Tib) 

Tada je T(u) = T(v), pa dobijamo da. je 

(ba)k  b E Sba C Sa, 

odakle dobijamo (10). 
Uzmimo da je (1) oblika (B3). Neka (1) nije periodieni identitet. Tada, prema 

Teoremi IV 5.1. dobijamo da. je 

pa se, permutacijom slova, ovaj slueaj svodi na prethod.ni. Uzmimo da (1) jeste periodieni 

identitet. Tada, prema Teoremi IV 1.3. dobijamo da S jeste GV-poligrupa. Neka 

su e, f E E(S) proizvoljni elementi. Neka je F : At 	S homomorfizam odredjen 

preslikavanjem 
( 

e 

Tada je T(u) = T(v), pa dobijamo da je 

efES e, 

odakle dobijamo da je ef = efe, pa prema Teoremi IV 2.10. dobijamo da S jeste 

polumrda levo Arhimedovih polugrupa. 
Dakle, dokazali smo da va'Zi (10), pa prema Teoremi II 1.3. dobijamo da S jeste 

polumrda levo Arhimedovih polugrupa. Prema tome, vaZ1 (i). 

Iz IV 5.2. i njernu dualnog tvrdjenja, neposredno sledi sledeee tvrdjenje. 

IV 5.3. POSLEDICA. Sledeei uslovi za identitet (1) su ekvivalentni: 

(i) (1) je TA oS-identitet; 

(ii) polugurpe B2, L2 i R2 ne zadovoljavaju (1); 

(iii) (1) je A o S-identitet i vazi 

h(u) 	h(v) 	i t(u) # t(v) ; 

(iv) (1) je p-ekvivalentan identitetu jednog od slededih oblika: 

(Cl) (xy) k  = ywx; 
(C2) (xy) k  x = ywy; 

(C3) xy k  = ywx; 
(C4) x k y = ywx; 

za neki k E Z+ i neku ree tv E A2; 

DOKAZ: Sledi prema Teoremi TV 5.2. i njoj dualnom tvrdjenju. • 

V = 7,1
k X, 
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LISTA SPECIJALNIH SIMBOLA 

< a > cikliena polugrupa generisana elementom a 	  4 p(a) period elementa a 	  
4 r(a) red elementa a 	  
4 radikal skupa A 	  
4 Ge  

Te  
maksimalna podgrupa sa e kao jedinicom 	 8 skup T, = fa; 	  

8 E(S) skup svih idempotenata polugrupe S 	 2 Reg(S) skup svih regularnih elemenata polugrupe S 	 7 Gr(S) skup svih potpuno regularnih elemenata polugrupe S 	 7 Nil(S) skup svih nilpotenata polugrupe S 	 4 J(a) glavni ideal generisan elementom a 	 5 L(a) glavni levi ideal generisan elementom a 	 5 R(a) glavni desni ideal generisan elementom a 	 5 J Greenova J-relacija 	  
5 • Greenova ,C-relacija 	  
5 R. Greenova R-relacija 	  5 

• Greenova H-relacija 	  5 J* relacija na ir-regularnoj polugrupi 	 32 L* relacija na ir-regularnoj polugrupi 	 32 
R* relacija na 7r-regularnoj polugrupi 	 32 
'H* relacija na ir-regularnoj polugrupi 	 32 

T relacija na potpuno ir-regularnoj polugrupi 	 8 
ti relacija na slobodnoj polugrupi 	 15 
e prazna red 	  

15 
reei w 	  

15 
broj javljanja slova x u reei w 	 15 

c(w) sadriaj reel w 	  
15 II(w) 	II(w) = 	E c(w) I lx1w = 1} 	 16 h(w) glava reel w 	  
16 h(2) (w) levi rez reei w du2ine 2 	  16 i(w) 	poeetni (inicijalni) deo reei w 	 16 l(w) levi deo reei w 	  
16 /k(w) 	k-ti levi deo reei w 	  16 

to 	dualna (suprotna) red reei w 	 16 t(w) rep reei w 	  
16 t(2) (w) desni rez reel w du2ine 2 	  16 f(w) zavr§ni (finalni) deo reei w 	  16 
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r(w) desni deo reel w 	  16 

rk(w) 	k-ti desni deo reei w 	 16 

relacija zadovoljenja 	 16 

komplement relacije zadovoljenja 	  16 

[E] varijetet odredjen sistemom identiteta E  	 17 

A2 alfabet A2 = {X, y} 	 15 

A3 alfabet A3 = {X, y, z} 	 15 

An 	alfabet A n  = {x i , x 2 , ... , xn} 	  15 

AN alfabet AN = {Xi I i E Z+} 	 20 

A+ slobodna polugrupa nad alfabetom A 	 14 

DN faktor polugrupe AN 	 20 

4-S-  dualna polugrupa polugrupe S 	 18 

SI  jedinieno pro§irenje polugrupe S 	 2 

Z+ skup celih pozitivnih brojeva 	  4 

Si,,,, faktor polugrupa indukovana kongruencijom p 	 2 

ST faktor polugrupa indukovana idealom T 	 6 

Xi  o X2 Maljcevski proizvod klasa X 1  i X2  	 21 

Xi  * X2 	*-proizvod klasa X1  i X2  	 21 

B2 =< a, b I a2  = b2  = 0, aba = a, bab = b > 	 18 

L2 =< e, f I e2  = e, f2  = f, ef = e, f e = f > 	 19 

R2 =< e, f I e2  = e, f2  = f, ef = f, fe= e > 	 19 
L3,1  =< a,  f I a2 = a3 ,  f2 = f ,  a2f = a2 ,  fa  = f > 	 19 

R3,1 =< a, f I 
a2 = a3 ,  f2 = f, of = f, fat = a2 > 	 19 

LZ(n) =< a, e I an+1  = a e2  = e , ea = ane = e > 	 19 

RZ(n) =< a,-e I an+1  = a e2  = e, ae = can = e > 	 19 

C1 , 1  =< a, e I a2  = 0, e2  = e, ae = a, ea = a > 	 19 

C1 ,2 =< a, e I a2  = 0, e2  = e, ae = a, ea = 0 > 	 20 

C2,1 =< a, e I a2  = 0, e2  = e, ae = 0, ea = a > 	 20 
N =.< a  1 an+i = an+2 , an an+1 > 	 21 

a I b .#;> 

a I b 4#. 

al b <=> 
1 

a I b 4#,  
t 

a— b <4> 

b E S l aSl 	( a,b E S ) 	 24 

b E aS1 	( a,b E S ) 	 24 

( a,b E S ) 	  b E Sl a 24 

a I b i al b 	  24 
i 	r 

(3m,n E Z+)( albrn A blare ) 	  27 
t 	t 

xky <=> (21n,n E Z+) xrn = yn ( x,y E S) 	 12 
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A 
alfabet 	 14 
automorfizam 	 2 

D 
dekompozicija 	 11 

idealska 	 11 
lanaana 	 11 
levo nulta 	 11 
matriana 	 11 
nilpotentna 	 11 
polumreina 	 11 
traana 	 11 

delitelj nule 	 4 
desna kongruencija 	 2 

E 
ekstenzija 

idealska 6 
retraktivna 

element 
intra-regularan 

6 

8 
intra r-regularan 9 
levo 7r-regularan 9 
potpuno regularan 7 
potpuno ir-regularan 7 
ir-regularan 7 
regularan 7 

epimorfizam 2 

F 
faktor polugrupa 2 

Greenove relacije 5 
G V-polugrupa 32 

H 
homomorfizam 2 

INDEKS POJMOVA 

I 
ideal 5 

bi-ideal 5 
dvostrani 5 
glavni 5 
levi 5 
retraktivni 5 

idempotent 2 
primitivni 3 

identitet(i) 16 
ekvivalentni 17 
istotipni 16 
kvazipermutacioni 98 
neperiodiaan 96 
netrivijalan 16 
periodiaan 96 
permutacioni 97 
raznotipni 16 
sa levim izvrtanjem 17 
trivijalni 16 

inflacija 6 
izomorfizam 2 

jedinica 2 
jediniano pro'Sirenje 2 

K 
kongruencija 2 

lanaena 11 
levo nulta 11 
matriana 11 
polumreina 11 
traana 11 

L 
lanac 	 3 
leva grupa 	 10 
leva karakteristika identiteta 	100 
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L 
LR-polugrupa 
LWR-traka 

P 
33 	 polugrupa 
48 	 intra ir-regularna 

	 9 

levo Arhimedova 
	

9 

levo prosta 
	 5 

levo 7r-regularna 
	

9 

nilpotentna 
	 4 

ri-nilpotentna 
	 4 

periodicna 
	 4 

potpuno Arhimedova 
	10 

potpuno (0-)prosta 
	 9 

potpuno ir-regularna 
	 7 

11 	 potpuno regularna 
	 7 

11 	 (0-)prosta 
	 5 

6 	 7-regularna 
	 7 

6 	 regularna 
	 7 

4 	 slobodna 
	 14 

6 	 stepeno-vezana 
	 9 

4 	 t-Arhimedova 
	 9 

2 	 X-nerazlo2iva 
	 12 

polumreia 
	 2 

pravougaona grupa 
	 10 

12 	 prirodno uredjenje 
	

3 

R 
2 	 radikal skupa 

	 4 

17 	 raspodela reei u valuaciji 
	

16 

ree 
	 14 

4 	 prazna 
	 15 

96 	 red elementa 
	 4 

10 	 Redeieva traka 
	 48 

4 	 relacija ekvivalencije 
	 2 

2 	 Reesova kongruencija 
	 6 

8 	 Reesova faktor polugrupa 
	6 

15 	 retrakcija 
	 6 

retrakt 
	

6 

9 
4 
	

S 

8 
	 slovo 	 14 

N 
najveCa X-dekompozicija 
nil-dekompozicija 
nil-ekstenzija 
nil-ideal 
nil-polugrupa 
n-infiacija 
nilpotent 
nula 

0 
ordinalna suma 

P (r) 
parcijalno uredjenje 
p-ekvivalentni identiteti 
period 

elementa 
identiteta 

it-grupa 
poddirekt an proizvod 
podgrupa 

maksimalna 
podree 
polugrupa 

Arhimedova 
cikliena 
intra-regularna 

M 
Maljcevski proizvod 21 

monoid 2 

slobodni 15 

monomorfizam 2 

Munnova lema 8 
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T V 
traka 2 varijetet 17 

levo normalna 
levo nulta 

3 
2 

vrednost reei u valuaciji 16 

levo regularna 3 W 
normalna 
pravougaona 

3 
3 

WR-traka 47 

singularna 2 X 
X-dekompozicija 11 

U X-identitet 17 
unija grupa 7 X-kongruencija 11 
Li-polugrupa 52 Xi  o X2 - dekOMpOZicija 21 

Xi  r. X2-identitet 17 

Y 
Y-traka polugrupa 11 
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