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U magistarskom radu "Epiciklidko projektovanje
hiperboliinog prostora" razmatrali smo projetovanje DIro-
stora Lobalevskog na datu ravan (poluravan) tog prostora.
Zraci tog projextovanja mogu biti oricikli, ekvidistante
ili krugovi odgovarajudeg nrostora. Istovremeno razmatra-
nje ovog »rojektovanja, bez obzira na prirodu zrakova,
ostvarili smo zahvaljujuéi definiciji pomenutih krivih
pomodu odredenkh grupa rotacija. Froudavanje "Neeuklidskih
geometrija" i "Neeuklidskih prostora" B.A. Rozenfeljda
podstaklo nas Jje da razmatramo moguénost epiciklidkih
projektovanja i u tim prostorima. Prirodno je bilo Sto smo
ta projektovanja poceli da ostvarujemo u geometrijama
idealne oblasti proSirenog prostora Lobadlevskog. Ti po-
kuSaji, uz odgovarajude proulavanje potrebne literature,
pokazali su da je za ostvarenje cilja koJji smo postavili
neophodno prethodno izgraditi odgovarajuée poluformalne
geometrije. Naime, epiciklidko projektovanje u geometriji
Lobacevskog razvijali smo u duhu geometrijskih koncepecija
Hilberta i Bahmana, a ne koncepcije koju je H. Weyl izlo-
Zio prvi put u knjizi "Prostor, vreme i materija“.Veéi-
na dela koja se odnose na tu oroblematiku koriste uglavnom
metode koje proistidu iz ove, nazovimo je, "vektorske"
koncepcije zasnivanja geonetrije. :-ovodom tih metoda
primetimo sada Jjo3 Jjedino to, da se za razliiu od dra-
gih neeuklidskih geometrija, tim metodama ni u pribliZnaé
dovoljnoj meri u odnosu na zahteve cilja koji smo postavi-
1i, nisu proucavake upravc meometrije koje nas intezresuju.

Sto se tife simtetidkog nroutavenja na osnovu de-
taljnog razmatranja literature zakljucili smo da ne po-
stoji aksiomatilja nijedne od ovih geometrija. Sistemi
aksioma dvodimenzione pseudoeuklidsxke i trodimenzione
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parabolidne geometrije izloZeni u radovima /365/ i /37/
samo donekle su nam mogli pomoéi u formiranju sistema
aksiona geometrija idealnih oblasti ravni i prostora
Lobalevskog. Zato smo, na osnovu op3teg principa klasifi-
kacije projektivnih metrika primenjenog na ove prostore
ustanovili takode op3ti princip formiranja aksiomatika
dvodimenzionih projektivno metridkih geometrija. Pri
formiranju tih aksioma koristili smo glavne modele tih
geometrija koji se ostvaruju u odgovarajuéim oblastima
projektivne ravni. Na taj nadin smo u 8 2. prve glave ra-
da?osim sistema aksioma pomenutih geometrija,izld%ili i
sisteme aksioma i svih ostalih dvodimenzionih projekti-
vno metrickih geometrija. Mada su, kao $to smo veé napome-
nuli, neke od tih geometrija ne racunajuéi klasicéne ved
bile aksiomatizovane, dali smo i naSe varijante i njima
odgovarajuéih sistema aksioma, jer je proces formiranja
sistema aksioma koji smo primenili tekao uporedo za sve
te geometrije, pa nam to nije oduzelo mnogo prostora.
Ovakav nacin formiranja sistema aksioma.raZjasnio Jje
pravi smisao nekih aksioma klasidnih, pa i euklidske
geometrije. Tako se na primer pokazalo da se aksiomama
paralelnosti odreduje, pravom (pravsma) kroz tadku van da-
te prave prava priroda te date prave. Takode se zahvalju-
Juéi takvom nalinu moglo zakljuditi da je &injenica da za
svake dve tacdke klasicnih geometrija postoji prava koja
ih. sadr?i specificdnost tih geometrija)ravnépravna sSVOoj—-
stvu po kome se svake dve prave eliptidne ili geometrije
idealne oblasti projireme ravni Lobalevskog seku. Pred-
nost zamene aksioma podudarnosti Hilbertovog sistema
aksiomana transformacija podudarnosti u sludaju projexti-
vno metriikih geometrija, zbog prirode njihovih glavnih
wodela, ovde je do3lo do punog izra’aja. Svojim znalaj-
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nim doprinosom u proudavanju tih geometrija smateamo i
smanjenje bibja tih aksioma. Za razliku od A.V. Pogore-

lova, koji Jje za aksiome Pkretanja"apsolutne geometrije
predlozio sedam aksioma, mi smo predlo’ili samo tri i

to u okviru geometrija grupa aksiona incidencije i po-
retka dvodimenzionih projektivno metridkih geometri ja.
Potpiinost tog sistema aksioma, pod pretpostavkom nje-
govog prosSirivanja Setvrtom i petom grupom aksioma, u
sluc¢aju apsolitne éeometrije u Boljajevom smislu dokazali
smo posredno, dokazujuéi ekvivalentnost aksioma podudar-
nosti i aksioma transformacija podudarnosti u okviru ak-
sioma incidencije i poretka u radu istog naslova (rad
/377). .

Od formiranja sistema asksioma svih dvodimenzionih
projektivno metridkih gedmetrija do formiranja zajednicdkog
aksiomatskog jezgra sviﬁftih géometrija bio je potreban
samo jedan korak. U¢iniv3i ga, ostvarili smo teZnju ko-
Ja se posle zavrietka odredene faze u razvoju geometri-
Je uvek iznova javljgla: formiranje sistema apsolutne ge-
ometrije, Da bismo istakli da se, za razlilm od Bahmanove
apsolutne geometrije koja je zajednidka osnova samo tri
od moguc¢ih devet takvih geometrija, naSa apsolutna geome-
trija moZe pro3iriti do svake ravne metridke geometri je,
tu geometriju smo nazvali %apsolutno” apsolutnom. Upo-
redno razmatranje glavnih (projektivnih) modela svih
projektivno metridkih geometrija navelo nas je na uop-
Stavanje nekih znadajnih relacija i transformacija podu-
darnosti tih geometrija. Opite definicije osne i centrlne
simetrije razlikuju se od postojeéih. fomodu osnih sime-
trija uopstili smo definiciju normalposti vravih do defi-
nicije normalnosti likova tih geometrija. Ka taj nadin
obunvatili smo i uzajamnu normalnost pravih i nizova
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tadakxa koJji ne pripadaju cravama u odgovarajuéim geometri-
jama. 5lic¢no smo, koristeéi se nasom definicijom cehtral-
ne simetrije definisali i pojam suprotnih tadaka u nekin
od tih geometrija. :

U 8 3, dokazali smo potpinost sistema aksioma
nekih projektivno metrickih geometrija i to na dva naéina,
Jedan od njih sledio je iz dokaza kategorifnosti tih geo-
metrija. Drugi smo ostvarili pretpostavljajuéi da smo for-
malizovgli pomenuté geometrije. Pokazalo se da nasa, na
izgled samo teorijska amaliza izraza "aksiomatika polu-
formalnog karaktera® na koji smo nai$li samo u sredn jo-
skolskom udZbeniku "Geometrija" D. Lopandiéa, daje i
praktiine rezultate. To ée se pokazati narolito u slu-
Zaju ostvarenja modela pomenutih geometrija u geometri-
Jji Lobacevskog. Smatramo da smq do takvog modela geome-
trije kojoj su, u glavnom modelu, prave predstavljene
presekom selica apsolute sa spoljsnjoSéu apsolute, do-
$§1i samo zahvaljujuéi pomenutoj analizi koja je dopri-
neka da bolje shvatimo i objasnimo i neke druge pojmove
teorije modela uopdte. Po%to su u tom modelu ta¥ke pred-
stavl jene pravam? a prave hiperbolicdnim pramenovima pra-
vih geometrije Lobacevskog, koristeéi izomorfizam proje-
ktivnih modela ovih geometrija mogli smo i'"gedmetriju
pravih i hiperbolicnih pramenova pravih geometri. e ILobade-
vskog" ostvariti u toj geometriji idealne oblasti pro-
4irene ravnilobadevskog. Predstavljanje transformacija
nodudarnosti geometrija idealne oblasti »rofirene ra-
vni Lobadevskog u modelu tih gesmetrija u geometriji
Lobacevskog otkrila je mnoga vaZna svogstva i transforma-
cija podudarnosti geometrije Lobalevskog, narodito u
odnosu na transformacije pramenova jravih te zeonetrije.

Araj ovog papBgrafa nosvetill smo proveri tadnosti aksi-
& L (&) s I‘



oma transformacija podudarnosti apsolutne geometrije u
glavnim modelima geometrija koje smo proulavali. Na taj
nadin smo upoznali joS neka bitna svojstva simetrija
tih geometrija u njihovim glavnim modelima,

Zbog obimmosti, prilikom odredivanja sadr’aja ov-
0g rada, ogranicili smo se samo na upoznavanja svojéta—
va trajektorija pramenova pravih i snopova ravni razmat-
ranih geometrija., Posle formiranja sistema aksioma tih
geometrija mogli smo neposredno, u poluformalnim geomet-~
rijama, odrediti svojstva tih trajektorija. Pri tome bi
nam glavni modeli odgovarajuéih geometrija preds tavljali
osnovnu inspiraciju i putokaz za formulisanje i izvode-
nje teorema. Medutim odludili smo da upravo taj deo pr-
ocesa, koji se obilno u radovima ne izla¥e, posebno is-
taknemo, S obzirom na nalin predstavljanja transformaci-
ja podudarnosti ovih geometrija u nalhov1m glavnim (pro-
Jektlvnlm) modelima bili smo u moguénosti da odgovaraju-
¢a razmatranja izvodimo u sve tri geometrije proSirene
ravni Lobalevskog istovremenoc. Projektivni model prosi-
rene ravni Lobacevskog tj. projektivne ravni u kojoj Jje
zadata nedegenerisana kriva drugog reda kao apsoluta ozn-
aéili smo, po ugledu na B. A.Rozenfeljda, ravan 182. Ra-
zmatranja u ravni 182 izvodili smo na takav nadin da se
gotovi svi rezultati tih razmatranja skoro necosredno
mogu “"preneti" u odgovarajuée poluformalne teorije., Zah-
valjujuéi tome veoma desto i u radu, a i u ovom predgov-
oru sa jezika modela prelazimo na jezik odgovaraguce Po-
luformalne teorije i obratno.

Pojam trajektorija ponikao u geometriji, kao i
mnogi drugi nojmovi ne samo geometrije veé i matematike
uopsSte, do#iveo je u algebri znalajna uopStenja. Zato ka-
da Je to potrebno u ovom, a i u drugim slulajevima, prim-




ene algebarskih metoda u geometriji daju veoma znacajne
rezultate., Ovo se odnosi narodito na koriSéenje svojst-
ava preslikavanja ¢éijem upoznavanju je algebra dala na-
jznafajniji doprinos., Medu preslikavangjima osnovnog ske-
upa date geometrije posebno se isticu ona koja osnoime
podskupove tog skupa - prave preslikavaju na podskupo-
ve iste vrste. To su kolinearna preslikavanja. U radu
smo se ogranidili na takvu vrstu preslikavanja. Stav
koji smo u radu najvise koristili i koji je omoguéio da
u istom ostvarimo veoma mnogo znacajnih rezultata je,
kao i njegov dokaz veoma jednostaven. Prema tom stavu,
ako je element g’date grupe konjugovan (izveden unutra-
injim automorfizmom te grupe) iz elementa g (tj. ako je
g'= hgh™l), tada je slika lika L, = h(L) pri preslikav-
anju g’ lik Li=h(L') gde su L i L’odgovarajuéi 1lik i
slika pri preslikavanju g. Iz ovog stava sledi i stav
koji smo takode Zdesto koristili: svaki 1lik invarijant-
an u preslikavanju g° je slika lika koji je invarijant-
an u preslikavenju g i to preslikavanjem h., VaZi obratno:
svaki 1lik invarijantan u transformaciji g odgovara liku
invarijantnom u transformaciji g” pri nreslikavanju tr-
ansformacijom h™ .

Grupa transformacija nodudarnosti ma koje geomet-
rije spoljainjosti apsolute je podgruvna svih bijektivnih
kolineacija osnovnog skupa svake od geometrija. Te tran-
sformacije.su u modelima koje ovde razmatramo predstavi-
Jjene su%enjima automorfizama apéolute na oblast svake
od tih geometrija. Korifienjem vprethodno navedenog stave
dokazali smo teoremu po kojoj svaka transformacija podu-
darnosti preslikava bilo koju trajektoriju dstog vramena
pravih, na trajektoriju pramena pravih iste vrste (pa da-
kle i trajektoriju iste vrste). Ovaj stav je i uobidajen-
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im metodama Jednostavno dokazati kada su u pitanju krug-
ovi geometrija koje prouclavamo., Medutim, sintetilki dok-
azi odgovarajule ¢injenice u slucaju trajektorija razli-
¢itih od krugova veoma je sloZen, te obilno i kada je u
pitanju dobro poznata geometrija Lobacevskog, izostaje.
Smatrali smo da je veoma vazZno i u geometrijama
ravni 182, kao i prostora 183 odrediti preslikavanja ko-
ja trajektorije odredene vrste preslikavaju na trajekto-
rije te iste vrste, ali koja su razlifita od transforma-
cija podudarnosti. Ovo smo ostvarili u dve faze. Najpre
smo resili Jjednostavniji problem: odredili smo sva tak-
va preslikavanja ali koja zadovoljavaju i sledeéi uslov
- ona svaku trajektoriju datog pramena pravih preslikav-
aju na trajektoriju tog istog'pramena pravih, Koriséenj-
em svojstava unutrasnjih automorfizama dokazali smo da je
u sluéaju bilo koje od ovih geometrija zato potrebno i
dovoljno da Je takvo preslikavanje elememt ' normalizato-
Ta upravo one grupe u odnosu na koju je definisana ta
trajektorija. Ove grupe su generisane osnim simetrijama
u odnosu na prave datog pramena pravih te smo ih zato na-
zvali grupéma simetrija tog pramena pravih., Trajektorije
pramenova pravih mogu se u duhu grupa definisati i na dr-
ugi nacin. Bakvu definiciju izloZili smo u magistarskom
radu 1 u jos nekim radovima u kojima smo razvijali teori-
ju epiciklitkog .rojektovanja . U ovom radu dokazali smo
da su nsaSa 1 nostojeta definicija ekvivalentne u svim sl-
ucajevima koji se ne odnose na degenerisane trajektorije
pramenova pravih, NaSa definicija je definicija trajekto-
rija pramenova pravih ne u odnosu na grupe simetrija tih
pramenova, veé u odnosu na njihove prave podgrupe koje su
skup svih proizvoda po dve simetrije u odnosu na prave
datog pramena pravih. Prednost ove definicije, koja se sa-
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stoji u tome &to je svaka od tih podgrupa jednostavno tr-
anzitivna na svakoj trajektoriji (razliditoj od taclke)
koja je definisana u odnosu na tu podgrupu, koristili smo
i u dokazima nekih teorema. U projektivnim modelima razm-
atranih geometrija dokazali smo i da je svako preslikava-
nje koje trajektorije datog pramena pravih preslikava na
trajektorije tog istog pramena, preslikavenje koje polari-
tet koji je na osnovi tog pramena indukovan apsolutninm
polaritetom preslikava na taj isti polaritet. Da bi pom=-
enuti uslov bio i dovoljan, potrebno je da kolineacije
odgovarajuée projektivne ravni preslikavaju i duZ osnove
tog pramena &iji krajevi pripadaju apsoluti na tu istu
duZ.

Presek hiperbolidnog pramena prve vrste sa unutra-
snjoséu {spoljasnjoséu) apsolute predstavlja hiperboli-
$ni pramen pravih Beltrami-Klajnovog modela geomettije
Lobadevskog odnosno geometrije spoljasnjosti apsolute
gije su prave preseci sedice apsolute sa njenom spolj-
asnjodéu. Ali pomenuti#presek sa spoljasnjo8éu apsolute
ne predstavlja pramen pravih one druge od geometrije
spoljainjosti apsolute ve¢ pramen hiperbolifnih nizova
tadaka te geometrije. Hiperbolidni pramen druge vrste
je hiverbolilni pramen pravih te druge geometrije; on
predstavlja pramen elipticnih nizova tacdaka prve od tih
geometrija., Oni elementi normalizatora koJji pomenutu pr-
ojektivnu du? osnove vreslikavaju na njoj dopunsku pre-
slikavaju trajektorije pramena pravih jedne vrste na
trajektorije pramena pravih druge vrste istog sredista.
Na ovakav nadin u modelima pomenutih geometrija protuma-
gena je dinjenica po kojoj postoje i elementi normaliza-
tora unije datog vramena pravih i pramensa. nizoy’ tadske

koji trajektorije datog pramena pravih preslikavaju na
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trajektorije pramena niza talaka istog sredista i obratno.

U skupu elemenata normalizatora date grupe simetr-
ija karekteristifni su oni koji dati pramen pravih presli-
kavju na taj isti pramen pravih i to pravu po pravu, Ele-
menti grupe simetrija te vrste su centralne i osne simet-
rije koje su u projektivnim modelima predstavljene harmo-
nijskim homologijama ¢iji su centar i osa pol i nolara u
apsolutnom polaritetu. Oni medu njima koji me pripadaju
datoj grupi simetrija su perspektivne kolineacije kojima
su sredi3te i osa pol i polara u apsolutnom polaritetu,
Svaki element datog normalizatora koji nije element odgo-
varajuée grupe simetrija moZe se predstaviti kao proizvod
jedne od takvih perspektivnih kolineacija i nekog elemen-
ta te grupe simetrija. Pri tome Je sredisSte te kolineaci-
je srediste tog pramena pravih a osa njegova osnova.

U euklidsko]j geometriji elementi normalizatora gr-
upe simetrija datog eliptidnog (konkurentrog) pramena pr-
avih te geometrije predstavljaju transformacije slidnosti
u odnosu na srediSte tog pramena., Perspektivnim kolineac-
ijama u odgovarajuéem modelu euklidske ravni odgovaraju
homotetije euklidske geometrije pomenutog srediita. To is-
to vazi i u pseudoeuklidskoj geometriji. Amalogija na ko-
ju smo ukazali navela nas je da i1 elemente normalizatora
date grupe simetrija odredenog pramena pravih smatramo
preslikavanjima sli’nosti Cije srediste tog pramena pravih
i u geometrijama ravni 182. Osnovna razlika izmedu transf-
oramacija slicnosti euklid:ske i pseudoeuklidske geometrije
i odgovarajuéih preslikavanja osnovnih skupova geometrija
ravni 182 ogleda se u tome $to su transformacije slilnosti
euklidske i pseudoeuklidske geometrije transformacije osn-
ovnog skupa tih geometrija, dok su u drugom sludaju ta pr-
eslikavanja preslikavanja osnovnog skupa na skup koji se




razlikuje od tog skupa. Ova Zinjenica zahtevala je pose-
bna obrazlofenja kojima smo u radu posvetili odgovaraju-
éu pafnju. Jedan od razloga te razlike proizlazi iz Cin-
jenice da u projektivnim modelima euklidske i pseudoeukl-
iske geometrije zbog degenerisanog polariteta koji im od-
govara, sve tacke sopstvéne oblasti tih geometrija imaju
istu polaru - apsolutnu pravu, dok se u slucaju geometr-
ija ravni 182 te pqlare razlikuju. Dok su osnove pramen-
ova pravih &ija su sredista predstavljena sopstvenim tea-—
Skama pomenutih modela euklidske i pseudoeuklidske geom-
etrije istovetne apsoluti, dotle se osnova bilo kog pr-
amena pravih geometrija ravai 132 razlikuje od apsolute.
Zato su u prvom sludaju sva preslikavanja slic¢nosti au-
tomorfizmi apsolute, pa i oblasti interpretacija ovih
geometrija. U drugom sludaju medu preslikavanjima za ko-
je smo pokazali da su preslikavanja sliénosti geometri-
ja profirenih prostora Lobalevskog postoje i ona koja
apsolu%u tih prostora preslikavaju na povré drugog redsa
razlifitu od apsolute, pa i oblasti interpretacije tih
geometrija na oblasti koje se od njih razlikuju. Dokaz
kojim smo pokazeli da u.graniénom sludaju pri prelazu
odgovarajuéih geometrija prostora lsn u euklidsku i ps-
eudoeuklidsku geometriju iste dimenzije, preslikavanja
sli¢nosti geometrija prostora 1sn takode prelaze u tra-
nsformacije slidnosti euklidske odnosno pseudoeuklidske
geometrije, smatramo veoma znedéajnim,

Analiza primene ovih preslikavanja u fizici u po-
tpunosti je potvrdila na3 stav da se ova preslikavanja
moraju smatrati uopstenjima transformacija slicnosti eu-
klidske i pseudoeuklidske geometrije. Ta analiza je pok-
azala da se tim preslikavanjima vredstavljaju ravnomerne
kontrakecije ili dilatacije prostora kojima odgovaraju te



geometrije. Svako od tih preslikavanja geometriju odre-
denog -olupreinika krivine preslikava na geometriju po-
luprecnika krivine razliditog od polupreénika krivine
date geometrije. Ukoliko se radi o euklidskoj i pseudo-
euklidskoj geometriji &iji Jje poluprelnik krivine nula
prirodno je , Sto smo detaljnije obrazlozili u radu, da
se te geometrije preslikavaju na geometrije istog polu-
preénika krivine, dakle te iste geometrije. Sva kreta-
nja prostora koja su predstavljena preslikavanjima sli-
¢nosti su ravnomerna. Ovo svojstvo'obezbedeno'je zahte-
vam koji zadovoljavaju ta preslikavanja: trajektorije
pramena pravih preslikavaju na trajektorije iste vrste,
Teorema kojom se izra’ava ravnomernost tik kretanja i
koju smo izloZzili u radu u%vrduje da su slike dva med-
usobno podudarna liks pri preslikavanjima slidnosti ta-
kode medusobno podudarna.

. Zahvaljujuéi koncepciji koja odgovara izgradnji
geometrija kao invarijanata odredenih grupa, otkrili
smo i pravu sudtinu &injenice po kojoj su svi oricikli
geometrije Lobacevskog, pa i svih ostalih geometrija ra-
vni 182 mgdusobno podudarni, Za razliku od grupé norma-
lizatora elipticdnih pramenova pravih u kojoj su svi el-
ementi tog normalizatora koji su transformacije poduda-
rnosti elementi grupe simetrija tog normalizatora, u sl-
usaju gruve normalizatora paraboliénog pramena pravih
postoje 1 transformacije podudarnosti koje taj pramen
preslikavaju na taj isti pramen ali koje nisu elementi
grupe simetrija tog parabolicnog pramena pravih.

U radu smo mnoge teoreme projektivne géometrije
dokazali na Jjednostavniji nacdin, i u novom svetlu prik-
azali sadr?aje tih teorema. Takode smo znatnu paZnju
obratili i na degenerisane trajektorije pramenova pravih.
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Smatramo da je rad u potpunosti ostvario prvobi-
tni cilj. Svojstva trajektorija geometrija ravni 182 i
prostora 185 koja smo ovde utvrdili omoguéuju da se i
u geometrijama takve ravni i prostora razvije teorija
epiciklidkih projektovanja koju smo zasnovali u pomen-
utom magistarskom radu. Osim toga ogtvaril smo i mnoge
druge rezultate znadajne za geometriju vopSte, Primena
jednog od njih - preslikavanja glidnosti tih geometrija
novo su otkriée u geometriji Lobadevskoge Ovaj rad Je
jos vise naglasio znadaj koji krive i povrii stalne kr-
ivine imaju u geometriji.
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GLAVA I
SISTENI AXKSIOMA
DVODIMENZIONTIEH PROJEKTIVNO
METRICKIHA GEOMETRTIJA
§ 1. GEOMETRIJE PROJEXTIVNO MEZTRISKIH PROSTORA

1. _Uvod. Na osnovu izlaganja u geometrijama projek-
tivno nmetrickih prostora ili Kelijevim geometrijama yop-
§ te odredidemo princip pomoéu koga &emo formirati siste-
me aksioma svih dvodimenzionih projektivno metridkih ge-
ometrija., Taj princip omoguéiée nam da odredimo i sistem
aksioma Cije su aksiome zajednidke za sve geometrije. Ma-
da Ccemo u radu razmatrati samo jo% dve "neklasidne" od
moguéih 27 trodimenzionih projektivno metrilkih geometri-
Ja, izlaganju o ovim geometrijama uopite (ukljudujuéi po-
vremeno i n-dimenzione geometrije za bilo koje konadno n)
posvetitemo vide pa¥nje iz sledeéih razloga:

- a) U literaturi na naSemm jeziku ne postoje ud?benik,
monografifa ili rad koji bi bili posveéeni ovoj temi. Do-
duSe u uvodnim radovima PH. Lisulova /15/ i M. Filojeviéa
/18/ navodi se da prema osnovnoj zamisli Xeli-Klajna u ra-
vni (projektivnoj) postoji devet geometrija ili geometri-
Jekih sistema. U navedenim radovima govori se ukratko o
osnovnom principu na osnovu koga se odreduje broj tih ge-
ometrija, ali se detaljnije ne obrazla®u osnovni razlozi
iz kojih ovaj princip va¥i. Da je podrobnija analiza ovih
principa néophodna biée oliglednije na osnovu sledeéa dva
primera. Xlajn, koji je »rema monografiji B.A. Rozenfel j-
da /27/ prvi izvr$io klasifikaciju projektivnih netrika

u dvodimenzionom i trodimenzionom slucaju, poistovetio je
one geometrije projektivne ravni kod kojih je metrika




odredena istom apsolutom. Zbog toga je on smatrao da se

u ravni mo%e odrediti "sedam razlicitih neeuklidskih ge-
ometrija" (/17/, fusnota 1. na str. 274.). Slidno se i u
radu/25/, koji je novijeg datuma, u prvom delu istovreme-
~no razvijaju dve pseudoeuklidske geometrije. Najverovat—
nije je da je Klajn u odgovarajuéem radu (vidi literaturu
navedenu u radu N.l4. lMakarove /17/ pod /2/) identifikovao
geometrije EH i HH jer su to geometrije projektivne ravni
gija Jje metrika odredena istom apsolutom - realnom nede-
generisanom krivom drugog reda - i istim skupom tacaka -
spoljasSnjosti apsolute. Kasnije éemo pokazati da u tako
identifikovanim geometrijama nisu zadovoljeni ni najosno-
vniji zahtevi alksioma podudernosti (npr. da na svakoj po-
lupravoj postoji tadka takva da je <dui odredena xrajem te
poluprave i tom'taékom, podudarna datoJ duzi).

b) Na osnovu pregleda inostrane literature zakljulili
smo da su delo B.A. Rozenfeljda i delo ¢iji su autori
osim Rozenfeljda JaglomiE.U. Jasinskaje (/27/ i /11/) de-
la koja ¢itaocu pruZaju najootpuniju informaciju o proje-
ktivnim metrikama uopsSte,njihovoj klasifikaciji, kao 1
znataju za geometriju i druge naudne oblasti. U njima su
veoma detaljno izloZeme i zasluge pojedinih matematicara
za razvo]j ove oblasti. Medutim u ovim kao i u ostalim ra-
dovima sovjetskih autora koje smo proulavali (/8/,/10/,
/12/ 1 /17/) koji takode podrobno izlaZu "istoriju" pro-
Jekxtivnih metrika ne pominje se G. Hamel, mada je prema
H. Busemann-u (/3/, str. 149.) on prvi redio poznati Ce-
tvrti ppoblem D. Hilberta koji se odnosi na odredivanje
svih proJjektivnih metrika (postavljen u lMathematische pré6-
bleme, 1900. ). G. Hemel je dao zapravo opiti analiticki
getog kojin se ove metrike mogu odrediti. Da njegovo delo

Uber die Geometrien in denen die @eraden die Kiirzesten
€
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sind", (190l. i 1903.)prethodi delu Klassification of ge-
ometries with projective metric" - koje sovjetski autori
oznacavaju kao prvo delo u kome je na najpogodni ji nadin
izvedena potpuna kKlasifikacija projektivnih metrika(1910)
- utvrdili smo uoravo u /28/ od D.M.Y. Sommerville-as ko—
Ji je i autor prethodno navedenog dela. U odgovarajudem
delu rada ipak éemo navesti i neke teoreme Hamrela jer ih
smatramo izvesnim doprinosom u bazjasnjgvanju sudtine
principa te klasifikaci je,

¢) U radu /18/ detaljno su izlo¥eni projektivni mo-
deli dvodimenzione pseudoeuklidske i njoj dualne geome-
triije. Ostale geometrije koje odgovaraju druginm metrikama
projektivne ravni prikazane su samo u kratkim crtama. Ali
upravo taj deo ovog rada bio Je jedan od podsticaja da
"Teorkju epicikala i episfera” ravni i prostora Lobafevs-
kog u kojoj su ovi pojmovi definisani kao putanje (traje-
ktorije) tadke na koju dejstvuje odredena podgrupa grupe
izometrijskih'transformacija te ravni, odnosno prostoral
izgradujemo i u tim geometrijama. Smatramo da je opravda-
no ocekivati da ée na%a analiza projektivnih metrika po-
sluzZiti kao podsticaj izradi nekih drugih radova.

2. Pojan projektivno metridkih geometrija. Ha osnd-
vu proulavanja dela /11/ i /27/ moZe se zakljuditi da se
u njima pod metrilkim n- prostorom 2'§odrazﬁmeva proje-

1) Ovu "teoriju" na pomenuti nadin razvijamo jos
od 1979, (Saopétenje u okviru Sekeije za geometriju na
VII kongresu matematidara, fizilara i asbronom Jugosla~
Vije; predavanja na PMF u Kragmjevcu; definicije u rado-
vima /4/ i /5/ kao i sadrzaj radova /5/ i /6/ u kojima
se bliZe odreduju svojstva podgrupa ¢ije su to putanje).

2) n -prostor Je skratenica za n - dimenzioni pro-
stor. Ovu skratenivu preuzeli smo iz dela /27/.



ktivni n - prostor u kome je datom povr$i drugog reda 3)
odredena metrika, S obzirom na njenu prirodu ova metrika
naziva se projekxtivnom, U delu /1/ F. Bahmana projektivno
-netrickom ravni smatra se proj&ktivna ravan u kojoj Je
zadat neki projektivni plaritet. Ovim polaritetom u skupu
- kolineacija te projextivne ravni odredene su one koje
predstavljaju transformadije podudarnosti odgovarajuie
projektivno-metridke ravni@, Po3to je bilo kojom povrsi
drugog reda n-projektivnog prostora odreden polaritet
tog prostora, a bilo kojim polaritetom n-projektivnog pro-
stora odgovarajuéa povrs drugog reda, moZe se zakijuéiti
da pomenute definicije projektivno metridkih prostora
vredstavljaju ekvivalentne definicije. U ostalim delima
koje =mmno naveli u literaturi, a koje se odnose i na tu
problematiku, postoji saglasnost u odredivanju ovog p&jna.
Medutim u delima /3/ i /13/, kao i u pomenutom delu /1/
ova] pojam ima uZe znalenje (v. prlmedbu prevodioca na str.
120. i 121. tog dela). ‘

Akxo je povrd drugog reda - apsoluta projektivno me-
tridkog prostora - nedegenerisana, tada se u razrim obla-
stima tog prostora moZe razvijati vise geometrija. Zato
u dvodimenzionom slucaju postoji devet raznih projektivno
netrilkih geométrija, a samo sedam projekxtivno metrickih
ravni. U radu /18/ ove geometrije nazvane su projektivnim
modelima u onom smislu u kome se skup svih tvrdenja kojasu
istinita u izvesnom modelu datog Jjezika,naziva teorijom
modela tog jezika (v/34/ str. 52 i 53.). Keke od ovih ge-
ometrija jos nisu aksiomatizovane. Dve od njih, poznate
kao geometrije spoljadnjosti apsolute (HH i ZH) bide

3) U delu /27/ umesto ranijih izraza hiverravan, hi-

perpovrs upotrebljava se samo ravan, povrS. I u radu cemo
usvojiti te nazive.



predmet proulavanja u ovom redu. Kada bi se ove geometri-
Jje formélizovale, onda bi pomenute geometrije Hi i EH
predstavljale glavni model tih formalnih teorija. U ovom
radu formiralemo samo sksiomatiku poluformalnog karakte-
ra geometrija sgoljaénjosti apsolute., FPod pojmom polufor-
"malne teorije ’podrazumevaju se relacijsko - operacij-
ske strukture skupa giji su elementi proizvoljne prirode.
U radu éemo ih nazivati cesto i sizupovnim modelom odgova-
rajuée formalne geometiije. Geometrije projektivno netri-
Ekih ravni i nekih 3-orojektivno metrilkih prostora zavi-
sno od situacije tretiraéemo i kao geometrije ravni ili
njene odredene oblasti, ili kao poluformalne teorije. Iz
ovg razloga smo se i opredelili za naziv ovih geometrija:
smatramo da se nazivom " dvodimenzione projektivno-metri-
ke geometrije" 'najadekvatnije izrafava i moguénost in-
terpretacije ovih geometrija u projektivnoj ravni ili ne-
koj njenoj oblasti - ako su poluformalizvoane, kao i mogu-
énost da se uvodenjem metrike u projektivnu ravan izgra-
duje geometrija tako metrizovane projektivne ravni koja
se razlikuje od do sada izgradenih geometrija. .

3, Projektivno metrifki n-prostori. U izlaganju o
projektivnim metrikama i odgovarajuéim projektivno-me-
tridkim geometrijama uopSte, oslanjatemo se u naljvetoJ
meri - u prvom delu izlasganja - na ono $to je o tome iz-
neto u delu /27/. Pre svega ukazaéemo na izvesne teemine
koji se odnose na pomanutu problematiku, koji se razliku-
ju od dosad upotrebljavanih i od kojih &éemo neke i mi u-
svojiti. Za razliku od tradicionalné terminologije, u
/27/ se pod hiperboliénim n-prostorom indeksa i podra-
zumeva projektivni pbrostor Pg)u kome se datom nedegene-

4) Pojam naveden u € 1. udbenika D. Lopandiéa /16/.
U ostaloj literaturi kojom smo se sluiili nema ovog pojma.
5) n-dimenzioni projekxtivmni prostor.



risanom kvadrikom 6) indeksa i 7) na odgovarajuci nacéin
odreduju rastojanja u tom prostoru. Hiperbolilni prostori
indeksa 1 nazivaju se u tom delu prostorima LobaZevskog.
i oznadavaju sa 1g gde je n oznaka dimenzije tih prosto-
ra., U /27/ulsh je gznaka uglavnom prosirenog n-prodirenog
‘prostora Lobadevskog, mada se ponekad odnosi i na n-pro-
stor Lobalevskog.

Pomenuta data nedegenerisana kvadrika razlaie pro-
stor P, na dve oblasti: U jednoj od njih nalaze se i te-
mena autopolarnog simpleksa ove kvadrike, a u drugoj
n+l-i temena ovog simpleksa. Zato se u /27/ sem o ﬁiper—
boli¢nim n-prostorima odgovarajuteg indeksa i lSn govori
i o hiperbolidnim n-prostorima odgovarajuéeg indeksa
n-i+1l (n-1+lsn). Onm od tih oblasti na koju data nedegene-
risana kvadrika‘- apsoluta prostora 1Sn i <n-1+lsn) - ra-
zlaZe prostor F,» koja sadr?i i odnosno n-i+l temena au-
topolarnog simpif§f§, naziva se sopstveriom oblaséu prosto-

ra lsn odnosno S 3 sopstvena oblast prostora lSn na-

ziva se idealnom oblaSéu prostora n—i+lsn i obratno(/27/,
shr.211.).

Napomenimo da su sopstvena oblast prostora 1Sn kao
i sfera imaginarnog poluprecnika prostora an+l pseudo-
euklidskog n+l dimenzionog prostora indeksa n, odnosno

an+l rimanovi n-prostori stalne negativne krivine
(/27/ 5.2.1. str.119.), dok su sopstvene i idealne oblas—
1a

ti prostora S, isto kao i n-sfere prostora an+l‘sem sSo-

pstvene oblasti prostora lSn i sfere imaginarnog polupre-

v 3 y n l - . »

cnika prostora m v a-~
p r Rn+1( Rn+1) pseudorimguovi prostori st

6) Izraz kvadrika kao skralenje izraza "povr$ drugog

reda" upotreblgava se u mnogim drugim delima (/3/, /11/
/13/, /267 itd:). ’ ’

7) U radu umesto sa 1 indeks kvadrike oznadavamo sa
i da bi se izbeglo identifikovanje indeksa sa brojem 1.0
pojmu indeksa kvadrike vidi npr. u /11/ (1.1. str. 55.)
ili u /26/ (na str, 297.).



1ne pozitivme ili negativme krivine (/27/, %.1.1. str.
211.). Uzimajudi u obzir sa jedne strane sloZenost izlo-
Yenog nadina oznalavanja koja proizlazi iz sloZzenosti
same problematike, a sa druge &injenicu da potrebe naseg
rada to ne zahtevaju neéemo se zadrZavati na prikazu na-
"¢ina oznadavanja koji se za ostale vrste prostora upp-
treblﬁava u /27/ veé éemo odmah preéi na prikaz izlaganja
jzlaganja o principima kladifikacije projaktivnih metrika
kao i samoj klasifikaciji projketivnih metrika u delu /27/.

4, Klagifikacija projektivnih metrika. U osnovi u
/27/, princip klasifikacije kao i sama klasifikacija o-
slanjaju se na princip klasifikacije kao 1 samu klasifika-
ciju projektivnih metrika DiY. Sommerville-a izloZenih u
veé navedenom delu Classification of geometries with pro-
jective metric". "Geometrija" prave na kojoj"apsolutu"
predstavlijaju dve razlidite imaginarne tadke, u /27/ se
oznalavaju sa Sl; lSl je orojektivno metricka prava na
kojoj metriku odreduju dve razne realnetadke. "Zz2 razliku
od vrostora SYl i sopstvene oblasti prostora lSn gde Jje

rastojanje izmedu talaka uvek realno, u prostoru lSn po-
stoje parovi tafaka s realnim, Zisto imaginarnim i ra-
stojanjem koje je jednako nuli i tri vrste pravih - koje
seku, ne seku i dodiruju apsolutul (/z7/ str. 212.).
Prave koje ne sexu apsolutu u /27/ nazivaju se elipticénim,
prave koje je sexu hiperboliénim, a prave koje je dodiru-
ju izotropnim pravim. Rastojanje bilo koje dve tadke i-
ste izotropne prave jednako je nuli. Zbog znalfaja za na-
gu dalju analizu klasifikacija projektivnih metrila na-
veséemo i uopStenje prethodnog citata iz /27/ koje se
odnosi i nam - ravni zam # 1 ¢ .

"y m - ravoima, 3iji je vpresek sa apsolutom nedege-
nerisana imaginarna kvadrika, ostvaruje se geometrija




prostora S_ (sa S, se u /27/ oznalava eliptidni m-prostor
prim. D«C.), u m ravnima koje seku apsolutu po nedegeneri-

sanim kvadrikama indeksa k vmZi geometrija prostora kS

m
i1i m-k+1

S,+ Uve m-ravni nazivalemo respkktivno eliptilnim
i hiperbolicnim m-ravnima, a ravni 8iji je presek sa apso-
lutom degenerisana kvadrika izotropnim m-ravnima." (/27)
4,1,1. sbr.212.).

Kao i kod Sommerville-a opS$ta klasifikacija proje-
ktivnih metrika vr3i se prema metrigi pravih i vpramenova
pravih svih dimenzija, koja je odredena prirodom apsolute -
i oblasti na koJju ona razla%e projektivni n-prostor. Sem
pramenova pravih i ravni u Pn postoje i n-2 tipova prame-
nova m-ravni(m = 1, ... n-2), Svaki pramen m-ravni - za
m # n-2, pripada{m+l)-ravni i svaka m-ravan pramena sadrii
istu (m~l)-ravan. 'Kao £to na svaioj pravoj zavisno od pri-
rode apsolmte i oblasti projektivnog prostora more vaziti
Jjedna od tri mogule metrike rastojanja talaka tako je i u
svekom pramenu ravni, kao i u pramenm m-ravni odredena je-
dna od tri moguée metrike ughova tih nramenova: eliptidna,
hiperbolicdna i parabolilna. a primer eko se radi o real-
~noj nedegenerisanoj evalnoj apsoluti i (m+l)-ravan koja sa-
drzi dati m-pramen ravni nema zajednidkih tafaka sa apsoh-
tom (uglovna) metrika datog m-oramena je eliptiZna jer u
tom m-pramenu ne postoji nijedna m-ravan koja sa apsolutonm
ima tacno jednu zajednidku tadku tj. poSto nijedna od tih
m-ravni nema uopi3te zajednidkih talaka sa apsolutom, nije-
dna od njih nije tangentna ravan apsolute. Ako pak (m+l)-
ravan sele apsolutu po nedegenerisanoj kvadrici indeksa
(k+1), tada ako zajednifka (m-1)-ravan datog pramena pri-
pada spoljasnjosti preseine kvadrile, postoje dve m-ravni
koje su tangentne ravni te kvadrike, pa dakle i apsolute,

1 ove dve ravni odreduju "apsolutu" datog pramena m-ravni.



U ovom sludaju metrika tog m-pramena ravni je hiperboli-
¢na. Prema tome, poS$to na pravim, m-pramenovima ravni i
pramemdvima ravai kojih u n-dimenziomom projektivnom pro-
storu ima ukupno n, proizvoljna (ali data) apsoluta mo¥e
odredivati tri vrste metrija - na pravim metriku rastoja-
nja, a u pramenovima ravni i pramenovime m-ravni metriku
uglova, broj svih projektivnih metrika jednak je 30, Ra
str. 315.°1 317. dela /27/ date su i oregledne tabele pro-
Jjektivnih metrika Z2-ravni i 3-prostora. .
Najednostavnije od ovih metrika - pa dakle i naje-
dnostavnije projektivno metrilke gecmetrije koje im 0dgo-
varaju: n-prostori Lobadefskog, hiperbolilni n-prostori i
eliptiéni n-prostori - okarakterisani su time da je svaka
od prethodno pomenutih metrika rastojanja tadaka prave i
metrika uglova pramenova ravni i m-ravninedegenerisana
(eliptidna ili hiperbolidna) 8. D& bi se odredio ukupan
broj projektivnih metrika koJje odgovaraju ovakvim geomet-
rijama dovoljno je, u prethodnom razmatranju (na osnovu
koga smo zakljudili da je ukupan broj projektivnih metrika
n-prostora 3n) odbaciti sve izopropne prave na kojima su
rastojanja bilo kojih dveju tacdaka jednaka nuli i sve pra-—
menove ravni i m-ravni u kojima je ugao izmedu ma koje dve
ravni ( ma koje dve m-ravni) jednak nuli. Uz takvo ograni-
cenje metrika pravih moZe biti samo eliptidna i hiperboli-
¢na, a metrika uglova pramenova ravni i m-ravni takode i-
skljudivo eliptilna i hiperbolidna. Zato je broj takvih
metrika ne 3? veé 2", Obzirom da su tabele ovih metrika

8) Pokazalo se da stepen slo¥enosti projektivno
metrickih geometrija koje odgovaraju ovim metrikama zavi-
si od stepena sloZenosti grupe transformacija koje u Klaj-
novom smislu odgovaraju ovim geom=trijama, Kako su ove gru-
pe grupe Li, stepen slozenosti ovih geometrija tesno je

vezan sa stepenom sloZenosti odgovarajule Lijeve grupe
(/11/, str. 52.)
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kao i odgovarajuéi cte?i, zan =2 in = 3 dati vrlo
pregledno na str. 216, i 217. dela /27/ kopija ovih stra-
nica pridruzena je kao prilog 1. priloZenim crte?ima na
kraju rada. U "tablici metrike ravni S2 i 182" u svakom
od cetiri polja u preseku redova - metrife uglova - i ko-
lona - metrike rastojanja uz oznaku 2-ravni u zagradi je
na prvom mestu oznaka pravih date metrike, a na drugonm
pravih koje su polare tacaka date metrike (metrika takvih
pravih istovetna je uglovnoj metrici pramena pravih) {£/27/,
str. 216.). Tako je 182 (lSl,S ) (desno gornje polje ta-
blica) metrl e projektivne ravni odredena ovalnom krivom
drgog reda ( Sy (prosirena) ravan Lobafevskog) kod koje
je metrika rastojanja (pravih) hiperboli&na ( 8, .) a
metrika uglova (pramenova pravih) eliptidna (.,Sl); 182
(84, lsl) Jje metrika iste te ravni 182 ali sa eliptiZnom
metrikom pravih (S;,.) i hiperbolidnom metrikom pramenova
pravih (uglova): ( 81). U ovom sluaju, s obzirom da je
oblast odgovarajuce projektivno metridke geometrije spo-
ljaSnjost apsolute Sto neposredno sledi iz Jdinjenice da
ngane prave ne seku apsolutu, smatramo opravdanim i ozna-
ku b (S ) c¢ime istidemo da je sopstvena oblast ove
'geometrlge zapravo idealna oblast ravni 182 (vidi str.211.
dela /27/). 8li¢no je i u sludaju metrike lS (l 15 )
ovo je metrika ravni 182 kojoj su i metrike prav1h kao 1
metrika pramenova pravih hiperboliéne. Oblasti, tadke i
prave odgovarajutih projektivno metridkih geometrija pred-
stavljene su na sl.4.t.2. (/27/, str. 216.). PoZto su po-
slednje dve od navedenih geometrija neke od projektivno
metridkih geometrija ¢ije ée trajektorije pramenova pra-
vih biti takode predmet proulavanja rada izloZiéemo i dru-
gi nadin oznalavanja ovih geometrija.
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5. OznaZavanje geometrija %ije &emo trajektorije
vrouiavati- Oznalavanje ovih geometrija u delu /12/ (gl.
XV str.210-21%, ovu glavu je redigovao I.MsJaglom) nepo-
srednije ukazuje na tip metrike pravih ("linsarne'metrike)
i pramena pravih (uglovne metrike) odredene "kru'nom" N
aosoluuom. Tako Jje orojektivno metriika geometrija 183
(Sl S ), 0 kojoj se u radu /12/ govori kao o "seomete-
iji van kru,ne ansolute Iije su prave elinti‘ne" i najo-
re oznaliava sa II; (str.711.)ozna”ena sa B ‘ime se, -r-
vim slovom oznake istile da Jje metrika restojanja elint-
iZna a drugim (slovom H) da je metrika uglova hinerboli-
Zna, Druga od seometrija "van kru“ne apsolute” ‘ije nra-
ve pripadaju “"kategoriji oravih koje seku avsolutu"(/12/,
str.21l.) oznalena je sa HH jer su obe metrike u tom sl=-

utaju hiperbolilne: Isti na“in oznacavanja koriifen Jje i
u radovima /17/ i /18/. U radu éemo usvojiti ova]j nosle=-
dnji na’in oznaZavanja zbog njegove tehniike jednostavn-
osti i primeniti ga i u trodimenzionom slu‘iaju.

‘ Obzirom dz &emo proufavati trajektorije nramenova
pravih i snopova ravni samo dve od mogulih 27 trodimenz-
ionih nrojektivno metriikih seometrija (a izvesne rezul-
‘tate "prenositi' u druse dve, tzv. klasi“ne n-eu:lidske
geometrije: elioti'nu i geometriju Lobadevskog) ovde “o-
mo odrediti oznake ove :etiri geometrije. rrvim slovom
oznatavatremo vrstu-tip metrike rastojanja, drugim slovom
ti» metrike »ramena -ravih, a treéim tinp metrike -ramena
ravni. Kako je u slu-gju elirtiine seometrije sva i od
ovih tisova elintican jer Jje odrecden imaginarnom ansolu-
tom oznake ove secmetrije bide EEE. {to se ti%e hiperbo-
1i nih :eometrija me’u -omenutim su isklju’ivo one koje

9)3to je bez uticaja obzirom ca su metrike odre-
dene kru’'nom apjsolutom i krivom drugog reda »rojektivno
ekvivalentne. o]
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10) « TTVU

od nJjih, woznatu geometriju Loboa ‘evskog ozna“avatemo sa

odgovaraju metrici odreienoj ovalnom a’solutom

HEE, Frojektivno metricku geometriju spoljasnosti ovalne
apsolute Cije su prave projektivne du“i ~iji krajevi »r-
ivadaju apsoluti a sve ostale tacke njenoj svolja’nosti,
oznatavaleno sa HHE, Oznake neposredno ukazuju da su me-
trike rastojanja i pramenova pravih hiperboli’ne, a met-
rika oramenova ravni eliptiéna. Pri utvrdivanju osnovnih
rojmova ove geometrije nismo nesveli da su ravni ove geo-
metrije skupovi scvolja'njih ta‘aka projektivnih ravni
koje sexu apsolutu smatrajutéi da to ne-osrsedno proizlazi
iz Zinjenice da prave ove geometrije vrirpadeju projekti-
vnim preavim koje seku apsolutu. Naime zko neke revan pre
ojektivno metriZike zeometrije HHE ne bi sekla ansolutu
tada toJ ravni ne vl pripadals nijedne vrava te geometr-
ije ito bi, 3to Cemo kasnije wodrobnije objasniti, zrot-
ivure ‘ilo nekim osnovnim svojstvima koje zadovoljavaju
metriike geometrije 11). Pofto na osnovu 2. slova zaklj-
uiujeno da su srediita przmenova Hravih take stoljaino-
sti ansolute, dovolJjno pi bilo reti da su nrave ove Zeo-
metrije projektivne du¥i 2iji krajevi -rinadaju assoluti,
‘jer obzirom la Je skuy ta’aka ove zsometrije skun talaka
spoljesnosti apsolute ako bi prave bile one od takvih

projextivaih du’i koje urinadaju unutra®njosti avsolute

10) Ovde smo u otre :Ali izraz iz /8/ (str.395).
Ina“e u ¥, sem ovalnih sovr#i koje su nedegenerisane -o-
vr’i drugdg reda tocolo'ki exvivalentne sferi euxlidskog
nrostora »ostoje i1 realne nedegenerisane povrsi drugos
reda xuvje su tonololki ekvivalentne torusu: takve povr®i
sadr®e -rave (/8/, str.?95.). U /13/ se ovakve povrii
nazivaju "quadriques rsglees (str.?11.); u /19/"praviaste
kvadrike" (str.65. i 91.); Ove kvadrike -redstavijsne su
na sl4.t.4.(/27/,str.216.5. :

11) Naravno, ood pretpostavkom da relaciju incide-
ncije "shvatimo" na prirodsn nadin tj. kao sufenje relac-
ije incidencije projektivnog wrostora na skun tacaka,vra-
vih i ravni odgovarajule »rojektivmo metriike geometrije.
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onda takve prave ne bi sadrfale nijednu taZku ove geomet-
rije i ne bi bile ni likovi (figure) ove geometrije.

rrojektivno metridke geometrija EdH ili samo geo-
metrija EHH (ovo skraéenje naziva ubuduée éemo redovno
primenjivati) je geometrija kojoj je metrika rastojanja
eliptidna, a uglovna metrika pramenova pravih i ravni hi-
perbolilna, Dakle iz ovog nedvosmisleno sledi da su prave
ove geometrije projektivne prave koje ne seku apsolutu, a
revni spolja%ne oblasti projektivnih ravni koje seku anso-
lutu (da ove ravni seku apsolutu sledi iz toga sSto je ug-
lovna metrika pramenova pravih hiperbolicéna a da su ravni
ove geometrije spoljainje oblasti tih rawvni sledi iz “i-
njenice da su prave ove geometrije projektivme prave sio-
1jadnosti apsolute. Znaci prwma dva slova oznake ove geo-
metrije, aks je poznato da je ona trodimenziona, u potpu-
nosti odreduju prirodu ove geometrije - trete slovo sem
$to ukazuje da se radi o trodimenzionoj hiperbolicnoj ge-
ometriji u izvesnoj meri olakSava identifikovanje eomet-
rije. Inale ako ne bi bilo voznato da se radi o hiperbol-
i3nim zeometrijama ovalne a.solute, onda se bez treleg
slova one ne bi mogle razlikovati od ostalih hiperboliln-
"ih 3 - geometrije te je, u tom Eirem kontekstu, ono neop-
hodno. '

Geometrija EEH je hiperboliZna 3- geometrija oval-
ne apsolute tj 3 - geometrija LobaZevskog Zije su prave i
ravni projektivne prave i ravni koje ne seku apsolutu (za
ravni smo to .zakljuiili na osnovu drugog slova oznake na
sledeéi nadin: eko bi projektivme ravni, koje u celini ili
pak samo njihove oblasti "shvatimo" kao ravni geometrije
EEH, sekle apsolutu onda bi uglovna metrika pramena prav-
ih ove geometrije bila hiperboliédna).

NaveSéemo i nadin oznadavanja koji se za ove geo-
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metrije primenjuje u /27/. "Klasidna geometrija Lobadevskog
prema nadinu na koji je oznafena njoj odgovarajuéa metrika
oznacdavala bi se sa 183 (182, 181, 52) (gornje levo polje
tabele "hiperbolilna metrika rastojanja" /27/ str. 217.
11i prilog 1 rada). Tu su (uzagradi posle oznake lsz hi-
perbolicnog 3-prostora date oznake ravni, pravih kao i rav-
ni &iji su polovi tadke date metrike, navedenim redom, Me-
trike ravni ¢iji su polovi tadke date metrike istovetne

su uglovnoj metrici snova ravnl date geometrije. Oznake
metrike geometrije HHE nalaze se u istoj tabeli, u desnom
gornjem uglu. Oznake geonetrije EEHd i ZdH nslaze se, na i-
stoj strani u prvoj tebeli: "eliptidna metrika rastojanja'
(vidi prilog 1.). Oznaka metrike koja odgovara geometrijm
&dH je u donjem desnom polju te tabele, a metrike koja od-
govara geometriji £Zd u njnom donjem levom polju. Sve po-
menute geometrije sum specijalni hiperbolidni 3-prostori,
naime 3-prostori Lobadevskog na 3ta ukazuje indexs i = 1

u oznaci 85 - ispred zagrade -ovih prostora. Smatramo da
Je i u ovom slulaju, za geometrije spolja3dnjosti arsolute,
umesto oznacke 135 pogodnije bilo upotrebiti oznasku -5

ime bi se odmah nagovestilo da Je sopstvena oblast odgo-
varajuteg prostora spoljainjosti apsolute (u ostalom obo

bi bilo u skladu sz onim %to o tome isti autor u istoj
knjizi /27/ izla%e na str. 211.). Ilustracije ovih geometr-
ija date su na sl.4.3, (/27/, str.z16.); »rilog 1. dopunili
smo nasim oznokama ovih geometrija uz odgovarajuée slike.
Na sl. &.4. (/27/, str. 216.) ilustrovani su ostali hi-
perboliéni 3-proztori. Apsoluta ovakvih srostora je "pra-
viasta" kvadrika, rrojextivni trodimenzioni nrostor u ko-
ne je zadata ovakva apsoluta oznafena Je u /27/ sa 287 Jer
Je indeks i "pravitasse povr3i drugog reda trodimenzignog
projextivnog ~rostora jednak 2 (vidi npr./8/, gl.V, & 13,
str. 394 - 395,),
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6._Projektivno metricke geometrije istih projek-
tivnih n-prostora. Razlozi iz koJjih se u sluéaju kada je
apsoluba nedegenerisana kvadrika u odgovapgajuéem metri-
ckom prostoru izgraduje viSe projektivno metridkih geomet-
rija izloZeni su implicitno jo3 u tacki 4. kada se, na o-
snovu rezultmta dela /27/, istaklo da je broj projektivnih
metrika veéi od broja projektivﬁom netrickih prostora.
Ovu &injenicu, u sludaju dvodimenzionih projektivmno metri-
&kih prostora, pomenuli smo jo3 u uvodu, a zatim i na str.
4, rada., U talki 5, koju smo posvetili oznalavanju projek-
tivno metrickih geometrija dvodimenzionih i trodimenzionih
prosirenih prostora Lobadevskog, odredujuéi likove tih pro-
stora koji predstavljaju osnovne pojmove tih geometrija i
nabrajajuéi te geometrije jos detaljnije smo se pribliZi-
1i neposrednom objasnjenju pravih razlog iz kojih se geo-
metrije istog proaektlvno metridkog prostora treba da ra-
zlikuju medusobno.

U tadki 1. 8 4. dela /10/ koriZéenjem relacija
(1) 1 (2) (str. 323. i 329.) za odredivanje projektivne
mere ugla i projektivne mere duZzi ravni lS? izvodi se sle-
deéi zakljucek:

"Takav Jje opsSti karakter ustanovljene metrike. Vi-
dimo da za dobijanje realnih znaclenja rastojanja i uglova
nmoramo u razli¢itim delovima ravni na razne nacine izabra-
ti znalenje mnoZitelja k u formulama (1) i (2), tako k u
fornuli (1) za talke spolja3njosti apsolute k~ mora biti
realan broJj, a za talke unutradnjosti apsolute ovaj mnozi-
telj mora biti imaginaran (misli se na talke koje su teme-
na uglova 2iji merni broj odredmjemo. Detaljno obrazloZenje
ove &injenice u slucajju kada je teme ugla tadka unutrasnjo-
sti apsolute moZe se naéi u /2%/, str. 219-220.-primedba
D.Cvetkovié ). Da bismo dobili Jedinstvenu metriku u celo]



- 16 -

ravni neophodno je odrediti vrednosti mozitelja k u for-
mulama (1X i (2) i samim tim odvojiti imaginarne uglove i
rastojanja od realnih". Dakle, merenje rastojanja talaka X
nekog prostora mora se obavljati na jedinstven nadin. Sli-
kovitije receno ne mhre se rastojanje dveju talaka istog
hrostora meriti relnim, a drugih dveju imaginarnim "metrom$
Seit toga za svake dve tadike bilo koje prave srostora posto-
Ji odredeno rastojanje. Zato ako se radi o taﬂfama spolja-
3njosti ovalne apsolute, moramo se odluditi za Jjednu od
sledecih dveju moguénosti. HoguZnost odredivanja rastoja-
nja bilo koJjih dveju tzdaka spoljainjosti avsolute koje
privadaju nravoj x5ja ne sede apsolutu povlacéi, na osnovu
prethodnog, nemoguldnost odredivanja rastojanja bilo kogjih
dveju tadaka te spoljasnjosti Koje ocreduju projektivnu vo-
ravu Koja sele apsolutu i obratno. Zato su, u ~rvom slula-
Ju prave dvodimenzione projektivne metrlake"eometrlae Spo-
ljasnjosti apsolute projektivne wrave Poge ne seku ansonlu-
tu, a u drugom slulaju vreseci proaextlvnlh cravih koje se-
ku apsolutu sa spoljasnjo3éu apsolute.

Pri odrecdivanju lixova izvesnog rrolje<tivno nmetri-
Ckog srostora xoji ; credstavljaju prave njemu sdgovarajulte

eometrije ( olzovarajuéih ¢ eometrvaa) more b“tl Eorisna

i teoremg Hamela: "U jednom istom vrostoru s projextivnon
netrikom ne mogu istovreneno postojati oba tina linija:
ili su sve vrave tog prostora metrilke prave (misli se ne
prave podskupove odgovarajuéih projer=tivnih -rgvih - pr&m
D.C.) 1li su sve one veliki rugovi jednake duXine'(/3/,
str.143.),. Pojam netricke prave kao i pojam velilkog kruga
definisani su na str. 146, istog dela /3/.

Sva prethodna obrazloirnja odredivanja projektivno
metridkih geometrija izvesnog projeiktivno metrilkog pro-
stora, pa samim tim i razlikovanja dve ili vi‘e geonetrija
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u nekim od tih wrostora u osnovi su u primeni poletne Ke-
lijeve ideje uvodenja metrike, prvo na pravoj, a zatim i

u ravni koriséenjem kvadratnih formilz)‘ U svakom sludaju
nijedno od tih obrazlozenja nije sintetidke prorode.

Na osnovu proucavanja do sada aksiomatizovanih
éeometrija, i to u duhu Hilberta ili Bahmana, a ne-H. We-
yi-a i J. Dieudonné-a, zakljuZili smo da je pretpostavkg
svojstva slobodne pokretljivosti neophodan uslov za defini-
sanje metrike odgovarajuée geometrije. laime bez mogudnosti
"prenoSenja" jedinidne du?i i jedinidnog ugzla ne mogu se
duzi i uglovi &ak ni uporedivati a xamoli meriti. O tome
koliki znacaj dilbert nridaje dinjenici da u ge-metriji
prve tri grupe aksioma njegovog sistema axsionma va¥i slo-
bodna pokretljivodt mofe se zakljuditi po tome Zto i pre
g 6, posveéenog posledicama aksioma podudarnosti (i tako
nazvanog), Hilbert odmah po uvodenju svake od aksioma po~
dudarnosti ukazuje na ulogu koju fe aksioma ima u obezbede-
nju slobodne pokretljivosth ravni koja odgowara geometriji
prve tri grupe aksioma njegovog sistema. Tako, odmah posle
formulisanja aksiome III; (/32/,8tr.11.) istide: "Ova aksi-
oma zahteva moguénost prenosenja du®i" a posle aksiome III
"Ova aksioma izraZava zahtev moguénosti sabiranja duZi" da
bi se, posle axsione III4 ukratko zakljudilo -"svaki ugao
se moze na jednoznalan nalin preneti u datoj ravni na datu
polupravu sa date strane." Zatim se, na istoj strani 14.

u delu /32/zakljuduje da je prenoSenje du¥i jednoznadno.
U 8 6. "Posledice aksioma podudérnosti" (str. 15-26. istog
dela) zasnivanje uporedivanja uglova kao i ‘uporedivonja

12) Sem proucavanja originala "On quantics" i pre-
voda samo Sestog od ukupno deset memoara tog dela na ruski
("Sestoj memuar o formah,...") oradu Kelija, o ulozi koje
su njegove ideje imale u formjiranju Xlajnove koncevcije,
moie se steti prava slika iz 8 70. dela /12/sbb.130-146,
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velilina duzi (str.20. i 21.) smatraju se znadajnim karak-
teristikama geometrije prve tri grupe aksioma ovog sistena.

Za razliku od Hilberta, koji aksiomama podudarnosti
odreduje svojstva ossnovne refacije podudarnosti na osnovu

kojih se tek naknadno definiSu transformgcije podudarnosti,
mnogl drugi matematidari 13) izgradivali su istu geometri-
Ju teko sStp su umesto aksioma podudarnosti koristili aksi-
ome kretanja (ili oreeiznije, aksiome transformacija podu-~
darnosti). Zasnivanje geometrije na osnovu pojma simetrijé,
¢iji Jje danas najznadajniji predstavaik 7. Bahman, u su-
stadni je sada najaktuelnija varijanta te koncepcije seonme-~
trije. U njegovom delu navedena je i teorema 26.,, koji bi=-
smo mogli opisatti kao teoremu o strogoj odredenosti kreta-
nja: "Neka je dat'paﬁ: taCka 3 i njoJ incidentna ~rava t;
izaberimo jo3 jedan takav isti par. Ako vostoji kretanje
f, koje prvi nar prevodi u drugi, tada postoje tadno Jeti-
ri kretanja, koja prvi var prevode u drugk. Ona se dobija-
Ju mnoZenjen elemenata 1,S,t,St ZetvoroZlane grupe Klajna
kretanjem £" (/1/, str. 78.).

Ako bi se zahtevaglo da za svaka dva para: ta’ku 3
injoj incidentnu pravu t i tadku S’ i njoj incidentnu
sravu t° metridke (anmsolutne) geometrije postoji element
grupe kretanja, x0ji par (S,t) preslikava na par (37,t7)
tada bi taj zahtev bio ekvivalentan pretpostavei da metri-
¢ka (apsolutna) jeometrija raspola¥e slobodnon pokretl jivo-~
voStu. Ovaj zahtev, u odgovarajuéem delu rada formulisan

13) U Hilbertovo damba po tome je najpoznati ji
Sehur F. (i u vezi s tim njegove, takode"Grundlagen der
Geometrie", iz 1909. god.) &ija ideja zamene Hilbetrovih

axsioma podudarnosti aksiomama kretanja u znatnoj medi

potice joS od Giuseppe Peano-a i M. Pieri-a.
’
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kao aksioma G2 grupe aksioma transformacije podudarnosti
zajednicke za sve sisteme aksioma projaktivno metridkih
geometrija koje cemo formirati u slededoj glavi, obezbe-
duje svojstvo slobodne pokretljivosti u svakoj od tih ge-
ometrija.

. A.V. Pogorelov, koji takode zastupa koncepciju
takvog razvijanja geometrije u kojoj se umesto posredno,
na osnovu aksioma podudarnosti, kretanje uvodi neposredno
- aksiomama kretanja-slobodnu pokretljivost oEezbeduje sl-
edetom aksiomom: ’

Axsioma III,. Neka su i 2 ma koje ravni, a i b
prave ovih ravni, 4 1 B tacke pravih a i b. Tada postoji
jedinstveno kretanje, koje prevodi tadku A na B, zaddatu
oolupravu prave a, odredenu tadkom A, - na zadatu polupra-
vu prave b, odredenu ta3kom B, zadatu poluravan ravni (.,
odredenu pravom a, - u zadatu poluravan ﬁi, odredenu pra-
vom b. (/29/, str. %2.). )

U monografigi /85/ Paul Rossier iz ubeienja da je
svojstvo slobodne pokrétljivosti bitno svojstvo ma koje
netricke geometrije "prevazilazi" nedostatak "anstraktne"
pseudoeuklidske geometrije", za koju vrethodno pokazuje
da je geometrija Ajnstajnove specijalne teorije relativ-
nosti, razvijanjem jo3 jedne-"'sintetilke projektivne geo-
metrije". Apstraktnom pseudoeuklidskom geometrijom autor
naziva upravo geometriju koja Jje, prema shvatanju sovjet-
skih autora koje smo i mi usvoJjili, pseudoeuklidske]j geo~-
metrija - jedna od devet ravnih projektivno metrickih geo-
metrija. Pomenutu autor, iz razloga za koje bi se moglo
opretpostaviti 1 da su posledica nepoznavanja radova sov-
jetskih autora o projektivno metrickim geometrijama, pre-
vida moguénost da se pomenuti nedostatak mofe ukloniti i
tako £to se u projektibnom (ili afinom) modelu pseudoeu-
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klidske geometrije ne moraju sve vrojektivne orave bez
talke (ili sve afine prave) smatrati pravama pseudoeukli-
dske geometrije.

Na osnovu razmatranja u drugom delu ove tacke mo-
%emo, ali sada na sintetilki nafin, obrazloZiti zasto nsa
primer u ravni 182 postoje tri metrilke geom=trije. Ksao
Sto je dobro poznato transformacije podudarnosti bilo koje
geometrije te ravni predstavljene su sufenjem automobfiza-
ma spsolute na oblast te geometrije. S obzirom da su ti
automorfizmi istovremeno i automorfizmh kako unutradnjosti,
tako i spoljasnjosti apsolute, neophodno je, prema delu za-
hteve izloZenom u poslednjem stavu str. 18. rada, u ravni
182 razlikovati najmanje dve geometrije. Ali posto se tim
automorfizmima nijedna prava koja sele apsolutu ne moZe
preslikati na pfavu koja je ne sele i obratno, prema pone-
nutom zahtevu i u spoljasnjoj oblasti apsolute postoje
najmanje dve geometrije. Iia slifan nadin moZemo obrazloii-
ti i zbog Zega u prostoru lS3 vostoje najmanje Cetiri pro-
jektivno metricke geometrije. Jedina razlika sasojalz bi
se u tome Sto umesto pomenutog zezhteva uzimamo u obzir i
njegovo wopstenje na trodimenzioni »rostor Ciji je sadr-
za] Sxoro istovetan aksiomi III7. Ovo isto se odnosi i na
utvriivanje najmanjeg broja projektivno metrilkih geome-
trija prostora lSn.

7. Odnos stranica trougla projektivno metridkih
geometrija. U delima /1/, /3/ i /1%/ kao projextivno me—
tricke dvodimenzione geometrije navode se samo euklidska,
eliptidna i geometrija Lobadevskog. U svakom od tih dela
ogranidenja iz kojih proizlazi ovo u¥e shvatanje projek-
tivno metrilke geometrije data su u razlicitim vidovima.
ifa osnovu detaljnog nroucavanja tih dela zakljudéili smo
da se u osnovi ta ogranifenja mogu svesti na sledeéim
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dvema pretpostavkama:

a) Za svake dve talke bilo koje projektivno metridke
geometrije postoji prava koja ih sadr?i.

b) U svekoj od projektivno metridkih geometrija vaii
nejednakost trougla u strogom smislu.

Ubedenje da u svim projektivno metriZkim seometri-
jama vaie pretpostavke a) i b) proisteklo je iz toga Sbo
one vazre u svim kxlasidnim geometrijama: euklidskoj, elip-
tidnoj i geometriji Lobadevskog koje su najpoznatije, naj-
vide prouZene i najpotpunije razvijene. iedutin sledeéim-
razmatranjem pokazaliemo da nejednakost trougla u strogom
smislu vaZi samo u klasicénim geometrijama. U ovim razmabr-
anjima, ukoliko se tilu dvodimenzionih projektivno metri-
Ckih geometrija razlicitih od geometrije ravni 182 osla-
njaée@o se na rezZultate izloZene u delu /27/. Tako "Pro-
stor "R, (pseudoeuklidski n-vrostor indeksa i - prim. D.C.)
nije metridki prostor u smislu 1.1.2. jer rastojanje AB
izmedu tadaka A i B ovde ne mora biti realan broj, a ne-
jednakost trougla (1.72.) ovde je zadovoljena samno u onim
2-ravnima, u xojima je zadovoljena Xo3ijeva nejednaxost,

a u takvim istim 2-ravnima, u kojima vaZi nejednakost
(3.8.) (slobodnije redeno “anti-Ko3ijeva" nejednakost-
dodao D.C.) za trousao ABC Zije su sve tri stranice rea-
lne vazi
AC > AB + BC (5.10)_

To nas nimalo nele sprecCavati da za nrostor an upotre-
bljavamo termine "metrika" ili "izometridni® (/27/ s3.l.2.
str. 118.)".

I za koeuklidske tj. geometrije dualne eu:lidskoj
i kopseudoeuklidske tj. geometrije dualne pseudoeuklidsko]
auter dela /Z7/ sa istim pravom usotreblggva termine ‘me-
trika" i "izometrilnost", iako u njima postoji trougao

o)
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stranica AB,BC,AC takav da je

AC = AB + BC (5.43) (/27/str.276)
tJ. da za takav tromgao vaii "jednakost trougla",
I u idealnim oblastima prostora lS " strane a,b,c

trougla nogu biti ne samo realne veé i 01sto imaginarne"
(/27/ 4.1.1. str. 21%.). Tako na srimer, u geometriji HH
ravni 182 postoje tri tacke takve da dve od njih odreduju
pravu koja ne sece apsolutu, a svaka od njih sapreostalon
odreduje prave koje seku apsolutu. U tom sluiaju u datoj
geometriji nije odredeno rastojanje dveju od tri pomenute.
talke te se u toj geometriji ne #mo¥e odrediti du?ina odgo-
varajuée sfranice trougla ¢ija su temena pomenute taZxe pa
Se ona ne moZe uporedivati sa zbirom duina vreostalih
dveju stranica,

O pretpostavei a) bide dovoljno refi u sledelen
paragrafu,

& 2. SISTEMI AKSIOIIA DVODIHZNZIONIA PROJEKTIVNO

METRICKIH GROHETRIJA
I~ Uvod. Aksiomatizovanjem geometrija razliditih

od klasiénih nije se bavio velixi broj autora. Ovo se moSe
objesniti &injenicom da ozbiljnije interesovanje za ove ,
* geometrije podinje da raste tek od tetrdesetih godina ovog
veka. Cak i prouiavanje najprostijih hiperbolidnih vrosto-
ra (ili <ako su ih ranije nazivali: neuklidskih prostora)
razliditih od klasi3nih teklo Je veoma sporo. Tako je prva
nonografija u kojoj se detaljno izlae o geometrijama ovih
prostora bila "Neeuklidova geometrija" B. A. Rozenfeljda
oznacena u llteraturl rada sa /26/. Njegovo delo "Neeukli-
dovi prostori®, /27/ sigurno je najsveobuhvatnije delo po-
sveéeno toJ wroblematlcl. riequtim sistemi njegovih aksioma
ukljuduju . i aksiome odgovarajuéih vextorsnlh'prostora te
se moZe smatrati da on u izvesnom smislu razvija geometri-
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ju po osnovnoj koncepciji Weyl-a.Od aksiomatike tih geome-
trija formiranih u sintetidkom duhu nave3lemo aXsiomatiku
R.G. Proskurine izlozenu u radu"Aksiomatsko izgradivanje
dvodimenzione pseudoeuklidske geometrije" oznalenom u lite-
raturi sa /36/ i "Aksiomatsko izgradivanje trodimenzione
parabolidne geometrije" V.I. Farnaskog .oznacenog u litera-
turi sa /35/. ila osnovu proulavanja literature zakljudili
smo da uopSte ne postoje sistemi aksioma ceometrija pro-
stora 1Sn. '

U ovom delu rada odredilemo princip formibanja
sistema aksioma i na osnovu tog principa odrediti sisteme
aksioma svih dvodimenzionih projektivno metrickih geome-~
trija. S obzirom da ¢e tredéu grupu aksioma predstavljati
aksiome transformacija podudarnosti, a ne aksiome poduda-
rnosti, na osnovu ‘takvih sistema aksioma ove geometrije
se mogu izgradivati ne u Hilbertovom, veé u Bahmanovom du-
hu. Pre nego =to predemo na‘ostvarenje postavljenog cilja
izlo%ilemo nekoliko napomena op3te pr jrode. '

U izgradivanju bilo koje dvodimenzione geometrije
polazi se od izvesnog simpa S &ije elemente nazivamo ta-

Skama i odredene vrste podskupova tog skupa koje nazivamo
‘pravama. "Skup S, njegovi elementi i njegovi podsiupovi
vrave 1 ... su polazni pojmovi (objekti) u geometriji.

U skupu S definisa®emo razne relacije. Neke od
njih su polazne relacije pa ih, kao i1 polazne pojmove, ne
definiZemo eksplicitno nego implicitno, preko aksioma."”
(/24/, str. l.).

- Osnovne (polazne, relacije ovih geometrija su,
osim relacije incidencije i relacije poretka. Poito je
svaka od ovih goometiija metridka, u svakoj od njih uvodi
se i relacija podudarnosti likova odgovarajute geometrije.
S obzirom da u radu usvajamo koncepciju izgradivanja geo-




metrija u kojoj je III grupa aksioma grupa aksioma tran-
sformacija podudarnosti, u radu ée transformacije podudar-
nosti - unarne operacije biti osnovni pojam, dok je rela-
cija podudarnosti izvedeni pojam ovako koncipiranih geome-
trija.

' I sxup (sistem) aksioma projektivno metriikih Fe—
ometrija razliéitih od klasi¥nih razlo¥iéemo na nodskupove
(gsrupe) aksioma. S obzirom da se aksiomama I grmbe karak-
terise relacija incidencije koja je relacija skupovne pri-
rode jer odreduje da 1i Je dati element skupa S element
datog podsxupa - vrgve sizupa S odnosno da 1i data prava

tog skupa sadr?i dati element skupa S 14) moZe se ofekiva-
ti da Jje veéina aksioma incidencije zajednidka za svepro-
Jektivno metriike szeometrije. Dve aksiome grune aksioma
trensformacija podudarnosti koje femo predloditi u radu
zajednicke su za svih devet dvodimenzionih projektivno ne-
trikih geometrija. Jo& u klasiénim geometrijama znatnije
razlike nastvaju usled toga 3to je relacija poretka eukli-
dske geometrije i geometrije Lobalevskog tromesna, a odg-
ovarajuéa relacija elipti’ne geometrije “etvoromesna re-
lacija. Ovo odgovara razlici metrike rastojanja u ovim
geometrijama: u prvom slu’aju ona Je hiperboli na ili pa-
raboliZna, a u drugom eliptiZna. S obzirom da u slu“aju
geometrija razli“itih od klasiZ®nih i metrika uglova nije
uvek eliptilna ovo poveda-a broj tih geometrija, Xao Zto
se iz ove kratke napomene mode naslutiti osnovni princip
formiranja aksioma projektivno metri ‘kih geometrija koji
éemo primeniti u ovom rzdu bife u tesnoj vezi sa osnovnim

14) Mada je moguée istu definisati i na '"neopriro-~
dan" naZin, na 3to ukazuje fusnota 1 na str.348. dela "Ge-
ometriceskie preobrazovanija" I.M.Jaglom-a (II deo, Moskva
1956.). Ali u okvirima ovog rada i u veéini drugih radova
pa 1 udsbenika geometrijskog sadriaja tumaienje relacije
incidencije kao relacije skupovne prirode ne dovodi do pr-
otivurefnosti i €xokazuje se vrlo korisnim.



- 25 -

princivom klasifikacije metrika koje odgovaraju tim geo-
metrijama. Aksiome koje smo nazvali aksiomama korincide-
ncije - takode zajednilke svim ovim geometrijama - omog-
uéi ée da doka%emo tvrdenja koja ée biti neposredan pod-
sticaj Ba uvodenje V grupe aksioma u &ijem sastavu se
nalaze i aksiome koje odgovaraju aksiomama V grupe aksi- -
“oma klasiZne geometrije. S obzirom da aksiome grupe aks-
joma neprekidnosti, buduéi da ée biti usaglalene sa aks-
iomama poretka, ne povelavaju broj razmatranih geometri-
ja, njihov konalan broj dobija se tek uvodenjem V grupe
aksioma.

Kao %to se iz vrethodnog moglo naslutiti ovaj
uporedni nalin formiranja sistema aksioma svih vrojekti-
vno metridkih geometrija dovodi do sistema aksioma koJji
nisu nezavisni. Medutim, pokazale se da u svim sluiajev-
ima, osim u slulaju geometrije HH, naknadno formiranje
nezavisnih sistema aksioma iz tako dobijenih sistema ne
predstavlja znatnu teSkolu. ‘

2. Aksiome incidencije. Uporedivanja aksioma in-
cidencije Brojektivno metridkih ceometrija koje su dosad
aksiomatizovane sa onim formulama projektivno metricki

‘geometrija koje se tek izgraiuju kao geometrije odredenih
oblasti projektivme ravni, za koje smatramo da bi treba-
lo da predstavljaju aksiome incidencije tih geometrija,
to i potvrduju. Ta uvoredivanja pokazala su da je formu-
la "Za svake dve tadke postoji prava koja ih sadrzi" sp-
ecifidnost klasidnih geometrija (eliptilne, euklidske i
geometrije Lobafevskog) u onoj meri u kojoj Jje specific-

nost aksioma dvodimenzione eliptidne geometrije po kojoJ]
se svake dve prave seku (5to &emo kasnije detaljno obra-
zlo%iti).U cilju pripremanja formiranja zajednilkog aksi-
omatskog jezgra za sve projektivmo metricke geometrije
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ukloniéemo iz prve grupe Hilbebtovog sistema aksioma pr-
vu aksiomu (aksiome incidencije Hilbertovog sistema sem
na str. 4. dela /32/ gde se nazivaju aksiomama veze mogu
se wideti i ma strs 1. udibenika /24/). Iz ove aksiome
(oznaene i u /32/ i u /24/ sa Il) proizlazi da svaka ta-
Ska pripada bar onolikom broju pravih koliko bilokoja pr-
ava sadrii tadaka. Prema tome u sistemu aksioma koji sad-
r¥i pomenutu aksiomu svaka tadka incidentna je sa bar dve
prave., Izostavljanjem ove aksiome bez odgovarajuéih pros—
irivanja Hilbertovog sistema aksioma u gpeometriji tog si-
stema aksioma ne moze se dokazati ni da tadka pripada bar
dvema pravim niti da ne pripada bar dvema pravim. Zato
temo aksiomama incidencije pridruziti i slededu aksiomu:

15 Svaka tadlka incidentna je sa najmanje dve pr-
ave,

Prema tome prvu grupu aksioma incidencije, zaje-
dniiku za sve dvodimenzione projektivmo metricke geomet-
rije salinjavaju sledede tri aksiome:

Il Za sveke dve talke A i B postoji najvise Jjed-
na prava koja je incidentna sa svakom od talaka A 1 B.

I, Za svaku pravu postoje bar dve talke koje su
‘sa njom incidentne. Postoje bar tri tacke koje nisu ind-
identne sa istom pravom.

I3 Svaka talika incidentna je sa najmanje dve pr-
ave.

%, Aksiome poretka. Uporedivanje aksiome poretka
koje se odnose na klasilne geometrije ukazuje da se gru-
pe aksioma pdretka apsolutne geometrije u Boljajevom sm-
islu bitno razlikuju od grupe aksioma poretka elipticne
geometrije. Aksiomama poretka apsolutne geometrije odre-
¢uje se troelementna (ternarna ili tromesna) relacija
"izmedu” u skupu tadaka iste prave., Medutim u skupu ta-
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Saka iste prave eliptidne geometrije ne moZe se u toj ge-
ometriji grupom aksioma poretka okarakterisati troelemen-
tna veé Cetvoroelementna relacija ®"razdvojenosti parova
'tacaka" te prave. Proudavanje ostalih projektivno metrid-
kih geometrija - bilo onih koje su aksiomatizovane bilo
onlh koje se tek izgraduju i to uglavnom kao geometrije
odredene oblasti projektivne ravni-ukazuje da se aksiom-
ama poretka u nekim od njih u skupu tadaka iste prave
mo¥e uvesti (inplicitno) tromesna relacija "izmedu” dok
je u drugim mogude tim aksiomama u tom skupu odrediti
jedino Zetvoromesnu relaciju razdvojenosti parova tada-
ka. To proulavanje ukazuje da se jedino u dvodimenzion-
im vrojektivno metrickim geometrijama kod kojih je metri-
ka rastojanja (linearna metrika) razlilita od elipticne
aksiomama poretka more uvesti u skup tacaka prave troe-
lementna relacija "izmedu" dok se u sludaju projektivno
metridkih geometrija kod kojih je metrika rastojanja el-
iptidna tim sksiomama ne moZe okarakterisati tromesna,
veé detvoromesna relacija razdvojenosti parove tacdaka.

U vrojektivnim modelima nekih od ovih geometrija i proj-
_ektivno metridkim geometrijama odredenih oblasti projek-
tivne ravni (kojima smo posvetili dovoljno paZnje u par-
agrafu 1 rada i u njima detaljno ukazali na izvore koji-
ma smo se pri tome slufili) prave su pretstavljene na

tri nadina: ili su sve prave nekih od tih geometrija pr-
edstavljene projektivnim pravama, ili su u drugim od tih
geometrija predstavljene otvorenim projektivnim duZima
ili su u preostalim projektivno metrilkim geometrijama
prave predstavljene projektivnim pravama bez samo jedne
taike. Poito se u skupu tadaka projektivne prave ne moie
uvesti troelementna relacija "izmedu" vel Cetvorelement-
‘na relacijarazdvojenosti parova taZaka, aksiomama poret-




- 28 =

ka skupa tadaka prave projektivno metridkih geometrija &i-
je su prave predstavljene projektivnim pravama odreduje
se aksiomama poretka tih geometrija relacija razdvojenos-
ti parova talaka. Sve ove geometrije su projektivno metr-
igke geometrije koje odgovaraju elipticno] metrici rasto-
Jjanja.

Skup tadaka iste prave bilo koje od projektivmo
metridlkih geometrije neeliptiine metrike rastojanja pre-
dstavljen je skupom svih talaka otvorene projektivne du-
¥i i1i projektivnom pravom bez talke. SuZenje Cetvoroel-
ementne relacije razdvojenosti varova taclaka projektivne
prave koja sadrzi taj skup talaka na taj skup tacaka,
pri femu tadno jedna tatka “etvorke tataka ne pripada
tom skupu predstavlja tromesnu relaciju "izmedu" tog sk-
upa talaka. Prema tome u svakoj od takvih projektivno
metridkih geometrija moguée je aksiomama poretka okarakt-
erisati, u skupu talaka iste prave, troelementnu relaci-
ju "izmedu". Metrika rastojanja odgovarajuéih projektivn-
ih metrika tih geometrija je ili hiperbolidna ili perab-
oliéna. Iz ovog sledi da iste aksiome poretka mogu imati
i razlifite projektivno metrilke geometrije sa Cime smo
‘se veé sreli u sludaju klasilnih geometrija-euklidska i
geometrija Lobalevskog su dve takve geometrije. Razliko-
vanje eliptidne od ostalih klasilnih geometrija pocinje
ver od aksioma incidencije. Dok se aksiomom I5 Hilberto-
vog sistema(/32/ str. 4. ili /24/ str.l.) "zahteva" da
svakoj pravo] pripadaju najmanje dve talke aksiomom I
(v.str.157. u /23/) odnosno aksiomom I.1.(/16/str.216)
eliptidne geometrije zahteva se da svakoj pravoj pripa-
daju najmanje tri tadke. Teinju da grupa aksioma incid-
encije bude istovetna za sve projektivno metricke geom-
etrije mo%emo ostvariti na sledeta dva nadinas:

o)



- 29 -

1) Aksiomu I3 Hilbertovog sistema moéemqpreformulisati
tako da njen sadrZaj bude istovetan sadriaju aksiome I3
elipticne geometrije.

2) grupu aksioma poretka svake od projektivmno metri-
¢kih geometrija za koju je odgovarajuéa metrika rastoja-
nja eliptidna, moYemo proSiriti sledeéom aksiomom: '

Aksioma II,. Za svake dve razne tacke A 1 B koje
su incidentme istoj pravo]j postoje dve razme talke C i D
tekve da par tafaka 4,B razdvaja par tacaka C i D,

U radu se odludujemo za drugi od ovih nacina,

U euklidskog, geometriji Lobadevskog i elipticnoj
geometriji m koJjima va%i da za svake dve talke postoji pr-
ava oja ih sadriZi vaZi i da je svaka tadka incidentna sa
bezbroj pravih. Takav skup oravih nazvaéemo u radu konku-
rentnim pramenom wravih. Xa osnovu I grupe naceg sistema
aksioma, prema poslednjoj aksiomi te grupe sveka taclka in-
cidentna je sa bar dve prave. 3ez novih aksioma, na osnovu
dosad predlo¥enih aksioma ne mo3e se dokazati da je, sem
pomenute dve, talka incidentna sa jof nekom —ravom.

Zato éemo grupu aksioma poretka profiriti podgrup-

onm aksioma poretia koniurentnog pramena pravih. Uxoliko je
u projektivnom modelu ili sblasti projektivne ravni u ko-
joj se izgraduje ugaona metrika odgovarajule projektiﬁno
metridke geometrije hiperboliina, tada &e ovom podgrupom
axsiomom poretka u skupu wravih istog konkurentnog nramena
nrgvih biti okarakterisana troelementna relacija "izmedu"j;,
ako je ugaona metrika takve geometrije eliptifna, u skupu
pravih konkxurentnog gramena pravih aksiomama porétka ne
nore se okarakterisati troelementna veé Zetvoroelementna
relzcija razdvojenosti parova pravih. Razlog tome je anal-
ogan odgovarajuéem razlogu u slucaju aksioma poretia pra-
ve: svaki konlurentan pramen pravih projektivno
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netridke geometrije eliptilne ugaone metrife predstavljen
je u projektivnoj ravni pramenom pravih projektivne ravni
a svaki konkurentan prymen pravih neelinticéne ugaone me-
trike otvorenim ‘projektivnim uglom ili projektivnim pra-
menom pravih bez tadno jedne prave, Radi krateg izraZava-
nja u poslednja dva sludaja govoritemo da Jje konkurentan
pramnen pravih predstavljen u projektivnoj ravani "delom
projektivnog pramnena pravih! Podgrupu aksioma poretka
skuva pravih konkurentnog pramena pravih kojima se odredu-
je troelementna relacija “izmedu" oznaZilemo sa H a podgr-
upu axsiomm poretita takvog skupa pravih kojom se odfe@uje
relacija razdvojenosti parova pravih sa I.

Podgrupu H Cine aksiome dualne linearnim aksioma-
ma poretka (rasporeda) Hilbertovog sistema {/32/ g 2. str.
5.) izlo%enih i na str.3. ud%benika /24/.

Podgrupu Z ¢ine aksiome dualne 15)ad{siomama poret-
a eliptidne geometrije i i aksiomama IIé'dualna aksiomi

IIO.

-

I aksiome podgrupe aksioms koje se odnose na poré—
dak tadaka vrave oznadifemo na isti nadin. Radi kraleg iz-
raravanja ovu podgrupu aksioma nazivalemo prvomn podgrupomn
aksioma poretike odgovarajuie geometrije,a nodzrupu aksioma
poretka xoja se odnosi na poredak opravih konkurentnog pra-
mena pravih drugom podgrupom aksioma poretka. I nalin oz-
nacavanja geometrija prve dve grupe aksioma uskla-
diéemo upravo sa oznakama podgrupa aksiome poretka ovih
geometrija. Prvo slovo oznake date geometrije H ili = za-
visno od prirode relacije okarakterisane pgvon podgrupom
agksioma poretka, a drugo (takode H ili &) ukazuje na pri-

rodu relacije okarakterisane drggom podgrupom aksiome

15) U svin slu?ajevima radi se o "malom" nrincipu
dualnosti tj. principu cualnosti u ravni.
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poretka. Iznad ta dva slovapovladimo erticu &ime naglaSav-
amo da sistem aksioma ovih geometiija nije potpun. S obzi-
rom da je prva grupa aksioma istovetna za sve projektivno
metricke geometrije broj razliditih projektivnih metridkih
geometrija prvih dveju grupa aksioma v®zan je iskljudivo
za prirodu aksioma podgrupa.aksioma poretka., Sasvim jedno-
stavno se mo%e zakljuliti da postoje tadno detiri projek-
tivno metrilke geometrije prve dve gruve aksioma koJje smo
u ovom radu predlo%ili. To su geometrije EE, =4, B=, HH.
Pod uslovom da talke ovih geometrija predstavljamo tadkama
projektivne ravni a vrave projekxtivnom pravama mote se do-
kazati da postoji ukupno devet raznih modela ovih geometri-
Ja u projektivnoj ravni. Uz taj uslov, postoji tadnd jedan
takav model geometrije EE (poznati projektivni model elip-
tiéne geometrije je istovremeno model i geometrije EE i

i to u smislu'u xome je projektivni model euklidske geo-
metrije). Projektivni model geometrijeAEE ponenute prirode
su geometrija spoljasnjosti apsolute &ije su nrave proje-
«tivne ctrave (v./12/, str. 213, sl. 91.) tj geometrija
15,(s,,18)) (/27/, str.216. ili str. 1l. reda) kojoj smo
_posvetili dovoljno painje u paragrafu 1. rada i model u ko-
ne je apsoluta "imaginarna kriva drugog reda koja se sasto-
Ji od para konjugovano kompleksnih pravih p i g, koje se
sekxu u realnoj talki Q" (/18/, str. 5. i 6. i sl. 1.6.;
/12/; str. 225. "@eometrije dualne euxlidskoj i pseudoe-
uklidskoj"). Keli-XKlajnov model geometrije Lobalfevskog is-
tovreneno je model i geometrije HE ; to isto se mo%e redi

i za uobiclajeni projektivni model euklidske geometrije.
Fostoji cetviri tazna modela geometrije Hi: geometrija spo-
ljasnosti apsolute kojoj su sve prave otvorene projektivne

duii (v./12/, str. 210. sl. 89; geometrijd koja odgovara

orojektivnoj metrici oznalenoj sa 182 (lsl, 181) i sl.




4,2. w/27/ na str. 2i6.; /18/ str. 5. i sl. 1l.3. na str.
6.); projextivni modeli pseudoetklidske i njoj dualne geo-
netrije (v. /12/ str. 224. i 225. i/18/ str. 6. i slikes
1.7. 1 1.8. na str. 7.); orojektivni model parabolilne ge-
ormetrije u xome je apsoluta dvojna realna talka Q i dvojna

rezlnea crava 1 koja je incidentna sa tom tackom (v.nvr./18/
str., 6. 1 sl. 1.9. na str. 7.).

Es, @4, EX i @& u kojima su prave tih geometrlaa pred'

ljene projektivnom pravama ili delovima tih pravih je i
nepotounost sistema &kbBioma ovih geometrija (ovi mecdeli su
i neizonorfnl jer su ove geometrije nskategorilne),

4, isrsiome transformaciied modudarnosti. U uvodu o-

O ‘fj

nararafa istakll smo da su osnovne (volazne) overa-
cije wransformacije vodudarnosti prggektlvno metrilizih
seometrija. Ova transformacija na 16 skupa ts?aka odzo-
varajuie zeometrije nazvalemno transformacijama podudarnosti
te gpeonetrije. ©vojstva troncformacijer podudarnosti bilo

————
-

21, e i GLH odredidero irplicitn

3

xoje sd geometrija 23,

O

ledeiim aksiomama:

Altsioma Gl. Transforﬂacije nodudarnosti osnovno

6i2]

axa bilo koje “eOﬂuuTlJe sazlasne su sa relaci
Jjama poretka te meometrije.

wJa

3

Aksioma G2. Za ma kxoje dve prave a i b i tadke A
i 3 vazve da je talka A incidentna sa pravom a i talka B
incidentna sa pravonm b vostoje taino fetiri transfornaci-

e poaudarnosti koje prava a vreslikavaju na vravu b i
atlu A na talku 3.

16) iodvufeni predlog na iza redi transformacija

usazuje da Jje i Xodomen ove twmprfurwa613e szup svih tela-
{

<2 iste geoumetrije. S obzirom da velins notematiara nod
transformacijana podrazumeva ureqllﬂvfanda siupa na kaj
isti skup a ne u taj isti siup ubudute izez re 31 transforma-

cije ne’femo dodavati rredlog na.

3
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Aksioma G3. Za bilo koje dve poluprave a’i b’
zajednidkog podetka postoji transformacija podudarnosti .
koja polupravu a’preslikava napolupravu b, a polupravu
b’ na polupravu a’. -

U radu " Ekvivalentnodt aksioma podudarnosti i
aksioma transformacija podudarnosti® koje Cemo uskoro
objaviti dokazali smo da su transformacije podudarnosti
bijekcije osnovnog skupa tacdaka hilo koje od geometrija
TS, FH, HE i HE. lia osnovu toga sledi vaZna posledica:

Posledica 1. Skup G transformacija podudarnosti
je model grupe.

I geometrije &iji su sistemi aksioma sistemi aksi-
oma geometrije EE, EH, HE i HH proSireni grupom aksioma
- transformacija podudarnosti oznacavaiemo takode:sa EZ,

TH, HE i HH. U pomenutom radu koristeli teoremu po xo-

joj je pri savakoj bijekciji slika preseka presek slika
(v.npr. /30/ str.9 i 10.) dokazali smo i da svaka transfo-
rmacija podudarnosti bilo koje od tih geometrija preslika-
va orijentisznu pravu na pmavu koja je takode orijentisa-
na.

Akxsiomom G2 osigursli smo svojstvo slobodne vo-
xretljivosti u svaxoj od tih geometrija, za koje smo u
analizi izvedenoj u t.6. 2 1 rada pokazgli da Jje neophodno
za odrecdivanje metrike bilo koje geometrije. U radu YEkvi-
valentnost aksioma podudarnosti i aksioma bransformacija
pocdudernosti® koji e biti oblavljen uooredili smo sistem
aksioma transformacija podudarnosti koji smo mi predloZili
sa axsiomama kretanja izlofenim u udZbeniku /29/ A.V. Pogo-
relova. Tamo smo utvrdili da je nafa aksioma Gl po smislu
17)istovetna aksiomi 111, ud¥benika/29/ (v.str. 3l.) a iz

17) riada po formulaciji ista naSa aksioma je op-
5tija jer se odnosi na relacije poretka svih dvodimenzion-
ih projektivno metrickih geomztrija.
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na%e aksiome G3 sledi aksioma 11T (/29/ str. 31.). U de-
iu /29/ nije se dokazivala ekvivalentnost aksioma kretanja i
aksioma podudarnosti Hilbebtovog sistema aksioma u okviru
sksioma incidencije i poretka siistema., Dokazavsi-u pomenu-
tom okviru - ekvivalentnost aksioma transformacija podu-
dsrnosti i aksioma podudarnosti Hilbertovog sistema aksio-
ma, istovremeno SmO U pomenutom delu koji éemo objaviti,
dokazali i neprotivrecnost geometrije ¢ije su aksiome ak-
siome incidencije Hilbertovog sistemé, aksiome poretia
istog sistema i aksione transformacije podudarnosti Gl1,G2,
¢3., Cinjenicu,da umesto sedam aksioma kretanja izloZenih
u delu /29/ kao aksiome III gruwve aksioma uvodimo samd >
aksiome transformacija podudarnosbi, smatramo znacajnon
prednoiéu. Mada nismo dokazivali i nezavisnost aksioma Gl,
G2,G3 ocekujemo, .5 obzirom na njihov do sada najmenji broj,
da su sve one nezavisne. Okolnost da autor dela /29/ za dve
od svojih sedam aksioma xretanja dokazuje da su zavisne od
ostalih aksioma euklidske geometrije ( vidi dokaz aksione
ITII. na str. 71. i aksiome 1116 na str. 72) ne moze se tre-
tirati kao dokaz nezavisnosti tih aksioma u okviru prve
~dve grupe aksioma Hilbertovog sistema jer se dokaz zasniva
ne koridéenju Dedekindove aksiome. Jedino je dokaz aksiome
III4 dokaz zavisnosti te aksiome u okviru prve dve grupe
Hilbertovog sistema prosirenog preostalim aksiomana kreta-
nja.

Tek posle profirivanja prge dve grupe sistema aksi-
oma ovih geometrija akslomamna transformacij@ podudarnosti
o ovim geometrijama se no¥e govoriti kao o retrickim geome-

|

4

trijama u pravon smislu. Razlozi iz kojih geometrije !

=]

b

e 3
[\

=E,BZ i T4 smatramo metriliim istovetni su razlozima
kojih i apsolutnu geometriju u Bahmanovom smislu smatramo
metridkom: sistemi aksioma i ovih geometrija mogu se pro-
dirivathm do sistema aksioue netridkih geometija. U tom



¢ilju dovoljno je prodiriti sistem aksioma ovih geome-
triija aksioma neprekidnosti.

5. Aksiome neprekidnosti. U daljen prodirivanju si-
stema aksioma geometrije FE, TH, HE i HH da bi se u njima
uvela metrika moguée je tim sistemima dodati samo Arhine-
dovu aksiomu.

Sistem sksioma ovih geometrija prodirivaemo, ipak,
Dedekindovom aksiomom. Osnovni razlog tome je da je dalje
jzgradivanje tih geometrija u prajektivnoj ravai i1i nekoj
njenoj oblasti znatno jednostavnije u projektivnoj ravni
4 kojoj je aksioma i aksiona Dedekinda. Tako je i odrediva-
nje projkktivnih modela ovih geometrija znatno jednostav-
nije u takvoj projeEtivno] ravni. I tefnja da nan neki od
sistema aksioma budu potpuni (pri Zemu e medu njima obave-
zno biti sistemi aksioma geometrija &ije &temo trajektorije
prouéavati) jednostavnije se ostvaruje na takav nadin: ta-
xvom sistemu aksioma ne mora se dodavati ni kantorova ni
aksioma linearne potpunosti (ova poslednja formulisana Jje
na str. 28. /32/.

U klasiZnim geometrijama aksioma Dedekinda odnosi
se na skup talaka prave. Toristeéi aksiomu DO kojoj se 2a
svake dve talke postoji prava koja ih sadrii u thm geome-
$rijama jednostavno se moYe dokazati teorema koja se odno-
si na skup pravih istog konkurentnog pramena pravih ¢iji
je smisao istovatan Dedekindovo] aksiomi. Ali u naSem si-
stemu axsioma formula "za svake dve talke postoji prava
koja ih sadrzi” nije aksioma a ni teorema svih onih geo-
metrija u ¢ijod oznaci je H drugo slovo - dakle u geome-
trijama 7, 1 HH xao i svim geometrijama ¢iji su sistemi
aksionma prodirenda sistema aksioma geometrija TH i HH.
7ato je u oven siudaju necphodno uvesti i Dedekindovu aksi-
omu =~ kojom se RzraZava 1 neprekidnost skuna »>ravih bilo kog
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konkurentnog pramena pravih. Sadrzaj ovih aksioma mora se
uskladiti sa prirodom relacija poretka konkretne geometr-
ije. Upravo zahvaljujuéi tom uskdadivanju sa drugom grupom
aksioma sistema aksioma koju smo predlozili, kao i u slu-
daju aksioma Gl grupe aksiome transformacija podudarnosti,
razne moguénosti u pogledu formulisanje Dedikindove aksio-
me ne poveéavaju broj metrickih geometrija. Ako je red o
geometriji EH npr. u kojoj se prvom podgrupom sksioma po=-
retka E odreduje relacija razdvojenosti parova tacdaka, De-
dekindove aksioma kojom se utvr uje neprekidnost skupa ta-
aka iste prave biée formulisana na nalin na koji se ona
formuliSe u eliptidnoj (v./16/ str.218.ili /23/ g 4,str,
165.) ili projektivnoj geometriji /22/ t.4.str.1l). Dede-
kindova aksioma kojom ce utvrduje neprekidnost skupa prav-
ih bilo kog konkureatnog pramena pravih iste geometrije Ed
je formula dualna Dedekindovoj aksiomi hiperbolicne (eukl-
idske) geometrije (v.npr. Dedekindov princip na str.75.ud-
Zbenika /24/). Tek u ovekvim sistemima aksiomanaziv "detv-
rta grupa aksioma sistema aksioma" ima opravdanje Jer se
raedi o dve, a2 ne o jednoj aksiomi'neprekidnosti (mislimo na
sicsteme aksioma npr. elipticdne 1ili projektivne geometrije).
Dve Dedekindove sksiome oznacdavaéemo na slededéi nalin: ind-
eks 1 uk slovo D ukazuje da je u pitanju Dedekindova aksiona
koja se odnosi na skup tacaka prave - to Jje prve Dedekindo-
va aksioma, & indeks 2 uz slovo D ukazuje da se ta eksioma
* odnosi na skup pravih bilo kog konkurentnog pramenz pravih
- ovo je druga Dedekindova sksioma. Tako npp. aksioma D1 Je
aksioma neprekidnosti koja se sigurno odnosi na skup tacaka
prave - da 1li je to aksioma neprekidnosti hiperbolicne (eu-
klidske, ili uopSte geometrije u ¢ijoj oznaci Je prvo slovo
H ili pak geometrije u ¢ijoj je oznaci prvo slovo E zavisi
od yiirode prve podgrupe aksioma poretka date geometrije.
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Ako je ta podgrupa aksioma podgrupa H, prvu Dedekindovu ak-
siomu oznaliéemo sa DlH ; a ako je pomenuta podgrupa E sa
DlE' Aksioma DEE je aksioma neprekidnosti koja se odnosi na
bilo koji konkurentan pramen pravih - priroda te aksiome
zavisi neposredno od prirode druge podgrupe aksioma poretka
date geometrije. Na osnovu slova E u indeksu oznzke druge
Dedekindove aksiome zakljudujemo da se radi o aksiomama po-
retka kojima se u skupu bilo kog konkurentnog premena prav-
ih odreduje relacija razdvojenosti parova pravih.

Geometrije &iji Je sistem aksioma geometrija EE,
¥H, EE i HH pro3iren aksiomama transformacija podudarnosti
i aksiomama neprekidnosti na prethodno izloZeni nadin ozna-
gavaéemo sa EE, EB, BB i HH{ Ove geometrije, koje su tek
posle navedenih proSirenja u pravom smislu projektivno met-
ridke mo¥emo i dalje proSirivati ka potpunim geometrijama.
S obzirom da éemo prvim pro3irenjem sistema aksioma geomet-
rija TE, FH, HE i HH pripremiti konaéno prodirivanje siste-
ma tih aksioma do sistema aksioma svih devet dvodimenzionih
projektivno metridkih geometrija sledeéu tadku nazvaiemo up-
ravo "prvim prodirenjem" sistema aksioma tih geometrija.

6. Prvo proSirenje sistema aksioma geometrija EE;
TN, BE’i FH! Kao $to smo pomenuli na osnovu ispitivanja pr-
ojektivnih modela geometrija EE’i HE] dakle geometrija u
gijoj je oznaci drugo slovo E, formula: "za sveke dve talke
postoji prava koja ih sadr#i" tacna je u svakom od tih mod-
" ela. Uverenje u ispravnost takvog zakljucka potkrepicemo i
sledeéim zakljudivanjem. U svakoj od geometrija u ¢ijoj oz-
naci je drugo slovo E drugom podgrupom aksioma poretka u
skupu pravih bilo kog konkurentnog pramena pravih odrecluje
se Setvoromesna relacija razdvojenosti parova tih pravih.
Na osnovu toga zakljudujemo da se u takvim geometrijama ak-
siomama poretka ne moZe okarakterisati tromesna relacija
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i smecu” skupa pravih bilo kog konkurentnog pramena pravih,
la prethodnoj strani detaljno smo obrazloZili da je u geo—
metrijama te vrsta druga aksioma neprekidnosti aksioma D2u‘
U svim projektivnim modelima geometrija EE’i HE'u kojima se
prave tih geometrija predstavljaju projektivnim pravim ili
f3elovima" tih pravih pramen pravih odgoverajuée geometrije
predstavljen je pramenom pravih projektivne ravni, ..aime u
suprotnom sludaju -~ ako bi neki konkurentan pramen pravih
geometrije TE’i Gk’ bio predstavljen samo podskupom skupa
pravih projektivnog pramena pravih ili presekom tog podsku-
pa sa oblaitu date geometrije - suodili bismo se sa sledet-
om protivrelnosSéu. u takav podskup pravih, ako je on ideo"
projektivnog pramena pravih moZe se uvesti tromesna relaci-
ja "izmedu", te bi u modelu tih geometrija vaZzila podgrupa
aksioma poretka koju smo oznacili sa H; takode bi u tom "de-
1u" projektivnog pramena pravih bila zadovoljena aruca aks-
ioma neprekidnosti D2H - dakle btakvi projektivni modeli ne
bi bili modeli geometrija o kojima je rel. Ako bi pramenovi
pravih bilo koje od dosad aksiomatizovanih geometrija bili
u modelu predstavljeni podskupom pravih projektivnog prame-
na pravih, koji je razlicit od "jela" projektivnog pramena
pravih ili preseka tog dela sa obla3éu interpretacije, u ta-
kvom modelu ne bi bile zadovoljene ni druga podgrupa aksioma
poretka, a ni druga aksioma neprekidnosti.

Na ovaj nadin pokazali smo da je svaki pramen prav-
ih geometrija EE’ i EE’ predstavljen u projektivnom modelu
(pod uslovom da su prave ovih geometrija u tom modelu preds-
tavljene projektivnim pravama ili njihovim "delovima") proj-
ektivnim pramenom pravih ili presekom projektivnog pramena
pravih sa oblaslu interpretacija tih geometrija., Pretpostav-

imo da za neke dve tatke A i B jedne od geometrija EE’ i ®HE’
(.')
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ne postoji prava koja ih sadrZi. Pramen pravih srediSta A,
prema prethodnom, predstavljen je u projektivnom modelu tih
geometrija projektivnim pramenom pravih sredista A ili pres-
ekom takvog pramena sa oblaSéu interpretacije odgovarajule
geometrije (sa A smo oznalili i tadku kojom je u modelu pre-
dstavljena tatka A jedne ili druge od ovih geometrija). Po-
gto je tadka B talka te ravni, tada u modelu projektivna
prava p(AB) na osnovu pretpostavke dokaza ne bi predstavljala
pravu pramena pravih sredista A,te pramen pravih sredifta A
bilo koje od tih geometrija ne bi bio predstavljen projekt-
ivnim pramenom pravih sredista A, niti njegovim presekom sa
oblaZéu interpretacije tih geometrija. wa slifan naéin pok-
azatemo da se svafe dve prave geometrija u ¢ijoJj .oznaci je
prvo slovo E seku. U modelima ovih geometrija u kojima Je
osnovni skup tadaka' S8 tih geometrija predstavljen skupom ta=—
‘$aka projektivmne ravni ili skupom taleka odredene oblasti

te ravni, a pmwe tih geometrija projektivnim pravama ili pr-
esekom tih pravih sa oblasti interpretacije tih geometrije,
prave geometrija u dijoj je oznaci prvo slovo E ne mogu bi-
ti predstavljene "delom" projektivne prave iz sledeéih raz-
loga. Ako bi prave tih geometrija bile predstavljene podsk-
upom tadaka projektivne prave razliditom od skupa tadaka
otvorene projektivne duZi ili projektivne prave bez jedne
talke u tekvom modelu ne bi bile zadovoljene ni prva podgr-
upa aksioma poretka, a ni prva Dedekindova aksioma nepreki-

" dnosti ovih geometrija. Ako bi pmwe tih geometrija bile pre-
dstavljene "delom" projektivmne prave tada bi se u skupu tal-
aka te prave mogla uvesti relacija "izmecu" te bi i u tim
geometrijama aksiomama poretka koje se odnose na skup taca-
ka prave bila okarakterisana troelementna relacija vizmedu"
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gto je u suprotnosti sa dinjenicom da je prva podgrupa aks-
joma poretka ovih geometrija podgrupa E, a ne H., Na taj na-
&in pokazali smo da se u projektivnim modelima koje razma-
tramo prave geometrija EE’ i EH’ predstavljaju iskljulivo
projektivnim pravama. Ako se dve prave neke od ovih geome-
trija ne bi sgkle tada se ni projektivne prave kojima su u
modelu predstavljene te dve prave ne bi sekle, Sto je u su-
protnosti sa aksiomom projektivne ravni po kojoj za svake
dve prave projektivne ravni postoji tacka koja je incident-
na sa svakom od nJjih,

Na osnovu prethodnog izlaganja sisteme aksioma ge-
ometrija EE’ i HE’ potrebno je proSiriti (u teinji ka for-
miranju potpunog sistema aksioma tih geometrija) sledecom
aksiomom incidencije:

Aksioma I .Za svake dve tacke postoji prava koja
Je 1n01dentna sa tlm tadkama,

Iz istih razloga sisteme aksioma geometrija EE’ i
TH’ treba proSiriti takode aksiomom incidencije:

Aksioma I, Za svake dve prave postoji tacdka koja
je incidentna sa svzkom od njih.

Sledeéom definicijom uvodimo izvesno preslikavanje
skupa tacaka prave u skup pravih konkurentnog pramena pra-—
vih &ije srediSte ne pripada toj pravoj.

Definicija. Ako je svaka tacka prave a, ili otvo-
rene duZi te prave, incidentna sa nekom pravom pramena pr-—
avih sredista A koje ne pripada pravoj a tada relaciju u
kojoj svakoj talki prave a odgovara prava pramena sredista
A koJa je sa tom talkom incidentna nazivamo korincidencijom
skupa taéaka'%rave u skup pravih pramena pravih,

Na osnovu aksiome Izkorincidencija,je injekcija
skupa tadaka date prave ili neke njene otvorene duZi u skup
pravih datog pramena pravih.
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Sledeéom aksiomom poretka proSiritemo sisteme ak-
sioma svih dosada razmatranih geometrija.

Aksioma S1. Ako je svaka talka prave a ili bilo
koje otvorene duZi te prave incidentna sa nekom pravom pr-
amena srediSta A koje ne pripada pravoj a, taca u skupu ta-
kvih pravih pramena sredista A va?i relacija poretka iste
prirode kao 1 u odgovarajuéem skupu taCaka prave a; isto se
mo¥e reéi i o prirodi Dedekindove aksiome \ formule,) tog sk-
upa pravih, Yorncidencija pomenutog skupa tadaka na pomenuti
skup pravih je izmmorfizam u odnosu na relaciju poretka tih
skupova.

Pre definicijekorincidencije skupa pravih pramena
pravih u skup tadaka prave koja ne sadrZi sredifte tog pra-
mena definisalemo otvoreni ugao.

Definicija. Ako je neki pramen pravih sredista A
premen pravih geometrije u kome je druga podgrupa aksioma
H, tada je otvoreni ugao pramena pravih sredista A skup sv-
ih pravih tog pramena koje su izmedu dveuju datih pravih
tog pramena. Ako se radi o pramenu oravih geometrije ¢ija
je druga podgrupa aksiomaporetka Ei pojam otvorenog ugla
tog pramena pravih istovetan je pojmu otvorenog projektivn-
og ugla. U oba sluctaja dve date prave su greniéne prave ob-
vorenog projektivnog ugla.

Definicija. Ako Jje sveka prava pramena pravih sre-
dista A ili otvorenog ugla tog pramena pravih incidentna sa
nekom tackom pfave a koja ne sadrii tacku A, tada relaciju u
kojoj svakoj pravo] takvog skupa pravih odgovara njoj incid-
entna talka skupa tacaka prave a nazivamokOTincidencijom sk-
upa pravih pramena sredifta A u skup tacaka prave a.

Na osnovu teoreme po kojoj za dvgvrazne prave post-
oji najvise jedna tadka koja je incidentna sa svakom od tih
pravih sledi da je koincidencija injekcija skupa pravih datog




pramena pravih ili skupa pravih otvorenog ugla tog pramena
u skup tacaka prave.

Aksioma S2. 4ko Jje svaka prava pramena sredista A
ili bilo kog otvorenog ugla tog pramena incidentna sa nekom
tadkom prave a koja ne sadrii talku A, tada u skupu takvih
tadaka prave a vazi relacija poretka iste prirode kao i u
pomenutonm skupu pravih; to isto vaZi i za prirofu Dedekib-
dove formule tog skupa tacaka., Koincidencija pomenutog sku-
pa pravih na pomenuti skup taclaka je izomorfizam u odnosu
na relacije poretka tih skupowa.

Xoristeéi aksiome S1 i S2 moZemo, u svakoj od raz-
matranih geometrija dokazati da Jje koincidencija bijexcija
tako skupa tacaiia date prave ili neke njene otvorene du“i
u siupu pravin xonxurentnog -ramena pravih, tazio 1 skupa
pravih datog pramena vravih ili skxupa pravih otvorenog
ugla tog pramena na skup tacaka prave ili otvorege duli te
prave. ’

U oznacl aksioma 381 i 32 wurotrebilo smo S da bismo
istakli da se ovim axsionama utvrduje -saglasnost relacije
poretita razmatranih geometrija sa koimcidencijomn,

Posto zksiomama S1 i 32 proiirujemo sisteme zixsiona
svih dosad razmatranih geometrija, u cilju vnojednostav-
ljenja oznalavanja zadriatéemo dosadainje oznaie tih geome-
trija i u tekstu koji sledi pod geonetrijanma

o5
ﬁﬁ' podrazunevati geometrije sistema aksioma geometrija
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, HZ', ZZ’ prodirenim aksionama 381 i1 3Z. Geometri-
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je koje odgovaraju sistemima axsioma geometrija EE' i T
prodirenim aksiomom I, oznafavaéemo redom sa ZZ’” i Ef’’
a geometriju koja odgovara sistemu aksioma geometrije Tin’
koji je proZiren aksiomom I  sa 5T

7. V grupa aksionma sistema aksioma projextivno
netrilkih geometrija. U geometrijama Zn i Eo ‘dor:zademo
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dve teoreme suitinskog znalaja za dalje prosirenje sistema
aksioma tih geometrija. Ove teoreme su medusoono dualne:
druga od njih Je poznata teoreme apsolutne geometrije u
Boljajevom smislu koja je u radu dokazana na drugi nalin

s obzirom da se sistemi aksioma te geometrije u radu ra- -
wlikuju od uobidajenog sistema aksioma iste ( apsolutne
geometrij@ u Boljajevom smislu je zapravo geometrije T2°7).

Teorema 4. Ako su tacka A i prava a geometrije
Ea’’ neincidentne, tada na pravoj a postoji najmanje jedna
tadka takva da ne postoji prava koja je incidentna sa tom
tadkom i tadkom 4.

Dolzaz. -retpostavimo suprotno- da je svakon tackom
prave a i taikom i odredena prava. Tada postoji korinciden-
cija skupa tadzXa vrave a na podsxup vpravih cramena sredi-
Zta A. Ha osnovu aiksiome Sl u tom podsiupu prarena >ravih
srediita A relacija poretka je iste rsrirode kao i relacija
codreiena prvom pod;rupom Z aksioma poretia geometrije E377.
U tom sludaju se u siupu pravih pramena nravih sredidta A,
koje su odreZene tadkom A& i svim taikama prave a, noredak
tog sihuva pravih ne mo%e okarakterisati tromesnom relaci-
jom "izmedu" ve? na osnovu aksiome 31 Zetvoromesnom rela-
cijom poretika koju smo oznaZili sa E. Ovo je u suprotno-
sti sa &injenicom daga se u gwometriji TH77 aksiomana pore-
tka u skupu previh istog vramena odreduje upravo tromesna
relacija "izmedu" (na to ukazuje drugo slcvo H oznake te
ceonetrije).

Fosledica 4a. U geometriji ZZ°° postoje bar dve ta-
ke za koje ne -ostoji prave incidentna sa svakom od nJjih.

Prema teoremi 4., svaka prava geometrije Ti’’
incidentna je sa najmanje jednom tadkom koja sa tadkom
koja toj »ravoj ne pripada ne odreduje pravu. U to]
geometrijl ne mo%e se dokazati niti da je to jedina
tatka te prave, niti da na toj
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pravoj postoje ber dve talke koje sa talkom koja toJj pravo]
ne pripada ne odreduju prave. Zato je sistem aksioma geome-
trije ZA°’ moguée profiriti jednom od sledeéih dveju aksi-

oIna.

Acsiona V. P. Za svaku pravu i tadku A koja JoJ
ne pripada postoji tacno jedna talksa te prave koja sa ta-
Zkom A nije kolinearna.

iAksioma V.H. Za svaku pravu i taZflu A koje nisu
incidentne postoje bar dve talke te prave koje nisu koline-
arne sa tackom 4.

Geometriju &iji je sistem aksioma sistem afsioma
reometrije Eni ° prof¥iren. alksiomom V. P oznacifemo sa o
& peometriju &iji je sistem aksiona sistem axksiona geome-
trije S’ projiren aksiomom V.i s2 =7 .

Teorema 5. Ako su prava a i talka A geometrije
=7/’ neincidentne, tada u prammenu npravih sredista A posto-
ji najmanje jedna vprava takva da ne postoji tadka koja Je
incidentra sa tom nravom 1 pravom 2.

Dokaz. rretiostavimo suprotno - dz svaxe orava pra-
mena pravih sredifta A sele “Hravu a. “ada ~o0stoJikorincide-
ncija skupa pravih pramena pravih =re i5ta A na podskup sku-
pa tafaka prave a. KKa osnovu aksionme S2 taj podslun taZzka
zadovoljava axsiome poretka koje odreduju relecciju razdvo-
jenosti parova talaka skupa taralia nrave xoju smo ozmacili
sa Z. Ovo je u protivurelnosti sa Zinjenicom da Jje prvom
podgrupom aksioma poretka u skupu talaka prave odredena
tromesna relacija "izmedu".

i

Posledica 5a. U geometriji TL~~ postoje bar dve di-
sjunktne nrave,

Teoremom 5. ne utvrduje se da 1li je pomenuta 'rava
sramena pravii srecidta A i jedinz crava Xoja ne sele
rravu a ili u pramenu pravih sredifta A sem te orave pnosto
ji par jo$ Jjedna prava koja ne sede pravl a. U sistemu ak-
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sioma ove geometrije moZemo pro3iriti jednom od dveju sle-
deéih aksioma:

Aksioma V P, U svakom pramenu pravih &ije sredisg-
te nije incidentno izvesnoj pravoj ravni HE ’ postoji tad-
no jedna prava koja je sa tom pravom disjunktna.

n Za razliku od aksiome V. P koja je dualna aksiomi
V P u oznaci prethodne aksiome nismo upotrebili tacku izme-
Gu V i P, Tacka izmedu V i P upuéuje da se odgovarajulom
aksiomom utvrduje "broj" tadaka koje sa srediStem pramena
nisu kolinearne. ,

Aksioma VH. U svekom pramenu pravih ¢&ije srediSte
nije incidentno izvesnoj pravoj ravni HE’® postoje bar dve
prave disjunkthe sa tom pravom.

Geometriju koja odgovara sistemu aksioma geometri-
je HE’’ proSirenom eksiomom V P oznalavatemo sa PEs Jednos-
tavno se moZe dokazati da je sistem aksioma ove geometrije
ekvivalentan sistemu aksioma euklidske geometrije tj. da je
geometrija PE esuklidska geometrija. Geometriju koja odgova-
ra sistemu aksioma geometrije HE’’ prodfirenu aksiomom V H
oznalavamo sa HE, Sistem aksioma geometrije HE ekvivalentan
je sistemu aksioma geometrije Lobalevskog tj. geometrije HE
je geometrija Lobadevskog.

Lnalizom sadriaja aksioma VP i V H i nalina ozna-
Savanja geometrije PE i duE koje odgovaraju sistemima aksio-
ma koji sadrZe aksiome V P i V H stife se utisak da nadin
oznafavanja ovih geometrija nije u duhu nadina oznalavanja
koji smo dosad primenjivali. Naime geometrije PE i nE nasta-
le su profirivanjem sistema aksioma geometrije HE’’ aksiome-
ma VPiVHredom. Aksiome V P 1 V H odnose se na prave pr-
amena pravih, a ne na tacke skupa talaka iste prave. Geomet-
rije koje smo dosada razmatrali oznalavali smo tako Sto smo
prvim slovom ukazivali na prirodu aksioma poretka skupa
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tadaka pravih , a ne skupa pravih pramena pravih, Medutim
radil se 0 pr1v1dnoa nedoslednosti u oznacavanju. Aksioma-
ma V P 1 V H, uprkos tome s$to se na prvi pogled odnose ug-
l1avnom na pmve pramena pravih, u susStini se odreduju svoj-
stva podskupa taleka projektivne prave kojom se u modelu
prédstavlja prava odgovarajute geometrije. naime pr vom
podgrupom aksioma poretka okarakterlsane su u svim dosad
razmatranim geometrijama dve vrste relaclaa poretka skupa
ta%aka prave: detvoroelementna relacija razdvoaenostl pa-
rova tadaka\ Yopisana" podgrupom E aksioma poretka, i tro-
elementna relacija "izmedu" ("opisana" podgrupom H eksio-
ma poretka). Mecdutim ova druga relacija zadovoljena Jje, u
projektivnim modelima ovih geometrija kako u skupu tacaka
projektivne prave bez talke, tako 1 u skupu tadaka otvore-
ne projektivne dufi. Po3to ni ta jedina tadka u prvom slu-
gaju, ni najmanje dve talke u drugon slulaju, nisu tacke
osnovnog skupa taaka S geometrije HE™’ nemoguée je tako
neposredno (kao u modelu) razlikovati ta dva sludaja. Za-
to se, aksiomama V P i V H (aksiomom paralelnosti i aksi-
onom Lobaéevskog) na posredan nalin ostvaruje to razliko-
vanje priroda pravih u geometrijama PE (euklidskoj) 1 HE
(geometriji Lobafevskog) ¢iji su sistemi aksiomasisteni
koji sem aksioma sistema aksioma geometrije HE’*(apsolu-
tne geometrije u Boljajevom smislu) sadrZe i aksiome VP
i VH redom. '
"Dualno" prethodnom, u skupu pravih pramena prav-
ih geometrije EE’’, drugom podgrupom aksioma poretka "op-
isuje" se relacija "izmedu". Na osnovu toga se, slicno
kao %to smo to ulinili na str. 93. i 94. rada, moZe poka-
zati da je bilo koji pramen pravih geometrije EH’’ u pom-
enutom.projektiVnim modelima te geometrije predstevlijen
ili projektivnim pramenom pravih bez tadno Jjedne prave
ili otvorenim projektivnim uglom. Jedini nalin da se u
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geometriji md”" izdvoje te dve mosuénosti je da formuzama
V.P. ili V. H. - koJe se odnose nevosrednije na skup tada-
ka orave koja nije incidentna sa srediStem tog oramena
pravih nego na prave tog pramena - uyrodirimo sistem aksio-
“ma te geometrije Ed"’ i time "odvojimo" geometrije EP i
ZH’ preme prirodi pramenova pravih u svakoj od tih geome-
trija kao geometrija odredenih oblasti projextivne ravni
(model geometrije 3?'%$stavljen je u /18/ na sl. 1.6. na
str. 7. a model geonstrije B2’’’ nz sl. l.2. na str. 6.
istog rgda.

8. BDualnost nekih rrojec<tivno metrilkih geonetrija.

Zao Sto je geometrija ABE  apsolutna geometrijz geometrija

PS5 1 48, tako je 1 cedbmetrija ZE°’ ansolutna geometrijz ge-
seometrije S i1 ZET77 ao 1 svih zeonmetrija koje odgovara-

Jju svim mogulin p»re3irenjima sistexza axsioma tih geomebtri-
ja. Ao pokaiemo cda su rzeometrije =i~ i Ei’’ dualne geome-
trije iz dualnosti foraula V.P i V © kojima smo prodirili
redom sisteme avsioma zeometrija -n ” i Hs’” do sistensa

b ik

-3

akxsioma geometrija = i 23 sroizaii e dualnost i ovih

zeonmetrija. Iz analognih razloga to e veliti 1 za geome--

trije ZH4°77 i HE.

[WE

Prve grupe aksionma geometrija ZH 7 i I8’ 7. re-
I S J
zlikuju se u sledelen. Formula:"Za s

vake dve prave postojl
tacka koja Jje incidnetna sa svakoz od tih pravih" koja Je
aksioma 14 geometrije Ti’” nije ni aksioma ni teorema geo-
metrije He’'”, a formuka: "Za svake dve talke postoji prava -
koja je incidentna sz svawon od tih tadaka" koja e aksio-
ma I, seometrije H2’’ nije ni aksioza ni tc®Bena geometri-
je Zd°7. Jednostzvno se proverava da su aksiome I, 11,
nedusobno dualne,

v

Aksioma Il(ﬁznacena u /24/ sa 12) je zajednidka ak-
sioma ovih dveju geometrija. Formula dualna toj aksiomi




doxazuje se iskljuiivo koriSienjem akzioue Il te Jja ta
formula teppema i jedne i drugegeometrije. Poito vaii i o-
bratno umesto aksiome Il mogla bi se kao aksioma, u siste-
nu aksioma geometrije EA ’ izdvojiti formula dualna toj ak-
siomi. rrvom delu aksiome I, (kao $to smo naglasili -ri U-
vodenju ove aksiome njen sadriaj istovetan Je sadrZaju ai-
siome IB u ud¥beniku /24/) dualna je axsioma I, a drugon
delu tvrienje: "Postoje bar tri nrave koje nisu incidentne
sa istom tadkom". Ovg formula je teorema i jedne 1 drusge
~eometrije koje uporedujemo, Evo dokaza te teorene: Lera

je orava a bilo koja prava geometrije koja odgovara azsi-
omama incidencije nafeg rada (ili gewmetrija koje upore-
Gujemo). Na usnovu aksiome 12 za pravu a postoje najmanje
dve talie, nyr. 2 i C koje su sa ~ravom a incidentne. =&
osnovu drugog dela 1ste axsiome postoje bar tri tal.ie <oje
nisu incidentne sa istom pravom. rrema tome postoji ovar je-
dna tadka, obele?imo je se A, razlicita od talfexa 3 1

koja nije incidentna sa pravom a. Prema aksiomi I
bar dve orave, ozanlimo ih sz b i ¢, incidentne t
“rave &, b i ¢ aisu incidentne istoj taliki.

srupa axksioma poretka geometrije Tz’ inn’’ sadrii
édve podorupe aksioma. rrvom podzrupom aksioma poretka od-
re uje se orirode relacije porstka sxura tacaka crave, a
a drugom rirada relacije poretia sxupa vravih pramena
sravih. 4Ako se axsiomama poretka odreduje Zetvoroelementna
relacija razdvojenosti oarova elemenata jednos od ta dva
"dualna'skupa ( xo0je xao i u projektivnoj seometriji mo-
semo nazvati 1 vpravim nizom talaka, odnosno ramenon vravin)
odzovarajuéu vodgrupu axsioma poretka oznofavali smo sa E.
sko je u tim skupovima bilo moguée podgrupom axsioma DO-
rétka odrediti svojstva troelementne relacije "iznedu"

takvu podzrupu aksioma poretka oznafavali smo sa H. Svako]
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aksiomi prve podgrupe aksioma geometrije TH’’ dualna je
odgovaraauoa aK51ona druge grupe aksioam poretka geometri-

e,
it

. Uostalom, u radu smo na taxav nadin i uveli drugu pod-
grupu = akeioma  poretiks, u bilo kojoj od geometrija koje
smo bazmatrali. To isto vaii i za drugu grupu aXsioma DpO-
retia mi’’: svaka aksioma druge podsrupe aksiona poretka
te geometrije dualna je od”ovaraauooa ‘aksiomi poretika pr-
ve podgrupe aksiomi poretxa a5’

rrvo] Dedekindovoj aksiomi ﬂlﬁ prve geOﬂeurlae,Ao~
jom smo “odredili" da Je skup tafaka prave te geometrije
nepreizidan 1 to na nadin na koJji je nepreiidna orojektivna
prava, odgovara druga aksioma DZE druge geometrije kojom
se M"utvrduje" da Jje vramen ravih te geometrije neurexidan
isto 2ao “to je neprexidan projeabiven ranen pravih. Upo-
resujuéi sadriaj ovih dveju axsioma (8.str. 37. rada) je-
dnostavno se moie proveriti da je ova aisiona dualna pret-
hodnoj, tj. 4a su ove aksioemelusobno dualne. To isto va-

e

“i i ua drugu sedexindovu assiomu Ja.: re03ebr1de oo i

_.JAJ.
i

prvu Jedelrindovu axsiomu Dy geometrije 377

-

I aksione ul i 02 (v.str. 8L. i 52. rada) xojima smo
pro3irili siste aksioma svih do tada razmatranih geomet-
rija dualne su medusobno.,

“pvonm aksiomon Gl aksioma transformacije pocdudarno-
sti'"Wtvrdili" smo da su transformacije podudernosti sagla-
sne sa relecijama poretka odredenih aksiomama poretka odgo-
varajuéin orojektivno netridkih geometrija. Operacije due-
1ne transformacijama podudariosti ognovnog skupna talak
bilo koje od geometrija ravni 182 su transformaclije s.upa
pravih tog skupa. U pomenutom radu /37/ zoji e biti obja~
vljen dokazali smo, u oxviru sistema prve tri grupe gde su
arsioue tredée grupe aksiome transformacija podudarnosti Gl,
G2, G% da transformacije podudarnosti preslikavaju skup
pravih na taj isti skup pravih. Dakle transformacijje dual-
ne transformeacijama podudarnosti su te iste transformacije
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podudarnosti.

Poito su prema aksiomi Gl transformacije podudar-
nosti bilo koje geometrije ravni 182 saglasne sa relacijama
poretka, one su saglasne i sa relacijama poretka ustanovlj-
enog u odgovarajuéim pramenovima pravih tih geometrija, pr-
ema prethodnom u svakoj od tih geometrija, tvrdenje dualno
aksiomi Gl je teorema.

Na osnovu sadr¥aja aksiome G2 (str.32.) neposred-
nose zakljuduje da se ovo odnosi i na tu aksiomu.

Prema aksiomi G3 za svake dve poluprave zajednic-
kog poletka postoji transformacija podudarnosti koja jednu
od tih polupravih preslikava na onu drugu i obratno. Ka
osnovu ekvivalentnosti aksioma podudarnosti i aksioma tra-
nsformacija podudarnosti dokazane u radu /37/ sledi da se
u svakoj od geometrija ¢ije smo sisteme aksioma formirzsli
u ovom radu moZe dokazati da za svaku duZ postoji sredis-
te., Iz istog razloga sledi i egzistencija centralnih sim-
etrija u tim geometrijama. Ako su A i B.bilo koje dve talke
jedne od pomenutih geometrija, tada centralna simetrija u
odnosu na sredifte du?i Ap preslikava tafku A na tacku B i
obratno. nwa taj nadin smo dokazali da je tvrcenje dualno
aksiomi G3 teorema bilo koje 2-projektivno metricke geome-—
trije.

Na prethodni nadin dokazali smo da Jje geometrija
FE’‘ dualna geomebriji HE’’ iz dega, poito su i aksiome
V.P i V P medusobno dualne, sledi da su takve 1 geometri-
je BF i FE, a iz dualnosti aksioma V.H i V H sledi i due-
lnost geometrija EH’’’ i HE.

U 2,8, dokazali smo da je geometrija =57 duzlna
sebi samcj. Sistem aksiome geometrije =B je

-
At

sistem aksi-~
oma geometrije Zz’ proSiren aksiomama I 1 I,. ro%to su te

d el

je dualan samom sebi. Ovaj sistem aksiona je, a0 to so

aksiome medusobno dualne i sistem aksioma geometrije Z27°

S20



smo ranije pokazali, Jjedna od varijanata sistema aksioma
eliptidne geometrije.

Iz nadina na koji smo formiralil sistema aksioma
AH’, $to se iz nadina na koji smo ga oznadili neposredno
mo¥e zakljuditi i na jednostavan nadin obrazlo%iti, sledi
da je taj sistema sksioms dualan samom sehi Sto vazi 1 za
odgovarajuéu geometriju. Sistem alsioma ~ Geometrije HE’
prosiren aksiomem V.P oznadiéemo ma HP. Cvaj sistem aksio-
ma odgovara geometriji dualnoj pseudoeuklidskoj. Sistem ak-
sioma pseudoeuklidsike geometrije formiran u skladu sa nadi-
nom na koji smo u ovom radu formiralinsve sisteme aksioma
projektivno metridkih geometrija je sistenm afsioma geomet-
rije HA prosiren aksiomom V P. Ovaj sistem oznadavamo sa
PH. Ako sistem aksioma TH’ proSirimo aksiomama V.P 1 V P
dobiéemo sistem aksioma parabolodne geometrije FP. Ako si-
stem akshoma geometrije HE  proSirimo aksiomama V.Ei VH
dobijamo sistem affsioma HiH. Ovaj sistem smo formirali na
osnovu glavnog modela geometrije HH pa odekujemo da pred-
stavlja sistem aksioma te geometrije, pa dakle potpun sis-
tem aksioma. U slededem paragrafu dokazaéemo kategoridnost
svih nabrojanih geometrija osim geometrije Hi. Medutim na
osnovu nekih obrazloZenja u tom paragrafu moZze se sa zna-
tnom sigurnodéu odekivati da Jje i sistem aksioma te geome-
trije potpun.

Podto smo sisteme aksioma geometrija HP 1 PH
formirali prodirivanjem sistenma aksioma HH’~ dualnog samon
sebi, aksiomama V.P 1 V P koje su medisobno dualne, 1 S~
stemi aksioma P 1 PH su medusobno dualni. Aksiome V.H 1
Vv EH su medusobno dualne. Zato je i sistem aksioma HH,do-
bijen prosSirenjem sistema aksioma TH~ dualnog samom sebi
sksiomama V.H i V H, takode dualan samom sebi. Na slican
nadin pokazuje se i da je geometrija PP dualna samo sebi.
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9, Sistem aksioma "ansolutno” apsolutne dvodimen=—
zione metridkezeometrije. Uporedujuéi sisteme aksioma svih
projektivno metrilkih geometrija koje smo predlo¥ili u pr-
vih sedam tadaka ovog paragrafa zakljulujemo da su aksiome
gueidencije formulisane na str. 26. (5 2.2. rada) aksiome
svakog od predloZenih sistema aksioma. To je istovremeno i
naj3iri nezavisan skup tvrdenja kojima se utvrduju svojst-
va relacije incidencije u svim geometrijama tih sistema &k=-
sioma. Geometriju tog sistema aksioma nazivaéemo apsolutn-
om ravni. Pokazaée se, da osim aksioma incidencije 11,12,
I3 i aksioma transformacija podudarnosti nema drugih aksi-
oma koje su zajednidke za sve projektivno metrilke geomet-
rije. Geometriju &iji sistem aksioma, sem navedenih aksio-
ma incidencije sadr?i i odgovarajuéu grupu aksioma transf-
ormacija podudarnosti, nazivali smo "apsolutno® apsolutnom
geometrijom da bismo istakli razliku izmedu naseg i ﬁahman-\
ovog sistema aksioma apsolutno metriike geometrije. Dok je
naf sistem aksioma podsistem aksioma svih devet, Bahmanov
sistem aksioma apsolutne metridke geometrije je podsistem
aksioma samo tri projektivno metricke geometrije. uvbuducde
¢emo apsolutnu geometriju nazivati apsolutno metrickom ge-
ometrijom ili samo apsolutnom geometrijom.

Osnovni (polazni) pojmovi ove geometrije su tac-
ke i prave, jedina osnovna relacija je relacija incidenc-~
ije, a osnovne transformacije transformacije podudarnosti.
Priroda relacija poretka u raznim projektivno metrilkim
geometrijama (u nekim je ona, bilo da se odnosi na skup
tadaka prave ili skup pravih pramena pravih odgovarajucih
geometrija, tromesna a u nekim detvoromesna). wato ova re-—
lacija ne moZe biti ni izvedena relacija apsolutne geomet-
rije.

U formulisanju Dedekindove, pa dakle i Kantorove
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i Arhimedove aksiome, koristimo relacije poretka. Na osno=-
vu prethodnog ni Dedekindova, pa ni Kantorova ni Arhimedo-
va aksioma nisu aksiome apsolutne geometrije. Aksiome V
grupe aksioma projektivno metrickih geometrija se razliku-
ju zavisno od geometrija na koje se odnose. Lato sistem
aksioma apsolutne geometrije ne sadrZi ni grupu aksioma
paralelnosti.

Medutim aksiome Gl i G3 transformacija podudarno-
sto formulisali smo koristeéi pojmove koji se definisu i
na osnovu relacija izvedenih iz relacija poretka. Zato mo-
ramo izvrditi odgovarajuée izmene u formulisanju aksioma
transformacija podudarnosti apsolutne geometrije koje po
smislu odgovaraju aksiomama ¢1 i G2. Cak i same osnovne
operacije - transformacije podudarnosti iz istog razloga
nisu transformacije na apsolutne ravni, vel bijekcije te
ravnila). Takode smo koristeéi saglasnost transformacija
podudarnosti sa relacijama poretka, kao i teoremu po kojojJ
su transformacije podudarnosti bijekcije u /37/ dokazalil
da su transformacije podudarnosti kolineacije. Kako se, na
osnovu prethodnog ta teorema ne moZe dokazati u apsolutnod
geometriji aksiomu GlA apsolutne geometrije gormulisacemo
na sledeéi nadin: . |

Aksioma GlA. Transformacije podudarnosti su ilzomo-
rfizmi apsolutne ravni.

Na ovaj nadin istovremeno smo odredili dva svojs-
tva transformacija podudarnosti: da su one bijekcije apso-
lutne ravni i da su saglasne sa osnovnom relacijom - rel-
acijom incidencije apsolutne geometrije.

Aksioma G2A istovetna je aksiomi G2 formulisano]
na str. 3%2. rada,

18) Transformacije koje smo bliZe odredili u t.4.
i nazvali transformacijama podudarnosti prema aksiomi Gl
saglasen su sa relacijama poretka svake od projektivno me-
tridkih geometrija. zajvaljujuéi tome, u tim geometrijama
mogli smo za te transformacije dokazati da su bijekecije.
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U formulaciji aksiome G3A umesto izraza poluprava
upotrebiéemo izraz prava. U verziji- prilagodenoj apsolutnoj
geometriji eksioma G3 (str.33. rada) glasi:

Aksioma G3A., & svake dve prave a i1 b postoji najm-
anje jedna transformacija podudarnosti koja pravu a presli-
kava na pravu b, i1 pravu b na pravu a,

Medutim ovo prilagodenje zahteva dodavanje jos Je-
dne aksiome transformacija podudarnosti, tako da grupa aks-
ioma transformacija podudarnosti apsolutne geometrije sadr-
7i etiri aksiome za razliku od odgovarajute grupe aksioma
projektivno metrilkih geometrija. Ta Cetvrta sksioma apsol-
utne geometrije Jje:

Aksioma G4A. sa svake dve tacke A i B postoji naj-
manje jedna transformacija podudarnosti koja tacku A presl-
ikava na talku B, a tadku B na taCku A,

U talki 8. dokazali smo <z su geometrije EH"’ i HE’’
geometrije &iji su sistemi aksioma dualni melusobno, Pri to-
me smo posebnu painju posvetili Jjednost:zvnom dokazu stava
po kome su tvrdenja dualna aksiomama incidencije Il, I, I3
teoreme one geometrije Ciji sistem aksioma sadrZi samo aksi-
ome Il’ 12, 15. Prema tome apsolutna ravan je sama sebli dma-
lna. Da bismo dokazall da odgoverajuéi stav vazi i za apsol-
utnu geometriju potrebno je dokazati da Je svaka tvréenje
dualno bilo kojoj aksioml grupe aksioma transformacija podud-
'arnosti apsolutne geometrije ili jedna od aksioma te grupe
11i teorema apsolutne geometrije. Pre svega operacije dualne
transformacijama podudarnosti apsolutne geometrije su prema
aksiomi G1lA bijekcije skupa pravih apsolutne ravni. S obzir-
om da Je relacija incidencije dvomesna simetrilna relacija
sa skupa talaka ka skupu pravih, kao i da je ona dualna samo]
sebi iz prethodnog se moZe zakljuditi da je tvrdenje dualno
aksiomi G1lA aksioma GlA apsolutne geometrije., Pri tome treba
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jmati u vidu i da su pomenute bijekecije skupa pravih apso-
lutne ravni istovetne transformacija podudarnosti te ravni,
Iz istog razloga je i aksioma G2A dualna sebi samoj. Aksio-
me G3A i G4A medusobno su dualne, Sto se moze dokazati na
isti nadin,
' f&me smo dokazali sledeéi stav:

Stav., Apsolutna geometrija je dualna samoj sebi.
Tadnost ovog stava moZe se obrazloZiti i na drugadiji nad-
in. Neime, prema talki 8. svaka projektivno metridka geom—
etrija razlidita od geometrije EE ili HH dualna je izvesn-
0oj projektivno metrickoj geometriji razliditoj od geometri-
ja EE i HH, Ova dualnost je uzajamna. Geometrija EE (HEH)
dualna je samoj sebi. Zato svako tvrdenje dualno tvrdenju
koje vaZi u svim projektivno metridkim geometrijama, tak-
‘ode vari u svim tim geometrijama.

10. Neke znalajne relacije i transformacije pod-
udarnosti projektivno metriékih‘geometrija.‘Prouéavanjem
glavnih modela projektivno metricke geometrije zakljudili
smo da su, kao i u klasiénim, medu transformacijama podu-
darnosti tih geometrija najznalajnije centralne i osne si-
metrijé. Na isti nadin,definicije tih transformacija u kl-
asidnim geometrijama, uopEtili smo do sledeéih definicija
centralne i osne simetrije koje vaZe u svim projektivno
metrickim geometrijama.

Definicija l. Transformacija podudarnosti proje-
ktivno metridke geometrije u kojoj su invarijantne sve pr-
ave incidentne istoj taZki, ali nijedna od tih pravih nije
invarijantna talka po talka, naziva se centralnom simetri-
jom te geometrije.

Definicija 2. Transformacija podudarnosti projek-
tivno metridke geometrije u kojoj su invarijantne najmanje
dve tadke i to tako da su u toj transformaciji invarijantne
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najvide dve prave koje su incidentne sa svakom od pomenut-
ih invarijantnih tacaka je osna simetrija.

wa osnovu aksioma projektivno metrickih geometri-
ja, kao i u radu /37/ moZe se dokazati da Jje tacka incide=-
ntna svim tim inverijantnim pravama pomenutim u definiciji
1..takode invarijantna. Ova tadka naziva se centrom ili sr-
edistem centralne simetrije.

Na isti nadin se dokazuje da sem dve invarijantne
tadke pomenute u definiciji osne simetrije u osnoj simetr-
iji postoji bezbroj invarijantnih tacdeka takvih da nijedna
od tih taceka nije incidentna sa viSe od dve invarijantne
prave. lMoZe se dokazati i neSto visSe od ovog: u projektiv-
no metrickim geometrijama u ¢ijoj oznaci Jje prvo slovo E a
drugo razlilito od ¥ svaka talka tog skupa tacaka koje su
invarijantne u osngj simetriji i nijedna nije incidentna
sa viSe od dve invarijantne prave incidentna je sa tacno
jednom invarijantnom pravom; u projektivno metridkim geom-
etrijama u kojima Jje drugo slovo oznake. tih geometrija &
svaka takva tacka incidentna je sz tacno dve invarijantne

prave. Skup svih takvih invarijantnih tadaka mazivamo osom
osne simetrije. Na prethodni nacin moZemo razvijati polu-

formalne geomelrije predloienih sistema aksion
ﬁ%éutlm, u ovom radu opreé% Jajemo e Ka drugaci-

ji put. To je put koji se u delu /34/ opisuje kazo razvija-
nje teorije modela odgovarajule geometrije. Tim putem smo,
uostalom i formirali sisteme aksioma projektivno metridkih
ceometrija. wa osnovu tih sistema akéioma, ako prethodno
dokaZemo da su ti sistemi aksioma potpuni (ili kategorilni,
iz Cega sledi i potpunost tih sistema) moZemo razvijati od-
govarajuée geometrije. iada se, kao £to Smo prethodno nagl-
asili, opredeljmjemo za utvrdivanje stavova ovih geometri-
ja na osnovu njihovih glavnih modela, ipak ¢emo u sledelem
paFpgrafu dokazati kategoriénost (potpunost) nekih od pre-

OCHOBHA DPTANUSANNIA YAPYIHEION PARA
JA MATEMATHXY, MEXARZKY W ACTROAGMHIY

PUBABHUCTEwA
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dloZenih sistema aksioma i odrediti i nezavisne sisteme ak-
sioma odgovarajulih geometrija., Time omogulujemo da, ukoli-
ko se ukaze potreba za izgradivanjem neke od poluformainih
projektivno metrickih geometrija moZemo sve rezultate dobi- -
jene na osnovu njihovih glavnih modela, bez znatnih tedkoéa
poluformalizovati, Takav je uostalom bio i put aksiomatiza-
cije geometrije Lobadevskog, kao i izvodenja dokaza mnogih
njenih teorema za &ije su formulisanje osnovni podsticaji
potekli iz izgradivanja teorije Beltrami - Klajnévog ili ne-
kog njenog drugog modela., Ovo uglavnom vazi i za velinmu dr-
ugih teorija.

Definiecija 1. i 2, centralne i osne simetrije, u
to se ovim drugim putem sacvim jednostavno moZemo uveriti,
va’e u svim projektivno metridkim geometrijama. One su osim
toga izraZene i jezikom apsolutne geometrije. Zato ih moZe-
mo smatrati i definicijama osne i centralne simetrije apso-
lutne metricke geometrije, . ’

Na osnovu uporedivanja glavnih modela svih projek-
tivno metridkih geometrija zakljucili smo takode da je pog-
odno i uop3titi pojam normalnosti pra&ih tako da se moZe
govoriti i o normalnosti eliptiZnog (hiperboliénog) niza ta-
gaka na pravu i obratmo pa ¢ak i o uzajamnoj normalnosti iz-
otropnog niza tadaka i prave., Podstaknuti time uvodimo i sl~
edeéu definiciju:

Definicija 3. Lik Ll je normalan na liku L ako i sa-
mo ako je 1lik Ll invarijantan u simetriji ose L i takode ako
je 1lik L invarijantan u simetriji ose Ll'

Na isti nadin zakljudili smo da se suprotne tacke
mogu definisati koriféenjem centralnih simetrija.

Definicija 4. Talka K je suprotna tadki A ako je
razlidita od te talke i ako je invarijantna u simetriji u
odnosu na tacdku A,
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8 3, POTrUNOST NEKIH NEKLASI.NIH FROJEKTIVNO M=T-

RICKIH GEOMZTRIJA, FORMIRANJE NEZAVISNIH 3I-

STEMA AKSIOMA NEKIH NEKLASICNIH PROJEKTIVNO
METRICKIH GEOMETRIJA

xXn

Ubedenje da prosirivanjem sistema aksioma geometrija

5, 54,08, A3 te sisteme moXemo profiriti do potpunih sis-
si 4 A ) L ... .18

tema aksioma tj. da Zemo pomenute geometrije prosiriti )

do Twotnounih geometrija, zasnivalo se na lemi 4, po koJjojJ
"Neprotivuredan svecijalni kvantifikatorski radun vrvog
reda ima neprotivureZno i potmuno nrofirenje" (/20/str.
120), Mada su pomenute geometrije teorije u kojima se ak-
siomatsko zasnivanje ostvaruje u okviru sredikatskog rad-
una IT redalg) smatramo da se aksiome te teorije mogu iz~
raziti 1 predikatskim jezikom prvog redago). Slicéno tome,
ali uz viSe argumenata verujemo da se ove teorije, koje
raspola’u sa dve vrste oromenljivih mogu zasnovati i kao
teorije =& samo jednom vrstom vromenljivih. U delu /31/,
na =tr. 26. novodi se primer u kome se u svojstvu "indivi-
dus" geometrije »rve dve grupe Hilbertovog sistema aksio-
ma uzimaju samo tacke., U fusnoti 1. na istoj stranici tog
dele wovodom toga se primeéuje: "NaZzin izlaganja geometr-—
ije, Tri kojem se u svojstvu individua (promenljivih -D.C.)
koriste Jedino taclke, uzima se kao osnova u aksionmatici
Osvalda Veblena. Pri tom Veblen sve geometrijske relacije
odreduje relacijom "izmedu", Prema tome, sve ono Sto se
odnosi na specijalne kvantifikatorske radune prvog reda,

18) O prosirenju svecijalnog kvantifikatorskog ra-

c¢una v.definiciju 2, na str. 120 u /20/. Za razliku od na-
¢ina oznaiavanja 7o kome se profirenje nekog raduna oznad-
ava crticom iznad oznake tog raduna, mi smo primenjivali
suprotno pravilo smatrajuéi da crtica iznad ukazuje na og-
ranifenje.

193 V.fusnotu 1. na str.152.dela /21/.

20) Nadamo se dz takvo nrilagodavanje neie dovesti
do situacije koja je nas tnla prilagodavanjem Peanovih aks-
ioma na predikatski jezik I reda i koja je dovela do teor-
ije brojeva (elementarne) za koju je dokazano da je esenc-
ijalno nepotpuna (v.opr.str.243 u /21/,
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mosemo koristiti i u sludaju geometrija koje ovde razmatra-
mo. Tako su, prema zakljudku "ralun je neprotivurelan ako i
samo ako ima model® na str. 124, rada - udZbenika /20/ i na-
¢ina na koji smo formirali sisteme aksioma geometrija EE,
EH, HE i B¥ te geometrije, kao i sva njihova proSirenja izl-
o%ena u ovom radu, neprotivurelna. Ove geometrije tretirali
smo u prethodnom razmatranju kao formalne teorije iako su
aksiomatike koje smo za njih u ovom radu predlo?ili bile po-
luformalnog karaktera (o ovom pojmu v.kraj t.2.8 1. na str.
5.1 fusnotu 4. na str. 5 rada), Ali poluformalne teorije ve-
oma su po svojoj strukturi bliske formalnim, & utvrdivanje
ta%nosti odgovarajuéih teorema analogno je u suidtini izvod-
enju dokaza tih teorema u odgovarajuloj formalnoj teoriji.
Zato éemo neke geometrije sistema aksioma koje smo predloZ-
" 11i povremeno identifikovati sa njima odgovarajuéim polufor-
malnim teorijama kao Zto smo to uéinili u uvodu ovog parag-
rafa i kao 5to éemo to udiniti u sledeéoj tadki.

1. Potpunost seometrija sistema aksioma EP i EH’’C
Osnovni stav ove talke Jje: ‘

Stav 1. Ako je geometrija potpuna, tadsa je pbtpuna
i geometrija koja joj je dualna.

Dokaz. Prema definiciji 1. str. 11S. u /20/ geomet-
rija je potpuna Bko svaka zatvorena formula F te geometrije
zadovoljava uslov: F Je teorema te geometrije ili je negac-
ija ¥ teorema te geometrije . Ako je geometrija dualna
potpunoj geometriji nepotpuna, tada u toj geometriji, prema
prethodnom, postoji formula Fl takva da ni formula Fl ni nje-
na negacija nisu teoreme te geometrije.Medutim, tada u odgo-
varajuéoj potpunoj geometriji postoji formula F dualna formu-
1i F

te potpune geometrije.

1 tskva da ni formula F ni njena negacija nisu teoreme




- 60 =

Na osnovu st. 2. sledi:

Stav 2. Geometrija EF je potpuna.

Dokaz. Geometrija EP je, $to smo dokazali na str.,
50. rada, dualna geometriji PE. Kao 3to smo u radu veé ne-

‘koliko puta nagalsili geometrija PE je euklidska geometri-
ja. Po3to je euklidska geometrija potpuna tada je, prema
stava 2. i geometrija EF potpuna. Mada je dokaz da je geo-—
metrija PE istovetna euklidskoj jednostavan, s obzirom na
obimnost onog dela tog dokaza kojim se dokazuje da su sve
aksiome geometrije PE aksiome ili teoreme euklidske zeome-
trije ukazujemo da za dokaz stava 8. taj deo dokaza i nije
neophodan. Naime, uporeiivanjem aksioma geometrije FE sa
aksiomama auklidske geometrije azkljucuje se da su sve ak-
siome @uklidske geometrije istovremeno i aksiome geometri-
je PE (mislimo na aksiome koje smo predlozili u radu). Iz
toga sledi da Jje s obzirom na potpunost euklidske geomet-
rije takva i geometrija FE. _

Posto smo dokazali da je geometrija EH’“’ dualna
geometriji HE (str.103. i str.106. rads), na isti nafin
kao 3to smo to udinili u sludaju geometrije EP dokazujemo
da je i geometrija EH"’’ potpuna (podseéamo da je geomet-
rija HE geometrija Lobadevskog). Prema tome valii:

Stav 3. Geometrija EA "’ je potpuna.

2. EKategorilnost seometrija FFP i BE " ’’.

U £ 1. 2. utvrdili smo da se pod pojmom polufor-
malne teorije podrazumeve relacijsko - operacijska $truk-
tura ¢iji su elementi proizvoljne prirode. Formiranju si-
stema aksioma poluformalnog karaktera projektivno metrid-
kih geometrija u prethodnom paragrafu, prethodio je proc-
es formiranja sistema aksioma tih geometrija sadrzajnog
karsktera odgovarajucih oblasti projektivne ravni, koji

pri tome nismo eksplicitno istakli. PoSto se prema ovom
obrazloZenju geometrije

cije smo sisteme formiralj mogu
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cmatrati i modelima u skupu éiji su elementi proizvoljne
prirode, da bismo ih razlikovali od modela ¢iji su elemen-
ti konkretizovani, u ovoj tadki modele prve vrste oznacav-
aéemo sa B-- ispred redi model. U dokazu osnovnog stava
pomoéu koga &emo dokazati kategoricnost geometrija EP i
TH”’* koristiéemo sledeéu lemu: ™

Lema. Bilo koja dva medusobno dualna modela istog
cistema aksioma neke geometrije mecusobno su izmorfna. Do-
kaz ove leme nelemo, zZbog jednostavnosti, navoditi.

Stav 4, Geometrija dualna kategoriinoj geometri-
ji takode Je kategoricna.

Dokaz. Pretpostavimo da geometrija G "6131 je si-
stem aksioma dualan sistemu aksioma geometrije ¢ nije ka-
tegoridna. Na osnovu te pretpostavke postoji bar jedanm
model M’sistema aksioma geometrije G’koji nije izomorfan
sa S - modelom istog sistema aksioma. Prema prethodnoj le-
mi S - model sistema aksioma geometrije G’ izomorfan Jje sa
modelom istog sistema aksioma u $ - modelu geometrije G.
Ovaj izomorfizam ostvaruje se dualnim preslikavanjem u
kome svakoj tacki S - G’modela odgovara prava S - G mode-
la, a svako] pravoy S - G’modela pdgovara tadka 8 - G mo-
dela sistema aksioma geometrija G’i G redom. Taj model
nazivaémo S - G modelom sistema aksioma geometrije Gi Ako
u modelu M zamenimo mesta radima talka 1 prava dobiéemo
model M geometrije G. S - model i Model M sistema aksioma
geometrije G su, prema pretpostavci kategoridnosti siste-
ma aksioma geometrije G, mec rusobno izomorfni. Zamenjiva-
njem redi talka i prava u S - 4 modelu sistema aksioma
geometrije G’ ostvarujemo jizomorfizam izmedu S - G modela
tog sistema aksioma i modela istog sistema aksioma u M
modelu geometrije G. Ali ovaj poslednji model je zapravo
model sistema aksioma geometrije koji smo oznadili sa M.
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Na osnovy tranzitivnosti relacije izomorfnosti modela istog
sistema aksioma sledi da je S - model sistema aksioma geom-
etrije G’izomorfan modelu M istog . sistema aksioma. Neposre-
dna posledica stava 5. 1 dualnosti sistema aksioma geometr-
ija EP i Ed’ 64 sistemima aksioma euklidske geometrije 1 ge-
ometrije Lobaclevskog redom je:

Tosledica. Geometrije EP i EH’’’ su kategoricine,

Jedan od dokaza kategoridmosti euklidske geometr-
ije izlo%en je na str. 210. udZbenika /24/, Dokaz analogan
navedenom moie se izvesti i za geometriju Lobacevskog: iz-
omofrnost svih modela te geometrije obezbeduje izomorfno-
st svih tih modela sa analitidkim modelom te geometrije
(ovaj model izloZen je npr. u delu /12/). Na osnovu stava
po kome je svaka ketegoricina teorija potpuna teorijaga)sl—
edi da su geometrije sistema aksioma EP i EH potpune. Ovo
je drugi, neposredniji dokaz potpunosti geometrija tih si-
stema aksioma.

Ne osnovu prethodne, znadajne posledice, svi mod-
eli geometrija EP i EE"’’ su me.usobno izomorfni pa Je
cvaka posledica bilo kog modela ovih geometrija istovremeno
i posledica sistema aksioma odgovarajuéih S - modela tih
geometrija.

~

%, Formiranje nezavisnih sistema aksioma nekih pr-
ojektivno metrifkih geometrija. Koristeli dualnost geometr-
ija ¥P 1 EE’’" i njima u toJ dualnosti odgovarajutih geome-
" trija nezavisnih sistema aksioma dokazalemo da su sistemi
aksioma geometrija EP i EH’"’ zavisni., Stavom 4. obuhvatimo
i jedan iDd¥mgi slulaj.

Stav . Sistemi aksioma geometrija EP i EH"’“nisu
nezavisni,

23) Dokaz ovog stava izloZen je i na str. 209, ud-
¥benika /24/- kao dokaz poslednje teoreme ne toj stranici,
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Dokaz. Geometrije EP i EH’“’‘redom dualne su geom-
etrijama PE i HE, Sistemi aksioma geometrija PE i HE nisu
nezavisni jer prvi od njih sadrZi sve aksiome euklidske ge-
ometrije &iji je sistem aksioma nezavisan, a drugi sve ak-
siome geometrije Lobadevskog &iji Je sistem aksioma takode
nezavisan. Ako bi sistem sksioma geometrije EP bio nezavi-
san tada bi i sistem aksioma njoj dualne geometrije PE (pr-
edlo?en u redu) bio nezavisan, Do iste protivureénosti do-
vodi i pretpostavka da je sistem aksioma geometrije EH ’
nezavisan.

Najednostavniji nadin formiranja nezavisnog sist-
ema sksioma geometrija EP i EH’’’, sobzirom da smo pokaza-
151 da su one dualne geometrijama PE’i HE’’‘redom (kojé su
neprotivredne i sadrZfe sis“eme aksioma euktkidske geometri-
je i geometrije Lobadevikog redom) je usvajanje dualnih
sksioma aksiomama euklidske geometrije i geometrije Lobag-
evskog za aksiome pomenutih geometrija. Uprkos tome Sto na
taj nadin dobijamo iste geometrije, oznadavaéemo ik sa EP
i BH &ime istilemo da je njihova aksiomatika upravo dualna
aksiomatici euklidske geometrije i geometrije Lobaclevskog.,
Dokazujuéi dualnost sistema aksioma EH’’ i BE’’ veéinu od
aksioma dulanih aksiomama euklidské geometrije i geometri-
je Lobadevskog smo ili formulisali ili pak ukazali na spe-
cifidnosti te formulacije ukoliko je to bilo potrebno. Na
dualnost aksiome V.P i V.H aksiomama paralelnosti euklids-
ke geometrije i aksiomi Lobalevskog ukazali smo jos prili-
kom njihovog uvodenja. Ovoga puta jedino éemo se zadriati
na razmatranju aksiome dualne PaSovoj i formulaciji te ak-
siome,

Aksioma dualna PaSovoj je aksioma svih projektiv-—
no metridkih geometrija u sistemima aksioma tih geometrija
koje smo formulisali formirajuéi sisteme aksioma tih geom-
etrija neposredno sledeéi klasifikaciju tih geometrija.
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Pre nego $to formuliSemo tu aksiomu istaknimo i da se PaSo-
va aksioma geometrije EE moZe odstraniti iz skupa sksioma
te geometrije i pre nego Sto bismo dokazali potpunost tog
sistema aksioma. Naime i u geometriji EE trougao bismo, kao
i u projektivnoj geometriji definisali na takav nadéin da je
za takav trougao PaSove aksioma tadna. U tom sistemu aksio-
ma teorema koja bi odgovarala teoremi 6(/24/str.l6.) nepos—
redno se moZe dokazati bez koriSéenja u dokazu PaSove aksi-
ome. Sobzirom na to da je sistem aksioma geometrije EE sam
sebi dualan, dokaz tvrdenja dualnog PaSovoj aksiomi u tom
sistemu aksioma moze se izvesti dualno dokazu PaSove aksio-
me. (Dakle u geometriji EE izbor figure dualne trouglu od-
reden Je potrebom da za tu figuru bude zadovoljena aksioma
dualna Pasovoj). Posle ovog svocenja sistema aksioma geom=-
etrije EE odstrenjivanjem i PaSove i aksiome dualne PaSovo]
iz sistema aksioma geometrije EE, sasvim jednostavno se do-
kazuje ekvivalentnost tog sistema aksioma i sistema aksioma
eliptidne geometrije. Pri tome se jednostavno dokazuje da
su aksiome 81 i S2 "ekvivalentne®™ aksiomi II6 (vestr.159, u
/23/) eliptilne geometrije. Fo3to smo prethodno pomenuli i
figuru dualnu trouglu detaljnije éemo analizirati i taj po-
jam. Pri tome smo pod trouglom podrazumevali trouzao elipt-
i¢ne ravni. Pojam dualan stranici trougla eliptidne ravni
je pojam dualan duzi te ravni, To je upravo ugao eliptidne
ravni koji je odrecen definicijom 5 (/23/str.162.). Mecutim,
au svakoj od projektivno metrickih geometrija u &ijoj oznaci
Jje drugo slovo H (ili P) moZe se govoriti o pojmu koji je
dualan duZi ali samo geometrije u ¢ijoJ Jje oznaci H(P) prvo
slovo. To je pojam koJji se odnosi na podskup svih pravih
konkurentnog pramena pravih koje su izmedu date dve prave
tog premena. Ovaj pojam se iz dva razloga razlikuje od pom-
enutog pojama ugla elipticne geometrije. Pre svega u prame-—
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pu pravih geometrija u &ijoj je oznaci drugo slovo H, za
razliku od geometrija u &ijoJ je oznaci drugo slovo E pa
dakle i eliptilne geometrije, dvema pravama bilo kog konk-
urentnog pramena pravih jednoznaleno je odreden "ugao" u
cmislu definicije 5. dela /23/. Sem toga u nekim od tih ge-
ometrija ugao je moguée definisati i kao skup tadaka sa is=
te strane ugaone linije. U tom sludaju skup tadaka na taj
nadin definisanog ugla Jje podskup skupa tacaka ugladefini-
ssnog na nadin na koji se to &ini u eliptidnoj geometriji..
To je razlog iz koga se u ovim geometrijama opredeljujemo
za drugadiji naziv tog pojma: skup pravih koje su izmedu
dve prave konkurentnog pramena pravih bilo koje projekkiv-
no metridke geometrije u 3ijoj oznaci je drugo slovo H na-
zivaéemo "delom pramena pravih™j ukoliko tom skupu pripad-
aju i te dve prave-granice dela pramena pravih, taj skup
pravih nazivacemo zatvoreni deo pramena pravih. Pojam du-
alan pojmu trougla apsolutne geometrije u Boljajevom smi-
slu je sledeéi pojam geometrije TH’’% Unija tri zatvorena
dela tri konkurentna pramena pravih pri gemu je granica bi-
1o kog od tih delova istovremeno granica tafno jo¥ Jjednog
dela (iz ege sledi i da te tri granice nisu konkurentne).
Da se ovaj pojam znatno razlikuje. od uobilajne predstave
trougla moZe se zakljufiti u glavnim modelima npr. geomet-
rija EP i EH tj. geometrija odgovarajuéih oblasti projekti-
vne ravnl.

Aksioma geometrija EP i EH dualna PaSovo] Je:

IIL:_Ako su a,b,c tri nekonkurentne prave i P ta-
¢ka koja nije incidentna sa pravom a i incidentna Jje sa pr-
avom koja je izmedu pravih b i c, tada je talka P inciden-
tna sa pravom koja je izmedu pravih a i c, ili sa pravom
koja je izmedu pravih a i b.

U glavnim modelima ovih geometrija neposredno se
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mo¥e proveriti tafnost ove aksiome.

€ 4, MODELI GEOMETRIJA EH I HH U GEOMETRIJI
LOBACEVSKOG

U tadki 3. prethodnog paragrafa formirali smo ne-
zavisne sisteme aksioma geometrija EP i BH na taj nalin Sto
smo kao aksiome tih geometrija odaprali tvrdenja dualna ak-
siomama eukldiske zeometrije k& geometrije Lobalevskog redom.
Tom dualnoéu ostvaruje se i izomorfizam S-modela ovih geo-
metrija. S obzirom da ¢emo u ovom radu prouéavati samo traj-
ektorije seometrija ravni 182, dime éemo istovremeno doprin-
eti joi boljem upoznavanju tih geometrija, ogrniciéemo se
samo na izlaganje o modelu geometrije EH u geometriji Lobad-
evskog. Razmatranja druge tadke ovog paragrafa biée posvele-
na modelu geometrije HH u geometriji Lobalevskog. Izomorfi-
zam S - modela tih éeometrija nije bilo mogule tako jednost-
avno kao u prethodnom sludaju uoliti.

1. HE - model geometrije En. Modellgeometrije EH u
ceometriji Lobadewkog oznafili smo kao HE - model te geome-

trije jer Je oznaka Baltrami-Klajnovog modela geometrije
Lobadevekog u op3toj Zemi oznalavanja dvodimenziono projekt
ivno metridkih geometrija HE. U tom modelu prave geometrije
En biée predstavljene talkama geometrije Lobalevskog a tad-
ke pravama geometrije Lobadevskog. Ako su prave a,ob,c, geo-
ometrije EH takve da je prava b izmeZu pravih a i ¢ Sto ce-
_mo oznafavati sa (a-b-c) tada su talke A,B,C zeometrije Lo-
badevskog kojima su predstavljene te prave biti takve da Je
(A-B-C). Provera prve dve grupe aksioma geometrije EH u HE-
modelu te geometrije je sasvim Jjednostavna te se njome neé-
emo baviti,

Prilikom utvrdivanja dualnosti nekih projekkivno
metridkih geometrija {(v.8 2.8.,) pokazali smo da su operaci-
je dualne transfofgacijama podudarnosti bilo koje projekti-
vno metridke geometrije transformacije skupa pravih njoj
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odgovarajule geometrije. Tada smo pokazali i da su takve
transformacije skupa pravih istovremeno i transformacije sk-
upa tacaka te geometrije i da su one istovetne tranfopmacij-
ama podudarnosti te geometrije. Ovo poslednje posebno smo
istakli i u tacki 1. paragrafa 3, Iz toga sledi da su trans-
formacije podudarnosti geometrije EH u HE modelu te geometr-
ije'predstavljene transformacijama podudarnosti geometrije
Lobalevskog tj. da Je grupa transformacija podudarnosti ge-
ometrije EH predstavljene. grupom transformacija podudarnos-
ti geometrije Lobadevskog u HE modelu geometrije EH.

Heposredno na osnovu definicije 1. centralne sime-
trije moZe se zakljucliti da Je centrelna simetrija u HE -
modelu geometrije EH predstavljena osnom simetrijom geomet-
rije EHBbadevskog.

Sredistu C centralne simetrije geometrije EH u HE-
nmodelu odgovara osa ¢ osne simetrije geometrije Lobacevskog.
Skupu invarijantnih pravih incidentnih sa taclkom C odgovara,
u HE - modelu, skup invarijantnih talaka prave ¢, Prema de-
finiciji 1. skup svih invarijantnih pravih incidentnih sa
sredistem C centralne simetrije §e upravo konkurentan pra-
men pravih sredista C, Frema prethodnom tom pramenu pravih
u HE-modelu odgovara skup svih tacaka ose ¢ simetrije. Iz
ovoga sledl da je skup pravih konkurentnog pramena pravih
geometrije EH istobrojan sa skupom tadaka bilo koje prave
geometrije Lobalevskog. %a svaku talku incidentna sa pravom
¢ u simetriji geometrije Lobalevskog ose ¢ invarijantna jJe
i normala na pravu ¢ u toj talki. Svakom od tih normala pr-
edstavljena Jje dakle u HE modelu invarijantna tactka centra-
lne simetrije sredista C geometrije EH. Tadka preseka svake
od tih normalea sa osom ¢ predstavlija u modelu pravu incidenén
tnu keko sa sredistem C centralne simetrije geometrije EH,
tako i sa tadkom predstavlijenom u HE-modelu odgovarajucom
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normalom. Bilo koja normala na pravu ¢ invarijantna je u
osnoj simetriji ose c. PoSto je simetrijom u odnosu na ¢
predstavljena simetrija u odnosu na tacku C geometrije EH,
tadke predstavljene pomenutim normalama invarijantne su u
simetriji sredifta C geometrije EH. Prema definiciji 4.owe
tacke su suprotne talki C; iz prethodnog takode sledi i da
je =-aka od tih talaka kolinearna sa tackom C (jer za sva-
ku od normala na pravu.c postoji talka preseka te normale
i prave ¢ - tor talkom preseka u HE modelu predstavljena je
prava geometrije EH incidentna kako sa pravom ¢ tako i sa
pomenutom normalom).

Skup svih pravih normalnih na pravoj ¢ pripada
hiperboliénom pramenu pravih osnove c. Prema tome skup svih
talaka geometrije EH suprotnih tadki C predstavlja hiperb-
oliéni niz talaka te geometrije. Ovaj niz tadaka takode ce-
mo zvati nibk talaka suprotan tadki C. Prema prethodnom sk-
up svih pravih invarijantnih u osnoj simetriji ose ¢ pred-
stavlja u HE modelu geometrije EH skup svih tadaka invarij-
antnih u cehtralnoj simetriji sredista C. Skup svih takvih
pravih je unija prave ¢ i svih pravih normelnih na pravoj c.
Iz potpunosti sistema aksioma geometrije EH (3to smo dokaz-
ali u £ 3.1) sledi i da je svaka posledicez bilo koga modela
tog sistema aksioma teorema geometrije EH. Posledica koje
smo prethodno izvelk formulisalemo kao sledeéu teoremu:

Teorema. Skup svih invarijantnih tacaka centralne
simetrije geometrije EH Jje unija sredista te centralne sim-
etrije i skupa svih tacaka suprotnih tom srediftu. Svaka
tacka suprotna sredisStu je kolinearna sa sredistem. Skup svih
talaka suprotnih talki C je hiperbolicéni niz talaka geometr-
ije EH,

Neka su a,b,c prave normalne na osi osne simetrije
geometrije Lobalevskog, a A,B,C talke preseka tih normala
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sa tom osom. Smatralemo da je normala b izmedu normala a i

¢ i to zapisivati sa (a = b = ¢) ako je A - B - C, U geome-
triji Lobalevskog uzajamno jednoznadno preslikavanje normala
na osu izvesne simetrije te geometrije i tacdaka preseka tih
normala sa tom osom je izomorfizam tromesne relacije ustano-
vljene u skupu tih normala na prethodno predloZeni nadin i
tromeshe relacije izmedu skupa tadaka preseka koje tim norm-
alama odgovaraju u tom preslikavanju. Ova poslednja relacija
je upravo osnovna relacija "izmedu" &ija su svojstva implic—
itno odredena aksiomama poretka geometrije Lobadevskog. Iz
izomorfizma na kojismo ukazali neposredno sledi da je u sk-
upu pravih hiperboliénog pramena pravih zadovoljeno i Dedek-
indovo tvrdenje analogno Dedekindovom principu koji se odno-
si na skup tacaka pfave. Skup pravih bilo kog KHiperbolilnog
pramena pravih u HE modelu geometrije EH predstavlja skup
tadaka hiperbolicnog niza tadaka te geometrije koji je sup-
rotan centru simetrije predstavljene u modelu simetrijem u
odnosu na osnovu tog hiperbolidnog pramena pravih. Prema
prethodnom za svaki takav hiperbolilni niz talaka vazi da

su u skupu tadaka tog niza moZe uvesti tromesna relacija
"jzmedu" &ija su svojstva istovetna svojstvima relacije iz—--
medu skupa tadaka previh geometrije LobaéevskogL.Za taj skup
tadaka va¥i takode i tvrdenje istovetno tvrdenju Dedekinda
koje su odnosi na skup talska prave geometrije Lobacdevskog
tj. tvrdenje istovetno aksiomi Dedekinda te geometrije. S
obzirom da je bilo koji hiperbolidni niz tadaka geometrije
EH predstavljen u HE modelu hiperbolilnim pramenom pre&vih,
‘a svaki takav pramen je u simetriji u odnosu na osnovu tog
pramena invarijantan prava po prava, moZe se zakljuciti da
je ma koji hiperbolidni niz geometrije EH invarijantan u si-
metriji u odnosu na tadku suprotnu tom nizu. Iz ovoga sledi
da se prethodni rezultati odnose na bilo koji hiperbolican
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niz tadska. Ove rezultate formulisaéemo u vidu sledele te-
oreme:

Teorema. Svaki hiperbolilni niz talaka geometrije
EH je istobrojah skupu tafaka bilo koje prave geometrije
Tobadevskog., U skupu talaka hiperbolidnog niza tadaka moze
se uvesti troelementna relacija izmedu ¢ija su svojstva is-
tovetna svojstviéma relacije izmedu skupa tadaka bilo koje
prave geometrije Lobatevskog. U skupu tadaka bilo kog hip-
erbolidnog niza tadaka vaZi tvrdenje istovetno Dedekindov-
oj aksionmi geometrije Lobalevskog.

Napominjemo da je aksioma neprekidnosti geometri-
je Lobacdevskog Dedekindova aksioma, a ne Kantorova i Arhi-
medova aksioma. Ovo odstupanje od uobidajenog kod nas sis-
tema aksioma apsolutne geometrije u Boljajevom smislu, na=-
metnuto je u nasem radu pogodnostu interpretacija takvih
sistema aksioma u projektivnim modelima tih sistema., U fo=-
rmulaciji prethodne teoreme Sesto smo umesto izraza hiper-
boliéni niz tadaka upotrebljavali izraz hiperbolicni niz.
Ovo skraéenje koristitemo i ubuduée i to 1 za druge vrste
nizova tadaka., Takode &emo, ukoliko neka prava pripada hi-
perbolicénom pramenu pravih geometrije Lobadevskog govoriti
da je taj hiperbolilan pramen pravih incidentan sa tom pPr-—
" avom. Na isti nadin postupiéemo i ako prava pripada prame-
nu pravih neke druge vrste,

Hiperbolidni pramen pravih ija je osnova osa iz—-
vesne osne simetrije geometrije Lobalevskog je jedini hip-
erbolidan pramen koji je inverijantan prava po prava u toJ
osnoJ simetriji.'Meﬁutim u toj osnoj simetriji invarijan-
tni su i svi hiperbolidni pramenovi pravih incidentni sa
osom te osne simetrije. Ali za razliku od hiperbolilnog
pramena ¢ija je osnova osa te simetrije, Jjedina invarijant-
na prava bilo kog od pomenutih hiperboliénih pramenova pr-
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avih je osa te osne simetrije. Kao i u prethodnom slucajuy
ako prava pripada hiperbolicénom pramenu pravih tada tacka
predstavljena u HE modelu geometrije EH. tom pravom pripada
onom hiperbolilnom nizu te geomeffije koji je predstavljen
u tom modelu tim hiperbolilnim pramenom. Skup hiperbolién-
ih pramenova incidentnih sa osom ¢ simetrije ravni Lobace-
vskog, istovetan je skupu hiperboliénih pramenova te ravni
snvearijantnih u simetriji ose c¢, bez hiperbolidnog prame-
na pravih &¢ija je osnova 0sa C. Osnova svakog takﬁog preme-— ‘
na pormalna je na pravo]j c. Prema tome broj tak&ih hiperbo-
1idnih pramenova istovetan je broju normala na pravoj ¢ ko-
jih ima isto onoliko xoliko i tadaka te prave., Svaka tadka
geometrije Ed predstavljena je u oBE modelu pravom., Prema
prethodnom, svaka tadka geometrije EH incidentna je sa isto
onoliko hiperboliZnih nizova koliko prava geometrije Loba-
Sevskog ima tadaka. Svaki od tih hiperbolidénih nizova inv-
arijantan je u simetriji 6ije je srediste data tacka.

U HE-modelu geometrije Ed u skupu'svih hiperboli-
¢nih pramenova pravih incidentnzh sa izvesnom pravom ¢, hi-
perbolican pramen pravih osnove b je izmecdu hiperbolicnih
pramenova pravih osnova a i 4 ako i samo kao je talka pre-
seka B pravih b i ¢ izmedu tafaka preseka A i D pravih a i
d sa pravom ¢ redom., Na taj nafin moZe se u skupu hiperbo-
1i¢énih premenova incidetnih pravoj ¢ ustanoviti troelemen-
tpna relacija "izmedu" &ija su svojstva istovetna svojstvi-
ma relacije izmedu skupa talaka prave geometrije Lobalevs-
kog okarakterisane aksmhomama poretka te geometrije. Skupom
niperbolic¢nih pramenova pravih incidentnih sa tackom C u
HE-modelu geometrije EH, kao %to smo prethodno pokazali,
predstavljen je skup hiperbolicnih nizova incidentnih sa
tadkom C. Znaci i u dkupu hiperboliénih nizova incidentaih
sa istom tadkom koji éemo nazvati pramenom hiperboliénih
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nizova &ije Jje srediste pomenuta talka moZe se uvesti tro-

elementna relacija izmedu ¢ija su svojstva istovetna svojs-
tvime relacije izmedu skupa talaka prave geometrije Lobacle-
vskog., Na slican nadin ‘se u HE-modelu geometrije EH pokazu-
je da za pramen hiperbolicnih nizova sredista C vaZi i tvr-
denje analogno Dedekindovoj aksiomi geometrije Lobalevskog.
Sistem aksioma geometrije EH dualan Jje sistemu aksioma geo-
metrije Lobalevskog. Prema tome aksomama poretka te geomet-
rije implicitno se odredujm svojstva troelementne relacije

poretka skupa pravih konkurentnog pramena pravih te geomet—
rije. To isto vazi i za Dedekindovu aksiomu - ona se odnosi
na skup pravih pramena pravih geometrije EH., Zato se na os-
novu prethodno izloZenog moZe zakljulditi da u geometriji EH
vazi i sledeia teorema:

Teorema, Sva tvrdenja koja se formulisSu na taj na-
¢in Sto se u aksiomama poretka geometrije EH rec prava zam-
eni izrazom "hiperbolicéni nigz, a izraz "konkurentan pramen
pravih® izrazom"konkurentan pramen hiperbolidnih nizova®
su teoreme te geometrije. Dedekindova aksioma geometrije EH
u kojoJ Jje izvr3ena prethodno objasSnjena izmena izraza je
takode teorema geometrije EH.

Osnove hiperbolicdnih pramenova incidentnih sa iste
onn pravom ¢ geometrije Lobalevskog ne pripadaju tim hiperb-
oli¢nim pramenovima pravih, Svaka od tih osnova predstavlja
u HE modelu talku suprotnu hiperbolidnom nizu tadaka preds-
tavljenog u modelu hiperbolilnim pramenom pravih <Zija Je
to osnova.

U simetriji ose ¢ invarijantna su tadno dva para-
bolilna pramena pravih; to su oni parabolidni premenovi ko-
ji sd incidentni sa pravom c¢. PosSto su u HE modelu geometr-
ije EH parabolilnim pramenovima pravih predstavljeni izotr-
opni nizovi talaka iz ovoga sledi i da je svaka tacka geom-
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etrije EH incidentna sa tadno dva izotropna niza. Ovi izo-
tropni nizovi su invarijantni u simetriji &ije je srediste
tadka kojoj su incidentni. Na osnovu prethodne teoreme sle-
di i da su izotropni nizevi granidni nizovi pramena pravih
dije je sredilte taZka koja je incidentna sa svekim od tih
nizova i takode grnidéni nizovi pramena piperboli¢nih nizo-
va istog sredista. A

U geometriji EH postoje dve vrste osnih simetrija.
Prva od njih predstavlijena je u HE modelu te geometrije cen-
tralnom simetrijom geometrije Lobacevskog, & drﬁga osnom
simetrijom te geometrije. Naime u centralnoj simetriji sred-—
i%ta C geometrije Lobalevskog invarijantne su sve prave in-
cidnetne tom sreditu. Tim pravama predstavljene su u mode-
1u invarijantne tacke odgovarajuce tranéformacije podudarn-
osti geometrije EH. PoSto je svaka od tih invarijantnih pr-
ovih simetrije sredidta C incidentna samo sa jednom invari-
jantnom taclkom te simetrije-sredistem C koje u modelu pred-
stavlja Jjedinu invarijantnu pravu odogvarajuée transformac-
ije — prema definiciji 2. (rad str.55.) simetrijom sredista
C predstavljena je u modelu simetrija geometrije EH &ija Jje
osa prava c koja odgovara tadki C. Svaka prava geometrije
EH je osa neke oOsne simetrije te geometrije jer je sveka ta-
cka geométrije Lobadevskog kojom je u HE modelu predstavlje-
na odgovarajuca prava srediste neke centralne simetrije geo-
metrije Lobalevskog. Na osnovu toga, definicije 3. rada (str.
56.) i svojstva osne simetrmije na koje smo neposredno pre
ovog ukazali moZemo zakljuditi da geometriji EH vaZi slede-
ta teorema:

Teorema. Ni za jednu pravu geometrije EH ne postoji
prava normalna na toj pravoj.

U centrelnoj simetriji sredista C geometrije Lobal-

evekog invarijentni su i svi hiperbolidni pramenovi pravih
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koji su incidentni sa nekom pravom koja sadrZi tadku C i
kojima Jje osnova takode incidentna sa tom tafkom, Da bi se
neki heiperbolidan pramen pravih geometrije Lobalevskog pr—
eslikao nekom transformacijom podudarnosti na taj isti ‘pra-
mem potrebno je i dovoljno da se osmova tog pramena u toJ
transformaciji podudarnosti preslikava sama na sebe, Prema
tome u geometriji EH vaZi i teorema:

Teorema. Svzka tafka bilo koje prave incidentna je
sa tadno jednim hiperbolilnim nizom tadaka invarijantnim u
simetriji u odnosu na tu pravu. '

Pre nego 3to u HE modelu izvedemo odgovarajuci zaks
1judak u odnosu na izotropne nizove utvrdiéemo u HE modelu
nedto preciznije interpreteciju relecije incidencije tacaka
i izotropnih nizove geometrije EH. Zapravo protumacitemo
Sta u tom modelu zna*i teorema po kojoj je sveka tadka geo-
metrije EH incidentna sa tadno dva izotropna niza tadaka
(ovu teoremu dokazali smo koristeéi u modelu svojstva osne
simetrije kojom je interpretirana centralna simetrija geom-—
etrije FH). Pomenuta tadka predstavljena je u modelu pravom
koja je incidentna sa talno dva paraboliclna pramena pravih
koji predstavljaju pomenute izotroone nizove. Tom prevom od—
redene su u geometriji Lobadevskog dve orijentisane prave od
kojih jedna pripada jednom, a druga drugom paraboliénom pra-
menu pravih. Da bi se neki Parabolidan pramen pravih geomel-
rije Lobadevskog u centralnoj simetriji <e geometrije presl-—
ikao na sam sebe potrebno je da se orijentisana pravea koja
pripada tom pramenu 1 sadrzi srediéte te centralne simetri-
je preslikava na tu istu orijentisznu pravu. Medutim svake
takva orijentisana prava u toj centralnoj simetriji preslik-
ava se na pravu suprotno orjentisanu u odnosu na prethodnu.
U geometriji Lobalevskog bilo koja transformacija podudarno-
sti preslikava prabolilan pramen pravih na parabolian pra-
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men pravih koji je odreden slikom u toj transformaciji bi-
lo koje orijentisane prave tog pramena. Dékle u geometriji
EH vaZ’i sledeta teorema:

Teorema, U simetriji u odnosu na pravu ne postoji
izotropni niz tadeka koji se preslikava sam na sebe. Svaki
izotropni niz tadaka incidentan sg bilo kojom tadkom ose
osne simetrije preslikava se na izotropni niz tadaka inci-
dentan sa tom istom tackom. ,

Sve ove teoreme odnosile su se na osne simetrije
ceometrije EH u odnosu na pravu Sto smo nagalsili samo na
podetku, kada smo nagovestili da u geometriji EH postoje i
simetrije 3ija osa nije prava. Postojanje ovakvih osnih si-
metrija utvrduje se, u modelu, na sledeéi nalin. U bilo ko-—
joj osnoj simetriji geometrije Lobalevskog invarijantne su
sve prave hiperbolilnog pramena pravih ¢ija je osnova osa
te simetrije. Svaka od tih pravih incidentna je sg tacno
jednom invarijantnom talkom te simetrije - presekom te pra-
ve sa osom te simeteije. Svakom od pravih tog hiperboliénog
pramena predstavljena je. invarijentna taclka transformacije
podudarnosti predstavljene u HE modelu geometrije EH pomen-
utom osnom simetrijom. Jedina invarijantna tacka svéke od
pravih heiperbolicnog pramena pravih na koji smo prethodno
ukazali predstavlja jedinu invarijantnu pravu incidentu od-
govarajutoj invarijatnoj tadki u transformaciji podudarnosti
ceometrije En predstavljene osnom simetrijom geometrije Lo-
' badevskog. P-ema definiciji 6, osnom simetrijom geometrije
Lobzdevskog predstavljena je simetrija geometrije EH u odn-
osu na hiperbolidni nkz tacdaka predstavljen u modelu hiper-
boli¥nim pramenom pravih ¢ija je osnova osa te osne simetr-
ije. Ista osna simetrija geometrije Lobalevskog predstavlja
i simetriju geometrije Ed u odnosu na tadku suprotnu hiper-
bolifnom nizu koji je predstavljen hiperbolilnim pramenom
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Sija je osnova osa te osne simetrije (8to smo dokazali na
samom podetku razmatranja posveéenog centralnim simetrija=-
ma geometrije EH)y Na taj nacin smo u modelu dokazali da je
svaka centralna simetrija geometrije EH istovremeno osna Si-
metrija u odnosu na hiperbolidan niz suprotan sredistg te
centralne simetrije i obratno, Prema teoremi formulisanoj

na str. 74. rada svaka tadka bilo koje prave incidentna je
sa tafno jednim hiperbolifnim nizom invarijantnim u simetri-
ji u odnosu na tu pravu. Iz dokaza te teoreme u HE modelu
zakljucuje se da Je taj hiperbolidni niz upravo-suprotan
tadki incidentnoj toj pravoj. Ranije smo pokazali da je ta
prava invarijanta prava simetrije u odnosu na pomenutu ta-
¢ku., Zato je ta prava invarijantna i u simetriji u odnosu

na pomenuti hiperbolican niz tadaka. Na osnovu prethodnog

i definicije 3. sledi da je svaki hiperbolic¢ni niz invari-
jantan u osnoj simétriji u odnosu na neku pravu normalan na
toJ pravoj.

Parabolican pramen pravih ravni Lobadevskog invari-
jantan Jje samo u osnim simetrijama u odnosu na neku pravu
tog pramena - preciznije: da bi neki parabolidan pramen pr—
avih bio invarijantan u nekoj osnoj simetriji potrebno je i
dovoljno da Jje osa te simetrije prava tog parabolicnog pra-
mena pravih., Svakakbacka te prave invarijantna je u toj os-
noj simetriji. Tékode Jje i svaka od tih taclaka incidentna
osim sa osom, i sa tacno joZ jednom invarijantnom pravom te
osne simetrije. Ovom osnom simetrijom predstavljena je tra-—
nsformacija podudarnosti ravni EH koja je prema definiciji 1.
(str. 55, rada) centralna simetrija ravni EH. U ovoj centra-
1noj simetriji invarijantan je izotropan niz tacaka koji od-
govara pomenutom parabolilnom pramenu pravih geometrije Lob-
aCevskog. Ali poito, Sto smo ranije pokazali, ne postoji ce-
ntralna simetrija koja dati parabolidan pramen pravih geom-—
etrije Lobalevskog preslikava na taj isti pramen, moZe se u
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HE modelu zakljuditi da ne pstoji osna simetrija geometri-
je BH &ija je osa prava u kojoj bi bio invarijantan makar
jedan izotropni niz taceka. Medutim u osnoJ simetriji ged—
metrije Lobalevskog ¢ija je osa prava paraboliénog pramena
pravih invarijantne su i sve prave normalne na toj osi. 4a=-
to ova osna simetrija predstavlja simetriju u odnosu na od-
govarajuéi hiperboliéni niz geometrije EH u kojoj je inva-
rijantan izotropni niz tadaka koji odgovara datom paraboli—
Snom pramenu. Pri tom u tom izotropnom nizu 1nvar13anuna Je
samo jedna talka = tadka koja odgovara osi te osne simetri-
je. Jednostavno se utvréuje, u HE smodelu, da Jje ta tadka
suprotna tom hiperbolilnom nizu.

2. HE = Mgdel geometrije HH, Neka je f identicéno
preslikavanje skupa tacaka spoljasnosti apsolute na taj is-
ti skup. Ovim preslikavanjem se svaka projektivna duz c¢iji
krajevi pripadaju apsoluti, a sve ostale talke spoljasnosti
‘apsolute, preslikava na tu istu projektivnu duz. Ako usvoj-
imo da ovo preslikavanje preslikava svaku takvu projektivnu
du? na skup svih tadaka incidentnih toj duzi, tada u tekvom
preslikavanju svakoj pravoj S - HH modela te geometrije od-
govara skup svih talaka incidentnih tojJ Dréﬁoj. Takav S =-

model geometrije HH odgovarao bi 1zgraf1van3u te geometrije
kao teorije sa samo Jednom vrstom preomenljivih koje bi u

S - modelu te geometrije bile predstavljene tackana. liepos-
redno se zakljuduje da je preslikavanjem fo izomorfizam gl—
avnog modela geometrije HH i modelu te geometrije u istoj
oblasti projektivne ravni, ali u kome su prave predstavljene
skupom tadeka projektivne duZi ¢iji krajevi pripadaju apso-
luti. Prema btavu 3. i svojstvima suzenja apsolutnog polari-
teta W na spoljadnjost apsolute, taj polaritet je izomorfiz-
am tog projektivnog modela geometrije HH u apoljasSnosti aps-
olute razliditog od galvnog i projektivnog modela geometrlae
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HH ostvarenog u unutrainjostiapsolute. Proizvod Wof & je iz-
omorfizam glavnog modela geometrije HH i modela te geometr-
ije w unutrasnjosti apsolute. U ovom izomorfizmu svakoj ta-
$ki spolja3njosti apsolute odgovara projektivna duz unutra-
injosti apsolute kojoj krajevi pripadaju apsolutij svakoj
projektivnoj duzi spoljasnjosti apsolute &iji krajevi prip-
adaju apsoluti odgovara skup projektivnih duZi unutrasnjo-
sti apsolute 3iji krajevi pripadaju apsoluti i koje pripad-
aju hiperboliénom pramenu pravih gije je sredifte pol proj-
ektivne du¥i spoljadnjosti apsolute. Iz ovog izomorfizma 1
izomorfizma glavnog i S - modela geometrije HH ne osnovu
tranzitivnosti relacije izomorfizma sledi da Jje i & - model
geometrije HH izomorfan modelu te geometreije u unutrainjo-
sti apsolute. Prema tome i prethodnom, svako] tacki geomet-
rije HH odgovara p;ojektivna duz unutrasnjosti apsolute, a
pravoj te geometrije skup projektivnih duZzi unutraingosti
apsolute &iji krajevi pripadaju apsoluti i koje pripadaju
projektivnim pravama incidentim istoj tadki spoljasSnjosti
apsolute., U izomorfizmu Beltrami - Klajnovog modela geome—
trije Lobadevskog i S - modela te geometrije svakoj proje-
ktivnoj dufi unutradnjosti apsolute &iji krajevi pripadaju
apsoluti odgovara prava S - modela geometrije Lobacevskog,
a skupu projektivnih duZi unutrainjosti apsélute ¢iji kraje
evi pripadaju apsoluti i koje pripadaju projektivnim prava-
ma koje su incidentne sa istom tackom spoljasnjosti apsolu-
te hiperbolifan pramen pravih S - modela geometrije Lobale-
vekog. Skup tadaka giavnog modela geometrije HH incidentn-
ih sa projektivnom pravom spoljasSnjosti apsolute nazivaéemo
eliptidnim nizom tedaka ili samo elipticnim nizom geometris
je HH. U razmatranom izomorfizmu eliptidénom nizutadaka odg-
ovara eliptiéni pramen pravih geometrije Lobacevskog, a ig-

otropnom nizu parabolican pramen pravih iste geometrije. Iz
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izomorfizma S - modela geometrije HH i glavnog modela te
geometrije i izomorfizma glavnog modela te geometrije sa
prethodno pomehutim modelom te geometrije u geometriji Lo-
badevskog, i tranzitivnosti relacije izomorfizma sledi da
je 8 = model geometrije HH izomorfan sa modelom te geomet-
rije u 8 - modelu geometrije Lobalevskog. Ovaj poslednji~
model nazivaéemo kratko HE - modelom geometrije HH. Mada

se na osnovu izlaganja o formiranju sistema aksioma geome-
trije HH moZe navesti spisak tih aksioma, iskoristilemo ovu
oriliku da u koloni u kojoj ¢e biti navedeni pojmovi, rela-
cije i transformacije geometrije HH upiSemo i sadriaj tih
aksioma. U desnoj koloni biée navedeni pojmovi, relacije,
transformacije i tvrdenja koja odgovaraju aksiomama geome-—
trije HH u pomenutom izomorfizmu. Pri tome ¢cemo u levoj

koloni najpre navesti osnovne pojmove, relacije i transfo-

rmacije geometrije’HH, a zatim neke bitne izvedene pojmove
i relacije te ceometrije. nNapominjemo da se ovde radi o
izomorfizmu dva modela geometrije HH, a ne o izomorfizmu
dva modela sistema aksioma te geometrije. Mecdutim okolnost
da su svi modeli svih ostalih sistema aksioma dvodimenzio-
nih projektivno metrifkih geometrija koje u oznaci nemaju
nijedno slovo E ukazuje, s obzirom da smo sisteme aksioma
i tih geometrija formirali na isti nadin kao 1 sisteme ak-
sioma ostalih, da je vrlo verovatno da su 1 pomenuta dva
modela sistema aksioma geometrije HH izomorfna kao i da je
sistem aksioma te geometrije potpun.

Pojmovi, relacije i tran- Odgovarajuéi pojmovi, relacije
sformacije S - modela ge~ i transformacije HE - modela
ometrije HH geometrije HH

facka - prava

prava -~ hiperbolilan pramen pravih

tadka je incidentna - vprava je incidentna odgovara-



pravoj i obratno jucem pramenu pravih (prava
pripada tom pramenu) i obratno
tacka A je izmedu -~ odgovarajuée prave a,b,c inci-
tacka B i C. Ove tadke dentne su sa hiperbolidnim pr-
incidentne su sa pravom p amenom pravih ¢ija osnova p

odgovara pravoj p; presedna ta-
¢ka A pravih a i p je izmedu
presecnih tacaka B i C pravih

b 1 ¢ sa pravom p |

prava a konkurentnog . - osnove hiperboliéhog pramena
pramena pravih sredisSta koji odgovara pravo] a sede
S je izmedu pravih b i pravu s koja odgovara tadki
¢ tog pramena S u tacki koja je izmedu tad-

aka preseka osnova hiperboli-
¢nih pramenova pravih koji
odgovaraju pravama b i ¢ sa
pravom s redom. Pri tome je
prava s incidentna sa svakim
od tih hiperbolidnih pramenova
transformacije na skupa. = transformacije na skupa pravih

S koje predstavljaju tr- indukovane transformacijama
ansformacije podudarnosti podudarnosti grupe transforma-
S - modela geometrije HH cija podudarnosti geometrije
Lobacevskog.
Tzotropni niz - Parabolican pramen pravih
Elipticdan niz ~ Elipticéan pramen pravih
Aksiome incidencije Odgovarajuée teoreme geomet-—
geometrije HH rije Lobalevskog
Il Za sveke dve talke po- - Za svake dve prave pafoji
stoji najvise jedna prava najvise jedan hiperbolidan
incidentna sa svakom od pramen incidentan sa svakom

tih tadaka od tih pravih
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12 Za svaku pravu postoje
bar dve taclke koje su sa
njom incidentne., Postoje
bar tri tacke koje nisu
incidentne sa istom pravom

.15 Svaka talka incidentna
Jje sa najmanje dve prave

Prva podgrupa aksioma
poretka geometrije HH

IIl Ako je talka B .

izmedu talaka A i C

tada su tacke A,B,C inci-
dentne istoj pravoj i te-
¢ka B je izmedu talzka A i1 C
QIz Za ma koje dve tacke
incidentne su istom pravom
postoji talka C incidentna
sa tom pravom takva da Je
tatka B izmedu tacaka A i C.

' II5 Za ma koJe tri tacke
A,B,C incidentne su istom .
pravom ili Jje tatka B izme~
du talaka A i C ili je tadka
A izmedu tafaka B i C ili
je tacka C izmedu tadlaka A

i B.

Za svaki hiperbolidan pra-
men pravih postoje bar dve
prave koje su incidentne sa
tim pramenom pravih. Postoje
bar tri prave koje nisu in-
cidentne sa istim hiperbol-
i¢nim pramenom pravih,

Sveka prava incidehtna Je sa
bar dva hiperbolidna pramena
pravih.

Teoreme geometrije Lobalevs—
kog koje odgovaraju prvoj
podgrupi aksioma poretka
geometrije HH

Ako je prava b izmedu pravih
a 1 ¢, tada su prave a,b,cC
incidentne sa istim hiperbo-
licnim pramenom pravih i pr-
ava b je izmedu pravih a i c.
Za ma koje dve prave a i b
incidentne sa istim hiperbo-
li¢nim prazmenom previh post-
oji prava ¢ tog pramena tak-
va dz je prava b izmedu pra-
vih a 1 c,

Za ma koje tri prave a,b,c
incidentne sa istim hiperbo-
li¢nim pramenom pravih ili
je prava b izmedu pravih a i
¢ ili je prava a izmedu pra-
vih b i ¢ ili je prava c iz-
medu pravih a i b,
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Podvaladenjem redi ili u formulaciji aksiome II3
naglafavemo da je u pitanju iskljuéna disjunkecija.

U geometriji Lobadevskog prirodno je definisati
relaciju izmedu skupa pravih hiperboliénog pramena pravih
na taj nadin Sto za pravu b tog pramena smatramo da je izm=—
edu pravih a i ¢ tog pramena ako i samo ako je presedna ta-
Yka B prave b sa osnovom tog pramena izmedu presecnih tad-
aka A i C pravih a i ¢ sa tom osnovom. Fada smo natelno ut-
vrdili da je proizvod uzajmno jednoznaZnih preslikavanja
niza modela geometrije HH koji pocinje S — modelom a zavr-
%ava se HE - modelom te geometrije izomorfizam, ipak Cemo
na primeru relacije izmedu to i proveriti (ova provera od-
nosi se samo na tu relaciju). Talka A S-modela geometrije
HH je izmedu tadaka B i C tog modela ako i samo ako odgov—
arajuée tadke 4,B,C glavnog modela geocmetrije HH pripadaju
projektivnoj duZi spolja3nosti apsoluve ¢iji krajevi prip-
adaju apsoluti koja odgovara pravoj S- modela geometrije
HE koja je incidentna telkama A,B,C i ako talka A sa jedn-
im od krajeva te duzi obrazuje par koji razdvaja par tada-
ka B i C., Freslikavanje fo glavnog modela.geometrije HH na
model te geometrije iste oblasti apsolute pomenuce tacke
preslikava na te isve valke., S obzirom da je apsolutni po-
leritet projektivno preslikavanje u tom polaritetu tackama
A i pomenutom kraju projektivne duZi odgovarate secica a
apsolute i njena tangenta kogg ce obrazovati par pravih ko-
ji razdvaja pem pravih b i ¢ koje u tom polaritetu odgov-
araju tadkama B i C. PreseCne tacke pravih a,b i ¢ i tang-
ente apsolute incidentne sa jednim krajem pomenute projek—
tivne du?i i projektivne duZi dopunske toj duZi odredujm
dva para taaka koji se takode medusobno razdvajaju. Suze-
nje te Cetvoromesne relacije skupa tadaka zatvorene proje-
ktivne duZi $iji krsjevi pripadaju apsoluti, a sve ostale
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tadke njenoj unutrainjosti je tromesna relacija izmedu. Na
osnovu prethodnog tadka preseka prave a sa tom zatvorenom
projektivnom duZi biée izmedu talaka preseka pravih b i ¢
sa tom du?i. Zato ée i otvorene projektivne duZi - preseci
pravih a,b i ¢ sa unutradnjoSéu apsolute - biti u istovet-
no odnosu u odnosu na relaciju izmedu. Ova relacija je su-
Yenje Setvoromesne relacije razdvojenosti parova pravih
skupa pravih zatvorenog projektivnog ugla-kome su granicne
prave tangente apsolute 1 koji sadrzi apsolutu pri demu je
jedna od pravih detvorke pravih granina, a ostale tri re-
z1iite od granidénih,na unutrasnjost apsolute. Tim otvore-
nim projektivnim duZima odgovaraju prave a,b,c hiperbolil-
nog pramena pravih ¢ija osnova odgovara preseku polare te-
mena pomemutog ugla sa unutrasdnjoscu apsolute, a tackama
preseka pravih &,b,c sa tom polarom talke preseka pravih
a,b,c geometrije Lobadevskog sa osnovom pomenutog hiperb-
olidnog pramena pravih, Na osnovu izomorfnosti Beltrami -
Klajnovog i S - modela geometrije Lobadeveckog sledi da su
tafke preseka pravih a,b,c 5 - modela geometrije Lobalev-~
skog sa osnovon hiperbolilnoz pramena kome e prave prip-
adaju takve da je prva od njih izmedu preostalih dvejuj

iz istog rezloga sledi i1 da Jje prava a izmedu pravih b i
Ce :

Razmatrenje slidno prethodnom uverilo nas je da
se tromesna relacija izmedu skupa hiperboliclnih prameno-
va pravih 5 - modela geometrije Lobalevskog incidentnih
ca istom prevom p tog pramena mora definisati na sledeci
nadin., Hiperbolidni pramen pravih osnove a tog skupa hip-
erbolidnih pramenova pravih je izmedu hiperbolidnih pram-
enove osnova b i ¢ tog istog skupa ko i samo kao je tac-~
ka preseka A osnove a sa zajednilkom pravom p svih tih

pramenova izmedu tadaka preseka osnova b i ¢ sa pravom p.
€




Ova relacija skupa hiperbolidénih pramenova pravih odgovara
u HE - modelu geometrije HH relacije izmedu skupa pravih

konkurentnog pramena pravih geometrije HH tJj. njenog S =

modela.
II podgrupa eksioma
poretka geometrije Hi

IIi Ako je prava b izme-
du pravih a 1 ¢ tada su
prave a,b,c tri razlidi-

te prave istog konkurentns
og pramena pravih sredis-

ta S 1 prava b je izmedu
pravih a 1 c.

IIé wa makoje dve prave
a 1 b koje su incidentne
sa istom tackom vostoji
prava ¢ incidentna sa to

ta”kom takva d= je prave
L& Py

b izmedu vravih a i c.

II; za makoje tri nrave
a,b,c incidentne sa is-
tom tackom ili Jje prava

m

b

Teoreme geometrije Lobacevsk-
og koje odgovaraju aksiomama
druge podgrupe eksioma poret-
ka geometrije HH,

Ako je hiperbolican pramen
pravih osnove b izmedu hipe-
rbolic¢nih premenova pravih
osnova a 1 c,tada su hiperb-
oliéni pramenovi pravih os-

‘hova a,b,c, Teki razlicita

hiperboliéna pramena pravih
istog pramena hiperbolidnih
pramenova incidentnih pravoj
s i hiperbolic¢ni pramen pre-
vih osnove b Jje izmedu hipe-
rbolidnih pramenova pravih
osnova & i c.

Xa makoja dva hiperbolicna
pramena pravih osnova a i b
kojli su incidentni sa& istonm
pravom pe$oji hiperbolican
pramen pravih incidentmam sa
tom pravom ¢ija je osnova pr-
ava ¢, takav da je hiperboli-
gan prezmen pravih osnove b
izmedu pramenova pravih osno-
va a i c.

sa ma koje tri hiperbvolilna
pramena pravih osnova a,b i ¢
incidentna sa istom pravom
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izmedu pravih a i e ili Je ili Jje pramen pravih osnova

prava a izmedu pravih b i b izmedu pramenova osnova a
i ¢ ili Je prava ¢ izmedu i ¢ ili je pramen osnova a

pravih a i b, izmedu pramenova osnova b i

¢ ili je premen osnove ¢ iz-
medu pramenova osnova a i b,
Za razliku od geometrija EP i Ed u kojima Pasova ak-
sioma nije aksioma tih geometrija veé tvrdenje dualno PaZovom,
u geometriji HH sem tog tvrdenja aksioma je i PasSova aksio-
ma., Ali ova sksioma se ne moZe formulisati na isti nadin kao
i u apsolutnoj geometriji u Boljajevomsmislu. U geometriji
HH va?i tvrdenje koje sem sadrZaja istovetnog PasSovoj aksio-
mi sadrzi i odredeno ogranidenje. Da Pasova aksioma bez pom-
enutih dodatnih uslova nije ni aksioma ni teorema geometrije
HH moZemo se uveriti iz sledeégg primera. Leka su A,32,C tri
tatke glavnog modela geometrije HH od kojih svake dve pripa—
daju pravoj te geometrije, ali mne postoji prava koja sadrii
sve te tadke. Ove tri talke odrecuju tri duZi geometrije HH.
Ako nijedan od'pramenova rravih srediita A,B,C geometrije
HH ne sadr?i sve ta’ke unije te tri duzi, tada postoji prava
geometrije HH koja sede tafno jednu duZ pomenutog lika (V.
sl., 2. rada). Ovo‘éemo i posebno obrazloZiti. U projekitvno]
evni tri nekolinearne talke odreduju Sest projektivnih du-

L]

¢

i. Po tri takve duZi odreduje samo cetiri projektivna trou-
la. Osim zahteva da svake dve od tri takve duZi ne pripada-
ju istoj pregektivnoj pravoj i zahtev da za 1ik istovetan
uniji tih dufi bude zzdovoljena FaSova aksioma je bitno ogr=-
anifenje koje umanjuje broj onih medu tim likovima koji su
trouglovi. Od 8etiri projektivna trougla odredena tackama
A,3,C glavnog modela geometrije HH najvise Jjedan je trougao
geometrije EH. Naime na svakoj sedici apsolute odredenoj dv-
ema od tadaka A,B,C samo jedna od projektivnih duZi odredena

o]
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tim ta‘kama je .dui geometrije HH. Prema tome u ovom sluda-
ju od Sest projektivnih samo tri dufi mogu predstavljati
stranice projektivnog trougla koje pripadaju spoljadnjosti
apsolute. Ali ako unija tih triju duZi ne zadovoljava zaj-
tev PaSove aksiome, onda ta unija ne predstavlja projekti-
vni a ni trougao geometrije HH, Sem kriterijuma po kome je
takva unija duZi geometrije HH trougao ako i samo sko ta "
unija pripada bar jednom od pramenova pravih ¢ije Jje sred-
iste bar Jjedna .od tafaka A,B,C (ili Sto je tome ekvivale-
ntno: tadno dvema od tih pramenova pravih) mo¥emo koristi-
ti 1 jednostavniji kriterijum. Prema ovom kriterijumu da
bi pomenuta unija tri duZi bila trougao neophodno je i da
svaka prava dela pramena pravih, Pije granilne prave sadr-
Ze dve duzi te unije, sede i tredu duZ te unije. Samo za
ovako definisani trougao Paiova aksioma je zadovoljena u
glavnom modelu geometrije HH, U preslikavanju fé tako de-
finisanom trouglu odgovara skup svih tadaka koje pripada-
Ju stranicama trougla. U suZenju apsolutnog polariteta W
na spoljasnost apsolute tome skupu tadaka odgovara unija
tri preseka tri "dela" pramenova pravih &ija su sredifta
polovi pravih koje sadrZe stranice tog trougla, sa unutr-
aSnjoséu apsolute. Pri tome je granica svakog od tih delo-
va polara odrédenog temena trougla. Sveki od tih delova je
skup pravih koje u polaritetu W odgovaraju talkama odgova-
rajucte stranice trougla. Poito svako teme trougla pripada
dvema njegovim stranicama, svaka granidna prava biée inc-
identna sa dva pomenuta dela odgovarajuéih pramenova pra-
vih. U izomorfizmu Beltrami - Klajnovog modela geometrije
Lobalevskog i S - modela te geometrije prethodno opisanom
liku odgovara unija tri "dela" tri hiperbolidna pramena
pravih takvih da je granica svakog od tih delova zajedni-
¢ka prava samo jo3 jednog od preostala dva pomenuta dela,
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U proizvodu prethodnih izomorfizama svaka granica odgovara
izvesnom temenu trougla glavnog modela geometrije HH. Zato
su svake dve od tih granica medusobno hiperparalelne, Jer
u suprotnom slucdagu - ako dve granilne prave npr. a i b ne
bi bile hiperparalelne - onda bi njima odgovarajuca temena
A i B glavnog modela geometrije HH pripadale tangenti ili
spoljasnjoj pravoj apsolute, dakle ne bi bila incidentna
pravo]j geometrije HH. Pod "delom" hiperbolicnog pramena pr-—
avih geometrije Lobadevskog podrazumevali smo skup svih pr-
avih tog pramena izmedu dve date prave tog pramena - gran-
ice pramena. Uslovu po kome svaka prava dela pramena prav-—
ih 3ije je sredite jedno od temena trougla geometrije HH,
a granice prave koje sadrZe stranice incidentne tom temenu
u HE - modelu geometrije nmH odgovara sledeéi uslov: bilo
koji hiperbolilni pramen pravih koji sadrZi jednu od gren-
ica prethodno opisdna tri dela tri hiperbolilna pramena
pravih, sadrZi pravu onog dela pomenutih delova tri hiper-
bolidéna pramena pravih, koji je ogranicen drugim dvema gr-
anicama. Samo za tri dela hiperbolidnih delova pramenova
pravih koji zadovoljavaju sve prethodno navedene uslove u
HE - modelu geometrije HH tadno je tvrdenje: "Bvaki hiper-
bolidan pramen pravih koji sadrZi pravu incidentnu jednom
od tri dela hiperboliénih pramenova pravih sadrzi i pravu
koja pripada jednom od preostalih delova®, Ovo tvrdenje u
pomenutom izomorfizmu odgovara FaSovoj aksiomi geometrije
HH formulisane za trougao te geometrije. Aksioma IIA geo—
metrije HH je tvrdenje dualno PaSovo] aksiomk apsolutne
geometrije u Boljajevom smislu. Ovo tvrdenje formulisali
smo na str. 65. rada,Teoremu geometrije Lobacevskog koja
odgovara toj aksiomi geometrije HH neéemo navoditi s obz-
irom da nema principijalnog znadaja. Mada se to isto moie
reéi i za teoreme koje odgovaraju aksiomama S1 i 82 1 ak-
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siome DlH i D2ﬂ s obzirom na specifilnost aksioma S1 i S2
odgovarajulod teoremi aksiome S1 formulisanoj koriSéenjem
izomorfizma posvetiéemo ne3to vedu paZnju. Pre toga.pomen—i
imo samo da aksiomi DlH odgovara teorema geometrije Lobad-
evskog ¢iji je sadrZaj analogan Dedekindovom tvrdenju geo-
metrije Lobacevskog koje se odnosi na skup pravih hiperbo-
li¢nog pramena pravih te geometrije; aksioma Dog utvrduje
da za skup pravih pramena pravih geometrije Hu vaZi tvrde-
nje analogno aksiomi DlH_koja se odnosi na skup tacaka pra-
ve te geometrije -~ skupm pravih konkurentnog pramena pra=-
vih geometrije HH u pomenutom izomorfizmu odgovara skup sv-—
ih hiperbolicnih pramenova pravih koJje sadrZe istu pravu
geometrije Lobacevskog.

weka je S srediste konkurentnog pramena pravih
geometrije HH, a p-prava kojoj tacka S ne pripada. Ako ne-
ke dve prave pramena sredista S seku pravu p, tada i sve
prave izmedu tih dveju pravih seku pravu p. Kasnije éemo
pokazatig4) da Jje skup talaka prave p incidentnih sa pra-
vama prémena srediSta S - ako nije prazan - istovetan sk-
upu tacaka poluprave prave p ili unije skupa tadaka dve
disjunktne poluprave te prave, U cilju formulisanja teor-
eme koja odgovara aksiomi Sl za sada je dovoljno ono Sto
smo prethodno utvrdili - da je skup pravih pramena sredi-
§ta S incidentnih sa tacdkama prave p deo pramena pravih i
da skup odgovarajuéih talaka prave p pripada duZi te pra-
ve, U i1zomorfizmu S - modeln geometrije HH i modela te ge-—
ometrije u S - modelu geometrije Lobalevskog delu konkur-
entnog pramena pravih geometrije HH odgovara skup hiperb-
oli¢nih pramenova pravih incidentnih sa istom pravom s

24) Prilikom dokazivanja tadnosti aksiome V H u
HE-modelu geometrije HH, To isto sasvim neposredno se mo-
Ze utvrditi i u glavnom modelu geometrije HH.
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koja u tom izomorfizmu odgovara tadki S pri Cemu taclke pre-
seka osnova tih hiperbolilnih pramenova predstavljaju skup
istovetan skupg talaka odgovarajule duzi prave s. Skupu ta-
Saka prave p incidentnih sa pravama pramena sredifta Su is-
tom izomorfizmu odgovara deo hiperbolilnog pramena pravih
gija osnova p odgovara pravoj p geometrije HH. SvakoJ tacki
prave p incidentnoj pravoj pramena sredista S odgovara pra-
va koja pripada i premenu pravih osnove p i onom hiperboli-
nom pramenu pravih koji sadrzi pravu s koji odgo#ara pome-—
nutoj pravoj pramena pravih sredista S. Prema tome svaka
prava odgovarajuleg dela hiperbolicnog pramena pravih osnove -
p je zajednilka normala prave p i izvesne osnove odgovaraju-
éeg dela pramena hiperboliénih pramenova incidentnih sa pr-
avom s. obog izomorfizma prave tog dela hiperboliénog pram-—
ena osnove p su u istovetnom odnosu rasporeda sa odgovaraj—
uéim odnosom hiperBoliénih p pramenova pravih koji pripada-
ju pramenu hiperboliénih prémenova incidentnih sa pravom s.
Svakoj transformaciji podudarnosti geometrije HH
" odgovara neka transformacija podudarnosfi geometrije Loba-
Sevskog. U prvom od preslikavanja proizvodea preslikavanja
kojim se ostvaruje izomorfizam S - modela geometrije HH 1
geometrije Lobalevskog transformacijama poducdarnosti geome-
trije HE odgovaraju suZenja na spoljaSnjost apsolute svih
automorfizama apsolute. .ransformacija svakog od tih suze-
nja preslikavanjem fo istovetno je tom :BuZenju. Neka je
g bilo koji automorfizam apsolute. Tada je, ako g posmatr-
amo kao projektivno preslikavanje skupa pravih projektivne
ravni:transmutacija Wogo WL projektivne kolineacije g
apsolutnim polaritetom W projektivna kolineacija koja Je
takode automorfizam spsolute. Ako je g(p)=p°, tada jJe
Wogo w—1(§)=P’gde je W(p)=P{ Ako umesto trznsformacije
g razmatramo segenje g te kolineacije na unutrasnjost aps-
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olute, tada e u toj transformaciji projektivnim duiima un-
utradnjosti apsolute Ciji krajevi pripadaju apsoluti odgov-
arati pfojektivne duZ?i iste prste. Projektivna kolineacija
W o go W~ je suZenje na spoljasnjost apsolute projektivne
kolineacije W o g o w1 takvo da ako je 8(d)=d"gde su 4 i
d’duzi unutra§njo§ti apsolute éijé krajeV% pripadaju apsolw
uti, tada Je Wo@ow-l(D)=D'gde je W(d)=D25). na isti naé}n
pokazujemo da u izomorfizmu ostvarenom preslikavenjem W su-
Zenju h nekog automorfizma apsolute na §poljaénjost apsolute
odgovara suZenje automorfizma Wwlono W na Enutfaénjost ap-
solute. Pri tom ako je H(D)=D, tada Je wlono W(d)=d’gde
je d=W(D) a diW(DJ. PoSto projektivnim duZima d i d’unutra-
&njosti apsolute &iji krajevi pripadaju apsoluti, u izomor-
fizmu saltrami-Klajnovog i S - modela geometrije Lobacevsk-
og odgovaraju prave geometrije Lobaclevskog, prema prethodn-
om ako taldki D geometrije Ha odgovara talka D“u nekoj tran-
sformacijl podudarnosti te geometrije, tada pravoj d geome-
trije Lobalevskog odgovarajuéoj u tom izomorfizmu talki D,
u odgovarajuéoj transformaciji podudernosti geometrije Lo-
balevskog odgovara prava d’, koja u tom izomorfizmu odgov=-
ara talki D’. wa prethodnoj stranici dokazali smo ne samo

da svako] transformaciji podudarnosti geometrije HH odgov-
ara transformacija podudarnosti geometrije Lobalevskog.vel

i da svako] transfromaciji podudarnosti geometrije Lobale-
vskog odgovara transfromacija podudarnosti geometrije Hi.
Poito je u dokazu te znadajne dinjenice kljudénu ulogu igr-
ao izomorfizam glavnog modela geometrije HH ostvaren suze-

25) Sa W(d)=D i W(d’)=D’oznadili smo zapravo da
du?i 4 odgovgra tadka D u apsolutnom polaritetu W. Prema
tome smo sa W u ovom sluaju oznalili, suZenje apsolutnog
polariteta W na unutrasnjost apsolute, Slicno tome u polau-—
ritetu Wtalki D odgovara ne prava W(D), ye¢ presek te pr-
ave sa unutradnjo$éu apsolute. Umesto W — mogli smo svuda
piseti samo W jer je W involutivna transformacija.

)
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njem apsolutnog polariteta na spoljainjost apsolute i Bel-
tremi-Klajnovog modela geometrije Lobadevskog iz tog doka-
za sledi takode vrlo vaZan stav:

Stav 4. Skup transformacija podudarnosti geometr-
ije HH predstavljen je u glavnom modelu te geometrije sku-
pom suzenja na spoljasnjost apsolute svih automorfizame
apéolute.

naveSéemo i primer: odrediéemo transformaciju pod-

udarnosti geometrije HH koja odgovara 0osnoy simetfiji geo—
metrije Lobaldevskog. Pri tom odredivanjg koristiéemo stav
po kome je skup svih invarijantnih ta%aka (i uopSte inva-
rijantnih likova) transmutacije neke transformacije istov-
etan skupu slika invarijantnih tadka (i uopSte invarijant-
nih likova) transformacije koju transmutujemo u transform-
aciji kojom izvodimo transmutaciju. Ako je p osa simetri-
je geometrije Lobadevskog, talka P = W(p) je prema pretho-
dnom invarijantne tacdka transformacije koja toj osnoj sim-
etriji odgovara u glavnom modelu geometrlge HH, PoSto su u
ragmatranoj simetriji invarijantne i sve prave hiperbolic-
nog pramena pravih osnove p, a svakoj od tih pravih u pol-
aritetu W odgovara invarijantna tadka odgovarajule transi-
ormacije, u Beltrami - Klajnovom modelu geometrije Lobalev—
skog skupu pravih hiperbolidnog pramena pravih osnove p od-
govarate skup projektivnih duri unutradnjosti apsolute ¢iji
krajevi pripadaju apsoluti takvih da projektivne prave koje
te du¥i sadr¥e, sadrfe i pol P projektivne prave p koja
odgovara osi p simetrije. wato de i svaka talka koja tim du-
yima odgovara u suZenju apsolutnog polariteta W na unutra-
gnjost apsolute pripadati polari p tadke P u polaritetu W,
Preciznije: skupu tih duzi odgovaraée skup svih tadaka pr-
ojektivne duzi spoljasSnjosti apsolute ¢iji krajevi pripada-

ju apsoluti i koja pripada polari tacke P. D8kle hiperboli-
¢,



-9 -

Enom pramenu pravih osnove p koji je u osnoj simetriji ose

p invarijantan prava po prava u transformaciji koja odgova-
ra toj simetriji, odgovara projektivna duZ koju smo pretho-
dno opiseli, i koja je u toj transformaciji invarijantna ta-
¢ka po tacka. Kako je tom projektivnom duZi predstavljena
prava geometrije HH, moZemo konalno zaklJjuditi da je transf-
orﬁacijé'poduarnosti geonetrije HH odgovarajuéa osnoj sime-
triji geometrije Lobaclevskog transformacije koja zadovoljava
sve zahteve definicija 1. i 2. istovremeno {(vestr.55, rada).
Preme tome transformacija koja odgovara osnoj simetriji geo=-
metrije Lobalevskog Jje transformacija koja je istovremeno 1
centralna i osna simetrija geometrije HH, te bismo je mogli
nazvati i centralno-osnom simetrijom te geometrije. Primeti-
mo uzgred da je centralno-osna simetrija geometrije HH u gl-
avnom modelu te geometrije predstavljena suZenjem harmonij-
ske homologije projektivne revni na spoljainost apsolute pri
¢emu su srediSte i osa Te homologije odgovarajucé¢i pol i pol-
ara apsolutnog polariteta. Ostm ovog primera, nelemo vise
davati primere koriséenja izomorfizma na koji smo ukazali, u
cilju odredivanja svih vrsta transformacija podudarnosti ge-
oretrije EH, kao i njihovih swejstava.

Lksiomama parzlelnosti geometrije HH odgovaraée te-
oreme geometrije Lobalevskog koje se odnose na odnos incid-
encije prave te geometrije i odrecdenih hiperbolicnih prame-
nova pravih iste, Od dveju moguéih formulisaéemo samo teor-
emu koja odgovara aksiomi V H geometrije HH. Prema toj aksi-
omi ako tacka P nije incidentna sa pravom a geometrije HH,
postoje najmanje dve prave incidentne sa tadkom F koje pravu
a ne seku. u slavnom modelu geomesvrije HH tacki P odgovara
neka tacka P spoljaSnjosti apsolute, a pravoj a projektivna
du? spoljaingesti apsolute &iji krajevi pripadaju apsoluti,
koja nije incidentna sa tackom A, Ovu Projektivanu duZ ozna-
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¢iéemo takode sa a., Sve prave pramena pravih sredista P ko-
je seku apsolutu i projektivnu duZ komplementnu duZi a u
unutrasnjim tackama te duZi sadrZe projektivne duZi koje
prédstavljaju prave preamena sredisSta P koje ne seku pravu
a, wacki P u polaritetu W odgovara secica apsolute., rresek
te selice sa unutrasnjoséu apsolute oznacdidéemo sa p. ‘'aj
presek u beltrami - Klajnovom modelu geometrije Lobadevsk-
og predstavlja pravu p te geometrije. Projektivnim duZima
spoljasnjosti apsolute &iji kfajevi pripadaju apsoluti i
koje sadrZe tacku P odgovaraju hiperboliéni pramenovi pra-
vih koji sadrZe pravu p. Onim od tih duZi koje predstavlj-
aju prave pramena srediita P koje ne seku pravu a, odgova-
raée hiperbolicni pramenovi pravih koJi ne sadrie nijednu
pravu hiperbolicnog premena pravih osnove a. Ovo se nepos-—
redno zakljulilo iz peltrami - Klajnovog modela geometrije
Lobacevskog 1 glavnbg modela geometrije HH. Naime poSto
projektivna duZ spoljasnjosti apsolute koja sadrzi tacku P
i pripada opisanoj vrsti projektivnih duzi nema nijednu
zajednilku tadku sa projektivnom du¥i a, za hiperbolilne
vramenove pravih koji odgovaraju tim duZima u izomorfizmu
glavnog modela geometrije HH i1 modela te geometrije u geo-
metriji Lobadlevskog ne moZe postojati nijedna zajednicka
prava.
U izomorfizmu koji smo mzmatrali tackama i preva-

ma geometrije HH odgovaraju prave i hiperbolicni prameno-

vi pravih geometrije Lobalevskog, osnovnim i izvedenim re-
' lacijama geometrije HH osnovne i izvedene relacije geome-
trije Lobalevskog, transformacijama podudarnosti geometri-
je HH transformacije podudarnosti geometrije LoBalevskog
pri demu su te relacije relacije pravih ili relacije izme-
&u pravih i hiperbolidnih pramenov.vpravih te geometrije,
a transformacije podudarnosti transformacije skupa pravih
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i skupa hiperboliénih pramenova pravih geometrije Lobadev-
skog. Ovo poslednje sledi iz deinjenice da je slika bilo
kog hiperbolidnog pramena pravih geometrije Lobadevskog,
hiperbolidan pramen pravih &ija je osnova slika sonove da-
tog hiperbolilnog pramena. Neke od teorema koje su odgovara-
le aksiomama geometrije HH i bile upisane u odgovarajuéoj
desnoj koloni na stranicama 81, 82, 84, 85. rada, a narod-
ito teorema koja odgovara Fadovoj, pa i aksiomi Sl, koje

se odnose na preve i heiperbolilne pramenove geometrije Lo-
bacevskog vrlo je tefko @okazati u toj geometriji. Ali u
izomorfizmu "geometrije pravih i hiperbolidnih praménova ge-
ometrije Lobacevskog" i glavnog modela geometrije HH svim
tim teoremama odgovaraju sasvim jednostavne teoreme proje-
ktivne geometrije. Dakle zahvaljujuéi tom izomorfizmu u
stanju smo ne samo da formuliSemo, veé¢ i @& utvriujemo na
neuporedivo jednosfavniji nacin nego $to bismo to &inili

u S - modelu geometrije Lobadevskog sve te teoreme.

S - modeli bilo koje geometrije u skupu svih mo-
dela te geometrije zauzimaju istaknuto mesto. Oblast inte-
rpretacije pepomenljivih date geometrije je skup &iji su
elemanti proizvolgne prirode i, ukoliko se ta geometrija
razvija kao geometrija dve vrste promenljivih, klasa od-
recene vrste podskupova tog skupa pri Cemu se takvim pod-
skupovima interpretiraju promenljive druge vrste. Ako je,
kao Sto je to uobidajeno n geometriji, u pitanju S - mod-
el sistema skkioma te geometrije,utvrdivanje tacnosti tv-
rdenja te geometrije, odnosno odredivanje svih posledica
tog sistema aksioma u S - modelu u suStini se gotovo ne
razlikuje od izvodenja dokaza odgovarajuéih teorema u taj
geometriji, R8zlog tome je, istaknimo jo3 jednom, proizvo-
lja priroda elementa oblasti interpretacije. Zato se iz
prakticnih razloga i kao Eto smo to prethodno obrazlofili,
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sasvim opravdano, geometrije razvijaju kao teorije njihovik
S - modela, tj. kao poluformalne teorije. Smatramo da ovaj
poslednji izraz koji je povodom toga upotrebio pisac dela
/16/ na najedekvatniji nadin izra¥ava prirodu takvih mode-
la, Upravo ta okolnost $to poluformalna teorija, meda mod-
el, ima sva svoastva kojom se u suStini odlikuje i odgvarage
juéa teorija omoguduje da se pomoéu nje ustanovi neposred-
na veza sintakse sa semantikom. U tom smislu u geometriji

se S - model konkretne geometrlae najéesée indentifikuje

sa tom geometrijom. .

' Izomorfizam S - modela geometrije EH i HE - modela
te geometrije posle jdentifikacije S - modela sa odgovara-
juéom geometrijom moZe se protumaditi i na drugaliji nacin
kao interpretacija geometrije EH u geometriji Lobalevskoge
Ovu interpretaciju u prethodnoj tadki nazvali smo HE - mo-
delom geometrije EH i tek naknadno "otkrili®™ da je osnovné
pobuda formiranja takvog modela bio izomorfizam S - modela
pomenutih geometrija. Izomorfizam S - modela geometrije HH
i geometrije Lobalevskog moYe se slidno prethodnom protum—
aditi i kao interpretacija geometrije HH u geometriji Lob-
adevekog ili se moZe opisati i kao HE — model geometrije
HH. Sve teoreme geometrije Lobadevskog odgovarajute aksio-
mama peometrlae HH koje smo izloZili u desnoj koloni, a i
teoreme koje smo formulisali kao tvrdenjekoja odgovaraju
Padovo]j aksiomi, aksiomi S2 su interpretacije sistema ak-
sioma geometrije HH. Izomorfizam na koji smo ukazali gar-
antuje da su sva ta tvréenja teoreme geometrije Lobaclevskog,
tj. osigurava tadnost aksioma geometrije HH u tom modelu
tog sistema aksioma. Ipak ¢emo radi ilustracije proveriti
tadnost aksioma paralelnosti sistema aksioma geometrije HH
u njenom HE - modelu. Skreéemo pa¥nju da se osnovni i neki
izvedeni pogmovi, relacije i transformacije koji odgovaraju
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odgovarajulim pojmovima geometrije HH, izloZeni u desnoj
koloni na stranama 79, 80 i 81, rada, u "novom svetlu" mo-
gu shvatiti i kao tumalenja odgovarajuéih osnovnih i nek-
ih izvedenih pojmova geometrije HH kao i osnovnih relacija
i transformacija te geometrije u HE - modelu sistema aksiom
ma HH. Koristeli izomorfizam odgovarajué¢ih modela pokazali
smo da je osnom simetrijom geometrije Lobadevskog predsta-
vljena osno-centralna simetrija geometrije HH (ovo se tak-
o’e moZe proveriti i u HE - modelu geometrije HH na nadin
istovetan nadinu na koji smo o udinili u sludaju HE - mod-—
ela geometrije EH). Svaka prava hiperbolidnog pramena pra-
vih geometrije Lobalevskog osnove p invarijantna je u sim-
etriji ose p. Kako ta simetrija predstalja u modelu i cent
ralnu simetriju geometrije HH prema prethodnom svaka prava
hiperbolinog pramena pravih ose p predstavlja u modelu te-—
¢ku geometrije HH in.arijantnu u toj centralnoj simetriji.
Prema definiciji 4. (str.57. rada) svaka prava hiperbolid-
nog pramena pravih osnove p predstavlja u modelu “a%lu su-
protnu tacki koja je u modelu predstavljena pravom p. PoS-
toje i prava p invarijantna u simetriji w odnosu na bilo
koju pravu normalnu na pravoj p, sledi na osnovu icte de-

finicije 4. da je tafka predstavljena pravom p suprotna
svakoj tacki predstavljenoj bilo kojom pravom hiperbolid-
nog pramena pravih osnove p.

Neka su prave a koja ne pripada hiperbolidnom pr-
amenu pravih osnove p i taj hiperbolidni pramen previh in-
terpretacije date tacke i date prave geometrije HW pri Jde-
mu ta tacke i ta prava nisu incidentne. Pretpostavimo na-
Jpre da je prava a istovetna preavoj p. Ta#a nijedan hiper-
bolicdan preamen pravih koji sadrii pravu a ne sadrzi nijednu
pravu hiperbolicnog pramena pravih osnove p tj. a jer su os-—

nove svih tih hiperboli¢nih pramenova prave pramena osnove

e
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p, tj. a. Dakle u ovom sludaju nijedna prava koja sadrii
tadku A, koja je u modelu predstavljena pravom a, ne sede
pravu p koja je u modelg predstavljena hiperboliénim pra-
menom .pravih eenove D.

U ovom kao i u sledecim slgajevima oslanjali smo
se na stav po kome Je potreban i dovoljan uslov da hiper-
bolic¢an pramen pravih incidentan sa pravol a sadrzi pravu
hiperboliénog pramena. osnove p postojanje zajednicke nor-
male osnove tih pramenova. Poito ova zajednilka normala
pripada i jednom i drugom pramenu pomenutih osnova, ona u
modelu predstavlja tadku preseka pravih predSu,vlaenlh tim
pramenovima. Kako svaki hiperbolidan pramen koji sadréi
pravu a predstavlja pravu koja sadrzi tadku a, a svaka pr-
ava pramena osnove p tacku prave P seometrije HH predsta—
vljene hiperboliZnim pramenom pravih osnove p, prema pre=-
thodnom skup pravih pramena pravih sredidta A koje seku
pravu p predstavljen je u modelu skupom hlperbollcnlh pra-
menova kOJl sadr¥e pravu a i &ije su osnove hiperparalelne
Sa osnovom P hiperbolilnog pramena pravih osnove p. Skup
svih pravih pramena pravih credista A koje ne seku pravu p
biée predstavlijen u modelu skupom svih hiperboliZnih pra-

menova pravih koji sadrZe prevu a, ali gije osnove nisu
hiperparalelne sa& pravom P.

Razmotrimo prvo sluZaj kada se prave a i p seku.
PoEto prema predpostavci prava a nije prava hiperbolicnog
pramena pravih osnove P ugao pravih a i p Jje o8tar. Svaka
od polupravih na koju pravu a razlaie talka preseka prav-
ih a i p Jje krak jednog od dva oStra ugla koje obrazugju
prave & 1 p. Prema poznsto] teoremi geometrije Lobalevskog
skup svih normala na jedan od tih krakove moie se razlozi-
ti na skup normala koje seku drugi krak i skup normala koje
taj krak ne seku. 7i drugi krakovi pomenutih odtrih uglova
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su poluprave prave p na koju tu pravu razla¥e tadka prese-
ka pravih a i p. Na osnovu prethodnog moZe se jednostavno
zakljuéiti da je svaka talka zatvorene du?i prave a &iji
su krajevi tadke preseka normala na pravu a koje su paral-
elne sa pravom p tacka preseka one mormale na pravu a koja
nije hiperparalelna sa pravom p. Prema tome ni za jednu od
Lakvih normala ne postoji zajednifka normala te normale i
prave p. Hiperbolilni pramenovi previh &ije su oznove op-
isane normale su hiperbolilni pramenovi pravih

‘ ) ’ v 1 pravih koje
sadrZe pravu a ali nijedan od njih ne sadr?i nijednu preavu
hiperbolicnog pramena pravih osnove p. S obzirom da svaka
duZ sadrZi neprebrojivo mnogo tadaka takvih hiperbolidnih
pramenova pravih ima takode neprebrojivo mnogo.

ako je prava a hiperparalelna sa pravom p na sli-
¢an nacin kao u prethodnom sludaju moZe se ddkazati da skup
tadaka zatvorene du’i prave a ¢iji su krajevi tadke preseka
onih dveju normala na pravu a koje su paralelne sa pravom p
predstavlja skup tadaka preseka onih normala na pravu a ko-
Je nisu hiperparalelne sa pravom p. Svaka od tih normala
Je osnova hiperbolidnog pramena pravih koji sadr¥i pravu a
i ne sadrzi nijednu pravu hiperboliZnog pramena pravih os-
nove p.

Ako je prava a hiperparslelna sa pravom p 28 Té-
zliku od prethodnih slucajeva skup tacdaka preseka svih no-
rmala na prevu a koje nisu hiperparalelne sa pravom p nije
skup tacaka duZi veé zatvorene poluprave prave as ¢ije pode-
tak talka preseka one normale na pravu a koja je paralelna
sa pravom p. Od dveju polupravih prave a Zijjeodetak talka
p pomenuta poluprava je poXuprava koja pripada onoj od orj-—
entisanih pravih prave a koja je paralelna pravoj p. Posto
Je 1 skup tacaka polupraveneprebrojiv i u ovom sludaju po-
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stoji beskonaino mnogo hiperboliénih pramenova pravih koji
u modelu predstavljaju prave pramena srediSta A koje ne se-
ku pravu p.

Prema aksiomi V.H geometrije HH svakoj pravoj p te
geometrije pripadaju najmanje dve talke koje sa sredistem
A pramena pravih ne odreduju pravu. Provera tadnosti ove
aksiome u HE - modelu geometrije HH, pod uslovom da su ume-
sto skupa hiperboliénih pramenova pravih koji sadrze pr-
avu a razmatra skup hiperbolidnih pramenova pravih koJji
sadr¥e pravu p, analogna je prethodnoj. Naime svaka prava
hiperbolic¢nog pramsna osnove p pretstavljaumodelu neku
tadku prave p. P§éto je tadka A predstavljena u modelu pr-
avom a koje ne pripada pramenu osnove p prave koja jeinc-
identna . sa tadkom A i . nekom talkom B prave p predste-
vljena je u modelu'hiperboliénim pramenom pravih koji sa-
dr%i i pravu a i pravu b pramena pravih osnove p pri cemu
pravu b pre@stavlja tadka B. Dabi u geometriji Lobadevskog
neki hiperbolidan pramen pravih sadrZao dve prave potrebno
je i dovoljno da Jje osnova tog pramena zajednicka normala
tih pravih. Ako takva zajednilka normzla ne postoji, tada
te dve prave nisu inc¢identne sa istim hiperboliclnim prame-
nom te u modelu predstavljaju tzdke za koje ne postoji pr-
ava koja je incidetna sa svekom od tih tafeka., Drugim rel-
ima skup svih normala na pravu p koje nisu hiperparalelne
sa pravom a predstavlja u HE-modelu skup svih tadaka prave
p geometrije HH za koje ne postoji prava pramena pravih
srediita A koje incidentna sa bilo kojom od tih tacsaka.

%, Provera ta’nosti akshoma apsolutne geometrije

u geomstrijama ravni 152 . Sistem aksioma incidencije "ap-
solutno" apsolutne dvodimenzione geometrije (§ 2.9, ) for-
mirali smo kap presek svih aksioma grupe aksioma incidenc-
ije dvodimenzionih projektivno metridkih geometrija. Skup
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aksioma svake od tih grupa je nezavisan. Zato je 1 skup ak-
sioma incidencije apsolutne geometrije istovremeno i najsi-
ri nezavisan skup tvrdenje kojima se utvrduja zajednicka
svojstva relacije incidencije svih projekfivno metrickih
geometrija. Aksiome incidencije projektivno metrickih geo-
metrija razliZitih od klasiénih formirali smo kao aksiome
geometrije odgpvarajucih oblasti projektivne ravni. Dakle,
i skup eksioma incidencije apsolutne geometrije, na pret-
hodno ukazani, posredan nadin, takode je vezan za relaci-
je incidencije koje vaie za odgovarajute likove tih obla-
sti projekkivno metridke ravni. Prema tome nema potrebe
proveravati tadnost aksiome incidencije apsolutne geomet-
rije u geometrijama odrecenih oblasti projektivne ravni
(projektivno metrickim geometrijama).

Podsticaj za utvrdivanje aksioma trensformacija
podudarnosti bio je ipak drugalije prirode. U tom slucaju
pre svega Smo S¢€ oslanjali na princip DO kome se bitna sv-
ojstva pojmova odredenih na osnovu iskustava u izvesno]
oblasti, prilikom proSirivanja tih pojmova i na podrucja
koja obuhvataju tu oblast, ili na nove njoj slifne oblas-
ti, zadriavaju (princip permanencije). Tako Smo na primer,
cadriaj teoreme kojom se€ u-/1/ izra’avalo bitno svojstvo
meretanja klasidnih geometrija usvojili kao aksiomu G2A
grupa aksioma transf ormacija podudarnosti svih projekti~-
vno metrifkih geometrija, pa dakle i apsolutne geometrije.
Naravno dz ovaj drugi put zahteva proveru tako odabranih
aksioma u modelima svih pomenutih geometrija. M1 &smo tu
proveru i izvr3ili. Ovde éemo izloZiti smo onaj njen deo
koji se odnosi na geometrije ravni "S,.

Tre toga izloZicemo u osnovnim crtama ono £to se
odnosi na predstavljanje transformacija podudarnosti u ge-

ometrijama ravni 182 i odrediti koje projektivne kolineac-
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ije predstavljaju centralne i osne simetrije tih geometri-
ja. Mada je to dovoljno poznatno i iz opstih izlaganja o
geometrijama ravni 182, stavom 4. rada (8§ 4. 2.)- u dodelu
jedne od tih geometrija u geometriji Lobadevskog, potvrdi-
1i smo da je skup transformacija podudarnosti i te geomet-
rije skup suZenja na spoljaSnjost apsolute svih automorfi-
zama te apsolute. Na slilan nadin to smo mogli utvrditi i
u onoj drugoj geometriji idealne oblasti ravni 182.

Na osnovu teoreme 13.t.3. (/3/str.93.) &iji smo
sadriaj izlo¥ili i na str. 140. rada /6/, skup svih autom-
orfizama apsolute istovetan je skupu svih kolineacija £
projektivne ravni takvih da Je foW = Wof gde je W polari-
tet projektivne ravni odrecen apsolutom. Ovaj plaritet ¢e-
mo u daljem tekktu Cesto nazivati apsolutnim polaritetomn.
Tdentifikovanje automorfizama apsolute sa kolineacijama pr-
ojektivne ravni koje zadovoljavaju prethodno navedeni usl-
ov od velikog je znalaja Jer su u radu /13/ navedene sve
vrste projektivanih kolineacija koje su permutabilne26) sa
nedegenerisanim hiperbolicnim polaritetom, a takode i vai-
na svojstva tih kolineacija. Na osnovu tih svojststva mo-
e se zakljuliti da Jedino suZenja perspektivnih kolinea-
cija projektivne ravani na odredenu oblast interpretacije
odgovarajuce geometrije zadovoljavaju zahteve definicije 1.

gentralhe simetrije, pod uslovom dz Jje centar te perspek-
Ktive tadka oblasti interpretacije. Medutim na osnovu teo-
reme 3. (/6/str.140) ako je neka perspektivna kolineacija

permutabilna sa apsolutnim polaritetom, tada je ta perspek-
tivna kolineacija harmonijska homologija koja je centar pol
ose. Frema tome bilo koja centralna simetrija apsolutne ge-

26) Za kolineaciju f kaZe se u /13/ da je permuta-
bilna sa polaritetom W ako i samo ako vazi fW=Wof. Ovaj iz-
rag u istom znadenju upotrebljavatemo i u radu.

L4F
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ometrije u njenkm modelima u odgovarajucim oblastima ravni
152 oredstavljena je suZenjem harmonijske homologije proje-
ktivne ravni na odgovarajucéu oblast interpretacije apsolut-
ne geometrije u revni 182 uz uslov da srediSte te homologi-
je pripada oblasti interepretacije, i da je to srediste pol
ose homologije u apsolutnom polaritetu. Ako Je sredisSte ta-
kve harmonijske homologije tadka unutrasnjosti apsolute,
tada Jje njena osa spolaasnaa prava apsolute. Zato je u mo-
delu apsolutne geometrije u sopstveno] oblasti ravni 182
(koji je istovremeno i Beltrami Klajnov model geometrije
Lobalfevskog) srediite centralne simetrije27) jedina invari-
jentna tatka te transformacije. Osa harmonijske homologije
fije srcdiste pripada idealnoj oblasti ravni 182, koji ¢emo
odsad kratko zvati spolja3njoséu apsolute, i koja je autom-
orfizam apsolute, sele apsolutu. Sve tacke preseka ose sa
spoljasnjoséu apsolute su invarijantne tacke centralne sim-
etrije onih modela apsolutne geometrije &ija je oblast int-
erpretacije ta spoljai3njost. Podto su ti modeli istovremeno
modeli geometrija EH i HH, na osnovu prethodnog sledi da u
tim geometrijama svaka centralna simetrija raspolaze sa bLez-
broj invarijantnih tadaka. U harmonijskoj homologiji ¢ijim

" je suZenjem na oblast interpretacije tih geometrija predst-
avljena ta centralna simetrija svaka tacka ose te homologije
incidentna Jje sa taino dvema inverijantnim projektivnim pra-
vama. U glavnim modelima ceometrija EH i HH presek samo Jed-
ne od tih pravih sa oblasti interpretacije predstavlja pravu
odgovarajute geometrije, dok u Reltrami - Klajnovom modelu

presek svake od tih pravih sa unutrasnjoséu apsolute predst-

re—

27) Ovde smo, radi kradeg izraZavanja, identifikov-
ali suZenje proaektlvne kolineacije na oblast interepretaci-
je odgovarajule geometrije sa transformacijom podudarnosti

koja Jje predstavljena tim suZenjem. Tako Cemo cesto postupa-
ti i ubudude.



- 10% -

avlja pravu geometrije Lobalevskog. U svakom slucaju na os-—
novu definicije 2. su¥enje hormonijskih homologija Cije sr—
ediste pripada spoljainjosti apsolute na oblast interpreta-
cije jedne od pomenutih geometrija predstavlja osnu simetri-
ju odgovarajule geometrije. Time Je u tim modelima apsolutne
geometrije predskvljena i osna simetrija te geometrije. Sem
na opisani nadin osna simetrija apsolutne geometrije preds-
tavljena je u modelu te geometrije, koji je istovremeno i
glavni model geometrije EH, harmonijskom homologijom kojoJ
je osa prava spoljainjosti apsolute a sredi$te pol ose. Osa
te harmonijske homologije je prava geometrije EH te je u
ovom sludaju osa odgovarajule osne simetrije geometrije EH
prava. Istom harmonijskom homologijom predstavljena Je i
osna simetrija geometrije HH ali u odnosu na elipticdan niz
.tacaka, .

Provera tadnosti aksioma transformacija podudarn-—
osti apsolutne geometrije u geometrijama ravni 182

Prema prethodnom transformacije podudarnosti geo-

metrija ravni 152 predstavljene su suZenjima automorfiza-
ma apsolute na odgovarajuée oblasti te ravni. Zato Jje, s
obzirom da je svako od tih suZenja bijekcija te oblasti,

zadovoljen jedan deo zahteva aksiome GlA., Kako su ta sule-
' nja saglasna sa relacijom incidencije likova tih oblasti
koji predstsvljaju talke i prave odgovarajuéih geometrija,
zshtevi te aksiome u potpunosti su zadovoljeni u sve tri
geometrije ravni 152.

Dokaz tadnosti aksiome G2A. Dokaz tacnosti ove

aksiome izvedéemo istovremeno u sve tri geometrije ravni

152. Ovaj dokaz u zantanoj meri oslanja se na teoremu pr-
ojektivne geometrije po kojoj: "Auto morfizmi apsolute

preslikavaju polarni trotemenik u odnosu na apsolutni po-
laritet na trotemenik koji je takodje esutopolaran u odnosu
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na taj polaritet. Dokaz ove teoreme izostavljamo uz napome-
nu da je ona neposredna posledica teoreme 37.1.dela/13/
(str.157%). Prema teoremi 36.1. istog dela (str.155.) koja
Se odnosi na hiperbolidni polaritet suéenjehiperboliénog
polarite%a na dve stranice autopolarnog trotemenika u odn-
osu na apsolutni polaritet je hiperboliéna, a na preosteal-
0J stranici eliptidna involucija. Ovoj teoremi odgovarsz
teorema 59.8.(/13/str.238,) ¢iji drugi deo PogrEEno formu-—
lisan: "Ako je ABC autopolarni trotemenik u odnosu na datu
koniku, dve stranice tog trotemenika seku tu koniku, a tr-
eta je ne sece; dva temena ovog autopolarnog trotemenika
su spoljaSnje tadke konike a trede Je unutrednja tzfka is-
te',

S obzirom da je polaritet odreden apsolutom, kada
Jje ona kao u ovom slué¢aju kriva drugog reda koja nije deg-
enerisana, hiperboliéni polaritet prethodne dve teoreme
moZemo koristiti kada Je u pitanju bilo koja geometrija
ravni 182. Neka su tadka A i prava P i tacka A, i prava Py
dva incidentna pars tadka - prava apsolutne geometrije,
Ovi perovi predstavljeni su odgovarajuéim incidetnim par-
ovima tacka - projektivna prava (preciznije: presek te pr-
ojektivne prave sa odgovarajuéom obla$éu interppetacije ap-
solutne geometrije). Ove parove oznadiéemo i u)modelu na
isti nalin kao i u samoj apsolutnoj geometriji. Frojektivne
prave koje sadrie interpretacije apsolutnih previh p i Py
.oznaliéemo redom sa pi py» Talkom A i pravom p’koje su in-
cidentne jednoznadno je odreden autopolarni trotemenik u
odnosu na apsolutni polaritet kome su tacks A i prava p°
teme i stranica. To isto va’i i za tadku Al i pravu pi.
Oznadimo preostala temena prethodno opisanih trotemenika
sa B i C odnosno Bl i C1 . Prema prethodno navecenoj teor-
emi dve stranice svakog od ti%”trotemenika seku apsolutu
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a treta je ne sele. Talke preseka dvegu odgovarajuéih str-
anica pomenutih trotemenika i apsolute oznadiéemo sa D,E i
Dl i El redom. Talke preseka drugih dveju odgovarajuéih st-
ranica tih trotemenika i apsolute oznaliéemo sa F,G i Fl,
G, redom. Cetvorke tadaka D,E,F,G i Dy ,E;,F;,G; su takve

da nijedna trojka iste Cetvorke nije trojka kolinearnih ta-
caka., Svaki automorfizam apsolute koji par A,p’preslikava
na par Al,pi preslikava i trotemenik ABC na trotemenik A
Bl Cl. Posto vaZi obratno svi automorfizmi apso;ute koji
par A,p’preslikavaju na par Al’pi istovremeno su automorf-
izmi apsolute koji trotemenik ABC preslikavaju na troteme-
nik AlBlcl' Dokazacemo da postoje tadno &etiri takva auto-
morfizma. Svaki od tih automoffizama preslikava i detvorku
tataka D,E,F,G na letvorku tadaka D, ,E ’Fl’Gl' Pri tom se

1

171
tacka D moZe preslikavati jedino na tadke Dl odnosno El Sto

va%i i za tadku E. Pri tom, ako je slika tadke D tadka D
tada Jje slika taclke E tadka El. Prema tome postoje tadno
detiri moguénosti preslikavanja prve Jdetvorke talaka na
drugu cetvorku: o
a) (n,nl), (E,El),(E,Flv,(G,Gl) v) (D,D1),(E,E,),(F,G ),(G,Fl)
c) (D,2,), (E,Dl),(F,Fl),(G,Gl) d) (D,2)), E,Dlv,(p,el),(G,Fl)
Posto je sa dve Cetvorke talaka "opSteg poloZaja™
jednoznaéno odredjena projektivna kolineacija na osnovu pr=
ethodnog sledi da postoje talno Cetiri automoffizma apsolu-
te koji tgéku A i pravu p’preslikavaju na tadku Al i pravu
pi. Kako su ti automorfizmi istovremeno i automor{izmi obl-
astli interpretacije apsqlutne geometrije u ravni 52’ suze-
nja tih automorfizama na te oblasti, koja pretstavljaju od-
govarajuce transformacije podudarnosti apsolutne geometrije,
preslikavaju i preseke pravih p‘i pi sa tim oblastima - koji
predstavljaju prave p i Py - jedan na drugi.
T tekstu koji sledi skup automorfizama apsolute ko-

1
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j& kao ¥to smo to ranije pokazali predstavlja grupu trans-
formacija podudarnosti apsolutne geometrije oznacavactemo
takode sa G. ‘

Podito se provera talnosti aksiome G3 moZe jednos-
tavnije izvesti posle provere sksiome G4 najpre.temo doka-
zati tacnost aksiome(ykﬁllSZ - modelima te geometrije.

. Froveras aksiome G4. Neka su A i B bilo koje dve
tadke jedne od geometrija ravni 182. Pokazatemo da su sv-
akoj od tih geometrija postoji automorfizam apsolute -
hormonijske homologija koja "razmenjuje" tacke A i B. Su-
zenje te harmonijske homologije, 2ko postoji, na pravu
p(A,B) je hiperbolidna involucija: neophodno je da par

tadaka A,B bude harmonijski konjugovan sa parom invarijan-
tnih tadaka C 1 C te involucije. Zato je par talake C,Cy
par dvostruko odgovarajuéih tadaka hiperbolicne involuci-
je prave p(A,B) kojoj su A,B invarijantne tacke. Ovu inv-
oluciju oznaliemo sa hp. Ali posto Jje Jjedna od tacaka C

i Ol srediste a druga presek ose harmonijske homologije
koja tadku A preslikava na tacku B koja pripade grupi G
neophodnoc je da talke C i Cl budu konjugovane tacke apsol-
utnoz polariteta W. Zato je par tadaka C,Cq, &ko postoji,
par odgovarajuéih tacaka suéenja Wp apsolutnog polariteva
W na pr:vu p. Ako je prava p prava spoljasnjosti apsolute
tada je W_ eliptidna inwvelucija. Frema teoremi na str.77.
dela /22/postoji tadno jedan par tadaka koji je zajednilki,
par homologih elemenata involucija Wp i hp. Ovaj par tela-
ka je upravo par tadaka C 1 Cl, a jedine dve harmonijske
homologije koje "razmenjuju" tacke A i B i predstavljaju
harmonijske homologije grupe G su homologije hC i b, sre-
diste C i Gy ¢ije su ose polare - u odnosu na apsolﬁ%ni
polaritet - taczka C 1 Cl' Svska od tih osa prema tome sa-

drZzi tacke C i C, ra podto su te talke spoljainje talke
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apsolute te ose seku apsolutu. U geometriji EH te ose su
hiperboliéni nizovi tadaka, a u geometriji HH prave.

Tzimajuéi u obzir da suZenja prethodno opisanih
harmonijskih homologija na odgovarajule oblasti ravni 82
predstavljaju ne samo centralne i osne simetrije apsolut-
ne'geometrije, veé i centralne i osne simetrije geometrija
EH i HH prethodne rezultate moZemo iskorisf&ti i u cilju
utvrdivanja svojstava ovih geometrija znacjnih u nasem da-
ljem radu. Tako na osnovu prethodnog mo¥emo formulisati i
sledeéi stav: '

Stav. Za bilo koje dave tadke A i B geometrije EH
(HH) koje pripadaju pravoj (eliptidnom nizu) te geometrije
postoje tafno dve simetrije u odnosu na tactke C 1 Cl te pr—
ave (tog eliptilnog niza) koje tacku A preslikavaju na ta-
%ku B. Ove dve taike su sredita duZi odredjenih tackama A
i B (odselaka elipﬁiénog niza koji su odredeni telkema A 1
B) i uzajamno su suprotne. U geometriji HH ove simetrije u
odnosu na tacke G 1 Cl istovremeno su 1 osne simetrije u
odnosu na pravu koje sadrie tacke C i Ci i uzajamno su no-
rmalne. U geometriji EH te simetrije su istovremeno i sim-
etrije u odnosu na hiperbolilne nizove koji sadrZe talke
C i Cl i takoce su uzajmno normalni.

Uzzjamna normalnost osa-ovih simetrija dokazuje
se neposredno na osnovu definicije normalnosti likove ust-
anovljene u ovom radu. Koristeéi ovu definiciju takode se
jednostavno utvrduje i uzajamna normalnost prave p (4,B) i
osa ovih simetrija .

Ako projektivna prave p (A4,B) sele apsolutu tako-
de éemo utvrditi da postoji bar jedna centralna simetrija
apsolutne geometrije koja talku A preslikava na tacku B.
Mada se taj dokaz moZe izvesti na nadin istovetan prethod-
nom izveféemo ga u ovom sluéaju na drugil, ne3to jednostav-
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niji nalin. Ako sa M i N oznalimo talke preseka prave p
(4,B) i apsolute tada par talaka M,N ne razdvaja par tada-
ka A,B jer tacke A i B pripadaju oblasti interpretacije ap-
solutne geometrije u ravni 182 pa su ili obe tadke unutrasd-
njosti i1li obe tacke spoljadSnjosti apsolute. Na osnovu po-
znate teoreme u ovom sluééju postoji tacdno Jjedan par tala-
ka .C i Cl koji je harmonijski konjugovan kako sa parom ta-
cake A,B tako i sa parom talaka M,N., U hiperboliénoj invo-
luciji preve p (A,B) u kojoj su invarijantne tadke G .1 C,
par tacleka M,N je dvostruko odgovarajuéi par tadaka. Zato
je 1 u harmonijskim homologijama hG i hy grupe G taj par
talaka dvostruko odgovarajuéi, S$to je po%reban uslov da te
harmonijske homologije budu automorfizmi apsolute. Ali po-
$to su tacke C i C, harmonijski konjugovane i sa parom ta-
Caka A i B te harmonijske homologije "razmenjuju" tadke A

i B. Posto je par talaka CyC, hzrmonijski konjugoven sa
parom tacaka apsolute jedna od tadaka C i C1 pripada unu-
trasnjosti a druga spoljafnjosti apsolute. Prema tome u
ovom slucaju samo Jjedna od tadaka C i Cl pripada ditoj Ob-
lasti interpretacije apsolutne geometrije u ravni 52. Fo-
lerB unutrasnje talke apsolute je njena spoljainja pravs;
polara spoljasnje talke Jje selica apsolute. Harmonijske
homologije sredista C i C1 gu automorfizmi apsolute pa su
pomenute polare ose tih harmonijskih homologija. SuZenje
jJedne od ovih harmonijskih homologija na odgovarajuém ob-
last interpretacije apsolutne reometrije u revni 152 Je ne
samo centralna simefrija apsolutne, veé predstecvlja i cent
ralnu simetriju geometrije odgovarajuée oblasti ravni 182.
Ako je ta oblast idealna tada to suZenje predstavlja tako-
de i simetriju u odnosu na prevu geometrije HH, Pri tom je
prava p (A,;B) normalna na toj pravoj i srediSte te centra-
lne simetrije je tacka suprotna osi pomenute osne simetrije.

(’,
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Ovo suZenje je takode i simetrija geometrije EH u odnosu na
hiperboli¢ni niz u odnosu na koji je srediSte te centralne
simetrije suprotna talka. Takode se na osnovu definicije 3.
normelnosti likova koju smo ustanovili u ovom radu moze
dokazati da je prava p (A,B) normalna na tom hiperbolicnom
nizu. Prema toj definiciji: "Lik Ll je normalan na liku L
ako i samo ko je = 1lik L, igvarijantan u simetriji ose L i
takode ako je lik L invarijantan u simetriji ose Ll“. S ob-
zirom da je prava p (A,B) inverijantna u centralnoj simetri-
ji srediSta C, pa dakle u njoj istovetnoj simetriji u odno-
su na hiperbolidni niz c dovoljno je jo$ samo dokazati da je
i hiperbolini niz talaka ¢ invarijantan u simetriji geome-
trije EH u odnosu na niz h(A,B). Harmonijska homologija gr-
upe G u odnosu na pravu p(A,B) preslikava pravu ¢ na tu is-
tu pravu jer je prava ¢ polara u apsolutnom polaritetu inv-
arijantne talke C prave p(A,B) u harmonijskoj homologiji

ose p(4,B). Presek projektivne prave ¢ sa spoljasnjoséu ap-
solute je hiperbolilni niz c¢ geometrije EH, a suZenje har-
monijske homologije ose p(4,B) na spoljadnjost apsolute je
csimetrija geometrije EH u odnosu na hiperbolilni niz K(4,B).

Osim simetrije u odnosu na ¢, i u harmonijskoj ho-
mologiji grupe G &ija osa sadrii tadku C spoljaSnjosti aps-
olute a sredidte joJ je tacka C;, par talaka A,B je dvostr-
uko odgovarajuéi par tacaka. Sufenje ove harmonijske homol-
ogije na spoljasnjost apsolute predstavlja simetriju u odn-
osu na pravu geometrije EH, a simetriju u odnosu 'na elipti-
&ni niz geometrije HH predstavljen osom te harmonijske hom-
ologije-

U sludaju kada take A i B pripadaju tangenti aps-
olute,. kao i u prethodna dva sludaja, srediSte i presek ose
bharmonijske homologije grupe G se& pravom p(A,B), posto ta
homologija razmenjugje talke A i B, moraju biti harmonijski
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konjugovane sa parom tacaka A i B, Da bi ta harmonijska ho-
mologija bila istovremeno automorfizam apsolute heophodno
je da se dodirna tacka tangente koja sadrii talke A i B pr-
eslikava na tu istu tadku. Prema tome ta dodirna tacdka Je
ili srediste, ili tadka ose te hzrmonijske homologije. le-
dutim harmoniska homologija kojoj je srediste talka apsol-
ute ne mofe biti automoffizam apsolute jer bi u tom sluda=-
ju ta harmoniska homologija bila elacija. Zato je dodirna
tadka prave p(A,B) i apsolute tadka ose harmoniske homolo—
gije koja razmenjuje talke A 1 B, SredisSte te harmoniske
homologije grupe G je tedka C koja sa tom talkom dodira
obrazuje per koji je harmonijski konjugovan sa parom tal-
aka 4,B. Osa Te homologije ¢ je selica apsolute koja sadr-
zi tadku dodira prave p(A,B) i apsolute. SuZenje te harmo-
niske homologije na spoljasnjost apsolute je simetrija ge-
ometrije EW i HH stredista C koja talku A preslikava na tad-
ku B 1 istovremeno osna simetrija tih geometrija u odnosu
na presek prave ¢ sa spoljasnjoséu apsolute. Taj presek Jje
hiperboliZni niz geometrije EH, a prava geometrije HH, Os-
im pomenutih simetrija nema drugih simetrija ovih geometr-
ija koJe "razmenjuju" tacke A i B .

Provera aksiome G3, Weka su a i b oilo koje ave
apsolutne prave. U svakom od modela apsolutne geometrije u

ravni 82 prave a 1 b su sadrZane - privadaju odgovarajul-—

im projektivnim pravama koje éemo tzkode oznacliti sa 2 1 b.
U svezkom aubtomorfizmu apsolute koji pravu a preslikava na
pravu b i obratno vreselna talka P tih pravih preslikava

se na tu istu tacku. Kao sto smo ranije istakli svaki aut-
omorfizam je koclineacija projektivne ravnl koja je permute-
bilna sa apsolutnim polaritetom W. Prema teoremi 2. (/&/str.
140.) u toj kolineaciji inverijantna je i polara p tacke P
u tom polaritetu. Neka su A i B polovi pravih a i b koji »nr-
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ema prethodnom pripadaju pravoj p. Na osnovu teoreme 2,(/6/
str.140,) svaki automorfizam apsolute koji “razmenjuje™
.prave & 1 b "razmenjuje®™ i talke A i B i obratno. Znadi ha-
rmonijske homologije grupe G koja tadku A preslikava na ta-
¢ku B i obratno, preslikavaju i pravu a na pravu b i obrat-
no. Na taj naldin provera aksiome G3 svodi na utvrdivanje ta-
Enosti aksiome G4, koju smo prethodno izloZili.

Na ovaj nacin dokazali smo i da se:'u sve tri ge-
ometrije ravni 182 mogu ostvariti modeli apsolutné geomet-
rije. Ponovimo Jo3 Jjednom da smo izvrSili proveru tacnosti
aksioma transformacija podudarnosti, i u svim ostalim pr-
ojektivno metrickim geometrijama ali da za ostvarenje pre-
ostalih ciljeva postavljenih u ovom radu to nije potrebno
izloZziti. Ova provera znatno ¢e nam koristiti u daljem ra-
du Jer &emo se iz razloga koje Cemo obrazloziti u uvodu
sledeée glave opredeliti za razvijanje teorije trajektori-
ja pramenova pravih u glavnim modelima geometrija ravai 182.



GLAVA II
TRAJEKTORIJE PRAMENOVA
PRAVIH GEOMETRIJA RAVINI 182

U préthodnoj glavi ostwarili smo prvi deo posta-
vljenog cilja -~ formirali smo sisteme aksioma poluformal-
nog karaktera geometrija spoljadnjosti apsolute. Tom prili-
smo otkrili mnoge cinjenice koje smo, iako nisu neposredno
vezane sa osnognom temom na3leg rada, ipak izlozili smatra-
juéi ih veoma znadajnim za geometrijm. Pri izlaganju takvih
¢injenica btrudili smp se da istaknemo ono 3to se moée'primef
niti @ na trajektorije tih geometrija. Tako smo i dok smo
razmatralli modele ovih geometrija u gebmetriji Lobacdevskog,
vetu painju posvetili predstavljanju transformacija podude-
rnosti, Jjer ée poznavanje tih transformacija biti veoma ko=
risno za upoznavanje izvesnih svojstava tih trajektorija.

I pbi proveri aksioma transformacija wnodudarnosti apsolut-
ne geometrije posebno smo se zadrzali na utvrdivanja onih
svojstava tih transformacija koja ée se koristiti pri Prou-
avanju trajektorija pramenova bravih i snopova ravni pro-
Jektivno metrickih geometrija spoljassnjosti apsolute.

Pojam trajektorija pramenova prgvih proudavao se do
sada uglavonom u klasicénim geometrijema, pre svega u geome-
triji TLobalevskog. Ovaj pojam bio Je poznatiji pod imenom
linija koje dopustaju slobodno kretanje po samim sebi ili
krivieh stalne krivine. Ranije definicije ovih %rivih zasni-
vale su se na pojmu "selice jednakog négiba“. Po novijoj de~
finiciji ove kriive su trajektorije (putanje, orbite) tadke
u odnosu na podgrupu grupe transformacija podudarnosti od-
govarajule geometrije. Ove vnodgrupe su gemerisane osnim si-
metrijama ¢ije ose pripadaju datom pramenu pravih, Jedna od
definicija u tom duhu.izlofena je i na sbr. 16l. udibenika
M. Prvanovié "Osnovi geometrije" ¢/24/), Prethodnom defini-
cijom, na isto] strani, definisana je relacija skupa tada-

ka seometriie Tobadevskoe po Xodod de badka X u
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toj relaciji sa tackom Y ako postoji glement date grupe
transformacija koja talku X preslikava na tadku Y. PoSto se
ukazalo da je ta relacija relacija ekvivalencije definisa-
na je trajektorija T(X) talke X u odnosu na grupu G,kao ona
klase ekvivalencije u odnosu na prethodno definisanu relac-
iju,koja sadrii talku X,

' Trajektorije grupa Cije je odredenje vezano sa pre-
menovima pravih nazvane su trajektorijama pramenova pravih.
Kasnije se zakljuduje da su te trajektorije upravo krive st-
alne krivine rzvni Lobalevskog. '

U radu /5/, a pre toga i u radu /4/, trajektorije
pramenova pravih nazivali smo epiciklima po ugledu na pis-
ca ud¥benika /16/. Ovaj termin upotrebljen je u istom smis-
1u i u delu /13/, U radu /5/ sem drugalijeg naziva upotreb-
ili smo i drugaliju definiciju trajektorije pramenova prav—
inh (v.definiciju 2.na str.l175.rada /2/). Ovu definiciju us-
tahovili smo i koristili Jjos$ od 1978. godine, dakle u vreme
kada nam druga definicija na str. 16l. dela /24/ nije mogla
biti poznata. Mada su ove definicije u istom dubu i u naso]
definiciji radi se o trajektoriji tacke u odnosu na grupu
vezemu z& dabti pramen przvih - kasnija upobrebljavanja, ko-
ja ¢emo izloZiti u radu, ukazala da nafa definicija tog po-
jma ima izvesnu prednost u odnosu naz postojeée. Ova defini-
cija trajektorije datog pramena pravih koja sadrii tacCku A
u nafoj varijanti glasi:

Definicija 5. Trajektorija pramena pravih koja sa-
dr¥i tadku A je skup slika te talke u svim proizvodima po
dve osne simetrije u odnosu na ose tog pramena pravih,

T radu /6/ pokazali smo da je skup takvih proizv-
oda prava podgupa grupe generisane osnim simetrijama u od-
nosu na prave datog pramena pravih. Upravo u odnosu na ovu
grupu se dosada definisala odgovarajuta trajektorija.
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PoSto smo u prethodnoj glavi formirali sisteme ak-
sioma i svih geometrija ravni 182, moguée je u svakoj od
tih geometrija razvijati teoriju trajektorija pramenova pr-
avih tih geometrija neposredno u njihovim S - modelima, U
tom slulaju odgovarajuéi odnosi u glavnim (projektivnim)
modelima tih geometrija bili bi nam samo osnovna inspirac-
ija i putokaz u formulissnju i dokazivanju teorema kojima
se utvrduju svojstva trajektorija odgovarajuéih poluforma-
lnih geometrija. 1 konalnoj verziji, kada je put veé pred-
en, obicno se u radovima ovakve vrste poklanja neznatna
paZnja pomenutoj inspiraciji. Suprotno tome u preostalom
delu rada naglasitemo ba$ tu stranu procesa izgradivanja
poluformalne teorije na taj nadin Sto éemo prvo razvijati
teoriju njoj odgovarajuéeg modela, u ovom sludaju odredene
oblasti ravni "S,. NaCin tog razvijanja bice takav da for-
mulisanje odgovarajutih teorema i izvodenja njihovih doka-
za na osnovu aksioma geometrija ravni 182 nete predstavlje=-
ti nikakvu teZkoclu. Ovim putem na mnogo jednostsvniji nad-
in dolazimo do rezultata koji ée se, ukoliko se za to uka-
Ye potreba, moéi skoro neposredno "prevesti" na jezik odg-
ovarajuée poluformalne teorije. Uostalom na slidan nzdin
se izgradivala i geometrija Lobaée§skog, sto se moZe redéi i
za vetinu drugih geometrijskih pa i matematickih teorija.

S obzirom da je odredivanje trajektorija pramenova
pra.ih vezano sa pramenovima pravih geometrija ravni 182
sada ¢emo dati samo opsStu napomenu o odnosu pramenova pra-
vih geometrija revni 182 i projektivnih premenova preavih,
Pramenovi pravih tih geometrija su preseci projektivnih pr-
amenova pravih sa odgovarajucom oblasti interpretacije tih
geometrija.

Pokazalo se da je korisnije najpre razvijati teo-
riju trajektorija presmenova pravih ravni 182. Na taj nacin
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utvrdi¢emo veoma znalajna svojstva ovih trajektorija i to

u mnogo opsStijem vidu nego %to bi to bio slucaj kada bi tra-
~ajektorije ravni

”’

82 razmatrali u svakoj od geometrijs te

ravni posebno., I dokazi teorema kojima se izraZfavaju pomen-

uta svojstva su opS$tiji: najlesée na ovaj nadin umesto tri
posebna dokaza imame ssw jedan,

Istovremeno proudavanje traj-
ektorija geometrija ravni lS

> kao trajektorija te ravni omo-
gutuje i bolje povezivanje dobijenih rezultata, Upravo tak-

vo proucavanje omoguéilo nam je da uocimo moguénost defini-

sanja ovih trajektorija i kao trajektorija nizova tadaka #to
takode ima u izvesnim sludajevima prednosti,

Posle proudavanja trajektorija pramenove pravih ra-
vni 182 na veoma jednostavan nadin utvrdidéemo koju vrstu
trajektorija te trazjektorije predstavljaju u svakoj od geo-
metrija ravni 182 ponaosob,

Uporedni nalin razmatranja trajektorija geometrija
S, omogutite i da se .sagledaju dublji razlozi iz ko-
Jih su trajektorije parabolidnih pramenova previh iste obl-
asti svake od geometrija ravni 182 me:usobno podudarne dok

za trajektorije ostalih vrsta premenova pravih tih geometr—
ija to ne va¥i,

ravni L

g1, TRAJEKTORIJE PRAMENOVA PRAVIE R4VNI 182

1. Pramenovi pravih ravni 182. Izmedu pramenova
pravih projektivne ravni i ravni 182 postoji izvesna razl-
ika na koju &emo ukazati u ovoj tadki. Pre svega ta razlika
odredena je odnosom sredisSta datog pramena pravih i apsolu-
'te. Preamenove previh ravni 182 ¢ija su srediSta unutradnje
tacke apsolute nazivaéemo eliptidnim i ta srediSta ¢emo u
ovom radu obelezavati sa U, Pramenove pravih iste revni Si-
Ja su sredista talke apsolute nazivaéemo parabobicnim, a ta
sredista obeleZavati uglavnom sa D. Sto se tide pramenova
pravih ¢ija srediSta pripadaju spolja3njosti apsolute i ko-
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Ja ¢emo oznalavati sa V, u ravni 182 neophodno Jje razliko-
vati dve vrste takvih - hiperbolidnih - pramenova pravih.
Prvom vrstom tih pramenova smatraéemo one hiperbolidne pr-—
amenove pravih (&ije je sredifte prema prethodnom spoljas-
nja tacka apsolute) &ije su prave samo one prave odgovaraj-
uteg projektivnog pramena pravih koje seku apsoluty. Hipe-
rbolicni pramen pravih druge vrste ppedstavlja skup svih
spoljasSnjih pravih projektivnog pramena pravih &ije je sr—
ediste talka spoljadnjosti apsolute. Napominjemo da unija
dva hiperbolidna pramena pravih ravni 182 istog sredistea
nije projektivni pramen pravih tog sredi<ta, Naime nijed-
nom od ta dve hiperbolilna pramena pravih ne pripadaju ta-
ngente apsolute kroz zajednidko sredidte tih pramenova .
Slifno vaZi i u sludaju parabdlicnog pramena pravih: unija
parabolicnog pramena sredifta D i dirke 4 apsolute u ta’-
ki D predstavlja projektivni pramen pravih sredista D, Je-
dino se elipticni pramen pravih srediZta U ne razlikuje od
odgovarajuteg projektivnog pramena pravih,

Osim srediSta kod przmenova pravih ravni 182, za
razliku od odgovarajuéih projektivnih pramenova, vainu
ulogu ima i polera srediSta u odnosu na apsolutni polari=-
tet. Polaru sredista datog pramena pravih ravni 182 nazva-
¢emo osnovom tog pramena pravih ko Je taj pramen elinti-
¢an. U slufaju parabolidnog pramena pr:vih ravni 1S2 sre-—
dista D osnovom smatramo dirku 4 apsolute u tacki D bez
talke D, Osnova hiperbolicnog pramena pravih prve vrste sr—
edista V je presek polare tog sredista v sa unutradnjo3éu
apsolute, a osnova hiperbolilnog pramena pravih istog sre-
dista ali druge vrste, presek polare v sa spolja3njoSéu
apsolute., SrediStem i osnovom svaka prava neparaboliclnog
pramena pravih ravni 182 razlozena je na dve poluprave pa
se u ovom slucaju moZe govoriti i o pramenovima polupravih

.
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ravni 182. Dok elipticni pramenovi pravih ravni 182 sadrze
tadno po jedan odgovarajuéi pramen polupravih, hiperbolid-
ni pramenovi pravih bilo koje vrste sadrZe po dva takva pr-
amena. .

Kao sto je poznato presek eliptidnog pramena pra-
182 sa unutrasnjoséu apsolute predstavlja elipt-
idan pramen pravih geometrije Lobadevskog u Beltrami - Kl=-
ajnovom modelu te geometrije. Presek tog istog pramena sa
spoljaSnjoscu apsolute predstavlja eliptidan pramen pravih
geometrije HH i eliptidan pramen hiperbolic¢nih nizova tac-
aka geometrije EH. NaglaSavamo da eliptifan pramen pravih
geometrije HH nije istovremeno i konkurentan pramen pravih
te geometrije. Presek parabolid¢nog pramena pravih ravni 152
sa spoljasnjoséu apsolute predstavlja parabolican pramen
ili pramen paralelnih pravih geometrije HH odnosno parabo-
lican pramen hiperbolicénih nizova tacaka geometrije HH. Pr-
esek hiperbolidnog pramena pravih prve vrste ravni 182 sa
idealnom oblasti te ravni predstavlja hiperboliclan pramen
pravih geometrije HH, odnosno pramen hiperbolicénih nizova
talaka geometrije EHW. Presek hiperbolilnog pramena pravih
druge vrste sa istom oblasti je hiperbolican pramen. prav-
ih druge vrste sa istom oblasti je hiperbolican pramen pr-
avih geometrije EH istog srediSta, odnodno pramen eliptic-
nih nizova talaka geometrije HH istog sredista. I u ovom
sluc¢aju hiperbolican pramen pravih geometrija EH i HH je
konkurentan premen pravih tih geometrija Sto je suprotno
odgovarajuéoj situaciji geometrije Lobacevskog.

vih ravni

2. Grupe simetrija i grupe automorfizama prameno-
va pravih ravni SE’ Pod simetrijama ravni 182 podrazume-
vaéemo harmonijske homologije gruve G te ravani. U ovoj
tadki, & 1 u ovoj glavi - sem kad to posebno ne naglasimo
- razmatraéemo iskljudéivo automorfizme apsolute. Ove auto-
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morfizme nazvééemo povremeno i kolineacijama ravni 1 > -
i razlikovati ih od kolineacija odgovarajuée projektivned
ravni. Grupa simetrija premena pravih ravni 182 Je grupa
generisana harmonijskim homologijama grupe G kolineacija
ravni 82 ¢ije ose pripadaju datom pramenu pravih. Va os-
novu posledice teoreme 1. na str. 142. dela /14/ neposre-
dno se zakljucuje da je sveki element grupe simetrija de-
tog pramena pravih ili simetrija u odnosu na pravu tog
pramena ili proizvod konainog broja tih simetrija. Doke-
zacemo da Jje svaki element ove grupe ili simetrija te
grupe 1li proizvod dve takve simetrije. Grupu simetrija
elipticnog pramena pravih oznadavaéemo sa GUh; odgovéraju-
cu grupu parabolidnog pramena sa GDh’ a grupa simetrija
hiperbolicnog pramena pr:zvih prve vrste sa GVh’ a druge
vrste sa th. 7bog znacaja prethodnog tvrdenja formulisa-
¢emo ga kao posebnuy teoremu.

Teorema 6. Svaki element grupe simetrija bilo kog
pramena pravih ravni 182 Je ili simetrija u odnosu na pr-
avu tog pramena ili proizvod dve takve simetrije.

U sluCaju grupa GUh’ Gﬁh’ Gy, teorema je neposre-
dna posledica sledele leme 2: "Proizvod ma koje tri apsol-
utne harmonijske homologije &ije ose sadrie tadku O i se-
ku apsolutu je harmonijska homologija kojoj osa sadr?i ta—
¢ku O i sede apsolutu” (lema 2. rad /6/ str.143.). Nepom—
injemo da smo u radu /6/ pod apsolutnim harmonijskim homo-
logijama podrazumevali one harmonijske homologije kojinma
su sredista i1 osa pol i polara u odnosu na apsolutu. Posto
u slucaju grupe E%h ose ovih homologija ne seku apsolutu
u ovom slucaju se za razliku od prethodnog ne mo¥e u doka-
zu koristiti °~ lema 2, Zato &emo u dokazu ovog dela teor-
eme 6., koristiti teoremu 4. rada /6/ (v.str.1l45.). Prema
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toj teoremi proizvod ma koje tri harmonijske homologije gr-~
upe Gq, Jje harmonijska homologija te grupe282 (U radu /6/
sa Gy Smo ozna¢ili grupu generisanu svim harmonijskim ho-
mologijama grupe G u odnosu na prave koje pripadaju proje-
ktivnom pramenu pravih sredista 0). Kada je O tacdka spolj-
e8njosti apsolute grupe G sadrzi kako grupu Gy 9 tako 1
grupu §5h kao svoje prave podgmpe-pod uslovom da je O = V.
U sludaju grupe Eﬁh nijedan od osa simetrija te grupe ne
sede apsolutu. Prema delu d) dokaza pomenute teoreme 4.
proizvod tri takve simétrije je harmonijska homologija &i-
ja osa sadr¥i tadku V i ne sede apsolutu - dakle takode si-
metrija grupe G, . Na osnovu toga neposredno sledi da teo-
rema 6. vaZi i u ovom sludaju.

Veoma jednostavno se moZe zakljuliti da je suZe-
nje bilo koje skmmtrije ravni 152 na idealnu oblast ravnil
182 simetrije geometrije HH ili geometrije EH, te da ji
sufenje grupe simetrija bilo kog pramena pravih‘ravni 82
na idealnu oblazt te ravni grupa simetrija pramena pravih
geometrije HF ili geometrije EH. Na osnovu toga i teoreme
6., sledi da i u svim geometrijama revni 132 vazi teorema:

Teorema 7. Svaki element grupe simetrija bilo kog
pramena pravih bilo koje od geometrija ravni 182 je osna
simetrija u odnosu ne neku pravu tog pramena 1li proizvod
dve takve simetrije.

Na osnovu leme 2. i teoreme 4. rada /6/ tekocle se
vrlo jednostavno utvrduje da u geometrijama ravni 182 vazi
teorema po kojoj je proizvod tri simetrije u odnosu na bi-
lo koje tri prave istog pramena pravih bilo koja od tih ge-
ometrija simetrija u odnosu na pravu tog pramena.

28) Teorema 4. rada 6, je uopStenje leme 2. tog Ta-
da. Na osnovu njih, kao sto cemo i u samog tekstu obrazlozi-

ti sledi da u svakoj od geometrija ravni 82 vazi teorema
"tri simetrije".
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To isto vazi i za proizvod tri simetrije u odnosu
na hiperbolic¢ne nizove istog pramena tih nizova geometrije
EH kao 1 za proizvod tri simetrije u odnosu na tri elipti-
¢na niza tadlaka isbtog pramena eliptiénih nizova geometrije
HH, Na osnovu toga neposredno sledi da u tim geometrijama
vaze i teoreme koje odgovaraju teoremi 7, a odnose se na
grupe simetrija odgovarajué¢ih pramenova nizova talaka ge-
ometrija EH i HH,

Svakl element grupe simetrija datog pramena prav-
ih ravni 182 Jje automorfizam tog pramena. Naime, da bi neki
element grupe G bio automorfizam datog premena pravih ravni
152 potrebno jei dovoljno da je taj element automorfizam
srediita tog pramena. Isti uslov vaZi i u sludaju odgovara-
Jjuéeg projektivnog pramena pravih. Kao 3to smo ranije uka-
zali jedino kada je pramen pravih ravni 182 eliptican tek-
eV pramen Jje istovetan odgovarajuéem pramenu pravih proje-
ktivne ravni. Fodto svaka simetrija takvog premena pravih
sadrii srediste U tog pramena, prema teoremi 6. rada sveki
element grurve GUh je automorfizam tog pramena. All tadg,
prema teoremi 5. rada /6/ (str.l47.), veii da je i skup sv-
ih eutomorfizama GU talke U tj. sredista pramena istovetan
grupi G . Na nac¢in istovetan nadinu kojim smo pokazali da
u svakoj od geometrija ravni 182‘va5i teorema 7. pokazall
bismo da u svakoj od tih geometrija vazi i:

Teorema 8., Grupa simetrija bilo kog eliptidénog pr-
amena previh bilo koje od geometrija ravni 182 istovremeno
je skup =vih automorfizsma tog pramena.

Skup preseka pravih eliptidénog pramena pravih ra-
vni 'S, sz idealnom oblaféu te ravni predstavlja eliptidan
pramen hiperbolic¢nih nizova talaka geometrije EH. Na osnovu
prethodnog lako zakljudujemo da teorema 8. vaZi & m slucaju
kada se radi o elipticnom pramenu hiperboliénih nizova geo-
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metrije EH,

Kao £to smo veé napomenuli, mada se parabolidan
pramen pravih ravni 182 u izvesnoj meri razlikikuje od odg-
ovarajuteg projektivnog pramena pravih grupe simetrija tih
pramenova su istovetne. Ali prema teoremi 5. (rad/6/str. 147.)
ako Jje srediSte pramena pravih tadka apsolute tada je grupa
simetrija tog pramena pravih prawa podgmpa skupa svih automo-
rfizama istog. Kako je i taj skup grupa, koju éemo oznaliti
sa Gﬂ’ prethodni zakljucak formulisaéemo u vidu posledice 10.

Posledica 10, Grupa simetrija'QDh parabolidnog pram—
ena pravih ravni 152 je prava podgrurva najsSire grupe GD auto-
morfizama tog pramena pravih,

Na osnovu posledice 10, jednostavno se pokazuje da
vazi sledeéa teorema:

Teorema 9., Grupa simetrija parabolilnog pramena pr—
avih bilo koje od geometrija ravni 182 Jje prava podgrupa gre-
upe svih automoffizama tog pramena.

Posto je presek parabolidnog pramena pravih ravni
152 se idealnom oblaSéu te ravni parabolian pramen hiperb-
olidnih nigzova tacaka geometrije EH moZe se zakljuditi da u-
toj geometriji za grupu simetrija paraboliénogApramena hip-
erbolicénih nizova vaZi teorema koja odgovara teoremi 9.

Kada je tadka 0, koja u radu /6/ predstavlja sredi-
3te datog pramena pravih, tadka spolja¥njosti apsolute tada
je grupa koju smo u radu /6/ oznadili sa Ebh istovetna gru-
pi koju smo u ovom radu oznalili sa Gy, . Prema teoremi 5.
rada /6/ u tom sludaju je ta grupa prava podgupa grupe svih
automorfizama odgovarajuleg pramena pravih. Ovej pramen pr-
avih je hiperbolican pramen pravih prve vrste ravni 182. U
dokazu odgovarajuleg dela teoreme 5. rada /6/ ukazali smo
da je osnovni razlog razlikovanja grupe ﬁbh 1 grupe Go svih
automorfizama pramena pravih sredista O ¢injenica da harmon=-
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ijska homologija srediSta O nije element grupe th: Ali ova
homologija je proizvod dve harmonijske homologije grupe G
od kojih osa jedne sede, a osa druge ne sede apsolutu, te
je ona element grupe GOh’ koju bismo u skladu sa terminol-
ogijom usvojenom u ovom radu, mogli nazvati grupom simetri-
ja& projektivnog pramena pravih $ije srédiSte pripada ideal-
noj oblasti ravni 182. Ova grupa je prema teoremi 5.u/6/
istovetna grupi svih automorfizama sredista odgovarajuéeg
pramena, poa dakle i grupi svih automorfizama pramens pra-
vih tog sredista. Po3to je, kao &to smo to ranije istakli,
pdtreban i dovoljan uslov da neka kolineacija ravni lS2bu--
de automorfizam pramena pravih srediSta V, da je ta kolin-
eacija automorfizam srediita V, dovoljno je da je neki el-
ement grupe G automorfizam bar dve prave nekog pramena pr-
avih da bi taj element bio automorfizam tog pramena pravih
ravni 182. Iz ovog ,sledi da je skup svih automorfizama bilo
hiperbolicnog pramena pravih prve vrste, bilo hiperbolidnog
pramena pravih druge vrste ravni 152 istog srediita istove-
tan skupu svih automorfizsma projektivnog pramena pravih

0

ct

og sredidta, PoZto nijedan element grupe simetrija hiperb-
oliénog pramena pravih druge vrste ravni 182, rrema teoremi
. rada, nije proizvod dve simetrije u odnosu na dve prave
od kojih Jjednz pripadsa Jednom, a druga drugom hiperbolicnog
pramenu pravih istog sredista =21i raznih vreta, harmonijska
homologija grupe G dije je sredite sredifte datog pramena
nije element ni ove grupe simetrija. Prema tome i grupa G&h
Je prava podgupa grupe Gy svih automorfizama projektivnog
przmena sredista V, a takode na osnovu obrazloZenja iznetog
na prethodnoj strenici i grupe svih automorfizama pramena
pravih u odnosu nx knje je E&h grupa simetrija. Na ovaj na-
¢in pokazali smo da va%i i sledeéa teorema:

;M

Teorema 10. Grupa simetrija bilo kog hiperbolidnog

[l
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pramena pravih bilo koje od geometrija ravni 182 je prava
podgnrupa grupe svih automorfizama tog pramena pravih.
Hiperbolidan pramen druge vrste ravni 182 je pra-
men eliptidnih nizova talaka geometrije HH. Presek hiperb-
olidnog pramena pravih prve vrste ravni 182 sa idealnom
obladéu te ravni je hiperbolilan pramen hiperbolignih niz-
ova tadaka geometrije EH. Kao i u prethodnim sluéajevima
lako utvrdujemo da i za odgovarajuée premenove nizova tal-
aka geometrija EH i HH vaZ?i teorema analogna teoremi 10.
Harmonijsku homologiju u odnosu na srediste datog
pramena pravih ravni 182 oznatavaéemo sz h u ¢ijem indeksu
upisujemo i srediZte te homologije. Ova homologija je isto-~
vremeno i simetrija u odnosu na poleru srediSta te homolo-
gije. U sludaju parabolifnog pramena pravih ravni 182 har-
monijska homologija u odnosu na srediste tog pramena koja
bi istovremeno bila element grupe G ne postoji. Ova harmo-
nijska homologija je element grupe GUh 8li nije element
grupe GVh niti GVh‘ Dokazaiemo da Jje grupa Gv svakom od
svojih podgrupa GVh i EVh razlo¥ens na tafno po dve sused-
ne klase, Frema teoremi 5., (rad /6/str.l47.) grupa Gy isto-
vetna je grupi simetrija projektivnog pramena pravih srec-
iZ%ta V. Zato je svaki element skupa Gy—Gyy, ili simetrija
grupe EVh ili proizvod dve simetrije gruve Uy pri Cemu osa
jedne pripada jednoj, a osa druge drugoj od grupe GVh i GVh'
Froizvod dve takve simetrije ubuduée Cemo zvati kraée proiz-
vodom dveju simetrija me3ovitih osa. Froizvodi dve simetri-
je grupe GVh nisu elementi ove rzzlike GV—HVh skupova (gr-
upa) Gy 1 Gy Jer su prema lemi 3. (rad /6/ str.145.) oz%)
proizvodi istovremeno proizvodi dve simetrije grupe GVh

29) Radi se o raglilitibm nalinima predstavljanja
takvih kolineacija ravni 82 kao proizvoda dve simetrigje
pramena pravih sredista V.
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Jedan od elemenata skupa GV - GVh je 1 simetrija hV tJ. hV
gde je v = W (V), Ovaj element kao element grupe simetrija
' projektivnog pramena pravih srediSta V predstavljen Jje pr-
oizvodom dve simetrije meSovitih osa pri cemu su te dve ose
uzajamno konjugovane prave apsolutnog polariteta. Dokazale-
mo da Je svaki element skupa Gv - GVh proizvod hv i nekog
elementa grupe GVh‘ Neka je hr bilo koja simetrija grupe
Eﬁh' Srediste R te simetrije kao pol spoljainje prave r ko-
ja sadrZzi tacku V je unutrasnja tacka apsolute koja pripa-
da pravojv . Ako je P presek pravih r i v tada Je hr=hvhp
gde je p=W(P). Ako je f element skupa Gy = Gy, koji je pr-
oizvod simetrije meSovitih osa, tada se simetrija grupe
Gﬁh tog proizvoda na istil nacin kao u prethodnom slucaju
moze predstaviti kao proizvod simetrije h, i odgovarajule
simetrije grupe Gy, . Na osnovu teoreme 30.7. (/13/str.137.)
h, Je komutativna sa svakim od preostalih ¢inioca dobije-
nog proizvoda. Na slifan nacin dokazujemo i teoremu po ko-
joj je svaki element skupa GV - &y proizvdd simetrije hv
i nekog elementa grupe GVh‘ Prethodne rezultate izloziéeno
u vidu sledele teoreme:

Teorema 1l. Grupa automorfizama Gv hiperbolidénog
pramena pravih sredista V ravni 152 razloZzena je svekom
od svojih podgrupa Gy, i GVh na talno dve susedne klase.

Svaki element klase susedne klasi GVh je ili pro-
izvod simetrije hv sredista V sa nekom simetrijom grupe GVh
ili pak proizvod simetrije hv sa proizvodom dve simetrije
te grupe. Svaki element klase susedne klasi GVh Je ili pr-
oizvod simetrije hv sa simetrijom grupe Gﬁh ili proizvod
simetrije h sa proizvodom dve simetrije grupe [

Dokazujuéi teoremu 1l. ukazali smo 1 da je svaki
proizvod dve simetrije grupe GVh istovremeno i proizvod dve
simetrije grupe th i obratno. Prema tome proizvod dve sim-
etrije u odnosu na dve prave istog hiperbolic¢nog przmena
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pravih prve ili druge vrste ravni 182 pripada preseku gru-
pa simetrija hiperbolicnog pramena prve vrete i hiperboli-
énog pramena druge vrste ravni 182 istog srediéta.Ii'teor-
eme 6. (rada str.118.) sledi da je svaki element pomenutog
preseka upravo proizvod dve simetrije jednog od dva hiper-
bolidna pramena pravih ravni 152 istog sredista. Frema DO-
znatnd teoremi po kojod je presek bilo koje dve podgrupe
date grupe tako’e podgrupe te grupe i skup svih proizvoda
po dve simetrije grupe GVh odnosno GVh predstavlja podgr-
upu svake od tih grupa. Da je ta podgrupa prave neposredno
se zzkljuduje na osnovu teoreme 6. rada. Froizvode po dve
simetrije bilo koje grupe simetrija pramena pravih ravni
182 nazivaéemo kao i u radu /6/(v.tekst ispod posledice 4.
na str. 146, tog rada) epiciklidkim rotecijama te grupe. U
tekstu na koji smo uputili dokazali smo i da Jje skup svih
epiciklickih rotacija grupe simetrija bilo kog pramena pr-—
avih ravni 182 grupa (/6/ posledica 5. str.146.). Posledi-
ca 6. na str. 147. rada /6/ je nesto opitija Jjer se odnosi
na grupu simetrija projektivnog prmensa pravih ravni 82
koja je istovetna grupi svih automorfizama tog pramena DI=
avil pod uslovom da je taj pramen pravih razlidit od para-
bolidnog premena pre¥ih ravni 182. Grupe epiciklickih rot-
acija elipticnih, parabolidénih, hipsrbolidnih PTamenovea
prve i hiperbolicnih pramsnova druge vrste ravni 132 ozns-—
gavaéemo redom sa Gyes Gpnes fye i G&e’ a grupu epiciklic-
kih rotacija projektivnog pramena'pravih gije je srediste
ta¥ka spoljafnjosti apsolute sa Gye® Elementi grupe G&e
razliditi od elemenata njene prave podgrupe Gye(tde Gy, ko-
ja je toj podgrupi istovetna) su epiciklilke rotacije od
kojih je svaka proizvod dve simetrije meSovitih osa grupe
simetrija pramena pravih sredista V. Ove simetrije naziva-
temo kratko epicikliCkim rotacijama medovitih osa date gr-
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upe simetrija. Na osnovu drugog dela teoreme 1ll. svaka ep-
iciklidka rotacija meSovitih osa grupe simetrija pramena
pravih sredista V je proizvod simetrije ]iv sa odgovaraju-
éom epiciklickom rotacijom grupe Gve (odnosno grupe Gﬁe).
Prethodne rezultate izloZiéemo u vidu sledeée teoreme pri
Zemu éemo u njenoj formulaciji krostiti termine i oznake
koje smo pri izvodenju tih rezultata uvodili.

Teorema 12, Svaka grupa simetrija bilo kog prame-
‘na pravih ravni 152 sadrzi kao svoju pravu podgrupu grupe
epiciklickih rotacija tog pramena, Svaka od tih podgrupa sem
ne sadrzi podgrupu razlilite od trivijalnih., Grupa epici-
k1idkih rotacija G&e projektivnog pramena pravih sredista
V razloZena je svojom pravom podgrupom epiciklickih rota-
cija hiperbolidnog pramena pravih sredista V na talno dve
susedne klase. Svaki element klase susedne klasi Gy = Gy,
je epiciklicka rotacija grupe G%e meSovitih osa.

Osnovae bilo kog pramena pravih ravni 182 predst-
avlja pravu jedne od geometrija te ravni. Koristeéi rezul-
tate provere aksiome G4 zakljulujemo da za svake dve tal-
ke osnove datog pramena pravih po:ztoji bar_Jedna simetrija
grupe simetrija tog pramena koja jednu od pomenutih tacaka
preslikava na onu drugu. Iz istih rezultata sledi da Samo
za po dve tafke osnove eliptifnog pramena pravih ravni 182
postoje talno po dve eimetrije grupe simetrija tog prame-
na koje jednu od tih talska preslikavaju na onu drugu., U
slucdaju neeliptidnih pramenova pravih ravni 182 za svake
dve taclke osnove postoji tadno po jedna simetrija odgovar-
ajuéeg premena. Dakle, u svakom slufaju je grupa simetrija
datog premena pravih bar jedanput trenzitivna na osnovu tog
pramena. U ravni lS
iz,

5 vazi i sledeéa posledica teorema 1l.

FPosledica 1ll. U grupeama simetrija pramenova preavih
.
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ravni 182 koje sadrZe i simetriju u odnosu na sredista tih
pramenova postoje tadno po dva elementa éija su suZenja na
osnovu odgovarajuéeg ppamena pravih istovetna. U grupi si-
metrija bilo kog pramena pravih'ravni 182 koja ne sadrzi
simetriju u odnosu na sredi3te tog pramensa ne postoje dva
elementa ¢ija su suZenja na osnovu tog pramena istovetna.
Poito ova posledica nije neposredna posledica po-
menutih teorema izloZiéemo i njen dokaz. U daljem tekstu
projektivni pramen previh ravni 182 gije je srediste ideal-
na tadka te revni, bez tangenata apsolute koje sadrie to
sTediite nazivaéemo hiperboliénim prsmenom pravih. Hiperb-
0liéni pramen pravih je unija hiperbolicénog pramena pravih
prve i druge vrste istog sredista. Kao $to smo ranije ista-
k1i jedino grupa simetrija eliptiénih i hiperboliénih pra-
menova ravni 152 sedrie i simetriju u odnosu na srediSte
takvih pramenova tj. simetriju u odnosu na pravu koje sad-
v%i osnovu odgovarajuleg pramsnc. Frema teoremi 6. (v.str,
118) svaki element grupe simetrija bilo kog przmena pravih
ravnil 182 je simetrija ili proizvod dve simetrije te grupe.
iko j= taj element simetrija h te grupe, tada je hy h sim-
etrije te grupe kojoj je ose odrecena sredistima simetrije
ho i h a sredifte je presek ose simetrije ho koja sadrii
osnovu datog pramena sa e80m simetrije h.. SuZenja simetri-
ja h i hoh ne osnovu pramena srediita O su hiperboliclne in-
volacije odnosno su¥enja tih involucijea na osnovu. Keko su
inv.rijeantne tafke ovih hiperbolifnih involucija iste dve
taéke ta sufenja su meiusobno istovetna. Ako je O tactka
unutrainjost apsolute, tada ona sa sredidtima homologije -
csimetrija h i hj obrezuje autopolarni trotemenik u odnosu
na apsolutu. Ovaj autopolarni trotemenik je invarijanten u
pomenutim simetrijama i to teme po teme. Ako bi sem pomenwtih

postojao jo: neki element grupe simetrija pramena sredista



0, ¢ije bi suZenje na osnovu pramena bilo istovetno suZenju
simetrije h na tu osnovu, tada bi i taj element preslikav-
ao pomenuti autopolarni trotemenik na taj isti trotemenik i
to teme po teme. PoSto se svaka stranica pomenutog troteme-
nika u svakom od automorfizama apsolute koji taj trotemenik
preslikavaju naukazani nacin preslikava na samu sebe, pre-
seéne talke te stranice sa apsolutom preslikavaju se ili n&’
same sebe ili jedna na drugu u svakom od tih automorfizama.,
Ako nijedan od tih automorfizama nije identiclna kblineacija
na osnovu teoreme %8.2. na str. 16l. dela /13/ svaki od tih
automorfizama je simetrija date grupe simetrija. Hadinom
zekljucivanja analognim onom kXojim smo prilikom utvrdivanja
tafnosti aksioma G2A zakljudili dz pestoje ta’no Cetiri mo-
gubnosti preslikavenja dveju detvorki taZfaka preseka apsol-
ute sa odgovarajuéim autopolernim trotemenicima, zakljudili
bismo da postoje taino dve takve simetrije. U slucaju kada
je talka O tacka spoljainjosti apsolute na isti nadin kao
u prethodnom slucaju zakljudujemo da je hoh jedina simetri-
ja date grupe simetrija ¢ije je sufenje na prevu o = W(O)
koja sedrii osnovu tog pramena istovetno suZenju simetrija
h.

ako element grupe simetrija koja zadovoljava zah-
teve posledice 1l. predstavlja proizvod dve simetrije te
grupe tadea pstoji moguénost i da je taj element identiZna
kolinezcije reavni 182 ili simetrija u odnosu na sredifte
tog premenz. Poito je suZenje takvog elementa na pravu rao-
vni 152 koja sadrzi osnovu tog pramenausluéaju bilo koje
od navedenih moguénosti identiéno preslikavanje te prave,
identicna kolineacija i simetrija u odnosu na sredilte da-
tog pramema su jedine dve kolineacije grupe simetrija tog
pramena ¢ije je suzenje na pravoj kcja sadrii osnovu pram-—

ena identicno, preslikavanje. Nska je taj proizvod f dve
(,
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cimetrije rezlidit od identilne kolineacije i simetrije hg,
u odnosu na srediste O datog pramena pravih. Najpre éemo
dokagzati da Je ho , cije Jje suZenje na pravu koja sadrzi
osnovu datog pramena istovetno suzenju f na tu pravu, ko-
lineacija razglidita od f. Na osnovu pretpostavke o £ i te-
oreme %8.1. (/1%/ str. 161.) u kojoj su nabrojene sve vrste
automorfizama apsolute sledi da u suZenju f, »a dakle i hytf,
na pravu koja sadrZi osnovu datog pramena pravih: postoje
sledeée dve mogucénosti: '

a) iko je taj pramen eliptidan u tom suZenju ne
postoji nijedna invarijantna tacka.

b) Ako Je taj pramen projektivan pramen pravih ¢i=-
je srediite O pripada idealnoj oblasti ravni 182, jedine
invarijantne tacke tog suz Yenja su tacke preseka prave koja
sadr?i osnovu i apsolute.

U sludaju a) bilo koja prava elipticénog pramena SI-
edista O preslikava se bilo kojom transformacijom grupe si-
metrija tog pramens, koja je proizvod dve simetrije te gru-
pe i ¢ije je su¥enje na osnovu tog pramena istovetno suZe-
nje f na tu osnovu, na rravu reazliiitu od dete. Neka su ta-
ke preseka date prave p i apsolute tatke 8 1 D, a talke
preseka prave p’= £(p) i apsolute telke E 1 F. Ako je £(0)=
E, tada je h f(ﬂ) =F., Ako je £(0)=F, tada je h f(C\—E Uz
ogranidéenje da prava p ne moZe biti tangenta apcolute, na
isti nadin se i u sludaju b) dokazuje da su f i hof nedu-
sobno razlidite.

S obzirom da u ovom delu dokaza pretpostavijamo i
da ae suenje f na osnovu datog pramena razlifito od iden-
tiZnog preslikavanja te osnove nijeden par <etvorke talaka
Cc,D,E i F nije uzajamno odgovaerajué¢i ni u jednom proizvodu
dve simetrije date grupe simetrija c¢ije Jje suzenJje na osn-
ovu tog pramena 1stovetno suzenju f. Uzimajuéi u obzir da
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svaki takav proizvod preslikava etvorku tadaka C, D,E iPF
na ista Setvoruku, i prethodno pomenuta svojstva koja te]
proizvod mora zadovoljavati pri preslikavanju te cetvorke,
zekljudujemo da postoje tacno dva takva proizvoda.

Pretpostavimo da su f 1 g dva razlicdita elementa
grupe GVh( ) istih su¥enja na osnovu tog pramena. Tada su,
prema vel dokazanom delu teorenms, hvf i hvg elementi grupe
GV’ ¢ija su suZenja na pravoj v = W(V) takode medusobno #&b-
tovetna, elementi koalsu redom razliciti od elementa fig.
Ovi elementi th i g razliciti su i medusobno jer bi u
suprotnom sluclaju va31lo f = g, Element f razlicit je od el-
ementa hyg jer pripada podgrupi Gy, (G%h) grupe Gy, dok je
hvg element klase susedne toj podgrupi u razlageanju grupe
Gy po toj podgrupi (v.teoremu 11. rada), Iz istog razloga
je i g razlicito od hyf. Nabrojana Getviri elementa bila bi
fetiri rezlidita elementa grupe GV istih suZenja na pravo]
v %to je suprotno velé dokazanom delu teoreme. U slulaju gr-
upe Gnh simetrija parabolifnog pramena prav1h sredista D,
ako je element te grurve proizvod dve njene simetrije tada
je tzJ element kolineacija kojoj je jedina invzrijanta te-—
ka D, a jedina inverijante - prava d = W(D) (prema de-
1u b) teoreme 38.1. na str. 161, dela /13/). Ako je h Dbilo
koja simetrija grupe Gnh’ taie je u toj simetriji sem tal-
ke D inverijante i sr2difte H te simetrije. zato element
grupe Upy &ije je sufenje na pravu d istovetno suZenju h na
tu pravu ne moZe biti proizvod dve simetrije. Ako Je tajd
element simetrije grupe Up, njeno srediSte mora biti taclka
H. Ali svaka simetrija ravni 182 jednoznalno je odredena
svojim sredistem.

Preostali deo ove tadke posvetiéemo odredivenju va-
¥nih svojstava preslikavanja grupe Gy. Tacka V i talka do-
dira M i N tangenata apsolute koje sadrie tedku V odrecduju
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etiri trougla ravni 182. Dva od tih trouglova pripadaju
jednom, a dva drugom od projektivnih uglova odredenih tan-
gentama VM i VN apsolute. Jedan od tih uglova sadrzi, a dr-
ugi ne sadr¥i apsolutu. Svake preslikavanje grupe Gv pres-
likava svaki od tih uglova na isti taj ugao. Projektivne
trouglove odredene talkama V,N,M kojk pripadaju onom od tih
projektivnih uglova koji sadrzi apsolutu oznadavadlemo sa
VMN i VMN; a projektivne trouglove koji pripadaju njemu d.o-
pusnkom uglu sa VIN i VFN’. Zbog znalajne uloge trotemeni-
ka VMN, ovaj trotemenik VIN ée se desto koristiti u daljem
radu te éemo ga uvek oznalavati na isti nadin i uglavnom
nazivaeti karakteristicnim trotemenikom temena V. Pomenuti
projektivni ugao nazivaéemo karckteristiénim uglom temena
V. Dokazaéemo da vaZi sledeta, u daljem radu, vrlo znactajna
teorema. .

Teorema 13. U svakoj simetriji grupe Gy unutras—
njost svekog od trouglova VMN i VIN’preslikava se na tu
istu unutrasnjost, dok se unutragnjost trougla VMN u takvoj
simetriji preslikava na unutradnjost trougla Vi, U sveako]
simetriji grupe G&h unutrzinjost trougla VIMN preslikava se
na unutradnjost trougla VMN, a unutrainjost svakog od tro-
uglova TFN i VML® na unutra3njost tog istog trougla.

Dokaz. neka je tadka X bilo koja tadka unutradnj-
osti trougla VMN. Srediste bilo kojé simetrije grupe GVh Jje
+adka du?i dopunske straenicil MN trougla VMN, jer je svaka
simetrija ravni 182 hermonijska homologija kojoj su sredi-
%te i osa pol i polara apsolutnog polariteta. zato, ako Je
srediste te simetrije tacka d, prema teoremi 25.3. (/13/
str.115.) prava oX sadrzi ber jednu talku jedne od strani-
ca trougla VMN., Iz ovoga i Pafove aksiome sledi da prava
HX sede tadno jod Jjednu stranicu tog trougla. Zajednidcke

tadke prave HX 1 stranica trougla VIMN nisu talke stranice
' r,
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MN jer tadka H pripada dopuni te stranice. Prema tome pra-
va HX cede stranice VM i VN trougla VKN, Ako bi slika X’
tadke X u datoj simetriji pripadala unutrasnjosti trougla
VMN’, tada bi na osnovu iste teoreme 25.3. u /13/ prava
EX’ sekla i stranicu VM ili VN trougla VMN®. Ali ove stra=-
nice su dopune stranica trougla VMN oznalenih takode sa
VM i VN, Poito je prave HX"istovetna pravoj HX iz pretho-
dnog bi sledilo da je ta prava jedna od pravih VM ili VN,
Ovo je nemoguée jer ta’ke X ne pripada nijednoj od tih pr-
avih. Na isti nadin dokazali bismo teoremu i u sludeju
kada talka X pripada trouglu VHN’,

Ako talka X pripada trouglu VEN, prava bX, prema
PaSovoj aksiomi , sele tadno jof Jjednu stranicu trougla Vi,
Pretpostavimo, odredenosti radi, de tu pravu sele strenicu
VM tog trougle. Té stranica je zajednicka stranica trougla
VNN i jednog od trouglova istih temena koji pripadaju pro-
jektivnom uglu odreienom pravama VM i VN koji sadrzi epso-
lutu. ieka je taj trougao npr. trougazo VMN., na osnovu Pas-
ove akesiome preve HX sele i stranicu VM trougla VMn. Osa
cimetrije stediXta H kao prava projektivnog ugla odreden-
og pravama VM i VN koji sadrZi apsolutu sece pravu HX u
tacki H1 koja je istovremeno i talka unutraSnjosti trougla
VIH. Ako bi tafka X’= hy(X) pripadela takode trouglu VhR,
tada par tadeka H, H; me bi razdvajao par talaka X, X’.
SuZenje simetrija hH sredi%ta H na pravu HX Je hiperboli-
na involucija &ije su dvojne talke HiHl.‘Zato ovaj par
tadaka ragzdveja svaki par odgovarajulih talaka, pa i par
tadaka X i X’.

Drugi deo teoreme 13, dokazuje se mna isti naliin.

Neposredna posledica teoreme 13. je:

Pogledica 12. Svaka epicik¥licka rotacija podgru-
pe GVe grupe epiciklilkih rotacija Gy preslikava svaki od
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trouglova temena V,M,N na taj isti trougao. Svaka epicikli-
&ka rotacija grupe G%e koja ne pripada podgrupi Gy, presli-
kava svaki od tih trouglova na njemu dopunski u odnosu na
projektivni ugao kome taj trougao pripada.

Epiciklidke rotacije grupe Gy, su proizvodi po dve
sigetrije grupe GVh tj. grupe G&h' Kao Sto smo to izlozili
u radu grupa Gy, je prava podgrupa svake od grupa Gy, 1 [ 2.
Svaki element grupe G%e , koji ne pripada njenoj pravoj po-
dgrupi Gy,, Je epiciklilka rotacija meSovitih osa (ovaJj po-
jam uveli smo na str.l23. rada.). Prema teoremi 12. svaka
epiciklidka rotacija meSovitih osa Jje proizvod neke rotaci-
je grupe Gve sa simetrijom sredista V.

Na str.l16. rada uveli smo i pojam pramena polupr-
avih ravni 1S,. Tada smo pokazali i da je bilo koji hiperb-
olidan pramen pravih ravni 182 razloZen na talno dva prame-
na polupravih. Ako  je srediste tog pramena tadka V, a tad-
ke dodira dirki apsolute kroz tadku V tadke M i N, tada je-
dan od dva pramena polupravih hiperbolidnog pramena pravih
sredi$ta V pripada jednom, a drugi drugom od dva trougla
temena V,M,N zajednilke stranice MN., Neposredna posledica
teoreme 13. je posledica 13. koja se odnosi na "dejstvo"
simetrija grupe GVh(Eﬁh) ne pramenove polupravih hiperbol-
idnog pramena prve vrste (druge vrste) ravni LSQ.

Posledica 13. U svakoj simetriji grure GVh bilo
koji pramen polupravih hiperbolidnog pramena pravih prve
vrste srediSta V preslikava se na taj isti pramen polupr-
avih, a bilo koji pramen poluprzvih hiperbolicnog pramena
pravih druge vrste istog srediSta V preslikava se na njemu
dopumski pramen polupravih. U svakoj simetriji grupe th
bilo koji od dva pramena polupravih hiperboliénog prsmena
pravih sredista V preslikava se na njemu dopunski pramen
polupravih, sko je taj pramen pravih prve vrste, i na taj
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isti wramen poluparavih ako taj pramen pripade hiperbolicnom
pramena pravih sredista V druge vrste.

U formulisanju posledice upotrebili smo termin"dopun-
ski pramen polupravih", Smisao ovog termina ko0ji je nepo-
sredno jasan moZemo opisati i na slededi nalin: Pramen polu~
oravih dopunski datom je sxup svih polupravih dopunskf% svim
polupravama datog pramena polunravih.

neposredna posledica posledice 12. Jje vnosledica
14, '

Tosledica 14. Svaka epiciklic:ia rotacija podgruve
Gve preslikavg svaki od éetiri sramena polupravih hiperboli-
Znih pramenova pravih sredifta V na taj isti pramen polu-ra-
vih, Svaka epicikliikxa rotacija grupe G%e,koja ne pripada
pravo]j podirupi GVe te grupe, preslikava svarki od pramenova
polurravin sreciita V na njiemu dopunski pramen polupravih.

3.Grupa simetrija nizova ta¥aka ravni Isg. Grupu
generisanu hzroonijskim homologijama (Simetrijama) oruse

fol
e,

b
n
T

¢ije ose sardie istu talku O ravani 152 nazvell sno gru-
som simetrija pramena sravin sredilta O te ravni. ro3to
sreuiita svih tih simetrija pripadaju polari o tafke O u
oanosu nz apsolutni .olaritet, sa istim oravom mogli smo
tu grupu nazvati i grupom simetrijs niza tadaka vrave o.
CUobrazlo”iéemo ukratko iz :ojih razloga ima smisla uvoditi
i ovaj naziv koji, dok razmetramo ravan 132 kao celinu,
ima iato znalenje kao i grupa simetrij ;ranena pravih, te
u pomenutom kontekstu odnosi takode na odredenu podsrupu
grupe G generisanu harmonijskim homologijama. U oredgovo-
ru, a i uvodu ove ta“ke ukazalli smo da nam je krajnji cilj
da omoguéimo neposredno orenoZenje svih rezultata koji se
odnose na svojstva trajektorija pramenova pravih ravni 1S?
u svaxu od geometrija te ravni posebno. za razliku od ge-

-

ometrije Lobalevskog, pokazadte se da je u njoj dualnoj



geometriji EH kao generatore grupe transformacija poduda-
rnosti umesto esnih smatrati centralne simetrije. U sluda-
Ju trajektorijaeliptihdnog pramena pravih ravni 182, presek
tog vramena i idealne oblasti te ravni ne predstavlja pra-
nen pravih vel vramen hiperbolidnih nizova tadaka geomet-
rije ZE. Zato je, ukoliko te¥imo da u odredivanju odgova-
rajuie trajektorije koristimo osnobne, a ne izvedsne poj-
move te geometrije, neophodno pnojam zrurce simetrija pra-
mena pravih ravni 152 odrediti xao grupu simetrija niza
talaka osnove tog pramena x0ja predstavlja rravu geomstri-
je 24, fak i u geonetriji obalevskog, u kojoj se sve tran-
sformacije podudarnosti mogu predstaviti Zao proizvodi
osnih a ne centraluih simetrija urotreba ovVog vojma mole
biti u izvesnim slulajevima ppravdana. Jako se na primer
'dvograna" ekvidistanta u toj geometriji ne mo¥e ni na
koji nalin definisati kao trajektorija grupe simetrija
odgovarajuleg pramena pravih. MeZutim ona Jje trajektorija
grupe simetrija niza tafaka niene osnove.

S obzirom da je vojam niza telaka dualan pojam
pranena pravih, i da se u ravni 132 ta dualnost ostvaruje
apsolutnia polaritetom, nelemo se posebno zadr¥avati na
definisanju pojmova koji u %tom dualitetu odgovaraju voj-

T oramena pravih, grure simetrija tog nramena i nexim
svojstvima izra%fenim teoremama u vpr:thodnoj tadki. Znala-
jnije od tih teorema {emo samo navesti, 3to va®i i za ne-
“e pojmove. Sledele definicije su definicije pojmova dua-
lnih pojmovima pramenova pravih raznih vrste ravai 182.

Definicija 6. EliptiZan niz talaka ravni 18, je
sxup svih taZexa bilo koje spoljadinje prave ansolute.

Definicija 7. Paraboli‘an niz taaka ravni 152
Je skup tacaka bilo koje tanszente apsolute bez njene tad-
ke dodira. C,
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Definicija 8. Hiperbolidan niz tadska prve vrste
ravni 182 Je skup svih spoljasnjih tefaka bilo koje sedice
apsolute. Hiperbolilni niz tadaka druge vrste ravni 182 je
skup svih unutrasnjih talaka bilo koje sedice apsolute,
Hiperbolicéni niz tadaka ravni 182 je unija unutradnjih i
spoljasnjih tacaka bilo koje sedice apsolute.

Ubuduce Cemo desto izostavljati red "tadaka® u iz-
razu "niz talaka'",

Simetriji sredista O odgovara simetrija ose o gde
Be o = W(0), Ova simetrija se moZe predstaviti ‘kao proiz-
vod dve centralne simetrije u odnosu na dve konjugovene ta-
¢ke prave o u odnosu na apsolutni polaritet.

Sto se tile izraZavanja odnosa grupe simetrija pr-
amenova pravih ravni 182 i grupa simetrija njima odgovaraju-
¢ih nizova tafska zadrZalemo se samo na sludaju hiperbolid-
nih pramenova pravih,

Grupi Gy, odgovara grupa simetrija G hiperbolié-~
nog niza talaka prve vrste, Grupi simetrija hiperbolicnog
pramena pravih druge vrste Gﬁh odgovara grupa simetrija
hiperbolicnog niza tadaka druge vrste koju &emo oznaditi sa
G&h' Grupi GV hiperboli¢nog pramena pravih ravni 182 odgov-
ara grupa simetrija GV hiperbolicnog niza v te ravni. Sim-
etrija u odnosu na pravu v pripade toj grupi simetrija Jjer
se moZe predstaviti kao proizvod dve simetrije u odnosu na
dve konjugovane tacke hiperbolidnog niza tadaka v. Ali ova
simetrija nije element nijedne od grupa Gop 1 G%h’ Posto
Je prema poznatoj teoremi proizvod dve harmonijske homologije
projektivne ravni harmonijske homologija te ravni ako i camo
ako sredifte jedne od tih homologija pripada osi druge i ob-
ratno a simetrije ravni 182 su harmonijske homologije kod

kojih su srediSte i osa pol i polara u apsolutnom polaritetu
mozemo formulisati i sledeéu teoremu:
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Teorema, Proizvod dve simetrije ravni 182 Jje sim-
etrija te ravni ako i samo kao srediste jedne od tih sim-
etrija pripada osi one druge. -

Teoremi 6., odgovara teorema: "Svaki element gru-
pe simetrija bilo kog niza talaka ravni 182 Jje ili simet-
rija u odnosu na talku tog niza ili proizvod dve takve si-
metrije", a teorema 7.: "Sveki element grupe simetrija bi-
lo kog niza talaka bilo koje od geometrija ravni 182 Je
centralna simetrija Cije srediSte pripada tom nizu tadaka
ili proizvod dve takve simetrije”.

Teoremi "tri simetrije" odgovara sledeca teorema:

Teorema 14, Proizvod trk simetrije u odnosu na
tadke istog niza talaka bilo koje geometrije ravni 152 Je
simetrija u odnosu na tadku tog niza tadaka.

Teoremama 8,9 i 10. prethodne talke koje se tic w
odnosa grupe simetrija pramenova pravih geometrija ravni 1
i grupa svih automorfizama tih pramenova, i koje su nepos-
redne posledice odgovarajuleg odnosa grupa simetrija ravni
182 odgovaraju sledeie teoreme:

S

Teorema 15. Grupa simetrija eliptidnog niza talaka
odgovarajute geometrije ravni 152 predstavlja skup svih au-
tomorfizama tog niza talaksa.

Teorema 15. Grupa simetrija parabolilnog niza te-
daka odgovarajuéih geometrija ravni 182 je prave podgrupa
grupe svih automorfizama tog niza tadaka.

Teorema 17. Grupa simetrija hiperbolicnog niza tae
gaka bilo kog hiperbolidnog niza odgovarajule geometrije
ravni 152 je prava podgrupa grupe svih automorfizama tog
niza tacaka.

Proizvod dve simetrije grupe simetrijs nekog pre-
mena previh ravni 152 nazivali smo epiciklidkom rotacijom
tog pramena. U slufaju hiperbolilnog przmena sredista V

coRny v mererEAp ?ﬁaﬂ

IA BATERATLY

B PO §7 e s e e

R T
1

s



- 138 -

gko osa jedne simetrije pripada hiperbolilnom pramenu jed-
ne od dveju vrsta hiperbolidnih pramenova pravih tog istog
sredista, a osa druge hiperbolidnom pramenu pravih one dr-
uge vrste proizvod dve takve simetrije grupe simetrija GV
tog hiperboli¢nog pramena nazvali smo epiciklickom rotaci-
jom meZovitih osa te grupe simetrija. Iste mazive upotreb-
1ljavaéemo i u sludaju proizvoda dve simetrije u odnosu na
talke istog niza talaka ravni 182. Sasvim ravnopravno ov-
im nazivima u oba sludaja moZemo upotrebljavati i nazive:
"epicikliCke translacije ravni lS2 datog pramené pravih
(nize tadaka)®" te ravni i "epiciklilke translacije meSov-
itih osa pramena pravih detog srediSta (niza talaka date
osnove )", S obzirom na zadrZavanje ovih naziva nema potre-
be navoditi tvrdenje koje odgovara teoremi 12. prethodne
tadke, Dovoljno je samo u formulaciji te teoreme izrzz pr-
amen pravih zameniti izrazom niz talaka.

zahvaljujuéi na&inu na koji smo formulisali vaZnu
teoremu 13. (rad t%.2.str.187.) dovoljno jé da bi se form-
ulisala njoj odgovarajuée teoreme ove faéke u indeksu ozn-
aka grupa simetrija umesto V upisati "malo™ v. Uporecujuéi
tu teoremu sa teoremom 13. zakljulujemo da vaZi od nje op=-
Etiji stav:

Stav 5., Svaka simetrija grupe simetrija hiperbol-
idnog pramena pravih prve ili druge vrste sredista V ravni
82 preslikava unutradnjost nekog od trouglove temena V,M,
N ns unutraSnjost istog trougla ako i samo ko taj trougao
pripada onom projektivnom uglu odredenom pravama VM i VN
koji sadr?i dati hiperboli&ni pramen previh, a unutraSnjo-
st onih trouglova temena V,M,N koji pripadaju uglu dopuns-
kom pomenutom projektivnom uglu jednu na drugu. Svaka sim-
etrija grupe simetrija hiperbolilnog niza prve ili druge
vrste osnove v = W(V) ravni 182 preslikave unutrasSnjost
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nekog od trouglova temena V,M,N na unutrasnjost istog ako i
samo ako taj trougao ne pripada onom projektivnom uglu koji
sadrZi taj niz tacaka. Ako neki od tih trouglova pripada
projektivnom uglu odredenom pravama VM i VN koji sadrZi dea-
ti hiperbolidéni niz tacdaka, tada svaka simetrija odgovaraj-
ute grupe simetrija preslikava unutradnjost tog trougla na

unufraénjost onog drugog trougla koji pripada pomenutom pr-
ojektivnom uglu.

4, Trajektorija pramenova pravih ravni 1Sé. U uvodu
ove glave razmotrili smo u osnovnim crtazma nadine definisa-
nja krivih stalne krivine geometrije Lobalevskog koje se,
ukoliko se definiSu u odnosu na odredene podgrupe grupe tr-
ansformacija podudarnosti, nazivaju i trejektorijama prame-
nova pravih ravni 182. Na stranama 112. i 113. pomenutog uv-
oda naveli smo jednu od takvih definicija iz udZbenika /24/
M.Pravanovié. Istovremeno sgo formulisali i nadu definiciju
tog pojma. (definicija 5. str.113.). Prvom teoremom ove ta-
ke utvrdidéemo da su ove definicije u slucaju ekvivalentne.
Poito neda definicija jo% nije dovoljno poznata, iako smak-
ramo da ima izvesnih prednosti u odnosu na postojete, u po-
Setku éemo uglavnom se oslanjati na definiciju datu u dubu
ud¥bvenika /24/. Grupe simetrijas pramenova pravih geometri-
je Lobalfevekog u Beltrami - Klajnovom modelu predst._vljene
su sufenjem grupe simetrije odgovarajuéih pramenova pravih
ravni 182. U skladu sa osnovnim ciljem ove glave najpre Ce-

mo pojam trajektorije premena pravih geometrije Lobacevekog,

' prosiriti i naravan 182 sluzeéi se analogijom sa odgoveara-

juéom situacijom u sopstvenoj oblasti te ravni tj. peltrami

- XKlajnovim modelom geometrije Lobalevskog. satim éemo dob-
ijene rezultate protumaliti u svakoj od geometrija idealne
oblasti ravni 152 i to na takav na®in da se oni bez teSko-

éa mogu izraeziti i kso rezultati odgovarajuéih poluformalnih
.,
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teorija.

Prema drugoj tadki ovog paragrafa u ravni 182 po-
stoji pet grupa simetrija pramenova pravih ravni 182. Iz
razloga koje éemo uskoro dati njima ée' odgovarati Best vrs-
ta trajektorija. To su trajektorije g?upeaGUh, Gpps Gyps GVh
i grupe svih automorfizama hiperbolidnog pramena pravih sr-
edidta V koju smo u t.2. oznadili sa Gy. Ova grupa je grupe
simetrija projektivnog premena pravih ravani S, sredistsa V
koja kao svoje prave podgrupe sadrii grupe th i Th* Posto.
se radi o trajektorijama tadke u oznalavanju trajektorija sem
grupe neophodno je i oznaliti i tu tacdku. U vezi sa ovim us-
vojiéemo nadin oznadavanja koji je primenjen u delu /14/. U
tom delu trajektorija (ili orbita kako se u tom delu naziva
ovaj pojam, ili putanja - Sto bi najvise odgovaralo duhu na-
Seg jezika) kojs sadrZi ta¥ku X u odnosu na grupu G oznacava
se sa G(X) (v.str.303.,u /14/). U ravni 182 moguée je razlik-
ovati 1 dve vrste trajektorija grupe th kao i dve vrste tr-
ajektorija grupe Gy. . Naime na osnovu teoreme 2.13.i posle-
dice 2.12.ak0 taZka pripada unutreinjosti jednog od trougl-
ova temena V,M,N, tada GVh(X) pripada unutraénjdsti tog istog
trougla kao i semo ako taj trougao pripada onom projektivnom
uglu odredenom pravama VM i VN koji sadrZi apsolutu. Ako u
tom sludaju talka X pripadas Jjednom od trouglova temena V,M,

N koji pripadaju onom karakteristidnom projektivnom uglu
temena V koji ne sadrZi apsolutu na osnovu iste teoreme 13.
(str.131. rada) i iste posledice 12. (str.l32.rads) GVh(X)

je skup tedaka koje pripalaju unutrainjosti i pomenutog, ali

i njemu dopunskog trougla u odnosu na taj projektivni ugao.

U ovom drugom sludaju, radi kraleg obeleZavanja umesto X pise-
temo X. Potpuna oznaka te trajektorije bila bi GVh(X). U duhu
naziva koji smo u radovima /4/ i /5/ upotrebili za trajeltro-
rije pramenova pravih trajektorije hiperbolicnih pramenova
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pravih nazvaéemo hiperciklima., Ako tafka X pripada karak-
teristicnom projektivnom uglu koji sadrzi hiperbolidni pr-
amen pravih prve vrste tada takav hipercikl nazivamo hiper-
ciklom prve, a ako tacdka Xpripada projektivnom uglu MVN ko-
ji sadrzi hiperbolicéni pramen druge vrste, tada takav hip-
ercikl nazivamo hiperciklom druge vrste. Ako tacka X nije
talka onog hiperbolicénog pramgna pravih prve ili druge vr-
ste pomoéu koga je définisan odgovarajuéi hipercikl, tada
ispred izraza hipercikl prve ili druge vrste stavljamo pr-
idev "dvograni®, Tako je Gy (X) hipercikl prve vrste, a Gy
- (X) dvograni hipercikl druge vrste. Crticom iznad X oznad-
ili smo da tadka X pripada hiperbolicnom premenu pravih dr-
uge vrste. Iz istih razloga kao u sludaju trajektorija gru-—
ge GVh(teorema 2.13., i posledica 2.12.) ako X pripada hipe-
rboli¥nom pramenu druge vrste(te je zato oznadavamo sa X),
tada trajektorija ﬁvh(X) pripada onom trouglu temena VMN
gijoj unutrasnjosti pripada tadka X; ako X pripada hiperbo-
lidnom pramenu prve vrste, tada skup talaka trajektorije
a&h(X) pripada unutradnjosti dva trougla temena V,M,N koji
pripadaju projektivnom uglu odredenom pravama VM i VN koji
 sadr¥i apsolutu. Zato u ovom poslednjem sluaju brajektori-
Ju EVh(X) nazivamo dvogranim hiperciklom i -to prve vrste jer
tafke tog hipercikla pripadaju hiperbolidénom pramenu pravih
prve vrste. Frimetimo da u predloZenom nadinu oznacavanja,
X bez crtice iznad ukezuje da se radi o hiperciklu prve, &
X sa crticom iznad da se radi o hiperciklu druge vrste. Hi-
percikl je dvograni kada se u njegovoj oznaci iznad ¢ i X
nalazi ukupno tadno jedna crtica. MoZe se dokazati da je
svaki dvograni hipercikl istovetan odgovarajuéoj trajektor-—
' iji grupe Gv. Meutim dokaz ove, kao i veéine drugih teore-—
ma kojima su utvrduju svojstva trajektorija kao i njihov me-
dusobni odnos, mnogo je jednostavniji ako se koristi defini-
cija trajektorije koju smo ustanovili i primenjivali jos od
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1979, godine. Prema toj definiciji trajektorije pramenova
pravih (epicikli) ravni 182 su trajektorije grupa epicik-—
1i&kih rotacija pramenova pravih te ravni. onam epicikl-~
idkih rotacija i grupa epiciklickih rotacija u radu smo
uveli na str.125. Svaka od tih grupa je tekode podgrupa
odgovarajuée grupe svih automorfizama datog pwemena pravih
ravni 182. Ali takva grupa je i pravae podgrupa odgovaraju-
te grupe simetrija tog pramena pravih. I to je jedna od
znadajnih prednosti ovakve definicije trazjektorija:jedno-
stavnije izvodenje dokaza, Sto smo malopre pomenuli, pro-
izilazi iz 8injenice da se prilikom dokazivanja uzima u
obzir manji broj moguénosti s obzirom nammji broj eleme-
nata tih grupa. Sledeéom teoremom utvrdilemo relativnu ek--
vivalentnost na%e i postojele definicije epicikla.

Teorema 18. Sveki epicikl talke X u odnosu na da-
tu grupu epiciklilkih rotacija ravni 182 razliCit od epic-
jikla tangenata apsolute ako je data grupa hiperbolilnog
pramen& pravih, ali ne i od srediSta tog pramena, istovet-
na je epiciklu tadke X u odnosu na grupu simetrija koja sa-
drZi datu grupﬁ epiciklickih rotacija.

Dokaz., Iz ¢injenice da grupa simetrija Gg dztog
pramena pravih sadrzi grupu epiciklickih rotacija GOe sl-
edi da epicikl GOh(X) sadrZi epicikl GOe(X)’ Prems teore-
mi 2.6.(str.118.rada) svaki element grupe simetrijea bilo
kog pramena previh ravni 182 je ili simetrija u odnosu na
. meku pravu tog pramena ili epiciklicka rotacija tog prame-
na., Sadrfajem ove teoreme nismo obuhvatili neposredno i
sludaj hiperbolidnog pramena pravih ravni 182 sredista V
jer je, za razliku od hiperbolicnih pramenova prve i druge
vrste i njima odgovarajuéih grupa simetrija, grupa simetri-
ja hiperbolicnog pramena pravih Gy istovetna grupi simetri-
ja projektivnog pramena pravih sredisdta V pa Je taj deo te-
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oreme neposredna posledica posledice 4. (rad/6/str.146.).
Prema tome da bismo dokazali de i epicikl GOe(X) sadrzi
epicikl GOh(X), dovoljno je dokazati da je Dbilo xoja tad-
xa X’koja je slika tacke X u nekoj simetriji grupe Ggy ig-
tovremeno i slika talke X u nekoj epiciklickoj rotaciji gr-

upe GOe' Ali ovo neposredno sledi iz &injenice da je proiz-
vod pomenute simetrije i simetrije grupe G0h dija osa sadra
5i tadku X epiciklilka rotacija grupe Gg, koja talku X pre-
slikava na talku X’.

Ako tadka X pripada jednoj od projektivnih duzi od-
redenih tadkama V i M, odnosno tadkama V i N, tada je GVh(X)
ili E&h(X) skup dve stranice jednog od trouglova temena V,M,
N; koje pripadaju tengentama VM i VN. Razlog tome je $to sv-
ake simebtrije grupa GVh i E&h preslikava tangentu VM na ta-
ngentu VN i obratno. Da se pri tome stranica VM pomenutog
trougla preslikava na gtranicu VN istog trougla sledi iz te-
oreme koja se dokazuje na isti nadin kao i teorema 2,13.A11
posto svaki element grupe Gve preslikava svaku od projekti-
ynih du?i VM i VN na tu istu duZ (da bi se ovo pokazalo ne-
ophodno je xoristiti i posledicu koja u prethodnom smislu
odgovara posledici 2.12. )epicikl Gve(X) je ona ba tih proj-
oktivnih du?i koja sadrii tadku X. 8lidno, dok je Gv(X)skup
tadaka tangenata VM 1 VN bez tadaka V,M,N datle je G%e(X)
unije dve otvorene projektivne dubi odredene ili tadkama v,
M ili telkama V,N u zovisnosti od toga da 1i X pripada tan-
genti VM ili tangenti VN. Tacka V, kao uostalom i svako sr-
ediite bilo kog pramena pravih ravni 182, je epicikl svih
grupa simetrija pramenova pravih tog sredidta. Medutim epic-
ikl Gv.h(m, G, G, (M), uVe(m), u{,e(M) taike M u odnosu
na sve grupe simetrija i sve grupe epiciklickih rotacija hi-
perbolidnih premenova pravih sredisSta V kao i epicikli ta-
&ke N u odnosu na iste grupe Su par talaka M,N u slucaju

€
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epicikala prve tri grupe, a samo tadka M ili samo tacka N
u sludaju poslednje dve navedene grupe (npr.Gve(M) = M, G%e
(V) = N).

E Sada smo u moguénosti da na jednostavniji nacin
doka¥emo teoremu da su dvograne trajektorije iste tacke X
u odnosu na grupe GVh i E&h istovetne trajektoriji te tac-.
ke'u odnosu na grupu Gyj u ovom kao i sledeéim slucajevima,
osim ako to posebno ne istaknemo, pretpostavljamo da se ne
radi o epiciklima koji predstavljaju nizove taclaka ravni 182
ili podskupove tih nizova. Takve epicikle ubuduée ¢emo naz-
ivati degenerisanim epiciklima.

Teorema 19. Ako tadka X pripada otvorenom projekti-
vnom uglu odredenom pravama VM i VN koji sadrzi apsolutu ep-
icikl Gy(X) je istovetan dvogranom epiciklu th(X). Ako tal-
ka X pripada otvorenom projektivnom uglu odredenom pravama
VM i VN, koji ne sadrZi spsolutu, epieikl Gvfi) istovetan je
dvogranom epiciklu GVhIX).

Dokaz., Neka Jje tadka X tadka pomenutog otvorenog
ugla temena V koji sadrZi apsolutu. Dokazujuéi teoremu 2.12,
dokazali smo da Jje grupa epiciklilkih rotacija Gée prava po-
dgrupa grupe simetrija Gv hiperboliénog pramena pravih sre-
dista V. Zato je, na osnovu teoreme 18, epicikl-hipercikl
GV(X) istovetan hiperciklu GGE(X3.50) Grupa G, sedrii grupu
Eﬁh(v.teoremu 2.10. ne str,122, rada). Zsto hipercikl GV(X)
sadr?i hipercikl Gﬁh(X). Ako dokaZemo da i hipercikl Gy (X)
sadr?i hipercikl GGe(X), na osnovu G%e(x) = GV(X) sledi i
tvrdenje prvog dela teoreme.

Ako je X”slika talke X u epiciklidkoj rotaciji po-
dgrupe Gy, grupe Gyes POStO Je Gy, podgrupa grupe Eﬁh’ X’

30) Skrecemo paznju da se teorema 18. odnosila sa-
mo na epicikle koje smo uveli na poletku ove tacCke, dakle
na epicikle G (X), Gy (X),G (X),GV(X) a ne i na epicikle
Gon (X) 1Gn (X))o Dokazolt teoretie 19, dokazujemo da i ovi ep-
icikli posto gu istovetni epiciklima grupe G, spadaju u ep-
icikle revni 82 koje smo definisali na poletku.
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je slika tacke X u toj istoj epiciklickoj rotaciji grupe
Gﬁh‘ Zato je u tom sludaju tadka X’hipercikla G%e(X) tak-
ode i tadka hipercikla G&h(X). Prema temremi 2.12.(str.126,)
svaki element grupe G&e koji nije epiciklidka rotacija nje-
ne podgrupe Gve je epiciklidka rotacija meZovitih osa, U ci-
lju_jednostavnijeg dokaza da i kada Jje X’slika talke X u
epiciklidkoj rotaciji meZovitih osa, X’pripada hiperciklu
G&h(x) dokezalemo lemu koja ima i Ziri znalaj poito se pr-
imenjuje i u dkkezima mnogih drugih teorema.,

Lema. Bilo koja epiciklilka rotacija koja taclku X
preslikava na tadku X’mofe se predstaviti keo proizvod dve
simetrije grupe simetrija kojoj pripada data epiciklicka
rotacija tako da osa jedne od tih simetrija sadrzi tacku X.

Dokaz., Neka je epiciklidka rotacija f koja tacku
X preslikava na tadku X’proizvod simetrija u odnosu na ose
¢ i 4 koje sa seku u tadki O ravni 182. Pretposteavimo da ta
epiciklilka rotacija f = dcot nije epicikliclka rotacija me-
Sovitih osa. Tada prave ¢ i d sadrze prave jedne od geomet-—
rija ravni 82 pa se na nadin istovetan onome kojima smo pr-
overili tadnost aksiome G3 apsolutne geometrije dokazuje da
peastoji simetrija h_ grupe Gon kojoj pripada i eﬁicikliéka
rotacija f koja pravu d preslikava na pravu OX koju cemo 02—
naditi sa a, pod pretpostavkom de talka X pripada onoj obla-
sti ravni 7S, koja sadr?i i1 talke pravih ¢ i d. U suprotnom
sluaju prema lemi 3, na str.l45, rada/6/ f se moZie predsta-
' viti kao proizvod dve harmonijske homologije -~ simetrije gr-
upe GOh ~yodnosu na ose koje imaju zajednickih taceka sa ob-
lesti kojoj pripadaju talke X i X’, Radi istovremenog dokaka
i pomemuti prikaz rotacije f oznalilemo na isti nalin, pa
dakle i osu simetrije koja osu drugog ¢inioca tog prikaza

31) Radi se o primeni Bahmanove konvencije o zapi-
sivanju osnih simetrija zapisivanjem samo njilkovih osa.
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preslikava na pravu a i pripada grupi GOhoznaéiéemo takode
sa s, Neka je h (¢) prava b, Dokazaéemo da je f proizvod
simetrija ha i hb navedenim redom. U stvari taj dokaz, ma-
da se ne odnosi na simetrije apsolutne ravni u Boljajevom
smislu, zehvaljujuéi tome £to se odnosi na njima odgovaraju-
te involutivne transformacije, u principu se ne razlikuje
od dokaza drugog dela teoreme 4,3, na str. 77. udfbenika /16/>
Neka je epiciklifka rotacija f grupe Yon mesovitih
osa,i neka je odredenosti radi osea d onaz od tih osz koja
sadrZi pravu one od geometrija ravni 182 ¢ijoJ oblasti in-
terpretacije pripade tacka X, ¥ koliko tadka X pripada obl-
asti interpretacije dve geometrije te ravni onda je sasvim
svejedno da 1i Cemo je smatraki talkom geometrije EH ili HH:
u tom slucaju ulogu ose 4 igra onz od osa koja sadrii pravu
te geometrije. U svekom slucaju onu drugu osy predsteviéemo
kao proizvod dve hermonijske homolggije od kojih Jje -jedna
harmonijska homologija ho. PoSto prema poznatoj teoremi osa
druge od tih homologija sem sredista O, sadr’i i srediSte
homologije - simetrije hC tada ako ¢ ne sece apsolutu osa
te druge simetrije seCe apsolutu i obratno. “a ovaj nadin
rotacija f se, na osnovu prethodnog i leme 1 rada /6/, mo-
Ze predstaviti kao proizvod ho i epiciklilke rotacije u
odnosu na ose pramena pravih sredifta O ije ose ili obe
seku ili obe ne seku apsolutu. Na na®in istovetan onome na
koji smo ukazali dokazujuléi prvi deo teoreme ta epiciklic-
ka rotacija moZe se predstaviti kao epiciklidke rotacija
" kojoj Jje prva simetrija simetrija grupe GQh ose a., Time sro
f prikazali kao proizvod tri simetrije grupe Uon 04 kojih
je jedna simetrija ho a osa druge sadrzi talku X dok osa
trete sadrZi pravu koja sefe ili ne sede apsolutu zavisno
od toga da 1li prave a sele ili ne sede apsolutu. Medutim
proizvod te trece simetrije i simetrije h s obzirom da

0o -
o’ntar jedne od tih simetrija pripada osi druge, je sime-
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trije grupe GOh $ija osa ne sede apsolutu ako osa te trecle
simetrije sele apsolutu, i obratno. Na taj nadin f smo pri-
kazali i u ovom sludaju keo epiciklicku rotaciju meSovitih
osa i to tako da je jedna od simetrija te rotacije simetri-
ja u odnosu na osu koja sadrii tadku X,

Istidemo da se sludaj "meSovitih osa" ostvaruje
jedino kada je tacka O spoljasnja tadka apsolute dakle u
sludaju grupe koju smo u ovom radu oznacavali sa th‘ ?a
osnovu predhodne leme ako talka X pripada unutrasnjosti
karakteristidnog ugla MVN, odredenog zahtevom da je u pit-
anju onaj od tih uglova koji sadr?i apsolutu, i ako Jje f
epicikliclka rotacija grupe G%e "me3ovitih osa", tada se £
mo’e predstaviti kao proizvod simetrije grupe Gv u odnosu
na osu koja sadrzi tafku X i osu koja pripada hiperbolié-
nom pramenu druge vrste srediste V. Podto se u pr:voj od
tinh simetrija talka X preslikava na tu istu telku, 2zbog
£(X)=X’druga simetrija takode preslikava X na X’. Posto je
ta simetrija simetrija grupe Gﬁh dokazali smo da i kadzs je
taXka X°slika tadke X u epiciklicko] rotaciji koja nije
element grupe'ﬁvh tada postoji simetrija te grupe koje ta-
gxu X preslikava na tadku X°. Prema tome i svaka tacka hi-
percikla G%e(X) istovremeno i talka hipercikla Gﬁe(x). Na
taj nadin dokazali smo da su ovi hipercikli mecusobno je=-
dnaki. Ali prema teoremi 18, rade epicikl - hipercikl Gée
(X) iktovetan je hiperciklu GV(X3. Zoto Je hipercikl Gy (X)
istovetan i hipercikl Gg(X). Na isti nadin dokazali bismo
teoremu i u slufaju kada X pripada onom od projektivnih ug-
1ova odredenih pravama VM i VN koji ne sadrii apsolutu. U
tom sludaju, za razliku od prethodnog, radi se o hiperciklu
GVh(Y) druge vrste, i to dvogranom hiperciklu. Time smo is-
tovremeno dokazali de je svaki hipercikl grupe Gv razlicéit
0od degenerisanog dvograni hipercikl. Iz tog razloga smo na
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podetku ove tacke uvodeli epicikle govorili o trajektorij-—
ama pet vrsta premenova pravih kojima odgovarajupet vrsta

grupa simetrija., Medutim na osnovu prethodnih razmatranja

i imajuéi u vidu da feoriju epicikla ravni 182 razvijamo 1
u cilju odredivenja vrsta epicikala svih geometrija te ra-
-vni zakljudujemo da je korisno razlikovati dve vrste hipe-
rcikala grupe Gy,¢ dvograne hipercikle prve i dvogrezne hi-

percikle druge vrste. Na osnovu prethodne leme sledi:

Posledica 15, Bilo koja grupa epiciklickih totac-
ija jednostavno (prosto) je tranzitivna na svskom epiciklu
te grupe.

Dokaz. Tranzitivnost svake od ovih grupa neposre-—
dno sledi iz definicije. Fretpostavimo da osim epiciklicke
rotazcije f koja talku X odgovarajuéeé epicikla preslikeva
na talku X’ tog istog epicikla, postoji i epiciklidka rota-
cija g koja X preslikava na X°, Tada se prema pomenutoj le=-
mi f moZe predstaviti kao proizvod dve simetrije grupe si-
metrija koja sadrii datu grupu epiciklidkih rotacije tako
da oca prve simetrije sadrZi talku X a druga simeirija pr—
eslikava tacku X na talku X’. Neka je ta simetrija ravni

82 simetrija gb . Iz istog razloga i epiciklicka rotacije
g koje X preslikava na X'moZfe se predstaviki keo proizvod
dve simetrije pomenute grupe simetrija od kojih oza prve
sadrii tacku X, a drugsa simetrija hc preslikeva tadku X na
tadku X’. Na osnovu pretpostavke dokaza teoreme X ne pri-
pada ni JjednoJj od pravih b i ¢ koje su meddusobno razlid-
ite. Poito su by i h, simetrije grupe simetrijs koja sad-
rzi datu grupu epiciklickih rotacija hbhc Je epiciklicka
rotacija iste grupe epiciklicdkih rotacija. U toj rotaciji
tadkl X odgovara ta ista tacka Sto Jje moguée samo u slud-
aju kada Jje dati epicikl degenerisan i to upravo srediste
grupe simetrija kojoj pripada data grups epiciklickih ro-
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tacija ili ako Je ta epiciklicdka rotacija istovetna simetr-
iji ho grupe simetrija sredidta O a tadka X tadka polare o
tadke O u apsolutnom polaritetu, Ali i u tom sludaju se ra-
di o degénerisahom epiciklu.

U sludaju kada Jje epicikl datog pramena pravih sr—
ediéte tog pramena,sve simetrije i sve epiciklicke rotacije
grupe simetrija tog pramena pravih preslikavaju taj epicikl
-sredifte na to srediSte, Ovo je u skladu sa teoremom na
str. 161. udZbenika /24/ po kojoj: "Svaki element grupe si-
metrija u odnosu na koji je definisana izvesna %rajektorija
preslikava tu trajektoriju na tu istu ratjektoriju" koja je
u tom ud¥beniku formulisana u najopsStijem vidu:za trajekto-
riju ta®ke u odnosu nabilo kojl grupu G32 o I taCke M1 N
su bez obzira na vrstu definicije, epicikli-ravni 182 za
koje posledica 15. ne vaZii,

Kasnije éemo pokazati da svaka talka bilo kog ne-
degenerisanog epicikla pripada talno jednoj osi pramena pr-
avih u odnosu na koji Jje definisan epicikl'(pod uslovom da
dvograne epicikle definisemo u odnosu ﬁagrupu GV, a ne po-
moéu nJjenih podgrupa Y i Gine U sludaju naie definicije
epicikala ovo ogranidenje je suvidno: dvograni hipercikl Je
iskljudivo hipercikla grupe Gee.). U slufaju degenerisenih
epicikala situacija je w tom pogledu razlilita: srediSta
pramenova pravih su Jedini epkcikli koji sadrie sve ose od=-
govarajuéeg pramenz pravih dok talke M i N ne sadrze nije-
dnu osu pramena pravih u odnosu na koji su te tacke hiper-
cikli. Ovo poslednje vaZi i za projektivne duZi VM i VN,
Karakteristi®no je da skupu talaka M i N i tangentama VM 1
VN pripadaju jedini epicikli - hipercikli grupa Gy, Gy
Uy koJi nisu istovetni odgovarajuéim hiperciklima grupe

32) Sadriaj i dokaz te teoreme nalaze se izmedu
sadr¥aja druge definicije i jedine teoreme na str. 16l.
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Gyo== ﬁ; i Gge redom (ovim smo predizirsli teoremu 4.18.
rada). Za ove hipercikle ne vaZi ni mogucnost njihovog de-
finisanja u odnosu na grupe simetrija Gy, i §§h, ukoliko
'se radi o dvogranim hiperciklima. Jedina moguénost defini-
sanje dvogranog hipercikla tadke X koja pripada jednoj od
otovrenih projektivnih du?i odredenih tadkama V, M, odnono
V, N je definisanje trajektorije tacke X u odnosu na grupu
Gy Medutim i za ovu vrstu epicikala ipak vazi posledica
15, dok za hipercikleé prave MN ne vazi. Dve projektivne du-
zi te prave, ukoliko ih tretiramo kao epicikle grupe Gy
kao i osnove eliptilnih pramenova pravih su jedine vrste
epicikale ravni 182 razlicite od tacaka, za koje ne vazi
posledica 15, Sredifte pramena pravih u odnosu na koji je
definisan dati epicikl nazivadéemo sredistem tog epicikla,
a pravu-polaru tog sredifta osnovom tog epicikla. S obzi-
rom da svi epicikli istog pramena pravih imaju isto sre-
dise, takve epicikle nazivalemo i koncentriclnim,

5. "Homotetije" ravni 189. Transformacije sliln-
osti ravni 182. Projektivne koliﬁ;acije‘ravni 182 koje Ce-
mo nazveti homotetijama te ravni i homotetije euklidske
ravni su transformacije koje se medusobno znztno razlikuju.
Uprkos tome moguénost da se ove transformacije ravni 1g

2
defini8u skoro na isti nacin kao i homotetije euklidske re-

vni navela nas Jje da i ove transformacije nazovemo homoteti-
jama ravni 182. Da ta moguc¢nost nije slucdajna potvrdila su
uporedna proucavanja projektivnog modela euklidske geometr-
ije i ravni SZ’ 0 kojima ¢ée biti rali nedto kasnije. Posto
demo tu vrstu transformacijz nazvali - homotetijsmz, priro-
dno je da proizvode takvih trensformacija i transformacija
podudarnosti ravni 182 (tj. transforamcija grupe G) nazove-
mo transformacijama sliénosti te ravni. Yedno od svojstava
homotetije euklidske ravni je da svaka hémotetija datog ce-
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ntra O preslikava skup koncentridénih krugova sredista O na
taj isti skup. To isto vaZi i u sludaju transformacija sli-
&nosti. Ako se u bilo kojoj od tih transformacija sredista
S skupa koncentrilnih krugova preslikava na tadku 8y, tada
ta transformacija preslikava skup koncentrisanih krugova
sredista S naskup koncentricénih krugova sredista Sl. Upravo
ovo ée biti polazna tadka odredivanja projektivnih koline-
acija ravni 1S2koje temo smatrati homotetijama i transfor-—
macijama slidnosti te ravni., Radi ostvarenja tog cilja do-
kazaéemo najpre sledelu teoremu. .

Teorema 20. Da bi neka kolineacija projektivne ra-—
vni bilo koji epicikl neke grupe simetrija ravni 182 pre-
slikavala na epicikla te iste grupe simetrija, potrebno je
i dovoljno, da je ta kolineacija kolineacija normalizato-
ra53> te grupe u grupi svih kolineacija odgovarajuée proj—
ektivne ravni.

Dokaz. Pretpostavimo da kolineacije g pripada no-
rmalizatoru N(GOh) bilo koje grupe simetrija ravni "S5
Slika epicikla GOh(X) u kolineaciji g je skup slika svake
njegove talke u toj kolineaciji. Neka je Xl=g(X). Dokazal-
emo da je svaka druga tactka skupa g(GOh(X)) tagka epicikla
uOh(Xl). neka je Yl = g(Y) bilo koja ta%ka pomenutog skupa
razlidita od Xl. Poito je Y talka epicikka Gohéx),razliéi—
ta od X, prema definiciji postoji element f grupe GOh koji
je zbog pretpostavke 0 Y razlidit od identiteta, tekav da Je
£(X) = Y. Transformacija gofog‘l preslikava ta¢ku X; na ta-
¢ku Yl. Na osnovu pretpostavke po kojoj g pripada normaliza-—
toru grupe Gg, i &injenice da je f element te grupe sledi
da je i gfg ~ element tTe grupe. Zato je, premz definiciji,
T, = gfg“l(xl) tatka epicikla Ggy (X,).

3%) O pojmu normalizatora podgrupe u grupi v.npr.
£.3.8 2. gl.7.na str. 305. dela /14/,
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Pretpostavimo sada da kolineacije projektivne ravni
u kojoj Jje revan 182, preslikava epicikl GQh(X) na epicikl
GOh(Xl). Ako je g(X) tadka razlidita od X, poSto prema pretp-
ostavei 1 ona pripada epiciklu GOh(Xl), mozemo je odabrati
za predstavnika istog tog epicikla (svaki epicikl iste grupe
simetrija je jedna klasa ekvivalencije te je svejedno koji
element je predstavnik te klase)., Prema tome mo¥emo smatrati
da je tacka Xl slika tacke X pri preslikavanju g. Svaki el-
ement f grupe GOh preslikava talku X na neku tallu Y epici-
kla Gy (X). Ako je g(Y)=Y , tada je gfg"l(xl) = X,. Prema
tome grupa izvedena iz grupe GOh konjugovanjem svakog elem-
enta grupe GOh preslikavanjem g "preslikava"34 epicikl
GOh(Xl) u taj isti epicikl. Na slidan nalin moZe se pokazati
i da je svaka tadka epicikla GOh(Xl) slika tacke X; u presl-
ikavanju nekim elementom grupe" gGOhg_lf Iz ovog sledi da je
epicikl GOh(Xl) istovetan epiciklu "gGOhg-l“(Xl), Pokazale-
mo najpre da je svaki element grupe goGOhgfl hezrmonijska ho-
mogogija ili proizvod dve h=zrmonijske homologije. Ako je h
harmonijska homologija grupe Gops tada Je ghg-l homologija °
¢ija je osa slika ose homologija h u kolineaciji g, a sred-
iSta s slika srediSta homologije h u kolineaciji g(ovo sl-
edi npr. iz teoreme 30.2.u /13/, na str. 136,).

Na osnovu stava po kome je transfromacija konjug-
ovana involutivnoj trensformaciji takode involutivna tran-
sformacija homologija ghg‘l Je harmonijska homologija. Na
osnovu pretpostavke teoreme g(0) = O, jer je O jedini epi-

. cikl - tacka u skupu svih epicikala grupe GOh.as) Zato jJe

24) U smislu da svaki element te grupe preslikava
taj epicikla na taj isti epicikl.,
3&) Prema definiciji hipercikala keo trajektorije
grupe Gy, Vh2 i Gy hipercikli tafaka M i N su par tadaka
M, N(v.sBr. B203.7%53a)
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i ghg"l(o) = 0. Poito to vaZi za svaku harmonijsku homolo=-
giju izvedenu konjugovanjem kolineacijom g bilo koje harm-
onijske homologije grupe GOh’ moZe se Jjednostavno zakljuc-
iti da ose svih tih hermonijskih homologija sadrZe tadku O,
Prava o je tadkode invarijantaa prave. svih harmonijskih ho-
mologije izvedenih na prethodni nacin iz sledeéih razlogd.
Prema pretpostavel g preslikava svaki epicikl grupe GOh na
epicikl te iste grupe. Pravoj o =W(0) pripada najmanje je-
dan epiéikl te grupe koji je istogetan ili pravoj o, ili
pravoj o bez jedne tadke ili projektivnoj duzi te prave.
Ako bi se prave o preslikavala na neku drugu ppavu, onda bl
prema prethodnocm i ta prava bila epicikl grupe GOh ili bi
sadr?avala epicikl te grupe. U t.4. rada, narofito prilikom
dokazivanja teopeme :18. poxzzali smo da su prave koje zad-
ovoljavaju taj uslov prava 0O, i u sludaju grupe simetrija
gije je srediSte spoljadnja talka apsolute i prave‘VM i VN,
U cilju dokaza ovog dela teoreme 20, potrebno Jje dokazati

i sledeéu lemu.

Lema. Ako fa’ka O nije tacka spoljainjosti apsolu-
te, tada Jje prava o =W(0) jedina prava koja sadrZi epicikl
grupe g, razlidit od talke. Ako je talka O tadka spoljad—
njosti apsolute, osim prave o, takve su jedino jos tangen-
te kroz O na apsolutu.

Dokaz. Prema teoremi koja Je uopStenje teoreme na
str., 16l. udibenika /24/ (v. i fusnote 65. na str., 209. ra-
da) svaki element grupe \Yg, preslikava svaki epicikl te gru-
pe na taj isti epicikl. Ako § nije simetrija grupe GOh’ tada
je ona prema teoremi 38.1. (/1%/str.161,) jedna od kolineac—
ija koje su navedene u poslednje tri tadke te teoreme. Tal-
kama oznaienim sa b) i d) odgoveraju epiciklidke rotacije
grupe G U sludaju kada tadka O pripada apsoluti ili je ta-
&ka unutradnjosti apsolute (navedenim redom). U svakom od

Lt



- 154 -

tih slucajeve jedina invarijantna prava je prava o. Slucaj
oznaden sa ¢) odgovara epiciklidkim rotacijama grupe Gon
kada je O talka spoljasnjosti apsolute. Tala su, prema c)
jedine invarijantne prave prava o i tangente apsolute ko-
je sadrze tacku O, *

' S obzirom da je g projektivna kolineacijam,slika
prave o moZe biti prava koja sadrZi epicikl grupe GOhrhilié-
ita od o jedino u sludaju kada je talka O spoljadnja tacka
apsolute, Prema prethodnoj lemi u tom sluceju slika prave o,
koja je tada sefica apsolute, moZe biti jedino jedna od ta-
ngenata apsolute koja sadrzi tadku O, Medutim kako u ovom
slu¢aju tacka O i prava o nisu incidentne, i g(0)= O ni u
ovom sludaju g(o) ne mo¥e biti razlidito od o. Fodto je
prava o inverijantna prava svih harmonijskih homologija gr-
upe gGOhg-l ¢ije su sve ose razlilike prava o sadrZi sred-
idta svih harmonijskih homologija te grupe.

Pokazaéemo i dz Jje svaka harmonijska homologija iz-
vedena iz harmonijske homologije grupe GOh koloneacijom g
harmonijska homologija grupe G tj. simetrija grupe simetri-
ja grupe GOh' Apsoluta ravni 182 je epicikla bilo koje gr-
upesimetrija bilo kog elipticdnog pramena pravih ravni 182,
odnosno sadrZi epicikle svake grupe simetrija neeliptidnih
prazmenova pravih te ravni razlilite od tadke ili para ta-
¢aka, Prema pretpostavci teoreme g preslikava epicikl apse
olute na neki epicikl grupe GOh’ koji ¢éemo oznaliti sa e.
Neka je h; bilo koja harmonijska homologije grupe gag,& -
“va homologija se mofe predstaviti kao ghg’l, gde je h si-~
metrija grupe BOh' S obzirom da Je ta homologija kao herm-
onijska involutivna transformacija, ta homologija se moZe
prikazati i kao g—lhg. Jednostavno se dokazuje da Je g"lhg
automorfizam apsolute: g preslikava epicikl apsolute na

epicikl e grurpe GOh’ simetrija h te grupe Je sutomorfizam
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tog epicikla, a g"l preslikava taj epicikl na epicikl aps-—

olute. S obzirom da je taj epicikl razlidit od talke, kao

i pera talaka, u harmonijskoj homologiji g'lhg = ghg-l tri
talke epicikla apsolute preslikavaju se na tri tacke epic-
ikla epsolute. Prema poznatoj teoremi projektivna kolinea-
cije koja tri talke nedegenerisane krive drugog reda pred-
1ikava na tri telke te iste krive je automorfizam te kri-
ve., Prema tome svaka hermonijska hbmologija grupe gGOhg-l
predstavlje harmonijsku homologiju grupe G u odnosu na 0OSsu
koja sadrZi talku O i sredisSte koje pripada pravoj o. Ukol-
$ko tadka O nije srediSte hiperbolicdnog pramena previh ra-
vni 182 prve ili druge vrste, neposredno se mofe zakljuli-
ti da je sveke od tih harmonijskih homologija istovremeno

i simetrija grupe Gg . Dokazaéemo da to isto veZi i u sluca-
ju kada je O sreditte hiperbolifnog pramena przvih prve vr-
ste. U sluaju kada Jje GOh(X) jednograni hipercikl, talka X
prema obrazloZenju jzlo%*enom u uvodu t.4, pripada onoj od
oblasti projektivnog ugla odredenog dvema ‘tangentema apso-
1ute kroz tadku O koja sadrii apsolutu. Ova keo i njoj do-
pusnka oblast invarijantne su u svakoj kolineaciji grupe

G koja je aubomorfizam talke D, tl. svaki -element grupe Gg
je automorfizam svake od tih oblasti. Podto i hipercikl Ggp
(X), kao i svaki drugi nedegenserisani jednograni hipercikl
prve vrste, pripada tekode onoj od pomenutih oblasti koja
sadr?i apsolutu i to istom trouglu na koji tu oblast rezla-
e prava o =W(0), prema teoremi 13, (rad str.13l.) osa svake
harmonijske homologije grupe gGOhg_ltanae pripadsa pomenu-
toj oblasti (to sledi i na osnovu stava 5 na str. 138.rada).
Prema tome i u ovom slufaju svaka harmonijska homologija
grupe gGOhg_l je i simetrija grupe GOh' Ako je u pitanju
dvogreni hipercikl GO(X) druge vrste i kko je taj hipercikl
definisan pomoéu podgrupe GVh’ tada kolineacija g preslikava
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svaki tekav hipercikl na hipercikl iste vrste. frema obra-
zlo¥enju na kraju str.l40, ovako definisan hipercikl prip-
ada onom od projektivnih uglova odredenih tangentama apso-~
lub# koji ne sadrZi apsolutu. Po3to je g(0) = O, kolineac-
ija g preslikava taj ugao na taj isti ugao. Neka su X i X56)
odgovarajuée tclke u simetriji h grupe GOh‘ Prema teoremi
13, rada (ili stava 5.) tadke X i X’pripadaju umutrasSnjos-
tima dva razna trougls na koje oblast pomenutog ugla razla-
e prava o. Zato i tadke Ii =g(X) 1iX=¢ (X)pripadaju je-
dna jednom, & druge drugom od tih trouglova. Ovo éemo i de-
taljnije obrazlcditi. Poito g preslikava, prema pretposte-
vei teoreme, svaki epicikl - hipercikl druge vrste grupe
GOh na hipercikl iste vrste iste grupe, g ée preslikavati
sveku od projektivnih duZi prave o ¢iji krajevi pripadaju
apsoluti na tu istu duZ. Iz ovoga sledi da le g preslikav-
ati dodirne tadke M i N apsolute i tangenata apsolute koje
sadr¥e tadku O ili jednu na drugu ili svaku od tih talaka
ne te iste taike. PoSto je u prvom sludaju suZenje koline-
acije g na pravu o involucija, i poSto se prema prethodnom
svaka tatka jedne od projektivnih duzi krajeva M i N pres-
likava n toj imvoluciji na tafku te iste duZi, perovi tad-
akea M i N i bilo koji par odgovarajuéih tadaka te involucije
ne razdvajaju jedan drugi pa Je suZenje kolineacije g na
prevu o hiperbolifne involucija. wato na to] pravoj postoje
dve invarijantne talke P i Q kolineacije g. Kako je i g(0)

= 0, g je kolineacija tipa I \v.g 30. ne str.l135-136.u /13/).
Lko je g(M) = M 1 g(N) = N, teda je takofe kolineacije g
tipa I. Yrema teoremi %0,2.na str. 156. dela /13/ sveka ko=
lineacija I tipa preslikava unutrainjost svakog projektiv-
nog trougla odredenog inverijantnim tackama te kolimeacije

36) Ovaj nafin oznafavanja - X sa crticom iznad -
je prema dogovoru utvrZenom na str. 140 raaa,
.
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na unutradnjost istog trougla, ili pak razmenguje oblasti
po dva od tih trouglova i to onih na 8ijoj zajednidkoj st-
ranici ta kolineacija "oduvava" orijentaciju. S obzirom da
Je u sluPaju kada su invarijantne tadke kolineacije g osim
talke O invarijantne talke i P i R a strantca P stranica
na kojoj kolineacija & u svakom sludaju "oduvava" orijent-
aciju,57) kolineacija g ¢e u pogledu dejstva na oblasti
trougla OMN biti analogna dejstvu te kolineacije na oblas-
ti trougla OPR. Na osnovu prethodnog ako tadka Xl pripada
onoj oblasti trougla OMn kojoj pripada tadka X, tada tadka
Xi pripada onoj oblasti tog trougla koja sadr?i tadku X’.
Isto tako ako tadka Xi pripada onoj oblasti trougla OMN
koja sadrzi tadku X’tada tadka X' pripada onoj oblasti tog
trougla koja sadrii tadku X'. U oba sludaja, dakle, talke
X —g(X) i zi gX’) prlpadaau dvema raznim oblastima na ko-
ae prava O = W(O) razla¥e pomenuti projektivni ugao. Kako
su ove dve talke odgovarajuée tadke harmonlaske homologije
ghg -1 koja oripada grupi v i ¢ija osa sadr21 tadku O, to
prema teoremi 13, \tad str. 131.) osa te homologije pripa-
da hiperbolic¢nom pramenu prve vrste ravni 182.

wa isti nacin dokazujemo da teorema vaZi i u slu-
gaju dvogrenog hipercikla prve vrste G \X)

Dokazujuéi ovu teoremu do azall smo da Je svaka
projektivng kolineacija ravni, koja sadrul ravan 182 i koja
sveki epicikl dete grupe simetrija ravni S preslikava na

epicikl iste te grupe i epicikl iste vrste gz normalizatora
‘ skupa svih simetrija date grupe simetrija. Mecdutim svaki
drugi element te grupe simetrija Jje proizvod dve simetrije
te grupe. Na osnovu toga i prethodno dokazanog dela teoreme

37) U vezi sa ovim v. teoremu 30.3. (/13/str.136.).
58) Dopuna u pogledu vrste epicikla odnosi se upr-
avo na dvograne hipercikle definisane u odnosu na grupe GVh

i T



sledi da je kolineacija projektivne ravni koja zadovoljava
prethodno izloZene zahteve element normalizatore grupe GOh‘
Dokazujuéi teoremu 20, dokazali smo, pored ostalog, i sle-
deéu posledicur _

Posledica 16. Svaka harmoniska homologija izvedena
iz bilo koje simetrije grupe GOh elementom normlaizatora gr-
upe GOh je simetrija te grupe.

S5 obzirom da je simetrija grupe GOh istovremeno i
simetrija rawvni 182 (tj. grupeG) iz posledice 16, sledi i da
svaki normalizator grupe GOh svaku pravu premena pravih sre-
dista O i pol te prave preslikava na pravu tog pramena i pol
te prave redom. Ako Jje taj pramen pravih eliptidan, tada je
suZenje pomenutog polariteta koji apsolutni polaritet induk-
uje u pramenu pravih sredista O na pravu o eliptiéna involu-
cija te trave. 1z prethodnog zakljulujemc da bilo koji norm-
alizator gruve GOH "preslikava™ involuciju koju na pravoj o
indukuje apsolutni polaritet na tu istu involuciju. To isto
vaZi 1 u sludaju hiperbolicénih i parabolicnih pramenova pra-
vih reavni 182 pri demu Jje u peslednjem sludaju ta involucija
degenerisana - parabolifna involucija tangente apsolute u te-
ki O te apsolute. Ako suZenje avsolutnog polariteta W na
bilo koju prsvu ravni 182 nazovemo apsolutnom involucijom te
prave prethodni zakljudak moZemo formulisati u vidu posled-
ice 17.

*osledica 17. Svaki element normalizatora grupe GOh
preslikava apsolutnu involuciju prave o = W(0) na tu istu
apsolutnu involuciju. ,

Jedina razlika izmedu ove i odgovarajuce situacije
u projektivnom modelu euklidske ravni proistice iz razliéit-
osti priroda apsoluta ravni 182 i projektivnog modela eukli-
dse ravni. Apsoluta razvni 182 je nedegenerisans, a apsoluta
projektivnog modela euklidse ravni degenerisana kriva drugog
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reda. Zato je apsolutni polaritet ravni 182 nedegenerisan,

a projektivnog modela euklidske ravni degenerisan polaritet.
Dok u prvom od njih razliéitim tadkama odgovaraju razlicéite
polare, u drugom svim tackama projektivne ravni koje ne pr-
padéaju apsolutnoj pravoj odgovara ista polara - apsolutna
prava. Ove tadke su sredisSta pramenova pravih koji odgovare
aju eliptiénim pramenovima pravih ravni 182. Sem toga apso-
lutne involucija polare bilo koje svojstvene tadke projekti-
vnog modela euklidske ravni istovetna Jje apsolutnbj involu-
ciji apsolute, dok u ravni 152 ovo ne vazi ni za jednu talku
te ravni. U projektivnom modelu euklidske ravni svaki elem-
ent normalizatora ne samo grupe simetrija pramenova pravih
gija su sredifta talke te ravni koje ne pripadaju apsoluti,
veé i sveki element normalizatora grupe simetrija pramenova
pravih #ije sredista pripadaju apsoluti, preslikava apsolu-
tu na apsolutu. Medutim u ravni 182, za svaku grupu simetri-
ja te ravni postoje 1 elementi normlaizatora koji apsolutu
preslikavaju na epicikle razlidéite od apsolute. Y projekti-
vnom modelu euklidske ravni ne vaZi samo posledica 17. vel

i posledica 16. i teorema 20. Dokaz teoreme odgovarajuée te-
oremi 20, je u principu, u tom modelu euklidske ravni, isto-
veten je dokazu teoreme 20. i znatno je jednostavniji. Te-
rmin "Kolineacija preslikava sapsolutnu involuciju na tu istu
involuciju" je skradenje za odgovarajuci precizan izraz "in-
volucija izvedena iz apsolutne involucije suZenjem projekti-
vne kolineacije ravni na apsolutnupravu je‘apsolutna invol-
ucija"., Da bi se moglo govoriti o suZfenju kolineacije proj=-
ektivne ravni na neku pravu, koje §e transformacija te pra-—
ve, neophodno je da je ta prava jnvarijantna u toj kolinea-
ciji. Kao 3to smo dokazujuéi teoremu 20. dokazali, sveki
element normalizatora grupe GOh je automorfizam prave o =
W(0) dakle zadovoljava prethodni uslov. Suzenje detog elem-—
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enta normalizatora grupe GOh na pravu o oznalilemo oznakom
togelementa, a suzenje avsolutnog polariteta W na pravu oz-
nacavaéemo sa w. U skladu sa tim &injenicu da element g no-
rmalizatora grupe GOh preslikava apsolutnu involuciju w
prave o na tu istu involuciju zapisaéemo: gWg°1 = wW., Iz ove
relacije, s obzirom da su g i w, gde je g suZenje kolineac-
ije g na pravu o, projektivne transformacije prave o te pr-
ipadaju grupi svih projektivnih preslikavanja prave o na

tu isvu pravu, sledi da je: gw = wg, Kada sc g smatra, kao
u & 31. (/13/ str.140.), ne subenjem kolineacije g na pre-
vu o, vel kolineacijom projektivne ravni, onde se u /13/
kaZe da Jje kolineacija g permutabilna sa involucijom w. Na
ova] neacin pokazali smo da je svaka kolineacija koja invol-
uciju dcte prave preslikava na tu istu involuciju "permut—
abilna" sa tom involucijom. ®ao Sto smo pomenuli kada je O
unutrasnja taclka apsolute, tada je apsolutna involucija pr-
ave o elipticna. Prema teoremi 31.1. (/13/str.14l) koline-
acija permutabilne sa datom eliptiénom involucijom su:

a) homologija i elacija ose o3

b) hormonijske homologije takve da center svake od
njih pripada pravoj o, a odgovarajuéa osa sadr?i sliku ce-
ntra u involuciji w;

c) proizvod dve ili viSe perspektivnih kolineaci-
ja opisanih u a) i b).

U konkretnom slucaju element g grupe Yop preslika-
va tafku O na tu istu talku; a pravu o na tu istu pravu, pri
Cemu taecka O i prava o nisu incidentne. Zato tada element g
ne moZ%e biti elacija ose o, veé homologija srediStz O i ose
o. Ako Jje g kolineacija tipa b) i C centar te hermonijske
homologije, & Cl presek ose harmonijske homologije g sa pr-
avom o, tada je prema b) w(C) = C;. Posto je i talka O ko-
njugovana tactki C u apsolutnom polaritetu W, osa OC1 harmo-
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nijske homologije g je polara njenog srediita C. Bato je
hermonijska homologija g u ovom sludaju simetrija grupe GOh’
Na ovaj nadin dokazali smo sledeéu teoremu: ‘ ‘
Teorema 21. Svaki element normalizatora griipe sim-
etrija GOh elipticnog pramena pravih ravni 132 u grupi kol-
eineacija projektivne ravni koja sadrZi grupu G je ili ele-
ment grupe Gop» 11i homologija sredista O i ose o = W(O),
ili proizvod dve takve homologije, ili proizvod bilo koje
homologije sredista O i ose o0 sa nekim elementom grupe GOh'
yapominjemo da odgovarajuéa teorema vaZi & u pro-
Jjektivnom modelu euklidske ravni pri Cemu je prava o za sve-
aku grupu simetrija GOh ¢ije srediste O ne pripada apsoluti
apsoluta. Primetimo i de smo prilikom prethodnih uporediva-
nja povremeno poistovelivali projektivni model euklidske re-
vni sa projektivnom ravni u kojoj jedna od pravih ima insta-
knutu ulogu i naziva se apsoluta. Ovom poslednjom pojmu odg-
ovara u potpunosti pojam ravni 182 u kojoj ulogu apsolute
ima nedegenerisana kriva drugog reda. I grupa G transfopmac-
ija ravni lS2 nreslikava apsolutnu involuciju na tu istu in-
voluciju. Ali za razliku od apsolutne involucije u slucaju
projektivnog modela euklidske ravni koja je eliptiZnea involu-
cija pomenute istaknute prave, apsolutna inwelucija ravni 182
-s obzirom da je kao i u prethodnom slucaju suZenje polari-
teta odredenog apsolutom na tu istu apsolutu je u ovom slué-
aju identicéno preslikavanje apsolute. Zmali dok u prvom slu-
caju u apsolutnoj involuciji nema nijedne invarijantne tacke,
" drugom sludaju se u apsolutnoj involuciji svaka talka pre-
slikava na tu istu tacku. Zato je u ovom sludaju svaka proj-
ektivna kolineacija ravni koja sadrzi apsolutu, koja tu aps-
olutu preslikava na apsolutu, permutabilna sa apsolutnom in-
volucijom tj. apsolutnu involuciju "preslikava®” na tu istu
involuciju. Medutim u projektivnoj ravni u kojoj je polaril-
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et odreden degenerisanom apsolutom, i to "dvostrukom™ pra-
vom, nije svaki automorfizam apsolute istovremeno i projek-
tivna kolineacija koja apsolutnu involuciju apsoluta.presl-
ikava na tu istu involuciju. Ali u ovom sluéaju ni sveka pro-
Jektivna kolineacija, koja apsolutnu involuciju preslikava

na apsolutnu involuciju% ne predstavlja transformaciju podu-
darnosti euklidske ravni., Tako su u skupu svih elemenata
normalizatora bilo koje grupe simetrija GOh ¢ije srediste B
ne pripada apsoluti, &iji elementi kao i u odgovarajuéem
slu¢aju ravni 82 apsolutnu involuciju ali u ovom sludaju
apsolute preslikavaju na tu istu involuciju, "transformaci-
Je podudarnosti" samo oni elementi koji svaki epicikl grupe
Gy, preslikavaju na taj isti epicikl - krug sredista 0, Ele-
menti normalizatore grupe GOh koJji ne zadovoljavaju taj us-
lov predstavlijaju transformacije slidnosti euklidske ravni
sredifta 0. Zato éemo i normalizatore grupe GOh ravni l§2ko-
gi epicikle te grupe ne preslikavaju identicki na te iste
epicikle (ali ne %afka po tacka) nazvati transformacijama sli-
gnosti ravni 'S, srediZta O, Ako je talka O unutrainja tadka
apsolute, tada su prema teoremi 21. transforrmacije slidnosti
sredifta O homologije tog sredidta zajednicke ose o = W(0)

ili proizvodi takvih homologija sa hekim elementom grupe GOh
koji predstzvijaju transformacije podudarnosti ravni 182 ko=
je talku O preslikavaju na tu istu tacku, a pravu o na tu istu
rravu. Zato éemo homologije sredita O i ose 0 nazvati homot-
etijama ravni lS2 istog sredista i iste ose o. Mesu ovim ho-
motetijama jedino je harmonijska homologija sredifta 6 i ose

0 istovremeno i element grupe EOh te je ona jedina homotetija
sredista O i ose 0, koja je istovremeno i transformacija po-
dudarnosti ravni 52. Ova hermonijska homologija je centralna
simetrija sredifte O, i istovremeno simetrija u odnosu na pr-
avu o ravni 182. Sli¢no su i ostale homotetije sredidta O is-
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tovremeno i homotetije ose o ravni 182.

Normalizator date podgrupe u grupi koja tu podgr-
upu sadr#i je takode podgrupa te grupe. U sludaju kada je
tapodgrupa grupa simetrija GOh’ normalizator te podgrupe
aazvaéemo grupom transformacija slicnost sredifta O (ose o)
ravni 182, i obeleZavati sa GSl,O’ Osim podgrupe . GOh
grupa GSl,O sedr¥i kao svoju pravu podgrupu i grupu svih
homotetija sredisSta O i ose 6. Grupa GSl,O je prava podg-
rupa grupe svih automorfizama tacke O i prave o = W(0) gr-
upe kolineacija projektivne ravni. Ta grupa GSl;O je grupa
svih automorfizeme tatke O, prave o, pramena pravih sredi-
gta Y i skupa svih epicikala grupe Gg,. Grupa homotetija
srediita O i ose o je skup svih autmorfizama unije pretho-
dno navedenog skupa likova i pramena& pravih sredista O ali
i prava po prava.S obzirom da je identicna kolineacija po-
menute projektivne Tavni sutomorfizam bilo kog lika te ra-
vni ona Je element svake od tih podgrupa pa se moze smatr-
ati i specijalnom homotetijom srediita © i ose o. Na osno=-
vu teoreme 21, i prethodnog sledi:

Posledica 18. Sveka transformacija sliénosti gr-
upe Gsipje proizvod nekog elementa grupe Gy, 1 izvesne ho-
motetije sredista O i ose o.

Kada je ug, ETUPa simetrija elipticnog premena pr-
avih sredifta O, tada je svaki element te grupe ili sime-
trija u odnosu na pravu tog pramena ili proizvod dve takve
simetrije. Pod trensformacijama podudarnosti prve vrste
podrazumevatemo one transformacije podudarnosti ravni 182
koje ne menjaju orijentaciju apsolute, a pod transformaci-
jema podudarnosti druge vrste one transformacije podudarn-
osti revni 182 koje tu orijentaciju menjaju. ?rema pretho-
dnom svaka tramsiérmacija slicnosti grupe Ggy o gde je O

unutradnja talka apsolute, je proizvod simetrije grupe Gon
C
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sa homotetijom srddiSta O i ose o, ili proizvod epiciklid-~
ke rotacije grupe GOh sa nekom homotetijom sredista O i ose
o. U prvom slucaju srediSte homotetije pripada osi simetri-
je, a u drugom Jje istovetno sa srediStem epiciklidke rotac-
ije (presekom osa simetrija kojima je predstavljena te rot-
acija). Ako je transformacija slidnosti grupe GSl 0 proizv-
od homotetije te grupe i epiciklilke rotacije grupe GOh’
tada takvu transformaciju slifnosti smatramo transformacij-
om slicnosti prave, a kao je transformacija slidnosti grupe
GSl,O proizvod homotetije i simetrije te grupe, smatramo je
transformacijom slicnosti druge vrste. S obzirom da je sva-—
ka trensformacija slicénosti grupe GSl 0 proizvod konaﬂ§og
broja kolineacija projektivne ravni koaa sadrZi ravan 82,
sveka takva teansformecija je takode kolineacija ravni Lsz.
Odredivanje normalizstora grupa simetrija hiperb-
olic¢nih pramenova pravih sredi&ta V revni 152 Jje nesto slo-
Yenije., SuZenje w apsolutnog polariteta W na pravu v =W(V)
Je u ovom slucaju hiperboliéna involucija te prave, kojoj
su invarijantne talke M i N presedne tavke prove v i apso-
lute. rrema posledici 17. rada svaki element normallzgtora
grupa GV, GVh i GVh preslikava tu involuciju na tu istu in-
voluciju. Ali prema teoremi 20, rada nije svake projektiv-
na kolineacija ravni 182 koja pcmenutu involuciju w - apso-
lutnu involuciju prave v - preslikava na w normalizator n:i-
vedenih grupa. *rema toj teoremi da bi kolineacija koje w
preslikava na w bile normalizator bilo koje od - grupa(;wéew)
neophodno je i da ta kolinescija preslikava svaku od proj-
ektivnih duZi MN na tu istu projektivu duzZ. Ovaj zahtev ze-
dovoljava svaki element bilo koje od grupa GV, EVh i EVh
gto je u skladu sa ¢injenicom da je svaki element tih grupa
normalizator odgovarajuce grupe. Na nalin analogan onome na

kojim smo, u slucaju kada je O unutrasnja tadka apsolute,
.
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utvrdili da je svaka homologija sredita O i ose o = W(0)
normalizator grupe GOh utvrdili bismo i da je svaka homo-
logija sredista V i ose v normalizator svake od grupa Uy g
Gyy» Oyy» S obzirom da su, prema teoremi 2,10, rada, gru-
pe GVh i th podgrupe grupe GV dovoljno Jje dokazati da je
neka kolineacija projektivne ravni normalizator grupa GVh
ili th, da bi se iz toga zakljudilo da je ona normaliza-
tor grupe Gy+ Pre nego sSto utvrdimo i ostele normalizato-
re navedenih grupa dokazalemo neke teoreme koje -su nam
neophodne u tom cilju. Ove teoreme su vrlo znalggne i za
dalje razvijanje teorije epicikala ravni 182.

Teorema 22, Svaki hipercikl GY(X) je unija hiper-
cikls GVh(X)i Gy, (by (X)), Svaki hipercikl GV(X) je unija
hipercikala Evh(X) i Eﬁh(hV(X))' U oba sluaja hy je sime-
trija sredista V.

Dokaz. Prema dogovoru izlozenom u uvodu t.4,crti-
ca iznad X ozneclava da se radi o talki hiperbolidnog pre=-
mena pravih druge vrste sredista V. Prema tome drugi deo
teoreme odnosi se na dvograni hipercikl GV(X) druge vrste
i (jednograne’/ hipercikle druge vrste. S obzirom da je do-
kaz drugog dela teoreme istovetan dokazu prvog dela ogran-
i¢icemo se na dokaz prvog dela. Dokez moZemo pojednostavi-
ti na taj nacin £to Cemo umesto postojeée koristiti naldu
definiciju epicikala tj. definiciju po kojoJ su epicikli
trajektorije grupe epicikliikih rotacija pramenova pravih
. ravni “S,. Prema teoremi 4.18. ove dve definicije su ekvi-
valentne u slucaju nedegenerisanih epicikala - 3to je zed-
ovoljeno i u slucaju teoreme 22, Prems teoremi 4,18, hiper=-
cikl Gy(X) istovetan je hiperciklu GGC(I), a hipercikli Gy
(xX) i Gy (hv(X)) istovetni su hiperciklima uy (I) 1 by (hy
(X)) redom. Premz teoremi 2.12.grupe GV razloaena Jje svojom
podgrupom Gy, na dve susedne klase: Gy, i hyou, . Po3to gr-
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upa Gée sadrZi grupu Gy, hipercikl G%e(X) sadrZi hiperci-
k1l Gve(X). Neka je talka Y bilo koja tadka hipercikla Gve(Xl)
gde je Xl=hv(X)._Prema\definiciji postoji epiciklidka rota-
cija f grupe Gve koja tacku Xl preslikava na talku Y. Fogto
je f istovremeno i epiciklicka rotacdija grupe Gée, epicikl=~
ifka rotacija fhv Jje epiciklicka rotacija iste gruve. Posto
je fhy(X) = ¥, Y je prema definiciji talka hipercikla Gy, (X).
Na taj na®in dokazali smo de hipercikl Gée(X} sadrZi hiperc-
ikle Gy (X) i Gyo(X;). Treba jos dokazati i ca je svaka tai-
ka hipercikla G&e(X) tacka jednog od poslednja dva hipercik-
la. Neka je Z bilo koJja tadka navedenog hipercikla. Ako je
ona slika tacke X pri preslikavanju nekihm elementom grupe
GVe’ tada Jje 2 tadka hipercikla Gve(X3. U suprotnom slucaju
Z je slika tadke X pri preslikavanju nekim elementom klase
hV Gyes DPT. hyg. ?rema dopuni teoremeag) 30.7.(/13/, str.
157.) svaki element grupe Gve komuhativan Je sa hv. Zato Je
hvg=ghv. Iz ovogeal prethodnog sledi da Je ghv(X) = L.2Zbog
hV(X) =Xl iz ove jednakosti sledi da 3e.g(Xl) = Z, Fo3to Je
g clement grupe Gy, Z Jje tacka hipercikla Gve(xl).

Epiciklidka rotacija hy grupe Gée je kao homologi=-
ja sredifta V i ose v element normalizators kako grupe G&e’
tako i grupe Gy, . Zato je prema teoremi 20. rada hV(Gve(X§3
hipercikl GVe(Xi’ gde je X, = hV(X3. Iz ovoga sledi i posl-
edica teoreme 22.

Posledica 19. 3veki hipercikl GGe(Xﬁ je unija hipe-
rcikla GVe(X) i hV(Gve(X)). Svaki hipercikl GGe(i) je unija
hipercikala GVe(g)'i hV(GVe(Y)).

Na osnovu definicije epicikala neposredno sledi da

39) Ovu dopunu izloZili smo i dokazali na str.l41-
143, rada /6/. Na osnovu komutativnosti svakog elementa gr-
upe GV sa h,, moie se zakljuditi i da je grupa GVe normalna

N ’
podgrupa grupe GVe'
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Jje apsoluta ravni 182 unija epicikala bilo koje grupe sim-
etrija te ravni, Sledeéom teoremom preciziraéemo ovu karak-
teristiku epsolute.

Teorema 23. Apsoluta je Jedini zajednicki epicikl’
svih elipti¢nih pramenova pravih ravni 182. Apsoluta je un-
ija dva oricikla bilo parabolilnog pramena pravih srediSta
D: tacke D i skupa tadaka apsolute razliditih od talke D,
Apsoluta je unija dva hipercikla hiperbolidnog pramena pr-
avih sredisSta V. Jedan od njih je par presenih tadaka M i
N prave v = W(V) sa apsolutom, a drugi skup tadaka apsolute
razliditih od tadka M i N. ipsoluta je unija tri hipercikl-
a prve vrste: prvi je par preselnih tadaka M i N prave Vv sa
apsolutom, drugi je jedan luk apsolute odreien tacdkema M i
N bez tih tacaka, a treéi je drugi luk apsolute odreden is-
- tim tadkama, takode bez tih tadaka. Ovi hipercikli su hip-
ercikli datog hlperbclimnog pramena pravih prve vrste sre-
~dista V, )

Dokaz. Neka je U sredifte bilo kog elipti¥nog pra-
mena pravih ravni 152, a X i Y bilo koje dve talke apsolute
k te ravni. Prave UX i UY oznadiéemo kratko sa x i y, a ta-
Cke preseka tih pravih sa pravom u = W(U) s= Xl i Yl. Frava
u kao polara unutradnje tafke U apsolute je prava spoljadnj-
osti apsolute. zato je ona prava geometrije spoljainje obla-
sti apsolute. Preme tome za svake dve tadke prave u, pa i za
talke Xl i Yl, na osnovu eksiome G4A apsolutne geometrije
(I.20.str,.54.) postoji automorfizam apsolute koji "razmenj-
uje" te tatke, Prilikom provere te akshome u 132 - modelima
te geomstrije pokazali smo da Je taj automorfizam harmonij-
ska homologija. Srediste H te harmonijske homologije pripa-
da pravoJ u jer uzajemno odgovarajuée talke Xl i Yl te hom-
ologije pripadaju pravoj u. Ova harmonijska homologija Jje
kao automorfizam spsolute element grupe transformacija pod-
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udarnosti G ravni 152, dakle simetrija te grupe. %ato je
njena osa polara W(H) njenog sredista, Prema poznatoj teo-
remi poSto H pripada pravoj u, prava W(H) sadr?i pol U pr-
ve u. Znafi ova simetrija, oznafimo je da h je istovreme-
no i simetrija grupe simetrija G OvoJ grupi simetrija
pripada i simetrija sredifta U, pa za nju va¥i posledica 2,
11. Prema toJ posledici, pored simetrije h postoji tadno
Jos Jjedan element grupe Uyp Kodi razmenjuje talke Xl iY
koji je tekode simetrija koju éemo oznaliti ca hl. Jedna
od ovih dveju simetrija preslikavs ta3ku X na talku Y, a

druga na drugu preseZnu talku prave ¥y 1 apsolute, Na ovaj

l‘,

nacin, dokazavii da za bilo koje dve talke apsolute postoji
element grupe GUh koji jednu od tih tadaka pr:sslikava na

onu drugu, dokazali smo da sve talke apsolute pripadaju is-
toJ klasi ekvivalencije - istom epiciklu grure simetrija
GUh' Pretpostavimo da sem apsolute k postoji i joé neki epi-
cikl e elipti”nog pramena pravih sredifta U koji je istovr-
emeno epicikl i nekog drugog eliptinog pramena pravih, npr.
sredi3ta Ul' Neka je Xl neka talkea epicikla e, Po3to je U
unutrainja tafka apsolute, prava UX; sece apsolutu (prenma
teoremi 59.1l.nz str. 239.dela /13%/). Neka Jje X jedna od
tefaka preseka prave UXl i apsolute. U homologiji h odre‘e-
noj sredistem U, osom u i parom odgoverajucih tadeka X i Xl,
apsoluta k preslikava se na krivu drugog reda koja sadrzi
tadlu Xl‘ Ova homologija h je prema teoremi 21. rada eleme-
nt, normlaizatora grupe Yype Na osnovu teoreme 20. rada sv-
"aki element normalizatora zrupe GUh preslikava sveki epici-
k1l te grupe na epicikl iste te grupe., Zato je i h(k) jedan
od epiciksla, i to upravo epicikl te grupe. Na isti nafin
se moze dokazati da homologija hl sredista Ul i ose uy koja
odgovarajuéu tafku apsolute k preslikava na odgovarajulu ta=-

¢ku epicikla e, takode preslikava apsolutu k na epicikl e.
L
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Na osnovu poznate beoremeqo) po kojoJ sveka projektivna ko-
linescija koja datu krivu drugog reda preslikava ns neku kr-
ivu drugog reda, preslikava unutraSnjost date krive na unu-
trasnjost slike te krive, zakljudujemo da su tadke U i U1 ne
samo unutrainje talke apsolute veé¢ i unutradnje tadke apic-

ikla e. Zato prava UUl’ prema teoremi 59,11, u /13%3/ sede ep-

icikl e u tackama Ae i Be. Neka su ta®ke A i B talke prese-

ka prave UUl & apsolute k. S obzirom de jedna od krivih drug-
og reda - trajektorija k i e pripada unutrasnjosti druge,
parovi tacaka A,B i Ae, Be ne razdvajaju jedan drugi. Neka

su taéke E i Pl talke preseka prave UUl sa pravama u i uy
redom. Tatke P i U su, s obzirom da P pripada polari u tad-
ke U u apsolutnom polaritetu, h:rmonijski konjugoveane sa pa-
rom tafaks A,B, Iz istog rezloga je i par talaka Py, U; he-
rmonijski konjugovaq sa parom tacaka A,B, Barmonijska homol-
ogija hU kao element grupe Gnh preslikava epicikl e te gruve
na taj isti epicikl. Zato je i par tada A, i B, kao par uz-
ajamno odgovarajuéih tacdaka harmonijske homologije h.Lj harmo-
nijski konjugovan sa parom tafaka U,P. Iz istih razloga je
par tafaka Ae,Be harmonijski konjugovan sa parom taleka U
Pl' Prema prethodnom za dva para tacaka A,B i Ae’ By koji
ne razdvejaju jedan drugi postoje dva perz tacdaka P, U i Ul’
Pl koji su harmonijski konjugovani sa svakim od njih. Medu-
tim to je prema poslednjoj teoremi na str.34. dela /22/ ne-
mogule,

1’

U slucaju parabolilnog pramena previh sredidta D
tog pramena pripada apsoluti k., S obzirae da svaki generator
grupe simetrija Gpp sadrzi talku D, gnh(D) = D je oricikl
apsolute., Talka D Jje Jjedina invarijantna taclka bilo koje ep-

40) Ova teorema je neposredna posledica npr. posle-
dnjeg dela teoreme 64.4,(/13/str.257.), po kojoj se elementi
konjugovani u odnosu nz datu krivu k pri projektivnom presl-
ikayanju preslikavaju na elemente konjugovane u odnosu na
sliku te krive.
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iciklicke rotacije grupe GDh’ Zato je D jedini oricikl ra-
vni 182 istovetan talkh., Sve tadke dirke d apsoluve k ko-
Jja sadrzi talku D razlidite od tadke D, pripadaju oblasti
interpretacije geometrije EH i HH. Prilikom provere aksio-
me G4 apsolutne geometrije dokazali smo da za sveke dve
tatke koje pripadaju skupu tadaka dirke d koji ne sadrzi
tadku D, postoji harmonijska homologija < simetrija grupe
GDh koja jednu od tih ta¥aka preslikava na onu drugu. WNeka
su A i B bilo kdje dve talke apsolute k razlidite od ta3ke
D, a Al i Bl talke preseka tanzenata apsolute u talkama A

1 B sa dirkom d. Simetrija grupe GDh koja talku Al preslik-
ava na taltku B, preslikava i tadlu A na ta¥ku B, Prems to-
me z& svake dve taCke apsolute razlidite od ta¥ke D postoji
simetrija grupe GDh koja jednu od tih talaka preslikava na
onu drugu. Iz ovoga sledi da je skup tadaka apsolute razli-
citih od tadke D drugi oricikl apsolute.

Povodom teoreme 4,18, rada razmatrali smo i degen-
erisane hipercikle hiperboli®nih pramenova pravih sredilta
V i zakljucdili da su ta¥ke dodira M i N tangenata apsolute
koje sadrZe taiku V epicikl, odnosno dva epicikla = zavisno
od toga da 1i epicikle definifemo kao trajektorije grupa si-
metrija ili njima odgovarajuéih podgrupa epiciklickih rota-
cija pramenova pravih rzvni 182. Neké su A1 B bilo koje
dve tatke skupa talka apsolute regliditih od tafaka M i N,

a iy i B talke preseka pravih VA i VB ga pravom v = W(V),
PoSto su prave VA i VB prave onog od vrojektivanih uglove
odre’enog teangenteama VM i BN koji sadrii apsolutu, talke

Al i Bl su tacke one projektivne du¥i odrecene talkama M i
N koja pripada unutrasnjosti apsolute. Zato i u ovom sluc-
aju postoji simetrija h grupe GV koja talku Al preslikava na
tacku Bl‘ Ta simetrija preslikava pravu VA na pravu VBl. S
obzirom da prava VRl sadrii unutradnju tadku Bl ansolute ona
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seCe apsolutu u jo$ jednoj tadki P razliditoj od talke B.
Ako simetrija h preslikava tadku A na tadku P, tada drugi
element grupe GV ¢ije je suZenje na vprevu v istovetno su-
zenju simetrije h na tu pravu preslikava tadku A na tadku
B(ovaj element uvek postoji prema posledici 2.11. rada).
Na taj nafin smo dokazali da je skup tadaka apsolute razl-
i¢itih od tafhmka M i N hipercikl grupe simetrija Gy hiper-
bolifnog pramena pravih ravni 132. }

Ako talke A,p pripadaju istom luku apsolute odre-
Cenom tacCkEma M i N, i rezlidite su od tih tadaka, tads te
tacke pripadaju 1 istom projektivmom trouglu temena VMN i
to onom od dva takva trougla keji privadaju pomenutom uglu
koji sadrzi taj luk epsolute, Prilikom provere aksiome u#4
(I & 4, 3, rada) dokazali smo da postoje dve harmonijske
homologije grupe « koje talku preseka przve VA sa pravonm
v, koju ¢emo kao iu prethodnom slucéaju oznaciti se A_,

preslikavaju na presednu tadku By pravih VB i v=W(V). Sre~

dista jedne od tih homologija pripadaju jednoj, a sredifte
druge drugoj od projektivnih duZi odrecenih taldkema ! i N.
Prema stavu 3. 5. samo ona od tih simetrija -grupe GV ¢ije
sredifte privada spoljasnjosti apsclute a osa onom 0od pro-
jektivnih uslova odrefenih tansentama VI i VN koji sadrzi
apsolutu, vreslikava tadku A ﬂa teftu B, Prema istom sta-
vu ne postoji element grupe GVh koji bi taclku A preslikae-
vao na bilo koju talku trougla VFN’koji je komplementan
trouglu VIEN koji sadrii talku A. Zato nijedna talka luke
apsolute, odrelenog tacCkama I} i N koji ne sadrii taliu A,
nije tacka hipercikla prve vrste GVh(A) za koju smo pret-
hodno dokazali da Je otvoreni luk apsolute odresen talkamz
M i N, koji sadrii telku A. Na isti na”in se dokazuje i da
Je njemu komplementni luk apsolute bez talaka M i N jos
jedan hipercig} prve vrste hiperbolidnog pramena pravih
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sredista V koji pripada apsoluti.

Poslednji deo teoreme koju smo dokazali Jje u po-
tpunom skladu sa teoremon 22,

Da bismo formulisali slededu veoma znacdajnu posle-
dieu teoreme 23, y najopstojem vidu, dokazademo lemu Ko ja
se odnosi na normalizatore grupe GDh‘
Lema. Svaka elacija sreilta D i ose d = W(D) je

normalizator grupe GDh'

Lema je neposre.na posledica teoreme 30.7,(/3/,
Str. 137). Sadriaj ove teoreme moZe se videti i na sir.

141. rada /6/ u kome su data i sva potrebna objainjenisa
tog sairiaja.

rosledica 20, Bilo ko ji epicixki elipbiZnog vramens
vravih srediZta U je slika apsolute k u opreslikavenju odgo-
varajutim elementom normalizatora grupe Giye Svaki dvogra-
ni hipercikl -rve vrste hiverbdlidnog :ramena pravin sredi-
sta V je slika odgovarajuéeg nedgenerisanog nipercikla ap-
solute u odgovarajuien sreslizavanju neitim elementon nor-
majizatora gruve GV. Svaki hipercikl prve vrste hiperboli-
Znog sranena pravih 7Ive vrste sredifta V je slika Jjednog
od dva odgovarajuéa nedegenerisans hipercikla avsolute bri
preslicavanju odgovarajudim elementom normslizatora grupe
Sype Svaki oricikl parabolilnog pramens pravih srediita D
Je slika nedegenerisanog oricikla apsolute koJi pripada
tom prameniu vravih, pri oreslikavanju nekim elementom nor-
malizatora grupe GDh‘

Redi kradeg izrafavenja pri formulisanju dela teo-
reme koji se odnosi nea hinerciile upotrebild smo izraz
"odgovarajusi hipercikl apsolute. Pod taxvim hiperciklonm
podrazumevali smo one hipercikle apsolmte koJji su defini-
sani u odnosu na grupe simetrija hiperbolidnih pramenova

pravin kojima pripedaju ( u odnosm nakoje su definisani)



- 173 -

dati hipercikli. Tako smo pri formulisanju ove teorenme od-
stupili od odgovara po kome, ako to posebno ne istaknemo,
pod epiciklime podrazumevamo nedégenerisane epicikle. Sma-
trali smo da time u ovom sluaju ostvarujemo neophadnu
preciznost., Owako formulisana teorema (zapravo posledica)
obuhvata sadrZaj poznate teoreme po kojoj je "svaki krug
Beltrami-xlajnovog modela geometrije Lobadevskog slika
apsolute u homologiji #ije je sredifte istovetno sreliltu
tog sruga a osa polara sredisSta, svaka ekvidistansa tog
modela slike apsolute u homologiji dija je osa osnova te
ekvidistente a srediite pol osnove, a svaki ericikl slixa
apsolute u elaciji dije je sredi¥te tadks dodira tog orici-
¥la 1 apsolute a osa tangenta apsolute u toj talki’. wepre-
ciznost u slulaju citiranog dela teoreme kx0Jji se odnosi na
ekvidistante i oricikle, nije rezultet teznje ka xralde
izralavanju autora dela /27/ v, I 9.3.10.) u “ta smo se
uverilh amalizom dokaza celova teoreme ¥0jl se odnose na
ekvidistante m-ravni ili m-ekvidistante i m-orisfere (xogii
je izlol=n na str. 238, i 239, dela 27/ i %oji nije sinte-
tidkxi). Zato smo u teoremi 23. naveli kao teoremu Zija je
posledica posledica 20., mada u njenom dokazu znulzjnu ulo-
gu 1na teorema z0. Medutim posledica 20. ne samo £%5 otisla-
nja uobilajenu nepreciznost prli formulisanju prethodno ci-
tirane tecrene veé tu teoremu i usotpunjuje v sadriajnom
smislu, jer su navedene homologije samo neki od elemenata
rormalizatora odgovarajuiin gruna cinetrija u odnosu na ko-
Je su definisani dati epicikli. U duhu nadina izrzZavanja
koji naglasava Zonjenicu da ravan 182 tretiramo kao ravan

u ¢ijim oblastima izgracujemo odgovarajuée projektivno ne-
tricie geometrije, prethodna razlika bi se nogla opisati

1 na sledeli nalin. U ranijim formulacijama epicikli nave-
denih geometrija razmatrani su iskljuivo kao slike "apso-
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1ute41> pri odgovarajué¢im homotetijama ravni 182; posledi-

com 20. ukazali smo da su ti epicikli slike "apsolute" i u
gvim transformacijama slidnosti ravni 182 ¢ija su sredista
istovetna sredisStima tih epicikala (odnosno ¢ije su ose os-
nove tih epicikala).,

Posledica 20, pa dekle i citirana teorema vrlo su
znaCajne jer se na osnovu njih zakljuéije da su svi epici-
kli, osim hipercikala druge vrste, kao slike "apsolute" pri
preslikavanju odgovarajuéim elementims normalizatora grupa
u odnosu na koje su ti epiecikli definisani, specijalne kri-
ve crugog reda. Pre nego 3to uka¥emo na neka svojstva koja
neposredno slede iz prethodne &injenice dokazademo teoremu
kojom se za skup epicikala grupe simetrija datog pramena
pravih ravni 82 utvrduje da predstavljaju odredenu familiju
krivih drugog reda,. Familija krivih drugog reda nazive se
u /13/ kratko pramen konusnih preseka (gl.IT g 14,str.101~
108.), a u /13/ jo3 kraée: pramen konika. u radu éemo zato
upotrebiti ovaj poslednji izraz. S obzirom da pri formulis-
anju ove teoreme koristimo klasifikaciju pramenova konika
izlo¥enu u & 63, (/13%/ str.251.) kao i oznake vrsta ovih
pramenova, uput¢ejemo &itaoca de se sa tim vrstams upozna
upravo u oznaZenom delu.

Osim toga sve vrste ovih pramenova vrlo pregledno
su prikazane na sl. 93.(str.252.) istog dela.

Teorema 24, Skup epicikzla ma kog pramena pravih
ravni 1S2 Jje pramen konika odgovarajuce projektivne ravni
kome pripada apsoluta ravni 182. Skup epicikala e}iptidnog

41) Kao i u nekoliko prethodnih slucajeva apsoluta
Jje pod navodnicima da bi se njima istaklo da se u pojedinim
slucajevima ne radi o skupu svih tafaka apsolute, veé¢ o od-
redenom podskupu tadaka apsolute \na takvu moguénost ukazu-
je se u posiedici 20,).
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pramena pravih je pramen konika IIL vrste. Skup oricikala
parabolidnog pramena pravih je pramen konika IV vrste, Sk-
up dvogranih hipercikala bilo kog hiperbolidnog pramena
pravih je pramen konika V vrste.

Dokaz. U razmatranjima izloZenih na kraju 4. tai-
ke pokazali smo da skupu epicikala istog pramena pravih pr-—
ipadaju najvile tri tadke. Prema definieciji izloZenoj u /13/
(str.252.) "Skup konika ravani, dopunjen sa najvise koniénim
brojem degenerisanih konike, biée nazvan pramen. konika ako
kroz svaku tadku ravni prolazi - izuzev kroz konalan broj
tadaka - jedan i samo jedan element ovog skupa". Na osnovu
opSte definicije trajektorije neke tadke u odnosu na neku
grupu, trajektorija je klasa ekvivalencije u odnosu na rel-
aciju definisanu tom grupom (v.str.l6l.u udZbeniku /24/).
7ato ni za koja dva epicikla definisana u odnosu na istu
grupu ne postoji zajednicka tadka. Po3to je prema posledi-
ci 20. svaki epicikl keo slika "apsolute" kriva drugog redaf
skup epicikala istog pramena pravih zadovoljava navedenu
definiciju.

Primedba, U cilju pojednostavljenje formulacije te-
oreme 24, dozvolili smo sebi izvesnu nepreciznost., Prvi deo
prve recenice u najkorektnijoj verziji trebalo bi da glasi:
Skup epicikala Mz kog pramena pravih revni lS Jje unija
"ts3aka osnove" odgovarajuéeg pramena konika i skupa tacdaksa
konika tog pramena razliditih od taleska njegove osnove. Ta-
ke osnove pramena konika koji odgovara skupu epicikala od-
redenog pramena pravih su tadke dodira tungenata apsolute
koje sadrZe srediste hiperbolidnog premena pravih. fMada se
na osnovu poslednjeg dela teoreme 24. moglb zakljuciti da
se teorema ne odnosi na "jednograne" hipercikle, teorema se
mo¥e prodiriti i na takve hipercikle. Medutim, posSto Jje to
prodirenje sasvim jednostavna poslg@ioa nekih teorema koje
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éemo tek dokazati, to proSirenje izvrsiéemo ne$to kasnije.
Pryom lemom tadke 5. utvrdili smo da u slufaju eliptidnog
premena pravih ravni 182, polara sredista predstavlija Jjed-
inu pravu koja sadrZi epicikl tog pramena, Sto vaZi i za
parabolilan pramen. Ali u sludaju parabolilnog premena pr-—
avih ta prava sadr?i i srediSte pramens. U prvom sludaju
osnova pramena je jedan epicikl odgovarajuleg elipticnog
pramena pravih dok je u drugom srediste Jjedan, a osnova
bez sredista drugi oricikl te osnove. U sludaju hiperboli-
¢nih pramenova pravih osim njegove osnove i tangente VM i
VN apsolute, koje sadrZe sredifte tog pramena, sadrie i
hipercikle tog premena razlicite od taike. Karakteristicno
je da u svim ovim sluclajevima, nabrojene prave predstavlja=-
ju jedine prave ravni 182 koje sadrZie talke samo konacnog
broja epicikala odgovarajuéeg pramena pravih, Sem ovih pr-
avih, jedine prave-koje sadrze epicikle odgovarajuleg pra-
mena su prave tog pramena, i prave koje sgdrZie talke M i
N u slucaju hiperbolidnog pramena pravih i pod uslovom da
se radi o nafoj definiciji hipercikala.-

Tangentne VM i VN hiperbolidnog pramena pravih na-
zivatéemo 1 izotropnim pravama tog pramena pravih. U sluda-
ju skupa dvogranih hipercikala hiperbolilnog pramena pravih
srediSta V homologija ¢ijsa je osa Jjedna od izotropnih previh
pramena, a sredisSte talks dodira druge od tih pravih sa eps-—
olutom, moZe preslikati skup dvogranih hipercikala jedne
vrste na skup dvogranih hipercikala druRe vrste tog pramena
pravih, Dokaz ovog tvrdenja izvodi se u dva dela: najpre se
dokaZe da Jje pomenuta homologija element normalizatora a
grupe uv¢izatim da za razliku od homologije sredista V i
ose v moZe preslikati hipercikle jedne na hipercikle druge
vrste., FoSto je prema teoremi 2.6.svaki element grupe sime-
trija GV simetrija te grupe ili proizvoddveju simetrije iste

(';
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grupe, dovoljno je za izvodenje prvog dela dokaza, dokaza-
ti da je kolineacija izvedena iz bilo koje simetrije grupe
Gy "izotropnom homologijom" takode simetrija te grupe. Na
nadin analogan onome kojimsmo dokazali odgovarajuéu cinje-
nicu prilikom dokaza teoreme 5,20, i u ovom sludaju dokaza-
15 bismo da je ta kolineacija harmonijska homologija ¢ija
osa sadr®i tefku V, a centar pripada pravoj v = W{V). Cen-
tar i osa te harmonijske homologije su pol i polara u odn-
osu na apsolutni polaritet W iz sledeéih razloga. SuZenje
#izotropne” homologije hiperbolilnog pramena prévih sredi-
%ta V je hiperbolilno projektivno preslikavanje osnove V
tog pramena <¢ije su invarijantne taike talke preseka v tog
pramena Cije su inverijantne tadke tafke preseka M i N os-
nove v i apsolute. Prema 3. delu teoreme 17.8. (/13/str.89.)
ovo surenje Jje komutativno sa suZenjem W apsolutnog polari-
teta na pravu v.~ato ovo suZenje svake dve talke prave V
konjugovane u apsolutnom polaritetu preslikava na dve tal-
ke te prave, takode konjugovane u istom pdlaritetu. Posto
su sredilte i tadka preseka ose bilo koje simetrije grupe
G, sa yravom V konjugovane tedke u apsolutnoj involuciji
prave v, prema prethodnom i njima odgovarajuée tacke pri
preslikavanju homologijom su takode konjugovane u toj invo=-
luciji w prave v. Zato je osa harmonijske homologije izved-
ene iz razmatrane simetrije grupe Gv izotropnom homologijom
polara centra te harmonijske homologije. Zbog toga Jje te
harmonijska homologija takode simetrija grupe Gy. Iz ovoga,
kao Sto smo na poietku dokaza ovog tvrdenja obrazlozili,
neposredno sledi da Jje #zotropna homologija element normii—~
izetora grupeGy. Zato ona, prema teoreml 5,20. preslikava
svaki hipercikl definisan u odnésu na tu grupu na hipercikl
definisan u odnosu na istu grupu. Neka je GV(X) bilo koji od
tih hipercikala prve vrste. Ako izotropna homologija presli-
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kava du? odredenu tadkama M i N na njoj dopunska du?, ta
izotropna homologija ée tadku X karakteristiénog projekti-
vnog ugla srediSta V koji sadri apsolutu,Apreslikati na
tacku njemu dopunskog ugla. Zato takva izotropna homolog-
ija svaki hipercikl prve, ‘préslikava na hipercikl druge
vrste. Proizvodi simetrija grupe Gv sa izotropnim homolog-
ijama pramena pravih sredifta V (jednom od tih homologija)
"razmenjuju" presedne taike prave v i apsolute., PoSto su
ti proizvodi takode elementi grupe normdizatora grupe GV u
grupi svih projektivnih kolineacija ravni 182 prema posle-
diei 5.,17. i oni su permutabilni sa involucijom w prave v.
Polto je ta involucija hiperbolidna, a ovakvi normalizato-
ri razmenjuju invarijsntne talke te apsolutne involucije
prave v, prema teoremi 17, 8, (/13/ str. 89.) sufenje tak-
vih elemenata normalizatora mogu biti ili hiperbolidne ili
elipticne involucije prave v. Poito svaka simetrija grupe
Gy menja smer prave V, proizvod neke simetrije grupe GV sa
izotropnom homologijom ée tako e menjeti smer prave v ako

i samo ako ta izotropna homologija ne menja smer te prave,
tj. ako ona presek prave v sa unutrainjo$éu apsolute pres-—
likava na taj isti presek, Na osnovu ranijih razmatranja
moZemo zakljuditi takve izotropne homologije hipercikle Je-
dne wrste preslikavaju na hipercikla iste vrste, sto se od-
nosi i na hiperbolidne pramenove pravih srediSta V prve,
odnosno druge vrste, Takve izotropne homologije su elementi
normlaizatora ne samo grupe Gy, vet i grupa Gy, 1 G&h. Ran-
ije smo pokazali da istinm svojstvima raspolaZu i homologije
sredista V i ose v, Proizvodi takvih elemenata normalizato-
Ta sa elementima grupe GV Su na osnovu prethodnog rezmasra-
nja, u svakom sludaju kolineacija tipa I, ori Semu su inva-
rijantne tadke tih kolineacija tadka V i invarijantne tad-
ke hiperbolidne involucije prave v koja predstavlja suzenje
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tih kolineacija na pravu v. S obzirom da su tadke preseka
M i N prave v i apsolute uzajamno odgovarajuée tadke te in-
volucije, njene invarijantne talke su konjugovane u odnosu
na apsolutni polaritet., Prema tome invarijantne tadke kara-
kteristidne za kolineacije tipa I (/13/ £ 30.str.135.,) su
inverijantne tacdke trotemenika srediita V autopolarnog u
odnosu na apsolutu. dedino u slu¥aju kada je jedna od pome-
nutih homologija element grupe G, mogule je da su ovi proi-
zvodi "specijalne" kolineacije tipa I tj. kolineacije tipa
V (v.takoZe str. 135. u /13/), i to jedino u sludaju kada
je ta homologija simetrija sredidta V,

SuZenje proizvoda bilo koje simetrije grupe GV i
izotropne homologije ¢ijea osa sadrii talku V mofe biti el-
iptic¢na involucija prave v samo u sludaju ka la to sul enje ne
menje smer prave v, Ovo je mozude Jedino pod uslovom da i
sufenje izotropne homologije na pravu v menja smer te pra-
ve, Takve izotropne homologije nazivaéemo imaginarnim izo=-
tropnim homologijama ravni 182. Prema teoremi 30.9. (/13/
str. 178.), i ¢injenici da Jje suZenje proizvoda simetrije
grupe GV sa imaginarnim izotropnim homologijama elipticina
involucija prave v, takav proizvod moZe biti jedino kolin-
eacija tipa III perioda 4, (v./13/ str.135.) kojoj je jedi-
na invarijantna tacka tacka V, i jedina invarijantna prava,
Svaki takav proizvod preslikava hiperbolidéni pramen pravih
sredista V jedne vrste na hiperboli’ni pramen druge vrste,
kup svih kolineacija izvedenih iz grupe G ) konjugo-
venjem takvih proizvodima je grupa h (@ ), i sleds»veno
tome svaki hipercikl pramena pravih sredlsta V jedne, presl-
ikava na hipercikl tog pramena druge vrste. Takve elemente
normalizatora grupe GV nazivac¢emo imaginarnim, za razliku od
prethodnih koje ¢emo ponekad zveti i realnim.

n

Froizvod epiciklidke rotacije grupe G, 1 homologije
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sredista V i ose v, odnodno realne izotropne homologije pr-
amena pravih srediSta V je proizvod dva Cinioca: simetrije
grupe GV, i proizvoda simetrije grupe GV sa jednom od pome-
nutih homologija. Pri tome su navedene simetrije simetrije
¢ijim je proizvodonm predstavljena data epiciklidke rotacija,
Prema prethodnom taj proizvod ¢e preslikavati tadke M i N
na te iste talke, a projektivnu du¥ My na tu istu duZ, Na
osnovu teoreme 17.8.(/13/ str,89,) suZenje ovog proizvoda
na travu v je neinvolutivno hiperbolidno preslikavanje.

51licno keao u prethodnom slucaju, predstavlijanjem
proizvoda neke epiciklidke rotecije i jedne od imaginarnih
izotropnih homologija pramena pravih srediSts V kao proize-
voda simetrije grupe GV i kolineacije perioda 4., kojoj su
Jedina invarijantna tadka i prava tacka V i prava v da Je
proizvod kolineacija kojoj su invarijantne talke talke V,HM,
N, SuZenje ove koliheacije n& pravu v, kao i u prethodnom sle
uceju, ne mo¥e biti involucija ali je za razliku od tog sl-
ucaja to sufZenje indirektns projektivna_transformacijama pr—
ave Vv,

4zhvaljujuéi Einjenici da je kolineacija izvedena
iz bilo koje harmonijske homologije -simetrije grupe GV, bi-
lo kojim elementom normalizatora te grupe, tekode simetrija
grupe GV problem odredivanja tipova kolineacija koje su DT o-
izvodi jedne od homologija &ije je sredifte jedno od temena
trotemenika VKN, a oss strenics tog trotemenika suprotna sr—
edistu moZfe se svesti na prethodni., Naime, na osnovu pomenu-
te ¢injenice proizvod Jedne od tih homologije sa detom sime-
trijom grupe GV Jednak je proizvodu odredene simetrije grupe
GV 1 te homologije,

Proizvodi bilo koje dve homologije ¢ije su sredidta
taCke trotemenika VMN, a ose suprotne strane tih sredifta je
teltode kolineazcija 3ije su je%;ne inverijantne tadke u opSt-
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em sludaju talke V,M,N i dije je suZenje na pravu v neinv-
olutivna hiperbolilna projektivna transformacija te prave.
Jedino u slufaju proizvoda jedne od izotropnih homologija
pramena sredifta V i homologije sredista V i ose v ta tra-
ansformacija moZ¥e biti hiperbolilna involucija, 1 to pod
uslovom da je ta izotropna homologija harmonijska. Ako je
tadz 1 homologija sredifta V i ose v harmonijska, pomenuti
proizvod je ona druga izotropna harmonijska homologija pr-
amena pravih sredidta V. Proizvod dve izotropne harmonijske
homolologije Jje simetrija sredista V.

Normalizator grupe simetrija Gy hiperbolilnog pra=-
mena pravih sredita V nazivalemo transcedentnom grupom tr-
gnformacija sli¢nosti ravni 132 sredista V i1 oznsfavati sa
ESI,X’ Tz prethodnih razmatranje mofec se zakljuliti da gr-
upa GSl,V sadrii keo svoje prave podgrupe normelizatore
grupe GVh i G,\. Pre odredivanja nekih svojstava ovih gru-
pa utvrdiéemo da su one istovetne., Kao i ranije dovoljno je
utvrditi samo odnose elemenata normalizatora simetrija tih
grupa. Isto tako, sko ovi elementi normalizatora pripadaju
"razlici" grupe Gy i grupa Gyy (Evﬁ), dovoljno je razmatrati
¥olineacije izvedns iz simetrija grupa GVh(GVh) sz2mo Simetv-
rijama grupa G&h (th). Pretpostavimo da Je hl simetrija gr-
upe Gy, @ hy bilo koja sirmetrija grupe Eﬁh: Tada je hoh by
tekode simetrija grupe Uy, . Sli¢no se, koriséenjem éinjenice
da je svekl od elemenate grupe Uy automorfizam i svakog od
projektivnih uglova odrecenih izotropnim pravame pramena ST-—
edidta V dokazuje i da je sveki element grupe Uy element no-
rmelizatora i grupe Gy« Ali na osnovg razmatranje o elemen-—
tima normalizatora grupe Gy, a narodito odredivanja tipova
kolineacija projektivne ravni kojima ti elementi pripadaju,
moie se zakljuditi da i svaki element normalizatora grupe Gv
koji je istovremeno element normalizatora i grupe GVh(odno-
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sno grupe G%h) takode predstavlje automorfizam projektivnih
uglova odredenih izotropnim pravema kroz V. Prema tome ako

Je neki element normalizabora grupe Uy element normalizato-
ra i grupe T ? tada je taj element element normalizatora i
grupe G . vasno je da va¥i i obratno: element normalizeto-
ra grupa GV i Vh je element normalizatora i grupe GVh‘ Po-
Sto je svaki element normalizatora grupe GVh(odnosno grupe

Eﬁh> istovremeno element normalizatora grupe Gv iz prethod-

nog sledi da su normalizatora grupa Gy, 1 Gy, istovetni me-
dusobno., Norzamlaizator grupe GVh(GQh) nazivalemo grupom tr-
ansformacija slicnosti ravni S2 srediSta V 1 obeleZavati
sa GSl,V'

¥z rezultata dobijenih odredivanjem tipova eleme-
nate normalizatora grupe Gy izdvojicemo one koji se odnose
na elemente normalizatora grupe (.. Ovo &inimo zbog toge
sto su%enja elemenata grupe GSl,Vna odgovarajucte oblasti
ravni 82 predstavljaju preslikavanja sli¢nosti odgovarsaju-
¢e geometrije, dok za suzZenja elemenata normelizatora grupe
GV ovo ne vaZi. Transformacije sli¥nosti kada se odnose nea
ravan 182 su lokalne (u tadki V, ili pak u odnosu na pravu
v). Transformacije sli®nosti iste prirodey tj. elementi
normalizatora grupa ¢ija su sredifta razlifite tailke proje—
ktivne ravni u kojoj je zadata hiperbolifna involucija iste,
istaknute prave te ravni kao apsolutna, kao

n

e teko moie
re¢i, nisu u toj meri kaso prethodne lokalne i predstavljaju
transformacije, a ne preslikavanja slinosti oblasti te ra-
vni bez te istaknute prave. Ova oblast je oblast interpret—
acije poznate pseudoeuklidske geometrije. "Manji stepen lo-
kalnosti" ovih transformacije slidnosti proistice iz toga
5to je, u tom sludaju, "isteknuti element" grupe normaliza-
tora bilo koje grupe GOh te ravni - homologije sredidta O
kojoj Jje ose apsolutna prava, ili elacija iste ose - istov-
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remeno element normalizatora i svake druge grupe Ggep te
ravni. Ove rezultate izloZiéemo u vidu teoreme koja, uz i
jzvesno ogranilenje odgovara teoremi 31.,1.(/13/ str.141.)

Teorema 25. Svaka transformacija slilnosti gru-.
pe transformacija slidnosti sredista V ravni 182 Je:

a) element grupe Gyj b) homologija sredista V i ose Vj
¢) realna izotropna homologija pramena pravih sredista V§¥
d) ppoizvod konadénog brojé prethodnih transformacijaj

Svaks od tih transformacija je tipa I ili tipa V.

T oba slucaja osim tadke V inverijantne su i naj-
manje dve tadke prave v; tatke M i N ili par talaka harmo-
nijski konjugovan sa parom tadaka M i N, Ako suZenje ovih ko-
lineacija na pravu v nije identicna transformacija i invari-
jantne talke tog suienja su talke M i N, ovo suZenje je ne-
involutivna hiperboli¥na direktna transformacija prave Vv;
ako su pak jedine invarijantne tadke tog suzenja harmonijski
konjugovane parom tafaka M i N to sufenje je hiperbolilna in-
volucija. .

%a razliku od teoreme 31.1./13/ kojom se utvrduju

. sve projektivne kolineacije koje predstavljaju transforma-
cije slidnosti euklidske geometrije, sko pravu V smatramo
apsolutom na kojod Jje invarijentnim tadakama M i N zadata
apsolutmra involucija, teoremom 25, utvrduju se projektivne
kolineacije koje predstavljaju transformacije slicnosti pr-
ojektivnog modela dvodimenzione pseudoeuklidske geometrije.
Ograsnidenje o kome Je bilo redi neposredno pre formulisanja
teoreme 25. odnosi se nadinjenicu da tu teoremu u prinecipu
i nije bilo moguée izloZiti u vidu teoreme 31,1:(iz /134!'

Svaka transformacija sliénosti grupe GSl,V tJ.
transformacija sliZnosti projektivne ravni kojoj Je apsolu-
ta prava v Je perrutabilne, sa apsolutnom involucijom te Dr-—
avej ali u ovom sludaju nije i svaka projektivna kolineaci-
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Ja date projektivne ravni permuﬁabilna sa apsolutnom invo-
lucijom prave v transformacija slidnosti odgovarajule grupe
GSl,V tj. ne predstavlja transformaciju odgovarajuée pseud-
oklidske geometrije.,

Iz tog razloga i posledicu 17. nismo izlo%ili u
vidu ekvivalencije, veé kao implikaciju. Ako pod grupom G

ne podrazumevamo grupu Gy, (G%j) tu posledicu bismo mogli
formulisati na sledeéi nadin,

Ch

Posledica, Da bi neka kolineacija projektivne ra-
vni pripadale normalizatoru grupe th'potrebno je idovoljno
da ta kolineacija preslikava apsolutnu involuciju prave
o = W(0) na tu istu apsolutmu involuciju.

Na osnovu teoreme 24, moZe se, u duhu metoda koje
smo primenjivali u ovom radu, dokazati & Sturmova teorema
(v.npr./13/ str.254,). Dokaz ove teoreme u pomenutom duhu
ne samo Sto je jednostavniji od dosada izvedenih, veé i ot=-
kriva u potpunosti pravu piirodu interpretacije te teoreme
u ravni “8,, pavdakle i u geometrijama te ravni. Pre toga
dokaza ukazujemo da se sledeéom lemom:

Lema. Ako neki element f normalizatora N(GV) 4 gr-
upi projektivnih kolineacije preslikava hipercikl by (XD
prve, ili hipercikl E%h(X) druge vrste na odgoverajuéi hi-
percikl GVh(X') odnosno hipercikl G%h(ﬂy), tada £ preslik-
ava hipercikl hV(GVh(X)) "komplementan®™ hiperciklu GVh(X)

u odnosu na hipercikl GV(X) na hipercikl hV(GVh(X')) "kom—
plementan" hiperciklu th(X') u odnosu na dvograni hipercikl
Gy(X’), odnodno hipercikl hV(G&h(x)) na hipercikl hv(3§h(i'))
dvogranog hipercikla Gv(§7). S

Lema je neposredna posledica teorema 20, i 22.

Zahvaljujuéi njoj vaienje teoreme 24, proSiruje se
i na Jjednograns hipercikle, pri demu se u tom slucaju pod
skupom epkcikla ne podrazumeva skup hipercikala pramena pr-
avih sredista V samo Jedne, veé unija skupova hipercikala i
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prve i druge vrste pramenova pravih i prve i druge vrste is=
tog sredista V.

| Neposredno posle primedbe povodom teoreme 24, izv-
eli smo nekoliko vaZnih zakljudaka. Jedan od njih izdvoji-:
éemo u vidu sledeée leme: ‘

Lema, Svaka prava ravni 132‘razliéita od osnove
datog premena pravih i izotropmih pravih} ukoliko ih taj pr-
amen pravih sadr®i, sadrZi tadke beskonadno mnogo epicikala
tog pramena pravih. Svaka :osa epicikla definisanog u odnosu
na grupu simetrija koja sadrZi i simetriju u odnosu na sred-
i%te tog epicikla, pod uskovom da je taj epicikl nije degene-
risan, sadrZi tacno dve taZke tog epicikla.

Bilo koja osa epicikla definlsanov u odnosu na grupu simetr-
13a pramena pravih koja ne sadrzi simetriju u odnosu na sredi-
$te tog pramena sadrii ta¥no jednu tacku tog epicikle,

Ose epicikla su prave pramena pravih ravni 182 u od-
nosu nakoji je definisan epicikl ukoliko taj pramen nije hi-
pebbolidan. Ukoliko je taj pramen hiperbolilan ose hipercik-
la su prave hiperbolilnog pramena pravih prve vrste ako Je
taj hipercikl prve vrste, odnosno prave hiperbolicnog prame-
na pravih druge vrste ukoliko je taj hipercikl druge vrste,

' Dokazaéemo druga dva dela leme jer ovi delov1, za
razliku od prvog dela nisu neposredno posledica pomenutih
zakljudeka. Npjpre ¢emo dokazati da svaka osa epicikla sadrzi
bar jedmu taZku tog epicikla. To je zapravo neposredna posl—-
edica definicije ose epicikla izloZena odmah posle leme: na
osnovu te definicije svakom tadkom epicikla i srediftem od-
govarajuleg pramena odredena je bar jedna osa tog epicikla
ukoliko taj epicikl nije "bez osa" 423

Su?enje simetrije grupe u odnosu nakoji je defini-
san dzti epicikl, kojoj je srediste srediSte odgovarajuleg
pramena pravih, nabilo koju osu tog epicikla je hiperbolicna

42)Takvi su iskljudivo hlperclkll i oricikli izotro-
pnih pravih,
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involucija kojoj su invarijantne tadke to srediSte i presek
te ose sa osnovom tog pramena pravih., Zato se svaka druga
talka ose preslikava u toj simetrija na tadku razli&itu od
te talke, I ova tacfka prema definiciji epicikla pripada ep-
iciklu., PoSto je svaki epicikl, prema posledici 20, podskup
taaka neke krive drugog reda, nemoguce je da bilo kojaprava,
razlidita od osnove odgovarajuéeg pramena pravih i izotrop-
nih pravih ukoliko ih taj pramen sadrZi, sadrZi viZe od dve
telke istog epicikla.,

Grupa simetrija u odnosu na koju je definisan neki
epicikl ne sadrZi simetriju u odnosu na-sredifte odgovaraju-
¢eg pramena pravih samo ako je taj epicikl oricikl ili (jed-
nogranii hipercikl, I u ovom sludaju, kao i u prethodnom sa-
svim jednostavno se dokazuje da, ukoliko se ne radi o epici-
klu "bez osa", svakoj osi pripada bar Jedna tacka epicikla,
| slu¢aju oricikla ta tadkaje i Jedina, Jjer je druga tadka
preseka ose i krive drugog reda koja taj oricikl sadr¥i sr-
ediste pramena pravih koji odgovara tom oriciklu. U sludaju
(jednogranog) hlper01kla ta tadka je jedina jer bi u supro-
tnom sluéaju hipercikl "komplementan" datom u odnosu na dv-
ograni hipercikl koJji sadr?i dati hipercikl, i ista osa ima-
1i takoce dve zajednilke talke, te bi ta oca sadriala Jeti—
ri tacke tog dvogranog hipercikla. Mecutim ovo Jje u suprot-
nosti sa prethodno dokazanim delom leme. valinom na koji
smo dokazeli tzaj deo leme moZemo dokazati i sledeéu teoremu:

Teorema 26, Skup parova presednih tadaka epicikala
- definisanih u odnosu na grupu simetrija datog pramena previk
koja sadrZi simetriju u odnosu na sredifte tog pramena, i
bilo koje ose tog pramena je skup parova odgovarajuéih tada-
ka simetrije u odnosu na srediite tog pramena,

Napomlnaemo de se u dokazu ove teoreme koriscenja
injenica da je svaka osa invarijantna prava simetrije u
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odnosu na srediste pramena pravih kome pripada ta osa.
Ako dokazemo da i za svaku sravu ravni 182 razlic¢itu od o-
snove datog pramena pravih, ili opravih koje sadrie tadke
dodira izotropnih pravih i hip >erbolidnog pramena pravih i
gpsolute ako Je‘dat§ pramen hiperbolilan, podtoji simetri-
Ja grupe simetrija datog :ramena pravih, dokazali smo i te-
oremu koja je uopStenje teoreme 26, .

Teorema 27.Skup parova. tadaka presekz epicikla
skupa enlclxala definisanih u odnodu na grupu simetrija
GOh ravni 82 sa pravon te ravni razllcltom od prave o=W{0)
i pravih koje sadirie tadke dodira 1zotr09n1h nravih kroz
tadku O, je skup parova talaka uzajamno odgovarajuéih u ta-
¢no jednoj simetriji grupe GOh’

Dokaz. Ilexa je prava p bilo koja wrava koja zadovo-
ljava zahteve teoreme. Ako je nrava p osa, tada je teorema
tadna na osnovu teoreme 26. Aiko prava b nije osa, tada ona
seZe osnovu o »ramena pravij u tacki F razliditoj od sredi-
ftea, 1li tedka dodira izotropnih yravih hiverbolidnog pra-
mena ~ravih sredi3ta O urolixo je takav »ramen u -itanju.
Simetrija h? grupe G;h Je Jjedina -simetrija te grupe u ko-
JjoJ se prava p preslikava na tu istu pravu. U toj sietri-
ji se 1 savki epicixkl grune GOh nreslikava na taj isti epi-
cizl, ro%to je sufenje simetrije hP na »ravup D hirerboli-
Zna involficija, osim tadke £ n= . oravo] p postoji camo Jjosd
Jednza invarijantna taiza te involucije - presek ose W{P)
homologije h, sa ravom p. Ova tadza, oznz'ena je sa iy
Jje istovremeﬁo i talka dodira vrave p sa eviciilom sru-
ne GO roito talia T pripada osnovﬁ,vepiéikl osnove oji
Jje sadrzi- poSto je po nretpostavck teoreme razlidit od ta-
Eke - sele 'ravu p u telki . Ovim smo dokazali i slededu
nosledicu:

rosledica. a svaku ravu oja zadovoljava pretpo-
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stavke teoreme 27, razliditu od ¢se pramena pravih sredi-
§ta O i prave koja sele 08novu hiperboliénog pramena pravih
u talki hipercikla koji pripada datom skupu hipercikala,
postoji tafno jedan epicikl grupe GOh koja se pominje u
toj teoremi, takav da je ta prava tangenta tog epicikla,

Ogranicenje koje se odnosi na hipercikle proizla-
zi iz &injenice da invarijantna =8ka simetrije grupe u
odnosu na koju je definisan srun hipercikala prve odnosno
druge vrste, xoja privada c2avoj p i1 Pazlidita Je 2d ta-
¢ke P, nije talka proaehtlvn05 ugla odredenog izotropnim
pravima odgovarajufeg hlberbollvnov cramena pravih kome.
pripadafju svi hipercikli tog skupa hipercikala.

Teorema 28. Ako neki element normalizatora grupe
GOh oreslizave neku tadku apsolute na tadku njene spoljas-
njosti, tada tag element preslikava svakm tadiku apsolute
razlicitu od tadaka preve o = Y{0) na spolaasngu tatku ap-

solute. Ako neki element normalizatora grup UOh presli-

kava neku tadxu avsolute kxoja ne pripada pravoj o na tadku

vsolute, tada je tad element automorfizam apsolute. Ako
nexi element normalizatora gruve “O treslikava nexu ta-
Zxu anuolute nataliu unutrad njosti apsolute, ~onda taj ele-

ment presliksva svaku tadixu apsolute koja ne pripada oravoy
0, natsalku unutrsnjosti apsolute,

Jokaz., Doxazademo samo wrvi cdeo teoreme, Irema
teoremi 23, apsoluta Jes, axo je tadka O tadka ngene unutra-
“njosti, epicikl; ako ove telia prinads arsoluti, apsclu-
ta je unija te tadke 1 epiciikla 1 omolpnentnoo tog tzliki u
odnosu na apsolutu; ek ¢ O sroljainia tedia assolute,

tada je apsoXuta un¢a¢ tala a dodirs igotropnih pravih
«roz G 1 ansolute i dvog.-anog hipercikla sredifta © kogdi
£omplementan paru tih taaka u odnosu na ansolutu,

e
R .
~retna pretoostavei teoreme taila avsolute koju preslilkava



pomenuti element nobmalizatora pripada u svakom sluiaju
epiciklu apsolmte razliditom od tadke. Zato Jje, na osnovu
poskeédice 20. a i teoreme 20. slika te tadke tadks epici~
kla sredista 0. S obzironm da taj epicikl i epicikl apsolu~
te ¢ija je on slika, ako Jje ostvarena pretpostavka prvog
dela teoreme, kao razlidite klase ekvivalencije ne mogu
imati zaaednlcklh tataka, jedine zajednidke tadke apsolu-
te 1 njene slike su u tom sludaju zajednictke talle apsolu-
te i prave o, Unija tih tadaka i slike epiciikla apsolute
razlicitog od tih talaka je kriva drugog reda. Na osnovu
prethodnog, ako je neka talka te krive taka unutradnjosti
apsolute, ta talka mora pripadati eviciklu te krive razli-
Citom od talke. Po3to prema pretpostvaci bar Jjedna tagza
tog epicikla pripada spoljadnj.sti apsolute, taj epicikl
Kao neprekidna kriva se8e apsolutu u tadki koja pripada
epiciklu apsolute razliditom od tadke.

| Freostali deo teoreme dokazuje se jednostavnim
svodenjen na protivrednost sa vrethodno dokazanim delom
teorenme.

Na osnovu trethodne te-reme sledi:

Poslediwa 21. Ako je k’ slika apsoliite k =ri pre-
slikavanju elementom f normalizatora bilo koje grure sime-
trija bilo kog pranmensa pravih ravni 152, tada ili unutri-
njost apsolute pripads unutrasnjosti krive k] ili unutras
snjost krive k’ pripada unutradnjcsti apsolute,

Frimetimo da smatramo da smo dbznakom k’ razliditom
od oznake apsolite X ukazali da su te dve krive razlicite.

Sledetu teoremu, %cjom se utvrduju‘vrste transfor-
nacija slicnosti Jrupe GSl n ravni d, gde je D talka ap-
solute, nelemo dokazivati aer Jje njen dokaz u nalelu analo-

gsan dokazu teoreme 55. Uzimajuéd u obzir da je ta grupa

izator grune sin i3 X . P . .
normalizator grupe simetrija GDn, mozemo reCi i da je njen
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sadr?aj analogan dadriaju teoreme 2. uz uslov da se u
njemu izraz "homologija srediXta 0" zameni izrazom "elaci-
Ja" sredilita D & ose d = W(D). Da je takva elacija norma-
lizator grupe GDh dokazali smo u lemi na str. 232, _

6. Sli¢nost i podudarnost epicikala ravni + X

Posto elemente grupe G automorfizama apsolute
ravni 182 smatramo traasformacijama poduadrmosti te ra-
vni, smatrabemo da je neki 1ik L ravni 132 podudarna li-
ku Ll te ravni ako i samo ako postoji element f grupe G
takav da je £(1L) = Ll.

Teorema 29, Lik e’ ravni 132 podudargn epiciklu e
te ravni je epicikl iste vrste koje je i epicikl e.

Dokaz. Premg vretpostavei tesreme i definiciji
podudarnosti likova ravni ls? postoji element f grupe G
takav da je f(e)-= e! ztre séega dokazabemo da Je e”
trajektorija grupe fGOhf"l gde le GOh grupa simetrija
bramena pravih sredista0 u odnosy na koju je definisan
epicikl e. iko je X tadks epicikla e, tada je £(X) = x°
talka lika e! Heia Je Y’ bilo koja tadka lika e! Tada je

~ -'l ’ v » . - ) . .
tacka ¥ = £77(Y’) tadka €picikla e. Na osnovu definieije
postoji element g zZruve G

on ¥0Ji tadku X preslikava na
tadku Y. Zlement fgr™l grupe £6,, ™1 sreslikava togku x’
na tadku Y!

Da bisho dokazali da Je trajextorija e’ srune

-1 .. L
fGOhf eplcikl dovoljno Je cokazati da Je ta grupa gruna
simetriga prameng pravih ravni 52. 580 1 U ranijim sluda-
Jevima slilnim ovon, za to Je dovoljno dokazabi da je

kolineacija izvedena ig bilo koje simetrije grupe GOh
gonjugovanjem te simetrije elementom f simetrija grupe
simetrija izvesnog prarensa “ravih. lako je svaka simetri-
Ja grupe GOh harmoni jskg homologija kK0joj su sredilte i

osa pol 1 polara u apsclatnon polaritetu, kolineacija
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izvedena iz te harmonijske homologije konjmgovanjem elemen-
tom f grupe G je takode harmonijska homologija kojoJ su
sredipte i osa pol i polara u odnosu na apsolutni polari-~
tet. Ova poslednja Cinjenica sledi na osnovu teosreme 3.
(/64 str. 14C.) i stava po kome su svi autogorfizmi apso-
lutno permutabilni sa apsolutnim polaritetom. Osa te harmo-
nijske homélogije kao slika ose odgovarajuée harmonijske
homologije grupe Gy sadrii talku £(0) = 0’. Zolto ovo va-
Zi za sve harmonijske homologije izvedene iz harmonijskih
homologija grupe GOh konjugovénjem transformacijom £, ose
svih tih homologija sadrie tadku O°., Prema prethodnom sve

te harmonijske homologije su simetrije grupe simetrija

Go’n = :t'GOhi‘"l pramena pravih sredista 0°., Automorfizam ap-

solitte £ preslikava unutras$nju tadku O na unutrasnu tadku
0%; tadku apsolute O na tadku apsolute 0’; spolja3nju tad-
ku O na spoljasnjm talku apsolute 0°. U poslednjem sludaju
ako Je hiperbolilan pramen pravih srediéta 0 prve vrste,
tada je, takode zbog toga Sto je f automorfizam apsolute
- i hﬁperboliéan »ramen pravih sredista 0’ hiperbolidan pra-
men pramen prve vrste. Isto se moZe reéi i u pogledu hi-
.perbolilnog pramena oravih druge vrste. Zato je, ako je e
hipercikl prve, i e’ hipercikl prﬁe vrste, a ako je e hip-
ercikl druge, i e’ je hipercikl druge vrste. Da se jednog-
rani hipercikl preslikava bilo kojom transfoemaeijom po-
dudarnosti na jednograni hipercikl, a dvograni na dvograni
sledi iz toga £to je grupa izvedena iz grupe simetrija hi-
- verbolicnog pramena pravih prve (druge vrstg) transformaci-
Jjom »odudarnosti takode grupa simetrijz hiperboliZnog pra-
mena pravih prve(druge vrste), a grupa simebrija hiperboli-
¢nog pramena pravih ravni 182 dobijena na isti nalin takode
grupa simetrijia hiperbolilhog pramena vravih te ravni.
Neposredna posledica nrethodne teoreme je:
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Posledica 22, évakom epiciklu grupe sinetrija
GOh datog pramena pravihAravni 182 pri Preslikavanju bilo
kojom transformacijom ppdudarnosti te ravni odgovara tadéno
Jjedan epicikl iste vrste grupe simetrijs Go’n gde je 0’
slixa tacke O pri tom preslikavanju,

Teorema 30, Svaki epicikl grupe simteija GO h
eliptidnog (hiperbolidnog) pramena previh ravni 182
podudaran je sa samo Jednim epiciklom tog vramena prgvih,
Svaki epicikl grupe sinetrija Gy hiperboliénog pramena
pravih prve vrste (druge vrste) podudaran je sa tadno
dva epicikla tog pranmens pravih, Svaki epicikl paraboli-
¢nog pramena pravih ravni 152 podudaran je sa svim orici-
klina tog pramena rravih, iste oblasti te ravni.

Dokaz. Da bi neki epicikl e’grupe simetrija elipti-
¢nog pramena pravih sredi3ta O bio podudaran datom epl-
cikxlu e istog pramena pravih potrebno je i dovoljno da
posfoji transformacija podudarnosti koja je istovremeno
i element normelizatora pomenute grupe simetrija. Kako
svaki element normalizatora te grupe preslikava sredifte
U tog pramena pravih na to isto sredi*te, potrebno Je i
da je ta-transformécija podudarnosti element grupe GO
automorfizama talke O u ¢ ( tu gruou smo u radu ,6/ na- -
zveli stacionarnom podzrupom u G tadke 0). Medutim pre-
ma teoremi 5. (/3/ str. 147.) grupa G, istovetna je u
ovom slulaju grupi GOh' Zato svaki element te grupe
preslikava epicikl e na taj isti epicikl; te je e jedini
epicikl elipticnog pramena pravih srddiita 0O koji je po-
podudaran tom istom epiciklu e. Foito Jey -iz istih razlo-
ca(grupa GOh Je u ovom sluZaju u radu oznadena sa GV)
Svaxi element grupe G koji je istovremeno automorfizan
tacke O u sludaju kada Je ta talka tadka spoljasnjosti
apsolute element grupe simetrija hitperbe’idnog premena
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pravih sredifta O, tedrema VEZ1i i u sludaju epicikala
takvog pramena pravih.

Grupa simetrija hiperbolidnog pramena pravih
prve vrste koju smo u radu oznadili G » U radu /6/ ozna~
§ili Smo sa @bh.' 45). Prema teoremi 5.(/6/ str. 147.)
grupa GOh 1 u tomsludaju Je prava podgrupa grupe Go. Na
osnovu teoreze 2.11. svi elementi grupe G, h razliciti
od elemenata grupe GOhsu elementi klase hVth susedne kla-
si GOh pri razlaganju grupe GO PO njenoj podgrupi GOh’
Iz dokaza teoreme 22. sledi da svi takvi elementi pre-
slikavaju hipercikl prve vrste e na isti, njemu "komplemen~
tan" hipercizl e’ u odnosu na dvograni hipercikl koji sa-
drZzi hiperciki e. V

Peorenom 5. u radu /6/ nismo obuavatili i slu-
¢aj grupe simstrija hiperboladnog pramena pravih druge
vrste. Zato smo u radu, teoremom 2.10. dokazali da je ta
grupa vurava podgrupa grupe simetrija hiperbolidnog pramena
pravih istog srediita, Na osnovu toga, na isti nadin kao
u prethodnon sluéaju dokazuje se da u datom hiperbolidnom
pramenu pravii druge vrste podtoje tadno dva (jednograna)
hipercikla podudarna datom hiperciklu e tog sramena. Ovi
hipercikli su hipercikl e i hipercikl ho(e) gde je hy i
metrija sredilta 0. Ovaj hipercikl je, prema teoremi 5.20,
komplementan biperciklu e u odnosu na dvograni hipercikl
istog pramena pravih koji sadr?i hipercikl e.

4% T radu /6/ grupa oznaclena sa G n. Predstavijala
Je podgrupu gruce G generisanu harmonijski8 homologijama
te grupe u odénosu na ose prameéna pravih srediits O uklju-
¢ujuéi i one xzje seku apsolutu. Sa G... o0znadili smo od-
govarajuéu zodzrupu kojoj su generatogf samo one od pre-~

thodno opisanis harmonijskih homologija ¢ije ose seku ap-
solutu.

44) Preza teoremi 5, y /6/, grupa Gy Je grupa Go.



Ako je Gpy Erupa simetrija parabolidénog pramena
pravih sredi3ta D, tada je na osnovu posledice 2,10, ta
grupa prava podgrupa grupe autombrfizama tatke D u grupi
G. Ne¥ a je o dati oricikl tog pramena pravih, a o’bilo
koji oricikl istog pramena pravih razlidit od oricikla o,
one oblasti ravni lSﬁ_ K0ja sadrzi oricikl o. Leka su talker
preseka bilo koje ose prazena pravih sredifta D sa orici-
¥lima o 1 0” redom. Zrenma pretpostavei teoreme. tadke P i
Pl »riadaju oblasth interpretacije jedne od geonetri ja
ravni 82. Zato prema aksiomi G4 apsolutne geometrije po-
stoji simetrija rawvni 182 Cije suzZenje na tu oblast
"razmenjujettedie F i ;. SredisSte C te simetrije je jedna
od jedinstvenos para tadax

1 Ei

k0ji je harmonijski konjugovan
sa parom taleaka 21 31 720 1 sa parom presednih talaka .
prave P:l i apsolute (jedna od ovih ta¥aks Jje D, a drugu
¢emo oznaliti sa Jl) U cilju interpretacije ovih rezulta-
ta u gecmetrijame ravni 2, kojoj &emo posvetiti slededi,
poslednji, varagraf rada, smatratemo da je tadka C tadka
one oblasti ravni 152 £0joJ ne pripadeju tadke ¥ i Pl.
Proizvod simetrije 2ije osa sadrzi talku P i pol prave PF,
(x0Ji zrivada prevoj d = W(D) i simetrija sredifita G -
predstavlja epiciklidim rotaciju f grune automorfizama

GD u grupi G koja tadku F ¥ preslikava na tadku fl ka
osnovu teoreme 27. f(o0) je oricikl ravni 152 k0ji sadrzi

tacku Pl. Ali iz dnkaza te teoreme sledi da je taj ori-

cikl oricikl gruve G, koja je takode grupa simetrija

pramena pravih sredlqoa f(u . Ova grupa je zbog £(D)=D
1 zbog toga £to D nije tadka spoljainjosti apsolite istove-
tna erupi Gppe 2ato je £(o)

Koristeli doxaz poslednjeg dela teoreme moZemno
dozazati posledicu 23,

Posledica 23, Grupa GD automorfizamza tadke D

-
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apsdite u grupi transformacija podudarnosti ravni 182
Jednostavno je tranzitivna u svakoj od oblasti te ravni.

U dokazu ove posledice koristi se i posledica
4.,15. Teorema 28. ima osnovnu ulogu u dokazu sledele, op-
§tije teoreme, kojom se utvrduje broj epicikala bilo kog
pramena pravih ravni 182 rodudarnih datom epiciklu pramena
pravih iste vrste. ,

Teorema 31. Ako je e epicikl eliptidnog pramena pr-
avih sredista O, tada za bilo koji eliptifan »ramen pravih
postoji tadlno jedan epicikl definisan u odnosu na grupu
simetrija tog pramena podudaran sa epiciklom e. Ako Jje e
dvograni hipercikl hiverbolidnog pramena pravih sredi3ta
V, tada za bilo koji hiperboliden pramen pravih sredifta
V'postoji tagno Jeden hipercikl iste vrste koji je podu-
daran hiperciklu e. Ako je e hi:ercikl prve vrste (druge
vrste) nirerboliZnog pramena pravih prve (druge) vrste
sredista V, tada za bilo koji hiperbolidan pramen pravih
prve (druge) vrste sredi$te V’postoje tadno dva nipercikla:
prve (druge). vrste koji su podudarni hiperciklu e. 4ko je
oricikl parabolilnog nramena pravih sredifte D, tada su
za bilo koji parabolilan pramen pravih svi oricikli tog
pramena podudarni sa oricildlom o.

Dokaz. Ako je O srediiite nakog eliptiZnog pramena
pravih, a f jedna od transformacija nodudarnosti koja ta-
¢xu O preslikave na taliu O] tada je premna posledici 22,
f(e) = e’ epicikl eliptidnog -ramena pravih sredidta 07
Ovaj epiciklxje prema definiciji podudarnosti likova ravni
132 podudaran epiciklu e. rretpostavimo da je epicikl e’’
druzi epicikl pramena pravih sredi®ta 0O’ koji je poduda-
ran sa epiciklom e. Prema definiciji podudarnosti likova
tada postoji transformacija poduddrnosti g tekva da Je

g{e) = e’’. Transformacija podudarnosti gf"l preslikava



epicikl e’na epicikl e’’, Ali ovo je u protivrednosti sa
teoremem 28, U sludaju dvogranog hipercikla e teorema se
dokazuge na isti nadin., _ |

Azo je e hivercikl prve vrste hiperbolilnog pra-
mena pravih sredista V, a Vv’ sfediéte bilo kog hiperbolid-
nog pramena pravih ravni 152, tada nrema posledici 22.
transformacija podudarnosti f koja tadku V preslikava na
tacku V’, preslikava hipercikl e na hipercikl ?rve vrste
hiperbolicnog pramena pravih sredilta V’. Hedﬁtim i trans-
formacija podudarnosti hv,f:preslikava hipercikl e na hi-
percikl prve vrste razlidit od prethodnog koji je takode
podudaran sa epiciklom e. Lko bi osim ova dva hipercikla
prve vrste pramena pravih sredilta V' postojao i treéi ni-
percikl prve vrste toz pravena pravih, tada bi i cva tri
hivercilla budméi’ podudarna istom hiperciklu e bila poduda-
rna 1 wedusobno 3Sto je u suprotnosti sa teoremom 28,

Ako je D'sredilte bilo kog paraboiiénog pramena
bravih ravni 182, tada orema posledici 22. transformacija
podudarnosti f koja tedku D preslikava na talkxu D’, pre-
slikava 1 oricikl e na oricikl o parabolodnog pramenza ora-

ranm
vih sredisSta D’. Na osnovu teorsme 28. oricikl o’je podu-
daran sa svim oriciklima rramene d»ravih srediita D! Dato
je, na osnovu tranzitivnosti relecije podudernosti, orici-
%1 o podudaran sa svakim od tih oricikala. Haravno, i u O-
von sluézju radi se o oriciilima parabolidnog pramena pra-
vin srediita 0° koji pripsiaju istoj oblesti ravni lSp.
Ovo ogranilenje proizlazi iz cdgovarajuieg ograniéenjé
izlo%cenog u teoremi 28, Zoju smo koristili u doiazu ovogr
del= teorene.

Neposredan posledicaposlednjeg dela teoreme 29.
Je posledica :

Posledica. Svi oricikli iste ofiasti ravni 182



medusobno su podudarni.

7. Transformacije slidnosti ravni 182. Pre defini-
cija transformacija slidnosti ravni 182 izloZidéemo jos
nekoliko teorema koje se odnose na transformacije sli-
¢nosti datog sredifta (ili u datoj tadki) te ravni.

) Teorema 32. Svaki trotemenik temena 0O autopolaran
u odnosu na apsolutni Dolaritet W autopolaran Jje 1 u pola-~
ritetu u odnosu ma bilo koji nedegenerisani enlclll defi-

nisan u 0dnosu na grupu simetrija GOh pramena orav1h sredi-
sta O.

Dokaz. Weka su F i Q druga dva temena bilo kog au-
topolarnog trotemenika apsolute cije je jedno teme taldka c,
a e bilo koji ncdegenerisani epicikl pramena pravih sredi-
sta O. S obzirom da nijedno teme autopolarnog trotemenika
ne moZe pripadati-krivoj drugog reda u odnosu na koju je
taj trotemenik aurovolaran, tadka 0, ukoliko ne profirimo
definiciju autopolarnost1,ne moze pripadati apsolutim. Fod
tiz uslovom gruva simetrije GOH je grupa 81m§cr13e elipti -
nog ili hiperbolidnog pramena pravih ravni Do U svakon
od tih sludajeva 81metr13a sredi3ta C je element te TruDe,
Zato de h,. (e) ca su talke preseka bilo koje ose epici-
xla e 4%5)Yhar ﬂonlJSAl konjugovane sa parom ta3aka od kojih

je- jedna tavna O, a drugg talka preseka te ose i prave
o = W{O). A osnovu toga je prava o polara talze G i u odnos
su na polaritet odreien epiciklom'e.

KNa osnovu teoreme koja je nenosredna posledica de-
finicije trajeiitorija pramenova pravih (/24/ str. 161.)
narmonijska hormologija sredifta P i ose OQ preslikava epi-
cikl e na taj isti epicikl. Zato Jje, prema teoremi 3. ra-
da /6/ (ili tedremi 33.1. u /1%, str. 161.) sredilte P

45) Ose epicikla definisali smd u produfetkm sa-
driaja leme na str.185.



- 193 -

te harmonijske homologije pol njene ose 0Q, i u odnosu na
polaritet wl odrefen krivom arugog reda koaa Je ili epi=-

cikl e ili ga sadr?i. Ka taj isti nadin dokazuje se da je

tacka Q pol ose Or odgovarajute simetrije grupe G

op» 1 u
odnosu na polaritet i

l L] .

Teorema 33, Bilo koja realna izotropna homologi ja
grupe Gbl v mo%e se predstaviti kao proizvod izvesme epi-
ciklicke rota01ae grupe simetrija GVh 1 homologije h

v
sredista V. -
Dokaz, Neka je hﬂ& = X’ slika neke tadke X
razlidite od srediSta I date izotroone homologije, kao i

od talgka ose te homologije. ileka je h simetrijae grupe
Vn u 0dnosu na osu koja sadrii talku X, a nl simetrija
iste grupe koja vravu VX preslikava na pravu VI, Prena
definiciji tadka " "= h h(X Jje talka hivercikla GVh<X>’
& vrenma pretposta%ci tadka srave Vi’. liexa Je hV homolo-
gija ose v = W(V) k Roja tadku X’ ureslliava na talku X’
Proizvod eD101ﬁlche rotacije hlh homologije hv presll-
kava tacku X na tadxu X’ « Ovaj proizvod vreslikava taske
M,V na te iste tadke. aio su tadke vy N,V invari‘antne
tadkze 1 izotrouvne homologije hf, ova hOKulOgl;a istovetna
Je navedenom proizvodu epicikliZke rotacije sredista V
Koja Je predstavl jena vroizvodon hlh simetrije h i h
gruve GVh i homologije h
preslikava na X’.

1
V sredi:ta V i ose v xoja tadku ¥’

Uzgred primetimo da, u.olilo simetri a hl rresllka-
va talku X na tadlu prave Vi’ Koja ne privaca hiperciklu
G. D&A) vel njemu dopunskon hipzrciklu u odnosu na hiperci-
K1l GV(A) tada je hl simetrija grupe G&, pa Jje hlh epiciklicka
rotavijd gruve GV mezovitih ossa. Irimetimo i de smo dokaz
izveli pretvostavljzajuéi da taka X pripada hiperboliinon
bramenu ~ravih srediSta V prve vrste. Ha isti na?in bismo



dokazali teoremu i u sludaju kada Je tafka X tadka hiper-
boliénog pramena pravih sredifta V druge vrste. Medutim
tada je promzvod simetrije hl i simetrije hv( specijalne"
homologije srediita V) takoce simetrija grupe GVh‘

Teoremem 33, jo§ bli¥e smo odredili vrste tran-
sformacija slicnosti grupe (}ﬁl v bego u téoremi 5, 25.

Na osnovu teoreme 33, moYe se formull ati teorema prema ko-

Jjod Je i svaka transformacija slidnosti grupe G'l y pro-

izvod izvesne transformacije podudarnssti grupe GV

homologije sredifta V. Bzimazjuéi u obzir, osim sadrfaja ove

teoreme, i sadrZzaje teorema 5.21. i teoreme koja bi se

dobila proSirivanjem sadr?aja leme na str. 172. u odgova—
rajucem smislll mogli bismo formulisati i teoremu:

Teore,a 34, ©vaki elenent bilo koje grupe G~1 0
moZe se predstaviti kao proizvod - odredenog elementa
grupe GOh i homologije sredifta 0 i ose 0, odnosno ela—
cije sredista O i ose o. ’

Lema. Proizvod bilo koje transformacije grupe si-
metrija GOh pramena pravih sredista O i perspektivne koli-
neacije sredista O i ose o=H{0) 46>jednak Je proizvodu te
igte perspektivne kolineacije i te iste transformacije gru-
pe simetrija Gope .

Lema je neposredna posledica "dopunjene" teoreme
%0.7.(/13/, str. 137.). Dopinu ove teoreme izvriili smo
u radu /6/ (nastem=ni 141.). leiutim, dokaz leme je sasvim
Jednostaven i nezavisno od navedenih teorema, i impiicitno
smo gz izvell neSto ranije i u ovom radu.

Perspektiva srediSta O i ose o u opStem sludaju pre-
slikava apsolutu k na izvesni epicikl k’ grupe simetrija

45) Kao i u udibveniku /33/ pod vperspektivmom koli-

nea01Jom podrazumevamno homologiju ili elaciju projektivne
ravni,
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G pramena pravih sredifta O, Prema posledici 5,21, unut-
rafnjost jedne Bd ovih krivih pripada unutrasnjosti one dr-
uge. Osim toge unutraSnjost apsolute se preslikava na unutr-
asnjost krive k’u pomenutoj perspektivnoj kolineaciji. Ako
krivu k’smatramo drugom apsolutom projektivne ravni koja sa-
drzi raven 182, S obzirom da se pri preslikavanju ravni lS
perspektivnom kolineacijom sredista O sopstvena oblast te
ravni, prema prethodnom, preslikala na sopstvenu oblast pr-
ojektivne ravni u kojoj je zadata krive k‘kao apsoluta47),
prethodno preslikavanje mo¥emo shvatiti kao preslikavanje
ravni 62 na ravan 1Sé pri Cemu obe ravni pripzdaju istoj
projektivnoj ravni. Kao $to smo homologije kojima se ostva-
ruju ta preslikavanja, u sludaju kades srediita tih homolog~
ija pripadaju unutradnjosti apsolute nazvali homotetijama
odgovarajuteg srediste, tako ¢emo i u slufaju kada je sred-
iste spoljasnja talka apsolute nazvati odgovarajuée homolo-
gije homotetijama, Neka je e neki epicikl grupe GOh’ a e’
njegova slika u homotetiji srediita 0., 4iko i e’pripada unu-
trasnjosti apsolute k tada éemo dvorazmeru Cetvorke tadaka
ESE, O, P; gde su talke E,B*, F'ta’ke preseka bilo koje ose
epicillla ¢ sa epiciklom e, e¢“i osnovom o (tj. epiciklom ig-
te grupe GOh koji sadrZi ta osnovs) nazvati koeficijentom
homotetije koja je u pitanju. S obzirom da Je homotetija je-

2

dnoznacno odrecena sredistem, osom i parom odgovarajuéih ta-
caka, sko je deta vrednost koeficijenta homotetija sredilta

O i ose o jednoznadno je odredena i slika talke E u toj ho-

. motetiji, pa dakle i ta homotetija. Da koeficijent homotet-

ije ne zavisi od izbora tadke E na istoj osi sledi iz pozn-

ate dinjenice da Je dvorazmera invarijanta projektivnih pr-

eslikavanja i da Jje bilo koja osa epicikala pramena pravih

47) L naravno idealnu oblast ravni 1S ha idealnu
oblast projektivne ravni u odnosu na kruvu k'k%o apsolutu,
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srediSta O invarijantna prava homotetije - homologije sre-
digta O. Nezavisnost tog koeficijenta od izbora ose proi-
stife iz sledeleg, Talke E i E’su pripadale epiciklima e i
e’ gde jo e’slika epicikla e pri preslikavanju datom homot-—
etijom. Neka su El i Ei talke preseka neke druge ose pramena
pravih srediSta O sa epiciklima e i e’, a talk@ P; talka
preseka te ose i prave o. U simetriji grupe GOh koja osu

CE preslikava na osu CE; talke O,E,E’, P’ preslikavaju se

na tafku O,E,, E] Pi redom. Zato su iz istih razloga kao u
prethodnom sluéaju dvorazmere ovih Zetvorki tafaka meduso-
bno jednake. U zavisnosti od toga da 1i par tadska E,E’ne
razdvaja ili rezdvaja par talaka 0,P’ koeficijent homoteti-
je sredidta O i ose o je pozitivén ili negativan. Ako je
talka O spoljasSnja tadka apsolute, dakle u slufaju hiperbo-
li¢nog pramena pravih, i ako tadke E i E’pripadaju njenoj
unutrasnjosti pogodnije 3848) umesto dvorazmere Zetvorke
talaka E{E , O,P‘razmatrati dvorazmeru Setvorke talaka &i-
Jja je vrednost jednaka reciprnoénoj vrednosti prethodne
dvorazmere, Ako umesto talaka E i E’izaberemo tadke prese-
ka U i U’bilo koje ose epicikla grupe Gy, sa apsolutama k

i X“ravni 182 i ISé, saobzirom da su i k i k“takode odgova-
rajuéli epicikli pramena pravih sredifte O u razmatranoj ho-
motetiji srediitea O, i dvorazmera Zetvorke U’, U, O,P’je
Jjednaka koeficijentu te homotetije. Iz toga sledi da Je i
dvorazmera Cetvorke talaka E'E, O,U gde su E i E tadke pr-
eseka bilo koje ose skupa epicikala pramena pravih srediita
* O sa bilo kojim epiciklom ek tog skupa i njemu odgovaraju-
¢im epiciklom e’u toj homotetiji konstantna. U sludaju kada
je O unutrainja tadka apsolute, kao i kada je ona spoljas-
nja tatka a epicikli odgovarajuéi u toj homotetiji pripad-
aju unutrasnjosti aps-—

48) U cilju eventuilne interpretacije u geometri-
Ji sopstvene oblesti ravni 55, .
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olute, tacke O i P pripadaju raznim oblastima geometrija
ravni SE' sato &emo u takvim sludajevima koeficijentom
homotetije smatrati dvorazmeru Setvorke tadska EE, 0,0
1li Cetvorke tafaka EE,P,U gde je P tadka preseka ose
FE’1 prave o, Za ovu poslednju moguénost odludivaéemo

se onda kada tadka O ne pripada oblasti ravni 182 kojoj i
epicikli e i e! Uzimajuéi u obzir da smo pretpostavili da
e 1 e pa i njihove tadke preseka sa odgovarajuéim osama
pripadaju istoj oblasti ravni 182, zatim dogovor o izboru
koeficijenta homotetije i ¢injenicu da je svaka .od oblasti
ravni 182 oblast interpretacije jedne od metrickih geomet-
rija, svaka od odgovarajuéih dvorazmera pomenutih &etvorki
talaka u svakoj od odgovarajuéih oblasti predstavlja razme-
ru trojke talaka odnodno razmeru dve odgovarajuée duzi te
homotetije, pod pretpostavkom da je Jedan kraj i jedne i
druge du®i srediste homotetije, ili tadka ose homotetije,
a te du?i pripadaju “zracima" homotetije. I u sludaju kade
su i e 1 e’dvograni (jednograni/ hipercikli druge vrste, s
obzirom da su tada talke O i P suprotne . tacke odgovarajué-
ih geometrija te je njihovo medusobno rastojanje u odgova-
rajutoj geometriji uvek isto, dvorazmera &Setvorke tacaka
E{E,O0,P odnosno E’E,P,0 to Je u osvom sludaju ravnopravna
noguénost, predstavljaju rezmeru odgovarajuéih du¥i. U sv-
akom slucaju, uz nabrojane pretpostavke i kadzs se radi o
dvorazmeri u kojoj ulogu tacdke P "preuzima® tadka u, odgo=-
varajuca vrednost razmere pomenutih duii je u datoj geome=
triji realan broj koji Je pozitivan kada par tafeka O,u ne
razdvaja par talaka E,E’a negativan kada ih razdvaja. Ako
se u homotetiji sredidta © epicikl e Jedne oblasti ravni
S, preslikava na epicikl e’druge oblacti te ravni, tada
su epicikli e i e“eptikli e j e’epcikli iste oblasti rav-
ni Sé koja odgovara ravni 182 u toj homotetiji. Pri tom,



- 203 -

ako je e epicikl sopstvene (idealne) oblasti ravni 182 i
epicikl e’ée biti epicikl sopstvene (ideaine) oblasti rav-
ni 185. Po3to ovakvom homotetijom epicikl e’"menja" obla-
st za koeficijent ove homoetije usvojiéemo imaginaran broj
¢ija je apsolutna vrednost jednaka koeficijentu koji bismo
odredili po istom principu kojim smo ga odredivali u slud-
‘aju,kada su e i e’pripadali istoj oblasti ravni 182.
nomotetijom sredista O koja ravan 182 preslikava
na ravan 1Sé kao Sto smo pokazali apsolutu k ravni 182 pr-
eslikava se na apsolutu k’ravni lSé, a unutradnjost apsol-
ute k na unutrasSnjost apsolute k’. Zato se i eliptiZan pr-
amen .pravih ravni 182 preslikava na eliptidan pramen pra-
vih ravni lSé, hiperbolidan (ili hi&perbolidan bilo koje
vrste) na hiperbolicdan (ili hiperbolidan iste vrste) a pa-
rabolican na parabolican pramen pravih ravni 185. Posledi-
ca ovog rezultata primenjena na odgovarajuce geometrije ra-
vni '8, i njima homotetidne slike - odgovarajuée geometrije
ravni Sé ukazuje na jos jednu analogiju sa homotetijama
(translacijama) euklidske ravni. Prema toj posledici homot-
etije (tramslacija) sredista O_preslikaia dve paralelnm
(hiperparalelne) prave ravni 182 na dve takode paralelne
(hiperparalelne) prave njoj homotetidne ( u toj istoj hom-
otetiji) ravni 185. nomotetije Bredidta O realnih koefici-

jenta koje unutrasnjost apsolute prema definiciji preslika-

vaju u unutrasnjost apsolute znalajne su za geometriju unu-
trainje oblasti apsolute pa dakle iza geometriju Lobaclev-
skog. SuZenja tih homotetija na unutrasSnjost apsolute pre-
dstavljaju odgovarajuée transformacije dvodimenzione geom-
etrije Lobalevskog. Da bismo razjasnili prave razloge do-
sada3njeg negiranja postojanja slicnih likova, pa dakle i
transformacija slidnosti dvodimenzione geometrije Lobalev-
skog razmotriéemo sledeéi primer. neka je £ suZenje homotl-
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etija ¢ije je sredifte O unutrasnja tadka apsolute na unu-
trasnjost apsolute, a tadke A i B tadke istog epicikla gr-
upe G, pramena pravih sredi¥ta O, Talke A’= B(A) i B’=g(B)
1 talka O su temena trougla koji u toJ homotetiji odgovara
trouglu OAB. neka je Oy osa simetrije grupe GOh koja tadku
A preslikava na talku 5. Ova simetrija preslikava i tadku
A’na tadku B’, Ako oznadimo sa M I M tadke preseka ose te
simetrije sa stranicama AB i A’B’pomenutih trouglova, hom-
otetija gpreslikava talku M na tadku M°, Trouglovi OAM i
OA’M’su takode odgovarajuéi trouglovi te homotetije. Posto
su u simetriji ose On prava OM = ON preslikava na tu istu
pravu, prava AB na pravu As, a prava A’B’ na pravu A’B’ug-
lovi kod temena M i N'predstavljaju prave uglove, Razmera
du?i OA’i OA je koeficijent ove homotetije 3to vaZi i za
razmeru duzi OM i OM’, S obzirom da su, za razliku od euk-
lidke geometrije, u geometriji Lobadevskog du?i i uglovi u
tesnoj vezi prirodno je, u ovoj geometriji ocekivati da ée
promenama duZina odgovarajuéih du¥i u datoj homotetiji od-
govarati 1 promene odnosa njima odgovarajuéih uglova, U
ovom specijalnom sludaju promena velidine ugla kod temens
A vezena je za promenu velidine dufi AM u toj homotetiji, i
to poznatom funkecijom Lobadevskog, sahvaljujuéi izboru ho-
motetiénih trouglova OQAM i OA“M’i odnos AM i A’M odgovara—
ju¢ih duZi ove homotetije odreden je funkcijom opisanom u
udZbeniku /24/ na str. 148,~150 (/24/ g1.VII t.4), Da Li
Je i taj odnos u tom, pa mo¥da i u opStijam slulaju moguée
bliZe odrediti, moZe biti predmet veome sloZenih ispitiva=-
nja, Uporedjivanjem relacije (4) (/24/str.150,) sa odgova-
rajucom relacijom euklidske geometrije jedino ce moZe nep-
osredno zakljuciti da odnos du¥i AM i A’M odgovarajuéih u
toj homotetiji nije jednak njenom koeficijentu.

Dok smo prilikom razmatranja preslikavanja slidn-

( {
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ostil ruvni 182 imali uw vidu sopstvenu oblast te ravni & u
skladu sa tim relanim homotetijama smatrali one koje tu
sopstvenu oblast preslikavaju u sopstvenu oblast, u sluca-
ju kada iz odredenih razloga (npr. kasnijeg proulavanja
geometrija idealnih oblasti te ravni) prvenstvo ima ideal=
na oblast te ravni, realnim homotetijama smetracemo one
koje idealnu oblast te ravni preslikavaju u idealnu oblast,
vednostavno se moZe zakljuditi da su realne homotetije so-
pstvene oblasti idealne homotetije idealne oblasti ravni
132 i obratno. Ubuduée éemo idealne homotetije sopstvene
oblasti ravni 182 nazivati realnim homotetijama ravni 252
ili samo homotetijama ravni 282, i u skladu sa tim realne
homotetije ravni 182 samo homotetijama te ravni.

U cilju daljeg proulavenja homotetija i slicénosti
srediita O, a i kasnijeg proudavanja "preslikavanja slidn-
osti iz tadke O na tadku 0" uveilemo i sledeéu definici-
Jju "GOh -~ podudernosti, 1

Definicija 12. Lik L ravni 82 je-GOﬁ-podudaran
liku L1 te ravni ako i samo ako postoji kolineacija grupe
GOh koje 1lik L preslikava na lik Li’

Teorema 35, Ako su likovi L i Ll medusobno O-podu-
darni, tada su i slike L‘i Li tih likova pri preslikavanju
hekom homotetijom sredista O takode medusobno GOh - podud-
arni.,

Dokaz. Iz definicije 12, i pretpostavke teoreme
sledi da postoji transformacija g grupe GOh koja lik L pr-
eslikava na lik Ll‘ Na osnovu leme na str. 199, transforma-
cija izvedena iz g datom homotetijom srediSta O je ta ista
transformacija g. sato transformacija g sliku L’liks L pri
preslikavanju tom homotetijom, preslikava na sliku Li lika
Ll pri preslikavanju istom homotetijom.

Za pravilnu interpretaciju rezultata izraZenog te-
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oremom 35. u slucaju pojedinih oblasti ravni 182 potrebno
Jje 1 sledeta teorema:

Teorema 36, Elementi grupe simetrija GOh pramena
pravih odredene oblasti ravni 182 srediste O ili ose o =
W(0) i elementi grupse simetrija Bah pramena pravih sred-
i%ta O odnosno ose o = W (0) odgovarajuée oblasti ravni ISé,
koja je slika ravni 82 u izvesnoj homotetiji srediita 0,
predstavljaju suZenja na odgovarajuée oblasti ravni 182 i

Sé odgovarajuéih elemensata iste grupe simetrija GOh pram-
ena pravih srediSta O te ravni, ‘

Dokaz. Homotetija koja preslikava ravan 182 na ra-
van 1Sé Je izomorfizam tih ravni. Prema prethodnim razmat-
ranjima homotetija ravni 152 preslikava sopstvenu (idealnu)
oblast ravni 182 na sopstvenu (idealnu) oblast ravni lS'.
vato Je ta homotetija izomorfizam i sopstvenih (idealnih)
oblasti ravni 152 i,lSé. ha osmovu leme na str,199., i svo-
Jstva konjugovanja, u tom izomorfizmu svakoj simetriji so-
pstvene (idealne) oblasti ravni 182 odgovara simetrija so-

- pstvene (idealne) oblasti ravni lSé kojoj su srediites i osa

slike sredilta i ose date simetrije pri preslikavanju razme-~
tranom homotetijom. sato, Sto smo ranije veé dokazali ali s
drugim ciljemgy u tom izomorfizmu svakoj simetriji grupe GOh
odgovara simetrija grupe G2, ,

Teorema se moZe dokazati i na drugi naiin. Bilo
koja simetrija grupe GOh sopstvene (idealne) oblasti ravni
182 Je suZenje harmonijske homologije ravni lSa-kojo,j Je ce-
-ntar te simetrije, a osa osa iste na odgovarajuéu oblast te
ravni. Pri tome su taj centar i osa pol i polara u apsolub-
nom polaritetu W. Ovo isto va¥i i za bilo koju simetriju gr-
upe Gah, S tom razlikom $to se u tom sludaju radi o apsolut-
nom polaritetu W’ odredenom slikom k’apsolute k ravni 132 u
razmatranoj homotetiji, Iz prethodnog i teoreme 32, sledi de

Je sveka simetrija grupe Gop istovremeno i simetrija grupe



=207 -

Gg, 1 obratno, pa Ce td isto vaZiti i za suZenje tih grupa
na odgovarajuée oblasti ravni 182 i 1Sé'

' Po§1edica 24, Ako je neki lik I sopstvene (idealne)
oblasti ravni 182 O -~ podudaran sa likom Ll te ravni, tada
je slika L’lika L pri preslikvanju homotetijom srediZta O
(ose o0 = W(0O)) sopstvene (idelane) oblasti ravni 182 na so-
pstvena (idealmu) oblast ravni lSé Gah - podudaran slici
Li lika L, pri preslikavanju istom homotetijom.

Ova posledica je neposrednaz posledica definicije
12. koja predstavlja definiciju koja se dobija prilagodja-
vanjem definicije 12. sopstvenoj (idealnoj) oblasti ravni
s, i teoreme 35.

NaglasSavamo da se za razliku od teoreme 35. gde
nije bilo neophodno posebno isticati da su slike medusobno
GOh - podudarnih 1likova ravni 182 pri preslikavanju homo-
tetijom srediSta O .medusobne Gah ~ podudarne jer je u slu-
gaju ravni 182 Gop = Gah ( v. teoremu 36.), u posledici to
se mora uciniti. U suprotnom, posledica 24. ne bi bila ta-
éna u sledeéim slucajevima, koji se mogu dogoditi samo pod
uslovom da se radi o homotetijama ravni 182 (282) koje smo
nazvali idealnim, Neka se u idealnoj homotetiji ravni 182
apsoluta k preslikava na "novu" apsolutu k’slike lSé u toj
homotetiji, i neka Je e onaj epicikl grupe GOh koji se u
toj homotetiji preslikava na apsolutu k., S obzirom na pretge
postavku o prirodi homotetije, k je epicikl grupe Gop koji
pripada sopstvenoj oblasti ravni lsé. Na osnovu iste pret-
postavke, teoreme 28, i posledice 21, "prsterm" izmedu epi-
cikala e i k revni 182 koji u sppstvenoj oblasti te ravni
predstavlja skup spolja3njih tacaka epicikla e preslikava
se na "prsten" izmedu epicikala k i k“ravni 1Sé koji u so-
pstveno]j oblasti te ravni predstavlija skup spoljasnjih ta-
daka epicikala k. Ako je bilo koje teme npr. A nekog trou-
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gla ABC talke spoljaSnjosti epicikla e ravni 182, tada jJe
slika A’tog temena pri preslikavanju razmatrenom homoteti-
Jom tacka spoljasnjosti epicikla k sopstvene oblasti ravni
lsé. Kako ta spoljaSnjost predstavlja skup talaka te obla=-
sti koje nisu tacke sopstvene oblasti ravni 182, nijedna
transforhacija podudarnosti sopstvene oblasti ravni 182 ne
dejstvuje na tu tadka, te se ne mo¥e utvrditi podudarnost
trougla A®B’C’i trougla Ai Bi i koji je slika trougla Al
Blcl GOh'—'podudarnog trougla ABC pri preslikavanju istom
homotetijom, u oki¥iru podudarnosti definisane u sopstveno]
oblasti ravni 182.

Medutim, u sludaju (realnih) homotetijz ravni 182
unutrainjost sopstvene oblasti (idealne oblasti) slike ISé
ravni 82 pri preslikavanju takvih homotetijama pripada un-
utra‘njost sopstvene (idealne) oblasti ravni lS2. Zato su
Gon = transformacije podudarnosti sopstvne (ideaine) obla-
sti ravni Sé suzZenja odgovarajuéih transformacija sopstve-~
ne (idealne) oblasti ravni 182 na sopstvenu (idealnu) obla-
st ravni lSé. U ovom slufaju svaka dva lika koja su meduso-
bno Gah - podudarna takode su i medusobno GOh - podudarna.
Tada se posledica 24, moZe formulisati slidno teoremi 56.

i time sasvim "pribliZzili" odgovarajuc¢oj situaciji u proj-
ektivnom modelu "proSirene" euklidske ravni. Mada je i ta-
da prisutna osnovana razlika izmedu homotetija sredifta 0
sopstvene oblasti (idealne oblasti) tih ravni - u prvoj Jje
ta homotetija preslikcvanje tih oblasti, m.u drugoj transf-
ormacija - ta razlika je u ovom sludéaju umanjena ne samo
time Sto se nosledica 24, tada mo¥e formulisati ne isti na-
¢in kao i u projektivnoj ravni u kopgj je apsoluta prava sa
zedatom eliptiénom involucijom, ved i iz sledeleg razloga.
U takvoj projektivnoj ravni realnim homotetijama srcdidta O

ravni 182 odgovaraju one homotetije sredifta O kod kojih Jje
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apsolutna vrednost koeficijenta homotetije nanja od jedinie
ce. U takvim homotetijama spoljadnjost bilo kog epicikla,
ako je srediSte O tafka sopstvene oblasti takve projektive
ne ravanl preslikava se u unutrainjost tog epicikla. Ove
homotetije, uz isti uslov da je O tatka sopstvene oblasti

tih ravni, preslikeveju u oba sludaja spokjginjost bilo
kog' kruga srediSta O na njegovu unutrasnjost.,

Ako umewto projektivnih modela razmatramo modele
ovih geometrija u skupovima ¢iji su elementi pr01zvolane
prirode, prethodne zakljudke moZemo interpretirati i na
sledeé¢i nacdin. U cilju pojednostavljenja izlaganja, ogran-—
icditemo se semo ne poslednju razmatranja u kojima smo pre-
tpostavili da je tadka O unutrasnja tafka apsolute. Tada
su pomenutlm epiciklima predstavljeni koncentridni krugovi
S - modela geometrije Lobacdevskog datog poluprelnika kri-
vihe, odnosno koncentridni krugovi euklidske geometrije,
Homotetije cije je sredidte pomenutog skupa koncentraidnih
krugova,predstavlijaju izomorfizme datog S -~ modela geometr-
ije Lobalevskog i 8 - modela geometrija Lobalevskog razlid-
itih polupreZnika krivine koji su manji od poluprednika kri-
vine datog modela. Apsoluta svake od tih geometrija £ u sm-
islu S-modela) Je krug date geometrije. Prema tome koefici-
Jjent homotetije neposredno zawisi od odnosa poluprednika
krivina date 1 njoj izomorfne geometrije. U sludaju euklids~
ke geometrije poluprednik krivine Je za sveku euklidsku gs=—
ometriju beskonadan te odnos tih poluprednika moZe biti ma
"koji broj.

Razmotriéemo u osnovnim critama na koji nalin odre-
dujemo transformacije podudarnosti koje u tom izomorfizmu
izmedu S - modela date gpeometrije Lobadevskog i modela iste
vrete neke od njoj odgovarajuéih geometrija odgovaraju tra-
nsformacijama podudarnosti date geometrije, Svakoj esnoj si-
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metriji date geometrije odgovara osna simetrija slike te
geometrije, pri demg je osa te simetrije slika ose simetri-
Je date geometrije u homotetiji koja ostvaruje izomorfizam
tih dveju geometrija., Za razliku od odgovarajuée situacije
izraZene teoremom 36., u ovom opitijem sludaju simetrije
izvedena iz date nije suZenje date simetrije na sliku date
geometrije ve¢, suZenje neke druge simetrije dete geometrije
na tu sliku., PoSto je mogule svaku transformaciju podudar=-
nosti date geometrije Lobadevskog predstaviti kao proizvod
od njavise tri osne simetrije, iz prethodnog sledi da va=
zis |

Posledica 25, Ako je apsolutna vrednost koeficijew
nta homotetije koja datu geometriju Lobadevskog preslikava
ne njoj izomorfnu geometriju manji od jedan, tada je skup
transformacija podudernosti slika date geometrije skup su-
Zzenja transformacija podudarnosti date geometrije na njenu
sliku. Pri tom je, osim u sludaju identilne trsnsformacije
i transformacija grupe simetrija pramena pravih sredidta
istovetnog sredistu homotetije, svaka transformacija podu-
darnosti geometrije izmorfne datoj suZenje transformacije
podudarnosti date geometrije razlidite od transformacije
podwkernosti koja joj u tom izomorfizmu odgovara,

Dokaz teoreme koja odgovara, u projektivnom mode-
lu ovih geometrija, posledici 25. zasniva se na teoremi 64,
4, (/13/ str. 257.).

Ne osnovu posledice 25, mofe se uopXtiti posledi-
ca 24, u tom smislu Sto se za likove L i Ll pretpostavlja
da su samo podudarni, a ne i GOh » poduderni,

Ako d=ta geometrija predstavlja geometriju odrede-
nog fizickog prostora, tada moZemo smatrati da homoteti-

49) Uz pretpostavku da je ta geometrija odgovaraju-
¢e djmenzije, S obzirom da su metode koje koristimo vrlo op-
Ste uopitenje prethodnih rezultata na trodimenzione i detvo-
rodimenzione geometrije u principu nw predstavlja znatne te-

gkote. To uop3tenje za n=3, izvr$ili smo u poslednjem parag-
refu rada,

"
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ije kojina Je apsolutna vrednost koeficijenta manja od je-
dan predstavlja skupljanje tog prostora pri preslikavanju
takvim homotetijsma, pa prema tome povelanje "zakrivljeno-
sti" tog prostora vezano je sa "zgudnjavanjem" materije

" koja tom prostoru odgovara. Suprotno tome homotetije kod
kojih su apsolute vrednost koeficijenata veée od jedan,pr-
edstavljaju Birenja datog prostora uz ragredivanje materi-
je koja tom prostoru odgovara. Posledicom 24. i njenim uo-
.pétenjem izrafava se ¢injenica da su pomenuta puliiranja
prostora ravnomerna. Onim delovima svemira bez materije
odgovara geometrija cija je krivina nula. Posto u tim del-
ovima nema materige, nema onoga 5to bi se zguSnjavalo 111
ragredivalo, te se talki delovi prostora ne mogu ni skup=-
1ljati ni 8iriti. Geometrije krivine nulaso) su euklidska

i pseudoeuklidska geometrija. Za razliku od homotetija ge-
ometrije Lobadevskog &ija je krivina razlilita od nule,
nomotetije euklidske (pseudoeuklidske) geometrije tu geom-
etriju preslikavaju uvek na istu geometrijue.

Prethodno tretiranje geometrije kao geometrije
odredenog fizidkog prostora ukazuje da ne treba braviti bie
tnu razliku izmedu "realnih" i "idealnih" homotetija.

T izomorfizam koji se ostvaruje transformacijema
slidnosti ravni 152 i njoj odgovarajute ravni 182 je znadl-
ajan kako u prethodnonm smislu, tako i za geometriju uopste.
Sledeéom definicijom preciziradéemo i taj pojame

Definicija 13. Ako element f grupe GSl’d preslika-
va ravan 162 na raven 152, tada ka%emo da su te dve ravni
slidne u odnosu na srediSte slicnosti 0. Element £ grupe
GSl’O je preslikavanje slic¢nosti ravni S2 na ravan 182.

50) Sve razmatrane geometrije su geometrije konst-
antne krivine,
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Prema teoremi 34, Svaki element normalizatora gr-
upe Gop koji pripada i odgovarajutoj grﬁpi slifnostl Ggy4q
mo¥e se predstaviti kao proizvod odredenog elementa te gr-
upe i homotetije sredifta 0 pod uslovom da je, ako se radi
o hiperbolid¢nom pramenu pravih, taj element ¢lement norma=-
1izatora grupe simetrije i hiperbolid¢nog pramena pravih pr-
ve (druge) vrste. Na osnovu leme formulisane neposredno po-
'sle teoreme %4, redosled &inilaca tog proizvoda nije bitan,
Na osnovu prethodnog, definicije 13. 1 teoreme 36. sledd
posledica:

Posledica 26. Ako je ravan 1Sé slidéna ravni S2 u

odnosu na srediSte O, tada Jje ravan 1s§ slika ravni 152 i
pri preslikavanju onon homotetijom 3iji je proizved sa odr-
edenim elementom grupe simetrija Gﬁh jedmak elementu norma-

1

lizatora te zrupe koji ravean 182 preslikava na ravan lsé.

Blement normalizatora grupe simetrija GOh koJji ra-
van 182 preslikava na ravan lS' nazivamo preslikavanjem sl-
inosti sredifta O koje ravan “S, preslikava na ravan 1Sé.
Koeficijent homotetije ¢iji proizvod sa odgovarajuéim elem—
entom grupe GOh predstavlja razmatranu transformaciju slic-
nosti nazivamo koeficijentom te slidnosti. Zahvaljujuéi ko=
mutativonosti homotetije sredilta O i bilo koje transformaci-
je podudarnosti grupe simetrija GOh kac i teorema 34, 1 36.
mose se dokszati da va¥i teorema koja se dobija iz teoreme
%5, gamenom radi homotetija recju slidnost. Ako je homoteti~
ja koja ulestvuje u predstavljangu odgovarajuée transforma-
cije slidnosti homotetija koja supstvenu (idealnu) oblast
ravni 182 preslikava na sopstvenu (idealnu) oblast ravni
lSé, tada i ta slidnost preslikava sopstvenu (idealnu) obl-
astravni 132 na odgovarajuéu oblast ravnl lSé. U prvom slu-
aju apsolutna vrednost koeficijenta te slifnosti je manja
od jedsn, a u drugom - koji se odnosi na idealnu oblast -
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veéa od jedan. Za preslikavanja slidnosti koja odgovaraju-
éu oblast ravni 182 preslikavaju na oblast iste vrste =
preciznije za suZenja tih preslikavanja na pomenutu oblast
vazl teorema analogna posledici 24, U izomorfizmu dve geo=
metrije Lobadevskog razlicitih poluprednika krivine koji
se ostvaruje preslikavanjem slicénosti ¢iji koeficijent za-
visi od odnosa poluprednika krivina tih geometrija, ako je
apsolutna vrednost tog koeficijenta manja od jedan, trans—
formaciji podudarnosti prve geometrije odgovara transform—
acija podudarnosti druge geometrije koja je suZenje neke
transformacije podudarnosti prve geométrije na oblast in-
terpretacije druge geometrije. Osim u sludéaju identicne
transformacije, pomenuta transformacija podudarnosti prve
geometrije nije odgovarajuéa transformacija druge geometr-
ije. Ovo je rezultat koji u potpunosti odgovara posledici
25. i moZe se dokazati korifedenjem te posledice, teoreme
34, i teoreme 64.4., (ova poslednja teorema formulisana je
u /13/ ma str. 257.). Iz "fizidke" interpretacije homotet-
ija geometrija ravni 182 i teoreme 34, sledi da preslikav-
anja sliCnosti takode predstavljaju kretanja odredenih de-
lova svemira koja ukljuduju i njegovo pulsiranje. Ali ova
kretanja su nesto sloZenija od iskljulivo pulsiranja. Tako
' preslikavanje slidnosti koje je proizvod homotetije sredi-
Sta O i epiciklidke rotacije istog sredifta predstavlja
pulsiranje tog dela svemira sa srediftem u tacki O uz isto-
vremenu rotaciju tog dela svemira oko iste tadke., Teoreme
koje smo navelil kao odgovarajuée teoreme teoremama kojima
se utvrduje da su slike dva podudarna lika odredene obla-
sti ravni 132 pri preslikavanju homotetijom koja tu oblast
preslikava na odgovarajuéu oblast ravani 1Sé, takode podud-
arne, ali u opsStem sludaju u odnosu na podudarnost defini-
gsanu u toj oblasti ravni 1Sé, izraZavaju vaZnu ¢injenicu -

Ry
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da su i kretanja odredenog dela svemira predstavlijena pre-
slikavanjima sliSnosti ravnomerna. I ta kretanja prostor
kome odgovara geometrija stalne krivine preslikavaju na
progstor kome odgovara geometrija takode stalne krivine. U
veri sa konstatacijom koju smo dali povodom realnih (ide-
alnih) homotetija, prema kojoj je realna homotetija sopst-
vene oblasti ravni 182 idealna homotetija idealne oblasti
.te ravni i obratno mo¥emo izvesti sledeéi zakljudak koji
se odnosi na odgovarajuéa skupljanja (8irenja) prostora
koji odgovaraju tim oblastima ravni 182. Ako se prostor Cim
ja je geometrija geometrija sopstvene oblasti ravni lS2 i
ri, tada se prostor gija je geometrija geometrijea idealne
oblasti ravni 152 skuplja i obratno. Pri tom, ako je sku-
pljanje jednog od tih prostora u odnosu na datu tadku, ta=~
da je Sirenje onog drugog u odnosu na njoj pblarnu pravi.
Oslanjajuéi se na teoremu 34. prethodni zekljudak moZemo
profiriti i ne kretanja prostora sloZenija od onih Xoja su
i pulsiranja i koja smo predstavljali preslikavanjima sli-
Snosti u odnosu na datu tadku - sredista te slidnosti.

Definicija 14. Preslikavanje slicénosti iz talke O
odredene oblasti ravni 182 do tadke O’iste oblasti te ravni
je proizvod transformacije podudarnosti ravni 182 koja tadku
¢ preslikava na tadku 0‘i slidnosti srediita 07ili proizvod
presllkdvanaa slidnosti sredista O i transformacije poduda=—
rnosti ravni 52 koja talkui O preslikava na tadku O

Iz ove definicije i teoreme 34, uzimejuéi u obzir
i da, ub odgovarajule ogranidenje, elemente normalizatora
grupe GOh smatramo preslikavanjima slicnosti sredidta O sl-
edi:

Posledica 27. Svaka transformacija slifnosti iz ta-
Ske O do tadke O’mo¥e se predstaviti kao praizvod transform-
acije podudarnosti ravni 182 koja tadku O preslikava na tad-

FE S



- 215 -

ku. 0’1 homotetije srediSta 0’ili kao proizvod homotetije
sredista O i transformacije podudarnosti ravni 182 koja ta-
Sku O preslikave na tadku (oA

gledeéom teoremom utvrdilemo odnos izmedu homotet-
ija koje se pominju u posledici 27. pod pretpostavkom da Je
transformacija podudarnosti koja tadku O preslikava na ta=-
Eku 0’1 &iji je proizvod sa nomotetijama srediZta O i O°
- iste preslikavanje slidnosti, ista gransformacija podudar-
nosti ravni 82;

Teorema 37. Ako su hj i g homotetija sredista O i
transformacija podudarnosti ravni 182 koja tacku O presli=-
kava na tadku 07, tada je koeficijent homotetije hO' sredi-
ta 07, tekve da je proizvod trangformacije g i te homotet-
ije istovetan preslikavanju glic¢nosti gho,wjednak koeficij—-
entu homotetije ho.

Dokaz. Svaka komponenta proizvoda hocog, kao i sv-
aka komponenta proizvoda gho preslikava bilo koji epicikl
pramena pravih sredista O na neki epicikl pramena pravih
sredifta 0. Zato i ti proizvodi preslikavaju bilo koji ep-
jcikl pramena pravih sredifta O na neki ppicikl pramena pr-—
avih sredista 0. Poiito ovi proizvodi predstavljaju isto pr=—
eglikavanje slidnosti, oni ée dati epicikl pramena pravih
gredista O preslikati na igti peicikl pramena pravih sredi-
%ta O°. Prema teoremi 23. apsoluta je tekode epicikl prame-
na pravih sredista 051 pa se pri tdm preslikavanjima pres—
1ikava na isti epicikl sredista0’. Taj epicikl je apsoluta
glike ravnl lS2 pri tim preslikavanjima. Toj slici odgovara
odredeni poluprednik krivine razlidit od pblupréénika krivi-

51) Ili unija jednog epicikla i Jjedne tadke ili pa-
rg tadaka ukoliko pramen pravih sredista O nije eliptican .
Ali na osnovu razmatranja povodom teoreme 24, zakljudili smo
‘da ovakav nadin ckraéenog izraZavanja praktidno nije pogre-
San.

P -
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ne geometrija ravni 82. Odnos polupreoglka krivine slike
ravni 152 i polupreénika krivine ravnl 82 odreduje, u po-
menutoj funkcionalnoj zavisnosti, koeficijent homotetlaa ho
i hO'
na taj odnos.

Koeficijent homotetije koja udestuje u predstavlj-
anju nekog preslikevanje slicnosti iz tadke O do tadke O’
_smatraéemo 1 koeficijentom te slicnosti.

Primedba. Definicijom 14. nismo obuhvatili presli-
kavanje koja se mogu smatrati preslikavanjima iz tacke O
jedne oblasti ravni 162 do tacke slike te ravnl, gde ta ta-
dka ne pripada razmatranoj oblasti ravni 32. Npr. neka Je
homotetija h idealna homotetlaa sopstvene oblasti ravni 182,
a talka O° tacka ravni 152 ho( 82) koja nlge talka sopstve=
ne oblasti ravani 182 ali pripada slici te sopstvene oblasti
~ gopstvenoj oblasti ravni 182 . Neka je g’transformacija

, jer transformacije podudarnosti ravni 82 ne uticu

podudarnosti ravni 152. Preslikavanje gﬁ ima neka bitna sv-
ojstva preslikavanja glidnosti ik tacdke 0 na talku 07, ali
preslikavanje ho;g nema smisla ukoliko se prethodno ne def-
inife unapred slika lS ravni 182, jer g'nije transformaci-
ja podudarnosti ravni Sg. Ako se zadovolji i taj dodatni
zahtev, ipak neée biti zadovoljena teorema 37. jer nijedna
homotetija sredifta 0’ne zédovoljava zahtev te teoreme.
Transformacijama slidnosti iz talke O do tadke 0"
pri demu obe tafke pripadaju istoj oblasti ravni 152 noze-—
mo predstaviti jo$ sloZenija kretanja delova svemira ¢ije
su geometrije geometrije odredenih oblagti ravni 182. NPT
ako se radi o oblasti prostora 8ija je geometrija geometri-
ja Lobalevskog, a transformacija podudarnosti g koja tacku
0 preslikava na talku 0’predstavlja transformaciju geometr-
ije Tobadevskog, onda proizvod preslikavenja slidnosti sre-
dista O i transformecija g mo¥e predstavljati kretanje te

PRI
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oblasti prostora koje je kompozicija ravnomernog skuplja-
nja (éirenja)52)lu odnosu na tadku O, eventualne rotacije
oko tadke O i translacije odredene translacionom duZi QOS¢
Kretanja koja su predstavlijena transformacijama podudar-
nosti ravni 182 (185) s obzirom da ne menjaju medusobna
rastojanja tedaka te ravni sem 3to su ravnomerna, niti sk-
upljaju niti Sire prostor, te se pri tim kretanjima gust-
“ina materije odgovarajuéeg prostora ne menja. Karaskteris—
tidno je da su bar u sludaju kada su geometrije koje odg-
ovarsju tim prostorima geometrije odredene oblasti ravni
182, §to su potvrdila naSa dosadasnja ispitivanja, takva
kretanja transformacije tog prostora tj. taj prostor pre-
slikavaju na taj isti prostor, Kretanja razlidita od ovih,
odredena definicijom 14, od svih nabrojanih svojstava za-—
dr¥avaju samo svojstvo koje smo nazvali ravnomernodéu., Sm-
atramo da je ovo svojstvo, u sludaju preslikavanja koja ik
predstavljaju, obezbedeno osobinom kojom raspola’u ta pre-
slikavanja: ona preslikavaju bilo koji epicikl ravni 182 na
epicikl iste vrste slike te ravni. Ova osobina proistide iz
definicije tadkvih preslikavanja i teoreme 5,20, 8 obzirom
da izlo¥enom osobinom raspolafu i praeslikavanja o kojima Jje
bilo re&i u primedbi povodom definicije 14, smatramo da i
takva preslikavanja treba da uvrstimo u preslikavanja glic-
nosti iz tadke O do tadlke 07, gde © i 0"ne moraju pripadati
istoj oblasti ravni 182. Uz: tako profiren pojam preslikava-
nja slinosti formulisademo sledeéi stav:

Stav 8. Skup svih ravnomernih kretanja odredene ob-

Jasti realnog prostora mo%e se predstaviti skupom preslikav-
avanja slidnosti iz tadke O geometrije koja odgovara toj ob-
lasti prostora, do tadke O"slike tog prostora pri preslikav-
anju nekom hcmotetijom sredista O,

52) Ili "nauéni@e": kontrakeije (diletacije).
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Stav 8. dokazali smo samo u slucdaju kada su geom=
etrije koje odgovaraju odredenoj oblasti realnog prostora
dvodimenziona euklidska geometrija ili dvodimenzione geom—
etrije ravni lSE. Odekujemo da taj stav vazi, ako uopste,
onda bar u vecini oblasti prostora. '

8, Trajektorije pramenova pravih geometrija ravni
l8,. Definisanjen epicikala ravni 1s,, utvraivanjen njiho-
-vih svojstava i koriscenjem tih svojstava za definisanje
preslikavanja sliénosti te ravni kao i njenih oblasti, pr-
aktidno smo, istovremeno razvili i teoriju epicikala svake
od geometrija raval %82 . Da bismo te rezultate neposredno
primenili na svaku od tih geometrija posebno, potreno je
utvrditi koje vrste epicikala date geometrije predstavlijaju
odgovarajuéi epicikli ravni 1S2. S obzirom na nacin na koji
smo odgovarajuée pojmove definisali i nazivali prilikom iz=-
laganja o ravni 182 ovo neée predstavlijati ozbiljniju tedk-
oéu, Podto je geometrija sopstvene oblasti ravni 182 Beltr~
ami-Klajnov model geometrije Lobadevskog, paZnju cemo ugla-
vnom usredsrediti na geometrije idealne oblasti ravni lS
tj. sopstvene oblasti ravni 2S2‘

Epicikli eliptidnih pramenova pravih koJji pripade-

2

Ju idealnoj oblasti ravni 1S2 predstavljaju ekvidistante ge-
ometrije HH. Osnove ovih ekvidistanti su odgovarajuéi elipt-
i%ni nizovi tadaka geometrije HH. Ovo éemo pokazati u glavn-
om modelu te geometrije (to se¢ odnosi i na sve ostale pojm—
ove geometrije HH i EH). Medubtim veéinu rezultata tumadiéemo
i u skupovnim modelima tih geometrija., Eliptic¢ni pramen pra-
vih geometrije HH predstavlija presek elipticnog pramena pra-
vih ravni 182 sa idealnom oblaséu te ravni. Poito osnova, a
ne srediste pripadaju oblasti geometrije HH, ova] pramen ce
u toj geometriji biti odreden osnovom. SuZenje simetrije ra-
vni 182 u odnosu na tu_osnovu je simetrija geometrije HH u
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odnosu na istu osnovu. (vedefiniciju 2. na strn. +“55,rada),
Svaka prava tog pramena invarijantna je u simetriji u odno-
sy na tu osnovu. Medutim i ta osnova je invarijantna u ma
kojoj simetriji u odnosu na bilo koju pravu tog pramena.
Zato je, prema definieiji 3. (str.57.) sveka prava elipti-
$nog pramena pravih geometrije HH normalna na osnovu tog
pramena. Prema tome eliptidni pramen pravih geometrije HH
,predstavlja skup svih pravih normalmih na odgovarajulem
eliptidnom nizu talaka geometrije HH. Neka je A bilo koja
talka geometrije HH. Epicikl eliptidnog pramena pravih os=—
nove o te geometrije koji sadrzi talku A je prema definic=-
iji skup svih tadaka koje odgovaraju tadki A pri preslika-
vanjima koja su sufenja transformacija grupe simetrija GOh
elipticnog pramena pravih ravni 182, koji sadrzi odgovara=—
Jjuldk ellptlcnl pramen geometrije HH, na idealnu oblast te
ravni. Skup tih preslikavenja pripada grupi simetrija tog
eliptidnog pramena pravih geometrije HH., Svaki element te
grupe preslikava osnovu o bog pramena na istu tu osnovu.
Neka je B preseka one ose epicikla koja sadrZi tacku A sa
osnovom 0. Bilo koJji element grupe simetrija u odnosu na
koju je definisan razmatrani epicikl preslikava tadku A na
tadku A’tog epicikla, a talku B na talku B’osnove o tog pr-
amena pravih. Kako je grupa gsimetrija bilo kog pramena prave
ih skup automorfizama istog, prava A’B’je takode prava tog
pramena. Zato Je A’B’rastojanje taclke A’ 0od osnove o tog pr-
amena. Podto postoji transformacija podudarnosti geometrlae
HHi - to je upravo razmatrani element grupe simetrija elipti-
gnog pramena pravih osnove o - prame definiciji podudarnosti
du? A’B’podudarna je duZi AB, |
Osnova o je degenerisana ekvidistanta odgovarajuéeg
eliptidnog pramena pravih. Na osnovu posledice 2.1l. ova ek~
vidistents je dvaput uzet elipticni nisz tadaka geometrije HH

P w
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koji pripada projektivnoj pravoj o.

Parabolidni pramen pravih geometrije HH Je presek
parabolidnog pramena pravih ravni 182 sa idealnom oblasti
te ravni. To isto se moZe reéi i za oricikl geometrije HH.,
Na osnovu teoreme 28. i posledice 20. kao i leme na str.
172, sledi da ako najmanae jedna tadka nekog oricikla rave
.ni 182 pripada 1dealnoa oblasti te ravni, tada i sve tacke
tog oricikla pripadaju istoj oblasti. Jedini degenerisani
oricikli geometrije HH su preseci izotropnih pravih ravni
182 i idealne oblasti te ravni., Ove preseke smo u g 5. I
gl, nazvali izotropnim nizovima tadaka.

Hiperbolidni pramen pravih geometrije HH je pre-
sek hiperbolidnog pramena pravih prve vrste ravni 182 sa
idealnom oblasti te ravni. Prema tome hlperbollcnl pramen
pravih geomegrije HH je pramen konkurentnih pravih te geo~
metrije. Trajektorije tog pramena su takode preseci hiper-
cikala prve vrste odgovarajuleg pramena pravih ravni 182.
Kao i u prethodnim sludajevima, i u sludaju hipercikala
prve vrste vaZzi da ako jedna tadka takWog hipercikla prip-
ada idealnoj oblasti ravni 182, tada i dve ostale talke
tog hipercikla pripadaju istoj oblagti ravni SE‘ Jedini
degenerisani hipercikl prve vrste koji pripada idealnoj ob-
lasti ravni 182 je srediSte hiperbolidnog pramena pravih,
Pokazademo da je svaki hipercikl prve vrste krug geomebtrije
HH 3ije je sredifte sredilte hiperbolicnog pramena pravih
te geomelrije kome taj hipercikl pripada. Na osnovu defini-
cije hipercikl prve vrste je trajektorija grupe simetrija
GVh hiperbolidnog pramena pravih prve vrste sredista V,
Skup suZenja elemenata te grupe simetrija na idealnu obla-
stravni 1S2 predstavlija grupu simetrija hiperboliénog pram-
ena pravih sredifta V geometrije HH koju ¢emo oznalavati
takode sa GVh‘ Svaka simetrija, kao i epiciklidka rotacija
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sredifta V te grupe tj. na osnovu teoreme O. (gtr.116.) sv=-
aki element te grupe predstavlja transformacigu podudarnosti
geometrije Hu jer Jje, prema stavu I g 5, 3.6, (st.6.),5kup
transformacija podudarnosti geometrije HH istovetan skupu
su¥enja na spoljasnjost apsolute svih automorfizama apsolu-
te. Neka je tadka X tadka bilo kog hipercikla prve vrste
grupe simetrija GVh’ npr. hipercikla GVh (A). Na osnovu de-
finicije, postoji element grupe GVh koji talku X preslikava
na tadku A, Pofto sveki element te grupe tadku V preslikava
na talku V, pomenuti element grupe Gy, preslikava du% VX na
du¥ VA pa su prema definiciji te dve du¥i podudarne, Duz VX
je poluprednik kruga GVh(X) koji u geometriji HH moZemo ob-
slefiti i sa k (V,X) gde je V srediste tog kruga. U ovom sl—
udaju - -~ unutrasnjoséu tog kruge moZemo smatrati skup tada-
ka onog pramena polupravih hiperbolicnog pramena pravih sr-
edista V ¢ije poluprave sqdrae tadke tog kruga 1 dije Je
rastojanje od tadke V manje od poluprednika tog kruga, pod
uslovom da te¥imo da zadr¥imo uobidajenu definieiju kruga.
Ali tada za bilo koju tadku geometrije HH1 bilo koju tadku
unutrainjosti datog kruga postoji ili du% , ili podskup tad-
aka nekog niza tadaka geometrije HHE éiji su krajevi pomenu—
* te tadke koji nemaju zajednilkih tadaka sa tim krugom. Ako
spoljasnjosgt kruga sredista V definiSemo kao skup tacaka
pomenutog pramena polupravih dije Jje rastojanje od talke V
veée od poluprelnika tog kruga, onda ni za koji psr tadaka
geometrije HH koje ne pripadaju krugu, od kojih je samo Jje-
dna tadka njegove spoljasnjosti ne postoji YduZ u Sirem sm-
islu" geometrije HH koja sa tim krugom nema zajednickih ta-
Caka., _

Dvograni hipercikl prve vrste ravni 182 Jje takode
trajektorija pramena pravih geometrije HH, Medutim on se ne
mo¥e definisati kao trajektorija pramena pravih te geometr—

-~



- 222 -

ije-u tom smislu da Jje taj hipercikl trajektorija grupe si-
metrija nekog pramena pravih te geometrije. Razlog tome Je
S$to smo dvograni hipercikl ravni lSQAdefinisali kao trajek=-
toriju hiperbolidnog pramena pravih te ravni, a presek tog
pramena sa idealnom oblaséu te ravni je unija hiperbolidn-
oga pramena pravih istog srediSta geometrije HH i pramena
eliptidénih nizova tadaka tog sredista iste geometrije. Ovo
ukazuje na jednu od moguénosti prevazilaZenja opisanog pro-
blema: pramenom pravih i elipticénih nizova srediita V geo-
metrije HH' smabracemo presek hiperbolicénog pramena pravih
sredista V ravani 32 i idealne oblasti te ravni. Grupu si-
metrija u odnosu na prave tog pramena i njegove eliptidne
nizove obelezavatemo sa GV i dvograni hipercikl geometrije
HH smatrati dvogranim krugom srediita V te geometrije, Dr-
uga mogulénost prevazilaZenja istog problema odgovarala bi
nac¢inu na koji se odgovarajuéi problem redava u geometriji
Lobadevskog prilikom definisanja dvogranih ekvidistanti.
Umesto grupe simetrija GVh generisanu simetrijama u odnosu
na pravu hiperbolidnog pramena pravih sredidta V, u ovom
sludaju koristidéemo Ziru grupu Evh ¢iji je skup generatora
unija generatora prethodne grupe i simetrije u odnosu na
talku V. Karakberistika ovih dvogranih krugova je da je nji-
hova spoljasnjost takode zatworena oblast. Po3to, prema odg-
ovarajuéim svojstvima dvogranih hipercikala prve vrste ravni
152, sledi da svaka osa dvogranog kruga sredidta V geometri-
Je HH sadrZi talno dve talke tog kruga i to tako da jedna od
polupravih podetka V te prave sadr?i jednu, a druga drugu od
tih tadaka dvograni krug sredista V moZemo nazvati i krugom
pramena pravih sredidta V geometrije HH, a krug sredidta V
krugom pramena polupravih sredigta V ili samo krugom sredis=-
ta V. Ali primenom teoreme 4,19, krug pramena pravih sredi-
$ta V koji sadriZi taéku%xgmoée se definisati i kao trajekto-
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rija ﬁﬁh(X) gde je Eﬁh v ovom sludaju skup suZenja na ide-~
alnu oblast ravni 82 grupe simetrija hiperbolidnog prame—
na pravih druge vrste sredidta V te ravni. Tom pramenu pr-
avih u geometriji HH odgovara pramen eliptidnih nizova tade
aka sredidta V.

Hiperbolidnom pramenu pravih druge vrste sredista

~V ravni 182 odgovara hiperboliéni pramen pravih sredista V

geometrijé BH, Bato i grupi simetrija takvog pramena pravih
ravol 152 koji smo oznadili sa Eﬁh odgovara, u geometriji
Th, grupa simetrija hiperbolidénog pramena pravih te geome-
trije koju éemo takode oznaciti sa E&h‘ Kao i u slulaju ge-
ometrije HH, iz prethodnog zakljudujemo da je hiperbolidan
pramen pravih geometrije EH sredifta V skup pravih koje sa-
dr¥e tadku V. Na isti nadin keo i u geomettiji HH zakljudu-
jemo da Je trajektorija hiperboliénog pramena pravih sredi-
%ta V geometrije EH krug sredifta V. Za razliku od krugova
istog sredidta V geometrije HH medu kojima Jje samo jedan
degenerisan, skupu ¥oncentridnih krugova sredista V geomet=
rije EH pripada osim sredista i jof jedan degenerisani krug
- osnova pramena pravih srediSta V. Ova osnova je hiperbol-
idni niz tadaka geometrije EH., Tom oBnevom i bilo kojim kr-
ugom polupramena pravih sfedisita V odredena je zatvorena
oblast geometrije HH. Isto varyi i za bilo koja druga dva
kruga tog polupramena, I u ovom sludaju lik ravani EH koji
odgovara dvogranom hiperciklu druge vrste ravni 152 ne moze
se definisati kao trajektorija grupe simetrija E%h pramena
pravih sredista V geometrije EH. Taj lik Je trajektorija
grupe simetrija pramena hiperboliénih nizova tadaka sredife-
ta V. Ovu trajektoriju éemo, uz isto obrazlo¥enje kao i po-
vodom odgovarajuée situacije u geometriji HH, nazivati kru-
gom pramena pravih sredista V, za razliku od kruga Gy (X)
gde je sa X'naglaéenoﬁad tadka X pripada nekoJ pravoj hipe-
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s o
rbolidnog pramena pravih sredista V, koji nazivamo krugom
pramena polupravih sredi¥ta V ili samo krugom srediita V,
Drugi nadin definisanja, u geometriji EH, lika koji odgo-
vara dvogranom hiperciklu druge vrste rﬁvni 182 je defin-
icanje tog lika kao trajelktorije grupe E&h koja je generi-
sana unijom generatora grupe E&h i simetrijom u odnosu na
tadku V. Zahtev da u sludaju krugova seedista V geometrije
HH (EH) tadke koju taj krug sadrii (koja je predstavnik
odgovarajude klase ekvivalencije)pripada nekoj pravoj hip-
erbolidnog pramena pravih sredista V te geometrije je u
ovom sludaju neophodan, Ako npr. tacka X ne pripada nijed-
noj pravoj hiperbolidnog pramena pravih sredista V geomet-
rije EH; tada G%h(x) nije krug hiperbolidnog pramena polu-
pravih sredista V te geometrije, veé krug pramena hiperbo-
1idnih nizova tadka sredidta V ove geometrije. Skup tih
krugova istovetan je skupu dvogranih hipercikala prve vrs—
te pramena pravih sredista V ravani 182-
Za razliku od krugova pramena polupravih, kao i
krugova pramena pravih sredifta V geometrije HH, krugovi
geometrije EH ukoliko su krugovi pramena pravih (poluprav—
ih) datog sredista V istovremeno su i ekvidistante u odno-
. Su na osnovu v tog pramena pravih. Ova osnova Jje, prema
definiciji 4. na str.57, rada skup svih tadaka suprotnih
tadki V. U simetriji sredifta V osim osnove v invarijantne
su i1 sve prave hiperbolicnog pramena‘pravih sredista V, Ali
i u bilo kojoj simetriji u odnosu na neku pravu tog prame=-
na pravih osnova v Jje takode invarijantna. Ovo neposredno
sledi i iz fdifjenice da je simetrija geometrije EH u odno-
su na bilo koju pravu te geometrije suZenje simetrije ravni
182, kojoj je osa ta prava, na idealnu oblast te ravni, Sre
ediste takve simetrije revni 1S2 je pol njene ose, Ako je
osa simetrije ravni lse.prava hiperbolidnog pramena pravih

~
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sredi¥ta V geometrije EH, tada pol te ose pripade polari
talke V, dakle pravoj v. Presek te prave i idealne oblasti
ravni 182 Jje osnova v hiperbolilnog pramena pravih sredif-
ta V geometrije EH, Zato je osnova invarijantna u sufenju
razmatrane simetrije ravni 182 na idealnu oblast ravni 132;
PosSto je svaka prava pramena pravih srediita V geometrije

BH invarijantna u simetriji te geometrije u odnosu na sre-

‘di¥te (odnosno osnovu) tog pramena, kao i poSto je prema

prethodnom osnovu tog pramena invarijantna u svakoj simet-
riji u odnosu na bilo koju pravu tog pramena, prema defin-
iciji 3. normalnosti likova bilo koje metridke geometriﬁe,
svaka prava hiperbolilnog pramena pravih srediSta V norma-
lna je na osnovi tog pramena. Zato duZ, odredena bilo koj-
om talkom neke prave hiperbolilnog pramena pravih sredidta
V i tadkom preseka sa osnovom v tog pramena, predstavlja
rastojanje te talke od osnove, Neke je X bilo koja tadka
kruga ﬁﬁh(A) geometrije EH., Na osnovu primene posledice 15,
(str.148, rada) postoji epiciklidka rotacija te grupe sime-
trija ﬁ&h’ u odnosu na koJji je definisan taj krug, koja ta-
ku A preslikava na tadku X. Ako su tadke A, 1 X, talke pr-
edeka osa VA i VX tog kruga sa njegovom osnovom v, tada ta
rotacija preslikava i tacku Al na tacku Xi. 4ato Jje rastod-
anje bilo koje tacke tog kruga od njegove osnove jednake
rastojanju tadke A tog kruga od njegove osnove, Dakle krug
Eﬁh(A) = k(V,A) sredista V i polupreénika VA istovremeno je
ekvidistanta e(v,A) osnove v i parametra Ah, (A, je presek
prave VA i osnove v). geometrije EH. Ovo je u skladu sa pre-
thodno nagovestenu Sinjenieu po kojod je sveka (epiciklid-
ka) rotacija sredista V istovremeno translacija ose v geom—
etrije EH,

Ako je tadlka A talka osnove v hiperbolicnog pramensa
pravih sredifta V geometrije EH, tada je VA polupreénik de-
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generisanog kruga v te geometrije. zato su rastojanja tac-
ke V od tadaka osnove v medusobno podudarna i Jednaka pol-
ovini du¥ine bilo koje prave tog pramena pravih. Qvo posl--
ednje sledi iz toga Eto se u simetriji sredista V svaki
polupredénik = poluprava tog pramense preslikava na njoj do-
punsku polupravu u odnosu na pravu koja sadrzi taj plupre-
&nik. Zato je zbir polupredénika i parametra isiog kruga -
‘ekvidistante geometrije EH jednak polupravoj pramena pra-
vih &ije je srediite sredifte tog kruga. Ako je degeneris-
ani krug-ekvidistanta v krug —ekvidistanta hiperboliénog
pramena polupravih sredifta V geometrije EH, tada je ta]
krug - ekvidistanta hiperbolidni niz tacaka v te geomebtri-
je. Ako je on krug - ekvidistanta hiperbolidnog pramena pr-
avih sredidta V tada Je taj krug - ekvidistanta dvaput uz-
eti hiperbolidni niz tadaka v geometrije EH. Razlog tome Jje
&to u prvom sludaju grupa u odnosu na koji je definisan taj
krug ~ ekvidistenta ne sadrZi simetriju sredista V (ose v)
dok je u drugom sludaju sadrZi (v. posledicu 2.11.). Osim
osnove hiperbolidnom pramenu pravih sredisSta V pripadaju i
degenerisani epicikli kako geometrije EH, tako i geometrije
HH., Ako su t1 epicikll epicikli pramena polupravih srediSte
V ovih geometrija, tada su oni dva para polupravih izotrop-
nih pravih tih geometrija koje sadrze tadku V. rri tom ako
ge radi o epiciklima geometrije HH +te poluprave su kracl
ugla temena V koji sadrZi jedan od #wa pramena polupravih
tog srediftaj ako su ti parovi polupravih epicikli geometr-
ije EH, onda je svaki od tih epicikala par takvih poluprav-
ih koje su kraci onog ugla sredifta V koji sadr#i jedan od
pramenova polupravih hiperboliénog pramena pravih sredista
V geometrije BH. Lik Koji odgovara dvogranom hiperciklu ra-
vni 182 je u tom sludaju skup tadaka izotropnih nizova tad-
aka kroz tadku V bez tg. tacke,
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Oricikli navni 132 koji pripadeju idealnoj oblasti
te ravni su oricikli parabolilnog pramena hiperbolidénih ni-
zova tadaka geometrije EH, Kao i u sludaju geometrije HH
izotropni niz tadake pomenutog parabolilnog pramena predst-
avlja degenerisani oricikl geometrije EH. Epicikli eliptid-
nih pramenova pravih ravni s koji pripadaju idealnoj obl=-
asti te ravni su ekvidistante eliptilnog pramena hiperboli-
¢nih nizova tadaka geometrije EH. Usnova tih ekvidistanti
je osnova o eliptidnog pramena pravih sseddita O ravni 182,
8iji Je presek sa idealnom oblasti te ravni eliptidni pram-
ena hiperbolidnih nizova tadaka u odnosu na koji su defini-
sane e ckvidistante. Ta osnova - degenerisana ekvidistanta
opisanog skupa ekvidistanti - Jje dvaput uzeta prava geomet-
rije EH,

9. Primena homotetija ravni 182 na utvrdivanie od-—
nosa trajektorija razliditih geometrija te ravni,

Svaki epicikl ravni 182 (pa dakle na osnovu pretho-
dnog i svaki epicikl jedne od geometrije te ravni) invarija-
ntan je u svakoj transformaciji grupe u odnosu na koju je
definisan., Zato se moZe razmabtrati i skup suZenja elemenata
te'grupe na taj epicikl. ¥aj skup predstavlja grupu transfo-
rmacija podudarnosti tog epicikla. Ova grupa je na osnovu
nac¢ina na koji smo Je uvell generisana simetrijama u odnosu
na tadke tog epicikla, i svaki njen element je ili takva si-
metrija ili proizvod dve takve simetrije. Priroda te grupe
i priroda odgovarajuéeg epicikla u tesnoj su vezi., Tako na
primer, jedino u slucaju kada je u pitanju epicikl eliptid-
nog pramena pravih proizvod dve simetrije u odnosu na dve
talke epicikla predstavlja identic¢nu transformaciju. Prime-
njujuéi definieciju 4. (str.57. rada) & ma taj sludaj, moZe-
mo zakljuditi da su takve dve talke suprotne. U skupu tad-
aksa istog epicikla mogu se definisati relacija izmedu, odn=

e
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osno relacija razdvojenosti parova tadaka, a posto je skup
likova tog epicikla svaki nepprazan skup njegovih tadaka,
ima smisla kao osnovnu relaciju smatrati i relaciju incid-
encije. Za dva lika epicikla smatramo da su podudarna ako
postoji tramsformacija podudarnosti tog epicikda koja jedam
od tih likova preslikava na onaj drugi. Jednom redi, kao
Sto se moje govoriti o geometriji prave moZe se govoriti i
o geometriji epicikla, Osnovni pojam te geometrije je tacd-
ka. Pre nego 3$to uka¥emo na izomorfizme geometrija epicik-
ala pramenova pravih iste wamste ravni 162 primetimo da se
na prethodni nadin ne mogu definisati dvograni hipercikli.
Medutim ovo ne predstavlja znadajniji nedostatak poSto je
prema teoremi 5.22, svaki takav hipercikl unija dva (Jjedn=-
ograna) hipercikla,

Izomorfizam izmedu ma koja dva epicikla eliptid-
nog pramena pravih srediSta O ravnil 182 razlidita od talke
0O moYe se ostvariti homotetijom te ravni sredista O i ose
o =W(0) koja tadku jednog od tih epicikala preslikava na
tacku onog drugog; Po3to je ta homotetija element normali-
zatora grupe GOh’ na osnovu teoreme 5,20, ona i taj epici-
k1 preslikava na drugi od tih epicikala. Na osnovu toga
‘moZe se zakljuciti da su ekvidistante geometrija HH i ®H
po svojim osobinama istovetne krugovima geometrije HE .

Ovo je u skladu i sa sledeéom cinjenicom. Svaka ekvidista=
nta osnove o geometrije HH (EH) predstavljena je u glavnom
modelu tih geometrija epiciklom e eliptiéndg pramena pravih
osnove o i sredista O = W(o) koji pripada idealnoj oblasti
ravni 182 (gko pod ekvidistantom geometrije_Eﬂ.ne'podrazumu
evamo i ekvidistantu - krug). Neka je e, epicikl sopstvene
oblasti ravni 182 istog pramena pravih sredista O., Homotetiw
ja sredista O i ose o koja epicikl ey preslikava na epicikl
e, apsolutu k ravni 182 preslikava na epsolutu k’slike lgr

2
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54

ravanl 182 pri presliksvanju tom homotetijom. Podto epicikl
aI'pripada sopstveno] oblasti ravni 182, njegova slika e
pripadade sopstveno] oblasti ravni lSé. Geometrija te obl=
asti je Beltrami-Klajnov model geometrije Lobadevskog, pa
epicikl e predstavlja krug sredifta O te geometrije. |
Na osnovu teoreme 5.20, homotetije srediSta O ose
o, kao bijekcije ravnl 182, ne mogu preslikavati nijedan
epicikl pramena pravih sredista O na osnovu o tog pramena.
Uostalom na osnovu teoreme 5,24, (kojom smo skup nedegeneré
isanih epicikala datog pramena pravih identifikovali sa sk=
upom nedegenerisanih krivih odgovarajuée familije konika) &
svojstva projektivnih kolineacija te je nemogute i za koli=
neacije razlidite od homotetija. Na osnovu leme na str.185,
osapramena sredista O sede svaki nedegenerisani epicikl tog
eliptidnog pramena pravih u dvema, @ pravu o u jednoj tadki.
Preslikavanje koje svake dve tadke odredenog nedegenerisan—
oga epicikla pramena pravih sredista O koje pripadaju istoj
osi preslikava na tadku preseka te ose i osnove tog pramena
pravih je sirjekeija tadaka tog epicikla na talke osnove,.Na
osnovu posledice 2.1l. jednostavno se dokazuje da je ta si=-
rjekeija homomorfizam geometrije koja odgovara tom epiciklu
i osnovi o pramena pravih sredista 0. Ova osnova je ne samo
prava geometrije EH, veé i projektivna prava. Na osnovu pre-
ethodnog moze se zakljuliti da je geometrija prave geomet-
rije EH, tretirane kac degenerisane ekvidistante elipticnog
pramena hiperbolicnih nizova tadeka geometrije EH, homomor-
fna geomebriji bilo koje ekvidistanta te geometrije &ija je
osnova ta prava, Svaka od tih ekvidistanti Yobavija" odgova=
rgjuéu osnovu na isti nadin kao 8to ivica Mebiusove trake
obavija "dvaput" njenu srednju liniju. Iz izomorfizma geom-
etrija ekvidistanti geometrije FE (HH) i krugova geometrije
HE (Beltrami-Klajnovog modela geometrije Lobadevskog i pret-

~
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hodnog sledi i homomorfizam geometrija prave geometrije EH
i geometrije kruga Lobadevskog., Kako je geometrija prave
geometrije BH izomorfna geometriji prave eliptiéne geomet-
rije prethodni zakljudei odnose se i na odgovarajuée odno-
se geometrije prave elipticne geometrije. Identifikovanjem
tacaka odgovarajuéegeepicikla (ekvidistante ili krugs.) ko=
je su simetridne u odnosu na srediste tog epicikla pomenu-
tu sirjekeiju prevodimo u bijekciju , a odgovarajuél homom=
orfizam u izomorfizam. Ovo identifikovanje simetriénih ta-
Saka ima za posledicu identifikovanje svake dva elementa
grupe GOh_takva da je jedan od njih proizvod simetrije hO
ge grupe 1 onog drugog elementa.

S1i8no kao u prethodnom sludaju pokazuje se da je
geometrija bilo kog kruga geometrije HH(ali kruga koji od—
govara Jjednogranonm hiperciklu) izomorfna geometriji odgove
arajuée ekvidistanbe geometrije TLobadevskog (takode jedno-
grang). Preslikavanje ostvareno na taj nalin Sto se prese-
gne tadke osa hiperbolidnog pramena prve vrste u odnosu na
koji su definisani hipercikli koji predstavljaju odgovara-
juék krugove i ekvidistante sa jednim od tih hipercikala i
sa osnovom v smatraju odgovarajuéim, je u ovom sluéaju bi=
jekcija. la osnovu btoga sledi da je geometrija bilo kog kr=

uga datog pramena polupravih geometrije HH »li geometrija ma

koje ekvidistante (jednograne) geometrije Lobadevskog izom-
orfne geometriji prave geometrije Lobadevskog.

~ Izotropnom homologijom u odnosu na Jjednu od izot-
ropnih pravih pramena pravih sredista V, prema teoremi 5.
25., ostvaraja se izomorfizam geometrije bilo kog (Jjednog-—
ranog) hipercikla prve i geometrije odgovafajuéeg hiperci-
kla druge vrste. Iz ovoga sledi da je geometrija ma koje
ekvidistante (jednograne) geometrije Tobadevskog ili kruga
geometrije HH izomorina geometriji kruga - ekvidistante gé-

~
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ometrije EH, pri demu su pomenuti likovi epicikli istog hi-
perbolidnog pramena pravih sredidta V ravni 182. Iz ovoga
takode sledi da je geometrija prave geometrija Lobadevskog
igzomorfna geometriji prave geometrije HH. ‘

Svi prethodni zakljudcl ne moraju se vezivati za
epicikle istog prameéna pravih ravni 182 zahvaljujuéi tome
Sto se odgovarajude.bijekeije (sirjekcije) kojima se ostv-
"aruju pomenubi izomorfizmi (homomorfizmi) umesto homoteti-
jama mogu ostvariti preslikavanjima slidnosti iz snedista
datog do sredilta odgovarajuceg pramensa pravih ravni 152.

Tzomorfnost geometrija oricikala geometrije Loba-
Sevskog, ili geometrije HY (BH) ili jedne i druge geometr-
ije ostvaruje se odgovarajuéom elacijom ¢ije Jje srediste se-
difte pramena pravih u odnosu na koji su definisani ti ori-
cikli, a osa osnova tog pramena pravih, Izomorfizam geometr-
ije oricikla i osnove njemu odgovarajufeg pramena pravih os=-
tvaruje se "projektovanjem" talaka tog oricikla na talke te
ogsnove pri demu je tacka koja odgovara tacdki oricikla tadkaa
preseka tangente oricikla u toj tadki i osnove odgovarajuleg
pramena pravih.

U vezi sa geometrijama oricikala raznih pramenova
pravih vazi isto ono %to =smo povodom odgovarajube situacije
u sludaju hipercikala izloZili.

10. Trajekbtorije grupa simetrija nizova tadaka ra=-
zg; 132 i nizova tadaks geometrija ravni 182. U tadki 3. 8

1, pokazali smo da se epicikli ravni 182 mogu definisati i

kao trajektorije grupe simetrija nizova tadaka te ravni., U
nekim od geometrija ravni 182 kao i u sludaju definisanja
dvogranih hipercikala u svim tim geometrijama ova definici-
ja ima izvesnu prednost. Najpre éemo ukazatl na primere pr-
imere prve vrste. U prvom delu ove tadke pokazali smo da se
ni ekvidistante, ni oricikli geometrjge EH ne mogu definisa-
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ti kao trajektorije grupe simetrija pramenova pravih te ge-
ometrijes Umesto grupe simetrija pramenova pravih bilo je
neophodno pomenute likove definisati kao trajektorije pram-
enove nizova tadaka te ravni, Téko je bilo koja ekvidistanta
osnove o definisane kao trajektorija grupe simetrija eliptiw
énog pramena hiperbolicnih nizova tacaka geometrije EH, Iz-
vestan nedostatak ove definicije sastoji se u tome Sto hip-
“erbolidni niz nije osnovni pojam geometrije EH., Ova] nedos=-
tatak bez ikakvih teskoéa prevazilazi se definisanjem ekvi-
distante osnove o kao grupe simetrija niza tadaka te osnove
. koji je u ovom slufaju skup svih tadaka prave o geometrije
EH. Svaka simetrija te grupe je simetrija u odnosu na tadku
geometrije EH; svaka simetrija grupe simetrija eliptidnog
pramena hiperbolidnih nizova geometrije EH nije simetrija

u odnosu na pravu, veé u odnosu na skup tacdaka koji smo na=
zvali hiperbolidénim nizom tadaka i koji nije osnovni pojam
te geometrije. Primedba iste vrste odnosi se i na definici-
Ju oricikala geometrije EH.

Kao i u sludaju likova koji odgovaraju dvogranim
hiperciklima ravni 132, i u geometriji Liobacevskog bilo je
nemoguée dvograne ekvidistante definisati kao trajektorije
grupe simetrija datog pramena pravih. Naime, zza njihovo de-
finisanje u duhu trajektorija bilec je neophodno prosiriti
grupu simetrija hiperbolicénog pramena pravih simetrijom u
odnosu na osnovu tog pramena koja nije prava tog pramena.
Na osnovu teoreme 4,19. po kojoj Je dvograni hipercikl pr-
ve vrste BV(X) istovetan trajektoriji tadke X u odnosu na
grupu ﬁ%h moguée Jje prevaziéi nedostatkk na koji smo ukazm
ali. Grupa.ﬁ%hkje grupa simetrija hiperbolicnog pramensa
pravih druge vrste ravni 182. Ako je tadka V srediSte tog
pramena, tada Jje srediite svake simetrije te grupe tacdka
hiperbolidénog niza tadagka druge vrste tj. tacka one proje-
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ktivne du¥i polare v tatke V, koja je presek prave V sa S0=-
pstvenom oblagéu ravni 152. Ova du¥d u Beltrami-Klajnovom
modelu geometrije Lobadevskog predstavlja osnovu hiperboli=-
$nog pramena pravih u odnosu na koji je definisana razmatra~
na ekvidistanta. Simetrije u odnosu na te tadke su generat—
ori grupe simetrija niza tadaka prave V koju smo u te3e g 1.
oznadili sa a;h. Dvograni hipercikl prve vrste GV(X) koji,

"ako X pripadasopstvenoj oblasti ravni 182 predstavlja dvogra-

AU ekvidistantu geometrije Lobadevskog koja sadrzi tadku
X i &ija je osnova v, istovetan je trajekbtoriji E}h(x). Uk~
oliko ¥elimo da u odnosu na grupu vezanu sSa nizom tacaka
osnove v definiSemo samo (jednogranu) ekvidistantu dovolJjno
je umesto grupe simetrija tog niza tacaka koristiti njenu
pravu podgrupu iji su elementl proizvodi po dve simetrije
od kojih je sveka simetrija u odnosu na talku prave v.Ove
elemente smo u pomenuto] t.%. takode nazvali epiciklidkim
rotacijama (translacijama). U konkretnom sludaju to su tra-
nslacije osnove v, a ta grupa je grupa translacija te osno=-
ve.

Na isti nadin mo¥emo postupiti 1 prilikom definis-
anja krugova - ekvidistanti, sredifta V -~ osnove V geometr—
ije EH kada ti likovi odgovaraju dvogranim hiperciklima dr=-
uge vrste pramena pravih istog aredidta V ravani 132; Takve
krugove - ekvidistante definisali smo u geometriji EH keo
trajektorije hiperboliénog pramena hiperbolicénih nizova sr—
edista V. I njih, kao 1 odgovarajuée likove u izomor fizmu
na koji smo ukazall u prvom delu ove tatke, — dvograne ekv-
idistane geometrije Lobadevskog, moremo definisati kao tra-
jektorije grupe generisane simetrijama hiperboliénog prame-
na pravih sredista V i simetrijom u odnosu no 0snovu VvV tog
pramend. U prvom slufaju definisali smo ih kao trajektorije
pramena, ali ne (pramepa) pravih geometrije EH; nijenda od
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tih simetrija nije simetrija u odnosu na pravu geometrije
50, U drugom sladaju simstrija u odnosu na srediste V J.
pravu v nije simetrija v odnosu na .pravu pramena pravil
sredifta V. Ha osnovu teocreme 4.19., gruni sinmetrija hiper-
bolidnog pramena hiperbolidénih nimova sredifta V odgovara
grupa simetrijg Gy hiperbolidnog »ramena pravih prve vrste
sredista V ravanl 85+ Toj grupi odgovare grupa simetrija
G, hlporbol'é nog niza tafaka prve vrste (v.str.1%6.).

Taa niz tadaka je skup tadaka osnove v hiperbolilnog pra-
mens pravih sredista V geonmetrije HH. Ukoliko Felimo da na

]

isti nadin definiSemo i trug - ekvidistantu hiperbolidnog

pramena polupravil sredifta V geometrije EH, dovoljno Je
da umesto grupe th koristino njenu nravu podgrupu &iji
su elementi proizvodi vpo dve simetrije fruve G vh.
Definisanje epicikala geomstrija ravni lSq na
pokazani nadin nije mozude Jedino u sludaju krugova i ori~
cikala revni Lobalevsiogm. Tz tog razloga definiecmju epici-

kala koo Grajekborija pruns simetrija nizova tacaka predla-
remo samo xao definicuju epicizele gpeometedje BH 1 HIE,

7

Uzimajuds v ovzir do je peometrija 2 dualna geo-
metriji Lobadevskoy (kao i model geonstrije i u geone-
triji Iobadevskog —~- v.I g 4,) ovu definiciju mofemo bumadi
ti i na drugi nadin. Poito pravama geonmetrije Lobaéevskog
odgovaraju btalke geometwije LBH, pramenu pravih geonetrije
Lobalevskog u toj dualnosti odgovera prav niz tadaka geome-

trije Ed., Ako uporedujemo projeikitivne modele ovih geomelbri-

¢
ja. v istoj ravni 18? pramenu nravin sredists 0 geometrije
Lobacevskogy og;o’aré niz taltaba polare o ve talke u odnosu
na apsolutni polaritet. Prema rezsulivatima izlodenim uw T
S simetriji u odnosu na pravu oramena pravih sredifta
O geometrije Lobadlevskog u pomenutoj durlnosti odgovara

simetrija u odnosu nasbadku pravog niza telaka prave 0.
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Tagki X koja je predstavnik odredenog epicikla sredifta O
kama tallke X pri preslikavanju elementimea grupe simetrija '
G oy geometrije Lobadevskog odgovaraju, u toJ dualnosti, sl-
ike prave x u elementima grupe simetrija th niza tacaka
prave o geometrije EH. Prema tome trajektoriju Goh(x) geo-
metrije BH mofemo smatrati trajektorijom prave x definisa-

-nom u odnosSu na grupu simetrija Goh niza talaka geometrije

BH,

§ 2. Trajektorije snopova ravni prostora‘ls3

U uvodnom delu rada dali smo pregled klasifikaci-
je projektivnih metrika ppojektivnih n-prostora oslanjajuci
se uglavnom na odgovarajuéi sadrzaj dela B.A,Rozenfeljda
koji smo spisku literature oznadili ea /27/+. Metrike datog
prostora zavise od prirode apsolute tog prostora i oblasti
na koje apsoluta razla’e taj prostor. Pro3ireni 3-prostor
Tobadevskog je prema terminologiji predloZenoj u /27/ proj-
ektivni 3-—prostor55 u kome je apsoluta evalna nedegenerisa-
na povri drugog reda (ovalna kvadrika). OvaJ prostor éemo
kao i w /27/ oznadavati sa 183. Prostor 183 je uopdtenje
ravani 162 za n = %, Bpicikle ravni 182 definisali smo kao
trajekbtorije odredenih grupa cenerisanih simetrijama te ra-
vni u odnosu na prave istog pramena pravih. Episferama pr-
ostora lS3 nezivaéemo likove tog prostora koji u pomenutom
uopdtenju odgovaraju epiciklima ravni 182. U skladu sa tim
i oni ée biti trajekborije odredenih grupa prostora 163 ko~
je su uopstenje grupa simetrija pramenova pravih ravni 182.
Simetrijama ravni 182 nazvali smo harmonijske homologije te
ravni kojima su centariosa pol i polara u odnosu na polari-
tet odreden apsolutom te ravni, Poito automorfizmi i samo
automorfizmi apsolute predstevljaju transfommacije podudar-
nosti asvake od geometrija ravni 152 te automorfizme nazvali

5% )Mrodimenzioni prostor (nadin oznadavanja kxodji Je
takode preuzet iz /27/). :
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smo transformadijams podudarnosti te pavni, a grupu tih
automorfizama oznadili sa G Pokazali smo i na koji se na-
Sin svaki element fe grupe predstavlja kao proizvod od na-
javige dve gsimetrije te grupe (5to je uostalom dobro pozn-
ato, ali smo to detaljnije obrazlofili i primenjivali). U
radu /7/ ubvrdili smo &ve yrste kolineacija prostora lS5
kojew PO analogiji ge ravnl 182, predstavljaju transforma~
‘¢ije podudarnosti tog srostora, Grupu tih kolineacija ta=-
kode smo oznadili sa G. Zabtim smo U tom radu dokazall da
se svaka bakva kolineacija mo%e predstaviti kao proizvod
od najvide letiri narmonijske homologije grupe G, gde smo
pod harmonijskim nomologijama te grupe podrazumevali harm-
onijske homologije odgovarajuteg projektivnog prostora Eim
ji su centri i osnova pol i polarama ravan u odnosu na pol-
sritet odreden apsolutom. Takode smo 2za svaku vrstu kolin-
eacija grupe G odredili njihovu "minimalnu” harmonijsku rew-
prezentaciju. Na osnovu svega toga prirodno je harmonijske
homologije ¢iji su centri i osnove uzajamno polarni u apso=-.
lutnom polaritetu nazvati simetrijama prostora 183. Iste
tako i grupu generisanu simetrijama prostora 133 dije osno-
ve sadrie istu tadku O prirodno je smatrati uopstenjem gru-
pe simetrija pramena pravih ravni 152, Poibo svaka osnova
generstora te grupe sadrsi istu tadku, taj skup predstavlja
snop ravni srediita D. sato ¢emo ovu Srupu nazivati grupom
simebrija snopz mavnd arediita 0, I nju éemo, kao i odgova=
rajuéu grupu ravni LSE, oznacavatbi uglavnom sa GOh’ a jedl-
no kada postodl mogudnoss da se znaterje ove oznake protuma=-
&3 kao oznaks grupe ravnl 182 sa §"G0h’ U prethodnom delu
rada pokazalo se da vrete epicikala revnl 182, kao i njiho-
va svojstva neposredno pavige od prirode grupe simetrija u
odnosu na koju su oni definiseni. 4ato cemo slededu taé%u

J

.y s . 1
posvetiti grupama Simeuvrigéa snopova ravnl prostora S .
¥ - ﬁ
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1. Grupe simetrija snopova ravni prostora 185. Na

~

osnovu poznatog opsteg svojstva polariteta odredenog datom
kvadrikom sledi da Je skup srediita simetrija u odnosu na
ravni koje pripadaju istom snopu ravnl sredista O skup ta=
aka ravni W(0) gde je W apsolutni polaritet prostora 185.
Ovo je prva karskbteristike kojs ukazuje na razliku izmedu

_snopa ravni projektivnog i snopa ravni prostora 155: u pr=

ojektivnom snopu ravni osim ravni snopa ne postoji nijedna
druga ravan koja igra istaknutu ulogu. Ako sredidte snopa
ravni pripada sopstvenoj oblastl prostora 185 takve snopo-
ve nazivaéemo eliptidnim; ako je sredidte tadka apsolute,
takav snop je pavabolidan. Ali podto projektivna ravan od-
govarajuéeg projektivnog snopa ravni istog sredista koja
je tangentna ravan apsolute nije osnova nijedne simetrije
prostora 183, tu ravan neéemo smabrati ravni odgovarajule
ey paraboliénog gnopa ravni. Ni tangentne ravni projekli-
vnog snopa ravni dije je sredifte V tatka idealne oblasti
prostora 185 nisu osnove nijedne simetrije odgovarajuée gr-
upe simetrija hiperbolicnog snopa ravni sredista V prosto-~
ra 183 ~ ni ove ravni ne smatramo ravnima hiperbolicnog sn=-
opa ravni tog prostora., Prema tome, u skupovnom smislu, je=
dino je eliptidan snop ravni prostors 133 istovetan odgova-
rajuéem snopu ravni odgovarajuéeg projektivnog prostora.

U radu /7/ (v.str.18l.) dokazali smo da je skup Sv-
ih harmonijskih homologija hiperbolicdnog snopa ravni cije
osnove seku apsolutu i &ija su sredista polovi tih osnova u

“apsolutnom polaritetu i skup svih konadnih proizvoda tih ho=-

mologija grupa. Fo¥to u tom dokazu koristimo iskljudivo svo=-
jstvo involutivnosti tih hermonijskih homologija, naisti
nadin bismo to mopli dokazatbi i za skup generisan harmonids~

¥im homologijama u odnosd na ravni hiperbolidnog snopa ravni

gije osnove ne skku apsolutu. Lo isto vaii - iz letih razloga -, .. v
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- i za skup generisan harmonijskim homologijama u odnosu na
bilo kakve ravni hiperbolidnog snopa ravni. Ovo se odnosi 1
na parabolidan i eliptidan snop ravni. Ako st Gp ozniéimo
grupu automorfizama sredilta O snopé ravni prostora 35, Eim
ja je odgovarajuca grupa simetrija oznalena sa Ggy, meduso~
bni odnogi tik grupa za razne yrste snopova ravni tog pros-
tora ubtvrdeni su teoremom 4 (/7/ str.182.), Na osnovu posl-
‘edice 5. istog rada (4/ str.186.) moZemo formulisati uwopS-
tenje teoreme 6. (rad str.118.) po kome u predstavljanju el=
emenata grupe gsimetrija snopova ravnl simetrijama te grupe
udestvuje jedna, dve ili najvige tri takve simetrije.

S obzirom da smo seé u dokazima teoreme koje se od=-
nose na ravan 182 koristili teopemama teorije grupa i nekim
najopstijim teoremama algebre, kao i u sludaju navedene te-
oreme, i vetina ostalih teorema su neposredna uopsStenja te—
orema koje smo izveli u delu rada koji se odnosio na ravan
182. Tako se, iz neznatnu odgovarajuéu izmenu koja proisitée
iz izmene u uopdtenju teoreme 6. mose formulisati uopstenje
teoreme 1l. ( rad str. 124.). U sadr¥aju tog uopstenja pod
Ly u prostoru 183 podzazumevamo simetriju u odnosu na sred-
i%te snopa V. Ezmena o kojoj Je prethodno bilo redi sastojdi
se u tome Sto u ovom sludaju pesbgje 1 elementi klase suse-
dne klasi thﬁﬁvh) koji su proizvodi simetrije by i proizvo-
da po tri simetrije grupe GVhGE%h)‘ T u sludaju grupe sime-—
trija snopova ravni prostora 53 pojmovi epiciklidke rotacije
te grupe simetrija %-ima smisla, kao i epiciklidke rotacije
nedovitih osa u sludaju rada je odgovarajuéi snop hiperboli-
Sen. Takode se te epiciklicke rotacije mogu smatrati epicik -
1i&kim translacijama ako zavisne od. oblasti prostora lS 0S=
nova snopa ravni igra znadajniju ulogu od njegovog sredistas,
' Na osnovu teoreme 5.(/7/ str.185,) skup epiciklickih rotaci-
ja odredene grupe simetrija snopa ravanl prostora 185 takode
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predstavlja grupu, & iz dokaza te teoreme sledi da je ta
grupa prava podgrupa odgovarajuce grupe simetrija. Ovo uk=
azuje da bi 48 i u prostoru 183 mogla ustanoviti definici-
ja trajektorija snopova ravni tih geometrija, alternativna
uobidajenoje.

Epicikl parabolidnog snopa ravni prostora 185 nag-
ivaéemo orisferom tog prostora. Podto smo pokazali da sem
.grupe simetrija hipérboliénog snopa mvni sredidta V'posto-
je i dve njene podgrupe koje su generisane, jedna simetri=-
jama.u odnosu na ravni tog hiperbolicénog snopa koje shbu
apsolutu i koje obrazuju hiperbolidan snop ravni prve VISw—
te, i druge generisane simetrijama u odnosu na ravni hipe-
rbolidnog snopa sredista V druge vrstey:di u prostoru:ls3
postoje dve vrste hipersfera pd kojih svaka moZe biti Jje~-
dnograna ili dvograna. Dok je u raval 182 dlogu "granice"
izmedu hiperbolidnog pramena prve i hiperbolidnog pramena
druge vrste istog sredidta imao projektivni ugao odreden
izotropnim pravama koje sadrie to sredifte, u prostoru = tu
ulogu ima izotropni konus giji vrh predstavlja srediste da=-
tog snopa ravni. Ovaj konus obrazuje izotropné ravni pros-
tora 185 koje sadrze sredidte pomenutog snopa, odnosno izo=-
tropne prave koje sadr¥e to sredifte. Ovaj konus sa osnovom
odgovarajuteg snopa ravni razlafe prostor 15 na tri oblastiﬁ o
Dyve od njih pripadaju onoj oblasti konusa koja sadrii apsoI-,‘”
wtu. Hiperbolidan snop ravnl prve vrste sredidta V je skup

svih onih ravni hiperboliénog snopa ravni istog sredifta

xoje seku "granidéni konus" vrha Vi hiperbolilan snop ravni ‘
1 druge vrste je skup svih onih ravni odgovarajuéeg hiperbOlé:f” :1
1 i%nog snopa ravni koje taj konus ne seku. Trajektoriju th557 I
(X) gde X pripada onoj oblasti granidnog konusa vrha V koja
sadr¥i apsolubu nazivamo hipersferom prve vrstes trajekﬁoi‘

Ju G%h<§) gde smo sa X oznalili da X pripada onoj drugod
Fhe ®




.

- 240 -

lasti tog granidnog konusa nazivamo hipersferom druge vrs-—
te., Trajektorije GV(X) gde je Gy grupa simetrija ("celog")
hiperbolidnog snopa ravni sredifta V nazivamo dvogranom
hipersferom prve ili druge vrste, zaxieno od toga da 1li Je
tadka X tadka oblasti granidénog konusa koja sadrzi ili ne
sadr¥i apsolutu. Ako je X tadka granidnog konusa, tada je
odgovarajuéa trajektorija grupe simetrija hiperbpliénog
snopa Travni degeneriéana. Ako je ta grupa‘simetrija GVH’
onda je ta trajektorija ona "kupa” granidnog konusa bez nje-
govog vrha V i bez osnove "koju predstavlja konika po kojoj
granidni konus dodiruje apsolutu, koja sadrZi tadku X, Ako
je ta grupa grupa simetrija Gy hiperbolilnog snopa ravni
(i onih koje seku i onih koje ne seku apsolutu), onda je ta
trajektorija granidni konus bez vrha i krive drugog reda po
kojoj taj konus dodiruje apsolutu. Ova kriva je istovremeno
presek ravni polarne sredistu V hiperbolidénog snopa ravni i
takode predstavlja degenerisanu trajektoriju tog snopa ra-
vni. Osim nabrojanih degenerisana trajektorija pomenutog sn-
opa ravni su jo¥ jedino srediSte tog pramena, unutrasnjost
pomenute dodirne krive kao k njena spoljadnjost. Dakle pol-
arna ravan sredifta hiperbolidnog snopa ravail sadrzi tri
degenerisane hipersfere tog'snopa: presek te ravni sa apso-
lutom, njen presek sa unutrasnjodéu i njen presek sa spolj-
anjoféu apsolute. Ta ravan je jedina ravan koja sadrzi hi-
persfere odgovarajuéeg snopa ravni razlidite od tacke.

U sludaju eliptidnog snopa ravni osim sredidta tog
snopa jedina degenerisana episfera je osnova tog snopa. T

" ona je Jedina ravan prostora 183 koja sadr¥i episferu elip-

tidnog snopa ravaf razliditu od tadke. Jedina razlika u po-

menutom smislu izmedu skgpa ovih sfera paraboliclnog snopa

ravni sredifta D i odgovarajuéeg skupa episfera elipticnog

snopa #to osnova parabdbidnog snopa sadrZi Jjednu orisferu
o -
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vige - srediste D. Druga degenerisana erisfera je osnova
snopa bez tatke D, Iz ginjenice da grupa simetrija elipti-
Snog snopa ravni sadrzi i simetriju u odnosu na sredifte
tog snopa, a da grupa simetrija parabolicnog snopa ne sad~
r¥i simetriju u odnosu na sredifte tog snopa sledi da je
osnova snopa u prvom‘sluéaju dvaput ™uzeta" tj. da je sh-
vatimo kao dve ravni koje su se poistovetile, dok u sluc-
aju parabolidnog snopa nema te "dvostrukosti®e.

2. Homotetije i transformacije slicnosti prost—

ora 185. I u skupu svih projektivaih kolineacija prosto-

Anamp——

ra 185 osim kolineacija grupe G istidu se i nepmalizatori
grupa simetrija snopova ravni tog prostora, kao i proizv-
odi elemenata tih normalizatora i elemenata grupe G.Ele-
menti nermalizatora grupe simetrija Gy SHopa ravni datog
sredi¥ta O prostora 185 u skupu svih projektivaih kolin-
eacija tog prostora su jedine kolineacije prostora 183ra-
zlidite od transformacija grupe simetrija GOh koje bilo
koju episferu definisanu u odnosu na tu grupu preslikave-
ju na neku episferu koja je takode definisana u odnosu na
grupu GOhf Ovo Je upravo uopStenje teoreme 5,20, na pros—
tor ?55. Dokaz ove teoreme je analogan dokazu teoreme 5e
20, te ga netemo ponavljati., To se odnosi i na uopstenje
posledice 5.16, po kome je svaka harmonijska homologija
izvedena iz bilo koje simetrije grupe GOh‘prostora 183 ta-
kode simetrija Te grupe, pod uslovom da.je pomenuto konju-
govanje izvedeno elementom normalizatora grupe GOh’ Ako Je
konjugovanje izvedne bilo kojom homologijom 8ije Jje sredi-
3te talka O, a osnova shopa ravni sredista O, tada je sim—
etrija izvedena iz date simetrije tea ista simetrija. Iz
ovoga sledi da je svaka takva homologija element normaliz—
atora grupe Gg,. Kao i u sludaju ravni 182 zakljucujemo Qa
i u prostoru 85 va¥i uopsStenje posledice 17. (str., 158.).
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Nb&utim u sludaju prostora 185 ne radi se o apsolutneoj in-
voluciji prave o, ved o apsolutnnm polaritetu osnove odgo-
varajuteg snopa ravni. Ovaj apsolutni polarltet MOYEemo Sh=
atrati suZenjem apsolutnog polariteta prostora 85 odrede-
nog apsolutom na osnovu tog snopa. Ako je snop eliptidan,
tada je apsolutni polaritet njegove esnove eliptidan. Ako
je snop ravai hiperbolidan, tada je i apsolutni polaritet

. osnove tog snopa hlperbollcan. Taj polaritet odreden je

presekom osnove Snopa i apsolute prostora 1S3. Ako je sn-
op parabolidan, tada je apsolutni polaritet njegove osnove
degenerisan. U tom polarltetu svakoj tadki osnove razlidi-
toj od talke dodira osnove i apsolute odgovara prava koja
sadr¥i tu tadku dodira. Medutim toj tadki dodira odgovara
bezbroj polara o0snove. Odredeivanje vrste elemendia norma-—
lizatora grupe simetrija eliptidnog snopa ravni prakticno
ne predstavlja problem jer su ti elementi prema prethodnom
ili transformacije te grupe simetrija ili projektivne kol-
ineacije prostora 185 koje bi predstavljale transformacije
glidnosti &ije je sredifte sredifte razmatranog snopa rav=
ni, nnog projektivnog modela trodimenzione euklidske geom=-
etrije u projektivnom prostoru koji sadrZi apsolutu prost-
ora 135, u kome je beskonadno daleks rTavan osnova tog el-
ipticnog snopa ravni. Na taj nadin smo usstalom odredili

i sve vrste elemenata normalizatora grupe simetrija elipt-~
idnog pramena pravih ravni lsg(teorema 5.21s na str.l6l, De
Iz toga bi sledilo uopStenje posledice 5.18. po kojoJ bi u
ovom sludaju svaki element normalizatora grupe simetrija
eliptidnog snopa ravni bio proizvod neke transformacije te
grupe i homologije dije su pmediSte i osnova srediste i
osnova tog eliptidnog snopa ravani. I u ovom sludaju kao 1
u odgovarajuéem dvodimenzionom sludaju sasvim Jjednostavno
se dokazuje da redosled:komponensta u tom proizvodu nema

bl
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uticaja.

Odredivanje vrsta normalizatora grupe simetfija
hiperbolidnog snopa ravni, mada slo¥enije, u nadelu je is-
tovetno prethodno izloZenom nadinu odredivanja tih vrsta u
sludaju eliptidnog snopa ravni. I ovde su ti elementi 111
elementi te grupe simetrija, ili projektivne kollneaciae
koje bi predstavljale transformacije slidnosti déije Jje
- gredidte sredifte razmatranog snopa ravni onog projektivn-
og modela trodimenzione pseudoeuklidske geometrije istog
projektivnog prostora u lome beskonalno daleku ravan pre-—
dstavlja osnova tog hiperbolidnog snopa ravni. Apsolutni
polaritet te ravni odreden njenim presekom sa apsolutom pr-
ostora 155 i za odgovarajuéi pseudoeuklidski prostor je od
bitnog znadaja. Posto je ta, Travan ravan 182 skup transfor-
macija prostora 185 (ili njemu u prethodnom smislu odgova=-
rajuéeg pseudoeuklidskog prostora) koje apsolutni polaritet
preslikavaju na taj isti polaritet Je skup transformacija
koje apsolutu te ravni %52 preslikavaju na samu sebe. Ove
transformacije predstavljaju transformacije slicnosti pom=-
enutog pseudoeuklidskog prostora (v./27/,st1.267. ). Bve pr=
ojektivne kolineacije prostora 185 koje presek apsolute tog
prostora sa osnovom datog hiperbolidnog snopa ravni sredi-
gta V preslikavaju na taj isti presek, preslikavaju i tu
ognovu na tu istu osnovu. Ako su te kolineacije i elementi
normalizatori grupe GVh’ ili grupe koja je sadrzi GV, na
4gti nadin kso i u oodgovarajuéem dvodimenzionom slidaju
pokazuje se da £i elementi preslikaju srediSte V na to is~
to sredlste. Homologija 8iji je centar tadka apsolute ra-
vni 82 koja pripada osnovi razmatranog hlperbollcnog snopa
ravni, i ¢ija je osnova bilo koja tangentna ravan granidén-
oga (izotropnog) konusa sredlsta V mada zadovoljava ovaj
poslednji uslov - sredlste V i osnova tog hlperbollcnog
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snopa ravni preslikava na to isto srediste i tu istu osno-
vu - nije element normalizatora grupe GVh Jer “apsolutu
osnove snopa ne preslikava na tu istu apsolutu. U odgova-
rajuéem dvodimenzionom sludaju homologije koje odgovaraju
prethodno opisanim homologijama nazvali smo izotropnim i
pokazali da pripadaju normalizatoru grupe simetrija odgo-
varajuéeg hiperboliénog pramena pravih. Osnoviii razlog ove
razlike je utome &to u dvodimenzionom sludaju "apsolutu”
osnove hiperbolilnog pramena pravih predstavlja par tala~
ka, koje su u odgovarajuéem "pseudoeuklidskom sludaju®
poznate kao ciklidke talke. S obzirom da u prostoru 133
"izotropne™ homologije ne pripadaju normalizatoru grupe si-
metrija odgovarajuleg hiperbolidnog snopa ravni, u trodim=
enzionom sludaju neée postojati transcedentne homotetije,
niti transformacije slinosti koje hipersfere jedne preslik=-
avaju na hipersfere druge vrste, Posto u odgovarajuleg "ps-
eudoeuklidskom sludaju” ove hipersfere predstavljaju sfere
sredifita V iz ovoga zakljudujemo da ne pstoje ni transfor-
macije slidnosti pseudoeuklidskog prostora koje sferu Jjedne
preslikavaju na sferu druge vrste (realne na idealne sfere
i obratno). Prema prethodnom svaka transformacija slicénos—
ti sredifta V, sde Je V talka idealne oblasti prostora 185,
mo¥e se predstaviti kao proizvod homologije sredidta O éija
Je osnova osnova hiperbolidénog snopa ravnil sredidte V 1 ne-
kog elementa grupe simetrija tog snopa ravni. Po analogiji
sa "euklidskim" i "psedudoeuklidskim" slufajem ovakve homo-
logije nazivaéemo homotetijama ;odgovarajuéeg sredista. I

u ovom sludaju, kao i u sluéaju ravnl 152 sasvim Jednosta=-
vno i po analogiji sa tim sludajem, dokazuje se da su homo-
tetija sredista V 1 element grupe simetrija th diji proiz-~
vod predstavlja transformaciju slidnosti sredista V komuta—
tivni. Analogije izme@gngransformacija slidnosti euklidskog,
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i transformacija prostora 153koje smo nazvali transformacé
ijama slidénosti u odredeno tadki tog prostora nije slilaj-
ne. Prema 5.1..4.(/27/ str.268,) proSireni H-euklidski pro-
stor (Rn) mobe se dobiti granidnim prelazom iz n-prostora
Lobadevskog 1Sn. Pri tom granicnom prelazu mnogostrukost
tangentnih ravni apsolute prostora lSn prelazi u mnogostr-
ukost tanentnih ravai (n-2) - kvadrike beskonaéne daleke

"ravni koje predstavljaju ( ta ravan sa tom kvadrikom)apso-

lutu*odgovarajuéeg prostora Rn. Ta beskonaéno‘daleka ravan
dobijena je pri tom granidnom prolazu iz apsolute prostora

la . T xvadrika te ravni koja u ovom sludaju predsbtavlja
apsolutu (n-1) -elipticnog metridkog prostora Gsn_l)»dobi-
je. . se pomenutim graniénim prelazom iz apsolute prostora
lSn. Uglu dveju pravih prostora.Rn odgovara rastojanje

onih tadaka metridkog prostora 8, 4 beskonadne daleke ravni,
koje su beskonadno daleke tadke tih pravih. Kolineacija pr-
ojektivnog prostora Pn koje ut kvadriku = apsolutu ravni Sn—l
preslikavaju na nju samu su transformacije slicnosti pros-
tora R, Pre svega ove kolineacije su afine transformacije
prostora Rn'jer preslikavajuéi apsolutu ravni Snsl na tu

istu apsolutu, preslikavaju i beskonadno daleku ravan na tu
istu ravan. Medutim posto preslikavaju apsolutu na apsolutg
one preéistavaljaju transformacije podudarnosti apsolutne ra-
cni Sn_l'te oduvavaju rastojanje tadaka te ravni. 1z toga
sledi da ove transformacije oduvavaju i uglove izmedu pravih
prostora Rn' .

Pseudoeuklidski prostor ;RnGnnbseudoeuklidski prostor
indeksa i) mo¥e se dobiti granidnim prelazom iz prostora lSni
n“i+lann-hiperboliénih prostora indeksa i). Zato se i apso-
luta prostora ‘Rn takode mo¥e dobiti granicénim prelazom iz
apsolute odgovarajuéeg hiperboliénog prostora (/27/54Lete )
Pri tom granidnom prelazu apsoluta prostora lSn prelazi u par
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ravni koje su istovetne peskonadno dalekoj ravni prostora
1RA, Ali i mnogostrukost tangentnih ravni apsolute prosto=
lS pri tom greniénom prelazu prelazi u mnogostrukost
tangentnlh ravni (n=-2) - kvadirke koja predstavlaa apsolutu
prostora lS beskonacne daleke ravni prostora ﬂ . Ovaj
prostor iS -1 naz1va se apsolutom prostora ¥R . PLema tonme

i apsoluta beskonacne daleke ravni prostora ¥R dobija se

 odgovarajuéim graniénim prelazom apsolute prootora S .
' pseudoeuklidski prostori indeksa 1 imaju istaknutu ulovu

medu pseudoeuklldsklm prostorima jer Je geometrija prosto~
ra lR geometrija koja odgovara Aanstaanovoa specijalno]
tennlgl relativnosti., Ovi prostori su prema prethodnom gr—
anidni sludajevi Hwprostora Tobadevskog (prostora S )

Skup svih tangentnih ravni prostora 1S ‘koje prlpgdaau hi-
pebolicénog snopu ravni sredista V obrazuju (n~1l) - izotro=-
pni konus vrha V. Ovaj konus dodiruju apsolutu pros stora S
po (n-2) = kvadrici. Ravan koja sadr¥i tu kvadriku je pola-
rpna ravan tadke V m apsolutnom polaritetu tog prostora .
Posto, Sto smo posebno itakli pri pomenutom graninom pro-
cesu sve tangentne ravnil apsolute prelaze u tangentne ravnil
apsolute beskonaine daleke ravni, i tangentne ravni izotro-
pnog konusa vrha V preéide u tangentne ravni apsolute pros—
tora 18 ~1 beskonadne daleke ravni odgovarajuleg pseudoeuk-
lidskog prostora. Iz ovoga slede dva vaZna zakljulka. Frvi
je da polarna ravan bilo koje tadke prostora lSn pri tom
graniénom procesu prelazi u beskonadénu daleku ravan odgo-
varajudéeg pseudoauklldskoglprostora. Iz toga neposredno sl=-
edi da sve talke prostora Rn imaju istu polarnu ravan =
beskonadno daleku ravan tog prostora. Drugl zakljucak je da
apsolutni polaritet osnove bilo kog hiperbolicénog snopa ra-
vni prostora 15 prelazi u tom granicénom procesu u apsolut=-
ni polaritet beskonacno daleke ravni odreden (n-2) -~ kvad-
rikom (apsolutom). Zato u tom granicénom procesu normalizat-
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ofdgrupe simetrija GVh_hiperboliénog snopa ravni datog sr-
edidta V odgovara normalizator grupe gsimetrija bilo kog
hiperbolicnog snopa ravni odgovarajuéeg pseudoeuklidskog
prostora. S obzirom da avaki. element normalizatora bilo
koje grupe simetrija hipeerbolidnog snopa ravni prostora
;Rn preslikava apsolutni polaritet prostora lsn-l beskon-
adno daleke ravni ne taj isti polaritet, iz istih razloga

" kao u sludaju euklidskog prostora svaki element tog norma=

lizatora predstavija transformaciju slidnosti odgovarajuleg
pseudoeuklidskog prostora. Zavisno od toga da 1li taj elem-
ent pripada normalizatoru grupe simetrijehiperboliénog'snp
bpa ravni sredista V ili npr. sredista Yltaj element je
transformacija slidnosti sredista V ili npr. sredista Vli
Kako je u slmdaju prostora 1sn svaki element normalizators
grupe simetrija hiperboliénog snopa ravni sredidta V perm-
wtabilan. sa apsolutnim polaritetom osnove tog snopa ravni
odredenim preséénom (n=2) - kvadrikom apsolute prostora lSn;
taj element tu kvadiiku preslikava na tu istu kvadriku. Kao
%¥to smo ranije pokazali nisu svi elementi normalizatora gr-
upe th‘transformacije podudarnosti prostora lSn. Medu nji-
ma su takvi sve homolgide sredidta V &ija je osnova osnova
hiperbolidnog snopa mvni sredilta V i svi proizvodi takvih
homologija sa elementima grupe Gy e Zato svaki takav element
normalizatora apsolutu prostora ~S, preslikava na (n-1l) =
kvadriku tog prostora razliditu od apsolute. Medutim kako u
ganilnom procesu ta apsoluta prelazi u beskonadno daleku ra-
van, u koju je presSla i osnova razmatranog hiperbolidnog sn-—
opa ravni koju svaki element normalizatora grupe GVh prostora
1Sn ostavlja invarijantnom, "oranica® apsolute - beskonacno
daleka ravan pseudoeuklidskog prostora je invarijantna svakog
elementa mormalizatora grupe simetrija bilo kog snopa raval
prostora an. U istomsgranidnom procesu i apsolutni polaritet
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osrove bilo kog hiperbolidnog snopa ravni prostora lS pr—-

elazi u apsolutni poliritet odreden apsolutom raval S -1°
K.8ko je: apnolutnl polaritet osnove hiperboliénog snopa ra—
vni prostora S invarijantan u svakom elementu normaliz-
atora odgovaraauoe grupe simetrija, 1 njegova "eranical
apsolutni polaritet ravni lthl biée invarijantan pri pr-
eslikavanju bilo koJjim elementom te grupe simetrija.
Smatramo da smo prethodnom analizom u potpunosti
opravdali naziv “transformacije slicnosti" koji smo upot-
rebili za transformacije ravni 182, ¢ije Jje osnovno svoj=
stvo da svaki epicikl.’ iste grupe simetrija ravni 182 pre-—
slikavaju na epicikl grupe simetrija koja je "slika® date
grupe simetrija pri preslikavanju nekom transformacijom pow
dudarnosti te ravni ili proizvodom takve tranformacije sa
nekim elementom normalizatora fe grupe simetrije 1li njene
slike pri preslikavanju tom transformacijom podudarnosti.
Ove transformacije otbkrili smo pobudeni teZnjom da proud-
avanje epicikala ravni 132 obogatimo novom metodom koja cCe
dati i nove rezultate., Tu teZnju smo u potpunosti ostvari-
1i, Medutim pokazalo se da su te transformacije znadajne
i u geometriji uop3te, Fredstavlijenje sloZenih kretanja ob-
lasti svemira kojima bi odgovarala neka od geometrija ravni
(prostora) 1S2 (185), Semu smo posvetili znabnu paZnju dov-
oljno ukazuju na Siroke moguénosti primene ovih transforma=-
cija u raznim oblastima nauke. S obzirom da su uopStenja te-
orije epicikala ravni 182 na prostor.. lS5 uglavanom neposre-
dna, na tim uwopStenjima zadrZali smo se samo U 0noj meri za
koju smo smatrali da je neophodno za formiranje osnovanih po-
Jmovoa te teorije. Brl tom smo detaljnije razmatrali ona
uopstenja teorema koja se odnose na ravan 182 koja nisu tako
‘jednostavno 1 unose izvesnu razliku u odnosu na dvodimenzio=-
ni prostor. Taeko smo ngprimer istakli da izotropne homologije
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nisu transformacije slicdnosti prostora 183. ObrazloZenju
railoga iz koji se uopStenja transforamacija slicnosti ne
smo na prostora 185 , nego i na bilo koji konacno dimenzi-
oni prostor Lobadevekog treba da smatraju takode transfor-
macijama slidnosti, posvetili smo znatnu paZnju uprava zb-
og njihove moguée primene u fizici. Ukoliko i ne postoji i
nije tako znadajna neka teorija relanog prostora ¢ija bi
geometrija bila fi=geometrija Lobadevskog verujemo da Ce

metode na koje smo ukazali i koje smo koristili omoguditi,

s obzirom na njihovu apitost, da gé na sasvim jednostavan
nadin razvije teorija preslikavanja slidénosti u odgovara—
juéoj geometrijis Na utvrdivanju svojstava episfera i pre=—
slikavanja slicénosti svake od geometrijg prostora 2 83 ni-
smo se zadriavali smatrajuéi da smo te probleme nadelno
refili u geometrijama ravni 132. Ovim ne Z%elimo da kaZemo
da takva proudavanja nisu od znadaja. Formiranje aksioma=-

tike svih neklasidnih dvodimenzionih projektivnih metrick-

ih geometrija, ukazivanje na modele geometrije idealnog
prostora ravni 182 u geometriji sopstvene oblasti te ravni,
a pogotovu detaljno ispitivanje epicikala te ravni u sin-
tetidkom duhu kojim smo istovremeno utvrdili i osnovna sv-—
ojstva transformacija podudarnosti u glavnim modelimatih
geometrija , uticala su da obim ovog rada bude znatno veli
nego $to je uobidajeno za radove ovakve vrske. Bato smo se
u ovom radu ogranilili samo na izgradivanje osnova za dalja
proudavanja geometrija prostora 185. Ovo nam Jje onemogucéilo
da i na nekim drugim primerima u odgovarajuéem trodimenzio—
nom sludaju primenimo metode kojima smo se koristili u dvo=-
dimenzionom sludaju, i Jos ubedljivije ilustrujemo njihovu
prednost nad dosada primenjivanim. Primena ovako opStih me—
toda omoguéena je razvijanjem geometrija na nacin u kome
osnovnu ulogu imaju transformacije i preslikavanja. Ukazat=-

Bhe T H
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emo samo da odredivanje preseka episfere geometrija pros-
tora lS7 ga pavnime i drugim episferama tih geometrija,

sto éemé objaviti u posebnom radu, u pravom svetlu prika-
zuje sve prednosti primene tih metoda, Sliéno se mo%e re-
41 i za utvrdivanje raznih modela geometrija ravni S, na
episferama geometrija prostora 185. Da tih modela ima da-
1eko visie nego u geometriji Tobadevskog samo smo nagovest-

111 u delu u kome smn obradili modele svih pravih geometr=-

ija ravni 182 na epiciklima odgovarajuée vrste tih geometri-
ja. Zato odekujemo da te formiranje odgovarajuéih modela u
prostoru 183 biti gadr¥aj i drugih radova iz ove oblasti.
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