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U magistarskom radu "EpicikliCko projektovanje 

hiperbolinog prostora" razmatrali smo projetovanje pro-

stora LobaCevskog na datu raven (ooluravan) tog prostora. 

Zraci tog projektovanja mogu biti oricikli, ekvidistante 

ili krugovi odgovaraju6eg i)rostora. Istovremeno razmatra-
nje ovog -orojektovanja, bez obzira na prirodu zrakova, 

ostvarili smo zahvaljujuoi definiciji poraenutih krivih 
pomoou odredenth 	rotacija. Prou6avanje "Neeuklidskih 
geometrija" i "Neeuklidskih prostora" B.A. Rozenfeljda 

podstaklo nas je da razmatramo moguonost epicikliCkih 

projektovanja i u tim prostorima. Prirodno je bilo sato smo 
to prOjektovanja po6eli da ostvarujemo u geometrijama 

idealne oblasti prairenog prostora LobaCevskog. Ti po-

ku5aji,.uz odgovarajuCe prou6avanje potrebne literature, 

pokazali su da je za ostvarenje cilja koji smo postavili 
neophodno pre thodno izgraditi odgovaraju6e poluformalne 

geometrije. Naime, epicikliCko projektovanje u geometriji 

Loba6evskog razvijali smo u duhu geometrijskih koncepcija 

Hilberta i Bahmana, a ne koncepcije koju je H. Weyl izlo- 

prvi put u knjizi "Prostor, vreme i materija".Ve6i- 

na dela koja se odnose na to Droblematiku koriste uglavnom 

metode koje proistiCu iz ove, nazovimo je, "vektorske" 

koncepcije zasnivanja geometrije. i':'ovodom tih metoda 

primetimo sada jo5 jedino to, da se za razliu od 

gih neeuklidskih geometrija, tim metodama ni u priblj2ino 

dovoljnoj meri u odnosu na zahteve cilja koji smo postavi-

ii, nisu prou6avale upravo 7eometrije koje nas int‘Dresuju. 
to se tie sinteti:;kog orouavanja na osnovu de-

taljnog razmatranja literature zakljuCili smo da ne -  DO-

stoji aksiomatiga nijedne od ovih geometrija. Sistemi 

aksioma dvodimenzione pseudoeuklidske i trodimenzione 



parabolione geometrije izloeni u radovima /36/ i /37/ 

samo donekle su nam mogli pomooi u formiranju sistema 

aksioma geometrija idealnih oblasti ravni i prostora 
Loba5evskog. Zato smo, na osnovu op?steg principa klapifi-

kacije projektivnih metriga primenjenog na ove prostore 

ustanovili takode op6ti princip formiranja aksiomatika 

dvodimenzionih projektivno metriOkih geometrija. Fri 

formiranju tih aksioma koristili smo glavne modele tih 

geometrija koji se ostvaruju u odgovarajuoim oblastima 

projektivne ravni. Na taj naCin smo u S 2. prve glave ra-

da osim sistema aksioma pomenutih geometrija l izloHli i 

sisteme aksioma i svih ostalih dvodimenzionih projekti-

vno metriCkih geometrija. Mada'Sia, kao 5to smo ve6 napome-

null, neke od tih geometrija ne raOunajuoi klasiOne veo 

bile aksiomatiZovane, dali smo ina5e varijante i njima 
odgovarajuah sistema aksioma, jer je proces formiranja 

sistema aksioma koji smo primenili tekao uporedo za sve 

te geometrije, pa nam to nije oduzelo mnogo prostora. 

Ovakav naCin formiranja sistema aksioma razjasnio je 

pravi smisao nekih aksioma klasiCnih, pa i euklidske 

geometrije. Tako se na primer pokazalo da se aksiomama 

paralelnosti odrectuje, pravom (pravama) kroz taCku van da-

te prave prava priroda te date prave. Takode se zahvalju-

ju6i takvom naCinu moglo zakljuati da je Cinjenica da za 

svake dve take klasiCnih geometrija postoji prava koja 

ih, sadra specifiCnost tih geonetrijalravnibpravna svoj-
stvu po kome se svake dve prave eliptiCne iii geometrije 

idealne oblasti proHrene ravni LobaCevskog seku. Pred-

nost zamene aksioma podudarnosti Hilbertovog sistema 

aksiomama transformacija podudarnosti u slu6aju projekti-

vno metri5kih geometrija, zbog prirode njihovih glavnih 

modela, ovde je dodo do punog izraaja. Svojim znaL'aj- 



nim doprinosom u prouCavanju tih geometrija smatRamo i 

smanjenje bkiaja tih aksioma. Za razliku od A.V. Pogore-

lova, koji je za aksiome "kretanja"absolutne geometrije 
predloao sedum aksioma, mi smo predioali samo tri i 

to u okviru geometrija grupa aksioma incidencije i po-

retka dvodimenzionih projektivno metri6kih geometrija. 

Potptnost tog sistema aksioma, pod pretpostavkom nje-

govog progirivanja 6etvrtom i petom grupom aksioma, u 

slu6aju apsolttne geometrije u Boljajevom smislu dokazali 

smo posredno, dokazujuoi ekvivalentnost aksioma podudar-

nosti i aksioma transformacija podudarnosti u okviru ak-

sioma incidencije i poretka u radu istog naslova (rad 
/37/). 

Ud formiranja sistema aksioma svih dvodimenzionih 

projektivno metriCkih geometrija do formiranja zajedniCkog 

aksiomatskog jezgra svih tih geometrija bio je potreban 

samo jedan korak. Uanivgi ga, ostvarili smo teZnju ko- 

ja se posle zavrgetka odredene faze u razvoju geometri-

je -uvek iznova javljgla: formiranje sistema apsolutne ge-

ometrije. Da bismo istakli da se, za razlikt od Bahmanove 

apsolutne geometrije koja je zajedni6ka osnova samo tri 

od mogu6ih devet takvih geometrija, naga apsolutna geome-

trija mote progiriti do svake ravne metri6ke geometrije, 

to geometriju smo nazvali mapsolutno" apsolutnom. Upo-

redno razmatranje glavnih (projektivnih) modela svih 

projektivno metri6kih geometrija navelo nas je na uop-

gtavanje nekih zna6ajnih relacija i transformacija podu-

darnosti tih geometrija. Opte definicije osne i centrine 

simetrije razlikuju se od postojeoih. Pomo6u osnih sime-
trija uopgtili smo definiciju normalposti oravih do defi-
nicije norma1nosti likova tih geometrija. Na taj na6in 
obuhvatili smo i uzajamnu normalnost pravih i nizova 
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taCaka koji ne pripadaju ,:)ravama u odgovarajuam geometri-

jama. Sli6no smo, koristea se na:ciom definicijom cehtral-

ne simetrije definisali i ‘ pojam suprotnih taCaka u nekim 

od tih geometrija. 

U g 3. dokazali smo potpinost sistema aksioma 

nekih projektivno metri6kih geometrija i to na dva na6ina. 
Jedan od njih - sledio je iz dokaza kategori5nosti tih geo-

metrija. Drugi smo ostvarili pretpostavljajua da smo for-

malizovgli pomenute geometrije. Pokazalo se da naa, na 
izgled samo teorijska analiza izraza "aksiomatika polu-

formalnog karaktera% na koji smo nai5li samo u srednjo- 
kolskom lun'beniku "Geometrija" D. Lopandi6a, daje i 
prakti6ne rezultate. To 6e se-pokazati naroato u slu-

5aju ostvarenja modela pomenutih geometrija u geometri-

ji LobaCevskog. Smatramo da smo do takvog modela geome-

trije kojoj su, u glavnom modelu, prave predstavljene 
preSekom seaca apsolute sa sDolgnjogou apsolute, do-
gli samo zahvaljuju6i pomenutoj analizi koja je dopri-

nela da bolje shvatimo i objasnimo i neke druge pojmove 
teorije modela uop5te. Porto su u tom modelu take pred-
stavljene pravama a prave hiperboli6nim pramenovima pra-
Vih geometrije Loba,:5evskog, koristea izomorfizam proje-
ktivnih modela ovih geometrija mogli smo iugeometriju 
pravih i hiperboliCnih pramenova pravih geometrije Loba6e-
vskog" ostvariti u toj geometriji idealne oblasti pro-
j_rene ravniLoba:::evskog. Predstavljanje transformacija 
oodudarnosti geometrija idealne oblasti ro =irene ra- 

vni Loba6evskog u modelu tih ge.=etrija u geometriji 
Loba6evskog otkrila je mnoga vana svodstva i transforma-
cija oodudarnosti geometrije Loba5evskog, narocato u 
odnosu na transforraacije pramenova i r)ravih to 

Kraj ovog omagrafa uosvetili smo proveri ta6nosti aksi- 



oma transformacija podudarnosti apsolutne geometrije u 

glavnim modelima geometrija koje smo prou5avali. Na taj 
na6in smo upoznali jog neka bitna svojstva simetrija 

tih geometrija u njihovim glavnim modelima. 

Zbog obimnosti, prilikom odredivanja sadraja ov- 

og rada, ograni6ili smo se samo na upoznavanja svojsta-

va trajektorija pramenova pravih i snopova ravni razmat-

ranih geometrija. Posle formiranja sistema aksioma tih 

geometrija mogli smo neposredno, u poluformalnim geomet-
rijama, odrediti svojstva tih trajektorija. Pri tome bi 

nam glavni modeli odgovaraju6ih geometrija predstavljali 
osnovnu inspiraciju i putokaz za formulisanje i izvode-

nje teorema. Medutim odlucili smo da woravo taj deo pr-
ocesa, koji se obiCno u radovima ne izlaZe, posebno is-
taknemo. S obzirom na naCin predstavlj .anja transformaci-
ja podudarnosti ovih geometrija u njihovim glavnim (pro-
jektivnim) modelima bili smo u mogu6nosti da odgovaraju-
6a razmatranja izvodimo u sve tri geometrije progirene 

ravni loba6evskog istovremeno. Projektivni model progi-
rene ravni Lobaeevskog tj. projektivne ravni u kojoj je 
zadata nedegenerisana kriva drugog reda kao apsoluta  azn- 
acili smo, po ugledu na B.A.Rozenfeljda, ravan 1S2 . Ra-
zmatranja u ravni 1S2  izvodili smo na takav na6in da se 
gotovi svi rezultati tih razmatranja skoro neposredno 
mogu "preneti" u odgovaraju6e poluformalne teorije. Zah-
valjuju6i tome veoma Cesto i u radu, a i u ovom Dredgov-

oru sa jezika modela prelazimo na jezik odgovaraju6e po- 
luformalne teorije i obratno. 

Pojam trajektorija ponikao u geometriji, kao i 
mnogi drugi oojmovi ne samo geometrije ve6 i matematike 
uopgte, doUveo je u algebri znaCajna uopgtenja. Zato ka-

da je to potrebno u ovom, a i u drugim sluCajevima, prim- 
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ene algebarskih metoda u geometriji daju veoma zna6ajne 

rezultate. Ovo se odnosi naroUto na koriMenje svojst-

ava preslikavanja 6ijem upoznavanju je algebra dala na-

jznaajniji doprinos. Medu preslikavanjima osnovnog sk-

upa date geometrije posebno se isti6u ona koja osnovne 

podskupove to skupa - prave preslikavaju na podskupo- 

ve iste vrste. To su kolinearna preslikavanja. U radu 
smo se ograniali na takvu vrstu preslikavanja. Stav 

koji smo u radu najvie koristili i koji je omoguoio da 

u istom ostvarimo veoma mnogo znaCajnih rezultata je, 
kao i njegov dokaz veoma jednostavan. Prema tom stavu, 

ako je element g'date grupe konjugovan (izveden untItra- 

njim automorfizmom to grupe) iz elementa g (tj. ako je 

g'= hgh-1 ), tada je slika lika L1  = h(L) pri preslikav-

anju g' lik 11{.--h(L') gde su L i L'odgovarajua lik i 
slika pri preslikavanju g. Iz ovog stava sledi i stav 

koji smo takode Cast() koristili: svaki lik invarijant-

an u preslikavanju g' je slika lika koji je invarijant-
an u preslikavanju g i to Dreslikavanjem h. Vaa obratno: 
svaki lik invarijantan u transformaciji g odgovara liku 
invarijantnom u transformaciji g' pri nreslikavanju tr-

ansformacijom h 1 . 

Grupa transformacija nodudarnosti ma koje geomet-
rije spoljanjosti apsolute je Dodgruna svih bijektivnih 

kolineacija osnovnog skupa svake od geometrija. Te tran-
sformacije su u modelima koje ovde razmatramo predstavl-
jene su,enjima automorfizama apsolute na oblast svake 

od tih geometrija. Korienjem Drethodno navedenog stave 
dokazali smo teoremu DO kojoj svaka transformacija podu-
darnosti creslikava bilo koju trajektoriju drJtog ,)ramena 

pravih, na trajektoriju pramena pravih iste vrste (pa da-

kle i trajektoriju iste vrste). Ovaj stay je i uobi6ajen- 
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im metodama jednostavno dokazati kada su u pitanju krug-

ovi geometrija koje prouCavamo. Medutim, sinteti:Ski dok-

azi odgovarajuoe dinjenice u sluCaju trajektorija razli-

catih od krugova veoma je'slolen, te obiCno i kada je u 

pitanju dobro poznata geometrija lobaCevskog, izostaje. 

Smatrali smo da je veoma vaZno i u geometrijama 

ravni 1S2' kao i prostora 
1S

3 
odrediti preslikavanja ko-

ja trajektorije odredene vrste preslikavaju na trajekto-

rije te iste vrste; ali koja su razliata od trensforma- . 

cija podudarnosti. Ovo smo ostvarili u dve faze. Najpre 
smo regili jednostavniji problem: odredili smo sva tak-
va preslikavanja ali koja zadovoljavaju i sledeoi uslov 

ona svaku trajektoriju datog pramena pravih preslikav-

aju na trajektoriju tog istog pramena pravih. Korigoenj-
em svojstava unutragnjih automorfizama dokazali smo da je 
u sluCaju bilo koje od ovih geometrija zato potrebno i 

dovoljno da je takvo preslikavanje elememtnormalizato-
ra upravo one grupe u odnosu na koju je definisana to 
trajektorija. Ove grupe su generisane osnim simetrijama 

u odnosu na prave datog pramena pravih .te smo ih zato na-
zvali grupama simetrija tog pramena pravih. Trajektorije 
pramenova pravih mogu se u duhu grupa definisati i na dr-

ugi narAn. Eakvu definiciju izloZili smo u magistarskom 
radu i u jog nekim radovima u kojima smo razvijali teori-

ju epiciklincog ,rojektovanja . U ovom radu dokazali smo 
da su naga i --)ostoje6a definicija ekvivalentne u svim sl-
u6ajevima koji se de odnose na degenerisane trajektorije 

pramenova pravih. Naga definicija je definicija trajekto-
rija pramenova pravih ne u odnosu na grupe simetrija tih 

pramenova, ve6 u odnosu na njihove prave podgrupe koje su 
skup svih proizvoda po dve simetrije u odnosu na prave 
datog pramena pravih. Prednost ove definicija, koja se sa- 
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stoji u tome gto je svaka od tih podgrupa jednostavno tr-

anzitivna na svakoj trajektoriji (razli6itoj od ta6ke) 

koja je definisana u odnosu na tu podgrupu, koristili smo 

i u dokazima nekih teorema. U projektivnim modelima razm-

atranih geometrija dokazali smo i da je svako preslikava-

nje koje trajektorije datog oramena pravih preslikava na 

trajektorije tog istog pramenalpreslikavanje koje polari-

tet koji je na osnovi tog oramena indukovan apsolutnim 

polaritetom preslikava na taj isti polaritet. Da bi pom-

enuti uslov bio i dovoljan, potrebno je da kolineacije 
odgovarajuoe projektivne ravni preslikavaju i d1.0, osnove 

tog pramena 5iji krajevi pripadaju apsoluti na tu istu 

Presek hiperboli5nog pramena prve vrste sa unutra-

gnjogou Ospoljagnjog6u) apsolute predstavlja hiperboli-

Cni pramen pravih Beltrami-Klajnovog modela geometbije 

Loba6evskog odnosno geometrije spoljagnjosti aosolute 
5ije su prave preseci se5ice apsolute sa njenom spolj-
agnjogCu. Ali pomenuti oresek sa spoljagnjogou apsolute 

ne predstavlja pramen pravih one druge od geometrije 
spoljemjosti aosolute veo pramen hiperboli6nih nizova 
ta6aka te geometrije. HiperboliCni pramen druge vrste 
je hioerboli•ni pramen pravih te druge geometrije; on 
predstavlja pramen eliptiCnih nizova taCaka prve od tih 

geometrija. Oni elementi normalizatora koji pomenutu pr-

ojektivnu duz osnove oreslikavaju na njoj dopunsku pre-

slikavaju trajektorije pramena oravih jedne vrste na 
trajektorije pramena pravih druge vrste istog sredigta. 
Na ovakav na6in u modelima pomenutih geometrija protuma-
5ena je 6injenica po kojoj postoje i elementi normaliza-
tora unije datog pramena pravih i prpitena.nizoyg talk' 

koji trajektorije datog pramena pravih preslikavaju na 
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trajektorije pramena niza taaka istog sredigta i obratno. 

II skupu elemenata normalizatora date grupe simetr-

ija karakteristi5ni su oni koji dati pramen pravih presli-

kavju na taj isti pramen pravih i to pravu po pravu. Ele-

menti grupe simetrija te vrste su centralne i osne simet-
rije koje su u projektivnim modelima predstavljene harmo-

nijskim homologijama Uji su centar i osa pol i nolara u 
apsolutnom polaritetu. Oni medu njima koji ne pripadaju 

datoj grupi simetrija su perspektivne kolineacije kojima 

su sredigte i osa pol i polara u apsolutnom polaritetu. 
Svaki element datog normalizatora koji nije element odgo-

varajuoe grupe simetrija mote se predstaviti kao proizvod 

jedne od takvih perspektivnih - kolineacija i nekog elemen-
ta te grupe simetrija. Pri tome je sredigte te kolineaci-
je sredigte tog pramena pravih a osa njegova osnova. 

II euklidskoj geometriji elementi normalizatora gr-
upe simetrija datog elipti6nog (konkurentnog) pramena pr-
avih te geometrije predstavljaju transformacije sliCnosti 

u odnosu na sredigte tog pramena. Perspektivnim kolineac-
ijama u odgovarajuCem modelu euklidske ravni odgovaraju 

homotetije euklidske geometrije pomenutog sredigta. To is-
to vaa i u pseudoeuklidskoj geometriji. Aaalogija na ko-

ju smo ukazali navela nas je da i elemente normalizatora 
date grupe simetrija odredenog -)ramena pravih smatramo 

preslikavanjima slinosti Cije sredigte tog pramena pravih 

i u geometrijama ravni 152. Osnovna razlika izmedu transf-
oramacija slienosti euklidske i pseudoeuklidske geometrije 

i odgovarajuoih preslikavanja osnovnih skupova geometrija 
ravni 1S2 ogleda se u tome gto su transformacije sli6nosti 
euklidske i pseudoeuklidske geometrije transformacije osn-
ovnog skupa tih geometrija, dok su u drugom slu5aju ta pr-
eslikavanja preslikavanja osnovnog skupa na skup koji se 



razlikuje od to skupa. Ova anjenica zahtevala je pose-

bna obrazlolenja kojima smo u radu posvetili odgovaraju-
cu paZnju. Jedan od razioga te razlike proizlazi iz Un-

jenice da u projektivnim modelima euklidske i pseudoeukl-

iske geometrije zbog degenerisanog polariteta koji im od-
govara, sve take sopstvene oblasti tih geometrija imaju 

istu Dolaru - apsolutnu pravu, dok se u sluCaju geometr-

ija ravni 182  te polare razlikuju. Dok su osnove pramen-

ova pravih 5ija su sredifta predstavljena sopstvenim ta-

6kama pomenutih modela euklidske i pseudoeuklidske geom-
etrije istovetne apsoluti, dotle se osnova bilo kog pr-

amena pravih geometrija ravni 182  razlikuje od apsolute. 

Zato su u prvom slu6aju sva preslikavanja sli6nosti au-
tomorfizmi apsolute, pa i oblasti interpretacija ovih 

geometrija. II drugom sluCaju medu preslikavanjima za ko-

je smo pokazali da su preslikavanja slianosti geometri-
ja proarenih prostora loba6evskog postoje i ona koja 
apsolutu tih prostora preslikavaju na povrii drugog reda 
razliUtu od apsolute, pa i oblasti interpretacije tih 
geometrija na oblasti koje se od njih razlikuju. Dokaz 

kojim smo okazali da u grani6nom slu6aju pri prelazu 

odgovarajuoih geometrija prostora 1Sn  u euklidsku i ps-

eudoeuklidsku geometriju iste dimenzije, preslikavanja 

sli6nosti geometrija prostora 
1Sn  takode prelaze u tra-

nsformacije sli5nosti euklidske odnosno pseudoeuklidske 

geometrijee  smatramo veoma zna6ajnim. 
Analiza primene ovih preslikavanja u fizici u po-

tpunosti je potvrdila nas stay da se ova preslikavanja 

moraju smatrati uoptenjima transformacija sli 7mosti eu-

klidske i pseudoeuklidske geometrije. Ta analiza je pok-
azala da se tim preslikavanjima predstavijaju ravnomerne 

kontrakcije iii dilatacije prostora kojima odgovaraju te 
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geometrije. Svako od tih preslikavanja geometriju odre-

denog Doluprenika krivine preslikava na geometriju DO-
lupre6nika krivine razliatog od polupreCnika krivine 

date geometrije. Ukoliko 'se radi o euklidskoj i pseudo-
euklidskoj geometriji aji je polupreCnik krivine nula 

prirodno je 5to smo detaljnije obrazloiili u radu, da 
se te geometrije preslikavaju na geometrije istog polu-
preCnika krivine, dakle te iste geometrije. Sva kreta-

nja prostora koja Su 2redstavljena preslikavanjima sli-
Cnosti su ravnomerna. Ovo svojstvo"obezbedeno"je zahte-

vnm 	zadovoljavaju to preslikavanja: trajektorije 
pramena pravih preslikavaju na trajektorije iste vrste. 

Teorema kojom se izraZava ravnomernost tih kretanja i 

koju smo izloZili u radu utvrduje da su slike dva med-
usobno podudarna lika pri preslikavanjima sli6nosti ta-
kode medusobno podudarna. 

Zahvaljuju6i koncepciji koja odgovara izgradnji 
geometrija kao invarijanata odredenih grupa, otkrili 

smo i pravu suftinu anjenice po kojoj su svi oricikli 

geometrije Loba6evskog, pa i svih ostalih geometrija ra-
ve 1S2  medusobno podudarni. Za razliku od grupe norma-

lizatora eliptiCnih pramenova pravih u kojoj su svi el-
ementi tog normalizatora koji su transformacije poduda-
rnosti elementi grupe simetrija tog normalizatora, u sl-

u=Saju grupe normalizatora paraboliCnog pramena pravih 
postoje i transformacije podudarnosti koje taj pramen 

preslikavaju na taj isti pramen ali koje nisu elementi 
grupe simetrija tog paraboli5nog pramena pravih. 

U radu smo mnoge teoreme projektivne geometrije 

dokazali na jednostavniji naan, i u novom svetlu prik-
azali sadraje tih teorema. Takode smo znatnu panju 
obratili i na degenerisane trajektorije pramenova pravih. 



- XII - 

Smatramo da je rad u potpunosti ostvario prvobi-

tni cilj. Svojstva trajektorija geometrija ravni 
1S2  i 

prostora 1S3 
koja smo ovde utvrdili omoguouju da se i 

u geometrijama takve ravni i prostora razvija teorija 

epicikli5kih projektovanja koju smo zasnovali u pomen-
utom magistarskom radu. Osim toga o8tvarillsmo i mnoge 

druge rezultate zna6ajne za geometriju uop5te. Primena 

jednog od njih - preslikavanja sliCnosti tih Geometrija 

novo su otkri6e u geometriji IobaCevskog. Ovaj rad je 

jo'6 vise naglasio zna6aj koji krive i povr5i stalne kr- 

ivine imaju u geometriji. 
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SISTEMI AKSIOMA 

DVODIMENZIONIH PROJEKTIVNO 

METRIoKIH GEOMETRIJA 

0 1. GEOMETRIJE PROJEKTIVNO METRIOKIH PROSTORA 

1.  Uvod. Na osnovu iziaganja u geometrijama projek-
tivno metriCkih prostora iii Kelijevim geometrijama uop- 
g to odredi6emo princip pomo6u koga 6emo formirati . siste- . 
me aksioma svih dvodimenzionih projektivno metriCkih ge-
ometrija. Taj princip omogu6i6e nam da odredimo i sistem 
aksioma Cije su aksiome zajedniCke za sve geometrije. Ma-

da 6emo u radu razmatrati samo jog dve "neklasi6nen od 
mogu6ih 27 trodimenzionih projektivno metri5kih geometri-
ja, izlaganju o ovim geometrijama uopgte (uklju6uju6i po-

vremeno i n-dimenzione geometrije za bilo koje konaCno n) 
posveti6emo vise pa't'nje iz slede6ih razloga: 

a) U literaturi na nam jeziku ne postoje uTibenik, 
monografita i1i rad koji bi bili posve6eni ovoj temi. Do-
duge u uvodnim radovima D. Lisulova /15/ i M. Eilojevi6a 

/18/ navodi se da prema osnovnoj zamisli Keli-Klajna u ra-
vni (projektivnoj) postoji devet geometrija iii geometri-
jskih sistema. U navedenim radovima govori se ukratko 0 
osnovnom principu na osnovu koga se odreduje broj tih ge-
ometrija, ali se detaljnije ,ne obrazl&iu osnovni razlozi 

iz kojih ovaj princip vaH. Da je podrobnija analiza ovih 
principa neophodna bi6e oeiglednije na osnovu slede6a dva 
primera. Klajn, koji je prema monografiji B.A. Rozenfelj-

da /27/ prvi izvrgio klasifikaciju projektivnih metriga 
u dvodimenzionom i trodimenzionom slu6aju, poistovetio je 
one geometrije projektivne ravni kod kojih je metrika 



odredena istom apsolutom. Zbog toga je on smatrao da se 

u ravni move odrediti "sedan razli6itih neeuklidskih ge-

ometrije" (/17/, fusnota 1. na str. 274.). Sli6no se i u 

radu/25/ 1  koji je novijeg datuma, u prvom delu istovreme-

no razvijaju dve pseudoeuklidske geometrije. Najverovat-

nije je da je Klajn u odgovarajuCem radu (vidi literaturu 

navedenu u radu N.I. Flakarove /17/ pod /2/) identifikovao 

geometrije EH i HH jer su to geometrije projektivne ravni 

6ija je metrilta odredena istom apsolutom - realnom nede 7 

 generisanom krivom drugog reda - i istim skupom taCaka 

spolja6njosti apsolute. Kasnije 6emo pokazati da u tako 

identifikovanim geometrijama nisu zadovoljeni ni najosno-
vniji zahtevi aksioma podudarnosti (npr. da na svakoj po-

lupravoj postoji takva takva da je du odredena krajem to 

poluT;rave i tom tackom, podudarna datoj dua). 

b) Na osnovu pregleda inostrane literature zakljuCili 
smo da su delo B.A. Rozenfeljda i delo Ciji su autori 
osim Rozenfeljda JaglomiE.U. Jasinskaja (/27/ i /11/) de-

la koja Citaocu Drudaju najpotpuniju informaciju o proje-

ktivnim metrikama uop5te,njihovoj klasifikaciji, kao i 
zna6aju za geometriju i druge nau6ne oblasti. U njima su 

veoma detaljno izloene i zasluge pojedinih matematiCara 
za razvoj ove oblasti. Medutim u ovim kao i u ostalim ra-
dovima sovjetskih autora koje smo prou5avali (/8/,/10/, 
/12/ i /17/) koji takocle podrobno iz1a u "istoriju" pro-
jektivnih metrika ne pominje se G. Hamel, mada je prema 
H. 3usemann-u (/3/, str. 149.) on prvi reHo poznati Ce-
tvrti problem D. Hilberta koji se odnosi na odredivanje 
svih projektivnih metrika (postavljen u Mathematische pr6- 

bleme, 1900. ). G. Hamel je dao zapravo opsti analitiCki 
metod kojim se ove metrike mogu odrediti. Da njegovo delo 
Uber die Geometrien in denen die Qeraden die Klirzesten 

f 



sind", (1901. i 1903.)prethodi delu Klassification of ge-
ometries with projective metric" - koje sovjetski autori 

ozna6avaju kao prvo delo u kome je na najpogodniji na6in 

izvedena potpuna klasifikacija projektivnih metrika(1910) 
- utvrdili smo upravo u /28/ od D.M.Y. Sommerville-a ko-

ji je i autor prethodno navedenog dela. Uodgovarajuoem 

delu rada ipak 6emo navesti i neke teoreme Hamtla jer ih 

smatramo izvesnim doprinosom u tazja5nj4vanju su5tine 
principa te klasifikacije. 

c) U radu /18/ detaljno su izlo6eni projektivni mo-
deli dvodimenzione pseudoeuklidske i njoj dualne'geome-

trije. Ostale geometrije koje odgovaraju drugim metrikama 

projektivne ravni prikazane su samo u kratkim crtama. Ali 
upravo taj deo ovog rada bio je jedan od podsticaja da 
"Teoriju epicikala i episfera" ravni i prostora Loba6evs-
kog u kojoj su ovi pojmovi definisani kao putanje (traje-

ktorije) ta6ke na koju dejstvuje odredena podgrupa grupe 

izometrijskih transformacija te ravni, odnosno prostora  

izgradujemo i u tim geometrijama. Smatramo da je opravda-

no o6ekivati da 6e na5a analiza projektivnih metrika po-
slu6iti kao podsticaj izradi nekih drugih radova. 

2. Pojam Drojektivno metri6kih geometrija.  Na osni5- 
vuprou6avanja dela /11/ i /27/ mo:4,e se zaklju6iti da se 
u njima pod metri6kim n- prostorom 2)- t)oarazameva proje- 

1) 0vu "teoriju" na pomenuti na6in razvijamo jo5 od 1979. (Saop5tenje u okviru Sekcije za geometriju na 
VII kongresu matemati6ara, fizi6ara i asbronom Jugosla-
vije; Dredavanja na 	u Kragijevou; definicije u rado- 
vima /4/ i /5/ kao i sadr'iaj radova /5/ i /6/ u kojima se bliI4,e odreduju svojstva podgrupa 6ije su to putanje). 

2) n -prostor je skraCenica za n - dimenzioni pro-
stor. Ovu skraenicu Dreuzeli smo iz dela /27/. 



ktivni n - prostor u kome je datom povrgi drugog reda 3)  

odredena metrika. S obzirom na njenu prirodu ova metrika 

naziva se projektivnom. U delu /1/ F. Bahmana projektivno 

-metriCkom ravni smatra se projkativna ravan u kojoj je 

zadat neki projektivni plaritet. Ovira polaritetom u skupu 

kolineacija te projektivne ravni odredene su one koje 

predstavljaju transformaZije podudarnosti odgovarajude 

projektivno-metridke ravni. Pogto je bilo kojom povrgi 

drugog reda n-Drojektivnog prostora odrederi polaritet 

tog prostora, a bilo kojim polaritetom n-projektivnog pro-

stora odgovarajuda povrg drugog reda, mo te se zakljuati 
da pomenute definicije projektivno metriCkih prostora 

Dredstavljaju ekvivalentne definicije. U ostalim delima 
koje so naveli u literaturi, a koje se odnose i na to 
problematiku, postoji saglasnost u odredivanju ovog ptijma. 
Fiedutim u delima /3/ i /13/, kao i u pomenutom delu /1/ 

ovaj pojam ima use znadenje (v.primedbu - prevodioca na str. 
120. i 121. tog dela). 

Ako je povrg drugog reda - apsoluta Drojektivno me-

triCkog prostora - nedegenerisana, tada se u raznim'obla-

stima tog prostora mope razvijati vise geometrija. Zato 
u dvodimenzionom slui5aju postoji devet raznih projektivno 
metri6kih geometrija, a samo sedam projektivno metri5kih 

ravni. U radu /18/ ove geometrije nazvane su projektivnim 
modelima u onom smislu u kome se skup svih tvrdenja kojasu 
istinita u izvesnom modelu datog jezika,naziva teorijom 

modela tog jezika (v/34/ str. 52 i 53.). Peke od ovih ge-
ometrija jog nisu aksiomatizovane. Dve od njih, poznate 
kao geometrije spoljagnjosti apsolute (HE i EH) bide 

3) U delu /27/ umesto ranijih izraza hiperravan, hi- 
perpovrg upotrebljava se samo ravan, povrg. I u radu demo 
usvojiti te nazive. 



predmet prou5avanja u ovom radu. Kada bi se ove geometri-

je formalizovale, onda bi pomenute geometrije Ha i EH 

predstavljale glavni model tih formalnih teorija. U ovom 

radu formiraCemo samo aksiomatiku poluformalnog karakte-

ra geometrija spoljagnjosti apsolute. Pod pojmom polufor-

malne teorijeDodrazumevaju se relacijsko - operacij-

ske strukture skupa Ciji su elementi proizvoljne prirode. 
U radu oemo ih nazivati Cesto i skupovnim modelom odgova-

rajuoe formalne geometkije. Geoketrije projektivno metri-
6kih ravni i nekih 3-nrojektivno metriCkih prostora zavi-
sno od situacije tretiraCemo i kao geometrije ravni iii 
njene odredene oblasti, iii kao poluformalne teorije. Iz 

ovg razloga smo se i opredelili za naziv ovih geometrija: 
smatramo da se nazivom " dvodimenzione projektivno-metri-
5ke gemetrije"'najadekvatnije izraava i moguonost in-
terpretacije ovih geometrija u projektivnoj ravni iii ne-
koj njenoj oblasti - ako su poluformaliivoane, kao i mogu- 

da se uvodenjem metrike u projektivnu raven izgra-
duje geometrija tako metrizovane projektivne ravni koja 

se razlikuje od do sada izgradenih geometrija. 

3. Projektivno metri5ki n-Drostori. U izlaganju o 
projektivnim metrikama i odgovarajuam projektivno-me-
tri5kim geometrijama uoDgte, oslanja6emo se u native6oj 

meri - u prvom delu izlaganja - na ono gto je o tome iz-
neto u delu /27/. Pre svega ukaza6emo na izvesne termine 
koji se odnose na pomenutu problematiku, koji se razliku-
ju od dosad upotrebljavanih i od kojih 6emo neke i mi u-
svojiti. Za razliku od tradicionalnd terminologije, u 
/27/ se pod hiperboliCnim n-prostorom indeksa i podra-

zumeva projektivni prostor P 5)u kome se datom nedegene- 

4) Pojam naveden u 1. udbenika D. LopandiCa /16/. 
U ostaloj literaturi kojom smo se slugili nema ovog pojma. 

5) n-dimenzioni projektivni Drostor. 



risanom kvadrikom 6) indeksa i 7)  na odgovarajua na5in 
odreduju rastojanja u tom prostoru. Hiperbolind prostori 
indeksa 1 nazivaju se u tom delu prostorima Lobeevskog. 
i ozniCavaju .  sa 1S

n 
gde je n oznaka dimenzije tih prosto- 

ra. U /27/.1  Sn je oznaka uglavnom prairenog n-progirenog 
'prostora Lobcieevskog, mada se ponekad odnosi i na n-pro- 
stor Loba6evskog. 

Pomenuta data nedegenerisana kvadrika raZ18. 4..e pro-
stor Pn na dye oblasti: U jednoj od njih nalaze se i te- 
mena autopolarnog simpleksa ove kvadrike, a u drugoj 

n+1-i temena ovog simpleksa. Zato se u /27/ sem o hiper-
boliZnim n-prostorima odgovaraju6eg indeksa i 1Sn  govori 
i o hiperbo1i6nim n-prostorima odgovarajuoeg indeksa 
n-i+1 (n-i+18n ). Ona od tih oblasti na koju data nedegene-
risana risana kvadrika•- apsoluta prostora 

1Sn  i (n-i+lsn) ra-
zlaZe prostor Pn , koja sadr_Zi i odnosno n-i+1 temena au-
topolarnog simpleksa, naziva se sopstvenom obla56u prosto-
ra Sn odnosno 

n-i+1Sn ; sopstvena oblast prostora 1Sn na-
ziva se idealnom obla56u prostora n-i+1Sn i obratno(/27/, 

Napomenimo da su sopstvena oblast prostora 1Sn  kao 
i sfera imaginarnog polupreCnika prostora nRn+1 pseudo-
euklidskog n+1 dimenzionog prostora indeksa n, odnosno 

"n+1 	rimanovi n-prostori stalne negativne krivine 
(/27/ 3.2.1. str.119.), dok su sopstvene i idealne oblas-
ti prostora 1Sn isto kao i n-sfere prostora 

1Rn+1 'sem so-
pstvene oblasti prostora 1Sn  i sfere imaginarnog polupre-
Cnika prostora nRm+1 (1Rn+1 ) pseudorimanovi prostori sta- 

6)  Izraz kvadrika kao skraCenje izraza "povrs drugog 
reda" upotrebldava se u mnogim drugim delima (/3/, /11/, 
/13/, /26/ itd.). 

7) U radu umesto sa 1 indeks kvadrike ozna6avamo sa 
i da bi se izbeglo identifikovanje indeksa sa brojem 1.0 
pojmu indeksa kvadrike vidi npr. u /11/ (1.1. str. 55.) 

u /26/ (na str, 297.). 



lne pozitivne iii negativne krivine (/27/, 4.1.1. str. 

211.). Uzimajua u obzir sa jedne strane slo'L'enost izlo-

Iienog na6ina ozna6avanja koja proizlazi iz sloiienosti 

same problematike l  a sa druge 6injenicu da potrebe nageg 

rada to ne zahtevaju ne6emo se zadravati na prikazu na-

'Cana ozna6avanja koji se za ostale vrste prostora upp- 
.% treblaava u /27/ ve6 6emo odmah Dre6i na prikaz izlaganja 

izlaggnja o principima kladifikacije projiiktivnih metrika 

kao i samoj klasifikaciji Drojketivnih metrika u delu /27/. 

4. Klanifikacija projektivnih metrika.  U osnovi u 

/27/, princip klasifikacije kao i sama klasifikacija o-

slanjaju se na princip klasifikacije kao i samuklasifika-

cijuprojektivnih metrika DMX. Sommerville-a izloenih u 
ve6 navedenom delu Classification of geometries with pro-
jective metric".' "Geometrija" prave na kojoraDsolutu" 

predstavljaju dve razli6ite imaginarne ta6ke, u /27/ se 

ozna6avaju sa Sl ; 131  je nrojektivno metri6ka prava na 

kojoj metriku odreduju dve razne reainetaCke. "za razliku 

od prostora Sn  i sopstvene oblasti prostora 
1Sn  gde je 

rastojanje izmedu ta6aka uvek realno, u nrostoru 1Sn  po-

stoje parovi ta6aka s realnim, 6isto imaginarnim i ra-
stojanjem koje je jednako nuli i tri vrste Dravih - koje 

seku, ne seku i dodiruju apsolutuU (/27/ str. 212.). 
Prave koje ne seku apsolutu u /27/ nazivaju se eliptianim, 
prave koje je seku hiDerboli6nim, a prave koje je dodiru-

ju izotropnim pravim. Rastojanje bilo koje dve take i-

ste izotropne prave jednako je nuli. Zbog zna6aja za na-
gu dalju analizu klasifikacija projektivnih metri#a na-

vescemo i uopgtenje prethodnog citata iz /27/ koje se 

odnosi i na m ravni za m / 1 : 	 • 

"U m - ravnima, 6iji je presek sa apsolutom nedege-

nerisana imaginarna kvadrika, ostvaruje se geometrija 



prostora Sm  (sa Sm  se u /27/ ozna6ava eliptiCni m-prostor 

prim. 	u m ravnima koje seku apsolutu po nedegeneri- 

sanim kvadrikama indeksa k vreii geometrija prostora kSm  
ili m-k+1Sm Ova m-ravni naziva6emo respiktivno eliptiCnim 

i hiperboliCnim m-ravnima, a ravni 6iji je presek sa apso-

ltitom degenerisana kvadrika izotropnim m-ravnima." (/27) 
4.1.1. str.212.). 

Kao i kod Sommerville-a oata kiasifikacija proje- 
. 

ktivnih metrika vr5i se prema metriai pravih i pramenova 

pravih svih dimenzija, koja je odredena prirodom apsolute-

i oblasti na koju ona razlae projektivni n-prostor. Sem 
pramenova pravih i ravni u Pn  postoje i n-2 tipova prame-

nova m-ravni(m = 1, ... n-2). bvaki pramen m-ravni - za 

m / n-2, pripada(m+1)-ravni i svaka m-ravan pramena sadrH 
istu (m-1)-ravan. 'Kao sto na sva_loj pravoj zavisno od pri-

rode apsolite i oblasti projektivnog prostora mo'ie vaati 
jedna od tri moguoe metrike rastojanja ta6aka tako je i u 
svakom pramenu ravni, kao i u prament m-ravni odredena je-

dna od tri moguoe metrike uglova tih pramenova: eliptiCna, 
hiperboli6na i paraboli5na. Na primer ako se radi o real- 

noj nedegenerisanoj svalnoj apsoluti i (m+1)-ravan koja sa- . 
dra dati m-pramen ravni nema zajedni6kih ta5aka sa apsot-
tom (uglovna) metrika datog m-pramena je elipti6na jer u 

tom m-pramenu ne postoji nijedna m-ravan koja sa apsolutom 
ima taCno jednu zajedniCku ta6ku tj. po5 -to nijedna od tih 
m-ravni nema uopte 'zajedniCkih taCaka sa apsolutom, nije-

dna od njih nije tangentna ravan apsolute. Ako pak (m+1)- 
ravan sere apsolutu po nedegenerisanoj kvadrici indeksa 
(k+1), tada ako zajedni6ka (m-1)-ravan datog pramena pri-

pada spolja5njosti presene kvadri4e, postoje dve m-ravni 
koje su tangentne ravni to kvadrike, pa dakle i apsolute, 

i ove dve ravni odreduju "apsolutu" datog pramena m-ravni. 



U ovom sluCaju metrika tog m-pramena ravni je hiperboli-

Cna. Prema tome, po'gto na pravim, m-pramenovima ravni i 

pramemvima ravni kojih u n-dimenzioaom projektivnom pro-

storu ima ukupno n, proizvoljna (ali data) apsoluta mote 
odredivati tri vrste metri#a - na pravim metriku rastoja-

nja, a u pramenovima ravni i pramenovima m-ravni metriku 
uglova, broj svih projektivnih metrika jednak je 3 n . la 
str. 315. i 317. dela /27/ date su i Dregledne tabele pro-
jektivnih metrika 2-ravni i 3-prostora. 

Najednostavnije od ovih metrika - pa dakle i naje-
dnostavnije projektivno metrince geometrije koje im odgo-

varaju: n-prostori LobaCetskog, hiperboli6ni n-prostori i 
eliptiCni n-prostori - okarakterisani su time da je svaka 

od prethodno pomenutih metrika rastojanja ta6aka prave i 
metrika uglova pramenova ravni i m-ravninedegenerisana 
(eliptiCna iii hiperboliCna) 8) . DA bi se odredio ukupan 
broj projektivnih metrika koje odgovaraju ovakvim geomet-
rijama dovoljno je, u prethodnom razmatranju (na osnovu 

koga smo zakljuCili da je ukupan broj projektivnih metrika 
n-prostora 3n ) odbaciti sve izopropne prave na kojima su 
rastojanja bilo kojih dveju ta6aka jednaka nuli i sve pra-

menove ravni i m-ravni u kojima je ugao izmedu ma koje dve 
ravni ( ma koje dve m-ravni) jednak nuli. Uz takvo ograni-
6enje metrika pravih mote biti samo eliptiCna i hiperboli-

Cna, a metrika uglova pramenova ravni i m-ravni takode i-
sklju6ivo elipti5na i hiperboli6na. Zato je broj takvih 
metrika ne 32  ve6 2n . Obzirom da su tabele ovih metrika 

8) Pokazalo se da stepen slolenosti projektivno 
metriCkih geometrija koje odgovaraju ovim metrikama zavi-
si od stepena slolenosti grupe transformacija koje u Klaj-
novom smislu odgovaraju ovim geometrijama, Kako su ove gru-
pe grupe Li, stepen slolenosti ovih geometrija tesno je 
vezan sa stepenom slolenosti odgovarajuoe Lijeve grupe 
(/11/, str. 52.) 
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kao i odgovarajua cteli, za n = 2 i n = 3 dati vrlo 
pregledno na str. 216. i 217. dela /27/ kopija ovih stra-

nica pridruZena je kao prilog 1. prilolenim crtelima na 
kraju rads.. U "tablici metrike ravni S 2  i 1S2" u svakom 
od 6etiri polja u preseku redova - metrilie uglova - i ko-

lona - metrike rastojanja uz oznaku 2-ravni u zagradi je 
na prvom mestu oznaka pravih date metrike, a na drugom 

pravih koje su polare taCaka date metrike (metrika takvih 

pravih istovetna je uglovnoj metrici pramena pravih) K/27/, 
str. 216.). Tako je 1S2  (181 ,81 ) (desno gornje polje ta-
blica) metrike projektivne ravni odrelena ovalnom krivom 
drgog reda ( 1S2- (progirena) ravan Lobaevskog) kod koje 
je metrika rastojanja (pravih) hiperboli6na ( 1S1 , .) a 
metrika uglova (pramenova pravih) eliptiCna ( S )- 1S 1 ' 	2 
(S1, 1S1 ) je metrika iste to ravni 

1S2  ali sa elipti6nom 
metrikom pravih (S,.) i hiperboliCnom metrikom pramenova 
pravih (uglova): (IS1 ). U ovom slu5aju, s obzirom da je 
Oblast odgovaraju6e projektivno metriCke geometrije spo-
ljagnjost apsolute gto neposredno sledi iz Cinjenice da 
njene grave ne seku apsolutu, smatramo opravdanim i ozna-
ku 2S2 (S1'  1 S1  ) ame istiCemo da je sopstvena oblast ove 
‘geometrije zapravo idealna oblast ravni 1S2  (vidi str.211. 
dela /27/). Sli6no je i u slu6aju metrike 1 Q  4, I§ ) 

'2 ` '1 1  1 1  
ovo je metrika ravni 1S2  kojoj su i metrike pravih kao i 
metrika pramenova pravih hiperboli6ne. Oblasti, take i 

prave odgovarajuah projektivno metri6kih geometrija pred-

stavijene su na s1.4.t.2. (/27/, str. 216.). Pogto su po-
slednje dve od navedenih geometrija neke od projektivno 

metriCkih geometrija Hje 6e trajektorije pramenova pra-

vih biti takode predmet prouCavanja rada izloZi6emo i dru-
gi na5in oznaavanja ovih geometrija. 
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5. Oznaavanje geometrija aje demo trajektorije  
prouavati-  Ozna6avanje ovih geometrija u delu /12/ (gl. 

XV str.210-216, ovu glavu je redigovao I.ffitJagiom) nepo-

srednije ukazuje na tip metrike pravih ("linearne"metrike) 

i pramena pravih (uglovne metrike) odredene "kr1Cnom" 9) 

 aoSolutom. Tako je projektivno metrika geometrija 15 

(S1' 
1S1 ) ' o koj:)j se u radu /12/ govori kao o "eometr-

iji van krune apsolute aje su prave elintine" i najp-

re oznaava sa II 1 (str.211.)oznaena sa EH ime se, 

vim slovom oznake isti"?le da je metrika rastojanja elipt-

ina a drugim (slovom H) da je metrika uglova hiperboli-. 

dna. .Druga od seometrija "van krune ansolute" ije pra-

ve prinadaju "kategoriji oravih koje seku apsolutu"(/12/ 1 

 str.211.) oznaZ;ena je sa HH jer su obe metrike u tom sl-

uaju hiperboline; Isti na:in ozna6avanja korien je i 
u radovima /17/ i /18/. U radu demo usvojiti ovaj osle-

dnji naan ozne3avanja zbog njegove tehnike jednostavn-

osti i primeniti ga i u trodimenzionom 

Obzirom da demo prou6avati trajektorije pramenova 

oravih i sn000va ravni samo dve od mogudih 27 trodimenz-

ionih nrojektivno metri ikih seometrija (a izvesne rezul-
tate "orenositi" u drue dve, tzv. klasine rieuklidske 

geometrije: eliptinu i geometriju Loba6evskos) ovde 

mo odrediti oznake ove 	geometrije. Prvim slovom 

oznaavaemo vrstu-tio metrike rastojanja, drugim slovom  

tin metrike oranena nravih, a tredim tip metrike p: -.amena 

ravni. Kako je u sluaju eliptine :eometrije sva_Ji od 

ovih tinova eliptiL'an 	je odreC".en imaginarnom apsolu- 

tom oznake ove 7.eometrije bide EEE. eto se tie hierbo- 

1i nih Eeometrija 	,omenutim su iskljuavo one koje 

9) -to je bez uticaja obzirom cla su metrike odre-
dene kr- nom a2solutom i krivom drugog reda ;rojektivno 
ekvivalentne. 9"/ 
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odgovaraju metrici odrelenoj ovalnom asolutom 10)  .Prvu 

od njih, 7oznatu geometriju Looa;evskog ozna'iava!!.emo sa 

HEE. Projektivno metri6ku geometriju sooljanosti ovalne 

aosolute Hje su prave orojektivne dui iji krajevi pr-

Loadaju apsoluti a sve ()stale take njenoj spoljanosti, 

oinaava::emo sa HHE. Oznake neposredno ukazuju da su me-

trikl rastojanja i pramenova pravih hiperboline, a met-

rika .c)ramenova ravni elipti6na. Pri utvrdivanju Osnovnih 

pojmova ove geometrije nismo naveli da su ravni ove geo-

metrije skupovi spoljaHnjih taCiaka projektivnih ravni 

koje sek:u ansolutu smatrajuoi da to neosredno proizlazi 

iz ":injenice da prave ove geometrije pripadaju projekti-

vnim pravim koje seku apsolutu. Naive ako neka raan pr-

ojektivno metrike eometrije HHE ne bi sekla a2solutu 
tada toj ravni ne 	pripadala nijedna prava to geometr- 

ije =to bi, to 6emo kasnije podrobnije objasniti, prot-

ivureA.10 nekim osnovnim svojstvima koje zadovoljavaju 

metrike geometrije 11) . Po ;to na osnoVu 2. slova zaklj-
ualjemo da su sredita -pramenova )ravih take spoljal=mo-

sti apsolute, dovoljno bi bilo re%:i da su prave ove Reo- 

metrije projektivne duH Eiji krajevi -.7ri -)adaju apsoluti, 
jer obzirom 	je sku7) taaka ove geometrije skup taaka 
spDljanosti aosolute ako bi pra-;e bile one od takvih 

projektivnih duTi koje arinadaju unutranjosti absolute 

10) Ovde srno u -otre 	izraz iz /8/ (str.395). 
Ina ° e u 	sem ovalnih povri koje su nedegenerisane no- 
vr:a drugdiT reda to.poloki evivalentne sl ri euklidskog 
prostora postoje i realne nedegenerisane povr'Si drugog 
reda koje su topolo73ki ekviValentne torusu: takve povrH 
sadre - .rave (/8/, str.395.). U /13/ se ovakve povrH 
nazivaju "ouadriques reglees (str.311.); u /197"pravaste 
kvadrike" (str.65. i 91.) Ove kvadrike -redstavijane su 
na s14.t.4.(/27/,str.216.). 

11) Naravno, pod pretpostavkom da relaciju incide-
ncije "shvatimo" na priroden na6in tj. kao stCenje relac-
ije incidencije projektivnog -frostora na skun taCaka,pra-
vih i ravni odgovaraju5e projektivno metrike geometrije. 
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onda takve prave ne bi sadrale nijednu ta6ku ove geomet-

rije i ne bi bile ni likovi (figure) ove geometrije. 

i-rojektivno metri6ka geometrija EHH iii samo geo-

metrija EHH (ovo skra6enje naziva ubudu6e 6emo redovno 

primenjivati) je geometrija kojoj je metrika rastojanja 

elipti6na l  a uglovna metrika pramenova pravih i ravni hi-

Derbolina. Dakle iz ovog nedvosmisleno sledi da su prave 

ove geometrije projektivne prave koje ne seku apsolutu, a 

ravni spoljaz;ne oblasti projektivnih ravni koje .  seku apso-

lutu (da ove 	seku apsolutu sledi iz toga sto je ug- 

lovna metrika pramenova pravih hinerboli6na a da su ravni 
ove geometrije spoljemje oblasti tih ravni sledi iz 
njenice da su prave ove geometrije projektivne prave s .2o-

lja6nosti apsolute. Znaci prvaa dva slova oznake ove geo- 

metrije, ak.; je poznato 	je ona trodimenziona, u potpu- 

nosti odreduju prirodu ove geometrije - tre6e slovo sem 
5to ukazuje da se radi o trodimenzionoj hiperboli6noj ge-
ometriji u izvesnoj meri olede4ava identifikovanje geomet-

rije. Inane ako ne bi bilo poznato da se radi o hiperbol-

i6nim geometrijama ovalne a :solute, onda se bez tre6eg 

. slova one ne bi mogle razlikovaTd od ostalih hiperbolin-

ih 3 - 'geometrije to je, u tom Hrem kontekstu, ono neop- 
hodno. 

Geometrija EEH je hiperboliCna 3- geometrija oval-
ne apsolute tj 3 - geometrija Iobaevskog Hje su prave i 
ravni projektivne prave i ravni koje ne seku apsolutu (za 

ravni smo to zaklju 4 ili na osnovu drugog slova oznake na 
slede6i naain: ako bi Drojektivne ravni, koje u celini iii 
pak samo njihove oblasti "shvatimo" kao ravni geometrije 

EEH, sekle apsolutu onda bi uglovna metrika pramena prav-

ih ove geometrije bila hiperboliCna). 
Nave56emo i na6in ozna6avanja koji se za ove geo- 
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metrije primenjuje u /27/. "Klasi5na geometrija LobaCevskog 

Drema naCinu na koji je ozna5ena njoj odgovarajuoa metrika 
oznaCavala bi se sa 1

3 ( 1 2' S 82) (gornje levo polje 
tabele "hiDerboli6na metrika rastojanja" /27/ str. 217. 
ili 	 , prilog 1 rada). 1'u 1  u su (uzagradi posle oznake 0 7  hi- 

: 
PerboliCnog 3-prostora date oznake ravni, pravih kao i rav-
ni Eiji su polovi ta6ke date metrike, navedenim redom. Me-
trike ravni Eiji su polovi take date metrike istovetne 
su uglovnoj metrici snopa ravni date geometrije. Oznake 

metrike geometrije IHE nalaze se u istoj tabeli, u desnom 

gornjem uglu. Oznake geometrije EEH i EHH nalaze se, na i-

stoj strani u prvoj tabeli: "eliptiCna metrika rastojanja" 

(vidi prilog 1.). Oznaka metrike koja odgovara geometriji 
EHH je u donjem desnom polju to tabele, a metrike koja od-
govara geometriji EEH u njnom,donjem levom polju. Sve po-

menute geometrije su specijalni hiperboliCni 3-prostori, 
naime 3-Drostori LobaCevskog na 	ukazuje indeks i = 1 

_ u oznaci 1  S
3 - ispred zagrade -ovih prostora. Smatramo da 

je i u ovom slu'Saju, za geometrije spolja5njosti arsolute, 
umestoomaka ls_pogodnije bilo upotrebiti oznaku - 3

3 Hme bi se odmah nagovestilo da je sopstvena ()blast odgo-
varajuoeg prostora spoljanjosti apsolute (u ostalom otTo 
bi bilo u skladu sa onim ";to o tome isti autor u istoj 

knjizi /27/ izlae na'str. 211.). Ilustracije ovih geometr-
ija date su na s1.4.3. (/27/, str.216.); prilog 1. dopunili 
smo naim oznakama ovih geometrija uz odgovaraju6e slike. 
Na sl. 4.4. .(/27/, str. 216.) ilustrovani su °stall hi-

perboliCni 3-proatori. Apsoluta ovakvih prostora je "pra-
vasta" kvadrika. 1:.rojektivni trodimenzioni Drostor u ko-
me je zadata ovakva apsoluta ozna5ena je u /27/ sa 2S 7  jer 
je indeks i "Dravi6aste povr5i drugog reda trodimenzionog 
projektivnog nrostora jednak 2 (vidi npr./8/, g1.V, § 13. 
str. 394 - 395.). 
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6.  Projektivno metri6ke geometrije istih projek-
tivnih n-prostora.  Razlozi iz kojih se u slu6aju kada je 
apsoluta nedegenerisana kvadrika u odgovagaju6em metri-

6kom prostoru izgraduje vige projektivno metri6kih geomet-

rija izloleni su implicitno jog u ta6ki 4. kada se, na o-
anovu rezultgta dela /27/, istaklo da je broj projektivnih 

metrika vea od broja projektivriom metri6kih prostora. 
Ovu anjenicu, u slu6aju dvodimenzionih projektivno metri-
6kih prostora, pornenuli smo jog u uvodu, a zatim i na str. 
4. rada. U ta6ki 5, koju smo posvetili ozna6avanju projek-
tivno metri6kih geometrija dvodimenzionih i trodimenzionih 

progirenih prostora Loba6evskog, odredujua likove tih pro-

stora koji predstavljaju osnovne pojmove tih geometrija i 
nabrajajua to geometrije jog detaljntje smo se priblili-

li neposrednom objagnjenju pravih razlog iz kojih se geo-
metrije istog projektivno metri6kog prostora treba da ra-
zlikuju medusobno. 

U ta6ki 1. 	4. dela /10/ korigoenjem relacija 
(1) i (2) (str. 328. i 329.) za odredivanje projektivne • 
mere ugla i projektivne mere dui ravni 1S2  izvodi se sle-
dea zaklju6ak: 

"Takav je opgti karakter ustanovljene metrike. Vi-
dimo da za dobijanje realnih zna6enja rastojanja i uglova 
moramo u razliatim delovima ravni na razne naane izabra-

ti zna6enje mnoZitelja k u formulama (1) i (2), tako k u 

fornuli (1) za take spoljagnjosti apsolute k -  mora biti 
realan broj, a za take unutragnjosti apsolute ovaj mnoZi-

telj mora biti irnaginaran (misli se na take koje su teme-

na uglova 5iji merni broj odredijemo. Detaljno obrazlolenje 
ove 6injenice u slu6agu kada je teme ugla ta6ka unutragnjo-
sti apsolute mo ose se naa u /23/, str. 219-220.-primedba 
D.Ovetkovi6). Da bismo dobili jedinstvenu metriku u celoj 
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ravni neophodno je odrediti vrednosti mnoHtelja k u for-

mulama (1): i (2) i samim tim odvojiti imaginarne uglove i 

rastojanja od realnih". Dakle, merenje rastojanja taCaka 

nekog prostora mora se obavijati na jedinstven nacan. Sli-
kovitije re6eno ne m/IY:ie se rastojanje dveju ta5aka istog 

Drostora meriti relnim, a drugih dveju imaginarnim "metromV 
Sem toga za svake dve take bilo koje prave prostora posto-
ji. odre d'eno rastojanje. Zato ako se radi o taZ;kama spolja-
gnjosti ovalne apsolute, moramo se odlu6iti za jednu od 

sledeoih dveju moguonosti. •ogufmost odreivanja rastoja-: 
nja bilo kojih dveju ta6aka spoljagnjosti apsolute koje 

pripadaju pravoj koja ne see apsolutu povla6i, na osnovu 

prethodnog, nemogu6nost odredivanja rastojanja bilo kojih 
dveju taCaka to spoljagnjosti koje odreduju projektivnu D-
ravu koja sere apsolutu i obratno. Zato su, u 7 -xvom 

grave dvodimenzione projektivne metriakegeometrije spo-
ljagnjosti apsolute projektivne brave koje ne seku a?solu-
tu, a . 0 drugom sluaju ?reseci projektivnih koje se-
ku apsolutu sa spoljagnjpg6u apsolute. 

Pri odredivanju likova izvesnog . rojetivno metri-
Ckog I:rostora koji predstavljaju }rave njemu odGovarajue 
;eometrije ( odgovarajuoih geometrija) moe biti k3risna 
i teoremg Hamela: "U jednom istom prostoru s ?projektivnom 

metrikom ne mogu istovremeno postojati oba tir)a linija: 
ili su sve - rave tog prostora metri:ike grave (misli se na 

crave podskupove odgovarajuCih projektivnih prgvih .... prim. 
D.C.) ili su sve one veliki krugovi jednake duane"(/3/, 
str.149.). Pojam metriCke prave kao i pojam velikog kruga 
definisani su na str. 146. istog dela /3/. 

Sva prethodna obrazlornja odredivanja projektivno 
metri6kih geometrija izvesnog projektivno metri6kog pro-

stora, pa samim tim i razlikovanja dve iii vie geometrija 
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u nekim od tih prostora u osnovi su u primeni poCetne Ke-

lijeve ideje uvodenja metrike, prvo na pravoj, a zatim i 
u ravni kori56enjem kvadratnih formi12). U svakom slu6aju  

nijedno od tih obrazloenja nije sintetiCke prorode. 
Na osnovu prouCavanja do sada aksiomatizovanih 

geometrija, i to u duhu Hilberta iii Bahmana, a ne . H. 14e-
yl-a i J. DieudonnO-a, zakljuali smo da je pretpostavkg 
svojstva slobodne pokretljivosti neophodan uslov za defini-

sanje metrike odgovarajuee geometrije. Naime bez moguonosti 
"prenoenja" jedini5ne dui i jedini6nog ugla ne mogu se 

dua i uglovi 6ak ni uporedivati a kamoli meriti. 0 tome 
koliki znaCaj Hilbert nridaje Cinjenici da u ge - metriji 
prve tri grupe aksioma njegovog sistema aksioma vaH slo-
bodna pokretljivodt mote se zakljuati po tome 5to i pre 
B 6. posve6enog pOsledicama aksioma podudarnosti (i tako 
nazvanog), Hilbert odmah po uvodenju svake od aksioma po-
dudarnosti ukazuje na ulogu koju #a aksioma ima u obezbede-
nju slobodne pokretljivostt ravni koja odgovara geometriji 
prve tri grupe aksioma njegovog sistema. Tako, odmah posle 
formulisanja aksiome III 1  (/32/,str.11.) isti6e: "Ova aksi-
oma zahteva moguonost prenos6enja du'a" a posle aksiome 111 3 

 "Ova aksioma izraava zahtev mogu6nosti sabiranja dula" da 
bi se, posle aksiome 111 4  ukratko zakiju6i1o."svaki ugao 
se mote na jednoznaCan naCin preneti u datoj ravni na datu 
polupravu sa date strane." Zatim se, na istoj strani 14. 
u delu /32/zakljuuje da je prenoenje dui jednoznaCno. 
U B 6. "Posledice aksioma poduddrnosti" (str. 15-26. istog 

dela) zasnivanje uporedivanja uglova kao i 'uporedivanja 

12) Sem prou5avanja originala "On quantics" i pre-
voda samo 'estog od ukupno deset memoara tog dela na ruski 
("Sestoj memuar o formah,...") oradu Kelija, o ulozi koje 
su njegove ideje imale u formiranju Klajnove koncercije, 
mote se ste6i prava slika iz § 70. dela /12/stt.130-146. 
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veliCina dui (str.20. i 21.) smatraju se znaCajnim karak-

teristikama geometrije prve tri grupe aksioma ovog sistema. 

Za razliku od Hilberta, koji aksiomama podudarnosti 

odreduje svojstva ossnovne reracije podudarnosti na osnovu 

kojih se tek naknadno defini5u transforrnpcije podudarnosti, 

mnogi drugi matematiCari 13) izgradivali su istu geometri-

ju tako '6tp su umesto aksioma podudarnosti koristili aksi-

ome kretanja (ili Dreeiznije, aksiome transformacija podu-

darnosti). Zasnivanje geometrije na osnovu pojma simetrija, 
Ciji je danas najzna5ajniji predstavnik F. Bahman, u su- 
tini je sada najaktuelnija varijanta to konceocije geome-

trije. U njegovom delu navedena je i teorema 26., koji bi-

smo mogli opisatti kao teoremu o strogoj odredenosti kreta-
nja: "Neka je dat pad: taCka S i njoj incidentna , rava t; 
izaberimo jo.jedan takav isti par. Ako postoji kretanje 
f, koje prvi Dar prevodi u drugi, tada.postoje ta5no 

kretanja, koja prvi 	prevode u drugi. Ona se dobija- 
ju mnoenjem elemenata 1,S,t,St etvoro6lane grupe Klajna 
kretanjem f" (/1/, str. 78.). 

Ako bi se zahtevglo da za svaka dva Para: 	S 
injoj incidentnu pravu t i ta.5ku S' i njoj incidentnu 
pravu t' metri5ke (ansolutne) geometrije postoji element 
grupe kretanja, koji par (S,t) preslikava na par (S' I t') 
tada bi taj zahtev bio ekvivalentan pretpostavci da metri- , 
Cka (aTsolutna) 0eometrija raspolaHe slobodnom pokretljivo-

vo5ou. Ovaj zahtev, u odgovarajuoem delu rada formulisan 

13) U Hilbertovo daiba po tome je najpoznatiji 
Schur F. (i u vezi s tim njegove, takode"Grundlagen der 

Geometric", iz 1909. god.) Cija ideja zamene Hilbetrovih 

aksioma podudarnosti aksiomama kretanja u znatnoj me±i 
potiCe jos od Giuseppe Peano-a i M. Pieri-a. 

ri 



kao aksioma G2 grupe aksioma transformacije podudarnosti 

zajedniCke za sve sisteme aksioma projiaktivn6 metri6kih 

geometrija koje 6emo formirati u sledeCoj glavi, obezbe-

duje svojstvo slobodne pokretljivosti u svakoj od tih ge-

ometrija. 

A.V. Pogorelov, koji takode zastupa koncepciju 

takvog razvijanja geometrije u kojoj se umesto posredno, 

na osnovu aksioma podudarnosti, kretanje uvodi neposredno 

- aksiomama kretanja-slobodnu pokretljivost obezbeduje sl-
edeoom aksiomom: 

Aksioma 
III7' 

Neka su J  i )9,) ma koje ravni, a i b 

prave ovih ravni, A i B taCke pravih a i b. Tada postoji 

jedinstveno kretanje, koje Drevodi taCku A na B, zaddatu 

oolupravu prave a, odredenu ta6kom A, - na zadatu polu;ra-

vu Drava b, Ddrea'enu ta6kom B, zadatu poluravan ravni 

odredenu pravom a, - u zadatu poluravan (3 odredenu pra-
vom b. (/29/, str. 32.). 

U monografidi /25/ Paul Rossier iz ube.lenja da je 

svojstvo slobodne pokretljivosti bitno svojstvo ma koje 

metri5ke geometrije "prevazilazi" nedostatak "astraktne" 

pseudoeuklidske geometrije", za koju urethodno pokazuje 

da je geometrija Ajntajnove specijalne teorije relativ-

nosti, razvijanjem jo=i jedne-•sinteti5ke projektivne geo-

metrije". Apstraktnom pseudoeuklidskom geometrijom autor 

naziva upravo geometriju koja je, prema shvatanju sovjet-

skih auto ra koje smo i mi usvojili, pseudoeuklidskaj geo- 
metrija - jedna od devet ravnih projektivno metriCkih geo-
metrija. Pomenutu autor, iz razloga za koje bi se moglo 

pretpostaviti i da su posledica nepoznavanja radova sov-

jetskih autora o projektivno metri6kim geometrijama, pre-

vida moguonost da se pomenuti nedostatak mo pe ukloniti i 
tako 	se u projektitmom (ili afinom) modelu pseudoeu- 
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klids.Ke geometrije ne moraju sve projektivne )rave bez 

take (iii sve afine grave) smatrati pravama pseudoeukli-

dske geometrije. 

Na osnovu razmatranja u druEom delu ove take mo- 

emo, ali sada na - sintetiCki na6in, obrazloiti zato na 

primer u ravni 162  postoje tri metrince geometrije. Kao 

.1to je dobro poznato transformacije podudarnosti bilo koje 

geometrije te ravni predstavljene su suenjem automotfiza-
ma apsolute na oblast te geometrije. S obzirom da su ti 

automorfizmi istovremeno i automorfizmi kako unutrakijos -ti, 

tako i spolja.5njosti apsolute, neophodno je, prema delu za- 

hteva 	 u poslednjem 
1S2 razlikovati najmanje dve 

automorfizmima nijedna prava 

stavu str. 18. rada, u ravni 

geometrije. Ali poto se tim 

koja sere apsolutu ne moe 

preslikati na pravu koja je ne see i obratno, prema pome-
nutom zahtevu i u spoljanjoj oblasti apsolute postoje 

najmanje dve geOmetrije. Na sli5an naCin moemo obrazloH-
ti i zbog 6ega u prostoru 1S3 

 postoje najmanje Cetiri pro-
jektivno metriCke geometrije. Jedina razlika sasojala bi 
se u tome .-to umesto pomenutog zahteva uzimamo u obzir i 
njegovo uoptenje na trodimenzioni prostor 6iji je sadr- 
aj skoro istovetan aksiomi II1 7  Ovo isto se odnosi i na 

utvrdivanje najmanjeg broja projektivno metri6kih geome-
trija prostora 1,n 

7. Odnos stranica trougla projektivno metri6kih  
F;eometrija.  U delima /1/, /3/ i /13/ kao projektivno me-
triCke dvodimenzione geometrije navode se samo euklidska, 

eliptiCna i geometrija LobaCevskog. U svakom od tih dela 
ograniCenja iz kojih proizlazi ovo u1e shvatanje projek-

tivno metri5ke geometrije data su u razliratim vidovima. 

Na osnovu.detaljnog Drou6avanja tih dela zakljuCili smo 
da se u osnovi to ograni5enja mogu svesti na slede6im 
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dvema pretpostavkama: 

a) Za svake dve take bilo koje projektivno metri6ke 
geometrije postoji Drava koja ih sadrli. 

b) U svakoj od projektivno metri6kih geometrija vaa 

nejednakost trougla u strogom smislu. 

Ubedenje da u svim projektivno metri3kim geometri-

jama van e pretpostavke a) i b) proisteklo je iz toga '17() 
one va6e u svim klasi6nim geometrijama: euklidskoj, eliD-
ti6noj i geometriji Loba6evskog koje su najpoznatije, naj-

vie prou6ene i najpotpunije razvijene. •iedutim sledeam' 
razmatranjem pokazaemo da nejednakost trougla u strogom 

smislu va6i samo u klasi6nim geometrijama. U ovim razmatr-

anjima l  ukoliko se ti6u dvodimenzionih projektivno metri-
6kih geometrija razliatih od geometrije ravni 1S2  osla-

njaoemo se na reftatate izlo%iene u delu /27/. Tako "Pro-

stor Rn  (pseudoeuklidski n-7rostor indeksa i - prim. D.C.) 
nije metri6ki prostor u smislu 1.1.2. jer rastojanje AB 

izmedu ta6aka A i B ovde ne mora biti realan broj, a ne-
jednakost trougla (1.22.) ovde je zadovoljena samo u onim 

2-ravnima, u kojima je zadovoljena layajeva nejednakost, 

a u takvim istim 2-ravnima, u kojima va6i nejednakost 
(3.8.) (slobodnije re6eno "anti-KoHjeva" nejednakost-
dodao D.C.) za trougao ABC 6ije su sve tri stranice rea-
lne vaH 

AC > AB + BC r' 	 (3.10). 
To nas nimalo nee spre6avati da za r,rostor 1Rn  unotre-
bljavamo termine "metrika" iii "izometri6ni" (/27/ s3.1.2. 

str. 118.)". 
I za koeuklidske tj. geometrije dualne eu - aidskoj 

i kopseudoeuklidske tj. geometrije dualne pseudoeuklidskoj 

autthr dela /27/ sa istim pravom unotrebld#va termine "me-
trika" i "izometri6nost", iako u njima postoji trougao 

fr/ 
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stranica AB,BC,AC takav da je 
AC = AB + BC 	(5.43) (/27/str.276) 

tj. da za takav trougao vaa "jednakost trougla". 
I " u idealnim oblastima prostora 1 Sri  strane a,b,c 

trougla mogu biti ne samo realne ve6 i asto imaginarne" 
(/27/ 4.1.1. str. 213.). Tako na primer, u geornetriji RH 
ilavni 1

S2 - costoje tri take takve da dve od njih odreduju 
pravu koja ne see apsolutu, a svaka od njih sapteostalom 
odreduje crave koje seku apsolutu. U tom slu5aju u datoj 

geornetriji nije odredeno rastojanje dveju od tri pomenute. 
takve te se u - toj geometriji ne woe odrediti duHna odgo-

varaju6e stranice trougla Cija su temena pomenute takve pa 
se ona ne moHe uporedivati sa zbirom duina oreostalih 
dveju stranica. 

0 pretpostavci a) birSe dovoljno re6i u sledeem 
paragrafu. 

E 2. SISTEMI AKSIOMA WODIMENZIONIH PROJEKTIVNO 

METRIKIH GEOMETRIJA 

Uvod. Aksiomatizovanjem geometrija razliitih 
od klasiCnih nije se bavio Veliki broj autora. Ovo se raoe 

objasniti Cinjenicom da ozbiljnije interesovanje za ove• , 
geometrije po scanje da raste tek od etrdesetih godina ovog 
veka. Oak i prouavanje najprostijih hiperbolinih crosto-
ra (ili cako su ih ranije nazivali: neuklidskih prostora) 
razli6itih od klasi5nih teklo je veorna sporo. Tako je prva 

monografija u kojoj se detaljno izlae o geometrijama ovih 

prostora bila "Neeuklidova geometrija" B. A. Rozenfeljda 

oznaCena u literaturi rada sa /26/. Njegovo delo "Neeuk1i-

dovi prostori", /27/ sigurno je najsveobuhvatnije delo po-
sve6eno toj problematici. Nedutim sisterni njegovih aksioma 
ukljuCuju i aksiorne odgovarajuoih vektorskih prostora te 

se mope smatrati da on u izvesnom smislu razvija geometri- 
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ju po osnovnoj koncepciji Weyl-a.Od aksiomatika tih geome-

trija formiranih u sinteti6kom duhu naveg6emo aksiomatiku 

R.G. Proskurine izloenu u radeARsiomatsko izgradivanje 
dvodimenzione pseudoeuklidske geometrije" oznaenom u lite-

raturi sa /36/ i "Aksiomatsko izgradivanje trodimenzione 

pa.raboliCne geometrije" V.I. Parnaskog.oznaZienog u litera-

turi sa /35/. Na osnovu prou5avanja literature zakljuali 

smo da uopgte ne postoje sisteni aksioma geometrija pro-

stora 1Sn . 
U ovom delu rada odredi6emo princip formitanja 

sistema aksioma i na osnovu tog principa odrediti sisteme 

aksioma svih dvodimenzionih projektivno metriCkih geome-
trija. S obzirom da Oe treou grupu aksioma predstavljati 

aksiome transformacija podudarnosti, a ne aksiome poduda-
rnosti, na osnovu takvih sistema aksioma ove geometrije 

se mogu izgradivatt ne u Hilbertovom, ve6 u Bahmanovom du-

hu. Pre nego 14-to oreclemo na ostvarenje postavljenog cilja 

izloH6emo nekoliko napomena opgte prg4ode. 

U izgradivanju bilo koje dvodimenzione geometrije 

polazi se od . izvesnog skupa S Cl je elemente nazivamo ta- . 

ekama i odredene vrste podskupova tog skupa koje nazivamo 
pravama. "Skup S, njegovi elementi i njegovi podskupovi 

grave i 	su polazni pojmovi (objekti) u geometriji. 

U skupu S definisa6emo razne relacije. Neke od 

njih su polazne relacije pa ih, kao i  polazne pojnove, ne 

definiemo eksplicitno nego 	 preko aksioma." 

(/24/, str. 1.). 
Osnovne (polazne) relacije ovih geometrija su, 

osim relacije incidencije i relacije poretka. Poto je 
svaka od ovih u.omettija metri6ka, u svakoj od njih uvodi 
se i relacija oodudarnosti likova odgovarajuOe geometrije. 
S obziron da u radu usvajamo konceociju izradivanja geo- 
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metrija u kojoj je III grupa aksioma grupa aksioma tram-

sformacija podudarnosti, u radu 6e transformacije podudar-

nosti - unarne operacije biti osnovni pojam, dok je rela-

cija podudarnosti izvedeni pojam ovako koncipiranih geome- 
trija. 

I skup (sistern) aksioma projektivno metri6kih ge-

ometrija razliatih od klasi6nih razloli6emo na podskupove 
(grupe) aksioma. S obzirom da se aksiomama I grape karak-
terige relacija incidencije koja je relacija skupovne pri-
rode jer odreduje da li je dati element skupa S element 
datog pods kupa - prgve skupa S odnosno da li data prava 
to .skupa sadr6i dati element skupa S 14) mo6e se o5ekiva-
ti da je ve6ina aksioma incidencije zajedni6ka za svepro-

jektivno metrike geometrije. Dve aksiome gru2e aksioma 

transformacija podudarnosti koje 6emo predlo6iti u radu 
zajedni6ke su za svih devet dvodimenzionih projektivno me-
tri6kih geometrija. Jog u klasi6nim geometrijama znatnije 
razlike nastaju usled toga =-,-to je relacija poretka eukli-
dske geometrije i geometrije Loba6evskog tromesna, a od,c - 
ovarajuoa relacija eliptine geometrije ,etvoromesna re-
lacija. Ovo odgovara razlici metrike rastojanja u ovim 

geometrijama: u prvom sltCaju ona je hirerboli na iii pa-
raboliclina, a u drugom eliptina. S obzirom da u sluaju 
geometrija 	 od klasi6nih i metrika uglova nije 
uvek elipti5na ovo pove6aa broj tih geometrija. Kao gto 
se iz ove kratke napomene mote naslutiti osnovni princip 
formiranja aksioma projektivno metrikih geometrija koji 

6emo nrimeniti u ovom radu bi6e u tesnoj vezi sa osnovnim 

14) Mada je mogu6e istu definisati i na "nenriro-
dan" nayin , na gto ukazuje fusnota 1 na str.348. dela "Ge-
ometri6eskie preobrazovanija" I.M.Jaglom-a (II deo, Moskva 
1956.). Ali u okvirima ovog rada i u ve6ini drugih radova 
Pa i ud6benika geometrijskog sadr6aja tuma6enje relacije 
incidencije kao relacije skupovne orirode ne dovodi do pr-
otivure6nosti i rtokazuje se vrlo korisnim. 
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principom klasifikacije metrika koje odgovaraju tim geo-

metrijama. Aksiome koje smo nazvali aksiomama korincide-

ncije - takode zajedniCke svim ovim geometrijama - omog-

ua 6e da dokeiemo tvrdenja koja 6e biti neposredan pod-

sticaj as uvodenje V grupe aksioma u 6ijem sastavu se 

nalaze i aksiome koje odgovaraju aksiomama V grupe 

oma klasi5ne geometrije. S obzirom da aksiome grupe aks-
ioma neprekidnosti, budua da Ce biti usaglaene sa aks-

iomama poretka, ne pove6avaju broj razmatranih geometri-

ja, njihov kona5an broj dobija se tek uvodenjem V grupe 

aksioma. 
Kao ' -to se iz prethodnog moglo naslutiti ovaj 

uporedni na5in formiranja sistema aksioma svih r„rojekti-
vno metriCkih geometrija dovodi do sistema aksioma koji 

nisu nezavisni. 	pokaza6e se da u svim slu5ajev- 

ima, osim u slu5aju geometrije HH, naknadno formiranje 
nezavisnih sistema aksioma iz tako dobijenih sistema ne 

predstavlja znatnu tegko6u. 
2. Aksiome incidencije. Uooredivanja aksioma in-

cidencije projektivno metri5kih geometrija koje su dosad 
aksiomatizovane sa onim formulama projektivno metri5ki . 

 geometrija koje se tek izgrafmju kao geometrije odredenih 

oblasti projektivne ravni, za koje smatramo da bi treba-
lo da predstavljaju aksiome incidencije tih geometrija, 

to i potvrduju. Ta uporedivanja pokazala su da je formu- 
' la "Za svake dve ta6ke postoji prava koja ih sadra" sp-

ecifi6nost klasi6nih geometrija (elipti5ne, euklidske i 

geometrije Loba5evskog) u onoj meri u kojoj je sDecifi5- 

nost aksioma dvodimenzione eliptiCne geometrije po kojoj 
se svake dve prave seku (5to 6emo kasnije detaljno obra-

z1oHiti).0 cilju pripremanja formiranja zajedni5kog aksi-
omatskog jezgra za sve orojektivno metriCke geometrije 
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uklonioemo iz prve grupe Hilbettovog sistema aksioma pr-

vu aksiomu (aksiome incidencije Hilbertovog sistema sem 

na str. 4. dela /32/ gde se nazivaju aksiomama veze mogu 

se tideti i sa str. 1. udZbenika /24/). Iz ove aksiome 

(ozna6ene i u /32/ i u /24/ sa I 1
) proizlazi da svaka ta-

6ke pripada bar onolikom broju pravih koliko bilokoja pr-

ava sadrZi ta6aka. Prema tome u sistemu aksioma koji sad-

rZi pomenutu aksiomu svaka ta6ka incidentna je sa bar dve 

prave. Izostavljanjem ove aksiome bez odgovarajuah uros-

irivanja Hilbertovog sistema aksioma u geometriji tog si-
stema aksioma ne mole se dokazati ni da ta6ka pripada bar 

dvema pravim niti da ne pripada bar dvema pravim. Zato 
oemo aksiomama incidencije pridruZiti i sledeou aksiomu: 

I
3 
Svaka ta6ka incidentna je sa najmanje dve pr- 

ave. 
Prema tome prvu grupu aksioma incidencije, zaje-

dni5ku za sve dvodimenzione projektivno metri6ke geomet-

rije sa6injavaju sledeoe tri aksiome: 

I1 
Za svake dve take A i B postoji najvie jed-

na prava koja je incidentna sa svakom od ta6aka A i B. 

12 
Za svaku pravu postoje bar dve take koje su 

'sa njom incidentne. Postoje bar tri ta6ke koje nisu ind-

identne sa istom pravom. 
1
3 
Svaka ta6ka incidentna je sa najmanje dve pr- 

ave. 
3. Aksiome poretka.  Uporedivanje aksiome poretka 

koje se odnose na klasi6ne geometrije ukazuje da se gru-
pe aksioma poretka apsolutne geometrije u Boljajevom sm-
islu bitno razlikuju od grupe aksioma poretka elipti6ne 

geometrijei Aksiomama poretka apsolutne geometrije odre-

duje se troelementna (ternarna iii tromesna) relacija 
"izmedu" u skupu ta6aka iste prave. Medutim u skupu ta- 
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Caka iste prave eliptiCne geometrije ne mole se u toj ge- 

ometriji grupom aksioma poretka okarakterisati troelemen- 

tna ve& 6etvoroelementna relacija "razdvojenosti parova 

ta6akan  to prave. ProuCavanje ostalih projektivno metriC- 

kih geometrija bilo onih koje su aksiomatizovane bilo 

onih koje se tek izgraduju i to uglavnom kao geometrije 

odredene oblasti projektivne ravni-ukazuje da se aksiom-

ama poretka u nekim od njih u skupu taCaka iste prave 
mote uvesti (inplicitno) tromesna relacija "izmedu" dok 
je u drugim moguCe tim aksiomama u tom skupu odrediti, 

jedino 6etvoromesnu relaciju razdvojenosti parova taCa-
ka. To prou6avanje ukazuje da se jedino u dvodimenzion-
im projektivno metriCkim geometrijama kod kojih je metri-

ka rastojanja (linearna metrika) razliCita od eliptiCne 

aksiomama poretka Mole uvesti u skup ta6aka prave troe-

lementna relacija "izmedu" dok se u sluCaju projektivno 
metriCkih geometrija kod kojih je metrika rastojanja el-
iptiCna tim aksiomama ne mole okarakterisati tromesna, 

veC Cetvoromesna relacija razdvojenosti parova taCaka. 
U Drojektivnim modelima nekih od ovih geometrija i Droj-

ektivno metriCkim geometrijama odredenih oblasti projek-

tivne ravni (kojima smo Dosvetili dovoljno panje u par ,- 

agrafu 1 rada i u njima detaljno ukazali na izvore koji-

ma smo se Dri tome sluZili) prave su predstavljene na 
tri naCina: iii su sve prave nekih od tih geometrija pr-

edstavljene Drojektivnim pravama, iii su u diugim od tih 

geometrija predstavljene otvorenim Drojektivnim duZima 
ili su u preostalim projektivno metri5kim geometrijama 

prave predstavljene projektivnim pravama bez samo jedne 
taCke. Pogto se u skupu ta6aka projektivne prave ne moNe 

uvesti troelementna relacija "izmedu" ve6 Cetvorelement-

na relacijarazdvojenosti parova taaka, aksiomama poret- 
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ka skupa taCaka prave projektivno metri6kik geometrija Ci-

je su prave predstavljene projektivnim pravama odreduje 

se aksiomama poretka tih geometrija relacija razdvojenos-

ti parova taCaka. Sve ove geometrije su projektivno metr-

ince geometrije koje odgovaraju elipti6noj metrici rasto- 

jahja. 
Skup taCaka iste prave bilo koje od projektivno 

metri6kih geometrije neelipti5ne metrike rastojarija pre-
dstavljen je skupom svih ta5aka otvorene projektivne du-

Zi iii Drojektivnom Dravom bez taCke. Se,enje Cetvoroel-
ementne relacije razdvojenosti Darova ta6aka nrojektivne 

prave koja sadra taj skup taliaka na taj skup to aka, 

pri 5emu taCno jedna ta6ka etvorke ta6aka ne pripada 

tom skupu predstavlja tromesnu relaciju nizmedun tog sk-
upa taaka. Prema tome u svakoj od takvih projektivno 

metri6kih geometrija moguoe je aksiomama poretka okarakt-

erisati, u skupu telaka iste grave, troelementnu relaci-

ju nizmedun . Metrika rastojanja odgovarajuah nrojektivn-

ih metrika tih geometrija je ili hiperboliCna iii parab-

oli6na. Iz ovog sledi da iste aksiome poretka mogu imati 
i razliHte projektivno metri5ke geometrije sa Hme smo 
se veC sreli u sluCaju klasi5nih geometrija-euk1idska i 
geometrija lioba6evskog su dve takve geometrije. Razliko-
vanje eliptiCne od ostalih klasi5nih geometrija DoHnje 

ver od aksioma incidencije. Dok se aksiomom 1 3  Hilberto- 

' vog sistema(/32/ str. 4. ili /24/ str.1.) "zahteva" da 
svakoj Dravoj pripadaju najmanje dve take aksiomom 1 3  

(v.str.157. u /23/) odnosno aksiomom I.1.(/16/str.216) 
elipti5ne geometrije zahteva se da svakoj Dravoj pripa-
daju najmanje tri takve. Te1nju da grupa aksioma incid- 

encije bude istovetna za sve projektivno metriae geom- 
etrije moemo ostvariti na slede6a dva naUna: 
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1) Aksiomu 1
3 
Hilbertovog sistema moemopreformulisati 

tako da njen sadraj bude istovetan sadraju aksiome 13 

 eliptiCne geometrije. 

2) grupu aksioma poretka svake od projektivno metri-
Ckih geometrija za koju je odgovaraju6a metrika rastoja-

nja eliDtiCna l  moemo progiriti sledeoom aksiomom: 

Aksioma IIo. Za svake dve razne take A i B koje 

su incidentne istoj Dravoj postoje dve razne take C i D 
takve da par teiaka A,B razdvaja par taCaka C i D. 

U radu se odlu8ujemo za drugi od ovih naana. 

U euk1idskog, geometriji LobaCevskog i eliptiCnoj 
geometriji i kojima vaa da za svake dve take postoji Dr-

ava koja ih sadrH va -H i da je svaka ta.5ka incidentna sa 

bezbroj pravih. Takav skup nravih nazva6emo u radu konku-
rentnim pramenom 17;ravih. 	osnovu I grupe nageg sistema 

aksioma, prema poslednjoj aksiomi to grupe svaka ta6ka in-
cidentna je sa bar dve Drava. 3ez novih aksioma, na osnovu 
dosad predloenih aksioma ne mope  se dokazati da je, sem 

pomenute dve, taCka incidentna sa jog nekom - ravom. 
Zato 6emo grupu aksioma poretka progiriti Dodgrup-

om aksioma .poretka konkurentnog pramena nravih. Ukoiiko je 

u projektivnom modelu 	 projektivne ravni u ko- 

joj se izgraduje ugaona metrika odgovaraju6e DrojektiVno 

metri5ke geometrije hiperboli6na, tada 6e ovom nodgrupom 
aksiomom poretka u skupu -Jravih istog konkurentnog nramena 
Drgvih biti okarakterisana troelementna relacija nizmedu";, 

ako je ugaona metrika takve geometrije elipti6na, u skupu 
pravih konkurentnog cramena pravih aksiomama poretka ne 

moe se okarakterisati troelementna ve8 xetvoroelementna 
relacija razdvojenosti parova pravih. Razlog tome je anal-
ogan odgpvarajuoem raziogu u sluCaju aksioma poretka pra-

ve: svaki konlmrentan Dramen pravih projektivno 
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metriCke geometrije elipti5ne ugaone metrilte predstavljen 

je u projektivnoj ravni pramenom pravih projektivne ravni 

a svaki konkurentan prymen pravih neeliptiOne ugaone me-

trike otvorenim'projektivnim uglom iii projektivnim pra-

menom pravih bez taCno jedne prave. Radi kra6eg izraava-

n•a u poslednja dva sluCaja govorioemo da je konkurentan 

pramen pravih predstavljen u projektivnoj ravni "delom 

projektivnog pranena praviM Podgrupu aksioma pdretka 

skupa pravih konkurentnog pramena pravih kojima se odredu-

je troelementna relacija "izmedu" oznaHOemo sa H apodgr-

upu aksioma poretka takvog skupa pravih kojom se odreduje 

relacija razdvojenosti parova pravih sa E. 

Podgrupu H dine aksiome dualne linearnim aksioma-

ma poretka (rasporeda) Hilbertovog sistema (/32/ O 3. str. 

5.) izlo enin i na str.3. uds4,benika /24/. 

Podgrupu dine aksiome dualne 15) aksiomama poret-
ka eliptiOne geometrije i i aksiomama 11; dualna aksiomi 

IIo . 
I aksiome podgrupe aksioma koje se odnose na pore-

dak taCaka crave ozna6i!:emo na isti na6in. Radi kraO.eg iz-

raavanja ovu podgrupu aksioma nazivaoemo prvom podgrupom 
aksioma poretka odgovaraju6e geometrije l a podgrupu aksioma 

poretka koja se odnosi na poredak pravih konkurentnog pra-
mena pravih drugom podgrupom aksioma poretka. I na6in oz, 

naCavanja 	geometrija prve dve grupe aksioma uskla- 

dioemo upravo sa oznakama podgrupa aksiome poretka ovih 
geometrija. Prvo slovo oznake date geometrije H iii E za-
visno od prirode relacije okarakterisane ptvom podgrupom 

akksioma poretka, a drugo (takode H iii E) ukazuje na pri-
rodu relacije okarakterisane drigom podgrupom aksioma 

15) U svim slIC;ajevima radi se o "malom" .raiincipu 
dualnosti tj. principu dualnosti u ravni. 
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poretka. Iznad to dva slovapovlaCimo erticu ame nagla5av-
amo da sistem aksioma ovih geometkija nije potpun. S obzi-

rom da je prva grupa aksioma istovetna za sve projektivno 

metriCke geometrije broj razliatih projektivnih metriCkih 

geometrija prvih dveju grupa aksioma Vel•.zan je iskljuavo 

za prirodu aksioma podgrupa aksioma poretka. Sasvim jedno-
stavno se mwsie zaklju5iti da postoje ta6no 6etiri projek-
tivno metri6ke geometrije prve dve grupe aksioma koje smo 
u ovom radu predloHli. To su geometrije EE, EH, EZ, HH. 
Pod uslovom da take ovih geometrija predstavljamo tackam a 

projektivne ravni a °rave projektivnom pravama roe se do- 
kazati da postoji ukupno devet raznih modela ovih geometri-
ja u projektivnoj ravni. Uz taj uslov, Dostoji ta5nth jedan 

takav modelgeometrije BE (poznati projektivni model elip-
tiCne geometrije je istovremeno model i geometrije HZ i 
i to u smislu u kome je projektivni model euklidsge geo-
metrije). Projektivni model geometrije 	poraenute prirode 
su geometrija spolja5njosti apsolute aje su prave proje-

ktivne crave (v./12/, str. 213. sl. 91.) tj geometrija 
1, 	1 S1 ) 	str.213. iii str. 11. rada) kojoj smo 
posvetili dovoljno pe,nje u paragrafu 1. rada i model u ho-

me je apsoluta "imaginarna kriva drugog reda koja se sasto-
ji od para konjugovano kompleksnih pravih p i q , koje se 
seku u realnoj taCki Q" (/13/, str. 5. i 6. i sl. 1.6.; 
/12/, str. 225. "geometrije dualne euklidskoj i pseudoe-
uklidskoj"). Keli-Klajnov model geometrije Lobaevskog is-

tovreneno je model i geometrije HE ; to isto se mope re6i 
i za uobi6ajeni projektivni model euklidske geometrije. 
postoji 6etiri tazna modela seometrije 77: geometrija spo-
ljanosti apsolute kojoj su sve grave otvorene projektivne 
dui (v./12/, str. 210. sl. 89; geometrijO koja odgovara 

1- 	, 	1, 	• orojektivnoj metrici ozna6enoj sa 62 ( 1  61 , 	1S1 ) 	s1. 
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4.2. u/27/ na str. 2i6.; /18/ str. 5. i sl. 1.3. na str. 

6.); projektivni modeli pseudoetklidske i njoj dualne Eeo-

metrije (v. /12/ str. 224. i 225. i/18/ str. 6. i slika 

1.7. i 1.8. na str. 7.); Drojektivni model paraboli6ne ge-

ometrije u kome je apsoluta dvojna realna tacika Q i dvojna 

realna - rava 1 koja je incidentna sa tom ta6kom (v.n7,r./18/ 

str. 6. i sl. 1.9. na str. 7.). 

Razlog ve6em broju projektivnih modela o, ometrije 

EE, 77, EH i Hf u kojima su prave tih geometrija predsta-

vljene projektivnim pravama ili delovima tih D•avih je 

nepotpunost sistema tahioma ovih geometrija (ovi modeli su 

neizoorfni jer su ove F;eometrije nokategorine). 
4. kksiome transformacijelvmodudarnosti. 	1):700.4 C- 

VOE ara,r;rafa istakli smo da su osnovne (polazne) opera-

cije transformaci:je podudarnosti Dr° ektivno metriCkih 

zoom 	 16 etrija. Ova transformacija na 	skuDa tai:aka odgo- 
varajue seometrije nazvaemo transformacijama Dodudarnosti 
to ;:; acs: Petri 	....)vojstva transformacijmpodudarnosti bilo 
koje 	geometrija 33E, ELi H3 i 1d odredi6emo irTlicitno 

sedeHm a;:sio7iama: 

Aksioma Gl. Transformacije podudarnosti osnovnog 

skupa ta,5aka bib koje seometrije saraasne su sa relacija-

jams poretka to g:eometrije. 

Aksioma G2. Z'a ma koje dve Draveaibita5ko A 

i 3 ta:rwe da je taka A incidentna sa ravom a i taka 3 

incidentna sa pravom b oostoje ta ,1'.no 6etiri transformaci-

je Dodudarnosti koje prava a reslikavaju na nravu b i 
taku A na taku 3. 

16)'iodve.:eni Dredlog na iza re6i transformacija 

uk azuje da je i kodomen ove transformacije 	svih taa- 
ka iste roometrije. S obzirom da vecira mateatiara pod 

transformacija:la podrazumova preslikavania skupa na taj 
isti skup a ne u taj isti skup ubudue iza reH transforma- 

cija neemo dodavati yredlog na. 
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Aksioma G3. Za bilo koje dve poluDrave a'i b' 

zajedniCkog poletka postoji transformacija podudarnosti, 

koja polupravu a'preslikava na polupravu b; a polupravu 

b' na polupravu a'. 
U radu " Ekvivalentnodt aksioma podudarnosti i 

aksioma transformacija podudarnosti" koje 6emo uskoro 

objaviti dokazali smo da su transformacije podudarnosti 

bijekcije osnovnog skupa taCaka bilo koje od geothetrija 

EE, EH, hE i EH. 1a osnovu toga sled' vaZna poSledica: 

Posledica 1. Skup G transformacija podudarnosti 

je model grupe. 
I geometrije Ciji su sistemi aksioma sisterni aksi-

oma geometrije EE, EH, HE i EH progireni grupom aksioma 

transformacija podudarnosti ozna5ava6emo takode -2sa 

EH, HE i HH. U pomenutom radu koristea teoremu po ko-

joj je pri savakoj bijekciji slika Dreseka Dresek slika 

(v.npr. /50/ str.9 i 10.) dokazali smo i da svaka transfo-

rmacija podudarnosti bilo koje od tih geometrija preslika-

va orijentisanu pravu na ileavu koja je takode orijentisa- 

na. 
Aksiomom G2 osigurali smo svojstvo slobodne DO-

kretljivosti u svakoj od tih geometrija, za koje smo u 

analizi izvedenoj u t.6. 	1 rada pokazali da je neophodno 

za odrecT:ivanje metrike bilo koje geometrije. U radu SEkvi-

valentnost aksioma podudarnosti i aksioma transformacija 

podudarnosti" koji 6e biti oblavljen uporedili smo sistem 

aksioma transfornacija podudarnosti koji smo mi DredloHli 
sa aksi.)mama kretanja izloenim u udZbeniku /29/ A.V. Pogo-

relova. Tamo smo utvrdili da je nage. aksioma G1 po smislu 
17). istovetna aksiomi III 2 

 udbenika/29/ (v.str. 31.) a iz 

17) liada po formulaciji ista naga aksioma je op-
gtija jer se odnosi na relacije poretka svih dvodimenzion-
ih projektivno metriZkih geometrija. 
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nage aksiome G3 sledi aksioma 1116  (/29/ str. 31.). U de- 

lu /29/ nije se dokazivala ekvivalentnost aksioma kretanja i 

aksioma podudarnosti Hilbettovog sistema aksioma u okviru 

aksioma incidencije i poretka sistema. Dokazavgi-u pomenu- 

tom okviru ekvivalentnost aksioma transforrnacija podu- 

darnosti i aksioma podudarnosti Hilbertovog sistema aksio- 

ma, istovremeno smo u pomenutom delu koji 6emo objaviti, 

dokazali i neprotivreCnost geometrije Cije su aksiome ak-
siome incidencije Hilbertovog sistema, aksiome poretka 

istog sistema i aksiome transformacije podudarnosti G1 1 G2, 

G3. einjeniculda umesto sedam aksioma kretanja izloenih 

u delu /29/ kao aksiome III grupe aksioma uvodimo samaa 
3 

aksiome transformacija podudarnosti, smatramo zna5ajnom 
prednogCu. Nada nismo dokazivali i nezavisnost aksioma Gl, 

G2,G3 o5ekujemo, ,s obzirom na njihov do sada nalmanji broj, 

da su sve one nezavisne. Okolnost da autor dela /29/ za dve 

od svojih sedan aksioma kretanja dokazuje da su zavisne od 
ostalih aksioma euklidske geometrije ( vidi dokaz aksiome 

111
5 
na str. 71. i aksiome 1116 

na str. 72) ne moze se tre-

tirati kao dokaz nezavisnosti tih aksioma u okviru prve 

dve grupe aksioma Hilbertovog sistema jer se dokaz zasniva 
na korigCenju Dedekindove aksiome. Jedino je dokaz aksiome 

1114 
dokaz zavisnosti to aksiome u okviru prlie dve grupe 

Hilbertovog sistema progirenog preostalim aksiomama kreta- 

nja. 
Tek posle Drogirivanja prge dve grupe sistema aksi-

oma ovih geometrija aksiomama transformacijapodudarnosti 

o ovim geometrijama se moe govoriti 
hao o metrikim geome-

trijama u pravom smislu. Razlozi iz kojih geometrije EE, 

H, H2 i HH smatramo metri6kim istovetni su razlozima iz 

kojih i apsolutnu geometriju u Bahmanovom smislu smatramo 

metriCkom: sistemi aksioma i ovih geometrija mogu se pro-

girivati do sistema aksioma metriCkih geometija. U tom 
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cilju dovoljno je progiriti sistem aksioma ovih geome-

trija aksioma neprekidnosti. 

5. Aksi2neR92U1---osti
dn. U daljem progirivanju'si-

sterna aksioma geometrije EE, EH, HE i HH da bi se u njima 
uvela metrika mogu6e je tim sistemima dodati samo Arhime- 

dovu aksiomu. 
Sistem aksioma ovih geometrija progiriva6emo, ipak, 

Dedekindovom aksiomom. Osnovni razlog tome je da . je dalje 

izgradivanje tih geometrija u prijehtivnoj ravrii iii nekoj 
njenoj oblasti znatno jednostavnije u projektivnoj ravni 

u kojoj je aksioma i aksioma Dedekinda. Tako je i odrediva-

nje proji:Rktivnih modela ovih geometrija znatno jednostav-
nije u takvoj projilktivnoj ravni. I tenja da nam neki od 
sistema aksioma budu potpuni (pri Cemu Ise medu njima obave-
zno biti sistemi aksioma geometrija 6ije 6emo trajektorije 

prou6avati) jednostavnije se ostvaruje na takav naCin:ta- 

kvom sistemu aksioma ne mora se dodavati ni kantorova ni 
aksioma linearne potpunosti (ova poslednja formulisana je 

na str. 28.. /32/. 
U klasi6nim geometrijama aksioma Dedekinda odnosi 

se na skup taCaka prave. :oriste6i aksiomu po kojoj se za 

svake dve take postoji prava koja ih sadrU u trim geome- 

trijama 
jednostavno se mol'e dokazati teorema koja se odno- 

si na 
skup pravih istog konkurentnog pramena pravih 6iji 

je smisao istovdtan Dedekindovoj aksiomi. Ali u nagem si-
. stemu aksioma formula "za svake dve take postoji prava 

koja 
ih sadrU" nije aksioma a ni teorema svih onih geo- 

metrija u ajoj oznaci 
je H drug° slovo - dakle u geome- 

trijama 77, i RH kao i svim geometrijama 
Ciji su sistemi 

aksioma proHrenja 
sistema aksioma geometrija EH i HH. 

Zato je u 
ovom slu5aju neophodno uvesti i Dedekindovu aksi- 

omu 	kojom se izra'7
'lava i neprekidnost skuna ?ravih bilo kog 



— 36 — 

konkurentnog pramena pravih. SadrZaj ovih aksioma mora se 

uskladiti sa prirodom relacija poretka konkretne geometr-

ije. Upravo zahvaljujua tom uskladivanju sa drugom grupom 

aksioma sistema aksioma koju smo predloZili i  kao i u slu-

6aju aksioma G1 grupe aksiome transformacija podudarnosti l 

 razne moguCnosti u pogledu formulisanja Dedikindove aksio-

me ne pove6avaju broj metri6kih geometrija. Ako je red o 

geometriji 	npr. u kojoj se prvom podgrupom aksioma po- 

retka E odreduje relacija razdvojenosti parova taaka l  De-

dekindove aksioma kojom se utvruje neprekidnost skupa ta-

Caka iste prave bide formulisana na naCin na koji se ona 

formulie u eliptiCnoj (v./16/ str.218.ili /23/ E 4.str. 
165.) ili projektivnoj geometriji (/22/ t.4.str.11). Dede-

kindova aksioma kojom se utvruje neprekidnost skupa prav-

ih bilo kog konkurentnog pramena pravih iste geometrije Fr 
je formula dualna Dedekindovoj aksiomi hiperboliCne (eukl-

idske) geometrije (v.npr. Dedekindov princip na str.75.ud-

Zbenika /24/). Tek u ovakvim sistemima aksiomanaziv n6etv-

rta grupa aksioma sistema aksioma" ima opravdanje jer se 
radi o dve, a ne o jednoj aksiomi neprekidnosti (mislimo na 

sisteme aksioma npr. eliptiCne iii projektivne geometrije). 
Dve Dedekindove aksiome ozna5avaCemo na sledeoi 	ind- 
eks 1 ut slovo D ukazuje da je u pitanju Dedekindova aksioma 

koja se odnosi na skup taCaka prave — to je prva Dedekindo-
va aksioma, a indeks 2 uz slovo D ukazuje da se to aksioma 

odnosi na skup pravih bilo kog konkurentnog pramena pravih 
— ovo je druga Dedekindova aksioma. Tako npp. aksioma D 1  je 
aksioma neprekidnosti koja se sigurno odnosi na skup taCaka 

prave — da li je to aksioma neprekidnosti hiperboli6ne ceu-
klidske) iii uop5te geometrije u Cijoj oznaci je prvo slovo 

H iii pak geometrije u Cijoj je oznaci prvo slovo E zavisi 
od rArode prve podgrupe aksioma poretka date geometrije. 
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Ako je to podgrupa aksioma podgrupa H, prvu Dedekindovu ak-

siomuomaa5i6ernosa' D
1H ' a ako je pomenuta podgrupa E sa 

D. Aksioma D2E 
je aksioma neprekidnosti koja se odnosi na 

bilo koji konkurentan pramen pravih - priroda to aksiome 

zavisi neposredno od prirode druge podgrupe aksioma poretka 

date geometrije. Na osnovu slova E u indeksu oznake druge 

Dedekindove aksiome zakljuCujemo da se radi o aksiomama po-
retka kojima se u skupu bilo kog konkurentnog premena pray-

ih odreduje relacija razdvojenosti parova 
Geometrije Eiji je sistem aksioma geometrija RE, 

ER, RE i ra progiren aksiomama transformacija podudarnosti 
i aksiomama neprekidnosti na prethodno izloleni naCin ozna-

6ava6emo sa 27; rm 	Ove geometrije, koje su tek 
pole navedenih progirenja u pravom smislu projektivno met-

riCke mo siemo i dalje proarivati ka potpunim geometrijama. 
S obzirom da 6emo prvim progirenjem sistema aksioma geomet-

rija EE, ru, RE i RR pripremiti kona6no progirivanje siste-
ma tih aksioma do sistema aksioma svih devet dvodimenzionih 
projektivno metriCkih geometrija sledeeu ta6ku nazvaoemo up-

ravo "prvim progirenjem" sistema aksioma tih geometrija. 

6. Prvo progirenje sistema aksioma geometrija  

ER; RE'i 	Kao gto smo pomenuli na osnovu isativanja pr- 
ojektivnih modela geometrija RE'i RE; dakle geometrija u 
Cijoj je oznaci drugo slovo E, formula: "'ha svake dve take 

postoji praVa koja ih sadrn" taCna je u svakom od tih mod-
ela. Uverenje u ispravnost takvog zakljuCka potkrepioemo i 

sledeam zakljunvanjem. U svakoj od geometrija u Cijoj oz-

naci je drugo slovo E drugom podgrupom aksioma poretka u 
skupu pravih bilo kog konkurentnog pramena pravih odreci-uje 

se Cetvoromesna relacija razdvojenosti parova tih pravih. 

Na osnovu toga zakljuCujemo da se u takvim geometrijama ak- 
siomama poretka ne mope okarakterisati tromesna relacija 



"izmee:u" skupa pravih bilo kog konkurentnog pramena pravih. 

1a prethodnoj strani detaljno smo obrazloali da je u geo- 

metrijama te vrsta druga aksioma neprekidnosti aksioma D. 

U svim projektivnim modelima geometrija Bei riTu kojima se 

prave tih geometrija predstavljaju projektivnim pravim iii 

"delovima" tih pravih pramen pravih odgovarajuoe geometrije 

predstavljen je pramenom pravih projektivne ravni. _aime u 

suprotnom sluCaju - ako bi neki konkurentan pramen pravih 

geometrije Bei 	bio predstavljen samo podskUpom skupa 

pravih projektivnog pramena pravih iii presekom tog podsku-

pa sa obl&-icu date geometrije - suo6ili bismo se sa sledeC-

om protivreCno6u. u takav podskup pravih, ako je on "deo" 

projektivnog pramena pravih mote se uvesti tromesna relaci-

ja "izmeclu", te bi u modelu tih geometrija vaZila podgrupa 
aksioma poretka koju smo oznaCili sa a; takocte bi u tom "de-

lu" projektivnog pramena pravih bila zadovoljena druga aks-

ioma neprekidnosti D2a  - dakle takvi projektivni modeli ne 

bi bili modeli geometrija o kojima je rec. Ako bi pramenovi 

pravih bilo koje od dosad aksiomatizovanih geometrija bili 

u modelu predstavljeni podskupom pravih projektivnog prame-

na pravih, koji je razliCit od "dela" projektivnog pramena 

pravih iii preseka tog dela sa obla1-46u interpretacije, u ta-

kvom modelu ne bi bile zadovoljene ni druga podgrupa aksioma 

poretka, a ni druga aksioma neprekidnosti. 
Na ovaj na6in pokazali smo da je svaki pramen prav-

ih geometrija EE' i 	predstavljen u projektivnom modelu 

(pod uslovom da su prave ovih geometrija u tom modelu preds-

tavljene projektivnim pravama iii njihovi© "delovima") proj-

ektivnim pramenom pravih iii presekom projektivnog pramena 

pravih sa obla6u interpretacija tih geometrija. Pretpostav-

imo da za neke dve take A i B jedne od geometrija 7117'  i HE' 
r, 
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ne postoji prava koja ih sadrZi. Pramen pravih sredigta A, 

prema prethodnom, predstavljen je u projektivnom modelu tih 

geometrija projektivnim pramenom pravih sredigta A ili pres- 

ekom takvog pramena sa oblagou interpretacije odgovarajuoe 

geometrije (sa A smo oznaCili i taCku kojom je u modelu pre- 

dsfavljena taCka A jedne iii druge od ovih geometrija). Po- 
gto je taCka B ta6ka te ravni, tada u modelu projektivna 

prava p(AB) na osnovu pretpostavke dokaza ne bi predstavljala 
pravu pramena pravih sredigta A,te pramen pravih sredigta A 

bilo koje od tih geometrija ne bi bio predstavljen projekt-

ivnim pramenom pravih sredigta A, niti njegovim presekom sa 
oblag6u interpretacije tih geometrija. ria sli6an naCin pok-

gza6emo da se sva#e dve prave geometrija u Cijoj oznaci je 

Dry() slovo E seku. U modelima ovih geometrija u kojima je 
osnovni skup ta6aka'S tih geometrija predstavljen skupom ta-

Caka projektivne ravni iii skupom taCaka odredene oblasti 

te ravni, a pure tih geometrija projektivnim pravama iii pr-

esekom tih pravih sa oblasti interpretaCije tih geometrija, 

prave geometrija u Cijoj je oznaci prvo slovo E ne mogu bi-
ti predstavljene "delom" projektivne prave iz sledeoih raz-

loga. Ako bi prave tih geometrija bile predstavljene podsk-
upom taCaka projektivne prave razliCitom od skupa ta6aka 
otvorene projektivne duli iii projektivne prave bez jedne 

take u takvom modelu ne bi bile zadovoijene ni prva podgr-

upa aksioma poietka, a ni prva Dedekindova aksioma nepreki-

dnosti ovih geometrija. Ako bi pnre tih geometrija bile pre-
dstavljene "delom" projektivne prave tada bi se u skupu ta5- 

aka te prave mogla uvesti relacija "izmedu" te bi i u tim 
geometrijama aksiomama poretka koje se odnose na skup taCa-
ka prave bila okarakterisana troelementna relacija "izmedu" 



gto je u suprotnosti sa Cinjenicom da je prva podgrupa aks-

ioma poretka ovih geometrija podgrupa E, a ne H. Na taj na-

Cin pokazali smo da se u projektivnim modelima koje razma-

tramo prave geometrija EE' i EH' predstavljaju isklju6ivo 

projektivnim pravama. Ako se dve prave neke od ovih geome-

trija ne"bi spkle tada se ni projektivne prave kojima su u 

modelu predstavljene te dve prave ne bi sekle, 3 .to je u su-

protnosti sa aksiomom projektivne ravni po kojoj za svake 

dve prave projektivne ravni postoji taCka koja je incident-

na sa svakom od njih. 
Na osnovu prethodnog izlaganja sisteme aksioma ge-

ometrija EE' i HE' potrebno je progiriti ku teZnji ka for-
miranju potpunog sistema aksioma tih geometrija) sledeCom 

aksiomom incidencije: 

Aksioma Io•  Za svake dve take postoji prava koja 
je incidentna sa tim taCkama. 

Iz istih razloga sisteme aksioma geometrija 1E' i 

treba progiriti takode aksiomom incidencije: 
Aksioma IGa svake dve prave postoji taCka koja 

je incidentna sa svakom od njih. 

Sledeoom definicijom uvodimo izvesno preslikavanje 
skupa ta6aka prave u skup pravih konkurentnog pramena pra-

vih Cije sredigte ne pripada toj pravoj. 
Definicija. Ako je svaka taCka prave a, iii otvo-

rene dui te prave, incidentna sa nekom pravom pramena pr-

avih sredigta A koje ne pripada pravoj a tada relaciju u 
kojoj svakoj taki prave a odgovara prava pramena sredigta 

A koja je sa tom ta6kom incidentna nazivamo korinCidencijom 

skupa taCaka'prave u skup pravih pramena pravih. 
lva osnovu aksiome I2 korincidencijetje injekcija 

skupa taCaka date prave iii neke njene otvorene dui u skup 

pravih datog pramena pravih. 
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Sledeoom aksiomom poretka progirioemo sisteme ak-

sioma svih dosada razmatranih geometrija. 
Aksioma Si. Ako je svaka taCka prave a iii bilo 

koje otvorene dui to prave incidentna sa nekom pravom pr-

amena sredigta A koje ne pripada pravoj a, tada u skupu ta-

kvih pravih pramena sredigta A vaZi relacija poretka iste 

prirode kao i u odgovaraju6em skupu taCaka prave.a; isto se 

mote rea i o prirodi Dedekindove aksiome formule) tog sk-
upa pravih. Korncidencija pomenutog skupa ta6aka na pomenuti 
skup pravih je izmmorfizam u odnosu na relaciju poretka tih 

skupova. 
Pre definicijekorincidencije skupa pravih pramena 

pravih u skup taCaka prave koja ne sadrH sredigte tog pra- 

mena definisa6emo otvoreni ugao. 
Definicija. Ako je neki pramen pravih sredigta A 

pramen pravih geometrije u kome je druga.podgrupa aksioma 

H, tada je otvoreni ugao pramena pravih sredigta A skup sv-

ih pravih tog pramena koje su izmedu dveuju datih pravih 
tog pramena. Ako se radi o pramenu )1.avih geometrije Cija 

je druga podgrupa aksiomaporetka 	pojam otvorenog ugla 

tog pramena pravih istovetan je pojmu otvorenog projektivn-
og ugla. U oba sluCaja dve date prave su graniCne prave ot- 

vorenog projektivnog ugla. 
Definicija. Ako je svaka prava pramena pravih sre- 

digta A ili otvorenog utla tog pramena pravih incidentna sa 

nekom taCkom prave a koja ne sadrZi taCku A, tada relaciju u 

kojoj svakoj pravoj takvog skupa pravih odgovara njoj incid-

entna taCka skupa taCaka prave a nazivamokorincidencijom sk-

upa pravih pramena sredigta A u skup taCaka prave a. 

Na osnovu teoreme po kojoj za dvv,5 razne prave post-

oji najvige jedna te.5ka koja je incidentna sa svakom od tih 
pravih sledi da je koincidencija injekcija skupa pravih datog 
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pramena pravih iii skupa pravih otvorenog ugla tog pramena 

u skup taCaka prave. 
Aksiora S2. Ako je svaka prava pramena sredita A 

iii bilo kog otvorenog ugla tog pramena incidentna sa nekom 

taCkom prave a koja ne sadrZi taCku A, tada u skupu takvih 

taZaka prave a vaZi relacija poretka iste prirode kao i u 

pomenutom skupu pravih; to isto vaZi i za prirodu Dedekih-

dove formule tog skupa taCaka. Koincidencija pomenutog sku-

Da pravih na Domenuti skup ta6aka je izomorfizam u odnosu 

na relacije poretka tih skupova. 

Koriste6i aksiome S1 i S2 molemo, u svakoj od raz-

matranih geometrija dokazati da je koincidencija bijekcija 

kako skupa taCaka date prave iii neke njene otvorene dui 

u S -::12DU pravih konkurentnog :ramena 7)ravih, tako i skupa 

oravih datog pramena _pravih iii skupa pravih otvorenog 

ugla tog pramena na skup ta6aka prave iii otvorelje duH to 

prave. 
U oznaci aksioma Si i S2 liotrebilo smo S da bismo 

istakli da se ovim aksiomama utvrduje ,saglasnost relacije 

poretka razmatranih geometrija sa koincidencijom. 

Poto aksiomama Si i 32 Droarujemo sisteme aksioma 

svih dosad razmatranih geometrija, u cilju Dojednostav-

ljenja ozna5avanja zadra6emo dosada7mje oznake tih reome-

trija i u tekstu koji siedi pod geonetrijama E2', EH', HE; 

Ti' podrazumevati geometrije sistema aksioma geometrija 

EE', EH', HE', 77 progirenim aksiomama S1 i S2. Geometri-

je koje odgovRraju sistemima aksioma geometrija 	i Jr_' 

prcAirenim aksiomom 1 4  ozna6avaoemo redom sa 77" i E7", 
a geometriju koja odgovara sistemu aksioma geometrije HE' 

koji je 1)ro5iren aksiomom 1 0  sa TM". 
7. V grupa aksioma sistema aksioma projektivno 

metri5kih_oeometrila. u geometrijarna EH ''i H-2"do:. zaemo 
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dve teoreme stOtinskog zna6aja za dalje progirenje sistema 

aksioma tih geometrija. Ove teoreme su medusobno dualne: 

druga od njih je poznata teoreme apsolutne geometrije u 

Boljajevom smislu koja je u radu dokazana na drugi na5in 

s obzirom da se sistemi aksioma te geometrije u radu ra-- 

AzIikuju od uobiCajenog sistema aksioma iste ( apsolutna, 

geometrija, u Boljajevom smislu je zaDravo geometrija HE"). 

Teorema 4. Ako su ta6ka A i prava a geometrije 

neincidentne, tada na pravoj a postoji najmanje jedna 

ta6ka takva da ne postoji Drava koja je incidentna sa tom 

ta6kom i ta6kom A. 
Do Paz. "..retpostavimo sutrotno- da je svakom taCkom 

Drave a i ta?::kom h odredena Drava. Tada postoji korinciden-

cija skupa taco'-:a urave a na pods-pup uravih uramena sredi-

gta A. Na osnovu alisiome Si u tom r-odskupu pramena -.Dravih 

sredita A relacija poretka je iste prirode kao i relacija 

odreena prvom podarupom E aksioma poretka F7eometrije EH". 

U torn slu5aju se u skuDu pravih pramena-pravih sredi:fta A, 
koje su odreene ta6kom A i'svim takama ?rave a, Doredak 

tog skuDa pravih ne rnov e okRrakterisati tromesnom relaci-

jorn "izmedun vex na osnovu aksioine Si 'etvoromesnom rela-

cijom poretka koju srno oznaHli sa E. Ovo je u suDrotno-- 

sti sa anjenicom dg se u g ,2ometriji EH'' aksiomarla pore-

tka u skupu pravih istog uramena odreduje upravo trornesna 

relacija "izmedu" (na to ukazuje drugo slcvo H oznake te 

geometrije). 
Posledica 4a. U geometriji Si'' postoje bar dve ta-

Cke za koje ne -, ostoji prava incidentna sa svakorn od njih. 
Prema teorerni 4. svaka prava geometrije EH'' 

incidentna je sa najrnanje jednom taCkom koja sa ta6kom 

koja toj rravoj ne Dripada ne odreduje pravu. U toj 
geometriji ne moe se dokazati niti da je to jedina 

ta6ka te prave, niti da na toj 
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pravoj postoje bar dve take kojd sa ta5kom koja toj pravoj 

ne pripada ne odreduju Drava. Zato je sistem aksioma geome-

trije "EH" moguoe proHriti jednom od slede6ih dveju aksi- 

oma. 
Aksioma V. P. Za svaku pravu i ta6ku A koja joj 

ne pripada oostoji tarmo jedna ta•ka te prave koja sa ta- 

5kom A nije kolinearna. 
Aksioma V.H. Za svaku aravu i ta5ku A koje nisu 

incidentne postoje bar dve take te prave koje nisu koline- 

arne sa taCkom A. 
Geometriju Ciji je sistem aksioma sistem a4sioma 

Eeometrije 	DroHren. aksiomom V. P ozna5i6emo sa 

a L;eometriju 5iji je sistem aksioma sistem aksioma geome-

trije 	proHren aksiomom V. sa. EH'''. 

Teorerna 5. Ako su Drava a i ta6ka A geometrije 

neincidentne, tada u prammenu pravih sredita A posto-

ji najmanje jedna Drava takva da ne postoji ta6ka koja je 

incidentna sa tom pravom i pravom a. 
Dokaz. Pretpostavimo sPr:ytno - da svaka prava Dra- 

mena Dravih sredita A sere -, ravu a. Thda 7ostojikorincide-

ncija skupa pravih Dramena pravih sre:_ita A na Dodskup sku-

oa ta5aka prave a. lea osnovu aksiorne S2 taj Dodskup ta5aka 

zadovoljava aksiome poretka koje odreuju relaciju razdvo-

je:aosti parova ta5aka skupa ta5aka _rave koju smo ozna6ili 

sa E. Ovo je u Drotivure5nosti sa 5injenicom da je prvom 
Dodgrupom aksioma poretka u skupu ta6aka prave odrec!:ena 

trornesna relacija "izmedu". 
Posledica 5a. U geometriji 	postoje bar dve di- 

sjunktne Drave. 
Teoremom 5. ne utvrduje se da li je Domenuta -:rava 

Dramena pravih sreta A i jedina ,Jrava koja ne se 5e 

1-,ravu a ili u pramenu pravih sredita A sere to crave Dosto-

ji bar joii jedna prava koja ne see DravV a. U sistemu ak- 
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sioma ove geometrije moemo progiriti jednom od dveju sle-

defth aksioma: 
Aksioma V P. U svakom pramenu pravih Cije sredig-

te nije incidentno izvesnoj pravoj ravni postoji ta6- 

no jedna prava koja je sa tom pravom disjunktna. 

Za razliku od aksiome V. P koja je dualna aksiomi 

V P u oznaci prethodne aksiome nismo upotrebili taCku izme-

du V i P. TaCka izmedu V i P upuouje da se odgovarajuoom 

aksiomom utvrctuje "broj" ta6aka koje sa sredigtet pramena 

nisu kolinearne. 
Aksioma VH. U svakom pramenu pravih Cije sredigte 

nije incidentno izvesnoj pravoj ravni HE" postoje bar dve 

prave disjunktne sa tom pravom. 
Geometriju koja odgovara sistemu aksioma geometri-

je HE" progirenom eksiomom V P oznaCava6emo sa PE. Jednos-

tavno se mote dokazati da je sistem aksioma ove geometrije 

ekvivalentan sistemu aksioma euklidske geometrije tj. da je 

geometrija PE auklidska geometrija. Geometriju koja odgova-

ra sistemu aksioma geometrije us" progirenu aksio:nom V U 
oznaCavamo sa HE. Sistem aksioma geometrije HE ekvivalentan 
je sistemu aksioma geometrije LobaCevskog tj. geometrije HE 

je geometrija LobaCevskog. 
Analizom sadrIaja aksiomaVPiVftina6ina ozna-

Cavanja geometrije PE i HE koje odgovaraju sistemima aksio-
ma koji sadre aksiomeVPiVHstiCe se utisak da naCin 

' oznaCavanja ovih geometrija nije u duhu na6ina oznaCavanja 

koji smo dosad primenjivali. ivaime geometrije FE i HE nasta-

le su progirivanjem sistema aksioma geometrije 	aksioma- 

ma V P i V H redom. Aksiome V P i V H odnose se na prave pr-

amena pravih, a ne na take skupa taCaka iste prave. Geomet-
rije koje smo dosada razmatrali ozna6avali smo tako gto smo 

prvim slovom ukazivali na prirodu aksioma poretka skupa 
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taCaka pravih l a ne skupa pravih pramena pravih. Medutim 

radi se o prividnoj nedoslednosti u oznaCavanju. Aksioma-

ma V P i V H, uprkos tome gto se na prvi pogled odnose ug-

lavnom na pnye pramena pravih, u sugtini se odreduju svoj-

stva podskupa ta6aka projektivne prave kojom se u modelu 

predstavlja prava odgovarajuoe geometrije. vaime pr vom 

podgrupom aksioma poretka okarakterisane su u svim dosad 

razmatranim geometrijama dve vrste relacija poretka skupa 
ta6aka prave: Cetvoroelementna relacija razdvojenosti pa-

rova taCakak"opisana" podgrupom E aksioma poretka) i tro-

elementna relacija "izmedu" ("opisana" podgrupom H aksio-

ma poretka). Medutim ova druga relacija zadovoljena je, u 

projektivnim modelima ovih geometrija kako u skupu ta6aka 

projektivne prave bez ta5ke l  tako i u skupu ta6aka otvore-

ne projektivne duzi. Pogto ni ta jedina taCka u prvom slu-

Caju l  ni najmanje dve take u drugom sluCaju, nisu take 

osnovnog skupa taCaka S geometrije HE" nemogu6e je tako 
neposredno (kao u modelu) razlikovati ta dva slu6aja. Za-
to se, aksiomamaVPiVH(aksiomom paralelnosti i aksi- 

omom Loba6evskog) na posredan naHn ostvaruje to razliko-

vanje priroda pravih u geometrijama PE (euklidskoj) i HE 
(geometriji Lobaevskog) Ciji su sistemi aksiomasistemi 

koji sem aksioma sistema aksioma geometrije HE"(apsolu- 
tne geometrije u Boljajevom smislu) sadrZe i aksiome VP 

i VII redom. 
"Dualno" prethodnom, u skupu pravih pramena prav-

ih geometrije RE", drugom podgrupom aksioma poretka "op-
isuje" se relacija "izmedu". Na osnovu toga se, sliCno 

kao to smo to uCinili na str. 93. i 94. rada, mote poka-
zati da je bilo koji pramen pravih geometrije EH" u pom-

enutom projektivnim modelima to geometrije predstavljen 

ili projektivnim pramenom pravih bez ta6no jedne prave 

ili otvorenim projektivnim uglom. Jedini neAn da se u 
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geometriji EA'' izdvoje to dve mouCnosti je da formulama 
V.P. ili V. H. - koje se odnose nenosrednije na skup ta6a-

ka Drava koja nije incidentna sa sredigtem tog pramena 

pravih nego na prave to pramena - -Jroarimo sistem aksio- 

. ma to geometrije EH" i time "odvojimo" geometrije P i 

nrema orirodi pramenova pravih u svakoj od tih geome-

trija kao geometrija odreenih oblasti T)rojetivne ravni 
red_ 

(model Geometrije 	pYstavljen je u /18/ na sl. 1.6. na 
str. 7. a model geometrije ET" na sl. 1.2. na'str. 6. 
istog rgda. 

8. Dualnost nekih .-oroje_(tivno metri6kih geometrija. 
je geometrija riEe' apsolutna geometrija geometrija 

PE i HE, tako je i eametrija EH'' a .7,solutna geometrija ge-
- eometrija 	i 	kao i svih 	 koje odgovara- 

ju svim mogucim 2roirenjima sistema aksioma tih geometri-

ja. Ako pokeLemo da su eometrije EH" i HE'' dualne geome-

trije iz dualnosti formula V.P i V Y kojima smo nroHrili 

redom sisteme aksioma geometrija 7.7." i' H." do sistema 
aksioma geometrija EY i =JE 7)rolzaH ce dualnost i ovih 

geometrija. Sz analognih razioga to .4;e 	i za geome-' 
trije EH''' i HE. 

Prve Grupe aksioma geometrija EH'' i HE". ra-

zlikuju se u sledeem. Formula:"Za stake dve prave postoji 
tac :a koja je incidnetna sa svakom od tih pravih" koja je 
aksioma I c-eometrije 77" nije ni aksioma ni teorema .7eo-4 
metrije HE'', a formula: "Za svake dve to ke po2toji prava-

koja je incidentna sa svakom od tih ta6aka" koja je aksio-
ma I() .:;eometrije HE" nije ni aksioma ni tecTema geometri-

je EH . JednJstavno se uroverava da su aksiome I, i 1 0 
 medusobno dualne. 

Aksioma I1 (oznaena u /24/ sa I 2 ) je zajedniCka ak-
sioma ovih civeju geometrija. Formula dualna toj aksiomi 



dokazuje se iskljuavo korigenjem aksiome I I  te ja ta 

formula tevrema i jedne i drugegeometrije. PoLito vai i o-

bratno umesto aksiome I l  mogla bi se kao aksioma, u siste-

mu aksioma geometrije EH" izdvojiti formula dualna toj ak-

siomi. Prvom delu aksiome 1 2 
(kao to smo naglasili 	U- 

vo.clenju ove aksiome njen sadr!'6aj istovetan je sadr%,aju ak-

siome 1
3 
u ucEibeniku /24/) dualna je aksioma 1 4 a drugom 

delu tvrdenje: "Postoje bar tri {gave koje nisu incidentne 

sa istom ta6kom".. Ovg formula je teorema i jedne i druRe 

71:eometrije koje uporedujemo, Evo dokaza te teoreme: 

je prava a bilo koja prava geometrije koja odgovara aksi-

omama incidencije na eg rada (ili geoLietrija koje upore-

dujemo). Na -Jsnovu aksiome 1 2  za pravu a postoje najmanje 

dve ta5ke, nipr. B i C koje su sa pravom a incidentne. 

osnovu drugog dela iste aksiome postoje bar tri take koje 

nisu incidentne sa istom pravom. -.E'rema tome postoji bar je-

dna ta6ka, obele•mo je sa A, razliita od taaka 3 i 

koja nije incidentna sa pravom a. Prema aksiomi 1 4  jostoje 

bar dve arave, ozanamo ih sa b i c, incidentne ta6ki 

-'rave a, b i c nisu incidentne istoj to ki. 

G 	,ruoa 	. 	poretka geometri je 	 saari 

dve pod=ue aksioma. l'rvom podzrupom aksioma Doretka 3d-

reuje se 7riroda relacije poretka sku)a taaka ::rave, a 

a druRom . rirada relacije poretka skuta aravih pramena 

pravih. Ako se aksiomama poretka odreduje 6etvoroelementna 

relacija razdvojenosti oarova elemenata jedno7 od ta dva 

dualneskupa ( koje kao i u projektivnoj reometriji mo- 

emo nazvati i nravim nizom ta5aka, odnosno r.amenom Tyravih) 

odsovPraju6u podgrupu aksioma poretka oznaiavali smo sa E. 

Ako je u tim skupovima bilo mogu6e podgrupom aksioma pa-

rdtka odrediti svojstva troelementne relacije "izmedu" 

takvu podgrupu aksioma poretka ozna6avali smo sa ri. Svakoj 
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aksiomi prve podgrupe aksioma geometrije EH" dualna je 

odgovarajuoa aksioma druge drupe aksioam poretka geometri-
. 

HE". Uostalom, u radu smo na takav naCin i uveli drugu pod- 

rupu E aksioma - poretka, u bilo kojoj od geometrija koje 

smo tazmatrali. To isto vaH i za drugu srupu aksioma DO-

reti,:a EA": svaka aksioma druge podgrupe aksioma poretka 

te geometrije dualna je odgovaraju6ojaksiomi poretka pr-

ve podgrupe aksiomi poretka HE". 

l'rvoj Dedekindovoj aksiomi DIE  prve geometrije l ko-

jom smo "odredili" da je skup ta6aka prave te geometrije 

nepre:d_dan i to na naan na koji je neprekidna Projektivna 

prava, odgovara druga aksioma D 2r, druge geometrije kojom 

se "utvrduje" da je 7ramen 	te geometrije neprekidan 

into kao = to je neprekidan projektivan ra aen pravih.Upo-

reduju6i sadraj oirih dveju aksioma (Y.str. 37. rada) je-

dnostavno se moe oroveriti da je ova aksioma dualna pret-

hodnoj, tj. da su ove aksioaemef:usobno dualne. To isto 

i :a drugu Dedekindovu aksiomu 2H 
 reo-2etrije EH" i 

-j  
prvu )edekindovu aksiornu D T-7" H 	„ 	• 

I aksiome Si  i 32  (v.str. 	i 42. rada) kojima smo 

proirili sisteme aksioma svih do tada razmatranih geomet-

rija dualne su medusobno. 
r2rvom aksiomom G1 aksioma transformacije podudarno-

stOltvrdili" smo da su transformacije podudarnosti sagia-

sne sa relacijama poretka odredenih aksiomama poretka odgo-

varajuCih projektivno metri6kih geometrija. Operacije dua-

lne transformacijama podudaraosti osnovnog skupa teiaka 

bilo koje od geometrija ravni 1S2  su transformacije supa 

pravih tog skupa. U pomenutorn radu /37/ koji fe biti obja-

vijen dokazali smo, u omviru sistema prvetri grupe gde su 

a .:asiome tree grupe aksiome transforrnacija podudarnosti Gl, 

G2, G3 da transformacije podudarnosti preslikavaju skup 

pravih na taj isti s_-up pravih. Dakle transformacip dual-

ne transformacijama podudarnosti su te iste transformacije 
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podudarnosti. 
Po.fto su prema aksiomi G1 transformacije podudar-

nosti bilo koje geometrije ravni 
1S2  saglasne sa relacijama 

poretka, one su saglasne i sa relacijama poretka ustanovlj-

enog u odgovarajuoim pramenovima pravih tih geometrija, pr-

ema prethodnom u svakoj od tih geometrija % tvrdenje dualno 

aksiomi G1 je teorema. 
Na osnovu sadrZaja aksiome G2 (str.32.) neposred-

nose zakljuCuje da se ovo odnosi i na to aksiomu. 
Prema aksiomi G3 za svake dve poluprave zajedni6- 

kog poCetka postoji transformacija podudarnosti koja jednu 

od tih polupravih preslikava na onu drugu i obratno. Na 

osnovu ekvivalentnosti aksioma podudarnosti i aksioma tra-

nsformacija podudarnosti dokazane u radu /37/ sledi da se 
u svakoj od geometrija Zije smo sisteme aksioma formirali 

u ovom radu mote dokazati da za svaku duZ postoji srediA-

te. Iz istog razloga sledi i egzistencija centralnih sim- 

etrija u tim geometrijama. Ako su A i B.bilo koje dve take 

jedne od -pomenutih geometrija, tada centralna simetrija u 

odnosu na sredi s6te dui 	preslikava ta5ku A na ta6ku B i 

obratno. iya taj naCin smo dokazali da je tvrdenje dualno 

aksiomi G3 teorema bilo koje 2-projektivno metriCke 

trije. 
Na prethodni naCin dokazali smo da je geometrija 

EH" dualna geometriji HE" iz Cega, poto su i aksiome 

V.P i V P medusobno dualne, sledi da su takve i geometri-

je EP i PE, a iz dualnosti aksioma V.H i V H sledi i dua- 
lnost geometrija nET" i HE. 

U S 2.8. dokazali smo da je geometrija EE' dualna 
sebi samoj. Sistern aksioma geometrije 	je sistem aksi- 

oma geometrije EE' proHren aksiomama I o  i 1 4.o to su to 

aksiome medusobno dualne i sistem aksioma geometrije EE" 

je dualan samom sebi. Ovgj sistem aksio m a je, kao T7to smo 
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smo ranije pokazali, jedna od varijanata sistema aksioma 

eliPti6ne geometrije. 

Iz naana na koji smo formirali sistema aksioma 

gto se iz naana na koji smo .ga oznaali neposredno 

mote zakljuati i na jednostavan naan obrazloZiti l  sledi 

da je taj sistema aksioma dualan samom sebi gto vaZi i za 

odgovarajuou geometriju. Sistem aksioma Aeoketrije T' 
progiren aksiomam V.P oznaaCemo as HP. Ovaj sistem aksio-
ma odgovara geometriji dualnoj pseudoeuklidskoj. Sistem ak-

sioma pseudoeuklidske geometrije formiran u skiadu sa naa-
nom na koji smo u ovom radu formiraliulsve sisteme aksioma 

projektivno metriCkih geometrija je sistem aksioma geomet-

rije HH' progiren aksiomom V P. Ovaj sistem oznaCavamo sa 
PH. Ako sistem aksioma HI' proarimo aksiomama V.P i V P 

dobioemo sistem aksioma parabolo6ne geometrije PP. Ako si-
stem aksioma geometrije HH' proarimo aksiomama V.H i V H 
dobijamo sistem aksioma HR. Ovaj sistem smo formirali na 
osnovu glavnog modela geometrije HH pa oCekujemo da pred-
stavlja sistem aksioma te geometrije, pa dakle potpun sis-
tem aksioma. U sledeoem taragrafu dokaza6emo kategoriCnost 

svih nabrojanih geometrija osim geometrije HR. Medutim na 
osnovu nekih obrazlolenja u tom paragrafu mote se sa zna-

tnom sigurnogou oCekivati da je i sistem aksioma te geome- 

trije potpun. 
Pogto smo sisteme aksioma geometrija HP i PH 

formirali progirivanjem sistema aksioma HH' dualnog samom 
sebi, aksiomama V.P i V P koje su medusobno dualne, i st-

stemi aksioma RP i PH su medusobno dualni. Aksiome V.H i 

V H su medusobno dualne. Zato je i sistem aksioma HH,do-

bijen progirenjem sistema aksioma 	dualnog samom sebi 

aksiomama V.H i V H, tako(le dualan samom sebi. Na slilan 
naan pokazuje se i da je geometrija PP dualna samoj sebi. 
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9. Sistem aksioma "apsolutno" apsolutne dvodimen-

zione metriCkegeometrije. Uporedujuei sisteme aksioma svih 

projektivno metriCkih geometrija koje smo predloZili u pr-

vih sedam taCaka ovog paragrafa zakljuCujemo da su aksiome 

incidencije formulisane na str. 26. a 2.2. rada) aksiome 

svakog od predlolenih sistema aksioma. To je istovremeno i 

najgiri nezavisan skup tvrdenja kojima se utvrduju svojst-

va relacije incidencije u svim geometrijama tih sistema ak-

sioma. Geometriju tog sistema aksioma naziva6ema apsolutn-

om ravni. Pokaza6e se, da osim aksioma incidencije 1 1 ,12 , 

1
3 
i aksioma transformacija podudarnosti nema drugih aksi-

oma koje su zajedni6ke za sve projektivno metriCke geomet-

rije. Geometriju Eiji sistem aksioma, sem navedenih aksio-

ma incidencije sadrZi i odgovarajuou grupu aksioma transf-

ormacija podudarnosti, nazivali smo "apsolutno" apsolutnom 

geometrijom da biome istakli razliku izmedu nageg i Bahman-

ovog sistema aksioma apsolutno metri6ke geometrije. Dok je 

nas sistem aksioma podsistem aksioma svih devet, Bahmanov 
sistem aksioma apsolutne metriCke geometrije je podsistem 

aksioma samo tri projektivno metriCke geometrije. -L;buduoe 

6emo apsolutnu geometriju nazivati apsolutno metri6kom ge- 

ometrijom iii samo apsolutnom geometrijom. 
Osnovni kpolazni) pojmovi ove geometrije su ta5— 

ke i prave, jedina osnovna relacija je relacija incidenc-

ije, a osnovne transformacije transformacije podudarnosti. 

Priroda relacija poretka u raznim projektivno metriCkim 

geometrijama (u nekim je ona, bib° da se odnosi na skup 

taCaka prave iii skup pravih pramena pravih odgovarajuah 

geometrija, tromesna a u nekim 6etvoromesna). Lato ova re-

lacija ne mole biti ni izvedena relacija apsolutne geomet- 

rije. 
II formulisanju Dedekindove, pa dakle i Kantorove 
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i Arhimedove aksiome, koristimo relacije poretka. Na osno-

vu prethodnog ni Dedekindova, pa ni Kantorova ni Arhimedo-

va aksioma nisu aksiome apsolutne geometrije. Aksiome y 
grupe aksioma projektivno metriCkih geometrija se razliku-

ju zavisno od geometrija na koje se odnose. ;At() sistem 

aksioma apsolutne geometrije ne sadrn ni grupu aksioma 

paralelnosti. 
Medutim aksiome G1 i G3 transformacija podudarno-

sto formulisali smo koristea pojmove koji se defini5u i 

na osnovu relacija izvedenih iz relacija poretka. Zato mo-

ramo izvr5iti odgovarajuoe izmene u formulisanju aksioma 

transformacija podudarnosti apsolutne geometrije koje po 
smislu odgovaraju aksiomama 01 i G2. Oak i same osnovne 

operacije - transformacije podudarnosti iz istog razloga 
nisu transformacije na apsolutne ravni, ve6 bijekcije te 

. ravn 18)i . Takode smo koristea saglasnost transformacija 

podudarnosti sa relacijama poretka, kao i teoremu po kojoj 
su transformacije podudarnosti bijekcije,u /37/ dokazali 

da su transformacije podudarnosti kolineacije. Kako se, na 
osnovu prethodnog to teorema ne moiliedokazati u apsolutnoj 

geometriji aksiomu G1A apsolutne geometrije cormulisa6emo 

na sledea naan: 
Aksioma G1A. Transformacije podudarnosti su izomo-

rfizmi apsolutne ravni. 
Na ovaj nacan istovremeno smo odredili dva svojs-

, tva transformacija podudarnosti: da su one bijekcije apso- 

lutne ravni i da su saglasne sa osnovnom relacijom - rel- 

acijom incidencije apsolutne geometrije. 
Aksioma G2A istovetna je aksiomi G2 formulisanoj 

na str. 32. rada. 

18) Transformacije koje smo blie odredili u t.4. 
i nazvali transformacijama podudarnosti prema aksiomi G1 
saglasen su sa relacijama poretka svake od projektivno me-
triCkih geometrija. Zajvaljujua tome, u tim geometrijama 
mogli smo za te transformacije dokazati da su bijekcije. 



U formulaciji aksiome G3A umesto izraza poluprava 

upotrebiCemo izraz prava. U verziji-prilagodenoj apsolutnoj 

geometriji aksioma G3 (str.33. rada) glasi: 

Aksioma G3A. ua svake dve prave a i b postoji najm-

anje jedna transformacija podudarnosti koja pravu a presli-

kava na pravu b, i pravu b na pravu a. 

Medutim ovo prilagodenje zahteva dodavanje jog je-

dne aksiome transformacija podudarnosti, tako da grupa aks-

ioma transformacija podudarnosti apsolutne geometrije sadr-

Zi Cetiri aksiome za razliku od odgovarajuoe grupe aksioma 

projektivno metri6kih geometrija. Ta Cetvrta aksioma apsol-

utne geometrije je: 
Aksioma G4A. ua svake dve take A i B postoji naj-

manje jedna transformacija podudarnosti koja tacku A presl-

ikava na taCku B, a ta6ku is na taCku A. 

U taCki 8. dokazali smo (la su geometrije ER' i Er' 
geometrije 6iji su sistemi aksioma dualni mesusobno. Pri to-
me smo posebnu panju posvetili jednostsvnom dokazu stava 

po kome su tvrdenja dualna aksiomama incidencije 1,2' 13 
teoreme one geometrije Ciji sistem aksioma sadrH samo aksi-

ome 112'3. Prema tome apsolutna ravan je sama sebi daa-

Ina. Da bismo dokazali da odgovarajua stay vah i za apsol-

utnu geometriju potrebno je dokazali da je svake tvrdenje 

dualno bilo kojoj aksiomi grupe aksioma transformacija podud-
arnosti apsolutne geometrije iii jedna od aksioma to grupe 

• ili teorema apsolutne geometrije. Pre svega operacije du aloe 
transformacijama podudarnosti apsolutne geometrije su prema 

aksiomi G1A bijekcije skupa pravih apsolutne ravni. S obzir-

om da je relacija incidencije dvomesna simetriCna relacija 
sa skupa taCaka ka skupu pravih, kao i da je ona dualna samoj 

sebi iz prethodnog se mote zakljuCiti da je tvrdenje dualno 

aksiomi 	aksioma G1A apsolutne geometrije. Pri tome treba 
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imati u vidu i da su pomenute bijekcije skupa pravih apso-

lutne ravni istovetne transformacija podudarnosti te ravni. 

Iz istog razloga je i aksioma G2A dualna sebi samoj. Aksio-

me G3A i G4A medusobno su dualne, to se mote dokazati na 

isti na6in. 
Time smo dokazali sledeft stay: 
Stay. Apsolutna geometrija je dualna samoj sebi. 

TaCnost ovog stava mote se obrazloZiti i na drugaCiji na5— 

in. Naime, prema -band 8. svaka projektivno metriCka geom-

etrija razliCita od geometrije EE iii HH dualna je izvesn-
oj projektivno metri6koj geometriji razli6itoj od geometri-

ja EE i HH. Ova dualnost je uzajamna. Geometrija EE (HH) 
dualna je samoj sebi. Zato svako tvrdenje dualno tvrdenju 

koje vaZi u svim projektivno metriCkim geometrijama, tak-

ode vaZi u svim tim . geometrijama. 
10. Neke zna6ajne relacije i transformacije pod-

udarnosti projektivno metriCkih geometrija. Prou6avanjem 
glavnih modela projektivno metri6ke geometrije zakljunli 

smo da su, kao i u klasi6nim, medu transformacijama podu-

darnosti tih geometrija najzna5ajnije centralne i osne si-

metrije. Na isti naan I definicije tih transformacija u kl-

asi6nim geometrijama, 	smo do sledefth definicija 

centralne i osne sirnetrije koje vane u svim projektivno 

metriCkim geometrijama. 
Definicija 1. Transformacija podudarnosti proje-

ktivno metriCke geometrije u kojoj su invarijantne sve gr-

ave incidentne istoj ta5ki l  ali nijedna od tih pravih nije 

invarijantna taCka po ta6ka l  naziva se centralnom simetri-

jom te geometrije. 
Definicija 2. Transformacija podudarnosti projek-

tivno metriCke geometrije u kojoj su invarijantne najmanje 
dve take i to tako da su u toj transformaciji invarijantne 
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najvige dve prave koje su incidentne sa svakom odpomenut-

ih invarijantnih taCaka je osna simetrija. 

loa osnovu aksioma projektivno metri6kih geometri-

ja, kao i u radu /37/ mote se dokazati da je taCka incide-

ntna svim tim invarijantnim pravama pomenutim u definiciji 

1..takode invarijantna. Ova ta6ka naziva se centrom ili sr-

edigtem centralne simetrije. 

Na isti naCin se dokazuje da sem dve invarijantne 

take pomenute u definiciji osne simetrije u osnoj simetr-

iji postoji bezbroj invarijantnih taCaka takvih da nijedna 

od tih taCaka nije incidentna sa vige od dve invarijantne 

prave. Mole se dokazati i negto vige od ovog: u projektiv-

no metriCkim geometrijama u Cijoj oznaci je prvo slovo E a 

drugo razliato od E svaka tan:a tog skupa taCaka koje su 

invarijantne u osnoj simetriji i nijedna nije incidentna 
sa vige od dve invarijantne prave incidentna je sa taCno 

jednom invarijantnom pravom; u projektivno metri6kim geom-

etrijama u kojima je drugo slovo oznake.tih geometrija 
svaka takva taCka incidentna je sg taCno dve invarijantne 

prave. Skup svih takvih invarijantnih taCaka nazivamo osom 

osne simetrije. Na prethodni na6in moemo razvijati Dolu- 
iormalne geometrije Dredloenih stptema.a:,:sio -na. u ovom radu opreaeljuoemo se za druga6i- 

ji put. To je put koji se u delu /34/ opisuje kao razvija-

nje teorije modela odgovarajuoe geometrije. Tim putem smo, 

uostalom i formirali sisteme aksioma projektivno metri6kih 

g eometrija. Lea osnovu tih sistema aksioma, ako prethodno 
dokaemo da su ti sistemi aksioma potpuni (ili kategori6ni, 

iz Cega sledi i potpunost tih sistema) moemo razvijati od-
govarajuoe geometrije. i"iada se, kao gto smo prethodno nagi-

asili, opredeijujemo za utvrdivanje stavova ovih geometri- 

ja na osnovu njihovih glavnih modela, ipak 6emo u sledeoem 

pa )agrafu dokazati kategori6nost (potpunost) nekih od pre- 

OMNI% OPrAWMATIJA YAPPICAIT 
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ki Ii JI 	Cr 	A 

B poi: 
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dlolenih sistema aksioma i odrediti i nezavisne sisteme ak-

sioma odgovarajuoih geometrija. Time omoguoujemo da l  ukoli-

ko se ukaZe potreba za izgraaivanjem neke od poluformalnih 

projektivno metriCkih geometrija molemo sve rezultate dobi-

jene na osnovu njihovih glavnih modela, bez znatnih te5ko6a 
Doluformalizovati. Takav je uostalom bio i put aksiomatiza-

cije geometrije LobaCevskog, kao i izvodenja dokaza mnogih 
njenih teorema za Cije su formulisanje osnovni podsticaji 
potekli iz izgradivanja teorije Beltrami - Klajnovog iii ne-

kog njenog drugog modela. Ovo uglavnom vaZi i za ve6inu dr-

ugih teorija. 
Definicija 1. i 2. centralne i osne simetrije, u 

to se ovim drugim putem sasvim jednostavno molemo uveriti, 

vale u svim projektivno metri6kim geometrijama. One su osim 

toga izraZene i jezikom apsolutne geometrije. Zato ih mole-
mo smatrati i definicijama osne i centralne simetrije apso-

lutne metriCke geometrije. 
Na osnovu uporedivanja glavnih modela svih projek-

tivno metriCkih geometrija zakljuCilismo takode da je pog-

odno i uop5titi pojam normalnosti pravih tako da se mote 
govoriti i o normalnosti eliptiCnog (hiperboliCnog) niza ta-
Caka na pravu i obratno pa 6ak i o uzajamnoj normalnosti iz-
otropnog niza taCaka i prave. Podstaknuti time uvodimo i sl-

ede6u definiciju: 
Definicija 3. Lik L1  je normalan na liku L ako i sa-

me ako je lik L1  invarijantan u simetriji ose L i takode ako 

je lik L invarijantan u simetriji ose Ll . 

Na isti naCin zakljuCili smo da se suprotne take 

mogu definisati kori'66enjem centralnih simetrija. 
Definicija 4 . Ta6ka je suprotna ta6ki A ako je 

razliCita od to take i ako je invarijantna u simetriji u 

odnosu na taCku A. 
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R 3. POTFUNOST NEKIH NEKLASI6NIH PROJEKTIVNO MET- 

RIOKIH GEOMETRIJA. FORMIRANJE NEZAVISNIH SI- 

STEMA AKSIOMA NEKIH NEKLASfiNIH EROJEKTIVNO 

METRIOKIH GEOMETRI JA 
Ubedenje da progirivanjem sistema aksioma geometrija 

EE-,7H I HE,HH te sisteme moemo progiriti do potpunih sis-

tema aksioma tj. da emo Domenute geometrije proiriti 18)  

do pot -ounih geometrija, zasnivalo se na lemi 4, po kojoj 

"Neprotivure6an sDecijalni kvantifikatorski raCun prvog 

reda ima neDrotivuremo i potnuno 7)roirenjen (/20/str. 

120). Marla su pomenute geometrije teorije u kojima se ak-

siomatsko zasnivanje ostvaruje u okviru 7iredikatskog ra6- 
una II reda19) smatramo da se aksiome te teorije mogu iz-

raziti i predikatskim jezikom Drvog reda 20) . Sli6no tome, 

ali uz vise nrgumenata verujemo da se ove teorije, koje 

rasoolau sa dve vrste promenljivih mogu zasnovati i kao 
teorije sa samo jednom vrstom uromenljivih. U delu /31/, 

na str. 26. novodi se primer u kome se u svojstvu "indivi-

dua" :::eometrije prve dve grur.e Hilbertovog sistema aksio-

ma uzimaju samo taCke. U fusnoti 1. na istoj stranici tog 

dela ovodom toga se prime6uje: "Navin izlaganja geometr- 
ije, 	kojem se u svojstvu individua (promenljivih —D.C.) 

koriste jedino taCke, uzima se kao osnova u aksiornatici 
Osvalda Veblena. Pri tom Veblen sve geometrijske relacije 

odreduje relacijom "izmedull. Prema tome, sve ono gto se 

odnosi na specijalne kvantifikatorske raaine prvog reda, 

18) 0 progirenju specijalnog kvantifikatorskog ra- 
c-,una v.definiciju 2. na str. 120 u /20/. Za razliku od na-
?Ana ozna ; avanja Do kome se proirenje nekog raCuna ozna5- 
ava crticom iznad oznake tog raCuna, mi smo primenjivali 
suprotno pravilo smatraju6i da crtica iznad 4azuje na og-
rani6enje. 

19) V.fusnotu 1. na str.152.dela /21/. 
20) Nadamo se da takvo - rilagodavanje nee dovesti 

do situacije koja je naslala prilagodavanjem Peanovih aks-
ioma na predikatski jezik I reda i koja je dovela do teor-
ije brojeva (elementarne) za koju je dokazano da je esenc-
ijalno nepotpuna (v.npr.str.243 u /21/. 
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moemo koristiti i u sluCaju geometrija koje ovde razmatra-
mo. Tako su, Drama zakljuCku "raCun je neprotivure6an ako i 

samo ako ima model" na str. 124. rada - udbenika /20/ i na-

Cina na koji smo formirali sisteme aksioma geometrija Eff, 
ER, EY i 	te geometrije, kao i sva njihova pro5irenja izl- 
oena u ovom radu, neprotivureCna. Ove geometrije tretirali 

smo u prethodnom razmatranju kao formalne teorije iako su 

aksiomatike koje smo za njih u ovom radu predloHli bile po-

luformalnog karaktera (o ovom pojmu v.kraj t.2.§ 1. na str. 

5.i fusnotu 4. na str. 5 rada). Ali poluformalne teorije ve-
oma su po svojoj strukturi bliske formalnim, a utvrdivanje 

ta"nosti odgovarajuah teorema analogno je u su tini izvod-

enju dokaza tih teorema u odgovaraju6oj formalnoj teoriji. 

Zato 6emo neke geometrije sistema aksioma koje smo predlo-
ili povremeno identifikovati sa njima odgovarajuam polufor-

malnim teorijama kao Ito smo to u6inili u uvodu ovog parag-

rafa i kao :D'to 6emo to uCiniti u slede6oj ta6ki. 
1. Pot uno t -eometri'a sistema aksioma EP 

• MO I 

Osnovni stay ove take je: 
Stav 1. Ako je geometrija potpuna, tada je pbtpuna 

i geometrija koja joj je dualna. 
Dokaz. Prema definiciji 1. str. 119. u /20/ geomet-

rija je potpuna kko svaka zatvorena formula F te geometrije 

zadovoljava uslov: F je teorema te geometrije iii je negac-

ija F teorema te geometrije 	. Ako je geometrija dualna 

potpunoj geometriji nepotpuna, tada u toj geometriji, prema 

prethodnom, postoji formula F1  takva da ni formula F 1  ni nje-

na negacija nisu teoreme te geometrije.Mee:utim, tada u odgo-
varaju6oj potpunoj geometriji postoji formula F dualna formu-

li F1 
takva da ni formula F ni njena negacija nisu teoreme 

te potpune geometrije. 
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Na osnovu st. 2. sledi: 

Stav 2. Geometrija EP je potpuna. 

Dokaz. Geometrija EP je, gto smo dokazali na str. 

50. rada, dualna geometriji PE. Kao gto smo u radu veo ne-

koliko puta nagalsili geometrija PE je euklidska geometri-

ja.. Poto je euklidska geometrija potpuna tada je, prema 

stavu 2. i geometrija EP potpuna. Mada je dokaz da je geo-

metrija PE istovetna euklidskoj jednostavan, s obzirom na 

obimnost onog dela tog dokaza kojim se dokazuje_da su sve 

aksiome geometrije PE aksiome iii teoreme euklidske geome-

trije ukazujemo da za dokaz stava a. taj deo dokaza i nije 
neophodan. Naime, upore:ivanjem aksioma geometrije PE sa 

aksiomama auklidske geometrije azkljuCuje se da su sve ak-

siome duklidske geometrije istovremeno i aksiome geometri-

je PE (mislimo na aksiome koje smo predloHli u radu). Iz 

toga sledi da je s obzirom na potpunost euklidske geomet-

rije takva i geometrija PE. 
Pogto smo dokazali da je geometrija EH''' dualna 

geometriji HE (str.103. i str.106. rada), na isti na"in 

kao >to smo to u6inili u sluCaju geometrije EP dokazujemo 

da je i geometrija EE''' potpuna (podseeamo da je geomet-

rija HE geometrija LobaCevskog). Prema tome vaHi: 
Stav 3. Geometrija 	je potpuna. 

2. Kategori6nost geometrija EP i EH'''. 
U E 1. 2. utvrdili smo da se pod pojmom Dolufor- 

, malne teorije podrazumeva relacijsko - operacijska ttruk-

tura Ciji su elementi proizvoljne prirode. Formiranju si-

sterna aksioma poluformalnog karaktera projektivno metri6- 
kih geometrija u prethodnom paragrafu, prethodio je proc-
es formiranja sistema aksioma tih geometrija sadil'ajnog 
karFiktera odgovarajuah oblasti projektivne ravni, 

pri tome nismo eksplicitno istakli. Pogto se prema ovom 

obrazloenju geometrije Cije smo sisteme formirali mogu 
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smatrati i modelima u skupu Eiji su elementi proizvoljne 

prirode, da bismo ih razlikovali od modela Eiji su elemen-

ti konkretizovani, u ovoj taCki modele prve vrste oznaCav-

a6emo sa S-- ispred reCi model. U dokazu osnovnog stava 

pomoeu koga 6emo dokazati kategoriCnost geometrija EP i 

ER"' koristieemo slede6u lemu: 
isema. Bilo koja dva medusobno dualna modela istog 

sistema aksioma neke geometrije medusobno su izmorfna. Do-

kaz ove leme neoemo, zbog jednostavnosti, navoditi. 

Stay 4. Geometrija dualna kategoriCnoj geometri- 

ji takode je kategoriCna. 
Dokaz. Pretpostavimo da geometrija G'Ciji je si-

stem aksioma dualan sistemu aksioma geometrije G nije ka-
tegori6na. Na osnovu to pretpostavke postoji bar jedan 

model M'sistema aksioma geometrije G'koji nije izomorfan 

sa S — 
modelom istog sistema aksioma. Prema prethodnoj le-

mi S — 
model sistema aksioma geometrije G'izomorfan je sa 

modelom istog sistema aksioma u S — modelu geometrije U. 

Ovaj izomorfizam ostvaruje se dualnim preslikavanjem u 

kome svakoj taCki S — Cmodela odgovara prava S — G mode—

la, a svakoj pravoj S — G'modela pdgovara ta6ka S — G mo-

dela sistema aksioma geometrija G'i G redom. Taj model 

naziva6mo S G modelom sistema aksioma geometrije G: Ako 

u modelu M'zamenimo mesta raCima ta6ka i prava dobioemo 

model M geometrije G. S — 
model i Model M sistema aksioma 

geometrije G su, prema pretpostavci kategoriCnosti siste- 

ma aksioma geometrije G, me'ausobno izomorfni. Zamenjiva- 

njem re6i ta6ka i prava u S — G modelu sistema aksioma 

geometrije G'ostvarujemo izomorfizam izmedu S — G modela 
tog sistema aksioma i modela istog sistema aksioma u N 
modelu geometrije G. All ovaj poslednji model je zapravo 
model sistema aksioma geometrije koji smo ozna5ili sa M: 
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Na osnov4 tranzitivnosti relacije izomorfnosti modela istog 

sistema aksioma sledi da je S model sistema aksioma geom-

etrije G'izomorfan modelu Wistog .sistemaaksioma. Neposre-

dna posledica stava 5. i dualnosti sistema aksioma geometr-
ija EP i Eh i g sistemima aksioma euklidske geometrije i ge- 

ometrije Loba6evskog redom je: 

Posledica. Geometrije EP i ET" su kategori6ne. 
sedan od dokaza kategori6nosti euklidske geometr-

ije izloen je na str. 210. udbenika /24/. Dokaz analogan 

navedenom mote se izvesti i za geometriju LobaCevskog: iz-

omofrnost svih modela te geometrije obezbeduje izomorfno-

st svih tih modela sa analitiCkim modelom te geometrije 

(ovaj model izloen je nor. u delu /12/). Na osnovu stava 

po kome je svaka ketegori6na teorija potpuna teorija 23) s1-

edi da su geometrije sistema aksioma 2I5  i 	potpune. Ovo 
je drugi, neposredniji dokaz potpunosti geometrija tih si- 

stema aksioma. 
Na osnovu prethodne, znaCajne posledice, svi mod-

eli geometrija EP i 27"' su me::usobno izomorfni pa je 
svaka posledica bilo kog modela ovih geometrija istovremeno 
i posledica sistema aksioma odgovarajuah S - modela tih 

geometrija. 
Formiranje nezavisnih sistema aksioma nekih  pr- _ 

ojektivno metri5kih geometrija.  Koristea dualnost geometr-

ija EP i 'RH"' i njima u toj dualnosti odgov2rajuah geome-
trija nezavisnih sistema aksioma dokazaCemo da su sistemi 

aksioma geometrija EP i 2R'" zavisni. Stavom 4. obuhvatimo 

i jedan iDdkagi slu6aj. 
Stay . Sistemi aksioma geometrija EP i ET"nisu 

nezavisni. 

23) Dokaz ovog stava izloen je i na str. 209. ud-
'ibenika /24/- kao dokaz poslednje teoreme ne toj stranici. 
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Dokaz. Geometrije EP i EH rnredom dualne su geom-

etrijama PE i HE. Sistemi aksioma geometrija PE i HE nisu 

nezavisni jer prvi od njih sadrZi sve aksiome euklidske ge-

ometrije Ciji je sistem aksioma nezavisan, a drugi sve ak-

siome geometrije LobaCevskog 6iji je sistem`aksioma takode 

nezavisan. Ako bi sistem aksioma geometrije 21 bio ne;avi-

san tada bi i sistem aksioma njoj dualne geometrije PE (pr-
edlolen u radu) bio nezavisan. Do iste protivureCnosti do-

vodi i pretpostavka da je sistem aksioma geometrije 2T" 

nezavisan. 
Najednostavniji naSin formiranja nezavisnog sist-

ema aksioma geometrija 217  i EH''', sobzirom da smo pokaza-
li da su one dualne geometrijama PE'i HE" redom (koji su 

neprotivreCne i sadre sisteme aksioma euklidske geometri-
je i geometrije LobaCevkkog redom) je usvajanje dualnih 

aksioma aksiomama euklidske geometrije i geometrije Lobal-
evskog za aksiome pomenutih geometrija. Uprkos tome 5to na 
taj naCin dobijamo iste geometrije, oznaCava6emo ik sa EP 

i EH Cime istiCemo da je njihova aksiomatika upravo dualna 
aksiomatici euklidske geometrije i geometrije LobaCevskog. 

Dokazujua dualnost sistema aksioma EH" i RR" veanu od 

aksioma dulanih aksiomama euklidski geometrije i geometri-
je LobaCevskog smo iii formulisali iii pak ukazali na spe-
cifiCnosti te formulacije ukoliko je to bilo potrebno. Na 

dualnost aksioma V.P i V.H aksiomama paralelnosti euklids-

ke geometrije i aksiomi LobaCevskog ukazali smo jog prili- 

kom njihovog uvof:enja. Ovoga puta jedino oemo se zadrZati 
na razmatranju aksiome dualne Paovoj i formulaciji te ak- 

siome. 
Aksioma dualna Pagovoj je aksioma svih projektiv-

no metriCkih geometrija u sistemima aksioma tih geometrija 

koje smo formulisali formirajua sisteme aksioma tih geom-
etrija neposredno sledea klasifikaciju tih geometrija. 
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Pre nego gto formuligemo tu aksiomu istaknimo i da se Pago-

va aksioma geometrije 	moe odstraniti iz skupa aksioma 

te geometrije i pre nego gto bismo dokazali potpunost tog 

sistema aksioma. Naime i u geometriji 	trougao bismo, kao 

i u projektivnoj geometriji definisali na takav naCin da je 

za takav trougao Pagova aksioma taCna. U tom sistemu aksio-

ma teorema koja bi odgovarala teoremi 6(/24/str.16.) nepos-

redno se moe dokazati bez korigCenja u dokazu Pagove aksi-

ome. Sobzirom na to da je sistem aksioma geometrije EE sam 
sebi dualan, dokaz tvrdenja dualnog Pagovoj aksiomi u tom 

sistemu aksioma moe se izvesti dualno dokazu Pagove aksio-

me. (Dakle u geometriji EY izbor figure dualne trouglu od-
reden je potrebom da za tu figuru bude zadovoljena aksioma 

dualna Pagovoj). Posle ovog svcy2enja sistema aksioma geom-

etrije ER odstranjivAnjem i Pagove i aksiome dualne Pagovoj 
iz sistema aksioma geometrije EZ, sasvim jednostavno se do-
kazuje ekvivalentnost tog sistema aksioma i sistema aksioma 
eliptiCne geometrije. Pri tome se jednostavno dokazuje da 

su aksiome Si i S2 nekvivalentnen aksiomi 11 6 (v.str.159. u 
/23/) elipti6ne geometrije. Pogto smo prethodno pomenuli i 

figuru dualnu trouglu detaljnije 6emo analizirati i taj Do—
jam. Pri tome smo pod trouglom podrazumevali trou7ao elipt-

iCne ravni. Pojam dualan stranici trougla eliptiCne ravni 
je pojam dualan dui te ravni. To je upravo ugao eliptiCne 
ravni koji je odreCen definicijom 5 (/23/str.162.). Me cutim, 
,u svakoj od projektivno metriCkih geometrija u 6ijoj oznaci 
je drugo siovo H (iii P) moe se govoriti o pojmu koji je 
dualan dui ali samo geometrije u Cijoj je oznaci H(P) prvo 
siovo. To je pojam koji se odnosi na podskup svih pravih 
konkurentnog pramena pravih koje su izmedu date dve prave 
tog pramena. Ovaj pojam se iz dva razloga razlikuje od pom-

enutog pajama ugla elipti6ne geometrije. Pre svega u prame- 
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nu pravih geometrija u 6ijoj je oznaci drugo slovo H, za 

razliku od geometrija u 6ijoj je oznaci drugo slovo E pa 

dakle i eliptiCne geometrije, dvema pravama bilo kog konk-

urentnog pramena pravih jednoznaCeno je odreden "ugao" u 

smislu definicije 5. dela /23/. Sem toga u nekim od tih ge-

ometrija ugao je mogu6e definisati i kao skup taCaka sa is-

te strane ugaone linije. U tom sluCaju skup taCaka na taj 

na6in definisanog ugla je podskup skupa taCaka ugladefini-

sanog na na6in na koji se to Cini u eliptiCnoj geometriji. 

To je razlog iz koga se u ovim geometrijama opredeljujemo 

za druga saji naziv tog pojma: skup pravih koje su izmedu 

dve prave konkurentnog pramena pravih bilo koje projektiv-
no metriCke geometrije u Cijoj oznaci je drugo slovo ii na-

ziva6emo "delom pramena pravih"; ukoliko tom skupu pripad-

aju i te dve prave-granice dela pramena pravih, taj skup 
pravih naziva6emo zatvoreni deo pramena pravih. Pojam du-

alan pojmu trougla apsolutne geometrije u Boljajevom smi- 

slu je slede6i pojam geometrije ER": Unija tri zatvorena 

dela'tri konkurentna pramena pravih Dri 6emu je granica bi- 

lo kog od tih delova istovremeno granica ta6no jog jednog 

dela (iz Cega sledi i da te tri granite nisu konkurentne). 

Da se ovaj pojam znatno razlikuje od uobiCajne predstave 

trougla mote se zakljurati u glavnim modelima npr. geomet- 
rija EP i EH tj. geometrija odgovarajufth oblasti projekti- 

vne ravni. 
Aksioma geometrija EP i EH dualna Pagovoj je: 

• II4' 
Ako su a,b,c tri nekonkurentne prave i P ta-

Cka koja nije incidentna sa pravom a i incidentna je sa pr-

avom koja je izmefu pravih b i c, tada je ta6ka P inciden-

tna sa pravom koja je izmecfm pravih a i c, iii sa pravom 

koja je izme(fiu pravih a i b. 
U glavnim modelima ovih geometrija neposredno se 
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mo te proveriti ta:';nost ove aksiome. 

B 4. MODELI GEO11ETRIJA EH I HH U GEOIETRIJI 
LOBAoEVSKOG 

U taCki 3. prethodnog paragrafa formirali smo ne-
zavisne sisteme aksioma geometrija EP i EH na taj naan gto 

smo kao aksiome tih geometrija odalprali tvrdenja dualna ak-

siomama eukldiske geometrije geometrije LobaCevskog redom. 

Tom dualnog6u ostvaruje se i izomorfizam S—modela ovih geo-

metrija. S obzirom da demo u ovom radu prouCavati samo traj- 
1 ektorije geometrija ravni S2 , dime demo istovremeno doprin- 

eti jog boljem upoznavanju tih geometrija, ogrni6i6emo se 

samo na izlaganje o modelu geometrije EH u geometriji Loba67 

evskog. Razmatranja druge take ovog paragrafa bide posve6e-

na modelu geometrije Hh u geometriji LobaCevskog. Izomorfi-
zam S — modela tih geometrija nije bilo moguoe tako jednost-

avno kao u prethodnom sluCaju uoCiti. 

1. HE — model F,eometrije En.  Model geometrije Ea u 

geometriji LobaCemkog ozna5ili smo kao HE — model te geome-

trije jer je oznaka Baltrami—Klajnovog modela geometrije 

LobaCevskog u optoj semi oznaCavanja dvodimenziono projekt-

ivno metriCkih geometrija HE. U tom modelu prays geometrije 

En bide predstavljene tancama geometrije Loba:,evskog a tad-

ke pravama geometrije Loba6evskog. Ako su prave a,b,c, geo-

ometrije EH takve da je prava b izme:-1-11 plavih a i c gto 6e- 

. mo ozna6avati sa tada su take A,B,C geometrije Lo-

baCevskog kojima su predstavljene te prave Haiti takve da je 

(A—B—C). Provera prve dye grupe aksioma geometrije Eh u HE-
modelu te geometrije je sasvim jednostavna te se njome ne6— 

emo baviti. 
Prilikom utvrdivanja dualnosti nekih projektivno 

metriCkih geometrija (v.E 2.8.) pokazali smo da su operaci-
je dualne transformacijama podudarnosti bilo koje projekti-
vno metriCke geometrije transformacije skupa pravih njoj 
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odgovarajuoe geometrije. Tada smo pokazali i da su takve 

transformacije skupa pravih istovremeno i transformacije sk- 

upa taCaka to geometrije i da su one istovetne tranfromacij-
.. 

ama podudarnosti te geometrije. Ovo poslednje posebno smo 

istakli i u ta6ki I. paragrafa 3. Iz toga sledi da su trans-

formacije podudarnosti geometrije EH u HE modelu te geometr-

ije predstavljene transformacijama podudarnosti geometrije 

Loba6evskog tj. da je grupa transformacija podudarnosti ge-

ometrije EH predstavljeneLgrupom transformacija podudarnos-

ti geometrije LobaCevskog u HE modelu geometrije EH. 

Neposredno na osnovu definicije 1. centralne sime-

trije moe se zakljuCiti da je centralna simetrija u HE — 

modelu geometrije EH predstavljena osnom simetrijom geomet-

rije EBba6evskog. 
Sredigtu C centralne simetrije geometrije EH u HE-

modelu odgovara osa c osne simetrije geometrije LobaCevskog. 

Skupu invarijantnih pravih incidentnih sa taCkom C odgovara, 

u HE — modelu, skup invarijantnih taCaka prave c. Prema de-

finiciji I. skup svih invarijantnih pravih incidentnih sa 

sredigtem C centralne simetrije je upravo konkurentan pra-

men pravih sledi to C. Prema prethodnom tom pramenu pravih 

u HE—modelu odgovara skup svih ta6aka ose c simetrije. Iz 
ovoga sledi da je skup pravih konkurentnog pramena pravih 

geometrije 1T-T  istobrojan sa skupom taCaka bilo koje prave 

geometrije Loba6evskog. Za svaku ta6ku incidentna sapravom 

c u simetriji geometrije Loba6evskog ose c invarijantna je 

i normala na pravu c u toj ta6ki. Svakom od tih normala pr-

edstavljena je dakle u HE modelu invarijantna ta6ka centra-

lne simetrije sredigta C geometrije EH. Ta6ka preseka svake 

od tih normala sa osom c predstavlja u modelu pravu incident 

tnu kako sa sredigtem C centralne simetrije geometrije EH, 

tako i sa taCkom predstavljenom u HE—modelu odgovarajuoom 
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normalom. Bilo koja normala na pravu c invarijantna je u 

osnoj simetriji ose c. PoSto je simetrijom u odnosu na o 

Oedstavljena simetrija u odnosu na ta6ku C geometrije EH, 

take predstavljene pomenutim normalama invarijantne su u 

simetriji sredigta C geometrije EH. Prema definiciji 4.ove 

take su suprotne ta5ki C; iz prethodnog takode sledi i da 

je 	od tih taCaka kolinearna sa taCkom C (jer za sva- 

ku od normala na pravu.c postoji ta6ka preseka te.normale 
i prave c - tom ta6kom preseka u HE modelu predstavljena je 

prava geometrije EH incidentna kako sa pravom c tako i sa 

pomenutom normalom). 

Skup svih pravih normalnih na pravoj c pripada 

hiperboli6nom pramenu pravih osnove c. Prema tome skup svila 

taCaka geometrije EH suprotnih ta6ki C predstavlja hiperb-

oliCni niz ta6aka te geometrije. Ovaj niz taCaka takode 6e-

mo zvati nib ta6aka suprotan taCki C. Prema prethodnom sk-

up svih pravih invarijantnih u osnoj simetriji ose c pred-

stavija u HE modelu geometrije EH skup svih taCaka invarij-
antnih u centralnoj simetriji sredigta C. Skup svih takvih 
pravih je unija prave c i svih pravih normalnih na pravoj c. 

Iz potpunosti sistema aksioma geometrije EH (gto smo dokaz-
ali u E 3.1) sledi i da je svaka posledica bilo koga modela 
tog sistema aksioma teorema geometrije EH. Posledica koje 

smo prethodno izveli formulisa6emo kao slede6u teoremu: 
Teorema. Skup svih invarijantnih taCaka centralne 

. simetrije geometrije EH je unija sredig'ta te centralne sim-
etrije i skima svih taCaka suprotnih tom sredigtu. Svaka 

taCka suprotna sredigtu je kolinearna sa sredigtem. Skup svih 

ta5aka suprotnih 1:and C je hiperboli6ni niz ta5aka geometr-
ije EH. 

Neka su a,b,c prave normalne na osi osne simetrije 

geometrije Loba6evskog, a A,B,C take preseka tih normala 



- 69- 

sa tom osom. SmatraCemo da je normala b izmedu normala a i 

i to zapisivati sa (a — b — 0) ako je A — B — C. U geome-

triji LobaCevskog uzajamno jednoznaCno preslikavanje normala 

na osu izvesne simetrije te geometrije i ta6aka preseka tih 

normala sa tom osom je izomorfizam tromesne relacije ustano-

vljene u skupu tih normala na prethodno predloleni naCin i 

tromesne relacije izmedu skupa taCaka preseka koje tim norm-

alama odgovaraju u tom preslikavanju. Ova poslednja relacija 
je upravo osnovna relacija "izmedu" 6ija su svojstva implic-

itno odredena aksiomama poretka geometrije LobaUvskog. Iz 

izomorfizma na kojismo ukazali neposredno sledi da je u sk-

upu pravih hiperboliCnog pramena pravih zadovoljeno i Dedek-
indovo tvrdenje analogno Dedekindovom principu koji se odno-

si na skup ta6aka prave. Skup pravih bilo kog Niperboli6nog 
pramena pravih u HE modelu geometrije EH predstavlja skup 

ta6aka hiperboliCnog niza taCaka te geometrije koji je sup-

rotan centru simetrije predstavljene u modelu simetrijem u 

odnosu na osnovu tog hiperboliCnog pramena pravih. Prema 

prethodnom za svaki takav hiperboliCni niz taCaka vaZi da 

su u skupu taCaka tog niza moze uvesti tromesna relacija 
"izmedu" Cija su svojstva istovetna svojstvima relacije iz-- 
medu skupa taCaka pravih geometrije Loba6evskog,. z a taj skup 

ta6aka vaH takode i tvrdenje istovetno tvrdenju Dedekinda 

koje su odnosi na skup ta5aka prave geometrije Loba6evskog 
tj. tvrdenje istovetno aksiomi Dedekinda te geometrije. S 
obzirom da je bilo koji hiperboli6ni niz taCaka geometrije 

EH predstavljen u HE modelu hiperboli6nim pramenom pravih, 
a svaki takav pramen je u simetriji u odnosu na osnovu tog 

pramena invarijantan prava po prava, mole se zakljuCiti da 

je ma koji hiperboli5ni niz geometrije EH invarijantan u si-
metriji u odnosu na taCku suprotnu tom nizu. Iz ovoga sledi 

da se prethodni rezultati odnose na bilo koji hiperboliCan 



niz taCaka. Ove rezultate formulisahemo u vidu sledeOe te- 

oreme: 
Teorema. Svaki hiperboliCni niz taCaka geometrije 

Eli je istobrojah skupu taCaka bilo koje prave geometrije 

LobaCevskog. U skupu taCaka hiperboliCnog niza taCaka mote 

se uvesti troelementna relacija izmedu Cija su svojstva is-

tovetna svojstvima relacije izmecu skupa taCaka bilo koje 

prave geometrije LobaCevskog. U skupu ta6aka bilo kog hip-

erboliCnog niza taCaka vaZi tvrdenje istovetno Dedekindov- 

oj aksiomi geometrije LobaCevskog. 
Napominjemo da je aksioma neprekidnosti geometri- 

je LobaCevskog Dedekindova aksioma, a ne Kantorova i Arhi-

medova aksioma. Ovo odstupanje od uobiCajenog kod nas sis-

tema aksioma apsolutne geometrije u Boljajevom smislu, na-

metnuto je u naem radu pogodnogou interpretacija takvih 

sistema aksioma u projektivnim modelima tih sistema. U fo-

rmulaciji prethodne teoreme Cesto smo umesto izraza hiper-

boliCni niz ta6aka upotrebijavali izraz hiperboli6ni niz. 

Ovo skra6enje koristioemo i ubuduCe i to i za druge vrste 

nizova ta5aka. Takode Cemo, ukoliko neka prava pripada hi-
perboliCnom pramenu pravih geometrije Lobaevskog govoriti 

da je taj hiperboli6an pramen pravih incident an sa tom pr-

avom. i'a isti naCin Dostupioemo i ako prava pripada prame- 

nu pravih neke druge vrste. 
HiperboliCni pramen pravih Cija je osnova osa iz- 

vesne osne simetrije geometrije LobaCevskog je jedini hip-
erboliCan pramen koji je invarijantan prava po prava u toj 

osnoj simetriji. Me:-utim u toj osnoj simetriji invarijan-

tni su i svi hiperboli6ni pramenovi pravih incidentni sa 
osom te osne simetrije. Ali za razliku od hiperboliCnog 

pramena 6ija je osnova osa te simetrije, jedina invarijant-
na prava bilo kog od pomenutih hiperboliCnih pramenova pr- 



avih je osa te osne simetrije. Kao i u prethodnom sluCajuy 

ako prava pripada hiperboliCnom pramenu pravih tada ta6ka 

predstavljena u HE modelu geometrije EH tom pravom pripada 

onom hiperboliCnom nizu te geometrije koji je predstavljen 

u tom modelu tim hiperboli6nim pramenom. Skup hiperboliCn-

ih pramenova incidentnih sa osom c simetrije ravni LobaCe-

vskog, istovetan je skupu hiperboliCnih pramenova te ravni 

invDarijantnih u simetriji ose c, bez hiperboliCnog prame-

na pravih Cija je osnova osa c. Osnova svakog takvog prame-
na mormalna je na pravoj c. Px'ema tome broj takvih hiperbo-
liCnih pramenova istovetan je broju normala na pravoj c ko- 

jih ima isto onoliko koliko i taCaka te prave. Svaka ta6ka 

geometrije Ed predstavljena je u nE modelu pravom. Prema 

prethodnom, svaka taCka geometrije EH incidentna je sa into 

onoliko hiperbolinih nizova koliko prava geometrije Loba- 

Cevskog ima taCaka. Svaki od tih hiperboli6nih nizova inv- 

arijantan je u simetriji Cije je sredigte data taCka. 

U HE-modelu geometrije Eh u skupu svih hiperboli- 

Cnih pramenova pravih incidentnih sa izvesnom pravom c, hi- 

perboli6an pramen pravih osnove b je izmedu hiperboliCnih 
pramenova pravih osnova a i d ako i samo kao je ta6ka pre- 

seka B pravih b i c izmedu ta6aka preseka A i D pravih a i 

d sa pravom c redom. Na taj naHn mo te se u skupu hiperbo- 

liCnih pramenova incidetnih pravoj c ustanoviti troelemen- 

tna relacija nizmedu ll  Cija su svojstva istovetna svojstvi- 

ma relacije izmedu skupa taCaka prave geometrije Loba6evs- 
kog okarakterisane aksiomama poretka te geometrije. Skupom 

hiperboli6nih pramenova pravih incidentnih sa ta6kom C u 

EE-modelu geometrije EH, kao "_zto smo prethodno pokazali, 

predstavljen je skup hiperboliCnih nizova incidentnih sa 
taCkom O. ZnaCi i u dkupu hiperboliCnih nizova incidentnih 
sa istom ta6kom koji 6emo nazvati pramenom hiperboliCnih 
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nizova 6ije je sredigte pomenuta ta6ka mote se uvesti tro-

elementna relacija izmedu Hja su svojstva istovetna svojs-

tvima relacije izmedu skupa taCaka prave geometrije Loba6e-

vskog. Na sliCan'na6in se u HE-modelu geometrije EH pokazu-
je da za pramen hiperboli6nih nizova sredigta C vaZi i tvr-
denje analogno Dedekindovoj aksiomi geometrije LobaCevskog. 

Sistem aksioma geometrije EH dualan je sistemu aksioma geo-

metrije LobaCevskog. Prema tome aksomama poretka te geomet-

rije implicitno se odreduja svojstva troelementne .relacije 
poretka skupa pravih konkurentnog pramena pravih te geomet-

rije. To isto vaZi i za Dedekindovu aksiomu ona se odnosi 

na skup pravih pramena pravih geometrije EH. Zato se na os-

novu prethodno izlolenog mo'ie zakljunti da u geometriji EH 

vaH i slede6a teorema: 

Teorema. Sva tvrdenja koja se formuligu na taj na-
Cin gto se u aksiomama poretka geometrije EH re6 prava zam-

eni izrazom "hiperboliCni niz, a izraz "konkurentan pramen 

pravih" izrazom"konkurentan pramen hiperboliCnih nizova" 
su teoreme te geometrije. Dedekindova aksioma geometrije EH 

u kojoj je izvrgena prethodno objagnjena izmena izraza je 
• takoc.le teorema geometrije EH. 

Osnove hiperboliCnih pramenova incidentnih sa istfo 
om pravom c geometrije LobaCevskog ne pripadaju tim hiperb-

oliCnim pramenovima pravih. Svaka od tih osnova predstavlja 

u HE modelu taCku suprotnu hiperboliCnom nizu ta6aka preds-
tavijenog u modelu hiperboliCnim pramenom pravih Cija je 

' to osnova. 

U simetriji ose c invarijantna su taCno dva para-
boliCna pramena pravih; to su oni paraboliCni pramenovi ko-

ji s# incidentni sa pravom c. Pogto su u HE modelu geometr-
ije EH paraboli6nim pramenovima pravih predstavljeni izotr-

opni nizovi taCaka iz ovoga sledi i da je svaka ta6ka geom- 



- 73 - 

etrije Eh incidentna sa taCno dva izotropna niza. Ovi izo-

tropni nizovi su invarijantni u simetriji Cije je sredigte 

taCka kojoj su incidentni. Na osnovu prethodne teoreme sle-

di i da su izotropni nizovi graniCni nizovi pramena pravih 

6ije je sredigte ta.5ka koja je incidentna sa svakim od tih 

nizova i takode grniCni nizovi pramena biperboliCnih nizo- 

va istog sredigta. 
U geometriji EH postoje dve vrste osnih simetrija. 

Prva od njih predstavljena je u HE modelu te geometrije cen-
tralnom simetrijom geometrije LobaCevskog, a druga osnom 

simetrijom te geometrije. Naime u centralnoj simetriji sred-
igta C geometrije LobaCevskog invarijantne su sve prave in-

cidnetne tom sredigtu. Tim pravama predstavljene su u mode-

lu invarijantne take odgovaraju6e tranaformacije podudarn-
osti geometrije EH. Pogto je svaka od tih invarijantnih pr-

avih simetrije sredigta C incidentna samo sa jednom invari-
jantnom ta6kom te simetrije-sredigtem C koje u modelu pred-
stavlja jedinu invarijantnu pravu odogvarajuee transformac-

ije - prema definiciji 2. (recd str.55.) simetrijom sredigta 
C predstavljena je u modelu simetrija geometrije EH Cija je 

osa prava c koja odgovara taCki C. Svaka prava geometrije 
EH je osa neke osne simetrije te geometrije jer je svaka ta-
Cka geometrije LobaCevskog kojom je u HE modelu predstavlje-

na odgovaraju6a prava sredigte neke centralne simetrije geo-

metrije LobaCevskog. Na osnovu toga, definicije 3. rada (str. 

56.) i svojstva osne simetrije na koje smo neposredno pre 

ovog ukazali molemo zakljuCiti da geometriji EH vaZi slede- 

6a teorema: 
Teorema. Ni za jednu pravu geometrije EH ne postoji 

prava normalna na toj pravoj. 
U centralnoj simetriji sredigta C geometrije LobaC- 

evskog invarijantni su i svi hiperboli6ni pramenovi pravih 



koji su incidentni sa nekom pravom koja sadrH taCku C i 

kojima je osnova takode incidentna sa tom ta s6kom. Da bi se 

neki heiperboli6an pramen pravih geometrije LobaCevskog pr-

eslikao nekom transformacijom podudarnosti na taj isti'pra-

menapotrebno je i dovoljno da se osnova tog pramena u toj 

transformaciji podudarnosti preslikava sama na sebe. Prema 

tome u geometriji EH vaZi i teorema: 

Teorema. Svaka taCka bilo koje prave incidentna je 

sa taCno jednim hiperboli6nim nizom taCaka invarijantnim u 

simetriji u odnosu na tu pravu. 
Pre nego :cto u HE ;Iodelu izvedemo odgovarajua zakl 

lju6ak u odnosu na izotropne nizove utvrdioemo u HE modelu 

rieZto preciznije interpretaciju relacije incidencije taCaka 

i izotropnih nizova geometrije EH. Zapravo protuma5iCemo 

sta u tom modelu znaH teorema po kojoj je svaka ta6ka geo-

metrije EH incidentna sa taCno dva izotropna niza ta6aka 

(ovu teoremu dokazali smo koristea u modelu svojstva osne 

simetrije kojom je interpretirana centralna simetrija geom-

etrije EH).. Pomenuta ta26ka predstavljena je u modelu pravom 

koja je incidentna sa ta.5no dva paraboli6na pramena pravih 

koji predstavljaju pomenute izotroDne .  nizove. Tom pravom od-

redene su u geometriji Loba6evskog dve orijentisane prave od 

kojih jedna pripada jednom, a druga drUgom parabolienom pra-

menu pravih. Da bi se neki paraboli6an pramen pravih geomet-

rije LobaCevskog u centralnoj simetriji te geometrije Dresl-

ikao na sam sebe potrebno je da se orijentisana prava koja 

pripada tom Dramenu i sadra sredite te centralne simetri-

je preslikava na tu istu orijentisanu pravu. Medutim svaka 

takva orijentisana prava u toj centralnoj simetriji preslik-

ava se na pravu suprotno orjentisanu u odnosu na prethodnu. 

U geometriji Lobaevskog bilo koja transformacija podudarno-

sti preslikava praboliCan pramen pravih na paraboliCan pra- 
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men pravih koji je odreden slikom u toj transformaciji bi-

lo koje orijentisane prave tog pramena. Dikle u geometriji 

EH vaa sledeoa teorema: 

Teorema. U simetriji u odnosu na pravu ne postoji 

izotropni niz taOaka koji se preslikava sam na sebe. Svaki 

izotropni niz taCaka incidentan sg bilo kojom ta6kom ose 

osne simetrije preslikava se na izotropni niz taCaka inci-

dentan sa tom istom taCkom. 
Sve ove teoreme odnosile su se na osne simetrije 

E:eometrije EH u odnosu na pravu Lito smo nagalsili samo na 

poCetku l  kada smo nagovestili da u geometriji Ea postoje i 

simetrije Cija osa nije prava. Postojanje ovakvih osnih si-

metrija utvrduje se, u modelu, na sledea naiin. U bilo ko-

joj osnoj simetriji geometrije LobaCevskog invarijantne su 

sve prave hiperbolinog pramena pravih Cija je osnova osa 

te simetrije. Svaka od tih pravih incidentna je sg taCno 

jednom invarijantnom taCkom te simetrije - presekom te pra-

ve sa osom te simetrije. Svakom od pravih tog hiperboli6nog 

pramena predstavljena je. invarijantna taCka transformacije 

podudarnosti predstavljene u AE modelu geometrije EH pomen-

utom osnom simetrijom. jedina invarijantna taCka svake od 

pravih heiperbolienog pramena pravih na koji smo prethodno 

ukazali predstavlja jedinu invarijantnu pravu incidentu od- 

ovarajuooj invarijatnoj taCki u transformaciji podudarnosti 

geometrije EA predstavljene osnom simetrijom geometrije Lo-

, baCevskog. Prerna definiciji 6. osnom simetrijom geometrije 

Loba6evskog predstavljena je simetrija geometrije Eli u odn-

osu na hiperboli6ni niz taCaka predstavljen u modelu hiper-

bolinim pramenom pravih Cija je osnova osa te osne simetr-

ije. Isla osna simetrija geometrije LobaCevskog predstavlja 

i simetriju geometrije Ed u odnosu na taCku suprotnu hiper- 

boli5nom nizu koji je predstavljen hiperboliCnim pramenom 
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Cija je osnova osa te osne simetrije (gto smo dokazali na 

samom po.?:.etku razmatranja posve6enog centralnim simetrija-

ma geometrije 	taj naan smo u modelu dokazali da je 

svaka centralna simetrija geometrije EA istovremeno osna si-
metrija u odnosu na hiperboli6an niz suprotan sredigt# te 
centralne simetrije i obratno. Prema teoremi formulisanoj 

na str. 74. rada svaka taCka bilo koje prave incidentna je 

sa ta6no jednim hiperboli6nim nizom invarijantnim u simetri-

ji u odnosu na to pravu. Iz dokaza te teoreme u HE modelu 

zakljuCuje se da je taj hiperboliCni niz upravo suprotan 

ta6ki incidentnoj toj pravoj. Ranije smo pokazali da je ta 

prava invarijanta prava simetrije u odnosu na pomenutu ta-

Cku. Zato je ta prava invarijantna i u simetriji u odnosu 

na pomenuti hiperboliCan niz taCaka. Na osnovu prethodnog 

i definicije 3. sledi da je svaki hiperboliCni niz invari- 

jantan u osnoj simetriji u odnosu na neku pravu normalan na 

toj pravoj. 

Paraboli6an pramen pravih ravni Loba6evskog invari-
jantan je samo u osnim simetrijama u odnosu na neku pravu 

tog pramena - preciznije: da bi neki paraboliCan pramen pr-
avih bio invarijantan u nekoj osnoj simetriji potrebno je i 

dovoljno da je osate simetrije prava tog paraboliCnog pra-
mena pravih. SvakakbaCka te prave invarijantna je u toj os-

noj simetriji. Takode je i svaka od tih taCaka incidentna 

osim sa osom, i sa taCno jog" jednom invarijantnom pravom te 

osne simetrije. Ovom osnom simetrijom predstavljena je tra- 

nsformacija podudarnosti ravni EH koja je prema definiciji 1. 
(str. 55. rada) centralna simetrija ravni EH. U ovoj centra-
lnoj simetriji invarijantan je izotropan niz taCaka koji od-
govara pornenutom paraboli6nom pramenu pravih geometrije Lob-
aCevskog. Ali poto, gto smo ranije pokazali, ne postoji ce-

ntralna simetrija koja dati paraboliCan pramen pravih geom-
etrije LobaCevskog preslikava na taj isti pramen, mote se u 
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HE modelu zakljuCiti da ne pstoji osna simetrija geometri-

je EH Cija je osa prava u kojoj bi bio invarijantan makar 
jedan izotropni niz ta6aka. Medutim u osnoj simetriji geo-

metrije LobaCevskog Cija je osa prava paraboliCnog pramena 

pravih invarijantne su i sve prave normalne na toj osi. La-

to ova osna simetrija predstavlja simetriju u odnosu na od-

govarajua hiperboliCni niz geometrije Eli u kojoj je inva-

rijantan izotropni niz taCaka koji odgovara datom paraboli-
Cnom pramenu. Pri tom u tom izotropnom nizu invarijantna je 

samo jedna taCka - taCka koja odgovara osi te osne simetri-
je. Jednostavno se utvrc1uje, u HE sodelu, da je to ta6ka 

suprotna tom hiperboliCnom nizu. 

2. HE - Mpdel :eometrije HH.  Neka je fo  identi6no 

preslikavanje skupa taCaka sDoljanosti apsolute na taj is-
ti skup. Ovim preslikavanjem se svaka projektivna duZ Ciji 
krajevi pripadaju apsoluti, a sve ostale take spolja5nosti 
apsolute, preslikava na to istu projektivnu duZ. Ako usvoj-

imo da ovo preslikavanje preslikava svaku takvu projektivnu 

duZ na skup svih, ta6aka incidentnih toj dua l  tada u takvom 

preslikavanju svakoj pravoj S - HH modela te geometrije od-
govara skup svih taCaka incidentnih toj pravoj. Takav S -

model geometrije HH odgovarao bi izgra-.:Iivanju te geometrije 

kao teorije sa samo jednom vrstom preomenljivih koje bi u 
S modelu te geometrije bile predstavljene taCkama. £epos-

redno se zakljualje da je preslikavanjem f o  izomorfizam gl- 

, avnog modela geometrije HH i modelu te geometrije u istoj 

oblasti projektivne ravni, ali u kome su prave predstavljene 

skupom taCaka projektivne duZi Ciji krajevi pripadaju apso-

luti. Prema btavu 3. i svojstvima suZenja apsolutnog polari-

teta W na spolja'6njost apsolute, taj polaritet je izomorfiz-

am tog projektivnog modela geometrije HH u apoljagnosti aps-
olute razliCitog od galvnog i projektivnog modela geometrije 
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HH ostvarenog u unutragnjostiapsolute. Proizvod Wof o  je iz-

omorfizam glavnog modela geometrije HH i modela te geometr-

ije u unutragnjosti apsolute. U ovom izomorfizmu svakoj ta- 

Cki spoljagnjosti apsolute odgovara projektivna duz unutra-

gnjosti apsolute kojoj krajevi pripadaju apsoluti; svakoj 

projektivnoj dui spoljagnjosti apsolute Ciji krajevi prip-

adaju apsoluti odgovara skup projektivnih dui unutragnjo-

sti apsolute 6iji krajevi pripadaju apsoluti i koje pripad-

aju hiperboliCnom pramenu pravih Cije je sredigte pol proj-
ektivne dui spoljagnjosti apsolute. Iz ovog izomorfizma 

izomorfizma glavnog i S modela geometrije HH na osnovu 

tranzitivnosti relacije izomorfizma sledi da je i S — model 
geometrije HH izomorfan modelu te geometreije u unutragnjo-

sti apsolute. Prema tome i prethodnom, svakoj ta6ki geomet-

rije HH odgovara projektivna duZ unutragnjosti apsolute, a 

pravoj te geometrije skup projektivnih dui unutragntlosti 

apsolute Ciji krajevi pripadaju apsoluti i koje pripadaju 

projektivnim pravama incidentim istoj taCki spoljagnjosti 

apsolute. U izomorfizmu Beltrami — Klajnovog modela geome-
trije Loba6evskog i S modela te geometrije svakoj proje -,  

ktivnoj duZi unutragnjosti apsolute 6iji krajevi pripadaju 

apsoluti odgovara prava S — modela geometrije LobaCevskog, 

a skupu projektivnih dui unutranjosti apsolute Ciji kraje -

evi pripadaju apsoluti i koje pripadaju projektivnim prava-

ma koje su incidentne sa istom taCkom spoljanjosti apsolu- 

, te hiperboliCan pramen pravih S modela geometrije Lobae-

vskog. Skup taCaka gl&vnog modela geometrije HH incidentn-

ih sa projektivnom pravom spoljagnjosti apsolute naziva6emo 

elipti6nim nizom te6aka iii samo eliptiCnim nizom geometrii. 

je HH. U razmatranom izomorfizmu eliptiCnom nizutaCaka odg-

ovara eliptiCni pramen pravih geometrije LobaCevskog, a id-

otropnom nizu paraboliCan prr
amen pravih iste geometrije. Iz 



-79- 

izomorfizma S — modela geometrije HH i glavnog modela te 

geometrije i izomorfizma glavnog modela te geometrije sa 

prethodno pomenutim modelom te geometrije u geometriji Lo-

ba6evskog, i tranzitivnosti relacije izomorfizma sledi da 

je S — model geometrije HH izomorfan sa modelom te geomet-

rije u S — modelu geometrije LobaCevskog. Ovaj poslednji, 

model naziva6emo kratko HE — modelom geometrije HH. Mada 

se na osnovu izlaganja o formiranju sistema aksioma geome- 

trije Hli mole navesti spisak tih aksioma, iskoristieemo ovu 

priliku da u koloni u kojoj ee biti navedeni pojmovi, rela-

cije i transformacije geometrije HH upigemo i sadrZaj tih 

aksioma. U desnoj koloni bite navedeni pojmovi, relacije, 

transformacije i tvrdenja koja odgovaraju aksiomama geome-

trije HH u pomenutom izomorfizmu. Pri tome 6emo u levoj 

koloni najpre navesti osnovne pojmove, relacije i transfo-

rmacije geometrije HH, a zatim neke bitne izvedene pojmove 

i relacije te geometrije. liatominjemo da se ovde radi o 

izomorfizmu dva modela :geometrije HH, a ne o izomorfizmu 

dva modela sistema aksioma te geometrije. Meutim okolnost 

da su svi modeli svih ostalih sistema aksioma dvodimenzio- 

nih projektivno metrikih geometrija koje u oznaci nemaju 

nijedno slovo E ukazuje, s obzirom da smo sisteme aksioma 

i tih geometrija gormirali na isti na6in kao i sisteme ak- 

sioma ostalih, da je vrlo verovatno da su i pomenuta dva 

modela sistema aksioma geometrije HH izomorfna kao i da je 

sistem aksioma te geometrije potpun. 

Pojmovi, relacije i tran- 

sformacije S — modela ge- 

ometrije HH 
ta6ka 

prava 

ta6ka je incidentna 

Odgovarajuei pojmovi, relacije 

i transformacije HE — modela 

geometrije HH 

— prava 
hiperboli5an pramen pravih 

prava je incidentna odgovara- 
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pravoj i obratno 

taCka A je izmedu 

taCka B i C. Ove take 

incidentna su sa pravom p 

prava a konkurentnog 

pramena pravih sredis6ta 
S je izmedu pravih b i 
c tog pramena 

jueem pramenu pravih (prava 

pripada tom pramenu) i obratno 
- odgovaraju6e prave a,b,c inci- 

dentne su sa hiperboliCnim Dr-

amenom pravih Cija osnova p 

odgovara pravoj p; prese6na ta-
Cka A pravih a i p je izmedu 
preseCnih taCaka B i C pravih 
b i c sa pravom p 

osnova hiperboliCnog pramena 

koji odgovara pravoj a see 
pravu s koja odgovara taCki 
S u ta5ki koja je izmedu ta6- 

aka preseka osnova hiperboli-
6nih pramenova pravih koji 
odgovataju pravama b i c sa 
pravom s redom. Pri tome je 

prava s incidentna sa svakim 

od tih hiperboliCnih pramenova 
- transformacije na skupa pravih 

indukovane transformacijama 

podudarnosti grupe transforma-

cija podudarnosti geometrije 
LobaCevskog. 

ParaboliCan pramen pravih 

EliptiCan pramen pravih 

transformacije na skupa . 

koje predstavljaju tr-

ansformacije podudarnosti 
S — modela geometrije HH 

Izotropni niz 

Elipti6an niz 

Aksiome incidencije 	 Odgovaraju6e teoreme geomet- 
geometrije HH 	 ije Loba6evskog 
I1 Za svake dve take po— — Z a svake dve prave patoji 
stoji najvige jedna prava 	ajvige jedan hiperboliCan 
incidentna sa svakom od 	ramen incidentan sa svakom 
tih taCaka 	 0 d tih pravih 
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12 Za svaku pravu postoje 
	

- 

Za svaki hiperboliCan pra- 
bar dve take koje su sa 	men pravih postoje bar dve 
njom incidentne. Postoje 	prave koje su incidentne sa 
bar tri take koje nisu 	tim pramenom pravih. Postoje 
incidentne sa istom pravom 	bar tri prave koje nisu in- 

cidentne sa istim hiperbol-

iCnim pramenom pravih. 
1

3 
Svaka taL(ka incidentna 	

- 

Svata prava incidehtna je sa 
je sa najmanje dve prave 	bar dva hiperboli6na pramena 

pravih. 

Prva podgrupa aksioma 	 Teoreme geometrije LobaCevs- 
poretka geometrije HH 
	

kog koje odgovaraju prvoj 

podgrupi aksioma poretka 
geometrije HH 

II1 Ako je ta.5ka B 
	

- 

Ako je prava b izmedu pravih 
izmedu taCaka A i C 	 a i c, tada su prave a,b,c 
tada su take A,B,C inci- 	incidentne sa istim hiperbo- 
dentne istoj pravoj i ta- 	li6nim -pramenom pravih i pr- 
6ka B je izmedu taCaka A i C 	ava b je izmedu pravih a i c. 
MI2 Za ma koje dve take 
	Za ma koje dve prave a i b 

incidentne sn istom pravom 	incidentne sn istim hiperbo- 
postoji tanca C incidentna 	li6nim pramenom pravih post- 
sa tom pravom takva da je 	oji prava c tog pramena tak- 

ta"ka B izmecu taCaka A i C. 	va da je prava b izmedu Dra- 

vih a i c. 
' 11

3 
Za ma koje tri take 	Za ma koje tri prave a,b,c 

A,B,C incidentne sn istom 	incidentne sn istim hiperbo- 
pravom iii je tanca B izme- 	li6nim pramenom pravih  iii  

du taaka A i C iii je tanca 	je prava b izmedu pravih a i 
A izmedu taCaka B i C  iii 

	

c iii je prava a izmedu pra- 

je taCka C izmedu taCaka A 
	vih b i c ili je prava c iz- 

i B. 	 medu pravih a i b. 
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Podvala6enjem reCi iii u formulaciji aksiome 113 

 naglagavamo da je u pitanju iskljuCna disjunkcija. 

U geometriji Loba6evskog prirodno je definisati 

relaciju izmedu skupa pravih hiperboll6nog pramena pravih 

na taj na6in gto za pravu b tog pramena smatramo da je izm- 
edu pravih a i c tog pramena ako i samo ako je prese6na ta-

Cka B prave b sa osnovna to pramena izmedu preseCnih taC-

aka A i C pravih a i c sa tom osnovom. Nada smo naCelno ut-

vrdili da je proizvod uzajmno jednoznemih preslikavanja 

niza modela geometrije HH koji poCinje S — modelom a zavr-

5ava se HE — modelom te geometrije izomorfizam, ipak eemo 

na primeru relacije izmedu to i proveriti (ova Drovera od-

nosi se samo na to relaciju). Taeka A S—modela geometrije 

Ed je izmedu taCaka B i C tog modela ako i samo ako odgov-

arajuCe take A,B,C glavnog modela geometrije HH pripadaju 

projektivnoj duZi spoljanosti apsolute Ciji krajevi prip-

adaju apsoluti koja odgovara pravoj S— modela geometrije 

HH koja je incidentna taCkama A I B,C i ako ta6ka A sa jedn-

im od krajeva te dui obrazuje par koji razdvaja par ta6a-

ka B i C. Preslikavanje 1' 0  glavnog modela.geometrije ILd na 

model te geometrije isle oblasti apsolute pomenute take 

preslikava na te is -Ge take. S obzirom da je apsolutni po-

laritet projektivno preslikavanje u tom polaritetu ta6kama 

A i pomenutom kraju projektivne dui odgovara6e seCica a 

apsolute i njena tangenta kod6 oe obrazovati par pravih ko- 
• ji razdvaja pan pravih b i c koje u tom polaritetu odgov-

araju taCkama B i C. Prese6ne take pravih a,b i c i tang-

ente apsolute incidentne sa jednim krajem pomenute projek-

tivne dui i projektivne dui dopunske toj duZi odreduja 

dva para taCaka koji se takode medusobno razdvajaju. SuZe- 

nje te Cetvoromesne relacije skupa taCaka zatvorene proje- 

ktivne duZi Ciji krajevi pripadaju apsoluti, a sve ostale 



—83.. 

take njenoj unutragnjosti je tromesna relacija izmedu. Na 

osnovu prethodnog ta6ka preseka prave a sa tom zatvorenom 

projektivnom dui bioe izmedu taCaka preseka pravih b i c 

sa tom duZi. Zato 6e i otvorene projektivne dui — preseci 

pravih a,b i c sa unutragnjogou apsolute biti u istovet-

no odnosu u odnosu na relaciju izmedu. Ova relacija je su-

Zenje Cetvoromesne relacije razdvojenosti parova pravih 

skupa pravih zatvorenog projektivnog ugla.kome su graniCne 

prave tangente apsolute i koji sadrH apsolutu pri emu je 

jedna od pravih 6etvorke pravih grani6na, a °stale tri ra-

zliCite od graniCnih,na unutragnjost apsolute. Tim otvore-

nim projektivnim duZirna odgovaraju prave a,b,c hiperboliC-

nog pramena pravih Cija osnova odgovara preseku polare te-

mena pomenutog ugly sa unutragnjog6u apsolute, a ta6kama 

preseka pravih a,b,c sa tom polarom take -:;reseka pravih 

a,b,c geometrije LobaCevskog sa osnovom pomenutog hiperb-

oli6nog pramena pravih. 14a osnovu izomorfnosti Beltrami — 

Klajnovog i S — modela geometrije LobaCevskog sledi da su 

take preseka pravih a,b,c S — modela geometrije Loba6ev- 

skog sa osnovom hiperboliCnog pramena kome to prave prip-

adaju takve da je prva od njih izmedu preostalih dveju; 

iz istog razloga sledi i de je prava a izmedu pravih b i 

c . 

Razmatranje sliCno iprethodnom uverilo nas je da 

se tromesna relacija izmedu skupa prameno-
va pravih S — modela geometrije LobaCevskog incidentnih 

sa istom pravom p tog pramena mora definisati na sledeCi 

HiperboliCni pramen pravih osnove a tog skupa hip- 

, erboli6nih pramenova pravih je izmedu hiperboli6nih pram-

enova osnova b i c tog istog skupa ako i samo kao je tad-

ka preseka A osnove a sa zajedniCkom pravom p svih tih 

pramenova izmedu taCaka preseka osnova b i c sa pravom p. 

r) 



Ova relacija skupa hiperboliCnih pramenova pravih odgovara 

u HE - modelu geometrije HH relacije izmedu skupa pravih 

konkurentnog pramena pravih geometrije Eli tj. njenog S 

modela. 

II podgrupa aksioma 

poretka geometrije Joigh 

II' Ako je prava b izme-

du pravih a i c tada su 

grave a,b,c tri razliCi-

te prave istog konlairentn+ 

og pramena pravih sredi-

ta S i prava b je izmedu 

pravih a i c. 

II' La makoje dve prave 

a i b koje su incidentne 

sa istom taCkom .00stoji 
prava c incidentna sa tom 

takom takva da je prava 

b izmedu pravih a i c. 

II; -La makoje tri oreve 
a,b,c incidentne sa is-

tom ta6kom iii je prava b 

- Teoreme geometrije LobaCevsk-

og koje odgovaraju aksiomama 
druge podgrupe aksioma poret-

ka geometrije HH. 
Ako je hiperboliCan pramen 

ptavih osnove b izmedu hiDe-

rboliCnih pramenova pravih 

osnova a i c,tada su hiDerb-

oliCni pramenovi pravih os-

tova a l Ta t c, tie; razliCita 

hiperboliCna pramena pravih 

istog pramena hiDerboliCnih 

pramenova incidentnih pravoj 

s i hiperboliCni pramen pra-
vih osnove b je izmedu hiDe-

rbolinih Dramenova pravih 

osnova a i c. 

- la makoja dva hiDerboliCna 

pramena pravih osnova a i b 

koji su incidentni sa istom 
pravom patoji hiperbolian 

pramen pravih incidentan sa 

tom pravom %aja je osnova pr-

ava c, takav da je hiperboli-

Can pramen pravih osnove b 

izmedu pramenova pravih osno-

va a i c. 

- La ma koje tri hiperboli6na 

pramena pravih osnova a,b i c 

incidentna sa istom pravom 
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izmedu pravih a i e iii je 
	

ili  je pramen pravih osnova 

prava a izmedu pravih b i 
	

b izmedu pramenova osnova a 

c iii je prava c izmedu 
	

i c iii je pr amen osnova a 

pravih a i b. 	 izmedu pramenova osnova b i 

c iii je premen osnove c iz- 

medu pramenova osnova a i b. 

Za razliku od geometrija EP i EH u kojima Pagova ak-

sioma nije aksioma tih geometrija ve6 tvrdenje dualno Pagovom, 

u geometriji HH sem tog tvrdenja aksioma je i Pagova aksio-

ma. All ova aksioma se ne mole formulisati na isti na6in kao 

i u apsolutnoj geometriji u Boljajevomsmislu. II geometriji 

HH vaZi tvrdenje koje sem sadrZaja istovetnog Pagovoj aksio-

mi sadrZi i odrec'eno ograniCenje. Da Pagova aksioma bez pom-

enutih dodatnih uslova nije ni aksioma ni teorema geometrije 

Hti mo:-:emo se uveriti iz slede6gg primera. Neka su A l 3 I C tri 

take glavnog modela geometrije RH od kojih svake dve pripa-

daju pravoj te geometrije, ali ne postoji prava koja sadra 

sve te taCke. Ove tri take odreduju tri duZi geometrije tin. 

Ako nijedan od pramenova pravih sredita A,B,C geometrije 

HH ne sadra sve take unije te tri duZi, tada postoji prava 

geometrije HH koja see taCno jecinu duZ pomenutog lika 

sl. 2. rada). Ovo 6emo i posebno obrazloati. U projekitvnoj 

revni tri nekolinearne take odreduju sect projektivnih du-

Zi. Po tri takve dui odreduje samo Cetiri projektivna trou-

gla. Osim zahteva da svake dve od tri takve dui ne pripada-

ju istoj prodektivnoj pravoj i zahtev da za lik istovetan 

uniji tih dui bude zadovoljena Pagova aksioma je bitno ogr-

ani6enje koje umanjuje broj onih medu tim likovima koji su 

trouglovi. Od 6etiri projektivna trougla odredena ta6kama 

A,B,C glavnog modela geometrije HH najvige jedan je trougao 

geometrije HH. Naime na svakoj seCici apsolute odredenoj dv-

ema od taCaka A,B,C samo jedna od projektivnih dui odredena 
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tim ta:qcama 	geometrije HH. Prema tome u ovom slu6a- 

ju od best projektivnih samo tri duZi mogu predstavljati 

stranice projektivnog trougla koje pripadaju spoljabnjosti 

apsolute. Ali ako unija tih triju dui ne zadovoljava za4— 

tev Pabove aksiome, onda ta unija ne predstavlja projekti-

vni a ni trougao geometrije HH. Sem kriterijuma po kome je 

takva unija dui geometrije HH trougao ako i samo ako ta % 

unija pripada bar jednom od pramenova pravih 6ije je sred-
ibte bar jedna.od ta6aka A,B,C (ili bto je tome ekvivale-

ntno: ta6no dvema od tih pramenova pravih) molemo koristi-
ti i jednostavniji kriterijum. Prema ovom kriterijumu da 

bi pomenuta unija tri duZi bila trougao neophodno je i da 

svaka prava dela pramena pravih, i.je grani6ne prave sadr- 

e dve dui te unije, se6e i tre6u duz te unije. Samo za 

ovako definisani trougao Pabova aksioma je zadovoljena u 
glavnom modelu geometrije HH. U preslikavanju f

o tako de-
finisanom trouglu odgovara skup svih ta6aka koje pripada-

ju stranicama trougla. U suZenju apsolutnog polariteta W 
na spoljabnost apsolute tome skupu ta6aka odgovara unija 

tri preseka tri "dela" pramenova pravih 6ija su sredibta 
polovi pravih koje sadrbe stranice tog trougla, sa unutr-

abnjobCu apsolute. Pri tome je granica svakog od tih delo-

va polara odredenog temena trougla. Svaki od tih delova je 
skup pravih koje u polaritetu W odgovaraju ta5kama odgova-
rajuoe stranice trougla. Po?to svako teme trougla pripada 
dvema njegovim stranicama, svaka grani6na prava bite inc-

identna sa dva pomenuta dela odgovarajueih pramenova pra-

vih. U izomorfizmu Beltrami — Klajnovog modela geometrije 

Loba6evskog i S — modela te geometrije prethodno opisanom 

liku odgovara unija tri "dela" tri hiperboli6na pramena 

pravih takvih da je granica svakog od tih delova zajedni-

6ka prava samo job jednog od preostala dva pomenuta dela. 
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U proizvodu prethodnih izomorfizama svaka granica odgovara 

izvesnom temenu trougla glavnog modela geometrije EH. Zato 

su svake dve od tih granica medusobno hiperparalelne. Jar 

u suprotnom slu5a4u — ako dve grani6ne prave npr. a i b.ne  

bi bile hiperparalelne — onda bi njima odgovarajuoa temena 

A i B glavnog modela geometrije HH pripadale tangenti iii 

spolja5njoj pravoj apsolute, dakie ne bi bila incidentna 

pravoj geometrije Hh. Pod "delom" hiperboliCnog pramena pr-
avih geometrije LobaCevskog podrazumevali smo skup svih pr-
avih tog pramena izmedu dve date prave tog pramena — gran—

ice pramena. Uslovu po kome svaka prava dela pramena prav-
ih Cije je sredi5te jedno od temena trougla geometrije HH, 

a granice prave koje sadrZe stranice incidentne tom temenu 
u hE — modelu geometrije EH odgovara sledea uslov: bilo 
koji hiperboliCni pramen pravih koji sadrZi jednu od gran-

ica p-ethodno opisana tri dela tri hiperboli6na pramena 

pravih, sadrZl pravu onog dela pomenutih delova tri hiper-

boli6na pramena pravih, koji je ograniCen drugim dvema gr-

anicama. Sarno za tri dela hiperboli6nih'delova pramenova 
pravih koji zadovoljavaju sve prethodno navedene uslove u 
tiE — modelu geometrije HH taCno je tvrdenje: "Svaki hiper- 

boliCan pramen pravih koji sadr.Zi pravu incidentnu jednom 

od tri dela hiperboliCnih pramenova pravih sadrZi i pravu 

koja pripada jednom od preostalih delova". Ovo tvrdenje u 

pomenutom izomorfizmu odgovara Pagovoj aksiomi geometrije 
HE formulisane za trougao to geometrije. Aksioma II4 geo- 

metrije EH je tvrdenje dualno Pagovoj aksiomi apsolutne 
geometrije u Boljajevom smislu. Ovo tvrdenje formulisali 

smo na str. 65. rada.Teoremu geometrije Loba6evskog koja 
odgovara toj aksiomi geometrije HH neoemo navoditi s obz- 

irom da nema principijalnog znaCaja. Mada se to isto mote 

reft i za teorerne koje odgovaraju aksiomama S1 i S2 i ak- 
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siome D i D2H s obzirom na specifiCnost aksioma Si i S2 lif 
odgovaraju6oj teoremi aksiome S1 formulisanoj korigoenjem 

izomorfizma posvetioemo neZto veou paZnju. Pre toga pomen-

imo samo da aksiomi D1H odgovara teorema geometrije LobaC-

evskog Ciji je sadrZaj analogan Dedekindovom tvrdenju geo-

metrije LobaCevskog koje se odnosi na skup pravih hiperbo-
liCnog pramena pravih te geometrije; aksioma Dal  utvrduje 

da za skup pravih pramena pravih geometrije HH vaZi tvrde-
nje analogno aksiomi D1H  koja se odnosi na skup -taCaka pra-

ve te geometrije - skupu pravih konkurentnog pramena pra-

vih geometrije HE u pomenutom izomorfizmu odgovara skup sv-
ih hiperboliCnih pramenova pravih koje sadre istu pravu 
geometrije LobaCevskog. 

iieka je S sredigte konkurentnog pramena pravih 
geometrije HH, a p•prava kojoj taCka S ne pripada. Ako ne-
ke dve prave pramena sredigta S seku pravu p, tada i sve 

prave izmedu tih dveju pravih seku pravu p. Kasnije eemo 
pokazati24) da je skup taCaka prave p incidentnih sa pra-
vama pramena sredigta S - ako nije prazan - istovetan sk-
upu taCaka poluprave prave p iii unije skupa taCaka dve 

disjunktne poluprave te prave. U cilju formulisanja teor-

eme koja odgovara aksiomi S1 za sada je dovoljno ono gto 
smo prethodno utvrdili - da je skup pravih pramena sredi-
gta S incidentnih sa taCkama prave p deo pramena pravih i 
da skup odgovarajuoih taCaka prave p pripada duZi te pra-
ve. U izomorfizmu S - modelu geometrije aft i modela te ge-
ometrije u S - modelu geometrije LobaCevskog delu konkur-
entnog pramena pravih geometrije HH odgovara skup hiperb-
oliCnih pramenova pravih incidentnih sa istom Dravom s 

24) Prilikom dokazivanja taCnosti aksioma V H u 
HE-modelu geometrije EH. To isto sasvim neposredno se mo-
te utvrditi i u glavnom modelu geometrije HH. 
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koja u tom izomorfizmu odgovara ta6ki S pri emu take pre-

seka osnova tih hiperboliCnih pramenova predstavljaju skup 

istovetan skup taCaka odgovaraju6e dui prave s. Skupu ta-

6aka prave p incidentnih sa pravama pramena sredigta Su is-

tom izomorfizmu odgovara deo hiperboliCnog pramena pravih 

Cija osnova p odgovara pravoj p geometrije HH. Svakoj taCki 

prave p incidentnoj pravoj pramena sredigta S odgovara pra-

va koja pripada i pramenu pravih osnove p i onom hiperboli-

Cnom pramenu pravih koji sadra pravu s koji odgovara pome-

nutoj pravoj pramena pravih sredigta S. Prema tome svaka 

prava odgovarajuoeg dela hiperboliCnog pramena pravih osnove 

p je zajedniCka normala prave p i izvesne osnove odgovaraju-
6eg dela pramena hiperboliCnih pramenova incidentnih sa pr-
avom s. Zbog izomorfizma prave tog dela hiperboliCnog pram-

ena osnove p su u istovetnom odnosu rasporeda sa odgovaraj-
uam odnosom hiperboliCnih p pramenova pravih koji pripada-

ju pramenu hiperboliCnih pramenova incidentnih sa pravom s. 
Svakoj transformaciji podudarnosti geometrije HS 

odgovara neka transformacija podudarnosti geometrije Loba- 
Cevskog. U prvom od preslikavanja proizvoda preslikavanja 

kojim se ostvaruje izomorfizam S - modela geometrije HH i 
geometrije LobaCevskog transformacijama podudarnosti geome- 

trije HH odgovaraju suZenja naspolja5njost apsolute svih 

automorfizama apsolute. ..ransformacija svakog od tih suZe- 

nja preslikavanjem f o  istovetno je tom AtuZenju. Neka je 

g bilo koji automorfizam apsolute. Tada je, ako g posmatr- 
amo kao projektivno preslikavanje skupa pravih projektivne 

ravni.transmutacijaWogoW-1  projektivne kolineacije g 

apsolutnim polaritetom W projektivna kolineacija koja je 

takode automorfizam apsolute. Ako je g(p)=p', tada je 

WogoW-1 (r)=P'gde je W(p)=P: Ako umesto transformacije 

g razmatramo suZenje g to kolineacije na unutranjost aps-
r, 
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olute, tada 6e u toj transformaciji projektivnim duima un-

utragnjosti apsolute Ciji krajevi pripadaju apsoluti odgov-

arati projektivne duZi iste yrste. Projektivna kolineacija 
— 1 V o go W je suZenje na spolja5njost apsolute projektivne 

kolineacijeWogoW-1 takvo da ako je g(d)=d'gde su d i 

eduZi unutragnjosti apsolute Ciji krajevi pripadaju apsoll* 
A 	A  uti, tada je WogoW.'1  (D)=De gde je W(d)=D25) .iaa isti naCin 

pokazujemo da u izomorfizmu ostvarenom preslikavanjem W su-

Zenju h nekog automorfizma apsolute na spoljakijost apsolute 

odgovara suZenje automorfizmaW-1  o h o W na unutra'gnjost ap- A . 	
A 	A 

3 solute. Pri tom ako je 10)=D; tada e W ohoW(d)--d'gde 

je d=W(1)) a d=1--W(D). Po5to projektivnim duZirna d i d'unutra-

sgnjosti apsolute Ciji krajevi pripadaju apsoluti, u izomor-

fizmu .naltrami—Klajnovog i S modela geometrije Loba6evsk-

og odgovaraju prave geometrije LobaCevskog, prema prethodn-

om ako taCki D geometrije lin odgovara ta6ka D'u nekoj tran-

sformaciji podudarnosti te geometrije, tada pravoj d geome-

trije LobaCevskog odgovaraju6oj u tom izomorfizmu taCki D, 

u odgovaraju6oj transformaciji podudarnosti geometrije Lo-

baCevskog odgovara prava d', koja u tom izomorfizmu odgov-

ara taCki D'. 	prethodnoj stranici dokazali smo ne samo 

da svakoj transformaciji podudarnosti geometrije HH odgov-

ara transformacija podudarnosti geometrije LobaCevskog.ve6 

i da svakoj transfromaciji podudarnosti geometrije Loba::e-

vskog odgovara transformacija podudarnosti geometrije Hh. 

Poto je u dokazu te znaCajne Cinjenice kljuCnu ulogu igr-

ao izomorfizam glavnog modela geometrije HH ostvaren  suze- 

25)`Sa W(d)=D i W(d 1 )=D'oznaCili smo zapravo da 
dui d odgov4ra taCka D u apsolutnom polaritetu W. Prema 
tome smo sa W u ovum sluCaju oznaCili, suZenje apsolutnog 
polaritata W na unutrakijost apsolute. SliCno tome u pola-
ritetu Wta6ki D odgovara ne prava W(D), ye6 presek te pr-
ave sa unutra5njo56u apsolute. iimesto W mogli smo svuda 
pisati samo W jer je W involutivna transformacija. 



njem apsolutnog polariteta na spoljagnjost apsolute i Bel-

trami—Klajnovog modela geometrije Loba6evskog iz tog doka-

za sledi takode vrlo vaZan stay: 
Stay 4. Skup transformacija podudarnosti geometr-

ije HH predstavljen je u glavnom modelu te geometrije sku-

pom suZenja na spoljagnjost apsolute svih automorfizama 

apsolute. 
mavegoemo i primer: odredioemo transformaciju pod-

udarnosti geometrije HH koja odgovara osnoj simetriji geo-

metrije Loba6evskog. P-xi tom odredivanj4 koristioemo stay 

po kome je skup svih invarijantnih ta6aka (i uopgte inva-
rijantnih likova) transmutacije neke transformacije istov-

etan skupu slika invarijantnih taaka Li uopgte invarijant-

nih likova) transformacije koju transmutujemo u transform-
aciji kojom izvodimo transmutaciju. Ako je p osa simetri-

je geometrije LobaCevskog, ta6ka P = W(p) je prema pretho-

dnom invarijantna ta6ka transformacije koja toj osnoj sim-

etriji odgovara u glavnom modelu geometrije HH. Pogto su u 

razmatranoj simetriji invarijantne i sve prave hiperboli6— 

nog pramena pravih osnove p, a svakoj od tih pravih u pol-
aritetu W odgovara invarijantna ta6ka odgovaraju6e transf- 

ormacije, u Beltrami — Klajnovom modelu geometrije Loba6ev-

skog skupu pravih hiperboli6nog pramena pravih osnove p od-
govaraee skup projektivnih dui unutragnjosti apsolute 6iji 

krajevi pripadaju apsoluti takvih da projektivne prave koje 

te dui sadrZe, sadrZe i pol P projektivne prave p koja 
odgovara osi p simetrije. Liato oe i svaka ta6ka koja tim du-

Zima odgovara u suZenju apsolutnog polariteta W na unutra- 
gnjost apsolute pripadati polari p take P u polaritetu W. 

Preciznije: skupu tih dui odgovara6e skup svih ta6aka pr- 

ojektivne dui spoljagnjosti apsolute 6iji krajevi pripada- 

ju apsoluti i koja pripada polari take P. Dftkle 



nom pramenu pravih osnove p koji je u osnoj simetriji ose 

p invarijantan prava po prava u transformaciji koja odgova-

ra toj simetriji, odgovara projektivna duZ koju smo pretho- 

dno opisali, i koja je u toj transformaciji invarijantna ta-

Cka po taCka. Kako je tom projektivnom dun predstavljena 

prava geometrije HH, molemo konaCno zakljunti da je transf-
% 

ormacija poduarnosti geometrije HH odgovarajuoa osnoj sime- 

triji geometrije LobaCevskog transformacije koja zadovoijava 

sve zahteve definicija 1. i 2. istovremeno (v.str.55. rada). 

Preme tome transformacija koja odgovara osnoj simetriji geo-
metrije Loba5evskog je transformacija koja je istovremeno i 

centralna i osna simetrija geometrije HE, te bismo je mogli 

nazvati i centralno-osnom simetrijom te geometrije. Primeti-
mo uzgred da je centralno-osna simetrija geometrije HE u gl-

avnom modelu te geometrije predstavljena suZenjem harmonij-

ske homologije pro3ektivne ravni na spolje„nost apsolute pri 

emu su sredigte i osa te homologije odgovarajua pol i po1- 

ara apsolutnog polariteta. Osim ovog primera, neoemo vise 
davati primere korigCenja izomorfizma na koji smo ukazali, u 
cilju odredivanja svih vrsta transformacija podudarnosti ge-
ometrije EH, kao i njihovih svmjstava. 

Aksiomama paralelnosti geometrije HE odgovaraCe te-

oreme geometrije Lobaevskog koje se odnose na odnos incid-

encije prave te geometrije i odredenih hiperboliCnih prame-

nova pravih iste. Od dveju moguah formulisa6emo samo teor-

emu koja odgovara aksiomi V H geometrije HE. Prema toj aksi-

omi ako ta.ka P nije incidentna sa pravom a geometrije HH, 

postoje najmanje dve prave incidentne sa taCkom P koje pravu 

a ne seku. u slavnom modelu geometrije HH taCki P odgovara 

neka ta6ka P spoljagnjosti apsolute, a pravoj a projektivna 

duz sDoljan§osti apsolute aji krajevi pripadaju apsoluti, 
koja nije incidentna sa taCkom A. Ovu Projektivnu du'Z.  ozna- 
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Cioemo takode sa a. Sve prave pramena pravih sredita P ko-

je seku apsolutu i projektivnu duZ komplementnu duii a u 

unutrakijim taCkama te dui sadre projektivne dui koje 

predstavljaju prave pramena sredigta P koje ne seku pravu 

a. Ta6ki P u polaritetu W odgovara seclica apsolute. kresek 

te seCice sa unutragnjo5ou apsolute oznaCieemo sa p. Taj 

presek u 16eltrami - Klajnovom modelu geometrije LobaCevsk-

og predstavlja pravu p te geometrije. Projektivnim duZima 

spolja6njosti apsolute Ciji krajevi pripadaju apsoluti i 

koje sadre taCku P odgovaraju hiperboli6ni pramenovi pra-

vih koji sadre pravu p. Chaim od tih duZi koje predstavlj-

aju prave pramena sredilita P koje ne seku pravu a, odgova-

ra6e hiperboliCni pramenovi pravih koji ne sadrZe nijednu 

pravu hiperboli6nog pramena pravih osnove a. Ovo se nepos-

redno zakljuHlo iz beltrami - Klajnovog modela geometrije 

LobaCevskog i glavnog modela geometrije HH. Naima poto 

projektivna duZ spoljanjosti apsolute koja sadrZi ta6ku P 

i pripada opisanoj vrsti projektivnih dui nema nijednu 

zajedniCku ta6ku sa projektivnom duZi a, za hiperboliCne 

pramenove pravih koji odgovaraju tim duZima u izomorfizmu 

glavnog modela geometrije HH i modela te geometrije u geo-

metriji Loba6evskog ne mole postojati nijedna zajedni:".ka 

prava. 
U izomorfizmu koji smolazmatrali taCkama i prava-

ma geometrije HH odgovaraju prave i hiperboli6ni prameno-

vi pravih geometrije Loba6evskog, osnovnim i iivedenim re-

lacijama geometrije HH osnovne i izvedene relacije geome-

trije LobaCevskog, transformacijama podudarnosti geometri-

je HH transformacije podudarnosti geometrije Loba6evskog 

pri emu su te relacije relacije pravih ill relacije izme-

du 	i hiperboli6nih pramenov..xtravih te geometrije, 

a transformacije podudarnosti transformacije skupa pravih 



i skupa hiperboli6nih pramenova pravih geometrije LobaCev-

skog. Ovo poslednje sledi iz Ceinjenice da je slika bilo 

kog hiperboliCnog pramena pravih geometrije LobaCevskog, 

hiperboliCan pramen pravih Cija je osnova slika sonove da- 

tog hiperboliCnog pramena. Neke od teorema koje su odgovara-

le . aksiomama geometrije HH i bile upisane u odgovaraju6oj 
desnoj koloni na stranicama 81, 82, 84, 85. rada, a naro5- 

ito teorema koja odgovara Pagovoj, pa i aksiomi Si, koje 

se odnose na prave i heiperboli6ne pramenove geometrije Lo-

baCevskog vrlo je tenco dokazati u toj geometriji. Ali u 

izomorfizmu "geometrije pravih i hiperboli6nih pramnova ge-

ometrije Loba6evskog" i glavnog modela geometrije HH svim 

tim teoremama odgovaraju sasvim jednostavne teoreme proje-

ktivne geometrije. nikle zahvaljujua tom izomorfizmu u 

stanju smo ne samo da formuligemo, veo i t. utvr,lujemo na 

neuporedivo jednostavniji naCin nego gto bismo to anili 
u S - modelu geometrije LobaCevskog .sve te teoreme. 

S - modeli bilo koje geometrije u skupu svih mo-

dela te geometrije zauzimaju istaknuto mesto. Oblast inte-
rpretacije promenljivih date geometrije je skup 6iji su 
elemanti proizvolOne prirode i , ukoliko se to geometrija 
razvija kao geometrija dve vrste promenljivih s  klasa od-
reC:ene vrste podskupova tog skupa pri 6- emu se takvim pod-
skupovima interpretiraju promenijive druge vrste. Ako je, 

kao gto je to uobiCajeno u geometriji, u pitanju S - mod- 
, el sistema akkioma te geometrije l utvraivanje taCnosti tv-
raenja te geometrije, odnosno odredivanja svih posledica 
tog sistema aksioma u S - modelu u sugtini se gotovo ne 

razlikuje od izvodenja dokaza odgovarajuoih teorema u toj 

geometriji. Rftzlog tome je, istaknimo jog jednom, proizvo-
lja priroda elementa oblasti interpretacije. Zato se iz 
praktiCnih razloga i kao Ito smo to prethodno obrazloHli, 
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sasvim opravdano, geometrije razvijaju kao teorije njihovik 

S - modela, tj. kao poluformalne teorije. Smatramo da ovaj 

poslednji izraz koji je povodom toga upotrebio pisac dela 

/16/ na najadekvatniji na6in izraEava prirodu takvih mode-

la. Upravo ta okolnost gto poluformalna teorija, mada mod-

el, ima sva svojstva kojom se u su5tini odlikuje i odgvara41* 

juoa teorija omoguauje da se pomoCu nje ustanovi neposred-

na veza sintakse sa semantikom. U tom smislu u geometriji 

se S - model konkretne geometrije nagegoe indentifikuje 

sa tom geometrijom. 
Izomorfizam S modela geometrije EH i HE - modela 

to geometrije posle identifikacije S - modela sa odgovara- 

juCom geometrijom moe se protumaCiti i na drugaaji naCin 

kao interpretacija geometrije EH u geometriji Loba6evskog. 
Ovu interpretaciju u prethodnoj taCki nazvali smo HE - mo- 

delom geometrije EH i tek naknadno "otkrili" da je osnovna 

pobuda formiranja takvog modela bio izomorfizam S - modela 
pomenutih geometrija. Izomorfizam S - modela geometrije HH 

i geometrije LobaCevskog moe se sliCno prethodnom protum-
aCiti i kao interpretacija geometrije HH u geometriji Lob-

aCevskog ili se mote  opisati i kao HE — model geometrije 

HH. Sve teoreme geometrije Loba6evskog odgovarajuCe aksio-

mama geometrije HH koje smo izlozili u desnoj koloni, a i 

teoreme koje smo formulisali kao tvrdenjekoja odgovaraju 

Pa sgovoj aksiomi, aksiomi S2 su interpretacije sistema ak-

sioma geometrije HH. Izomorfizam na koji smo ukazali gar-

antuje da su sva ta tvrdenja teoreme geometrije LobaCevskog, 

tj. osigurava taCnost aksioma geometrije HH u tom modelu 

tog sistema aksioma. Ipak 6emo radi ilustracije proveriti 

taCnost aksioma paralelnosti sistema aksioma geometrije HH 
u njenom HE - modelu. Skreeemo pa7',nju da se osnovni i neki 
izvedeni potmovi, relacije i transformacije koji odgovaraju 
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odgovarajuam pojmovima geometrije HH , izloleni u desnoj 
koloni na stranama 79, 80 i 81. rada, u "novom svetlu" mo-
gu shvatiti i kao tumaCenja odgovarajuah osnovnih i nek-

ih izvedenih pojmova geometrije HH kao
. 
 i osnovnih relacija 

i transformacija to geometrije u HE - modelu sistema aksioffi 
ma HH. Koristea izomorfizam odgovarajuah modela pokazali 

smo da je osnom simetrijom geometrije Loba5evskog predsta-

vljena osno-centralna simetrija geometrije HE (ovo se tak-
o e mote  proveriti i u HE - modelu geometrije HH na naCin 

istovetan naCdnu na koji smo to uCinili u sluCaju HE - mod-

ela geometrije ER). Svaka prava hiperboliCnog pramena pra-

vih geometrije Loba6evskog osnove p invarijantna je u sim-

etriji ose p. Kako ta simetrija predstaija u modelu i cent-

ralnu simetriju geometrije HH prema prethodnom svaka prava 

hiperboliCnog pramena pravih ose p predstavlja u modelu ts-

Cku geometrije HH in.arijantnu u toj centralnoj simetriji. 

Prema definiciji 4. (str.57. rada) svaka prava hiperboliC-
nog pramena pravih osnove p predstavlja u modelu taku su-
protnu taCki koja je u modelu predstavljena pravom p. Po:t' - 
toje i prava p invarijantna u simetriji u odnosu na bib() 
koju pravu normalnu na pravoj p, sledi na osnovu isle de-
finicije 4. da je tanta predstavljena pravom p suprotna 
svakoj ta6ki pl7edstavljenoj bilo kojom pravom hiperboli6 - 
nog pramena pravih osnove p. 

Neka su prave a koja ne pripada hiperboli6nom pr-
amenu pravih osnove p i taj hiperboliCni pramen pravih in- 

' terpretacije date take i date prave geometrije HH pri 6e-
mu ta taCka i ta prava nisu incidentne. Pretpostavimo na-

jpre da je prava a istovetna pravoj p. Tada nijedan hiper-

boliCan pramen pravih koji sadrH pravu a ne sadra nijednu 

pravu hiperboli(l'nog pramena pravih osnove p tj. a jer su os-

nove svih tih hiperboli6nih pramenova prave pramena osnove 
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p, tj. a. Dakle u ovom sluCaju nijedna prava koja sadr?i 

taCku A, koja je u modelu predstavljena pravom a, ne see 

pravu p koja je u model. predstavljena hiperboliCnim pra- 

menom .pravih eanove p. 
U ovom kao i u sledeam slOajevima oslanjali smo 

se.na  stay po kome je potreban i dovoijan uslov da hiper-

boliCan pramen pravih incidentan sa pravom a sadrZi pravu 

hiperboliCnog pramena. osnove p postojanje zajedniCke nor-

male osnova tih pramenova. Pogto ova zajedniCka.normala 

pripada i jednom i drugom pramenu pomenutih osnova, ona u 

modelu predstavlja taCku preseka pravih predstavljenih tim 

pramenovima. Kako svaki hiperboliCan pramen koji sadrigi 

pravu a predstavlja pravu koja sadrU ta6ku a, a svaka pr-

ava pramena osnove p taCku prave p ;:eometrije BH predsta-

vljene hiperbolV3nim pramenom pravih osnove p, prema pre- 

thodnom skup pravih pramena pravih sredigta A koje seku 

pravu p predstavljen je u modelu skupom hiperboli6nih pra- 

menova koji sadrZe pravu a i Cije su osnove hiperparalelne 

sa osnovom p hiperboli6nog pramena pravih osnove P. Skup 

svih pravih pramena pravih sredi;ita A koje ne seku pravu p 

bide predstavljen u modelu skupom svih hiperbolV3nih pra- 

menova pravih koji sadre pravu a, ali Hje osnove nisu 

hiperparalelne sa pravom p. 
Razmotrimo prvo sluaj kada se prave a i p seku. 

Potto prema predpostaVci prava a nije prava hiperboliCnog 

pramena pravih osnove p ugao pravih a i p je ogtar. Svaka 

od polupravih na koju pravu a razlaH ,e taCka preseka prav-

ih a i p je krak jednog od dva ogtra ugla koje obrazuju 
prave a i p. Prema poznatoj teoremi geometrije Loba6evskog 

skup svih normala na jedan od tih krakova mole se razlo sZi-

ti na skup normala koje seku drugi krak i skup normala koje 

taj krak ne seku. Ti drugi krakovi pomenutih ogtrih uglova 
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su poluprave prave p na koju to pravu razlaZe taCka prese-

ka pravih a i p. Na osnovu prethodnog mote se jednostavno 

zaklju6iti da je svaka tanca zatvorene dui prave a 6iji 

su krajevi take preseka normala na pravu a koje su paral-

elne sa pravom p taCka preseka one mormale na pravu a koja 

nije hiperparalelna sa pravom p. Prema tome ni za jednu od 

iakvih normala ne postoji za edni6ka normala to normale i 

prave p. HiperboliCni pramenovi pravih Cije su osnove op-

iSane normale su hiperboliCni pramenovi pravih 

pravih koje 
sadrZe pravu a an nijedan od njih ne sadr .Zi nijednu pravu 
hiperboliCnog pramena pravih osnove p. S obzirom da svaka 

duZ sadrZi neprebrojivo mnogo taCaka takvih hiperboliCnih 

pramenova pravih ima takode neprebrojivo mnogo. 

Ako je prava a hiperparalelna sa pravom p na sli-

Can na6in kao u prethodnom slu6aju mote se ddkazati da skup 
taCaka zatvorene duzi prave a Ciji su krajevi take preseka 

onih dveju normala na pravu a koje su paralelne sa pravom p 

predstavlja skup taCaka preseka onih normala na pravu a ko-
je nisu hiperparalelne sa pravom D. Svaka od tih normala 
je osnova hiperboli6nog pramena pravih koji sadrZl pravu a 

i ne sadrZl nijednu pravu hiperboli6no pramena pravih os-
nove p. 

Ako je prava a hiperparalelna sa pravom p .za ra-
zliku od prethodnih sluCajeva skup ta6aka preseka svih no-

rmala na pravu a koje nisu hiperparalelne sa pravom p nije 
skup ta6aka duZi -yea zatvorene poluprave prave a ' Cije poCe-
tak ta6ka preseka one normale na pravu a koja je paralelna 
sa pravom p. Od dveju polupravih prave a Ciji.jEpoCetak taZ:ka 
p pomenuta poluprava je poluprava koja pripada onoj od orj-

entisanih pravih prave a koja je paralelna pravoj p. Pc;=to 
je i skup taCaka polupraveneprebrojiv i u ovom sluC:aju po- 
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stoji beskonaCno mnogo hiperbolVinih pramenova pravih koji 

u modelu predstavljaju prave pramena sredigta A koje ne se- 

ku pravu p. 
Prema aksiomi V.H geometrije HH svakoj pravoj p te 

geometrije pripadaju najmanje dve take koje sa sredi5tem 

A prame4A pravih ne odreduju pravu. Provera taCnosti ove 

aksiome u HE - modelu geometrije ER, pod uslovom da su ume-
sto skupa hiperboliCnih pramenova pravih koji sadrZe pr-

avu a razmatra skup hiperboliCnih pramenova prayih koji 

sadrZe pravu p, analogna je prethodnoj. Naime svaka prava 

hiperboliCnog pramena osnove p pretstavljaumodelu neku 

taCku prave p. P85to je ta6ka A predstavljena u modelu pr-

avom a koje ne pripada pramenu osnove p prava koja jeinc-

identna sa taCkom A i nekom ta6kom B prave p predsta-

vljena je u modeluhiperboliCnim pramenom pravih koji sa-

drZi i pravu a i pravu b pramena pravih osnove p pri emu 

pravu b predstavlja ta6ka B. Dabi u geometriji LobaCevskog 

neki hiperboliCan pramen pravih sadrZao dve prave potrebno 

je i dovoljno da je osnova tog pramena zajedniCka normala 

tih pravih. Ako takva zajedninca normala ne postoji, tada 

te dve prave nisu incidentne sa istim hiperboli5nim prame- 

nom te u modelu predstavljaju 	za koje ne postoji pr- 

ava koja je incidetna sa svakom od tih taaka. Drugim 

skup svih normala na pravu p koje nisu hiperparalelne 

sa pravom a predstavlja u HE-modelu skup svih tas6aka prave 

p geometrije HR za koje ne postoji prava pramena pravih 

sredi5ta A koje incidentna sa bilo kojom od tih taCaka. 

3. Provera tenosti aksioma a solutne eometri'e 

u Reometrijama ravni 
1 S2  . Sistem aksioma incidencije nap- 

solutno" apsolutne dvodimenzione geometrije (5 2.9. ) for- 

mirali smo kap presek svih aksioma grupa aksioma incidenc- 

ije dvodimenzionih projektivno metri6kih geometrija. Skup 
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aksioma svake od tih grupa je nezavisan. Zato je i skup ak-

sioma incidencije apsolutne geometrije istovremeno i najH-

ri nezavisan skup tvrdenja kojima se utvrduja zajedniCka 

svojstva relacije incidencije svih projektivno metriCkih 

geometrija. Aksiome incidencije projektivno metriCkih geo-

metrija razlif6itih od klasiCnih formirali smo kao aksiome 

geometrije odgpvarajuah oblasti projektivne ravni. Dakle, 

i skup aksioma incidencije apsolutne geometrije, na pret-

hodno ukazani, posiedan naan, takode je vezan zarelaci-

je incidencije koje vale za odgovarajuCe likove tih obla-

sti projektivno metriCke ravni. Prema tome nema potrebe 

proveravati -be:6/1°st aksiome incidencije apsolutne geomet- 

rije u geometrijama odreenih oblasti projektivne ravni 

(projektivno metriCkim geometrijama). 
Podsticaj za utvrivanje aksioma transformacija 

podudarnosti bio je ipak drugaCije prirode. U tom slu6aju 

pre svega smo se oslanjali na princip po kome se bitna sv-

ojstva pojmova odreaenih na osnovli iskustava u izvesnoj 

oblasti, prilikom progirivanja tih pojmova i na podruCja 

koja obuhvataju tu oblast, iii na nove njoj slime oblas-

ti, zadrZavaju (princip perManencije). Tako smo na primer, 

sadraj teorema kojom se u . /1/ izraZavalo bitno svojstvo 

"kretanja" klasiCnih geometrija usvojili kao aksiomu G2A 

gru'Da aksioma transf ormacija podudarnosti svih projekti-

vno metrikih geometrija, pa dakle i apsolutne geometrije. 

Naravno da ovaj drugi put zahteva proveru tako odabranih 

aksioma u modelima svih pomenutih geometrija. Ni smo tu 

proveru i izvr ili. Ovde eemo izloZiti smo onaj njen deo 

koji se odnosi na geometrije ravni 1S2 . 

Pre toga izloHeemo u osnovnim crtama ono . -to se 

odnosi na predstavlaanje transformacija podudarnosti u ge-

ometrijama ravni 
1S2  i od•editi koje projektivne kolineac- 
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ije predstavljaju centralne i osne simetrije tih geometri-

ja. Mada je to dovoljno poznatno i iz oprstih izlaganja o 

geometrijama ravni 1S2 , stavom 4. rada (0 4. 2.)- u iodelu 

jedne od tih geometrija u geometriji LobaCevskog, potvrdi-

li smo da je skup transformacija podudarnosti i te geomet-

rije skup suZenja na spoljakijost apsolute svih automorfi-

zama te apsolute. Na sli6an na6in to smo mogli utvrditi i 

u onoj drugoj geometriji idealne oblasti ravni 
1S2 . 

Na osnovu teoreme 13.t.3. (/3/str.93.) Eiji smo 

sadrZaj izloZili i na str. 140. rada /6/, skup svih autom-

orfizama apsolute istovetan je skupu svih kolineacija f 

projektivne ravni takvih da je foW = Wof gde je W polari-

tet projektivne ravni odree:en apsolutom. Ovaj plaritet 6e-

mo u daljem tekktu Cast° nazivati apsolutnim polaritetom. 

Identifikovanje automorfizama apsolute sa kolineacijama pr- 

ojektivne ravni koje zadovoljavaju prethodno navedeni usi- 

ov od velikog je zna5aja jer su u radu /13/ navedene sve 

vrste projektivnih kolineacija koje su perthutabilne
26) sa 

nedegenerisanim hiperboliCnim polaritetom, a takode i vaZ- 

na svojstva tih kolineacija. Na osnovu tih svojststva mo- 

te se zakljuCiti da jedino suZenja perspektivnih kolinea- 

cija projektivne ravni na odredenu oblast interpretacije 

odgovarajuee geometrije zadovoljavaju zahteve definicije 1. 

uentralke simetrije, pod uslovom da je center te perspek- 

ktive taCka oblasti interpretacije. Meciutim na osnovu teo- 

reme 3. (/6/str.140) ako je neka perspektivna kolineacija 

permutabilna sa apsolutnim polaritetom, tada je to perspek- 

tivna kolineacija harmonijska homologija koja je center pol 

ose. Frama tome bilo koja centralna simetrija apsolutne ge- 

26) Za kolineaciju f kaZe se u /13/ da je permuta-
bilna sa polaritetom W ako i samo ako vaZi fW=Wof. Ovaj iz-
raz u istom zna5enju upotrebljavaCemo i u radu. 



- 102 - 

ometrije u njenim modelima u odgovarajuam oblastima ravni 
1S2 predstavljena je suZenjem harmonijske homologije proje-

ktivne ravni na odgovarajuou oblast interpretacije apsolut-

ne geometrije u ravni 10
2 

uz uslov da sredigte te homologi-

je pripada oblasti interepretacije, i da je to sredigte pol 

ose homologije u apsolutnom polaritetu. kko je sredigte ta-

kve harmonijske homologije taCka unutragnjosti apsolute, 

tada je njena osa spoljagnja prava apsolute. Zato je u mo- 
1 • delu apsolutne geometrije u sopstvenoj oblasti ravni 8 2  

(koji je istovremeno i Baltrami Klajnov model geometrije 

Loba6evskog) sredigte centralne simetrije 27)  jedina invari-

jantna taka te transformacije. Osa harmonijske homologije 

Hje sredigte pripada idealnoj oblasti ravni 1S2 , koji 6emo 

odsad kratko zvati spoljagnjog6u apsolute, i koja je autom-

orfizam apsolute, see apsolutu. Sve take preseka ose sa 

spoljagnjogou apsolute su invarijantne ta6ke centralne sim-

etrije onih modela apsolutne geometrije aja je oblast int-

erpretacije ta spoljaZnjost. Pogto su ti modeli istovremeno 

modeli seometrija EH i HH, na osnovu prethodnog sledi da u 

tim geometrijama svaka centralna simetrija raspolaZe sa bez-

broj invarijantnih ta6aka. iT harmonijskoj homologiji ajim 

je suenjem na oblast interpretacije tih geometrija predst-

avljena ta centralna simetrija svaka taCka ose te homologije 
incidentna je sa ta(s,'no dvema invarijantnim projektivnim pra-

vama. U glavnim modelima ceometrija EH i HH presek samo jed- 

. ne od tih pravih sa oblasti interpretacije predstavlja pravu 

odgovarajuoe geometrije, dok u Beltrami - Klajnovom modelu 

presek svake od tih pravih sa unutragnjog6u apsolute predst- 

27) Ovde smo, radi kra6eg izraZavanja, identifikov-
ali suZenje projektivne kolineacije na oblast interepretaci-
je odgovaraju6e geometrije sa transformacijom podudarnosti 
koja je predstavljena tim suZenjem. Tako eemo Cesto postupa-
ti i ubuduee. 
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avlja pravu geometrije Loba5evskog. U svakom sluCaju na os-

novu definicije 2. suenje hormonijskih homologija Cije sr-

edigte pripada spoljagnjosti apsolute na oblast interpreta-

cije jedne od pomenutih geometrija predstavlja osnu simetri-

ju odgovarajuee geometrije. Time je u tim modelima apsolutne 

geometrije% predstvljena i osna simetrija te geometrije. Sem 

na opisani na6in osna simetrija apsolutne geometrije preds-

tavljena je u modelu te geometrije, koji je istovremeno i 

glavni model geometrije ETT, harmonijskom homologijom kojoj 

je osa prava spoljanjosti apsolute a sredigte pol ose. Osa 

te harmonijske homologije je prava geometrije EH te je u 

ovom slu6aju osa odgovarajuoe osne simetrije geometrije ER 

prava. Istom harmonijskom homologijom predstavljena je i 

osna simetrija geometrije HH ali u odnosu na elipti6an niz 

ta5aka. 
Provera taCnosti aksioma transformacija podudarn-

osti apsolutne geometrije u geometrijama ravni  1S2  

Prema prethodnom transformacija podudarnosti geo-

metrija ravni 1S2  predstavljene su at0,enjima automorfiza-

ma apsolute na od,7ovarajuoe oblasti te ravni. Zato je, s 

obzirom da je svako oci tih st.0,enja bijekcija te oblasti, 

zadovoljen jedan deo zahteva aksiome G1A. Kako su to su e-

nja saglasna sa relacijom incidencije likova tih oblasti 

koji predstsvljaju take i prave odgovarajuoih geometrija, 

zahtevi te aksiome u potpunosti su zadovoljeni u sve tri 

geometrije ravni 152 . 
Dokaz tanosti aksiome G2A. Dokaz taCnosti ove 

aksiome izvegeemo istovremeno u sve tri geometrije ravni 

1S2. Ovaj dokaz u zantanoj meri oslanja se na teoremu pr-

ojektivne geometrije po kojoj: "Auto morfizmi apsolute 

preslikavaju polarni trotemenik u odnosu na apsolutni po-

laritet na trotemenik koji je takodje autopolaran u odnosu 
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na taj polaritet. Dokaz ove teoreme izostavljamo uz napome-

nu da je ona neposredna posledica teoreme 37.1.dela/13/ 

(str.157.). Prema teoremi 36.1. istog dela (str.155.) koja 

se odnosi na hiperboliCni polaritet suZenjahiperboliCnog 

polariteta na dve stranice autopolarnog trotemenika u odn-

osuna apsolutni polaritet je hiperboliCna, a na preostal-

oj stranici eliptiCna involucija. Ovoj teoremi oidovara 

teorema 59.8.(/13/str.238.) Ciji drugi deo pogffr:no formu-

lisan: "Ako je ABO autopolarni trotemenik u odnosu na datu 
konika l  dve stranice tog trotemenika seku to koniku, a tr-
e6a je ne seCe; dva temena ovog autopolarnog trotemenika 
su spoljainje take konike a tree je unutranja taka is-
te". 

S obzirom da je polaritet odreen apsolutom, kada 
je ona kao u ovom sluc':aju kriva drugog reda koja nije dea.- 
enerisana, hiperboliCni polaritet prethodne dve teoreme 

moemo koristiti kada je u pitanju bilo koja geometrija 
ravni 152' Neka su taCka A i prava p i ta s6ka Al  pra va Drava D 1 - dva incidentna para ta6ka - prava apsolutne geometrije. 

Ovi parovi predstavljeni su odgovarajueim incidetnim par-

ovima taCka - projektivna prava (preciznije• presek to pr-

ojektivne prave sa odgovarajuCom oblascu interppetacije ap-

solutne geometrije). Ove parove oznaCi6emo i u modelu na 

isti nacin kao i u samoj apsolutnoj geometriji. Projektivne 
prave koje sadre interpretacije apsolutnih pravih p i p l 

 oznaCioemo redom sa p'i pi. Ta6kom A i pravom p'koje su in-
cidentne jednoznaCno je odreen autopolarni trotemenik u 

odnosu na apsolutni polaritet kome su taCka A i prava p' 
teme i stranicg. To into vai i za taCku Al  i pravu pi. 
OznaCimo pt,eostala temena prethodno opisanih trotemenika 
sa B i C odnosno B1  i C1  . Prema prethodno navedenoj teor-
emi dve stranice svakog od tih trotemenika seku apsolutu 

r, 
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a treCa je ne se5c. Take preseka 	odgovarajuah str- 
anica pomenutih trotemenika i apsolute ozna6i6emo sa D IE i 
D1 i El redom. Take preseka drugih dveju odgovarajuah st-

ranica tih trotemenika i apsolute ozna6i6emo sa F,G i F 1 , 
G1 redom. 6etvorke taaka D ,E ,F , G i D11EFG1 su takve 

da nijedna trojka iste Cetvorke nije trojka kolinearnih ta-

Caka. Svaki automorfizam apsolute koji par A,p'preslikava 
na par All pi preslikava i trotemenik ABC na trotemenik A l 

 B1  C. Pogto vaZi obratno svi automorfizmi apsolute koji 
par A,p'preslikavaju na par A l ,pi istovremeno su automorf-
izmi apsolute koji trotemenik ABC preslikavaju na troteme-
nik A1B1C1* Dokaza6emo da postoje taCno Cetiri takva auto-
morfizma. Svaki od tih automoffizama preslikava i 6etvorku 
taaka D,E,F IG na Cetvorku taaka D1 ,E11F; ,G1 . Pri tom se 
taCka D mote preslikavati jedino na take D 1  odnosno El  5to 
vaa i za taCku E.'Pri tom, ako je slika take D ta6ka D i 

 tada je slika take E ta6ka E1 . Prema tome postoje taCno 
Cetiri moguenosti preslikavanja prve Cetvorke taaka na 
drugu Cetvorku: 
a) (D 1D1 ), (E,E1 ),(2,F1 ),(G l y b) (D,D1 ),(E,E; ),(F,G; )„(G,F1 ) 
c) (D 1E1 ), (E,D1 ),(F,F1 ),(G,G1 ) d) (D,E1 ),(E I D1 ),(F,G1 ),(G I F1 ) 

Pogto je sa dve 6etvorke taaka nopgteg pololaja" 

jednoznaCno odredjena Drojektivna kolineacija na osnovu pr-

ethodnog sledi da postoje taCno 6etiri automoffizma apsolu-
te koji ta5ku A i pravu p'preslikavaju na taCku A l  i pravu 
p'. Kako su ti automorfizmi istovremeno i automorfizmi obl-

asti interpretacije apsolutne geometrije u ravni 1S2 , suZe-
nja tih automorfizama na to oblasti, koja pretstavljaju od-
govaraju6e transformacije podudarnosti apsolutne geometrije, 
preslikavaju i preseke pravih p s i pi sa tim oblastima - koji 
predstavljaju prave p i p l  - jedan na drugi. 

U tekstu koji sledi skup automorfizama apsolute ko- 
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ji kao Zto srno to ranije pokazali predstavlja grupu trans-

formacija podudarnosti apsolutne geometrije oznaCava6emo 

takode sa G. 
Poto se provera taZnosti aksiome' G3 mote jednos-

tavnije izvesti posle provere aksiome G4 najpre_oemo doka-

zati taZnost aksiome G4t 182 
- modelima te geometrije. 

Provera aksiome G4.  Neka su A i B bilo koje dve 

take jedne od geometrija ravni 
1S2 . Pokaza6emo da su sv-

akoj od tih geometrija postoji automorfizam apsolute - 

hormonijska homologija koja nrazmenjuje n  take A i B. Su-

Zenje te harmonijske homologije, ako postoji, na pravu 

p(A,B) je hiperboli6na involucija: neophodno je da par 

taCaka A,3 bude harmonijski konjugovan sa parom invarijan-

tnih ta6aka C i Ci  te involucije. Zato je par ta5aka 0,01 

 par dvostruko odovarajuoih taCaka hiperboliCne involuci-

je grave p(A,B) kooj su A,B invarijantne ta6ke. Ovu inv-

oluciju oznaZioemo sa hp . Ali po6to je jedna od taaka C 

i C1 
srediZte a druga presek ose harmonijske homologije 

koja ta6ku A preslikava na ta6ku B kojapripada grupi G 

neophodno je da ta6ke C i Ci  budu konjugovane take apsol-

utnog polariteta W. Zato je par taCaka C,C1 , ako postoji, 

par odgovrajueih ta6aka su:';,enja W apsolutnog polariteta 

W na prvu p. Ako je prava p prava spoljanjosti apsolute 

tada je W eli-pti6na involucija. Prema teoremi na str.77. 

dela /22/postoji ta6no jedan par taCaka koji je zajedni6ki l  

par homologih elemenata involucija W
P 
 i hp . Ovaj par ta6a-

ka je upravo par taCaka C i Cl , a jedine dve harmonijske 

homologije koje "razmenjuju" taCkeAiBipredstavljaju 

harmonijske homologije grupe G su homologije 11 0  i hC  sre-

dite C i C1 
Cije su ose polare - u odnosu na apsoluni 

polaritet - to aka C i C. Svaka od tih osa prema tome sa-

drH take C i C1 pa poZt° su te take 
spoljakaje take 
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apsolute te ose seku apsolutu. U geometriji EH te ose su 

hiperboliCni nizovi ta5aka l  a u geometriji HH prave. 

Uzimajua u obzir da suZenja prethodno opisanih 

harmonijskih homologija na odgovarajuee oblasti ravni 
1S2 

 predstayljaju ne samo centralne i osne simetrije apsolut-

ne geometrije, ve6 i centralne i osne simetrije geometrija 

EH i HH prethodne rezultate molemo iskoristiti i u cilju 

utvrdvanja svojstava ovih geometrija znaiijnih u nagem da-

ljem radu. Tako na osnovu prethodnog molemo formulisati i 

sledea stay: 
Stay. Za bilo koje dye take A i B geometrije EH 

(HH) koje pripadaju pravoj (elipti6nom nizu') te geometrije 

postoje taCno dye simetrije u odnosu na take C i C 1  te pr-

ave (tog eliptiCnog niza) koje taCku A preslikavaju na ta-
Cku B. Ove dye take su sredigta dui odredjenih taCkama A 

i B (odseCaka eliptiCnog niza koji su odredeni taCkama A i 

B') i uzajamno su suprotne. U geometriji HH ove simetrije u 

odnosu na take O i C1 
istovremeno su i osne simetrije u 

odnosu na pravu koje sadrZe take C i C1  i uzajamno su no-

rmalise. TT geometriji EH te simetrije su istovremeno i sim-

etrije u odnosu na hiperboliCne nizove koji sadrZe take.  

C i Cl 
i takode su uzajmno normalni. 
Uzajamna normalnost osa.ovih simetrija dokazuje 

se neposredno na osnovu definicije normalnosti likova ust-

anovljene u ovom radu. Koristea ovu definiciju takode se 
jednostavno utvrduje i uzajamna normalnost prave p (A,B) i 

osa ovih simetrija . 
Ako projektivna prava p (A,B) see apsolutu tako-

de 6emo utvrditi da postoji bar jedna centralna simetrija 

apsolutne geometrije koja ta6ku A preslikava na taCku B. 
Nada se taj dokaz mote izvesti na naCin istovetan prethod-

nom izveZ6emo ga u ovom sluCaju na drugi, negto jednostav- 
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niji naCin. Ako sa M i N oznaCimo ta6ke preseka prave p 

(A,B) i apsolute tada par taCaka 	ne razdvaja par taCa- 

ka A,B jer take A i B pripadaju oblasti interpretacije ap-

solutne geometrije u ravni 1S2  pa su ili obe take unutra6- 

njosti iii obe take spolja5njosti apsolute. Na osnovu DO-

znate teoreme u ovom sluCaju postoji taCno jedan par taCa-

ka.0 i C1 koji je harmonijski konjugovan kako sa parom ta-

Caka A,B tako i sa parom taCaka M,N. U hiperboliCnoj invo-

luciji prave p (A,13) u kojoj su invarijantne take Crj, C l  
par taCaka M,N je dvostruko odgovarajuoi par taCaka. Zato 

je i u harmonijskim homologijama 11 0  i ho  grupe G taj par 

taCaka dvostruko odgovarajuoi, sto je pc4reban usiov da te 

harmonijske homologije budu automorfizmi apsolute. All po-
'gto su take C i C1 harmonijski konjugovane i sa parom ta-
Caka A i B te harmonijske homologije nrazmenjujun take A 
i B. Poto je par taZaka C 1 01  harmonijski konjugovan sa 
parom ta6aka apsolute jedna od taCaka C i C1  pripada unu-

trakijosti a druga spoljanjosti apsolute. Prema tome u 
ovom sluCaju samo jedna od ta6aka C i C l  pripada datoj ob-

lasti interpretacije apsolutne geometrije u ravni 1S2 . Po-
lartLunutraZnje take apsolute je njena spoljanja prays.; 

polara spolja:3nje take je seCica apsolute. Harmonijske 
homologije srediZta C i C i  su automorfizmi apsolute pa su 

pomenute polare ose tih harmonijskih homologija. SuZenje 

jedne od ovih harmonijskih homologija na odgovarajuot ob-
last interpretacije a psolutne Eeometrije u ravni 1S2  je ne 

samo centralna simetrija apsolutne, veo predstavlja i cent-

ralnu simetriju geometrije odgovarajuee oblasti ravni 1S2 . 
Ako je to oblast idealna tada to suZenje predstavlja tako-

de i simetriju u odnosu na pravu geometrije HH. Pri tom je 

prava p (A,B) normalna na toj pravoj i sredigte te centra-

lise simetrije je taCka suprotna osi pomenute osne simetrije. 
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Ovo suZenje je takode i simetrija geometrije EH u odnosu na 

hiperboliCni niz u odnosu na koji je sredigte te centralne 

simetrije suprotna taCka. Takode se na osnovu definicije 3. 

normalnostilikova koju smo ustanovili u ovom radu mote 

dokazati da je prava p (A,B) normalna na tom hiperboliCnom 

nizu. Prema toj definiciji: "Lik L 1  je normalan na liku L 

ako i samo kko je lik L1  ilavarijantan u simetriji ose L i 

takode ako je lik L invarijantan u simetriji ose Lln . S ob-

zirom da je prava p (A,B) invarijantna u centralnoj simetri-
ji sredigta C, pa dakle u njoj istovetnoj simetriji u odno-

su na hiperboliCni niz c dovoljno je jog samo dokazati da je 

i hiperboli5ni niz taCaka c invarijantan u simetriji geome-
trije EH u odnosu na niz h(A,B). Harmonijska homologija gr-

upe G u odnosu na pravu p(A,B) preslikava pravu c na to is- 

tu pravu jer je prava c polara u apsolutnom polaritetu inv- 

arijantne take C prave p(A,B) u harmonijskoj homologiji 
ose p(A,B). Presek projektivne prave c sa spoljagnjogou ap- 

solute je hiperboli6ni niz c geometrije EH, a suZenje har- 
monijske homologije ose p(A,B) na spoljagnjost apsolute je 

simetrija geometrije EH u odnosu na hiperboliCni niz h(A,B). 
Osim simetrije u odnosu na c, i u harmonijskoj ho- 

mologiji grupe G Cija osa sadra taCku C spoljanjosti aps- 

olute a sredigte joj je taCka C l , par taCaka A,B je dvostr- 

uko odgovarajued par ta6aka. SusZenje ove harmonijske homol- 

ogije na spoljagnjost apsolute predstavlja simetriju u odn- 

osu na pravu geometrije EH, a simetriju u odnoau ,na elipti- 

Cni niz geometrije HH predstavljen osom te harmonijske hom- 

ologije. 
U sluCaju kada ta6ke A i B pripadaju tangenti aps-

olute l . kao i u prethodna dva slu6aja, sredigte i presek ose 

harmonijske homologije grupe G sa pravom p(A,B), pogto to 
homologija razmenjuje take A i B, moraju biti harmonijski 
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konjugovane sa parom ta6aka A i B. Da bi ta harmonijska ho-

mologija bila istovremeno automorfizam apsolute heophodno 

je da se dodirna ta6ka tangente koja sadrH take A i B pr-

eslikava na tu istu taCku. Prema tome ta dodirna taCka je 

ili sredi5te, iii taCka ose te harmonijske homologije. 

dutim harmoniska homologija kojoj je sredi6te ta6ka apsol-

ute ne mof,e biti automoffizam apsolute jer bi u tom slu6a-

ju ta harmoniska homologija bila elacija. Zato je dodirna 

ta•ka prave p(A,B) i apsolute: taCka ose harmoniske homolo-

gije koja razmenjuje take A i B. Sredi5te te harmoniske 

homologije grupe G je taCka C koja sa tom taCkom dodira 

obrazuje par koji je harmonijski konjugovan sa parom ta-

aka A,B. Osa te homologije c je se6ica apsolute koja sa0r-

Zi taCku dodira prave p(A,B) i apsolute. Su:ienje te harmo-

niske homologije na spoljegnjost apsolute je simetrija ge-

ometrija EH i HE stedi sfta C koja ta6ku A preslikava na ta.6- 

ku B i istovremeno osna simetrija tih Eeometrija u odnosu 

na presek prave c sa spoljanjoi,,'6u apsolute. Taj presek je 

hiperboli6ni niz geometrije EH, a prava .  geometrije HH. Os-

im pomenutih simetrija nema drugih simetrija ovih geometr-

ija koje nrazmenjuju" take A i B . 

Provera aksiome G3. TTeka su a i b 'ono koje dve 

apsolutne prave. U svakom od modela apsolutne Eeometrije u 

ravni 1S
2 
prave a i b su sadrane - pripadaju odgovarajue-

im projektivnim pravama koje 6emo takode ozna6iti sa e. i b. 

U svakom automorfizmu apsolute koji pravu a preslikava na 

pravu b i obratno prese5na taCka F tih pravih preslikava 

se na tu istu taCku. Kao to smo ranije istakli svaki aut-

omorfizam je kolineacija projektivne ravni koja je permuta-

bilna sa apsolutnim polaritetom W. Prema teoremi 2. (/6/str. 

140.) u toj kolineaciji invarijantna je i polara p take P 

u tom polaritetu. Neka su A i B polovi pravih a i b koji pr- 
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ema prethodnom pripadaju pravoj p. Na osnovu teoreme 2.(/6/ 

str.140.) svaki automorfizam apsolute koji "razmenjuje" 

,praveaib urazmenjujeitaCkeAiBiobratno. ZnaCi hi-

rmonijske homologije grupe G koja ta6ku A preslikava na ta-

Cku B i obratno, preslikavaju i pravu a na pravu b i obrat-

no. Na taj na6in provera aksiome G3 svodi na utvrctivanje ta-

Cnosti aksiome G4, koju smo prethodno 

Na ovaj na6in dokazali smo i da se' u sve tri ge-

ometrije ravni 1S2  mogu ostvariti modeli apsolutne geomet-

rije. Ponovimo jos jednom da smo izvrsili proveru taCnosti 
aksioma transformacija podudarnosti, i u svim ostalim pr-

ojektivno metriCkim geometrijama all da za ostvarenje pre-

ostalih ciljeva postavljenih u ovom radu to nije potrebno 

izloHti. Ova provera znatno oe nam koristiti u daijem ra-

du jer 6emo se iz razloga koje 6emo obrazloHti u uvodu 

sledeOe glave opredeliti za razvijanje teorije trajektori-

ja pramenova pravih u glavnim modelima geometrija ravni 1S2. 
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GLAVA II 

TRAJEKTORIjE PRAMENOVA 

PRAVIH GEOMETRIJA RAVNI 182 

U prathodnoj glavi ostuarili smo prvi deo Posta-

vljenog 	formirali smo sisteme aksioma poluformal- 

. nog karaktera geometrija spoljakijosti apsolute. Tom prili-

smo otkrili mnoge 6injenice koje smo, iako nisu neposredno 

vezane sa osnognom temom naeg rada, ipak izioali smatra-
ju6i ih veoma zna6ajnim za geometriju. Pri izlaganju takvih' 
6injenica trudili smp se da istaknemo ono 'it() se more prime7 

 niti m na trajektorije tih seometrija. Tako smo i dok smo 
razmatrali modele ovih geometrija u geometriji Loba6evskog, 

veou panju posvetili predstav1janju transformacija poduda-
rnosti, jer 6e poznavanje tih transformacija biti veoma ko-
risno za upoznavanje izvesnih svojstava tih trajektorija. 

I pbi proveri aksioma transformacija podudarnosti apsolut-
ne geometrije posebno smo se zadrali na utvrdivanju onih 

svojstava tih transformacija koja 6e se koristiti Pri 15rou-
6avanju trajektorija pramenova travih i snopova ravni pro-
jektivno metri6kih geometrija spoljagnjosti apsolute. 

Pojam trajektorija pramenova prgvih prou6avao se do 
sada uglavnom u klasi6nim geometrijama, pre svega u geome-
triji Loba6evskog. Ovaj pojam bio je poznatiji pod imenom 

linija koje dopOcbaju slobodno kretan:je po samim sebi iii 
krivih stalne krivine. Rani je definicije ovih krivih zasni-

vale su se na pojmu "seace jednakog nagiba". Po novijoj de-

finiciji ove krive su trajektorije (putanje, orbite) take 
u odnosu na podgrupu srupe transformacija podudarnosti od-

govaraju6e geometrije. Ove podgrupe du gemerisane osnim si- • 
metrijama 6ije ose pripadaju datom pramenu pravih. Jedna od 
definicija u tom duhusiz1oena je i na str. 161. udbenika 
M. Prvanovi6 "Osnovi geometrije" (/24/), Prethodnom defini-
cijom, na istoj strani, definisana je relacija skupa taCa-
ka (Tclomntrije Loba6evskoR so kojoi 	taCka X U 
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toj relaciji sa ta6kom Y ako postoji element date grupe 

transformacija koja taCku X preslikava na taCku Y. Pogto se 

ukazalo da je to relacija relacija ekvivalencije definisa-

na je trajektorija T(X) take X u odnosu na grupu GOcao ona 

kiasa ekvivalencije u odnosu na prethodno definisanu relac-

ijul koja sadrZi taCku X. 

Trajektorije grupa Cije je airec:enje vezano sa pra-

menovima pravih nazvane su trajektorijama pramenova pravih. 
Kasnije se zakljuCuje da su te trajektorije upravo krive st-

alne krivine ravni LobaCevskog. 
U radu /5/, a pre toga i u radu /4/, trajektorije 

pramenova pravih nazivali smo epiciklima po ugledu na pis-

ca udZbenika /16/. Ovaj termin upotrebljen je u istom smis-
lu i u delu /13/, U radu /5/ sem drugaUjeg naziva upotreb-

ili i drugacaju definiciju trajektorije pramenova pray-

ih (v.definiciju 2:na str.175.rada /2/). Ovu definiciju us-

takovili smo i koristili jog od 1978. godine, dakle u vreme 

kada nam druga definicija na str. 161. dela /34/ nije mogla 

biti poznata. Nada su ove definicije u istom duhu i u nagoj 

definiciji radi se o trajektoriji take u odnosu na grupu 

vezanu za dati pramen pravih - kasnija =otrebljavanja, ko-

ja 6emo izloziti u radu, ukazala da naZa definicija tog po-

jma ima izvesnu prednost u odnosu na postoje6e. Ova defini-

cija trajektorije datog pramena pravih koja sadra taCku A 

u nagoj varijanti glasi: 
Definicija 5. Trajektorija pramena pravih koja sa-

drZi taCku A je skup slika te take u svim proizvodima po 

dve osne simetrije u odnosu na ose tog pramena pravih. 

TT radu /6/ pokazali smo da je skup takvih proizv-

oda prava podgupa grupe generisane osnim simetrijama u od-

nosu na prave datog pramena pravih. Upravo u odnosu na ovu 

grupu se dosada definisala odgovarajuoa trajektorija. 
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Pogto smo u prethodnoj glavi formira1i sisteme ak-
sioma i svih geometrija ravni 1S2 , mogu6e je u svakoj od 
tih geometrija razvijati teoriju trajektorija pramenova pr-

avih tih geometrija neposredno u njihovim S - modelima l  U 

tom sluCaju odgovaraju6i odnosi u glavnim (projektivnim) 

modelima tih geometrija bili bi nam samo osnovna inspirac-- 

ija i putokaz u formulisanju i dokazivanju teorema kojima 

se utvrcuju svojstva trajektorija odgovarajuah poluforma-

lnih geometrija. U konaCnoj verziji, kada je put ve6 pred-

en, obi6no se u radovima ovakve vrste poklanja neznatna 

pa'imja pomenutoj inspiraciji. Suprotno tome u preostalom 

delu rada naglasioemo bag to stranu procesa izgradivanja 

poluformalne teorije na taj naCin gto Cern° prvo razvijati 

teoriju njoj odgovarajuoeg modela, u ovom sluCaju odredene 
oblasti ravni 1S2. Navin tog razvijanja bi6e takav da for-
mulisanje odgovarajuah teorema i izvodenja njihovih doka-
za na osnovu aksioma Eeometrija ravni 1S2  ne6e predstavlja-

ti nikakvu tegkoeu. Ovim putem na mnogo jednost3vniji  nac- 
in dolazimo do rezultata koji oe se, ukoliko se za to uka- 

e potreba, moa skoro neposredno "prevesti" na jezik odg-
ovarajuOe poluformalne teorije. Uostalom na sliCan na6in 
se izgradivala i geometrija LobaCevskog, ,3 -bo se mo pe rea i 
za veanu drugih geometrijskih pa i matematiCkih teorija. 

S obzirom da je odredivanje trajektorija pramenova 
, pra v ih vezano sa pramenovima pravih geometrija ravni 162  

sada Oemo dati samo opgtu napomenu o odnosu pramenova pra-
vih geometrija ravni 1S2  i projektivnih pramenova pravih. 

Pramenovi pravih tih geometrija su preseci projektivnih pr-
amenova pravih sa odgovarajuoom oblasti interpretacije tih 
geometrija. 

Pokazalo se da je korisnije najpre razvijati teo-
riju trajektorija pramenova pravih ravni 182. Na taj naan 
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utvrdi6emo veoma znaCajna svojstva ovih trajektorija i to 

u mnogo op5tijem vidu nego 't"to bi to bio sluCaj kada bi tra' , 
ajektorije ravni 1S2  razmatrali u svakoj od geometrija te 
ravni posebno. I dokazi teorema kojima se izraZavaju pomen-
uta svojstva su 	nage56e na ovaj naCin umesto tri 
posebna dokaza imam* glau jedan. Istovremeno prouCavanje traj-
ektorija geometrija ravni 1S2  kao trajektorja te ravni omo-
gu6uje i bolje povezivanje dobijenih rezultata. Upravo tak-

vo prouCavanje omogualo nam je da uo6imo moguonost defini-

sanja ovih trajektorija i kao trajektorija nizova ta6aka rJto 
takode ima u izvesnthm slu6ajevima prednosti. 

Posle prouCavanja trajektorija pramenova pravih ra-
vni 1S2 na veoma jednostavan naZin utvrdieemo koju vrstu 
trajektorija te trajektorije predstavljaju u svakoj od geo- 
metrija ravni 1S2  ponaosob. 

Uporedni nann razmatranja trajektorija geometrija 
ravni 1S2 omogu6i6e i da se sagledaju dublji razlozi iz ko-
jih su trajektorije paraboliCnih pramenova pravih iste obl-
asti svake od geometrija ravni 1S2  meAlsobno podudarne dok 
za trajektorije ostalih vrsta pramenova pravih tih geometr-
ija to ne vaH. 

E 1. TRAJEKTORIJE PRAHENOVA PRA= RAVNI 1S2 
1. Pramenovi pravih ravni 1S2 . Izmedu pramenova 

pravih projektivne ravni i ravni 1S2  postoji izvesna razl-
ika na koju 6emo ukazati u ovoj taCki. Pre svega ta razlika 

odredena je odnosom sredita datog pramena pravih i apsolu- 
•te. Pramenove pravih ravni 1S2  Cija su sredita unutra'Snje 
take apsolute naziva6emo eliptiCnim i ta sredita 6emo u 
ovom radu obeleavati sa U. Pramenove pravih iste ravni Ci-
ja su sredita take apsolute naziva6emo paraboli6nim, a ta 
sredita obeleavati uglavnom sa D. Sto se tie pramenova 

pravih 6ija sredita pripadaju spolja5njosti apsolute i ko- 
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1 ja 6emo oznaCavati sa V, u ravni S 2  neophodno je razliko- 
vati dve vrste takvih — hiperboliCnih — pramenova pravih. 
Prvom vrstom tih pramenova smatraCemo one hiperboliCne pr-
amenove pravih (Cije je sredigte prema prethodnom spolja-

nja ta6ka apsolute) Cije su prave samo one prave odgovaraj-

_u6eg projektivnog pramena pravih koje seku apsolutU. Hipe7 
 rboliCni pramen pravih druge vrste predstavlja skup svih 

spoljagnjih pravih projektivnog pramena pravih Cije je sr-

edigte taCka spoljag"njosti apsolute. Napominjemo da unija 
. 1 dva hiperboliCna pramena pravih ravni S2  istog . srediZita- 

nije projektivni pramen pravih tog sredigta. Naime nijed-

nom od to dva hiperboliCna pramena pravih ne pripadaju ta-

ngente apsolute kroz zajedni6ko sredigte tih pramenova . 
Sli 75no vaH i u slu6aju parabbliCnog pramena pravih: unija 

DaraboliCnog pramena sredigta D i dirke d apsolute u ta-

ki D predstavlja projektivni pramen pravih sredigta D. Je-

dino se eliptiCni pramen pravih sredigta U ne razlikuje od 
odgovarajueegrerojektivnog pramena pravih. 

Osim sredigta kod pramenova pravih ravni 162 , za 
razliku od odgovarajuoih projektivnih pramenova, vanu 

ulogu ima i polara sredita u odnosu na apsolutni polari-

tet. Polaru sredigta datog pramena pravih ravni 1S2  nazva-
oemo osnovom tog, pramena pravih kko je taj pramen elipti-
6an. U sluaju paraboliCnog pramena prvih ravni 152  sre- 

D osnovom smatramo dirku d apsolute u taCki D bez 

take D. Osnova hiperboliCnog pramena pravih prve vrste sr-

edita V je presek polare tog sredigta v sa unutranjoou 

apsolute, a osnova hiperboli6nog pramena pravih istog 
ali druge vrste, presek polare v sa spoljes'njogOu 

apsolute. Sredigtem i osnovom svaka prava neparaboliCnog 
pramena pravih ravni 1S2  razlo'iena je na dve poluprave pa 
se u ovom sluCaju mo te govoriti i o pramenovima polupravih 

r 
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1 	 1 ravni 82 . Dok eliptiCni pramenovi pravih ravni S 2  sadrie 

ta6no po jedan odgovarajuft pramen polupravih, hiperboliC-

ni pramenovi pravih bilo koje vrste sadrZe po dva takva pr-
amena. 

Rao Ito je poznato presek eliptiCnog pramena pra-
vih ravni 182  sa unutragnjogou apsolute predstav1jaelipt-

i6an pramen pravih geometrije LobaCevskog u Beltrami - Kl-

ajnovom modelu te geometrije. Presek tog istog pramena sa 
spoljagnjo56u apsolute predstavlja eliptiCan pramen pravih 
geometrije HH i eliptiCan pramen hiperboli6nih nizova ta6- 

aka geometrije EH. Nagla5avamo da elipti6an pramen pravih 
geometrije HH nije istovremeno i konkurentan pramen pravih 

te geometrije. Presek paraboli6nog pramena pravih ravni 162 

 sa spolja5njogal apsolute predstavlja paraboliCan pramen 

ill pramen paralelnih pravih geometrije HH odnosno parabo-
liCan pramen hiperboliCnih nizova taCaka geometrije HH. Pr-

esek hiperboli6nog pramena pravih prve vrste ravni 182  sa 

idea1nom oblasti te ravni predstavlja hiperboliCan pramen 
pravih geometrije HH, odnosno pramen hiperboliCnih nizova 

ta6aka geometrije EN. - Presek hiperboli6nog pramena pravih 

druge vrste sa istom oblasti je hiperboliCan, pramen, prav-

ih druge vrste sa istom oblasti je hiperboliCan pramen pr-
avih geometrije EH istog eredigta l  odnodno pramen elipti6- 

nih nizova ta5aka geometrije HR istog sredifta. I u ovom 
slu6aju hiperboliCan pramen pravih geometrija EH i HH je 

konkurentan pramen pravih tih geometrija to je suprotno 

odgovarajuooj situaciji geometrije LobaCevskog. 
2. ie - irueau-fz pj2L pGrupe sin 	 norfizamarameno- 

1 va pravih ravni  1S2 . Pod simetrijama ravni S2  podrazume- 

va6emo harmonijske homologije grupe G te ravni. U ovoj 

taCki, a i u ovoj glavi - sem kad to posebno ne naglasimo 
razmatraCemo iskljuCivo automorfizme apsolute. Ove auto- 
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1 morfizme nazwieemo povremeno i kolineacijama ravni S 2  . 
i razlikovati ih od kolineacija odgovarajuoe projektivne 

1 ravni. Grupa simetrija pramena pravih ravni S 2  je grupa 
generisana harmonijskim komologijama grupe G kolineacija 

1 ravni S2 clje ose pripadaju datom pramenu pravih. Na os- 

novu posledice teoreme 1. na str. 142. dela /14/ neposre-

dno se zakljuCuje da je svaki element grupe simetrija da-

tog pramena pravih iii simetrija u odnosu na pravu tog 

pramena iii proizvod konanog broja tih simetrija. Doka-

za6emo da je svaki element ove grupe iii simetrija to 

grupe ili proizvod dve takve simetrije. Grupu simetrija 

eliptiCnog pramena pravih ozna6ava6emo sa G uh ; odgovaraju-
Cu grupu paraboliCnog pramena sa Groh , a grupa simetrija 
hiperboliCnog pramena prvih prve vrste sa Gvh , a druge 
vrste sa -6Vh . ?,bog znaCaja prethodnog tvr(!enja formulisa- 
Cemo ga kao posebnu teoremu. 

Teorema 6. Svaki element grupe simetrija bilo kog 
pramena 	 1ramena pravih ravni S2  je ili simetrija u odnosu na pr- 
avu tog pramena iii proizvod dve takve simetrije. 

U sluCaju grupa Guh , Gflh , Gvh  teorema je neposre-
dna posledica sledeoe lame 2: "Proizvod ma Ipje tri apsol-
utne harmonijske homologije 6ije ose sadrZe ta6ku 0 i se-

ku apsolutu je harmonijska homologija kojoj osa sadrZi ta-
Cku 0 i sece apsolutu" (lema 2. rad /6/ str.143.). Napom-

injemo da smo u radu /6/ pod apsolutnim harmonijskim homo-

logijama podrazumevali one harmonijske homologije kojima 
su sredigta i osa pol i polara u odnosu na apsolutu. Porto 
u slu6aju grupe Uvh  ose ovih homologija ne seku apsolutu 
u ovom sluCaju se za razliku od prethodnog ne mole u doka-

zu koristiti ' lema 2. Zato 6emo u dokazu ovog dela teor-
eme 6. koristiti teoremu 4. rada /6/ (v.str.145.). Prema 
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upe Goh  je harmonijska homologija te grupe28 .) (U radu /6/ 

sa Gob  smo ozna5ili grupu generisanu svim harmonijskim ho-

mologijama grupe G u odnosu na prave koje pripadaju proje-

ktivnom pramenu pravih sredigta 0). Kada je 0 ta6ka spolj-

agnjosti apsolute grupe Goh  sadra kako grupu Gvh , tako i 

grupu ;via  kao svoje prave podgape-pod uslovom da je 0 = V. 

U slu6aju grupe G nijedan od osa simetrija te grupe ne 

see apsolutu. Prema delu d) dokaza pomenute teoreme 4. 
proizvod tri takve simetrije je harmonijska homologija Ci-
ja osa sadri taCku V i ne see apsolutu dakle takode si-

metrija grupe 	Na osnovu toga neposredno sledi da teo- 

rema 6. vaZi i u ovom slu6aju. 
Veoma jednostavno se mote zakljuati da je suZe-

nje bilo koje sitstrije ravni 1S2  na idealnu oblast ravni 

S2 simetrija geometrije HH ili geometrije EH, te da je 
suZenje grupe simetrija bilo kog pramena pravih ravni 

1S2 

 na idealnu oblast te ravni grupa simetrija pramena pravih 
geometrije HF ili geometrije EH. Na osnovu toga i teoreme 

6. sledi da i u svim geometrijama ravni 1S2  vagi teorema: 

Teorema 7. Svaki element grupe simetrija bilo kog 
pramena pravih bilo koje od geometrija ravni 1S2 je osna 

simetrija u odnosu na neku pravu tog pramena iii proizvod 

dve takve simetrije. 
Na osnovu leme 2. i teoreme 4. rada /6/ takode se 

1 
vrlo jednostavno utvrduje da u geometrijKma ravni S 2  \Tea 

teorema pc) kojoj je proizvod tri simetrije u odnosu na bi-

lo koje tri prave istog pramena pravih bilo koja od tih ge-

ometrija simetrija u odnosu na pravu tog pramena. 

28) Teorema 4. rada 6. je uopgtenje leme 2. tog ra-
da. Na osnovu njih, kao gto 6emo i u samoT tekstu obrazloZi-
ti sledi da u svakoj od geometrija ravni '8 2  vaa teorema 
"tri simetrije". 
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To isto vaa i za proizvod tri simetrije u odnosu 

na hiperboliCne nizove istog pramena tih nizova geometrije 

EH kao i za proizvod tri simetrije u odnosu na tri elipti-

Cna niza taCaka istog pramena eliptiCnih nizova geometrije 

HH. Na osnovu toga neposredno sledi da u tim geometrijama 

va'L'e i teoreme koje odgovaraju teoremi 7. a odnose se na 

grUpe simetrija odgovaraju6ih pramenova nizova to aka ge-

ometrija EH i HH. 

Svaki element grupe simetrija datog pramena prav-

ih ravni 132 je automorfizam tog pramena. Naimei da bi neki 

element grupe G bio automorfizam datog pramena pravih ravni 
1S2 potrebno jei dovoljno da je taj element automorfizam 

sredita tog pramena. Isti uslov vaH i u sluCaju odgovara-

ju6eg projektivnog pramena pravih. Kao Ito smo ranije uka-

zali jedino kada je pramen pravih ravni 1S2  elipti6an tak-

av pramen je istovetan odgovarajueem pramenu pravih proje-

ktivne ravni. Po'gto svaka simetrija takvog pramena pravih 

sadrH sredi'6te U tog pramena, prema teoremi 6. rada svaki 
element grupe Guh  je automorfizam tog pramena. Ali tadq., 
prema teoremi 5. rada /6/ (str.147.), vaH da je i skup sv-
ih automorfizama G take U tj. sredita pramena istovetan 
grupi Gu . Na nay n istovetan na6inu kojim smo pokazali da 

- u svakoj od geometrija ravni 1  S2 . vazi teorema 7. pokazali 
gismo da u svakoj od tih geometrija vai"fd is 

Teorema 8. Grupa simetrija bilo kog eliptiCnog pr-

amena pravih bilo koje od geometrija ravni 1S2  istovremeno 
je skup svirautomorfizama tog pramena. 

Scup preseka pravih elipti6nog pramena pravih ra-

vni 1S2 sa idealnom obla6u to ravni predstavlja eliptiCan 

pramen hiperbolinih nizova taCaka geometrije EH. Na osnovu 

prethodnog lako zakljualjemo da teorema 8. vai i a sluCaju 

kada se radi o eliDti6nom pramenu hiperboliCnih nizova geo- 
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metrije EH. 

Kao gto smo ve6 napomenuli, mada se paraboli6an 
pramen pravih ravni 1S2  u izvesnoj meri razlikikuje od odg-

ovaraju6eg projektivnog pramena pravih grupe simetrija tih 

Pramenova su istovetne. Ali prema teoremi 5. (rad/6/str. 147.) 
ako je sredigte pramena pravih ta6ka apsolute tada je grupa 

simetrija tog pramena pravih pralha podwpa skupa svih automo-

rfizama istog. Kako je i taj skup grupa, koju Oemo oznaati 
sa Gn , prethodni zaklju6ak formulisa6emo u vidu posledice 10. 

Posledica 10. Grupa simetrija 
°Dh  paraboli6nog pram-

ena pravih ravni 1S2  je prava podgrupa naj6ire grupe GD  auto-

morfizama tog pramena pravih. 

Na osnovu posledice 10. jednostavno se pokazuje da 

vaZi slede6a teorema: 

Teorema 9. Grupa simetrija paraboli6nog pramena pr-
avih bilo koje od geometrija ravni 1S2  je prava podgrupa gr-

upe svih automoffizama tog pramena. 

Pogto je presek paraboli6nog pramena pravih ravni 
1S2 sa idealnom oblagou to ravni paraboli6an pramen hiperb-

oli6nih nizova ta6aka geometrije EH mote se zakijuati da u. 

toj geometriji za grupu simetrija paraboli6nog pramena hip-

erboli6nih nizova vaa teorema koja odgovara teoremi 9. 
Kada je ta6ka 0, koja u radu /6/ predstavlja sredi- 

te datog pramena pravih t  taCka spoljanjosti apsolute tada 

je grupa koju smo u radu /6/ oznaCili sa GOh  istovetna gru-
pi koju smo u ovom radu ozna6ili sa G.  Prema teoremi 5. 
rada /6/ u tom slu6aju je to grupa prava podgupa grupe svih 

automorfizama odgovaraju6eg pramena pravih. Ovaj pramen pr-

avih je hiperboli6an pramen pravih prve vrste ravni 182 . U 

dokazu odgovarajuCeg dela teoreme 5. rada /6/ ukazali smo 
da je osnovni razlog razlikovanja grupe GOh  i grupe Go  svih 

automorfizama pramena pravih sredigta 0 6injenica da harmon- 
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ijska homologija sredita 0 nije element grupe U'oh : ALL ova 
homologija je proizvod dve harmonijske homologije grupe Go 

 od kojih osa jedne seCel  a osa druge ne see apsolutu, to 
je ona element grupe Goh , koju bismo u skladu sa terminol-

ogijom usvojenom u ovom radu, mogli nazvati grupom simetri-

ja projektivnog pramena pravih Cije srodifte pripada ideal-
noj oblasti ravni 1S2 . Ova grupa je Drama teoremi 5.u/6/ 

istovetna grupi svih automorfizama sredita odgovarajuoeg 

pramena, poa dakle i grupi svih automorfizama pramena pra-

vih tog sredita. Po5to je, kao sto smo to ranije istakli, 

pbtreban i dovoljan uslov da neka kolineacija ravni 1S2bu-
de automorfizam pramena pravih sredita V, da je to kolin-
eacija automorfizam sredi5ta V, dovoljno je da je neki el-
ement grupe U automorfizam bar dve prave nekog pramena pr-

avih da bi taj element bio automorfizam tog pramena pravih 
ravni 1S2' Iz ovog,sledi da je skup svih automorfizama bilo 

hiperboliCnog pramena pravih prve vrste, bilo hiperboliCnog 
pramena pravih druge vrste ravni 182  istog .sredita istove-
tan skupu svih automorfizama projektivnog pramena pravih 

tog sredi6ta. Porto nijedan element grupe simetrija hiperb-
oli6nog pramena pravih druge vrste ravni 182 , iprema teoremi 
6. rada, nije proizvod dve simetrije u odnosu na dve prave 
od kojih jedna pripada jednom, a drugs drugom hiperbolinog 
pramenu pravih istog sredita ali raznih vrsta, harmonijska 
homologija grupe U Cije je sredifte sredifte datog pramena 
nije element ni ove grupe simetrija. Prema tome i grupa Uvh  
je prava podgupa grupe UV  svih automorfizama projektivnog 
pramena sredita V, a takode na osnovu obrazloenja iznetog 

na prethodnoj stranici i grupe svih automorfizama pramena 
pravih u odnosu nx, bajp 	gna  grupa simetrija. Na ovaj na- 
Cin pokazali smo da vaH i slede6a teorema: 

Teorema 10. Grupa simetrija bilo kog hiperboliCnog 

tra 
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pramena pravih bilo koje od geometrija ravni 
1S2  je prava 

podgnupa grupe svih automorfizama tog pramena pravih. 

HiperboliCan pramen druge vrste ravni 182  je pra-

men elipti6nih nizova taCaka geometrije HH. Presek hiperb-

oli5nog pramena pravih prve vrste ravni 1S2 sa idealnom 

oblag6u te ravni je hiperboliCan pramen hiperboliOnih niz-

ova taCaka geometrije EH. Kao i u prethodnim sluCajevima 

lako utvrdujemo da i za odgovaraju6e pramenove nizova tad-

aka geometrija EH i HH vaH teorema analogna teoremi 10. 

Harmonijsku homologiju u odnosu na sredigte datog 

pramena pravih ravni 1S2  ozna6ava6emo sa h u 6ijem indeksu 

upisujemo i sredigte te homologije. Ova homologija je isto-

vremeno i simetrija u odnosu na polaru sredigta te homolo-

gije. U sluCaju parabolinog pramena pravih ravni 
1S2  har-

monijska homologija u odnosu na sredigte tog pramena koja 

bi istovremeno bile element grupe G ne postoji. Ova harmo-

nijska homologija je element grupe G uh  ali nije element 

grupe Gvh  niti Gam . Dokaza6emo da je grupa Gv  svakom od 

svojih podgrupa Gvh  i Gvh  razloena na tano po dve sused-

ne klase l  Prema teoremi 5. (rad /6/str.147.) grupa Gv  isto-

vetna je grupi simetrija Drojektivnog pramena pravih sred-

51:ta V. Zato je svaki element skupa G v—G vh iii simetrija 

grupe Uvh iii proizvod dve simetrije grupe 	pri emu osa 

jedne pripada jednoj, a osa druge drugoj od grupe Gvh  i 

i-roizvod dve takve simetrije ubudu6e 6emo zvati kra6e proiz- 

vodom dveju simetrija meovitih osa. Proizvodi dve simetri- 

je grupe Gvh  nisu elementi ove razlike Gv—Gvh  skupova (gr- 

upa) Gv  i Gvh  jer su Drama lemi 3. (rad /6/ str.145.) ovi 
29) 

proizvodi istovremeno proizvodi dve simetrije grupe Gvh  . 

29) Radi se o ra*li6itim naCinima predstavljanja 
takvih kolineacija ravnikao proizvoda dve simetrije 
pramena pravih sredigta V. " 
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Jedan od elemenata skupa Gv  - GVh  je i simetrija hv  tj. b
y 

 gde je v = W (V). Ovaj element kao element grupa simetrija 

projektivnog pramena pravih sredigta V predstavljen je pr-

oizvodom dve simetrije megovitih osa pri emu su te dve ose 

uzajarnno konjugovane prave apsolutnog polariteta. Dokaza6e-

mo . da je svaki element skupa G v  - Gvh  proizvod by  i nekog 

elementa grupe G. Neka je hr  bilo koja simetrija grupe 

Vh °  Sredigte R te simetrije kao pol spoljagnje prave r ko-

ja sadrH taCku V je unutragnja taCka apsolute koja pripa- 

Dravojv. Ako je P presek pravih r i v tada je h =h h r V p 
gde je p=W(P). Ako je f element skupa G v  - GVh  koji  je  pr-

oizvod simetrije megovitih ()sa l  tada se simetrija grupe 

G tog proizvoda na isti naCin kao u prethodnom slu6aju Vh 
mote predstaviti kao proizvod simetrije b y  i odgovaraju6e* 

simetrije grupe G,. Na osnovu teoreme 30.7. (/13/str.137.) 

by je komutativna sa svakim od preostalih Cinioca dobije-
nog proizvoda. Na slie"an n&iin dokazujemo i teoremu po ko-

joj je svaki element skupa Gv  - Uvh  proizvod simetrije by  

i nekog elementa grupe G,. Prethodne rezultate izloHCemo 

u vidu slede6e teoreme: 
Teorema 11. Grupa automorfizama Gv  hiperboliCnog 

pramena pravih sredigta V ravni 1S2  razloena je svakom 

od svojih podgrupa Gvh  i Uvh  na ta6no dve susedne klase. 
Svaki element klase susedne klasi G je iii pro-

izvod simetrije by  sredigta V sa nekom simetrijom grupe Gvh 
 iii pak proizvod simetrije by  sa proizvodom dve simetrije 

te grupe. Svaki element klase susedne kiasi U'vh  je iii pr-

oizvod simetrije by  sa simetrijom grupe Uvh iii proizvod 

simetrije by  sa proizvodom dve simetrije grupe t'vh . 

Dokazujua teoremu 11. ukazali smo i da je svaki 

proizvod dve simetrije grupe G vh  istovremeno i proizvod dve 

simetrije grupe .;a0i  i obratno. Prema tome proizvod dve sim-
etrije u odnosu na dve prave istog hiperboliCnog pramena 
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pravih prve iii druge vrste ravni 182  pripada preseku gru-

pa simetrija hiperboli6nog pramena prve vrste i hiperboli-

6nog pramena druge vrste ravni 1S2  istog sredigta.IZ .teor-

eme 6. (rada str.118.) sledi da je svaki element pomenutog 

preseka upravo proizvod dve simetrije jednog od dva hiper-

boliCna pramena pravih ravni 1S2  istog sredigta. Prema DO-

z/vatnj teoremi po kojoj je presek bilo koje dve podgrupe 

date grupe takorte podgrupe te grupe i skup svih proizvoda 

po dve simetrije grupe Gvh  odnosno Uvh  predstavlja podgr-

upu svake od tih grupa. Da je to podgrupa prave - neposredno 

se zakljuC.:uje na osnovu teoreme 6. rada. Proizvode po dve 

simetrije bilo koje grupe simetrija pramena pravih ravni 
1S2 

naziva6emo kao i u radu /6/(v.tekst ispod posledice 4. 

na str. 146. tog rada) epicikliCkim rotacijama te grupe. u 

tekstu na koji smo uputili dokazali smo i da je skup svih 

epicikli6kih rotacija grupe simetrija bilo kog pramena pr- 

avih ravni 1S2 grupa (/6/ posledica 5. str.146.). Posledi- 

ca 6. na str. 147. rada /6/ je negto oDgtija jer se odnosi 

na grupu simetrija projektivnog prmena pravih ravni 
1S2  

koja je istovetna gruni svih automorfizama tog pramena pr- 

avili pod uslovom da je taj pramen pravih razli6it od para-

boli6nog pramena pratih ravni S 2 . Grupe epicikliCkih rot-

acija elintinih, paraboliCnih, hiperboli6nih pramenova 

prve i hiperboli6nih pramanova druge vrste ravni 
1S2  ozna- 

6ava6emo redom saGUel Gne' r=Ve 	
a grupu epicikliC- 

kih rotacija nrojektivnog pramena pravih Cije je sredigte 

tanca spoljagnjosti apsolute sa G ve • Elementi grupe 

razliCiti od elemenata njene prave podgrupe Gve (tj • Uve  ko- 

ja je toj podgrupi istovetna) su epicikliCke rotacije od 

kojih je svaka proizvod dve simetrije megovitih osa grupe 

simetrija pramena pravih sredifta V. Ove simetrije naziva-

6emo kratko epicikliCkim rotacijama megovitih osa date gr- 
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upe simetrija. Na osnovu drugog dela teoreme 11. svaka ep-

icikliCka rotacija megovitih osa grupe simetrija pramena 

pravih sredigta V je proizvod simetrije hy  sa odgovaraju-

Com epicikliCkom rotacijom grupe Gve  (odnosno grupe 11Ve)• 

Prethodne rezultate izloZieemo u vidu sledeee teoreme pri 

Cemu oemo u njenoj formulaciji krostiti termine i oznake 

koje smo pri izvoclenju tih rezultata uvodili. 

Teorema 12. Svaka grupa simetrija bilo kog prame-

na pravih ravni 1S2 sadrZi kao svoju pravu podgrupu grupe 

epicikli6kih rotacija tog pramena. Svaka od tih podgrupa sem Gie  

ne sadrZi podgrupu razliate od trivijalnih. Grupa epici-

kli6kih rotacija GI"re  projektivnog pramena pravih sredigta 

V razlo siena je svojom pravom podgrupom epicikliCkih rota-

cija hiperboli6nog pramena pravih sredigta V na ta1/45no dve 

susedne klase. Svaki element klase susedne kiasi GVe = UVe  

je epicikliCka rotacija grupe Gve  megovitih osa. 

Osnova bilo kog pramena pravih ravni 1S2  Ipredst-

avlja pravu jedne od geometrija to ravni. Koristeoi rezul-
tate provere aksiome G4 zakljuCujemo da za svake dve  tac- 

ke osnove datog pramena pravih pc=toji bar.jedna simetrija 

grupe simetrija tog pramena koja jednu od pomenutih ta6aka 

preslikava na onu drugu. Iz istih rezultata sledi da samo 

za po dye take osnove eliptinog pramena pravih ravni 182 

 postoje ta6no po dve eimetrije grupe simetrija tog prame-

na koje jednu od tih ta:iaka preslikavaju na onu drugu. U 

sluaju neelipti6nih pramenova pravih ravni 122  za svake 

dve take osnove postoji taCno po jedna simetrija odgovar-

ajuoeg pramena. Dakle, u svakom slu6aju je grupa simetrija 

datog pramena pravih bar jedanput tranzitivna na osnovu tog 

pramena. U ravni 122  vazi i slede6a posledica teorema 11. 

i 12. 
Posledica 11. U grupama simetrija pramenova pravih 

r , 
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ravni 1S2 
koje sadrZe i simetriju u odnosu na sredigta tih 

pramenova postoje ta6no po dva elementa Cija su suZenja na 

osnovu odgovaraju6eg pramena pravih istovetna. U grupi si-

metrija bilo kog pramena pravih ravni 
1S2  koja ne sadrZi 

simetriju u odnosu na sredigte tog pramena ne postoje dva 

elementa Cija su guZenja na osnovu tog pramena istovetna. 

Pogto ova posledica nije neposredna posledica po-

menutih teorema izloZieemo i njen dokaz. U daljem.tekstu 

projektivni pramen pravih ravni 1S2  6ije je sredigte ideal-

na ta6ka te ravni, bez tangenata apsolute koje sadrZe to 

sredigte nazivaCemo hiperboliCnim pramenom pravih. Hiperb- 

oliCni pramen pravih je unija hiperboliCnog pramena pravih 

prve i druge vrste istog sredigta. Kao 'ato smo ranije ista- 

kli jedino grupa simetrija eliptinih i hiperboliCnih pra- 

menova ravni 152  sadrZe i simetriju u odnosu na sredigte 

takvih pramenova tj. simetriju u odnosu na pravu koja sad- 

rZi osnovu odgovaraju6eg pramena. Prema teoremi 6. (v.str. 

118) svaki element grupe simetrija bilo.kog pramena pravih 

ravni 1S2 
je simetrija iii proizvod dve simetrije te grupe. 

Ako je taj element simetrija h te grupe, tada je h 0  h sim- 

etrija te grupe kojoj je ose odreena sredigtima simetrija 

h0 
 ihasredigte je presek ose simetrije h 0  koja sadrH 

osnovu'datog pramena sa eeom simetrije h.. SuZ'enja simetri- 

ja h i h0h na osnovu pramena sredigta 0 su hiperboliCne in- 

volucije odnosno suZenja tih involucija na osnovu. Kako su 

. invarijantne tacke ovih hiperboli6nih involucija iste dve 

take to suenja su me.frusobno istovetna. Ako je 0 taCka 

unutragnjost apsolute, tada ona sa sredigtima homologija — 

simetrija h i h0  obrazuje autopolarni trotemenik u odnosu 

na apsolutu. Ovaj autopolarni trotemenik je invarijantan u 

pomenutim simetrijama i to teme po teme. Ako bi sem pomentih 

postojao jog neki element grupe simetrija pramena sredigta 



-128.. 

0, Cije bi suenje na osnovu pramena bilo istovetno su'z'enju 

simetrije h na to osnovu, tada bi i taj element preslikav-

ao pomenuti autopolarni trotemenik na taj isti trotemenik i 

to teme po teme. Pogto se svaka stranica pomenutog troteme-

nika u svakom od automorfizama apsolute koji taj trotemenik 

preslikavaju naukazani nann preslikava na samu sebe, pre-

se6ne take te stranice sa apsolutom oreslikavaju se ili na 
same sebe iii jedna na drugu u svakom od tih automorfizama. 

Ako nijedan od tih automorfizama nije identi6na kolineacija 

na osnovu teoreme 38.2. na str. 161. dela /13/ avaki od tih 

automorfizama je simetrija date grupe simetrija. Nannom 

zakljuCivanja analognim onom kojim srno prilikom utvrdivanja 

taCnosti aksioma G2A zakljunli da pxtoje tano Cetiri mo-

guCnosti preslikavanja dveju Cetvorki taaka preseka apsol-

ute sa odgovaraju6im autopolarnim trotemenicima, zaklju6ili 

bismo da postoje t6.6no dve takve simetrije. U sluCaju kada 

je ta5ka 0 taCka spoljelijosti apsolute na isti nann kao 

u prethodnom sluCaju zaklju5ujemo da je h 0h jedina simetri-
ja date grupe simetrija Cije je suenje na pravu o = W(0) 

koja sadrH osnovu tog pramena istovetno suenju simetrija 
h. 

Ako element grupe simetrija koja zadovoljava zah-

teve posledice 11. predstavlja proizvod dve simetrije te 
grupe tada pstoji moguonost i da je taj element identi6na 
kolineacija ravni 1S2  iii simetrija u odnosu na sredite 

tog pramena. Po:fto je suenje takvog elementa na pravu ra-
vni 1S2 koja sadrH osnovu tog pramenausluCaju bilo koje 

od navedenih moguenosti identiCno preslikavanje te prave, 

identiCna kolineacija i simetrija u odnosu na sredite da-

tog pramena su jedine dve kolineacije grupe simetrija tog 

pramena nje je suenje na pravoj koja sadri osnovu pram-
ena identiCno, preslikavanje. Aka je taj proizvod f dve 
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simetrije razliCit od identiCne kolineacije i simetrije h 0 

 u odnosu na srediAte 0  datog pramena pravih. Najpre 6emo 

dokazati da je h0f, Cije je SuZenje na pravu koja sadrZi 

osnovu datog pramena istovetno suZenju f na tu prava, ko-

lineacija razli6ita od f. Na osnovu pretpostavke o f i te-

oreme 38.1. (/13/ str. 161.) u kojoj su nabrojane sve vrste 

automorfizama apsolute sledi da u suZenju f, Da dakle i hof, 

na pravu koja sadra osnovu datog pramena pravih: postoje 

sledeoe dve moguonosti: 

a) Ako je taj pramen eliptiCan u tom suZenju ne 

postoji nijedna invarijantna taCka. 

b) kko je taj pramen projektivan pramen pravih 6i- 

je sredite 0 pripada idealnoj oblasti ravni 1521  jedine 

invarijantne ta6ke tog suZenja su ta6ke preseka prave koja 

sadra osnovu i apsolute. 
U sluaaju'a) bilo koja Drava eliptiOnog pramena sr- 

edita 0 preslikava se bilo kojom transformacijom grupe si-

metrija tog pramena, koja je proizvod dve simetrije te gru-

pe i Cije .je suZenje na osnovu tog praMena istovetno suZe-

nje f na tu osnovu, na Dravu razli6itu od date. Neka su ta-

6ke preseka date prave p i apsolute ta6ke 6 i D, a ta6ke 

preseka prave p'= f(p) i apsolute take E i F. Ako je f((%). 

E, tada je h0f(0)=F. Ako je f(()=F t . tada je hof(C)=E. Uz 

ograniCenje da prava p na mote biti tangenta apsolute, na 

isti naCin se i u sluaju b) dokazuje da su f i h
of medu- 

sobno razliCite. 
S obzirom da u ovom delu dokaza pretpostavijamo i 

da je suZenje f - na osnovu datog pramena razlicato od iden-

ti5nog preslikavanja te osnove nijedan par .6etvorke ta6aka 

C,D,E i F nije uzajamno odgovarajuoi ni u jednom proizvodu 

dve simetrije date grupe simetrija 6ije je suZenje na osn-

ovu tog pramena istovetno suZenju f. Uzimajuoi u obzir da 
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svaki takav proizvod preslikava Cetvorku taCaka C, D,E i F 

na ist' Cetvoruku, i prethodno pomenuta svojstva koja taj 

proizvod mora zadovoljavati pri preslikavanju te Cetvorke, 

zakljuCujemo da postoje taCno dva takva proizvoda. 
Pretpostavimo da su f i g dva razli6ita elementa 

grupe Gvh(Uvh ) istih sui:,enja na osnovu tog pramena. Tada su, 

prema v©c dokazanom delu teoreme, hvf i hvg elementi grupe 

GV' 
6ija su suZenja na pravoj v = W(V) takode medusobno it-

tovetna, elementi kojisu redom razliCiti od elementa f i g. 

Ovi elementi hvf i hvg razliati su i medusobno jer bi u 

suprotnom slu6aju vaalo f = g. Element f razliCit je od el-

ementa hvg jer pripada podgrupi Gvh (ffVh ) grupe Gv
, dok je 

hvg element klase susedne toj podgrupi u razlaganju grupe 

Gv  po toj podgrupi (v.teoremu 11. rada). Iz istog razloa 

je i g razliCito od hvf. Nabrojana 6etviri elementa bila bi 

ietiri razliCita elementa grupe Gv  istih suenja na pravoj 

v ?,:to je suprotno veC dokazanom delu teoreme. U sluCaju gr-

upe Gnh  simetrija paraboli5nog pramena pravih sredigta D I  

ako je element te grupe proizvod dve njene simetrije tada 

je taj element kolineacija kojoj je jedina invarijanta ta- 

Cka D, a jedina invarijanta 	prava d = W(D) (prema de- 

lu b) teoreme 38.1. na str. 161. dela /13/). Ako je h bilo 

koja simetrija grupe Gph , ta.J_a je u toj simetriji sem taC- 

ke D invarijanVp i sredig"te H te simetrije. Leto element 

grupe (in  Cije je suenje na pravu d istovetno suenju h na 

to pravu ne moze biti proizvod dve simetrije. Ako je taj 

element simetrije grupe UDh njeno sredig'te more biti ta6ka 

H. Ali svaka simetrija ravni 1S2  jednozna6no je odreclena 

svojim sredigtem. 
Preostali deo ove take posveti6emo odredivanju va-

Znih svojstava preslikavanja grupe Gv . TaCka V i ta6ka do-

dira M i N tangenata apsolute koje sadri.ie ta6ku V odreduju 
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6etiri trougla ravni 
1S2 . Dva od tih trouglova pripadaju 

jednom, a dva drugom od projektivnih uglova odredenih tan-

gentama VM i VN apsolute. Jedan od tih uglova sadra l  a dr-

ugi ne sadrZi apsolutu. Svake preslikavanje grupe Gv  pres-

likava svaki od tih uglova na isti taj ugao. Projektivne 

trouglove odredene ta5kama V,N,M koji pripadaju onom od tih 

projektivnih uglova koji sadra apsolutu oznaCava6emo sa 

VMN i VMN; a projektivne trouglove koji pripadaju njemu do-

pusnkom uglu sa S qN i VET. Zbog zna6ajne uloge trotemeni-
ka VMN, ovaj trotemenik VMN 6e se Casts° koristiti u daljem 

radu to 6emo ga uvek ozna6avati na isti naCin i uglavnom 

nazivati karakteristiCnim trotemenikom temena V. Pomenuti 

projektivni ugao nazivaCemo karakteristiCnim uglom temena 

V. DokazaCemo da vaZi slede6a, u daljem radu, vrlo znaCajna 

Teorema 13. U svakoj simetriji grupe G via  unutrag-

njost svakog od trouglova VMN i VEN'preslikava 
se na to 

istu unutragnjost, dok se unutragnjost trougla rff u takvoj 

simetriji preslikava na unutragnjost trougla 
VP U svakoj 

simetriji grupe 	unutragnjost trougla VMN preslikava se 

na unutrakijost trougla VMN; a unutragnjost 
svakog od tro-

uglova Vi i T717 na unutreZnjost tog istog trougla. 
Dokaz. aeka je ta:-3ka X bib() koja ta6ka unutranj-

osti trougla VMN. Sredigte bilo koje 
simetrije grupe Gvh  je 

taCka dui dopunske stranici Miv trougla VMN, jer je svaka 

simetrija ravni 1S2 harmonijska homologija kojoj su sredi-

gte i osa pol i polara apsolutnog polariteta. Lato, ako je 

sredigte . te simetrije taCka H I  prema teoremi 25.3. (/13/ 

str.115.) prava AX sadrH bar jednu taCku jedne od strani- 

ca trougla VMN. Iz ovoga i Pagove aksiome sledi da prava 

HX see taCno jo .6 jednu stranicu tog trougla. ZajedniCke 

take prave HX i stranica trougla VMN nisu ta6ke stranice r, 

teorema. 
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MN jer taCka H pripada dopuni to stranice. Prema tome pra-

va HX see stranice VM i VN trougla VMN. Ako bi slika X' 

take X u datoj simetriji pripadala unutragnjosti trougla 

VMN', tada bi na osnovu iste teoreme 25.3. u /13/ prava 

HX'sekla i stranicu VM iii VN trougla VMN'. All ove stra-

nice su dopune stranica trougla VMN ozna6enih takode sa 

VI4Fi VN. Pol- to je prava HX'istovetna pravoj HX iz pretho-

dnog bi sledilo da je to prava jedna od pravih VM ili VN. 

Ovo je nemoguee jar ta6ka X ne pripada nijednoj od tih pr-

avih. Na isti naCin dokazali bismo teoremu i u EluCaju 

kada ta6ka X pripada trouglu VMN', 

Ako ta6ka X pripada trouglu V, prava EX, prema 

Paovoj aksiomi, see taCno jo5 jednu stranicu trougla 

Pretpostavimo, odredenosti radi, da to pravu see stranicu 

VM tog trougla. Ta stranica je zajedniCka stranica trougla 

VIT E i jednog od trouglova istih temena koji pripadaju pro-
jektivnom uglu odreenom pravama VM i VN koji sadra apso-

lutu. ieka je taj trougao npr. trougao VMt4. as osnovu 

eve aksiome prave AI see i stranicu VM trougla VMA. Osa 

simetrije stedita H kao prava projektivnog ugla odreden-

og pravama VM i Vm koji sadrH apsolutu see pravu HX u 

ta6ki H1 
koja je istovremeno i ta6ka unutranjosti trougla 

VEN. Ako bi tan:a 	hg(X) pripadala takode trouglu 

tada par ta6aka H, H1  ne bi razdvajao par ta6aka X, X'. 

SO,enje simetrija hH  sredita H na pravu HX je hiperboli-

Cna involucija 6ije su dvojne take HiHi .'Zato ovaj par 

taCaka razdvaja svaki par odgovarajuah taCaka, pa i par 

ta6aka X i X'. 
Drugi deo teoreme 13. dokazuje se na isti naHn. 

Neposredna posledica teoreme 13. je: 
Posledica 12. Svaka epicikliCka rotacija podgru-

pe Gve  grupe epicikli6kih rotacija Gv  preslikava svaki od 
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trouglova temena V,M3 N na taj isti trougao. Svaka epicikli-

Cka rotacija grupe G °Ve  koja ne pripada podgrupi GVe 
presli-

kava svaki od tih trouglova na njemu dopunski u odnosu na 

projektivni ugao kome taj trougao pripada. 

EpicikliCke rotacije grupe Gve  su proizvodi po dve 

simetrije grupe Gvh  tj. grupe 	Kao gto smo to izloZili 

u radu grupa GVe  je prava podgrupa svake od grupa 
Gvh  i Uvh . 

Svaki element grupe GVe 1  koji ne pripada njenoj pravoj po-

dgrupi Gve , .je epicikliCka rotacija megovitih osa (ovg po-

jam uveli smo na str.123. rada.). Prema teoremi . 12. svaka 

epicikli6ka rotacija megovitih osa je proizvod neke rotaci-

je grupe GVe  sa simetrijom sredigta V. 
Na str.116. rada uveli smo i pojam pramena polupr-

avih ravni 152' 
Tada smo pokazali i da je bilo koji hiperb-

oliCan pramen pravih ravni 1S2  razlolen na taCno dva prame-

na polupravih. Ako'je sredigte tog pramena ta5ka V, a taC- 

ke dodira dirki apsolute kroz taCku V ta6ke M i N, tada je-
dan od dva pramena polupravih hiperboliCnog pramena pravih 

sredifta V pripada jednom, a drugi drugom od dva trougla 
temena VAN zajedniCke stranice MN. Neposredna posledica 

teoreme 13. je posledica 13. koja se odnosi na "dejstvo" 

simetrija grupe Gvh(Uvh) na pramenove polupravih hiperbol-

i6nog pramena prve vrste (druge vrste) ravni IS2 . 

Posledica 13. U svakoj simetriji grupe G vh  bilo 

koji pramen polupravih hiperboliCnog pramena pravih prve 
vrste sredigta V preslikava se na taj isti pramen polupr-

avih, a bilo koji pramen polupravih hiperboliCnog pramena 
pravih druge vrste istog sredigta V preslikava se na njemu 

dopunski pramen polupravih. U svakoj simetriji grupe Uvla  
bilo koji od dva pramena polupravih hiperboliCnog pramena 

pravih sredigta V preslikava se na njemu dopunski pramen 

polupravih, ako je taj pramen pravih prve vrste, i na taj 
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isti pramen poluparavih ako taj pramen pripada hiperbolinom 

pramena pravih sredita V druge vrste. 

U formulisanju posledice upotrebili smo termin"dopun-

ski pramen polupravih". Smisao ovog termina koji je nepo-

sredno jasan moemo opisati i na sledeoi na5in: Pramen polu- 

ravih dopunski datom je skup svih polupravih dopunskih svir 

poluDravama datog pramena polupravih. 

I■eposredna posledica posledice 12. je posledica 
14. 

1-osledica 14. Svaka 	 rotacija Dodgrupe 

aVe preslikavg svaki od 6etiri :ramena DoluDravih hiperboli-

nih pramenova oravih sredita V na taj isti pramen Dolupra-
vih. Svaka 	 rotacija cruoe Gve,  koja ne pripada 
pravoj Dodarupi GVe  te grupe, oreslikava svaki od pramenova 

ooluaravih sreaita V na njemu dopunski pramen polupravih. 

, 3.GruDa simetrija nizova te 	1s aka ravni 	. Grupu 
senerisanu harmonijskim homologijama (simetrijama) sruoe 

. G 6ije ose sR -rde istu ta6ku 0 ravni 1S2  nazvali smo gru- 
om simetrija pramena aravih sredita 0 te ravni. 1=oto 
sreaita svih tin simetrija pripadaju polari o take 0 u 

odnosu na apsolutni 'Jolaritet, sa istim Dravom mosli smo 

to gruDu nazvati i srupom simetrija niza ta6aka Drava o. 

Uorazlo'ACemo ukratko iz •ojih razioga ima smisla uvoditi 
i ovaj naziv koji, dok razmatramo ravan 1S, kao celinu, 
iota iato zna6enje kao i grupa simetrijaDramena pravih, te 

u pomenutom kontekstu odnosi takode na odredenu podErupu 

sruyie G generisanu harmonijskim homologijama. U predgovo-

ru, a i uvodu ove take ukazali smo da nam je krajnji cilj 

da omoguoimo neDosredno orenoenje svih rezultata koji se 

odnose na svojstva trajektorija pramenova pravih ravni 1S2  
u svaku od geometrija te ravni posebno. Za razliku od go-

ometrije Loba6evskog, pokazacle se da je u njoj dualnoj 
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geometriji EH kao generatore grupe transformacija poduda-

rnosti umesto esnih smatrati centralne simetrije. U slu6a-

ju trajektorijaelipti6nog oramena pravih ravni 182 , presek 
tog pramena i idealne oblasti te ravni ne predstavlja pra-

men pravih ve6 pramen hiperboliCnih nizova taaka geomet-

fije EH. Zato je, ukoliko teHmo da u odrecdvanju odgova-

raju:Se trajektorije koristimo osnotne, a ne izvedene poj-
move te geometrije, neophodno pojam grune simetrija pra-
mena mena pravih ravni 	odrediti kao grupu simetrija niza 
ta:iaka osnove tog pramena koja predstavlja pravu geometri-
je EH. :;ak i u geometriji Loba5evskog, u kojoj se sve tran-

sformacije podudarnosti mogu predstaviti kao proizvodi 

osnih a ne centralnih simetrija utotreba ovog pojma moe 

biti u izvesnim sluajevima ppravdana. 2ako se na primer 

thrograna" ekvidistanta u toj p:eometriji ne moe ni na 

koji na5in definisati kao trajektorija grupe simetrija 

odgovaraju6eg pramena pravih. •eutim ona . je trajektorija 
grupe simetrija niza taaka njene osnove. 

obzirom da je pojam niza taaka dualan pojam . 
pzamena pravih, i da se u ravni S2  to dualnost ostvaruje 
apsolutnim polaritetom, ne.f:emo se posebno zadravati na 

definisanju pojmova koji u tom dualitetu od,7ovaraju poj-

mu oramena pravih, grupe simetrija tog lramena i nekim 

svojstvima izraenim teoremama u orthodnoj taCki. Zna6a-

jnije od tih teorema 6emo samo navesti, sto vaa i za ne-
ke pojmove. Sledec.le definicije su definicije pojmova dua-
lnih pojmovima pramenova pravih raznih vrsta ravni 15,. 

D 	 1efinicija 6. Elipti6an niz taCaka.ravni 82  je 
skuo svih taaka bilo koje spoljelnje prave ansolute. 

Definicija 7. Parabolian niz taaka ravni 1- 2 
je skup ta6aka bilo koje tang'ente apsolute bez njene ta5- 
ke dodira. 
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Definicija 8. Hiperbol'6an niz ta6aka prve vrste 
1 ravni S2 je skup svih spoljagnjih ta6aka bilo koje se6ice 

apsolute. Hiperboli6ni niz taCaka druge vrste ravni 1S2  je 
skup svih unutragnjih ta6aka bilo koje secice apsolute. 

Hiperboli6ni niz taCaka ravni 182  je unija unutragnjih i 
spoljagnjih ta6aka bilo koje seCice apsolute. 

UbuduCe 6emo Cast() izostavljati reC litaCaka" u iz-
razu "niz taCakan. 

Simetriji sredigta 0 odgovara simetrija ose o gde 

#e o = W(0). Ova simetrija se moe predstaviti-kao proiz-

vod dve centralne simetrije u odnosu na dve konjugovane ta-
Cke grave o u odnosu na apsolutni polaritet. 

fto se tiCe izraavanja odnosa grupa simetrija pr-
amenova pravih ravni 1S2  i grupa simetrija njima odgovaraju-

6ih nizova taCaka zadraoemo se samo na sluCaju hiperboliC-
nih pramenova pravih. 

Grupi Gvh  odgovara grupa simetrija Gvh  hiperboliC-
nog niza taCaka prve vrste. Grupi simetrija hiperboliCnog 
pramena pravih druge vrste Gvh  odgovara grupa simetrija 
hiperbolinog niza ta6aka druge vrste koju 6emo ozna6iti sa 
I; 	Grupi GV  hiperbolis6nog pramena pravih ravni 1S2  odgov- 
ara grupa simetrija Gv  hi-perboli6nog niza v te ravni. Sim-
etrija u odnosu na pravu v pripada toj grupi simetrija jer 

se moe predstaviti kao proizvod dve simetrije u odnosu na 

dve konjugovane take hiperboli6nog niza taCaka v. All ova 
simetrija nije element nijedne od grupa G vh  i uvh . Pogto 
je prema poznatoj teoremi proizvod dve harmonijske homologije 
projektivne ravni harmonijske homologija te ravni ako i samo 

ako sredi:',te jedne od tih homologija pripada osi druge i ob-
ratno a simetrije ravni 1S2  su harmonijske homologije kod 

kojih su sredigte i osa pol i polara u apsolutnom polaritetu 
moemo formulisati i sledeeu teoremu: 
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Teorema. Proizvod dve simetrije ravni 182  je sim-

etrija to ravni ako i samo kao sredigte jedne od tih sim-

etrija pripada osi one druge. 

Teoremi 6. odgovara teorema: "Svaki element gru-

pe simetrija bilo kog niza ta6aka ravni 182  je ili simet-

rija u odnosu na ta5ku tog niza iii proizvod dve takve si-

metrije", a teorema 7.: "Svaki element grupe simetrija bi-

lo kog niza taCaka bilo koje od geometrija ravni 182  je 

centralna simetrija Cije sredigte pripada tom nizu taCaka 

ili proizvod dve takve simetrije". 

Teoremi "tri simetrije" odgovara sledeoa teorema: 

Teorema 14. Proizvod tr3r simetrije u odnosu na 
take istog niza taCaka bilo koje geometrije ravni 1S2  je 

simetrija u odnosu na taCku tog niza taCaka. 
Teoremama 8,9 i 10. prethodne take koje se tiCiu 

odnosa grupe simetrija pramenova pravih geometrija ravni 1S2 

 i grupa svih automorfizama tih pramenova, i koje su nepos-
redne posledice odgovarajuoeg odnosa grupa simetrija ravni 
1S2 odgovaraju sledeoe teoreme: 

Teorema 15. Grupa simetrija eliptiCnog niza ta6aka 

odgovarajuee geometrije ravni 182  predstavlja skup svih au-

tomorfizama tog niza ta6aka. 
Teorema 16. Grupa simetrija paraboli5nog niza ta-

Caka ods,rovarajueih geometrija ravni 1S2  je prava podgrupa 

grupe svih automorfizama tog niza ta6aka. 
Teorema 17. Grupa simetrija hiperboliCnog niza taw 

Caka bilo kog hiperboli6nog niza odgovarajuee geometrije 
1 ravni S2 je prava podgrupa grupe svih automorfizama tog 

niza taCaka. 
Proizvod dve simetrije grupe simetrija nekog pra-

mena pravih ravni S2 nazivali smo epicikliCkom rotacijom 

tog pramena. U slue'aju hiperboli6nog pramena sredigta V 

(.5 

3A 
	 I 	

_ . 

o 
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ako osa jedne simetrije pripada hiperboli6nom pramenu jed-

ne od dveju vrsta hiperboliCnih pramenova pravih tog istog 

sredigta, a osa druge hiperboliCnom pramenu pravih one dr-

uge vrste proizvod dve takve simetrije grupe simetrija Gv  

tog hiperboliCnog pramena nazvali smo epicikliCkom rotaci-

jom meg'ovitih osa te grupe simetrija. Iste nazive upotreb-

ljava6emo i u sluCaju proizvoda dve simetrije u odnosu na 

take istog niza taCaka ravni 162 . Sasvim ravnopravno ov-

im nazivima u oba slu6aja molemo upotrebljavatii nazive: 

"epicikliCke translacije ravni 1S2 datog pramena pravih 

(niza taCaka)" te ravni i "epicikliCke translacije megov-

itih osa pramena pravih datog sredigta (niza taCaka date 

osnove)". S obzirom na zadrZavanje ovih naziva nema potre-

be navoditi tvrdenje koje odgovara teoremi 12. prethodne 

taCke. Dovoljno je samo u formulaciji te teoreme izraz pr-

amen pravih zameniti izrazom niz ta6aka. 
2,ahvaljujua naanu na koji smo formulisali vaZnu 

teoremu 13. (rad t.2.str.187.) dovoljno je da bi se form-
ulisala njoj odgovarajuoe teoreme ove ta5ke u indeksu ozn-

aka grupa simetrija umesto V upisati "malo" v. Uporeclujuoi 

to teoremu sa teoremom 13. zakljualjemo da vaZi od nje op-

gtiji stay: 
Stay 5. Svaka simetrija grupe simetrija hiperbol-

i6nog pramena pravih prve iii druge vrste sredigta V ravni 
1S2 

preslikava unutragnjost nekog od trouglova temena V,M, 

N na unutragnjost istog trougla ako i samo kko taj trougao 

pripada onom projektivnom uglu odredenom pravama VM i VN 

koji sadrZi dati hiperboli6ni pramen prcvih, a unutragnjo-

st onih trouglova temena V,N,N koji pripadaju uglu dopuns-
kom pomenutom projektivnom uglu jednu na drugu. Svaka sim-

etrija grupe simetrija hiperboliCnog niza prve iii druge 

vrste osnove v = W(V) ravni 1S2 
preslikava unutras6njost 



- 139 - 

nekog od trouglova temena V,N,N na unutra5njost istog ako i 

samo ako taj trougao ne pripada onom projektivnom uglu koji 

sadrn taj niz taCaka. Ako neki od tih trouglova pripada 

projektivnom uglu odredenom pravama VM i Vi koji sadrn da-

ti hiperboli6ni niz taCaka, tada svaka simetrija odgovaraj-

uCegrupe simetrija preslikava unutra5njost tog trougla na 

unutra5njost onog drugog trougla koji pripada pomenutom pr-

ojektivnom uglu. 
4. Trajektorija pramenova pravih ravni  182 . U uvodu 

ove glave razmotrili smo u osnovnim crtama naHne definisa-

nja krivih stalne krivine geometrije LobaCevskog koje se, 

ukoliko se defini5u u odnosu na odredene podgrupe grupe tr-

ansfurmacija podudarnosti, nazivaju i trajektorijama prame-

nova pravih ravni 182 . Na stranama 112. i 113. pomenutog uv-

oda naveli smo jednu od takvih definicija iz udZbenika /24/ 

M.Pravanovio. Istovemeno siflo formulisali i na5u definiciju 

tog pojma. (definicija 5. str.113.). Prvom teoremom ove ta-

6ke utvrdioemo da su ove definicije u sluZ':aju ekvivalentne. 

Porto naa definicija joy nije dovoljno poznata, iako smat-

ramo da ima izvesnih prednosti u odnosu na nostojeoe l  u po-

Cetku 6emo uglavnom se oslanjati na definiciju datu u duhu 

udbenika /24/. Grupe simetrija pramenova pravih geometri-

je Lobaevskog u Beltrami - Klajnovom modelu predst_vljene 

su suenjem grupe simetrija odgovarajufth pramenova pravih 

ravni 1S2' 
U skladu sa osnovnim ciljem ove glave najpre 6e-

mo pojam trajektorije pramena pravih geometrije Loba6evskog, 

pro5iriti i naravan 1S2  slu'i,e6i se analogijom sa od,c.ovara-

juoom situacijom u sopstvenoj oblasti to ravni tj. beltrami 

- Klajnovim modelom geometrije LobaCevskog. 4atim oemo dob-

ijene rezultate protumaati u svakoj od geometrija idealne 

oblasti ravni 1S2 
i to na takav naHn da se oni bez tegko-

6a mogu izraziti i kao rezultati odgovarajuah poluformalnih 
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teorija. 
Prema drugoj taCki ovog paragrafa u ravni 

1S2  po-

stoji pet grupa simetrija pramenova pravih ravni 
1S2 . Iz 

razloga koje 6emo uskoro dati njIma óe'odgovarati gest vrs-

ta trajektorija. To su trajektorije grupe,Gb h , GDh , Gvh , 

i grupe svih automorfizama hiperboli5nog pramena pravih sr-

edigta V koju smo u t.2. ozna6ili sa Gv . Ova grupa je grupa 

simetrija projektivnog pramena pravih ravni 182  sredigta V 

koja kao svoje prave podgrupe sadrn grupe Gvh  i Uvh. Po'gto 

se radi o trajektorijama take u oznaCavanju trajektorija seta 

grupe neophodno je i oznaCiti i to taCku. U vezi sa ovim us-

voji6emo na6in oznaCavanja koji je primenjen u delu /14/. U 

tom delu trajektorija (ili orbita kako se u tom delu naziva 

ovaj pojam, iii putanja - gto bi najvige odgovaralo duhu na-

Zeg jezika) koja sadrH tancu X u odnosu na grupu G ozna6ava 

se sa G(X) (v.str.303.0 /14/). U ravni 1S2 mogu6e je razlik-

ovati i dve vrste trajektorija grupe G vh  kao i dve vrste tr-

ajektorija grupe U. Naime na osnovu teoreme 2.13.i posle-

dice ?.12.ako taiga pripada unutranjosti jednog od trougl-

ova temena V,M,N, tada Gvh(X) pripada unutranjosti tog istog 

trougla kao i samo ako taj troug:ao pripada onom projektivnom 

uglu odredenom pravama VM i VN koji sadra apsolutu. Ako u 

tom slu5aju -ta5ka X pripada jednom od trouglova temena V,N, 

N koji pripadaju onom karakteristiCnom projektivnom uglu 

temena V koji ne sadrZi apsolutu na osnovu iste teoreme 13. 

(str.131. rada) i iste posledice 12. (str.132.rada) GVh(X) 

je skup taCaka koje pripadaju unutranjosti i pomenutog, ali 

i njemu dopunskog trougla u odnosu na taj projektivni ugao. 

U ovom drugom slu6aju, radi kraoeg obeleZavanja umesto X pisa-

Cam° 	Potpuna oznaka to trajektorije bila bi G vh (X). U duhu 

naziva koji smo u radovima /4/ i /5/ upotrebili za trajektro-

rije pramenova pravih trajektorije hiperboliCnih pramenova 
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pravih nazvaCemo hiperciklima. Ako tanca X pripada karak-

teristi6nom projektivnom uglu koji sadrn hiperboli6ni pr-

amen pravih prve vrste tada takav hipercikl nazivamo hiper-

ciklom prve, a ako taCka Xpripada projektivnom uglu MVN ko-

ji sadra hiperboliCni pramen druge vrste, tada takav hip-

ercikl nazivamo hiperciklom druge vrste. Ako taCka X nije 

taCka onog hiperboli6nog pramva pravih prve iii druge vr-

ste pomo6u koga je dsfinisan odgovarajuei hipercikl, tada 

ispred izraza hipercikl prve iii druge vrste stavljamo pr-
idev "dvograni". Tako je Gvh(X) hipercikl prve vrste, a Gvh 

 (X) dvograni hipercikl druge vrste. Crticom iznad X oznaC-
ili smo da taCka X pripada hiperboliCnom pramenu pravih dr-

uge vrste. Iz istih razloga kao u slu6aju trajektorija gru-

ge Gvh(teorema 2.13. i posledica 2.12.) ako X pripada hipe-
rboliCnom pramenu druge vrste(te je zato ozna6avamo sa 7), 
tada trajektorija 	pripada onom trouglu temena VMN 

6ijoj unutragnjosti pripada taCka 7; ako X pripada hiperbo-
li6'nom pramenu prve vrste, tada skup taCaka trajektorije 

U. (X) pripada unutragnjosti dva trougla temena V,M,N koji Vh 
pripadaju projektivnom uglu odreenom pravama VM i VN koji 

sadrH apsolutu. Zato u ovom poslednjem sluCaju trajektori-

ja(X) nazivamo dvogranim hiperciklom i to prve vrste jer 
take tog hipercikla pripadaju hiperboliCnom pramenu pravih 

prve vrste. Primetimo da u predloenom nannu oznaCavanja, 

X bez crtice iznad ukazuje da se radi o hiperciklu prve, a 

X sa crticom iznad da se radi o hiperciklu druge vrste. Hi-

percikl je dvograni kada se u njegovoj oznaci iznad G i X 
nalazi ukupno te.ino jedna crtica. Moe se dokazati da je 

svaki dvograni hipercikl istovetan odgovarajuCoj trajektor-

ija grupe Gv. Menatim dokaz ove, kao i venne drugih teore- 
ma kojima su utvr(tuju svojstva trajektorija kao i njihov me-

0:usobni odnos, mnogo je jednostavniji ako se koristi defini-

cija trajektorije koju smo ustanovili i primenjivali jog od 
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1979. godine. Prema toj definiciji trajektorije pramenova 

pravih (epicikli) ravni 182  su trajektorije grupa epicik-

liCkih rotacija pramenova pravih te ravni. Pojam epicikl-

iCkih rotacija i grupa epicikliCkih rotacija u radu smo 

uveli na str.125. Svaka od tih grupa je takode podgrupa 

odgovarajuee grupe svih automorfizama datog pramena pravih 

ravni 152. 
Ali takva grupa je i prava podgrupa odgovaraju-

oe grupe simetrija tog pramena pravih. I to je jedna od 

zna:'iajnih prednosti ovakve definicije trajektorija:jedno-

stavnije izvodenje dokaza, gto smo malopre pomenuli, pro-

izilazi iz Cinjenice da se prilikom dokazivanja uzima u 

obzir manji broj moguonosti s obzirom nantilmji broj eleme-

nata tih grupa. Sledeoom teoremom utvrdioemo relativnu ek-

vivalentnost ne'.e i postojeoe definicije epicikla. 

Teorema 18,. Svaki epicikl take X u odnosu na da-

tu grupu epicikli6kih rotacija ravni S2  razliCit od epic-

iikla tangenata apsolute ako je data grupa hiperboliCnog 
pramena pravih, ali ne i od sredigta tog pramena, istovet-
na je epiciklu take X u odnosu na grupu simetrija koja sa-

dri datu grupu epicikliCkih rotacija. 
Dokaz. Iz Cinjenice da grupa simetrija G oh  datog 

pramena pravih sadrH grupu epicikliCkih rotacija G0e  sl-

edi da epicikl Goh(X) sadrgi epicikl Goe (X). Prema teore-

mi 2.6.(str.118.rada) svaki element grupe simetrija bilo 

kog pramena pravih ravni 
182  je ili simetrija u odnosu na 

meku pravu tog pramena iii epicikliCka rotacija tog prame-

na. Sadrajem ove teoreme nismo obuhvatili neposredno i 

sluCaj hiperboli6nog pramena pravih ravni 1S2  sredigta V 

jer je, za razliku od hiperboli6nih pramenova prve i druL;e 

vrste i njima odgovarajuoih grupa simetrija, grupa simetri-
ja hiperboliCnog pramena pravih Gv  istovetna grupi simetri-

ja projektivnog pramena pravih sredigta V pa je taj deo te- 
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oreme neposredna posledica posledice 4. (rad/6/str.146.). 

Prema tome da bismo dokazali da i epicikl Goe(X) sadrZi 

epicikl Goh(X), dovoljno je dokazati da je bilo koja 
 tac- 

ka X'koja je slika take X u nekoj simetriji grupe 
GOh is-

tovremeno i slika take X u nekoj epicikli6koj rotaciji gr-

upe Goe . Ali ovo neposredno sledi iz anjenice da je proiz-

vod pomenute simetrije i simetrije grupe G Oh  6ija osa sadr 

Zi ta6ku X epicikli6ka rotacija grupe G
oe  koja taCku X pre-

slikava na taCku X'. 
Ako taCka X pripada jednoj od projektivnih duZi od- 

redenih ta6kama V i M, odnosno ta6kama V i N, tada je G vh
(X

,M

) 

ili 717Vh (X) 
skup dve stranice jednog od trouglova temena V, 

N, koje pripadaju tangentama VM i VN. Raziog tome je 5to sv-

aka simetrija grupa GVh i ri
na  preslikava tangentu VM na ta-

ngentu VN i obratno. Da se pri tome stranica VM pomenutog 
trougla preslikavw na stranicu VN istog trougla sledi iz te-

oreme koja se dokazuje na isti naCin kao i teorema 2.13.Ali 

poto svaki element grupe GVe 
preslikava svaku od projekti-

vnih duZi VM i VN na to istu duZ (da bi se ovo pokazalo ne-

oDhodno je koristiti i posledicu koja u prethodnom smislu 

odgovara posledici 2.12.)epicikl Gve (X) je ona tad tih proj-

ektivnih duZi koja sadr sZi taCku X. SliCno, dok je Gv
(X)skup 

taCaka tangenata VM i VN bez ta6aka V,N,N 
datle je ce (X) 

unija dve otvorene projektivne duZi odredene iii 
ta6kama V, 

M iii taCkama V I N u zavisnosti od toga da li 
X pripada tan-

genti VM ili tangenti VN. TaCka V, kao uostalom i svako sr-

ediste bilo kog pramena pravih ravni 1S2 , je epicikl svih 

grupa simetrija pramenova pravih tog sredi5ta. Medutim epic- 

ikl GVh (M.) Vh (M) GV 	
' GVe(M) GVe (M) 	 ' (M) take M u odnosu 

9   

na sve grupe simetrija i sve grupe epicikliCkih rotacija hi-

perboliCnih pramenova pravih sredi5ta V kao i epicikli ta-

Cke N u odnosu na iste grupe su per taCaka M
I N u slu5aju 
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epicikala prve tri grupe, a samo taCka M iii samo taCka N 

u sluCaju poslednje five navedene grupe (npr.G ve (M) = M, G;:re  

(N) = N). 
Sada smo u mogu6nosti da na jednostavniji naCin 

dokaIemo teoremu da su dvograne trajektorije iste take X 

u odnosu na grupe Gvh  i rvh  istovetne trajektoriji to taC-

ke . 0 odnosu na grupu Gv ; u ovom kao i sledeam sluCajevima, 

osim ako to posebno ne istaknemo, pretpostavljamo da se ne 

radi o epiciklima koji predstavljaju nizove taCaka ravni 
152 

 ili podskupove tih nizova. Takve epicikle ubuduee 6emo naz-

ivati degenerisanim epiciklima. 

Teorema 19. Ako taCka X pripada otvorenom projekti-

vnom uglu odredenom pravama VM i VN koji sadrH apsolutu ep-

icikl Gv(X) je istovetan dvogranom epiciklu U'vh(X). Ako taC-

ka Ypripada otvorenom projektivnom uglu odredenom pravama 

VM i VN, koji ne sadra apsolutu, epiejkl Gv(X) istovetan je 

dvogranom epiciklu Gvha). 

Dokaz. Neka je taCka X ta6ka pomenutog otvorenog 

ugla temena V koji sadrZi apsolutu. Dokezujua teoremu 2.12. 

dokazali smo da je grupa epiciklincih rotacija fiv e  pre.va po-

dgrupa grupe simetrija Gv  hiperboli6nog pramena pravih sre-

digta V. Zato je, na osnovu teoreme 18, epicikl-hipercikl 

Gv(X) istovetan hiperciklu G' e  (X).
30) Grupa Gv  sadrZi grupu 

Vh 
(v.teoremu 2.10. na str.122: rada). Zato hipercikl G (X) 

sadra hipercikl Uvh(X). Ako dokaZemo da i hipercikl Uvh (X) 

sadrH hipercikl Kie (X), na osnovu 5.e (X) = Gv (X) sledi i 

tvre:enje prvog dela teoreme. 
Ako je X'slika take X u epiciklincoj rotaciji po-

dgrupe GVe grupe 5re , po,Zto je Gve  podgrupa grupe t-vh , X' 

30) Skreeemo paInju da se teorema 18. odnosila sa-
mo na epicikle koje smo uveli na po6etku ove tance, dakle 
na epicikle Gul,(X), Gul,(X),‘(7) 1 G/T(X) a ne 	na epicikle 
Gul,(X) 1.1;71 (X): Dokazott teo re 19.'dokazujemo da i ovi 

polo qu istovetni•epiciklima grupe (i spadaju u ep-
icikle ravni 'S.2 koje smo definisali 

na po6etku. 
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je slika take X u toj istoj epicikli6koj rotaciji grupe 

Uvh. Zato je u tom sluCaju taCka rhipercikla 5.e (X) tak-
ode i ta6ka hipercikla ;h(X). Prema t•oremi 2.12.(str.126.) 
svaki element grupe 518  koji nije epicikli6ka rotacija nje-

ne podgrupe Gve  je epicikli6ka rotacija megovitih osa. U ci-

iju jednostavnijeg dokaza da i kada je X'slika take X u 

epicikli6koj rotaciji megovitih osa, X'pripada hiperciklu 

Vh (X) dokaza6emo lemu koja ima i ari znaCaj pogto se pr-

imenjuje i u dhkamima mnogih drugih teorema. 

Lema. Bilo koja epicikliCka rotacija koja ta5ku X 
preslikava na taCku X l mole se predstaviti kao proizvod dve 
simetrije grupe simetrija kojoj pripada data epicikliCka 

rotacija tako da osa jedne od tih simetrija sadrZi taCku X. 
Dokaz. Neka je epicikliCka rotacija f koja ta6ku 

X preslikava na taCku X'proizvod simetrija u odnosu na ose 

c i d koje se seku u ta6ki 0 ravni 152 . Pretpostavimo da to 
epicikli6ka rotacija f = dc 31) nije epicikliCka rotacija me-

govitih osa. Tada prave c i d sadrZe prave jedne od geomet-

rija ravni 1S2  pa se na naCin istovetan onome kojima smo pr-
overili taCnost aksiome G3 apsolutne geometrije dokazuje da 

pestoji simetd.ja hs  grupe GOh  kojoj pripada i epicikliCka 

rotacija f koja pravu d preslikava na pravu OX koju eemo oz-
na6iti sa a, pod pretpostavkom da taCka X pripada onoj obla-

sti ravni 1 S2 koja sadra i take pravih c i d. U suprotnom 

sluCaju prema lemi 3. na str.145. rada/6/ f se moe predsta-
viti kao proizvod dve harmonijske homologije - simetrije gr-

upe Gch  -trodnosu na ose koje imaju zajedni6kih taCaka sa ob-

lasti kojoj pripadaju take X i X'. Radi istovremenog dokata 

i pomenuti prikaz rotacije f ozna6i6emo na isti na6in, pa 
dakie i osu simetrije koja osu drugog 6inioca tog prikaza 

31) Radi se o primeni Bahmanove konvencije o zapi-
sivanju osnih simetrija zapisivanjem samo njihovih osa. 
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preslikava na pravu a i pripada grupi Gchozna6i6emo takode 
sa s. Neka je hs  (e) prava b. Dokaza6emo da je f proizvod 
simetrija ha  i hb  navedenim redom. U stvari taj dokaz, ma-
da se ne odnosi na simetrije apsolutne ravni u Boljajevom 

smislu, zahvaljujua tome gto se odnosi na njima odgovaraju-

6e involutivne transformacije, u principu se ne razlikuje 
od dokaza drugog dela teoreme 4.3. na str. 77. udbenika /16/P 

Neka je epicikli6ka rotacija f grupe uch  me5ovitik 
osa y i neka je odredenosti radi osa d ona od tih osa koja 

1 	. sadra pravu one od georaetrija ravni S 2  cijo3 oblasti in- 
terpretacije pripada ta6ka X. 	koliko ta5ka X pripada obl- 
asti interpretacije dve geometrije te ravni onda je sasvim 

svejedno da li 6emo je smatrati ta6kom geometrije EH iii hh: 
u tom slu6aju ulogu ose d igra ona od osa koja sadrn pravu 

te geometrije. U svakom slu6aju onu drugu osti predstavi6emo 

kao proizvod dve harmonijske homolggije od kojih je jedna 
harmonijska homologija h 0. Pogto prema poznatoj teoremi osa 
druge od tih homologija sem sredigta 0, sadra i sredigte 
homologije 	simetrije h e  tada ako c ne see apsolutu osa 
te druge simetrije sere apsolutu i obratno. 'a ovaj na6in 
rotacija f se, na osnovu prethodnog i leme 1 rada /6/, mo-
re p•edstElviti kao proizvod h0  i epiciklince rotacije u 
odnosu na ose pramena pravih sredigta 0 6ije ose iii obe 
seku iii obe ne seku apsolutu. Na 	istovetan onome na 
koji smo ukazali dokazuju6i prvi deo teoreme to epicikli6 — 

ka rotacija mo t e se predstaviti kao epicikliCka rotacija 
kojoj je prva simetrija simetrija grupe Gch  ose a. Time smo 
f prikazali kao proizvod tri simetrije grupe u ch  od kojih 
je jedna simetrija h0  a osa druge sadrn ta6ku X dok osa 
tree sadra pravu koja sere iii ne see apsolutu zavisno 
od toga da li prava a sere iii ne see apsolutu. Necutim 
proizvod te tre6e simetrije i simetrije h 0 , s obzirom da 
crntar jedne od tih simetrija pripada osi druge, je sime- 
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trije grupe GOh  Cija osa ne see apsolutu ako osa te treoe 

simetrije see apsolutu, i obratno. Na taj naCin f smo pri-

kazali i u ovom sluCaju kao epicikliCku rotaciju megovitih 

osa i to tako da je jedna od simetrija te rotacije simetri-

ja u odnosu na osu koja sadrZi taCku X. 

IstiCemo da se slaaj "megovitih osa" ostvaruje 

jedino kada je taCka 0 spolja5nja ta6ka apsolute dakle u 

sluCaju grupe koju smo u ovom radu oznaCavali sa G vh. Zia 

osnovu predhodne leme ako taCka X pripada unutragnjosti 

karakteristiCnog ugla MVN, odredenog zahtevom da je u pit-

anju onaj od tih uglova koji sadra apsolutu, i ako je f 

epicikliCka rotacija grupe Gv e  "megovitih °san t  tada se f 

mote predstaviti kao proizvod simetrije grupe G v  u odnosu 

na osu koja sadrZi taCku X i osu koja pripada hiperboliC-

nom pramenu drugs vrste sredita V. Pofto se u pr voj od 

tih simetrija tacks X preslikava na to istu ta6ku, zbog 

f(X)=X'druga simetrija takode preslikava X na X'. Pogto je 

to simetrija simetrija grupe Uvh  dokazali smo da i kada je 

taka. X'slika ta6ke X u 4icikliCkoj rotaciji koja nije 

element grupe 	tada postoji simetrija te grupe koja ta- 

Cku X preslikava na taZku X'. Prema tome i svaka taCka hi- 

percikla 514 (X) istovremeno i ta6ka hipercikla Ive (X). Na 
taj naCin dokazali smo da su ovi hipercikli medusobno je- 

dnaki. Ali prema teoremi 18. rada epicikl — hipercikl GVe 

(X) ibtovetan je hiperciklu Gv(X). Zato je hipercikl Uve (X) 

istovetan i hipercikl Civ(X). Na isti naCin dokazali bismo 

teoremu i u slur:aju kada X pripada onom od projektivnih ug- 

lova odredenih pravama VM i VN koji ne sadra apsolutu. U 
tom slu6aju, za razliku od prethodnog, radi se o hiperciklu 

GVh () 
druge vrste, i to dvogranom hiperciklu. Time smo is- 

tovremeno dokazali da je svaki hipercikl grupe Gv  razli6it 
od degenerisanog dvograni hipercikl. Iz tog razloga smo na 
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poCetku ove take uvodeCi epicikle govorili o trajektorij-

ama pet vrsta pramenova pravih kojima odgovarajupet vrsta 

grupa simetrija. Medutim na osnovu prethodnih razmatranja 

i imajua u vidu da teoriju epicikla ravni 182  razvijamo i 

u cilju odredivanja vrsta epicikala svih geometrija te ra-

vni zaklju5ujemo da je korisno razlikovati dve vrste hipe-

rcikala grupe Gv : dvograne hipercikle prve i dvograne hi-

percik1e druge vrste. Na osnovu prethodne lame sledi: 

Posledica 15. Bilo koja grupa epicikliCkih totac-

ija jednostavno (prosto) je tranzitivna na svakom epiciklu 

te grupe. 

Dokaz. Tranzitivnost svake od ovih grupa neposre- 

. dno sledi iz definicije. Pretpostavimo da osim epicikli6ke 

rotacije f koja ta6ku X odgovaraju6eg epicikla preslikava 

na taCku X'tog istogepicikla, postoji i epielkliCka rota- 

cija g koja X preslikava na X'. Tada se prema pomenutoj le- 

mi f moe predstaviti kao proizvod dve simetrije grupe si- 

metrija koja sadrH datu grupu epicikliCkih rotacija tako 

da osa prve simetrije sadra taCku X a druga simetrija pr- 

eslikava taCku X na taCku X'. Neka je ta simetrija ravni 
1S2  simetrija kb  . Iz istog razloga i epicikliCka rotacija 

g koja X preslikava na X'mo'ie se predstaviti kao proizvod 

dye simetrije pomenute grupe simetrija od kojih osa prve 

sadr:A. ta6ku X, a drugs simetrija h e  preslikava taCku X na 
tee'ku X'. Na osnovu pretpostavke dokaza teoreme X ne pri- 

pada ni jednoj od pravih b i c koje su medjusobno razli6- 

' ite. Poto su hb i he simetrije grupe simetrija koja sad- 
datu grupu epicikliCkih rotacija h bhe  je epicikliCka 

rotacija iste grupe epicikli6kih rotacija. U toj rotaciji 

taCki X odgovara ta ista taCka sto je mogu6e samo u sluC-

aju kada je dati epicikl degenerisan i to upravo sredi6te 

grupe simetrija kojoj pripada data grupa epicikli6kih ro- 
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tacija iii ako je to epicikliCka rotacija istovetna simetr-

iji h0  grupe simetrija sredigta 0 a taCka X taCka polare 0 

take 0 u apsolutnom polaritetu. All i u tom slu6aju se ra-

di o degenerisanom epiciklu. 

II sluCaju kada je epicikl datog pramena pravih sr-

edigte tog pramena.sve simetrije i sve epicikliCke rotacije 

grupe simetrija tog pramena pravih preslikavaju taj epicikl 

—sredigte na to sredigte. 	je u skladu sa teoremom na 

str. 161. udZbenika /24/ po kojoj: "Svaki element grupe si-

metrija u odnosu na koji je definisana izvesna trajektorija 

preslikava tu trajektoriju na tu istu ratjektoriju" koja je 

u tom udbeniku formulisana u najopgtijem vidu:za trajekto-

riju take u odnosu nabilo koji grupu G
32) . I tae N i N 

su bez obzira na vrstu definicije, epicikli—ravni 1S2  za 

koje posledica 15. ne vai. 
Kasnije Cam° pokazati da svaka ta6ka bilo kog ne-

degenerisanog epicikla pripada ta6no jednoj osi pramena pr-

avih u odnosu na koji je definisan epicikl (pod uslovom da 

dvograne epicikle definigemo u odnosu nagrupu Gv , a ne po-

moeu njenih podgrupa i-i tam . U sluCaju naZe definicije 

epicikala ovo ograni6enje je suvino: dvograni hipercikl je 
iskljuCivo hipercikla grupe 4e .). U slu?:;aju degenerisanih 

epicikala situacija je tom pogledu razliata: sredigta 
pramenova pravih su jedini epicikli koji sadrZe sve ose od-

govarajuCeg pramena pravih dok take M i N ne sadrZe nije-

dnu osu pramena pravih u odnosu na koji su te take 
Ovo poslednje vaZi i za projektivno dui VM i VN. 

KarakteristiZno je da skupu taCakaMiNitangentama VM i 

VN pripadaju jedini epicikli — hipercikli grupa Gvh, tiVh/ 
V koji nisu istovetni odgovarajuam hiperciklima grupe 

32) Sadriaj i dokaz te teoreme nalaze se izmedu 
sadrZaja druge definicije i jedine teoreme na str. 161. 
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GVe 	iVe redom (ovim smo predizirali teoremu 4.18. 

rada). Za ove hipercikle ne vaZi ni mogu6nost njihovog de-

finisanja u odnosu na grupe simetrija Gvh  i rivh , ukoliko 
se radi o dvogranim hiperciklima. Jedina moguonost defini-

sanja dvogranog hipercikla take X koja pripada jednoj od 
otovrenih projektivnih dui odredenih taCkama V, M, odnono 
V,17 je definisanje trajektorije take X u odnosu na grupu 
CT
V' 

Medutim i za ovu vrstu epicikala ipak vaZi pOsledica 

15. dok za hipercikle prave t ne vazi. Dve projektivne du-

Zi te prave , ukoliko ih tretiramo kao epicikle grupe Ov , 

kao i osnove elipti6nih pramenova pravih su jedine vrste 

epicikala ravni 182  razliCite od ta6aka, za koje ne vaZi 

posledica 15. Sredite pramena pravih u odnosu na koji je 

definisan dati epicikl nazivaCemo sreditem tog epicikla, 

a pravu-polaru tog srediZta osnovom tog epicikla. S obzi-

rom da svi epicikli istog pramena pravih imaju isto sre-

die l  takve epicikle naziva6emo i koncentriCnim. 

5. "homotetije" ravni 182 . Transformacija  

ravni  182 . Projektivne kolineacije ravni 182  koje 6e-

mo nazvali homotetijama te ravni i homotetije euklidske 

ravni su transformacije koje se medusobno znetno razlikuju. 
Uprkos tome moguenost da se ove transformacije ravni 182 

 definiki skoro na isti naZin kao i homotetije euklidske ra-
vni navela nas je da i ove transformacije nazovemo homoteti-

jama ravni 182 . Da to moguonost nije sluCajna potvrdila su 

uporedna prou6avanja projektivnog modela euklidske geometr- 

' ije i ravni 182 , o kojima ce biti raCi ne:fto kasnije. Posgto 

6emo to vrstu transformacija nazvali - homotetijama, priro-
dno je da proizvode takvih transformacija i transformacija 

podudarnosti ravni 1S2  (tj. transforamcija grupe nazove-
mo transformacijama sli6nosti te ravni. ''edno od svojstava 
homotetija euklidske ravni je da svaka homotetija datog ce- 
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ntra 0 preslikava skup koncentriCnih krugova sredigta 0 na 

taj isti skup. To isto vaa i u sluCaju transformacija sli-

6nosti. Ako se u bilo kojoj od tih transformacija sredigta 

S skupa koncentri6nih krugova preslikava na taCku S i , tada 

ta transformacija preslikava skup koncentrisanih krugova 

sredigta S naskup koncentri5nih krugova sredigta S1. Upravo 

ov-o Ce biti polazna te.5ka odredivanja projektivnih koline-

acija ravni 162koje 6emo smatrati homotetijama i transfor-

macijama sliCnosti te ravni. Radi ostvarenja tog cilja do- 

kazaCemo najpre sledeou teoremu. 
Teorema 20. Da bi neka kolineacija projektivne ra- 

vni bilo koji epicikl neke grupe simetrija ravni 
1S2 pre-

slikavala na epicikla te iste grupe simetrija, potrebno je 
i dovoljno, da je ta kolineacija kolineacija normalizato-

ra33)  te grupe u grupi svih kolineacija odgovarajuoe proj- 

ektivne ravni. 
Dokaz. Pretpostavimo da kolineacije g pripada no- 

rmalizatoru N((4Ch) bilo koje grupe simetrija ravni 1S2 . 

Slika epicikla (ich(X) u kolineaciji g je skup slika svake 

njegove take u toj' kolineaciji. Neka je X1=g(X). Dokaza6— 

emo da je svaka druga te.ka skupag(t10h(X)) taCka epicikla 

h(xl) 
veka je Y1  = g(Y) bilo koja taka pomenutog skupa 

razlinta od X1 . Pogto je Y taCka epicikla Gch(X) razlia-

ta od X, prema definiciji postoji element f grupe G Oh  koji 

je zbog pretpostavke o Y razliCit od identiteta, takav da je 

f(X) = Y. Transformacija gofog preslikava taCku Xi  na ta-

Cku Y1 . Na osnovu pretpostavke po kojoj g pripada normaliza-

toru grupe G211  i anjenice da je f element te grupe sledi 

da je i gfg 	element te grupe. Zato je, 
prema definiciji, 

yl  = gfg-1 (Xi ) taela epicikla Gch(y. 

33) 0 pojmu normalizatora podgrupe u grupi v.npr. 
t.3.E 2. g1.7.na str. 305. dela /14/. 
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Pretpostavimo sada da kolineacije projektivne ravni 
u kojoj je rcvan 182 , preslikava epicikl Goh(X) na epicikl 
G0h(X1 ). Ako je g(X) taCka razliclita od X1  pogto prema pretp-
ostavci i ona pripada epiciklu Goh (X1 ), molemo je odabrati 
za predstavnika istog tog epicikla (svaki epicikl iste grupe 

simetrija je jedna klasa ekvivalencije te je svejedno koji 

element je predstavnik te kiase). Prema tome molemo smatrat ii 
da je ta6ka X1  slika take X pri preslikavanju g. Svaki el-
ement f grupe Gch  preslikava ta.5ku X na neku taCku Y epici-
kla Goh(X). Ako je g(Y)=Y tada je gfg-1(X1) = 1. Prema 
tome grupa izvedena iz grupe Goh  konjugovanjem svakog elem-
enta grupe Goh  preslikavanjem g "preslikava n34) epicikl 
GOh (X1 ) u taj isti epicikl. Na sliCan naHn mote se pokazati 
i da je svaka taCka epicikla G oh (X1 ) slika take Xl  u presl-
ikavanju nekim elementom grupe"gG0hg— IU Iz ovog sledi da je 
epicikl Goh (X1 ) istovetan epiciklu"gGohg—  111 0(0. Pokaza6e-

-1 ' mo najpre da je svaki element grupe goG ohg harmonijska ho-
motogija iii proizvod dve h=xmonijske homologije. Ako je h 
harmonijska homologija grupe G oh , tada je ghg-1  homologija 
6ija je osa slika ose homologija h u kolineaciji g, a sred-
i4ta s slika sredigta homologije h u kolineaciji g(ovo sl-
edi npr. iz teoreme 30.2.0 /13/, na str. 136.). 

Na osnovu stava po kome je transRromacija konjug-

ovana involutivnoj transformaciji tako.'f;€5 involutivna tran-
sformacija homologija ghg -1  je harmonijska homologija. Na 
osnovu pretpostavke teoreme g(0) = 0, jer je 0 jedini epi-
cikl tacka u skupu svih epicikala grupe G oh . 35)  Zato je 

34) U smislu da svaki element te grupe preslikava 
taj epicikla na taj isti enicikl. 

30 Prema definiciji hipercikala kao trajektorija 
grupa 	 i G hipercikli tacaka M i N su par tacaka 
M, N(v.tr. 203.rada) 
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i ghg 1 (0) = 0. Pogto to vaZi za svaku harmonijsku homolo-

giju izvedenu konjugovanjem kolineacijom g bilo koje harm-

onijske homologije grupe G Oh , mote se jednostavno zaklju6- 

iti da ose svih tih harmonijskih homologija sadrZe ta6ku 0. 

Prava o je taCkode invarijantaa prave, svih harmonijskih ho-

mologija izvedenih na prethodni naCin iz sledeah razloga. 

Prema pretpostavci g preslikava svaki epicikl grupe G Oh  na 

epicikl to iste grupe. Pravoj o =W(0) pripada najmanje je-

dan epicikl te grupe koji je istogetan iii pravoj 0, ili 

pravoj o bez jedne take iii projektivnoj dui te prave. 

Ako bi se prave o preslikavala na neku drugu ppavu, onda bi 

prema prethodnom i to prava bila epicikl grupe G oh iii bi 

sadrZavala epicikl te grupe. U t.4. rada, naroHto prilikom 

dokazivanja teogampi18. pokazali smo da su prave koje zad- 

ovoljavaju taj uslov prava o, i u slu6aju grupe simetrija 

aje je sredigte spoljagnja ta.5ka apsolute i prave VM i VN. 

U cilju dokaza ovog dela teoreme 20. potrebno je dokazati 

i slede:m lemu. 
Lena. Ako fla5ka 0 nije taCka spoljagnjosti apsolu-

te, tada je prava o .1.1(0) jedina prava koja sadrZi epicikl 

grupe u-oh  razliCit od taCke. Ako je tante 0 tan:a spoljag-

njosti apsolute, osim prave o, takve su jedino jog tangen- 

te kroz 0 na apsolutu. 
Dokaz. Prema teoremi koja je uopgtenje teoreme na 

str. 161. udZbenika /24/ (v. i fasnota 65. na str. 209. ra- 

' da) svaki element grupe v oh  preslikava svaki epicikl te gru-

pe na taj isti epicikl. Ako $ nije simetrija grupe G Oh , tada 

je ona prama teoremi 38.1. (/13/str.161.)jedna od kolineac-

ija koje su navedene u poslednje tri take te teoreme. TaC- 
kama oznaenim sa b) i d) odgovaraju epicikliCke rotacije 

grupe GOh  u sluCaju kada tanca 0 pripada apsoluti iii je ta-

6ka unutragnjosti apsolute (navedenim redom). U svakom od 
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tih sluCiajeva jedina invarijantna prava je prava o. Slu6aj 

ozna6en sa c) odgovara epicikli6kim rotacijama grupe GOh 

kada je 0 taCka spoljagnjosti apsolute. Tala au, prema c) 

jedine invarijantne prave prava o i tangente apsolute ko-

je sadrZe ta6ku 0. 

S obzirom da je g projektivna 

prave o mote biti prava koja sadra epicikl grupe GohrttiliC-

ita od o jedino u slaaju kada je taCka 0 spoljabja taCka 
apsolute. Prema prethodnoj lemi u tom slu6aju slika prave o, 

koja je tada seCica apsolute, mote biti jedino jedna od ta-

ngenata apsolute koja sadrZi taCku 0. Medutim kako u ovom 

slu6aju ta6ka 0 i Drava o nisu incidentne, i g(0)= 0 ni u 
ovom slu6aju g(o) ne moie biti razliCito od o. Pogto je 
prava o invarijantna prava svih harmonijskih homologija gr-

upe gG0hg 1  6ije sn sve ose razliCite prava o sadrZi sred-

igta svih harmonijskih homologija te grupe. 

Pokaza6emo i da je svaka harmonijska homologija iz-
vedena iz harmonijske homologije grupe G Oh  koloneacijom g 
harmonijska homologija grupe G tj. simetrija grupe simetri-
ja grupe GOh . Apsoluta ravni 1S2  je epicikla bilo koje gr-

upesimetrija bilo kog elipti6nog pramena pravih ravni 1S2 , 
odnosno sadrZl epicikle svake grupe simetrija neeliptiCnih 
pramenova pravih te ravni razliCite od take iii para ta-

6aka. Prema pretpostavci teoreme g preslikava epicikl aps-
olute na neki epicikl grupe G Oh , koji 6emo oznaCiti sa e. 
Neka je h1  bilo koja harmonijska homologija grupe g'770hg-1* 
`va homologija se mote predstaviti kao ghg-1 , gde je h si-
metrija grupe Soh . S obzirom da je ta homologija kao harm-

onijska involutivna transformacija, ta homologija se mote 
prikazati i kao g-1hg. Jednostevno se dokazuje da je g -1hg 
automorfizam apsolute: g preslikava epicikl apsolute na 
epicikl e grupe GOh , simetrija h te grupe je automorfizam 
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tog epicikla, a g
-1 preslikava taj epicikl na epicikl aps-

olute. S obzirom da je taj epicikl razliCit od taCke, kao 

i para taCaka, u harmonijskoj homologiji g-lhg = ghg-1  tri 

take epicikla apsolute preslikavaju se na tri take epic- 

ikla apsolute. Frama poznatoj teoremi projektivna kolinea-

cija koja tri take nedegenerisane krive drugog reda pred-

likava na tri take te iste krive je automorfizam te kri-

ve. Prema tome svaka harmonijska homologija grupe gG ohg
-1 

predstavlja harmonijsku homologiju grupe G u odnosu na osu 
koja sadrgi taCku 0 i sredi5te koje pripada pravoj o. Ukol- 

ko ta6ka 0 nije sredigte hiperboliCnog pramena pravih ra-

vni 1S2 
prve iii druge vrste, neposredno se mope zakljuCi-

ti da je svaka od tih harmonijskih homologija istovremeno 

i simetrija grupe GOh . Dokaza6emo da to isto vagi i u 

ju kada je 0 sredite hiperbolinog pramena pr:vih prve vr-

ste. U sluCaju kada je G oh(X) jednograni hipercikl, ta6ka X 

prema obrazlogenju izloenom u uvodu t.4, pripada onoj od 

oblasti projektivnog ugla odreclenog dvema tangentama apso-

lute kroz ta6ku 0 koja sadrgi apsolutu; Ova kao i njoj do-

pusnka oblast invarijantne su u svakoj kolineaciji grupe 

G koja je automorfizam take 0, tb. svaki -element grupe G o  

je automorfizam svake od tih oblasti. Poto i hipercikl GOh 
(X), kao i svaki drugi nede6enerisani jednograni hipercikl 

prve vrste, pripada takoc':e onoj od pomenutih oblasti koja 

sadra apsolutu i to istom trouglu na koji to oblast razla- 

e prava o 	prema teoremi 13.(rad str.131.) osa svake 

harmonijske homologije grupe g(10hg 
-1takoGe pripada pomenu- 

toj oblasti (to sledi i na osnovu stava 5 na str. 138.rada). 

Prema tome i u ovom slu6aju svaka harmonijska homologija 

grupe gGohg
-1 je i simetrija grupe G Oh . Ako je u pitanju 

dvogruni hipercikl Go(X) druge vrste i kko je taj hipercikl 

definisan pomo6u podgrupe Gvh , tada kolineacija g preslikava 
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svaki takav hipercikl na hipercikl iste vrste. 1-rema obra-

zlolenju na kraju str.140. ovako definisan hipercikl prip-

ada onom od projektivnih uglova odredenih tangentama apso-

lut* koji ne sadrZj apsolutu. Pogto je g(0) = 0, kolineac-

ija g preslikava taj ugao na taj isti ugao. Neka su X i X 

odgovarajuoe take u simetriji h grupe Goh . Prema teoremi 

13. rada (ili stava 5.) take T i !'pripadaju unutragnjos-
tima dva razna trougla na koje oblast pomenutog ugla razla-

Ze prava o. Zato i take 71.  = g(7) i 71= g (T)pripadaju je-

dna jednom, a druga drugom od tih trouglova. Ovd 6emo i de-

taljnije obrazloeiti. Pogto g preslikava, prema pretposta-

vci teoreme, svaki epicikl hipercikl druge vrste grupe 

GOh 
na hipercikl iste vrste iste grupe, g 6e preslikavati 

svaku od projektivnih dui Drava o ciji krajevi pripadaju 

ansoluti na to istu duZ. Iz ovoga sledi da 6e g preslikav-

ati dodirne take M i N apsolute i tangenata apsolute koje 

sadr:Ze taCku 0 iii jednu na drugu iii svaku od tih taliaka 

na to iste take. Pogto je u Drvom slu6aju -suZenje koline-

acije g na pravu o involucija, i pogto 8e prema prethodnom 

svaka ta.5ka jedne od projektivnih dui krajeva M i N pres-

likava n toj involuciji na taku te iste duzi, parovi ta5— 

akaMiNibilo koji par odgovarajuah taaka te involucije 

ne razdvajaju jedan drugi pa je suZenje kolineacije g na 

pravu o hi -aerbolina involucija. Leto na toj pravoj postoje 

dve invarijantne take P i Q kolineacije g. Kako je i gi.0) 

0, g je kolineacija tipa I 07.B 30. na str.135-136.0 /13/). 

Ako je g(.M) = M i g(N) = N, t=ea je takoe kolineacija g 

tipa I. Prema teoremi 30.2.na str. 136. dela /13/ svaka ko-

lineacija I tipa preslikava unutranjost svakog projektiv-

nog trougla odredenog invarijantnim taCkama te kolineacije 

36) Ovaj nain ozna%iavanja — X sa crticom iznad —
je ;-,rema dogovoru utvridenom na str. 140 rada. 
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na unutra5njost istog trougla, iii pak razmenguje oblasti 

po dva od tih trouglova i to onih na Cijoj zajedniCkoj st-

ranici to kolineacija "auvavan orijentaciju. S obzirom da 

je u sluOaju kada su invarijantne take kolineacije g osim 

take 0 invarijantne ta6keiPiRastranica PA stranica 

na kojoj kolineacija g u svakom sluCaju noCuvavan orijent-

aciju, 37)  kolineacija g 6e u pogledu dejstva na oblasti 

trougla OM biti analogna dejstvu te kolineacije na oblas-

ti trougla OPR. tea osnovu prethodnog ako tacky 	pripada 

onoj oblasti trougla OM kojoj pripada taCkaY, tada tante. 

1 pripada onoj oblasti tog trougla koja sadrn taelu 

Isto tako ako ta6ka 	pripada onoj oblasti trougla OPIN 

koja sadrh tancu rtada ta6ka 71 pripada onoj oblasti tog 

trougla koja sadra ta6ku 	U oba slu6aja, dakle, take 

=g(7!) i 	g(r) pripadaju dvema raznim oblastima na ko- 

je prava 0 = W(0) razlaze pomenuti projektivni ugao. Kako 

su ove dve take odgovaraju6e take harmonijske homologije 

ghg 1 koja pripada grupi tx i Cija osa sadra ta6ku 0, to 

prema teoremi 13. ∎tad str. 131.) osa te homologije pripa-
da hiperboliCnom pramenu prve vrste ravni 152 . 

is isti naCin dokazujemo da teorema vaH i u slu-

Caju dvogranog hipercikla prve vrste 	(X). Vh 
Dokazuju6i ovu teoremu dokazali smo da je svaka 

projektivnA kolineacija ravni, koja sadra ravan 1S2  i koja 

svaki epicikl date grupe simetrija ravni 1So  preslikava na 

1. epicikl iste te grupe i epicikl iste vrste38)  , normalizatora 

skupa svih simetrija date grupe simetrija. Mecfutim svaki 

drugi element te grupe simetrija je proizvod dve simetrije 

te grupe. Na osnovu toga i prethodno dokazanog dela teoreme 

37) U vezi sa ovim v. teoremu 30.3. (/13/str.136.). 
38) Dopuna u pogledu vrste epicikla odnosi se upr-

avo na dvograne hipercikle definisane u odnosu /la grupe Gvh 
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sledi da je kolineacija projektivne ravni koja zadovoljava 

prethodno izlo>Lene zahteve element normalizatora grupe G oh . 

Dokazujua teoremu 20. dokazali smo, pored ostalog, i sle-

deCu posledicu: 
Posledica 16. Svaka harmoniska homologija izvedena 

iz bilo koje simetrije grupe G oh  elementom normlaizatora gr-

up'e GOh  je simetrija te grupe. 

S obzirom da je simetrija grupe GOh  istovremeno i 

simetrija ravni 182  (tj. grupeG) iz . posledice 16. sledi i da 

svaki normalizator grupe GOh  svaku pravu tramena pra.Vih sre-

dita 0 i po1 te prave preslikava na pravu tog pramena i pol 

te preve redom. Ako je taj pramen pravih eliptiCan, tada je 

su';:enje pomenutog polariteta koji apsolutni polaritet induk-

uje u pramenu pravih sredigta 0 na pravu o eliptiCna involu-

cija te arave. Iz prethodnog zaklju6ujemo da bilo koji norm-

alizator grupe GOh"preslikava" involuciju koju na pravoj o 

indukuje apsolutni polaritet na tu istu involuciju. To isto 

vaia i u sluCaju hiperboliCnih i parabolinih pramenova pra-

vih ravni 162 pri emu je u peslednjem slu6aju to involucija 

degenerisana — paraboli''na involucija tangente apsolute u ta-

6ki 0 te apsolute. Ako s10,enje apsolutnoa.  polariteta W na 

bilo koju pravu ravni 182  nazovemo apsolutnom involucijom te 

prave prethodni zaklju6ak moi',emo formulisati u vidu posled-

ice 17. 

osledica 17. Svaki element normalizatora grupe G oh 

 preslikava apsolutnu involuciju prave o = W(0) na tu istu 

apsolutnu involuciju. 

Jedina razlika izme,u ove i odgovarajuCe situacije 

u projektivnom modelu euklidske ravni proisti6e iz razliCit-

osti priroda apsoluta ravni 182  i projektivnog modela eukli-

dse ravni. Apsoluta ravni 182  je nedegenerisana, a apsoluta 

projektivnog modela euklidse ravni degenerisana kriva drugog 
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reda. Zato je apsolutni polaritet ravni 182  nedegenerisan, 

a projektivnog modela euklidske ravni degenerisan polaritet. 

Dok u prvom od njih razliCitim taCkama odgovaraju razliate 

polare, u drugom svim ta6kama projektivne ravni koje ne pr- 

padaju apsolutnoj pravoj odgovara ista polara - apsolutna 

prava. eve take su sredigta pramenova pravih koji odgovarr 

aju elipti6nim pramenovima pravih ravni 
182. Sem toga apso- 

lutna involucija polare bilo koje svojstvene take projekti- 
vnog modela euklidske ravni istovetna je apsolutnoj involu-

ciji apsolute, dok u ravni 182  ovo ne vaZi ni za jednu ta,5ku 

te ravni. U projektivnom modelu euklidske ravni svaki elem-
ent normalizatora ne samo grupe simetrija pramenova pravih 

Cija su sredigta take te ravni koje ne pripadaju apsoluti, 

ve6 i svaki element normalizatora grupe simetrija pramenova 

pravih aja sredifta pripadaju apsoluti, preslikava apsolu-

tu na apsolutu. Mectutim u ravni 182 , za svaku grupu simetri-

ja te ravni postoje i elementi normlaizatora koji apsolutu 
preslikavaju na eaeikle razliate od apsolute. u projekti-

vnom modelu euklidske xaNni ne vaa samo posledica 17. veo 
i posledica 16. i teorema 20. Dokaz teoreme odgovarajuoe te-

oremi 20. je u principu, u tom modelu euklidske ravni, isto-

vetan je dokazu teoreme 20. i znatno je jednostavniji. Te-

rmin "Kolineacija preslikava apsolutnu involuciju na to istu 

involuciju" je skraCenje za odgovarajuoi precizan izraz "in-
volucija izvedena iz apsolutne involucije suZenjem projekti-

vne kolineacije ravni na apsolutnupravu je apsolutna invol-
ucija". Da bi se moglo govoriti o suZenju kolineacije proj-

ektivne ravni na neku pravu, koje de transformacija te pra-

ve, neophodno je da je to prava invarijantna u toj kolinea-

ciji. Kao :5,to smo dokazujua teoremu 20. dokazali, svaki 

element normalizatora grupe Gona  je automorfizam prave o = 

W(0) dakle zadovoljava prethodni uslov. SuZenje datog elem- 
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enta normalizatora grupe G oh  na pravu o oznaHoemo oznakom 
togelementa, a saenje alpsolutnog polariteta W na pravu oz-

riaCavaCemo sa w. U skladu sa tim anjenicu da element g no-
rmalizatora grupe Goh  preslikava apsolutnu involuciju w 

prave o na tu istu involuciju zapisa6emo: gwg -1 w. Iz ove 

relacije, s obzirom da su g i w, gde je g suienje kolineac-

ije g na pravu o, projektivne transformacije prave o te pr-

ipadaju grupi svih projektivnih preslikavanja prave o na 

tu istu pravu, sledi da je: gw = wg. Kada se g smatra, kao 

u 0 31. (/13/ str.140.), ne saenjem kolineacija g na pra-

vu o, vee kolineacijom projektivne ravni, onda se u /13/ 

kae da je kolineacija g permutabilna sa involucijom w. Na 

ovaj naCin pokazali smo da je svaka kolineacija koja invol-

uciju dote prave preslikava na tu istu involuciju "permut-

abilna" sa tom involucijom. 'ao gto smo pomenuli kada je 0 

unutragnja taZika apsolute, tada je apsolutna involucija pr-

ave o eliptiCna. Prema teoremi 31.1. (/13/str.141.) koline-
acija permutabilne sa datom eliptiCnom involucijom su: 

a) homologija i elacija ose o; 
b) hormonijske homologije takve da centar svake od 

njih pripada pravoj 0 2  a odgovarajuCa osa sadri sliku ce-
ntra u involuciji w; 

c) proizvod dve iii vige perspektivnih kolineaci-
ja opisanih u a) i b). 

konkretnom sluc-.aju element g grupe cioh  preslika-
va taku 0 na tu istu taCku l  a pravu o na tu istu pravu, pri 

' Cemu tanca 0 i prava o nisu incidentne. Zato tada element g 
ne moe biti elacija ose 0, veC homologija sredita 0 i ose 
o. Ako je g kolineacija tipa b) i C centar te harmonijske 
homologije, a C i  presek ose harmonijske homologije g sa pr- 
avom o, tada je prema b) w(C) = Cl . Pogto je i ta6ka 0 ko- 
njugovana ta5ki C u apsolutnom polaritetu W, osa 001  harmo- 
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nijske homologije g je polara njenog sredi5ta C. Sato je 
harmonijska homologija g u ovom sluCaju simetrija grupe Goh . 
Na ovaj naCin dokazali smo slede6u teoremu: 

Teorema 21. Svaki element normalizatora grupe sit-
etrija Goh  elipti6nog pramena pravih ravni 182  u grupi kol-
eineacija projektivne ravni koja sadrZi grupu G je ili ele-
ment grupe Goh , iii homologija sredigta 0 ose o = W(0), 

ili proizvod dve takve homologije, iii proizvod bilo koje 

homologije sredita 0 i ose o sa nekim elementom grupe Goh . 
Napominjemo da odgovarajuea teorema vaa u pro-

jektivnom modelu euklidske ravni pri emu je prava o za sv-

aku grupu simetrija Goh  Cije sredi5te 0 ne pripada apsoluti 

apsoluta. Primetimo i da smo prilikom prethodnih uporediva-

nja povremeno poistoveoivali projektivni model euklidske re-

vni sa projektivnom ravni u kojoj jedna od pravih ima insta-

knutu ulogu i naziva se apsoluta. Ovom poslednjom pojmu odg-

ovara u potpunosti pojam ravni 182  u kojoj ulogu apsolute 

ima nedegenerisana kriva drugog reda. I grupa G transfrirmac-

ija ravni 1S2  oreslikava apsolutnu involuciju na tu istu in-

voluciju. Ali za razliku od apsolutne involucije u slu6aju 
projektivnog modela euklidske ravni koja je elipti2ina involu-

cija pomenute istaknute prave, apsolutna invulucija ravni 1S2 

 -s obzirom da je kao i u prethodnom slu6aju suenje polari-

teta odredenog apsolutom na tu istu apsolutu je u ovom slu6- 

aju identiCno preslikavanje apsolute. ZnaCi dok u prvom slu-

6aju u apsolutnoj involuciji nema nijedne invarijantne taCke l 

 u drugom sluCaju se u apsolutnoj involuciji svaka taCka pre-

slikava na tu istu ta6ku. Zato je u ovom slu6aju svaka proj-
ektivna kolineacija ravni koja sadra apsolutu, koja tu aps-

olutu preslikava na apsolutu, permutabilna sa apsolutnom in-

volucijom tj. apsolutnu involuciju "preslikava" na tu istu 

involuciju. Medutim u projektivnoj ravni u kojoj je polarit- 
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et odreden degenerisanom apsolutom, i to "dvostrukom" pra-
vom, nije svaki automorfizam apsolute istovremeno i projek-

tivna kolineacija koja apsolutnu involuciju apsoluta-presl-
ikava na tu istu involuciju. All u ovom sluCaju ni svaka pro-
jektivna kolineacija, koja apsolutnu involuciju preslikava 
na apsolutnu involuciju ;  ne predstavlja transformaciju podu-
darnosti euklidske ravni. Tako su u skupu svih elemenata 
normalizatora bilo koje grupe simetrija Goh  Cije sredigte 0 
ne pripada apsoluti, Ciji elementi kao i u odgovarajuoem 
sluCaju ravni 162 -n asolutnu involuciju ali u ovom sluCaju 
apsolute preslikavaju na tu istu involuciju, "transformaci-
je podudarnosti" samo oni elementi koji svaki epicikl grupe 
GOh preslikavaju na taj isti enicikl - krug sredita 0. Ele-
menti normalizatora grupe GOh  koji ne zadovoljavaju taj us-
lov predstavljaju transformacije sli6nosti euklidske ravni 
sredita 0. Zato 6emo i normalizatore grupe GOh  ravni 162 ko-
Oi epicikie te grupe ne preslikavaju identiCki na te iste 

epicikie (ali ne ta6ka po ta6ka) nazvati transfrirmacijama sli-
Cnosti ravni 162 sredigta 0. Ako je ta6ka 0 unutra:Snja ta6ka 
apsolute, tada su prema teoremi 21. transformacije slie'nosti 
sredita 0 homologije tog sredita zajedniCke ose o = W(0) 
iii proizvodi takvih homologija sa hekim elementom grupe GOh 
koji predstavljaju transformacije podudarnosti ravni 162  ko-
je tac':ku 0 preslikavaju na tu istu taCku, a pravu o na tu istu 
pravu. Zato oemo homologije sredita 0 i ose o nazvati homot- 

, etijama ravni 1S2  istog sredita i iste ose o. MeTh. ovim ho-
motetijama jedino je harmonijska homologija sredita 0 i ose 
o istovremeno i element grupe 

50h te je ona jedina homotetija 
sredita 0 i ose o, koja je istovremeno i transformacija po-
dudarnosti ravni 152' Ova harmonijska homologija je centralna 
simetrija sredita 0, i istovremeno simetrija u odnosu na pr-
avu o ravni 1

2* SliCno su i ostale homotetije sredita 0 is- 
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tovremeno i homotetije ose o revni 1S2 . 

ormalizator date podgrupe u grupi koja tu podgr-

upu sadrgi je takode podgrupa te grupe. U slu6aju kada je 

tapodgrupa grupa simetrija GOh , normalizator te podgrupe 

nazva6emo grupom transformacija sli6nost sredigta 0 (ose o) 

ravni 152' 
i obelegavati sa G81,0' Osim podgrupe 	GOh 

grupaG 

	

	kao svoju pravu podgrupu i grupu svih 
0.1. 1 v 

homotetije sredigta 0 i ose 6. Grupa GS1 0 je 
prava pods- 

, 
rupa grupe svih automorfizama take 0 i prave o = W(0) gr-

upe kolineacija projektivne ravni. Ta grupa G,,oi,v je grupa 

svih automorfizama tacke 0, prave o, pramena pravih sredi- 

gta u i skupa svih ebicikala grupe GOh' Grupa homotetija -  
sredigta 0 i ose o je skup svih autmorfizama unije pretho-

dno navedenog skupa likova i pramena pravih sredigta 0 ali 

i prava po prava.S obzirom da je identiCna kolineacija po-

menute projektivne 'ravni automorfizam bilo kog lika te ra-

vni ona je element svake od tih podgrupa pa se mote smatr-

ati i specijalnom homotetijom sredigta 0 i ose o. Na osno-

vu teoreme 21. i prethodnog sledi: 
Posledica 18. Svaka transformacija sliCnosti gr-

upe U,,,je proizvod nekog elementa grupe GOh i izvesne ho-

motetije sredigta 0 i ose o. 

Fada je Goal  grupa simetrija eliptiCnog pramena pr-

avih sredigta 0 , tada je svaki element te grupe iii sime-

trija u odnosu na pravu tog pramena iii proizvod dve takve 

simetrije. Pod trensformacijama podudarnosti prve vrste 
• podrazumevaCemo one transformacije podudarnosti ravni 

1S2  

koje ne menjaju orijentaciju apsolute, a pod transformaci-

jama podutrnosti druge vrste one transformacije podudarn-

osti ravni 
1S2 

koje tu orijentaciju menjaju. Prema pretho-

dnom svaka'traaati'macija sli6nosti grupe 151, 0 , 
gde je 0 

unutragnja tacka apsolute, je proizvod simetrije grupe GOh 
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sa homotetijom sredigta 0 i ose o, iii proizvod epicikli6- 

ke rotacije grupe Goh  sa nekom homotetijom sredigta 0 i ose 
o. U prvom slu6aju sredigte homotetije pripada osi simetri-

je, a u drugom je istovetno sa sredigtem epiciklince rotac-

ije (presekom osa simetrija kojima je predstavljena te rot-

acija). Ako je transformacija sliCnosti grupe G,,oi y proizv- t  
od'homotetije te grupe i epiciklince rotacije grupe G oh , 
tada takvu transformaciju sliCnosti smatramo transformacij-

om sliCnosti prave, a kao je transformacija sli6nosti grupe 

GS1 0 -proizvod homotetije i simetrije te grupe,-smatramo je , p 
transformacijom sli6nosti druge vrste. S obzirom da je sva-
ka transformacija slinosti grupe - 
	proizvod konanog aS1 0 

broja kolineacija projektivne ravni koja sadra ravan 1S2 , 
svaka takva teansformacija je takode kolineacija ravni 152 . 

Odreivanje normalizatora grupa simetrija hiperb-
oli6nih pramenova pravih sredigta V ravni 1S2  je negto slo- 
enije. Suzenje w apsolutnog polariteta W na pravu v =W(V) 

je u ovom slu6aju hiperboliCna involucija te prave, kojoj 
su invarijantne take M i N prese6ne take  prove v i apso-
lute. Prema posledici 17. rada svaki element normalizatora, 
grupa Gv , Gvh  i ri'vh  preslikava tu involuciju na tu istu in-
voluciju. All prema teoremi 20. rada nije svaka projektiv-
na kolineacija ravni 1S2  koja pcmenutu involuciju w - apso-
lutnu involuciju prave v - preslikava na w normalizator na- 
vedenih grupa. l'rema toj teoremi da bi kolineacija koja w 
preslikava na w bile normalizator bilo koje od grupaGykk'q 
neophodno je i da to kolineacija preslikava svaku od proj-
ektivnih dui MN na tu istu projektivu duL Ovaj zahtev za-
dovoijava svaki element bilo koje od grupa UV , $ i .6/11  
gto je u skladu sa Cinjenicom da je svaki element tih grupa 

normalizator odgovaraju6e grupe. Na na5jn analogan onome na 
kojim smo, u sluaju kada je 0 unutragnja tanca apsolute, 

ea 
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utvrdili da je svaka homologija sredigta 0 i ose o = W(0) 
normalizator grupe GOh  utvrdili bismo i da je svaka homo-
logija sredigta V i ose v normalizator svake od grupa 
Gam, Vh'  S obzirom da su, prema teoremi 2.10. rada, gru-
pe GVh  i 	podgrupe grupe Gv  dovoljno je dokazati da je 

neka kolineacija projektivne ravni normalizator grupa GVh 

iliVhl da bi se iz toga zaklju6ilo da je ona normaliza-
tor grupe G.  Pre nego gto utvrdimo i ostale normalizato-
re navedenih gruPa dokaza6emo neke teoreme koje-au nam 
neophodne u tom cilju. Ove teoreme su vrlo znaCtane i za 
dalje razvijanje teorije epicikala ravni 152 . 

Teorema 22. Svaki hipercikl Gv(X) je unija hiper-
cikia GVh  (X)i GVh  (hV  (X)). Svaki hipercikl Gv(7!) je unija 
hipercikala Uvh (r) i (7. (hV  (In). U oba sluCaja by  je sime-Vh 
trija sredigta V. 

Dokaz. Prema dogovoru izlo'ienom u uvodu t.4.crti-
ca iznad X ozna6ava da se radi o ta6ki hiperboliCnog pra-
mena pravih druge vrste sredigta V. Prema tome drugi deo 
teoreme odnosi se na dvograni hipercikl Gv(Y) druge vrste 
i (jednograne) hipercikle druge vrste. S obzirom da je do-
kaz drugog dela teoreme istovetan dokazu prvog dela ogran-

iCi6emo se na dokaz prvog dela. Dokaz moemo pojednostavi-
ti na taj nacin gto oemo umesto postojeoe koristiti nagu 

definiciju epicikala tj. definiciju po kojoj su epicikli 
trajektorije grupe 	 rotacija pramenova pravih 

. ravni 1S2 . Prema teoremi 4.18. ove dve definicije su ekvi-
valentne u slu5aju nedegenerisanih epicikala - gto je zad-
ovoljeno i u slux,aju teoreme 22. Prema. teoremi 4.18. hiper-
cikl Gv(X) istovetan je hiperciklu G' e  (10 I  a hipercikli Gvh  
(X) i GVh  (hV  (X)) istovetni su hiperciklima GVe (X) i GVe (hV 
(X)) redom. Preta teoremi 2.12.grupa 5rerazloena je svojom 

podgrupom Gve  na dve susedne kiase: Gve  i hvotive . Pogto gr- 
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upa 5/e  sadra grupu Gve , hipercikl (4 (X) sadrZi hiperci- 

kl live (X). Neka je taCka Y bilo koja ta6ka hipercikla Gve (X1 ) 

gde je Xl=hv(X).Prema ,definiciji postoji epicikliCka rota-

cija f grupe Gve  koja taCku X1  preslikava na ta6ku Y. Pogto 
je f istovremeno i epicikliCka rotacija grupe 5re , epicikl-

ince rotacija fhv  je epicikliCka rotacija iste grupe. Pogto 

je fhv (X) = Y, Y je prema definiciji taCka hipercikla GVe (X). 

Na taj nain dokazali smo da hipercikl GV e (X) sadrH hiperc-

ikle GVe (X) i GVe  (X1  ). Treba jog dokazati i da je svaka taZ,— 

ka hipercikla GV e (X) taCka jednog od poslednja dva hipercik-

la. Neka je Z bilo koja taCka navedenog hipercikla. Ako je 

ona slika take X pri preslikavanju nekik elementom grupe 
GVe' tada je Z tacka hipercikla GVe (X). U suprotnom sluCaju 

Z je slika take X pri preslikavanju nekim elementom klase 

hv GVe  npr. hvg. Prema dopuni teoreme
39) 30.7.(/13/, str. 

137.) svaki element grupe Gve  komutativan je sa hv. Zato je 
hvg=ghv . Iz ovogai prethodnog sledi da je gh v(X) = L.Zbog 
hv(X) =X1  iz ove jednakosti sledi da jeg(X1 ) = Z. Fogto je 
g element grupe Gve , Z je taCka hipercikla G ve (X1 )• 

EpicikliCka rotacija hv  grupe Gve  je kao hornologi-

ja sredita V i ose v element normalizatora kako grupe 5 re , 
tako i gruDe Gve . Zato je prema teoremi 20. rada hv (Gve (X)) 
hipercikl Gve (Xl, gde je X1  = hv (X). Iz ovoga sledi i posl-
edica teoreme 22. 

Posledica 19. Svaki hipercikl 5.7. e (X) je unija 
rcikla GVe (X) i hV (GVe V  (X)). Svaki hipercikl G'e  (Z) je unija 
hipercikala Gve ap i hv(Gve (Y))• 

Na osnovu definicije epicikala neposredno sledi da 

39) Ovu dopunu izlozili smo i dokazali na str.141— 
143. raia /6/. Na osnovu komutativnosti svakog elementa gr-
upe Gve  sa hv  mo re se zakljuCiti i da je grupa Gve  no•malna 
podgrupa grupe 51e• 
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je apsoluta ravni 1S2  unija epicikala bilo koje grupe sim-

etrija te ravni. SledeCom teoremom preciziraCemo ovu karak-
teristiku apsolute. 

Teorema 23. Apeoluta je jedini zajedniCki epicikl 
svih elipti6nih pramenova pravih ravni 182 . Apsoluta je un-
ijadva oricikla bilo paraboliCnog pramena pravih sredigta 

D: take D i skupa taCaka apsolute razliCitih od take D. 

Apsoluta je unija dva hipercikla hiperboliCnog pramena pr-

avih sredigta V. Jedan od njih je par prese6nih taCaka M i 
N prave v = W(V) sa apsolutom, a drugi skup ta6aka apsolute 
razli6itih od taCka M i N. Apsoluta je unija tri hipercikl-

a prve vrste: prvi je par prese5nih taCaka M i N prave v sa 

apsolutom, drugi je jedan luk apsolute od•eaen ta6kama M i 
n bez tih taCaka l  a treei je drugi luk apsolute odreden is- 
tim ta6kama l  takode bez tih taCaka. Ovi hipercikli su hip-. 
ercikli datog hiperbeliEnog pramena pravih prve vrste sre-
digta V. 

Dokaz. Neka je U sredigte bilo kog eliptinog pra-
mena pravih ravni 152 , a X i Y bilo koje dve take apsolute 

k te ravni. Prave UX i UY ozna5i6emo kratko sa x i y, a ta-
Cke preseka tih pravih sa pravom u = W(U) sa Xi  i Yi . Prava 
u kao polara unutrakije ta6ke U apsolute je prava spoljagnj-

osti apsolute. 6ato je ona prava geometrije spoljanje obla-

sti apsolute. Prema tome za svake dve take prave u, pa i za 
take X1 i Y1 , na osnovu aksiome G4A apsolutne geometrije 

postoji automorfizam apsolute koji "razmenj-
uje" te tance. Prilikom prover to aksiome u 1S2  — modelima 
te geometrije pokazali smo da je taj automorfizam harmonij-

ska homologija. Sredigte H te harmonijske homologije pripa-

da pravoj u jer uzajemno odgovarajuoe take X 1  i Yi  te hom-
ologije pripadaju pravoj u. Ova harmonijska homologija je 

kao automorfizam apsolute element grupe transformacija pod- 
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udarnosti G ravni 152' dakle simetrija te grupe. Zato je 
njena osa polara W(H) njenog sredigta l  Prema poznatoj teo-
remi pogto H pripada pravoj u, prava W(H) sadra pol U pr-

ave u. Znai ova simetrija, oznaimo je da h je istovreme-

no i simetrija grupe simetrija G. Ovoj grupi simetrija 

pripada i simetrija sredigta U, pa za nju vaZi posledica 2. 

11.'Prema toj posledici, pored simetrije h postoji taCno 
jog jedan element grupe Guh  koji razmenjuje take X1  i Yll 

 koji je takode simetrija koju eemo oznaciti sa hl . Jedna 
od ovih dveju simetrija preslikava ta3ku X na taCku Y, a 
druga na drugu presenu ta5ku prave y i apsolute. Na ovaj 

dokazavgi da za bilo koje dve take apsolute postoji 

element grupe G. koji jednu od tih taCaka preslikava na 

onu drugu, dokazali smo da sve take apsolute pripadaju is-
toj klasi ekvivalencije 	istom epiciklu grupe simetrija 
G1 	Pretpostavimo da sem apsolute k postoji i jog neki epi- 

cikl e eliptiYmog pramena pravih sredigta U koji je istovr-
emeno epicikl i nekog drugog eliptV:nog pramena pravih, war. 
sredigta U

1. Neka je X
1 neka ta5ke epicikia e. Pogto je U 

unutragnja taka apsolute, prava.UX1  sere apsolutu (prema 
teoremi 59.11.na str. 239.dela /13/). Neka je X jedna od 
ta?-:.aka preseka prave UX1  i apsolute. U homologiji h odree-
noj sredigtem U, osom u i prom odR:ovaraju6ih taCaka.X i Xl , 
apsoluta k preslikava se na krivu drugog reda koja sadrZi 
taku X1. Ova homologija h je prema teoremi 21. rada eleme-
nt, normlaizatora grupe GU. Na osnovu teoreme 20. rada sv— - 
aki element normalizatora grupe 	preslikava svaki epici- 
kl te grupe na epicikl iste te grupe. Zato je i h(k) jedan 
od epicikala, i to upravo epicikl te grupe. Na isti nacin 
se mote dokazati da homologija h1  sredigta U1  i ose u1  koja 
odcrpvaraju6u tac•ku apsolute k preslikava na odgovarajuou ta-
Cku epicikla e, takode preslikava ansolutu k na epicikl e. 
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Na osnovu poznate teoreme 40) po kojoj svaka projektivna ko-
lineacija koja datu krivu drugog reda preslikava na neku kr-

ivu drugog reda, preslikava unutragnjost date krive na unu-
tragnjost slike te krive l  zakljuCujemo da su take U i U

1 
ne 

samo unutragnje take apsolute veo i unutragnje take apic-
ikla e. Zato prava UU 1 , prema teoremi 59.11. u /13/ see ep-
ieikl e u tOkama Ae i e. Neka su take A i ta3ke prese-
ka prave UU1  m apsolute k. S obzirom da jedna od krivih drug-

og reda — trajektorija k i e pripada unutragnjosti druge, 
parovi taaka A,B i Ae , Be  ne razdvajaju jedan drugi. Neka 
su take E i P1  take preseka prave UU 1 sa pravama u i u1 
redom. Take P i U su, s obzirom da P pripada polari u tad-

ke U u apsolutnom polaritetu, harmonijski konjugovane sa pa-

rom ta%:aka A,B. Iz'istog razloga je i par ta6aka Pl , U1  ha-
rmonijski konjugovan sa parom tel.:aka A,B. Harmonijska homol-

ogija hu  kao element grupe Gib  preslikava epiciki e te grupe 
na taj isti epiciki. Zato je i par ta=Ara Ae  i Be  kao par uz-
ajamno odgovarajuah ta6aka harmonijske homologije ho  harmo-

nijski konjugovan sa parom to aka U,P. Iz istih razloga je 
par tacaka Ae'Be harmonijski konjugovan sa parom ta=.:'aka U17 
P1. Prams prethodnom za dva para ta6aka A,B i Ae,  Be koji 

ne razdvajaju jedandrugi postoje dva para taCaka P, U i U lt 
 P1 koji su harmonijski konjugovani sa svakim od njih. 

tim to je prema poslednjoj teoremi na str.34. dela /22/ ne-

mogu6e. 

U sluCaju paraboliCnog pramena pravih sredigta D 
tog pramena pripada apsoluti k. S obzira da svaki generator 
grupe simetrij a Gm  sadrn taCku D, ti h(D) = D je orioikl 

apsolute. TaCka D je jedina invarijantna taCka bilo koje ep- 

40) Ova teorema je neposredna posledica npr. posle-
dnjeg dela teoreme 64.4.(/13/str.257.), po kojoj se elementi 
konjugovani u odnosu na datu krivu k pri projektivnom presl-
ikar,mju preslikavaju na elemente konjugovane u odnosu na 
sliku te krive. 
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icikliZke rotacije grupe GDh . Zato je D jedini oricikl ra-
vni 1S2 istovetan taCki. Sve take dirke d apsolute k ko-
ja sadrZi taku D razli6ite od take D

, pripadaju oblasti 
interpretacije geometrije EH i HH. Prilikom provere aksio-

me G4 apsolutne geometrije dokazali smo da za svake dve 

take koje pripadaju skupu taaka dirke d koji ne sadrH 

taku D, postoji harmonijska homologija simetrija grupe 
GDh koja jednu od tih taaka preslikava na onu drugu. Beka 

su A i B bilo k6je dve take apsolute k razlicite od take 
D, a Al i B1  take preseka tangenata apsolute u tancama A 
i B sa dirkom d. Simetrija grupe GBh  koja taku Al  preslik-
ava na taku B preslikava i taku A na taku B. Prema to-

me za svake dve take ansolute razliYtite od take D postoji 
simetrija grupe GDh  koja jednu od tih taaka preslikava na 
onu drugu. Iz ovoga sledi da je skup tiCaka apsolute razli-

Citih od take D drugi oricikl apsolute. 

Povodom teoreme 4.18. rada razmatrali smo i degen-

erisane hipercikle hiperbolinih pramenova pravih sredita 
V i zakljuCili da su take dodira M i A - tanFenata apsolute 
koje sadre taku V epicikl, odnosno dva epicikla - zavisno 
od toga da li epicikle definiemo kao trajektorije grupa si-

metrija iii njima odgovarajuah podgrupa epicikli6kih rota-
cija pramenova pravih rENni 152 . Neka su A i B bilo koje 
dve take skupa taCka apsolute ramli6itih od taaka M i N, 
a Al i 1 take preseka pravih VA i VB sa pravom v = W(V). 
Pc, Zto su prave VA i VB prave onog od nrojektivnih uglova 

' odrefienog tan7entama VM i H koji sadrZi apsolutu, take 
Al i Bl su take one projektivne dui odrefiene ta6kama M i 
N koja pripada unutranjosti apsolute. Zato i u ovom sluC- 
aju postoji simetrija h grupe Gv  koja taku Al  preslikava na 
taku B

1. Ta simetrija preslikava pravu VA na pravu VB 1 S 
obzirom da prava VB1  sadr:li unutraSnju tancu B1  apsolute ona 
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seCe apsolutu u jo s  jednoj taCki P rezliCitoj od ta6ke B. 

Ako simetrija h preslikava taCku A na taCku P, tada drugi 

element grupe Gv  6ije je suenje na pravu v istovetno su- 

enju simetrije h na to pravu preslikava taCku A na taCku 

B(ovaj element uvek postoji prema posledici 2.11. rada). 

Na taj nain smo dokazali da je skup taCaka apsolute razl-

iCitih od tantka N i tv hipercikl grupe simetrija G v  hiDer-
bolinog pramena pravih ravni 152 . 

Ako take A , s pripadaju istom luku apsolute odre- 
enom tanikma N i N, i razliCite su od tih taCaka, tada to 

take pripadaju i istom projektivnom trouglu temena VIII i 

to onom od dva takva trougla koji pripadaju pomenutom uglu 

koji sadrHi taj luk absolute. Prilikom provere aksiome u4 
(I E 4. 3. rada) dokazali smo da postoje dve harmonijske 
homologije grupe G.koje taCku preseka pr:,..ve VA sa pravom 
v, koju cemo kao i u prethodnom sluCaju ozna5iti se A

1, 
preslikavaju na preseCnu ta6ku b i  pravih VB i v=11(V). Sre-
dita jedne od tih homologija pripadaju jednoj, a sredigte 

druge drugoj od projektivnih dui odre :enih ta5kama N i N. 
Prema stavu 3. 5. samo ona od tih simetrija grupe Gv  6ije 

sredite pri:)ada spoljakijosti apsolute a osa onom od pro-
jektivnih u -lova odre ,fenih tans'entama VM i VN koji sadra 

apsolutu, preslikava taCku A na taku B. Prema istom sta-

vu ne postoji element grupe Gvh  koji bi taCku A preslika-

vao na bilo koju ta5ku trougla V}N'koji je komplementan 

trouglu VIN koji sadrH ta6ku A. Zato nijedna tanca luka 

apsolute, odrefenog ta6kama M i N koji ne sadr2d ta5ku A, 

nije takva hipercikla prve vrste Gm(A) za koju smo pret-

hodno dokazali da je otvoreni luk apsolute odreen ta6kama 
m i N, koji sadrH teiku A. Na isti na?".in se dokazuje i da 

je njemu komplementni luk apsolute bez ta.a.ka N i N jo'6 

jeclan hipercikl prve vrste hiperboliCnog pramena pravih 
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sredita V koji pripada apsoluti. 

Poslednji deo teoreme koju s!Lo dokazali je u po-
tpunom sk1adu sa teoremom 22. 

Da bismo formulisali sledeou veoma znaCajnu posle-

dieu teoreme 23. u najoptojem vidu, dokazaOemo lemu Itoja 
se odnosi ria normalizatore grupe 

L Dn 
ema. Svaka elacija sreita D i ose d = W(D) je 

normalizator grupe vh 
Lema je neposreina posledica teoreme 30.7.(/3/, 

str. 137). Sadr5aj ove teoreme moe se videti i na str. 

141. rada /6/ u kome su data i sva potrebna objagmjenja. 
tog sa:ir2siaja. 

'Iosledica 20. Bilo koji epicikl eliptinog pramena 

pravih sredita U je slika apsolute k u oreslihavanju odgo-

varajuam elementom normalizatora grupe GUh* iSvaki dvogra-
ni hipercikl prve vrste hiperboliE.

'nog rarnena pravih sredi- 
ta V je slika odgovarajuOeg nedgenerisanog hipercikla ap-

solute u odgovaraju5em preslikavanju nekim elementom nthr-
malizatora grupe GV. Svaki hipercikl prve vrste hiperboli-
cThog praena pravih nrve vrste sredita V je slika jednog 

od dva odgovaraju6a nedegenerisana hipercikla apsolute pri 

preslikavanju odgovarajuOim elementom normalizatora grupe 
GVh. 

Svaki oricikl parabolinog pramena pravih sredita D 
je slika nedegenerisanog oricikla apsolute koji orioada 

tom pramenu pravih, pri preslikavanju nekim elementom nor- 
malizatora grupe 

Radi -kra6eg izraavanja pri formulisanju dela teo-
reme koji se odnosi na hioercikle upotrebili smo izraz 

"odgovarajui hipercikl apsolute". Pod takvim hinerciklom 
podrazumevali smo one hipercikle apsolite koji su defini-

sani u odnosu na grupe simetrija hiperboli6nih pramenova 

pravih kojima pripadaju ( u odnosi nakoje su definisani) 
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dati hipercikli. Tako smo pri formulisanju ove teoreme od-

stupili od odgovara po kome, ako to posebno ne istaknemo, 

pod elpiciklima podrazumevamo nedegeneriSane epicikle. Sma-

trali smo da time u ovom slu5aju ostvarujemo neophthdnu 

preciznost. Ovako formulisana teorema (zapravo posledica) 

obuhvata sadraj poznate teoreme po kojoj je "svaki krug 

Beltrami-Klajnovog modela geometrije Loba6evskog slika 

apsolute u homologiji ^ije je sredite istovetno sreaitu 

tog kruga a osa polara sredi5ta, svaka ekvidisanta tog 

modela slike apsolute u homologiji 6ija je osa osnova to 

ekvidistante a sredite pol osnove, a svaki aricikl slika 
apsolute u elaciji 5ije je sredifte ta6ka dodira toc.  orici-
kla i apsolute a osa tangenta apsolute u toj ta5ki'. Keore-

ciznost u slu:iaju citiranog dela teoreme koji se odnosi na 
ekvidistante i oricikle, uije rezultat te

?nje ka kra6em 
izraavanju autora dela /27/ ;kr. I 9.3.10.) u to smo se 

uverili amalizom dokaza delova teoreme koji se odnose na 

ekvidistante m-ravni iii m-ekvidistante i m-orisfere (kojii 
je 	na str. 238. i 239. dela/27/ i koji nije sinte- 
ti6ki). Nato smo u teoremi 23. naveli kao teoremu Hja je 

posiedica posledica 2o., mada u njenom dokazu znac"lajnu ulo-

gu ima teorema 20: iedutim loosledica 20. ne samo E:=to otkla-
nja uobi(siajenu nopreciznost pri formulisanju prethodno ci-

tirane teoreme ve6 to teoremu i upotpunjuje u sadrajno71 

smislu, jer su navedene homologije samo neki od elemenata 

normalizatora odgovaraju6ih grupa sirietrija u odnosu na ko-

je su definisani dati epicikli. U duhu na6ina izra'iavanja 
koji naglaava 5onjenicu da raven 162  tretiramo kao ravan 
u cajim obiastima izgraujemo odgovaraju6e projektivno me-

triCke geometrije, prethodna razlika bi se mogla opisati 

i na slede6i naan. U ranijim formulacijama epicikli nave-

denih geometrija razmatrani su iskljuavo kao slike "apso- 
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lute41) pri odgovarajuam homotetijama ravni 1S2 ; posledi-
com 20. ukazali smo da su ti epicikli slike "apsolute" i u 
svim transformacijama sli6nosti ravni 1S2  6ija su sredi s6ta 
istovetnasreditima tih epicikala (odnosno aje su ose os-
nove tih epicikala). 

Posledica 20, pa dakle i citirana teorema vrlo su 
znal.'ajne jer se na osnovu njih zakljuCtije da su svi epici-

kli, osim hipercikala druge vrste, kao slike "apsolute" pri 
preslikavanju odgovarajuelm elementima normalizatora grupa 

u odnosu na koje su ti epicikli definisani, specijalne kri-
ve drugog reda. Pre nego .6-to ukaliemo na neka svojstva koja 
neposredno slede iz prethodne cinjenice dokazaeemo teoremu 
kojom se za skup epicikala grupe simetrija datog pramena 
pravih ravni 1S2  utvrCuje da predstavljaju odreclenu familiju 
krivih drugog recta., Familija krivih drugog reda naziva se 
u /13/ kratko pramen konusnih preseka (gl.II 14.str.101- 
108.), a u /13/ jo5 kraoe: pramen konika. u radu 6emo zato 

upotrebiti ovaj poslednji izraz. S obzirom da pri formulis-
anju ove teoreme koristimo klasifikaciju pramenova konika 
izloenu u 	63. (/13/ str.251.) kao i oznake vrsta ovih 
pramenova, upu6ejemo Citaoca da se sa tim vrstama urozna 
upravo u oznacenom delu. 

Osim toga sve vrste ovih pramenova vrlo pregledno 
su prikazane na sl. 93.(str.252.) istog dela. 

Teorema 24. Skup epicikala ma kog pramena pravih 
ravni 1S2 je pramen konika odgovarajuoe projektivne ravni 
kome pripada ppsoluta ravni 15

2. 
Skup epicikala etipti6nog 

41) Kao i u nekoliko prethodnih sluCajeva apsoluta 
je pod navodnicima da bi se njima istaklo da se u pojedinim 
sluCajevima ne radi o skupu svih taaka apsolute, veC o od- 
redenom podskuputaCaka apsolute lna takvu mogu6nost ukazu-
je se u posiecLici 20.). 
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pramena pravih je pramen konika III vrste. Skup oricikala 

paraboli5nog pramena pravih je pramen konika IV vrste. Sk-

up dvogranih hipercikala bilo kog hiperboli6nog pramena 

pravih je pramen konika V vrsta; 
Dokaz. U razmatranjima izlolenih na kraju 4. ta5- 

ke.pokazali smo da skupu epicikala istog pramena pravih pr-

ipadaju najvige tri tance. Prema definiciji izlolenoj u /13/ 

(str.252.) "Skup konika ravni, dopunjen sa najvige koniCnim 

brojem degenerisanih konika, bioe nazvan pramen.konika ako 

kroz svaku taCku ravni prolazi izuzev kroz kona6an broj 
taCaka jedan i samo jedan element ovog skupa". Na osnovu 

opgte definicije trajektorije neke take u odnosu na neku 
grupu, trajektorija je klasa ekvivalencije u odnosu na rel-
aciju definisanu tom grupom (v.str.161.0 udZbeniku /24/). 

Zato ni za koja dva epicikla definisana u odnosu na istu 
grupu ne postoji zajedni6ka ta6ka. Pogto je prema posledi-
ci 20. svaki epicikl kao slika "apsolute" kriva drugog reds.; 

skup epicikala istog pramena pravih zadovoljava navedenu 

definiciju. 
Primedba. U cilju Dojednostavljenja formulacije te-

oreme 24. dozvolili smo sebi izvesnu nepreciznost. ?rvi deo 

prve reCenice u najkorektnijoj verziji trebalo bi da giasi: 

Skup epicikala ma kog pramena pravih ravni 1S
2 

je unija 

"taCaka osnove" odgovaraju6eg pramena konika i skupa ta6aka 

konika tog pramena razliatih od ta5aka njegove osnove. Ta-

r'ke osnove pramena konika koji odgovara skupu epicikala od-
redenog pramena pravih su take dodira tangenata apsolute 

koje sadrZe sredigte hiperboli6nog pramena pravih. mada se 

na osnovu poslednjeg dela teoreme 24. moglo zakljuati da 

se teorema na odnosi na "jednograne" hipercikie, teorema se 

mote progiriti i na takva hipercikle. Medutim, pogto je to 

progirenje sasvim jednostavna poslVica nekih teorema koje 
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6emo tek dokazati, to progirenje izvrgioemo negto kasnije. 

Prvom lemom take 5. utvrdili smo da u slu6aju elipti6nog 
1 pramena pravih ravni 1S2 , polara sredigta predstavlja jed- 

inu pravu koja sadrZi epicikl tog pramena, to vaZi i za 

paraboliCan pramen. Ali u sluCaju paraboliCnog pramena pr-

avih to prava sadrH i sredigte pramena. U prvom sluCaju 

osnova pramena je jedan epicikl odgovarajuoeg eliptiCnog 

pramena pravih dok je u drugom sredigte jedan, a osnova 

bez sredi5ta drugi oricikl te osnove. U slu6aju hiperboli-

Cnih pramenova pravih osim njegove osnove i tangente VM i 

MY apsolute, koje sadrZe sredigte tog pramena, sadrZe i 

hipercikle tog pramena razliCite od take. KarakteristiCno 

je da u svim ovim sluCajevima, nabrojane prave predstavlja- 
1 ju jedine prave ravni S2  koje sadrZe take samo konaZmog 

broja epicikala odgovaraju6eg pramena pravih. Sem ovih pr-

avih, jedine prave'koje sadre epicikle odgovarajuoeg pra-

mena su prave tog rramena, i prave koje sgdrZe take M i 
N u sluaju hiperboliCnog pramena pravih i pod uslovom da 
se radi o ne;oj definiciji hipercikala. 

Tangentne VM i VN hiperboliCnog pramena pravih na-
zivaCemo i izotropnim pravama tog pramena pravih. U sluCa-
ju skupa dvogranih hipercikala hiperboli6nog pramena pravih 
sredita V homologija Cija je osa jedna od izotropnih pravih 
pramena, a sredigte ta'5ka dodira druge od tih pravih sa aps-
olutom, mo te preslikati skup dvogranih hipercikala jedne 
vrste na skup dvogranih hipercikala druge vrste tog pramena 
pravih. Dokaz ovog tvrdenja izvodi se u dva dela: najpre se 
dokae da je pomenuta homologija element normalizatora a 
Grupe Gvazatim da za razliku od homologije srediS'ta V i 
ose v flpe preslikati hipercikle jedne na hipercikle druge 
vrste. Pogto je prema teoremi 2.6.svaki element grupe sime-
trija Gv  simetrija te grupe ili proizvoddveju simetrija iste 

ei 
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grupe, dovoljno je za izvodenje prvog dela dokaza, dokaza-

ti da je kolineacija izvedena iz bilo koje simetrije grupe 

GV 
 "izotropnom homologijom" takode simetrija te grupe. ha 

na6in analogan onome kojimsmo dokazali odgovarajuou Cinje-

nicu prilikom dokaza teoreme 5.20. i u ovom sluCaju dokaza-

libismo da je to kolineacija harmonijska homologija Cija 

osa sadra taCku V, a centar pripada pravoj v = W(V). Cen-

tar i osa te harmonijske homologije su pol i polara u odn-

osu na apsolutni polaritet W iz sledeah razloga. SuL'ienje 

"izotropne" homologije hiperboliCnog pramena pravih sredi-

6ta V je hiperboliCno projektivno preslikavanje osnove v 

tog pramena 5ije su invarijantne take take preseka v tog 

pramena aje su invarijantne take take preseka M i N os- 

nove v i apsolute. Frame. 3. delu teoreme 17.8. (/13/str.89.) 

ovo suZenje je komutativno sa suZenjem w apsolutnog polari-

teta na pravu v.Lato ovo suZenje svake dve take prave v 

konjugovane u apsolutnom polaritetu preslikava na dve ta6- 

ke te prave, takoCie konjugovane u istom polaritetu. Po6to 

su sredigte i taCka preseka ose bilo koje simetrije grupe 

GV  sa 
yTavom v konjugovane .take u apsolutnoj involuciji 

prave v, proma prethodnom i njima odgovaraju6e ta?ike pri 

preslikavanju homologijom su takode konjugovane u toj invo- 

luciji w prave v. Zato je osa harmonijske homologije izved- 

ene iz razmatrane simetrije grupe Gv  izotropnom homologijom 

polara centra te harmonijske homologije. Zbog toga je to 

harmonijska homologija takode simetrija grupe Gv . Iz ovoga, 

kao :3to smo na pol:etku dokaza ovog tvrdenja obrazloZili, 
neposredno sledi da je tzotropna homologija element normIk- 

izatora gruipeGv . Zato ona, piema teoremi 5.20. preslikava 

svaki hipercikl definisan u odnosu na to grupu na hipercikl 

definisan u odnosu na istu grupu. Neka je Gv(X) bilo koji od 

tih hipercikala prve vrste. Ako izotropna homologija presli- 
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kava duz odreclenu teqcama M i N na njoj dopunski duZ, ta 
izotropna homologija 6e taagu X karakteristi6nog projekti-
vnog ugla sredi sgta V koji sadrH apsolutu, preslikati na 
taCku njemu dopunskog ugla. Zato takva izotropna homolog-
ija svaki hipercikl prve t - preslikava na hipercikl druge 
vrste. Proizvodi simetrija grupe Gv  sa izotropnim homolog-
ijama pramena pravih sredigta V (jednom od tih homologija) 
razmenjuju" preseCne take prave v i apsolute. Pogto su 

ti proizvodi takode elementi grupe normiizatora grupe Gv  u 
grupi svih projektivnih kolineacija ravni 1S2  prema posle-
dici 5.17. i oni su permutabilni sa involucijom w prave v. 

Pogto je ta involucija hiperboliCna, a ovakvi normalizato-

ri razmenjuju invarijantne take te apsolutne involucije 
prave v l  prema teoremi 17, 8. (/15/ str. 89.) su,enja tak-
vih elemenata normalizatora mogu biti iii hiperbo1iCne iii 

eliptiCne involucije prave v. Porto svaka simetrija grupe 
Gv  menja smer prave v, proizvod neke simetrije grupe Gv  sa 
izotropnom homologijom Ce takoe menjati smer prave v ako 
isamo ako ta izotropna homologija ne menja smer te prave, 
tj. ako ona presek prave v sa unutrakijogou apsolute pres-
likava na taj isti presek. Na osnovu ranijih razmatranja 
moemo zaklju6iti takve izotropne homologije hipercikle je-
dne yrste preslikavaju na hipercikla iste vrste, gto se od-
noel i na hiperboliCne pramenove pravih sredig- ta V prve, 
odnosno druge vrste. Takve izotropne homologije su elementi 
normlaizatora ne samo grupe Gv , ve6 i grupa G. i U'vh . Ran-
ije smo pokazali da istim svojstvima raspolaIu i homologije 
sredisgta V i ose v. Proizvodi takvih elemenata normalizato-
ra sa elementima grupe Gv  su na osnovu prethodnog razmatra-
nja, u svakom sluCaju kolineacija tipa I, Dri emu su inva-
rijantne take tih kolineacija taCka V i invarijantna ta6— 
ke hiperboli6ne involucije prave v koja predstavlja su.s7,enje 
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tih kolineacija na pravu v. S obzirom da su take preseka 
M i N prave v i apsolute uzajamno odgovarajuoe ta6ke te in-

volucije, njene invarijantne take su konjugovane u odnosu 
na apsolutni polaritet. Prema tome invarijantne take kara-

kteristiCne za kolineacije tips. I (/13/ R 30.str.135.) su 
invarijantne take trotemenika sredi5ta V autoDolarnog u 

odhosu na apsolutu. gedino u shMaju kada je jedna od pome-
nutih homologija element grupe G, moguee je da su ovi proi-
zvodi "specijalne" kolineacije tipa I tj. kolineacije tipa 
V (v.takoe str. 135. u /13/), i to jedino u sla6aju kada 
je to homologija simetrija sredigta V. 

Suenje proizvoda bilo koje simetrije grupe Gv  i 
izotropne homologije 6ija osa sadri taCku V mo re biti el-
iptiCna involucija prave v samo u slu s6aju kada to suenje ne 
menja smer prave v. Ovo je moguee jedino pod uslovom da i 

suenje izotropne homologije na pravu v menja smer te pra-

ve. Takve izotropne homologije naziva6emo imaginarnim izo-

tropnim homologijama ravni 1S2 . Prema teoremi 30.9. (/13/ 
str. 138.), i 6injenici do je suenje proizvoda simetrije 

grupe Gv  sa imaginarnim izotropnim homologijama eliptjjina 

involucija prave v, takav proizvod moe biti jedino kolin-

eacija tipa III perioda 4. (v./13/ str.135.) kojoj je jedi-

na invarijantna tancataka V, i jedina invarijantna prava. 

Svaki takav proizvod preslikava hiperboli6ni pramen pravih 

srediiita V jedne vrste na hiperbolini pramen druge vrste, 

skup svih kolineacija izvedenih iz grupe G vh  (Uvh ) konjugo- 
' vanjem takvih proizvodima je grupa Ti'vh (UVh), i sledstveno 

tome svaki hipercikl pramena pravih sredigta V jedne, presl-
ikava na hinercikl tog pramena druge vrste. Takve elemente 
normalizatora grupe Gv  nazivaeemo imaginarnim, za razliku od 

prethodnih koje 6emo ponekad zvati i realnim. 

Proizvod epiciklicke rotacije grupe GV  i homologije 
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sredigta V i ose v, odnodno realne izotropne homologije pr-

amena pravih sredigta V je proizvod dva Cinioca: simetrije 
grupe GV , i proizvoda simetrije grupe Gv  sa jednom od pome-
nutih homologija. Pri tome su navedene simetrije simetrije 
Cijim je proizvodom predstavljena data epicikliCka rotacija. 
Prema prethodnom taj proizvod Ce preslikavati take M i iV 
na te iste -Lance, a projektivnu duU MN na to istu du. Na 

osnovu teoreme 17.8.(/13/ str.89.) siAenje ovog proizvoda 

na cravu v je neinvolutivno hiperboli6no preslikavanje. 
Slicno kao u prethodnom slu6aju, predstavljanjem 

proizvoda neke epicikliCke rotacije i jedne od imaginarnih 

izotroDnih homologija pramena pravih sredigta V kao proiz-
voda simetrije grupe UV  i kolineacije perioda 4. kojoj su 
jedina invarijantna ta(=:,:ka i Drava taka V i prava v da je 
proizvod kolineacija kojoj su invarijantne take to^ke V,M, 

N. St0,enje ove kolineacije na pravu v, kao i u prethodnom s1-

u6aju, ne moe biti involucija ali je za razliku od tog sl-

uaja to suenje indirektna projektivna transformacijama gr- 
ave v. 

hahvaljujua 6injenici da je kolineacija izvedena 
iz bilo koje harmonijske homologije —simetrije grupe G v , bi-
lo kojirn elementom normalizatora te grupe, takode simetrija 
grupe Gv  problem odtedivanja tipova kolineacija koje su pro-
izvodi jedne od homologija Cije je sredigte jedno od temena 

trotemenika VMN, a osa stranica tog trotemenika suprotna sr-

editu move se svesti na prethodni. Naime, na osnovu pomenu-
te Cinjenice proizvod jedne od tih homologija sa datom sime-
trijom grupe Gv  jednak je proizvodu odredene simetrije grupe 
GV  i te homologije. 

Proizvodi bilo koje dve homologije aja su sredigta 
take trotemenika VMN, a ose suprotne strane tih srediZ:ta je 

takode kolineacija 6ije su jedine invarijantne take u opgt- 
r. 
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em slucs'aju take VAN i Cije je suiienje na pravu v neinv-

olutivna hiperboliCna projektivna transformacija to prave. 

Jedino u sluCCaju proizvoda jedne od izotropnih homologija 

pramena sredigta V i homologije sredigta V i ose v ta tra-

ansformacija mote biti hiperboliCna involucija, i to pod 

uslovom da je ta izotropna homologija harmonijska. Ako je 

tada i homologija sredigta V i ose v harmonijska, pomenuti 

proizvod je ona druga izotropna harmonijska homologija pr-

amena pravih sredigta V. Proizvod dve izotropne harmonijske 

homolologije je simetrija sredigta V. 

Normalizator grupe simetrija Gv  hiperboliCnog pra-

mena pravih sredigta V naziva6emo transcedentnom grupom tr-
• 1 anformacija sli6nosti ravni 8 2  sredigta V i oznaavati sa 

Iz prethodnih razmatranja moc se zaklju6iti da gr-

upa Gs1  v  sadrH kao svoje prave podgrupe normalizatore 

grupe Gvh  i U. Pre odreddvanja nekih svojstava ovih gru-

pa utvrdioemo da su one istovetne. Rao i ranije dovoljno je 

utvrditi samo odnose elemenata normalizatora simetrija tih 

grupa. Isto tako, ako ovi elementi normalizatora pripadaju 

!razlici n  grupe Gv  i grupa Gvh  (gvh), dovoljno je razmatrati 

kolineacije izvedne iz simetrija grupa G (G ) samo simet- Vh Vh 
rijama grupa 	(G). Pretpostavimo da je h1  simetrija gr- 

upe GVh, a h2 
 bilo koja simetrija grupe Z7vh : Tad& je h2h1h2 

 takode simetrija grupa Uvh . Slino se, korigCenjem Cinjenice 

da je svaki od elemenata grupe UV  automorfizam i svakog od 

projektivnih uglova odreenih izotropnim pravama pramena sr-

edi:91ta V dokazuje i da je svaki element grupe Gv  element no-

rmalizatora i grupe ch . Ali na osnov# razmatranja o elemen-

tinia normalizatora grupe Gv , a naroCito odredivanja tipova 

kolineacija projektivne ravni kojima ti elementi pripadaju, 

mote se zakljuCiti da i svaki element normalizatora grupe G v 

 koji je istovremeno element normalizatora i grupe Gvh(odno- 
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sno grupe Uvh ) takode predstavlja automorfizam projektivnih 
uglova odredenih izotropr4.m pravama kroz V. Prema tome ako 
je neki element normalizatora grupe element normalizato-
ra i grupe Gvh , tada.je tafelement element normalizatora i 
grupe Uvh . vasno je da vaa i obratno: element normalizato-
ra grupa Gv  i Uvh  je element normalizatora i grupe G.  Po-
gto je svaki element normalizatora grupe Gvh(odnosno grupe 

Vh ) istovremeno element normalizatora grupe GV  iz prethod— 
nog sledi da su normalizatora grupa Gvh  i 	istovetni me- 
cIusobno. Noramlaizator grupe ;+Vh(Vh) nazivaeemo grupom tr- 
ansformacija sliC:nosti ravni —S2  sredigta V i obeleavati 
sa G Sl IV* 

Iz rezultata dobijenih odredivanjem tipova eleme-
nata normalizatora grupe Gv  izdvoji6emo one koji se odnose 
na elemente normalizatora grupe G. Ovo Cinimo zbog toga 
gb() suenja elemenata grupe G,

0, ,na odgovarajuCe oblasti .L0 
ravni 1 2 predstavljaju preslikavanja sli6nosti odgovaraju-
oe geometrije, dok za su27-ienja elemenata normalizatora grupe 
GV  ovo ne vai. Transformacije s111'nosti kada se odnose na  
raven 1S2 su lokalne (u taCki V, ili pak u odnosu na pravu 
v)..Transformacije slinosti iste prirode , tj. elementi 
normalizatora grupa nja su sredigta razliite take proje-

ktivne ravni u kojoj je zadata hiperbolina involucija late, 
istaknute prave to ravni kao apsolutna, kao se tako mo p e 
re6i 1  nisu u toj meri kao prethodne lokalne i predstavljaju 
transformacije, a ne Dreslikavanja sli5nosti oblasti te ra-
vni bez te istaknute grave. Ova Oblast je Oblast interpret-
acije poznate pseudoeuklidske Eeometrije. "Manji stepen lo-
kalnosti" ovih transformacija sli6nosti proisti6e iz toga 
gto je, u tom slu6aju, "istaknuti element" grupe normaliza-
tora bib koje grupe GOh  te ravni — homologije-sredigta 0 
kojoj je osa apsolutna prava,.iii elacija iste ose — istov- 
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remeno element normalizatora i svake druge grupe Go'h  te 

ravni. Ove rezultate izlogioemo u vidu teoreme koja l  uz 

izvesno ograniCenje odgovara teoremi 31.1.(/13/ str.141.) 

Teorema 25. Svaka transformacija sliCnosti gru—. 

pe transformacija sli6nosti sredigta V ravni 1S2  je: 

a) element grupe G; b) homologija sredigta V i ose v; 

c) realna izotropna homologija pramena pravih sredigta VI 

d) proizvod kona6nog broja prethodnih transformacija; 

Svaka od tih transformacija je tipa I iii tipa V. 

Ti oba sluCaja osim take V invarijantne su i naj-

manje dve take prave v; take M i N ili par ta6aka harmo-

nijski konjugovan sa parom taCaka M i N. Ako BuZenje ovih ko-

lineacije na pravu v nije identi6na transformacija i invari-

jantna take tog suZenja su take M i N, ovo suZenje je ne-

involutivna hiperboli6na direktna transformacija prave v; 
ako su pak jedine invarijantne taCke tog suZenja harmonijski 

konjugovane parom ta6aka M i N to suZenje je hiperboliCna in-

volucija. 
Za razliku od teoreme 31.1./13/ kojom se utvrduju 

. eve projektivne kolineacije koje predstavljaju transforma-
cije sliCnosti euklidske geometrije, ako pravu v smatramo 

apsolutom na kojoj je invarijantnim taCakama M i N zadata 

apsolutna involucija, teoremom 25. utvrduju se projektivne 
kolineacije koje predstavljaju transformacije sliCnosti pr-

ojektivnog modela dvodimenzione pseudoeuklidske geometrije. 

OgraniCenje o kome je bilo reCi neposredno pre formulisanja 

teoreme 25. odnosi se naCinjenicu da to teoremu u principu 

i nije bilo moguoe izloZiti u vidu teoreme 31.1:(iz /13 i 

Svaka transformacija sliCnosti grupe Ga, 	tj. " I . 
transformacija sli5nosti projektivne ravni kojoj je apsolu-

ta prava v j e  permutabilnet, sa apsolutnom involucijom te pr-

ave; ali u ovom slu;.-laju nije i svaka projektivna kolineaci- 
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ja date projektivne ravni permutabilna sa apsolutnom invo-
lucijom prave v transformacija sliCnosti odgovarajuoe grupe 

Sl,V tj• ne predstavlja transformaciju odgovarajuoe pseud-
oklidske geometrije. 

Iz tog razloga i posledicu 17. nismo izlozili u 
vidu ekvivalencije, ve6 kao tmplikaciju. Ako pod grupom Goh 

 ne podrazumevamo grupu Gvh  (AT :) tu posledicu bismo mogli 
formulisati na sledeft na6in. 

Posledica. Da bi neka kolineacija projektivne ra-
vni pripadale normalizatoru grupe G Oh  pot .rebno je idovoljno 
da to kolineacija preslikava apsolutnu involuciju prave 
o = W(0) na tu istu apsolutnu involuciju. 

ha osnovu teoreme 24. mote se, u duhu metoda koje 
smo primenjivali u ovom radu, dokazati Eturmova teorema 
(v.npr./13/ str.254.). Dokaz ove teoreme n pomenutom duhu 
ne samo 6to je jednostavniji od dosada izvedenih, veo i ot-
kriva u potpunosti pravu pftrodu interpretacije te teoreme 
u ravni S pa dakle i u eeometrijama te ravni. Pretoga 
dokaza ukazujemo da se sledeCom lemom: 

Lema. Ako neki element f normalizatora a(GV  ) u gr-upi projektivnih kolineacija preslikava hipercikl uvh(X) 
prve, iii hipercikl .Vh(g) druge vrste na odgoverajua hi-
percikl Gvh(X') odnosno hipercikl ;Than, tada C preslik-
ava hipercikl hy(Gvh(X)) "komplementan" hiperciklu Gvh (X) 
u odnosu na hipercikl Gv(X) na hipercikl hv(Gvh (X')) "kom-
plementan" hiperciklu Gvh(X') u odnosu na dvograni hipercikl 
Gv(r), ocinodno hipercikl hv (U'vh (7)) na hipercikl hv(Uvh(r)) 
dvogranog hipercikla Gv(r). 

Lema je neposredna posledica teorema 20. i 22. 
Zahvaljujuoi njoj va;enje teoreme 24. prairuje se 

i na jednograni hipercikle, pri emu se u tom sluCaju pod 
skuDom epicikla ne podrazumeva skup hipercikala pramena pr-
avih sredigta V samo jedne, ve6 unija skupova hipercikala i 
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brve i druge vrste pramenova pravih i prve i druge vrste is—

tog sredigta V. 
Neposredno posle primedbe povodom teoreme 24. izv-

eli smo nekoliko vaZnih zakljuCaka. Jedan od njih izdvojt:- 

6emo u vidu slede6e leme: 

Lema. Svaka prava ravni 182  razlicita od osnove 

datog pramena pravih i izotroDnih pravih; ukoliko ih taj pr—

amen pravih sadra, sadrZi take beskona6no mnogo epicikala 

tog pramena pravih. Svaka osa epicikla definisanieg u odnosu 

na grupu simetrija koja sadra i simetriju u odnosu na sred-

igte tog epicikla, pod uslovom da je taj epicikl nije degene-
risan, sadra teino dve take tog epicikla. 

Bilo koja osa epicikla definisanog u odnosu na grupu simetr-

ija pramena pravih koja ne sadrZi simetriju u odnosu na sredi-

gte tog pramena sadra tatno jednu ta6ku tog epicikla. 
Ose epicikla su prave pramena pravih ravni 182  u od-

nosu nakoji je definisan epicikl ukoliko taj pramen nije hi-

pebboliCan. Ukoliko je taj pramen hiperboliCan ose hipercik-
la su prave hiperboliCnog pramena pravih prve vrste ako je 

taj hiperciki prve vrste, odnosno prave hiperboliCnog prame-

na pravih druge vrste ukoliko je taj hiperciki druge vrste. 
Dokaza6emo druga dva dela leme jer ovi delovi, za 

razliku od prvog dela nisu neposredno posledica pomenutih 

zakljuftka. Najpre 6emo dokazati da svaka osa epicikla sadra 
bar jednu ta.5ku tog epicikla. To je zapravo neposredna posl-

edica definicije ose epicikla izlolena odmah posle leme: na 

osnovu to definicije svakom tancom epicikla i sredigtam od-

govaraju6eg pramena odredena je bar jedna osa tog epicikla 

ukoliko taj epicikl nije "bez osa H42) . 
SuZenje simetrije grupe u odnosu nakoji je defini-

san dati epicikl, kojoj je sredigte sredigte odgovaraju6eg 

pramena pravih, nabilo koju osu tog epicikla je hiperboliCna 

42)Takvi su iskljuavo hipercikli i oricikli izotro-
pnih pravih. 
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involucija kojoj su invarijantne tante to sredigte i presek 

te ose sa osnovom tog pramena pravih. 2ato se svaka druga 

taCka ose preslikava u toj simetrija na ta6ku razliCitu od 

te taCke. I ova ta6ka prema definiciji epicikla pripada ep-

iciklu. Pogto je svaki epicikl, prema posledici 20. podskup 

taCaka neke krive drugog reda, nemoguae je da bilo kojaprava, 

razliCita od osnove odgovaraju6eg pramena pravih i izotrop-

nih pravih ukoliko ih taj pramen sadrH, sadra vise od dve 
take istog epicikla. 

Grupa simetrija u odnosu na koju je definisan neki 
epicikl ne sadra simetriju u odnosu na - sredigte odgovaraju-
6eg pramena pravih samo ako je taj epicikl oricikl iii (jed-

nogranil hipercikl. I u ovom sluCaju, kao i u prethodnom sa-

svim jednostavno se dokazuje da, ukoliko se ne radi o epici-

klu "bez osa", svakoj osi pripada bar jedna taCka epicikla. 

sluaju oricikla Da taCkaje i jedina, jer je druga taCka 

preseka ose i krive drugog reda koja taj oricikl sadra sr-

edigte pramena pravih koji odgovara tom oriciklu. U sluCaju 
(jednogranog) hipercikla ta taCka je jedina jer bi u supro-

tnom slu6aju hipercikl "komplementan" datom u odnosu na dv-
ograni hipercikl koji sadra dati hipercikl, i ista osa ima-
li takode dve zajednince ta6ke, te bi ta osa sadrala Ceti-
ri ta6ke tog dvogranog hipercikla. Mec-Aitim ovo je u suprot-
nosti sa prethodno dokazanim delom leme. maCinom na koji 

smo dokazali taj deo leme mo emo dokazati i sledeOu teoremu: 

Teorema 26. Skup parova preseCnih taCaka epicikala 

definisanih u odnosu na grupu simetrija datog pramena previk 
koja sadra simetriju u odnosu na s•ediss:te tog pramena, i 
bilo koje ose tog pramena je skup parova odgovarajuoih taCa-
ka simetrije u odnosu na sredite tog pramena. 

Napominjemo da se u dokazu ove teoreme korig6enja 
Cinjenica da je svaka osa invarijantna prava simetrije u 
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odnosu na sredigte pramena pravih kome pripada to osa. 
Ako dokaZemo da i za svaku oravu ravni 1S2  razliatu od o-
snove datog pramena pravih, iii pravih koje sadrZe take 

dodira izotropnih pravih i hiperbolienog pramena pravih i 
apsolute ako je -  daq pramen hiperboliZon, podtoji simetri- 
ja grupe simetrija datog 7ramena pravih, dokazali smo i te-
oremu koja je uopgtenje teoreme 26. 

Teorema 27.Skup parova. ta6aka preseka epicikla 

skupa epicikala definisanih u odnosu na grupu simetrija 
GOh ravni 122  sa pravom te ravni razliatom od prave o=W(0) 
i pravih koje sadrZe ta6ke dodira izotropnih pravih kroz 

taCku 0, je skup parova ta6aka uzajamno odgovarajuah u ta- 
5no jednoj simetriji grupe G 

- - Oh' 
Dokaz. ieka je prava p bilo koja prava koja zadovo-

ljava zahteve teoreme. Ako je prava p osa, tada je teorema 
taeria na osnovu teoreme 26. Ako prava n nije osa, tada ona 
See osnovu o pramena pravi u ta6ki P razliatoj od sredi- 
ta, iii ta6ka . dodira izotropnih pravih hiperboli6nog pra-

mena pravih sredigta 0 	je takav oramen u 7. ,itanju. 
Simetrija by  grupe G , je jedina zimetrija te grupe u  ko- 
j 	se prava p •reslikava na to istu oravu. U toj siletri- 
ji se i savki 	7rupe GOh preslikava na taj isti 

1ogto je su:Zenje simetrije hp  na ":,ravup D hiperboli-
6na - involicija, osim taci:e 	pravoj p postoji samo jog 
jedna invarijantna ta5ka te involucije - presek ose 
homologije by  sa TaNOM p. Ova ta5ka, oznaena je sa 
je istovremeno i ta26ka dodira Drava p sa epiciklom gru-
pe Go h . to ̀ to ta.5ka pripada osnovi, epicikl osnove koji 

je sadrn- po?to je to pretpostavci teoreme razliat od ta-
5ke - 	:xavu p u tcaki 	()vim smo dokazali i sledeau 
Dosiedicu• 

osledica. 13a svaku ,ravu 	zadovoljava pretpb- 
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stavke teoreme 27, razliatu od d ►se pramena pravih sredi- 
ta 0 i prave koja sere osnovu hiperbolLinog pramena pravih 

u ta5ki hipercikla koji pripada datom skupu hipercikala, 
postoji ta5no jedan epicikl grupe GOh koja se pominje u 
toj teoremi, takav da je to prava tangenta tog epicikla. 

Ograni5enje koje se odnosi na hiperCikle proizla-
zi iz anjenice da invarijantna taela simetrije. grupe u 
odnosu na koju je definisan skup hipercikala prve odnosno 
druge vrste, koja pripada ptavoj D i tazliata .je od ta-
6ke P, nije ta6ka projektivnog ugla odredenog izotropnim 
oravima odgovaraju6eg hiperboli5nog pramena pravih kome. 
pripada6u svi hipercikli tog skupa hipercikala. 

Teorema 28. Ako neki element normalizatora grupe 

'Oh oreslikava neku ta6ku apsolute na ta6ku njene spolja-
njosti, tada taj element preslikava svaki ta5ku apsolute 

razliatu od taCaka preve o = W(0) na spolja5nju ta5ku ab-
solute. Ako neki element normalizatora grupe G presli-
kava neku ta6ku aosolute koja ne nripada pravoj o na ta5k -u 
apsolute, tada je taj element automorfizam apsolute. Ako 
neki element normalizatora grupe G oh  nreslikava neku ta- 
ku apsolute nata6ku unutremjosti apsolute, onda taj ele- 

ment preslikava svaku taCku ansolute koja ne pripada .oravoj o, nata'6ku unutr5njosti apsolute. 
Dokaz. Dokaza6emo samo 	deo teoreme. :Tema 

teo2emi 23. apsoluta je, ako je ta5ka 0 taCka njene unutra- 
epicikl; ako 3va tal,'kek prioada apsoluti, apsolu-

ta je un*a'te take i epicikla komnlementnog toj taki u 
odnosu na ansolutu; akoje 0 spoltianja tac-..ka a2solute, 
tada je apsol-uta unija ta6a_:a dodira itotronnih pravih 
roz 0 i apsolute i dvoE,-.•anog hipercikla sredita G koji 
je komplementan naru tih teaka u odnosu na aosolutu. 
Pre7m pret7ostavci teoreme t!7-Z5ha asolute koju Preslikava 
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pomenuti element normalizatora pripada .0 svakom slu5aju 

epiciklu apsolikte razliatom od ta5ke. Zato je, na osnovu 

poskedice 20. a i teoreme 20. slika te take ta5ka epici-

kla srediAta 0. S obzirom da taj epicikl i epicikl apsolu-

te 5ija je on slika, ako je ostvarena pretpostavka prvog 

dela teoreme, kao razliate klase ekvivalencije ne mogu 

irnati zajedniCkih ta5aka, jedine zajedniCke take apsoli-
te i njene slike su u tom slu5aju zajedni5ke 	apsolu- 
te i prave o. Unija tih ta6aka i slike epicikra apsolute 
razliatog od tih ta6aka je kriva drugog reda. Na osnovu 

prethodnog, ako je neka ta6ka te krive ta5ka unutra:,injosti 
apsolute, ta ta6ka mora pripadati epiciklu te krive razli-
atom od ta3ke. Porto prema pretpostvaci bar jedna 
tog epicikla rripada spoljan ct,sti apsolute, taj epicikl 
kao neprekidna kriva sae apsolutu u ta6ki koja pripada 
ericiklu apsolute razliatom od ta5ke. 

Preostali cieo teoreme dokazuje se - jednostavnim 
svodenjem na protivre6nost sa Prethodnb dokazanim delom 
teoreme. 

Na osnovu zrethodne te -%reme sledi: 
Poslediva 21. Ako je k' slika a -osolite k ail pre-

slikavanju elementom f normalizatora bilo koje grupe sime-
trijabilokogpramenapravihramils„tada iii unutr;- 

njost apsolute pripada unutresnjosti krive k; iii unutra 
,k).jost krive k' pripada unutradnjosti apsolute. 

Primetimo da smatramo da smo liznakom k' razliatom 
od oznake apsolite k ukazali da su te dve krive razliate. 

Slede6u teoremu, kojom se utvrduju vrste transfor-
nacija sli6nosti _rupe G

SlID ravni 
152' gde je D ta5ka ap-

solute, ne6emo dokazivati jer je njen dokaz u na6elu analo-

gan dokazu teoreme 25. Uzimajuei u obzir da je ta grupa 
normalizator grupe simetrija G Dh, moemo reoi i da je njen 
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sadraj analogan dadr'iaju teoreme 21. uz uslov da se u 
njemu izraz "homologija sredigta 0" zameni izrazom "elaci-
ja" sredigta D1 ose d = W(D). Da je takva eracija norma- 
lizator grupe Gbh  dokazali smo u lemi na str. 232._ 

6. Sli6nost i podudarnost epicikala ravni  162 . 
Porto elemente grupe G automorfizama apsolute 

ravni 1S2 smatramo tramsformacijama poduadrmosti te ra-
vni, smatrgemo da je neki lik L ravni 1S2  podtidarna  li- 
ku L1 te ravni ako i samo ako postoji element f grupe G 
takav da je f(L) = Li . 

Teorema 29. Lik e' ravni 1S2  podudargn epiciklu e 
te ravni je epicikl iste vrste koje je i epicikl e. 

Dokaz. Prema pretpostavci teoreme i definiciji 
podudarnosti likova ravni. 1

S, postoji element f grupe G 
takav da je t(e)-= e: 	svega dokaza6emo da .je e' 
trajektorija grupe fGohf-1 gde le GOh grupa simetrija 
pramena pravih sredigta0 u odnosu na kojU je definisan 

epicikl e. Ako je X taCka epicikla e,'tada je f(X) = X' 
taka lika e:'Neka je Y' bilo koja taCka lika e: Tada je 
taCka Y = f-1

(Y') teika epicikla e. Na osnovu definiuije 
postoji.element g 7,rue GOh  koji ta6ku X preslikava na 
taku Y. Element fgf-1  grupe fGolif-1  preslikava ta6ku X' 
na taCku Y: 

Da bisto dokazali da je trajektorija e' grupe 
fGOh f

-1 
epicikl dovoljno je dokazati da Ze to grupa grur•a 

simetrija prnmena pravih ravni1 	- 	
. u ranijim slu6a- 2 . , 

jevima sli5nim ovom, za to je dovoljno dokazati da je 
kolineacija izvedena iz bilo koje simetrije grupe Goh 

 konjugovanjem te simetrije elementom f simetrija grupe 

simetrija izvesnog pramena 7.ravih. ako je svpka simetri-
ja grupe GOh  harmonijska homologija kojoj su sredigte i 
osa pol i polara u apsolitnom polaritetu, kolineacija 
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izvedena iz te harmonijske homologije konjtgovanjem elemen-

tom f grupe G je takode harmonijska homologija kojoj su 

srediOte i osa pol i polara u odnosu na apsolutni polari-

tet. Ova poslednja 5injenica sledi na osnovu teoreme 3. 
(/6/ str. 140.) i stava po kome su svi autoRorfizmi apso-

lutno permutabilni sa apsolutnim polaritetom. Osa te harmo-

nijske homologije kao slika ose odgovarajuoe harmonijske 
homologije grupe GOh  sadrZi ta6ku f(0) = 0'. I-ogto ovo va-
Zi za sve harmonijske homologije izvedene iz harmonijskih 
homologija grupe GOh  konjugovanjem transform4cUom f, ose . 
svih tih homologija sadre ta6ku 0'. Prema prethodnom sve 
te harmonijske homologije su simetrije grupe simetrija • 

GO'h = fGOhf
-1 

pramena pravih sredigta 0'. Automorfizam ap-
soltte f preslikava unutragnju ta6ku 0 na unutragnu ta6ku 
0'; ta6ku apsolute 0 na ta6ku apsolute 0'; spolja5nju ta5- 

ku 0 na spoljagnjt ta6ku apsolute 0'. U poslednjem slu6aju 
ako je hiperboli6an pramen pravih sredigta 0 prve vrste, 
tada je, takode zbog toga gto je f automorfizam apsolute 

- i hiperboli5an ,raven pravih sredigta 0' hiperboli6an pra-
men pramen prve vrste. Isto se mote rea i u pogledu hi-
,perboliCnog pramena oravih druge vrste. Zato je, ako je e 

hipercikl prve, i e' hipercikl prve vrste, a ako je e hip-

ercikl druge, i e' je hipercikl •druge vrste. Da se jednog-

rani hipercikl preslikava bilo kojom transformaeijom po-
dudarnosti na jednograni hipercikl, a dvograni na dvograni 
sledi iz toga ?to je grupa izvedena iz grupe simetrija hi-

perboliCnog pramana pravih prve (druge vrste) transformaci-
jom podudarnosti takode grupa simetrija hiperboli6nog pra-

mena pravih prve(druge vrste), a grupa simetrija hiperholi-
Cnog pramena pravih ravni 1S2  dobijena na isti na5in takode 

grupa simetrija hiperboliChog pramena pravih te ravni. 
Neposredna posledica prethodne teoreme 
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Posledica 22. Svakom epiciklu grupe simetrija 
Goh  datog pramena pravih.ravni 1S2  pri preslikavanju bilo 
kojom trpnsformacijom podudarnosti te ravni odgovara ta6no 
jedan epicikl iste vrste grupe simetrija G o , h  gde je 0' 
slika take 0 pri tom preslikavanju. 

Teorema 30. Svaki epicikl grupe simteija G o h  
, eliptiCnog (hiperboli6nog) pramena pravih ravni 1S2 

podudaran je sa samo jednim epicikiom tog prameria prqvih. 
Svaki epicikl grupe simetrija Goh  hiperboll6nOg pramena 
)ravih prve vrste (druge vrste) podudaran je sa taCno 

dva epicikla tog pramena nravih. Svaki epicikl paraboli- 
Cnog pramenapravih ravni S 2  podudaran je sa svim oriel-
klima tog pramena pravih, iste oblasti te ravni. 

Dokaz. Da bi neki epicikl e'grupe simetrija elipti-
Cnog pramena pravih sredi5ta 0 bio podudaran datom epi-

ciklu e istog r:ramana pravih potrebno je i dovoljno da 

postoji transformacija podudarnosti koja je istovremeno 

i element normalizatora pomenute grupe simetrija. Kako 
svaki element normalizatora te grune preslikava sredite 
C tog pramena pravih na to isto sredite, potrebno je i 
da je to transformacija podudarnosti element grupe G o 

 automorfizama take 0 u G ( to grunu smo u radu /6/ na-- 
zvali stacionarnom podrupom u G taCke 0). Medutim pre-
ma teoremi 5. (/3/ str. 147.) grupa Go  istovetna je u 
ovom sluCaju grupi Gob . Sato svaki element te grupe 
preslikava epicikl e na taj isti epicikl; te je e jedini 
epicikl eliptiCnog pramena pravih sradi:ta 0 koji je po-
pociudaran tom istom epiciklu e. Po'to je, iz istih razlo-
ga(grupa GOh  je u ovom sltC:aju u radu ozna5ena sa Gv ) 
svaki element grupe G koji je istovremeno automorfizam 
take 0 u slu6aju icada je to tacka taCka spoljanjosti 
aosolute element grupe simetrija hiperbq;ACnog pramena 
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pravih sredigta 0, tearema vga i u slu6aju epicikala 
takvog pramena pravih. 

Grupa simetrija hiperboliCnog pramena Dravih 
prve vrste koju smo u radu oznaali G vh, u radu /6/ ozna-
Cili smo sa GOh. • 	43)

. Prema teoremi 5.(/6/ str. 147.) 
grupa GOh  i u toms1u6aju je Drava podgrupa grupe G

oa
. Na 

44 ostunrutePreme2.11.svielementi grupe _ 	) Gu razliti 
od elemenata grupe Gohsu elementi Blase hvGoh  pusedne kia-
si GOh  pri razlaganju grupe Go  DO njenoj podgrupi GOh. 
Iz dokaza teoreme 22. sledi da svi takvi elementi pre-

slikavaju hipercikl prve vrste e na isti, njemu "komDlemen-
tan" hipercikl e' u odnosu na dvograni hipercikl koji sa- 
dra hipercikl e. 

Teoremom 5. u radu /6/ nismo obuhvatili i slu-
Caj grupe simetrija hiperbuli6nog pramena pravih druge 
vrste. Zato smo u radu, teoremom 2.10. dokazali da je to 

grupa Drava podgrupa grupe simetrija hiDerboliCnog pramena 
pravih istog sredita, Na osnovu toga, na isti naCin kao 
u prethodnom slu5aju dokazuje se da u datom hiperboli5nom 
pramenu pravih druge vrste podtoje taCno dva (jednograna) 
hipercikia podudarna datom hiperciklu e tog Dramena. Ovi 
hipercikli su hipercikl e i hipercikl h0(e) gde je 

h0 si- 
metrija sredil=ta O. Ovaj hipercikl je, prema teoremi 
komplernentan hiperciklu e u odnosu na dvogxani hipercikl 
istog pramena pravih koji sadr.a hipercikl e. 

43) U radu /6/ grupa oznaCena sa Gni,,predstavijala 
je podgrupu grupe G generisanu harmonijskite-inomologijama 
to grupe u odnosu na ose pramena pravih sree_j_ta 0 uklju-
6uju6i i one _je seku apsolutu. Sa 	 smo od- govaraju6u oods.rupu kojoj su generato samo one od pre- 
thodno opisaaih harmonijskih homologija 6lje ose seku ap-
solutu. 

44) Prema teoremi 5. u /6/, grupa Gv  je grupa G0. 



Ako je GDh grupa simetrija paraboli6nog pramena 
pravih sredil'ta D, tada je na osnovu poSLedice 2.10. to 

grupa prava podgrupa grupe automorfizama take D u grupi 
G. Nelt a je o dati .oricikl tog pramena pravih, a o'bilo 
koji oricikl istog pramena pravih razlioat od oricikla 0, 
oneoblastirmils2Icoja sadrH oricikl o. Neka su takep i p 

1 preseka bilo koje ose pramena pravih sredita D sa oriel-
klima o i o' redom. Frema pretpostavci teoreme:ta6ke P i 
F1  priadaju oblasti interpretacije jedne od geometrija 
ravni 152' Zato prema aksiomi G4 apsolutne geometrije po- 

1 stoji simetrija ravni 52  6ije 	suenje na to oblast 
"razmenjuje"ta6ke P i Pl . Sredite C te simetrije je jedna 
od jedinstvenoc7 oara taCaka koji je harmonijski konjugovan 

sa parom ta6aka i-1 kao i sa parom oreseCnih taaka. 

prave PP, i apsolute (jedna od ovih tar!iaka je D, a drugu 
6emo oznaCiti sa D1 ). U cilju interpretacije ovih rezulta-
ta u geometrijama ravni 1S2 , kojoj 6emo posvetiti slede6i, 
poslednji, oaragraf rada, smatraemo da je ta6ka C taCka 

- one oblasti ravni 1.  kojoj ne orioadaju take 	i Pl . 
Proizvod simetrije 6ija osa sadra ta6ku r i pol prave PP.  
(koji orioada oravoj d = W(D) i simetrija sredj2ita C 

predstavlja epicikli5ku rotaciju f :;rune automorfizama 

u ;rupi G kbja taeku P preslikava na tac',:ku P i . Na 
osnovu teoreme 27. f(o) je oricikl ravni 1S2  koji sadrH 
taku P1.  All iz dokaza te teoreme sledi da je taj ori- 
cikl oricikl grupe fGphf -1  koja je takd oe grupa simetrija 
pramena pravih sredita f(D). Ova grupa je zbog f(D)=D 

i zbog toga fto D nije ta6ka spoljanjosti scosolite istove-
tna prupi GDh . Zato je f(o) = o: 

KoristeCi dokaz poslednjeg dela teoreme moemo 
dokazati posledicu 23. 

Posledica 23. Grupa GD  autornorfizama take D 
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apscliate u grupi transformacija podudarnosti ravni 1S2 
jednostavno je tranzitivna u svakoj od oblasti to ravni. 

U dokazu ove posledice koristi se i posledica 

4.15. Teorema 28. ima osnovnu ulogu u dokazu slede6e, op-
tije teoreme, kojom se utVrduje broj epicikala bilo kog 

, pramena pravih ravni 102 podudarnih datom epiciklu pramena 
pravih iste vrste. 

Teorema 31. Ako je e epicikl. elipti6nog pramena pr-
avih sredi Ita 0, tada za bilo koji elipti6an pramen pravih 
postoji to no jedan epicikl definisan u odnosu na grupu 

simetrija tog pramena podudaran sa epiciklom e. Ako je e 

dvograni hipercik1 hiperboli6nog pramena pravih sredi4ta 

V, tada za bilo koji hiperboli6an pramen pravih sredita 

V'postoji talno jedan hii.ercikl iste vrste koji je podu-
daran hiperciklu e. Ako je e hi : ercikl prve vrste (druge 
vrste) hiaerboli6nog pramena pravih prve (druge) vrste 

sredi2ta V, tada za bilo koji hiperboli6an pramen pravih 

prve (druge) vrste sreditel V'postoje to no dva hinercikla -
Prve (druge). vrste koji su podudarni hiperciklu e. Ako je 

oriciki paraboli6nog nramena pravih sredita'D, tada su 
za bilo koji paraboli6an pramen pravih svi 	 tog 
pramena podudarni sa briciklom o. 

Dokaz. Ako je 0' sredi 'i te nekog elipti6nog pramena 
pravih, a f jedna od transformacija podudarnosti koja ta-

6ku 0 preslikava na t;6:11 0; tada je Drema posledici 22. 
f(e) = e' epicikl elipti6nog 7)ramena -Dravih sredi6ta 0: 
Ovaj epicikl je prema definiciji Dodudarnosti likova ravni 
102 podudaran epiciklu e. I-retPostavimo da je epicikl e' 

 epicikl pramena pravih sredita 0' koji je poduda-

ran sa epiciklom e. Prema definiciji ;Jodudarnosti likova 

tada postoji transformacija poduddrnosti g takva da je 
g(e) = e''. Tramsformacija podudarnosti 	preslikava 
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epicikl e'na epiciki e". ALL ovo je u protivre5nosti sa 

teoremem 28. U slu5aju dvogranog hipercikla e teorema se 

dokazuje na isti na6in. 

Ako je e hiuercikl prve vrste hiperboli6nog pra- 
mena pravih sredita V, a V' sredigte bib kog hiperboli6- 
nog Aran ena pravih ravni 1S2*  tada T)rema posledici 22. 
transformacija podudarnosti f koja ta6ku V preslikava na 
taCku V', preslikava hipercikl e na hipercikl brve vrste 

hiperboli6nog prarnana pravih sredita V'. Medutim i trans-

formacija podudarnosti hvf.Dreslikava hipercikl e na hi-

percikl prve vrste razliCit od prethodnog koji je takode 
podudaran sa epiciklom e. Ako bi osim ova dva hibercikla 
prve vrste Dramena pravih sredita V' postojao i tre6i hi-

percikl prve vrste tog pra:lena pravih, tada bi i ova tri 
hipercikla budi6i"podudarna istom hiperciklu e bila poduda-
rna i medusobno sto je u suprotnosti sa teoremorn 28. 

Ako je D'sredite bilo kog paraboliCnog Dramena 
, -oravih ravni 152, tada -,orema posledici 22. transformacija 

podudarnosti f koja #a5ku D preslikava na ta6ku D', bre-
slikava i oricikl e na oricikl o'paraboloCnog pramena Dra-
vih sredita D'. Na osnovu teoreme 28. oriciki o'je Dodu-
daran sa svim oriciklima pramena pravih sredita D: Zato 
je, na osnovu tranzitivnosti relacije podudarnosti, orici-
kl o podudaran sa svakim od tih oricikala. Naravno, i u o- 

 von slu6aju radi se o oriciklima paraboli6nog pramena pra-
vih sredita 0' koji pripadaju istoj oblasti ravni 1 5,) . 
Ovo ograni5enje proizlazi iz odgovarajuseg ograni6enja 
izlo!';,enog u teoremi 28. koju smo koristili u dokazu ovog 
dela teoreme. 

Neposredan Dosledicaposlednjeg dela teoreme 29. 
je bosledica : 

Posledica. Svi oricikli iste oflasti ravni IS. 
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meclusohno su podudarni. 

7. Transformaci . e  sli5nosti ravni  152' Pre defini-
cija transformacija sliCnosti ravni 1S2  izloH6emo jog 
nekoliko teorema koje se odnose na transformacije sli-

Cnosti datog sredigta (ili u datoj ta5ki) te ravni. 

Teorema 32. Svaki trotemenik temena 0 autopolaran 

u odnosu na apsolutni nolaritet W autopolaran je i u pola-

ritetu u odnosu na bilo koji nedegenerisani epicikl 
nisan u odnosu na grupu simetrija Goh  pramena nravih sredi-
gta O. 

Dokaz. Neka su F i Q druga dva temena bilo kog au-

topolarnog trotemenika apsolute Cije je jedno teme te.5ka 0, 

a e bilo koji nedegenerisani epicikl pramena nravih sredi-
gta O. S obzirom da nijedno teme autopolarnog trotemenika 

ne moe pripadati'krivoj drugog reda u odnosu na koju je 

taj trotemenik auropolaran, taZika 0, ukoliko ne progirimo 
definiciju autopolarnostio ne moe pripadabi apsoluti. Pod 
tim uslovom gruna simetrije GOh je grupa simetrije elipti - 

_ nog 	 1 hierboliCnog pramena pravih ravni 4; 2. U svakom 
od tih slu5ajeva simetrija sredigta 0 je element te F7rupe. 
Zato je h_(e) = e 	su tae preseka bilo koje ose epici- 
kla e 45) uharmonijski konjugovane sa parom ta5aka od kojih 

je , jedna ta6ka 0, a drug ta5ka preseka te ose i prave 

o = W(0). A osnovu tcga je prava o polara ta6ke C i u odno; 
su na polaritet odreden eniciklom'e. 

Na osnovu teoreme koja je neposredna posledica de-

finicije trajektorija pramenova pravih (/24/ str. 161.) 

harmonijska homologija srediE4ta P i ose OQ preslikava epi-

cikl e na taj isti epicikl. Zato je, prema teorerni 3. ra-

da /6/ (ili te6remi 38.1. u /13/, str. 161.) sredigte P 

45) Ose epicikla definisali snub u produetki sa-
draja leme na str.185. 
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te harmonijske homologije pol njene ose 0Q, i u odnosu na 
polaritet Wi  odreen krivom drugog reda koja je ili epi-
ciki e iii ga sadrn. Na taj isti naCin dokazuje se da je 
taCka Q pol ose OF odgovaraju6e simetrije grupe G oh , i u 
odnosu na polaritet Wi . 

Teorema 33. Bilo koja realna izotropna homologija 
grupe G,, , mo v e se predstaviti kao proizvod izvesme 
cikliCke rotacije grupe simetrija G vh  i homologije hv  
sredita V. 

Dokaz. Neka je IN(X) = X' slika neke take X 
razliate od sredita N date izotropne homologije, kao i 
od taaka ose te homologije. 1;eka je h simetrija grupe 

uVh.0 odnosu na osu koja sadrH taku X, a hl  simetrija 
iste Erupe koja pravu VX preslikava na pravu VX". Prema 
definiciji taCka 	 je ta,5ka hioercikla Gvh (X), 
a orema pretpostavci ta6ka crave VX". Neka je hv  homolo-
gija ose v = W(V) koja taku X"preslikava na taku X". 
Proizvod 	 rotacije hlh homologije hv  presli- 
kava taku X na ta6ku X'. Ovaj proizvod preslikava take 
N,N,V na te iste tance. lako su take 	invariantne 
take i izotropne homologije h-, ova homologija istovetna 
je navedenom proizvodu epicikli6ke rotacije sredita V 
koja je predstavljena proizvodom hl h simetrije h i h1  
grupe G vh  i homologije hv srediy , :t V i use v icoja take -1" preslikava na X'. 

lizgreL primetimo da, 	simetrija hl  preslika- 
va ta6ku X na taku prave VX' koja ne priDada hiDerciklu 
G_,(X) veo njernu doDunskom hipia,rakiu u odnusu na hipera- 
kl Gv(X) tada je 111  simetrija 	 Tpa je hlh epiciklinca 
rotagijd.grupe Gv  meovitih osa. :rimetimo i da smo dokaz 
izveli Dret)ostavijaju6i da ta6ka X Dripada hiperbolinom 

pramenu ravih sredita V prve vrste. Na isti nalin bisrno 
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dokazali teoremu i u sluCaju kada je taCka X taCka hiper-

boliCnog pramena pravih sredigta V druge vrste. Medutim 
tada je proizvod simetrije h l  i simetrije hv("specijalne" 
homologije sredigta V) takode simetrija grupe GVh. 

Teoremem 33. jog blie smo odredili vrste tran- 
sformacija sli6nosti grupe GSI, V nego u teoremi 5.25. 
Na osnovu teoreme 33. moe se formuli:ati teorema prema ko-
joj je i svaka transformacija sliCnosti grupe Gs .2,,v  pro-
izvod izvesne transformacije podudarnsti grupe Gv  i 
homologije sredigta V. Uzimajuoi u obzir, osim sadr24,aja ove 
teoreme, i sadraje teorema 5.21. i teoreme koja bi se 
dobila Progirivanjem sadraja leme na str. 172. u odgova-
raju6em smisit mogli bismo formulisati i teoremu: 

Teore,a 34. ...)vaki element bilo koje grupe Gs1,0 
 moe se predstaviti kao proizvod•odredenog elementa 

grupe GOh  i homologije sredita 0 i ose o, odnosno ela- 
cije sredigta 0 i ose o. 

Lema. Proizvod bilo koje transformacije grupe si-
metrija GOh pramena pravih sredi2ita 0 i perspektivne 
neacije sredigta 0 i ose o4/(0) 46 ) jednak je proizvodu te 
4-be perspektivne kolineacije i te iste transformacije gru-
pe simetrija GOh. 

Lema je neposredna posledica "dopunjene" teoreme 
30.7.(/13/, str. 137.). Dopnnu ove teoreme izvrgili smo 
u radu /6/ (nastrRni 141.). Me:utim, dokaz leme je sasvim 

jednostavan i nezavisno od naved.enih teorema, i implicitno 
smo ga izveli negto ranije i u ovorn radu. 

Perspektiva sredigta 0 i ose o u opgtem slu6aju pre-

slikava apsolutu k na izvesni epicikl k' grupe simetrija 

46) Kao i u ud'ibeniku /33/ pod Derspektivnom koli- 
neacijom oodrazumeva:no homologiju iii elaciju projektivne 
ravni. 
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GOh pramena pravih sredigta O. Prams. posledici 5.21. unut-
ragnjost jedne bd ovih krivih pripada unutragnjosti one dr-
uge. Osim toga unutragnjost apsolute se preslikava na unutr-
agnjost krive k'u pomenutoj perspektivnoj kolineaciji. Ako 
krivu k'smatramo drugom apsolutom projektivne ravni koja sa-
drZi ravan 15

2' s obzirom da se pri preslikavanju ravni 1S2 
perspektivnom kolineacijom sredigta 0 sopstvena oblast to 

ravni, prema prethodnom, preslikala na sopstvenu oblast pr-

ojektivne ravni u kojoj je zadata kriva k'kao apsoluta 47) 1 
 prethodno preslikavanje molemo shvatiti kao preslikavanje 

ravni 1S2 na ravan 
1
S2 pri emu obe ravni pripadaju istoj 

projektivnoj ravni. Kao gto smo homologije kojima se ostva-
ruju ta preslikavanja, u s1u6aju kada sredigta tih homolog-
ija pripadaju unutragnjosti apsolute nazvali homotetijama 
odgovarajuoeg sredigta, tako 6emo i u slufaju kada je sred-
igte spoljagnja tac-,ka apsolute nazvati odgovarajuee homolo-
gije homotetijama. Neka je e neki epicikl grupe GOh , a e' 
njegova slika u homotetiji sredigta 0. Ako i e'pripada unu-

tragnjosti apsolute k tada 6emo dvorazmeru Cetvorke taCaka 
E,E, 0, Pc• gde su take E,E', P'tance preseka bilo koje ose 
epicikla e sa epicikiom e, a i l osnovom o (tj. epiciklom is-
te grupe 6.0h  koji sadra ta osnova) nazvati koeficijentom 
hornotetije koja je u Ditanju. S obzirom da je homotetija je-

dnoznaC.no odreena sredigtem, osom i parom odgovarajuah ta-
6aka, ako je data vrednost koeficijenta homotetija sredigta 
0 i ose o jednoznaCno je odredena i slika take E u toj ho- 

. motetiji, pa dakie i ta homotetija. Da koeficijent hornotet-
ije ne zavisi od izbora take E na istoj osi sledi iz pozn-
ate 6injenice da je dvorazmera invarijanta projektivnih pr-
eslikavanja i da je bilo koja osa epicikala pramena pravih 

1 47) naravno idealnu oblast ravni S o  ha idealnu 
oblast projektivne ravni u odnosu na kruvu k'kho apsolutu. 
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sredigta 0 invarijantna prava homotetije homologije sre-

digta O. Nezavisnost tog koeficijenta od izbora ose proi-

stiCe iz slede6eg. Take E i E'su pripadale epiciklima e i 

e' gde je e'slika epicikla e pri preslikavanju datom homot-
etijom. Neka su El  i Ei take preseka neke druge ose pramena 
pravih sredigta 0 sa epiciklima e i e', a ta6k4E Pi taCka 
preseka te ose i prave o. U simetriji grupe G oh  koja osu 
OE preslikava na osu 0E 1  take 0 2E 9E', P' preslikavaju se 
na taCku 0,E1, 1  P' redom. Zato su iz istih razloga kao u 
prethodnom sluCaju dvorazmere ovih 6etvorki taCaka meduso-
bno jednake. U zavisnosti od toga da li par taCaka E,E'ne 
razdvaja iii razdvaja par taCaka 0 1 P' koeficijent homoteti-
je sredigta 0  i ose o je pozitivan ill negativan. Ako je 

taCka 0 spoljagnja ta6ka apsolute, dakie u slu6aju hiperbo-
liCnog pramena pravih, i ako take E i E'pripadaju njenoj 
unutragnjosti pogodnije je 48)  umesto dvorazmere Cetvorke 
taCaka r,E 0,P'razmatrati dvorazmeru 6etvorke teiaka Ci-
ja je vrednost jednaka reciprno6noj vrednosti prethodne 

dvorazmere. Ako umesto taaka E i E'izaberemo take prese-
ka U i U'bilo koje ose epicikla grupe Goh  sa apsolutama k 
i k'ravni ls2 i 1S2 '  saobzirom da su i k i k'takoe odgova-
rajua epicikli pramena pravih sredigta 0 u razmatranoj ho-
motetiji sredita 0, i dvorazmera 6etvorke U', U, 0 1P1 je 
jednaka koeficijentu te homotetije. Iz toga sledi da je i 
dvorazmera Cetvorke ta6aka E'E, 0,U gde su E i E'taCke pr-
eseka bilo koje ose skupa epicikala pramena pravih sredigta 

0 sa bilo kojim epiciklom e/k tog skupa i njemu odgovaraju-
eim epiciklom e'u toj homotetiji konstantna. U sluCaju kada 
je 0 unutra5nja ta6ka apsolute, kao i kada je ona spoljag-
nja tanra a epicikli odgovarajua u toj homotetiji pripad-
aju unutragnjosti aps- 

48) U cilju eventuvdne interpretacije u geometri-
ji sopstvene oblasti ravni 82. 	 c, 
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olute, take 0 i P pripadaju raznim oblastima geometrija 
ravni 1S2. Zato 6emo u takvim sluCajevima koeficijentom 
homotetije smatrati dvorazmeru Cetvorke taCaka 	0,U 
iii CetVorke ta6aka 	gde je P tacks preseka ose 

prave o. Za ovu poslednju moguenost odlaivaeemo 
se onda kada ta6ka 0 ne pripada oblasti ravni 1S2  kojoj 
epicikli e i e: Uzimajua u obzir da smo pretDostavili da 
e i e' pa i njihove take preseka sa odgovaraju6im osama 
pripadaju istoj oblasti ravni 182 , zatim dogovor o izboru 
koeficijenta homotetije i Cinjenicu da je svaka.od oblasti 
ravni 1S2 oblast interpretacije jedne od metriCkih geomet-
rija, svaka od odgovarajuah dvorazmera pomenutih Cetvorki 

taZaka u svakoj od odgovarajuah oblasti predstavlja razme-

ru trojke ta6aka odnodno razmeru dve odgovarajuee dui te 

homotetije, pod pretpostavkom da je jedan kraj i jedne i 
druge 	sredigte homotetije, iii tacks ose homotetije, 
a te dui pripadaju "zracima" homotetije. I u slu6aju kada 
su i e i e'dvograni (jednograni) hipercikli druge vrste, s 
obzirom da su tada take 0 i P suprotne.taCke odgovaraju6- 
ih geometrija te je njihovo medusobno rastojanje u odgova-
raju6oj geometriji uvek into, dvorazmera Zetvorke taCaka 

odnosno E;E,P,0 gto je u osvom sluCaju ravnopravna 
moaaa6nost, predstavljaju razmeru odgovarajuah duZi. U sv-
akom sluCaju, Utz nabrojane pretpostavke i kada se radi o 
dvorazmeri u kojoj ulogu take P "preuzima" taCka U, odgo-
varaju6a vrednost razmere pomenutih duZi je u,datoj geome-
triji realan broj koji je pozitivan kada par taZ:aka 0,0 ne 
razdvaja par ta6aka E,E'a negativan kada ih razdvaja. Ako 
se u homotetiji sredita 0 epicikl e jedne oblasti ravni 1S2 preslikava na epicikl e'druge oblasti te ravni, tada 
su epicikli e i e s epiiikli e i 	 iste oblasti rav- 
ni 1S2 koja odgovara ravni 1S2 u toj homotetiji. Pri tom, 
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ako je e epicikl sopstvene (idealne) oblasti ravni 182  i 
epicikl e g oe biti epicikl sopstvene (idealne) oblasti rav-

ni 82 . Pogto ovakvom homotetijom epicikl e"menja" obla-

st za koeficijent ove homoetije usvoji6emo imaginaran broj 

Cija je apsolutna vrednost jednaka koeficijentu koji bismo 

odredili po istom principu kojim smo ga odredivali u sluC-

aju,.kada su e i e'pripadali istoj oblasti ravni 18 2' 
Homotetijom sredigta 0 koja ravan 182  preslikava 

na ravan 	kao gto smo pokazali apsolutn k ravni 182  pr- 
1 • 

pr- 
eslikava se na apsolutu k'ravni S 2 , a unutragnjost apsol-

ute k na unutragnjost apsolute k'. Zato se i eliptiCan pr-
amen .pravih ravni 182  preslikava na eliptiCan pramen pra-

vih ravni 152 '  hiperboli6an (ili hiParboliCan bilo koje 
vrste) na hiperboliCan (ili hiperboliCan iste vrste) a pa-
raboliCan na paraboliCan pramen pravih ravni 152. Posledi-

ca ovog rezultata primenjena na odgovaraju6e geometrije ra-

vni 1So 

2 

 i njima homotetiCne slike - odgovaraju6e geometrije 

ravni 1S' ukazuje na jog jednu analogiju sa homotetijama 

(translacijama) euklidske ravni. Prama toj posledici homot-
etije (translacija) sredigta 0.preslikava dve paralelna 

(hiperperalelne) prave ravni 182  na dve takode paralelne 

(hiperparalelne)•prave njoj homotetiCne ( u toj istoj hom.L 

otetiji) ravni 152. nomotetije Oredigta 0 realnih koefici-

jenta koje unutragnjost apsolute prema definiciji preslika-

vaju u unutragnjost apsolute znaCajne su za geometriju unu-
tragnje oblasti apsolute pa dakle iza geometriju LobaCev-

skog. Suenja tih homotetija na unutragnjost apsolute pre-
dstavljaju odgovaraju6e transformacije dvodimenzione geom-

etrije Loba6evskog. Da bismo razjasnili prave razloge do-

sadagnjeg negiranja postojanja sli6nih likova, pa dakle i 
transformacija sliCnosti dvodimenzione geometrije LobaCev-
skog razmotri6emo slede6i primer. ,Aeka je g saenje homot- 
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etija aje je sredigte 0 unutragnja taCka apsolute na unu-

tragnjost apsolute, a take A i B take istog epicikla gr-

upe GOh pramena pravih sredigta 0. TACke A'= g(k) i Bs =g(B) 
i ta6ka 0 su temena trougla koji u toj homotetiji odgovara 
trouglu OAB. aeka je ON osa simetrije grupe Goh  koja tanku 
A preslikava na taCku B. Ova simetrija preslikava i taCku 

A'xa taCku B'. Ako oznaamo sa M I reta6ke preseka ose te 

simetrije sa str anicama AB i A'B'pomenutih trouglova, hom-

otetija gpreslikava ta6ku M na ta6ku M'. Trouglovi QAM 
OA'M'su takode odgovarajua trouglovi te homotetije. Pogto 
su u simetriji ose ON prava OM = ON preslikava na to istu 
pravu, prava AB na pravu Ala s  a pravn 	na pravu A'B'ug- 
lovi kod temena I' i Wpredstavljaju prave uglove. Razmera 

dui OA'i OA je koeficijent ove homotetije gto vaa i za 
razmeru dui OM i 0M4 . S obzirom da su, za razliku od euk-
lidke geometrije, u geometriji LobaCevskog dui i uglovi u 

tesnoj vezi prirodno je, u ovoj geometriji oCekivati da 6e 

promenama duana odgovarajuah dui u datoj homotetiji od-
govorati i promene odnosa njima odgovarajuelh uglova. U 
ovom specijalnom slerSaju promena veliane ugla kod temena 
A vezana je za promenu veliane dui AM u toj homotetiji l 

 to poznatom funkcijom LobaCevskog. zahvaljujuoi izboru ho-

motetiCnih trouglova OAM i OA'M'i odnos AM i A'M'odgovara-
juah dui ove homotetije odreden je funkcijom opisanom u 
udbeniku /24/ na str. 148.-150 (/24/ gl.VII t.4). Da li 
je i taj odnos u tom s  pa moda i u opgtijim slu6aju mogu6e 
blize odrediti s  moe,  biti predmet veoma sloenih ispitiva-
nje. Uporedjivanjem relacije (4) (/24/str.150.) sa odgova-
raju6om relacijom euklidske geometrije jedino se moe nep-
osredno zakljuati da odnos dui All i A'N'odgovarajuah u 
toj homotetiji nije jednak njenom koeficijentu. 

Dok smo prilikom razmatranja preslikavanja sliCn- 
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. 1 	. osti 'myna 82 imali u vidu sopstvenu oblast te ravni ti u 
skladu sa tim relanim homotetijama smatrali one koje to 

sopstvenu oblast preslikavaju u sopstvenu oblast, u sluCa-

ju kada iz odredenih razloga (npr. kasnijeg prou6avanja 

geometrija idealnih oblasti te ravni) prvenstvo ima ideal-

na oblast to ravni, realnim homotetijama smatraCemo one 

koje idealnu oblast te ravni preslikavaju u idealnu oblast. 

uednostavno se mo le zakljuCiti da su realne homotetije so-
pstvene oblasti idealne homotetije idealne oblasti ravni 
1S2 

i obratno. UbuduOe 6emo idealne homotetije sopstvene 

oblasti ravni 1S2  nazivati realnim homotetijama ravni 8 2  

ili samo homotetijama ravni 282 , i u skladu sa tim realne 

homotetije ravni 1S2  samo homotetijama to ravni. 

U cilju daljeg prou6avanja homotetija i sli6nosti 

sredigta 0, a i kasnijeg prouCavanja "preclikavanja sliCn-

osti iz take 0 na ta.5ku 0'" uve746emo i sledeou definici- 

- podudarnosti. ju "GOh 
Definicija 12. Lik L ravni 182  je Gurpodudaran 

liku L1 te ravni ako i samo ako postoji kolineacija grupe 

G0h koje lik L preslikava na lik 

Teorema 35. Ako su likovi L i L1  medusobno 0-podu-
darni, tada su i slike L'i Li tih likova pri preslikavanju 

hekom homotetijom sredigta 0 takode medusobno GOh  - podud-

arni. 
Dokaz. Iz definicije 12. i pretpostavke teoreme 

sledi da postoji transformacija g grupe GOh  koja lik L pr-

eslikava na lik L1 . iva osnovu lame na str. 199. transforma-

cija izvedena iz g datom homotetijom sredigta 0 je to ista 

transformacija g. Zato transformacija g sliku L'lika L pri 

preslikavanju tom homotetijom, preslikava na sliku Li lika 

L1 
pri preslikavanju istom homotetijom. 

Za pravilnu interpretaciju rezultata izra1enog te- 
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oremom 35. u sluCaju pojedinih oblasti ravni 182  potrebno 
je i sledeoa teorema: 

Teorema 36. Elementi grupe simetrija Goh  pramena 
pravih odredene oblasti ravni S 2  sredifta 0 iii ose o = 
W(0) i elementi grupe simetrija 11;h  pramena pravih sred-
i5ta 0 odnosno ose o= W'(0) odgovaraju6e oblasti ravni 
koja je slika ravni 1S2  u izvesnoj homotetiji sredi5ta o, 
predstavljaju suZenja na odgovarajuoe oblasti ravni 182  i 1S2  odgovarajuah elemenata iste grupe simetrija G0h pram- 
ena pravih sredigta 0 te ravni. 

Dokaz. Romotetija koja preslikava ravan 182  na ra-
van 1S2 je izomorfizam tih ravni. Prema prethodnim razmat-
ranjima homotetija ravni 1S2  preslikava sopstvenu (idealnu) 
oblast ravni 182  na sopstvenu (idealnu) oblast ravni 152. 
Lato je to homotetija izomorfizam i sopstvenih (idealnih) 
oblasti ravni 1

2 	2' 
1S' 	osanvu lame na str.199. i svo- 

jstva konjugovanja, u tom izomorfizmu svakoj simetriji so-
pstvene (idealne) oblasti ravni 18

2 odgovara simetrija so-
pstvene (idealne) oblasti ravni 1S

2  kojoj su sredi5ta i osa slike sredi5ta i ose date simetrije pri preslikavanju razma-
tranom homotetijom. iJato, 5to smo ranije veo dokazali ali s 

drugim ciljem4 u tom izomorfizmu svakoj simetriji grupe Gob  
odgovara simetrija grupe 

Teorema se mote dokazati i na drugi neAn. Bilo 
koja simetrija grupe GOh  sopstvene (idealne) oblasti ravni 
182  je suZenje harmonijske homologije ravni 182  kojoj je ee- 
•ntar te simetrije, a osa osa iste na odgovarajueu oblast te 
ravni. Pri tome su taj centar i osa pol i polara u apsolut-

nom polaritetu W. Ovo isto vaZi i za bilo koju simetriju gr-
upe 	s tom razlikom 5to se u tom sluCaju radi o apsoiut- 
nom polaritetu W'odrectenom slikom k'apsolute k ravni 182  u 
razmatranoj homotetiji. Iz prethodnog i teoreme 32. sledi da 
je svaka simetrija grupe GOh  istovremeno i simetrija grupe 
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Gbh  i obratno, pa Ce te isto vaHti i za suZenje tih grupa 

na odgovarajuoe oblasti ravni 182  i 1SL. 

Posledica 24. Ako je neki lik L sopstvene (idealne) 
 oblasti ravni 1  82  0 - podudaran sa likom L1  te ravni, tads 

je slika L'lika L pri preslikvanju homotetijom sredigta 0 

(ose o = W(0)) sopstvene (idelane) oblasti ravni 182  na so-

pstvenu (idealnu) oblast ravni 182 G's'ett  - podudaran slici 

L' lika L1 pri preslikavanju istom homotetijom. 

Ova posledica je neposredna posledica definicije 

12. koja predstavlja definiciju koja se dobija prilagodja-

vanjem definicije 12. sopstvenoj (idealnoj) oblasti ravni 
1S2' i teoreme 35. 

vaglagavamo da se za razliku od teoreme 35. gde 

nije bilo neophodno posebno isticati da su slike medusobno 

GOh - podudarnih likova ravni 1S2 pri preslikavanju homo-

tetijom sredigta 0 ,medusobne Gbh  - podudarne jer je u slu-

Caju ravni 182  GOh = GiYia ( v. teoremu 36.), u posledici to 

se mora u6initi. U suprotnom, posledica 24. ne bi bila ta-

6na u sledeoim slu'ciajevima, koji se mogu dogoditi samo pod 

uslovom da se radi o homotetijama ravni 182  (28
2
) koje smo 

nazvali idealnim. Neka se u idealnoj homotetiji ravni 1S2 

 apsoluta k preslikava na "novu" apsolutu k'slike 1S2 u toj 

homotetiji, i neka je 0 onaj epicikl grupe GOh  koji se u 

toj homotetiji preslikava na apsolutu k. S obzirom na pret”: 

postavku o prirodi homotetije, k je epicikl grime G Oh  koji 

pripada sopstvenoj oblasti ravni 152 . Na osnovu iste pret- 
' postavke, teoreme 28. i posledice 21. "prster" izmectu epi-

cikala e i k ravni 1S2 
koji u sppstvenoj oblasti te ravni 

predstavlja skup spoljagnjih taCaka epicikla e preslikava 

se na "prsten" izmeftu epicikala k i k'ravni 1 koji u so-

pstvenoj oblasti te ravni predstavlja skup spoljagnjih ta-

6aka epicikala k. Ako je bilo koje teme npr. A nekog trou- 
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gla ABC ta5ka spoljagnjosti epicikla e ravni 182 , tada je 
slika A'tog temena pri preslikavanju razmatranom homoteti-

jom ta6ka spoljagnjosti epicikla k sopstvene oblasti ravni 

' 
1S"2  Kako ta spoljagnjost predstavlja skup taCaka te obla-
sti koje nisu take sopstvene oblasti ravni 1S2 , nijedna 
transforiacija podudarnosti sopstvene oblasti ravni 1S2  ne 
dejstvuje na to taCkt, te se ne moe utvrditi podudarnost 
trougla AaB'C'i trougla Al  B' C' koji je slika trougla Al   1  
B1C1  GOh podudarnog trougla ABC pri preslikavanju istom 

homotetijom, u okkiru podudarnosti definisane u sopstvenoj 
oblasti ravni 1S2. 

Medutim, u slu6aju (realnih) homotetija ravni 1So 
 unutranjost sopstvene oblasti (idealne oblasti) slike 1 ' 

ravni S2 pri preslikavanju takvih homotetijama pripada un-
utra'njost sopstvene (idealne) oblasti ravni 1S2 . Zato su 
GOh - transformacije podudarnosti sopstvne (ideltine) obla-
sti ravni 1S2 suZenja odgovarajuah transformacija sopstve-
ne (idealne) oblasti ravni 1S2 na sopstvenu (idealnu) obla-
st ravni 'Si. 	ovom sluCaju svaka dva lika koja su meduso- 
bno G - podudarna takode su i medusobno G

OYS - podudarna. 
Tada se posledica 24. moe formulisati sliCno teoremi 36. 
i time sasvim npriblilili" odgovarajuooj situaciji u proj-
ektivnom modelu "pro5irene" euklidske ravni. Mada je i ta-
da prisutna osnovana razlika izmedu homotetija sredita 0 
sopstvene oblasti (idealne oblasti) tih ravni — u prvoj je 
ta homotetija preslikvanje tih oblasti, a. u drugoj transf-
ormacija — ta razlika je u ovom sluCaju umanjena ne samo 
time 'fto se posledica 24. tada moe formulisati na isti na-
cin kao i u projektivnoj ravni u kojgoj je apsoluta prava sa 
zadatom eliptiCnom involucijom, veC i iz sledeeeg razloga. 
U takvoj projektivnoj ravni realnim homotetijama sredita 0 
ravni 1S2 odgovaraju one homotetije sredita 0 kod kojih je 
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apsolutna vrednost koeficijenta homotetije manja od jedini-
ce. U takvim homotetijama spoljahjost bib kog epicikla, 
ako je sredigte 0 taCka sopstvene oblasti takve projektiv-
ne ravni preslikava se u unutragnjost tog epicikla. Ove 
homotetije, uz isti uslov da je 0 ta6ka sopstvene oblasti 
tih ravni, preslikavaju u oba sluCaja spoljenjost bilo 
kog'kruga srediZta 0 na njegovu unutraZnjost. 

Ako umewto projektivnih modela razmatramo modele 
ovih geometrija u skupovima Ciji su elementi proiziroljne 

prirode, prethodne zakljuCke molemo interpretirati i na 

sledeei na6in. U cilju pojednostavljenja izlaganja, ogran-

iCieemo se samo na poslednja razmatranja u kojima smo pre-

tpostavili da je tst5ka 0 unutra5nja ta5ka apsolute. Tada 

su pomenutim epiciklima predstavljeni koncentriCni krugovi 

S — modela geometrije LobaCevskog datog polupreZnika kri-

vine, odnosno koncentriCni krugovi euklidske geometrije. 

Homotetije Cije je srediZte pomenutog skupa koncentrai6nih 

krugovappredstavljaju izomorfizme datog S —modela geometr-

ije LobaCevskog i S — modela geometrija LobaCevskog razliC-

itih poluprenika krivine koji su manji od polupreCnika kri-

vine datog modela. Apsoluta svake od tih geometrija u sm-
islu S—modela) je krug date geometrije. Prema tome koefici-

jent homotetije neposredno zatisi od odnosa polupreCnika 

krivina date i njoj izomorfne geometrije. U sluCaju euklids-

ke geometrije polupreCnik krivine je za svaku euklidsku ge-

ometriju beskonaCan to odnos tih polupreZnika mote biti ma 
'koji broj. 

Razmotrieemo u osnovnim crtama na koji naan odre- 
ujemo transformacije podudarnosti koje u tom izomorfizmu 

izmedu S — modela date geometrije Loba6evskog i modela iste 

vrste neke od njoj odgovarajuoih geometrija odgovaraju tra-

nsformacijama podudarnosti date geometrije. Svakoj esnoj Si- 
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metriji date geometrije odgovara vsna simetrija alike te 
geometrije, pri eem# je osa te simetrije slika ose simetri- 
je date geometrije u homotetiji koja ostvaruje izomorfizam 
tih dveju geometrija. Za razliku od odgovarajuoe situacije 
izraZene teoremom 36., u ovom op5tijem slu6aju Simetrijk 
izvedena iz date nije suZenje date simetrije na sliku date 
geometrije vee, suZenje neke druge simetrije date geometrije 
na to sliku. Porto je moguOe svaku transformaciju podudar-
nosti date geometrije LobaCevskog predstaviti kao proizvod 

od njavie tri osne simetrije, iz prethodnog sledi da va- 
H: 

Posiedica 25. Ako je apsolutna vrednost koeficije-
nta homotetije koja datu geometriju Loba6evskog preslikava 
na njoj izomorfnu geometriju manji od jedan, tada je skup 

transformacija podudarnosti slika date geometrije skup su- 
Zenja transformacija podudarnosti date geometrije na njenu 

sliku. Pri tom je, osim u sluCaju identi6ne transformacije 

i transformacija grupe simetrija pramena pravih sredita 

istovetnog sreditu homotetije, svaka transformacija podu-

darnosti geometrije izmorfne datoj suHenje transformacije 
podudarnosti date geometrije razliCite od transformacije 

podularnosti koja joj u tom izomorfizmu odgovara. 

Dokaz teoreme koja odgovara, u projektivnom mode-

lu ovih geometrija, posledici 25. zasniva se na teoremi 64. 
4. (/13/ str. 257.). 

Na osnovu posledice 25. mote se uopHtiti posledi-
ca 24. u tom smislu sto se za likove L i L1 pretpostavlja 
da su samo podudarni, a ne i Goh  t podudarni. 

Ako data geometrija predstavlja geometriju odrec!e-
nog fiziCkog prostora, 49) tada moHemo smatrati da homoteti- 

49) Uz pretpostavku da je to geometrija odgovaraju-
6e d;menzije. S obzirom da su metode koje koristimo vrlo op-
gte uoptenje prethodnih rezultata na trodimenzione i Cetvo-
rodimenzione geometrije u principu ne predstavlja znatne te- 
'6kooe. To uop5tenje za n=3, izvrgili smo u poslednjem parag-
rafu rade. 
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ije kojima je apsolutna vrednost koeficijenta manja od je-

dan prodstavlja sktpljanje tog prostora pri preslikavanju 
takvim homotetijama, pa prema tome poveCanjo "zakrivljeno-

still tog prostora vezano je sa nzgOnjavanjem" materije 
koja tom prostoru odgovara. Suprotno tome homotetije kod 
kojih su apsolute vrednost koefieijenata ve6e od jedan,pr-
edstavljaju arenja datog prostora uz razredivanje materi-

je koja tom prostoru odgovara. Posledicom 24. i njenim uo-
pgtenjem izraava se nnjenica da su pomenuta pulitiranja 

prostora ravnomerna. Onim delovima svemira bez materije . 

odgovara geometrija Cija je krivina nula. Pogto u tim del-

ovima nema materije, nema onoga gtcb bi se zgugnjavalo iii 

razredivalo, to se takki delovi prostora ne mogu ni skup-

ljati ni 5iriti. Geometrija krivine nula5°)  su euklidska 

i pseudoeuklidska geometrija. ZA razliku od homotetija ge-

ometrije LobaCevskog cija je krivina razliUta od nule, 
homotetije euklidske (pseudoeuklidske) geometrije to geom-

etriju preslikavaju uvek na istu geometriju. 

Prethodno tretiranje geometrije kao geometrije 

odredenog fiziCkog prostora ukazuje da no treba praviti bi-

tnu razliku izmectu firealnih" i "idealnih" homotetija. 

I izomorfizam koji se ostvaruje transformacijama 

sliCnosti ravni 182  i njoj odgovarajuee ravni 1S2 je znae-

ajan kako u prethodnom smislu, tako i za geometriju uopgte. 

SledeCom definicijom preciziraCemo i taj pojam. 

Definicija 13. Ako element f grupe Gald preslika-

va ravan 182 na ravan 
1521 tada ka.:iemo da su to dve ravni 

sli6ne u odnosu na sredigte sli6nosti O. Element f' grupe 
4,  

%%i 3 O
1 

 je preslikavanje sliCnosti ravni 182  na ravan 62 . 

50) Sve razmatrane geometrije su geometrije konst-
antne krivine. 
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Prema teoremi 340 Svaki element normalizatora gr- 

upe Goh  koji pripada i odgovaraju6oj grupi sli6nosti Galo 

 mote se predstaviti kao proizvod odredenog elementa te gr-

upe i homotetije sredigta 0 pod uslovom da je, ako se radi 

o hiperboli6nom pramenu pravih, taj element element norma- 

lizatora grupe simetrije i hiperbolihog pramena pravih pr- 
ye (druge) vrste. Na osnovu lemo formulisane neposredno po- 

- sle teoreme 34, redosled Cinilaca tog proizvoda nije bitan. 

Na osnovu prethodnog, definioije 13. i teoreme 36. sledi 

posledica: 
Posledica 26. Ako je ravan 1S2sli5na ravni 182  u 

odnosu na sredigte 0, tada je ravan 
1S2 slika ravni 182  i 

pri preslikavanju onom homotetijom ciji je proizvod sa odr-

edenim elementom grupe simetrija Goh  jednak elementu norma-

lizatora to grupe koji ravan 182  preslikava na ravan 

Element normalizatora grupe simetrija Goh  koji ra-

van 1S2 
preslikava na ravan 14 nazivamo preslikavanjem sl-

i5nosti sredigta 0 koje ravan 5 2  preslikava na ravan 15. 

Koeficijent homotetije eiji proizvod sa odgovarajuoim elem-

entom grupe Goh  predstavlja razmatranu transformaciju slid-

nosti nazivamo koeficijentom te slinosti. Zahvaljujua ko-

mutativnosti homotetije sredigta 0 i bilo koje transformaci-

je podudarnosti grupe simetrija Goh  kao i teorema 34. i 36. 

mo sie se dokazati da vaU teorema koja se dobija iz teoreme 

35. zamenom rea homotetija re6ju slinost. Ako je homoteti-

ja koja u6estvuje u predstavljanju odgovarajuee transforma-

cije sli5nosti homotetija koja sopstvenu (idealnu) oblast 

ravni 152 
preslikava na sopstvenu (idealnu) Oblast ravni 

152' 
tada i to sli6nost preslikava sopstvenu (idealnu) obl-

astravni 152  na odgovarajueu oblast ravni 
1 	U prvom slu- 

6aju apsolutna vrednost koeficijenta te sli6nosbd je manja 

od jedan, a u drugom koji se odnosi na idealnu oblast 
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ve6a od jedan. Za preslikavanja sli6nosti koja odgovaraju-
6u oblast ravni 132  preslikavaju na oblast iste vrste — 
preciznije za suenja tih preslikavanja na pomenutu oblast 

yea teorema analogna posledici 24. U izomorfizmu dve geo-
metrije LobaCevskog razli6itih polupreCnika krivina koji 

se ostvaruje preslikavanjem sliCnosti 6iji koeficijent za-

visi od odnosa polupre6nika krivina tih geometrija, ako je 
apsolutna vrednost tog koeficijenta manja od jedan, trans-
formaciji podudarnosti prve geometrije odgovara transform-

acija podudarnosti druge geometrije koja je suenje neke 

transformacije podudarnosti prve geometrije na oblast in-
terpretacije druge geometrije. Osim u slueaju identiCne 

transformacije, pomenuta transformacija podudarnosti prve 

geometrije nije odgovaraju6a transformacija druge geometr-
ije. Ovo je rezultat koji u potpunosti odgovara posledici 
25. i moie se dokazati kori6e6enjem to posledice, teoreme 

34. i teoreme 64.4. (ova poslednja teorema formulisana je 
u /13/ na str. 257.). Iz "fiziCke" interpretacijo homotet-
ija geometrija ravni 132  i teoreme 34. sledi da preslikav-
anja sliCnosti takode predstavljaju kretanja odredenih de-
lova svemira koja ukljuCuju i njegovo pulsiranje. Ali ova 
kretanja su ne5to sloenija od iskljuavo pulsiranja. Tako 
preslikavanje sli6nosti koje je proizvod homotetije sredi-
gta 0 i epicikliCke rotacije istog sredigta predstavlja 
pulsiranje tog dela svemira sa sredi5tem u taCki 0 uz isto-
vremenu rotaciju tog dela svemira oko is -be ta6ke. Teoreme 
koje smo naveli kao odgovaraju6e teoreme teoremama kojima 

se utvrduje da su slike dva podudarna lika odredene obla-
sti ravni 12  pri preslikavanju homotetijom koja to oblast 

• preslikava na odgovarajuou oblast ravni l  321  takode podud- 

arne, ali u opgtem slu6aju u odnosu na podudarnost defini-

sanu u toj oblasti ravni 152, izraavaju vaInu Cinjenicu 



- 214 - 

dasu i kretanja odredenog dela svemira predstavljena pre- 

slikavanjima slihosti ravnomerna. I to kretanja prostor 
kome odgovara geometrija stalne krivine preslikavaju na 
prostor kome odgovara geometrija takode stalne krivine. U 

vezi sa konstatacijom koju smo dali povodom realnih (ide-

alnih) homotetija, prema kojoj je realna homotetija sopst- 

vene oblasti ravni 182 
 idealna homotetija idealne oblasti 

.te ravni i obratno mcAemo izvesti sledea zakljuCak koji 
se odnosi na odgovarajuoa skupljanja (girenja) prostora 

koji odgovaraju tim oblastima ravni 182 . Ako se prostor cis 

ja je geometrija geometrija sopstvene oblasti ravni 1S2  gi-

rl, tada se prostor Cija je geometrija geometrija idealne 

oblasti ravni IS2 
skupija i obratno. Pri tom, ako je sku-

pljanje jodnog od tih prostora u odnosu na datu taCku l  ta-

da je girenje onog drugog u odnosu na njoj pblarnu pravu. 

Oslanjajua se na teoremu 34. prethodni zakljuCak moemo 

progiriti i na kretanja prostora slo'ienija od onih koja su 

i puliiranja i koja smo predstavljali preslikavanjima sli-

6nosti u odnosu na datu ta6kn sredigta to sli6nosti. 

Definicija 14. Preslikavanje sli6nosti iz take 0 

odredene oblasti ravni IS2 do take Vista oblasti to ravni 

je proizvod transformacije podudarnosti ravni 1S2  koja ta6ku 

0 preslikava na taCku 01 i sli5nosti sredigta O'ili proizvod 

preslikavanja sli6nosti sredigta 0 i transformacije poduda-

rnosti ravni IS2 koja ta6kU
- 0 preslikava na taCku 0: 

Iz ove definicije i teoreme 34. uzimajua u obzir 

i da l  ut odgovarajuoe ograniCenje l  elemente normalizatora 

grope GOh smatramo preslikavanjima sli6nosti sredigta 0 sl- 

edi: 
Posledica 27. Svaka transformacije slinosti iz ta-

6ke 0 do take O'moe se predstaviti kao prdlizvod transform-

acije podudarnosti ravni 1S2  koja ta6ku 0 preslikava na tad- 
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ku 0'i homotetije sredigta O'ili kao proizvod homotetije 

sredigta 0 i transformacije podudarnosti ravni 1S2  koja ta- 

6ku 0 preslikava na ta6ku 0: 
Slede6om teoremom utvrdi6emo odnos izmedu homotet- 

ija koje se pominju u posledici 27. pod pretpostavkom da je 
transformacija podudarnosti koja ta6ku 0 preslikava na ta-

6ku Ot i 6iji je proizvod sa homotetijama sredigta 0 i 0' 

•isto preslikavanje slienosti l  ista gransformacija podudar- 

nosti ravni 
1
S2' 

Teorema 37. Ako su h0  i g homotetija sredigta 0 i 

transformacija podudarnosti ravni 1S2  koja ta6ku 0 presli-

kava na ta6ku 0', tada je koeficijent homotetije h op sredi-

gta 0', takve da je proizvod trandformacije g i to homotet-

ije istovetan preslikavanju sli6nosti gho, jednak koeficij- 

entu homotetije h0. 
Dokaz. Svaka komponenta proizvoda h o•og, kao i sv- 

aka komponenta proizvoda gho  preslikava bilo koji epiciki 

pramena pravih sredigta 0 na neki epiciki pramena 
pravih 

sredigta 0'. Zato i ti proizvodi preslikavaju bilo koji ep-

iciki pramena pravih sredigta 0 na neki ppicikl pramena pr-
avih sredigta 0'. Pogto ovi proizvodi predstavljaju isto pr-

eslikavanje sli6nosti l  oni 6e dati epiciki pramena pravih 

sredi5ta 0 preslikati na isti peicikl pramena pravih sredi-
gta 0'. Prema teoremi 23. apsoluta je takode epiciki prame-

na pravih sredigta 051)  pa se pri tdim preslikavanjima pres-

likava na isti epiciki sredigta0'. Taj epiciki je apsoluta 

slike ravni 1S2 pri tim preslikavanjima. Toj slici odgovara 

odredeni polupre6nik krivine razliat od polup•e6nika 
	 ■•■•■•■•■••■•••••■.*....+10.0  

51) Ili unija jednog epicikla i jedne take iii pa- 
ta6aka ukoliko pramen pravih sredigta 0 nije elipti6an . 

All na osnovu razmatranja povodom teoreme 24. zakljuali smo 
da ovakav na6in skra6enog izrEa.vanja prakti6no nije pogre- 

gan. 
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ne.geometrija ravni 
182 . Odnos polupre6nika krivine slike 

ravni 182 - i DolupreCnika krivine ravni 
1

2 odreduje, u po— 

menutoj funkeionalnoj zavisnosti, koeficijent homotetija h o  

h0' , jer transformacije podudarnosti ravni 12  ne utiCu 

na taj odnos. 
Koeficijent homotetija koja u6estuje u predstavlj- 

anju nekog preslikavanja sli6nosti iz take 0 do take 0' 
smatra6emo i koefieijentom to sli6nosti. 

Primedba. Definieijom 14. nismo obuhvatili presli-

kavanja koja se mogu smatrati preslikavanjima iz take 0 

jedne oblasti ravni 182  do ta6ke slike to ravni, gde ta ta-

Cka ne pripada razmatranoj oblasti ravni 1s2 . ripr. neka je 

homotetija ho  idealna homotetija sopstvene oblasti ravni 182 , 

a ta6ka O'taCka ravni 	 = 18'2  h0  ( 1S2  ) koja 
nijo taCka sopstve- 

ne oblasti ravni 1S2 ali pripada slici 
to sopstvene oblasti 

- 
— sopstvenoj oblasti ravni 1 . iieka je etransformacija 

podudarnosti ravni 182. Preslikavanje gfi0  ima neka bitna sv-

ojstva preslikavanja sli6nosti ih take 0 na taCku 0', ali 

pres1ikavanje ho.g'nema smisla ukoliko se prethodno ne def-

inige unapred slika 
1
Sravni 18g , jer g'nije transformaci-

ja podudarnosti ravni 8 2 . Ako se zadovoiji i taj dodatni 

zahtev, ipak neoe biti zadovoljena teorema 37. jer nijedna 

homotetija sredigta O'ne zadovoljava zahtev to teoreme. 
Transformacijama sli6nosti iz tante 0 do take 0' 

pri Cemu obe ta6ke pripadaju istoj oblasti ravni 162  

predstaviti jog slo'ienija kretanja delova svemira Hje 

su geometrije geometrije odredenih oblasti ravni 
182 . ilpr. 

ako se radi o oblasti prostora Cija je geometrija geometri-

ja Loba6evskog, a transformacija podudarnosti g koja taCku 

0 preslikava na ta6ku O'predstavlja transformaciju geometr-

ije LobaCevskog, onda proizvod proslikavanja sli6nosti sre-

digta 0 i transformacija g mote predstavljati kretanje to 
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oblasti prostora koje je kompozicija ravnomernog skupija-

nja (girenja) 52)  u odnosu na ta6ku 0, eventualne rotacije 

oko tance 0 i translacije odredene translacionom dui 00: 

Kretanja koja su predstavljona transformacijama podudar-

nosti ravni 182 	2 ( 181 ) s obzirom da no menjaju medusobna 

rastojanja taCaka to ravni sem gto su ravnomerna, niti sk-

upijaju niti giro prostor, to se pri tim kretanjima gust-

ina materije odgovai.aju6eg prostora ne menja. Karakteris-

ti6no je da su bar u sluCaju kada su geometrije koje odg-

ovaraju tim prostorima geometrije odredene oblasti ravni 
1S2' 

gto su potvrdila naga dosadagnja ispitivanja, takva 

kretanja transformacije tog prostora tj. taj prostor pre-
slikavaju na taj isti prostor,' Kretanja razliata od ovih, 

od.redena definicijom 14, od svih nabrojanih svojstava za-
dravaju samo svojstvo koje smo nazvali ravnomernoku. Sm-
atramo da je ovo svojstvo, u sluCaju preslikavanja koja ik 
predstavljaju, obezbedeno osobinom kojom raspolau to pre-
slikavanja: ona preslikavaju bilo koji epiciki ravni 

182  na 

epiciki iste vrste slike to ravni. Ova osobina proistiCe iz 

definicije taCkvih preslikavanja i teoreme 5.20. 8 obzirom 
da izloenom osobinom raspolau i preslikavanja o kojima je 
bilo reCi u primedbi povodom definicije 14. smatramo da i 
takva preslikavanja treba da uvrstimo u preslikavanja sli6- 

nosti iz take 0 do tance 0', gde 0 i O'ne moraju pripadati 

istoj oblasti ravni 182 . Uz.  tako progiren pojam preslikava-

nja sliCnosti formulisa6emo slode6i stay: 
Stay 8. Skup svih ravnomernih kretanja odredene ob-

lasti realnog prostora mcAe se predstaviti skupom preslikav-

avanja sli6nosti iz take 0 geometrije koja odgovara toj ob-

lasti prostora, do take 06slike tog prostora pri preslikav-

anju nekom homotetijom sredigta O. 

52) Ili "nau6nije": kontrakcije (diletacije). 
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Stay 8. dokazali smo samo u's1u6aju kada su geom-

etrije koje odgovaraju odredenoj oblasti realnog prostora 
dvodimenziona euklidska geometrija ill dvodimenzione geom-

etrije ravni 182 . 05ekujemo da taj stay vaa, ako uopste, 

onda bar u veani oblasti prostora. 

8. Treekt=jie . E.'araviliDravihem 
182 . Definisanjem epicikala ravni 1221  utvrdivanjem njiho-
.vih svojstava i kor1.56enjem tih svojstava za definisanje 

preslikavanja sli6nosti to ravni kao i njenih oblasti, pr-
akti6no smo, istovremeno razvili i tooriju epicikala svake 

od geometrija ravni 	. Da bismo to rezultate neposredno 
primenili na svaku od tih geometrija posebno, potreno je 

utvrditi koje vrste epicikala date geometrije predstavljaju 
odgovarajuoi epicikli ravni 122 . S obzirom na naan na koji 
smo odgovarajuoe pojmove definisali i nazivali prilikom iz-
laganja o ravni 122  ovo neoe predstavljati ozbiljniju te5k-
o6u. Pogto je geometrija sopstvene oblasti ravni 122  Beltr-
ami-Klajnov model geometrije Loba6evskog, panju 6emo ugla-
vnom usredsrediti na geometrije idealne oblasti ravni 1S

2 
tj. sopstvene oblasti ravni 262 . 

Epicikli elipti6nih pramenova pravih koji pripada-
ju idealnoj oblasti ravni 122  predstavljaju ekvidistante ge-
ometrije HH. Osnove ovih ekvidistanti su odgovarajual elipt-

iCni nizovi ta6aka geometrije HE. Ovo eemo pokazati u glavn-
om modolu to geometrije (to se odnosi i na sve ostale pojm-
ove geometrije HE i EH). Medutim veanu rezultata tumaCioemo 
i u skupovnim modelima tih geometrija. Elipti6ni pramen pra-
vih geometrije AH predstavlja presok eliptinog pramena pra-

vih ravni 152 sa idealnom obla.56u to ravni. Poto osnova, a 
ne sredite pripadaju oblasti geometrije HH, ovaj pramen Ce 

u toj geometriji biti odreden osnovom. Su'ienje simetrije ra-
vni 1S2 u odnosu na tu osnovu je simetrija geometrije HA u 
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odnosu na istu osnovu. (v.definiciju 2. na str. 55.rada). 

Svaka prava tog pramena invarijantna je u simetriji u odno-

su na tu osnovu. Medutim i to osnova je invarijantna u ma 

kojoj simetriji u odnosu na bilo koju pravu tog pramena. 

Zato je, prema definiciji 3. (str.57.) svaka prava elipti-

Cnog pramena pravih geometrije HH normalna na osnovu tog 

pramena. Prema tome eliptiCni pramen pravih geometrije HH 

predstavlja skup svih pravih normalnih na odgovarajuoem 

elipti6nom nizu taCaka geometrije HH. Neka je A bilo koja 

ta6ka geometrije HH. Epicikl elipti6nog pramena pravih os-

nove o to geometrije koji sadrH taCku A je prema definic-
iji skup svih ta6aka koje odgovaraju taCki A pri preslika-

vanjima koja su suZenja transformacija grupe simetrija Goh  

elipti6nog pramena pravih ravni 
1S2 , koji sadrZi odgovara-

jua eliptiCni pramen geometrije HH, na idealnu oblast to 
C ravni. Skup tih preslikavanja pripada grupi simetriji tog 

eliptiCnog pramena pravih geometrije HH. Svaki element to 
grupe preslikava osnovu o tog pramena na istu tu osnovu. 

Neka je B preseka one ose epicikia koja sadra ta6ku A sa 

osnovom o. Bilo koji element grupe simetrija u odnosu na 
koju je definisan razmatrani epicikl preslikava taCku A na 

taCku A'tog epicikia, a ta6ku B na taCku B"osnove o tog pr-
amena pravih. Kako je grupa simetrija bilo kog pramena prav-
ih skup automorfizama istog, prava A'B'je takode prava tog 
pramena. zato je A'B'rastojanje take A"od osnove o tog pr7 
amena. Pogto postoji transformacija podudarnosti geometrije 
HIT:- to je upravo razmatrani element grupe simetrija elipti-
5nog pramena pravih osnove o - prame definiciji podudarnosti 

duZ A'B'podudarna je duZi AB. 
Osnova o je degenerisana ekvidistanta odgovarajuoeg 

elipti6nog pramena pravih. Na osnovu posledice 2.11. ova ek-
vidistanta je dvaput uzet elipti6ni niz ta5aka geometrije HH 
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koji pripada projektivnoj pravoj o. 

ParaboliCni pramen pravih geometrije EH je presek 

paraboli6nog pramena pravih ravni 182  sa idealnom oblasti 

te ravni. To isto se mo te rea i za oricikl geometrije EH. 
Na osnovu teoreme 28. i posledice 20. kao i lame na str. 

172. sledi da ako najmanje jedna ta6ka nekog oricikla rav- 

.ni 1S2 
pripada idealnoj oblasti te ravni, tada i sve taCke 

tog oricikla pripadaju istoj oblasti. Jedini degenerisani 

oricikli geometrije HE su preseci izotropnih pravih ravni 

82 
i idealne oblasti to ravni. Ove preseke smo u g 5..1 

gl. nazvali izotropnim nizovima ta6aka. 
HiperboliCni pramen pravih geometrije HH je pre-

sek hiperboll6nog pramena pravih prve vrste ravni 162  sa 

idealnom oblasti to ravni. Prema tome hiperboliCni pramen 

pravih geome#rije HE je pramen konkurentnih pravih to geo-

metrije. Trajektorije tog pramena su takode preseci hiper-

cikala prve vrste odgovarajuoeg pramena pravih ravni 162 . 

Kqo i u prethodnim sluCajevima, i u slu6aju hipercikala 

prve vrste va sa da ako jedna ta6ka takkog hipercikla prip-

ada idealnoj oblasti ravni 1821  tada i five ostale take 

tog hipercikla pripadaju istoj oblapti ravni 182 . Jedini 

degenerisani hipercikl prve vrste koji pripada idealnoj ob-

lasti ravni 182 je sredigte hiperboliCnog pramena pravih. 
Pokazaoemo da je svaki hipercikl prve vrste krug geometrije 

HE 6ije je sredigte sredigte hiperboliCnog pramena pravih 

te geometrije kome taj hipercikl pripada. Na osnovu defini-

cije hipercikl prve vrste je trajektorija grupe simetrija 

hiperboli6nog pramena pravih prve vrste sredigta V. Gbh  
Skup suenja elemenata to grupe simetrija na idealnu obla-

stravni 1
2 
predstavlja grupu simetrija hiperboliCnog pram-

ena pravih sredigta V geometrije HE koju eemo ozna6avati 

takode sa G 	Svaka simetrija, kao i epicikli6ka rotacija 
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sredigta V te grupe tj. na osnovu teoreme 6. str.116.) sv-

aki element to grupe predstavlja transformaciju podudarnosti 

geometrije hh jer je, prema stavu I 0 5. 3.6. ot.6.),skup 
transformacija podudarnosti geometrije HH istovetan skupu 

sugenja na spoljagnjost apsolute svih automorfizama apsolu-

te. Beka je taCka X ta6ka bilo kog hipercikla prve vrste 

grupe simetrija Gvh , npr. hipercikla Gvh  (A). Na osnovu de-

finicije, postoji element grupe Gvh  koji ta6ku X preslikava 

na ta6ku A. Porto svaki element te grupe ta6ku V preslikava 

na taCku V, pomenuti element grupe Gvh  preslikava dug VX na 

dug VA pa su prema definiciji te dve dugi podudarne. Dug VX 

je polupreCnik kruga G(X) koji u geometriji HH mogemo ob-

elegiti i sa k (V,X) gdo je V sredigte tog kruga. U ovom sl-

uCaju 	unutragnjogou tog kruga mogemo smatrati skup ta6a- 

ka onog pramena polupravih hiperboli6nog pramena pravih sr-

edigta V 6ije Doluprave sadrge take tog kruga i aje je 

rastojanje od ta6ke V manje od polupre6nika tog kruga, pod 

uslovom da tegimo da zadramo uobi6ajenu definiciju kruga. 
Ali tada za bilo koju ta6ku geometrije HHi bilo koju ta6ku 

unutragnjosti datog kruga postoji ili dug 	podskup ta6- 

aka nekog niza ta6aka geometrije HR 6iji su krajevi pomenu-

te take koji nemaju zajedni6kih ta6aka sa tim krugom. Ako 

spoljagnjost kruga sredigta V definigemo kao skup ta6aka 

pomenutog pramena polupravih Cije je rastojanje od take V • 

veCe od poluproCnika tog kruga, odda ni za koji par ta6aka 

geometrije HFI koje ne pripadaju krugu, od kojih je samo je-
dna taCka njogove spoljagnjosti ne postoji "duZ u girem sm-

islu" geometrije HH koja sa tim krugom nema zajedni6kih ta- 

6aka. 
Dvograni hiDercikl prve vrste ravni 162  je takode 

trajektorija pramena pravih geometrije HR. Medutim on se .ne 

mote dofinisati kao trajektorija pramena pravih te geometr- 
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ije•i tom smislu da je taj hiperciki trajektorija grupe si-

metrija nekog pramena pravih to geometrije. Razlog tome je 

gto smo dvograni hiperciki ravni 182  definisali kao trajek-

toriju hiperboliCnog pramena pravih to ravni, a presek tog 

pramena sa idealnom oblagou to ravni je unija hiperboliCn-

oga pramena pravih istog srodigta geometrije EA i pramena 
eliptiCnih nizova ta4ka tog sredigta iste geometrije. Ovo 
ukazuje na jednu od mogu6nosti prevazilaZenja opisanog pro-
blema: pramenom pravih i olipticnih nizova sredigta V geo-
metrije HH smatraCemo presek hiperboliCnog pramena pravih 
sredigta V ravni 182 i idealne oblasti to ravni. Grupu si-
metrija u odnosu na prave tog pramena i njegove elipti6ne 
nizove obeleZavaeemo sa Gv  i dvograni hipercikl geometrije 

HH smatrati dvogranim krugom sredigta V to geometrije. Dr-

uga moguonost prevazilaZenja istog problema odgovarala bi 

naanu na koji se odgovarajua problem regava u geometriji 

LobaCevskog prilikom definisanja dvogranih ekvidistanti. 
Umesto grupe simetrija Gvh  generisanu simetrijama u odnosu 
na pravu hiperboli6nog pramena pravih sredigta V, u ovom 
slu6aju koristioemo giru grupu Gvh  aji je skup generatora 
unija generatora prethodne grupe i simetrije u odnosu na 

ta6ku V. Karakteristika ovih dvogranih krugova je da je nji-
hova spoljagnjost takode zatvorena oblast. Porto, prema odg-
ovarajuam svojstvima dvogranih hipercikala prve vrste ravni 
1

2, sledi da svaka osa dvogranog kruga sredigta V geometri-
je HH sadra ta6no dve take tog kruga i to tako da jedna od 
polupravih poCetka V to prave sadra jednu, .a druga drugu od 
tih ta6aka dvograni krug sredigta V maemo nazvati i krugom 

pramena pravih sredigta V geometrije HH, a krug sredigta V 

krugom pramena polupravih sredigta V Iii samo krugom sredig-

ta V. All primenom teoreme 4.19, krug pramena pravih sredi- 

gta V koji sadra ba6ku X mote se definisati i kao trajekto-i, 
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rija 	(X) gde je 	u ovom sluCaju skup suiienja na ide- 

alnu Oblast ravni 1S2  grupe simetrija hiperboliCnog prame-

na pravih druge vrste sredigta V to ravni. Tom pramenu pr-
avih u geometriji HH odgovara pramen eliptiCnih nizova ta6e 

aka sredigta V. 
HiperboliCnom pramenu pravih druge vrste sredigta 

V ravni 1S2 
odgovara hiperboliCni pramen pravih sredigta V 

geometrije EH.' 2ato i grupi simetrija takvog pramena pravih 

ravni 1S2 
koji smo oznaali sa odgovara, u geometriji Vh 

Eh, grupa simetrija hiperboli6nog pramena pravih to geome-

trije koju 6emo takode oznaati sa Uvh. Kao i u sluCaju ge-

ometrije HH, iz prethodnog zaklju6ujemo da je hiperboli6an 
pramen pravih geometrije EH sredigta V skup pravih koje sa-
drZe taCku V. Na isti naan kao i u geomet:Aji HH zakljuCu-
jemo da je trajektorija hiperboliCnog pramena pravih sredi-
gta V geometrije EH krug sredigta V. Za razliku od krugova 
istog sredigta V geometrije HH menu kojima je samo jedan 
degenerisan, skupu koncentriCnih krugova sredigta V geomet-
rije EH pripada osim sredigta i jog jedan degenerisani krug 

osnova pramena pravih sredigta V. Ova osnova je hiperbol-
i6ni niz taCaka geometrije EH. Tom odno#om i bilo kojim  kr-

ugom polupramena pravih sfedigta V odredena je zatvorena 

°blast geometrije HH. Isto vaa i za bilo koja drugsdva 
kruga tog polupramona. I u ovom sluCaju lik ravni Eli koji 

odgovara dvogranom hiperciklu druge vrste ravni 182  ne moe 

se definisati kao trajektorija grupe simetrija UGC  pramena 

pravih sredigta V geometrije EH. Taj iik je trajektorija 
grupe simetrija pramena hiperboliCnih nizova taCaka sredig-

ta V. Ovu trajekt'oriju 6emo, uz isto obrazio sienje kao i po-

vodom odgovarajuoe situacije u geometriji HH, nazivati kru-
gom pramena pravih sredigta V, za razliku od kruga G 

gde je sa I naglagenedd t'a6ka X pripada nekoj pravoj hipe- 
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rboliCnog pramena pravih sredig-ta V, koji nazivamo krugom 

pramena polupravih sredi5ta V ili samo krugom sredi5ta V. 

Drugi naCin definisanja, u geometriji EH, lika koji odgo-

vara dvogranom hiperciklu druge vrste ravni 1S2  je defin-

isanje tog lika kao trajektorije grupe 	koja je generi- 

sana unijom generators grupe Um  i simetrijom u odnosu na 

taCku V. Zahtev da u sluCaju krugova sredigta V geometrije 

HH (EH) taCka koju taj krug sadrli (koja je predstavnik 

odgovaraju6e klase ekvivalencije)pripada nekoj pravoj hip-

erboli6nog pramena pravih sredi5ta V to geometrije je u 

ovom sluCaju neophodan. Ako npr. taCka X no pripada nijed-

noj pravoj hiperboli6nog pramena pravih sredigta V geomet-

rije EH, tada Um(X) nije krug hiperboli6nog pramena polu-

pravih sredjAta V to geometrije, ve6 krug pramena hiperbo-
liCnih nizova tacka sredifta V ove geometrije. Skup tih 

krugova istovetan je skupu dvogranih hipercikala prve vrs-

te pramena pravih sredi5ta V ravni 182 . 

Za razliku od krugova pramena polupravih, kao i 
krugova pramena pravih sredifta V geometrije HH, krugovi 

geometrije EH ukoliko su krugovi pramena pravih (poluprav-
ih) datog sredifta V istovremeno su i ekvidistante u odno-
su na osnovu v tog pramena pravih. Ova osnova je, prema 

definiciji 4. na str.57, rada skup svih taCaka suprotnih 

taCki V. U simetriji sredi5ta V osim osnove v invarijantne 
su ± sve prave hiperboli6nog pramena pravih sredjAta V. Ali 
u bilo kojoj simetriji u odnosu na neku pravu tog prame-

na pravih osnova v je takode invarijantna. Ovo neposredno 
sledi i iz Eifijenice da je simetrija geometrije EH u odno-

su na bilo koju pravu to geometrije siAenje simetrije ravni 
1

2' 
kojoj je osa ta prava, na idealnu oblast te ravni. Sr-

edi5te takve simetrije ravni 182  je pol njene ose. Ako je ,  
1, osa simetrije ravni 02  prava hiperboli6nog pramena pravih 
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sredigta V geometrije EH, tada pol te ose pripada polari 
take V, dakle pravoj v. Presek te prave i idealne oblasti 
ravni 1S2 S2 e osnova v hiperboli6nog pramena pravih sredig-
ta V geometrije EH. Zato je osnova invarijantna u suenju 
razmatrane simetrije ravni 182  na idealnu Oblast ravni 182. 
Pogto je svaka prava pramena pravih sredigta V geometrije 
EH invarijantna u simetriji te geometrije u odnosu na sre-

. digte (odnosno osnovu) tog pramena, kao i pogto je prema 
prethodnom osnova tog pramena invarijantna u svakoj simet-
riji u odnosu na bilo koju pravu tog pramena, prema defin-
iciji 3. normalnosti likova bilo koje metriCke geometrije, 
svaka prava hiperboli6nog pramena pravih sredigta V norma-
lna je na osnovi tog pramena. Zato &A, odredena bilo koj-
om taCkom neke prave hiperboliCnog pramena pravih sredigta 

V i ta6kom preseka sa osnovom v tog pramena, predstavlja 
rastojanje to taCke od osnove. Neka je X bilo koja taCka 

kruga G(A) geometrije EH. Na osnovu primene posledice 15. 

(str.148. rada) postoji epicikli6ka rotacija to grupe sime-
trija Gam , u odnosu na koji je definisan taj krug, koja ta-
Cku A preslikava na taCku X. Ako su take Al  i X, take pr-
edeka osa VA i VX tog kruga sa njegovom osnovom v, tada to 
rotacija preslikava i ta6ku Al  na ta6ku X1 . zato je rastoj-
anje bilo koje take tog kruga od njegove osnove jednake 
rastojanju take A tog kruga od njegove osnove. Dakie krug 

U.  (A) = k(V IA) sredigta V i polupre6nika VA istovremeno je Vh 
ekvidistanta e(v,A) osnove v i parametra AA, (A 1  je presek 
prave VA i osnove v) geometrije EH. Ovo je u sk1adu sa pre-
thodno nagovegtenu anjenicu pc) kojoj je svaka (epicikliC-

ka) rotacija sredigta V istovremeno translacija ose v geom-

etrije EH. 
Ako je toaka A ta6ka osnove v hiperboliCnog pramena 

pravih sredigta V geometrije EH, tada je VA polupreCnik de- 
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getierisanog kruga v to geometrije. Lato su rastojanja taC-

ke V ad taCaka osnove v meftsobno podudarna i jednaka pol-

ovini duRne bile koje prave tog pramena pravih. Ovo posl—' 

ednje sledi iz toga 6to se u simetriji sredigta V svaki 

polupre6nik poluprava tog pramena preslikava na njoj do-
punsku polup•avu u odnosu na pravu koja sadrn taj plupre- 

Cnik. Z'ato je zbir po1upre6nika i pararnetra istog kruga — 

'ekvidistante geometrije EH ,  jednak polupravoj pramena pra-

vih aje je sredigte sredigte tog kruga. Ako jo degeneris-

ani krug-.ekvidistanta v krug —ekvidistanta hiporboliCnog 

pramena polupravih sredigta V geometrije EH, tada je taj 

krug ekvidistanta hiperboli6ni niz ta6aka v to geometri-
je. Ako je on krug okvidistanta hiporboli6nog pramena pr-

avih sredigta V tada je taj krug ekvidistanta dvaput uz-
eti hiperboli6ni niz taCaka v geometrije EHT. Razlog tome je 

gto u prvom slu6aju grupa u odnosu na koji je definisan taj 

krug — ekvidistanta na sadri simetriju sredigta V (ose .  v) 
dok je u drugom slu6aju sadrH (v. posledicu 2.11.). Osim 

osnove hiperboli6nom pramenu pravih sredigta V pripadaju i 

degenerisani epicikli kako geometrije EH, tako i geometrije 

HH. Ako su ti epicikli epicikli pramena polupravih sredigta 
V ovih geometrija, tada su oni dva para polupravih izotrop-

nih pravih tih geometrija koje sadre ta6ku V. Fri tom ako 

se radi o epiciklima geometrije HH to polupravo su kraci 

ugla tomena V koji sadra jedan od data pramena polupravih 
tog sredi5ta; ako su ti parovi polupravih epicikli geometr-

ije EH, onda je svaki od tih epicikala par takvih poluprav-
ih koje su kraci onog ugla sredigta V koji sadra jedan sod 
pramenova polupravih hiporbolinog pramena pravih sredi5ta 

V geometrije EH. Lik #oji odgovara dvogranom hiperciklu ra- 
1 	. vni S2 j e u tom slu6aju skup ta6aka izotropnih nizova tad— 

aka kroz ta6ku V bez 	taCko. 
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Oricikli ravni 1S2 koji pripadaju idealnoj oblasti 

to ravni su oricikli paraboliCnog pramena hiperboliCnih ni-

zova taCiaka geometrije EH. Kao i u slu saaju geometrije Ht 
izotropni niz ta6aka pomenutog paraboli6nog pramena predst-

avlja degenerisani oriciki geometrije EH. Epicikli eliptiC-
nih pramenova pravih ravni 1S koji pripadaju idealnoj obl-

asti to ravni su ekvidistante
2
elipti6nog pramena hiperboli-

6nih nizova ta6aka geometrije Eaf. Osnova tih ekvidistanti 

je osnova o elipti6nog pramena pravih spedlita 0 ravni 182 , 

Ciji je presek sa idealnom oblasti to ravni eliptiCni pram-
ena hiperboli6nih nizova taCaka u odnosu na koji su defini-
sane #e ekvidistante. Ta osnova degenerisana ekvidistanta 
opisanog skupa ekvidistanti - je dvaput uzeta prava geomet-
rije EH: 

9. Primena homotetija ravni 1S2  na utvrdivanje od-
nosa trajektorija razliatih geometrija to ravni. 

Svaki epiciki ravni 1S2  (pa dakle na osnovu pretho-
dnog i svaki epiciki jedne od geometrije to ravni) invarija-

ntan je u svakoj transformaciji grupe u odnosu na koju je 
definisan. Zato se mole razmatrati i skup suZenja elemenata 
to grupe na taj epiciki. 5.1aj skup predstavlja grupu transfo-
rmacija podudarnosti tog epicikla. Ova grupa je na osnovu 
naCina na koji smo je uveli generisana simetrijama u odnosu 

na take tog epicikla, i svaki njen element je iii takva si-

metrija iii proizvod dve takve simetrije. Priroda to grupe 
i priroda odgovarajuoeg epicikla u tesnoj su vezi. Tako na 
primer, jedino u slu6aju kada je u pitanju epiciki elipti6- 
nog pramena pravih proizvod dve simetrije u odnosu na dve 

taCke epicikla predstavlja identi6nu transformaciju. Prime-

njujuoi definiciju 4. (str.57. rada) th. ma taj slucaj, mole-

mo zakljuati da su takve dve tance suprotne. U skupu taC-

aka istog epicikla mogu se definisati relacija izmedu, odh- 
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osno relacija razdvojenosti parova taCaka l  a pogto je skup 

likova tog epicikla svaki nepprazan skup njegovih taCaka l 

 ima smisla kao osnovnu relaciju smatrati i relaciju incid-

encije. Za dva lika epicikla smatrarno da su podudarna ako 

postoji transformacija podudarnosti tog epicikii koja jedart 

od tih likova preslikava na onaj drugi. Jednom re6i, kao 
gto se mote eovoriti o geometriji grave mote se govoriti i 
o geometriji epioikla, Osnovni pojam te geometrije je ta6— 
ka. Pre nego to ukaemo na izomorfizme geometrija epicik-

ala pramenova pravih iste vnste ravni 182  primetimo da se 

na prethodni naan ne mogu definisati dvograni hipercikli. 

Medutim ovo no predstavlja znaCajniji nedostatak pogto je 

proma teoremi 5.22. svaki takav hipercikl unija dva (jedn-

ograna) hipercikla, 
Izomorfizam izmedu ma koja dva epicikla eliptiC-

nog pramena pravih sredigta 0 ravni 182  razliata od taCke 

0 mole se ostvariti homotetijom te ravni sredigta 0 i ose 
o =W(0) koja taliku jednog od tih epicikala preslikava na 

ta6ku onog drugog. Poto je to homotetija element normali-

zatora grupe GOh , na osnovu teoreme 5.20. ona i taj epici-

kl preslikava na drugi od tih epicikala. Iva osnovu toga 

mole se zakljuati da su ekvidistante geometrija HR i 

po svojim osobinama istovetne krugovima geometrije HE . 
Ovo je u skiadu i sa sledeoom anjenicom. Svaka ekvidista-
nta osnove o geometrije HH (EE) predstavljena je u glavnom 

modelu tih geometrija epiciklom e elipti6nog pramena pravih 

osnove o i sredigta 0 = W(o) koji pripada idealnoj oblasti 

ravni 182  (ako pod ekvidistantom geometrije ER ne podrazum-

evamo i ekvidistantu krug). Neka je e l  epicikl sopstvene 

oblasti ravni 12  istog pramena pravih sredigta 0. Homoteti-

ja sredigta 0 i ose o koja epicikl e l  preslikava na epicikl 
0  e, apsolutu k ravni 102  preslikava na apsolutu k'slike 152   



_ 229- 

ravni 1S2 pri 
preslikavanju tom homotetijom. Porto epicikl 

0/  pripada sopstvenoj oblasti ravni 
1S2 , njegova slika 

pripada6a sopstvenoj oblasti ravni 
1q. Geometrija to obl-

asti je Beltrami-Klajnov model geometrije Loba6evskog, pa 

epicikl e predstavlja krug sredigta 0 to geometrije. 
Na osnovu teoreme 5.20. homotetije sredigta 0 ose 

o l  kao bijekcije ravni 	no ne mogu preslikavati nijedan 

epicikl pramena pravih sredigta 0 na osnovu o tog pramena. 
Uostalom na osnovu teoreme 5.24.(kojom smo skup nedegener-
isanih epicikala datog pramena pravih identifikovali sa sk-
upom nedegenerisanih krivih odgovarajuoe familije konika) I 
svojstva projektivnih kolineacija to je nemoguoe i za koli-
neacije razliate od homotetija. Na osnovu leme na str.185. 

osapramena sredigta 0 see svaki nedegenerisani epicikl tog 

elipti6nog pramena pravih u dvema, a pravu o u jednoj ta6ki. 

Preslikavanje koje svake dve take odredenog nedegenerisan-

oga epicikla pramena pravih sredigta 0 koje pripadaju istoj 

osi preslikava na'ta6ku preseka to ose i osnove tog pramena 
pravih je sirjekcija taCaka tog epicikla na take osnove.Na 
osnovu posledice 2.11. jednostavno se dokazuje da je ta si-

rjekcija homomorfizam geometrije koja odgovara tom epiciklu 

i osnovi o pramena pravih sredig•a O. Ova osnova je no samo 

prava geometrije EH, veo i projektivna prava. Va osnovu pr- 

ethodnog mo te se zakljuCiti da je geometrija prave geomet- • 

rije EH, tretirane kao degenerisane ekvidistante elipti6nog 

pramena biperboliCnih nizova ta6aka geometrije Eli, homomor- 
fna geometriji bilo koje ekvidistanta to geometrije 6ija je 
osnova ta prava. Svaka od tih ekvidistanti "obavija" odgova- 

rguou osnovu na isti naCin kao 5to ivica Mebiusove trake 

obavija "dvaput" njenu srednju liniju. Iz izomorfizma geom- 
etrija ekvidistanti geometrije EH (HH) i krugova geometrije 
HE (Beltrami-Klajnovog modela geometrije LobaCevskog i pret- 
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hodnog sledi i homomorfizam geometrija prave geometrije EH' 

geometrije kruga Loba6evskog. Kako je geometrija prave 

geometrije Elf izomorfna geometriji prave elipti6ne geomet- 

rije prethodni zaklju6ci odnose se i na odgovarajuoe 
odno- 

se geometrije prave elipti6ne geometrije. Identifikovanjem 

taCaka odgovarajuCeg epicikla (ekvidistante i li kruga) ,  ko- 

je su simetri6ne u odnosu na sredi6be tog epioikla pomenu- 

tu sirjekoiju prevodimo u bijekciju l a odgovarajuoi homom- 

orfizam u izomorfizam. Ovo identifikovanje simetri6nih ta-

6aka ima za posledicu identifikovanje svaka dva elementa 

grupe G.ph  takva da je jedan od njih proizvod simetrije h.
() 

 ge grupe i onog drugog elementa. 
Sli6no kao u prethodnom slu6aju pokazuje se da je 

geometrija bilo kog kruga geometrije HH(ali kruga koji od-

govara jednogranom hiperciklu) izomorfna geometriji odgov-

arajuoe ekvidistante geometrije Loba6evskog (takode jedno-
grana). Preslikavanje ostvareno na taj na6in :41to se prese-

6ne take osa hiperboli6nog pramena prve vrste u odnosu na 
koji su definisani hipercikli koji predstavljaju odgovara-
juoill krugove i ekvidistante sa jednim od tih hipercikala i 

sa osnovom v smatraju odgovarajuCim, je u ovom slu6aju bi-
jekcija. Na osnovu toga sledi da, je geometrija bilo kog kr-
uga datog pramena polupravih geometrije HH mli geometrija ma 
koje ekvidistante (jednograne) geometrije Iloba6evskog izom-

orfna geometriji prave geometrije Loba6eyskog. 
Izotropnom homologijom u odnosu na jednu od izot-

ropnih pravih pramena pravih sredi5ta V, prema teoremi 5. 

25., ostvaraja se izomorfizam geometrije bilo kog (jednog-
ranog) hipercikla prve i geometrije odgovarajuoeg hiperci-
kla druge vrste. Iz ovoga sledi da je geometrija ma koje 
ekvidistante (jednograne) geometrije Loba6evskog iii kruga 

geometrije HH izomorfna geometriji kruga ekvidistante 6- 
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om6trije 	pri emu su pomenuti likovi epicikli istog hi- 

perboli6nog pramena pravih sredigta V ravni 102 . Iz ovoga 

takode sledi da je geometrija prave geometrija LobaCevskog 

izomorfna geometriji prave geometrije HH. 
Svi prethodni zak1juCci ne moraju se vezivati za 

epicikle istog pramena pravih ravni 1S2 
zahvaljujuoi tome 

gto se odgovarajuae•bijekcije (sirjekcije) kojima se ostv-

aruju pomenuti izomorfizmi (homomorfizmi) umesto homoteti-

jama mogu ostvariti preslikavanjima sli6nosti iz smBdigta 
datog do sredigta odgovarajuoeg pramena pravih ravni 8 2 . 

Izomorfnost geometrija oricikala geometrije LOba-

6evskog, iii geometrije HU (EH) iii jedne i druge geometr-
ije ostvaruje se odgovarajuOom elacijom aije je sredigte se-

digte pramena pravih u odnosu na koji su definisani ti ori-

cikli, a osa osnova tog pramena pravih. Izomorfizam geometr-

ije oricikla i osnove njemu odgovarajueeg pramena pravih os-

tvaruje se "projektovanjem n  taCaka tog oricikla na take to 

osnove pri Cemu je taZika koja odgovara ta5ki oricikla taCkaa 

preseka tangents oricikla u toj ta5ki i osnove odgovarajuoeg 

pramena pravih. 
U vezi sa geometrijama oricikala raznih prarnenova 

pravih vai isto ono gto smo povodom odgovarajuoe situacije 

u sluCaju hipercikala 
10. Trajektorije grupa  simetri'a  nizova ta6aka  ra-

vni 1S2 
 i nizova taCaka geometrija ravni 02 . U ta6ki 3. B 

1. pokazali smo da se epicikli ravni 102  mogu definisati i 

kao trajektorije grupe simetrija nizova ta6aka to ravni. U 

nekim od geometrija ravni 102  kao i u slu6aju definisanja 

dvogranih hipercikala u svim tim geometrijama ova definici-

ja ima izvesnu prednost. Najpre 6emo ukazati na primere pr-

imere prve vrste. U prvom delu ove take pokazali smo da se 
ni ekvidistante, ni oricikli geomet±tqte EH ne mogu definisa- 
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ti kao trajektorije grupe simetrija pramenova pravih te ge- 

ometrije, limesto grupe simetrija pramenova pravih bilo je 
neophodno pomenute likove definisati kao trajektorije pram- 

enova nizova ta6aka te ravni. Tiko je bib koja ekvidistanta 
osnove o definisane kao trajektorija grupe simetrija elipti. 
nog pramena hiperboli6nih nizova ta6aka geometrije EEG Iz- 

vestan nedostatak ove definicije sastoji se u tome gto hip-

erboljjffii niz nije osnovni pojam geometrije EH. Ovaj nedos-
tatak bez ikakvih tegqco6a prevazilazi se definisanjem ekvi-
distante osnove o kao grupe simetrija niza ta6aka te osnove 
koji je u ovom slu6aju skup svih taCaka prave o geometrije 

EE. Svaka simetrija te grupe je simetrija u odnosu na ta6ku 
geometrije EHc; svaka simetrija grupe simetrija elipti6nog 
pramena Oiperboli6nih nizova geometrije Eli nije simetrija 
u odnosu na pravu, veo u odnosu na skup tacIaka koji smo na-
zvali hiperboliCnim nizom ta6aka i koji nije osnovni pojam 
te geometrije. #rimedba iste vrste odnosi se i na definici-
ju oricikala geometrije EH. 

Kao i u slu6aju likova koji odgovaraju dvogranim 

hiperciklima ravni 1S2 , i u geometriji LobaCevskog bilo je 
nemoguee dvograne ekvidistante definisati kao trajektorije 

grupe simetrija datog pramena pravih. Naime, za njihovo de-
finisanje u duhu trajektorija bib() je neophodno pro5iriti 
grupu simetrija hiperbolirmog pramena pravih simetrijom u 
odnosu na osnovu tog pramena koja nije Drava tog pramena. 
Na osnovu teoreme 4.19. pc) kojoj je dvograni hipercikl pr-
ve vrste Str(X) istovetan trajektoriji take X u odnosu na 

grupu Tirh  moguee je prevazia nedostatkk na koji smo ukaa-
ali. Grupa 'am  je grupa simetrija hiperboli6nog pramena 
pravih druge vrste ravni 1S2 . Ako je ta6ka V sredite tog 
pramena, tada je sredigte svake simetrije to grupe ta6ka 

hiperboli6nog niza taCaka druge vrste tj. ta6ka one proje- 
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ktivne dui polare v take V, koja je presek prave v sa so-

pstvenom obla56u ravni 152 . Ova dui u Beltrami—Klajnovom 

modelu geometrije Loba6evskog predstavlja osnovu hiperboli-

6nog pramena pravih u odnosu na koji je definisana razmatra-

na ekvidistanta. Simetrije u odnosu na te take su generat-

ori grupe simetrija niza taZiaka prave v koju smo u t.3. 5 1. 

oznaali sa 	Dvograni hipercikl prve vrste GV 
 (X) koji, 

- ako X Dripadasopstvenoj oblasti ravni 1S2  predstavlja dvogra_ 

nu, ekvidistantu  geometrije LobaCevskog koja sadrZi taCku 

X i Cija je osnova v, istovetan je trajektorij 	
Uk- Uvh(X)  

oliko Zelimo da u odnosu na grupu vezanu sa nizom ta5aka 

osnove v definigemo samo (jednogranu) ekvidistantu dovoljno 

je umesto grupe simetrija tog niza ta6aka koristiti njenu 

pravu podgrupu Eiji su elementi proizvodi po dve simetrije 

od kojih je svaka simetrija u odnosu na ta5ku prave v.Ove 

elemente smo u pomenutoj t.3. takod:e nazvali epiciklickim 

rotacijama (translacijama). U konkretnom slu6aju to su tra-

nslacije osnove v, a to grupa je grupa translacija te osno- 

Na isti na6in molemo postupiti i prilikom definia-

anja krugova — ekvidistantl sredi?ita V — osnove v geometr-

ije EH kada ti likovi odgovaraju dvogranim hiperciklima dr-

uge vrste .pramena pravih istog sredigta V ravni 
	Takve 

krugove ekvidistante definisali smo u geometriji EH kao 

trajektorije hiperboli6nog pramena hiperboliCnih nizova sr-

edigta V. I njih, kao i odgovarajue likove u izomorfizmu 
na koji smo ukazali u prvom delu ove ta6ke,-; dvograne ekv-
idistane geometrije Loba6evskog, molemo definisati kao tra-

jektorije grupe gpnerisane simetrijama hiperboli6nog prame-

na pravih sredi5ta V i simetrijom u odnosu na osnovu v tog 

pramena. U prvom slu6aju definisali smo ih kao trajektorije 

pramena, ali ne (pramena) pravih geometrije EH; nijenda od 

ve. 
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tih simetrija nije simotrija u odnosu na pravu geometrije 

EH. U drugorn sliCaju simetrija u odnosu na sredi5te V tj. 

pravu v nije simetrija u odnosu na.oravu pramena pravih 
srediiita V. Na osnovu teoreme 4.19. grupi simetrija hiper-

boli6nog pramena hiperboli6nih nimova sredirsta V odgovara 

grupa simetrija Gvh  hiperbo1i5nog pramena pravih prve vrste 

sredigta V ravni 	Toj grupi odgovara grupa simetrija 

Gvh 
hiperboli6nog niza ta:5aka prve vrste (v.str.136.). 

Taj niz ta6aka je skup ta6aka osnove v hiperboli6nog pra-
mena pravih sredi5ta V geometrije EH. Ukoliko elimo da na 

•isti na6in definiemo i krug ekvidistantu hiporboli)inog 

pramena Dolupravih sredita V goometrije EH, dovoljno je 

da umesto grupe Gvb  koristimo njonu pravu podgrupu aji 

su elementi proizvodi po dve simetrije gru'De 

Definisanje epicikala geomotrija ravni 	na 

pokazani naan nije mouse jedino u sluaju krugova ori-
cikala ravni Loba6ovskog.. Iz tos razloga definiciju eDici-

kala kao trajektorija simetrija nizova taaka predla- 

emo samo 	definicuju epicikala seometrija EH i EH. 

Uzimajua U obzir da JO  ,aometrija EN dualna geo-
metriji Loba6evskog (kao i modal geometrije HH u seome-

triji Loba6evskog - v.1 E 4.) Oyu .  definiciju moemo tuma6i-

ti- na drugi 	Po to "pravama seometrije Lobaevskog 
odgovaraju take goometrije EH, pramenu i)ravih geometrije 

Loba6evskog u toj dualno:Ai odgovara pray niz taaka geome-

trije EH. Ako uporej.ujomo projektivne modele ovih geometri-
j menu pravih srodita 0 geometrije 

Loba6evsko odgovara niz ta5aa Dolare o te ta6ke u odnosu 

na apsolutni colaritet. Prema rezultatima izioenim u I 
• c, 

5., simotriji u odnosu na pravu oramena pravih sredif3ta 

0 goometrije Lobaevskog u pomenutoj dualnosti odgovara 
simetrija u odnosu na,taRu pravos nila taaka prave o. 



TaCki X koja je predstavnik odredenog epieikla sredi5ta 0 
geometrije LobaCevskos odgovara prava x geometrije Eli. SU-

karno take X pri preslikavanju elementima grupe simetrija 
GOh geometrije Loba6evskog odgovaraju, u toj dualnosti, sl-

ike prave x u elementima Grupe simetrija Goh  niza ta6aka 

Drava o geometrije EH. Prema tome trajektoriju Goh(x) geo-

metrije EH moemo smatrati trajektorijom prave x definisa-

.nom u odnosu na grupu simetrija Goh  niza ta6aka geometrije 

Ea. 
0 2. Trajektorije snopova ravni prostora• 15, 

U uvodnom delu rada deli smo pregled klasifikaei-

je projektivnih metrika ppojektivnih n-prostora oslanjajua 

se uglavnom na odgovarajua sadraj dela B4A.Rozenfeljda 

koji smo spisku literature oznaali sa /27/. Netrike datog 

prostora zatise od prirode apsolute tog prostora i oblasti 

na koje apsoluta razlae taj prostor. Proareni 3-proctor 

Loba6evskog je prema terminologiji predloenoj u /27/ proj-

ektivni 3-prostor 53)  u some je apsoluta ovalna nedegenerisa-

na pour drugog reds (ovalna kvadri1&). Ovaj prostor 6emo 

kao i u /27/ ozna6avati ca 1S3  Proctor 1s
3 

je uop5tenje 
1 ravni 52  za n = 3. EDieikle ravni 1S

2 
definisali smo kao 

trajektorije odredenih grupa generisanih simetrijama te ra-

vni u odnosu na prave istog pramena pravih. Episferama pr-

ostora 1$
3 

naziva6emo likove tog prostora koji u Domenutom 

uop5tenju odgovaraju epiciklima ravni 152 . U skladu sa tim 

oni 6e biti trajektorije odredenih grupa prostora 1S ko-

je su uopgtenje grupa simetrija pramenova pravih ravni
3152 . 

Simetrijama ravni 1S2  nazvali smo harmonijske homologije te 

ravni kojima su centariosa pol i polara u odnosu na polari- 

tet odreden apsolutom te ravni. Ipo5to automorfizmi i samo 

automorfizmi apsolute predstavljaju transfommacije podudar-

nosti svake •od geometrija ravni 
1s2  te automorfizme nazvali 
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53)Trodimenzioni proctor (naan ozna6aysnja koji je 

takode preuzet iz /27/). 
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smd transformadijama podudarnosti te ravni, a grupu tih 

automorfizama ozna6ili sa G. Pokazali smo I na koji se na-

in svaki element #e grupe predstavlja kao proizvod od na-

javige dve simetrije te grupe (to je uostalom dobro pozn-

ato, all smo to detaljnije obrazloHli I primenjivali). U 

radu /7/ utvrdili smo sve vrste kolineacija prostora 1S3  

kojel pa analogiji sa ravni 
1S2, predstavljaju transforma-

cije podudarnosti tog prostora. Grupu tih kolineacija ta-

koe smo oznaali sa 	Zatim smo u torn radu dokazali da 

se svaka takva kolineacija mose predstaviti kao proizvod 

od najvie 6etiri harmonijske homologije grupe 	gde smo 

pod harmonijskim homologijama to grupe podrazumevali harm-

onijske homologije odgovaraju6eg projektivnog prostora 6i-

ji su centri ± osnova poti polarna ravan u odnosu na pol-

aritet odreaen apsolutom. Takoae smo za svaku vrstu kolin-

eacija grupe G odredili njihovu "minimalnu" harmonijsku re-

prezentaciju. Na osnovu svega toga prirodno je harmonijske 
homologije ±ji su centri ± osnove uzajamno polarni u apso—. 

lutnom polaritetu nazvati simetrijama prostora 1S
. 

Iste 
1 3  

tako I grupu generisanu simetrijama prostora 53  eije osno-

ve sadre istu ta6ku 0 prirodno je smatrati uop6tenjem gru-

pe simetrija pramena pravih ravni 1S2 . Por3to svaka osnova 

generatora te gripe sadrH istu ta6ku, taj skip predstavlja 

snap ravni sredifta 0. 6ato 6emo ovu grupu nazivati grupom 

simetrija snopa ravni sredita 0. I nju 6emo, kao I odgova — 

raju6u grupu ravni ' LSol  ozna6avati ug lavnom sa G oh , a jedi- 

no kada postoji moguonost da so znaZ!;e4je ove oznake protuma-

U kao oziaka grupe ravni 152  sa 3—Goh.U prethodnom deli  

rada pokazalo no da vrste epicikala ravni S2 , kao I njiho-

va svojntva neposredno zavise od prirode grupe simetrija u 

odnosu na koju su oni definisani. Zato 6emo slede6u ta6ku 

posvetiti grupama simetrija snopova ravni prostora S. 
3 
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I. Grpupus#etrija snopova ravni. prostora 1S3 • Na 

osnovu poznatog op5teg svojstva polariteta odredenog datom 

kvadrikom sledi da je skup sediL;ta simetrija u odnosu na 

ravni koje pripadaju 1510m snopu ravni sredita 0 skup ta-

iiaka ravniW(0) gde je W apsolutni polaritet prostora 183 . 

Ovo je prva karakteristika koja ukazuje na razliku izmedU 

,snopa ravni projektivnog i snopa ravni prostora 183 : u pr-

ojektivnom snopu ravni osim ravni snopa no postoji nijedna 

druga ravan koja igra istaknutu ulogu. Ako sredifte snopa 

ravni pripada sopstvenoj obiasti prostora 1S
3 

takve snopo-

ve naziva6emo elipti6nim; ako je sredi5te ta6ka apsolute, 
takav snop je paraboli6an. Ali poto projektivna ravan od-

govaraju6eg projektivnog snopa ravni istog srediAta koja 

je tangentna ravan apsolute nije osnova nijedne simetrije 

prostora 	tu ravan ne6emo smatrati ravni odgovaraju6- 

eg parabolinog snopa ravni. Ni tangentne ravni projekti-
vnog snopa ravni ije je sredij3te V taka idealne oblasti 

prostora. 15 nisu osnove nijedne simetrije odgovaraju6e gr-

upe simetrija hiperboli6nog snopa ravni srediiita V prosto ,- 

ra Is3 - 
ni ove ravni no smatramo ravnima hiperboli6nog sri-

opa ravni tog prostora. Prema tome, u skupovnom smislu, je-

curio je elipti6an snop ravni prostora 153  istovetan odgova-

raju6em snopu ravni odgovaraju6eg projektivnog prostora. 

U radu /7/ (v.str.181.) dokazali smo da je skup sv- 

ih harmonijskih homologija hiperboli6nog snopa ravni 6ije ,,•- 

osnove seku apsolutu I aja su sredi5ta polovi tih osnova u - 

- apsolutnom polaritetu ± skup svih kona6nih proizvoda tih ho-
mologija grupa. Po5to u tom clokazu koristimo iskljaivo svo-

jstvo involutivnosti tih harmonijskih homologija, naisti 
ruin bismo to mogli dokazati I za skup enerisan harmonijs-
kim homologijama u odnosd na ravni hiperboli6nog snopa raVfli 

aje osnove ne skku apsolutu. To into vaia iz i2tih razloga 
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i"za skup generisan harmonijskim homologijama u odnosu na 

bilo kakve ravni hiperboli5nog snopa ravni. Ovo se odnosi i 

na paraboli6an i elipti6an snop ravni. Aka sa- Go  oznaCimo 

grupu automorfizama sredigta 0 snopa 
ravni prostora 

1S3 , 6i-

ja je odgovarajuoa grupa simetrija ozna6ena sa c. h , meauso-

bni odnosi tik grupa za razne vrste snopova ravni tog pros-
tora utvrdeni su tenremom 4 (/7/ str.182.). Na osnovu posl-

edice 5. istog rada (X7/ str.186.) moemo formulisati uopg-

tenje teoreme 6. (rad str.118.) po kome u predstavljanju el-

emenata grupe simetrija snopova ravni simetrijama te grupe 

uCestvuje jedna, dve iii najvige tri takve simetrije. 
S obzirom da smo se u dokazima teoreme koje se od-

nose na raven 
1S2 

koristili teoremama teorije grupa i nekim 

najopgtijim teoremama algebra, kao i u slu6aju navedene te-

oreme, i veana ostalih teorema su neposredna uopgtenja te-

orema koje smo izveli u delis rada koji se odnosio na raven 
152' 

Tako se, iz neznatnu odgovaraju6u izmenu koja proitaige 

iz izmene u uopgtenju teoreme 6. mote formulisati uopgtenje 

teoreme 11. ( rad str. 12L1-.). U sadraju tog uopgtenja pod 

h u prostoru 1S3 
podnazumevamo simetrije u odnosu na sred-

igte snopa V. Ezmena a kojoj je prethodno bilo reCi sastoji 

se u tome gto u ovom sluCaju pobt§je i elementi klase suse-

dne klasi Gvh(Uvh) koji su proizvodi simetrije L i 
proizvo-

da po tri simetrije grupe Gvh  ( vh).S u s1uCaju grupe sime-

trija snopova ravni prostora 153  pojmovi epicikli6ke rotacije 

to grupe simetrija 3—ima smisla, kao i epicikliCke rotacije 

megovitih osa u slueaju rada je odgovarajuoi snop hiperboli- 

5an. Takocte se te epicikliCke rotacije mogu smatrati 
translacijama ako zavisne od oblasti prostora 

1S3 os- 

nova snopa ravni igra znaCajniju ulogu od njegovog sredigta. 

Na osnovu teoreme 5.(/7/ str.185.) skup epicikliCkih rotaci- 

ja odre:ene grupe sime -pyjja snopa ravni prostora 
1S

3 
takode 
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predstavlja grupu, a iz dokaza to teoreme sledi da je to 

grupa prava podgrupa odgovarajuoe grupe simetrija. Ovo uk-

aauje da bi de i u prostoru 1S3  mogia ustanoviti definici-

ja trajektorija snopova ravni tih geometrija, alternativna 

uobiCajenoj. 
Epicikl paraboli6nog snopa ravni prostora 183 naz-

iva6emo orisferom tog prostora. Pogto smo pokazali da sem 

grupe simetrija hiperboli6nog snopanyvni sredigta V posto-

je i dve njene podgrupe koje su generisane, jedna simetri-
jama u odnosu na ravni tog hiperboliCnog snopa koje shku 

apsolutu i koje obrazuju hiperboli6an snop ravni prve vrs-

te, i drugs generisana simetrijama u odnosu na ravni hipe-

rbofi6nog snopa sredigta V druge vrste t Li u prostoru 183 
postoje dve vrste hipersfera pd kojih svaka mote biti je-

dnograna 	
1 

dvograna. Dok je u ravni S 2  ulogu "granice" 

izmedu hiperboliCnog pramena prve i hiperboliCnog pramena 

druge vrste istog sredigta imao projektivni ugao odreden 

izotropnim pravama koje sadrZe to sredigte, u prostoru to 
ulogu ima izotropni konus Ciji vrh predstavlja sredigte da-
tog snopa ravni. Ovaj konus obrazuje izotropndt ravni pros-

tora 183 
koje sadrZe sredigte pomenutog snopa, odnosno izo-

tropne prave koje sadrZe to sredigte. Ovaj konus sa osnovom 

odgovarajuoeg snopa ravni razlaZe prostor 183  na tri oblasti: 

Dye od njih pripadaju onoj oblasti konusa koaa sadra apsoI-
utu. HiperboliCan snop ravni prve vrste sredigta V je skup 

svih onih ravni hiperboli6nog snopa ravni istog sredigta 

koje seku "graniCni konus" vrha V; hiperboli6an snop ravni 
druge vrste je skup svih onih ravni odgovarajuog hiperbol- 

i6nog snopa ravni koje taj konus ne seku. Trajektoriju (+via 

(X) ode X pripada onoj oblasti grani6nog konusa vrha V koja 
sadra apsolutu nazivamo hipersferom prve vrste; trajektori

- 

ju 	gde smo sa 1LoznaCili da X pripada onoj drugoj 
ob- 
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lasti tog graniCnog konusa nazivamo hipersferom druge vrs-

te. Trajektorije Gv(X) gde je Gv  grupa simetrija ("celog") 

hiperboli6nog snopa ravni srediAta V nazivamo dvogranom 

hipersferom prve iii druge vrste, zatisno od toga da li je 

ta6ka X taCka oblasti grani6nog konusa koja sadra iii ne 

sadra apsolutu. Ako je X taCka grani6nog konusa, tada je 

odgovarajuoa trajektorija grupe simetrija biperboli6nog 

snopa ravni degenerisana. Ako je ta grupa simetrija 

onda je ta trajektorija ona "kupa" graniCnog konusa bez nje-

govog vrha V i bez osnove "koju predstavlja konika po kojoj 

graniCni konus dodiruje apsolutu, koja sadra ta6ku X. Ako 

je ta grupa grupa simetrija Gv  hiPerboliCnog snopa ravni 

(i onih koje seku i onih koje ne seku apsolutu), onda je ta 
trajektorija graniCni konus bez vrha i krive, drugog reda po 

kojoj taj konus dodiruje apsolutu. Ova kriva je istovremeno 

presek ravni polarise sredi5tu V hiperboliCnog snopa ravni i 
takoae predstavlja degenerisanu tnajektoriju tog snopa ra- 
vni. Osim nabrojanih degenerisana trajektorija pomenutog sn-
opa ravni su jo5 jedino sredi5te tog pramena, unutra5njost 
pomenute dodirne krive kao njena spolja5njost. Dakle pol-
arna ravan srediAta hiperboli6nog snopa ravni sadra tri 
degenerisane hipersfere tog snopa: presek to ravni sa apso-
lutom, njen presek sa unutra5njoe'ou i njen presek sa spolj-

a=injogou apsolute. Ta ravan je jedina ravan koja sadra hi-
persfere odgovarajuoeg snopa ravni razliate od tance. 

U sluCaju eliptiCnog snopa ravni osim sredigta tog 

snopa jedina degenerisana episfera je osnova tog snopa. I 

ona je jedina ravan prostora 1S3  koja sadra epiS-feru elip-

tiCnog snopa ravni razliatu od taCke. jedina razlika u po-

menutom smislu izmedm sk#pa ovih sfera paraboli6nog snopa 

ravni sredillta D odgovaraju6eg skupa episfera elipti6nog 

snopa sto osnova parablazi6nog snopa sadra jednu orisferu 
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vise sredigte D. Druga degenerisana erisfera je osnova 

snopa bez take D. Iz 6injenice da grupa simetrija elipti-

Cnog snopa ravni sadrh i simetriju u odnosu na sredigte 
tog snopa, a da grupa simetrija paraboli6nog snopa ne sad- 

simetriju u odnosu na sredigte tog snopa sledi da je 

osnova snopa u prvom sluCaju dvaput "uzeta" tj. da je sh-

vatimo kao dve ravni koje su se poistovetile, dok u sluC-

aju paraboli6nog snopa nema to "dvostrukosti". 

2. Homotetije i transformacije sliCnosti prost-

ora 153 . I u skupu svih projektivnih kolineacija prosto-

ra 1S3
osim kolineacija grupe G istiCu se i nemmalizatori 

grupa simetrija snopova ravni tog prostora, kao i proizv-
odi elemenata tih normalizatora i elemenata grupe G.Ele-

menti normalizatora grupe simetrija G oh  snopa ravni datog 

sredi5ta 0 prostora 
1S3  u skupu svih projektivnih kolin-

eacija tog prostora su jedine kolineacije prostora 
1S3ra-

zliCite od transformacija grupe simetrija G oh  koje bilo 

koju episferu definisanu u odnosu na to grupu preslikava-
ju na neku episferu koja je takode definisana u odnosu na 

grupu GOh. Ovo je upravo uopftenje teoreme 5.20. na pros-

tor 1S3' 
Dokaz ove teoreme je analogan dokazu teoreme 5. 

•  20. to ga neoemo ponavljati. To se odnosi i na uop6tenje 
posledice 5.16. po kome je svaka harmonijska homologija 

izvedena iz bilo koje simetrije grupe G oh prostora 1S3  ta-

kode simetrija to grupe, pod uslovom da.je pomenuto konju-

govanje izvedeno elementom normalizatora grupe G ob. Ako je 

konjugovanje izvedne bilo kojom homologijom Cije je sredi-
fte ta6ka 0, a osnova snopa ravni sredifta 0, tada je sim-

etrija izvedena iz date simetrije to ista simetrija. Iz 
ovoga sledi da je svaka takva homologija element normaliz-

atora grupe Goh. Kao i u sluCaju ravni 
1S2  zakljualjemo da 

u prostora IS3 
va?i uop5tenje posledice 17. (str. 158.). 
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Medutim u sluCaju prostora 
1S3  ne radi se o apsolutnoj in-

voluciji prave 0, vec o apsolutnnm polaritetu osnove odgo-

varajuoeg snopa ravni. Ovaj apsolutni polaritet moemo sm-

atrati su'ienjem apsolutnog polariteta prostora 18
3 
odrede-

nog apsolutom na osnovu tog snopa. Ako je snop eliptiCan, 

tada je apsolutni polaritet njegove esnove eliptiCan. Ako 

je snop ravni hiperboliCan, tada je i apsolutni polaritet 

osnove tog snopa hiperboli6an. Taj polaritet odreden je 

presekom osnove snopa i apsolute prostora 
183 . Ako je sn-

op paraboliCan, tada je apsolutni polaritet njegove osnove 

degenerisan. U tom polaritetu svakoj ta6ki osnove razlia-
toj od take dodira osnove i apsolute odgovara prava koja 

sadra to ta6ku dodira. Medutim toj taCki dodira odgovara 
bezbroj polara osnove. Odredeivanje vrste elementta norma-
lizatora grupe simetrija elipti6nog snopa ravni prakti6no 
ne predstavlja problem jer su ti elementi prema prethodnom 

ili transformacije te grupe simetrija iii projektivne kol-

ineacije prostora 
1S3  koje bi predstavljale transformacije 

sliCnosti Cije je sredigte sredigte razmatranog snopa rav-
ni, nnog projektivnog modela trodimenzione euklidske geom-

etrije u projektivnom prostoru koji sadra apsolutu prost-

ora 1S3, u kome je beskona6no daleka ravan osnova tog el-

iptiCnog snopa ravni. Na taj naan smo ueetalom odredili 
i sve vrste elemenata normalizatora grupe simetrija elipt-

i6nog pramena pravih ravni 1S
2
(teorema 5.21. na str.161.). 

Iz toga bi sledilo uopgtenje posledice 5.18. po kojoj bi u 
ovom slu6aju svaki element normalizatora grupe simetrija 

eliptiCnog snopa ravni bio proizvod neke transformacije te 

grupe i homologije Cije su prvdigte i osnova sredigte i 
osnova tog elipti6nog snopa ravni. I u ovom slu6aju kao i 
u odgovarajuoem dvodimenzionom sluCaju sasvim jednostavno 
se dokazuje da redosied-komponenata u tom proizvodu nema 
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uticaja. 
Odredivanje vrsta normalizatora grupe simetrija 

hiperboli6nog snopa ravni, mada sloenije l  u na6elu je is-

tovetno prethodno izlo't'enom na6inu odredivanja tih vrsta u 

sln6aju elipti6nog snopa ravni. I ovde su ti elementi iii 

elementi te grupe simetrija, iii projektivne kolineacije 
koje bi predstavljale transformacije sli6nosti 6ije je 

sredigte sredigte razmatranog snopa ravni onog projektivn-
og modela trodimenzione pseudoeuklidske geometrije istog 
projektivnog prostora u lome beskona6no daleku ravan pre-
dstavlja osnova tog hiperboli6nog snopa ravni. Apsolutni 
polaritet te ravni odreden njenim presekom sa apsolutom pr-

ostora 1S3 
i za odgovarajuoi pseudoeunidski proctor je od 

bitnog zna6aja. Pogto je ta; ravan ravan 1S2  skup transfor-

macija prostora 1S3 '(ili njemu u prethodnom smislu odgova-

raju6eg Dseudoeuklidskog prostora) koje apsolutni polaritet 

preslikavaju na taj isti polarittt je skup transformacija 

koje apsolutu te ravni 32  preslikavaju na samu sebe. Ove 

transformacije predstavljaju transformacije sli6nosti pom-
enutog pseudoeuklidskog prostora (v./27/,str.267.). Sve pr-

ojektivne kolineacije prostora 1S3  koje presek apsolute tog 

prostora sa osnovom datog hiperboli6nog snopa ravni sredi-
gta V preslikavaju na taj isti presek, preslikavaju i tu 
osnovu na tu istu osnovu. Ako su te kolineacije i elementi 

normalizatori grupe Gvh ,iii grupe koja je sadrh Gv , na 

isti na6in kao i u oodgovaraju6em dvodimenzionom sli6aju 

pokazuje se da ti elementi preslikaju sredigte V na to is-

to sredigte. Homologija Eiji je centar ta6ka apsolute ra-

vni 1S2 
koja pripada osnovi razmatranog hiperboli6nog snopa 

ravni, i 6ija je osnova bilo koja tangentna ravan grani6n- 

oga (izotropnog) konusa sredigta V mada zadovoljava ovaj 

poslednji uslov - sredigte V I osnova tog hiperboli6nog 



snopa ravni preslikava na to isto sredigte i tu istu osno-

vu nije element normalizatora grupe GVh  jer "apsolutu" 

osnove snopa ne preslikava na tu istu apsolutu. U odgova-

rajueem dvodimenzionom slu6aju homologije koje odgovaraju 

prethodno opisanim homologijama nazvali smo izotropnim i 

pokazali da pripadaju normalizatoru grupe simetrija odgo- 

varajuoeg hiperboli6nog pramena pravih. Osnovii raziog ove 
•razlike je utome gto u dvodimenzionom slu6aju "apsolutu" 

osnove hiperboli6nog pramena pravih predstavlja par ta6a-

ka, koje su u odgovarajuoem "pseudoeuklidskom slu6aju" 

poznate kao cikli6ke tante. S obzirom da u prostoru 1S3 
"izotropne" homologije ne pripadaju normalizatoru grupe si-

metrija odgovarajuoeg hiperboli6nog snopa ravni, u trodim-
enzionom slu6aju neoe postojati transcedentne homotetije, 

niti transformacije sli6nosti koje hipersfere jedne preslik-

avaju na hipersfere druge vrste. Pogto u odgovarajuCeg "ps-
eudoeuklidskom slu6aju" ove hipersfere predstavljaju sfere 

sredigta V iz ovoga zaklju6ujemo da ne pstoje ni transfor-
macije sli6nosti pseudoeuklidskog prostora koje sferu jedne 
preslikavaju na sferu druge vrste (realne na idealne sfere 

i obratno). Prema prethodnom svaka transformacija sli6nos-
ti sredigta V, gde je V ta6ka idealne oblasti prostora 1S3, . 
mo te se predstaviti kao proizvod homologije sredigta 0 6ija 
je osnova osnova hiperboli6nog snopa ravni sredigta V i ne-
kog elementa grupe simetrija tog snopa ravni. Po analogiji 

sa "euklidskim" i "psedudoeuklidskim" slu6ajem ovakve homo-
logije naziva6emo homotetijama ,odgovarajueeg sredigta. I 

u ovom slu6aju, kao i u slu6aju ravni 182  sasvim jednosta-

vno i po analogiji sa tim slu6ajem, dokazuje se da su homo-

tetija sredigta V i element grupe simetrija GVh 
6iji proiz-

vod predstavlja transformaciju sli6nosti sredigta V komuta-
tivni. Analogije izmedu transformacija sli6nosti euklidskog, 
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i transformacija prostora 1S3koje smo nazvali transformac-

ijama sli6nosti u odredenoj ta6ki tog prostora nije slikaj-
na. Prema 5.1.4.(/27/ str.268.) proareni ti-euklidski pro-

stor (Rn
) mole se dobiti graniCnim prelazom iz n-prostora 

Loba6evskog 1SA. Pri tom graniCnom prelazu mnogostrukost 

tangentnih ravni apsolute prostora 1SA  prelazi u mnogostr-

ukost tanentnih ravni (n-2) - kvadrike beskonaCne daleke 
'ravni koje predstavljaju ( to ravan sa tom kvadrikom)apso-

lutu odgovarajuoeg prostora RA. Ta beskonaCno daleka ravan 

dobijena je pri tom grani5nom prolazu iz apsolute prostora 
1Sn

. I kvadrika te ravni koja u ovom sluCaju predstav1ja 

apsolutu (n-1) -elipti6nog metriCkog prostora (SA-1 ). dobi-

ja: se pomenutim graniCnim prelazom iz apsoIute prostora 
1

n" 
Uglu dveju pravih prostora Rn  odgovara rastojanje 

onih ta6aka metriCkog prostora 	beskonaCne daleke ravni„, 

koje su beskonaCno daleke take tih pravih. Kolineacija pr-

ojektivnog prostora PA  koje ut kvadriku apsolutu ravni S
A..1 

 preslikavaju na nju samu su transformacije sliCnosti pros-

tora Rn" 
Pre svega eve kolineacije su afine transformacije 

prostora RA  jer preslikavajua apsolutu ravni 	
na tu 

istu apsolutu, preslikavaju i beskona6no daleku ravan na tu 
istu ravan. Medutim porito preslikavaju apsolutu na apsolut4 
one predstavaljaju transformacije podudarnosti apsolutne ra- 

cni Sn-1 
 to oCuvavaju rastojanje taCaka te ravni. Iz toga 

sledi da eve transformacije oCuvavaju i ugiove izmedu pravih 

prostora R . 
Pseudoeuklidski proctor iRn 

 (n-pseudoeuklidski pr9stor 

indeksa i> mole se dobiti graniCnim prelazom iz prostora S ni 

n-i+ 18n
(n-hiperboliCnih prostora indeksa i). Zato se i apso-

luta prostora RA  takode mosie dobiti graniCnim prelazom iz 

apsolute odgovarajueeg hiperboliCnog prostora (/27/5.1. 4.). 

Pri tom graniCnom prelazu apsoluta prostora 
iSn prelazi u par 
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ravni koje su istovetne beskona6no dalekoj ravni prostora 

nt 
Ali i mnogostrukost tangentnih ravni apsolute prosto-

ra ISn 
pri tom grani6nom prelazu prelazi u mnogostrukost 

tangentnih ravni (1-2) kvadirke koja predstavlja apsolutu 

prostora 
iS, 

4 
1, beskona6ne daleke ravni prostora An. Ovaj 
-J. 

proctor 	naziva se apsolutom prostora 1.Rn
. Prema tome 

i apsoluta beskonaCne daleke ravni prostora /Rn  dob

i

ja se 

odgovarajuoim grani6nim prelazom apsolute prostora S n. 

Pseudoeuklidski prostori indeksa 1 imaju istaknutu ulogu 
medu pseudoeuklidskim prostorima jer je geometrija prosto-

ra 1R4  geometrija koja odgovara Ajn5tajnovoj specijalnoj 

tennitii relativnosti. Ovi prostori su prema prethodnom'gr-

aniCni sli6ajevi tiwprostora LobaCevskog (prostora 
1

n). 

Skup svih tangentnih ravni prostora 1Sn  koje pripadaju hi-

peboliCnog snopu ravni sredi5ta V obrazuju (n-1) izotro-
pni konus vrha V. Ovaj konus dodiruju apsolutu prostora Sn 

 po (n-2) kvadrici. Ravan koja sadra to kvadriku je pola-

rna ravan take V tal apsolutnom polaritetu tog prostora . 
Pogto, eito smo posebno itakli pri pomenutom grani6nom pro-
cesu sve tangentne ravni apsolute prelaze u tangentne ravni 

apsolute beskonaCne daleke ravni, i tangentne ravni izotro-
pnog konusa vrha V prea6e u tangentne ravni apsolute pros-

tora 1Sn-1 
beskona6ne daleke ravni odgovaraju6eg pseudoeuk-

lidskog prostora. Iz ovoga slede dva vai'ma zaklju6ka. Prvi 

je da polarna ravan bilo koje take prostora 1Sn  pri tom 

graniCnom procesu prelazi u lbeskonaCnu daleku ravan odgo- 
varajuoeg pseudcauklidskogiprostora. Iz toga neposredno sl-

edi da sve take prostora Rn 
imaju istu polarnu ravan - 

beskonaCno daleku ravan tog prostora. Drugi zaklju6ak je da 
apsolutni polaritet osnove bilo kog hiperboliCnog snopa ra-

vni prostora 1Sn  prelazi u tom grani6nom procesu u apsolut-

ni polaritet beskona6no daleke ravni odreden ( ,n-2) - kvad-

rikom (apsolutom). Zatp .1.1 tom graniCnom procesu normalizat- 
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orugrupe simetrija Gv  hiperboli6nog snopa ravni datog sr-

edi5ta V odgovara normalizator grupe simetrija bilo kog 

hiperboli6nog snopa ravni odgovarajuoeg pseudoeuklidskog 

prostora. S obzirom da svaki element normalizatora bilo 

koje grupe simetrija hipeerboli6nog snopa ravni prostora 

Rn 
preslikava apsolutni polaritet prostora 

1Sn-1 beskon-

a6no daleke ravni na taj isti polaritet, iz istih razloga 
kao u slu6aju euklidskog prostora svaki element tog norma-
lizatora predstavlja transformaciju sli6nosti odgovarajuoeg 
pseudoeuklidskog prostora. Zavisno od toga da li taj elem-

ent pripada normalizatoru grupe simetrijehiperboliCnog'sn-

bpa ravni sredi5ta V ili npr. sredi5ta V1taj element je 

transformacija sli6nosti sredi5ta V ili npr. sredigta V i . 

Kako je u slt6aju prostora 1Sn  svaki element normalizatora 

grupe simetrija hiperboli6nog snopa ravni sredi5ta V perm-

utabilan,  sa apsolutnim polaritetom osnove tog snopa ravni 

odredenim prese6nom (n-2) — kvadrikom apsolute prostora 1S nI 
taj element tu kvadiiku preslikava na tu istu kvadriku. Kato 
5to smo ranije pokazali nisu svi elementi normalizatora gr-

upe 3VVh
transformacije podudarnosti prostora 

1Se  Medu nji-

ma su takvi sve homolgi.e sredi5ta V 6ija je osnova osnova 

hiperboli6nog snopaxavni sredi5ta V i svi proizvodi takvih 

homologija sa elementima grupe Gyh . Zato svaki takav element 

normalizatora apsolutu prostora S n  preslikava na (n-1) — 

kvadriku tog prostora razli6itu od apsolute. Medutim keko u 
gani6nom procesu to apsoluta prelazi u beskona6no daleku ra- 

van, u koju je pre5la i osnova razmatranog hiperboli6nog sn- 

opa ravni koju svaki element normalizatora grupe Gvh  prostora 

1ST ostavlja invarijantnom, "granica" apsolute beskona6no 
daleka ravan pseudoeuklidskog prostora je invarijantna svakog 

elementa normalizatora grupe simetrija bilo kog snopa ravni 

prostora 1Rn. U istomogpani6nom procesu i apsolutni polaritet 
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osriove bib kog hiperboliCnog snopa ravni prostora 18n  pr- 

elazi u apsolutni polritet odreaen apsolutom ravni 1Sn-1. 
it.ako je_/apsolutni polaritet osnove hiperboli6nog snopa ra- 

vni prostora 1Sn 
invarijantan u svakom elementu normaliz-

atora odgovarajuee grupe simetrija, i njegova "granica" 

apsolutni polaritet ravni 
1Snaa  bite invarijantan pri pr- 

eslikavanju bilo kojim elementom te grupe simetrija. 
Smatramo da smo prethodnom analizom u potpunosti 

opravdali naziv "transformacije sli6nosti" koji smo upot-

rebili za transformacije ravni 1S2 , Cije je osnovno svoj-

stvo da svaki epicikl: iste grupe simetrija ravni 1S2  Pre-

slikavaju na epicikl grupe simetrija koja je "slika" date 
grupe simetrija pri preslikavanju nekom transformacijom pow 
dudarnosti te ravni iii proizvodom takve transformacije sa 

nekim elementom normalizatora te grupe simetrije i1i njene 
slike pri preslikavanju tom transformacijom podudarnosti. 
Ove transformacije ottkrili smo pobudeni tenjom-da proud-

avanje epicikala ravni 182  obogatimo novom metodom koja 6e 

dati i nave rezultate. Tu tenju smo u potpunosti ostvari-
li. Medutim pokaza10 se da su te transformacije znaCajne 

u geometriji uopgte 9  Predstavljanje sloenih kretanja ob-
1asti svemira kojima bi odgovarala neka ad geometrija ravni 

(prostora) 1S2  ( 1S3 ), emu smo posvetili znatnu pa'inju dov-

oljno ukazuju na giroke moguonosti primene ovih transforma-

cija u raznim oblactima nauke. S obzirom da su uopgtenja te-

orije epicikala ravni 182  na prostor,, 1S3  uglavanom neposre-

dna, na tim uopgtenjima zadrali smo se'samo u onoj meri za 
koju smo smatrali da, je neophodno za formiranje osnovnih po-

jmovoa te teorije. 2ri tom smo detaljnije razmatra1i ona 

uopgtenja teorema koja se odnose na ravan 102  koja nisu tako 

jednostavno i unose izvesnu razliku u oclnosu na dvodimenzio-

ni proctor. Tako smo nqprj_mer istakli da izotropne homologije 
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nisu transformacije sli6nosti prostora 1S3. Obrazlolenju 

razloga iz koji se uopgtenja transforamacija sli6nosti ne 

smo na prostora 1S3  , nego i na bilo koji konaCno dimenzi-

oni prostor Loba6evskog traba da smatraju takode transfor-

macijama sli6nosti l  posvetili smo znatnu panju upravO zb-

og njihove mogu6e primene u fizici. Ukoliko i ne postoji i 

nije tako zna6ajna neka teorija relanog prostora aja bi 

geometrija bila 5-geometrija LobaCevskog verujemo da 6e 
metode na koje smo ukazali i koje smo koristili omoguati, 
s obzirom na njihovu npgtost, da se na sasvim jednostavnn 

naan razvije teorija preslikavanja sliCnosti u odgovara-

ju6oj geometriji. Na utvrdivanju svojstava episfer4 i pre- 

slikavanja sliCnosti svake od geometrija prostora 1S3 
ni-

smo se zadrZavali smatrajua da smo te probleme naCelno 

regili u geometrijama ravni 152 . Ovim ne Zelimo da kaZemo 

da takva prouCavanja nisu od znaCaja. Formiranje aksioma-

tike svih neklasiCnih dvodimenzionih projektivnih metri6k-

ih geometrija, ukazivanje na modele geometrije idealnog 

prostora ravni 1S2  u geometriji sopstvene oblasti te ravni, 

a pogotovu detaljno ispitivanje epicikala te ravni u sin-

tetiCkom duhu kojim smo istovremeno utvrdili i osnovna sv-
ojstva transformacija podudarnosti u glavnim modelimatih 
geometrija uticala au da obim ovog rada bude znatno ve6i 
nego gto je uobiCajeno za radove ovakve vrste. Sato smo se 

u ovom radu ograniali samo na izgractivanje osnova za dalja 

proaavanja geometrija prostora 1$3 . Ovo nam je onemogualo 

da i na nekim drugim primerima u odgovaraju6em trodimenzio-

nom s1uCaju primenimo metode kojima smo se koristili u dvo-

dimenzionom slaaju l  i jog ubedljivije ilustrujemo njihovu 

prednost nad dosada primenjivanim. Primena ovako opgtih me-

toda omoguoena je razvijanjem geometrija na naCin u kome 

osnovnu ulogu imaju transformacije i preslikavanja. Ukaza6- 
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em6 samo da odredivanje preseka episfere geometrija pros-

tora 1
$
7  sa ravnima i drugim episferama tih geometrija, 

6to eemo objaviti u posebnom radu t  u pravom svetlu prika- 

zuje sve prednosti primene tih metoda. Sli6no se mole re-

cii za utvrdivanje raznih modela geometrija ravni S2 
 na 

episferama geometrija prostora S 3 . Da tih modela ima da-

leko vise nego u geometriji Loba6evskog samo smo nagovest-

ili de1u u kome smn obradili modele svih pravih geometr-

ija ravni 1S2  na epicik1ima odgovaraju6e vrste tih geometri-

ja. Into oCekujemo da 6e formiranje odgovarajuah modela u 

prostoru 1S3 
 biti dadraj i drugih radova iz ove oblasti. 
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