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PREDGOVOR 

• Pojava ovoga rada bila je inicirana tekudim potrebama u praksi prora'auna 

slogenih tahkozidnih sistema, kao 6to su konstrukcije aviona, brodova i 81. 

Tradicionalne inIenjerske aproksimacije koje se uspano koriste pri prora-

, 6unu ovakvih konstrukcija, 6esto podrazurnevaju pretpostavke mernbra.nske 

teorije. 

Uvodjenje metode koriaonih elemenata omoguoilo je detaljno tretiranje vrlo 

sloienih konstrukcija ove vrste. Medjutim, istovremeno su porasli zahtevi 

u smislu korektnosti osnovnih postavki. 

• Automatizovana obrada in'ienjerskih podataka zahteva obiman rad na razvo-

ju i odrzavanju programa, pripremi i korekcijarna ulaznih. podataka, kao i 

•interpretaciji rezultata, koji se za slogene konstrukcije iskazuje u desetina-

ma 6ovek-godina; dok se cena obrade na raeunaru penje na nekoliko 

na ND. 

$amo letimi.6an pogled na ove cifre ukazuje da je opravdan svaki napor na 

Pobolj6anju teorijskih osnova kojt mote da doprinese kvaiitetu tako skupoce-

nih rezultata. 

U toku pisanja ovoga rada veliko ohrabrenje su mi prugali korisni reZultati 

dobijeni sa do sada realizovanim produkcionim programima za proraC.un 

avionskih konstrukcija metodom kona6nih elemenata u Vazduhoplovnotehh16- 

kOm institutu u 2arkovu, kao i postojani interes za teorijske osnove metode 

. kona6nih elemenata pokazan na Institutu za mehaniku Prirodno - matematie-

kog fakuiteta u Beograciu. 
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1, - UVOD 

U teorijskim razmatranjirna membrane se gotovo redovno tretiraju ka.o spe-

cijalan slue'aj ljuski. Medjutim, dok se teorija ljuski 5 
 , oalanja bilo na kon-

cept povrgi Cosserata, bilo na trodimenzionalni kontinuum, teorija membra-

na moge da se shvati kao teorija obiaog dvodimerizionalnog kontinuuma 8 
 , i 

kao takva da se posmatra ;samostalno. 

Sa prakti6ne take gledigta, zanimljivo je citirati Novailova 9 

"Zbog svoje male debljine„ ijuske nisu dobro prilagodjene savijanju, Relativ-
no mall momenti savijanja izazivaju velike napone i ugibe. 

Savijanje je prema tome opasno i nepogoduo sa tOnidke take gledigta, Ova-

kvo stanje mora svakako da se izbegne odgovarajueim izborom oblika ijuske, 

na' na oslanjanja, i ponekad uvodjenjem dodatnih oslonaca 	 

Nasuprot tome, membransko stanje napona, u kome je ljuska ravnomerno 

optereaena po celoj debljini, a spoljnje optere6enje se prenosi na oslonce na 
najracionalniji naeln, najpogodnije je sa tehni6ke ta6ke gledigta, 	" 

U pogledu uslova koje ljuslc:a treba da zadovolji kako bi rnembranska teorija 

mogla da se primni., tegko je real bilo gta novo. Postoji eitav niz izvanred- 
i 

nih studija o ovoj 	posebno sovjetske 19 
 i holandske 10 

 

Medjutim, primena membranske ,teorije jo gira nego sto bi to mogio da se 
iz klasi6r4h rezultata teorije ljuski, Tankozidne konstrukcije, neza-

obilazne u tehni6kim oblastima u kojima su ugtede na materijalu iii na teMni 

konstrukcije od priinarnog znaeaja; predstavlja.ju u sugtini sisteme membra-
na (Slika 1). ..  

Cilindriene i koni6ne tankozidne konstrukcije u.spegno se analiziraju pornodu 
teorije tankozidnih gtapova 20, 21, 7

. Pretpostavke ove teorije 6esto podrazu- 
' 7 mevaju membransko stanje napona, Kako kage Obrazcov , (. str, 51) n .. 

prihvatamo, da se naponsko stanje ljuske, kao i u bezmomentnoj teoriji, ne 
menja po debljini ove n . 

U okviru ove teorije moguea su i daljEt upro6Oenja - u smislu da se nogenje 
normalnih napona poveri uzdu'inim popre6nim oja6anjima, dok delovi mem-

brana izmedju ovih oja6anja nose samo sati6uae napone 21 
 , Makoliko ova pret-

postavka bila gruba, ona poseduje jedan zna0ajan kvalitet u tome gto je kon- 
tintialni oroblern 
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Slika 1 

Slogena membranska konstrukcija 

• ,(idealizaCija segments. avionskog 

• trupa) 

membrana, Teren za pojavu metode konaiinih elemenata bio je pripremljen. 

Na bazi ovakvog modela, •Argyris 22 
 je razvio slogenu ali sistematsku apara- 

•turu za proradun avionske konstrukci.je H metodom one, Ved torn prilikom • 

pojavio se naizgled marginalni problem 6etvorougaonog elementa membra-

ne opteredenog 6istim smicanjem, pravib ivica, ali sa 6vorovima koji ne le- 

ge u istoj ravni. Problem je re6en posniatranjein globalne ravnotege konae-, 
nog elementa, uz.•doptinsku pretpostavku o konstantnom naponu unutar ele-

22,24 . menta 	, Kasnije 23
, problem je re6en bez uvodjenja pomenute dopuns- 

ke pretpostavke, Poslednja dostignuoa iz ove oblasti publikovao.je . Robin-

son
24

. 

Pojavom metode'kOna6nih elemenata u njenom saVremenorn obliku 25  , omo-

guoeno je pokrivanje proizvoljne mem.branske povri skupom trouglova. Ako 

se radi o prostornom iietvorougaonom elementu membrane, ovaj mote da 

se zameni sa dva, ill6etiri trougla (kao kod elementa QDMEM iz pozna-

tog paketa programa NASTRAN 26
). Pokuilavajuai da zamene relativno neefi-

kasne27 
trougaone element, izvesni autori koristili su ravne detvorouglove, 

dozvoljavajudi diskontinuitete konture na mestima ovorova, Mediutim. Hal- 
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tka i Robinson
28 
 publikovali su podatke o velikom rasipanju rezultata u tak-

vim situacijama.1 

Sa druge strane, neki autori su, na osnovu odredjenih statiekih i kinemats-

' kih razmatranja, pokugali da modificiraju ravne elemente kako bi ovi mogli 

da poslu'ie u opgtem slue'aju 24, 29
. .

Ovakvi. prilazi su po pr.avilu praaeni glo- 

. maznim izvodjenjima, ograniZeni su na specijalne slu'eajeve, i nije zapage • 
no da su publikovani ma kakvi numeri6ki rezultati. 

U oblasti kona6nih elemenata tankih ljuski prilaz je bio teorijski korektniji. 

Tako Oden 57 
nae'elno razm.atra primenu materijalnih krivolinijskih koordi-

nata, dok Wilson 39 
praktieno koristi ovakav prilae.Prvi autor rasmatrao je 

membranske elemente 3
, all iskljueivo u ravnom slaaju. Korektne formu-

lacije za membranske elemente u opgtem slu'eaju prvi je dao, prema Iron-
su 58

, Ahmad. Medjutim pomenuti prilaz ,je bio prilicno glomazan, pato se 

autori slue lokalnim koordinatnim sistemima u tangencijalnoj ravni. Sem 

toga, ovaj model : koristili su samo kaO osnovu za razvoj konaenih elemena. - 
ta tankih ljuski. 

Prilaz izabran u ovom radu podrazumevao je da se pre svega formuligu kine-

matske relacije, ,jednanne polja i konstitutivne relacije 6vrstih membrana 

na na6in korektan sa gledigta savremene mehanike kontinuuma, a istovre-

meno pogodan za•regavanje metodom konadnih elemenata. Pokazalo se da • 

ovakav pristup potencijalno sadrii velike mogLienosti uopgtavanja, u smislu 

korigdenja kona6nih elemenata pri regavanju slogenih termomehaninih prob- 

lema. 

Takodje, u slueaju najjednostavnijih all i najeegeih primena na linearno ela-

stie'ne probleme, predlogeni prilaz omogitduje jednostavnumumerieku proce-
duru i daje logidne i upotrebljive rezultate. V
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xi 	
(g

ot 
, t). 

gde su 

i = 1, 2, 3 

Descartesove koordinate tante E au trenuiku t. 

. 2.. NEKE OSNOVNE RELACIJE TEORIJE MEMBRANA 

Teorija membrana je svakako klasitina disciplina - dobro poznata kao spe-

cijalan slaaj teorije tankih ljuski. Prema tome, cilj ovog poglavlja nije iz-

laganje novih rezultata, -yea registrovanje nekili osnovnih relacija mernbran-

ske teorije na naein i u obimu neophodnom za dalji rad. PH usvajanju termi-

no1ogije i oznaka kori6deni su uglavnom radovi.Naghdija 5 
 i Odena 3 . 

2. 1. - Kinematika membrana 

Materijalne tadke membrane, kao dvodirn.enZionalnog kontinuurna,zauzima-

ju Oblast definisanu srednjom povr6i membrane 	njenom konturom C. Po- 

logaj materijalne ta6ke u oblasti odredjen je materijalnim krivolinijskim 
koordinatama 

a 
, 	a = 1, 2 

Pologajove tadke u prostoru i vremenu odredieemo parametarskim 

Brzinn i ubrzanje rnaterijalne take F, ct  odredioemo diferenciranjem (2) 
po vremenu 

1 	 2 i 	2 x.3x/ 	x 	x/Dt 

Bazni vektori definisani su izrazom 

I 	
xa 	3 xi  / a E 

KVadrat dugine limjskOg elementa dat je poznatoM relacijom 

xds 
 2 	

6 1j d dxj 

Zamenom (4) u (5) .:'dobiderno da 

ds 2  = aa$ 	d 

gde je 

.„ 	 . 

2.1. 3) 

(2. 1. 6) 

= 6 N. 1 '71 
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dS .11 d 

gde je 

det a 
as 

. 

(2.1, 8) 

(2.1,9) 

i A a$ =6 ij  Xa X 8  

dsnovni metriCki tenzor u trenutku t. 

'Element povrgine na membranskoj povrgi dat je izrazom poznatim iz dife-
rencijalne geometrije 

Regis .truj mo • odmah da su kontravarijantne koordinate . ognOVnog metviekog 
tenzora a cti3  

a
11 

,-.. a 	i ,   a 	= a 	= - a 12/a ; a 	= a ii /a • 	(2.1.10) 22/ a  '' 

Pologaj materijalne take u referentnoj konfiguraciji bi.6e 

gde je to poeetni trenutak vremena. Sledstveno tome, osnovni metri6ki ten-

zor u referentnoj konfiguraciji je 

(2.1,11) 

Sada znaemo definisati tenzor relativne deforrnacije 

1 yaa 	( a cto 	Acr, i3 )(2.1,12) 

kao i brzin4 deformacije 

1 	1i 	.j 	. i 	j = 	-6 	(x 	+ 	) 	 (2.1.13) 2 af3 	2 ij 	a 	
13 

2.2, - Osnovne termomehanioke veli6ine 

U ovom odeljku definisaoemo osnovne termomehani6ke velleine membranske 

teorije, a na na6in uobiZajen u savremenoj mehanici kontinuuma 5,6 

2,2.1. - Masa, 

Masa7je nenegativna, aditiVna i neprorne ►ljiva osobina kontinuuma, Postuli-

ra se egtistenCija kontinual.ne mere mase p , nuzvane gustina mase,  iii kra-

de gustina, koja predstavlja, masu po jedinici zapremine kontinuuma. 

U teoriji membrana gustina se definige ka.o masa po jedinici povrgine  mem . - 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



gde je d. debljina membrane, Ulculina masa membrane M data je izta- 

0 

f 	dS 	 (2, 2. 2 
S 

gde se integracija proteU po materijalnoj povrili membrane. 

2. 2, 2, - Mehani6ka snaga (efekt rada) 

Had spoljnih sila koje deluju na membrariu je sk.alarni proizvod ovih sila i 

pOmeranja njihovih napadnih ta'eaka. 

Pod!mehaniekom snagom membrane pOdrazumevaderno rad spoljrijih sila 

jedinici .  vremena 

•VI = 	I pd . 	dS + 	j 6. .Ni  xi' cis 	 (2. 2. 3) • 1j .. 

Ovde su. F
i.

Spoljnje sile pet jedinici mase membrane, a . N. •spoljnje sile po. • 

jedinici du2ine konture mernbranske povr6i. 

2, 2. 3•. - Unutra6nja energija 

Pod unutra6njom 'energijomU podrazumeva se sposobnost unutra6njih sila 

da vr6e rad.0 mehanici iontihumna postulira se egzistencija gustine unutra-

Anje energije e , koja predstavlja unutraAnju energiju po jedinici mase, pa 

je . 
 

U= 	ed S 
	

(2. 2. 4 
S 

2, 2, 4, - Kinetinca energija 

Kako je to uobiZaj,no u mehanici kontinuuma, kinetidkii energiju membrane 

definisademo izrazom 

1 	. 
V.— .r7c76 	xxdS. 2

S 	
ij 

(2, 2. 5) 

2. 2. 5. - Toplotna energija 

Pored rasmatranja Cisto ebani6kih velici.na, clanas je kako u 	takb 
• 

i u praksi,. te6ko izbeoi rasmatranje topiotnih veli6ina i vete iztnedju toplot-

nih i mehani6kih 

• 
Toplotna energija koju membrana prima iii otptiAta u jedinici vremena sasto-

ji•se od toplotnog fluksa ;ET po jedinici duttne konture i itoplotnog izvora r po 

jedinici mase• membrane: 

Q 	d S + I cTd s• (2, 2, 6) 
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2. 2, 6, Entropija 

Entropija H je fundamentalna osobina kontinuuma,Postuliraaemo da je H 

kontinualna u odnosu na masu i aditivna: .  

H = 	./.15 n d S 	 (2.2,7) 
S 

Ovde je n specifi6na entropija  po jedinici mase. Ukupna proizvodnja entro-

pije u jedinici vremena-hiae 

dH 
dt 	s 	0 
	.1. 
	

ds 	 (2, 2. 8) 

gde su r/ A i 	 i fluks entropije respektivno, dok je 8  apsolutna 
temperatura, 

2. 2, 7, Slobodna energija 

U t eoriji toploprovodnih materijala uvodi se pojam  specifi6ne slobodne ener-
gije . 11  , .po jedinici mase: 

	

n 	 (2. 2. 9) 

2, 3, Globalni zakoni balansa 

2. 3,1, Zakon ; o auvanju energije 

.Iskustvo ukazuje 4 
 da. su sve energije sistema aditivne, i da se sve prom ene 

energije i rada uravnotO,uju unutra6njom energijom. Ovaj zakon oeuvanja e-
/ 

nergijepostulira se kao fundamentalni aksiom mehanike: 

Materijalna brzina;6  
promene kinetio'ke i unutra6nje energije jednaka je efektu 

mehani6kog rada Vpromeni svih ostalih energija sistema u jedinici vremena. 

=Wt EE. 
a a (2.3.1) 

Ta'Cka ovde oznaa'ava promenu,u aedinici vremena, dok E a  predstavlja meha-, 
niCki ekvivalent promene a -te vrste energije u jedinici vremena (npr. toplot-

ne, elektriene, hernijske energije). 

U studiji termomehani6kih l'enomena rasn-tatramo mehanine i toplotne ener-
gije, pa je 

+ = W + Q 	 (2. 3. 2) 
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S 

d. 
f *Fd S : = 0 at (2.3. 6) 

Izraz (2. 3. 2) predstavlja ustvari prvi zakon termodinamike, Ako za.menimo 

(2, 4), (2. 5) i (2. p) u (2) dobioemo prvi za.kon termodinamike u razvijenom 

obliku 

1 	
j i Tit f 	( e + 2 6 	

i x
J ) dS 

S p 
S 

• j 
ij 

Fi•xj + r) d S + 	
ij N

i 
 x 	q), d S 	2.3.3) 

• 

Kada se poslunmo uslovima invarijantnosti pri superponiranim krutiM•kre-

. tanjima iz (3) dobijamo 5: 

2, 3. 2, Zakon 

d f 
 dt 

o balansu momenta koli6.ine kretanja 

[lit  X i]  dS = 6r7 f xli F 1:1  dS 	f x Ek  
S 

 

(2, 3. 4) 

2. 3, 3, Zakon o balansu kolielne kretanja 

dt 	
.1.5X 1 CIS= I Ti"F dS+ f N i ds 

S 	 S 	 C 

2, 3, 4.; Zakon o, oeuvanju mase 

(2. 3. 5) 

2. 4. Drugi zakori/ termodinamike 

Ukupna proizvodnja entropije.0 jedinici vremena uvek je Veda iii jednaka 

nuli, 

r a 	 (2.4.1) 

Siedstveno (2, 8) 

f P 	dS 	f ads 
S C • 

(2.4.2) 

2. 5. Lokalni zakoni balansa 

I 	;1 
2. 5. 1. Zakon o' oduvanju mase 

13n;1 ra I,  Inn fa vIrrirri eln 	I3 va*ii za svaku 	Dodelu S 	a imaiudi U vi- 
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d s (2)  
1 	 d s

(1) 	1 	 v
2 ~ d s 	✓ -a 22 ds (2. 5, 3) 

du 1. 8), dobiaemol da je 

d T) 	,ra-._. 

Zakon !o balansu kolinne kretanja 

(2.5.1) 

Primenom (3, 5) i (3, 3) na elementarni trougao membranske povr6i. 5, 
 , do-

bijamo da je 

a (2.5.2) 

N i( a) ✓ a66 ; —q  6 = .-q(6 ) r:R7 

_ (3 
Velinne N 1 q .nazvaaemo vektorima membranskih sila i f1uksa'respek-

tivno. Velinne N i(R) i q (R) 
su fizi6ke koordinate membranskih sila i fluk•- 

sa po jedinici duC.ne koordinatne linije 	, dok je v vektor normale na 

konturu, sa koordinatama 

gde su 

ds(1) 	✓ a
ll 

d 	
' 
• ds(2) = ra 22  d t

• 2 	 (2. 5.4) 
•   

. 
elementi koordinatnih linija F 1 , , 	, respektivno. 

Tenzor membraris/kih sila N ab  je velinna i..;ijorn kontrakcijorn sa .baz,nim . 
 vektorima dobijamo vektore membranskih sila: 

af3= x1  N 
a (2.5.5) 

Ovo je tenzor u povrgi u odnosu na transformacije koordinata povr6i( 5 
 str. 

498), 

Zamenom (5)u (2) dobieemo 

N 1 - x 	N"v 	0 
	

(2. ; 6) 

grani6ne uslove za membranu, Zamenom N i 
iz (6)u (3.5), jednanna balan-

I sa kolinne kretanja postaje 
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Diferenciranjem iritegrala na levoj strani, uzimajudi u obzir (1), i prime,- 

nom teoreme o divergenciji na drugi integral desne strane dobiderno da je 

f 	
1. 

„,(xa
).N.a0 )10 +W(Fi "2" 

S 
(.1S = 0 

 • 

odakle slede lokalne jednadine kretanja 

( xia N"•)1 + 

(2. 5.8) 

( 2 .5 , 9) 

Kao 6to de se kasnije videti, ovakv oblik Ca.uch.yevih jednadina izuzetno je 

pogodan za primene u metodi konadnih elemenata. 

2, 5, 3, Zakon o balansu momenta kolielne kretanja 

Posmatrajmo (3. 4)., Diferenciranjem integrala na levoj strani, uzimajudi u 

obzir (1), i primenom teoreme o divergenciji na drugi integral desne strane, 

a zatim korigdenjem (9) dobijamo da je 

J X
[k 

X 0 	a 
S 

N af3 d S = 0 • (2, 5. 10) 

Dekompozicijom ovog izraza i zamenom mesta nemih indeksa a i 	, d 
bidemo 

(2. 5.11) 

uslov simetrije tenzora membranskih sil.a, odnosno drugi Cau,chyev zakon 

za membranu. 

2. 5. - Zakon o oduvanju energije 

Na osnovu (2, 3), a imajudi u vidu (1), dobidemo da je 

/pc d S 	 (2, 5. 12) 

Na slidan nacin , iz (2,4)1 (1) dobijamo 

.1176 	. )Z , xi d Sij 	 (2, 5,13) 

Irnajudi u vidu (2) i (6), drugi integral na clesnoj strani (3, 3) mote se trans-

formiSati u integral po povr6ini membrane 

f ( 6 	xai  N " + ci6) 1 d 8 
S 

N a13 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



[ a iJ x_ N "4- 	
ij 

xj (xi01 N etn ) 	+ -el 13 d S 	(2. 5.14) 3 a 	 • 

Imajudi u vidu (1,13), (8)1 (11), izraz .  (3. 3) svodi se na 

( - h) - scr°1 - 2 Ncti3 	a = ° 

Uvodjenjem Helmholtzove slobodne energije 	, prema, 
mote da se napige u obliku jedna'aine balansa .energije 

T1- c1 8 1 0  

gde je 

1 	a3 • a 	-2- N 	a 
Qta 

unutra6nja disipaeija 3,4 
 . 

- a= 0 

(2, 5, 15) 

2,9 ovaj izraz 

(2, 5,16) 

2.5,17) 

2, 6 1. Nejednaeina Clausius - Di:Thema 

U lokalnom obliku drugi zakon termodinamike (4. 1) postaje 

6'0 11 
	

qa 	-Fr+ 	q 
	

(2,5,18) 

gde je 

a 	ae /3a 	 (2. 5,19) 

Ako se posluMmo izrazom (16) dobiaemo (la je 

1 a + 	q 0
a/ 

a 0 (2, 5,20) 
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3. - KONSTITUTIVNE JEDNAeINE 

U ovom poglaVlju bide rasmotrene konstitutivne jednanne men -ibraha. Ovo 

je neophodno, pOgto se u literaturi konstitutivne jednaeine daju bilo za tro-

dimenzionalna tela, bilo za ljuske 5
, a i to u obliku koji fine posebno pogo-

dan za korigdenje u ovom radu. Pri tome demo se zadrgati na termorneha- .  
• nidki jednostavnim materijalima, u smislu u konle ih defini6e' No11 3

. U 

kotn slueaju ova je klasa dovoljno 6iroka i moge da reprezentuje niz najra.z- 
-. m 

lieitijih inienjerskih aterijala._ 

3.1: - Termomehanieki jednostavan maternal 
• 

Ako kao konstitutivne promenljive usvojimo istorije osnovnog metriekog 

tenzora i apsolutne temperature, i tekudi graclij.ent temperature 04t), kon-

stitutivne funkciOnale maemo napisati u obliku. 

co 
fa 
L. 	a s=0 

(t-s), 0( ; a co  (0,8 (t),O c(t)] 

(t-s), (t - s); a. 043  (t), 0 (t),O c(t).) 

(3.1.1 
n  [a 

s=0 

0 0 

t-s , 8 	(t.-0;a cta  (0,6 (0,13,443 

a q  g a la 	(t-s), 	(t-s);a
cta 

(I:), 0 (t),0
a
(4) 

13=0 

,Ovde je sa t oznaeen tekudi trenutak vreinella, a sa s neki trenutak u 

pro61osti. Da bi npvedeni funkcionali bili dopustivi, treba dabudu zado-

voljeni zakoni koji opisuju termomeha.ninco pona6anje. Rasmotri-

mo zakon o oeuvanju energije (2.5.16) i nejednannu Clausius Ditherna 

(2. 5.20). Zamenam (2. 5. 17) u (2, 5. 20) dobiderno relaciju 

$ 	• -2- N 	a5 a 	( (11' + n (1) + 0 q  a o a 	o 	 (3.1.2 

Defini6imo sada izved funkcionala slobodne energije po vremenu 

'1' I I 61' +; 	D 	+ D T + 	D 	T0  a0 as a 	0 a 
(3:1,3). 
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U OVom izrazu je 

no 
6tY 	= 64' 	Ca 	(t-s), 0 (t-s); acti  (t), 0 (t),O ct  (t) I acca  

s=0 (t-s)] 

(3,1.4 

Frechetov diferencijal, linearan po 11 0, 0  (I,-s) I 0(t-s), Operatore D a 
 D0  i D0a 

	 0 mo'iemo da shvatimo kao parcijalne izvode po a as  , 	I 
0,5 

Zamenorn (3) u (2) doh0emo 

1\1c4/3  -D 	) ;. cla 	p (n+ D 	) 	- 	d - Da  

-7; 	D 	+ 1." 	 (3. 1, 5) 
a a 	O 	0 q  a 

Da bi izraz (5) vagio za proizvoljne vred.nosti 

	

ar3' 	 ri6 	o eophodno 
je da se koeficijenti uz ove velielne anuliraju, a da Preostali 61anovi budu 
pozitivni, pa je 

N " = 2p D 
act o 

61' + 	a 
T q 6 a  

Uporedjenjem (9) i (2, 5, 20) dobidemo da je unutra6nja disipacija 

(3 .1, 9) 

a = 	-p- 	
(3.1.10) 

Saglasno izrazima (6), (7) 1 (8) , termomehanieki jednostavni materijali 

okarakterisani su sa svega civa konstitutivna funkcionala, jednim koji opisu•
je slobodnu energiju 

= 	[acts  (t-s), 0(t-s); a oto  (t), 0 (0) , 	 (3.1.11) s=0 

i drugim koji opisuje toplotni fluks 

co 

Problen ►. se sada svodi Da. elcsplicitno 	 konstauilvnili 

slobodne energije I toplotnog fluksa za odredjene rnatrijale koji se ko.r.•i.ste 

u praksi, Ponaganje ingenjerskih matertiala ob:ranci se 	Iran It,imhir,n. 

1 
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cija elasti6nih,plastienih i vigkozni.h. karaltteristika.Nate)no, konstitutivni 

funkCionali za ovakve materijale mogu da se pr•ikalu na na'oin kOP, §11 putt-
login Valanis i drugi30 

 . Ono gto preostaje jeste eksperirnentalno odredjiva-

nje konstitutivnih•koeficijenata za pojedine materijale. 

U svojstvu primera, u ovom radu demo rasmotriti konstitutivne jednaoine 

linearne izotropne termoelasti6ne membrane, Ciji su koeficijentil poznate fi-

zi6ke konstante. 

3.2. - TermoelastiCan materijal 

Za termoelastiean materijal, funkcional slobodne energij• .  (3.1.11) po jedi r 

 nici povrgine referentne povrgi svodi se na funkciju 

7j 	=P 	 tif Ea cto  (t), 0 (t) 
	

3,2.1 

gde je p o  referentna gustina. 

gazvijmo lovaj izraz u stepeni red po a
a  i 0 , pa je 

P5 — 	c + a3 	+ c 0  0 + crx  C3X 11)  80 a
x

+ ca  " a
a

• 	c 
	2 

+ 61anovi vigega reda po a
a6. i 0 • 	(3.2.2.• ), 

Uobie'ajeno je da se linearizacija konstitutivnih jednadina izvodi zadiqava-

njem na 61anovima reda ne veeegod drugog. Medjutim, primeaeno je ila. o-

vakav postupak dovodi do rezultata koji nisu u skladu sa klasienom teorijom 

termoe1a.stidnog materijala ( 3 
 str. 365). Kako hi se izbegle ove inkonzisten-

cije, prirnenidemo postupak sliean onome koji je.koristio Nowacki 12 , za tro-

dimenzionalan materijal. 

Za konstitutivno linearan termoelasti6an materijal smatraeemo da se a 

ne pojavljuje u 61anovima reda vOeg od drugog. Sve dlanove reda nezavisne 

od a . 

	

grupisademo u funkciju 	( 0 ), pa je • 

= car3 a
af3  + c aOX 	a 

af3  a  X 1P + 
caf30 

 a at3 
•  + ( 0) 	3,2.3) 

Sledstveno (1, 7), entropija po jedinici povrgine bide 

po n al30  - c 	
a 
a 
	-d 	/d0 	 (3.2,4) f3 

Saglasno Nowackom
12

, specifi6nu toplotu po jedinici povrgine pri konstant- 
. 

noj deformaciji definigemo kao 
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DC 
0.  

a e (3,2.5) 

gde je D debljina membrane u referentnoj konfiguraciji, a C specifiena 

toplota po jedinici zapremine. Iz (4) sada sledi da je 

DC = -0d
2 
 4/ d t2 
	

(3. 2. 6) 

Dvostrukom integracijom ovog izraza, uz uslov da je u referentnoj konfigu-

racijin 0, 0 = c dObiaemo da ie 

o 
111  =c +cd aaf3 + c c(f3X IP  a 	a 	+ c(480  (a 	A 	) o 	 ar3  X 1 1) 	a 	as 

+ CD 0 (1 - 1n C ) 	 (3. 2, 7) 

3, 2, 1. Izotropan linearan termoelastlean materijal 

Saglasno rasmatranjima Naghdija 5
, koeficijenti konstitutivnih funkcija za 

izotropnu membranu moraju biti homogene linearne funkcije proizvoda od 
A , pa je 

5 	c + c o 	1 
Aaa aa0 + (c

2 
Z113  AX IP + c 2  AR (34)  )a ct _ a 

Id UP 

0 + c
4 	(a a6 A  a6 ) 0 + CD 0( 1- ln 	) 0 (3, 2, 8) 

Problem koji se sada postavlja jeste da se uspostavi veza izmedju koefici-
jenata c

o c 4  i tehniCkih konstanti materijala. 

Iz uslova da je u referentnoj konfiguraciji ' = 0 , sledi da je 

1 -.4 2-2c3-CD 	 (3,2.9) 

Saglasno (1. 6) i (2. 5. 1) me.mbranske sile de biti 

N as =2 ✓ c
1 
 A" +2(c

2  Ael3  AX +c A cK 611)  

4
A" e 

Iz uslova da je u referentnoj konfiguraciji 

N ai3  =0 , sledi da je 

(3,2.10) 

4 (3,2,11) 
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(3.2,16) 
T 

a A = X  pT 

(3,2,20) 
1 	 1 

0 2 = 	11 	1- 	; c
3 	4 	D 

Zamenom (20) u (17) dobioemo da je 

Ako (10) re5imo po tenzoru relativne deform.acije Yx* 	12) dobioemo 
da je 

1 
803 	

1 	 1 
YX 	80 	sx* 	8c 3 	2c 2 + c

3 

c
2 	

A 	- X * S 4 A  
2c

2
+c

3
'X 11) 

(3, 2. 12) 

gde je S x 	kovarijantni oblik tenzora membranskih sila svedenog na refe- 

rentnu konfiguraciju: 

S 	• 	 cia /VA' 
X * 	Acq !ARV 	

N 	 (3,2,13) 

dok je 	• 

T = 0 - E 	 (3.2.14) 

relativna temperatura. Saglasno (12), termi6ki deo deformacije je 

T 	1 	c 4  
Y 

2c +c3 A x 	T 
 

Imajudi u vidu da je u linearnoj termoelasti6nosti 

gde je a koeficijent temperaturskog 6irenja, bide 

a 	 (3,2,17) 

Sa druge strane, disto mehani6ki deo membranske.sile je, saglasno (10), 

(11) 1 (2.1,12): 

N 	= 8 ✓Ata (c 2A" AX +e 3A 	A.31)  ) y 
X I ►  

KorigOenjem tehni&ih konstanti pri infinitezimalnim. deformacijama e x.1p, 

membranske sile mogu da se prikagu u obliku ( 5 
str, 581): 

2 ri v  I A  as 	tp 	v  moo: A R 'D l e  1- v 

gde je 	moduo smicanja a v Poissonov koeficijent, Uporedjenje tri 0.9)1 
(18) pri istim uslovima, dobijamo da je 

N 

(3.2,15) 

1 	c4 
4 2c2 4 c 3 

(3,2.18) 

(3,2.19) 

Zamenom (21) i (20) u (11) dobidemo cia je 

1+ v c • 	D: • 4 	 1 - v (3. 2, 21) 
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N af3 

Ii 

1 	; 1 +v 
1 	2 	'v D 	 ( 2 a C - 1 ) (3, 2, 22) 

Kona6no, iz (22),: (20) i (9) sledi da je 

co 
D 	1 + v  

2 	1- v - (2p D 1-v 
	+ CD ) 0 	 (3,2.23) .

I- v 
 

Sada vige nema problema da konstitutivne jednanne (2,2), 2.10) i (2,4) iz-

razimo preko tehniCkih konstanti, pa su 

Slobodna energija 

+ v, 	+v  
O 2 	1 - v t 2  D- v a + CD) C 

D 	1 +v 
▪ 2 	1_v 

+ 1 11D 	„ as 
 1 -V 	v1-1  

2 a C) A" aco  +(2 u D + v +CD)0+ 

A X IP + (1 v )A "X 	AB II) 	a 	a 	- 
eta 	X IP 

▪ D a
a3 0 - CD 0 In C.  (3, 2, 24) 

Mernbranske .site 

u D r 	1  +V  CATE -- 
1 - v 	2 

	

1 	Aa + -2. 	v  

( 2 a E - 1 ) A" 

AX 	+(1.- v )Ac‘\(  (111), 1 a  
)( 

( 1 + v)a A" 0 

U iriverznom oblik-L( bide 

✓

▪ 

	a/A 	1 
a(1 	) A 	A 	- v A XV) 	u D 	1 + 	 oX 	 X tP 

(3. 2. 25) 

+(1+2 a0 )A x 	
A X q? 

Entropija 

• n DP 	+ 
	

a ( 2 - Actr3  a 
a 6 

) + CD In 0 • 	(3.2.26) 

Sve navedene konstitutivne funkcije mogu da se izraze i preko relativnih pro-
menljivih y 	i T, pa su af3 
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+ CD E [. Ti 	- (1 + T 

Membranske sile 

= 2 ✓ A/a 
1111% ( [ vift .(3 	AX 

- (1 + v ) a Aar3 

 Inverzijom ovog izraza dobijamo 

	

 ✓ a/A 	1 Y 	 [ (1+ v )A X IP 	2 	:D 	1+ v 

18 

Slobodna energija 

ty 	ilD r  
0 	1- yL 

v A ai3 AX 	+ ( 1 	) A eq 
a0 Yx 

- 2 pi Da 1 + v  
1 - v T+ 

- Entropija 

C ) ln ( 1 + T 

+ 	1 	v )Acs< 

v A x Ili • 

) 3 

A °IP 

(3, 

Yx 

(3, 

1\? 8  + 

(3, 

2.27) 

2.28) 

A T 
X IP 

2, 29) 

+ CD ln(1+ T 6 ) = 2 	D a 1  + v Act13 y 
a0 	 (3.2,'30) 0 	 1 - v  

Toplotni fluks 

Sto se tie konstitutivnih jednanna za toplotni fluks, zadrIademo se na 

Fourrierovorn zakonu, pa za izotrppnu membranu dobijamo 

714): =D K A" 0 	 (3. 2.31) 

gde je K koeficijent toplotne provodljivosti za trodii -nenzionalan materijal. V
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KONA6N1 . ELEMENTI MEMBRANA 

Da bi uveli pojam konaenih elemenata, eitiraoemo iscrpnu definiciju Odena 59
: 

Il
Metoda konaenih elemenata je prvenstveno sistematska i veoma moena me-

toda interpolacije, Njene najprivlaenije crte su sledeae: prvo, proces inter- 

polacije moge da rte zavisi od geometrije posmatranog domena, Sledstveno, 

lako je interpolirati funkcije na neregularnim, pa i vigestruko povezanim do-

menima. Drugo, interpolant konaLlih elemenata omoguduje da se na siste-

matski naein zadovolje granieni uslovi, Konaeno, po6to su koncepti interpo-

lacije i aproksimacije blisko povezani, pojam konaenih elemenata dovodi nas 

do veoma moone metode za pribligno raavanje granienih problema", 

4,1.- Podela membrane na konaene elemente 

Aproksimirajmo membranu skupom rnedjusobno povezanih elemenata, Me-

menti su povezanina ivicama, i ostaju povezani u toku kretanja, Svakom po- 
a jedinom elementu ,asociraaemo materijalne koordinate 	, cc= 1, 2, Pros- 

torni Descartesokr!koordinatni sistem x 1 , i = 1, 2, 3, zajednieki je za sve 
elemente (S1, 2), 

Silica 2 
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2(1 

U praksi,.membranski sistem delimo na, konai,'ne tleIllellte 11 skladu 	158- 
stoje6om fizi6kom podelom posmatrane strukture. Pri.tome broj elemenalta 
i kompleksnost svakog pojedinog zavisi od geljene tadnosti reaenja datog pro-
blerna • 

4. 2, - 1“nematika elernena.ta 

Pogodnim izborom interpolacionih .funkcija PK 	) pologaj proizvoljne 
tadke ma kog elementa moiemo prikazati Descartesovim koordinatama owe' 

• (4. 2.1) 

U ovom izrazu xi 
 (t) su koordinate evorova K, promenljive u toku vreme-

na, dok je n ukupan broj dvorova, Funkcije P K  unutar jednog elementa 
uzimaju vrednosti razlidite od nule samo za.dvorove K koji 	pripadaju to- 
me elementu, 

Porto stho u izrazu (1) razdelili promenljive, lako je odrediti brzine i ubr-
zanja proizvoljne tadke membrane: 

	

K •i 	• 	K 

	

X
i = P x 	; )c xK 

gde su 

(4.2.2) 

• i xi(  = d xic 	• dt 	; 	xK= d2 	1 	dt
2  

brzine i ubrzanja &rornih tadaka. 

Takodje je lako izradunati i koordinate baznih vektora 

i 	K 	i x a =P a 	x K 	P
a 	= a P K 	

a F, 

Osnovni metridki .tenzor de na osnovu (2. 1. 7) da bude 

a as 	= 6 	P K 	Li 	j 
ij 	

a 	P o 	x.x  

(4. 

(4. 

(4. 

2. 

2, 

2, 

3) 

4) 

5) 

dok je brzina deformacije 

ii x =P ( 	) x
K (t) ; K = 1„ 	. , 

as 
1 • 2- a ao  d 	KL i j 

).3 Bas x 
K L (4, 2. 6) 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



IS P LdS = E I (xi a N4f3 	dS- E I x i  N a 
e S 	 e S 

8 	dS 

4. 3, Raspored temperature 

Nema prepreka da se apsolutna temperatura, aproksimira yea usyojenim .1;qs-
temom interpolacionih funkcija, pa je 

	

=P K
O K 
	

(4, 3 1) 

6 	pK 6 	
(4 3, 2) 

e a ct 	a 	K 
	

(4, 3, 3) 

4, 4, - Jedna6ine kretanja sistema konaonih elemenata 

U metodi Galerkina 4 
slabo re enje jednaC,Ina (2, 5. 9) aproksimiramo skupom 

linearno nezavisnih baznih funkcija.Za to svrhu upotrebieemo ve6 uvedene 

interpolacione funkcije P K  (ea ) iz (2. 1). Koeficijente uz ove funkcije u pos-

matranom slaaju polaaje evornih taCalka, odredidemo iz jedna6ine 

N" )1 8 	75.  ('F - Vi  ) P L  dS = 0 	(4.4,1) 

e S 
U ovom izrazu integralimo unutar svakog pojedinog elementa, a sumira- 
mo po svim elementima sistema. Prvi clan jednaeine (1) rnOgemo Prika-
zati:u obliku 

E I ( x ia  

e S 

Saglasno teoremi o/ divergenciji i granionitn uslovima (2, 5, 2), prvi integral 

na desnoj strani postaje 

.1*  (x ict N "P 	dS= E 	I x iCtNct 	v ds = E I N i P L ds 

e C 

Ako sada upotrebimo relac:0 2.2 	2, 3) dobi6emo jedna.eine kretanja u 

obliku 

M KL 	S KL 
xK

i  = R Li 
K 	. 

gde su 

(4, 4. 2) 

K 
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61anovi matrice masa sistema, a 

KL 	 a(3 K L S 	 N 	P a dS a. 
e S 

61anov1 matrice sila sistema. 

Dalje je 

R Li 
= E I pF l  P L  dS + 

e S 	 e 

Niektor generalisanih sila sistema, 

(4. 4, 4) 

I N i PL ds • 	 (4, 4. 5) 

C 

Treba zapaziti da jednaCine (2) - (5) vane za proizvoljan sistem membran-

skih elemenata, bez obzira na materijal od kojega su ovi nadinjeni. e ta vise, 

ino'ie se pokazati da jednaa'ina (2) vaL i za trodimenzionalne, .kao i za linij-

ske konaa'ne elemente, Izvesno , u ova poslednja dva sludaja razlikovace se 

domeni integracije od onih u izrazima (3) - (5), 

Svakako, 'dlanovi matrice sila sistema (4) zaviside od konstitutivnih jed- 

na6ina. Tako je za termomehanieki jednostavan materijal, saglasno (3.1, 6) 

KL K L I P 	P D 	ti/ dS K 
	a a

cc0 
(4. 4, 6) 

4, 5, - Jednaeine provodjenja toplote u sistemu konaenih elemenata 

Nema prepreke da slabo re6enje jednaoina (2, 6, 2U) aproksimiramo ve6 uve-

denim funkcijama (2. 3). Koeficijente uz ove funkcije odredidemo iz jednael-

ne 

I ( 	 -Fr- a)pL d  = 0 	 4..5, 1) 
S 

Drugi Alan 'ovog izraza napisademo u obliku 

E I ( 7:18 	3. 1 dS- E f Ej P L  dS 
13 

S 	 e S 

(4, 5, 2) 

Saglasno teoremi o divergenciji i grani6nim uslovima (2, 5, 2), prvi integral . 

E 	71 R  
13L 

 - 1 P dS = 
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e 

P 
L

dS = E I P clv 6  dS = E I P q dS 

Definitivno je jednaeina provodjenja toplote 

(4. 5. 3) 

0 
KL 

6
K 

+G L -Q L  -a L  (4. 5, 4) 

Ovde je 

0 KL 
E 	IArIP K P L dS (4, 5.5) 
e 	S 

matrica promene 	en,tropijeCu jedinici vrernena, dok je 

Cif3 	,PS 	CIS .  

vektor toplotnog fluksa, a 

(4, 5. 6) 

	

Q L  = E 	I p r P L  dS 	I q P 	dS 

	

e 	S 

generalisani fluks (zadani) u evoru L, 

	

a=E 	I P L 	
dS 

e 	S 

(4. 

(4. 

5, 

5. 

7) 

8) 

diskretna vrednost disipacije u a*Voru L 

•  Jednae'ine provodjenja toplote koje suna'aelno oblika (4) prvi je izveo Oden
3 

 • 

Ove jednaeine su veoma opke, i ne zavise od materijala. Medjutim, sa gle-

di6ta efektivnog ra6unanja jednaelne (4) nisu naraito praktiene, pato pro 

menu temperature u jedinici vremena. sadrie 

4. 5. 1. - Jedna6ine provodjenja toplote za termomehanieki jednostavan 

materijal 

S obzirom na (3,1. 3), 3.1, 7) i (3.1,11), rnaemo napisati da j 

-  6 D 
6~ ~

ax *  D 	D o -  .D 
aX 	

4. 5. 9) 
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KL 
J 	= 

I 
E I p P P D 

e 

Takodje je, saglasno ( 3.1.10) 

24 

Imajudi dalje ti vidu (2.1.13), i simetriju izraza 
a 	saglasno  

jedna.6ine' (4) mogu se napisati na sledeai nacm: 

iK L 6  + J KL e  + GL 	
- 

L • = 0 (4. 5. 10) 

gde je 

L K DKiL = - 2 E, 	 Px P 	D 	D 	dS 
X 	IP 	a 

K L /POP P D2 	dS e 
e S 

a 	- z 	-47 	6 	dS 

(4.5.11) 

(4. 5.12) 

(4.5.13) 

(4. 5. 14) 

Jednaelne (10) prvi put su izvedene u ovom radu. Njihova prednost je u tome 

6to eksplicitho sadrge brzinu prolnene temperature. Ovo je od klju6nog zna-

6aja za numerVeko re6avanje jedna6ina provodjenja toplote 
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5. RE .8'AVANJE JEDNA6INA KRETANJA I PROVODJENJA. TOPLOTE 

5.1. - Opgte naponi.ene. 

U svakom slueaju, jedna6ine (4. 4. 2) i (4. 5. 10) regavaju se nekim od postu-

paka
15 

za regavanje sistema obi'anih diferencijalnih jedna'oina. 

Medjutim, s obzirom na prirodu problerna, ove jednanrie imaju niz specifie-

nosti, 6i.je uzimanje u obzir znatno olakgava numeri6ki postupak. 

Ako korist imo eksplicitne procedn•e, (4. 4. 2) i (4. 5. 10) regavaju se direktno, 

uz korigOenje odgovarajueih diferentnih gema u vremenu. Za slueaj jedna6ine 
18 (4. 4. 2) ovakav postupak regavanja dao je Belytschko 	Za specijalni slueaj 

nelinearnog termoelastienog materijala ctrugoga reda, Oden
3 

jeregavao simul- 
• 

tani sistem (4.4.2) 1 i (4. 5. 4) metodom Runge-Kutta-Gill. 

Medjutim, ako gelimo da koristimo implicitne procedure, neophocina je pret-

hodna linearizacija jedna6ina (4. 4. 2) i (4.5.10). Ako se radi o jednaein.ama 

(4.4.2), ovakva linearizacija mote da se sprovede bilo formiranjem H inkre-

mentalnih II jednaeina kretanja 3,31 , bilo implicitno
16 . 

U ovom radu railoneemo jednaeirle (4. 4. 2) i (4.5.10) u red Taylora po vre-

menu, i zadrgati linearne 61anove, Na sli6an na6in je Kao
32 
 regavao znatno 

jedriostavniji stati6ki nelinearan problem, pri eemu je razvitak bio, razume 

se, po pomeranjima. 

5.2. - Linearizacija jedna6ina kretanja 

Prepigimo jedria6ine kretanja (4. 4. 2) u obliku 

ji  MU.  + 	- Rji  = 0 

koji se odnosi na stanje sistema u trenutku t . 

Stanje u trenutku t+h odredidemo razvitkom Taylora 

 

(5. 2. 1) 

Jj 	Jj 	IJ ..j 	 IJ 	IJ 
P = 	+M ( 	+h S x + S (x 

h xih xI' 	 Ih 

 

Jj 
R

h 
+ dlanovi vigega reda pot = 0 	 (5.2.2) 

Ovde je h mali period vremena, a indeksom h oznaeene su velinne u tre-

nutku t+h. Kada efektivno odredimo izvod S
IJ 
 po vremenu, imajuai u vidu 

(2. 5. 1), (3.1.3) i (3.1.11), i na izrazu (2) obayimo ye& broj elementarnih 
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operacija tenzorske algebre, uz zanemarivanje dlanova Vigega reda pa t 

dobieemo kona6no linearizovane jednaCine kretanja; 
• • 

M TiJj ..h 	Jj 	Jj 	h 	IJj 	h x + ( K 	+ S 	) 	+ L 	0 
I 

R jj 
 + K IiJj 

x , 
. + L IJj e - h R 

i Uovumi razu je 

m Ii Jj ,... E 	
f  .(-) 6  ij p I ..... J.  

.1,  dS 
e S 

X " jj  =:41 E 	f p xi 
a 
 xi

X f3 
j  P P I  D 

e S 

(5:2.3) 

D 	dS 
X IP 

Jj S= 2i I 75.8 ij  1). P j  D 	dS a aR 

	

6 R Jj
= 2 E 	I "A"x 

a 0 P D 	(ST dS 
e S 

	Da 

	

j  = 2 E 	f A x j  P j  PI  Da 	D0 	dS 
e S 	a aR 

Velicine h i RJR definisane su izrazom (4, 4. 5), 

5, 2. Linearizacija jednaCina provodjenja toplote 

Prepigirrio jedna6ine (4. 5.10)'u obliku 

	

ILI • • 	/ IJ • D x + U 	e 	° I + G 

(5,2. 4) 

= 0 	. 	(5.3,1) 

koji se odnosi na stanje sistema trenutku t, Stanje u trenutku t+h odredi-

demo razvitkom Taylora 

4 3  = D
IiJ 	 IiJ •h ( 	- Xli  ) + 

-rhOtT 	•h e 	- 6 T ) 
I 

+ h •J ij g + J /j Oh - 9T)  + 
1 

• + h G J ( Q j  h 5 'I  + 

tri4ncrA rrarla nn 	= n 
	

'lc 	9.1 
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IiJ  D 	= 21E f 
 p 

e S 

i
PI,T 

X 
Da 	D T dS (5.3.4) 

X * 

Kada efektivno odredimo izvode pojedinih veliaIna po vremenu, i na izrazu 

(2) obavimo obinme ali jednostavne algeba.rske operacije, uz zanemarivanje 
elanova vig'ega recta po t, dobiaemo kona6no linearizovane jednaeine provo-
djenja toplote: 

J• D 	x
Iih + F J x

lih 	e 	+ H + J j 

	

IJ • 
	IJ 
	IJ 4 

Ih 

F J 
x

i'. + HIJ 0 + a +h A °. 	(5.3.3) 

Ovde je 

	

F ii j  =-2 Z 1 5 e x i  P j  PI Da 	T dS 
e S 	X 	II) a 	0 X1 

- 2 E I 5 Ok i
X  P

j  P i  D 	D
o TdS 

e S 
	P si 	

X IP 

-2 E /PI Ox i  P j P I  D  X 	 fdS 
e S 	 IP 	

a 	O X IP 

- 2 Z ./. 1).' e x i
X  P

j  P / D 	D o (ST dS 
e •S 	 11) 

 Da 0 

+2 E I 75.: x i  P j  P I  D
a 	(S T dS 

X 4' • 

P I 
Da 

X 4) 
	dS 

IJ U 	- -r 	 J 	2 fp0P P D
o T dS (5:3. 5) 

H IJ 	
/I 0 	P 	2 

41  dS 
e. S 	 0  

-$5. 0  .r, I 	J ,....,, 2 	
4, dS " 0 e S 

E I p 0 P I 
Pj D 2 

(S T dS 0 e S 

+ E I 71 P
i Pr  D'6T dS 

e S 

e 
I •  P Pj 

R q dS 

e S 

+2 Z I 
e S 

x P 
X 
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I 	— • .PP
J
(3 . D• 	fz? dS 

a 

P 	dS 
e S 

--(3 I P 
J 
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(5,3.6) 

(5. 3. 7) 

5.3.8) 

(5.3.9) 

(5,:3.10) 

(5.3.11) 

J
IJ - 	f 	i)  I p 	

611  dS 
S 

J 	 J r dS 	P 	ds 
e S , 	 e C 

5. 4, Linearizovane jednaeine kretanja za linearan termoela.sti6an ma.terijal 

U svojstvu primera, rasmotrioemo jedna6ine kretanja za linearan termoe- • 

lasti6an rnaterijal, imajudi u vidu da su u tome slu6aju konstitutivni koefici-

jenti dobro poznate fizicke konstante. 

Zapazimo da je, saglasno (2. 2. 1.) 

17o 	Po  D 
	

(5.4.1) 

gde je P o  referentna gustina odgovarajuOeg trodimenzionalnog materijala, 

kao i da je prema (2,1 8), element tnembranske povr6i u referentnoj kon-

figuraciji 

dS 	dS 	 5. 4. 2) 

sledstveno (2,5.1) 

p 1/-1 = Po  ✓ ir 	 (5. 4. 3) 

Zamenom izraza za slobodnu energiju (3, 2. 24) u integrale (1, 4), a imajudi 

u vidu (1), (2), i (3), dobidemo da je 
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K 
IiJj „.2 
	Z 
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j 	I 	1+ v 	a0 x sa  P 
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J
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o 	 e Co 

	

Jj 	
PHI  P DF' 3 d S 	 f 	PS  

e S
o 	 e C
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	d s
o 

SledutVeno tome, linearizoyane jednaeine kretanja za linearan termoelasti-

ean materijal iste su kao i ,za op6ti slueaj termomehanieki jednostavnog 

terijala (I., 3) , s tim gto otpada relaksacioni elan h 6 R Si  Treba zapaziti 

da u izrazima (4. 4)' integralimo.p0 referentnoj poyr6i, zahvaljujuei einjeni-

ci da su konstitutivne jednainine (3. 2, 24) dobijene razvijanjem. u red u okoli- 

ni referentne konfiguracije, 

5.5, - Linearizevane jednaeine provodjenja toplote za linearan termoelas-

tiCan materijal 

Slieno kao kod jednaeina kretanja, zamenorn fun .kcije slobodne energije 

(3.2,24) 1 toplotnog fluksa (3. 2, 30) 1 (2,5)-(2.11) 'dobijamo da su 
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S . 
0 

0D  1+ 	v 
 

p J P  A  X 	 1 V A 	dS 

J 
2 	f e x iX  P j  Ptpl a 	1  D 1- "7 AX  dS 

S
o 

F IiJ = 2 I..," , 1 A x i 
	

_I 	1+y 

	

x f" 1- 1) 	T .7.--T 	r  dSo  

U IJ =  E fP I  P j  DC dS
o e S 

0 

IJ H 	= E 	f P I
a  Pj  D K Aeta dSo 

	

e. 	S 
'0 

(5. 5.1) 

P • 
e So 	

D r dS + E I Pj  crds
o e Co 

E .1" 0 a  rd.  D K A9 3  d So S o 

Saglasno tome, jednadine provodjenja toplote bide iste kao i za opki slaaj • 

termomehanidki jednostavnog materijala (5.2.3), sem 6to otpadaju relaksa- 
IJ cione velidine J 	aJ 
	

h d J  

5, 6. Matridni oblik jednadina kretanja i provodjenja toplote 

Prepigimo nelinearre jednadine kre tanja (4. 4.1) 

IJ • • k 	IJ k 	Jk M x + S x
I 

-R 	=0 (5;6.1) 

K .ornpozicijom sa 	ki dobidemo sistern 

HIi 	
+ S x Jj • • 	Jj 

Ii 	 Ti - R Jj = 0 (5. 6. 2) 

Slidno postupku uvodjenja Hertzovih oznaka u analitiokoj mehanici, uveilde-

mo nove indekse, koji de umesto na evorOve i pravce, da se odnose na stepe-

ne slobode sistema, Indekse zamenjujemo prema slededojs emi: 
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vog reda: 

rA .• 
 x r  + srA - R A  = 0 

DrJ I 
 x 	 IJ • 

r +U 6 +J 	GJ -Q J - 3 = 0 J 

+J IJ )
• Th = 

I 

Ii,Jj 	r, A - 

31 - 2, 3J-2 ako je 	i, j = 1 

31 - 	 1, 3J-1 ako je 	1, j = 2 G. 3) 

31 , 3J ako je 	i, j= 	3 

r , A = 1„ , . 	3n 

Primenom (3) na (2), (4. 5, 10), (1. 3) 1 (2. 3) respektivno, dobieemo nelinear-

. • ne i linearizovane jednaCine kretanja izra'iene pomodu ve1Faina drugog i pr- 

r h 

A 	rA 	1 A 	 A = R h + K 	x r + 	e -hd R (5, 6. 6) 

Q
h + F 	x + H IJ 	

I GJ 	
.1 + 	+ h A.3" 
	

(5.6.7) 

Prostim izostavljanjem indeksa, jedna'dine (4) - (7) mogu da se napi6u u 

uobi6ajenom matri6nom obliku: 

Wx1 + S xR 0 
i 

Dx1+U 0+ .1 0+G-Q- a =0 

xh+ LK + S xh  +L e h =Rh . 

D xh +P xh +U 	1.1 + J .0
hh 

gde je 

Rh =Rh + Kx+L 0 -hO 

hh+ Px+HO -G+ a +h A 

(5.6.8) 

(5. 6. 9) 

(5. 6, 10) 

(5. 6. 11) 

 

U trenutku, t , jecinadine (10) 1 (11) postaju 

• • 
Mx + [K -1-S)x 	e= ft 	 (5.6.14) 
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D x.+ F x+1).  0 + [H + (5. 6. 15) 

Jednaoine (14) i (15) mOemo svesti iia sistem linearnih diferencijalnih jed-

na'aina sa konstantnim koeficijentima 

y =A y+ b 
	

(5, 6,16) 

gde je 

y 	X. .1c 

y •C 	x 	0 
	

(5.6.17) 

b = AM-lit 0 - U -1  

-1 0 	[ K+S -M L 

I 	0 	0 
-1 	-1 -U D -U,  F 	U- 

1111+J] _. 

(5. 6. 18) 

5. 7. Implicitni postupak regavanja 

Linearni sistem (16) moiemo direktno integraliti implicitno, na vibe na6ina. 
• . Poslugiaerno se prvom parnom kombinacijom Paciebvih aproksimacija 14 

 , t. j. 

trapeznim pravilom, koje se smatra veoma pogodnim za ovu svrhu, bar ka-

da je red o 6isto dinami6kiin jedna6inama 16 
 , iii o elsto termidkim jedna6i-

nama (procedure Crank - Nicholsona). 

Na osnovu pomenutih aproksimacija, ree•enje u trenutku t + h 

y 	(g 
h 	h x 

 h  e  h • 

nalazip.o iz izraza , 

h 
] 	I + Y 

h' 
+b 

(5. 

(5. 

7, 

7. 

1) 

2) 

gde je 

h 	
m-1 ft. 	0  

(5.7.3) 

Kori6denjem izraza (6. 8) - (6. 18) konae'no dobijarno sistem linearnih jedna-

eina 

[ 112  M+K+S ]x +I., O h= R 	+ h Mx + [ 12  M+K - S x+L e - 1411 (5. 7. 4) 
•h 
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D +F]xh 
2 	 2 U+H+J •6h=Qh+Q-1-[ D+F ]x+' 

-2G+2 a h A 

U+H-311 0(5.7. 5) 

2 	 • {x h 	h 	• (5. 7. 6) 

Ove je jednadine lako svesti na inkrementalni oblik 

4 
M + K+S 

13",  

2 D+ F 	
2

. U+1171-J 

      

    

R 	+ M - 2Sx - h OR 

 

     

(5. 7. 7) 

   

_ 
Q

h  +Q-2,1 0-20+2 8 + h 

    

A., MAI 

 

  

     

X
h  

gde je 

2 
u (5.7.0) 

= X
h 

 4. X 	 (5. 7. 9) 

T 	0 - 

Odigledno je da je spregnut.i termomehardeki problem moguee re id. i impli-

citnom procedurom, mada numeridki postupak nije narodito privladan, pa-

to je matrica sistema (7) dimenzija 4nx4n, i nesimetri dna. 

Rasmotrimo sada neke specijalne sludajeve 

5,7.1. Dinamidki sludaj 

Jednadina (5. 7. 7) svodi se na 

(5.7.10) 

Ovaj izraz siege se sa odgovarajudim izrazom za metodu Newmarka 31 
 pri 

= 1/4. Ako se, izuzmu ratlike u oznadavanju i grupjianju elanova desne 

strane, neslaganje je samo u relaksacionom 61anu hdR , poto se u Paine-

nutom radu ne tretiraju materijali sa naslednim osobinama, 

5.7.2. Statieki sludaj 

Imaju6i u vidu (6, 8), u odsustvu inercijalnih sila (7, 10) svodi se na 

[ K + S]1-1 = rth  - h 6 R. (5. 7. 11) 

4 r 	 4 
2 LM++Siu=R

h +R+ 	Mx 2Sx-hdRh  V
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3.i 

Ovo je dobro poznat izraz u teoriji i pritnenama kona6nih elemenata 3 S  WA;  

zetkom poslednjeg 61ana, koji medjutim mote da se nadje u odgovarajudoj 

jednanni kod Besselinga
33 

 

Ako se radi o malim pomeranjima i o linearno elastidnom materijalu, izraz 

(11) svodi se na 

Ku = R 	 (5.7.12 

Ova relacija nagla je clO sada najtiru mogueu primenu, pato na zadovoljava-

jun. nann regava niz in't'enjerskih problema. 

5. 7. 3. Nestacionarno provodjenje toplote . 

Ako zanemarimo relaksacione 61anove, jednanna za krute provodnike naos ,  • 

novu (7) postaje 

C r21.  u+H) T= Qh  Q - 2G 	 (5, 7.13 

Ovo ustvari nije nigta drugo nego jednanna procedure Crank-Nicholsona3 4. 

 5, 7. 4. Stadionarno provodjenje toplote 

U stacionarnorn slu6aju, jednanna (13) svodi se na opgte poznati izraz 

H T 	 (5. 7. 14 

Imajuai u vidu da specijalni slaajevi ovde izvedenih jednanna (7) implicitne • 

procedure regavanja spregnutog termomehanincog problema predstavljaju iz-

raze poznate u me6;sdi kona6nih elemenata, zakijaujemo da, bar sa to taelte 

gledigta, ne podleie sumnji korektnost ovih jednanna. 

5. 8. Eksplicitni postupak regavanja 

Direktnim regavanjem (7, 2) po yh  dobieemo regenje odgovarajuae ta6nosti 

iskijunvo ako se radi o linearnim diferencijalnim jednadinama sa konstant-

nim koeficijentima. U suprotnom slu6aju valja da (7. 2) otvorimo 17  i da iteri-

ram°, Otvorena relacija (7, 2) glasi 

y
h 

=y+ 
2 
 (1)

h  +131+ 2• A fy+y
h 
	 (5. 8. 1) 

KorWenjeni. relacija (6.17), (6. 18), (6.10), (6.11), (6. 14) i (6.15) svodi- 

mn (11 na raknr.antna nbrasc'e 
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h •• 
+.. 	x 	X 

2 

h r • 	'0  
1 X + x

h 

} 

} (5.8, 2) 

h• 	• Oh  .e 	to+ fl . } 

•• 
Vrednogti X

h 
 1 

(6, 9): 
h. odredidemo direktno iz nelinearnih jednadina (6. 8 

S
h 

x
h 

= U -1  fQ + 3 - B h 	h 	h - 	- D
h 

(5, 8. 3) 

Ako za podetne vrednosti u trenutku, t+h usvojimo 

maemo da iteriramo, koristedi. (2) i (3), sve dok se dye uzastopne vredrios-

ti xh 
	h 

i 0 ne slae u zadovoljavajudOj meri. Ovde treba napomenuti da se  . 
matrice M i U mogu, bez osetnog gubitka na tadnosti, posebno kada je re6 

o velikim sistemima, svesti. na  dijagona].ni oblik35,36
. U tome sludaju se 6i-• 

tava procedura praktidnosvocti na operacije sa n-dimenzionalnim vektoi'iina, 

umesto sa matricama, gto dramationo poboljgava situaciju kada je red 0 

realizaciji postupka na. radunaru. 

5.8.1. Postupak Belytschka 

Ako se radi o dinamidkim problemima realistidnih razm.era, praktidne jedi.- 

ne rezultate 'do sada je publikovao r • Belytschko 18
, Njegova procedura, izve-

dena sasvim drugim putem, u subtinx predstavlja skradivanje iterativnog po- 

attipka (2), (3) na jednu iteraciju unutar koraka. 

Zamenom (4a) u (2a) i (2a) u (2b) dobidemo Vektor pologaja. 

• h
2 

• ; xh =x+ hx+,  -2- x (5. 8, 5) 

• • 
Ubrzanje xh  dobidemo iz (3a) a brzinu xh  iz (2a), a zatim prelazimo na 

slededi korak. 
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3 

Pogto ova procedura unutar -jednog vremenskog koraka sadrE samo jedno 

izradunavanje ubrzanja, (3a), koje je najskuplja operacija, *moIemo je sm.a-

trati veoma privladnom sa numeridke Wake gledigta. .S. ta vise, primeri sa 

jednim stepenom slobode ukazuju na visoku tadnost ovog . postupka. 

Medjutim, u problemima sa vedim brojem stepeni primedeno je da se vii 

harmonici regenja, dija je taenost mala, vrlo slabo prigug'ujU, dajudi rege-

njima lagno oscilatorasn karakter. 

Ovaj problem Belytschko ;18 
rega- Va uvodjenjem vegtadkog viskoznog prigu-

genja u fazti (3a) svoje procedure. 

Ovakav prilaz neizbe'tno povedava. °Min proraduna, a sem toga se postavlja 

pitanje kako razlikovati uticaj stvarnog i artificijelnog prigugenja na rege-

nje. 

Ovo je bio razlog gto je detaljnije rasmotren postupak kompletne trapezne 

iteracije, koji konvergira ka vrednostima procedure Newmarka (7. 10). Re-

zultati na primerima sa jednim stepenom slobode su prigugeniji ali i manje 

tadni od rezultata dobijenih metodom Belytschka. 

5. 8. 2. - Povedanje tadnosti iterativnog postupka 

*Ako rasmotrimo metode numeridke integracije koje koriste vrednosti prvog 

drugog izvoda
37 	

videdemo da je malom koi•ekcijom izraza (2b) rnogude 

pbstioi znatno povedanje tadhosti: 

h • 	• =x+ i-( xx-F x ) h
2 

12 
• • 	• 

( x - x ) 1 . 1 
5. 8. 6) 

Sa gledigta numeri6ke realizacije, ovo je jeftina operacija, poto podrazume-

va po jedno sabiranje, oduzimanje i mnogenje sa konstantom vektora koji se 

yea ionako nalaze u memoriji radunara. 

Numeridki primer sa jednim stepenom slobode Ukazuje da procedura (4) i 

procedura (2), modificirana sa (6) daju rezultate prakti6no iste tadnosti. 

Pri tome je medjutim regenje procedurom (4) po amplitudi .pojadano u wino !. 

su na analitidko regenje, dok je regenje modificiranom procedurom (2) pri*- 

gugeno, kao uostalom i regenje originalnom procedurom (2), u.jog vedoj. 

meri. 

Sa inehanidke tadke gledigta, interesantno je da (6) moge da se dobije iz 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



pretpostavke o linearnoj promeni ubrzanja. unutar,koraka 48, 49
, a takodje 

sledi iz druge parne Padeove aproksimacije 14 
 regenja dinamielog proble-

ma. 

Medjutim, numerieki primeri sa veaim brojem stepeni slobode pokazali su 

da iterativne procedure nisu u prednosti u odnosu na proceduru Belytschka, 

pogto deluju samo u smisla smanjenja ueestanosti a ne i amplitude parazitnog 

dela regenja. 

5. 8. 3. - Prediktor - korektor gema 

Dalji numerieki eksperimenti na primerima sa veeim brojem stepeni slobo- 

de  ukazali su da neoeekivano dobre rezultate u smislu prigugenja para.zitnog 

dela regenja daje . sledeaa. jednostavna PEC gema: 

Prediktor 

• • 	• . 
xh =x+hx 

•h 	
• x

h 
x + h — ( x + x 

2  

0 h  =6 +h 

- Evaluacija 

Prema (3) 

(5.8.7) 

Korektor 

Prema (2) 

Dalje poboljganje rezultata, koje je rnedjutim marginalno, dobija se a.ko 

umesto (2b) koristimo (6). Ovu gemu zvaeemo•PEC modificirana. 

Ako rasrnotrimo dinamieki deo ove geme, videaemo da se od Belyt6chkove 

razlikuje samo dodatnim izraeunavanjem (2b) ili (6), dakle vrlo jeftinim 

operacijama. Drugirn reeima, procedure Belytschka predstavlja nekomplet-

nu PEC gemu. 

Druga je prednost predlaene PEC geme u tome gto nedvosmisleno ukazuje 

na naein regavanja spregnutog problema, koji je diskutabilan kod nekomplet-

nog poStupka. 

Sugtinu izvanrednih rezultata dobijenih korigoenjem PEC geme treba tragiti 
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38 

Sa glediela primene eksplicitne numerioke integracije na dinami2dke proble-

me, osnovna prednost predlogenog postupkc je eliminacija lagne oscilator-

ne komponente raenja, koja je do sada smatrana 18 
 neizbegnim pratiocem 

eksplicitne procedure. 

5. 9. Iteracije kod implicitne procedure 

Treba zapaziti da jedna"dine (7. 7) i (7. 8) predstavljaju nika drugo nego apro-

ksimacije nelinearnih jednacina (6. 8) i (6. 9). Prema tome, potrebno je u 

svakom koraku iterirati, sve dok jedna'aine (6. 8) i (6. 9) ne budu zadovolje-

ne u granicama zadanih tolerancija. Iteriraaemo rnodificiranom metodom 

Newtona Raphsona. U tome slu6aju, matrica sistema ostaje ista kao i u 

(7, 7), a na desnoj strani se pojavljuju debalansi nelinearnih jednanna (6. 8) 

1(6.9) 

4 

2 
+ K + S 	L 

h 
Rh- S x MX  • h. h 	• h 

2 	 2 
D+F 	ii-U+H+J  a +Qh-‘ 13 	h U h6h -D1 3ch 

(5.9.1) 

Veli.6ine u trenutku h, potrebne na desnoj strani jecinadine, odredidemo iz 

(7. 8), (7. 91 ) i (8.2), pa je 

0 =0 + T 

2 
U- X o h (5.9. 2) 

  

• • 	4 	4 • 	• • x 	U 	E X X 
h
2 - 

Posle svake iteracije, menjamo vrednosti u i T prema: 

U 	U+A U  T+ AT 	 (5.9.3) 

Ako se radi o oisto dinami.6kom problemu, izrazi (1), (2) i (3) svode se na 
.. poznati sludaj ravnotegne iteracije 16  ' 31 

Orinovna prednost irnplicitne procedure mid elcsplieltnom j ►  a tome fito 
; 1.5 ifi 

in0,e nolitrzntl 	dn, lotko zit lino:Irmo, Mho i zit vejilci broj tie.linononin 

pr ► l ► minl, rinirwrleltn inn ► linotn no znvird od (Wine kernlot, Ov ►  o ► rnvdavn 
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3!) 

primenu implicitne procedure i kod odredjenih dinaMiekih problema, i pored, 
toga to potreban broj raeunskih operacija za jedan korak kod implicitne pro-
cedure za oko dva reda velinne nadma6uje onaj kod eksplicitne 18  , 

Medjutim, kako je Hughes 16 
 zapazio a Park40 

 pokazao, implicitna procedu,- 

ra je nestabilna ako se sistem ponaga kao opruga 1coja omekAava. Prema to-

me , primena implicitne procedure zahteva odredjenu opreznost,i ne moe 

se preporunti u op§tem, s1u6aju. Svakako, ako se radi o statiekom pr oble-

mu (7.12) iii o stacionarnom provodjenju toplote (7. 14), implicitna procedu- 

ra je jedino moguea, 

5.10. Stabilnost numerfake procedure 

Za diskretni algoritam re6avanja jedna6ina (6, 16) ka'iemo da je stabilan 16 

ako postoje pozitivne konstante c 1  i c2  takve da za poe-etne uslove z i o  
odgovarajuda re§enja z i 	respektivno,zadovoljavaju 	II I c 2 

II zo  - zo  II 	za sve h < 	. 

Kao 6to je napomenuto u prethodnom odeljku, za implicitni postupak se mo-
te pokazati da je za neke klase problema bezuslovno stabilan, 

Sto se tide eksplicitnog postupka, ovaj je numerieki stabilan ako je 15, 17 

 2 /IXi  I • i.1 „..k 
	

(5.10.1) 

g 	 svojstvene su X . s ojstvene vrednosti matrice A (6.18). 

Ako se radi o elastienom materijalu, u prakti6nim primenama izraz (1) MO-

da se svede na Won Neumannov kriterijum 18 

h 	min a ( 1— ) 	 (5. 10. 2) 

gde je 1 jedna dimenzija kona6nog elementa dok je c brzina prostiranja 

normalnog udarnog talasa. Dalje , 0.2 <a < 0.9 je empirijski redukcioni 

faktor, neophodan da bi se eliminisali destabilizirajudi efekti gre§aka za-

okruiavanja, 

Poznato je da je brzina prostiranja talasa za trodimenzionalan linearno ela-

sti6an materijal 

1 - v 
- 2 1 	v. 

9 
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40 

Brzina prostirana talaso. kroz membraru mo;e se odrediti•na nann sli;!.an 

onome koji je Eringen 2  upotrebio za trodimenzionalan materijal, pa se do-

bija da. je 

C2 2u 

 

1 
(5,10.4) 

p 

  

Za sludaj 6tapa, dobiaemo poznatu relaciju 

 

2 
c = 

  

(5.10.5) 

  

gde je E moduo elasti6nosti. 
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6. - EFEKTIVNO IZRAftNAVANJE VELD INA POVEZANIH SA 

JEDN.A.6INAMA KRETANJA 

Koeficijenti jednaelna kretanja su posredstvom transformacija (5. 6. 3) for-. 
malno izraeni u matrienom obliku. Da bi se omoguailo programiranje, 
neophodno je ove 	efektivno prikazati matri6nim izrazima. 

6.1. Osnovni metriai, tenzor 

Kori66enjem matri6nih oznaka, kOordinate fundamentalnog metriaog ten-
zora (4, 2. 5) postaju 41 

a = x2 
+ y2 

+ z 2 
11 	1 	1 	1 • 

a 12 = x 1 x2  + y1 72 
 

z 1 z 2 
	

(6,1.1) 

2 	2 	2 a
2 

=. x
2 
 +y

2 + z
2 

U ovim izrazima 

T— 	 T— 	 T 
P1 x 	7 3. P1  y 	= P

1  z 

T— 	 T 	 T- 
2 

= P2  x , 	y
2 = P

2 y 	z
2 = P

2 z 

su skalarni proizvodi izvoda 

(6.1.2) 

= a P/ 	, P2  = a P/ a n 	 (6.1.3) 

vektora interpolacionih funkcija 

P=P '(C, n ) 	 (6.1,4) 

sa vektorima koordinata. 6vorova 

1 	2 x ; ; z` - x 3  x K 	K 

Primera radi, rasmotrimo i5etvorougaoni membranski element prikazan na 
Sl. 3, eija su 6etiri Evora prolzvoijno rasporedjena u prostoru, Za OVflj ()le-
ment usvoji6emo materijalni koordinatni sistem 6ije su koordinatne linije 
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x 	x x
J L M 

Y M YN 

zj zL 

, 1 = const prave, i za , n = ± 1 poklapaju se sa ivicama elemenata. 

U ovom slueajt koordinatne linije opisuju pravoizvodnu povr§ koja mote da 

se definige bilinearnim interpolacionim funkcijama 

- 
1

: P - ) 	- n) I (1+ 	) (1-n )1(1 	) (1 + . n )1(1- )(1+n ) 

(6,1. 6) 

i koordinatama 6vorova 

(6.1. 7) 

6.2. Matrica masa. 

Ova matrica definisana je izrazima. (5. 1. 4) i (5. 4. 4) . 

Ako se radi o eetvorougaonom elementu, sa koordinatnim sistemom 

u prethodnom odeljku, 61anove matrice masa odredioemo iz izra- 

za 

M
IiJj 

1. 	1 . 

f 	f p 	PI  Pj  /-"K d d n 
e 	-1 -1 	° 

(6,2.1) 

Korigaenjem numerieke integracije, izraz (1) moge da se prepige kao 

p m p
T 	 (6, 2. 2) 

e 

U ovom izrazu p je matrica koja kao kolone ima vektore interpolacionih 

funkcija u pojedinim ta6kaina integracije I koje se nalaze unuta •  posmatra-

nog elements., 

p 	[ 1 , 	PI , 	„ P t 
	[ 3n x 	 (6.2.3) 

gde je t ukupan broj integracionih ta6aka elementa, Broj vrsta matrice 

p je 3n, ali su razlielte od nule samo vrste koje odgovaraju evorovima 

posmatranog elenaenta. flan ovi ovih vrsta nisu nigta drugo nego vrednosti 

interpolacionih funkcija P (1. 6) u odgovarajueim ta6kama integracije. 

Sa m je ozna6ena dijagonalna matrica razmera txt 
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4 3 

r(HD p o  ✓ A 	 (6.2.4 

gde je H merni koeficijent formula numerieke kvadrature. Ostale su veil- • 

dine poznate i naeelno mogu da budu razlia'ite za svaku pojedinu ta6ku inte-

gracije. 

Ako koristimo eksplicitni postupak regavanja sistema (5.6.1) pomoeu reku-

rentnih obrazaca (5.8.2)1 (5.8.3), matricu M maemo izvesti iz izvornog 

kondenzovanog oblika (4.4 2). U tome slifaaju iz izraza (1) otpada 61an 
ij

. Izrazi (2) i (3) ostajui formalno isti ali se njihove razmere svode na 

nxn, odnosnon.xt respektivno pogto umesto po tri identiene vrednosti funk-

cije za svaki 6vor, ulazi samo po jedna, Dalje, kondenzovana matrica M 

mote se svesti na dijagonalnu. U doStupnoj literaturi predloiena su dva na- 

Jedan se svodi na jednostavno sabiranje 61anova svake pojedine vrste 

matrice M i njihovo koncentrisanje u dijagonalnom 61anu 36 
 , a drugi u izbo-

ru takvih integracionih formula da se taeke numerieke integracije poklope 

sa 6vorovima elementa 35
. Dalja diskusija ovih postupaka odvela bi nas su-

vise daleko, ali valja zapaziti da oba imaju mnogo zajedni6kog sa tradicio-

nalnim irfienjerskim prilazom koncentrisanih (lumped) masa. 

Oeigledno je da se sada matrica M -1 
 iz (5.8.3) svodi na n recipro6nih 

vrednosti elanova dijagonaine matrice M. Takodje treba imati u vidu da áe 
. 	• • 	• 	• • 	• 

x, x, x, xh , xh , xh , Rh  i Sh  xh  iz (5. 8, 2 i 3) da budu matrice razmera 

nx3. 

6,3; Ma.trica sila 

Saglasno (5.4,4) ovu matricu, za 6etvoroug.aone elemente, moiemo napisa-

ti obliku 

S
IiJj 

e 

1; 	1 
f 	f d ij pI pJ Sao 

-1 	-1 	a • a 
► X d 	dn 	(6.3.1) 

gde je, prema (3.2.13)1 (3.1,6) 

S " = I\T" (a/A=2 p o D
a il 	 (6. 3, 2) co  

Za siu6aj linearnog terrnoelasti6nog materijala N a l3  se odredjuje iz 

(3,2,25), odnosno (3,2,27). Korigaenjern numeri6ke integracije, izraz 
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gde su 

12 T. 
1;1 	P21 

$ 6 	 P1 . 	, 

1 
2 , 	rr''P2 " . " P2 3  

t 

.3nxt 

6,3,4) 
n x t 

Struktura matrica p 1  i p 2  ista je kao i struktura matrice- p (23), Seth 6to 
se umesto vrednosti funkcija p (1, 6) kao elanovi pojavljUju vrednoSti 

vih izvoda (1.3), Dijagonalne ma.trice, 

s °B  = i f H S" P—A)1 	 x t 	 (6.3.5) 

imaju pc) jedan skalarni 61an u svakoj tanki numerieke integracije, 

Imajudi u vidu da je 8
21 812, zbog simetrije N °B  (2. 5, 11), (3) mode 

da se prepi6e u obliku pogodnijem za numeridko radunanje: 

E q s qT 

e 
gde 

q =  (Q 1 	. 	 014  

ima po jednu 3n x 3 submatricu 

I 
=[ 1 P 2 

+I/
1 

p 

6,3.6' 

(6.3,7 

(6,3.8) 

za svaku tadku nurneri6ke integradje, Matrice Q imaju po tri identi6ne 

vrste razli.61te od nule za svaki dvor u kome je element VeZan. IVIatricEi s 

je dijagonalna, 

s = r s , 	s 	. 	t 

i ima po jedan dijagonalni blok od po tri Nana 

8 I 	sin s 12,8 12 8 22 8 12 
3 (6, 3, 10) 

za .svaku tadku numeridke integracije, 

Ako kori tirno eksplicitni postupak regavanja sistema 5,6,1 matricu S 
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molemo izvesti iz izvornog kondenzovanog oblika (4.4, 4). U tome sluaaju, 
sli6no kao kod 'matrice masa, iz izraza (1) otpada 6Ian S ij

. Izrazi (3) i (4) 
ostaju formalno isti, s tim gto se njihove razmere svode na n x n 

n x 3t , pogto umesto po tri identiene vrednosti izvoda interpolacionih 

funkcija za svaki 'ovor, ulazi samo po jecina, 

Ovde treba zapaziti jog jednu zna6ajnu. okolnost. Naime, iz (5, 8;3) je evi-

dentno da nam kod eksplicitne procedure matrica S nije potrebna, yea nam 

je potrebna matrica S x , koja t..3tvari predstavlja skup tri vektora, Kako 

bismo je formirali, uzeoemo matricu S razvijenu u obliku (3), i mnaiti je 

sa desna na levo vektorima koordinata evorova (6, 1. 6), Ovo ornoguOuje znat-
ne ugtede u memoriji i radnom vremenu ra6unara. 

6, 4, Ma trica krutosti 

Kao gto smo videli u poglavlju 5. , oVa matrica se pojavljuje kod implicit-

nih metoda regavanja, i neizbeina je kod statiekih problema. Kao takva, to 

je hronologki prva matrica rasmatrana u metodi konadnih elemenata, mada 

ni izdaleka nije najjednostavnija. 

Prema (5. 4. 4) ovu matricu, za 6etvorougaone elemente, mogemo napisati u 
obliku 

1 

Kii 	E I 	I xi x i  
e -1 -1 	x 

gde je, saglasno (5.1, 4) 

P  R j P E af3)( 4) 	d 	(6, 4.1)  q) 

.E a 13X 	= 4 75
0/Daa6 

D
a x 
	 (6. 4, 2) 

Za homogeni linearno elastlean materijal je, prema (5. 4. 4) 

E
a rix 	2P D r  

1_v L  

  

"a 	IP vA 	AK 	+ (1 - v )A. c°(  (6.4,3) 

Numeri6ka kvadratura svodi izraz (6, 4. 1) na 

K= E bkb.E'  

e 

gde 

(6, 4. 4) 

b= 

 

. 	, B (6. 4, 5) 

 

ima kao eanove bma tr ce B 1 
(3n x 3), po jednu za svaku ta6ku numeric 

ke integracije, 
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(6, 4. 6) 

x1 1 	
x

1 	+ x
2 

P
1 

BI- 
2 

z
1 

P
1 	

z
1 

P
2 

+ z
2 

P
1 _ 	• 

•Nlatrice B imaju za svaki Ivor u kome je element vezan po jedan blok di- 
, 

menzija 3x3, oblika 

Slienost strukture matrica B (5), (6) i matrica Q (3.8) omogueuje da. se 

za njiliOvo formiranje u raeunaru koriste gotovo identieni postupci. Dalje 

= H
I 

E
I 

CT 	 (6.4.'7) 

je kvazidijagonalna matrica, koja im.a po jednu submatricu razmera 3x3 

za svaku taeku integracije. Razume se, E t. je ovde matrica 

koeficijenata u taeki integracije I. Za slueaj linearno elastienog materijala, 

.E
I 
 je ustvari izraz (3) napisan u matrienom obliku, uz korigaenje relacija 

. (2.1.10). 

2 
A22

2 	
-A l2 	

1- v )A 1  

SYM 

1- v 	 + v A2 
2 	

A
ll 

A
22

+ 
2 	12 

(6.4,8) 

6,4.1. Membrane izlo'iene eistorn smicanju 

U odredjenim primenama in'ienjerske prakse koristi se pretpostavka (in su 

tanke membrane sposobne da prime iskljueivo smicanje (schubfeldschema
2:1

). 

Treba zapaziti da je ovoj ekvivalentna pretpostavka o savr'S'enoj kompresi-

bilnosti materijala E = 0 , Imajai u vidu poznatu relaciju 

E = 211 (1+ v) 	 (6.4.8) 

sledi da je, za membrane izlaene oistom smicanju 

- 1 	 (6,4,9) 

Zanimliivo ie da ie ova vrednost v na granici fiziae dovustivosti 2 . 
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Sledstveno tome moguee je, suprotno uobia'ajenoj praksi, programe za opgte 
membrane koristiti i u slue'aju rnembrana opteredenih 6istirn smicanjeth, 
uvodjenjem 	1 kao ulaznog podatka. Nurneri6ki primeri (poglavije 7) 

pokazuju da je ovakav prilaz prakti6no upotrebljiv, 

6.4,2. •ee 

 

vorougaoni element sa cetiri 6vora 

  

Do sada izvedeni izrazi u ovom poglavlju vane za ma kako prOstcirno zakriv- 

ne u problemima tipa prikazanog na S1,1, Element je prikazan na .  S1. 3, in-

motriOeino neke jednostav ► e stsecijalne slu6ajeve, kakvi mogu da se prime-

ljeni 6etvOrougaoni element, Zbog prakti6ne vagnosti matrice krutosti, ras- 

terpolacione funkcije date su izrazom (1, 6) a koordinate evorova izrazom 
(1,7). 

Jasno je da de za ovakve elernente biti zadovoljeni uslovi kompatibilnosti; 

pogto su pomeranja ivica linearna i jednozna6no odredjena pomeranjirna za-

jedniaih 6orova dvaju susednih elemenata. 

Da bi se obezbedila konvergencija,;38 
za elemente sa linearnim pomeranjima 

dovoljna je jedna tadka, 	n 	0 , Gau . ssove nurneri6ke integracije. U 
ovoj tadki je 

P . 
1 	4 1 ] 	(6,4,10) 

. pa su 

x + 	x 	x .N ), J L M X
2  

1 
4- (- xj -xL  +xm  xN  ) 

(6,4.11) 

i t, d. 

Matrica b (5) se uiovom slue'aju 

ljen od cetiri bloka tipa BIB  (6). 

=H E0  rA-0.  

svodi na svega *Ian blok tipa B l , sastav-

Matrica k je sada razrriera 3x3 

(6.4.12) 
• 

gde je H
o  = 4, dok su E•

o  A vrednosti E
l (8) i A (2,1.12) u posmatra- • 0 

noj ta6ki integracije, Kao gto je uobia'ajeno u primenama metode kona'enih • 
elemenata ) . za dalje pOzivanje na jednom definisan element koristioemo ma-
nje vi6e proizvoljnu skra6enicu, u ovorn olujaju 1V.E.RM 41,  Pored v.eolna 
priVlaene jednostavriosti, numerina integraciia u iednni tn?-1(i 	i 
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nedostatke. Naime, ako elimini6emo stepene slobode krutog tela, posmatra-

ni element imaae 4x3 - 6 6 spoljagnjih stepeni slobode (pomeranja Cvorova) 
na svega tri unutraS'nja stepena slobode (deformacije u ta6ki integracije). 

Sledstveno tome, element se sam po sebi pona6a kao kinematizam, 6.to do-

vodi do toga da pouzdanost rezultata proraeuna. zavisi od •globalnih veza koje 

elementima nameae posmatrana konstrukcija. U odredjenim primenama 

(ravna deformacija
18

) ovakav prilaz se pokazao kao dosta pouzdan. Medju-

tim, kao gto aemo videti na primerima, rezultati za membrane nisu naro6i-

to ohrabrujudi, 

Ovo je bio razlog, gto je rasmotren i pouzdaniji prilaz, za 6etiri Gaussove 

take numerioke integracije. Kao 6to je poznato, koordinate ovih ta6aka u-

zimaju vrednosti n = (-373 Element je u ovom slaaju ozna6en sa 

MEM 44. Numeriai rezultati su'u ovom slueaju logi6ni, i uporedivi; pod 

istim uslovima, sa rezultatima za poznate pouzdane elemente, Razume se, 

obim raCunanja pri formiranju matrica elementa je oko eetiri puta veai ne-

'go u prethodnom slaaju, 

Vredna je pa.'nje ja jedna moguthost numeri6ke integracije, a to je gene-

ralisano trapezno pravilo pri kome se integracione taeke poklapaju sa evo-

rovirna elementa. Za razliku od Gaussove integracije sa cetiri taeke, koja 

taeno integrali polinome do treaeg stepena po 	i n , ova poslednja taZino• 

integrali samo polinome linearne pa F i n , kao i pravilo srednje ta,6ke. 

Medjutim, videli smo da je ova ta6nost potpuno dovoljna za konvergenciju, 

Puni smisao ovaj prilaz irna u dinamiekiin problemima, pato generige di-

jagonalnu matricu inasa. 

6, 4.3. 6etvorougaoni element sa osam 6vorova 

Ovaka.v element, prikazan na S1, 4, dozvoljava adekvatnije modeliranje pro- 
I 

stdrino zakrivljene membrane, uz korig.Oenje slogenijih interpolacionili fun-
.  

kcija
42 

 , i to 

K _ 1  
K 	K 	1) za 	= 1 P 1 - 7, (1 + CC K  ) (1 + n ) ( EE 

2
) za 	= 1 ; n K = 0 

K za 
	

K
.= .  0; 

Sa ()Vim element= obavljeni, su numeriai eksperimeriti vrlo ograni6enog 

PK 
2 —1 (1 + CC ) (1 - n 

1 	2 
PK = 	- 	) 	nn 2 

(6. 4. 13) 
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Slika 3 VITOPERENI ETVOROUGAONI ELEMENT MEM 41 

SlIka 4 ETVOROUGAONI ELEMENT SA OSAM 'aVOROVA MEM 84 
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obima uz kori6denje cetiri Gaussove take numeridke integracije, RQ41.titati 
su dosta diskutabilni, 6to nije .6udho ako se ima u vidu 8x3-6=18 spoljaijiijih 

stepeni slobode, uz svega 12 unutragnjih. Po podacima iz literature, za rav-

ne probleme je uspegno korigeena Gaussova gema 2x2, medjutim, tu je broj 

spoljakijih stepeni slobode svega 8x2-3 = 13. 

Za slue'aj membrane, pouzdani rezultati mogu se o6ekivati sa 9 ta6aka. Gau-

ssove iii integracije po evorovima, 

6. 5, Ostale matrice 

Formiranjem matrica M, S i K 	smo sve potrebne elemente za re6a- 
vanje eisto dinami6kih problema.; Matrice za spregnute termomehanieke i 

probleme provodjenja toplote mogu da se odrede na slican na6in. 

Imajudi u vidu da re6avanje spregnutih problema implicitnom procedurorn 

(odeljak 6, 4) nije naraito prakti6an postupak, kao interesantne ostaju mat-

rice U (5.2, 5) i H (5,2.6). Evidentno je medjutim da prva od njih ima struk-

turu identicnu matrici M, dok, ba`r za linearno termoelastiean materijal 

krute provodnike, struktura druge odgovara matrici S. Prema tome, matri-

ce U i H mogu u veOini primena da se formiraju uz poma postojeaih prog- 

rama za formiranje matrica M i S. 

6, 6. Tenzor deformacije 

Tenzor deformacije definisan je izrazom (2.1.12), koji je pogodan i za nu-

meri6ko ra'ounanje, posebno ako se radi o velikim deformacijama i ekspii-

citnim postupcima i4e6avanja jednanna kretanja. 

Medjutim, kod implicitnih procedtra (5..7, 7) umesto sa vektorima pologaja 

pogodnije je operisanje sa njihovim. inkrementima, ozna6enim matrienim 

simbolom u Pojedini 61anovi matrice-kolone u (5,1.9) nisu ni6ta drugo 

nego koordinate vektora pomeranja, ako konfiguraciju u trenutku t privreme-

no shvatimo kao'referentnu, a u trenutku t+h kao tekuOU. 

U svakom slu6aju, ukupan vektor pomeranja u. • tadke x odredjen je u od-

nosu na referentne koordinate Xi 
poznatorn relacijom 

xi 
= Xi  + 6 ij 

• 

Ista relacija vazi i za 6vorne ta6ke, dakle 

(6. 6. 1) 
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!J J. 

Zamenom (2) u !  4. 2, 5 	(4, 2. 5) u (2. 1. 12) definitivno dobijamo da je 

K 	1K L i.j 
Yot6 	(B CO 	K + 	P a 	6 	U j ) u  iL 	(6. 6. 3) 

Za slu6aj rnalih pomeranja, relacija (3) svodi se na 

KL i e 	= 1303  XK uas 

Ovaj izraz mote jednostay.no da sa svede na matri.6ni oblik 

e B 

gde e 

ee 	e1'2 e 21 11 	12 	21 	22 

Za eetvorougaoni konaeni element sa ceti
.ri 6vora 

(6.6.4) 

(6. 6. 5) 

(6. 6. 6) 

   

B 

 

B
K 

B
L  

B
M 

 B
N 

   

   

pri emu imamo po jednu .rnatricU oblika '(4.6) za svaki Ivor. Vredrios ti 

interpolacionih funkcija. u matricama B odgovaraju tar:1cl u kojoj poscoo.- 

tramo deformaciju. Sa u je u (5) ozna6ena matrica-kolona De -scartesovih 
pomeranja 6vorova elementa. 

6.7. Tenzor membranskih sila 

Na6elno, tenzor membranskih sila odredieemo iz konstitutivnih jednaOina, 
saglasno 	Za specijalni slu6aj homogenog linearno termoelasti&log 

materijala, koristidemo relacije (3, 2, 25), odnosno (3.2.27). 

6.7,1, Homogen linearno elastioan ma terijal. 

Za homogen linearno elastiean materijal, tenzor membranskih sila pove-
zan je sa tenzorom relativne deformaci.j . e jednostavnim izrazom 

Na6 
= ✓Va.  E ag< y 

X IP 	 (6.7,1) 

gdo je E" 11( . 11) • dato relacijorn (4, 3), imajudi u vidu (3,2.13), .tenzor them•- 
hranglrih ciln ottneqnr, 	 ___ n• 
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(6. 7. 2) 

 

Ako su deformacije male, gto je slu6aj kod veoine konstruktivnih materija•

la, promena metrike je zanemarljiva, pa je S aR  ;IN" 

U slaaju malih porrieranja, (6, 7. 2) svodi se na• 

a8 S 	= E 	' 	
e(6

7. 3) 

gde je tenzor deformacije ex 	dPt relacijom (6.4). Izraz (3) lako je prepi- 

sati u matrienom obliku 

	

= E. a 	 (6. 7. 4) 

gde jei  

S=fS11 	12 	22 	
(6, 7. 5) 

vektor membranskih sila svedenih na referentnu konfiguraciju, 

6. 7. 2. Glavne membranske sile 

Membranske sile mogemo da predstavimo u obliku (5) bez obzira na koji su . 

Kada su membranske sile u nekoj realnoj konstrukciji na bilo koji na6in od-

redjene, sa ingenjerske je ta6ke gledigta potrebrio utvrditi da li se ove nala.• 

ze u granicama dozvoljenim za posmatrani materijal. Membranske silo date 

su u materijalnim koordinatama et  , Da Iii ih uporedili sa dozvoljenim vred-

nostima, treba da ih prevedemo 	lokalni DescarteSov koordinatni 

tern u kome membranske site imaju uobi.i3ajene dimenzije, sile po jedinici 

dugine. Pogodan za ovu svrhu je cistern glavnih osa membranskih sila. 

Glavne vrednosti membranskih sila su svojstvene vrednosti E problema 

. S 	E A a°  na = 0 
	

(6.7,6) 

g 	vektor je n_. v ktor pravca glavne sile E , dok je enula-vektor. Kona6no se 

dobija da su glavne sile 39 

naein odredjene, U svakom slu'eaju Socf3 
 mae da se odredi prema (3, 2). 

E. 1, 2 	2 1 S 
a fi 

gde je 

A E 
s 

- 4A det S ctr3  3 1 / 2  

(6. 

(6, 

7. 

7 

7) 

8) 
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, 
S + A12 (S .22

-0 ) - A
11 	

11 - 
(8 • 	

• 

S (A11 + A12 ) -A (S„22 - S 12 ) 

demo delenjem (7) i (8) sa debljinom membrane u referentnoj kOnfiguraciji 
D. 

6. 7. 3, Glavni pravci 

Glavne pravce odrediaemo preko sinusa i cosinusa ug1a cp izmedju ose 1 

i pravca glavne side E
1 

sin (p ,  = E 
eta 
	a 	

N 13 

cos 	a al3 	N R. = 

Ovde je 

a 
7.,11) 

jedini6ni vektor ore . C
l
, dok je 

Na  = n a / 	A n nR  
 a (6. 7. 12) 

jedini6ni vektor pravca glavne sile E 1 . Sto se tide vektora pravca n , 

ovaj je do konstantnog m.noLoca odredjen kao vrsta iii kolona adjungovane 

matrice sistema (6), odnosno kao linearna kombinacija vrsta iii kolona po-

menute matrice. Ako se posluMmo prostorn linearnom kombinacijom, zbi-

rom kolona iii vrsta, dobiaemo da je 

'22 	12 	22 	12 n 	S 	S 	S (A - A ) 1 

11 	21 	11 	21 n 	S 	- 	- Si (A 	- A ) 2 	 / 

Zamenom (13), (12) 1 (11)1 (9)1 (10), i delenjem (9). sa (10) definitivno do-
bijamo da je 

(6. 7, 13) 

(6. 7, 14) 

Ako je referentni Icoordina.tni sistem Descartesov, gornji. izraz svodi se na 

- S
in 

+ S'
12 

tg 

  

S - 22 + 5 12 (6. 7. 15) 

6iju je korektnost lako proved. 
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54 

7. - NUMERCC. KI PRIMERI 

Cilj ovog poglavlja je da se kroz numerii.ke primere ilustruju prilazi i pos-

tupci opisani u ovom radu, 

7.1, Sistem dvaju 6tapova 

Ovaj je primer izabran po6to orni:gueuje (la se na.najjednoStavniji naNn mo - • 

delira geometrijski nelinearno ponailanje membrane. ZahvaljuSudi jednos-

tavnosti primera,mogu6e je da..se izrazi 	elanove pojedinih matriea me- 

tode•konadnih elemenata clobiju u zatvorenom obliku, i na taj nadin stelc-rie 

uvid u njihov fizicki smisao. Sem toga, rezultujude jednadine kretanja i. 

..provodjenja toplote su clostupne analitidtcom re6avanjw, pa mogu da se upo-

rede numeridka i analitidka raenja, 

Medjutim, izbor ovog priniera zahlevao Jo da rye, u najkraeem obliku, iz-

i neke osnovne relacije teorije aksijalno napregnutih 6tapova, gto je 

i ueinjeno u okviru Poglavlja DOpATAK 1. 

• Geometrijske. karakteristike posrdatra.nog primera u trenutku t prikazane 

su na S1;5, 

t 
„ 

I .  I 

V 

Slika 5. 

7. 1, 1. Granidni uslovi 

:Pretpostavka je da je sistem-simetrida.n i simetridno optereden sopstvenom 

tennom.0 tadkama 2 i 3 6tapovi su zglobno vezani sa. rnasivnim krutim 

tako da su granidni uslovi po powe•anjirivt 
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dok su njihovi izvodi 

1 	1 P 
2 

Saglasno (I), 1, 3) i 4, 

j ,1 
x c 	1-• c  

= x
3 

r,  0 

y 	, y 2 = L y3 y i  = 0 
(7,1.1) 

a po temperaturama 

0 2 
	

(7, 1. 2) 

	

gde je 	temperatura masivnog'..ela dok u taeki 1 imamo granidni uslov 
po toplotnom fluksu 

	

q 	0 , 
(7.1.3 ) 

7, 1. 2. Podetni uslovi 

Pretpostavidemo da je u referentnoj konfiguraciji 

x l 
x 	0 ; 6 1 = e = 	0 	 (7, 1. 4) 

0 

7. 1, 3, Konadni elementi 

. Smatrademo da svaki gtap .za sebe predstavlja konadni element. Zbog 

dovoljno.je da posmatramo tap 12. 

.Ako pretpostavimo da je vektbr poloiaja svake pojedine tadke elernenta line-

arna •funkcija koordpata dvorova 1 i 2, kao i da je temperatura svake poje-

dine taeke elements takodje linearna funkcija temperatura u dvOrovima 1 i 

1+ (7, 1. 5) 

1 (7, 1. 6) 

2, 4) bazni vektor je 

(7, 1, 7) 

2, interpolacione funkcije de biti 

1 	1 
P =2 [ 1 - 

stl koordinatar•a 
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(7.1.13) 2 L 	/ 2 L
3 

x 2 
 E 

(7. 1. 14) 

matrice krutosti 
1 

1111 	1 ) 2 	
1 

) 2 
	-3/2 

K 	= 	(x ) (P ) EBA 	d 
-1 

i vektora spoijnih sila 
1 

11 	1 
R- = 

-1 
P 1 

gL d 	= B L g 	(7.1,15) 

. 2  = P
I 
 y1  2 [-1 1] 	y1 y2 } = 142 

Na osnovu (4,2.5) i (D,1,6) osnovni Metrieki tenzor je 

1 a = — 4 ( L
2 
 + x

2 
 ) 
1— 

odnosno 

A = L2 /4 

x2 ) = - x1/ 2  

(7. 1, 8) 

(7.1.9) 

(7.1.10) 

u referentnoj konfiguraciji,dok je raspored temperature u 6tapu 

1 
= 	0 	2 = 	[ ( 1 - E) 	+ ( 1+ 	) (7.1.11) 

7,1,4., Vrednosti pojedinih matrica 

Ove velinne izra6unaeemo saglasho izrazima (D.,8. 1-11); Zbog uprogdenos-

ti primera, matrice se svode na po.jedan elan, a integralimo u zatvorenom 

obliku, Tako je relevantni clan matrice masa 

1111 
M 	= 

-1 

matrice sila 

B 6 11  (P 1 ); iird 	= p 
0

B L/3 	(7,1,12) 

1 
511111= I 6 

11 	2 EB — 

2 
1 (p ) 	(a -A)- a A( e - 0.)] A-3/2 d 
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gde je g ubrzanje zemijine teZ'e. 

Na she-
an naCin dobi6emo e'lanove poveza.ne 'sa t 

1 	 oplotnim velleinama 
U

11 
= 	,( P 1

)
2

C B 	d r 	C B 113 -1 	 (7. 1. 1G) 

57 

H 11 = = 

1 

-1 

1 2 
K BA -1

/ 2 
d 	K B/L (7, 1. 17) 

1 

1 
Q = 0 

-1/2 P 1  K B A 	
d_ KB ( 0 1  - 	) / L 

(7,1.18) 

•kao i nanove 
koji opisuju medjusobni uticaj toplotnih i mehani6kih 

1 
111 

1  0 x P 1  Pi  E E a A -1/2.  d =- E B x/2L 
1 

(7.1.19) 

111 

	

I 
	1 	1 	1 

x :p PEBa A-1/2d= EB a x1 (2 61+ G )/ G 

	

1 
	

(7. 1. 20) 
111 	

S' 	 o 	1 F 	(ex -1-• 0 x) 	P1 ED aA-1/2 
-1 .  

= EB a [ 2 61 	( 2 0 	0 ) 	/:6L 	(7, 1. 21) 

7,1. 51 ; Fizieke konstante 

Da bi problem mogao numerieki da se raj., potrebno je 
 ti 	

konstanti koje se pojavljuju u pojedinim izraz poznavati
ima 	

vrednos- 

. 
Ako pretpostavimo da je materijal gtapa 	

prose6ne vrednosti konstan. ti 43 44 , 	
bide: 

7.88 x 10 3  kg/m 3 
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E a e • x C L A 
3 	v  1 • 

(7.1.24) 

0 2L 

b pi  

E 2. x 1.01°  N / m
2 

C = 502 J /kg °K 

K ttl 50.2 J /m s °K 

a= 11.7 x 10 -6 
/ o K 

Takodje usvajamo da je 

= 9,81 na/s 2  

7.1, 4. Jednadine kretanja i proNiodjenja toplote 

(7.1.22) 

Posmatrajmo nelinearne jednaeine (5. 6. 8) i (5. 6. 9) . Ako i njih uvrstimo 

vrednosti posmatranog problerna .dobieemo sistem od dve jednaeine 

• • 1
3 x

1
. + EB  

2L 3 
1 

- a( 61 - C 	2 
 ix1 	3 

= 	p 
o 13Lg 

(7.1.23) 

E B   
GL ( 2 e1  0  ) 	x  

C B L 
3 

7.1.7. Analitieko regenje 

Regiti eak i ovako jednostavan sistem u zatvorenom obliku je sve samo ne 

lako, M edjutim, ako pretpostavimo da su priragtaji temperature 

T
1  e 1 - 	mali, sistem se raspada na dve nezavisne jednaeine 

1 	• • 
3 P L x1 + 	

E 	
3 	1 x
1 	3 

= 	p 
o 
 L g o 

2 L
3 

Pre nego gto predjemo na regavanje sistema (23) odnosno (24), rasmotrimo 
Of, 	 • 

stacionaran slueaj x 1 = 0, x 1 = 0, 6 1 . = 0 	1z druge jednadine sada. dobija-. 
mo 0 1 = e , a iz prve 

x
1 	

( 2 p o 
L4 

 g/ 3E) 1/3 	
(7.1, 25) 

gto nije nigta drugo nego stati6ki ugib posmatranog sistema usied sopstvene 

teMne,• 
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51) 

Jednaeina (24 a) mote da se re i. kvadraturama preko elipti6nih funkcija,, 

gto je zametan posao ali izvodljiv pomoeu nekih poznatih transformacija 11,13  
Regenje je 

x 1 = e 

Ovde je 

1 - cnu 

r3 1 +( n-l)en u  
(7.1, 26) 

7.1.27) 

e = (8 P
o 

L 4 g/ 3E) 1/3  

u= (2 g l3-/e ) 1 / 2  t 

gde je t vreme, U paetnom trenutku t = 0, c nu= 1 pa je x 1  = 0 i rege- 

nje evidentno zadovolja.va po6etneluslove. Funkcija cn u je periodi6na, pa 

tako i regenje (26), koje maksimalnu vrednost x
1  = e uzima za cn u = -1. 

Ako dtainu gtapa L u referentnoj• konfiguraciji usvojimo tako da je e=1, 

maksimalni dinami6ki ugib prema (16) bide x
1 

= 1 m a statiCki, prema 

(25), x
1 = .629 96052 m 

Za poredjenje analitiekog regenja sa numeri6kim vrednostima od interesa 

je jog period koji za funkciju cnu iznosi 4K. Za nag slaaj je 

K = 1.598142005 . Saglasno tome, za ;u = 4K i e = 1 iz (27) dobijamo cla je 

period oscilovanja funkcije x 1  (t): 

4 	K 	
= 1.096 593 185 s 
	

(7.1,28) 

2g ig 
Razmotrimo sada jedna6inu (24 b), Ova takodje mote da se regi kvadratura-

ma, i rezultat je 

/ 3  E a Ex
2  , / 4CL 2 

Za usvojenu vrednost e = 1 dobijamo iz (27) da je 

(7.1.29) 

L = 31, 617 759 1 m 

Usvojimo za referentnu temperaturu 6 = 300 °K, pa je, saglasno (22) 

T
1 = .137 140 136 x

2 	o
K  1 (7, .30) 

Izraeunata vrednost je stvarno mala u odnosu na referentnu temperaturu, 

pa je prema tome ispunjena pretpostavka na OSI1OVU koje smo formiraii jed- . 

naeine (24): 
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nost koraka biti h 	T/40. StVarno• *Se poka.zala da trapezna iteracija. 

= 7:5 T/40. 

7 1.8. Numerieka regenja dinamiekog , problema 

Dinami6ki deo piosmatranog problinare sgavan . je mplicitnom (Odelja.k 5. 7) 

i pomoau tri va.rijante eksplicitne procedure (Odeljak 5.8), Uporedni rezul-. 

tati dati su u tablici 

Us,vojeni korak pri integraciji bio je T/40 gde je T period osenovanja. Kri-

tiena dugina koraka rnoge da se izra'ouna gaglasno (5.10;1) i iznosi u ovom 
, 

slu'oaju h = 5.95 T/40 x 	Numerieki . primerlje tako podaen da je maksi..- 

malna vrednost 	= 1, pa 6e zavisno od pologaja na putanji doivoljena vred- 
•• 	1 

Kod 1inearnih problema kriti6na dugina koraka je nezavisna od pologaja na 

putanji, pa ge naprimer za .harmonijski oscilator dcibija. iz' (5.10.,1) da je 

h
c 

= T/ n . 

-8- to se tide implicitne procedure, numerioka raeunica je pokaza.la da ova 

konvergira, za posmatrani primer, nezavigno od koraka, 

Poredjenjem numeriekih rezultata iz T-1 mogemo da zakljueimo da 

- trapezna iteracija daje rezultate praktierio identiene implieitnoj procedu- 

ri, a prigu6ene u odnosu na analitieko regenje 

• procedura Belytschka daje natci ta.enije vrednosti od prethodne dve, ali 

poja6ane  u odnosU na analiti6ko re6enje • 

- modificirana trapezna iteracija daje rezultate praktie'no iste ta6nosti kao 

procedura Belytschika, ali je, kao i trapezna, mada u manjoj meri, pri 

guena u odnosu na analitieko regenje•, 
• 

Bib bi svakako preuranjeno davati..ocenu„predlogenih postupaka na osnovu 

jednog elementarnog primera.. Ono gto `nioge da se zakljuei jeste da su svi 

rasmatrani . postupci sa numeridke taoke glediAta korektni, i da imaoanove 

da se trapezna i:Modificira.na trapezna'iteracija dalje istraguju na realistie-

nim primerima, imajuei posebno u vidu pogeljan prigu§eni karakter re6e-

nja; Treba takodje napomenuti da su sve na'vedene procedure primenfene i 

na slueaj•harmonijskog oscilatora.,. gde je lieriaganje rezultata. bilo slicno 

kao i u pogmatranbm slueaju.- 

Radi uvida. u:pOriOanje num.erie- ke.prodedure pri yeeem broju koraka, 

ficirana trapezna :procedura:: je; -"za korak.T/p0,.prii -nenjena na raeunaru u 
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1600 koraka Reultati prika.*i.na. : 	 na. 8tabilno- pbhaanje  nu- 
meriekog proc,esa.. 

7, 	.1\Tum,.,ri.eka . regenja. spregnutog ,problema. 

r 

. 
Spregnuti problern je, za h = T /40 Tegavan prvo trapeznom procedurom 

(5.8.2 i 3). Iz T-1 vidi se da se rezultati po kOordinati x 1  samo margi-

nalno razlikuju od eiSto dina.miekog slueaja, u smislu sma.njenja. Ovo je 

razumljivo, zbog hla.djenja ‘gtapova pri izdaivanju, $to se tiee promene 

temperature, ova se za maksimalnu vrednost x razlikuje od analitieki 

procenjene vredriosti (7.1. 30) za mai* od 0, 5%; 

Problem je regava.n i na raeunaru tnodifiCiranom trapeznom procedurom, 

sa 1600 koraka h = T /80 i rezultati su prikazani na S1, 7. Numerieko rege-

nje se ponaga stabilno, shell° kao u.dinanii.ekom slueaju. 

Prema tome, mae da se zakljuei. da predlaena procedura regavanja spreg- . 

 nutog problema, posebno s olDzirOm na sVoju jednostavnost, zaslualje odre-

djenu pa2nju. 

Potnato je da u slueaju veliki.h gradijenafa., temperatUre, kakvi se pojavljuju 

npr. prilikom osciloyanja greda, rnakrotermoela.stieno prigugenje predstav- 
45 46 lja odlueujuOi deo prigugenja uopgte, pri emu postoji, prema Zeneru 

'odlieno slaganje nurneriekih.i. eksperimentalnih rezultata. Da bi simulirali 

ovakvu situaciju na posmatranornprimeru,.koji se inaee odlikuje malim gra-

dijentima temperature,pomnaieemo specifienu toplotu C, koeficijent toplot-

nog girenja a i . koeficijent toplotne provodljivosti K faktorima 10 -i , 10 i 

10
5 
 respektivno. Rezulta:ti su prikaza.ni na S1,8 i logicni su sa fizieke taeke 

gledigta. Evidenta.n je prigugeni ka.rakter regerija po koordinati x' 1  koja kon-

vergira ka statiekoj vrednost.i. (x 	0 63), dok temperatura konv- ergira ka 

referentnoj vrednosti. 
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7. 2. Vitoperena kutija 

Veoma je malo publikovanih rezultata o performansama membranskih ele-

menata u neplana.rnirn konfiguracijarna,. 'oak i kada se radi .o linearnom sta. 

ti -okom problemu. U . ra.du liaftke 	kOji je posveeen upravo . ovom proble- 

mu, rasrnatrani su samo ra...y .ni•e'etyorougaoni elementi, i uporedjeni su sa 

26 NASTRAN Q,DMEM elementima, Primer iz poMenutog rada je takozva-

na kutijasta konzola; prikazana na..S1,9;; , ina'ae Upro0Oena . tipi'ena 'Sema kon-

strukcije avionskog kri1a., Konstrukcija je siMetrie- na u odnoSuii'a ravan .ky, 
- 	4•• 	• 	. 

• 
i na crtezu je.prikazari saint) gOrnji„simetrieni deo. OPtereOenje je spreg u 

ravni zx, dakle antisiinetrino u ocinosu na ravan xy, 1 maernO ga iameniti. • 

koncentrisanom . silOM F u 	J 

U taekama J i N pretpostaVljene su krute vert Wale. " Radi.poredjenja sa re-

zultatima iz navedenog rada, ponovljen je numericki rae-un sa elementima 

QDMEM; koji ustvaripredstavljaju substrukture sasta.yljene . :.od po 6etiri 

trougla dobijena deljenjem eetvarougla clijagonalamaa. Ova 6ema prikazana-

je na. Sly 10. Treba zapaziti da . 	
nePlana.rnom sluOaju dijagonale ne sekii; 

gto je kod ovog elernenta pretpostaVka :fu p1anarnorn slueaju, tako da u 

tin) element sa'dinja.vaju, dva nezavisna sloja..oci po dva trougla„ Rezultati z4 

.ova:j sluoaj prikazani .su donjorn pinioM lini om dijakrarna na 	13, OArde 
- 	• 	• 	. 	. 

dolazi do izraa.ja .prekornerna krUtoSttrougaonar -  elemenata u ovakvirri; si-

tuacijama,t UObiea!jeno lee enj ovcig.  nedoStatka kod •rimena na avionske kon= 

strukcije Neste idealizacija boenihplaa eleineritima *napregnutim 

vo na smicarije(Odeljak 6 4.1); Uz Ovalcvu pretpostavku, posmatrana strUk 

tura postaje znatrid...flekSibilnija.Odgovaraju4i rezulia.ti prikazani su donjoth . : • 

isprekidanomlini;jorn'aijagra.ma 	 lipotpUhos se slaw .sa r6zu1:7! 

tatima iz literature 

Napomenirno . j.66 jednom cia;  je u oVoni.. priniertranaliziran samo'statieki li-

"riearan sludaj# ,ibog• poredjenja , sa :15os toj6.aim. reZurtatima. Treb• medjutim 

imati u vide matricu metode .kona:enih 

elemenata - . matridu krutosti,'a `s thm toga ima i veliki praktieni tnaeaj, pa 

je razumljivo da-se kod analize.perfOrmanSi•konaenih elerrienata podje od . 

njega. 
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I 2S4 cm 

h 	12 ,7 cm 

t z 0 ) 102 cm 

0,3 

3 307 KN /cm 2  

= 9;81 KN 

Slika 9 KONFIGURACIJA PROE1NE STRUKTURE 

Slika 10 IDEALIZACIJA QOMEM ELEMENTIMA 
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7,2.1. Ispitivanje konvergencije 

Konvergencija &lei-nenat0y- EiVI 	i MEN! 44 opisanih u Odeljku 6.4.1 ispi- 

tivana je koriAeenjern r.a .zlicitih mreza Podele gornje ploee bile su exe 

a boenih'ploea exl, gde je e:=1; :2,4,8 bio broj elemenata po ivici, 

Radi poredjenja.., probrii primer bio je raeunat i porno& verovatno najbo-

ljeg postojeceg eetVoroevornog elementaz' a ravno naprezanje, hibridnog51,27 

 elementa nazvanog 1121,. koji je autor ovoga rada ispitao na 

jih statiekih i din.amiekih problema, uz dobro slaganje sa sopstvenim tu-

djiM iThin.eri6kirn i eksperimentalnirn . rezultatima; Ele 
ment I:121 ima kompletnu linearnu raynotOrru 'raspodelu napona , i konver-, 

Poredjerije je obayljeno na S1.11; posmatranjem vertikalnog ugiba u ta6ki. 

J. Ako se rezultati za element H21 uzmu kao pouzdani, mote se zaklju6iti 

da primenom elementa:1VIEM 41 konstrukcija postaje previSe fleksibilria. 

Konvergencija je. prema aekiva.nju za ovaj tip elementa (nekompletne line, 

arne deformacije) priblizno linearna; ali rezultati tee ka vrecinostikoja je 

oeigledno znatna viSa.od predvidjerie porno&Lelerrienta 112 1, U svakom slu-

6aju ovo je posledica integracije u jednoj taeki, i kinema.tskih stepeni slobo-

de elementa sa time u vezi (Odeijak 6: 4.1), 

Prirnenom aetiri take .numerieke integra.cije (MEM 44), situacija se popra, 

vlja , i rezultati su vrio bliski rezultatima sa elementorn H21. 

Za slu -aaj jednog elementa, niameri6ki test je izvrAen i za element MEM 84 

(Odeljak 6.4.2), Rezupati ponOvo ukazuju na preteranu fleksibilnost elemen-

ta, 

Na sliean naein uporedjeni su i naponi u tetiku gornjeg panela. konstrukcije. 

Rezultati za element MEM 41 uka:zuju da konvergencija:po naponima u svakom 
. 	. 

slueaju nije monotona i da se rezultati skokovito menjaju sa gustinom rnre 

Sto se tide elementa MEM 44, korivergencija po riaponima je oeigiedno 

monotona, .i .rezultati su opet veoma uporedivi sa 1121. 

Rezultati su uporedjeni i sa regenjirna , 

 mula za kutijaste tankozidne nosaee54 
 

nima, dok rezultati po ugibima Ukazuju 

obrazaca. 

dobij-enim porrioeu in2enjerskih for-

Dobijeno je dobro slaganje po napo-

na nedovoljnu•pouzdariost prirtienih 

4.... gira kvadratno , • 	27 
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nevitoperenom,shleaju,. 

je intenzitet smieuee 

7.2.2, Efekti vitopereriesti. 

U radu Ilaftke, efekti S.ritope:renoStilspitiVani su'pbairjeu ravnih olemenata 

sa bilinearnom raspodelorn pomeranja; na' Jca.kve se ti sustlr.tl . svodi 1 elernPrit 

posniatran u ovom radu, ,kdde. mu Sye;eetiri .taeke lee u jednoj ravni. Nio . de-

liranje je obavljeno s tako da'je. ravan eleinenttaSukeesiVno provlaaena kroZ pa 

tri taeke.od taeak.a J, L, •  N, 	prikazanih na S1;,9,, 	rezultata, 

prikazano 'Srafirano.m poVr'Sinoin na S1.13; na veld, je autore na zakljueak da 

primena ravnih eetvorougaoni.h elemenata netha 	 a.kd nepla . 	- 	 . 	" 
narnost posmatranog polja kOnstrukcije:px.elazi vrednost h/1 = 0.05: 

'to se ti6e 	 S1.13 pdnbV.6:akazuje 'nalljegovu preteranu 
. 

fleksibilnOst, asuz tb na neosetljivOst na vitoperenje.. Sta. vise, dobija se ne- 

logiean rezultat .da jevitoperena konstrUkcija 	 od nevitoperene. 

Element MEM .4 je jo'g 	ali uz logleanddno ugiba u vitoperenom i 
, 	. 

Medjutim, primenom elementa 11/I.tM 44 dobija.mo veoma ohra.brujuee rezul-

tate. Za planarni -slueaj, vrednosti se slazu sa podacima za element QMC 28, 

dok se u n,eplanarnirn 'situacijama element pona'Sa. stabilno i logien°, slieno 

elementu . QDMEM, ali povoljnije u smislu fleksibilnosti. Za razliku od 

QD1VIEM, efekat opterecivanja boenih ploea iskljue- ivo smicanjem je zane-

marljiv, pa otpada jedna od tema za razinAljanjeprilikom postavljanja od- 

redjenih inenjerskih problema. 

Na osnovu izloenog mote se zakljueiti da je membranski element MEM 44 

vredan pa2nje kada se reS'a.vaju konstrukcije sa neplanarnim povrgima 

(S1. 1), 

7, 3. Membrana oblika hiperbolienog •paraboloida (hiPara 
• 

Da bi se ispitalo ponaSanje predld2enih . konaenih elemenata i u klasienina 

membranskim situaoijama, rasmoiren je slueaj hiperbolienog paraboloida 

optereeenog - konstantnim. kontinualnirn optereeenjern, za koji u linearnom 
. 	 . 

• slueaju postoji analitieko regenje
55 

 . Xonfiguracija probnog primera (S1. 14) 
- uzeta je iz rada

56 
 , u kome su dati rezulta.ti proraeuna metodom konaenih 

razlika, kao i eksperime..ntalne vrednosti, 

55 
Saglasno.Fluggeu . , membra:aa je nopregnuta eistim smicanjem pri eemu 
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La numerieke vrednosti ad S1,14dobijarrio• da. je 	- 34.39 `kN/ .  

Rezultati proraeuna metoddm konaenihelemenata.dobro se •slafiu sa analitia-

idm vrednos 	sern•za elemente u'Uglovima. kon.strukcije. Ovo je razum-   • 	• 
ljivo, po§to su gra.nienim uslovima fiksirana po tri evora ugaonih elemenata. 

Interesantno je da pO naponima gotovo da:nerna ra.zlike : izrriedju rezultata do-

bijenih elementirn.a MEM 41 i MEM 44. Ovo je posledica •einjenice da u ovom 

specijalnorn' slaaju pomeranja avorova konaenih elemenat• ne uklju4iju Ste - 

pane slobode koji se neadekvatno numerieki integrale pravilom jedne taeke. 
• 

Za uporedjivanje kvaiiteta. regenja pogodna je imutragnja energija, kao ska-

larna 	S obzirom da 	membranske sile konstantne, unutraAnju 

energiju lakd je izraeunati iz poznatog izraza • 

(7.3.2) 

Ovde je S uk-upna po.vrana membrane., koju na osnovu (2.1;8) moemo da 

izraeunarrio prema. 

1 

+• 
gde je E , n = 	1 za x, y = - a. IZraeuna.ta'vrednost energije prikaza- 

na je isprekidanoria 	.dijagrama na S1,15. .Rezultafi po energiji. za raz- • 

lieite gustine rn.re .Ze kona.enih elemenata prikazani su u istom dija.gramu. Vi-

di se da vrednosti dobijerie metodom kOnaeriih elemenata brzo konvergiraju 

ka taenom re6enju. . Qraka koja postoji je u sukini posledica yea p.ornenute 

neadekvatne deformacije ugaonih elemenata.„ ,  

Ono 'Sto•je.posebrio.interesaritnokodoVOg ....Priniera;.:igto . je,izazvalo odredje-

ne diskUSije -prili.kom izlaganlarada. na Svetskoin kongresu.jeste do. ele-

mend - • MEM 44 u ovorri ,  sIueajii daju fleksibilniju . strukturu nego elementi sa 

reduciranom.integracijom•MEM 41, gto -protiVureei.s .v.im dosadaS'njim opa- 
.: 

2anjima u slicniry situacijania. 

Obja6njenje lezi u einjenici da se radi o konstrUkciji sa•kOnstaritnim naponorn, 

za koju ee ma kakav tip elerneritada da .praktieno taeno raenje -, Gretka nas- 

tupa samo , kod ugaonih elemenata,.:unutar -kojih -  pra*ilo integracije sae.etiri 
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Slika 14 MEMBRANA OBLIKA 1•11PERBOLI:6NOG , PARABOLOIDA 

4 
2 

0,2 

TEORIJSKA VREONOST 

Slika 15 HIPAR MEMBRANA (KONVERGENCIJA PO E NERGIJI ) 
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take adekvatnije 

li svakom slueaju, 'ovaj kao i prethodni primer Ukazuju da su .neophodne 

redjenerezerve-pre.ina reduciranoj integraciji, .koj .ase pajedinim 

ma vrlo cenjenih aUtora• 	a na . 6snoVu.odli:anih.rezultata u•pojedinim • 

primerima veo.ma preporueuje. . 
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7. 4 Prostira.nje • talasa trzine u gtapil 

U cilju provere prediaeriih po.stupaka na dinamiekim prelaznim (transient) 

fenomenima, rasmotrieerno ovaj jednost vni primer, aliuz korigaenj r 

alistienog broja stepeni slobode. Sema problerna prikazana je na S1. 16. 

Tip elementa isti je.kao i u primeru 7.1, sem gto su rnase, sagiasno razrna-
tranjima u odeljcima 5.8 i 6.2, redukovane na .avorove pa je m.a.trica masa 
sistema dijagonalna. Radi laUeg tiporedjivanja regenja sa postojeeim nume- 

• riekim i analiti6kim.rezultatima 18
koji su Cat u anglosaksonskim jedinica-

ma, mere nisu prevOdjene vec samo zamenjene 

Brzina prostiranja talasa se analitieki lako odredjuje iz (5.10. 5) a odgovara-

juci vremenski korak iz (5.10.2). Za posmatrani primer usvojen je 

cioni faktor a = 0. 5. 

Na S1.16 uporedno su prikazani rezultati za vige metoda, a sa istim brojem 

elemenata. Numerieke vrednosti svakakb ne mogu da prate analitieko rege- 

nje na frontu talasa, gde imamo diskontinuitet brzine. Kao posleidicu  imace- 
mo odredjeno iskakanje rezultata iznad v = 10 -mis. Kod metode Belytschka 

ovaj porast praeen je blago prigugenom oseilatornom komponentom regenja. 

Trapezna iteracija daje regenje sa jog . veeim SIcOkOm u okolini fronta, uz ta-

kodje umereno prigugenje.. Prirnetno.je medjutim Manja`ueestanost oscila-

torne komponente regenja.. Sliena je situacija sa modificiranom trapeznom 

procedurom, koja je pa ueestanoSti izmedju prethodne'dve. 

Primenom PEC procedure situacija se vidno poboljgavja. Osbilacije regenja 

su snaZno prigugene, a!ueestanost odgovara .trapeznoj iteraciji. PEC modi- 

ficirana procedure, daje-sll'ene rezultate, uz ueestanost koja odgovara modi- . 
ficiranoj tra.peznoj.iteraciji. 

Radi idetaljnijeg uvida : u ponaganje posrnatranih - postupaka, primer je regavan 
sa razlieitim gustinama mrege, 	60' i' 120 elemeriata, a rezultati en pri- 
isazani na Sl. 17 ;  18 if 19. Ocigledne,su. prednosti. PEC procedura u odriosu na 

postupak Belytschka. Medjutim, izmedju dVeju, PEC procedura razlike*su 

Detaljniji.uVid u numerieke rez -Ultate•ul 	n. cazuje a marginalno \I:eau .  
taenost P,EC modifibirane,- gto uz negto strmiji front talasa opravdava raz-

matranje eventualne buddee Upottebe ov6 Metode.0 produkci:-, - 	prOgrami- 
ma. 
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rE C • PROCEDuRA 

51ika 

. UTICAJ BROJA .  ELEMENATA 	•NA RESENJE 

VREstE , 10 -4  s 
. 

• 10 	 15 	 • 2s . 	 30 	 35 	 CO 

e 

• .11 	66  

51.ikci 19 

ur) c.AJ BRO1A ELEMENATit e 	RaEN4 

YREME, 10 

20.. 	 25 • 	15 • 
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8. - DISKUSIJA : . I  ZAKLJU6CI 

Clij . ovograda bioje da se razviju konaent elexnenti membrana upot•ebljivi 

svim•situacijan-la u kojima je membranSka'aproksimacija opravdana. Postav-

ljeni problem zaiitevao je -  pre svega da se osnovne relacije 	 braru 

postave na nacin pogodan za resavanje metodom 	 ele r,e2-latia (Dog- 

lavlje 2). U poglavlju 3 forrnulisane Su konslitutivne..jednaeine za 6vr,ste ter- • 

momehanini jednostavne membrane, i detaljno je analiziran sludaj termoe 

lastidnog.ma;terijala. • 

Aproksimaciji membrana konaenim elementima posveeeno je poglavlje 4. U 

ovom poglavlju pokazano je i da se, za termomehanie- ki jednostavan materijal, 

brzina promene temperature eksplicitno pojavljuje u jedna'ainama provodjenja 

toplote (4. 5.10), 'Sto je od kljuene veAnosti 	numeriako reavanje. 

Poglavije 5 posveeeno je linearizaciji i regavanju jednaaina kretanja i provo-

djenja toplote sistema konae- nih elemenata. Razmotreno je simultano raava-

nje ovih jednaaina implicitnim i eksplicitnim postupkom, i pokazano je da p ro-

cedure koje se danas sa uspehom koriste u metodi konaenih elemenata preds-

tavljaju specijaine slue- ajeve predlo2enih postupaka. 

Imajuai u vidu da je metoda kona'anih eleMeriata nezamisliva - bez primene raeu-

nara, neophodno je sistematizovati izraeuna:vanje pojedinih velieina koje ulaze 

u jedna6ine kretanja, ca bi Se omogueilo programiranje. Takodje je neophodno 

da se na odgovarajudi nann interpretiraju . rezultati proraeuna (pomeranja, 

membranske sae, • itd. ). Ova pitanja dotaknuta su u poglavlju 6. 

U poglavlju 7 rasmotreni su numerini primeri. Pokazana je korektnost pred-

laenih postupaka poredjenjem sa analitiaim i numerinim raenjirna pomodu 

poznatih procedura. Takodje je konstatovano regularno pona.§anje predlcAenih 

membranSkih elemenata u nekim tipienim sitUaeijama. Numerieki rezultati na 

primerima sa realistienim brojem stepeni siobode ukazuju na znaeajne pred-

nosti predlaene prediktor - korektor rnetode•pri regavanju prelaznih dinamie-

kih problema. 

Ko.nadno, kako zbog prakti:one primene kao ojaeanja membranskih konstrukci -.  

ja, tako i zbod .pogo'clnoti koje pruaju pri: postavljanju probnib primera, u do- 
. , 

datku su ukratko rasmotreni aksijalno napregnut stapo.0.. 
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7 

LTh) ODA T A K - AKSIJALNC NAIIREGNUTi STAPOVI 

Tir tehniekoj praksi uobieajeno je da 	membranske konstrukcije ojaeavaja 

tyzdtt2nirn. 	 -koje•m.oe.mo tretirati kao aksijaino 	e gnu!, e 	- 

p owe, Sem toga, .rasmatranje ponaa.,.nja nekih jednostavnih sisterna Sova 

da Ca kvalitativni uvici u odredjena membranska stank.. Ovo je raziog 

to 6e. u ovom poglaviju. biti rasmotrene neke osn•vne relacije teorije aksi-

jalno napregnutih ss'tapova. 

D.1 Kinernatika - tapa 

'2■1atorijaine taeke sgtapa, kao jw.lnociimorizinalnogizondnuuma,zauzimaju  Ob-

last definisanu srednjom linijorn t'tapa L..Polozaj materijalne taekeu oblas-

ti odredjen je materijalnom krivolinijskom kOordinatoin . 

Polo'2aj ove taek.e u prostoru i vremenu odredieemo parametarskim jedna-

einama linije L 

x 	 (D.1.1) 

2, 3 

.Descartesove koordinate take 	u trehutku t. Brzinu i ubrzanje taeke od-, 

redieemo diferenciranjern (1) pc vremenu: 

• i 	 • 4 	2 i x = 	x / 3 t, 	x 	x / a t 2 	 D. 1, 2) 

Bazni vektor definisan je izrazom 

3 xi  / 

Kvadrat duzine linijskog elementa, dat je kao i uvek relacijom 

2 	 i 
'ds =

j 
 d x dxi 

 i. 

ImajuCi u vidu (1) i (3) ovaj izraz maemo prepisati u obliku: 

e 

(D. 1. 5) 

(D, 1. 6) 

odredjuje metriku '4.tapa_u trenutk -u t , Zapazimo- da se u slueaju aksijalno 

napregnutog S- tapa..osnovni metriek.i•tehzor sveo.na skalarnu Velieinu a 
• 

Kontravarijaritni oblik velieine 6.• 	,nijenita drugo nego' reciproena vred- 

nost ove: 

a St= 1 / a 	 (D.1. 7) 
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i oznaeieemo 

b 

b •povrgina popreonog preseka gta.pa.. Ukui4ia.7masa gtapa M bice • 
gde je 

(D. 2. 2) 

gde integralimb 	materijalne ; inije gtapa. 

AD. 2, 2 Mehanioka •snaga ( elekt.rada) 

Rad' spoljnih sila koje delUju"na tap je skalarni proizvod ovih sila i pomera-

nja njihovih napa:dnih,tae"aka, 

Pod mehaniekom'snagorn 4tapa podrazuMeva.41po rad spoljnih sila u 

vremena 
edinici 

• i 	•j x 	 x 
J 	K K  

(D, 2. 3) 

PolOaj..materijalne take u re.  fereran0 

, t - ) 	 (D. 1. 8) 
gde je to  po'detni . trenutak vremena 81edstveno tome, osnovni metrFaki 

tenzdr* u ,  refereninof.kofiguraciji je 

dok je brzina .deformacije 

• U ovom 	opisaeemo osnoViie ter.mornehanieke;velie,ine teorije gtapo- . ' . 	.  
, slieno kao gto . ie to iz odeljku 2; 2 u'oi.rijeno 	ieoriju Membrana. 

D, 2.1 Masa 

U teoriji gtapova gUStina -se defiriige kaO rnasa.po •linije gtapa • 

Ovde su F spoljnje sil po jedm.  i.c3I'mase .4tapa, dok su 
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D.2..3 Unutranja energija 

Unutra'Snja energija 6tapa data je' izi-azom .  

I p e 

gde je E unutra'Snja energija po :mase S- taPa. 

; 	9 	z":. 1 
• 	• - 

D. 2. 4 Kineti6ka energija 

81 

fizieke koordinate •spoljnih sila•koje.deluju na krejevirna Stapa 	K'. 

Kineti6ku energiju gtapa.definisaaerno na uobi'aajeni flat - in 

(D. 2 5) 

D.2. 5 Toplotna energija 

Toplotna energija koju "tap prima ili otputa u' jedinici vremena sastoji se 

od toplotnog fluksa q j  i qK  na krajevima §tapa, i toplotnog izvora r po 

jedinici mase tapa: 

Q= 

D. 2. 6 Entropija 

Slicno kao za m,embranu, napisaOerilo da 

ds 

Ukupna proizvodnja entropije 1?i4e 

(D.2.6) 
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D. 3 Globalni zakoni balarisa ,  

D. 3. 1: Zak.on 

Kada se poslunmo usiovima invarijantnosti pri sUperponiranim . krutim kre-

tanjirna, iz (2) dobijamo: 

. 0, 3, 3 Zakon 	alabsu, kolieine .kretaaja.' 

Identieno kao kod membrana., aksiom 0 oeUvanju eriergije napisaaemo u ob-

liku 

V + 	+ Q (D. .1) 

Zamenom: (2. 4), (2. 5) i (2. 6 
	

(1) 	 da je.. 
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D. 5. 1 Zakbp- . 

d t 

0 oeuvanju mils' 6 . . 

(D. 5.1) 

D. 5, 2 Zakon o balansu kall(Ane kretanja 

83 

D. 5 Lokalni zakoni balansa 

Lokalid zakoni balansa za aksijalno napregriute S- tapove mogu da se izvedu 

na sli6an naa- in kao za membrane, a clabijeni izrazi su takodje sliani, tako 

• 'da aemo ih samo registrovati u daljem tekstu. 

(D, 5. 2) 

i jednaeine kretanja 

(D, 5: 3) 

U 

Prirnen om (D. 3,4) ria element ttapa, dobijp..±rio granidne uslove za -Stap 

ovim izrazirna je 	tenzor'akEi.j'alne 
•, 	. . 	. 

11 . ° Povezah relacijo:m no silom 

i je sa fizie- korri aksijal- 

D. 5. 4) 

D. 5, 3 ,Zakon o balansu momenta kOlieine•k:retanja 

•Za shie'aj aksijalno napregnutog .gtapa, oVajAksiorn.'je:lokalno identiek,i za, 
. 	. 

dovOljen. 

D. 5, 4 Zakon o Ouvanju energije • 

Slieno kao ,kod•rnembrare, 

lansa entropije 

P e 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



D. 7,4). 

D.7.7) • cl-C • = - 	 e  

ppet ana.logno meMbranskom.•slieaju,irria.eemo .dva konatitutivna sfunkCiona.:;.: 

la, slobodne energije 

=  q = 
s=0 

ID, 7, 2 Linearan iZotrppan termbelastidan mkterija.l. 

Moe se pokazati•daje'za. posrnafrani. ,. Mate•rijal slob° dna. energij 

+ . 0 0 ( 1 . - ln 0 /0 ) 

dok je vektor toplotnog•fluksa, prema FoUi ,rier.oyom zakonu 

• ..Na. osnovu (5) dobijamo da jel 

1.
+ 	

— 
q 

' D. 7 Konstitutivne jed'naeine 

D. 7.1 Termomehanieki jednostavari materijal 

Konstitutivne jednaeine za gtapove moo," 	izvedu na isti na'ain kao sa 
• 

membrar•e,' tako da se moze•pokazati da .j6..aksijalna sila 
• 

i entropija 

e unutra6nja . drsipacja'. 

i povezan je sa fiziekirn toplotnim fluksom q i'elacijom 
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= q 

Radi konciznosti u izrazu za slobodnu energiju,i dalje,koristitho oznake 

A = A 
F.; 

= a (D. 7. 8) 

D.8 : Konaeni elementi 'tapoVa .  

konaeni element •§tapa se lako definiAe kap' segment izmedjU.dva: susedna pre._ 

s-ka 'Stapa 

Jednaeine kretanja i prtim vodjenja. - *topiote izvode se i regaVa.ju na isti nacin 

Da bi izbegli ponavljanje, registrovdeemo samo 5.zr4Ze,za pojedine,rnatrice 

metode konaenih elernenata,'. a za linearno terrndelastioan materijal, koje 

ce ram biti potrebne pri reava.nju gustrati,irnih priinqra : 

kao i za membrane, 
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U ovim izrazima B je popre'oni presek titapa u referentnoj konfiguraciji. 
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