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VI

PREDGOVOR. '

. Po;]ava ovoga rada b11a je inicirana tekuéim potrebama u prakm proraéuna '

'slozemh tankozidnih sistema, kao 8to su konstrukcue av1ona s brodova isl,

]
i

: Tradlclonalne 1nzen3erske aproksimacije koge se uspeéno koriste pr1 prora- ‘
, €unu ovakvih konstrukcua, éesto podrazumevaju pretpostavke membranske

teorlJ e

~Uvodjenje metode konaénih elemenata omoguéllo je detal;)no tret1ran3e Vrlo _

sloZenih konstrukcua ove vrste, MnclJutlm, 1stovremeno su porash zahtev1

‘u smlslu korektnost1 osnovnlh postavki,

Automatlzovana obrada 1nzen3ersk1h podataka zahteva obiman rad na razvo-
Jui odrzavanJu pzl'ograma, pr1prem1 1 korekcuama ulazmhlpodataka kao i '

-1nterpretac1J1 rezultata, k031 se za sloéene konstrukcue iskazuje u desetma-
" ma éovek-godlna, dok se cena obrade na radunaru penje na nekol1ko Inlllo-

'naND AU

| Samo letimiZan pogled na ove cifre ukazuje da je opravdan svaki napor na
' pobol;éanJu teorijskih osnova kog; moze da doprmese kvahtetu tako skupoce-

nih rezulta ta. !

U toku pisanja ovoga rada veliko ohrabrenje su mi pruzali korisni rezultati .
dobijeni sa do sada realizovanim produkcionim programima za proradun

avionskih konstrukcija metodom kona&nih elemenata u VazduhOplovnotehmc-

o kom institutu u Zarkovu, kao i postojani mteres za teoszke osnove metode

konadénih elemenata pokazan na Inst1tutu za mehamku Prlrodno - matemaué-

kog fakulteta u Beogradu.. '
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1,- UVOD |

U teorijskim r-ézrhatranjima membrane se gotovo redovno tretlraJu kao spe-
cijalan sluéaj ljuski, Mpd|ut1m dok se teorija lJuskls, oslanja bilo na kon-

cept povrél Cosserata bilo na trodimenzionalni kontinuum, teorija membra-

na moze da se shvat1 kao teorija obid nog dvodlmenzmnalnog kontmuumag, 1

~ kao takva da se posmatra samostalno,

Sa praktidne tadke glediéta,‘ zanimljivo je citirati Novoiilova9° |

"Zbog svoje male debljine, lJuske nisu dobro prllagodjene savuanJu. Relativ-

no mah momenti savijanja izazivaju velike napone i uglbe

Savijanje je prema tome opasno i nepogodno sa tehnicke taéke gledista, Ova-

“kvo stanje mora svakako da se 1zbegne odgovaraJuélm izborom obhka ljuske, -

na¢ina oslén;;an,]a. i ponekad uvodJenJ em dodatnih oslonaca,

Nasuprot tome, membransko stanJe hapona, u kome jé ljuska ravnomerno
optereéena po ce103 debljini, a spoljn,]e opterecenje se prenosi na oslonce na

na3rac1ona1n131 naéln naJpogodee je sa tehnidke ta&ke gledlsta. v

U pogledu uslova koae ljuska treba da zadovol;;l kako bi membranska teomJa

mogla da se pr1men1, teSko je re61 bilo &ta novo, PostOJl cltav niz 1zvanred— ‘

10

nih stulea 0 OVOJ teml, posebno sovyatsl’e19 i holandske ~ 8kole,

Medjutim, prlmﬂna membranske teorije jo &ira nego §to bi to moglo da se

aRijuél iz klas1én1h rezultata teorije ljuski, '1(mkoz1dne konstrukcije, neza- -

‘ob11azne u tehnléklm oblastima u ko;;lrna su uStede na materijalu ili na teZini -

konstrukcue od prl/marnog znacaja, preclﬁlavlJa.Ju u suétml‘sisteme membra-
na (Sllka 1), ’ 4

Cilindri&ne i konlcne tankozidne konstrukcue uspe&no se analiziraju pomodéu
teomJe tankoz1dn1h éta\povaz0 21,7 Pretpostavke ove t eorije &esto podrazu- ‘
mevaju membransko stanje napona, Kako kafe Obrazcov (7str 51)", ..

prihvatamo, da se naponsko stanje 1JuskP kao i u bezmomentno; teor131, ne

menja po debljini ove',

U okviru ove teorije moguca su i dalJa uproééema - u smislu da se noSenje -
normalnih napona poveri uzdu¥nim i popre&nim ojadanjima, dok delovi r mem-
brana 1zmc=d3u ovih OJaéanJa nose samo smiguée naponezll. Makoliko ova pret--
postavka bila gruba, ona poseduje jedan znadajan kvahtet u tome &to je kon-

tlnualnl Drohlem ]'l"ﬁkp nrn\narinﬁ e 212 9 . 4. L w e



Slika 1

~ SloZena membranska konstrukeija
(idealizacija segmenta avionskog

trupa)

membfana, Ter'eh za pojavu metode konadnih elemeﬁata bio je pripfe_mljen.
Na bazi ovakvog inodéla, .-Argyrié:zz je,razvid sloZenu ali sistematsku apara-. |
turu za proraéun'avionske konstrukcije "inetodom sila", Veé tom prilikom
pojavio se naizgled marginalni problem Eetvorougaonog elementa membra-
ne optereéenog élstlm smicanjem, pravuh iviea, ali sa ¢vorovima koji ne le-
%e u istoj ravni, Problom je reSen posnmtran_]em globalne ravnoteze konag-

~nog elementa, uz. dopunsku pretpostavku o konstantnom naponu unutar ele-

22,24

menta Kasmgezs, problem je refen bez uvodJenJa pomenute dopuns-

ke pretpostavke. Posledma dostlgnu(a iz ove oblastl pubhkovao Je Robm-

24 ' i
son - ' ,

Pojavom metodeé’ konagnih elemenata u njenom savremenom Oblikuzs, omo- -
guéeno je pokrivanje p"roizVoljn'e membranske p¢vréi skupom trouglova. Ako .
se radi o prostorhom ¢etvorougaonom elementi membrane, ovaj moZe da |
se zameni sa dva';, ili &etiri trougla (kao kod elementa QDMEM iz pozna-
tog paketa p'ro'graéma NASTRAN 26). I?pkuéavajuéi da 2amene relativno neefi- -

27 . _ ’ . o . Y s e . - i
kasne ' trougaone elementg, izvesni autori koristili su rdavne &etvorouglove,

donoljavajuéi diskontinuitete konture na mestima év‘oro{ra , Medjutim.‘ Hafe '




. . 28 '
tka i Robinson publlkovah su podatke o velikom I'aSlpanJu rezultata u tak-

vim situacuama

Sa druge strane, ’neki autori su, na osnovu odredjenih statidkih i kinemats-

' kih razmatran]a ‘pokusali da mod1f1v1ra]u ravne elemente kako bi ovi mogh"
24,29

da posluZe u opStem sludaju . Ovak vi prilazi su po prav1lu praéenl glo-

' maznim izvodjenjima, ograniéém Su na pec13alne slucageve, i nije zapaze-

no da su publ1kovan1 ma kakvi numeriéki t'ezultatl.
N

U oblasti konaénih elemenata tani(ih Ljuski prilaz je bio -teorijski korelﬂ:niji.
-Tako O.den57 nacelno razmatra priménu materijalniﬁ krivolinij skih_koord.i—
hata, dok Wilson39 praktic‘::no koristi ovakav prilaz. Prvi autor rasmatrao je
i'membranske e1emente3, ali iskijuéivo u ravnom slugaju, Kbrektﬁe formu-
lacije za membranske elernente u op§tem slucaju prv1 je dao, prema Iron-
:-*,u58 Ahmad Medjunm pomenuti prilaz je bio pr1hcno glomazan posto se
“autori sluZe lokalmm koordinatnim sxstemlma u tangencualnm ravni, Sem
‘toga, ovaj model: kor1st111 su samo kao osnovu za razvoj konadnih elemena -

ta tankih lJuskl.

Prllaz izabran u ovom radu podrazumevan je da se pre svega formuhsu kine~
matske relacije, Jednacme polja i konstitutivne relacue ¢vrstih membrana
na nadcin korektan! sa gledista savremeno mehanike kontinuuma, a 1stovre-
meno pogodan za’ reéavanJee metodom konaénih elemenata, Pokazalo se da -
ovakav pmstup potenc13a1nc» sadrii velike moguénostl uopétavanja, u smislu
kor1§éen3a konaémh elemenata pri reSavanju sloZenih termomehamcklh prob-

lema, ,
/

TakodJe u sluéaJu naJJednostavalh ali i najée&¢ih primena na linearno ela-

stiéne probleme, | :predloZeni prilaz omorruéu;je Jednostavnu numeridku proce- -

duru i daJe 1og16ne 1 upotrebljive rezultate.

’ . |
. +
. )



2.« NEKE OSNOVNE RELACL/E TEORI/E MEMBRANA

Teorija membréna je svakako klagitna clisciplina - dobro poznata kao spé-‘ |

cijalan sluéa,] teom;e tankih ljuski. Prema tome, 0113 ovog poglavlJa n1Je iz~

- laganJe novih rezultata veé reglstrovan;c nekil osnovnih relacua membran—

ske teorije na naéin i u obimu neophodnom za dalji rad, Pri usvaJanJu tex'mi~ ‘

~ - nologije i oznaka koridéeni su uglavnom radovi ,N&ighcli'ja5 i Od_enas. "
2.1, - Kinematika "rn‘er.r_l\tr)rana | | '. ‘ ‘

.~ Materijalne tagke membrane, kao dvodlmenzmnalnog kontmuuma zauzuna- ,
Ju oblast definisanu srednjom povr§1 rnembrane S i njenom konturom C. Po-

lozaJ mdterl,]alne taéke u oblasti odredJeu je: mwterualmm kerO].lnl]Sklln
koordmatama

PoloZaj ove tadke p prostoru i vremenu odrediéemo parametarskim jedna&i-
nama povréi S ,' ' '
i

R,y N C oY

. gde su

Descértesove ,kooﬁdinate tééke £%u trenuiku t,

Brzmu i ubrzan;e matem;alne tagke £% oq:-gdiéerho }diferenci'ranjém (2)

po vremenu

s x/at, Tealxlad S ae)

‘Bazni vekt_ori,defil?isani su izrazom
i x; = ax/aa S (2

Kvadrat duZine 11n13skog elementa dat je poznatom relac1Jom

FEL ade o T e
Zamenom (4)u (5) dobléemo da’ je
'_ds_ = 8 e a g B o 2.16)

gﬂe je

; ‘ a - 6 .-‘ x x' ‘-‘ . ‘ R ’ 19. 1 7y

£, o =1, 2 | | @y




- - gde je

dsnovni metriéki tenzor u trenutku t.

: Y'Element povrsme na membranskoj povréi dat je 1zraz0m poznatlm iz dlfe-

rencualne geometrue

5= /a' dglt ag? ~ (2.1.8)
= det a ' - - (2.1, ¢
oB o ‘ | (2, 1.9)‘ .
Reglstrquo odmah da su kontravamantne koordmate osnovnog metrlckog
 tenzora a® ap |
3t 12 21 22 .
a” =.a22/a‘ ] aea aj,/ai a™ - all/a - (2.1,10)

PoloZaj materijalne tadke u referentnoj konfiguraciji biée

§
f “

i i . .
X:=X (g%, to)

gde je t podetni trenutak vremena. Sledstveno tome, osnovni metr1ck1 ten-

zor U referentno; konflguracm Je

A aB é :ij Xa XB | ‘ | (2‘.1.11)
Sada moZemo definisati tenzor relativne clefofma‘cije

'YaB = _z-(aaB - Aup ) D ) '(2‘1.'.12)_

kao i brzini deformacije

SR AP SO I ‘
Yog = % aaB“ 2/6ij(x0. XB_+ X xB) (2.1.13)

2.2, - Osnovne termomehanidke velidine

U ovom odeljku definisaéemo osnovne termomehanidke veli¢ine membranske

. o , . . 1,2,3,4,5,6
teorije, a na nadin uobiajen u sayremenoj mehanici kontinuuma™’ <’ %0 7,

2.,2. 1'. - Masa_)

Masa:je nenegativna, aditivna i nepromenljiva osobina kontinuuma, Postuli-

- ra se egzistencija kontinualne mere mase p , nazvane gustina mase, ili kra-

¢e gustina, koja predstavlja masu po jedinici zapremine kontinuuma.,

U teoriji membrana gustina se definige kao masa po jedinici povrsine mem-

.~ s



~ gde je d- debljina membrane, Ukupna n;m;sa membrane M _data je izi-a- :
Cloomom . - - - PR
M= fFds T (2,2.2)

" S
: gde se mtegraclga proteZe po materijalnoj pOVI‘bl membrane,

' 2,2,2,~ Mehani&ka snaga (efekt rada)

Rad spoljnih sila koje deluju na membranu je skaiarni proizvod ovih sila i

pomeranja njihovih napadnih tagaka.

-

Podrmehani€kom snagom membrane podrazumevaéemo rad spoljnjih sila u
. jedinici vremena | |

W= B8, T 1‘xJ ds+ f ai.-Nl i s . | (2.2.3)
Ovde su. F SpOl,]nJe sile po Jed1n1c1 mase membrane, a N SpolJnJe 511e po. .

_ Jedmlc1 duZine konture membranske pOVI‘bl.

2.2 3, - Unutraénja energija

Pod unutraén,]om energlaomU podrazumeava se sposobnost unutraéng)lh mla
' da vrse rad.U mehanici kontinuuma: posluhra se egmstencl;ja gustlne unutra~
- . 8nje energije €, ko;]a predstavl;ja unutrasnju energuu po- Jed1n1c1 mase, pa

je

U= 5 edS ~ T (2.2.4)

2.2, 4: - Kinetika energija

Kako je to. uobléa;;f;no u mehanici kontmuuma kinetiki energiju membrane
defmisaéemo izrazom '
1 ' e o i lJ . o . ' L
,.V.=-- S o6 .. x dS : (2,2.5)

2.2,5,~ Toplotna energlaa '

Pored rasmatran;a c1sto ;thamcklh vehclna, clanas Je kako u teor131, tako B
iu praks1, tesko IZbeél rasmatranJe toplotnih vehéma i veze 12med3u t0plot-

nih i mehanigkih ‘{elléina.

- Toplotna energijaikoju membrana prima ili otpu&ta u jedinici vreména sasto-
ji se od toplotnog fluksa q po jedinici duZine Akunt‘uré i toplotnog izvora r po
" jedinici mase membrane: o Co

Q= /Frds+ [ §ds o  (2.2.6)




2.2,6, EﬁtrOpija ‘

, Entrolea H je fundamentalna osob1n'1 kontmuuma Postuhrac‘:emo da je H

kontmualna u odnosu na masu i adltlvna‘

H= J/5nds | . - ' (2.2.7)

Ovde Je n specifi€na entropija po Jedmlcl mase. Ukupna proizvodnja entro-
f lee u JGdlnlCl vremena-bite ' | '
dH

s qr - Ypga- sd as o o @2.2.8)
s ¢ | - | |
gde su r/o i d/e-  izvor i fluks ehtrbpije're_épektivno-,v dok je 6_apsolutna

: tern'per'atu'ra.

2.2.7. Slobodna enérgua

U teomJl t0ploprovodn1h materuala uvodi se po;am spemfléne slobodne ener-

51_;1_e Yo, po Jedm1c1 mase:
¥YEiog - no ‘ o o (2209

2/3. Globalni zakoni balansa
2.3, 1, Zakon Lo oBuvanju energije

Iskustvo ukazuje4 da.su sve energije sistema aditivne, i da se sve promene
. energije i rada uravnotew;ju unutradnjom energijom. OvaJ zakon ouvanja e--
nerglJe postulira se kao fundamentalni aksiom mehanike: | .
MaterlJalna brz1na6prornene kmet1cke i unutradnje energije jednaka je efektu

' mehamékog rada i .promeni svih ogtalih energ1;a sistema i Jed1n1c1 vremena

i

v+l = W+ 1B : , ,m&n
e o '

Tagka ovde oznacava promeny u jedinici vremena, dok E predstavl;]a meha-~
nicki ekvivalent promene o -te vrste energlJe u jedinici vremena (npr. toplot-

ne, elektméne, hemijske energije).

U studiji termomehaméklh fenomena rasmatramo mehanigke i toplotne ener-

gije, Pa Je

V+U W+Q - “ T  (2.3.2)



i_i'

Izraz (2 3 2) predstavha ustvari prvi zakon termodmamlke. Ako zamemmo
(2, ) (2.5) 1 (2. 6) u(2) dobi¢emo prvi zakon termodmam:ke u razvx;enom
~ obliku ' '
4

Omasmas

-, 1 e i
=T rp(ev-i'- 5 8 i x x')ds

s LB S FYer)dSs + S (5, . NX¥+T)dS (2.3.3)

™

Kada se poslummo uslov1ma mvaruantnostl pri superpomramm kruum kre- -

. tanp.ma iz (3) dobijamo 5'

2, 3- 2 Zakon. otbalansu momenta kolidine kretanja

ol i

..%I' o x [lfx'l]ds# o E_i[k'FI] as+ f <HE N g
8 | s - c - o
- ' ; . o (2,3.4)
, 2.3.3, Zakon. o balansu koliéing kretanja
4 ey L S -
= Jfox'ds= SPF'dS+ s Nds . (2.8,5)
s s C o ‘
'2.3.4.} Zakon o oduvanju mése, |
d. — - . - o
g Jpds=0 . (2.3.6)

"2, 4, Drugi zakoxY térmodinamike

- Ukupna pr01zvodn3a entropije.u Jedm1c1 vrremena uvek je veéa ili Jednaka
. )
- nuli,

T o ~ L (2an)

Sledstveno (2.8)

'

" » Lds + (2.4.2)

@lal
=¥
[}

S s
S C
2.5. Lokalni zakoni balansa

2.5.1. Zakon 'o o&uvanju mase

B mmetnmatavlramm da (23 B vadi »a svakia - ‘podelu S . a3 imaiuéi u vi-




" du (1.8), dobiéemd da je
&P a0 o 2.5.1)
- 2.5.2. Zakon 'o balansu koligine kretanja
Primenom (3. 5) i (3.3) na elementarni trougao membranske p‘ovréi_5’ 8, do-

~ bijamo da je '

N aniBy o HagBy T

g ¢ AT vy (2.5_.2)
b B SR s L 6) /T

Veliéine NlBi q P‘,'nazvaéemo vektorima membranskih sila i fl'uksa'respek-

(8) ; (8)

sa po jedinici duZine koordinatne linije ER , dok je Vg vektor normale na

-. -y i o i x . e 1 4 B
tivno. Veli¢ine N su fizicke koordinate membranskih sila i fluk-

konturu, sa koordipatama

vdsw

ds 5 : : : 4
- (2) ! -1 o (1) 1 4
v, & E - ; \Y ‘:: ) (20 513)
| 1 ds 8 /‘;Lll 2 ds '/-j.a22 .
gde suj’
f: : I /-—.—-“ .' ll : ,/4 aq 7 » A . © (2 * 5 . 4
| ds(l) a4 d & i _ds(z) a5, d ¢ - )

. o
. elementi koordinatnih linija £, & vespektivno.

: o N . o . o s S L
Tenzor membrans}clh sila N B je veli¢ina ¢ijom kontrakecijom sa baznim
vektorima dobijamo vektore membranskih sila:

v . . . .

N'Bs x' yoB | S (2.5.5)"
' Ovo je tenzor u povrsi, u odnosu na transfdrmacije koordinata po'vr:‘:%i(5 st;‘.
 498), 3 L by

T
B A

Zamenom (5)u (2) d'o'-biéemo SRR
S S N o o N
N™ - XajN \)B 0' | . . | (2.10.6).
. grani¢ne uslove za.j membranu, Zamenom N iz (6)u (3. 5), jednadina balan-

|
| sa koliBine krétanja postaje

o
1
—



v

leerencn‘anJem mtegrala na lev03 strani, uzimajuéi u obzir (1), i prlme--"’""

' nom teoreme o dlvergen0131 na drugi integral desne strane, dobléemo da’ Je "

f [(x N“B)|B +p(F ) ] as=0 : ,(2.5.8)

odakle slede lokalne jednadine kretanja
W Nl +BE = 5 S s

N

(x

- Rao éto ée se kasm;e videti, ovakav obllk Cauchyewh Jednacma 1zuzetno Je '

pogodan za pr1mene u metodi kona&nih elemenata.

1 2,5,3.- Zakon o balansu momenta kolidine kretéhja

Posmatrajino 3. 4)'-' Diferenciranjem integrala nai levoj strani,  uzimajuéi u

 obzir (1),.1 prlmenom teoreme o d1verge1m131 na drugi integral desne strane, ,

a zafim komséemem (9) dobijamo da je

S x[Bk ._xl]' NOB ds=0- o (2.5.10)
a : . , ' . \ ._
S o ' |

l
'

Dekompozzchom ovog izraza i zamenom mesta nemzh indeksa o ipg , do-

| bléemo

uslov simetrije tenzora membranskih sila, odnosno 'drﬁgi Caychyev zakon

za membranu. _
v

.2, 5.'4.'- Zakon o ocuvanju energije

i

' Na osnovu (2,3), & imajuéi u vidu (1), dobiéemo da je .

. [

U= "fFeng} - - o . (2.5.12)
,S . - . ' .

Na slian nadin, iz (2,4) i (1) dobijamo

Ve sesy R R as o (2.5.13)
S | |
Imajuéi u vidu (2) i (6), drugi integral na desnoj strani (3.3) moZe se trans-
formisati u mtegral po povraini membrane ) '
"NOB .
é (_5”1‘1 xu‘, +qB)|B ds =




-t [‘5‘;.3;36,{; Ny s Wi N aB),|B'+ HSIB 1ds  (2.5.14)

1] 1)
x S :
Imajuéi u vidu (1,13), (8)1i (11), izraz‘(S. 3) svodi se na
— . ‘ "'B —.]; B . B . ’ | ‘ . .
.p(e-h)-q,]B- 5 N* aOlB 0 A ‘(2.5.15)

Uvodjenjem Helmholtzove slobodne energije Y , prema 2 9), ovaj izraz

moze da se naplse u obliku Jednacme balansa energue ;_

Fed-afl, Fr-s-o0 (2,5.16)

gde je

s =i NoB 5 -P (¥ +n d) o (2.5.117)
"2 e P17 TND S T

unutrasnja disipacf:ijas’ 4

o - :
2,6 i,= Nejednaévina Clausius - Dithema

U lokalnom oblikq drugi zakon termodinamike (4. 1) postaje

Foh - Bl -3 +Lgag s | B “2'5‘.18'
pen_qlsl’vpr eq_ea"o . | | (. . ) 
gde je |

6, = 96 /3 | | o  (2.5,19)

~ Ako se posluZimo izrazom (16) dobiéemo da jeiA’
Ll a | > ' ' _ o '
J +,.e q ea/-o o 3 | . (2.56,20)



3. .KONSTITUTI‘:VNE JEDNAGINE

\

U ovom poglavlju blée rasmotrene kons htutwne Jednacme memibrana. Ovo |
Je neophodno, posto se u literaturi konstitutivne Jednacme daju bilo za tro-
| dimenzionalna tela, bilo za lJuskes, a i to u obliku koji nije posebno pogo-
dan za koriSéenje u ovom radu. Pri tome éemo se zadrzatl na termomeha-

" nigki Jednostavnlm materijalima, u smislu u kome ih deflnlée Noll3 U sva-
kom sluéaJu ova je klasa dovolJno giroka i mo%e da reprezentu;je niz naJraz-

11&’:1t1;1h inZenjerskih materlJala. R
3.1~ Termomehaniéki jednostavan rhaterija.l

Ako kao konstltutlvne promenllee usvojimo istorije osnovnog metrlékog
_tenzora i apsolutne temperature i tekuéi gradijent temperature eost), kon-

stltutlvne funkcmnale mozZemo naplsatl u obllku

Yos ¥ [a, () o (t-5% agq (1), t)eo‘(t)]
- 8=0 s

N “55. N ap (E-8), 0 (t=shia g (6,6 ()0 (1)]

s=0 : o oy
n* :_==: 520 [a'a'B (t-s), © (t-s). ag (b ) t),e (t)] |
R aB (t5) 0 (t-shia (0,0 (D4 (0]

,Ovde‘je sa { oznacen tekuéi trenutak tfl.'~e:ne11a; asa s A.neki trenutak u
pros&losti. Da bi n/ai/edeni funkciohali bili dopustiv'i,' treba da budu zado-
voljeni fiziki zakoni koji opisuju termomehamcko ponaéanJe. Rasmotri-
mo zakon 0 oéuvanJu energ1;|e (2. 6.16) 1 nn]ednaélnu Clausms - Dﬂhema

(2. 5 20) Zamenom (2. 5. 17)u (2 5. 20) dobléemo relaclJu
; :

1 0B 1 o, - '; .
5 N°" Cage -=p ( ‘P+ n 6)+. eq_*ea -'--9-' o (312)

, : 3
: Defmlélmo sada 1zvod funkcmnala slobodne energlje po Vremenu

Y = Y +a aB DaaB ‘i" +9D9 Y + Bd Dea ¥ - (3311.»3).




U ovom izrazu je |

(2]

sy -gio ["amB gt-s), 0 (t-8); ayg (1), 0 (£),0,, (t) | %aﬁ (.t-s),é (t-5)] |
| (3.1.4)

Frechetov diferencijal, linearan po ;108 (t=s) ‘i é(t-s),gOperatore D,
. o . . . . S
D g i De mozemo da shvatimo kao parcijalne izvode po a a8 * g i aa

o
Zamenom (3) u (2) dobi¢emo
1 B e + — ‘ - + . .
('2— Na _.4-..0}1?%6‘*’ ).aaB. -p (nf Dgt)e - 6.? -

. 1 o . o N
- - Yo = ‘ .1,5) -
p ea Deal b q. ea”ﬂ;O_ (3 1.5)

Da bi izraz (5) vaiio za proizvoljne vrednosti a B é i 6ot’ neophodno :
Je da se koef1c1;|ent1 uz ove Vellélne anuliraju, a da preostah ¢lanovi budu

pOthlvnl, pa je

.N9‘8=2'6'D=; v N 2% )
. B '
no=-D¥ ST 3L
Do ¥ =0 | o (3.1.8)
~P oY H g q%e 30 N c 75 0D

Uporedjenjem (9) i (2..5. 20) dobiéemo da je unutragnja disipacija

3 = - p oY , o S (3110)
Saglasno izrazima( , (7)1(8), termomehamcln Jednostavnl matem;jah
) okaraktemsam su sa svega dva konstltutlvna funkclonala Jedmm k031 oplsu~

je slobo dnu ener g1,]u

Y= ¥ _[:aaB (t-5), 0(t-s); agth 8], S (3
8=0 , , e _
i drugimv koji opisuje toplotni fluks
S .
b :
Problem se sada 8vodi na eksplicitno izraiavauje kOHSt] tutivnih funkeionala

slobodne ener‘gi]e i toploinog fluksa za odredjenc matem;]ale koji se koriste

u praksi, PonasanJe inZenjerskih materiiala obidne &6 amniaiiio lram lerm v e



-

- cija elastiénih,pléstiénih i viskoznih karakteristika, Naéé]nd, konstitutivni
funkcionali za ovakve materijale mogu da se pr ikazu na nagin ko;l; §u 91‘3(1‘

lozili Valanis i drugl 30 . Ono &to preostaje Jeste ekSperlmentalno odred_uva- :

nje konstltutlvmh koeficijenata za pOJedme materljale.v

U svojstvu pr1mera 'u ovom radu éemo rasmofrltl konstitutivne Jednacme
linearne 1zotropne termoelastiéne membrane, c1]1 su kOGflClJentl' poznate fl-.

z1cke konstante.

3. 2.~ Termoelastiéan”}naterijal ..

. Za termoelasnéan materijal, funkcional slobodne energije (3 1.11) pO jedi~
nici povréme referentne povrsi svod1 se na funkclJu

B, ¥=0, ¥ [a (6] B2y
| gde je 3 referentna gustina.

Razx}ijmo. jovaj izraz u stepeni red po a,gi9 . paje

e _ 'aB ' ' 0 an /] . oBo . 99 .2 .
= o+ + 4
pl Y=c+c¢ »a‘ 8 c 0 +c a'B a "J-l-c a Be-l-c e +

+ &lanovi viSega redapo a . 10 (3.2.2.),

af
' Uobiéajéno je da ée linearizacijé koﬁstitllti vnih jednagina izvodi zadrZava-
'nJem na’ clanov1ma reda ne veéeg od drugog. Mc=d3ut1m prlmeéeno je- da o-
vakav postupak dovod1 do rezultata koji nisu u skladu sa klasiénom teomJom
termoelabtlénog materijala (3 str. 3(»5) Kako In se izbegle ove 1nkonz1sten»
cije, prunemcemo postupak slidan onome kou je koristio Nowackllz, za tro‘-,:

dimenzionalan materual.

. Za konstitutivno lmearan termoelastman materljal smatraéemo da se aaB
' ne pOJaVlJuJe u élanov1ma reda veéeg od dr ugog Sve élanove reda nezav1sne '
'od a o8 gruplsaéemo u funkc1;|u ¢(0), pa Je

'5‘0 Y = OB faaB +c'°‘3x‘l"aa87aklw- “39 éBe +¢p(e) - (3.2.3)

,Si_edstverlo (1.7), ge'ntropija- po jedinici povréinevbiée :

pon=.PB0 o

o — af

Saglasno Nowackpmlz,' specifiénu toplotu po jedinici povrsine pri konstant-

~-d¢/de : . (3.2,4)

noj deformaciji definifemo kao

-
i -




l‘.')_ |

DC & 8 impe | B - 3(3.2.5,)

gde je D deb131na membrane u refereninoj konfiguraciji, a C spec:1f1cna

toplota po Jed1n1c1 zapremine. Iz (4) sada sledi da je
DC=-ed, d/dt ' ' . (3.2.6)

Dvostrukom integracijom ovog izraza, uz uslov da jeu referentno; konflgu-

. raciji n= 0,6 =6 ddbléemo da ie

6

P W=c+cB +CGBX¢ )
o o0 , . af

aB 8 3
848 + ¢ (a 8 -T‘A

aB Ay ra

+CD6(1—1n—C ) o (3.2.7)

3,2.1. Izotropan linearan termoelastiGan materijal

Saglasno rasmatranjima N'aghdija5, koeficijenti konstitutivnih funkcija za

“izotropnu. membranu moraju biti homogene linearne funkc13e pr01zvoda od

‘AQ‘B , pa je |
5 ¥ s 4o AGB o AxV X BV |
’p‘o ¥y | Co+{cl A aaB + (02A | A +c3A A )aqﬁ aX‘P;
aB » | AT N i |
o A (aaB—AaB)()-i-CD o( 1= 1n 6‘)"“ (3.2, 8)

Problem koji se sada postavlja jeste da se ubpostaw veza 1zmedJu koefici-

Jenata Cs ™ C4 i tehni€kih konstanti materijala.

Iz uslova da je u referentnoj konfiguraciji ¥ =0, sledi da je
S ) _

c = f€2°1’-4°272°3'CD. € ‘~ | | . “(3. 21.9?
Saglasno (1,6) i (2 5.1) ﬁxembran;skle sile ée biti
' N of | =2 m’%‘[?clAaB' +2(c:2 I-_\“B Ax"" -i-‘c::'3 A°°< "-A.Bv‘p )a)("lJ
o +c, A8 6 I | (3.2.10)
Iz uslova da Je u rveferentnOJ konflguracm

aB =0 , sledi da je

c, = -.-4c2 -2c3 ~Cc € | : | - (3.2,11)



].‘U ;

Ako (10) re8imo po tenzoru relatwne deformacue Y ‘1’ (2, 1 12) dobléemo

'daJe
I T SRR 1
Y,y % =— S,, - Ay S- G A T
XY T Beg k¥ T Be Fo,we, Axv Sl zc2+c“¥<v

(3. 2. ]2)

gde je SX ¥ kovar13antn1 oblik tenzora membransklh sila svedenog na refe-

rentnu konf1gura ciju:
. ey

S, =A_ A NeB  TarE | @213
XY T Ty s A ('2.3)'
TER-e . (3214)
r elat1vna 1531111331f'~’=\llllr'a Saglasno (12), termi&ki deo deformac13e Je '
T 1 Cy | , - | | |
YX‘J’ T T 202+c3 A)(U) T. : : : _ o (3,2.;.5)

Imajuéi u vidu da je u linearnoj termoelastidnosti -

T “Awa | | o 8216
gde je a koef1c13ent temperaturskog élrenga, b16e
o = % Eé_é_" | A (3,2.17)
- 273 '

Sa druge strane, gisto mehan1ék1 deo membranske sile Je, saglasno (10),
(11) 1 (2.1.12);

N“B 8 VAT (c,A P AXV e h g ”w . (3.2:18)
KorlséenJem tehn1ék1h konstanti pri mflmtemma.lmm deformacuama By
membranske sile mogu da se prikaZu u obliku ,( str, 581):

Nof - 2 SH2y A OB XV +(1 VA% aBY Je . (3.2.19)

Xy

gde je W, ‘moduo sm1can3a a v Po1ssonov koef1<:1;|ent, UporedJenJem (19)i :

(18) pri 1st1m uslovima, dob13amo da Je o

= 1 Vo, L.
©27quD 7% ooyt
Zamenom (20) u (17) dobiéemo da je
B 14y : . . ‘
c - D: v . 4 o (3.2-. 21)

Zamenbm (21)' i (20) u (11) dobi¢emo da je

pl#

u D . (3,2, 20)

e el




L

51+v

Ll iLEv . o
01—.-511]:.)'.:1‘\, (2 0 €-1) (3.2.22)
"Konaé‘n_o, 'iz (22), ;:' (20) i (9) sledi da je
. uD 14y 1y ' 5
c =X =Y - (2u D Tw- 0 +CD) 0 (3.2.23)

Sada viSe nema problema da konstitutivne Jednaéme (2 2), (2,10)1i (2 4)

raz1mo preko tehni€kih konstanti, pa su -

iz~

- Slobodna energija

Sy __MD° 1+\)_ ' 1+y ‘ ‘~;.
Po’ Tz TTV-@EDITSe+ oD €

D +y - . N v
2 1Y (1.2 € )A" 85 +2u DItV 4cp)o+

1 -' B XU L . By
oo - : - -
2 Tov VAT ATV o va™ Y a8 Cyy
14y aB - V ) e -
| '“D;1--v, o A% a0 - CD 61n 3 (.2.24)
| ? ' | |
. -5"Membran8ke sile
PRIV Y a1,
-(1+v)a A%B 5y (3. 2. 25)
U inverzhom oblikd bide
L YTEE 1 D -
oy TTED T TR LA Ay Ay - v Ay AN

Xy
I FL+200 )A . -2a€ A
. (T2 a60ay “C By
= Entropija - 1

— . s -;"Adeiz':tﬁ" ) .9. | R ) :
Don Du Ty a(2-A aa‘, )+ CD In t (3.2.2())

Sve navedene konstltutlvne funkeije mogu-da se izraze i preko relatlvmh pro-
men131v1h Y 8 1T, pa su
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= Slobodna énergija

%y os 1-v[ vA%R pxV¥ +(1- vy AX AB‘”] Yap

) XV
-zui,Da if: A%P Yog T+,
+CD € [T/€ -(1+T/.¢)ln(1+T/e Gz

lene

-

.= Membranske sile

N B = 2/—.2?]'5‘111—_]—)—\’ ([vAB ¥ +(1 - v )&X A BY iy -

-1+ v)a A% T ) o o ,(3,2.23)

Inverzijom ovog izraza dobijamo .

1 | | B '*
% “T D 1+\,[(1+\:)A Bgy = VA ael]l\?‘ +A“T.
. | . E
| 2 - - (3229)
.- Entropijé
-__ = _ __1_;*_'_\)_ B ey : :
P, 21 Dfal_ S A Yop +CDIn(l+T /€ ) _ (:_5..2,,;30)

-= Toplotni fluks

- §to se tide konstitutivnih jedna&ind za toplotni fluks, zadrzaéemo se na

/
~ Fourrierovom zakonu, pa za izotropnu. merabranu dobl,]amo
E“-DKA“BeB’ o . "(3231)_
gde Je K koefxcl,]ent toplotne provodljivosti za trod1menz1ona1an materual

I
l
}




4.« KONASNI ‘ELEMENTI MEMBRANA

Da bi uveli pojam kona&nih elemenata, citiraéemo iscrpnu definiciju Odena59-

"Metoda kona&nih elemenata je prvenstveno sistematska i veoma moéna me-

toda 1nterpolac13e. Njene najprivlaénije crte su sledeée: prvo, proces inter-

polac1;|e moze da ne zavisi od geometrije posmdtranog domena Sledstveno,

lako je interpolirati funkcije na neregularnim, pa i vi§estruko povezanim do-
_ e .

menima. Drugo, interpolant kona&nih elemenata omogu'éuje da se na siste-

matski nadin zadovolje graniéni uslovi, Konaéno, posto su koncepti interpo-

1ac1;|e i aproksunacue blisko povezani, pojam kona&nih elemenata dovodi nas
do veoma moéne metode za pribliZno reSavanje gx"anlénlh problerna .

4,1.~ Podela membrane na konaéne elemente

Aproksimirajmo membranu skupom m'ed;jusobno povezénihvelemenata, Ele-

menti su vaezani'na ivicama, i ostaju povézani u toku kretanj'a. Svakom po~ -
Jedmom elementu asoc1raéemo materijalue koordinate E s 0=1, 2, Pros-

i i Cxpos s
torni Descartesov koordmatm 51stem X ,i=1, 2, 3, zajednidki je za sve

‘elemente (Sl,2),

Slika 2
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U praksi,. membransk1 s1stem delimo na konadne e],ememe u skladu on pb- -

sto;eéom f1z1ékom podelom posmatrane sirukture. Pri tome brOJ elemonata

i kompleksnost svakog po;]edmog zavisi od zel;jene taénost1 reéen;a datog pro-

blema

4.2, - Kinematika elem'eh'ata

Pogodmm izborom 1nterp01a01on1h funkeija P ( & ) polozaJ pr01zv013ne

'taéke ma kog elementa moZemo pr1kazat1 Descartesowm koordmatama ove’

-x-P(E)x (t), =,..~,,_n } _ '  '(421)

U ovom izrazu xh (t) su koordmate ¢vorova K, promenllee u toku vreme-_'
na, dok je n ukupan bro;y ¢vorova, FunkclJe PK' unutar jednog elementa .
uzimaju vrednostl razli¢ite od nule samo za. évorove K kOJl ' -prlpadaJu to- -

l

me elementu.
Posto smo u izrazu (1) razdelili promenljive, lako je odrediti brzine i ubr-
zanja proizvoljne tadke membrane: ‘ ‘

i R OO.i_; Kcoi

oi K N ) - o
X' =P Xpe i x =P Xe o S o (4‘.2‘.2)
_ . : _ 4
|
gde su
i i Cesi o2 4, .3 LT |
Xy * qu / dt ; fo d Xy / dt | | | (4.2.;3)

brzine i ubrzanja &vornih tagaka,
Takodje je lako izradunati i koordinate baznih vektora

i oK i K . K o : _ § ;
x\a Pa.xK"Pa oP™ | 3E T oL (4.2, 4)

Osnovni metriski tenzor ée na osnovu (2. 1.7).da bude_"-
L K L& . ey
” dok je brzina deformacije

T KL i of | |
Yag = 3 Fap T8 Byp xp *L - : w28




4.3, Raspored temperat11re

Nema prepreka da se apsolutna temperatura aprokmmlra veé uSVOJenlm big-

~temom 1nterpolaclon1h funkcua pa Je

LK | . |
) :K * E ) . .
0, =P 0 . | (4.3.3)

4,4, - Jednadine kretanja sistema konadnih elemenata

U metodi G‘raler'lr{:'m‘a4 slabo reSenje jednadina (2, 5, 9) aproksimiramo skupom
linearno nezavisnih. baznih funkcija.Za tu s vrhu upotfebiéemo veé uvedene
1nterpolac1one funkcue P ( £® )iz (2.1). Koeficijente uz ove funkcije - u pos-

matranom sluéaju poloZaje ¢vornih tadaka, odredié¢emo iz jednagine

T/ (xlaiNaB |, +5(F-%Y) PMas=o O (4.4,1)
e S | i N L

U ovom izrazu integralimo unutar svakog pojedinog elementa, a sumira-
mo po svim elementima sistema.. Prv1 Clan Jednacme (1) moZemo prika-
zatl u obllku :
i

I J (x o .

e -5 ' , e S . e S

o ”s pPas= 1 (x‘ia:N“B PL)IBdS- 2/ x NP as

Saglasno teoremi o/dlvergencm i granlémm uslovima (2, 5 2), prv1 integral

na desnoj stram pOStaJe

) f(x N“BPL)IB as= & f xiaNaBPLvB ds= . S N'P ds

eS. e C ' . e C.

* Ako sada upotreblmo relacue (2. 2) i(2: 3) dobléemo Jednacme kretanja u
obliku . B
KL e KL i Li

M xK+’.'S X = R : | | (4,4.2)

gde su
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&lanovi matrice miasa sistema, a

ste p s nfpk Py ds o C(4.4.4)
e S ' o

Elanovi matrice siia sistema. -

‘Dalje je

R™= I fP'FJ"PLdS+U‘Z‘fN1PLAds-- - (4,4.5)
e S e C . '

vektor generalisanih sila sistema,

Treba zapaziti da jednadine (2) - (5) vaZe za proizvoljan sistem membran-

skih elemenata, bez obzira na materijal od kojega su ovi haéinjeni.' Sta visSe,

moZe se pokazati da. jednadina (2) vazi i za trodimenzionalne, kao i za linij-

ske konacne elemente Izvesno, u ova poslednja dva sludaja razllkovace se

domeni integracije od onih u 1zraz1ma (3) - (5)

Svakako, ¢lanovi matrice sila s1sterna (4) zaV1s1ée od konst1tut1vn1h jed-

naéma Tako je za termomehamékl Jednostavan mater-ual saglasno (3 1, 6)

B R R A e D yds |  (4.4,6)

4, 5. -J ednaéine prbvodjenja toplote u sistemu konaé&nih él'em’enata

Nema prepreke da slabo reSenje Jedméma (2.6, 20) aprok51m1ramo vec uve-
‘denim funkcijama’ (2 3). Koeﬁcuente uz ove funkeije odred1éemo iz Jednacl- o
ne :
T PR Lo o
I J(pon.gq IB,-pr-a)P_dS=0 Lo (405,1)
e S : : : . ,
Drugl &lan ovag 1zraza naplsaéemo u obhku
- o | L o -8 oL
) fq,IBP ,qs- I J‘(q )IBdS- I /4 PB ds
e . s e S e. S
(4. 5 2) :

Saglasno teoreml 0 d1vergen01,]1 1 gramémm uslovxma (2 5, 2), prvi integral

P




[N
[

: o .P,L)]B das= L S PLa‘Bdess : /plgas

e §. . e C e ¢ .
| (4.5.8)
Definitivno je jednadina provbdjenjé toplote
KL L L L | | S |
0 OK +GT-Q -~ 3 =0 . (4.5, 4)
. ‘—.\’ :
Ovde je |
KL — . K _L o L
O = I [JpPnP PTdS o - (4,5,9)
e S - '
matrica promene .éntropijee u jedinici vremena, dok je
¢l 1 sgf |PBL s ' - (4.5.6) -
e S '
vektor toplotnog fluksa, a
QY= 1 s5rpYas+ ¢ srgplas L s
e S | e C |
" generalisani fluks (zadani) u &voru L, i
o= 1 s PYsas o | (4.5.8)
e S , | |
' /

diskretna vrednost disipacije u évoru L

Jednagine provod;en_]a toplote koje sunadelno oblika (4) prv1 je izveo Odens.
Ove Jednacme su veoma op=te, i ne zavise od materuala MedJutlm, sa gle-
‘dista efektlvnog raéunanJa jednaéine (4) nisu narod&ito praktiéne, po&to pro-

menu temperature.u jedinici vremena,'sadrie implicitno,
4,5.1,-J ednagine provodjenja toplote za termomehanigki jednostavan

materijal

S obzirom na (3,1.3), (3.1,7)1(3.1,11), moZemo napisati da je .
D D, ¥-6 1)2; vy " (4.5.9)

ﬁ = . 6D \{’n
3 ] i
o XV Tayy 6



" Imajuéi dalje u vidu (2.1.13), i simetriju izraza D_ Y

| (3.1, 6), jednaéihe§(4) mogu se napisati na sledeéi naB%in:

L KiL.e . ;KL s KL L L L.
’D‘ xKi-i-'FJ EBK-I-J 6K+G -'Q -9 -‘Q

gde je
p¥heia 1 s T e PLPI‘;

0
e S ’

XY
vt -z s5epSplp?
. e 8

¥ ds

,’: K. _L

Jh"=. 1 S PTP Dea‘i’ds
. . s .

-Takodje je, saglasho (3.1.10)

- L L FPY s vas

BI."=
e S

Da D?ds.'

, saglasno

(4; 5:10)

@11
'(‘4. 5.13)

(4.5.13)

(4.5.14)

' Jednaé&ine (10) prvi put su 1zvedene u ovom radu. Njihova prednost Je u tome |

&to eksp11c1tno sadrze brzinu promene temperature Ovo je od. liuénog zna-_

daja za numerlcko reéavan;e Jednaéma provodjen;]a toplote .




5.- RESAVANJE JEDNACINA KRETANJA I PROVODJENJA TOPLOTE -
5. 1. - OpS&te napom_:ene- | | |

.U svakom sluéaju, ;jedna'éine (4.4.2) i (4.5.10) re8avaju se nekim od postu-~ |

15 . . v gin vy s :
paka za resavanJe sistema obi¢nih diferencijalnih jednadina.

MedJutlm, s obzirom na prirodu probl ema, ove Jednaéme imaju niz spe01f1c—

nosti, &ije uzimanje u obzir znatno olakSava numerigki postupak

Ako korist imo eksplicitne procedi.e, (4.4.2) i (4. 5.'10') reSavaju se direkino,
uz koriééenje odgovarajuéih diferentnih Zema u vremenu. Za sludaj jednagine

1 : | .
(4.4.2) ovakav postupak resavanJa dao je Belytschko 8. Za specijalni sluca]
‘nelinearnog termoelastitnog materijala drugoga reda, Oden3 je regavao 51mul-

tani sistem (4. 4. 2)I i(4.5.4) metodom Runge- -Kutta-Gill..

Medjutim, ako ielim‘o da koristimo implicitne procedure, neophodna je pret-
hodna linearizacija jednadina (4. 4.2) i (4.5.10). Ako se radi o jedna&inama
(4. 4.2), ovakva linearizacija moZe da se sprovede bilo fqrmiranjém "inkre-

mentalnih" jednac’:iha kretanjas’ 3.1, bilo implicitnols..

U ovom fradu razloméemo jednagine (4.4.2) i (4.5.10) u red Taylora po vre-
L 3

'~ menu, i zadrZati linearne tlanove, Na slifan na&in je Kao 2 redavao znatno
jednostavniji stati¢ki nelinearan problem, pri emu je razvitak bio, razume
se, po pomeranjima. |

5.2, - Linearizacija jednacina kretanja

| Prepiéimo jednaéine kretanja (4. 4. 2) u obliku
/ ‘

b *1 1

= 0 (5.2.1)
koji se odnosi na stanje sistema u trenutku t .

Stanje u trenutku 't-:Fh odrediéemo razvitkom Taylora

1 . .
JJ - JJ nJ ] JJ L &Id J - j ‘
'bh = +M ( x)+hS xI+S. (th xI)-
J,] ' JJ ' P
- Rh * R + élcmom vifega reda po t - 0 (5.2.2)

Ovde je h mali perlod vremena, a mdeksom h oznacene su velidine u tre-
‘nutku t+h, Kada efektivno odredimo izvod SIJ po vremenu, imajuéi u vidu

(2.5.1), (3.1..3) i (3.1,11), i na izrazu (2) obayimo veéi broj elementarnih

H
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’Operac13a tenzorske algebre, uz zanemarlvame élanova \néega reda pa t

dobléemo konaéno lmeamzovane jednadine kretan;,a. .
i

Mh JJ ..;1 +(Kh Jj I-Sh Jj ) x h LIJJ 911[1 -
-~ = gYI +KIlJJ x.. +LY o _nerYl
h Ii : »
U ovom iTrazu je
midilp g5 siiplpd g
e S .
BI 4 5 r5xd & Pg pr D D yds
e S X ol Txy
sl 3 5 IJP&-P'é D, Y dS
' e S - © o
sR¥ =2 Z-f'p'xJéP';D sY dS
' e S af
Lti.5 fb'deP'é PIDa D, ¥ dS
' : e S s ofB
Velisine R} i R”I definisane s izrazom (4. 4. 5).
5.2, - Linearizacija jedna&ina provodjenja toplote
‘Prepisinio jednagine (4.5.10)u obliku -
4‘J=DhJ>‘:I‘i +/UIJ éI+JIJBI+GJ-;QJ—3J=O

4k031 se odnosi na stanJe 31stema p trenutku t. StanJe u trenutku

‘ _éemo razvitkom Taylora

U B iJ . pHI («h .
q ‘o - .
=¥ FRDT g AR IS T
+hﬁIr’ IR L O L S
, I : I |

T -
eI+J ( 6. - BI) +
| +h'dJ--(Qk‘3-,QJ)-'h’é ‘.4

Cade Rlannyl viSaocn radn ma F o= N

. (5.2.3)

.(5,;2._4)

(5-3 ' 1)

H-h 6dredi-— ,

“tem 9y




Kada efektivno odredimo 1zvode pogedmlh vehcma po Vremenu i na 17razu

(2) obavimo obimne ali jednostavne '11gebarske operacije, uz zanemm ivanje
~ &lanova viSega reda po t, dobiéemo konatno linearizovane Jednaélne provo-

djenja toplote:

g » IiJg 1J

e 1T 1T . i
P FFT T xpp vUT 6 4 [H 4y Toy =
= Q! +E“J;g.+HIJ'e~-GJ+aJ+hAJ, (5.3.3)
h S I ST ;
Ovde je .

: S o o . : :
DhJs_vz,'z / Pext P,Jxﬁ’l D, D_v¥ds | (5.3. 4)
Fl9.01 7584 PJPpDa D, ¥ ds

e S XV
-2 L S5 oek! PJP‘,I’ 'Da D, YdS
e S: X VX‘P
2% S Bex P P D D ids
e S | . XY
2% /T ox PJPJD D, 6¥ ds
e .8 , Xy
+2% [ F leJP‘;Da § ¥ -ds
e S X _ XY
+2 1 s x'pd pl g B ds
B a
e S , Xy
vMel 1 sreplpd p2vas : (5.3. 5)
‘e S .. : g ' ‘
HY - - 1756 07 p% y gs
. e S
- /5o plen? 4 s
e S v
- I/Te PIPJDZG Y ds
e S
S
*2 /B P PD, sy ds
e S



I JJ )

' . L e S u . . o
JY-l 1 repledp g ¥ ds - O (5.3.7)
S e S o S : ’ l
QJ.= z fTJ'PerS%Z J PJc'fds o ‘(5.;3.8):
e - 8, ‘ e C L '
R A PJ- &Y dS : o - (5.3.9)
e S L P -
e’= s Pl P (B0
e S ' . o R
w¥=. 1 r5ep?D . §%Y as
: a8
e S .
+ 5 sr5 P s%vas
e '.S ’
| S S o ' - - '
+ ¢ [ P,8G" dS (5.3.11)
e S B ' . . . . ;

- 5.4, - Linearizovane jednadine kretanja za linearan termoelasti&an materijal

i} svojétvu prime‘fa ‘rasmotri¢emo jednadine kretanja za linearan termoe- .-

. lastléan materl;}al, imajuéi u vidu da su u tome sluéaJu konstltutlvm koefici-

jenti dobro poznate fizitke konstante. ‘ ‘

Zapaz1mo da je, gaglasno (2.2,1)

Ho.=poD | / | '(_5'4'1)

gde je D referentna gustina odgovarajuéeg trodirﬁeniibnalnog méterijaia
kao i da ;|e, prema (2, 1 8), element mpmbranske povrél u referentno,] kon-

f1gurac131 ‘ _ ' ' . .
‘ 'dS.(‘) ] /ATé dS : | e S o - N .. N "(5‘.4{2)
i, sledéthno (2, 5 1) o | | , o

o /E= o /T T (5.4.9
Zamehom 1zraza za slobodnu energ13u (3. 2. 24) u 1ntegrale (1, 4); a imajuéi

u vidu (1) (2), i (3), dobiéemo da Je




Il IS BV pl pI LDy [ \»A“B AV . \aA“‘ A ‘”]a

a9

1/ o pplpiys
S 0 0

e .

MIlJJ i

0.

o s | B 1.V 1]:
)
-(1+v)['1+2a( 6- e)]A“B }'dso’ - (5.4.4)
B~y v o
e S : . , ~
0= .
Ij PR I R I+v ,aB .
L =2 I f XO.PBP ouD vy A dSO
e S - : )
0
RY= 1 5 pYp prEids + 1 ¢ PN 4
h i o} h "o . h o}
. e S . e C
o v o
rRY: 1t 4 plo D]E‘sto-i-' s PIndas
e S ° e C ' °
o 0 i . 0
.6 RJj

= 0

Sledsotveno tome, linearizovane Jednavmo kretanJa za linearan termoelasti-
¢an materijal iste su kao i za op#ti slu¢aj termomehani&ki Jednostavnog mna-
tem;ala (1.3), s tim &to otpada relaksacioni &lan h § R J . Treba 7apaz1t1
da u izrazima (4, 41 integralimo po referentnoj povrsi, zahval;uJuél ¢injeni-

ci da su konstitutivne jednadine (3, 2, 24) dobl;lene razv13an3em u red u okoli-

- ni referentne konf1gurac13e.

5,5, Liriearizb_vane jednaéine provodjenja toplote za linearan termoelas-

- tidan materijal

Sli¢no kao kod Jednaélna kretanja, zamenom funkcije slobodne energlJe

(3, 2 24) i toplotnog fluksa (3.2.30) i (2,5)-(2.11) dobljamo da su
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e S - X lP 0
0
FIIJ =9 I f é X P PI(’LU D .1""\) _A(‘p dS +
L v Y
evS. .
0
+2 I 8 %Xt pIploup LEY AXV 4o
- T ¢ v 1-v
e S. o
- "o
vl « 5 v plpIpcas
e S
HY = ¢ s pl Pl bk A% gs C(5.5.1)
| ot B N
e S .
] ) ‘.o
Q" = s ', Drds + I f P’ s
e S 0 ; e C 0
. o (o}
¢’ = 1 ro PY D kA% 45
, g © B . o

Saglasno tome, Jednacme provodJenJa toplote blée iste kao i za op#ti sluéaj"

| termomehamém Jednostavnog mater13a1a (5.2.3), sem &to otpadagu _relaksa- '

cione ve]1t’.1ne JIJ SJ i h A

- 5.6, Matriéni oblik jednadina kretanja i provodjenja toplote

Preplslmo nelmearx{e jednaéine kre tanJa (4.4.1)

MIJ -011:{ SIJ xi{ . RJk =0 . ' ST | '. (5.‘_'6.1).“

- I{bmp'ozicijom sa ;513 Gki dobiéemo sistem

Mt '_IJ ‘.X.Ii + g B X 1 e-'RJJ =0 B - (5.6.2)

Sliéno postupku uvodjenja Hertzovih oznaka u analitigkoj mehanici, uvesée-

. mo nove indekse, lc031 ¢e umesto na &vorove i pravce, da se odnose na stepe-—l

ne slobode sistema, Indekse zamengugemo prema sledeéOJ Semi:




Ji
o 3 - 2, 8J-2 ako je i,j=1
] o
h,0j =+, A=4 31-1,3J-1 akoje-i,j=2  {:.6.3)
, : 31 ,38J akoje i,j=3 | |
.I‘,A'=1,...,’;3n

Primenom (3) na (2), (4.5.10), (1.3)1i (2.3) respektivno, dobiéemo nelinear-

-ne i linearizovane jednadine kretanja izraZene pomoéu velidina drugog i pr-.
: . | . e :

vog reda: e
Cmh N es™ x L RY <o - N N Y
p'd lacr+UAIJ.éI+J'[JeI-GJ-QJ-3J=O . (5.6.5)
PA e Lo TA . oTA D U S
MO X RT AT Jxpy FLOT 8 s
=RA+KM; xI.+LIAe -hGRA (5, 6.6)
h , N | _
S % EEP T 17 10, 13y 3
D -xf'h+F§‘ X, TU 'elh+(H *IT)6 gt
AT SRS S & g
SQutF “xp+H' 0,-G +2" +h 4 (5.6.17)

Prostim izostavijanjem invdeksa, jednag&ine (4) - (7) mogu da se napi%u u

uobidajenom matri&nom obliku:

MY +S x ' R=0 . | o (5.6.8)
S y | . | |
ol . . ,
‘p,x{+Ue+Je+G-Q-a=o - (5.6.9)
M xh+[iK +{S»]‘xh +L e, =R . o g (5. 6.10)
th+Fxh+;U'9h+_[H+J!]_'9h =Q, - - (5.6.11)
gde je
R,=R + Kx+L0-héR | |  (5.6.12)
Qh;Qh+-Fx+He-G+a +h A A . (5.6.13)

U trenutku t , jednadine (10)i (11) postaju

Mx+[K+8]x+L 0=R R (5.6.14)



D>.:‘+Fx-'l-‘U'£'3+[H"-¥fJ;] 0 =Q S '(5.6.15)

Jednadine (14) i (15) mozZemo svesti na sistem linearnih dlferencualmh jed-

naéma sa konstantmm koeflclgentlma

'y =A 5+ b - R . (5.6,16).

gdeje o R .

y -;{ % x 8

y=lx x 0} | -  (5.6.17)
b= (MR o ul @,
S P |
O, -M [K+S] -M 'L o
A= 1 0 o} | |  (5.6.18)
-U “1p -U I N [H+J]

5.1, Imp1101tn1 postupak reéavan]a

Linearni sistem 16) moZemo direktno integraliti implicitno, na viSe nadina."
PosluZiéemo se prvom parnoxﬁ kombinacijom Padéovih aprpksimacijam, t;;

- trapeznim praviloni,‘ koje se smatra veoma pogodnim za ovu svrhu, bar ka-— A
da je red o &isto dinamiskim jedhaéinamzils, ili o &isto termléklm Jednaé1- ~
nama (procedura Crank - Nicholsona).

Na osnovu pomenutih aproksimacija, regenje u trenutku t+h

,y.h- [’xh xh eh} - . - (5.7'],.)

nalazimo iz izraza -

[1- 2 Aty =[1+2 a7y + 80 +py - (5.7.2)
2 h 2 ° 20" |
'gdeje"'z' ;
bh- [lllV[ .,Rh' O U Qh } | b o | | (5.7.3)

Kori§éenjem izraza (6.8) - (6,18) konadno dobijamo sistem linearnih jedna-
éina ‘ | l ’ ‘ ‘

i 4 1k [ 2
) (R PR T MK+, M+K-SA]x+L 0-hSR  (5.7.4)

I MKHS Jx, +L, 6
Ch TR R TR h




b:_IFa _

D * F]x +[ U+H+ ] '9h=Qh+Q+[~§-D+F']V'x+[2 U+H- J’] (5 1. 5)
2GH2 d4na

'J;"‘-‘%{x “X}ax - *‘(5-7‘6)‘

éM+K+s L u.R+R+£M:'<-ZSx-h5R

P2 h-: h | _ o

9 g ) : | | (5.7.7).
o D+F H‘U+H.+J T .Qh+Q-2J 0-2G+2 3 +h A
L. . ‘ . ’ od e d o )

gde je
uo=x ex . | (5.7.9)
T =8 -9

O¢igledno je da Je spregnuti termomehamckl problem moguée reém i 1mph-—
citnom procedirom, mada numerlckl postupak n13e naroc1to privlacan, pos—

to je matrlca s1stema (") d1menz1;]a 4nx4n, i nesimetri &na.,

Rasmotrlmo sada neke specijalne sluéa;jeve

5,7.1, -Dinamiékié sludaj
/
' Jednadina (5. 7. 7) svodi se na

32[M+K+s.]u=R R4 = Mx~-25x~-h§ R . |  (5.17.10)
p2 - ; h h : o ‘

Ovaj 1Zraz slaze se sa odgovarajuéim 1brazom za metodu Nequanz'kaB‘1 pri
o = 1/4. Ako se izuzmu ravrhke u oznacavanju i gruplsamu glanova desne
strane, neslaganje jé samo u relaksacionom &lanu hSR ) poéto seu pome-
nutom radu ne tretiraju matem;ah sa naslednim osobinama,

5.7.2, Stati¢ki sludaj

Ima;]uél u vidu (6, B), u odsustvu mercna]mh sila (7, 10) svod1 se na

[K+S]U*Rh-Sx-h6R Y o (5.7.11)



_U__.vﬁ‘.—.|

Ovo je dobro poznat izraz u teoriji i primenama konadnih elemenata sa, izu-

| zetkom poslednJeg ¢lana, koji medJutun moZe da se nadJe u odgovaraJuéOJ

3
jednadini kod Bessehnga 3 '
Ako se radi o malim pomeranjima i o linearno elastidnom materijalu, izraz

(11).svodi se na
Ku =R - AR (5.'7.'12

Ova relacija na&la je do sada naj §1ru moguéu pmmenu, poéto na zadovol;ava-

‘ Juél na&in resava niz inZenjerskih problema.

5.1.3. Nesfacionarno provodjenje toplote.

'Ako zanemarimo relaksacione &lanove, jednadina za krute provodnike na os- -

- novu (7) postaje

U+H]T=Q +Q-2G ' o (5,7.13

Sleo

Ovo ustvari nije nifta drugo nego jednacina proceduré Crank-Nicholsona%.

t

- 5,7.4. Stacionarno provodjenje toplote

' U stacionarnom sli_,léaju, jednaéina (13) svodi se na oﬁéte pozhati izraz

]

HT=Q . . | L - (5.7.14

Ima;)uél u v1du da specijalni sluéa;jew ovde izvedenih jednaé&ina (7) 1mp1101tne ’
procedure resavanja spregnutog termomeham(‘ikog problema predstavl;japu iz~
raze poznate u me(ocll konaé&nih elemenata zakljudujemo da, bar sa te tadke

gledléta, ne podleze sumnji korektnost ovih jednadina,

- '5.8..'Eksplicitni postupak reSavanja

Diréktnim reéavanjem (7.2) po dobiéemo reSenje odgovarajuée tacnosti .
Yh ! g

1sk1,]ué1vo ako se radi o linearnim d1ferenc13a1mm jednaémama sa konstant-

 nim koef1013ent1ma U suprotnom slucaju valJa da (7.2) otvommo17 i da iteri-

ramo, Otyorena relacija (7, 2) glasi
v'.y=y+_l-l-'[b +b}+ E-A{"'l-y } E .. : (581)
h 2 'h 2 YT Ih b A o

‘Kori#éenjem relacija (6.17), (6.18), (6.10), (6.11), (6.14) i (6.15) svodi-

ma (1) na rekiirentne ohrasce
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xh-xv+.-:-2—{x+xh}

x' =x + B [ %4k } : (5.8,2)
h 2 “h
. h ora o

9—9‘,4‘- ~2—{0+%}

“Vrednosti X, i 6h‘ odrediéemo direktno iz nelinearnih jedhaéina (6.8) 1
(6,9): - ‘

‘e e B _.1 )
X = (R, -
h* M Byt Sy b |
| | (5.8. 3)
é = -1 N - - - 4
R0 Qo +a, -B -3 0, -D %}
* Ako za podetne vrednosti u trenutku, tth usvojimo
e LN ] ° I ‘ ‘ ' . ‘
Xp=x; b= I , (584

moZemo da iteriramo, koriaéteéi (2) 1 (3), sve dok se dve uzastopne vrednos-
ti X i 9h ‘ne sloie u zadovoljavajuéoj meri. Ovde treba napomenuti da se
'matrlce M 1 U mogu, bez osetnog gubitka na ta&nosti, posebno kada je reé
o velikim smtemlma svesti na dijagonalni 0b11k35 36 . U tome sludaju se ¢i~
tava procedura praktiénosvodi na operacije sa n—dlmenziohalnim vektoriina,
umesto sa métricama, §to dramatiéno poboljSava . situaéiju kada je rec o

realizaciji postupka na radunaru.
5.8.1. Postupak Beélytschka

Ako se radi o d1na1n16k1m pr oblem:ma realistiénih razmera, prakti¢no jedi-
8

ne rezultate 'do sada Je pubhkovao Belyt'schkol ' NJegova procedura izve-

dena sasvim dr-ugnn putem u suStini predstavlja skraélvanJe iterativnog po~.

stupka (2), (3) na Jednu iteraciju unutar koraka
Zamenom (4a)u (25_1) i(2a) u (2b) dobiéemo Vektor pbioﬁéja

X, =X+ hx+ Y . (5.8, 5)

nof

Ubrzanje 3:;1 dobiéemo iz (3a) a brzinu x

h iz (2a), a zatim prelazimo na
sledeéi korak, | |



Posto ové‘ procedura unutar jednog vfemenskog koraka sadrZi samo jedno
izradunavanje ubrzanja, (3a), koje Je najskuplja operacija, moZemo Je sma-
tratl veoma privlaénom sa numeridke tadke gledista. Sta vise, prlmPrJ sa ’

jednim stepenom slobode ukazuju na visoku ta&nost ovog postupka..

Medjutim, u problemima sa veéim brojem stepeni primeéeno je da se visi
harmonici reSenja, &ija je ta&nost mala, vrlo slabo prigusuju, dajuéi rese-

njima laZno osc1latoran karakter.

Ovaj problem BelytSchko !18 resava uvodjenjem veétaékog v1skoznog prlgu-

genja u fazu (3a) bVOJe procedure.

Ovakav prilaz ne1zbezno poveéava ‘obim proracuna a sem toga se postavly\ '
pitanje kako razlikovati uticaj stvarnog i artificijelnog pmguéen;]a na rese-
" nje. ‘

Ovo je bio ra.zlog Sto je detaljnije rasmotren postupak kompletne trapezne
‘iteracije, koji konvergira ka vrevdnostima procedure Newmarké (7.10). Re-
zultati na pr1mer1ma sa Jedn1m stepenom slobode su pr1guéen131 a11 i man;]e

tadni od rezultata doleemh metodom BelytSc:hka.

~ 5.8.2.- Povedanje tagnosti iterativnog postupka

‘Ako rasmotrimo metode numeridke integracije koje koriste vrednosti prvog
i dru_gog'izvoda37= videéemo da je malom korekcijom izraza (2b) moguce
postiéi znatno poveéanje tadhosti: '
X =x+£—(':2+>2)+ —h—z (X - X% ) - | (45"8'6)
h 2'7/, "h" 12 h _ _
Sa gledista numeri&ke reélizacije ‘ovo. je jeftina operacija, poito podrazume-
va po jedno sablranJe, oduz1man3e i mnoZenje sa- konstantom vektora koji se -

~veé ionako nalaze u memomJl radunara.

Numeriéki primer sa Jedmm stepenom .>1obode ukazu;]e da procedura (4) i

procedura (2), mod1f1c1rana sa (6) daju rczultate prakt1éno iste tadnosti.

- Pri tome je med;jutlm refenje procedurom (4) po amplitudi poja&ano u odno-
su na analiti¢ko reSenje, dok je reSenje modificiranom procedurom (2) pri-
guseno, kao uostalom i reSenje originalnom procedurom (2), u-jos Veéoj. |

meri,

‘Sa hqehéniéke tagke gledidta, intéresantno je da (6) mo%e da se dobije iz
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-pretposfavke 0 linearnoj promeni ubrzanja unutar koraka'4‘8’ 49,- a takodje

sledi iz druge parne Padéove aproksimacije " re&enja dmamiékog proble-
ma. ' | ' '
Medjutim numeri€ki primeri sa veéim brojem stepeni slobode pokazali-su
da iterativne procedure nisu u prednosti u odnosu na proceduru Belyts chka

posto deluJu samo u smislu smanJenJa uéestanosti a ne i amplltude paraz1tnog

 dela resenja.

ety

5, 8. 3. - Prediktor - korektor Sema

Dalji numeri&ki eksperimenti na primerima sa veéim brojem stepeni slobo- -
. de ukazali su da neo&ekivano dobre rezultate u smlslu prlguéenJa para zltnog

dela reéenJa daJe slededa 1ednostavna PEC éema.
- Predlktor

xh'= x+h'x. |

X ‘=X+%(l +;§) : ’ ; V | (5'8'7)

- Evalua cija -

Prema (3)

- Korektor - o | |
Prema (2) /

Dalje poboljsanje rezultata, koje je medjutim_marginalrio, dobija se ako.

-umesto (2b)“koristimo (6). Ovu Semu zvaéemoPEC modificirana.

Ako rasmotrimo dlnamlckJ deo ove &emo, videéemo da se od Belytschkove ';
razllku]e samo dodatnim izragunavanjem (2b) ili (6), .dakle vrlo jeftinim l

~operacijama. Druglm reélma, procedura BelytSChka predstavl;ja nekomplet- i
nu PEC Semu.

Druga je prednost predloZene PEC Seme u tome Bto nedvosmisleno ukazuje
na nadin reéavanJa spregnutog problema koji je diskutabilan kod nekomplet~
nog postupka..

SuBtinu izvanrednih rezultata dobijenih koriZéenjem PEC Seme treba traZiti =
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- Sa .gledista primene eksplicitne numericke ‘integ'racije na dinamiéke proble-
. me, osnovna prednost predloZenog postupka je eliminacija laZne oscilator-
ne komponentg re'éenja, koja je do sada 'Smat'x"analg neizbeZnim pratiocem

 eksplicitne procedure.

5.9. Iteracijé kod implicitne proceduré

Treba za_ipazi_ti da jednaédine (7. 7) i (7. 8) predstavljaju nista dfugo nego apro-
ksimacije nelinearniﬁ\fjednaéina (6.8) i (6.9). Prema torﬁe, potrebno je u
svakom koraku .iterirati, sve - dok jednadine (6.8) i (6.9) ne budu zadovolje-
ne u granicama zadanih tolerancijé. Iteriraéemo.modificiranom metodom
Newtona - Raphsona, U tome slugaju, matrica sistema ostaje ista kao iu
(1. 7),'a na desnoj strani se pojavljuju debalansi.'nelinearnih.j_ednaéina (6, 8)
1(6.9) o

M+K+S Lol AuT 'R, -8, x Mx R |

2 | . .
| £ D+F QUSH*T [|T]  |34Q B 0y -U, b, -D, %, |
(5.9.1).

Veligine u trenutku h, potrebne na desnoj strani jednaéine, odrediéemo iz

(7.8), (7.9) 1 (8.2), pa je

xh=x+u ! 6h=6+'r

'. _..2 .'/ ° _2 . A

x, = hlu-x eh—-ﬁ T= e“ , (5,9, 2)
h 2 h T T

Poslé svake iteracije, menjamo vrednosti U i T préma: .

u =l-u_+"A u; ros f::+ AT = S - (5.9:3)

Ako se radi o $isto dinamitkom problemu, izrazi (1), (2) i (3) svode se na

poznati sludaj ravnoteZne iteracijel6’ 31;

Ounovna prednost Jmplu ilne procedure nml (‘kbp]l(‘llnmn Jﬂ u tomo #to e
1h,16
mo#e |ml"1'/,nll i, knko g tinenpene, tnko 1 zit veliki by o) nelinea nih

probloma, mmun{IuIm atalilInog) ne zavlid od dugine korakin, Ovo opravidavs
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primenu 1mp1101tn(= procedure 1 kod odredJenlh dmamlcklh problema, i pored.

toga Sto potreban bro,] racunsklh operacija za Jedan korak kod implicitne pro-

cedure za oko dva reda ve11c1ne nadmasuje onaj kod eksp11c1tne18

’

' Medjﬁtim, kako je Hughers16 zapazio} a Par'k‘l0 pokazao, implicitna procedu-

' ra je nestabilna ako se sistem ponasa kao opruga koja omeksava, Prema to-
me , primena implicitne procedure zahteva odredjenu opreznost j ne moZe
se preporuditi u op8tenr sludaju. Svakako, ako se radi o statlckom proble-

mu (7 12) ili o stacionarnom provodJenJu toplote (7. 14), »1mp1101tna procedu-

ra je Jedmo mogudéa,
5.10, Stabilnost numeriske procedure

Za diskretni algoritam re§avanja jednagdina (6,‘16)'kaiemo da je stabilaan
ako postoje pozitivne konstante ¢ i <, takve da za pocetne uslove ”zo iz,
odgovarajuéa redenja z iz | respektivno,zadovoljavaju “z| -z | c,
I Z, = % |, zasve h <ey .
- Kao Sto je napomenuto u prethodnom odeljku, za implicitni postupak se mo-

Ze pokazati da je za neke klase prdblema bezuslovno stabilan,

Sto se tige eksplicithog postupka, ovaj je numerigki stabilan éko'jelS’ 17
0'<h <z/_|_xi?| ;oi=1,, ..k . (5.10.1)

gde su A ; svojstvene vrednosti matrice A (6.18). '
- Ako se radi o elastidnom materijalu, u praktiénim primenama izraz (1) mo-

Ze da se svede na von Neumannov kriterijumlg _

h < min a(%) | - (5.10.2)
gde jé 1 jedna dimenzija ko‘naén__og élementa dok jé ¢ brzina prostiranja
normalnog udarnog talasa,. Dalje ", 0.2<o <0.9 je emplrl,]skl redukc1on1

'faktor, neophodan da bi se eliminisali destab1llz1rajué1 efekti gresaka Za-

okru Zavanja,

Poznato je da je brzina prostiranja talasa za trodimenzionalan linearno ela-

~ sti¢an materijal

sy | | (5,10, 3)
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- Brzina prostiranja.talasa kroz membranu moZe se odrediti na nadin slidan
onome koji je J’ﬂriﬁgen2 upotrebio za trodimenzionalan materijal, pa se do-

 bija da je

.2 2u - 1.

A A L (5:10.9)
Za sludaj Stapa, dobiéemo poznatu relaciju’

gde je. E moduo elastiénosti,




6.- EFEKTIVNO IZRACUNAVANJE VELICINA POVEZANIH SA
JE‘DNACINAMA KRETANJA

Koeficijenti Jednazcma kretanja su pbsredstvom transformacija (5.6, 3) for-
malno izraZeni u matrlénom obliku. Da bi se omoguéllo programlranJe

neophodno je ove veligine i efektivno prikazati matri&nim 1zra21ma

6.1, Osnovni metriékiV tenzor

KoriSéenjem matridnih oznaka, koordmate fundamentalnog metrlékog ten-

zora (4, 2. 5) posta3u4l

2 2 2.
fuTE Ty ey

f12 T ¥ X TV Ytz 2y - - (61
2.2 .2
8gp T ¥y TV T2y

U ovim izrazima

ST = T LT =
Xy Plx, Yy Ply , zl-Plz«
- (6.1.2)
T = T T =
xz-—sz, yz sz , zz—Pzz
su skalarni proizvodi izvoda
P/ =93P/ &, Py=dPlang . ©(6.1,3)
Vektora interpolacionih funkcija
P=P (g n) . . _ _— (6.1, 4)
sa vektorima koordinata. &vorova
- 1 -2 —_ .3 . |
=X, y=x" ; = ; 5.1 )
X xK. YEXe i oz X i | (6

B

Primera radi, rasmotrimo (‘etvorougaom membranski element prlkazan na

Sl. 3, élJa su Cetiri ¢vora prolzvolmo rasporedjena y prostoru, Za ovaj rle-

ment usvojiéemo materijalni koordina trij sistem &ije su koordinatne linije

?



. B ‘ + - . . "
& , n=constprave, iza § , n = - 1 poklapaju se sa ivicama elemenata.
U ovom sluéaju koordinatne linije opisuju pravoiz'vodnu povrs koja moze da

se def1n1§e b111nearn1m 1nterpola01on1m funkcijama

'=.i.f (1- E)(l- n) | @+ &) @-n)ja+E)( 1+n)l(1€)1+n)}

(6, 1. 6)
- _1kgqrdinat§ma 'évoroya
S XJ..X;L M N )
e = Uy Yy Yy I} o | 4_'(5;1.7).
KT { “J ZL 2y 7N ) B

6.2. Matrica masa

Ova matrica definisana je izrazima (5.1.4) 1 (5. 4.4) .
Ako se radi o etvorougaonom elementu, sa koordinatnim sistemom defi-

nisanim u prethodnom odeljku, &lanove matrice masa odrediéemo iz izra-

za .
s -1 1 - } | ’
.MIIJJ - g f o, D s 1) PI PJ VEdE dn (6,2.1)
e -1 -1 5 : : | |

Koriféenjem numeriéke integracije, izraz (1) moZe da se prepiSe kao
_ . | _ o
M= I pmop v (6.2.2) -
. | : :
U ovom izrazu p Jje matrica ko;a kao kolone ima vektore 1nterpolac1on1h

funkeija u po;jedmlm tackama 1ntegrac13e I ko;e se nalaze unutar posmatra-

- nog elementa; ’

p=rp, ... P .. P ] [saxt]  (6.2.3)
gde je t ukupan broj integracionih té:éaka e-lement:aé~ Broj vrsta matrice
p je 3n, ali su razlidite od nule samo vrste koje odgovaraju évorovima
posmatranog elementa, Clanovi ovih vrsta nisu nista drugo nego vrednosti
interpolacioﬁih funkeija P (1. 6) u odgovarajuéim tadkama integracije.

Sa m je oznadena dijagonalna matrica razmera txt
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l
1

= [(ED o /&) | , o (6.2.9)
~gde je H merni koeficijent formule numeridke kvadrature. Ostale su veli- -
éine poznate i nagelno mogu da budu razligite za svaku pojedinu taéku mte-

gracije.

- Ako koristimo.eksplié_itni postupak reSavanja éistema (6.6.1) pomoéu reku-
-rentnih obrazaca (5. 8. V2) i (5.8, 3), matricu M mozemo 1zvest1 iz 1zvor-nog -
kondenzovanog oblika (4.4 2). U tome sludaju iz izraza (1) otpada &lan
| § J Izrazi ( )i (3) ostaju formalno isti ali se n;]lhove razmere svode na
‘nxn, odnosnonxt 'r-espektivno po&to umesto po tri identiZne vrednosti funk-
cij‘e za svaki ¢vor, ulazi samo p(;) jedna, Dalje, kondenzqvana matrica . M
moie se svesti na dijagonalnu. U-dostupnoj literaturi predlofena su dva na-
gina, Jedan se svodi na jednostavno sab1ran]e ¢lanova svake pojedine vrste
matrice M i njihovo koncentmsanJe u dijagonalnom élanuss, a drugi u 17bo-
ru takv1h mtegracmmh formula da se tadke numeriske integracije poklope
sa évorovnna elementa35. Dalja dlSkUSlJa ovih postupaka odvela bi nas su-
viSe daleko, ali valja zapaziti da oba imaju mnogo zajedni¢kog sa tradicio-
nalnim inZenjerskim prilazom koncentrisanih (lumped) masa,

Ocigledno :lje da se sada matrica M“l iz (5.8.3) svodi na n reciproénih

vrednosti &lanova dijagonalne matrice M. Takodje treba imati u vidu da ¢e
" e .. ) : _— . . . .

X, X, X, xh,. xh, xh, Rh i S xh iz (5,8,21i 3) da budu matrlcg r'aztmera

nx3. ‘ '

v /

6,3, Matr‘ica sila'

- Saglasno (5.4, 4) ovu matrlcu, za éetvorougaone elemente moZemo naplsa-

- tiu obliku L
| . 101 N |
St IR SN S PS¢ PPy s“B VE dEdn  (6.3.1)
e -1 -1 : : R

gde je, prema (3.2.13) 1 (3.1,6)
s® - NB/ETE=2 0 D vy (6.3.2)
Za sludaj linearnog termoelastiénog rhaterijala N°‘ABA ‘se odredjuje iz

(3.2,25), odnosno (3.2,27). Kori¥¢enjem numeritke integracije, izraz

y — o & -~ . . - ma



el ef T ag R T zz T
RO F S v1+vz pzh

. (6 3 3)
gde su ,
SRR S Y S |
B PRRE TR X T TY e
o . A (6:8;4)
: :[Pl v»g—PI » Ptl] "lsnxt R
pz ; 2.! LI I ] 2 3 o+ sy

2
. Struktura matrica Py i P, ista je kao i struktura matrlce P (2.3), sem éto

e umesto vreanstl funkcua p (1 6) kao élano\n pGJaV].JuJU. vrednost1 ntho-A*A

vih 1zvoda (1 3). DlJagonalne matr1ce, -
= ;['-'(Hsf"s /“'A)"'J' " txt (6.3.5)
ma;]u po Jedan skalarm Elan u svako; ta6k1 numerigke 1ntegrac1;|e

ImaJuél u vidu da je 521 =slz, zbog 51metr13e N 6 (2 5 11), (3) moée - .
da se preplée u 0b11ku pogodeern Za numeméko raéunan;e. ‘ ‘

T _

. gde

st lasa 6.3.6)
e | :
e=[Q ,..,..Q,...,Q i B (5
ima po jédnu 3n x'3 submatricu -
1 T2 Yo . | . - 68

za svaku ta&ku numerléke 1ntegram;|e Matrme Q una;]u po tr1 1dentiéne
vrste razhélte od nule za. sVak1 6v0r‘ u kome ge element VeZan. Matmca s N

: Je dlgagonalna )

© iima .po- Jedan dijagenalnifblokvvod po tri élapé o .
sh= [l gl? 512 22 12 3 (6.3.10)
- za svaku tagku numerléke 1ntegrac13e.

: Ako korlsumo ekSphcltm p()stupak reéaVanJa s1stema (5 6 1), matmcu S




. moZemo izvesti iz izvornog kondenzovanog oblika (4,4.4). U tome sluéaju,’
sli¢no kao kod matrlce masa, iz izraza (1) otpada &lan § 1 Izraz1 (3) i (4)
ostaju formalno isti, s tim &to se njihove razmere svodena nxn i

nx 3t , pokto umesto po tri identiéne vrednostl izvoda 1nterpolac1omh

funkana za svakl cvor, ulazi samo po Jedna

Ovde treba zapaziti jo jednu znaajnu okolnost. Naime, iz (5. 8; 3) je evi-
dentno da nam kod eksplicitne procedure matrica S nlje potrebna, veé nam
je potrebna matrica S x, koja ustvari predstavlja skup tri vektora, Kako |
- bismo je formirali, uzeéemo matr1cu S razv13enu u ob11ku (3), i mnoZiti je
~sa desna nha levo vektorima koordinata &vorova (6.1.5), Ovo omogudéuje znat--

ne ustede u memoriji i radnom vremenu ragunara,

6.4, Matrica krutosti -

Kao $to smo videli u poglavlju 5. , ova matrica se pOJavlJuJe kod implicit-
nih metoda reSavanja, i neizbezna je kod statiskih problema, Kao takva, to _
je hronolo&ki prva matrica rasmatrana u metodi konaénih elemenata, mada

_' ni izdaleka nije najjednostavnija.

Prema (5.4.4) ovu matrlcu, za Cetvorougaone elemente, mozemo napisati u
obllku

! i
K11J3= R xj_xi P! pl g oY /g g Edn  (6,4.1)
e -1 -1 © v :

gde je, saglasno {5. .1..4)

BV =4F /D, D v  (6.4.2)
af  Zxy |
 Za homogenl linearno elastian materljal Je prema (5 4 4)

g0V .1.2_‘139_ [|va Vo4 (1-v)aX oY 1 (6.4.3)

| Numerigka kvadratura svodi izraz (6. 4. 1) na

K= I bka"l7;; I ' (6.4.4)
e ' SR
gde
b=['}Bl..-1.BI,...Bt] | . . (6.4, 5)

ima kao élanéve submatrice BI (3n x 3), po Jedny za svaku tadku numerig -
_ i :
ke integracije, -



‘Matrice BI imaju za svaki ¢vor u kome je element vezan po jedan blok di- . |

menzija 3x3, oblika

o S
| 2P PP o m P
L. | - o
B | NP Bty Py vy By (6:46)
. el . ‘ .
«Lzl.Pl Z4 P2+'z2 ’]'l Zg Pz; K

ety

“ Slignost strukture matrica B (5), (6) i matrica Q (3. 8) omoguéuje da se

za njihovo formiranje u radunaru koriste' gotovo identini postupci, Dalje. .

.k!=HI E, VA - , D (6. 4.7)

" je kvazidijagonalna matrica, koja ima po jednu submatricu razmera 3x3

za svaku tacku in,t'egfacije. Razume se, EI‘ je ovde matrica konstitutiviih
koeficijenata u taki integracije I. Za slu¢aj linearno elastiZnog materijala,
EI je ustvari izraz (3) napisan u matridnom obliku, uz koriééehje r‘elacijja"
(2.1, 10). | |

| *Azz - 'Alg A, } Y 411A22f(1" §)Ai2' i
EI:ié-zlu'\? 1.-2:\j Ayy Byyt T AT, = ‘A11_ Ay,
| SYM . ' - Azll
;/ SRR (6.4.8)

"6.4.1, Membrane izloZene &istom smicanju

‘U odfedjenim primenama inZenjerske prakse koristi se pretpostavka da su
o 4 e 2]
tanke membrane sposobne da prime iskljutivo smicanje (schubfeldschema ).
Treba zapaziti da je ovoj ekvivalentna pretpostavka o :éavréenqj kompresi-

_ bilnosti materijala E = 0 , Imajuéi u vidu poznatu relaciju

E.=A2u 1+ v) | : (6. 4. 8)

sleai da je, za membrane izloZene &islom smicanju
\’:_ 1 - . ‘ » . ' (6'419) N '
2

Zanimliiva ie da ie ova vrednost V na granici fizidke dopustivosti




- Sledstveno tome moguce je, suprotno uoblcaJenOJ praks1, programe za opSte
membrane koristiti i u slucaJu membrana optereéenih &istim smicanjem,
uvodJenJem V =.1 kao ulaznog podatka Numerlékl prlmem (poglavlje 7)

pokaquu da je ovakav pr11az praktic¢no upotrebl,]lv. .
6 4, 2 éel:rorougaom element sa cetlrl cvora

Do sada 1zI edeni izrazi u ovom poglavlju vaZe za ma kako prostorno 7al<1~1v;
'ljem éetvorougaom element, Zbog praktlcne vazZnosti matrice krutosti, ras-
motrléemo neke jednostavrne spe013a111e slutajeve, kakvi mogu da se prime-
. heu problemxma tipa prikezanog na S1,1, Element je prlkazan na Sl. 3, in-

terpolacione funkcue date su 1zrazom (1, 6) a koordinate ¢évorova izrazom

(L7, |
|

Jasno je da ée za ovakve e]emente biti zadovoljeni uslovi kompatlbllnostl,
posto su pomeranJa ivica 11nearna i jednoznaéno odredj ena pomeran31md zZa-

- jednigkih é;vorova dvaju su sednih elemenata,

38 . . A
Da bi se obezbedila konverpencua za elemente sa linearnim pomeranjima

dovoljna jeljedna taéka E = ‘ 0, Gau.ssove'numeriéke integracije. U
ovoj tadki je | P
|
{ 1, . A
Py "Z'[ =11 1 -1], P, = Z~[' 1 -1 1 1:J‘ (6, 4,10)
pa su

. 1 . o
xl~zl(-xJ+.<L+xM--xN), X, = 7 (xJ xL+xM+xN)

(6,4.11)
it.d,
Matrlca b (5) seu ovom slucaJu svodi na svega jedan blok tipa BI, sastav-

ljen od Eetlrl bloka tlpa B (6). ‘Matrica k je sada razmera 3x3
K=H~E VA - (6.4.12)
"0 To o : : : _

gde je H0 % 4, dok su E' iA vrednosti EI (8) 1A (2,1.12)u posmaltra-
noj tacki integracije, Kao sto Je uobidajeno u primenama metode kona&nih -
elemenata za dalje pozivanje na jednom definisan element koristiéemo ma-

‘nje - vide pm;zvo],]nu skratenicu, u ovom alucaju MEM 41, Pored vomn

privlaéne Jednostavnostl, numeridka interraciia 1 tednod a2t Trma & coi



nedostatke, Naime, ako e11m1n1serno stepene slobode krutog tela posmatra

ni element 1maée 4x3-6-= 6 spoljasnjih stepeni slobode (pomeran;la cvorova)

~ . na svega tr1 unutrasnja stepena slobode (deformam;}e u tacki 1ntegrac13e)

Sledstveno tome, elemrant se sam po seb1 ponasa kao kinematizam, Slo do-

" vodi do toga da pouzdanost rezultata proraduna zavisi od globalmh veza kOJe
elementima nameée posmatrana konstrukecija, U odredjenim primenama A
(ravna deformacg]al ) ovakav prilaz se pokazao kao dosta pouzdan, Medju-‘-‘ ‘

“tim, kao &to ¢emo videti na primerima, rezultati za membrane nisu naroé&i-

. to ohrabrujuéi,

Ovo je bio razlog §to je rasmotren i pouzdaniji prilaz, za &etiri Gaussove
tatke numeridke ihtegracije. Kao 5to je poznato,- koordinat‘e ovih tagaka u-
zimajﬁ vrednosti E‘r n =+ /__/3 Element Je u ovom sluéa;]u oznacen sa
MEM 44 Numerigki rezultati Su u ovom oluéagu logigni, i uporedivi; pod
istim uslovxma, sa rezultatima za poznate pouzdane elemente, Razume se,
obim ra¢unanja pri formiranju m}atrica elementa je oko &etiri puta veci ne-

‘g0 u prethodnom slug&aju,

Vredna je paZnje jo$ jedna moguénost ‘numeriéke integracije, a to je gene-

- ralisano trapezno pravilo pri korhe se integracione taéké poklapaju sa (’:yoq
- rovima elementa, Za razllku od Gaussove integracije sa cetlrl tacke, ko‘ja _
taéno 1ntegra11 polmome do treteg stepenapo &i n, ova poslednJa L.mno

- integrali samo polinome linearne po £i n, kao i prav1lo sredn;e talke,

Mvd;]utlm videli smo da je ova ta&nost potpuno dovoljna za konvergenm]u.

Puni smisao ovaj prilaz ima u dinamiékim problemlma, poéto generife di-

jagonalnu matricu masa,

6. 4. 3. éetvorougaoni element sa osam &vorova

Ovakav element, prlkazan na Sl. 4, dozvoljava adekvatnije modeliranje pro—.

sto’rno zakrlvl;jene membrane, uz koriSéenje slozenl,]lh 1nterpolaclon1h fun-.

k<:1l;]a 2,_.i'to - | | |
PK'!=‘-2-(1+ EEK)(1+ nm )(E& ¢t nn -l)zaE K'.“"T'l
ﬁ=%(1+££<)(1 n%) zag =t ;;,K=o L (6.413)
PKL%(I- £%) (1 +nn K:).za e 0 no=ta .A

K

Sa ovim elementom obavljeni su numericki eksperimernti vrlo ograni&enog




|

‘Sl_lkul. CETVOROUGAONI ELEMENT SA 0SAM CVOROVA MEM 84



50
obima uz kori§éenje Setiri Gaussove tadke numeridke integracije. .ReZdltaﬁi "
su dosta diskutabilni, sto nije ¢udno ako se ima u vidu 8x3-6=18 Sp013a5113111 '
B stepeni slobode, uz svega 12 unutraanlh Po podac1ma iz literature, za rav-

" ne probleme je uspesno koriZéena Gaussova sema 2x2 medjutim, tu je bro;l

spoljasnjih stepeni slobode svega 8x2-3 = 13.

Za sluaj membrane, pouzdani rezultati mogu se odekivati sa 9 taéaka Gau—

ssove ili integracije po &vorovima,

ey

6.5, Ostale matrice

Formiranjem matrica M, SiK dobili smo sve po'tr"ébne elemente za resa-
vanje ¢isto dinamic’:kih problema.; Matrice za spregnute termomehanitke i

probleme provodJenJa toplote mogu da se odrede na slidan naém

‘Imajuéi u vidu da reéavan;e spregnu tih problema implicitnom procedurom '
(odeljak 6, 4) nije narocito praktlcan postupak kao interesantne ostaJu mat-
rice U (5.2,5) i H (5, 2. 6). Ev1dentno je mpd;;utlm da prva od njih ima stvuk-
turu identi¢nu matr1c1 M,. dok, bar za linearno termoelastidan matemnl i
krute provodmke, struktura druge odgovala matrici S, Prema tome, matri-
~ceUiH mogu u veéini primena da se formlra;;u uz pomoé¢ postojeéih pr og-

rama za formiranje matrica M i S.

-6. 6. Tenzor deformacije'

Tenzor deformacije definisan je izrazom (2.1.12), koji je pogodan i za nu-
~ merigko racunan;]e, posebno ako se radi o velikim deformacuama i eksl)ll-

citnim postup01ma tedavanja Jednaéma kretanJa

.MedJutlm kod implicitnih procedqra (5.7, 7) umesto sa vektorlma poloZaja

pogodnije je operlsanJe sa nthovnn inkrementima, oznadenim matrlcmm

simbolom u , POJedlnl glanovi matrlce kolone. u (5 7.9) nisu n1sta clrug

" nego koordinate vektora pomeranja, ako l_cpnfiguracuu_u trenutku t prjlvreme—

no shvatimo kao referentnu, a u trenutku t+h kao tekuéu B 4

U svakom sluéaju, ukupan v'ektor pomeranja uJ taéke x odredJen je u od-

‘nosu na referentne koordinate X' poznatom relacuom '
'S +a"5‘uj | - (6.6.1)

. Ista 'relacijafvaii'i za &vorne tadke, dakle

e A k e £ 9

Py gl
x,= X+ 6% u




i
Zamenom (2‘)  ;_xj; .(4.2.‘5)1 (4, 2. 5)_u (2.1.12) définitivno dobijamo dé je

KL, _i 1KL6ij
aB

Yag = (Byg XK+ 5 P Uik )u i (6.6.3)

Za slu¥aj malih pomeranja, relacija (3) svodi se na
0. KL i S

e aB ‘I" B(IB XK u 1IJ . . » (6. 6. 4:)
Ovaj izraz mo%e jednostavno da &2 svede na matriéni‘ oblik -

e_='BTl u : B (6,6.5)
gde je

e = fe“ e + }: I o (6.._6‘. 6)

Za ¥etvorougaoni konagni element sa Setiri &vora
[ B, |
BL
BM

pri ¢emu imamo po jednu matrlcu oblika (4, 6) za svakl cvor Vrednos t
1nterpolacmn1h funkc1;|a u matricama BI odgovaraju tacki u kOJOJ posima -
tramo deformaciju. Sa u jeu (5) oznaéena matrica- kolona De scartesnmh

pomeranja &vorova elementa,
/.

6.7. Tenzor membranskih sila

: Naéelno, tenzor membransklh sﬂa odredléemo iz konstltutlvnlh jednacina,

| saglasno (3,1,6), Za Specualm sluéaJ homogenog linearno termoelasmnoq
‘materijala, korlstléemo relacue (3.2,25), odnosno (3, 2. 27).

' 6.7.1, Homogen linearno elastitan materijal

Za homogen linearno elasti¢an materijal, tenzor membranskih sila pove-

zan je sa tenzorom relativne deformacijeé jednostavnim izrazom

NOB . /7;75 B Y Yoo

Agfdo je e ’( "' dato relacijom (4.3). Imajuéi u vidu (3.2, 13), tenzor 1_’nr.:mm

(671)

Thranaleilh odle cvredem e v o s et e e



Sq =B X ¥ 'Yx v (6.7.2)’

Ako su deformam;]e male, 5to je slucaj kod vedine konstruktwmh matex ija-- |
la, promena metrike je zanemarl;uva pa je SO‘B N N(’”3

'U sludaju malih pomeranja, (6,7.2) svodi se na-

LB af(y -
S E Tey, | | o (6.1.3)

gde je tenzor deformacije S det relacijom (6, 4), lzraz (3) lako je'prepli- |

sati u matriénom obliku

S:E e - L (BT
gde Je'
s = (st g'? 522y - - | . (6.7.5)

:

‘ vektor membranskih sila svedenih na referentnu konfiguraciju,

6. 7. 2. Glavne -membranske sile -

M@mbranske sile mozemo da predstavnno u obliku (5) bez obzira na koji su

nacm odredJene. U svakom slu&aju s* o8 moZe da se odredi prema (3,2).

Kada su membranske sile u nekoj realnoj Ak‘onstrukcijiAna bilo koji naéin od-
redjene, sa in¥enjerske je tadke gledista potrebno utvrditi da 1i se ove nala--
ze u granicama dozvoljenim za posmatrani materijal, Membranske si].e date
su u materijalnim koordinatama E{x . Da bi ih uporédi_li sa dozvoljenim vred-
" nostima, treba da ih prevedemo.ufneki lokalni Descartesov koordinatni sis-
tem u kome membra/nske sile imaju uobicajene dimenzi;jé, sile po jedinici

duZine, Pogodan za ovu svrhu je sistem glavnih osa membranskih sild.

%

Glavne vrednosti membranskih sila su svo;stvene vrednostl I problema

[ g o zA““]n -03 - ' (8.7.6)

-gde je . na vektor pravc_:a glav_n__gé sile I , dok je OB nﬁla-vektbr. Konaéno se
‘dobija da su glavne sile39

- 1 qoB + o ( ‘
L4238 A -, o 6T

gde je -

- 4A det OB ]° 1/2 (6.7 8)

B G
_zs -2‘[(5‘ AaB)




éemo delenjém (7) i (8) sa debljinom membrane u referentno; konfigujf'aciji
D‘. : .

6.7.3. Glavni pravei

' 1
-Glavne pravce odrediéemo preko sinusa i cosmusa ugla sa izmedju ose 3

1 praveca glavne sile 5

L
sing =€ 39 NB | (6.17.9)
af = v
= g0 " B = »‘-‘a 2 -
cos ¢ a.g¢ N". S Na I (6.7.10)
Ovde je |
3% o g 1‘°‘~/ = ) C(6.7.11)

jediniéni vektor ose § 1, dok je

- 4 of : : '
N, —na/ A n, ng N (6.7.12)

N -

jedini¢ni vektor praveca glavne sile I 1" Sto se tige vektora pravea n o
ovaj je do’ konstantnog mnoZioca odredjen kao vrsta ili kolona adjungovane
"matrice smtema (6), odnosno kao linearna kombinacija vrsta ili kolona po-
menute matrice, Ako se posluZimo prostom linearnom kombixiacijom, AN

rom kolona ili vrsta, dobiéemo da je

a » 522 512 g (222 Al?)
| (6.17,13)
n, - sil _ g2l s all . 421 -

. Zamenom (13), (12) i (11)1 (9) i (10), i delenjem (9) sa (10) definitivno do-
bijamo da je ' '

tg v = - - _ VE (6.'};14)
s (A *A ) -A (22512 |

Ako Je referentm koordinatni sistem Descartesov, gOI‘nJl izraz svoch sena
SI - Slll + | ' )
tg v = — : o (6.7,15)
s -s822, S,lz

!

&iju je korektnost'lako. proveriti,



7.~ NUMERIGKI PRIMERI

Cilj ovog poglavlja je da se kroz numeritke primere ilustruju prilazi i pos-

tupci opisani u ovom radu,

7.1, Sistem dvaju S&tapova
. . N

Ovaj je primef izabran posSto oms« gucuje da sé na najjednostavniji ha(:iu no-
delira geometrijski nelinearno ponafianje membrane, Zahvaljuj’uéi jednos-
tavnosti primera,moguée je da se izrazi »a (”:lariové pojédinih matrica me-
tode konag&nih eiemenata dob'iju u zalvorenom obliku, i na taj nagin stekne
uvid u njihov fizi¢ki smisao. Sem toga, rezultuj{xée jednacine kretanja i

- prbvodjenja toplote su dostupne analitikom reZavanju, pa mogu da sc upo-

rede numericka i analiti¢ka reSenja,

. Medjutim, izbor ovog primera zahtevao jo da se, u najkraéem obliku, iz-
loZe i neke osnovne relacije teorije aksijalno napregnutih Stapova, Sto je

i uginjeno u okviru poglavlja DOPATAK 1,

Geometrijske karakteristike posmatranog primera u trenutku t prikazane

Su na S]...51 . o :

~ Slika 5.

7.1,1, Graniéni uslovi

Pretpostavka je da je sistem simetrican i simetriéno optereéen sopstvenoin
teZinom, U tadkama 2 i 3 Stapovi su zglobno vezani sa masivnim krutim te-

lom, tako da su granicni uslovi po pomeranjima




X.=x_=0 : :
E 3 (7.1, 1)

yz = Ll y3 =~ L ] yl =0
a po temperatizrama
'92=ie3=_e o . (7,1,2)

gde je € temperatura masivnog .ela, dok u tadki 1. imamo grani&ni uslov
po toplotnom fluksu | ’

q = 0. - (L3
7,1,2. Pogetni uslovi

Pretpostaviéemo da je u referentnoj konﬁgur"aciji

.x1=x_=0;81=v8= 2] ‘(7,.1.4)
'xl'-'O

'7.1.3, Konaéni elementi

Smatrademo da svaki Stap za sebe predstavlga konag&ni element Zbog sime—

tr'lJe, dovolmo Jje da posmatramo Stap 12,

Ako pretpostavimo da je vek:tdr poloZaja svake pojedine tadke elementn line-
arna -fuhkcija koerd/i,nata ¢vorova 1 i 2, kao i de je temperjaturasvake poje-
dine talke elementa takodje linearna funkcija temperatura u &vorovima 1 i
2, interpolacione funkcije ée biti |

'PI=-15['1-§ 1+¢] | . (7.1.5)

dok su njihovi izvodi

Pp=5 [-1 1] - o | | (71, 6)

xJ'E'a. Py XI | | (7.1, 7)

si koordinatama



S . (7.1, 8)
2 1 1 ' o
. Na osnovu (4. 2,5) i(D,1,86) osnovni r‘neiriéki tenzor je
1 2 2 - S ‘ |
a=--~4 (L fxl.)v ) A . (7,1.9)
odnosno. _ . .
A = L%4 | o . (1.1.10)

_.u refefentnoj konfigtiraciji,dok je raspored temperature u Stapu

B 1 S | .
6 -? 0, -’5[(1-5),61_+(1+ £) €] ‘. (7.1.11)

' 7.1.4, Vrednosti pojedinih matrica

Ove velicine izradunaéemo saglasno izra7ima (D.8.1-11). Zbog uproééenoF—
ti pmmera matrice se svode na po Jedan <1an, a integralimo u zatvoronom

"obliku, Tako je relevantni clan m,atrlce masa

L o
M1111-=- / o, B s (P! )é VAdg = p BL/3 (7.1.12)
-1 7 . ' - |

]

matrice sila

| 1 _
‘ gttt =/ g 1 (Pé)z EB [ % (a-A)- o A (8- e)]A"S/2 dE
-1 :
"'EB[x -aTlL /2L3 | (7.1.13)
matrice krutosti
' : 1 .
S R S ? EBa %4 ¢ = mBl) L] .
-1 | - | (7.1,14)
i vektora spoljnih sila
L 1 . _ :
O R PR | _ 1
R = g / 0 yBP gLdg=3p 'BlLg (7.1.15)

-1




gde je g ubrzanje_zemljine tefe,

- Na slidan nacin dobiéemo &l

| nove povezane 'sa toplotnim veli¢inama
11 1.2 _ :
U= v (P)cB VA d ¢ =CBL/3 (7.1.16)
-1 ‘
1 ‘ |
11 - : - |
B = 0 @ e mat/2g, . ¢ B/L (7,1.17)
-1 |
1
1 . -
G = 7 595 P1 K‘BAI/Zd = KB(el-G))/L
-1 > ‘
(7,1,18)
Q! =0
kao i ¢lanove koji opisuju medjusobnj uticaj toplotnih j mehanidkih veligina
i _
LI exlg P EPIEB a A2, L pg x, /2L
' -1
: (7.1.19)
p'l. 0 xp Py PlER o 4 /dg=EBax1(2e +6)/61L,
-1
(7.1, 20)
1
rte s, o 31)pl bl gy aa 2 g .
-1
= EB a [ 2 6,

e . | -
1¥ * (28 + ¢ )%, 1761, (7.1, 21)

7 1, 5' Plzmke konstante ‘

P o 7.88 x 10 k'g/rns_
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Ho

Ee2 x10° 8/ m

C =502 J /kg °K

e (7.1.22)
K=50.2J /ms°K
a=11,7x107% ) %k

Takodje usvajamo da je

g

g=9,81m/s® .

7.1.6, .Iédnaéine kretanja i provodjenja toplote

Posmatrajmd nelinearne jednaéinZe (5.6.8) 1 (5. 6.9). Ako injih uvrstimo

vrednosti posmatranog problermm dobi¢emo sistem od dve jednaéine’

. .,ic*s.. EB . 2 c 20 1
o BLix .y [xy-al8-¢ " lx =5 p,BLeg
| (7.1.23)
EBa . CBL g kB o
T ( 2 91+B)x1x1'+ 3 91-!- T .(.61_- €) =0

7.1.7, Analititko redenje

Rééiti dak i ovako jednostavan éistem u zatvorenom obliku je sve samo ne
- lako, M edjﬁtim, ako pretpostavimo da su prirastaji temperature

T-l = 61 - € ‘'mali, sistem se raspada na dve nezavisne jednaédine

oo E 3

S 1
=P L x +/ X, ==p L g
3 o771 2L3 1 3 "o > -
_ . (7.1, 24)
E o . : CL =«
O et e L e =
5 .x1x71‘+ 3 ‘61_ 0

Pre nego &to predjemo na refavanje sistema (23)'odn-osno (24), rasmotrimo -

stacionaran s_lué'éj .xl =0, ;{1 = 0, ('91'=' 0. Iz druge jednaline sada dobija-~

mo 91= ©, aizprve

1/3

x = (20 L* ¢/ 3E) (7.1.25)

Sto nije nita drugo nego statiCki ugib posmatrénog sisteina usled gopsivene

tezine v s




- — )

%
R o

Jednagina (24 a) moZe da se redi kvadraturama préko eliptiénih funkcija,

sto je zametan posao ali izvodljiv pomoéu nekih pozné-tih trahsformacijall’l?'

Resenje je »
x = e =i . (7.1, 26)
Y3+ 1+ (V/3-1)enu o .
Ovd.e je

e= (80 L*g sm)!/°

- - (7.1, 27)
w=(g /) V2,

gde je t vreme, U poletnom trenutku t =0, ¢ nu= 1 pa je X" 0 ireSe-
nje evidentno zadovoljava podetne ',uslové. Funkcija cnu je periodiéna, pa

tako i reSenje (26), koje maksimalnu vrednost xl = e uzima za cnu = -1,

Ako duZinu Stapa L u referentnoj :konf_iguraciji usvojimo tako da je e=1,

- maksimalni dinamigki ugib prema'. (16) bide X, = 1 m a stati¢ki, prema

(25), =x, = .629 96052 m .,

1 : ,
~ Za poredjenje analiti¢kog resenja. sa numeriékim vrednostima od interesa
je jos period koji za funkeiju cnu 'iznosi 4K. Za nag slucaj je

v ' , 4
K =1,598142005 . Saglasno tome; za u=4Ki e =11iz (217) dobijamo da je

period oscilovanja funkcijé Xy (t)?
T = AR =1,096 593 185 & A (7.1.28)
, Y2g /3 o .
Razmotrimo sada jednadinu (24 b), Ova takodje moZe da se resi kvadralura-
ma, irezultatje , . . .
a2 2 o o ,
T1=—3E0t €x1/4LCL . - | (7.1, 29)

Za usvojenu'vredn.ost e=1 dobijamo iz (27) da' je
. L=31,6177591 m

Usvojimo za referentnu temperaturu @ = 300°K, pa je, saglasno (22)

T, = -.137 140 136 le °k - | ©(7.1.30)

Izradunata vrednost je stvarno mala u oduosu na referentnu temperaturu,
pa je prema tome ispunjena pretpostavka na osnovu koje smo formirali jed-

nadine (24);, i



Sl

7.1.8. Numeriéke-"'re:'éenja”}hQ‘inémiéko_éi,prpblema .

o

"Dmamlckl deo posmatranog problema resavan 3e Imphc1tnom (Odeljaxc 5 7)
i pomoéu tr1 varljante ekSpllcltne procedure (Odeljak 5 8) Uporedm rezul-

tati datl suu tab11c1 T-1. .0 Ll

Usvo;;em l;orak prl 1nteora0131 blO Je T/40 gde Je T perlod osc1lovanJa‘ E\.m-
tlcna duzlna koraka moze da se 1zraéuna saglasno (5 10 1) iiznosi u ovom o
_'_"slucaJu h = 5 95 T/4O Xy Numemckl prz.mer Je tako podesen da Je maks1-
malna vrednost \{1 1 pa ée 4av1sno od polozaga na putan31 dozvol;ena vred—'
‘nost koraka b1t1 h >5 95 T/40 Stvarno se pokaz:alo da trapezna 1terac13a

"1~:onverg1ra za h = 7T /40 a dlverdlra za h"' 1.5, T/4O o

‘Kod lmearmh problema kmtxcna dumna koraka Je nezav1sna od poloza*a na
putan31 pa se naprlmer za. harmonljskl osc11ator dobl_,a iz (5 10, 1) da Je k
Sto se tlce 1mphcl’cne procedure numerlcka racumca Je pokazala da ova .

konverglra za posmatram prlmer nezav1sno od koraka
PoredJenJem numerlcklh rezultata 1z T 1 mozemo da zaliummo da

. trapezna 1teracm;1a daje rezultate praktlcno 1dent1cne 1mp11c1tno;| procedu- :

ri, a prlguéene u odnosu na anahtléko resenje

- procedura Belytschka da;e nesto tacnlje vrednostl od prethodne dve, ali

Eogacane u odnosu na anahtlcko resenJe

- mochflclrana trapezna 1terac13a daJe rezultate praktlcno 1ste tacnos ti kao -
| 'procedura Belytsch(ka ali Je kao 1 trapezna mada u manJo;l meri, pr‘l-

gusena u odnosu na analmcko resenJe.

Bllo bi svakako preuranJ eno davat1 ocenu, predlozenlh postupaka na osnovu

' Jednog elementarnog prlmera Ono Sto moze da se zak13u01 Jeste da su svi
rasmatram postup01 sa numerlcke taoke gledlsta korektnl i da 1ma osnove
da se trapezna i mod1£1c1rana trapezna 1tera<:13a dal;e 1strazu;|u na reallstlc- ,
nl*n prlmerlma 1maJué1 posebno u v1du pozel;an pmgusenl karakter reée-
nja,. Treba takod;]e napomenut1 da su sve na‘vedene procedure prlmenJene i

na. sluca; harmomgskog oscxlatora gde Je ponasanJe rezultata bllo sllcno

kao iu posmatranom oluéaJu. S

14

Radi uv1da u ponasanje numerlcke procedure prl veéem bro;u koraka moch- B

'f1c1rana trapezna pr"' "'dura Je za korak '1‘/80 . prlmenJena na racunaru u




vmerlcl«.og procesa

' Spre dnutl proble

vgledlsta Ev1dentan Je prlgusenl karakter resenJa po koordmatl X
- vergira ka stat1ckog vrednostl '(x

'referentnOJ vrednostl

1600 koraka Rezultatl prlka zanl'na Sl 6 ukaquu na stabllno ponasange nu- o

.

: ,5'7 1 9 Numurlcka,_ resenJa ‘=pregnutog problema S

Je za h T /40 resavan prvo trapeznom proceourom

(5.8.21 3) Iz T 1 Vldl se da se rézultat1 po koordmatl X samo margl—

1
nalno razhkuju od c1sto dmaxmckog slucaga u srmslu SmanJenJa Ovo jel

razumlglvo zbog hladJenJa stapova pr1 1zdu21van]u Sto se tice" promene

temperature ova se za maks;xmalnu vrednost X, razhkuje od anahtlckl

l

'procenJene vrednost1 (7 1 30) za manJe od 0 5%

Problem Je resavan i na racunaru mod1f1c1ranom trapeznom procedurom

sa 1600 koraka h= T /80 1 rezultatl su pmkazam na 81, 7 Numerlcko rese-

_nJe se ponasa stabllno, shcno kao u dmamlckom slucagu

Prema tome moze da se zaLlJuc1 da predlozena procedura resavanja spreg-‘

. nutog problema posebno s obmrom na svo;]u Jednostavnost - zasluzuje odre-

dJ enu pa szu.

: Poznato Je da u sluéa;]u vehk:h graleenata temperature, kakvi se pOJaVlJu]u

K ,npr prlllkom osc1lovan3a crreda makrotermoelastlcno prlgusen;]e predstav-

lja odlucu3uc1 deo prlgusen;ja uopste, pr1 cemu postop prema Zeneru4-5 46 .

"'odhcno sladanje numerlcklh i eksperlmentalmh rezultata Da bi s1mu11ra11

_ ovakvu s1tuac13u na posmatranom prlmeru k031 se 1nace odhkuge malim gra-

d13ent1ma temperature pomnoz1éemo spec1f1cnu toplotu C, koef1c13ent toplot-

. nog s1ren3a o i koef1c13ent toplotne pI‘OVOlelVOStl K faktorlma 10 1, 101,

/7
105 respen:tlvno Rezultat1 su prlkazam na Sl 8 i 1oglcn1 su’sa fiziCke tagke

1 ko;;a kon-

0 63), _dok temperatura konverglra ka
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1.2, Vltoperena kutlJa B

Veoma Je malo publlkovanlh rezultata o performansama membransklh ele-. |
menata u neplanarmm konf1gura<31;|ama cak i kada se radl o lmearnom sta- | :
tlckom problemu. U'radu Haftkez8 k031 3e posveéen upravo avom proble-
mu, rasmatram su samo ravm cetvorougaom elementl i uporedgem su sa
NASTRAN QDM’?M elementlma Prlmer iz pomenutog rada Je takozva- -

‘na kutljasta konzola prlkazana na Sl 9 ,nace uproséena tlplcna sema kon-'

: strukcue av1onskog krlla Konstrukcua Je snnetmcna u odnosu na ravan xy,
ina crtezu Je prlkazan samo gorn31 s1metrlcn1 deo OptereéenJe Je spreg u -

ravm zx dakle ant131metr1cno u odnosu na ravan xy, 1 mozemo ga zameniti.

.\.

koncentrlsanom sﬂom F u tack1 J o _ ; L
:U tackama J 1 N pretpostavlgene su krute Vert 1kale Radl pc;redJenJa sa re-
zultatuna 1z navedenog rada ponovljen Je numerlckl racun sa element1ma -
QDMEM kO]l ustvarl predstavl;a;u substrukture sastavlJene od po cet1r1
trougla doleena deljengem éetvorougla dljagonalama Ova sema prlkazana

: .-Je na Sl 10 Treba zapaz1t1 da se u neplanarnom sluEaJu dljagonale ne seku

: 'v"sto Je kod ovog elementa pretpostavka 1 u planarnom slucaJu, tako da u sué- '
" 't1n1 element sacmgavaju dva nezawsna sloJa,od po dva trougla Rezultat1 za ‘
V‘="'..-ovaJ slucag prlkazam su donJom punom lml;)om dljagrama na Sl 13 Ovde k T
dolaz1 do 1zraza3a prekOmerna krutoSt trougaonfh elemenata u ovakvlm s1- '-:'-
tuac13ama Uoblcajeno lecenJe ovog nedostatka kod prlmena na av1onske kon=
strukcuely7 Jeste 1dea11za013a bocmh ploca elemen'uma napregnutun 1sk13u01-.
:i'vo na- smlcanJe (OdelJak 6 4 1) Uz ovakvu pretpostavku posmatrana struk-

e tura postaJe znatn "'f'i;Leks1b11n13a OdgovaraJum rezultatl pr1kazan1 su donJom i

: 1sprek1danom 11n13'om-, 13agrama na Sl 3 g u potpunos t1 se slazu sa rezul- .

‘ 28 .0
N tatlma 1z 11terature .,

,Napomenlmo los'jednom da Je u ovom prlmeru ‘an: iz 1ran samo statlckl 11- '

'afne‘arén,_SIué?;j; Zb.o'."; poredJenJa sa postogeélm;rezultatlma ‘Treba medJutlm

1mat1 u v1du d ’.':;;slucag obuhvata n,ajslozemju matrlcu metode konacnlh

elemenata - matrlcu krutostl a sem toga 1ma i ve11k1 praktlcm znacaj, pa .

“w

Je razumljlvo da se kod anallze performanm konaémh elemenata podJe od

A.\'. ..

Cnjega. ol liw Tt e N
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t z 0,102 cm
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- 6= 3307 KN7cm?

29,81 KN
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e e e e 5 N 8

2. 1‘. I_sp_iﬁiVanj’e konveffgen'cijc-" R

.'w R v

I\onverdencua elemenata,-MLM 41 i MEM 44 oplsamh u ocelJL'u 6. 4 1 lsp.;- ‘

uvana je lxorlscenJem I‘aZ].lCltlh mreza Podele gornge ploce bue su exe,

a boénih’ ploca exl » de Je e 1, 2 4 8 blO bro;; elemenata po 1v101

Radi poreo;jenga probm prlmer blO Je racunat i pomOCu verovatno nano—

ljeg postOJeéeg cetvorocvornog elementa za ravno naorezange hlbrldnooslzrz» ‘

elementa nazvanocr H"l kOJl Je autor ovoga rada 1sp1tao na mz naJr‘aZ]_ICltl— ,

th sta thlxlh i dinamlcklh problema uz dobr-o slagan;;e sd SOpstvemm tu-, '

dth’l analltléklm numerlc klm 1 eksperlmentalnlmsz’_ '5.3 rezultatlma Ele-._ S

ment H21 ima kompletr*u 11nearnu r-avnoteznu raspodelu napona s ;.kofnver-‘ ’

gira kvadratn027 et *

-Poredj enJe Je obavIJeno na Sl 11 posmatranJem vert1kalnog ugiba u taékl

J.Ako se rezultatl za element H21 uzmu kao pouzdam moze se Z&kl]HCltl

. da pmmenom elernenta MEM 41 konstrukc13a postaJe previse flek51b11na

honvergencua je prema oceklvanJu za ovag t1p elementa (nekompletne line-
arne defoz-macu;e) pI‘lbllZnO 11nearna a11 rezultatl te‘%e ka vrednostl kOJa je -
oélgledno znatno V1éa od predv1d3ene pomocu elemen'ca H2 l U svakom slu-

éaJu ovo je posledlca 1ntegra013e u JeanJ tackl, i kmematsklh stepenl slobo-'

- de elernenta sa’ tlme u ve21 (OdelJak 6 4 1)

Prlmenorn cet1r1 tacke numerlcke 1ntegrac:ue (MEM 44) sﬂuacua se ponra-

vlija, i rezultatl su vrlo bllskl rezultatlma ‘sa elementom H2l

Za sluéaj Jednog elementa numer-lckl test Je 1zvr§en i za element M‘?‘M 84

(Odeljak 6 4,2), Rezu,ltatl ponovo ukgquq na preteranu flek51b11nost elemen-

ta,

Na sllcan nadin uporedjenl sui napom u tez1st:u gorn;}eg panela konstrukcue

Rezultatl za elernent T\/IE:’\/I 41 ukazugu da konvergen013a po napomma u svakom

SllJLCaJu n1;|e monotona 1 da se rezultatl skokOV1to menJaJu sa g‘ustmom mre- ;

ze Sto’ se tlée elementa MJ:,V[ 44 konvergenc13a po napomma je oélgledno

monotona i rezultatl ‘su opet veoma upored1v1 sa "H21,

N

Rezultatl su upored3en1 i sa resenglma doblgemm pomoéu 1nzen3er~sk;1h for'-< '

‘mula za kutljaste tank021dne nosace54 Dobl;jeno Je dobro slaganJe PO napo-

nima, dok rezulta t1 po ugiblma ukaquu na nedovolJnu pouzdanost prlrucnlh

obwazaca




B S

7.2.2, Ifekti: 'vfit"op_er-eﬁ_psu -

nev1toperenom slucagu S ,' N ',

: redJenlh mzenJ ersklh problema

-r--.

U radu l—l:—lftke ‘ elel\u v1topcr >noet1 1ep1t1van1 su pomocu rdvmh olemcnata

‘sa u1lmearnom raspocolom pomeranJa na kakve se u summl <vodl 1 clcmr*nt ‘

oemauran u ovom radu l«.ade mu sve cet1r1 tacke leze u JC‘anJ ravm ]V’ode-

o 'l' ge je obavlJeno tako da JE‘ ravan. elementa sukces;.vno pr ovlaeena kroz po
| trl tacke od tacaka J L "N, \/[ pmkazamh na Sl 9 Rasturanje rezultata :

. prlkazavxo sraflranom oovrsmom na Sl 13 na velo Je autore na zaklgucak da

) prlmena ravnlh cetvorougaon:h elemenata nema nlkakvog smlsla ako nepla- :

narnost posmatranog polga konstrul\cue prelam vrednost h/l O 05

Sto se t ce elementa MEM:’V'41 Sl 13 ponovo ukaque na ngegovu preteranu o

+1el\.elb1mé>st a uz to na neosetljlvost na v1t0peren3e Sta V1se dob13a se ne—

, locrlcan rezultau da je v1tooerena konstrukc1_]a ﬂek81b11n13a od nev1tooerene

Element MEM 84 Je JOS gi pkl]l all Uz locrlcanocfnos uglba u VltOperenom i

‘ o ';;-

-MedJutlm prlme’ om elementa MEM 44 dobl_]amo veoma ohrabrujuce rezul- .

28'

- tate, Za planarnl slucaJ, vreCmostl se ‘slazu sa podac1ma za element QMC

dok se u neolanarmm s1tua013.a.ma element ponasa stabllno i locrlcno, sllcno

elementu QDMEM a11 povolJmJe u smlslu ﬂek81b11nost1 Za razhku od
QDN’EM efekat optereélvangd boémh ploea 1sk13u61vo smlcanjem je zane- '

marljlv pa otpada Jedna od tema za razmlsljanje pmhkom pOStaVIJanJa od-

Na osnovu 1zlozenog moze se zaliuc1t1 da Je membranskl element MEM 44

’ Vredan pasze kada se/reéava ju konstrukc13e sa neplanarnlm povrélma

i

7.3. Membrana Obllka hlperbollénog parab0101da (hlpara)

Da bi se 1sp1talo ponasanJe predlozemh konacmh elemenata i u klasmmm

membransklm 51tua<:13ama rasmotren Je slucaj h1perbollcno parab0101da

optered: nog konstantmm kontmualmm OpterecenJem za kOJl u linearnom

slucagu postoji analltlcko resenges, Konﬁguracua probnog pmmera (S1. 14)

uzeta Je iz rada56 u kOme su dati’ rezultatl proracuna metodom konacnlh

razllka kao i el«:Sperlmentalne vrednostl

Saglasno Fluggeu membra'xa Je napregnuta Clstlm smlcangem pri €emu

je 1ntenz1tet smlcuce slle




' Za numemd\e VI‘Gdl‘lObtl sa Sl 14dob13amo da Je N x 34 39 k_N/m

Aultatl proracuna metodom konacmh elemenata dobro se slazu sa analltlc—
:um Vredn.os tlma sem za elemente u uglov1ma konstrukcue Ovo Jjei razum-
lleo ‘posto su granlcnlm uslov1ma flkSlrana po trl évora ugaomh elernenata
‘Interesantno Je da’ pO naponlrna gotovo da nema razhke 1zmed3u rezultata do-‘
‘bijenih elementlrna MEM 41 i MEM 44 Ovo Je posledlca cm;jenlce da u evom-
'Specl;ja*norn slucaJu pomeranJa cvorova konacnlh elernenata ne ukljucuju ste-

‘pene slobode ko;|1 se neadekvatno numerlck:L mtegrale prav1lorn jedne tacke

Za unored31van]e kvahteta resenJa pogodna Je unutraana energua kao ska-
larna vellcma S obzu'orn da su membranske sﬂe konstantne unutrasnju

'enerdl_]u 1ako Je 1zracunat1 1z poznatog 1zraza

3'

G = N_z. S /~2 G t Lo f;’,} L ' .' B (7. 3.'2) '

Ovde Je S ukupna povrsma membrane, k03u na osnovu (2 1 8) mozemo da

1zracunarno prema

gde Je E n =- f(l‘ z_a x,” 1= - a. Izraéunata'vrednost energl;je prlkaza-

na Je 1sprek1danom 11n13om dljagrama na Sl 15, Rezultatl po energl;jl za raz-

11c1te gustme mreze kgnaémh elernenata prlkazam su u 1stom dljadramu V1- o ’

di se da vrednostl dobljene rnetodom konacmh elemenata brzo konveroraJu |
/

ka tacnom reéen]u Greska kOJa pOStO]l Je u sustlm posledlca veé pomenute

_ neadekvatne deforrnamJe ugaomh elemenata S LR

) Ono Sto Je posebno 1nteresantno kod ovog prlmera, 1 sto je 1zazvalo odredJe-
ne dlskusa,]e prlllkom 1zlagan3a rada4'1 na Svetskom kongresu Jeste da ele-

ment1 MEM 44 u ovom slucaJu daJu fleks1b11n13u strukturu nego element1 sa

reduc1ranom mtegracuom MEM 41 sto protwurem sv1m dosadasnpm opa-

S

zanjlma u sli¢nim 31tua013ama

Objasdnj enje leZiu éinjenici da se radi o konstrukciji sa'k’onstantnirn naponomn,

za 5034 ée ma kakav tip elementa da da praktléno tadno reSenje. Greéxca nas-

tupa Samo: kod ugaomh elernenata unutar kO]lh prav1lo 1ntegra013e sa cetlrl

S —




Z'G l" m —— ,.7, " p=6,85 KN/ me -

T

t=1,5mm

L. 6 =26,487 KN/mm?
Slika 14 MEMBRANA OBLIKA HIPERBOLIENOG . PARABOLOIDA -

g

ENERGLIA _ ,
[kNeml——

03

0,2

'Slika 15 HIPAR MEMBRANA '(KONVERGENCIJA PO ENERGIJI)

'




tadke adekvatnije int_e’gral'i' ener;"giju_. IO

U svakom alucaJu OV&J kao 1 prethodm pmmer ukaquu da su neophodne od- ‘
| rchene rezerve prema reducmanOJ 1ntegrac131 ko;]a se u po;]edlmm radov1-
9 ! )

: 0"
ma vrlo cenJemh autora , a na osnovu odhcnlh rezuT tatd u pogedmlm

primerima’, ‘veoma preporucujc

g o
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W
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7.4 Préstiz?a'n'jg ‘ ta’lasé brzme= ujétapu‘ '.

SO e

U cilju provere predloaemh po.stupaka na dlnamlcklm 3re1azn1m (transient)
fenomcmma rasmotrléemo jovaj Jednostavm pmmer all uz l«.oms;ccmu re-

alisti¢no g br og:. stepenl slobode. Sema problema prlkazana je na Si.16.

Tip \.lementa isti je kaoiu prlmeru 1.1, sem Sto su mase, sagla ‘ o‘raama-
tranglma u odeljc:Lma 5.816.2, redukovane na cvorove pa je matrica masa

s1stema dll;]agonalna Radi lakSeg uporedjlvanga resen;;a sa pOStOJEClm nume-
ri cl~.1m i anau.tlcklm rezultatlma18 k031 su datl u an'flosaksonsklm Jeamlca-

ma, mere nisu prevodjene veéd. samo zamenJene metmcklm._

*

Brzina prostlranja talasa se anahtlckl 1ako odredJuJe iz. (5 10 5) a oddovara-

jJUCl vremenski korak iz (5 10. “) Za posmatram prlmer usvogen Je reduk-

CE

E

cioni faktor o .—_.O. 5. S g ] ﬁ Lo

’\Ia Sl. 16 uooredno su prlkazam rezultat1 za v1se metoda a sa 1st1m brogem
elemenata Numemcl\e vrednostl svakako ne mocru da prate analltlcko rese-
n_]e na frontu talasa gde 1mamo dlskontmultet brzme Kao posledlcu 1mace-
mo odredgeno 1skakan3e rezulta ta 1znad V= 10 m/s. Kod metode Belytschka
ova_] porast pracen je bla 0'0 prlg'usenom osmlatornom komponentom resenJa
apezna 1terac13a daJe resenJe sa JOS vec1m skokom u okolml fronta uz ta—
kodje: umereno prlgusenje. Prlmetno Je medjutlm manja ucestanost osc11a-

torne komoonente resen;a Sllcna Je s1tuac13a sa n:codlflcwanom trapeznom

. -

procedurom k03a Je:po-ucestanostl 1zmed3u prethodne dve. N

Prlmenom PEC procedure s1tua01Ja se v1dno pobol_]sava. Os011ac13e resenga ,
‘su- snazno pmgusene a/ucestanost odgovara t‘rapezno_] 1terac131 PEC modl—
f1c1rana procedura daJe shcne rezultate uz ucestanost kOJa odgovara modl— -

f1c1ran03 trapezno.]:;teracljl e

Radi detaljnlgeg uv1da u ponasan]e posma‘tx‘-amh postupaka primer Je resaVan 8
sa I'aleC1t1m gustmama mreze 30 60 1 120 elemenata a I‘eZUItatl SL. pI‘l— .
:«:azam na Sl 17 18 1 19 Of*lgledne su prednostl PEC procedura u oanosu na .
posLuoak Belytschka MedJutlm 1zmed_]u dveJu. PEC procedur-a razhke su o
suptllnl,]e. Detalgnm uv1d u nuumcke rezultate ukazu;e na margmalno veéu '
tacnost PEC mod1f1c1rane Sto. uz nesto strm131 front talasa opr av‘da‘va ~):'2_Lz—:.
matranwe even! ualne buduce upotr-ebe ove metode u produkc o programl-

ma.
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8.- DISKUSIJA. I ZAKLJUéCI

iij’ ovog rada bio ]e da se ra&vuu konacm. elementl membrana upotrCDlJl\’l u
svima*tuacgan,c. l\OJlI"'la Je membransha aprokmmac ja opravdana. Posiav-
ifeni prcmem zahtevao je pre svena da se osnovne re*acue Memnbranske Leori-
je postave na nacin pogodan za resavange metodom .«:onacmh elemenaia \5'lof-‘-
lavlje 2). U poglavlju 3 formuhsane su konstltutlvne Jjednac&ine za cvr,sfe ter-
momehaniéki Jednostavne membrane i dctalgno je analiziran sludaj termoe-

lastiénog. ma,terlgala .

roksimaciji membrana konainim elementima posveéeno je pogiavlje 4. U
ovom poglaviju pokazano je i da se, za t_er'momehaniélci jednostavan materijal,
brzina promene temperature eksplicitno pojavljuje u jednaéinama provodjenja

toplote (4. 5.10), Sto je od klju&ne va:?nosti__":éa'numeriéko reSavanje.

Poglavlje 5 posveéeno je 11near1zac131 i reéavanJu Jednacma kretanja i provo-
djenja toplote sistema kona&nih elemenata. Razmotreno je simultano resSava-
nje ovih jednacéina implicitnim 1 eksplicitnim postupkom, i pokazano je da pro-
cedure koje se danas sa uspehom koriste u metodi kona&nih elemenata préds-

tavljaju specijalne sludajeve predlozenih postupaka.

Imajuéi u vidu da je metoda kona&nih elemenata nezamisliva bez primene raég-
nara; neophodno je sistematizovati izraéunaivanje pojedinih veliina koje ulaze
u jednacline kretanja, da bi se omogucnlo programiranje. Takodje je neophodno
- da se na odgovarajuéi naéin interpretiraju rezultati proracuna (pomer-anJa,

membranske sile, itd.). Ova pitanja dotaknuta su u poglavlju 6.

U poglavlju 7‘rasmotr/eni su numeriéki primeri. Pokazaha je korektnost pred-
lozenih postupaka poredjenjem sa analltlcklm 1 numerlcklm reseﬁjlvna pomodu
poznatih procedura. TakodJe je konstatovano regu;arno ponasanje predlozenih
membranskih elemenata u nekim tipi&nim 31tua013ama Numerigki rezultati na
prlmemma sa reallstlcmm brOJem c**epenl slobode ukazuju na znacaJne pred-
nosti predlozene predlktor korektor metode p¢ 1 resavanJu prelazmh dinamié-

kih problema

KonacZno, kako zbog praktlcne prlmene kao ogacanja membransklh konstrukm-
ja “tako i ébog po dodnostl koge pruAaJu pri oostav;‘,an;u probmh prlmera u do-

atku su ukratko rasmotrem aksualno napregnut1 stapov;L




SODATAK - AKSIJALNC Y Anﬂ STAPOVI

U tehnickoj pral-:lsi'uobiéajéno je da se membranske konsirukcije ciad aju

uzduZnim elementim}ai Koje moZemo t"et ati l‘ab aksijalno napregaute fia-
pove, Sem toga, rasmat; ranje pon\ senja nekih jednostavnih sistersa sianova
racZe da da kvalite t;vn1 uvid u odre *,"-*? membranska stanja. Ovo je razlog

sto ¢e u ovom pogl avlwu 01t1 r-asmotrene neke osnovire relacije Leorlgc akgi-

jalno napreunutm btapova

.1 Kinematika Stapa

Matariialne tagke §tapg, X520 Jgdroawmémmnalnod kontinuuma, zauzimaju ob-
iast definisanu srednjom linijom Stapa L. Polo%aj materijalne tacke u oola’,—
ti odredjen je materijalnom krivolinijskom koordinatom ¢

Polozaj ove tacke u prostoru i vremenu odredi¢emo parametarskim jedna-

¢inama linije L

x T o) : o (D.1.1)
gde su
i )

Descartesove koordinate tatke £ u trenutku t. Brzinu i ubrzanje tadke od-
redi¢emo diferenciranjem (1) po vremenu:

2

= 3x1/3 t, % = ale/ 3t (D.l.é)
Bazni vektor definisan je izrazom
XIE: sx' [ sE . | | | . (D.1.3)
Kvadrat duZine linijskog elementa dat je kao i uvek relacijom
ds® = ¢ gaxad e - (D.1.4)
Imajuéi u vidu (1) i (3) ovaj izraz moZemo prepisati u obliku:
de magg (do) o (De18)
& ...=8 x _'x : D.1.6
g iy .E & .( )

_odreaJuJe metriku stapa u trenutku t . Zapazuno da seu slucaju aksnalno

~

napregm t og §tapa osnovni metr 1ck1 tenzor sveo.na skalarnu vehb inu a

g

mJe nista dru@o neao recmrocna vred—

Kontravar Jantm oblm vehcme a

g

nost ove:

a =1/a

gy
Yy

£ R (D.1.7)

Y
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PO].OLB.J rnaterljalne Lacke u rnferentnOJ fits unwuracm blce

-, ',-,

(D1, 8)

h X ( E- ,.'. t, )
gde Je t . tn1 trenutak vrernena Sledstveno torne osnovnl rnetmckl e

ue*lzor u reIerent*'xo; konflo‘uracul Je

Bg oy XX o Coi T may

fe;defqrmﬁci.j'? i

' ‘Sada Je tenzor relatl g

o 55 SR
'dok Je brzma deformaclje
S : la _ e
Yss» SICIE LIS

D.2 Osno vne termomehaméke vellclne

‘. ovorn odeljku oplsaéemo osnoVne termomehamcke Vehcme teomJe scapo-,'f'

.'va shcno kao sto je to u odel_]ku 2 2 uc1n3eno za A.eomJu membrana

L oteest

D.2.1 Masé ?ﬁ'.

D.2,2 Méhan'iéka's-nag‘a' ( efgl;tirada_)“i'

Rad SpO].Jnlh sﬂa kOJe deluJu na §tap Je skalarm prozzvod ov1h sila i pomera-_
nja n31hov1h napadmh tacaka N : ' '

Pod mehamckom snagom étapa podrazumevaéemo rad Spol_']nlh s11a u JEdlnlc:l

vremena

Ovde su F' spolinje ’sile.,po_--jedi:ni‘ci"-'méfsfe ‘Sfapé‘, dok su’ b 31 - nmi




fizicke koordinate spoljnih sila koje.deluju na krejevima $tapa J.i K .

D.2.3 Unuiradnja-energija .

Unutrasnja energija Stapa data je'izfazom ..
U= Jfpeds . o D.2.4)

gde je € unutras‘njg_;enérgija-_po'j'e‘dini'cli;'fiﬁase Stapa.

D.2.4 Kinetitka energija - . =

.

Kineti¢ku energiju '§tapa. def_inisa(:er’ﬁo na uobitajeni nééin

L\:l}—lf

Ve 'S‘ SLEPds 0 o D)
D.2.5 TOpIOtna"' e_ner:gija' o 3
Toplotna energija koju éfap prima ili 'otpu'é'ta u"jedinicifvremena sastoji se

od toplotnog fluksa qJ‘ i na kraJevuna stapa i toplotnog izvora r po

qK
jedinici mase stapa. s T

'

Qs S Brds A o (D2

5
L
_ D26 ‘Entropij.a‘..b v

Sli¢no kao za membranu, napisaéemo da je .. .

H= J 5 nods © oo T e T T (DL2LT)
Ukupna -pro.izvo,dnja entropije bice .

Poosg— - P gids -

- : (D ,' 2....8_) "

’ gde su GJ GK apsolutnewtpmperatureu tackama J i K




'D.3 Globalni zakoni balansa -
D.3.1° Zakonf"Q."o'é’uvarijti energije’ " SR Lo LR R .
Identi¢no kao kod inenibréné, ékéigSm of_déﬁ.x}'anju: enefgijé napisaéemo w ob‘-‘_'-
liku ‘ T :

VU EWAEQ T T EERETE . (D.31)

Zarnenom! (2.4), (2.5)1 (2.6) u (1) dobi6emio da je -

Kada se posluZimo uslovima invarijantnosti pri superponiranim krutim kre-.

tanjima, iz (2) dobijamo: . .




83
D.5 Lokalni zakoni balans'a |
Lokalni zakom balansa za aksualno napregnute staoove mogu da se izvedu
na sli¢an nacm kao za mbmbrane a cob13em 1zra.41 su takod;je slmm tako -

da ¢emo 1h samo rc.olstrovau u dalgem tekstu

S
g N

D.5.1. /ahon o ocuvangu mase B

IQ“'

? a‘,‘ﬁﬁj“lf"l-o, .: 7 | .A .’_‘(D' 1)

t .
D.5.2. Zakon obalansu kolidine kretanja .
Prix_ﬁénbm (D. 3, 4) 'ﬁa"elemént'-.étaba-;‘_ dobljamograméne .us.lo?e za _étap =

s

'(D.5.~3) |

-'U ovn'n 1zra21ma ‘]e‘; vngg tenzor aksualne sﬂe ko;11 Je sa leleom aks1;1a1- :

v-',;‘

,'nom s1lom H povezan relacuom )

S0 T (DUse)
| D 5 3 Zakon o balansu momenta kollcme kretanja - ‘

'Za slucaJ aksualno napregnutog stapa ovaJ aksmm Je lokalvxo 1dent1ck1 za- : '
'dovola en, B R PR " R

D. 5 4 Zakon o ocuvanJu energlje

. 1v~'.'

' Sllcno kao kod membrame ovaJ zakon .moze da se svede na Jednaclnu ba- -

lansa entroplg e

Fod r,:-;i; LSy

gde je. i

ae% n@g’_ 3,  (D.5.6)

0 6 7 -qf —?‘h-&-}-zzge =0
£ 8

ey




© Na. oSnovu (‘5) domgamo da Je

D. 7 Is'.Onstituvtivvne‘jé‘dnaéine
D. 7.1 Termoinéhanié’ki 'jeanStavan' materijai

I\onstltutlvne Jednacme za stapove mogu da se 1zvedu na 1st1 nacm kao sa;

mcmorane Lal\o da se moze pokazatl da '3"

Hsa

aks13alna 5113

(D.7.1)

- '(.b.._-7.‘2)

‘¥ ‘Y [ a

sO €€

'..1 tOplotnog fluksa S

E’ @l "0‘[ a (t- s) ect s) Eg(t) a (t) e (t)A] :
oo s=0 K : R

- D.7.2 Lin_eara'_xj 1z ropan .f'é%rﬁbelésti_égh i_ina:_t_erij’al-'.'f,.-' S

‘MoZe sé p.c"),kaz.a:'__t'i da je za posmatran1mater13a1slobodna energija - -

s +% ‘Eo "1:5/;4‘ o c 9 ( 1,;-~1n'e"/e ')1  ”

- dok je vektor toplotnog fluksa prema Fourmerovom za;\onu

\_ .

CLRIE B . AEE o S '.(15.7.'7)A :

.;5--:‘: o

i povezan je sa f1z1ék1m £0plotnim fluksom -—d :felac.'ijom:,,' R

i N 84.* -

<D7s> .




Radi kopc1znost1 u 1zrazu za slobodnu energlju 1 dalje korlstlmo oznake

Lo

A=A, ; ~a"”:=, a,. . 7.8

B T 14 AR
D.8 ;Kona_éni elémén‘ti étapdVa’

I\onacm element stapa se lako defmlse kao segment 1zmed;1u dva susedna pre_

b;ka stapa

Jednacme lxretanJa i pro vodJenJa toplote 1zvode se i resavaJu na 1st1 nacm

rlx.ao 1 za membrane,,.,

Da b1 ;zbeOh ponavljanje 'redlstrovacemo samo 1zraze za pOJedlne matrlce
m etode honacmh elemenata a za lmearno termoelastlcan materljal k03e o

‘ce num b1t1 potrebne prl resavan_]u 11ustratwn1h prlmera

ST

| 1 ._-(D’i;s’.‘j-:z._i)" o

(D83

D

Tt PeBryEaes T pag

(D.5.5)




3
e.L

oY ek, P PJLEA-]:D’OL,/': d g (Dis.9) -

P r e, PR ERe /Eae s a0
. (D..8.11)

s

..U ‘ovv’im 1zraz1ma B Je poprecm presek ,,tapa u referentnog konflguracm;

o ERS e£ PE B X / f‘ df o (Dﬁq)
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